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Vorwort. 

Die Aufgaben des Ingenieurs haben schon oft die Mechanik um 
bedeutende Probleme bereichert. U nter den zweidimensionalen 
elastischen System en bieten die ebenen Platten und die nach Um
drehungsfHichen gekrummten elastischen Schalen zwei charakteristische 
Aufgabengruppen der Statik, die in hohem MaEe der mathematischen 
Behandlung zuganglich sind. Die Platten und Schalen sind Ele
mente der Konstruktionen, die dem Ingenieur in einer Fulle der 
verschiedenartigsten FaIle hinsichtlich ihrer Form, ihrer Belastung und 
ihrer Randbefestigung in den Anwendungen entgegentreten. 

Wahrend die Theorie der Biegung der elastischen Platten auf ein 
Jahrhundert ihres Bestehens zuruckblicken kann und in ihren Grund
gedanken bereits durch die bedeutendsten Bearbeiter der mathema
tischen Elastizitatslehre entwickelt worden ist, verdankt die Theorie 
der Biegung der gewalbten Schalen zwei lebenden Forschern ihre 
Ausbildung, namlich den bahnbrechenden Arbeiten von E. MeiEner 
in Zurich und H. ReiEner in Charlottenburg. 

Das vorliegende Buch ist aus dem Wunsch hervorgegangen, 
die wichtl;gsten Mittel fur den Ingenieur bereitzustellen, deren er zur 
Bestimmung der Formanderungen der ebenen Platten und zur Be
rechnung der in ihrem Innern wirkenden Spannungen bedarf. Die 
entwickelten Berechnungsverfahren diirfen iiber die FaIle der Platten
biegung hinaus das Interesse des Ingenieurs und des angewandten 
Mathematikers beanspruchen, in denen sie sich als nutzlich erwiesen 
haben, weil sie das Handwerkzeug zur Bestimmung aller ebenen 
Spannungs- und Verze.mmgszustande elastischer Karper bilden diirften. 

Den Maschineningenieur haben die ebenen und gewalbten Wan
dungen der unter Druck stehenden Maschinengehause und Kessel 
zu einer genaueren Untermchung der Formanderungen und der 
Festigkeit der Platten und Schalen angeregt. Hier waren es be
sonders die Forderungen des Dampfturbinenbaues, die zu einer sorg
faltigen und eingehenden Beschaftigung mit einigen von diesen schwie
rigen Aufgaben der Festigkeitslehre angeregt haben. 

Unter der Vielgestaltigkeit der Ausfuhrungsformen der Eisenbeton
bauweise sind andererseits Bauwerke entstanden, die in ihrer organi
schen Verbindung von stab£6rmigen Tragwerken mit flachenhaft aus
gebildeten Teilen den Ingenieur oft vor neuartige statische Aufgaben 
stellen. Zu ihrer Bewaltigung erweist sich mehr und mehr die Not
wendigkeit, die Theorie der zweidimensionalen elastischen Karper heran
zuziehen. Die Formanderungsgesetze eines unvollkommen elastischen 



IV Vorwort. 

Baustoffes wie des Betons bediirfen zwar unter einer zweiseitigen 
Biegungsbeanspruchung noch ihrer genaueren Untersuchung, wie auch 
die Gesetze, nach denen sich die in ihrem Innern durch Eisenein
lagen erst tragfahig gemachten Betonplatten verbiegen. Trotzdem 
diirfte die genaue Beschreibung der Spannungszustande einer elastisch
isotropen Platte unter den in den Anwendungen am haufigsten vor
kommenden Belastungsfallen sehr niitzIich sein. Die Gesichtspunkte, 
nach denen die Eiseneinlagen in den ebenen Wandungen der groBen 
Fliissigkeits- und Stiickgutbehalter aus Beton und in den, in einem 
Gitter von regelmaBig angeordneten Punkten belasteten oder unter
stiitzten Betonplatten am sparsamsten zu verteilen sind, welche als 
durchlaufende Decken, als Briickenfahrbahnen oder als Fundament
platten von Ge bauden viel Verwendung gefunden haben, werden an 
Hand der Theorie der biegungsfesten elastisch-isotropen Platten sich 
fiir die Zwecke der Anwendungen hinreichend genau feststellen lassen. 
Diese Theorie diirfte zur Zeit das vollkommenste Mittel bilden, das 
die Mechanik dem Ingenieur zur Verfiigung stellen kann, der sich ein 
genaueres Bild iiber die Art der Verteilung der Spannungen in 
diesen Konstruktionen verschaffen will. Sie gewabrt ibm einen weit 
befriedigenderen Einblick in diese letztere, als die an ihrer Statt 
gelegentlicb herangezogenen, mecbaniscb unzulanglich begriindeten 
Rechnungsverfahren. 

Den Ingenieuren, die sich mit dies en Aufgaben beschiiftigt haben, 
werden die vorhandenen Liicken in den experiment ellen Grundlagen 
der Lehre von der Biegung der vollkommen und besonders der un
vollkommen-elastischen Platten kaum entgangen sein, el-ensowenig 
auch die Schwierigkeitcn, welche einige Belastungsfalle selbst bei 
den elastisch-isotropen Platten einer mathematischen Behandlung be
reitet haben oder noch bereiten, die eine Bedeutung fiir die An
wendungen haben. Der Umstand, daB es ein universelles Rechnungs
verfahren bisher nicht gibt, das in allen Fallen der Belastungen und 
der Grenzbedingungen von elastisClhen Platten mit einem geringen 
MaB von Rechenarbeit die Spannungen zu ermitteln gestattet, hat 
nicht zu verhindern vermocht, daB man die strengen Losangen fiir 
eine groBe Zahl von praktisch wichtigen Belastungsfallen aufgefunden 
hat. Diese Losungen und die mit ihrer Hilfe ermittelten Spannungs
verteilungen in elastischenPlatten enthalten viele wert volle Ergeb
nisse der Rechnung fiir die Anwendungen. Diese Erfolge der seit 
einem J ahrhundert in den Arbeiten der Forderer der Elastizitats
lehre weit ausgebauten Theorie der Biegung der elastischen Platten 
werden den weiterstrebenden Ingenieur und angewandten Mathe
matiker anspornen, den zur Losung derartiger Aufgaben der Festig
keitslehre ihnen zu Gebote stehenden sinnreichen Verfahren ihre 
Aufmerksamkeit zu widmen und die Versuche fortzusetzen, urn die 
nocb vorhandenen Lucken in den experimentellen Grundlagen der 
Berechnungsverfabren zu beseitigen und diese letzteren we iter zu ver
voIlkommnen und zu vereinfachen. 



Vorwort. v 

Die Grundlagen del' technischen Elastizitatslehre werden, soweit 
sie fiir das ins Auge gefa13te Sondergebiet erforderlich sind, entwickelt. 
An mathematischen Hilfsmitteln werden die Anfangsgriinde der 
Theorie der linearen Differentialgleichungen vorausgesetzt, wie sie im 
Studiengang der Bau· oder der Maschineningenieur-Abteilungen der 
Technischen Hochschulen entwickelt zu werden pftegen. In einigen 
Anwendungen der Rechnung habe ich auf ihre vollstandige Wieder
gabe verzichtet und mich begniigt, die hauptsachlichsten Schritte an
zudeuten und ihre Ergebnisse anzufiihren. Bei der Behandlung der 
Plattenaufgaben haben die vom Altmeister del' Elastizitatslehre 
A. E. H. Love eingefiihrten Spannungsmittelkrafte und Spannungs
momente sich als sehr zweckmaBig erwiesen. Von der von Michell 
und von Love weit ausgebauten Theorie der Biegung beliebig dicker 
ebener Platten habe ich keinen Gebrauch gemacht, weil fiir die prak
tisch en Anwendungen die Beschrankung der Untersuchung auf diinne 
Platten im Sinne del' Anna-hmen, die den von Gustav Kirchhoff 
abgeleiteten Gleichungen zugrunde liegen, in den meisten Fallen wohl 
ausreichen diirfte. Die wiederholten Anregungen meines verehrten 
Lehrers, A. Stodola in Ziirich, und die schone Auswahl von Aufgaben 
der Festigkeitslehre, die den lnhalt del' vor einigen Jahren erschie
nenen beiden Bande von "Drang und Zwang" von A. und L. Fop pI 
bildet, haben mich darin bestarkt, den Verfahren und den Haupt
anwendungen del' Plattenlehre eine eingehendere Darstellung zu widmen. 

lch gedenke sehr dankbar des regen Gedankenaustausches mit 
Herrn L. Prandtl, mit dem ich seit fiinf Jahren so oft Gelegenheit 
hatte iiber viele der im folgenden beriihrten Fragen der Elastizitat 
und der l\:Iechanik der bildsamen Formanderungen zu sprechen und 
dem ich meinen herzlichsten Dank auch fiir die Moglichkeit aus
sprechen mochte, den Gegenstand durch verschiedene Versuchsreihen 
iiber die mich interessierenden Fragen im Institut fur angewandte 
Mechanik der Universitat Gottingen erganzt zu haben. Die zu ihrer 
Vornahme erforderlichen Mittel wurden mir von der Jubilaums
stiftung der deutschen Industrie in dankenswerter Weise zur 
Verfiigung gestellt. 

Der Gutehoffnungshiitte in Oberhausen und der Beton
und Eisenbetonbauunternehmung von Wayss & Freytag in N eu
stadt a. d. Haardt habe ich fiir die liebenswiirdige Dberlassung 
einer Anzahl von Lichtbildern ihrer Plattenkonstruktionen fur den 
Druck besonders zu danken. SchlieBlich mochte ich nicht verfehlen, 
del' Verlagsbuchhandlung fur ihre Bereitwilligkeit, mit del' sic auf 
meine Wunsche bei der Drucklegung eingegangen ist, und fUr die 
sorgfaltige Herstellung des Satzes und der A bbildungen memen 
besten Dank auszusprechen. 

Gottingen, im April 1925. 

A. Nadai. 
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I. Die Grundlagen der Lehre von der 
Plattenbiegung. 

1. Elastizitat, Bildsamkeit, Festigkeit. 
Die Korper, die wir gewohnt sind als starr anzusehen und als 

fest zu bezeichnen, sind es bei naherem Zusehen nicht. In einem 
Teil der Mechanik, der sich mit der Beschreibung der Veranderungen 
ihrer Gestalt beschaftigt, wird von der Edahrungstatsache Gebrauch 
gemacht, daB man solche Veranderungen an den Korpern beobachten 
kann, fur die aHein die jeweiligen Werte der Krafte bestimmend 
sind, die als ihre Ursachen angesehen werden. Mit diesen, im Ver
gleich zu den Abmessungen der Korper meist sehr kleinen Gestalts
anderungen werden wir uns im folgenden zu beschaftigen haben. 

Diese Gestaltsanderungen der Oberfii1che der Korper sind die 
Folge der Verschiebungen der kleinsten Massenteilchen, aus denen 
sie sich aufbauen. Die Krafte, unter deren Wirkung sie entstehen, 
greifen entweder gleichmaBig an den einzelnen Massenpunkten an -
Massenkrafte - oder sie werden an den Stellen ubertragen, wo 
die Korper mit angrenzenden Massen in Beriihrung stehen - Ober
flachenkrafte. 

U nter den mechanischen Grundeigenschaften der festen Korper 
und im besonderen der Baustoffe des Ingenieurs treten ihre Elasti
zitat, ihre Bildsamkeit und ihre Festigkeit hervor. Es be
diirfte der A ufzahlung einer langen Reihe von Erfahrungstatsachen 
und der Beschreibung von Beobachtungen verschiedener Art, um 
diesen, dem taglichen Sprachgebrauch entnommenen Begriffen eine 
genauer eingeschrankte mechanische Deutung zu geben. 1m Gebrauch, 
den wir vom Begriff der Elastizitat in der Festigkeitslehre gewohnt 
sind zu machen, begniigen wir uns damit, unter ihr die Eigenschaft 
der Korper zu verstehen, in ihre urspriingliche Gestalt zuriickzukehren, 
wenn die Krafte ihre anfanglichen Werte wieder angenommen haben. 
Neben diesen elastischen Teilen der Formanderungen sind nach einer 
Riickkehr zur urspriinglichen Last oft weitere Anderungen der Gestalt 
zu beobachten, die man als bleibende Formanderungen bezeichnet, 
wenn sie mit der Zeit nicht verschwinden. 

N a d ai, Elastische Platten. 1 



2 Die Grundlagen der Lehre von der Plattenbiegung. 

Man nennt die Korper dehnbar, bildsam (pJastisch), wenn 
sie bleibende Formanderungen groBeren Betrages ertragen konnen, 
ohne daB dabei ihr Zusammenhang in ihren kleinen Teilchen merk
lich gelockert wird. Diese Fahigkeit wird durch den Grad der Ver
schiebbarkeit einzelner Atomschichten im Kristallkorn, sowi e durch 
die Zusammenhangsverhaltnisse der Kristallkorner einheitlicher Be
schaffenheit bestimmt, aus denen sich die festen Korper, wie die 
Metalle und die Gesteine, aufbauen. Sie hangt aber auch wesent
lich von der Temperatur und von der Art ihrer Beanspruchung abo 
Ein Material kann sprode oder bildsam sein, je nachdem unter welchen 
Bedingungen es belastet wird. Marmor oder Sandsteinzylinder, die in 
einer Festigkeitsmaschine auf Druck belastet werden, verhalten sich 
wie sprode Korper, sie zeigen bis zum Bruch keine nennenswerte 
Anderung ihrer Gestalt. Wenn die Zylinder in der achsialen Rich
tung belastet und auf ihrem Mantel einem hohen Fliissigkeitsdruck 
ausgesetzt werden, lassen sie sich, wie von Karman 1) zeigen konnte, 
plastisch deformieren. Die reinen Metalle sind bereits unter einer 
Zugspannung sehr starker bildsamer Formanderungen fahig. Die 
Plastizitat beruht bei. den verschiedenen Korpern auf Vorgangen ver
schiedener Art (Verschiebbarkeit der Korner in einem feuchten Ton, 
Bildung der Gleitfiachen in den Kornern der Metalle). Soweit die 
Entstehung bildsamer Formanderungen bei den Metallen (das "FlieBen" 
der Metalle) in Betracht kommt, haben die Grenzbelastungen (die 
FlieBgrenze) fiir deri Ingenieur eine Bedeutung, unter denen diese 
Materialien sich in starkerem MaBe plastisch zu deformieren beginnen. 

Wenn das Gleichgewicht der Krafte, die an einem Konstruktions
teil angreifen, aufhort sicher zu sein, tritt die Gefahr seiner Zer
storung in den Vordergrund. Mit einer Labilitat des Gleichgewichtes 
der Krafte, die an kleinen Teilen des Korpers, Z. B. an seinen 
Gefiigebestandteilen angreifen, beginnt die Auflockerung des Korper
zusammenhanges, die Bildung von Rissen, der Gleit- oder der Bruch
fiachen, die der Festigkeit der Korper eine Grenze setzen. 

2. Der Formanderungszustand. 

Wenn man die Anderung der Gestalt eines Korpers zu be
schreiben hat, wird man von einer willkiirlichen Anfangslage seiner 
materiellen Punkte auszugehen und mit ihr die Lage der Punkte 
im Endzustand zu vergleichen haben. Wir beziehen die Lage der 
Punkte im Anfangszustand auf ein feststehendes Koordinatensystem, 
beispielsweise auf ein rechtshandiges, rechtwinkeliges Achsensystem 

1) Festigkeitsversuche unter allseitigem Druck. Mitt. lib. Forsch.-Arb. 
Heft 118. 
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x, y, z. Der Formanderungszustand des Korpers wird bekannt sein, 
wenn die Komponenten der Verschiebung ~, 1], ( in der Richtung 
der Koordinatenachsen angegeben werden konnen, urn die sich ein 
beliebiger Punkt x, y, z in seinem Innern relativ zu seiner Anfangs
lage verschoben hat. Wenn beispielsweise seine Punkte Verschiebungen ~ 
parallel zur Richtung der x-Achse beschreiben, die auf einer zur 
yz-Ebene parallelen Ebene gleich und proportional x sind, wahrend 
die Verschiebungen 1) und , Null sind, spricht man von einer 
Dehnung in der x-Richtung. Ein in beliebiger Richtung zur 
Dehnungsrichtung x geneigtes 
Bundel paralleler Ebenen bildet 
nach der Verzerrung wieder ein 
paralleles Bundel (Abb. 1 und 2). 
In demselben haben sich die 
Abstande der Ebenen vergroBert 
und die einzelnen Ebenen iiber-
einander verschoben. Das MaB 

Abb. 1. Abb.2. 

fur die Verlangerung der zur x-Achse parallelen Strecken ist die 
Verlangerung der Langeneinheit oder die spezifische Dehnung Ex' In 
einer Richtung, welche einen beliebigen Winkel mit der x-Achse 
bildet, wird der Korper gedehnt, auBerdem erfahren die zu ihr senk
rechten Ebenen eine Gleitung. Das MaB fUr diese letztere ist die 
spezifische Schiebung oder die Strecke, urn die sich zwei Ebenen, 
deren Entfernung gleich der Langeneinheit ist, ubereinander ver
schoben haben. 

Zwei reine Dehnungen in zwei beliebigen Richtungen lassen die 
Schnittgeraden der zu den Dehnungsrichtungen senkrechten Ebenen 
undeformiert. Damus folgt, daB durch drei nicht komplanare reine 
Dehnungen sich der allgemeine Verzerrungszustand erzeugen laSt. 

Wenn die spezifischen Dehnungen und Schiebungen sich von 
einer Stelle x y z zur anderen andern und Funktionen der Koordinaten 
sind, bezieht man sie auf die Langen- und Winkelanderungen der 
Kanten eines Elements dx·dy·dz. Diese Anderungen sind stets nur 
kleine Bruchteile dieser Strecken, hzw. des rechten Winkels im ur-

sprunglichen Zustand. Die Lange dx verlangert sich urn ~~- dx, die 
ox 

Verlangerung der Langeneinheit der Strecke dx oder die spezifische 

Dehnung in der x-Richtung ist daher e = o~ . 
x ax 

Die spezifischen Dehnungen der Substanz im Punkte x, y, z sind 
demnach in den Richtungen x, y, z 

o~ 
ex = ox' (1) 

1* 
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Der rechte Winkel, den die Streck en dx und dy bildeten, andert 

sieh infolge der Verzerrung um den klein en Betrag y",y = :! + ~: 

x 

(Abb. 3). Die Winkelanderungen del' 
Streeken dxdy, dydz, dzdx oder die 
spezifischen Schiebungen, welche das 
Material in den entspreehenden Rich-

-=-If--+-=1=-jf--'---.~dx tungen erleidet, sind demnaeh 

o~ o~ o~ 0' 
YXY=oy-+-fix' ryz=~+ oy' 

!I (2) 
Abb.3. 

Der Rauminhalt des Reehtkants dx dy dz im verzerrten Zustande 
ist (1 + B",)(l + By) (1 + Bz) dx dy dz. Bis auf GroBen hOherer Ord
nung betragt seine auf die Raumeinheit bezogene Zunahme: 

o~ o~ 0, 
e=B +B +B =-+-+-. 

'" y z ox By OZ 

Die GroBe e heiBt die raumliehe Dehnung. 

3. Der Spannungszustand. 

(3) 

Bildet man das Verhaltnis der in einem Fliichenelement eines 
Korpers ubertragenen Kraft zu dieser Flaehe, so nahert sieh dieses, 
wenn die Flaehe unbegrenzt verkleinert wird, einem Grenzwert, der 
die spezifische Spannung in der betreffenden Sehnittriehtung heiBt. 
Der Spannungszustand ist an einer beliebigen Stelle des Korpers 
bekannt, wenn man die GroBe, die Riehtung und den Sinn der auf 
die Fliieheneinheit jedes, in beliebiger Lage angenommenen Flaehen
odeI' Schnittelements bezogenen Kraft anzugeben vermag. Die zum 
Flachenelement senkreehte Komponente der Spannung heiBt eine 
Normal-, ihre in die Richtung des Sehnittes fallende Komponente eine 
Sehubspannung. 

In einem zur xy· Ebene parallelen Sehnittelement sei die Normal
spannung mit Oz bezeiehnet. Sie sei, wenn sie fur das Material eine 
Zugbeanspruehung zur Folge hat, positiv, im entgegengesetzten FaIle, 
wenn sie eine Druckbeanspruehung zur Folge hat, negativ an
genommen. Die resultierende Schubspannung in dem Element werde 
in ihre zu den Achsrichtungen x und y parallelen Komponenten 'tzx und 
'tzy zerlegt. Bei diesel' Bezeiehnungsweise stimmt der erste Zeiger mit 
del' Riehtung der Normalen des Flaehenelementes uberein, del' zweite 
zeigt die Riehtung an, in der die Komponente (fUr den KOl'perteil, 
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dessen nach auBen gerichtete Normale wie die positive z-Achse zeigt) 
zu nehmen ist. Eine zyklische Vertauschung der Zeiger x, y, z in 
az' Tzx ' Tzy liefert die Spannungskomponenten der Schnittrichtungen 
yz und zx (Abb. 4). 

Urn die Bedingungen anzuschrei· 
ben, welche mit Rucksicht auf das 
Gleichgewicht der Krafte unter den 
Spannungskomponenten bestehen mus
sen, betrachten wir das Gleichgewicht 
der Kriifte an einem aus dem Korper 
an der Stelle x y z herausgeschnittenen 
Rechtkant mit den Seitenlangen dx, 
dy, dz. Von den Spannungskomponen

z 

x 
Abb.4. 

ten sind zur x-Achse parallel die Normalspannung ax und die Schubspan
nungen Tyx ' Tzx' Bei der Bildung der Komponentensumme in dieser 
Richtung ist jede dieser Spannungen mit der Flache zu multiplizieren, 
auf der sie wirkt, und zu beachten, daB die gleichbezeichneten Beitrage, 
die von zwei parallelen Seitenfiachen stammen, sich urn ein Differential 
voneinander unterscheiden. Unter der Annahme, daB im Element 
keine Massenkraft wirkt, lautet die Gleichgewichtsbedingung der Kraft
komponentc!1 in der x-Richtung 

(ax + °o:dX) dxdz - axdydz + (TyX + O;;XdY )dZdX - TYXdzdx 

+ (Tzx + o;~x dz)dXdY - Tzxdxdy = 0. 

Sie liefert die erste der drei Gleichungen 

oa OTyx OT _x_-+ __ +~=O 
ox 'oy OZ ' 

~y -L.. OTzy + OTXY = 0 (4) 
oy I OZ ox ' 

oaz + OTxz + OTyz = 0, 
oz ox oy 

deren folgende durch zyklische Vertauschung der Zeiger x, y, z aus 
der ersten hervorgehen. 

Die drei Gleichgewichtsbedingungen, welche sich auf das Ver
schwind en der Komponentensumme der M9mente beziehen, zeigen 
die Gleichheit der Schubspannungskomponenten 

Txy = Tyx ' Tyz = Tzy ' Tzx = Txz (4 a) 
an. Durch diese drei Gleichungen ermaBigt sich die Zahl der den 
Spannungszustand beschreibenden GraBen von 9 auf 6. Den Beweis, 
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daB die 6 Spannungskomponenten ox' 0y' 0z' Txy ' Tyz ' Tzx tatsachlich 
ausreichen, um einen homogenen Spannungszustand zu beschreiben, 
liefert die Tatsache, daB man mit ihrer Hilfe die Spannungskompo
nenten in einem beliebigen, zu den Koordinatenebenen schiefen 
Schnitt anzugeben vermag. 

4. Der ebene Spannungszustand. 
Man erhiilt einen solchen, wenn man z. B. 0z = 0, Tzx = 0, 

Tzy = ° annimmt. 
An einem kleinen prismatischen Element (Abb. 5), das man sich 

durch zwei zur xy-Ebene. eine zur zx- und eine zur zy-Ebene 
parallele Ebene und schlieBlich durch einen zur x-Achse parallelen 

Schnitt begrenzt denkt, dessen nach auBen gerichtete 
Normale n den Winkel a mit der x· Achse bildet, wird 
das Gleichgewicht der Krafte durch die Gleichungen 

On cos a + Tn sin a = Ox cos a + Txy sin a, 
(5) 

Abb. 5. 

On sin a - Tn cos·a = 0y sin a + Tx y cos a 

ausgedriickt. In ihnen sind mit on die Normal- und 
mit Tn die Schubspannung im schiefen Schnitt be

Lost man diese Gleichungen nach on und Tn auf zeichnet. 

Ox + Oy Ox - a y . a = --+ . ~--- cos 2 a + T SIn 2 a 
n 2 2 xy' 

T = n 

Ox - Oy . 
--- SIll 2 a - T cos 2 a 2 xy' 

(6) 

nimmt das Glied ax + ay III der ersten auf die linke Seite, quadriert 
2 

und addiert, so entsteht 

wo (7 ) 

In den Veranderlichen on' Tn ist dies die Gleichung eines Kreises. 
Er heiBt der Mohrsche Spannungskreis und dient zur Darstellung 
des ebenen Spannungszustandes. 

Wir nehmen an, daB das rechtwinklige Koordinatensystem on' Tn' 

in dem der Kreis (Abb. 6) dargestellt ist, parallel zu den x, y-Achsen 
liege. Der Mittelpunkt M des Spannungskreises liegt nach G1. (7) auf der 

an-Achse inderEntfernung OM = (ax + ay): 2 von O. SeinHalbmesser 
Tm ist die Hypotenuse eines rechtwinkeligen Dreieckes mit den Ka-

theten ..<J'<>:, - ay und T • Die Richtung des schiefen Schnittes B B 2 xy 

und Eeiner Normalen MN sei in der Figur des Spannungskreises 
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ebenfalls eingetragen. Die Gerade MN bildet dann mit der x-Achse 

den Winkel a. Wir ziehen einen Strahl MA aus M, der den 
Winkel 2a mit der x-Achse einschliel3t, und tragen auf ihm die 

Strecke ~-i (jy und senkrecht zu ihm 'lxy auf. Die Hypotenuse M8 

des so entstandenen rechtwinkeligen Dreieckes (das in Abb. 6 schraf
fiert wurde) ist der Halbmesser 'lm des Spannungskreises und die 
Koordinaten des Punktes 8 sind nach Gl. (6) und (7) gleich an und 
Tn' Wenn sich die Schnittrichtung BB 
oder auch ihre Normale MN mit einer 
Winkelgeschwindigkeit urn den Mittelpunkt 
des Spannungskreises dreht, wandert der 
Punkt A mit der doppelten Geschwindig
keit in derselben Richtung auf dem Kreise. 
Die Normalspannung an erreicht ihren 
grol3ten, bzw. ihren kleinsten Wert, wenn 
8 in die Punkte 8 1 oder 8'J fam. Wir 
nennen diese Werte die Hauptspan
n ungen und bezeichnen sie mit aI' bzw. 

Abb.6. 

mit a'J' Sie sind im Mohrschen Kreis durch die Strecken 081 

und 08'J oder durch 

gegeben. 

ax+ay 
a =--~-'l 
22 m 

(8) 

Die zugehorigen Hauptrichtungen werden durch die Rich
tungen der Kathete des Dreiecks in den Lagen 8 1 (oder 8'J) oder 
durch die beiden Winkel beschrieben, fUr welche 

ax -ay 
cotg2a=~~·· 

2 'lx 

ist. Die groBte Schubspannung 

1/(ax -ay)2+ 2 
'lm = r --4-- Ta;y 

tritt in den Winkelhalbierenden der Hauptrichtungen auf. 

(9) 

(10) 

Ein ebener Spannungszustand mit ax = ay · 0 oder den Haupt
spannungen a 1 = Txy ' a2 = - Txy wird als reine Schubbean
spruchung bezeichnet. 

Der allgemeine Spannungszustand liil3t sich stets aus drei ebenen 
Spannungszustanden zusammensetzen und wird nach O. Mohrl) durch 
seine drei Hauptkreise dargesteUt. 

1) A . .Il'iippl: Vorlesungen iiber teohnisohe Meohanik Bd. 5. 
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5. Das Elastizitatsgesetz. 
Die hauptsachlichen Baustoffe des Ingenieurs bestehen aus Rauf

werken von kleinen Korperchen kristallinischer Beschaffenheit, die einer 
oder mehreren Grundsubstanzen angehoren konnen. Trotzdem Kristalle 
von der Richtung abhangige Eigenschaften und deshalb eine von 
dieser abhangige Elastizitat besitzen, sind die elastischen Eigen
schaften der aus kleinen Kristallchen zusammengesetzten Korper 
wegen der regellosen Orientierung ihrer ausgezeichneten Richtungen 
im Mittel von der Richtung unabhangig. Wenn die kleinen Bau
steine der Korper fest aneinanderhaften und jener zweiten Art der 
Formanderung zu widerstehen vermogen, die in den inneren bleiben
den Veranderungen der Kristallkorner besteht, erzeugen die Span
nungen im Raufwerk der Kristallite mit ihnen verhaltnisgleiche 
Dehnungen und Schiebungen und die Verzerrungen, die von einem 
Spannungszustand herriihren, lagern sich einfach iiber die von einem 
zweiten erzeugten iiber. 

Ein unter einer Spannung Ox auf Zug oder auf Druck be
anspruchtes Material dehnt sich in der x-Richtung gleichmaBig aus 
und zieht sich in allen zur x-Richtung senkrechten Richtungen gleich
maBig zusammen. Eine Normalspannung Ox erzeugt die Dehnungen 

Die GroBe E heiBt der Elastizitatsmodul, sie hat die Dimension einer 
spezifischen Spannung. Die unbenannte Zahl 'I' gibt das Verhaltnis 
der Querzusa.mmenziehung zur Langsdehnung an. Die Quer~ehnungs
zahl'P (auch Poissonsche Zahl genannt) ist flir Glas 1/4 , fiir Eisen 
clwa 3/10" Fiir Zement und Beton ist 'I' wesentlich kleiner und 
kann im Mittel etwa gleich l/S bis 1/10 genommen werden. Aus dem 
Umstand, daB wahrend der betrachteten Formanderung in den zur 
x-Richtung schief gelegenen Schnittrichtungen Schubspannungen 
wirken und Schiebungen auftreten, folgt, daB diese letzteren eben
falls verhaltnisgleich sein miissen. Der Proportionalitatsfaktor ergibt 
sich, wenn man die Schubspannung und die Schiebung fiir eine be
liebige Richtung, beispielsweise fiir eine unter 45 Grad zur Zugrich
tung geneigte Schnittrichtung berechnet. In dieser Ebene ist T = Ox 

und y = 2 (1 + '1') ex, somit ist 

Man bezeichnet die GroBe 

des Stoffes. 

2 (1 + '1') T 
y= E . 

G= E 
2 (1 + v) 

(11) 

T als den Schubmodul 
y 
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Nachdem der allgemeine Spannungszustand aus drei Zug- oder 
Druckbeanspruchungen a"" ay, az und aus drei Schubbeanspruchungen 
"C ,"C ,"C sich zusammensetzt, haben wir als Ausdruck fUr das xy yz zx 

Elastizitatsgesetz (Hookesches Gesetz) eines isotropen Materiales die 
sechs Gleichungen: 

o~ + o'Y) "CZII 

r"'Y=8ij oX =(f 

o'Y) o~ "CIIZ 
Yyz= 8Z+ay =(f (12) 

_ ~+~_ "c. x 
Yzz - ox oz - G 

o~ 1 
fz=-OZ =Jjf(a.-va",-va), 

W enn im Gefiige eines Stoffes ein Bestandteil eine wesent
Hch geringere Festigkeit ala die anderen besitzt - ein sehr ge
laufiges Beispiel ist das GuBeisen mit seinen eingelagerten, weichen 
GraphitteiIohen - oder wenn die kleinsten Teilohen, trotzdem sie 
gut miteinander verwaohsen sind, leicht, d. h. unter geringen 
Spannungen bleibende Versohiebungen erleiden (z. B. weiohes, ausge
gliihtes Kupfer), geniigen die Formanderungen nioht dem Elastizitats
gesetz. 

Unter den in elastischer Hinsioht zwar unvollkommenen, aber 
wegen der Billigkeit ihrer Herstellung in den Konstruktion~n des 
Hoch- und Griindungsbaues viel angewendeten Verbundkorpern ist 
einer der wichtigsten der Beton, dessen elastische Eigenschaften in 
mancher Hinsicht denen des GuBeisens ahneln. Der aus einer Mischung 
von Zement, Kies und Sand mit einem Wasserzusatz erzeugte Beton 
hat wie das GuBeiBen im Gebiete der Druckspannungen eine konkave 
Spannungs-Dehnungskurve. Die Zusammendriiokungen nehmen fiir 
gleiche Spannungsstufen mit der steigenden Spannung zu. Die ge
nauere Beobaohtung hat gezeigt, daB die Belastungskurven der 
porosen, mit zahllosen, feinen Spalten und unvollkommenen inneren 
Haftflachen durchsetzten Korper, wie des Betons oder des GuBeisens, 
von den Entlastungskurven abweichen (elastische Hysteresis). 
Die Praxis des Eisenbetonbaues hat es im Laufe der letzten 
Jahrzehnte verstanden, die Unvollkommenheit des Betons durch die 
Verwendung von Eiseneinlagen auszugleiohen (Abb.7), die ihn vor 
aHem gegen die Zugspannungen widerstandsfahig maohen. Man hat 
auoh gelernt, die auf Grund des Hookeschen Gesetzes entwickelte 
Elastizitatslehre auf die hauptsaohlichsten .A.nwendungsbeispiele des 
Betons unter der Beriicksichtigung seines vom vollkommen elasti
schen Knrper abweichenden Verhaltens zu iibertragen. 
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Um die Erforschung der Elastizitats- und Festigkeitseigenschaften des 
Betons mit und ohne Eiseneinlagen haben sich in Deutschland besonders 
C. v. Bach und O. Graf (man vergleiche die Berichte liber die Versuche in der 
Festigkeitsanstalt der Techn. Hochsch. Stuttgart, die Hefte des Deutschen Aus
schusses fiir Eisenbeton und der Mitt. iib. Forsch.-Arb.), Foerster, M.: "Die 
Grundziige des Eisenbetonbaues" , 2. Autl., Berlin: Julius Springer 1921. 
E. Morsch: "Der Eisenbetonbau, seine Theorie und Anwendungen", 5. Autl., 
Stuttgart 1920, 1922 und E. Probst: "Vorl. lib. Eisenbeton" (1. Bd. 2. Autl. 
1923; 2. Bd. 1922. Berlin: Julius Springer) verdient gemacht, auf deren ein
gehende Untersuchungen hinzuweisen ist. Vgl. auch das "Handbuch fiir Eisen
beton", Berlin: W. Ernst & Sohn 1921. - Neuerdings hat K. Eisenmann (Der 
Bauingenieur, Bd.5, S.540. 1924) durch feine Elastizitatsmessungen an B eton
korpern, die er auf Zug oder auf Druck nur schwach beanspruchie, eine 
vollige Linearitat zwischen den Spannungen und den elastischen 
Anteilen der Dehnungen festgestellt. - Eine weitere Klarung des elastischen 
Verhaltens von Eisenbetonplatten ist von den in den Technischen Hochschulen in 
Dresden und Stuttgart in Angriff genommenen Versuchen zu erwarten. 

Abb. 7.7 Die Eiseneinlagen der AuGen- und Zwischenwande eines 
13 m langen, 6,6 m breiten und 5,5 m tiefen l<'liissigkeitsbehalters 

aus Eisenbeton. 
Stoffkasten einer Papierfabrik. Die beiden Langswande und die Querwande 
sind als rechteckige Platten mit je zwei Netzen kreuzweise verlegter Eisen 
bewehrt. Die Wan de haben eine Dicke von 16 cm. Das eiserne Gerippe der 
Wande ist vor de"m Anbringen der holzernen Verschalungsform aufgenommen, 
in der die Wande spater betoniert werden. - Ausfiihrung: Wayss & Freytag 

Akt.-Ges., Neustadt a. d. Haardt. 
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6. Die Grundgleichungen. 
Die drei Gleichgewichtsbedingungen der Spannungen (4), S. 5, 

enthalten, wenn man in ihnen die Gleichheit der zugeordneten Schub
spannungen nach (4 a) beriicksichtigt, die sechs Spannungskomponenten 
ax, 0y' 0z' 1 xy ' i yz ' i zx ' Es sind dies drei lineare, homogene partielle 
DifIerentialgleichungen, die zur Angabe eines in einem elastischen 
Korper moglichen Spannungszustandes noch nicht hinreichen. Dazu 
ist notig, sie mit den sechs Gleichungen (12), S. 9, in Beziehung zu 
setzen, weIche das Elastizitatsgesetz zum Ausdruck bringen. Diese 
Gleichungen enthalten auBer den Spannungen noch drei weitere un
bekannte Funktionen der Koordinaten x, y, z, namlich die Kompo
nenten $, 'YJ, , der Verschiebung. Es stehen dann insgesamt neun 
voneinander unabhangige Gleichungen zur Bestimmung der neun un
bekannten Funktionen der Koordinaten x, y, z zur Verfiigung, die 
zur Angabe besonderer Formanderungs- und Spannungszustande von 
elastischen Korpern hinreichen, wenn die Werte der Spannungen 
oder der Verschiebungen auf den Begrenzungsflachen des Korpers 
gegeben sind. 

Wenn man die sechs Gleichungen (12) nach den Spannungen 
auflost und ihre Werte in die drei Gleichgwichtsbedingungen (4) ein
setzt, ergeben sich die drei Grundgleichungen der Elastizitats
lehre oe ax + (1 - 2 v) L1 $ = 0, 

oe . 
~~ + (1 - 2 v) L1 'YJ = 0, 
cy 

(13) 

In ihnen bedeutet das Zeichen L1 eine abkiirzende Schreibweise fiir 

02 U 02 U 02U 
L1 U = --0 + ---;, + ~;,-

OX" oy" dz-

und e die raumliche Dehnung (S. 4, Gl. (3)). 
J edem System von Funktionen $, 'YJ, " das diesen drei linearen, 

homogenen, partiellen DifIerentialgleichungen geniigt, entspricht ein 
moglicher Formanderungs- und Spannungszustand in einem elastischen 
Karper. 

Bildet man der Reihe nach die partiellen Ableitungen der ersten, 
zweiten und dritten der Gleichungen (13) nach den Unabhangigen 
x, y und z und ihre Summe, so folgt fiir di') raumliche Dehnung e 
die DifIerentialgleichung 

L1e=O. 

Die Gleichungen (13) gelten nur unter der Voraussetzung, daB 
die Verschiebungen $, 'YJ, , an keiner Stelle des Korpers mit seinen 
Abmessungen im undeformierten Zustande vergleichbar sind. 
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7. Steigung und Kriimmung. 
Eine krumme FHi.che 21 = f(x,y) werde durch eine zur z-Achse 

parallele Ebene in einer Kurve geschnitten. Bedeutet n eine Lange, 
die in der Richtung ihrer Spur mit der x, y -Ebene gemessen wird, 
so ist der Tangens des Winkels fJ .. , den die Tangente der Schnitt
kurve im Punkt xyz mit der xy-Ebene bildet, gleich 

tgfJ = ~ = o{(x,y). 
n on on 

Wenn n mit den Richtungen x bzw. y zusammenfallt, wird analog 

021 CZ 
tgfJ., = ox' tgfJy = ay' 

Der Zuwachs der Ordinaten 21 in der Richtung n ist: 

021 021 
dz= oX dx+ oy dy. 

Nach Division mit dn und Einfiihrung des Winkels a, den die 
Richtung n mit der x-Achse bildet, folgt hieraus die Steigung 

021 der Flache 21 = f(x y) in der Richtung n: 
on 

021 021 021 • 
-- = - cos a + -sma. (14) on OX oy 

Auf einer Schichtenlinie der Flache 21 = {(x,y) oder einer 
Kurve 21 = konst. ist in der Richtung der Kurve oz/on' = 0 und 
nach (14 

, 021 I 021 
tg a = - ox oy' (15) 

Um den Winkel el' oder die Richtung n" im Punkte x, y zu tinden, 
in der die Flache 21 = f( x, y) am steilsten ist, bUden wir die A b
leitung der Gl. (14) nach a und setzen sie gleich Null. Es folgt 

tga"= ~z I ~z. (16) 
uy. uX 

Die Richtungen n' und n" stehen senkrecht aufeinander, denn 
tgeltgel' = - 1. Die groBte Steigung der Flache .f(xy) ergibt 
sich nach (14) und (16) 

Ein Schnitt der Flache 21 = f(x, y), der ihre Norm ale im Punkte x, y 
enthalt, heiBt ein Normalschnitt. Die Normalschnitte einer schwach 
gekriimmten Flache, deren Ordinaten 21 sehr klein gegen x und y 
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sind, stehen nahezu senkrecht zur x, y -Ebene. U mgekehrt schneidet 
jede zur x y -Ebene senkrechte Ebene mit genii gender Genauigkeit 
aus einer solchen Flache in jedem Punkte x, y ihrer Schnittkurve 
einen N ormalschnitt heraus. 

In einem N ormalschnitt, dessen Spur n auf der x, y -Ebene den 
oben eingefiihrten Winkel a mit der x-Achse einschlieBt, wird die 

Kriimmung ~ bei einer schwach gekriimmten Fliiche aus der Gl. (14) 
en 

erhalten, wenn man diese nochmals auf sich selbst anwendet: 

1 02 Z ·0 (Oz) (3 (Oz) . e:= on2 =ox an .cosa+ay an ·sma 

oder mit Benutzung von Zeigern fUr die Ableitungen von Z nach x 

und y: 
1 
-=Z =Z ·cos2 a 2zZy·sinacosa+zyy.sin2a. (18) en nn xx 

Entsprechend wird die Kriimmung in einem Schnitt m, der senkrecht 
zum erst en steht, gleich: 

1 ·"·2· + 2 - = Z = Z . SIll" a - Z sm a cos a Z cos a. em mm xx xy yy (18a) 

Die Addition dieser Gleichungen ergibt: 

(19) 
oder auch 

1 1 1 1 
- + - = - + - = konst., den Satz von Euler. (20) 
en em ex ey 

Man nennt den vorstehenden Ausdruck die mittlere Kriimmung 
der Flache Z = F (x, y). 

iP Z •• • • 
Bildet man die zweite Ableitung Z = - ... - ahnhch Wle vor-

nm an am 
hin die GroBe zan und fiihrt an Stelle des einfachen den doppelten 
Winkel 2 a ein, so entstehen mit (Gl.18) zmammen die zwei Gleichungen 

2 z"n = zxx +- Zyy +- (zxx - Zyy) cos 2a + 2zXy sin 2a, 

2znm -(zxx-zyy)sin2a+2zrycos2a. 
(21) 

Diese Gleichungen besitzen dieselbe Form wie die Formeln (6) des 
ebenen Spannungszustandes. Daher lassen sich die Satze iiber den 
MohrschenSpannungskreis sinngemaB auf die Kriimmungen einer Flache 
z = f(x, y) iibertragen. Den zweiten Ableitungen von z: zxx' Zyy' Zxy' 
zlln' z"m' entsprechen der Reihe nach die Spannungskomponenten: 
ox' 0y' t xy ' on' - t nm • 

Man bezeichnet auch Zxy als die Torsion der krummen Flache z 
im Punkte x, y, beziiglich der Schnittrichtullgen x, y. Die Torsion 
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verschwindet in den Hauptschnitten der Flache Z= f(x,y), in 
denen die Hauptkriimmungen: 

zxx + Zyy + (zxx - Zyy)2 I Z V-- -------
2 - 4 T xy 

auftreten. 

8. Platten und Schalen. 

Wenn in einem elastischen Karper eine Koordinate klein im 
Vergleich zu den anderen ist, oder mit anderen Worten, wenn man 
die Formanderungen und die Spannungen von scheib en- oder platten. 
farmigen elastischen Karpern zu beschreiben hat, sind Vereinfachungen 
der Rechnung zu erwarten. Diese sind auBer den stabfarmigen 
Karpern wichtige Elemente der Konstruktionen des Ingenienrs, es 
entspricht deshalb einem praktischen Bediirfnis, wenn wir uns mit 
ihren Formanderungen und mit ihren Spannungszustanden eingehend 
beschaftigen werden .• 

Unter den durch zwei benachbarte Flachen begrenzten elastischen 
Karpern wollen wir fiir e i n e P I a t t e ihre Biegungssteifigkeit oder 
ihre Fahigkeit als kennzeichnend betrachten, quer zu ihrer Mittel
flache gerichtete Krafte durch die Momente der iiber ihre Quer
schnitte verteilten inneren Spannungen aufzunehmen. Wir beschranken 
die Bezeichnung auf die Platten, deren Mittelflache in ihrem un
deformierten Zustand eine Ebene ist 1). 

Die durch zwei benachbarte Flachen begrenzten elastischen 
Karper, deren Mittelflache im unbelasteten Zustand gewalbt ist, 
werden elastische Schalen genannt. Weitaus die wichtigsten Auf
gaben iiber die Festigkeit der flachenhaft ausgedehnten elastischen 
Karper beziehen sich auf die ( ebenen) Platten und auf solche 
Schalen, deren Mittelflache eine einfache geometrische Gestalt haben, 
besonders auf die Kegel-, Kugel- und Ringflachenschalen 2). 

1) Die durch ein System von Kraften nur in ihrer Ebene verzerrten (nicht 
verbogenen) Platten werden wohl auch als Scheiben bezeichnet. Ihre wichtigsten 
Anwendungsbeispiele sind die rasch umlaufenden Rader der Dampf- und 
Gasturbinen, deren Theoriein A. StodoIas Werk: Die Dampf- und Gasturbinen, 
Verlag von Julius Springer, Berlin, 6. Autl. 1923 erschOpfend dargestellt ist. 

2) Hinsichtlich der Theorie der Biegung der gewolbten Schalen ist auf 
die grundIegenden Abhandlungen von H. Reissner in der Miiller-Breslau-Fest
schrift 1912 "Spannungen in KugeIschaIen (Kuppeln)", Leipzig: A. Kroner, und 
von E. MeiBner: "Das ElastizitatsprobIem fiir diinne Schalen von Ringfiachen-, 
Kugel- oder Kegelform" in der Physikalischen Zeitschrift 1913, S. 343 zu ver
weisen. MeiBners Untersuchungen haben ihre Fortfiihrung in einer Reihe von 
ausgezeichneten Dissertationen der Technischen HochschuIe Ziirich gefunden. -
VgI. auch A. und L. Foppl: "Drang und Zwang", Eine hohere Festigkeits
Iehre fiir Ingenieure, 2. Bd. (Oldenbourgh) 1921. 
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Das elastische Verhalten einer Platte hangt wesentlich 
vom Verhaltnis ihrer Dicke zu ihren sonstigen Ab
messungen abo Wir haben bereits erwahnt, daB die Differential
gleichungen fiir die Verschiebungskomponenten nur so lange linear 
sind, als keine der Verschiebungen mit einer Korperabmessung ver
gleichbar ist. Diese Forderung grenzt genauer das Dickenverhaltnis 
nach unten hin ab, oberhalb dessen die linearen Differentialgleichungen 
mit hinreichender Genauigkeit gelten. Sie verlangt, daB die groBten 
elastischen Verschiebungen ihrer Punkte - das sind ihre Durch
biegungen oder die Ausl enkungen ihrer Mittelflache im 
verbogenen Zustand - nirgends die GroBe der Dicke er
reichen durfen. 

Wir werden 

a) von "Platten" sprechen, wenn ihre Formanderungen und ihre 
Spannungen durch die Verschiebungen der Punkte ihrer Mittel
Hache sich beschreiben lassen und wenn ihre Durchbiegungen 
sehr klein im Vergleich mit ihrer Dicke sind; 

b) von dicken Platten, wenn ihre Starke mit ihren iibrigen 
Abmessungen vergleichbar ist und ihre Formanderungszustande 
nur durch die drei Ortsfunktionen ~,1],' zu erfassen sind, und 

c) von Platten mit groBer Ausbiegung, wenn ihre Durch
biegungen von der GroBenordnung ihrer Dicke sind. Ihre 
Theorie gestaltet sich erheblich verwickelter, weil die Linearitat 
der Differentialgleichungen fur sie verloren geht. In ihren 
Spannungszustanden machen sich wegen der Ausdebnung der 
Mittelflache die Gew6lbespannungen bemerkbar, aus den 
ebenen Platten entstehen allmahlich schwachgewolbte elastische 
Schalen 1). 

1) Die zur Mittelebene quer gerichtete Belastung einer Platte wird an 
einem kleinen Element, das durch eine zu ihrer Mittelebene senkrechte Zylinder
IUiche begrenzt ist, durch den Unterschied der in ihr parallel zur Last iiber
tragenen Scherkriifte und durch eine kleine Komponente im Gleichgewicht 
gehalten, die die Normalkriifte in der Schnittfliiche liefern. Letztere riihrt 
davon her, daB die Erzeugenden der Zylinderfliiche des Elementes wegen der 
Kriimmung der Platte sich ein wenig gegeneinander neigen werden. Quer zur 
Plattenebene gerichtote Scherkriiftc kunncn, wic man aus der Gleichgewichts
bedingung der Momente der Spannungen erkennt, nur in Verbindung mit 
Biegungsmomenten auftreten und sind von der GroBenordnung der Momente. 
Wenn nun die Dicke h der Platte abnimmt, nehmen die Momente und die 
transversalen Scherkriifte mit h2 ab, wiihrend die Resultierende der zur Mittel
ebene parallelen Spannungen nur wie h kleiner werden. Mit abnehmender 
Dicke der Platte muE demnach der Anteil, den die ersteren zur Tragkraft der 
Platte beitragen, gegen den Anteil der letzteren abnehmen und die Art, wie 
die Last sich mit den inneren Spannungen ins Gleichgewicht setzt, sich vollig 
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9. Die Spannungsmomente einer Platte. Der Momentenkreis. 

Zunachst sollen Biegungsfalle solcher Platten betrachtet werden, 
auf welche keine Krafte in der Richtung ihrer Ebene wirken. Eine 
Platte werde aus einem elastischen ~orper durch zwei parallele Ebenen 
und eine auf ihnen senkrecht stehende Zylinderflache abgegrenzt. Ihre 
Punkte mogenauf ein rechtshii.ndiges,rechtwinkeliges Koordinatensystem 
x, y, z bezogen werden, die x y-Ebene falle mit der Mittelebene 
der Platte in ihrem ungespannten Zustand zusammen. Ihre Dicke 
sei mit h bezeichnet. 

An einem kleinen prismatischen Element, das man durch einen 
zur ZX·, einen zur zy·Ebene und durch einen zur z·Achse parallelen 

6.11 

Abb.8. 

M: 
""1r;;t : 

mxc:m 
Abb.9. 

Schnitt aus der Platte abgrenzt, 
dessen nach auBen gerichtete Nor
male n den Winkel (t mit der x
Achse bildet, wirken in der Ent· 
fernung z von der Mittelebene par· 
allel zu dieser letzteren die Normal· 
spannungen ax' ay' die Schubspan
nung 7:xy ' eine Normal- (a .. ) und 

eine Schubspannung 7: .. (im schiefen Schnitt tt, Abb.8). Diese GroBen 
sind durch die Gleichungen 4. (5) S. 6. 

a .. cos (t + 7: .. t sin (t = ax cos (t + 7:xy sin (t 

a .. sin Ii - 7: .. t cos (t = a y sin (t + 7:xy cos (t 
(5) 

verbunden, welche das Gleichgewicht der Spannungen parallel zur 
Mittelebene zum Ausdruck bringen. 

Auf Grund dieser Gleichungen laBt sich der Zqsammenhang der 
Momente der Spannungen angeben, die in den Schnittebenen einer 
Platte iibertragen werden. Um sie zu erhalten, multiplizieren wir die 

iindern: die Platte verliert allmiihIich ihre Biegungssteifigkeit und 
geht schlieBlich in eine vollkommen biegsame elastische Haut 
uber, die indessen nur, wenn in keiner Richtung in ihr Druckspannungen 
vorkommen, in geringem MaBe noch tragfahig ist. Die Theorie der unend· 
lich klein en, seitlichen Auslenkungen dunner, vollkommen biegsamer 
Hiiute (Membranen) hat wegE'n ihrer mathematischen Verwandtschaft zu ver· 
schiedenen physikalischen Problemen (Potentialtheorie) und hier vor aHem zur 
Theorie der Plattenbiegung eine Bedeutung. Fur die Anwendungen in der 
Festigkeitslehre wichtig sind noch die Spannungszustiinde vein biegsamen 
Hauten mit groBer seitlicher Auslenkung, deren Theorie A. Foppl 
(Vorl. uber techno Mechanik Bd. 5, S. 121 [4. Aufl.], 1922) entwickelt hat, weil 
sich die GIeichgewichtszustiinde der dunnen Platten mit abnehmender Starke 
diesen Grenzzustanden niihern. Den allmiihlichen Dbergang von den steifen 
Platten sehr kleiner Durchbiegung zu diesen letzteren bilden die Platten mit 
Gewolbespannungen, die wir schon oben erwiihnt haben. 
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G1. (5) mit zdz, integrieren ihre beiden Seiten zwischen den Grenzen 
Z = - hj2 und z = hj2, wo h die Dicke der Platte ist, und fiihren 
die folgenden Bezeichnungen ein: 

m", = f a",zdz, m",y = f 7:",yzdz, 

my = f ayzdz, my", = f 7:y",zdz, (22) 

mn = f anzdz, milt = f 7:nt zdz. 
Wir nennen die drei ersten Integrale oder die auf die Schnitt

breite eins bezogenen Momente der Normalspannungen a"" ay' an um 
die Achsrichtungen y, x, t (Abb. 9) die Biegungsmomente der 
Platte. Die Zeiger x, y, n von den Biegungsmomenten m"" my, mn 
deuten die Normalenrichtung der Schnitte an, fiir welche sie zu 
bilden sind. Die in denselben Schnitten wirkenden Momente der 
Schubspannungen 7:",y' 7:yx ' 7:nt bezeichnen wir als die Scherungs
(Torsions-) momente mxy' my"" mnt der Platte (bezogen auf die 
Langeneinheit der Schnittbreite). Wegen der Gleichheit der zu
geordneten Schubspannungen 7:xy = 7:yx miissen auch die Scherungs_ 
momente mxy = my", in zwei zueinander senkrechten Quer
schnitten einer Platte gleich sein. 

Die Biegungs- und die Scherungsmomente der Platte sind in 
der Abb. 8 durch ihre Achsvektoren dargestellt, deren Pfeile in der 
iiblichen Weise nach jener Seite gerichtet gezeichnet sind, von der 
aus gesehen die Momente entgegen dem Uhrzeigersinn drehen. (Um 
sich die positiven Richtungen der Momente oder die Achsvektoren 
in Abb. 8 oder in einem beliebigen Plattenschnitt zu verschaffen, . 
wahlt man in jedem Schnitt einen Punkt mit positiver Koordinate z 
und tragt in ihm die Spannungen a"" ••• mit ihren positiven Rich
tungen ein. Der Drehsinn der so entstehenden Momente wird als 
der positive eingefiihrt.) 

Die mit z dz multiplizierten und integrierten Gleichungen (5) S. 16 
ergeben, wenn die eben eingefiihrten Definitionsgleichungen fiir die 
Spannungsmomente der Platte beriicksichtigt werden, die Beziehungen 

mn cos a + mnt sin a=., m", cos a + mxy sin a, 

mnsina - mntcosa = mysina + mxycosa, 
(23) 

welche mit Riicksicht auf das Gleichgewicht unter den Momenten 
bestehen miissen. Die formale tJbereinstimmung der Gleichungs
paare (5) und (23) gestattet die tJbertragung der Satze iiber den ebenen 
Spannungszustand auf die Biegungs- und Scherungsmomente einer 
Platte. Dem Spannungskreis (8) von M 0 h r entspricht hier de r 
Momentenkreis: 

(24) 

N Ii d ai, Elastische Platten. 2 
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wenn man das Biegungsmoment mn und das Torsionsmoment mn t als 
die Veranderlichen betrachtet. Es gibt an jeder Stelle x, y einer 
Platte zwei zueinander und zur Mittelebene senkrechte H a u p t
schnitte, in welchen das Biegungsmoment seinen groBten und seinen 
kleinsten Wert annimmt. Dies sind die Hauptbiegungsmomente: 

mx + my + l/(mx - ml + ~-;. (25) 
2 - r 4 1:Y 

Die Summe der Biegungsmomente fiir zwei senkrechte Schnitte 

mn + mt = mx + my (25 a) 
ist eine unveranderliche GroBe. 

In den Hauptschnitten verschwindet das Scherungsmoment. Dies 
erreicht seinen absolut genommenen groBten Wert 

V(mx 4 ml + m;y (25b) 

in einer der winkelhalbierenden Ebenen der Hauptschnitte. Die 
letzteren sind durch den Winkel 

bestimmt. 

m -m 
cotg IX = ---.3 ___ 11 

2mXY 

(26) 

Nimmt man die Hauptbiegungsrichtungen als Koordinatenrich
tungen x und y an, so sind mx = ml , my = m2 , mxy = O. Die 

Komponenten MIX und My des resultierenden Momentes -V m; + m~t 
des schiefen Schnittes sind gleich: 

MIX = - m2 cos cp, My = mi sin cp • 
Durch Elimination von cp ergibt sich hieraus 

M2 M2 
~+-Y=l 

'2 '2 m2 m1 

als geometrischer Ort des Endpunktes aller Vektoren 111 = 11 211; + M: 
des resultierenden Momentes im schiefen Schnitt eine Ellipse. 

10. Die Differentialgleichung der elastischen FHiche einer Platte. 
Wenn die Dicke h einer Platte klein gegen ihre iibrigen Abmessun

gen ist, sind {hre Dehnungen von einfacher Art. Die Punkte einer zur 
Mittelebene senkrechten Geraden Hegen nach der Biegung wieder 
auf einer Geraden und bilden eine N ormaIe der Flache, in die die 
Mittelebene im verbogenen Zustand der Platte iibergeht 1). Wir 

1) 1m § 15 wird nachgewiesen, daB diese einfache Gestaltanderung einer 
diinnen Platte eine Folge des Umstandes ist, daB das VerhiiItnis der Dicke 
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nennen diese FHiche ihre elastische Flache und bezeichnen ihre 
Ordinaten als die Durchbiegungen w der Platte. Wenn diese 
letzteren nicht nur gegen x und y, sondern auch gegen ihre Dicke h 
klein sind, wird die Mittelflache um Betrage gedehnt, die neben den 
Dehnungen im Abstande z von ihr von hoherer Ordnung klein 
sind. Wir werden die von der Wolbung der Platte herruhrenden 
Dehnungen der Mittelflache spater (S. 270) berechnen und begnugen 
uns hier mit dem Hinweis, daB sie neben den Dehnungen vernach
lassigt werden konnen, die in einiger Entfernung von ihr auftreten, 
wenn w klein gegen h ist. 

Ein Punkt mit den Koordinaten x, y, z, der auBerhalb der 
Mittelebene z = 0 der Platte liegt, hat sich nach ihrer Biegung 
parallel zur x, y-Ebene um die kleinen Strecken ~ und 1] in der 
Richtung der x- bzw. der y-Achse verschoben (Abb. 10). Nachdem die 
Punkte einer zur Mittelebene senkrechten Ge-
raden nach der Biegung eine Normale der 
elastischen Flache w bilden, sind diese klei
nen Verschiebungen gleich 

ow 
~= -z-, ox 

ow 
1]=-z-. 

oy 
(27) 

f~ ---.--. am 
't x 

Abb.10. 

Aus den V erschiebungen ~, 1] bestimmen sich die Dehnungen 
Ex' Ey und die spezifische Schiebung Yxy nach den G1. (1) und (2): 

ot 02W 
E=--=-Z--

x ox cx~' 
(28) 

Die Beschrankung auf kleine Plattenstarken hat eine V ere in -
fachung zur Folge. Wenn auf der Oberflache der Platte Z = - hj2 
ein Druck p lastet, ist die Normalspannung az ' welche senkrecht 
zur Mittelebene gerichtet ist, im Innern der Platte nicht gleich 
Null, weil sie auf der belasteten Seite z = - hj2 az = - p ist. 
Allein in einer dunnen Platte sind der Druck p und die Span
nungen a z nur klein im Vergleich mit den Spannungen ax' ay' t xy 

der Biegung. Die Normalspannung az dad deshalb neben den Span-

zu den Abmessungen der Platte hinreichend klein angenommen wird. Die 
Annahme des "Geradebleibens" der Lotrechten der Mittelebene enthiilt keine neue 
Hypothese, welche ihre Berechtigung erst der Bestatigung der aus der Theorie 
gezogenen Schliisse durch Versuche verdankt, wie dies des iifteren angenommen 
zu werden pflegt. 

2* 
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nungen Ox' ay vernachlassigt werden l ). Mit az = 0 ergeben die 
G1. (12) mit den G1. (28) 

E Ez (02W (J2W) 
aX=1_y2(Ex+YEY)=-1_y2 (JX 2 + Y ijy 2 

E Ez ((J2 W (J2W) 
0y = 1 _ y2 (Ey + Vex) = - i-=-':'~;2 (Jy2 + Y (Jx2 

und fiir die Schubspannung !xy 

(J2W 
Txy = G'Yxy = - 2 Gz (Jxoy • 

( 29) 

(30) 

In diesen Formeln bedeuten Eden Elastizitats-, G den Schubmodul 
und v die Querdehnungszahl des Materiales. 

Wir ziehen es vor statt mit den Spannungen ax' fJy ' Txy ' mit 
ihren Momenten mx ' my, m",y zu rechnen, deren Definitionsgleichungen 

m", = J 0x zdz , my = J oyzdz, mxy = J TXyzdz (31) 

waren. Nach Einfiihrung der G1. (29) und (30) und Integration 
nach z (von -'h/2 bis hj2) erhalten wir die drei Grundformeln 
fiir die Spannungsmomente einer Platte in rechtwinkeIigen 
Koordinaten: 

(J2W 
Scherungsmoment m y.= - (1 - v) N --. 

x (Jx(Jy 

In diesen Formeln bedeutet N die Abkiirzung fur 

(32) 

Eh 3 

x N = 12(1 _y 2)' (33) 

Man nannt die GroBe N die Platten· 
steifigkeit. Sie hat die Dimension eines 
Momentes (kg em). 

Wir betrachten nunmehr das Gleich
gewicht der Krafte und Momente, die an 
einem kleinen prismatischen Element dx dy h 
der Platte angreifen (Abb. 11). In den 

Querschnitten.dyh, bzw. dxh, deren nach auBen gerichtete Normale 

1) Eine Ausnahme bilden die Bezirke in der Umgebung der Angriffsstellen 
von stark konzentrierten Kriiften ("Einzelkriiften"), wo der Form
anderungs- und Spannungszustand verwickelter ist. 
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entgegen der positiven Richtung der x- bzw. der y-Achse zeigt, wirken 
auBer den Spannungsmomenten mx' my, mxy' die Scherkrafte 

p",=Jrxzdz, bzw. py=Jryzdz (34) 

senkrecht zur Mittelebene. Die positiven Richtungen dieser (ebenfalls 
auf die Langeneinheit der Schnittbreite bezogenen) Scherkrafte sind 
in zwei Seitenflachen des prismatischen Elements aus der Abb. 11 
zu ersehen. 

In den Gleichgewichtsbedingungen der Momente beziiglich der x-, 
bzw. der y-Achse ist zu beriicksichtigen, daB sich die Momente 
m"" my, mxy urn ein Differential andern, wenn x, y um dx, dy zu
nehmen. Sie lauten 

om", omXY omy om 
P = ~ + ---~, P = --- + -~. 

'" ox oy y cy ox 
(35) 

Fiihrt man hier die Ausdriicke aus (32) ein, so ergeben sich die 
Formeln fiir die Scherkrafte einer Platte in rechtwinkeligen 
Koordinaten. 

oiJw 
Px = - N 8;-' 

oiJw 
p=-N~--. 

y oy (36) 

Hier und im folgenden bedeutet iJ w die Abkiirzung fiir den viel
gebrauchten Differentialausuruck: 

02W 02W 
iJ w = -",---;;- + -;--:;-. 

uX" uy" 

Aus den GI. (32) folgt, daI3 die Summe der Biegungsmomente gleich 

ist. 
mx+my=-(l+Jl)NiJw (36a) 

SchlieBlich ist die Gleichgewichtsbedingung der zur Mittelebene 
senkrechten Krafte anzugeben. Wenn man beachtet, daB die Unter
schiede der in den Schnitten x und x + dx, y und y + dy iiber
tragenen Scherkrafte der auBeren Last p dx dy am Element dx dy 
(Abb. 11) das Gleichgewicht halten miissen, erhalt man die Gleichung 

oPe + ~_P~ + p = O. (37) 
ox oy 

Sie liefert, wenn die Ausdriicke fiir die Scherkrafte PX' P aua (3fi) 
eingefiihrt werden, die lineare, partielle Differentialgleichung vierter 
Ordnung fiir die Durchbiegung w der Platte: 

~w ~w ~w p 
~ + 2 8x~ + 8i1 = iJiJw =oN' (38) 

In ihr ist die auf die Flacheneinheit der Oberfiache z = - hj2 
bezogene Last p (sie wurde in der Richtung der zunehmenden Durch-
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biegungen w als positiv eingefUhrt) als eine beliebig gegebene Funktion 
der Koordinaten x und y zu betrachten. 

Einer partiellen Differentialgleichung, wie der Plattengleichung: 

L1L1w=f(x,y) 

genugt eine Fiille von Funktionen w der Koordinaten x und y. Zu 
jeder solchen Funktion gehOrt ein in einer elastischen Platte mog
licher Spannungszustand mit den Momenten (32) und den Scher
kraften (36). 

Die Spannungsmomente fiir Beton. 

Wie wir schon erwahnten, haben die porosen Materialien eine 
kleine Querdehnungszahl 'V. Dnter ihnen ist der fUr die Anwendungen 
der Plattentheorie wichtigste der Beton. Man wird bei diesem Stoff 
in erster Naherung y = 0 annehmen durfen und erhalt dann die 
Spannungsmomente III der einfachen Form: 

,Pw 
m =-N--. 

xy oX oy 

11. Die Anstrengung der Platte. 

(39) 

Fur die groBte Inanspruchnahme einer verbogenen Platte sind 
gewohnlich die zu ihrer Mittelebene parallelen Spannungen ax' ay' Txy 
maBgebend. In Platten, die in ihrer Mittelebene nicht gespannt 
werden, erreichen diese, mit der Entfernung z von ihr linear zu
nehmenden Biegungsspannungen ihre absolut genommen groBten Werte 
ax', ay', T;y in den beiden Oberflachenschichten z = + h: 2; sie sind 
mithin in der Entfernung z von der Mittelebene durch die Ver
haltnisse 

a 'a'=a 'a'=T :T' =2z:h x' . x y' y xy xy 

bestimmt. Fiihrt man in die Ausdrucke fur die Spannungsmomente (22) 
diese Werte ein, so ergeben sich die groBten Biegungsspannungen 
gleich 

o",'=±6m",:h2, a;=+6my:h2, ·Tiy =±6mxy :h2. (40) 

Die groBte Normalspannung und die groBte zur Ober
flache parallele Schubspannung sind hiernach in zwei 
Plattenquerschnitten x = konst. bzw. y = konst. gleich dem 
auf die Langeneinheit der Schnittbreite bezogenen Bie
gungs- bzw. Scherungsmoment, geteilt durch das ebenfalls 
auf die Langeneinheit der Schnitte bezogene "Widerstands"
moment h2 :6. 

Man weist an Hand der Ausdriicke (29) fUr ax' ay' T",y und der 
er sten und der zweiten Gleichgewichtsbedingung (4) leicht nach, daB die 
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Kurven der Schubspannungen Txz bzw. Tyz in den Schnitten x = konst. 
bzw. y = konst. in Abhangigkeit von der Koordinate z Parabeln 
sind. Txz ' Tyz sind fUr z ± hj2 gleich Null und erreichen ihre groBten 
Werte 'l'~Zl T~~ in der Mittelebene z = 0 der Platte. Da die durch diese 
ParabelbOgen eingeschlossenen FIacheninhalte mit den Scherkri.i.ften 
Px bzw. Py [siehe die Gl. (35)', S. 21] der Platte gleich sind, er
geben sich die groBten Schubspannungen T;., 'l'~z auch gleich 

, 3 py 
'l'yz=T' (41 ) 

Diese Schubspannungel} sind im allgemeinen neben den Biegungs
spannungen ax', ay', T;y von untergeordneter Bedeutung. Sie konnen 
jedoch in der Umgebung der Angriffsflachen stark konzentrierter 
Krafte groBere Werte erlangen. 

Die zulassige Beanspruchung. 

Ein homogener Spannungszustand wird durch seine drei Haupt
kreise (Abb. 12) gegeben. Wenn seine Hauptspannungen °1 , a2 , 03 

allmahlich im gleichen Verhaltnis vergroBert werden, gelangt das 
Material schlieBlich in einen Zustand, in dem es entweder sich 
plastisch zu deformieren (in dem es zu flieBen) be
ginnt ader in dem ein Bruch sich zu entwickeln 
beginnt. Die Gesamtheit der groBten Hauptkreise 
bildet die Grenzspannungszustande, die fUr die 
zulassige Inanspruchnahme eines Materiales maB
gebend sind. Der Ubergang in den bildsamen Zu-
stand kann unstetig, d. h. plOtzlich unter einem be- Abb. 12. 
stimmten Spannungszustand eintreten. Er ist dann 
an einer graben Gleitflachen-, FlieBfigurenbildung leicht erkennbar. 
Beispiel: weiches, feinkorniges Eisen. Er kann jedoch auch ganz all
mahlich erfolgen, indem die Hauptwerte der Spannungen vergroBert 
werden mussen, bis sich die bleibenden Formanderungen starker aus
gebildet haben. Letzteres scheint beispielsweise der Fall zu sein, 
wenn ein Material zuerst plastisch de£ormiert wurde und nachher 
unter einem Zustand wieder belastet wird, bei dem die Haupt
richtungen eine andere Lage zum Korper einnehmen oder bei dem 
die Hauptspannungen in einem anderen Verhaltnis zueinander stehen. 
Da diese Verhaltnisse noch wenig geklart sind, wird man sich vor
erst mit der Festsetzung solcher Grenzkreise begnugen mussen, unter 
deren Spannungszustanden bleibende Formanderungen noch als un
gefahrlich angesehen werden. 1m "sproden" Zustand der Ki:irper 
tritt der Bruch ein, bevor die Teilchen (unter den betreffenden 
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Spannungszustanden) sich plastisch verschieben konnten. Wenn von 
den Hauptspannungen mindestens eine eine Zugspannung ist und 
dem Bruch keine nennenswerten bildsamen Formanderungen voran
gingen, beobachtet man oft, daB die Bruchflache senkrecht zur groBten 
Zugspannung verlauft. Es scheint, daB die Grenzspannungszustande, 
die einen solchen Bruch ergeben, in erster Naherung durch einen 
bestimmten Wert der groBten Zugspannung ausgezeichnet 
sind 1). In der Bruchflache ist ein unzerstortes Korngefiige zu er
kennen. Wenn unter den Hauptspannungen keine Zugspannung vor
kommt, verlauft die Bruchflache gewohnlich in der Nahe der Rich
tungen, in denen die Schubspannungen ihre groBten Werte haben. 
Derartige Bruchflachen fiihlen sich bei weich~m Material pulverig an 
(Beispiel: die Bruchkegel eines gedriickten Sandstein- oder Marmor
zylinders). Da der endgiiltigen Ausbildung des Bruches bei dieser 
Art der Bruchflachen oft eine nennenswerte Verschiebung der Korper
teile parallel zu ihnen vorangeht, wird das Gefiige in deren Um
gebung (in einer oft schon mit freiem Auge erkennbaren Schicht) 
zerstort. Wir bezeichnen nach dem Vorschlage von L. Prandtl, 
der auf diese Verschiedenheiten des Bruchaussehens zuerst hin
gewiesen hat, die erste Art von Briichen als T r e n nun g s - , die 
zweite als Verschiebungsbriiche. 

Nach der Mohrschen Theorie des Bruchzustandes 2 ) be
riihren die groBten Hauptkreise von samtlichen, in einem beanspruchten 
Korper moglichen Spannungszustanden, unter welchen entweder 
ein Verschiebungsbruch eintritt oder der Korper in den 
bildsamen Zustand gerat, eine dem jeweiligen Material eigen
tiimliche "Grenzkurve" 3) (Abb. 13). 

') Wir miissen es uns versagen, auf die neuen Versuche von Griffith 
(Phil. Trans. Roy. Soc. London 1921, Ser. A. Bd. 221, S.163) und von Joffe 
(Z. f. Physik 1924) hier einzugehen, durch die der Bruch durch Zugspannungen 
in einem neuen Lichte erscheint. 

2) Z. V. d. I. 1900, S.1524 oder F6ppI, A.: Vorl. ii. techno Mech. Bd.5 
und A. u. L. F6ppI: Drang u. Zwang, Bd.l u. 2. 

3) Die Mohrschen Anscbauungen wurden besonderi! durch die Versuche 
von J. Guest (Phil. Mag. 1900, Ser. 5. Vol. 43) fiir die dehnbaren MetaIIe 
und von A. F6ppI (Mitt. a. d. mech. techno Labor. Miinchen, 1900) und 
von Th. V. Karman (Forsch.-Arb. lng. Heft 118, fiir gesteinartige K6rper be
statigt. Vgl. auch P. Ludwik (Z. MetalIkunde 1922). - Es muB einen Mohr
schen Kreis geben, der sowohl die M6glichkeit fiir einen Verschiebungs-, als 
auch fiir einen Trennungsbruch zulaBt. Es ist der kleinste der Hauptkreise 
(in Abb. 13 ist er dick ausgezogen), fiir den 0 , = der gr6Bten zulassigen Zug
hauptspannung wird und der die Mohrsche Umhiillende beriihrt. Die Haupt
kreise fiir die 'l'rennungsbriiche liegen alle innerhalb dieses Kreises, einige von 
ihnen sind als punktierte Kreise in der Abb. 13 gezeichnet. Diese Grenzkreise 
fiigen sich also der Umhiillenden nicht mehr an. 
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Die am meisten gefahrdete Stelle der Platte liegt in einer der 
Oberflachenschichten z = ± hJ2 dort, wo der groBte Hauptkreis 
des Spannungszustandes wahrend der steigenden Belastung zuerst die 
Grenzkurve beriihrt. In der Mohrschen Darstellung des allgemeinen 
dreiachsigen Spannungszustandes ist sein Durchmesser gleich der Diffe· 
renz der algebraisch genommen groBten und kleinsten Hauptspannung. 

Zur Berechnung einer Platte auf Festigkeit 
werden deshalb die Hauptspannungen in der am 
meisten gefahrdeten Stelle anzugeben sein. Die 
Hauptspannungen werden nach (40) aus den Haupt
momenten mit Hilfe des Momentenkreises ermit
telt. Die Dicke der Platte oder die zulassige 
Belastung, welche auf sie wirken dad, sind AC b b .13. 
dann mit Riicksicht auf einen Verschiebungsbruch 
oder den Eintritt der Plastizitat so zu wahlen, daB der mit der 
algebraisch groBten und mit der kleinsten Hauptspannung gezeich
nete Hauptspannungskreis die Grenzkurve gerade beriihrt. 

Schubspannungstheorie. 

Wenn beispielsweise das Material einer Platte ein bildsames 
Metall ist, hangt nach den Versuchen von J. Guest 1) und andern 
der Eintritt der Plastizitat im groBen und ganzen von der Vber
schreitung einer groBten Schubspannung abo Da diese dem 
halben Unterschied der algebraisch groBten und kleinsten Haupt
spannung gleich ist, liegt die am meisten gefahrdete Stelle der Platte 
dort, wo dieser Unterschied seinen groBten Wert annimmt. Bei der 
Berechnung von Tmax sind mit Riicksicht darauf, daB das erste FlieBen 
in einer der Randschichten der Platte zu erwarten ist, zwei Falle 
zu unterscheiden. Wenn die beiden Hauptspannungen (J1 und (J2 

(die dritte ist an der Oberfiiiche gleich N uIl oder doch nahezu gleich 
Null, wenn ein Druck p auf sie wirkt) gleiches Vorzeichen haben, ist 
nur die absolut genommen groBere der beiden maBgebend und die 
groBte Schubspannung gIeich ihrer Halfte. Wenn hingegen die beiden 
Hauptspannungen (J1 und (J2 verschiedenes Vorzeichen haben, ist Tmax 

gleich ((J1 - (J2): 2. Die Dicke der Platte ist so zu wahlen, daB an 
der gefahrdeten Stelle: 

im ersten FaIle T = (Jmax < kz 
max 2 =2' 

(42) 
im zweiten Falle 

1) A. a. O. Ferner vgI. des Verfassers Bericht iiber die FlieBgrenze des 
Eisens in der Schweiz. Bauzg., Zurich 1924. 
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ist, wo kz die zuIassige Beanspruchung auf Zug (die im Zugversuch 
ermittelte FlieBgrenze) bezeichnet. Mit Benutzung der Beziehungen 
aus dem Momentenkreis ist die Dicke der Platte aus der Forderung 

. m + m 1. k h2 
1m ersten FaIle _x ----_'/I + _ 11 (m _ m )2 + 4 m 2 < _z_ 

2 - 2' y x Xy = 6 ' 

im zweiten FaIle 

zu ermitteln. 

k h2 
f(m -m)2+4m 2 <-'--y x xy = 6 

(43) 

Liegt hingegen die Gefahr eines Trennungsbruches vor, 
so hat man nur dafiir zu sorgen, daB die groBte Hauptzugspannung 
nirgends groBer wird, wie die Bruchspannung des reinen Zugversuches. 

12. Einfachste Anwendungen der Plattengleichung. 
Gleichmallige Biegung. Die elliptische Platte. Sinnsformige 

Belastung einer rechteckigen Platte. 
Die Grundlage fiir die Berechnung der Spannungen einer durch 

Momente oder durch seitwarts gerichtete Krafte nur wenig aus ihrer 
Ebene verbogenen elastischen Platte bilden die Gleichungen (32), (36) 
und (38), die wir der Vbersicht halber hier nochmals folgen lassen: 

Biegungsmomente: 

1 
Scherungsmoment: 

Scherkrafte: 

1 
Plattengleichung: 

m = _N(02~+y~~W) 
x ox2 oy2 

m = _ N(02W .L Y 02 w) 
Y oy2 I (}x2 

02 W 
m =-(l-y)N~-

xy oX oy 
o 

p = -N-Aw 
x ox 

o 
p = -N-Aw 

y oy 
AAw=pjN 

6m", 
GroBte Randspannungen: Ox max = + ~' 6m'/l 

°ymax= +~ 

6mx'/l 
1xymax = ± --1/,2--

( 44) 

(45) 

(46) 

(47) 

(48) 

(w Durchbiegung der Platte, p Druckbelastung auf der Flache 
Z = - hj2, h Dicke, y Querdehnungszahl, N = Eh 3 /12 (1-- y2) Platten
steifigkeit, E ElastizitatsmoduL) 

a) Wir betrachten zunachst einige Sonderfalle der Plattengleichung. 
Wenn auf der FIache z = - h/2 der Platte keine Druckbelastung 
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wirkt, ist P = O. 1hre Durchbiegung WI genugt dann der homogenen 
PIa ttenglei ch ung 

(34w (34 W 04 W 

LlLIwl=-8x4~+2 OX20~2+ 0/ =0. (49) 

Kennt man ein partikulares Integral Wo der nicM homogenen Platten
gleichung (47), so ist ihre allgemeine Losung gleich 

W= Wo+ WI' 

WO WI der homogenen Gleichung 

LI LI WI = 0 
genugt. 

(49a) 

b) Biegung nach einer Zylinderflache. Wir iiberzeugen 
uns, daB in den Biegungsgleichungen (44) bis (48) der elastischen 
Platte der Fall der Biegung eines im Vergleich zu seiner Rohe h 
sehr breiten Stabes von rechteckigem Querschnitt enthalten ist. Wenn 
seine Belastung P = Po f(x) und seine Durchbiegung W nur von einer 
Koordinate (x) abhangen, geht die partielle Differentialgleichung (47) 
fur die Funktion W in eine gewohnliche lineare Differentialgleichung 
vierter Ordnung 

d4w __ Po. ()_12(1- y2)]JO. () 
dx4 -- N f x - Eh!l f x (50) 

uber. Fur einen durch einen Druck P = Po f(x) verbogenen Stab 
lautet die Differentialgleichung der elastischen Linie bekanntlich 

d4 w P 
dx:c = JE' 

wo mit J das Tragheitsmoment des Stabquerschnittes bezeichnet ist. 
Wenn sein Querschnitt ein Rechteck von der Rohe h und der Breite 
eins ist, wird J = h3 j12 und 

(51 ) 

Der Vergleich der Gl. (50) und (51) zeigt, daB sie sich durch einen 
konstanten Faktor (1 - 1'2) auf der rechten Seite unterscheiden. 
Wenn die auf die Langeneinheit der Breite bezogene Belastung in 
beiden Fallen die gleiche ist, besitzt ein sehr breiter Streifen einer 
Platte, der nur in seiner Querrichtung verbogen wird, eine 1 - 1'2 mal 
kleinere Durchbiegung an jeder Stelle, als ein aus ihm heraus
geschnittener schmaler Stab. 1m Plattenstreifen ergeben sich die 
Scherkrafte 

Py = 0 
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und die Momente 
d2 w 

mx = - N dx~ , 

In einem zur y -Achse parallelen, breiten Plattenstreifen, dessen 
Durchbiegungen nur von der Koordinate x abhangen, wirken auch 
in seiner Querrichtung Biegungsmomente. Sie sind v mal kleiner als 
die Momente mx in der Biegungsrichtung. 

Wenn der Druck P = Po = konst. gleichformig verteilt ist, ist 
eine partikuUire Losung der nicht homogenen G1. (47) 

(52) 

GemiiB a) (4 9 a) folgt, daB die allgemeine Losung eIner durch einen 
unveranderlichen Druck P = Po belasteten elastischen Platte 

p X4 

W= 2~N+Wl 

ist, unter w 1 eine Funktion verstanden, fur die L1,,1 w1 = 0 ist. Die 
elastische Flache weiner durch einen gleichformig verteilten 
Druck p = konst. belasteten Platte enthalt also stets die 
partikulare Losung eines Plattenstreifens WOo Fur manche 
Zwecke ist es vorteilhafter, als partikulares Integral eines der 
folgenden 

P (x2 + y2)2 oder w = ,,--,,-0 -'-------'c~ 
o 24N 

zu benutzen. 

c) Potenzausdriicke. Der homogenen Plattengleichung 

AAw = 0 (53) 

geniigen aIle Funktionen, welche Losungen der Differentialgleichung 

O'lU 02U 
Au = - + -- = 0 (54) 

ox2 oy2 

sind, ferner: (x2 + y2) u. Da der reelle oder der imaginare Teil jeder 
regularen analytischen Funktion der komplexen Veranderlichen 
z = x + iy der auf zwei Veranderliche beschrankten Laplaceschen 
Differentialgleichung 

02U 02U -+--0 ox2 oy2 -

geniigt, stehen fUr die Plattentheorie eine FiiIle von Losungen der 
G1. (53) zur Verfiigung. 

So entstehen beispielsweise aus den Potenzen zn = U + iv der 
komplexen Veranderlichen z = x + iy die Potenzausdriicke der Ko
ordinaten x und y: 
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z =x +iy, reeller Teil: u = x, 
Z2 = X'.l + 2ixy _ y2, u = X2 __ y2, 

Z3 = X3 + 3i x'.ly - 3Xy2 _ i y3 U = X3 - 3Xy2, 

imaginarer Teil: v = y, 

v = 2xy, 
V =.3X2y _ y3, 

und die Funktionen: (x2 + y2) u, (X2 + y2) v. Eine jede dieser Funk
tionen ist mit einer beliebigen Konstanten multipliziert eine Losung 
der homogenen Plattengleichung (53). 

Die lineare Funktion 

W = Co + c1 X + c2 Y 

gibt keinen AniaB zur Entstehung eines Spannungszustandes in einer 
elastischen Platte, weil die Spannungsmomente die zweiten Ab· 
leitungen der Durchbiegung w nach den Koordinaten x und y ent· 
halten. Sie dient lediglich zur Fixierung einer elastischen Flache 
w = {(x, y) im Raume. 

d) Reine Biegung. Zur quadratischen Funktion 

w = c1 x2 + 2c2xy + cay2 

gehort ein besonders einfacher Spannungszustand einer elastischen 
Platte. Berechnet man namlich mit Hilfe der Differentialaus· 
driicke (44), (45) ihre Spannungsmomente, so ergeben sie sich gleich 

m", = - 2 N(c1 + YC3 ), 

my = - 2 N(yc1 + (;a), 
m",y = - 2 (1 - Y)Nc2 , 

also unabhangig von den Koordinaten x und y. Scherkrafte treten 
nicht auf, weil die Ableitungen von .1 w = 2 (;1 + (;3) nach x und y 
verschwinden. Wenn m", = my = m und m",y=O angenommen 
werden, ist 

m(x'! + y2) 
W= - 2(1 +y)N' 

die Platte kriimmt sich in allen Richtungen gleich stark nach einer 
Kugelflache (nach einem flachen Umdrehungsparaboloid). (Gleich
maBige Biegung.) Wenn hingegen m", = my = 0, mxy = m gesetzt 
werden, ist die elastische Flache 

mxy 
w = - -----c;-----'--;-::-:;-

2(1-y)N 

ein flaches hyperbolisches Paraboloid. Die Kriimmung ist sattel· 
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formig. (GleichmaBige Torsion oder Schubbeanspruchung 
einer Platte, Abb.14.) Wenn schlieBlich m", = m, my = m",y = 0, wird 

Abb.14. 

m(x2 _ vy2) 
w - - ----'--~"" - 2(1-')J2)N· 

Durch die zur y-Achse parallelen 
Querschnitte werden jetzt keine 
Spannungen ubertragen. Wir dur
fen uns deshalb parallel zu dieser 
Richtung aus der Platte einen Strei
fen von beliebiger Breite heraus
geschnitten denken, ohne daB sich 

die Spannungen in seinem Innern andern. So erhalten wir den Sonder
fall der reinen Biegung eines Stabes, dessen Querschnitte 
ein flaches Rechteck bilden, durch zwei Kraftepaare. Der 
Physiker Cornu hat die sattel£ormige Krummung dieser FIache an 
flachen Glasprismen von rechteckigem Querschnitt beobachtet und 
sie zur Bestimmung der Poissonschen Zahl l' herangezogen. Zieht 
man etwa auf der Breitseite des Stabes einen Kreis und beobachtet 
den Wolbungspfeil zweier Durchmesser, deren einer senkrecht und 
deren zweiter parallel zur Stabachse angenommen wird, so ist das 
Verhaltnis der Pfeile die Querdehnungszahl v. 

c) Ein wei teres Beispiel fUr die Anwendbarkeit der Potenzansatze 
bietet die elastische Flache einer durch einen gleichmaBigen 
Druck P = Po = konst. belasteten, eingespannten elliptischen 
Platte. Setzt man 

( X2 y2 )2 
w=c --+--1 

a2 b2 ' 

unter a, b und c Konstante verstanden, und bildet mit dieser Funktion 

L1 L1 w = 8 c [ 3 (~i + :2)2 - a24b 2 J ' 
so zeigt sich, daB die Funktion w eine Losung der Plattengleichung 

L1 Llw = ~ = konst. 

wird, wenn man die Konstante c gleich 

Po 1 c = -- - . -;=--;----:-:;--

8N I (1 1 )2 4 J L 3 a,2 + b2 - a2 b2 

wahlt. Langs der Ellipse 
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verschwinden die Durchbiegungen w und auch die Ableitungen der 

elastischen Flache ow und ow. Um die Spannungsmomente der 
ox oy 

elliptischen Platte anzugeben, berechnen wir die zweiten Ableitungen 
von w 

02W _ 4e [X2 3y2 J 
-0 y2 - b2 a2 + IF - 1 , 

02W Sexy 

oxoy a2 b2 

und erhalten mit Benutzung der Formeln (44) (45) die Spannungs-
• momente gleich 

im Mittelpunkt der Ellipse: x = y = 0, 

my= 4eNC:2 + ~2)' m.ry = 0; 

am Ende der groBen Achse: x = a, y = 0, 

y 

my = - SeN a2 ' 

am Ende der kleinen Achse: x = 0, y = b, 

1 
my = - SeN 7)2' 

1 
mx= - SeN 2 , 

a 

y 

mx = - SeN 7)2' 

Wenn a> b, ist das am Ende der klein en Halbachse wirkende Ein-
SeN 

spannungsmoment my = - -r;2- das absolut genommen groBte. Die 

groBte Inanspruchnahme einer eingespannten elliptischen Platte, die 
einen gleichmaBig verteilten Druck Po tragt, ist demnach nach 
(40) gleich 

_ 6mymax 6po 
a - + ____ = + - ____ ------

ymax - h2 - 2 2 [ (1 1 )2 4 J 
b h 3 0,2 + bi - a2 b2 

Wenn a = b ist, geht die Ellipse in einen Kreis liber, wir erhalten 
die Gleichung der elastischen Flache einer gleichmaBig belasteten 
eingespannten Kreisplatte vom Halbmesser a 
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Aus der vorletzten Formel berechnet man ihre gro6te Inanspruch-
nahme gleich: 

f) Sinusformige Belastung einer rechteckigen Platte. Ais 
ein letztes Beispiel betrachten wir die Funktion 

. nX . ny 
W= eSIllc;: SIllT' (54a) 

a, b und e mogen Konstante sein. Durch diese Funktion wird iiber 
der x, y-Ebene eine unbegrenzte Flache aus regelma6igen Wellenbergen 
und Wellentalern dargestellt. Ihre Ordinate W verschwindeb auf den 
Geraden x = 0, + a, + 2 a, ... und y = 0, ± b, ± 2b, '" . Durch 
sie wird di~ x, y-Ebene in gleiche Rechtecke mit den Seiten a und b 
geteilt. Wir konnen mit Hilfe dieser Funktion die verbogene Gestalt 
einer rechteckigen Platte darstellen. Urn die Belastung p an
zugeben, unter der sie nach dieser Flache verbogen wird, bilden wir 
die zweiten Ableitungen der Funktion W 

02W cx2 . nX . ny 
-----SIll-SIll-
ox'.! - a2 a b ' 

02W en2 . nX . ny 
-=---Sln-SIll-, 
oy2 b2 a b 

,j 02W 02W 9 ( 1 1). nX . ny 
LI W = -- + --- = - C n" -- + -- SIll - SIn ---

OX2 oy2 a2 b2 a b 

und berechnen mit ihrer Hilfe 

LIL1 4(1 1)2. nX . ny 
W = Cn a2 + b'i sm-a: sm T' 

Wahlt man den Druck p einer Platte gleich 

N A A N 4 ( 1 1)2. nX . ny p= LlLIW = cx ,- +- ----.- ·SIn - Sln-, 
a2 b- a b 

so wird W zu einer Losung dieser Differentialgleichung. Die "Be
lastungsflache" p dieser Platte wird also durch eine ahnliche Funk
tion dargestellt, wie ihre elastische Flache oder ihre Durchbiegung w. 

Aus dieser unbegrenzten Platte schneiden wir durch vier gerade 
Schnitte x = 0, x = a, y = 0, y = b eine rechteckige Platte mit den 
Seitenlangen a und b heraus. Auf ihren Seiten verschwindet die 
Durchbiegung w. Die obigen Gleichungen zeigen, daB ferner auf 

den Seiten auch die zweiten Ableitungen 02~ und ?2~ iiberall gleich 
ox oy 

Null sind. Weiter folgt, daB auch die Biegungsmomente mx und my, 
welche nach den Formeln (44) gleich 
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(iPW o~w) o( 1 '1'). nX . ny m = -N --+'1'-- = Ncn" -.Q +~ Slll-Slll-
." OX2 oy2 a- b- a b 

(02W 02W) 3('1' 1). nX . ny m = -N --+'1'- =Ncn -+- sm-SIll-y oy2 OX2 a2 b2 a b 

sind, auf dem Rande des Rechteckes verschwinden. Die elastisehe 
Flache w, die Belastungsflache P und die beiden Momenten
flachen m x ' my sind bei diesem Spannungszlistand einer 
rechteckigen Platte affine Flachen. Sie werden durch einen 
Hugel uber dem Rechteck dargestellt, dessen Schnitte parallel zu 
den Rechteckseiten Halbwellen einer gewohnlichen Sinuslinie sind. 
Die Konstante c stellt den groBten Biegungspfeil der verbogenen 
Platte dar, der im Mittelpunkt x = a!2, y = b!2 des Rechtecks auf
tritt. Bezeichnet Po die Flachenbelastung der Platte an derselben 
Stelle, so ergibt die G1. ( 54 a) fur den groBten Biegungspfeil den Wert 

Po 

c= :4 N (:2--; :2r' 
1m Mittelpunkt des Rechtecks x = ;, 

b 
Y = - erreichen die Bie-

2 
gungsmomente mx und mu ihre groBten Werte: 

-- N 2 (~ ..L ..1'.) mxmax - en a I b ' 

13. Die Gl'enzbedingungen elastischel' Platten. 

Eine Platte kann innerhalb einer gegebenen UmriBlinie unter 
einer gegebenen Belastung noch in verschiedener Weise verbogen 
werden, je nachdem wie sie auf ihrem Rande unterstiitzt oder be
festigt ist. Um die Gestalt ihrer elastischen Flache aus ihrer 
Differentialgleichung 

Jilw=f(x,y) 

bestimmen zu konnen, wird man die Grenzbedingungen anzugeben 
haben, denen sie auf dem Rande zu geniigen hat. 

Die Momente und die Scherkriifte der Platte ergeben sich aus 
ihrer elastischen Fliiche w nach den Formeln (32) und (36). In jedem 
Element ds· h der Randbegrenzung, dessen nach auBen gerichtete 
Normale die Richtung n hat, gehort zu einer gegebenen Losung w 
der Plattengleichung ein bestimmtes Biegungsmoment m", ein Sche
rungsmoment mllS und eine Scherkraft Pn ' 

X ,1 d a i. Ela,tische Platten. 3 
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Wenn umgekehrt aus den Randwerten der Momente und der 
Scherkrafte einer Platte ihre elastische Flache bestimmt werden soIl, 
entsteht die Frage, ob hierzu die Randwerte sowohl des Biegungs
als des Scherungsmomentes und der Scherkraft, also von drei GroBen 
entlang des Randes anzugeben sind. Wie Gustav Kirchhoff in 
seiner beriihmten Abhandlung "Dber das Gleichgewicht und die Be
wegung einer elastischen Scheibe" 1) bemerkt hat, gelangt man auf 
Grund seiner fiir elastisch deformable Korper aufgestellten und das 
Prinzip der virtuellen Momente enthaltenden Gleichung zu der obigen 
partiellen Differentialgleichung und nur zu zwei Ausdriicken fiir 
ihre statischen Grenzbedingungen. Lord Kelvin und P. G. Tait 2 ) 

haben 1876 gezeigt, daB in einer diinnen Platte eine Schar 
von Verteilungen der Randscherungsmomente und der Randscher
krafte praktisch dieselbe elastische Flache bestimmen. Diese Span
nungszustande unterscheiden sich nur innerhalb eines schmalen 
Flachenstreifens, der entlang des Plattenrandes verlauft, voneinan
der. Unter ihnen ist die von Kirchhoff angegebene RandverteiIung 
enthalten. 

Diese fiir die Biegungstheorie der diinnen Platten und Schalen 
bedeutsame Bemerkung stiitzt sich auf den in der Elastizitatslehre 
haufig gebrauchten Satz, nach dem die Spannungen in einem bean
spruchten Korper sich nicht merklich andern, wenn man zu den 
vorhandenen Kraften noch ein Gleichgewichtssystem von Kraften 
hinzufiigt, das auf einem k lei n en Teil seiner Oberflache angreift. 

Wir wollen uns ein Stiick der Platte mit ihrer zylindrischen 
Randbegrenzung gegeben denken (Abb. 15). Auf dem unendlich 

Abb.15. 

kleinen Rechteck AA'B B' wirken eine Scher-
kraft p"ds senkrecht zur Mittelflache, ein 
Biegungsmoment mn ds und eiu Scherungsmo
ment mns ds. Wir fiigen in dem kleinen Recht· 
eck A A' B B' zwei gleich groBe, aber entgegen
gesetzt gerichtete Momente mods und - mods 
hinzu. Das eine: - mo ds werde durch Schub
spannungen '1 erzeugt, welche parallel zur 
Mittelflache gerichtet und genau in der

selben Weise verteilt sind wie die, die das Moment m"s ds erzeugen. 
Das im entgegengesetzten Sinne drehende mods bestehe aus einem 
Paar von Kraften Po, welche in den Seiten AA' und BB', senkrecht 
zur Mittelflache und urn ds voneinander entfernt wirken. Da die 
Abmessungen des Rechtecks A A'B B' von der GroBenordnung der 

1) Crelles Journal, Bd. 40, S. 51. 1850. 
2) W. Thomson und P. G. Tait: Natural Philosophy, 2. Ed. 1879-1883. 
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Plattendicke h sind, wird in einer d iinnen Platte die Wirkung der 
zusatzlichen Momente sich bereits in geringer Entfernung vom Rande 
verlieren. Die zusatzlichen Momente werden den Spannungszustand im 
Innern der Platte nicht viel storen konnen. Dies ist ebensowenig der 
Fall, wenn auch in den benachbarten Flachenelementen AA'DD' und 
B B' 00' des Randes (A bb. 15) ahnliche Gleichgewichssysteme von 
Momenten hinzugefiigt werden. Wahlt man diese um ein Differential 
kleiner bzw. groBer als die Momente mods in AA' BB' und denkt 
sich die Randspannungen in derselben Weise weiter entlang des 
Randes verandert, so hat man schlieBlich ein System von Kraften 
und von Momenten auf dem Rande hinzugefiigt. Es steht uns frei 
sie mit den Randscherkraften und mit den Randscherungsmomenten 
zusammenfassen. 

In der Linie A A' bleibt eine Einzelkraft d Po iibrig, welche, 
mit der Scherkraft Pn ds vereinigt, eine neue Scherkraft p~ds gleich 

p~ds = p"ds + dPo 

liefert. Nun ist wegen 

mods = Pods, 

die neue Randscherkraft ist demnach gleich 

, omo 
Pn = Pn+8s·· 

Das neue Randscherungsmoment nimmt den Wert 

m~8 = mns - mo 

an. Das Biegungsmoment m" bleibt ungeandert. Damit ist gezeigt, 
daB die urspriinglichen Randscherkrafte Pn und Randmomente mn s 

und die neuen p~, m~s mit Ausnahme eines schmalen Streifens langs 
der Randkurve dem namlichen Spannungszustand und derselben 
elastischen Flache der Platte angehoren. Da das Moment mo als eine 
willkiirliche Funktion der Randbogenlange s angenommen werden 
durfte, gibt es unendlich viele solcher - wie wir sie nennen wollen -
elastisch gleich wertiger Randverteilungen p~, m~8' 

Wenn wir mo = m"s wahlen, bleibt eine Randverteilung 

iibrig, bei der das Scherungsmoment iiberall langs des Randes ver
schwindet. 

Dies laBt sich auch so ausdriicken: Die Randscherungs
momente m"s einer Platte lassen sich stets durch eine Ver
teilung von Randscherkraften omn./os ersetzen. Diese letzteren 
sollen die Ersatzscherkrafte der Platte genannt werden. 

3* 
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Wenn die Aufgabe vorliegt, eine elastische Flache zu vor
geschriebenen Randwerten Pn' mn , mns zu bestimmen, braucht nach 
dem eben Gesagten nicht verlangt zu werden, daB zur elastischen 
FHi,che Scherkrafte P:: und Momente m::, m::, gehOren sollen, die in 
jedem Punkte der Begrenzung gleich jenen GraBen sind; es geniigt 
sie so zu bestimmen, daB 

+ omns _ ff + om:: 
Pn os -Pn oS (55) 

sind. U nter den mit zwei Strichen bezeichneten GroBen konnen die 
in der Plattentheorie abgeleiteten Differentialausdriicke verstanden 
werden. Dies sind die von G. Kirchhoff auf anderem Wege abge
leiteten Grenzbedingungen der Randscherkrafte und Randmomente. 

LaBt man die Normalenrichtung n des Randelementesdsh mit 
der positiven x- oder mit der positiven y-Achse zusammenfalIen, 
fiihrt fUr die GraBen p;, p;, m;y ihre Ausdriicke aus G1. (36) S. 21 
ein undo bezeichnet mit 

( 56) 

die Summen der Scher- und der Ersatzscherkrafte, so ergeben sich 
fiir sie in rechtwinkeligen Koordinaten die Ausdriicke 

q = _ N [03 ~ + (2 - ')J) _02 
W J. 

Y oy3 oxoy2 

(57) 

Nach dies en Formeln sind die Auflager- oder Stiitzkrafte i~ 
den Plattenschnitten x = konst. bzw. y = konst. zu berechnen. 
Eine genau nach dem durchgebogenen Rand gekriimmte, starre 
Unterlage miiBte auBer den Biegungsmomenten m", bzw. my diese 
Krafte aufnehmen. 

U m einige der in den Anwendungen haufig vorkommenden Fane 
der Grenzbedingungen zu erwahnen, wollen wir annehmen, daB der 
Plattenrand durch eine Schnittebene x = konst. gebildet ",ird. 

a) Die elastische Flache w = f(x, y) einer langs der Geraden 
x = konst. in der x y-Ebene vollkommen eingespannten Platte 
hat den Bedingungen 

w=o, 
zu geniigen. 

ow 
-=0 
ox 
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b) Wenn ein Rand x = konst. £rei ist, mussen die Biegungs
momente mx und die StutzkriiJte qx verschwinden, und wir haben die 
Grenz bedingungen 

c) In einem £rei aufgestutzten Rand x = konst. ist das 
Biegungsmoment mx = O. Da die Gestalt einer verbogenen Platte 
durch zwei Randbedingungen bestimmt wird, hat man noch eine 
weitere Bedingung hinzuzufiigen. Man wird entweder vorschreiben 
kannen, nach welcher Kurve sich der Rand durchbiegt, odeI' man wird 
angeben mussen, wie sich die Stutzkrafte qx auf ihm verteilen solI en. 
1m erst en FaIle lauten die Grenzbedingungen 

02W 02 W 
ax2 + ')J oy2- = 0, W = f1 (y); 

1m zweiten FaIle 

Frei aufgestutzte Randel' lassen hiel'llach verschiedene Maglichkeiten 
del' Auflagerung zu. 

Man hat in del' Plattenstatik die Grenzbedingungen fUr eine 
freiaufliegende Platte in del' Form: mn = 0, W = 0 angenommen, 
unter mn das Biegungsmoment verstanden, dessen Ebene senkrecht 
zur Randkurve steht. Wenn die Platte parallele Lasten tragt, welche 
aIle in derselben Richtung wirken, wird von einem freiaufliegenden 
Rand stillschweigend vorausgesetzt, daB die Stiitzkrafte auf ihm 
nirgends ihr Vorzeichen andel'll. Wenn man, wie es hier geschehen ist, 
die Kurve w = f1 (8) (8 ist die Bogenlange der Randkurve) vorschreibt, 
nach del' sich del' Rand kriimmt, ist zu beachten, daB dadurch das 
Verteilungsgesetz del' Auflagerkra,fte qn mit bestimmt wurde. Man wird 
deshalb, nachdem man die Lasung den Grenzbedingungen mn = 0, 
w = 0 angepaBt hat, sich davon zu uberzeugen haben, ob die Stutz
krafte entlang der Randkurve ihr Vorzeichen nicht andel'll. Wenn 
dieses del' Fall ist, hat man eine Lasung fur eine freiaufliegende 
Platte aufgestellt. 

So werden die Grenzbedingungen einer freiaufliegenden, recht
eckigen Platte gewahnlich in del' Form mn = 0, w = 0 angenommen. 
Wir werden wei tel' unten zeigen kannen, daB die Stutzkriifte einer 
rechteckigen Platte, welche durch einen gleichfOrmigen Druck belastet 
wird und deren Durchbiegungen und Biegungsmomente auf dem 
Rande verschwinden, in del' Nahe del' Ecken ihr Vorzeichen andel'll. 
Wie die Erfahrung lehrt und durch die Theorie sich bestatigen laBt, 
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sind fUr eine durch einen gleichfOrmigen Druck belastete rechteckige 
Platte, die man auf einen starren ebenen Rahmen gelegt hat, nicht 
die Grenzbedingungen mn = 0, w = ° maBgebend. Die Rander einer 
"freiaufliegenden" rechteckigen Platte beriihren nur in einzelnen 
Punkten die Unterlage und heben sich von dieser sonst abo 

d) Die Navierschen Grenzbedingungen w=O, Llw=O. 
Die in einer Ebene £rei aufgestiitzten Platten. Ein Sonderfall 
der Grenzbedingungen verdient eine besondere Erwahnung. Zerlegt 
man die partielle Differentialgleichung vierter Ordnung der elasti
schen Flache weiner verbogenen Platte 

LlLIw=F(x,y) (57 a) 

in zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung 

LI u = F(x,y), Llw = u(x,y), (57b) 

(PW ,J2w 
so erkennt man, daB man die Funktion u = -~... + -... unabhangig ox· oy-
von w bereits zu bestimmen vermag, wenn fiir sie eine Randbedingung 
vorgeschrieben wird. Der einfachste Fall ist, wenn man auf dem 
Rande der Platte LI w = u = 0 und w = 0 vorschreibt. Die beiden 
Gleichungen zweiter Ordnung (57b), in die die partielle Differential
gleichung vierter Ordnung (5 7 a) zerfallt, sind dann unter den namlichen 
Randbedingungen (u = 0 bzw. w = 0) zu integrieren. Diese Grenz· 
bedingungen sollen als die N avierschen bezeichnet werden, weil 

p 

f 

zwei Grundlosungen der Plattenstatik, die 
man dem Begrunder der mathematischen 
Elastizitatslehre verdankt, diesen Bedin
gungen geniigten. 

Wenn der Rand ein ebenes Vieleck aus 
mlt geraden Linien ist, langs dessen dieN avier-

~2 schen Grenzbedingungen w = 0, LI w = 0 vor-
i..JJJJ.W..I.I4w.1;~l..I..W.u..w. geschrieben sind, sprechen wir auch von einer 

Abb.16. durch diese Linien begrenzten, in eine r 
Ebene frei aufgestutzten Platte. 

Wir haben bisher bei der Bestimmung der Ersatzscherkrafte still
schweigend eine Kurve ohne Knick als Begrenzung der Platte voraus
gesetzt und eine ebensolche Kurve fur die Verteilung der Scherungs
momente angenommen. Nehmen wir beispielsweise an, daB das 
Scherungsmoment auf einem geraden Rand x = konst. sich an einer 
Stelle y = Yo unstetig andere, derart, daB es in der Umgebung dieser 
Stelle fUr y > Yo den Wert mxy = m1 und fUr y < Yo den Wert 
mxy = m2 habe, so wird das Integral der Ersatzscherkrafte auf einem 
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Stuck des Randes, das von y = Yo - e bis y = Yo + e reicht, gleich 

f ~11'tX1{ dy = [m lY,J+ f = m - m cy x y Yo-' 1 2 

dem Sprung des Momentes mxy sein. Es entsteht also an der Sprung
stelle y = Yo des DriIlungsmomentes eine konzentrierte Kraft: 

P=m1 - m2 • 

An dieser Stelle ist die Ersatzscherkraft dem Sprung des Scherungs
momentes gleich. 

Wenn die Randkurve selbst Unstetigkeiten und zwar schade 
Ecken besitzt, liegb derselbe Fall vor. Sind die Werte des 
Scherungsmomentes in zwei Schnittfiachen, die einen Winkel mit
einander bilden, m1 und m2 , so andert sich das Drillungsmoment 
bei der Umfahrung der Ecke um den Betrag m1 - m2 • Beim 
Ersatz entsteht wieder eine konzentrierte Kraft P = m1 - m2 • Die 
beiden Werte m1 und m2 sind hier durch die Gleichgewichtsbedingung 
am Plattenelement oder die Gl. (23) miteinander verkniipft. In 
einer Ecke, deren Kanten einen rechten Winkel mit einander bilden, 
sind beide gleich und drehen in bezug auf die nach auBen gerichtete 
Normale in entgegengesetztem Sinne. Hieraus folgt der Satz: In 
einer scharfen Ecke der Plattenbegrenzung, deren Schnitt
richtungen einen rechten Winkel mit einander bilden, er
gibt sich beim Ersatz der Scherungsmomente eine Einzel
kraft senkrecht zur Platte gleich dem doppeIten Wert des 
Scherungsmomentes an dieserEcke. Die Ersatzscherkrafte liefern 
in einer Ecke keine konzentrierte Kraft, wenn in ihr das Scherungs
moment m xy verschwindet. Da dieses nach Gl. (32) der zweiten Ab-

~2 

leitung _~w_ proportional ist, muB diese Ableitung in der Ecke ver
oxiJy 

schwinden. In einer freien Ecke muB also auBer den Grenzbe
dingungen b) (S. 37) auch noch die Bedingung 02 w/(}x oy erfuIlt sein. 

14. Versuche mit quadratischen Platten aus Flu6eisen . 

. Die Grundlagen der Theorie der Biegung dunner Platten sind 
nur selten einer Uberprufung durch den Versuch unterworfen worden. 
Fiir die elastisch-isotropen, d. h. aus einem Haufwerk von regellos 
orientierten Kristallkarnern aufgebauten Karper, deren Teilchen unter 
den in Betracht gezogenen Spannungszustanden gut zusammenhalten 
und keine merklichen bleibenden Verschiebungen erfahren, sind zwar 
die allgemeinen Grundlagen ihrer mathematischen Elastizitatstheorie 
erfiillt. Sie werden durch die zahlreichen Versuche gestiitzt, die man 
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mit stabformigen Korpern aus diesen Stoffen gemacht hat. Trotz
dem liegt ein Bediirfnis vor, die Erfahrung durch weitere Versuche, 
die mit plattenformigen Korpern gemacht sind, zu erganzen, weil 
sich die Satze iiber die Grenzbedingungen nur durch Versuche mit 
plattenformigen Korpern bestatigen lassen und man anderseits er
fahren mochte, bis zu welchem Grade die der Rechnung zugrunde 
gelegten Grenzbedingungen freiaufliegender und eingespannter Platten
rander in den praktischen Konstruktionen als tatsachlich erfiillt be
trachtet werden konnen 1). 

Mit einer rechteckigen Platte laJ3t sich ein Belastungsfall her
stellen, der in bezug auf eine einfache Berechnung der Spannungen 
und der Form der verbogenen Platte und eine genaue und bequeme 
Einhaltung der Grenzbedingungen in einem Versuch kaum zu wiinschen 
ubrig lassen diirfte. Es ist der Belastungsfall der gleichmaJ3igen 
Schubbeanspruchung einer Platte, an dem Lord Kelvin und Tait 
zuerst die Moglichkeit des Ersatzes der Torsionsmomente einer Platte 
durch Scherkrafte gezeigt haben. 

Wir kniipfen an die auf S. 29 betrachtete Losung der homogenen 
Plattengleich ung 

w=cxy (58) 

Fiir diese elastische Flache verschwinden nach don Grund-an. 
formeln 
und py • 

die Biegungsmomente m", und my und die Scherkrafte Px 
Von Null verschieden ist nur das Moment 

02W 
m =-(l-'P)N--=-(l-'P)Nc. 

xy 'Cx oy (59) 

1) Unter den Elastizitatsversuchen, die den Vergleich mit der Theorie an 
plattenformigen Korpern anstrebten oder zulassen, sind mir nur die mit kreis
fOrmigen Platten gemachten Versuche von A. Foppl (Mitt. a. d. mech.-techn. 
Laboratorium der Techn. Hochsch. Miinchen 1900) und von Max EnBlin 
(Dingler, Bd.318, Heft 45, 46, 50, 51. 1903) bekannt. Die beobachtete Ge
stalt der in der Mitte und exzentrisch (Foppl) oder ringformig (EnBlin) 
durch eine Einzelkraft belasteten, freiaufliegenden Platten aus FluBeisen 
stimmte gut mit der theoretisch verlangten Gestalt der durchgebogenen Platte 
iiberein, die absoluten Werte des aus den Biegungsversuchen abgeleiteten 
Elastizitatsmoduls standen aber nicht in befriedigender Dbereinstimmung mit 
dem aus anderen Versuchen bestimmten Wert. Zu erwiihnen ware ferner· die 
schone Arbeit von Wa I t erR i t z iiber die Berechnung der Frequenzen von 
transversal schwingenden, freien quadratischen Platten, iiber deren Zahlen alte 
Beobachtungen von Strehlke vorliegen. - Die verdienstvollen Versuche, die 
C. v. Bach mit plattenformigen Korpern ausfiihren lieB (man findet ihre Zu
sammenstellung im Anhang zu seinen beiden Vortragen: "Das Ingenieurlabora
torium und die Materialpriifungsanstalt der Techn. Hochschule Stuttgart", 
K. Wittwer, Stuttgart 1915) lassen sich zu einer Dberpriifung der Plattentheorie 
kauni heranziehen, weil bei ihnen kein Wert auf die Einhaltung genauer definier
barer Randbedingungen gelegt wurde. 
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Hier ist mit N = h3 E /12 (1 - .,,2) die Plattensteifigkeit bezeichnet 
(h ist die Dicke der Platte, E ihr Elastizitatsmodul, ." die Quer
dehnungszahl). Denkt man sich durch die Geraden x = ± a und 
y = + b eine rechteckige Platte abgegrenzt, die nach der Flache (58) 
verbogen wird, so miissen, urn diese Flache zu erzeugen, in den 
Reckteckseiten nur Scherungsmomente angebracht werden, die nach 
Gl. (59) iiberall den namlichen Wert haben. Wir wollen diesen 
Wert mit - mo bezeichnen. Nach Einfiihrung des Schubmoduls 
G = E /2 (1 +.,,) des PlattenstoiIes nimmt die ~l. (58) die Form 

(60) 

an. Die zur Mittelebene der Platte parallele Schubspannungs
komponente t xy ' die in der Entfernung z von ihr wirkt und nach 
Gl. (30) gleich 

t = _ 2 G Z 02 W = _ 12 ~o z 
xy oxoy h3 

ist, nimmt ihre absolut genommen groBten Werte unter den Ober
flachenschichten z = ± h/2 der Platte 

_ 6mo 
t max = +~ (61) 

an. AIle iibrigen Spannungskomponenten ax, 0y' 0z' ax:, tyz sind 
bei diesem Spannungszustand einer rechteckigen Platte in allen 
Punkten gleich Null. 

Denkt man sich in jedem Flachenelement hdy (oder hdx) der 
Berandung x = ± a (bzw. y = + b) (Abb.17) nach den Regeln fUr 
die Bildung der Ersatzscherkrafte das Sche
rungsmoment m xy dy (bzw. m xy dx) durch ein 
Paar mit zur Mittelebene senkrechten Kraf
ten Q ersetzt, so erkennt man unmittelbar, 
daB das resultierende Moment in jeder der 

Q 
vier Seiten x = + a (bzw. y = ± b) durch ein 
Kraftepaar ersetzt werden kann, dessen Ein
zelkrafte Q .. ~ mo in den vier Eekon des 
Recktecks wirken. FaBt man die zwei in 
jeder Ecke zuriickbleibenden Einzelkrafte Q 
zu einer Kraft P = 2 Q = 2 mo zusammen, 

Q 

Abb.17. 

so verbleiben schlieBlich in den Ecken vier gleiche, zur 
Platte senkrechte Einzelkriifte P, wahrend die Rander sonst 
zwischen den Ecken frei von auBeren Spannungen sind. Je zwei 
von diesen Einzelkraften, die in den Endpunkten einer Diagonalen 
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Abb.18. 

des Rechtecks angreifen, haben die gleiche 
Richtung (Abb. 18). Die Formeln fiir die 
elastische Flache w (60) und fiir die groBte 
Schubbeanspruchung Tmax (61) nehmen nun
mehr mit der Eckkraft P die ein"fache Form an: 

3P 
w = Gh}l'xy, (62) 

Da der Spannungilzustand der Platte (Abb. 17) in einer Festig
keitsmaschine sich verhaltnismiiBig leicht und genau verwirklichen laBt, 
eignet er sich in vortrefflicher Weise zu einer Priifung der Grund
lagen der Plattentheorie. Der Verfasser hat die Durchbiegungen von drei 
quadratischen Platten aus ausgegliihtem FluBeisen von rund 163 mm 
Seitenlange und 5, 10 und 15 mm Dicke bestimmt, die in dieser Art 
belastet wurden 1). Die Platten waren zuerst 15 mm stark, nach der 
erst en Versuchsreihe wurden sie auf 10, dann auf 5 mm abgehobelt 

Abb.19. 

und jedesmal untersucht. Zur Messung der Form
anderungen diente ein Gerat, mit dem die Durch
biegung der Platte zwischen den Verbindungslinien 
AB und CD von vier, auf den Diagonalen des Qua
drates gelegenen Punkten beobachtet werden konnte 
(Abb. 19). Die Einzelkrafte in den Ecken wurden 
durch ein eigens zu dies em Zweck konstruiertes 
Gehange (Abb. 20 und 21) in einer Festigkeits
maschine von drei Tonnen (Bauart Mohr und 
Federhaff in Mannheim) erzeugt und gemessen. 

Die Schnitte der elastischen Flache in Richtung der Diagonalen des 
1- -

Quadrates muBten als Funktionen des MeBabstandes u = l 2 x = l2 . Y 
nach der obigen Gleichung Parabeln 

I 3P J 0 

w = L2Gh3 U" 

sem. N achdem ein wahrscheinlichster Wert des Schu bmoduls gleich 
G = 780000 kg/cm2 ermittelt war, wurden mit dies em die Durch
biegungen nach der eben angeschriebenen Gleichung berechnet und 
ihre Werte mit den Beobachtungen verglichen. Die Zahlentafel 1 
zeigt das Ergebnis des Vergleiches fiir die eine der untersuchten 
Platten. Die Durchbiegungen der 5 mm und 10 mm starken Platten 
zeigten Abweichungen, die an den meisten MeBstellen kleiner als 
ein Hundertstel ihres berechneten ·Wertes waren. Hingegen waren 
die beobachteten Durchbiegungen der 15 mm starken Platte durch-

1) Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens, herausgegeben 
vom V. d. 1. 1915, Heft 170, 171, S. 16. 
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e 

b . 

Abb. 20. Anordnung fiir Elastizitats-
versuche mit quadratischen Platten. 

Die quadratische Platte (f) wird in ihren Ecken 
durch Kegelspitzen belastet. e ist ein Hebel, 
dessen mittlere Schneide i in einem Gestange 
eingehangt ist, welches mit der KraftmeBvor
richtung der FestigkeitsmaBchine verbunden ist. 
Die Krafte werden durch die Flacheisen g und 
die Zugstangen b auf die Platte iibertragen. 
Der Durchbiegungsmesser steht mit 4 FiiBchen 
auf der Platte. Die Durchbiegung wird mit 
Hilfe von Schneiden und Spiegeln wie beim 

Gerat von Martens beobachtet. 

wegs groBer als die berechneten und die Unterschiede nahmen mit 
der zunehmenden MeBlange zu. Sie ergaben sich urn so groBer, je 
naher die MeBpunkte zu den Ecken angenommen wurden, wo die 
konzentrierten Krafte angriffen. Diese Storung erklart sich durch 
den EinfluB der Schubspannungen Txz ' T yz ' deren Pieile senkrecht 
zur Mittelflache geriQhtet sind. In den dicken Platten muBte er 
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sich starker bemerkbar machen, wie in den dunnen, in denen er 
auf die nachste Umgebung der Ecken beschrankt bleibt. Da ihre 
Wirkung in der Kirchhoffschen Plattentheorie nicht berucksichtigt 
wird, ergeben sich bei dicken Platten die berechneten Durchbiegungen 
zu klein. Mit Ausnahme dieses durch die Einzelkrafte in dicken 

Abb. 21. Versuchsanordnung. 

Platten hervorgerufenen Storungsgebietes ergaben die Biegungsversuche 
mit den drei quadratischen FluBeisenplatten eine sehr befriedigende 
Bestatigung der Theorie. Auf einige weitere Versuche mit in einzelnen 
Punkten in statisch bestimmter Art unterstiitzten kreisformigen 
Glasplatten, die zu einem ahnlichen Ergebnis fiihrten, kommen wir 
weiten unten (S. 198) zuriick, ebenso auch auf den "EinfiuB der 
Wolbung" der Platte. 
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Zahlentafel 1. Biegungsversuehe mit einer quadratisehen Platte 
aus FluBeisen. 

D' k ! Be- , 
l~ e I' lastung I 

P , 
em kg I 

i 

1,49.58 1506,3 

MeB- ! 

1.. 'Beobaehtung 
ange ! 2 w 
u 

em 10-4 em 

4 96,0 
5 150,2 
6 216,3 
7 296,9 
8 389,1 
9 494,0 

9,5 550,8 

4 
5 
6 

1,0000 '199,43 7 

121,9 
192,3 
275,8 
377,8 
494,7 
626,7 
703,8 

8 
9 

9,5 

4 
5 
6 

0,.5005 '59,83 7 
8 
9 

9,5 

288 
460 
664 
908 

1184 
1484 
1664 

Ber~~~~eter Untersehied I Untersehied 

10-4 em 10-4 em! v. T. 

93,1 
145,5 
209,4 
285,2 
372,6 
471,6 
525,.5 

122,7 
191,7 

276 ° 
375;8 
492,0 
621,.5 
692 

293,7 
459 
661 
900 

117.5 
1487 
1657 

+ 2,9 
4,7 

+ 6,9 
+ 11,7 
-L 16 5 
+22;4 
+25,3 

0,8 
I 0,6 

0,2 
T 2,0 
+ 2,7 
T 5,2 
-;- 11,8 

5,7 
1 
3 

T 8 
9 
3 
7 

+ 31 
--:- 32 
+33 
+41 
+44 
+47 
+48 

6 
+ 3 

1 
T 5 
+ .5 
+ 8 
+ 17 

-19 
+ 2 
+ .5 
+ 9 
+ 8 

2 
+ 4 

15. Ebene Vel'Zerrullgszustallde von dicken Platten. 

Die Formeln fiir die Spannungsmomente und ScherkriiJte del' in den 
Abschnitten 9 bis 13 entwickelten Theorie del' Biegung dunner Platten, 
die man auch als die Kirchhoffsche zu bezeichnen pflegt, lassen sich 
in strengerer Weise als dies bisher geschehen ist, aus gewissen partiku
laren Losungen del' elastischen Grundgleichungen herleiten. Man 
kann die Struktur del' Losungen der elastischen Grundgleichungen 
fiiI' einen durch zwei paraBele Ebenen und eine zu diesen senk
rechte ZylinderfHiche begrenzten elastischen Korper bestimmen. 
Love l ) und MichelP) haben diese allgemeinen Losungen auf
gestellt, ohne zu ihrer Angabe mehr Voraussetzungen zu benotigen, 
als die in den Grundgleichungen del' Elastizitat8lehre enthaltenen. 
"Vir miissell es uns versagen, auf diesen Gegenstand naher einzu
gehen, hauptsachlich aus dem Grunde, wei I bisher kein praktisches 
Bediirfnis bestanden zu haben scheint, die Spannungszustande be
liebig dicker Platten zu kennen. Eine Ausnahme diirfte del' Span
nungszustand in del' Umgebung del' Angriffsflache einer auf einer 

1) Lehrbuch der Elastizitiit, deutsch Y. Tim p e. Teubner, Leipzig. 
2) Proc. London Math. Soc. 1900. 



46 Die Grundlagen der Lehre von der Plattenbiegung. 

Platte lastenden konzentrierten Kraft bilden, fiir den ein kurzer 
AbriB der strengen Theorie weiter unten (Abschnitt VII.) gegeben 
werden soli. 

Hingegen sollen hier einige ausgewahlte Sonderfalle von einfachen 
Verzerrungszustanden elastischer Korper bebrachtet werden, die bereits 
das in der Kirchhoff schen Theorie vorausgesetzte Geradebleiben 
der Normalen der elastischen Flache einer dunnen ver
bogenen Platte streng zu begriinden gestatten. 

a) Der ebene Verzerrungszustand. Fiir das Folgende ist 
es niitzlich einen Sonderfall eines elastischen Korpers zu betrachten, 
in welchem die Verschiebungen und die Spannungen nur von zwei 
Koordinaten abhangen. Wir wollen annehmen, daB dies die Koordi
naten x und z seien und daB aIle Punkte, die im unverzerrten Zu
stand deR Korpers auf einer zur x z-Ebene parallelen Ebene sich 
befunden haben, auch nach der Verzerrung auf solchen Ebenen liegen. 
Wenn wir von einer gleichfOrmigen Dehnung in Richtung der y-Achse 
absehen, ist die zu diesen Ebenen senkrechte Verschiebung fJ Null 
und alle Punkte, welche die gieichen Koordinaten x und z haben, 
verschieben sich in jeder dieser Ebenen urn die gleichen Betrage ~ 

und C. Wegen fJ = 0 ist die Dehnung e = ~ = 0 und weil ~ 
y oy 

und C nur Funktionen von x und z sind, verschwinden auch die 
Schiebungen r xy ' ryz' also auch die Schubspannungen Txy ' Ty~' Aus 
der zweiten der GI. (12) folgt wegen ey = 0 

ay = 'I' (ax + az) (63) 

und damit aus den beiden andern Gleichungen 

e = ~ = (1 - '1'2) ax _ 'I' (1 + '1') a. = ~ [(1 _ '1') a _ l'a] 
x ox E E 2G x. 

oC 1 
e =-=-[(1-'P)a -'Pa] 

Z oz 2G x z • 

(64) 

Von den drei Gleichgewichtsbedingungen Gl. (4) S. 5 bleiben die 
beiden Gleichungen iibrig: 

~ax + OT",. = 0 
ox oz ' (65 ) 

Ihnen kann geniigt werden, wenn die Spannungskomponente ax' az' 7:xz 
den folgenden Ableitungen einer Funktion F der Veranderlichen x und z 

gleich gesetzt werden 

'iPF 
ax = OZ2 , 

(PF 
a.= ox2 ' 

o2F 
7: =---. 
"'. oxoz 

(66) 
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Die Spannungen sind in einem Karper unter der Annahme t xy = tyz = 0 
im Gleichgewicht, wenn die Spannungskomponenten ax' az ' txz gleich 
den eben angeschriebenen Ableitungen einer beliebigen Funktion F 
gewahlt werden. In einem elastisch verzerrten Korper sind die 
drei Spannungskomponenten auBer durch die Bedingung des Gleich
gewichtes durch die fern ere Forderung eingeschrankt, daB es z wei 
Funktionen ~ und' geben muB, fiir welche die drei Gleichungen (12) 

13 = ~ = ~ [(1 - v) a - va ] 
x OX 2 G x Z 

(67) 

allerorts befriedigt sein miissen. Das ist der Fall, wenn die Span· 
nungen der Identitat 

(68) 

geniigen, die aus den drei Gleichungen durch Beseitigung der Ver
schiebungen ~,1; hervorgeht. Sie verlangt, daB die Funktion F (wie 
sich durch Einfiihren der Ausdriicke von (67) und (66) ergibt) der 
partiellen Differentialgleichung 

04 F 04F 04 F 
ax4 + 2 ox2i~2 + OZ4 = L1L1F= 0 (69) 

zu geniigen hat. Jeder Funktion F (x, z), die dieser Gleichung ge
niigt, entspricht ein in einem elastisch deformierbaren Korper mog
licher Spannungszustand mit den Spannungskomponenten (66). Diese 
Differentialgleichung und Spannungsfunktionen F, wie man auch 
die Funktionen nennt, aus welchen die Spannungskomponenten sich 
durch Bildung von Ableitungen berechnen lassen, die der Gl. (69) 
geniigen, sollen uns jetzt zur Angabe einiger einfacher Spannungs
zustande in elastischen Korpern dienen. 

b) Die gleichformige Biegung einer dicken Platte. Als 
erstes Beispiel betrachten wir die Spannungsfunktion 

cz3 

F=-, 
6 

(70) 

c sei eine Konstante. Aus ihr ergeben sich nach den in den Gl. (66) 
vorgeschriebenen Ableitungen die Spannungskomponenten 

ri", = cz, az = 0, t Z = O. (71) 
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Die Spannung a y ist nach (63) gleich ax = ycaz ; Tzy und Txy ver-
schwinden nach Voraussetzung. 

Alle Ebenen parallel zur x y-Ebene sind spannungslos. Wir konnen 
uns aus dem elastischen Korper durch zwei Ebenen Z = hj2 und 
z = - hj2 einen scheibenformigen Teil abgegrenzt denken, diese 
Ebenen bilden dann eine freie Oberfiache. In allen Schnittebenen 
x = konst. wachst hingegen die spezifische Spannung a x linear mit 
der Koordinate z, in allen Schnittebenen y = konst. wirkt eine ver
anderliche Spannung a y = YCZ. 

Zur Angabe des Formanderungszustandes stehen uns die drei 
G1. (67) zur Verfiigung, welche hier lauten 

0; (l-Y)cz oZ: YCZ 

oX = -2a---- oz 2 G ' (72) 

Die Integration der erst en Gleichung nach x und der zweiten nach Z 

liefert 
1-Y 

; = fl (z) + 2G' czx , 

Z:=f2(X)- 2YG' CZ2 , 

(73) 

wo unter fl (z) und f2 (x) zwei willkiirliche Funktionen zu verstehen 
sind, welche nur von z bzw. von x abhangen. Sie unterliegen der 
Einschrankung, daB die dritte der G1. (72) mit den eben an
geschriebenen Werten von; und z: identisch befriedigt sein muB. 
Wir erhalten aus ihr 

dfl + 1 - Y + df'!. = 0 
dz 2G cx dx ' 

woraus 
1-Y . 

f = - --·cx2 - C X + c 
2 4G 1 3' 

Zum Spannungszustand gehoren mithin die Verschiebungen 

1-v 
; = 2G C x z + cl Z + c2 , 1] = 0, 

z: = - 4cG[(1- Y)X2 +YZ2] - c1x + c3. 

(74 ) 

Sehen wir von der Verschiebung $ = cl Z + c2 ' z: = - c x + c3 ab, 
welche offenbar einer Parallelverschiebung und einer kleinen Drehung 
des Korpers ohne innere Deformation entspricht, so zeigen die 
Formeln (71) fUr die Spannungen und (74) fur die Verschiebungen, 
daB wir es hier mit der gleichformigen Biegung eines 
Rechtkants (Abb. 22) durch gleichformig verteilte Krafte-
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paare zu tun haben. Sie erzeugen eine Deformation, bei der die 
Querschnitte sich drehen und eben bleiben. 

Nach OberIagerungeines zweiten ebenen Verzerrungszustandes von 
derselben Art, dessen Ebene die yz-Ebene ist, ergibt sich die gleich
formige Biegung eines von den Ebe· 
nen z = + h/2 begrenzten platten· 
formigen Korpers in zwei zueinander 
senkrechten Richtungen, bei der die 
Querschnitte parallel zur xz· und zur 
y z·Ebene eben bleiben. 

c) Die gleichformig zuneh
mendeKriimmung. Ineinem elasti
schen Korper von der Form eines 

z 
Abb.22. 

Rechtkants, das von den Ebenen x = 0, x = x, z = h/2, z = - h/2 
und durch zwei beliebige zur x z -Ebene parallele Schnitte begrenzt 
ist, sei die Spannungsfunktion 

F = c (X;S _ h2;Z) 
gegeben, wo c eine Konstante ist. Ihre Spannungskomponenten 
sind nach (66) 

Ox = 2 cxz, 0. = 0, 

Die Ebenen z = + h/2 sind wieder {rei von Spannungen, wahrend 
in den Ebenen x = konst. die Normalspannung Ox linear und die 
Schubspannung 't",. parabolisch mit der Koordinate z sich andert. 
Dber einem Streifen von der Breite eins in einem Querschnitt 
x = konst. haben die Schubspannungen 't",. die Mittelkraft 

f 't",.dz = chs/6 

und die Normalspannungen Ox das Moment 

f o",zdz = c:s x. 

Die auf die Langeneinheit der Querschrittsbreite iibertragene Scher
kraft q parallel zur z-Achse hat den Wert q = ch3j6 und das 
Biegungsmoment qx ist proportional x. Der Korper wird in den 
zur X· z-Ebene parallelen Ebenen wie ein Balken durch eine an 
seinem Ende x = ° angreifende Einzelkraft verbogen, die auf der 
Langeneinheit seiner Querschnittbreite gleich q ist. 

Die V erschiebungen ~ und C ergeben sich in ahnlicher Weise, 
wie im vorigen Beispiel und sind 

N ad ai. Elastische Platten. 4 
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fJ = 0, ,= Gqh3 [(1 - v)x3 + 3vxz2]. 

(75) 

Ein in der Biegungsebene des plattenformigen Korpers angenommenes 
quadratisches Netz von geraden Linien x = konst., Z = konst.nimmt 

nach der Biegung die Form der Kur
venscharen in der Abb. 23 an. Die Ebe
nen x = konst. oder die "Quer
schnitte" gehen bei der Biegung 
in gewolbte Flachen iiber. Doch 
lassen die vorstehenden Formeln erken
nen, daB die Wolbung der Quer
schnittebenen nur fiir die Verzer
rung einesKorpers vonBedeutung 
ist, dessen Abmessungen in der 
x-Richtung mit seiner Rohe ver
gleichbar sind, wie beispielsweise in 

Abb. 23. dem kurzen Stiick eines verbogenen 
Rechtkants, das in Abb. 23 zu sehen ist. 

Wenn die Lange x groBer wird und das Rechtkant in eine 
Platte von einer geringen Dicke h iibergeht, sind Z2 und h2 kleine 
GroBen neben x und die sie enthaltenden Glieder konnen in (75) neben 
den anderen vernachlassigt werden. In eineIl!. Rechtkant, dessen 
Rohe h klein· im Vergleich zu seinen iibrigen Abmessungen ist, oder 
in einem Element dx dy h einer elastischen Platte von geringer 
Dicke h, das in der angegebenen Weise auf Biegung beansprucht 
wird, sind die Verschiebungen hinreichend genau durch die Formeln 

I: __ 3 (1 - v) q 2 ;- _ (1 - v) q 3 

~- Gh3 XZ, <,- Gh3 x 

beschrieben. Aus ihnen folgt, daB die Verschiebung ~ der Punkte 
eines Querschnittes x = konst. 

~= - ig Z 
oX 

mitder Entfernung z linear anwachst. 
Die Punkte, welche urspriinglich eIlle zur Mittelebene 

des Rechtkants senkrechte Gerade bilden, liegen also 
nach der Biegung auf einer Geraden, welche senkrecht 
zur Tangentialflache seiner verbogenen Mittelflache steht. 

Durch die Uberlagerung von zwei Spannungszustanden dieser 
und von zwei Spannungszustanden der unter b) beschriebenen Art, 
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deren Biegungsebenen schief zu den xz- und yz-Ebenen, jedoch 
zueinander senkrecht stehen, liiBt sich der allgemeinste Biegungs
zustand in einem Element dxdy h eines plattenformigen 
Korpers erzeugen, dessen Oberflachen z = ± h/2 frei sind 1). Die 
Formeln lassen erkennen, daB die Formanderungen eines Elementes 
dx d y h einer diinnen Platte, deren Dicke h klein im Vergleich zu den 
Koordinaten x und y ist, im wesentlichen darin bestehen, daB die 
Punkte, welche urspriinglich eine zur Mittelebene der Platte senk
rechte Gerade bilden, nach der Biegung wieder auf einer Geraden 
liegen, die sich senkrecht zur Tangentialflache der verbogenen Mittel
flache steUt. Diese Gestaltanderung einer Platte ist mithin 
eine F olge der Annahmen, die den allgemeinen Gleichun
gen der Elastizitat zugrunde liegen und der Voraussetzung 
einer kleinen Plattendicke. Mit ihrer Annahme wird keine neue 
Hypothese eingefiihrt, wie dies in einigen Darstellungen der Festig
keitslehre erwahnt zu werden pflegt. 

d) Biegung unter einem gleichformigen Druck. Ais 
dritten Sonderfall, betrachten wir die Biegung eines plattenformigen 
Korpers - hj2 < z < h/2, auf dessen Ebene z = - h/2 eine gleich
formig verteiIte Druckspannung Uz = - p wirkt, wahrend die andere 
z = hj2 unbelastet ist. In der Spannungsfunktion 

o 0 ( Q ZO) F = c X" Z + c x· --i- c. x· Z3 - .~ 
1 2 I 3 5 ' 

die der Gl. (69) iJiJF = 0 geniigt, lassen sich die Konstanten c1 , c2 , c3 

so bestimmen, daB auf der Ebene ;. = - h/2, Uz = - p, 'ixz = 0 
und auf der Ebene Z = h/2, u. = 0, 'ixz = 0 sind. Man erhalt so 

und die Spannungskomponenten: 

2 P (3 0 'J) U = - .~. - x· Z - 2 z· 
.T h3 ' 

U = l' (0 + 0) y x z , 

'i = _ 6px (h2 _ Z~) 
xz h3 4 . 

1) Eine Ausnahme bildet der Formanderungszustand einer Platte in der 
Umgebung der Angriffsstelle einer konzentrierten Kraft. Er ist hier von ver
wickelterer Art. 

4* 
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Wenn die Dicke h (nebst der Koord. z) klein im Vergleich zu x 
ist, folgt aus diesen Formeln, daB die Schubspannung 1x. und die 
zur z-Achse parallele Normalspannung 0. neben den anderen Span
nungen nur kleine Werte annehmen und daraus weiter, daB auch 
im FaIle eines auf der Oberflache z = - hj2 lastenden 
Druckes das Ergebnis von c) seine Geltung behaltl). 

II. Die Formanderungen 
und die Spannungen der biegsamen Platten. 

16. Biegung einer kreisformigen Platte nach einer 
Umdrehungsflache. 

Wenn die Ordinaten der verbogenen Mittelftache einer Platte oder 
ihre Durchbiegungen nur Funktionen eines Abstandes r von einem 
festen Punkt sind, vereinfachen sich die Formeln der Plattenbiegung. 

In einer derart verbogenen Platte treten in einem zylindrischen 
Schnitt r = konst. auBer den Normalspannungen nur eine Art von 
Schubspannungen auf, namlich solche, die zur Mittelebene senkrecht 
gerichtet sind, wahrend in einem Meridianschnitt nur Normalspan
nungen iibertragen werden. In einem Flachenelement h r da (mit h 
wird die Dicke der Platte, mit a der Winkel des Fahrstrahles r mit 
einer festen Richtung in der Mittelebene bezeichnet, Abb. 24) eines 

Abb.24. 

Zylinderschnittes vom Halbmesser r wird ein 
Biegungsmoment mr rda und eine Scherkraft 
Pr rda, in einem Element h dr eines Meri
dianschnittes nur ein Biegungsmoment mt dr 
iibertragen. Hier bedeuten mr bzw. mt die 
auf die Langeneinheit der Schnitte bezogenen 
Biegungsmomente, welche die Platte in der 
Richtung des Halbmessers r bzw. dazu senk

recht verbiegen. Wir nennen mr das radiale und mt das tangen
tiale Biegungsmoment und definieren diese Momente durch die 
Integrale 

(1) 

1) Wenn man die elastischen Grundgleichungen in Zylinderkoordinaten r, Z 
anschreibt, lassen sich in analoger Weise ach8ensymmetrische Spannungszusmnde 
in beliebig dicken kreisfOrmigen Platten angeben. Derartige Spannungszustiinde 
hat neuerdings A. Timpe: Achsensymmetrische Deformation von Umdrehungs
kiirpern, Z. ang. Math. Mech. Bd.4, S. 361. 1924, untersucht. - Vgl. auch weiter 
unten S. 311, sowie A. und L. FoppI: "Orang und Zwang", 2. Bd. Miinchen 1920. 
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wo mit ar bzw. mit at die Normalspannungen bezeichnet werden, die 
in der Richtung r bzw. dazu senkrecht im Abstande z von der 
Mittelebene der Platte parallel zu dieser letzteren wirken. 

Bei der vorausgesetzten Gestaltiinderung einer Platte geht ein Zy
linderschnitt r = konst. in ein Stiick eines Kegelmantels iiber. Die Er
zeugenden dieses Kreiskegels stehen senkrecht zur verbogenen Mittel-

fliiche und bilden den kleinen Winkel q; = ~~ mit der Lage der Er

zeugenden des zylindrischen Schnitts im unbelasteten Zustand der 
Platte. Rier bedeuten w die Ordinaten der elastischen Fliiche oder 
die Durchbiegungen der Platte. Bei dieser 
Formiinderung werden in ihrem Innern in 
der Richtung der Fahrstrahlen r und liings 
des U mfanges der Kreise r = konst. Deh
nungen lOr bzw. lOt geweckt. An Hand der 
Abb. 25 ergeben sich in einer Entfernung z 
von der Mittelebene fUr sie die Ausdriicke: 

~. T/Jd", 

Z =Tr 
zrp 

q; 
8t = - Z-. 

r 

Abb.25. 

(2) 

Nach dem Elastizitiitsgesetz driicken sich die tangentialen und 
radialen Biegungsspannungen ar und at (die dritte Normalspannung az 

ist iiberall gleich Null) mit Hilfe der Dehnungen lOr und lOt wie 
folgt aus: 

Ez Ez (dq; q;) 
ar=1_v~(er+vet)=-1_v\! Tr+vr' 

Ez Ez (dq; q;) 
°t=1_v2(et-Lo'Br)=-1_v2 v([;;:+r' 

(3) 

Setzt man diese Werte in die Gl. (1) ein, so ergeben sich die Aus
driicke fiir das radiale und das tangentiale Biegungsmoment 

m = - N(dq; + v q;), mt = - N(v dq; + q;) (4) 
r dr r dr r' 

wo mit N = Eh3 j12 (1 - v2) wieder die Platten-
p,.rdrd()(,. 

steifigkeit bezeichnet ist. 
M f mrrda. mtdr 

it Hil e der eingefiihrten Momente und der 
Scherkriifte Pr , die in den Zylinderschnitten auf
treten, lassen sich die Gleichgewichtsbedingungen 
eines kleinen prismatischen Elementes aufstellen, das (m,+timr)(r+arJd" 

man aus der Platte durch zwei benachbarte Zylin- Abb. 26. 
der- und Meridianschnitte abgegrenzt hat (Abb. 24 
und 26). Bezeichnet P den auf der Seitenfliiche z = - hj2 in der 
Richtung der positiven Durchbiegungen gerichteten Druck, der hier 
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eine Funktion des Abstandes 'I' vom Mittelpunkt der Platte ist, so 
wird das Gleichgewicht der Krafte in der zur Ebene der Platte senk· 
rechten Richtung durch die Bedingung 

d(rpr) + rp = 0 (5) 
dr 

ausgedriickt. Die in der Richtung des Kreisumfanges wirkenden Kom
ponenten der Momente ergeben die Gleichung (vgl. Abb. 26): 

d(rmr) 
~ -mt-rpr = O. (6) 

Die erste Gleichung laBt sich sofort nach 'I' integrieren: 

rpr = - f rpdr + 0 (7) 

und Hefert die Scherkraft Pr' wenn die Belastung P der Platte ge· 
geben ist. 

Die Bedeutung der Integrationskonstanten 0 ergibt sich, wenn 
man den Druck p gleich N u11 annimmt. In einem zylindrischen 
Schnitt 'I' = konst. konnen in diesem Falle Scherkr~fte Pr nur ent
stehen, wenn die Platte im Punkte 'I' = 0 durch eine Einzelkraft 
belastet ist. Eine im S¥1ne der wachsenden Durchbiegungen w ge
richtete Einzelkraft P erzeugt auf dem Umfang eines Kreises vom 
Halbmesser 'I' Scherkrafte Pr ' deren Mittelkraft gleich 

sein muBl). 
ergibt 

2~rpr= - P 

Der Vergleich ,mit der fiir P = 0 angeschriebenen GI. (7) 

P 
0= --. (7 a) 

2~ 

Wenn im Nullpunkt 'I' = 0 keine' Einzelkraft wirkt, ist in Gl. (7) 
o = 0 anzunehmen. 

Setzt man die Ausdriicke fiir die Momente aus (4) und fiir die Scher
kraft Pr aus (7) in die Momentengleichung (6) ein, so ergibt sich 

r 

" ,'P d (1 d (») 1 rf PJ r'P +'P --='1'- -- r'P =-L prdr+-
'I' dr 'I' dr N 2 ~ 

(8) 
o 

eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Neigung 'P 
des Meridianschnittes der elastischen Flache. 

1) Die positive Richtung der Scherkriifte Pr wird in einem Schnitt 
r = konst. fiir den Plattenteil, der sich innerhalb des Kreises befindet, in der 
Richtung der wachsenden Durchbiegungen angenommen (Abb.24). Wenn die 
im Kreismittelpunkt angreifende Einzelkraft P in dieser Richtung wirkt, miissen 
die Scherkrafte negativ sein, deshalb enthiilt die G1. (7 a) das negative Vorzeichen 
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Der homogenen Gleichung 

r2 fP" + r fP' - fP = 0 
genligen die Integrale 

der inhomogenen die Integrale 

und 

P 
fPl = -N r1nr 

4n 

fP" =~.-l-frdrJdrfrPdr 
" N r r 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

Mit diesen Funktionen lassen sich aIle Fragen erledigen, die mit 
der Biegung der Platten nach Umdrehungsflachen zusammenhangen. 

Die hier erhaltenen Losungen lassen sich auch aus der Platten
gleichung (38) S. 21 

(12a) 

ableiten. Die Summe der Biegungsmomente ist nach G1. (25a), (36a) 
proportion'al der GroBe L1 w: 

mr + mt = mx + my = - (1 + v)N Llw. 

Setzt man hier die Ausdrlicke fUr mr und mt ein, so erkennt man, 
daB der Differentialausdruck LI w, sobald w nur eine Funktion von r 
ist, gleich 

ist. Die partielle Differentialgleichung (12a) geht somit in eine totale 
vierter Ordnung 

( d 1 d) (d2 w 1 dW) P 
dr2 + -:;'-di ---;J;,.2 + -:;.-a;;: =}i 

liber. Ihre allgemeine Losung ist: 

(13) 

w=wo cl+c2r2+c3r2Inr+c41nr, (14) 

wo mit Wo ein Integral der nichthomogenen G1. (12a) bezeichnet ist. 
Wo liiBt sich vermoge der Gleichungen 

+d~(r~~)=~, ~-:r(r~~o)=u (15) 

immer durch die Quadraturen 

(16) 
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darstellen. Ein Vergleioh der Ableitung cp = ~;, G1. (10) bis (12) 

mit den letzten Formeln laBt erkennen, daB die zuerst erhaltene 
Funktion bis auf die anders bezeiohneten Integrationsfestwerte mit 
(14) bis (16) identisch ist. 

17. Die gleichmiilUg belastete kreisformige Platte. 
Die vorstehenden Gleichungen soUen auf den Fall der Biegung 

einer kreisformigen Platte angewendet werden, auf der ein Druok 
P = Po = konst. lastet. Wir konnen zu dies em Zweck uns entweder 
der Gl. (10), (11) und (12) bedienen, oder die Losung in der Form 
von Gl. (14) und (16) heranziehen. Aus der letzteren Gleiohungs
gruppe ergibt sioh die elastische Flache einer duroh einen unverander
lichen Druok P = Po belasteten kreisfOrmigen Platte, wenn wir in 
G1. (14) die Beiwerte Os = 0, = 0 annehmen und die Funktion Wo 

unter der Annahme P = Po = konst. aus (16) berechnen. Wir mussen 
Os = 0, = 0 annehmen, damit in der Mitte r = 0 der Platte keine 
unendlioh groBen Spannungsmomente sich ergeben. 

Die Funktion Wo bestimmt sich aus (16) gleioh 

P r' _ 0 
wo - 64-N· 

Zur Bestimmung der nooh ubrig gebliebenen Integrationskonstanten 
01 und 02 in der Losung 

w = Po r' + ° + ° rll (17) 64N 1 11 

dienen die Grenzbedingungen. die auf dem Rande der Platte zu er
fiillen sind. Der Halbmesser der Platte sei mit a bezeichnet. 

a) Wenn der Rand r = a des Kreises eingespa.nnt ist, lauten 
die Grenzbedingungen 

r=a, 

Sie sind erfiillt, wenn 

w=o, 
dw 
-=cp=o. 
dr 

11 Po a' 
°1 = - 2 Oil a = 64 N 

sind. Die elastische Flache hat die Gleichung 

w = ---'PL (all - rl1)2 
64N 

und den Biegungsp£eil in der Mitte r = 0 

poa4 = 3 (1 - yl1)poa4 = 0 176 poa4 
64N 16Eh3 'Eh3 

(18) 
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(wenn '11=1/4 genommen wird). Die Spannungsmomente der ein
gespannten Platte berechnen sich nach den Formeln (4) aus (18) zu: 

m =_N(~w --l-~dW)= Po [(1+v)a'J-(3+v)r2] 
r dr2 I r dr 16 ' 

In der Mitte r = ° sind 
(1 +v)poa2 

mr=mt = 16 ' 

im eingespannten Rand r = a sind 

pa2 

mt = -"-8-; 

die Platte wird am starksten auf ihrem Umfang in der radialen 
Richtung verbogen, ihre grollte Inanspruchnahme betragt dort 

+ mrmax _ 3Poa2 

(Jrmax= - -';276= + ~. 

b) Wenn der Rand frei aufliegt, mull fur r = a die Durch
biegung w und das radiale Biegungsmoment mr verschwinden: 

r=a, w=O, m = _N(d2 w =~ dw)=o. 
r d~ r dr 

Die Bedingungen werden von der elastischen Flache der frei aufliegen
den Kreisplatte 

w = 64(1 ~v)N[(5 + v)a4 - 2 (3 + v) a2 r2 + (1 + v)r4] (19) 

erfiillt. Ihr Biegungspfeil in der Mitte r = 0 ist (wenn '11=1/4 ge
nommen wird) gleich 

(5 + v) Po a4 = 0738 poa4 

64(1+v)N ' Eh3 

und ihre Spannungsmomente sind gleich 

m = (3 + v) Po (a2 _ r2) 
r 16 ' 

Die grollten Biegungsmomente sind 

(3 + v)poa2 

m,.= mt = 16 ' 
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sie treten in der Mitte r = 0 des Kreises auf, wo die groBte In
anspruchnahme der Platte gleich 

3(3+v)poa2 

°max = + 8h2 

ist. 

18. Die durch eine Einzelkraft in der Mitte belastete 
kreisformige Platte. 

U m fiir diesen Belastungsfall Formeln zu entwickeln, mussen wir 
eine Annahme daruber machen, in welcher Weise sich der Druck 
innerhalb der AngriffsBache der Einzelkraft auf die Platte ubertragt. 
Wir nehmen an, daB die Platte innerhalb eines Kreises, dessen Halb
messer c spater klein gegen den Halbmesser a des Randkreises an
genommen werden kann, durch einen gleichformig verteilten Druck 

~~--~~~IE~--a~ 
I C'C i 
i ----r i 
I I 
I I 

i P i 
I I 
I I 
I I 
: I 
, I 

Abb.27. 

belastet sei (Abb.27). Bezeichnet P 
die Einzelkraft, so ist dieser Druck 
p = P: n cll . Auf dem kreisringfOr
migen Teil von r = c bis zum Halb
messer r = a des Randkreises sei die 
OberBache der Platte unbelastet. Wir 
muss en wegen der Unstetigkeit des 
Druckes das Grundgebiet in zwei 
Teilgebiete zerlegen. 1m auBeren, ring
formigen Teil c < r < a, in dem kein 

Druck sich auf die Platte ubertragt, ist die homo gene Platten
gleichung LlLlw = 0 heranzuziehen, die hier nach (14) eine Durch-

biegung + 2 + " 1 + I w=c1 cllr csr-nr c4 nr 

liefert. Innerhalb der "DruckBache" der Einzelkra£t 0 < r < c gilt 
dagegen die inhomogene Plattengleichung 

LI LI w' = ~ N = konst. 
nC 

Die Durchbiegung w' wird hier nach (14) durch eine Funktion 

w' = Pr4 + c ' + c 'rll 
64 nc2 N 1 2 

dargestellt 1). Zur Bestimmung der in diesen Gleichungen vorkommen
den sechs Beiwerte c1 '" c/ stehen die Randbedingungen auf dem 
Kreis r = a und die Stetigkeitsbedingungen auf dem Randkreis der 
DruckBache r = c zur Verfugung. 

1) In ihr muJ3ten die Funktionen ca' r2ln r, c4' In r fortgelassen werden, die 
im NUlipunkt unendlich groJ3e Spannungen ergaben. 
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a) Ihre an und fur sich einfache, etwas umstandliche Bestimmung 
fiihrt im FaIle eines frei aufliegenden Randes zu den folgenden 
Gleichungen fUr die elastische Flache: 

a) im auBeren, unbelasteten Ringgebiet e < r < a: 

w = ---~- [3 + 'I' (a2 - r2) - 2 r21n !:.] 
16nN 1 +'1' r 

- 1:;2N [2 ~1-=:'I') (1- ::) + In ~ J, (20) 

(3) innerhalb des yom Druck p = Plne2 belasteten Kreises r = e: 1) 

P {r4 [(1--'I')e2-4a2 eJ 
w'=16nN 4 c'.l+ 2(1+v)a2 +21n-; r2 

+ ~J3 +!'La":"-- (7 + 3 v) 0
2 + e21n!!...}. (21) 

4(1+'1') a 

Die Spannungsmomente sind in dem unbelasteten Ringgebiet 0 < r < a 
durch die Formeln gegeben: 

m = (1 +v)P In!:. + (1 - Y)P 0 2 (~_ 2), 
r 4 n r 16 n r2 a2 

. P[ a J (1-y)pe2 (1 1) m = - (1 + Y)ln- + 1 - Y - --- - + .. 
t 4 n r 16 n r2 a" 

(22) 

und fUr 0 < r < e, innerhalb des Druckkreises der Kraft P gieich 

m I = ~ [(1 + v)ln~ + 1 _ (1 - v)O~ _ (3 + Y)r'.lJ, 
r 4n 0 4 a2 4 c2 

m' = ~ Lr(l + '1')' In!- + 1 _ (1 - '1')02 
_ (3'1' + 1)r2 J. 

t 4n c 4a2 4 c2 

(23) 

Mit Hille der letzten Formelgruppe ist der Veriauf der Biegungs
momenta innerhalb des Druckkreises r = e in der Abb. 28 fUr ver
schiedene Halbmesser e durch die starker ausgezogenen Kurven an-' 
gegeben worden. Wenn der Halbmesser des Druckkreises e verkleinert 
wird, nimmt das mit dem Faktor c2 behaftete Glied in der Gl. (20) 
abo Fur kieine Werte von 0 im Vergleich zum Randkreishalbmesser a, 
d. h. wenn die Kraft P stark konzentriert ist, kann es dann neben 
dem ersten vernachlii.ssigt werden. 

1) A. und L. Fiippl haben im 1. Band von "Drang und Zwang" (S. 178) 
den Biegungsfall einer kreisfiirmigen Platte betrachtet, die in der Mitte von 
r = 0 bis r = e eine gleichfiirmig verteilte Last p und dariiber hinaus, von r = c 
bis r = a einen Druck P1 zu tragen hat. Aua ihren Formeln ergeben aioh die 
obigen ala der Sonderfall Pl = 0 . 
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Die elastische FHiche einer durch eine Einzelkraft P in ihrer 
Mitte belasteten und auf ihrem Rande r = a frei aufliegenden Kreis
platte nahert sich mithin im FaIle einer starken Konzentration der 
Kraft oder beim Ubergang zur Punktbelastung der Flache 

w = _P_- [3 + 'V (a2 - r2) - 2 r 2 ln !!_J . 
16nN 1+" r 

(24) 

Verlauf des radialen und tangentialen Biegungs
momentes in einer durch eine Einzelkraft in 
der Mitte belasteten kreisfOrmigen Platte fUr 
die Halbmesser c = 0,1, 0,2, 0,4, 0,6a des 

Druckkreises. 

P 
435 f-L---f---+----+---+---/-H 

430r---f---+----+---+-~~ 

~ 
~ 

0,25 ~:--+---I!----+----t--Hl'---i 

~ 
~ 

420 ~:----+--+---+--f-t+l'+----1 
~ 

Dieser Teil der Funktion 
(20) genugt fiir sich der ho
mogenen Plattengleichung. 
Man uberzeugt sich leicht, 
daB die ersten GIieder in 
den Ausdriicken fUr die 
Spannungsmomente (22) 
und (23) gerade die Bie
gungsmomente sind, die 
zur elastischen Flache der 
Punktbelastung (24) ge
hOren. Diese beiden Mo
mentenkurven sind in der 
Abb. 28 durch die dunn 
ausgezogenen Kurven dar
gestellt. An den Formeln 
(22) bestatigt sich, was 
man bei starkerer Kon

~...,......---,c=q5(L zentration der Kraft P er-
0,1 warten muB, daB namlich 

die Spannungsverteilung 
der Platte in groBerer Ent
fernung von der Angriffs-

% stelle nicht von der Art 
.,""--~::----:'-c---'-------:'--.L.....-:'o,--=-2--'---'O (von der GroBe des Druck-

gebietes und auch von der 
Form der Druckflache) ab

hangig sein kann, wie sich die Kraft innerhalb ihrer Angriffsflache 
verteiIt. Der Verlauf der Momentenkurven im unbelasteten Gebiet 
einer durch eine Einzelkraf~ belasteten Platte wird demnach im 
wesentlichen durch die ersten Glieder in (22) oder allgemein durch 
die Losung der Differentialgleichung LI LI w = 0 fiir die Punktbelastung 
dargestellt. 

Eine Losung, wie die in der GI. (24) abgesonderte, welche an 
einer Stelle unendlich groBe Spannungen liefert, enthalt, 
wie man sagt, eine Singularitat. Derartige Losungen konnen in 
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der Plattenstatik oft mit Vorteil verwendet werden. Die eben ab
gesonderte elastische FIache einer kreisformigen Platte enthalt ihre 
Singularitat in der Teillosung der homogenen Plattengleichung: 

P 
w=--r2lnr. (25) 

8nN 

Man erkennt dies sofort, wenn man die Scherkrafte berechnet, die 
von dieser Teillosung herriihren: 

dAw P 
Pr = -N~= -- 2nr' (26) 

Sie ergeben in jedem zylindrischen Schnitt, den man sich mit einem 
Halbmesser r um den Mittelpunkt des Kreises durch die Platte ge
fiihrt denken kann, eine Mittelkraft gleich - P. Sie wachs en un
begrenzt an, wenn man den Schnittkreis auf seinen Mittelpunkt 
zusammenzieht. 

Die freiaufliegende Kreisplatte mit einer in ihrer Mitte angreifen
den Punktbelastung P hat also die elastische Flache (24) mit dem 
Biegungspfeil 

3 + 'V Pa'" 3 (3 + 'V) (1 - 'V) Pa2 Pa'" 
wo = 1 + 'V '16nN= 4n Ehs = 0,586 Ehs 

(wenn 'V = 1/4 ist) und den Spannungsmomenten 

m =(It'V)P1n~, mt =4P [(l+'V)ln~+l-'Vl. 
r n r n r -I 

(27) 

b) Die Gleichung der elastischen Flache einer durch eine 
Einzelkraft P in ihrer Mitte belasteten eingespannten Kreis
platte wird ebenso aus einem der Gleichung AAw = ° geniigenden 
Ansatz 

ermittelt. Die Beiwerte c1 und cll bestimmen sich aus den Rand

bedingungen r = a, w = 0, ow = 0, Cs ist nach den Gleichungen 
(25) und (26) gleich: or 

P 
Cs = 8nN' 

Die eingespannte Kreisplatte hat die elastische Flache 

P [2 2 21 a~J w=-- a -r -2r n-
16nN r ' 

(28) 

mit dem Biegungspfeil 

Pa'J 3 (1 - 'V 2 )Pa2 Pa2 

wo = 16nN = 4nEh3 = 0,224 Eh3 
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und die Spannungsmomente: 

m = -~-J(l + v) In ~ - 1J 
r 4nl r' 

19. Die Biegungsbeanspruchung von Platten durch 
Einzelkrafte. 

Die Gl. (20) und (21) fiir die elastische Flache einer kreis
formigen Platte, die in ihrer Mitte durch eine Einzelkraft belastet 
ist, gestatten einen Weg anzugeben, auf dem ihre Biegungsbeanspruchung 
sich ermitteln laBt. Wie wir bereits bemerkten, hangt der Verlauf 
der Spannungen in groBerer Entfernung von der Angriffsstelle der 
Einzelkraft nicht davon ab, in welcher Weise sich diese letztere in 
ihrer Angriffsflache auf die Platte iibertragt. Dies heiBt mit andern 
Worten, daB man den Spannungszustand in groBerer Entfernung von 
der Angriffsflache einer Einzelkraft durch die Losung der Platten
gleichung beherrscht, die an der Stelle der Mittelkraft der Belastungen 
eine in einem Punkt vereinigte Kraft ergibt. 

Fiir eine freiaufliegende und fiir eine eingespannte Kreisplatte 
haben wir diese Losungen mit den ihnen entsprechenden Momenten
flachen in den Gl. (27) und (29) soeben ermittelt. Es hatten sich fUr diese 
letzteren trichterformige Umdrehungsflachen ergeben, deren Meridian
schnitte aus der Iogarithmischen Kurve bestanden. Die Momenten
flachen von Platten mit anderen Randkurven oder Grenzbedingungen, 
welche durch Einzelkrafte belastet sind, werden in der Umgebung 
der Angriffsstellen ebenfalls aus ahnlichen, rohrenformigen Flachen 
bestehen. Diese Flachen werden in groBerer Entfernung von den 
Angriffsstellen sich nur wenig von den gesuchten Momentenflachen 
unterscheiden. 

1m Kreismittelpunkt versagen jedoch diese Losungen, weil sie 
unendlich groBe Spannungen liefern. U m den Verlauf der Spannungen 
auch in der Umgebung und im Innern der Druckflache verfolgen zu 
konnen, miissen wir auf die vollstandigen Losungen zuriickgreifen, 
in denen die lokale Verteilung der Kraft beriicksichtigt wird. Die 
stark ausgezogenen Kurven der SpannungsverteiIung in der Abb. 28 
zeigen fiir eine kreisformige Platte, welchen Verlauf man im Innern 
der Angriffsflache einer Einzelkraft fiir die Momentenflachen zu er
warten hat, wenn sich der Druck gleichformig in einer kreisformigen 
Flache auf die Platte iibertragt. 

Fiir den Scheitelwert des radialen und des tangentialen Biegungs
momentes ergiht sich im Mittelpunkt des Druckkreises (r = 0) aus 
(23) die Formel 

I , P [( ) a () c2 
] m rmax = mtmax = - 1 +" In - + 1 - 1 -" 2 . 

4n c a 
(30) 
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In ihr bedeuten a den auBeren Kreishalbmesser und c den Halb
messer des Druekkreises, auf dem die Einzelkraft P sieh auf die 
Platte iibertragt. Wenn das Verhaltnis des Halbmessers c des 
Druckkreises zum Halbmesser a der Platte gleich einer der folgenden 
Zahlen c!a ist, ergeben sich fiir die Scheitelordinate mmax der Bie
gungsmomente III seinem Mittelpunkt r = Odie Werte: 

cia = 1 0,9 0,8 0,7 0,6 
mmax = 0,0647 0,0780 0,0926 0,1078 0,1250 

cia = 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 
mmax = 0,1349 0,1684 0,1980 0,2390 0,3085 P. 

Wenn der Halbmesser c des Druekkreises klein ist, diirfen die mit c2 

behafteten Glieder in den Ausdriicken der Momente (22), die im 
belasteten Teil c < r < a der Platte geiten, vernachlassigt werden. 
Ihr Verlauf ist dann auBerhalb der Druckflaehe bis an den Rand 
des Druekkreises der Kraft P identiseh mit den Formeln (27) und 
kann aus den Momentenkurven fiir die Punktbelastung entnommen 
werden. Auf seinem Rande r = c sind mr und mt naeh (27) 

[ ] _(l+-Y)PI ~ 
mr r=c - 4 n, n c 

P r a 1 
[mt]r=c = 4 n l_ (1 +- Y) In -c- +- 1 - Y J . 

(31) 

Der gemeinsame Seheitel der Momentenkurven im Mittelpunkt r = 0 
des Druckkreises hat dagegen die Ordinate 

[m;]r=O =~. [(1 +- Y)ln!- +- 1J = [mr]r=c +-~, (32) 
4n_ c 4n 

sofern das Glied mit c2 ja2 in Gl. (30) ebenfalls unterdriiekt wird. 
Der Vergleieh der Formeln (32) und (31) zeigt, daB die Ordinate 

der beiden Momentenkurven im Seheitelpunkt (im Mittelpunkt r = ° 
der Druekflaehe) um den Betrag mo = ~ groBer ist ais der Wert, 

4n 
den das radiale Biegungsmoment (das von der Punktbelastung her
riihrt) am Rande r = c des Druekkreises annimmt. Diese Bemer
kung fiihrt zur Aufstellung einer einfaehen Regel, naeh der die 
groBte Inanspruehnahme einer durch eine Einzelkraft. verbogenen 
Platte angegeben werden kann. 

Wir konnen das Ergebnis, zu dem wir gelangt sind, ansehaulieh 
aueh so ausdriieken: urn die Biegungsbeanspruehung einer Platt.e 
dureh eine Eiqzelkraft P zu bestimmen, denken wir uns ihren Span
nungszustand fiir die Punktbelastung (fiir die "Singularitat") 
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gegeben. Wir schneiden den Angriffspunkt der Einzelkraft, in dessen 
Umgebung die Spannungen sonst unendlich groB werden miiBten, 
mit einem kreisformigen Schnitt vom Halbmesser 0 aus der Platte 
heraus (Abb.29). Das kleine Loch, das in der Platte entstanden ist, 
werde hierauf durch eine Scheibe ausgefiillt, die in dasselbe pa.l3t 

Abb.29. 

und auf der die Kraft P sich stetig nach einem 
gegebenen Gesetz P = Po ((r) verteile. Damit die 
Momente der Platte nach dem Hereinschieben 
der kleinen Scheibe im Schnitt keinen Sprung 
erleiden, sind auf ihrem Rande vorher gewisse 
radiale Biegungsmomente anzubringen. Ihre Ver
teilung und Gro.l3e ergibt sich aus der Verteilung der 
Biegungsmomente m .. , die in diesem Schnitt vorher ' 
(bei der Punktbelastung) gewirkt haben. Gegeniiber 

dem Zustand, in dem sich die Platte nach den genauen Formeln (23) 
befindet, besteht nach dem Hineinschieben der kleinen Kreisscheibe 
insofem ein Unterschied, als die elastische Flache jetzt auf dem 
Kreise r = 0 einen schwachen Knick aufweisen wird; Er riihrt von 
der Vemachlassigung der mit dem Faktor 02 behafteten Glieder in 
den obigen Gleichungen oder jener kleinen Momente her, die wir in 
den Momentengleichungen gestrichen haben und die erforderlich sind, 

. um den Knick zu beseitigen. 
Durch diese Vernachlassigung wird aber der Spannungs

zustand au.l3erhalb der Druckflache bis an ihren Ra.nd 
unabhangig gemacht von der Verteilung des Druckes in 
der Angriffsflache der Einzelkraft. Er ist im unbelasteten 
Teil der Platte bis an den Rand der DruckHache ein fiir allemal 
durch den Verlauf der Momentenflachen gegeben, die zur 
Punkt belas tung gehoren. 

Die Formeln (23) lassen schlie.l3lich erkennen, wie die Momenten
H.achen innerhalb der DruckH.ii.che fortzusetzen sind. Ihre Meridian
schnitte werden innerhalb der DruckHache aus zwei Parabeln mit 
gemeinsamem Scheitel gebildet. Sie verbinden die Randordinaten 
der in G1. (31) ermittelten Momente m .. und mt auf dem Kreis vom 
Halbmesser r = emit dem gemeinsamen Scheitelwert der Momente 
G1. (32). Es eriibrigt sich noch, die Ordinate des gemeinsamen Scheitel
punktes anzugeben. Er liegt nach der G1. (32) um den Betrag 
mo = P/4:n hoher, wie der Punkt, in dem der Meridianschnitt des 
radialen Biegungsmomentes m.. der Punktbelastung den Zylinder 
r = 0 schneidet: 

Um den EinfluB abzuschatzen, den eine stark ere Konzentration 
des Druckes p = Po ((r) auf die GroBe mo und damit auf den Scheitel
wert der Biegungsmomente hat, sind einige Verteilungen des Druckes p 
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(Abb.30) zum Vergleich herangezogen und fUr sie die GroBe mo be
rechnet worden: 

Zahlentafel 2. Druckverteilung in der AngriffsfHiche einer 
Einzelkraft: 

P 
1. gleichformig. . . p = -~-- mo = 0,065 P, 

n c2 

2. parabolisch (mitScheitel 

im Mittelpunkt r = 0) p = 2 P (1 _ r2) , 
n c'!. c2 mo = 0,094 P, 

3. kegelformig . p=3~(1_~)' mo = 0,103 P, 
n c· c 

4. parabolisch (mit Scheitel 

1m Randkreis r = c) . p = ~;(1-.!:.Y, mo = 0,131 P. 
nC· c 

Damit die vier verschiedenen Druckverteilungen einem gleichen 
mittleren Druck p = Plnc'!. entsprechen, mussen die groBten Drucke 
im Mittelpunkt r = ° sich wie die Zahlen 1: 2 : 3 : 6 verhalten. Die 
GroBe mo nimmt dabei yom Wert 
0,065 P bis zum doppelten 0,131 P 
zu. Wenn beispielsweise cia = 0,1 
ist, vergroBert sich der Scheitel wert 
des Biegungsmomentes jedoch nur 
von 0,29 P auf 0,36 P. 

Die Regel zur Bestimmung des 
Verlaufes der Biegungsmomente und 
der groBten 1nanspruchnahme einer 
durch eine Einzelkraft verbogenen 
Kreisplatte laBt sich wie folgt zu
sammenfassen. 1m unbelasteten 

2 s 
Abb.80. 

Gebiet, auBerhalb der Druckfliiche ist der Spannungs
zustand (bis an den Rand der Druckflache) durch den 
Verlauf der Momentenflachen fur die Punktbelastung 
(Singularitat) gegeben. Der Scheitelwert der Momente im 
Mittelpunkt des Druckkreises ist urn den Betrag mo (Zahlen
tafel 2) groBer als der Wert des radialen Biegungsmomentes 
auf dem Rande r = c des Druckkreises. In seinem 1nnern 
konnen die Momente mr und mt bei verschiedenen Druckver
teilungen durch zwei Parabeln mit gemeinsamem Scheitel an
genahert werden. 

Nachdem der Spannungszustand einer beliebigen Platte in der 
Umgebung der Angriffsstelle einer (nicht auf dem Rande angreifenden) 

N 11 d ai, Elastische Platten. 5 
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Einzelkraft sich nur um einen stetigen Spannungszustand mit den 
Momenten m"" my, m",y' von dem obigen unterscheidet, kann die 
Regel zur Ermittelung der Biegungsbeanspruchung von Platten auf 
beliebige Randbedingungen und Randkurven erweitert werden, wenn 
die Kraft geniigend stark" konzentriert ist, um die Abmessungen 
ihrer AngriffsHache als klein gegen die iibrigen Abmessungen 
ansehen zu diinen,· und wenn die Druckverteilung nicht zu stark 
von einer der UmdrehungsHachen (Abb. 30) abweicht. 

Der Regel fiir die Berechnung der groBten Inanspruchnahme 
einer durch eine Einzelkraft verbogenen Platte liegt die bisher nicht 
erwahnte Voraussetzung zugrunde, daB fiir sie lediglich die in der 
Platte auftretenden Biegungsspannungen .maBgebend sind, oder mit 
anderen Worten, daB die Druckspannungen in den FIachen, in 
denen sich die Einzelkrafte auf die Platte iibertragen, neben den 
Biegungsspannungen von untergeordneter Bedeutung sind. Wenn eine 
Kraft auf eine Platte zu iibertragen ist, wird in den Anwendungen, 
diese Annahme wohl gewohnlich erfiillt sein, weil der Konstrukteur 
es meist in der Hand hat, durch die VergroBerung der DruckHache 
dafiir. zu sorgen, daB die Druckspannungen in ihr keine gefahrlichen 
Werte annehmen sollen 1). 

Wenn hingegen die Krafte so stark konzentriert sind, daB auch 
die Druckspannungen groBe Werte annehmen, werden die Verhalt
nisse verwickelter. Man kann nach dem Vorgange von A. u. L. Fopp12) 
sich die Frage stellen, von welchem Halbmesser der Druckflache an 
die Druckspannungen maBgebend sind. A. und L. Foppl fanden, daB 
man bei den praktisch vorkommenden Fallen den Halbmesser des 
Druckkreises c kleiner als ungefahr ein Drittel der Plattendicke h 
wahlen miiBte, wenn die Druckspannungen groBer als die maximale 
Biegungsspannung werden sollen. Sie haben ferner darauf aufmerk
sam gemacht, daB in einem solchen Falle - wenn rtamlich die Ab

Abb. 31. 

messungen der Druckflache von der 
GroBenordnung der Dicke der Platte 
oder kleiner als diese sind - die Kirch
hoffsche Plattentheorie nicht zur Bestimmung 
der Verteilung der Spannungen in der Um
gebung der DruckHache herangezogen werden 
darf, weil ihre Voraussetzungen hier nicht 
mehr genau genug erfiillt sind. Man sieht dies 

1) Ein Beispiel fiir die Befestigung einer Decke zur Aufnahme einer Einzel
kraft ist eine der iiblichen Formen der Saulenkiipfe der sogenannten Pilzdecken 
(s. S. 141) des Eisenbetonbaues (Abb. 31). 

2) "Drang und Zwang", eine hiihere Festigkeitslehre fiir Ingenieure. 2. Auti. 
Bd. 1, S. 192. Miinchen: R. Oldenbourg. 1924. 
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sofort ein, wenn man bedenkt, daB die Dehnungen ex = lOy = + ')! piE, 
die vom Druck p herriihren und in der Kirchhoffschen Theorie mit 
Recht vernachlassigt werden, in dies em FaIle vergleichbar mit den 
Dehnungen (ix/E, (iy/E der Biegungsspannungen werden. In diesen 
Fallen reicht die zur Mittelebene senkrechte Verschiebung w der 
Platte nicht mehr zur Beschreibung des Formanderungszustandes in 
der Nahe der Angriffsstelle der Last aus und es sind auch die ra
dialen Verschiebungen (} heranzuziehen. 

1m FaIle einer achsensymmetrischen Druckverteilung 
ist die Aufgabe der Spannungsermittelung im "Kernstiick" - wie 
der mittlere, unter Druck stehende Teil der Platte von A. u. L. Foppl 
treffend bezeichnet wurde - eine Aufgabe der Theorie der "dicken" 
kreisformigen Platte. Der Leser findet eine Berechnung der Span
nungen des Kernstiickes im 2. Bde. von "Drang und Zwang" 1) und einen 
AbriB einer allgemeinen Theorie der durch unstetige Ober
flachenkrafte belasteten dicken Kreisplatte im Abschnitt VII, 
woselbst die allgemeinen Ausdriicke fUr die axialen und radialen 
Verschiebungen einer kreis£Ormigen Platte aufgestellt sind, die 1. auf 
einer Seite (z = 0) . durch einen von r abhangigen Druck p belastet 
ist (der auch eine unstetige Funktion von r sein kann) , 2. auf der 
anderen Seite frei ist, 3. deren axiale Verschiebung auf dem Randkreise 
r = a verschwindet und 4. deren Dicke h nicht mehr klein im Ver
haltnis zum Halbmesser a der Platte zu sein braucht 2). 

Die Tatsache, daB die Biegungsspannungen or und (it in einer 
diinnen Platte (Kirchhoffsche Theorie) nur von ihrer Kriimmung, 
beziehungsweise von den zweiten Ableitungen ihrer Durchbiegung 
abhangen, findet in den Formeln der dick en Platte ihren Ausdruck 
darin, daB der Formanderungszustand der dicken Platte fiir kleine 
Verhaltnisse von hla, der Dicke zum Halbmesser eine asymptotische 
Losung besitzt. Die abgeleiteten Gleichungen gestatten den Ver
lauf der Spannungen in der Platte bis in die Nahe der Druckflache 
und in dieser selbst zu verfolgen. Die Durchbiegungen ergaben sich 
nach dieser Rechnung bei starker Konzentration der Einzelkraft um 
etliche v. H. groBer als ihre aus den Formeln der Kirchhoffschen 
Theorie abgeleiteten Werte. 

20. Del' Plattenstreifen und der Halbstl'eifen, 

Ein Plattenstreifen entsteht aus einer rechteckigen Platte, wenn 
die Lange des einen Seitenpaares unbegrenzt vergroBert wird. Wir 
werden uns mit diesem Grenzfall einer • rechteckigen Platte zuerst 

1) a. a. O. Ed. 2, S. 182. 1920, 1. Auf!. 
2) Schweiz. Eauzg., Zurich, Ed. 76, Nr. 23. 1920. 

5* 



68 Die Formanderungen und die Spannungen der biegsamen Platten. 

Qeschaftigen, weil sich eine Reihe wichtiger Biegungszustande der 
rechteckigen Platte auf Belastungsfalle des Plattenstreifens zuriick
fiihren laBt. Spannungszustande dieser Art, fiir die man Grenz
bedingungen nur auf zwei Seiten zu erfiillen hat, lassen sich oft 
leichter auffinden, als die Losungen einer rechteckigen Platte, auf deren 
Seiten insgesamt acht Bedingungen zu erfiillen sind. Da man auf 
ahnliche Belastungszustande iibrigens in den praktischen Anwen
dungen des ofteren gefiihrt wird, hat die Kenntnis der Spannungs
zustande des unendlich langen Plattenstreifens auch eine unmittel
bare praktische Bedeutung in der Statik der auf Biegung beanspruch
ten rechteckigen Platte. 

Entsprechendes kann auch von den Spannungszustanden der 
durch Krafte zwar nicht verbogenen, aber in ihrer Ebene verzerrten 
Parallelstreifen gesagt werden. Wie spater gezeigt wird, k6nnen zur 
Darstellung der ebenen Spannungszustande in einem Grund
gebiet (Rechteck, Parallelstreifen, ... ) die gleichen Funktionen heran
gezogen werden, auf die wir im folgenden bei der Darstellung ge
wisser Biegungszustande dieser Gebiete gefiihrt werden. Wir be
gniigen uns hier mit dieser Feststellung und verweisen auf die Theorie 
der ebenen Gleichgewichtszustande (Abschn. IV, S. 222), wo das Weitere 
zu finden ist. Die zur Darstellung der Belastungsfalle der Platten
streifen niitzlichen Funktionen dienen auch zur Aufstellung der 
Losungen in den Aufgaben der in ihrer Ebene verzerrten Parallel
streifen. 

Der Parallelstreifen habe die Breite a und sei von den Geraden 
x = 0 und x = a begrenzt. Wenn er auBer durch diese beiden Ge
raden durch eine zu ihnen senkrechte Kante begrenzt ist und sich 

nur nach der einen Seite bis in das Unendliche erstreckt, 
bezeichnen wir ihn als einen Halbstreifen. Wir werden 

y 

x 

a 

Abb.32. 

den Koordinatenanfangspunkt bei einem Halbstreifen stets 
in die eine seiner heiden im Endlichen gelegenen Ecken 
verlegen, im heiderseits unendlich langen Plattenstreifen 
nehmen wir ihn in einem Punkt der einen Kante an. 

Elastische Flachen von verbogenen Parallel- oder Halh
streifen lassen sich aus der homogenen Plattengleichung 
sehr leicht angehen, wenn sie auf seinen heiden parallelen 
·Kanten x = 0 und x = a den Navierschen Grenzbedin-
gungen verschwindender Randdurchbiegungen und Rand-

einspannungsmomente geniigen. Wir erhalten sie vermoge eines An-

satzes w" = Yn(Y) sinn:n x/a oder = Y,,(y)cosn:nx/a, (33) 

den zuerst M. Lev y 1) zur Losung von Plattenaufgaben benutzt 

1) Comptes Rendus, I'aris, Bd. 129, S. 535. 1899. 
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hat. Yn (y) bedeutet eine Funktion der Veranderlichen y allein, n 
kann irgendeine gauze Zahl sein. Fiihrt man die eine oder die 
andere dieser Funktionen in die homogene Plattengleichung L1 L1 wn = 0 
ein, so wird sie zu einem partikularen Integral dieser Gleichung, 
wenn man die Funktion Yn aus der gewohnlichen Differentialgleichung 

d4 Y n 2 n 2 d~ Y n 4 n 4 

~_n _ 2-- --. -"- + -- -. Y = 0 
d y4 a2 dy2 a4 n 

(34) 

bestimmt. Dieser Gleichung geniigen entweder die Funktionen 
nny n:xy n;-ry nny 

Y = e a a ye a a (35 ) 
" 

, e , ye 

oder auch die Funktionen 

. nny nny nny nny 
(36) ®m ---- [of --, y®in--, y[of~-' . 

a ' a a a 

Damit stehen uns eine Fiille von Losungen zur Verfiigung, mit deren 
Hilfe verschiedenen Aufgaben aus der Statik rechteckiger oder 
streifenformiger Platten geniigt werden kann. In einem Halbstreifen 
y > 0, dessen Durchbiegungen im UnendIichen fur y = 00 verschwin
den, kommen lediglich die Funktionen 

( nny) _n: y(. nnX 
W = a + b -- e SIn --

n n n a a oder nnx) cos-a- (37) 

in Betracht. Mit an und bn werden in diesem Ansatz noch verfug
bare Beiwerte bezeichnet. Unter Beschrankung auf die Form mit 
dem Sinus wird fur x = 0 und x = a (und die Vielfachen von a) 
w" = O. Auf diesen Geraden verschwindet aber auch die zweite Ab-

o 02W 

leitung von w nach x. Da nun wegen x = 0, a, W = 0 auch --2 = 0 
n n oy 

ist, ist auf den Parallelkanten x = 0 und x = a auBer der Durch
biegung L1 wn = 0; auf dies en Geraden sind die Navierschen 
Grenzbedingungen (s. S. 38) erfullt und auch die Biegungsmomente 

( (p W 02 W) 
mx = - N -;-2 + v --q sind auf dem Rand tiberall Null. Den-

uX oy-
selben Bedingungen genugt auch im allgemeinen eine Summe von 
Gliedern oder Einzellosungen: 

}; );( nJiY) _n:y • nnX 
W = W = a + b --- e SIn --- • 

n n n a a (38) 
n n 

Ansatze von dieser Form werden uns spater bei der Darstellung der 
Spannungszustande von Parallelstreifen mit verschwindenden Rand
durchbiegungen und Einspannungsmomenten auf den beiden Parallel
kanten x = 0 und x = a gute Dienste leisten. 
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21. Der gleichmaBig belastete Plattenstreifen. 
Spannungszustiinde elementarer Art ergeben sich im Platten

streifen, wenn er eine nur von der Veranderlichen x abhangige Be
lastung P = Pof(x) tragt. Wenn auch seine Durchbiegung w nur von x 
abhangig ist, geht die partielle Differentialgleichung N LI LI w = P in 
die gewohnliche iiber: 

d4 w Pof(x) 
dx4 =N-' 

wo mit N die Konstante N = Eh3/12 (1 - 1'2) bezeichnet ist. Unter 
den angenommenen Grenzbedingungen x = ° und x = a, w=O, 
mx = 0, und fiir einen gleichformig verteilten Druck P = Po = konst. 
geniigt ihr die Form des frei aufliegenden geraden Stabes: 

mit den 

w = J>.L (x4 - 2ax3 + a3 x) 
24N 

Spannungsmomenten 

d2 w P 
m = -N-=~(ax-x2) 

x dx2 2 ' 

mxy= 0. 

und den Auflagerkraften auf den Seiten x = 0 und x = a: 

d3 w 
x=O: p",=-Ndx3 =poa/2, x=a: px=-poa/2. 

(39) 

(40) 

Der Vergleich mit den Formeln eines freiaufliegenden Stabes von 
rechteckigem Querschnitt, dessen Rohe gleich der Plattendicke h und 
dessen Breite gleich der Langeneinheit ist~ 

w = 2 ;oh3 (x4 - 2 ax3 + a3 x), mx = ~O(ax - X2), my= 0, mxy= 0, 

zeigt, daB die Durchbiegung des Plattenstreifens (1 - 1'2)-mal ge
ringer (beispielsweise wenn v = 1/4 genommen wird, = 15/16 der 
Durchbiegung des Stabes) ist. Die Biegungsmomente m", im Platten
streifen folgen demselben Gesetz, wie die im Stab, zu den ersteren 
kommen in den zur x-Achse parallelen Schnitten Biegungsmomente 
my = 1'm", hinzu, die beim ~tab fehlen. Durch die Formeln (40) 
ist offenbar der Biegungszustand im mittleren Teile einer langen 
rechteckigen Platte unter gleichformiger Belastung und den 
obigen Randbedingungen gegeben. 

1m Rinblick auf wiederholte spatere Anwendungen der Funktion w 
(Gl. 39) auf die Biegungsaufgaben des Plattenstreifens und der recht
eckigen Platten soIl die Flache w (Gl. 39) in eine Fouriersche 
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Reihe, welche nach den Funktionen sin n n x/a fortschreitet, ent
wickelt werden. Durch diese Entwicklung ist es moglich, einmal die 
im Bereich von x = 0 bis x = a gegebene Funktion tiber das Ge
biet hinaus fortzusetzen, in dem wir uns eigentlich fUr ihre Werte 
interessieren, und sie als Abschnitt einer periodischen Funktion dar
zustellen. Auf diesen Umstand kommt es uns aber weniger an, als 
vielmehr darauf, sie in einer Form zu besitzen, in der wir 
ihren Verlauf vermoge bestimmter Funktionen - hier 
werden es Sinuswellen sein - anzunahern vermogen. Die 
Entwicklung von G1. 39 in eine Sinusreihe setzt uns namlich in den 
Stand, die Verbindung mit den Losungen wn (G1. 38) zur Befriedi
gung weiterer Randbedingungen im Plattenstreifen herzustellen. 

An Stelle der elastischen Flache w konnen wir bequemer ihre 
Belastungsflache P = Po = konst. in eine Sinusreihe entwickeln. Die 
Grenzbedingungen x = 0 und x = a, W = 0 und L1 W = 0 des frei 
aufliegenden Plattenstreifens werden nicht verletzt werden, wenn 
seine Belastungsflache nach dem in der Abb. 33 angedeuteten ge
brochenen Linienzuge tiber das Grundgebiet 0 < x < a hinaus fort
gesetzt wird. Diesen unstetigen Kurvenzug (0 < x < a: P = Po' 
a < x < 2 a: P = - Po) mit einer Pe
riodenlange 2 a stellt bekanntlich die 
Fourierreihe 

4 };1. nnx - Po -Slll-- (n = 1,3,5, ... ) 
n n a 

n 

darl), wie man durch Ausrechnung ihrer Beiwerte £eststellt. Setzt 
man fiir P diese Reihe in die Gleichung d4 wldx4 = piN ein, so erkennt 
man, daB dieser Gleichung und den Grenzbedingungen die Reihe 

1) Zur Theorie der Entwicklung von stetigen und von unstetigen Linien
ziigen nach Fourierschen Reihen sei besonders auf K. Knopp: "Theorie 
und Anwendung der unendlichen Reihen", Julius Springer 1921, hingewiesen. 
- Eine periodische Funktion ((x) mit der Periode 2a wird durch die Fourier
sche Reihe 

00 

f a" I- ,,( n Jl x . n n x) (xl = "2 - L.J an cos -a- + bn sm -a-
n=l 

dargestellt, deren Beiwerte 

~a 2a If . nnx an =- f(x)cos--dx, 
a a 

If . nnx bn =- f(x) sm--dx 
a a 

o o 
sind. 
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geniigt, durch die mithin die Funktion w (Gl. 39) innerhalb des Ab
schnittes von 0 < x <a dargestellt ist. Diese unendliche Reihe lii£t 
sich viermal nach x ableiten, ohne daB dadurch ihre Konvergenz 
verI oren geht. Nach zweimaliger Ableitung ergeben sich aus ihr 
die Reihen fiir die Spannungsmomente 

(43) 

Der Vergleich mit den Ausdriicken (40) zeigt, daB im Abschnitt 
o < x <a offenbar 

ist. 

2 8 a2 n 1 . n11.X ax - x = - .?.- Slll---
n 3 ...:....J n3 a 

n 

(n = 1, 3, 5, ... ) 

22. Der gleichmiiBig belastete Halbstreifen. 

(44) 

Wir sind nunmehr in der Lage, die Gleichungen von mmgen 
elastischen Flachen gleichmaBig belasteter Halbstreifen anzugeben, 
aus denen sich brauchbare Folgerungen fiir die Spannungszustande 
von rechteckigen Platten ziehen lassen. 

Die elastische Flache w eines durch einen gleichmaBig verteilten 
Druck P = Po = konst. belasteten Halbstreifens, der von den Ge
raden x = 0, x = a und y = 0 begrenzt ist, werde durch Vberlage
rung von zwei Flachen w' und w" gebildet. 

Der erste Teil w' von w sei die durch einen Druck P = Po = konst. 
verbogene Flache eines unendlich langen Plattenstreifens, die Wlr 
eben durch die Gl. (39) oder die Reihe (42) 

, Po ( 4 33' 4Poa4~1. nnx (n=1,3,5, ... ) (45) w =--- x -2ax +a X)=-- -Slll--
24N noN n° a (O<x<a) 

ausgedriickt haben. Fiigt man jetzt zu w' eine zweite Losung w" 

nach (38) 
nnll 

w"= 4poa4 • ~(a +b nnY_)e--a-sin~nx (n=1,3,5, ... ) (46) 
n~ N .L.J n n a a (O<x<a, y>O) 

n 

hinzu, so wird an den Grenzbedingungen auf den Seiten x = 0 und 
x = a nichts geandert und es besteht die Moglichkeit, die Summe w 

w=w'+w" (47) 
noch beliebigen Grenzbedingungen auf der Geraden y = 0 anzu
passen. Die Summe w erfiillt ebenl!!o wie w' und w" die Navierschen 
Grenzbedingungen w = 0, LI w = 0 auf den Geraden x = 0 und 
x = a und die in der Summe noch vorkommenden Beiwerte an und 
bn lassen sich den auf der Geraden y = 0 vorgeschriebenen Rand
bedingungen anpassen. 
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Sie sollen in den folgenden drei Fallen bestimmt werden: 

a) auf der kurzen Seite y = 0 des Halbstreifens verschwinden 
die Durchbiegungen und die Biegungsmomente, 

b) die Seite y = 0 ist eingespannt und 

c) die Seite y = 0 ist frei. 
a) Auf der kurzen Seite des Halbstreifens seien die 

Navierschen Randbedingungen verschwindender Durch· 
biegungen und Einspannungsmomente erfiillt: y = 0, 
w = Aw = 00 Damit die Summe w = w' + w" oder 

nny 
4po a4 2 [1 ( n n Y) --a J 0 nnX w = --. .-; -L a + b -- e sm--n 5 N n~ Inn a a (48) 

der Grenzbedingung y = 0, w = 0 genuge, muB der Beiwert an 
gleich 1 

a =--
n n5 

gewahIt werden. Der zweiten Bedingung y = 0, A w = 0, oder der 

b OO dlo 
0 A fl °t °h °d to h 0 '(;2 w 0 el emer gera lmgen u age ml 1 r 1 en lSC en y = , oy2 = 

wird genugt, wenn die zweite Ableitung des Summengliedes 

1 ( nn y ) _n:y -;.+ a +b ---- e n') n n a 

nach yoder wenn 
~ nny 

n" n 2 ( nn y ) --d-
--- a - 2b + b -- e a2 n n n a 

fUr y = 0 versch windet. Das gibt 

a 1 
btl = ;' = - 2 n 5 0 

Wir erhalten somit fur die elastische Flache die Gleichung 

4 n:ltY 

4poa 2 [ ( nny) --a-J 1 0 nnx W=--.- 1- 1+-- e --,;osm--
n~ N 2a no) a 

(n= 1,3,5,000) 
(y > 0) 0 

(49) 

Wir uberzeugen uns nachtraglich, daB die zur Bestimmung des Bei
wertes bn erforderliche zweimalige Ableitung nach y von dieser 
Summe erlaubt war. Derartige Reihen konvergieren im ganzen Ge· 
biet des Halbstreifens einschlieBlich seines Randes y = 0 noch so 
gut, daB sie selbst nach ihrer zweimaligen Ableitung zur praktischen 
Berechnung der Spannungsmomente sich gut eigneno 

Wir haben den Spannungszustand, der zur elementaren L6sung 
w' gehort, bereits angegeben und beschranken uns deshalb nur auf 
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die Wiedergabe der Momente der Zusatzlosung 

4 [l nny 
w" = _ 4 P~ "~sin n n x 1 + ~ n YJ e --a-. 

n 5 N.L.; n5 a 2a 
(50) 

n 

Zu ihrer Berechnung dienen die Formeln fiir die Riegungsmomente: 

m = _ N((}2 w'~ + y ?2 w") 
x () x2 (}y2 

(
(}2 W" (}2 w") 

m =-N --+y--Y () y2 (}x2 

und fUr das Scherungsmoment: 
(}2 w" 

m = - N(l - y)---. 
xy (}xoy 

Der Anteil der Losung w" zum Torsionsmoment ergibt sich beispiels
weise 

Wir erhalten auf der kurzen Seite des Halbstreifens y = 0 die 
folgende Verteilung des Torsionsmomentes 

m" = _ 2(1- y)poa2,,~ cos nnX 
XII n3.L.; n3 a 

n 

und auf der einen Langseite (x = 0) 

." 2 (1 - y) poa22) 1 
In der Ecke x = 0, y = 0 1st mXII = - 3 3" . 

n n 
n 

Fiir die Scherkra,fte Px und Py ' die von den Anteilen w' und w" 
herriihren, ergeben sich mit Hilfe der Formeln 

() 
P = -N-Aw, 

IX ox 
die Ausdriicke 

() 
p=-N-Jw 

Y (}y 

--
I "Po ( ) 4 Po a2) e a p =p +p =- a-2x --- .-

x IX IX 2 n 2 n 2 

nnX 
cos-

a 

'+ " Pu = Py Py = 

nny 

4 Po a2) _e --a- . n n x 
Slll---

n 2 n 2 a 

(51) 
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Wir wollen schlieBlich die Ersatzscherkrafte auf den Randern y = ° 
und x = Odes Halbstreifens angeben; da fUr den Anteil w' m~y ver
schwindet, riihren diese nur von den Scherungsmomenten m;y des 
Anteiles wI! her. Sie sind nach 13 S. 36 gleich 

[om:l:yl = 2(1 - :2J!IL~.2 \sin nn~ 
ox Jy=o n" n" a 

[om:l: yJl = 2 (1=1') IJ() Y .2 ~ 
oy :1:=0 n n 

nny 

a 

Ihre Vereinigung mit den Scherkraften 51 ergibt die Stiitzreaktionen 
oder die Randscherkrafte auf der Seite x = ° 

und auf der Seite y = ° 
q =p +om:l: y =2(3-:) po a "'~sinnnx. (53) 

y Y ox n" L..J n2 a 

Die Maxima von q", und qy sind 

und 

Die letzte Summe ist 0,917, so daB wenn die Poissonsche Zahl 
gleich y = 1/4 genommen wird, die beiden Maxima der Stiitzreaktionen 
sich wie 

q",max: qymax = 0,500: 0,511 = 0,979 

verhalten. Der groBte Wert, den die Stiitzreaktion in der Mitte der 
kurzen Seite des Halbstreifens erreicht, ist nahezu gleich dem Wert (nur 
urn zwei Hundertstel groBer als dieser), dem die Auflagerkriifte in 
groBer Entfernung von der kurzen Seite, auf den beiden parallelen 
Kanten zustreben. In den Ecken x = y = ° und x = a, y = ° sind 

q = '!!..o~ (1 - ~ "'~) und q = 0. 
'" 2 n 2 L..J n 2 y 

Wenn n = 1, 3, 5, .. , ist diese Summe = n2 j8, es versch windet hier 
auch q",. In den beiden Ecken sind die Auflagerkrafte Null. N ach
dem jedoch das Torsionsmoment m",y in den Ecken ungleich Null ist, 
verbleibt nach den Bemerkungen von S. 39 in jeder Ecke nach 
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dem Satz iiber die Ersatzscherkrafte eine Einzelkraft gleich dem 
doppelten Wert des Scherungsmomentes in dieser Ecke oder 

P=[2mJ =_4(1-v)poa2 ~~. 
"'y ",=0 n 3 ,L.; n3 

11=0 

Die Summe ~ --; ist = 1,051; wenn v = 1/4 angenommen wird, ist 
n 

die konzentrierte Kraft gleich 

P= - 0,1017Poa2 • 

Uber die Richtung dieser Einzelkraft P kliirt der Drehsinn des 
Momentes in den beiden Schnitten auf, die in der Ecke x = 0, Y = ° 
sich schneiden. Man iiberzeugt sich leicht, daB die Eckkrafte ent
gegengesetzt zu den oben bestimmten stetig verteilten Auflagerkraften 
gerichtet sind. Durch diese Krafte werden die Ecken des Halb-

cry 

p 

Abb.34. 

streifens am Abheben von ihrer Unterlage ver
f{x hindert und auf diese letztere niedergedriickt 

(vgl. Abb. 34). 
b) Wenn die kurze Seite des Platten

streifens vollkommen eingespannt ist, 
bestimmen sich die Beiwerte an und bn zu 

1 
an = b .. = - -5' n 

Die elastische Fliiche w" hat jetzt die Gleichung 

(n = 1, 3, 5, ... , y '.> 0) (54) 
Die Biegungsmomente sind 

nnll 

" 4 Po a2 ~ [+ ( ) n n y l e - -/1- • n n x m = ---- 1 v + 1-v --.---SID--
'" n 3 a J n3 a 

nnll 

" 4poa2 ~ [+ ( )nnYJ e--/l- . nnx m = ---- 1 v- 1-v -- ---SID--
Y n3 a n3 a' 

das Scherungsmoment ist 

Entlang der eingespannten Seite y = ° sind 
. nnx 

SID--
"= ,, __ 4 (1 + v)poa2 ~ ___ a_ 

m", my - 3,L.; 3 ' n n 
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o nnx 
Slll---

77 

Nun stellt die Reihe :3 1) ----;;,,:- nach ( 44) fUr 0 < x <a die Funk-

tion ax - x2 dar, somit sind auf y = 0 die Biegungsmomente gleich 

" " (1 + '1') Po (ax - x2) 
mx = my = - 2 0 

Wenn diese Momente mit den zum Anteil w' gehorigen vereinigt 
werden, ergeben sich auf der Seite y = 0 die resultierenden Biegungs
momente: 

m = m I + m " = - 'I' Po (a x _ x2) 
x x x 2 

m = m I + m " = - Po (a x - x2) • 
Y Y 1/ 2 

Dies bemerkenswerte Ergebnis besagt, daB die Verteilung der 
Spannungsmomente im eingespannten Querschnitt y = 0 
mit der Verteilung der Momente des Halbstreifens fiir y = 00 

v611ig iibereinstimmt. - Eine Einzelkraft tritt in den Ecken 
nicht auf, weil in ihnen mxy = 0 ist. 

c) Wenn die Seite y = 0 £rei ist, lauten die Grenzbedingungen 
auf der kurzen Seite 

( 02W 02W') 
y=O, m=-Ny-+-=O 

Y ox2 dy2 
und 

(
03 W . 03 W ) 

qy = - N 8;t + (2 - '1') ax2 oy = O. 

Die Rechnung ergibt hier die elastische Flache w": 
n:n:!I 

" 4ypo a4 ~[1+y nny]e--a 0 nnx ( )( ) 
w =(3+1')n5N~ i-=--:;;-----a- ------;;;,r>Sllla n=1,3,5, .... 55 

Der Streifen biegt sich jetzt am starksten in seiner freien Geraden 
y = 0 durch, auf der die Durchbiegung gleich 

w = _____ 3.=--:!___ .Po 0 (x 4 _ 2 a x3 + a3 x) 
24 (1 - 1')(3 + '1') N 

isto Die Form der verbogenen freien Kante y = 0 folgt demselben 
Gesetz, nach dem sich die Schnitte y = konst. des Plattenstreifens 
in groBer Entfernung von ihr biegen, die Ordinaten sind aber in 
jedem Punkte des freien Randes 

3-'1' 
-;-----,-;----c- mal 
(1-'1')(3+1') 

(wenn 1'=1/4 angenommen wird 1,128 mal) groBer als fUr y = 00. 
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Die Biegungsmomente sind jetzt auf y = 0 

m =r +1'(1-1')]po(ax-x2) 

'" II 3+1' 2 ' 

In den beiden Ecken verbleiben hier wieder Einzelkrafte, weil dort 
m",. =1= 0 ist._.l8ie sind 

p 

Abb.35. 

Ifr und haben die namliche Richtung wie die 
stetig verteilten Stutzreaktionen. V gl. die 
beiden Skizzen 34 und 35, die den Verlauf 
der Stutzreaktionen in der Umgebung einer 
Ecke mit verschwindenden Randdurchbie
gungen und Randmomenten und einer Ecke, 
deren eine Seite frei ist, andeuten. 

Die elastischen Flachen von gleichmaBig belasteten Halbstreifen 
sind in den Abb. 36, 37 und 38 mit Hilfe ihrer Schichtenlinien fur 
die Falle a), b) und c) wiedergegeben. Aus den Abbildungen ist 
auch der Verlauf der Stiitzkrafte auf den Plattenrandern zu ent
nehmen. (Die Angaben in den Abbildungen beziehen sich auf eine 
Poissonsche Zahl l' = 3/10 .) 

23. Der Plattenstreifen mit einer auf einer Geraden stetig oder 
auch unstetig verteilten Last. 

Der Plattenstreifen sei durch die Geraden x = 0 und x = a 
begrenzt. Auf ihn mogen auf der Geraden y = 0 (die jetzt keine 
Begrenzung bildet) nach irgendeinem Gesetz Lasten verteilt sein. 
Vermoge der Funktionen (38) 

( ) 
nnll nn -- nnx a +b __ Yea sin--

n n a a 

lassen sich Spannungszustande in ihm angeben, die unter der Wirkung 
dieser Lasten hervorgebracht werden. Wegen der Symmetrie der 

verbogenen Flache muB auf Y = 0 ow = 0 sein. 1m Gebiet Y > 0 oy 
geniigen dieser Bedingung und der homogenen Plattengleichung die 
obigen Funktionen, wenn an = bn ist: 

nn -- nnx ( ) 
nnll 

w" (x, y) = an 1 + -!- e a sin-a-. 

Fur negative Werte von y ist dagegen 

nny +-. nnx 
w (x y)=a 1--- e a Sln--

( ) 
nnll 

n' n a a 

(56) 
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anzusetzen. Wir werden bier auf eine Randwertaufgabe einer elasti
Behan Platte gefiihrt, in der der AnschluB einer elastischen Flache 
unter Einhaltung von gewissen Stetigkeitsbedingungen an eine zweite 
Flii.che verlangt wild. Ahnlich wie in einem durch Krafte in seiner 
Ebene verbogenen Stab die Scherkraft an einer Stelle sich unstetig 
andert, wo eine neue Last an ihm angreift, erleiden die Scherkrafte P" 
der Platte beim Durchgang durch eine Linie y = konst., auf der Lasten 
verteilt sind, eine sprunghafte Anderung. Die Scherkraft P" ist dem 

DifIerentialquotient der elastischen Flache P" = - N o:yW verhaItnis

gleich. Diese Ableitung muB beim Durchgang durch die belastete Linie 
y = 0 sich unstetig andern. Wir erhalten nun tatsachlich, wenn wir 
uns von der Seite der positiven Werte von y der Geraden 'Y = 0 
nahern 

oifw nS 3ts . n3tX 
--=2--a Slll--oy as" a 

und wenn wir uns derselben Linie von der negativen Seite der y 
nii.hern, 

oifw n 3 3t3 • n3tX 
-- = - 2 --a Slll---. oy as" a 

Die Scherkraft P" = - N (jOy if w erleidet beim Durchgang durch die 

belastete Gerade y = 0 einen Sprung UID den Betrag 

n 3 3t3 n3tX 
- 4N--a sin--. 

a3 " a 

Der zu bestimmende Spannungszustand des Plattenstreifens wird aus 
einer Summe von Gliedern von der Art (56) zusammengesetzt. Zur 
Bestimmung der Beiwerte a" steht die eben auseinandergesetzte Un
stetigkeitsbedingung zur Verfiigung, nach der der Sprung in der 
Scherkraft gleich der Linienlast fiir die Langeneinheit P = Po f(x) 
oder gleich 

(57) 

sein muB. 
Ais Beispiel sei der Fall ins Auge ge£aBt, daB die Linienlast 

auf einem Stiick der Geraden 'Y = 0, das von x = ~ - e bis 
x = ~ + c reicht, einen unveranderlichen Wert P = Po besitzt 
und dariiber hinaus verschwindet (Abb.39). Diese unstetige 
Linienlast kann im Bereich 0 < x < a vermoge der Fourierreihe 

4 Po '" 1 . n 3t ~ • n 3t C • n 3t x 
P = -- L.J - Sln -- SIn --Slll--

3t n a a a 
" 

(n = 1, 2, 3, ... ) (58) 
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dargeatellt werden. Man erhalt sie, wenn man die Lastverteilung ala 
eine ungerade Funktion von x in eine Sinusreihe entwiekelt. Der 
Vergleieh mit (57) zeigt, daB die Beiwerte der Summe gleieh 

Po a3 • n n ~ . n n c 
a = Sln~-sm--

n n4 n 4 N a a 

gesetzt werden mussen. Fur die elastische Flache ergibt sieh damit 
nny 

poa:l " e -n- ( nny). nn~ . nnC . nnX 
W = ~- .L...;---- 1 + ~- sm ~- sm ~-sm~-

n 4 N n n4 a a a· a 

(n=1,2,3, ... , y20. 

(59) 

Hier bedeuten, urn es zu wiederholen, Po die Linienlast auf der 
Langeneinheit des belasteten Stuekes, 2 c seine Lange (2 cPo = P ist 
die Gesamtlast), ~ den Abstand der Resultierenden des belasteten 
Stu ekes von der Seite x = 0 des Plattenstreifens und a seine Breite. 

Wir kannen aus der Reihe (59) zwei Sonderfalle entnehmen. 

Der eine ergibt sieh, wenn ~ = c =; ist. Dann ist die Last P 

auf der Geraden y = 0 gleiehfarmig uber die 
ganze Breite des Streifens von x = 0 bis x = a 
verteilt (Abb.40). Die Summenglieder 
mit den geraden Zahlen n heben sieh fort. 
Als Lasung verbleibt die Summe: 

nny 

poa3 "e --a-( nny). nnx 
W = ;IN.L...; ~ 1 + -a- sm-a - x 

(n=1,3,5, ... , y>O) (60) a 

N ach dieser elastischen FIache verbiegt 
sich beispielsweise die Deeke uber einem Abb. 39. Abb. 40. 

Raum, dessen GrundriB ein langgestrecktes 
Rechteek ist, unter der Last einer auf ihr aufgemauerten Querwand, 
wenn die Deeke entlang den Wanden nur abgestiitzt ist (die Flache 
ist mit Hilfe ihrer Sehichtenlinien in der Abb. 41 dargestellt). Ihre 
graBte Durehbiegung betragt in der Mitte der belasteten Streeke 
x = a!2, y = 0 

( 1 1 ) Pa2 1,015 Pa2 Pa2 

Wo = 1 + 34 + 54 + ... -;;4]v= 97,41N= 0,0104 N' 

wo mit P = Po a die Gesamtlast bezeiehnet ist, welche sie zu tragen 
hat. Aus der G1. (60) lassen sieh die Spannungsmomente wie oben 
leieht berechnen. 

N a d ai, Elastische Platten. 6 
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Abb. 41. 

Ein weiterer wichtiger Sonder
fall ergibt sich aus Gl. (59), wenn 
unter einem gegebenen Wert der 
Last P = 2 Po c das belastete Stiick 
2 c unbegrenzt verkiirzt wird. Wir 
erhalten dann die elastische 
Flache eines freiaufliegenden 
Plattenstreifens, auf den in 
einem belie bigen Punkt eine 
Einzelkraft wirkt(Abb.42). Ahn
Hch wie die elastische Linie des frei
aufliegenden Stabes, der durch eine 
Einzelkraft belastet ist, zur Angabe 
weiterer Biegungszustande des Sta
bes dienen kann, ergib1l sich uns 
in diesem Biegungsfall eine Grund
losung der unendlich langen 
rechteckigen Platte. Sie eignet 
sich einerseits zu einer Beschrei
bung des Spannungszustandes von 
rechteckigen Platten auch bei end
lichem Seitenverhaltnis und es 
lassen sich auf sie anderseits wei
tere Belastungsfii1le im Rechteck 
zuriickfiihren. Fiir dies en Biegungs
fall soIl der Spannungszustand III 

Abschn. 25 angegeben werden. 

1\bb.42. 

24. Regelma.Bige Lastenziige aus Einzelkraften. 
Um fiir die Rechnung geeignete Ausdriicke fiir regelmaBige Lasten

ziige aufzustellen, die sich aus lauter gleichen Einzelkraften zusammen
setzen, kniipfen wir an eine abschnittsweise stetige Lastverteilung an, 
wie sie durch den Linienzug der Abb. 43 dargestellt wird und durch 
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welchen wir uns eine der einfachsten periodischen und zugleich un
stetigen Lastenverteilungen langs einer geraden Linie als gegeben 
denken wollen. Die auf die Langeneinheit bezogene Belastung P = f (u) 
hat hier innerhalb des Abschnittes 

- c < u < c der unabhangigen Ver- ITa) Ie c 
anderlichen u den gleichen Wert f I 
p = Po und dariiber hinaus im Perio- Ar 
denstiick von u = - a bis u = + a 1-' --'-~J.J,.L....:u~~"'1 -..I.l.l1f.L.U..----I.ll.U..I.l...-. l- 01 I I den Wert Null. Dlese Belastungs- a. ___ a ___ a._ 

funktion wirddurch die Kosinusreihe Abb.43. 
a 

2 f n:n:u an = - f(u) cos --dtt 
a a 

o 
oder wegen 

0< 'u < e, f(u) = Po; e < U < a, f(u) = 0; 
c c 

ao = 2 Po J du = 2 Po e , 
a a 

2 Po f n:n: u d 2 Po . n:n: e a = -- cos -- u = -- SIll--
n a a n:n: a 

o o 

durch die unendliche Reihe 
. n:n:e n:n:u 

SIll··· -- cos --
f(U)=~[~+ 27 a a J' (n=1,2,3, ... ) (61) 

a 2 n:n:ela 

dargestellt, in der mit P = 2 Po e die in den Stiicken 2 e (Abb. 43) 
jeweils iibertragene Kraft bezeichnet wird. LaBt man jetzt, um zu 
einem Lastenzuge zu gelangen, der aus lauter gleichen und gleich 
gerichteten Einzelkraften (Abb. 44) (Punktbelastungen) P besteht, in 
jedem Gliede dieser Reihe die Lange des belasteten Stiickes 2 c 
immer kleiner und kleiner werden, so ent
steht aus ihr formal, weil bei festgehaltenem 
n limes sin n:n: cia: n:n: cia in jedem Gliede 
sich der Einheit nahert, die divergente Reihe 

P [1 ~ n:n:uJ f(u) =- - + L.J cos~ , 
a 2 a n 

Abb.44. 

(n = 1, 2, 3, ... ) (62) 

Die Frage, welchen Sinn man einer derartigen Reihe beilegen solI, 
wenn sich die Lange der belasteten Strecke 2 c der Null nahert, 
wurde durch die schOne Bemerkung des Mathematikers Fejer 1) er-

1) Fejer zeigte, daB das arithmetische Mittel der Teilsumme der Glieder 
der Reihe (62), wenn man die Gliederzahl vermehrt, im unbelasteten Teil aUent
halben dem Wert Null zllstrebt, wahrend die Reihensumme in den Angriffs
punkten der Einzelkrii.fte u = 0, ± a, ... keinem endlichen Wert sich niihert, was 

6* 
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ledigt, nach der eine solche Reihe noeh "summierbar" durch das 
arithmetische Mittel der Teilsummen ist. Es steht deshalb niehts im 
Wege, wenn man sich nur dieser Summationsvorsehrift erinnert, die 
Reihe (62) als einen analytischen Ausdruck einer im Punkte 
u=O vereinigten Kraft P oder, genauer, eines Lastenzuges 
zu betrachten, der aus lauter gleichen Einzelkriiften gemiiB 
der A b b. 44 besteh t, und es wird sich sogar sehr empfehlen, ihn 
in der Form (62) der Rechnung zugrunde zu legen, anstatt den Um
weg iiber die Fouriersche Summe (61) einzuschlagen. 

1m Hinblick auf die vielseitigen Anwendungen der Reihe (62) in 
der Plattenstatik ist es niitzlich, sie sogleich zur Darstellung eines 

p 

Abb.45. 

Lastenzuges heranzuziehen, 
wie ihn Abb. 45 wiedergibt. 
Er wird offenbar durch die 
Vberlagerung von z wei 
Lastenziigen der vorerwiihn
ten Art erhalten und durch 
die Differenz 

P(l '\T nnu) P(1 '\T nnv) - - + L.J cos -- - - - + L.J cos ---
a 2, a a 2 a 

P '\T( nnu nnv) = -.L.J cos -- - cos --
a a a 

(63) 

ausgedriickt. Die Bedeutung der Strecken 1£ und v geht aus der 
Abb. 45 hervor. Ersetzt man in (63) die Veriinderlichen u und v 
vermoge der Gleichungen 

v - u = 2~ 

durch die neue Veriinderliche x und durch den aus der Abb.45 zu 
entnehmenden Abstand ~, so entsteht aus (63) die Summe 

2P'\T. nn~ . nnX 
-L.,; sm -- sm--
a a a 

n 
(n = 1, 2, 3, ... ). (64) 

Sie ist der analytische Ausdruck des Lastenzuges Abb. 45 mit x als 
laufender Koordinate. 

Wenn man sich diesen Lastenzug auf eine unendliche Platte 
aufgebracht denkt, bringen seine symmetrisch angeordneten Einzel
krii.£te, weil sie abwechselnd in entgegengesetzten Richtungen 
wirken, auf den Halbierungssenkrechten der Angriffspunkt
entfernungen x = 0, ± a, ± 2 a, .. , ersichtlich keine Durchbiegungen 

man unmittelbar an Gl. (62) erkennt. Der Leser findet den sehr einfachen 
Beweis in dem schon mehrfach erwahnten Werke von K. Knopp: Theorie und 
Anwendungen der unendlichen Reihen, S. 455. Berlin: J. Springer 1922. 
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hervor. Die unendliche Platte wird durch diese Geraden in Parallel
streifen von gleicher Breite zerlegt, und der Lastenzug Abb. 45 
erzeugt in jedem dieser Parallelstreifen dieselbe elastische Flache, 
wie eine Einzelkraft P in einem freiaufliegenden Plattenstreifen von 
der gleichen Breite a. Das ist dieselbe Flache, auf die wir durch den 
zweiten Sonderfall von Abb.42, S. 82, gefiihrt wurden. Wir erkennen, 
daB sich die Summe (64) in der Tat aus der Belastungsfunktion (57) 
ergibt, wenn die belasteten Strecken sich auf Punkte zusammen
ziehen. Damit ist bewiesen, daB eine Einzelkraft P, die im 
Punkte x =~, y = 0 eines durch die beiden Geraden x = 0 
und x = a begrenzten, freiaufliegenden Plattenstreifens 
in der Richtung der positiven Durchbiegungen (w) wirkt, 
durch die Summe (64) und daB die Scher kraft Py in einem 
zur Geraden y = 0 unendlich benachbarten Schnitt y = konst. 
(fiir y> 0), durch die Summe 

P '\,. nn~ . nnx 
P = - -- .7 Slll--Slll--

Y a"';"'; a a 
n 

dargestellt wird. 

(n = 1, 2, ... ) (65) 

25. Der durch eine Einzelkraft belastete, freiaufliegende 
Plattenstreifen. 

Wie wir bereits in Abschn. 23 £estgestellt haben, gehort dieser Bie
gungs£all ebenfalls unter die Spannungszustande von Plattenstrei£en 
welche sich durch die Ansatze 

"( nn \ - ,pt 1l nnX 
w = "'w = 5,a 1 + --Y) e 'a sin---

..::;.; n -". a a (y > 0) (66) 

darstellen lassen. Diese elastische Flache ergibt in einem zur 
Geraden y = 0 unendlich benachbarten Schnitt mit positivem y die 
Scherkraft 

o . ",n3 n 3 ,nnX P =-N-L1w=-2NL..;-s ·a Slll __ (n=1,2, ... ). (67) 
y oy n a' n a 

Damit diese Reihe in die Summe (65) iibergeht, die wir eben ab-
geleitet haben, ist an gleich 

zu wahlen. 

Pa2 1 . nn~ 
a = --- --.-- Sin 
"2n3 Nn3 a 

So folgt unmittelbar aus (66) mit diesem Werte von a .. 

nnll 

P a2 2) e - -a- (1 + n 1£ y) . n 1£ ~ • n 1£ x 
w=-- -- -- Slll--Slll-- (68) 

21£3 N n3 a a a 

(Y20, n=1,2, ... ) 
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die Gleichung der elastischen Flache eines durch eine 
Einzelkraft P im Punkte x =~, y = 0 belasteten, frei
aufliegenden Plattenstreifens von der Breite a. 

Die groBte Durchbiegung des in der Mitte ~ = a/2 belasteten 

Plattenstreifens ist mit x = -i- ' y = 0 gleich 

( 1 ..L 1 ) Pa2 1,051 Pa2 Pa2 

w = 1 + 33 I 53 +, .. 2n3N = ~3-'-N = 0,01695 N , 

Die Reihe (66) 
w=Zw n 

hat die zweiten Ableitungen 

02W 1£2}; - n"y ( n1£ y ) n1£X 
= - -" n2 a e a 1 + ~- sin -~~ 

ox2 a- n a a' 

02W n2}; 2 - nrry ( n1£Y). nnx = - -" n a e a 1 - ~- sm~-
oy'~ a- n a a' 

(69) 

02W 1£3y,\". _nrry n1£X 
3xoy = - (J!l-L.,; naane a cos-a -, 

Diese zur Berechnung der Spannungsmomente erforderlichen Ab
leitungen von w lassen sich auch in der Form 

ocp 
=cp-y-

oy 

ocp 
=cp+y

oy 

02W ocp 
2N oxoy =, y ox 

schreiben, wenn mit cp die Funktion 
Q n71Y 

n-); -- n1£X 
cp = N iJ w = - 2 N -.) n2 a e a sin~-

a- n a 

(70) 

(71) 

bezeichnet wird. Die drei Spannungsmomente mx ' my, mxy (Gl. 32, 
S. 20) hangen hiernach allein von der Funktion cp und ihren ersten 
Ableitungen nach den Koordinaten abo Wir erhalten fur sie die 
Ausdrucke 

ocp 
2mx=-(1+v)cp+(1-v)y-~ , 

oy 

ocp 
2m c= - (1 +v)cp - (1 - v)y-, 

y oy 

ocp 
- (1 - v)y--. 

OX 

(72) 
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Wegen L1 L1 w = 0 gen iigt die Losung rp = N L1 w der Gleichung 

L1 rp = 02 ~ + 02 ~ = 0 (eine solche Funktion wird eine Potential£unk-ox- oy· 
tion genannt). DerVerlauf der Spannungsmomente imPlatten
streifen wird d urch e ine Potentialfu nktion hestimmt. 

Der Spannungszustand kann aus zwei 'l'eilen zusammengesetzt 
gedacht werden. Der eine Bestandteil 

(73) 

ist eine in allen Richtungen gleiche Biegungsbeanspruchung, deren 
Starke der GroBe rp in jedem Punkte x y proportional ist. Der 

enthalt einen Spannungszustand, clessen beide Hauptbiegungsmomente 
nach 

m1 = - m2 = V~~mY)~+-m;~=(l-V); V (~:r+ (~:r (75) 

gleich sind und sich nur im V orzeichen voneinander unterscheiden 
und deren GroBe der Steigung ( dem Gradient) der Flache rp pro
portional ist. Die Hauptbiegungsrichtungen bilden mit der x-Achse 
Winkel 'Y, fur welche 

m -m oy 
cotg 2 )' = ~X_~JL = - -

2m orp xy 

(76) 

ist. iJx 

26. Die mittlere Kriimmung (die FUiche p) des Plattenstreifens. 

Die Ordinaten der Flache rp sind ihrer Definition nach (vgl. S. 20) 
nny 

mx + my P '" ea. nn~ . nnx rp = N L1 w = - .. ---- = - -~- ..::.-- --sm -~- sm --l+v n n a a (77) 

(n=1,2, ... , y>O) 

proportional der mittleren Kriimmung ~ + ~ = L1 w der elasti-
ex ey 

schen Flache w oder der Summe der Biegungsmomente mx + my. 
Deshalb verschwinden bei einem freiaufliegenden Plattenstreifen die 
Randwerte der Funktion rp auf seinen Begrenzungsgeraden x = 0 
und x = a. Bei der Beanspruchung einer Platte durch eine in der 
Richtung der wachsenden Durchbiegungen gerichteten Einzelkraft 
muB die Resultierende der Scherkriifte auf jeder geschlossenen Kurve, 
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welche die Angriffsstelle der Last in ihrem Innern enthalt, fiir den um
schlossenen Plattenteil den Wert - P haben. Wenn wir uns auf konzen
trischen Kreisen mit abnehmenden Ralbmessern d~m Angriffspunkt 
x = ~, y = 0 von P nahern, verteilen sich die· ScherkrMte in den 
zugehOrigen zylindrischen Schnitten um so gleichma.Biger, je kleiner 
ihr Ralbmesser r ist. Fiir hinreichend kleine Werte von r sind die 
Scherkrafte in den zylindrischen Schnitten Pr in der Umgebung des 
Angriffspunktes einer Einzelkraft P gleich 

(78) 
dAw P 

P =-N--=---.. 
r dr 2:nr 

(V gl. Gl. (26) S. 61.) 

Wie wir bereits bei der durch eine Einzelkraft in ihrer Mitte be
lasteten kreisformigen Platte (S. 61) festgestellt haben, wird die 
Funktion A w im Angriffspunkt der Einzelkraft wie der Logarithmus 
von rIa unendlich groB. Es folgt mit Riicksicht auf die Bedeutung 
von rp (Gl. 77) hieraus, daB die Funktion rp, abgesehen von einer in 
der Umgebung des Punktes x =~, y = 0 stetig veranderlichen 
Funktion von x und y, eine Singularitat besitzen und sich 
dort wie 

andern muS. 

P r 
rp=-ln-

2:n a 
(79) 

Durch ihre Randwerte rp = 0 auf x = 0 und auf x = a, diese 
letzte Angabe und die Bedingung, daB sie im Innern des Parallei
streifens der Differentialgleichung 11 rp = 0 zu geniigen hat, ist die 
FIache rp nunmehr vollstandig bestimmt. 

Ais Losung der Potentialgleichung kann die Flache rp innerhalb 
des Parallelstreifens entweder durch die Gestalt einer wenig 
aus ihrer Ebene verzerrten diinnen Raut oder auch durch 
das Strombild einer ebenen Fliissigkeitsstromung wieder
gegeben werden. Die kleinen seitlichen Verschiebungen einer iiber 
zwei parallele Leisten ausgespannten diinnen Raut, die an einer 
Stelle (dem Angriffspunkt der Einzelkraft im Plattenstreifen) durch 
einen zugespitzten Gegenstand aus ihrer Ebene gezerrt wird (Abb. 46), 
folgen namlich derselben Differentialgleichung 11 rp = 0 und erfiillen 
dieselben Randbedingungen wie die Funktion rp. 1m Bilde einer 
ebenen Fliissigkeitsstromung ist rp das Geschwindigkeitspotential 
einer stationaren Stromung, die aus einer Reihe von in regelmaBigen 
Abstanden nach Art der Abb. 47 auf einer Geraden angeordneten 
Quellen entspringt und in ebenso angeordneten Punkten versickert . 

.Ahnlich wie ein unebenes GeHinde auf einer Karte mit Hilfe 
seiner Schichtenlinien, kann hier die Flache rp durch die Projektion 
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ihrer Schnittkurven mit einer Reihe von zur Ebene des Platten
streifens parallelen und voneinander gleich weit· entfernten Ebenen 
auf die Grundebene dargestellt werden. In diesem topographischen 
Bild der Flache cp wollen wir uns noch die senkrechten Kurven 
der Schichtenlinien eingezeichnet denken. In ihrer Richtung waren 
die zur Darstellung weiterer Einzelheiten in einer Gelandeaufnahme 
benutzten Gefallslinien oder die "Schraffen" einzuzeichnen. Dieses 
Orthogonalnetz von Kurvenscharen bildet bei der ebenen Fliissigkeits
bewegung die Linien cp = konst. oder die Kurven gleichen Ge
schwindigkeitspotentiales und die Stromlinien. 

Abb.46. Abb.47. 

Die Darstellung der Flache mittels dieses orthogonalen Kurven
netzes hat auBer ihrer Anschaulichkeit den Vorzug, daB sich das letztere 
aus winkeltreuen Abbildungen ermitteln laBt. Dieses Netz bietet ferner 

die Moglichkeit zur Konstruktion der Gefallskomponenten () cp und ox 
? cP der Flache cp, die zur Beschreibung des Spannungszustandes im oy 
Plattensteifen nach (72) ebenfalls zu ermitteln sind. 

27. Darstellung der FHiche q; mit Hilfe von winkeltreuen 
Abbildungen 1). 

Wenn eine Funktion 
Z = X +iY (80) 

vorliegt, wo i = r -1 und X = f (x, y), Y = g (x, y) gegebene 

1) Fiir Leser, die mit den Anfangsgriinden der Funktionentheorie weniger 
vertraut sind, wird angemerkt, daB die Paragraphen 27, 28, 29 und 30, in denen 
die Theorie der winkeltreuen Abbildungen zur Darstellung des Spannungs
zustandes eineo dureh eine Einzelkraft belasteten freiaufliegenden Plattenstreifens 
herangezogen wird. zum Verstandnis der Bereehnungsmethoden der reehteekigen 
Platte nicht erforderlich sind. - Zur Theorie winkeltreuer Abbildungen vgl. die 
Lehr- und Handbiicher der Funktionentheorie (Osgood, Bieberbach, Burk
hardt) oder Hurwitz-Courant: "Vorl. iiber allg. Funktionentheorie", erganzt 
durch einen Abschnitt iiber "geometrische Funktionentheorie". Verlag von Julius 
Springer, Berlin 1922. 
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Funktionen der Veranderlichen x und y sind, entspricht jedem Wert 
der komplex en Veranderlichen z = x + i Y im allgemeinen ein Wert 
der komplexen Veranderlichen Z. Deutet man X und Y als die 
rechtwinkeligen Koordinaten eines Punktes in einer (der "Z"-)Ebene 
und ebenso x und y als die rechtwinkeligen eines Punktes einer 
zweiten (der "z"-) Ebene, so vermittelt die Gl. (SO) eine Abbildung 
der z -Ebene auf die Z -Ebene, denn zeichnet man sich etwa in der 
z-Ebene eine Kurve y = h (x), so entsprechen den Punkten der 
z-Ebene, die auf ihr liegen, die Punkte der Z-Ebene, deren recht
winkelige Koordinaten 

x = f [x, h(x)J und Y = 11 [x, h(x)] (S1) 
sind. 

Einer Schar gegebener Kurven in der z-Ebene(Abb.4S) entspricht eine 
Schar zugeordneter Kurven in der Z-Ebene (Abb. 49). Beschrankt man 

sich auf diejenigen Funktionen Z, die 
Y V eine von der Richtung der kleinen 

~ f Streckedz unabhangigeAbleitungdZldz 
besitzen, so sind die beiden Abbildun
gen in ihren kleinsten Teilen ahn
Hch. Dies soll soviel heiBen, daB wenn 

L--__ ~x X man den Wert en, von x und y die 
Abb. 48. Abb. 49. kleinen Zuwachse LI x und LI y erteilt, 

so daB sich die komplexe Veranderlichez 
um den Betrag LI z = LI x + iLly andert und man die Zuwachse LI X 

bzw. LI Y aus Gl. (S1) und schlief3lich ~ Z = LlAX + ~~ Y berechnet, 
LJZ LJx+~LJy 

in der Grenze sowohl der reelle Teil, als auch der imaginare 
Teil dieses Verhaltnisses unabhangig von LI z wird. Nimmt man 

das eine Mal dz = dx (dy = 0) an, so daB dd· Z = oX + i oY ist 
z ox oy 

und das andere Mal dz = i dy (dx = 0), so daB ddZ = _ i oX + oY 
z 0'1 oy 

, d d b 'd Ad" k ' d I . h oX oY Wlr , so wer en el e . us rue e eman er g elC , wenn ox oy 
oX oY 

und ~ = - ~ oder was dasselbe ist, wenn die Funktionen X 
oy ox ' 

und Y der Veranderlichen x und y den partiellen Differential-
gleichungen 

(S2) 

geniigen. Dann verhalten sieh die Zuwachse LI Z' = LI R' e ifJ' , 

LI Z" = LI R" eifJ" in der Z-Ebene, die zwei beliebigen, aus einem 
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Punkte der z-Ebene ausstrahlenden kleinen Strecken J z' = J r'. eia', 

J z" = J r" eia" entsprechen, wie 

J Z" : J Z' = L1 z" : J z', 
woraus 

A R" A " 
LJ '({J" (J') LJ r. .(" ') __ et - = __ et a -a 

JR' Jr' 
oder 

f J R" : LI R' = LI r" : LI r', 

l(3" - fJ' = a" - a'; 

d. h. die beiden, durch die Endpunkte dieser Strecken gebildeten 
kleinen Dreiecke in der z- und in der Z-Ebene sind ahnlich: die 
Abbildungen sind konform. 

So wird beispielsweise durch die Funktion 

Z =Z2 (82) 

der durch die Geraden a = 0 und a = a begrenzte Winkelraum der 
z-Ebene (z = rei", Abb.50) auf einen durch die beiden Geraden 
fJ = 0, fJ = 2 a begrenzten Winkelraum in der Z -Ebene (Z = R e i{J , 

Abb. 51) winkeltreu abgebildet. Das Netz der Geraden a = konst. 
und der konzentrischen Kreise r = konst. der z-Ebene (Abb. 50) 
bildet sich wegen Z=Rei{J=z2=r2e2ia auf das Netz der Ge
raden fJ = 2 a und der konzentrischen Kreise 
R = r2 der Abb. 51 abo 

Durch die Funktion 

Z = X + i Y = 20:n; In z'/ c , (83) 

in der 0 und c zwei reelle Konstanten sein 
sollen, wird das in die negative Halfte eines 
Parallelstreifens (Abb. 52) von der Breite 0 ein
gezeichnete N etz der geraden Linien X = konst. 
und Y = konst. der Z -Ebene in das Innere eines 
Kreises vom Halbmesser r' = c der z' -Ebene (Ab
bildung 53) winkeltreu ubertragen. 

Abb.50. 

Abb.51. 

Durch die Trennung des reellen Teiles vom imagmaren 
der Gl. (83) ergeben sich hier namlich die Gleichungen 

Teil in 

o r' Oa' 
X=-ln-, Y=--- (84) 

2:n; c 2:n; 

z' r' 
(wenn fur z' = r' eia' gesetzt und fur den Logarithmus In - = In -- + a'i 

c c 
sein Hauptwert genommen wird), welche zeigen, daB den Geraden 
X = konst. und Y = konst. in der z-Ebene konzentrische Kreise und 
ein Strahlenbuschel durch ihren Mittelpunkt entsprechen. Man kann, 
wie dies Abb. 52 zeigt, sich den Paralleistreifen in lauter gleiche 
Quadrate geteilt denken, so daB auf seine Breite 0 2 n Quadrate 
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entfallen. Dann entsprechen den Geraden 

-1 - 2 
x/a = 0, 2n ' -in' 

die konzentrischen Kreise mit den Ralbmessern III Abb. 53 

(85) 

(86) 
1 

wo q = e-n/a gesetzt ist und den Geraden Yja = 0, 2n' (Abb.52) 

das Geradenbiischel a'= 0, ~, ~, ... (Abb. 53) durch ihren Mittel-
n n 

punkt. Der kurzen Seite X = 0 des Halbstreifens entspricht also 
der Kreis r' = c und dem unendlich fernen Punkt X = - 00 sein 

16 
15 
111 
13 
12 
11 
10 
9 

D" 8 
7 
6 
5 

20 II 
19 3 
18 Z 
17 1 

Abb.52. 

Y 

X 

Mittelpunkt. Die Zuordnung der 
einzelnen Quadrate ist in den 
beiden Abbildungen an den fort
laufenden Zahlen zu erkennen. 

Abb.53. 

Zu den Kreisen der Abb. 53 gehOren Werte von X, die nach der 
Annahme in arithmetischer Folge zunehmen. Man kann die konzen
trische Kreisschar und das in seinem Mittelpunkt sich schneidende 
Geradenbiischel als die Schichtenlinien und die Linien des starksten 

a r' 
Gefalles der trichterformigen Flache X = - ·In - ansehen. Die abso-

2.n c 
luten Werte der Ordinaten dieser Umdrehungsflache sind auf dem 
Randkreise r' = c gleich Null und nehmen gegen seinen Mittelpunkt 
hin zu. Eine iiber dem Kreis r' = c ausgespannte vollkommen bieg
same, dlinne Raut, die in seinem Mittelpunkt durch eine Einzelkraft 
belastet ist, wOlbt sich nach der Flache X_ 

Beim Vergleich des Schichtenbildes der Funktion oder der Flache X 
liber dem Kreis (Abb. 53) mit dem Schichtenbild der zu ermittelnden 
Flache cp des Parallelstreifens fallen die folgenden gemeinsamen 
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Eigenschaften auf: 1. beide geniigen derselben Differentialgleichung 
~X ~X ~T ~T 
o x2 + 0 y2- = 0, 0 x2 + 0 y2 = 0, 2. sie haben die Randwerte 

Null und 3. in einem inneren Punkte des Gebietes (im Punkte r' = 0 
im Kreis, bzw. im Punkte x = ~, y = 0 im Parallelstreifen) werden 
ihre Ordinaten wie der Logarithmus einer gegen die Null strebenden 
Zahl unendlich groB. Fuhrt man anderseits in Gl. (83) fiir die Ver
anderliche z' = r' eia' eine neue Funktion einer Veranderlichen 
z = x + iy ein, so wird das Kreisinnere i z' I < c auf ein neues Gebiet 
in der x, y-Ebene winkeltreu abgebildet. Den Kurven X = konst. 
und Y = konst. im Schichtenbild der z' -Ebene (Abb.53) werden in 
der neuen z-Ebene Kurven X = f (x, y) und Y = g (x, y) ent
sprechen, die wieder zu einem Schichtenbild einer dunnen Haut 
in Beziehung stehen. Durch jede derartige Funktion entsteht 
ein neuer Schichtenplan einer diinnen Haut, die in der Bild
kurve des Kreises r' = c eingespannt und im Bildpunkte seines 
Mittelpunktes belastet ist. Aus diesen Bemerkungen folgt, daB zur 
Darstellung der gesuchten Flache T iiber einem Parallelstreifen 
offenbar jene Funktion z'jc = F (z) = F (x + iy) der Veranderlichen z 
benotigt wird, welche das Innere des Parallelstreifens 0 < x < a, 
- 00 < y < 00 auf das Innere des Kreises r' = c in de.r z' -Ebene 
derart winkeltreu abbildet, daB dabei dem Angri£fspunkt x =~, 
y = 0 der Last P im Parallelstreifen der Mittelpunkt des 
Kreises r' = 0 entspricht. Die konzentrischen Kreise im Schichten
bilde der Umdrehungsflache (Abb.53) werden durch diese Funktion 
in die Schichtenlinien der gesuchten Flache qJ iiber dem Parallel
streifen iibergefiihrt, wenn 

f(x, y) = X = T = konst. (87) 

gesetzt wird. Die Funktion T ist also der reelle Teil der Funk
tion Z (z). Wird ihr imaginarer Teil Y = g (x, y) fortab mit 'If' be
zeichnet, so haben wir 

Z = qJ + i'lf' = 0/2 n.lnz'!c. (88) 

Die Funktion z', welche jene Abbildung des Kreises auf einen Parallel
streifen leistet, ist nun 

z' r 'e ia' 

c c 

. n(z - ~) 
sm~-=--~ 

2a 
-~(Z+~) . 

sm-----
2a 

(89) 

Berechnet man namlich den absoluten Betrag r' und das Argument a' 
der Veranderlichen z' = r' eia', so erhalt man 
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(r' f ny n (x - ~) 
IIl-O - - cos......:.--.:... 

r'lI a a 
. n~~. ny 

SlD-l;;]tn-
a a 

---cf" = (r' f ny n (x + ~)' 
IIl-O - - cos --0.._-'-

a a 

tg« = . (90) 
n~ ny nx 

cos - (£of - - cos --
a a a 

Dem Angriffspunkt der Last P (x =~, y = 0 Abb. 54) in der z-Ebene 
entspricht, wie man sieht, der Mittelpunkt r' = 0 des Kreises '" = c 

(Abb.55) in der z' -Ebene, dem unendlich fernen 
Punkt y = 00 des Halbstreifens (Abb. 54) ein 

A't---.L.--9P- .... n 

Abb.54. 

Punkt 0 auf dem Umfang des Kreises: r' = c, 
n~ «=- (Abb.55); dem 
a 

Punkt y = -:- 00 der zu 
o spiegeibildlich gelegene 

Ao---~~.L.L~n Punkt D und den Begren

Abb.55. 

zungsgeraden x = 0 und 
x = a des Paralleistreifens 
(Abb. 54) sind in der Tat 
die KreisbOgen OAD und 
OBD (Abb. 55) zugeordnet. 

Die Schichtenlinien der Flache cp iiber dem Paralleistreifen 
und die sie senkrecht kreuzenden Kurven 1j1 = konst. haben nach 
(88, 89, 90) die Gleichungen 

(£ fn y n(x-;) 
Or' 0 rna-cos a 1 

cp = 2 n In c = 4 n In (r' f n y n (x +;) = konst ; 
IIl-O - - cos ---'-------'-

a a (91) 

oct 
1j1 = 2; = konst. 

Wir iiberzeugen uns an diesem Ausdruck fiir cp, daB er den fiir die 
Funktion aufgestellten Grenzbedingungen x = 0 und x = a cp = 0 
geniigt. 

Urn schlieBlich die in den Gl. (91), vorkommende Konstante 0 zu 
bestimmen, berechnen wir die Scherkraft auf einem Kreise, der die 
Angrifisstelle der Einzelkraft P zum Mittelpunkt hat: 

(x - ;? + y2= r2 (92) 

und dessen Halbmesser r klein im Vergleich zu ; ist. Wegen der 

Kleinheit der Briiche x -~, J!. dUrfen dann in (91) die trigono-
a a 

metrischen und die hyperbolischen Funktionen durch die ersten 
Glieder ibrer Reiben ersetzt werden. Dies ergibt fiir 
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an welcher Gleichung sich die Bedingung bestiitigt, daB cp fur r = 0 
wie der Logarithmus unstetig wird. Aus ihr folgt die Scherkraft 

oLlw oep C 
p =-N~-=-~=--

r or or 2nr 
(94 ) 

in einem Element eines Kreisbogens vom Halbmesser r. Nachdem die 
Resultierende aller Umfangskrafte 2nrPr den Wert -P haben muB, 
bestimmt sich die Konstante zu 

Die Funktion ep ist also gleich 
ny n(x-~) 

~of - - cos ----
P a a 

ep = N;J w = -In ------
4n ~ofny _cosn(x+~) 

a a 

(95) 

und die Abbildungsfunktion Z (z), deren reellen Bestandteil sie 
bildet, ist 

. n (z - ~) 
sm --'----'-

. P z P 2a 
Z = ep + t'IjJ = -In, = --In . (96) 

2 n c 2 n . n (z + ~) 
sln----

2a 

Die Komponenten der Steigung der Fliiche ep (x, y) berechnen sich 
aus Gl. (95) zu 

P ~ sin n (x + ~) sin n (x - n j 
oep a a 
ox=4a n(x+~) fny- n(x-~~)--~y 

cos - ~o - cos - -- - ~of -
a a a a 

\ (97) 

P ~. ny ~ ~ ~tn-
orp all 

ay = --4-;Z- ~~s ~(x fn _ ~of n: -cos;;( X -; ~) - ~;f '!a~ 

Mit den drei Gl. (95), (96) ,(97) ist der Spannungszustand des durch eine 
EinzeIkraft P belasteten frei aufliegenden Plattenstreifens explizite 
gegeben, seine Momente und Scherkrafte konnen in jedem Punkt 
berechnet werden. 
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28. Die Spannungsmomente des freianfliegenden 
Plattenstreifens, der durch eine Einzelkraft belastet ist. 

Nachdem wir die expliziten Ausdriicke von cp und von ocp, ocp ox oy 
bestimmt haben, sollen sie zu einigen Angaben fiber den Spannungs
zustand eines durch eine EinzeIkraft belasteten Plattenstreifens her
angezogen werden. 

Auf der Symmetrieachse y = 0, welche den Angriffspunkt x = ~ 
der Last P enthalt, ist die Funktion cp nach (95) gleich 

1 n (x - ~) 
- cos ---'.-----'-

P a 
cp= 4n In n(x+~)" (99) 

1 - cos --'..---'.---'-
a 

Auf dieser Geraden ist ocp = 0. Wir erhalten mit' Hilfe von (72) oy 
S. 86 fiir die Spannungsmomente auf dieser Geraden die Formeln 

1- cosn(x+£} 
m = m = _ (1 + v) 1:. = (1 + v) P In a, 

x y 2 8n n(x-~) mxy=O. (100) 

Wenn 
greift, 

1-cos------.: 
a 

die Last P in der Mitte (~= aj2) des Parallelstreifens an
sind sie auf y ---.: 0 gleich 

. nX 

m = m (1 + v) PIn 1 + sm a 
x y 8n . nX 

1-sm-
(101) 

a 

Ffir die Anwendungen ist eine bequeme Berechnung der groBten. 
Spannungen erwiinscht. Zu diesem Zweck ist der Verlauf der 
FIiiche cp in der Umgebung des Angriffspunktes der Last zu ermitteln. 
Dies ist bereits in Gl. (93) S. 95 geschehen. Auf dem Umfang eines 
Kreises, den man sich mit einem im Verhiiltnis zu x und zu a 
kleinen Halbmesser r urn die Angriffsstelle der EinzeIkraft als MitteI
punkt beschrieben denken kann, ist nach (93) 

P nr 
cp=-ln ~. 

2n . n 
2asm-

(102) 

a 

Mit diesem Wert von cp ergeben sich die Spannungsmomente aus 
(72) zu 
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P y2 
2m",= - (1 +v)tp+(1-v)2n'r2 ' 

2m =-(l+V)tp+(l_v)~_.(x Q~)~-(l-v)~, (103) 
Y . 2n r 2n 

_ (1 _ v)~. (x -Q~)Y' 
4 n r" 

Nun sind die Spannungsmomente einer auf ihrem Urn fang r = b 
freiaufliegenden kreisfi:irmigen Platte, die in ihrem Mittelpunkt eine 
Einzelkraft P tragt, in rechtwinkeligen Koordinaten (man erhalt die 
folgenden Formeln, wenn man die Momente moo' my, mxy der 
elastischen Flache Gl. (24) S. 60 ausrechnet). 

P 2 

2 m = - (1 + v) rp + (1 - 1') -. Yo , 
x 2 n r" 

P x2 

2 my = - (1 + v) tp + (1 - v) 2 n' r2-' 

wo zur Abkiirzung 

P xy 
- (l-v)-.-

4 n r2' 

P r 
tp= -In-

2 n b 

(104) 

(105) 

gesetzt wurde. Der Vergleich von (103) mit (104) zeigt, daB, wenn 
der Halbmesser der kreisformigen Platte b gleich 

• ;n;~ 
2asm-

b= ___ a (106) 

genommen wird, die beiden Spannungszustande sich nur urn ein 

k B · (l-v)P . d onstantes legungsmoment my = - 4 n voneman er unter-

scheiden. In der Nahe der Angriffsstelle einer Einzelkraft 
ist der VerIauf der Spannungen in einem freiaufliegenden 
PI a ttenst rei fen bis auf eine gleic hmaBige Biegungsbean-

spruchung m =0, m = - (1-1')P, m = 0 derselbe, wie 
x Y 4n XY 

in einer freiau£liegenden kreisformigen Platte, die die 
Last in ihrem Mittelpunkt tragt und einen Halbmesser 

b 2 a . n$ b . 
= -sm - eSltzt. 

n a 
Der Annahme einer Punktbelastung entsprechend, werden nach den 

Gl. (103) die Biegungsmomente mit unbegrenzt abnehmendem r unend· 
N a d ai, Elastiscbe Platten. 7 
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lich groB. Die groBten Spann u nge n ergeben sich hier nach den Regeln, 
die wir in 21 fiir die Ermittlung der Biegungsbeanspruchung durch 
Einzelkrafte angegeben haben. Wenn die Druckflache der Kraft P 
ein Kreis vom Halbmesser r = c ist und die Last P sich in ihr 
gleichmaBig verteilt, war die groBte Spannung einer kreisformigen 
Platte vom Halbmesser b und von der Dicke h nach Gl. (30) S. 62 
gleich 

(107) 

in welcher Formel das letzte Glied wegen der Kleinheit des Bruches cjb 
vernachlassigt werden kann. Der Scheitelwert der Momente ergab 
sich innerhalb der Druckflache und war um einen Betrag mo (vgl, 
die Zusammenstellung auf S. 65) groBer als der Wert des radialen 
Biegungsmomentes auf dem Rand des Druckkreises. In seinem Innern 
konnten die Momente durch zwei Parabeln angenahert werden. Auf 
Grund dieser Bemerkungen ergeben sich unter den gleichen Voraus
setzungen iiber die Art der Verteilung des Druckes die Spannungs
momente des Plattenstreifens 1m Mittelpunkt x =~, y = 0 
des Druckkreises 

2 .:n ~ 
(1 + ')I) P asm-a-

m =m + In---
x 0 4:n :nC (108) 

(1 - ')I)P 
m =m - . 

y x 4:n 

Die groBte Biegungsspannung eines durch eine Einzelkraft P 
im Punkte x =~, y = 0 belasteten freiaufliegenden Platten
streifens ist im Punkte x = ~, y = 0 die Spannung in der 
Querrichtung 

P 2asm-[ . :n~l 
(ixmax = + 23:n h2 1 + (1 + ')I) In -----;;-c~ . (109) 

Dabei wurde angenommen, daB die Druckflache, auf der 
die Kraft P wirkt, ein Kreis vom Halbmesser c sei und 
daB sich der Druck innerhalb des Kreises gleichmaBig ver
teile. Diese Spannung ist gleich der groBten Inanspruch
nahme einer in ihrem Mittelpunkt belasteten freiauf-

liegenden Kreisplatte vom Halbmesser b = ~ sin:n ~. Die 
:n a 

Spannung (iymax in der Langsrichtung des Plattenstreifens 
ist urn 3 P(l - ')I)/2:n h2 kleiner als (ixmax' 
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29. Ermittelung der Schichtenlinien der FIache p auf 
zeichnerischem Wege. 

Die Spannungsmomente des Plattenstreifens sind in einem be
Iiebigen Punkt durch die Ordinate der Flache cp (Abb. 56) und durch 

'h St' ocp ocp b . E II' d 1 re elgung -, -- estlmmt gewesen. s so ]etzt ange eutet ox oy 
werden, wie diese GraBen auf zeichnerischem Wege aus winkeltreuen 
Abbildungen ermittelt werden kannen. 

Abb.56. 

Zur Konstruktion der Potential£unktion cp 
uber dem Parallelstreifen waren zwei winkel
treue Abbildungen erforderlich. In der ersten 
war ein guadratisches Maschennetz aus einem 
Halbstreifen (Abb. 57) in das Innere eines 
HaIbkreises (Abb. 58) so zu iibertragen, daB 
der kurzen Seite des ersten der Umfang des 
letzten entsprach. (Die untenstehenden Ab-

Abb.57. Abb.58. Abb.59. 

bildungen 57 und 58 sind die HiiHten der fruher zu diesem Zweck 
angegebenen Abb. 52 und 53.) Dieser Halbkreis war sodann auf einem 
Halbstreifen (Abb. 59) abzubilden, wobei jedoch dem Umfang die 
beiden Parallelseiten und seinem Durchmesser die dritte Seite zu 
entsprechen hatten. Die Konstruktion des Netzes in Abb. 59 kann 
auf das Zeichnen lediglich von Kreisen und von geraden Linien und 
auf die erste Abbildung zuruckgefiihrt werden, wenn der Halbkreis 
von Abb. 58 auf einen zweiten HaIbkreis derart abgebildet wird, 
daB Halbkreisbogen und Durchmesser in den beiden Abbildungen 
ihre Rolle vertauschen. Diese "Umkehrung" eines Halbkreises be
wirkt die lineare Funktion 

. I 
II .e-~z 

z = e~----+ . " e ~z 
(110) 

in der e eine reelle Konstante z' = x' + i y' = r' eia' und Z" = x" + i y" 
die komplexen Veranderlichen der beziiglichen Abbildungen sind. 
Den Punkten Zl = 0, Z' = e, z' = - c in der einen Ebene ent
sprechen die Punkte Zll = c i, Zll ~= + c, z = - c der andern, dem 

7* 
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Geradenbiischel a' = konst. die Kreise 
cll 

(x: - ctg c1)2 + y"2 = ~ 
cos u; 

(111) 

und den konzentrischen Kreisen r' = konst. die Kreise 

2 (" c2 + r'2 ')2 (2 c2 r' )2 x" + y -c·---,- = ---c2 _ r 2 c2 _ r'2 (112) 

DaB Innere des ganzen Kreises r' < c bildet sich durch (110) auf die 
obere Halbebene y" > 0 abo Setzt man hier fiir 

l' , :n; ) -=e-I' und fiir a =--'11 (113 
c 2 

und wahlt die Zahlen I-' und 'II wie in den Formeln (85) Bruch-
t~ilen eines gestreckten Winkels 

:n; 2:n; 3n 
(114) 1-','11= -, - , - , ... 

n n :7C 

gleich, so stellen die GI. (111) und (112) oder: 

c2 
(x" - ccotg'll)2 + y"2 = -.

sIn2 'II' 

c2 
x' 2 + (y" - C(£otll 1-')2 = --. - (115) 

- @Stn2 I-' 

das System der orthogonalen Kreise der Abb. 60 dar. (Die Lage 
von je einem Kreis jeder Schar deutet Abb. 61 an. Fiir den vor
liegenden Zweck benotigen wir von dieser (Abb. 60) nur den in Abb. 62 
gezeichneten Ausschnitt, in dem die stark ausgezeichneten Kreise fiir 
die verschiedenen Werte von I-' und ." aus Abb. 58 eingetragen 
werden konnen. Aus dem Halbkreis (Abb. 62) laBt sich das Kreis
netz in das gesuchte Netz von Kurven cp = konst. und "p = konst. 
iiber dem Halbstreifen (Abb. 63) iibertragen. Diese winkeltreue Dber
tragung kann namlich jetzt (nach der Umkehrung) mit Hilfe des 
uns aus den Abb. 58 und 57 bekannten Rasters von konzentrischen 
Kreisen und von Geraden geschehen, dem ja im Halbkreisstreifen 
(Abb. 63) das mittels diinner Linien angedeutete quadratische Maschen
netz entspricht. Bezeichnen 'l", ci' die Polarkoordinaten eines Punktes 
im Halbkreis (Abb. 64) und x, y die rechtwinkeligen des Bildpunktes 
im Halbstreifen (Abb. 65), ferner a" den Halbmesser des Halbkreises, 
a die Breite des Parallelstreifens, schlieBlich ~ die Lage des Angriffs
punktes der Last P im letzteren, so findet die winkeltreue Zuordnung 
der Abb. 62 und 63 statt, wenn 

'l" 11. Y 
In"=-, a a 

a" sin 11.~ = C 
a 

(116) 

sind. Die· Lange c bedeutet hier nach den Gl. (115) die Entfernung 
des Punktes P" in Abb. 64 vom Halbkreisdurchmesser ci' = o. 
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Man wird zweckmaBig die Schnittpunkte der orthogonalen Kreise 
alsdie Punkte Q" ansehen, in deren Bildpunkten Q innerhalb des 
Parallelstreifen s die Werte von 
If! und 'ljJ anzugeben sind. Die zu 
einem Punkte Q" mit den Polar
koordinaten r" und a" gehoren
den Koordinaten x und y des 
Bildpunktes Q lassen sich auf 
einem logarithmischen und auf 
einer Winkelteilung abIes en , die 
man sich zu diesem Zweck an
legen wird. Die Abb. 62 zeigt so 
eine Teilung in einem Segment, 
die man zweckmaBig auf einem 
Stuck Pauspapier sich anfertigt, 
um sie uber den Halbkreis (Ab
bildung 62) verschieben zu konnen. 

y' 

Abb. 61. 

Abb.63. 

Abb.60. 

Abb.62. 

c 

t 

Abb.64. Abb.65. 
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Die Komponenten der Steigung ~~, ~: lassen sich gleichfalls 

aus winkeltreuen Abbildungen entnehmen. Wir haben zu diesem 
Zweck das in die Abb.63 eingezeichnete Netz der Kurven 
cp = konst. und 'IfJ = konst. als das Strombild einer ebenen 
wirbel£reien Flussigkeitsbewegung anzusehen und ihren 
Hodograph zu konstruieren. Was hierunter zu verstehen ist, 
solI kurz angedeutet werden. 

Durch eine Funktion Z (z) = cp + i 'IfJ der komplexen Veranderlichen 
z = x + i Y wird das Bild einer ebenen wirbelfreien Stromung ge
geben. In demselben sind die Kurven cp (x, y) = cp = konst. die 
Kurven gleichen Geschwindigkeitspotentiales und die Kurven 'IfJ (x, y) 
= 'IfJ = konst. die Stromlinien. Die Funktion Z (z) wird in der Hydro
dynamik auch als komplexe Stromungsfunktion bezeichnet. Fur 
die Beschreibung von ebenen Flussigkeitsbewegungen sind die den 
Strombildern zugeordneten Abbildungen von Bedeutung, aus welchen 
der Geschwindigkeitsvektor nach GroBe und Richtung ent
nommen werden kann. Wahrend einer stationaren Bewegung 
bewegen sich die Teilchen einer Flussigkeit entlang einer Stromlinie. 
Tragt man sich von einem festen Punkt aus die Geschwindigkeit 
eines bestimmten Teilchens nach GroBe und Richtung auf, so be
schreibt der Endpunkt dieser Strecke eine Kurve. Wird ein Teilchen 
auf einer zweiten Stromlinie verfolgt, so entspricht dieser einer zweiten 
Kurve, und so fort. Den samtlichen Stromlinien des Strombildes wird 
eine Kurvenschar zugeordnet, die als ihr Geschwindigkeitsbild 
(Hodograph) bezeichnet wird. Die Komponenten des Geschwindigkeits
vektors in Richtung der Koordinatenachsen: 

ocp o'IfJ 
U=-=-, 

oX oy 
ocp o'IfJ 

v=-=--oy ox (117) 

ergeben sich nun aus der Ableitung der komplexen Stromungs
funktion Z (z) nach z. Nachdem diese Ableitung nach Voraussetzung 
unabhangig von der Richtung des Zuwachses dz ist, erhalten wir 
ihren Wert, auch wenn wir dz mit dx zusammenfallen lassen oder 
gleich 

(118) 

Die Geschwindigkeitskomponente u = ~: ist also der reelle Teil der 

Ableitung der komplexen Stromungsfunktion Z (z) nach z und 
die Geschwindigkeitskomponente v = ocp/oy ist ihr mit dem entgegen
gesetzten Vorzeichen genommener imaginarer Teil. Wir werden das 
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Geschwindigkeitsbild erhalten, das zum Strombild der Funktion 

Z = f(z) = cp + i 1jJ (119) 

gehi:irt, wenn Wir aus dieser Gleichung und aus der Ableitung 

dZ '( ) . -=f Z =u-~v 
dz 

(120) 

die Veranderliche z eliminieren. 
Wenn wir uns die zweite Gleichung nach z aufgelOst denken und 

den so erhaltenen Wert von z in die erste einsetzen, liefert die 
Trennung des reeHen Teiles cp yom imaginaren Teil 1jJ die Gleichung 
der Kurvenscharen cp(u, v) = cp = konst., 1jJ(u, v) = 1jJ = konst. im 
Hodograph, welche die Abbildungen der Kurven gleichen Potentiales 
und der Stromlinien aus der x, y-Ebene auf die u, v-Ebene sind. Die 
Gl. (119) und (120) zeigen, daB der Hodograph die winkeltreue 
Ab bildung der Z (cp, 1jJ) oder der z (x, y)-Ebene auf eine u', v'-Ebene 
ist, wo u' = u, v' = - v. 

So entspricht beispielsweise der komplexen Stromfunktion 

Z=cz2 =cp+i1jJ (121) 

mit dem Strombild der gleichzeitigen Hyperbeln 

c(x2 - y2) = cp = konst., 2 cxy = V' = konst. (122) 

(Abb. 66) wegen der Ableitung 

dZ . 
--=u-~v=2cz 
dz 

und den Geschwindigkeitskomponenten 

u=u'=2cx, v = - v' = - 2 cy 

(123) 

(124) 

als Hodograph die winkeltreue Abbildung des positiven Quadranten 
der x, y -Ebene auf den positiven Quadranten der u', v' -Ebene. Wenn 
die Veranderliche z aus (121) und (123) eliminiert wird, ergeben sich 
anderseits gleichseitige Hyperbeln 

Z . (U-iV)2 > 2 
=Cp+~1jJ= 4c ' U"-V =4ccp, uV= - 2c1jJ. l125) 

Sie sind die Abbildungen der Aquipotential- und der Stromlinien 
im Hodograph. Wenn die Konstante c in (121) positiv ist, wird 
eine Stromlinie in Abb. 66 von einem Fliissigkeitsteilchen in der 
Pfeilrichtung von oben nach unten durchlaufen. Der BiIdpunkt des 
Teilchens und Endpunkt des Geschwindigkeitsvektors 0 Q im Hodograph 
(Abb.67) durchlauft die zugehi:irige Hyperbel von unten nach oben. 

Nach diesen Vorbemerkungen ki:innen wir dazu iibergehen die 
Komponenten der Steigung orr/ox, orrjoy der Potentialfiache rr Gl. (95), 
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s. 95 zu konstruieren. Die komplexe Stromungs£unktion Gl. (96) 

• 2 n (z - ;) 1 n (z - ;) 
sm P - cos 

P 2a a 
Z = m + i w = -In ---;---:- - -In ---~--,- (126) 

T T 4 n . \I n (2 + ;) - 4 n 1 n (z + ;) 
sm 2 - cos 

X,!I Ehene 

Abb.66. 

a a 

v~-v u/v'Ebene 
Abb.67. 

Jie£erte uns im Parallelstreifen das Strombild Abb. 56. Die Ge
schwindigkeitskomponenten dieser Stromung konnen wir jetzt aus 
ihrer Ableitung nach z 

dZ = u' + iv' = u - iv = ~ [cotgn(z - ;) - cotg n(z + ~)J 
dz 4 a 2 a 2a 

P 
(127) 

=-.----~------
2a n; nZ 

cos--cos-
a a 

entnehmen, deren Au£losung nach u und v in der Tat wieder zu 
den GI. (97) zuriickfiihrt. 

Die Komponenten der Geschwindigkeit u und v 
C a f: lassen sich aber jetzt aus dem Geschwindigkeits-
tE-----t bild konstruieren. Die winkeltreue Abbildung 

der z-Ebene auf die u', v' -Ebene ist in gro.l3en 
Ziigen Ieicht angebbar. Es geniigt wieder die 
eine Halfte des Parallelstreifens (Abb. 68), bei-

Ao-""--~""oB spielsweise die obere (y > 0) zu betrachten. In 

Abb.68. 

ihr ist die vertikale Komponente der Geschwindig
keit v der aus dem Quellpunkt P entspringen
den Stromung nach oben gerichtet, v' = - v 

iiberall negativ. Auf den drei Begrenzungsgeraden des Halbstreifens 
OAPBO (Abb. 68) hat v' den Wert Null. Weiter ist auf OA und 
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auf dem Stuck AP u' negativ, hingegen auf C B und dem Stuck P B 
positiv. Der zweimal urn einen rechten Winkel gebrochene Linien
zug der drei Geraden CA, AB, BC bildet sich also auf die u'-Achse 
und der von diesen drei Geraden begrenzte Halbstreifen auf die 
negative Halbehene der u', v'-Ebene ah. Dem Quellpunkt P (x =~, y = 0) 
entspricht dabei der unendlich ferne Punkt der u', Vi - Ebene, weil 
in diesem Punkte die Komponenten der Geschwindigkeit Vi = - v 
unendlich groB sind, wah rend dem unendlich fern en Punkt C des 
Halbstreifens wegen u' = Vi = 0 der Anfangspunkt u' = Vi = 0 zu
geordnet ist. Die Lage der Bildpunkte A' und B' der Ecken A 
und B geht aus den Gl. (126), (127) hervor: 

{
' P n~ 

Punkt A': u = --~ cotg 2a ' 
Vi = O. 

{
' P n~ 

Punkt B': u = 2~ tg~, 
v'=O. 

Die Elimination derVeranderlichenz aus den heiden Gl.(126), (127) 
laBt sich hier leicht durchfuhren 1) und fuhrt zu dem Ergebnis, daB 
den Niveau- und Stromkurven des Parallelstreifens (Abb. 63) das 
System konfokaler Ellipsen und Hyperbeln 

(128) 

III der u, v-Ebene (Abb. 69) entspricht. Seine halbe Brennweite ist 

seine Halbachsen sind 

C = Pj2 a sin n~, 
a 

1) Man schreibt zu dies em Zweck die Gl. (1~6) in der Form 

lOst sie nach 
:n;z 1t I; :n; Z 

tg - = - tg -. (£otg - -
2a 2a P 

(129) 

(132) 

(133) 

auf, bildet die Ableitung dieser letzten Gleichung naoh z und driiokt in ihr den 
Tangens dureh den Kosinus aus. Dann liiBt sioh z aus beiden Gleiohungen elimi
nieren. Das ErgebniB ist 

2:n;Z :n;1;.:n;1; 2a dZ 
0:of--=oos-+sm -.-.• -- (134) 

P a a P dz' 

aus welcher Gleichung sich die gesuohten Kurvenscbaren ergeben, wenn in ihr 

f ·· Z . d f" dZ . b . b . d ur = cp + ~ 1f1 un ur ([z~ = u - ~ v geac ne en Wlr . 
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, 2n1j! 
A = Ocos--, 

P 

. 2 nrp 
B = O@lm-p, 

B' = 0 sin 2 n "p • 
p' 

sein Mittelpunkt M hat die Koordinaten 

n~ p n~ 
U o = - 0 cos - = - - cotg - , vo' = O. 

a 2aa 

Abb.69. 

(130) 

(131 ) 

In tJbereinstimmung mit der friiheren Teilung setzt man wieder 

2n 
, ... , 00, 

n 

n 2n 
(135) 

-,-, ... , 
n n 

2 n, 

so daB die Halbachsen des konfokalen Systems gleich 

A = 0 (£01 fl, B = 0 @lin fl' A' = 0 sin v, B' = 0 cos v (136) 

sind. 
Einem Vorsehlag von C. Runge 1) folgend, empfiehlt sieh, den 

rechten Winkel in 64 gleiche Teile zu teilen oder n = 128 zu wahlen. 
Dies ist die Teilung der KompaBrose der Seeleute nach Achtel
strich; oder man benutzt die Vielfachen von Aehtelstrich n = 8, 
n = 16 oder n = 32 . 

') Runge, C.: Graphische Losung von Randwertaufgaben der Gl. Au = 0, 
Gottinger Nachrichten 1911, S. 431. Dber Anwendungen dieses allgemeinen 
graphischen Verfahrens auf ein Elastizitatsproblem (Konstruktion des Prandtl
schen Spannungshiigels eines kreuzformigen Querschnittes von einem auf Ver
drehen beanspruchten Stab), in denen auch konforme Abbildungen des Parallel
streifens auf den Kreis benutzt werden, vgl. die Gott. Diss. von Rottsieper, 1914. 
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30. Zusammenfassung 
der im vorstehenden enthaltenen Ansatze zu einer Analyse des 
Spannungszustandes eines durch eine Einzelkraft belasteten freiauf
liegenden Plattenstreifens: 

1. Der Spannungszustand eines freiaufliegenden Plattenstreifens 
von der Breite a, an dem im Punkte x = ~, y = 0 eine Einzel
kraft P angreift, ist durch die Gleichungen 

2m" = - (1 + Yo)gJ + (1- Yo)yv 
2 my = - (1 + Yo)gJ - (1 - Yo)yv (137) 

2 m"y = - (1 - Yo) Y u 

gegeben 1). In ihnen ist gJ die Potentialfunktion 

7Zy n.(x -~) 
G.:of- - cos ---

P 1 a a 
gJ=47ZnIT'f7ZY 7Z(X+~r 

\il.O - - cos ----
a a 

(138) 

Die Randwerte dieser Funktion verschwinden auf den parallelen 
Kanten x = 0 und x = a und ihre Ordinaten werden im Angriffs
punkt der Last wie der Logarithmus einer gegen Null abnehmenden 
Zahl unendlich groB (gJ ist die Greensche Funktion des Parallel-

streifens). u = ogJ und v = ~gJ sind 
oX ur 

r 
sin n(x +~) sin 7Z (x -~) J 

ogJ P a a 
u=--=ax=4a 7Z(X+~) IT'f'llY- 7Z(X-~) IT'f7ZY' 

cos--- - \il.O - cos - \il.O -
a a a a (139) 

ogJ P . TZY [1 1 1 
v=ay= 4a· 6m -;- 7Z(X+~) IT' f7Z Y - 7Z(X+~), IT' fn y . 

cos - \il.O - cos - \il.O -
a a a a 

2. Die Ordinaten der Flache gJ (und der zu gJ konjugierten 
Potentialfunktion 11') in einem Punkte x, y des Parallelstreifens (Abb. 65) 
konnen auch aus einer winkeltreuen Abbildung des Halbstreifens 
y > 0 auf den Halbkreis (Abb. 64) vom Halbmesser a" entnommen 
werden. Den Kurven gJ = konst. und 11' = konst. entsprechen in 
dieser die orthogonalen Kreise 

~ ~ 
(x" - ccotgy)'!. + y"2 = -. -; x"2+ (y" - cG.:otg,u)2 = ~. (140) 

sm2 y om ,u 

1) Urn eine Verwechslung mit den eben benutzten Zahlen " zu vermeiden, 
wird in den Gl. (137), (147) die PoisBonsche Zahl voriibergehend mit "0 be
zeichnet. 
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Die Zahlen fl und 'V sind gleich 

2ncp n 
u=--y=O, n 

2n 
-, ... ,00 
n 

(141) 

anzunehmen. Fiir n wahlt man n = 8, oder n = 16 , . . .. Die Strecke c 

ist c = a" sin n ~. Zur Bestimmung des Wertes von cp (oder 'If') in 
a 

einem Punkte Q x, y des Plattenstreifens, hat man seinen Bildpunkt 
q' r', a" innerhalb des Halbkreises (Abb. 62, 64) aufzusuchen. Seine 
Lage wird durch die Beziehungen 

" nX a =-
a 

r" ny 
In-=

a" a 
(142) 

bestimmt oder mit Hilfe des in Abb. 62 angedeuteten MaBstabes und 
eines Transporteurs ermittelt. 

3. u und v sind die rechtwinkeligen Koordinaten des 
Bildpunktes Q' von Q in einer '11., v-Ebene (Abb. 70) oder des 
Schnittpunktes der Ellipse und der Hyperbel 

Abb.70. 

n~ 
flo = - C cos -, 

a 

(u + UO)2 v2 

A2 + B2 =1, 

deren Halbachsen 

A = C(£of fl, 

A'= Csinv, 

und wo 

B =C@5infl, 

B' = C cos 'V 

C = P/2asin n~ 
a 

sind. Ihre Konstruktion zeigt Abb. 70. 

(143) 

(144) 

(145) 

4. Obige Angaben zum Spannungszustand geIten bis einschlieB
Hch des Randes der FHiche, auf der sich die Kraft P auf die Platte 
iibertragt. Die Scheitelwerte der Biegungsmomente im Mittel
punkt einer kreisformigen Druckflache vom Halbmesser 
r = c, auf der sich die Last Pals ein gleichmii.Biger Druck 
verteilt, sind 
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[ . n$1 2 a SIll-

m = ~ 1-1-- (1 + Y )In __ ~a_ , 
x 4n' 0 nc 

[ . n$] 2asIll-

m = ~ Yo + (1 + yo)ln----a- . 
y 4n nC 

( 146) 

Die groBte Biegungsbeanspruchung des durch eine Einzel
kraft P belasteten Plattenstreifens ist gleich 

I . n$] P 2asm-
a = ± -~~ 1 + (1 + ')I )In ___ a . 

max 2 n h2 0]( c 
(147) 

In der durch den Angriffspunkt x = $, y = 0 der Einzel
kraft P gelegten Symmetriegeraden y = 0 des Platten
streifens sind die beiden Biegungsmomente gleich und durch 
die Funktion 

gegeben. 

1 - cos_n---,-(x_+_$--,--) 

m = m = (1 +}'ol[1ln a 
x Y 8n n(x-$) 

1-cos~~~-'
a 

(148) 

31. Die geradlinig-freigestiitzte rechteckige Platte mit einer 
sinusformigen Belastung. Verhindertes Abheben der Ecken. 

Wir betrachten in einem Rechteck, das durch die Geraden x = 0, 
x = a, Y = 0 und y = b begrenzt wird, die Funktion der recht
winkeligen Koordinaten x und y: 

. nX . ny 
w = C SIll --SIn--

a b ' 
(1) 

unter C einen festen Wert verstanden, die wir in einem Beispiel 
Abschn.12, S.32 als die Gleichung der verbogenen MittelfUiche einer 
rechteckigen Platte verwendet haben. Deuten wir w als die Durchbiegung 
einer rechteckigen Platte, so gehort zur angenommenen elastischen 
FIache (1) eine Belastungsflache p, die sich aus der Plattengleichung 

p=NAAw (2) 
durch Ausrechnen ihrer rechten Seite gleich 

4 N ( 1 1)2. n x . n y p = Cn - - --1---- sm-SIll--
a2 I b2 a b (3) 

ergibt. Um die Spannungsmomente anzugeben, die zu der elastischen 
Flache (1) gehoren, berechnen wir die Ausdriicke: 
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N(02W 02W) II N(1 11). nx. ny m = - --+11-- =n c -+- sm--SlD-
x ox\! oyll a'J b~ a b ' 

N(OIlW o'Jw) 'J N ( v 1). nx . ny m=- --+v--=nc -+-sm-sm-
y oy'J ox\! all b2 a b ' (4) 

02W (1-1I)n2 cN nX ny 
m = - (1- v)N-- = - cos-cos-. 

"'Y oxoy ab a b 

Die vorstehenden Gleichungen zeigen, daJ3 die elastische Flache w, 
die Belastungsflache p und die heiden Momentenflachen m", und my 

zueinander affine Flachen sind. Bei diesem Spannungszustand einer 
rechteckigen Platte verschwindet also auf den vier Rechteckseiten w 
und auch Aw, auf ihnen sind die Navierschen Grenzbedingungen 
(S. 38) erfiillt. 

Die groJ3ten Biegungsmomente treten in der Mitte x = a/2, y = b /2 
der rechteckigen Platte auf und sind gleich 

2 N(lI 1)' my max = n c a'J + b2 • (5) 

Fiir die Scherungsmomente m",y ergeben sich aus (4) auf dem Rande 
Kosinuslinien; denn es ist z. B. fiir 

/ n2 Nc ny 
x=a, m.,y=\.1-1I)--ab.cosT' 

Auch die Verteilung der Scherkrafte P., und Py laJ3t sich auf dem 
Rande leicht angeben. Wir haben zu diesem Zweck 

Aw = 02W/OX2 + 02W/oy2 

auszurechnen, dieses nach x bzw. nach y abzuleiten und den Wert 
dieser Ahleitungen £iir x = a bzw. fiir y = b anzuschreiben. Die 
Scherkrafte sind nach den G1. (46), S. 26 

__ NoAw. 
Py- oy' 

auf der Seite x = a ist: 

n3cN(1" 1) ny 
P.,= --a- a2+ b2 sinT· 

(6) 

(7) 

Um auch die Ausdriicke fiir die Ersatzscherkrafte anzuschreiben, 
sind noch die Ableitungen des Scherungsmomentes in der Richtung 
der Begrenzungskurve zu bilden. Das gibt hier z. B. 
auf der Seite x = a : 

om", II (1- v)n3 cN . ny ( ) 
ay- = -. ab".l sm-b-· 8 
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Damit ergeben sich (nach S. 36) schlie.Blich die Stiitz- oder Auf
lagerkriifte der rechteckigen Platte, so beispielsweise auf der Seite x = a: 

am (1 1 -l'):n:JCN :ny 
q = p +xy = _ -;; + --" --sin--. (9) 

x .r oy a" b- a b 

Die Auflagerkrii,fte bilden Abb. 70 u. 71. SinusfOrmiges Belastungsgesetz. 
bei diesem Spannungszu
stand einer rechteckigen 
Platte ebenfalls Sinuslinien. 
Die Auflagerkrafte nehmen 
ihre groBten Werte in den 
Mitten der Seiten an und 
verschwinden in den Ecken. 
N achdem in diesen Punkten 
a2 w/ox oy ungleich Null ist, 
ist zu beachten, daB nach 
den Bemerkungen auf S. 39 
nach dem Ersatz der Sche
rungsmomente noch in jeder 
Ecke eine zur Ebene des 
Rechtecks senkrechte Ein
zelkraft verbleibt. Sie ist 
dem doppelten Wert des 
Scherungsmomentes an die
ser Stelle oder 

2 (1 - 1')77:2 cN!ab 

gleich und in der Ecke x = a, 
y = b wie in der Abb. 34 
(S. 76) gerichtet I 

Abb.72. 
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Damit ist die Verteilung der Randkrafte in den vier Rand
schnitten vollstandig ermittelt. Man erkennt, daB die entgegengesetzt 
zur Last gerichteten Scherkrafte qx' qy wohl durch einen absolut 
starren und ebenen viereckigen Rahmen erzeugt werden konnten, 
daB aber die von einer solchen Unterlage ausgeiibten Krafte noch 
nicht ausreichen wiirden, um die Platte nach der Flache (1) festzu
halten. Denn dazu ist noch erforderlich, daB in den Ecken vier weitere 
Krafte angebracht werden, welche entgegengesetzt zu den Scher
kraften gerichtet sind und die vier Ecken auf die Unterlage nieder
driicken. Die Ecken einer auf einen starren, ebenen Rahmen 
aufgelegten, senkrecht zu ihrer Flache nach der Funktion (3) 
belasteten rechteckigen Platte (Abb. 71 und 72) haben das Be
streben, der Biegung in ihrem mittleren Teile zu folgen, 
d. h. sich von ihrer Unterlage abzuheben. 

Diese Folgerungen aus der Biegungstheorie der Platten werden 
durch verschiedene Beobachtungen bestatigt. So hat C. v. Bach!) 
schon vor langerer Zeit anlaBlich seiner Belastungsversuche mit recht
eckigen Platten festgestellt, daB sich die Ecken frei aufgelegter recht
eckiger Platten bei ihrer Belastung durch Einzelkrafte von ihrer 
Unterlage abheben. A. Foppl2) hat dieses Abheben der Ecken 
durch genaue Messungen der Durchbiegungen von quadratischen 
Platten nachgewiesen, die durch Einzelkrafte belastet waren. 

32. Ein Naherungsverfahren zur Berechnung der Spannungen 
von Platten. 

Der vorstehende Biegungsfall kann zur angenaherten Wiedergabe 
der elastischen Flache einer durch einen gleichmaBig verteilten Druck 
p* = konst. belasteten rechteckigen Platte benutzt werden. Im Aus
druck der Funktion (1) (S. 109) 

. nX . ny 
w = C SIn -- sIn-

a b 
(10) 

ist noch der Beiwert c verfiigbar. Man wird deshalb versuchen 
konnen, ihn so zu bestimmen, daB die Funktion w die elastische 
Flache einer gleichmaBig belasteten Platte moglichst gut annahert. 
Die Funktion w (10) kann dann als eine Naherungslosung einer 
rechteckigen Platte angesehen werden, die die erwahnte Belastung 
tragt und auf deren Seiten die Grenzbedingungen w = 0, ,1 w = 0 
erfiillt sind. 

') Elastizitat u. Festigkeit, 9. Aufl. Berlin: Julius Springer 1924. 
2) Mitt. aus dem mech.-techn. Laboratorium, Munchen 1915. 
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Wir bezeichnen im Ausdruck der BelastungsfHiche (3): 

1 A 4 (1 1)2 N . n x . n y 
p = N f LJ W = n a,2 + b2 c sm ~ sm b 

unserer Niiherungsfunktion W (10) den konstanten Faktor 
kurzung mit 

(11) 

zur Ab-

(12) 

Wenn man eine Niiherungsfunktion W fiir die elastische Fliiche 
einer verbogenen Platte kennt, die bereits die Randbedingungen 
befriedigt, wird man mit Hilfe der G1. (11) feststellen kannen, urn 
wieviel sich die Ordinate ihrer Belastungsfliiche p in einem be
liebigen Punkt x, y im Innern der Platte von der gegebenen Be
lastung p* unterscheidet. Offenbar ist das Integral der "Fehler
quadrate" (p - p*)2 oder 

1= J J (p - p*)2 dxdy (13) 

uber der Rechteckfliiche ein MaB fur den Fehler, der begangen wird, 
wenn man die richtige Lasung durch die Funktion w ersetzt. Denn 
wenn iiberall p = p* ist, wird das Integral den kleinsten Wert an
nehmen, den eine Summe von Quadraten, also eine positive Zahl 
erreichen kann, niimlich den Wert Null. Sehen wir den Beiwert q 
im Ausdrucke der Belastungsfliiche 

. nx . ny 
p = q sm --- sm -

a b (14) 

unserer Naherungsfunktion w (GJ. 10) als eine zu bestimmende GraBe 
an, so liiBt sich ein giinstigster Wert von q ermitteln, wenn man 
das obige Integral zu einem Minimum macht. Dazu muB q aus der 
Gleichung 

01 J.·t cp 
oq- = 2 /p - p*) 8q dx dy = 0 (15) 

bestimmt werden. Wegen 

op . nX . ny -- = sm -- sm -
oq a b 

fuhrt die Bedingung auf die Gleichung 

q ffsin2:~sin2n: dXdy=p*ffsin n[sinnbYdxdy, 

aus der sich nach der Integration (von x = 0 bis x = a und von 
y = 0 bis Y = b) der gesuchte Wert von 

16 p* 
q =-;;2 - (16) 

N Ii d ai, Elastische Platten. 8 
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ergibt. Dem entspricht nach (12) ein Beiwert 

16p* 

e = n 6 (:2 + ~ r N' 
(17) 

Dies ist zugleich die groBte Einsenkung der rechteckigen Platte. 
Die gesuchte Niiherungsfunktion der elastischen Flache einer durch 
einen gleichmiiBig verteilten Druck p* = konst. belasteten recht
eckigen Platte, welche die Navierschen Grenzbedingungen W = 0, 
J W = 0 erfiillt, hat mithin die Gleichung: 

(18) 

Mit Hilfe des eben ermittelten Beiwertes e bestimmen sich aus (5) 
die in der Mitte :r: = a!2, y = bj2 auftretenden Maxima der Biegungs
momente 

Wenn b > a, ist m",max > m ymax • Fiir die groBte Inanspruchnahme 
der rechteckigen Platte ist die Normalspannung in der Oberflachen
schicht z = hj2 (h ist die Dicke der Platte) 

0max = 6 m",max/h2 

maBgebend, die in dem zum langeren Seitenpaar parallelen Mittel
schnitt ubertragen wird. 

Fur eine gleichmaBig belastete rechteckige Pla.tte hat H. Lorenz l ) 

diese Naherungslosung mit Hilfe von Satzen uber die Formande
rungsarbeit abgeleitet, wobei er das Ritzsche Verfahren 2) anwendete. 
Hier ergab sie sich uns aus der Anwendung eines Minimalprinzips 
auf die Belastungsflache der Platte. Man kann auf diese Weise oft 
sich Naherungslosungen fiir einfachere Belastungsfalle verschaffen. 

33. Die Losungen von Navier fUr die rechteckige Platte. 
Die Funktion 

. m:n:x . n:n:y 
W"' .. = em .. sm-a- sm-b-, (19 a) 

in der x und y die rechtwinkeligen Veranderlichen, a, b und e", .. 
£este Werte und m, n ganze positive Zahlen bedeuten, hat die Eigen
schaft, nach V ornahme der Operation 

02W 02W (m2 n 2 n~ :n:2) 
Llwmn = ax;n + ay~n = - ---;;2- + b 2- Wm .. 

1) z. V. d. I. 1913, S. 623. 2) Vgl. S. 274. 
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sich bis auf einen Faktor wieder herzustellen. Hierauf beruht eine 
Integrationsmethode der Differentialgleichung der Plattenbiegung 

P 
,d,dw=N' 

in der unter der Belastung peine gegebene Funktion der Koordi
naten x und y vorausgesetzt wird. Zur Funktion wmn gehort die 
BelastungsHache: 

sofem zur Abkiirzung 

gesetzt wird. Gelingt es, die vorgegebene Belastung p in eine Reihe 

(20) 

zu entwickeln, in der m und n = 1, 2, 3, . .. sind, so ist die Inte
gration der Gleichung unter den Randbedingungen W = 0, A w = 0 
auf dem Rechteck x = 0, a, y = 0, b geleistet. In der Summe (20) 
ist der Zahl m der Wert 1 zu erteilen und dann sind die Zahlen n 
der Reihe nach gleich 1, 2, 3, . .. zu wahlen, dann m = 2 und 
n = 1, 2,3, ... zu nehmen usf. 

Um die Beiwerte amn in dieser Doppelreihe zu bestimmen, mul-

. I' . .., p, n x . "n y d d d b I' b' tIP lZlere man sle mIt sm -a- sm b- x y, wo p, un 'V e Ie Ige 

ganze Zahlen sein soIlen, und integriere die beiden Seiten der 
Gleichung im Rechteck, das von den Geraden x = 0, x = a, Y = 0, 
y = b begrenzt ist. Die Integrale auf der rechten Seite der Gleichung 
haben die Form: 

a 

J [Sin(m - p,)nx sin-,--(m~+-'---f1-)nxl:l)=a 
. mnx . p,nx a a a 
sm-a-sm-~dx=2n -m=--;;----- m+p, :1)=0 

u 

und verschwinden deshalb aIle mit einer Ausnahme. Wenn namlich 
m = p, ist, entsteht 

a a 

r. 2 mnx 1f( 2mnx) a Jsm -a- dx = 2 1 - cos --a- dx = 2' 
o 0 

8* 
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N ach der Integration verbleibt von der Doppelsumme nur ein einzi
ges GIied, in dem namlich gleichzeitig m = j-( und n = y ist, und 
man erhalt den gesuchten Beiwert afl " gleich 

ab 

a,uv = :b II ((x, y) sin j-(; x sin ~~y dx dy. (21) 

00 

Wir mussen hier eine Bemerkung einschalten, die sich auf die 
Fortsetzung der Belastungsflache p = {(x, y) auBerhalb des Recht
ecks 0 < x < a und 0 < y < b bezieht. Der Entwicklung (20) liegt 
die bisher nicht erwahnte Annahme zugrunde, daB die Belastungs
funktion p = {(x, y) auBerhalb des Rechtecks, in dem wir uns fur 
ihre Werte interessieren, in einer sogleich anzugebenden Weise sich 
fortsetzt. Dieses Rechteck sei das im ersten Quadranten der Ko
ordinatenebene x, y in der Abb. 73 durch Schraffur hervorgehobene 
Rechteck 0 ABC. Bezeichnet p die Belastung in einem innerhalb 
die ses Rechtecks gelegenen Punkt x, y, so ist die Belastungsflache 

I 
I 
I 

~----+p 

X I 
I 
I 
I 

-----4 
-p 

Abb.73. 

um den N ullpunkt herum in der Weise fortzu
setzen, daB sie in den Punkten - x, y; - x, 
- y und x, - y die Werte - p, p, - p 
annimmt. Wenn man fur {(x, y) auBerhalb 
des Rechtecks 0 < x < a, 0 < y < b diese 
Annahme macht, d. h. wenn man die darzu
stellende Funktion p = {(x, y) als eine un
gerade Funktion der Koordinaten x und y 
betrachtet und uber die Grenzen des Recht
ecks in der angegebenen Weise fortsetzt, 
ergibt sich fur die Konstante aftV jedesmal 
derselbe Wert wie aus (21), gleichgultig in 
welchem der vier in der Abb. 73 gezeichneten 
Rechtecke die Integration ausgefiihrt wird. 

Wir haben hier die Fortsetzung der Funktion {(x, y) in der Um
gebung der Ecke x = 0, y = 0 betrachtet. Genau das Entsprechende 
gilt fUr ihre Fortsetzung in der Umgebung einer anderen Ecke des 
Rechtecks 0 ABC und wenn das Grundgebiet durch Wiederholung 
dieses Vorganges beliebig erweitert wird. Aus diesen Bemerkungen ist zu 
ersehen, daB durch die Doppelreihe (20) eine Funktion dargestellt 
wird, welche im Grundgebiet 0 < x <: a, 0 < y < b die Werte 
p = f(x,y) hat und auBerhalb desselben in der angegebenen Weise 
fortzusetzen ist. Im iibrigen miissen wir uns mit der Feststellung 
begniigen, daB sich durch eine Doppelreihe der erwahnten Art jeden
falls Funktionen {(x, y) im Rechteck 0 < x < a, 0 < y < b dar
stellen lassen, welche endliche Werte besitzen, die sich im iibrigen 
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im Innern des Rechtecks oder auf seinem Rande auch sprungweise 
und unstetig andern durfen. Eine Unstetigkeit tritt ja schon ein, 
wenn die Funktion f(x,y) im ersten Rechteck a·b uberall bis an 
den Rand endlich ist und stetige Werte hat, z. B. den Wert P = konst., 
denn dann miissen ihre Werte beim Durchgang durch die Seiten 
des Rechtecks notwendig unstetig sich iindern. 

Als ein Beispiel sei eine Lastverteilung betrachtet, aus der sich 
einige fur die Anwendungen wichtige Sonderfiille herleiten lassen. 
Die Belastung der rechteckigen Platte bestehe aus einem gleich
formig verteilten Druck Po innerhalb eines ganz im Innern des 
Rechtecks a· b gelegenen zweiten rechteckigen Gebiets. Die Seiten 
des kleinen Rechtecks seien denen des groBen parallel. Sein Mittel
punkt habe die Koordinaten ~ und 1], seine Seiten mogen die 
Langen 2 u und 2 v haben. Innerhalb des durch Schraffur in der 
Abb. 74 hervorgehobenen Gebiets der Grund-
flache 0 < x < a und 0 < y < b ist ((x, y) = Po 
und auBerhalb desselben gleich Null. Der Bei-
wert a der Doppelreihe (20) ist fur diese mn . 
Lastverteilung aus dem Integral (21) zu be-
rechnen, welches hier gleich 

oder 

1J+V 

f . mnX . nn Y d d sm----sm-- x y 
a b 

Abb.74. 

16 Po . m :n: ~ . m:n: u . n :n: 17 . n :n: v 
amn = ----. sm -- SIn -- sm --- sm -- (22) 

mnn~ a a b b 
wird. 

Die angenommene Druckverteilung wird also durch eine Doppel
reihe mit den Beiwerten amn dargestellt. Man erkennt sofort, daB 
sie sich in das Produkt von zwei einfachen Reihen, niimlich 

4 ,\,1 . mn~ . mnu . mnx 
P = Po' -;;L..J m sm----;;,--- sm -0,- sm -a- . 

4 ~1 . nn 17 . nnv . nny 
. - / -sm--sm--Sln--
n~ n b b b (23) 

spaltet. In jeder von diesen Reihen erkennen wir die Fourier
schen Summen wieder, die wir in 23 (S. 80, Gl. 58) benutzt haben 1). 

1) Der erste Faktor stellt nach den damaligen Feststellungen im Intervall 
0:;::; x:;::; a der Veranderlichen x eine unstetige Funktion von x dar, deren Werte 
im Stiick ~ - u < x < ~ + u gleich 1 und auBerhalb desselben gleich Null sind. 
Dirichlet hat eine solche Funktion auch als einen "diskontinuierlichen 
Faktor" bezeichnet. Die Doppelreihe (20) spaltet sich in unserem Beispiel in 
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Von dieser Druckverteilung sollen jetzt zwei Sonderfii.lle be
trachtet werden. Wenn das ganze Rechteck a· b durch den Druck 

belastet wird, sind ~ = u =!!. und 
2 

b 
'YJ = v = "2 anzunehmen. Von den 

Beiwerten amn verschwinden alIe, deren Zeiger 
Zahlen sind, und die iibrigen werden gleich 

m oder n gerade 

16 Po ( ) a =--2 m,n=1,3,5, .... 
mn mnn 

Somit wird ein gleichformiger Druck P = Po = konst. 1m Rechteck 
o < x <a und 0 < y < b durch die DoppeIreihe 

16 Po22 1 . mnx . nny 
P = -- --SlU--Sln--

n 2 mn a b 
(24) 

m n 

dargestellt. Nach den Bemerkungen auf S. 115 geht aus (24) sofort 
die Gleichung der zugehorigen elastischen Flii.che 

(m, n = 1, 3, 5, ... ) (25) 

einer durch einen gleichformigen Druck Po belasteten 
rech teckigen Platte hervor, deren Sei ten x = 0, x = a und 
y = 0, y = b geradlinig und ohne Einspannungsmomente 
aufruhen. Diese Reihe konvergiert gut und kann sowohl zur Be
rechnung der Durchbiegungen als nach ihrer zweimaligen Ableitung 
auch zur Berechnung der Spannungsmomente verwendet werden. Ihr 
erstes Glied (m = 1, n = 1) 

. nX . ny 
SIll-SlU-

16 Po a b 
w = --. --:----

n6N (~ ~)2 
a2 + b2 

ist iibrigens mit der in voriger Nummer angegebenen Nii.herungs
losung fii~ eine durch einen Druck Po belasteten rechteckigen Platte 
identisch. Es liegt das an der guten Konvergenz der Reihe (25), 
daB die Aufstellung einer brauchbaren Nii.herungs!Osung auf dem in 
32 geschilderten Wege gelang. 

z wei diskontinuierliche Faktoren, deren erster den Wert 1 im Bereiche 
I; - u < x < I; + u der Veriinderlichen x und deren zweiter ihn im Bereiche 
'f} - v < y < 'f} + v der Veriinderlichen y annimmt. AuBerhalb dieser Strecken 
haben beide Faktoren (innerhalb des Grundgebietes 0 < x < a, 0 < y < b!) 
den Wert Null. Das Produkt zweier derartiger unstetiger Funktionen stellt 
in der Tat die angenommene Funktion p = f(x, y) richtig dar. 
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P) Punktbelastung. Ein weiterer wiehtiger Sonderfall der 
Funktion (23) ergibt sieh, wenn die Seiten 2 u und 2 v der reeht
eekigen Druekflaehe unbegrenzt verkleinert werden, wahrend die in 

ihr iibertragene Last ihren Wert P 

2u.2v·po = P 

beibehalt. Die Druekfunktion nimmt jetzt die Gestalt des Produktes 
der zwei (divergenten) Reihen: 

an. 

4P2)' mn~ . mnX 2)' nn1) . nny P=- SID---SID--' SID--SID--
ab a a I b b 

m n 

(m, n=1,2, 3, ... ) 

(26) 

U nter Berufung auf die Summationsregel der N ummer 24 stellt 
(26) den analytischen Ausdruck einer in einem beliebigen 
Punkte x =~, y = 1) des Reehteeks a·b angreifenden Einzel
kraft P darl), der hier ebenfalls sogleich unter Bezugnahme auf 
Gl. (19a) zur Angabe der Gleiehung der elastisehen Flaehe 

. mn~ . nn1) . mnX . nny 
4 P "\T "\T sm ~- sm -b SID -~ SID -b -

w[[=;;4 a bNL.JL.J-- (m2 n2)2 (27) 
m n --1--

a2 I b2 

(m, n = 1, 2,3, ... ) einer dureh eine Einzelkraft P im Punkte 
$,1) belasteten rechteckigen Platte a·b sieh verwerten 11i.Bt. 

Diese beiden GrundlOsungen (25 und 27) der Plattenstatik fUr 
die elastischen Flachen einer durch einen gleichmaBig verteilten Druck 
bzw. durch eine Einzelkraft belasteten rechteckigen Platte hat N a vi er 
im Jahre 1821, kurz nachdem die Differentialgleiehung der Platten 
aufgefunden worden war, angegeben 2). Sie lassen sich zur Berech
nung der Durchbiegungen von rechteckigen Platten verwenden. Man 
hat auch versucht, sie zur Ermittlung der Spannungsmomente heran
zuziehen, doch liegt es in der N atur des SpannungsLlustandes einer 
dureh eine Punktbelastung verbogenen Platte, daB sich derartige 
Reihen zur zahlenmaBigen Ausreehnung der Spannungsmomente in 
der Umgebung der Angriffsstelle einer Einzelkraft, wo die Spannungs
momente ins Unbegrenzte anwaehsen, nieht eignen. Man kann 
raseher konvergierende Reihen fur diese beiden Beiastungsfalle einer 
reehteekigen Platte aufstellen. 

1) In der Theorie der Biegung der rechteckigen Platte scheint Mesnager 
(C. R. Paris 1917, S. 600) die Reihe (26) zuerst benutzt zu hahen. 

2) Vgl. z. B. die von St. Venant erlauterte Ausgabe der Elastizitatslehre 
von Clebsch. 
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34. Die gleichmaBig belastete rechteckige Platte mit in einer 
Ebene frei gestiitzten Seiten. 

Die elastische Fliiche einer gleichmaBig belasteten rechteckigen 
Platte laBt sich, wenn die Grenzbedingungen auf dem langeren 
Seitenpaar von einfacher Art sind, bereits durch die elastische 
Flache eines gleichmaBig belasteten Plattenstreifens annahern, den 
man aus der rechteckigen Platte durch unbegrenzte Verlangerung 
dieses Seitenpaares bilden kann. Von dieser Bemerkung kann in 
vielen Fallen mit Vorteil Gebrauch gemacht werden, wenn die 
elastische Flache einer rechteckigen Platte dargestellt werden solI. 
Da sich diese letztere der verbogenen Mittelflache eines unendlich 
langen Plattentreifens nahert, wenn die Seitenlange zunimmt, wird 
man annehmen diirfen, daB ein Hauptteil der Losung fiir die 
elastische Flache einer gleichmaBig belasteten rechteckigen Platte 
aus der verbogenen Mittelflache eines Plattenstreifens besteht, dessen 
Breite gleich den kiirzeren Seiten des Rechtecks gewahlt und der 

fL,-+--~ 

Abb.75. 

gemaB den Grenzbedingungen des langeren Seiten
paares unterstiitzt wird 1). 

Es bedeuten a nnd b die Langen der Seiten des 
Rechtecks. Der Koordinatenanfangspnnkt ° werde 
in der Mitte der einen Seite (Abb. 75) und diey-Achse 
in dieser angenommen, so daB das Rechteck durch 
die vier Geraden x = 0, x = a, Y = + bj2 begrenzt 
wird. Es sei b > a. Nach dem Vorhergesagten soIl 
die elastische Flache w der rechteckigen Platte aus 
zwei Flachen w' und w" zusammengesetzt werden 

w=w' + w", (1) 
wo unter der Funktion w' die elastische Flache eines durch 
einen gleichformig verteilten Druck p = konst. belasteten 
Plattenstreifens 

1) Die Moglichkeit der Angabe von besser konvergenten Entwickelungen 
fur die elastische Flache und fUr die Spannungen von rechteckigen Platten ala 
die Navierschen Doppelreihen hangt wesentlich mit dieser Art der Zerlegung 
ihrer Losungen zusammen. Durch sie wird eine Asymmetrie in die 
Formeln hereingebracht, die aber bei naherem Zusehen tief in den 
mathematischen Problemen begriindet ist und aich durch die Tatsache erklart, 
daB ein Bestandteil der Doppelreihen von Navier in den oben im Text ab
zuleitenden einfachen Reihen summiert erscheint. Auf die Moglichkeit der 
Vereinigung eines Bestandteiles der Doppelreihe hat wohl zuerst Estanave 
(Contribution a l'etude de l'equilibre elastique d'une plaque rectangulaire mince. 
Theses, Paris 1900) hingewiesen. - Zur Berechnung Greenscher Funktionen 
hat sich besonders .A. Kneser ("Die Integralgleichungen". (1911), § 33-35) 
ihrer bedient. 
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(2) 

zu verstehen ist (siehe Gl. (39) S. 70), . der auf den Geraden 
x = 0 und x = a frei aufliegt Nachdem die Funktion w' bereits 
der inhomogenen Plattengleichung geniigt, werden nur noch L6sungen 
der homogenen Gleichung LI LI w' = 0 heranzuziehen sein, um 
weiteren Grenzbedingungen entsprechen zu k6nnen. Eine solche solI 
in der Form 

" J;Y. n:nx w = Sln--
" a 

(3) 
" 

angenommen werden, wo Y" wieder eine Funktion bedeutet, welche 
nur die Koordinate y enthalt. n ist eine ganze Zahl n = 1, 2, . .. . 
Wir haben bereits die allgemeine Form der Funktion Y" angegeben 
(S. 69). 

Hier benutzen wir den Ausdruck fUr Y,,: 

Y = a (£of n:ny + b n:ny @lin n:ny + c @lin n:ny 
"n a "a a n a 

I n:ny n:ny 
I d -- (£01 -~- , 

n a a 
(4) 

der die Hyperbelfunktionen enthalt. Die mit Ihnen gebildeten Funk
tionen w" teilen mit w' die gemeinsame Eigenschaft, daB sie 
auf den Geraden x = 0 und x = a des Plattenstreifens, zu 
dem wir uns das Reehteck erganzt gedaeht haben, den 
Naviersehen Grenzbedingungen w" = 0, Ll w" = 0 genii gen. 
Die im Ausdrucke von Yn noeh verfiigbaren Freiwerte an' bn, en' d" 
werden aus den Grenzbedingungen fiir 

w=w'+w" 

auf den Seiten y = + b/2 und y = - b/2 des Reehteeks zu bestimmen 
sein. Zur Bereehnung der a", b,., c", dn empfiehlt sieh, den Anteil w' 
in eine Fouriersehe Reihe 

w' = -p- (x4 - 2 ax3 + a3 x) = _~pa4 ""' ~ sin n:nx (5) 
24 N ' :n0 N.L.J nO a \ 

(n = 1, 3, 5, ... ) 
zu entwiekeln. 

Aus dieser bereits friiher benutzten (vgl. (42) S. 71) Funktion er
halt man naeh Bildung der zweiten Ableitungen die Spannungs
momente des Anteils w': 

m~= m; = ~(ax _ x2) _~_~a\",,", ~sin !!....:nx, 
'V 2 :n3 .L.J n3 a (6) 
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und die Fourier-Entwicklung der BelastungsflUlkiion: 

p =N d4 w' = 4p ~ ~sin fJ.nx. 
d:r;4 n £.J n a (7) 

Die lJeiwerte an' on' e", d" sollen zuerst fUr den Biegungsfall einer 
rechteckigen Platte bestimmt werden, auf deren vier Seiten die 
Grenz b edingungen w = 0, L1 w = 0 erfiillt sind. Mit Riicksicht 
auf die Symmetriebedingungen geniigt es, den Ausdruck von w" mit 
den geraden Funktionen von y 

" pa4z· ( ('{' f nny + b nny~. nn y) . nnX w =- a \l!..O -- --~m-- Slll--
N " a "a a a 

(8) 

anzuschreiben. Wir haben vor diese Summe einen Faktor: pa4,/N, 
der auch im Ausdruck der Reihe (5) fiir die Funktion w' vorkommt, 
gesetzt, lediglich um die Festwerte a" und b" in dimensionsloser 
Form zu erhalten. Zur Bestimmung der Beiwerte a" und b" stehen 
die Grenzbedingungen 

b 
y=T' w=O und Aw=O (8a) 

zur Verfiigung. N achdem die Durchbiegung w die Summe der 
Flachen w' und w" oder gleich 

w = u! + w" 

pa4Z1 4 + ('{' f nny + b nny~. nny\ . nnx 
= -- -- a \l!..O -- --~m --I SIn --

N \ n5 n 5 " a "a a a 

ist, haben wir 
Aw=Aw'+Aw" 

pa'lZf 4 'J lib nny\. nnx -- \ - -- + 2n n [of--/sIn--
N \ n3 n 3 "a a 

(9) 

(10) 

und die Grenzbedingungen (8 a) verlangen, daB die mit den vor

stehenden Summen gebildeten Ausdriicke fiir y =: identisch ver-

schwinden. Es muB also jedes Reihenglied fiir sich genommen 
schwinden oder es miissen dazu die beiden GIeichungen 

. 4 
a"[ofa,, + b"a" 6m a,, = - ~ . nn 

erfiillt sein, wo a" die Abkiirzung fiir 

nnb 
a"=2a-

ver-

(11) 

(12) 
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ist. Aus diesen zwei linearen Gleichungen ergeben sich die Fest
werte an und bn gleich 

a=_2(2+an :tgan) b= 2 (13) 
n n0 nO (£of an n n° nO (£of an . 

Mit ihrer Angabe ist die Aufgabe fiir die rechteckige Platte 
gelost. Die elastische Flache weiner durch einen gleichformigen 
Druck p belasteten rechteckigen Platte, welche auf ihrem Rande 
den Grenzbedingungen w = 0, L1 w = 0 geniigt, hat die Gleichung 

w =w'+w". 
In ihr bedeuten 

, p a4 (X4 x 3 X ) 

W = 24N \(l4 - 2 ~ + ~ , 
(14 ) 

" pa4 2) ( nny nny nny). nnx w = -. a (£of --+ b --- (Sin -- sm--
, N n a na a a 

(n = 1, 3, 5, ... ). 

Dnter an und bn sind die eben ermittelten Zahlen (13) zu verstehen. 
Nach Ersatz der Funktion w' durch die Reihe (5) und nach ge
horiger Zusammenziehung der in ihr vorkommenenden Ausdriicke 
laSt sich diese wichtige Losung der Biegungstheorie der recht
eckigen Platte durch die folgende Reihe ausdriicken 

(n=I,3,5, ... ), 
sofern von den Abkiirzungen 

~ = nnX 
n a' 

nnb 
2a 

(16) 

Gebrauch gemacht wird. Die Gleichung der elastischen Flache ist 

eine Reihe, deren einzelne Glieder Produkte der Funktion sin n 7/: ~ 
a 

Verander-mit aus Hyperbelfunktionen gebildeten Ausdriicken der 

lichen y sind. Die in Mitte des Rechtecks (x = ; , 

auftretende groBte Durchbiegung f der Platte ist 

y= 0) 
wegen 

n-l 

sin n n x = sin 1'/,~ = (_ 1 )-2- (weil n eine ungerade Zahl ist) gleich 
a 2 

-0- pa ( 5 n-l ) 4 

f= 384 + };(-1) " an lr. (17) 
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Urn die Berechnung dieser in der Theorie der Biegung einer recht
eckigen Platte hiiufig vorkornrnenden Surnmen zu erleichtern, sind 
hier zwei kleine Zahlentafeln abgedruckt, in denen einige Werte der 
Exponential- und der Hyperbelfunktionen lSin u, (£of u, stg u auf
genornrnen wurden, deren Argumente nach Bruchteilen und Vielfachen 
der Zahl n £ortschreiten (Zahlenta£el 3 und 4) 1). 

Zahlentafel 3. 

n:r @S' nn (toj n n n e 2 tnT 2 

1 4,8105.100 2,3013.100 I 2,5092· 100 
2 2,3141·10' 1,1549.101 

1 1,1592.101 

3 1,1132.102 5,5654.101 5,5664.101 

4 5,3550.102 2,6775.102 

5 2,5760.103 1,2880.103 

6 1,239 ·10· 6,196 .103 

7 5,961 ·10· 2,981 ·10' 
8 2,868 .105 1,434 ·10" 
9 I,S80 .106 6,898 .105 

10 6,636 .106 3,318 .106 

11 3,192 ·10' 1,596 ·10' 
12 1,536 .108 7,678 ·10' 
13 7,387 .108 3,694 .108 

14 3,554 .109 1,777 .109 

15 1,709 ·10'0 8,547 ·109 
16 8,223 .10'0 4,112 .10,0 
17 3,956 .10" 1,978 .10" 
18 1,903 .1012 9,515 .10" 
19 9,154 . 1 o'~ 4,577 .10'2 

20 4,404 .10'3 2,202 .10'3 

Zahlentafel 4. 

I 
I 

i 

n:n; n;r @S' nn O:oj ')1,~_ nn 
n - _._-

tn12 ~g ---e 12 

i 

e 12 , 12 12 
, 

, 

1 1,2993 0,76966 0,2648 1,0345 0,2560 
2 1,6881 0,59237 0,5479 

I 
1,1403 0,4805 

3 2,1933 0,45594 0,8687 I 1,3246 0,6558 
4 2,8497 0,35092 1,2494 1,6003 0,7807 
5 3,7025 0,27009 1,7162 1,9863 0,8640 
6 4,8105 0,20788 2,3013 2,5092 0,9172 
7 6,2501 0,16000 3,0451 3,2051 0,9501 
8 8,1206 0,12314 3,9988 4,1~19 0,9701 
9 

I 
10,551 0,09478 5,228 5,323 0,9822 

10 13,708 0,07295 6,818 6,891 0,9895 
11 17,811 0,05614 8,876 8,934 0,9934 
12 23,141 0,04321 11,549 11,592 0,9963 

1) An dieser Stelle sei auf das wertvolle Tafelwerk von Keiichi Hayashi: 
"Fiinfstellige Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen, sowie der Funktionen 
eX und eX mit den natiirlichen Zahlen als Argument", Berlin und Leipzig 1921, 
Vereinigung wiss. Verleger hingewiesen, 
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Fur die quadratische Platte (a = b) berechnen sich mit ihrer 
Hilfe fiir 

n= 1, 

n= 3, 

((1 = n:'2, 

a = 3n!2 

a1 = - 0,008962, b1 == 0,002605, 

3 " 
a3 = - 0,000003242, b3 = 0,000001450, 

als die ersten Beiwerte an und b" der Reihe (14). Aus diesen Zahlen 
erhellt die vortreffliche Konvergenz def Reihe (17) fur den Biegungs
pfeil f. Das zweite Glied der Reihe (17) ist kleiner als vier Zehn
tausendstel des ersten. Wenn man das Seitenpaar b als das langere 
wahlt, wird die Konvergenz der obigen Reihe noch besser. Es geniigt 
in allen Fallen die Rechnung auf das erste Glied (n = 1) zu be
schranken. Fur den Biegungspfeil der q uadratrischen Platte ergibt 
sich der Wert 

pa4 

f = 0,00406 N' (18) 

Die Reihe (14) eignet sich auch gut zur numerischen Berechnung 
der Spannungsmomente. Man erhalt ihre Ausdrucke in bekannter 
Weise durch Bildung der zweiten Ableitungen der Anteile w' und w": 

, px(a-x) 
mX =--2 " 

. px(a-x) 
m =v-~---

y 2' (19) 

r ( ')' ] 
m;' = - (1 - ,,) p a2 Jl2 2: n2 sin ~n l an Q':oj 1]/1 + b" '7"lSin 1]n + i ~ v Q':oj 1],,) (20) 

m;"y = - (1 - v) p a2 n 2 .2 n2 cos ~n [an lSin '7" + b" (1]" (£011]" + lSin 1],,)J . 

Aus diesen Ausdriicken entnimmt man die Werte der in der Mitte 

(x = ~, y = 0) des Rechtecks auftretenden groBten Biegungs

momente der Platte 

f 1 n-t ) 

- ' -L " - 2 _I 2 \'( 1)2- 2 [(1) b ] t mx - mx I mx - pa 18- -r n ~ ,- n - v, an - 2v n f 

f v '\' 1t::-.!.. 1 (21) 
m~=m~+m;~=pa\8-n2~(-1) g n2[(1-v)an+2bnJf 

mxy= 0 

Unter Beschl'ankung aller Formeln auf das erste Glied der 
Reihen, laBt sich das Ergebnis dieser Rechnung auch wie folgt zu
sammenfassen: Man beherrscht die Gestalt der elastischen Flache 
und den Spannungszustand einer durch einen gleichformigen Druck p 
verbogenen rechteckigen Platte, welche die Navierschen Grenz-
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bedingungen w = 0, Aw = 0 erfiillt, mit der Funktion: 

pa4 [4 ny ny. n y ] . nx 
w = N nO + a1 (Eof a + b1 a 6m a sm a . 

Die in dieser GIeichung vorkommenden Beiwerte a1 und b1 

at =-

( 4 + n e ~g n2e) 
otr'fne n ~o-

2 

(22) 

(23) 

hangen nur vom Seitenverhaltnis e = bja des Rechtecks abo Der 
BiegungspfeiI der Platte ist 

( 4 ) pa4 

f = nO + a1 -N-' (24) 

(Diese Formel unterscheidet sich von der genauen (17) dadurch, 
da.B wir jetzt die Funktion w' durch das erste Glied ihrer Fourier

n-l 

reihe ersetzt, d. h. die Reihe ~- '\' (- 15) 2 -= ~ auf fur erstes 
n ~ n 384 

Glied beschrankt haben.) Mit einer fiir die praktischen Anwendungen 
hinreichenden Genauigkeit sind die gro.Bten Biegungsmomente ge
geben durch 

mxmax = pa2 [~ + n 2 ((1 - y)a1 - 2Yb j )] , 

(25 ) 

Wenn b > a, e> 1, ist mxmax > mymax ' Die Platte wird am starksten 
im Mittelschnitt verbogen, der parallel zum langeren Seitenpaar ver
lauft. Ihre gro.Bte Inanspruchnahme ist gleich 

6mxmax 
(ixmax = h2 , (26) 

wo h die Dicke der Platte bedeutet. Diese letztere ist, mit Riick
sicht auf eine nicht zu iiberschreitende zuIassige Zugspannung (i aus 
der Gleichung 

h = V-6m~max (27) 

oder nach Einfiihrung des Wertes von mxmax aus einer Formel 

(28) 

zu berechnen, in der 'P ein nur vom Seitenverhaltnis e = bja ab-
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hangiger Zahlenkoeffi
zient ist. Wir haben 
in der untenstehenden 
Zahlentafel 5 den 
Biegungspfeil f, die 
beiden groBten Bie
gungsmomente in der 

Plattenmitte und 
schlieBlich den eben 
eingefiihrten Bei wert cp 
fiir einige Werte des 
Seitenverh1iltnisses e 

angegeben. Der Rech
nung ist eine Poisson
sche Zahl V = 0,3 zu
grunde gelegt. Die 
kleine Zahlentafel oder 
die Kurven der Abb. 76 
gestatten eine beque
me Berechnung einer 
in der angegebenen Art 
belasteten und unter
stiitzten rechteckigen 
Platte. 

Gleichmii/Eg belastete rechteckige Platte. 
Grenzbedingungen: w = 0, A w = 0. 

Die gr68te Durchbiegung fund die Biegungsmo
mente mx , my in der Mitte des Rechtecks fur ver

schiedene Seitenverhiiltnisse bfa. 

1 
0,8 

0,7 

0,6 

t 0,5 

~0,09 
::.,0,08 

l:; 
'i\J0,07 

10,06 

~ 0,05 
~ ~0,0'l 

~0,o3 

7 
! 
-pa2 

~ 
III 
r7 

0,02 

0,0 1f-

1 

40~ 
,0 ___ ~ 

~ ~i\tl 

IlfrOflte...Q 
rchbie(Jt !1qL 

:.:.0-: 

~ 
~n x maer I/./iffe---

V 
OieQ{//l 

~ 0<..;::,;: 5. in den Mihe- __ 
,.} .. '-. 

,. 

t:/..:"" ... , . / 

2 45 3 ~S 
Seitenverhiilfnis bh--

-

Abb.76. 

Zahlentafel 5. 

0,01'1 

0,012 

0,010 

0,008 

0,006 

0,00'1 

0,002 

Die gleiohmaJ3ig belastete rechteckige Platte. SeitenHingen a und b. 

;JlF 
--
2 

Grenzbedingungen: w=O, Llw=O. N=Eh3/12(I-v2) 

(p Druck, E Elastizitatsmodul, v Poissonsche Zahl = 0,3 gesetzt, 
h Dicke der Platte). 

Seiten- Biegungs-
Biegungsmomente in der 

verhaltnis Mitte cp 
13 = bfa pfeil f -- - ---,------ _ .. -

tnx 
I 

my 

1,571 1,000 ° 00406 pa4 , N 0,048 pa2 0,048 p a2 0,54 

2,0 1,273 0,00620 " 0,068 " 0,050 
" 

0,64 
2,4 1,528 0,00789 " 0,083 

" 
0,050 

" 
0,70 

2,8 1,783 0,00924 " 0,094 
" 

0,048 " 0,76 
3,2 2,037 0,01026 " 0,103 

" 
0,046 " 0,79 

3,6 2,292 0,01102 " 0,109 
" 

0,044 " 0,81 
4,0 2,547 0,01158 " 0,114 " 0,042 " 0,83 
4,4 2,801 0,01199 " 0,117 

" 
0,041 

" 
0,84 

4,8 3,056 0,01229 
" 

0,119 
" 

0,040 " 0,85 
5,2 3,310 0,01250 " 0,121 

" 
0,040 " 0,85 

5,6 3,565 0,01265 " I 
0,122 " 0,039 " I 

0,85 
6,0 3,820 0,01276 

" 
0,123 " 0,039 " 0,86 

ClO ClO 0,01302 " 0,125 
" 

0,038 
" 

0,87 
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Wir wollen schlieBlich aus der Gleichung der elastischen FHiche (14) 
den VerIauf der Auflagerkra£te entlang des Randes der recht
eckigen Platte bestimmen. Zu dies em Zweck berechnen wir aus 

L1w= _ 4pa217sin~(1_ (£Of1Jn) 
n3 N n n3 (£of an 

(29) 

die Ableitungen der Funktion L1 w nach x und y, welche die Scher
krafte der Platte 

'i),1w 
P =-N'---= '" ox 

(30) 
= _N~L1w = _ 4pa ~,sin~n@5in1Jn 

Py of n2 7' n2 (£of an 

oder auf der Seite x = 0 

und auf der Seite y = {-

p = _ 4 P a ~ :tg an . sin ~ 
u n~,L.; n2 n 

Hefem. 
Zu diesen Kraften treten die Ersatzscherkrafte hinzu, die aus 

dem Scherungsmoment 

2(1-v)pa2~ COB;n {(;::.. • • '} m", Y = - ---3 - - ~-f - - -om 'In [01 an + 'In [of 'In [of an - an@Sman@Sm'ln 
:II n ",,0 an 

durch Bildung der Ableitungen nach y bzw. nach x zu bestimmen 
sind: 

auf der Seite x = 0: 

und auf der Seite y = 0: 

omZy = 2 (1 - 'I')pa ~,a .. - @5ina .. (£of an .sin~ . 
ox n2.L..J n'J (£Of2 a.. .. 

Der Verlauf der Auflagerkrafte ist damit nach den Formeln 

bestimmt. Sie lassen erkennen, daB sowohI die Scherkrafte Pa;' PY' 

als auch die Ersatzscherkrafte und damit auch die Auflagerkrafte 
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in den Ecken des Rechtecks verschwinden, und daB diese letzteren 
in der Mitte der Seiten ihre groBten Werte annehmen. 

Fiir die quadratische Platte werden beide Maxima gleich; zur 
Berechnung stehen die zwei verschiedenen Reihendarstellungen zur 
Verfiigung, die in diesem FaIle natiirlich denselben Wert fiir qmax 

ergeben miissen. Er wird aus der ersten gleich 

( 
n3l: ) 1 4 1 1 - " %g 2" 

q.,max= 2"- 3l:2};---n3l: +-3l:-};---n3l: pa 
n2 (£of 2" n (£of 2" 

oder mit einer Poissonschen Zahl ,,= 0,3 wird die groBte Auf
lagerkraft der quadratischen Platte gleich 

q",max = (!.- - 42 • 0,4006 + 0,7 ,0,3717) P a = 0,42 P a 
2 3l: 3l: 

gefunden. 

Wir wollen diesem Wert die groBten Werte der Auflagerkraft 
gegeniiberstellen, die wir fiir einen gleichmaBig belasteten unendlich 
langen Halbstreifen von der Breite a (S. 75) berechnet haben. Sie 
waren 

(n= 1, 3,5, ... ) 

Die Summe im Ausdruck fiir qymax ist = 0,917, mit" = 0,3 wird 

q.,max = 0,50 P a, qymax = 0,50 P a. 

Beim Plattenstreifen ergeben sich die beiden groBten Werte, wenn 
man sie auf zwei Stellen genau berechnet, gleich. Da der Halb
streifen den zweiten Grenzfall der rechteckigen Platte bildet (fiir 

den das Seitenverhaltnis B =!!.- = 00 ist), darf erwartet werden, daB 
a 

die beiden Maxima der Au£lagerkrafte bei allen Seiten'Verha1tnissen 
B = bfa, die zwischen 1 (Quadrat) und 00 (Halbstreifen) liegen, sich 
praktisch kaum voneinander unterscheiden werden. Die Rechnung 
fiihrt zu dem bemerkenswerten Ergebnis, da.B die groBten 
Auflagerkrafte, die in den Seitenmitten einer gleichmaBig 
belasteten rechteckigen Platte mit in einer Ebene frei 
gestiitzten Seiten auftreten, fiir aIle moglichen Verhal t
nisse der Seitenlangen nahezu gleich sind. Der groBte Wert 
nimmt mit dem wachsenden Seitenverhaltnis etwas zu: er ist beim 
Quadrat gleich 0,42 p a, beirn Halbstreifen 0,50 p a, unter a die 

Nddai, Elastische Platten. 9 
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kleinere Seite des Rechtecks verstanden. AuBer diesen stetig ver
teilten Auflagerkraften kommen von den Ersatzscherkraften her noch 
vier gleich groBe Einzelkrafte hinzu, welche in den vier Ecken 
des Rechtecks wirken. Diese Einzelkrafte haben die GroBe 

Ihre Richtung ist entgegengesetzt der der q., und qy; sie verhindern 
das Abheben der Eckzipfel der rechteckigen Platte von ihrer Unter
lage. (Vgl. die Abb.34, S.76.) 

35. Rechteckige Platten mit Aussteifungen. Das engmaschige 
Rippennetz. Die vollkommen starren Rippen. 

Die statische Wirkung von Aussteifungen einer ebenen Wandung 
kann eine sehr verschiedene sein. Rippen oder an ein Blech ange
nietete Walzeisen, deren Formanderungen unter den von der Platte 
ausgeiibten Kraften mit den Durchbiegungen der unverstarkten Wan
dung vergleichbar sind, wirken im allgemeinen als elastisch nach
giebige Verbindung. Unter den verschiedenen, in den Anwendungen 
vorkommenden Fallen verdienen zwei eine besondere Erwahnung, 
die der Rechnung zuganglich sind. Es sind dies die GrenzHille 
des engmaschigen Rippennetzes und der vollkommen starren 
Rippen. 

a) Das engmaschige Rippennetz mit quadratischer Feld
teilung. Man wird die statische Wirkung eines solchen Netzes 

DDDDD 
DDDDD 
DDDDD 
DDDDD 

(Abb. 77) mit gleichstarken Rippen (oder 
von vielen, kreuzweise an ein Blech 
angenieteten Winkeln oder Profileisen) 
bereits in erster Naherung dadurch zum 
Ausdruck bringen konnen, daB man die 
Platte noch als eine isotrope betrachtet· 
Eine solche Platte hat jedoch eine an
dere Steifigkeit, als die unverstarkte. 
Bedeuten h die Dicke der Platte, hl die 

W?IIII'(f?iI2i?l~ Rohe und bl die Starke der Rippen, c 

Abb. 77. 
ihre Entfernung, so wird die Rechnung 
statt mit der Steifigkeit der unver-
starkten Platte: N = Eh3 j12 (1 - y2) 

(E = Elastizitatsmodul, y = Poissonsche Zahl) mit einer GroBe: 
N' = E Jj(l - y2) auszufiihren sein, wo unter J das auf die (zur 
Mittelebene der Platte parallele) Sch werpunktsachse des in der 
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Abb.78 schraffierten t - formigen Plattenquerschnittes be
zogene Tragheitsmoment, dividiert durch die Entfernung c 
der Rippen zu verstehen ist. 

b) Streng genommen bildet der unter a) erwahnte Fall einer 
durch ein engmaschiges System von Rippen versteiften ebenen Wan
dung bereits ein Beispiel einer Platte mit einer in den ver
schiedenen Richtungen verschiedenen 
B;egung"tei/;gke;t, denn d .. m;ttl.", ~~h 
Tragheitsmoment Jhat nicht fiir aIle Schnitt-~ t=: 
richtungen denselben Wert. Die Verschieden- I ,:-=;: ~ 
heit der Tragheitsmomente macht sich star- -lit'- . 1 

ker bemerkbar, wenn die Rippensysteme Abb. 78. 

ein merklich verschiedenes Tragheitsmoment J1 und J2 in den beiden 
Richtungen haben. Eine durch zwei Scharen rechtwinklig sich kreu
zender, dicht angeordneter Rippen nach Art der Abb. 79 versteifte 
Platte bildet ein Beispiel fiir eine Platte mit zwei verschiedenen 
Biegungssteifigkeiten in den betrefl'enden Richtungen. Das elastische 
Verhalten derartiger Platten diirfte dem von M. T. Hub e rl) unter
suchten Verhalten der Platten mit einer orthogonalen, zwei
achsigen Anisotropie verwandt sein. Die glatten, aus Beton 
hergestellten Platten undDecken, 
die in ihrem Innern in zwei, zu
einander senkrechten Richtungen 
durch Eisenstabe verstarkt und 
tragfahig gemacht sind, bilden 
ein wei teres, recht haufig vor
kommendes Beispiel fiir die 
Platten mit einer veranderlichen 
Biegungssteifigkeit, wenn die auf 

DDD 
DwD 
DEJD 

:!mE~E=~e~;: ~; I"""''''''['''''''r'''''''''p 
Richtungen verschieden ist. Abb. 79. 

In seinen eben erwiihnten Arbeiten hat M. T. Hub e r die Biegungstheorie 
derartiger Platten entwickelt. LiiBt man die x- und y-Achse mit den ausge
zeichneten Richtungen der Biegung (der Rippensysteme, bzw. der Eisenein-

') "Theorie der kreuzweise bewehrten Eisenbetonplatten nebst Anwen
dungen". Bauing. Bd.4, S. 354 u. fl. 1923. - Ferner: "Dber die Biegung einer 
rechteckigen Platte von ungleicher Biegungssteifigkeit in der Liings- und Quer
richtung bei einspannungsfreier Sttitzung des Randes". Bauing. Bd. 5, S. 259 
und 305. 1924, und "Theorie rationelle des hourdis en beton arme, con sideres 
comme plaques minces d'une simple anisotropie orthogonale. Comptes RenduB, 
Paris, Bd. 170, S. 511. 1920. 

9* 
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lagen) zusammenfallen, so folgen die Durchbiegungen w der orthogonal aniso
tropen Platte nach Hub e r der Differentialgleichung 

iJ4w iJ4w iJ4w 
B1iJX' +2H iJ2XiJy2+B2iJy4 =p. 

Die nSteifigkeiten" B1 und B2 hangen mit den Biegungsmomenten mx , my 
wie folgt zusammen: 

(~w ~w) (~w ~w) 
m,,= -B1 iJx2 +1'2 iJy2 ' my =-B2 iJy2 +1'1 iJx2 ' 

1'1' 1'2 sind zwei Konstante. Der Beiwert H hangt auBer von Bl und B2 auch 
von der Steifigkeit der Platte gegen Verdrehen abo 

In der Arbeit von Huber vom Jahre 1921 sind auch Losungen der 
Differentialgleichung fUr das Rechteck mitgeteilt. 

c) Ein anderes Beispiel fiir eine Verbindung einer Platte mit einem 
Stab ist der Plattenbalken, der in den aus Eisenbeton herge
stellten Decken und Briickenfahrbahnen verwendet wird. Die Koppe
lung der Biegung und der Verdrehung eines stab£ormigen Korpers 
(der Rippe oder des Steges) mit der Biegung der Platte £iihrt im 
allgemeinen zu verwickelten VerhiUtnissen. Vnter der Annahme einer 
vernachlassigbaren Biegungssteifigkeit der Platte hat Th. v. Karman 
neuerdings die "mitwirkende Breite" der Platte bestimmtl). 

Abb.80. 

d) Neben diesen elastisch nachgiebigen Rip-
pen diirfte fiir die Anwendungen der Grenzfall von 
vollkommen starren Rippen oder A ussteifun
gen noch Bedeutung haben, deren Formanderungen 
vernachlassigt werden konnen. Ihre Wirkung ist sta
tisch gleichbedeutend mit der vollkommenen Ein
spannung der Platte. 

Ein Beispiel bietet die Aussteifung eines iiber zwei 
parallele Geraden gelegten unendlich langen Platten
streifens durch eine Anzahl in gleichen Abstanden 
angeordneten kra£tigen Querrippen. Wenn der Platten
streifen durch eine quergerichtete Last p = konst. 
verbogen wird, liegt in jedem der gIeichen recht
eckigen Felder, in die er durch die Rippen geteilt 
wird, der Belastungs£aIl einer durch einen gleichformig 

verteilten Druck belasteten rechteckigen Platte vor, von der ein 
gegeniiberliegendes Seitenpaar eingespannt ist, wahrend auf dem 
andern die N a vi erschen Grenzbedingungen erfiiIlt sind. Der FalllaBt 
sich mit Hilfe der Ansatze G1. (4) S. 121 leicht erledigen. Es seien 
x = 0 und x = a die aufliegenden Seiten und y = + b : 2 die ein
gespannten Seiten eines der rechteckigen Felder (Abb. 80). 

1) Beitrage zur technischen Mechanik und technischen Physik, A. Fop P 1-
Festschrift, S.114. Berlin: Julius Springer. 1924; vgl. auch die Dissertation 
von Metzer der T. H. Aachen. 
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Wir begnugen uns mit einer Andeutung der Rechnung. Die 
elastische Flache w besteht aus den Anteilen w' (G1. (5)) und w" 
(G!. (8)), deren Beiwerte an und bn wegen der veranderten Grenz

ow" 
bedingungen auf den Seiten y = ± b 12, w" = - w', -- = 0 jetzt oy 
gemaB den Formeln 

4 (<Sin an + an (£of an) 
a=- , 
n n 5 :rc5 (an + <Sin an (£of an) 

sich ergeben. Die elastische Flache hat die Gleichung: 

w = w' +W" = 4p~~ ,",sin# ... [1- ®intXn(£Oi1J_n+~n(£OltXn(£OI1Jn-1Jn®in1Jn®intXnJ 
7t 5 N L..; n5 tXn + ®in tXn (£0\ tXn (32) 

(n= 1, 3, 5, ... ), 
wo fur 

n:rcx 
---- = ~n' 

a 
n:rcb 
--=a 2a n 

(33) 

geschrieben steht. Die groBte Durchbiegung eines Feldes ist durch 
die Formel 

gegeben. Mit dem Werte von an und bn folgen die Werte des 
Biegungsmomentes m", und my in der Mitte des rechteckigen Feldes 
x = a12, y = 0 aus den Formeln (19) und (20), wahrend in der 
Mitte der eingespannten Seiten (x = aj2, y = b12) 

n-l 

pa2 4pab '"' (-1) 2 

my = - 8 + -;2-L..; n 2 (an + <Sin an (£of aJ (35) 

sind. Die Platte wird immer in der Mitte der eingespannten Seiten 
am starksten beansprucht. Die Wandstarke h eines ausgesteiften 
Feldes kann hier ebenfalls aus einer Formel 

h=cpa 1 / P 
V azul 

(36) 

berechnet werden, deren Beiwert cp aus der umstehenden Zahlen
tafel 6 fur einige Seitenverhaltnisse von bla entnommen werden kann. 

Beispiel. Man berechne den gr6Bten Durchhang und die gr6Bte Inan
spruchnahme einer nach Art der Abb. 81 durch Winkel ausgesteiften ebenen 
Wand, die. einem seitlichen Druck p ausgesetzt ist und deren Felder aus 
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Zahlentafel6. G leichf ormig bel astete rec h te ckige Platte. 

Seitenlangen a und b. Die Seiten x = ° und x = a liegen geradJinig 
frei auf, die Seiten y = ± b/2 sind eingespannt. 

Seitenverhaltnis e = ~ Beiwert QJ Biegungspfeil f 
a 

0,4 0,27 
0,6 0,42 

0,8 0,55 
pa4 

000091·--, N 

1 0,65 
pa4 

000189·--, N 
10 
8= 1,25 0,74 

pa4 
0,00355·-iV-

10 = 1 667 
6 ' 0,82 000647. pa4 

, N 

10 = 2,5 0,86 0,0105 
pa4 

4 'N 
00 0,87 0,0131 

pa4 

'N 

Quadraten (a = b) bestehen. Wir haben IXn = n2n und einen Biegungspfeil nach 

Gleichung 

p a4 [ 5 8 :1 C_l)n;l (6in n2n + n2n (£0\ n ;)] 

f=N '384- n" ~ n"(nn+6innn) (n=1,3,5, ... ), 
n 

oder hinreichend genau: 

[ 
rr=.' n 1t rr' fn] I:Jtn-+-""o -

f= pa~ ~_~. 2 2 2 = ° 00189 pa4 
• 

N 384 n" n + 6in n ' N 

.:c 

° 0 ° 

I 
00 

0 

° 
II 

00 ° 

~jt 'r<-j- 00 ooU 
° I yoo 00 

o 0 0 0 o 0 0 0000000 00 0 

Abb. 81. 

Das griiBte Biegungsmoment tritt in der Mitte der eingespannten Seite auf 
und ist nach (35) 

m -pa2 {-~+~.--}--+ \ y- l 8 n2 (n+6inn) .. oJ' 

mit Beriicksichtigung des ausgeschriebenen Gliedes gleich 

my = - 0,0698 p a2 ° 
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Die Wandstarke dieser Platte ware mit Riicksicht auf eine hochstzulassige 
Biegungsspannung Gz gleich 

h= 16 my = 0,647 a i~ 
Oz Oz 

anzunehmen. 

36. Hydrostatische Druckbelastung. - Schleusentore. 
a) Die Formanderungen und die Spannungen einer durch einen 

hydrostatischen Druck belasteten lotrechten rechteckigen Platte lassen 
sich streng berechnen, wenn ihre Rander wie in den Beispielen der 
letzten N ummern unterstiitzt sind. Beanspruchungsfalle dieser Art 
kommen bei den Toren vor, die in einer Schleuse zur Stauung des 
Wassers dienen. Sie werden vom hydrostatischen Druck des an
gestauten Wassers belastet und ruhen meist auf ihrem Rand mit 
drei Seiten auf. Der Einfachheit halber soll zuerst von der Ver
schiedenartigkeit der Randstiitzung 
auf den vier Seiten der Platte ab
gesehen und die Art der Rand
befestigung durch die Grenzbedin
gungen w = 0, L1 w = 0 zum Aus
druck gebracht werden. Wir wollen 
die Rechnung fiir den Fall an
deuten, daB der Wasserspiegel 

!f 

~-+----b------~ 

Abb.82. 

gerade bis zur Oberkante der Schleusenwand reicht und wahlen 
diese Seite des Rechtecks als y-Achse und die zu ihr senkrechte 
Mittellinie als x-Achse. Die Breite der Platte in der wagerechten 
Richtung sei b, ihre H6he a. Bezeichnet ferner Po den in der Tiefe a 
herrschenden Wasserdruck, so ist der Druck in der Tiefe x gleich 

x 
P = Po - . Er wird als eine ungerade Funktion der Koordinate x 

a 
in die Fouriersche Reihe 

n+l 
2 

P=P ~=2Po2(--=-~_sl'n~:n;x (n=l 23 O<'x<a) (37) O ' , , ... , a:n; n a 

entwickelt. Wir haben alsdann die Differentialgleichung 
( 'n+l 

L1 L1 w = ~i> '\l -=22-sin n :n; x (38) 
:n;NL.i n a 

unter den Grenzbedingungen x = 0, x = a, y = ± bj2: w = 0, L1 w = ° 
zu integrieren. Unter diesen Umstanden fiihrt wieder der Ansatz 
von M. Levy: 

(39) 
n 
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WO cn eine Konstante ist und Y" nur von der Veranderlichen y abo 
hiLngt, zum Ziele 1). Die partikulare Losung 

1) . nnx 
w = C Sln---

to a 

geniigt der Differentialgleichung (38), wenn fur 

_ 2 Po a4 (- 1)n+ 1 
C - --. ------

to n 5 N n5 
(40) 

genommen wird. Von der Funktion Y" (s. S. 121) wird nur der in y 
gerade Bestandteil 

nny nny. nny 
Y =a <rof -- + b --~m---

to " a "a a 

t 0,025 

~o,mo'~-+--4-~ .~4L~-+--+-~~4-~ 
E 
~o,m5~-+~.~~~--4---~-+--~~Fr~ 

o,~O~~~~-+--~1 

1/g Zig 3/9 'I/g 5/9 6/9 '1/9 

ff-
Abb. 83. Rechteckige Platte mit hydrostatischer Druckbelastung. 

(41) 

benotigt. Die Randbedingungen y = ±~, w = 0, Aw = 0 sind er-

flint, f" b wenn ur y = 2" 

C,,+ Y .. = 0, 

sind, woraus 

(2 + 1X .. :tg IX,,) c" a=- • 
to 2 <rof IX" 

C 
b =--"---
" 2 <roY IXn 

( 42) 

(IX" steht zur Abkiirzung fiir IX" = ;nab) 

1) Mit diesem Belastungsfall beschaftigte sich auch Estanave (a. a. 0., 
Paris 1900). 
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sich ergeben. Der Wasserdruck wOlbt die rechteckige Platte nach 
der Flache 

W = ~\cn + Y,,)sin n:x (43) 
n 

durch. Wir entnehmen dieser 
Gleichung die Gestalt der Kurve, 
nach der sich ihre lotrechte Sym
metrielinie y = 0 durchbiegt. Sie 
wird durch die rasch konvergente 
Reihe 

~( ) . n:n:x 
W = L.J c" + an silla 

n' 
Abb.84. 

wiedergegeben. So folgt beispielsweise fiir eine quadratische Platte 
(a = b) fiir diese Kurve hinreichend genau die Gleichung 

Po a4 [ • :n: x . 2:n: x] w=-N 0,00206s111-a -0,00016. SIlla-

4 

mit einem gro13ten Pfeil f = 0,00208 p~a , der bei x = 0,55 a, etwas 

unterhalb der Mitte des Rechtecks, auftritt. Die Abb. 83 zeigt fiir 
das quadratische Feld a = b auch den Verlauf der Biegungsmomente 
m"" my in Abhangigkeit von der Wassertiefe x im Symmetrieschnitt 
y=O. 

1,25'" 

~ 
'O-

r 
HE JQ!'law R 

~ 
Abb.85. Abb.86. 

Vorder- nnd Seitenansicht eines Klapptores der Schleuse des Rhein-Herne-Kanals. 

b) Das Schleusentor. Zum Absperren der Schleusenkammem 
der Schiffahrtskanale gegen das Oberwasser dienen Schiebe- oder 
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Klapptore. Es sind dies rechteckige Platten, die entweder mit einem 
kastenf6rmigen Querschnitt oder durch Langs- und Querriegel versteift 
mit nur einer Blechwandung ausgefiihrt werden 1). Sie ruhen mit 

Abb.87. Rechteckiges Schiebetor in der Schleuse des 
Rhein- Herne-Kanals. 

Ausgefiihrt von der Gutehoffnungshiitte Oberhausen (Rheinland). 

1) Ein Beispiel fiir eine Anordnung eines Klapptores in einer Schleusen
anlage bieten die Abb. 85 und 86. Die um ihre wagerechte Unterkante in 
zwei Zapfen in Lagern drehbar befestigte groBe rechteckige Platte dient zum 
Absperren des Oberhaupts der Schleuse. Sie ist aus Eisen ausgefiihrt und hat 
einen kastenfOrmigen Querschnitt von einer Hohe von 1,25 m. Die Breite des 
Schleusentores betragt 11,25 m, seine Hohe 6,755 m. Die aus Eisenblech ge
bildeten Wandungen sind durch eiserne Langs- und Querriegel miteinander 
verbunden. Zur Entlastung des Antriebes enthiilt das Tor Schwimmkasten. 
Obwohl durch die Anordnung dieser letzteren und der Aussteifungen eine ge
wisse Unsicherheit fiir die Beurteilung des Tragheitsmomentes der Platte ent
steht, wird man das Tor zweckmiWig als eine auf 3 Seiten in einer Ebene frei ge
stiitzte rechteckige Platte mit einem mittleren, unveranderlichen Triigheitsmoment 
betrachten diirfen. - Dem freundlichen Entgegenkommen d erG ute h 0 f f nun g s
hiitte in Oberhausen verdanke ich die Ansichten (Abb. 87, 88) der durch 
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3 Seiten frei auf dem Mauerwerk auf (Abb. 84), die vierte 
Seite wird nicht unterstutzt und biegt sich frei durch. Dieser 
BiegungsfaU einer rechteckigen Platte verlangt die Integration der 
Plattengleichung 

Abb.88. Rechteckiges Klapptor in der Schleuse des 
Rhein-Herne-Kanals. 

Ausgefiihrt von der Gutehoffnungshiitte Oberhausen (Rheinland). 

fur die folgenden Grenzbedingungen: 

x=a, Y = ± bj2, w=o, Jw=o, 

und auf der freien Seite 

x= 0, 
03 W 03W 

ox3 + (2 - Y) oxoy2 = 0. 

( 44) 

( 45) 

(46) 

ihre bedeutenden Abmessungen bemerkenswerten Klapp- und Schiebetore 
der Schleuse des Rhein-Herne-Kanals und eines Schiebetores von 70 m 
Liinge und 13 m Hohe fUr den Inseldurchstich in Wilhelmshaven (Abb. 89). 
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Diesen Grenzbedingungen kann durch eine elastische Flache 

w = w' + w" + w'" ( 47) 

geniigt werden. Der Anteil w' wird als ein partikulares Integral der 
G1. (44) angenommen. Ein solches ist 

I Poxo 
w = 120Na. (48) 

Abb.89. Schiebetor fiir den Inseldurchstich in Wilhelmshaven. 
Das Schiebetor ist 70 m lang, 13 m hoch und 8 m breit. - Gutehoffnungshtitte, Oberhausen. 

Die Funktionen w" und w'" geniigen der homogenen Plattengleichung. 
Der Anteil w" wird so gewahlt, daB er zusammen mit w' den Grenz
bedingungen 

y = ± b/2 , w' + w" = 0, Llw'+L1 w"= 0 (49) 

geniigt. Man setzt w" aus Potenzausdriicken zusammen (vgl. S. 29): 

w" = c1 X + c2 (x3 - 3 x y~) + c3 (XO - 10 x3 y2 + 5 X y4) + c 4 (x3 + X y2) 

+c!)(x5_2x3y2_3xy4). (50) 
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Die Bedingungen (49) liefern alsdann die Bei werte von w": 

5 
c = ---a 

5 4 0' 

oder w" in der Form: 

w" = 5 a; x (5 t _ 6 b2 y2 + 4 y4) , 

sofern zur Abkurzung 

a--~-
0- 120N a 

gesetzt wird. Fur die dritte Funktion w'" wird schlieBlich ein An
satz nach Gl. (36), S. 69 

III 2;X nny w = cos---
n b (n=1,3,5, ... ) 

fI 

angenommen. N ach Vereinigung der drei Funktionen w', w", w'" 
konnen die verfiigbaren Beiwerte im Ausdruck von Xu aus den Grenz
bedingungen (45) und (46) ermitte1t werden. 

37. Die Formanderungen und die Spannungen von 
durchlaufenden Platten. 

Die Kenntnis von gewissen Formanderungs- und Spannungszustan
den von Platten, die in regelmaBig angeordneten Punkten durch 

x 

Abb.90. 

Abb.91. 

Einzelkrafte belastet sind, durfte fur den Ingenieur nicht nur im Hin
blick auf die Konstruktionen des Hoch- und des Grundungsbaues 
von Wert sein, in denen sich ahnliche Biegungszustande von ver
bogenen Platten verwirklicht tinden, sondern auch aus dem Grunde, 
weil unter ihnen einige zur Darstellung des Spannungsverlaufes in 
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wichtigen Fallen der Beanspruchung von rechteckigen Platten dienen 
und deshalb zu den Grundlosungen der Plattenstatik gezahlt werden 
konnen. 

Unter den Einzelkraftsystemen mit regelmaBig angeordneten An
griffspunkten sind der Lastenzug auf einer unbegrenztenPlatte 
hervorzuheben, wie ihn die Abb. 90 andeutet, und zweitens d as 
Einzelkraftgitter Abb. 91, das einer gleichmaBig verteil ten 
Last das Gleichgewicht halt. 

Abb.92. Belastungsversuch einer durchlaufenden tragerlosen Eisen
betondecke von A. N. Talbot und H. F. Gonnermann ("Test of a flat 

slab floor", University of Illinois Bulletin, Vol. XV, Nr. 39. 1918). 
Die Decke ist in 6 mal 6 rechteckige Felder von 5.91 m.5,32 m geteilt und nach dem Vierbahnen
system bewehrt. Plattenstarke 21 em. Normale Hochstlast: 1220 kg/mo. Die 4 mittleren Felder 
wurden durch aufgestapelte Masseln mit 4450 kg/rna belastet. Die Formanderungen und die 

Spannungeu der belasteten Decke wurden gemessen. 

Denkt man sich den Lastenzug Abb. 86 auf eine unbegrenzte 
Platte gestellt, so erzeugt er in ihr eine elastische Flache, die aus 
parallelen Wellenziigen besteht. Auf den im GrundriB der Abb. 90 
eingezeichneten parallelen Geraden verschwinden aus Symmetrie
griinden sowohl die Durchbiegungen, als auch die beiden Biegungs
momente. Mit dem Spannungszustand dieser unbegrenzten Platte haben 
wir uns bereits eingehend beschaftigt (Abschn. 27-30), denn jeder !fer 
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Parallelstreifen, in die die Ebene durch die Geraden der Abb. 90 ge
teilt wird, ist ein durch eine EinzeIkraft verbogener freiaufliegender 
Plattenstreifen. 

Der zweite Belastungsfall einer unbegrenzten Platte ist in den 
mittleren Feldern der sogenannten "tragerlosen Decken" verwirk
licht. Es sind dies durchlaufende Decken, die in einem rechtecki
gen Gitter von Punkten durch Saulen unterstiitzt sind. Diese wohl 
erstmals in den hohen Stockwerkbauten der Vereinigten Staaten von 

Abb. 93. Zum Abbruch bestimmtes Gebaude in Chicago, in dessen 
6.Stockwerk die Belastungsversuche von Talbot und Gonnermann 

(vgl. Abb. 92) vorgenommen wurden. 

Amerika ausgefiihrten Decken werden aus Beton mit regelmaBig an
geordneten System en von parallel oder auch ring- und strahlenf6rmig 
urn die Saulen verIegten Eiseneinlagen in in niger Verbindung mit 
den Saulen ohne U nterziige hergestellt und bilden ein Konstruktions
element, das als Fundamentplatte von Gebauden, als Fahrbahn von 
StraBenbriicken und als Decke viel angewendet wi rd. Wegen der piIz
artigen Erweiterung der Saulenk6pfe wurden sie auch Pilzdecken 
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genannt (Abb. 93, 94) 1). Fiir die Beurteilung der sparsamsten An
ordnung und fiir die Bemessung der Eiseneiniagen diirfte die Be
schreibung des Spannungszustandes einer in der angegebenen Weise 
unterstiitzten unbegrenzten Platte, die aus einem homogenen Ma
terial besteht, von Wert sein. 

Unter den in regelmiiBig angeordneten Punkten unterstiitzten 
Platten zeichnet sich der obige Belastungszustand durch seine hervor
ragenden Symmetrieeigenschaften aus. Wenn der Ingenieur es vor-

Abb.94. 

zieht, die Decken des Eisenbetonbaues ohne Unterziige glatt iiber die 
Stiitzen hinweg zu fiihren und sie in einem regelmaBigen und meist 
rechteckig angeordneten Gitter von Punkten durch die Saulen ab
zustiitzen, so beriihren sich seine gestalten den Grundsatze bewuBt 
oder unbewuBt mit dem Streben des Mathematikers nach Ausschal
tung alles Entbehrlichen und nach Vereinfachung der Form. Er darf 

1) Durch das freundliche Entgegenkommen der Wayss und Frey tag
A. G. , Eisenbetonunternehmung in Neustadt a. d. Haardt war es mir 
miigJich, im folgenden in den Abb. 94 bis 99 einige Lichtbilder ihrer sehr be
merkenswerten Plattenkonstruktionen und Pilzdecken aufzunehmen. Es sei ihr 
fur ihre Liebenswurdigkeit auch an dieser Stelle bestens gedankt. 
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deshalb erwarten, daB derartige Belastungszustande auch einer mathe
matischen Behandlung gut zuganglich sein werden 1). 

') Der BiegungsfaIl der PiIzdecke kommt librigens auch in den durch 
Ankerbolzen versteiften und dem Dampfdruck ausgesetzten, ebenen Wandungen 
der Feuerbiichse der Lokomotive vor. Mit ihm hat sich bereits F. Grashof 
(Theorie der Elastizitiit und Festigkeit, 2. Aufl., S. 358. 1878) beschiiftigt. Seine 
Losung gibt die Scherkriifte der Platte nicht riehtig wieder. Ebensowenig ver
mochte H. T. Eddy einen genaueren AufschluB iiber die starke Zunahme der 
Spannungen in der Gegend der Stiitzpunkte zu geben. Zu einem befriedigen-

Abb.95. 
Zu Abb.94 und 95. Pilzdecke in einem Lagerhaus (Hartpapierfabtiken 
Gebr. Adt, Wachtersbach). Ausflihrung von Wayss und Freytag, A. G., 

Neustadt a. d. Haardt. 
Nlltzlast im Erd-, 1. und 2. ObergesehoB 800 kg/qm. Spannweite der Felder: 5,34·5,50 m. Decken

starke 12 em. Gurtenstarke SO em, Gurtenbreite 1,70 m. 

deren Verlauf der SpannungsIDomente gelangten Tu rnea ure und Maurer durch 
Niiherungsansatze. Uber die alteren, in den Vereinigten Staaten ausgebildeten 
Rechnungsverfahren zur Ermittlung des Spannungsverlaufes in kontinuierlichen 
Decken linden sich Einzelheiten in dem Buche von E. Probst: "Vorlesungen 
liber Eisenbeton", Bd. I, S.533. 1917, Berlin: Julius Springer. Einen erheb
lichen Fortscbritt gegenliber dies en Verfahren hat Lewe in seiner kleinen 
Schrift "Die strenge Lasung des Pilzdeckenproblems", Selbstverlag, Berlin 1922 
(und in einigen Aufsatzen im "Bauingenieur") erzielt. Wir kommen auf seine 
Losung weiter unten zuriick. Wegen weiterer Bearbeitungen, die dieser 

Nadai, Elastisehe Platten. 10 
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Durch die geraden Linien, welche die Saulenmittel oder die Stiitz
punkte verbinden, wird die unbegrenzte Platte in gleiche rechteckige 

Biegungsfall einer unbegrenzten Platte erfahren hat, sei auf die Arbeiten von 
H. Marcus (Armierter Beton, 12. 1919), von N. J. Nielsen (nSpaendiger i 
plader", Dissertation, Kopenhagen 1920) und von H. M. Westergaard und 
A. Slater (nMoments and stresses in slabs", Proc. of the american concrete 
institute, 17. 1921) verwiesen, deren Verfasser die Differenzenrechnung zur 
Losung dieser Randwertaufgabe der Platten anwenden. Einem Verzeichnis 

Abb.96. 

der letzten Schrift ist zu entnehmen, daB die amerikanischen Ingenieure, 80-

lange die theoretischen Hilfsmittel ihnen noch nicht in befriedigender Weise 
zur VerfUgung standen, in der ihnen gewohnten groBziigigen Weise wohl an 
mehr als zwei Dutzend mehrfelderigen Deckenkonstruktionen durch Festigkeits
versuche, die sie in groBem MaBstabe in Gebauden an stell ten, sich die erforder
lichen Unterlagen zu verschaffen gewuBt haben. Der Verfasser hat vor kurzem 
(Z. ang. Math. Mech. Bd. 2, S. 6. 1922 und Bauing. 1924) gezeigt, daB sich 
die elastische Flache der unbegrenzten Platte durch eine Summe (Gl. (1) u. (3), 
S. 150) darstellen laBt, die den einen Bestandteil der von Lewe (a. a. 0.) fUr 
denselben Belastungsfall aufgestellten Doppelsumme sum m i e r t enthalt und 
sich zur Ausrechnung der in der Umgebung der Stiitzpunkte stark anwachsen
den Momente eignet. -
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Felder geteilt und es geniigt, die Formanderung eines Feldes an
zugeben. Es wird sich empfehlen, gleich einen Streifen von Feldern 
zu betrachten und die Gleichung der elastischen Flache der un
begrenzten Platte fUr ihn aufzustellen. Wir bezeichnen mit 2 a und 
2 b die Entfernungen der Stiitzpunkte und verlegen das Koordinaten
system nach Abb. 91 1). Urn die Grenzbedingungen fUr die verbogene 
Flache der unbegrenzten Platte anzugeben, denken wir uns die zwei 
parallel en Schnitte y = ± b, die den Felderstreifen begrenzen, in der 

Abb.97. 
Zu Abb. 96 und 97. Pilzdecke in einem Lagerhaus. Bau Op. 75. 

Ausfiihrung von Wayss und Freytag, A. G., Neustadt a. d. Haardt. 
Nutzlast 1000 kg/qm. Spannweite der Felder: 4,42·4,42 m. Deekenstarke 11 em. Gurtenstarke 

26 em. Gurtenbreite 1,40 m. 

unmittelbaren Nahe der Stiitzpunktreihen derart gelegt, daB inner
hal b des Streifens kein Angriffspunkt einer kOllzentrierten Kraft sich 
befinde. Innerhalb dieses Gebietes hat die Durchbiegung w der Platte 
der Differentialgleichung 

LlLlw = ~ = konst. 

1) In der auf der vorigen Seite zuletzt zitierten Arbeit steht fUr die Feld
seiten a und b, was bei einem Vergleiche der Formeln zu beach ten ist. 

10* 
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zu geniigen, wo mit p die auf die Flacheneinheit bezogene Belastung 
und mit N = Eh3 j12 (1 - ')12) die Plattensteifigkeit bezeichnet werden 
(E ist der Elastizitatsmodul, h die Dicke und ')I die Querdehnungs
zahl). In einem der Stiitzpunktreihe benachbarten Schnitt y = konst_ 
ist die gesamte, in der Nahe eines Unterstutzungspunktes auf den 
Felderstreifen iibertragene Kraft P gleich der HalIte der Last, welche 
jede Saule aufzunehmen hat oder P = 2 P a b. 

Abb. 98. Die Eiseneinlagen einer Pilzdecke. 
Ausfiihrung von Wayss und Freytag, A. G., Neustadt a. d. Haardt. 

Wir haben furs erslie einen analytischen Ausdruck fUr einen aus 
lauter gleichen Einzelkraften P zusammengestellten Lastenzug auf
zustellen, deren Entfernung 2 a betragt. 

Wenn sich diese Kraft auf einem kurzen Stiick - c < x < c von 
der Lange 2 c gleichmaBig als Scher kraft 

oL/w P 
p =-N--=----

Y oy 2 c 

auf den herausgeschnittenen Felderstreifen y = + b iibertragt, so 
kann die Verteilung der Scherkrafte p durch die Fouriersche Reihe 

p = __ ~_~2:(-l)kSinknccoskn~ (k=1,2,3 ... ) 
u 2 a nc k k a a 
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dargestellt werden. Indem wir von dieser Lastverteilung gleich zur 
Punktstiitzung iibergehen und 

1. . k Jl C k 7l C .• k 7l C 
Imes sm -- : -- = 1 fur ---- -+ 0 

a a a 

annehmen, erhalten wir den analytischen Ausdruck fiir den aus lauter 
gleichen Einzelkraften P zusammengesetzten Lastenzug mit der Teilung 
2 a in der fiir die Rechnung geeigneten Reihe 1): 

p = _ N oil w = _ P (2.. + ~\ -l)kcos k71X). 
y oy a 2 a 

Abb.99. Durchlauf ende Bodenplatte eines Eisenbetonbeckens. 
(Hallenschwimmbad Niirnberg). Ausfiihrung: Wayss u. Freytag A. G., Miinchen. 
Die Bodenplatte hat eine Breite von 11,5 m und eine Lange von 28,3 m im Lichten. Sie ruht 
auf Einzelsaulen mit dariiberliegenden Unterztigen. Spannweite der durchlaufenden Platten 3 m. 

Starke 14 bis 20 em. 

Dies ist die eine Randbedingung, der die Flache w auf der 
Geraden y = b zu geniigen hat. Die zweite ist 

Y = b, 
ow 
3ij=O. 

Die elastische Flache w wird aus zwei Teillosungen w' und uJl: 
W= w' + uJ' 

') V gl. S. 83. 



150 Die Formanderungen und die Spannungen der biegsamen Platten. 

gebildet. Wir verstehen unter w' die FHiche eines durch einen Druck 
p = konst. belasteten Plattenstreifens: 

(1) 

von der Breite 2 b des Felderstreifens, der in den Geraden y = ± b 
eingespannt ist, so daB sich fiir y = b 

oW P 
-- = ° und p' = - p b = - --oy y 2 a 

ergeben. Dann hat die zweite Losung w" den Randbedingungen 

y=b, 
ow" 
--=0, cy 

p"= - N~;Jw"- = _~ 2) (_l)kcosknx 
y oy a a (2) 

zu geniigen. Sie lassen sich durch die der homogenen Platten
gleichung ;J;J w" = 0 geniigende Funktion: 

" 2) ( kny kny. kny) knx w = a [of --- + b --15m -- cos ---
k a k a a a 

befriedigen. Die Ausflihrung der in den Randbedingungen (2) vor
geschriebenen Differentiationen ergibt nach gehoriger Zusammen
fassung der Glieder fiir die zweite Losung w" die rasch konvergente 
Reihe: 

in der zur Abkiirzung 

knx 
~k = ---, 

a 
(4) 

gesetzt und flir k = 1, 2, 3, ... zu nehmen sind. So ergibt sich 
beispielsweise die groBte Durchbiegung in der Mitte x = y = 0 des 
Feldes gleich 

pb4 pa3 b ~(-l)k+l(@3inak+ak[ofak). 
24'& + --;;:sN L..; k3 @3in2 ak ' 

sie ist in einer kontinuierlichen Platte mit quadratischer Feldteilung 
a = b, wenn die Poissonsche Zahl = 1/4 genommenwird, gleich 

pa4 

0,597 Eh3 . 
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Zur Angabe des Verlaufes der Momente m , m, m : 
x y xy 

m = _N(~w 
x ox~ 

m = - N (o~_w --"- v ~_UJ) 
Y oy2 I 0 x~ , 

':l." (i"W 
m = - N(1- v) 

xy oX Z'y 

in der durchlaufenden Platte sind die Funktionen w' und w" zwei" 
mal nach den Koordinaten abzuleiten. Der Anteil w' (1) ergibt die 
elementaren Biegungsformeln: 

mx' = m ' = P b2 (1 _ ~y~) 
v y 6 4 b2 

(5) 

des eingespannten Parallelstreifens. Die Spannungsmomente, die von 
der FHiche w" herriihren, zerlegen wir in die beiden Anteile: 

m " ~~ m " = _ ~t v) p a b .2 (- Ilk cos ~k [°J.!Lk (6) 
x Y Jl k (Sin Uk ' 

m'; = - m'; 

U nter der V oraussetzung, die wir der Rechnung zugrunde gelegt 
haben, daB namlich die Stiitzkrii.fte der durchlaufenden Platte in 
einzelnen Punkten sich auf sie iibertragen, miissen wir in der Urn" 
gebung ihrer Angriffspunkte ein unbegrenztes Anwachsen der Biegungs
momente erwarten. Es lassen sich nun tatsachlich an Hand der 
Formelngruppen (6) und (7) in der Umgebung der Stiitzpunkte log
arithmisch unendlich werdende BiegungEmomente nachweisen. Wir 
haben sie in den Momenten m,," und my" (6) abgesondert. Zur Fiihrung 
des Nachweises schreiben wir ihre Werte an, die sie in der Ver
bindungsgeraden y = b einer Stiitzpunktreihe annehmen: 

m"=m,,=_(l+v)pab "l--=-~[otgakcoskJlX (8) 
x Y Jl L..; k a 

Der in dieser Reihe vorkommende [otg Uk strebt mit den wachsenden 
Zahlen k sehr schnell der 1 zu. Wenn man ihn in jedem Gliede 
fortliiBt, entsteht eine Reihe: 

" ( -~~)k cos k Jl X 
L..; k a' 
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die sich wesentlich nur in ihren ersten Gliedern von der urspriing
lichen unterscheidet. Die letzte Summe ist eine der bekannten 
Eulerschen Entwicklungen, auf die man durch die Potenzreihe fiir 
In (1 + u) gefiihrt wird, wenn man u komplexe Werte beilegt. Sie 
stellt im Intervall - a < x < a ,der Veranderlichen x die folgende 
Funktion von x: 

( nx) ~(_1)k knx 
-In 2cos-- = ~--cos--

2a k a 
(k = 1, 2, 3, ... ) (9) 

dar. Indem wir von dieser Entwicklung der Funktion In (2 cos ~ :) 

in eine Fouriersche Reihe Gebrauch machen und noch eine GroBe 

na (10) 
q = e b 

2 q2k 
einfiihren, mit deren Hilfe sich (£otg an - 1 durch den Bruch 1_ q2k 

ausdriicken HtBt, erhalten wir fiir die Reihe in GJ. (8) die fiir 
- a < x < a giiltige Gleichung: 

\,(-1)k knx 
~ -k-- (£otg ak cos ~-

nX ~ (- 1)k q2k knx 
= - In 2 cos - + 2..;;:,; k ( 2k) cos -- . 2a 1-q a 

(11) 

Wir haben im ersten Gliede auf ihrer rechten Seite den in der Um
gebung der Stiitzpunkte x = + a (y = b) logarithmisch unendlich 
werdenden Bestandteil vor uns, denn der restliche Teil in (11) stellt 
einen wellenformigen Kurvenzug dar, der einer gewohnlichen Cosinus
linie sehr ahnelt. 

An Hand von (5) bis (7) und (11) lassen sich fUr die praktische 
Berechnung geeignete Formeln fUr die Spannungsmomente anschreiben. 
In der Verbindungslinie der Stiitzpunkte y = b sind die Biegungs
momente durch die Formeln: 

pb2 y 
m'=---' 

x 3' 
, P b2 

m =--
y 3 ' 

,,_ ,,_(1+y)pa~[1 2 nX_2 ~(_1)kp2k knxJ 
mx - my - n n cos 2 a 4' k (1 _ q2k) cos a ' 

knx 
(- 1)kCOS--

m'''=-m'''=-(1-v)pb2 ~ a 
XII";;:'; ®in2 a ' 

k 

( knb -~~) "k = -a-' q = e a (12) 
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gegeben. Die resultierenden Momente m., und mil sind die Summe 
dieser drei Teilbetrage. 

Wie wir schon bemerkten, wird die durchlaufende Platte um 
die Saulen herum am starksten beansprucht. Zur Darstellung des 
Spannungsverlaufes an diesen Stellen setzen wir in den G1. (12) 
x = a, ausgenommen im logarithmischen Gliede und in diesem 
x = a - Xl' unter Xl eine kleine GroBe verstanden, ferner zur Ab
kiirzung: 

p2k 
In c = - 2 k (1 _ q2k) • (13) 

Aus den G1. (12) ergeben sich dann die Ausdriicke fiir die Biegungs
momente auf der Linie y = b in der Umgebung des Stiitzpunktes 
x=a: 

(14) 

Von der in (13) eingefiihrten GroBe c weist man Ieicht nach, da.B 
sie sich durch das unendliche Produkt 

(15 ) 

berechnen lassen muB, sofern nur q < 1 ist, was fiir alle Seiten
verhii.l~nisse b: a > 1 in der Tat der Fall ist. (Zum Beweise hat man 
nur den Logarithmus des unendlichen Produktes zu bilden.) Wiihlt 
man also die langere Seite des Feldes zur Seite b, so wird 
q = e- nb1a ein kleiner Bruch und man erkennt, daB sowohl (13) 
als (15) auBerordentlich rasch konvergieren, fiir den hier verfoIgten 
Zweck ist bereits hinreichend genau c", 1 _ q2. 

Wenn man die Ausdriicke (14) mit den Formeln fiir das radiale 
und das tangentiale Biegungsmoment mr und mt einer in ihrem 
Mittelpunkt durch eine Einzelkraft Q belasteten und auf ihrem Um
fang r = ao frei aufliegenden kreisformigen Platte: 

vergleicht, kann man auch sagen, daB das Gebiet um eine Saule 
der durchlaufenden Decke herum, abgesehen von zwei sogleich an
zugebenden gleichmaBigen Biegungsmomenten ml und m2 , welche 
sie in der Richtung der x- bzw. der y- Achse verbiegen, ebenso be
ansprucht wird, wie der mittlere Teil einer kreisformigen Platte, die 
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auf einem Kreise vom Halbmesser 

a a 
ao = n c2 = n (1 -q-::C2 )---2--O-( 1-_-q-c4-O--=)2-. -•• 

frei aufruht und in ihrem Mittelpunkt eine Einzelkraft 

Q=-4pab 

gleich der Feldbelastung tragt. Die zusatzlichen Momente ergeben 
sich durch den Vergleich von (15) und (16): 

m = - p b2 [ ~ + (1 - v) ~_. 1_. ] • 
1 3 ~ Sm~~ 

m~ = - pb2 [- -~ + (1 - v) (.2 _-;-1_ + ~)J. 
- 3 6m2 tXk nb 

Fiir die groBte Inanspruchnahme der durchlaufenden Platte ist 
die Starke der Konzentration der Stiitzkraft Q oder anders aus
gedriickt das Verhaltnis einer linearen Abmessung der Flache, in der 
sich die Kraft Q auf die Platte iibertragt, zu einer Abmessung der 
Platte, beispielsweise der Lange 2 a oder 2 b der Seiten eines Feldes 
maBgebend. Wir konnen, ahnlich wie wir die Biegungsbeanspruchung 
einer kreisformigen Platte durch eine Einzelkraft abgeschatzt haben, 
annehmen, daB die Flache, in der die Platte ihre Belastung auf eine 
Saule iibertragt, ein Kreis vom Halbmesser e sei, und daB der Druck Q 
sich gleichmaBig in ihm verteile. 1m Mittelpunkt des Kreises er
geben sich dann die Maxima der Biegungsmomente der durchlaufen
den Platte: 

pab[ ao ] m = - --- (1 + y) In - + 1 + m , 
x n e 1 

Die entsprechenden Randspannungen in den Oberflachenschichten 

z = ± ~. der Platte sind 0max = ± :2 mx ' my. 

Der Verlauf der Biegungsspannungen Ox und 0y unter der Ober
flachenscbicht z = h(2 ist fUr eine gleichmaBig belastete durcblaufende 
Platte, die in einem q uadratischen Gitter von Punkten unterstiitzt 
ist, aus der Abb. 100 zu ersehen. In derselben ist nur ein Viertel 
eines Feldes gezeichnet. 0 ist die Mitte eines Feldes, die gegeniiber
liegende Ecke ein Stiitzpunkt. Die Kurven der groJ3ten Rand
spannungen sind fiir den seitenhalbierenden Schnitt y = 0 eines 
Feldes, fUr einen Schnitt y = a, der durch eine Stiitzpunktreihe geht, 
und entlang einer Diagonalen eines Feldes angegeben. Zur Angabe 
der Spannungen 01 und 02 in den Diagonalen bedarf es keiner be-
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sonderen Rechnung, sie ergeben sich aus den Spannungen in den 
beiden vorerwahnten S<;hnitten auf Grund der Bemerkung, daB die 
resultierende Belastung der durchlaufenden Platte aus zwei gleichen 
Lastsystemen vom halben Druck p und den Gitterkonstanten f2 a 
erzeugt gedacht werden kann. 

ffx t -2,0 

oy -1~ 

-q.J 

-0,2 

-111 

a 

Abb.100. Die Biegungsspannungen der Oberflachenschicht z""'hj2 
einer gleichmaBig belasteten durchlaufenden Platte, die in einem 

qua d rat is c hen Gitter von Punkten unterstiitzt ist. 
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Aus der Abb. 100 ist zu ersehen, daB um jeden Stiitzpunkt eine 
geschlossene Kurve sich angeben IaBt, auf der das um die Tangenten
richtung drehende Biegungsmoment verschwindet. Sie schneidet die 
Diagonale eines quadratischen Feldes in einer Entfernung 0,46 a und 
die Seiten in einem Abstand 0,42 a vom Sauienmittel und unter
scheidet sich demnach nur wenig von einem Kreis vom Halbmesser 
0,44 a. Das Gebiet innerhalb dieser Kurve wird also angenahert wie 
eine durch einen gleichformigen Druck p und auBerdem durch eine 
Einzelkraft P = - 4 p a2 in ihrem Mittelpunkt belastete kreisformige 
Platte beansprucht, die man sich in einem Loch in die durchlaufende 
Platte frei drehbar eingehangt vorstellen kann 1). 

38. Die Losung des Pilzdeckenproblems durch Doppelreihen 
von V. Lewe. 

In seinen schon erwahnten Arbeiten2) hat Lewe die Gleichungen 
der elastischen Flachen von durchlaufenden Platten durch trigono
metrische Doppelreihen ausgedriickt. Man wird auf diese Form der 
Losung gefiihrt, wenn man die Belastungsfiache der durchlaufenden 
Platte durch eine solche Reihe darstellt. Fiir ein mittleres Feld 
einer Pilzdecke, wie wir es in den beiden vorigen Nummern be
trachteten, kann die Belastungsfiache durch eine doppeltperiodische 
Funktion der Koordinaten x und y dargestellt werden. Wir nehmen 
an, daB das Feld durch einen Druck p = konst. belastet sei. Die 
Belastung 4 p a b eines jeden Feides wird durch je eine Saule auf
genommen. Die Stiitzkraft der Saule kann hier durch eine gleich-

maBig verteilte Last q = :f3 zum Ausdruck gebracht werden, die 

sich innerhalb eines kieinen Rechteckes von den Seiten 2 a a und 
2 f3 b auf die Platte iibertragt. Die Belastungsfiache ((x, y) besteht 
dann aus 2 Teilen, namlich einem Druck (1 (x, y) = p = konst., 
der auf dem ganzen Felde 2 a x 2 b lastet, und einem Druck 

(2 (x, y) = - :f3' der nUr innerhalb des kleinen Rechtecks 2aaX2f3b 

sich auf dasselbe iibertragt. 

1) Die amerikanischen Ingenieure Turneaure und Maurer haben ihrer 
Berechnungsmethode der eisenbewehrten durchlaufenden Decken eine derartige 
Annahme aus abschiLtzenden Betrachtungen heraus zugrunde gelegt, wobei sie 
das Gebiet um die SiLulen herum als eine kreisformige "Kragplatte" auffaBten, 
deren Halbmesser sie in guter Dbereinstimmung mit dem obigen NiLherungs
ergebnis auf ein Fiinftel der SiLulenentfernung eingeschatzt haben. V gl. E. Pro b s t, 
Vorl. iiber Eisenbeton, I. Bd., S. 520. 1917.) 

2) S. die Anmerkung auf S.145. 
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Die allgemeinste doppeltperiodische Funktion, die eine gerade 
Funktion der Koordinaten x und y ist, hat die Form: 

'\T '\T mnX nny + ,L.;,L.; Amn cos -- cos -b--' 
1 1 a 

(17) 

Wir erhalten die Beiwerte dieser Summen, wenn wir die vorstehende 

GI . h d R'h h' fl n x 't Y ny . 1 d mc ung er el e nac mIt cos -a-' mi cos -b -, mIt ,un 

. fl n x Y n y 1 . I' . d' mIt cos -a- cos -b - mu tIP IZleren un S18 hierauf nach x und 

nach y zwischen den Grenzen 0 und a bzw. 0 und b integrieren: 

Bit = a2b II ((x, y). cos fl;X dxdy, 

0,. = !bIJ ((x, y) cos y~y dxdy, 

Aoo = alb II ((x, y)dxdy, 

4 iI flnx Yny Amn = ab ((x, y) cos -a- cos a dx dy. 

(18) 

(19) 

Wenden wir diese Formeln auf die Belastungsflache ((x, y) der 
Pilzdecke an, so erhalten wir Aoo = 0 und mit den Abkiirzungen 
~ = x/a, 1) = y/b die von Lewe auf anderem Wege abgeleitete 
Reihe: 

2n'\Tl {(x, y) = - --,L.; -sinmnacosmn~ 
an 1 m 

2p '\T 1. {3 
- -,L.; -- Sill n n cos n n1) 

{3n 1 n 

4p '\T '\T 1. . t· {3' - -{3- '2,L.; ,L.; - Sill m n a sm m n c; Sill n n Sill n 1l1) • 
ex n 1 1 mn 

(20) 

Nachdem die Lastverteilung p = ((x, y) entwickelt ist, bietet es keine 
Schwierigkeiten die zugehOrige doppeltperiodische elastische Flache 
aus der Differentialgleichung 

N L1 L1 w = {(x, y) (21) 
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hinzuschreiben.. Sie ist 

2 P {a4 ~ 1 b4 1 } 
W = Wo - 5 N -.L.,; ~ sin m n a cos m n ~ + fi-2 5' cos n n f3 cos n n ~ 

n alm {'In 

_ 4 P a4!!.~ ~ ~ sin m n a sin n n f3 cos m n ~ cos n n 1'] 

af3nG Nf' ~ mn(m2 b2 + n 2 a2 )2 • 

Lewe hat mit Hilfe dieser Gleichung auch die Momente der durch
laufenden Platte berechnet und im AnschluB an diese Losung eine 
Reihe von verwandten Belastungszustanden \Ult~~"Cht! ISO beillpiellil
weise unbegrenzte Platten mit einzelnen gleichmaBig belasteten Feldern 
oder streifenformigen Belastungsgebieten. Geht man in seiner Reihe 
(22) zu a = f3 = ° iiber, so erscheint die elastische Flache der gleich
formig belasteten unbegrenzten Platte, die in einem rechteckigen Gitter 
von Punk ten durch Einzelkrafte unterstiitzt ist, in der Form 

= _ 2 P { 4 ~ cos m n ~ _ b4 ~ cos n n 1'] } 
W Wo 4 N a .L.,; 4 --t.L.,; 4 

n 1 m 1 n 

_ 4pa4b4 ~ ~ cosmn~cosnn1'] 
n 4 N ~ ~ (m2 b2 + n2 a2)2 • 

(23) 

Die fiir denselben Belastungsfall von uns entwickelte Losung (37) 
enthaJt den einen Bestapdteil der Leweschen Doppelreihe bereits 
summiert. Lewe hat neuerdings auf dem geschilderten Weg auch 
die Losung fiir eine durchlaufende Fundamentplatte ange
geben, die die Lasten eines Gebaudes durch Saulen in einem recht
eckigen Gitter von Punkten aufnimmt und auf den elastisch nach
giebigen Untergrund iibertragt 1). 

39. Durch Einzelkrafte belastete rechteckige Platten. 

Einige Belastungsfalle dieser Art in rechteckigen Platten und in 
Parallelstreifen lassen sich durch die Vberlagerung von Einzelkraft
systemen mit regelmaBig angeordneten Angriffspunkten bilden. Ais 
solche kommen insbesondere der Lastenzug des freiaufliegenden 
Plattenstreifens (Abb.90, 37, S. 141) und das Kraftsystem in Be
tracht, bei dem eine iiber der ~latte gleichformig verteilte Last 
durch ein System von Einzelkraften abgefangen wird, deren Angriffs· 
punkte ein rechteckiges Gitter von Punk ten (Abb. 91, 37, S.141) 
hilden. 

a) Die elastische Flache eines Halbstreifens, der in 
einem beliebigen Punkt eine Einzelkraft tragt. Ein Lasten-

1) DaB umgekehrte Pilzdeckenproblem, Bauing. 1923. 

(22) 
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zug, der aus lauter parallelen und gleichen Einzelkdiften P besteht, 
die in abwechselnder Richtung in den markierten Punkten der 
Abb.90 wirken, erzeugt die in 21) Gl. (68) angegebene elastische FHiche 

n:qj 

Pa2 Z e --a( n71 Y). n71; . n71X 
W = --- ---- 1 + -- sm -- SIn ~--

1 2 7l:l N n 3 a a a' 

(y>O, n=1,2,3, ... ). 

Ihre Gleichung bezieht sich auf ein 
Achsensystem x, y, dessen Ursprung 
in der Abb.l0l mit ° bezeichnet 
ist. Wenn man diese Fliiche auf 
einAchsensystem x, y bezieht, dessen 
Ursprung 01 urn eine Strecke 1] 

in der Richtung der negativen y
Achse verschoben ist, hat die Einzel
kraft P, deren Angriffspunkt in der 
Abb. 101 mit P l bezeichnet ist, die 

+~ 
o ~l 
.!I 0, : l 

-p 
11 
I 
I 
I 

I 
I 
I 
I • +p 

+p , 
I 
I 
I o 

-p 

Abb. 101. 

(1) 

-p 
11 
I 
I 

I 
I 
I • +P 

Koordinaten x = ;, y = 1). Ihre Gleichung geht aus (1) hervor, 
wenn y durch y - 1) ersetzt wird. 

Mit Hilfe der Fliiche wl liiBt sich die elastische Flache eines 
Halbstreifens angeben, der in einem beliebigen Punkt eine Einzel
kraft tragt. Man erhalt eine derartige Fliiche, wenn auf die Platte 
ein zweiter Lastenzug gestellt wird, dessen Krafte ± P, wie in 
Abb. 101 auf einer zur ersten Angriffspunktenreihe parallelen Geraden 
y = - 1] angreifen. Bezeichnet w 2 den Beitrag, den dieser zweite 
Lastenzug zur Durchbiegung liefert, so ist ersichtlich die Gleichung 
von w2 (auf 01 als Ursprung bezogen) 

_ n:t (y+'1) 

- P a2 Z e a I n 7l ] . n 7l; . n 7l X 
W - --- - - 1 1 + -~ (y + 'I'J) sm ---- sm --

2 - 2;n;3 N n 3 L a ./ a a (2) 

(y> - 1]). 

Bei der Dberlagerung von WI und w2 heben sich auf der x-Achse 
die Durchbiegungen wl gegen w2 auf und die Summe 

(3) 

stellt die seitlichen Ausbiegungen einer unbegrenzten Platte dar, 
deren . Ordinaten W und L1 W auBer auf den Parallelen x = 0, ± a, 
± 2 a, . .. auch auf der Geraden y = 0 verschwinden. In jedem in 
Abb. 101 von zwei Parallelen und der x-Achse begrenzten Halb
streifen greift eine Einzelkraft P an. 1m Halbstreifen 0 < x < a, 
y > 0 wirkt die Einzelkraft P im Punkte x = ~, Y = 1]. Die beiden 
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Summen WI und w2 konnen in eine einzige zusammengezogen werden I). 

Sie lautet: 
nltY 

Pa~ ~ e ---';-. [( n7l Y). n7lfJ n7lfJ n7l'YJ]. n7l~. n7lX 
W = --.L.J --- 1 + -- @lm -- - ---- (£of -- sm -- sm --

713 N n3 a a a a a a 
n 

(n = 1, 2, 3, ... ) 

b) Der freiaufliegende Parallelstreifen mit einer Einzel
kraftreihe. Dieser Biegungszustand entsteht aus Gl. (1), wenn man 
auf der unbegrenzten Platte die Lastenziige (Abb. 90) in gleichen 
Abstanden parallel nebeneinander wie in Abb. 102 stellt; seine 
elastische Fliiche hat die Gleichung 

Pa2 ~ ( n7lY n7lY. n7l Y) . n7l~ . n7lX w = -- a (£of-- + b --@ltn-- sm- -Slll-- (5) 
2 713 N nan a a a a 

n 

mit den Beiwerten 

1 
a = - -3--- (n = 1, 2, 3, ... ). (6) 

n n @lin an 

Hier bedeuten a die Breite des Parallelstreifens, 2 b die Entfernung 

Abb.l02. 

der Kraftreihen, P die EinzelkraJte, ~ die 
Entfernung ihrer Angriffspunkte von der 
Seite x = 0 des Parallelstreifens, N die 
Plattensteifigkeit und an 

n7lb 
a =--. 

n a (7) 

Fiigt man zu w, Gl. (5), die elastische Flache 
eines gleichformig belasteten, freiaufliegen
den Plattenstreifens 

(8) 

hinzu und bestimmt die Einzelkrafte P so, daB fiir X= ~ W + w' = 0 
wird, so stellt die Summe w + w' die Gleichung der Flache dar, 
nach der sich eine iiber zwei parallele Wande gelegte Platte 
oder Decke, die auBerdem durch eine Saulenreihe unter-

1) Bei der Zusammensetzung der Reihen W 1 und w. ist zu beachte'n, daB 
sie in verschiedenen Bereichen der Veranderlichen y giiltig sind, die Summe 
w1 + w. gilt natiirlich nur dort, wo die beiden Bereiche sich iiberdecken. Das 
ist bei der Summe (4) das Gebiet 'Yj < y < 00. Die Gleichung der AnschluB
flache im Stiick 0 < Y < 'Yj des Halbstreifens geht aus (4) nach Vertauschung 
von 'Yj mit y hervor. 

(4) 
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stiitzt wird, unter ihrem Eigengewicht oder einer gleich
formig verteilten Last p durchbiegt. 

Es ist der Erwahnung wert, daB man zu dem Biegungs
zustand b, Gl. (5), auch auf dem Wege iiber die Losung der 
Pilzdecke gelangen kann. Fiigt man namlich zum Spannungs
zustand einer solchen Decke, wie er in 37 beschrieben wurde, 
einen gleichen Zustand hinzu, bei dem jedoch 1. der Druck ent
gegengesetzt gerichtet ist und bei dem 2. das Angriffspunktgitter 
gegen das erste urn ein bestimmtes MaB in der Richtung der 
x-Achse verschoben ist, so heben sich die gleichformig verteilten 
Drucke auf und es verbleibt ein Lastsystem, das nur aus Einzel
kraften besteht, deren Angriffspunkte wagerechte und lotrechte 
Reihen bilden. Daraus folgt weiter, daB man die Spannungsmomente 
in diesem Fall auf Grund der in 37 abgeleiteten Formeln bereits 
beherrscht. Die schra.ffierten Streifen in Abb. 102 haben positive, die 
nichtschraffierten Streifen negative Durchbiegungen. 

c) Die rechteckige Platte mit einer Einzelkraft. Durch 
zwei, nach Abb. 103 ineinander geschachtelte Einzelkraftsysteme der 
eben besprochenen Art entstehen schlieBlich 
z wei zueinander senkrechte Systeme von 
parallelen Knotenlinien, auf denen w und 
Lf w verschwinden. Sie teilen die unbegrenzte 
Platte in gleiche Rechtecke von den Seiten
langen a und b, deren jedes in seinem 
Innern eine Einzelkraft P tragt. Das ist 
der Naviersche Biegungsfall einer 
rech teckigen Platte, fiir den in 33 eine 
Doppelreihe aufgestellt wurde. Wirerkennen, 
daB man ihren Spannungszustand mit Hilfe 
der oben ermittelten Momente der Pilzdecke 
bestimmen kann. Da diese letzteren fiir ein 
gegebenes Verhaltnis von b zu a nur einmal 

Abb.l03. 

zu ermitteln sind, gestatten die Momentenkurven, die man fiir einzelne 
Schnitte y = konst. berechnet hat, die Konstruktion der Momenten
linien fiir eine auf der rechteckigen Platte wandernden Last P. Ihr 
Verlauf im Rechteck fiir eine gegebene SteHung der Einzelkraft P 
ergibt sich durch Verschieben der Momentenkurven des eben be
tracb teten Parallelstreifens 1). 

1) Mit diesem Belastungsfall beschaftigte sioh auch S. Timoschenko 
(Bauing. 1922, S. 51), der in einigen Sonderfallen die elastische Fliiche 
einer durch eine Einzelkraft belasteten rechteckigen Platte durch Reihen ans
gedriickt hat. 

N Ii d ai, Elastische Platten. 11 
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d) Acht nach Abb. 104 ineinander gestellte Gitter ergeben die 
elast~sche Flache eines durch eine Einzelkraft belasteten, gleich
schenkligen und rechtwinkligen Dreiecks. 

e) Zw6lf Gitter nach Abb.105 ergeben die elastische Flache eines 
gleichsei tigen Dr eiecks unter denselben Grenzbedingungen. In 
den angefiihrten Beispielen verschwinden auf den in den Abb. 103 bis 
105 gezeichneten Netzen von geraden Linien die Durchbiegungen w 
und L1 w, d. h. auch die beiden Biegungsmomente 1). 

Abb.104. Abb.105, 

40. Einzelmomente. 
Die elastische Flache einer im Punkte ~,1] durch eine Einzel

kraft P belasteten Platte mage in der Form 

w=Pw(~,1], x,y) (9) 

geschrieben werden, wo W (~, 1], x, y) eine Funktion der Koordi
naten ~,1] des Angriffspunktes der Kraft P und laufenden Koordi
naten x, y ist. Die Gleichung der verbogenen Mittelflache einer 
Platte, welche eine Last P im Punkte ~ + L1 ~,1] tragt und auBerdem 
im Punkte ~,1] durch eine zu ihr entgegengesetzt gerichtete Kraft P 
belastet ist, lautet: 

w=P[w(~+L1~,r;,x,y)-w(~,r;,x,y)]. (10) 

Wir wollen in dieser Gleichung das Moment Ml des von den beiden 
Kraften P gebildeten Paares 

1) Die Synthese der vorstehenden Losungen leitet in das Gebiet der 
Funktionentheorie und im besonderen in die Theorie der doppeltperiodischen 
Funktionen einer komplexen Veranderlichen x + i y fiber, in der weitere Hilfs
mittel zur Aufstellung rasch konvergenter Entwicklungen fiir derartige Be
lastungszusllinde bereitgestellt sind. V gl. Z. ang. Math. Mech. Bd. 2. S. 1. 
1922. - Mit diesen Belastungsfallen hat sich auch Gal er kin in in russischer 
Sprache erschienenen Arbeiten beschaftigt. 
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einfiihren. Wenn wir dann den Abstand L1 ~ der beiden Angriffs
punkte unbegrenzt verkleinern und die Krafte P des Paares in 4iem
selben MaBe vergroBern, wie L1 ~ abnimmt, so wird der neben Ml 
stehende Ausdruck in der Grenze fUr lim L1 ~ = 0 die partielle Ab
lei tung (0)1 0 ~ der Funktion 0) nach ~ und wir erhalten in 

(0) 
wl=Ml~ (11) 

die Gleichung der elastischen FIache einer Platte, welche dieselben 
Grenzbedingungen wie die FHiche w, Gl. (9), erfiillt und im Punkte ~ 1} 

durch ein Einzelmoment Ml belastet ist. Seine Achse (die nach 
jener Seite gerichtet angenommen sei, von der aus es entgegen dem 
Uhrzeigersinn dreht) ist ein mit der positiven y-Achse gleich ge
richteter V ektor. 

B eis pi eI e. 1. Man erhalt beispielsweise aus der Gleichung der elastischen 
FIache einer im Punkte ~,'I] durch eine Einzelkraft P belasteten rechteckigen 
Platte (GI. (27) S. 119) 

W= n4~~N .22(m2 1 n2)2 sinm;Jsinn;'I] sintn~i};sinn~l!, (12) 

aO- + bO 

nachdem man den Buchstaben P durch M, ersetzt und die rechte Seite dieser 
Gleichung nach ~ partiell abgeleitet hat, 

4M, '\, '\1 m m%~ . nn'l] . mJtx . nny W, = n3a2 b N L.; L.; (m2 ~"-)2 cos ---a, sm ~b- sm -(1 sm ~b- (13) 

a2 + b2 

die Gleichung der elastischen Flache einer rechteckigen Platte, die im 
Punkte ~,1J durch ein Einzelmoment M, mit einem zur y -Achse parallelen 
Achsvektor belastet ist. 

2. In ahnlicher Weise folgt aus der GIeichung der verbogenen Flache 

_n."-(y_'1) 

P a2 e a If- n % ] • n n ~ . n n X 
W =2 ;aj{ 2- ---nil _1 +-a,- (y - '1]) sm -a- sm ~a- (y > '1]) (14) 

eines durch die Geraden x = 0 und x = a begrenzten ParalleIstreifens, der im 
Punkte ~, 'I] eine Einzelkraft P tragt, die Gleichung der Mittelflache 

_ nny' 

W =.!!JL '\1 ~ ___ a_ sin n Jt ~ sin n n ~ 
2%NL.; n a a 

(15) 

eines durch ein Einzelmoment M beIasteten Plattenstreifens, das im Punkte 
~, 'I] = 0 angreift und des sen Achsvektor entgegen der positiven x -Achse ge
richtet ist (Abb. 106). Von der Reihe (15) wurde in Abschn.27 nachgewiesen, 
daB sie die Funktion ( +~) 

(101 '!._y __ cos n x __ 
My a a 

w=SnNln ny ;;r(x:"~) (16) 
darstellt. l£o( a - cos -~a--

11* 
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Der Fall erhalt ein praktisches Interesse, weil der hier bebandelte Spannungs
zustand etwa der Riickwirkung einer Saule auf die mit ihr fest verbundene 
biegungssteife Platte entspricht, wenn die Saule, wie dies bei den Eisenbeton
decken haufig vorkommt, durch die Decke hindurchgefiihrt ist (Abb. 107). Aller
dings wird die Losung im Angriffspunkte singular und in seiner naheren Um
gebung noch nicht zur Berechnung der Spannungsmomente brauchbar. 

x 

Abb.107. 

Abb. 106. 

41. Die Biegungsschwingungen der rechteckigen Platte. 

Eine diinne Platte kann wegen ihrer Biegungselastizitat zu 
Schwingungen urn ihre Gleichgewichtslage angeregt werden. Die 
Erzitterungen der Wande und der Decken von Gebauden durch den 
StraBenverkehr oder durch die Riickwirkung von periodisch wechseln
den Kraften, die beispielsweise von in den Gebauden untergebrachten 
Maschinen mit hin und her gehenden Massen herriihren konnen, sind 
gelaufige Beispiele fiir die Biegungsschwingungen von elastischen 
Platten. Man erbalt die Differentialgleichung ihrer Durchbiegungen w' 
aus der Plattengleichung: , 

LlLlw' =~, 
N 

(1 ) 

wenn man die Belastung p' der Platte den Tragheitskraften ihrer 
Massenteilchen wahrend der schwingenden Bewegung gleich setzt. 
Bezeichnet r das spezifische Gewicht, h die Dicke und g die Erd
beschleunigung, so ist r h/g die Masse der Platte bezogen auf die 
Flacheneinheit ihrer Mittelebene. Die auf diese letztere bezogene 
Tragheitskraft ist gleich 

, r h iPw' 
p = - g' ot2 • (2) 

t ist die Zeit. N ach Einsetzen dieses Ausdruckes der Belastung p' 
in G1. (1) erhalten wir 

(3) 
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die partielle Differentialgleichung der Durchbiegung der schwingenden 
Platten. 

Losungen dieser Gleichung sind 

w' = w(x, y).sinwt oder w(x, y).coswt, (4) 

sofern die nur von den Koordinaten x und y abhangige Funktion 
w (x, y) aus der partiellen Differentialgleichung 

w 2 yh 
tL1w= ---·w 

gN 
(5) 

bestimmt wird. In einem Rechteck geniigen ihr die Funktionen 

. a;rex . fJ;rey 
w = cSIn-a - sm-b-, (6) 

wo a und fJ ganze Zahlen, a und b die Seiten des Rechteckes sind 
und C eine Konstante ist, wenn 

(7) 

oder w gleich 

(8) 

gesetzt wird. 

Die Losungen der Gl. (3): 

I . a ;re x . fJ ;re y . [ ~ (! a~ fJ~) 1 {iN ] 
w = C SIn -a- sm -b- sm ;n" a2- +62 r yh . t (9) 

(und eine entsprechende Funktion, in der der von der Zeit abhangige 
Bestandteil den Cosinus an Stelle des Sinus enthalt) stell en mit der 
Zeit t periodisch wiederkehrende Formen oder Schwingungen einer 
rechteckigen Platte dar. Auf den vier Seiten eines Rechteckes x = 0, 
x = a, y = 0 und y = b werden zu allen Zeiten t die Grenz
bedingungen w = 0 und LI w = 0 erfiillt. Die Dauer der Schwin
gungen ist 

(10) 

Wir erhalten, wenn a = fJ = 1 angenommen wird, die Schwingung 
mit der langsten Dauer oder die Grundschwingung 

(11) 
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bei Platten mit genugend kleinen Dimensionen den tiefsten musika
lischen Ton oder den Grundton, zu dem eine in einer Ebene 
frei aufgestutzte rechteckige Platte angeregt werden kann. Wenn 
a = fJ = 2, 3, 4, ... angenommen wird, gibt es zu den Seiten des 
Rechteckes parallele Linien, langs welchen die Platte dauernd in 
Ruhe bleibt - sogenannte Knotenlinien -, die das Rechteck in 
geometrisch zum UmriB ahnliche Rechtecke teilen. Wenn a un
gleich fJ ist, teilen die Knotenlinien das Grundgebiet in Rechtecke, 
die nicht ahnlich zum UmriB sind. 

Die aus mehreren einfachen Schwingungen durch Dberlagerung 
gebildeten Bewegungen sind bei einer rechteckigen Platte schwer zu 
ubersehen. 1m allgemeinen ergeben sich bereits, wenn man nur zwei 
einfache Schwingungen der eben beschriebenen Art zusammensetzt, 
die verwickeltsten Bewegungen der Knotenlinien. Die resultierende 
Bewegung von zwei einfachen Schwingungen 

, . a1 :nx . fJl:ny . . a,,:nx . fJ2 :ny . () 
W = WI· SIn --a- sm ~b-- sm 0)1 t + W 2 sm ~ sm --b- sm 0)2 t, 12 

wo al , a2 , fJl' fJ2 ganze Zahlen sind und die Beiwerte 0)1 bzw. 0)2 

nach (8) angenommen werden mussen, ist streng genommen nur 
dann eine periodische Bewegung, wenn das Verhaltnis der beiden 
Schwingungsdauern 

ct2 2 P22 

Tl --;l2+V 
(13) 

T2 2 fJ 2 
~+_L 
a2 b2 

eine rationale Zahl ist. Das ist der Fall, wenn b2 : a2 rational ist. 
1m allgemeinen gibt es bei der Bewegung nach (12) nur eine An
zahl diskreter Punkte im Innern der Platte, welche dauernd in Ruhe 
bleiben. Es sind dies die Schnittpunkte der Geradensysteme: 

J x 2 = (1 , 2, ... , a2 - 1) : 

2. (14) 1 Yl = (1,2, ... , fJl - 1)-;~ 
Wenn 0)1 = 0)2' Tl = T2 , die Schwingungsdauern der einfachen 
Schwingungen gleich sind, HiBt sich der Faktor sinwl t in (12) aus
klammern. In diesem FaIle gibt die Bedingung fur das Verschwinden 
des von der Zeit unabhangigen Faktors in dieser Gleichung oder von 

. a1 :nx . Pl:ny . ct,,:nX . po:ny 0 (1::') w sm -- sm ~-- + w sm -"- sm -"- = v 
1 a b 2 a b 
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zur Entstehung von Knotenlinien AnlaE, entlang von welchen die 
Platte dauernd in Ruhe bleibt. Die Abb. 108 zeigen die Gestalt 
dieser Linien einer schwingenden quadratischen Platte fiir einige 
Sonderwerte des Verhaltnisses von w2 : W1 • 1) 

a , = 1, P, = 2, 

a 2 = 2, pz = 1 . 

a1 = 1, P1 = 5, 

a 2 = 5, fJz = 1 . 

roz ~-10 ro, lVZ"'-OO?V, 

\ /\ J 

Abb. 108. Knotenlinien schwingender quadratischer Platten. 

42. TIber die Entwickelung gegebener Funktionen 
nach Orthogonalfunktionen. 

Die einfachsten Schwingungsformen von rechteckigen Platten, mit 
denen wir uns eben beschiiftigten oder die Funktionen, durch welche 

') Die Abbildungen der Knotenlinien einer schwingenden quadratischen 
Membran findet man in Riemann und Weber: Die partiellen Differential
gleichungen der math. Physik, 2 Bd., S.250. 1912 und bei Byerly, W. E.: Trea
tise on Fourier's series. Boston 1893, S. lR2. 
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sich ihre Eigenschwingungen, wie man diese Formen auch kurz be
zeichnet, ausdrucken lassen, sind uns schon baufiger begegnet. So 
HeBen sich die elastischen Flachen von N a vie r fUr die gleichmaBig 
oder die in einem beliebigen Punkte durch eine Einzelkraft belastete 
recbteckige Platte 33 Gl. (25) und (27) durch diese Funktionen dar
stellen. Ebenso wie diese Integrale der Plattengleicbung sich durch 
Sum men ausdrucken lieBen, in die als Glieder die Eigenschwingungen 
der Platte eingingen, kannen die Gleicbgewichtsgestalten eines dunnen 
Seiles oder eines verbogenen Stabes, einer dunnen Haut oder einer 
biegsamen Platte durch Summen von bestimmten Funktionen dar
gestellt werden. Es sind dies die einfachen Gestalten, nach denen 
diese Korper schwingen, oder ihre Eigenfunktionen. 

Der Zusammenhang der Gleichgewichtsformen eines gespannten 
Seiles, eines verbogenen Stabes, einer Membran oder einer bieg
samen Platte mit den Formen ihrer Eigenschwingungen wird durch 
die Theorie der Integralgleichungen in ein helles Licht ge
rucktl). Die Eigenfunktionen genugen einer Integralgleichung. Sind 
beispielsweise die Eigenschwingungsgestalten einer Platte unter ge
gebenen Grenzbedingungen wie bei der rechteckigen Platte bekannt, 
oder leicht angebbar, so gestattet die Theorie der Integralgleichungen 
sofort eine Reihe anzugeben, in die die Lasung fur die Einzel
kraft, welche die namlichen Grenzbedingungen erfiillt, entwickelt 
werden kann. 

Wir wollen zuerst am Beispiel der Biegung eines geraden Stabes 
den Zusammenhang der Lasung fUr die Einzelkraft mit den Formen 
seiner Eigenscbwingungen darlegen. Sei K (x, ~) die Einsenkung eines 
Stabes (vom konstanten Tragheitsmoment J und vom Elastizitats
modul E) im Punkt x, der an der Stelle x = ~ eine Einzelkraft gleich 
der Krafteinheit tragt und in seinen Enden x = 0 und x = 1 in 
vorgeschriebener Weise unterstutzt ist. Wenn der Stab durch einen 
veranderlichen Druck p = f (x) 'verbogen wird, genugt seine Durch
biegung w der Differentialgleichung 

d"w f(x) 
dx"f = JE . (16) 

2) Hilbert., David: Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen 
Integralgleichungen. Erste und zweite Mitteilung. Nachr. d. Ges. d. Wiss. zu 
Giittingen 1904, S.49 u. S. 122. - In den eben erschienenen "Methoden der 
mathematischen Physik" von R. Courant und D. Hilbert, Erster Band, 
Berlin, Verlag von J. Springer 1924, findet der Leser in auBerst pragnanter 
Darstellung die Grundlagen und Hilfsmittel dargestellt, die die Analysis dem 
Ingenieur oder Physiker zur Verfiigung stellen kann, der tiefer in diese, alle 
physikalischen Probleme beherrschenden Methoden eindringen miichte. 
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Die Funktion w, welche dieselben Grenzbedingungen wie K (x,~) er
flilIt, kann durch das bestimmte Integral 

;=1 
w(x)= J K(x, ~)l(~)d~ (17) 

~=O 

dargestellt werden, denn die an del' Stelle ~ wirkende Last 1 er
zeugt die Einsenkung K(x,~) und das an derselben Stelle wirkende 
Lastelement f m d~ des Druckes p das Element des oben an
geschriebenen Integrals. Nach dem Maxwellschen Satze iiber die 
Vertauschbarkeit von x und ~ im Ausdruck von K(x,~) stellt die 
zur Abszisse x gehorige Ordinate der Kurve K (x, ~) auch die Durch
biegung des Stabes an der Stelle ~ dar, wenn die Last 1 an del' 
Stelle x sich befindet. Die Kurve K(~, x) ist die EinfluBlinie del' 
Durchbiegungen des Punktes x; mit ihrer Hilfe wird die vom ver
anderlichen Druck p erzeugte Durchbiegung w in dies em Punkte 
durch die Quadratur (17) ermittelt. 

Diese dem Ingenieur wohlbekannte Darstellung del' elastiscben 
Linie eines verbogenen Stabes kann nun auch auf den Fall seiner 
Biegungsschwingungen angewendet werden. Die Stabform w' geniigt 
dann der partiellen Differentialgleichung. 

04W' Fy 02W' 
ox4 = - J E g . at2 (18) 

(in ihr bedeuten F den Querschnitt, y das spezifische Gewicht des 
Stabes, g die Erdbeschleunigung), odeI' nach Beseitigung des mit del' 
Zeit t periodisch veranderlichen Bestandteiles, wenn man 

w' = w(x).cos 1/ A J{ __ t r Fy 

setzt, del' gewohnlichen Differentialgleichung fUr w (x): 

d4 w AW 
dx4 = rEo 

(19) 

(20) 

Die Integrale w(x) diesel' Gleichung sind die Gleicbgewicbtsgestalten 
eines Stabes, dessen Belastung 

f(x) = AW (21) 

seiner Einsenkung proportional ist. Nacb (17) ergibt sich fUr w (x) 
die Integraldal'stellung: 

I 

W(X)=AJ K(x,~)w(~)d~. (22) 
o 

Diese Gleichung, in del' die unbekannte Funktion w (x) auBerhalb 
und hinter dem Zeichen eines bestimmten Integrals vorkommt, ist eine 
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lineare, homogene Integralgleichung von w, die Funktion K (x,~) wird 
als ihr Kern bezeichnet. W (x) heiBt eine zum Eigen wert A gehorende 
Eigenfunktion des Kerns. Der Kern K(x,~) ist mit der EinfluB
linie der Durchbiegungen des Punktes x oder der Gestalt des durch 
die Krafteinheit in dies em Punkte belasteten Stabes identisch und 
die Eigenfunktionen W (x) sind die einfachen Schwingungsformen, 
nach denen er unter den Grenzbedingungen des Kernes K(x,~) 

schwingt. Zu jeder Eigenfunktion W (x) gehort ein bestimmter Eigen
wert A. 

Zwei zu den Eigenwerten Am und An gehorigen Eigenfunktionen 
Wm (x) und w" (x) erflillen die Gleichungen 

I I 

wm(x) = AmI K(x, ~)wm(~)d~, Wn (x) = An I K (x,~) Wn (~) d~. (23) 
o o 

Multipliziert man die erste Gleichung mit An W" (x) dx, die zweite mit 
Am Wm (x) dx und integriert jede von x = 0 bis x = l, so werden die 
rechten Seiten wegen der Symmetrieeigenschaft des Kernes 

K (x,~) = K(~, x) 

einander gleich und demnach ist 

I 

(Am - An) I Wm (X)'Wn (x) dx = O. 
o 

Da nun Am =l= An' muB das Integral 
I 

f wm (x). w" (x) dx = 0 
o 

verschwinden. 

(24) 

(25) 

(26) 

Zwei Funktionen, deren Produkt liber einer Strecke 
(oder allgemeiner liber einem Grundgebiet) integriert Null 
ergibt, heiBen orthogonal. Auf der Eigenschaft, daB die Eigen
funktionen eines Kernes ein orthogonales System von Funktionen 
bilden, beruht die Moglichkeit der Entwickelung einer willklir
lichen Funktion F(x) (oder allgemeiner von mehreren Verander
lichen x, y, ... ) in eine unendliche Reihe 

F(x)= .J)0n wn(x) (27) 
n 

(oder allgemeiner in eine mehrfache Reihe), welche nach den 
Eigenfunktionen eines vorgelegten Kernes fortschreitet. 
Wir nennen On die Entwickelungskoeffizienten der Funktion F(x). 

Man kann allgemein aus jedem vorgelegten unendlichen System 
von eindeutigen Funktionen Uk (x) stets ein orthogonales System von 
Funktionen vn (x) sich verschaffen, wenn man die vn aus linearen 
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Ausdriicken der u" mit passend gewahlten Beiwerten bestimmt hat!). 
Das System der v" muB ein vollstandiges System sein, d. h. es 
muB moglich sein, das Fehlerquadrat 

n=t' 
f[F(x) - .20" v" (x)] 2 dx 

n=l 
(28) 

durch passende Wahl von v unter eine beliebig kleine positive Zahl 
herabzudriicken 2). 

Wir wollen annehmen, daB die Entwickelbarkeit einer Funktion 
F(x) nach (27) feststeht 3). Wir multiplizieren diese Gleichung mit 
wm (x) dx und integrieren sie in ihrem Bereich von x = 0 bis x = 1. 
Dann verschwinden wegen (26) alIe Integrale auf ihrer rechten Seite 
mit Ausnahme des einen, in dem m = n ist. Die Entwickelungs
koeffizienten 0" der Reihe (27) sind demnach gegeben durch die 
Formel ° = J F(x)w,,(x)dx. (29) 

" Jw,,2(x)dx 

In den Eigenfunktionen w" (x) kann ein multiplikativer Beiwert 
willkiirlich sein, ohne daB sie ihre Eigenschaft verlieren, der Integral
gleichung (22) zu geniigen. Man pflegt ihn so zu wahlen, daB jede 
Eigenfunktion der Bedingung 

l 

fw,,2(x)dx=lll (30) 
o 

geniigt. Die so bestimmten w" bezeichnet man als die "normierten" 
Eigenfunktionen. Fiir ein normiertes System der w" sind die Ent-
wickelungskoeffizienten l 

0,,= ,~f F(x).w" (x)dx. (31) 
o 

SoIl der Kern K(x,~) der Integralgleichung selbst in eine un
endliche Reihe entwickelt werden, die nach seinen Eigenfunktionen 
fortschreitet: 

so wird mit Riicksicht auf die Integralgleichung (22) 0" gleich 
I 

1 J wn (;) 0" = 13 K(x, ~)wn(x)dx = 2-[3-' 
o 

') Courant-Hilbert: a. a. O. S.34. 

(32) 

(33) 

2) A. a. O. S. 35. Der Begriff der »Vollstandgkeit" bebalt seinen Sinn auch 
fiir das System der Uk' 

3) A. a. O. S. 37 und Kapitel III, insbesondere S. 117. 
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Die Entwickelung des Kernes nach seinen Eigenfunktionen lautet 
somit 

K(x 1:) = ~ '" wn (n· wn (x) ,,, l3.L.; ,{ • 
n n 

(34) 

An dieser in ~ und x symmetrischen Reihe bestatigt sich die Eigen. 
schaft des Kernes, daB die V eranderliehen ~ und x miteinander ver· 
tauscht werden diirfen, ohne daB sich sein Wert andert. 

So ist beispielsweise die EinfluBlinie der Durehbiegungen eines 
in seinen Enden x = 0 und x = 1 frei gelagerten Stabes gegeben 
dureh die Gleichungen: 

l- ~ 
x < g, K(x,~) = 6 JEl l(2l- ~)~X_X3J, 

l- x 
K(x,~) = 6 J El [(2l- x)x~ - ~3J. 

(35) 
x >~, 

Denselben Grenzbedingu.,ngen geniigen die Eigenfunktionen 

( ) . nnX 
wn X = an sln~l-' (36) 

Die "Normierung" dieser Funktionen nach (30) liefert fiir die Kon
stante an die Bedingung 

I I n x 1 2 

J w 2(x)dx=a 2Jsin2~dx=3'J'I-=ZS 
on nO 1 2 ' 

woraus 

Setzen wir die 

an =,21. 

normierten Eigenfunktionen 

,- . nnX 
W = l2lsIll~-

n 1 

(37) 

(38) 

in die Differentialgleichung der Stabschwingungen (20) ein, so zeigt 
sieh, daB ihre Eigenwerte A, gleich 

(39) 

sind. Die bilineare Reihe (34) fUr den Kern lautet somit 

) _ 213 ",1 . nn~. nnx 
K (x , ~ - 4 JE .L.; 4 sm ~- SIll ~-

n n n 1 . 1 
(n=1,2,3, ... ). (40) 

Wir erhalten fiir die elastische Linie eines im Punkt ~ durch die Kraft· 
einheit belasteten freiaufliegenden Stabes von der Lange 1 ihre 
Entwickelung in eine gew6hnliche Four i er sche Sinusreihe. Wenn 
wir statt des freiaufliegenden beispielsweise einen eingespannten 
Stab betrachtet hatten, so waren in dieser Reihe die Eigenschwin. 
gungen zu benutzen gewesen, bei denen die Stabenden eingespannt sind. 
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43. Die elastische FUiche del' durch eine Einzelkraft ver
bogenen rechteckigen Platte als Kern del' Integralgleichung 

ihrer Eigenschwingungsformen. 

Sei K (x, y, ~, 1]) die Ordinate der Mittelflache einer Platte, die unter 
einer an der Stelle ~,1] befindlichen Lasteinheit ausgebogen wird. 
Dann ist die Durchbiegung W (x, y) einer Platte (unter denselben 
Randbedingungen), welche durch einen veranderlichen Druck p = ((x, y) 
belastet ist oder die Lasung der Plattengleichung 

(41 ) 

gleich dem tiber dem Grundgebiet der Platte gebildeten Integral 

W (x, y) = J J K (x, y, ~, 1]) ( (~, 1)) d ~ d 1] . ,(42) 

Die Biegungsschwingungen der elastischen Platte oder die vom peri
odischen Zeitfaktor befreiten Durchbiegungen w (x, y) geniigen nach 
G1. (5) einer Differentialgleichung 

2w 
LL1w =][. (43) 

Sie entstehen durch eine statische Last, die wie der Vergleich von 
(43) mit (41) zeigt 

((x, y) =}, w (x, y) (44) 

proportional der von ihrer Ruhelage aus gerechneten Einsenkung ist. 
Sie geniigen somit der Integralgleichung 

( 45) 

Eine langs ihres Randes in einer Ebene frei aufgestiitzte recht
eckige Platte a b hat die Eigenfunktionen 

( ) C . mnX . nny 
w x y , = SIn -- sm ----
mn' mn a b· (46) 

Wenn wir diese Funktionen in die Differentialgleichung (43) einsetzen, 
erhalten wir ihre Eigenwerte Amn gleich 

2 = ~.~ L1 w m rI. = (m 2 + n 2)2 n4 N 
mn Wmn a2 b2 . ( 47) 

Urn die elastische Flache der durch eine Einzelkraft gleich der 
Lasteinheit verbogenen rechteckigen Platte oder den zu den obigen 
Eigenfunktionen gehorigen Kern in eine unendliche Reihe 

K(x,y,~,"Y)) = .2Amnw",n(x,y) (48) 
mn 
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entwickeln zu konnen, multipliziere man diese Gleichung mit wpv (x, y) 
und integriere sie iiber dem Rechteck als Grundgebiet. Da die Eigen
funktionen orthogonal sind, d. h. fiir sie 

I I Wmn wp"dxdy = ° 
verschwindet, sofern nicht gleichzeitig m = fJ und n = y sind, ver
bleibt 

II K(x,y,~,1))Wmn(x,y)dxdy 
If W!n(x,y)dxdy 

( 49) 

Das Integral im Zahler ist mit Riicksicht auf (45) gleich wmn(~,jJ 
.1.mn 

das im Nenner darf einer Konstanten a2 b2 gleich gesetzt werden 
(was durch passende Wahl von cmn zu erreichen ist). Die Normie
rung der Eigenfunktionen( 46) auf Grund dieser Forderung lie£ert 

a b 

f f W~n (x, y) dx dy = c~n f f sin2m;x sin2~~y dxdy = c~. a4b = a2 b2 

o 0 

fiir 

Die Beiwerte der Reihe (48) sind gleich 

A _ wmn(~,j2 
mn - a2b2.1. • 

mn 

(50) 

(51) 

Die Entwicklung des Kernes nach seinen Eigenfunktionen lautet 
somit: 

K(x y I: 1))=~- ~w"'n(~,1))·wmn(x'Yl (52) 
, ," , a2 b2 .L.J .1. • 

m,n mn 

Das ist, wenn fiir die Eigenfunktionen wmn ihre Ausdriicke aus (46) 
eingesetzt werden, die wohlbekannte Doppelreihe von N avier (Gl. (27), 
S.119) 

der an der Stelle ~,1) durch die Krafteinheit belasteten rechteckigen 
Platte, welche dieselben Grenzbedingungen (w = 0, Llw = 0) wie ihre 
Eigenfunktionen (46) erfiillt 1). 

1) A. Kneser hat in seinem Buch "Die Integralgleichungen und 
ihre Anwendung in der mathematischen Physik", Braunschweig 1911 
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44. Das rechtwinkelig-gleichschenkelige Dreieck. 
Unter den aus zwei einfachen Schwingungsformen zusammenge

setzten elastischen Flachen der quadratischen Platte (s. S. 166) er
hielten wir mit dem Ansatz 

( o:nx 0 2:n y + 0 2:nx 0 :n y) 
W= c sm ~Sln-- sm--sm~, 

a a a a 
(1 ) 

die Diagonale y = a - x des Quadrats x = 0, x = a, y = 0, y = a 
als eine Knotenlinie. 'Um die Belastung p = Pof(x,y) anzugeben, 
unter der eine elastische Platte nach dieser Flache verbogen wird, 
wollen wir von dieser Funktion L1 L1 W berechnen. Wir erhalten diese 
Belastung gleich 

(2) 

Die Spannungsmomente der Platte sind gleich 

(iJ2w iPw) 
m", = - N ox2 + V oy2 

:n2 N C f( ) 0 :n x 0 2:n y + ( + ) 0 2:n x 0 :n YJ =--0- 4v+ 1 sm~sm-- 4 v sm--·sm~ 
a" ~ a a a a' 

m = _N(02W +V02W) 
Y oy2 ox2 

:n2 N c r( ) 0 :n x 0 2:n y + ( +) 0 2:n x 0 :n YJ =--0- 4+v sm-sm-~ 4v 1 sm --sm~ , 
a" L a a a a 

(3) 

02W 
m = -(1- v)N~-"'Y oX oy 

= _ ~~--.!') ~~ N c rcos:n X cos 2 :n y + cos 2 :n~ cos :n ~J . 
a2 a a a a 

(§ 33 und 35) die Gleichgewichtsgestalt einer dunnen, biegsamen Raut, die 
uber einem rechteckigen Rahmen ausgespannt und in einem Punkt belastet ist, 

durch eine Doppelreihe ausgedruckt, die im wesentlichen mit Ll K = 172 ~ + 172 ~ 
iJx iJy 

identisch isto Wir haben bereits darauf hingewiesen (13, So 38), daB im FaIle 
der Navierschen Grenzbedingungen und geraden Linien als Plattenrandern 
die homogene Difierentialgleichnng der Plattenbiegung Ll Ll w = 0 in zwei Difie
rentialgleichungen zweiter Ordnung 

Llu=O, Llw=u 

zerfallt, deren jede unter der gleichen Randbedingung u = 0 bzw. w = 0 zu 
integrieren isto Setzen wir K = w, so wird u = Ll K die von K neB e r unter
Buchte Flache einer in einem beliebigen Punkte gezupften rechteckigen Raut 
(die Greensche Funktion der Gleichung Llu=O im Rechteck)0 
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Auf der Geraden X = 0 sind w = 0 und mx = 0; auf der Geraden 
y = 0 sind w = 0 und my = 0; auf der Geraden y = a - x ver
schwindet die Durchbiegung w, femer sind auf ihr mxy = 0, mx = - my 
In einem Schnitt y = a - x verschwindet also nach 9 (S. 18) das 
Biegungsmoment ebenfalls. Die elastische Flache w (1) erfiillt auf 
dem Rande eines gleichschenkeligen und rechtwinkeligen Dreiecks, 
das von den Geraden x = 0, y = 0 und y = a - x begrenzt ist, die 
N a vie r schen Grenzbedingungen w = 0, LI w = 0 . 

Auf Grund der Formeln (3) kann die Biegungsbeanspruchung 
einer dreieckigen Platte angegeben werden, deren MittelfHi.che nach 
der Flache (1) verbogen wird. Um beispielsweise den Verlauf der 
Hauptmomente m1 und m2 im Symmetrieschnitt y = x des Dreiecks 
anzugeben, haben wir zu beachten, daB die Spannungsmomente auf 
der Winkelhalbierenden des rechten Winkels wegen y = x gleich 

5(1+1')n2Nc. nx . 2nx 
mx = m. = 2 SIn - SIll -- , 

Y a a a 

4(1-1')n2 Nc nx 2nx 
m = - ·cos-cos--xy a~ a a 

(4) 

sind. Die Hauptbiegungsmomente (siehe 9) 

m", + mv± l/(m" - mv)~ +m2 

2 r 4 xv (5) 

ergeben sich hiernach gleich m1 = m", + mxy ' m2 = m", - m",y oder 

n 2 N c [ . n x . 2 n x n x 2 nx] m =--.,- 5(1 +1')sm-sm---4(1-1')cos--cos-- , 
1 a" a a a a 

n 2 Nc I . nx . 2nx nx 2nx'] m., = -.- I 5 (1 + v) sm - SIn-- + 4(1 - v) cos- cos - . 
" a2 L a a a a _ 

(6) 

Die Hauptmomente m1 liefem das groBte Biegungsmoment der 
Platte; wir haben fiir die Stelle des groBten Momentes der Bedingung 
entsprechend 

die transzendente Gleichung 

dm1 = 0 
dx 

2nx nx 
(13 - 3 1')tg- + (14 + 6 1')tg- = 0 

a a 

aufzulosen. Wenn die Querdehnungszahl v = 1/4 angenommen wird, 
lautet diese Gleichung 

2nx nx 
49tg-- + 62tg- = O. 

a a 
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Die Gleichung hat innerhalb des von uns betrachteten Dreiecks x = 0, 
y = 0, y = a - x die Wurzel: 

x = 0,323 a. 

Die Hauptbiegungsmomente sind an dieser Stelle 

n2 Nc 
m2 = 4,06 --.,- . 

a" 
(7) 

Die grollte Durchbiegung im Dreieck ergibt sich an der Stelle, wo 

d (. n x . 2 n x). n x 1"-
dx sm-a sm - a- =0 1st, woraus man tg---u;= 2, x--,--0,304a 

folgert. Sie ist gleich 
Wmax = 1,54 c . (8) 

Mit Hilfe der Flache (1) laBt sich die elastische Flache w* 
einer durch einen gleichmaBigen verteilten Druck p*=konst. 
belasteten Platte mit einem 45gradigen Dreieck als Grund
gebiet gut annahern. Wir konnen zu diesem Zweck den noch 
verfiigbaren Beiwer,t c in der Gleiehung fiir w aus der Forderung 

J J (p - p*)2 dx dy = Minimum (9) 

bestimmen. Hier ist nach (2) 

(10) 

Die Quadrate des Unterschiedes p - p* der Ordinaten der Be
lastungsflache p der Naherungsfunktion und des gleichmaBig verteil
ten Druckes p* sind iiber der Flache der dreieckigen Platte zu in
tegrieren. Das Integral hat seinen kleinsten Wert, wenn der Bei
wert c gleich 

32 p* a4 
C=--'--

75n6 N 
(11) 

genommen wird. 

Wir erhalten auf diese Weise die Gleichung einer Naherungsflache 
fur eine durch einen gleichmaBig verteilten Druck p* belasteten drei
eckigen Platte 

w = 32p*(J,~ (sin nx sin~ nJL + sin 2nx sin ny). (12) 
75 n 6 N a a a a 

Ihre grollte Durchbiegung wmax tritt nach (8) fiir x = y = 0,304 a 
ein und ist gleich 

p* a4 

wmax = 1,54 c = O,000683----y,.r. 

N Ii d ai, Elastische Platten. 

(13) 

12 



178 Die Formanderungen und die Spannungen der biegsamen Platten. 

Die Stelle ihrer groBten Inanspruchnahme liegt im Punkt x = y = 0,3 23 a. 
Ihrem groBten Hauptmoment 

5,46 n2 N c 5,46·32 *" 
m1 = ------;;}l-- = 75 n4 -. p a" (14) 

entspricht die groBte Randspannung: 

6 m1 192.5,46 p* a2 p* a2 

°max = h2 = ~4' --,;;'J- = 0,1435-hT · (15) 

Abb. 109. Die Durchbiegungen und die Stiitzkrafte fiir eine gleichmaBig 
belastete dreieckige Platte. 

Es bietet keine Schwierigkeiten, fur eine in einem beliebigen 
,Punkte eines 45gradigen Dreiecks angreifende Einzelkraft 
die L6sung anzugeben, die den Navierschen Grenzbedingun
gen genugt. Wir denken uns zu diesem Zweck zuerst eine quadra
tische Platte gegeben und schreiben fur sie die Gleichung der elasti
schen FUiche WI fur den Fall an, daB sie im Punkte x = ~, y = '1 
eine Einzelkraft P tragt (wir haben lediglich in der Gl. (27) S. 119 
a = b zu setzen): 

. mn~ . nn'1 . mnx. nny 
" 00 00 SIn --sm-- SIn -- sm --

4Pa"22 a a a a W = -- --,---------
1 n 4 N (m2 + n2)2 

m-l n-l 

(16) 

Nun denken wir uns auf derselben Platte eine zweite Einzelkraft 
angebracht, die gleich, aber entgegengesetzt gerichtet zur ersten Kraft P 
ist und ineinem Punkt PI x = a - '1, Y = a - ~ angreift (Abb. 111). 
Wurde diese Kraft allein wirken, so wurde sie eine Durchbiegung 
wIl erzeugen. Ihr Ausdruck geht aus dem vorigen hervor, wenn man 
in ihm P durch - P, ~ durch a - '1 und '1 durch a - ~ ersetzt. 
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Dies ergibt fUr m" n I: m x n y . n.,. n". n . n 
~ on 00 SIn --- sm --- sm ---- SIn--

4 P a" "1,, m+n a a a a ) 
WII=-7N~~(-1) (n2 +n2 )2 .(17 

Bildet man die Summe von WI und wJI 

(18) 

so andert sich ofIenbar nichts an den Grenz
bedingungen des Quadrates. Aus Symmetrie
griinden folgt aber, daB auBerdem fiir W auf 
der Diagonalen y = a - x des Quadrats 
WI = - WIT und auch L1 WI = - L1 wn sind. 

t; 0/ 01 0,,3 tJ,!;x::'"z 
Mallst Ii. Biegllllgsspallllllllgell 

Abb. 110. Die Biegungsspannungen in einer 
gleichmaBig belasteten dreieckigen Platte. 

Abb. 111. 

Damit ist bewiesen, daB die Funktion (18) auch langs der Diagonalen 
y = a - x die Navierschen Grenzbedingungen W = L1w = 0 erfiillt 
und daB W die verbogene Flache eines durch eine Einzelkraft P be
lasteten 45 gradigen Dreiecks ist. 

Mit Hilfe von W (Gl. (18)) laBt sich jetzt auch der strenge Aus
druck fur die elastische Flache eines gleichmaBig belasteten 
45 gradigen Dreiecks hinschreiben. Wir haben bloB fiir die Einzel
kraft P= p d~ dn zu schreiben und die Funktion W iiber dem Drei
eck zu integrieren. Dies ergibt 

(19) 

m=1,3,5, .. . m = 2, 4, 6, .. . 

n = 2, 4, 6, .. . n=1,3,5, .. . 

Auch diese Funktion geniigt den Grenzbedingungen W = 0, 
L1w = 0. 1) 

") Die Moglichkeit der Aufstellung von verhiiltnismiiBig so einfachen ana
lytischen Ausdrucken fur die elastischen FJiichen von Platten, welche auf den 

12* 
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45. Die eingespannte gleichmafiig belastete rechteckige Platte. 

Wir haben wiederholt von der Bemerkung Gebrauch gemacht, 
daB ein Hauptteil der Funktion, durch welche eine elastische Flache 
einer gleichmaBig belasteten rechteckigen Platte dargestellt werden 
kann, aus der Losung eines Plattenstreifens besteht, den man aus 
der rechteckigen Platte erhii.lt, wenn man das langere Seitenpaar 
unbegrenzt verlangert. Wir werden demgemaB erwarten miissen, daB 
ein Hauptteil der elastischen Flache einer eingespannten rechtecki
gen Platte durch die Flache dargestellt wird, nach der sich ein un
endlich langer Plattenstreifen mit eingespannten Seiten durchbiegt, 
dessen Breite gleich der kiirzeren Seite des Rechtecks gewahlt wird. 

I I 
----a,-

Abb.112. 

x 

Grenzt man also umgekehrt aus einem unendlich langen 
Plattenstreifen 

I = ~~(1 _ 4X2)2 
w 384 N a2 ' 

(1) 

der durch einen Druck p belastet und in den beiden 
Geraden x = ± a!2 eingespannt ist, das Rechteck 
x = ± a/2, y = ± a/2 ab, so konnen die Grenzbedin
gungen der Einspannung auch auf den Seiten Y= ± b!2 

erfiillt werden, wenn man zur elastischen Flache w' des Platten
streifens noch eine weitere Losung 

(2) 

von L1 L1 w" = 0 hinzunimmt. Sie hat die folgenden Bedingungen zu 
erfiillen: 

x = + a!2 1. w" = 0, 
ow" 

2.~=0, 
(3) 

Y = + b!2 3. w" = - w" 
ow" 

4. oy = O. 

Randern eines Rechtecks, eines Parallelstreifens oder eines gleichschenkelig 
rechtwinkeligen Dreiecks die Navierschen Grenzbedingungen w = 0 und Aw=O 
erfiillen, hangt mit ihrer analytischen Fortsetzbarkeit zusammen. Nach einem 
Umlauf um jede Ecke des Rechtecks oder Dreiecks nimmt die Funktion w 
wieder ihre urspriingIichen Werte an, sie ist in der ganzen Ebene eine e in
deutige Funktion der Koordinaten x und y. Das gleichseitige und das 
60 gradige rechtwinkelige Dreieck gehoren ebenfalls zu diesen Konturen, wenn 
auf ihren Seiten die Grenzbedingungen w = 0 und A w = 0 vorgeschrieben sind. 
Zur Theorie der analytischen Fortsetzbarkeit vgl. Hurwitz-Courant: Funk
tionentheorie, S.308. 1922. Verlag von Julius Springer, Berlin. 
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Zur Losung dieser Randwertaufgabe bauen wir uns gewisse Funk
tionen wn (x, y) 

Wn(X,y) = Un(X,y) + V,,(x,y), LL1un=O, LlLIvn=O (4) 

auf. Wir wahlen un und vn so, daB jede dieser Funktionen auf dem 
langen Seitenpaar x = ± a/2 verschwindet und auf dem kurzen 
Seitenpaar y = ± b/2 eine verschwindende Ableitung nach y besitzt. 
Gelingt es auBerdem, sie noch so zu ermitteln, daB auf dem langen 
Seitenpaar x = ± a/2 

(5) 

wird, so lassen sich aus den wn die gesuchten Funktionen Wk der 
Reihe (2) verha1tnismaJ3ig leicht angeben. Fur un (x, y) wahlen wir 
den Ausdruck 

4 x2 n n x 
u = 1 - -- + a Y cos--

n a~ n n a (n=1,3,5, ... ), 

wo Yn die Abkurzung fUr die Funktion 

Y" = (6in en + en (£of eJ (£of 'Y/n - 'Y/ n 6in 'Y/n' 6in en' 

nnb 
e =-_. 

n 2 a ' 
nny 

'Y/ =---
n a 

(6) 

(7) 

bedeutet (sie wurde so ermittelt, daJ3 fur 'Y/ n = en' Yn' = ° wird) und 
fur vn setzen wir eine Reihe an: 

v = a X cos ---.2) mny 
n mn m. b (m=2,4,6, ... ); (8) 

m 

in der die Xm den Grenzbedingungen entsprechend wie folgt an
genommen werden: 

mnX 
b . (9) 

Dann gestattet die Grenzbedingung (2) die Beiwerte am .. zu bestimmen. 
Man erhalt fur x = aj2 

m 

Wir konnen nunmehr die verfiigbare GroBe an so bestimmen, daB 
der Mittelwert der vor der Summestehenden Funktion im Intervall 
- bj2 < y < bj2 verschwinde. 'Alsdann muB sich diese Funktion f(y) , 
wie es diese Gleichung verlangt, in eine mit m = 2 beginnende 00-
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sinusreihe entwickeln lassen. Man erhiilt ihre Beiwel'te amn gleich 
b/2 

amn = ~J f(y) cos m ;y dy (11) 
o 

und schliellIich fiir 

(n=I,3,5, ... ) (12) 

(m=2,4,6, ... ). (13) 

Nachdem die erforderlichen Funktionen wn = un + vn ermittelt wor
den sind, mull vermoge einer aus ihnen gebildeten Summe der letz
ten, noch nicht erfiillten Grenzbedingung 3 oder y = ± b/2 w" = - w' 
geniigt werden. Diese Forderung liiuft darauf hinaus, die Biegungs
form des gleichmallig belasteten Plattenstreifens nach den 

Funktionen wn (x,~) zu entwickeln. 

Zu diesem Zweck kann man aus den wn die linearen Ausdriicke 

W1=W1 

W2 = w1 + a22 w2 

W3 = w1 + a32 w2 + a33 W3 
(14) 

bilden und die Beiwerte aftV so bestimmen, daB die Wk ein ortho
gonale's System von Funktionen werden. Nach dem Entwicklungs
satze lii.Bt sich mit dessen Hilfe del' Forderung fiir y = b/2 w" = - w' 
geniigen, denn sie verlangt, dall die Biegungsform w' des eingespann
ten Plattenstreifens in die Reihe 

( 4 2)2 J) Ak Wk(x) = - 1 - ; 
k 

(15) 

entwickelt werde, deren Beiwerte Ak (k = 1, 2, 3, ... ) sich als ver
allgemeinerte Fourierkoeffizienten 

a/2 

J( 4 2)~ 
1 - ; ". Wk (x) dx 

() Ak= -~--~~------
a/2 

(16) 

JWk2.(x)dx 
o 

ergeben. Mit ihrer Bestimmung ist die Aufgabe gelost. 
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Wegen des amgezeichneten Anschlusses der ersten der Funktio

nen wn (fur n = 1) an die Funktion (1 - 4a~2r genugt indes, hier den 

erst en Beiwert Al aus irgendeiner Naherungsforderung, beispielsweise 
aus der folgenden 

A,f~, (xl dx ~ - 5(,- 4:T dx co -- ~: (17) 

o 0 

zu ermitteln und die Reihe (2) gleich nach ihrem ersten GIiede ab
zubrechen. 

Fur eine quadratische Platte (a = b) ergab sich auf diese Weise 

Al = 2,661. 

Die elastische Flache der eingespannten quadratischen Platte ist 
somit mit hinreichender Genauigkeit durch (1) und das erste Glied 
der Reihe (2) oder durch die Funktion 

W = -31!4N{ (1 - ~) 2 + Al [Ul (x, y) + vl (x, Y)J} (18) 

gegeben. Ihr groBter Biegungspfeil ergab sich gleich 

p~ p~ p~ 
w=S84N{1-0,5102}=0,001276-N-=0,01436 Eh3 ' (19) 

wahrend der unendlich lange eingespannte Plattenstreifen (bja = (0) 
eine groBte Durchbiegung 

1 pa4 pa4 

W = 384 N = 0,002604 N 
besitzt. 

Die Funktion (18) erfullt die Differentialgleichung und die Grenz
bedingung 1,2 und 4 streng, sie nimmt fur Y = ± aj2 die Werte an: 

x/a = ° 0,125 0,250 0,375 0,400 
pa4 

W = 0,007 0,005 - 0,003 - 0,007 0,000· 384N' 

welche zeigen, daB auch die letzte der Grenzbedingungen (y = aj2, 
W = 0) mit einer fUr die praktischen Anwendungen hinreichenden 
Genauigkeit erfullt ist. 

Wegen der weitgetriebenen Anpassung der Funktionen (4) an die 
Randbedingungen lassen sie sich auch zur Berechnung der Spannungs
momente verwenden. Mit ihrer HiIfe ergaben sich fur die eingespannte 
quadratische Platte die Biegungsmomente: 
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in der Mitte des Quadrats 

(x=y=O) mx=my=0,0222pa2 

in der Mitte einer Seite 

mx = - 0,0515 pa2, my = - 0,0129 pa2 • 

Die emgespannie rechteckige Platte wird am starks ten in der 
Mitte der langen Seiten beansprucht. Abb. 113 gibt den Verlauf des 
groBten Biegungspfeiles f 1) und eines Beiwertes ({J in Abhangigkeit 
vom Verhii.ltnis der Seitenlangen bfa an, mit dessen Hilfe sich die 
Wandstarke h einer gleichmaBig belasteten eingespannten rechteckigen 

~1 
(-17 

tr 
o,oOJOgg! 

N 

h 
f-

ovrchbi 'gvf1.l1f 
r1rOpre !'-

V 
I IX 

~ ~ 
40020 

I 
0,0010 

1,S 2 ~S J~ 

Seifenverhiiltnls & 
Abb. 113. Die gleichmiiBig belastete ein

gespannte rechteckige Platte. 

Platte nach der Formel 

(20) 

--1L-.JL-.JL-.JL 

JDDD[ 
JDDD[ 
JDDD[ 
11111111 

Abb.114. 

berechnet. In ihr bedeuten a die kiirzere Seite des Rechtecks, 
p den Druck und (J die zuIassige Spannung 2). Diese Formel gestattet 
beispielsweise die Bestimmung der Wandstarken von Platten, die 
einem Fliissigkeitsdruck ausgesetzt und durch ein N etz von kraftigen, 
unter rechten . Winkeln sich schneidenden Rippen versteift sind 
(Abb.114). 

1) Bestimmt nach dem Ritzschen Verfahren nach einer friiheren Rechnung 
des Verfassers. 

2) Die Aufgabe der eingespannten rechteckigen Platte hat den AnstoB zur 
Entwicklnng verschiedener Losungsverfahren gegeben, unter denen besonders 
das Verfahren von W. Ritz zu erwahnen ist, auf das wir im Abschnitt 69 
S.274 zuriickkommen werden. - Mit dieser Randwertaufgabe beschaftigen sich 
Arbeiten von H. Hencky (Diss. Darmstadt 1913), H. Happel (Gottinger 
Nachr. 1914, S. 37), Mesnager (Comptes rendu8, Paris 1916, S. 478), H. Leitz 
(Z. f. Math. u. Phys. 1917). - C. B. Biezeno und J. J. Koch haben die 
Losung durch Polynome angenahert (De Ingenieur, Delft, Holland, 1923, Jan.), 
deren Beiwerte sie so bestimmten, daB die in einzelnen Abschnitten iibertragenen 
Belastungen der NaherungslOsung gleich den in denselben Flachen aufzunehmen
den wirklichen Lasten waren. 
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46. Auf einem nachgiebigen Untergrund aufruhende Platten. 

Eine biegsame Platte, die auf dem Erdboden aufliegt und 
durch quergerichtete Krafte belastet wird, sinkt ein wenig mit ihren 
Lasten im Erdboden ein. Die Frage nach dem Verteilungsgesetz 
der Bodenpressungen und nach der Biegungsbeanspruchung der auf 
einem nachgiebigen Untergrund aufliegenden Platten hat eine Be
deutung fiir die Bemessung der Fundamentplatten erlangt, 
die man im Griindungsbau des ofteren anzuwenden pflegt, wenn 
die Aufgabe vorliegt, ein schweres Gebaude (Fabrik-Schornstein, Hoch
behalter) auf einem Untergrund zu errichten, der verhiiltnismii.Big 
nur geringe Pressungen aufnehmen kann. Damit die zulassigen 
Bodenpressungen in den Fundamenten nicht iiberschritten werden, 
bildet man diese als biegungsfeste Eisenbetonplatten aus. Um das 
Verteilungsgesetz des Druckes angeben zu konnen, der unter der Platte 
entsteht, wird meist angenommen, daB die kleine Einsenkung an einer 
Stelle des Erdbodens der an der betreffenden Stelle wirkenden Boden
pressung p verhaltnisgleich sei. Diese Annahme gestattet in vielen 
Fallen eine Abschatzung der zu erwartenden Bodenpressungen. Wenn 
der Erdboden, wie hier vorausgesetzt wird, als ein vollkommen 
elastischer Korper angesehen wird, drangt sich gegen eine der
artige Annahme der Einwand auf, daB die Einsenkung an 
einer Stelle nicht allein nur von dem an der betreffenden 
Stelle wirkenden Druck abhangen kann, sondern auch von 
allen iibrigen Lasten abhangen muB, die sich in der Um
gebung dieses Punktes befinden. Denkt man sich etwa in der 
Begrenzungsebene des Bodens ein x, y -Achsenkreuz, auf das man 
ihre Punkte bezieht, und bezeichnet mit , die Einsenkung im 
Punkt x, y, die von einer im Punkte ~,1] angreifenden Kraft gleich 
der Krafteinheit herriihrt, so wiirde ein an der letzten Stelle aus
geiibter Druck p (~, 1]) im Punkte x, y offenbar die Einsenkung 

'(x, y,~, 1])'P (~, 1]) d~ d1] 

erzeugen. Die von der Platte im ganzen erzeugte Einsenkung w (x, y) 
im Punkte x, y ist mithin 

w (x, y) = J J qx, y, ~, 1]) p (~, 1]) d~ d1] . 

Da der hier vorkommende Druck p gleichzeitig die Belastung der 
Platte ist, haben wir nach der Plattengleichung 

p (~, 1]) = N L1 L1 w, 

mit den Differentiationen nach den V eranderlichen ~,1]. Setzt man 
diesen Ausdruck in die vorige Gleichung ein, so erhalt man zur 
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Bestimmung der Funktion w 

w = N II iJiJw.C(x, y,~, 'i})d~d1]. 

In dieser Gleichung ist t; als eine bekannte Funktion der Koordi
naten x, y und ~,1] anzusehen, wahrend die unbekannte Funktion w 
vor und hinter dem Zeichen eines bestimmten Integrales vorkommt. 
Die Aufgabe der auf einem nachgiebigen Untergrund 
ruhenden biegsamen Platte fiihrt auf diese Integral
gleichung fiir ihre Durchbiegung w. 

Statt diese Gleichung der Untersuchung zugrunde zu legen, begniigt 
man sich gewohnlich mit der vorhin erwahnten Annahme und mit 
einer Differentialgleichung fiir die verbogene Platte, die man erhalt, 
wenn man den Druck p der Durchbiegung proportional setzt: 

NLliJw=-cw. (1) 

Auf der rechten Seite dieser Gleichung muBte das negative Vor
zeichen genommen werden, weil nach unseren bisherigen Festsetzungen 
pals positiv angesehen wurde, wenn der Druck in der Richtung 
der wachsenden w gerichtet war. 

Wie Westergaard in einer kiirzlich erschienenen bemerkenswerten 
Arbeitl) gezeigt hat, lassen sich an Hand der Gl. (1) eine Reihe 
von wertvollen Losungen fiir nachgiebig unterstiitzte Platten auf
stellen. Wir wahlen hier das von Westergaard behandelte Bei
spiel einer unendlich ausgedehnten Platte, die auf einem 
elastisch nachgiebigen Untergrund aufruht und in einer 
Reihe von Punkten durch gleiche Einzelkriifte belastet ist. 
Die Angriffspunkte dieser Krafte mogen auf einer geraden Linie 
liegen und gleiche Entfernungen 2 a haben (Abb. 115). In dieser 
Weise wird beispielsweise eine durchlaufende Fundamentplatte 

x 

Abb.115. 

beansprucht, die ihre Be
lastung durch eine Reihe 
von Saul en empfangt. 

Wir bezeichnen die Kon
stante c/ N mit l4 und suchen 
von der Differentialgleichung 

iJiJw= _l4W (2) 

Integrale von der Form 

w = Ycosax (3) 

') Om Beregning af Plader paa elastisk Underlag med srerligt. Heublik paa 
Sporgsmaalet om Sprendinger i Betonveje. Ingenioren 32, Nr. 42, 1923. 
Kobenhavn. 
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aufzustellen. Fiihrt man (3) in (2) ein, so erhalt man fUr die Funk
tion Y die totale Differentialgleichung 

Y(4)-2aY"+(a4 +l4)Y=O. (4) 

Sie ergibt mit Y = e,ly fUr den Beiwert <5 die Bestimmungsgleichung 

(a 2 _ 02 )2 + }.4 = 0. 

Setzt man zur Abkiirzung 

,1 S2 - ~ und 
Y = r--2~ 

(5) 

(6) 

so lassen sich die Wurzeln der Gl. (5) wie folgt schreiben: 

o=f3+ i y, -f3+ i y, f3-iy, -f3-iy. (7) 

Wir erhalten demgemaB den Satz von Funktionen 

Y = efly cos yy, 

oder auch 

e- fly cos yy, 

Y = (£of f3 y cos y y , IEJin f3 y cos y y , 

eflYsinyy, 

(£of f3 y sin y y , 

e- flY sin y y, 

IEJin f3 y sin y y , 

mit deren Hilfe sich die mannigfachsten Falle hinsichtlich der Grenz
bedingungen erledigen lassen. 

Fiir eine Platte mit einer Einzelkraftreibe geniigt es die 
Funktionen 

w = Wo + ZAncosanx(cn cosYnY + bn sin YnY) cflY fUr y > ° (8) 

heranzuziehen. Wir haben hier den Zahlen a, fl, y gleich Zeiger n 
angehangt, urn ihre Abhangigkeit von einer Zahl n auszudriicken. 
Dnter Wo ist eine weitere Losung der Gl. (2) zu verstehen, die wir 
sogleich aufstellen werden. 

Die Festwerte A" und an' f3 n' Y n lassen sich aus den Grenz
bedingungen auf der Seite y = ° der Halbebene y > ° bestimmen 
Man hat zunachst aus Griinden der Symmetrie fUr 

zu nehmen. Die 
ow 

y=O, a:y=O, 

nn 
a =-, 

n a (n = 1, 2, 3, ... ) 

Summe in (8) geniigt der einen Grenzbedingung 

wenn man 

b - f3 
11 - n' Cn = y" 

wahlt. Durch die zweite Grenzbedingung wird auszudriicken sein, daB 
die Scherkrafte der Platte in der Geraden y = ° fiir die positive 
Halbebene einen Lastenzug aus lauter gleichen Kraften P/2 bilden 
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mussen. Man berechnet aus G1. (8) auf Y = 0 fUr die Scherkrafte 
den Ausdruck 

oLl W oLl W 
p = - N- = - N __ o - 2NZA{Jy(fJ2 + y2)cosax (9) 

y oy oy 

und hat andererseits fiir den Lastenzug die Reihe 

p = - ~ (~ + Z cos a x) . 
y 2 a 2 

(10) 

Die beiden Entwicklungen stimmen miteinander uberein, wenn man 

all Wo P 
N -- = - = konst., 

oy 4a 
A = P 

n 4 aN {J y ({J2 + y2) 

wahlt. Letzterer Wert vereinfacht sich, wenn man beriicksichtigt, 
daB nach 

2{Jy=A.2, 

Damit ergibt sich fur die elastische Flache W der Platte der Aus
druck (fUr y > 0): 

P22 e- flnY 

W = Wo + 2 ac;; r}.4 + a! ({In sin YnY + Yn cos YnY) cos anx (11) 

(n=1,2,3, ... ). 

Es erlibrigt sich noch Wo anzugeben. Gl. (9) und (10) zeigen, daB Wo 

die von x unabhangige Losung der Differentialgleichung (2) ist, die auf 
der Geraden Y = 0 ow%y = 0 und eine gleichformig verteiIte Last 
p = P/4 a ergibt. Sie ist 

J.y 

P)" -J2 (' ).,Y).,Y) 
Wo = 4-112 ac e v sm t2 + cos'f2 . 

Die Aufgabe ist damit gelost. Wir stellen der Dbersicht halber die 
m der Reihe (11) vorkommenden Beiwerte zusammen: 

2 Y; = fa! + 24 - a~. 

a, (J, Y,)., sind alles wesentlich positive GroBen von der Dimension 
einer reziproken Lange, c ist die Nachgiebigkeitsziffer der Bettung, 
N die Plattensteifigkeit. 

Die groBte Durchbiegung der Platte ergibt sich unterhalb 
der Angriffspunkte P (z. B. im Punkte x = Y = 0) gleich 

f = - p. ~ [1 --L' "i-Y a! + ).,4 - a; J ) 
- - I A..L..; 4 }.4 ' (n=1,2,3, ... 

2}' 2 a c 2 n an + 
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Man kann aus dieser Summe einen bemerkenswerten Grenz
fall ableiten, namlich den Grenzwert fiir den Biegungs
pfeil einer unendlich ausgedehnten Platte auf nachgiebiger 
Unterlage, die nur eine Einzelkraft P tragt, wenn man die 
Entfernung 2 a der Einzelkrafte P unbegrenzt wachsen laBt. Die 
Sum me geht dann in ein bestimmtes Integral iiber, wahrend das 
vor ihr stehende Glied mit 1/2 wegen des vor der Klammer stehen
den Faktors lJa den Betrag Null liefert: 

f~J~~>~r·: ~h~J VL1\tt"~-"' du. 

Das Integral laBt sich, wie Westergaard bemerkt hat, vermoge der 

Substitution 
1 

a2 = ----== auf die Form 
2u lu2 + 1 

bringen und es ergibt sich fiir f in der Grenze in dies em FaIle 

P).2 

f=SC' 

Der erhaltene Ausdruck fiir den groBten Biegungspfeil einer unter 
einer Einzelkraft P verbogenen, unbegrenzten Platte auf nachgiebiger 
Unterlage stimmt mit einer von Heinrich Hertz auf ganz anderem 
Wege fiir diesen Belastungsfall abgeleiteten Formel iiberein 1). 

Die groJHe Bodenpressung unterhalb der Platte ist gleich 

p = cf; 
1m Hertz schen Sonderfall: 

_ p).~ _ ~ 1/12 c(l - y2) 
P -- 8 - 8 r Eh3 

(c = Bettungszahl, E Elastizitatsmodul, h Dicke der Platte, y Quer
dehnungszahl). 

Bei der Anwendung der Differentialgleichung muB stillschweigend 
vorausgesetzt werden, daB die Durchbiegungen w nirgends ihr Vor
zeichen andern, da ja dann die von der Unterlage ausgeiibten Krafte 
ihr V orzeichen wechseln wiirden. Da die Durchbiegungen gewohnlich 

1) Mit diesem Belastungsfall beschiiftigte sich ausfiihrlich A. Fi:ippl im 
5. Ed. seiner Vorl. lib. techno Mechanik. 
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mit zunehmendem Abstand der Einzelkraft rasch abnehmen, wird 
man eine Losung der G1. (2) wohl noch gebrauchen diirfen, wenn 
sie gegen diese Forderung an den Stellen kleiner Durchbiegungen 
verstoBen solIte. 

47. Die Plattengleichungen in Polarkoordinaten. 
Die Randwertaufgabe der kreisfOrmigen Platte. 

In den Fallen der Biegung von Platten, welche durch zwei konzen
trische Kreisbogen und zwei im Mittelpunkt der Kreise sich schneiden
den geraden Linien begrenzt sind, wird man anstatt der recht
winkeligen Koordinaten x, y, Polarkoordinaten r, a benutzen. Der 
Kreis, der Kreisring und der Kreisausschnitt ergeben sich als Sonder
faIle dieses Grundgebietes. Ein auBerhalb der Mittelebene der Platte 
gelegener Punkt P wird durch die Koordinaten r, a und z gegeben, 
wo mit z die Entfernung des Punktes P von der Mittelebene be
zeichnet wird. 

Um die Ausdriicke fUr die Spannungsmomente und fiir die Scher
krafte mit Riicksicht auf die unabhangigen Veranderlichen r, a ab
zuleiten, betrachten wir die Formanderungen, welche ein aus der 
Platte durch zwei benachbarte Zylinderschnitte r = konst. und zwei 

~~~----------~----~x 

!J 

ru,z 

Pt Pr-
Abb.116. 

Meridianebenen a = konst. herausgeschnittenes Element (Abb. 116) 
erleidet. Wenn die Mittelebene der Platte spannungslos ist, iiber
tragt der Zylinderschnitt r = konst. ein ("radiales") Biegungsmoment 
mr , ein Scherungsmoment mra und eine Scherkraft Pr senkrecht zur 
Mittelebene auf der Langeneinheit. In den Meridianschnitten a = konst. 
wirken entsprechend ein ("tangentiales") Biegungsmoment mt , ein 
Drillungsmoment mrn und eine Scherkraft Pt' Die positiven Richtun
gen dieser auf die Langeneinheit der Schnittbreite bezogenen Momente 
und Krafte sind aus der Abb. 116 zu ersehen. 
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Die Neigung der Tangentialebene der elastischen Flache w = f(r, a) 

ist gegeben durch ow in der Richtung des Halbmessers r und durch 

~ senkrecht zu i~:. Ein Element der Platte, das sich in der Ent
roa 
fernung z von der Mittelebene befindet, wird wegen der Kriimmung 
des Elementes in Richtung des Halbmessers r um den Betrag 

( 1) 

gedehnt. Bei der Berechnung der spez. Dehnung ct in der dazu 
senkrechten Richtung ist zu beachten, daB sich die Lange eines Bogen
elementes des Kreises r = konst. in der Entfernung z von der Mittel-

ehene wegen der Neigung ~~ des Elementes ein wenig verkiirzt. Die 

Verkiirzung ist mit einer D:~nung - ~ ~ verbunden. Zu ihr kommt 
r ar a2 w 

die von der Kriimmung des Elementes hinzu: - z -2--';' so daB die 
r a a-

Dehnung ct in Richtung des Umfanges im ganzen gleich 

(2) 

ist. Diese Dehnungen erzeugen in den N ormalschnitten der Platte 
in der Entfernung z von der Mittelebene die spezifischen Normal
spannungen 

E z E r02 w (law 1 (32 w)] 
a,. = l-=-~(cr + VCt) = -1-- '1'2 Lor2+ v -;: or + r2 oa2 ' 

(3) 

do:. 
J 

Abb. 117. 

SchlieBlich ist die spezifische Schiebung Yra oder die Anderung 
des rechten Winkels der Flachen r = konst. und a = konst. in der 
Hohe z anzugeben. Wir vergleichen an Hand der Abb. 117 die Lage 
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ihres Schnittes mit der zur Mittelebene parallelen Ebene z = konst. 
vor (A, B, 0) und nach (A' B' 0') der Biegung der Platte. 

Die Anderung des rechten Winkels bei B setzt sich aus drei 
Anteilen {J', {J", {J'" zusammen. Aus der Abb. 11 7 ist zu entnehmen, 

daB {J' = - z ~ (~ ow), {J" = -: ow und {J'" = _ Z 02 
W - und 

or oroa r2 0a roroa 

ra = {J' - {J" + {J'" = - z l~ ~ (~ ow) - ~~- + _02W J r or r oa r"oa roroa' (4) 

woraus 

r = - 2 z _~ (~ow) 
ra or r oa . (5) 

Diese spez. Schiebung wird durch eine Schubspannung 

'l'ra= - 2GZ.~(~~w) 
or rea 

(6) 

erzeugt. 

Die Differentialausdrucke fur die Schubspannungen 'l'rz und 'l'tz 

konnen in ganz ahnlicher Weise aufgestellt werden, wie die fiir die 
Schubspannungen 'l'xz und 'l'yz in rechtwinkeligen Koordinaten. Wir 
begniigen uns damit, jetzt gleich die Grundformeln fur die 
Momente und fiir die ScherkriHte anzugeben, die man erhalt, 
wenn man mit Hilfe der Formeln fiir ar , ap .•• die Integrale bildet. 
Sie lauten in Polarkoordinaten r und a ausgedriickt fiir 

das radiale Biegungsmoment .. mr=-N[~+Y(~+~)J 

r 02W oW 02W J 
das tangentiale Biegungsmoment m --N Y-+-+--

t - L or'J ror r2 oa'J' 

o (lOW) das Scherungsmoment .... mrt =-(l-Y)N2i- faa ' 

dieScherkraft im Schnitt r= konst. Pr = -N~-;, 

dieScherkraftimSchnitt a=konst. Pt = _N~tJw. 
roa 

(7) 

(8) 

(9) 

Der Laplacesche Operator nimmt jetzt wegen mr + mt= - (l+Y)N tJw 
die Form 

(10) 
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an und die Gleichgewichtsbedingung der Scherkrafte 

~(rPr) + OPt + pr = 0 
or oa 

Iiefert mit (9) wieder die Plattengleichung 

P 
LL1w=N' 
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(11) 

(12) 

wo P den Druck auf der Seitenfiache z = - hj2 und N die Platten
steifigkeit bedeuten. 

Man verschafft sich ein sehr aHgemeines System von Losungen 
der homogenen Gleichung Ll Ll w = 0 in den Polarkoordinaten r, a, 
wenn man u = Ll w = R· rp setzt, wo Reine Funktion von r und rp 
eine von a allein ist. Man hat 

A (" RI) no R mil 
LJ U = R + r '¥ + r2 • '¥ = 0, (13) 

R" + R' jr rp" Q 

Rjr2- = - if) = ± k- = konst. 
woraus 

(14) 

1m FaIle des positiven Zeichens: 

r2 R" + r R' - k2 R = 0, rp" + k2 rp = 0, . 

rp = sin k a, cos k a. 

1m FaIle des negativen Vorzeichens hingegen: 

R = sin (k In r), cos (k In r) rp = Sin k a, [of k a. 

Damit stehen uns eine Fiille von LOsungen der homogenen Platten
gleichung in Polarkoordinaten r, a zur Verfiigung: erstens die Po
tentiale (flir die bereits Llw = 0 ist): 

w = (rk, r-k) (sin k a, cos k a), w = [sin (klnr) , cos(klnr)] [Siuka, [ofka] 

und zweitens aHe Funktionen w, welche der Gleichung Llw = u ge
niigen, unter u eines der eben ermittelten Potentiale verstanden. 
Vnter den Funktionen kommen gewisse AuimahmelOsungen vor, die 
wir hier gleich folgen lassen: 

w=lnr, a, r21nr, r2 a, rlnrcosa, rlnrsina, racosa, rasina. 

Sie enthalten im Koordinatenanfangspunkt r = 0 Singularitaten. Solche 
ergeben iibrigens auch beispielsweise die Funktionen r- k sin k a, wenn 
k> 0 ist. 

Anwendungen. 

a) Die Randwertaufgabe der vollen Kreisplatte. Sie ver
langt die Bestimmung der verbogenen Flache weiner Platte, welche 

N ad ai, Elastische Platten. 13 
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innerhalb des Kreises der homogenen Plattengleichung ,1,1 w = ° 
und auf seinem Umfang vorgeschriebenen Grenzbedingungen genUgt. 
Zur Losung dient eine auf die ganzzahligen und positiven Potenzen 
von rn beschrankte Summe: 

w=ao+bor~+ Z(anr"+b"rn+ 2)cosna+ i(cn r"+dnrn+2)sinna. (15) 
,,=1 n=l 

b) Eine Anwendung der vorstehenden Reihenentwicklung bezieht 
sich auf eine durch einen Druck p = konst. oder auch durch eine 
Einzelkraft P in der Mitte belastete Kreisplatte, die in einzel
nen Randpunkten unterstiitzt ist. 

Abb. 118. 

r= a, 

Wir wollen annehmen, daB die kreisformige 
Platte in den Punkten r = a, a = 'Yl' ... 'Yk unter
stiitzt sei. Die in Ihnen iibertragenen Stiitz
reaktionen mogen gleich Pl , ••• Pk sein. Bei der 
vora'usgesetzten Unterstiitzungsart ist der Rand 
zwischen den Auflagerpunkten volIkommen frei. 
Auf ihm miissen deshalb die radialen Biegungs
momente mr verschwinden, wir haben als erste 
Grenzbedingung: 

[iJ2w (1 ow 1 02 w) 1 m =-N -;:;~+'V ---+--. =0. 
r OT" T or r2 0 a" _ 

(16) 

Die zweite Grenzbedingung bezieht sich auf die Scherkrafte. Eine im 
Punkte r = a, a = 'Yi iibertragene Einzelkraft Pi wird durch die schon 
wiederholt benutzte Reihe 1) 

P (1 en ) = ~ - + 2) cos n fti 
na 2 ,,=1 

(17) 

dargestellt. Wenn wir die Gesamtlast, die die Platte in ihrem Innern 
r < a aufzunehmen hat, mit P bezeichnen und die Stiitzreaktionen 
Pi = Ai P Bruchteilen von P gleich setzen, lauten die Gleichungen 
fiir das Gleichgewicht der Krafte P und Pi 

2) Ai cos 'Yi = 0, 
i 

2)Aisin'Yi = 0, 
i 

(18) 

Der Ausdruck von k konzentrierten Kriiften P1 , ••• Pk , die in den 
Punkten a = 1'1' .,. 'Yk des Umfanges r = a angreifen, wird aus (17) 
durch Summation von i = 1 bis i = k erhalten: 

(19) 

1) S.83, Gl. (62). 
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und der von k konzentrierten Kraiten PI' ... Pk , die im Gleichgewicht 
mit einer tiber dem Randkreis r = a gleichmiWig verteilten Ring
belastung P = 2) Pi stehen, ist 

i 

(20) 

Um die Bedingung der Punktstlitzung auf dem Kreis r = a zum 
Ausdruck zu bringen, haben wir die durch die Ersatzscherkraite 
omra 

erganzten Scherkraite gleich 
r oa 

(21) 

zu setzen. Das Minuszeichen muBte vorgesetzt werden, weil qr < 0 
ist, wenn der Druck p oder die Einzelkraft P in der Richtung der 
positiven Durchbiegungen w wirken. 

Setzt man die elastische Flache w aus zwei Anteilen 

w = w' + w" (22) 
zusammen und versteht unter w' die verbogene Flache einer auf 
ihrem Rande r = a auf ebener Unterlage gleichmaBig und frei auf
liegenden Kreisplatte, die eine der oben erwahnten Belastungen tragt, 
d. h. entweder die elastische Flache 

w' = _~ [(5 + v) a2 - 2 (3 + v) r2 + r 4 1 , 
64nN 1+1' a4J (23) 

wenn die Kreisplatte durch einen gleichformig verteilten 
belastet ist, oder 

Druck p 

I P [3+1' (2 2) 21 al 
W=-- ----a -r -r n-J' 

8nN 2(1+v)' r 
(24) 

wenn sie eine Einzelkraft P in der Mitte tragt, so ist der zweite 
Anteil w" aus LI LI w" = ° mit den Randbedingungen 

r=a, m,,.=O, 
P '; k, 

q,. = - ~ L, ~ Ai cos n ui 
11 a n=1 i=1 

(25) 

zu bestimmen. 
An Hand dieser Bedingungen und der Reihe (15) lassen sich in 

den einfachen Fallen der Stlitzung in einzelnen Randpunkten die 
Beiwerte in (15) unschwer ermitteln. So ergibt sich beispielsweise die 
verbogene Mittelflache einer kreisformigen Platte, die in 
den Endpunkten eines Durchmessers unterstlitzt ist: 

w=w' 

( };I 1 2(1+v) 1 rl In ) +Q<c- l--+----·---~--·-~ 0 cosna> (26) 
~ (n - 1)n 1- l' (n -1)n2 n(n+1) " J 

n 
13* 
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Hier bedeuten w' eine der Funktionen(23)oder(24), Q=Pa2/2n(3+v)N, 
P die auf der Platte ruhende Gesamtlast, a ihren Halbmesser, y die 

Querdehnungszahl, N die Plattensteifigkeit, c eine 
Konstante, die 

1 + y ( n2) = 2ln 2 - 1 + -- 2ln 2 - -
1 - y 12 

ist und n = 2, 4, 6, ... ; e steht zur Abkiirzung 
fiir e = ria. 

Abb.119. Die in den Endpunkten eines Durchmessers 
unterstiitzte, gleichmaBig belastete Kreisplatte hat die Durchbiegung: 

in der Mitte (r=O): w=0,269pa4/N, 

in der Mitte des freien Randes (a = n/2, r = a): w = 0,371 P a4(N. 

Die in der gleichen Weise unterstiitzte, jedoch in ihrem Mittel· 
punkt durch eine Einzelkraft P belastete Kreisplatte hat die Durch

biegungen 

m7' 

Abb. 120. Biegungsmomente fur eine Kreisplatte 
mit freiem Rand. Die Platte tragt auf ihrem 
Randkreis eine gleichmaBig verteilte Ringbelastung 
und ist in den Endpunkten eines Durchmessers 

unterstlltzt. 

im Mittelpunkt: 

w = 1,31 Pa2 fEh3 , 

in der Mitte zwischen 
den Stiitzpunkten auf 
dem freien Rand: 

w= 1,33P a'JjEha• 

Die Abb. 120 gibt 
die Spannungsverteilung 
einer Kreisplatte wieder, 
die auf ihrem Rand
kreis eine gleich
ma.Big verteilte 
Ringbelastung P 
tragt und III den 

Endpunkten eines Durchmessers unterstiitzt jst. Sie wird 
iiber den Auflagerpunkten am starksten beanspruchtl). 

Die Abb. 121, 122 deuten einige weitere Belastungsfalle an, die 
sich mit Hilfe der Funktion (15) erledigen lassen. 

Wenn die Stiitzpunkte die Ecken eines in 
eingeschriebenen gleichseitigen Dreiecks 
Biegungspfeil in der Mitte 

0,754· Pa'J/E h3 (Einzelkraft), 

den Kreis r=a 
bilden, ist der 

0,307.Pa2 jEh3 (gleichformiger Druck Pjna2). 
-----

1) Einige weitere vom Verfasser durchgerechnete Beispiele sind in der 
Phys. Z. 22, S.366, 1922 zu finden. 
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Wenn zur Lasung (26) eine zweite elastisehe Flaehe derselben Art 
hinzugenommen wird, deren Einzelkrafte jedoeh in einem anderen 
Durehmesser wirken, ergeben sieh die Biegungsfalle einer kreis
farmigen Platte, die in vier Rand
punkten aufliegt. Damit ist beispiels
weise die statisch unbestimmte Aufgabe der 

Bestimmung der Auf
lagerreaktionen eines 
kreisrunden vier-

}-------.fJ beinigen Tisehes mit 
ungleieh langen Beinen 
gelast, der im Mittel
punkt ein Gewieht tragt. 

Abb. 121. Ein eigenartiger Sonder- Abb.122. 

fall ergibt sieh, wenn die vier Einzelkriifte, wie III Abb. 122 ange
deutet, angreifen. 

c) Der gleiehmaBig belastete Kreisausschnitt. Wenn auf 
den beiden Geraden des Kreisaussehnittes w = 0 und iJ w = 0 sind, 
ist die elastisehe Flaehe w darstellbar dureh die Summe: 

w = 2J R(r).sinklX = 2J(akrk + bkrk+2 + ckr4) sin klX. (27) 

Wenn die Platte einen Aussehnitt aus einem Kreise vom Halbmesser a 
und dem Zentriwinkel (3 bildet und dureh einen Druck p = konst. 
belastet ist, sind 

nn 
k=---, 

f3 
4p 1 1 

ck = n N· -;: (P _ 4) (P _ 16)' (n = 1, 3, 5, ... ). (28) 

Die Festwerte ak , bl, konnen noeh verschiedenen Grenzbedingungen 
auf dem Kreis r = a angepaBt werden. Wenn beispielsweise die Platte 
im Kreise r = a eingespannt ist, folgen ihre Werte aus den Be-

ow 
dingungen r=a, w=O -=0 oder R=O, R'=O , or 

k - 2 4-k a = - -----c a k 2 k , 
b _ k - 4 '2-k 
k - -2-cka . (29) 

Das Summenglied ck r4 sin k IX hat in seiner Konstanten ck zwei Diffe~ 
renzen im Nenner. Wenn k = 2 oder k = 4 ist, wird es unbraueh
bar. Es tritt dann ein logarithmisehes Glied in die Summe ein. Fur 
den Halbkreis mit eingespanntem Kreisumfang ergibt sieh mit 
fJ = n und wenn man (! = rja setzt die elastisehe Flaehe 1) 

') Z. V. d. 1. 1915, S.169. Daselbst weitere FaIle. 
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d) Kreisplatte mit exzentrisch angreifender Einzelkraft. 
Ihre Losung mit Hilfe von Reihenentwickelungen hat A. FoppF) 
angegeben. E. Melan 2) verwendete orthogonale Kreiskoordinaten ~,'Yj, 
um sie darzustellen. Man verschafft sich diese Koordinaten aus den 
rechtwinkeligen x, y vermoge der Transformation: 

woraus 

e~+i1J - 1 
x+i y =a eHi'J+l' 

@lin ~ 
x=a------. 

(£of ~ + cos 1] , 

sin 'Yj 
y-a-------

- (£of ~ + cos 1] • 

48. Versuche mit kreisformigen Glasplatten. 

U nter den in der vorigen N ummer behandelten Biegungsfii.llen 
der in einzelnen Punkten unterstiitzten kreisformigen Platten eignen 
sich zu einer trberpriifung der Voraussetzungen der Plattentheorie 
besonders die Formanderungszustande der in zwei oder in drei 
Punkten unterstiitzten Platten, die zu einem statisch bestimmten 
System der Auflagerreaktionen gehOren. Der Verfasser hat mit der
art unterstiitzten Platten aus Glas, die in ihrer Mitte durch ein 
Gewicht belastet werden konnten, Elastizitats~ersuche gemacht 3). Die 
Ausiibung und die Messung der Kraft geschah mit einer Tafelwage 
von 20 kg. Die kreisformigen Platten wurden aus fehlerfreien und 
moglichst ebenen und gleich starken Scheiben Fensterglas heraus
geschnitten. Ihre Dicke schwankte merklich (um einige Hundertstel 
Millimeter), weshalb eine Ausgleichung der Dickenmessung aus 
mindestens acht Beobachtungen entlang des Umfanges vorgenommen 
wurde. Die Platten hatten einen Durchmesser von 204 mm, die 
Auflagerpunkte (einstellbare Spitzen aus Eisen) lagen auf einem Kreis 
von rund 200 mm Durchmesser. Ein durch drei Saulen gehaltener 
massiver Eisenring diente zur Befestigung der Eisenspitzen. Die 
Bewegungen der Platte iibertrugen sich durch einen in ihrem Mittel
punkt aufgesetzten leichten Fiihlstift auf einen Messinghebel von 
45 mm Lange, dessen Verdrehung mit Spiegel und Fernrohr auf einer 
Skala beobachtet wurde. Die Dbersetzung des Gerats war 1: 50. 

') Berichte der Bayr. Akad. d. W. 1912, S. 155. 
2) Der Eisenbau, Bd. 11, S. 190. Leipzig 1920. 
3) Die Versuche sind im Institut fiir angewsndte Mechanik der Universitat 

Gottingen im AnschluB an die spater zu besprechenden Versuche mit kreis
fOrmigen Stahlplatten von groBer Ausbiegung gemacht worden. Dem Direktor 
des Institutes, Herrn Prof. Ludwig Prandtl, dankt der Verfssser herzlich 
fiir ihre Forderung, der Jubilaumsstiftung der deutschen Industrie fiir 
die freundliche Gewahrung der Mittel. 
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Um die in zwei Punkten unterstiitzten Platten gegen das Kippen zu 
sichern, wurde statt der einen Spitze eine kurze Schneide benutzt. 

Der Elastizitatsmodul E 
des Glases wurde ahnlich, 
wie dies bei den Versuchen 
mit kreisformigen Platten 
aus Eisen von A. FoppF) 
geschehen war, aus Bie
gungsversuchen mit schma
len Streifen ermittelt. Es 
wurden drei Streifen unter 
einer Einzelkraft in der Mitte 
und drei Streifen in reiner 
Biegung untersucht. 

Die Biegungsversuche mit 
den Streifen und mit den 
in zwei, beziehungsweise in 
drei Punkten unterstiitzten 
Kreisplatten zeigten prak
tisch eine vollige Linearitat 
zwischen der Durchbiegung 
und der Kraft. Ein zeitlicher 
EinfluB, der beka:a.ntlich bei 
Versuchen mit Glas fest
gestellt ist, machte sich wah
rend der kurzen und gleich 
gehaltenen Dauer zwischen 
der Anbringung der Kraft 
und der Ablesung der De
formation kaum bemerkbar. 

Die Biegungsversuche mit 
den Glasstreifen ergaben fiir 
den Elastizitatsmodul 

Biegung von drei Streifen 
unter Einzelkraft: 

723000, 723000, 731000, 
Mittel 726000 kgJcm2 • 

Reint' Biegung von drei 
Streifen: 

Abb. 123. Anordnung fiir Biegungsversuche 
mit in Einzelpunkten unterstiitzten Kreis

platten. 

TU 

730000, 728000, 733000, Abb.124. 

Mittel 730000 kgJcm2 • Mittel aus Streifenversuchen: 738000 kg jcm2 • 

1) Mitt. mech.-techn. Labor. Munchen 1900. 
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Die GroBe der Druekfi~ehe, innerhalb der sieh die Einzelkraft 
auf die Platte iibertrug, war von keinem EinfiuB auf den Biegungs
pfeil. Dies wurde durch Veriinderung der GroBe dieser Flaehe unter 
Benutzung von Unterlagplattchen aus Gummi mit den Durchmessern 
von 18, 13, 8, 3 mm festgestellt. 

Bei den Platten ergab sich eine systematische Abweichung der 
beobaehteten Biegungspfeile von den berechneten, weil die Stiitz
punkte nieht auf dem Begrenzungskreis lagen. Die beobachteten 
Werte der Durchbiegung in der Mitte der Platten muBten deshalb 
berichtigt und durch Extrapolation auf den auBeren Rand bei jeder 
Platte bezogen werden. Der EinfluB, den die VergroBerung des 
Durchmessers vom Auflagerpunktkreis auf den Biegungspfeil hatte, 
geht aus den folgenden Zahlen hervor. 

Durchmesser des Kreises der drei Auflagerpunkte: 

18,02, 19,00, 20,00 cm. 

Beobaehteter Biegungspfeil in der Mitte fUr Einzelkraft P = 1 kg: 

0,0161, 0,0191, 0,0220 cm. 

Die Extrapolation dieser Werte auf den Randkreis vom Durch
messer 20,40 em ergibt f= 0,0232 cm. 

Der aus der Kirchhoffschen Theorie mit einer Querdehnungs
zahl v = 1/4 berechnete Biegungspfeil der in drei., in einem gleich
seitigen Dreieck gelegenen Randpunkten unterstiitzten Kreisplatte 
(s. S. 196) war Pa2 

w = 0,754 Eh3 , 

woraus der Elastizitatsmodul 

E = 713000 kg/cm2 

sich ergibt. (Der Halbmesser des Randkraises war a = 10,20 cm, 
die mittlere Dicke der Platte betrug h = 0,1677 cm, die Einzelkraft 
hatte den Wert P= 1 kg.) Die in dieser Weise und aus den Biegungs
versuchen der in zwei und in drei Punkten unterstiitzten und in der 
Mitte durch eine Einzelkraft belasteten kreisformigen Glasplatten er
mittelten Werte der Elastizitatszifier waren: 

Platte Jiegt in zwei Rand-

Platte 
1 

Platte I Platte 
2 3 

punkten auf. . . • . . 728000 733000 718000 Mittel 726000 kg/em" 
Platte liegt in drei Rand-

punkten auf. . . . . . 713000 730000 718000 Mittel 720000 kg/em" 

Mittel aus Plattenversuehen: 723000 kg/em" . 
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Die trbereinstimmung der aus den Biegungsversuchen 
mit den Streifen und mit den kreisformigen Platten nach 
der Kirchhoffschen Plattentheorie berechneten Durch
biegungen ist sehr befriedigend. Zum Vergleich ist nach
zutragen, daB hier fiir die Poi s son sche Zahl 1/4, der aus sonstigen 
Elastizitatsversuchen mit Glas bekannte Wert angenommen wurde. 
Die Formeln fiir den Biegungsp£eil der in zwei, bzw. in drei Punkten 
unterstiitzten Kreisplatten hatten ohne wei teres gestattet, auch die 
Querdehnungszahl 'I' neben dem Elastizitatsmodul als eine unbekannte 
Materialkonstante zu betrachten und aus den Beobachtungen zu er
mitteln. Wegen der guten trbereinstimmung der obigen Naherungs
zahlen fiir E wurde von dieser genaueren Ausgleichung der Beobach
tungen abgesehen. 

Mit auf ihrem U mfang p t Plaffe - 1 2 J 

frei aufliegenden und in ihrer to 

Mitte durch eine Einzelkraft t" 
t2 

belasteten Kreisplatten wur- 1,0 
den an denselben Glasscheiben q8 

ebenfalls Versuche gemacht. 0,6' 

Die Platten lagen auf einem 0,'1-

kreisformigen Grat auf, der 0,2 L--------------c!~..--
in den Auflagerring eingedreht 
war. Eine Linearitat zwischen 
den Durchbiegungen und der 
Kraft (vgl. die Zusammen
stellung der Beobachtungen 

w 
! ! I ! 

0,0 0,02 0,0" O,06'cm 

Abb. 125. Biegungsversuche mit auf ibrem 
Umfang freiaufliegenden Kreisplatten aus 

Glas. 

einiger Versuche in der Abb. 125) konnte hier bei kleinen Belastungen 
nicht beobachtet werden, zum Zeichen, daB sich di~ Platten erst all
mahlich an ihre Unterlage anlegten. Aus der Neigung der mit der 
steigenden Belastung schlieBlich sich einstellenden mittleren Geraden 
ergaben sich unter der Beriicksichtigung einer geringfiigigen Korrek
tur fiir den iiberstehenden Plattenrand von 2 mm Breite aus der 
Formel fiir den Biegungspfeil der freiaufliegenden Platte 

Pa2 

0,582 IE h3 

die mittleren Werte des Elastizitatsmoduls 

Platte 1 

E= 728000 
Platte 2 

732000 
Platte 3 

706000 

die mit Ausnahme des letzten Wertes ebenfalls nahe zum obigen 
Mittelwert liegen. (Die Platte 3 war, wie durch Abklopfen auf ihrer 
Unterlage £estgestellt werden konnte, am wenigsten eben.) 
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49. Die Singularitaten der Plattenbiegung. 

a) Einzelkraft, die in einem inner en Punkt angreift. 
Eine Losung w der homogenen Plattengleichung LI LI w = 0, welche 
in einem Punkte unendlich groBe Spannungen liefert, enthiilt, wie 
man sagt, eine Singularitiit. Eine derartige Losung begegnete uns 
zuerst bei der in ihrem Mittelpunkt durch eine Einzelkraft P he
lasteten kreisformigen Platte in der Fliiche 

w=~r2ln~, 
8nN a 

(!U) 

in der r = Y X2 + y'J die Entfernung eines beliebigen Punktes vom 
Anfangspunkt des Koordinatensystems und a eine beliebige Liinge 
bedeuten. Wie sich sofort durch Ausrechnung der zur Funktion w 
gehorenden Scherkriifte Pr in einem Kreise r = konst.: 

oLlw P 
P =-N-=---

r or 2 n r 
(32) 

ergibt, ist in der Tat die Mittelkraft der zur Platte senkrecht ge~ 
richteten Scherkrafte auf dem Kreise r = konst . 

2 7lrPr = - P (33) 
einer Konstanten gleich. 

b) Aus der Losung fiir die Einzelkraft P kann die eines Einzel
momentes abgeleitet werden, wenn man auf die Platte zwei gleiche 
Kriifte in entgegengesetzter Richtung in zwei benachbarten Punkten 
(Xl = C, Yl = 0 und x2 = - C, Y2 = 0) wirken und dann C bis auf 
Null sich verkleinern liiBt. Die Platte wird durch dieses Kriiftepaar 

MI = 2 Pc 
nach der Fliiche 

P ( 21 r l 21 r2) w = -- r n - - - r n .-
871N I a ;) a 

(34) 

verbogen. Mit r lund r 2 sind hier die Entfernungen Q PI und Q P2 eines 
beliebigen Punktes Q (r , a) von den Angriffspunkten P l und P2 oder 

rl
2 = r2 + c2 - 2rccosa, 

bezeichnet. Wenn c eine kleine GroBe gegen r ist, wird genau genug 

P { r2 ( C ) r2 ( C ) } w = -N (r2-2c r COSct) In- 1-2 - COSct - (r2 + 2 c r COSct) In 2 1 + 2 - cos ct , 
16 n a 2 r a r 

oder w=-fnt (2rcosaln: +rcosa). (35) 
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Das in dieser Gleichung vorkommende Glied r cos a = x stellt keinen 
Spannungszustand dar und kann als unwesentlich fortgelassen werden. 
Beim Ubergang zum limes 2 Pc = MI entsteht die Funktion 

W =- ~L r.cosa In!.-. 
1 4nN c 

(36) 

Durch sie wird die von einem im Koordinatenanfangspunkt 
angreifenden Einzelmoment M1 verzerrte Flache einer un
begrenzten Platte dargestellt. Der Vektor des MomentesMl hat 
die Richtung der positiven y -Achse. 

Die in ahnlicher Weise erhaltene Flache 

M2 . 1 r 
W = - - - rSlna n-

2 4nN a 
(37) 

wird durch ein konzentriertes Moment M2 mit einem zur x-Rich
tung parallelen Achsvektor erzeugt. 

Die Uberlagerung von WI und w2 ergibt die Biegung einer Platte 
durch ein im Koordinatenanfangspunkt angreifendes Einzelmoment M 
von beliebiger Richtung, dessen Komponenten MI und M2 sind 1). 

c) Eine Einzelkraft in einer Ecke laBt sich durch die Ersatz
scherkrafte erzeugen, wenn von den beiden Scherungsmomenten mi 

und m2 , die in den Schenkeln 1 und 2 des Winkels wirken, mind est ens 
das eil).e von Null verschieden ist. Der dureh die positive x- und 
y-Achse begrenzte Winkelraum, dessen beide Schenkel £rei (ohne 
auBere Spannungen) sind, wird durch eine im Punkte x = y = 0 
senkrecht zur Platte und in der Richtung der positiven Durch
biegungen wirkende Einzelkraft P nach der Flache 

Pxy 
W = --cc----"-~-

2(1-y)N (38) 

eines hyperbolischen Paraboloids verbogen (vgl. S. 40). 

d) Das Einzelmoment in einer Ecke. Wenn das Moment Ml 
in der Spitze eines Winkelraumes vom Offnungswinkel a angreift, 

auf dessen Schenkein rp = +.~ keine auBeren Spannungen wirken 

und seine Aehse mit der inneren Winkelhalbierenden zusammenfiillt, 
ist die Durchbiegung in Polarkoordinaten r und rp ausgedriickt: 

r 
2 yIn - + (1 + y) x rp 

a 
(1 - y)sina + (3 + y)a' 

(39) 

1) Verwandte Funktionen hat Michell im FalJe des ebenen Spannungs
zustandes fUr Einzelkriifte angegeben. 
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und wenn die Achse des konzentrierten Momentes M2 senkrecht zur 
Winkelhalbierenden steht und mit der positiven y -Achse zusammen
faUt: r 

2 xln- - (1 + v)YqJ 
M2 a 

W 2 = - (1 _ v) N' (1 - v~) s-in-a--(-"--3-+---'-v)-a . (40) 

Die Dberlagerung von w1 und w2 ergibt die Biegung einer Ecke 
durch ein in der Spitze des Winkels angreifendes Moment M von 
beliebiger Richtung, des sen Komponenten Ml und M2 sind. 

tM~ Lt;;l 
~I ~Abb'128' 

Abb. 127. 
M2 

Abb. 126. 
Abb.130. 

Abb. 129. 

e) Das Einzelmoment in einem Punkte einer freien Be
grenzungsgeraden. Wenn a = n, wird der Winkel ein gestreckter. 
Es ergeben sich aus (39) und (40) mit IX = n (Abb. 128): 

Ml (r ) 
W 1 =-U- v)(3+v)nN 2y1na-+(1+v)XqJ (41) 

bzw. (Abb. 129): 

w2 = (1 _ v) (~+ v) n N ( 2 x In ~ - (1 + v) Y qJ) . ( 42) 

1m ersten FaIle wirkt auf der geraden Plattenkante x = 0 
im Nullpunkt ein konzentriertes Scherungsmoment (Ml) , im 
zweiten ein konzentriertes Biegungsmoment (M2). 

f) SchlieBlich gibt 

P r2 { r 1 + v l . r l 1} 
W == (3 + ) N In- + -- qJ sm2qJ-cos 2 qJln- + - (43) 

2 . v n a 1- v a l+v 

die Durchbiegung an, die eine in einem Punkte einer freien 
Begrenzungsgeraden (dem Punkte x = Y = 0 der y-Achse an· 
greifende Einzelkraft P in der Platte (auf der Seite x > 0) er· 
zeugt (Abb. 130). 

Die zugehorigen Spannungsmomente ergeben sich aus den vor
stehenden Formeln nach Ausfiihrung der vorgeschriebenen Differen
tiationen. 
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Wenn man die Lasung der Plattengleichung nicht mit Hilfe der 
gewahnlich benutzten Funktionen ausdrucken kann oder wenn es zu 
umstandlich ware, die erforderlichen Funktionen aufzustellen, leisten 
numerische Verfahren gute Dienste 1). Man verzichtet von vorn
herein darauf, die elastische Flache der Platte auf die Funktionen 
zuruckzufuhren, die in der Analysis gewahnlich benutzt werden und 
beschrankt sich darauf, ihre Ordinaten und die Werte der Spannungs
momente der Platte nur durch die Operation der Addition und der 
Multiplikation zu bestimmen. 

Zu diesem Zweck kann man sich der Differenzenrechnung 
bedienen. Die Ingenieure des Eisenbetonfaches H. Marcus 2), 

N. J. Nielsen 3) und Prof. H. M. Westergaard 4) haben das Verdienst, 
sie in einer fur die Zwecke der Plattenstatik geschickt~n Form 
benutzt und gezeigt zu haben, daB sich mit ihrer Hilfe die Span
nungen von Platten oft mit einer fur die technischen Anwendungen 
bereits hinreichenden Genauigkeit berechnen lassen 5). 

Das Rechnen mit kleinen Differenzen knupft an die in den 
Anfangsgriinden der Differentialrechnung eingefiihrten Begriffe an. 

1) Die numerischen Verfahren sind besonders durch C. Run g e und seine 
SchUler entwickelt worden. V gl. ihre zusammenfassende Darstellung in dem 
eben erschienenen Werk von C. Runge und H. Konig, "Vorlesungen iiber 
numerisches Rechnen". Berlin: Julius Springer 1924. (Bd. 11 der Sammlung 
"Die Grundlehren der math. Wiss.") 

2) In seinem vor kurzem erschienenen Buch: "Die Theorie elastischer 
Gewebe und ihre Anwendung auf die Berechnung biegsamer 
PIa t ten, unter besonderer Beriicksichtigung der tragerlosen PiIzdecken." 
Berlin: Julius Springer 1923. 368 S. 

3) In seiner Schrift: "Bestemmelse af SplJndiger i Plader ved Anvendelse 
af Differensligninger", Kopenhagen 1920. 231 S. Dissertation. 

4) In einer mit W. A. Slater herausgegebenen Schrift: "Moments and 
stresses in slabs", Proc. of the american concrete institute, 17. 1921. 124 S. 
Auf ihre Niitzlichkeit fiir die numerische Behandlung von Randwertaufgaben 
hat H. Hencky (Z. ang. Math. Mech. Bd.l, S.8l. 1921 und Bd. 2 S.58. 1922) 
an der Hand von durchgefiihrten Beispielen hingewiesen. 

5) Der friih verstorbene Ingenieur Huldreich Keller hat bereits 1912 
(Schweiz. Bauzg. 1913, S. 11l. Z. V. d. 1. 1912 und Mitt. ii. Forschungsarb., 
Heft 124) die Differenzenrechnung zur Losung einer Aufgabe der Biegungs
theorie der gewolbten Schalen herangezogen. 
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Der Unterschied Vk+1 - v k der Werte einer Funktion v einer Ver
anderlichen x fiir zwei benachbarte Werte Xk+1 und x k ist ihre erste 
Differenz 

LlVk = Vk+1 -Vk' (1) 
Entsprechend definiert man ihre zweite, dritte, ..• , note Differenz nach 
dem Schema 

Xk - 2' Vk - 2' 
LI VI. -2' 

Xk - 1 ' Vk - 1 , 
LI Vk -1' 

Ll2 vk _ 2 , 
Ll3 Vk _ 2 , 

Xk Vk 
LI VI, 

Ll2 Vk _ 1 , 
Ll3 Vk _ 1 , 

Ll4 Vk _ 2 • (2) 

Xk +1 , Vk +1 , 
LI Vk +1' 

Ll2 v k 

Xk +2 ' V1,+2' 

Man erhalt auf diese Weise die Ausdriicke fiir die erste, zweite, ... 
Differenz 

LI vk = Vk +1 - VI" 

112 Vk = LI Vk +1 - LI Vk = Vk + 2 --- 2 v k +1 + v k ' 

Ll3 v k = Ll2Vk+1 - Ll2Vk = Vk +3 - 3 VkH + 3 Vk +1 - v k ' 
(3) 

Eine Anwendung des Rechnens mit den ersten und zweiten Differenzen 
bezieht sich auf die Bestimmung der Gleichgewichtsform eines durch 
parallele Krafte belasteten ausgespalll1ten S e il e s. Es seien xk und vk 

die Abszisse und die Ordinate des k-ten Knickpunktes eines Seiles, 

u 

Abb. 131. 

J+1 

an dem eine Kraft Qk angreift, in einem recht
wink ligen Koordinatensystem, dessen x-Achse 
senkrecht zur Richtung der Krafte Qk steht, 8 k 

die Kraft mit der das Seil in der k-ten Seil
seite gespannt wird und cck der Winkel, unter 
dem sie gegen die x-Achse geneigt ist. Die 
Krafte Qk' 8 k und 8 k - 1 , die am k-ten Knick
punkt angreifen, sind im Gleichgewichte, wenn 
die Summe ihrer Komponenten in der x- und 

III der y -Richtung verschwindet oder wenn die beiden Gleichungen 

8kcoSCCk = 8 k - 1 COSCCk_ 1 = H, 

Qk = - H(tg cck - tg CCk - 1 ) 

(4) 
(5) 

erfiillt sind, wo mit H die Horizontalspalll1ung des Seiles bezeichnet 
wird. Driickt man hier die Tangenten der Winkel cck und CC k - 1 

durch die Koordinaten xk und vk vermoge der Gleichungen 

V k + 1 - vk LI vk LI V k - 1 ( ) tg cck = ----- = -- , tg CCk - 1 = -- 6 
xk +1 - xk LI xk LI xk - 1 
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aus, so entsteht ein Ausdruck fUr die Last Qk am k-ten Knick
punkte: 

Qk= _HIL1Vk _L1Vk - 1 J. 
LL1 xk .1 X k - 1 

(7) 

Zu jeder Ecke des Seilpolygons gehort· eine solche Gleichung. 
Wenn die Krafte Qk' die Lage ihrer Wirkungslinien (die xk) und die 
Horizontalspannung H, sowie noch zwei weitere Angaben, z. B. die 
Hohenlage des Anfangs- und des Endpunktes des Seilecks gegeben 
sind, bestimmt dieses System von Differenzengleichungen die Ordi
naten Vk des Seilecks. Es wird besonders einfach, wenn die Ent
fernungen der Krafte Qk aIle gleich 

.1 x" = .1 X (8) 
sind, namlich 

Qk = - fx (iJ VI, - J Vk - 1) = - !Ix . .12 V
'
,-l' (9) 

woraus sich 

(10) 

ergibt. 

Wenn die parallelen Kriifte stetig verteilt' sind, entsteht aus dem 
SeHeck eine Seilkurve. Denken wir uns ihre Spannweite in lauter 
gleiche Strecken .1 X geteilt, so nahert sich die auf die Langeneinheit 
einer Strecke .1 x entfallende durchschnittliche Last Qk : iJ x, wenn iJ x 
immer kleiner und kleiner angenommen wird, einem Grenzwert, den 
wir q nennen wollen und der nach Gl. (9) gleich 

q = lim .21£ = _ H lim ~2 Vk_=-~ = _ H d2 
V (11) 

.1 x 11 x2 dx2 

ist. Die Differenzengleichung geht in die Differentialgleichung der 
Seilkurve tiber. 

In der graphischen Statik pfiegt man die Seilkurven mit HiI£e 
ihrer Tangentenpolygone zu konstruieren. Man teilt sich die Be
lastungsfiache J qdx in Abschnitte von passender Breite ein und 
zeichnet das zu den ZMschenresultierenden gehOrige Seileck. Es bildet 
ein der Seilkurve der stetig verteilten Last umschriebenes Tangenten
polygon. Gewohnlich begniigt man sich damit, die GroBe und die 
Lage der Zwischenresultierenden, wenn q veranderlich ist, abzu
schatzen, ihr Seileck bildet dann nur ein genahertes Tangenten
polygon der Seilkurve. Mit Riicksicht auf die folgenden Anwendungen 
solI hier ein anderes Seileck zur Annaherung der Seilkurve konstruiert 
werden. Man teile sich die Spannweite in eine Anzahl gleicher Ab-
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schnitte L/ x und bilde Krafte Qk' die gleich dem Produkte aus den 
Ordinaten %, der Belastungsfunktion q = f(x) in den Teilpunkten x" 
mit der Teilung L/ x angenommen werden und in den Punkten mit den 
Abszissen xk wirken mogen. Statt der stetigen Belastung q wird eine 

Abb.132. 

Stq.fenlinie angenommen 
und das Seileck der Zwischen
resultierenden dieser Last
verteilung konstruiert. 

Um die Ordinaten dieses 
Seilecks in den Punkten mit 
den Abszissen x" mit den 
wahren Ordinaten der Seil
kurve an diesen Stellen ver-
gleichen zu konnen, bringen Abb. 133. 
wir es in Beziehung mit einem 

SeiIeck eines Systems "mittelbarer" Lasten des gegebenen 
Systems q. Unter einem solchen versteht man das Folgende: Man 
denke sich die gegebene Belastungsflache q in einzelne Streifen 
geteilt und die parallelen Krafte in jedem Strei£en in ihre beiden 
Komponenten in seinen Endpunkten zerlegt. Diese letzteren fasse 
man wieder paarweise zusammen. Sie bilden das "mittelbare" Last
system des gegebenen. Von ihm weist man leicht nach, daB sein 
durch den Anfangspunkt und durch den Endpunkt der Seilkurve 
gehendes Seileck, das zu der namlichen Horizontalspannung H gehort, 
ein der Seilkurve eingeschriebenes Sehnenpolygon bildet. 
Die Ecken dieses Seilecks liegen demnach auf der gesuchten 
Kurve. Ware das System der Lasten der stufen£ormigen Be
lastungslinie 

... , q"_l·L/x, q,,·L/x, q"+l·L/x, ... 

ein "mittelbares" der Belastungsfunktion q = f(x), so wiirden die 
Ordinaten v" sei~es Seilecks die richtigen Werte der Einsenkungen 
der Seilkurve in den Punkten x" lie£ern. Da dies im allgemeinen 
nicht der Fall ist, liegen seine Ecken auf einer zur SeilIinie benach
barten Kurve. Sie werden um so naher zu ihr liegen, je besser das 
Lastsystem, mit dem dies Seileck konstruiert wird, ein mittelbares 
annahert. 

Ein Mittel zu einer besseren Annaherung bei gegebener Teilung L/ x 
besteht darin, daB man die Kurve q = f(x) durch ihr Sehnenpolygon 
mit dieser Teilung ersetzt und das mittel bare Lastsystem dieses ge
brochenen Linienzuges bildet. Es ist durch 

(12) 
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gegeben. Man kann bei einer glatt verlaufenden q-Kurve die Nahe
rung weiter verbessern, wenn man sie stuckweise durch Parabel
bOgen ersetzt. Dies liefert (statt der Krafte qx LI x der StufenIinie) 
das Lastsystem: 

(13) 

Die Differenzenrechnung dient uns hier als ein erstes, verhaltnis
maBig noch recht grobes, aber, wie sich sogleich zeigen wird, ohne 
viel Umstande zu beherrschendes Hilfsmittel, das uns uber den un
gefahren Verlauf einer Integralkurve einer linearen Differential
gleichung zweiter Ordnung ein Bild verschafft. Urn uns von der 
besonderen Voraussetzung einer Seilkurve frei zu machen, vergegen
wartigen wir uns nochmals kurz den V organg, der hier im wesent
lichen die Integration einer Differentialgleichung von der Form 

d2 v 
dx2 = f(x) (14) 

zum Ziele hatte. 

Wir ersetzen diese Differentialgleichung zweiter Ordnung durch 
die Differenzengleichung 

(15) 

Wird das Integrationsintervall der unabhangigen Veranderlichen x 
in n gleiche Teile LI x geteilt, so sind dies fUr die n - 1 inneren 
Teilpunkte ebensovielIineare Gleichungen der unbekannten Funktions
werte vk. In ihnen sind die fk (die Ordinaten der "Belastungs
funktion" f(x) in den Teilpunkten xk ) als bekannte GroBen zu be
trachten. Diese Gleichungen sind nach den vk aufzulosen. Urn die 
in ihnen vorkommenden n + 1 Unbekannten VO' VI"'" v" berechnen 
zu konnen, miissen noch zwei Bedingungsgleichungen hinzugefiigt 
werden, die durch die Randbedingungen geliefert werden. Die aus 
dem System der Differenzengleichungen erhaltenen Werte von vk stellen 
dann eine erste Naherungslosung der Integralkurve der gegebenen 
Differentialgleichung (14) dar, welche den gegebenen Randbedingungen 
genugt. Wenn man sich mit derselben und mit der erzielten 
Genauigkeit noch nicht zufrieden geben will, so kann man dio 
Rechnung mit einer kleineren Teilung (beispielsweise mit LI x: 2) 
wiederholen oder von der einen oder der anderen der beiden ge
naueren Interpolationsformeln fur die fk Gebrauch machen, mit deren 
Hilfe die "Stufenlinie" der fk durch ein "Sehnenpolygon": 

(16) 

N ad ai. Elastische Platten. 14 
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oder durch Parabelbogen ersetzt wird, was auf die Differenzen
gleichung 

(17) 

fiihrt. Welche Genauigkeit mit Hilfe der verschiedenen Interpolations
formeln erzielt werden kann, hlingt im gegebenen Fall natiirlich von 
der Form der Funktion f(x) ab 1 ). 

Wenn wir die Ableitung der Funktion v an einer Stelle x suchen, 
konnen wir durch die drei Punkte, xk- ll Vk- 1; xk' vk; Xk+lI xk+l' 
die dieser Stelle am nachsten liegen, eine Parabel mit einer lot
rechten Achse hindurchlegen 

v = v + (Vk+ 1 - Vk- 1) x + (Vk+1 - 2 VI, + Vk- 1 ) X2 (18) 
k 2 A x 2 AX2 

und ihre·, Ableitung berechnen. Gewohnlich wird vermoge dieser 
interpolierenden Parabel der Wert der Ableitung der Funktion v nur 
im mi ttleren Punkte x" der drei ben!l.chbarten Punkte xk _ l' XI" x" + 1 

berechnet: 

(19) 

Dieser Wert ist iibrigens dem arithmetischen Mittel aus dem 
" vorderen " und dem "hinteren" Differenzenquotienten gleich, wie 
man aus 

(dV) _ Vk+l - Vk + vI< - Vk~l _ AVk + AV"_l 
'dx ,,-- 2Ax - 2Ax 

(20) 

erkennt. Die zweite Ableitung ergibt sich aus (18) gleich 

(_d'J v ) = Vk+1 - 2Vk + Vk- 1 
d~ " Ax'J ' 

(21 ) 

welcher Wert gewohnlich fiir den mittleren Punkt xk als giiltig an
genommen wird. 

SoIl die erste Ableitung in einem Endpunkt des Integrations
intervalles berechnet werden, was notwendig ist, wenn sich eine 
Grenzbedingung auf die Ableitung bezieht, so kann dies allenfalls 
mit Hilfe der obigen Interpolationsfunktion geschehen. Man erhalt, 

1) Wir konnen uns .hier mit diesen interpolatorischen Fragen nicht be
schiiftigen und verweisen den Leser hinsichtlich derselben auf die schon er
wii.hnte Schrift von Sanden: "Praktische Analysis", S. 73 - und auf das neue 
Buch von Runge und Konig. 



Einige Beispiele aus der Lehre der Stabbiegung. 211 

wenn der Anfangspunkt bzw. der Endpunkt des Intervalles mit X k - 1 

(bzw. mit Xu 1) bezeichnet wird, aus 

( dV) _ -Vk+1+4vk-3vk_l 
dx k-l- -----:fL1 ;-- - ---

3 V,,+l - 4 vk + V"_l 
- -- -- -- --- ------ --- - -- -

2L1x 

und wenn man in der ersten Formel k = 1 und 
k = n - 1 setzt, die Ableitung in den Intervallenden 
erster Niiherung gleieh 

(~:)o 
bzw. (~:t= 

- v2 + 4Vl - 3 Vo 
- -- -- -- -- -- --- ---

2L1x 

3v -4v -I--v n __ n-=) ___ I _______ !!~_~ 

2L1x 

(22) 

III der letzten 
Xo (bzw. xn) in 

(23) 

Eine andere M6g1iehkeit zur Bereehnung der Ableitungen in den 
iiuBersten Punkten Xo und xn ergibt sieh, wenn die Funktion tiber 
die Endendes Integrationsintervalles hinaus in bekannter Weise 
sieh analytiseh fortsetzen liiBt oder von vornherein klar ist, wie 
eine solehe Fortsetzung aussehen muB, damit die Grenzbedingungen 
nieht dureh sie verletzt werden. Wir werden weiter unten auf einige 
Beispiele fiir diese Art der Beriieksiehtigung von "Randbedingungen" 
gefiihrt werden. 

51. Einige Beispiele aus del' Lehre del' Stabbiegung fiir (lie 
Anwendung des Rechnens mit kleinen Differenzell. 

Wenn die DifferentiaIgleichung vierter Ordnung der Ordinaten w der 
elastischen Linie eines verbogenen Stabes 

cl4 w _ P 
i{x4 - JE' 

(24) 

in der p die Beiastung, J das unveranderlich vorausgesetzte Tragheitsmoment 
des Stabquerschnitts und Eden ElastizitatsmoduI des Materials bedeuten, unter 
gegebenen Randbedingungen zu integrieren ist, kann man sich diese GIeichung 
vierter Ordnung in die beiden GIeichungen zweiter Ordnung 

d2 u p d2 w 
dx2 JE' dx2=u (25) 

zerIegt denken. Jede derselben kann nach dem Vorgang von O. Mohr als die 
Differentialgleichung einer Seilkurve angesehen werden. Anstatt aber diese 
Kurven nach Mohr graphisch zu konstruieren, sollen hier ihre Ordinaten aus 
den Differenzengleichungen: 

Q ,d x 2 

Ll-Uk-1=P/'JE' j2wk_l=uk·jx2 (26) 

14* 
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in Zahlen berechnet werden. Wenn die Lange l des Stabes in n gleiche Ab
schnitte A x = l : n geteilt wird, sind dies fiir die n - 1 inneren Teilpunkte 
2 n - 2 lineare Gleichungen der Unbekannten uk und wk ' die mit den vier 
Grenzbedingungen fUr die Funktionen U und W zu ihrer Bestimmung aus

Abb. 134. 

reichen. 
Die Rechnung solI fUr einen Stab, der eine iiber 

seine Lange gleichfiirmig verteilte Last P = konst. 
tragt, durchgefiihrt werden. Wenn der Stab in 
seinen Endpunkten freiaufliegt, geniigt es mit 
Riicksicht darauf, daB seine elastische Linie zur 
Mitte der Spannweite symmetrisch ist, in der Rech
nung nur die eine Stabhiilfte zu beriicksichtigen. 
Wir wahlen A x = l : 8 und bezeichnen mit Xl = 0 

die Abszisse des linken Endpunktes und mit X5 die der Stabmitte. Die Grenz
bedingungen lauten fiir die linke Stabhalfte Xl < X < Xo 

(27) 

Wir kiinnen uns iibrigens den Stab iiber sein Ende Xl = 0 hinaus verlangert 
denken und ihn als ein Stiick eines iiber unendlich viele Stiitzen gefiihrten 
durchlaufenden Tragers betrachten. Derselbe muB lauter gleiche Felder haben 
und die Richtung der Belastung muB in den einzelnen Feldern abwechseln. 
Das System der Gleichungen (26) lautet fiir die Stabhafte Xl < X < X5 

X=Xl , 

X=X2', 

X=X3 , 

X =x., 

x=x5 , 

U2- 2Ul+ UO=0} 
ua-2u2 +Ul =C 

u. - 2 u3 + u2 = C 

U 5 - 2 u. + ua = c 

ua - 2 u5 + u. = c 

(28) 

W2 - 2 Wi + Wo = u l ·l2 : 64} 
wa - 2 w2 + Wi = u2 . Z2 : 64 

w. - 2 W3 + w2 = ua ·l2 : 64 

W5 - 2 w. + Wa = U. ·l2 : 64 

W6 - 2 W5 + w. = U 5 ' ZZ : 64 

(29) 

In diesen Gleichungen sind mit Uo und Wo die zum (auBerhalb des Intervalles 
gelegenen) Punkt Xo = - A x gehorigen Werte von U und von W bezeichnet; 
c steht zur Abkiirzung fUr: 

(30) 

Die rechte Seite der Gleichung fiir A2 UU die sieh auf den Stiitzpunkt Xl = 0 
bezieht oder der Gleichung: 

U 2 - 2 U l + Uo = 0 (31) 

muBte gleich Null angenommen werden, weil der Mittelwert der Belastung p 
iiber dem Stiitzpunkt Xl = 0 des als durchlaufender Trager gedachten Stabes 
Pi = 0 gleich Null ist. 

Die Aufliisung der Gleichungssysteme (28), (29) lautet, naehdem die Grenz
bedingungen beriicksichtigt worden sind, 

U - O} Wi = 0 
2 u~ : - 7 C W 2 = 504 c' 
2 ua = - 12 c (32) wa = 924 c' 
2u.=-15c w.=1200c' 
2 u; = - 16 c w; = 1296 c' 

) 
Pl

2
} 

c- 64JE 
(33) 

,_ P l4 
C - 24.642J E 

(34) 

Wie man durch Vergleichen dieser Zahlen mit den wahren Werten von 

U = ~2; feststellt, die man aus der elastischen Linie des gleichmaBig belaste-



Einige Beispiele aus der Lehre der Stabbiegung. 213 

ten freiaufliegenden Stabes 

W = -~ (X4 - 2 X3 I --1- X l3) 
24JE ' 

(35) 

in den entsprechenden Punkten berechnet, sind die zweiten Ableitungen richtig 
ermittelt worden. Die wahren Werte der Durchbiegungen sind hingegen 

WI = 0, w2 = 497 c', wa = 912 c', W 4 = 1185 c', W5 = 1280 c'. (36) 

Der Fehler bei der groBten Ordinate W5 betragt 1: 80. Die Differenzenrech
nung ergab hier die richtigen Werte fUr die zweite Ableitung der Funktion w, 
die dem Biegungsmoment oder der Randspannung des Stabes proportional ist. 
Das hangt mit dem vorhin hervorgehobenen Umstand zusammen, 
daB das in den Differenzengleichungen 

(37) 

benutzte System der Kriifte PJ,t1x bei einem iiber seine Lange 
gleichmaBig belasteten Stabe ein "mittelbares" Lastaystem des 
gege benen iat. Die Eckpunkte des zu diesem Lastsystem konstruierten Seiles 
(das sind die eben von uns ermittelten Werte der Ordinaten u) miissen ein 
der wahren Seilkurve eingeschriebenes Sehnenpolygon bilden. 

Wenn die Enden des Stabes beiderseits eingespannt sind, lauten, 
die Grenzbedingungen fUr die Stabkrafte Xl < X < X5 

(38) 

Will man ihn als ein Stiick eines durchlaufenden Tragers betrachten, so ist die 
erste der Gleichungen (28) fUr die GroBen U (die ja nur zur Berechnung von U o 
dient, welche GroBe hier nicht interessiert) durch die folgende zu ersetzen 

7 P 12 
U 2 - 2 U l + U o = - 64 J E . 

1m Endpunkt Xl lautet namlich die Differenzengleichung 

2 _ _ LI x, LI XZ • 
LI ul - Uz - 2 ul + U o - PI . J E"I PI J E 

(39) 

(40) 

Durch das erste Glied auf der rechten Seite dieser Gleichung wird ausgedriickt, 
daB bei einem iiber seine Auflager hinaus verlangerten und zu diesem in sym
metrischer Weise belasteten eingespannten Stab an dieser Stelle die Auf
lager kraft PI hinzukommt. Setzt man in dieser Gleichung Pi = - pI, PI = P 

,1 X =~, so erhalt man die Gl. (39), aus der sich ein richtiger Wert von Uo 

fUr den jenseits des Auflagerpunktes gelegenen Punkt 0 ergibt. 

Das Gleichungssystem, das im iibrigen zur Bestimmung der Uk und Wk 

dient, ist genau dasselbe wie beim freiaufliegenden Stab. 
Die mit Hilfe der Differenzengleichungen ermittelten GroBeu Uk und Wk 

sind fUr den eingespannten Stab 

U 1 = 63 Cl w, = 0 
pI' ) Ug = 21 Ct w,~63~ I c1 = 4096 JE 

" ~ - 9 ~ ) (41) W3 = 168 c2 (42) 
P l4 

(43) 
U4 - - 27 cl w4 = 255 C2 c2 = 8192 J E 
u5 = - 33 C, W5 = 28802 
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Wir stellen diesen Werten die aus der elastischen Linie des eingespannten 
und gleichmaBig belasteten Stabes 

p x2 (l- X)2 
w=~jE (44) 

berechneten entsprechenden Zahlen fur U = ~2; und W 

U
1 

- 64 c1 I WI = 0 I u2 = 22 c1 w2 = 49 c2 

U3 =-SC1 (45) wa=144c2 

u. : - 26 c1 w. : 225 c~ 
u- - - 32 C W5 - 256 c2 

(46) 

gegenuber_ Mitder gleichen Teilungszahl n=8 Llx=llSergebensich 
beim eingespannten Stab die Durchbiegungen W und ihre zweiten 
Ableitungen viel ungenauer als beim freiaufliegenden Stab. Der 
Fehler betragt bei der gr6Bten Durchbiegung W5 lis, bei U1 l/a2 und bei U5 1/64. 

Die geringere Genauigkeit erkHirt sich durch den Umstand, daB LI x bezogen 
auf die Entfernung der beiden Wendepunkte der elastischen Linie jetzt un
gefahr doppelt so groB wie im ersten Falle ist. Trotz der fur einen einge

p 

Abb.135. 

spannten Stab sehr groben Teilung betragt der 
Fehler bei der gr6Bten Spannung des Stabes, die 
der GroBe U1 proportional ist, nur 1/a2' also 3 v.H.; 
es ist immerhin bemerkenswert, daB sich die zweite 
Ableitung der Funktion mit einem geringeren rela
tiven Fehler ergeben hat, als die Funktion selbst. 

Als ein letztes Beispiel sei das Rechenschema fUr einen freiaufliegendell 
Stab und fUr Ll x = liS angefUhrt, der in der Entfernung x = 3 118 eine Einzel
kraft P tragt: 

(47) 

Wa - 2 W2 = u2 • Ll X2 ! 
w. - 2 Wa + w2 = ua . LI x2 

W5 - 2 w. + wa = u.· Ll x2 

W6 - 2 W5 + w. = u5 • Ll X2j 
W 7 - 2 W6 + W5 = u6 • Ll x2 

Ws - 2 w7 + W6 = u7 • Ll x2 

- 2 Ws + w7 = Us . Ll x2 

(48) 

Seine Aufl6sung liefert mit 'Llx=lIS, c1 =PlI64JE, C2 =Sl:21>.ffJ die Werte 
fur u und w; 

U2=5ct> ua =10c" u.=15cp u5 =12cv u6 =9c1 , u7 =6cp uS =3c1 , 

W 2 = 65 c2 , wa = 120c2 , W. = 155c2 , W5 = 160c2 , W6 = 141 C2 , W 7 = 114cz , Ws = 55c2 • 

Fur die zweite Ableitung u = d2 wldx2 ergaben sich wieder die genauen Werte. 
Die Durchbiegung w. unter der Kraft ist mit einem Fehler von l/ao behaftet. 

(49) 

52. Anwendung der Differenzenrechnung auf Plattenaufgaben. 

Wir gehen nunmehr dazu libel', die Differenzenrechnung zur 
naherungsweisen Losung von Aufgaben aus der Plattenstatik an-
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zuwenden und sie insbesondere zur naherungsweisen Integration der 
Plattengleichung 

(1) 

heranzuziehen. Um das Zeichen A fur die Bezeichnung del' Diffe
renzen zur Verfugung zu haben, wird im folgenden del' Laplacesche 

Operator 02
2 + 02n' wie schon in del' eben angeschriebenen Gleichung ox oy-

mit dem Zeichen /72 bezeichnet. Die folgenden Formeln werden unter 
del' Annahme entwickelt, daB zur Rechnung rechtwinklige Koordi
~aten x und y verwendet werden, doch ist die Anwendung del' Diffe
renzenrechnung nicht auf diese beschrankt. Wir teilen also die 
x y -Ebene dUTCh zwei Systeme aquidistanter, sich senkrecht kreuzen
der geraden Linien parallel den Koordinatenachsen in gleiche Recht
ecke. Die Teilungen del' Maschen seien 11 x und A y. Del' Kreuzungs
punkt einer Geraden x = konst. mit einer Geraden y = konst. wird 
durch die beiden Angaben x = mAx und y = nLly bestimmt, wo m 
und n eine ganze Zahl m, n = 0, + 1, ± 2, ... ist. 

Zur Unterscheidung del' Werte, welche eine Funktion der Koordi
naten x und y, zum Beispiel die Durchbiegung W der Platte im 
Punkt x = mLl x, y = nLl y annimmt, versehen wir den Buchstaben, 
mit dem sie pezeichnet wird, mit zwei Zeigern, die mit den zu
gehorigen ganzen Zahlen m und n ubereinstimmen. 
Es bedeutet also wmn die Durchbiegung W an der 
Stelle x = m Ll x, y = n Ll y . (Wir werden diese, 

m-1 m m-l-1 

-+--t--+-n+1 

fiir die Definition del' ersten, zweiten, ... Differen- m,n 

zen einer Funktion von zwei Variablen ubersicht- ~---;--+-=-+-n 
l1f liche Bezeichnungsweise spater durch eine ein-

---;-:--+--+-n-1 
fachere mittels eines Zeigers ersetzen.) Um bei ~ 

den ersten, zweiten, ... Differenzen der Funktion 
die Richtungen x oder y hervorzuheben, in der sie Abb. 136. 

zu nehmen sind, versehen wir jetzt das Zeichen Ll so oft mit den 
Zeigem x cder y, als die Differenz zu nehmen ist. Es bedeuten also 

Ll", wmn = wm +1, n - wm, n 

Lly wmn = W m , .. +1 - Wm • n 
(2) 

die ersten Differenzen der Funktion W in der x- bzw. in der y-Rich
tung, und entsprechend 

A W = Ll W - Ll W = W - 2w + W xx mn x m+l,n x m,n m+2,n m+1,n m,n 

Llyy wmn = Lly wm, n+1 - Lly wm , n = wm , n+2 - 2 wm , n+1 + wm • n 
Ll W =Llw -Aw =w -w -w +w xu mn c y m+l,n y m,n m+l,n+l m-!-l,n »,»+1 m.n 

(3) 
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die zweiten Differenzen der Funktion m, n in jenen Richtungen, 
und so fort. 

Wenn die Ableitung einer Funktion zu berechnen ist, deren 
Werte wmn in einem rechteckigen Gitter von Punkten. bekannt sind, 
verfahren wir in ahnlicher Weise, wie dies auf S. 210 bei den Funk
tionen von einer Veranderlichen erliiutert wurde. SoIl die erste Ab
leitung ow/ox im Punkt m, n angegeben werden, so legen wir durch 
die drei Punkte wm - 1• n' wm• n' wm+1. n eine Parabel und bestimmen 
ihre Ableitung in dies em Punkt: 

(ow) = Wm+1, n - Wm-1. n = Llx Wm, n + Llx Wm-1, n. 
oXmn 2Llx 2Llx 

Entsprecnend ist 

(~l... ~ Wm .H2 ~im .. -, ~ A, Wm •• t Arm H . 

Mit Hilf'3aer interpolieren en Parabeln ergebe sich ferner 
zweiten Ableitungen 

(?2W) = wm, n+1 - 2 wm. n + wm. n-1 = Llyy wm, n-1 . 
oy2 m. n ,1 y2 ,1 y2 

(4) 

(5) 

die 

(6) 

SchlieBlich benutzen wir die Interpolationsregel 
Es ist nach (4) 

?;2w 
zur Angabe von -- . 

oxoy 

(0 v) = Vm+1, n - Wm-l, n 

ox m,n 2Llx 
(7) 

d . ow 
o er mIt V=-

oy (OW) (ow) 

( 02W ) = 8ii m+1. n - -a:y m-1, n . 
oxoy m. n 2 Llx 

(8) 

Fiihrt man in dieser Gleichung fiir die ersten Ableitungen ihre Werte 
aus (4) ein, so ergibt sich fiir 

1 
= 4Ll x.LiY [wm+1• n+1 - Wm+1 • .,-1 - Wm- 1• n+1 +Wm -1, n-1]· (9) 

1st die partielle Differentialgleichung der Durchbiegungen weiDer 
elastischen Platte 

V2 V2 w = J!, 
N 

(10) 
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in der p die Belastung und N die Plattensteifigkeit N=Eh3j12(1- y 2), 
Eden Elastizitatsmodul, y die Querdehnungszahl und h die Dicke der 
Platte bedeuten, un ter gegebenen Randbedingungen zu integrieren, 
so kann man sich diese Gleichung vierter Ordnung in die beiden 
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 

(11) 

zerlegt denken. Man kann diesen Glyichungen mit R. Marcus l ) eine 
anschauliche Deutung geben, wenn man sich der Differentialgleichung 
der Auslenkungen v einer diinnen, vollkommen biegsamen Raut 

02V 02V P 
J72 v = Cl'i + --;::--2 = S- (12) 

uX· oy 

erinnert, die eine Auflast p tragt und mit der in allen Richtungen 
gleichen Spannung S (bezogen auf die Langeneinheit eines Schnittes) 
gespannt wird. Die beiden Gleichungen (11) haben, wie man sieht, 
die Form der Differentialgleichung der Auslenkungen einer gespann
ten Raut. Man kann deshalb auch sagen: die Durchbiegungen w 
der Mittelflache einer durch den Druck p belasteten elastischen Platte 
sind zugleich die Auslenkungen einer dunnen Raut, deren Auflast 

02 132 
der GroBe u = -~ + ~ verhaltnisgleich ist; ferner sind auch die 

ox oy" 
Ordinaten der Flache u den Einsenkungen einer diinnen Raut 
verhaltnisgleich, die die Auflast p der Platte tragt. Da aber die 
Grenzbedingungen der Platte sich auBer auf die Ordinaten ihrer 
elastischen Flache w auch auf ihre Ableitungen beziehen, hang en die 
Randbedingungen der zweiten Flache u von der Form der ersten 
abo Es lassen sich deshalb im allgemeinen fiir die zweite Membran 
physikalisch anschauliche oder leicht realisierbare Randbedingungen 
wohl kaum angeben. Einen Ausnahmefall, der der Erwahnung wert 
ist und auf den Marcus gleichfalls hingewiesen hat, bilden die Grenz
bedingungen von N avier (s. S. 38), wenn w und u uberall auf dem 
Rande verschwinden. In diesem Fall kann die Form der zweiten 
Raut u unabhangig von der der ersten w schon aus der Last p ermittelt 
werden. 

Das Rechnen mit kleinen Differenzen kann nun auch zur Losung 
von Aufgaben aus der Plattenstatik angewendet werden, wenn man 
die beiden Differentialgleichungen (11) durch die beiden Differenzen-

gleichungen Llx", Um-i, n + Llyy um, n-i _ Pmn 
------:JX2- -----:1 y'J - - -}r (13 ) 

LI",,,, Wm-i, n + Llyy wm , n-i ------- -- --- - u LI x 2 Lly2 - mn (14) 

1) a. a. O. S. 10. 
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ersetzt. Wie Marcus an zahlreichen Beispielen gezeigt hat, lassen 
sich aus Gleichungen dieser Art die Durchbiegungen wmn naherungs
weise berechnen. 

Zur Vereinfachung der Schreibweise geniigt, wenn wir forlab die 
einzelnen Punkte, fiir die die zweiten Differenzen der Funktionen 
u und W zu nehmen sind, der Reihe nach durchnumerieren. Wir be
niitzen deshalb im folgenden statt der doppelten Zeiger nur die ein
fachen. Ais Beispiel solI der Biegungsfall einer durch einen 
gleichformigen Druck p = konst. belasteten eingespannten 
quadratischen Platte behandelt werden. 

Wenn man als Teilung 

Llx = Lly = a/4, 

ein Viertel der Seitenlange a des Quadrats wahlt, geniigt es aus 
Symmetriegriinden die Differenzengleichungen nur fiir die Punkte 
0, 1, 2, 3, 4, 5 anzuschreiben, die ein Achtel der Quadratflache bilden 
(Abb. 137). Urn die Grenzbedingungen zu beriicksichtigen, machen 
wir von der Bemerkung Gebrauch, daB durch die Angaben der GroBen 

Z 

CL 110 1 

CL 

C' u und W in den eben genannten Punkten die 
5 

II 

38 

7 

6 

Ordinaten u und w auch in den Punkten ge
geben sind, die man auBerhalb des Quadrates 
nach ihrer Spiegelung an den Seiten anneh
men kann. Es konnen deshalb die auBerhalb 
des Dreiecks ABC der Abb. 137 angenomme
nen Punkte mit den Zahlen versehen werden, 
die ihnen wegen der Symmetrie der Flachen 

Abb. 137. 
u und w zukommen. Dann driicken sich 

die Grenzbedingungen der eingespannten quadratischen Platte auf 
der Seite x = a/2 durch die folgenden Gleichungen (vgl. dazu die 
Abb. 137) aus: 

(15) 

In der ausfiihrlichen Schreibweise lauten die Differenzengleichungen 
im Punkt m, n mit Llx = Lly = a!4 

pa2 

LI u +LI u =--
xx m-l n yy m,n-l I6N' (16) 

2 
L1 + L1 w _ um,,~ 

xx Wm-1,n yy m, n-l - 16 . (17) 

Ist dies beispielsweise der Mittelpunkt ° des Quadrats, so haben 
WIF aus Symmetriegriinden 

u =u =U =u =U 1ft-I, n m, n-l m+l, n m, n+l l' (18) 
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und dementsprechend 

Llxx Uo = - 2 Uo + 2 u1 ' 

Llyy Uo = - 2 Uo + 2 u1 • 
(19) 

Schreiben wir noch zur Abkiirzung fiir die rechte Seite der Gl. (16) 
P a2 a2 

-N = c und fiir -- = ex, so. erhalten wir fiir die 6 Punkte die 
16 16 
folgenden linearen Gleichungen: 

unkt 0 

" 1 

" 2 
" 3 

" 4 
" 5 

- 4 Uo + 4 u1 = c 1 - 4 Wo + 4 Wi = exuo 
uO -4u1 +2u2 +U3 =C >(20) wO -4w1 +2w2 =exuI 

2 u1 - 4 u2 + 2 u4 = c J 2 WI - 4 w2 = ex u2 

2 WI = ex u3 

2 w2 = aU4 

0= ex u. 
" 

Es geniigt, diese Gleichungen nur nach den unbekannten Durch
biegungen (wo, WI' W 2) aufzulasen, was am bequemsten durch Be
seitigung der GraBen Uk geschieht. Da im System der Gleichungen (21) 
bereits die GraBen Uk durch die Unbekannten wk ausgedriickt sind, 
geniigt es, diese Ausdriicke der Uk in die Gleichungen des ersten 
Systems (20) einzusetzen. So erhalt man die drei Gleichungen 

ca 
4w~ =-, . 2 

ca 
Wo - 8 Wi + 12 W~ = -. 

- 2 

(22) 

und aus ihnen die unbekannten Durchbiegungen der eingespannten 
quadratischen Platte: 

Wo = 328k, WI = 220k, 
1 P a4 

w2 = 149k, wo k = 256.712' N . (23) 

N ach den Erfahrungen, die WiT mit der Differenz.enrechnung bei 
dem eingespannten Stab (S. 214) gemacht haben, werden diese Werte 
nur sehr rohe Annaherungen der wahren Durchbiegungen einer ein
gespannten quadratischen Platte sein kannen. Eine bessere Nahe
rung wird nach einer Verkleinerung der Maschenweite zu erwarten 
sein. Eine solche Rechnung mit einer Maschenweite gleich einem 
Achtel der Seitenlange des Quadrats (Llx = Lly = a/8) ist im Buche 
von Marcus l ) zu finden. Aus den 20 Gleichungen, die man bei 

') S. 152. 

(21 ) 
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dieser Maschenweite erhalt, lassen sich sofort 10 Unbekannte elimi
nieren, die verbleibenden Gleichungen konnen mit einiger tJbung 
aus einer Differenzengleichung vierter Ordnung hingeschrieben werden. 
1m Buche von Nielsen 1) ist dieselbe Rechnung mit einer Teilung 
= einem Zehntel der Seitenlange des Quadrats zu finden. Wir lassen 
die Werte des im Mittelpunkt des Quadrats von den genannten 
Verfassern errechneten Biegungspfeils· hier folgen: 

Llx = a: 4, f= 0,00180·pai jN 

Llx=a:8, 

Ax=a:10, 

f= 0,00143.pa4 jN (nach Marcus) 

f = 0,00137· P a4 jN (nach Nielsen). 

Diese Zahlen unterscheiden sich um 41 bzw. urn 12 bzw. um 7 v.H. 
von dem in 44 von uns angegebenen Wert des Biegungspfeils 

f= 0,00128pa 4 jN. 

Wie beim eingespannten Stab wird auch bei der eingespannten Platte 
mit wesentlich kleineren Maschenweiten zu rechnen sein als in den 
Fallen schwacher Krumrnungsanderung einer Platte von derselben 
GroBe (frei aufliegende Platte!). 

Als zweites Beispiel sei der Biegungsfall einer gleichmaBig be
lasteten quadratischen Platte betrachtet, auf deren Rand die N a vie r
schen Grenzbedingungen W = ° und V2 W = U = ° erfiillt sind. Fur 
ihn hat H. Marcus in der schon erwahnten Arbeit die Rechnung 

mit den Maschenweiten LI x = A y =: und auch mit LI x = LI y = i
durchgefiihrt. Die Grenzbedingungen verlangen, daB fur alle Rand
punkte wk = ° und Uk = ° seien. Wenn die Teilung gleich a/4 ist, 
lautet das erste System der Gleichungen (mit derselben Bezeichnung 
der Punkte wie in der Abb. 137) 

paZ 
- 4 Uo + 4 u l = C = 16 N 

Uo - 4 u1 + 2 u2 = c (24 ) 

2 u l - 4u2 = c. 

Es IaBt sich jetzt unabhangig vom zweiten Gleichungssystem nach 
den GroBen uo' u 1 und u2 auflosen: 

U',!=Hc. 

Das zweite System (mit der Bezeichnung /X = a2 : 16) 

- 4 Wo + 4 WI = /Xuo 

Wo - 4 WI + 2 w',! = /X uI 

2 WI - 4 w'.l = /Xu'.! 
1) S. 153. 

(25) 

(26) 
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Hefert die Durchbiegungen dieser quadratischen Platte an den Stellen 0, 
1 und 2 der Abb. 138 

66 wo= 64 ac , 

Beriicksichtigt man, daB 

(27) 

ist, so ergibt sich hier fiir den Biegungspfeil in der Mitte des Quadrats 

66 pa4 pa4 

W =--·-=000403-. 
o 1638i N ' N 

Der Vergleich mit der exakten Losung (S.123) zeigt, daB sich 
hier bereits ein recht guter Naherungswert ergeben hat. Wir ent
nehmen der Zahlentafel 5 auf S. 127 den vermittels der Reihen
entwickelung berechneten Wert von 

pa4 

Wo = 0,00406 N' 

Mit einer halb so gro13en Maschenweite (.1 x = a: 8) fand Marcus 

pa4 

Wo = 0,004055· N , 

der mit dem genauen auf drei Stellen iibereinstimmt. 

Es eriibrigt sich noch anzugeben, wie die Spannungsmomente 
einer Platte ermittelt werden konnen, deren elastische Flache nicht 
durch einen analytischen Ausdruck, sondern mit Hilfe ihrer Ordinaten 
in einzelnen Punkten berechnet worden ist. Man ersetzt zu diesem 
Zweck die zweiten Ableitungen in den Grundformeln fiir die Biegungs
momente m"" my, m",y durch ihre auf S. 216 hier angegebenen Aus
driicke nach dem Schema 

((PW) 
ox2 

m,n 

W m +1,n - 2 wm• n --I- W m -1,n 

L1 x 2 

H. Marcus zeigte in seinem schon mehrfach zitierten Buch die 
Anwendbarkeit der Rechnung mit kleinen Differenzen auch auf andere, 
als rechteckige Maschennetze, so auf drei- und sechseckige Maschen
netze und spinnengewebeartige Liniensysteme, die er mit dem Sammel
namen elastischer Gewebe bezeichnet, und die man heranziehen wird, 
wenn man es mit drei- und sechsedkigen oder polygonartigen Kon
turen zu tun hat. Der danische Ingenieur N. J. Nielsen 1) hat eine 
Reihe von Aufgaben aus der Statik der rechteckigen und der durch-

1) Spffindiger i Plader, Kopenhagen 1920. 
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laufenden Platten mit einer unveranderlichen und auch mit einer 
veranderlichen Dicke auf diesem Wege gelOst. Es gelang ihm unter 
anderm eine schone Dbereinstimmung der aus der Rechn~ng gefolgerten 
Gestalt einer gleichmaBig belasteten rechteckigen Platte mit dem Seiten
verhaltnis 2: 1 mit den im Auf trag des deutschen Ausschusses fiir 
Eisenbeton (Heft 30, 1915) vorgenommenen Versuchen mit einer 
solchen Betonplatte von C. v. Bach und O. Graf nachzuweisen und 
ferner beispielsweise den versteifenden EinfluB der Saulenkopfe bei 
den durchlaufenden Betondecken abzuschatzen, mit deren Spannungs
zustanden er sich ausfiihrlich beschaftigt. Zur Aufstellung einer 
Losung einer nichtlinearen partiellen Differentialgleichung aus der 
Plattenstatik und von andern Aufgaben der Physik hat H. Hencky l) 
die Differenzenrechnung herangezogen, wahrend H. Marcus und 
H. M. Westergaard sich in ihren oben erwahnten Arbeiten besonders 
dieses Rechnungsverfahrens zur Bestimmung des Spannungsverlaufes 
in Pilzdecken bedienten. 

IV. Ebene Gleichgewichtszustande. 
53. Der ebene Verzerrungszustand und der ebene 

Spannungszustand. 

In einem e benen Verzerrungszustand ist die eine der drei 
Komponenten der Verschiebung Null. Nehmen wir die z-Achse in 
der Richtung an, iIi der sich die Punkte nicht verschieben, so haben 

. wir ,= 0. Die Verschiebungen ~ und 'YJ sind nur Funktionen von 
x und y. Von den Spannungen verschwinden Txz und Tyz ' Es sind 
ferner e = r = r = 0. Nach 15, S.46 kann den Gleichgewichts-z xz yz 
bedingungen der Spannungen 

(1) 

geniigt werden, wenn man ox' 0y' T den folgenden Ableitungen einer 
Spannungsfunktion F(x, y) 

iJ2 F 
T=---

oxoy 
(2) 

gleich setzt. In einem elastischen Korper miissen ox' 0y' T auGer 

1) Z. ang. Math. Mecb. Ed. 1, S. 81. 1921 und Ed. 3, S. 58. 1922. 
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den Gleichgewichtsbedingungen den drei Elastizitatsgleichungen 

o~ 1 
Cx = ax = 2G [(1 - '1') ax - l' ay] 

C = 017 = _1_ [(1 - v) a - va] 
y oy 2 G Y x 

o~ 01] TxV 

Yxy=ay+ox=a 

(3) 

geniigen. Damit diese drei Gleichungen 
miteinander vertraglich sind, miissen 

fiir die zwei Funktionen ~, rJ 
die Gro13en cx ' cy' Y x y der 

Identitat 
(4) 

geniigen. Driickt man cx' cy' (xy durch die Spannungen ax' ay' Taus 
und fiihrt flir sie ihre Ausdriicke aus (2) ein, so ergibt sich flir die 
Funktion F die partielle Differentialgleichung 

04F 04 F 04 F 
--+2--+--=LlLlF=O. (5) 
ox4 ox2 oy2 oy4 

Jeder Spannungsfunktion F, welche dieser Gleichung geniigt, ent· 
spricht ein ebener Verzerrungszustand in einem elastischen Korper 
mit den Spannungen (2). 

In einem ebenen Spannungszustand ist die eine Normal
spannung gleich Null. Es sei dies die Spannung az' Ein ebener 
Spannungszustand entsteht in einer dunnen Scheibe oder Platte unter 
Lasten, deren Richtungen in ihre Mittelebene hineinfallen. Die Deh
nungen und Spannungen sind nur Funktionen von x und y. In der 
diinnen Scheibe sind ferner Txz = Tyz = O. Die Dehnungen ex, c y und 
die spez. Schiebung (x y sind nach den Elastizitatsgleichungen gleich: 

o~ 1 01] 1 
cx = ox== E(ax-vay), c y = oy=}fj(ay-vax)' 

= o£+?!L =~~ 
(,ty oy oX G' 

(6) 

Die Spannungen ax' ay' T erfiillen die Gl. (1) und (2), die Vertraglich
keitsbedingung der drei Gl. (6) ergibt fiir die Spannungsfunktion wie 
beim eben en Verzerrungszustand die Differentialgleichung 

jllF= O. 

Wie man sieht, geniigt die Spannungsfunktion F in den beiden 
cbenen Gleichgewichtszustanden derselben Differential-
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gleichung, wie die Durchbiegung weiner nur durch Rand
krafte verbogenen elastischen Platte1). Daraus folgt, daB sich 
die ebenen Verzerrungs- und Spannungszustande eines elastischen 
Korpers mit den gleichen Mitteln und Funktionen behandeln lassen, 
wie die Aufgaben uber die Biegung der elastischen Platten. 

Benutzt man Polarkoordinaten r und q;, so drucken sich die 
Spannungskomponenten ar , at und l durch die Formeln 

1 of 1 02 F 
a ---+--

r - l' or r2 oq;2' 

aus. Es ist 

(7) 

02F 1 of 1 fPF 
ar + at = ax + ay = LI F = ~ + - -;-+ 2" ~. (8) 

~r r ur r u<p 

Mit Losungen der Gleichung LI LI F = 0 in Polarkoordinaten bescMf
tigten wir uns in 47. 

Wir haben bei der Besprechung der elastischen Flache in Polarkoordinaten 
(47) und der Singularitiiten der Plattenbiegung (49) gesehen, dall der Gleichung 
Ll Ll w = 0 elastische Flachen geniigen konnen, die keine eindeutigen Funktionen 
der Koordinaten mehr sind. Wir erinnern nur an die Funktionen 

rp, rrpsinrp, 

die nicht zu denselben Werten zuriickkehren, wenn der Winkel cp um 231: sich 
geiindert hat. Diese Funktionen zu benutzen hattEi bei den Platten einen Sinn, 
wenn die singuliire Stelle auf dem Rande des Bereiches lag. Bei den ver
bogenen Platten ergab sich dies von selbst. Betrachtet man hingegen einen 
ebenen Spannungszustand, der zu einer Airyschen Funktion gehort, von der 
man nur weiJ3, daB ihre Spannungen eindeutige Funktionen der Koordinaten 
sind, so ist zuniichst noch nicht ersichtlich, ob die zugehOrigen Verschiebungen 
~ und fJ eindeutige oder mehrdeutige Funktionen der Koordinaten sind. 

Wenn die Spannungen an einzelnen Stellen unendlich groll werden, mull 
man diese, wenn man das Gleichgewicht der Krafte an einem die singuliire 
Stelle enthaltenden Korperteil betrachtet, durch Schnittflachen aus dem Bereich 
ausschlieBen oder in Hohlungen eingeschlossen sich vorstellen. 1st die Ver
schiebung eine mehrdeutige Funktion einer Koordinate u, so wird man den 
Korper durch einen Schnitt u = konst. aufschlitzen, damit er einen einfach zu
sammenhiingenden Bereich rings um die singuliire Stelle bilde. 

In einem Korper mit Eigenspannungen ist die Verschiebung eine 
mehrdeutige Funktion einer Koordinate. Die Eigen- oder Selbstspan
nungssysteme sind Spannungszustiinde, die in finem zwei- oder einem mehr
fach zusammenhiingenden Korper mit vollkommen spannungsfreien Riin
dern moglich sind, wie z. B. in einem Ring oder in einem Korper mit zwei 
zylindrischen Hohlungen. So liefert beispielsweise die Spannungsfunktion 

F=cr2 1nr 

1) DieseTatsache hat K. Wieghardt (Mitt. iib. Forschungsarb. des V. d. I. 
Heft 49. 1908) in einem Gleichnis ausgedriickt. 
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wohl eindeutige Spannungskomponenten: 

Or = C (2 In r + 1) , at = C (21n r + 3) , 

aber die Verschiebungskomponenten hang en vom Polarwinkel rp in einer Weise 
ab, daB sie bei einem Umlauf von rp urn den Winkel 21( nicht zu ihren ur· 
spriinglichen Werten zuriickkehren. Mit Hilfe der Spannungsfunktion r2 In r 
laBt sich in Verbindung mit anderen, in den Verschiebungen eindeutigen Ver
zerrungszustanden ein Eigenspannungssystem in einem Ring erzeugen 1). 

54. Einige ehene Gleichgewichtszustande elastischer Korper. 

1. Beriicksichtigung der Massenkrafte. Wenn im Karper Massen
kriiJte angreifen, die ein Potential U besitzen, sind die Komponenten 
der Massenkraft (bezogen auf die Raumeinheit) die negativen Ab
leitungen von U: 

x- _ oU 
- ox' 

oU y= ---
oy' 

Z=O. 

Die Spannungsfunktion F geniigt im Falle des ebenen Verzerrungs
zustandes der Differentialgleichung: 

(l-·v)L1L1F+(l- 2v)L1U=0 

und im Falle des ebenen Spannungszustandes der Gleichung: 

L1L1F+(l-v)L1U=O. 

2. Der Halbraum. Der elastische Karper sei durch die Ebene 
y = 0 begrenzt. Das Material erfiille den Raum y > O. In ihm 
herrsche ein ebener Verzerrungszustand. 

a) Auf der Ebene y = 0 wirken nur Normalspannungen 0y' 
Die Verteilung der 0y sei durch eine periodische Funktion der 
Koordinate x 0y = f(x) gegeben. Der Spannungszustand im Halb
raum wird durch eine Airysche Spannungsfunktion 

( ) 
nny nny --- nnx 

F = ~ a + b --- e a cos--L..Jn na a' 

n=1,2,3, '" 

. nnx 
sm~-

a 
y > 0, (9) 

dargestellt 2). Zur Bestimmung der Beiwerte an' bn dienen die Grenz-

1) Mit den ebenen Gleichgewichtszustanden elastischer Karper haben sich 
besonders A. E. H. Love ("A treatise on the math. theory of elasticity", Cam
bridge, 2. Ed., 1906, S. 201); Michell (Proc. Math. Soc. London, Bd. 32, S. 35. 
1900) und A. Timpe (Diss. Gattingen) eingehend beschiiJtigt, auf deren Arbeiten 
zu verweisen ist. 

") Vgl. 8.69. 
N a d ai, Elastische Platten. 15 
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bedingungen auf y = 0: 0y = f(x) , r = O. Fur y = + 00 werden 
aIle Spannungen gleich Null. 

Beispiel: Wenn auf der Begrenzung y = 0 (innerhalb eines halben Pe
riodenabschnittes - a/2 < x < a/2 der Veranderlichen x) die Spannung Oy auf 

dem Stiick - c < x < c aus einem un-
~ veranderlichen Druck p = konst. besteht 

und auBerhalb der Strecke - c < x < c 
verschwindet, ist: 

p 

x 
fiir y = 0 

4p ~ 1 . nne nxnl 
Oy: --'- --;; 7' n sm a cos ~a-(10) 

(n-I,3,5, ... ). 

Abb. 138. 

(Der Druck Oy = f (x) wurde hier als eine 
gerade Funktion von x entwickelt. Mit 
Benutzung der Abkiirzungen 

~=nx!a, 1] = ny!a, r=:rc!a 

findet man hier die Spannungen gleich 

Ox = - 4 p!n 2) ~ (1 - n 1]) e-n'l sin n r cos n ~) 

Oy = - 4 pin ~ ~ (I +n1]) e-n'lsinnr cosn ~ .L.J n 

r = - 4 p!n'1] .2 e-n ,] sin n r sin n ~. 

(11) 

b) Wenn der Druck 0y = f(x) zwar keine periodische, aber eine 
gerade Funktion von x ist, wird man die Spannungsfunktion 

1 
~ (A + Bay) e- ay cosax (12) 

und statt der Summe das Fouriersche Integral heranziehen. 

Wahlt man A = B, so verschwinden die Schubspannungen 7: auf 
der Begrenzung y = 0 des Halbraumes und man erhalt den Span
nungszustand in der allgemeinen Form: 

G"~ -! A(l- "Y)'-"',o,"xda 1 
0y = - f A(1 + ay)e- ay cosaxda I 
7:= -yJ Aae-aYsinaxda. 

o 

(13) 

Der von a abhangige Beiwert A (a) ist nach dem Fourierschen Lehr-
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satz 1) aus der Grenzbedingung y = 0, a = f(x) = - J A (a) cos ax da 
y 0 

zu ermitteln. 

c) In iihnlicher Weise verschafft man sich mittels einer Spannungs
funktion C --ye-aYcosax 

a 
(14) 

die allgemeine Losung fur den Halbraum y > 0, auf des sen Begren
zung y = ° nur Schubspannungen T = f(x) angreifen. f(x) wurde 
hier als eine ungerade Funktion von x an genom men. Die Spannungs
funktionen (12) und (14) lassen mannigfache Anwendungen zu. 

d) Darstellung des Spannungszustandes im Halbraum 
aus einer winkeltreuen Abbildung. Wenn man an Hand der 
Formeln (13) den Mittelwert der Normalspannungen 

00 

ax + Oy fA ':"all d -2"-- = - e cosax a 
o 

bildet, erhiilt man ersichtlich erne Potentialfunktion. 
sie u, so ist also 

(15) 

Nennen wir 

(16) 

Die Gl. (13) lassen erkennen, daB man den Spannungszustand (13) 
mit Hilfe der Funktion u auch in der einfachen Form hinschreiben 
kann: 

iJu 

I a =u+y-
x oy 

ou 
(17) a =u-y--

I 
y oy 

oU 
T= -y-

ox 

Aus (13) folgt ferner, daB fUr y = 0 ax = a y = u wird. In jedem 
Punkt der Begrenzung ist also ax = Oy' Die Aufgabe der 
Spannungsermittlung im Halbraum ist damit auf die Be
stimmung einer Potential£unktion u in einer Halbebene 
oder der Gestalt einer dunnen gespannten Haut uber dieser 
Halbebene aus ihren Randwerten zuruckgefuhrt2). 

1) Riemann, Weber, 1. Bd., S.37 .. 5. Auf!. 1910. 
2) S. D. Carothers (Proc. R. Sao. London, Ser. A. Vol. XCVII, p.110. 1920) 

hat sich die Frage gesteIlt, aus welohen unabhangigen Bestandteilen, die n u r 
Potentialfunktionen enthalten, die allgemeine Losung des ebenen Problems 

15* 
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Eine Verallgemeinerung der hier fUr den Spannungszustand (13) 
angegebenen Beziehungen Hegt nahe. Man wird zur Darstellung der 
allgemeineren Spannungszustande im Halbraum neben der Potential
funktion 'U auch ihre Konjugierte v aus 'U + i v = ((x + i y) heran
zuziehen haben. Die G1. (17) enthalten eine analoge Aussage, wie 
die fiir den unendlich langen Plattenstrei£en entwickelten Satze in 
26 fUr seinen Biegungszustand. 

3. Der strahIige Spannungszustand. Der Spannungsfunktion 

P P y 
F=-rq;cosq;= -xarctg- (18) 

:n; :n; x 

entsprechen nach (7) die Spannungskomponenten 

2 Psin q; 
(J =-----, (Jt='t'=O. (19) 

r :n;r 

Dieser, von MichelP) zuerst angegebene Spannungszustand hat die 
Eigentiimlichkeit, daB wenn man sich den Korper langs beliebiger 
Strahl en q; = konst. durch Ebenen durchgetrennt denkt, in diesen 
Schnitten nirgends Spannungen angebracht zu werden brauchen, 
(18) und (19) stellen den Spannungszustand in einem Halb

p 

Abb.139. 

raum y > 0 dar, auf dessen Begrenzung!!
ebene y = 0 eine langs der z-Achse gleich
maBig verteilte "Einzelkraft" von P kg auf 
1 cm Lange in der Richtung der positiven y 
wirkt (Abb.139). Man iiberzeugt sich hiervon durch 
Ausrechnung der Mittelkrait aUer Spannungen (Jr und 
'l, die in einem Halbkreis r = konst. iibertragen 
werden. 

Mit der Spannungsfunktion 

F P . 
= -rq;smq; 

:n; 
(20) 

h"'t d' S 2 P cos q; 0 ( ) £" . er i:U man Ie pannungen (Jr = , (Jt = 't' = 21 ur eme 
:n;r 

besteht. Er findet, daB sich die Spannungskomponenten durch zwei harmo
nische (Potential-) Funktionen rp und 'P in der Form darstellen lassen: 

ax = rp + l¥ + ( rp - x ~:) + ( rp + y ~:) , 

( orp) ( orp) Oy = - rp - l¥ + rp - x ax + rp - y oy , 

orp orp -r=-ql'+4> -x-- -y-
ay ox' 

wo 4i+i 'P=f(x+iy). 
1) London Math. Soc. Proc. Vol. 32, p. 35. 1900. 
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im Ursprung angreifende Einzelkraft P, die die Richtung der nega
tiven x-Achse hat (Abb.140). 

Die G1. (18) und (20) enthalten auch den Span- mP 
nungszustand in einem keilformigen Raum, y x 
der durch zwei Ebenen q; = /Xl und q; = /X2 begrenzt 
und entlang seiner Kante belastet wird, wenn man den 
Wert der Einzelkraft £iir das Bogenstiick r (/X2 - /Xl) Abb. 140. 
durch eine besondere Integration ermittelt. 

4. Gleichformiger Druck auf einer Halbebene. Die Spannungs
funktion 

F = pr2 (Sin 2 q; _ q;) (21) 
2n 2 

liefert die Spannungen: 

", ~ - ~ ('P + sin: 'P) 1 
°t = - ~ (q; - sin22 q;) I 
r = ~(1 - cos 2q;) 

2n 

(22) 

Fiir q; = 0 wird 0t = r = 0; £iir q; = n 

hingegen 0t = - p, r = O. Die Formeln 
(22) stell en die Spannungsverteilung in 
einem Halbraum nach Abb.141 dar. Die 
negative Halite x < 0 der Begrenzungs

Abb. 141. 

Abb.142. 

ebene y = 0 steht unter einer gleichformigen Druckbelastung von 
0t = - p kgjcm2 , auf der positiven Halfte (x> 0) wird keine Kraft 
iibertragen. 

Bedeutet 1jJ den Winkel, den die Hauptspannungstrajektorien mit 
den Strahlen q; = konst. bilden, so sind ihre Richtungen durch die 
Gleichung 2 r 

tg 2 'I' =--
or - 0t 

gegeben. Mit (22) erhalt man 

(23) 

l-cos2q; 
tg 2 1jJ = . = - tg q;, 

- sm 2q; 
also q; 

'1'=---, 
2 

d. i. eine Parabeleigenschaft. Die Spannungstrajektorien bilden 
ein System von orthogonalen Parabeln mit 0 als Brenn
punkt (Abb. 142). 
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5. Die Begrenznngsebene y = 0 des Halbranmes ist auf einem 
Pal'allelstreifen von del' Breite 2 a gleichformig belastet1). Wenn 
der Druck p = konst. auf einem Stlick der x-Achse wirkt, das vom 
Punkte 01 (Abb. 143) von x = - a bis zum Punkt 02 x = a reicht, 
wird 

(24) 

Abb.143. Abb.144. 

Rier bedeuten Tl' f{J1 und T2 , T2 die Polarkoordinaten eines Punktes P 
bezliglich der Pole 01 und 02 (Abb.143). Die Spannungen sind in 
rechtwinkligen Koordinaten: 

G. ~ - in [2 (,/" - <p,) + ,in 2 <p, - 'in 2 <p,] 1 
G, ~ ~ in [2 ('1', - <p,) - ,in 2 'P, + "" 2 'P.] I 

7: = - [cos 2 fPl - cos 2 f{J2] 
2:n 

(25) 

Der Spannungszustand (25) entsteht ersichtlich aus zwei liber
lagerten Spannungszustanden der unter 4. beschriebenen Art. Die 
Spannungstrajektorien bilden ein System konfokaler 
Ellipsen und Ryperbeln (Abb.144). 

Die groBte Schubspannung 7:max ergibt sich aus der Formel 

(0 _0)2 
r2 - _x_-.J!_ + 7:2 

max - 4 

zu 

(26) 

1) Mit verwandten Spannungszustanden beschiiftigte sich S. D. Car 0 the r s , 
Engg. S. 1. 1924 und S. 156. 1924. 
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Auf den Kreisen, welche durch 01 und 02 (Abb. 145) hindurch
gehen und deren Mittelpunkte auf der Symmetrielinie x = 0 liegen, 
hat Truax einen unveranderlichen Wert. 

Ein Material, das unter einer unver
anderlichen groBten Schubspannung 
flieBt, muBte auf einem Halbkreise 
mit ° als Mittelpunkt und a als Halb
messer (Abb. 145) unter der Druck
flache zu flieBen beginnen. Auf diesem 
Kreise erreicht namlich sin (tp1 - tp2) in 
Gl. (26) seinen gr6Bten Wert 1. Man beob
achtet in der Tat in den Schnittflachen 
gedriickter K6rper aus weichem Eisen, die Abb. 145. 
in der angegebenen Weise belastet sind, 
FlieBfiguren, welche aus den Druckkanten des Stem pels ausstrahlen. 
Unter diesen kommen auch halbkreisf6rmige gelegentlich vor. Auf 
die Form der FlieBfiguren ist ferner die Reibung in der Druckflache 
des Stempels von EinfluB, die hier nicht berucksichtigt wurde 1). 

6. Das Rechteck und der Parallelstreifen. Die ebenen Gleich
gewichtszustande im Rechteck erledigen sich mit den fur die recht
eckigen Platten angegebenen Hilfsmitteln. Liegt im besondern bei
spielsweise die Aufgabe vor, die Verteilung der Spannungen in einem 
langen Parallelstreifen (breiter Balken von rechteckigem Querschnitt!) 
zu ermitteln, so wird man die Ansatze in 20, S. 69, Gl. (33) bis (36) 
heranziehen k6nnen. 

v. Die in ihrer Ebene gespannten Platten. 
Die Stabilitat und das Ausknicken der 

dunnen Platten. 
§ 55. Die Zerlegung des Spannungszustandes einer biegsamen 
Platte mit gespannter MittelfHiche in einen ebenell Spannungs

und in einen Biegun gszu stand. 
Wir haben uns bisher auf die Beschreibung der Formanderungs

zustande von elastischen Platten beschrankt, deren auBere Belastung 
entweder aus Momenten allein, oder aus Momenten und zu ihrer 
Ebene senkrecht gerichteten Kraften bestand. Die Untersuchung 

1) Die Gestalt der Gleitlinien im plastischen Bereich der Formanderungen 
ist durch L. Prandtl (Z. ang. Math. Mech. Ed. 1, Heft 1, S.14. 1921) an
gegeben worden. 
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solI jetzt auf den Fall ausgedehnt werden, in dem die auBeren Be
lastungen auch in Richtung der Ebene der Platte Teilkrafte besitzen. 

Indem wir die Betrachtung weiter auf unendlich kleine Aus
biegungen der Platten beschranken, konnen wir, ohne die Allgemein
heit des an der Platte angreifenden Kraftesystems einzuschranken, 
annehmen, daB der eine Teil der auBeren Lasten aus einem ebenen 
System von Kraften besteht, deren einzelne Krafte aIle in die nicht 
deformierte Mittelebene hineinfallen. Zum anderen Teil rechnen wir 
die auf dem Rande der Platte wirkenden auBeren Momente und die 
zur Platte senkrechten Krafte, einschlieBlich eines auf ihrer Seiten
Bache lastenden stetig verteilten Druckes. 

Den :Formanderungs- und Spannungszustand, der von dem ebenen 
System der Krafte herruhrt und der in einer dunnen Platte auch fur 
sich allein bestehen kann, haben wir in 53 und Beispiele fiir ihn 
in 54 angegeben. 

56. Der ebene Spannungszustand der Platte. 

Der abgetrennte Teil des Spannungszustandes, der von dem ebenen 
Kraftsystem herruhrt, wird in einer dunnen Platte durch die Span
nungen und die Verschiebungen der Punkte der Mittelebene be
schrieben. Seine Dehnungen und die Spannungen sind nur Funktionen 
der rechtwink'eligen Koordinaten x, y, wenn die x, y-Ebene des 
Achsensystems xy z in der Mittelebene der Platte angenommen wird. 
Wir bezeichnen aIle Spannungen und Dehnungen, die von dem ebenen 
Kraftsystem herruhren, mit einem Strich. Nachdem keine Krafte senk
re~ht zur Platte wirken, verschwinden in ihr die Normalspannungen az ' 

die Schubspannungen r;z und r:z und die Schiebungen y;z und y;z' 
Die Dehnungen Ex', Ey' und die spez. Schiebung y;" der Mittelebene 
sind nach den Gl. (6) S. 223 gleich 

E '= ot = ~ (a' - va ') I 
x ox E x Y 

, or/ 1 (' , 
Ey = ay = E ay - vax) I 
' _ 0;' + or/ _ ~~I! 

Yz" - oy ox - G . 

(1) 

Hier sind t, r/ die Verschiebungen der Punkte der Mittelebene. 

Mit Riicksicht darauf, daB a: = r;z = T;z = 0 sind, verbleiben von 
den drei Gleichgewichtsbedingungen der Spannungen nur die beiden 
Gleichungen 

oay' + or;" = o. 
oy ox 

(2) 
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Man geniigt nach Airy diesen 
Spannungen ax', a; r;y gleich 

, 132 F ,132 F 
ax = ·ay~ , ay = i3x2 ' 

Gleichungen, wenn 

, . 132 F 
T - - ----
xy - i3xi3y 

setzt, wo F eine Funktioll der Veranderlichen x und y ist. 

man die 

(3) 

Die drei Gleichungen (1) sind miteinander vertraglich, wenn 
Ex', Ey', y;y der Identitat 

':>2 13 ' ':>2 f ' 132 Y , 
Ui3Y~ + Ui3x~ = i3x ;; (4) 

geniigen, die aus den drei Gleichungen (1) entsteht, wenn man aus 
ihnen die Verriickungskomponenten ~', r/ eliminiert. Driickt man die 
GroBen Ex', Ey', y;y in dieser Vertraglichkeitsbedingung mit Hilfe 
von (1) durch die Spannungen ax', ay' T;y aus, und fUhrt fUr die 
letzteren ihre Ausdriicke aus (3) ein, so ergibt sich fiir die Funk
tion F die Differentialgleichung 

(}4 F 134 F 134 F ---+ 2 --+ -- = L1L1F= O. 
i3x4 i3x2oy2 oy4 

(5) 

J eder Funktion F, welche dieser Gleichung geniigt, entspricht ein 
ebener Spannungszustand in einer elastischen Platte mit den Spannungs
komponenten (3). 

Damit ist der erste Teil der Aufgabe: die Bestimmung eines 
ebenen Spannungszustandes, auf die Integration der vorstehenden 
Differentialgleichung unter den gegebenen Randbedingungen fiir die 
Spannungskomponenten ax', au', T;I/ zuriickgefiihrt. 

57. Die Biegungsgleichung der in ihrer Ebene gespannten 
Platten. 

Um nun die Biegungsgleichung der Platte mit Riicksicht auf das 
ebene System der Krafte zu erganzen, bemerken wir, daB die von 
ihm hervorgerufenen Spannungen und Dehnungen sich wahrend der 
Ausbiegung der Platte nicht andern werden, wenn diese letztere 
klein im Vergleich zu ihrer Dicke bleibt. Wir werden den 
Nachweis fiir diese Behauptung in 67 S.270 erbringen und begniigen 
uns hier damit, von ihr Gebrauch zu machen. 

In einem Punkte x, y, z, der auBerhalb der Mittelebene liegt, 
konnen deshalb die ZustandsgroBen aus zwei Anteilen 

E = f,' + e", 0= 0' + d' (6) 
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bestehend betrachtet werden. Die mit einem Strich bezeichneten 
Verschiebungen, Dehnungen und Spannungen werden durch die in 
die Mittelebene fallenden Teilkrafte der auBeren Lasten hervorgerufen. 
Sie beziehen sich auf einen ebenen Zustand der Platte, wie wir ihn 
in 54 betrachteten und sind vollstandig bekannt, wenn die Airysche 
Spannungsfunktion ermittelt worden ist, zu der sie gehOren. Die mit 
zwei Strichen bezeichneten Verschiebungen, Dehnungen und Span
nungen ruhren von der Krummung der Mittelflache durch die Biegung 
der Platte her. Fur diesen Teil des Spannungszustandes konnen wir 
aus 10 die Formeln unverandert ubernehmen. Wir wollen die An
teile a",", ay" und r;~ die Biegungsspannungen der Platte nennen. 
Die zur Mittelebene parallelen Spannungskomponenten 
a"" ay' 1:"'11 bestehen also aus den Anteilen a,,', ay', 1:;1/, die von 
der Streckung oder Zusammendruckung der Mittelflache 
herruhren und aus den Biegungsspannungen a",", a/' und r;'I/' 
Statt dieser letzteren sollen hier, wie fruher, die Biegungsmomente 
m x ' my, und das Scherungsmoment m",y 

(~w ~w) (~w ~w) 
m", = - N ox'J + V oy2' . my = - N \ oy2 + V ox2 , 

02 W (7) 
m = - (1 - v) N ---

"'II oxoy 

henutzt werden, deren Formeln wir aus 10 iihernehmen konnen. In 
ihnen bezeichnet wieder w die Durchbiegung der Platte und N ihre 

Steifigkeit, 'V ist die Querdehnungszahl. 
Wir haben jetzt die Spannungsmittel

krafte der Platte anzugeben und betrach
ten zu dem Zweck die Krafte, die in 
den Schnittflachen eines aus ihr heraus
geschnittenen kleinen prismatischen Teiles 
dx dy h wirken (Abb. 146, 147). In der 
Schnittflache dy·h, deren nach au Ben 
gerichtete N ormale entgegengesetzt zur 
positiven x - Achse zeigt, wirken eine N or
malkraft a: hdx, eine Scherkraft r~l/hdx 
in der Mittelebene und eine Scherkraft 

Abb. 146 u. 147. Pxdx senkrecht zu ihr. In der Schnitt-
flache dx h, deren auBere Normale ent

gegen der positiven y-Achse gerichtet ist, werden ehenso eine Normal
kraft ay' h dy, eine Scherkraft r;1/ h dy parallel und eine Scherkraft 
pydy senkrecht zur Mittelebene der Platte ubertragen. Die zur 
Mittelebene senkrechten Scherkrafte [Gl. (36), S.21J sind wie 
fruher durch die Formeln gegeben: 
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o 
P =-N-Llw, 

x ox 
o 

P =-N-··Llw. 
Y ox (8) 

Zu diesen treten wegen des ebenen Spannungszustandes die auf die 
Langeneinheit der Schnittbreite bezogenen Normalkrafte nx' ny 
und die tangentiale Scherkraft n xy der Platte 

(9) 

hinzu. Die Spannungsmittelkrafte nx ' ny, nxy Hegen in der Mittel
flache der Platte (Abb. 146). 

In der Gleichgewichtsbedingung der am Element dx dy h an
greifenden und zur Mittelebene senkrechten Teilkriifte ist zu beachten, 
daB auBer den Querkriiften der Biegung Px' Py und des auf der 
Seitenflache z = - h /2 lastenden Druckes P = Po f (x, y) der Platte 
auch die Krafte nx ' ny, nxy wegen der Kriimmung der Mittelflache 
der Platte kleine Komponenten senkrecht zur Tangentialebene be-

sitzen. So !iefern beispielsweise die Normalkrafte nx und nx + 00; dx, 

die in den Schnitten x und x + dx wirken, den Beitrag n 02~ dxdy 
x OX" 

senkrecht zur Tangentialebene. Desgleichen geben die Krafte ny den 

Beitrag n 02 ~ dx dy. SchlieBlich sind auch die Scherkrafte n in 
y OY" 2 xy 

zwei gegeniiberliegenden Querschnitten um die kleinen Winkel .. ~1J)~ dx, 
• ox oy 

bzw. O"w dy gegeneinander geneigt, so daB sie eine Teilkraft oxoy 
a2 w 

2 n --. dx dy ergeben. Samtliche Teilkrafte miissen in ihrer Summe 
xy oX oy 

Null ergeben: 

(10) 

Fuhrt man in dieser Gleichung die Ausdrucke fur die Scherkrafte 
Px' Py aus (8) ein, so erhalt man 

,Pw a2 w a2 w 
NLlLlw-n --+2n --·+n - P (11) 

- x ox2 xy oxoy Y oy'3 . 

Dies ist die partielle Differentialgleichung fur die Durchbiegung w 
einer in ihrer Ebene gespannten und durch eine Querbelastung P 
verbogenen Platte. 

Sie gilt ihrer Ableitung gemaB nur fur unendlich kleine Durch
biegungen im Vergleich zur Dicke der Platte und ist vornehmlich 
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in den Fallen der Plattenbiegung heranzuziehen, bei denen die Krafte 
nx' ny, nxy groB im Vergleich zu den QuerkriiJten Px' Py sind. Dies 
ist eigentlich selbstverstandIich, denn wenn die Spannungsmittelkrafte 
nx' ny und nxy von gleicher GroBenordnung oder kleiner als die 
Px ' Py sind, hat der ebene Spannungszustand keinen EinfluB auf die 
Biegung ~er Platte, weil die GroBen nx ny nxy (9) mit den kleinen 

GroBen 0 ~, ... multipliziert sind. In dies en Fallen uberlagern sich ox 
der ebene Spannungszustand in einer Platte L1 L1 F = 0 und ihr Biegungs
zustand L1L1w = piN. 

Die Gleichung (11) bildet die Grundlage der Theorie der Spannungs
zustande der in ihrer Ebene stark angespannten Platten, die eine 
Querbelastung zu tragen haben, und dient zur Bestimmung der 
Knickkrafte der in ihrer Ebene gedriickten Platten. In der Gl. (11) 
sind nx ' ny, nxy und p 811s bekannte Funktionen der Koordinaten x 
und y anzusehen. 

58. Das Ausknicken der dunnen Platten. 

Die Kenntnis der Grenzbelastungen, unter denen das Gleich
gewicht eines beanspruchten Korpers aufhoren kann stabil zu sein, 
ist von groBer praktischer Bedeutung. Schlanke stab- oder dunne 
plattenformige Korper konnen unter bestimmten Lastsystemen in 
zwei oder in mehreren, voneinander verschiedenen Gleichgewichts
gestalten verharren. Sie werden jene Lage annehmen, in der unter 
den gegebenen Randbedingungen die gesamte im Korper aufgespeicherte 
potentielle Energie am kleinsten ist. Befand sich der Korper 
wahrend der Zunahme der Belastung in der einen Gleichgewichtslage, 
so hort sie unter einem bestimmten kritischen Wert der Last auf 
stabil zu sein, und unter dieser Last schlagt der Korper in die 
zweite Glei<;hgewichtslage urn. Diese Grenzwerte der Belastung 
durfen nicht uberschritten werden wegen der unzulassig hohen Werte 
der Spannungen, die im Korper auftreten wurden, bis er die neue 
stabilere Lage angenommen hat, oder wegen der starken Verander
lichkeit der Formanderungen bei den geringsten Anderungen der 
Belastung in der Niihe des kritischen Wertes, oder schlieBlich, weil 
die nach dem labilen Bereich angenommene neue Gleichgewichts
gestalt aus praktischen Grunden uberhaupt als unzulassig er
achtet wird. 

Dunne Platten zeigen ein labiles Verhalten unter der Wirkung 
von Druckkraften, die in der Richtung der Mittelebene wirken. 
Wenn keine besonderen V orkehrungen gegen die Moglichkeit des 
seitlichen Ausbiegens getroffen sind, knicken die Platten aus. Die 
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Gefahr fur eine Zerstorung nach dem Eintritt unzulassiger Aus
biegungen wird urn so groBer, je freier die Platten auf ihren 
Randern beweglich sind. Das Mittel zu ihrer Herabminderung ist die 
Anordnung von Aussteifungen, deren Wirkung nicht ohne ein naheres 
Eingehen auf den Knickungsvorgang der in ihrer Ebene gedriickten 
Platten bestimmt werden kann. 

Die Aufgabe der Bestimmung der kritischen Lasten, unter denen eine in 
ihrer Ebene gedriickte elastische Platte ausknickt, hat viel .A.hnlichkeit mit der 
in Abschn.41 behandelten Aufgabe der Bestimmung der Dauer ihrer Biegungs
schwingungen. Beide Aufgaben sind sogenannte Eigen wertpro bl eme, dort wie 
hier handelt es sich darum, aus den Losungen einer linearen Differentialgleichung 
gewisse Zahlen (die Eigenwerte) zu bestimmen, denen dann die moglichen 
Biegungszustande entsprechen. Der Reihe der zu gegebenen Randbedingungen 
gehorigen Schwingungsformen und Frequenzen entspricht hier die der moglichen 
Knickungsformen und Knickkrafte. 

In den Knickungsaufgaben der gedriickten ebenen Platten interessiert man 
sich iibrigens weniger fUr die genaue Form der durchgebogenen Platte als in 
den bisher behandelten Aufgaben, weil sich die Platte in ihrer ausgebogenen 
Lage nicht mehr im stabilen Gleichgewicht befindet; nach den Spannungen im 
ausgebogenen Zustand wird nicht gefragt, aUes was zu ermitteln bleibt, ist der 
kleinste kritische Druck, unter dem die Platte ausknickt. 

Wenn die Krafte genau in der Ebene der Platte wirken und die Unter
suchung auf unendlich kleine Durchbiegungen beschrankt bleibt, liiBt sich· aus 
der Differentialgleichung und den Randbedingungen auBer den Kniokbelastungen 
nur das Gesetz der Durchbiegungen herleiten. Die absoluten GroBen die~er 

letzteren, die Ausbauchung und die absoluten Werte der spezifischen Spannungen 
bleiben unbestimmbar. Das kommt' davon her, daB die Kraft, von der die 
Ausbauchung herriihrt, in Abhangigkeit von den endlichen Durchbiegungen 
aufgetragen in der Nachbarschaft der Durchbiegung Null ein analytisches 
Minimum besitzt, fur die unendlich kleinen Auslenkungen erscheint sie dann 
unabhiingig von ihnen. 

Zur Angabe der Knickbelastungen von Platten stehen im wesent
lichen zwei Wege zur Verfiigung. Der eine besteht in der Integration 
der Differentialgleichung (11), unter Berueksichtigung ihrer Rand
bedingungen. Wenn man nicht in der Lage ist, ihre Losung zu ge
gebenen Grenzbedingungen anzugeben und die Berechnung der Knick
krafte mit ihrer Hilfe versagt, wird man versuchen, die Knick
belastung ohne Kenntnis der genaueren Gestalt der verbogenen 
Platte zu bestimmen. Dies kann mit Hilfe von Betrachtungen ge
schehen, die an die elastische Energie und die Formanderungsarbeit 
der auBeren Krafte ankniipfen. Sie grunden sich auf die Beziehung, 
welche mit Rucksicht auf die Stabilitat des Gleichgewichtes zwischen 
der potentiellen Energie der elastischen Spannkriifte und der auBeren 
Belastungen erfiillt sein muB. 1m FaIle eines schwingenden Systems 
hat zuerst Lord Rayleigh!) Betrachtungen dieser Art angestellt, 

') The theory of sound. 1894. Ed. 1 u. 2. 



238 Die in ihrer Ebene gespannten Platten. 

urn die Dauer von Eigenschwingungen zu berechnen. Die Stabilitats
bedingung einer elastischen Platte wurde von B r y an 1) , von 
Walter Ritz2) und von S. Timoschenk0 3) z~r praktischen 
Bestimmung ihrer Gleichgewichtsform, bzw. ihrer Knickbelastungen 
herangezogen. 

59. KnickungsfaIle von aIlseitig gedrfickten rechteckigen 
Platten 4). 

Wir nehmen an, daB eine rechteckige Platte durch gleichmaBig 
verteilte Druckkrafte, die auf ihren vier Seiten angreifen, zusammen
gedruckt wird, wahrend sie sonst durch keine auBeren Krafte be
lastet ist. Wir bezeichnen die auf die Langeneinheit der Seiten 
bezogene Druckkraft mit n. Der "ebene" Spannungszustand dieser 
Platte ist ein allseitig gleicher Druck. (Er ist offenbar durch die 

Spannungsfunktion F = - 2nh (X2 + y2), wo h die Dicke der Plat be 

·bedeutet, gegeben.. Diese Funktion ergibt namlich in einer dunnen 
Scheibe die Spannungsmittelkrafte n", = ny = - n, n xy = 0 eines 

Abb.148. 

allseitig gleichen Druckes.) Setzen wir diese 
Werte in die Differentialgleichung (11) ein und 
nehmen auBerdem in ihr p = 0 an, so er
halten wir 

n 
,d,dw= - N,dw. (12) 

Urn dieser Gleichung zu geniigen, setzen wir 
versuchsweise 

. UnX . fJny 
w = C SIn -a- sm -b-' (13) 

Hier sollen a, b, C Konstante sein und u, fJ = 1, 2, 3, ... genom men 
werden. Setzt manw in (12) ein, so wird diese Gleichung durch 
dies en Ansatz befriedigt werden, wenn entweder c = 0 ist, d. h. wenn 
die Platte bei einem beliebigen Wert des Druckes n in ihrer ebenen 
Lage verharrt oder wenn der Druck n einem der Werte 

(14) 

1) Proc. of the London math. Soc. 22, S. 54. 1891. 
2) CreHes Journal Bd. 135, S. 1. 1908. S. auch seine Gesammelten Werke, 

Paris 1911. 
3) Sur la stabiliM des systemes elastiques. Annales des ponts et chaussees 

1913; auch als Sonderabdruck erschienen. 
4) Mit diesem Knickungsfa.II hat sich zuerst Bryan beschiiftigt (a. a. 0.) 
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gleich ist. In einer durch die vier Geraden x = 0, x = a, y = 0, y = b 
begrenzten rechteckigen Platte mit den SeitenHingen a und b er
fiillen diese Flachen die Grenzbedingungen w = 0, L1 w = ° von 
Navier (s. S. 38). 

Wir erhalten entsprechend den noch frei verfiigbaren ganzen 
Zahlen a und (J eine unendliche Reihe von bestimmten Werten des 
allseitigen Druckes n. Wenn der Druck n gleich einem dieser kriti
schen Werte ist, beult sich die Platte nach der Gleichgewichtsform 
seitlich aus, die den ganzen Zahlen a und (J nach (13) entspricht. 

Der niedrigste Wert des Umfangsdruckes, unter dem 
die Platte ausknickt, ist der fUr a = (J = 1 oder 

n2 (a2 +b2)N n2 (a2 +b2)h3 E n - -----.-"" - . 
- a2 b2 -12(1-v2 )a2 b2 ' 

(15 ) 

Die h6heren Knickbelastungen haben nur dann eine praktische 
Bedeutung, wenn die rechteckige Platte entlang den zugehOrigen 
Knotenlinien (Linien der Durchbiegung w = 0) an ihrer seitlichen 
Ausbiegung tatsachlich verhindert wird. 

60. Knickungsfalle von rechteckigen Platten, die parallel zu 
einem Seitenpaal' unter Druck stehen. Die Losungen 

von H. Reifiner. 
1m folgenden sollen einige Knickungsfalle untersucht werden, 

die entstehen k6nnen, wenn eine rechteckige Platte parallel zur 
Richtung eines Seitenpaares eine Druckbelastung 
aufzunehmen hat. Man wird in den Anwendungen 
vor die Frage gestellt, derartige Knickungsfalle zu 
betrachten, wenn es gilt die Stegbleche (Abb. 149) 
gedriickter vollwandiger Trager so zu bemessen, 
daB eine Gefahr ihrer Knickung vermieden werden 
solI. Mit dieser fiir die Stabilitat vieler Konstruk
tionen des Eisenbaues wichtigen Frage hat sich 
H. ReiBner eingehend beschaftigP). Er leitete die 
Knickbelastungen der gedriickten Stegbleche aus der 
Theorie der in ihrer Ebene gedriickten rechteckigen 
Platten abo 

Die rechteckige Platte m6ge durch die Geraden 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Abb. 149. 

x = 0, x = a, y = 0, y = b begrenzt sein und parallel zur y-Achse 
unter einem Drucke n (bezogen auf die Langeneinheit der ge-

1) Uber die Knicksicherheit ebener Bleche. Zentralbl. Bauverw. 1909, 
S.93. 
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driickten Seiten) stehen, der sich auf dem Seitenpaar y = 0 und 
y = b auf sie iibertragt (Abb. 150). Die Spannungsmittelkrafte 
sind jetzt 

nx=O, ny=-n, nxy=O. (16) 

Wir suchen der jetzt geltenden Gleichung 

a2 w 
NLlLlw= -n~ 

oy'J (17) 

nach dem Vorgange von Reissner durch elastische FHichen von 
der Form 

b 

Abb.150. 

w= Xsin-~~~ 
b 

(k= 1, 2, 3, ... ) (18) 

zu geniigen, wo X eine Funktion von x ist. Diese 
Flachen erfiillen auf dem Seitenpaar y = 0 und 
y = b des Rechtecks die Randbedingung w = 0, 
Ll w = 0; auf dem anderen Seitenpaar lassen sie 
noch verschiedene Moglichkeiten zur Befriedigung 
der Grenzbedingungen offen, von denen einige im 
folgenden angedeutet werden sollen. Setzt man (18) 
in die Gl. (17) ein und bezeichnet zur Abkiirzung 

). = kn/b, /),2 = n/N, (19) 

so entsteht fiir die Funktion X die folgende lineare 
Differentialgleichung 

d4 X l od2X 1°(12 2'X 0 ~-2A·---+A" A -fJ,) = . 
dx! dx'J (20) 

Mit dem iiblichen Ansatz X = eax foIgt aus ihr zur Bestimmung 
von a die Gleichung vierten Grades 

woraus 
a=±l).().±p). 

(21 ) 

(22) 

a) Auf den vier Seiten des Rechtecks sind w = 0, 
Llw=O. 

Wenn auf dem Seitenpaar x = 0 und x = a eben falls die Grenz
bedingungen w = 0, Ll w = 0 zu erfiillen sind, lautet die Losung 

. mnx. kny 
w = C SIn -- SIn --

a b 
(m,k=I,2,3, ... ) 1). (23) 

Man iiberzeugt sich leicht, daB diese Funktion unter den vier 

1) Diesen Knickungsfall hat bereits Bryan (a. a. 0.) behandelt. 
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Losungen von (20) enthalten ist. Sie genugt der Differentialgleichung (20), 
wenn der Druck n einem der kritischen Werte 

n = n 2 b2 N(m2 + "'-2)2 
k2 a2 b2 

(24) 

gleich ist. N ehmen wir m = k = 1 an. Die elastische Flache w der 
Platte besitzt dann keine Knotenlinien innerhalb 
des Rechtecks. Eine quadratische Platte (a = b) 
knickt nach dieser Form unter einem Druck 

n2 N 
n=4-

b2 
(25) 

aus. 1st hingegen a = 00, so liefert die Gl. (24) 
den knickenden Druck n 

(26) 

fur das senkrecht zur Druckrichtung unendlich 
breite Rechteck. (Dieser Wert unterscheidet sich 
von der Eulerschen Knickkraft 

n2 Eh3 

n=12b2 

eines aus dem Plattenstreifen herausgeschnittenen 
Stabes von der Breite eins nur urn die Zahl 1 - ,,2 
im Neuner, weil N = Eh3 j12 (1 - ,,2).) 

Wenn a > b ist, d. h. wenn im Rechteck die 
zur Druckrichtung senkrechte Seite die langere 
ist, nimmt die Knickkraft fUr k = 1 ihren kleinst
moglichen Wert an, die Platte beult nach einer 
Halbwelle aus. Die quadratische Platte knickt 
unter einem viermal so groBen Druck aus, als 
das senkrecht zur Druckrichtung unendlich breite 

Abb 151. 

Rechteck. Wir konnen, wenn a> b ist, die Formel (24) fur 
niedrigste Knickbelastung auch in der bequemen Form 

anschreiben. 

die 

(27) 

Wenn hingegen a < b ist und die zur Druckrichtung parallelen 
Seiten die langeren sind, werden wir m = 1 und a festhalten und 
zusehen, wie sich die Knickkraft n andert, wenn das Seitenverhalt
nis b j a und die Zahl k der Halbwellen, nach denen sich das Recht-

N a d a i. Elastische Platten. 16 
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eck verwirft, vergroBert werden. Wir .schreihen die Knickhedingung 
(24) zu diesem Zweck in der Form 

l/_~.a=n(~+ ka) r N ka b 
(28) 

an. Die Knickkraft n nimmt mit bjka zuerst ab, dann wieder zu 

1]( H---¥-----+---j------i 

12.1 
Seite/werhiilfl7is o/ll/ 

Abb. 152. Die Knickkriifte von parallel zum 
langeren Seitenpaar gedriickten rechteckigen 

Platten. 

und besitzt fiir 

bjka = 1 

ihren kleinsten Wert 

V;·a=2n. (29) 

Daraus folgt, daB mit zu
nehmendem Seitenverha.ltnis 
bja die Zahl der Wellen, 
nach denen sich die Platte 
verwirft, zunehmen muB. 
Die Abh. 152 zeigt die Ab
hangigkeit der Knickkraft 
mit demSeitenverhaltnis bj a. 
Wenn bja > f"2 werden 
zwei, wenn bja > f6" drei 
Halbwellen sich hilden, usf. 
Man sieht der Abb. 152 je
doch an, daB die Knickkraft 
mit wachsendem Verhaltnis 
bJa praktisch sich nicht 

viel von ihrem Minimalwert unterscheiden wird. 
Wir konnen die vorstehenden Bemerkungen zu der Regel zu

sammenfassen, daB die kleinste Knickkraft einer in der an
gegebenen Weise gestiitzten (w = 0, Aw = 0) rechteckigen 
Platte sich aus den Formeln berechnet: 

wenn a> b Y;·b=n(l+!:) (30) 

wenn a < b V;·a"'2n, (31) 

wo die zur Druckrichtung senkrechte Seite mit a bezeichnet ist. 

b) Das zur Druckrichtung parallele Seitenpaar ist ein
gespannt. ReiBner hat in seiner erw11hnten Arbeit gezeigt, daB 
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sich dieser Knickungsfall durch den Ansatz X = e rH: erledigen laBt. Wir 
kehren in Anlehnung an: die ReiBnersche Arbeit zur Gl. (20) zuriick. 
Man wird auf diesen Knickungsfall einer rechteckigen Platte bei 
der Untersuchung der Stabilitat des Stegbleches eines breiten, ge
driickten Blechtragers mit steifen Gurtwinkeln gefiihrt (Abb. 149). 
Wenn fA- >;. ist, wird das eine Wurzelpaar der charakteristischen 
Gl. (21) rein imaginar. Bezeichnen wir unter Bezugnahme auf (22) 
mit al und a2 die Wurzeln 

a1 = l 2 eLl + 2) , 

so lautet die Losung von (20) 

(32) 

X = A [of a1 x + B 6in a1 x + 0 cos a2 x + D sin a2 x . (33) 

Wir nehmen den Koordinatenursprung in der Mitte der einen 
zur Druckrichtung senkrechten Seite an und betrachten zuerst den 
Fall, daB X eine gerade Funktion von x ist: 

x = A [oj /Xl X + 0 cos a2 x . (34) 

Wegen der Einspannung des Seitenpaares x = ± a/2 muB fiir 

x=±a!2, X=O, dX/dx=O (35) 
oder 

A [of /Xl a/2 + 0 cos a2 a/2 = 0, A /Xl 6in a1 a!2 - 00::2 sin a2 a/2 = ° (36) 

sein. Diese beiden Gleichungen konnen mit von Null verschiedenen 
A und 0 erfiillt werden, wenn die Determinante ihrer Koeffizienten 

a1 :tg a1 aj2 + «2 tg 0::2 a/2 = 0 (37) 

verschwindet. Urn die Erorterung dieser Knickbedingung zu er
leichtern, fiihren wir die Bezeichnungen 

(38) 

ein und schreiben die Gleichungen (19) und (32) mit diesen Verander
lichen an. A us ihnen folgt 

(39) 

In den VeranderIichen m1 und m2 lauten diese Gleichungen wie 
folgt: 

m1 :tg m1 + m2 tg m2 = 0, 

m 2 _ m 2 = k 2 n2 a2j2 b2 
1 2 , 

(40) 

-y; . a = 2 (ml 2 + m22) b I k n a . ( 41) 

16* 
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Die beiden ersten Gleichungen bestimmen zu einem gegebenen 
Verhaltnis b: a der Rechteckseiten und zu einer angenommenen 
Zahl k der Halbwellen, nach denen sich die Platte wahrend der 
Knickung in der Druckrichtung verwirft, die unbekannten Zahlen m1 

und mil' Die dritte Gleichung liefert den gesuchten Wert der Knick
kraft n. 
( Nehmen wir k = 1 und a = ban. Wir suchen also die Knick· 
kraft der quadratischen Platte fiir den Fall, da.Jl ihreelastische 
Flache noch keine Knotenlinien im Innern des Quadrats besitzt. 
Wir haben dazu die Wurzeln der beiden Gleichungen: 

m1 i:g m1 + m2 tg mil = 0 
(42) 

zu ermitteln. Durch die erste wird eine Funktion mil = f( m1) oder 
eine Kurve mit den Abszissen m1 und den Ordinaten m2 dargestellt, 

2.lt: 

Abb.153. 

die aus unendlich vielen Zwei
gen besteht. Man stellt leicht 
fest, daB sie in den Punkten 
m1 = 0, m'J = +:n:, + 2:n:, ... 
beginnen und die Geraden 
mil = + :n:/2, 3 :n:/2, .•. als 
Asymptoten besitzen. Die Funk
tion m'J = f ( m1) ist ii berdies 
doppeltsymmetrisch, es geniigt 
also ihren Verlauf im ersten 
Quadranten zu kennen. Die 
zweite Gl. (42) stellt eine gleich
seitige Hyperbel mit den Winkel 
halbierenden m'J = ± m1 als 
Asymptoten und m1 = + :n:/l2 
als Scheitelpunkten dar. Die 
Abb. 153 laBt erkennen, daB 
beide Kurven sich innerhalb 
des positiven Quadranten un

endlich oft schneiden. Zu den Koordinaten m1 und m'J eines jeden 
Schnittpunktes gehOrt ein bestimmter Wert der Knickkraft n. Die 
Koordinaten m1 und m'J des zum Ursprung am nachsten gelegenen 
Schnittpunktes m1 = 3,12, m2 = 2,19 

bestimmen nach (41) die kleinste Druckkraft n 

W· -~( 2 + 2)_ 3,122 + 2,192 - 9 2" • a - m1 m'J - - , u, 
N 'lZ 1,57 
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unter der eine quadratische Platte ausknickt, von der 
das zur Druckrichtung parallele Seitenpaar eingespannt 
und das andere zwanglos in Geraden unterstiitzt iat. (Wenn 
aIle vier Seiten geradlinig unterstiitzt sind, war nach (25) der vor
stehende Ausdruck gleich 2 n, die Kraft n ist hier mehr als doppelt 
so groB, wie bei zwanglos unterstiitzten Seiten.) Die weiteren 
Schnittpunkte der Kurven von Abb. 153 bestimmen die hOheren 
Knicklasten der quadratischen Platte, unter denen sich die Platte 
senkrecht zur Druckrichtung in Falten wirft. 

An Hand der Kurven von Abb. 153 lassen sich die Knickkra,fte 
fiir ane Seitenverhaltnisse alb der in der vorausgesetzten Weise un
terstiitzten rechteckigen Platten ermitteln. Halt man namlich k = 1 
und die zur Druckrichtung senkrechte Seite a fest und verandert b, 
so andert sich offenbar nur die Hyperbel Gl. (42) und ihre Schnitt
punkte verschieben sich entlang der Kurve m2 = f(m1 ). Wenn b < a 
ist, riickt der Schnittpunkt der Hyperbel mit der Kurve m2 = f( m1) 

in der Abb. 153 nach rechts, m1 nimmt zu und ist jedenfalls groBer 
als die Abszisse m1 = 3,12, die sich fiir die quadratische Platte er
geben hat. In diesem Bereich darf ~g m1 '" 1 gesetzt werden. Man 
kann jetzt m1 aus den beiden Gleichungen (40) eliminieren und findet 
in Parameterdarstellung das Seitenverhaltnis alb und die mit der 

Knickkraft n gebildete dimensionslose GroBe V N . a : 

Abb. 154 zeigt den durch diese 
beiden Gleichungen vermittelten 
Zusammenhang. Vermindert man 
also die Lange der Seite b 'in 
der Druckrichtung, so nimmt die 
Knickkraft zuerst ab und spater 
wieder zu. Sie erreicht ihren 
kleinsten Wert 

V%·a = 8,30 

bei einem Seitenverhaltnis von 
etwa alb = 1,52. Dies i st also 
der kleinste Wert, dem sich 

V-- V n m2 2 
- a = -----. -----
N C082 m2 tg2 m 2 - 1 . 

( 43) 

Wa 

J \~ 

"" /' 
/ 

"'--.. .-/ -

~2 ~* ~5 ~8 2,0 
Setfenrerl7t1ltnis ~ 

Abb. 154. Knickbelastungen von recht
eckigen Platten. 

Das zur Druckrichtung parallele Seiten· 
paar x = 0, x = a ist eingespannt, das 

andere ist geradlinig frei gestiitzt. 

die Knickkraft eines Rechtecks nahert, wenn die zur Druck
richtung parallelen, eingespannten Seiten unendlich lang 
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angenommen werden. Der in der Druckrichtung unendlich lange 
Plattenstreifen wird durch die Knotenlinien in Rechtecke alb = 1,52 

geteilt. 
Behalt 

beliebig zu 
man hingegen k = 1 und b bei und laBt a 
nehmen, so nimmt die Knickkra£t von ihrem 
er quadratischen Platte Wert bei d 

V!fb N 
Y;·b=9,25 (fiir a=b) 

B 

allmahlich auf den Eulerschen Knickwert 

7 
Y;·b=n (fiir a=oo) 

gemaB der Kurve der Abb. 155 abo 

c) Die 
6' Funktion 

vorhin ausgeschlossene Annahme, daB die 
X eine ungerade Funktion sei, fiihrt er

sichtlich zu 
in der zur 
des Rechte 

5 

einer Knotenlinie der elastischen Flache 
Druckrichtung parallelen Seitenhalbierenden 
cks. Durch diese Annahme wird also die 
saufgabe einer rechteckigen Platte 
von der drei Seiten geradlinig frei

Knickung 

J 

erledigt, 
aufliegen 

\ 
" i'--

~ -1 2 6' B 10 

und die vierte, zur Druckrichtung 
parallele Seite eingespannt ist. 

61. Die Stabilitat des Gleichgewichtes 
eines auf Scherung beanspruchten 

dunnen Plattenstreifens. 
R.V. Southwell und Sylvia W. Skan 

haben in einer beachtenswerten Arbeitl) 
Abb.155. die Biegungsschwingungen eines diinnen 

Blechstreifens untersucht, der auf seinen beiden Begrenzungsgeraden 
gleichformig verteilten Schubkraften ausgesetzt ist. Wir werden weiter 
unten (S. 263) zeigen, daB die Dauer der Biegungsschwingungen einer 
diinn en Platte sich mit den Spannungen andert, die in ihrer Mittelebene 
wirken und daB sie stets unendlich groB wird, wenn die Platte 
linter einer Knickbelastung steht. Aus den Biegungsschwingungen 
ergibt sich der Fall der Knickung eines unendlich langen Platten. 
streifens unter der Wirkung von gleichfOrmig verteilten Scherkraften, 

l) "On the stability under shearing forces of a flat elastic strip". Proc. 
Roy. Soc. London, Ser. A. Bd. 105, S. 585. 1924. 
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sob aId seine Schwingungsdauer unbegrenzt zunimmt. Wir konnen 

ihn aus der DiHerentialgleiohung (11) efhAlt~H, W~lU\ M.", = Pl.y = 0 
angenommen werden. Wir bezeichnen mit n",y = 8 die in der Richtung 
der Kanten des Parallelstreifens wirkenden ScherkrMte (bezogen auf 
die Langeneinheit), mit a seine 
Breite und mit h seine Dicke 
(Abb. 156). Mit n", = ny = 0 
nimmt Gl. (11) S. 235 die Form 

~: ~w· 
N L1 L1 w = 2 8 ---. (44) 6xoy . 

s 

Abb.156. 

Southwell und Skan baben die Losung dieser Differentialgleichung 
fiir einen freiaufliegenden und fUr einen eingespannten Plattenstreifen 
aufgeEtellt. Aus (44) entsteht mit Hilfe des Ansatzes 

w = Yei"z, (i = 1 - 1) 

die totale Differentialgleichung 

Y(4) _ 2 ",2 Y" - 2 i k 8 Y' + ",4 Y = 0 

( 45) 

( 46) 

fiir die Funktion Y(Y)' Sie ist fiir die Grenzbedingungen y = ± a/2, 
Y = Y" = 0 fiir den freiaufliegenden, bzw. Y = Y' = 0 fUr den ein
gespannten Plattenstreifen zu integrieren. Mit Y = ei!.y ergibt sich 
eine charakteristische Gleichung vierten Grades flir A, deren vier 
Wurzeln die gesuchte Losung liefern. ~;~'\ 

! ",~,' ~\ \ 

r 1.J ~J L ' 

Abb. 157. Wellenformige Verzerrung der Mittelflache eines auf Scherung 
beanspruchten Plattenstreifens. Die Kanten liegen frei auf. 

Die Rechnung fiihrt zu dem Ergebnis, daB die Mittelebene des 
Plattenstreifens im Augenblick des Ausknickens nach einer regel
maBigen wellenformigen Flache sich verzieht. Southwell und Skan 
haben die kleinste knickende Scherkraft 8 gleich 

8 = 3,30 N / a2 beim frei aufliegenden und 

8 = 5,54 Nja2 beirn eingespannten Plattenstreifen 
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berechnet. (N ist die Plattensteifigkeit = E h3/12 (1 - 1'2), a die Breite, 
h die Dicke des Streifens.) Die entsprechenden WellenIangen 1 ergaben 
sich gleich 2,67 a, bzw. 1,6 a. Sie hangen, wie man sieht, gar nicht 
von der Plattendicke h abo 

Abb. 158. Wellenformige Verzerrung der Mittelflache eines auf Scherung 
beanspruchten Plattenstreifens mit eingespannten Seiten. 

Die Gestalt der Wellen, nach welchen sich die Mittelebene ver
zieht, wird durch die beiden, der erwahnten Abhandlung entnomme
nen Abbildungen 157 und 158 mittels ihrer Schichtenlinien dargestellt. 
Die Abb. 157 bezieht sich auf den freiaufliegenden, die Abb. 158 
auf den eingespannten Plattenstreifen. Abb. 159 gibt die Abhiingig-

25~~~----~r-------~-------------' 

sa.2 

IV 

t 
12ft 

o 5 

Abb. 159. Die knickenden Scherkrafte in Abhangigkeit 
von der Wellenlange. 

keit der knickenden ScherkraIte vom Verhaltnis der Wellenlange 1 
zur Breite a wieder 1). Die beiden unteren Kurven entsprechen den 
Knickungsfallen mit einer, die beiden oberen mit zwei Halbwellen 
in der Breitenrichtung des Streifens. 

') Mit einem zwischen zwei parallelen, starreQ. Linealen fest eingespannte n 
Kupferblech gelang es Southwell, die wellenformige Flache des knickenden 
Streifens schon sichtbar zu machen. (V gl. den Bericht seines Vortrages auf 
dem internat. KongreB fiir angewandte Mechanik in Delft, 1924, in den 
KongreBberichten. ) 
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62. Die Stabilitat von kreisformigen Platten. 

Eine durch radial gerichtete, gleichformig verteilte Druckkriifte 
auf ihrem Rande belastete kreisformige Platte kann in ein labiIes 
Gleichgewicht geraten und ausknicken oder ausbeulen. 1m folgen
den soUen einige Belastungsfiille dieser Art fUr verschiedene Grade 
der Freiheit betrachtet werden, mit der die Punkte der kreisformi
gen Platte sich bewegen konnen. 

a) Ausbauchung nach einer Umdrehungsflache. Neben 
der Durchbiegung w solI hier die N eigung des Meridianschnittes der 
Platte als abhangige Veranderliche benutzt werden. Mit ihrer Hilfe 
driicken sich das radiale bzw. das tangentiale Biegungsmoment mr , 

mt und die Querkraft Pr (s. Gl. (4) S.53) auf Grund der Formeln 

mr = -N(~~ +v~), mt = -N(V~~ +~), 
_ N d (dq; q;) 

Pr - - dr (l1+r 
(1) 

aus. Als neue Spannungsmittelkriifte kommen jetzt eine radiale (nr) 
und eine tangentiale (nt) Normalkraft, beide in der Richtung der 
Mittelebene wirkend, 

nr = h 0/, nt = hat' (2) 

hinzu, wo mit or', at' die entsprechenden 
Spannungen in der Mittelebene der Platte 
und mit h die Dicke der Platte bezeich
net sind. Sie ergeben sich nach 1)3 aus der 
radialsymmetrischen Spannungsfunktion 

2 2 I 1 dF 
F = °1 + °2 r + °3 r In r + 04 In r, or = r dr ' (3) 

Eine Reihe verschiedener Knickungsfalle kommt bereits dadurch 
zustande, daB man verschiedene von diesen ebenen Spannungs
zustanden in Betracht zieht. Einer der einfachsten Belastungsfii,lle 
entsteht bei der vollen Kreisscheibe, die durch gleichmiiBig verteilte 
radial nach innen gerichtete Krafte auf ihrem Umfang zusammen
gedriickt wird. Die Festwerte °1 , °3 und °4 der Spannungsfunktion 
sind dann gleich Null und nr = n t = konst. anzunehmen. Mit Riick
sicht darauf, daB die Platte durch Druckkrafte beansprucht wird, ist 
diese Konstante negativ anzunehmen. 

Urn die Biegungsgleichung der Platte abzuleiten, betrachten wir 
die Gleicbgewichtsbedingungen der Krafte und der Momente, die an 
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einem kleinen Element der Platte angreifen, das von zwei benach
barten Schnitten r = konst. und von zwei in der z -Achse sich schnei
denden benachbarten Meridianebenen begrenzt wird (Abb. 161). Wir 
stellen unter Bezugnahme auf die entsprechende Betrachtung in 16 
und unter der Annahme, daB auBer den radialen und tangentialen 
Spannungsmittelkraften n,. und nt noch eine seitwarts gerichtete Be
lastung P (die eine Funktion von r sein kann) und eine Einzelkraft P 
im Mittelpunkt des Kreises wirken,. die drei Gleichgewichtsbedingun-

gen der Platte zusammen. 

pr 

Abb.161. 

d(rnr) _ n = ° (4) 
dr t ' 

rp +rnrcp+jprdr+-P =0, (5) ,. 2n 

d(r mr ) 
-dr-. - mt - rPr = 0. (6) 

Die erste dieser Gleichungen driickt das Gleichgewicht der Kraft
komponenten aus, die parallel zur Mittelebene gerichtet. sind. Wir 
haben sie bereits dadurch beriicksichtigt, daB wir die Spannungs
mittelkrafte n,. und nt aus einer Airyschen Spannungsfunktion nach 
(3) berechnet haben. Die zweite driickt das Gleichgewicht der 
zur Ebene senkrechten Kraftkomponenten aus und unterscheidet sich 
von der Gl. (7) S. 54 nur durch das neu hinzugekommene Glied 
r nr cp, das von den Spannungen in der Mittelebene herriihrt. Die 
dritte Gleichung ist die bereits friiher (Gl. (6) S. 54) abgeleitete 
Momentengleichung. 

fJ) An wendungen. Die Belastung der kreisformigen Platte 
besteht nur aus einer gleichmaBig verteilten radial nach 
innen gerich teten Druckkraft n auf dem Umfang der Platte. 

~ n.~.n 

Abb.162. 

Die Spannungsmittelkrafte sind 

nr = nt = - n = konst. (7) 

Die auf die Langeneinheit des Um
fanges bezogene Druckkraft n ist auch 
gleich n = h (J, wo h die Dicke der 

Platte ist und (J die Spannung in der Mittelebene bedeutet. Da nur 
ein Umfangsdruck n allein wirkt, sind die zur Ebene senkrechte 
Druckbelastung p und die Einzelkraft P gleich Null anzunehmen. 
Aus der Gl. (5) folgt der Wert der Scherkraft P,. 

(8) 

Set zen wir den Wert von P,. und die Ausdriicke fiir die Spannungs-
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momente mr und mt aus (1) in die dritte Gleichung (6) ein, so er
gibt sich fiir die Neigung cp der Tangente des Meridianschnittes der 
elastischen Flache eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter 

Ordnung d2 d 
.J cp cP ("ry ) () r" d;'- + r dr + a- r" - 1 cP = 0 . 9 

Die in dieser Gleichung vorkommende Konstante a ist gleich 

12 (1 ~ ')12)0 

Eh2 
(10) 

Fiihrt man statt a r eine neue unabhangige Veranderliche u = a r 

ein, so entsteht die Gleichung 

u2 cp"+Ucp'+(u2 -l)cp=O. (11) 

Sie gehort zum Typus der Besselschen Differentialgleichungen: 

u2CP"+Ucp'+(u2-k2)cp=0. (12) 

Der Parameter k der Gleichung hat im vorliegenden Fall den Wert 
k = 1. Das allgemeine Integral der G1. (12) setzt sich aus zwei 
Funktionen () cp = c1 Jk ·u) + c2 Yk (u (13) 

zusammen, c1 und c2 sind Integrationskonstanten. Fiir aIle ganz
zahligen Parameter k laBt sich ein Integral der Besselschen Diffe
rentialgleichung stets durch eine, fiir aHe Werte von u bestandig 
konvergente Potenzreihe darstellen, die man sich aus der Differential
gleichung nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten bilden 
kann. Dieses Integral der GJ. (12) sei mit Jk(u) bezeichnet. Die fUr 
solche Zahlen k giiltige ErkIarungsgleichung der Besselschen Funk
tion erster Art J k (u) ist 1) 

Ais Sonderfalle ergeben sich die in der Plattenstatik haufig auf
tretenden Funktionen 

fiir k = 0, J (u) -1 _ ~ (~)2 -+- 2 (~)4 - +. "', (15) 
o - 1!2 2 '2!2 2 

fiir k=l, Jl(U)=~ll-l\·(~r +1./2.3(~r -+ .. 1 (16) 

1) P. Schafheitlin: "Die Theorie der Besselschen Fnnktionen", Math.
phys. Schriften fUr Ingenieure und Studierende. Leipzig: Teubner 1908. Die 
am haufigsten gebrauchten Besselschen Funktionen sind durch ihre Zahlwerte 
und durch Kurven dargestelit in den Funktionentafeln von J a h n k e und Em de. 
Teubner 1909. 



252 Die in ihrer Ebene gespannten Platten. 

Die zweiten Integrale Yk (u) enthalten auBer gewissen Potenzreihen 
an der Stelle u = 0 unendlich werdende Bestandteile. 

Die Differentialgleichung (12) laBt sich, wenn man cp vermoge 
der Substitution 1/-

'IjJ = ru,cp (17) 

durch 'IjJ ersetzt, auf die einfachere Form 

" ( 4 k2 
- 1) 0 

'IjJ + 1-~~ 'IjJ= (18) 

bringen. Aus dieser Gleichung erkennt man, wenn u sehr groBe 
Werte annimmt, daB sich 'IjJ offenbar der Losung der Gleichung 
'IjJ" + 'IjJ = 0 oder 

'IjJ = 01 sin u + 02 cos u 

q; der Funktion oder daB sich 

cp = 1 (01 sin u + 02 cos u) 
Yu 

(19) 

asymptotisch nahern muB. Die Bess e lschen Funktionen J k (u) und 
Yk (u) nahern sich mit den zunehmenden Werten der unabhangigen 
Veranderlichen u zwei langsam abklingenden Wellenziigen. Die 
Besselschen Funktionen (fiir ein reelles Argument) haben fiir groBe 
Werte der unabhii.ngigen Veranderlichen den Charakter voIi langsam 
abklingenden oszillierenden Funktionen. 

Das vorliegende Plattenproblem fiihrt uns auf die beiden Bessel
schen Funktionen erster Ordnung 

cp + c1 J 1 (IXr) + c2 Y1 (IXr). (20) 

Bei einer Platte ohne Bohrung muB die Konstante c2 gleich Null 
angenommen werden, damit cp im Mittelpunkt des Kreises endlich 
bleibe. Das iibrigbleibende Integral laSt sich nach Gl. (16) durch die 
bestandig konvergente Reihe 

IXr [ IX2r2 IX4 r4 IX6r6 ] 
cp=c J (ar)=c - 1--+--- +... (21) 

1 1 1 2 2.4 2.4.4.6 2.4.6.4.6.8 
darstellen. 

Wenn die Platte auf ihrem Umfang r = a eingespannt ist, 
muB q; = dwjdr auf ihm verschwinden und wir haben die Bedingung 

r = a, cp = c1 J1 (IX a) = 0 (22) 
zu erfiillen. 

Entweder ist c1 = 0, die Platte bleibt eben unter einem beliebigen 

Wert des Druckes n (der Zahl IX2 =;), oder es ist 

J1 (IX a) = O. (23) 
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Bezeiehnen wir mit Ak eine der unendlich vielen Wurzeln dieser 
transzendenten Gleiehung (die Funktion J1 (u) stellt, wie wir eben 
bemerkt haben, einen langsam abklingenden Wellenzug vor, der die 
Abszissenaehse unendlieh oft sehneidet), so ergibt sich fUr die Platte 
jedesmal eine Ausbiegung, wenn die Spannung a auf dem Umfang, 
oder wenn der Umfangsdruck n = h a einem der kritischen Werte 

n A 2 N A 2 Eh2 
a = h = -~2h = 12 (~_ y2)a2 (24) 

gleich ist. Hier bedeuten E die Elastizitatszifier, h die Dicke, a den 
Halbmesser der Platte, y ist die Poissonsche Zahl. Die ersten po
sitiven Wurzeln der Besselschen Funktion erster Ordnung sind 
A.o = 0, Al = 3,8317, A2 = 7,0156, Aa = 10,1735, ... , der kleinste U!ll
fangsdruek m kg/em ist mit A12 = 14,682 gleieh 

14,682 Eh3 

n = 12 (1 _ y2)a2· (25) 

Ein Strei£en, den man aus der Platte langs eines Durchmessers 
heraussehneidet, wurde bei eingespannten Enden unter einer Euler

n 2 Eh3 

schen Kraft n' = --2- ausknieken; wenn fur y = 1/4 genommen 
12 a 

wird, ist n = 1,587 n' und wenn y = 0,3 n = 1,635 n'; die Platte 
knickt unter einem mehr als anderthalbmal groBeren Druck aus, 
wie ein aus ihr herausgeschnittener schmaler Streifen. Um schlieB
Hch auch die Form anzugeben, nach der sie ausbeult, integrieren 
wir die Funktion cp = dw/dr nach r und erhalten die Gleichung ihrer 
elastisehen FIaehe w gleich 

Nun ist 

w = J cp d r + Co = J J 1 (a r) dr + co· 

J Jl(u)du = - Jo(u),1) 

(26) 

(27) 

') Zwischen den Besselschen Funktionen mit verschiedenem Zeiger und 
ihren Ableitungen bestehen die heiden Beziehungen 

Jm-l = "!!:. Jm + J:n, 
x 

Jm+1 = "!!:. Jm - J:". 
x 

(29) 

Sie dienen zur Berechnung der Ableitungen oder der Funktionen hoherer Ord
nung aus zwei Be sse lschen Funktionen, deren Zeiger sich um die Einheit un
terscheiden. Da fiir ganzzahlige Parameter auBerdem die Beziehung 

J-m=(-lrJm 

gilt, folgt aus der erst en der Gl. (29) fiir m = 0, daB 

Jo' = d1~U) = - J, oder f J, (u) du = - Jo (u) + konst. 

ist. (P. Schafheitlin, a. a. O. S. 15 u. 17.) 
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folglich ist mit Rucksicht auf (15) 

w=co-~Jo(ar)=Co-~[l-(a;r +2~2(a;r -+ ... ), (28) 

wo Jo(ar) die Besselsche Funktion des Zeigers Null ist. Die Platte 
verwirft sich nach einem System vop konzentrischen Wellen, ahnlich 
denen, die ein auf ein stilles Wasser geworfener Stein auf der Ober
Hache erzeugt. Zum niedrigsten Knickungsdruck gehOrt die Aus
bauchung mit einem Wellenberg, zur nachst groBeren Kraft die mit 
einem Wellenberg und einem Wellental, usf. 

Wenn auf keine Einspannung auf dem Rande gerechnet werden 
kann und das radiale Biegungsmoment mr auf dem Umfang ver
schwindet, lautet die Grenzbedingnng 

(dcp cp) l dJ (ar) J (ar)] r=a, m = -N -+,'1'- = -Nc a_I _+'1'_1_,----' =0. (30) 
r dr r 1 dr r 

Nun ist ddJ1 = J o - J 1 ,1) demnach erhalten wir als die Knick-
u u 

bedingung fur die freiaufliegende Platte: 

aa·Jo(aa)-(1-y)J1 (aa)=0. (31) 

Aus dieser transzendenten Gleichung fur A = a a ermittelt man mit 
einer Querdehnungszahl v = 0,3 die ersten positiven Wurzeln A1 =2,05, 
~ " 5,39, A3 = 8,b7, •.• und den kleinsten Umfangsdruck 

A. 2N 420Eh3 Eh3 

n = ~ = 2 (' 2)" = 0,385 -Q- • (32) 
a" 1" 1 - v a" a" 

Bei vollkommener Einspannung war der Druck dreiundeinhalbmal 
so groB. Ein Beispiel fur eine derartige Knickerscheinung bietet 
das Ausbeulen eines ebenen kreisformigen Behalterbodens, der inner
halb eines von auBen gekiihlten Behaltermantels befestigt ist. 

r) Wenn die Platte auBer der Umfangskraft n,. = - n 
durch einen gleichformig verteilten Druck p belastet ist, 
muB die Querkraft Pr Gl. (5) um das Glied - p r 2 /2 erganzt werden. 
Sie ist gleich pr 

Pr=ncp-2 (33) 

anzunehmen. Die Differentialgleichung flir cp erhiilt jetzt ein Glied 
auf ihrer rechten Seite 

3 

r2 cp" + r cp' + (a2 r2 - 1) cp = ~~. (34) 

1) s. die letzte Anmerkung. 
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Da dieser nicht homogenen Gleichung cp = - P2rN geniigt, ist ihre voU-
2a 

standige Losung 

pr ( ) CP=2a2N+C1J1(ar)+c2Y1 ar). (35 

Die Integration von q' = ~~ liefert fiir eine Platte ohne Bohrung, 

(c2 = 0), die auf ihrem Umfang eingespannt ist, die elastische Flii.che 

w = _ P_o,~ {2 [Jo (ar) - Jo (a a)] _ 1 + r2}. (36) 
4 a2 N a a J1 (a a) a2 

Unter einem von Null anwachsenden Druck p biegt sich die Platte 
allmahlich aus, die Ausbiegung wachst urn so rascher, je groBer die 
Umfangskraft n ist. Wegen der im Nenner stehenden Funktion 
J1 (a a) werden die Durchbiegllngen unendlich groB, wenn J1 (a a) = 0 
oder wenn a a = Ak eine Wurzel dieser Gleichung ist. Das sind die
selben kritischen Werte von a oder des Umfangsdruckes n, die wir 
vorhin unter der Annahme p = 0 ermittelt haben. Eine gleichzeitig 
mit einem radialen Druck vorhandene seitliche Belastung durch einen 
Druck p = konst. hat also keinen EinfluB auf die GroBe des knicken
den Umfangsdruckes. 

~) Der Fall einer in ihrem Mittelpunkt durch eine Einzelkraft 
P und auf ihrem Umfang r = a durch einen konstanten radialen 
Druck nr = - n belasteten kreisformigen Platte, der zu der Diffe
rentialgleichung 

mit der Losung 

Q II '( ., Q) Pr r" cp + r cp + a" r" - 1 cp = --
2 nN 

P 1 
cp = 2 na2 N' r + c1 J1 (ar) + c2 Y1 (ar) 

und der elastischen Flache 

(37) 

(38) 

w = ~- In r - c1 J (a r) - c2 Y (a r) + C (39) 
2 n a2 N a 0 a 0 3 

fiihrt, moge wegen des lehrreichen BeispieIs erwahnt werden, das die 
Bestimmung der Integrationsfestwerte bietet. Im allgemeinen Integral 
(38) kommen namlich jetzt zwei am NUllpunkt unstetig werdende 

LOsungen 2. und Y1 (ar) vor und gerade dieser Umstand gestattet 
r 

es der Endlichkeitsbedingung in ihm im FaIle einer Scheibe 
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ohne Anbohrung zu genugen. Die Funktion Y1 (u) 1) 

Y1 (u) = J1 (u).ln u-

_Jo~)_~+(1+~)(U/2)3 _(1+~+~_)(U/2)" +_ ... (40) 
u 2 2 1! 2! 2;3 2! 3! 

u2 U u3 

wird namlich am N ullpunkt wegen Jo = 1 - "4 + .:. , J1 = 2 - 16 + ... 
wie - ~ unendlich. SoU nun cp fur u = 0 verschwinden, so mussen 

u 
die beiden in (38) vorkommenden Glieder mit lJu sich fortheben. Es 
muB also c2 gleich p 

c =---
2· 2naN 

angenommen werden. Die elastische Flache einer eingespannten kreis
formigen Platte, die in ihrer Mitte eine Einzelkraft P tragt und auf 
ihrem Umfang r = a durch einen radial gerichteten Druck n belastet 
wird, hat die Gleichung 

w=~-hn~+Y (aa)-Y (ar)+ 1+ aaY1(aa)[J (ar)-J (aa)JL 
2na"Nl a 0 0 aaJ1(aa) 0 0 J 

Das scheinbare Vorkommen eines einzeinen Logarithmus darf hier 
nicht storen, fiir r = 0 bIeibt die Durchbiegung w trotzdem endlich, 
weil die Funktion Yo Ca a) - Yo (ar) dasselbe Glied mit dem entgegen
gesetzten Vorzeichen enthiiIt. An Hand der Entwickiung fiir die 
Funktion Yo (u) 1) 

Yo: (u) = J 0 (u) ·In u + (; r -(1 + ~) (u~ ~2L + (1 + ~ + ~) (~~t - ... 
uberzeugen wir uns, daB die Losung fiir w die Form 

w = konst. (r~ + a1 r 4 + ... ) In r + Pot~nzreihe (43) 

besitzt und die fiir eine im Nullpunkt angreifende Einzel
kraft P charakteristische Singularitat r2 lnr (siehe Gl. (25) 

Abb. 163. 

S.61) tatsachlich aufweist. 
Aus (39) ergibt sich der bemer

kenswerte Sonderfall der Knickung 
einer auBer auf ihrem Umfang 
noch in ihrem Mittelpunkt festge

haltenen ebenen Kreisscheibe (Abb.163). Die Grenzbedingungen iill 
"eingespannten" Mittelpunkt r = 0, cp = 0, w = 0 sind erfiillt, 

1) Jahnke u. Emde, Funktionentafeln, S.94. 

(41) 

(42) 
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p 

wenn C2 = 2 naN und Cs = c1 genommen werden, die auf dem ein-

gespannten Umfang r = a, W = 0, rp = 0, wenn }. = aa eine Wurzel 
der transzendenten Gleichung 

ist. 

1+}.Y1 (A) 
--T~(i)-

InA - Yo (A) 
1 - Jo (A) 

. 63. KnickungsfiUle von kreisformigen Platten 
mit unsymmetrischer Ausbeulung bei festgehaltenem Umfang. 

Diese folgen aus der Differentialgleichung der unter einem all
seitigen Druck n stehenden Platte [so G1. (12) S. 238J 

NL1L1w= -nL1w, (44) 

wenn man sie in Polarkoordinaten r, rp anschreibt 1). Dieser Gleichung 
genugen die Funktionen 

w = [c1 Jp (a r) + c2 r,ll + c3 Y/l (a r) + c4 r-,u] sinfl rp (fl = 1,2,3, ... ), (45) 

wo ./." (a r), Yu (ar) die Besselschen Funktionen des Zeigers fl sind. 
a2 steht zur Abkurzung fur 

(46) 

Fur Platten ohne Anbohrung sind c3 = c4 = 0 zu setzen. Auf ihrem 
Umfang r = a eingespannte Platten knick en aus, wenn fur r = a, W = 0, 

ow = 0 oder wenn die beiden homogenen Gleichungen or 
c1 J11 (a a) + c2 (a a)1' = 0 

c1 J/ (a a) + c2fl(aa}u-l= 0 
(47) 

erfullt sind. Damit ihre Determinante verschwinde, muB 

( 48) 
sem. 

Durch Anwendung der RekursionEformeln (fl. die Anmerkung S.253) 
fUr die Besselschen Funktionen liiBt sich diese Gleichung in die 
Knick bedingung 

( 49) 
umformen. 

') Vgl. Bryan: London Math. Soc. Proc. 54, 1891 und meine Arbeit tiber 
das Ausbeulen von kreisformigen. Platten, Z. V. d. J. 1915, S. 169. 

N a d ai, Elastische Platten. 17 
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Die Wurzeln lk = aa dieser Gleichung - das sind die Nullstellen 
der Besselschen Funktion P + i-ter Ordnung - liefern die Folge 

1r=1 1r=2 k-J der Knickbelastungen 

~~~ n/-lk = a2 N = -", (50) 6~ 
12N 

/,,=1 Die Knotenlinien o:~r die Kur-

~§~F_2 

~~~F~ 
Abb.164. 

ven, auf denen die Durchbiegung 
w verschwindet, sind konzentri
sche Kreise und Gerade durch 
den : Mittelpunkt des Kreises 
r = a. In den schraffierten Ge
bieten (Abb.164) sind die Durch
biegungen positiv, in den nicht 
schraffierten negativ. Jeder 
Figur in Abb.164 entspricht ein 

moglicher Knickungsfall unter der V oraussetzung, daB die Platte in 
der Knotenlinie sich nicht seitlich ausbiegen kann. 

64. Biegung einer in ihrer Ebene gespannten kreisformigen 
Platte. 

Mit den beschriebenen Knickungsfallen mathematisch verwandt 
sind gewisse achsensymmetrische Biegungszustande von kreisformi
gen Platten. Wir wollen annehmen, daB auf der Platte ein Druck 
P = Po f(r) oder eine im Mittelpunkt angreifende Einzelkraft P lastet, 
wahrend sie gleichzeitig in ihrer Ebene durch Zugkrafte gleichmaBig 
angespannt wird. Bezeichnet n die auf dem Umfang wirkende Zug
kraft, bezogen auf die Langeneinheit, so sind die Normalkriifte nr 

und nt gleich 
nr = n t = n = konst. (51) 

1m Ausdruck der Querkraft (Gl. (33)) andert sich jetzt auf der rechten 
Seite von GI. (33) das Vorzeichen vor dem erst en Gliede. Wir wollen die 
Rechnung fiir den Fall eines gleichformigen Druckes p = konst. (P = 0) 
andeuten. Schreiben wir fiir 

njN = {P, (52) 

so lautet die Differentialgleichung fiir die Winkelneigung q; mit den
selben Bezeichnungen wie in 63 

(53) 

Die Gleichung unterscheidet sich von der fiir den Fall der Knickung 
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abgeleiteten Gleichung (34) 

r2 cpl/+rcp'+(a2 r2 -1)cp= ;~ (54) 

nur im Vorzeichen des Gliedes a2 r2. Wir konnen die Umkehrung 
del' Richtung der Normalkriifte dadurch zum Ausdruck bringen, daB 

wir in den Entwickelungen von 63 fUr a = i (3 (i = f - 1) setzen. 
Wir erhalten so beispielsweise aus (36) unmittelbar die Gleichung 
del' elastischen Flache einer durch einen Druck p = konst. 
belasteten und durch Zugkrafte n angespannten, auf ihrem 
Rande eingeklemmten kreisformigen Platte 

W = _p~2_ 12 [Jo (i f3 a) __ ·JJ2Ci~!Jl + 1 _ ~~ l 
4(32NL i(3a.J1(i(3a) a2J' (55) 

Die Besselschen Funktionen Jo (i u) und i u J1 (i u) sind, wie man aus 
ihren Reihenentwicklungen ersieht, reeIP): 

Jo (i u) = 1 + (uj2)2 + 21!2 (uj2)4 + "', 

u2 ( u~ u4 ) iuJ1 (iu) = -- 1+---+ + .... 
2 2·4 2·4·4·6 

(56) 

Die groBte Durchbiegung del' Platte ist £iiI' r = 0 gleich 

(57) 

1m Gegensatz zu den Funktionen oszillierender Natur Jo(u) und J1 (u), 
auf welche del' Knickungsfall bei negativen Umfangskraften hinfiihrte, 
iindert sich jetzt del' Charakter del' Biegung del' Platte. Wenn die 
Umfangskrafte positiv sind und in ihrer Mittelebene Zugspannungen 
wirken, erscheinen die Funktionen Jo (i u) und - i u J1 (i u), mit rein 
imaginal' em Argument, die mit u bestandig anwachsen. Lassen wir 
den Zug n (odeI' die Konstanze (3) allmahlich gegen Null abnehmen, 
so erscheint del' vorstehende Klammerausdruck in del' unbestimmten 
Form OjO; an Hand del' eben angeschriebenen Reihen erkennt man 
leicht seinen wahren Wert 1! 16' wir erhalten fUr n = 0 in del' Grenze 

poa4 

Wo = 64N 

den friiher ermittelten Biegungspfeil (Gl. (18) S. 56) del' gleichformig be
lasteten eingespannten Kreisplatte wieder. Wir haben fiir einige 

") Dber ihren Veri auf enthalten die Zahlentafeln von Jahnke und Emde 
ebenfalJs ausfiihrliche Zahlenangaben. . 

17* 
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Werte von 13 a aus (57) den Biegungspfeil Wo der durch einen Druck 
p = konst. belasteten und in ihrer Ebene gleichmaBig angespannten 
Kreisplatte ausgerechnet: 

f3a = ° 
1 

2 

3 
4 
5 

Wo = 0,0156 ·pa4IN, 
0,0146.pa4IN , 

0,0122.pa4 jN, 

0,0096. pa4lN, 
0,0074.p a4IN , 

0,0057.p a4 jN, 

Nachdem die Spannung 0 = ~ = 13: N, mit der die Platte in ihrer 

Ebene gespannt wird, proportional 132 ist, nehmen ihre zu den an
geschriebenen Zahlenwerten von 13 a gehorigen Werte wie die Quadrate 
dieser Zahlen zu. Die Zahlen zeigen die Abhangigkeit des 
Durchhanges einer diinnen, in der Querrichtung belasteten 
Platte von den in ihrer Mittelebene vorhandenen Span
nun gen. Nehmen wir beispielsweise eine kreisformige Platte von 
einem Halbmesser a = 10 em und einer Dicke von h = 0,3 em aus 
Eisenblech mit einem Elastizitatsmodul E = 2.106 kg/cm2 und einer 
Poiss onschen Zahl 'V = 0,25 an, so entspricht fJ a = 1, fJ = 1/10 eine 
Zugspannung 0 in ihrer Mittelebene, die nach (52) gleich 

= E h2 132 2.106 .0,09.0,01 = 160 kg ist. 
o 12 (1 - v2 ) 12. 0,937 cm~ 

Der Biegungspfeil ist um 6,4 Hundertstel kleiner als die Durch
biegung einer in ihrer Ebene nicht gespannten Kreisplatte. Wird 
die Platte in ihrer Ebene viermal starker angespannt, so ist ihr 
Biegungspfeil bereits um 21,8 v.H. kleiner, als die groBte Durch
biegung der in ihrer Ebene nicht gespannten Kreisplatte. 

SoUten in einem groBeren Teil einer diinnen Platte aus irgend
einem Grunde Zug- oder Druckspannungen in ihrer Mittelebene vor
handen sein, liber die man nicht unterrichtet ist, so zeigt uns diese 
kleine Rechnung, daB sie sich im Verhalten der Platte wahrend 
eines Biegungsversuches verraten miissen. Die Platte verhalt sich, 
wenn in ihr die Zugspannungen iiberwiegen, Kraften gegeniiber, die 
sie zu verbiegen suchen, steifer, und umgekehrt wenn in ihrer 
Mittelebene die Druckspannungen vorherrschen, weicher als in ihrem 
natiirlichen Zustand. Das Richten einer urspriinglich nicht ebenen 
Metallplatte oder eines Bleches im kalten Zustand geschieht bekannt
Hch in der Weise, daB man die Platte oder das Blech durch Schlage 
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in der Umgebung der Beulen bearbeitet. Dadurch werden urn die 
Beule herum in einem Ring bleibende Formanderungen erzeugt und 
ein Teil der entstandenen Spannungen zieht die Beule in ihre Ebene 
zuruck. In einer durch Rammern gerichteten Platte muss en deshalb 
groBe Eigenspannungen vorhanden sein. Wenn man von ihrer Existenz 
keine N otiz nimmt, wird man aus einem Biegungsversuch, den man 
mit einer durch Schlage bearbeiteten oder gerichteten Platte vor
nimmt, einen anderen Wert des Elastizitiitsmoduls finden, als bei
spielsweise aus einem Zugversuch mit einem Stab aus demselben Stoff. 

65. .Ahnliche Biegungszustande. 
Wie bereits Lord Rayleighl) bemerkt hat, sind gewisse Schwin

gungsformen einer rechteckigen Platte und einer dunnen, gleich
maBig gespannten rechteckigen Raut oder Membran identisch. Die 
Funktionen, auf die uns gewisse Knickungsaufgaben einer rechteckigen 
Platte mit gestutzten Seiten gefuhrt haben, zeigen, daB in diese Iden
titiit auch ihre entsprechenden Knickungsformen einbezogen werden 
konnen. Es wurde eine reizvolle Aufgabe sein, naher nachzuprufen, 
wie weit diese an einzelnen Losungen festgestellte Ubereinstimmung 
sich verallgemeinern laBt. Zur Forderung des Vergleiches seien 
wenigstens die Differentialgleichungen der in Betracht kommenden 

( 02 . ( 2 ) 
Probleme zusammengestellt Ll bedeutet stets -2 + -2 : oX oy 

p 
Llu= -

n (1) 

fur die ruhende Raut unter seitlichem Druck p, n ist die Spannung 
der Raut. 

LlLlw = L 
N 

(2) 

fUr die ruhende Platte unter seitlichem Druck p, N ist die Platten
steifigkeit. 

0>2 , 

L1u'=£~ 
n ot2 

(3) 

fur die schwingende Raut. !l ist die auf die Flacheneinheit be
zogene Masse. 

u 02W' 
L1 Ll w' = - -'- . - (4) 

N ot2 

fur die schwingende Platte. !l ist die auf die Flacheneinheit be
zogene Masse. 

') The Theory of sound, Ed. 1, S. 371. 1894. 
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Setzt man zur Abspaltung des mit der Zeit t periodisch verander
lichen Bestandteiles in den Integralen der beiden letzten Gleichungen 

u' = u (x, y) sin at bzw. w' = w (x, y) sin at, (5) 

so erhalt man die ersten beiden der folgenden vier Differential
gleichungen, fiir die Elongationen u bzw. w: 

Au = -a~~u 
n 

fiir die schwingende Raut. 

JJw=IP~w 
N 

fiir die schwingende Platte. 

n 
JJw= - -Jw 

N 

(6) 

(7) 

(8) 

auf die Platte wirkt em allseitig gleicher Druck n m der Richtung 
ihrer Ebene. 

(9) 

auf die Platte wirkt eine einseitige Belastung n1 in der Ebene parallel 
zur x -Achse. 

Auf die dritte und die vierte Gleichung wurden wir bei den 
Knickungsaufgaben der Platten gefiihrt. Die dritte Gleichung geht, 
wenn man u = L1 w setzt, abgesehen von der nebensachlichen Be
zeichnung ihrer Dimensionskonstanten, in die erste Gleichung iiber. 
Die drei letzten Gleichungen sind Sonderfalle einer Differential
gleichung, die wir noch anschreiben wollen. 

Wenn namlich eine in ihrer Ebene in zwei zueinander senkrechten 
Richtungen mit verschiedenen Kraften n1 und n2 angespannte Platte 
zu Schwingungen erregt wird (wir beschranken uns auf die Unter
suchung ihrer Biegungsschwingungen), haben wir es nach der Grund
gleichung (11) S.235 mit der Differentialgleichung 

(10) 

zu tun (f-l ist die auf die FHicheneinheit bezogene Masse, n1 und n',l 
sind die Spannkrafte). 

Setzt man wieder fiir 

w' = w (x, y). sin ft, (11) 
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so faUt die Zeit taus der Gleichung heraus und der iibrigbleibenden 
Gleichung 

(12) 

geniigt unter den Randbedingungen w = 0, Jw = ° die Funktion 

. anX . flnx 
w = Wo sm -a~sm-b. 

Die Dauer dieser Biegungsschwingung ist 

. 2n 2!l 1 

(13) 

T=~-~= -. ----
y nN 2(a2+n2)2+a2nl+fJ2n2· (14) 

n a2 b2 a2-N b2 N 

Mit den Biegungsschwingungen der in ihrer Ebene nicht angespann· 
ten Platte (nl = n2 = 0) haben wir uns in Abschnitt 41 beschiiftigt, 
die Schwingungsdauer ergab sich in diesem Fall gleich 

2fl 

(15) 

Wenn die Spannungsmittelkrafte n1 und n'J beide positiv sind und die 
Platte in ihrer Ebene durch Zugkriifte gespannt ist, wird T < To. 
Wenn hingegen die Spannkrafte entgegengesetztes Vorzeichen haben 
und das Glied mit dem negativen Vorzeichen iiberwiegt oder wenn 
n1 und n2 beide negativ sind, nimmt die Zeit Tzu. Es gibt dann 
eine Reihe von zusammengehorigen Kriiften n1 und n 2 , fur die der 
Nenner des Ausdruckes fur T verschwindet und T = 00 wird. Das 
ist der Fall, wenn 

a2 n fJ2 n (a2 fJ2)2 
-a2 Jo! + b2 ; = - n 2 a2 + l}i ( 16) 

Diese Gleichung ist die Knickbedingung der rechteckigen Platte. 

Wir konnen das Ergebnis der vorstehenden Betrachtung dahin 
zusammenfassen, daB Zugspannungen, die in der Mittelebene 
wirken, die Schwingungsdauer einer Platte verkiirzen und 
daB Druckspannungen sie verlangern. Ein Lastsystem, 
unter dem die Dauer der freien Biegungsschwingungen un
endlich groB geworden ist, ist eine Knickbelastung der 
PIa tte. 

Ein wichtiges Beispiel fUr die Biegungsschwingungen der in ihrer 
Ebene gespannten elastischen Platten bietet die Aufgabe der Bestim
mung der Dauer der Erzitterungen einer rasch umlaufen-



264 Die in ihrer Ebene gespannten Platten. 

den Dampfturbinenscheibe. Die mit groBer Geschwindigkeit 
sich drehenden Rader der Dampfturbinen sind meist schlanke, 
scheibenformige Umdrehungskorper, die in ihrem mittleren Teil wie 
eine Linse verdickt sind. Ihre Dicke nimmt gegen den auBeren 
Rand des Rades stark ab, der in den Kranz ubergeht, an dem die 
Schaufeln befestigt sind. Man gibt den Umdrehungskorpern ein 
schlankes Profil wegen der Beanspruchung der schnell umlaufenden 
Rader durch die Fliehkrafte. Gegen Krafte, die quer zu ihrer Ebene 
gerichtet sind, sind die Scheiben oft nicht starr genug und durch 
solche Krafte konnen sie zu Schwingungen angeregt werden. Diese 
Erzitterungen konnen zum Streifen der Rander an den feststehen
den Teilen AniaB geben und haben bereits schwere Betriebs
stOrungen groBer Dampfturbinen verursacht, die in einzelnen Fallen 
mit der gii.nzlichen Zerstorung groBer Einheiten endeten. Wir moch
ten in diesem Zusammenhang an die sehr lehrreiche Schilderung 
der auf derartige Mangel zUriickgefiihrten gii.nzlichen ZerstOrung 
zweier Einheiten von 35000 kW in A. Stodolas "Dampf- und 
Gasturbinen" (5. Aufi., Verlag von J. Springer, Berlin 1922) ver
weisen. Seinem Verfasser verdankt der Dampfturbinenbau auch die 
Theorie dieser Biegungsschwingungen einer umlaufenden Scheibe, 
bei der es sich im wesentlichen um die Bestimmung der Eigen
frequenzen der transversalen Schwingungen einer in ihrem Mittel
punkt festgehaltenen und auf ihrem Rande freien kreisformigen 
Scheibe handelt, die in ihrer Ebene auBerdem durch die Fliehkrii.fte 
gespannt wird. Eine bedeutende Erschwerung der Aufgabe liegt in 
der verii.nderlichen Dicke der Scheibe. Wir mussen uns mit diesen 
Andeutungen begnugen und verweisen den Leser bezuglich des Nii.heren 
auf das angefiihrte Werk. Es darf hier vielleicht noch ein Umstand 
erwahnt werden, auf ·den Stodola aufmerksam wurde, nii.mlich der 
EinfluB der ungleichmii.Bigen Erwii.rmung der Scheiben auf 
die Rohe ihrer Schwingungsdauer. Wenn der Kranz kalter 
wie das Innere ist, konnen in den mittleren Teilen der Scheibe unter 
Umstii.nden Druckspannungen entstehen, die die Schwingungsdauer 
erheblich verlangern mussen. 

66. Die Warmespannungen in Platten. 
Wird ein Korper ungleichmii.Big erwii.rmt, so dehnen sich die 

warmeren Teile starker als die anderen aus, und es entstehen in 
ihm Warmespannungen. Dies ist auch der Fall, wenn der Korper 
zwar gleichmii.Big erwarmt wurde, aber mit Korpern in Verbindung 
steht, die ihn in seiner freien Ausdehnung hindern. Solche Warme
spannungen entstehen beispielsweise in den von auBen durch Wasser 
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gekuhlten Deckeln der Zylinder der Gasmaschinen, deren Wandungen 
auf ihrer inneren Seite sehr hohen Temperaturen ausgesetzt sind, 
oder in den Fahrbahnen der StraBenbrucken bei ihrer einseitigen 
Erwarmung durch die Sonne, in Eisenbetondecken uber geheizten 
Raumen usw. Die Verschiedenheit der Temperatur in sole hen Kon
struktionsteilen war schon oft die Ursache fur die Entstehung von 
Spannungen, die sie nicht mehr ertragen konnten, und man hat eine 
Reihe von SicherheitsmaBregeln ersinnen mussen (Anordnung von 
Dnatationsfugen), urn der Bildung von Warmespannungen zulassige 
Grenzen zu setzen. 

Die Warmespannungen in einer Platte hangen von der Verteilung 
der Temperatur in ihrem Innern abo Denken wir uns die x, y-Ebene 
eines rechtwinkligen Koordinatensystems in die Mittelebene der Platte 
gelegt und die Platte durch die Ebenen z = + hj2 begrenzt, so wird 
es fur die meisten Fane der Anwendungen bereits genugen, die Ver
teilung der Temperatur im Innern einer dUnnen Platte durch eine 
Funktion 

2z 
t = t' (x, y) + h- til (x, y) (1) 

darzustellen, in der t' (x, y) und til (x, y) nur Funktionen der Koordi
naten x und y sind. Wir bezeichnen mit a den Warmeausdehnungs
koeffizient des Materiales (die Verlangerung der Langeneinheit fur 
eine Erhohung der Temperatur urn ein Grad) und nehmen an, daB 
die Platte sich bei der Temperatur t = 0 in einem spannungslosen 
Zustand befand. Die GroBe d~, urn die sich eine kleine Strecke der 
x-Achse ausdehnt, wenn die Platte bei der Temperatur t = 0 durch 
auBere Krafte gespannt wird, ist gleich d~ = Ex dx. Steigt die 
Temperatur an derselben Stelle urn t Grad, so ist 

d~=Exdx+atdx, 
woraus 

Entsprechend erhalten Wlr fur die Verschiebung 'Y) parallel zur 
y-Achse 

Auf die spezifische Schiebung 
o~ o'Y) 

YXY=o'Y)+ox' 

sowie auch auf die Schiebungen Y yz' Yzx hat die Temperaturerhohung 
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keinen EinfluB, weil die Winkel eines freien Elementes sich durch 
einen TemperatureinfluB nicht andern. 

Der erste Anteil t' der Temperaturfunktion t versetzt die Platte 
in einen ebenen Spannungsztistand mit den Spannungen a. = 7:.", 

= 7:. y = 0, den wir zuerst angeben wollen. Wir bezeichnen aIle 
Spannungen und Dehnungen, die sich auf ihn beziehen, mit einem 
Strich. Wir haben nach den Gleichungen fur die Verschiebungen $', r/ 

o~' , , 
h=ex+at, 

o ' -.!L = e~ + at', 
oy 

(2) 

Die in diesen Gleichungen vorkommenden Dehnungen e~, e~ und die 
spez. Schiebung 1';11 sind nach dem Hookeschen Gesetz gleich 

, 1 ( , ') ex = If ax - 'Vall , ,1(, ') ell = E all - 'V ax , 
, 7:~,1 

YXII=O' (3) 

Die drei Spannungskomponenten a~, a~, 7:~1I mussen sich, wie friiher 
gezeigt wurde, aus einer Spannungsfunktion F berechnen lassen: 

, 02F 
a ---

x - oy2' 
, 02 F 

a1l = ox2 ' 
, 02F 

7: ---~ 
XII- oxoy 

Die Vertraglichkeitsbedingung der drei Gleichungen (2) 

02e~ 02ef _ 021';" = _ aL1t'= _ a (02 t' ~2t') 
oy2 + ox2 oxoy ox2 + oy2 

(4) 

(5) 

liefert, wenn in ihr aIle vorstehenden Ausdrucke eingefUhrt werden, 
hier die Differentialgleichung 

L1L1F= - Ea·L1t' (6) 

fUr die Spannungsfunktion F. Sie dient zu ihrer Bestimmung; 
L1 t' ist, da die Temperaturfunktion t' (x, y) gegeben ist, eine bekannte 
Funktion der Koordinaten x und y. 1st die Spannungsfunktionzu 
den gegebenen Grenzbedingungen ermittelt worden, so berechnen 
sich mit ihrer Hilfe nach den Gl. (3) die zur Mittelebene parallel en 
Normalkrafte n"" ny und die zur Mittelebene parallele Scherkraft n",y 

der Platte 

Bei der Ermittelung der Biegungsspannungen der Platte haben 
wir erstens zu berucksichtigen, daB . dieses ebene Kraftsystem bei 
der Wolbung der Platte ein wenig aus seiner Ebene gezerrt wird, 
so daB die Kriifte n , n , n kleine Komponenten senkrecht· zur 

x y "'Y 
Mittelebene bekommen, und zweitens zu beachten, daB wegen des 
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zweiten, mit der Koordinate z linear veranderlichen Anteiles der 
Temperaturverteilungsfunktion (Gl. 1) 

2z 
h t" (x, y) (8) 

neue Glieder in der Plattengleichung auftreten werden. Bezeichnen 
wir wie friiher die zu den Spannungen a~,... hinzutretenden neuen 
Spannungen mit a;:, ... , ebenso die von der Biegung der Platte 
herriihrenden Dehnungen mit 13;(, ••. , so haben wir erstens entsprechend 
den Gl. (28) und (29) in Nummer 10 die Gleichungen 

2zat" iPw 
13;: + -h- = - z 0 x2 

" 2 z a t" (32 W 

Ey + -h- = - z (3 y'l 

" (32 W r .- 2z 
'.Cy-- (}x(}y 

und zweitens die Gleichungen 

13;( = ~- (a:: - v a~) 
E 

II 1 ( " II) 
Ey = liT a y - val/: 

r;:y = r;(y/G. 

(9) 

(10) 

Mit ihrer Hilfe lassen sich die Ausdriicke fiir die Biegungsmomente 
m x ' my und fUr das Torsionsmoment m xy 

102 w 02 W 2 (1 +hV) a til lJ' m = J a" z dz = - N 1---- + v--
x I/: L () x 2 0 y2 

m =Ja"zdz= _Nr~2_~+v.~~~+~(~+v)at"l (11) 
y y loy2 (}x2 h 

J " (}2 W 
m = r zdz= -(l-v)N--

xy (}xoy 

angebe.n. 

Die beiden Gleichgewichtsbedingungen fiir die Momente liefern 
schlieBlich die AUEdriicke fiir die Scherkrafte Px' Py der Platte 

P = ~m--= + (}_11/,X~ = _ N ~ [,1 W + 2 (1 + v) a t"l 
x (}x (}y ex h J 

(12) 
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und die Gleichgewichtsbedingung der zur Mittelebene senkrechten 
Kraftkomponenten 

oPx OPy 02W 02W 02W ax + Ty- + P + nx ox2 + 2nXY oxoy + nYoy2 = 0 (13) 

ergibt die Differentialgleichung flir die Durchbiegung W 

Eh2 a 02W 
NJJw = - ----·Jt" + P -+- n -6 (1 - 'V) , x 0 x'3 

02W (}2W 
-l-2n ~~-l-n-

I xy oxoy I y oy2' 

(14) 

Die beiden Differentialgleichungen (6) und (14) bilden die Grund
lage zur Berechnung der Temperaturspannungen von elastischen 
Platten. 

67. Die Formanderungsarbeit einer Platte. 

Wir nennen die im Innern einer verzerrten Platte aufgespeicherte 
Energie der elastischen Spannkrafte ihre Formanderungsarbeit. Diese 
Energie ist die Summe der in den einzelnen Elementen der Platte 
angehauften Arbeitsvorrate. Wir setzen voraus, daB die Platte in 
der anfanglichen Lage ihrer Punkte, von der aus ihre Verschie
bungen ~,t]" gerechnet werden, sich in einem vollig spannungslosen 
Zustand befunden habe. Ein Element dx dy dz moge, nachdem es 
bis zu den Dehnungen ex' e y' ez und Schiebungen Yxy' yyz' Yzx verzerrt 
worden ist, sich in dem Zustand befinden, den es im Innern der ver
bogenen Platte angenommen hat. 

Bei der Berechnung der Formanderungsarbeit einer Platte werden 
zwei Falle zu unterscheidensein, je nachdem die Mittelfiache wahrend 
der Ausbiegung nicht gespannt wird oder in ihr schon vor derselben 
Spannungen vorhanden waren. Wir nennen den Arbeitsvorrat, der 
in einer Platte ohne eine Spannung ihrer Mittelfiache aufgespeichert 
werden kann, ihre Biegungsarbeit und die zu einer etwaigen 
Dehnung ihrer Mittelfiache erforderliche Energie ihre Streckungs
arbeit. 

Bei der Berechnung der Biegungsarbeit werden wir von den ver
einfachenden Annahmen Gebrauch machen, die wir schon immer liber 
die Art des Formanderungszustandes einer nur wenig aus ihrer Ebene 
verbogenen dunnen Platte in Betracht gezogen haben, daB namlich 
ihre Dehnungen nur lineare Funktionen der Entfernung z ihrer 
Punkte von der Mittelebene sind. Bezeichnen wir mit a , a , . .. die x y 
Spannungen, welche an dem erwahnten Element dx dy dz in der 
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verbogenen Endlage der Platte wirken, so ist die in seinem Innern 
aufgespeicherte elastische Energie oder Formanderungsarbeit gleich 

1 
2(axex + ayey + azez + txyJ'xy + tyz'/yx + tzx'/zx)dxdxdz. (1) 

Die Spannungen sind hier mit den Dehnungen und Schiebungen 
durch die sechs Gleichungen (12) S.9 verbunden, welche das Elasti
zitatsgesetz ausdrucken. Wenn wir die letzteren mit Hilfe der 
ersteren ausdrucken und beachten, daB die Arbeit der Spannungs
komponenten az ' t xz ' tyz in einer dunnen Platte gegen die Arbeit 
der anderen vernachlassigt werden kann, so ergibt sich fur die in 
einem Element enthaltene Arbeit der Ausdruck 

-~[(a2+a2-2va a)IE+r2 /G]dxdydz. 2 \ x y x Y I xy 

Fiihrt man hier statt der Spannungen ihre Momente mx ' my und mxy 
nach 9 S. 17 ein, indem man diese letzteren durch die Formeln 

a =12mzlh3 
y y,' T = 12m z/h:l xy xy , 

ersetzt, so liiBt sich die Integration von (1) nach der Koordinate z 
zwischen den Grenzen z = - h(2 und z = h(2 (h ist die Dicke der 
Platte) ausfuhren. Sie liefert fur die in einem Element dx dy h ent
haltene Biegungsarbeit 

6 
-,,[m2 +m2 -2vm m +2(1+v)m2 ]dxdy. (2) Eh" x v x V xv 

Mit Benutzung der Formeln fur die Spannungsmomente mx ' my, mxy 

erhalten wir hieraus den Ausdruck fUr die Biegungsarbeit einer 

Platte: fJ[ ( 0)] (,1W)2 02W 02W ((Pw)" 
N -2-- - (1 - v) 3X'i. W - axay dxdy (3) 

(hier bezeichnet N = Eh3/12 (1 - v2 ) die Steifigkeit, w die Durch
biegung der Platte, die Integration ist uber ihr Gebiet zu erstrecken). 

Wenn die Platte in ihrer Mittelebene gespannt wird, 
konnen wir ihre Formanderungsarbeit aus drei Teilen bestehend 
betrachten. Wir denken uns sie zuerst nur in ihrer Ebene gestreckt, 
bis die Verschiebungen der Punkte der Mittelebene ihre gewunschten 
Werte angenommen haben. Die Energie eo' die sie in diesem Zu
stand besitzt, kann mit Hilfe der Gl. (1) berechnet werden. Da es 
im folgenden nur auf die Andernng der Formanderungsarbeit wahrend 
der Ausbiegung der Platte ankommt, werden wir eo nicht aus
zurechnen branchen. 
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Wenn nun die Platte ein wenig verbogen wird, andert sich die 
Energie eo um zwei Betrage e' und e". Die Wolbung der Mittel
flache hat eine geringe Ausdehnung des Materials zur Folge. 
Wahrend der Ausbiegung diirIen die Spannungen in der Mittelflache 
als unveranderliche GroBen betrachtet werden. Die Arbeit, die diese 
Spannungen wahrend der geringen Streckung der Mittelflache leisten, 
habe die Anderung e' der inneren Energie zur Folge. Die mit der 
Wolbung verbundenen Dehnungen der Mittelflache sind zwar kleine 
GroBen gegeniiber den Dehnungen, die auBerhalb von ihr im Material 
wegen der Biegung der Platte auftreten. Allein die wahrend dieser 
Deformation aufgespeicherte Arbeit e' ist mit der Biegungsarbeit e" 
oder der Energie vergleichbar, die durch die Dberschiisse der Span
nungen ax' ay' .xy iiber ihre Mittelwerte in den auBerhalb der Mittel
flache gelegenen Elementen der Platte angehauft wird. 

Um dies zu zeigen, berechnen wir die Streckungsarbeit e'. Die 
Verschiebungen ~ und 'f} der Punkte der Mittelebene, die wir im 
folgenden benotigen, rechnen wir jetzt von der Lage aus, in der sich 

.Abb. 165. 

die Punkte im gestreckten Zustand der 
Platte mit der potentiellen Energie eo be
funden haben. (Die Verschiebungen ~ und 
'f} sind kleine GroBen zweiter Ordnung, wenn 
die von der Biegung herriihrenden ~ und r; 
solche erster Ordnung sind.) Die End
punkte P und Q einer kleinen, zur x - Achse 
parallelen Strecke dx in der Mittelebene 

verschieben sich, wenn das Element in seine Endlage im ausgebogenen 
Zustand der Platte gelangt, urn; bzw. urn ~ + d;. Da sich die Strecke 
P Q gleichzeitig urn Ex dx streckt und urn den kleinen Winkel 0 wi 0 x 
gegen ihre urspriingliche Lage neigt, wird ihre spezifische Dehnung 

gleich _ ~ (OW)2 --L i£ 
Ex - 2 ox I ox· (4) 

In entsprechender Weise folgt die spezifische Dehnung 
der Mittelflache parallel zur y-Achse 

1 (OW)2 o'f} 

EY=2~-ay + oy' 

der Elemente 

(5) 

SchlieBlich ist zu beriicksichtigen, daB sich beim Dbergange der 
Platte aus dem ebenen in den gewolbten Zustand der rechte Winkel 
zwischen den urspriinglich senkrechten Strecken dx und dy urn die 
kleine GroBe zweiter Ordnung 

= ow. ow + 0; +?!L 
'Yxy ox oy cy ox 

(6) 
andern wird. 
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Die Spannungen in der Mittelflache sollen wie friiher (57, S. 233) 
mit einem Strich bezeichnet werden. Nachdem sie sich wahrend der 
Ausbiegung nur urn GroBen hOherer Ordnung and ern, diirfen die aus 
ihnen gebiIdeten Spannungsmittelkrafte 

als von der Durchbiegung w unabhiingig angeseben werden. 
nach ist die Streckungsarbeit e' 

e' = J J [n",B", + nxyYxy + nyBy] dxdy, 

(7) 

Dem-

(8) 

wo das Integral sich auf das Gebiet der Platte bezieht. 
Werten fiir B",. By' Yxy nach (4) bis (6) ist auch 

Mit den 

e' = If [~x (~:r + n",y' ~:. ~; + n; (~;rJ dxdy 

+ ff[ nx~! + nxy (~; + ;;) + ny ~~J dxdy. 

(9) 

Diese Gleichung wird gewohnlich auf die Berechnung der Knick
belastungen von Platten angewendet, also auf FaIle, in denen die 
Spannungsmittelkrafte n"" ny, nxy einem Gleichgewichtssystem 
von ebenen Kraften angehOren. Fiir ein solches laBt sich das 
zweite Integral in der letzten Gleichung vereinfachen, wenn man es 
nach dem folgenden Schema durch partieUe Integration umformt: 

(10) 

Die Sum me der vier einfachen Integrale ist hier namlich nichts 
anderes, als die Abnahme der potentiellen Energie der parallel zur 
Mittelebene gerichteten Randkrafte des ebenen Kraftsystems, wah
rend die beiden Doppelintegrale auf der rechten Seite der letzten 
Gleichungen wegen der Gleichgewichtsbedingungen der n"" n",y' ny 

B~ B~y B~ B~y -+-=0, -+- =0 (11) 
Bx ()y ()y (Ix 
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offenbar gleich Null sind. Bezeichnen wir also die Abnahme der 
potentiellen Energie der Randkrafte nx' ny, nxy mit - e~, so ergibt 
sich fiir die Streckungsarbeit der Platte der Ausdruck 

, J.J[nx (OW)2 ow ow ny (OW)2J ' e = -~ - +n _.-+- - dxdy-e. 
2 oX ,-ry ox oy 2 oy a 

(12) 

Es eriibrigt sich, noch zu zeigen, daB diese Arbeit e' von der
selhen GroBenordnung ist, wie die Biegungsarheit der Platte g', deren 
Ausdruck wir bereits in Gl. (3) aufgesteUt haben. Setzt man die 
Durchbiegung w gleich einem Bruchteil w = Q) h der Dicke h der 
Platte und x = !la, wo a eine lineare Abmessung der Platte ist, so 
hat der Integrand in (12) die GroBenordnung Q)2' nx h2 ja2 und der 
in (3) die GroBenordnung Q)2. Nh2 ja4• Sollen beide von gleicher 
Ordnung sein, so muB nx a2 /N von der Ordnung der Einheit sein. 
Das ist, wie ein Blick auf die Knickungsformeln der Abschnitte 59, 60 
lehrt, in der Tat der Fall.--

Die Formanderungsarbeit einer gestreckten und verbogenen Platte 
ist die Summe der drei Betrage eo' e' (Gl. 12) und e" (Gl. 3): 

(13) 

68. Die Variation des Formanderungszustandes. 

Wenn die Platte aus einer ausgebogenen Anfangslage mit der 
Durchbiegung w in eine benachbarte Lage mit der Durchbiegung 
w + (jw gebracht wird, andert sich ihre Formanderungsarbeit oder 
die Energie ihrer elastischen Spannkrafte urn 

(j ei = (j e' + (j e" . (14) 

Hier hedeuten (j e' die Anderung ihrer Streckungsarheit und (j e" die 
Anderung ihrer Biegungsarbeit. Gleichzeitig werden die Angriffs
punkte der Lasten und der Randkrafte, welche die Platte tragt, sich 
ein wenig verschieben. Wir nennen die kleine Anderung der Durch
hiegung (j w eine Variation des Formanderungszustandes der Platte, 
wenn wahrend ihrer Vornahme an den auBeren Kraften und an den 
auf dem Rande wirkenden Momenten nichts geandert wird. Wahrend 
dieser Verschiehung nimmt die potentielle Energie der auBeren 
Krafte urn die Arbeit ab, welche sie selbst leisten, oder urn 

(15) 

wo mit (j 8k der in die Richtung der auBeren Kraft Pk fallende 
Verschiebungsweg ihres Angriffspunktes bezeichnet wird. 
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Wenn die Krafte, die an einem elastisch deformablen Korper 
angreifen, sich das Gleichgewicht halten, muB die Summe der pot en· 
tiellen Energie der auBeren Lasten und der inneren Spannkriifte fur 
jede kleine Verschiebung seiner Punkte ein Extremum und im 
besonderen Falle einer stabilen Gleichgewichtslage ein Minimum sein. 
Wird einer in einer Gleichgewichtslage befindlichen Platte eine kleine 
Verschiebung 0 w erteilt, so nimmt ihre innere Energie urn eine 
kleine GroBe 0 ei und auBerdem die potentielle Energie ihrer Lasten 
urn eine ebensolche GroBe oea zu. Die Bedingung dafiir, daB die 
betrachtete Lage eine Gleichgewichtslage sei, ist mithin 

(16) 

Eine der gehrauchlichsten Anwendungen dieser Gleich· 
gewichtsbedingung bezieht sich auf den Biegungsfall einer 
elastischen Platte, auf die keine Krafte in der Richtung 
ihrer Ebene wirken. Wenn die Mittelebene spannungslos ist, 
sind e' = 0 und auch a e' = O. Die potentielle Energie der elastischen 
Spannkrafte besteht dann nur aus der Biegungsarbeit e" Gl. (3). 
Der Ausdruck fur die potentielle Energie ea der auBeren Krafte ist 
von Fall zu Fall anzugeben. Wenn beispielsweise auf der Platte ein 
Druck p = f (x, y) lastet und die Randkrafte und die Randmomente 
wahrend der Variation des Formanderungszustandes keine Arbeit 
leisten, sei es weil sie verschwinden oder auch weil die Variation 
der Plattengestalt von der besonderen Art ist, daB wahrend der
selhen die Randkrafte und Momente keine Arbeit leisten konnen, 
nimmt die potentielle Energie der unveranderlich gedachten Druck
krafte p urn 

ea = - J J p wdxdy (17) 

zu. Die Gleichgewichtsbedingung (16) lautet in diesem Fall 

f.Jl (if it 'it )~) 1 o (Llwn2-(1-v) "~."~_(."W -pw/Ndxdy=O. 
ox· oy" oxdy 

(18) 

Gestiitzt auf diese Gleichung hat Gustav Kirchhoff in seiner 
schon erwahnten Abhandlung 1) nach Durchfiihrung der Variation 
die partielle Differentialgleichung der verbogenen Platte 

NLlLlw=p 

und ihre statischen Grenzbedingungen abgeleitet. 

1) CreBes Journal 1850, S. 51. Vgl. auch Kirchhoffs "Vorlesungen iiber 
math. Physik", Bd. 1. Mechanik, in denen er seinen grundlegenden Unter
suchungen iiber die Biegung diinner Platten einen Abschnitt (30. Vorlesung, 
S. 449) widmet. 

N a d a i. Elastische Platten. 18 
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69. Das Verfahren von W. Ritz. 

Auf der Tatsache, daB in einer stabilen Gleichgewichtslage die 
potentielle Energie der auBeren Lasten und der elastischen Spann
krii.fte ein Minimum sein muB, beruht ein Integrationsverfahren der 
partiellen Differentialgleichung einer verbogenen Platte 

NJJw=p, 

das der jung verstorbene Mathematiker Walter Ritzl) entwickelt 
hat. Es kniipft an die in der vorigen Nummer abgeleitete Kirch
hoffsche Gleichung (18) an. 

~!.l.n man nicht in der Lage ist, die exakte Losung der Platten
gle~ch~gzu vorgeschriebenen Grenzbedingungen anzugeben, wird 
man verSuchen, sie durch willkiirliche Funktionen anzunahern. 
J edes· Verfahren, das gestattet diese Funktion zu verbessern und die 
])J.~,!1Iifl{lt ... der Werte der Naherungsfunktion und der genauen Losung 
bellebig' "klein zu machen, muB als eine Integrationsmethode der vor
gelegten Differentialgleichung angesehen werden. Zur Verbesserung 
und auch zur Fehlerschatzung wird nach dem Vorgange von R i t z 
die Integralbedingung (18) herangezogen. Man setzt fiir die gesuchte 
Flache w eine Naherungsfunktion 

(18a) 

an. Die in ihr vorkommenden Funktionen wk (x, y) wird man zweck
maBig so wahlen, daB sie den Randbedingungen der Platte bereits 
geniigen. Andert man im Ansatz die unbestimmten Beiwerte ak unter 
Beibeha1tung der wk(x, y), so heiSt dies, daB man unter allen mog
lichen Flachen w eine Gruppe ausgewahlt hat, die man gewisser
maBen zt,I einem engeren Wettbewerb zur Variation zulii.Bt. Jedem 
System der ak entspricht mit dem Ansatz ein bestimmter Wert der 
potentiellen Energie der Platte. Unter den Flachen w wird sich von 
der wahren Gleichgewichtslage die am wenigsten unterscheiden, die 
unter ihnen den kleinsten Wert der potentieIlen Energie besitzt. 
Wenn man die Naherungsfunktion (18a) in das Integral (18) einsetzt 
und die Integration nach x und y ausfiihrt, entsteht ein quadrati scher 
Ausdruck in qen Beiwerten ak • Man bestimmt sie schlieBlich so, 
daB er ein Minimum wird, was auf ein System von n linearen 
Gleichungen fiir die n Unbekannten ak fiihrt. SoIl eine Naherungs
funktion weiter verbessert werden, so wird der Ansatz durch weitere 
Glieder zu erganzen sein ~). 

1) CreUes Journal, Bd. 135, S. 1 1908 oder Gesammelte Werke, Paris, 1911. 
2) Das Systemder Wn (x, y) muB im Sinne von Absohnitt 42 S. 171 ein 

"voUstandiges" sein. 
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In gewissen Fallen der Grenzbedingungen ergeben sich Ver
einfachungen. So liefert bei einer rings auf ihrem Rande eingespannten 
Platte, wie schon W. Ritz und A. Stodola 1) bemerkt haben, das 

Teilintegral If ( q) 
b ~2X~'~:~ -CO~;yr dxdy (19) 

keinen Beitrag zu b ei und braucht deshalb in der Forderung des 
Minimums nicht berucksichtigt zu werden. Dies ist auch der Fall 
bei einer durch ein geradliniges Polygon begrenzten Platte, auf 
deren Seiten die Grenzbedingungen w = 0, J w = ° erfullt sind 2). 

Fur eine rechteckige Platte mit eingespannten oder mit gerad
Iinig frei gestiitzten Seiten lautet die Forderung, die zur Bestimmung 
der Beiwerte ak im Ansatz dient, 

e = II l(J ;)2 - p;-J dxdy Minimum. 

Mit Hilfe des Verfahrens von Ritz sind eine Reihe von wichtlgen 
Aufgaben der Elastizitatslehre behandelt worden. Man verdanH 
besonders den Arbeiten von Karman und von Stodola seine weitere 
Ausgestaltung zu einer Losungsmethode der Probleme der technischen 
Elastizita tslehre 3). 

Ais Beispiel fur die Anwendung des Ritzschen Verfahrens sei 
im AnschluB an eine Arbeit von H. Lorenz4) die Bestimmung einer 
Naherungsfunktion fUr eine gleichmaBig belastete rechteckige Platte 
mit den Randbedingungen w = 0, J w = ° gewahlt. Eine Flache, 
die diese Bedingungen erfiiIlt, ist 

. nX . ny 
w = a SIn --- SIn -

1 a b ' 
(21 ) 

denn sie liefert auf den Seiten x = 0, x = a, y = 0, y = b eines 
Rechtecks a >< b w = LI w = 0. Betrachten wir also diese Funktion 
als eine Naherungslosung fur den vorliegenden Belastungsfall und 
berechnen mit ihrer Hilfe die potentielle Energie e Gl. (20) der ver
bogenen Platte, so liefert wegen 

If 4abalP 
pwdxdy = --~--:;:- (22) 

1) Schweiz. Bauzg., Zurich 1914, S. 251. 
2) Zum Nachweis fiihre man die Variation unter dem Integralzeichen in (18) 

durch. 
3) Stodola: Dampf- und Gasturbinen, 5. Aufl., S. 914. - Karman, Phys. Z. 

1913, S. 253. 
4) Z. V. d. L 1913, S. 543. 

18* 
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das Minimum von e (be=O) oder die Bedingung ~ = 0 den un
oal 

bekannten Beiwert: 
16 a4 b4 p 

a -
1 - ;'1;6 (a2 + b~)2 N' (23) 

Wir erhalten hier nach dem Verfahren von Ritz dieselbe 
Niiherungsfliiche 

16 a4 b4 p . n; x . n; y 
W = n;6 (a2 + b2)2 N sm --u: sm b' (24) 

flir eine durch einen Druck p = konst. belastete rechteckige Platte, 
die wir friiher (S. 114) aufgestellt haben. 

Wenn mit Hilfe der nach dem Ritzschen Verfahren ermittelten 
Niiherungsfunktionen fiir die elastische Fliiche auch die Spannungen 
del' Platte berechnet werden sollen, wird man verlangen miissen, 
daB auch die aus den Niiherungsfunktionen berechneten zweiten Ab
leitungen ihre wahren Werte mit hinreichender Genauigkeit wieder
geben. Nach einem sehr bemerkenswerten Vorschlag von R. Courant!) 
wird die Konvergenz der Ritzschen Folge von Funktionen im Hin
blick auf die hoheren Ableitungen verstarkt, wenn im Integral, dessen 
Extremum gefordert wird, Glieder mit den hOheren Ableitungen hin
zugefiigt werden, die selbst gleich N ullsind. 

Eine andere Bemerkung ist von Wichtigkeit, wenn die Aufgabe 
vorliegt, die Spannungen einer Platte zu berechnen, die Einzel
kriifte tragt. Man wird nicht erwarten konnen, daB sich del' Span
nungsverlauf in del' Niihe des Angriffspunktes einer Einzelkraft durch 
einen Ansatz mit stetigen Funktionen in wenigen GIiedern wird dar
stellen lassen. In einem sol chen FaIle empfiehlt sich, ein Glied von 
del' Form 

P Q I 
~Nr" nr 
8n 

im Ansatz einzustellen, durch das man der Singularitat im 
Spannungszustand gerecht wird. 

Das Ritzsche Verfahren und die mit ihm verwandten Verfahren 
von Lord Rayleigh und von S. Timoschenko bieten ihre Vorziige 
1. wenn es darauf ankommt, nul' die Funktion (nicht auch ihre zweiten 
Ableitungen) anzunahern und 2. in den Eigenwertproblemen der 
Mechanik, so bei del' Bestimmung del' Knickbelastungen von elasti
schen Platten oder anderen elastischen Korpern und ihrer Eigen-

1) Uber ein konvergenzerzeugendes Prinzip in der Variationsrechnung. 
G6ttinger Nachrichten 1923. 
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frequenzen. Ein vielleicht noch ziemlich grobel' Naherungsansatz fiir 
eine Losung einer linearen Differentialgleichung kann dazu dienen, 
um einen gesuchten Eigenwert (die Knickkra£t, die Periode der 
Schwingung) rasch anzunahern, wenn man nur nach Ritz, Rayleigh 
oder Timoschenko dies en letzteren mit Hil£e del' Naherungsfunktion 
aus einer Extremumsfordel'ung ermittelt. 

70. Die Knickbedingung von Timoschenko 1), 

Eine weitere wichtige Anwendung der G1. (16) bezieht sich auf 
das Knicken einer in ihrer Ebene belasteten Platte. Wir nehmen 
an, daB die Platte in ihrem unbelasteten Zustand vollkommen eben 
war und lediglich durch Krafte zur Ausbiegung veranlaBt wird, die 
in del' Richtung ihrer Mittelebene wirken. Vom ebenen Kraftsystem 
wird ferner Gleichgewicht vorausgesetzt und angenommen, daB seine 
Komponenten nx' ny, nxy bekannt sind. 

Die innere Arbeit ei einer gestl'eckten und verbogenen Platte 
besteht nach G1. (13) aus der Summe der drei Betrage: eo (An fangs wert 
del' inneren Energie bevor die Ausbiegung beginnt), e' (Streckungs-) 

und e" (Biegungsarbeit) ei = eo + e' + e". (25) 

Die potentielle Energie ihrer auBeren Krafte setzt sich aus der 
Energie ea' ihrer in die Ebene der Platte fallenden Randkrafte 
nx' ny, nxy und der Energie ea" der Randscherkrafte und Rand
momente zusammen. Die gesamte potentielle Energie der verboge
nen Platte ist mithin (26) 

SolI die betrachtete Lage eine Gleichgewichtslage sein, so muB fiir 
jede kleine, virtuelle Vel'schiebung bw del' Platte 

be = 0 (27) 

sein. Da der auf S. 169 eingefiihrte Anfangswert eo der Energie der 
noch nicht ausgebogenen Platte die Durchbiegung w nicht enthalt 
und sich im Ausdl'uck fiir e wegen (12) und (26) die GroBen - ea' 

und ea' fortheben, nimmt die Gleichgewichtsbedingung (26) die Form 

of .['1 n", (OW)2 ---i-- n . ow . ow -L ny (~w)21 dx dy . l2 ox ' x y ox oy I 2 oy J 
(28) 

ff[(AW)2 (02W iPw (02W )2)J' + N () -- - (1 - '1') -0' -0 - - dx dy + () e " = 0 
2 ox' oy' ox oy a 

1) Sur la stabilite des systemes elastiques. Annales des ponts et chaussees 
1913 oder Z. Math. Phys. Bd.58, S.337. 1910. - Ferner: "Dber die Stabilitiit 
versteifter Platten". Der Eisenbau. Miiller-Breslau-Festschrift. 12. Heft 5 
und 6. S. 147. 
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an. Von zwei mit dieser Gleichung gleichwertigen Bedingungen hat 
S. Ti moschenko in seinen beachtenswerten Arbeiten 1) iiber die 
Knickung von elastischen Platten Gebrauch zur Bestimmung ihrer 
Knickbelastungen gemacht. 

Um die Vorstellungen, die uns zur Aufstellung dieser Gleich
gewichtsbedingung fUr eine knickende Platte gefiihrt haben, anschau
Hcher hervortreten zu lassen, wollen wir sie auf einen unendlich 
langen Plattenstreifen anwenden, dessen parallele Begrenzungsgeraden . 

unter einer gleichmaBig verteilten Druck-
n .~ n belastungstehen. Wirnehmenzury-Achse -_c die Mittellinie des ParallelstreifeIis an 

Abb. 166. und bezeichnen mit 2 a seine Breite und 
mit n., = - n die Druckkraft auf seinen 

Begrenzungsgeraden x = + a. Da die Durchbiegung w nur von der 
Koordinate x abhangt, sind aIle Ableitungen von w nach y gleich 
Null. Fiihrt man in (28) die Integration nach y fiir eine Breite gleich 
der Langeneinheit aus, so lautet die Gl. (28) einfacher 

(29) 

a -a 

Ein freiaufliegender Plattenstreifen, der senkrecht zu seiner Langs
richtung durch eine Kraft n., = - n = konst. gedriickt wird, knickt 
nach 60 GI. (23) unter der niedrigsten Kraft nach einer HalbweUe 
einer gew6hnlichen Cosinuslinie 

:n;x 
w = ccos 2a (30) 

aus. Da die Momente in der Geraden x = + a verschwinden, wird 
hier keine Arbeit ea" der auSeren Krafte geleistet, es ist ea" = O. 
Um die G1. (29) anzuwenden, werde die potentielle Energie emit 
dieser Funktion w berechnet2): 

a a 

e = ~ f W"2 dx - if W'2 dx = 

-a -a 

a a 

= -- --. cos2 -dx - n sin2 -dx :n;2 c2 [N:n;2 f :n; x f:n; x J 
8 a2 4 a2 2 a 2 a 

-a -a 

1) Vgl. die Anmerkung aut'S. 277. 
2) Der nur die Rolle einer additiven Konstante spielende Anfangswert eo 

der Energie wird im folgenden iiberall fortgelassen. 
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oder (31) 

Wir wollen unter allen moglichen Variation en ~w der Gleich
gewichtslage w (01. (30)) zunachst jene ins Auge fassen, fUr welche 
auch die benachbarte Lage w + ~ w wieder eine Oleichgewichtslage 
ist. Es ist dann nX 

~w = ~c·cos --. 
2a 

(32) 

Dieser kleinen Anderung ~c des Beiwertes c entspricht eine Variation 
des Oesamtwel'tes der potentiellen Energie e in 01. (31) 

oe 
~e= oc~c 

und diese Variation muG nach 01. (29) gleich Null sem: 

l5e = ~~~ (n2 N -n) = o. 
4a 4 a2 

(33) 

(34) 

Es ist entweder c = 0, der Plattenstreifen befindet sich in seiner 
ebenen Gleichgewichtslage unter einer beliebigen Druckkraft n, oder 
der Klammerausdruck wird Null: 

n2 N n = -.----
4a2 ' 

(34 a) 

wahrend c jeden beliebigen Wert haben kann. Wir erhalten den 
Eulerschen Wert fiir die niedrigste Knickkraft, wie unter 60 Gl. (26)1). 
Die Bedingung (28), nach der die erste Variation der potentiellen 
Energie einer Platte in einer Oleichgewichtslage verschwinden muG, 

1) Der betrachtete Biegungsfall eines Plattenstreifens ist ersichtlich mit dem 
Fall der Knickung eines Bchlanken Stabes und die Gl. (34a) fiir die Druckkra.ft n 
mit der Eulerschen Knickformel identisch. Um sie in der bekannten 
Form zu erha.lten, hat man nur die Pla.ttensteifigkeit N durch das Produkt JE 
des Tragheitsmomentes mit dem Ela.stizitatsmodul des Stabes zu ersetzen. 

Wie bereits TimoBchenko bemerkt hat, ist die Bedingung (29) gleichwertig 
mit den beiden anderen: . 

e = ~ f W"2 dx - i-J w'2 dx = 0 (37) 

tworauB die Knickkraft i?= J W"2 dxlJ W'2 dx folgt) und ~ (i?) = O. A. Stodola 

hat auf einen analogen Zusammenhang bei dem Ra.yleighschen Verfahren zur 
Bestimmung der Frequenzen eines schwingenden elastischen Korpers aufmerk
sam gemacht, indem er das Verfahren von Ritz mit dem von Rayleigh am 
Beispiel der schwingendenDampfturbinenscheibe miteinanderverglich. (S.Dampf
und Gasturbinen, 5. Auf I., S. 915.) 
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bietet uns also hier eine Moglichkeit zur Berechnung einer Kraft, 
unter der die Platte ausknickt. Aus G1. (31) folgt, daBsich der Ge
samtwert der potentiellen Energie e des Plattenstreifens wahrend 
dieser besonderen Variation bw seiner verbogenen Flache iiberhaupt 
nicht andert, denn es ist wegen (34a) nach (31) auch e = 0 fiir 
aIle c. Das Gleichgewicht des Plattenstreifens ist gegeniiber diesen 
Variationen seiner verbogenen Flache indifferent. 

Der Wert der Bedingung (28) beruht darauf, daB sie ein Mittel 
zur Berechnung der Knickbelastung einer Platte bietet, wenn ihre 
wahre Gleichgewichtsgestalt nicht bekannt ist. Man wahlt eine Nahe
rungsfunktion fUr die Durchbiegung w von der Form 

W=C1Wl(X,y)+",+c"wk(x,y), (35) 

wo man die wi (x, y) so annimmt, daB sie nach Moglichkeit bereits 
den Randbedingungen geniigen, berechnet mit ihrer Hilfe den Wert 
der gesamten potentiellen Energie e der Platte nach (26) und sucht 
ihre Knickkraft und die Beiwerte ci der Naherungsfunktion aus der 

Forderung (27) oder be = 0 (36) 

zu ermitteln. 
Wenn der Ausdruck fUr die Naherungsfunktion w Gl. (35) in die 

Formel fiir die Energie e (26) eingesetzt wird, entsteht in den Fallen, 
in denen ea" gleich Null ist, eine homogene quadratische Funktion 
der Beiwerte ci . Die Forderung, daB e ein Extremum sei, hat zur 
Folge, daB fUr aIle Werte der ci ' welche der Bedingung (36) geniigen, 
dauernd die potentielle Energie e = konst. = 0 wird 1). Man erhalt 
deshalb den ersten Naherungswert der Knickkraft bereits aus der 
Forderung (37) 

durch Auflosung dieser Gleichung nach der Knickkraft, nachdem man 
die erste Naherungsfunktion w = c1 wl (x, y) in dem Ausdruck fiir e 
eingesetzt und die Integrationen ausgefUhrt hat. 

Man kann, wenn man wiII, die Gleichung (37) oder in ausge
schriebener Form 

SS I(LlW)2 (i)2w 02W ( 02W )2)J e=N 1--- (1- Y) -.-- -- dxdy+ 
L 2 ox2 oy2 oxoy 

If [nx (OW)2 ow ow ny (OW)2] + - - +n _._+- - dxdy=O 
2 oX xyox oy 2 oy 

(37 a) 

1) Man erhiilt niimlich e = A C12 + B c1 c2 +0 C2 2 + ... und die Gleichungen 
oe 0 Oil 0 I' f . d R ih h' ;-- = , ;;- = ,'" Ie erte, wenn man Sle er e e nac mIt C1 ' C2 ' .•• 

uC1 uC2 

multipliziert und dann ihre Summe bildet: 
2e=O. 
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zum Ausgangspunkt der Rechnung wahlen. Denkt man sich nam
lich die Platte durch die Krafte n:x:, ny, n:x:y in ihrer Ebene zusammen
gedriickt und hierauf in einem starren Rahmen iiberall dort befestigt, 
wo die Krafte auf dem Rand iibertragen werden, so wird wahrend 
der Ausbiegung keine Arbeit von den auBeren Kraften geleistet. 
Wenn man der Platte eine kleine virtuelle Verschiebung !5w er
teilt, nimmt ihre gesamte Formanderungsarbeit um die Summe e der 
Biegungsarbeit und der Streckungsarbeit zu. Diese beiden Ar
beitsbetrage werden durch das erste und durch das zweite Integral 
in (37a) dargestellt. Wenn die Krafte n x ' n,., n:x:y kleiner sind als ihre 
kritischen Werte n xk ' n yk ' n:x:yk an der Knickgrenze, wird die Platte 
in der ausgebogenen Lage mehr potentieUe Energie besitzen miissen 
als in ihrem ebenen Zustande, und es wird e > 0 sein miissen. Um
gekehrt wird e < 0, wenn die Kriifte n x ' ny, n:x:y groBer als ihre 
kritischen Werte sind. Die Bedingung dafiir, daB die ebene Gleich
gewichtslage der Platte noch eine sichere (stabile) Gleich
gewichtslage sei, ist also 

e>O. (38) 

Wir merken uns, daB die Stabilitatsbedingung (37a) zwar 
eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung fiir 
das Gleichgewicht einer Platte ist, die unter einer Knick
belastung steht, wahrend die Extremumsforderung (28) zur 
Bestimm ung einer G leichge wich tslage hinrei ch t. 

So laBt sich beispielsweise mit HiIfe der Niiherungsfunktion 

w = c (1 - x~) + C,2 (1 _ ~) 
1 a2 2 a4 (39) 

aus der Bedingung (29) ein Naherungswert fiir die Knickkraft n des 
Plattenstreifens berechnen. Wir setzen zur Abkiirzung 

na2 

ct=---
N 

(40) 

und bezeichnen mit Strichen die Ableitungen nach x. Die poten
tielle Energie e 

a a 

e=~fwI/2dX-i-fw'2dX (41) 
-a -a 

wird ein Extremum, wenn 

(42) 
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oder wenn die heiden Gleichungen 

C [Jw "2 dx - ~fW'2 dX]+C [fw" w" dx-~fw'w 'dX]=O . 11 N 1 212 N12 

(43) 

c1 [f wt w2" dX-NJw/ w'/ dX] +c2 [Jwt2 dx -irf W2'2 dX]=O 
erfiillt sind. Die Ausfiihrung der Integrationen liefert zwei lineare 
homogene Gleichungen fUr die Bei.werte c1 • c2 : 

C (1 _ ~) + C (2 _ 2 a) = 0 
1 3 2 5 • 

(44) 

Es muB also entweder c1 = c2 = 0 sein, oder die Determinante ver-
schwinden: 

(45) 

Sie Iiefert die quadratische Gleichung 

a2 - 45 a + 105 = 0 
mit den Wurzeln 

a = 2,469 und 42,531. ( 46) 

Die erste Wurzel ergibt fUr die Knickkraft n 

na2 

N=a= 2,469 

einen Naherungswert, der sich nur in der vierten Stelle um eme 
Einheit vom genauen Wert 

un terscheidet. 

na2 n 2 

-=-=2468 
N 4 ' 

Wir wollen noch einen zweiten Ansatz betrachten und wahlen 
fur ihn 

so daB jetzt 

nX ( X2) 
W = c1 cos - + c'J 1 - \1 ' 

2a a 

nx 
WI = cos 2a , 

(47) 

(48) 

sind. Es soIl jetzt wahrend der Variation die Konstante cI festge
halten werden und nur der Beiwert Cz sich andern. Da durch den 
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ersten Teil der Funktion w bereits die richtige Gleichgewichtslage 
dargestellt ist, beziehen sich also die Variationen auf die kleinen 
Anderungen der Cosinuskurve durch das hinzutretende Glied. Wir 
berechnen die potentieUe Energie nach G1. (37) gleich 

e = 3_ r :n;4 C 2 + 2:n; C C + 4 C 2l _ ~ r ~~ C 2 + SCI. C2 + 4 C22J. (49) 
2a3 L32 1 12 2 J 2alS 1 :n; 3 

Wenn der Plattenstreifen gerade unter seiner wahren Knickkraft 
:n;2N 

n = --- steht heben sich die Glieder mit c1 in dieser Gleichung 4 a2 , 

fort und es bleibt 

e = ~~c~ (1 _ :rr~) 
a3 12 . (50) 

Diese Gleichung zeigt uns, daB die potentielle Energie e des unter 
seiner Knickkraft stehenden Plattenstreifens in jeder zur Gleich
gewichtslage 

:n;x 
W == C cos-

1 2 a 
( 51) 

benachbarten Form nach der G1. (47) groBer ist als in dieser selbst, 
:n;2 

denn wegen 1 > 12 nimmt e zu, wenn C2 wachst. Hinsichtlich solcher 

Variationen unterscheidet sich also das Gleichge
wicht des Plattenstreifens in gar nichts von einem 
stabilen, seine potentielle Energie ist in der Gleich
gewichtslage (c2 = 0, Gl. (51)) ein Minimum. 

Wir wollen schlieBlich den Nutzen der Gleich
gewichtsbedingung (37) an einem schwierigeren Fall 
der Knickung einer re~hteckigen Platte 
zeigen und wahlen dazu eines der zahlreichen von 
Timoschenko behandelten Beispiele. Von einer 
solchen Platte sollen drei Seiten (x = 0, y = 0, y = b) 
wie in der nebenstehenden Abb. 167 angedeutet 
wurde, frei gestiitzt und die vierte (x = a) frei sein 
wahrend die Seiten y = 0 und y = bunter einer 
gleichmaBig verteilten Druckkraft ny = - n stehen. 

Diesen Grenzbedingungen geniigt ein Naherungs-
ansatz 

. :n;y 
W = CXSlll T . 

Abb.167 . 

1 
1 

(52) 

Da wir es hier mit einem eingliedrigen Ansatz zu tun haben, reicht 
die Stabilitatsbedingung in der Form (37 a) bereits zur Bestimmung der 



284 Die biegsamen Platten mit Gewolbespannungen. 

Knickkraft aus. Wir haben zu diesem Zweck die ersten und zweiten 
Ableitungen von w nach x und y zu bilden und mit ihrer Hilfe die 
Integrale in (37 a) auszurechnen. Das erste der beiden Doppel
integrale in (37 a), das die Biegungsarbeit darstellt, wird 

(53) 

und das zweite Doppelintegral oder die Streckungsarbeit: 

12 b 
Die Stabilitatsbedingung 

e=O 

verlangt, daB die Summe der vorstehenden Ausdrucke gleich N uIl 
werde, woraus der erste Naherungswert der Knickkraft 

=N(n2 +6(1-Jl)) 
n b2 a~ (55) 

folgt. 

VI. Die biegsamen Platten mit . 
Gewolbespannungen. 

71. Die Platten mit groBen Ausbiegungen. 

1m folgenden soll die Annahme kleiner Durchbiegungen im Ver
gleich zur Dicke der Platte, die wir allen bisherigen Rechnungen 
zugrunde gelegt haben, fallen gelassen werden. Wir haben hier nur 
Formanderungs- und Spannungszustande von Platten im Sinne, deren 
Tragkraft auf ihrer Biegungssteifigkeit oder doch hauptsachlich auf 
ihr beruht. Wir konnen unter diesen Zustanden zwei Gruppen un
terscheiden, je nachdem mit der Biegung der Platte eine Dehnung 
der Mittelfiache verbunden ist oder diese letztere im wesentlichen 
ungespannt bleibt. Die Spannungszustande der ersten Art entstehen 
in hinreichend dunnen Platten, die auf ihrem Rand so fest einge-
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klemmt sind, daB sich die Randpunkte in Richtung der Mittelebene 
nicht verschieben konnen. 1m Gegensatz zu diesen fest eingeklemm
ten Platten steht das Verhalten der Platten mit freien Randern bei 
groBen Durchbiegungen. 

Belastet man beispielsweise eine in drei Punkten unterstiitzte 
biegsame Platte an einer Stelle durch eine Kraft im Innern des 
Dreiecks, das die drei Auflagerpunkte bilden, so wird man an ihr 
zwei verschiedene Arten der Biegung beobachten konnen. Wenn 
die Durchbiegungen noch sehr klein sind, kriimmt sie sich nach 
einer Flache, welche von einem senkrechten Kreiszylinder, der die 
drei Stiitzpunkte enthalt, in einer wellenformigen Linie geschnitten 
wird. Diese Kurve besitzt drei Wellentaler und drei Wellenberge. 
Sowie die Last jedoch einen gewissen Wert erreicht, biegt sich die 
Platte in einer vollig verschiedenen Weise weiter, namlich nach 
einer Zylinderflache, deren Erzeugenden einer der drei Verbindungs
geraden der Stiitzpunkte parallel sind. In dieser qestalt kann die 
Platte stark durchgebogen werden, ohne daB in ihrer Mittelflache 
groBere Spannungen zu entstehen brauchen 1). Es gibt offenbar eine 
Grenzbelastung, oberhalb der die Platte nur die zweite, unterhalb 
der sie nur die erste Gleichgewichtsgestalt annimmt. Wir werden 
uns darauf beschranken, die Grundlagen fur die Theorie der Span
nungszustande der erst en Art zu geben, deren Erorterung sich an 
die bisher betrachteten Zustande bei unendlich kleinen Ausbiegungen 
anschlieBen kann. 

Wir nehmen also an, daB die Mittelflache der Platte wahrend 
ihrer Formanderung sich streck en kann, ohne daB die Stabilitat ihres 
Gleichgewichts gefahrdet wird. Wir mussen die Dehnungen und die 
Winkelanderungen der Elemente ihrer Mittelflache, die mit der Aus
biegung verbunden sind, berechnen. Nach Voraussetzung braucht die 
Ausbiegung nicht mehr ein verschwindender Bruchteil der Platten
dicke zu sein, hingegen wird weiterhin angenommen, daB sie eine 
kleine GroBe im Vergleich zu den Abmessungen der Platte ist. 

Wir bezeichnen mit ~ und 1] die kleinen Verschiebungen eines 
Punktes der Mittelflache in Richtung der Mittelebene und der Ko
ordinatenachsen x und y und mit w die Ordinaten der elastischen 
Flache oder die Durchbiegungen der Platte. Das rechtwinklige Ko
ordinatensystem x, y, z verlegen wir wie immer mit seiner x y-Ebene 
in die Mittelebene der Platte in ihrer undeformierten Anfangslage. 
N ach unserer Annahme sind die Durchbiegung w und die Dicke h 

1) Ein Stuck eines steifen Papieres (Postkarte), das man auf den Spitzen 
von drei Fingern der einen Hand in wagerechter Lage halt und durch einen 
Finger der andern belastet, zeigt die zweite Art der Biegung. 
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der Platte kleine Grol3en im Vergleich zu den Koordinaten x und y, 
Ein Element dx dy der Mittelebene befindet sich in der verbogenen 
Platte auf ihrer Mittelflache und erfahrt die Dehnungen E " E ' und x y_ 

eine Winkeliinderung r~1I 

, 0; 1 (OW)2 ,of} 1 (OW)2 
Ex = ax + 2 ox' Ey = oy + 2" 8y , 

__ 0; Of} -l-. oW oW 
~II - oy + oX I ox' oy . 

(1) 

Ihre Betrage haben wir unter Einschlul3 ihrer von der Ausbiegung her
riihrenden Anteile zweiter Ordnung bereits berechnet (S. 270, Gl. (4)-(6)). 
Die Spannungen ax' ay' 'lxy im Punkte x, y, z konnen aus zwei An
teilen bestehend betrachtet werden. Wir bezeichnen mit ax', a/, 'l~1I 
die Spannungskomponenten, die in der Mittelebene wegen der Wolbung 
der Platte hervorgerufen werden, und mit ax", ay", , .. die Biegungs
spannungen. II! einem Punkte x, y, z aul3erhalb der Mittelflache sind 
(vgl. S. 234, Gl. (6) S. 233, Gl. (7) S. 271): 

(2) 

Nach dem Hookeschen Gesetz sind die Spannungskomponenten 
~, tTy, 'l~1I in der Mittelflache gegeben durch die Formeln 

, E , I E [o~ Of} 1 (OW)2 ]I (OW)2] 
ax =1- ]l2(8x +V8y)= 1-v2 .ox +v oy +2" h +2 oy , 

, E , , E [of} 0; 1(OW)2 v (OW)2J 
aU=1_v2(Ey+V8")=1_v2 ily+v ox + 28y +2" ax ' (3) 

, [0; Of} oW ow]-
~1I=G'rzll = G oy +ox +h'8y . 

Wir konnen sie in ihre Spannungsmittelkriifte 

nx = h ax', ny = h a~', nzll = h 'l~1I (4) 

zusammenfassen. Die mit zwei Strichen bezeichneten Spannungen 
lassen sich wie friiher zu einer Querkraft, einem Biegungs- und einem 
Scherungsmoment vereinigen, deren Ausdriicke wir den Gl. (32) S. 20 
und (36) S. 21 unverandert entnehmen konnen: 

(02W 02W) 
m=-N--+v-

x ox2 oy2' 
02W 02W 

II oy2 OX 
oxoy 

mxy= -(1-v)N 02W; 

(5) 
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Querkrafte 
\

PX = - N ~:x~' 
oLlw 

P = -N---. 
y oy 
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(6) 

Die Gleichgewichtsbedingungen der Krafte nx ' ny, nxy (oder der 
Spannungen o~, o~, r~x) sind dieselben, wie wenn diese Krafte an einer 
ebenen Platte angreifen wiirden, namlich 

oo~ + or~1I. = ° oo~ + or~y = 0, (7) 
ox oy , oy ox 

weil nach Voraussetzung die Durchbiegung w gegen x und y eine 
kleine GroBe ist. 

Die Spannungen a~, o~, r~ x in der Mittelflache der Platte konnen des
halb wie friiher aus einer Spannungsfunktion F nach den Formeln 

, 02 F ,02 F , 02 F 
Ox = oy2' 0y =ax2' Txy= - oxoy (8) 

berechnet werden, doch geniigt diese Funktion jetzt nicht· mehr der 
linearen Differentialgleichung LI LI F = 0, wie im FaIle unendlich 
kleiner Ausbiegungen, sondern einer anderen Gleichung. Wir werden 
sie erhalten, wenn wir aus der Gl. (1) die Verschiebungen;, 'Yj elimi
nieren. Dies ergibt: 

02e' 02e' 02 y' 1 02 (Ow)2 02 (ow ow) 1 02 (OW)2 
oy} + ox: - oxa~: = 2 oy2 ax - oxoy a~' oy +"2 ox2 oy = 

(9) 

Driickt man in der letzten Gleichung e~, e~, y~y durch die Spannun
gen a~, a~, 'l'~y aus, so entsteht die Differentialgleichung 

LlLIF=E{( (PW )2_a2w.a2 w\ (10) 
ax oy ax2 ay2)' 

Zu ihr tritt als zweite Bedingung, welche die Funktionen Fund w 
verbindet, die Gleichgewichtsgleichung der zur Platte senkrechten 

Krafte a a ~O ~2 a2 w Px Py o-w 0 w ) 
-ax + -oy- + n;rax2- + 2 nxy axay + n ll ay2 + P = ° (11 

hinzu. Sie ergibt mit den Ausdriicken (6) und (8) fiir Px ' Py' nx ' ny, nxy 

die zweite partielle Differentialgleichung 

(a 2 F 02 W a2 F a2 w a2 F a2 F) 
N LlLIw = P - h{-· ---- - 2 --. - + --.--> (12) 

toy2 ax2 oxay axay ox2 ay2)' 

der die Funktionen Fund w zu geniigen haben. 
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An die beiden Gl. (10) und (12) 1), die die Grundlage der 
Theorie der Platten mit groBer Ausbiegung bilden, kniipft sich die 
wichtige Bemerkung, daB ihre linken Seiten linear sind. Wie wir 
am Beispiel der kreisf6rmigen Platte mit groBen Durchbiegungen 
nunmehr zeigen wollen, gestattet dieser Zustand eine angenaherte 
Integration des simultanen Systems. 

72. Die kreisfOrmige Platte mit GewOlbespannungen. 

Wenn die elastische Flache eine Umdrehungsflache ist, wird die 
Verzerrung ihrer Mittelflache durch die radiale Verschiebung e eines 
Punktes und die N eigung cp der Tangente ihres Meridianschnittes 
gegeben. Ihre Mittelflache erfahrt die radialen und tangentialen 
Dehnungen in der Richtung des Halbmessers r und senkrecht zu ihm 

, de cp2 
f =~-+-
r dr 2' 

(13) 

Die radiale und tangentiale Spannung in der Mittelflache sind somit 

, E [' 'J E [d e cp2 1 el a =--- f +Yf =-- -+-,Y- , 
r 1 _ y2 r t 1 - y2 dr 2 r 

, E [' 'J E 'l de cp2. e] a =--- f +ve = ----;- Y-+l'-+- . 
t 1 _ '1'2 t r 1 _ '1'2 dr 2 r 

(14) 

Bei der Angabe der iibrigen Gleichungen k6nnen wir uns kurz fassen. 
Wir k6nnen die Ausdriicke fiir die Biegungsmomente mr , mt und die 
drei Gleichgewichtsbedingungell aus Abschnitt 62 in ungeanderter Form 

(dcp. cp) (dcp cp) m=-N-+y-, m=-Ny-+-, 
r dr r t dr r (15) 

d (r a:J , --- - -+- a = 0 dr ,t , (1&) 

rp +hra'cp+~+fprdr=O, 
r r 2 n (17) 

d 
dr (rmr) - mt - Prr = O. (18) 

hier iibernehmen. Die Bedeutung der Bezeichnungen ist die friihere. 
Die erste der drei Gleichgewichtsbedingungen liefert mit den Werten 
von a,.', at' aus (14) die eine Differentialgleichung 

:;: + ~ ~~ _ ~ = _ cp ~~ _ 1 i-j) . :2 (19) 

1) Diese beiden Differentialgleichungen hat Th. v. Karman (Enzyklopadie 
d. math. Wiss. Bd. 4, Heft 27, S. 350) zuerst angegeben. 
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der Funktionen e und cp und die beiden andern (Gl. (17), (18)) 
zweite Differentialgleichung 

~~~ + ~ dcp _ ~ = 12~ (de + l' ~ + cp2) + _~_ + 
dr2 r dr r2 h2 dr r 2 2 nr N 

1 1 J + F(-;: prdr, 

der e und cp zu geniigen haben. 
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die 

(20) 

Dber die Druckverteilung p = Po f(r) soIl vorerst keine nahere 
Annahme gemacht werden. U m aber einen einfacheren Belastungs
fall im Auge zu behalten, beschranken wir uns auf den Fall, daB 
auf die Platte keine Einzelkraft wirkt und setzen P = O. 

Das Rechnen mit den GroBen verschiedener Dimension wiirde 
sich hier unbequem gestalten, wir fiihren deshalb die foIgenden neuen 
Veranderlichen ein: 

r 
U=-, 

a 
(21) 

Hier kann a eine beliebige Lange sein. Wir wahlen fur sie den 
Halbmesser des Kreises, mit dem die Platte begrenzt sei. Statt des 
Halbmessers r haben wir die neue unabhangige Veranderliche U = ria 
eingefiihrt (0 < U < 1). Die neuen abhangigen Veranderlichen ~ und 
T sind der N eigung der Tangente des Meridianschnittes cp bzw. der 
Radialverschiebung e proportional. SchIieBIich ersetzen wir die Be
lastungsfunktion p = Po f(u) durch 
eine GroBe p* gsft!.nkf/o/J 

p a4 

p* = 24 Y3 (1 - 1'2) ;h4 . f(u) (22) 

~(i .0 .. 

6e\~~ ~ ;..-
N 

und die spezifischen Spannungen a 

durch GraBen 8 a
2 

a ~~ ::;: 
8 = 12 (1 - 1'2) h2' Jj)' (23) 

Abb.168. 

Wir haben vier GraBen 8,.', 8:, 8/', 8/" entsprechend den VIer 
Spannungen 0r', 0;, 0,", 0t zu unterscheiden. Hier sind ar", at" die 
Biegungsspannungen in der Randschicht z = hl2 der Platte, die sich 
aus den Biegungsmomenten mr , mt in der ublichen Weise 

(24) 

bestimmen. ar', a/ sind die Spannungen in der Mittelflache. Die 
N a d a i. Elastische Platten. 19 
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neuen Veranderlichen u, CP, 'I', die von ihnen abhangigen Gri;iBen 8, 

sowie die neue Belastungsfunktion p* sind samtlich dimensionslose 
GroBen. Die mit ihrer Hilfe gebildeten Differentialgleichungen 

~ (~ ~ (u lJI)) = _ cP d cp _ ~ - v . cp~ , (25) 
du 'U du du 2 u 

~ (~~ (u CP)) = cp. 8' + ~fp*udu 
du u du r u 

(26) 

enthalten auBer der Poissonschen Zahl v keine Material- und nur 
numerische Konstanten. An die Stelle der vier Gleichungen fiir die 
Spannungen treten hier die vier Differentialausdriicke 

, ITff + cp2, 'I' 
8 = r -+v-

r 2 U 

cp.J lJf 
8'=v'I"+v-+-

t 2 u 

(27) 

" ·1- (di.f cp ) Sr = - 3 'P +vu 

S/, = - f3 (v cp' + :) 
(28) 

Hat man cP und !l' aus den Gl. (25), (26) bestimmt, so Iiefern die letzten 
vier Gleichungen den Veriauf der Spannungsverteilung. Will man 
von den GroBen 8 zu den Werten der spezifischen Spannungen iiber
gehen, so hat man nach (23) nur 

Eh2 
0= 12(1- v2 fa 2 ' s (29) 

auszurechnen. Hier bedeuten, um es zu wiederholen, E die Elasti
zitatsziffer, v die Poissonsche Zahl, h die Dicke, a den Halbmesser der 
Platte: or', 0/ sind die spezitischen Spannungen in der Mittelflache 
und or", at" die Spannungen, die in der auBersten Rands,chicht z = h!2 
der Platte zu or', 0/ hinzuzufiigen sind. 

Die Durchbiegung der Platte wist durch das Integral 

w = - h -f cP du + konst. (30) 
213 

gegeben. 
Die Integration des simuitanen Systems 1) nichtlinearer Differential

gleichungen wird erieichtert durch den Umstand, daB fUr unendlich 

1) Mit einer angenaherten Integration beschaftigte sich auf anderem Wege 
auch K. Fed e rho fer: "Dber die Berechnung der diinnen Kreisplatte mit groBer 
Ausbiegung." Eisenbau, 9. Jahrg., S. 152. 1918. 
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kleine Durchbiegungen (unendlich kleine (jJ) seine Losung bekannt 
ist. Wenn beispielsweise der Druck p* = konst. ist, ist sie gegeben 

durch p* u3 c2 
(jJ=-1i3'+c1 u+ U ' (31) 

Die Differentialgleichung (25) ist in lJf linear und integrabel, wenn 
ihre rechte Seite, die von (jJ allein abhangt, bekannt ist. Man wird des
halb versuchen, eine erste Naherungsfunktion fur lJf so zu bestimmen, 
daB man die erste Gleichung mit Benutzung eines ersten Naherungs
ausdruckes fUr (jJ integrieren kann. Die zweite Gleichung gestattet 
sodann, nachdem man in ihrer rechten Seite lJf und (jJ durch ihre 
ersten Nii.herungsfunktionen ersetzt hat, fUr (jJ eine zweite Nii.herungs
funktion zu berechnen. Durch Wiederholung dieser Rechnung mussen 
sich die ersten Naherungsfunktionen weiter verbessern lassen, voraus
gesetzt, daB dieses Verfahren konvergiert. 

In einer Platte ohne Anbohrung ist c2 = 0; beginnt man mit 
del' ersten Naherungsfunktion 

(32) 

so werden die rechten Seiten nur ganze Potenzen von u enthalten 
und man erkennt, daB sich die Integrale von (25), (26) durch Potenz
reihen darstellen lassen mussen. 

Wir werden diese Reihen nicht aufstellen, weil sich zeigt, daB 
man die Losung fUr die eingespannte Platte mitteIs eines Ausdruckes 

(jJ = c(u - un) (33) 

und die fur die freiaufliegende Platte mittels der Funktion 

(34) 

in einem beschl'ankten Bereich del' Durchbiegungen bereits mit be
friedigender Genauigkeit annahern kann. Diese Ansatze sind so ge
wahlt worden, daB sie die Grenzbedingungen fUr die Funktion (jJ 

auf dem Randkreis r = a, u = 1 erfiillen. Die Konstante c und der 
Exponent n sind jetzt so zu bestimmen, daB die Ansatze die Losung (jJ 

der beiden Gleichungen unter den angenommenen Grenzbedingungen 
moglichst gut annahern. 

73. Die eingespannte kreisformige Platte mit groHer Ausbiegung. 
Man kann leicht Losungspaare (jJ und lJf angeben, welche den 

beiden Diffel'entialgleichungen und vorgeschriebenen Grenzbedingungen 
geniigen, wenn man die Belastungsfunktion p* als eine Unbekannte 

19* 
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und zu bestimmende Funktion der unabhangigen Veranderlichen u 
betrachtet. Zu einer angenommenen Funktion 1), beispielsweise zum 
eben erwahnten Ansatz 

(35 ) 

laBt sich aus der ersten der beiden Differentialgleichungen 

d (1 d ) d 1) 1)2 - --(u'1') = -1)- - (1- Y)-
du u du du u 

(36) 

nach ihrer Integration eine Funktion '1' 

angeben, die ihr geniigt. Fiir eine Platte ohne Bohrung ist c2 = 0 
zu setzen, weil sonst die mit der Radialverschiebung verhaltnisgleiche 
GroBe '1' im Mittelpunkt des Kreises unendlich groB werden wiirde. 
Der zweite Integrations£estwert bestimmt sick aus der Randbedingung 
fiir die Funktion '1' auf dem Kreise r = a, u = 1. Fiir eine ein
gespannte Platte, deren Rand auch in radialer Richtung festgehalten 
ist, muB auf dem Rande die Radialverschiebung verschwinden und fiir 

u=l, 11'=0 

sein. Dies ergibt fiir den zweiten Festwert 

c2 [3 - Y 8 (n + 2 - Y) 2 n + 1 - YJ 
c1 = 8 -2 - - (n + 3)( n + 1) + (n + 1) n . 

(38) 

(39) 

Mit '1' und 1) folgen aus den Differentialausdriicken (27), (28) die vier 
GroBen, die den Spannungszustand bestimmen: 

s/'= - r3c[1 +y-(n+y)un- 1 ] 

s/,= - l3c[1 + Y - (ny + 1)un - 1 ]. 

Die zweite Differentialgleichung (Gl. (26)) 

It 

(40) 

(41) 

~Jp*UdU=~(~~(U1»))--1)s'=F(U) (42) u du u du r 

o 

gestattet eine Belastungsfunktion p* anzugeben, fiir welche die ge-
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wiihlte Funktion ~ und die eben ermittelte IfF eine Lasung sind. Das 
ist die Druckverteilungsfunktion 

p* =~!£ (u F(u)). 
u du 

(43) 

Fur sie sind ~ und IfF strenge Losungen des in Frage stehenden 
Plattenproblems. Nachdem uber den Beiwert c und den Exponenten n 
im Ansatz fur ~ noch nicht verfugt worden ist, konnen der Ver
teilung p*, in welche sie auch eingehen, zwei Bedingungen auferlegt 
werden. Nimmt man sie umgekehrt willkiirlich an, so lassen sich 
die Abweichungen der errechne
ten Werte der Verteilungsfunk- t 
tion p* von ihren vorgeschrie- ~ 
benen angeben und zu einer 1000 

Fehlerabschatzung heranziehen, 
wenn man sie als die Ordinaten 
einer Naherungsfunktion der vor
geschriebenen Belastungsfiache 

800 

betrachtet. 800 

In der Abb. 169 sind mit 
der Poissonschen Zahl 'V = 1 f 4 400 

zum Exponenten n = 5 drei 
Belastungskurven in Abhangig-
keit vom Halbmesserverhaltnis 200 

11, = r fa angegeben worden. Die 

o 

p* 

~ f:Z 
'p*-736 c=-1.5; 

" ------ --

c.;:!!!-~ ~ 
~ I----"' 

ZL-=£ -0,2 44< 0,8 0,8 1 
mit einem Wert c = -15,4 ge
zeichnete mittlere, starker aus
gezogene Kurve schmiegt sich 
ihrer mittleren Ordinate unter 

Abb. 169. Belastungsfunktion p* fiir die 
eingespannte Kreisplatte fiir verschie-

den drei Belastungskurven (die 
dene Beiwerte c. (n = 5) 

beiden anderen sind fiir c = - 14 und c = - 17 gezeichnet) am 
besten an. Mit 'V = 1/4 und n = 5 erhalt man 

73 c2 

c1 = 960- = 0,0760 c2 

c2 
8 I = ~ (73 - 15 u2 + 511,6 _ u10) 

r 256 

und die Belastungsfunktion 

* 2 c3 [73 15 2 73 4 6 9 1 U 14J 
P =-96cu +8- 48-S u -16 u -t-5u -4 u o+T 

Diese Funktion wird von ihrer mittleren Ordinate 
1 

p* = J p* du = - 32 c - 0,0658 c3 

o 

( 44) 

(45) 

(46) 

( 47) 
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sich moglichst wenig unterscheiden, wenn die Quadratsumme 
1 

J (p* -:- p*)2 du 
o 

als Funktion von e am kleinsten ist. Wir haben uns dam it be
gniigt, die Summe der Quadrate der Abweichung p* - p* nur in 
den sechs Punkten u = 0, ~,~,~,~, 1 des Intervalles 0 < u < 1 
zu einem Minimum zu machen. Diese Forderung ergibt entweder 
e = 0 oder eine Gleichung A e4 + Bell + C = O. Den Wurzeln dieser 
quadratischen Gleichung fiir ell entspricht ein relatives Maximum und 
ein relatives Minimum der Quadratsumme, das Minimum gehort 
zum Wert 

e = - 15,4. 

Der mit diesem Werte von e genommenen Funktion 

t[J = e(u - u5) (48) 

entspricht unter den mit diesem Ansatz (mit n = 5!) erreichbaren 
Belastungsfunktionen die Verteilung, welche die Belastung 
p* = konst. einer durch einen gleichformigen Druck ver
bogenen Platte am besten annahert. Die mittlere Ordinate 
dieser giinstigsten Funktion ergab sich gleich 

p* = 736, 

welcher Zahl nach Gleichung (22) 

Po a4 

Eh! = 18,9 

entspricht. Die elastische Flache der Platte ist nach (30) 

oder wegen der Grenzbedingung u = 1, w = 0 

(49) 

(50) 

(51) 

Co = - he /6 Y3, (52) 
he 

W = - ----=- (2 - 3 u + u6) = 0,75 h(2 - 3 u + u6). (53) 
1213 

Der Biegungspfeil der Platte ist 

he 
Wo = - ------=- = 1,49 h, 

6f3 
(54) 

anderthalbmal so groB wie die Dicke h. 

Auf dem beschriebenen Wege wurde eine Naherungsfunktion fUr 
die elastische FIache einer durch einen gleichformigen Druck be-
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lasteten, eingespannten, kreisformigen Platte ermittelt, deren Biegungs
pfeil das Anderthalbfache der Dicke betragt. DaB diese Naherungs
funktion den praktischen Anforderungen genugt, zeigt der nahe An
schluB ihrer Belastungsfunktion fur c = - 15,4 in Abb. 169 an die 
der gleichformig belasteten Platte. Zur Flache (53) gehOren die fol
genden vier Verteilungsfunktionen der Spannungen: 

8 ' = ~- (73 _ 15 u2 + 5 u6 _ u10 ) 
r 256 3 

8' = ~- (73 _ 45 u2 + 35 u6 - 11 u10) 
t 256 3 ' 

(55) 

8/, = y! ~(5 - 9u4 ) 

(56) 

deren Verlauf die Abb. 170 zeigt. *r---.----.----r---~--~ 

6/1,2 
8:,8/ sind den Gewolbespannun- Eh2r"'::"'-T~~~ 

gen ar', 0/ und 8/" 8e" den Bie- t 2 
gungsspannungen a:', at" pro
portional(vgl. Gl.(23)). Die Platte 
wird am starksten auf ihrem 
Rande verbogen, die Biegungs
spannungen a:' im Einspannungs
kreis sind fiir die groBte In- -21---+--+---+--\1---\1 
anspruchnahme maBgebend. 

Wir haben die Rechnung noch 
-*r---~---+----~--~~~ fur zwei andere Exponenten n 

(fiir n = 4 und n = 7) durch
gefuhrt (fUr n = 3 erhielte man -61----+--+---+--+--4----1 
die Formeln fur (/> bei unend
lich kleinen Ausbiegungen) und 
ihr Ergebnis in der Zahlentafel 7 -81---t-----I1----+---+--\-I 
zusammengestellt. Die Abb. 
171 und 172 geben eine Vor
stellung der Abweichung der Be
lastungsfiachen, die zu den ent
sprechenden Naherungsfunktio
nen gehoren, von der des Druckes 
Po = konst. Die Abb. 173 und 

u=i --120 0,2 WI 0,6 0,8 1 

Abb. 170. Die Spannungsverteilung 
in einer gleichmaBig belasteten einge
spannten Kreisplatte beirn WOlbungs-

pfeil f = 1,4~ h. 

174 zeigen den Verlauf des auf der Platte lastenden Druckes und 
der spezifischen Spannungen ar', a!, a/" at in der Mitte (u = 0) und 
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100~--~--~~--4----4--~ 

o 0,8 1 

Abb.171. Belastungsfunktion fiir eine 
eingespannte Kreisplatte. (n = 4) 

Ea" 
Eh" / 

/ 
II 

30 
/ 

V 
/ Theorie 

f!irdieli~~ 

/-~ -----
8ieg(t 'gsp(ell .f/1v ... 

20 

10 

o q5 1 ~5 2 
Abb.173. Die Abhangigkeit des Druckes 
p mit dem graBten Wolbungspfeil f fiir 
eine eingespannte Kreisplatte bei groBen 

Ausbiegungen. 

2050 
2000 

1600 

1200 

800 

1f.00 

p* 

+-
I ~ 

~¢: 
~ _. 

- £:,,.,7.9 

~ ':.;>.,p / 

"~ ~ 
/ (\ 

V 

lI-=£ --o 0,2 qlf. q6 q8 1 

Abb. 172. Belastungsfunktion fiir eine 
eingespannte Kreisplatte. (n = 7) 

-2~--4----+----r---~~~ 

BieglJl7gsp(ei/ ~ 
o 45 1 ~5 2 

Abb.174. Die Gewolbespannungen a' und 
die Biegungsspannungen a" im Mittel
punkt u. auf dem Rand einer gleichmaBig 

belasteten eingespannten Kreisplatte. 
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im eingeklemmten Rand (u = 1) mit zunehmendem Biegungspfeil; die 
schragen Geraden entsprechen der Theorie fiir die unendlich kleinen 
Durchbiegungen. Man erkennt, daB die Kurven mit der zunehmenden 
W6lbung der Platte ziemlich schnell die Geraden verlassen. 

Zahlentafel 7. 

Eingespannte kreisf5rmige Platte groBer Ausbiegung. 

p Druck, a Halbmesser, h Dicke, f W51bungspfeil, E Elastizitatsmodul, 
a' die Gew51bespannungen, a" die BiegungsBpannungen. 

Ansatz rp = c (u- un). Exponent n = 4 5 7 

---------------------------------

Biegungspfeil in der Mitte f 

---------- -_ .. _--

h = 1,04 '1 1,49 2,28 
----------- ---------

Belastung 9,19 18,9 52,6 

----------------------------- -----

I 

fiiru=O 
1,00 2,02 4,68 

I 

Spannung i. d. Mittelflache 

In der Mitte 1------ --------------1-------

a;' a2 

Auf 
dem 

Rand 

I Zusatzl~~he Biegungsspannung 
Eh2 

2,32 
I fur u = 0, z = hj2 

-----------1----

II 

Spannung i. d. Mittelflache 
fiir u = 1 

Zusatzliche Biegungspannung 
fiir u = 1, z = hj2 

a; (1,2 
Eh2 

" 2 or a 
Eh2 

0,52 

- 5,55 

2,97 4,04 

----
1,11 

1 2,77 

----

- 9,51 -19,4 

Der Zusammenhang des Biegungspfeiles f in der Mitte der Platte 
mit dem Druck p kann etwa bis zur zweieinhalbfachen Dicke 
f = 2,5 h in erster Naherung durch die Funktion 

pa4 f (f)3 
Eh4 =5,691"+3,32 h (57) 

wiedergegeben werden. Die Platte wird von den unendlich kleinen 
Durchbiegungen angefangen immer auf dem Rande am starksten 
beansprucht, mit ihrer zunehmenden W6lbung konzentriert sich die 
Biegung mehr und mehr in einem Randring, wahrend die Mittel
flache allmahlich Zugspannungen bekommt. Der Anstieg der Biegungs
spannung gegen den eingeklemmten Rand wird um so scharfer, je 
mehr sich die Platte durchbiegt. 
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74. Die freiaufiiegende kreisformige Platte 
mit Gewolbespannungen. 

In ahnlicher Weise wie die eingespannte Platte laBt sich die frei
aufliegende durch den Ansatz 

n. ( 1+1' n) '¥=c u- n+'V u (58) 

in erster Naherung erledigen. Man erhalt 

'IjJ =c1 u-

_ c2 {3-'V u3 _ 8 (n + 2 - 1')(1 + 'V) .un+2 + (2n+ 1-1') .(~+V)~u2n+l}. (59) 
8 2 (n+ 3)(n+ 1)(n+'V) (n + 1)n n+'V 

Die un~ehinderte Beweglichkeit eines £reien Randes wird man hier 
durch die Grenzbedingung zum Ausdruck bringen, daB auf dem Rand 
die Radialspannung a: bzw. die GroBe 8: zu verschwinden habe. 
Man erhalt 

(1-'V)C2 {1 8(1+v) 1 (1+'V)2} 
c1 =- 8- 2- -(n+3)(n+1)(n+'V)+(n+l)n' n+v 

und 

Die Belastungsfunktion wird gleich 

1+v Q 1 d 
p* = - -- (n" - 1) (n - 1) C un - 3 - - - (u tP 8 '). (62) 

n +v u du r 

Die Rechnung wurde fiir den Exponent n = 5 
Zahl 'V = 1/4 mit dem Ansatz 

und eine Poissonsche 

n. ( 5_\ 
'¥ = C U - 21 Un) 

und der elastischen Flache 

W = - ~(58 - 63u2 + 5u6) 

25613 

durchgefiihrt, wobei sich 

1223 c2 
Q 

c1 = 64. 44i = 0,0433 C", 

= c2 {1223 -llu3 + 15 u' _ 215 ull } 

'IjJ 64 441 7. 1323 ' 

(63) 

(64) 

(65) 

(66) 

(60) 
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die giinstigste Naherung fiir c = - 10,9, ferner als Mittelwert von 
4 

p* = 128 mit einer Belastung ~~4 = 3,27 und mit einem Biegungs-

pfeil ~ = 1,45 ergaben. Drei Kurven fiir die Belastungsfunktion p*, 

darunter die fiir den Beiwert c = - 10,9 erhaltene "giingstigste" Ver
teilung, zeigt die Abb. 175. 

SchlieBlich haben wir die Rechnung statt mit dem eingliedrigen 
Ansatz, fiir kleinere Durchbiegungen als die eben ermittelte mit einem 
zweigliedrigen 

zu verbessern versucht. Er ent
halt auBer enoch einen weite
ren Beiwert a, und wenn a = ° 
genommen wird, die Lasung der 
freiaufliegenden Platte fiir die 
unendlich kleinen Durchbiegun
gen. Der Bei wert a in Gl. (67) 
wurde fest angenommen und der 
Beiwert c aus der Minimums
forderung wie friiher ermittelt. 
Es zeigte sich, daB man mit 
a = 0, also mit der Funktion 

cp = c(u - :/gUa) (68) 

der Platte fiir die unendlich 
klein en Durchbiegungen die La-

160 

120 

80 

1p* 
-........ 
~ 

p-:!~g~ 
c"'-?tl 
-~ 

c=--?-

(67) 

~ ~ 
9 b-~~ ~ 

......... .::. pL/ 

f...--~ 

U----sung in einem gewissen Gebiet 0 q2 q4 Wi 0,0 1 

der endlichen Durchbiegungen Abb.175. Belastungsfunktionen fiir eine 
bereits befriedigend beherrscht, freiaufliegende Kreisplatte. (n = 5) 

wenn man c aus der erwahnten 
Minimumsforderung bestimmt. Einige der so bestimmten Punkte sind 
in den Kurven der Abb. 177 durch die schwarzen Kreise dargestellt. 
Die giinstigsten Belastungskurven, welche zwei Ansatzen nach Gl. (67) 
mit a = 1 und mit a = 2 entsprechen, sind in der Abb. 176 ein
getragen. Den Verlauf der Belastung (aufgetragen ist wie immer die 

4 

dimensionslose Kombination ~ ~4' wo p den Druck, a den Halbmesser, 

h die Dicke, Eden Elastizitatsmodul der Platte bedeuten) und die 
graBte Gesamtspannung 0max = or' + or" (aufgetragen ist die dimensions-
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o 

°max a-) 1 h h' lose GroBe -Eh2 . , we c e ler 

- wenigstens unter den betrach
teten Durchbiegungen - auf der 
konvexen Seite der ausgebogenen 
Platte im Kreismittelpunkt u = ° 
auf tritt, in Abhangigkeit von der 
groBten Durchbiegung, entnimmt 
man aus Abb.177; den Verlauf 
einer Spannungsverteilung unter 
dem Biegungspfeil f = 1,0 h und 
1,45 h der Abb. 178. Wie aus die
ser Abbildung zu ersehen ist, ent
stehen in einer freiaufliegenden 
Kreisplatte in der Mittelflache 
Druckspannungen in tangentialer 
Richtung langs des Randes, auf 
die bereits H. Henckyl) hinge
wiesen hat. 

75. Versuche mit kreisformigen 
Stahlblechplatten. 

DieFrage, bis zu welchem Grade 
die der Rechnung zugrunde ge
legten Grenzbedingungen freiauf
lie gender und eingespannter Plat
tenrander in den praktischen Kon
struktionen als erfiillt betrachtet 
werden konnen, ist noch nicht 
hinreichend geklart. Dber einige 
Versuche, die nach dieser Rich
tung hin vom Verfasser mit diinnen 
unbearbeiteten Stahlblechplatten 
gemacht worden sind, solI hier kurz 
berichtet werden 2). 

1) Z. ang. Math. Mech. Bd.1, S.89. 
1920. 

2) V gl. des Verfassers Vortrag auf 
der Naturforscherversammlung 1922 in 
Leipzig; Z. ang. Math. Mech. Bd. 2, 
S. 381, 1922. 

biJ 
~ 
::I 
bI) 
CD 

..0 
rll 
::I 

< 
~ 
CD 

c:; 
0 
~ 
bI) 

CD .., 
00 

.., 
GIl 

]~ 
GIl It> .., 
~ bI) 
CD .~ 

:;:1 S 
GIl .... 

N :0 ... 
'" . ~ 
CD 
~ 

~ 

CD 
'0 
~ 
CD 
bI) 
<ll -... 
::I 
GIl 

CD 
.... 

"'" 

10 

II 
:;:: 

c<I 

II 
<:l 

<:0, ,.... 
II 
<:l -II 
<:l 

0 

II 
<:l 

10 t-
"<1<, C'J .... r;r.:,' 

00 10 .... r;r.:, .... c<lft 

...,. .... 

.... ft c<I .... c<lft 

0 "<I< 
0 00 .... ' .... ' 

C'J t-.... C'J .... C'Jft 

c<I "<I< 
00 r;r.:, 
0' .... ' 

0 0 
t- ..... 
0' .... 

00 00 
lO 00 
0' 0' 

t- oo 
"<I< <:0_ 
oft 0 

--

10 '" r;r.:, ...,. 
0" 0' 

r;r.:, c<I 
c<I r;r.:, 
oft 0" 

-- - --~---

c<I co .... ...... 
0' 0 

II II 
"-I..::!" I" ~ ..::! 

.25 ",,1"'1 .., 
:s 
.... 
'" '0 

.S -';j) -... bI) 
en = QlJ 

~ ::I .., 
'" '" bI) GIl 
CD al 
~ P=I 

t-...,. <:0 0 <:0 
<:0- r;r.:,' <0 c<I' 

c<I r;r.:, 

00 ...,. .... >r.> .... 
...,.' <0 ...,.' c<I' 

c<I c<I 

0 .... 10 <:0 ...... 
"<1<' 0' co- c<I' .... c<I 

"<I< 
r;r.:, "<I< t- oo 
c0- t-' oft .... ' .... c<I 

r;r.:, 10 00 r;r.:, 
10 <:0 .... r;r.:, 
"<1<' .... ' <:0' C'J' 

C'J c<I 
-~-

c<I <:0 00 10 
c<I .... r;r.:, ~ 
c<I' 10' ,,: .... ..... ..... 
r;r.:, '" c<I 0 
<:0 '" <:0 r;r.:,ft 
..... ft c<I' "<1<" ..... ..... ..... 
r;r.:, r;r.:, <:0 <:0 ..... 00 "', 0, .... <0 ..... ..... ..... ..... 

r;r.:, ...,. t- "<I< 
t- t- ...,. 00 
0' 00 a> <0 

.... 0 ..... .... ...,. 10 '" <:0 
0' <:0' <:0" 0' 

00 t- 10 ...... 
...... r;r.:, 10 ...,. 
0" "<1<' "<I<ft oft 

10 t- c<I 0 
0 ...... c<I c<I 
0 c<I' c<I' 0' 

II 
II II II £"' 

~ .. ::: ::: .. .. .. '>.l 
'>.l 

'>.l '" + + ~ .. 
~ .. ~ 
'" ~ l~ ..::! ~ 

"<I<,~ 
, 

..::!lc<I II 0 
~ I II Ii 
~I" '" '" M..::! 

JI"'1 

-, , , 
0 0 0 0 

II II II II 

'" '" '" '" 
'--.------' 

.mrw Jap u! 
2luuuu'lld s 



302 Die biegsamen Platten mit Gewolbespannungen. 

Die kreisfOrmigen Platten entstammten einer Stahlblechtafel von 
4 Millimeter Starke. Sie wurden einem hydraulischen Druck aus
gesetzt. Die Durchbiegung der Platten wurde mit Hilfe des bei den 
Biegungsversuchen mit den Glasplatten benutzten Gerates im Kreis
mittelpunkt gemessen. 

Die Versuchsanordnung zeigt die Abb. 179. Sie bestand aus einer 
massiven StahlguBscheibe a und einem schmiedeeisernen Ring b; im 
Raum c konnte ein Fliissigkeitsdruck erzeugt werden, unter dem 
die Platte d sich ausbog. In ihr konnten sowohl eingespannte, als 

Abb.179. 
Versuchsanordnung fUr Biegungs. 
versuche mit Stahlblechplatten. 

Abb.180. Abb. 181. 
a StahlguBscheibe. b schmiedeeiserner 

Ring. 
e Druckraum. d der Versuchskorper. 

freiaufliegende kreisformige Platten belastet werden. Die Einzel· 
heiten der Randbefestigung sind aus der Abb. 180 fUr den ein
gespannten und aus der Abb. 181 fiir den freiaufliegenden Rand zu 
ersehen. Der Elastizitatsmodul des Stahlblechs wurde an zwei schmalen 
Streifen aus einem Biegungsversuch zu 

E= 2080000, 2140000 kg/cm2 

und mit Spiegelgeraten von :Martens aus einem Zugversuch gleich 

E = 2090000, 2110000 kg/cm2 

im Mittel gleich E= 2110000kg/cm2 ermittelt. 

Die eingespannten Platten hatten einen auBeren Durchmesser 
von 25 cm und einen Halbmesser des Einspannungskreises von 
a = 10,77 cm. Die Platte 14 war im Anlieferungszustand eben, die 
Platten 11 und 12 waren urn einige Zehntel Millimeter krumm und 
wurden nicht gerichtet. Die mit Ihnen vorgenommenen Biegungsversuche 
sind in der Abb. 182 enthalten. Als Abszissen sind die Durchbiegungen 
in der Mitte (f), als Ordinaten die Drucke in Atm. aufgetragen. Die 
einzelnen Kurven sind in wagerechter Richtung verschoben gezeichnet. 

Die Zahl unter dem Anfangspunkt jeder Kurve bedeutet die aus 
den vorangehenden Versuchen zuriickgebliebene blei bende Durchbiegung 
in Schatzungseinheiten der Beobachtungsskala. (100 S.·E. bedeuten 
0,02 mm.) Mit Benutzung des aus den Biegungsversuchen mit den 
Streifen und den Zugversuchen bestimmten Wertes des Elastizitats-
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moduls und einer Poissonschen Zahl l' = 0,3 muBte einer Zunahme 
des Druckes p urn 1 Atm. nach der fiir unendlich kleine Durch
biegungen giltigen Formel des Biegungspfeiles 

3 (1 - 1'2) pa4 pa4 

f= -1-6-' Eh3 = 0,171 Eh3 

Versuche . mit 
der gerichte

ten Platte. 

Abb. 182. Biegungsversuche mit gleichformig belasteten, eingespannten kreis
fiirmigen Stahlblechplatten. 

der auf ihrem Umfang r = a eingespannten Kreisplatte von der 
Dicke h ellle Zunahme der Durchbiegung L1 f in der Mitte urn 

Platte 14 11 12 
Dicke: h = 0,398 0,402 0,405 em 
Halbmesser: a = 10,77 10,77 10,77" 
Durchbiegung: L1 f= 0,0174 0,0168 0,0165" 

entsprechen. Die beobachteten Werte von L1 f waren 

Platte 14: Versuch 1 
2 
3 
4 
5 

0,0190 
0,0184 
0,0184 
0,0182 
0,0183 

Platte 11: Versuch 1 
2 
3 

Platte 12: Versuch 1 
2 
3 
4 

0,0189 
0,0183 
0,0183 
0,0184 

0,0192 
0,0194 
0,0195 
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durchwegs groBer, im Mittel um 6,1, 12,0, 15,3 vR. Man wird kaum 
fehlgehen, wenn man diesen Unterschied einer wohl kaum zu ver
meidenden Unvollkommenheit des eingespannten Randes zuschreibt. 
Die radialen Dehnungen der Platte konnen Hi.ngs des Randkreises 
r = a nicht plotzlich aufhOren und ein Stuck der Platte jenseits des 
Einspannungskreises muB zur Deformation herangezogen werden. 
Die Wirkung dieses mit Gleiten verbundenen radialen Nachgebens 
ist dieselbe wie eine VergroBerung des "Einspannungshalbmessers" a. 
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Abb. 183. Biegungsversuehe mit Dber- / // t 
sehreitung der Fliellgrenze mit einer / /I il l gleiehm1iJ3ig belasteten eingespannten 
Kreisplatte aus Stahlbleeh (Platte 11). 'J J '1/ c:t 
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Gelegentlich von Stabilitatsversuchen mit flachen eingespannten Staben 
hat Prand tl ahnliche Beobachtungen gemacht, in denen eine durch 
die Reibung wahrend des Gleitens in den Einspannungsbacken hervor
gerufene Hysteresis in den Last-Durchbiegungskurven zutage trat. 

Eine Versuchsreihe mit einer eingespannten Platte (Nr.ll) nach der 
Oberschreitung der FlieBgrenze zeigt die Abb.183. Wie man sieht, 
nimmt die anfangliche N eigung der Kurven bei der Last Null nach 
jeder Laststeigerung zu. Einer Zunahme des Druckes um 1 Atm. 
bei der Last Null entsprachen die Durchbiegungen L1 f: 

Versueh .•.•..• 4 5 6 7 8 9 10 11 
diePlatteistvordemVer- 9 11 13 16 19 22 25 30 Atm. 
suoh belastet gewesen bis 
Durohbiegung 11 f . . . 198 196 196 194 191 184 178 151·10-2 om. 
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In diesen Zahlen auBert sieh das Steiferwerden der Platte wahrend 
der W6lbung, trotz des dureh das starke FlieBen einsetzenden 
Spannungsausgleiehes. Die groBe Hysteresissehleife zwischen den 
Belastungs- und den Entlastungskurven am Ende der Versuehsreihe 
(Abb. 183) entstand dureh ein starkes FlieBen, das naeh jeder Lastum
kehr von neuem ein-
setzte. N aeh dem letz-
ten Versuch hatte die 
Platte um einen mitt-
leren Pfeil von unge-
ffihr 3,3 mm durehge- ~ 

bogen. Sie wurde hier- I-'~"-----+--+--+-;:;---c:o<>+-:-: 
auf mittels Hammern, 
so gut es ging, noehmals 
eben geriehtet. Ein aeht 08 

Monate spater mit ihr 
vorgenommener Elasti
zitatsversuch ergab fiir 
1 Atm. Druckzunahme 
bei der erst en 0,0212 em 
und bei der zweiten Be
lastungO,0205emDurch
biegung. Die versteifen
de Wirkung der W6l
bung war zwar ver
sehwunden, dafiir zeig
ten sieh aber von den 
kleinsten Drueken 
angefangen sehr be
traehtliehe bleiben
deFormanderungen, 
zumZeiehender star
ken Nachspannun
gen, die das Riehten in 
ihr hinterlassen hatte 1). 

06 

Os 

0* 
OJ 

O2 

01 0,12 D,16 

Abb. 184. Biegungsversuehe mit einer gleiehmiiBig 
belasteten freiaufliegenden Kreisplatte aus Stahl

blech. 
Dicke 0,401 em, Halbmesser des Auflagerkreises 

9,79 em, Halbmesser der Platte 9,97 em. 

Einen Elastizitatsversueh mit einer freiaufliegenden 
kreisf6rmigen Platte (Dicke 0,401 em, Halbmesser des Au£lager
kreises 9,79 em, Halbmesser der Platte 9,97 em) zeigt die Abb. 184. 
Die mit Nr. 6 versehene Kurve wurde erhalten, naehdem zwischen 
die Platte und ihre U nterlage drei diinne Beilagen von 1/10 mm 

1) Die naeh dem Riehten gemaehten Versuche mit Platte 11 sind in den 
vier letzten Kurven in der Abb. 182 zu sehen. 

N ad ai. EJastische Platten. 20 



306 Die biegsamen Platten mit Gewolbespannungen. 

Dicke in drei, annahernd ein gleichseitiges Dreieck bildenden Punkten, 
gelegt wurden. Sie verlauft etwas flacher als die fruher auf
genommenen Kurven und weist eine Zunahme von 0,0457 cm auf. 
Die Kurven 7 und 8 beziehen sich schlieBlich auf zwei Biegungs
versuche, wahrend welchen durch zwei Beilagen von 0,67 mm Starke 
eine Stutzung der Platte in zwei auf einemDurchmesser gelegenen 
Punkten erzwungen wurde. Die ErkHirung fur den Knick in den 
Kurven liegt auf der Hand; unter der Last, die ihr entspricht, er
reichte der Plattenrand an neuen Stellen zwischen den beiden ersten 
Stutzpunkten die Unterlage und ruhte von diesem Druck angefangen 
vermutlich in vier Punkten auf. Wenn man nicht dicke Platten 
mit einer sorgfaltig bearbeiteten Auflagerflache verwendet, wird mari 
wohl eine ebenso genaue Erflillung der Randbedingungen, wie bei den 
Versuchen mit den in statisch bestimmter Art unterstutzten Platten 
(Abschn.48, S.200) kaum erwarLen konnen. Die Durchbiegung der 
freiaufliegenden Platte hatte flir die unendlich kleinen Wolbungen (mit 
einer Poissonschen Zahl von v = 0,3) 

_3(5+v)(1-v) pa4 _O~ pa4 

f - 16 . Eh3 - ,096 Eh3 

betragen und eme Zunahme von 

iJ f= 0,0471 cm/Atm. 

aufweisen mussen. Dieser Betrag weicht urn 6,3 v. H. vom beobachteten 
Mittel abo Die Kurven 1 bis 5 zeigen in ihrem weiteren Verlauf 
die von der Theorie der Platten groBer Ausbiegung verlangte Form. 
Ein genauer Vergleich mit der von der Rechnung geforderten Gestalt 
dieser Kurvenwird wegen der bereits am Nullpunkt urn den eben 
angegebenen Betrag abweichenden Neigung erschwert. 

Wir haben vorhin auf die Wirkung der Eigenspannungen 
in der nach einer bleibenden Wolbung wieder durch Hammern eben 
gerichteten Platte hinge wiesen. Wahrend die moglicherweise vor
handenen Eigenspannungen in einem kugel- oder wurfelformigen 
Metallstiick in einem Elastizitatsversuch nicht festgestellt werden 
konnen und sich hochstens in der Verschiebung der FlieBgrenze auBern 
werden, wird man erwarten mussen, daB Eigenspannungsysteme, welche 
die Mittelebene einer dunnen Platte spannen, sich in ihrem Ver
halten wahrend eines Biegungsversuches verraten mussen. Wenn die 
Zugspannungen in ihr iiberwiegen, verhiilt sich die Platte steifer, und 
umgekehrt, wenn in ihrer Mittelebene die Druckspannungen vorherr
schen, weicher als im naturlichen Zustand. 

Wenn eine kreisformige Platte durch einen gleichformigen Druck 
belastet und in ihrer Ebene gleichmiiBig durch eine Zugspannung (J 
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angespannt wird, ist ihr Wolbungspfeil in der Mitte nach der Theorie 
der unendlich kleinen Durchbiegungen (s. Gl. (57) S. 259) gleich: 

pair 2(Jo(iaa)-1)J 
W= 4N 1+ ia3a3J1(iaa) , 

wo mit a ihr Halbmesser, mit h ihre Dicke, mit N = Eh3/12 (1 _ y2), 
mit a2 = ahlN und mit Jo bzw. J1 die Besselschen Funktionen der 
Zeiger Null und Eins bezeichnet sind. Den Zahlen aa entsprechen 
die Wolbungspfeile w 

aa = 0 1 2 3 4 5 
w = 0,0156 0,0146 0,0122 0,0096 0,0074 0,0057, 

Nachdem die Spannung proportional ((,2 ist, nehmen die zu den 
angeschriebenen Zahlen a a gehorigen Spannungen wie die Quadrate 
zu. Sie zeigen bereits innerhalb unendlich kleiner Durchbiegungen 
die starke Abhangigkeit des Durchhanges von einer in ihrer Mittel
ebene gleichmaBig angespannten und durch einen Druck in der 
Querrichtung belasteten Platte von dieser Spannung an. In einer 
gerichteten Metallplatte oder einer Platte, welche in ihrer Ebene 
bleibend verzerrt worden ist, verbleiben nach ihrer Entlastung 
Selbstspannungen. Es ist deshalb wahrscheinlich, daB man flir die 
Elastizitatskonstanten aus Versuchen mit vorher bleibend beanspruch
ten Platten nicht dieselben Werte find en wird, wenn auf die Eigen
spannungssysteme keine Rlicksicht genommen wird, wie aus Ver
such en mit Platten, deren Mittelebene im natlirIichen Zustand un
gespannt ist. Urn den st6renden EinfluB der Eigenspannungen aus
zuschalten, miiBten die Versuche mit ausgegliihten Metallplatten ge
macht werden 1). 

Die Versuche mit den nicht besonders hergerichteten Stahl platten 
lassen die Gr6Benordnung der Abweichung erkennen, die man mit 
den Anordnungen nach den Abb. 179 bis 181 bei einem eingespannten 
und bei einem freiaufliegenden Rande beim Kreis zu erwarten hat. 
Die Versuche von A. F6ppl, mit kreisf6rmigen Eisenplatten und 
die des Verfassers mit den .FluBeisen- und den Glasplatten dlirften 
den Nachweis bestarken, daB wenn auf die Voraussetzungen der 
Rechnung in den Versuchen hinreichend geachtet wird, die berech-

1) Neuerdings hat Prof. G. Tammann in G6ttingen Schwingungsversuche 
mit Platten aus gewalzten Blechen gemacht und ihre "Klangfiguren" (Knot en
linien) beobachtet. Aus der Verzerrung der Knotenlinien konnte auf eine 
Anisotropie des gewalzten Bleches geschlossen werden. (Z. Metallkunde 1924.) 
Selbst nachdem die Bleche bei h6heren Temperaturen ausgegliiht wurden, 
konnte die von der bleibenden Beanspruchung entstandene Aniso-
tropie nicht beseitigt werden. 

20* 
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nete Form der verbogenen Platte mit der beobachteten gut iiber
einstimmt. Die Versuche mit den Stahlplatten zeigen, daB mit den 
Anordnungen der Abb. 179 bis 181 eine Verwirklichung der Grenz
bedingungen eines eingespannten und eines freiaufliegenden Randes 
nur innerhalb der angegebenen Fehlergrenzen erwartet werden darf. 
Das Verhaltnis der Dicke zum Durchmesser betrug fUr die unter
suchten Platten 1 : 50, fUr dickere Platten und solche mit bearbeiteten 
AuflagerfHichen diirfte eine kleinere Abweichung zu erwarten sein, 
fiir wesentlich diinnere Platten jedoch die Einhaltung oder Verwirk
lichung genauer definierter Randbedingungen um so schwieriger 
werden. Einige Versuche, die der Verfasser in dieser Richtung mit 
3 mm starken Stahlblechplatten von denselben Abmessungen machte, 
scheiterten an ihren anfanglichen Unebenheiten. 

VII. Abri13 einer Theorie der durch 
unstetige OberHachenkrafte belasteten 

dicken Kreisplatte. 
76. Die dicke Kreisplatte. 

Zur Untersuchung der Spannungszustande geniigte es bisher die 
Verschiebungen der Punkte der Mittelflache einer verbogenen 
Platte zu betrachten, weil sich die in ihrem Innern wirkenden Span
nungen mit Hilfe der Ableitungen der Verschiebungsvektoren der 
Mittelflache berechnen lieBen. Wenn die Mittelflache spannungslos 
war, ergaben sich aIle Dehnungen und Spannungen im Innern der 
verbogenen Platte als die Ableitungen einer einzigen Funktion der 
Koordinaten, namlich ihrer Durchbiegung. Wenn die Oberflachen
kriifte an einzelnen Stellen der beiden Begrenzungsebenen der Platte 
groBe Werte annehmen, laBt sich der Formanderungszustand in der 
Umgebung dieser Stellen allein mit Hilfe der Verschiebungen der 
Mittelflache nicht volIstandig wiedergeben. Man wird auf einen der
artigen Fall bei der Bestimmung der Spannungen in der Umgebung 
der Angriffsstelle einer Einzelkraft gefiihrt. Die Angabe der Durch
biegung reicht zur Beschreibung des Spannungszustandes dann nicht 
aus, wenn entweder die Abmessungen der Flache, in der die Druck
kriifte sich auf die Platte iibertragen, von derselben GroBenordnung 
sind, wie ihre Dicke, so daB die durch die Biegung hervorgerufenen 
Spannungen mit den in der Druckflache iibertragenen Spannungen 
der Einzelkraft vergleichbar sind, oder wenn die Platten dick sind. 
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1m ersten Falle kann nicht mehr damit gerechnet werden, daB die 
Voraussetzungen der Kirchhoffschen Theorie der Plattenbiegung in 
der Umgebung der DruckfIache der Einzelkraft hinreichend genau 
erfiillt sind. 1m zweiten Falle ist das Innere der Platte als ein Ge
biet anzusehen, in dem die Grundgleichungen der Elastizitatslebre 
in ihrer urspriinglichen Form [G1. (13) S.l1] zu befriedigen sind. In 
beiden Fallen lassen sich die Grundlagen fiir eine Berechnung der 
Spannungen aus den Grundgleichungen angeben. 

1m folgenden solI die Theorie der dicken Kreisplatte fiir den 
besonderen Fall einer achsensymmetrischen Verteilung der Ober
fiachenkrii.fte entwickelt werden, wobei wir uns vorbehalten, auch 
unstetige Verteilungsfunktionen von vornherein zuzulassen. Wir 
setzen ferner voraus, daB auch die elastischen Verzerrungen axial 
symmetrisch sind. 

Ein Punkt A im Innern der Platte erleidet dann unter der Wir
kung des achsensymmetrischen auBeren Kraftsystems nur eine 
radiale Verschiebung (! und eine axiale Verschiebung C, welche nur 
Funktionen der Zylinderkoordinaten r und z sind (Abb.185). 

: 
I 

Abb.185. Abb.186. 

In einem kleinen prismatischen Element, das man sich durch zwei 
zu den Seitenflachen der Platte parallele Ebenen z = konst. und 
z + dz = konst., zwei benachbarte Meridianebenen und zwei benach
barte Zylinder r = konst. und r + dr = konst. abgegrenzt hat, wirken 
eine radiale Normalspannung ar , eine tangentiale Normalspannung at, 
eine axiale Normalspannung az und eine Schubspannung 7: (Abb. 186). 
Das kleine Element erleidet eine radiale, eine tangentiale und eine 
axiale Dehnung Er • Et , Ez ' fiir welche man hat: 

0' E =-. 
z oz (1) 

Die kleine Anderung des rechten Winkels seiner Kanten in der 
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Meridianebene betragt 
(2) 

Das Elastizitatsgesetz driickt sich nach den Gl. (12) S. 9 wie folgt aus: 

(Of} ye) a =2G ~+~~~ 
r or 1 - 2 y 

at = 2G(~ +l ye2J 

a = 2G(oC +~~) 
z oz 1 - 2 Y 

(3) 

T = G(Of} + oC). oz or 
Hier bedeuten e die raumliche Dehnung 

e oe BC 
e = er + et + ez = r + 8r + oz' (4) 

G den Schubmodul und y die Querdehnungszahl. 

Setzt man die Werte (3) in die beiden Gleichgewichtsbedingungen 

oar + ar - at + 01 = ° oar + 01 +!.. = ° (5) 
or r OZ ' OZ or r 

ein, so entstehen die beiden Gleichungen: 

oe 
(1- 2 Y) Ll C + oz = 0 

(1 - 2 Y) (Ll e - ;2) + ~ = 0 

fiir die Funktionen e und C. Ll ist die Abkiirzung fiir 

02 02 1 0 
Ll = OZ2 + or2 + r or' 

(6) 

(7) 

Die raumliche Dehnung e geniigt nach 6 S. 11 der Potentialgleichung: 

02 e 02 e 1 oe 
Lle=oz2+or2+ror=O, (8) 

man kann in den Gl. (5) unter Beriicksichtigung von (8) die beiden 
Verschiebungen f} und C trennen und erhalt fiir sie die Gleichungen 
vierter Ordnung 1) LlLlC=O, (9) 

(Ll-fi)(Lle- ~)=O. (10) 

1) Vgl. z. B. A. Fiippl: Vorl. ii. t. Mechanik Bd. 5, 4. Auti., S.216. 
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Die in jedem elastischen Korper mit achsensymmetrischer Ver
zerrung giiltigen Gleichungen (6), (8), (9) und (10) biIden die Grund
lage fiir eine Theorie der dicken kreisfOrmigen Platte. 

A. Timpe hat in einer kiirzlich er
schienenen Arbeit 1) eine wertvolle Gruppe 
von Losungen dieser Gleichungen ange
geben. An dieser Stelle sei nur auf die 
Funktionen hingewiesen, die er mit Hilfe 
von Potenzausdriicken in den Ko-
ordinaten r und z erhielt und die ihm r 
zur Darstellung strenger Losungen in be
Hebig dicken kreis- oder kreisringformigen 
Platten unter einer gleichiormig verteil- Abb. 187. 
ten Druckbelastung dienten. Unter den 

f:rz=-p=f(r} 

Integralen der GI. (6) sind unter anderm enthalten der Spannungs
zustand des reinen allseitigen Zuges: 

Oz= 0, 

mit den Verschiebungen: 

,(=0, 

(1 - v)er 
e=2(1+v)G' 

oder die reine, allseitige Biegung einer dick en Platte: 

Oz= 0, 

mit den Verschiebungen: 

(1--v)ezr 
e= (1+;)Oh' 

o = 0 = 2 ezjh r t , T= 0, 

e [2 v Z2 + (1 - v) r2] C = - ---- ----- --- ---- + e 
2(1+v)Gh 1 

(h ist die Dicke der Platte, e und e1 sind Konstanten). 

(11) 

Eine weitere Gruppe wichtiger Losungen der G1. (9) und 
(10) bilden die Ausdriicke von der Form 

e, C=Z.R, 

wo Z eme Funktion von z und Reine von r ist. Der Gl. (9) ge
niigen z. B. die Funktionen 

C=e±az·Jo(ar), 

der G1. (10) hingegen: 

e = e±/3z·J1 (fJr), 

(12) 
e = ze±f/zJ1 (fJr) , 

wo Jo und J1 die Besselschen Funktionen der Ordnungen Null und 
Eins, und a und fJ beliebige reeIIe feste Werte sind. Man wird aus 

1) Achsensymmetrische Deformation von Umdrehungskorpern. Z. ang. 
Math. Mech. Ed. 4, S. 361. 1924. 
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Summen oder aus Integralen dieser Losungen gebildete Aus
driicke mit Vorteil anwenden, wenn die auf den ebenen 
Seitenflachen der Platte wirkenden Spannungen unstetige 
Funktionen von r sind, wie dies beispielsweise der Fall ist, 
wenn auf der Platte eine Einzelkraft angreift. 

77. Die OberfHichenspannungen in einem durch eine Ebene 
begrenzten Korper. 

Es erweist sich als zweckmaBig zuerst die Spannungsverteilung 
in einem elastischen Korper zu bestimmen, der durch eine Ebene 
begrenzt ist. Wenn durch diese Ebene nur Normalspannungen (keine 
Schubspannungen) iibertragen werden, geniigt bereits das System der 
Verschiebungen 

e = A [1 - 2 v - a z] e- az J1 (a r), ,= -A [2 (1 - v) + az] e-az Jo(ar) 
(13) 

zur Darstellung des Spannungszustandes. Diese Aufgabe der Elasti
zitatslehre haben bekanntlich Boussinesq und H. Hertz gelost. 
Wir ziehen es vor, hier im AnschluB an eine allgemeine Darstellung 
derartiger Losungen mittels bestimmter Integrale im Buche von 
Riemann und H. Weber l ) die Spannungsverteilung mit Hilfe der 
Funktionen (13) zu bestimmen. Die Ansatze (13) sind so gewahlt 
worden, daB sie den GI. (6) geniigen und auf der Begrenzungsebene 
z = 0 des unendlich ausgedehnten Korpers keine Schubspannungen 
ergeben. Der Beiwert A ist vorerst unbestimmt. Mit Hilfe von (4) 
berechnet man die raumliche Dehnung e. Alsdann ergeben die Gl. (3) 
mit (13) die Ausdriicke fiir die Spannungskomponenten. Um die 
Losung (13) einer vorgelegten (stetigen oder auch unstetigen) Ver
teilung der Druckspannungen G. = fer) auf der Ebene z = 0 anzu
passen, betrachte man den Beiwert A als eine Funktion des Para
meters a, multipliziere die rechten Seiten der Gl. (13) mit da und 
integriere sie zwischen den Grenzen 0 und 00. Auf diese Weise 
entstehen die im Gebiete z > 0 giiltigen Entwickelungen: 

00 

e=! A(a)[1- 2v-az]e-azJl(ar)da 
o ,= -] A (a)[2 (1 - v) + az] e- az Jo (ar) da (14) 

o 
00 

e=2(1-2v)!A(a).ae-az Jo(ar)da. 
o 

1) Die partiellen Differentialgleichungen der math. Physik nach Riemanns 
Vorlesungen in 5. Auf!. bearbeitet von H. Weber, 2. Bd., S. 184. 1912. 
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Zur Bestimmung von A dient die Gleichung fUr die Normalspannung 
Oz in der Ebene z = O. Wir nehmen an, daB der Druck p in der 
Ebene z = 0 gegeben ist durch die Funktion 

Oz = - p = f(r) . (15) 

Die G1. (3) ergeben mit (14) fiir z = 0 

Oz = 2 G lA (a).a Jo (a r) da. (16) 
o 

Da man eine willkiirlich gegebene Funktion f(r) (unter gewissen ein
schrankenden Voraussetzungen, welche jedoch hier erfUllt sind) durch 
den Ausdruck 1) 

f(r) = JaJo(ar)daJf(u)Jo(au)udu (17) 
o 0 

darstellen kann, zeigt der Vergleich mit (15) und (16), daB 

2 GA(a) = -] p(u).uJo(au)du 
o 

ist. 

(18) 

Nimmt man in der letzten der drei Gl. (14) z = 0 an, so zeigt 
ein Vergleich des so erhaltenen Ausdruckes fiir e, daB in der Be· 
grenzungsebene z = 0 die raumliche Dehnung e 

1 - 2Y 
e = - ---o-'P (19) 

dem auBeren Druck p proportional ist. Da e im Gebiete z> 0 
der Differentialgleichung 

de = 0 (20) 

geniigt, ist damit die Bestimmung von e auf eine Aufgabe der Po
tentialtheorie zuriickgefiihrt. 

1st das Verteilungsgesetz des Normaldruckes Oz = - p = f(r) ge
geben, so lassen sich die Spannungen in der Ebene z = 0 angeben. 
U m dies zu zeigen, braucht auBer e, dessen Wert aus (19) folgt, nur 
noch die Radialverschiebung e aus (14) unter Beriicksichtigung von 
(18) fiir z = 0 berechnet zu werden. Sie ist 

00 00 <X; 

J 1-2YI J e=(1-2Y) A(a)·J1 (ar)da=--W- J1 (ar)da p(u)Jo(au)udu 
000 

oder 00 00 

1 - 2 vI I Q= --20 p(u)udu J1 (ar)Jo(au)da. (21) 
o 0 

1) a. a. O. Ed. 1, S. 200. 
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Das innere Integral stellt nach einer bekannten Formel der Integral
rechnung die folgende unstetige Funktion dar: 

J J1 (ar)Jo(au)d(ar) = 1 wenn O<u<r 
o 

=0 
" 

(22) 

Mithin ist die Radialverschiebung Q in der Ebene z = 0 gegeben 
durch 

r 

1 - 2 J' 1 f Q = - ~--.- p(u)udu. 
2 Gr' 

(23) 
o 

Wir konnten hier die obere Grenze 00 durch r ersetzen, weil der 
"diskontinuierliche Faktor" in (21) fiir aIle Werte von u > r ver
schwindet. Das Integral in der letzten Gleichung multipliziert mit 
211- ist die Mittelkraft aller Druckspannungen, die innerhalb des 
Kreises mit dem Halbmesser r auf den Korper iibertragen werden. 
Bedeutet p den mittleren Druck innerhalb des Kreises 
r = konst., so daB 

so ist 
(1- 2v)pr 

Q = - -'---4--0-0,-'---, (24) 

Mit Benutzung dieses Wertes fUr Q ergeben sich aus den Formeln (3) 
die spezifischen Spannungen in der Begrenzungsebene z = 0 
in der auBerordentlich einfachen Form: 

-r=0. 

1- 2v_ 
at = - 2 v P - -~- P , 

2 (25) 

Wenn die Ebene z = 0 nur innerhalb eines Kreises vom Halbmesser 
r = c belastet ist, ist in diesen Formeln fUr alle Halbmesser r, welche 
gri::iBer als c sind, p = 0, jedoch p = P: 11- r2 anzunehmen, sofern mit 
P die im Kreise r = c iibertragene Einzelkraft bezeichnet wird. 
AuBerhalb der AngriffsfHiche der Einzelkraft P sind somit die radiale 
und die tangentiale Spannung in der OberfHiche z = 0 

(1 - 2 v) 
a = - a =----.p 

r t 211- r2 

oder, wie man durch Vergleich mit den von Boussinesq herriihrenden 
Formeln feststellt, ebenso groB, wie wenn die Kraft P im Mittelpunkt 
des Kreises r = c konzentriert ware. 
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78. Die durch eine Einzelkraft belastete dicke Kreisplatte. 

Die Platte sei durch die Ebenen z = 0 und z = h und durch 
den Zylinder r = a begrenzt. Auf ihrer Ebene z = 0 werde sie 

innerhalb eines Kreises mit dem Halbmesser r = c durch Druck
spannungen Gz = - P = f(r) belastet 1). 

Wir betrachten zuerst einen achsensymmetrischen Verzerrungs
zustand in einem Zylinder, der durch die Gl. (13) gegeben ist: 

e' = -? K}. [1 - 2 v - A: J e - ~ J1 (~), 0 < r < a, z> 0 (26) 

"= -1) K!. [2 (1 - v) + A:J e-~ Jo(¥)' (27) 
J. 

Diese Formeln unterscheiden sich von den Gl. (13) nur durch eine 
andere Bezeichnungsweise (a ist durch A/a, A durch K!. ersetzt); die 
A bedeuten hier eine Folge von Zahlen, die Summen sind tiber aIle 
A zu nehmen. Wir bestimmen die Zahlen A so, daB die axiale Ver
schiebung " liings des Zylindermantels r = a verschwinde, d. h. aus 
der Gleichung 

(27a) 

Die A sind also die Wurzeln der Besselschen Funktion nullter 
Ordnung: 

A1 = 2,4048, A2 = 5,5201, A3 = 8,6537, .,. 2) 

Die Ausdriicke (26), (27) sind ferner so gewahlt worden, daB sie auf 
der Ebene z = 0 die Schubspannung 7: = 0 erg eben. Die Beiwerte KJ• 

k6nnen so bestimmt werden, daB die Normalspannungen Gz auf der 
Ebene z = 0 die vorgeschriebenen Werte Gz = - P = f(r) annehmen. 
Die raumliche Dehnung e wird nach Gl. (4) gleich 

(28) 

') Mit Spannungsproblemen verwandter Art in einer unbegrenzten Platte 
beschaftigte sich besonders J. Dougall (Trans. Roy. Soc. of Edinburgh, 1904) 
in einer groBen Arbeit. Die Betrachtung einer unbegrenzten Platte hat den 
Vorzug, daB auf die Befriedigung vorgeschriebener Grenzbedingungen auf einem 
Zylinderschnitt nicht geachtet werden braucht, sie hat den Nachteil, daB dann 
die Spannungen nnd Verschiebungen mit zunehmender Entfernung von der 
Angriffsstelle der Einzelkraft unbegrenzt anwachsen, was die Rechnung er· 
schwert. - Uber achsensymmetrische Verzerrungszustande vergleiche man ferner 
Arbeiten von Chree, Filon (s. bei Love, Elasticity). 

2) Jahnke und Em de: Funktionentafeln, S. 122. Leipzig: Teubner. 
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Bereohnet man jetlt mit Hilf@ von (26), (27), (2g) aug dllfl 01. (J) di~ 
Normalspannung Oz 

o = 2G(~f+~_) 
z oz 1 - 2 y , 

(29) 

so findet man sie gleich: 

" l ( lz) -~ (") Oz = 2 G L.J K;. ~- 1 + a e a Jo i (30) 

oder fur z = 0 : 

o. = 2 G/a· ~ Kl 2Jo (¥) = - P = f(~). (31) 

Die Beiwerte in dieser Summe lassen sich in bekannter Weise so 

berechnen, daB man die letzte Gleichung mit ;Jo (~) d(f) ~ulti
pliziert und zwischen den Grenzen 0 und a integriert. Setzt man 
zur Abkurzung noch x = ria, so ergeben sich die Beiwerte K" der 
Reihe (31) gleich . 

1 

af f(x)xJo(lx)dx 

° Kl = 1 

2Glf xJo2(lx)dx 
o 

Das Integral im Nenner ist = J12 (l)/2 . 

(32) 

Wir wollen hier gleich den Beiwert Kl ausrechnen fur den 
Fall, daB sich der Druck im Kreis r = c gleichmaBig ver
teiIt, und fur r> e verschwindet. Mit 0 < r < e f(x) = - Po und 
c < r < 00 f(x) = 0 wird das Integral im Zahler von (32) 

1 ~ P / 
f f(x)xJo(lx)dx= - Pof xJo(lx)dx= - jO.[x.J1 (2x)t a• 
o 0 I\. 0 

Man erhalt 

J ("C) poe 1 Ii 
K;. = - G' l2J12 (2) . (33) 

Wennder Halbmesser e des Druckkreises unbegrenzt verkleinert 
und gleichzeitig der Druck Po in dem MaBe vergroBert wird, daB 
die Mittelkraft P der Druckspannungen o. sich nicht andert, nahert 

. I' J1 (u) 1, G t" l' h slCh K;. wegen lmes --- = - emem renzwer, nam lC 
u=o u 2 

K * - P 1 (34) 
" - - ~ a G ' 2 J1 2 (2)' 
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DieserWert vonKJ• wirdimFalleeinerPunktbelastung P=:nc2 po 
(unter gewissen Einschrankungen mit Riicksicht auf die Konvergenz 
del' Reihen) zu verwenden sein. 

Wir haben bis jetzt von del' Losung nur verlangt, daB sie auf 
del' Ebene Z = Odie vorgeschriebenen Spannungen liefert. Aus dem 
Kreiszylinder r = a kann nunmehr durch eine zweite Ebene Z = h 
eine kreisformige Platte abgegrenzt werden. Del' Formanderungs
zustand e', C' von Gl. (26), (27) mit den eben bestimmten Werten von 
K). ergibt auf del' Ebene Z = h Spannungen a; und 1:'. Sie konnen 
zum Verschwinden gebracht werden, wenn zu (;/, C' ein zweiter Gleich
gewichtszustand mit den Verschiebungen (;/', C" hinzugefiigt wird: 

e = A (£01 ~-+ B - (£01--- + 0 Elm --_. + D --- 13m -- J- (35) "2{ _Az AZ .AZ . AZ AZ. AZ} (Jor) 
a a a a a a la' 

). 

" =.L.J ~ A Elm --- +B 3 ~ 4'1') (£of - - ---- ~m-,,\,{ 0 Az r( ,A Z A Z ,",,' A Z l 
). a a a aJ 

- O(£o[--+D (3~4'1')Elin-- - - (£0[- J -- . Az r AZ AZ AZ]} (AT) 
a a a a 0 a 

Die Beiwerte A, B, 0, D sind hier aus den Grenzbedingungen 

Z= ° 
Z= h 

1. a;' = 0, 

3. a; + a;' = 0, 

zu ermitteln. Die Ausrechnung liefert: 

2. 1:" = 0, 

4. ",' + 1:" = ° 

. w 2 

A = 2 (1 ~ 'V) D = 2 (1 ~ 'V) K).. Elin2 w ~ wi' 

(36) 

(37) 

. (1~2'1') l-e-~w+2w(1+w) (38) o = (1 -- 2 1') B = - --~~ K). . -----;------'--c:---'-
2 ElinO! w - w2 , 

wo zur Abkiirzung w = A hja gesetzt wurde. 

Die Grenzbedingungen 1 und 2 driicken aus, daB durch den 
Spannungezustand r;/', C" keine neuen Spannungen auf del' Ebene Z = ° 
hinzugekommen sind; die Bedingungen 3 und 4, daB die Ebene Z = h 
eine freie Oberflache del' Platte ist. Wegen (27 a) und (32) ist auf 
dem Zylindermantel auch C" = 0. 

Durch den Formanderungszustand 

, + " e=f:2 e, C = C' + C" (39) 

sind die radiale und die axiale Verschiebung der Punkte einer kreis
formigen Platte gegeben, die 1. auf ihrer (oberen) Seite Z = ° 
innerhalb eines Kreises r = c durch einen gleiohformig verti-
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kalen Druck P = Po belastet ist,2. deren (untere) Seite Z= h. 
frei ist, 3. deren axiale Verschiebung C auf dem Rande,. = a 

verschwindet und 4. deren Dicke h nicht mehr klein im 
Verhaltnis zu ihrem Halbmesser a zu .sein braucht. - Ihre 
Radialspannung ist langs des Randkreises r = a von Null ver
schieden. (Die Hinzufiigung einer reinen allseitigen Biegung (S. 311) 
wiirde es gestatten, die Biegungsmomente auf dem Kreiszylinder r = a 
auch zum Verschwinden zu brin~en.) 

Zusammenhang mit der· Kirchhoffschen Plattentheorie. 
Die Tatsache, daB die Biegungsspannungen ar und at in einer diinnen 
Platte nur von ihrer Kriimmung, bzw. von den zweiten Ableitungen 
ihrer Durchbiegung und die Schubspannungen r von einer dritten 
Ableitung abhangen, findet hier ihren Ausdruck darin, daB der Form
anderungszustand der dicken Platte fiir kleine Werte des Verhalt
nisses hja, der Dicke zum Halbmesser, eine asymptotische Losung 
besitzt. Um sie zu erhalten, geniigt es, die Grenzwerte der Bestand-

teile der Reihen, die h und z enthalten (das sind die Beiwerte 
A, B, C, D und @5iu, [of A:) fiir kleine Verhaltnisse hja und zja zu 
bilden. Der Formanderungszustand C', (/ kommt fiir die asymptotische 
Losung nicht in Betracht. Wenn die Platte durch eine Einzelkraft P 
verbogen wird, gibt die Ausfiihrung des Grenziiberganges unter Be
niitzung des Wertes von K).* aus GJ. (34) 

r"_ 6(1-v)Pa2 '" Jo(~) (40) 
'" - nOh3 --T J..4J12(J..)' 

Nun stellt die hier erhaltene Reihe im Intervall 0 <x < 1 die 
folgende Funktion dar: 

n Jo (J.. x) 1 ( 21 2) . b d . '" 1 1 f J..4J
1
2 (J..) =8 x nx + 1 - x , 1m eson ern 1st --T 14 J12(J..) = 8 

(J.. ist eine Wurzel von Jo (x) = 0, die Summe ist mit den wachsend 

geordneten Wurzeln J.. zu bilden). Ersetzt man hier x durch!... und 
a 

die Reihe in (40) durch die Funktion, die sie darstellt, so folgt fiir 

C,,=3(1-v)pa2[r2In':"'+1_ r2J. (40a) 
4 n Oh3 a a a2 

Die asymptotische Losung der dicken Platte fiihrt in der Tat auf 
die Formel fiir die Durchbiegung einer diinnen Kreisplatte zuriick, 
die man aus der Differentialgleichung der verbogenen Platte ,1,1 C" = 0 
unter den Randbedingungen r = a, C" = 0, ,1C" = 0 erhalten haben 
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wurde. Die aufgestellte Losung (39) fur die dicke Platte geht 
also asymptotisch fur kleine Dicken h in die Gl. (40 a) einer 
in der Mitte durch eine Einzelkraft belasteten dunnen 
Kreisplatte uber, derenRadialspannung auf demRander=a 

( 41) 

ist. 

Die axiale Verschiebung oder die Durchbiegung , der 
dicken Platte ist durch (26), (35) und (39) gegeben. Die Punkte, 
die ursprunglich in der oberen Begrenzungsebene z = 0 lagen, ver
schieben sich um die Strecke 

}) i.r'l 1-e- 2OJ +2W(1+W)] ,= -(1 - '1') K;. Jo (--) 2 + --. QQ' (42) 
a !.Sm" w - w· 

Wenn die Platte durch einen gleichmaBigen Druck Oz = - Po in 
einem Kreise r = c belastet ist, ist die Verschiebung des Mittel
punktes des Druckkreises (z ~ 0, r = 0) 

. = £=jp~ \~J_di.~_.·.\ -l2 +. 1 - e- 2", + 2w (1 + wn. 
, G L...J A2J]21j):' !.Sin2 (O - (02 J 

~ ~., 

Die Durchbiegung der Plattenmitte strebt auf der zweiten (unbe-
lasteten) Seite (z = h, r = 0) bei Starker Konzentration der Last 
P = n c2 Po einem Wert: 

t = ~1_= '1') P 2) _J __ .~i1t(O_+ (0 (£of w 
- naG 2 J1

2 (2) ®in2 w-w2 

zu, del' groBer ist, als ihr aus der Kirchhoffschen Theorie der Platten
biegung gemaB ( 40 a) gefolgerter Wert, namlich 

C* = !L(~ - '1') ~~a2 )1_1_ = ~i~-:-Y1~~ 
nGk~ ..::....J},4J12 (A) 4nGh3 ' 

(42 a) 

Der Unterschied C - C* in den Durchbiegungen macht sich mit zu
nehmender Dicke der Platte starker bemerkbar und nimmt mit 
wachsendem Abstand r von der Mitte wieder abo Da B die von 
einer Einzelkraft horvorgobrachten Einsenkungen in der 
Umgebung der Angriffsstelle groBer sind, als ihre aus der 
gewohnlichen Theorie der Plattenbiegung ermittelten 
Werte, ist eine Folge des stark en Anwachsens der Schub
spannungen T an diesen Stellen, deren Beitrage zu den 
Verzerrungen in dieser nicht beriicksichtigt sind. Die Ab
weichungen finden sich experimentell bestatigt in den Versuchen 
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von. A. Foppl mit kreisformigenl) und des Verfassers mit recht
eckigen Platten 2). Foppl bnd anlaBlich von vergleichenden 
Biegungsversuchen, die er mit in der Mitte durch eine Einzelkraft 
belasteten kreisformigen Platten und Streifen von rechteckigem 
Querschnitt machte, die aus gleichen Blechtafeln herausgeschnitten 
waren, daB sich die Elastizitatsziffer E aus den Plattenversuchen im 
Mittel um 70! 0 kleiner als aus den Biegungsversuchen mit den 
Streifen ergab. Zur Berechnung von E aus den Plattenversuchen 
diente eine der Gl. (42a) fiir die frei au£liegende Kreisplatte ent
sprechende Formel des Biegungspfeils C*. Fiir das Zustandekommen 
dieses Unterschiedes maBgebend scheint der Umstand gewesen zu 
sein, daB die Durchbiegung der Platte (mit Ausnahme einer Ver
suchsreihe) in der Mitte und unterhalb der Druckstelle der Last 
gemessen wurde. Ane Beobachtungen (mit Ausnahme der erwahnten 
Reihe) enthielten den Einflu3 der Schubspannungen. Der Sinn der 
beohachteten Abweichung beim Elastizitatsmodul entsprach ,> C*. 
In ihm diirfte sich der Einflu3 der Schubspannungen bemerkbar 
gemacht haben. Bei den Biegungsversuchen, die ich mit durch 
Einzelkrafte in den Ecken belasteten bedeutend dickeren quadra
tischen Platten 1912 gemacht habe, ergaben sich ebenfalls die be
obachteten Durchbiegungen gro3er, als die berechneten; die Ab
weichungen nahmen regelmaBig zu, wenn die Me3stelle naher an 
die AngrifIspunkte der Krafte gelegt wurde und waren von der zu 
erwartenden GroBenordnung. 

Der VerIauf der Spannungen in der Nahe der Druck
£lache. Die abgeleiteten Gleichungen gestatten den Verlauf der 
Spannungen in der Platte bis in die Nahe der Druckflache und in 
dieser selbst zu verfolgen. Entsprechend den beiden Formanderungs
zustanden e', C' und (/" C" setzen sich die Spannungen der dicken 
Platte aus zwei Bestandteilen zusammen. Wegen der Unstetigkeit, 
die im allgemeinen der Verlauf der Normalspannung a. in der 
Ebene z = 0 auf dem Rande des Druckkreises aufweist, empfiehlt 
es sich, die Spannungen fiir die beiden Losungen in dieser Ebene 
getrennt anzugeben. Ahnlich wie sich die Radialverschiebung e aus 
Gl. (14), (18) ergab, wird jetzt e' aus den Gl. (26) und (33) gleich 

1) Mitt. d. mech.-techn. Laboratoriums Munchen, 1900. 
2) Mitt. u. ForschuDgsarbeiten Heft 170, 171. 



Die durch eine Einzelkraft belastete dicke Kreisplatte. 321 

gefunden. Nun stellt die Summe 

wenn 0 < u < r 

ahnlich wie Gl. (22) einen "diskontinuierlichen Faktor" dar, und es ist 
r 

1-21'I 
(2' = - 20r pudu. 

o 
Ferner ist fur z = 0 so wie fruher 

, 1-21' 
e=--a-· p · 

Der Vergleich der vorstehenden Formeln mit den Gl. (14) und (19) 
zeigt, daB die Spannungen des Zylinders fUr 0 < r < a und die des 
eingangs betrachteten, durch eine Ebene begrenzten unendlich aus
gedehnten Korpers in der Ebene z = 0 gleich sind. Die Span
nungen der ersten Losung C' r/ in der Ebene z = 0 sind also bereits 
durch die Formeln (25) oder durch 

, 1-21'_ 
a; = - p, or = - P + --2- p, 

, 1-21'_, 
at = - 21'p - --2- P, r = 0 (43) 

dargestellt. Wenn die Druckfiache im Verhaltnis zur Dicke der Platte 
klein ist (so daB KA nach (33) durch K).* ersetzt werden kann), be
rechnen sich die Spannungen der zweiten Losung fiir r = 0 zu 

" "" (1 + v) p ~ w 2 ( ) 
Oz = 0, or = at = - --~.i· - L..J -J" (1)-(:;';" 2 ")' r= O. 44 

n a" A 1" IL e;m w - w" 

Die Summen von a' + a" nach Gl. (43) und (44) sind also die resul
tierenden Spannungen im Mittelpunkt der Druckfiache. 

Auf der unteren Seite z = h der Platte ist die Trennung der 
beiden Spannungszustande wegen des stetigen Verlaufes der Span
nungen in dieser Ebene nicht erforderlich, die groBten resultierenden 
Spannungen treten hier in der Mitte (z = h, r = 0) auf und sind 

gleich P1' ~ w 6in w . 
or = 0t= ;ai"f'J12 (,l.)(6in2 w _ w2)' (45) 

Oz und r sind hier Null. In dieser und in der vorletzten Gleichung 
wurde, wie schon erwahnt, fur KA der Grenzwer K}.* aus (34) ge
nom men. Physikalisch bedeutet dies, daB die Spannungen in der 
Ebene z = h, die von der wahren Verteilung des Druckes p her
ruhren, durch die Spannungen ersetzt wurden, die von einer im 
lj Nadai. Elastische Platten. 21 
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c 

Punkte z = r = 0 konzentrierten Kraft P = 211 f P r dr erzeugt wer· 
o 

den. Die Formeln (44), (45) gelten also fiir die Beanspruohung 
von Platten duroh stark konzentrierte Krafte, oder genauer gesagt, 
wenn der Halbmesser c des Druokkreises selbst im VerhaItnis zur 
Dicke h der Platte klein ist. 

Es ist kaum notwendig zu erwahnen, daB die abgeleiteten For· 
meIn fiir die Spannungen von den besonderen Bedingungen unab· 
hangig gemacht werden konnen, die der Losung C = C' + C" hin
sichtlich der Radialspannungen ar auf dem Umfang r = a der Platte 
auferlegt wurden. Es geniigt, zu diesem Zweck von den resultierenden 
Spannungen ar und at die der asymptotischen Losung a/ und a/, 
die zu derselben DruokverteiIung p = ((r) und zu den gleichen 
Randbedingungen auf dem Kreisumfang r = a gehOrt, in Abzug zu 
bringen. (Die asymptotische Losung geniigt also innerhalb des be-

lasteten Teiles r < c der Oberflache z = 0 der Gleichung LILI C* = ;, 

wo p den Druok und N die PlattenzifIer bezeichnen, und auBerhalb 
r> c der Gleichung LlLIC* = 0, auBerdem den Grenzbedingungen 
auf dem auBeren Rand und gewissen Stetigkeitsbedingungen auf der 
Randkurve des Druokgebietes.) Die so erhaltenen DifIerenzen 

a - a* 

wird man passend als die "Storungsspannungen" der Platte be
zeichnen konnen 1). Von Wichtigkeit ist die Bemerkung, daB die 
beiden Formanderungs- und Spannungszustande t;, e und t;*, e* in 
diinnen Platten sieh voneinander nur in der Umgebung der Druck
flaohe unterscheiden. Die Storungsspannungen in der Nahe der 
Angriffstelle der Kraft sind demnach in einer diinnen Platte prak
tisch von der Gestalt ihrer Randkurve und den Grenzbedingungen 
unabhangig. Sie hangen lediglieh von der Art der Verteilung des 
Druckes p (von der Funktion p = f(x, y)) und vom Verhaltnis der 
linearen Abmessungen der Druckflache zur Dicke der Platte abo 

Zusammenfassung. Die vorstehenden Betrachtungen diirften die 
Grundlagen zur Ermittlung der Biegungsbeanspruohung von Platten 
durch Einzelkrafte in der Umgebung der Druckflache und in dieser 
selbst fiir die kreissymmetrische Druckverteilung, sowie fiir die 
Theorie der dioken kreisformigen Platte enthalten. Die auf Grund 
der Theorie der dicken Platte bereehnete Korrektur des Biegungs
pfeils einer durch eine Einzelkraft belasteten Kreisplatte findet in 
Elastizitatsversuchen ihre Bestatigung. 

1) Solehe ortlieh Behnell abklingende Spannungszustande hat Boussinesq 
"perturbations locales" genannt. 
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Anhang. 

Zur Entstehungsgeschichte der Plattentheorie. 

Literatur. 

Den AnstoB zu einer mathematischen Behandlung der Biegungs
faIle elastischer Platten scheinen die sogenannten Klangfiguren ge
geben zu haben, die vom Physiker Chladni entdeckt wurden. Sie 
sind in seinem im Jahre 1787 erschienenen Buche "Entdeckungen 
liber die Theorie des Klanges" beschrieben 1). Urn die Bewegungen 
schwingender Platten sichtbar zu machen, regte C hladni eine 
wagerecht gehaltene Platte durch Streichen mittels eines Violin
bogens zu Schwingungen oder zum Tonen an und streute auf sie 
ein feines Pulver. Er beobachtete, daB sich dasselbe oft in sehr 
regelmaBigen Figuren auf ihr verteilt. Es sam melt sich namlich 
liber den SteIlen der Platte an, die wahrend der schwingenden Be
wegung in Ruhe bleiben. Zur Bestimmung der Gestalt der Knoten
linien der schwingenden Platten, die sich durch die Chladnischen 
Klangfiguren anzeigten, hat J a k 0 b Be r n 0 u i 11 i der J iingere ( der 
GroBneffe des Mathematikers des gleichen Namens, von dem die 
ersten Untersuchungen iiber die elastische Linie eines verbogenen 
Stabes herriihren) bereits im Jahre 1788 Rechnungen angestellt. Sie 
fuBten auf einer Betrachtungsweise, welche schon Leonhard Euler 
zur Berechnung der Tonhohe von Glocken benutzte, auf der "Streifen
methode", nach der die Platte in zwei Gruppen von zueinander senk
rechten Streifen zerlegt wurde. Auf dieEe Stabsysteme wendeten Euler 
und B ernou i11i die damals bereits bekannten Gesetze der Stab
schwingung an. Allein schon Chladni konnte zeigen, daB die auf 
diesem Wege ermittelten Schwingungsformen nicht mit den in seinen 
Versuchen beobachteten in Dbereinstimmung standen. 

1m Jahre 1811 schrieb die Pariser Akademie einen Preis fiir 
eine Theorie der Plattenschwingungen aus, urn den sich die Mathe
matikerin Sophie Germain bewarb. Urn zu einem mathematischen 
Ansatz zu gelangen, ging sie von der Annahme aus, daB die in einem 
Elemente der verbogenen Platte aufgespeicherte Formanderungsarbeit 
dem Quadrate der Summe der beiden Krlimmungen ihrer Mittel
flache verhaltnisgleich sei. Lagrange, der dem zur Begutachtung 
der Preisarbeiten eingesetzten AusschuB angehorte, erganzte dies en 

1) VgI. aurh Todhunter and Pearson's "History of Elasticity". Diesem 
umfassenden Werk liber die Geschichte der mathematischen Elastizitiitslehre 
sind einige der obigen Angaben entnommen. 

21* 
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Ansatz durch die noch fehlenden Glieder und lei tete aus ihm die 
partielle Differentialgleichung fiir die Durchbiegung der Platte abo 
1m Jahre 1821 hat Navier zwei Grundlosungen dieser Gleichung 
fiir das Rechteck angegeben, die er mit Hilfe der kurz vorher von 
F 0 uri e r eingefiihrten trigonometrischen Reihen ausdriickte. 

Die von N a vier aufgestellten Grundgleichungen der Elastizi
tatslehre sind das erstemal in einer Abhandlnng von Poisson (1829) 
auf die Biegung der elastischen Platten angewendet worden. Sie ent
halt die vollstandige Theorie der Biegungssch wingungen einer kreis
formigen Platte mit kreissymmetrischer Verwolbung. Die von Poisson 
aufgestellten Randbedingungen sind von Gustav Kirchhoff in seiner 
beriihmten Abhandlnng: "Uber dae Gleichgewicht nnd die Bewegung 
einer elastischen Scheibe" (1850) eneanstandet worden. Kirchhoff 
gelangte auf Grund seiner fiir enastlsche Korper aufgestellten, das 
Prinzip der virtuellen Verriickungen enthaltenden Gleichung und nach
dem er iiber den Formanderungszustand der Platte eine Annahme 
gemacht hatte, auf dem Wege der Variationsrechnung zurderselben 
Differentialgleichung fiir ihre Durchbiegung, wie Poisson und 
Lagrange, aber zu anderen Grenzbedingungen. Die beiden Phy
siker W. Thomson (Lord Kelvin) und P. G. Tait haben im Jahre 
1876 gezeigt, daB di6 drei Randbedingungen von Poisson nur bei 
einer dicken Platte zu erfiillen sind, und, wenn man die Dicke der 
Platte verringert, sich in die beiden Kirchhoffschen Grenzbedin
gungen zusammenziehen la.ssen. In seiner erwahnten Abhandlung hat 
G. Kirchhoff auch die vollstandige Theorie der Schwingungen der 
kreisformigen Platte entwickelt. 

Die weitere Ausgestaltung der Lehra von der Plattenbiegung ist 
vor aHem das Verdienst von A. E. H. Love. Man verdankt Love die 
Einfiihrung der SpannungsmittelkriiJte und der Spannungsmomente in 
den Plattenrechnungen. Love und J. H. Mic hell haben die Grund
lagen der Biegungslehre der Platten von beliebiger Dicke entwickelt. 

Der Besprechung und dem £erneren Ausbau der Theorie der 
ebenen Platten, [Owie ihren Anwendungen wurde ein groBerer Raum 
gewidmet in folgenden neueren Werken: 

Clebsch: Theorie der Elastizitiit fester Kiirper, Leipzig 1862; vgI. insbeson
dere die von St. Venant nach Clebsch's Tode herausgegebene wesentlich er· 
weiterte Auflage ditses Buches. 

Kel vin and Tait: Natural philosophy. 2. Edition 1879--1883. 
Grashof: Theorie der Elastizitiit und Festigkeit. 2. Auf!. 1878. 
Kirchh off, G.: Vorlesungen iiber math. Physik. Bd.l, Mechanik. 4. Auf!. S.449. 
Love, A. E. H.: A treatise on the math. theory of elasticity. 2. Ed. Cam-

bridge 1906, oder deutsohe Ausgabe: Lehrbuch der Elastizitiit, von A. Tim p e. 
Leipzig 1907. 

Rayleigh, Lord: The Theory of sound. 
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Die Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften. Bd.4. Me
chanik. V gl. die Artikel iiber Elastizitat und Festigkeit von C. H. M ii II er 
und Timpe (Art. 23), H. Lamb (Art. 26) und v. Karman (Art. 27). 

C. Bach und R. Baumann: Elastizitiit und Festigkeit. 9. AuH. Berlin: 
Julius Springer. 

Fop pI, A.: Vorl. iiber techno Mechanik Bd.3 und Bd. 5. (4. AuH. 1922.) Leipzig. 
Foppl, A. und L.: Drang und Zwang, eine hiihere Frstigkeitslehre fiir In

genieure. 1. Bd. Miinchen und Berlin 2. AuH. 1923. 
Foppl, 0.: Grundziige der Festigkeitslehre. Leipzig 1923. 
Hencky, H.: Der Spannungszustand in rechteckigen Platten. Verlag von 

Oldenbourgh. Miinchen 1913. 
Lewe: Die strenge Losung des Pilzdeckenproblems. Tabellen der Durchbie

gungen, Momente und Querkriifte yon Platten. Berlin 1922. 
Lorenz, H.: Lehrbuch der techno Physik. Bd. 3. Mechanik der deformier

baren Korper. Miinchen 1909. 
M arcus: Die Theorie elastischer Gewebe und. ihre Anwendung auf die Be· 

rechnung biegsamer Platten, unter besonderer Beriicksichtigung der trager
losen Pilzdecken. Berlin: Julius Springer 1924. 

Nielsen, N. J.: Bestemmelse af spreudiuder i plader. Kopenhagen 1920. 
Timoschenko, S.: Sur la stabilite des systemes elastiques. Paris 1913. 

Elastizitats- und Bruchversuche mit ebenen Platten. 

Chladni: Entdeckungen iiber die Theorie des Klanges, 1787; Akustik, 1802; 
Neue Beitrage zur Akustik, 1817. 

Strehlke, F.: Vber Klangfiguren auf Quadratseheiben. Pogg. Annalen Bd. 18, 
S. 198. 1830. Uber die Schwingungen homogener elastischer Scheib en. Bd. 40, 
S. 577. 1855. 

Wheatstone: Acoustic figures. Phil. Trans. 1833. 
C. Bach und R. Baumann: Elastizitat und Festigkeit, 9.AuH., Berlin; C. v. B aeh: 

Die Masehinenelemente, Stuttgart. Der Leser findet ein vollst1indiges Verzeieh
nis der Veroffentlichungen von C. V. Baeh iiber die Festigkeitsversuche, die in 
der Materialpriifungsanstalt der Techn. Hochschule Stuttgart angestellt wurden, 
im Anhange zu seiner Schrift: "Ingenieurlaboratorium und Materialpriifungs· 
ansta:t der Techn. Hochschule Stuttgart", Verlag von K. Wittwer, 1915. Da
selbst die genaueren Angaben iiber seine und seiner Mitarbeiter Versuche 
iiber die Widerstandsfiihigkeit ebener und gewolbter Platten. 

Ensslin, Max: Studien und Versuche iiber die Elastizitat kreisrunder Platten 
aus FluJ3eisen. Dingler. 1903, S. 705. (Elastizitatsversuche mit kreil':- und kreis
ringformigen Platten von 56 em Durchmesser) Belastung. ringformig verteilt.) 

Foppl, A.: Mitteilungen aus dem mechanisch-trchn. Laboratorium der T. H. 
Miinchen 1900. Hefe 11, S. 28. Elastizitiitsversuche mit freiaufliegenden 
Kreisplatten, die in der :'litte durch eine Einzelkraft belastet waren. 

1915, Heft 33, S. 26. Bruchversuche mit Glasplatten und Durchbiegungs
versuche mit einer freiaufliegenden quadratischen Platte bei zentri~chem und 
exz('ntrischem Kraftangriff. Schichtenlinienbilder der elastischen Flachen. 

N ada i, A.: Die Formanderungen und die Spannungen von rechteckigen elasti
schen Platten, Mitt. lib. Forschungsarbeiten 1915, Heft 170, 171 und 
Z. V. d. J. 1914. - Die Verbiegungen in einzelnen Punkten unterstiitzter 
kreisfrii miger Platten. Physik. Zeitschr. Bd. 23, S. 366. 1922. (Versuche mit 
G!asplatten ) - The<?rie der Plattenbiegung und ihre experimentelle Bestati
gung. Vortrag auf der NaturforschervHsammlung in Leipzig 1922. Z. ang. 
Mech. Math. Bd. 2, S. 381. 1922. 

Westergaard, H. M., and W. A. Slater: Moment·s and stresses in slabs. Proc. 
american concrete inst. Boston Vol. 17.1921. Versuehe von Slater an vier 
Fe~dern einer durchlaufenden Platte aus Eisenbeton. Im Anhang eine wert
volle ZusammenstelJung der s1imtlichen, in den Vereinigten Staaten an
gestellten Versuche mit elastischen Platten. 



326 Anhang. 

Veroffentlichungen des Deutschen Ausschusses fur Eisenbeton, 
Berlin. 

Heft 30. 1915. B a c h, C. V., und O. Graf: Versuche mit aIJseitig aufliegen
den rechteckigen Platten. 

" 44. 1920. Bach, C. V., und O. Graf: Versuche mit zweiseitig auf
liegenden Eisenbetonplatten bei konzentrierter Belastung. 

Probst, E.: Vorlesungen uber Eisenbeton. Bd.1. Berlin 1917. (Versuche von 
Lord an einer durchlaufenden Decke, S. 529.) 

Morsch: Der Eisenbetonbau, seine Anwendung und Theorie. 5. Auf!. Stuttgart. 
Talbot and Gonnermann: Bulletin Nr. 106 of tbe eng. expo station of the 

University of Illinois, Urbana, U. S. 1918. 
Mar c us, H.: N euere Ausfiihrungen triigerloser Pilzdf cken. Bauingenieur, 

2. Jahrg., S. 370. Berlin 1921. 

Bezeichnungen. 

~,'fj die Verschiebungen eines Punktes in Richtung der Achsen x, y 
eines rechtwinkeligen Koordinatensystems x, y, z ("Rechtssystem"). 

w die Durchbiegung einer veIbogenen Platte. 
cx' Cy, Cz die spezifischen Dehnungen in Richtung del' Achsen x, y, z. 
Y yz ' Y zx ' Yxy die spezifischen Schiebungen. 
ox' 0Y' Oz die spezifischen Normalspannungen. 
T yz ' Tzx ' Txy die spezifischen Schubspannungen. 
E del' Elastizitatsmodul des Werkstoffes. 
G del' Schubmodul des Werkstoffes. 
l' das Verhaltnis der Querzusammenziehung zur Langsdehnung 

(Poissonsche Zahl). 
h die Dicke einer Platte. 

N = E h3/12 (1 - 1'2) die Plattensteifigkeit, 
02W 02W 

LI W = 7'i + -Q' LI LI w = p,'N die Plattengleichung. ox· oY" 
p die spezifische Druckbelastung (auf der Seite z = - h/2 einer Platte 

in del' Richtung der positiven Durchbiegungen w wirkend). 
Peine Einzelkraft. 

nx ' ny 
n xy 

Px,Py 

die Biegungsmomente einer Platte. 
das Scherungsmoment einer Platte. 
die Spannungsmittelkrafte der Normalspanlllmgen 
die Spannungsmittelkraft der Schubspannunglx ,;' 

die Scherkrafte einer Platte. 
omxy 

qx=Px+ay' die Randscher- (Auflager-) kratte,. 
einer Platte. 
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