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Vorwort.

Die Aufgaben des Ingenieurs haben schon oft die Mechanik um
bedeutende Probleme bereichert. Unter den zweidimensionalen
elastischen Systemen bieten die ebenen Platten und die nach Um-
drehungsflichen gekriimmten elastischen Schalen zwei charakteristische
Aufgabengruppen der Statik, die in hohem Mafle der mathematischen
Behandlung zugénglich sind. Die Platten und Schalen sind Ele-
mente der Konstruktionen, die dem Ingenieur in einer Fiille der
verschiedenartigsten Falle hinsichtlich ihrer Form, ihrer Belastung und
ihrer Randbefestigung in den Anwendungen entgegentreten.

Wihrend die Theorie der Biegung der elastischen Platten auf ein
Jahrhundert ihres Bestehens zuriickblicken kann und in ihren Grund-
gedanken bereits durch die bedeutendsten Bearbeiter der mathema-
tischen Elastizitidtslehre entwickelt worden ist, verdankt die Theorie
der Biegung der gewolbten Schalen zwei lebenden Forschern ihre
Ausbildung, ndmlich den bahnbrechenden Arbeiten von E. Meillner
in Ziirich und H. Reifiner in Charlottenburg.

Das vorliegende Buch ist aus dem Wunsch hervorgegangen,
die wichtigsten Mittel fiir den Ingenieur bereitzustellen, deren er zur
Bestimmung der Forménderungen der ebenen Platten und zur Be-
rechnung der in ihrem Innern wirkenden Spannungen bedarf. Die
entwickelten Berechnungsverfahren diirfen tiber die Fille der Platten-
biegung hinaus das Interesse des Ingenieurs und des angewandten
Mathematikers beanspruchen, in denen sie sich als niitzlich erwiesen
haben, weil sie das Handwerkzeug zur Bestimmung aller ebenen
Spannungs- und Verzerrungszustande elastischer Korper bilden diirften.

Den Maschineningenieur haben die ebenen und gew6lbten Wan-
dungen der unter Druck stehenden Maschinengehduse und Kessel
zu einer genaueren Untersuchung der Forménderungen und der
Festigkeit der Platten und Schalen angeregt. Hier waren es be-
sonders die Forderungen des Dampfturbinenbaues, die zu einer sorg-
faltigen und eingehenden Beschiftigung mit einigen von diesen schwie-
rigen Aufgaben der Festigkeitslehre angeregt haben.

Unter der Vielgestaltigkeit der Ausfithrungsformen der Eisenbeton-
bauweise sind andererseits Bauwerke entstanden, die in ihrer organi-
schen Verbindung von stabformigen Tragwerken mit flichenhaft aus-
gebildeten Teilen den Ingenieur oft vor neuartige statische Aufgaben
stellen. Zu ihrer Bewiltigung erweist sich mehr und mehr die Not-
wendigkeit, die Theorie der zweidimensionalen elastischen Korper heran-
zuziehen. Die Forménderungsgesetze eines unvollkommen elastischen



v Vorwort.

Baustoffes wie des Betons bediirfen zwar unter einer zweiseitigen
Biegungsbeanspruchung noch ihrer genaueren Untersuchung, wie auch
die Gesetze, nach denen sich die in ihrem Innern durch Eisenein-
lagen erst tragfihig gemachten Betonplatten verbiegen. Trotzdem
diirfte die genaue Beschreibung der Spannungszusténde einer elastisch-
isotropen Platte unter den in den Anwendungen am héufigsten vor-
kommenden Belastungsfillen sehr niitzlich sein. Die Gesichtspunkte,
nach denen die Eiseneinlagen in den ebenen Wandungen der groBen
Fliissigkeits- und Stiickgutbehilter aus Beton und in den, in einem
Gitter von regelméfig angeordneten Punkten belasteten oder unter-
stiitzten Betonplatten am sparsamsten zu verteilen sind, welche als
durchlaufende Decken, als Briickenfahrbahnen oder als Fundament-
platten von Gebduden viel Verwendung gefunden haben, werden an
Hand der Theorie der biegungsfesten elastisch-isotropen Platten sich
fiir die Zwecke der Anwendungen hinreichend genau feststellen lassen.
Diese Theorie diirfte zur Zeit das vollkommenste Mittel bilden, das
die Mechanik dem Ingenieur zur Verfiigung stellen kann, der sich ein
genaueres Bild iiber die Art der Verteilung der Spannungen in
diesen Konstruktionen verschaffen will. Sie gewdhrt ihm einen weit
befriedigenderen Einblick in diese letztere, als die an ihrer Statt
gelegentlich herangezogenen, mechanisch unzuldnglich begriindeten
Rechnungsverfahren.

Den Ingenieuren, die sich mit diesen Aufgaben beschéaftigt haben,
werden die verhandenen Liicken in den experimentellen Grundlagen
der Lehre von der Biegung der vollkommen und besonders der un-
vollkommen -elastischen Platten kaum entgangen sein, ebensowenig
auch die Schwierigkeiten, welche einige Belastungsfille selbst bei
den elastisch-isotropen Platten einer mathematischen Behandlung be-
reitet haben oder noch bereiten, die eine Bedeutung fiir die An-
wendungen haben. Der Umstand, dafl es ein universelles Rechnungs-
verfahren bisher nicht gibt, das in allen Fillen der Belastungen und
der Grenzbedingungen von elastischen Platten mit einem geringen
MaB von Rechenarbeit die Spannungen zu ermitteln gestattet, hat
nicht zu verhindern vermocht, daB man die strengen Losungen fiir
eine groBe Zahl von praktisch wichtigen Belastungsfillen aufgefunden
hat. Diese Losungen und die mit ihrer Hilfe ermittelten Spannungs-
verteilungen in elastischen Platten enthalten viele wertvolle Ergeb-
nisse der Rechnung fiir die Anwendungen. Diese Erfolge der seit
einem Jahrhundert in den Arbeiten der Forderer der Elastizitéts-
lehre weit ausgebauten Theorie der Biegung der elastischen Platten
werden den weiterstrebenden Ingenieur und angewandten Mathe-
matiker anspornen, den zur Loésung derartiger Aufgaben der Festig-
keitslehre ihnen zu Gebote stehenden sinnreichen Verfahren ihre
Aufmerksamkeit zu widmen und die Versuche fortzusetzen, um die
noch vorhandenen Liicken in den experimentellen Grundlagen der
Berechnungsverfahren zu beseitigen und diese letzteren weiter zu ver-
vollkommnen und zu vereinfachen.
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Die Grundlagen der technischen Elastizitatslehre werden, soweit
sie fiir das ins Auge gefaBte Sondergebiet erforderlich sind, entwickelt.
An mathematischen Hilfsmitteln werden die Anfangsgriinde der
Theorie der linearen Differentialgleichungen vorausgesetzt, wie sie im
Studiengang der Bau- oder der Maschineningenieur-Abteilungen der
Technischen Hochschulen entwickelt zu werden pflegen. In einigen
Anwendungen der Rechnung habe ich auf ihre vollstindige Wieder-
gabe verzichtet und mich begniigt, die hauptsichlichsten Schritte an-
zudeuten und ihre Ergebnisse anzufiihren. Bei der Behandlung der
Plattenaufgaben haben die vom Altmeister der Elastizititslehre
A. E. H. Love eingefithrten Spannungsmittelkrifte und Spannungs-
momente sich als sehr zweckmiBig erwiesen. Von der von Michell
und von Love weit ausgebauten Theorie der Biegung beliebig dicker
ebener Platten habe ich keinen Gebrauch gemacht, weil fiir die prak-
tischen Anwendungen die Beschrinkung der Untersuchung auf diinne
Platten im Sinne der Annahmen, die den von Gustav Kirchhoff
abgeleiteten Gleichungen zugrunde liegen, in den meisten Fillen wohl
ausreichen diirfte. Die wiederholten Anregungen meines verehrten
Lehrers, A. Stodola in Zirich, und die schone Auswahl von Aufgaben
der Festigkeitslehre, die den Inhalt der vor einigen Jahren erschie-
nenen beiden Bénde von ,,Drang und Zwang® von A. und L. F6ppl
bildet, haben mich darin bestirkt, den Verfahren und den Haupt-
anwendungen der Plattenlehre eine eingehendere Darstellung zu widmen.

Ich gedenke sehr dankbar des regen Gedankenaustausches mit
Herrn L. Prandtl, mit dem ich seit fiinf Jahren so oft Gelegenheit
hatte tber viele der im folgenden berithrten Fragen der Elastizitdt
und der Mechanik der bildsamen Forménderungen zu sprechen und
dem ich meinen herzlichsten Dank auch fir die Moglichkeit aus-
sprechen mochte, den Gegenstand durch verschiedene Versuchsreihen
iiber die mich interessierenden Fragen im Institut fiir angewandte
Mechanik der Universitdt Gottingen ergénzt zu haben. Die zu ihrer
Vornahme erforderlichen Mittel wurden mir von der Jubildums-
stiftung der deutschen Industrie in dankenswerter Weise zur
Verfiigung gestellt.

Der Gutehoffnungshiitte in Oberhausen und der Beton-
und Eisenbetonbauunternehmung von Wayss & Freytag in Neu-
stadt a. d. Haardt habe ich fiir die liebenswiirdige Uberlassung
einer Anzahl von Lichtbildern ihrer Plattenkonstruktionen fiir den
Druck besonders zu danken. SchlieBlich mochte ich nicht verfehlen,
der Verlagsbuchhandlung fir ibre Bereitwilligkeit, mit der sie auf
meine Wiinsche bei der Drucklegung eingegangen ist, und fiir die
sorgfiltige Herstellung des Satzes und der Abbildungen meinen
besten Dank auszusprechen.

Gottingen, im April 1925.
A. Nadai.
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I. Die Grundlagen der Lehre von der
Plattenbiegung.

1. Elastizitit, Bildsamkeit, Festigkeit.

Die Korper, die wir gewohnt sind als starr anzusehen und als
fest zu bezeichnen, sind es bei ndherem Zusehen nicht. In einem
Teil der Mechanik, der sich mit der Beschreibung der Verinderungen
ihrer Gestalt beschaftigt, wird von der Erfahrungstatsache Gebrauch
gemacht, dall man solche Verdnderungen an den Kérpern beobachten
kann, fir die allein die jeweiligen Werte der Krifte bestimmend
sind, die als ihre Ursachen angesehen werden. Mit diesen, im Ver-
gleich zu den Abmessungen der Korper meist sehr kleinen Gestalts-
dnderungen werden wir uns im folgenden zu beschéftigen haben.

Diese Gestaltsinderungen der Oberfliche der Koérper sind die
Folge der Verschiebungen der kleinsten Masgsenteilchen, aus denen
sie sich aufbauen. Die Krifte, unter deren Wirkung sie entstehen,
greifen entweder gleichmiflig an den einzelnen Massenpunkten an —

Massenkrifte -— oder sie werden an den Stellen iibertragen, wo
die Korper mit angrenzenden Massen in Beriihrung stehen — Ober-
flichenkréfte.

Unter den mechanischen Grundeigenschaften der festen Korper
und im besonderen der Baustoffe des Ingenieurs treten ihre Elasti-
zitdt, ihre Bildsamkeit und ihre Festigkeit hervor. Es be-
diirfte der Aufzihlung einer langen Reihe von Erfahrungstatsachen
und der Beschreibung von Beobachtungen verschiedener Art, um
diesen, dem téglichen Sprachgebrauch entnommenen Begriffen eine
genauer eingeschrinkte mechanische Deutung zu geben. Im Gebrauch,
den wir vom Begriff der Elastizitdt in der Festigkeitslehre gewohnt
sind zu machen, begniigen wir uns damit, unter ihr die Eigenschaft
der Korper zu verstehen, in ihre urspriingliche Gestalt zuriickzukehren,
wenn die Krifte ihre anfinglichen Werte wieder angenommen haben.
Neben diesen elastischen Teilen der Forménderungen sind nach einer
Riickkehr zur urspriinglichen Last oft weitere Anderungen der Gestalt
zu beobachten, die man als bleibende Forménderungen bezeichnet,
wenn sie mit der Zeit nicht verschwinden.

Nidai, Elastische Platten. 1



2 Die Grundlagen der Lehre von der Plattenbiegung.

Man nennt die Kérper dehnbar, bildsam (plastisch), wenn
sie bleibende Forménderungen groBleren Betrages ertragen konnen,
ohne dafl dabei ihr Zusammenhang in ihren kleinen Teilchen merk-
lich gelockert wird. Diese Fahigkeit wird durch den Grad der Ver-
schiebbarkeit einzelner Atomschichten im Kristallkorn, sowie durch
die Zusammenhangsverhiltnisse der Kristallkorner einheitlicher Be-
schaffenheit bestimmt, aus denen sich die festen Korper, wie die
Metalle und die Gesteine, aufbauen. Sie hingt aber auch wesent-
lich von der Temperatur und von der Art ihrer Beanspruchung ab.
Ein Material kann sprode oder bildsam sein, je nachdem unter welchen
Bedingungen es belastet wird. Marmor oder Sandsteinzylinder, die in
einer Festigkeitsmaschine auf Druck belastet werden, verhalten sich
wie sprode Korper, sie zeigen bis zum Bruch keine nennenswerte
Anderung ihrer Gestalt. Wenn die Zylinder in der achsialen Rich-
tung belastet und auf ihrem Mantel einem hohen Fliissigkeitsdruck
ausgesetzt werden, lassen sie sich, wie von K4rmaén?) zeigen konnte,
plastisch deformieren. Die reinen Metalle sind bereits unter einer
Zugspannung sehr starker bildsamer Forménderungen fahig. Die
Plastizitit beruht bei den verschiedenen Korpern auf Vorgéingen ver-
schiedener Art (Verschiebbarkeit der Korner in einem feuchten Ton,
Bildung der Gleitflichen in den Kornern der Metalle). Soweit die
Entstehung bildsamer Forménderungen bei den Metallen (das ,, FlieBen“
der Metalle) in Betracht kommt, haben die Grenzbelastungen (die
FlieBgrenze) fiir den Ingenieur eine Bedeutung, unter denen diese
Materialien sich in stdrkerem MafBle plastisch zu deformieren beginnen.

Wenn das Gleichgewicht der Kréfte, die an einem Konstruktions-
teil angreifen, aufhért sicher zu sein, tritt die Gefahr seiner Zer-
storung in den Vordergrund. Mit einer Labilitdt des Gleichgewichtes
der Krifte, die an kleinen Teilen des Korpers, z. B. an seinen
Gefiigebestandteilen angreifen, beginnt die Auflockerung des Kérper-
zusammenhanges, die Bildung von Rissen, der Gleit- oder der Bruch-
flichen, die der Festigkeit der Korper eine Grenze setzen.

2. Der Forminderungszustand.

Wenn man die Anderung der Gestalt eines Korpers zu be-
schreiben hat, wird man von einer willkiirlichen Anfangslage seiner
materiellen Punkte auszugehen und mit ihr die Lage der Punkte
im Endzustand zu vergleichen haben. Wir beziehen die Lage der
Punkte im Anfangszustand auf ein feststehendes Koordinatensystem,
beispielsweise auf ein rechtshindiges, rechtwinkeliges Achsensystem

1) Festigkeitsversuche unter allseitigem Druck. Mitt. ib. Forsch.-Arb.
Heft 118.
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z,y,2. Der Forménderungszustand des Korpers wird bekannt sein,
wenn die Komponenten der Verschiebung &, #, { in der Richtung
der Koordinatenachsen angegeben werden konnen, um die sich ein
beliebiger Punkt «, y, z in seinem Innern relativ zu seiner Anfangs-
lage verschoben hat. Wenn beispielsweise seine Punkte Verschiebungen &
parallel zur Richtung der z-Achse beschreiben, die auf einer zur
yz-Ebene parallelen Ebene gleich und proportional z sind, wéhrend
die Verschiebungen # und ¢ Null sind, spricht man von einer
Dehnung in der z-Richtung. Ein in beliebiger Richtung zur

Dehnungsrichtung x geneigtes
T
-
1] K| —1
|_—1

Biindel paralleler Ebenen bildet /gﬁ
L1
// L —1
A0 A

nach der Verzerrung wieder ein
|
Abb. 1. Abb. 2.

In demselben haben sich die | |
Absténde der Ebenen vergrofert
und die einzelnen Ebenen iiber-
einander verschoben. Das Maf}
fir die Verlingerung der zur x-Achse parallelen Strecken ist die
Verlingerung der Léngeneinheit oder die spezifische Dehnung ¢ . In
einer Richtung, welche einen beliebigen Winkel mit der z-Achse
bildet, wird der Korper gedehnt, aulerdem erfahren die zu ihr senk-
rechten Ebenen eine Gleitung. Das MaB fiir diese letztere ist die
spezifische Schiebung oder die Strecke, um die sich zwei Ebenen,
deren Entfernung gleich der Léngeneinheit ist, iibereinander ver-
schoben haben.

Zwei reine Dehnungen in zwei beliebigen Richtungen lassen die
Schnittgeraden der zu den Dehnungsrichtungen senkrechten Ebenen
undeformiert. Daraus folgt, daB durch drei nicht komplanare reine
Dehnungen sich der allgemeine Verzerrungszustand erzeugen liBt.

Wenn die spezifischen Dehnungen und Schiebungen sich von
einer Stelle ¥ yz zur anderen dndern und Funktionen der Koordinaten
sind, bezieht man sie auf die Léingen- und Winkelinderungen der
Kanten eines Elements dxz-dy-dz. Diese Anderungen sind stets nur
kleine Bruchteile dieser Strecken, bzw. des rechten Winkels im ur-

paralleles Biindel (Abb. 1 und 2). | &K

~

spriinglichen Zustand. Die Lénge dx verldngert sich um _a—i—dx, die

Verldngerung der Langeneinheit der Strecke dx oder die spezifische
Dehnung in der z-Richtung ist daher ¢, = g—i
Die spezifischen Dehnungen der Substanz im Punkte z, y, 2z sind
demnach in den Richtungen z,y, z
e 0 9
T ox’ v 9y’ z

oy

&

I
l

D
n

(1)

]*
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Der rechte Winkel, den die Strecken dx und dy bildeten, dndert

sich infolge der Verzerrung um den kleinen Betrag y, , = % L g—z
;‘r’ffg (Abb. 3). Die Winkelinderungen der
4 u:— I Strecken dxzdy, dydz, dzdx oder die
I ] spezifischen Schiebungen, welche das
dr ,L { 2 Material in den entsprechenden Rich-
7 LS ;azd’-' tungen erleidet, sind demnach
z _j_f 65 aC
Yy = 5 +- Yy = + .
K4
2)
o ot "
Abb. 3. T

Der Rauminhalt des Rechtkants dzdydz im verzerrten Zustande
ist (1+¢)(1+e¢)(1+e)dadydz. Bis auf GroBen hdherer Ord-
nung betrigt seine auf die Raumeinheit bezogene Zunahme :

o

e=8x+£y—}—ez————|— Frh 3)

Die GroBe e heiBt die rdumliche Dehnung.

3. Der Spannungszustand.

Bildet man das Verhiltnis der in einem Flichenelement eines
Korpers iibertragenen Kraft zu dieser Flache, so ndhert sich dieses,
wenn die Fliche unbegrenzt verkleinert wird, einem Grenzwert, der
die spezifische Spannung in der betreffenden Schnittrichtung heilt.
Der Spannungszustand ist an einer beliebigen Stelle des Korpers
bekannt, wenn man die GroBe, die Richtung und den Sinn der auf
die Flicheneinheit jedes, in beliebiger Lage angenommenen Fléchen-
oder Schnittelements bezogenen Kraft anzugeben vermag. Die zum
Flichenelement senkrechte Komponente der Spannung heillt eine
Normal-, ihre in die Richtung des Schnittes fallende Komponente eine
Schubspannung.

In einem zur zy- Ebene parallelen Schnittelement sei die Normal-
spannung mit ¢, bezeichnet. Sie sei, wenn sie fiir das Material eine
Zugbeanspruchung zur Folge hat, positiv, im entgegengesetzten Falle,
wenn sie eine Druckbeanspruchung zur Folge hat, negativ an-
genommen. Die resultierende Schubspannung in dem Element werde
in ihre zu den Achsrichtungen z und y parallelen Komponenten 7, und
7, zerlegt. Bei dieser Bezeichnungsweise stimmt der erste Zeiger mit
der Richtung der Normalen des Flichenelementes iiberein, der zweite
zeigt die Richtung an, in der die Komponente (fiir den Korperteil,
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dessen nach auBen gerichtete Normale wie die positive z- Achse zeigt)
zu nehmen ist. Eine zyklische Vertauschung der Zeiger x, y, z in
O, T, 1,, liefert die Spannungskomponenten der Schnittrichtungen
yz und zz (Abb. 4). o

Um die Bedingungen anzuschrei- . ‘1
ben, welche mit Riicksicht auf das = 7l
Gleichgewicht der Krifte unter den /T_y_ﬂi;l
Spannungskomponenten bestehen miis- Tyx
sen, betrachten wir das Gleichgewicht
der Krifte an einem aus dem Korper
an der Stelle xy z herausgeschnittenen
Rechtkant mit den Seitenlingen dx,
dy, dz. Von den Spannungskomponen-
ten sind zur - Achse parallel die Normalspannung ¢, und die Schubspan-
nungen 7., 7,,. Bei der Bildung der Komponentensumme in dieser
Richtung ist jede dieser Spannungen mit der Fliche zu multiplizieren,
auf der sie wirkt, und zu beachten, dall die gleichbezeichneten Beitrige,
die von zwei parallelen Seitenflichen stammen, sich um ein Differential
voneinander unterscheiden. Unter der Annahme, daB im Element
keine Massenkraft wirkt, lautet die Gleichgewichtsbedingung der Kraft-
komponenten in der z-Richtung

(om 1 %m) dedz — o dydz + <1ym 1 a@% dy) dzdz — 1, dzdw

Abb. 4.

02

Sie liefert die erste der drei Gleichungen

0
+ (zzm*}——*'ziz_ dz>dxdy - szdxdy = 0.

do, #_Brw ot

ZIZ
ox ' 0y + 0z 0,
doy 0T,y 0Tgy
i — /
dy ' 0z + ox 0, S
_a_cfz_r_}_arzz_i_atﬂz . 0’

deren folgende durch zyklische Vertauschung der Zeiger z, y, z aus
der ersten hervorgehen.

Die drei Gleichgewichtsbedingungen, welche sich auf das Ver-
schwinden der Komponentensumme der Momente beziehen, zeigen
die Gleichheit der Schubspannungskomponenten

Toy = Tyas Ty =T, T, =1, (4a)

an. Durch diese drei Gleichungen erméBigt sich die Zahl der den
Spannungszustand beschreibenden GréBen von 9 auf 6. Den Beweis,
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daB die 6 Spannungskomponenten ¢_,: Oys Oy Tops Tyus Tug tatséchlich
ausreichen, um einen homogenen Spannungszustand zu beschreiben,
liefert die Tatsache, daf man mit ihrer Hilfe die Spannungskompo-
nenten in einem beliebigen, zu den Koordinatenebenen schiefen

Schnitt anzugeben vermag.

4. Der ebene Spannungszustand.

Man erhélt einen solchen, wenn man z. B. ¢,=0, 7,,=0,
7,, = 0 annimmt.

An einem kleinen prismatischen Element (Abb. 5), das man sich
durch zwei zur xy-Ebene, eine zur zxz- und eine zur zy-Ebene
parallele Ebene und schlieflich durch einen zur xz-Achse parallelen
Schnitt begrenzt denkt, dessen nach auflen gerichtete

6, Normale n den Winkel ¢ mit der z- Achse bildet, wird
O § = das Gleichgewicht der Krifte durch die Gleichungen
1 @ 0,c08¢ + 7, sine =g, cose 7, sinc, (5)
Tzy . .
L g, sma—'t”cos-a:oys1na+1xycosa

y
Abb. 5. ausgedriickt. In ihnen sind mit ¢, die Normal- und
mit 7, die Schubspannung im schiefen Schnitt be-
zeichnet. Lost man diese Gleichungen nach ¢, und 7, auf

o, (o o
o, =%

z y .
= 3 cos2oc—i—1xysm2a,

0s— 0, (6)
T, = Lé——s1n2oc—r cos2 e,

nimmt das Glied 2—0— in der ersten auf die linke Seite, quadriert
und addiert, so entsteht

65+ 0y

23
2 __ 2 2 _ <Gx - O’l/)‘
(On_ ) +T” = Tm> o tm= 4 o

“"'%21/- (7)

In den Verinderlichen o, 7, ist dies die Gleichung eines Kreises.
Er heit der Mohrsche Spannungskreis und dient zur Darstellung
des ebenen Spannungszustandes.

Wir nehmen an, daf das rechtwinklige Koordinatensystem ¢, , z,,,
in dem der Kreis (Abb. 6) dargestellt ist, parallel zu den z, y-Achsen
liege. Der Mittelpunkt M des Spannungskreises liegt nach Gl. (7) auf der

6,- Achse in der Entfernung OM = (o, + 0,): 2 von O. Sein Halbmesser
7,, ist die Hypotenuse eines rechtwmkehgen Dreieckes mit den Ka-

theten &; % und 7,,- Die Richtung des schiefen Schnittes BB

und seiner Normalen MN sei in der Figur des Spannungskreises
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ebenfalls eingetragen. Die Gerade MN bildet dann mit der xz-Achse

den Winkel «. Wir ziehen einen Strahl MA aus M, der den
Winkel 2« mit der z-Achse einschlieBt, und tragen auf ihm die

Strecke % 2——~6ﬁ und senkrecht zu ihm 7, auf. Die Hypotenuse MS

des so entstandenen rechtwinkeligen Dreieckes (das in Abb. 6 schraf-
fiert wurde) ist der Halbmesser 7, des Spannungskreises und die
Koordinaten des Punktes S sind nach Gl. (6) und (7) gleich o, und
7,. Wenn sich die Schnittrichtung BB
oder auch ihre Normale MN mit einer
Winkelgeschwindigkeit um den Mittelpunkt
des Spannungskreises dreht, wandert der
Punkt 4 mit der doppelten Geschwindig-
keit in derselben Richtung auf dem Kreise. 0
Die Normalspannung o, erreicht ihren
groBiten, bzw. ihren Kkleinsten Wert, wenn

S in die Punkte 8, oder S, fallt. Wir
nennen diese Werte die Hauptspan- Abb. 6.

nungen und bezeichnen sie mit ¢,, bzw.

mit 6,. Sie sind im Mohrschen Kreis durch die Strecken 08,
und 08, oder durch

oy + 0y Oy 1 0y
R ®)

gegeben.

Die zugehorigen Hauptrichtungen werden durch die Rich-
tungen der Kathete des Dreiecks in den Lagen S, (oder S,) oder
durch die beiden Winkel beschrieben, fiir welche

cotg 2 ¢ = %}Ey 9)

x

ist. Die grofite Schubspannung

tritt in den Winkelhalbierenden der Hauptrichtungen auf.

Ein ebener Spannungszustand mit o, = 6, = 0 oder den Haupt-
spannungen o, =1, , 0, = — 1, wird als reine Schubbean-
spruchung bezeichnet.

Der allgemeine Spannungszustand 148t sich stets aus drei ebenen
Spannungszustinden zusammensetzen und wird nach O. Mohr?) durch

seine drei Hauptkreise dargestellt.

1) A. Foppl: Vorlesungen iiber technische Mechanik Bd. 5.



8 Die Grundlagen der Lehre von der Plattenbiegung.

5. Das Elastizititsgesetz.

Die hauptséchlichen Baustoffe des Ingenieurs bestehen aus Hauf-
werken von kleinen Ko6rperchen kristallinischer Beschaffenheit, die einer
oder mehreren Grundsubstanzen angehoren kénnen. Trotzdem Kristalle
von der Richtung abhingige Eigenschaften und deshalb eine von
dieser abhingige Elastizitdt besitzen, sind die elastischen FEigen-
schaften der aus kleinen Kristéllchen zusammengesetzten Korper
wegen der regellosen Orientierung ihrer ausgezeichneten Richtungen
im Mittel von der Richtung unabhingig. Wenn die kleinen Bau-
steine der Korper fest aneinanderhaften und jener zweiten Art der
Forminderung zu widerstehen vermogen, die in den inneren bleiben-
den Verdinderungen der Kristallkérner besteht, erzeugen die Span-
nungen im Haufwerk der Kristallite mit ihnen verhdltnisgleiche
Dehnungen und Schiebungen und die Verzerrungen, die von einem
Spannungszustand herriihren, lagern sich einfach iiber die von einem
zweiten erzeugten {iiber.

Ein unter einer Spannung o, auf Zug oder auf Druck be-
anspruchtes Material dehnt sich in der z-Richtung gleichmiBig aus
und zieht sich in allen zur z-Richtung senkrechten Richtungen gleich-
méBig zusammen. Eine Normalspannung o erzeugt die Dehnungen

x=%, ey=ez=—vf.

Die GroBe E heiflt der Elastizitdtsmodul, sie hat die Dimension einer
spezifischen Spannung. Die unbenannte Zahl » gibt das Verhiltnis
der Querzusammenziehung zur Léngsdehnung an. Die Querdehnungs-
zahl » (auch Poissonsche Zahl genannt) ist fiir Glas !/, fiir Eisen
etwa 3/, . Fir Zement und Beton ist » wesentlich kleiner und
kann im Mittel etwa gleich 1/, bis /., genommen werden. Aus dem
Umstand, daBl wibrend der betrachteten Forménderung in den zur
z-Richtung schief gelegenen Schnittrichtungen Schubspannungen
wirken und Schiebungen auftreten, folgt, daf diese letzteren eben-
falls verhéltnisgleich sein miissen. Der Proportionalititsfaktor ergibt
sich, wenn man die Schubspannung und die Schiebung fiir eine be-
liebige Richtung, beispielsweise fiir eine unter 45 Grad zur Zugrich-
tung geneigte Schnittrichtung berechnet. In dieser Ebene ist = o,
und y =2(1+»)e,, somit ist

€

21+ ]
= ——EL . (1 1)
. . v H T
Man bezeichnet die Grofle G = ———— = — als den Schubmodul
2(149») y

des Stoffes.
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Nachdem der allgemeine Spannungszustand aus drei Zug- oder
Druckbeanspruchungen o,, o,, 6, und aus drei Schubbeanspruchungen
Tuys Tys Ty, SiCh zusammensetzt, haben wir als Ausdruck fiir das
Elastizitdtsgesetz (Hookesches Gesetz) eines isotropen Materiales die
sechs Gleichungen:

o0& 1 R T

z‘—%_ﬁgjx_vo VOZ), ny_ay ax_‘G

on 1 LT
sy:_—_gy_:ﬁ(ay—vaz—voz), Ve =5, Frimi (12)

oC 1 ot o0& 1,

T TE T ey T =G
Wenn im Gefiige eines Stoffes ein Bestandteil eine wesent-
lich geringere Festigkeit als die anderen besitzt — ein sehr ge-
ldufiges Beispiel ist das GuBeisen mit seinen eingelagerten, weichen
Graphitteilchen — oder wenn die kleinsten Teilchen, trotzdem sie

gut miteinander verwachsen sind, leicht, d. h. unter geringen
Spannungen bleibende Verschiebungen erleiden (z. B. weiches, ausge-
glithtes Kupfer), geniigen die Forméinderungen nicht dem Elastizitéits-
gesetz.

Unter den in elastischer Hinsicht zwar unvollkommenen, aber
wegen der Billigkeit ihrer Herstellung in den Konstruktionen des
Hoch- und Griindungsbaues viel angewendeten Verbundkérpern ist
einer der wichtigsten der Beton, dessen elastische Eigenschaften in
mancher Hinsicht denen des GuBeisens dhneln. Der aus einer Mischung
von Zement, Kies und Sand mit einem Wasserzusatz erzeugte Beton
hat wie das GuBeifen im Gebiete der Druckspannungen eine konkave
Spannungs-Dehnungskurve. Die Zusammendriickungen nehmen fiir
gleiche Spannungsstufen mit der steigenden Spannung zu. Die ge-
nauere Beobachtung hat gezeigt, daB die Belastungskurven der
pordsen, mit zahllosen, feinen Spalten und unvolikommenen inneren
Haftflichen durchsetzten Korper, wie des Betons oder des GuBeisens,
von den Entlastungskurven abweichen (elastische Hysteresis).
Die Praxis des Eisenbetonbaues hat es im Laufe der letzten
Jahrzehnte verstanden, die Unvollkommenheit des Betons durch die
Verwendung von Eiseneinlagen auszugleichen (Abb. 7), die ihn vor
allem gegen die Zugspannungen widerstandsfihig machen. Man hat
auch gelernt, die auf Grund des Hookeschen Gesetzes entwickelte
Elastizitétslehre auf die hauptsichlichsten Anwendungsbeispiele des
Betons unter der Beriicksichtigung seines vom vollkommen elasti-
schen Korper abweichenden Verhaltens zu iibertragen.
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Um die Erforschung der Elastizitits- und Festigkeitseigenschaften des
Betons mit und ohne Eiseneinlagen haben sich in Deutschland besonders
C.v. Bach und O. Graf (man vergleiche die Berichte itber die Versuche in der
Festigkeitsanstalt der Techn. Hochsch. Stuttgart, die Hefte des Deutschen Aus-
schusses fiir Eisenbeton und der Mitt. iib. Forsch.-Arb.), Foerster, M.: ,Die
Grundziige des Eisenbetonbaues“, 2. Aufl., Berlin: Julius Springer 1921.
E. M6rsch: ,Der Eisenbetonbau, seine Theorie und Anwendungen®, 5. Aufl,,
Stuttgart 1920, 1922 und E. Probst: ,Vorl iib. Eisenbeton“ (1. Bd. 2. Aufl.
1923; 2. Bd. 1922. Berlin: Julius Springer) verdient gemacht, auf deren ein-
gehende Untersuchungen hinzuweisen ist. Vgl. auch das ,Handbuch fiir Eisen-
beton“, Berlin: W. Ernst & Sohn 1921. — Neuerdings hat K. Eisenmann (Der
Bauingenieur, Bd. 5, S. 540. 1924) durch feine Elastizitdtsmessungen an Beton-
korpern, die er auf Zug oder auf Druck nur schwach beanspruchte, eine
vollige Linearitit zwischen den Spannungen und den elastischen
Anteilen der Dehnungen festgestellt. — Eine weitere Kldrung des elastischen
Verhaltens von Eisenbetonplatten ist von den in den Technischen Hochschulen in
Dresden und Stuttgart in Angriff genommenen Versuchen zu erwarten.

Abb. 7.7 Die Eiseneinlagen der AuBen- und Zwischenwinde eines
13 m langen, 6,6 m breiten und 55 m tiefen Fliissigkeitsbehilters
aus Eisenbeton.

Stoffkésten einer Papierfabrik. Die beiden Lingswinde und die Querwinde
sind als rechteckige Platten mit je zwei Netzen kreuzweise verlegter Eisen
bewehrt. Die Winde haben eine Dicke von 16 cm. Das eiserne Gerippe der
Wiinde ist vor dem Anbringen der hélzernen Verschalungsform aufgenommen,
in der die Winde spiter betoniert werden. — Ausfithrung: Wayss & Freytag
Akt.-Ges., Neustadt a. d. Haardt.
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6. Die Grundgleichungen.

Die drei Gleichgewichtsbedingungen der Spannungen (4), S. 5,
enthalten, wenn man in ihnen die Gleichheit der zugeordneten Schub-
spannungen nach (4a) beriicksichtigt, die sechs Spannungskomponenten
Oy Oyy Oy Tpps Typs T,y ES sind dies drei lineare, homogene partielle
Differentialgleichungen, die zur Angabe eines in einem elastischen
Korper moglichen Spannungszustandes noch nicht hinreichen. Dazu
ist notig, sie mit den sechs Gleichungen (12), S. 9, in Beziehung zu
setzen, welche das Elastizitiatsgesetz zum Ausdruck bringen. Diese
Gleichungen enthalten auBer den Spannungen noch drei weitere un-
bekannte Funktionen der Koordinaten z, y, z, nimlich die Kompo-
nenten &, %, { der Verschiebung. Es stehen dann insgesamt neun
voneinander unabhingige Gleichungen zur Bestimmung der neun un-
bekannten Funktionen der Koordinaten x, y, z zur Verfiigung, die
zur Angabe besonderer Forménderungs- und Spannungszustinde von
elastischen Korpern hinreichen, wenn die Werte der Spannungen
oder der Verschiebungen auf den Begrenzungsflichen des Korpers
gegeben sind.

Wenn man die sechs Gleichungen (12) nach den Spannungen
auflost und ihre Werte in die drei Gleichgwichtsbedingungen (4) ein-
setzt, ergeben sich die drei Grundgleichungen der Elastizitdts-
lehre

?gj'—(l——Zv)AE:O, E—{—(1—27/)4117=0,

ox oy
oe (13)
(1 =294 =0.
oz

In ihnen bedeutet das Zeichen A eine abkiirzende Schreibweise fiir
yo OY Fu Pu
M= T T
und e die raumliche Dehnung (S. 4, Gl. (3)).

Jedem System von Funktionen &, %, ¢, das diesen drei linearen,
homogenen, partiellen Differentialgleichungen geniigt, entspricht ein
moglicher Forménderungs- und Spannungszustand in einem elastischen
Korper.

Bildet man der Reihe nach die partiellen Ableitungen der ersten,
zweiten und dritten der Gleichungen (13) nach den Unabhingigen
®, y und z und ihre Summe, so folgt fiir dic rdumliche Dehnung e

die Differentialgleichung He—0

Die Gleichungen (13) gelten nur unter der Voraussetzung, daB

die Verschiebungen &, #, { an keiner Stelle des Korpers mit seinen
Abmessungen im undeformierten Zustande vergleichbar sind.
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7. Steigung und Kriimmung.

Eine krumme Fliche z = f(z,y) werde durch eine zur z-Achse
parallele Ebene in einer Kurve geschnitten. Bedeutet n eine Linge,
die in der Richtung ihrer Spur mit der x,y-Ebene gemessen wird,
so ist der Tangens des Winkels §,, den die Tangente der Schnitt-
kurve im Punkt zyz mit der xy-Ebene bildet, gleich

oz of (z,
tgﬂn:——:—(—ﬁ-y)'

on on
Wenn # mit den Richtungen z bzw. y zusammenfillt, wird analog

n

0z £z
tgh, =y  tgh,—=—.
8h.=, 86,= %y
Der Zuwachs der Ordinaten z in der Richtung n ist:
dz = aiz—d + — dy

Nach Division mit dn und Elnfuhrung des Winkels «, den die
Rlchtung n mit der z-Achse bildet, folgt hieraus die Stelgung

8* der Fliche z= f(zy) in der Richtung =:

0z 0z . 0z,
51—%~:a—xcosa—g—@sma. (14)
Auf einer Schichtenlinie der Fliche z = f(x,y) oder einer
Kurve z = konst. ist in der Richtung der Kurve 9z/6n’ =0 und
nach (14
: 0z az

1

o / (15)

Um den Winkel o’ oder die Richtung #” im Punkte x,y zu finden,
in der die Fliche z= f(z,y) am steilsten ist, bilden wir die Ab-
leitung der Gl. (14) nach « und setzen sie gleich Null. Es folgt

0z / 0z
" 16
- (16
Die Richtungen n’ und %" stehen senkrecht aufeinander, denn
tge/ tge!’ = — 1. Die groBte Steigung der Fliche f(xy) ergibt
sich nach (14) und (16)

9z>2 (82)2

— —-—]. 17
V <8x ™ o0y (17)
Ein Schnitt der Fliche z = f(x,y), der ihre Normale im Punkte z,y

enthiilt, heiBt ein Normalschnitt. Die Normalschnitte einer schwach
gekriimmten Fliche, deren Ordinaten z sehr klein gegen z und y

tgo/ =

tgo” =
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sind, stehen nahezu senkrecht zur xz,y-Ebene. Umgekehrt schneidet
jede zur xy-Ebene senkrechte Ebene mit geniigender Genauigkeit
aus einer solchen Fliche in jedem Punkte x,y ihrer Schnittkurve
einen Normalschnitt heraus.

In einem Normalschnitt, dessen Spur »n auf der z,y-Ebene den
oben eingefithrten Winkel ¢ mit der x-Achse einschlieBt, wird die

Krimmung 1 bei einer schwach gekriimmten Fliche aus der Gl. (14)

erhalten, wenn man diese nochmals auf sich selbst anwendet:

L _ 7 —i<ﬁ> CO8 ¢ i<—ai>-sinoc
E;_W—ax on Tay on
oder mit Benutzung von Zeigern fiir die Ableitungen von z nach z
und y:

1 2

_— = _ . - .5 .sin?

. =2,, =%, 008 ¢+ 2z, -singcose -z, -sine.  (18)
n

Entsprechend wird die Kriimmung in einem Schnitt m, der senkrecht
zum ersten steht, gleich:

1 . ' . 3
o= Zym = %y SN 0 — 22, singcose -z, cos’e.  (18a)
Die Addition dieser Gleichungen ergibt:
Zun -+ zmm = %y + Zyy> (19)
oder auch
1 1 1 1
— + —=-— 4 -— =konst., den Satz von Euler. (20)

O Qm ro Qy
Man nennt den vorstehenden Ausdruck die mittlere Kriimmung
der Fliche z = F (x,y).

2

ghnlich wie vor-

Bildet man die zweite Ableitung z , = -
nm 8” 8m
hin die GréBe z,, und fithrt an Stelle des einfachen den doppelten

nn

Winkel 2 ¢ ein, so entstehen mit (G1.18) zusammen die zwei Gleichungen

(21)

Diese Gleichungen besitzen dieselbe Form wie die Formeln (6) des
ebenen Spannungszustandes. Daher lassen sich die Sitze iiber den
Mohrschen Spannungskreis sinngemiB auf die Kriimmungen einer Fliche
z = f(x,y) libertragen. Den zweiten Ableitungen von z: Zoer Zyys Py

Zun> Zym» entsprechen der Reihe nach die Spannungskomponenten:
6, 0 —1

22,y =%y T 2y T (2., — 7, )c0820 + 22 sin2a,

< I — _ 1 L.
2z, = (z,. z,,)sin2 ¢ - 2z,,c082¢.

x3 Ty T:cy’ Gn’ nm*

Man bezeichnet auch z, y als die Torsion der krummen Fliche z
im Punkte z,y, beziiglich der Schnittrichtungen «,y. Die Torsion
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verschwindet in den Hauptschnitten der Fliche z = f(z,y), in
denen die Hauptkriimmungen:

zxx + 2yy _(z—x?z?;l)g V
LY,

2
auftreten.

8. Platten und Schalen.

Wenn in einem elastischen Ko6rper eine Koordinate klein im
Vergleich zu den anderen ist, oder mit anderen Worten, wenn man
die Forménderungen und die Spannungen von scheiben- oder platten-
formigen elastischen Koérpern zu beschreiben hat, sind Vereinfachungen
der Rechnung zu erwarten. Diese sind aufler den stabformigen
Korpern wichtige Elemente der Konstruktionen des Ingenieurs, es
entspricht deshalb einem praktischen Bediirfnis, wenn wir uns mit
ihren Forménderungen und mit ihren Spannungszustéinden eingehend
beschéftigen werden.

Unter den durch zwei benachbarte Flichen begrenzten elastischen
Korpern wollen wir fiir eine Platte ihre Biegungssteifigkeit oder
ihre Fiahigkeit als kennzeichnend betrachten, quer zu ihrer Mittel-
fliche gerichtete Krifte durch die Momente der iiber ihre Quer-
schnitte verteilten inneren Spannungen aufzunehmen. Wir beschrinken
die Bezeichnung auf die Platten, deren Mittelfliche in ihrem un-
deformierten Zustand eine Ebene ist?).

Die durch zwei benachbarte Flichen begrenzten -elastischen
Korper, deren Mittelfliche im wunbelasteten Zustand gewolbt ist,
werden elastische Schalen genannt. Weitaus die wichtigsten Auf-
gaben iiber die Festigkeit der flichenhaft ausgedehnten elastischen
Kérper beziehen sich auf die (ebenen) Platten und auf solche
Schalen, deren Mittelfliche eine einfache geometrische Gestalt haben,
besonders auf die Kegel-, Kugel- und Ringflichenschalen?).

1) Die durch ein System von Kriften nur in ihrer Ebene verzerrten (nicht
verbogenen) Platten werden wohl auch als Scheiben bezeichnet. Ihre wichtigsten
Anwendungsbeispiele sind die rasch umlaufenden Rider der Dampf- und
Gasturbinen, deren Theorie in A. Stodolas Werk: Die Dampf- und Gasturbinen,
Verlag von Julius Springer, Berlin, 6. Aufl. 1923 erschtpfend dargestellt ist.

%) Hinsichtlich der Theorie der Biegung der gewdlbten Schalen ist auf
die grundlegenden Abhandlungen von H. Reissner in der Miiller-Breslau-Fest-
schrift 1912  Spannungen in Kugelschalen (Kuppeln), Leipzig: A. Kroner, und
von E. MeiBner: ,Das Elastizititsproblem fiir dinne Schalen von Ringflichen-,
Kugel- oder Kegelform*“ in der Physikalischen Zeitschrift 1913, S. 343 zu ver-
weisen. MeiBners Untersuchungen haben ihre Fortfiihrung in einer Reihe von
ausgezeichneten Dissertationen der Technischen Hochschule Ziirich gefunden. —
Vgl. auch A. und L. Féppl: ;Drang und Zwang*, Eine hihere Festigkeits-
lehre fiir Ingenieure, 2. Bd. (Oldenbourgh) 1921.
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Das elastische Verhalten einer Platte hingt wesentlich
vom Verhidltnis ihrer Dicke zu ihren sonstigen Ab-
messungen ab. Wir haben bereits erwidhnt, dafl die Differential-
gleichungen fir die Verschiebungskomponenten nur so lange linear
sind, als keine der Verschiebungen mit einer Korperabmessung ver-
gleichbar ist. Diese Forderung grenzt genauer das Dickenverhiltnis
nach unten hin ab, oberhalb dessen die linearen Differentialgleichungen
mit hinreichender Genauigkeit gelten. Sie verlangt, daf} die groBten

elastischen Verschiebungen ihrer Punkte — das sind ihre Durch-
biegungen oder die Auslenkungen ihrer Mittelfliche im
verbogenen Zustand — nirgends die Gréfe der Dicke er-

reichen diurfen.
Wir werden

a) von , Platten“ sprechen, wenn ihre Forménderungen und ihre
Spannungen durch die Verschiebungen der Punkte ihrer Mittel-
fliche sich beschreiben lassen und wenn ihre Durchbiegungen
sehr klein im Vergleich mit ihrer Dicke sind;

b) von dicken Platten, wenn ihre Stirke mit ihren iibrigen
Abmessungen vergleichbar ist und ihre Forménderungszustdnde
nur durch die drei Ortsfunktionen &, , { zu erfassen sind, und

c¢) von Platten mit groBer Ausbiegung, wenn ihre Durch-
biegungen von der Grofenordnung ihrer Dicke sind. Ihre
Theorie gestaltet sich erheblich verwickelter, weil die Linearitit
der Differentialgleichungen fiir sie verloren geht. In ihren
Spannungszustdnden machen sich wegen der Ausdehnung der
Mittelfliche die Gewdlbespannungen bemerkbar, aus den
ebenen Platten entstehen allméhlich schwachgewdlbte elastische

Schalen?).

1) Die zur Mittelebene quer gerichtete Belastung einer Platte wird an
einem kleinen Element, das durch eine zu ihrer Mittelebene senkrechte Zylinder-
fliche begrenzt ist, durch den Unterschied der in ihr parallel zur Last iiber-
tragenen Scherkrifte und durch eine kleine Komponente im Gleichgewicht
gehalten, die die Normalkrifte in der Schnittfliche liefern. Letztere riihrt
davon her, daB die Erzeugenden der Zylinderfliche des Elementes wegen der
Kriimmung der Platte sich ein wenig gegeneinander neigen werden. Quer zur
Plattenebene gerichtete Scherkrifte konnen, wiec man aus der Gleichgewichts-
bedingung der Momente der Spannungen erkennt, nur in Verbindung mit
Biegungsmomenten auftreten und sind von der GréBenordnung der Momente.
Wenn nun die Dicke % der Platte abnimmt, nehmen die Momente und die
transversalen Scherkrifte mit h? ab, wihrend die Resultierende der zur Mittel-
ebene parallelen Spannungen nur wie % kleiner werden. Mit abnehmender
Dicke der Platte muB demnach der Anteil, den die ersteren zur Tragkraft der
Platte beitragen, gegen den Anteil der letzteren abnehmen und die Art, wie
die Last sich mit den inneren Spannungen ins Gleichgewicht setzt, sich vollig
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9. Die Spannungsmomente einer Platte. Der Momentenkreis.

Zunichst sollen Biegungsfille solcher Platten betrachtet werden,
auf welche keine Krifte in der Richtung ihrer Ebene wirken. Kine
Platte werde aus einem elastischen Korper durch zwei parallele Ebenen
und eine auf ihnen senkrecht stehende Zylinderfliche abgegrenzt. Ihre
Punkte mégen auf ein rechtshindiges, rechtwinkeliges Koordinatensystem
z,y,2 bezogen werden, die xy-Ebene falle mit der Mittelebene
der Platte in ihrem ungespannten Zustand zusammen. Ihre Dicke
sei mit kb bezeichnet.

An einem kleinen prismatischen Element, das man durch einen
zur z%-, einen zur zy-Ebene und durch einen zur z- Achse parallelen

Schnitt aus der Platte abgrenzt,
dessen nach aufen gerichtete Nor-
z  ma \éa z male # den Winkel ¢ mit der x-
Y a2 Achse bildet, wirken in der Ent-

l %y fernung z von der Mittelebene par-
My

My

allel zu dieser letzteren die Normal-

Abb. 8. Abb. 9. spannungen o,,0,, die Schubspan-

nung 7, , eine Normal-(s,) und

eine Schubspannung 7, (im schiefen Schnitt ¢, Abb. 8). Diese GroBen
sind durch die Gleichungen 4. (5) S. 6.

0,co8 ¢+ 7,,8ine =0, cose + 7, Sine

(8)

verbunden, welche das Gleichgewicht der Spannungen parallel zur
Mittelebene zum Ausdruck bringen.

Auf Grund dieser Gleichungen laft sich der Zusammenhang der
Momente der Spannungen angeben, die in den Schnittebenen einer
Platte iibertragen werden. Um sie zu erhalten, multiplizieren wir die

6,8In¢ —7,,C080 = oysma—l—rzycosa

indern: die Platte verliert allmahlich ihre Biegungssteifigkeit und
geht schlieBlich in eine vollkommen biegsame elastische Haut
iiber, die indessen nur, wenn in keiner Richtung in ihr Druckspannungen
vorkommen, in geringem MaBe noch tragfihig ist. Die Theorie der unend-
lich kleinen, seitlichen Auslenkungen diinner, vollkommen biegsamer
Hiute (Membranen) hat wegen ihrer mathematischen Verwandtschaft zu ver-
schiedenen physikalischen Problemen (Potentialtheorie) und hier vor allem zur
Theorie der Plattenbiegung eine Bedeutung, Fiir die Anwendungen in der
Festigkeitslehre wichtig sind noch die Spannungszustinde von biegsamen
Hiuten mit groBer seitlicher Auslenkung, deren Theorie A. Féppl
(Vorl. iiber techn. Mechanik Bd. 5, S. 121 [4. Aufl.], 1922) entwickelt hat, weil
sich die Gleichgewichtszustinde der diinnen Platten mit abnehmender Stérke
diesen Grenzzustinden ndhern. Den allméhlichen Ubergang von den steifen
Platten sehr kleiner Durchbiegung zu diesen letzteren bilden die Platten mit
Gewdlbespannungen, die wir schon oben erwidhnt haben.
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Gl (5) mit zdz, integrieren ihre beiden Seiten zwischen den Grenzen
2= —h/2 und z = h/2, wo h die Dicke der Platte ist, und fiihren
die folgenden Bezeichnungen ein:

mxzfaxzdz, mxy:frxyzdz,

my=fayzdz, myz:fryxzdz, (22)

mn:fanzdz, mﬂtzfzmzdz.

Wir nennen die drei ersten Integrale oder die auf die Schnitt-
breite eins bezogenen Momente der Normalspannungen o, o, 0, um
die Achsrichtungen y,x,t (Abb. 9) die Biegungsmomente der
Platte. Die Zeiger z,y,n von den Biegungsmomenten m_, m,, m,
deuten die Normalenrichtung der Schnitte an, fiir welche sie zu
bilden sind. Die in denselben Schnitten wirkenden Momente der
Schubspannungen 7, 7, ,7,, bezeichnen wir als die Scherungs-
(Torsions-)momente m, ,m, ,m,, der Platte (bezogen auf die
Léngeneinheit der Schnittbreite). Wegen der Gleichheit der zu-
geordneten Schubspannungen 7, = 7, . miissen auch die Scherungs.
momente m,  =m, in zwei zueinander senkrechten Quer-
schnitten einer Platte gleich sein.

Die Biegungs- und die Scherungsmomente der Platte sind in
der Abb. 8 durch ihre Achsvektoren dargestellt, deren Pfeile in der
liblichen Weise nach jener Seite gerichtet gezeichnet sind, von der
aus gesehen die Momente entgegen dem Uhrzeigersinn drehen. (Um
sich die positiven Richtungen der Momente oder die Achsvektoren
in Abb. 8 oder in einem beliebigen Plattenschnitt zu verschaffen, '
wihlt man in jedem Schnitt einen Punkt mit positiver Koordinate z
und trigt in ihm die Spannungen ¢, ... mit ihren positiven Rich-
tungen ein. Der Drehsinn der so entstehenden Momente wird als
der positive eingefiihrt.)

Die mit zdz multiplizierten und integrierten Gleichungen (5) S. 16
ergeben, wenn die eben eingefiihrten Definitionsgleichungen fiir die
Spannungsmomente der Platte beriicksichtigt werden, die Beziehungen

mncosa+mntsina=mwcosoc+mxysinoc, 93
mnsinoc—mntcosoc=mysinoc—{—mxycosoc, (23)
welche mit Riicksicht auf das Gleichgewicht unter den Momenten
bestehen miissen. Die formale Ubereinstimmung der Gleichungs-
paare (5) und (23) gestattet die Ubertragung der Sitze iiber den ebenen
Spannungszustand auf die Biegungs- und Scherungsmomente einer
Platte. Dem Spannungskreis (8) von Mohr entspricht hier der
Momentenkreis:

(m = ") g M ey
2 4
Nadai, Elastische Pla;ten. 2




18 Die Grundlagen der Lehre von der Plattenbiegung.

wenn man das Biegungsmoment m, und das Torsionsmoment m,_, als
die Verinderlichen betrachtet. Es gibt an jeder Stelle z,y einer
Platte zwei zueinander und zur Mittelebene senkrechte Haupt-
schnitte, in welchen das Biegungsmoment seinen groBten und seinen
kleinsten Wert annimmt. Dies sind die Hauptbiegungsmomente:

m_-+m m_—m )
:c+ yiV( x y) +m:y- (25)
2 4
Die Summe der Biegungsmomente fiir zwei senkrechte Schnitte
mn+mt=mx+my (253’)

ist eine unverdnderliche Grofe.
In den Hauptschnitten verschwindet das Scherungsmoment. Dies
erreicht seinen absolut genommenen gréBten Wert

V@%my)d. + mf,, (25b)

in einer der winkelhalbierenden Ebenen der Hauptschnitte. Die
letzteren sind durch den Winkel

m_ —m
2m, v
bestimmt.

Nimmt man die Hauptbiegungsrichtungen als Koordinatenrich-
tungen z und y an, so sind m, 6 =m,, m,=my,, m, =0. Die

Komponenten M, und M, des resultierenden Momentes Vm,‘f—{— Mo
des schiefen Schnittes sind gleich:

M, = — m,cosp, M, = m, sing.
Durch Elimination von ¢ ergibt sich hieraus
Ay
My my

als geometrischer Ort des Endpunktes aller Vektoren M = 14 m; —{jllg
des resultierenden Momentes im schiefen Schnitt eine Ellipse.

10. Die Differentialgleichung der elastischen Fliche einer Platte.

Wenn die Dicke % einer Platte klein gegen ihre iibrigen Abmessun-
gen ist, sind ihre Dehnungen von einfacher Art. Die Punkte einer zur
Mittelebene senkrechten Geraden liegen nach der Biegung wieder
auf einer Geraden und bilden eine Normale der Fliche, in die die
Mittelebene im verbogenen Zustand der Platte iibergeht?). Wir

1) Im § 15 wird nachgewiesen, daB diese einfache Gestaltinderung einer
diinnen Platte eine Folge des Umstandes ist, daB das Verhdltnis der Dicke
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nennen diese Fliche ihre elastische Flache und- bezeichnen ihre
Ordinaten als die Durchbiegungen w der Platte. Wenn diese
letzteren nicht nur gegen x und y, sondern auch gegen ihre Dicke &
klein sind, wird die Mittelfliche um Betrige gedehnt, die neben den
Dehnungen im Abstande z von ihr von hoherer Ordnung Kklein
sind. Wir werden die von der Woélbung der Platte herrithrenden
Dehnungen der Mittelflache spiter (S. 270) berechnen und begniigen
uns hier mit dem Hinweis, daf sie neben den Dehnungen vernach-
lassigt werden koénnen, die in einiger Entfernung von ihr auftreten,
wenn w klein gegen % ist.

Ein Punkt mit den Koordinaten x,y,z, der auBlerhalb der
Mittelebene z = 0 der Platte liegt, hat sich nach ihrer Biegung
parallel zur z,y-Ebene um die kleinen Strecken & und # in der
Richtung der x- bzw. der y-Achse verschoben (Abb. 10). Nachdem die
Punkte einer zur Mittelebene senkrechten Ge-

raden nach der Biegung eine Normale der
elastischen Fliche w bilden, sind diese klei- o} ==

nen Verschiebungen gleich TT— ,.\%&v
G ow ¢
w
f=—zg =g (2 Abb. 10.

Aus den Verschiebungen &, » bestimmen sich die Dehnungen

¢, ¢, und die spezifische Schiebung y,, nach den GL (1) und (2):
. & zé?""w . on z(’)"’w
=T G Cawr? v eg T T % ayrr
ox x | g y (28)
o0& Oy otw
y o= 9, 0 T
ey = oy T w * omoy

Die Beschrinkung auf kleine Plattenstirken hat eine Verein-
fachung zur Folge. Wenn auf der Oberfliche der Platte z = — &/2
ein Druck p lastet, ist die Normalspannung o,, welche senkrecht
zur Mittelebene gerichtet ist, im Innern der Platte nicht gleich
Null, weil sie auf der belasteten Seite z= —h/2 ¢,= —p ist.
Allein in einer diinnen Platte sind der Druck p und die Span-
nungen o, nur klein im Vergleich mit den Spannungen o,.0,,7,,
der Biegung. Die Normalspannung ¢, darf deshalb neben den Span-

zu den Abmessungen der Platte hinreichend klein angenommen wird. Die
Annahme des ,,Geradebleibens“ der Lotrechten der Mittelebene enthilt keine neue
Hypothese, welche ihre Berechtigung erst der Bestéitigung der aus der Theorie
gezogenen Schliisse durch Versuche verdankt, wie dies des 6fteren angenommen
zu werden pflegt.

A
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nungen o,, 6, vernachlissigt werden!). Mit ¢,= 0 ergeben die
Gl (12) mit den Gl (28)

E Ez [(9%w 82w>
U"=1-—v“’(8”+”y)*_1—1}'3(8:1:?_*_’/5_1;? -
B e ey Ezw(a‘zw_*_ azw> (29)
T RS TS T T Gyt T G
und fiir die Schubspannung 7,
0%w
7, =Gr,,=—20Gz2 253y " (30)

In diesen Formeln bedeuten E den Elastizitits-, G den Schubmodul
und v die Querdehnungszahl des Materiales.
Wir ziehen es vor statt mit den Spannungen o, Oys Ty s b

ihren Momenten m,,, m,, m,, zu rechnen, deren Definitionsgleichungen

mx=foxzdz, my-—-fayzdz, mzy=frzyzdz (31)
waren. Nach Einfilhrung der Gl (29) und (30) und Integration

nach z (von — h/2 bis h/2) erhalten wir die drei Grundformeln
fiir die Spannungsmomente einer Platte in rechtwinkeligen

Koordinaten:
()
Biegungsmoment ., f’
. N(B"w a“w>
T TGy e (39
Sch N v
cherungsmomentm = —(1—w) P
In diesen Formeln bedeutet N die Abkiirzung fiir
Eh3 )
N= 1201 —»%" (33)

Man nennt die GroBe N die Platten-
steifigkeit. Sie hat die Dimension eines
Momentes (kg cm). .

Wir betrachten nunmehr das Gleich-
gewicht der Krifte und Momente, die an
-einem kleinen prismatischen Element dz dy
der Platte angreifen (Abb. 11). In den
Querschnitten dy%, bzw. dah, deren nach auBen gerichtete Normale

1) Eine Ausnahme bilden die Bezirke in der Umgebung der Angriffsstellen
von stark konzentrierten Kraften (,Einzelkriften“), wo der Form-
énderungs- und Spannungszustand verwickelter ist.
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entgegen der positiven Richtung der z- bzw. der y-Achse zeigt, wirken

aufer den Spannungsmomenten m_, m, ,m, , die Scherkrifte

p,= [t ,dz, bzw. P, = fryzdz (34)
senkrecht zur Mittelebene. Die positiven Richtungen dieser (ebenfalls
auf die Langeneinheit der Schnittbreite bezogenen) Scherkréfte sind
in zwei Seitenflichen des prismatischen Elements aus der Abb. 11
zu ersehen.

In den Gleichgewichtsbedingungen der Momente beziiglich der -,
bzw. der y-Achse ist zu beriicksichtigen, daB sich die Momente
m,, m,, m, um ein Differential &ndern, wenn z,y um dz,dy zu-
nehmen. Sie lauten

om om om om
= 2 —a =Y %y 35

o T oy Py ey T ox (35)
Fihrt man hier die Ausdriicke aus (32) ein, so ergeben sich die
Formeln fiir die Scherkréafte einer Platte inrechtwinkeligen
Koordinaten.

Pe

odw odw
Pm:—N‘é;“: py:_Nﬁ—' (36)

Hier und im folgenden bedeutet dw die Abkiirzung fiir den viel-
gebrauchten Differentialausdruck:

Pw  Pw
Adw=— + —.
Y e - o0y*
Aus den Gl (32) folgt, daBl die Summe der Biegungsmomente gleich
m, +m,=— (1+») Ndw (364a)

ist.

Schliefllich ist die Gleichgewichtshedingung der zur Mittelebene
senkrechten Kréfte anzugeben. Wenn man beachtet, daB die Unter-
schiede der in den Schnitten z und z-4-dz, y und y J-dy iiber-
tragenen Scherkrifte der #duBeren Last pdxzdy am Element dxdy
(Abb. 11) das Gleichgewicht halten miissen, erhilt man die Gleichung

% € ?@/_ ]

ox | dy
Sie liefert, wenn die Ausdriicke fiir die Scherkrifte p_, p_aus (36)
eingefiihrt werden, die lineare, partielle Differentialgleichung vierter
Ordnung fiir die Durchbiegung w der Platte:

Fp=0. (37)

Htw tw otw P

_— -—l—- —_—— —_— =
oxt ' T ox® ay2+ oy* 44w N (38)
In ihr ist die auf die Flicheneinheit der Oberfliche z— — h/2
bezogene Last p (sie wurde in der Richtung der zunehmenden Durch-
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biegungen w als positiv eingefiihrt) als eine beliebig gegebene Funktion
der Koordinaten z und y zu betrachten.
Einer partiellen Differentialgleichung, wie der Plattengleichung:

dd4w=f(z,y)

geniigt eine Fiille von Funktionen w der Koordinaten 2 und y. Zu
jeder solchen Funktion gehort ein in einer elastischen Platte mog-
licher Spannungszustand mit den Momenten (32) und den Scher-
kriften (36).

Die Spannungsmomente fiir Beton.

Wie wir schon erwihnten, haben die pordsen Materialien eine
kleine Querdehnungszahl ». Unter ihnen ist der fiir die Anwendungen
der Plattentheorie wichtigste der Beton. Man wird bei diesem Stoff
in erster Néherung » = 0 annehmen diirfen und erhdlt dann die
Spannungsmomente in der einfachen Form:

*w 0w *w

11. Die Anstrengung der Platte.

Fiir - die groBte Inanspruchnahme einer verbogenen Platte sind
gewdhnlich die zu ihrer Mittelebene parallelen Spannungen o, 0,5 Toy
malgebend. In Platten, die in ihrer Mittelebene nicht gespannt
werden, erreichen diese, mit der Entfernung z von ihr linear zu-
nehmenden Biegungsspannungen ihre absolut genommen grofiten Werte
o, oy’, 74y in den beiden Oberflichenschichten z = + h:2; sie sind
mithin in der Entfernung z von der Mittelebene durch die Ver-

hiltnisse
om:gx':oy:oy':r”:u'y=2z:h

bestimmt. Fiihrt man in die Ausdriicke fiir die Spannungsmomente (22)
diese Werte ein, so ergeben sich die groften Biegungsspannungen
gleich

o, =+ 6m:h? o/ =F6m B, tgy=F6m k% (40)

Die groBte Normalspannung und die gréBte zur Ober-
flache parallele Schubspannung sind hiernach in zwei
Plattenquerschnitten = konst. bzw. y = konst. gleich dem
auf die Léngeneinheit der Schnittbreite bezogenen Bie-
gungs- bzw. Scherungsmoment, geteilt durch das ebenfalls
auf die Lingeneinheit der Schnitte bezogene ,Widerstands“-
moment h%: 6.

Man weist an Hand der Ausdriicke (29) fiir ¢, 0,, 7,, und der

x

ersten und der zweiten Gleichgewichtsbedingung (4)leicht nach, dal die
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Kurven der Schubspannungen 7, bzw. 7, in den Schnitten z = konst.
bzw. y = konst. in Abhéngigkeit von der Koordinate z Parabeln
sind. 7, 7, sind fiir z + h/2 gleich Null und erreichen ihre groBten
Werte 7%, , 7,} in der Mittelebene z = O der Platte. Da die durch diese
Parabelbogen eingeschlossenen Flicheninhalte mit den Scherkriften
p, bzw. p, [siehe die GL (35), S. 21] der Platte gleich sind, er-
geben sich die groBten Schubspannungen ., 7,, auch gleich

3p, p Dy
2 Tv: = 79

Tgy = (41)
Diese Schubspannungen sind im allgemeinen neben den Biegungs-
spannungen o/, ay’, 75y von untergeordneter Bedeutung. Sie kénnen
jedoch in der Umgebung der Angriffsflichen stark konzentrierter
Krifte groBlere Werte erlangen.

Die zuldssige Beanspruchung.

Ein homogener Spannungszustand wird durch seine drei Haupt-
kreise (Abb. 12) gegeben. Wenn seine Hauptspannungen o,, o,, o,
allméhlich im gleichen Verhdltnis vergroBert werden, gelangt das
Material schlieBlich in einen Zustand, in dem es entweder sich

plastisch zu deformieren (in dem es zu flieBen) be-

ginnt oder in dem ein Bruch sich zuentwickeln {¢

beginnt. Die Gesamtheit der groften Hauptkreise 6
bildet die Grenzspannungszustinde, die fiir die |, ) j
zuléssige Inanspruchnahme eines Materiales maf- - &l
gebend sind. Der Ubergang in den bildsamen Zu- )

stand kann unstetig, d. h. plotzlich unter einem be- Abb. 12.

stimmten Spannungszustand eintreten. Erist dann

an einer groben Gleitflichen-, FlieBfigurenbildung leicht erkennbar.
Beispiel: weiches, feinkérniges Eisen. Er kann jedoch auch ganz all-
méhlich erfolgen, indem die Hauptwerte der Spannungen vergréBert
werden miissen, bis sich die bleibenden Forménderungen stérker aus-
gebildet haben. Letzteres scheint beispielsweise der Fall zu sein,
wenn ein Material zuerst plastisch deformiert wurde und nachher
unter einem Zustand wieder belastet wird, bei dem die Haupt-
richtungen eine andere Lage zum Korper einnehmen oder bei dem
die Hauptspannungen in einem anderen Verhiltnis zueinander stehen.
Da diese Verhiltnisse noch wenig gekldrt sind, wird man sich vor-
erst mit der Festsetzung solcher Grenzkreise begniigen miissen, unter
deren Spannungszusténden bleibende Forméinderungen noch als un-
gefdhrlich angesehen werden. Im ,sproden Zustand der Kérper
tritt der Bruch ein, bevor die Teilchen (unter den betreffenden
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Spannungszustinden) sich plastisch verschieben konnten. Wenn von
den Hauptspannungen mindestens eine eine Zugspannung ist und
dem Bruch keine nennenswerten bildsamen Forménderungen voran-
gingen, beobachtet man oft, dal die Bruchfliche senkrecht zur gréBiten
Zugspannung verliuft. Es scheint, daB die Grenzspannungszustinde,
die einen solchen Bruch ergeben, in erster Naherung durch einen
bestimmten Wert der gréBten Zugspannung ausgezeichnet
sind?). In der Bruchfliche ist ein unzerstortes Korngefiige zu er-
kennen. Wenn unter den Hauptspannungen keine Zugspannung vor-
kommt, verlauft die Bruchfliche gew6hnlich in der Néhe der Rich-
tungen, in denen die Schubspannungen ihre gréBten Werte haben.
Derartige Bruchfliichen fithlen sich bei weichem Material pulverig an
(Beispiel: die Bruchkegel eines gedriickten Sandstein- oder Marmor-
zylinders). Da der endgiiltigen Ausbildung des Bruches bei dieser
Art der Bruchfliichen oft eine nennenswerte Verschiebung der Kérper-
teile parallel zu ihnen vorangeht, wird das Gefiige in deren Um-
gebung (in einer oft schon mit freiem Auge erkennbaren Schicht)
zerstort. Wir bezeichnen nach dem Vorschlage von L. Prandtl,
der auf diese Verschiedenheiten des Bruchaussehens zuerst hin-
gewiesen hat, die erste Art von Briichen als Trennungs-, die
zweite als Verschiebungsbriiche.

Nach der Mohrschen Theorie des Bruchzustandes?) be-
rithren die gréBten Hauptkreise von samtlichen, in einem beanspruchten
Korper moglichen Spannungszustinden, unter welchen entweder
ein Verschiebungsbruch eintritt oder der Korper in den
bildsamen Zustand gerét, eine dem jeweiligen Material eigen-
tiimliche ,Grenzkurve“?) (Abb. 13).

1) Wir miissen es uns versagen, auf die neuen Versuche von Griffith
(Phil. Trans. Roy. Soc. London 1921, Ser. A. Bd. 221, 8. 163) und von Joffé
(Z.f. Physik 1924) hier einzugehen, durch die der Bruch durch Zugspannungen
in einem neuen Lichte erscheint.

%) Z.V.d. I 1900, 8. 1524 oder Foppl, A.: Vorl. ii. techn. Mech. Bd. 5
und A. u. L. Foppl: Drang u. Zwang, Bd.1 u. 2.

%) Die Mohrschen Anschauungen wurden besonders durch die Versuche
von J. Guest (Phil. Mag. 1900, Ser. 5. Vol. 43) fiir die dehnbaren Metalle
und von A. Foppl (Mitt. a. d. mech. techn. Labor. Miinchen, 1900) und
von Th. v. Karman (Forsch.-Arb. Ing. Heft 118, fiir gesteinartige Korper be-
statigt. Vgl. auch P. Ludwik (Z. Metallkunde 1922), — Es muB einen Mohr-
schen Kreis geben, der sowohl die Moglichkeit fiir einen Verschiebungs-, als
auch fir einen Trennungsbruch zuldBt. Es ist der kleinste der Hauptkreise
(in Abb. 13 ist er dick ausgezogen), fiir den o, = der groBten zuldssigen Zug-
hauptspannung wird und der die Mohrsche Umhiillende beriihrt. Die Haupt-
kreise fiir die Trennungsbriiche liegen alle innerhalb dieses Kreises, einige von
ihnen sind als punktierte Kreise in der Abb. 13 gezeichnet. Diese Grenzkreise
fiigen sich also der Umhiillenden nicht mehr an.
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Die am meisten gefdhrdete Stelle der Platte liegt in einer der
Oberflichenschichten z = =+ h/2 dort, wo der groite Hauptkreis
des Spannungszustandes wihrend der steigenden Belastung zuerst die
Grenzkurve beriihrt. In der Mohrschen Darstellung des allgemeinen
dreiachsigen Spannungszustandes ist sein Durchmesser gleich der Diffe-
renz der algebraisch genommen groBten und kleinsten Hauptspannung.

Zur Berechnung einer Platte auf Festigkeit s

_Grenzkurve
werden deshalb die Hauptspannungen in der am -~ — <
meisten gefahrdeten Stelle anzugeben sein. Die
Hauptspannungen werden nach (40) aus den Haupt-
momenten mit Hilfe des Momentenkreises ermit-
telt. Die Dicke der Platte oder die zuldssige =
Belastung, welche auf sie wirken darf, sind Abb. 13.
dann mit Riicksicht auf einen Verschiebungsbruch
oder den Eintritt der Plastizitit so zu wiahblen, daB der mit der
algebraisch groBten und mit der kleinsten Hauptspannung gezeich-
nete Hauptspannungskreis die Grenzkurve gerade beriihrt.

Schubspannungstheorie.

Wenn beispielsweise das Material einer Platte ein bildsames
Metall ist, hingt nach den Versuchen von J. Guest') und andern
der Eintritt der Plastizitit im groBen und ganzen von der Uber-
schreitung einer gréBten Schubspannung ab. Da diese dem
halben Unterschied der algebraisch grofiten und kleinsten Haupt-
spannung gleich ist, liegt die am meisten gefihrdete Stelle der Platte
dort, wo dieser Unterschied seinen gréfiten Wert annimmt. Bei der
Berechnung von 7., sind mit Riicksicht darauf, daB das erste FlieGen
in einer der Randschichten der Platte zu erwarten ist, zwei Faille
zu unterscheiden. Wenn die beiden Hauptspannungen o, und o,
(die dritte ist an der Oberfliche gleich Null oder doch nahezu gleich
Null, wenn ein Druck p auf sie wirkt) gleiches Vorzeichen haben, ist
nur die absolut genommen groBere der beiden mafgebend und die
groBte Schubspannung gleich ihrer Hélfte. Wenn hingegen die beiden
Hauptspannungen o, und ¢, verschiedenes Vorzeichen haben, ist 7.,
gleich (6, — 0,):2. Die Dicke der Platte ist so zu wihlen, dal an
der gefihrdeten Stelle:

im ersten Falle Tpax = J‘;ﬁ <

— (42)

im zweiten Falle 7z, = -5 < %

1y A. a. 0. Ferner vgl. des Verfassers Bericht iiber die FlieBgrenze des
Eisens in der Schweiz. Bauzg., Ziirich 1924.
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ist, wo k, die zuldssige Beanspruchung auf Zug (die im Zugversuch
ermittelte Fliefgrenze) bezeichnet. Mit Benutzung der Beziehungen
aus dem Momentenkreis ist die Dicke der Platte aus der Forderung

, h2
im ersten Falle T"—:g—@i + %V (m, — m, ) 4 4 mgy < k, 6
N ke (43)
im zweiten Falle V(m,—m,)? + 4m2 < 26

zu ermitteln.

Liegt hingegen die Gefahr eines Trennungsbruches vor,
so hat man nur dafiir zu sorgen, daB die groBte Hauptzugspannung
nirgends groBer wird, wie die Bruchspannung des reinen Zugversuches.

12. Einfachste Anwendungen der Plattengleichung.
GleichmiBige Biegung. Die elliptische Platte. Sinusformige
Belastung einer rechteckigen Platte.

Die Grundlage fiir die Berechnung der Spannungen einer durch
Momente oder durch seitwirts gerichtete Krifte nur wenig aus ihrer
Ebene verbogenen elastischen Platte bilden die Gleichungen (32), (36)
und (38), die wir der Ubersicht halber hier nochmals folgen lassen:

2w Bew)
m, = —N('agrf‘

14 Ey—?
Biegungsmomente: . < s ., P ) (44)
v oy? ox?
Scherungsmoment: m,,=—1—»N Fw (45
cherungs : ey = — ( 2y )
0
Scherkréfte: (46)
=—N 2 Aw
Plattengleichung: Adw=p|N (47)
6 6
GroBte Randspannungen: o, = + _;::i, Oymax = T };n”
48
6 my, (48)
Trymax — * 2

(w Durchbiegung der Platte, p Druckbelastung auf der Fliche
z = — h/2, h Dicke, » Querdehnungszahl, N = Ek?/12 (1 — »?) Platten-
steifigkeit, F Elastizitdtsmodul.)

a) Wir betrachten zunéchst einige Sonderfille der Plattengleichung.
Wenn auf der Fliche z= — h/2 der Platte keine Druckbelastung
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wirkt, ist p = 0. Thre Durchbiegung w, geniigt dann der homogenen
Plattengleichung

otw tw, | tw,
- a2 ay‘.’ ay4

=0. (49)

Kennt man ein partikuléres Integral w, der nicht homogenen Platten-
gleichung (47), so ist ihre allgemeine Losung gleich

w=w, - w,, (49a)
wo w, der homogenen Gleichung
Adw, =0

geniigt.

b) Biegung nach einer Zylinderfliche. Wir iiberzeugen
uns, dafl in den Biegungsgleichungen (44) bis (48) der elastischen
Platte der Fall der Biegung eines im Vergleich zu seiner Hohe &
sehr breiten Stabes von rechteckigem Querschnitt enthalten ist. Wenn
seine Belastung p==p,f(x) und seine Durchbiegung w nur von einer
Koordinate (z) abhingen, geht die partielle Differentialgleichung (47)
fir die Funktion w in eine gewohnliche lineare Differentialgleichung
vierter Ordnung

o 12(1 — 92
2o TV"f(x) _ _<Th:,)l’o,.f<x) (50)

iber. Fir einen durch einen Druck p==1p,f(x) verbogenen Stab
lautet die Differentialgleichung der elastischen Linie bekanntlich

o p

dxt — JE’
wo mit J das Trigheitsmoment des Stabquerschnittes bezeichnet ist.
Wenn sein Querschnitt ein Rechteck von der Hohe A und der Breite
eins ist, wird J = £*/12 und

d*w 12p,
dat = e T @) (51)

Der Vergleich der Gl. (50) und (51) zeigt, daB sie sich durch einen
konstanten Faktor (1 —»%) auf der rechten Seite unterscheiden.
Wenn die auf die Langeneinheit der Breite bezogene Belastung in
beiden Fillen die gleiche ist, besitzt ein sehr breiter Streifen einer
Platte, der nur in seiner Querrichtung verbogen wird, eine 1 — »?mal
kleinere Durchbiegung an jeder Stelle, als ein aus ihm heraus-

geschnittener schmaler Stab. Im Plattenstreifen ergeben sich die
Scherkrifte

3w
Px:“NW’ Py:O
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und die Momente
d‘.l
mmz—N—&%, m, =y m,, mzy=0.
In einem zur y-Achse parallelen, breiten Plattenstreifen, dessen
Durchbiegungen nur von der Koordinate  abhingen, wirken auch
in seiner Querrichtung Biegungsmomente. Sie sind »mal kleiner als
die Momente m_ in der Biegungsrichtung.
Wenn der Druck p = p, = konst. gleichformig verteilt ist, ist
eine partikulire Losung der nicht homogenen Gl. (47)
Po "
e 2
GemiB a) (49a) folgt, daB die allgemeine Ldsung einer durch einen
unverinderlichen Druck p = p, belasteten elastischen Platte
4
w = Lo?

eV

ist, unter w, eine Funktion verstanden, fiir die 44w, =0 ist. Die
elastische Fliche w einer durch einen gleichférmig verteilten
Druck p=Kkonst. belasteten Platte enthilt also stets die
partikulire Losung eines Plattenstreifens w,. Fiir manche
Zwecke ist es vorteilhafter, als partikuldres Integral eines der

folgenden )
_ Dol 49 o @ +¥°)°

0= " 94N oder wo="""gry

w,

zu benutzen.
¢) Potenzausdriicke. Der homogenen Plattengleichung

Adw =0 (53)

geniigen alle Funktionen, welche Losungen der Differentialgleichung
' *u | Fu

Av= it o = (54)

sind, ferner: (z® 4+ y*)u. Da der reelle oder der imaginire Teil jeder
reguliren analytischen Funktion der komplexen Verdnderlichen
z==x 41y der auf zwei Verénderliche beschrinkten Laplaceschen
Differentialgleichung

2 2
8_2 ?lf_ —0
ox*  oy"

geniigt, stehen fiir die Plattentheorie eine Fiille von Lésungen der
Gl (53) zur Verfiigung.

So entstehen beispielsweise aus den Potenzen z" = u v der
komplexen Verdnderlichen z =« iy die Potenzausdriicke der Ko-
ordinaten = und y:
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z =z 1y, reeller Teil: v =z,
2?2 =24 2ixy — o7, u=a® -y,

3 u = x> — 3y’

22 =a% 4 312’y — Bay® — 1y
imagindrer Teil: v =y,
v =22y,
v =232y —¢°,

und die Funktionen: (2? + y%)u, (2?4 y®)v. Eine jede dieser Funk-
tionen ist mit einer beliebigen Konstanten multipliziert eine Losung
der homogenen Plattengleichung (53).

Die lineare Funktion

W=y~ ¢, T+ C,Y

gibt keinen Anlafl zur Entstehung eines Spannungszustandes in einer
elastischen Platte, weil die Spannungsmomente die zweiten Ab-
leitungen der Durchbiegung w nach den Koordinaten x und y ent-
halten. Sie dient lediglich zur Fixierung einer elastischen Fliche
w=f(x,y) im Raume.

d) Reine Biegung. Zur quadratischen Funktion

w=c, 2" + 2¢, 2y - ¢, y°

gehort ein besonders einfacher Spannungszustand einer elastischen

Platte. Berechnet man nimlich mit Hilfe der Differentialaus-
driicke (44), (45) ihre Spannungsmomente, so ergeben sie sich gleich

m, = — 2N (¢, +7vc,),
m,= —2N(ve, + ¢),
m,, = —2(1 —)Nc,,

also unabhéngig von den Koordinaten x und y. Scherkrifte treten
nicht auf, weil die Ableitungen von 4w = 2 (¢, + ¢,) nach z und y
verschwinden. Wenn m_ = m,—=m und m =0 angenommen
werden, ist

 om(e* 4y

21 EwN’
die Platte kriimmt sich in allen Richtungen gleich stark nach einer
Kugelfliche (nach einem flachen Umdrehungsparaboloid). (Gleich-
méBige Biegung.) Wenn hingegen m_ =m = 0, m,, = m gesetzt
werden, ist die elastische Fliche

Y

may

_—E(l—w)l\f

ein flaches hyperbolisches Paraboloid. Die Kriimmung ist sattel-
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formig. (GleichméfBige Torsion oder Schubbeanspruchung
einer Platte, Abb.14.) Wenn schlieBlich m, =m, m,=m,_, =0, wird
v _ M@ —ry?)

C2(1 =N’

Durch die zur y-Achse parallelen
Querschnitte werden jetzt keine
Spannungen iibertragen. Wir diir-
fen uns deshalb parallel zu dieser
Richtung aus der Platte einen Strei-
fen von beliebiger Breite heraus-
geschnitten denken, ohne daf} sich
die Spannungen in seinem Innern &ndern. So erhalten wir den Sonder-
fall der reinen Biegung eines Stabes, dessen Querschnitte
ein flaches Rechteck bilden, durch zwei Kriaftepaare. Der
Physiker Cornu hat die sattelférmige Kriimmung dieser Flache an
flachen Glasprismen von rechteckigem Querschnitt beobachtet und
sie zur Bestimmung der Poissonschen Zahl » herangezogen. Zieht
man etwa auf der Breitseite des Stabes einen Kreis und beobachtet
den Wolbungspfeil zweier Durchmesser, deren einer senkrecht und
deren zweiter parallel zur Stabachse angenommen wird, so ist das
Verhéltnis der Pfeile die Querdehnungszahl .

¢) Ein weiteres Beispiel fiir die Anwendbarkeit der Potenzansitze
bietet die elastische Fldche einer durch einen gleichméBigen
Druck p = p, = konst. belasteten, eingespannten elliptischen

Platte. Setzt man
2 2 2
w:c(ﬁ,#f/y— 1>,
P

unter ¢, b und ¢ Konstante verstanden, und bildet mit dieser Funktion
1 1\? 4
adu—se |3+ 5] ~ )

so zeigt sich, dafl die Funktion w eine Losung der Plattengleichung

Abb. 14.

Aszﬁ—_—konst.

N
wird, wenn man die Konstante ¢ gleich
¢ Po. !
8N [_/(1 1 > 4 }
13l T ) — o
wihlt. Léngs der Ellipse
x‘l y‘L’ .
a? + b 1
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verschwinden die Durchbiegungen w und auch die Ableitungen der

elastischen Fliche Z—w und 88_1;; Um die Spannungsmomente der
x

elliptischen Platte anzugeben, berechnen wir die zweiten Ableitungen

von w.
Pw  dc[3z ¢ J
el e
w4 [a:? 3y® }
e T T
*w  8cxy
0xdy  a’b?

und erhalten mit Benutzung der Formeln (44) (45) die Spannungs-
momente gleich ’

im Mittelpunkt der Ellipse: z =y =0, m, = 4cN< -+ [::’> ,

y 1
m, == 46N(?z?+ﬁ>’ m. =0;

Ty
1
am Ende der groBen Achse: z=a, y=0, m,= — 8cN—d?,
- _

m, = ——SCN?, m,, = 0;

am Ende der kleinen Achse: z=0, y=2b, m, = — _8cN— X

1

m, == ——86N~b?, m,, = 0.

Wenn a > b, ist das am Ende der kleinen Halbachse wirkende Ein-

8cN
o
gréBte Inanspruchnahme einer eingespannten elliptischen Platte, die
einen gleichmiBig verteilten Druck p, trigt, ist demnach nach
(40) gleich

spannungsmoment m, — das absolut genommen grofite. Die
P g Y g g

m’y max 6 Do

Oymax = I — = - - .
X - 1 1\ 4}
bh[3<a“f+ﬁ>“%§

Wenn a — b ist, geht die Ellipse in einen Kreis iiber, wir erhalten
die Gleichung der elastischen Fliche einer gleichm#Big belasteten
eingespannten Kreisplatte vom Halbmesser a
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Aus der vorletzten Formel berechnet man ihre groSte Inanspruch-
nahme gleich:
3p,a®
Omax = T 4%2_'

f) Sinusférmige Belastung einer rechteckigen Platte. Als
ein letztes Beispiel betrachten wir die Funktion
w= csm% smgbg (544a)
a, b und ¢ mogen Konstante sein. Durch diese Funktion wird tber
der z, y-Ebene eine unbegrenzte Fliche aus regelméBigen Wellenbergen
und Wellentilern dargestellt. Ihre Ordinate w verschwindet auf den
Geraden £ =0, *+a, +2a,... und y=0, + b, =2b,... . Durch
sie wird di¢ z, y-Ebene in gleiche Rechtecke mit den Seiten « und b
geteilt. Wir kénnen mit Hilfe dieser Funktion die verbogene Gestalt
einer rechteckigen Platte darstellen. Um die Belastung p an-
zugeben, unter der sie nach dieser Fliche verbogen wird, bilden wir
die zweiten Ableitungen der Funktion w

*w cn® . ax . ay 2w cn? . wx . ;Y
-~ — — ——-8in —sin — s T = T e sm—-sm——
0x® a? a b 0y* b? b’
2w 1 1\ . #ax . 7wy
Ao =G G = o (G g T n

und berechnen mit ibhrer Hilfe

1 1\? ax ., ny
AAdw = cnt < +—b?> sin — - sin =

Wihlt man den Druck p einer Platte gleich

1

p=NAAw = Ncyﬁ‘(— - L‘,>H-sinﬂsinﬂ
a b2 a

2 | b ’
so wird w zu einer Losung dieser Differentialgleichung. Die ,Be-
lastungsfliche“ p dieser Platte wird also durch eine dhnliche Funk-
tion dargestellt, wie ihre elastische Fliche oder ihre Durchbiegung w.
Aus dieser unbegrenzten Platte schneiden wir durch vier gerade
Schnitte * =0, x—a, y = 0, y = b eine rechteckige Platte mit den
Seitenlingen @ und b heraus. Auf ihren Seiten verschwindet die
Durchbiegung w. Die obigen Gleichungen zeigen, daB ferner auf

o

2 02

Py iiberall gleich

Null sind. Weiter folgt, dal auch die Biegungsmomente m, und m,,
welche nach den Formeln (44) gleich

den Seiten auch die zweiten Ableitungen 8lw und 2;:
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?w ?w 1 v nE . my
mm—_——N<a—xz-+way> Nea? < —%—b“)sm—sm—g—

2 2

m, = — <(14+ o ) Nea <V + blg)smnx SIH%Z
sind, auf dem Rande des Rechteckes verschwinden. Die elastische
Fldache w, die Belastungsfliche p und die beiden Momenten-
flichen m_, m,6 sind bei diesem Spannungszustand einer
rechtecklgen Platte affine Fliachen. Sie werden durch einen
Hiigel tiber dem Rechteck dargestellt, dessen Schnitte parallel zu
den Rechteckseiten Halbwellen einer gewohnlichen Sinuslinie sind.
Die Konstante ¢ stellt den groBten Biegungspfeil der verbogenen
Platte dar, der im Mittelpunkt x —a/2, y = b/2 des Rechtecks auf-
tritt. Bezeichnet p, die Flichenbelastung der Platte an derselben
Stelle, so ergibt die Gl. (54a) fiir den groften Biegungspfeil den Wert

e Po

1 1\
4
i N(a" - b“)
b

Im Mittelpunkt des Rechtecks = %, Y= erreichen die Bie-

gungsmomente m,_ und m, ihre griil?)'ten Werte:

a 1 4 9 14 1
M0y = Nea® <; + ?> , My nax = Noa (7 + ?> .

13. Die Grenzbedingungen elastischer Platten.

Eine Platte kann innerhalb einer gegebenen UmriBlinie unter
einer -gegebenen Belastung noch in verschiedener Weise verbogen
werden, je nachdem wie sie auf ihrem Rande unterstiitzt oder be-
festigt ist. Um die Gestalt ihrer elastischen Fliche aus ihrer
Differentialgleichung

Adw=f(z,y)

bestimmen zu konnen, wird man die Grenzbedingungen anzugeben
haben, denen sie auf dem Rande zu geniigen hat.

Die Momente und die Scherkrifte der Platte ergeben sich aus
ihrer elastischen Fliche w nach den Formeln (32) und (36). In jedem
Element ds-h der Randbegrenzung, dessen nach auBlen gerichtete
Normale die Richtung » hat, gehort zu einer gegebenen Losung w
der Plattengleichung ein bestimmtes Biegurngsmoment m , ein Sche-

rungsmoment m,  und eine Scherkraft p, .
Nddai, Elastische Platten. 3

n?
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Wenn umgekehrt aus den Randwerten der Momente und der
Scherkrifte einer Platte ihre elastische Fliche bestimmt werden soll,
entsteht die Frage, ob hierzu die Randwerte sowohl des Biegungs-
als des Scherungsmomentes und der Scherkraft, also von drei Gréfen
entlang des Randes anzugeben sind. Wie Gustav Kirchhoff in
seiner beriihmten Abhandlung , Uber das Gleichgewicht und die Be-
wegung einer elastischen Scheibe“!) bemerkt hat, gelangt man auf
Grund seiner fiir elastisch deformable Korper aufgestellten und das
Prinzip der virtuellen Momente enthaltenden Gleichung zu der obigen
partiellen Differentialgleichung und nur zu zwei Ausdriicken fiir
ihre statischen Grenzbedingungen. Lord Kelvin und P. G. Tait?)
haben 1876 gezeigt, daBl in einer diinnen Platte eine Schar
von Verteilungen der Randscherungsmomente und der Randscher-
krifte praktisch dieselbe elastische Fliche bestimmen. Diese Span-
nungszustinde unterscheiden sich nur innerhalb eines schmalen
Fliachenstreifens, der entlang des Plattenrandes verlduft, voneinan-
der. Unter ihnen ist die von Kirchhoff angegebene Randverteilung
enthalten.

Diese fiir die Biegungstheorie der diinnen Platten und Schalen
bedeutsame Bemerkung stiitzt sich auf den in der Elastizitéitslehre
hiufig gebrauchten Satz, nach dem die Spannungen in einem bean-
spruchten Ko6rper sich nicht merklich &ndern, wenn man zu den
vorhandenen Kréften noch ein Gleichgewichtssystem von Kriften
hinzufiigt, das auf einem kleinen Teil seiner Oberfliche angreift.

Wir wollen uns ein Stiick der Platte mit ihrer zylindrischen
Randbegrenzung gegeben denken (Abb. 15). Auf dem unendlich
kleinen Rechteck 4 A’B B’ wirken eine Scher-
kraft p,ds senkrecht zur Mittelfliche, ein
Biegungsmoment m_ds und ein Scherungsmo-
ment m,  ds. Wir fiigen in dem kleinen Recht-
eck AA’' BB’ zwei gleich groBe, aber entgegen-
gesetzt gerichtete Momente m,ds und — myds
hinzu. Das eine: — m,ds werde durch Schub-
spannungen 7 erzeugt, welche parallel zur
Mittelfliche gerichtet und genau in der-
selben Weise verteilt sind wie die, die das Moment m, ds erzeugen.
Das im entgegengesetzten Sinne drehende m ds bestehe aus einem
Paar von Kriften P, welche in den Seiten 44’ und BB, senkrecht
zur Mittelfliche und um ds voneinander entfernt wirken. Da die
Abmessungen des Rechtecks 4A'BB’ von der GroéBenordnung der

1) Crelles Journal, Bd. 40, S. 51. 1850.
?) W. Thomson und P. G. Tait: Natural Philosophy, 2. Ed. 1879—1883.
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Plattendicke % sind, wird in einer diinnen Platte die Wirkung der
zusitzlichen Momente sich bereits in geringer Entfernung vom Rande
verlieren. Die zusitzlichen Momente werden den Spannungszustand im
Innern der Platte nicht viel stéren kénnen. Dies ist ebensowenig der
Fall, wenn auch in den benachbarten Flichenelementen 44’ DD’ und
BB’ CC" des Randes (Abb. 15) ahnliche Gleichgewichssysteme von
Momenten hinzugefiigt werden. Wahlt man diese um ein Differential
kleiner bzw. groBer als die Momente m ds in A4 BB’ und denkt
sich die Randspannungen in derselben Weise weiter entlang des
Randes verdndert, so hat man schlieflich ein System von Kraften
und von Momenten auf dem Rande hinzugefiigt. Es steht uns frei
sie mit den Randscherkriften und mit den Randscherungsmomenten
zusammenfassen.

In der Linie 44’ bleibt eine Einzelkraft dP, iibrig, welche,
mit der Scherkraft p, ds vereinigt, eine neue Scherkraft p,ds gleich

Ppds =p, ds~dP,
liefert. Nun ist wegen

myds = Pyds, m, =P ;

0 0°

die neue Randscherkraft ist demnach gleich

prlr,:pn“’“ ”””” .

Das neue Randscherungsmoment nimmt den Wert

’
Mys = My s — My

an. Das Biegungsmoment m, bleibt ungeéindert. Damit ist gezeigt,
dafl die urspriinglichen Randscherkrifte p, und Randmomente m,
und die neuen p,, m,, mit Ausnahme eines schmalen Streifens lings
der Randkurve dem nimlichen Spannungszustand und derselben
elastischen Fliche der Platte angehoren. Da das Moment m, als eine
willkiirliche Funktion der Randbogenlinge s angenommen werden
durfte, gibt es unendlich viele solcher — wie wir sie nennen wollen —
elastisch gleichwertiger Randverteilungen p,, m,,.

Wenn wir m, = m,__ wihlen, bleibt eine Randverteilung

OMy

p;t = Pn ’I—‘ ;5—8 ) m;ts = ()

iibrig, bei der das Scherungsmoment iiberall lings des Randes ver-
schwindet. :

Dies Iifit sich auch so ausdriicken: Die Randscherungs-
momente m _ einer Platte lassen sich stets durch eine Ver-
teilung von Randscherkraften om, /ds ersetzen. Diese letzteren
sollen die Ersatzscherkréfte der Platte genannt werden.

g%
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Wenn die Aufgabe vorliegt, eine elastische Fliche zu vor-
geschriebenen Randwerten p,,m, , m,  zu bestimmen, braucht nach
dem eben Gesagten nicht verlangt zu Werden, dafl zur elastischen
Fliche Scherkrifte p, und Momente m,, m,, gehéren sollen, die in
jedem Punkte der Begrenzung gleich jenen GroBen sind; es geniigt
sie 8o zu bestimmen, daf}

8m om)
” ns _ n
My, = My, Pn _{" n 28

(85)

sind. Unter den mit zwei Strichen bezeichneten GréB8en konnen die
in der Plattentheorie abgeleiteten Differentialausdriicke verstanden
werden. Dies sind die von G. Kirchhoff auf anderem Wege abge-
leiteten Grenzbedingungen der Randscherkrifte und Randmomente.

LaBt man die Normalenrichtung » des Randelementes.dsh mit
der positiven - oder mit der positiven y-Achse zusammenfallen,
fihrt fiir die GroBen p,, p,, m;, ihre Ausdriicke aus Gl. (36) S. 21
ein and bezeichnet mit

om om

= Y, — — Y 56
9, =1, + P 4, =2, + (56)

die Summen der Scher- und der Ersatzscherkréfte, so ergeben sich
fiir sie in rechtwinkeligen Koordinaten die Ausdriicke

Pw PBw ]

b= _Nta‘x?Jr(z =) eon)
(57)

Pw ?w }

q,= —N[W%—(?—v)—axayg .
Nach diesen Formeln sind die Auflager- oder Stiitzkréfte in
den Plattenschnitten x = konst. bzw. y = konst. zu berechnen,
Eine genau nach dem durchgebogenen Rand gekriimmte, starre

Unterlage miifite auller den Biegungsmomenten m, bzw. m  diese
Krifte aufnehmen.

Um einige der in den Anwendungen hiufig vorkommenden Fille
der Grenzbedingungen zu erwidhnen, wollen wir annehmen, daf der
Plattenrand durch eine Schnittebene x = konst. gebildet wird.

a) Die elastische Fliche w= f(x,y) einer lings der Geraden
v = konst. in der z y-Ebene vollkommen eingespannten Platte
hat den Bedingungen
ow
=0, %=

Zu geniigen.
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b) Wenn ein Rand = konst. frei ist, miissen die Biegungs-
momente m_ und die Stiitzkrifte ¢, verschwinden, und wir haben die
Grenzbedingungen

*w o*w Pw *w
%§+VW:0’ —8;5+(2——V)W=0

c) In einem frei aufgestiitzten Rand =z = konst. ist das
Biegungsmoment m_ = 0. Da die Gestalt einer verbogenen Platte
durch zwei Randbedingungen bestimmt wird, hat man noch eine
weitere Bedingung hinzuzufiigen. Man wird entweder vorschreiben
konnen, nach welcher Kurve sich der Rand durchbiegt, oder man wird
angeben miissen, wie sich die Stiitzkrifte ¢ auf ihm verteilen sollen.
Im ersten Falle lauten die Grenzbedingungen

3w w
—aﬁ+va—z/z.“:0: w“f1(y)a
im zweiten Falle
a?w 82w 3310 a3w
T =0 a= N R =)

Frei aufgestiitzte Rénder lassen hiernach verschiedene Moglichkeiten
der Auflagerung zu.

Man hat in der Plattenstatik die Grenzbedingungen fiir eine
freiaufliegende Platte in der Form: m,= 0, w=0 angenommen,
unter m,, das Biegungsmoment verstanden, dessen Ebene senkrecht
zur Randkurve steht. Wenn die Platte parallele Lasten tréigt, welche
alle in derselben Richtung wirken, wird von einem freiaufliegenden
Rand stillschweigend vorausgesetzt, dafl die Stiitzkrifte auf ihm
nirgends ihr Vorzeichen dndern. Wenn man, wie es hier geschehen ist,
die Kurve w = f; (s) (s ist die Bogenlidnge der Randkurve) vorschreibt,
nach der sich der Rand kriimmt, ist zu beachten, dafl dadurch das
Verteilungsgesetz der Auflagerkrifte g, mit bestimmt wurde. Man wird
deshalb, nachdem man die Losung den Grenzbedingungen m, = 0,
w=0 angepalit hat, sich davon zu iiberzeugen haben, ob die Stiitz-
krifte entlang der Randkurve ihr Vorzeichen nicht &ndern. Wenn
dieses der Fall ist, hat man eine Losung fiir eine freiaufliegende
Platte aufgestellt.

So werden die Grenzbedingungen einer freiaufliegenden, recht-
eckigen Platte gewdhnlich in der Form m — 0, w = 0 angenommen.
Wir werden weiter unten zeigen konnen, dal die Stiitzkrifte einer
rechteckigen Platte, welche durch einen gleichformigen Druck belastet
wird und deren Durchbiegungen und Biegungsmomente auf dem
Rande verschwinden, in der Niéhe der Ecken ihr Vorzeichen #ndern.
Wie die Erfahrung lehrt und durch die Theorie sich bestétigen 1a8t,
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sind fiir eine durch einen gleichférmigen Druck belastete rechteckige
Platte, die man auf einen starren ebenen Rahmen gelegt hat, nicht
die Grenzbedingungen m, = 0, w = 0 mafigebend. Die Rénder einer
pireiaufliegenden® rechteckigen Platte beriihren nur in einzelnen
Punkten die Unterlage und heben sich von dieser sonst ab.

d) Die Navierschen Grenzbedingungen w=0, dw=0.
Die in einer Ebene frei aufgestiitzten Platten. Ein Sonderfall
der Grenzbedingungen verdient eine besondere Erwihnung. Zerlegt
man die partielle Differentialgleichung vierter Ordnung der elasti-
schen Fliache w einer verbogenen Platte

Adw=F(z,y) (7a)
in zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Auw=F(z,y), Adw=u(z,y), (57b)
2w

*w
oz’ + 0y®
von w bereits zu bestimmen vermag, wenn fiir sie eine Randbedingung
vorgeschrieben wird. Der einfachste Fall ist, wenn man auf dem
Rande der Platte 4w =% =0 und w =0 vorschreibt. Die beiden
Gleichungen zweiter Ordnung (57b), in die die partielle Differential-
gleichung vierter Ordnung (57a) zerféllt, sind dann unter den namlichen
Randbedingungen (% == 0 bzw. w = 0) zu integrieren. Diese Grenz-
bedingungen sollen als die Navierschen bezeichnet werden, weil

zwei Grundlésungen der Plattenstatik, die

man dem Begriinder der mathematischen

P Elastizitatslehre verdankt, diesen Bedin-
gungen geniigten.

T Wenn der Rand ein ebenes Vieleck aus

so erkennt man, da man die Funktion %= unabhéngig

M1 geraden Linien ist, lings dessen die Navier-

,;F,z l schen Grenzbedingungen w=0, 4w=0 vor-
i geschrieben sind, sprechen wir auch von einer

Abb. 186. durch diese Linien begrenzten, in einer

Ebene frei aufgestiitzten Platte.

Wir haben bisher bei der Bestimmung der Ersatzscherkrifte still-
schweigend eine Kurve ohne Knick als Begrenzung der Platte voraus-
gesetzt und eine ebensolche Kurve fiir die Verteilung der Scherungs-
momente angenommen. Nehmen wir beispielsweise an, daB das
Scherungsmoment auf einem geraden Rand x = konst. sich an einer
Stelle y = y, unstetig &ndere, derart, daB es in der Umgebung dieser
Stelle fiir y >y, den Wert m, ,=m; und fiir y <y, den Wert

m,, = m, habe, so wird das Integral der Ersatzscherkrifte auf einem
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Stiick des Randes, das von y =y, — ¢ bis y =y, + ¢ reicht, gleich

P £
J‘mzy dy = [mmy]z;: =M — My

dem Sprung des Momentes m,_, sein. Es entsteht also an der Sprung-
stelle y =y, des Drillungsmomentes eine konzentrierte Kraft:

P=m —m,.

An dieser Stelle ist die Ersatzscherkraft dem Sprung des Scherungs-
momentes gleich.

Wenn die Randkurve selbst Unstetigkeiten und zwar scharfe
Ecken Dbesitzt, liegt derselbe Fall vor. Sind die Werte des
Scherungsmomentes in zwei Schnittflichen, die einen Winkel mit-
einander bilden, m, und m,, so #ndert sich das Drillungsmoment
bei der Umfahrung der Ecke um den Betrag m, —m,. Beim
Ersatz entsteht wieder eine konzentrierte Kraft P = m, —m,. Die
beiden Werte m, und m, sind hier durch die Gleichgewichtsbedingung
am Plattenelement oder die Gl (23) miteinander verkniipft. In
einer Ecke, deren Kanten einen rechten Winkel mit einander bilden,
sind beide gleich und drehen in bezug auf die nach auBlen gerichtete
Normale in entgegengesetztem Sinne. Hieraus folgt der Satz: In
einer scharfen Ecke der Plattenbegrenzung, deren Schnitt-
richtungen einen rechten Winkel mit einander bilden, er-
gibt sich beim Ersatz der Scherungsmomente eine Einzel-
kraft senkrecht zur Platte gleich dem doppelten Wert des
Scherungsmomentes an dieser Ecke. Die Ersatzscherkrifte liefern
in- einer Ecke keine konzentrierte Kraft, wenn in ihr das Scherungs-
moment m_ ~verschwindet. Da dieses nach Gl (32) der zweiten Ab-

>w

220y proportional ist, mufl diese Ableitung in der Ecke ver-
schwinden. In einer freien Ecke mull also auBler den Grenzbe-
dingungen b) (8. 37) auch noch die Bedingung 9* w/dx oy erfiillt sein.

leitung -

14. Versuche mit quadratischen Platten aus FluBeisen.

‘Die Grundlagen der Theorie der Biegung diinner Platten sind
nur selten einer Uberpriifung durch den Versuch unterworfen worden.
Fir die elastisch-isotropen, d. h. aus einem Haufwerk von regellos
orientierten Kristallkérnern aufgebauten Korper, deren Teilchen unter
den in Betracht gezogenen Spannungszustinden gut zusammenhalten
und keine merklichen bleibenden Verschiebungen erfahren, sind zwar
die allgemeinen Grundlagen ihrer mathematischen Elastizitéitstheorie
erfiillt, Sie werden durch die zahlreichen Versuche gestiitzt, die man
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mit stabférmigen Ko6rpern aus diesen Stoffen gemacht hat. Trotz-
dem liegt ein Bediirfnis vor, die Erfahrung durch weitere Versuche,
die mit plattenférmigen Korpern gemacht sind, zu erginzen, weil
sich die Sdtze iiber die Grenzbedingungen nur durch Versuche mit
plattenférmigen Korpern bestétigen lassen und man anderseits er-
fahren mochte, bis zu welchem Grade die der Rechnung zugrunde
gelegten Grenzbedingungen freiaufliegender und eingespannter Platten-
rander in den praktischen Konstruktionen als tatséichlich erfiillt be-
trachtet werden konnen?).

Mit einer rechteckigen Platte 148t sich ein Belastungsfall her-
stellen, der in bezug auf eine einfache Berechnung der Spannungen
und der Form der verbogenen Platte und eine genaue und bequeme
Einhaltung der Grenzbedingungen in einem Versuch kaum zu wiinschen
iibrig lassen diirfte. Es ist der Belastungsfall der gleichmaBigen
Schubbeanspruchung einer Platte, an dem Lord Kelvin und Tait
zuerst die Moglichkeit des Ersatzes der Torsionsmomente einer Platte
durch Scherkrifte gezeigt haben.

Wir kniipfen an die auf S. 29 betrachtete Losung der homogenen
Plattengleichung

w=cxy (58)
an. Fir diese elastische Fliche verschwinden nach den Grund-
formeln die Biegungsmomente m_ und m, und die Scherkrifte p,
und p,. Von Null verschieden ist nur das Moment

2w

m, = —(1—»N v

zy

=—(1—»)Nec. (59)

1) Unter den Elastizititsversuchen, die den Vergleich mit der Theorie an
plattenférmigen Korpern anstrebten oder zulassen, sind mir nur die mit kreis-
" férmigen Platten gemachten Versuche von A. Foppl (Mitt. a. d. mech.-techn.
Laboratorium der Techn. Hochsch. Miinchen 1900) und von Max EnBlin
(Dingler, Bd. 818, Heft 45, 46, 50, 51. 1903) bekannt. Die beobachtete Ge-
stalt der in der Mitte und exzentrisch (Foppl) oder ringformig (EnBlin)
durch eine REinzelkraft belasteten, freiaufliegenden Platten aus Flufleisen
stimmte gut mit der theoretisch verlangten Gestalt der durchgebogenen Platte
iiberein, die absoluten Werte des aus den Biegungsversuchen abgeleiteten
Elastizititsmoduls standen aber mnicht in befriedigender Ubereinstimmung mit
dem aus anderen Versuchen bestimmten Wert. Zu erwidhnen wire ferner-die
schone Arbeit von Walter Ritz iiber die Berechnung der Frequenzen von
transversal schwingenden, freien quadratischen Platten, iiber deren Zahlen alte
Beobachtungen von Strehlke vorliegen. — Die verdienstvollen Versuche, die
C. v. Bach mit plattenférmigen Korpern ausfithren lieB (man findet ihre Zu-
sammenstellung im Anhang zu seinen beiden Vortrigen: ,Das Ingenieurlabora-
torium und die Materialpriifungsanstalt der Techn. Hochschule Stuttgart®,
K. Wittwer, Stuttgart 1915) lassen sich zu einer Uberpriifung der Plattentheorie
kaum heranziehen, weil bei ihnen kein Wert auf die Einhaltung genauer definier-
barer Randbedingungen gelegt wurde.
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Hier ist mit N==h%E[12(1 —»?) die Plattensteifigkeit bezeichnet
(b ist die Dicke der Platte, E ihr Elastizitdtsmodul, » die Quer-
dehnungszahl). Denkt man sich durch die Geraden = 4 a und
y = £ b eine rechteckige Platte abgegrenzt, die nach der Fliche (58)
verbogen wird, so miissen, um diese Fliche zu erzeugen, in den
Reckteckseiten nur Scherungsmomente angebracht werden, die nach
Gl. (59) iiberall den nidmlichen Wert haben. Wir wollen diesen
Wert mit — m, bezeichnen. Nach Einfiihrung des Schubmoduls
G = E[2(1 --») des Plattenstoffes nimmt die &l.(58) die Form

6m

an. Die zur Mittelebene der Platte parallele Schubspannungs-
komponente 7, , die in der Entfernung z von ihr wirkt und nach
Gl (30) gleich
w 12 m,z
Ty = 202 oxoy b

ist, nimmt ihre absolut genommen grofiten Werte unter den Ober-
flichenschichten z = + #/2 der Platte

__6m
Tmax = + h‘lo (61)

an. Alle iibrigen Spannungskomponenten ¢, 0y, 0,5 O, T,, sind
bei diesem Spannungszustand einer rechteckigen Platte in allen
Punkten gleich Null.

Denkt man sich in jedem Flichenelement hdy (oder hdz) der
Berandung z = + a (bzw. y = 4 b) (Abb. 17) nach den Regeln fiir
die Bildung der Ersatzscherkrifte das Sche-
rungsmoment m_, dy (bzw.m, dz) durch ein
Paar mit zur Mittelebene senkrechten Krif-
ten @ ersetzt, so erkennt man unmittelbar,
dafl das resultierende Moment in jeder der
vier Seiten * = + a (bzw.y = 4 b) durch ein
Kriftepaar ersetzt werden kann, dessen Ein-
zelkrifte @ = m, in den vier Ecken des
Recktecks wirken. FaBt man die zwel in
jeder Ecke zuriickbleibenden Einzelkrifte @
zu einer Kraft P = 2@ = 2m, zusammen,
so verbleiben schlieflich in den Ecken vier gleiche, zur
Platte senkrechte Einzelkrifte P, wihrend die Riander sonst
zwischen den Ecken frei von &duBeren Spannungen sind. Je zwei
von diesen Einzelkriften, die in den Endpunkten einer Diagonalen

¢
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des Rechtecks angreifen, haben die gleiche
Richtung (Abb. 18). Die Formeln fiir die
elastische Fliche w (60) und fiir die groBte
Schubbeanspruchung 7, (61) nehmen nun-
mehr mit der Eckkraft P die einfache Form an:

3P 3P
Abb. 18, W= G Y Tmx = e (62)

Da der Spannungszustand der Platte (Abb. 17) in einer Festig-
keitsmaschine sich verhaltnismaBig leicht und genau verwirklichen 148t,
eignet er sich in vortrefflicher Weise zu einer Priifung der Grund-
lagen der Plattentheorie. Der Verfasser hat die Durchbiegungen von drei
quadratischen Platten aus ausgegliihtem FluBeisen von rund 163 mm
Seitenlinge und 5, 10 und 15 mm Dicke bestimmt, die in dieser Art
belastet wurden?). Die Platten waren zuerst 15 mm stark, nach der
ersten Versuchsreihe wurden sie auf 10, dann auf 5 mm abgehobelt
und jedesmal untersucht. Zur Messung der Form-
dnderungen diente ein Gerdt, mit dem die Durch-
biegung der Platte zwischen den Verbindungslinien
A B und CD von vier, auf den Diagonalen des Qua-
drates gelegenen Punkten beobachtet werden konnte
(Abb. 19). Die Einzelkrifte in den Ecken wurden
durch ein eigens zu diesem Zweck konstruiertes
Gehénge (Abb. 20 und 21) in einer Festigkeits-

Abb. 19. maschine von drei Tonnen (Bauart Mohr und
Federhaff in Mannheim) erzeugt und gemessen.
Die Schnitte der elastischen Fliche in Richtung der Diagonalen des

Quadrates muBten als Funktionen des MeBabstandes u = Vex—= VE-y
nach der obigen Gleichung Parabeln

_[ 311} .
v = zow |

sein. Nachdem ein wahrscheinlichster Wert des Schubmoduls gleich
G = 780000 kg/em? ermittelt war, wurden mit diesem die Durch-
biegungen nach der eben angeschriebenen Gleichung berechnet und
ihre Werte mit den Beobachtungen verglichen. Die Zahlentafe]l 1
zeigt das Ergebnis des Vergleiches fiir die eine der untersuchten
Platten. Die Durchbiegungen der 5 mm und 10 mm starken Platten
zeigten Abweichungen, die an den meisten MeBstellen kleiner als
ein Hundertstel ihres berechneten Wertes waren. Hingegen waren
die beobachteten Durchbiegungen der 15 mm starken Platte durch-

1y Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens, herausgegeben
vom V. d. 1. 1915, Heft 170, 171, S. 16.
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Abb. 20. Anordnung fiir Elastizitéts-
versuche mit quadratischen Platten.
Die quadratische Platte (f) wird in jhren Ecken
durch Kegelspitzen belastet. e ist ein Hebel,
dessen mittlere Schneide ¢ in einem Gestinge
eingehéngt ist, welches mit der KraftmeBvor-
richtung der Festigkeitsmaschine verbunden ist.
Die Krifte werden durch die Flacheisen ¢ und
die Zugstangen b auf die Platte iibertragen.
Der Durchbiegungsmesser steht mit 4 FiiBchen
auf der Platte. Die Durchbiegung wird mit
Hilfe von Schneiden und Spiegeln wie beim
Geriit von Martens beobachtet.

wegs groBer als die berechneten und die Unterschiede nahmen mit
der zunehmenden Meflinge zu. Sie ergaben sich um so groBer, je
ndher die MeBpunkte zu den Ecken angenommen wurden, wo die
konzentrierten Krifte angriffen. Diese Storung erklart sich durch
den EinfluB der Schubspannungen T,.» T,,>» deren Pfeile senkrecht
zur Mittelfliche gerichtet sind. In den dicken Platten muBte er



44 Die Grundlagen der Lehre von der Plattenbiegung.

sich stirker bemerkbar machen, wie in den diinnen, in denen er
auf die nidchste Umgebung der Ecken beschrinkt bleibt, Da ihre
Wirkung in der Kirchhoffschen Plattentheorie nicht beriicksichtigt
wird, ergeben sich bei dicken Platten die berechneten Durchbiegungen
zu klein. Mit Ausnahme dieses durch die Einzelkrifte in dicken

Abb. 21. Versuchsanordnung.

Platten hervorgerufenen Storungsgebietes ergaben die Biegungsversuche
mit den drei quadratischen FluBeisenplatten eine sehr befriedigende
Bestitigung der Theorie. Auf einige weitere Versuche mit in einzelnen
Punkten in statisch bestimmter Art unterstiitzten kreisformigen
Glasplatten, die zu einem &#hnlichen Ergebnis fiihrten, kommen wir
weiten unten (S. 198) zuriick, ebenso auch auf den ,EinfluB der
Wolbung“ der Platte.
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Zahlentafel 1. Biegungsversuche mit einer quadratischen Platte
aus FluBeisen,

. I Be- | Me§- ! ‘
Dl;zke ‘lastung‘ lange ‘Beobachtung‘ Berechneter Unterschled Unterschied
‘ 1 Wert

cm cm ‘ 10=*em | 107*em | 107*cm | v. T.

! | 4 | 960 931 4+ 29 | 431

5 | 1502 1455 + 47 432

6 | 216,3 209,4 + 69 433

1,4958 1506,3 7 2969 285,2 + 11,7 | +41

‘ 8 389,1 372,6 +16,5 1-44

9 4940 471,6 +224 | 147

9,5 550,8 5255 . +253 | + 48

4 12,9 1227 — 08 — 6

5 192,3 191,7 + 06 | + 3

‘ 6 275,8 276,0 — 02 -1

1,0000 1199,43 7 3778 375,8 + 2,0 + 5

8 4947 492,0 Y + 5

3 9 626,7 621,5 + 52 : + 8

9,5 703,8 692 | + 17

|

4 288 293,7 — 5,7 —19

5 460 459 -1 + 2

6 664 661 3 + 5

0,5005 ' 59,83 @ 7 908 ! 300 + 8 + 9

| I8 118¢ | 1175 9 + 8

9 1484 1487 Po— 3 - 2

9,5 1664 1657 + 7 + 4

15. Ebene Verzerrungszustinde von dicken Platten.

Die Formeln fiir die Spannungsmomente und Scherkriifte der in den
Abschnitten 9 bis 13 entwickelten Theorie der Biegung diinner Platten,
die man auch als die Kirchhoffsche zu bezeichnen pflegt, lassen sich
in strengerer Weise als dies bisher geschehen ist, aus gewissen partiku-
lairen Losungen der elastischen Grundgleichungen herleiten. Man
kann die Struktur der Losungen der elastischen Grundgleichungen
fir einen durch zwei parallele Ebenen und eine zu diesen senk-
rechte Zylinderfliche begrenzten elastischen Korper bestimmen.
Love!) und Michell?) haben diese allgemeinen Lésungen auf-
gestellt, ohne zu ihrer Angabe mehr Voraussetzungen zu bendtigen,
als die in den Grundgleichungen der Elastizitéitslehre enthaltenen.
Wir miissen es uns versagen, auf diesen Gegenstand niher einzu-
gehen, hauptsichlich aus dem Grunde, weil bisher kein praktisches
Bediirfnis bestanden zu haben scheint, die Spannungszustinde be-
liebig dicker Platten zu kennen. Eine Ausnahme diirfte der Span-
nungszustand in der Umgebung der Angriffsfliche einer auf einer

') Lehrbuch der Elastizitit, deutseh v. Timpe. Teubner, Leipzig.
%) Proe. London Math. Soc. 1900.



46 Die Grundlagen der Lehre von der Plattenbiegung.

Platte lastenden konzentrierten Kraft bilden, fiir den ein kurzer
AbriB der strengen Theorie weiter unten (Abschnitt VIL) gegeben
werden soll.

Hingegen sollen hier einige ausgewéhlte Sonderfille von einfachen
Verzerrungszustinden elastischer Korper betrachtet werden, die bereits
das in der Kirchhoffschen Theorie vorausgesetzte Geradebleiben
der Normalen der elastischen Flidche einer diinnen ver-
bogenen Platte streng zu begriinden gestatten.

a) Der ebene Verzerrungszustand. Fiir das Folgende ist
es niitzlich einen Sonderfall eines elastischen Korpers zu betrachten,
in welchem die Verschiebungen und die Spannungen nur von zwei
Koordinaten abhiingen. Wir wollen annehmen, daf dies die Koordi-
naten x und z seien und daB alle Punkte, die im unverzerrten Zu-
stand des Korpers auf einer zur zz-Ebene parallelen Ebene sich
befunden haben, auch nach der Verzerrung auf solchen Ebenen liegen.
Wenn wir von einer gleichformigen Dehnung in Richtung der y-Achse
absehen, ist die zu diesen Ebenen senkrechte Verschiebung # Null
und alle Punkte, welche die gleichen Koordinaten « und z haben,
verschieben sich in jeder dieser Ebenen um die gleichen Betriage &

und {. Wegen # =0 ist die Dehnung ey:?—Z:O und weil &

und ¢ nur Funktionen von z und z sind, verschwinden auch die
Schiebungen y,,,y,., also auch die Schubspannungen z Aus
der zweiten der GL (12) folgt wegen ¢, =0

0, = (0, +0) (63)
und damit aus den beiden andern Gleichungen

2 (11—, v(1+4ve, 1 . ’
83;—%_' B - E _2G[(1 v)oz_’az]

ac 1
g, *5;—"2—0{(1_”)%_”%]-

.
zy? Tyz'

(64)

Von den drei Gleichgewichtsbedingungen Gl. (4) S. 5 bleiben die
beiden Gleichungen iibrig:
do, | 07, —0 do, , 0t

Z — z —£2 = (. 65
ox 22 ’ 6z+6x (65)

Ihnen kann geniigt werden, wenn die Spannungskomponente o_, ,, 7,

den folgenden Ableitungen einer Funktion ¥ der Verdnderlichen z und 2z
gleich gesetzt werden

*F *F *F

(66)

e 0, = T — .
AP T px?’ zz oxdz
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Die Spannungen sind in einem Korper unter der Annahme z,, = 7,, =0
im Gleichgewicht, wenn die Spannungskomponenten ¢_, 0,, 7, gleich
den eben angeschriebenen Ableitungen einer beliebigen Funktion F
gewdhlt werden. In einem elastisch verzerrten Korper sind die
drei Spannungskomponenten aufler durch die Bedingung des Gleich-
gewichtes durch die fernere Forderung eingeschrinkt, dafl es zwei

Funktionen & und { geben muB, fiir welche die drei Gleichungen (12)

o0& 1
= Gx ~agld el
ol 1
6, = o= sl —=9)o,—v0] (67)
& ol T,
Var =T =-o"
6z ox G

allerorts befriedigt sein miissen. Das ist der Fall, wenn die Span-
nungen der Identitét

Pe, | e, Py,

z

222 oxt  owoz (68)

geniigen, die aus den drei Gleichungen durch Beseitigung der Ver-
schiebungen &, { hervorgeht. Sie verlangt, daf die Funktion F (wie
sich durch Einfithren der Ausdriicke von (67) und (66) ergibt) der
partiellen Differentialgleichung

"4 F 84

‘F
T2 0+9 —AAF=0 (69)

et 02?
zu geniigen hat. Jeder Funktion F(z,z), die dieser Gleichung ge-
niigt, entspricht ein in einem elastisch deformierbaren Korper mog-
licher Spannungszustand mit den Spannungskomponenten (66). Diese
Differentialgleichung und Spannungsfunktionen F, wie man auch
die Funktionen nennt, aus welchen die Spannungskomponenten sich
durch Bildung von Ableitungen berechnen lassen, die der Gl (69)
geniigen, sollen uns jetzt zur Angabe einiger einfacher Spannungs-
zustinde in elastischen Korpern dienen.

b) Die gleichférmige Biegung einer dicken Platte. Als
erstes Beispiel betrachten wir die Spannungsfunktion :

cz®

F="%
o (70)

¢ sei eine Konstante. Aus ihr ergeben sich nach den in den Gl (66)
vorgeschriebenen Ableitungen die Spannungskomponenten

6, =cz, 0,=0, 7 ,=0. (71)
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Die Spannung o, ist nach (63) gleich ¢, =vco,; 7,, und 7, ver-
schwinden nach Voraussetzung.

Alle Ebenen parallel zur x y-Ebene sind spannungslos, Wir kénnen
uns aus dem elastischen Koérper durch zwei Ebenen z = A/2 und
z= —h/2 einen scheibenformigen Teil abgegrenzt denken, diese
Ebenen bilden dann eine freie Oberfliche. In allen Schnittebenen
« = konst. wichst hingegen die spezifische Spannung o, linear mit
der Koordinate z, in allen Schnittebenen y = konst. wirkt eine ver-
dnderliche Spannung o, =vcz.

Zur Angabe des Forminderungszustandes stehen uns die drei
Gl (87) zur Verfiigung, welche hier lauten

08 (1 —v)cz 0 wcez 9 | ¢
w26 0 e 26 a1
Die Integration der ersten Gleichung nach x und der zweiten nach z
liefert

s=f1<z>+12%-czx,
(19)
v ‘)

wo unter f, (z) und f, (x) zwei willkiirliche Funktionen zu verstehen
sind, welche nur von z bzw. von z abhingen. Sie unterliegen der
Einschrinkung, daB die dritte der Gl (72) mit den eben an-
geschriebenen Werten von & und { identisch befriedigt sein muB.
Wir erhalten aus ihr

af, 1—v» af,
T eg a0
woraus
1—»
fi=¢2-+¢,, fo=— ic cx? — ¢, % | ¢,
Zum Spannungszustand gehéren mithin die Verschiebungen
5:120 cxz ¢, 2 ¢y, n =0,
(74)
(=~ 4G[(1-v) 2?4 v2?] — ¢ x4 ¢,
Sehen wir von der Verschiebung &=c¢,2+4¢,, { = —cx ¢, ab,

welche offenbar einer Parallelverschiebung und einer kleinen Drehung
des Korpers ohne innere Deformation entspricht, so zeigen die
Formeln (71) fiir die Spannungen und (74) fiir die Verschiebungen,
dafl wir es hier mit der gleichféormigen Biegung eines
Rechtkants (Abb. 22) durch gleichférmig verteilte Krifte-



Ebene Verzerrungszustinde von dicken .Platten. 49

paare zu tun haben. Sie erzeugen eine Deformation, bei der die
Querschnitte sich drehen und eben bleiben.

Nach Uberlagerung eines z weiten ebenen Verzerrungszustandes von
derselben Art, dessen Ebene die yz-Ebene ist, ergibt sich die gleich-
férmige Biegung eines von den Ebe-
nen z= + h/2 begrenzten platten-
formigen Kdérpers in zwei zueinander
senkrechten Richtungen, bei der die
Querschnitte parallel zur zz- und zur 0,
y z-Ebene eben bleiben. e

¢) Die gleichférmig zuneh-
mendeKrimmung, Ineinem elasti-
schen Korper von der Form eines
Rechtkants, das von den Ebenenz =0, ¢ =, 2 =h/2, 2= — h[2
und durch zwei beliebige zur zz-Ebene parallele Schnitte begrenzt
ist, sei die Spannungsfunktion

x2® h%z)
cm(?“ 1

Abb. 22.

gegeben, wo ¢ eine Konstante ist. Ihre Spannungskomponenten
sind nach (66)

. — — 2
0,=2c%z2, o, =2vcxz, 6,=0, tu——c< z)

Die Ebenen z—= + A/2 sind wieder frei von Spannungen, wihrend
in den Ebenen x = konst. die Normalspannung o, linear und die
Schubspannung 7,, parabolisch mit der Koordinate z sich #ndert.
Uber einem Streifen von der Breite eins in einem Querschnitt
x = konst. haben die Schubspannungen 7, die Mittelkraft

fr dz = ch®[6

und die Normalspannungen o, das Moment

3
fa zdz:%x

Die auf die Léngeneinheit der Querschrittsbreite iibertragene Scher-
kraft ¢ parallel zur z-Achse hat den Wert ¢ = ck®/6 und das
Biegungsmoment gz ist proportional x. Der Korper wird in den
zur z-2-Ebene parallelen Ebenen wie ein Balken durch eine an
seinem KEnde x =0 angreifende Einzelkraft verbogen, die auf der
Lingeneinheit seiner Querschnittbreite gleich ¢ ist.

Die Verschiebungen & und { ergeben sich in #hnlicher Weise,
wie im vorigen Beispiel und sind

Nidai, Elastische Platten. 4
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___%[ ) 2= a}
T L e N

. (75)
1=0,  t= {1~ 4 3rza).

Ein in der Biegungsebene des plattenformigen Kéorpers angenommenes
quadratisches Netz von geraden Linien x = konst., z = konst. nimmt
nach der Biegung die Form der Kur-

J venscharen in der Abb. 23 an. Die Ebe-
nen 2z =konst. oder die ,Quer-

/ / / schnitte“ gehen bei der Biegung
/ / / in gewolbte Flachen iber. Doch
lassen die vorstehenden Formeln erken-
nen, da die Wolbung der Quer-
/ schnittebenen nur fiir die Verzer-
== rung eines Kérpers vonBedeutung

/ ist, dessen Abmessungen in der
L 7‘\/\ z-Richtung mit seiner Hohe ver-
' gleichbar sind, wie beispielsweise in

Abb. 28. dem kurzen Stiick eines verbogenen
Rechtkants, das in Abb. 23 zu sehen ist.

Wenn die Lénge z groBer wird und das Rechtkant in eine
Platte von einer geringen Dicke % iibergeht, sind 2® und A2 kleine
GroBen neben  und die sie enthaltenden Glieder kénnen in (75) neben
den anderen vernachlissigt werden. In einem Rechtkant, dessen
Héhe % klein im Vergleich zu seinen iibrigen Abmessungen ist, oder
in einem Element dzdyh einer elastischen Platte von geringer
Dicke h, das in der angegebenen Weise auf Biegung beansprucht
wird, sind die Verschiebungen hinreichend genau durch die Formeln

__30=2g, _ (=g ,
=TT v e ®

beschrieben. Aus ihnen folgt, daB die Verschiebung & der Punkte
eines Querschnittes z = konst.

NUDAJLT

S TATY

= — ﬁz
mit der Entfernung z linear anwichst.

Die Punkte, welche urspriinglich eine zur Mittelebene
des Rechtkants senkrechte Gerade bilden, liegen also
nach der Biegung auf einer Geraden, welche senkrecht
zur Tangentialfliche seiner verbogenen Mittelfliche steht.

Durch die Uberlagerung von zwei Spannungszustinden dieser
und von zwei Spannungszustinden der unter b) beschriebenen Art,
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deren Biegungsebenen schief zu den zz- und yz-Ebenen, jedoch
zueinander senkrecht stehen, 1iBt sich der allgemeinste Biegungs-
zustand in einem Element dxdyh eines plattenférmigen
Korpers erzeugen, dessen Oberflichen z= + h/2 frei sind'). Die
Formeln lassen erkennen, daBl die Forménderungen eines Elementes
dxdyh einer diinnen Platte, deren Dicke h klein im Vergleich zu den
Koordinaten « und y ist, im wesentlichen darin bestehen, daBl die
Punkte, welche urspriinglich eine zur Mittelebene der Platte senk-
rechte Gerade bilden, nach der Biegung wieder auf einer Geraden
liegen, die sich senkrecht zur Tangentialfliche der verbogenen Mittel-
fliche stellt. Diese Gestaltinderung einer Platte ist mithin
eine Folge der Annahmen, die den allgemeinen Gleichun-
gen der Elastizitdt zugrunde liegen und der Voraussetzung
einer kleinen Plattendicke. Mit ihrer Annahme wird keine neue
Hypothese eingefiihrt, wie dies in einigen Darstellungen der Festig-
keitslehre erwihnt zu werden pflegt.

d) Biegung unter einem gleichférmigen Druck. Als
dritten Sonderfall, betrachten wir die Biegung eines plattenformigen
Kérpers — h/2 <z < h[2, auf dessen Ebene z= — h/2 eine gleich-
férmig verteilte Druckspannung 6, = — p wirkt, wihrend die andere
z = h/2 unbelastet ist. In der Spannungsfunktion

5
z
F=caz-+c,a? ¢, (x‘“’z" - 75—>,

die der Gl (69) A4F = 0 geniigt, lassen sich die Konstanten c,, c,, ¢,

so bestimmen, da auf der Ebene := —A/2, 0,= —p, 7,,=0
und auf der Ebene z=~%/2, 0,=0, 7,,=0 sind. Man erhilt so
3p P
&= g €= — "1 €=~ 35
und die Spannungskomponenten:
| 2
6, = — V}Tg(&c‘“’z — 22%),
6, = — L (425 — 32k L 1¥)
z 2h3 ’
o,=v(0,+0,),
6px (BF
e (7).

1) Eine Ausnahme bildet der Forménderungszustand einer Platte in der
Umgebung der Angriffsstelle einer konzentrierten Kraft. Er ist hier von ver-
wickelterer Art.

4%
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Wenn die Dicke A (nebst der Koord. z) klein im Vergleich zux
ist, folgt aus diesen Formeln, daB die Schubspannung 7, und die
zur z-Achse parallele Normalspannung ¢, neben den anderen Span-
nungen nur kleine Werte annehmen und daraus weiter, dafl auch
im Falle eines auf der Oberfliche 2= — h/2 lastenden
Druckes das Ergebnis von c) seine Geltung behilt?).

II. Die Forminderungen
und die Spannungen der biegsamen Platten.

16. Biegung einer kreisformigen Platte nach einer
Umdrehungsfliche.

Wenn die Ordinaten der verbogenen Mittelfliche einer Platte oder
ihre Durchbiegungen nur Funktionen eines Abstandes r von einem
festen Punkt sind, vereinfachen sich die Formeln der Plattenbiegung.

In einer derart verbogenen Platte treten in einem zylindrischen
Schnitt ¢ = konst. auller den Normalspannungen nur eine Art von
Schubspannungen auf, ndmlich solche, die zur Mittelebene senkrecht
gerichtet sind, wihrend in einem Meridianschnitt nur Normalspan-
nungen {ibertragen werden. In einem Flichenelement hrde (mit h
wird die Dicke der Platte, mit « der Winkel des Fahrstrahles r mit
einer festen Richtung in der Mittelebene bezeichnet, Abb. 24) eines

Zylinderschnittes vom Halbmesser r wird ein

” |préadr Biegungsmoment m_rde und eine Scherkraft

A p,rde, in einem Element hdr eines Meri-

dianschnittes nur ein Biegungsmoment m,dr

G, ubertragen. Hier bedeuten m_ bzw. m, die

o, z.rdx  auf die Lingeneinheit der Schnitte bezogenen

Abb. 24. Biegungsmomente, welche die Platte in der

Richtung des Halbmessers r bzw. dazu senk-

recht verbiegen. Wir nennen m_ das radiale und m, das tangen-

tiale Biegungsmoment und definieren diese Momente durch die
Integrale

mrzfarzdz, mtzfatzdz, (1)

1) Wenn man die elastischen Grundgleichungen in Zylinderkoordinaten r, z
anschreibt, lassen sich in analoger Weise achsensymmetrische Spannungszustinde
in beliebig dicken kreisformigen Platten angeben. Derartige Spannungszustinde
hat neuerdings A. Timpe: Achsensymmetrische Deformation von Umdrehungs-
kérpern, Z. ang. Math. Mech. Bd. 4, S. 361. 1924, untersucht. — Vgl. auch weiter
unten 8. 311, sowie A. und L. Féppl: ,Drang und Zwang¥, 2. Bd. Miinchen 1920.
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wo mit o, bzw. mit ¢, die Normalspannungen bezeichnet werden, die
in der Richtung r bzw. dazu senkrecht im Abstande z von der
Mittelebene der Platte parallel zu dieser letzteren wirken.

Bei der vorausgesetzten Gestaltdnderung einer Platte geht ein Zy-
linderschnitt r = konst. in ein Stiick eines Kegelmantels iber. Die Er-
zeugenden dieses Kreiskegels stehen senkrecht zur verbogenen Mittel-

fliche und bilden den kleinen Winkel ¢ = % mit der Lage der Er-

zeugenden des zylindrischen Schnitts im unbelasteten Zustand der
Platte. Hier bedeuten w die Ordinaten der elastischen Fliche oder
die Durchbiegungen der Platte. Bei dieser

Forménderung werden in ihrem Innern in r
der Richtung der Fahrstrahlen r und lings h

des Umfanges der Kreise r = konst. Deh- \Aﬁ?__gg

nungen &, bzw. ¢ geweckt. An Hand der rzp
Abb. 25 ergeben sich in einer Entfernung z Abb. 25.
von der Mittelebene fiir sie die Ausdriicke:
do 12
ar:—z-ﬁ, 8t=—z—r'. (2)

Nach dem Elastizititsgesetz driicken sich die tangentialen und
radialen Biegungsspannungen ¢, und o, (die dritte Normalspannung o,
ist tiberall gleich Null) mit Hilfe der Dehnungen e, und ¢ wie
folgt aus:

Ez Ez (do go)
Ur“'l‘;’ﬁ(8r+”8t)~—1_ya (W—I_VT ) o)
3
Ez Ez do (p)
=T e L) )= — T (W7
T e (& ) 1—»? <Vdr r

Setzt man diese Werte in die Gl (1) ein, so ergeben sich die Aus-
driicke fiir das radiale und das tangentiale Biegungsmoment

_ do ‘P) _ <d<P <P>
R ¢ e Tl I

wo mit N=Eh*|12(1 —»*) wieder die Platten-
steifigkeit bezeichnet ist.

Mit Hilfe der eingefiihrten Momente und der
Scherkrifte p., die in den Zylinderschnitten auf-
treten, lassen sich die Gleichgewichtsbedingungen

prrdrde.

my rda

Em.

Ll
mydr

eines kleinen prismatischen Elementes aufstellen, das (myrdmy)(redrida
man aus der Platte durch zwei benachbarte Zylin- Abb. 2.
der- und Meridianschnitte abgegrenzt hat (Abb. 24

und 26). Bezeichnet p den auf der Seitenfliche z— — /2 in der

Richtung der positiven Durchbiegungen gerichteten Druck, der hier
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eine Funktion des Abstandes r vom Mittelpunkt der Platte ist, so

wird das Gleichgewicht der Krifte in der zur Ebene der Platte senk-

rechten Richtung durch die Bedingung ‘
d(rp,)

7"[‘”’:0 (5)

ausgedriickt. Die in der Richtung des Kreisumfanges wirkenden Kom-
ponenten der Momente ergeben die Gleichung (vgl. Abb. 26):

A, rp, = 0. )

Die erste Gleichung lafit sich sofort nach r integrieren:
rpr=—frpdr+c (7)

und liefert die Scherkraft p., wenn die Belastung p der Platte ge-
geben ist.

Die Bedeutung der Integrationskonstanten ¢ ergibt sich, wenn
man den Druck p gleich Null annimmt. In einem zylindrischen
Schnitt r = konst. kénnen in diesem Falle Scherkrifte p  nur ent-
stehen, wenn die Platte im Punkte r — O durch eine Einzelkraft
belastet ist. Eine im Sinne der wachsenden Durchbiegungen w ge-
richtete Einzelkraft P erzeugt auf dem Umfang eines Kreises vom
Halbmesser r Scherkrifte p,, deren Mittelkraft gleich

2arp,=—P

sein muB?). Der Vergleich mit der fiir p — 0 angeschriebenen Gl. (7)
ergibt P
C= — *2*; . (7 a)

Wenn im Nullpunkt r = O keine Einzelkraft wirkt, ist in GL (7)
¢ = 0 anzunehmen.

Setzt man die Ausdriicke fiir die Momente aus (4) und fiir die Scher-
kraft p, aus (7) in die Momentengleichung (6) ein, so ergibt sich

17 7 (p_ d 1 d __lf P
rg’+ ¢ —7*’37(75(“’”))—Ntfp’d“rﬁ} ®)
0

eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Neigung ¢
des Meridianschnittes der elastischen Fliche.

1) Die positive Richtung der Scherkrifte p, wird in einem Schnitt
r = konst. fiir den Plattenteil, der sich innerhalb des Kreises befindet, in der
Richtung der wachsenden Durchbiegungen angenommen (Abb. 24). Wenn die
im Kreismittelpunkt angreifende Einzelkraft P in dieser Richtung wirkt, miissen
die Scherkrifte negativ sein, deshalb enthélt die Gl. (7a) das negative Vorzeichen
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Der homogenen Gleichung

i’ trgf —p=0 9)
geniigen die Integrale
2
9‘0:017’+ 7:9 (10)

ernr (11)

11 dr
—_ . = 2
P =7 rfrdrf ; frpdr (12)

Mit diesen Funktionen lassen sich alle Fragen erledigen, die mit
der Biegung der Platten nach Umdrehungsflichen zusammenhangen.

Die hier erhaltenen Losungen lassen sich auch aus der Platten-
gleichung (38) S. 21

und

Adw—2 (12a)

ableiten. Die Summe der Biegungsmomente ist nach Gl (25a), (36a)
proportional der Grofe Aw:
m, 4 m,=m, +m = — (1 +»)Ndw.
Setzt man hier die Ausdriicke fiir m, und m, ein, so erkennt man,
daB der Differentialausdruck 4w, sobald w nur eine Funktion von r
ist, gleich
d*w | 1 dw

dw= dr? +5 r dr

ist. Die partielle Differentialgleichung (12a) geht somit in eine totale
vierter Ordnung

1 d\(dPw 1 dw> P
(dr3+ r dr)(dr“‘ Ty ar) TN (13)
iiber. Ihre allgemeine Losung ist:
w=w,+ ¢, + ¢, + ¢;r*Inr 4 ¢, Inr, (14)

wo mit w, ein Integral der nichthomogenen Gl. (12a) bezeichnet ist.
w, laBt sich vermoge der Gleichungen

1d/ du P 1 d( dwo)
rdr (r }Jif> N rdr\ dr * (15)

immer durch die Quadraturen

1 | dr . dr
= E:frfrpdr, w, =JTJ‘rud'r (16)
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darstellen. Ein Vergleich der Ableitung ¢ = @—, Gl (10) bis (12
g = r

mit den letzten Formeln 148t erkennen, daB die zuerst erhaltene
Funktion bis auf die anders bezeichneten Integrationsfestwerte mit
(14) bis (16) identisch ist.

17. Die gleichmiaBig belastete kreisformige Platte.

Die vorstehenden Gleichungen sollen auf den Fall der Biegung
einer kreisformigen Platte angewendet werden, auf der ein Druck
P = p, = konst. lastet. Wir konnen zu diesem Zweck uns entweder
der Gl (10), (11) und (12) bedienen, oder die Losung in der Form
von Gl (14) und (16) heranziehen. Aus der letzteren Gleichungs-
gruppe ergibt sich die elastische Fliche einer durch einen unverander-
lichen Druck p = p, belasteten kreisférmigen Platte, wenn wir in
Gl (14) die Beiwerte ¢, —c, =0 annehmen und die Funktion w,
unter der Annahme p = p, = konst. aus (16) berechnen. Wir miissen
¢g =¢, =0 annehmen, damit in der Mitte r — O der Platte keine
unendlich grofen Spannungsmomente sich ergeben.

Die Funktion w, bestimmt sich aus (16) gleich

Bt
'wo———a—lv
Zur Bestimmung der noch iibrig gebliebenen Integrationskonstanten
¢, und ¢, in der Losung

_ Pt . 12
w= 64N+61+ o T (17)

dienen die Grenzbedingungen, die auf dem Rande der Platte zu er-
fillen sind. Der Halbmesser der Platte sei mit a bezeichnet.

a) Wenn der Rand r = a des Kreises eingespannt ist, lauten
die Grenzbedingungen

dw
_'—_-a, w:o, ET:(}):O
Sie sind erfiillt, wenn
Po o’
61: —262112: GZN

sind. Die elastische Fliche hat die Gleichung

— _Po 2 20 18
w= 2@ — ) (18)

und den Biegungspfeil in der Mitte r = 0

pyat
ER®

P, a* _3(1 — »?) pyat
64N 16 ER

= 0,176
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(wenn » =1/, genommen wird). Die Spannungsmomente der ein-
gespannten Platte berechnen sich nach den Formeln (4) aus (18) zu:

Ww4”mﬂ=pﬂu+wﬁ—@+wﬂ’

— _pNEE LT
e ar* ' r dr 16"
dPw 1 dw) Do . .
m‘——N(VW——i—?W —-1'—6‘[(1 "}*’V)d —‘(1—1"31’)7']-
In der Mitte r =0 sind
2
m —m— LTP
16
im eingespannten Rand r = a sind
pa® pa’
m, = — o=, m=—v=o—;

die Platte wird am stirksten auf ihrem Umfang in der radialen
Richtung verbogen, ihre groBte Inanspruchnahme betrégt dort
_ M, max R 3p0a2
Oprmax = L= 727? - 412

b) Wenn der Rand frei aufliegt, muB fiir r =a die Durch-
biegung w und das radiale Biegungsmoment m, verschwinden:

d*w v dw>
= = =—N|l-—5=——-|=
r=a, w=0, m, (dﬂ r ar 0
Die Bedingungen werden von der elastischen Fliche der frei aufliegen-

den Kreisplatte
Do
= 1
Y=8101 )N (19)

erfilllt. Ihr Biegungspfeil in der Mitte r = 0 ist (wenn » =1/, ge-

(647 a*—2(8 +»)a?r? 4 (14 »)r]

nommen wird) gleich
Py !

Enr?

4
(6 +2)Po@ _ (g

64(14») N

und ihre Spannungsmomente sind gleich

B 2P0 g _ o), m,=D0[(3 4 9)a? — (1 + 39)77).

m, =
" 16

Die groBiten Biegungsmomente sind
(34 7)pya?
e T

>
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sie treten in der Mitte r =0 des Kreises auf, wo die groBte In-
anspruchnahme der Platte gleich

3(3 4 »)p, a®
gmax:i_wz_L

ist.

18. Die durch eine Einzelkraft in der Mitte belastete
kreisformige Platte.

Um fiir diesen Belastiungsfall Formeln zu entwickeln, miissen wir
eine Annahme dariiber machen, in welcher Weise sich der Druck
innerhalb der Angriffsfliche der Einzelkraft auf die Platte iibertragt.
Wir nehmen an, daBl die Platte innerhalb eines Kreises, dessen Halb-
messer ¢ spiter klein gegen den Halbmesser @ des Randkreises an-
genommen werden kann, durch einen gleichférmig verteilten Druck
' belastet sei (Abb.27). Bezeichnet P
die Einzelkraft, so ist dieser Druck
'“'T p=P:ac?. Auf dem kreisringfor-
migen Teil von r = c¢ bis zum Halb-

P messer 7 = o des Randkreises sei die
Nl ‘k" Oberfliche der Platte unbelastet. Wir
miissen wegen der Unstetigkeit des

L — Druckes das Grundgebiet in zwei

Abb. 27. ’I."ellg'ebiete z‘erlegen. Im éil?Beren, ring-

formigen Teil ¢ < r < a, in dem kein

Druck sich auf die Platte iibertréigt, ist die homogene Platten-
gleichung 44w = 0 heranzuziehen, die hier nach (14) eine Durch-

biegung w=c, + ¢g1* 4 ¢;r*Inr 4 ¢, Inr

liefert. Innerhalb der ,Druckfliche“ der Einzelkraft 0 <r < ¢ gilt
dagegen die inhomogene Plattengleichung

a i
cic

|
|
|
|
|
|
|
|
]
|
{
3
|
]
'

Dxr

)
A

, P
AAw =m—konst.

Die Durchbiegung »’ wird hier nach (14) durch eine Funktion

Prt
e

dargestellt'). Zur Bes’oimmung der in diesen Gleichungen vorkommen-
den sechs Beiwerte ¢, ---¢,” stehen die Randbedingungen auf dem
Kreis r =a und die Stetlgkeltsbedmgungen auf dem Randkreis der

Druckfliche r = ¢ zur Verfiigung.

1) In ihr muBten die Funktionen ¢,’72Inr, ¢,/Inr fortgelassen werden, die
im Nullpunkt unendlich groSe Spannungen ergaben.
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a) Ihre an und fiir sich einfache, etwas umstindliche Bestimmung
fiihrt im Falle eines frei aufliegenden Randes zu den folgenden
Gleichungen fiir die elastische Fliche:

«) im &uBeren, unbelasteten Ringgebiet ¢ <r La:
P 3+, ., o o a}
_ 2T g ) —22n—
16nNL—{—v(‘a ) Ty

~siny st s e

p) innerhalb des vom Druck p = P|n c* belasteten Kreises r = ¢:7)

, P rt (1~~v)c‘—4a2
Y= iﬁﬂf{ +[ Sitr)e T2y }
43+ 7’ — (74 3¢ g1 €
T T —|—cln;}. (21)

Die Spannungsmomente sind in dem unbelasteten Ringgebiet ¢ <r <a
durch die Formeln gegeben:

_4nP e (=P < 1>,

r 4 r 16

22)
- P a (1 —»)P¢c? ( 1) (
R L R R B EE
und fiir 0 <r < ¢, innerhalb des Druckkreises der Kraft P gleich
, Pl a (1 —9)¢? (3—}—1})7“3J
m —E]\(l—rv)lnfc*f'l——f id 4 ) -
, P a (1 —»ec (Byv41)r
mo= Rl e ]

Mit Hilfe der letzten Formelgruppe ist der Verlauf der Biegungs-
momente innerhalb des Druckkreises r = ¢ in der Abb. 28 fiir ver-
schiedene Halbmesser ¢ durch die stidrker ausgezogenen Kurven an-:
gegeben worden. Wenn der Halbmesser des Druckkreises ¢ verkleinert
wird, nimmt das mit dem Faktor ¢? behaftete Glied in der GI. (20)
ab. Fir kleine Werte von ¢ im Vergleich zum Randkreishalbmesser a,
d. h. wenn die Kraft P stark konzentriert ist, kann es dann neben
dem ersten vernachlissigt werden.

1 A. und L. Féppl haben im I Band von ,Drang und Zwang“ (S. 178)
den Biegungsfall einer kreisférmigen Platte betrachtet, die in der Mitte von
r=0 bis r = ¢ eine gleichférmig verteilte Last p und dariiber hinaus, von r=¢
bis r =a einen Druck p, zu tragen hat. Aus jhren Formeln ergeben sich die
obigen als der Sonderfall p, =0.
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Die elastische Fliche einer durch eine Einzelkraft P in ihrer
Mitte belasteten und auf ihrem Rande r = a frei aufliegenden Kreis-
platte nihert sich mithin im Falle einer starken Konzentration der
Kraft oder beim Ubergang zur Punktbelastung der Fliche

. P 3+4+v, , 9 0 a}
w—16nNL—{—v(a —r?)—2r ln7 . (24)

Verlauf des radialen und tangentialen Biegungs- Dieser Teil der Funktion
momentes in einer durch eine Einzelkraft in (20) geniigt fiir sich der ho-
der Mitte belasteten kreisfﬁrmigen Platte fiir mogenen Plattengleichung_
die Halbmesser ¢=0,1, .0,2, 04, 06a des pa, fiberzeugt sich leicht,
Druckkreises. daB die ersten Glieder in

den Ausdriicken fir die
Spannungsmomente (22)

935 / L und (23) gerade die Bie-

mp,m

gungsmomente sind, die
zur elastischen Fliche der
Punktbelastung (24) ge-
héren. Diese beiden Mo-

4%0%2& mentenkurven sind in der
7ep) /4

Q
S
19Smoinernte

77

Abb. 28 durch die diinn
ausgezogenen Kurven dar-
gestellt. An den Formeln
Mt o (22) bestdtigt sich, was
A / man bei stirkerer Kon-

[ zentration der Kraft P er-

Iy
>
Bregu.

4 warten muf3, daB nédmlich
/ ’M/ die Spannungsverteilung
o der Platte in groferer Ent-
irC fernung von der Angriffs-
74, stelle nicht von der Art
06 9% 92 0 (von der GréBe des Druck-
Abb. 98. gebietes und auch von der
Form der Druckfliche) ab-
héingig sein kann, wie sich die Kraft innerhalb ihrer Angriffsfléiche
verteilt. Der Verlauf der Momentenkurven im unbelasteten Gebiet
einer durch eine REinzelkraff belasteten Platte wird demnach im
wesentlichen durch die ersten Glieder in (22) oder allgemein durch
die Losung der Differentialgleichung 44w = 0 fiir die Punktbelastung
dargestellt.
Eine Losung, wie die in der Gl (24) abgesonderte, welche an
einer Stelle unendlich groBe Spannungen liefert, enthilt,
wie man sagt, eine Singularitdt. Derartige Losungen konnen in

3\
K
S
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der Plattenstatik oft mit Vorteil verwendet werden. Die eben ab-
gesonderte elastische Fliche einer kreisformigen Platte enthilt ihre
Singularitédt in der Teillssung der homogenen Plattengleichung:
P
w = 8nNrglnr. (25)

Man erkennt dies sofort, wenn man die Scherkrifte berechnet, die
von dieser Teillosung herriihren:

dAw P
=N — (26)

Sie ergeben in jedem zylindrischen Schnitt, den man sich mit einem
Halbmesser r um den Mittelpunkt des Kreises durch die Platte ge-
fiihrt denken kann, eine Mittelkraft gleich — P. Sie wachsen un-
begrenzt an, wenn man den Schnittkreis auf seinen Mittelpunkt
zusammenzieht,

Die {freiaufliegende Kreisplatte mit einer in ihrer Mitte angreifen-
den Punktbelastung P hat also die elastische Fliche (24) mit dem
Biegungspfeil

3+4v Pa? 3(34+% (1 —9) Pa? Pa?
YT 1y 16aN 4 w0586 s
wenn » =/, ist) und den Spannungsmomenten
Y, i d den Sp g
Q4P a _ P [ a 1
mr———TlnT, mt——-4—7£ (1+V)ln7+1—VJ. (27)

b) Die Gleichung der elastischen Fliche einer durch eine
Einzelkraft P in ihrer Mitte belasteten eingespannten Kreis-
platte wird ebenso aus einem der Gleichung 44w = 0 geniigenden
Ansatz w= ¢, + ¢ -} cgr¥Inry

ermittelt. Die Beiwerte ¢, und ¢, bestimmen sich aus den Rand-

bedingungen r =a, w=0, %%rﬂ =0, ¢, ist nach den Gleichungen
(25) und (26) gleich:
. — P
5 8aN’
Die eingespannte Kreisplatte hat die elastische Fliche
P a’]
— e 2 g.21n Y
w IGnN{a 2 —2r InTJ, (28)
mit dem Biegungspfeil
Pa®*  3(1 -—?)Pa? Pa? )
Yo Y6aN  dmER 22 gs =11
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und die Spannungsmomente:

.
mr=4—i{(1+v)ln%—1}, mt———gt(l—{—”)ln'i‘_”] (29)

19. Die Biegungsbeanspruchung von Platten durch
Einzelkrifte.

Die Gl (20) und (21) fir die elastische Fliche einer kreis-
férmigen Platte, die in ihrer Mitte durch eine Einzelkraft belastet
ist, gestatten einen Weg anzugeben, auf dem ihre Biegungsbeanspruchung
sich ermitteln 1aBt. Wie wir bereits bemerkten, hingt der Verlauf
der Spannungen in groBerer Entfernung von der Angrifisstelle der
Einzelkraft nicht davon ab, in welcher Weise sich diese letztere in
ihrer Angriffsfliche auf die Platte iibertrigt. Dies heifit mit andern
Worten, daBl man den Spannungszustand in groferer Entfernung von
der Angriffsfliche einer Einzelkraft durch die Losung der Platten-
gleichung beherrscht, die an der Stelle der Mittelkraft der Belastungen
eine in einem Punkt vereinigte Kraft ergibt.

Fiir eine freiaufliegende und fiir eine eingespannte Kreisplatte
haben wir diese Losungen mit den ihnen entsprechenden Momenten-
flichen in den Gl.(27) und (29) soeben ermittelt. Es hatten sich fiir diese
letzteren trichterférmige Umdrehungsflichen ergeben, deren Meridian-
schnitte aus der logarithmischen Kurve bestanden. Die Momenten-
flichen von Platten mit anderen Randkurven oder Grenzbedingungen,
welche durch Einzelkrifte belastet sind, werden in der Umgebung
der Angriffsstellen ebenfalls aus &hnlichen, réhrenformigen Flidchen
bestehen. Diese Flichen werden in groBerer Entfernung von den
Angriffsstellen sich nur wenig von den gesuchten Momentenflichen
unterscheiden.

Im Kreismittelpunkt versagen jedoch diese Losungen, weil sie
unendlich groBe Spannungen liefern. Um den Verlauf der Spannungen
auch in der Umgebung und im Innern der Druckfliche verfolgen zu
kénnen, miissen wir auf die vollstindigen Losungen zuriickgreifen,
in denen die lokale Verteilung der Kraft beriicksichtigt wird. Die
stark ausgezogenen Kurven der Spannungsverteilung in der Abb. 28
zeigen fiir eine kreisformige Platte, welchen Verlauf man im Innern
der Angriffsfliche einer Einzelkraft fiir die Momentenflichen zu er-
warten hat, wenn sich der Druck gleichférmig in einer kreisférmigen
Fliche auf die Platte iibertrigt.

Fiir den Scheitelwert des radialen und des tangentialen Biegungs-
momentes ergibt sich im Mittelpunkt des Druckkreises (r — 0) aus
(23) die Formel

P a ¢?
m;max:mt,max:i;[(l —I—V)In—c——}‘l—(l*?/) a‘z}. (30)
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In ihr bedeuten ¢ den #uBleren Kreishalbmesser und ¢ den Halb-
messer des Druckkreises, auf dem die Einzelkraft P sich auf die
Platte iibertrigt. Wenn das Verhéiltnis des Halbmessers ¢ des
Druckkreises zum Halbmesser a der Platte gleich einer der folgenden
Zahlen cla ist, ergeben sich fiir die Scheitelordinate m_, der Bie-
gungsmomente in seinem Mittelpunkt r = 0 die Werte:

cla= 1 0,9 0,8 0,7 0,6
m .= 0,0647 0,0780 0,0926 0,1078 0,1250
cla= 0,5 04 0,3 0,2 0,1

Myee = 0,1349  0,1684  0,1980 02390  0,3085 P.

Wenn der Halbmesser ¢ des Druckkreises klein ist, diirfen die mit c?
behafteten Glieder in den Ausdriicken der Momente (22), die im
belasteten Teil ¢ << r << @ der Platte gelten, vernachlissigt werden.
Ihr Verlauf ist dann auBerbalb der Druckfliche bis an den Rand
des Druckkreises der Kraft P identisch mit den Formeln (27) und
kann aus den Momentenkurven fiir die Punktbelastung entnommen
werden. Auf seinem Rande r —c¢ sind m, und m, nach (27)

(1 +»P a
[’mr}r=c - Tln?—,
[m,)r=e = E[(l -Jr—v)ln—c——{— 1 _,,Jq .

Der gemeinsame Scheitel der Momentenkurven im Mittelpunkt r = 0
des Druckkreises hat dagegen die Ordinate

[m],—0 = f; [(1 +%)In ‘Z‘ + 1} = [my]y=c +£, (32)

sofern das Glied mit ¢?/a® in Gl (30) ebenfalls unterdriickt wird.
Der Vergleich der Formeln (32) und (31) zeigt, daB die Ordinate
der beiden Momentenkurven im Scheitelpunkt (im Mittelpunkt r = 0

der Druckfliche) um den Betrag mo:{" groBer ist als der Wert,
n

den das radiale Biegungsmoment (das von der Punktbelastung her-
rilhrt) am Rande r=c¢ des Druckkreises annimmt. Diese Bemer-
kung fiihrt zur Aufstellung einer einfachen Regel, nach der die
groBte Inanspruchnahme einer durch eine Einzelkraft verbogenen
Platte angegeben werden kann.

Wir kdnnen das Ergebnis, zu dem wir gelangt sind, anschaulich
auch so ausdriicken: um die Biegungsbeanspruchung einer Platte
durch eine Einzelkraft P zu bestimmen, denken wir uns ihren Span-
nungszustand fiir die Punktbelastung (fir die ,Singularitit®)
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gegeben. Wir schneiden den Angriffspunkt der Einzelkraft, in dessen
Umgebung die Spannungen sonst unendlich groB werden miiten,
mit einem kreisformigen Schnitt vom Halbmesser ¢ aus der Platte
heraus (Abb. 29). Das kleine Loch, das in der Platte entstanden ist,
werde hierauf durch eine Scheibe ausgefiillt, die in dasselbe paBt

und auf der die Kraft P sich stetig nach einem
“h p-5.f1r) gegebenen Gesetz p = p, f(r) verteile. Damit die
&gél:ﬂ’” Momente der Platte nach dem Hereinschieben
: ’ der kleinen Scheibe im Schnitt keinen Sprung
1 O erleiden, sind auf ihrem Rande vorher gewisse
radiale Biegungsmomente anzubringen. Ihre Ver-
teilung und GroBe ergibt sich aus der Verteilung der
Biegungsmomente m _, die in diesem Schnitt vorher -
(bei der Punktbelastung) gewirkt haben. Gegeniiber
dem Zustand, in dem sich die Platte nach den genauen Formeln (23)
befindet, besteht nach dem Hineinschieben der kleinen Kreisscheibe
insofern ein Unterschied, als die elastische Fliche jetzt auf dem
Kreise r = ¢ einen schwachen Knick aufweisen wird. Er riihrt von
der Vernachlissigung der mit dem Faktor c¢? behafteten Glieder in
den obigen Gleichungen oder jener kleinen Momente her, die wir in
den Momentengleichungen gestrichen haben und die erforderlich sind,
~um den Knick zu beseitigen.

Durch diese Vernachlissigung wird aber der Spannungs-
zustand auBerhalb der Druckfliche bis an ihren Rand
unabhingig gemacht von der Verteilung des Druckes in
der Angriffsfliche der Einzelkraft. Er ist im unbelasteten
Teil der Platte bis an den Rand der Druckfliche ein fiir allemal
durch den Verlauf der Momentenflichen gegeben, die zur
Punktbelastung gehdren.

Die Formeln (23) lassen schlieBlich erkennen, wie die Momenten-
flichen innerhalb der Druckfliche fortzusetzen sind. Ihre Meridian-
schnitte werden innerhalb der Druckfliche aus zwei Parabeln mit
gemeinsamem Scheitel gebildet. Sie verbinden die Randordinaten
der in Gl (31) ermittelten Momente m_ und m, auf dem Kreis vom
Halbmesser r = ¢ mit dem gemeinsamen Scheitelwert der Momente
GL (32). Es eriibrigt sich noch, die Ordinate des gemeinsamen Scheitel-
punktes anzugeben. Er liegt nach der Gl (32) um den Betrag
my == P[4t hoher, wie der Punkt, in dem der Meridianschnitt des
radialen Biegungsmomentes m,_ der Punktbelastung den Zylinder
7 = ¢ schneidet~

Um den EinfluB abzuschitzen, den eine stirkere Konzentration
des Druckes p = p, f(r) auf die GroBe m, und damit auf den Scheitel-
wert der Biegungsmomente hat, sind einige Verteilungen des Druckes p

Abb. 29.
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(Abb. 30) zum Vergleich herangezogen und fiir sie die GroBe m, be-
rechnet worden:

Zahlentafel 2. Druckverteilung in der Angriffsfliche einer

"Einzelkraft:
1. gleichférmig . . . . . p= 7—1}; s m, = 0,065 P,
2. parabolisch (mit Scheitel
im Mittelpunkt r =0) p= n’z’g (1 — %:) , m, = 0,094 P,
3. kegelformig . . . . . p= 25, <1 — —Z«) s m, = 0,103 P,
4. parabolisch (mit Scheitel
im Randkreis r=¢). p= ;5, (1 — 5)2, m, = 0,131 P.

Damit die vier verschiedenen Druckverteilungen einem gleichen
mittleren Druck p = P[/nc? entsprechen, miissen die groften Drucke
im Mittelpunkt r = 0 sich wie die Zahlen 1:2:3:6 verhalten. Die
GroBe m, nimmt dabei vom Wert
0,065 P bis zum doppelten 0,131 P
zu. Wenn beispielsweise ¢/a = 0,1
ist, vergrofert sich der Scheitelwert
des Biegungsmomentes jedoch nur
von 0,29 P auf 0,36 P.

Die Regel zur Bestimmung des
Verlaufes der Biegungsmomente und
der groBten Inanspruchnahme einer
durch eine Einzelkraft verbogenen
Kreisplatte lafit sich wie folgt zu-
sammenfassen. Im unbelasteten
Gebiet, auBerhalb der Druckfliche ist der Spannungs-
zustand (bis an den Rand der Druckfliche) durch den
Verlauf der Momentenflichen fiir die Punktbelastung
(Singularitit) gegeben. Der Scheitelwert der Momente im
Mittelpunkt des Druckkreises ist um den Betrag m, (Zahlen-
tafel 2) groBer als der Wert des radialen Biegungsmomentes
auf dem Rande r=c¢ des Druckkreises. In seinem Innern
kénnen die Momente m, und m, bei verschiedenen Druckver-
teilungen durch zwei Parabeln mit gemeinsamem Scheitel an-
gendhert werden. '

Nachdem der Spannungszustand einer beliebigen Platte in der

Umgebung der Angriffsstelle einer (nicht auf dem Rande angreifenden)
Nidai, Elastische Platten. 5
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Einzelkraft sich nur um einen stetigen Spannungszustand mit den
Momenten m,, m, ,m_,, von dem obigen unterscheidet, kann die
Regel zur Ermittelung der Biegungsbeanspruchung von Platten auf
beliebige Randbedingungen und Randkurven erweitert werden, wenn
die Kraft geniigend stark . konzentriert ist, um die Abmessungen
ihrer Angriffsfliche als klein gegen die iibrigen Abmessungen
ansehen zu diirfen, und wenn die Druckverteilung nicht zu stark
von einer der Umdrehungsflichen (Abb. 30) abweicht.

Der Regel fiir die Berechnung der grofiten Inanspruchnahme
einer durch eine Einzelkraft verbogenen Platte liegt die bisher nicht
erwihnte Voraussetzung zugrunde, daB fiir sie lediglich die in der
Platte auftretenden Biegungsspannungen .mafgebend sind, oder mit
anderen Worten, daB die Druckspannungen in den Flichen, in
denen sich die Einzelkrifte auf die Platte iibertragen, neben den
Biegungsspannungen von untergeordneter Bedeutung sind. Wenn eine
Kraft auf eine Platte zu {ibertragen ist, wird in den Anwendungen,
diese Annahme wohl gewdhnlich erfiillt sein, weil der Konstrukteur
es meist in der Hand hat, durch die VergroBerung der Druckfliche
dafiir zu sorgen, daB die Druckspannungen in ihr keine gefihrlichen
Werte annehmen sollen?).

Wenn hingegen die Kriifte so stark konzentriert sind, daB auch
die Druckspannungen groBe Werte annehmen, werden die Verhlt-
nisse verwickelter, Man kann nach dem Vorgange von A. u. L. Féppl?)
sich die Frage stellen, von welchem Halbmesser der Druckfliche an
die Druckspannungen maBigebend sind. A. und L. Foppl fanden, daB
man bei den praktisch vorkommenden Fillen den Halbmesser des
Druckkreises ¢ kleiner als ungefihr ein Drittel der Plattendicke A
wihlen miiBte, wenn die Druckspannungen gréfer als die maximale
Biegungsspannung werden sollen. Sie haben ferner darauf aufmerk-
sam gemacht, daB in einem solchen Falle — wenn nédmlich die Ab-

messungen der Druckfliche von der
GroBenordnung der Dicke der Platte
ya oder kleiner als diese sind — die Kirch-

2 hoffsche Plattentheorie nicht zur Bestimmung
der Verteilung der Spannungen in der Um-
gebung der Druckfliche herangezogen werden

Abb. 31 darf, weil ihre Voraussetzungen hier nicht

mehr genau genug erfiillt sind. Man sieht dies

) Ein Beispiel fiir die Befestigung einer Decke zur Aufnahme einer Einzel-
kraft ist eine der iiblichen Formen der Siulenképfe der sogenannten Pilzdecken
(s. S.141) des Eisenbetonbaues (Abb. 31).

2) ,Drang und Zwang¥, eine hohere Festigkeitslehre fiir Ingenieure. 2. Aufl.
Bd. 1, S. 192. Miinchen: R. Oldenbourg. 1924.
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sofort ein, wenn man bedenkt, daf die Dehnungen &, =¢ = -+ vp/H,
die vom Druck p herriihren und in der Kirchhoffschen Theorie mit
Recht vernachléssigt werden, in diesem Falle vergleichbar mit den
Dehnungen o,/E, o /E der Biegungsspannungen werden. In diesen
Fillen reicht die zur Mittelebene senkrechte Verschiebung w der
Platte nicht mehr zur Beschreibung des Forménderungszustandes in
der Nihe der Angriffsstelle der Last aus und es sind auch die ra-
dialen Verschiebungen o heranzuziehen.

Im Falle einer achsensymmetrischen Druckverteilung
ist die Aufgabe der Spannungsermittelung im ,Kernstiick¢ — wie
der mittlere, unter Druck stehende Teil der Platte von A. u. L. F6ppl
treffend bezeichnet wurde — eine Aufgabe der Theorie der ,dicken
kreisformigen Platte. Der Leser findet eine Berechnung der Span-
nungen des Kernstiickes im 2.Bde. von ,Drang und Zwang“?) und einen
AbriB einer allgemeinen Theorie der durch unstetige Ober-
flichenkrafte belasteten dicken Kreisplatte im Abschnitt VII,
woselbst die allgemeinen Ausdriicke fiir die axialen und radialen
Verschiebungen einer kreisformigen Platte aufgestellt sind, die 1. auf
einer Seite (z = 0) durch einen von r abhingigen Druck p belastet
ist (der auch eine unstetige Funktion von r sein kann), 2. auf der
anderen Seite frei ist, 3. deren axiale Verschiebung auf dem Randkreise
r = @ verschwindet und 4. deren Dicke » nicht mehr klein im Ver-
hiltnis zam Halbmesser a der Platte zu sein braucht?).

Die Tatsache, dal die Biegungsspannungen o, und ¢, in einer
diinnen Platte (Kirchhoffsche Theorie) nur von ihrer Kriimmung,
beziehungsweise von den zweiten Ableitungen ihrer Durchbiegung
abhingen, findet in den Formeln der dicken Platte ihren Ausdruck
darin, daB der Forménderungszustand der dicken Platte fir kleine
Verhiltnisse von hja, der Dicke zum Halbmesser eine asymptotische
Losung besitzt. Die abgeleiteten Gleichungen gestatten den Ver-
lauf der Spannungen in der Platte bis in die Nidhe der Druckfliche
und in dieser selbst zu verfolgen. Die Durchbiegungen ergaben sich
nach dieser Rechnung bei starker Konzentration der Einzelkraft um
etliche v. H. groBer als ihre aus den Formeln der Kirchhoffschen
Theorie abgeleiteten Werte.

20. Der Plattenstreifen und der Halbstreifen.

Ein Plattenstreifen entsteht aus einer rechteckigen Platte, wenn
die Lange des einen Seitenpaares unbegrenzt vergrofiert wird. Wir
werden uns mit diesem Grenzfall einer rechteckigen Platte zuerst

1) a.a. 0. Bd. 2, 8. 182. 1920, 1. Aufl.
%) Schweiz. Bauzg., Ziirich, Bd. 76, Nr. 23. 1920.
5*
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beschéftigen, weil sich eine Reihe wichtiger Biegungszustinde der
rechteckigen Platte auf Belastungsfille des Plattenstreifens zuriick-
fithren liBt. Spannungszustinde dieser Art, fiir die man Grenz-
bedingungen nur auf zwei Seiten zu erfiillen hat, lassen sich oft
leichter auffinden, als die Losungen einer rechteckigen Platte, auf deren
Seiten insgesamt acht Bedingungen zu erfiillen sind. Da man auf
dhnliche Belastungszustinde iibrigens in den praktischen Anwen-
dungen des ofteren gefiihrt wird, hat die Kenntnis der Spannungs-
zustinde des unendlich langen Plattenstreifens ‘auch eine unmittel-
bare praktische Bedeutung in der Statik der auf Biegung beanspruch-
ten rechteckigen Platte.

Entsprechendes kann auch von den Spannungszustinden der
durch Krifte zwar nicht verbogenen, aber in ihrer Ebene verzerrten
Parallelstreifen gesagt werden. Wie spéter gezeigt wird, konnen zur
Darstellung der ebenen Spannungszustinde in einem Grund-
gebiet (Rechteck, Parallelstreifen, ...) die gleichen Funktionen heran-
gezogen werden, auf die wir im folgenden bei der Darstellung ge-
wisser Biegungszustinde dieser Gebiete gefiihrt werden. Wir be-
gniigen uns hier mit dieser Feststellung und verweisen auf die Theorie
der ebenen Gleichgewichtszustéinde (Abschn. IV, 8. 222), wo das Weitere
zu finden ist. Die zur Darstellung der Belastungsfille der Platten-
streifen niitzlichen Funktionen dienen auch zur Aufstellung der
Losungen in den Aufgaben der in ihrer Ebene verzerrten Parallel-
streifen.

Der Parallelstreifen habe die Breite ¢ und sei von den Geraden
=0 und x = a begrenzt. Wenn er auller durch diese beiden Ge-
raden durch eine zu ihnen senkrechte Kante begrenzt ist und sich
nur nach der einen Seite bis in das Unendliche erstreckt,
4 bezeichnen wir ihn als einen Halbstreifen. Wir werden
ft-|  den Koordinatenanfangspunkt bei einem Halbstreifen stets
in die eine seiner beiden im FEndlichen gelegenen Ecken
verlegen, im beiderseits unendlich langen Plattenstreifen
nehmen wir ihn in einem Punkt der einen Kante an.

Elastische Flichen von verbogenen Parallel- oder Halb-
streifen lassen sich aus der homogenen Plattengleichung
sehr leicht angeben, wenn sie auf seinen beiden parallelen
‘Kanten ¢ =0 und = a den Navierschen Grenzbedin-
gungen verschwindender Randdurchbiegungen und Rand-
einspannungsmomente geniigen. Wir erhalten sie vermdge eines An-
satzes

-

Abb. 32.

w,=7Y, (y)sinnnzfa oder =7, (y)cosnmnzla, (33)
den zuerst M. Lévy?') zur Losung von Plattenaufgaben benutzt

1) Comptes Rendus, Paris, Bd. 129, S. 535. 1899.



Der Plattenstreifen und der Halbstreifen. 69

hat. Y, (y) bedeutet eine Funktion der Verinderlichen y allein, n
kann irgendeine ganze Zahl sein. Fiihrt man die eine oder die
andere dieser Funktionen in die homogene Plattengleichung 4 4w, =0
ein, so wird sie zu einem partikuliren Integral dieser Gleichung,
wenn man die Funktion Y, aus der gewdhnlichen Differentialgleichung

'y, 211,2712 Y, ’n n

i ey o Y, =0 (34)
bestimmt. Dieser Gleichung geniigen entweder die Funktionen
nry nay nay nxy
Y =e ;7, ew'f, yew; 7, ye_iai (35)
oder auch die Funktionen
Gin" Y, GiY, yen L, yGoii L. (36)

Damit stehen uns eine Fiille von Losungen zur Verfiigung, mit deren
Hilfe verschiedenen Aufgaben aus der Statik rechteckiger oder
streifenformiger Platten geniigt werden kann. In einem Halbstreifen
y > 0, dessen Durchbiegungen im Unendlichen fiir 4 == co verschwin-
den, kommen lediglich die Funktionen

_nay

(a + b, ki y) 'r(sin ﬁ—;ﬁg oder cos ™ Z x) (87)

in Betracht. Mit a, und b, werden in diesem Ansatz noch verfiig-
bare Beiwerte bezeichnet. Unter Beschrinkung auf die Form mit
dem Sinus wird fiir =0 und z==a (und die Vielfachen von a)

w, = 0. Auf diesen Geraden verschwindet aber auch die zweite Ab-
2
leitung von w, nach . Da nun wegen = 0, a, w, = 0 auch — o =0

ist, ist auf den Parallelkanten x = 0 und x = a auBer der Durch-
biegung 4w, = 0; auf diesen Geraden sind die Navierschen
Grenzbedingungen (s. S 38) erfiillt und auch die Biegungsmomente
m, = — N <aa :2) +» 5 ,,> gsind auf dem Rand iiberall Null. Den-
selben Bedingungen genugt auch im allgemeinen eine Summe von

Gliedern oder Einzelldsungen:
nry

n % . NAT
w =2wﬂ = 2( +b, ny> * sin - (88)
n n

Ansitze von dieser Form werden uns spiter bei der Darstellung der
Spannungszustinde von Parallelstreifen mit verschwindenden Rand-
durchbiegungen und Einspannungsmomenten auf den beiden Parallel-
kanten # = 0 und x = a gute Dienste leisten.
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21. Der gleichmifBig belastete Plattenstreifen.

Spannungszusténde elementarer Art ergeben sich im Platten-
streifen, wenn er eine nur von der Verinderlichen x abhingige Be-
lastung p = p, f(x) trigt. Wenn auch seine Durchbiegung w nur von z
abhéngig ist, geht die partielle Differentialgleichung N4 4w = p in
die gewohnliche iiber:

d*w  p,f(x)

det N

wo mit N die Konstante N = E#®/12 (1 — »?) bezeichnet ist. Unter
den angenommenen Grenzbedingungen z=0 und x=a, w=0,
m_ =0, und fiir einen gleichférmig verteilten Druck p = p,= konst.
geniigt ihr die Form des frei aufliegenden geraden Stabes:

_ Do 4 3 3
w 24N(x 2a2® 4 a®x) (39)
mit den Spannungsmomenten
dPw  p
m, = — N e E‘)(ax — 7,
. (40)
vy
m, = — vN dxe — —~2—°(ax— 2%, m,,=0.
und den Auflagerkriften auf den Seiten * =0 und z = a:
d*w
z=0: pmz—Nmzpoa/& r=a p,— —p,a[2.

Der Vergleich mit den Formeln eines freiaufliegenden Stabes von
rechteckigem Querschnitt, dessen Hohe gleich der Plattendicke & und
dessen Breite gleich der Léngeneinheit ist:

w= 212;071,3 (x* — 2a2® +d®z), m = %(ax— %), m,=0, m, =0,
zeigt, dall die Durchbiegung des Plattenstreifens (1 — »*)-mal ge-
ringer (beispielsweise wenn v =7/, genommen wird, =/, der

Durchbiegung des Stabes) ist. Die Biegungsmomente m_ im Platten-
streifen folgen demselben Gesetz, wie die im Stab, zu den ersteren
kommen in den zur z-Achse parallelen Schnitten Biegungsmomente
m,=ym, hinzu, die beim Stab fehlen. Durch die Formeln (40)
1st oﬁ‘enbar der B1egungszustand im mittleren Teile einer langen
rechteckigen Platte unter gleichférmiger Belastung und den
obigen Randbedingungen gegeben.

Im Hinblick auf wiederholte spatere Anwendungen der Funktion w
(Gl 39) auf die Biegungsaufgaben des Plattenstreifens und der recht-
eckigen Platten soll die Fliche w (Gl 39) in eine Fouriersche
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Reihe, welche nach den Funktionen sinnmx/a fortschreitet, ent-
wickelt werden. Durch diese Entwicklung ist es moglich, einmal die
im Bereich von =0 bis * = a gegebene Funktion iber das Ge-
biet hinaus fortzusetzen, in dem wir uns eigentlich fiir ihre Werte
interessieren, und sie als Abschnitt einer periodischen Funktion dar-
zustellen. Auf diesen Umstand kommt es uns aber weniger an, als
vielmehr darauf, sie in einer Form zu besitzen, in der wir
ihren Verlauf vermodge bestimmter Funktionen — hier
werden es Sinuswellen sein — anzunidhern vermdgen. Die
Entwicklung von Gl 39 in eine Sinusreihe setzt uns nimlich in den
Stand, die Verbindung mit den Losungen w, (Gl 38) zur Befriedi-
gung weiterer Randbedingungen im Plattenstreifen herzustellen.

An Stelle der elastischen Fliche w konnen wir bequemer ihre
Belastungsfliche p = p, = konst. in eine Sinusreihe entwickeln. Die
Grenzbedingungen # =0 und z=a, w=0 und Aw=0 des frei
aufliegenden Plattenstreifens werden nicht verletzt werden, wenn
seine Belastungsfliche nach dem in der Abb. 33 angedeuteten ge-
brochenen Linienzuge iiber das Grundgebiet 0 < 2 < @ hinaus fort-
gesetzt wird. Diesen unstetigen Kurvenzug (0 <z <<a: p=p,,

a<z<2a p= —p, mit einer Pe-
riodenliinge 2a stellt bekanntlich die “HH o |
Fouerie g T il
4 1 . naw a i @
- pOZﬁ sin — (n=1,3,5,...) (41) Abb. 33,

n

dar?), wie man durch Ausrechnung ihrer Beiwerte feststellt. Setzt
man fiir p diese Reihe in die Gleichung d* w/dax* = p/N ein, so erkennt
man, daB dieser Gleichung und den Grenzbedingungen die Reihe

4 4
A @ ol G PEE G 1,5,5,..)  (42)
p n a

1y Zur Theorie der Entwicklung von stetigen und von unstetigen Linien-
ziigen nach Fourierschen Reihen sei besonders auf K. Knopp: ,Theorie
und Anwendung der unendlichen Reihen, Julius Springer 1921, hingewiesen.
.— Eine periodische Funktion f(x) mit der Periode 2a wird durch die Fourier-
sche Reihe

@
fx)= 5 -+ E <an cos — — —|—b,,s1n-—a )
n—=1
dargestellt, deren Beiwerte

2q 2a
1 nwr 1 . nax
an —Eff(x) cos —a—dx, b,,:;J.f(x) sdez
0 0

sind.



79  Die Forminderungen und die Spannungen der biegsamen Platten.

geniigt, durch die mithin die Funktion w (Gl 39) innerhalb des Ab-
schnittes von 0 <z < o dargestellt ist. Diese unendliche Reihe 148t
sich viermal nach z ableiten, ohne daBl dadurch ihre Konvergenz
verloren geht. Nach zweimaliger Ableitung ergeben sich aus ihr
die Reihen fiir die Spannungsmomente

m, 4p,a’ 1 . nnex
mz=—”=-£‘§,,— — sin , m,,=0. (43)
» 7 ~/n a y

Der Vergleich mit den Ausdriicken (40) zeigt, daB im Abschnitt
0 < z < a offenbar
8 a® L
ax — x? _"7;5‘2/’?3 (jl—— (7&:1,3,5,...) (44)
ist.

22, Der gleichmifig belastete Halbstreifen,

Wir sind nunmehr in der Lage, die Gleichungen von einigen
elastischen Flichen gleichméBig belasteter Halbstreifen anzugeben,
aus denen sich brauchbare Folgerungen fiir die Spannungszustinde
von rechteckigen Platten ziehen lassen.

Die elastische Fliche w eines durch einen gleichmiBig verteilten
Druck p = p, = konst. belasteten Halbstreifens, der von den Ge-
raden =0, £ =a und y = 0 begrenzt ist, werde durch Uberlage-
rung von zwei Flichen w' und w” gebildet.

Der erste Teil v’ von w sei die durch einen Druck p = p,=konst.
verbogene Fliche eines unendlich langen Plattenstreifens, die wir
eben durch die Gl (39) oder die Reihe (42)

4p,a 1 . nnz (n=1,3,5,..
—_ L0 2 3 —_ o™ iadaded s Uy ddy
w 24N( ax® 4 atx)= N i (0<z<a)
ausgedriickt haben. Fiigh man jetzt zu w’ eine zweite Losung w”
nach (38)

nwxy
4p,a < nny) ~a . maxr (n=1,3,5,..)

w’ =20 b — ’ 46
Y ETSN T sin e (0<w<a,y>0) (46)
hinzu, so wird an den Grenzbedingungen auf den Seiten x = 0 und
x = a nichts gedndert und es besteht die Moglichkeit, die Summe w

w=uw +w’ (47)
noch beliebigen Grenzbedingungen auf der Geraden y =0 anzu-
passen. Die Summe w erfiillt ebenso wie w’ und »” die Navierschen
Grenzbedingungen w =0, dw=0 duf den Geraden x—=0 und
# =a und die in der Summe noch vorkommenden Beiwerte g, und
b, lassen sich den auf der Geraden y = 0 vorgeschriebenen Rand-
bedingungen anpassen.

, Do

) as)
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Sie sollen in den folgenden drei Féllen bestimmt werden:

a) auf der kurzen Seite y — 0 des Halbstreifens verschwinden
die Durchbiegungen und die Biegungsmomente,

b) die Seite y = 0 ist eingespannt und

c) die Seite y = 0 ist frei.

a) Auf der kurzen Seite des Halbstreifens seien die
Navierschen Randbedingungen verschwindender Durch-
biegungen und Einspannungsmomente erfillt: y=0,
w= Aw=0. Damit die Summe w = w -+ w” oder

nay
4p0 1 ¢ | . MAZX
10, {n ‘ ( ) “ ]sln—&~ (48)

der Grenzbedingung y =0, w =0 geniige, muB der Beiwert a,
gleich 1

an:—n—s

gewihlt werden. Der zweiten Bedingung y =0, 4w = 0, oder der

bei einer geradlinigen Auflage mit ihr identischen y = 0, 9a_yw_ 0

wird geniigt, wenn die zweite Ableitung des Summengliedes

nach y oder wenn
nrny
77/2 J'[2 a

W (an —op, 40, )
a” a

fiir y = 0 verschwindet. Das gibt
a 1

n

bn 2 28 *

Wir erhalten somit fir die elastische Fliche die Gleichung

nwy
ip,a [ ( nnJ) 7’} 1 . wnx (n=1,3,5,...)

Wir iiberzeugen uns nachtréglich, daB die zur Bestimmung des Bei-
wertes b, erforderliche zweimalige Ableitung nach y von dieser
Summe erlaubt war. Derartige Reihen konvergieren im ganzen Ge-
biet des Halbstreifens einschlieBlich seines Randes y = 0 noch so
gut, dafl sie selbst nach ihrer zweimaligen Ableitung zur praktischen
Berechnung der Spannungsmomente sich gut eignen.

Wir haben den Spannungszustand, der zur elementaren Losung
w' gehort, bereits angegeben und beschrénken uns deshalb nur auf
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die Wiedergabe der Momente der Zusatzlésung

dpyat 31 . naw nny -
= 0 sin 1 ‘. 50
v a® N ~ w° l: - ,| (50)
Zu ihrer Berechnung dienen die Formeln fiir die Biegungsmomente:

"

0*w 0* w”)
m= (G G

82 w” 82 w")
m= -Gt
und fiir das Scherungsmoment:
o w”
=—N1—»)—-.

Der Anteil der Losung w” zum Torsionsmoment ergibt sich beispiels-
weise

_ﬂﬂ:y
" 2p,a*(1l —») e a nay nIx
my, = — — E’_3 14+ —Z)cos .
7 n a a
n

Wir erhalten auf der kurzen Seite des Halbstreifens y = 0 die
folgende Verteilung des Torsionsmomentes

' — 1—1} po_ nnx
Ty — ,n3

und auf der einen Langseite (z = 0)

_nay
1_
nm——**ﬂﬁig “( ny),
(1— @l
In der Ecke z =0, y =0 ist my, = — n;’ pO_Z,F

Fiir die Scherkrifte p, und p,, die von den Anteilen w' und w”
herriihren, ergeben sich mit Hilfe der Formeln

0 0
pm=—Na—wa, py=—N@Aw
die Ausdriicke
. _nay
axve @ n
P:,;:Pm'“lf‘%',:%(a—?x)——zg— - cos =~
~ (51)
nay

’ [ " +£0 ™ . o
P, =P, +p, = 2 3 SIm—
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Wir wollen schlieBlich die Ersatzscherkrifte auf den Réndern y=0
und =0 des Halbstreifens angeben; da fiir den Anteil w' mj, ver-
schwindet, riihren diese nur von den Scherungsmomenten my, des
Anteiles w” her. Sie sind nach 18 S. 36 gleich

R R L Y
r Jy=o n® n? a

[@"ﬁﬂ] _2(1—7)poy 3 “
0y Jz=0 n n

[hre Vereinigung mit den Scherkréiften 51 ergibt die Stiitzreaktionen
oder die Randscherkrifte auf der Seite x — 0

omyy,  pya  4pja e“T( 1 —vw nny>
=08 ZH IV 52
e TR B R i) ©Y
und auf der Seite y =0
omg,  2(3 —v)pya 1 . axm
qy:py—-{_ Py = - 2;2—5111 P (53)
Die Maxima von ¢, und g, sind
a
=0, yme) 0B
und
n-1
o 2(3 —7)p,a (—1)2
(x=§-,y=0> 7 = n? ’ 2 n?

Die letzte Summe ist 0,917, so daB wenn die Poissonsche Zahl
gleich » =1/, genommen wird, die beiden Maxima der Stiitzreaktionen
sich wie

= 0,500: 0,511 = 0,979

7z max * Qy max

verhalten. Der grote Wert, den die Stiitzreaktion in der Mitte der
kurzen Seite des Halbstreifens erreicht, ist nahezu gleich dem Wert (nur
um zwei Hundertstel grofler als dieser), dem die Auflagerkrifte in
grofler Entfernung von der kurzen Seite, auf den beiden parallelen
Kanten zustreben. In den Ecken 2 =y =0 und x=a, y =0 sind

Py 8 1 .
qw_—2‘<1~?2?> und ¢, =0.
Wenn n=1, 3,5, ... ist diese Summe = 7%/8, es verschwindet hier

auch ¢ . In den beiden Ecken sind die Auflagerkrifte Null. Nach-
dem jedoch das Torsionsmoment m,, in den Ecken ungleich Null ist,
verbleibt nach den Bemerkungen von 8. 39 in jeder Ecke nach
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dem Satz iiber die Ersatzscherkrifte eine Einzelkraft gleich dem
doppelten Wert des Scherungsmomentes in dieser Ecke oder

4(1 —»)p,a® 1
L LS R

L-
y ::g 7[3

P=[2m,

. 1, NP
Die Summe 2? ist =1,051; wenn » =1/, angenommen wird, ist

die konzentrierte Kraft gleich
= — 0,1017 p, a®.

Uber die Richtung dieser Einzelkraft P klirt der Drehsinn des
Momentes in den beiden Schnitten auf, die in der Ecke =0, y =0
sich schneiden. - Man iiberzeugt sich leicht, daB die Eckkrifte ent-
gegengesetzt zu den oben bestimmten stetig verteilten Auflagerkriften
gerichtet sind. Durch diese Krifte werden die Ecken des Halb-

streifens am Abheben von ihrer Unterlage ver-
9z hindert und auf diese letztere niedergedriickt
(vgl. Abb. 34).

b) Wenn die kurze Seite des Platten-
%y . streifens vollkommen eingespannt ist,
| bestimmen sich die Beiwerte ¢, und b, zu
1
P an = bn == — ﬁ.
Abb. 34. Die elastische Fliche w” hat jetzt die Gleichung
ny
4p,at e ° ( nny> . NAX
n__ 0
w = n"’N_Z o 14+ a sma
(n=1,3,5,..., y=0) (54)
Die Biegungsmomente sind
nry
4 p,a’ nryl e 8 . nmx
m) = — n03 Z[l—]—v—f—(l—v} 4 1} 5 sn—
2 nry
4p,a nxy|l € & . nax
lmy"=—_;03—2[1+7_(1 — ) ; } 5 sin——,
das Scherungsmoment ist
_nay
4(1 —v)pyay e ¢ nxx
mly = — — ° 2 F 08— .
Entlang der eingespannten Seite y = 0 sind
: sin 2%
1 2
my=m = ELEIRE  e

s Y 7 n
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. X
s —-—

8
Nun stellt die Reihe — Z —y—ﬁq—-— nach (44) fir 0 <z < a die Funk-
7
tion ax — z? dar, somit sind auf y = 0 die Biegungsmomente gleich
” " __ _(1+”)Po(ax“‘x?)
x Y 2 *
Wenn diese Momente mit den zum Anteil w’ gehdrigen vereinigt

werden, ergeben sich auf der Seite y == O die resultierenden Biegungs-
momente:

Y Dy

mx:mzl+mz’,: —7(ax—x2)
m =m’~}—m”=——p£(ax—x'z)
Y Yy v 2 :

Dies bemerkenswerte Ergebnis besagt, daBl die Verteilung der
Spannungsmomente im eingespannten Querschnitt y=0
mit der Verteilung der Momente des Halbstreifens fiir y = o0
vollig tibereinstimmt., — FEine EKinzelkraft tritt in den Ecken
nicht auf, weil in ihnen m, =0 ist.

c) Wenn die Seite y = 0 frei ist, lauten die Grenzbedingungen
auf der kurzen Seite
Pw | Pw

y:O, my——‘N<1’W—i—d—y2)=0

und - -
Bw w
= - 2 _ p -

1y N<9y3 + ?) ox? ay>

Die Rechnung ergibt hier die elastische Fliche w':
nzy

, 4vp,at 1+v nay e °  nax
w’ - (3 + v;rﬁN y[l —y - a nf' SIDT (n:1,3,5,o-.). (55)

Der Streifen biegt sich jetzt am stérksten in seiner freien Geraden
y = 0 durch, auf der die Durchbiegung gleich

. 33— Do
T 24(1—»)(3+¥) N
ist. Die Form der verbogenen freien Kante y = 0 folgt demselben
Gesetz, nach dem sich die Schnitte y = konst. des Plattenstreifens

in groBer Entfernung von ihr biegen, die Ordinaten sind aber in
jedem Punkte des freien Randes

3
d mal
)

1—=»(38+v»

(wenn » = '/, angenommen wird 1,128 mal) gréBer als fiir y = co.

w

(x* — 2ax® + adx)
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Die Biegungsmomente sind jetzt auf y =0

v(1— )J B (a7 — 2°) _
m, = [1 4+ 51y 5 , m,=0.
In den beiden Ecken verbleiben hier wieder Einzelkrifte, weil dort
m,, == 0 ist. § Sie sind
z 161'p0 < 1 a
1')71 2/ = 0,0418 p, a

% und haben die ndmliche Richtung wie die
stetig verteilten Stiitzreaktionen. Vgl. die
beiden Skizzen 34 und 35, die den Verlauf
der Stiitzreaktionen in der Umgebung einer
Ecke mit verschwindenden Randdurchbie-
gungen und Randmomenten und einer Ecke,
deren eine Seite frei ist, andeuten.

Die elastischen Flichen von gleichmiBig belasteten Halbstreifen
sind in den Abb. 36, 37 und 38 mit Hilfe ihrer Schichtenlinien fiir
die Fille a), b) und c) wiedergegeben. Aus den Abbildungen ist
auch der Verlauf der Stiitzkrifte auf den Plattenrindern zu ent-

nehmen. (Die Angaben in den Abbildungen beziehen sich auf eine
Poissonsche Zahl » =3/, .)

23. Der Plattenstreifen mit einer auf einer Geraden stetig oder
auch unstetig verteilten Last.

Der Plattenstreifen sei durch die Geraden z=0 und z=a
begrenzt. Auf ihn mogen auf der Geraden y = 0 (die jetzt keine
Begrenzung bildet) nach irgendeinem Gesetz Lasten verteilt sein.
Vermége der Funktionen (38)

ﬂ«'ty

( Y nny) o sin 7
a

lassen sich Spannungszustinde in ihm angeben, die unter der Wirkung
dieser Lasten hervorgebracht werden. Wegen der Symmetrie der

verbogenen Fliche mufl auf y =0 88_1:: =0 sein. Im Gebiet y >0

geniigen dieser Bedingung und der homogenen Plattengleichung die
obigen Funktionen, wenn a, = b, ist

nny

w,(z,y)=a, <1+nny> 4 sinnzx. (56)

Fiir negative Werte von y ist dagegen

w, (@, 9)=a, (1 -

¢ 8In

nny) i Y T
e
a
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anzusetzen. Wir werden hier auf eine Randwertaufgabe einer elasti-
schen Platte gefiihrt, in der der Anschluf einer elastischen Fliche
unter Einhaltung von gewissen Stetigkeitsbedingungen an eine zweite
Fliche verlangt wird. Ahnlich wie in einem durch Krifte in seiner
Ebene verbogenen Stab die Scherkraft an einer Stelle sich unstetig
sndert, wo eine neue Last an ihm angreift, erleiden die Scherkrifte P,
der Platte beim Durchgang durch eine Linie y = konst., auf der Lasten
verteilt sind, eine sprunghafte Anderung. Die Scherkraft p, ist dem

Differentialquotient der elastischen Fliche p, = — N a;‘w verhéltnis-

gleich. Diese Ableitung mu8l beim Durchgang durch die byelastete Linie
y = O sich unstetig dndern. Wir erhalten nun tatséchlich, wenn wir
uns von der Seite der posmven Werte von y der Geraden y =0
nihern

und wenn wir uns derselben Linie von der negativen Seite der y
nihern,

Die Scherkraft p,= — N %Aw erleidet beim Durchgang durch die

belastete Gerade y == 0 einen Sprung um den Betrag

n3 7° . MRX

a sin ———.
n a

— 4N

Der zu bestimmende Spannungszustand des Plattenstreifens wird aus
einer Summe von Gliedern von der Art (56) zusammengesetzt. Zur
Bestimmung der Beiwerte a, steht die eben auseinandergesetzte Un-
stetigkeitsbedingung zur Verfiigung, nach der der Sprung in der
Scherkraft gleich der Linienlast fiir die Léngeneinheit p = p,f(x)
oder gleich

Dol N2n3a sin” (57)

sein muf.

Als Beispiel sei der Fall ins Auge gefafit, daB die Linienlast
auf einem Stiick der Geraden y= 0, das von =& — ¢ bis
*=£& 4 ¢ reicht, einen unverdnderlichen Wert p = p, besitzt
und dariiber hinaus verschwindet (Abb.39). Diese unstetige
Linienlast kann im Bereich 0 < # < a vermdige der Fourierreihe

4 1 . . .
:ﬂzzsmnzésm n;zcsmn:;x n=1,2,3,...) (58)
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dargestellt werden. Man erhdlt sie, wenn man die Lastverteilung als
eine ungerade Funktion von z in eine Sinusreihe entwickelt. Der
Vergleich mit (57) zeigt, dal die Beiwerte der Summe gleich

D, @ naé . nmc

a = sin —— sin
m ptatN a a

gesetzt werden miissen. Fiir die elastische Fliche ergibt sich damit

nwy

3 “Ta
— Po? ¢ (1 +ﬁ%y’> sin nZSsinnnC sin " (59)
a a a

w

7t N nt

n=1,2,3,..., y=>0.

Hier bedeuten, um es zu wiederholen, p, die Linienlast auf der
Lingeneinheit des belasteten Stiickes, 2c¢ seine Linge (2cp,= P ist
die Gesamtlast), £ den Abstand der Resultierenden des belasteten
Stiickes von der Seite « = 0 des Plattenstreifens und @ seine Breite.

Wir kénnen aus der Reihe (59) zwei Sonderfalle entnehmen.

Der eine ergibt sich, wenn &= c:% ist. Dann ist die Last P

auf der Geraden y=0 gleichfé6rmig iiber die

ganze Breite des Streifens von z=0 bis z=a WW
verteilt (Abb. 40). Die Summenglieder
mit den geraden Zahlen n heben sich fort.
Als Losung verbleibt die Summe: fy
x
e 2, T e
D, &® e @ nry\ . naxr e |
w:n4NZn“ <1+ a >sm a [z a
(n=1,3,5,..., y=0) (60) @

Nach dieser elastischen Fliche verbiegt N
sich beispielsweise die Decke iiber einem Abb. 39. Abb. 40.

Raum, dessen Grundrif3 ein langgestrecktes

Rechteck ist, unter der Last einer auf ihr aufgemauerten Querwand,
wenn die Decke entlang den Winden nur abgestiitzt ist (die Fliche
ist mit Hilfe ihrer Schichtenlinien in der Abb. 41 dargestellt). Ihre
grofite Durchbiegung betrigt in der Mitte der belasteten Strecke
r=0/2, y=0

1

1 Pa®> 1,015 Pa? Pa?
w0=(1+?—}-§_§_...> a a

AN o N = 00104 5,

wo mit P = p,a die Gesamtlast bezeichnet ist, welche sie zu tragen

hat. Aus der Gl (60) lassen sich die Spannungsmomente wie oben
leicht berechnen.
Nddai, Elastische Platten. 6
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I
Y

Abb. 41.

Ein weiterer wichtiger Sonder-
fall ergibt sich aus Gl (59), wenn
unter einem gegebenen Wert der
Last P = 2 p, ¢ das belastete Stiick
2 ¢ unbegrenzt verkiirzt wird. Wir
erhalten dann die elastische
Flache eines freiaufliegenden
Plattenstreifens, auf den in
einem beliebigen Punkt eine
Einzelkraft wirkt(Abb.42). Ahn-
lich wie die elastische Linie des frei-
aufliegenden Stabes, der durch eine
Einzelkraft belastet ist, zur Angabe
weiterer Biegungszustinde des Sta-
bes dienen kann, ergibt sich uns
in diesem Biegungsfall eine Grund-
16sung der unendlich langen
rechteckigen Platte. Sie eignet
gich einerseits zu einer Beschrei-
bung des Spannungszustandes von
rechteckigen Platten auch bei end-
lichem Seitenverhdltnis und es
lassen sich auf sie anderseits wei-
tere Belastungsfille im Rechteck
zuriickfiihren. Fiir diesen Biegungs-
fall soll der Spannungszustand in
Abschn. 25 angegeben werden.

Abb. 42.

24. Regelmibige Lastenziige aus Einzelkriften.

Um fiir die Rechnung geeignete Ausdriicke fiir regelméBige Lasten-
ziige aufzustellen, die sich aus lauter gleichen Einzelkriiften zusammen-
setzen, kniipfen wir an eine abschnittsweise stetige Lastverteilung an,
wie sie durch den Linienzug der Abb. 43 dargestellt wird und durch
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welchen wir uns eine der einfachsten periodischen und zugleich un-
stetigen Lastenverteilungen lings einer geraden Linie als gegeben
denken wollen. Die auf die Lingeneinheit bezogene Belastung p =1 (u)
hat hier innerhalb des Abschnittes
— ¢ < % < ¢ der unabhingigen Ver-
inderlichen u den gleichen Wert T
p = p, und dariiber hinaus im Perio- 4

Jﬂfu) ¢ ¢

T

>}
io Y

denstiick von u= —a bis u=+a 1l
den Wert Null. Diese Belastungs- <%= &—><—a—
funktion wird durch die Kosinusreihe Abb. 43.

a
@ 77U 2 n U
f(u)= —2‘1 + 2 @, 08— =, a, = ;ff(u) cos Tdu
0

oder wegen
0<u<ec, fluy=py; c<u<a, f(u)=0;
4 4
2 2 2 2
a0=ﬂfdu=f—m, an:—pﬁj‘cosmduzﬂsmﬁﬁ~
a a a a na a
0

durch die unendliche Reihe

nmc nmwu
—CO08 ———

f(u):ggjLZsma a J (n=1,2,3,..) (61)

nmcla

dargestellt, in der mit P=2p ¢ die in den Stiicken 2¢ (Abb. 43)
jeweils iibertragene Kraft bezeichnet wird. L&8t man jetzt, um zu
einem Lastenzuge zu gelangen, der aus lauter gleichen und gleich
gerichteten Einzelkriften (Abb. 44) (Punktbelastungen) P besteht, in
jedem Gliede dieser Reihe die Liénge des belasteten Stiickes 2 ¢
immer kleiner und kleiner werden, so ent- » , o
steht aus ihr formal, weil bei festgehaltenem 20—l za

n limessinnwc/a:nncla in jedem Gliede ]‘— v>l
sich der Einheit nihert, die divergente Reihe Abb. 44.

-

T

Die Frage, welchen Sinn man einer derartigen Reihe beilegen soll,
wenn sich die Lénge der belasteten Strecke 2c¢ der Null nahert,
wurde durch die schéne Bemerkung des Mathematikers Fejér?) er-

1) Fejér zeigte, daB das arithmetische Mittel der Teilsumme der Glieder

der Reihe (62), wenn man die Gliederzahl vermehrt, im unbelasteten Teil allent-

halben dem Wert Null zustrebt, wihrend die Reihensumme in den Angriffs-

punkten der Einzelkrifte u =0, + a,... keinem endlichen Wert sich néhert, was
6*
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ledigt, nach der eine solche Reihe noch ,summierbar“ durch das
arithmetische Mittel der Teilsummen ist. Es steht deshalb nichts im
Wege, wenn man sich nur dieser Summationsvorschrift erinnert, die
Reihe (62) als einen analytischen Ausdruck einer im Punkte
%=0 vereinigten Kraft P oder, genauer, eines Lastenzuges
zu betrachten, der aus lauter gleichen Einzelkraften gemiB
der Abb. 44 besteht, und es wird sich sogar sehr empfehlen, ihn
in der Form (62) der Rechnung zugrunde zu legen, anstatt den Um-
weg iiber die Fouriersche Summe (61) einzuschlagen.
Im Hinblick auf die vielseitigen Anwendunger der Reihe (62) in
der Plattenstatik ist es niitzlich, sie sogleich zur Darstellung eines
Lastenzuges heranzuziehen,
g eef [ et oo doe i

0z I - . Uberlagerung von zwei
P Fl

Lastenziigen der vorerwihn-
ten Art erhalten und durch
die Differenz

O R

P nIU "V
=72(00s L cos— >
ausgedriickt. Die Bedeutung der Strecken % und v geht aus der
Abb. 45 hervor. Ersetzt man in (63) die Veréinderlichen » und v
vermdége der Gleichungen
v+ u=2zx, v—u=2§
durch die neue Veréinderliche z und durch den aus der Abb. 45 zu
entnehmenden Abstand &, so entsteht aus (63) die Summe
2P . na& . nax
— 2 sin sin
n
Sie ist der analytische Ausdruck des Lastenzuges Abb. 45 mit z als
laufender Koordinate.

Wenn man sich diesen Lastenzug auf eine unendliche Platte
aufgebracht denkt, bringen seine symmetrisch angeordneten Einzel-
krafte, weil sie abwechselnd in entgegengesetzten Richtungen
wirken, auf den Halbierungssenkrechten der Angriffspunkt-
entfernungen z =0, + a, + 2a, ... ersichtlich keine Durchbiegungen

Abb. 45.

(63)

(n=1,2,3,..). (64

man unmittelbar an GL (62) erkennt. Der Leser findet den sehr einfachen
Beweis in dem schon mehrfach erwihnten Werke von K. Knopp: Theorie und
Anwendungen der unendlichen Reihen, S. 455. Berlin: J. Springer 1922.
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hervor. Die unendliche Platte wird durch diese Geraden in Parallel-
streifen von gleicher Breite zerlegt, und der Lastenzug Abb. 45
erzeugt in jedem dieser Parallelstreifen dieselbe elastische Fliche,
wie eine Einzelkraft P in einem freiaufliegenden Plattenstreifen von
der gleichen Breite «. Das ist dieselbe Fiiche, auf die wir durch den
zweiten Sonderfall von Abb. 42, S. 82, gefiilhrt wurden. Wir erkennen,
daB sich die Summe (64) in der Tat aus der Belastungsfunktion (57)
ergibt, wenn die belasteten Strecken sich auf Punkte zusammen-
ziehen. Damit ist bewiesen, daB eine Einzelkraft P, die im
Punkte # =&, y =0 eines durch die beiden Geraden z =0
und z=a begrenzten, freiaufliegenden Plattenstreifens
in der Richtung der positiven Durchbiegungen (w) wirkt,
durch die Summe (64) und daB die Scherkraft p, in einem
zur Geraden y=0 unendlich benachbarten Schnitt y = konst.
(fir y > 0), durch die Summe

Vg nné | nax
= — — ) 'sin—"Zsin
Py aT a a

(n: 1,2,...) (65)
dargestellt wird.

25. Der durch eine Einzelkraft belastete, freianfliegende
Plattenstreifen.

Wie wir bereits in Abschn. 23 festgestellt haben, gehort dieser Bie-
gungsfall ebenfalls unter die Spannungszustinde von Plattenstreifen
welche sich durch die Ansitze

nry

w= Y, = Ya, (14 7)™ 5 0) (ee)

darstellen lassen. Diese elastische Fliche ergibt in einem zur
Geraden y = 0 unendlich benachbarten Schnitt mit positivem y die
Scherkraft

3.3
p,= — N»a—Aw——_ — 2N2gz--ansinﬂ% (n=1,2,,.). (67)
oy ~ a
Damit diese Reihe in die Summe (65) iibergeht, die wir eben ab-
geleitet haben, ist a, gleich
. - Pa® 1 innn&

"2 N WP a
zu wihlen.

So folgt unmittelbar aus (66) mit diesem Werte von a,

_n*zy
Pq? nny) nné nw
_ 1
P (69

a
W=0, n=1,2,..)
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die Gleichung der elastischen Fliche eines durch eine
Einzelkraft P im Punkte z=£&, y=0 belasteten, frei-
aufliegenden Plattenstreifens von der Breite a.

Die grofBte Durchbiegung des in der Mitte &= a/2 belasteten

Plattenstreifens ist mit x = -g, y = 0 gleich

1 1 Pg? 1,061 Pa? Pa?
- — -+ — e | T TR T T — .
w <1+ 35 53+ )2n3N 55 N 0,01695 ¥

Die Reihe (66)

w=2w,
hat die zweiten Ableitungen
229;: = — —&?Zn?ane_%q(l -+ @) 8in n;m’
2‘;;—] = — Z‘:anane_ﬁ;ﬂ@ — ’L;”i) sin nzx, (69)
a% = — ita:an‘*a e—nsz cos XY

Diese zur Berechnung der Spannungsmomente erforderlichen Ab-
leitungen von w lassen sich auch in der Form

*w o
2N — =@ —y
ox? ¢ yay
?w op
2N —— = . 70
. — P Y, (70)
2 ~
0x 0y ox

schreiben, wenn mit ¢ die Funktion
nwy

a? Y nnx
=NAdw= — 2N - n%aq e ¢ sin
P w a'lZ n

(71)

bezeichnet wird. ~Die drei Spannungsmomente m_, m ,m_ (GL 32,
S. 20) héingen hiernach allein von der Funktion ¢ und ihren ersten
Ableitungen nach den Koordinaten ab. Wir erhalten fiir sie die

Ausdriicke

0
2m, = — (1+»)p + (1 —V)?/a—(;’
0
2m, — — (1 2)g (1 -y, (72)
| e

2m_ = -1 =)y

Tu
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Wegen AAdw= 0 geniigt die Losung ¢ = NAw der Gleichung
S — ) n e
ox? | oy*
tion genannt). Der Verlauf der Spannungsmomente im Platten-
streifen wird durch eine Potentialfunktion bestimmt.
Der Spannungszustand kann aus zwei Teilen zusammengesetzt
gedacht werden. Der eine Bestandteil

1
m :my—_——»( +v)<p, m,, =0 (73)
® 2
ist eine in allen Richtungen gleiche Biegungsbeanspruchung, deren
Stirke der Grofle ¢ in jedem Punkte xy proportional ist. Der
zweite Teil , )
_ y op _ y o9
mm:—my—(l—v)—gggj, m,, = —(1—7») 3 . (74)
enthilt einen Spannungszustand, dessen beide Hauptbiegungsmomente
nach - -
_ _ 1/ (me — my)* e Y <9tp‘2 <E)<p)2
my =y = P s, =) LY (224 (22 o
gleich sind und sich nur im Vorzeichen voneinander unterscheiden
und deren GroBle der Steigung (dem Gradient) der Fliche ¢ pro-
portional ist. Die Hauptbiegungsrichtungen bilden mit der z-Achse
Winkel y, fiir welche

=0 (eine solche Funktion wird eine Potentialfunk-

P
m. —m 3?/
bg 2y =" = 7 7
cotg 2y om,, 29 (76)
ox

ist.
26. Die mittlere Krimmung (die Fliche ¢) des Plattenstreifens.
Die Ordinaten der Fliche ¢ sind ihrer Definition nach (vgl. S.20)

My —- m, . £ e ajsin naé sin nTx
14+vy a n a o (77)

(m=1,2,..., y>0)

p=NAdw= —

. . . 11 )
proportional der mittleren Krimmung — 4+ — = Aw der elasti-

z y
schen Fliche w oder der Summe der Biegungsmomente m - m,.

Deshalb verschwinden bei einem freiaufliegenden Plattenstreifen die
Randwerte der Funktion ¢ auf seinen Begrenzungsgeraden z =0
und x =a. Bei der Beanspruchung einer Platte durch eine in der
Richtung der wachsenden Durchbiegungen gerichteten Einzelkraft
mufl die Resultierende der Scherkrifte auf jeder geschlossenen Kurve,
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welche die Angriffsstelle der Last in ihrem Innern enthélt, fiir den um-
schlossenen Plattenteil den Wert — P haben. Wenn wir uns auf konzen-
trischen Kreigen mit abnehmenden Halbmessern dem Angriffspunkst
#=2£&, y= 0 von P ndhern, verteilen sich die Scherkrifte in den
zugehorigen zylindrischen Schnitten um so gleichméafiger, je kleiner
ihr Halbmesser r ist. Fiir hinreichend kleine Werte von r sind die
Scherkrifte in den zylindrischen Schnitten p, in der Umgebung des
Angriffspunktes einer Einzelkraft P gleich

dAw P
ir T T %)
(Vgl. Gl (26) S. 61.)

Wie wir bereits bei der durch eine Einzelkraft in ihrer Mitte be-
lasteten kreisformigen Platte (S. 61) festgestellt haben, wird die
Funktion 4w im Angriffspunkt der Einzelkraft wie der Logarithmus
von r/a unendlich groB. Es folgt mit Riicksicht auf die Bedeutung
von ¢ (Gl 77) hieraus, dafl die Funktion ¢, abgesehen von einer in
der Umgebung des Punktes x=¢, y=0 stetig verinderlichen
Funktion von z und y, eine Singularitit besitzen und sich
dort wie

p,=—N

P 7
indern mubB.

Durch ihre Randwerte ¢ =0 auf ¥ =0 und auf x=a, diese
letzte Angabe und die Bedingung, daB sie im Innern des Parallel-
streifens der Differentialgleichung 4@ = 0 zu geniigen hat, ist die
Flache ¢ nunmehr vollstindig bestimmt.

Als Losung der Potentialgleichung kann die Fliche ¢ innerhalb
des Parallelstreifens entweder durch die Gestalt einer wenig
aus ihrer Ebene verzerrten diinnen Haut oder auch durch
das Strombild einer ebenen Fliissigkeitsstromung wieder-
gegeben werden. Die kleinen seitlichen Verschiebungen einer iiber
zwei parallele Leisten ausgespannten diinnen Haut, die an einer
Stelle (dem Angriffspunkt der Einzelkraft im Plattenstreifen) durch
einen zugespitzten Gegenstand aus ihrer Ebene gezerrt wird (Abb. 46),
folgen namlich derselben Differentialgleichung 4@ = 0 und erfiillen
dieselben Randbedingungen wie die Funktion ¢. Im Bilde einer
ebenen Fliissigkeitsstromung ist ¢ das Geschwindigkeitspotential
einer stationiren Stromung, die aus einer Reihe von in regelmifigen
Abstinden nach Art der Abb. 47 auf einer Geraden angeordneten
Quellen entspringt und in ebenso angeordneten Punkten versickert.

Ahnlich wie ein unebenes Gelinde auf einer Karte mit Hilfe
seiner Schichtenlinien, kann hier die Fliche ¢ durch die Projektion
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ihrer Schnittkurven mit einer Reihe von zur Ebene des Platten-
streifens parallelen und voneinander gleich weit  entfernten Ebenen
auf die Grundebene dargestellt werden. In diesem topographischen
Bild der Fliche ¢ wollen wir uns noch die senkrechten Kurven
der Schichtenlinien eingezeichnet denken. In ihrer Richtung wiren
die zur Darstellung weiterer Einzelheiten in einer Gelindeaufnahme
benutzten Gefillslinien oder die ,Schraffen“ einzuzeichnen. Dieses
Orthogonalnetz von Kurvenscharen bildet bei der ebenen Fliissigkeits-
bewegung die Linien ¢ = konst. oder die Kurven gleichen Ge-
schwindigkeitspotentiales und die Stromlinien.

a

i3

a a
sl
P |

EY==SN

Abb. 46. Abb. 47.

Die Darstellung der Fliche mittels dieses orthogonalen Kurven-
netzes hat auBer ihrer Anschaulichkeit den Vorzug, daB sich das letztere
aus winkeltreuen Abbildungen ermitteln 1a8t. Dieses Netz bietet ferner
die Moglichkeit zur Konstruktion der Geféllskomponenten 2%9 und

%ﬂ der Fliche ¢, die zur Beschreibung des Spannungszustandes im

Plattensteifen nach (72) ebenfalls zu ermitteln sind.

27. Darstellung der Fliche ¢ mit Hilfe von winkeltreuen
Abbildungen?).
Wenn eine Funktion :
Z—X—4i¥ (80)

vorliegt, wo =7} —1 und X=1f (2,y), Y=g (v,y) gegebene

1) Fiir Leser, die mit den Anfangsgriinden der Funktionentheorie weniger
vertraut sind, wird angemerkt, daB die Paragraphen 27, 28, 29 und 30, in denen
die Theorie der winkeltreuen Abbildungen zur Darstellung des Spannungs-
zustandes eines durch eine Einzelkraft belasteten freiaufliegenden Plattenstreifens
herangezogen wird, zum Verstdndnis der Berechnungsmethoden der rechteckigen
Platte nicht erforderlich sind. — Zur Theorie winkeltreuer Abbildungen vgl. die
Lehr- und Handbiicher der Funktionentheorie (Osgood, Bieberbach, Burk-
hardt) oder Hurwitz-Courant: ,Vorl. iiber allg. Funktionentheorie“, ergénzt
durch einen Abschnitt iiber ,geometrische Funktionentheorie®. Verlag von Julius
Springer, Berlin 1922.
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Funktionen der Veréinderlichen x und y sind, entspricht jedem Wert
der komplexen Veriinderlichen z =z |- ¢y im allgemeinen ein Wert
der komplexen Veréinderlichen Z. Deutet man X und Y als die
rechtwinkeligen Koordinaten eines Punktes in einer (der ,Z“-)Ebene
und ebenso z und y als die rechtwinkeligen eines Punktes einer
zweiten (der ,z“-)Ebene, so vermittelt die Gl (80) eine Abbildung
der z-Ebene auf die Z-Ebene, denn zeichnet man sich etwa in der
z-Ebene eine Kurve y =h(z), so entsprechen den Punkten der
z-Ebene, die auf ihr liegen, die Punkte der Z-Ebene, deren recht-
winkelige Koordinaten

X={[x, h<m>] und V= [x, h(wﬂ (81)

sind.
Einer Schar gegebener Kurven in der z-Ebene(Abb. 48) entspricht eine
Schar zugeordneter Kurven in der Z-Ebene (Abb. 49). Beschréinkt man
sich auf diejenigen Funktionen Z, die
4 eine von der Richtung der kleinen

¥
Strecke dz unabhéngige Ableitung d Z/dz
besitzen, so sind die beiden Abbildun-
gen in ihren kleinsten Teilen #hn-
X

lich. Dies soll soviel heilen, dal wenn

| 4 man den Werten von z und y die
Abb. 48. Abb. 49. kleinen Zuwéchse 4x und Ay erteilt,
so daB sich die komplexe Verdnderlichez

um den Betrag 4z = Az -} ¢ Ay #ndert und man die Zuwiichse 4 X
bzw. AY aus Gl. (81) und schlieBlich %g = % berechnet,
in der Grenze sowohl der reelle Teil, als auch der imaginire
Teil dieses Verhiltnisses unabhiingig von Az wird. Nimmt man

. 4z oX  .0Y .
das eine Mal dz=dz (dy=0) an, so daB P 5;—{—1,@ ist
und das andere Mal dz =idy (dx = 0), so daBl % = _i%)_;_|_ %

. . .. . . 0X oY
wird, so werden beide Ausdriicke einander gleich, wenn Framt ™
und %: — S—f oder, was dasselbe ist, wenn die Funktionen X

und Y der Verinderlichen x und y den partiellen Differential-

gleichungen
r?X X *Y r*Y
w T = e tap =0 82)

geniigen. Dann verhalten sich die Zuwidchse A4Z' = 4R et#,
AZ" = AR" e in der Z-Ebene, die zwei beliebigen, aus einem
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Punkte der z-Ebene ausstrahlenden kleinen Strecken 472 = A1’ ei?
A2 = Ar"ei*" entsprechen, wie

AZ" A7 = A2":47,

woraus
” ” " . ’r_ ”. ’
AR ei(ﬂ,,_ﬂ,)___dr_ei(a,,_a,) ode IAR AR = Av": 47,
— r
AR’ Ar' Iﬁ”'—'ﬂ,:lx”—w’;

d. h. die beiden, durch die Endpunkte dieser Strecken gebildeten
kleinen Dreiecke in der z- und in der Z-Ebene sind dhnlich: die
Abbildungen sind konform.
So wird beispielsweise durch die Funktion

Z =2z (82)
der durch die Geraden « = 0 und « = « begrenzte Winkelraum der
2-Ebene (z=rei*, Abb. 50) auf einen durch die beiden Geraden
B =0, =2« begrenzten Winkelraum in der Z-Ebene (Z = Reif,
Abb. 51) winkeltreu abgebildet. Das Netz der Geraden ¢ = konst.
und der konzentrischen Kreise r = konst. der z-Ebene (Abb. 50)
bildet sich wegen Z = Reif=2>=1%¢?!® auf das Netz der Ge-
raden f = 2¢ und der konzentrischen Kreise

R = ¢? der Abb. 51 ab.
Durch die Funktion
Z=X+1,Y= go—lnz"’/c, (83) Abb. 50.
7

in der C und ¢ zwei reelle Konstanten sein
gollen, wird das in die negative Hilfte eines
Parallelstreifens (Abb. 52) von der Breite C' ein-
gezeichnete Netz der geraden Linien X = konst.
und Y = konst. der Z-Ebene in das Innere eines
Kreises vom Halbmesser ©' = ¢ der 2’ -Ebene (Ab-
bildung 53) winkeltreu iibertragen.

Durch die Trennung des reellen Teiles vom imaginéren Teil in
der Gl. (83) ergeben sich hier nimlich die Gleichungen

c y— cd

X——"In’, —
2n c 27

Abb. 51.

(84)

. . 7 7 )
(wenn fiir 2’ = 1’ ¢?*’ gesetzt und fiir den Logarithmus In == In o +d'i

sein Hauptwert genommen wird), welche zeigen, daB den Geraden
X — konst. und Y = konst. in der z-Ebene konzentrische Kreise und
ein Strahlenbiischel durch ihren Mittelpunkt entsprechen. Man kann,
wie dies Abb. 52 zeigt, sich den Parallelstreifen in lauter gleiche
Quadrate geteilt denken, so daB auf seine Breite ¢ 2n Quadrate
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entfallen. Dann entsprechen den Geraden

-1 —2
2n’ 20’

X/c =0,

die konzentrischen Kreise mit den Halbmessern in Abb. 53
rle=1,q, ¢ ¢ ..., (86)
Wo g == e~%/* gesetzt ist und den Geraden Y/C = 0, %, ... (Abb. 52)

das Geradenbiischel « = 0, —Z—, 2—:, ... (Abb. 53) durch ihren Mittel-

punkt. Der kurzen Seite X = (0 des Halbstreifens entspricht also

der Kreis ¥ =c¢ und dem unendlich fernen Punkt X == — co sein
Mittelpunkt. Die Zuordnung der
7% einzelnen Quadrate ist in den
75 beiden Abbildungen an den fort-
:;’ laufenden Zahlen zu erkennen.
12
11
10
9
c 8
7
6
5
20 ’#ﬂy
19]3 ||
A
7| &

Abb. 52.

Zu den Kreisen der Abb. 53 gehéren Werte von X, die nach der
Annahme in arithmetischer Folge zunehmen. Man kann die konzen-
trische Kreisschar und das in seinem Mittelpunkt sich schneidende

Geradenbiischel als die Schichtenlinien und die Linien des stérksten
’

Gefélles der trichterférmigen Fliche X = §C—'-ln —::; ansehen. Die abso-
7

luten Werte der Ordinaten dieser Umdrehungsfliche sind auf dem
Randkreise 7 = ¢ gleich Null und nehmen gegen seinen Mittelpunkt
hin zu. Eine iiber dem Kreis 7' = ¢ ausgespannte vollkommen bieg-
same, diinne Haut, die in seinem Mittelpunkt durch eine Einzelkraft
belastet ist, wolbt sich nach der Fliche X.

Beim Vergleich des Schichtenbildes der Funktion oder der Fliche X
iiber dem Kreis (Abb. 53) mit dem Schichtenbild der zu ermittelnden
Flache ¢ des Parallelstreifens fallen die folgenden gemeinsamen
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Eigenschaften auf: 1. beide geniigen derselben Differentialgleichung
2 2 2 2

Zx)’( %?%: 0, %%—F%—?/%: 0, 2. sie haben die Randwerte
Null und 3. in einem inneren Punkte des Gebietes (im Punkte 7’ =0
im Kreis, bzw. im Punkte z =&, y = 0 im Parallelstreifen) werden
ihre Ordinaten wie der Logarithmus einer gegen die Null strebenden
Zahl unendlich grof. Fiihrt man anderseits in Gl. (83) fir die Ver-
dnderliche 2’ = #'e¢?* eine neue Funktion einer Veréinderlichen
2= -1y ein, so wird das Kreisinnere |2’| < ¢ auf ein neues Gebiet
in der z, y-Ebene winkeltreu abgebildet. Den Kurven X = konst.
und Y = konst. im Schichtenbild der z’-Ebene (Abb. 53) werden in
der neuen z-Ebene Kurven X —=f (z,y) und Y=g (2,y) ent-
sprechen, die wieder zu einem Schichtenbild einer diinnen Haut
in Beziehung stehen. Durch jede derartige Funktion entsteht
ein neuer Schichtenplan einer diinnen Haut, die in der Bild-
kurve des Kreises 7' = ¢ eingespannt und im Bildpunkte seines
Mittelpunktes belastet ist. Aus diesen Bemerkungen folgt, daf zur
Darstellung der gesuchten Flidche ¢ iiber einem Parallelstreifen
offenbar jene Funktion 2’/c = F (2) = F (x 4 iy) der Verénderlichen z
bendtigt wird, welche das Innere des Parallelstreifens 0 <z <a,
— oo <y<<oco auf das Innere des Kreises 7 = ¢ in der z’-Ebene
derart winkeltreu abbildet, daBl dabei dem Angriffspunkt =&,
y=0 der Last P im Parallelstreifen der Mittelpunkt des
Kreises 7 = 0 entspricht. Die konzentrischen Kreise im Schichten-
bilde der Umdrehungsfliche (Abb. 53) werden durch diese Funktion
in die Schichtenlinien der gesuchten Fliche ¢ iiber dem Parallel-
streifen iibergefiihrt, wenn

f(z,y) = X = @ = konst. (87)

gesetzt wird. Die Funktion ¢ ist also der reelle Teil der Funk-
tion Z(z). Wird ihr imaginirer Teil ¥ =g (z,y) fortab mit 3 be-
zeichnet, so haben wir

Z=g¢+iy=20C/2xn-In?/c. (88)

Die Funktion 2/, welche jene Abbildung des Kreises auf einen Parallel-
streifen leistet, ist nun

. a(z — &)
, o sin ————
iz ret® _ 2a (89)
¢ ¢ sin Al
2a

Berechnet man namlich den absoluten Betrag ' und das Argument o
der Verinderlichen z' = #'¢i%’, so erhidlt man
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e Gof Y _ COSM sin ne en™Y
=2 tge = ¢ (90)
a = > = .
¢ Cof 2y _ cosw coasﬁ Cof Y _ cOS i
a a a a a

Dem Angriffspunkt der Last P (x = &, y = 0 Abb. 54) in der z-Ebene
entspricht, wie man sieht, der Mittelpunkt " = 0 des Kreises ¥ = ¢
(Abb. 55) in der z’-Ebene, dem unendlich fernen
Punkt y = oo des Halbstreifens (Abb. 54) ein

<Xt 9 Punkt C auf dem Umfang des Kreises: 7 =c,
S| '=’{¢5 (Abb. 55); dem
,q.,__.I_¢P_<.5 ' Punkt y = — oo der zu

C spiegelbildlich gelegene
Punkt D und den Begren-
zungsgeraden =0 und
x = a des Parallelstreifens
> (Abb. 54) sind in der Tat
Abb. 54, Abb. 55. die Kreisbogen CAD und
CBD (Abb. 55) zugeordnet.
Die Schichtenlinien der Fliche ¢ iiber dem Parallelstreifen
und die sie senkrecht kreuzenden Kurven vy = konst. haben nach
(88, 89, 90) die Gleichungen

, @Dfﬂ_cosw
Q= Olnz—-—gln a = konst ;
2n ¢ 4=x @ofn_y_cosn(x—l—f) (91)
a a
cd

Y= = konst.

Wir iiberzeugen uns an diesem Ausdruck fiir ¢, daB er den fiir die
Funktion aufgestellten Grenzbedingungen x =0 und x =a ¢ =20
geniigt.

Um schlieBlich die in den Gl. (91), vorkommende Konstante C zu
bestimmen, berechnen wir die Scherkraft auf einem Kreise, der die
Angriffsstelle der Einzelkraft P zum Mittelpunkt hat:

(x— &2+ y2 =12 (92)
und dessen Halbmesser # klein im Vergleich zu & ist. Wegen der

Kleinheit der Briiche x';—é, g diirfen dann in (91) die trigono-

metrischen und die hyperbolischen Funktionen durch die ersten
Glieder ihrer Reihen ersetzt werden. Dies ergibt fiir
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2,2 2 2
JT T haand
(T ey
C 2a? 2a Cc nr
p=NAdw=_—In|- =_—In——— (93)
47 2xaé& 2n .7
1 — cos —— 2asin —
a a

an welcher Gleichung sich die Bedingung bestétigt, daf ¢ fir r=0
wie der Logarithmus unstetig wird. Aus ihr folgt die Scherkraft

p——NAL_ %2 ° (94)

in einem Element eines Kreisbogens vom Halbmesser r. Nachdem die
Resultierende aller Umfangskrifte 2 77 p, den Wert — P haben mul,
bestimmt sich die Konstante zu

C=P.
Die Funktion ¢ ist also gleich

@oﬁ*y — o8 (xa_ £)
p=NAw=-—1In — (95)
T o6 i%—cos (x(j— J

und die Abbildungsfunktion Z(z), deren reellen Bestandteil sie
bildet, ist

sinn—-w
) Pz P 2a

2a

Die Komponenten der Steigung der Fliche ¢ (z,y) berechnen sich
aus Gl (95) zu

a(z 8 . (@ — &)
@ B £ sin Y B sin e
du dal (TEEE  oumY @8 Ty
a a a a
, (97)
i Y
e RS S !
o da cos 7]—@_{——5) — Coj it cos 1(_“% — %) — Cioiyl?—l
a a a a

Mit den drei G1.(95), (96),(97) ist der Spannungszustand des durch eine
Einzelkraft P belasteten frei aufliegenden Plattenstreifens explizite

gegeben, seine Momente und Scherkrifte konnen in jedem Punkt
berechnet werden.
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28. Die Spannungsmomente des freiaufliegenden
Plattenstreifens, der durch eine Einzelkraft belastet ist.

Nachdem wir die expliziten Ausdriicke von ¢ und von %%, %%Z
bestimmt haben, sollen sie zu einigen Angaben iiber den Spannungs-
zustand eines durch eine Einzelkraft belasteten Plattenstreifens her-
angezogen werden.

Auf der Symmetrieachse y = 0, welche den Angriffspunkt z = ¢
der Last P enthilt, ist die Funktion ¢ nach (95) gleich

1 — cos M

P a
q):Eln YRR (99)
a

1 —cos ————~=

Auf dieser Geraden ist %’= 0. Wir erhalten mit Hilfe von (72)

S. 86 fiir die Spannungsmomente auf dieser Geraden die Formeln

1 ——cosn—(x é)
Q+ve (@4+7P a _
- = 3 = g In Os”(x—fj, mzy—O. (100)

Wenn die Last P in der Mitte (§ = a/2) des Parallelstreifens an-
greift, sind sie auf y = 0 gleich

Tx
1 - sin —
P
m_=m _(£ In . (101)
z Y 8xn .
1*‘31117

Fiir die Anwendungen ist eine bequeme Berechnung der groBten.
Spannungen erwiinscht. Zu diesem Zweck ist der Verlauf der
Fliche ¢ in der Umgebung des Angriffspunktes der Last zu ermitteln.
Dies ist bereits in Gl. (93) S. 95 geschehen. Auf dem Umfang eines
Kreises, den man sich mit einem im Verhdltnis zu  und zu a
kleinen Halbmesser r um die Angriffsstelle der Einzelkraft als Mittel-
punkt beschrieben denken kann, ist nach (93)

p=—In—"" . (102)

Mit diesem Wert von ¢ ergeben sich die Spannungsmomente aus
(72) zu
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D 2
2m, = — (14 <P+(1—y)2if—2
P (& P
2m, = — (1 4+ (1 =) T o B oy
P (x—
Myy = _(1_1})4_;(:”7‘725)?/

Nun sind die Spannungsmomente einer auf ihrem Umfang r =b
freiaufliegenden kreisformigen Platte, die in ihrem Mittelpunkt eine
Einzelkraft P trigt, in rechtwinkeligen Koordinaten (man erhilt die
folgenden Formeln, wenn man die Momente My, My, m,, der
elastischen Fliche GI. (24) 8. 60 ausrechnet).

2m, = (1) (1 =)
2m, = — (L) g+ (1 —v) o, (104)
m,, = —(1—1/)41:;.7%3_,
wo zur Abkiirzung
q;:{%ln% (105)

gesetzt wurde. Der Vergleich von (103) mit (104) zeigt, daB, wenn
der Halbmesser der kreisformigen Platte b gleich

2ozsinzaé
b= - — 106
- (106)
genommen wird, die beiden Spannungszustinde sich nur um ein
. (1—w»)P .
konstantes Biegungsmoment my= = voneinander unter-
7T

scheiden. In der Nihe der Angriffsstelle einer Einzelkraft
ist der Verlauf der Spannungen in einem freiaufliegenden
Plattenstreifen bis auf eine gleichmiBige Biegungsbean-

(1—»)P
dmn O o
in einer freiaufliegenden kreisférmigen Platte, die die
Last in ihrem Mittelpunkt trigt und einen Halbmesser

2
b= lsm ﬁ besitzt.
n a

spruchung m_ =0, m, = — =0 derselbe, wie

Der Annahme einer Punktbelastung entsprechend, werden nach den
GL (103) die Biegungsmomente mit unbegrenzt abnehmendem 7 unend-
Naidai, Elastische Platten. 7
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lich groB. Die groBten Spannungen ergeben sich hier nach den Regeln,
die wir in 21 fiir die Ermittlung der Biegungsbeanspruchung durch
Einzelkrifte angegeben haben. Wenn die Druckfliche der Kraft P
ein Kreis vom Halbmesser r = ¢ ist und die Last P sich in ihr
gleichméBig verteilt, war die grofte Spannung einer kreisformigen
Platte vom Halbmesser  und von der Dicke h nach GI (30) S. 62
gleich
3P b ¢
Umax:—ﬂ'ﬁ[<l+”)ln;+1”—(l_”)b_aJ’ (107)

+

in welcher Formel das letzte Glied wegen der Kleinheit des Bruches c/b
vernachlissigt werden kann. Der Scheitelwert der Momente ergab
sich innerhalb der Druckfliche und war um einen Betrag m, (vgl.
die Zusammenstellung auf S. 65) groBer als der Wert des radialen
Biegungsmomentes auf dem Rand des Druckkreises. In seinem Innern
konnten die Momente durch zwei Parabeln angendhert werden. Auf
Grund dieser Bemerkungen ergeben sich unter den gleichen Voraus-
setzungen iiber die Art der Verteilung des Druckes die Spannungs-
momente des Plattenstreifens im Mittelpunkt x =&, y=20
des Druckkreises

2asinzré
m_=—m —{—<1+")P1n a
=70 4n aec (108)
1—»P
MM T

Die groBte Biegungsspannung eines durch eine Einzelkraft P
im Punkte x =&, y = 0 belasteten freiaufliegenden Platten-
streifens ist im Punkte x =&, y =0 die Spannung in der
Querrichtung

2otsinzé
o —+ % 2. (109)

zmax s hi!

1+(1+»)In

mac

Dabei wurde angenommen, dafl die Druckflache, auf der
die Kraft P wirkt, ein Kreis vom Halbmesser ¢ sei und
daB sich der Druck innerhalb des Kreises gleichméBig ver-
teile. Diese Spannung ist gleich der groBten Inanspruch-
nahme einer in ihrem Mittelpunkt belasteten freiauf-

2
liegenden Kreisplatte vom Halbmesser b:—gsin%. Die
T

Spannung o, ., in der Léngsrichtung des Plattenstreifens
ist um 3 P(1 —»)/2xk® kleiner als o

rmax*®



Ermittelung der Schichtenlinien der Fliche ¢ auf zeichnerischem Wege. 99

29. Ermittelung der Schichtenlinien der Fliche ¢ auf
zeichnerischem Wege.

Die Spannungsmomente des Plattenstreifens sind in einem be-
liebigen Punkt durch die Ordinate der Fliche ¢ (Abb. 56) und durch
ihre Steigung %%, g—gj bestimmt gewesen. Es soll jetzt angedeutet
werden, wie diese GroBen auf zeichnerischem Wege aus winkeltreuen
Abbildungen ermittelt werden konnen.

Zur Konstruktion der Potentialfunktion ¢
iber dem Parallelstreifen waren zwei winkel-
treue Abbildungen erforderlich. In der ersten
war ein quadratisches Maschennetz aus einem
Halbstreifen (Abb. 57) in das Innere eines
Halbkreises (Abb. 58) so zu iibertragen, daf
der kurzen Seite des ersten der Umfang des
letzten entsprach. (Die untenstehenden Ab-

|

I

|

Abb. 56. Abb. 57. Abb. 58. Abb. 59.

bildungen 57 und 58 sind die Halften der frither zu diesem Zweck
angegebenen Abb. 52 und 53.) Dieser Halbkreis war sodann auf einem
Halbstreifen (Abb. 59) abzubilden, wobei jedoch dem Umfang die
beiden Parallelseiten und seinem Durchmesser die dritte Seite zu
entsprechen hatten. Die Konstruktion des Netzes in Abb. 59 kann
auf das Zeichnen lediglich von Kreisen und von geraden Linien und
auf die erste Abbildung zuriickgefiihrt werden, wenn der Halbkreis
von Abb. 58 auf einen zweiten Halbkreis derart abgebildet wird,
daBl Halbkreisbogen und Durchmesser in den beiden Abbildungen
ihre Rolle vertauschen. Diese ,,Umkehrung” eines Halbkreises be-
wirkt die lineare Funktion

(110)

in der ¢ eine reelle Konstante 2/ = 2’ 4~ iy’ = ' ¢t*’ und 2" =2" -+ 1y"
die komplexen Verdnderlichen der beziiglichen Abbildungen sind.
Den Punkten 2'=0, z’=¢, 2= —c¢ in der einen Ebene ent-

sprechen die Punkte z” = ¢4, 2’ = 4 ¢, 2= — ¢ der andern, dem
7*
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Geradenbiischel ¢’ = konst. die Kreise
62 .
' 7n\e e _ Y 11
(x/ ctga ) + ¥y cos? o (1 )
und den konzentrischen Kreisen ' — konst. die Kreise

2 2\ 2 2024 \2
x"2+<y"—c-c +r,‘)) :( ¢ r,2> . (112)

¢ —r'? c?— 7

Das Innere des ganzen Kreises 7’ < ¢ bildet sich durch (110) auf die
obere Halbebene y” > 0 ab. Setzt man hier fiir
L —e+ und fir =2y (113)

und wihlt die Zahlen 4 und » wie in den Formeln (85) Bruch-
teilen eines gestreckten Winkels

n Ex 3mo (114)

T ’ ’
n n T

gleich, so stellen die Gl (111) und (112) oder:

/"o "__ 2__

My ¥V ==

62

(115)

’” 2 "e ¢
(2" — ccotgy)? +y = Gy
das System der orthogonalen Kreise der Abb. 60 dar. (Die Lage
von je einem Kreis jeder Schar deutet Abb. 61 an. Fiir den vor-
liegenden Zweck bendtigen wir von dieser (Abb. 60) nur den in Abb. 62
gezeichneten Ausschnitt, in dem die stark ausgezeichneten Kreise fiir
die verschiedenen Werte von u und » aus Abb. 58 eingetragen
werden konnen. Aus dem Halbkreis (Abb. 62) liBit sich das Kreis-
netz in das gesuchte Netz von Kurven ¢ = konst. und y = konst.
iiber dem Halbstreifen (Abb. 63) iibertragen. Diese winkeltreue Uber-
tragung kann ndmlich jetzt (nach der Umkehrung) mit Hilfe des
uns aus den Abb. 58 und 57 bekannten Rasters von konzentrischen
Kreisen und von Geraden geschehen, dem ja im Halbkreisstreifen
(Abb. 63) das mittels diinner Linien angedeutete quadratische Maschen-
netz entspricht. Bezeichnen r”, «” die Polarkoordinaten eines Punktes
im Halbkreis (Abb. 64) und z,y die rechtwinkeligen des Bildpunktes
im Halbstreifen (Abb. 65), ferner a” den Halbmesser des Halbkreises,
a die Breite des Parallelstreifens, schlieBlich & die Lage des Angriffs-
punktes der Last P im letzteren, so findet die winkeltreue Zuordnung
der Abb. 62 und 63 statt, wenn

4
nx 7 7 .73
o =—, ln7=——§/—, a’sin=—==¢ (116)
a a a a

sind. Die Linge ¢ bedeutet hier nach den Gl (115) die Entfernung
des Punktes P” in Abb. 64 vom Halbkreisdurchmesser ¢’ = 0.
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Man wird zweckmiBig die Schnittpunkte der orthogonalen Kreise
als ‘die Punkte Q" ansehen, in deren Bildpunkten @ innerhalb des
Parallelstreifens die Werte von

@ und y anzugeben sind. Die zu
einem Punkte Q” mit den Polar-
koordinaten r” und «” gehoren-
den Koordinaten z und y des
Bildpunktes ¢ lassen sich auf
einem logarithmischen und auf
einer Winkelteilung ablesen, die

man sich zu diesem Zweck an-
legen wird. Die Abb. 62 zeigt so
eine Teilung in einem Segment,
die man zweckmiBig auf einem
Stiick Pauspapier sich anfertigt,
um sie iiber den Halbkreis (Ab-
bildung 62) verschieben zu konnen.

\

s <
Zkolor 1

/

X

Py




102 Die Formiinderungen und die Spannungen der biegsamen Platten.

Die Komponenten der Steigung %(—Z—, % lassen sich gleichfalls
aus winkeltreuen Abbildungen entnehmen. Wir haben zu diesem
Zweck das in die Abb. 63 eingezeichnete Netz der Kurven
¢ = konst. und y = konst. als das Strombild einer ebenen
wirbelfreien Fliissigkeitshewegung anzusehen und ihren
Hodograph zu konstruieren. Was hierunter zu verstehen ist,

soll kurz angedeutet werden.

Durch eine Funktion Z (z) = ¢ -+ ¢y der komplexen Verénderlichen
z=2x 41y wird das Bild einer ebenen wirbelfreien Stromung ge-
geben. In demselben sind die Kurven ¢(z, y)= ¢ = konst. die
Kurven gleichen Geschwindigkeitspotentiales und die Kurven vy (z, y)
= y = konst. die Stromlinien. Die Funktion Z (z) wird in der Hydro-
dynamik auch als komplexe Stromungsfunktion bezeichnet. Fiir
die Beschreibung von ebenen Fliissigkeitsbewegungen sind die den
Strombildern zugeordneten Abbildungen von Bedeutung, aus welchen
der Geschwindigkeitsvektor nach GréoBle und Richtung ent-
nommen werden kann. Waihrend einer stationiren Bewegung
bewegen sich die Teilchen einer Fliissigkeit entlang einer Stromlinie.
Tragt man sich von einem festen Punkt aus die Geschwindigkeit
eines bestimmten Teilchens nach Gré8e und Richtung auf, so be-
schreibt der Endpunkt dieser Strecke eine Kurve. Wird ein Teilchen
auf einer zweiten Stromlinie verfolgt, so entspricht dieser einer zweiten
Kurve, und go fort. Den simtlichen Stromlinien des Strombildes wird
eine Kurvenschar zugeordnet, die als ihr Geschwindigkeitsbild
(Hodograph) bezeichnet wird. Die Komponenten des Geschwindigkeits-
vektors in Richtung der Koordinatenachsen:

op oy op oy
2% _%¥ =2 __%¥ 117
Y=o oy * = oy oz (117)
ergeben sich nun aus der Ableitung der komplexen Strémungs-
funktion Z (2) nach z. Nachdem diese Ableitung nach Voraussetzung
unabhéngig von der Richtung des Zuwachses dz ist, erhalten wir
ihren Wert, auch wenn wir dz mit d* zusammenfallen lassen oder
gleich
az o9y | .0y .
%—a—x—(—@a—x—u 0. (118)

. op . .
Die Geschwindigkeitskomponente % = 8—(5 ist also der reelle Teil der
Ableitung der komplexen Stromungsfunktion Z(z) nach z und
die Geschwindigkeitskomponente v = d¢/dy ist ihr mit dem entgegen-
gesetzten Vorzeichen genommener imagindrer Teil. Wir werden das
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Geschwindigkeitsbild erhalten, das zum Strombild der Funktion

Z=f=¢+iy (119)
gehort, wenn wir aus dieser Gleichung und aus der Ableitung
dZ , .
P (2)=u—1v (120)

die Verdnderliche z eliminieren.

Wenn wir uns die zweite Gleichung nach z aufgelost denken und
den so erhaltenen Wert von z in die erste einsetzen, liefert die
Trennung des reellen Teiles ¢ vom imagindren Teil y die Gleichung
der Kurvenscharen ¢ (u,v)= ¢ = konst., v (u, v) =y = konst. im
Hodograph, welche die Abbildungen der Kurven gleichen Potentiales
und der Stromlinien aus der z, y-Ebene auf die %, v-Ebene sind. Die
Gl (119) und (120) zeigen, daB der Hodograph die winkeltreue
Abbildung der Z (¢, y) oder der z (z, y)-Ebene auf eine /, v-Ebene
ist, wo ' =u, v = — 0.

So entspricht beispielsweise der komplexen Stromfunktion

Z=cl=gp+iy (121)
mit dem Strombild der gleichzeitigen Hyperbeln

¢(@® — %) = @ = konst,, 2 cxy = y = konst. (122)
(Abb. 66) wegen der Ableitung
dz ,
—d—;zu—zvzzcz (123)
und den Geschwindigkeitskomponenten
u=u =2czx, v=—1v=—2c¢cy (124)

als Hodograph die winkeltreue Abbildung des positiven Quadranten
der z, y-Ebene auf den positiven Quadranten der u’, v'-Ebene. Wenn
die Verénderliche z aus (121) und (123) eliminiert wird, ergeben sich
anderseits gleichseitige Hyperbeln

2

(w — 1v)

Z:¢+“/): dc ’

w—v'=4dcp, wuv=—2cy. (12)
Sie sind die Abbildungen der Aquipotential- und der Stromlinien
im Hodograph. Wenn die Konstante ¢ in (121) positiv ist, wird
eine Stromlinie in Abb. 66 von einem Flissigkeitsteilchen in der
Pfeilrichtung von oben nach unten durchlaufen. Der Bildpunkt des
Teilchens und Endpunkt des Geschwindigkeitsvektors O @ im Hodograph
(Abb. 67) durchlduft die zugehorige Hyperbel von unten nach oben.

Nach diesen Vorbemerkungen konnen wir dazu iibergehen die
Komponenten der Steigung dg[ox, [0y der Potentialfliche ¢ Gl (95),
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8. 95 zu konstruieren. Die komplexe Stromungsfunktion Gl. (96)
n__(z _ 5) 1 — cos rETe) (z - 5)

sin?

Abb. 66. Abb. 67.

lieferte uns im Parallelstreifen das Strombild Abb. 56. Die Ge-
schwindigkeitskomponenten dieser Stromung konnen wir jetzt aus
ihrer Ableitung nach z

az ., ., . P 7(z — &) n{z -+ )J
s =u -+ 1 ~u—w—~4—a {coth—cot}gT

. &

sin—= (127)

_ P
T 24 =z & X
co8— — CO8——
a a
entnehmen, deren Auflosung nach # und » in der Tat wieder zu
den Gl (97) zuriickfiihrt.
Die Komponenten der Geschwindigkeit 4 und v
c a ¢ lassen sich aber jetzt aus dem Geschwindigkeits-
bild konstruieren. Die winkeltreue Abbildung
der z-Ebene auf die 4, v'-Ebene ist in grofien
Ziigen leicht angebbar. Es geniigt wieder die
eine Hilfte des Parallelstreifens (Abb. 68), bei-
spielsweise die obere (y > 0) zu betrachten. In
ihr ist die vertikale Komponente der Geschwindig-
Abb. 68, keit v der aus dem Quellpunkt P entspringen-
den Strémung nach oben gerichtet, v = — v
iiberall negativ. Auf den drei Begrenzungsgeraden des Halbstreifens
CAPBC (Abb. 68) hat v' den Wert Null. Weiter ist auf C4 und
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auf dem Stiick AP ' negativ, hingegen auf CB und dem Stiick PB
positiv. Der zweimal um einen rechten Winkel gebrochene Linien-
zug der drei Geraden C 4, AB, BC bildet sich also auf die «'- Achse
und der von diesen drei Geraden begrenzte Halbstreifen auf die
negative Halbebene der ', v-Ebene ab. Dem Quellpunkt P (z=§&, y=0)
entspricht dabei der unendlich ferne Punkt der «/,v'-Ebene, weil
in diesem Punkte die Komponenten der Geschwindigkeit v = — v
unendlich groB sind, wihrend dem unendlich fernen Punkt C des
Halbstreifens wegen @' = ¢’ = 0 der Anfangspunkt «' =4+ =0 zu-
geordnet ist. Die Lage der Bildpunkte 4’ und B’ der Ecken 4
und B geht aus den Gl (126), (127) hervor:

u’=———P~cotgn—§ u'z—li tgn—E
Punkt A’:{ 2a 2a’ Punkt B’: { 2q¢ - 2a’
v =0. v =0.

Die Elimination der Verénderlichen z aus den beiden Gl. (126), (127)
1aBt sich hier leicht durchfiihren') und fithrt zu dem Ergebnis, daf
den Niveau- und Stromkurven des Parallelstreifens (Abb. 63) das
System konfokaler Ellipsen und Hyperbeln

(w4 u)?  0° . (w —+ u,)* v*
g =L VR E

=1 (128)
in der u, v-Ebene (Abb. 69) entspricht. Seine halbe Brennweite ist

0=P/2asin%§, (129)
seine Halbachsen sind

1) Man schreibt zu diesem Zweck die Gl. (126) in der Form

REY 4 Tz &
P g, "ty
e = - n'z—fti:; £ (182)
gz’a_'— gTa
16st sie nach
nz n & xZ
tg5, = t8g, Cotgp- (133)

auf, bildet die Ableitung dieser letzten Gleichung nach 2z und driickt in ihr den
Tangens durch den Kosinus aus. Dann la8t sich z aus beiden Gleichungen elimi-
nieren., Das Ergebnis ist

@f2ﬂz— a& . af 2adZ
0 P —cosT-i—sm—-?-az, (134)

aus welcher Gleichung sich die gesuchten Kurvenscharen ergeben, wenn in ihr

fir Z = ¢+ 1y und fir %f— =u — 1 v geschrieben wird.
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2
A= C6of2™2,  B—cein 2P,

P P
. ) (130)
= (C cos - ;w = Csin 7;:’”;
sein Mittelpunkt M hat die Koordinaten

né P né
Uy = —00057 — 5ot~ v, =0. (131)

o-konst «

&

U

A M C B u

- 7
Haf i X
Abb. 69

2ng n 2n
B
135
n 2ny 0. ~ 2n 9 (135)
V= — — —— = —y .
2 P w0

so dafB die Halbachsen des konfokalen Systems gleich

A= CGoju, B=CGinu, A =Csiny, B =Ccosv (136)
sind.

Einem Vorschlag von C. Runge?) folgend, empfiehlt sich, den
rechten Winkel in 64 gleiche Teile zu teilen oder »n =128 zu wihlen.
Dies ist die Teilung der Kompafirose der Seeleute nach Achtel-
strich; oder man benutzt die Vielfachen von Achtelstrich » = 8,
n =16 oder n = 32.

1) Runge, C.: Graphische Losung von Randwertaufgaben der Gl. 4 =0,
Gottinger Nachrichten 1911, S. 431, Uber Anwendungen dieses allgemeinen
graphischen Verfahrens auf ein Elastizitdtsproblem (Konstruktion des Prandtl-
schen Spannungshiigels eines kreuzformigen Querschnittes von einem auf Ver-
drehen beanspruchten Stab), in denen auch konforme Abbildungen des Parallel-
streifens auf den Kreis benutzt werden, vgl. die Gott. Diss. von Rottsieper, 1914.
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30. Zusammenfassung

der im vorstehenden enthaltenen Ansitze zu einer Analyse des
Spannungszustandes eines durch eine Einzelkraft belasteten freiauf-
liegenden Plattenstreifens:

1. Der Spannungszustand eines freiaufliegenden Plattenstreifens

von der Breite a, an dem im Punkte =&, y =0 eine Einzel-
kraft P angreift, ist durch die Gleichungen

2m, = — (142 ¢+ (1 —%)yv
2m,= — (1 v g~ (1 —»)yw (137)
2m,, = ~1—=r)yu
gegeben). In ihnen ist ¢ die Potentialfunktion
@Dfﬂ — COS 7}&:@
p=—In—" S (138)
n (Sof%:—/ — cosyl@—:-_—@

Die Randwerte dieser Funktion verschwinden auf den parallelen
Kanten 2 =0 und x—=a und ihre Ordinaten werden im Angriffs-
punkt der Last wie der Logarithmus einer gegen Null abnehmenden
Zahl unendlich groB (¢ ist die Greensche Funktion des Parallel-

streifens). w = 9 und v = ﬁ, sind
0w 0w

sinn(x +Q sinnh(x —¢)
_op P a . a
“ox 4a| a(x+§ Yy n(*r —§) nyl|’
cos T, Gl eos T — Gof (139)
o P ay 1 1
V= ——=—"-Gin—" : - ~
oy 4da a osn(x+§z-~(§oiﬂ cosn(w—{—&)._ (Sofn—y .
a a a a

2. Die Ordinaten der Fliche ¢ (und der zu ¢ konjugierten
Potentialfunktion ) in einem Punkte x, y des Parallelstreifens (Abb. 65)
kénnen auch aus einer winkeltreuen Abbildung des Halbstreifens
y > 0 auf den Halbkreis (Abb. 64) vom Halbmesser ¢” entnommen
werden. Den Kurven ¢ = konst. und v = konst. entsprechen in
dieser die orthogonalen Kreise

2 2

Cc c
2" — ¢ cotg »)? e e A "—cBotgu)?=——. (140
( g ) + y sin2y (y, glu‘) @ingﬂ ( )
) Um eine Verwechslung mit den eben benutzten Zahlen » zu vermeiden,
wird in den GI. (137), (147) die Poissonsche Zahl voriibergehend mit », be-
zeichnet.
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Die Zahlen u und » sind gleich

2o n 2z
b==p =0 o @
(141)
7 2n n 27
r=g T =0 g a2
anzunehmen. Fiir n wahlt man » = 8, oder n = 16, .... Die Strecke ¢

ist ¢c= a"sinﬁ. Zur Bestimmung des Wertes von ¢ (oder y) in
a

einem Punkte @ =,y des Plattenstreifens, hat man seinen Bildpunkt
Q" r’, ¢ innerhalb des Halbkreises (Abb. 62, 64) aufzusuchen. Seine
Lage wird durch die Beziehungen

o' EE—, 1nr—=ﬂ (142)
a o a

bestimmt oder mit Hilfe des in Abb. 62 angedeuteten Mafstabes und

eines Transporteurs ermittelt.

3. w und v sind die rechtwinkeligen Koordinaten des
Bildpunktes @ von @ in einer u,v-Ebene (Abb. 70) oder des
Schnittpunktes der Ellipse und der Hyperbel

w4 u,)? | v?
I
143
(wtu? _ o
A2 _BI2'—' »

d

-P o,
z—aco)fy 2—{

deren Halbachsen
i

A=CCofu, B=CG&inu,

144

2=~ cos ZE A= Csiny, B = Ccosv» (144)
Abb. 70. und wo

Mo:—C’cos%, C’:P/Qasinii—fi (145)

sind. Ihre Konstruktion zeigt Abb. 70.

4. Obige Angaben zum Spannungszustand gelten bis einschlief3-
lich des Randes der Fliche, auf der sich die Kraft P auf die Platte
iibertrigt. Die Scheitelwerte der Biegungsmomente im Mittel-
punkt einer kreisformigen Druckfliche vom Halbmesser
r=c, auf der sich die Last P als ein gleichm&Biger Druck
verteilt, sind
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. né
2asin—
S PUVICRI N
m1_4n ' ( Yo 7TC ’
- |
I . T (146)
P 2asm-a~
"= vy + (1 —{—vo)lnﬁr .

Die groBte Biegungsbeanspruchung des durch eine Einzel-
kraft P belasteten Plattenstreifens ist gleich

3P a | (147)
Umax——-j:%ﬁ 1—{—(1{—'}'0)111‘7[6——«

In der durch den Angriffspunkt x=¢, y=0 der Einzel-
kraft P gelegten Symmetriegeraden y=0 des Platten-
streifens sind die beiden Biegungsmomente gleich und durch

die Funktion
n(x+§&)
(14-»,) P a

= = 1
m,=m, S n n(@— &) (148)
1 —cos———=

1 — cos

gegeben.

31. Die geradlinig-freigestiitzte rechteckige Platte mit einer
sinusformigen Belastung. Verhindertes Abheben der Ecken.

Wir betrachten in einem Rechteck, das durch die Geraden x = 0,
r=a, y=0 und y=1> begrenzt wird, die Funktion der recht-
winkeligen Koordinaten  und y:

— ¢sin " gin Y
w = csin—sin—=, (1)
unter ¢ einen festen Wert verstanden, die wir in einem Beispiel
Abschn. 12, S.32 als die Gleichung der verbogenen Mittelfliche einer
rechteckigen Platte verwendet haben. Deuten wir w als die Durchbiegung
einer rechteckigen Platte, so gehért zur angenommenen elastischen
Fliche (1) eine Belastungsfliiche p, die sich aus der Plattengleichung

p=NAAw (2)
durch Ausrechnen ihrer rechten Seite gleich
1 1\, 7z . ny
P = catN (E‘)’A +ﬁ> Sln7 s ‘b_ (3)

ergibt. Um die Spannungsmomente anzugeben, die zu der elastischen
Fliche (1) gehoren, berechnen wir die Ausdriicke:
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*w *w )_ . <1 v) ar . wy

mx——N<—a?+ e =a%cN ¥+b‘ sin — sn-b—,
. w aw> . (v 1) ax . nwy

m?/__N<8y“’ +roa acN +bq sm—~sm—b—, (4)

Pw _ (1—»)a*cN ar ay
m,, = —(1—-v)Naxay ah  C0Scos=.

Die vorstehenden Gleichungen zeigen, dafl die elastische Fliche w,
die Belastungsfliche p und die beiden Momentenflichen m_  und m,
zueinander affine Flichen sind. Bei diesem Spannungszustand einer
rechteckigen Platte verschwindet also auf den vier Rechteckseiten w
und auch Adw, auf ihnen sind die Navierschen Grenzbedingungen
(S. 38) erfiillt.

Die groBten Biegungsmomente treten in der Mitte  =a/2, y=>0/2
der rechteckigen Platte auf und sind gleich

v 1)
Mymax = C.N< 2+ 0), mymax.:n?cN(? +F2). (5)

Fiir die Scherungsmomente m,,, ergeben sich aus (4) auf dem Rande
Kosinuslinien; denn es ist z. B. fiir

a*Nec 7y
-cos —~.

r=a, m,,=(1—7) -3 b

Auch die Verteilung der Scherkrifte p, und p, 148t sich auf dem
Rande leicht angeben. Wir haben zu diesem Zweck

Aw = 0*w/ox® + > w/0y?
auszurechnen, dieses nach z bzw. nach y abzuleiten und den Wert
dieser Ableitungen fiir x =a bzw. fiir y =b anzuschreiben. Die
Scherkriifte sind nach den Gl. (46), S. 26
?Mw . odw
ox Py = 0y

p,=—N-—

auf der Seite x = a ist:

Pp=——""

. ncN(
a

1\ . ny
o + —bz,) sin == (7)
Um auch die Ausdriicke fiir die Ersatzscherkrifte anzuschreiben,
sind noch die Ableitungen des Scherungsmomentes in der Richtung
der Begrenzungskurve zu bilden. Das gibt hier z. B.
auf der Seite x =a:
omgy (1 —»)a®cN . ny

by~ abt sin -~ (8)
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Damit ergeben sich (nach S.36) schliefilich die Stiitz- oder Auf-
lagerkrifte der rechteckigen Platte, so beispielsweise auf der Seite x = a:

om

1 1—2\7°c¢cN ., =«
— S N R R L A 9
qz px + ay <a2 + b‘: ) a S b ( )
Die Auflagerkrifte bilden Abb. 70 u. 71. Sinusférmiges Belastungsgesetz.
bei diesem Spannungszu- Jon Ratide
stand einer rechteckigen LT
Platte ebenfalls Sinuslinien. \(X‘bﬁ
Die Auflagerkrifte nehmen %{\id’

ihre groBten Werte in den il ‘}
Mitten der Seiten an und \->{\\Q' . ' }
verschwinden in den Ecken. E—
Nachdem in diesen Punkten
0 w[ox 0y ungleich Null ist,
ist zu beachten, daB nach
den Bemerkungen auf S. 39
nach dem Ersatz der Sche-
rungsmomente noch in jeder
Ecke eine zur Ebene des
Rechtecks senkrechte Ein-
zelkraft verbleibt. Sie ist
dem doppelten Wert des
Scherungsmomentes an die-
ser Stelle oder

2(1 —v)n2cNlab

gleich und in der Ecke x =q,

y=>b wie in der Abb. 34 Abb. 71.

(S. 76) gerichtet !
yit?

~fe auf dem
krdﬁe /?0/;%

% <%
J qg\;(‘ ) @(\@‘M - ’5,‘;

: @ }X@@“‘“ —%
ff A o — ~
05 Durchbieginge”

fa

m =1 Hy

Abb. 72.
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Damit ist die Verteilung der Randkrifte in den vier Rand-
schnitten vollstindig ermittelt. Man erkennt, dal die entgegengesetzt
zur Last gerichteten Scherkrifte ¢, g, wohl durch einen absolut
starren und ebenen viereckigen Rahmen erzeugt werden konnten,
daB aber die von einer solchen Unterlage ausgeiibten Kréfte noch
nicht ausreichen wiirden, um die Platte nach der Fliche (1) festzu-
halten. Denn dazu ist noch erforderlich, daB in den Ecken vier weitere
Krifte angebracht werden, welche entgegengesetzt zu den Scher-
kriften gerichtet sind und die vier Ecken auf die Unterlage nieder-
driicken. Die Ecken einer auf einen starren, ebenen Rahmen
aufgelegten, senkrecht zu ihrer Flaiche nach der Funktion (3)
belasteten rechteckigen Platte (Abb.71 und 72) haben das Be-
streben, der Biegung in ihrem mittleren Teile zu folgen,
d. h. sich von ihrer Unterlage abzuheben.

Diese Folgerungen aus der Biegungstheorie der Platten werden
durch verschiedene Beobachtungen bestatigt. So hat C. v.Bach?)
schon vor lingerer Zeit anldBlich seiner Belastungsversuche mit recht-
eckigen Platten festgestellt, dall sich die Ecken frei aufgelegter recht-
eckiger Platten bei ihrer Belastung durch Einzelkréfte von ihrer
Unterlage abheben. A. F6ppl?) hat dieses Abheben der Ecken
durch genaue Messungen der Durchbiegungen von quadratischen
Platten nachgewiesen, die durch Einzelkrifte belastet waren.

32. Ein Niaherungsverfahren zur Berechnung der Spannungen
von Platten.

Der vorstehende Biegungsfall kann zur angeniherten Wiedergabe
der elastischen Flache einer durch einen gleichméBig verteilten Druck
p* = konst. belasteten rechteckigen Platte benutzt werden. Im Aus-
druck der Funktion (1) (8. 109)

w=csin "~ gin Y (10)

a b
ist noch der Beiwert ¢ verfiighar. Man wird deshalb versuchen
kénnen, ihn so zu bestimmen, daB die Funktion w die elastische
Flache einer gleichméBig belasteten Platte moglichst gut annihert.
Die Funktion w (10) kann dann als eine Néherungslosung einer
rechteckigen Platte angesehen werden, die die erwihnte Belastung

trigt und auf deren Seiten die Grenzbedingungen w= 0, Aw =0
erfilllt sind.

") Elastizitit u. Festigkeit, 9. Aufl. Berlin: Julius Springer 1924.
2) Mitt. aus dem mech.-techn. Laboratorium, Miinchen 1915,
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Wir bezeichnen im Ausdruck der Belastungsfliche (3):

1 1)\® . ax . my
= = L g — — v 1
p=NAddw=n <a‘“’+b‘~’> Nesin ——sin— (11)
unserer Niherungsfunktion w (10) den konstanten Faktor zur Ab-
kiirzung mit

1 1\?
q:y-[él(,(};.*_b—?) Nec. (12)

Wenn man eine Naherungsfunktion w fiir die elastische Fliche
einer verbogenen Platte kennt, die bereits die Randbedingungen
befriedigt, wird man mit Hilfe der Gl (11) feststellen konnen, um
wieviel sich die Ordinate ihrer Belastungsfliche p in einem be-
liebigen Punkt z,y im Innern der Platte von der gegebenen Be-
lastung p* unterscheidet. Offenbar ist das Integral der ,Fehler-
quadrate“ (p — p*)* oder

I=[[(p—p* dady (13)
iiber der Rechteckfliche ein Mafl fiir den Fehler, der begangen wird,
wenn man die richtige Losung durch die Funktion w ersetzt. Denn
wenn {iberall p = p* ist, wird das Integral den kleinsten Wert an-
nehmen, den eine Summe von Quadraten, also eine positive Zahl
erreichen kann, némlich den Wert Null. Sehen wir den Beiwert ¢
im Ausdrucke der Belastungsfliche

nr . Y
p = ¢sin 7sm 7 (14)
unserer Naherungsfunktion w (Gl 10) als eine zu bestimmende GroBe
an, so 148t sich ein giinstigster Wert von ¢ ermitteln, wenn man

das obige Integral zu einem Minimum macht. Dazu muBl ¢ aus der
Gleichung

oI ’ ep
T2 — o Pardy —
oo fo - Py —o (15)
bestimmt werden. Wegen
gg—SIn%SIn”b_y

fiihrt die Bedingung auf die Gleichung

q[fs Tsine ™Y dxdy_pfj‘ — sm——dxdy,

aus der sich nach der Integration (von =0 bis £ =a und von
9y =0 bis y =1b) der gesuchte Wert von

16 p*
=y (16)
T
N4dai, Elastische Platten. 8
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ergibt. Dem entspricht nach (12) ein Beiwert

*
C=%2—*. (17)
““(@ﬂ—a) N

Dies ist zugleich die groBte Einsenkung der rechteckigen Platte.
Die gesuchte Néherungsfunktion der elastischen Fliche einer durch
einen gleichméaBig verteilten Druck p* = konst. belasteten recht-
eckigen Platte, welche die Navierschen Grenzbedingungen w =0,
Aw = 0 erfiillt, hat mithin die Gleichung:

16 p* a* bt in”% «in Y

s . 8

G(a T b")2N — - S [ (18)

Mit Hilfe des eben ermittelten Beiwertes ¢ bestimmen sich aus (5)

die in der Mitte * = a/2, y = bj2 auftretenden Maxima der Biegungs-
momente

16 p* (b -+ v a?) a® b? 16 p* (a® 4 v b%) a® b?
My max = (4 2 2) > Mymax = 12 e) . (19)
7t (a® + %) 7t (a? 4 b%)
Wenn b > a, ist m > M, - Fur die groBte Inanspruchnahme
der rechteckigen Platte ist die Normalspannung in der Oberflichen-

schicht z=h/2 (h ist die Dicke der Platte)
G ax = 6 mxmax/h2

mafgebend, die in dem zum lingeren Seitenpaar parallelen Mittel-
schnitt iibertragen wird,

Fiir eine gleichmiBig belastete rechteckige Platte hat H. Lorenz?)
diese Néherungslosung mit Hilfe von Sétzen iiber die Forménde-
rungsarbeit abgeleitet, wobei er das Ritzsche Verfahren®) anwendete.
Hier ergab sie sich uns aus der Anwendung eines Minimalprinzips
auf die Belastungsfliche der Platte. Man kann auf diese Weise oft
sich Naherungslosungen fiir einfachere Belastungsfille verschaffen.

33. Die Losungen von Navier fir die rechteckige Platte.

Die Funktion
w, = sinmzxsinn%g, (19a)

mn mn

in der « und y die rechtwinkeligen Verinderlichen, a, b und ¢,
feste Werte und m, n ganze positive Zahlen bedeuten, hat die Eigen-
schaft, nach Vornahme der Operation

?w 2w

n.. 2
Awmn 8172 ay‘z = ( + b" )wmn

N Z.V.d I 1913, S. 623. 2) Vgl. S. 274.
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sich bis auf einen Faktor wieder herzustellen. Hierauf beruht eine
Integrationsmethode der Differentialgleichung der Plattenbiegung

Adw = z% ,
in der unter der Belastung p eine gegebene Funktion der Koordi-
naten z und y vorausgesetzt wird. Zur Funktion w,  gehort die
Belastungsfiéiche:

2 ‘2 2 _2\2

m n®n mnx . na

NAAw,,,= N|\——+ —5— ) w = a,,, sin —— sin ~*—y,
a? b mn a b

sofern zur Abkiirzung
m.. ‘2 2
mn*N( +b_‘z> n‘icmn

gesetzt wird. Gelingt es, die vorgegebene Belastung p in eine Reihe

®©

22 m”sm —ms n;)zy (20)

m=1n=1

zu entwickeln, in der m und n=1,2, 3, ... sind, so ist die Inte-
gration der Gleichung unter den Randbedingungen w =0, 4w =0
auf dem Rechteck = 0,a, y =0, b geleistet. In der Summe (20)
ist der Zahl m der Wert 1 zu erteilen und dann sind die Zahlen %
der Reihe nach gleich 1,2,3,... zu wihlen, dann m =2 und
n=1,2,3,... zu nehmen usf.

Um die Beiwerte a,,, in dieser Doppelreihe zu bestimmen, mul-
tipliziere man sie mit sin /ﬂ;ﬁs n v:;y
ganze Zahlen sein sollen, und integriere die beiden Seiten der
Gleichung im Rechteck, das von den Geraden * =0, x =a, y=0,
y = b begrenzt ist. Die Integrale auf der rechten Seite der Gleichung
haben die Form:

dxdy, wo u und » beliebige

r=a

. m— X . m oy A 1

gl Wz (Mt
max ax a a a

sin 2 gin# P g = 2 0

a ey

22 m—u m4u e

und verschwinden deshalb alle mit einer Ausnahme. Wenn néamlich
m ==y ist, entsteht

a a

m 1 2
fsm 2 MEE do —f(l — oS —ﬂﬂ—x> de = g.
a 2 a 2
0

8*
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Nach der Integration verbleibt von der Doppelsumme nur ein einzi-
ges Glied, in dem nimlich gleichzeitig m =y und » = ist, und
man erhidlt den gesuchten Beiwert a,, gleich

Gy =—= f flx,y) sin” ™% sin A—b—ydxdy (21)

Wir miissen hier eine Bemerkung einschalten, die sich auf die
Fortsetzung der Belastungsfliche p = f(r, y) auBerhalb des Recht-
ecks 0 <<z < a und 0 <<y < b bezieht. Der Entwicklung (20) liegt
die bisher nicht erwéhnte Annahme zugrunde, da8 die Belastungs-
funktion p = f(z, y) auBerhalb des Rechtecks, in dem wir uns fiir
ihre Werte interessieren, in einer sogleich anzugebenden Weise sich
fortsetzt. Dieses Rechteck sei das im ersten Quadranten der Ko-
ordinatenebene z,y in der Abb. 78 durch Schraffur hervorgehobene
Rechteck O ABC. Bezeichnet p die Belastung in einem innerhalb
dieses Rechtecks gelegenen Punkt z,y, so ist die Belastungsfliche

um den Nullpunkt herum in der Weise fortzu-
T 8 setzen, dal sie in den Punkten — z,y; — =z,
—y und z, —y die Werte —p, p, —p
annimmt. Wenn man fiir f(x,y) auBerhalb

v
e des Rechtecks 0 <z <<a, 0<y<b diese
! Y Annahme macht, d.h. wenn man die darzu-
i 7 : A stellende Funktion p = f(z,y) als eine un-
1

|

I
1: gerade Funktion der Koordinaten z und y
e 4 betrachtet und iiber die Grenzen des Recht-
ecks in der angegebenen Weise fortsetzt,
ergibt sich fiir die Konstante a,, jedesmal
derselbe Wert wie aus (21), gleichgiiltig in
Abb. 73. welchem der vier in der Abb. 73 gezeichneten
Rechtecke die Integration ausgefiithrt wird.
Wir haben hier die Fortsetzung der Funktion f(z,y) in der Um-
gebung der Ecke # = 0, y = 0 betrachtet. Genau das Entsprechende
gilt fiir ihre Fortsetzung in der Umgebung einer anderen Ecke des
Rechtecks O A BC und wenn das Grundgebiet durch Wiederholung
dieses Vorganges beliebig erweitert wird. Aus diesen Bemerkungen ist zu
ersehen, daB durch die Doppelreihe (20) eine Funktion dargestellt
wird, welche im Grundgebiet 0 <z <a, 0 <y <b die Werte
p = f(2,y) hat und auBerhalb desselben in der angegebenen Weise
fortzusetzen ist. Im iibrigen miissen wir uns mit der Feststellung
begniigen, daB sich durch eine Doppelreihe der erwihnten Art jeden-
falls Funktionen f(z,y) im Rechteck 0 <z <a, 0 <y <b dar-
stellen lassen, welche endliche Werte besitzen, die sich im iibrigen
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im Innern des Rechtecks oder auf seinem Rande auch sprungweise
und unstetig dndern diirfen. Eine Unstetigkeit tritt ja schon ein,
wenn die Funktion f(z,y) im ersten Rechteck a.b iiberall bis an
den Rand endlich ist und stetige Werte hat, z. B. den Wert p = konst.,
denn dann miissen ihre Werte beim Durchgang durch die Seiten
des Rechtecks notwendig unstetig sich &ndern.

Als ein Beispiel sei eine Lastverteilung betrachtet, aus der sich
einige fir die Anwendungen wichtige Sonderfille herleiten lassen.
Die Belastung der rechteckigen Platte bestehe aus einem gleich-
formig verteilten Druck p, innerhalb eines ganz im Innern des
Rechtecks a-b gelegenen zweiten rechteckigen Gebiets. Die Seiten
des kleinen Rechtecks seien denen des grofien parallel. Sein Mittel-
punkt habe die Koordinaten & und #, seine Seiten moOgen die
Lingen 2% und 2o haben. Innerhalb des durch Schraffur in der
Abb. 74 hervorgehobenen Gebiets der Grund-
fliche 0 <x<<a und 0<<y<<b ist f(x,y)=p,
und auBerhalb desselben gleich Null. Der Bei-
wert @, der Doppelreihe (20) ist fiir diese
Lastverteilung aus dem Integral (21) zu be-

rechnen, welches hier gleich ©
E+u 7+o
4 . max . nxa
a,, = £} sin 27 Esin 7Y gg dy
ab a b
E—u n—v
oder
16 . ma& ., mau . nay . NAV
e, ., = ﬁ’ -8ln —— 8ln ——— 8In 2y sin —— (22)
mn a a b b
wird.

Die angenommene Druckverteilung wird also durch eine Doppel-
reihe mit den Beiwerten a__ dargestellt. Man erkennt sofort, daf

mn

sie sich in das Produkt von zwei einfachen Reihen, nimlich

4 1 . maé . mauw . max
P= P, — E —sin sin sin .
7 m

a a a
4 YY1 Sinnnnsmnnv . nmy 93
P T S (23)

spaltet. In jeder von diesen Reihen erkennen wir die Fourier-
schen Summen wieder, die wir in 23 (8.80, Gl 58) benutzt haben?).

1) Der erste Faktor stellt nach den damaligen Feststellungen im Intervall
0 < « < a der Verinderlichen z eine unstetige Funktion von z dar, deren Werte
im Stiick § —u < & < &+ w gleich 1 und auBerhalb desselben gleich Null sind.
Dirichlet hat eine solche Funktion auch als einen ,diskontinuierlichen
Faktor“ bezeichnet. Die Doppelreihe (20) spaltet sich in unserem Beispiel in
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Von dieser Druckverteilung sollen jetzt zwei Sonderfille be-
trachtet werden. Wenn das ganze Rechteck a-b durch den Druck

belastet wird, sind & = u = g und g =v= g anzunehmen. Von den

Beiwerten a,, verschwinden alle, deren Zeiger m oder n gerade
Zahlen sind, und die iibrigen werden gleich

. 16 p,

me = o (myn=1,3,5,...).

Somit wird ein gleichformiger Druck p = p, = konst. im Rechteck
0<Lz<aund 0Ly <b durch die Doppelreihe

__16p, 1  max . nay
P=-3 %’%’mnsm s> (24)

dargestellt. Nach den Bemerkungen auf S.115 geht aus (24) sofort
die Gleichung der zugehorigen elastischen Fliche

mmar ., "X

sin —— sin ——
16p a b
wIznﬁl\;)ZZ m? ngg (m,n=1,3,5,...) (25)

einer durch einen gleichférmigen Druck p, belasteten
rechteckigen Platte hervor, deren Seiten =0, x=a und
y=0, y=> geradlinig und ohne Einspannungsmomente
aufruhen. Diese Reihe konvergiert gut und kann sowohl zur Be-
rechnung der Durchbiegungen als nach ihrer zweimaligen Ableitung
auch zur Berechnung der Spannungsmomente verwendet werden. Ihr
erstes Glied (m =1, n=1)

Tx Ty
. 16p0 sm—(;smT
e

a* ' b?

ist iibrigens mit der in voriger Nummer angegebenen Niherungs-
16sung fiir eine durch einen Druck p, belasteten rechteckigen Platte
identisch. Es liegt das an der guten Konvergenz der Reihe (25),
daB die Aufstellung einer brauchbaren Néherungslosung auf dem in
82 geschilderten Wege gelang.

zwei diskontinuierliche Faktoren, deren erster den Wert 1 im Bereiche
f—u<x< E+u der Verinderlichen x und deren zweiter ihn im Bereiche
n—v <y < n+v der Verinderlichen y annimmt. AuBerhalb dieser Strecken
haben beide Faktoren (innerhalb des Grundgebietes 0 <z <@, 0 <y < bY)
den Wert Null. Das Produkt zweier derartiger unstetiger Funktionen stellt
in der Tat die angenommene Funktion p = f(z, y) richtig dar.
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p) Punktbelastung. Ein weiterer wichtiger Sonderfall der
Funktion (23) ergibt sich, wenn die Seiten 24 und 2v der recht-
eckigen Druckfliche unbegrenzt verkleinert werden, wihrend die in

ihr ibertragene Last ihren Wert P
2u-2v.py =P
beibehélt. Die Druckfunktion nimmt jetzt die Gestalt des Produktes

der zwei (divergenten) Reihen:

4P 3 3 .
P="7 sin ﬁgjsmﬁ—g—aj- 2 SlnnZnSInn—Z?i (26)

(m,n=1,2,3,...)

an.

Unter Berufung auf die Summationsregel der Nummer 24 stellt
(26) den analytischen Ausdruck einer in einem beliebigen
Punkte x =¢, y =19 des Rechtecks a-b angreifenden Einzel-
kraft P dar?), der hier ebenfalls sogleich unter Bezugnahme auf
Gl (19a) zur Angabe der Gleichung der elastischen Fliche

maf . nmy . Mur , nay
n

LP sin 7—sm—rsn——s 3
a
Wy = ;,471,7\722 (’m2 nz)‘z (27)
m n N —_
a® ' b?

(m,n=1,2,3,...) einer durch eine Einzelkraft P im Punkte
&, n belasteten rechteckigen Platte a-b sich verwerten 1ifit.

Diese beiden Grundlosungen (25 und 27) der Plattenstatik fiir
die elastischen Flichen einer durch einen gleichméBig verteilten Druck
bzw. durch eine Einzelkraft belasteten rechteckigen Platte hat Navier
im Jahre 1821, kurz nachdem die Differentialgleichung der Platten
aufgefunden worden war, angegeben?). Sie lassen sich zur Berech-
nung der Durchbiegungen von rechteckigen Platten verwenden. Man
hat auch versucht, sie zur Ermittlung der Spannungsmomente heran-
zuziehen, doch liegt es in der Natur des Spannungszustandes einer
durch eine Punktbelastung verbogenen Platte, daB sich derartige
Reihen zur zahlenmiBigen Ausrechnung der Spannungsmomente in
der Umgebung der Angriffsstelle einer Einzelkraft, wo die Spannungs-
momente ins Unbegrenzte anwachsen, nicht eignen. Man kann
rascher konvergierende Reihen fiir diese beiden Belastungsfille einer
rechteckigen Platte aufstellen.

!) In der Theorie der Biegung der rechteckigen Platte scheint Mesnager
(C. R. Paris 1917, 8. 600) die Reihe (26) zuerst benutzt zu haben.

%) Vgl. z. B. die von St. Venant erliuterte Ausgabe der Elastizititslehre
von Clebsch.
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34. Die gleichmiiBig belastete rechteckige Platte mit in einer
Ebene frei gestiitzten Seiten.

Die elastische Fliche einer gleichmiBig belasteten rechteckigen
Platte 1468t sich, wenn die Grenzbedingungen auf dem lédngeren
Seitenpaar von einfacher Art sind, bereits durch die -elastische
Fliche eines gleichmiBig belasteten Plattenstreifens annédhern, den
man aus der rechteckigen Platte durch unbegrenzte Verlingerung
dieses Seitenpaares bilden kann. Von dieser Bemerkung kann in
vielen Fillen mit Vorteil Gebrauch gemacht werden, wenn die
elastische Fliche einer rechteckigen Platte dargestellt werden soll.
Da sich diese letztere der verbogenen Mittelfliche eines unendlich
langen Plattentreifens nihert, wenn die Seitenlinge zunimmt, wird
man annehmen dirfen, daBl ein Hauptteil der Losung fiir die
elastische Fliche einer gleichméflig belasteten rechteckigen Platte
aus der verbogenen Mittelfliiche eines Plattenstreifens besteht, dessen
Breite gleich den kiirzeren Seiten des Rechtecks gewihlt und der
gemilB den Grenzbedingungen des lingeren Seiten-
paares unterstiitzt wird?).

Es bedeuten ¢ und b die Langen der Seiten des
\f < Rechtecks. Der Koordinatenanfangspunkt O werde

x in der Mitte der einen Seite (Abb. 75) und die y-Achse
in dieser angenommen, so daB das Rechteck durch
> die vier Geraden z = 0, z = a, y = =+ b/2 begrenzt
<& wird. Es sei b > a. Nach dem Vorhergesagten soll
die elastische Fliche w der rechteckigen Platte aus
zwei Flichen «’ und w” zusammengesetzt werden

w=w -+ v’ (1)
wo unter der Funktion w die elastische Fliche eines durch

einen gleichférmig verteilten Druck p=konst. belasteten
Plattenstreifens

Abb. 75.

1) Die Moglichkeit der Angabe von besser konvergenten Entwickelungen
fiir die elastische Fliche und fiir die Spannungen von rechteckigen Platten als
die Navierschen Doppelreihen hiingt wesentlich mit dieser Art der Zerlegung
ihrer Losungen zusammen. Durch sie wird eine Asymmetrie in die
Formeln hereingebracht, die aber bei ndherem Zusehen tief in den
mathematischen Problemen begriindet ist und sich durch die Tatsache erklirt,
daB ein Bestandteil der Doppelreihen von Navier in den oben im Text ab-
zuleitenden einfachen Reihen summiert erscheint. Auf die Moglichkeit der
Vereinigung eines Bestandteiles der Doppelreihe hat wohl zuerst Estanave
(Contribution & P'étude de I'équilibre élastique d'une plaque rectangulaire mince.
Theses, Paris 1900) hingewiesen. — Zur Berechnung Greenscher Funktionen
hat sich besonders A. Kneser (,Die Integralgleichungen®. (1911), § 33—35)
ihrer bedient.
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I —2aa® -+ d*x) (2)

zu verstehen ist (siehe Gl (39) 8. 70), der auf den Geraden
=0 und z=a frei aufliegt Nachdem die Funktion w’ bereits
der inhomogenen Plattengleichung geniigt, werden nur noch Lésungen
der homogenen Gleichung AAdw’ = 0 heranzuziehen sein, um
weiteren Grenzbedingungen entsprechen zu konnen. Eine solche soll

in der Form
w' —ZY s1n¥7x (8)

angenommen werden, wo Y wieder eine Funktion bedeutet, welche
nur die Koordinate y enthidlt. n ist eine ganze Zahl n=1,2,... .
Wir haben bereits die allgemeine Form der Funktion Y, angegeben
(S. 69).

Hier benutzen wir den Ausdruck fiir Y“:

Y

Y, = a_Goj nZ b naY

Gin Y 1 ¢, Gin -%y~

nay nay

+d, Cof —=, (4)
a

der die Hyperbelfunktionen enthélt. Die mit ihnen gebildeten Funk-

tionen w” teilen mit w' die gemeinsame Eigenschaft, dal sie

auf den Geraden =0 und z = a des Plattenstreifens, zu

dem wir uns das Rechteck erginzt gedacht haben, den

Navierschen Grenzbedingungen w” —0, Adw” =0 geniigen

Die im Ausdrucke von Y mnoch verfiigharen Freiwerte a,,b,,¢,,d,
werden aus den Grenzbedingungen fiir

w=1w + uw’
auf den Seiten y = + b/2 und y = — b/2 des Rechtecks zu bestimmen

sein. Zur Berechnung der a, b, c,, d empfiehlt sich, den Anteil w’
in eine Fouriersche Reihe

: p —9art _ 4pdt 1 @g /

w 24N(x 2ax® - a® x) s NZ sin (5)
(n :1,3,5,...)

zu entwickeln.

Aus dieser bereits frither benutzten (vgl. (42) S. 71) Funktion er-
halt man nach Bildung der zweiten Ableitungen die Spannungs-
momente des Anteils w': ,

, my P oy —dpd gl . maw ,
mh =Y — -é«(ax —z?) = il 2773 sin = —, myy =0 (6)

pra 3
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und die Fourier-Entwicklung der Belastungsfunktion:

dw  4p 1 . nax
p—NW=7ZTSIH at 7
Die Beiwerte a,,b,,c,,d, sollen zuerst fiir den Biegungsfall einer

rechteckigen Platte bestlmmt werden, auf deren vier Seiten die
Grenzbedingungen w =0, dw =0 erfiillt sind. Mit Riicksicht
auf die Symmetriebedingungen geniigt es, den Ausdruck von w” mit
den geraden Funktionen von y

»__ pat ( nmry nny . ’nny> . max
= NZ an@of—a + b, g & g s (8)

anzuschreiben. Wir haben vor diese Summe einen Faktor: pa‘/N,
der auch im Ausdruck der Reihe (5) fiir die Funktion w’ vorkommt,
gesetzt, lediglich um die Festwerte a, und b, in dimensionsloser
Form zu erhalten. Zur Bestimmung der Beiwerte a, und b, stehen
die Grenzbedingungen

y=_g_, w=0 und dw=0 (8a)

zur Verfiigung. Nachdem die Durchbiegung w die Summe der
Fliachen w' und w” oder gleich

w=w/+ W'
pa4 ny nny nRYYy . NAL
Zl o + a, Cof + b, Gin . }sm ” (9)

ist, haben wir

Aw:Aw'—l—Aw"
3
= paZ\ o 3—}—2nn2b @of

y \sin
jsin —-= (10)

und die Grenzbedingungen (8 a) verlangen, da8 die mit den vor-
stehenden Summen gebildeten Ausdriicke fiir y = r identisch ver-

schwinden. Es mul also jedes Reihenglied fiir sich genommen ver-
schwinden oder es miissen dazu die beiden Gleichungen

' 4
dn@Dfan + b"aneinlxn = — n5—715’
) (11)
b” (‘Sl)i 05” ﬁ?’
erfiillt sein, wo «, die Abkiirzung fiir
b
o, = = (12)

" 2a
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ist. Aus diesen zwei linearen Gleichungen ergeben sich die Fest-
werte a, und b, gleich

2(2+¢,%¢,) b 2 (13)

" A Gofe, " w3adCofe,

Mit ihrer Angabe ist die Aufgabe fiir die rechteckige Platte
gelost. Die elastische Fliche w einer durch einen gleichférmigen
Druck p belasteten rechteckigen Platte, welche auf ihrem Rande
den Grenzbedingungen w==0, dw =0 geniigt, hat die Gleichung

w =w +u'.
In ihr bedeuten

pat [zt x3 x)
o= PTG 8,
24N a® a (14)
,,__pi“_ ( nwy nay _, nng) . A
W= E a, Cof . +b, . Gin L) sin—

(n=1,3,5,...).

Unter a, und b, sind die eben ermittelten Zahlen (13) zu verstehen.
Nach Ersatz der Funktion ' durch die Reihe (5) und nach ge-
horiger Zusammenziehung der in ihr vorkommenenden Ausdriicke
laBt sich diese wichtige Losung der Biegungstheorie der recht-
eckigen Platte durch die folgende Reihe ausdriicken

4pat x11 g 2 Cof ¢, Cof 97,, + ¢, Gine, Cofn,— 7, Giny, Cofe, \ .
N2 i\ 14 Goj2e, jindy 19

(n=1,3,5,..),
sofern von den Abkiirzungen

_ nax _nay B nnb
En~ a B nn_ b “n— 2a (16)

Gebrauch gemacht wird. Die Gleichung der elastischen Flache ist
eine Reihe, deren einzelne Glieder Produkte der Funktion sin —n%x
mit aus Hyperbelfunktionen gebildeten Ausdriicken der Verdnder-
lichen y sind. Die in Mitte des Rechtecks ( =—;—, y=0>
auftretende groBte Durchbiegung [ der Platte ist wegen

n-1
sin n;zx = sin n; = (—1) % (weil n eine ungerade Zahl ist) gleich

<384 + 2= )pzl\lr o (17)
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Um die Berechnung dieser in der Theorie der Biegung einer recht-
eckigen Platte h#ufig vorkommenden Summen zu erleichtern, sind
hier zwei kleine Zahlentafeln abgedruckt, in denen einige Werte der
Exponential- und der Hyperbelfunktionen &inu, Cofu, Tgu auf-
genommen wurden, deren Argumente nach Bruchteilen und Vielfachen

der Zahl z fortschreiten (Zahlentafel 3 und 4)%)
Zahlentafel 3.

nw , nm nw
¢ 2 ©in 5 Cof 9
1 4,8105-10° 2,3013-100 | 2,5092-10°
2 2,3141-10t 1,1549-10* | 1,1592.10t
3 1,1132.10% 5,5654-10t | 5,5664-10
4 5,3550-102 2,6775-102
) 2,5760-10° 1,2880-103
6 1,239 -104 6,196 -103
7 5,961 -10* 2,981 -10*
8 2,868 -10° 1,434 -10°
9 1,380 -10° 6,898 -10°
10 6,636 -10° 3,318 -10®
11 3,192 -107 1,596 -10°
12 1,536 -108 7,678 .107
13 7,387 -10% 3,694 .108
14 3,554 -10° 1,777 .10°
15 1,709 .10 8,047 -10°
16 8,223 .10 4,112 .10
17 3,956 .10t 1,978 .10u
18 1,903 .10t 9,515 -10%
19 9,154 .10 4,577 .10
20 4,404 -10 2,202 -10%
Zahlentafel 4.
[
Lad nz (2 . NI nw
n eﬁ e Ty : 61“1—2 Cof 19 EIg 19
1 1,2993 0,76966 0,2648 1,0845 0,2560
2 1,6881 0,69237 0,5479 1,1403 0,4805
3 2,1933 0,45594 0,8687 1,3246 0,6558
4 2,8497 0,35092 1,2494 1,6003 0,7807
5 3,7025 0,27009 1,7162 1,9863 0,8640
6 4,8105 0,20788 2,3013 2,5092 0,9172
7 6,2501 0,16000 3,0451 3,2051 0,9501
8 8,1206 0,12314 3,9988 4,1219 0,9701
9 10,551 0,09478 5,228 5,323 0,9822
10 13,708 0,07295 6,818 6,891 0,9895
11 17,811 0,05614 8,876 8,934 0,9934
12 23,141 0,04321 11,549 11,592 0,9963

) An dieser Stelle sei auf das wertvolle Tafelwerk von Keiichi Hayashi:
»Fiinfstellige Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen, sowie der Funktionen
¢* und e~% mit den natiirlichen Zahlen als Argument“, Berlin und Leipzig 1921,

Vereinigung wiss. Verleger hingewiesen.
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Fiir die quadratische Platte (¢ =b) berechnen sich mit ihrer
Hilfe fiir

n—1, « = =2, a = — 0008962, b, == 0,002605,

1 1

n=3, =372, az= — 0000003242, b,=—0,000001450,

als die ersten Beiwerte a, und b, der Reihe (14). Aus diesen Zahlen
erhellt die vortreffliche Konvergenz der Reihe (17) fiir den Biegungs-
pfeil f. Das zweite Glied der Reihe (17) ist kleiner als vier Zehn-
tausendstel des ersten. Wenn man das Seitenpaar b als das lingere
wihlt, wird die Konvergenz der obigen Reihe noch besser. Es geniigt
in allen Fillen die Rechnung auf das erste Glied (n = 1) zu be-
schrinken. Fiir den Biegungspfeil der quadratrischen Platte ergibt
sich der Wert "
f = 0,00406 2. (18)
Die Reihe (14) eignet sich auch gut zur numerischen Berechnung
der Spannungsmomente. Man erhélt ihre Ausdriicke in bekannter
Weise durch Bildung der zweiten Ableitungen der Anteile w’ und w”:

x(a —x , z(a —x
mé:ﬂr), myzyp (9 )7 m;y=0 (19)
4 2.2 YV, 2 i 7 ! \“
mg = (1—v)pa®a® Xn?sin&, | a,Cof nn-rbn(\’? iy — ”/J
my = —(1—v) pata® > n¥sin &, {a,, Cof 5, + bx (nn BGiny, + Ii—v Coj %ﬂ (20>

myy=— (1 —v) pa2a® Xn2cos &, [ay Sin n,+ b, (3, Coj ., + Ginn,)] .
Aus diesen Ausdriicken entnimmt man die Werte der in der Mitte

<x:—az—, Yy = O) des Rechtecks auftretenden groBten Biegungs-

momente der Platte
’ ” oJl \ ! vt
my = my -+ m, =pa“l‘87 +n22/(— 1) 2 2*[(1—»)a, —2vb,]
n

(21)

R

’ ” 2) 7 2 n;1 2
my = my, -+ m, ;:pa~{§~n“2(—1) 2 n*[(1 —v)a,+20,]

Unter Beschrinkung aller Formeln auf das erste Glied der
Reihen, 148t sich das Ergebnis dieser Rechnung auch wie folgt zu-
sammenfassen: Man beherrscht die Gestalt der elastischen Fliche
und den Spannungszustand einer durch einen gleichférmigen Druck p
verbogenen rechteckigen Platte, welche die Navierschen Grenz-
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bedingungen w =0, Aw =0 erfiillt, mit der Funktion:

_zzi[i Y 4 g Y g zz] in 7%
=5 n5—}—a1@vf p +b, p Gin | sin - (22)
Die in dieser Gleichung vorkommenden Beiwerte a, und b,
(4 + el E)
2 2
e e AT e o @)
7° Cof 5 a° Gof 5

héngen nur vom Seitenverhdltnis ¢ —b/a des Rechtecks ab. Der
Biegungspfeil der Platte ist

f= (2 a)P0. (24

(Diese Formel unterscheidet sich von der genauen (17) dadurch,
daB wir jetzt die Funktion w' durch das erste Glied ihrer Fourier-

n-1
. R N 1)~‘ 5
d. h. Reihe — >, ~—-=7 —
reihe ersetzt, d. h. die Reihe n52 b 381 auf ihr erstes
Glied beschrinkt haben.) Mit einer fiir die praktischen Anwendungen
hinreichenden Genauigkeit sind die grofiten Biegungsmomente ge-

geben durch
1 . -
M, ey = PO° {~8_ + a2 (1 —»)a, — 2”bx)J ,
(25)
v
My max = P @ [78— —a? (1 —7)a, + 2bl)} .

Wenn b > a, & > 1, ist M, max = Mymay - Die Platte wird am stérksten
im Mittelschnitt verbogen, der parallel zum ldngeren Seitenpaar ver-

1duft. Thre grofte Inanspruchnahme ist gleich
0y = ——max (26)

wo h die Dicke der Platte bedeutet. Diese letztere ist, mit Riick-
sicht auf eine nicht zu iiberschreitende zuldssige Zugspannung ¢ aus
der Gleichung

h —_ V 6 mzmax (27)

o

oder nach Einfithrung des Wertes von m__ _ aus einer Formel

h= ng (28)

zu berechnen, in der ¢ ein nur vom Seitenverhiltnis &= b/a ab-
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hingiger Zahlenkoeffi-
zient ist. Wir haben
in der untenstehenden
Zahlentafel 5 den
Biegungspfeil f, die
beiden groften Bie-
gungsmomente in der
Plattenmitte und
schlieBlich den eben
eingefiihrten Beiwert ¢
fir einige Werte des
Seitenverhéltnisses ¢
angegeben. Der Rech-
nung ist eine Poisson-
sche Zahl Y: 0,3 zu-
grunde gelegt. Die
kleine Zahlentafel oder
die Kurven der Abb. 76

gestatten eine beque- |

me Berechnung einer
inder angegebenen Art
belasteten und unter-
stutzten rechteckigen
Platte.
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GleichméBig belastete rechteckige Platte.
Grenzbedingungen: w =0, Aw=0.

Die groBte Durchbiegung f und die Biegungsmo-

mente m,, m, in der Mitte des Rechtecks fiir ver-

schiedene Seitenverhiltnisse b/a.

? 40718, %44‘
/_‘—'
a8 —=—] 90%
e
a7 ’ qom
06 i Hife—10,072
/ rent Mac I G€7 '
0
T /ﬁ "
a5 5 0070
003 pat
N 4 0,008
g 07_"7///
N F
Eo,oﬁ e 0006
S /e
g 405 “ $5%ome, .
8 7 Wiy 1 der Mifte —]
§ o T~ 7y in der M/.f/ev’ - 0004
59 N A
003+ .
e
0,02 — 0,002
001 .
e ;‘,«‘ s
7 75 Z ] 35 %

Abb. 76.

Zahlentafel 5,

2,5 J "y
Sertenverhaltnis ba —>

Seitenlingen a und b.

Grenzbedingungen: w=0, dw=0. N=E12(1 -+
(p Druck, E Elastizitdtsmodul, » Poissonsche Zahl = 0,3 gesetzt,
h Dicke der Platte).

e Seiten- Biegungs. Biegungsmomente in der
5 verhiltnig g'l g Mitte @
A B
My 1 my,
pat

1,571 1,000 0,00406 w 0,048 pa® 0,048 p a? 0,54
2,0 1,273 0,00620 » 0,068 » 0,050 0,64
2,4 1,528 0,00789 » 0,083 0,050 0,70
2,8 1,783 0,00924 » 0,094 0,048 » 0,76
3,2 2,087 0,01026 » 0,103 0,046 » 0,79
3,6 2,292 0,01102 » 0,109 0,044 » 0,81
4,0 2,547 0,01158 » 0,114 » 0,042 » 0,83
4,4 2,801 0,01199 » 0,117 0,041 0,84
4.8 3,056 0,01229 0,119 0,040 » 0,85
5,2 3,310 0,01250 » 0,121 0,040 » 0,85
5,6 3,565 0,01265 » 0,122 » 0,039 » 0,85
6,0 3,820 0,01276 0,123 » 0,089 » 0,86
oo oo 0,01302 » 0,125 0,038 0,87
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Wir wollen schlieBlich aus der Gleichung der elastischen Fliche (14)
den Verlauf der Auflagerkrifte entlang des Randes der recht-
eckigen Platte bestimmen. Zu diesem Zweck berechnen wir aus

Ao — — 4pa‘32sin’g'n(1_(§0f77n> (29)

3 3
N n Coje,

die Ableitungen der Funktion 4w nach x und y, welche die Scher-
krifte der Platte

p— — N:aAw _ 4p)a2 cos &, <1 _ (Soin”>

ox at ~ Cofe, :
o (30)
0dw 4pa xsiné Ging
p,= — N = a 2/ on &
Y k4 n* n’ Cof«,

oder auf der Seite x =0

dpa 1 ( Cofn )
= > 1 — n
px 2 Znu @:oi“n

T

und auf der Seite y = 727

dpa v Tge, .
P, = — Z).,-Z—fﬁ—“ﬂmfn

u o

liefern.
Zu diesen Kriften treten die Ersatzscherkrifte hinzu, die aus

dem Scherungsmoment

2(1—») pa® v;cosé‘n
nd 7n® Cof

Mgy = — {— Gin 5, Coj &, + 1, Cof 5, Cof ap — e, Sint er, Sin gy}

durch Bildung der Ableitungen nach y bzw. nach x zu bestimmen
sind:

auf der Seite xz — 0:

omyy __ 2(1—v)pa

1 . - .
oy - 7t Zn‘l @Di‘l Z [nn Gin /M ("S‘Dfan — ¢, Gin &, @Dfﬂn}

und auf der Seite y = 0:

omgy _2(1 —v)paz,ocn—— Gine, Coje, Sink,

ox 7® n® Cof’ e,
Der Verlauf der Auflagerkrifte ist damit nach den Formeln
! amz:l/

9, =0, + —F > 9 =Py T 5

bestimmt. Sie lassen erkennen, da sowohl die Scherkrifte p_, p,,
als auch die Ersatzscherkrifte und damit auch die Auflagerkrifte
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i den Ecken des Rechtecks verschwinden, und daB diese letzteren
in der Mitte der Seiten ihre groBten Werte annehmen.

Fiir die quadratische Platte werden beide Maxima gleich; zur
Berechnung stehen die zwei verschiedenen Reihendarstellungen zur
Verfiigung, die in diesem Falle natiirlich denselben Wert fiir ¢ ,
ergeben miissen. Er wird aus der ersten gleich

ggnn
1 4 1 1—9 2

omax = _2—~7‘t:52 o nn_{— n Z nm pa
n“@of? n(&oi?

oder mit einer Poissonschen Zahl » = 0,3 wird die groSte Auf-
lagerkraft der quadratischen Platte gleich
4 0,7
Drmax = <% — —+0,4006 - 7-0,3717) pa=042pa
14
gefunden.

Wir wollen diesem Wert die groBten Werte der Auflagerkraft
gegeniiberstellen, die wir fiir einen gleichméBig belasteten unendlich
langen Halbstreifen von der Breite a (S. 75) berechnet haben. Sie

waren
n—1

pa 2(3 — —1) 2
qmmax :?7 Qymax: o n-g )pa‘Z(—"“{—, (n: 1, 3, 5,...)

Die Summe im Ausdruck fiir ¢, ., ist =0,917, mit » = 0,3 wird

= 0,60pa, =0,60pa.

92 max qy max

Beim Plattenstreifen ergeben sich die beiden groBten Werte, wenn
man sie auf zwei Stellen genau berechnet, gleich. Da der Halb-
streifen den zweiten Grenzfall der rechteckigen Platte bildet (fiir

. - b .
den das Seitenverhéltnis ¢ = — = oo ist), darf erwartet werden, daB
a

die beiden Maxima der Auflagerkrifte bei allen Seitenverhiltnissen
¢ = bla, die zwischen 1 (Quadrat) und co (Halbstreifen) liegen, sich
praktisch kaum voneinander unterscheiden werden. Die Rechnung
fiuhrt zu dem bemerkenswerten Ergebnis, daB die groBten
Auflagerkrafte, die in den Seitenmitten einer gleichmiBig
belasteten rechteckigen Platte mit in einer Ebene frei
gestiitzten Seiten auftreten, fiir alle moglichen Verhalt-
nisse der Seitenlingen nahezu gleich sind. Der groBte Wert
nimmt mit dem wachsenden Seitenverhiltnis etwas zu: er ist beim
Quadrat gleich 0,42 pa, beim Halbstreifen 0,50 pa, unter a die
Nadai, Elastische Platten. 9
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kleinere Seite des Rechtecks verstanden. Aufler diesen stetig ver-
teilten Auflagerkriften kommen von den Ersatzscherkriften her noch
vier gleich groBle Einzelkrafte hinzu, welche in den vier Ecken
des Rechtecks wirken. Diese Einzelkrifte haben die Grofle

2(1 —»)pa® qe, — Gine, Coj ¢,

P= a® Z n® Coffe,
Thre Richtung ist entgegengesetzt der der ¢, und g¢,; sie verhindern
das Abheben der Eckzipfel der rechteckigen Platte von ihrer Unter-

lage. (Vgl. die Abb. 34, S.76.)

35. Rechteckige Platten mit Aussteifungen. Das engmaschige
Rippennetz. Die vollkommen starren Rippen.

Die statische Wirkung von Aussteifungen einer ebenen Wandung
kann eine sehr verschiedene sein. Rippen oder an ein Blech ange-
nietete Walzeisen, deren Formé#nderungen unter den von der Platte
ausgeiibten Kriften mit den Durchbiegungen der unverstirkten Wan-
dung vergleichbar sind, wirken im allgemeinen als elastisch nach-
giebige Verbindung. Unter den verschiedenen, in den Anwendungen
vorkommenden Féallen verdienen zwei eine besondere Erwihnung,
die der Rechnung zuginglich sind. Es sind dies die Grenzfille
des engmaschigen Rippennetzes und der vollkommen starren
Rippen.

a) Das engmaschige Rippennetz mit quadratischer Feld-
teilung. Man wird die statische Wirkung eines solchen Netzes
(Abb. 77) mit gleichstarken Rippen (oder
von vielen, kreuzweise an ein Blech
angenieteten Winkeln oder Profileisen)
bereits in erster Naherung dadurch zum
Ausdruck bringen kénnen, daBl man die
Platte noch als eine isotrope betrachtet:
Eine solche Platte hat jedoch eine an-
dere Steifigkeit, als die unverstirkte.
Bedeuten 4 die Dicke der Platte, h, die
prrrprprrpgzg - Hohe und b, die Stirke der Rippen, ¢

ihre Entfernung, so wird die Rechnung

Abb. 77. statt mit der Steifigkeit der unver-

stirkten Platte: N = Eh®[12(1 — »?)

(E = Elastizititsmodul, » = Poissonsche Zahl) mit einer GroBe:
N' = E J|(1 —»*) auszufiihren sein, wo unter J das auf die (zur
Mittelebene der Platte parallele) Schwerpunktsachse des in der
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Abb. 78 schraffierten t-f6rmigen Plattenquerschnittes be-
zogene Trigheitsmoment, dividiert durch die Entfernungc¢
der Rippen zu verstehen ist.

b) Streng genommen bildet der unter a) erwihnte Fall einer
durch ein engmaschiges System von Rippen versteiften ebenen Wan-
dung bereits ein Beispiel einer Platte mit einer in den ver-
schiedenen Richtungen verschiedenen
Biegungssteifigkeit, denn das mittlere
Triagheitsmoment J hat nicht fiir alle Schnitt-
richtungen denselben Wert. Die Verschieden-
heit der Trigheitsmomente macht sich stér- 4
ker bemerkbar, wenn die Rippensysteme Abb. 78.
ein merklich verschiedenes Tréigheitsmoment J, und J, in den beiden
Richtungen haben. Eine durch zwei Scharen rechtwinklig sich kreu-
zender, dicht angeordneter Rippen nach Art der Abb. 79 versteifte
Platte bildet ein Beispiel fiir eine Platte mit zwei verschiedenen
Biegungssteifigkeiten in den betreffenden Richtungen. Das elastische
Verhalten derartiger Platten diirfte dem von M. T. Huber?') unter-
suchten Verhalten der Platten mit einer orthogonalen, zwei-
achsigen Anisotropie verwandt sein. Die glatten, aus Beton
hergestellten Platten und Decken,
die in ihrem Innern in zwei, zu-
einander senkrechten Richtungen
durch Eisenstébe verstdrkt und
tragfihig gemacht sind, bilden
ein weiteres, recht hidufig vor-
kommendes Beispiel fiir die
Platten mit einer verénderlichen
Biegungssteifigkeit, wenn die auf
die Lingeneinheit der Quer-
schnittsbreite entfallende Menge
der Eiseneinlagen in den beiden
Richtungen verschieden ist.

In seinen eben erwihnten Arbeiten hat M. T. Huber die Biegungstheorie
derartiger Platten entwickelt. L&t man die »- und y-Achse mit den ausge-
zeichneten Richtungen der Biegung (der Rippensysteme, bzw. der Eisenein-

)  Theorie der kreuzweise bewehrten Eisenbetonplatten nebst Anwen-
dungen®. Bauing. Bd. 4, 8. 354 u. ff. 1923. — Ferner: »Uber die Biegung einer
rechteckigen Platte von ungleicher Biegungssteifigkeit in der Léngs- und Quer-
richtung bei einspannungsfreier Stiitzung des Randes“. Bauing. Bd. 5, S. 259
und 305. 1924, und ,Théorie rationelle des hourdis en béton armé, con sidérés
comme plaques minces d’une simple anisotropie orthogonale. Comptes Rendus,
Paris, Bd. 170, 8. 511. 1920.

g*
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lagen) zusammenfallen, so folgen die Durchbiegungen w der orthogonal aniso-
tropen Platte nach Huber der Diﬁerentialgleichung

i) ; +Bg =p.

B ax‘l 62 x z') y?
SSteifigkeiten B, und B, hingen mit den Biegungsmomenten m,, m,
wie folgt zusammen:

2w *w 2w *w
m==8, (G5 en 5) me== B (G753,

v, ¥, sind zwei Konstante. Der Beiwert H hingt auBer von B, und B, auch
von der Steifigkeit der Platte gegen Verdrehen ab.

In der Arbeit von Huber vom Jahre 1921 sind auch Losungen der
Differentialgleichung fir das Rechteck mitgeteilt.

¢) Ein anderes Beispiel fiir eine Verbindung einer Platte mit einem
Stab ist der Plattenbalken, der in den aus Eisenbeton herge-
stellten Decken und Briickenfahrbahnen verwendet wird. Die Koppe-
lung der Biegung und der Verdrehung eines stabférmigen Korpers
(der Rippe oder des Steges) mit der Biegung der Platte fiihrt im
allgemeinen zu verwickelten Verhiltnissen. Unter der Annahme einer
vernachlissigbaren Biegungssteifigkeit der Platte hat Th. v. Karmén
neuerdings die ,mitwirkende Breite“ der Platte bestimmt?).

d) Neben diesen elastisch nachgiebigen Rip-
pen diirfte fir die Anwendungen der Grenzfall von

vollkommen starren Rippen oder Aussteifun-
gen noch Bedeutung haben, deren Forminderungen
vernachléssigt werden konnen. Thre Wirkung ist sta-
tisch gleichbedeutend mit der vollkommenen Ein-

spannung der Platte.

Ein Beispiel bietet die Aussteifung eines iiber zwei
parallele Geraden gelegten unendlich langen Platten-
streifens durch eine Anzahl in gleichen Abstéinden
angeordneten kriftigen Querrippen. Wenn der Platten-
streifen durch eine quergerichtete Last p = konst.
verbogen wird, liegt in jedem der gleichen recht-
eckigen Felder, in die er durch die Rippen geteilt
wird, der Belastungsfall einer durch einen gleichférmig
verteilten Druck belasteten rechteckigen Platte vor, von der ein
gegeniiberliegendes Seitenpaar eingespannt ist, wihrend auf dem
andern die Navierschen Grenzbedingungen erfillt sind. Der Fall 148t
sich mit Hilfe der Ansitze Gl (4) S. 121 leicht erledigen. Es seien
=0 und x=a die aufliegenden Seiten und y = + 5:2 die ein-
gespannten Seiten eines der rechteckigen Felder (Abb. 80).

1) Beitrige zur technischen Mechanik und technischen Physik, A. Féppl-
Festschrift, S.114. Berlin: Julius Springer. 1924; vgl. auch die Dissertation
von Metzer der T. H. Aachen.
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Wir begniigen uns mit einer Andeutung der Rechnung. Die
elastische Fliache w besteht aus den Anteilen »’ (Gl (5)) und w”
(Gl (8)), deren Beiwerte a, und b, wegen der verinderten Grenz-

"
, ow

bedingungen auf den Seiten y = + /2, w" = —w', T 0 jetzt

geméfl den Formeln

4(Gine, + a, Cofe,) B 4 Gine,

= = 31
n 7 (¢, + Gine, Cofe,)” ™  n°a’(x, + Gine, Cofe,) (81)
sich ergeben. Die elastische Fliche hat die Gleichung:

o, 4pat sin &, {1_@inoc,,Soivy,,+oe,,@oiocn@ofn,,—n,,@inn,,Gina,,]
WEW T =TSN nd o, +-Ginea, Cof ey, (32)
n=1,3,5,...),
wo fir
nAL nay nab
o TE TE T (33)

geschrieben steht. Die gr6B8te Durchbiegung eines Feldes ist durch
die Formel

n—1

:pm!s 4 o(—1)° (Gine,+a,Coje,)

f s -

N 384 ) < 7’ (an‘jr@inun@ofrx") } (%=1,3; 5,..-) (34)

gegeben. Mit dem Werte von a, und b, folgen die Werte des
Biegungsmomentes m, und m_in der Mitte des rechteckigen Feldes
x=al2, y=0 aus den Formeln (19) und (20), wihrend in der
Mitte der eingespannten Seiten (¢ = a/2, y = b/2)
n;_l
pa® 4pab (—1) ?
Me =My My =g Zn"((xn+@inan@oian)

(35)

sind. Die Platte wird immer in der Mitte der eingespannten Seiten
am starksten beansprucht. Die Wandstirke % eines ausgesteiften
Feldes kann hier ebenfalls aus einer Formel

h—pa}/ 2 (36)
Ozl

berechnet werden, deren Beiwert ¢ aus der umstehenden Zahlen-
tafel 6 fiir einige Seitenverhiltnisse von b/a entnommen werden kann.

Beispiel. Man berechne den groBten Durchhang und die groBte Inan-
spruchnahme einer nach Art der Abb. 81 durch Winkel ausgesteiften ebenen
Wand, die einem seitlichen Druck p ausgesetzt ist und deren Felder aus



134 Die Forminderungen und die Spannungen der biegsamen Platten.

Zahlentafel 6. Gleichformig belastete rechteckige Platte.

Seitenléngen a und b. Die Seiten 2 =0 und z = a liegen geradlinig
frei auf, die Seiten y =+ b/2 sind eingespannt.

Seitenverhaltnis e:% Beiwert ¢ | Biegungspfeil 1
0,4 0,27 —
0,6 0,42 -
0,8 0,55 0,00001 £
1 0,65 0,00189.?731
M1 07 | 00035522
1—60 = 1,667 0,82 0,00647 - ’_’Z%i
-2 0,36 0,0105 -2
oo 0,87 0,0131 .7’731

Quadraten (a = b) bestehen. Wir haben «, = "7 und einen Biegungspfeil nach

2
Gleichung
vl nT nm_ NI
— 2 B e e ——— i
f“'pai{—s—’—_s ﬁ( Y <@m g T g 2>} n=1,3,5,...
N 384 772/ n® (n w4+ Gin n x) =1,98,9,...),
n

oder hinreichend genau:

4

. T
[i_ﬁ @‘"54‘5@”72
384" 25 a+Gmnw

a4
f_P

_ pat
=¥ ——} =0,00189 N

Das groBte Biegungsmoment tritt in der Mitte der eingespannten Seite auf
und ist nach (35)
P70 S R ——
My =P L 8 a2 (x+Ginm) ~7j’
mit Beriicksichtigung des ausgeschriebenen Gliedes gleich
my, = — 0,0698 p a®.
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Die Wandstirke dieser Platte wire mit Riicksicht auf eine hochstzuldssige
Biegungsspannung o, gleich

h= 6—(7@—0647111/7)

anzunehmen.

36. Hydrostatische Druckbelastung. — Schleusentore.

a) Die Formanderungen und die Spannungen einer durch einen
hydrostatischen Druck belasteten lotrechten rechteckigen Platte lassen
sich streng berechnen, wenn ihre Rénder wie in den Beispielen der
letzten Nummern unterstiitzt sind. Beanspruchungsfille dieser Art
kommen bei den Toren vor, die in einer Schleuse zur Stauung des
Wassers dienen, Sie werden vom hydrostatischen Druck des an-
gestauten Wassers belastet und ruhen meist auf ihrem Rand mit
drei Seiten auf. Der Einfachheit halber soll zuerst von der Ver-
schiedenartigkeit der Randstiitzung
auf den vier Seiten der Platte ab- ¥
gesehen und die Art der Rand- lx
befestigung durch die Grenzbedin-

gungen w = 0, 4w = 0 zum Aus- b
druck gebracht werden. Wir wollen &
die Rechnung fiir den Fall an- B AREA

deuten, daB der Wasserspiegel Abb. 82.

gerade bis zur Oberkante der Schleusenwand reicht und wihlen
diese Seite des Rechtecks als y-Achse und die zu ihr senkrechte
Mittellinie als z-Achse. Die Breite der Platte in der wagerechten
Richtung sei b, ihre Hohe a. Bezeichnet ferner p, den in der Tiefe a
herrschenden Wasserdruck, so ist der Druck in der Tiefe z gleich

p=p,—. Er wird als eine ungerade Funktion der Koordinate &
Oq

in die Fouriersche Reihe
ntl
x 207 —1)* | nanzx
ppoEZTzQZ(‘—n—L—smAE— (n=1,2,3,..., O<z<a) (37)

entwickelt, Wir haben alsdann die Differentialgleichung
n+1

2 in
2o 31 (O U g2 (38)

unter den Grenzbedingungen r=0,r=a,y = £ b/2: w=0, Aw=0
zu integrieren, Unter diesen Umsténden fithrt wieder der Ansatz

von M. Lévy:
w————Z . - Y, )sin (39)

nmwx
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wo ¢, eine Konstante ist und Y, nur von der Veréinderlichen y ab-
hiingt, zum Ziele'). Die partikulire Losung

nwx
w = EC sm~——

geniigt der Differentialgleichung (38), wenn fiir

n+1
o _2Pa (=17 (40)

genommen wird. Von der Funktion Y, (s. 8. 121) wird nur der in y
gerade Bestandteil

Y—a@f””y+b””y@ —= (41)
P a?
0,030 l p—
0025 &;X\/ \\\
L W Ik
E::o 15 ‘6&’ / \\\"JV
B o NG 1 \
- /oj Al gk A\
0,005 2 /// :}\
y

Yo 29 Y9 45 _59 69 9 8 Y
T—
Abb. 83. Rechteckige Platte mit hydrostatischer Druckbelastung.
vps . . b .
benotigt. Die Randbedingungen y = + W= 0, 4w =10 sind er-

fillt, wenn fiir y =—I;—

Y,
¢c,+Y,=0, —dyg——-O
sind, woraus
(2+e, Tge,)c ¢
= T %28 T T 4
@ 2 Cof e, " 2C0f e, (42)

(oc” steht zur Abkiirzung fiir e, -_——271;)

) Mit diesem Belastungsfall beschéftigte sich auch Estanave (a. a. O,
Paris 1900).
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sich ergeben. Der Wasserdruck wolbt die rechteckige Platte nach
der Fliche ‘
o

w~2 c, +7Y, sm——a—x (43) 7

durch. Wir entnehmen dieser
Gleichung die Gestalt der Kurve,
nach der sich ihre lotrechte Sym-

\ ‘xy
> 77

RN

metrielinie y = 0 durchbiegt. Sie » <
wird durch die rasch konvergente
Reihe
nTL 77
T
w=D(c,+ a,)sin a Abb. 84,

n

wiedergegeben. So folgt beispielsweise fiir eine quadratische Platte
(a =b) fiir diese Kurve hinreichend genau die Gleichung

w= rO 00206 sm — —0,00016 - smLﬂ
N l_ a

4
mit einem groBten Pfeil f = 0,00208 %‘L
unterhalb der Mitte des Rechtecks, auftritt. Die Abb. 83 zeigt fiir
das quadratische Feld a =b auch den Verlauf der Biegungsmomente
m,, m, in Abhéngigkeit von der Wassertiefe  im Symmetrieschnitt
y=20.

, der bei x = 0,556 a, etwas

11,25m

6,75m

lorlager

: Abb. 85. Abb. 86.
Vorder- und Seitenansicht eines Klapptores der Schleuse des Rhein-Herne-Kanals.

b) Das Schleusentor. Zum Absperren der Schleusenkammern
der Schiffahrtskanile gegen das Oberwasser dienen Schiebe- oder
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Klapptore. Es sind dies rechteckige Platten, die entweder mit einem
kastenformigen Querschnitt oder durch Lings- und Querriegel versteift
mit nur einer Blechwandung ausgefiihrt werden®). Sie ruhen mit

Abb. 87. Rechteckiges Schiebetor in der Schleuse des
Rhein-Herne-Kanals.
Ausgefiihrt von der Gutehoffnungshiitte Oberhausen (Rheinland).

) Ein Beispiel fiir eine Anordnung eines Klapptores in einer Schleusen-
anlage bieten die Abb. 85 und 86. Die um ijhre wagerechte Unterkante in
zwei Zapfen in Lagern drehbar befestigte groBe rechteckige Platte dient zum
Absperren des Oberhaupts der Schleuse. Sie ist aus Eisen ausgefiibrt und hat
einen kastenférmigen Querschnitt von einer Hohe von 1,25 m. Die Breite des
Schleusentores betrigt 11,25 m, seine Héhe 6,755 m. Die aus Eisenblech ge-
bildeten Wandungen sind durch eiserne Lings- und Querriegel miteinander
verbunden. Zur Entlastung des Antriebes enthilt das Tor Schwimmkisten.
Obwohl durch die Anordnung dieser letzteren und der Aussteifungen eine ge-
wisse Unsicherheit fiir die Beurteilung des Trigheitsmomentes der Platte ent-
steht, wird man das Tor zweckmiBig als eine auf 3 Seiten in einer Ebene frei ge-
stiitzte rechteckige Platte mit einem mittleren, unverinderlichen Trigheitsmoment
betrachten diirfen. — Dem freundlichen Entgegenkommen der Gutehoffnungs-
hiitte in Oberhausen verdanke ich die Ansichten (Abb. 87, 88) der durch
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3 Seiten frei auf dem Mauerwerk auf (Abb. 84), die vierte
Seite wird nicht unterstiitzt und biegt sich frei durch. Dieser
Biegungsfall einer rechteckigen Platte verlangt die Integration der
Plattengleichung

= Do®
AAw_Na (44)

Abb. 88. Rechteckiges Klapptor in der Schleuse des
Rhein-Herne-Kanals.
Ausgefiihrt von der Gutehoffnungshiitte Oberhausen (Rheinland).

fiir die folgenden Grenzbedingungen:
r=a, y=+b2, w=0, dw=0, {45)
und auf der freien Seite

2w P w Pw Pw
x—O, —8—337+v—8_y_‘~'.—0’ -é—x?—l-(z——?’)axayﬁ—o- (46)

ihre bedeutenden Abmessungen bemerkenswerten Klapp- und Schiebetore
der Schleuse des Rhein-Herne-Kanals und eines Schiebetores von 70 m
Linge und 13 m Hohe fiir den Inseldurchstich in Wilhelmshaven (Abb. 89).
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Diesen Grenzbedingungen kann durch eine elastische Fliche
w = wl+ w” + w”l (47)

geniigt werden. Der Anteil w’ wird als ein partikulires Integral der
Gl. (44) angenommen. Ein solches ist

7 p0$5
— . 48
Y =120Na (48)

Abb. 89. Schiebetor fiir den Inseldurchstich in Wilhelmshaven.
Das Schiebetor ist 70 m lang, 13 m hoch und 8 m breit. — Gutehoffnungshiitte, Oberhausen.

Die Funktionen w” und w” geniigen der homogenen Plattengleichung.
Der Anteil w” wird so gewihlt, daB er zusammen mit &’ den Grenz-
bedingungen

y=+b2, wW+uw'=0, dwIAuw' =0 (49)
geniigt. Man setzt w” aus Potenzausdriicken zusammen (vgl. S. 29):

w' =c,x¢(a® —Bxy?) + ¢, (2% — 102 y* + byt + ¢y (2* 4-z9?)
+-c5(x® — 223 y? — 3yt). (50)
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Die Bedingungen (49) liefern alsdann die Beiwerte von w’:

25 15 . a 15
¢, = 16%64 €y = Saob c3=z", €, = — Faob2
b
65=——Za0,

oder w” in der Form:

sofern zur Abkiirzung

P
120N a

Ay =

gosetzt wird. Fiir die dritte Funktion w” wird schlieBlich ein An-
satz nach Gl. (36), S. 69

ZX cos—— (n=1,3,5,...)

angenommen. Nach Vereinigung der drei Funktionen ', w", w"
konnen die verfiigbaren Beiwerte im Ausdruck von X aus den Grenz-
bedingungen (45) und (46) ermittelt werden.

37. Die Formiinderungen und die Spannungen von
durchlaufenden Platten.

Die Kenntnis von gewissen Forménderungs- und Spannungszustén-
den von Platten, die in regelmiBig angeordneten Punkten durch

[ i | mmmad

[ p—
H

————— ]
H

'y
t l—‘% 26

<———Za—‘—>
Abb. 90.

Abb. 91.

Einzelkrifte belastet sind, diirfte fiir den Ingenieur nicht nur im Hin-
blick auf die Konstruktionen des Hoch- und des Griindungsbaues
von Wert sein, in denen sich &#hnliche Biegungszustinde von ver-
bogenen Platten verwirklicht finden, sondern auch aus dem Grunde,
weil unter ihnen einige zur Darstellung des Spannungsverlaufes in
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wichtigen Fillen der Beanspruchung von rechteckigen Platten dienen
und deshalb zu den Grundlsungen der Plattenstatik gezihlt werden
kénnen.

Unter den Einzelkraftsystemen mit regelméfig angeordneten An-
grifispunkten sind der Lastenzug auf einer unbegrenztenPlatte
hervorzuheben, wie ihn die Abb. 90 andeutet, und zweitens das
Einzelkraftgitter Abb. 91, das einer gleichmiafig verteilten
Last das Gleichgewicht hilt.

Abb. 92. Belastungsversuch einer durchlaufenden trigerlosen Eisen-
betondecke von A. N. Talbot und H. F. Gonnermann (,Test of a flat
slab floor“, University of Illinois Bulletin, Vol. XV, Nr. 39. 1918).

Die Decke ist in 6 mal 6 rechteckige Felder von 5,91 m.5,32 m geteilt und nach dem Vierbahnen-

system bewehrt. Plattenstiirke 21 cm. Normale Hochstlast: 1220 kg/m2. Die 4 mittleren Felder

wurden durch aufgestapelte Masseln mit 4450 kg/m2 belastet. Die Forminderungen und die
Spannungen der belasteten Decke wurden gemessen.

Denkt man sich den Lastenzug Abb. 86 auf eine unbegrenzte
Platte gestellt, so erzeugt er in ihr eine elastische Fliche, die aus
parallelen Wellenziigen besteht. Auf den im GrundriB der Abb. 90
eingezeichneten parallelen Geraden verschwinden aus Symmetrie-
grinden sowohl die Durchbiegungen, als auch die beiden Biegungs-
momente. Mit dem Spannungszustand dieser unbegrenzten Platte haben
wir uns bereits eingehend beschiftigt (Abschn. 27-—30), denn jeder der
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Parallelstreifen, in die die Ebene durch die Geraden der Abb. 90 ge-
teilt wird, ist ein durch eine Einzelkraft verbogener freiaufliegender
Plattenstreifen.

Der zweite Belastungsfall einer unbegrenzten Platte ist in den
mittleren Feldern der sogenannten ,trigerlosen Decken“ verwirk-
licht. Es sind dies durchlaufende Decken, die in einem rechtecki-
gen Gitter von Punkten durch Sdulen unterstiitzt sind. Diese wohl
erstmals in den hohen Stockwerkbauten der Vereinigten Staaten von

Abb. 93. Zum Abbruch bestimmtes Gebdude in Chicago, in dessen
6.Stockwerk die Belastungsversuche von Talbot und Gonnermann
(vgl. Abb. 92) vorgenommen wurden.

Amerika ausgefiihrten Decken werden aus Beton mit regelméiflig an-
geordneten Systemen von parallel oder auch ring- und strahlenférmig
um die S#ulen verlegten Eiseneinlagen in inniger Verbindung mit
den Séulen ohne Unterziige hergestellt und bilden ein Konstruktions-
element, das als Fundamentplatte von Gebiuden, als Fahrbahn von
Strafenbriicken und als Decke viel angewendet wird. Wegen der pilz-
artigen Erweiterung der Sdulenktpfe wurden sie auch Pilzdecken
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genannt (Abb. 93, 94)%). Fiir die Beurteilung der sparsamsten An-
ordnung und fiir die Bemessung der Eiseneinlagen diirfte die Be-
schreibung des Spannungszustandes einer in der angegebenen Weise
unterstiitzten unbegrenzten Platte, die aus einem homogenen Ma-
terial besteht, von Wert sein.

Unter den in regelmédBig angeordneten Punkten unterstiitzten
Platten zeichnet sich der obige Belastungszustand durch seine hervor-
ragenden Symmetrieeigenschaften aus. Wenn der Ingenieur es vor-

Abb. 94.

zieht, die Decken des Eisenbetonbaues ohne Unterziige glatt {iber die
Stiitzen hinweg zu filhren und sie in einem regelméfigen und meist
rechteckig angeordneten Gitter von Punkten durch die Siulen ab-
zustiitzen, so berithren sich seine gestaltenden Grundsitze bewuBt
oder unbewufit mit dem Streben des Mathematikers nach Ausschal-
tung alles Entbehrlichen und nach Vereinfachung der Form. Er darf

1) Durch das freundliche Entgegenkommen der Wayss und Freytag-
A.G., Eisenbetonunternehmung in Neustadt a. d. Haardt war es mir
moglich, im folgenden in den Abb. 94 bis 99 einige Lichtbilder ihrer sehr be-
merkenswerten Plattenkonstruktionen und Pilzdecken aufzunehmen. Es sei ihr
fiir ihre Liebenswiirdigkeit auch an dieser Stelle bestens gedankt.
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deshalb erwarten, daB derartige Belastungszustinde auch einer mathe-
matischen Behandlung gut zugéinglich sein werden?).

1) Der Biegungsfall der Pilzdecke kommt iibrigens auch in den durch
Ankerbolzen versteiften und dem Dampfdruck ausgesetzten, ebenen Wandungen
der Feuerbiichse der Lokomotive vor. Mit ihm hat sich bereits F. Grashof
(Theorie der Elastizitdt und Festigkeit, 2. Aufl., S.358. 1878) beschéftigt. Seine
Losung gibt die Scherkréfte der Platte nicht richtig wieder. Ebensowenig ver-
mochte H. T. Eddy einen genaueren Aufschlu iiber die starke Zunahme der
Spannungen in der Gegend der Stiitzpunkte zu geben. Zu einem befriedigen-

Abb. 95.

Zu Abb. 94 und 95. Pilzdecke in einem Lagerhaus (Hartpapierfabriken
Gebr. Adt, Wichtersbach). Ausfiihrung von Wayss und Freytag, A. G,
Neustadt a. d. Haardt.

Nutzlast im Erd-, 1. und 2. ObergeschoB 800 kg/qm. Spannweite der Felder: 5,34-5,50 m. Decken-
stirke 12 em. Gurtenstirke 80 ¢cm, Gurtenbreite 1,70 m.

deren Verlauf der Spannungsmomente gelangten Turneaure und Maurer durch
Niherungsansitze. Uber die #lteren, in den Vereinigten Staaten ausgebildeten
Rechnungsverfahren zur Ermittlung des Spannungsverlaufes in kontinuierlichen
Decken finden sich Einzelheiten in dem Buche von E. Probst: ,Vorlesungen
iiber Eisenbeton“, Bd. I, S. 533. 1917, Berlin: Julius Springer. Einen erheb-
lichen Fortschritt gegeniiber diesen Verfahren hat Lewe m seiner kleinen
Schrift ,Die strenge Losung des Pilzdeckenproblems®, Selbstverlag, Berlin 1922
(und in einigen Aufsitzen im ,Bauingenieur¥) erzielt. Wir kommen auf seine
Losung weiter unten zuriick. Wegen weiterer Bearbeitungen, die dieser
Nidai, Blastische Platten. 10



146 Die Formanderungen und die Spannungen der biegsamen Platten.

Durch die geraden Linien, welche die Siulenmittel oder die Stiitz-
punkte verbinden, wird die unbegrenzte Platte in gleiche rechteckige

Biegungsfall einer unbegrenzten Platte erfahren hat, sei auf die Arbeiten von
H. Marcus (Armierter Beton, 12. 1919), von N. J. Nielsen (,Spaendiger i
plader®, Dissertation, Kopenhagen 1920) und von H. M. Westergaard und
A. Slater (,Moments and stresses in slabs“, Proc. of the american concrete
institute, 17. 1921) verwiesen, deren Verfasser die Differenzenrechnung zur
Lésung dieser Randwertaufgabe der Platten anwenden. Einem Verzeichnis

Abb. 96.

der letzten Schrift ist zu entnehmen, daB die amerikanischen Ingenieure, so-
lange die theoretischen Hilfsmittel ihnen noch nicht in befriedigender Weise
zur Verfiigung standen, in der ihnen gewohnten groBziigigen Weise wohl an
mehr als zwei Dutzend mehrfelderigen Deckenkonstruktionen durch Festigkeits-
versuche, die sie in groBem MaBstabe in Gebiuden anstellten, sich die erforder-
lichen Unterlagen zu verschaffen gewuBt haben. Der Verfasser hat vor kurzem
(Z. ang. Math. Mech. Bd. 2, S. 6. 1922 und Bauing. 1924) gezeigt, daB sich
die elastische Fliche der unbegrenzten Platte durch eine Summe (GL. (1) u. (3),
S. 150) darstellen 1a8t, die den einen Bestandteil der von Lewe (a. a. 0.) fiir
denselben Belastungsfall aufgestellten Doppelsumme summiert enthilt und
sich zur Ausrechnung der in der Umgebung der Stiitzpunkte stark anwachsen-
den Momente eignet. —
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Felder geteilt und es geniigt, die Forménderung eines Feldes an-
zugeben. Es wird sich empfehlen, gleich einen Streifen von Feldern
zu betrachten und die Gleichung der elastischen Fléche der un-
begrenzten Platte fiir ihn aufzustellen. Wir bezeichnen mit 2a und
2b die Entfernungen der Stiitzpunkte und verlegen das Koordinaten-
system nach Abb. 911). Um die Grenzbedingungen fiir die verbogene
Fliche der unbegrenzten Platte anzugeben, denken wir uns die zwei
parallelen Schnitte y = + b, die den Felderstreifen begrenzen, in der

Abb. 97.

Zu Abb. 96 und 97. Pilzdecke in einem Lagerhaus. Bau Op. 75.
Ausfiihrung von Wayss und Freytag, A. G., Neustadt a. d. Haardt.

Nutzlast 1000 kg/qm. Spannweite der Felder: 4,42-4,42 m. Deckenstiirke 11 ¢cm. Gurtenstirke
26 cm. Gurtenbreite 1,40 m.

unmittelbaren Nahe der Stiitzpunktreihen derart gelegt, daB inner-
halb des Streifens kein Angriffspunkt einer konzentrierten Kraft sich
befinde. Innerhalb dieses Gebietes hat die Durchbiegung w der Platte
der Differentialgleichung

Asz%;:konst.

) In der auf der vorigen Seite zuletzt zitierten Arbeit steht fiir die Feld-
seiten @ und b, was bei einem Vergleiche der Formeln zu beachten ist.

10*
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zu geniigen, wo mit p die auf die Flicheneinheit bezogene Belastung
und mit N = Eh3[12(1 — »?) die Plattensteifigkeit bezeichnet werden
(E ist der Elastizititsmodul, » die Dicke und » die Querdehnungs-
zahl). In einem der Stiitzpunktreihe benachbarten Schnitt y = konst.
ist die gesamte, in der Nidhe eines Unterstiitzungspunktes auf den
Felderstreifen iibertragene Kraft P gleich der Hilfte der Last, welche
jede Sdule aufzunehmen hat oder P=2pab.

Abb. 98. Die Eiseneinlagen einer Pilzdecke.
Ausfiihrung von Wayss und Freytag, A. G., Neustadt a. d. Haardt.

Wir haben fiirs erste einen analytischen Ausdruck fiir einen aus
lauter gleichen Einzelkriften P zusammengestellten Lastenzug auf-
zustellen, deren Entfernung 2 a betrigt.

Wenn sich diese Kraft auf einem kurzen Stiick — ¢ <z < ¢ von
der Linge 2c¢ gleichmiBig als Scherkraft

odw P
e

y ¢
auf den herausgeschnittenen Felderstreifen y = £ b ibertragt, so
kann die Verteilung der Scherkrifte p durch die Fouriersche Reihe
P P (—1F , knc kax
— o cos—

P,=—5.— . 7_8“1

(k=1,2,3..)
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dargestellt werden. Indem wir von dieser Lastverteilung gleich zur
Punktstiitzung iibergehen und

ko kxe g kae

a

limes sin

annehmen, erhalten wir den analytischen Ausdruck fiir den aus lauter
gleichen Einzelkriften P zusammengesetzten Lastenzug mit der Teilung
2a in der fir die Rechnung geeigneten Reihel):

o Aw knx
py:——N«—a?T=— ~< —f—Z cosi>.

Abb. 99. Durchlaufende Bodenplatte eines Eisenbetonbeckens.
(Hallenschwimmbad Niirnberg). Ausfiihrung: Wayss u. Freytag A.G., Miinchen.

Die Bodenplatte hat eine Breite von 11,5 m und eine Linge von 28,3 m im Lichten. Sie ruht
auf Einzelsiulen mit dariiberliegenden Unterziigen. Spannweite der durchlaufenden Platten 8 m.
Stirke 14 bis 20 cm.

Dies ist die eine Randbedingung, der die Fliche w auf der
(eraden y = b zu geniigen hat. Die zweite ist
ow
= b —_— == .
Y Y 0
Die elastische Fliche w wird aus zwei Teillssungen w’ und w”:

w=w 4+ w’

1) Vgl. 8. 83.
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gebildet. Wir verstehen unter w' die Flache eines durch einen Druck
p = konst. belasteten Plattenstreifens:

. pb4< —y‘z)‘.’
Y=o n\ TR )

von der Breite 20 des Felderstreifens, der in den Geraden y = 4 b
eingespannt ist, so daBl sich fir y =15

ow' , P
7y =0 und py———pb:——é(—l
ergeben. Dann hat die zweite Losung w” den Randbedingungen
ow” " odw” P v knw
y=>o, By_o’ py=—N oy ——;2(—1) cos—— (2)

zu geniigen. Sie lassen sich durch die der homogenen Platten-
gleichung AAw'” = 0 geniigende Funktion:

k 7
w”=2<a (Sof»k—n—ijb ny6 Zy> skzl

befriedigen. Die Ausfithrung der in den Randbedingungen (2) vor-
geschriebenen Differentiationen ergibt nach gehériger Zusammen-
fassung der Glieder fiir die zweite Losung w” die rasch konvergente
Reihe:

o’ pa3b 7 (— 1) "Hcosfk .
2 e [Gin e, Cof nk. )

(+ o, (Sofock Cof 7, — 7, Giny, Gine, |

in der zur Abkiirzung

kanx kay kab
a

é:k =74 N = T oy, = a (4)

gesetzt und fiir £=1,2,3,... zu nehmen sind. So ergibt sich

beispielsweise die grofite Durchbiegung in der Mitte ¢ =y =0 des

Feldes gleich
pb
24 N

pa*b yv(— 1+ (Gine, + o, Cofey)
+ BN Z k® Gin’ e, '

sie ist in einer kontinuierlichen Platte mit quadratischer Feldteilung
a=~"0, wenn die Poissonsche Zahl = '/, genommen wird, gleich

pa'

0,597 os
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Zur Angabe des Verlaufes der Momente m_, m,, m,:
?w Pw *w Pw
i <ax=’ I 8y\ My o o
Pw
m,, = —N(1—») 25 ey

in der durchlaufenden Platte sind die Funktionen «' und w” zwei-
mal nach den Koordinaten abzuleiten. Der Anteil w' (1) ergibt die
elementaren Biegungsformeln:

ﬁ@,:m’:pb(lgg_y;) (5)

des eingespannten Parallelstreifens. Die Spannungsmomente, die von
der Fliche w” herriithren, zerlegen wir in die beiden Anteile:

” ” (1+v)pab 7 (— 1)fcosé&, Cofy,
= = —_—— e e 6

M =My 7 2" kGine, ’ (6)
m’;’ — m’é’

_(1—9)pabd (— 1)kcos g, . ,
= 2 N (9, Ginny, Gine, — ¢, Cofe, Cofn,] -

' — (1— v)pabZ(— 1) cos&,

Ty~ e
7 Sin’ o,

[, Coin, Gine, — o, Cofer, Siny,]

Unter der Voraussetzung, die wir der Rechnung zugrunde gelegt
haben, daB nimlich die- Stiitzkrifte der durchlaufenden Platte in
einzelnen Punkten sich auf sie tibertragen, miissen wir in der Um-
gebung ihrer Angriffspunkte ein unbegrenztes Anwachsen der Biegungs-
momente erwarten. Es lassen sich nun tatséchlich an Hand der
Formelngruppen (6) und (7) in der Umgebung der Stiitzpunkte log-
arithmisch unendlich werdende Biegungsmomente nachweisen. Wir
haben sie in den Momenten m,” und m * (6) abgesondert. Zur Fiihrung
des Nachweises schreiben wir ithre Werte an, die sie in der Ver-
bindungsgeraden y = b einer Stiitzpunktreihe annehmen:

— 1) k
m,) =m) = — Z <ﬁk Y Cotg e, cos Zx (8)

Der in dieser Reihe vorkommende Eotge, strebt mit den wachsenden
Zahlen k sehr schnell der 1 zu. Wenn man ibhn in jedem Gliede
fortliBt, entsteht eine Reihe:

(—1)k knx
3 gy ke
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die sich wesentlich nur in ihren ersten Gliedern von der urspriing-
lichen unterscheidet. Die letzte Summe ist eine der bekannten
Eulerschen Entwicklungen, auf die man durch die Potenzreihe fiir
In(1 + u) gefiihrt wird, wenn man u komplexe Werte beilegt. Sie
stellt im Intervall — a < « < a der Verdnderlichen z die folgende
Funktion von x:

1)
——1n<2cos%%>:2(——kﬂcoskzx (k=1,2,3,...) (9

dar. Indem wir von dieser Entwicklung der Funktion In <2 cos Z—Z)

in eine Fouriersche Reihe Gebrauch machen und noch eine GroBe
_ra 1
s (10)
2k
einfiihren, mit deren Hilfe sich Gotge,— 1 durch den Bruch 1 gt
ausdriicken 14Bt, erhalten wir fiir die Reihe in GL (8) die fiir
—a <z < a giiltige Gleichung:

(— 1F knz
2/ T Cotg e, cos 0

1)k g2k
anGOS——i—ZZ( 1V Z,k)cosk;:x. (11)

Wir haben im ersten Gliede auf ihrer rechten Seite den in der Um-
gebung der Stiitzpunkte z = * a(y = b) logarithmisch unendlich
werdenden Bestandteil vor uns, denn der restliche Teil in (11) stellt
einen wellenformigen Kurvenzug dar, der einer gewohnlichen Cosinus-
linie sehr dhnelt.

An Hand von (5) bis (7) und (11) lassen sich fiir die praktische
Berechnung geeignete Formeln fiir die Spannungsmomente anschreiben.
In der Verbindungslinie der Stiitzpunkte y — b sind die Biegungs-
momente durch die Formeln:

T LA L
T Ty ™WT Ty

(1+»)p —{—v)pab P’k kax)
my = my = 12008——— 2 E 1_qak)cos " J,

k
(— 1) cos e

2
’ (ak=knb’ g—e Tz‘) (12)

—my'=—(1— v)pb"’Z 4

—_—
Gin® a,
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goegeben. Die resultierenden Momente m, und m, sind die Summe
dieser drei Teilbetriige. .

Wie wir schon bemerkten, wird die durchlaufende Platte um
die Sdulen herum am stirksten beansprucht. Zur Darstellung des
Spannungsverlaufes an diesen Stellen setzen wir in den Gl (12)
& = a, ausgenommen im logarithmischen Gliede und in diesem
¥ =a — x,, unter x, eine kleine GroBe verstanden, ferner zur Ab-
kiirzung:

P
=— ) . 13
Inc Zk(l__qm:) (13)
Aus den Gl (12) ergeben sich dann die Ausdriicke fiir die Biegungs-

momente auf der Linie y =b in der Umgebung des Stiitzpunktes
r=a:

o 2
mw:(l | v)pablnncaaf:1 —pb2[%+(1——1’)2 1 }

7 Gin’e,
(1+»)pab, ncx 1 1 (14)
— 1 2| - — N
my= = el [ g+ ”>Z@in2akj

Von der in (13) eingefiihrten GroSe ¢ weist man leicht nach, daB
sie sich durch das unendliche Produkt

c=01—-¢)(1—¢)1—g")... (15)
berechnen lassen muB, sofern nur ¢ < 1 ist, was fiir alle Seiten-
verhiltnisse b:a > 1 in der Tat der Fall ist. (Zum Beweise hat man
nur den Logarithmus des unendlichen Produktes zu bilden.) Wahlt
man also die lidngere Seite des Feldes zur Seite b, so wird
g =e~7%a ein kleiner Bruch und man erkennt, daf sowohl (13)
als (15) auBerordentlich rasch konvergieren, fiir den hier verfolgten
Zweck ist bereits hinreichend genau ¢~ 1 — ¢°.

Wenn man die Ausdriicke (14) mit den Formeln fiir das radiale
und das tangentiale Biegungsmoment m, und m, einer in ihrem
Mittelpunkt durch eine Einzelkraft @ belasteten und auf ihrem Um-
fang r = a, frei aufliegenden kreisformigen Platte:

1-+» a 14w a, 11—

m =%, B B2 g
vergleicht, kann man auch sagen, dafl das Gebiet um eine Séule
der durchlaufenden Decke herum, abgesehen von zwei sogleich an-
zugebenden gleichmiBigen Biegungsmomenten m, und m,, welche
sie in der Richtung der x- bzw. der y-Achse verbiegen, ebenso be-
ansprucht wird, wie der mittlere Teil einer kreisférmigen Platte, die
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auf einem Kreise vom Halbmesser
a a
aozﬁ=n(1 — )P (1 —¢*R. ..
frei aufruht und in ihrem Mittelpunkt eine Einzelkraft
Q= —4pad
gleich der Feldbelastung trigt. Die zusitzlichen Momente ergeben
sich durch den Vergleich von (15) und (16):

ml=-—pb2{ %—[—(1—1»)2 ! ]

m, = — pb? [— —1—-—{—(1—v)<2—#1——+i>}.
: 3 Sinte, | mb

Fiir die gréBte Inanspruchnahme der durchlaufenden Platte ist
die Stirke der Konzentration der Stiitzkraft @ oder anders aus-
gedriickt das Verhéltnis einer linearen Abmessung der Fliche, in der
sich die Kraft @ auf die Platte iibertrigt, zu einer Abmessung der
Platte, beispielsweise der Lénge 2a oder 2b der Seiten eines Feldes
mafigebend. Wir kénnen, dhnlich wie wir die Biegungsbeanspruchung
einer kreisférmigen Platte durch eine Einzelkraft abgeschitzt haben,
annehmen, dal die Fldche, in der die Platte ihre Belastung auf eine
Saule ubertragt, ein Kreis vom Halbmesser ¢ sei, und daB der Druck @
sich gleichméBig in ihm verteile. Im Mittelpunkt des Kreises er-
geben sich dann die Maxima der Biegungsmomente der durchlaufen-
den Platte:

b
m, = — 222 [(1 +v>1n%+1} +m,,
b
my:_%_[(l—}—v)ln%—i—l]—[—mg.

Die entsprechenden Randspannungen in den Oberflichenschichten
6
e

Der Verlauf der Biegungsspannungen o, und o, unter der Ober-
flichenschicht z == k(2 ist fiir eine gleichmiBig belastete durchlaufende
Platte, die in einem quadratischen Gitter von Punkten unterstiitzt
ist, aus der Abb. 100 zu ersehen. In derselben ist nur ein Viertel
eines Feldes gezeichnet. O ist die Mitte eines Feldes, die gegeniiber-
liegende Ecke ein Stiitzpunkt. Die Kurven der grofiten Rand-
spannungen sind fir den seitenhalbierenden Schnitt y — O eines
Feldes, fiir einen Schnitt y = a, der durch eine Stiitzpunktreihe geht,
und entlang einer Diagonalen eines Feldes angegeben. Zur Angabe
der Spannungen ¢, und o, in den Diagonalen bedarf es keiner be-

h .
2=+ 5 der Platte sind o,,, = 4+ 55 m,, m,.
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sonderen Rechnung, sie ergeben sich aus den Spannungen in den
beiden vorerwihnten Schnitten auf Grund der Bemerkung, daf die
resultierende Belastung der durchlaufenden Platte aus zwei gleichen
Lastsystemen vom halben Druck p und den Gitterkonstanten ¥2a
erzeugt gedacht werden kann.

2

N
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Abb. 100, Die Biegungsspannungen der Oberflichenschicht z=7%/2
einer gleichmiBig belasteten durchlaufenden Platte, die in einem
quadratischen Gitter von Punkten unterstiitzt ist.
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Aus der Abb. 100 ist zu ersehen, da um jeden Stiitzpunkt eine
geschlossene Kurve sich angeben 148t, auf der das um die Tangenten-
richtung drehende Biegungsmoment verschwindet. Sie schneidet die
Diagonale eines quadratischen Feldes in einer Entfernung 0,46 ¢ und
die Seiten in einem Abstand 0,42 ¢ vom Siulenmittel und unter-
scheidet sich demnach nur wenig von einem Kreis vom Halbmesser
0,44 a. Das Gebiet innerhalb dieser Kurve wird also angenihert wie
eine durch einen gleichformigen Druck p und aulerdem durch eine
Einzelkraft P= — 4pa® in ihrem Mittelpunkt belastete kreisformige
Platte beansprucht, die man sich in einem Loch in die durchlaufende
Platte frei drehbar eingehingt vorstellen kann?).

38. Die Liosung des Pilzdeckenproblems durch Doppelreihen
von V. Lewe.

In seinen schon erwdhnten Arbeiten?) hat Lewe die Gleichungen
der elastischen Flichen von durchlaufenden Platten durch trigono-
metrische Doppelreihen ausgedriickt. Man wird auf diese Form der
Losung gefiihrt, wenn man die Belastungsfliche der durchlaufenden
Platte durch eine solche Reihe darstellt. Fiir ein mittleres Feld
einer Pilzdecke, wie wir es in den beiden vorigen Nummern be-
trachteten, kann die Belastungsfliche durch eine doppeltperiodische
Funktion der Koordinaten  und y dargestellt werden. Wir nehmen
an, daB das Feld durch einen Druck p = konst. belastet sei. Die
Belastung 4 pab eines jeden Feldes wird durch je eine Sdule auf-
genommen. Die Stiitzkraft der Séule kann hier durch eine gleich-

méfig verteilte Last g =&p_ zum Ausdruck gebracht werden, die

sich innerhalb eines kleinen Rechteckes von den Seiten 2ca und
2pb auf die Platte iibertrigt. Die Belastungsfliche f(z, y) besteht
dann aus 2 Teilen, némlich einem Druck f,(x,y)= p = konst,,
der auf dem ganzen Felde 2a><2b lastet, und einem Druck

f (@, y)=— o:%’ der nur innerhalb des kleinen Rechtecks 2aa><20b

sich auf dasselbe iibertragt.

1) Die amerikanischen Ingenieure Turneaure und Maurer haben ihrer
Berechnungsmethode der eisenbewehrten durchlaufenden Decken eine derartige
Annahme aus abschidtzenden Betrachtungen heraus zugrunde gelegt, wobei sie
das Gebiet um die Sdulen herum als eine kreisférmige ,Kragplatte* auffaBten,
deren Halbmesser sie in guter Ubereinstimmung mit dem obigen Niherungs-
ergebnis auf ein Fiinftel der Sdulenentfernung eingeschitzt haben. Vgl. E. Probst,
Vorl. iiber Eisenbeton, I. Bd., 8. 520. 1917.)

?) S. die Anmerkung auf S. 145.
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Die allgemeinste doppeltperiodische Funktion, die eine gerade
Funktion der Koordinaten x und y ist, hat die Form:

max
f(x, y) EB cos - 7n +20 cos —[~.400
—{—ZZAmncosriZ—xc SKZJJ, (17)
1 1

Wir erhalten die Beiwerte dieser Summen, wenn wir die vorstehende
nax

Gleichung der Reihe nach mit cos , mit cos rry , mit 1, und

. nr
mit cos e cos

vy
b

multiplizieren und sie hierauf nach z und

nach y zwischen den Grenzen O und a bzw. 0 und b integrieren:

xdxdy,

2
B, = pry ff(x, y)- cos K
(18)

_i(f vay
C,= b f(x, y)cos 3 dzdy,

00 = Elgﬂf(x, y)dzdy,
4, = %fff(x, y) cos £

Wenden wir diese Formeln auf die Belastungsfliche f(z,y) der
Pilzdecke an, so erhalten wir 4, =0 und mit den Abkiirzungen
E=ula, n=y/b die von Lewe auf anderem Wege abgeleitete
Reihe:

4
(19)

Teos XY qx dy.

2x 1 .
f(x,y)~ T an < Esmmnacosmnf
2 1
-——22 ;[sinnnﬂeosnm; (20)

. ——smmnusmmn smnn Bln’lbﬂ
a3yl foinnnpainns.

Nachdem die Lastverteilung p = f(z, y) entwickelt ist, bietet es keine
Schwierigkeiten die zugehorige doppeltperiodische elastische Fliche
aus der Differentialgleichung

NAdw=f(x,y) (21)
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hinzuschreiben.» Sie ist

2p (at 1 . bt 1
W= w, — nsN{?gzrmsmmnoccosmn&—{—7;—‘2'%.—,j cosnnﬂcosnn&}

(22)

4pa4b422 sinmaasinnzf cosmal cosnmy
afaN< mn (m?b® 4 n?a?)? ’

Lewe hat mit Hilfe dieser Gleichung auch die Momente der durch-
laufenden Platte berechnet und im AnschluB an diese Losung eine
Reihe von verwandten Belastungszustinden untersucht, 5o heispicls-
weise unbegrenzte Platten mit einzelnen gleichmiBig belasteten Feldern
oder streifenformigen Belastungsgebieten, Geht man in seiner Reihe
(22) zu @ = B =0 iber, so erscheint die elastische Fliche der gleich-
formig belasteten unbegrenzten Platte, die in einem rechteckigen Gitter
von Punkten durch Einzelkrifte unterstiitzt ist, in der Form

2p cosmn§ COB N 7T
W=1w, — 4N{ 2 + b42—47]‘}

s (23)

_ 4pa4b422 cosmmécosnan
(m?b% 4+ n? a?)?

Die fiir denselben Belastungsfall von uns entwickelte Losung (37)
enthdlt den einen Bestandteil der Leweschen Doppelreihe bereits
summiert. Lewe hat neuerdings auf dem geschilderten Weg auch
die Losung fiir eine durchlaufende Fundamentplatte ange-
geben, die die Lasten eines Gebdudes durch Siulen in einem recht-
eckigen Gitter von Punkten aufnimmt und auf den elastisch nach-
giebigen Untergrund iibertrigt*).

39. Durch Einzelkriifte belastete rechteckige Platten.

Einige Belastungsfille dieser Art in rechteckigen Platten und in
Parallelstreifen lassen sich durch die Uberlagerung von Einzelkraft-
systemen mit regelméBig angeordneten Angriffspunkten bilden. Als
solche kommen insbesondere der Lastenzug des freiaufliegenden
Plattenstreifens (Abb 90, 37, S.141) und das Kraftsystem in Be-
tracht, bei dem eine iiber der Platte gleichférmig verteilte Last
durch ein System von Einzelkréiften abgefangen wird, deren Angriffs-
punkte ein rechteckiges Gitter von Punkten (Abb. 91, 37, S.141)
bilden.

a) Die elastische Fldche eines Halbstreifens, der in
einem beliebigen Punkt eine Einzelkraft trigt. Ein Lasten-

1) Dag umgekehrte Pilzdeckenproblem, Bauing. 1923.
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zug, der aus lauter parallelen und gleichen Einzelkriften P besteht,
die in abwechselnder Richtung in den markierten Punkten der
Abb. 90 wirken, erzeugt die in 25 G (68) angegebene elastische Fliche

nay
Pa® e ¢ nxy\ . naf . nax
Y 2n"N2 n® (1 - a y) s —wa}i Sy (1)
(y>0,n=1,2,3,...).
Ihre Gleichung bezieht sich auf ein <—a—>—a—=
Achsensystem «, y, dessen Ursprung - 2| P _p
in der Abb.101 mit O bezeichnet 0”":; ] ?
ist. Wenn man diese Fliche auf ¥|% i s !
ein Achsensystem x, y bezieht, dessen >4 ~x E E i
Ursprung O, um eine Strecke 7 ° o | 6 .
in der Richtung der negativen y- * i P
Achse verschoben ist, hat die Einzel-

kraft P, deren Angriffspunkt in der Abb. 101.

Abb. 101 mit P, bezeichnet ist, die

Koordinaten z —§, y=17. Ihre Gleichung geht aus (1) hervor,
wenn y durch y — # ersetzt wird.

Mit Hilfe der Fliche w, ldBt sich die elastische Fliche eines
Halbstreifens angeben, der in einem beliebigen Punkt eine Kinzel-
kraft trigt. Man erhilt eine derartige Fliche, wenn auf die Platte
ein zweiter Lastenzug gestellt wird, dessen Krifte -+ P, wie in
Abb. 101 auf einer zur ersten Angriffspunktenreihe parallelen Geraden
y == — n angreifen. Bezeichnet w, den Beitrag, den dieser zweite
Lastenzug zur Durchbiegung liefert, so ist ersichtlich die Gleichung
von w, (auf O, als Ursprung bezogen)

nw
— Pa?® e_T(Hmf nmx . naf . nax
W=y 5y D 1yt sin Ssinm = (g

> — )
Bei der Uberlagerung von w, und w, heben sich auf der z-Achse
die Durchbiegungen w, gegen w, auf und die Summe

w = w; - W, (3)
stellt die seitlichen Ausbiegungen einer unbegrenzten Platte dar,
deren Ordinaten w und 4w auBer auf den Parallelen £ =0, + a,
+ 2a,... auch auf der Geraden y = 0 verschwinden. In jedem in
Abb. 101 von zwei Parallelen und der z-Achse begrenzten Halb-
streifen greift eine Einzelkraft P an. Im Halbstreifen 0 <z < a,
y > 0 wirkt die Einzelkraft P im Punkte x =&, y = 7. Die beiden
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Summen w, und w, kénnen in eine einzige zusammengezogen werden!).
Sie lautet:

nwy

Pa? e ° nny) . many  nay nmq . nré . nax
n3N2 e [(1—{— p, Sin T a Cof ——|sin— sin

a
n

(rn=1,2,3,

b) Der freiaufliegende Parallelstreifen mit einer Einzel-
kraftreihe. Dieser Biegungszustand entsteht aus Gl (1), wenn man
auf der unbegrenzten Platte die Lastenziige (Abb. 90) in gleichen
Abstéinden parallel nebeneinander wie in Abb. 102 stellt; seine
elastische Fliche hat die Gleichung

Pa*® nay nay nay\ . naf& . nax
. } b ;
w - (an@‘,of a +b, . Gin a )sm sin (5)

~ 225N a
mit den Beiwerten

1+« Cotge 1
a”z%é%’ W= sgme P=LB3) O
Hier bedeuten a die Breite des Parallelstreifens, 25 die Entfernung
der Kraftreihen, P die Einzelkrifte, £ die
Entfernung ihrer Angriffspunkte von der
Seite * = 0 des Parallelstreifens, N die
Plattensteifigkeit und e,

| o, =——". (7)

Fiigt man zu w, Gl. (5), die elastische Fliche
eines gleichformig belasteten, freiaufliegen-
den Plattenstreifens

b-,’(—b_>

R 4 3 3
Abb. 102. W= o5 @ — 20’ +d’z)  (8)

hinzu und bestimmt die Einzelkrifte P so, daB firox=¢& w-t+uw' =0
wird, so stellt die Summe w4 w’ die Gleichung der Fliche dar,
nach der sich eine iiber zwei parallele Winde gelegte Platte
oder Decke, die auBerdem durch eine Sdulenreihe unter-

1) Bei der Zusammensetzung der Reihen w, und w, ist zu beachten, da
gie in verschiedenen Bereichen der Verinderlichen y giiltig sind, die Summe
w, +w, gilt natiirlich nur dort, wo die beiden Bereiche sich iiberdecken. Das
ist bei der Summe (4) das Gebiet y <<y << 0c. Die Gleichung der AnschluB-
fliche im Stiick 0 <C y <<% des Halbstreifens geht aus (4) nach Vertauschung
von 7 mit y hervor.

)
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stiitzt wird, unter ihrem Eigengewicht oder einer gleich-
féormig verteilten Last p durchbiegt.

Egs ist der Erwdhnung wert, daf man zu dem Biegungs-
zustand b, GL (5), auch auf dem Wege iiber die Losung der
Pilzdecke gelangen kann. Fiigt man ndmlich zum Spannungs-
zustand einer solchen Decke, wie er in 87 beschrieben wurde,
einen gleichen Zustand hinzu, bei dem jedoch 1. der Druck ent-
gegengesetzt gerichtet ist und bei dem 2. das Angriffspunktgitter
gegen das erste um ein bestimmtes MaB in der Richtung der
x-Achse verschoben ist, so heben sich die gleichférmig verteilten
Drucke auf und es verbleibt ein Lastsystem, das nur aus Einzel-
kriften besteht, deren Angriffspunkte wagerechte und lotrechte
Reihen bilden. Daraus folgt weiter, daf man die Spannungsmomente
in diesem Fall auf Grund der in 87 abgeleiteten Formeln bereits
beherrscht. Die schraffierten Streifen in Abb. 102 haben positive, die
nichtschraffierten Streifen negative Durchbiegungen.

c) Die rechteckige Platte mit einer Einzelkraft. Durch
zwei, nach Abb. 103 ineinander geschachtelte Einzelkraftsysteme der
eben besprochenen Art entstehen schlieflich
zwei zueinander senkrechte Systeme von 1L
parallelen Knotenlinien, auf denen w und
Aw verschwinden. Sie teilen die unbegrenzte i
Platte in gleiche Rechtecke von den Seiten- -
lingen @ und b, deren jedes in seinem )
Innern eine Einzelkraft P tragt. Das ist
der Naviersche Biegungsfall einer 7
rechteckigen Platte, fiir den in 33 eine __% A -
Doppelreihe aufgestellt wurde. Wir erkennen, /
daB man ihren Spannungszustand mit Hilfe
der oben ermittelten Momente der Pilzdecke
bestimmen kann. Da diese letzteren fiir ein
gegebenes Verhéltnis von b zu a nur einmal
zu ermitteln sind, gestatten die Momentenkurven, die man fiir einzelne
Schnitte y = konst. berechnet hat, die Konstruktion der Momenten-
linien fiir eine auf der rechteckigen Platte wandernden Last P. Ihr
Verlauf im Rechteck fiir eine gegebene Stellung der Einzelkraft P
ergibt sich durch Verschieben der Momentenkurven des eben be-
trachteten Parallelstreifens?).

3

L5 8.

Abb. 103.

1) Mit diesem Belastungsfall beschiftigte sich auch S. Timoschenko
(Bauing. 1922, S. 51), der in einigen Sonderfillen die elastische Fliche
einer durch eine Einzelkraft belasteten rechteckigen Platte durch Reihen aus-
gedriickt hat.

Nidai, Elastische Platten. 11
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d) Acht nach Abb. 104 ineinander gestellte Gitter ergeben die
elastische Fliche eines durch eine Einzelkraft belasteten, gleich-
schenkligen und rechtwinkligen Dreiecks.

e) Zwolf Gitter nach Abb.105 ergeben die elastische Fliche eines
gleichseitigen Dreiecks unter denselben Grenzbedingungen. In
den angefiihrten Beispielen verschwinden auf den in den Abb. 103 bis
105 gezeichneten Netzen von geraden Linien die Durchbiegungen w
und 4w, d.h. auch die beiden Biegungsmomente?).

I 1 :\/ \V4 \/:\/ AVARAV/
=S ‘2"3 3“2 A A
NP2 NPZ N IAVAVAVAVAVA
1 AN ANANAYWANEA
Abb. 104. Abb. 105,

40. Einzelmomente.

Die elastische Fliche einer im Punkte &,# durch eine Einzel-
kraft P belasteten Platte mdge in der Form

w=Pw(¢, 1, z,9) (9)

geschrieben werden, wo w (&, %, %,y) eine Funktion der Koordi-
naten &, des Angriffspunktes der Kraft P und laufenden Koordi-
naten z,y ist. Die Gleichung der verbogenen Mittelfliche einer
Platte, welche eine Last P im Punkte & 4 4&,  trigt und auBerdem
im Punkte &, durch eine zu ihr entgegengesetzt gerichtete Kraft P
belastet ist, lautet:

w=Plo@E4-4&9,2,9)— @, 1,2,9)]. (10)
Wir wollen in dieser Gleichung das Moment M, des von den beiden
Kriften P gebildeten Paares
M, =PA¢

1) Die Synthese der vorstehenden Losungen leitet in das Gebiet der
Funktionentheorie und im besonderen in die Theorie der doppeltperiodischen
Funktionen einer komplexen Verénderlichen a4 iy iiber, in der weitere Hilfs-
mittel zur Aufstellung rasch konvergenter Entwicklungen fiir derartige Be-
lastungszustinde bereitgestellt sind. Vgl. Z. ang. Math. Mech. Bd. 2. 8. 1.
1922. — Mit diesen Belastungsfillen hat sich auch Galerkin in in russischer
Sprache erschienenen Arbeiten beschiftigt.
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einfiihren. Wenn wir dann den Abstand A& der beiden Angriffs-
punkte unbegrenzt verkleinern und die Krifte P des Paares in dem-
selben Mafle vergroflern, wie A& abnimmt, so wird der neben M.
stehende Ausdruck in der Grenze fiir lim 4& =0 die partielle Ab-
leitung ?w/0& der Funktion w nach & und wir erhalten in
ow

M1 "a'g (11)
die Gleichung der elastischen Fliche einer Platte, welche dieselben
Grenzbedingungen wie die Fliche w, Gl. (9), erfiillt und im Punkte &
durch ein Einzelmoment M, belastet ist. Seine Achse (die nach
jener Seite gerichtet angenommen sei, von der aus es entgegen dem

Uhrzeigersinn dreht) ist ein mit der positiven y-Achse gleich ge-
richteter Vektor.

Beispiele. 1. Man erhdlt beispielsweise aus der Gleichung der elastischen

Fliche einer im Punkte &, 4 durch eine Einzelkraft P belasteten rechteckigen
Platte (GI. (2”) S. 119)

_ sin maé . nxny . mazr . nwy
N abN 22 <m2 n2> o STy s mEn s (12)
b‘z

nachdem man den Buchstaben P durch M, ersetzt und die rechte Seite dieser
Gleichung nach & partiell abgeleiﬁet hat,

mnxé . nman maxr , nxw
1:n3a~bN22 m: S sin b sin 77—sm~by (13)
(% bn>
die Gleichung der elastischen Fliche einer rechteckigen Platte, die im

Punkte &,  durch ein Einzelmoment M, mit einem zur y-Achse parallelen
Achsvektor belastet ist.

2. In &hnlicher Weise folgt aus der Gleichung der verbogenen Fliche

=" -
Pa? e ° [ } .l . nmz

=GN R l—}——/ (y—7) | sin 4 fin— (y>n) (14
eines durch die Geraden =0 und = =a begrenzten Parallelstreifens, der im
Punkte &, 4 eine Einzelkraft P trigt, die Gleichung der Mittelfliche

_nxy

§ «in T
?;W S in 7 0 (15)
eines durch ein Einzelmoment M belasteten Plattenstreifens, das im Punkte
&,7=0 angreift und dessen Achsvektor entgegen der positiven x-Achse ge-

richtet ist (Abb. 106). Von der Reihe (15) wurde in Abschn. 27 nachgewiesen,
daB sie die Funktion
(Snif%/~cos r@+f)

My
8“Nln6ilﬂ_cosfﬁ_§) (16)
darstellt. 0 a

w =

11*
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Der Fall erhilt ein praktisches Interesse, weil der hier behandelte Spannungs-
zustand etwa der Riickwirkung einer Sdule auf die mit ihr fest verbundene
biegungssteife Platte entspricht, wenn die S#@ule, wie dies bei den Eisenbeton-
decken héufig vorkommt, durch die Decke hindurchgefiihrt ist (Abb. 107)- Aller-
dings wird die Losung im Angriffspunkte singulir und in seiner niheren Um-
gebung noch nicht zur Berechnung der Spannungsmomente brauchbar.

a >
¥
M (i)‘ X U
@5—6——> p. J
-~
Abb. 107.
Abb. 106.

41. Die Biegungsschwingungen der rechteckigen Platte.

Eine diinne Platte kann wegen ihrer Biegungselastizitit zu
Schwingungen um ihre Gleichgewichtslage angeregt werden. Die
Erzitterungen der Winde und der Decken von Gebduden durch den
StraBenverkehr oder durch die Riickwirkung von periodisch wechseln-
den Kriiften, die beispielsweise von in den Gebduden untergebrachten
Maschinen mit hin und her gehenden Massen herrithren kénnen, sind
geldufige Beispiele fiir die Biegungsschwingungen von elastischen
Platten. Man erhélt die Differentialgleichung ihrer Durchbiegungen w’

aus der Plattengleichung:

y_ P
Addw =3 (1)
wenn man die Belastung p’ der Platte den Trigheitskréften ihrer
Massenteilchen wihrend der schwingenden Bewegung gleich setzt.
Bezeichnet y das spezifische Gewicht, » die Dicke und g die Erd-
beschleunigung, so ist yh/g die Masse der Platte bezogen auf die
Fliacheneinheit ihrer Mittelebene. Die auf diese letztere bezogene
Trégheitskraft ist gleich

yh 0w
= ——7' atQ * (2)

t ist die Zeit. Nach Einsetzen dieses Ausdruckes der Belastung p
in GL (1) erhalten wir

4

yh O?uw

AdAdw =
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die partielle Differentialgleichung der Durchbiegung der schwingenden
Platten.

Losungen dieser Gleichung sind
w =w(,y)sinwt oder w(z,y) coswt, (4)

sofern die nur von den Koordinaten x und y abhiingige Funktion
w (2, y) aus der partiellen Differentialgleichung

_o®yh

AAw N w (5)
bestimmt wird. In einem Rechteck geniigen ihr die Funktionen
. anx ., Bay
— _ 6
w = osin—-—sin —-=, (6)

wo « und § ganze Zahlen, ¢ und b die Seiten des Rechteckes sind
und ¢ eine Konstante ist, wenn

“‘.’ . ﬂ‘l 2 . w?}/h
O @
oder w gleich
A Y T 2 8
w_<a2+b‘3>n yh ®)

gesetzt wird,
Die Losungen der Gl (3):

w' = c¢sin a;w sinﬂ—zy sin |::'z"’ (f?i + ’8—> 9N t] 9)

a ") an

(und eine entsprechende Funktion, in der der von der Zeit abhingige
Bestandteil den Cosinus an Stelle des Sinus enthélt) stellen mit der
Zeit t periodisch wiederkehrende Formen oder Schwingungen einer
rechteckigen Platte dar. Auf den vier Seiten eines Rechteckes z = 0,
x=a, y=0 und y=0>b werden zu allen Zeiten ¢ die Grenz-
bedingungen w= 0 und dw =0 erfiillt. Die Dauer der Schwin-
gungen ist
r o2 2 a? b? 12(1 —»9)y
“= o Tan@r i pS ) B

Wir erhalten, wenn « = =1 angenommen wird, die Schwingung
mit der lingsten Dauer oder die Grundschwingung

(10)

2 a?b? 12(1 — %)y
S S S (a® be) : Eg T (11)
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bei Platten mit geniigend kleinen Dimensionen den tiefsten musika-
lischen Ton oder den Grundton, zu dem eine in einer Ebene
frei aufgestiitzte rechteckige Platte angeregt werden kann. Wenn
«=pf=2,3,4,... angenommen wird, gibt es zu den Seiten des
Rechteckes parallele Linien, lings welchen die Platte dauernd in
Ruhe bleibt — sogenannte Knotenlinien —, die das Rechteck in
geometrisch zum UmriB &hnliche Rechtecke teilen. Wenn « un-
gleich f ist, teilen die Knotenlinien das Grundgebiet in Rechtecke,
die nicht &hnlich zum Umri sind.

Die aus mehreren einfachen Schwingungen durch Uberlagerung
gebildeten Bewegungen sind bei einer rechteckigen Platte schwer zu
iibersehen. Im allgemeinen ergeben sich bereits, wenn man nur zwei
einfache Schwingungen der eben beschriebenen Art zusammensetzt,
die verwickeltsten Bewegungen der Knotenlinien. Die resultierende
Bewegung von zwei einfachen Schwingungen
w=w, sin 277 . smﬂ’—fsmwltﬁ—w2 fsinﬁg—gf sinﬂgzysinwzt, (12)
WO oy, 0y, By, B, ganze Zahlen sind und die Beiwerte w, bzw. w,
nach (8) angenommen werden miissen, ist streng genommen nur
dann eine periodische Bewegung, wenn das Verhiltnis der beiden
Schwingungsdauern

. + ﬂe
1 (13)
T, /31

a2 +

eine rationale Zahl ist. Das ist der Fall, wenn b%:qa? rational ist.
Im allgemeinen gibt es bei der Bewegung nach (12) nur eine An-
zahl diskreter Punkte im Innern der Platte, welche dauernd in Ruhe
bleiben. Es sind dies die Schnittpunkte der Geradensysteme:

e, =(1,2,...,¢ —1)

Im2=(1,2,...,¢x2—1)£—

2
und

N (14
y2=(1,2,...,/32——1)z lylz(1,2,...,ﬁ —1)73:

Wenn o, —w,, T, =1T,, die Schwingungsdauern der einfachen
Schwingungen gleich sind, 1aBt sich der Faktor sinw,? in (12) aus-

klammern. In diesem Falle gibt die Bedingung fiir das Verschwinden
des von der Zeit unabhingigen Faktors in dieser Gleichung oder von

w, sin 477 /31 in 7% g P g (15)

4 w,sin -2~ gin
2 a b
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zur Entstehung von Knotenlinien Anlag, entlang von welchen die
Platte dauernd in Ruhe bleibt. Die Abb. 108 zeigen die Gestalt
dieser Linien einer schwingenden quadratischen Platte fiir einige
Sonderwerte des Verhéltnisses von w,:w,.")

a=1, =2,
=2, f=1.

=70y m,-10210; 70,-2 0,
a=1, =4, T0p=-10y 7,--10210, p—y
a, =4, fy=1.

1,==357 10, 702--70 10, Tup~— o070y

oy = 1 ) ﬁl =9 )
ag =9, fp=

Tp=~ 70y W,=-702 70, -5 r,

Abb. 108. Knotenlinien schwingender quadratischer Platten.

42, Uber die Entwickelung gegebener Funktionen
nach Orthogonalfunktionen.

Die einfachsten Schwingungsformen von rechteckigen Platten, mit
denen wir uns eben beschéftigten oder die Funktionen, durch welche

1) Die Abbildungen der Knotenlinien einer schwingenden quadratischen
Membran findet man in Riemann und Weber: Die partiellen Differential-
gleichungen der math, Physik, 2 Bd., 8. 250. 1912 und bei Byerly, W. E.: Trea-
tise on Fourier's series. Boston 1893, S. 132.
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sich ihre Eigenschwingungen, wie man diese Formen auch kurz be-
zoichnet, ausdriicken lassen, sind uns schon héufiger begegnet. So
lieBen sich die elastischen Flachen von Navier fir die gleichmaBig
oder die in einem beliebigen Punkte durch eine Einzelkraft belastete
rechteckige Platte 83 Gl. (25) und (27) durch diese Funktionen dar-
stellen. Ebenso wie diese Integrale der Plattengleichung sich durch
Summen ausdriicken liefen, in die als Glieder die Eigenschwingungen
der Platte eingingen, kénnen die Gleichgewichtsgestalten eines diinnen
Seiles oder eines verbogenen Stabes, einer diinnen Haut oder einer
biegsamen Platte durch Summen von bestimmten Funktionen dar-
gestellt werden. Es sind dies die einfachen Gestalten, nach denen
diese Korper schwingen, oder ihre Eigenfunktionen.

Der Zusammenhang der Gleichgewichtsformen eines gespannten
Seiles, eines verbogenen Stabes, einer Membran oder einer bieg-
samen Platte mit den Formen ihrer Eigenschwingungen wird durch
die Theorie der Integralgleichungen in ein helles Licht ge-
riickt!). Die Eigenfunktionen geniigen einer Integralgleichung. Sind
beispielsweise die Eigenschwingungsgestalten einer Platte unter ge-
gebenen Grenzbedingungen wie bei der rechteckigen Platte bekannt,
oder leicht angebbar, so gestattet die Theorie der Integralgleichungen
sofort eine Reihe anzugeben, in die die Losung fiir die Einzel-
kraft, welche die ndmlichen Grenzbedingungen erfiillt, entwickelt
werden kann.

Wir wollen zuerst am Beispiel der Biegung eines geraden Stabes
den Zusammenhang der Losung fiir die Einzelkraft mit den Formen
seiner Eigenschwingungen darlegen. Sei K (z, £) die Einsenkung eines
Stabes (vom konstanten Trigheitsmoment J und vom Elastizitéts-
modul E) im Punkt «, der an der Stelle x = & eine Einzelkraft gleich
der Krafteinheit trigt und in seinen Enden =0 und =1 in
vorgeschriebener Weise unterstiitzt ist. Wenn der Stab durch einen
verdnderlichen Druck p = f(x) ‘verbogen wird, geniigt seine Durch-
biegung w der Differentialgleichung

+
dw _f () (16)

dz* = JE°

2) Hilbert, David: Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen
Integralgleichungen. Erste und zweite Mitteilung. Nachr. d. Ges. d. Wiss. zu
Gottingen 1904, S. 49 u. 8. 122. — In den eben erschienenen ,Methoden der
mathematischen Physik“ von R. Courant und D. Hilbert, Erster Band,
Berlin, Verlag von J. Springer 1924, findet der Leser in &uBerst prignanter
Darstellung die Grundlagen und Hilfsmittel dargestellt, die die Analysis dem
Ingenieur oder Physiker zur Verfiigung stellen kann, der tiefer in diese, alle
physikalischen Probleme beberrschenden Methoden eindringen mdchte.
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Die Funktion w, welche dieselben Grenzbedingungen wie K(x, &) er-
fillt, kann durch das bestimmte Integral

=1
wie)=J K, £)/@)ds (17

dargestellt werden, denn die an der Stelle & wirkende Last 1 er-
zeugt die Einsenkung K(z, ) und das an derselben Stelle wirkende
Lastelement f(&)dé des Druckes p das Element des oben an-
geschriebenen Integrals. Nach dem Maxwellschen Satze iiber die
Vertauschbarkeit von « und & im Ausdruck von K(z, &) stellt die
zur Abszisse x gehorige Ordinate der Kurve K (x, &) auch die Durch-
biegung des Stabes an der Stelle £ dar, wenn die Last 1 an der
Stelle « sich befindet. Die Kurve K(¢, %) ist die EinfluBlinie der
Durchbiegungen des Punktes x; mit ihrer Hilfe wird die vom ver-
dnderlichen Druck p erzeugte Durchbiegung w in diesem Punkte
durch die Quadratur (17) ermittelt.

Diese dem Ingenieur wohlbekannte Darstellung der elastischen
Linie eines verbogenen Stabes kann nun auch auf den Fall seiner
Biegungsschwingungen angewendet werden. Die Stabform ' geniigt
dann der partiellen Differentialgleichung.

otw' Fy o

bat ~  JEg ot (18)
(in ihr bedeuten F den Querschnitt, y das spezifische Gewicht des
Stabes, g die Erdbeschleunigung), oder nach Beseitigung des mit der
Zeit t periodisch verdnderlichen Bestandteiles, wenn man

—
w’:w(x)-cosVlF—yt (19)
setzt, der gewShnlichen Differentialgleichung fiir w(x):
dtw  Aw
G T TR (20)
Die Integrale w(x) dieser Gleichung sind die Gleichgewichtsgestalten
eines Stabes, dessen Belastung

flz)=Aiw (21)
seiner Einsenkung proportional ist. Nach (17) ergibt sich fiir w(x)
die Integraldarstellung:

w(x):ibe(z,(E)w(E)df. (22)

Diese Gleichung, in der die unbekannte Funktion w(x) auBerhalb
und hinter dem Zeichen eines bestimmten Integrals vorkommt, ist eine
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lineare, homogene Integralgleichung von w, die Funktion K (x,§) wird
als ihr Kern bezeichnet. w(r) heiBt eine zum Eigenwert 1 gehorende
Eigenfunktion des Kerns. Der Kern K(z, &) ist mit der EinfluB-
linie der Durchbiegungen des Punktes x oder der Gestalt des durch
die Krafteinheit in diesem Punkte belasteten Stabes identisch und
die Eigenfunktionen w(x) sind die einfachen Schwingungsformen,
nach denen er unter den Grenzbedingungen des Kernes K (2, £)
schwingt. Zu jeder Eigenfunktion w(r) gehort ein bestimmter Eigen-
wert 4.

Zwei zu den Eigenwerten 1, und 1, gehorigen Eigenfunktionen
w,, (z) und w, (z) erfiillen die Gleichungen

/4 l
W (@) = b [ K@, )0, ()28, 0, () =1, [ K(z,Ow, )dé. (23)

Multipliziert man die erste Gleichung mit 1, w, (x)dz, die zweite mit
Ay, (¥)dz und integriert jede von =0 bis 2 =1I, so werden die
rechten Seiten wegen der Symmetrieeigenschaft des Kernes

K(z,&8)=K(¢, 2 (24)

einander gleich und demnach ist

(A, —4,) Of w,, (¢)-w, (¢)dz=0. (25)

Da nun 1,1, , mull das Integral

l
fwm (x)-w, (¥)dx =10 (26)
verschwinden. '

Zwei Funktionen, deren Produkt iiber einer Strecke
(oder allgemeiner iiber einem Grundgebiet) integriert Null
ergibt, heiflen orthogonal. Auf der Eigenschaft, daf die Eigen-
funktionen eines Kernes ein orthogonales System von Funktionen
bilden, beruht die Moglichkeit der Entwickelung einer willkiir-
lichen Funktion F(z) (oder allgemeiner von mehreren Verénder-
lichen «,y,...) in eine unendliche Reihe

F@)= 30,u,() (27)

(oder allgemeiner in eine mehrfache Reihe), welche nach den
Eigenfunktionen eines vorgelegten Kernes fortschreitet.
Wir nennen C, die Entwickelungskoeffizienten der Funktion F(x).

Man kann allgemein aus jedem vorgelegten unendlichen System
von eindeutigen Funktionen u, (x) stets ein orthogonales System von
Funktionen v, (z) sich verschaffen, wenn man die v, aus linearen
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Ausdriicken der u, mit passend gewihlten Beiwerten bestimmt hatt).
Das System der », mull ein vollstindiges System sein, d. h. es
mull moglich sein, das Fehlerquadrat

n=vy

S @)= 30,0, @) dx (28)

n=1
durch passende Wahl von » unter eine beliebig kleine positive Zahl
herabzudriicken 2).

Wir wollen annehmen, daB die Entwickelbarkeit einer Funktion
F(x) nach (27) feststeht®). Wir multiplizieren diese Gleichung mit
w,, (¥)dz und integrieren sie in ihrem Bereich von =0 bis z =1.
Dann verschwinden wegen (26) alle Integrale auf ihrer rechten Seite
mit Ausnahme des einen, in dem m = n ist. Die Entwickelungs-
koeffizienten C, der Reihe (27) sind demnach gegeben durch die

F 1
e o _ JF@w,@)d
" wr@de
In den Eigenfunktionen w, (x) kann ein multiplikativer Beiwert
willkiirlich sein, ohne daf sie ihre Eigenschaft verlieren, der Integral-

gleichung (22) zu geniigen. Man pflegt ihn so zu wihlen, daB jede
Eigenfunktion der Bedingung

(29)

bf w,?(x)de =1 (30)

genligt. Die so bestimmten w, bezeichnet man als die ;normierten®
Eigenfunktionen. Fiir ein normiertes System der w, sind die Ent-
wickelungskoeffizienten !

C — le»fF(x)-wn (%) da. (31)

Soll der Kern K (x,&) der Integralgleichung selbst in eine un-
endliche Reihe entwickelt werden, die nach seinen Eigenfunktionen

fortschreitet: K(z, &)= 30w, (), (32)
so wird mit Riicksicht auf die Integralgleichung (22) € gleich

Y Courant-Hilbert: a. a. O. S. 34,

%) A a. 0. 8. 35. Der Begriff der ,Vollstindgkeit“ bebilt seinen Sinn auch
fiir das System der .

%) A.a. 0. 8. 37 und Kapitel III, insbesondere S. 117.
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Die Entwickelung des Kernes nach seinen Eigenfunktionen lautet
somit 1

Ko, )= 5 30, (34)

An dieser in £ und z symmetrischen Reihe bestatigt sich die Eigen-
schaft des Kernes, daB die Verinderlichen ¢ und z miteinander ver-
tauscht werden diirfen, ohne daB sich sein Wert &ndert.

So ist beispielsweise die EinfluBlinie der Durchbiegungen eines
in seinen Enden 2 =0 und z =1 frei gelagerten Stabes gegeben
durch die Gleichungen:
r< & K@ 8—-°

GJEZ[(QZ——S)EQE—-%?’],

(35)

l—=x
_ . 3
x> &, K(x,&)—-6JEl[(2l x)xé— &%
Denselben Grenzbedingungen geniigen die Eigenfunktionen
w, (x) = a, sin nglw (36)

Die ,Normierung® dieser Funktionen nach (30) liefert fiir die Kon-
stante a, die Bedingung

l
fw%x)dx—a fsm ALk P -Z =13,
woraus a,=V21. (37)
Setzen wir die normierten Eigenfunktionen
w, = V21sin “ 7lzx (38)

in die Differentialgleichung der Stabschwingungen (20) ein, so zeigt
sich, daf ihre Eigenwerte 1 gleich

, n! 7t

A n = l 1 . J E (3 9>

sind. Die bilineare Reihe (34) fiir den Kern lautet somit

213 1
K(x,§&) = 4JE2 4smnlssm'$ (n=1,2,3,...). (40)
Wir erhalten fiir die elastische Linie eines im Punkt & durch die Kraft-
einheit belasteten freiaufliegenden Stabes von der Léinge 1 ihre
Entwickelung in eine gewOhnliche Fouriersche Sinusreihe. Wenn
wir statt des freiaufliegenden beispielsweise einen eingespannten
Stab betrachtet hitten, so wiren in dieser Reihe die Eigenschwin-
gungen zu benutzen gewesen, bei denen die Stabenden eingespannt sind.
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43. Die elastische Fliche der durch eine Einzelkraft ver-
bogenen rechteckigen Platte als Kern der Integralgleichung
ihrer Eigenschwingungsformen.

Sei K (2,y,&,7) die Ordinate der Mittelfliche einer Platte, die unter
einer an der Stelle &, # befindlichen Lasteinheit ausgebogen wird.
Dann ist die Durchbiegung w(x,y) einer Platte (unter denselben
Randbedingungen), welche durch einen verénderlichen Druck p= f(x, y)
belastet ist oder die Losung der Plattengleichung

f(z,y)
AAw:-—T@ (41)

gleich dem iiber dem Grundgebiet der Platte gebildeten Integral
w(@, )= [[K(@.y,& )1 n)dsdy. (42)

Die Biegungsschwingungen der elastischen Platte oder die vom peri-
odischen Zeitfaktor befreiten Durchbiegungen w(z,y) geniigen nach
Gl (5) einer Differentialgleichung
Aw
Addw = W (43)

Sie entstehen durch eine statische Last, die wie der Vergleich von
(48) mit (41) zeigt

f(@,y)=dw(x,y) (44)
proportional der von ihrer Ruhelage aus gerechneten Einsenkung ist.
Sie geniigen somit der Integralgleichung

w(e,y) =4[] K@y, &n)wEn)dedy. (45)

Eine lings ihres Randes in einer Ebene frei aufgestiitzte recht-
eckige Platte ab hat die Eigenfunktionen
W, (€)= C’mnsin@g—g—c sin %Jzy. (46)
Wenn wir diese Funktionen in die Differentialgleichung (43) einsetzen,
erhalten wir ihre Eigenwerte 1, gleich
NAAw m*  n%\?
(e

Um die elastische Fliche der durch eine Einzelkraft gleich der
Lasteinheit verbogenen rechteckigen Platte oder den zu den obigen
Eigenfunktionen gehérigen Kern in eine unendliche Reihe

K(w?y’ 5’77) = ZAmn wmn(wfy) (48)
mmn

A

mmn

wm n a”
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entwickeln zu kénnen, multipliziere man diese Gleichung mit w,, (v,¥)
und integriere sie iiber dem Rechteck als Grundgebiet. Da die Eigen-
funktionen orthogonal sind, d. h. fiir sie

ffwmnw#,,dxdyz 0

verschwindet, sofern nicht gleichzeitig m = u und » =» sind, ver-
bleibt

4 _J[E@y.tnw,,@y)dedy
= [ [ win (2, y)dzdy

Das Integral im Zahler ist mit Riicksicht auf (45) gleich ”‘Z (E 1) ,
das im Nenner darf einer Konstanten a®b® gleich gesetzt werden
(was durch passende Wahl von ¢, zu erreichen ist). Die Normie-

rung der Eigenfunktionen (46) auf Grund dieser Forderung liefert

ffwmn (,y)dzdy = cm,,ff xsm —b—y dxdy = ¢, - ?:a‘-’ b?

=2Vab. (50)
Die Beiwerte der Reihe (48) sind gleich

wmn (57 17)
mn a2 b ]_;n—n . (51)

(49)

Die Entwicklung des Kernes nach seinen Eigenfunktionen lautet
somit:

1 9 * )
K(x,y,f,n) = P bzzwmn@ 772 wm"(x 'Z/) . (52)

m, n mn

Das ist, wenn fiir die Eigenfunktionen w,, ihre Ausdriicke aus (46)
eingesetzt werden, die wohlbekannte Doppelreihe von Navier (Gl. (27),
S. 119)

maé . nay . Mmar ., nay

sin a sin b sin a 3
K(z,y,&m)= 4Nab22 (mz na)‘z (53)
a? ' b

der an der Stelle £, durch die Krafteinheit belasteten rechteckigen
Platte, welche dieselben Grenzbedingungen (w = 0, 4w = 0) wie ihre
Eigenfunktionen (46) erfiillt?).

1) A. Kneser hat in seinem Buch ,Die Integralgleichungen und
ihre Anwendung in der mathematischen Physik“, Braunschweig 1911
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44. Das rechtwinkelig-gleichschenkelige Dreieck.
Unter den aus zwei einfachen Schwingungsformen zusammenge-
setzten elastischen Flichen der quadratischen Platte (s.S.166) er-
hielten wir mit dem Ansatz

w= <sm —xsm———}— sin 2% gin ly) (1)
a a

die Diagonale y =a — x des Quadrats =0, 2=a, y=0, y=a
als eine Knotenlinie. Um die Belastung p = p,f(z,y) anzugeben,
unter der eine elastische Platte nach dieser Fliche verbogen wird,
wollen wir von dieser Funktion 44w berechnen. Wir erhalten diese
Belastung gleich

4
p:NAAw=25Z4—wa. (2)

Die Spannungsmomente der Platte sind gleich
*w ?w

2Nc 2ny

T 27 ny}
=Tt bt 4 S ein Y
(41/—}— )sm " sin - (4 + »)sin p % sin pk

?w Pw
m, = «N(—;#—vﬁ)

o0y* ox
a Ne [(4—|—v)s1n s n y (4v 4 1)sin 2ne sin ny] ¥
== — — 1 —_—— —_——
a® L a a al’
*w
m,, = — (1 — V)Naxay
2 — 2N 2 2

= (1 —};)jlﬁ ¢ [cos el cos =Y -+ co e — COS8 75[’
a a a a a |

(§ 33 und 35) die Gleichgewichtsgestalt einer diinnen, biegsamen Haut, die
iiber einem rechteckigen Rahmen ausgespannt und in einem Punkt belastet ist,
#K 0*K
oat + oyt
identisch ist. Wir haben bereits darauf hingewiesen (18, S. 88), daB im Falle
der Navierschen Grenzbedingungen und geraden Linien als Plattenrindern
die homogene Differentialgleichnng der Plattenbiegung 4 4w =0 in zwei Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung

Adu-=0, Aw=u
zerfillt, deren jede unter der gleichen Randbedingung % =0 bzw. w=0 zu
integrieren ist. Setzen wir K=w, so wird u= 4K die von Kneser unter-

suchte Fliche einer in einem beliebigen Punkte gezupften rechteckigen Haut
(die Greensche Funktion der Gleichung 4% =0 im Rechteck).

durch eine Doppelreihe ausgedriickt, die im wesentlichen mit 4K =
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Auf der Geraden x =0 sind w= 0 und m_ = 0; auf der Geraden

=0 gind w=0 und m = 0; auf der Geraden y =a — x ver-
schwindet die Durchbiegung w, ferner sind auf ihr m, =0, m = —m
In einem Schnitt y =a — 2 verschwindet also nach 9 (S. 18) das
Biegungsmoment ebenfalls. Die elastische Fliche w (1) erfiillt auf
dem Rande eines gleichschenkeligen und rechtwinkeligen Dreiecks,
das von den Geraden x =0, y =0 und y = a — x begrenzt ist, die
Navierschen Grenzbedingungen w =0, dw=0.

Auf Grund der Formeln (3) kann die Biegungsbeanspruchung
einer dreieckigen Platte angegeben werden, deren Mittelfliche nach
der Fliche (1) verbogen wird. Um beispielsweise den Verlauf der
Hauptmomente m, und m, im Symmetrieschnitt y = = des Dreiecks
anzugeben, haben wir zu beachten, daf die Spannungsmomente auf
der Winkelhalbierenden des rechten Winkels wegen y = x gleich

5(1+%»a’Nc . nx . 2ax

m =m = ————sin —s8in —,
@ Y a’ a a ()
4(1 —»)a*Ne ax  2ax
m, = — " .co8— cO8 ——
zy a? a a
sind. Die Hauptbiegungsmomente (siehe 9)
m_ - my x4 /(m, — my,)?
- y V( i ) +md, (5)
ergeben sich hiernach gleich m;=m_+m_, m,=m —m_ oder

nch[ . wx . 2mx X 2nx:I
T 050 T2 sin" "% 41— T2 os 2%
. (1 + »)sin - sin— (1 —»)cos S|

ml
nx . 2n% nxr 2nx (6)
1 —f—v)sm—a«smT +4(1 —v)cos; 008 —— | .

*N
-zzn—-z"g[‘r’

‘Die Hauptmomente m, liefern das gréfte Biegungsmoment der
Platte; wir haben fiir die Stelle des grofiten Momentes der Bedingung
entsprechend

dm,
aw =
die transzendente Gleichung

(13 — 3w)tg2—’;3+(14+ 6v)tg” " =0

aufzulésen. Wenn die Querdehnungszahl » = !/, angenommen wird,
lautet diese Gleichung

2
49tg—?+62tg”—a—’”=o.
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Die Gleichung hat innerhalb des von uns betrachteten Dreiecks z =0,
y=0,y=a—z die Wurzel:
x == 0,323 a.

Die Hauptbiegungsmomente sind an dieser Stelle

a? N N
m, =5467 —a06 e (7)
a’ a’
Die groBte Durchbiegung im Dreieck ergibt sich an der Stelle, wo

d
da

2 —
Zw> = 0 ist, woraus man tgn—ax:VQ, zr=0,304a

. T,
S — sin
\ a

folgert. Sie ist gleich
Whax = 1,04 ¢. (8)

Mit Hilfe der Flache (1) 148t sich die elastische Fliche w*
einer durch einen gleichmaBigen verteilten Druck p* =konst.
belasteten Platte mit einem 45gréadigen Dreieck als Grund-
gebiet gut anndhern. Wir konnen zu diesem Zweck den noch
verfiigbaren Beiwert ¢ in der Gleichung fir w aus der Forderung

[ (» — p*)? dz dy = Minimum 9)

bestimmen. Hier ist nach (2)
25 at N
Die Quadrate des Unterschiedes p — p* der Ordinaten der Be-
lastungsfliche p der Niherungsfunktion und des gleichmiBig verteil-
ten Druckes p* sind iiber der Fliche der dreieckigen Platte zu in-
tegrieren. Das Integral hat seinen kleinsten Wert, wenn der Bei-
wert ¢ gleich
32 p*a?
T 7a® N (11)

genommen wird.

Wir erhalten auf diese Weise die Gleichung einer Naherungsfliche
fir eine durch einen gleichméfig verteilten Druck p* belasteten drei-
eckigen Platte

~ 32p*a nx 2nx ny)
75n61\7<4@;1n~—s11n + in 4 sin

(12)

Ihre groBte Durchbiegung w,,. tritt nach (8) fir =y =0,3044a

ein und ist gleich
¥

Wax = 154 0 = 0,000683 . (13)

N4ddai, Elastische Platten. 12
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Die Stelle ihrer groften Inanspruchnahme liegt im Punkt ¢ = y=0,323 a.
Threm gréBten Hauptmoment

m. — 5,46n2Nc_ 5,46-32

1 a? T 5t )

p* a® (14)
entspricht die groBte Randspannung:

6m, 192.5,46 p*a’
Opax = = .

* 42
— 014352 (15)

max — " pe 75”4_ X

Abb. 109. Die Durchbiegungen und die Stiitzkréfte fiir eine gleichmiBig
belastete dreieckige Platte.

Es bietet keine Schwierigkeiten, fiir eine in einem beliebigen
Punkte eines 45gridigen Dreiecks angreifende Einzelkraft
die Losung anzugeben, dié den Navierschen Grenzbedingun-
gen geniigt. Wir denken uns zu diesem Zweck zuerst eine quadra-
tische Platte gegeben und schreiben fiir sie die Gleichung der elasti-
schen Fliche w, fiir den Fall an, dal sie im Punkte x=¢&, y =1
eine Einzelkraft P trigt (wir haben lediglich in der GL (27) S. 119
a=>b zu setzen):

. maé ,  nan . Max . nay
» Sin sin sin sin

4Pa® G a a a a
- tEe S ST T

m~1n—1

Nun denken wir uns auf derselben Platte eine zweite Einzelkraft
angebracht, die gleich, aber entgegengesetzt gerichtet zur ersten Kraft P
ist und in einem Punkt P, * — a — 9, y = a — & angreift (Abb. 111).
Wiirde diese Kraft allein wirken, so wiirde sie eine Durchbiegung
w,, erzeugen. Ihr Ausdruck geht aus dem vorigen hervor, wenn man

in ihm P durch — P, & durch a —# und % durch a — & ersetzt.
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Dies ergibt fiir man . nak . max . nay

LPg EE sin - sin — s8in —— sin ——-
a 7 m+n a a
Yn= —"ix Z(— 1) 2 212 — —.(17)
nNm:ln:l (n® 4 n?)
Bildet man die Summe von w, und w,
W = Wy Wy, (18)
so #ndert sich offenbar nichts an den Grenz-
2 bedingungen des Quadrates. Aus Symmetrie-
! griinden folgt aber, daf auBerdem fiir w auf
& der Diagonalen y=a — 2 des Quadrats
oz oy w,= — w, und auch dw,= — Aw, sind.
- %
a. N () a
2 1
&, A r
1 l
o o g2 43 04x7rh3 (7 -
®2  Mabst d Biequngsspanmungen e £ |
e ———
Abb. 110. Die Biegungsspannungen in einer Abb. 111,

gleichmiBig belasteten dreieckigen Platte.

Damit ist bewiesen, daB die Funktion (18) auch lings der Diagonalen
y = a —« die Navierschen Grenzbedingungen w = Adw =0 erfiillt
und daB w die verbogene Fliche eines durch eine Einzelkraft P be-
lasteten 45gradigen Dreiecks ist.

Mit Hilfe von w (Gl (18)) 1Bt sich jetzt auch der strenge Aus-
druck fiir die elastische Fliche eines gleichmiBig belasteten
45 gradigen Dreiecks hinschreiben. Wir haben blof fiir die Einzel-
kraft P=pd&dy zu schreiben und die Funktion w iiber dem Drei-
eck zu integrieren. Dies ergibt

nmﬂx sinnﬂy msm7’” sin" 7Y
16pa4{ e 7} (19)
BN yZm(ng m2y (m2 4+ n)e 22 7~—n2)(m n2)?
m=1,3,5,... m=2,4,6,...
n=2,4,6,... n=1,3,5,...

Auch diese Funktion geniigt den Grenzbedingungen w = 0,
Aw==0.1)

1 Die Moghchkelt der Aufstellung von verhéltnismaBig so einfachen ana-
lytischen Ausdriicken fiir die elastischen Flichen von Platten, welche auf den

12*
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45. Die eingespannte gleichmifig belastete rechteckige Platte.

Wir haben wiederholt von der Bemerkung Gebrauch gemacht,
daB ein Hauptteil der Funktion, durch welche eine elastische Fliche
einer gleichmiBig belasteten rechteckigen Platte dargestellt werden
kann, aus der Ldsung eines Plattenstreifens besteht, den man aus
der rechteckigen Platte erhalt, wenn man das lingere Seitenpaar
unbegrenzt verlingert. Wir werden demgemifl erwarten miissen, dal3
ein Hauptteil der elastischen Fliche einer eingespannten rechtecki-
gen Platte durch die Fliche dargestellt wird, nach der sich ein un-
endlich langer Plattenstreifen mit eingespannten Seiten durchbiegt,
dessen Breite gleich der kiirzeren Seite des Rechtecks gewéhlt wird.
Grenzt man also umgekehrt aus einem unendlich langen

I Plattenstreifen
¥ 4 2\2
, pa 4z
Tz w=384N<1—7) ’ (1)
Q
der durch einen Druck p belastet und in den beiden
Geraden & = + a/2 eingespannt ist, das Rechteck
Z)_l)wl—l—; z= + af2, y= 1 a/2 ab, so konnen die Grenzbedin-

gungen der Einspannung auch auf den Seiten y= 1 b/2
erfiillt werden, wenn man zur elastischen Fliche w' des Platten-
streifens noch eine weitere Losung

I Ly )
384 N LA
von 44w’ = 0 hinzunimmt. Sie hat die folgenden Bedingungen zu

erfilllen:
a wll

r =+ a2 1. v’ =0, . a—x———(), 5
y=+b/2 3w =—u L o
* o

Rindern eines Rechtecks, eines Parallelstreifens oder eines gleichschenkelig
rechtwinkeligen Dreiecks die Navierschen Grenzbedingungen w =0 und 4w=0
erfiillen, hiingt mit ihrer analytischen Fortsetzbarkeit zusammen. Nach einem
Umlauf um jede Ecke des Rechtecks oder Dreiecks nimmt die Funktion w
wieder ihre urspriinglichen Werte an, sie ist in der ganzen Ebene eine ein-
deutige Funktion der Koordinaten x und y. Das gleichseitige und das
60 gradige rechtwinkelige Dreieck gehiren ebenfalls zu diesen Konturen, wenn
auf ihren Seiten die Grenzbedingungen w =0 und 4w = 0 vorgeschrieben sind.
Zur Theorie der analytischen Fortsetzbarkeit vgl. Hurwitz-Courant: Funk-
tionentheorie, S.308. 1922. Verlag von Julius Springer, Berlin.
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Zur Losung dieser Randwertaufgabe bauen wir uns gewisse Funk-
tionen w, (#,y)

w,(x,y) =u,(r,y)+v,(2,y), ddu,=0, Adv, =0 (4)

auf. Wir wéhlen u, und v, so, daBl jede dieser Funktionen auf dem
langen Seitenpaar z = + a/2 verschwindet und auf dem kurzen
Seitenpaar y = + b/2 eine verschwindende Ableitung nach y besitzt.
Gelingt es auBlerdem, sie noch so zu ermitteln, da auf dem langen
Seitenpaar = + a/2

ou ov

Zmo T () 5

ox ox (5)
wird, so lassen sich aus den w, die gesuchten Funktionen W, der
Reibe (2) verhiltnisméBig leicht angeben. Fir u, (z,y) Wahlen wir
den Ausdruck

4 3
uzl—ii—l—aYcos—Zj (n=1,3,5,..), (6)

wo Y die Abkiirzung fiir die Funktion
= (Bine, -+ ¢, Cof¢,) Cofy, — 1, Gin 7, - Gine,,
nwb nmy (7)
En = ., 1771 =

2a a
bedeutet (sie wurde so ermittelt, daB fiir », =e¢,, ¥,' =0 wird) und
fir v, setzen wir eine Reihe an:

mmy
vnzgamnchosT‘ (m=2,4,6,...); (8)

in der die X den Grenzbedingungen entsprechend wie folgt an-
genommen werden:

d,, Gind,, Cof &, — &, Gin&, Cojd,, 5 o maa Em=m%[j. (9)

@mém@ofbm—}—ém Tm2h
Dann gestattet die Grenzbedingung (2) die Beiwerte a,, zu bestimmen.
Man erhilt fir © = a/2

X__

o
aau +??_ _EH(_U A a¥, —|-2*— a,, s-~y=0. (10)

x o a

Wir kénnen nunmehr die verfiigbare GroBe «, so bestimmen, daB
der Mittelwert der vor der Summe stehenden Funktion im Intervall
— b/2 <y < b/2 verschwinde. Alsdann muB sich diese Funktion £(y),
wie es diese Gleichung verlangt, in eine mit m = 2 beginnende Co-
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sinusreihe entwickeln lassen. Man erhilt ihre Beiwerte a,, gleich

b/2
a 2 f(y) cos Zn—ﬂdy (11)
mn b b
0
und schlieBlich fiir
NI
4 x* " Y, cos a
a— — — 2 J— -
t,=1— g (=1)" -~ G, (n=1,3,5,...) (12)
> 7
_ 8 ntpd ( 1) Xm co8 —-b__

Nachdem die erforderlichen Funktionen w, = u, - v, ermittelt wor-
den sind, muBl vermdge einer aus ihnen gebildeten Summe der letz-
ten, noch nicht erfiillten Grenzbedingung 3 oder y = - b/2 w” = —w’
geniigt werden. Diese Forderung lauft darauf hinaus, die Biegungs-
form des gleichméaBig belasteten Plattenstreifens nach den

b .
Funktionen wn<x,§) zu entwickeln.

Zu diesem Zweck kann man aus den w, die linearen Ausdriicke
W, =w,
Wy =w, + a5, w,
Wy == w, 1 ey wy + gy s

...............

14)

bilden und die Beiwerte «,, so bestimmen, da8 die W, ein ortho-
gonales System von Funktionen werden. Nach dem Entwicklungs-
satze 148t sich mit dessen Hilfe der Forderung fiir y = 5/2 w"” = — w'
geniigen, denn sie verlangt, daf die Biegungsform w’ des eingespann-
ten Plattenstreifens in die Reihe
4 x? 2
awe=—(1-2) (15)
k
entwickelt werde, deren Beiwerte 4, (k=1,2,3,...) sich als ver-
allgemeinerte Fourierkoeffizienten

a/2
f(l — 4‘::‘)‘ -W, (x)dx
4, = — : a/2 (16)
S W2 (z)da
0

ergeben. Mit ihrer Bestimmung ist die Aufgabe geldst.
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Wegen des ausgezeichneten Anschlusses der ersten der Funktio-

4a?\* .
nen w, (fiir n = 1) an die Funktion <1 — > geniigt indes, hier den

ersten Beiwert A, aus irgendeiner Naherungsforderung, beispielsweise
aus der folgenden
a/? af2

Alle(x)dxz—f( 4;2)2“: 41§ (17)

0

zu ermitteln und die Reihe (2) gleich nach ihrem ersten Gliede ab-
zubrechen.
Fiir eine quadratische Platte (a =b) ergab sich auf diese Weise

A, = 2,661.

Die elastische Fliche der eingespannten quadratischen Platte ist
somit mit hinreichender Genauigkeit durch (1) und das erste Glied
der Reihe (2) oder durch die Funktion

w = _3_§44N{< s Y‘l‘ A, [w, (x,9) + v, (2, y)]} (18)

/

gegeben. Ihr gréBter Biegungspfeil ergab sich gleich

w =

L {1 — 0,5102) = 0,001276 ZJN_ _ 001436 2%, (19

384N ER®’

wihrend der unendlich lange eingespannte Plattenstreifen (b/a = co)
eine grofite Durchbiegung

1 pa* pat

besitzt.
Die Funktion (18) erfiillt die Differentialgleichung und die Grenz-
bedingung 1, 2 und 4 streng, sie nimmt fiir y = + a/2 die Werte an:

rla= 0 0,125 0,250 0,375 0,400

pat
w=0007 0005 —0003 —0007 00005,
welche zeigen, daB auch die letzte der Grenzbedingungen (y = a/2,
w=0) mit einer fiir die praktischen Anwendungen hinreichenden
Genauigkeit erfiillt ist.
Wegen der weitgetriebenen Anpassung der Funktionen (4) an die
Randbedingungen lassen sie sich auch zur Berechnung der Spannungs-

momente verwenden. Mit ihrer Hilfe ergaben sich fiir die eingespannte
quadratische Platte die Biegungsmomente:
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in der Mitte des Quadrats
(x=y=0) m,=m, =0,0222pa

in der Mitte einer Seite
(x:%, y— ) m,— — 0,0515pa?, m, = —0,0129pa’.

Die eingespannie rechteckige Platte wird am stirksten in der
Mitte der langen Seiten beansprucht. Abb. 113 gibt den Verlauf des
groBten Biegungspfeiles f ') und eines Beiwertes ¢ in Abhiingigkeit
vom Verhéltnis der Seitenlingen b/a an, mit dessen Hilfe sich die
Wandstérke % einer gleichmiBig belasteten eingespannten rechteckigen

Platte nach der Formel

f
‘WT 00090 pa* 1/p
& N h=g-al/~ (20)
/ purchbiegeng /° (1]
467 L / e

OB
a5 go020
L
Y ]

. 11T
/ i [
L

—goom0

%5 2 2 J — =

Seitenvernilins £ 7 |

Abb. 113. Die gleichmiBig belastete ein- Abb. 114.
gespannte rechteckige Platte.

berechnet. In ihr bedeuten @ die kiirzere Seite des Rechtecks,
p den Druck und o die zuldssige Spannung?). Diese Formel gestattet
beispielsweise die Bestimmung der Wandstirken von Platten, die
einem Fliissigkeitsdruck ausgesetzt und durch ein Netz von kriftigen,
unter rechten Winkeln sich schneidenden Rippen versteift sind
(Abb. 114).

1) Bestimmt nach dem Ritzschen Verfahren nach einer fritheren Rechnung
des Verfassers.

?) Die Aufgabe der eingespannten rechteckigen Platte hat den AnstoB zur
Entwicklung verschiedener Lisungsverfahren gegeben, unter denen besonders
das Verfahren von W. Ritz zu erwihnen ist, auf das wir im Abschnitt 69
S. 274 zuriickkommen werden. — Mit dieser Randwertaufgabe beschiftigen sich
Arbeiten von H. Hencky (Diss. Darmstadt 1913), H. Happel (Gottinger
Nachr. 1914, S. 37), Mesnager (Comptes rendus, Paris 1916, S. 478), H. Leitz
(Z. . Math. u. Phys. 1917). — C. B. Biezeno und J.J. Koch haben die
Losung durch Polynome angendhert (De Ingenieur, Delft, Holland, 1923, Jan.),
deren Beiwerte sie so bestimmten, da8 die in einzelnen Abschnitten iibertragenen
Belastungen der Niherungslosung gleich den in denselben Flichen aufzunehmen-
den wirklichen Lasten waren.
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46. Auf einem nachgiebigen Untergrund aufruhende Platten.

Eine biegsame DPlatte, die auf dem Erdboden aufliegt und
durch quergerichtete Kréfte belastet wird, sinkt ein wenig mit ihren
Lasten im Erdboden ein. Die Frage nach dem Verteilungsgésetz
der Bodenpressungen und nach der Biegungsbeanspruchung der auf
einem nachgiebigen Untergrund aufliegenden Platten hat eine Be-
deutung fiir die Bemessung der Fundamentplatten erlangt,
die man im Griindungsbau des Ofteren anzuwenden pflegt, wenn
die Aufgabe vorliegt, ein schweres Gebaude (Fabrik-Schornstein, Hoch-
behélter) auf einem Untergrund zu errichten, der verhaltnismaBig
nur geringe Pressungen aufnehmen kann. Damit die zuléssigen
Bodenpressungen in den Fundamenten nicht iiberschritten werden,
bildet man diese als biegungsfeste Eisenbetonplatten aus. Um das
Verteilungsgesetz des Druckes angeben zu kénnen, der unter der Platte
entsteht, wird meist angenommen, daBl die kleine Einsenkung an einer
Stelle des Erdbodens der an der betreffenden Stelle wirkenden Boden-
pressung p verhidltnisgleich sei. Diese Annahme gestattet in vielen
Fillen eine Abschitzung der zu erwartenden Bodenpressungen. Wenn
der Erdboden, wie hier vorausgesetzt wird, als ein vollkommen
elastischer Korper angesehen wird, dréngt sich gegen eine der-
artige Annahme der Einwand auf, dafl die Einsenkung an
einer Stelle nicht allein nur von dem an der betreffenden
Stelle wirkenden Druck abhéngen kann, sondern auch von
allen iibrigen Lasten abhingen muf}, die sich in der Um-
gebung dieses Punktes befinden. Denkt man sich etwa in der
Begrenzungsebene des Bodens ein z, y-Achsenkreuz, auf das man
ihre Punkte bezieht, und bezeichnet mit ¢ die Einsenkung im
Punkt w,y, die von einer im Punkte &, 5 angreifenden Kraft gleich
der Krafteinheit herriihrt, so wiirde ein an der letzten Stelle aus-
geiibter Druck p (&, ) im Punkte x,y offenbar die Einsenkung

Z(x: Y, E} 77)'17(57 7]) dfd’?

erzeugen. Die von der Platte im ganzen erzeugte Einsenkung w (z, y)
im Punkte x,y ist mithin

Da der hier vorkommende Druck p gleichzeitig die Belastung der
Platte ist, haben wir nach der Plattengleichung

p(& n)=NAAdw,

mit den Differentiationen nach den Verinderlichen £, 7. Setzt man
diesen Ausdruck in die vorige Gleichung ein, so erhilt man zur
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Bestimmung der Funktion w
w=N[[Ad4w-¢ (2,9, n)dEdy.

In dieser Gleichung ist { als eine bekannte Funktion der Koordi-
naten z,y und &, % anzusehen, wihrend die unbekannte Funktion w
vor und hinter dem Zeichen eines bestimmten Integrales vorkommt.
Die Aufgabe der auf einem nachgiebigen Untergrund
ruhenden biegsamen Platte fithrt auf diese Integral-
gleichung fiir ihre Durchbiegung w.

Statt diese Gleichung der Untersuchung zugrunde zu legen, begniigt
man sich gewtShnlich mit der vorhin erwdhnten Annahme und mit
einer Differentialgleichung fiir die verbogene Platte, die man erhilt,
wenn man den Druck p der Durchbiegung proportional setzt:

NAddw = — cw. (1)

Auf der rechten Seite dieser Gleichung muflite das negative Vor-
zeichen genommen werden, weil nach unseren bisherigen Festsetzungen
p als positiv angesehen wurde, wenn der Druck in der Richtung
der wachsenden w gerichtet war.

Wie Westergaard in einer kiirzlich erschienenen bemerkenswerten
Arbeit!) gezeigt hat, lassen sich an Hand der Gl (1) eine Reihe
von wertvollen Losungen fiir nachgiebig unterstiitzte Platten auf-
stellen. Wir wihlen hier das von Westergaard behandelte Bei-
spiel einer unendlich ausgedehnten Platte, die auf einem
elastisch nachgiebigen Untergrund aufruht und in einer
Reihe von Punkten durch gleiche Einzelkrédfte belastet ist.
Die Angriffspunkte dieser Krifte mogen auf einer geraden Linie
liegen und gleiche Entfernungen 2a haben (Abb.115). In dieser
Weise wird beispielsweise eine durchlaufende Fundamentplatte

beansprucht, die ihre Be-

/y lastung durch eine Reihe
von Sdulen empfingt.
P P (4 P Wir bezeichnen die Kon-
l stante ¢/N mit 4* und suchen
£ von der Differentialgleichung

i 0 i
¢ Integrale von der Form

Abb. 115. - w=Ycosax (3)

1y Om Beregning af Plader paa elastisk Underlag med serligt. Heublik paa
Sporgsmaalet om Spendinger i Betonveje. Ingenioren 32, Nr. 42, 1923.
Kobenhavn.
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aufzustellen. Fiithrt man (3) in (2) ein, so erhilt man fiir die Funk-
tion Y die totale Differentialgleichung

YW —2aY" + (et + )Y =0. (4)
Sie ergibt mit Y = e%¥ fiir den Beiwert é die Bestimmungsgleichung
(0 — 0% 4+ A =0. (5)

Setzt man zur Abkiirzung
¢ +oc =“/8‘;w und ¢ =gt 4+ 2%, (6)

so lassen sich die Wurzeln der GI. (5) wie folgt schreiben:
d=p+iy, —p+iy, p—iy, —p—iy. (7)
Wir erhalten demgemaf den Satz von Funktionen
Y=ePvcosyy, e Fvcosyy, efVsinyy, e F¥sinyy,

oder auch

Y=Goffiycosyy, Ginfycosyy, Coffysinyy, Ginfysinyy,

mit deren Hilfe sich die mannigfachsten Fille hinsichtlich der Grenz-
bedingungen erledigen lassen.

Fir eine Platte mit einer Einzelkraftreibe geniigt es die
Funktionen

w=wo—[—ZAncosunw(cncovsyny—]—bnsinyny)e"lgy fir y >0 (8)

heranzuziehen. Wir haben hier den Zahlen «, 8,y gleich Zeiger n
angehiingt, um ihre Abhéngigkeit von einer Zahl n auszudriicken.
Unter w, ist eine weitere Losung der Gl (2) zu verstehen, die wir
sogleich aufstellen werden.

Die Festwerte 4, und e, 8,,y, lassen sich aus den Grenz-
bedingungen auf der Seite y = 0 der Halbebene y > 0 bestimmen
Man hat zundchst aus Griinden der Symmetrie fiir

nm
@, =—, n=1,2,3,...)
a
zu nehmen. Die Summe in (8) geniigt der einen Grenzbedingung
y=20, %: 0, wenn man
0y

bn = 13717 Cn = yn

wahlt. Durch die zweite Grenzbedingung wird auszudriicken sein, daf3
die Scherkrifte der Platte in der Geraden y = 0 fiir die positive
Halbebene einen Lastenzug aus lauter gleichen Kriften P/2 bilden
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miissen. Man berechnet aus Gl (8) auf y =0 fir die Scherkrifte
den Ausdruck

P, = — Na—;,—;v— =—N aAw" —2NZABy (B2 + y*)cosax  (9)
und hat andererseits fir den Lastenzug die Reihe
P (1
py:—%(?—f—Zcosux). (10)
Die beiden Entwicklungen stimmen miteinander iiberein, wenn man
4w P P
N—2— — —konst, A =—=-—-
oy da " 4aNpy(8*+ )

wihlt. Letzterer Wert vereinfacht sich, wenn man beriicksichtigt,
B h P

daBl nac 2ﬂ7=12, ﬂ2+72=]/24+u4.

Damit ergibt sich fiir die elastische Fliche w der Platte der Aus-

druck (fir y > 0):

e"ﬂnu .
o+2a02m(ﬂnm7n9+7,,0057”?!)008%” (11)
) (n=1,2,3,..).

Es eriibrigt sich noch w, anzugeben. Gl (9) und (10) zeigen, daB w,
die von = unabhingige Losung der Differentialgleichung (2) ist, die auf
der Geraden y =0 Jw,/d0y = 0 und eine gleichférmig verteilte Last
p= P|4a ergibt. Sie ist

iy

Pl =
4V%ac ‘/2( .)
Wy, = 4V2ace V —}—cos]/2

Die Aufgabe ist damit geldst. Wir stellon der Ubersicht halber die
in der Reihe (11) vorkommenden Beiwerte zusammen:
nx ¢

_ 1 _ v VoA LI 2
@ ==, M=, 2f=Tg+i+d,

PP
«,B, 7,4 sind alles wesentlich positive GroBen von der Dimension

einer reziproken Linge, ¢ ist die Nachgiebigkeitsziffer der Bettung,
N die Plattensteifigkeit.

Die gr6Bte Durchbiegung der Platte ergibt sich unterhalb
der Angriffspunkte P (z. B. im Punkte 2 = y = 0) gleich

_ Pi 1 Vy“4+l4 2 _
__2YQac[ o 2 }7 (n——1,2,3,”_)‘
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Man kann aus dieser Summe einen bemerkenswerten Grenz-
fall ableiten, ndmlich den Grenzwert fiir den Biegungs-
pfeil einer unendlich ausgedehnten Platte auf nachgiebiger
Unterlage, die nur eine Einzelkraft P trigt, wenn man die
Entfernung 2a der Einzelkridfte P unbegrenzt wachsen liBt. Die
Summe geht dann in ein bestimmtes Integral iiber, wihrend das
vor ihr stehende Glied mit !/, wegen des vor der Klammer stehen-
den Faktors 1/a den Betrag Null liefert:

mn ZV %:vggmﬂ/“4z4+a4 2

Das Integral 1ift sich, wie Westergaard bemerkt hat, vermége der

. o 1 .
Substitution ¢? = ——-——— auf die Form

2utu? 1

1 f J dv =
j2J 1+ 22
0
bringen und es ergibt sich fiir / in der Grenze in diesem Falle

P

f= 8¢’

Der erhaltene Ausdruck fiir den groBten Biegungspfeil einer unter
einer Einzelkraft P verbogenen, unbegrenzten Platte auf nachgiebiger
Unterlage stimmt mit einer von Heinrich Hertz auf ganz anderem
Wege fiir diesen Belastungsfall abgeleiteten Formel iiberein?).

Die groBte Bodenpressung unterhalb der Platte ist gleich

p = cf;
im Hertzschen Sonderfall:

P/I" Pq/120(1 —9?)
P=rg Eh"
(c = Bettungszahl, £ Elastlm‘oatsmodul, h Dicke der Platte, » Quer-
dehnungszahl).

Bei der Anwendung der Differentialgleichung mub stillschweigend
vorausgesetzt werden, daB die Durchbiegungen w nirgends ihr Vor-
zeichen dndern, da ja dann die von der Unterlage ausgeiibten Krifte
ihr Vorzeichen wechseln wiirden. Da die Durchbiegungen gewohnlich

1) Mit diesem Belastungsfall beschéftigte sich ausfiihrlich A. Féppl im
5. Bd. seiner Vorl. iib. techn. Mechanik.
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mit zunehmendem Abstand der Einzelkraft rasch abnehmen, wird
man eine Losung der Gl (2) wohl noch gebrauchen diirfen, wenn
sie gegen diese Forderung an den Stellen kleiner Durchbiegungen
verstoBen sollte.

47. Die Plattengleichungen in Polarkoordinaten.
Die Randwertaufgabe der kreisformigen Platte.

In den Fillen der Biegung von Platten, welche durch zwei konzen-
trische Kreisbdgen und zwei im Mittelpunkt der Kreise sich schneiden-
den geraden Linien begrenzt sind, wird man anstatt der recht-
winkeligen Koordinaten x,y, Polarkoordinaten r, ¢ benutzen. Der
Kreis, der Kreisring und der Kreisausschnitt ergeben sich als Sonder-
fille dieses Grundgebietes. Ein auBlerhalb der Mittelebene der Platte
gelegener Punkt P wird durch die Koordinaten r, « und z gegeben,
wo mit z die Entfernung des Punktes P von der Mittelebene be-
zeichnet wird.

Um die Ausdriicke fiir die Spannungsmomente und fiir die Scher-
krifte mit Riicksicht auf die unabhéngigen Verdnderlichen r, ¢ ab-
zuleiten, betrachten wir die Forméinderungen, welche ein aus der
Platte durch zwei benachbarte Zylinderschnitte r = konst. und zwei

Abb. 116.

Meridianebenen o = konst. herausgeschnittenes Element (Abb. 116)
erleidet. Wenn die Mittelebene der Platte spannungslos ist, iber-
trigt der Zylinderschnitt r = konst. ein (,radiales*) Biegungsmoment
m,, ein Scherungsmoment m,, und eine Scherkraft p_ senkrecht zur
Mittelebene auf der Lingeneinheit. In den Meridianschnitten ¢ = konst.
wirken entsprechend ein (,tangentiales“) Biegungsmoment m,, ein
Drillungsmoment m,, und eine Scherkraft p,. Die positiven Richtun-
gen dieser auf die Léngeneinheit der Schnittbreite bezogenen Momente
und Krifte sind aus der Abb. 116 zu ersehen.
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Die Neigung der Tangentialebene der elastischen Flache w = f(r, «)
ist gegeben durch 88_?1; in der Richtung des Halbmessers r und durch
;—;% senkrecht zu ihm. Ein Element der Platte, das sich in der Ent-

fernung z von der Mittelebene Lefindet, wird wegen der Krimmung
des Elementes in Richtung des Halbmessers r um den Betrag
Pw
6= TR (1)

godehnt. Bei der Berechnung der spez. Dehnung ¢ in der dazu
senkrechten Richtung ist zu beachten, daB sich die Lénge eines Bogen-
elementes des Kreises r = konst. in der Entfernung z von der Mittel-

ebene wegen der Neigung aai: des Elementes ein wenig verkiirzt. Die

. o 0 .
Verkiirzung ist mit einer Dehnung _—%8%) verbunden. Zu ihr kommt

2
die von der Kriimmung des Elementes hinzu: — 8 o 5O daB die
Dehnung ¢, in Richtung des Umfanges im ganzen glelch
1ow 1w
== ) )

ist. Diese Dehnungen erzeugen in den Normalschnitten der Platte
in der Entfernung z von der Mittelebene die spezifischen Normal-
spannungen

B ‘ 2B [w ( 1 3w ﬂ
%—1_ﬁ@T”@—‘f;vbﬂ+ ;m+voa o
3

E 2B | 2w 1 ow 1 %w

%—T““ﬁ””:—r‘ﬂaw+75 Fﬁ%

—>'0n
dr

Abb. 117.

SchlieBlich ist die spezifische Schiebung y,, oder die Anderung
des rechten Winkels der Flachen r = konst. und & = konst. in der
Hohe z anzugeben. Wir vergleichen an Hand der Abb. 117 die Lage-
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ihres Schnittes mit der zur Mittelebene parallelen Ebene z — konst.
vor (4, B, C) und nach (4’ B’ (') der Biegung der Platte.

Die Anderung des rechten Winkels bei B setzt sich aus drei
Anteilen f, 7, " zusammen. Aus der Abb. 117 ist zu entnehmen,

1 2
daB ﬂ,:-—-zi<ﬁa_u)> ”___= _;a_:f_ und ﬂ’”: — a w—_ und

or\oroe/’ 29 rorda
- . ) "e___ sz( aw) J
=P == L roa r?8a+rarau )
woraus
0 (10w
pa= =220 (150 ®)
Diese spez. Schiebung wird durch eine Schubspannung
. 0 < 8w>
Tpg = 2Gz-ar T e (6)

erzeugt.

Die Differentialausdriicke fiir die Schubspannungen r_, und 7,
kénnen in ganz &hnlicher Weise aufgestellt werden, wie die fiir die
Schubspannungen 7, und 7,, in rechtwinkeligen Koordinaten. Wir
begniigen uns damit, jetzt gleich die Grundformeln fiir die
Momente und fiir die Scherkrifte anzugeben, die man erhilt,
wenn man mit Hilfe der Formeln fiir o, o,, ... die Integrale bildet.
Sie lauten in Polarkoordinaten r und « ausgedriickt fiir

. . ow
das radiale Biegungsmoment . . m =—N [87 +» (r 7 + = ep u2>J

(7)
2
das tangentiale Biegungsmoment m,— —N [ 6 P —{- —}—12%‘}

das Scherungsmoment . . . . m  ——(1— ”)N;}r(l aw) (8)
A4
dieScherkraft im Schnitt » = konst. p, =—N %‘,?u“) ’

(9)

dieScherkraft im Schnitt « =konst. p, = —N———.

Der Laplacesche Operator nimmt jetzt wegen m, - m,=— (14+»)NAw

die Form
Aw 82 4 1@—0 1 0w

T U ror + r? 9a®

(10)
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an und die Gleichgewichtsbedingung der Scherkrifte

orp) L0y (11)

or co

liefert mit (9) wieder die Plattengleichung

P
A —_—

AdAw = N’ (1 2)

wo p den Druck auf der Seitenfliche z = — h/2 und N die Platten-

steifigkeit bedeuten.

Man verschafft sich ein sehr allgemeines System von Ldosungen
der homogenen Gleichung 44w =0 in den Polarkoordinaten r, ¢,
wenn man % = Adw = R-® setzt, wo R eine Funktion von r und @
eine von « allein ist. Man hat

! R
Au:<R”+§>q§+ﬁ'¢”=o’ (13)
woraus ” ' 37,
R" 4 R'|r " 0
TR ST e + k? = konst. (14)

Im Falle des positiven Zeichens:

R'4-rR —k*R=0, P LB D=0,

woraus  p " D =sinke, coske.
Im Falle des negativen Vorzeichens hingegen: )
R=sin(klnr), cos(klnr) = & =Ginke, Cojke.

Damit stehen uns eine Fiille von Lésungen der homogenen Platten-
gleichung in Polarkoordinaten r, « zur Verfligung: erstens die Po-
tentiale (fiir die bereits 4w = 0 ist):

w=(r*, 1" (sinka, coska), w=sin (klnr), cos(klnr)][Sinke, Cofk«]

und zweitens alle Funktionen w, welche der Gleichung dw = u ge-
niigen, unter u eines der eben ermittelten Potentiale verstanden.
Unter den Funktionen kommen gewisse AusnahmelSsungen vor, die
wir hier gleich folgen lassen:

w=Inr, «, r*Inr, r*«, rlnrcose, rinrsine, recose, rasine.
Sie enthalten im Koordinatenanfangspunkt » = 0 Singularitdten. Solche

ergeben iibrigens auch beispielsweise die Funktionen r—*sink &, wenn
k>0 ist.

Anwendungen.

a) Die Randwertaufgabe der vollen Kreisplatte. Sie ver-
langt die Bestimmung der verbogenen Fliche w einer Platte, welche
Nadai, Elastische Platten. 13
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innerhalb des Kreises der homogenen Plattengleichung 4 Aw =0
und auf seinem Umfang vorgeschriebenen Grenzbedingungen geniigt.
Zur Losung dient eine auf die ganzzahligen und positiven Potenzen
von 7* beschrinkte Summe:

n=1

wzaoﬂ'—bor‘-’—}—j(anr"—}— b"r"”)cosna—[—j(cnrn—}—dnr"“)sinnoc. (15)
n=1

b) Eine Anwendung der vorstehenden Reihenentwicklung bezieht
sich auf eine durch einen Druck p = konst. oder auch durch eine
Einzelkraft P in der Mitte belastete Kreisplatte, die in einzel-
nen Randpunkten unterstiitzt ist.

Wir wollen annehmen, dafl die kreisférmige
Platte in den Punkten r = a, ¢ ==y,, ... y, unter-
stiitzt sei. Die in ihnen iibertragenen Stiitz-
reaktionen mogen gleich P, ... P, sein. Bei der
vorausgesetzten Unterstiitzungsart ist der Rand
zwischen den Auflagerpunkten vollkommen frei.
Auf ihm miissen deshalb die radialen Biegungs-

%

5 momente m,_ verschwinden, wir haben als erste
Abb. 118. Grenzbedingung :
0*w (1 ow 19° w)
r=e. M= _N[r-“n?ﬂ—eaae_—o- (16)

Die zweite Grenzbedingung bezieht sich auf die Scherkrifte. Eine im
Punkte r = a, « =: y, iibertragene Einzelkraft P, wird durch die schon
wiederholt benutzte Reihe?)

P. /1 »
— n_; (5 —}—néicos ntxi> G=0—y; (17)

dargestellt. Wenn wir die Gesamtlast, die die Platte in ihrem Innern
r < a aufzunehmen hat, mit P bezeichnen und die Stiitzreaktionen
P, =}, P Bruchteilen von P gleich setzen, lauten die Gleichungen

fiir das Gleichgewicht der Krifte P und P,
Yicosy, =0, SNisiny, =0, Ni=1. (18)
7 B @

1

Der Ausdruck von k konzentrierten Kriften P,,...P,, die in den
Punkten & = y,,... y, des Umfanges r — a angreifen, wird aus (17)
durch Summation von ¢ =1 bis ¢ =k erhalten:

EES Si+3 s cosn%} (19)

al2 neliet

1) 8.83, Gl (62).
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und der von k konzentrierten Kriften P,,... P, die im Gleichgewicht
mit ejner iiber dem Randkreis r = a glelchmaﬁlg verteilten Ring-
belastung P = 3 P, stehen, ist

B

P =
_— 22 cosn y, . (20)

TAp=1i=

Um die Bedingung der Punktstiitzung auf dem Kreis s = ¢ zum
Ausdruck zu bringen, haben wir die durch die Ersatzscherkrifte

om,, . :
r% erganzten Scherkrifte gleich
8mra

=p. + __r ’rlzk’l + v Sk’/'l cos n 1 21)
=P T T T al2 e i Vi) (21,

zu setzen. Das Minuszeichen muBite vorgesetzt werden, weil ¢ < 0
ist, wenn der Druck p oder die Einzelkraft P in der Richtung der
positiven Durchbiegungen w wirken,
Setzt man die elastische Fiiche w aus zwei Anteilen
w=w - w’ - (29)
zusammen und versteht unter w’ die verbogene Fliche einer auf
ihrem Rande r = a auf ebener Unterlage gleichmaBig und frei auf-
liegenden Kreisplatte, die eine der oben erwihnten Belastungen triigt,
d. h. entweder die elastische Fliche
P [(5+va>—23+y)r 1’4}
o _ 94
v 64nN[ 1+» T (23)
wenn die Kreisplatte durch einen gleichformig verteilten Druck p
belastet ist, oder
o — P [ 3-Lw»
8a N 2(1—}— )
wenn sie eine Einzelkraft P in der Mitte triigt, so ist der zweite
Anteil w” aus 44w” = 0 mit den Randbedingungen

k

P
r=a, m =0, ¢ = —;Env1 2,14 oS 7 ¢; (25)
(]

(a? —r)—r“ln—] (24)

zu bestimmen.

An Hand dieser Bedingungen und der Reihe (15) lassen sich in
den einfachen Fillen der Stiitzung in einzelnen Randpunkten die
Beiwerte in (15) unschwer ermitteln. So ergibt sich beispielsweise die
verbogene Mittelfliche einer kreisfé6rmigen Platte, die in
den Endpunkten eines Durchmessers unterstiitzt ist:

roa 2(1+») 1 ¢’
+Q{c_ ;[(n—l)fr 1—» .(n—l)n‘—_;b—(ﬁﬂ-l)}g cos"“f (26)

13*
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Hier bedeuten w’ eine der Funktionen (23)oder(24), @ =Pa*/27(3+»)N,
P die auf der Platte ruhende Gesamtlast, ¢ ihren Halbmesser, » die
Querdehnungszahl, N die Plattensteifigkeit, ¢ eine

a Konstante, die
1+ n?
v ist und » =2, 4, 6,...; o steht zur Abkiirzung

fir 9 =r/a.
Abb. 119. s .
Die in den Endpunkten eines Durchmessers

unterstiitzte, gleichméiBig belastete Kreisplatte hat die Durchbiegung:
in der Mitte (r = 0): w=10,269 p a*|N,
in der Mitte des freien Randes (¢ = =2, r=a): w=0,371pa’/N.

Die in der gleichen Weise unterstiitzte, jedoch in ihrem Mittel-

punkt durch eine Einzelkraft P belastete Kreisplatte hat die Durch-

biegungen

im Mittelpunkt:
w=1,31 Pa®/Eh3,

in der Mitte zwischen

den Stiitzpunkten auf
dem freien Rand:

w= 1,33 Pa’|E h®.
Die Abb. 120 gibt

dieSpannungsverteilung
einer Kreisplatte wieder,

Abb. 120. B die auf ihrem Rand-
. . Biegungsmomente fiir eine Kreisplatte ; : soh.
mit freiem Rand. Die Platte trigt auf ihrem 1015 eine gleich

Randkreis eine gleichmiBig verteilte Ringbelastung m&Big verteilte
und ist in den Endpunkten eines Durchmessers Rin g belastun g P

unterstiitzs. trigt und in den
Endpunkten eines Durchmessers unterstitzt ist. Sie wird
iiber den Auflagerpunkten am stirksten beansprucht?).

Die Abb. 121, 122 deuten einige weitere Belastungsfille an, die
sich mit Hilfe der Funktion (15) erledigen lassen.

Wenn die Stiitzpunkte die Ecken eines in den Kreisr=a
eingeschriebenen gleichseitigen Dreiecks bilden, ist der
Biegungspfeil in der Mitte

0,754 - Pa*/ER® (Einzelkraft),
0,307 Pa2?[ERh® (gleichformiger Druck P[ma?).

1) Einige weitere vom Verfasser durchgerechnete Beispiele sind in der
Phys. Z. 22, S.366, 1922 zu finden.
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Wenn zur Losung (26) eine zweite elastische Fliche derselben Art
hinzugenommen wird, deren Einzelkréfte jedoch in einem anderen
Durchmesser wirken, ergeben sich die Biegungsfille einer kreis-
férmigen Platte, die in vier Rand-
punkten aufliegt. Damit ist beispiels-
weise die statiseh unbestimmte Aufgabe der
A Bestimmung der Auf-
lagerreaktionen eines
kreisrunden vier-
beinigen Tisches mit
ungleich langen Beinen
gelost, der im Mittel-
punkt ein Gewicht tragt.
Abb. 121. Ein eigenartiger Sonder-
fall ergibt sich, wenn die vier Einzelkrafte, wie in Abb. 122 ange-
deutet, angreifen.

<o

A

Abb. 122.

¢) Der gleichmadfBig belastete Kreisausschnitt. Wenn auf
den beiden Geraden des Kreisausschnittes w =0 und dw = 0 sind,
ist die elastische Fliche w darstellbar durch die Summe:

w= YR(r)-sinke= 3 (a,* +b k2| ¢ 1*)sinke. (27)
Wenn die Platte einen Ausschnitt aus einem Kreise vom Halbmesser a

und dem Zentriwinkel § bildet und durch einen Druck p = konst.
belastet ist, sind

k_nn . _4p 1 1
T B’ F aN a (B —4)(k — 16)

Die Festwerte a,, b, konnen noch verschiedenen Grenzbedingungen
auf dem Kreis r = a angepalt werden. Wenn beispielsweise die Platte
im Kreise r — a eingespannt ist, folgen ihre Werte aus den Be-

(n=1,3,5,...). (28)

dingungen r =a, w=0, %‘f:o oder R=0, R'=0

G=—"—5"6 at-k, b, = 5 G a* k. (29)

Das Summenglied ¢, r* sin ke hat in seiner Konstanten ¢, zwei Diffe-
renzen im Nenner. Wenn k — 2 oder k — 4 ist, wird es unbrauch-
bar. Es tritt dann ein logarithmisches Glied in die Summe ein. Fir
den Halbkreis mit eingespanntem Kreisumfang ergibt sich mit
B =a und wenn man ¢ = r/a setzt die elastische Fliche?)

_42%9%“,‘(@ ¢ g> (e“ L o e*>. ( 0 @ @>
w= N 90 §0+45 51na+ '2_1(') i Qﬁ)*m SIH3C4—1— —@—]—-m—rm Sln5a+"'} (30)

N Z.V.d. 1. 1915, S.169. Daselbst weitere Fille.
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d) Kreisplatte mit exzentrisch angreifender Einzelkraft.
Ihre Losung mit Hilfe von Reihenentwickelungen hat A. Foppl?)
angegeben. E.Melan®) verwendete orthogonale Kreiskoordinaten &, 1,
um sie darzustellen. Man verschafft sich diese Koordinaten aus den
rechtwinkeligen z,y vermége der Transformation:

) eftin — 1
x _l" 1y = ae—5+71]__l—_—17
woraus
v —a Giné —u sing
Cof &+ cosy’ Y= % 5ofE+cosy’

48. Versuche mit kreisformigen Glasplatten.

Unter den in der vorigen Nummer behandelten Biegungsfillen
der in einzelnen Punkten unterstiitzten kreisformigen Platten eignen
sich zu einer Uberpriifung der Voraussetzungen der Plattentheorie
besonders die Formédnderungszustinde der in zwei oder in drei
Punkten unterstiitzten Platten, die zu einem statisch bestimmten
System der Auflagerreaktionen gehoren. Der Verfasser hat mit der-
art unterstiitzten Platten aus Glas, die in ihrer Mitte durch ein
Gewicht belastet werden konnten, Elastizitatsversuche gemacht®). Die
Ausiibung und die Messung der Kraft geschah mit einer Tafelwage
von 20 kg. Die kreisfésrmigen Platten wurden aus fehlerfreien und
moglichst ebenen und gleich starken Scheiben Fensterglas heraus-
geschnitten. Thre Dicke schwankte merklich (um einige Hundertstel
Millimeter), weshalb eine Ausgleichung der Dickenmessung aus
mindestens acht Beobachtungen entlang des Umfanges vorgenommen
wurde. Die Platten hatten einen Durchmesser von 204 mm, die
Auflagerpunkte (einstellbare Spitzen aus Eisen) lagen auf einem Kreis
von rund 200 mm Durchmesser. Ein durch drei Sdulen gebhaltener
massiver Eisenring diente zur Befestigung der Eisenspitzen. Die
Bewegungen der Platte iibertrugen sich durch einen in ihrem Mittel-
punkt aufgesetzten leichten Fiihlstift auf einen Messinghebel von
45 mm Léinge, dessen Verdrehung mit Spiegel und Fernrohr auf einer
Skala beobachtet wurde. Die Ubersetzung des Gerits war 1:50.

1) Berichte der Bayr. Akad. d. W. 1912, S. 155.

%) Der Eisenbau, Bd. 11, 8. 190. Leipzig 1920.

3 Die Versuche sind im Institut fiir angewandte Mechanik der Universitit
Gottingen im Anschluf an die spiter zu besprechenden Versuche mit kreis-
formigen Stahlplatten von groBer Ausbiegung gemacht worden. Dem Direktor
des Institutes, Herrn Prof. Ludwig Prandtl, dankt der Verfasser herzlich
fiir ihre Férderung, der Jubildumsstiftung der deutschen Industrie fiir
die freundliche Gewihrung der Mittel.
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Um die in zwei Punkten unterstiitzten Platten gegen das Kippen zu
sichern, wurde statt der einen Spitze eine kurze Schneide benutzt.

Der Elastizitdtsmodul E
des Glases wurde &hnlich,
wie dies bei den Versuchen
mit kreisférmigen Platten
aus Eisen von A. Foppl?)
geschehen war, aus Bie-
gungsversuchen mit schma-
len Streifen ermittelt. Es
wurden drei Streifen unter
einer Einzelkraft in der Mitte
und drei Streifen in reiner
Biegung untersucht.

Die Biegungsversuche mit
den Streifen und mit den
in zwei, beziehungsweise in
drei Punkten unterstiitzten
Kreisplatten zeigten prak-
tisch eine voéllige Linearitit
zwischen der Durchbiegung
und der Kraft. Kin zeitlicher
Einflu}, der bekanntlich bei
Versuchen mit Glas fest-
gestellt ist, machte sich wih-
rend der kurzen und gleich
gehaltenen Dauer zwischen
der Anbringung der Kraft
und der Ablesung der De-
formation kaum bemerkbar.

Die Biegungsversuche mit
den Glasstreifen ergaben fiir
den Elastizitdtsmodul

Biegung von drei Streifen

unter Einzelkraft:
723000, 723000, 731000,
Mittel 726000 kg/em?.

Reine Biegung von drei

Streifen:

730000, 728000, 733000,

Abb. 123. Anordnung fiir Biegungsversuche
mit in Einzelpunkten unterstiitzten Kreis-
platten.

Abb. 124.

Mittel 730000 kg/om®. Mittel aus Streifenversuchen: 738000 kg/cm?.

1 Mitt. mech.-techn. Labor. Miinchen 1900.
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Die GroBe der Druckfliche, innerhalb der sich die Einzelkraft
auf die Platte dibertrug, war von keinem Einflu auf den Biegungs-
pfeil. Dies wurde durch Verinderung der GroBe dieser Fliche unter
Benutzung von Unterlagplattchen aus Gummi mit den Durchmessern
von 18, 13, 8, 3 mm festgestellt.

Bei den Platten ergab sich eine systematische Abweichung der
beobachteten Biegungspfeile von den berechneten, weil die Stiitz-
punkte nicht auf dem Begrenzungskreis lagen. Die beobachteten
Werte der Durchbiegung in der Mitte der Platten muBten deshalb
berichtigt und durch Extrapolation auf den &uBeren Rand bei jeder
Platte bezogen werden. Der Einfluf, den die VergroBerung des
Durchmessers vom Auflagerpunktkreis auf den Biegungspfeil hatte,
geht aus den folgenden Zahlen hervor.

Durchmesser des Kreises der drei Auflagerpunkte:

18,02, 19,00, 20,00 cm.
Beobachteter Biegungspfeil in der Mitte fiir Einzelkraft P — 1 kg:
0,0161, 0,0191, 0,0220 cm.

Die Extrapolation dieser Werte auf den Randkreis vom Durch-
messer 20,40 cm ergibt f— 0,0232 om.

Der aus der Kirchhoffschen Theorie mit einer Querdehnungs-
zahl » =1/, berechnete Biegungspfeil der in drei, in einem gleich-
seitigen Dreieck gelegenen Randpunkten unterstiitzten Kreisplatte

(s. 8. 196) war Pa?
w = 0,754 ﬂ‘)’_ y

woraus der Elastizititsmodul
E = 713000 kg/em?

sich ergibt. (Der Halbmesser des Randkreises war a = 10,20 cm,
die mittlere Dicke der Platte betrug » = 0,1677 cm, die Einzelkraft
hatte den Wert P = 1kg.) Die in dieser Weise und aus den Biegungs-
versuchen der in zwei und in drei Punkten unterstiitzten und in der
Mitte durch eine Einzelkraft belasteten kreisférmigen Glasplatten er-
mittelten Werte der Elastizitdtsziffer waren:

Platte | Platte | Platte |
1 2 38 |
Platte liegt in zwei Rand-
punkten auf . . . . . . 728000 | 733000 | 718000 | Mittel 726000 kg/ecm?
Platte liegt in drei Rand-
punkten auf . . . . . . 713000 | 730000 | 718000 | Mittel 720000 kg/cm?

Mittel aus Plattenversuchen: 723 000 kg/cm?.
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Die Ubereinstimmung der aus den Biegungsversuchen
mit den Streifen und mit den kreisférmigen Platten nach
der Kirchhoffschen Plattentheorie berechneten Durch-
biegungen ist sehr befriedigend. Zum Vergleich ist nach-
zutragen, dafl hier fir die Poissonsche Zahl !/,, der aus sonstigen
Elastizitétsversuchen mit Glas bekannte Wert angenommen wurde.
Die Formeln fiir den Biegungspfeil der in zwei, bzw. in drei Punkten
unterstiitzten Kreisplatten hitten ohne weiteres gestattet, auch die
Querdehnungszahl » neben dem Elastizitdtsmodul als eine unbekannte
Materialkonstante zu betrachten und aus den Beobachtungen zu er-
mitteln. Wegen der guten Ubereinstimmung der obigen Néherungs-
zahlen fiir £ wurde von dieser genaueren Ausgleichung der Beobach-
tungen abgesehen.

Mit auf ihrem Umfang * T Platre-7
frei aufliegenden und inihrer 7|
Mitte durch eine Einzelkraft Z
belasteten Kreisplatten wur- |
den an denselben Glasscheiben é
ebenfalls Versuche gemacht. ¢
Die Platten lagen auf einem Z
kreisformigen Grat auf, der

in den Auflagerring eingedreht
war. Eine Linearitét zwischen 4040z g0k Goscm
den Durchbiegungen und der  Apb. 195. Biegungsversuche mit auf ihrem
Kraft (vgl. die Zusammen- Umfang freiaufliegenden Kreisplatten aus
stellung der Beobachtungen Glas,
einiger Versuche in der Abb. 125) konnte hier bei kleinen Belastungen
nicht beobachtet werden, zum Zeichen, daB sich die Platten erst all-
méhlich an ibre Unterlage anlegten. Aus der Neigung der mit der
steigenden Belastung schlieflich sich einstellenden mittleren Geraden
ergaben sich unter der Beriicksichtigung einer geringfiigigen Korrek-
tur fiir den i{iberstehenden Plattenrand von 2 mm Breite aus der
Formel fiir den Biegungspfeil der freiaufliegenden Platte

P 2

0,582 375

die mittleren Werte des Elastizititsmoduls

N‘b%fb

Platte 1 Platte 2 Platte 3
E = 128000 732000 706 000

die mit Ausnahme des letzten Wertes ebenfalls nahe zum obigen
Mittelwert liegen. (Die Platte 3 war, wie durch Abklopfen auf ihrer
Unterlage festgestellt werden konnte, am wenigsten eben.)
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49. Die Singularititen der Plattenbiegung.

a) Einzelkraft, die in einem inneren Punkt angreift.
Eine Losung w der homogenen Plattengleichung 44w = 0, welche
in einem Punkte unendlich grofle Spannungen liefert, enthilt, wie
man sagt, eine Singularitit. Eine derartige Losung begegnete uns
zuerst bei der in ihrem Mittelpunkt durch eine Einzelkraft P be-
lasteten kreisférmigen Platte in der Fliche

P,
w= r ln;, (31)

in der r = Va4 -{-y die Entfernung eines beliebigen Punktes vom
Anfangspunkt des Koordinatensystems und a eine beliebige Lénge
bedeuten. Wie sich sofort durch Ausrechnung der zur Funktion w
gehorenden Scherkrifte p, in einem Kreise r = konst.:
P
p,— — N?)Aw _

or 2ar

(32)

ergibt, ist in der Tat die Mittelkraft der zur Platte senkrecht ge-
richteten Scherkriafte auf dem Kreise r = konst.
2arp, = —P (33)
einer Konstanten gleich.
b) Aus der Losung fiir die Einzelkraft P kann die eines Einzel-

momentes abgeleitet werden, wenn man auf die Platte zwei gleiche
Krifte in entgegengesetzter Richtung in zwei benachbarten Punkten

(x,=¢, y,=0 und z,= —¢, y,=0) wirken und dann ¢ bis auf
Null sich verkleinern 148t. Die Platte wird durch dieses Kriftepaar
M,=2Pc

nach der Fliche
P . )
Lo 4
=8 N<r In~ s In- . (34)

verbogen. Mit r, und r, sind hier die Entfernungen P, und @ P, eines
beliebigen Punktes @ (r,«) von den Angriffspunkten P, und P, oder
r,?=1r+c¢*—2rccosa, ry =174 ¢* 4 2rccosu

bezeichnet. Wenn ¢ eine kleine Grofle gegen r ist, wird genau genug

Ny n”; (1-2 2o ) 207 osa)ln—(1+2—cosa>}
ST LA c7cosc) n—s\1—-2_-cosa o
oder
w:—Zly—j—cliT<2rcosaln—2—+rcosa). (35)



Die Singularititen der Plattenbiegung. 203

Das in dieser Gleichung vorkommende Glied rcose = 2 stellt keinen
Spannungszustand dar und kann als unwesentlich fortgelassen werden.

Beim Ubergang zum limes2 Pc= M, entsteht die Funktion

M, r
w1=—4ﬂNrcos¢xln?. (36)

Durch sie wird die von einem im Koordinatenanfangspunkt
angreifenden Einzelmoment M, verzerrte Fliche einer un-
begrenzten Platte dargestellt. Der Vektor des Momentes M, hat
die Richtung der positiven y- Achse.

Die in dhnlicher Weise erhaltene Fliche

M . T

w, = — 472Nrs1nocln7“— (37)

wird durch ein konzentriertes Moment M, mit einem zur x-Rich-
tung parallelen Achsvektor erzeugt.

Die Uberlagerung von w, und w, ergibt die Biegung einer Platte

durch ein im Koordinatenanfangspunkt angreifendes Einzelmoment M

von beliebiger Richtung, dessen Komponenten M, und M, sind?).

¢) Eine Einzelkraft in einer Ecke ldBt sich durch die Ersatz-
scherkriifte erzeugen, wenn von den beiden Scherungsmomenten m,
und m,, die in den Schenkeln 1 und 2 des Winkels wirken, mindestens
das eine von Null verschieden ist. Der durch die positive z- und
y-Achse begrenzte Winkelraum, dessen beide Schenkel frei (ohne
dulere Spannungen) sind, wird durch eine im Punkte =y =0
senkrecht zur Platte und in der Richtung der positiven Durch-
biegungen wirkende Einzelkraft P nach der Fliache

. Pzy
T 2(1—»)N
eines hyperbolischen Paraboloids verbogen (vgl. S. 40).

w (38)

d) Das Einzelmoment in einer Ecke. Wenn das Moment M,
in der Spitze eines Winkelraumes vom Offnungswinkel « angreift,

auf dessen Schenkeln ¢ = ig keine dufleren Spannungen wirken

und seine Achse mit der inneren Winkelhalbierenden zusammenfillt,
ist die Durchbiegung in Polarkoordinaten r und ¢ ausgedriickt:
M

2yln~2+(1 + )z
1:_(I—V)N'(l~v)sinoc—f—(3—l—v)oc’ (39)

w

1) Verwandte Funktionen hat Michell im Falle des ebenen Spannungs-
zustandes fiir Einzelkrifte angegeben.
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und wenn die Achse des konzentrierten Momentes M, senkrecht zur
Winkelhalbierenden steht und mit der positiven y-Achse zusammen-
falls: ,

u 2xln;——(1—{—v)y<p

w“’:—(1——Qv)N.'(l—v)sinoc—(?)-{—v)oc' (40)

Die Uberlagerung von w, und w, ergibt die Biegung einer Ecke
durch ein in der Spitze des Winkels angreifendes Moment M von
beliebiger Richtung, dessen Komponenten M; und M, sind.

M, - ; Ll

t4

T Abb. 128.
~J
Abb. 126. Abb. 127. @
Abb. 130.
Abb. 129.

e) Das Einzelmoment in einem Punkte einer freien Be-
grenzungsgeraden. Wenn o =z, wird der Winkel ein gestreckter.
Es ergeben sich aus (39) und (40) mit ¢ =z (Abb. 128):

Wy = (1 _ ,V)(M v) N<2yln + (1 ):up) (41)

bzw. (Abb. 129):
w, = (1_V)(M V)nN<2xln~2—(1+a})y(p>. (42)

Im ersten Falle wirkt auf der geraden Plattenkante x =0
im Nullpunkt ein konzentriertes Scherungsmoment (M), im
zweiten ein konzentriertes Biegungsmoment (M,).

f) Schlieflich gibt

Pr? r 14w
2(3%—1})75.1\7{1117—!—1

die Durchbiegung an, die eine in einem Punkte einer freien
Begrenzungsgeraden (dem Punkte =y =0 der y-Achse an-
greifende Einzelkraft P in der Platte (auf der Seite z > 0) er-
zeugt (Abb. 130).

Die zugehorigen Spannungsmomente ergeben sich aus den vor-
stehenden Formeln nach Ausfilhrung der vorgeschriebenen Differen-
tiationen.

w = [(psmmp——cos2gp]n }—#——} (43)
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ITI1. Die Behandlung der Aufgaben
der Plattenstatik mittels der
Differenzenrechnung.

50. Das Rechnen mit kleinen Differenzen.

Wenn man die Losung der Plattengleichung nicht mit Hilfe der
gewohnlich benutzten Funktionen ausdriicken kann oder wenn es zu
umstandlich wére, die erforderlichen Funktionen aufzustellen, leisten
numerische Verfahren gute Dienste!). Man verzichtet von vorn-
herein darauf, die elastische Flidche der Platte auf die Funktionen
zuriickzufithren, die in der Analysis gewohnlich benutzt werden und
beschrinkt sich darauf, ihre Ordinaten und die Werte der Spannungs-
momente der Platte nur durch die Operation der Addition und der
Multiplikation zu bestimmen.

Zu diesem Zweck kann man sich der Differenzenrechnung
bedienen. Die Ingenieure des Eisenbetonfaches H. Marcus?),
N. J. Nielsen®) und Prof. H. M. Westergaard*) haben das Verdienst,
sie in einer fiir die Zwecke der Plattenstatik geschickten Form
beniitzt und gezeigt zu haben, daBl sich mit ihrer Hilfe die Span-
nungen von Platten oft mit einer fiir die technischen Anwendungen
bereits hinreichenden Genauigkeit berechnen lassen®).

Das Rechnen mit kleinen Differenzen kniipft an die in den
Anfangsgriinden der Differentialrechnung eingefiithrten Begriffe an.

) Die numerischen Verfahren sind besonders durch C. Runge und seine
Schiiler entwickelt worden. Vgl. ihre zusammenfassende Darstellung in dem
eben erschienenen Werk von C. Runge und H. Konig, ,Vorlesungen iiber
numerisches Rechnen“. Berlin: Julius Springer 1924. (Bd. 11 der Sammlung
yDie Grundlehren der math. Wiss.“)

?) In seinem vor kurzem erschienenen Buch: ,Die Theorie elastischer
Gewebe und ihre Anwendung auf die Berechnung biegsamer
Platten, unter besonderer Beriicksichtigung der trigerlosen Pilzdecken.”
Berlin: Julius Springer 1923. 368 S.

%) In seiner Schrift: ,Bestemmelse af Spendiger i Plader ved Anvendelse
af Differensligninger”, Kopenhagen 1920. 23! S. Dissertation.

1) In einer mit W. A. Slater herausgegebenen Schrift: ,Moments and
stresses in slabs“, Proc. of the american concrete institute, 17. 1921. 124 S.
Auf ihre Niitzlichkeit fiir die numerische Behandlung von Randwertaufgaben
hat H. Hencky (Z. ang. Math. Mech. Bd. 1, 8. 81. 1921 und Bd. 2 S. 58. 1922)
an der Hand von durchgefiihrten Beispielen hingewiesen.

%) Der friih verstorbene Ingenicur Huldreich Keller hat bereits 1912
(Schweiz. Bauzg. 1913, 8. 111. Z. V. d. I. 1912 und Mitt. ii. Forschungsarb.,
Heft 124) die Differenzenrechnung zur Lésung einer Aufgabe der Biegungs-
theorie der gewdlbten Schalen herangezogen.
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Der Unterschied v, ., — v, der Werte einer Funktion v einer Ver-
dnderlichen z fiir zwei benachbarte Werte z, ., und z, ist ihre erste

Differenz
dv,=v 4, — 9. (1)
Entsprechend definiert man ihre zweite, dritte, ..., n-te Differenz nach
dem Schema

Ty—as  Vp_a>

4v, _,, e

xk—l’ vk—l’ A’v vk—‘.” Agv
x v R 2o TR At (2)

k ) k 4 Av k—1? Agv k—2°
x v B0 A2y koL

EE10 R S PR

k10

Tyias Vit

Man erhilt auf diese Weise die Ausdriicke fiir die erste, zweite, ...
Differenz
4 %= Yy Y%
2 — — —_ —
Boy=A4v  —4dv,=0v,,—29%, T,

Ao, = A0

(3)
2
ki1 — A0 =005 — 3V T3V — U,

Eine Anwendung des Rechnens mit den ersten und zweiten Differenzen
bezieht sich auf die Bestimmung der Gleichgewichtsform eines durch
parallele Krifte belasteten ausgespannten Seiles. Es seien x, und v,
die Abszisse und die Ordinate des k-ten Knickpunktes eines Seiles,

an dem eine Kraft @, angreift, in einem recht-

o 4z, winkligen Koordinatensystem, dessen x-Achse
senkrecht zur Richtung der Krifte @, steht, S,
die Kraft mit der das Seil in der k-ten Seil-
seite gespannt wird und «, der Winkel, unter
dem sie gegen die x-Achse geneigh ist. Die
Krifte @, 8, und 8, _,, die am k-ten Knick-
Abb. 181. punkt angreifen, sind im Gleichgewichte, wenn

die Summe ihrer Komponenten in der z- und

in der y-Richtung verschwindet oder wenn die beiden Gleichungen

8, cose, =8, jcose,_,=H, (4)

Q= — H(tge, — tge_,) (5)

erfiillt sind, wo mit H die Horizontalspannung des Seiles bezeichnet

wird. Driickt man hier die Tangenten der Winkel ¢, und ¢,
durch die Koordinaten x, und v, vermdge der Gleichungen

— Av_y

=Vt
A,y

tga, = po
k+1

k

_Avk
- dw’

= 6
—x, tgo,_y (6)
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aus, so entsteht ein Ausdruck fiir die Last @, am k-ten Knick-

punkte:
. dv, Avk_l}
Q"__H{Axk—zlxk_l ' (@

Zu jeder Ecke des Seilpolygons gehort-eine solche Gleichung.
Wenn die Krifte Q,, die Lage ihrer Wirkungslinien (die x,) und die
Horizontalspannung H, sowie noch zwei weitere Angaben, z. B. die
Hohenlage des Anfangs- und des Endpunktes des Seilecks gegeben
sind, bestimmt dieses System von Differenzengleichungen die Ordi-
naten v, des Seilecks. Es wird besonders einfach, wenn die Ent-
fernungen der Krifte @, alle gleich

dz, = Ax (8)
sind, ndmlich
H L
Q= gpdn—dv_y)=— 7 Loy, o
woraus sich
. Adx
A vk_I:vk+1~—2vk+vk 1= ‘—'Qk'*H— (10)

ergibt.

Wenn die parallelen Krifte stetig verteilt sind, entsteht aus dem
Seileck eine Seilkurve. Denken wir uns ihre Spannweite in lauter
gleiche Strecken 4z geteilt, so nidhert sich die auf die Langeneinheit
einer Strecke 4z entfallende durchschnittliche Last @,: 4z, wenn A%
immer kleiner und kleiner angenommen wird, einem Grenzwert, den
wir ¢ nennen wollen und der nach Gl (9) gleich

. Q, . Ao d*v
q_hmﬂ_—Hllmme———HW (11)
ist. Die Differenzengleichung geht in die Differentialgleichung der
Seilkurve iiber.

In der graphischen Statik pflegt man die Seilkurven mit Hilfe
ihrer Tangentenpolygone zu konstruieren. Man teilt sich die Be-
lastungsfldche f gdx in Abschnitte von passender Breite ein und
zeichnet das zu den Zwischenresultierenden gehorige Seileck. Es bildet
ein der Seilkurve der stetig verteilten Last umschriebenes Tangenten-
polygon. Gewéhnlich begniigt man sich damit, die Grofle und die
Lage der Zwischenresultierenden, wenn ¢ verénderlich ist, abzu-
schitzen, ihr Seileck bildet dann nur ein gendhertes Tangenten-
polygon der Seilkurve. Mit Riicksicht auf die folgenden Anwendungen
soll hier ein anderes Seileck zur Annidherung der Seilkurve konstruiert
werden. Man teile sich die Spannweite in eine Anzahl gleicher Ab-
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schnitte 4z und bilde Krifte @), , die gleich dem Produkte aus den
Ordinaten ¢, der Belastungsfunktion ¢ = f(x) in den Teilpunkten z,
mit der Teilung 42 angenommen werden und in den Punkten mit den
Abszissen x, wirken mégen. Statt der stetigen Belastung ¢ wird eine
Stufenlinie angenommen
und das Seileck der Zwischen-

ﬁ% resultierenden dieser Last-
R; verteilung konstruiert.
1
U . . .
R ?@ Um (%1e Ordinaten dlesefs
by Seilecks in den Punkten mit
Gt G Gir den Abszissen z, mit den
wahren Ordinaten der Seil-
Abb. 132. kurve an diesen Stellen ver-
gleichen zu konnen, bringen Abb. 188.

wir es in Beziehung mit einem
Seileck eines Systems ,mittelbarer® Lasten des gegebenen
Systems ¢. Unter einem solchen versteht man das Folgende: Man
denke sich die gegebene Belastungsfliche ¢ in einzelne Streifen
goteilt und die parallelen Kréifte in jedem Streifen in ihre beiden
Komponenten in seinen Endpunkten zerlegt. Diese letzteren fasse
man wieder paarweise zusammen. Sie bilden das ,mittelbare“ Last-
system des gegebenen. Von ihm weist man leicht nach, dafl sein
durch den Anfangspunkt und durch den Endpunkt der Seilkurve
gehendes Seileck, das zu der ndmlichen Horizontalspannung H gehdrt,
ein der Seilkurve eingeschriebenes Sehnenpolygon bildet,
Die Ecken dieses Seilecksliegen demnach auf der gesuchten
Kurve. Wire das System der Lasten der stufenférmigen Be-

lastungslinie
cons Gy A, g A, gy,

ein ,mittelbares® der Belastungsfunktion ¢ = f(x), so wiirden die
Ordinaten v, seines Seilecks die richtigen Werte der Einsenkungen
der Seilkurve in den Punkten z, liefern. Da dies im allgemeinen
nicht der Fall ist, liegen seine Ecken auf einer zur Seillinie benach-
barten Kurve. Sie werden um so néher zu ihr liegen, je besser das
Lastsystem, mit dem dies Seileck konstruiert wird, ein mittelbares
anndhert.

Ein Mittel zu einer besseren Annéherung bei gegebener Teilung 4
besteht darin, da8 man die Kurve ¢ = f(z) durch ihr Sehnenpolygon
mit dieser Teilung ersetzt und das mittelbare Lastsystem dieses ge-
brochenen Linienzuges bildet. Es ist durch

Ax

"G—[Qk—1+4qk+%;+1] (12)
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gegeben. Man kann bei einer glatt verlaufenden ¢-Kurve die Nihe-
rung weiter verbessern, wenn man sie stiickweise durch Parabel-
bogen ersetzt. Dies liefert (statt der Krafte g A« der Stufenlinie)
das Lastsystem:
Adx
—ﬁ[qk—lJf— 10 ¢ + G4l - (13)
. Die Differenzenrechnung dient uns hier als ein erstes, verhiltnis-
mafig noch recht grobes, aber, wie sich sogleich zeigen wird, ohne
viel Umstdnde zu beherrschendes Hilfsmittel, das uns iiber den un-
gefahren Verlauf einer Integralkurve einer linearen Differential-
gleichung zweiter Ordnung ein Bild verschafft. Um uns von der
besonderen Voraussetzung einer Seilkurve frei zu machen, vergegen-
wirtigen wir uns nochmals kurz den Vorgang, der hier im wesent-
lichen die Integration einer Differentialgleichung von der Form

it (2) (14)
zum Ziele hatte.

Wir ersetzen diese Differentialgleichung zweiter Ordnung durch
die Differenzengleichung

Aoy =0, — 20+ v, =f 42", (15)

Wird das Integrationsintervall der unabhéngigen Verdnderlichen x
in n gleiche Teile Ax geteilt, so sind dies fiir die » — 1 inneren
Teilpunkte ebensoviel lineare Gleichungen der unbekannten Funktions-
werte v,. In ihnen sind die f, (die Ordinaten der ,Belastungs-
funktion“ f(z) in den Teilpunkten z,) als bekannte GroBen zu be-
trachten. Diese Gleichungen sind nach den v, aufzulosen. Um die
in ihnen vorkommenden » -- 1 Unbekannten v, v,, ..., v, berechnen
zu konnen, miissen noch zwei Bedingungsgleichungen hinzugefiigt
werden, die durch die Randbedingungen geliefert werden. Die aus
dem System der Differenzengleichungen erhaltenen Werte von v, stellen
dann eine erste Naherungslosung der Integralkurve der gegebenen
Differentialgleichung (14) dar, welche den gegebenen Randbedingungen
geniigt. Wenn man sich mit derselben und mit der erzielten
Genauigkeit noch nicht zufrieden geben will, so kann man die
Rechnung mit einer kleineren Teilung (beispielsweise mit Ax:2)
wiederholen oder von der einen oder der anderen der beiden ge-
naueren Interpolationsformeln fiir die f, Gebrauch machen, mit deren
Hilfe die ,Stufenlinie“ der f, durch ein ,Sehnenpolygon*:

Aa?
Agvk—lz(fk—1+4fk+fk+1)% (16)

Nadai, Elastische Platten. 14
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oder durch Parabelbogen ersetzt wird, was auf die Differenzen-
gleichung
R Az?
A“”k—1=(fk—1+10fk+fk+1)T2‘ (17)
fiithrt. Welche Genauigkeit mit Hilfe der verschiedenen Interpolations-
formeln erzielt werden kann, héngt im gegebenen Fall natiirlich von
der Form der Funktion f(x) ab').
Wenn wir die Ableitung der Funktion » an einer Stelle  suchen,
konnen wir durch die drei Punkte, x, _,, v, 15 &, % Ty, % s
die dieser Stelle am nichsten liegen, eine Parabel mit einer lot-

rechten Achse hindurchlegen

v — v, _ v —2v, 40, .\ ,
R o R

und ihre - Ableitung berechnen. Gewdhnlich wird vermdge dieser
interpolierenden Parabel der Wert der Ableitung der Funktion » nur
im mittleren Punkte x, der drei benachbarten Punkte z, _ ,,z,, 2, ,,

berechnet:
dv

A IR R T
(dx)k 24 ) (19)

Dieser Wert ist iibrigens dem arithmetischen Mittel aus dem
yvorderen® und dem ,hinteren“ Differenzenquotienten gleich, wie
man aus

[dv v, —v +v, —ov _ Av, + Ao, _ .
=)= Sde T edn (20)

erkennt. Die zweite Ableitung ergibt sich aus (18) gleich

d2”> Vg — 20 1+,
(7? - Ax? ’ (21)

welcher Wert gewdhnlich fiir den mittleren Punkt x, als giiltig an-
genommen wird.

Soll die erste Ableitung in einem Endpunkt des Integrations-
intervalles berechnet werden, was notwendig ist, wenn sich eine
Grenzbedingung auf die Ableitung bezieht, so kann dies allenfalls
mit Hilfe der obigen Interpolationsfunktion geschehen. Man erhilt,

1) Wir konnen uns hier mit diesen interpolatorischen Fragen nicht be-
schiftigen und verweisen den Leser hinsichtlich derselben auf die schon er-
wihnte Schrift von Sanden: ,Praktische Analysis“, S.73 — und auf das neue
Buch von Runge und Konig.
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wenn der Anfangspunkt bzw. der Endpunkt des Intervalles mit x, _,
(bzw. mit w, ) bezeichnet wird, aus

(ﬂﬁ) _ Tl t4n, =30,

dx 24 ’

k-1 (22)

bzw. <ﬂ> — 3vk+1 - 4vk + V-1
k+1

dzx

und wenn man in der ersten Formel k=1 und in der letzten
k=mn — 1 setzt, die Ableitung in den Intervallenden z, (bzw.z,) in
erster Naherung gleich

<ﬂ> =+ 4w, — 30,
de), 24z 7
’ (23)
bzw (ﬂ) _ v Ay b,
" \dz/, 24x

n

Eine andere Moglichkeit zur Berechnung der Ableitungen in den
duBersten Punkten x, und z, ergibt sich, wenn die Funktion iiber
die Enden des Integrationsintervalles hinaus in bekannter Weise
sich analytisch fortsetzen lit oder von vornherein klar ist, wie
eine solche Fortsetzung aussehen muf}, damit die Grenzbedingungen
nicht durch sie verletzt werden. Wir werden weiter unten auf einige
Beispiele fiir diese Art der Beriicksichtigung von ,Randbedingungen*
gefiithrt werden.

51. Einige Beispiele aus der Lehre der Stabbiegung fiir die
Anwendung des Rechnens mit kleinen Differenzen.

Wenn die Differentialgleichung vierter Ordnung der Ordinaten w der
elastischen Linie eines verbogenen Stabes

dw_ p

dxt JE’
in der p die Belastung, J das unverdnderlich vorausgesetzte Trigheitsmoment
des Stabquerschnitts und E den Elastizititsmodul des Materials bedeuten, unter

gegebenen Randbedingungen zu integrieren ist, kann man sich diese Gleichung
vierter Ordnung in die beiden Gleichungen zweiter Ordnung

(24)

Pu_p o dw_

da  JE’ dx®

zerlegt denken. Jede derselben kann nach dem Vorgang von O. Mohr als die
Differentialgleichung einer Seilkurve angesehen werden. Anstatt aber diese

Kurven nach Mohr graphisch zu konstruieren, sollen hier ihre Ordinaten aus
den Differenzengleichungen:

(25)

Ay = uy- Ao (26)
14*
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in Zahlen berechnet werden. Wenn die Linge ! des Stabes in = gleiche Ab-

schnitte 4 =1:n geteilt wird, sind dies fiir die #—1 inneren Teilpunkte

2n —2 lineare Gleichungen der Unbekannten wu, und wj, die mit den vier

Grenzbedingungen fiir die Funktionen w und w zu ihrer Bestimmung aus-
reichen,

iz * Die Rechnung soll fiir einen Stab, der eine iiber

P seine Lange gleichférmig verteilte Last p = konst.

R e trigt, durchgefithrt werden. Wenn der Stab in
! P | seinen Endpunkten freiaufliegt, geniigt es mit
=N T { Riicksicht darauf, daB seine elastische Linie zur
\zlm\ih’”s v Mitte der Spannweite symmetrisch ist, in der Rech-

nung nur die eine Stabhilfte zu beriicksichtigen.

Abb. 134. Wir wihlen 42 =1:8 und bezeichnen mit x, =0

die Abszigse des linken Endpunktes und mit x; die der Stabmitte. Die Grenz-
bedingungen lauten fiir die linke Stabhilfte x, <« < x;

u =0, w, =0, Uy = Ug, Wy = We. (27)

Wir kénnen uns iibrigens den Stab iiber sein Ende x, =0 hinaus verlingert
denken und ihn als ein Stiick eines iiber unendlich viele Stiitzen gefiihrten
durchlaufenden Trigers betrachten. Derselbe muB lauter gleiche Felder haben
und die Richtung der Belastung muB in den einzelnen Feldern abwechseln.
Das System der Gleichungen (26) lautet fiir die Stabhifte x, << & < @,

r=0x, Uy — 2%, +Uuy =0 Wy — 2w, 4wy = u,-1%: 64
=1, Us =~ 22Uy + %, =¢ Wy — 2wy + w, = u,-1%: 64
=1, Uy —2Ug Uy =¢ (28) Wy — 2wy + w, = uy-1%: 64 (29)
r=ux, Uy —2uy +u; = ¢ wy — 2w, +w, =u,-1?:64
r=2x,, Ug— Uy +ug=c W — 2w, +w, =u;-12: 64

In diesen Gleichungen sind mit %, und w, die zum (auBerhalb des Intervalles
gelegenen) Punkt x,=— A4 a gehorigen Werte von « und von w bezeichnet;
¢ steht zur Abkiirzung fiir:
_pdx®  pl?
‘SUE T e4JE" 80)
Die rechte Seite der Gleichung fiir 42w%,, die sich auf den Stiitzpunkt x, =0
bezieht oder der Gleichung:
Uy — 2+ Uy =0 (31)
muBte gleich Null angenommen werden, weil der Mittelwert der Belastung p
iiber dem Stiitzpunkt x, =0 des als durchlaufender Triger gedachten Stabes
p, =0 gleich Null ist.
Die Auflosung der Gleichungssysteme (28), (29) lautet, nachdem die Grenz-
bedingungen beriicksichtigt worden sind,

u, =0 w, =0

pl

2“2:‘76 w2:5046’ C—*EJ—E
2u,=—12¢ ; (32) wy =924 ¢ (83) P (34)
Qu,=—15¢ w, = 1200 ¢/ =L
2u,=—16¢ w, = 1296 ¢ 24-64°J
Wie man durch Vergleichen dieser Zahlen mit den wahren Werten von
2

u:(l_w feststellt, die man aus der elastischen Linie des gleichmiBig belaste-

dx?
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ten freiaufliegenden Stabes

__P 4__ 9 3 3
w 24JE(x 2231+ l3) (35)
in den entsprechenden Punkten berechnet, sind die zweiten Ableitungen richtig
ermittelt worden. Die wahren Werte der Durchbiegungen sind hingegen

wy =0, w,=497¢, wy;=912¢, w,=1185¢, w;=1280¢". (36)

Der Fehler bei der grofiten Ordinate w, betrigt 1:80. Die Differenzenrech-
nung ergab hier die richtigen Werte fiir die zweite Ableitung der Funktion w,
die dem Biegungsmoment oder der Randspannung des Stabes proportional ist.
Das héngt mit dem vorhin hervorgehobenen Umstand zusammen,
daf das in den Differenzengleichungen

Ax?
P rE
benutzte System der Kriafte p,dx bei einem iber seine Linge
gleichmédBig belasteten Stabe ein  mittelbares* Lastsystem des
gegebenen ist. Die Eckpunkte des zu diesem Lastsystem konstruierten Seiles
(das sind die eben von uns ermittelten Werte der Ordinaten u) miissen ein
der wahren Seilkurve eingeschriebenes Sehnenpolygon bilden.

@7

2 —
Y| Up— =

Wenn die Enden des Stabes beiderseits eingespannt sind, lauten,
die Grenzbedingungen fiir die Stabkrifte z, <« < =,

Wo=1W,, W, =0, U =1u;, W, =uwg. (38)

Will man ihn als ein Stiick eines durchlaufenden Trigers betrachten, so ist die
erste der Gleichungen (28) fir die Grofen u (die ja nur zur Berechnung von wu,
dient, welche Grofie hier nicht interessiert) durch die folgende zu ersetzen

Tpl®
=2, uz——Zul—‘ruO:—-é%fE,. (39)
Im Endpunkt z, lautet nidmlich die Differenzengleichung
dx Ax?
Ay =y =2 by = PGt p S (40)

Durch das erste Glied auf der rechten Seite dieser Gleichung wird ausgedriickt,
dal bei einem iiber seine Auflager hinaus verlingerten und zu diesem in sym-
metrischer Weise belasteten eingespannten Stab an dieser Stelle die Auf-
lagerkraft P, hinzukommt. Setzt man in dieser Gleichung P, =—pl, p, =p
l

dx= g
fiir den jenseits des Auflagerpunktes gelegenen Punkt 0 ergibt.

Das Gleichungssystem, das im ibrigen zur Bestimmung der w; und wy
dient, ist genau dasselbe wie beim freiaufliegenden Stab.

Die mit Hilfe der Differenzengleichungen ermittelten GroBen wu; und wy
sind fiir den eingespannten Stab

so erhilt man die Gl. (39), aus der sich ein richtiger Wert von u,

u, = 63¢, w, =0

lZ
u, = 2l¢, w, = 63 ¢y ¢ = 40§6J_E
uy=— 9¢; p(41) w, = 168¢, »(42) It (43)
u,=—27¢, w, = 255 ¢, ¢, = 81‘302 i

u; = — 33 ¢, wy = 288 ¢,
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Wir stellen diesen Werten die aus der elastischen Linie des eingespannten
und gleichmaBig belasteten Stabes

_pzl-—o?
T 24JE (44
2
berechneten entsprechenden Zahlen fiir u = %xl; und w
u, = 64c, w, =0
u, = 22¢, w, =49 ¢,
U, =—8¢, (45) w, =144 ¢, (46)
u, =—260¢, w, =225¢,
uy; =—32¢, w; = 256 ¢,

gegeniiber. Mit der gleichen Teilungszahl n=8 Ax=1/8 ergeben sich
beim eingespannten Stab die Durchbiegungen w und ihre zweiten
Ableitungen viel ungenauer als beim freiaufliegenden Stab. Der
Fehler betrigt bei der groBten Durchbiegung w; Yy, bei u, /5, und bei u; Yg,.
Die geringere Genauigkeit erklirt sich durch den Umstand, da Az bezogen
auf die Entfernung der beiden Wendepunkte der elastischen Linie jetzt un-
gefihr doppelt so groB wie im ersten Falle ist. Trotz der fiir einen einge-

p spannten Stab sehr groben Teilung betrigt der

l Fehler bei der groBten Spannung des Stabes, die
L3 Y5 87 8 9 der GroBe u, proportional ist, nur 1/, also 3 v.H.;
es ist immerhin bemerkenswert, daB sich die zweite
Ableitung der Funktion mit einem geringeren rela-
tiven Fehler ergeben hat, als die Funktion selbst.

Abb. 135.

Als ein letztes Beispiel sei das Rechenschema fiir einen freiaufliegenden
Stab und fiir 4z = /8 angefiihrt, der in der Entfernung x = 31/8 eine Einzel-
kraft P trigt:

Uy — 2 Uy =0 ‘
U, —2u+uy =0 wy; — 2wy =uy- At
PAx Wy, — 2w, +wy, = uy- A2t
u5—2u4+u3':+—=]f w5—‘2w4+w3=u4-A122
(47 Wy — 2wy + wy = uy- A2? (48)

Ug—2u; +u, =0
Uy — 2ug +u; =0
Uy — 2 Uy +ug =0

—2ug+u,=0

w, — 2 Wy + wy = ug- 4 x°
wy— 2w, +wy=u,-Ax?
— 2wy +w, =us-A2?

l3
Seine Auflosung liefert mit ‘Az =1/8, ¢, =PIl64JE, ¢, = _PE__ die Werte
. 8192JE
fiir » und w:
u=>5¢,, u;=10c,, u,=15¢;, u;=12¢;, wug=9¢c;, w=6¢;, Us=3¢y,

49
wy=65¢,, wy,=120¢,, w,=155¢,, w,=160¢,, wg=141¢,, w,=114c,, wy=55¢,. “9)

Fiir die zweite Ableitung » = d2w|da® ergaben sich wieder die genauen Werte.
Die Durchbiegung w, unter der Kraft ist mit einem Fehler von !/, behaftet.

52. Anwendung der Differenzenrechnung auf Plattenaufgaben.

Wir gehen nunmehr dazu iber, die Differenzenrechnung zur
niherungsweisen Losung von Aufgaben aus der Plattenstatik an-
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zuwenden und sie insbesondere zur niherungsweisen Integration der
Plattengleichung

peprrw =L (1)

heranzuziehen. Um das Zeichen A fiir die Bezeichnung der Diffe-
renzen zur Verfiigung zu haben, wird im folgenden der Laplacesche
2 2

;;2 —+ 8%2’ wie schon in der eben angeschriebenen Gleichung
mit dem Zeichen 2 bezeichnet. Die folgenden Formeln werden unter
der Annahme entwickelt, daf zur Rechnung rechtwinklige Koordi-
naten z und y verwendet werden, doch ist die Anwendung der Diffe-
renzenrechnung nicht auf diese beschrinkt. Wir teilen also die
wy-Ebene durch zwei Systeme &dquidistanter, sich senkrecht kreuzen-
der geraden Linien parallel den Koordinatenachsen in gleiche Recht-
ecke. Die Teilungen der Maschen seien 42 und 4y. Der Kreuzungs-
punkt einer Geraden x = konst. mit einer Geraden y = konst. wird
durch die beiden Angaben ¥ = mAdx und y = ndy bestimmt, wo m
und » eine ganze Zahl m,n=0, £ 1, £+ 2,... ist.

Zur Unterscheidung der Werte, welche eine Funktion der Koordi-
naten z und y, zum Beispiel die Durchbiegung w der Platte im
Punkt x =mdx, y =ndy annimmt, versehen wir den Buchstaben,
mit dem sie bezeichnet wird, mit zwei Zeigern, die mit den zu-
gehorigen ganzen Zahlen m und » iibereinstimmen.
Es bedeutet also w,,, die Durchbiegung w an der
Stelle 2 =mdz, y=ndy. (Wir werden diese, o
fiir die Definition der ersten, zweiten, ... Differen-
zen einer Funktion von zwei Variablen iibersicht-
liche Bezeichnungsweise spéiter durch eine ein-
fachere mittels eines Zeigers ersetzen.) Um bei Az,
den ersten, zweiten, ... Differenzen der Funktion
die Richtungen x oder y hervorzuheben, in der sie
zu nehmen sind, versehen wir jetzt das Zeichen 4 so oft mit den
Zeigern z cdery, als die Differenz zu nehmen ist. Es bedeuten also

Operator

m-1 m m#

m,n

e
3
N

Abb. 136.

Az wmn = wm+1,n - wm, n (2>

Ay wmn - wm, n+1 wm, n

die ersten Differenzen der Funktion w in der z- bzw. in der y-Rich-
tung, und entsprechend

wmn:Axwm+1,n—Axwm,n:wm+2,n——2wm+1,n+wm,n
Wyp = Aywm,n+1 - Aywm,n =Wy nto — 2wm,n-&-l + Wyon
w =4 w —Adw =w

mn y "m+t1l,n y “m,n m+1, n+1 wm-l—l,n - wn,’n‘}-l +wm. n
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die zweiten Differenzen der Funktion m, » in jenen Richtungen,
und so fort.

Wenn die Ableitung einer Funktion zu berechnen ist, deren
Werte w,,, in einem rechteckigen Gitter von Punkten, bekannt sind,
verfahren wir in dhnlicher Weise, wie dies auf S.210 bei den Funk-
tionen von einer Verdnderlichen erldutert wurde. Soll die erste Ab-
leitung dw/0x im Punkt m, n angegeben werden, so legen wir durch
die drei Punkte Wy, > Wi n> Wins1, n eine Parabel und bestimmen
ihre Ableitung in diesem Punkt:

(3_20) — Wyt1,n — Wp—-1,n _ Am Wy, n 4 AZ Wy—1,n (4)
ox 2 Az 9 Az :

m, n

Entsprechend ist

<3il) _ Wm,pt1 — Wi,n—1 Ay Wi, 5+ Ay m, 51 (5)
m, n

24? 24 13
Mit HilféJ der interpolierenden Parabeln ergeberr sich ferner die
zweiten Ableitungen

2
(a w> _ Wmt1,0 — 2wm,n+wm-—1,n_ i ——
%% )y m Ax? t Az

2
(3 w)  Wmont1 — 2Wm, gt Wimn—1 Ay Wi, a1

(6)

oV Ay? Ay®

oz oy’

av) Un+1,0 — Wm~1, 0
— — on T n 7
(896 . 24x (™

SchlieBlich benutzen wir die Interpolationsregel zur Angabe von
Es ist nach (4)

oder mit v = a_zg

’ 6y Jnona i)
<82w> Y /mst,n 0Y/m-1,n

ox oy m,n= 2A4x

(8)

Fiihrt man in dieser Gleichung fiir die ersten Ableitungen ihre Werte
aus (4) ein, so ergibt sich fiir

(Eﬂw) .
0% 0Y)m, 0

m+1,n—1_wm—l,n+1+wm—1,n—1]' (9)

1

zmg [wm+1, nt1 — W

Ist die partielle Differentialgleichung der Durchbiegungen w einer
elastischen Platte

P2 Pt — (10)

P
N’



Anwendung der Differenzenrechnung auf Plattenaufgaben. 217

in der p die Belastung und N die Plattensteifigkeit N=Eh®/12(1—»?),
E den Elastizitdtsmodul, » die Querdehnungszahl und b die Dicke der
Platte bedeuten, unter gegebenen Randbedingungen zu integrieren,
so kann man sich diese Gleichung vierter Ordnung in die beiden
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Pu=1, Pw=u (11)
zerlegt denken. Man kann diesen Gleichungen mit H. Marcus?) eine
anschauliche Deutung geben, wenn man sich der Differentialgleichung
der Auslenkungen v einer diinnen, vollkommen biegsamen Haut

o 0w v P

Vv_@_l_ay?—g (12)
erinnert, die eine Auflast p trigt und mit der in allen Richtungen
gleichen Spannung 8 (bezogen auf die Lingeneinheit eines Schnittes)
gespannt wird. Die beiden Gleichungen (11) haben, wie man sieht,
die Form der Differentialgleichung der Auslenkungen einer gespann-
ten Haut. Man kann deshalb auch sagen: die Durchbiegungen w
der Mittelfliche einer durch den Druck p belasteten elastischen Platte
sind zugleich die Auslenkungen einer diinnen Haut, deren Auflast

2 2
der Grofle u = v -+ 27?

e verhéltnisgleich ist; ferner sind auch die

Ordinaten der Fliche » den Einsenkungen einer diinnen Haut
verhaltnisgleich, die die Auflast p der Platte trigt. Da aber die
Grenzbedingungen der Platte sich auBer auf die Ordinaten ihrer
elastischen Flidche w auch auf ihre Ableitungen beziehen, hingen die
Randbedingungen der zweiten Fliche u von der Form der ersten
ab. Es lassen sich deshalb im allgemeinen fiir die zweite Membran
physikalisch anschauliche oder leicht realisierbare Randbedingungen
wohl kaum angeben. Einen Ausnahmefall, der der Erwdhnung wert
ist und auf den Marcus gleichfalls hingewiesen hat, bilden die Grenz-
bedingungen von Navier (s.8.38), wenn w und w iiberall auf dem
Rande verschwinden. In diesem Fall kann die Form der zweiten
Haut » unabhéngig von der der ersten w schon aus der Last p ermittelt
werden.

Das Rechnen mit kleinen Differenzen kann nun auch zur Losung
von Aufgaben aus der Plattenstatik angewendet werden, wenn man
die beiden Differentialgleichungen (11) durch die beiden Differenzen-

gleichungen Az Um—1,n . AyyUm,n-1 _ Pma (13)
Ax? 49> N
A, . w -1, Ayyw ,n—1
xxA:g ﬂ+ yyA;n?n = Upyp (14)

1) a.a. 0. S.10.
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ersetzt. Wie Marcus an zahlreichen Beispielen gezeigt hat, lassen
sich aus Gleichungen dieser Art die Durchbiegungen w ,, naherungs-
weise berechnen.

Zur Vereinfachung der Schreibweise geniigt, wenn wir fortab die
einzelnen Punkte, fur die die zweiten Differenzen der Funktionen
% und w zu nehmen sind, der Reihe nach durchnumerieren. Wir be-
niitzen deshalb im folgenden statt der doppelten Zeiger nur die ein-
fachen. Als Beispiel soll der Biegungsfall einer durch einen
gleichformigen Druck p =konst. belasteten eingespannten
quadratischen Platte behandelt werden.

Wenn man als Teilung
dx = Ay = a/4,

ein Viertel der Seitenlinge o des Quadrats wihlt, geniigt es aus
Symmetriegriinden die Differenzengleichungen nur fiir die Punkte
0,1, 2, 3, 4, 5 anzuschreiben, die ein Achtel der Quadratfliche bilden
(Abb. 187). Um die Grenzbedingungen zu beriicksichtigen, machen
wir von der Bemerkung Gebrauch, daB durch die Angaben der GréBen

o % und w in den eben genannten Punkten die
5 Ordinaten » und w auch in den Punkten ge-
geben sind, die man auBerhalb des Quadrates
nach ihrer Spiegelung an den Seiten anneh-
0 17 P ¢ men kann. Es konnen deshalb die auBerhalb
des Dreiecks 4 BC der Abb. 137 angenomme-
a nen Punkte mit den Zahlen versehen werden,
die ihnen wegen der Symmetrie der Flichen
% und w zukommen. Dann driicken sich
die Grenzbedingungen der eingespannten quadratischen Platte auf
der Seite x — a/2 durch die folgenden Gleichungen (vgl. dazu die
Abb. 137) aus:

w3::w4=w5=O, wG:wl, w7=w2. (15)

2 v 7

a A

Abb. 137.

In der ausfiihrlichen Schreibweise lauten die Differenzengleichungen
im Punkt m,n mit de = Ay = a/4

pa’
Axxum—l,n+dyy um,n—1: EW’ (16)
{u’mna2
szwm—l,_n+Ayywm,n~1= 7176—— (17)

Ist dies beispielsweise der Mittelpunkt O des Quadrats, so haben
wir aus Symmetriegriinden

um—l,n=um,n—l:um+1,n=um, n+1=u1’ umn=u0 (18>
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und dementsprechend
A4, uy=—2uy+ 2u,, (19)
4, wy=—2u,+ 2u,.

Schreiben wir noch zur Abkirzung fiir die rechte Seite der Gl (16)

pat o
= ¢ und fiir T =, so. erhalten wir fir die 6 Punkte die

16 N

folgenden linearen Gleichungen:
unkt O —4%0+4u1=6 ] —4w0—}—4w]=o¢u0
o 1 Uy — 4w, +2u, +ug=c (20) wy— 4w, + 2w, =y,
n 2 29, —4du,+2u,=c) 2w, — 4w, = au,
n 3 2w, =au,
” 4 2w, = au,
” 5 O=ocu5

Es geniigt, diese Gleichungen nur nach den unbekannten Durch-
biegungen (w,, w,, w,) aufzulosen, was am bequemsten durch Be-
seitigung der GroBen u, geschieht. Da im System der Gleichungen (21)
bereits die GroBen u, durch die Unbekannten w, ausgedriickt sind,

geniigt es, diese Ausdriicke der u, in die Gleichungen des ersten

Systems (20) einzusetzen. So erhélt man die drei Gleichungen

10w, — 16w, + 4w2=c£

27
co

— 4w+ 13w, — 8wy =—-, (22)
w, — 8w1+12w2:c21‘.

und aus ihnen die unbekannten Durchbiegungen der eingespannten
quadratischen Platte:

1 pat
256-712 N

Nach den Erfahrungen, die wir mit der Differenzenrechnung bei
dem eingespannten Stab (S.214) gemacht haben, werden diese Werte
nur sehr rohe Anndherungen der wahren Durchbiegungen einer ein-
gespannten quadratischen Platte sein koénnen. Eine bessere Nihe-
rung wird nach einer Verkleinerung der Maschenweite zu erwarten
sein. Eine solche Rechnung mit einer Maschenweite gleich einem
Achtel der Seitenlinge des Quadrats (dx = Ay = a/8) ist im Buche
von Marcus?) zu finden. Aus den 20 Gleichungen, die man bei

w, =328k, w, =220k, w, =149k, wo k — (23)

1 8. 152.
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dieser Maschenweite erhalt, lassen sich sofort 10 Unbekannte elimi-
nieren, die verbleibenden Gleichungen konnen mit einiger Ubung
aus einer Differenzengleichung vierter Ordnung hingeschrieben werden.
Im Buche von Nielsen?') ist dieselbe Rechnung mit einer Teilung
= einem Zehntel der Seitenlinge des Quadrats zu finden. Wir lassen
die Werte des im Mittelpunkt des Quadrats von den genannten
Verfassern errechneten Biegungspfeils' hier folgen:

Az =a: 4, f=0,00180-p a*/N
Az =a:8, f=0,00143+pa*/N (nach Marcus)
Adr=a:10, f==0,00137-pa’/N (nach Nielsen).

Diese Zahlen unterscheiden sich um 41 bzw.um 12 bzw. um 7 v.H.
von dem in 44 von uns angegebenen Wert des Biegungspfeils

f=0,00128 pat/N.

Wie beim eingespannten Stab wird auch bei der eingespannten Platte
mit wesentlich kleineren Maschenweiten zu rechnen sein als in den
Fillen schwacher Kriimmungséinderung einer Platte von derselben
GroBe (frei aufliegende Platte!).

Als zweites Beispiel sei der Biegungsfall einer gleichmaflig be-
lasteten quadratischen Platte betrachtet, auf deren Rand die Navier-
schen Grenzbedingungen w =0 und V?w =« = 0 erfiillt sind. Fir

ibn hat H. Marcus in der schon erwihnten Arbeit die Rechnung
mit den Maschenweiten 4x = Ay = Z— und auch mit Az = 4y = %—
durchgefiihrt. Die Grenzbedingungen verlangen, da fiir alle Rand-
punkte w, = 0 und u, = O seien. Wenn die Teilung gleich a/4 ist,
lautet das erste System der Gleichungen (mit derselben Bezeichnung

der Punkte wie in der Abb. 137)
—duyt-4u, =c=

2

pa
16 N

Ug—4u + 2uy=c (24)

2u, —4u, =c.
Es 1aBt sich jetzt unabhingig vom zweiten Gleichungssystem nach
den Grofen u,, u, und u, auflosen:
wy=3¥¢c, u =3¢, u,=1Xc. (25)
Das zweite System (mit der Bezeichnung « = a?:16)
— 4w, + 4w, = ay,
wy — 4w, + 2w, =cau, (26)
2w, — 4w, = au,
1)'S. 153.
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liefert; die Durchbiegungen dieser quadratischen Platte an den Stellen 0,
1 und 2 der Abb. 138

wy=38ac, w=¢ac, w,=Luc. (27)
Beriicksichtigt man, dal}
we= po’
256N

ist, so ergibt sich hier fiir den Biegungspfeil in der Mitte des Quadrats

66  pat

pat
Yo 16384 N '

N

= 0,00403

Der Vergleich mit der exakten Losung (8. 123) zeigt, daB sich
hier bereits ein recht guter Naherungswert ergeben hat. Wir ent-
nehmen der Zahlentafel 5 auf S. 127 den vermittels der Reihen-
entwickelung berechneten Wert von
pat
wy = 0,00406 L.

Mit einer halb so groBen Maschenweite (dz = a:8) fand Marcus
4

w, = 0,004055-%‘7,

der mit dem genauen auf drei Stellen iibereinstimmt.

Es erlibrigt sich noch anzugeben, wie die Spannungsmomente
einer Platte ermittelt werden koénnen, deren elastische Fliche nicht
durch einen analytischen Ausdruck, sondern mit Hilfe ihrer Ordinaten
in einzelnen Punkten berechnet worden ist. Man ersetzt zu diesem
Zweck die zweiten Ableitungen in den Grundformeln fiir die Biegungs-
momente m,_, m,, m,, durch ihre auf S.216 hier angegebenen Aus-
driicke nach dem Schema

(3210 ) _ Wmit,n — 2 W, n + Wm—1,n
ox® /., . Ax?

H. Marcus zeigte in seinem schon mehrfach zitierten Buch die
Anwendbarkeit der Rechnung mit kleinen Differenzen auch auf andere,
als rechteckige Maschennetze, so auf drei- und sechseckige Maschen-
netze und spinnengewebeartige Liniensysteme, die er mit dem Sammel-
namen elastischer Gewebe bezeichnet, und die man heranziehen wird,
wenn man es mit drei- und sechseckigen oder polygonartigen Kon-
turen zu tun hat. Der dénische Ingenieur N.J. Nielsen?) hat eine
Reihe von Aufgaben aus der Statik der rechteckigen und der durch-

1) Spendiger i Plader, Kopenhagen 1920.
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laufenden Platten mit einer unverdnderlichen und auch mit einer
verdnderlichen Dicke auf diesem Wege gelost. Es gelang ihm unter
anderm eine schéne Ubereinstimmung der aus der Rechnﬁng gefolgerten
Gestalt einer gleichmafig belasteten rechteckigen Platte mit dem Seiten-
verhiltnis 2:1 mit den im Auftrag des deutschen Ausschusses fiir
Eisenbeton (Heft 30, 1915) vorgenommenen Versuchen mit einer
solchen Betonplatte von C.v. Bach und O. Graf nachzuweisen und
ferner beispielsweise den versteifenden EinfluB der Siulenképfe bei
den durchlaufenden Betondecken abzuschitzen, mit deren Spannungs-
zusténden er sich ausfiihrlich beschaftigt Zur Aufstellung einer
Losung einer nichtlinearen partiellen Differentialgleichung aus der
Plattenstatik und von andern Aufgaben der Physik hat H. Hencky?)
die Differenzenrechnung herangezogen, wihrend H. Marcus und
H. M. Westergaard sich in ihren oben erwihnten Arbeiten besonders
dieses Rechnungsverfahrens zur Bestimmung des Spannungsverlaufes
in Pilzdecken bedienten.

IV. Ebene Gleichgewichtszustinde.

53. Der ebene Verzerrungszustand und der ebene
Spannungszustand.

In einem ebenen Verzerrungszustand ist die eine der drei
Komponenten der Verschiebung Null. Nehmen wir die z-Achse in
der Richtung an, in der sich die Punkte nicht verschieben, so haben
“wir { = 0. Die Verschiebungen & und # sind nur Funktionen von
z und y. Von den Spannungen verschwinden 7z_, und 7,,- Es sind
ferner ¢, =y, =y,,=0. Nach 15, S. 46 kann den Gleichgewichts-
bedingungen der Spannungen

00 ot
cee 2,

boy | o _

oy T ow (1)

geniigt werden, wenn man o,, 6, v den folgenden Ableitungen einer
Spannungsfunktion F(z,y)
*F *F *F

_F _ - _ 2
% oy*’ % ar T % 0y )

gleich setzt. In einem elastischen Korper miissen o,,0,, v auBler

1) Z. ang. Math. Mech. Bd. 1, S. 81. 1921 und Bd. 8, S. 58. 1922.
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den Gleichgewichtshedingungen den drei Elastizitédtsgleichungen

o 1
T sglt—70,—7r0)]
on 1
== — )0, — 3
Y 8:’/ 2G[(1 ’V)O vat] ( )
_ 080 Ty
Vay = 8y+8x7 G

geniigen. Damit diese drei Gleichungen fiir die zwei Funktionen &, y

miteinander vertréglich sind, miissen die GroBen e, ¢,, y,, der
Identitét o
0° x Pey 82@ ()
oy* ot o oy

geniigen. Driickt man e, ¢, y,, durch die Spannungen o, 0,7 aus
und fiihrt fiir sie ihre Ausdriicke aus (2) ein, so ergibt smh fur die
Funktion F die partielle Differentialgleichung

*F *F *F

o g A0 ?

Jeder Spannungsfunktion F, welche dieser Gleichung geniigt, ent-
spricht ein ebener Verzerrungszustand in einem elastischen Korper
mit den Spannungen (2).

In einem ebenen Spannungszustand ist die eine Normal-
spannung gleich Null. Es sei dies die Spannung o,. Ein ebener
Spannungszustand entsteht in einer diinnen Scheibe oder Platte unter
Lasten, deren Richtungen in ihre Mittelebene hineinfallen. Die Deh-
nungen und Spannungen sind nur Funktionen von z und y. In der
diinnen Scheibe sind ferner 7, =7, = 0. Die Dehnungen ¢, ¢, und

xz z

die spez. Schiebung y_, sind nach den Elastizitdtsgleichungen gleich:

08 1 oo 1

%—Ef(oxwvoy), o, —va,),

T oy E( y

< 317, Ty
.’r =7 + G .

6&!7

(6)

Die Spannungen ¢, 0,, 7 erfiillen die Gl (1) und (2), die Vertriglich-
keitsbedingung der drei Gl. (6) ergibt fiir die Spannungsfunktion wie
beim ebenen Verzerrungszustand die Differentialgleichung

AAF = 0.

Wie man sieht, geniigt die Spannungsfunktion F in den beiden
ebenen Gleichgewichtszustdnden derselben Differential-
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gleichung, wie die Durchbiegung w einer nur durch Rand-
krifte verbogenen elastischen Platte?). Daraus folgt, daB sich
die ebenen Verzerrungs- und Spannungszustinde eines elastischen
Korpers mit den gleichen Mitteln und Funktionen behandeln lassen,
wie die Aufgaben iiber die Biegung der elastischen Platten.

Benutzt man Polarkoordinaten » und ¢, so driicken sich die
Spannungskomponenten ¢,, 6, und 7 durch die Formeln

10F 1F *F o(1 oF
: T i) o

0,=——+—— 0, = T =
T oror 1P oY t o’ or

aus. Es ist

*F 1 0F 18F
Gr+6t:0x+oy:AF:?ﬁ+75;+ﬁW' (8)

Mit Losungen der Gleichung 44 F = 0 in Polarkoordinaten beschéf-
tigten wir uns in 47.

Wir haben bei der Besprechung der elastischen Fliche in Polarkoordinaten
(47) und der Singularititen der Plattenbiegung (49) gesehen, daB der Gleichung
AAw=0 elastische Flichen geniigen konnen, die keine eindeutigen Funktionen
der Koordinaten mehr sind. Wir erinnern nur an die Funktionen

¢, e, resng,

die nicht zu denselben Werten zuriickkehren, wenn der Winkel ¢ um 2z sich
geindert hat. Diese Funktionen zu benutzen hatte bei den Platten einen Sinn,
wenn die singulire Stelle auf dem Rande des Bereiches lag. Bei den ver-
bogenen Platten ergab sich dies von selbst. Betrachtet man hingegen einen
ebenen Spannungszustand, der zu einer Airyschen Funktion gehdrt, von der
man nur wei, daB ihre Spannungen eindeutige Funktionen der Koordinaten
sind, so ist zuniichst noch nicht ersichtlich, ob die zugehdrigen Verschiebungen
& und 7 eindeutige oder mehrdeutige Funktionen der Koordinaten sind.

Wenn die Spannungen an einzelnen Stellen unendlich groB werden, muf
man diese, wenn man das Gleichgewicht der Kréifte an einem die singulire
Stelle enthaltenden Kérperteil betrachtet, durch Schnittflichen aus dem Bereich
ausschlieBen oder in Hohlungen eingeschlossen sich vorstellen. Ist die Ver-
schiebung eine mehrdeutige Funktion einer Koordinate «, so wird man den
Korper durch einen Schnitt » = konst. aufschlitzen, damit er einen einfach zu-
sammenhéngenden Bereich rings um die singuldre Stelle bilde.

In einem Kérper mit Eigenspannungen ist die Verschiebung eine
mehrdeutige Funktion einer Koordinate. Die Eigen- oder Selbstspan-
nungssysteme sind Spannungszustinde, die in einem zwei- oder einem mehr-
fach zusammenhingenden Kérper mit vollkommen spannungsfreien Rén-
dern méglich sind, wie z. B. in einem Ring oder in einem Korper mit zwei
zylindrischen Hohlungen. So liefert beispielsweise die Spannungsfunktion

F=cr?’Inr

1) Diese Tatsache hat K. Wieghardt (Mitt. iib. Forschungsarb. des V. d. L
Heft 49. 1908) in einem Gleichnis ausgedriickt.
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wohl eindeutige Spannungskomponenten:
6,=c(2lnr+1), o,=c¢(2Inr+3), =0,

aber die Verschiebungskomponenten héingen vom Polarwinkel ¢ in einer Weise
ab, daB sie bei einem Umlauf von ¢ um den Winkel 27 nicht zu ihren ur-
spriinglichen Werten zuriickkehren. Mit Hilfe der Spannungsfunktion +%Inr
laBt sich in Verbindung mit anderen, in den Verschiebungen eindeutigen Ver-
zerrungszustdnden ein Eigenspannungssystem in einem Ring erzeugen?).

54. Einige ebene Gleichgewichtszustiinde elastischer Korper.

1. Beriicksichtigung der Massenkrifte. Wenn im Kdrper Massen-
krifte angreifen, die ein Potential U besitzen, sind die Komponenten
der Massenkraft (bezogen auf die Raumeinheit) die negativen Ab-
leitungen von U:

oU oU
X=—— Y= —— Z=0.
ox’ oy’
Die Spannungsfunktion F geniigt im Falle des ebenen Verzerrungs-
zustandes der Differentialgleichung:

1—»ddF4+(1—2»)4U=0
und im Falle des ebenen Spannungszustandes der Gleichung:
A4F +(1 —»)AU=0.

2. Der Halbraum. Der elastische Korper sei durch die Ebene
y =0 begrenzt. Das Material erfillle den Raum y > 0. In ihm
herrsche ein ebener Verzerrungszustand. '

a) Auf der Ebeney =0 wirken nur Normalspannungen o,.
Die Verteilung der ¢, sei durch eine periodische Funktion der
Koordinate ¢, = f (x) gegeben. Der Spannungszustand im Halb-
raum wird durch eine Airysche Spannungsfunktion
nay

a

F= (an-{— nnny>e_4wcosnﬂx, sinnzx, y>0, (9)

a a

n=1,2,3, ...

dargestellt?). Zur Bestimmung der Beiwerte a_, b, dienen die Grenz-

1) Mit den ebenen Gleichgewichtszustinden elastischer Korper haben sich
besonders A. E. H. Love (,A treatise on the math. theory of elasticity“, Cam-
bridge, 2. Ed., 1906, S. 201); Michell (Proc. Math. Soc. London, Bd. 32, S. 35.
1900) und A. Timpe (Diss. Gottingen) eingehend beschéftigt, auf deren Arbeiten
zu verweisen ist.

?) Vgl. S.69.

Nadai, Elastische Platten. 15
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bedingungen auf y = 0: o, =f(x), 1=0. Fir y= 4 co werden
alle Spannungen gleich Null

Beispiel: Wenn auf der Begrenzung y =0 (innerhalb eines halben Pe-
riodenabschnittes — a/2 < <Caf2 der Verdnderlichen z) die Spannung o, auf
dem Stiick —c <z <{¢ aus einem un-

SiL verdnderlichen Druck p = konst. besteht

b und auBerhalb der Strecke —c¢ <z <c¢
verschwindet, ist:
fir y=0
o =;4p lsinn”ccoswtl
v 7 n a ((10)
n
n=1,3,5,..).

(Der Druck o, = f (x) wurde hier als eine
gerade Funktion von x entwickelt. Mit
Abb. 138. Benutzung der Abkiirzungen

g

E=n2la, n=nyla, y=zacla

findet man hier die Spannungen gleich

0, =—4pln Z% (1—nn) e ™ sinnycosné

1
6y=“4p/ﬂ2;l— (1+nn)e ""ginnycosn & (1n

t=—4p/x-y Ne Msinnysinné.

b) Wenn der Druck o, = f(z) zwar keine periodische, aber eine
gerade Funktion von x ist, wird man die Spannungsfunktion

%(A—}—Bay)e “Y cos ¢ (12)

und statt der Summe das Fouriersche Integral heranziehen.

Wé&hlt man 4 = B, so verschwinden die Schubspannungen 7 auf
der Begrenzung y = 0 des Halbraumes und man erhilt den Span-
nungszustand in der allgemeinen Form:

0, = —fA(l —ay)e “Yeoserde

0, = — fA (1+cy)e “¥Yeoswx da (13)
0

r:—yane—“”sinaxda.
0

Der von « abhiéingige Beiwert 4 (x) ist nach dem Fourierschen Lehr-
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satz') aus der Grenzbedingung y =0, 0, = =f(z)= — fA Yeosaxde
zu ermitteln.

¢) In dhnlicher Weise verschafft man sich mittels einer Spannungs-
funktion 0
“ye tYcosaa (14)
«

die allgemeine Losung fiir den Halbraum y > 0, auf dessen Begren-
zung y = 0 nur Schubspannungen 7 = f(x) angreifen. f(x) wurde
hier als eine ungerade Funktion von 2 angenommen. Die Spannungs-
funktionen (12) und (14) lassen mannigfache Anwendungen zu.

d) Darstellung des Spannungszustandes im Halbraum
aus einer winkeltreuen Abbildung. Wenn man an Hand der
Formeln (13) den Mittelwert der Normalspannungen

x

0, + Oy

"% _ _fAe4“Ucosaxda (15)

2

0
bildet, erhilt man ersichtlich ‘eine Potentialfunktion. Nennen wir
sie u, so ist also
_ %1% ApTn @
2 7 e + (16)
Die Gl. (13) lassen erkennen, daf man den Spannungszustand (13)

mit Hilfe der Funktion % auch in der einfachen Form hinschreiben
kann:

o= Uty

o _u—y%vg (17)
- ou

= yax

Aus (13) folgt ferner, daB fiir y =0 o0, =0, =u wird. In jedem
Punkt der Begrenzung ist also o,=o0, Die Aufgabe der
Spannungsermittlung im Halbraum ist damit auf die Be-
stimmung einer Potentialfunktion # in einer Halbebene
oder der Gestalt einer diinnen gespannten Haut iiber dieser
Halbebene aus ihren Randwerten zuriickgefiihrt?).

1) Riemann, Weber, 1. Bd., S.37. 5. Aufl. 1910.

?) 8.D. Carothers (Proc. R. Soc. London, Ser. A. Vol. XCVII, p. 110. 1920)

hat sich die Frage gestellt, aus welchen unabhiingigen Bestandteilen, die nur
Potentialfunktionen enthalten, die allgemeine Losung des ebenen Problems

15*
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Eine Verallgemeinerung der hier fiir den Spannungszustand (13)
angegebenen Beziehungen liegt nahe. Man wird zur Darstellung der
allgemeineren Spannungszustinde im Halbraum neben der Potential-
funktion % auch ihre Konjugierte v aus w4 ¢v = f(xr + iy) heran-
zuziehen haben. Die Gl (17) enthalten eine analoge Aussage, wie
die fiir den unendlich langen Plattenstreifen entwickelten Sitze in
25 fiir seinen Biegungszustand.

3. Der strahlige Spannungszustand. Der Spannungsfunktion

P P Y
F=— = — tg = 18
—T@eosg = zaretg (18)
entsprechen nach (7) die Spannungskomponenten
Psi
or=—2 Slﬂ, 0,=1t=0. (19)
ar

Dieser, von Michell?) zuerst angegebene Spannungszustand hat die
Eigentiimlichkeit, da8 wenn man sich den Korper lings beliebiger
Strahlen ¢ = kenst. durch Ebenen durchgetrennt denkt, in diesen
Schnitten nirgends Spannungen angebracht zu werden brauchen,
(18) und (19) stellen den Spannungszustand in einem Halb-
raum ¥y >0 dar, auf dessen Begrenzungs-
P ebene y =0 eine lings der z-Achse gleich-
miaBig verteilte ,Einzelkraft® von P kg auf
1 cm Linge in der Richtung der positiven y
wirkt (Abb.139). Man iiberzeugt sich hiervon durch
Ausrechnung der Mittelkraft aller Spannungen o, und
Abb. 189. 7z, die in einem Halbkreis # = konst. iibertragen
werden.
Mit der Spannungsfunktion

Fzgnpsin(p (20)

2Pcosg@

. 0,=1=0 (21) fiir eine

erhidlt man die Spannungen o, =

besteht. Er findet, daB sich die Spannungskomponenten durch zwei harmo-
nische (Potential-) Funktionen ¥ und ¥ in der Form darstellen lassen:

~ a@) ( a@>
o= orwi(o-227)1 24y,
% _ ‘E’) < _ @)
Oy = [ 1_{‘"..}-(@5 .’I)ax -+ P yay s
0P 0P

wo b+t ¥P=f(x+1y).
1) London Math. Soc. Proc. Vol. 32, p. 35, 1900.
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im Ursprung angreifende Einzelkraft P, die die Richtung der nega-
tiven z-Achse hat (Abb. 140).

Die G (18) und (20) enthalten auch den Span- P
nungszustand in einem keilformigen Raum,
der durch zwei Ebenen ¢ = ¢, und ¢= «, begrenzt
und entlang seiner Kante belastet wird, wenn man den
Wert der Einzelkraft fiir das Bogenstiick r (e, — «,) Abb. 140.
durch eine besondere Integration ermittelt.

4. Gleichformiger Druck auf einer Halbebene. Die Spannungs-
funktion

pr?(sin2 ¢ ) n
F= —_— — 21
2 ( ;7 &Y
Z
liefert die Spannungen: T&Z Z !
R sin 2 @
T T a ("’ + —2~> Abb. 141.
P sin 2 ¢ {
=7 (‘P - '*r) (22)
T=%(1—-COS2¢) g
Fir ¢ =0 wird 6,=7=0; fir p=m=n
hingegen ¢, = — p, 7= 0. Die Formeln
(22) stellen die Spannungsverteilung in
einem Halbraum nach Abb.141 dar. Die Abb. 142,

negative Halfte x << 0 der Begrenzungs-
ebene y = 0 steht unter einer gleichféSrmigen Druckbelastung von
0,= — p kg/em?, auf der positiven Hilfte (x > 0) wird keine Kraft
ibertragen.

Bedeutet ¢ den Winkel, den die Hauptspannungstrajektorien mit
den Strahlen ¢ — konst. bilden, so sind ihre Richtungen durch die
Gleichung 97

tg2y =-—— 23
g &y 6. — o, (23)
gegeben. Mit (22) erhdlt man

also

d. i. eine Parabeleigenschaft. Die Spannungstrajektorien bilden

ein System von orthogonalen Parabeln mit O als Brenn-
punkt (Abb. 142).
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5. Die Begrenzungsebene 4y =— 0 des Halbraumes ist auf einem
Parallelstreifen von der Breite 2a gleichformig belastet!). Wenn
der Druck p — konst. auf einem Stiick der z-Achse wirkt, das vom

Punkte O, (Abb. 143) von = — a bis zum Punkt O, x — a reicht,
wird
p 2 )
F=— 5;(71 P1— 15" @) (24)
E—A—>t=—a —>
et
TP
2 O
0
% %
71 72
P
Abb. 143. Abb. 144.

Hier bedeuten r,, ¢, und r,, ¢, die Polarkoordinaten eines Punktes P
beziiglich der Pole O, und O, (Abb. 143). Die Spannungen sind in
rechtwinkligen Koordinaten:

o, = _% 2 (p, — @,) +8in2¢p, —sin 2 ¢, ]
P . .
o, =—5 2(p; — @y) —sin2¢, +sin2¢q,] (25)
1=£[cos2¢p — cos 2 @, ]
2m 1 ?

Der Spannungszustand (25) entsteht ersichtlich aus zwei iiber-
lagerten Spannungszustinden der unter 4. beschriebenen Art. Die
Spannungstrajektorien bilden ein System konfokaler
Ellipsen und Hyperbeln (Abb. 144).

Die grote Schubspannung

max ©Tgibt sich aus der Formel

2 (O'a;'—OL)?_{“I-Z

Tmax = 4

zu

si —
—— psin(p, — @,) ) (26)

43

) Mit verwandten Spannungszustinden beschiftigte sich S. D. Carothers,
Engg. S. 1. 1924 und S. 156, 1924.
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Auf den Kreisen, welche durch O, und O, (Abb. 145) hindurch-
gehen und deren Mittelpunkte auf der Symmetrielinie # = 0 liegen,
hat 7., einen unverinderlichen Wert.

Ein Material, das unter einer unver- e amea
dnderlichen groBten Schubspannung
fliet, miiBte auf einem Halbkreise 4 0,
mit O als Mittelpunkt und a als Halb- m

messer (Abb. 145) unter der Druck-
flache zu flieBen beginnen. Auf diesem
Kreise erreicht nidmlich sin (¢, — ¢,) in

Gl. (26) seinen grofiten Wert 1. Man beob- '
achtet in der Tat in den Schnittflichen k4
gedriickter Koérper aus weichem Eisen, die Abb. 145.

in der angegebenen Weise belastet sind,

FlieBfiguren, welche aus den Druckkanten des Stempels ausstrahlen.
Unter diesen kommen auch halbkreisférmige gelegentlich vor. Auf
die Form der FlieBfiguren ist ferner die Reibung in der Druckflache
des Stempels von EinfluB, die hier nicht beriicksichtigt wurde?).

6. Das Rechteck und der Parallelstreifen. Die ebenen Gleich-
gewichtszustinde im Rechteck erledigen sich mit den fiir die recht-
eckigen Platten angegebenen Hilfsmitteln. Liegt im besondern bei-
spielsweise die Aufgabe vor, die Verteilung der Spannungen in einem
langen Parallelstreifen (breiter Balken von rechteckigem Querschnitt!)
zu ermitteln, so wird man die Ansdtze in 20, S. 69, Gl (33) bis (36)
heranziehen kénnen.

V. Die in ihrer Ebene gespannten Platten.
Die Stabilitit und das Ausknicken der
diinnen Platten.

§ 55. Die Zerlegung des Spannungszustandes einer biegsamen
Platte mit gespannter Mittelfliche in einen ebenen Spannungs-
und in einen Biegungszustand.

Wir haben uns bisher auf die Beschreibung der Forminderungs-
zustinde von elastischen Platten beschrinkt, deren duflere Belastung
entweder aus Momenten allein, oder aus Momenten und zu ihrer
Ebene senkrecht gerichteten Kréften bestand. Die Untersuchung

1) Die Gestalt der Gleitlinien im plastischen Bereich der Forméinderungen
ist durch L. Prandtl (Z. ang. Math. Mech. Bd. 1, Heft 1, S. 14. 1921) an-

gegeben worden.
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soll jetzt auf den Fall ausgedehnt werden, in dem die &ufleren Be-
lastungen auch in Richtung der Ebene der Platte Teilkrifte besitzen.

Indem wir die Betrachtung weiter auf unendlich kleine Aus-
biegungen der Platten beschrinken, kénnen wir, ohne die Allgemein-
heit des an der Platte angreifenden Kréftesystems einzuschrinken,
annehmen, da8 der eine Teil der dulleren Lasten aus einem ebenen
System von Kriiften besteht, deren einzelne Krifte alle in die nicht
deformierte Mittelebene hineinfallen. Zum anderen Teil rechnen wir
die auf dem Rande der Platte wirkenden duBleren Momente und die
zur Platte senkrechten Krifte, einschliefilich eines auf ihrer Seiten-
fliche lastenden stetig verteilten Druckes.

Den Forménderungs- und Spannungszustand, der von dem ebenen
System der Kréifte herriihrt und der in einer diinnen Platte auch fiir
sich allein bestehen kann, haben wir in 53 und Beispiele fiir ihn
in 84 angegeben.

56. Der ebene Spannungszustand der Platte.

Der abgetrennte Teil des Spannungszustandes, der von dem ebenen
Kraftsystem herriihrt, wird in einer diinnen Platte durch die Span-
nungen und die Verschiebungen der Punkte der Mittelebene be-
schrieben. Seine Dehnungen und die Spannungen sind nur Funktionen
der rechtwinKeligen Koordinaten z, y, wenn die z, y-Ebene des
Achsensystems zyz in der Mittelebene der Platte angenommen wird.
Wir bezeichnen alle Spannungen und Dehnungen, die von dem ebenen
Kraftsystem herrithren, mit einem Strich. Nachdem keine Kréfte senk-
recht zur Platte wirken, verschwinden in ihr die Normalspannungen o,,
die Schubspannungen 7,, und 7., und die Schiebungen y./, und y;..
Die Dehnungen ¢/, ¢, und die spez. Schiebung y;, der Mittelebene
sind nach den Gl (6) S. 223 gleich

o0& 1
8:::’ = Ef; = E (Gm, - Voy,)

oy 1
’ —_—
&y =~a;— B (Uy

;08 0 tay
Yo =Gy T ow T G

— vozl) (1)

Hier sind &, %’ die Verschiebungen der Punkte der Mittelebene.
Mit Riicksicht darauf, da ¢, = 7,/, = 7,, = O sind, verbleiben von

den drei Gleichgewichtsbedingungen der Spannungen nur die beiden

Gleichungen 20 oy

ox

’
Otay _

ooy
= 2 it 2 =0. 2
Py 2y 0, 3y + (2)
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Man geniigt nach Airy diesen Gleichungen, wenn man die

’ ! ! :
Spannungen o/, 6, 7,y gleich

, &F , &F , & F

0, = 2y T Gar S T Sy (3)

setzt, wo F eine Funktion der Verdnderlichen z und y ist.

Die drei Gleichungen (1) sind miteinander vertriglich, wenn
&, €,> vay der Identitét

8 ey Pyay
= 4
geniigen, die aus den drei Gleichungen (1) entsteht, wenn man aus
ihnen die Verriickungskomponenten &, %' eliminiert. Driickt man die
GréBen ¢, ¢,, 77y in dieser Vertraglichkeitsbedingung mit Hilfe
von (1) durch die Spannungen o/, Oy 7,y aus, und fiihrt fiir die
letzteren ihre Awusdriicke aus (3) ein, so ergibt sich fiir die Funk-
tion F die Differentialgleichung
*F *F o*F
=AAF = 5
2xt +2 oa? 0y® T oyt 0 (5)
Jeder Funktion F, welche dieser Gleichung geniigt, entspricht ein
ebener Spannungszustand in einer elastischen Platte mit den Spannungs-
komponenten (3).

Damit ist der erste Teil der Aufgabe: die Bestimmung eines
ebenen Spannungszustandes, auf die Integration der vorstehenden
Differentialgleichung unter den gegebenen Randbedingungen fiir die

Spannungskomponenten ¢, 0, 7z, zuriickgefiihrt.

57. Die Biegungsgleichung der in ihrer Ebene gespannten
Platten.

Um nun die Biegungsgleichung der Platte mit Riicksicht auf das
ebene System der Krifte zu ergénzen, bemerken wir, dafl die von
ihm hervorgerufenen Spannungen und Dehnungen sich wihrend der
Ausbiegung der Platte nicht &ndern werden, wenn diese letztere
klein im Vergleich zu ihrer Dicke bleibt. Wir werden den
Nachweis fiir diese Behauptung in 67 S. 270 erbringen und begniigen
uns hier damit, von ihr Gebrauch zu machen.

In einem Punkte x, y, z, der auBlerhalb der Mittelebene liegt,
konnen deshalb die Zustandsgrofien aus zwei Anteilen

e=¢ -+ ¢, =0+ ¢’ (6)
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bestehend betrachtet werden. Die mit einem Strich bezeichneten
Verschiebungen, Dehnungen und Spannungen werden durch die in
die Mittelebene fallenden Teilkrifte der duleren Lasten hervorgerufen.
Sie beziehen sich auf eéinen ebenen Zustand der Platte, wie wir ihn
in 54 betrachteten und sind vollstindig bekannt, wenn die Airysche
Spannungsfunktion ermittelt worden ist, zu der sie gehdren. Die mit
zwei Strichen bezeichneten Verschiebungen, Dehnungen und Span-
nungen riithren von der Krimmung der Mittelfliche durch die Biegung
der Platte her. Fiir diesen Teil des Spannungszustandes konnen wir
aus 10 die Formeln unverindert iibernehmen. Wir wollen die An-
teile 6., 5,” und 7, die Biegungsspannungen der Platte nennen.
Die zur Mittelebene parallelen Spannungskomponenten
0, 0,, 7,, bestehen also aus den Anteilen o, ay', T4y, die von
der Streckung oder Zusammendriickung der Mittelfliche
herriithren und aus den Biegungsspannungen o, 0, und 17y
Statt dieser letzteren sollen hier, wie frither, die Biegungsmomente

m,, M, und das Scherungsmoment m,,

*w a'“'w> 2w 82w>
mx——N<W+”5gﬁ’ .my'——N(anﬁ”’a?’
?w (7)
m, =—(1—»N

zyY

0x 0y
benutzt werden, deren Formeln wir aus 10 iibernehmen koénnen. In
ihnen bezeichnet wieder w die Durchbiegung der Platte und N ihre
Steifigkeit, » ist die Querdehnungszahl.
Wir haben jetzt die Spannungsmittel-
krifte der Platte anzugeben und betrach-
ten zu dem Zweck die Krifte, die in
den Schnittflichen eines aus ihr heraus-
geschnittenen kleinen prismatischen Teiles
dzdyh wirken (Abb. 146, 147). In der
Schnittfliche dy-h, deren nach aullen
gerichtete Normale entgegengesetzt zur
positiven - Achse zeigt, wirken eine Nor-
malkraft 6. hdx, eine Scherkraft 7,, h dx
in der Mittelebene und eine Scherkraft
Abb. 146 u. 147. p,dx senkrecht zu ihr. In der Schnitt-
fliche dxh, deren HuBere Normale ent-
gegen der positiven y-Achse gerichtet ist, werden ebenso eine Normal-
kraft o/hdy, eine Scherkraft 7;,hdy parallel und eine Scherkraft
p,dy senkrecht zur Mittelebene der Platte iibertragen. Die zur
Mittelebene senkrechten Scherkrifte [Gl (36), S.21] sind wie

frither durch die Formeln gegeben:
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0 0

Zu diesen treten wegen des ebenen Spannungszustandes die auf die
Léngeneinheit der Schnittbreite bezogenen Normalkrifte =, n

y
und die tangentiale Scherkraft n , der Platte

' - ’ _ ’
n,=ho/, n,=ho/, nzy—htm, 9)

hinzu. Die Spannungsmittelkrifte n,, n , n,, liegen in der Mittel-
fliche der Platte (Abb. 146).

In der Gleichgewichtsbedingung der am Element daxdyh an-
greifenden und zur Mittelebene senkrechten Teilkrifte ist zu beachten,
dafl auBer den Querkriften der Biegung p,, p, und des auf der
Seitenfliche z= — h/2 lastenden Druckes p = p,f(z,y) der Platte
auch die Krifte n_, n,, n,, wegen der Krimmung der Mittelflache
der Platte kleine Komponenten senkrecht zur Tangentialebene be-

sitzen. So liefern beispielsweise die Normalkréifte n, und n, 4 %dw,

die in den Schnitten x und x - dx wirken, den Beitrag nm?gg daxdy
senkrecht zur Tangentialebene. Desgleichen geben die Krifte n, den
y%dw dy. Schlieflich sind auch die Scherkrifte 2nM in
zwei gegeniiberliegenden Querschnitten um die kleinen Winke a‘ig‘ dx,

9

2

ox 0y

2

Beitrag =

bzw. dy gegeneinander geneigt, so dal sie eine Teilkraft

2n,, éx—g;/ dx dy ergeben. Simtliche Teilkrifte miissen in ihrer Summe

Null ergeben:
op, |, 0P, FPw N Pw ®w

oa F oy T T ey Mg TP 0 (0

Fihrt man in dieser Gleichung die Ausdriicke fiir die Scherkrafte
P.s P, aus (8) ein, so erhdlt man

2 2
r;cw oW

NAAdw=n a2w+2n n
W= o = gzay | Y oy

+p. (11)

Dies ist die partielle Differentialgleichung fiir die Durchbiegung w
einer in ihrer Ebene gespannten und durch eine Querbelastung p
verbogenen Platte.

Sie gilt ihrer Ableitung gem&al nur fiir unendlich kleine Durch-
biegungen im Vergleich zur Dicke der Platte und ist vornehmlich
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in den Fillen der Plattenbiegung heranzuziehen, bei denen die Krifte
N, M, n,, groll im Vergleich zu den Querkriften p,, p, sind. Dies
ist eigentlich selbstverstdndlich, denn wenn die Spannungsmittelkrafte
n,, n, und n_ von gleicher GréBenordnung oder Kkleiner als die
P> P, sind, hat der ebene Spannungszustand keinen Einflu auf die
Biegung (ier Platte, weil die GroSen n, n, n,, (9) mit den kleinen

o w
Grofen P Rte

der ebene Spannungszustand in einer Platte 44 F = 0 und ihr Biegungs-
zustand AAw = p|N.

Die Gleichung (11) bildet die Grundlage der Theorie der Spannungs-
zustdnde der in ihrer Ebene stark angespannten Platten, die eine
Querbelastung zu tragen haben, und dient zur Bestimmung der
Knickkréfte der in ihrer Ebene gedriickten Platten. In der GL (11)
sind %, n,,n,, und p als bekannte Funktionen der Koordinaten z
und y anzusehen.

multipliziert sind. In diesen Fillen iiberlagern sich

58. Das Ausknicken der diinnen Platten.

Die Kenntnis der Grenzbelastungen, unter denen das Gleich-
gewicht eines beanspruchten Korpers aufhéren kann stabil zu sein,
ist von grofer praktischer Bedeutung. Schlanke stab- oder diinne
plattenformige Korper konnen unter bestimmten Lastsystemen in
zwei oder in mehreren, voneinander verschiedenen Gleichgewichts-
gestalten verharren. Sie werden jene Lage annehmen, in der unter
den gegebenen Randbedingungen die gesamte im Korper aufgespeicherte
potentielle Energie am kleinsten ist. Befand sich der Korper
wahrend der Zunahme der Belastung in der einen Gleichgewichtslage,
so hort sie unter einem bestimmten kritischen Wert der Last auf
stabil zu sein, und unter dieser Last schligt der Korper in die
zweite Gleichgewichtslage um. Diese Grenzwerte der Belastung
diirfen nicht iiberschritten werden wegen der unzuléissig hohen Werte
der Spannungen, die im Korper auftreten wiirden, bis er die neue
stabilere Lage angenommen hat, oder wegen der starken Verdnder-
lichkeit der Forminderungen bei den geringsten Anderungen der
Belastung in der Nihe des kritischen Wertes, oder schlieflich, weil
die nach dem labilen Bereich angenommene neue Gleichgewichts-
gestalt aus praktischen Griinden iiberhaupt als unzuldssig er-
achtet wird.

Diinne Platten zeigen ein labiles Verhalten unter der Wirkung
von Druckkriften, die in der Richtung der Mittelebene wirken.
Wenn keine besonderen Vorkehrungen gegen die Moglichkeit des
seitlichen Ausbiegens getroffen sind, knicken die Platten aus. Die
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Gefahr fiir eine Zerstorung nach dem Eintritt unzulédssiger Aus-
biegungen wird um so grofler, je freier die Platten auf ihren
Rindern beweglich sind. Das Mittel zu ihrer Herabminderung ist die
Anordnung von Aussteifungen, deren Wirkung nicht ohne ein néheres
Eingehen auf den Knickungsvorgang der in ihrer Ebene gedriickten
Platten bestimmt werden kann.

Die Aufgabe der Bestimmung der kritischen Lasten, unter denen eine in
ihrer Ebene gedriickte elastische Platte ausknickt, hat viel Ahnlichkeit mit der
in Abschn. 41 behandelten Aufgabe der Bestimmung der Dauer ihrer Biegungs-
schwingungen. Beide Aufgaben sind sogenannte Eigenwertprobleme, dort wie
hier handelt es sich darum, aus den Lsungen einer linearen Differentialgleichung
gewisse Zahlen (die Eigenwerte) zu bestimmen, denen dann die méglichen
Biegungszustidnde entsprechen. Der Reihe der zu gegebenen Randbedingungen
gehorigen Schwingungsformen und Frequenzen entspricht hier die der méglichen
Knickungsformen und Knickkréfte.

In den Knickungsaufgaben der gedriickten ebenen Platten interessiert man
sich iibrigens weniger fiir die genaue Form der durchgebogenen Platte als in
den bisher behandelten Aufgaben, weil sich die Platte in ihrer ausgebogenen
Lage nicht mehr im stabilen Gleichgewicht befindet; nach den Spannungen im
ausgebogenen Zustand wird nicht gefragt, alles was zu ermitteln bleibt, ist der
kleinste kritische Druck, unter dem die Platte ausknickt.

Wenn die Krifte genau in der Ebene der Platte wirken und die Unter-
suchung auf unendlich kleine Durchbiegungen beschrinkt bleibt, 146t sich-aus
der Differentialgleichung und den Randbedingungen auBer den Knickbelastungen
nur das Gesetz der Durchbiegungen herleiten. Die absoluten GroBen dieser
letzteren, die Ausbauchung und die absoluten Werte der spezifischen Spannungen
bleiben unbestimmbar. Das kommt davon her, daB die Kraft, von der die
Ausbauchung herriihrt, in Abhéngigkeit von den endlichen Durchbiegungen
aufgetragen in der Nachbarschaft der Durchbiegung Null ein analytisches
Minimum besitzt, fiir die unendlich kleinen Auslenkungen erscheint sie dann
unabhiingig von ihnen.

Zur Angabe der Knickbelastungen von Platten stehen im wesent-
lichen zwei Wege zur Verfiigung. Der eine besteht in der Integration
der Differentialgleichung (11), unter Beriicksichtigung ihrer Rand-
bedingungen. Wenn man nicht in der Lage ist, ihre Losung zu ge-
gebenen Grenzbedingungen anzugeben und die Berechnung der Knick-
krafte mit ihrer Hilfe versagt, wird man versuchen, die Knick-
belastung ohne Kenntnis der genaueren Gestalt der verbogenen
Platte zu bestimmen. Dies kann mit Hilfe von Betrachtungen ge-
schehen, die an die elastische Energie und die Formanderungsarbeit
der auBleren Krifte ankniipfen. Sie griinden sich auf die Beziehung,
welche mit Riicksicht auf die Stabilitit des Gleichgewichtes zwischen
der potentiellen Energie der elastischen Spannkrifte und der &ufBeren
Belastungen erfiillt sein muB. Im Falle eines schwingenden Systems
hat zuerst Lord Rayleigh') Betrachtungen dieser Art angestellt,

1) The theory of sound. 1894. Bd. 1 u. 2.
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um die Dauer von Eigenschwingungen zu berechnen. Die Stabilitéts-
bedingung einer elastischen Platte wurde von Bryan?), von
Walter Ritz?) und von S. Timoschenko®) zur praktischen
Bestimmung ihrer Gleichgewichtsform, bzw. ihrer Knickbelastungen
herangezogen.

59. Knickungsfﬁ]le von allseitig gedriickten rechteckigen
Platten?).

Wir nehmen an, dal eine rechteckige Platte durch gleichméBig
verteilte Druckkréifte, die auf ihren vier Seiten angreifen, zusammen-
gedriickt wird, wéhrend sie sonst durch keine duBeren Kriifte be-
lastet ist. Wir bezeichnen die auf die Léngeneinheit der Seiten
bezogene Druckkraft mit n. Der ,ebene“ Spannungszustand dieser

Platte ist ein allseitig gleicher Druck. (Er ist offenbar durch die

Spannungsfunktion F = — 21%(90‘3 + 9%, wo h die Dicke der Platte

‘bedeutet, gegeben.. Diese Funktion ergibt ndmlich in einer diinnen
Scheibe die Spannungsmittelkrifte n,=n, = —n, n, =0 eines
allseitig gleichen Druckes.) Setzen wir diese
Huul l {7 Werte in die Differentialgleichung (11) ein und
T E= nehmen auBerdem in ihr p =0 an, so er-

<—  halten wir

= Adwzm%dw. (12)

LWL

a J— Um dieser Gleichung zu geniigen, setzen wir
L—  versuchsweise
H‘HMT ﬂ w = csin ~2 gin ___ﬂny' - (13)

Abb. 148. a b

Hier sollen a, b, ¢ Konstante sein und «, § =1, 2, 3,... genommen
werden. Setzt man w in (12) ein, so wird " diese Gleichung durch
diesen Ansatz befriedigt werden, wenn entweder ¢ = 0 ist, d. h. wenn
die Platte bei einem beliebigen Wert des Druckes n in ihrer ebenen
Lage verharrt oder wenn der Druck n einem der Werte

)

n= N2 (Z + ‘Z) (14)

1) Proc. of the London math. Soc. 22, S. 54. 1891.

2) Crelles Journal Bd. 135, S. 1. 1908. 8. auch seine Gesammelten Werke,
Paris 1911.

%) Sur la stabilité des systemes élastiques. Annales des ponts et chaussées
1913; auch als Sonderabdruck erschienen.

4) Mit diesem Knickungsfall hat sich zuerst Bryan beschéftigt (a. a. O.)
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gleich ist. In einer durch die vier Geraden * = 0,2 —=a,y =0,y =0
begrenzten rechteckigen Platte mit den Seitenlingen ¢ und b er-
filllen diese Flachen die Grenzbedingungen w =0, dw==0 von
Navier (s. S. 38).

Wir erhalten entsprechend den noch frei verfiigbaren ganzen
Zahlen o und f eine unendliche Reihe von bestimmten Werten des
allseitigen Druckes n. Wenn der Druck » gleich einem dieser kriti-
schen Werte ist, beult sich die Platte nach der Gleichgewichtsform
seitlich aus, die den ganzen Zahlen « und f nach (13) entspricht.

Der niedrigste Wert des Umfangsdruckes, unter dem
die Platte ausknickt, ist der fiir ¢ =f =1 oder

2@+ )N 2 (a ) E
m= a?b? C12(1 —»Y)a?b? (18)

Die hoheren Knickbelastungen haben nur dann- eine praktische
Bedeutung, wenn die rechteckige Platte entlang den zugehérigen
Knotenlinien (Linien der Durchbiegung w = 0) an ihrer seitlichen
Ausbiegung tatsichlich verhindert wird.

60. Knickungsfille von rechteckigen Platten, die parallel zu
einem Seitenpaar unter Druck stehen. Die Loésungen
von H.Reillner.

Im folgenden sollen einige Knickungsfille untersucht werden,
die entstehen koénnen, wenn eine rechteckige Platte parallel zur
Richtung eines Seitenpaares eine Druckbelastung
aufzunehmen hat. Man wird in den Anwendungen
vor die Frage gestellt, derartige Knickungsfille zu
betrachten, wenn es gilt die Stegbleche (Abb. 149) |l°
gedriickter vollwandiger Triger so zu bemessen,
dafl eine Gefahr ihrer Knickung vermieden werden
soll. Mit dieser fiir die Stabilitdt vieler Konstruk- o
tionen des REisenbaues wichtigen Frage hat sich
H. Reifiner eingehend beschiftigt!). Er leitete die
Knickbelastungen der gedriickten Stegbleche aus der
Theorie der in ihrer Ebene gedriickten rechteckigen [%%l
Platten ab. Abb. 149.

Die rechteckige Platte mdge durch die Geraden
*x=0, xr=0a, y=0, y=> begrenzt zgein und parallel zur y-Achse
unter einem Drucke n (bezogen auf die Léngeneinheit der ge-

1) Uber die Knicksicherheit ebener Bleche. Zentralbl. Bauverw. 1909,
S. 93.
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driickten Seiten) stehen, der sich auf dem Seitenpaar y =0 und
y=~>b auf sie ibertragt (Abb. 150). Die Spannungsmittelkréfte
sind jetzt

n,=0, n,=—mn, n, =0 (16)
Wir suchen der jetzt geltenden Gleichung
*w
NAdw= —n— 17
we—ng (1)
nach dem Vorgange von Reissner durch elastische Flichen von
der Form k
w=me%£ (k=1,2,3,...) (18)

Il

“ l““ zu geniigen, wo X eine Funktion von z ist. Diese

Fliachen erfiilllen auf dem Seitenpaar y =0 und
y="0 des Rechtecks die Randbedingung w =0,
Aw=0; auf dem anderen Seitenpaar lassen sie

a noch verschiedene Moglichkeiten zur Befriedigung

b der Grenzbedingungen offen, von denen einige im
folgenden angedeutet werden sollen. Setzt man (18)

[y in die GL (17) ein und bezeichnet zur Abkiirzung
I A=kalb, u*=n|N, (19)

so entsteht fiir die Funktion X die folgende lineare

L ettt

Abb. 150. a*X X s ey

B

Mit dem iiblichen Ansatz X — e®# folgt aus ihr zur Bestimmung
von ¢ die Gleichung vierten Grades

(@2 — 222 = A2u?, '(21)
woraus

o=+ VA1 + p). (22)
a) Auf den vier Seiten des Rechtecks sind w=0,
Aw=0.

Wenn auf dem Seitenpaar x =0 und z = a ebenfalls die Grenz-
bedingungen w =0, 4w =0 zu erfiillen sind, lautet die Losung

kny
b

Man iiberzeugt sich leicht, daB diese Funktion unter den vier

m,k=1,2,3,..) 1. (23)

. mnaxr .
w == ¢8In sin

1) Diesen Knickungsfall hat bereits Bryan (a. a. O.) behandelt.
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Losungen von (20) enthalten ist. Sie geniigt der Differentialgleichung (20),
wenn der Druck n einem der kritischen Werte
712 bﬁN m? k‘l 2
=T () (24)
gleich ist. Nehmen wir m =k =1 an. Die elastische Fliche w der
Platte besitzt dann keine Knotenlinien innerhalb
des Rechtecks. Eine quadratische Platte (a = b)
knickt nach dieser Form unter einem Druck
alN
aus. Ist hingegen a = co, so liefert die Gl. (24)
den knickenden Druck n
a* N
b-zﬁ (26)

n =

fiir das senkrecht zur Druckrichtung unendlich
breite Rechteck. (Dieser Wert unterscheidet sich
von der Eulerschen Knickkraft

7!2 EhS
T2t
eines aus dem Plattenstreifen herausgeschnittenen
Stabes von der Breite eins nur um die Zahl 1 — »?
im Nenner, weil N = Eh?/12 (1 — »?).)

Wenn a > b ist, d. h. wenn im Rechteck die
zur Druckrichtung senkrechte Seite die lingere
ist, nimmt die Knickkraft fiir £ = 1 ihren kleinst-
moglichen Wert an, die Platte beult nach einer
Halbwelle aus. Die quadratische Platte knickt
unter einem viermal so grofen Druck aus, als
das senkrecht zur Druckrichtung unendlich breite
Rechteck. Wir konnen, wenn a > ist, die Formel (24) fiir die
niedrigste Knickbelastung auch in der bequemen Form

" b
Vﬁ-b=n<1—{—&—2> (27)
anschreiben.

Wenn hingegen a < b ist und die zur Druckrichtung parallelen
Seiten die léngeren sind, werden wir m = 1 und a festhalten und
zusehen, wie sich die Knickkraft n #ndert, wenn das Seitenverhilt-
nis b/a und die Zahl k& der Halbwellen, nach denen sich das Recht-

Nadai, Elastische Platten. 16

Abb 151.
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eck verwirft, vergrolert werden. Wir schreiben die Knickbedingung
(24) zu diesem Zweck in der Form

n b ka
V‘N'“=”<m+ ) 28)
an. Die Knickkraft n nimmt mit b/ka zuerst ab, dann wieder zu

und besitzt fiir

blka =1

ihren kleinsten Wert

yr / _
T // V%-a=2n. (29)
w3 Daraus folgt, daB mit zu-
§ / nehmendem Seitenverhéltnis
N bla die Zahl der Wellen,
X ——  nach denen sich die Platte

verwirft, zunehmen muB.
Die Abb. 152 zeigt die Ab-
hingigkeit der Knickkraft
mit dem Seitenverhéaltnisb/a.
Wenn bla>V2 werden
. 4 L 2 zwei, wenn bja > V6 drei

Halbwellen sich bilden, usf.

Seitenverhiltnis Ya ) !
Abb. 152. Di IZn?Zkaréfte von warallel zZum Man sieht der Abb. 152 je-
LR e P doch an, daB die Knickkraft

lingeren Seitenpaar gedriickten rechteckigen . .
Platten. mit wachsendem Verhéltnis

b/a praktisch sich nicht
viel von ihrem Minimalwert unterscheiden wird.

Wir konnen die vorstehenden Bemerkungen zu der Regel zu-
sammenfassen, daf die kleinste Knickkraft einer in der an-
gegebenen Weise gestiitzten (w=0, dw=0) rechteckigen
Platte sich aus den Formeln berechnet:

(4

———

wenn a > b V%~b=n<1+%> (30)

wenn a << b V%-arw?n, (31)

wo die zur Druckrichtung senkrechte Seite mit a bezeichnet ist.

b) Das zur Druckrichtung parallele Seitenpaar ist ein-
gespannt. ReiBner hat in seiner erwiahnten Arbeit gezeigt, daB
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-

sich dieser Knickungsfall durch den Ansatz X=e“* erledigen 1a8t. Wir
kehren in Anlehnung an die ReiBnersche Arbeit zur Gl (20) zuriick.
Man wird auf diesen Knickungsfall einer rechteckigen Platte bei
der Untersuchung der Stabilitdit des Stegbleches eines breiten, ge-
driickten Blechtrigers mit steifen Gurtwinkeln gefiihrt (Abb. 149).
Wenn u > 1 ist, wird das eine Wurzelpaar der charakteristischen
Gl (21) rein imagindr. Bezeichnen wir unter Bezugnahme auf (22)
mit ¢, und «, die Wurzeln

=1 }tﬂ(‘u’ —{—7}, 0, = }l_(l: —4), (32)

so lautet die Lésung von (20)
X = ACofe, 2+ BGine,x + Ccose, & + Dsine,x. (33)

Wir nehmen den Koordinatenursprung in der Mitte der einen
zur Druckrichtung senkrechten Seite an und betrachten zuerst den
Fall, daB X eine gerade Funktion von z ist:

X = ACoje,x + Ccose,x. (34)
Wegen der Einspannung des Seitenpaares x = + a/2 mul fiir

r=4a2, X=0, dX/dz=0 (35)
oder

AGoje, a2+ Ccosa,a/2=0, Aa, Cine,a/2—Ca,sina,a/2=0 (36)
sein. Diese beiden Gleichungen kénnen mit von Null verschiedenen
A und C erfiillt werden, wenn die Determinante ihrer Koeffizienten

o, Tgo, a2 + a,tge,a/2=0 (37)

verschwindet. Um die Erdrterung dieser Knickbedingung zu er-
leichtern, fithren wir die Bezeichnungen

m, =« a2, my = ¢, a/2 (38)

ein und schreiben die Gleichungen (19) und (32) mit diesen Verénder-
lichen an. Aus ihnen folgt

29

o K 2 2. n ¢’ + @’
A" = b;:*——al — 0, //L_‘Vjv—w2—l. (39)

In den Verinderlichen m, und m, lauten diese Gleichungen wie
folgt:

m, Tgm, + m,tgm, =0, (40)
m* —m,> = k*a?a®[2 0%,

'/%-a — 8 (m2 -+ m2)bjkna. (41)
16*
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Die beiden ersten Gleichungen bestimmen zu einem gegebenen

Verhiltnis b:a der Rechteckseiten und zu einer angenommenen
Zahl k der Halbwelien, nach denen sich die Platte wéihrend der
Knickung in der Druckrichtung verwirft, die unbekannten Zahlen m,
und m,. Die dritte Gleichung liefert den gesuchten Wert der Knick-
kraft n.
" Nehmen wir ¥=1 und a=1"> an. Wir suchen also die Knick-
kraft der quadratischen Platte fiir den Fall, dafl ihre elastische
Fliche noch keine Knotenlinien im Innern des Quadrats besitzt.
Wir haben dazu die Wurzeln der beiden Gleichungen:

my Tgm, + m,tgm, =0 (42)

2 2 __ 2
m,? — m,? = 7*[2

zu ermitteln. Durch die erste wird eine Funktion m, = f(m,) oder
eine Kurve mit den Abszissen m, und den Ordinaten m, dargestellt,

die aus unendlich vielen Zwei-
T gen besteht. Man stellt leicht

fest, daB sie in den Punkten
m,=0,m,=+x, £2ama...
5 beginnen und die Geraden

my,= +x/2, 3x/2,... als
Asymptoten besitzen. DieFunk-
tion m, = f(m,) ist tberdies
doppeltsymmetrisch, es geniigt
also ihren Verlauf im ersten
Quadranten zu kennen. Die
zweite Gl. (42) stellt eine gleich-
seitige Hyperbel mitden Winkel
halbierenden m, = + m, als
Asymptoten und m, = + z/}2
als Scheitelpunkten dar. Die
Abb. 153 148t erkennen, daB
Abb. 153. beide Kurven sich innerhalb
des positiven Quadranten un-
endlich oft schneiden. Zu den Koordinaten m, und m, eines jeden
Schnittpunktes gehért ein bestimmter Wert der Knickkraft n. Die
Koordinaten m, und m, des zum Ursprung am niichsten gelegenen
Schnittpunktes m, = 3,12, my = 2,19

bestimmen nach (41) die kleinste Druckkraft n

2, o 3,122 42,197
a=— N 2% T 99
a=—(m* +m) 157 25,

PR
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unter der eine quadratische Platte ausknickt, von der
das zur Druckrichtung parallele Seitenpaar eingespannt
und das andere zwanglos in Geraden unterstiitzt ist. (Wenn
alle vier Seiten geradlinig unterstiitzt sind, war nach (25) der vor-
stehende Ausdruck gleich 27, die Kraft » ist hier mehr als doppelt
so grol, wie bei zwanglos unterstiitzten Seiten.) Die weiteren
Schnittpunkte der Kurven von Abb. 153 bestimmen die hoheren
Knicklasten der quadratischen Platte, unter denen sich die Platte
genkrecht zur Druckrichtung in Falten wirft.

An Hand der Kurven von Abb. 153 lassen sich die Knickkrifte
fir alle Seitenverhdltnisse a/b der in der vorausgesetzten Weise un-
terstiitzten rechteckigen Platten ermitteln. HAlt man namlich k=1
und die zur Druckrichtung senkrechte Seite a fest und veriindert b,
so dndert sich offenbar nur die Hyperbel Gl. (42) und ihre Schnitt-
punkte verschieben sich entlang der Kurve m, = f(m,). Wenn b<a
ist, riickt der Schnittpunkt der Hyperbel mit der Kurve m,= f(m,)
in der Abb. 153 nach rechts, m; nimmt zu und ist jedenfalls gréBer
als die Abszisse m, = 3,12, die sich fiir die quadratische Platte er-
geben hat. In diesem Bereich darf Tgm, ~ 1 gesetzt werden. Man
kann jetzt m, aus den beiden Gleichungen (40) eliminieren und findet
in Parameterdarstellung das Seitenverhiltnis a/b und die mit der

Knickkraft n gebildete dimensionslose GroBe qu-a:

N
g Mg e noom, 2
alb = ;1 2 (tg*m, — 1), l/N a= costm, | tgim 1" (43)
Abb. 154 zeigt den durch diese Vs
beiden Gleichungen vermittelten sl s
Zusammenhang. Vermindert man >
also die Ldnge der Seite b in 3% /’
der Druckrichtung, so nimmt die § \\\ A
Knickkraft zuerst ab und spiter é‘y’j T
wieder zu. Sie erreicht ihren ¥d0
kleinsten Wert
. 712 3% 36 18 20
‘V” .a — 8.30 Seiterwvertidittnis b
N i Abb. 154. Knickbelastungen von recht-

eckigen Platten.
bei einem Seitenverhiltnis von Das zur Druckrichtung parallele Seiten-
etwa a/b = 1,52. Dies ist also paardxz()_, x:“diﬁt.ehf’g‘?sf’ann}’ das
der kleinste Wert, dem sich andere ist geradlinig frei gestiitzt.
die Knickkraft eines Rechtecks nahert, wenn die zur Druck-
richtung parallelen, eingespannten Seiten unendlich lang
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angenommen werden. Der in der Druckrichtung unendlich lange
Plattenstreifen wird durch die Knotenlinien in Rechtecke a/b == 1,52

E

geteilt.
Behdlt man hingegen k¥ =1 und b bei und laBt a
beliebig zunehmen, so nimmt die Knickkraft von ihrem

9
Wert bei der quadratischen Platte
VL"—b —
(4
d V%-b: 9,25 (fiir a = b)
allméhlich auf den Eulerschen Knickwert
, V%-b:n (fir @ = o0)
gemill der Kurve der Abb. 155 ab.
c) Die vorhin ausgeschlossene Annahme, daB die
6 Funktion X eine ungerade Funktion sei, fiihrt er-
sichtlich zu einer Knotenlinie der elastischen Fliche
in der zur Druckrichtung parallelen Seitenhalbierenden
des Rechtecks. Durch diese Annahme wird also die
5 Knickungsaufgabe einer rechteckigen Platte
erledigt, von der drei Seiten geradlinig frei-
aufliegen und die vierte, zur Druckrichtung
parallele Seite eingespannt ist.
%
\\4 » 61. Die Stabilitiit des Gleichgewichtes
~~ eines auf Scherung beanspruchten
J diinnen Plattenstreifens.
a
% R.V.Southwell und Sylvia W.Skan
7 2 6 6

Abb. 155.

haben in einer beachtenswerten Arbeit?)
die Biegungsschwingungen eines diinnen

Blechstreifens untersucht, der auf seinen beiden Begrenzungsgeraden
gleichformig verteilten Schubkriften ausgesetzt ist. Wir werden weiter
unten (8. 263) zeigen, dal die Dauer der Biegungsschwingungen einer
diinnen Platte sich mit den Spannungen dndert, die in ihrer Mittelebene
wirken und daB sie stets unendlich grof wird, wenn die Platte
unter einer Knickbelastung steht. Aus den Biegungsschwingungen
ergibt sich der Fall der Knickung eines unendlich langen Platten.
streifens unter der Wirkung von gleichformig verteilten Scherkréften,

1) On the stability under shearing forces of a flat elastic strip“. Proc.
Roy. Soc. London, Ser. A. Bd. 105, S. 585. 1924,
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sobald seine Schwingungsdauer unbegrenzt zunimmt. Wir konnen
ihn aus der Differentialglerchung (11) ethaltan, wenn %x=4’ly=0
angenommen werden. Wir bezeichnen mit n,, = s die in der Richtung
der Kanten des Parallelstreifens wirkenden Scherkrifte (bezogen auf
die Langeneinheit), mit a seine s

Breite und mit & seine Dicke —r—2———>_—>

(Abb. 156). Mit n,=n,=0 | t_y_)x

nimmt Gl (11) 8. 235 die Form l « h
an: 2w . P ————————— S A

Southwell und Skan haben die Losung dieser Differentialgleichung
fiir einen freiaufliegenden und fiir einen eingespannten Plattenstreifen
aufgestellt. Aus (44) entsteht mit Hilfe des Ansatzes

w=Yeirs, (i=1)—1) (45)
die totale Differentialgleichung
YO 2,2Y" — 2iksY + Y =0 (46)

fir die Funktion Y. Sie ist fiir die Grenzbedingungen y — + a/2,
Y=Y"=0 fiir den freiaufliegenden, bzw. ¥ =Y'=0 fiir den ein-
gespannten Plattenstreifen zu integrieren. Mit ¥ = e?*¥ ergibt sich
eine charakteristische Gleichung vierten Grades fiir 1, deren vier
Wurzeln die gesuchte Losung liefern.

Schnift A—~B
Schnitt C-D |

Abb. 157. Wellenférmige Verzerrung der Mittelfliche eines auf Scherung
beanspruchten Plattenstreifens. Die Kanten liegen frei auf.

Die Rechnung fithrt zu dem Ergebnis, dafl die Mittelebene des
Plattenstreifens im Augenblick des Ausknickens nach einer regel-
miBigen wellenformigen Fliche sich verzieht. Southwell und Skan
haben die kleinste knickende Scherkraft s gleich

§ = 3,30 N/a® beim frei aufliegenden und

s = 5,54 N/a® beim eingespannten Plattenstreifen
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berechnet. (N ist die Plattensteifigkeit = E h%[12 (1 — »?), a die Breite,
h die Dicke des Streifens.) Die entsprechenden Wellenlingen ! ergaben
sich gleich 2,67a, bzw. 1,6a. Sie hingen, wie man sieht, gar nicht
von der Plattendicke h ab.

Abb. 158. Wellenformige Verzerrung der Mittelfliche eines auf Scherung
beanspruchten Plattenstreifens mit eingespannten Seiten.

Die Gestalt der Wellen, nach welchen sich die Mittelebene ver-
zieht, wird durch die beiden, der erwihnten Abhandlung entnomme-
nen Abbildungen 157 und 158 mittels ihrer Schichtenlinien dargestellt.
Die Abb. 157 bezieht sich auf den freiaufliegenden, die Abb. 158
auf den eingespannten Plattenstreifen. Abb. 159 gibt die Abhingig-

25
sa? HKnickung héherer
.TF Ordpung
1251~
eiaufliegender Streifen
J | ] |
0 1 2 3 4 5

l/a,—-—)
Abb. 159. Die knickenden Scherkrifte in Abhingigkeit
von der Wellenléinge.

keit der knickenden Scherkrifte vom Verhdltnis der Wellenlinge [
zur Breite o wieder!). Die beiden unteren Kurven entsprechen den
Knickungsfillen mit einer, die beiden oberen mit zwei Halbwellen
in der Breitenrichtung des Streifens.

1) Mit einem zwischen zwei parallelen, starren Linealen fest eingespannten
Kupferblech gelang es Southwell, die wellenférmige Fliche des knickenden
Streifens schén sichtbar zu machen. (Vgl. den Bericht seines Vortrages auf
dem internat. KongreB fiir angewandte Mechanik in Delft, 1924, in den
KongreBberichten.)
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62. Die Stabilitit von kreisformigen Platten.

Eine durch radial gerichtete, gleichférmig verteilte Druckkrifte
auf ihrem Rande belastete kreisférmige Platte kann in ein labiles
Gleichgewicht geraten und ausknicken oder ausbeulen. Im folgen-
den sollen einige Belastungsfille dieser Art fiir verschiedene Grade
der Freiheit betrachtet werden, mit der die Punkte der kreisformi-
gen Platte sich bewegen kénnen,

«) Ausbauchung nach einer Umdrehungsfliche. Neben
der Durchbiegung w soll hier die Neigung des Meridianschnittes der
Platte als abhiéngige Verinderliche benutzt werden. Mit ihrer Hilfe
driicken sich das radiale bzw. das tangentiale Biegungsmoment m _,
m, und die Querkraft p_ (s. Gl (4) S.53) auf Grund der Formeln

m, = — <*;+v_r R m, = N v_;+; ,

aus. Als neue Spannungsmittelkrifte kommen jetzt eine radiale (n,)
und eine tangentiale (n,) Normalkraft, beide in der Richtung der
Mittelebene wirkend,

n =ho!, mn,=ho/ (2) &
. T
hinzu, wo mit o,’, o, die entsprechenden 1
Spannungen in der Mittelebene der Platte J\i . P iy
und mit » die Dicke der Platte bezeich- Pr
net sind. Sie ergeben sichnach 53 aus der Abb. 160.

radialsymmetrischen Spannungsfunktion
F=c¢,+c,r*+crlnr4¢/Inr, or'z};dgg—', G"IZZ_:Z:' (3)

Eine Reihe verschiedener Knickungsfille kommt bereits dadurch
zustande, daBl man verschiedene von diesen ebenen Spannungs-
zustinden in Betracht zieht. Kiner der einfachsten Belastungsfille
entsteht bei der vollen Kreisscheibe, die durch gleichmiBig verteilte
radial nach innen gerichtete Krifte auf ihrem Umfang zusammen-
gedriickt wird. Die Festwerte ¢, ¢, und ¢, der Spannungsfunktion
sind dann gleich Null und », = n, = konst. anzunehmen. Mit Riick-
sicht darauf, daf die Platte durch Druckkrifte beansprucht wird, ist
diese Konstante negativ anzunehmen.

Um die Biegungsgleichung der Platte abzuleiten, betrachten wir
die Gleichgewichtsbedingungen der Kriifte und der Momente, die an
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einom kleinen Element der Platte angreifen, das von zwei benach-
barten Schnitten r = konst. und von zwei in der z- Achse sich schnei-
denden benachbarten Meridianebenen begrenzt wird (Abb. 161). Wir
stellen unter Bezugnahme auf die entsprechende Betrachtung in 16
und unter der Annahme, da auBler den radialen und tangentialen
Spannungsmittelkraften », und n, noch eine seitwirts gerichtete Be-
lastung p (die eine Funktion von r sein kann) und eine Einzelkraft P
im Mittelpunkt des Kreises wirken,. die drei Gleichgewichtsbedingun-
gen der Platte zusammen.

d(rm,)
? —g —m=0, (4)
P
i rpr+rnr<p+fprdr+‘2;=0, (5)
Tt  mp Pin
“ d(rm
Abb. 161. _(d_r—r) —m,—rp, =0. (6)

Die erste dieser Gleichungen driickt das Gleichgewicht der Kraft-
komponenten aus, die parallel zur Mittelebene gerichtet sind. Wir
haben sie bereits dadurch beriicksichtigt, daf wir die Spannungs-
mittelkrifte n, und n, aus einer Airyschen Spannungsfunktion nach
(3) berechnet haben. Die zweite driickt das Gleichgewicht der
zur Ebene senkrechten Kraftkomponenten aus und unterscheidet sich
von der Gl (7) S. 54 nur durch das neu hinzugekommene Glied
rn, @, das von den Spannungen in der Mittelebene herriihrt. Die
dritte Gleichung ist die bereits frither (Gl (6) S.54) abgeleitete
Momentengleichung.

B) Anwendungen. DieBelastung der kreisférmigen Platte
besteht nur aus einer gleichmédBig verteilten radial nach
innen gerichteten Druckkraft n auf dem Umfang der Platte.

Die Spannungsmittelkrifte sind
a a

2 <~ 'S n, = n,= — n = konst. (7)
T Die auf die Lingeneinheit des Um-
Abb. 162. fanges bezogene Druckkraft » ist auch

gleich n=ho, wo h die Dicke der
Platte ist und o die Spannung in der Mittelebene bedeutet. Da nur
ein Umfangsdruck n allein wirkt, sind die zur Ebene senkrechte
Druckbelastung p und die Einzelkraft P gleich Null anzunehmen,
Aus der Gl (5) folgt der Wert der Scherkraft p,

pr ="n (p:' (8)

Setzen wir den Wert von p, und die Ausdriicke fiir die Spannungs-
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momente m, und m, aus (1) in die dritte Gleichung (6) ein, so er-
gibt sich fiir die Neigung ¢ der Tangente des Meridianschnittes der
elastischen Fliche eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter
Ordnung & d
247 a 2,2 —

vt (®r* —1)p=0. (9)

Die in dieser Gleichung vorkommende Konstante « ist gleich
oot 1200
N Eh*
Fiihrt man statt ¢r eine neue unabhingige Veréinderliche u = ar
ein, so entsteht die Gleichung

(10)

wo" +ug 4+ (w—1)p=0. (11)
Sie gehort zum Typus der Besselschen Differentialgleichungen:
W' +ue (v —k)p =0. (12)

Der Parameter k der Gleichung hat im vorliegenden Fall den Wert
k=1. Das allgemeine Integral der Gl (12) setzt sich aus zwei

Funktionen ®=c,J, (w) -+ c, Y, (u) (13)

zusammen, ¢, und ¢, sind Integrationskonstanten. Fiir alle ganz-
zahligen Parameter k 148t sich ein Integral der Besselschen Diffe-
rentialgleichung stets durch eine, fiir alle Werte von u bestindig
konvergente Potenzreihe darstellen, die man sich aus der Differential-
gleichung nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten bilden
kann. Dieses Integral der Gl. (12) sei mit J, (u) bezeichnet. Die fiir
solche Zahlen k giiltige Erklirungsgleichung der Besselschen Funk-
tion erster Art J,(u) ist?)

6 -y O e B -+
Sl B B S (Y
Julv) k!<2> P Tie e Tieg ke T T
Als Sonderfillle ergeben sich die in der Plattenstatik hdufig auf-
tretenden Funktionen

fir k=0, J,(u)=1 __f <ﬁ>2+i <ﬁ>4_+..., (15)

. f 1 x\* 1 x\! i
Mk:L%W:zﬁna«ﬁﬂT??ﬂ>“+ﬂ-““

1) P.Schafheitlin: ,Die Theorie der Besselschen Funktionen¥, Math.-
phys. Schriften fiir Ingenieure und Studierende. Leipzig: Teubner 1908. Die
am hiufigsten gebrauchten Besselschen Funktionen sind durch ihre Zahlwerte

und durch Kurven dargestellt in den Funktionentafeln von Jahnke und Emde.
Teubner 1909.
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Die zweiten Integrale Y, (u) enthalten auBer gewissen Potenzreihen
an der Stelle » = 0 unendlich werdende Bestandteile.

Die Differentialgleichung (12) 148t sich, wenn man ¢ vermoge
der Substitution

y="Yu-gp (17)
durch y ersetzt, auf die einfachere Form
475 — 1)
” _ - — 18

bringen. Aus dieser Gleichung erkennt man, wenn % sehr grofle
Werte annimmt, daB sich ¢ offenbar der Losung der Gleichung

v’ +y =0 oder y = C,sinu + C,cosu
oder dall sich ¢ der Funktion

Q= yl—__ (O, sinu -+ C, cos u) (19)
%

asymptotisch ndhern mufl. Die Besselschen Funktionen J, (u) und
Y, (w) ndhern sich mit den zunehmenden Werten der unabhingigen
Verinderlichen u zwei langsam abklingenden Wellenziigen. Die
Besselschen Funktionen (fiir ein reelles Argument) haben fiir groBe
Werte der unabhingigen Verdnderlichen den Charakter von langsam
abklingenden oszillierenden Funktionen.

Das vorliegende Plattenproblem fiihrt uns auf die beiden Bessel-

schen Funktionen erster Ordnung

@+, J(er)+c, Y, (ar). (20)
Bei einer Platte ohne Bohrung mufl die Konstante c, gleich Null
angenommen werden, damit ¢ im Mittelpunkt des Kreises endlich

bleibe. Das iibrigbleibende Integral 1Bt sich nach Gl (16) durch die
bestdndig konvergente Reihe

or o’r? otrt obrs
‘pzclJl(M):ci?[1_2_-1+2-4-4-6 T2.4.6.4.6.8 +] (21)

darstellen.
Wenn die Platte auf ihrem Umfang r =a eingespannt ist,
mul ¢ = dw/dr auf ihm verschwinden und wir haben die Bedingung
r=a, @=c¢J, (ea)=0 (22)
zu erfiillen.
Entweder ist ¢, = 0, die Platte bleibt eben unter einem beliebigen

Wert des Druckes = (der Zahl ¢* = l%)’ oder es ist
Jy(ea)=0. (23)
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Bezeichnen wir mit 1, eine der unendlich vielen Wurzeln dieser
transzendenten Gleichung (die Funktion J, (u) stellt, wie wir eben
bemerkt haben, einen langsam abklingenden Wellenzug vor, der die
Abszissenachse unendlich oft schneidet), so ergibt sich fiir die Platte
jedesmal eine Ausbiegung, wenn die Spannung ¢ auf dem Umfang,
oder wenn der Umfangsdruck n = ho einem der kritischen Werte
n AN A2ER
FT ek (- @4
gleich ist. Hier bedeuten E die Elastizititsziffer,  die Dicke, @ den
Halbmesser der Platte, » ist die Poissonsche Zahl. Die ersten po-
sitiven Wurzeln der Besselschen Funktion erster Ordnung sind
Ay =0, 4, = 38,8317, 1, = 7,01566, 1, = 10,1735, ..., der kleinste Um-
fangsdruck m kg/em ist mit 1,* = 14,682 gleich
14,682 EK
"T 120 e
Ein Streifen, den man aus der Platte lings eines Durchmessers

herausschneidet, wiirde bei eingespannten Enden unter einer Euler-
2 3

7 . .
schen Kraft n' = T ausknicken; wenn fiir » =1/, genommen
a

g —=

(25)

wird, ist n = 1,687%" und wenn » = 0,3 # =1,6357"; die Platte
knickt unter einem mehr als anderthalbmal gréBeren Druck aus,
wie ein aus ihr herausgeschnittener schmaler Streifen. Um schlieB-
lich auch die Form anzugeben, nach der sie ausbeult, integrieren
wir die Funktion ¢ — dw/dr nach r und erhalten die Gleichung ihrer
elastischen Fliche w gleich

w=[@dr4cy=[J,(«r)dr+ec,. (26)
Nun ist J I (wydu = — Jy (w),?) (27)

) Zwischen den Besselschen Funktionen mit verschiedenem Zeiger und
ihren Ableitungen bestehen die beiden Beziehungen

Tt =" T I,
(29)
1= Ty = T

Sie dienen zur Berechnung der Ableitungen oder der Funktionen héherer Ord-
nung aus zwei Besselschen Funktionen, deren Zeiger sich um die Einheit un-
terscheiden. Da fiir ganzzahlige Parameter aullerdem die Beziehung

J_p==1)"J,
gilt, folgt aus der ersten der Gl. (29) fiir m =0, daB
dJ,
Jy = —Z"l@ =-—J, oder [J, (u)du=—J,(u)-+ konst.

ist. (P. Schafheitlin, a. a. 0. S, 15 u. 17.)
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folglich ist mit Riicksicht auf (15)
c ar\? 1 far)*
o=e= o=~ 2[1~(§) 4gu(G) — 4] @

wo J, (¢r) die Besselsche Funktion des Zeigers Null ist. Die Platte
verwirft sich nach einem System von konzentrischen Wellen, dhnlich
denen, die ein auf ein stilles Wasser geworfener Stein auf der Ober-
fliche erzeugt. Zum niedrigsten Knickungsdruck gehort die Aus-
bauchung mit einem Wellenberg, zur nichst groleren Kraft die mit
einem Wellenberg und einem Wellental, usf.

Wenn auf keine Einspannung auf dem Rande gerechnet werden

kann und das radiale Biegungsmoment m_ auf dem Umfang ver-
schwindet, lautet die Grenzbedingnng

_ _ do 9‘0> { dJ, (ar) Jl(“f)}_
r=a, mr——N<%—{—v; _'fN61 ocAdT——{—v-—rw =0. (30)
1
Nun ist %: JO——‘%,) demnach erhalten wir als die Knick-
bedingung fiir die freiaufliegende Platte:
wa-dy(ea)— (1 —»)J, (¢a)=0. (31)

Aus dieser transzendenten Gleichung fiir 1 = ¢ a ermittelt man mit
einer Querdehnungszahl » = 0,3 die ersten positiven Wurzeln 4, —2,05,
Iy =539, 1, =8,57,... und den kleinsten Umfangsdruck

1N 120 ER? R
n = = e e 08 (32)

Bei vollkommener Einspannung war der Druck dreiundeinhalbmal
so groB. Ein Beispiel fiir eine derartige Knickerscheinung bietet
das Ausbeulen eines ebenen kreisformigen Behilterbodens, der inner-
halb eines von auflen gekiihlten Behdltermantels befestigt ist.

7) Wenn die Platte auller der Umfangskraft o = —n
durch einen gleichf6rmig verteilten Druck p belastet ist,
muB die Querkraft p, Gl (5) um das Glied — pr*/2 erginzt werden.
Sie ist gleich

r
anzunehmen. Die Differentialgleichung fiir ¢ erhalt jetzt ein Glied
auf ihrer rechten Seite

=

¥/ 2 2] r
r2<p’—}—r<p’—|—(oc~r‘—1)<p=2 . (34)

=3

|

=

1) 8. die letzte Anmerkung.
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Da dieser nicht homogenen Gleichung ¢ = 3 :“’TN genligt, ist ihre voll-
sténdige Losung
pr
(PZE“QN+C1J1(“r)+cey1(‘x7)' (35)

d
Die Integration von ¢ :d—z) liefert fiir eine Platte ohne Bohrung,

(¢, = 0), die auf ihrem Umfang eingespannt ist, die elastische Fliche
_ pg‘: (2[Jy(er) —Jy(@a)] | +r;}
4e® N cal (ea) a*

(36)

Unter einem von Null anwachsenden Druck p biegt sich die Platte
allmahlich aus, die Ausbiegung wichst um so rascher, je grofer die
Umfangskraft n ist. Wegen der im Nenner stehenden Funktion
J, (¢ a) werden die Durchbiegungen unendlich groB, wenn J, (¢a) =0
oder wenn &a = 1, eine Wurzel dieser Gleichung ist. Das sind die-
selben kritischen Werte von « oder des Umfangsdruckes n, die wir
vorhin unter der Annahme p = O ermittelt haben. Eine gleichzeitig
mit einem radialen Druck vorhandene seitliche Belastung durch einen
Druck p = konst. hat also keinen Einflul auf die Groe des knicken-
den Umfangsdruckes.

) Der Fall einer in ihrem Mittelpunkt durch eine Einzelkraft
P und auf ihrem Umfang r = a durch einen konstanten radialen

Druck n, = — n belasteten kreisformigen Platte, der zu der Diffe-
rentialgleichung

o 1 ’ 2 .2 Pr

et g+ (@ =)= (37)

mit der Losung

P
T R LR AT (38)

und der elastischen Fliche

P ¢ C,
wzé}/&—ﬁlnr*i%(ar)—z olar) +c¢, (39)

fithrt, mge wegen des lehrreichen Beispiels erwihnt werden, das die
Bestimmung der Integrationsfestwerte bietet. Im allgemeinen Integral
(38) kommen némlich jetzt zwei am Nullpunkt unstetig werdende

1
Losungen - und Y, (¢r) vor und gerade dieser Umstand gestattet

es der Endlichkeitsbedingung in ihm im Falle einer Scheibe
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ohne Anbohrung zu geniigen. Die Funktion Y, (u)?)
Y, (w)y=J,(u) Inu —

. - u? u
wird ndmlich am Nullpunkt wegen J =1 — T 4y =516 -+ -

wie — — umnendlich. Soll nun ¢ fiir u=0 verschwinden, so miissen
% :

die beiden in (38) vorkommenden Glieder mit 1/u sich fortheben. Es
mull also ¢, gleich P

C, = —=—
2 2aaN

angenommen werden. Die elastische Flidche einer eingespannten kreis-
férmigen Platte, die in ihrer Mitte eine Einzelkraft P trigt und auf
ihrem Umfang r = a durch einen radial gerichteten Druck n belastet
wird, hat die Gleichung

P

B 14+caY,(0a)
Y= oxd N " wal,(wa)

cad, (aa)

r
In - ¥, (wa) — ¥yer)+ () —Tofwa)l}.  (41)
Das scheinbare Vorkommen eines einzelnen Logarithmus darf hier
nicht storen, fir r = 0 bleibt die Durchbiegung w trotzdem endlich,
weil die Funktion Y, (¢ @) — Y, (¢r) dasselbe Glied mit dem entgegen-
gesetzten Vorzeichen enthilt. An Hand der Entwicklung fir die
Funktion Y, () *)
1) (u/2)* (w/2)°

@=do@mat(G) = (14 5) BT+ (1454 5)GF -

liberzeugen wir uns, daB die Losung fiir w die Form
w = konst. (r* 4-a,r* 4 -- ) Inr + Potenzreihe (43)

besitzt und die fir eine im Nullpunkt angreifende Einzel-
kraft P charakteristische Singularitdt r2Inr (siche Gl (25)
S. 61) tatsdchlich aufweist.

Aus (39) ergibt sich der bemer-
kenswerte Sonderfall der Knickung
einer auBer auf jhrem Umfang
: noch in ihrem Mittelpunkt festge-
haltenen ebenen Kreisscheibe (Abb. 163). Die Grenzbedingungen im
.eingespannten Mittelpunkt r =0, ¢ = 0, w = 0 sind erfiillt,

Abb. 163.

1y Jahnke u. Emde, Funktionentafeln, S.. 94.
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wenn ¢, = ——— und ¢, = ¢, genommen werden, die auf dem ein-
> 2aaN 8 18 ’
gespannten Umfang r =a, w =0, ¢ =0, wenn 1 = «a eine Wurzel
der transzendenten Gleichung

141Y,(2) Ind—Y,(2)
AL T 12,0

ist.

- 63. Knickungsfille von kreisformigen Platten
mit unsymmetrischer Ausbeulung bei festgehaltenem Umfang.

Diese folgen aus der Differentialgleichung der unter einem all-
seitigen Druck n stehenden Platte [s. GL (12) S. 238]

NAdw = — nAw, (44)

wenn man sie in Polarkoordinaten r, ¢ anschreibt'). Dieser Gleichung
geniigen die Funktionen

w=[c, J,(r) e, ¢ Y, (ar)+c,r “]sinup (u=1,2,3,...), (45)

wo J, (axr), Y, (ar) die Besselschen Funktionen des Zeigers u sind.
o® steht zur Abkiirzung fiir
n

=5 (46)

2

o

Fiir Platten ohne Anbohrung sind ¢, = ¢, = 0 zu setzen. Auf ihrem
Umfang r = a eingespannte Platten knicken aus, wenn fiir r = a, w = 0,
9

% = 0 oder wenn die beiden homogenen Gleichungen

0

(o Juea) + eyfea =0
¢y J,u’ (OC a) -+ Cy /t(oc a}“—l —0

(#7)

erfilllt sind. Damit ihre Determinante verschwinde, muf}

i, (ea) = ea-J, (ea) (48)
gein.

Durch Anwendung der Rekursionsformeln (¢. die Anmerkung S.253)
fiir die Besselschen Funktionen laft sich diese Gleichung in die
Knickbedingung

Jur1(wa)=0 (49)
umformen.

1) Vgl. Bryan: London Math. Soc. Proc. 54, 1891 und meine Arbeit iiber
das Ausbeulen von kreisférmigen. Platten, Z. V. d. J. 1915, S. 169.

Nadai, Elastische Platten. 17
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Die Wurzeln 1, = «¢a dieser Gleichung — das sind die Nullstellen
der Besselschen Funktion p - 1-ter Ordnung — liefern die Folge
der Knickbelastungen

Die Knotenlinien oder die Kur-
ven, auf denen die Durchbiegung
w verschwindet, sind konzentri-
sche Kreise und Gerade durch
den “Mittelpunkt des XKreises
r=a. In den schraffierten Ge-
bieten (Abb. 164) sind die Durch-
biegungen positiv, in den nicht
schraffierten negativ.  Jeder
Figur in Abb. 164 entspricht ein
moglicher Knickungsfall unter der Voraussetzung, daBl die Platte in
der Knotenlinie sich nicht seitlich ausbiegen kann.

64. Biegung einer in ihrer Ebene gespannten kreisformigen
Platte.

Mit den beschriebenen Knickungsfillen mathematisch verwandt
sind gewisse achsensymmetrische Biegungszustinde von kreisférmi-
gen Platten. Wir wollen annehmen, daf auf der Platte ein Druck
p = p, f(r) oder eine im Mittelpunkt angreifende Einzelkraft P lastet,
wahrend sie gleichzeitig in ihrer Ebene durch Zugkrifte gleichméBig
angespannt wird. Bezeichnet » die auf dem Umfang wirkende Zug-
kraft, bezogen auf die Léngeneinheit, so sind die Normalkrifte n,
und n, gleich

n, ==n,=n = konst. (51)
Im Ausdruck der Querkraft (Gl. (33)) &ndert sich jetzt auf der rechten
Seite von Gl. (33) das Vorzeichen vor dem ersten Gliede. Wir wollen die
Rechnung fiir den Fall eines gleichformigen Druckes p = konst. (P = 0)
andeuten. Schreiben wir fir

n/N = p?, (52)

so lautet die Differentialgleichung fiir die Winkelneigung ¢ mit den-
selben Bezeichnungen wie in 63

o o o r
r‘¢"+w’—(ﬂ‘f‘+1)¢)=2pN- (53)

Die Gleichung unterscheidet sich von der fiir den Fall der Knickung
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abgeleiteten Gleichung (34)

2 ’ 2.9 __ b

g @ =g =5 (54)
nur im Vorzeichen des Gliedes «?7®. Wir konnen die Umkehrung
der Richtung der Normalkrifte dadurch zum Ausdruck bringen, daf
wir in den Entwickelungen von 63 fir a =i (i =Wj) setzen.
Wir erhalten so beispielsweise aus (36) unmittelbar die Gleichung
der elastischen Fldche einer durch einen Druck p = konst.
belasteten und durch Zugkrédfte » angespannten, auf ihrem
Rande eingeklemmten kreisfé6rmigen Platte

pa® [2[J,(ifa)— J,(ifr)] ]
{ iBad e 1Tl (55)

Die Besselschen Funktionen J; (i) und i%J, (su) sind, wie man aus
ihren Reihenentwicklungen ersieht, reell?):

1

Jo(iw) =1+ @u2) + 55 (uf2)' + -,
. . u‘l ul u4 (56)
il (i) =~ <1+'2-—“4“‘L 2 4-4-6+”>

Die groBite Durchbiegung der Platte ist fiir r = 0 gleich

(2, fa)—1]]
iPad T (i f a)J (57)

Im Gegensatz zu den Funktionen oszillierender Natur J;(«) und J, (),
auf welche der Knickungsfall bei negativen Umfangskréften hinfiihrte,
dndert sich jetzt der Charakter der Biegung der Platte. Wenn die
Umfangskrifte positiv sind und in ihrer Mittelebene Zugspannungen
wirken, erscheinen die Funktionen J(¢w) und —iuJ, (iu), mit rein
imagindrem Argument, die mit % bestindig anwachsen. Lassen wir
den Zug n (oder die Konstanze f) allmihlich gegen Null abnehmen,
so erscheint der vorstehende Klammerausdruck in der unbestimmten
Form 0;0; an Hand der eben angeschriebenen Reihen erkennt man
leicht seinen wahren Wert !/, , wir erhalten fiir n =0 in der Grenze

pa
Wo = 4N[1+

_ P
Yo = G4 N

den frither ermittelten Biegungspfeil (Gl. (18) 8. 56) der gleichformig be-
lasteten eingespannten Kreisplatte wieder. Wir haben fiir einige

1) Uber ihren Verlauf enthalten die Zahlentafeln von Jahnke und Emde
ebenfalls ausfithrliche Zahlenangaben.

17*
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Werte von fa aus (57) den Biegungspfeil w, der durch einen Druck
p = konst. belasteten und in ihrer Ebene gleichmifBig angespannten
Kreisplatte ausgerechnet:

fa=0 w, = 0,0156-pa*/N,
1 0,0146-pat/N,

2 0,0122.pai/N,
3 0,0096 -pa*|N,
4 0,0074-pa*|N,
5 0,0057-pat*/N,
n 2
Nachdem die Spannung ¢ = = mit der die Platte in ihrer

Ebene gespannt wird, proportional $? ist, nehmen ihre zu den an-
geschriebenen Zahlenwerten von fa gehorigen Werte wie die Quadrate
dieser Zahlen zu. Die Zahlen zeigen die Abh#dngigkeit des
Durchhanges einer diinnen, in der Querrichtung belasteten
Platte von den in ihrer Mittelebene vorhandenen Span-
nungen. Nehmen wir beispielsweise eine kreisférmige Platte von
einem Halbmesser @ = 10 cm und einer Dicke von % = 0,3 cm aus
Eisenblech mit einem Elastizitdtsmodul £ = 2-10°kg/ecm? und einer
Poissonschen Zahl » = 0,25 an, so entspricht fa= 1, §="1/,, eine
Zugspannung ¢ in ihrer Mittelebene, die nach (52) gleich

ER B 2-10°0,09-0,01 kg
m

= =160 ist.

T12(1 — ) 12.0,937 c

o 2

Der Biegungspfeil ist um 6,4 Hundertstel kleiner als die Durch-
biegung einer in ijhrer Ebene nicht gespannten Kreisplatte. Wird
die Platte in ihrer Ebene viermal stirker angespannt, so ist ihr
Biegungspfeil bereits um 21,8 v.H. kleiner, als die grélite Durch-
biegung der in ihrer Ebene nicht gespannten Kreisplatte.

Sollten in einem groferen Teil einer diinnen Platte aus irgend-
einem Grunde Zug- oder Druckspannungen in ihrer Mittelebene vor-
handen sein, iiber die man nicht unterrichtet ist, so zeigt uns diese
kleine Rechnung, daB sie sich im Verhalten der Platte wahrend
eines Biegungsversuches verraten miissen. Die Platte verhilt sich,
wenn in ibhr die Zugspannungen iiberwiegen, Kriften gegeniiber, die
sie zu verbiegen suchen, steifer, und umgekehrt wenn in ihrer
Mittelebene die Druckspannungen vorherrschen, weicher als in ihrem
natiirlichen Zustand. Das Richten einer urspriinglich nicht ebenen
Metallplatte oder eines Bleches im kalten Zustand geschieht bekannt-
lich in der Weise, da8 man die Platte oder das Blech durch Schlige
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in der Umgebung der Beulen bearbeitet. Dadurch werden um die
Beule herum in einem Ring bleibende Formanderungen erzeugt und
ein Teil der entstandenen Spannungen zieht die Beule in ihre Ebene
zuriick. In einer durch Himmern gerichteten Platte miissen deshalb
groBe Eigenspannungen vorhanden sein. Wenn man von ihrer Existenz
keine Notiz nimmt, wird man aus einem Biegungsversuch, den man
mit einer durch Schliige bearbeiteten oder gerichteten Platte vor-
nimmt, einen anderen Wert des Elastizititsmoduls finden, als bei-
spielsweise aus einem Zugversuch mit einem Stab aus demselben Stoff.

65. Ahnliche Biegungszustinde.

Wie bereits Lord Rayleigh?) bemerkt hat, sind gewisse Schwin-
gungsformen einer rechteckigen Platte und einer diinnen, gleich-
méflig gespannten rechteckigen Haut oder Membran identisch. Die
Funktionen, auf die uns gewisse Knickungsaufgaben einer rechteckigen
Platte mit gestiitzten Seiten gefiihrt haben, zeigen, daB in diese Iden-
titét auch ihre entsprechenden Knickungsformen einbezogen werden
kénnen. Es wiirde eine reizvolle Aufgabe sein, niher nachzupriifen,
wie weit diese an einzelnen Losungen festgestellte Ubereinstimmung
sich verallgemeinern lafBt. Zur Forderung des Vergleiches seien
wenigstens die Differentialgleichungen der in Betracht kommenden

2 2
Probleme zusammengestellt <A bedeutet stets %—}— 0 ):

E%
__ P
dv=—3 (1
fiir die ruhende Haut unter seitlichem Druck p, » ist die Spannung
der Haut.
4
Aw—= L
Adw ¥ ()
fiir die ruhende Platte unter seitlichem Druck p, N ist die Platten-
steifigkeit.
o2/
Au =

fir die schwingende Haut. u ist die auf die Flicheneinheit be-
zogene Masse.
, u o*w

fiir die schwingende Platte. u ist die auf die Flicheneinheit be-
zogene Masse.

3) The Theory of sound, Bd. 1, S. 371. 1894.
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Setzt man zur Abspaltung des mit der Zeit ¢ periodisch verander-
lichen Bestandteiles in den Integralen der beiden letzten Gleichungen

W =u(x,y)sinet bzw. w =w(x,y)sinat, (5)
so erhilt man die ersten beiden der folgenden vier Differential-

gleichungen, fiir die Elongationen u» bzw. w:

Au——-—oﬂ%u (6)

fiir die schwingende Haut.
) B
ddw =g i (7)
tiir die schwingende Platte.
Adw= — % Aw (8)
auf die Platte wirkt ein allseitig gleicher Druck » in der Richtung

ihrer Ebene.

n, ®w
ddw= — 32
w N 2 )
auf die Platte wirkt eine einseitige Belastung n, in der Ebene parallel
zur - Achse.

Auf die dritte und die vierte Gleichung wurden wir bei den
Knickungsaufgaben der Platten gefiihrt. Die dritte Gleichung geht,
wenn man % = 4w setzt, abgesehen von der nebensichlichen Be-
zeichnung ihrer Dimensionskonstanten, in die erste Gleichung iiber.
Die drei letzten Gleichungen sind Sonderfille einer Differential-
gleichung, die wir noch anschreiben wollen.

Wenn némlich eine in ihrer Ebene in zwei zueinander senkrechten
Richtungen mit verschiedenen Kriften n, und n, angespannte Platte
zu Schwingungen erregt wird (wir beschrinken uns auf die Unter-
suchung ihrer Biegungsschwingungen), haben wir es nach der Grund-
gleichung (11) S.235 mit der Differentialgleichung

2w’ ' *uw'
NAAw':—[ugT—}—nl%—{—na—W (10)

zu tun (u ist die auf die Flicheneinheit bezogene Masse, n, und n,
sind die Spannkrifte).

Setzt man wieder fiir

w = w(x, y)-sinyt, (11)
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so fillt die Zeit ¢ aus der Gleichung heraus und der iibrigbleibenden
Gleichung

G

w w

geniigt unter den Randbedingungen w =0, 4w =:0 die Funktion

w:wosinanxsnﬁjg—x. (13)
Die Dauer dieser Biegungsschwingung ist
T ' 2 w2 2u . 1 .
y T aN’ 7 /32 (14)

ECEE IR

Mit den Biegungsschwingungen der in ihrer Ebene nicht angespann-
ten Platte (n, = n, = 0) haben wir uns in Abschnitt 41 beschiftigt,
die Schwingungsdauer ergab sich in diesem Fall gleich

R <£2]/4 éi)‘“’N' (15)

v
a? b?

Wenn die Spannungsmittelkrafte n, und n, beide positiv sind und die
Platte in ihrer Ebene durch Zugkrifte gespannt ist, wird 7' < T,.
Wenn hingegen die Spannkrifte entgegengesetztes Vorzeichen haben
und das Glied mit dem negativen Vorzeichen iiberwiegt oder wenn
n, und n, beide negativ sind, nimmt die Zeit I' zu. Es gibt dann
eine Reihe von zusammengehorigen Kréften n, und n,, fir die der
Nenner des Ausdruckes fiir 7' verschwindet und 7' = oo wird. Das
ist der Fall, wenn

n, Py, B g<u‘3 ,5’)2
oN BN - JT ag —{— B2 . (16)

Diese Gleichung ist die Knickbedingung der rechteckigen Platte.

Wir konnen das Ergebnis der vorstehenden Betrachtung dahin
zusammenfassen, daB Zugspannungen, die in der Mittelebene
wirken, die Schwingungsdauer einer Platte verkiirzen und
daB Druckspannungen sie verlingern. Ein Lastsystem,
unter dem die Dauer der freien Biegungsschwingungen un-
endlich grol geworden ist, ist eine Knickbelastung der
Platte.

Ein wichtiges Beispiel fiir die Biegungsschwingungen der in ihrer
Ebene gespannten elastischen Platten bietet die Aufgabe der Bestim-
mung der Dauer der Erzitterungen einer rasch umlaufen-
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den Dampfturbinenscheibe. Die mit groBler Geschwindigkeit
gich drehenden Réder der Dampfturbinen sind meist schlanke,
scheibenformige Umdrehungskorper, die in ihrem mittleren Teil wie
eine Linse verdickt sind. Thre Dicke nimmt gegen den #uBeren
Rand des Rades stark ab, der in den Kranz iibergeht, an dem die
Schaufeln befestigt sind. Man gibt den Umdrehungskérpern ein
schlankes Profil wegen der Beanspruchung der schnell umlaufenden
Réder durch die Fliehkrifte. Gegen Kréfte, die quer zu ihrer Ebene
gerichtet sind, sind die Scheiben oft nicht starr genug und durch
solche Krifte konnen sie zu Schwingungen angeregt werden. Diese
Erzitterungen konnen zum Streifen der Rénder an den feststehen-
den Teilen AnlaB geben und haben bereits schwere Betriebs-
storungen groBer Dampfturbinen verursacht, die in einzelnen Fillen
mit der ginzlichen Zerstorung grofer Einheiten endeten. Wir mdch-
ten in diesem Zusammenhang an die sehr lehrreiche Schilderung
der auf derartige Méngel zuriickgefiihrten génzlichen Zerstorung
zweier Einheiten von 35000 kW in A. Stodolas ,Dampf- und
Gasturbinen® (5. Aufl, Verlag von J. Springer, Berlin 1922) ver-
weisen. Seinem Verfassér verdankt der Dampfturbinenbau auch die
Theorie dieser Biegungsschwingungen einer umlaufenden Scheibe,
bei der es sich im wesentlichen um die Bestimmung der Eigen-
frequenzen der transversalen Schwingungen einer in ihrem Mittel-
punkt festgehaltenen und auf ihrem Rande freien kreisférmigen
Scheibe handelt, die in ihrer Ebene auBerdem durch die Fliehkréifte
gespannt wird. Eine bedeutende Erschwerung der Aufgabe liegt in
der verinderlichen Dicke der Scheibe. Wir miissen uns mit diesen
Andeutungen begniigen und verweisen den Leser beziiglich des Néheren
auf das angefiihrte Werk. Es darf hier vielleicht noch ein Umstand
erwihnt werden, auf den Stodola aufmerksam wurde, ndmlich der
EinfluB der ungleichméBigen Erwdrmung der Scheiben auf
die Hohe ihrer Schwingungsdauer. Wenn der Kranz kilter
wie das Innere ist, konnen in den mittleren Teilen der Scheibe unter
Umstéinden Druckspannungen entstehen, die die Schwingungsdauer
erheblich verlingern miissen.

66. Die Wirmespannungen in Platten.

Wird ein Korper ungleichmiBig erwidrmt, so dehnen sich die
wirmeren Teile stirker als die anderen aus, und es entstehen in
ihm Wirmespannungen. Dies ist auch der Fall, wenn der Korper
zwar gleichmiBig erwarmt wurde, aber mit Korpern in Verbindung
steht, die ihn in seiner freien Ausdehnung hindern. Solche Wirme-
spannungen entstehen beispielsweise in den von auBlen durch Wasser
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gekiihlten Deckeln der Zylinder der Gasmaschinen, deren Wandungen
auf ihrer inneren Seite sehr hohen Temperaturen ausgesetzt sind,
oder in den Fahrbahnen der StraBenbriicken bei ihrer einseitigen
Erwérmung durch die Sonne, in Eisenbetondecken iiber geheizten
Réumen usw. Die Verschiedenheit der Temperatur in solchen Kon-
struktionsteilen war schon oft die Ursache fiir die Entstehung von
Spannungen, die sie nicht mehr ertragen konnten, und man hat eine
Reihe von Sicherheitsmafiregeln ersinnen miissen (Anordnung von
Dilatationsfugen), um der Bildung von Warmespannungen zulissige
Grenzen zu setzen.

Die Wérmespannungen in einer Platte héingen von der Verteilung
der Temperatur in ihrem Innern ab. Denken wir uns die z, y-Ebene
eines rechtwinkligen Koordinatensystems in die Mittelebene der Platte
gelegt und die Platte durch die Ebenen z = =+ h/2 begrenzt, so wird
es fiir die meisten Fille der Anwendungen bereits geniigen, die Ver-
teilung der Temperatur im Innern einer diinnen Platte durch eine
Funktion

b=t (o) + Y @) (1)

darzustellen, in der ¢ (z,y) und ¢”(x, y) nur Funktionen der Koordi-
naten # und y sind. Wir bezeichnen mit ¢ den Wirmeausdehnungs-
koeffizient des Materiales (die Verlingerung der Langeneinheit fiir
eine Erhhung der Temperatur um ein Grad) und nehmen an, daB
die Platte sich bei der Temperatur { =0 in einem spannungslosen
Zustand befand. Die GroBe d&, um die sich eine kleine Strecke der
x-Achse ausdehnt, wenn die Platte bei der Temperatur ¢ = 0 durch
dulere Krifte gespannt wird, ist gleich d&=e¢ dx. Steigt die
Temperatur an derselben Stelle um ¢ Grad, so ist

dé=¢, dx 4+ atdw,
woraus
0&

—axzsz—}—txt.

Entsprechend erhalten wir fiir die Verschiebung # parallel zur
y- Achse

oy
@' = (E‘y + at.
Auf die spezifische Schiebung
08 | 0y
R PRTS

sowie auch auf die Schiebungen y, ,y, hat die Temperaturerhdhung
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keinen EinfluB, weil die Winkel eines freien Elementes sich durch
einen Temperatureinflu nicht &ndern.

Der erste Anteil #' der Temperaturfunktion ¢ versetzt die Platte
in einen ebenen Spannungszustand mit den Spannungen o, =7,
=1,,=0, den wir zuerst angeben wollen. Wir bezeichnen alle
Spannungen und Dehnungen, die sich auf ihn beziehen, mit einem
Strich. Wir haben nach den Gleichungen fiir die Verschiebungen &, 7’

a 51 a 77! , a 5/ 3 ’

a—x=s;+ut’, @:8”+M,’ m 8—22;’;,,. (2)
Die in diesen Gleichungen vorkommenden Dehnungen ¢z, ¢, und die
spez. Schiebung yz, sind nach dem Hookeschen Gesetz gleich

, 1 , 1 7,

sz:-E,—(ag-— v ay), sy=E;(al’,— vay), yé,,:%’. (3)

Die drei Spammungskomponenten oy, oy, 7, miissen sich, wie friiher
gezeigt wurde, aus einer Spannungsfunktion F berechnen lassen:
*F 0*F o F
Oy = oy’ oy = Toy = — 0z oy’ NG
Die Vertriglichkeitsbedingung der drei Gleichungen (2)
e, ey Py, o E)"’t’)

?’xy ,
A T
29" ' 92 ozoy “ “a T oy

ox?’

(8)

liefert, wenn in ihr alle vorstehenden Ausdriicke eingefiihrt werden,
hier die Differentialgleichung

AAF = — Ba- At (6)

fir die Spannungsfunktion F. Sie dient zu ihrer Bestimmung;
4t ist, da die Temperaturfunktion ¢ (x, y) gegeben ist, eine bekannte
Funktion der Koordinaten z und y. Ist die Spannungsfunktion zu
den gegebenen Grenzbedingungen ermittelt worden, so berechnen
sich mit ihrer Hilfe nach den Gl (3) die zur Mittelebene parallelen
Normalkréiifte n_, n, und die zur Mittelebene parallele Scherkraft

der Platte !

*F *F *F
nx=ho;=kaa?, n,,:hoé:hﬁ, Ny =h1sy = —hmg (7
Bei der Ermittelung der Biegungsspannungen der Platte haben
wir erstens zu beriicksichtigen, daB dieses ebene Kraftsystem bei
der Wolbung der Platte ein wenig aus seiner Ebene gezerrt wird,
so daB die Krifte =, n,,n,, kleine Komponenten senkrecht -zur
Mittelebene bekommen, und zweitens zu beachten, dal wegen des
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zweiten, mit der Koordinate z linear verinderlichen Anteiles der
Temperaturverteilungsfunktion (Gl 1)

Ty (®)

neue Glieder in der Plattengleichung auftreten werden. Bezeichnen
wir wie frither die zu den Spannungen o, ... hinzutretenden neuen
Spannungen mit o, ..., ebenso die von der Biegung der Platte
herriihrenden Dehnungen mit ¢/, ..., so haben wir erstens entsprechend
den Gl (28) und (29) in Nummer 10 die Gleichungen

2z0t” Pw
T T e
2zat’ *w
El/ IR ——— —— 9
4 h ay.. ( )
Y Pw
Yoy = — 22 0z 0y
und zweitens die Gleichungen
” 1 ” ”
& =f(a;r —vay)
1 (10)

o = 3 (o} —»e)

" 14
Yoy = Tay|G -

Mit ihrer Hilfe lassen sich die Ausdriicke fiir die Biegungsmomente

m,, m, und fiir das Torsionsmoment m, vy

" o 0w > w N 2(1+7)a t/fw‘
m, —fowzdz _N[a ~ Ly 8 ‘ -+ J
!
m —fo,}’zdz::_NP,w_'_ Z#+ (1;:1/ octil (11)
2w
 [edi— — (1 — )N
m,, ft zdz ( ») 750y

angeben,

Die beiden Gleichgewichtsbedingungen fiir die Momente liefern
schliefilich die Ausdriicke fiir die Scherkrifte p,_,p, der Platte

pym e ey N_é{mrﬁ%m}
om, | am,, [ 2(14-2)at"

_ Ty Aw A
Py oy - ox + 3 l
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und die Gleichgewichtsbedingung der zur Mittelebene senkrechten
Kraftkomponenten
7+ + +n ow+2n Fw T )
Voxoy Yoy?
ergibt die Diﬁ‘erentialgleichung fir die Durchbiegung w

Ehte y 9"’w
2 2
7 7e
Y oxoy ' Yoy®

(14)
+2n

Die beiden Differentialgleichungen (6) und (14) bilden die Grund-
lage zur Berechnung der Temperaturspannungen von elastischen
Platten.

67. Die Forminderungsarbeit einer Platte.

Wir nennen die im Innern einer verzerrten Platte aufgespeicherte
Energie der elastischen Spannkréfte ihre Forménderungsarbeit. Diese
Energie ist die Summe der in den einzelnen Elementen der Platte
angehduften Arbeitsvorrdte. Wir setzen voraus, dafl die Platte in
der anfinglichen Lage ihrer Punkte, von der aus ihre Verschie-
bungen &, 5, { gerechnet werden, sich in einem vollig spannungslosen
Zustand befunden habe. Ein Element dxdydz moége, nachdem es
bis zu den Dehnungen ¢, ¢,, ¢, und Schiebungen y,,, 7,,, 7,, verzerrt
worden ist, sich in dem Zustand befinden, den es im Innern der ver-
bogenen Platte angenommen hat.

Bei der Berechnung der Formidnderungsarbeit einer Platte werden
zwei Félle zu unterscheiden sein, je nachdem die Mittelfliche wahrend
der Ausbiegung nicht gespannt wird oder in ihr schon vor derselben
Spannungen vorhanden waren. Wir nennen den Arbeitsvorrat, der
in einer Platte ohne eine Spannung ihrer Mittelfliche aufgespeichert
werden kann, ihre Biegungsarbeit und die zu einer etwaigen
Dehnung ihrer Mittelfliche erforderliche Energie ihre Streckungs-
arbeit.

Bei der Berechnung der Biegungsarbeit werden wir von den ver-
einfachenden Annahmen Gebrauch machen, die wir schon immer iber
die Art des Forménderungszustandes einer nur wenig aus ihrer Ebene
verbogenen diinnen Platte in Betracht gezogen haben, daf nédmlich
ihre Dehnungen nur lineare Funktionen der Entfernung z ihrer
Punkte von der Mittelebene sind. Bezeichnen wir mit o, o,, ... die
Spannungen, welche an dem erwihnten Element dx dy dz in der
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verbogenen Endlage der Platte wirken, so ist die in seinem Innern
aufgespeicherte elastische Energie oder Formanderungsarbeit gleich

%(%% + 0,8, + 0,6, + L -+ LI 4,7, )dededz. (1)
Die Spannungen sind hier mit den Dehnungen und Schiebungen
durch die sechs Gleichungen (12) S. 9 verbunden, welche das Elasti-
zititsgesetz ausdriicken. Wenn wir die letzteren mit Hilfe der
ersteren ausdriicken und beachten, daf die Arbeit der Spannungs-
komponenten o,, 7., 7,, in einer diinnen Platte gegen die Arbeit
der anderen vernachldssigt werden kann, so ergibt sich fiir die in
einem Element enthaltene Arbeit der Ausdruck

% (02 -+ o7 — 21/%07!)/1/7 - riy/G] dedydz.

Fihrt man hier statt der Spannungen ihre Momente m_ , m, und m
nach 9 S.17 ein, indem man diese letzteren durch die Formeln

12

o,=12m_z[h®, 0,=12m z[1*, 1, = 12m, 2k
ersetzt, so 1iBt sich die Integration von (1) nach der Koordinate z
zwischen den Grenzen z= — h/2 und z= h/2 (h ist die Dicke der

Platte) ausfiithren. Sie liefert fiir die in einem Element dxdyh ent-
haltene Biegungsarbeit

6 R R
e [m2+m?—2vm m +2(1+v)m? |dady. (2)
Mit Benutzung der Formeln fiir die Spannungsmomente m,, m, ,m,

erhalten wir hieraus den Ausdruck fiir die Biegungsarbeit einer

Platte: N rﬂ@;& G (%%v _ (_%%)2)] dzdy  (3)

(%

(hier bezeichnet N = Eh*[12(1 —»?) die Steifigkeit, w die Durch-
biegung der Platte, die Integration ist iiber ihr Gebiet zu erstrecken).

Wenn die Platte in ihrer Mittelebene gespannt wird,
kénnen wir ihre Forminderungsarbeit aus drei Teilen bestehend
betrachten. Wir denken uns sie zuerst nur in ihrer Ebene gestreckt,
bis die Verschiebungen der Punkte der Mittelebene ihre gewiinschten
Werte angenommen haben. Die Energie ¢,, die sie in diesem Zu-
stand besitzt, kann mit Hilfe der Gl (1) berechnet werden. Da es
im folgenden nur auf die Anderung der Forminderungsarbeit wihrend
der Ausbiegung der Platte ankommt, werden wir e, nicht aus-
zurechnen brauchen.
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Wenn nun die Platte ein wenig verbogen wird, sandert sich die
Energie ¢, um zwei Betrige ¢ und ¢’. Die Wolbung der Mittel-
fliche hat eine geringe Ausdehnung des Materials zur Folge.
Wihrend der Ausbiegung diirfen die Spannungen in der Mittelfliche
als unverinderliche GroBen betrachtet werden. Die Arbeit, die diese
Spannungen wihrend der geringen Streckung der Mittelfliche leisten,
habe die Anderung ¢’ der inneren Energie zur Folge. Die mit der
Wolbung verbundenen Dehnungen der Mittelfliche sind zwar kleine
GroBen gegeniiber den Dehnungen, die auBerhalb von ihr im Material
wegen der Biegung der Platte auftreten. Allein die wihrend dieser
Deformation aufgespeicherte Arbeit ¢ ist mit der Biegungsarbeit e”
oder der Energie vergleichbar, die durch die Uberschiisse der Span-
nungen ¢, 6,, 7,, iiber ihre Mittelwerte in den auBerhalb der Mittel-
fliche gelegenen Elementen der Platte angehiuft wird.

Um dies zu zeigen, berechnen wir die Streckungsarbeit ¢. Die
Verschiebungen & und 5 der Punkte der Mittelebene, die wir im
folgenden bendtigen, rechnen wir jetzt von der Lage aus, in der sich

die Punkte im gestreckten Zustand der

— F $d Platte mit der potentiellen Energie e, be-
}IL funden haben. (Die Verschiebungen & und
i 7 sind kleine Gr6Ben zweiter Ordnung, wenn

i @ die von der Biegung herriihrenden & und 7

~{ Fi solche erster Ordnung sind.) Die End-

Abb. 165. punkte P und @ einer kleinen, zur z-Achse

parallelen Strecke dx in der Mittelebene
verschieben sich, wenn das Element in seine Endlage im ausgebogenen
Zustand der Platte gelangt, um £ bzw. um & - d£. Da sich die Strecke
PQ gleichzeitig um ¢ dx streckt und um den kleinen Winkel dw/dx
gegen ibre urspriingliche Lage neigt, wird ihre spezifische Dehnung
gleich . :~< > ‘ & 0

’” ox ox”
In entsprechender Weise folgt die spezifische Dehnung der Elemente
der Mittelfliche parallel zur y-Achse

[Ow 0

(=5 k8y>+8_2' (5)
SchlieBlich ist zu beriicksichtigen, da8 sich beim Ubergange der
Platte aus dem ebenen in den gewélbten Zustand der rechte Winkel
zwischen den urspriinglich senkrechten Strecken dz und dy um die
kleine GroBe zweiter Ordnung
Yoy = aw w + + ( 6)

2y
andern wird. 2 y
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Die Spannungen in der Mittelfliche sollen wie frither (57, S.233)
mit einem Strich bezeichnet werden. Nachdem sie sich wihrend der
Ausbiegung nur um Groflen hoherer Ordnung dndern, diirfen die aus
ihnen gebildeten Spannungsmittelkrifte

’ ’ ’
Ny = hog, ny = h oy, Ngy = hTpy (7)

als von der Durchbiegung w unabhiingig angeseben werden. Dem-
nach ist die Streckungsarbeit ¢

¢ =[[lne,+n.,y,, +neldedy, (8)

wo das Integral sich auf das Gebiet der Platte bezieht. Mit den

Werten fiir ¢_, &, ¥, nach (4) bis (6) ist auch

o= [T o, 22 (0 gy

[ a¢ 0§ > 7
+ L z8x+n <8y+8x —}—ny@]dxdy.

Diese Gleichung wird gewdhnlich auf die Berechnung der Knick-
belastungen von Platten angewendet, also auf Fille, in denen die
Spannungsmittelkréiifte »,, n,, n,, einem Gleichgewichtssystem
von ebenen Kraften angehéren. Fir ein solches 148t sich das
zweite Integral in der letzten Gleichung vereinfachen, wenn man es
nach dem folgenden Schema durch partielle Integration umformt:

2 0& ]° ¢
oz m )t = favto st fartn, s
_ My a”’”’)
,£[<9w oy )T
an 977 4
ff( +nzya dxdy=J.dx[ny17]3+fdy[nxy’7]
J‘f 8”” an”” dxdy.

Die Summe der vier einfachen Integrale ist hier nidmlich nichts
anderes, als die Abnahme der potentiellen Energie der parallel zur
Mittelebene gerichteten Randkrafte des ebenen Kraftsystems, wih-
rend die beiden Doppelintegrale auf der rechten Seite der letzten
Gleichungen wegen der Gleichgewichtsbedingungen der n_, n

) zy) n’y
on,  on,

on on
LY, —4 LT (11)
ox oy oy ox

(9)

(10)
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offenbar gleich Null sind. Bezeichnen wir also die Abnahme der
potentiellen Energie der Randkréfte n_, n,, M, Mit — ez, so ergibt
sich fiir die Streckungsarbeit der Platte der Ausdruck

, fj‘[nz 8w>2+ ow 8w+ n, <8w Td p a2)
¢ =|||=l—)+n, ——+ L~ |dady —e].
2 (89& Yox oy 2 9y> Yt

Es eriibrigt sich, noch zu zeigen, daB diese Arbeit ¢ von der-
selben GroBenordnung ist, wie die Biegungsarbeit der Platte ¢’, deren
Ausdruck wir bereits in Gl. (3) aufgestellt haben. Setzt man die
Durchbiegung w gleich einem Bruchteil w = wh der Dicke h der
Platte und x = ua, wo a eine lineare Abmessung der Platte ist, so
hat der Integrand in (12) die GroBenordnung ?®-m_h?/a® und der
in (3) die GroBenordnung w?-Nh%[a'. Sollen beide von gleicher
Ordnung sein, so muf n_ a?/N von der Ordnung der Einheit sein.
Das ist, wie ein Blick auf die Knickungsformeln der Abschnitte 59, 60
lehrt, in der Tat der Fall. o

Die Forméanderungsarbeit einer gestreckten und verbogenen Platte
ist die Summe der drei Betrige ¢,, ¢ (Gl 12) und ¢’ (Gl 3):

e, =¢e,+¢e+¢. (13)

68. Die Variation des Forminderungszustandes.

Wenn die Platte aus einer ausgebogenen Anfangslage mit der
Durchbiegung w in eine benachbarte Lage mit der Durchbiegung
w -+ 0w gebracht wird, &ndert sich ihre Formanderungsarbeit oder
die Energie ihrer elastischen Spannkrifte um

de;=0d¢ + e’ (14)

Hier bedeuten d¢ die Anderung ihrer Streckungsarbeit und de” die
Anderung ihrer Biegungsarbeit. Gleichzeitig werden die Angriffs-
punkte der Lasten und der Randkriifte, welche die Platte trigt, sich
ein wenig verschieben. Wir nennen die kleine Anderung der Durch-
biegung dw eine Variation des Forménderungszustandes der Platte,
wenn wahrend ihrer Vornahme an den #uBleren Kriften und an den
auf dem Rande wirkenden Momenten nichts geiindert wird. Wahrend
dieser Verschiebung nimmt die potentielle Energie der #uBeren
Krifte um die Arbeit ab, welche sie selbst leisten, oder um

de,= — Y Pds,, (15)

wo mit ds, der in die Richtung der #uBeren Kraft P, fallende
Verschiebungsweg ihres Angriffspunktes bezeichnet wird.
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Wenn die Krifte, die an einem elastisch deformablen Korper
angreifen, sich das Gleichgewicht halten, mul die Summe der poten-
tiellen Energie der duBeren Lasten und der inneren Spannkrifte fiir
jede Kkleine Verschiebung seiner Punkte ein Extremum und im
besonderen Falle einer stabilen Gleichgewichtslage ein Minimum sein.
Wird einer in einer Gleichgewichtslage befindlichen Platte eine kleine
Verschiebung dw erteilt, so nimmt ihre innere Energie um eine
kleine Grofe de; und auBerdem die potentielle Energie ihrer Lasten
um eine ebensolche GroBe de, zu. Die Bedingung dafiir, daB die
betrachtete Lage eine Gleichgewichtslage sei, ist mithin

de;-+de, =0. (16)

Eine der gebrduchlichsten Anwendungen dieser Gleich-
gewichtsbedingung bezieht sich auf den Biegungsfall einer
elastischen Platte, auf die keine Krédfte in der Richtung
ihrer Ebene wirken. Wenn die Mittelebene spannungslos ist,
sind ¢ = 0 und auch ¢’ = 0. Die potentielle Energie der elastischen
Spannkréfte besteht dann nur aus der Biegungsarbeit ¢’ Gl (3).
Der Ausdruck fiir die potentielle Energie ¢, der #uleren Kréfte ist
von Fall zu Fall anzugeben. Wenn beispielsweise auf der Platte ein
Druck p = f(x, y) lastet und die Randkrifte und die Randmomente
wihrend der Variation des Forménderungszustandes keine Arbeit
leisten, sei es weil sie verschwinden oder auch weil die Variation
der Plattengestalt von der besonderen Art ist, dafl wihrend der-
selben die Randkrifte und Momente keine Arbeit leisten kénnen,
nimm¢ die potentielle Energie der unverinderlich gedachten Druck-

krif
rifte p um o= — [Ipwiziy (17
zu. Die Gleichgewichtsbedingung (16) lautet in diesem Fall

Fw Pw Pw

aﬂ[(g wE)2 — (1 —») <5x2.ay2 _ (a.xdy«)?) _ pw/N] dzdy—0. (18)

Gestiitzt auf diese Gleichung hat Gustav Kirchhoff in seiner
schon erwadhnten Abhandlung') nach Durchfiihrung der Variation
die partielle Differentialgleichung der verbogenen Platte

NAAw =1p

und ihre statischen Grenzbedingungen abgeleitet.

1) Crelles Journal 1850, S. 51. Vgl. auch Kirchhoffs ,Vorlesungen iiber
math. Physik“, Bd. 1. Mechanik, in denen er seinen grundlegenden Unter-
suchungen iiber die Biegung diinner Platten einen Abschnitt (30. Vorlesung,
S. 449) widmet.

Nidai, Elastische Platten. 18
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69. Das Verfahren von W. Ritz.

Auf der Tatsache, daB in einer stabilen Gleichgewichtslage die
potentielle Energie der duBeren Lasten und der elastischen Spann-
krifte ein Minimum sein muB, beruht ein Integrationsverfahren der
partiellen Differentialgleichung einer verbogenen Platte

NAdw = p,

das der jung verstorbene Mathematiker Walter Ritz!) entwickelt
hat. Es kniipft an die in der vorigen Nummer abgeleitete Kirch-
hoffsche Gleichung (18) an.

Wenn man nicht in der Lage ist, die exakte Losung der Platten-
glelchlmg zu vorgeschriebenen Grenzbedingungen anzugeben, wird
man versuchen, sie durch willkiirliche Funktionen anzundhern.
Jedes Verfahren, das gestattet diese Funktion zu verbessern und die
Dgﬁeppnz der Werte der Naherungsfunktion und der genauen Losung
belisbig’ Klein zu machen, mufl als eine Integrationsmethode der vor-
gelegten Differentialgleichung angesehen werden. Zur Verbesserung
und auch zur Fehlerschdtzung wird nach dem Vorgange von Ritz
die Integralbedingung (18) herangezogen. Man setzt fiir die gesuchte
Fliche w eine Nédherungsfunktion

w:aiwl(w,y)—}—-«- +anwn(w’ y) (183)
an. Die in ihr vorkommenden Funktionen w, (z, y) wird man zweck-
miBig so wihlen, daB sie den Randbedingungen der Platte bereits
geniigen. Andert man im Ansatz die unbestimmten Beiwerte a, unter
Beibehaltung der w,(, y), so heit dies, da man unter allen mog-
lichen Flichen w eine Gruppe ausgew#hlt hat, die man gewisser-
mafBen zu einem engeren Wettbewerb zur Variation zulift. Jedem
System der a, entspricht mit dem Ansatz ein bestimmter Wert der
potentiellen Energie der Platte. Unter den Flichen w wird sich von
der wahren Gleichgewichtslage die am wenigsten unterscheiden, die
unter ihnen den kleinsten Wert der potentiellen Energie besitzt.
Wenn man die Niherungsfunktion (18a) in das Integral (18) einsetzt
und die Integration nach x und y ausfiihrt, entsteht ein quadratischer
Ausdruck in den Beiwerten a,. Man bestimmt sie schliefilich so,
daB er ein Minimum wird, was auf ein System von n linearen
Gleichungen fiir die n Unbekannten a, fiihrt. Soll eine Niherungs-
funktion weiter verbessert werden, so wird der Ansatz durch weitere
Glieder zu ergénzen sein?).

1y Crelles Journal, Bd. 185, 8. 1 1908 oder Gesammelte Werke, Paris. 1911.
?) Das System der w, (z, y) muB im Sinne von Abschnitt 42 S. 171 ein
yvollstindiges* sein.
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In gewissen Fiéllen der Grenzbedingungen ergeben sich Ver-
einfachungen. So liefert bei einer rings auf ihrem Rande eingespannten
Platte, wie schon W.Ritz und A.Stodola!) bemerkt haben, das

Teilintegral 5 lw Pw <32“,’ >2 dxd (19)
pa* dy*  \owdy '

keinen Beitrag zu de, und braucht deshalb in der Forderung des
Minimums nicht beriicksichtigt zu werden. Dies ist auch der Fall
bei einer durch ein geradliniges Polygon begrenzten Platte, auf
deren Seiten die Grenzbedingungen w =0, dw =0 erfiillt sind?).

Fiir eine rechteckige Platte mit eingespannten oder mit gerad-
linig frei gestiitzten Seiten lautet die Forderung, die zur Bestimmung
der Beiwerte a, im Ansatz dient,

[ [dw?  pw .
e_J»J[ 5 TN dxdy Minimum,.

Mit Hilfe des Verfahrens von Ritz sind eine Reihe von wichtigen
Aufgaben der Elastizititslehre behandelt worden. Man verdankt
besonders den Arbeiten von Karman und von Stodola seine weitere
Ausgestaltung zu einer Losungsmethode der Probleme der technischen
Elastizitéitslehre®).

Als Beispiel fiir die Anwendung des Ritzschen Verfahrens sei
im AnschluB an eine Arbeit von H. Lorenz*) die Bestimmung einer
Niherungsfunktion fiir eine gleichméfBig belastete rechteckige Platte
mit den Randbedingungen w =0, Adw =0 gewahlt. Eine Fliche,
die diese Bedingungen erfillt, ist

w=a, sxin%;g sinfgy, (21)
denn sie liefert auf den Seiten x =0, x=a, y=0, y==>0 eines
Rechtecks a < b w= Adw = 0. Betrachten wir also diese Funktion
als eine Néherungslosung fiir den vorliegenden Belastungsfall und
berechnen mit ihrer Hilfe die potentielle Energie e Gl. (20) der ver-
bogenen Platte, so liefert wegen

ab
1 2 7t (@ + 0l saba.p
ﬁzfj‘(d W) dxdy Zx gia,'; b3 1, pw dxdy = 7_,_1_ (22)
00

1) Schweiz. Bauzg., Ziirich 1914, S. 251.

?) Zum Nachweis fiihre man die Variation unter dem Integralzeichen in (18)
durch.

%) Stodola: Dampf- und Gasturbinen, 5. Aufl., S. 914. — Kdrmén, Phys. Z.
1913, S. 253.

M Z.V.d L 1913, S. 543.

18*
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das Minimum von e (6e=0) oder die Bedingung % =0 den un-
1
bekannten Beiwert:

16a*dtp

SRECER i )

Wir erhalten hier nach dem Verfahren von Ritz dieselbe
Naherungsfliche
16atbtp . wx , 7Y
== m sSin —a— sin _B_ s (24)

fiir eine durch einen Druck p = konst. belastete rechteckige Platte,
die wir frither (8. 114) aufgestellt haben.

Wenn mit Hilfe der nach dem Ritzschen Verfahren ermittelten
Néherungsfunktionen fiir die elastische Fliche auch die Spannungen
der Platte berechnet werden sollen, wird man verlangen miissen,
daB auch die aus den Naherungsfunktionen berechneten zweiten Ab-
leitungen ihre wahren Werte mit hinreichender Genauigkeit wieder-
geben. Nach einem sehr bemerkenswerten Vorschlag von R. Courant?)
wird die Konvergenz der Ritzschen Folge von Funktionen im Hin-
blick auf die hoheren Ableitungen verstirkt, wenn im Integral, dessen
Extremum gefordert wird, Glieder mit den hoheren Ableitungen hin-
zugefiigt werden, die selbst gleich Null sind.

Eine andere Bemerkung ist von Wichtigkeit, wenn die Aufgabe
vorliegt, die Spannungen einer Platte zu berechnen, die Einzel-
krafte tragt. Man wird nicht erwarten konnen, dafl sich der Span-
nungsverlauf in der Niahe des Angriffspunktes einer Einzelkraft durch
einen Ansatz mit stetigen Funktionen in wenigen Gliedern wird dar-
stellen lassen. In einem solchen Falle empfiehlt sich, ein Glied von
der Form

r*Inr

8a N

im Ansatz einzustellen, durch das man der Singularitdt im
Spannungszustand gerecht wird.

Das Ritzsche Verfahren und die mit ihm verwandten Verfahren
von Lord Rayleigh und von 8. Timoschenko bieten ihre Vorziige
1. wenn es darauf ankommt, nur die Funktion (nicht auch ihre zweiten
Ableitungen) anzundhern und 2. in den Eigenwertproblemen der
Mechanik, so bei der Bestimmung der Knickbelastungen von elasti-
schen Platten oder anderen elastischen Koérpern und ihrer Eigen-

1) Uber ein konvergenzerzeugendes Prinzip in der Variationsrechnung.
Gottinger Nachrichten 1923.
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frequenzen. Ein vielleicht noch ziemlich grober Nédherungsansatz fiir
eine Losung einer linearen Differentialgleichung kann dazu dienen,
um einen gesuchten Eigenwert (die Knickkraft, die Periode der
Schwingung) rasch anzundhern, wenn man nur nach Ritz, Rayleigh
oder Timoschenko diesen letzteren mit Hilfe der Nadherungsfunktion
aus einer Extremumsforderung ermittelt.

70. Die Knickbedingung von Timoschenko!).

Eine weitere wichtige Anwendung der Gl (16) bezieht sich auf
das Knicken einer in ihrer Ebene belasteten Platte. Wir nehmen
an, daB die Platte in ihrem unbelasteten Zustand vollkommen eben
war und lediglich durch Kréfte zur Ausbiegung veranlaBt wird, die
in der Richtung ihrer Mittelebene wirken. Vom ebenen Kraftsystem
wird ferner Gleichgewicht vorausgesetzt und angenommen, daf seine
Komponenten n, n,, n,, bekannt sind.

Die innere Arbeit e, einer gestreckten und verbogenen Platte
besteht nach Gl.(13) aus der Summe der drei Betrige: e, (Anfangswert
der inneren Energie bevor die Ausbiegung beginnt), ¢ (Streckungs-)

und ¢” (Biegungsarbeit) e, =, ¢ e (25)

Die potentielle Energie ihrer dulleren Krifte setzt sich aus der
Energie ¢,/ ihrer in die Ebene der Platte fallenden Randkrifte
n,, n,,n,, und der Energie e der Randscherkrifte und Rand-
momente zusammen. Die gesamte potentielle Energie der verboge-
nen Platte ist mithin e, e/ e (26)

Soll die betrachtete Lage eine Gleichgewichtslage sein, so mufl fiir
jede kleine, virtuelle Verschiebung dw der Platte

de =10 (27

sein. Da der auf S.169 eingefiihrte Anfangswert ¢, der Energie der
noch nicht ausgebogenen Platte die Durchbiegung w nicht enthilt
und sich im Ausdruck fiir e wegen (12) und (26) die Grofen — e/
und ¢, fortheben, nimmt die Gleichgewichtsbedingung (26) die Form

5 ”n@@_v)” ‘?}v.aﬁﬁg(@w)“]dxdy
J L2 \ow ¥ ox oy 2 \oy
(28)

Aw)? w Pw >w \? |
+N5fﬂ(*é> *“‘”(@axe'gge“ <6z6y> )ded”‘j%":o

1) Sur la stabilité des systémes élastiques. Annales des ponts et chaussées
1913 oder Z. Math. Phys. Bd. 58, S. 337. 1910. — Ferner: ,Uber die Stabilitiit
versteifter Platten“. Der Eisenbau. Miiller- Breslau-Festschrift. 12. Heft 5
und 6. S. 147,
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an. Von zwei mit dieser Gleichung gleichwertigen Bedingungen hat
S. Timoschenko in seinen beachtenswerten Arbeiten?) iiber die
Knickung von elastischen Platten Gebrauch zur Bestimmung ihrer
Knickbelastungen gemacht.

Um die Vorstellungen, die uns zur Aufstellung dieser Gleich-
gewichtsbedingung fiir eine knickende Platte gefiihrt haben, anschau-
licher hervortreten zu lassen, wollen wir sie auf einen unendlich
langen Plattenstreifen anwenden, dessen parallele Begrenzungsgeraden -

unter einer gleichméfig verteilten Druck-
T 11,, belastung stehen. Wir nehmen zur y- Achse

:ﬂ?‘ die Mittellinie des Parallelstreifens an
Abb. 166. und bezeichnen mit 2 a seine Breite und
mit %, = — n die Druckkraft auf seinen

Begrenzungsgeraden # = + a. Da die Durchbiegung w nur von der
Koordinate = abhéingt, sind alle Ableitungen von w nach y gleich
Null. Fiihrt man in (28) die Integration nach y fiir eine Breite gleich
der Lingeneinheit aus, so lautet die Gl (28) einfacher

a a

de=24 [:%rJ' <%zg>2 de — %f<%g—>2dx —{-ea”] =0. (29)

a —a
Ein freiaufliegender Plattenstreifen, der senkrecht zu seiner Lings-
richtung durch eine Kraft n, = — n = konst. gedriickt wird, knickt
nach 60 GI.(23) unter der niedrigsten Kraft nach einer Halbwelle
einer gewGhnlichen Cosinuslinie

e )
w=coosy (30)

aus. Da die Momente in der Geraden x = 4 a verschwinden, wird
hier keine Arbeit ¢,” der &uBeren Krifte geleistet, es ist ¢" =0.
Um die Gl (29) anzuwenden, werde die potentielle Energie ¢ mit
dieser Funktion w berechnet?):

a a

N
€= Efw”‘zdx—%fw"‘dx:
—a -—a
a a
2¢? [N n? x x
:n_c_[ T cos?Zodn — m [‘singy—z—de
8a% | 4a? 2a o 2a
—-a —a

1) Vgl. die Anmerkung auf S. 277.
2) Der nur die Rolle einer additiven Konstante spielende Anfangswert e,
der Energie wird im folgenden iiberall fortgelassen.
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oder 7 c? <n2 N >
n.

€=- - -
8a

(31)

Wir wollen unter allen moglichen Variationen dw der Gleich-
gewichtslage w (Gl (30)) zunédchst jene ins Auge fassen, fiir welche
auch die benachbarte Lage w -} dw wieder eine Gleichgewichtslage

ist. Es ist dann na
dw = dc-cos ——. (32)
2a
Dieser kleinen Anderung d¢ des Beiwertes ¢ entspricht eine Variation
des Gesamtwertes der potentiellen Energie e in Gl (31)

oe
66:8‘066 (33)

und diese Variation mufl nach Gl.(29) gleich Null sein:
atcdc (a* N )

_ | — = . 4

de ia ( " 0 (34)

Es ist entweder ¢ = 0, der Plattenstreifen befindet sich in seiner

ebenen Gleichgewichtslage unter einer beliebigen Druckkraft », oder

der Klammerausdruck wird Null:
a* N
= 4
n 4 a‘.’. 4 (3 a’)

wihrend ¢ jeden beliebigen Wert haben kann. Wir erhalten den
Eulerschen Wert fiir die niedrigste Knickkraft, wie unter 60 Gl (26)*).
Die Bedingung (28), nach der die erste Variation der potentiellen
Energie einer Platte in einer Gleichgewichtslage verschwinden muB,

1) Der betrachtete Biegungsfall eines Plattenstreifens ist ersichtlich mit dem
Fall der Knickung eines schlanken Stabes und die Gl. (34a) fiir die Druckkraft =
mit der Eulerschen Knickformel identisch. Um sie in der bekannten
Form zu erhalten, hat man nur die Plattensteifigkeit N durch das Produkt JE
des Trigheitsmomentes mit dem Elastizitdtemodul des Stabes zu ersetzen.

Wie bereits Timoschenko bemerkt hat, ist die Bedingung (29) gleichwertig
mit den beiden anderen: '

N " n £
€= ifw 2dx~§fw’3dac=0 37)

(woraus die Knickkraft 1%: f w''? olao/fw’2 dx folgt) und ¢ <ﬁ) =0. A. Stodola

N,

hat auf einen analogen Zusammenhang bei dem Rayleighschen Verfahren zur
Bestimmung der Frequenzen eines schwingenden elastischen Korpers aufmerk-
sam gemacht, indem er das Verfahren von Ritz mit dem von Rayleigh am
Beispiel der schwingenden Dampfturbinenscheibe miteinander verglich. (S. Dampf-
und Gasturbinen, 5. Aufl,, S. 915.)
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bietet uns also hier eine Moglichkeit zur Berechnung einer Kraft,
unter der die Platte ausknickt. Aus Gl (31) folgt, daB sich der Ge-
samtwert der potentiellen Energie ¢ des Plattenstreifens wéhrend
dieser besonderen Variation dw seiner verbogenen Fléche iiberhaupt
nicht &ndert, denn es ist wegen (34a) nach (31) auch e==0 fiir
alle ¢. Das Gleichgewicht des Plattenstreifens ist gegeniiber diesen
Variationen seiner verbogenen Fliche indifferent.

Der Wert der Bedingung (28) beruht darauf, daB sie ein Mittel
zur Berechnung der Knickbelastung einer Platte bietet, wenn ihre
wahre Gleichgewichtsgestalt nicht bekannt ist. Man wéhlt eine Nahe-
rungsfunktion fiir die Durchbiegung w von der Form

w=61w1(x’y)+"'+ckwk(x’y)’ (35)

wo man die w;(2,y) so annimmt, dafl sie nach Moglichkeit bereits
den Randbedingungen geniigen, berechnet mit ihrer Hilfe den Wert
der gesamten potentiellen Energie e der Platte nach (26) und sucht
ihre Knickkraft und die Beiwerte c¢; der Naherungsfunktion aus der
Forderung (27) oder Se—0 (36)

zu ermitteln.

Wenn der Ausdruck fiir die Néherungsfunktion w Gl (35) in die
Formel fiir die Energie ¢ (26) eingesetzt wird, entsteht in den Féllen,
in denen e,” gleich Null ist, eine homogene quadratische Funktion
der Beiwerte c,. Die Forderung, daB ¢ ein Extremum sei, hat zur
Folge, dafl fiir alle Werte der ¢;, welche der Bedingung (36) geniigen,
dauernd die potentielle Energie e = konst.—=0 wird *). Man erhalt
deshalb den ersten Néherungswert der Knickkraft bereits aus der
Forderung e—0, (37)

durch Auflésung dieser Gleichung nach der Knickkraft, nachdem man
die erste Naherungsfunktion w = ¢, w, (x,y) in dem Ausdruck fiir e
eingesetzt und die Integrationen ausgefiihrt hat.

Man kann, wenn man will, die Gleichung (37) oder in ausge-
schriebener Form

B

n, <8w>“ ow ow | my <8w>‘“’} (37a)
Po (290 4y 9208 B (20N gady — 0
+ff[2 o5) Tz oy T2 \ay Y

) Man erhdlt némlich e =A4¢,*-} Be, ¢, +Cc,?+ - - - und die Gleichungen
;}:O, %20, ... lieferte, wenn man sie der Reihe nach mit ¢, ¢, - .-

1 2
multipliziert und dann ibre Summe bildet :
2¢e=0.
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zum Ausgangspunkt der Rechnung wihlen. Denkt man sich nim-
lich die Platte durch die Kréfte n_, Ny My in ihrer Ebene zusammen-
gedriickt und hierauf in einem starren Rahmen iiberall dort befestigt,
wo die Krifte auf dem Rand ibertragen werden, so wird wahrend
der Ausbiegung keine Arbeit von den #uBeren Kriften geleistet.
Wenn man der Platte eine kleine virtuelle Verschiebung dw er-
teilt, nimmt ihre gesamte Formidnderungsarbeit um die Summe e der
Biegungsarbeit und der Streckungsarbeit zu. Diese beiden Ar-
beitsbetrige werden durch das erste und durch das zweite Integral
in (37a) dargestellt. Wenn die Krifte n_, n ,n, , Kleiner sind als ihre
kritischen Werte n,,, n ,,n,,, an der Knickgrenze, wird die Platte
in der ausgebogenen Lage mehr potentielle Energie besitzen miissen
als in ihrem ebenen Zustande, und es wird ¢ > 0 sein miissen. Um-
gekehrt wird e <0, wenn die Krafte n,,n,,n, groBer als ihre
kritischen Werte sind. Die Bedingung dafiir, daB die ebene Gleich-
gewichtslage der Platte noch eine sichere (stabile) Gleich-
gewichtslage sei, ist also

e>0. (38)

Wir merken uns, da die Stabilitdtsbedingung (37a) zwar
eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung fiir
das Gleichgewicht einer Platte ist, die unter einer Knick-
belastung steht, wihrend die Extremumsforderung (28) zur
Bestimmung einer Gleichgewichtslage hinreicht.

So 1aft sich beispielsweise mit Hilfe der Naherungsfunktion
z? . zt
w:cl<1—ﬁ>+c‘d,z<1~;‘> (39)
aus der Bedingung (29) ein Naherungswert fiir die Knickkraft n des
Plattenstreifens berechnen. Wir setzen zur Abkiirzung
2 x4 n a?
oommloh e="T ()

und bezeichnen mit Strichen die Ableitungen nach z. Die poten-
tielle Energie e

fl a
N 9 n
e = 2J w'?de — 2fw'2 dz (41)
—a —a

wird ein Extremum, wenn

: i
0, o, (42)

d¢, oc.
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oder wenn die beiden Gleichungen

¢ [fwl”“’dx — l%fwl'2 dx]+62 [fwl" w,” dx—%fw{dex]:O
(43)

o | | w,w”dz—" |w/ wd " gy —2 \w/de|=0

1 1 W w|%1 Y z(cy | [, Ty |We 0T =

erfilllt sind. Die Ausfilhrung der Integrationen liefert zwei lineare
homogene Gleichungen fiir die Beiwerte c,, c,:

ofi-5) <ol

- eafe-2d-o

Es muB also entweder ¢, = ¢, = 0 sein, oder die Determinante ver-

schwinden: \
R "

Sie liefert die quadratische Gleichung
o? —45a+105=0

(44)

mit den Wurzeln
o= 2,469 und 42,531 . (46)

Die erste Wurzel ergibt fiir die Knickkraft n

einen Naherungswert, der sich nur in der vierten Stelle um eine
Einheit vom genauen Wert

na® A

unterscheidet.

Wir wollen noch einen zweiten Ansatz betrachten und wihlen
fir ihn

nT z?
w=cloos—2—a+ce<1—&§>, (47)
so daB jetzt
Tx x?
w1=COSﬂ, w2=1——? (48)

sind. Es soll jetzt wihrend der Variation die Konstante ¢, festge-
halten werden und nur der Beiwert ¢, sich &ndern. Da durch den
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ersten Teil der Funktion w bereits die richtige Gleichgewichtslage
dargestellt ist, beziehen sich also die Variationen auf die kleinen
Anderungen der Cosinuskurve durch das hinzutretende Glied. Wir
berechnen die potentielle Energie nach GL (37) gleich

N [t n [ a? 8¢, ¢

4c,?
T L NI P TIAL) N AP —2—].49
© =gz TN T c-J alg T, T4

Wenn der Plattenstreifen gerade unter seiner wahren Knickkraft
2

n :%i\f‘; steht, heben sich die Glieder mit ¢, in dieser Gleichung
P

fort und es bleibt

5 T[g
o 2N (1 _ 12). (50)

Diese Gleichung zeigt uns, daf die potentielle Energie ¢ des unter
seiner Knickkraft stehenden Plattenstreifens in jeder zur Gleich-
gewichtslage

== (0, COS —- 51
w == ¢, 08 (51)

benachbarten Form nach der Gl. (47) groBer ist als in dieser selbst,
denn wegen 1 > f—g nimmt e zu, wenn ¢, wichst. Hinsichtlich solcher

Variationen unterscheidet sich also das Gleichge-
wicht des Plattenstreifens in gar nichts von einem l““
stabilen, seine potentielle Energie ist in der Gleich- | |
gewichtslage (¢, =0, Gl (51)) ein Minimum.
Wir wollen schlieflich den Nutzen der Gleich- -
gewichtsbedingung (37) an einem schwierigeren Fall
der Knickung einer reghteckigen Platte
zeigen und wihlen dazu eines der zahlreichen von
Timoschenko behandelten Beispiele. Von einer
solchen Platte sollen drei Seiten (x =0, y=0, y=1>)
wie in der nebenstehenden Abb. 167 angedeutet
wurde, frei gestiitzt und die vierte (x = a) frei sein
wahrend die Seiten y =0 und y =5 unter einer

Z

/.

gleichmiafiig verteilton Druckkraft n, = — n stehen. n
Diesen Grenzbedingungen geniigt ein Naherungs- \
ansatz Abb. 167.
= ¢z sin n_by . (52)

Da wir es hier mit einem eingliedrigen Ansatz zu tun haben, reicht
die Stabilitdtsbedingung in der Form (37a) bereits zur Bestimmung der
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Knickkraft aus. Wir haben zu diesem Zweck die ersten und zweiten
Ableitungen von w nach z und y zu bilden und mit ihrer Hilfe die
Integrale in (37a) auszurechnen. Das erste der beiden Doppel-
integrale in (37a), das die Biegungsarbeit darstellt, wird

= fo{%%ﬁjsin?zg + (1= -Z—j cose—iﬂ dedy =
00 (53)
T .
2b  \6b°

und das zweite Doppelintegral oder die Streckungsarbeit:

a b
[
3 (54)
ata®cin
= 120
Die Stabilitdtsbedingung
e=0

verlangt, daB8 die Summe der vorstehenden Ausdriicke gleich Null
werde, woraus der erste Naherungswert der Knickkraft

(g 42

(55)

folgt.

VI. Die biegsamen Platten mit
Gewolbespannungen.

71. Die Platten mit grofen Ausbiegungen.

Im folgenden soll die Annahme kleiner Durchbiegungen im Ver-
gleich zur Dicke der Platte, die wir allen bisherigen Rechnungen
zugrunde gelegt haben, fallen gelassen werden. Wir haben hier nur
Forménderungs- und Spannungszustinde von Platten im Sinne, deren
Tragkraft auf ihrer Biegungssteifigkeit oder doch hauptsichlich auf
ihr beruht. Wir kénnen unter diesen Zustéinden zwei Gruppen un-
terscheiden, je nachdem mit der Biegung der Platte eine Dehnung
der Mittelfliche verbunden ist oder diese letztere im wesentlichen
ungespannt bleibt. Die Spannungszustinde der ersten Art entstehen
in hinreichend diinnen Platten, die auf ihrem Rand so fest einge-
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klemmt sind, dafl sich die Randpunkte in Richtung der Mittelebene
nicht verschieben konnen. Im Gegensatz zu diesen fest eingeklemm-
ten Platten steht das Verhalten der Platten mit freien Réndern bei
grofen Durchbiegungen.

Belastet man beispielsweise eine in drei Punkten unterstiitzte
biegsame Platte an einer Stelle durch eine Kraft im Innern des
Dreiecks, das die drei Auflagerpunkte bilden, so wird man an ihr
zwel verschiedene Arten der Biegung beobachten kénnen. Wenn
die Durchbiegungen noch sehr klein sind, krimmt sie sich nach
einer Fliche, welche von einem senkrechten Kreiszylinder, der die
drei Stiitzpunkte enthélt, in einer wellenférmigen Linie geschnitten
wird. Diese Kurve besitzt drei Wellentéler und drei Wellenberge.
Sowie die Last jedoch einen gewissen Wert erreicht, biegt sich die
Platte in einer vollig verschiedenen Weise weiter, nédmlich nach
einer Zylinderfliche, deren Erzeugenden einer der drei Verbindungs-
geraden der Stiitzpunkte parallel sind. In dieser Gestalt kann die
Platte stark durchgebogen werden, ohne dafl in ihrer Mittelfliche
groflere Spannungen zu entstehen brauchen'). Es gibt offenbar eine
Grenzbelastung, oberhalb der die Platte nur die zweite, unterhalb
der sie nur die erste Gleichgewichtsgestalt annimmt. Wir werden
uns darauf beschrénken, die Grundlagen fiir die Theorie der Span-
nungszustinde der ersten Art zu geben, deren Erorterung sich an
die bisher betrachteten Zustinde bei unendlich kleinen Ausbiegungen
anschlieflen kann.

Wir nehmen also an, dafl die Mittelfliche der Platte wihrend
ihrer Forménderung sich strecken kann, ohne dafBl die Stabilitit ihres
Gleichgewichts gefahrdet wird. Wir miissen die Dehnungen und die
Winkeldnderungen der Elemente ihrer Mittelfliche, die mit der Aus-
biegung verbunden sind, berechnen. Nach Voraussetzung braucht die
Ausbiegung nicht mehr ein verschwindender Bruchteil der Platten-
dicke zu sein, hingegen wird weiterhin angenommen, daB sie eine
kleine GroBe im Vergleich zu den Abmessungen der Platte ist.

Wir bezeichnen mit & und % die kleinen Verschiebungen eines
Punktes der Mittelfliche in Richtung der Mittelebene und der Ko-
ordinatenachsen x und y und mit w die Ordinaten der elastischen
Fliche oder die Durchbiegungen der Platte. Das rechtwinklige Ko-
ordinatensystem x,y, z verlegen wir wie immer mit seiner xy-Ebene
in die Mittelebene der Platte in ihrer undeformierten Anfangslage.
Nach unserer Annahme sind die Durchbiegung w und die Dicke &

1) Ein Stiick eines steifen Papieres (Postkarte), das man auf den Spitzen
von drei Fingern der einen Hand in wagerechter Lage hilt und durch einen
Finger der andern belastet, zeigt die zweite Art der Biegung.
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der Platte kleine GroBen im Vergleich zu den Koordinaten « und y.
Ein Element dxdy der Mittelebene befindet sich in der verbogenen
Platte auf ihrer Mittelfliche und erfihrt die Dehnungen ¢/, ¢, und
eine Winkelidnderung 7},

, 0§ 1<E)w>2 , 0 1<8w>‘J
“ o T3\om) Y oy 2\ay)

, 08 oy 0w ow
ey = 5y T o T oy

1)

Thre Betrige haben wir unter Einschluf ihrer von der Ausbiegung her-
riihrenden Anteile zweiter Ordnung bereits berechnet (S.270, G1. (4)—(6)).
Die Spannungen o, 0,,7,, im Punkte 2,y, 2 konnen aus zwei An-
teilen bestehend betrachtet werden. Wir bezeichnen mit o/, 6, 74,
die Spannungskomponenten, die in der Mittelebene wegen der Wolbung
der Platte hervorgerufen werden, und mit ¢, 6,”, ... die Biegungs-
spannungen. In einem Punkte x, y, z auBlerhalb der Mittelfliche sind
(vgl. S. 234, GL (6) S. 233, GL(7) 8. 271):

0, = Ux, -+ Ux”’ Gy = Uy' + Gy"’ Tpy = 15:# + 1:1/' (2)

Nach dem Hookeschen Gesetz sind die Spannungskomponenten
0}, 0y Tyy in der Mittelfliche gegeben durch die Formeln

B n__ B |08, on 1_<9_w>2 Z("’_wﬂ
Oz = —v2<£x+”8y)_1-v‘~’{ax+”a +3\Gz) T2 4

1 2y
, E , n_ B [0y 85 ( )2, <8w)]
Gy _1_,‘}2(831_}—’}61.)_1 [ + S0 To ox (3)
0& ow ow
—ay,=0|% o du],
=Gz = 6y+8x ox 0y
Wir kénnen sie in ihre Spannungsmittelkrifte
n,=ho], n,=ho/, Ngy = B Tpy (4)

zusammenfassen. Die mit zwei Strichen bezeichneten Spannungen
lassen sich wie frither zu einer Querkraft, einem Biegungs- und einem
Scherungsmoment vereinigen, deren Ausdriicke wir den Gl.(32) S.20
und (36) S. 21 unveréndert entnehmen kdnnen:

Pw 8‘“’w>
m =~ NG 5r).
M ¢ otw o°w 5
omente . m = — N 6_y—2+1/8_x§ , )
» ox 0y
mzyz——(l—v)Nagw;
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4
Querkrifte o (6)
=N~

Die Gleichgewichtsbedingungen der Krifte =, =, n,, (oder der
Spannungen o}, o, 75,) sind dieselben, wie wenn diese Kréfte an einer

ebenen Platte angreifen wiirden, nidmlich
00y . 0Tyy 61“,

“EZY 0
7z T 7 y 5 +

()

weil nach Voraussetzung die Durchblegung w gegen x und y eine
kleine GroBe ist.

Die Spannungen oy, gy, 75, in der Mittelfliche der Platte konnen des-
halb wie friher aus einer Spannungsfunktion F nach den Formeln
, O°F *F , *F

Oz = oy oy’:a?_z—, Toy = T xoy (8)
berechnet werden, doch geniigt diese Funktion jetzt nicht mehr der
linearen Differentialgleichung 44 F =0, wie im Falle unendlich
kleiner Ausbiegungen, sondern einer anderen Gleichung. Wir werden
sie erhalten, wenn wir aus der GL (1) die Verschiebungen &,7 elimi-
nieren, Dies ergibt:

Re! 0%, 0%y 1 0* [ow\? 9® [ow odw\ 1 0% [ow\?®
it ) i) s ) -

oy? oxt  oxoy  20y° dxoy\ox 0y oy
{Ww 2 8“w 0®w
-2 . )
Lo 0Y ox? ay

Driickt man in der letzten Gleichung &, ¢, y,, durch die Spannun-
gen oy, o, 7,, aus, so entsteht die Differentialgleichung

0w >° w 6w\
0x oy ox? 8y)

A4F=E i( (10)
Zu ihr tritt als zweite Bedingung, welche die Funktionen F und w
verbindet, die Gleichgewichtsgleichung der zur Platte senkrechten
Krifte

8px apy *w w
+- —|— W"n +2”1yaT8y+”yTyg+P:0 (11)

hinzu. Sie ergib'c mit den Ausdriicken (6) und (8) fiir p,, p,, n,, 0,5 7
die zweite partielle Differentialgleichung l
(°F 9*w *F Pw | *F 0°F

b (12)

oy? Toa axay'axay W'W)

xy

NAAw—p—hl

der die Funktionen F und w zu geniigen haben.
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An die beiden GL (10) und (12)'), die die Grundlage der
Theorie der Platten mit groBer Ausbiegung bilden, kniipft sich die
wichtige Bemerkung, daB ihre linken Seiten linear sind. Wie wir
am Beispiel der kreisformigen Platte mit groSen Durchbiegungen
nunmehr zeigen wollen, gestattet dieser Zustand eine angendherte
Integration des simultanen Systems.

72. Die kreisformige Platte mit Gewolbespannungen.

Wenn die elastische Fliche eine Umdrehungsfliche ist, wird die
Verzerrung ihrer Mittelfliiche durch die radiale Verschiebung o eines
Punktes und die Neigung ¢ der Tangente ihres Meridianschnittes
gegeben. Ihre Mittelfliche erfihrt die radialen und tangentialen
Dehnungen in der Richtung des Halbmessers r und senkrecht zu ihm

do | ¢* 0
P =g T 6= (13)
Die radiale und tangentiale Spannung in der Mittelfliche sind somit

B E [do  ¢? Q}
R P "N = “e | <
G’_l—aﬂ[a’—{_vs‘] l—v?[dr—l_?—ryr ’

&

(14)

of =7l trel=15

B E [ do ¢ 9]
oty Tl

Bei der Angabe der iibrigen Gleichungen konnen wir uns kurz fassen.

Wir konnen die Ausdriicke fiir die Biegungsmomente m,, m, und die

drei Gleichgewichtsbedingungen aus Abschnitt 62 in ungeénderter Form

B do (p> _ (dqo w)
mr—_N<W+”?’ mo=— Ny +y) (19
d(re)) ,
__—%"‘_*_O't =0, (16‘)
P
7‘1’,«+h7’0r'¢+2—‘+fprd”=0’ (17)
JT
d
c—l;(rmr)—mt—p,r=0- (18)

hier iibernehmen. Die Bedeutung der Bezeichnungen ist die friihere.
Die erste der drei Gleichgewichtsbedingungen liefert mit den Werten

von ¢/, 0/ aus (14) die eine Differentialgleichung

de* [1de o  dp 1—v ¢* (19)
2 r

= = Par 2 /

dr? rdr r

1) Diese beiden Differentialgleichungen hat Th, v. Kdrmén (Enzyklopidie
d. math. Wiss. Bd. 4, Heft 27, S. 850) zuerst angegeben.
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der Funktionen ¢ und ¢ und die beiden andern (Gl (17), (18)) die
zweite Differentialgleichung

o  1dg <p~12¢<d@ 0 ‘172) p
T AT W o T T ) Taan T

— (20)
+ N';f’pfdﬁ

der ¢ und ¢ zu geniigen haben.

Uber die Druckverteilung p = p, f(r) soll vorerst keine nihere
Annahme gemacht werden. Um aber einen einfacheren Belastungs-
fall im Auge zu behalten, beschrinken wir uns auf den Fall, dafB
auf die Platte keine Einzelkraft wirkt und setzen P = 0.

Das Rechnen mit den Grofen verschiedener Dimension wiirde
sich hier unbequem gestalten, wir filhren deshalb die folgenden neuen
Veréinderlichen ein:

- a 12a% o
°=—, @:2\/3-}7% W_Ahg o (21)

Hier kann @ eine beliebige Lénge sein. Wir wéhlen fiir sie den
Halbmesser des Kreises, mit dem die Platte begrenzt sei. Statt des
Halbmessers r haben wir die neue unabhéngige Verdnderliche 4 = r/a
eingefiihrt (0 < » < 1). Die neuen abhéngigen Veréinderlichen @ und
¥ sind der Neigung der Tangente des Meridianschnittes ¢ bzw. der
Radialverschiebung ¢ proportional. SchlieSlich ersetzen wir die Be-
lastungsfunktion p= p,f(x) durch

eine Grofle p* é\\“g"’
56

unktyy,
gy

p*=24V3 (1 —) ?&f-f(u) (22) X

und die spezifischen Spannungen ¢

durch GroBen s wu P
& o Y
s§=12(1 —»%) - —. (23
( )h“ g ) Abb. 168.

Wir haben vier GroBen s/, s/, s, s, entsprechend den vier
Spannungen ¢, 6/, 6,”, 6,” zu unterscheiden. Hier sind o,”, ¢, die
Biegungsspannungen in der Randschicht z = h[2 der Platte, die sich
aus den Biegungsmomenten m,, m, in der iiblichen Weise

6m 6m
of =t A= (24

bestimmen. o¢,’, ¢/ sind die Spannungen in der Mittelfliiche. Die
Nidai, Elastische Platten. 19
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neuen Verdnderlichen », @, ¥, die von ihnen abhingigen Gr¢Ben s,
sowie die neue Belastungsfunktion p* sind siamtlich dimensionslose
GroBen. Die mit ihrer Hilfe gebildeten Differentialgleichungen

d (1 d dd 1—y @2
G mem)= -0 T -2 (25)
d (1 d

-L; 26
du(u du( @)) D5 fp wdu (26)

enthalten auBer der Poissonschen Zahl » keine Material- und nur
numerische Konstanten. An die Stelle der vier Gleichungen fiir die
Spannungen treten hier die vier Differentialausdriicke

@‘)

: 27)
s, :v?"+vg+——

s, = T’+

e 1 w40 2)
o (28)
s = — 13 <v @+ —u—>

Hat man & und ¥ aus den Gl. (25), (26) bestimmt, so liefern die letzten
vier Gleichungen den Verlauf der Spannungsverteilung. Will man
von den GroBen s zu den Werten der spezifischen Spannungen iber-
gehen, so hat man nach (23) nur
ER?

121 — e’
auszurechnen. Hier bedeuten, um es zu wiederholen, £ die Elasti-
zitétsziffer v die Poissonsche Zahl, # die Dicke, a den Halbmesser der
Platte: o, : at sind die spezitischen Spannungen in der Mittelfliche
und ¢,”, 6, die Spannungen, die in der duflersten Randschicht z = h/2
der Platte zu ¢,’, ¢, hinzuzufiigen sind.

Die Durchbiegung der Platte w ist durch das Integral

(29)

w = —h—_ @ du + konst. (30)
213

gegeben.
Die Integration des simultanen Systems?) nichtlinearer Differential-
gleichungen wird erleichtert durch den Umstand, daB fiir unendlich

1) Mit einer angendherten Integration beschiftigte sich auf anderem Wege
auch K. Federhofer: ,Uber die Berechnung der diinnen Kreisplatte mit groer
Ausbiegung.“ Eisenbau, 9. Jahrg., S. 152. 1913.
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kleine Durchbiegungen (unendlich kleine @) seine Losung bekannt
ist. Wenn beispielsweise der Druck p* = konst. ist, ist sie gegeben
durch % o5
p*u C,
=£ = 2 1
¢ 6 + ¢, u . (81)

Die Differentialgleichung (25) ist in ¥ linear und integrabel, wenn
ihre rechte Seite, die von @ allein abhingt, bekannt ist. Man wird des-
halb versuchen, eine erste Niherungsfunktion fiir ¥ so zu bestimmen,
daB man die erste Gleichung mit Benutzung eines ersten Néherungs-
ausdruckes fiir @ integrieren kann. Die zweite Gleichung gestattet
sodann, nachdem man in ihrer rechten Seite ¥ und @ durch ihre
ersten Naherungsfunktionen ersetzt hat, fiir @ eine zweite Naherungs-
funktion zu berechnen. Durch Wiederholung dieser Rechnung miissen
sich die ersten Naherungsfunktionen weiter verbessern lassen, voraus-
gesetzt, daBl dieses Verfahren konvergiert.

In einer Platte ohne Anbohrung ist ¢, =0; beginnt man mit
der ersten Naherungsfunktion

* g3
@Z‘pi§*+ Cl?l/, (32)

so werden die rechten Seiten nur ganze Potenzen von u enthalten
und man erkennt, daB sich die Integrale von (25), (26) durch Potenz-
reihen darstellen lassen miissen.

Wir werden diese Reihen nicht aufstellen, weil sich zeigt, daB
man die Losung fiir die eingespannte Platte mittels eines Ausdruckes

D =c(u—u" (33)
und die fir die freiaufliegende Platte mittels der Funktion
1+v

in einem beschrinkten Bereich der Durchbiegungen bereits mit be-
friedigender Genauigkeit anndhern kann. Diese Ansétze sind so ge-
wahlt worden, dal sie die Grenzbedingungen fiir die Funktion @
auf dem Randkreis r = a, w = 1 erfiillen. Die Konstante ¢ und der
Exponent » sind jetzt so zu bestimmen, dal die Ansdtze die Losung @
der beiden Gleichungen unter den angenommenen Grenzbedingungen
moglichst gut anndhern.

73.Die eingespannte kreisformige Platte mit groer Ausbiegung.

Man kann leicht Losungspaare @ und ¥ angeben, welche den
beiden Differentialgleichungen und vorgeschriebenen Grenzbedingungen
geniigen, wenn man die Belastungsfunktion p* als eine Unbekannte

19%
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und zu bestimmende Funktion der unabhingigen Verdnderlichen w
betrachtet. Zu einer angenommenen Funktion @, beispielsweise zum
eben erwihnten Ansatz

D =c(u—u") (35)
1aBt sich aus der ersten der beiden Differentialgleichungen
d(1d do P
du <udu< T)> —@———(1—1}) u (36)

nach ihrer Integration eine Funktion ¥

(3—~‘V)u3 2(n 2 —»)urt? 2041 —»)un+t .
s 55 wromtn T Gaizen ) ¢

angeben, die ihr geniigt. Fiir eine Platte ohne Bohrung ist ¢, =0
zu setzen, weil sonst die mit der Radialverschiebung verhéltnisgleiche
GroBe ¥ im Mittelpunkt des Kreises unendlich grof werden wiirde.
Der zweite Integrationsfestwert bestimmt sick aus der Randbedingung
fir die Funktion ¥ auf dem Kreise r =a, v = 1. Fiir eine ein-
gespannte Platte, deren Rand auch in radialer Richtung festgehalten
ist, muf} auf dem Rande die Radialverschiebung verschwinden und fiir

u=1, w=0 (38)

T-—clu—{—

sein. Dies ergibt fiir den zweiten Festwert

(83—» 8mn+2—v) 2n—l—1——v}
= — — < . 9
% 8[ T T+ (et Dn (39)
Mit ¥ und @ folgen aus den Differentialausdriicken (27), (28) die vier
GroBen, die den Spannungszustand bestimmen:

u? gyntl uln ]

s,.’=(1+v)61—(1—”“‘)?[3"(n+3>(n+1)+(n+1)n

, (40)

d
st d?‘ (us )

8/ = —V3¢[l4+»—(n-+»)ur-1]
8//=—V¥3¢[l+»— (ny+1)ur-1].
Die zweite Differentialgleichung (Gl. (26))

(41)

e A R

udu
0

gestattet eine Belastungsfunktion p* anzugeben, fiir welche die ge-
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wihlte Funktion @ und die eben ermittelte ¥ eine Losung sind. Das
ist die Druckverteilungsfunktion

1d

e O} (43)

Fiir sie sind @ und ¥ strenge Losungen des in Frage stehenden
Plattenproblems. Nachdem iiber den Beiwert ¢ und den Exponenten n
im Ansatz fiir @ noch nicht verfiigt worden ist, konnen der Ver-
teilung p*, in welche sie auch eingehen, zwei Bedingungen auferlegt
werden. Nimmt man sie umgekehrt willkiirlich an, so lassen sich
die Abweichungen der errechne-
ten Werte der Verteilungsfunk-
tion p* von ihren vorgeschrie-
benen angeben und zu einer
Fehlerabschitzung heranziehen, AN\
wenn man sie als die Ordinaten

3
S Gelosturg

einer Niherungsfunktion der vor- 800 (5775 B Il S ~
geschriebenen  Belastungsfliche ~ e L—"
betrachtet. 600

In der Abb. 169 sind mit |
der Poissonschen Zahl » =1/, ),
zum Exponenten n =5 drei
Belastungskurven in Abhéngig-

keit vom Halbmesserverhiltnis 2%

% = r|a angegeben worden. Die .
0 . 2

mit einem Wert ¢ = — 15,4 ge- o —

9z o« g6 098 7

Abb. 169. Belastungsfunktion p* fiir die
eingespannte Kreisplatte fiir verschie-
dene Beiwerte ¢. (n=25)

zeichnete mittlere, stirker aus-
gezogene Kurve schmiegt sich
ihrer mittleren Ordinate unter
den drei Belastungskurven (die

beiden anderen sind fiir ¢= — 14 und c¢= — 17 gezeichnet) am
besten an. Mit » =1/, und n =5 erhilt man
D = c(u — uP) ¢ *—7—3—672*—0076062 (44)
1960
C‘J
,—
S =58 (18 — 15 u? + 5 u® — u'?) (45)
und die Belastungsfunktion
¢ [13 15 73 9 u“}
* o 9Bcud L 0 Ty 04 pae Y10 0 P
P 9cu—[—8{48 g% — g Lbu i —{~2 (46)

Diese Funktion wird von ihrer mittleren Ordinate
1

Pt = 4 p*du = — 32¢ — 0,0658 c® (47)
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sich moglichst wenig unterscheiden, wenn die Quadratsumme

1
J'(p* — ﬁ*)? du

als Funktion von ¢ am kleinsten ist. Wir haben uns damit be-
gniigt, die Summe der Quadrate der Abweichung p* — p* nur in
den sechs Punkten =0, 1,2,3 £ 1 des Intervalles 0 <u<1
zu einem Minimum zu machen. Diese Forderung ergibt entweder
¢ =0 oder eine Gleichung Ac¢*+ B¢® + C=0. Den Wurzeln dieser
quadratischen Gleichung fiir ¢? entspricht ein relatives Maximum und
ein relatives Minimum der Quadratsumme, das Minimum gehort
zum Wert

¢c= —154.
Der mit diesem Werte von ¢ genommenen Funktion
D =c(u— u) (48)

entspricht unter den mit diesem Ansatz (mit » = 5!) erreichbaren
Belastungsfunktionen die Verteilung, welche die Belastung
p* = konst. einer durch einen gleichférmigen Druck ver-
bogenen Platte am besten anndhert. Die mittlere Ordinate
dieser giinstigsten Funktion ergab sich gleich

‘ p* = 1736, (49)
welcher Zahl nach Gleichung (22)

-’;g—;i =189 (50)
entspricht. Die elastische Fliche der Platte ist nach (30)
w=2:—-?—’f¢d“+co=%(““%ﬁ‘)+co - (51)
oder wegen der Grenzbedingung v =1, w=20
cg= —hc/6V3, (52)
w=—12h]"§ (2 —3u+u)=0,5h2 —3utul). (53
Der Biegungspfeil der Platte ist
wy = — Ghycg = 1,49h, (54)

anderthalbmal so grofl wie die Dicke h.

Auf dem beschriebenen Wege wurde eine Néaherungsfunktion fiir
die elastische Fliche einer durch einen gleichférmigen Druck be-
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lasteten, eingespannten, kreisformigen Platte ermittelt, deren Biegungs-
pfeil das Anderthalbfache der Dicke betragt. DaB diese Néherungs-
funktion den praktischen Anforderungen geniigt, zeigt der nahe An-
schluB ihrer Belastungsfunktion fiir ¢ = — 15,4 in Abb. 169 an die
der gleichférmig belasteten Platte. Zur Fliche (53) gehdren die fol-
genden vier Verteilungsfunktionen der Spannungen:

s = 205‘67 <? —15u® + bu® — u1°>

(55)

2 (73
s/ e (- — 45u? +35u® — 11 u1°>,

t 256 \ 3
5 = 7‘19 (5 — 21 uf)
- (56)
s/ = }%ﬁ (5 — 9u?)

deren Verlauf die Abb. 170 zeigt. l:
A - Ga
s, s, sind den Gewdlbespannun- £j2

V2 4
gen ¢/, o/ und 5", s den Bie-  , &
gungsspannungen ¢,”, ¢, pro- - G
Spanmung in dery
@G

]
Sieg “rgssoannuny ,

portional (vgl. G1.(23)). Die Platte Mittelobene
wird am stirksten auf ihrem | (GewdltexSporming)

Rande verbogen, die Biegungs- ;lp” G
spannungenc,” im Einspannungs-
kreis sind fiir die groBte In- —2 \
anspruchnahme mafgebend.

Wir haben die Rechnung noch s \

fiir zwei andere Exponenten n

(fir » =4 und n="7) durch- \
gefithrt (fiir n = 3 erhielte man _g4

die Formeln fiir @ bei unend- \

lich kleinen Ausbiegungen) und

ihr Ergebnis in der Zahlentafel 7 -8

zusammengestellt.  Die  Abb. \
171 und 172 geben eine Vor- U=z
stellung der Abweichung der Be- ~72g5 92 g% g6 o8 7
lastungsflichen, die zu den ent- Abb. 170. Die Spannungsverteilung
sprechenden Naherungsfunktio- in einer gleichmifig belasteten einge-
nen gehiiren, von der des Druckes spannten Kreisplatte beim Wélbungs-

p, = konst. Die Abb. 173 und pleil f=149 h.

174 zeigen den Verlauf des auf der Platte lastenden Druckes und

der spezifischen Spannungen ¢/, ¢/, 6,”, 6" in der Mitte (v = 0) und
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Abb. 171. Belastungsfunktion fiir eine

eingespannte Kreisplatte. (n = 4)
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Abb.173. Die Abhiingigkeit des Druckes
p mit dem gréBten Wolbungspfeil £ fiir
eine eingespannte Kreisplatte bei grofen

Ausbiegungen.
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Abb. 172. Belastungsfunktion fiir eine
eingespannte Kreisplatte. (n=17)
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Abb.174. Die Gewdlbespannungen o' und
die Biegungsspannungen o” im Mittel-
punkt u. auf dem Rand einer gleichmaBig

belasteten eingespannten Kreisplatte.
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im eingeklemmten Rand (v = 1) mit zunehmendem Biegungspfeil; die
schragen Geraden entsprechen der Theorie fiir die unendlich kleinen
Durchbiegungen. Man erkennt, dafl die Kurven mit der zunehmenden
Wolbung der Platte ziemlich schnell die Geraden verlassen.

Zahlentafel 7.
Eingespannte kreisférmige Platte groBer Ausbiegung.

p Druck, a Halbmesser, % Dicke, f Wolbungspfeil, E Elastizitdtsmodul,
o’ die Gewdlbespannungen, o” die Biegungsspannungen.

Ansatz ¢ =c¢ (u—u"). Exponent n=| 4 5 7
Biegungspfeil in der Mitte _2.2 1,04 | 1,49 | 2,28
” " i
Belastung 524 =| 9,19 189 |52,6
Spannungﬁii. g.hMéttelﬂ'ache é Z: _| 100 | 202 | 468
In der L
Mitte . . ” a2
Zusitzliche Biegungsspannung or & 239 | 2.97 | 4.04
fir u=0, z=h/2 Ew |7 ’ '
Spannung"i. d. Mittelfliche orl(t2 _|os2 | 1,11 ] 27
Auf fir u=1 o
dem
Rand Zusitzliche Biegungspannung or @
fiir w1, z=h/2 i —5,56|—9,51|—19,4

Der Zusammenhang des Biegungspfeiles f in der Mitte der Platte
mit dem Druck p kann etwa bis zur zweieinhalbfachen Dicke
f=2,6h in erster Ndaherung durch die Funktion

a4 3
B = 5,69 —2— 13,32 ({-) (57)
wiedergegeben werden. Die Platte wird von den unendlich kleinen
Durchbiegungen angefangen immer auf dem Rande am stérksten
beansprucht, mit ihrer zunehmenden Wolbung konzentriert sich die
Biegung mehr und mehr in einem Randring, wihrend die Mittel-
fliiche allméhlich Zugspannungen bekommt. Der Anstieg der Biegungs-
spannung gegen den eingeklemmten Rand wird um so scharfer, je
mehr sich die Platte durchbiegt.
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74. Die freiaufliegende kreisformige Platte
mit Gewdilbespannungen.

In &hnlicher Weise wie die eingespannte Platte 1406t sich die frei-
aufliegende durch den Ansatz

1 n
¢:c(u—ni:u> (58)
in erster Naherung erledigen. Man erhilt
Y=cu—
33— _8(n+2—v)(1—[—v). n Cn+1—v) 1+ n
8{ s T er)mt) T et Dn <n+v> w? +1}'

Die ungehinderte Beweglichkeit eines freien Randes wird man hier
durch die Grenzbedingung zum Ausdruck bringen, daB auf dem Rand
die Radialspannung o bzw. die GroBe s’ zu verschwinden habe.
Man erhilt

(59)

01:(_1:81}212{% (n +3)8(1+ ))(n—H) (n—:l)#n(flbi:f} 0

‘ und
, _(1—»))¢ {l—u‘z_ 8(14»)(1 —ur+?) . 1 <1 +»
r 8 2 (n+3)(n+1)(n+») (n4+1)n
Die Belastungsfunktion wird gleich

1-+9» 1d
* __ n? _ n—38 _ N. (62
P = (= D= Dowt — T @), ()
Die Rechnung wurde fiir den Exponent n = 5 und eine Poissonsche
Zahl y =1/, mit dem Ansatz

)
I

(D:c(u ——;i?ﬁ) (63)
und der elastischen Fliche
we——"_ (58— 630 +5u0) (64)
256713
durchgefiihrt, wobei sich
/= g 4g1 00493 ®)

1228 . _ 215 u}
Y PELLLIPE TR 66
Y= 64{ 121 11w + Y T 1323 (66)

) a—wen) e
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die giinstigste Naherung fiir ¢ = — 10,9, ferner als Mittelwert von
pa’

7 3,27 und rit einem Biegungs-

p* =128 mit einer Belastung

pfeil —}’; = 1,45 ergaben. Drei Kurven fiir die Belastungsfunktion p*,

darunter die fiir den Beiwert ¢ = — 10,9 erhaltene , giingstigste Ver-
teilung, zeigt die Abb. 175.

SchlieBlich haben wir die Rechnung statt mit dem eingliedrigen
Ansatz, fiir kleinere Durchbiegungen als die eben ermittelte mit einem
zweigliedrigen

@_c[u 3 +aju Thal (67)
zu verbessern versucht. Er ent-
hilt auBer ¢ noch einen weite- g; Tp*
ren Beiwert ¢, und wenn ¢ =0 3
genommen wird, die Losung der 2.
freiaufliegenden Platte fir die \
200

unendlich kleinen Durchbiegun-
gen. Der Beiwert « in Gl (67) 3
wurde fest angenommen und der 750

Beiwert ¢ aus der Minimums- _ c=-nb \ /
forderung wie frither ermittelt. P¥ =126 "< 1A 7Z

720

Es zeigte sich, dal man mit o
« =0, also mit der Funktion =8|
80
5
!D:c(u—-——@ﬁ) 68
i3 (68)
40
der Platte fiir die unendlich
kleinen Durchbiegungen die Lo- Ly
sung in einem gewissen Gebiet 7 92 o4 96 g8 7
der endlichen Durchbiegungen  App, 175. Belastungsfunktionen fiir eine
bereits befriedigend beherrscht, freiaufliegende Kreisplatte. (n =5)

wenn man ¢ aus der erwihnten

Minimumsforderung bestimmt. Einige der so bestimmten Punkte sind
in den Kurven der Abb. 177 durch die schwarzen Kreise dargestellt.
Die giinstigsten Belastungskurven, welche zwei Ansitzen nach Gl (67)
mit ¢ =1 und mit ¢ = 2 entsprechen, sind in der Abb. 176 ein-

getragen. Den Verlauf der Belastung (aufgetragen ist wie immer die
4

dimensionslose Kombination % R
h die Dicke, E den Elastizititsmodul der Platte bedeuten) und die
groBte Gesamtspannung o, = ,’ -+ ¢,” (aufgetragen ist die dimensions-

wo p den Druck, a den Halbmesser,
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9

.. 0
lose GroBe -Mex

ER?
— wenigstens unter den betrach-
teten Durchbiegungen — auf der
konvexen Seite der ausgebogenen
Platte im Kreismittelpunkt v = 0
auftritt, in Abhéngigkeit von der
groBten Durchbiegung, entnimmt
man aus Abb. 177; den Verlauf
einer Spannungsverteilung unter
dem Biegungspfeil f= 1,0 und
1,45 h der Abb. 178. Wie aus die-
ser Abbildung zu ersehen ist, ent-
stehen in einer freiaufliegenden
Kreisplatte in der Mittelfliche
Druckspannungen in tangentialer
Richtung lings des Randes, auf
die bereits H. Hencky?') hinge-
wiesen hat.

), welche hier

75. Versuche mit kreisformigen
Stahlblechplatten.

Die Frage, bis zu welchem Grade
die der Rechnung zugrunde ge-
legten Grenzbedingungen freiauf-
liegender und eingespannter Plat-
tenrdnder in den praktischen Kon-
struktionen als erfiillt betrachtet
werden koOnnen, ist noch nicht
hinreichend geklirt. Uber einige
Versuche, die nach dieser Rich-
tung hin vom Verfasser mit diinnen
unbearbeiteten Stahlblechplatten
gemacht worden sind, soll hier kurz
berichtet werden ?).

1) Z. ang. Math. Mech. Bd. 1, S. 89.
1920.

3) Vgl. des Verfassers Vortrag auf
der Naturforscherversammlung 1922 in
Leipzig; Z. ang. Math. Mech. Bd. 2,
S. 881, 1922.

Zahlentafel 8.
Freiaufliegende kreisférmige Platte groBer Ausbiegung.
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302 Die biegsamen Platten mit Gewdlbespannungen.

Die kreisférmigen Platten entstammten einer Stahlblechtafel von
4 Millimeter Stirke. Sie wurden einem hydraulischen Druck aus-
gesetzt. Die Durchbiegung der Platten wurde mit Hilfe des bei den
Biegungsversuchen mit den Glasplatten benutzten Gerites im Kreis-
mittelpunkt gemessen.

Die Versuchsanordnung zeigt die Abb. 179. Sie bestand aus einer
massiven StahlguBscheibe ¢ und einem schmiedeeisernen Ring b; im
Raum ¢ konnte ein Fliissigkeitsdruck erzeugt werden, unter dem
die Platte d sich ausbog. In ihr konnten sowohl eingespannte, als

N

l

21 < 2%
Abb. 179, Abb. 180. Abb. 181.
X::::g}l::anl(r)lri‘gngx;ghlfgfeii;lgalﬁegj: a StahlguBscheibeRingl') schmiedeeiserner

¢ Druckraum. d der Versuchskorper.

freiaufliegende kreisformige Platten belastet werden. Die Einzel-
heiten der Randbefestigung sind aus der Abb. 180 fiir den ein-
gespannten und aus der Abb. 181 fiir den freiaufliegenden Rand zu
ersehen. Der Elastizitdtsmodul des Stahlblechs wurde an zwei schmalen
Streifen aus einem Biegungsversuch zu

E = 2080000, 2140000 kg/cm?

und mit Spiegelgeriten von Martens aus einem Zugversuch gleich
E=2090000, 2110000 kg/cm?

im Mittel gleich E ==2110000kg/cm?® ermittelt.

Die eingespannten Platten hatten einen duBeren Durchmesser
von 26cm und einen Halbmesser des Einspannungskreises von
a=10,77 cm. Die Platte 14 war im Anlieferungszustand eben, die
Platten 11 und 12 waren um einige Zehntel Millimeter krumm und
wurden nicht gerichtet. Die mit ihnen vorgenommenen Biegungsversuche
sind in der Abb. 182 enthalten. Als Abszissen sind die Durchbiegungen
in der Mitte (), als Ordinaten die Drucke in Atm. aufgetragen. Die
einzelnen Kurven sind in wagerechter Richtung verschoben gezeichnet.

Die Zahl unter dem Anfangspunkt jeder Kurve bedeutet die aus
den vorangehenden Versuchen zuriickgebliebene bleibende Durchbiegung
in Schétzungseinheiten der Beobachtungsskala. (100 S.-E. bedeuten
0,02 mm.) Mit Benutzung des aus den Biegungsversuchen mit den
Streifen und den Zugversuchen bestimmten Wertes des Elastizitéts-
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moduls und einer Poissonschen Zahl » = 0,3 mufite einer Zunahme
des Druckes p um 1 Atm. nach der fir unendlich kleine Durch-
biegungen giltigen Formel des Biegungspfeiles

4

_ 31— pat pa
f= 16 ER 0171Eh3
/ /i
A / ‘ /
Platte |74 / / Pl 12 Platte 71

Ay

At Orvck
I~
\\
\
N

17,
]/

VAT VAN 11 14000 s ary/amtarres
///j/// /jﬁ// //;////I//yl/ ten Platte.
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IV VIENery Y/ |

020502 | 1548 ﬂm‘//é/j;sy//ﬂye 7 f—t—>

~\

Abb. 182. Biegungsversuche mit gleichformig belasteten, eingespannten kreis-
formigen Stahlblechplatten.

der auf ihrem Umfang r = a eingespannten Kreisplatte von der
Dicke h eine Zunahme der Durchbiegung Af in der Mitte um

Platte 14 11 12
Dicke: h= 0,398 0,402 0,405 cm
Halbmesser: a= 10,77 10,77 10,77 »

Durchbiegung: 4f= 0,0174 0,0168 0,0165 »

entsprechen. Die beobachteten Werte von 4f waren

Platte 14: Versuch 1 0,0190 Platte 11: Versuch 1 0,0192
20,0184 20,0194
3 0,0184 3 00195
4 0,0182
5 0,0183
Platte 12: Versuch 1 0,0189
20,0183
3 0,0183
4 00184
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durchwegs groBer, im Mittel um 6,1, 12,0, 15,3 vH. Man wird kaum
fehlgehen, wenn man diesen Unterschied einer wohl kaum zu ver-
meidenden Unvollkommenheit des eingespannten Randes zuschreibt.
Die radialen Dehnungen der Platte konnen lings des Randkreises
r = a nicht plotzlich aufhéren und ein Stiick der Platte jenseits des
Einspannungskreises mufl zur Deformation herangezogen werden.
Die Wirkung dieses mit Gleiten verbundenen radialen Nachgebens
ist dieselbe wie eine VergroBerung des , Einspannungshalbmessers“ a.

28
Abb. 183, Biegungsversuche mit Uber- / [ /// 1‘
schreitung der FlieBgrenze mit einer // / [
gleichméflig belasteten eingespannten 7 Klsy
Kreisplatte aus Stahiblech (Platte 11). /,(/ / / E
Halbmesser des Einspannungskreises / / / §pe?
a=10,77 em, Dicke h = 0,402 cm. /] §

120
yardvamviys,
7 / /1 ;
a4 /) 3
/7 wfu/\fo ;
/7/? /7 1?'/ / / / "
/ //// / /// A 4 8
4 // // s
Yt N A A, Ai | | .
IV I | O
' f Vi Debetsioanglr
A HNITZH e 7 03 7837 SE,

Gelegentlich von Stabilitdtsversuchen mit flachen eingespannten Stében
hat Prandtl dhnliche Beobachtungen gemacht, in denen eine durch
die Reibung wihrend des Gleitens in den Einspannungsbacken hervor-
gerufene Hysteresis in den Last-Durchbiegungskurven zutage trat.

Eine Versuchsreihe mit einer eingespannten Platte (Nr. 11) nach der
Uberschreitung der FlieBgrenze zeigt die Abb. 183. Wie man sieht,
nimmt die anféngliche Neigung der Kurven bei der Last Null nach
jeder Laststeigerung zu. Einer Zunahme des Druckes um 1 Atm,
bei der Last Null entsprachen die Durchbiegungen Af:

Versuch . .. .. .. 4 5 6 7 8 9 10 11

die Platte ist vor dem Ver-
such belastet gewesen bis ® 1 13 16 19 22 25 30 Atm.
" Durchbiegung Af . . . 198 196 196 194 191 184 178 151-10-2 cm.
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In diesen Zahlen duBert sich das Steiferwerden der Platte wahrend
der Wolbung, trotz des durch das starke FlieBen einsetzenden
Spannungsausgleiches. Die grofe Hysteresisschleife zwischen den
Belastungs- und den Entlastungskurven am Ende der Versuchsreihe
(Abb. 183) entstand durch ein starkes FlieSen, das nach jeder Lastum-
kehr von neuem ein-
setzte. Nach dem letz-
ten Versuch hatte die
Platte um einen mitt-
leren Pfeil von unge-
fihr 3,3 mm durchge-
bogen. Sie wurde hier-
auf mittels Hammern,
so gut es ging, nochmals
eben gerichtet. Ein acht g "1
Monate spiter mit ihr
vorgenommener Elasti- 07&
zitatsversuch ergab fiir
1 Atm. Druckzunahme
bei der ersten 0,0212 cm
und bei der zweiten Be- 9/
lastung 0,0205¢m Durch- % S
7

Druch t——

\f\\\ \QQ\\\\

biegung. Die versteifen-
de Wirkung der Wol- %
bung war zwar ver-

7
/

schwunden, dafiir zeig- % /

ten sich aber von den p

kleinsten Drucken i

angefangen sehr be- o ' Durchbjegung —
trichtliche bleiben- 0% 08 07 4% 42 G2 Giécm

deForménderungen,  Abb.184. Biegungsversuche mit einer gleichmiBig
zumZeichenderstar-  belasteten freiaufliegenden Kreisplatte aus Stahl-

ken Nachspannun- Dicke 0.401 Hlbble‘.‘h. des Auflagerkrei
gen, die das Richten in ~ — 0 o0 e e Platte 9.67 o

5 . 9,79 cm, Halbmesser der Platte 9,97 cm.
ihr hinterlassen hatte?).

Einen Elastizititsversuch mit einer freiaufliegenden
kreisformigen Platte (Dicke 0,401 cm, Halbmesser des Auflager-
kreises 9,79 cm, Halbmesser der Platte 9,97 cm) zeigt die Abb. 184.
Die mit Nr. 6 versehene Kurve wurde erhalten, nachdem zwischen
die Platte und ihre Unterlage drei diinne Beilagen von '/,, mm

) Die nach dem Richten gemachten Versuche mit Platte 11 sind in den
vier letzten Kurven in der Abb, 182 zu sehen.

Nidai, Elastische Platten. 20
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Dicke in drei, anndhernd ein gleichseitiges Dreieck bildenden Punkten,
gelegt wurden. Sie verliuft etwas flacher als die frither auf-
genommenen Kurven und weist eine Zunahme von 0,0457 cm auf.
Die Kurven 7 und 8 beziehen sich schlieflich auf zwei Biegungs-
versuche, wihrend welchen durch zwei Beilagen von 0,67 mm Stirke
eine Stiitzung der Platte in zwei auf einem Durchmesser gelegenen
Punkten erzwungen wurde. Die Erklirung fiir den Knick in den
Kurven liegt auf der Hand; unter der Last, die ihr entspricht, er-
reichte der Plattenrand an neuen Stellen zwischen den beiden ersten
Stiitzpunkten die Unterlage und ruhte von diesem Druck angefangen
vermutlich in vier Punkten auf. Wenn man nicht dicke Platten
mit einer sorgfiltig bearbeiteten Auflagerfliche verwendet, wird man
wohl eine ebenso genaue Erfiillung der Randbedingungen, wie bei den
Versuchen mit den in statisch bestimmter Art unterstiitzten Platten
(Abschn. 48, 8. 200) kaum erwarten konnen. Die Durchbiegung der
freiaufliegenden Platte hitte fiir die unendlich kleinen Wélbungen (mit
einer Poissonschen Zahl von » = 0,3)
4 4
_36+7»(1—) pa — 0,696 pa

f= 6 IR B

betragen und eine Zunahme von
Af=0,0471 cm/Atm.

aufweisen miissen. Dieser Betrag weicht um 6,3 v. H. vom beobachteten
Mittel ab. Die Kurven 1 bis 5 zeigen in ihrem weiteren Verlauf
die von der Theorie der Platten groBer Ausbiegung verlangte Form.,
Ein genauer Vergleich mit der von der Rechnung geforderten Gestalt
dieser Kurven wird wegen der bereits am Nullpunkt um den eben
angegebenen Betrag abweichenden Neigung erschwert.

Wir haben vorhin auf die Wirkung der Eigenspannungen
in der nach einer bleibenden Wolbung wieder durch Himmern eben
gerichteten Platte hingewiesen. Wahrend die moglicherweise vor-
handenen Eigenspannungen in einem kugel- oder wiirfelférmigen
Metallstiick in einem FElastizitdtsversuch nicht festgestellt werden
kénnen und sich hochstens in der Verschiebung der FlieBgrenze dullern
werden, wird man erwarten miissen, daf Eigenspannungsysteme, welche
die Mittelebene einer diinnen Platte spannen, sich in ihrem Ver-
halten wéhrend eine<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>