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§l. 

Einleitung. 

Fur die Anfangswertprobleme bei gewohnlichen und partiellen Differential­
gleichungen gibt es eine zuerst vor etwa 15 Jahren von G. Doetsch angegebene 
Methode l ), die sich der Laplace-Transformation 

(I) u(s) = Je- 8t U(t)dt=E{U} 
o 

bedient. Sie beruht auf folgender fundamentalen Eigenschaft dieser Trans­
formation 
(2) .2 {U(n)} = s" E {U} - U (0) sn-l - ... - U(n-l) (0), 

kraft deren bei Anwendung der Laplace-Transformation auf eine Differential­
gleichung fur U die Ableitungen von U nach t entfernt werden, wogegen die 
"Anfangswerte" U (0), Uf (0), ... in die neue, transformierte Gleichung 
fur E {U} = u (s) eintreten. Eine gewohnliche Differentialgleichung niit 
konstanten Koeffizienten wird so auf eine algebraische Gleichung, eine par­
tielle Differentialgleichung, die noch andere Variable als t enthalt, auf eine 
Differentialgleichung mit geringerer Variablenzahl reduziert. Au13erdem 
sind nunmehr die Anfangsbedingungen automatisch oeriicksichtigt. Durch 
Umkehrung der Laplace-Transformation findet man aus der Losung der 
reduzierlen Gleichung die der urspriinglichen. Diese Methode lieferl u. a. 
eine exakte Begriindung des symbolischen Heavisidekalkiils 2). 

Fur Randwertprobleme gab es bis vor kurzem (abgesehen von einem 
unten zu erwahnenden Spezialfall) weder einen symbolischen Kalkiil noch 
eine geeignete Methode aus der Theorie der Funktionaltransformationen. 

1) Siehe die ausfiihrliche Darstellung dieser Theorie in G. Doetsch, Theorie und 
Anwendung der La.place·Transformation (Berlin 1937), V. Teil. 

2) 1. c. 1), 18. Kap., § 3 und·24. Kapitel. 
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Eine solche wurde erst 1935 von G. Doetsch3 ) angegeben. Handelt es sich 
um das Intervall - l < x < + l, so wird die fiir ganzzahlige m zu bildende 
Transformation 

(3) 
+ I . "It 

U (m) = S e-· m1" U (x) dx - 'iJ {U} 
-I 

angewandt, die "endliche Fourier-Transformation" genannt wird und mit 
der Bildung der (komplexen) Fourier-Koeffizienten von U (x) gleichbedeutend 
ist. Sie hat ahnlich wie die Laplace-Transformation die Eigenschaft, die 
Ableitung nach x zu entfernen, wobei jetzt die "Randwerte" von U an den 
Intervallenden auftreten: 

(4) ~{U(1)}=(im1r'iJ{U} + (_l)m[u(v-l)(l)_ U(v-l)(_l) 

+ im.y (U(v-2)(l) - U(v-2) (-l») + .. , + (i m !fr- 1 (U (l) - U (-l))]. 

Auch hier werden gewohnliche Differentialgleichungen in algebraische, 
partielle Differentialgleichungen in solche mit geringerer Variablenzahl 
transformiert, wobei die Randwerte automatisch beriicksichtigt werden. 
Doetsch hat die Methode am Beispiel einer partiellen Differentialgleichung, 
der Warmeleitungsgleichung, durchgefiihrt. Dabei ist ein eigentiimliches 
V orkommnis zu erwahnen: Die Ableitungen nach der zu transformierenden 
Variablen x kommen in der partiellen Differentialgleichung bis zur 2. Ordnung 
vor, in der transformierten Gleichung treten also die Randwerte von U und 
von U' auf. In dem dort behandelten Problem sind aber nur die Randwerte 
von U gegeben. Um die nichtgegebenen Randwerte von U' zu eliminieren, 
denkt sich Doetsch das Problem im Intervall 0 < x <l gegeben und die 
Losungsfunktion dann als ungerade Funktion in das Intervall - l < x < 0 
fortgesetzt. Dadurch wird U~ (- l) = U: (+ 1), so daB in (4) der auf die 
erste Ableitung beziigliche Term fortfii.llt. Nach einer miindlichen Mitteilung 
von G. Doetsch aus dem Jahre 1935 kann man statt dessen, da fiir eine 
ungerade Funktion 

+1 1 

J e-imT '" U(x)dx = - 2i J sinm ; x U(x)dx 
-I 0 

3) Siehe G. Doetsch, Integration von Differentialgleichungen vermittels der 
endlichen Fourier·Transformation, Math. Annalen 112 (1935), S. 52-68. Das Prinzip 
dieser Arbeit wurde von Doetsch schon 1932 in einem Vortrag in Zurich angegeben. 
[Die Anwendung von Funktionaltransformationen in der Theorie der Differential­
gleichungen und die symbolische Methode (Operatorenkalkiil); abgedruckt im Jahresber. 
DMV. 43 (1934), S.238-251.] 
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ist, auch direkt im Intervall 0 < x < l die "endliche Sinustransformation" 

I 

(5) U (m) = J sin m ; xU (x) dx == 6 {U} 

bzw. in Fallen, wo die Fortsetzung als gerade Funktion angebracht ware, 
die "endliche Cosinustransformation" 

I 

(6) u(m) = j eosm; x U(x)dx==(£:{U} 

anwenden. 

Die vorliegende Arbeit setzt sich als Hauptzweck, diese Methode auf 
Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi­
zienten und beliebigen Stiirungsfunktionen unter Randbedingungen an­
zuwenden. Die Ergebnisse werden genau so einfach und iibersichtlich sein 
wie die durch die symbolische Methode bzw. die Laplace-Transformation 
gelieferten Resultate in dem FaIle, daB Anfangsbedingungen gegeben sind. 
Unsere Resultate sind daher gerade fiir die praktische Anwendung besonders 
brauchbar, z. B. lassen sich gewisse Randwertprobleme der Elektrotechnik 
auf diese Weise iiberaus einfach erledigen. Fiir den SpezialfalI, daB die Rand­
werte verschwinden und die Stiirungsfunktion in jeder Gleiehung dieselbe ist, 
hat vor einigen Jahren L. Fantappie, iibrigens von einem elektrotechnischen 
Problem ausgehend, einen Kalkiil entwickelt, der mit einem dem speziellen 
Charakter der Aufgabe angepaBten Operator arbeitet 4) • .Abgesehen davon, 
daB diese Methode nur auf jenen Speziaifall zugeschnitten ist und tiefere 
Ergebnisse aus der allgemeinen Theorie der Operatoren erfordert, wird in 
der Arbeit von Fantappie die Frage der Eigenwerte und Eigenfunktionen, 
die bei Randwertproblemen naturgemaB eine wichtige Rolle spielt und von 
uns eingehend behandelt wird, nicht erortert. 

In § 2 stellen wir die spater gebrauchten grundlegenden Eigenschaften 
der cos- und sin-Transformation zusammen, § 3 erliiutert die Anwendungen 
auf Differentialgleichungen an t-inigen einfachen Beispielen, in § 4 behandeln 
wir das Randwerlproblem fiir ein System von linearen gewohnlichen Differen­
tialgleichungen. Als Anhang fiigen wir eine Tabelle von zusammengehorigen 
Funktionen U (x) und u (m) an, die besonders bei dt-r Riickiibersetzung der 
Losung der reduzierten GIeichung in die der urspriinglichen Gleichung gute 
Dienste leistet. 

4) Luigi Fantappie, Risoluzione esplizita di un sistema differenziale interessante 
I'elettrotecnica, mediante il calcolo degli operatori lineari. Reale accademia d'Italia; 
memorie della c1asse di scienze fisiche matematiche e naturali 4 (1933), S.55-69. 
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§ 2. 

Eigenschaften der endlichen cos- bzw. sin -Transformation. 

Die Eigenschaften der endlichen Fourier-Transformation 1. 3 sind in 
der unter 3) zitierten Arbeit ausfiihrlich behandelt. Wir nennen sie hier ohne 
Beweise, soweit sie nicht schon in § 1 erwahnt sind, und stellen ihnen die 
Eigenschaften der endlichen cos- bzw. sin-Transformation gegeniiber. Urn 
die Darstellung abklirzen zu konnen, meinen wir hier Integrabilitat immer 
im Sinne von Lebesgue; Funktionen, die sich nur auf Nullmengen unter­
scheiden, sollen nicht als verschieden gelten. 

1. Transformation der Ab1eitungen. 

Bei der Transformation der Ableitungen gerat man manchmal aus der 
cos- in die sin-Transformation hinein und umgekehrt; doch tritt dieser storende 
Umstand bei Ableitungen geradzahliger Ordnung nicht auf. 

cos-Transformation. 

Wenden wir die cos-Transformation auf die 1. Ableitung an, so ergibt 
sich fUr integrables V': 

I I 

{ J n :n II :n r· :n V (t V'} = cosmTxV'(x)dx=cosmTxV(x) o+mTJsmmTx (x)dx 
o 0 

= (- l)m V (1) - V (0) + m 7 6 {U}. 

Dagegen ist 

(1) [{V"} = (- l)m U' (l) - V' (0) - m 2 7: [{U}. 

Allgemein transformieren sich geradzahlige Ableitungen nach folgendem. 
durch wiederholte partielle Integration zu beweisenden 

Sat z 1. Existiert V('Jv) in ° < x < l, ist V(2' - 1) in den Endpunkten 0, l 
stetig und U(21) integrabe1, so ist 

(t {V(2 1) (x)} = (_ l)m V(2 v -1)(l) - U(2 v-I) (0) 

- (m 7 r [( -l)m U(2v-3) (1) - V(~v-3) (0)] + - ... 

+ (_1)'-1 (m ;r-2 [(-1)m V' (1) - [J' (0)] 

+ (- m27:r(t{U(x)}. 
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sin-Transformation. 

Analog WIe bei der cos-Transformation erhalt man die Beziehungen 
I 

6{U'} =c J sinm 7 x U'(x) 
o 

I 

= sinm 7 xU(x) I~ -m ; J cosm 7 xU(x)dx = - m 7 <£:{U}, 
o 

(2) 6 {V"} = - m-r[( - l)rn V (1) - U (0)] - m2 ~~ 6 {U}; 

allgemein fur ganzzahlige Ableitungen den 
Satz 2. Vnter den Voraussetzungen von Satz 1 ist 

6 {U(2V) (xl) = - m 7 [( - l)'n U(21'-2) (l) - U(2v-2) (0)] 

-+- (m ~r[(-l)rn U(2v-4) (1)-U(21-4)(O)]- + ... 

-+- (- W(m-rr- t [(-l)1n U(l) - U(O)] . 

+ (--m2 ;r6 {U(x)}. 

2. Transformation der Faltung. 

1st U 1 (x) in - 2 1 < x < + 2 1, V 2 (x) in - 1 < x < + 1 beschrankt 
und eigentlich integra bel bzw. nicht beschrankt, aber quadratisch integra bel , 
so wird als "Faltung" von U1 (x) und U 2 (x) definiert: 

+1 +1 
Ut!l Us == f Uj (x - ~) U2 (;) d;. 

-I 

1st U1 periodisch mit der Periode 21, so gilt fiir die endliche Fourier-Trans­
formation der Faltungssatz: 

iJ{U j "*1 U2} = ~ {Vt} iJ{Us}. 
-I 

Die Faltung ist wegen der Unsymmetrie der Voraussetzungen nicht kommu­
tativ; sie wird es, wenn fiir U2 dieselben Voraussetzungen gelten wie fiir U1. 

Das Faltungsintegral ist 8tetig. 
Da nicht jede Fourier-Transformation als C08- bzw. sin-Transformation 

geschrieben werden kann, gibt es fur letztere mehrere Faltungssatze. Wir 
beweisen den 

Satz 3. Sind U 1 und U2 gerade Funktionen und ist U 1 periodisch mit 
der Periode 2 1, so 1'st 
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Beweis. Es ist 
1 1 

<t{U1}(!;{U9} = f cosm 7 vU1(v)dv f cosm; wU2 (w)dw. 
o 0 

+1 +1 

= ~ f cosm ~ V U1 (v)dv. ~ f cosm 7 wU2 (w)dw 
-I -I 

=.~ f f cosmTvcosm ~ w U1 (v) U2 (w)dvdw 

=! II cosmy(v+w)U1(v)U2 (w)dvdw 

+ f JJ cosm 7 (v - w) U1 (v) Ug(w) dv dw, 

diEl Doppelintegrale erstreckt liber das Quadrat - l < v < + l, - l < w 
< + l (ABOD in der Figur). Wir substituieren im ersten Integral 

im zweiten v + w = x, w = ~, 

und erhalten: 
v - w = x, w= 

! H cos m 7 x U 1 (x - ~) U 2 (~) d x d ~ 
- ! f f cosm 7 x U1 (x - ~) U2(- ;)dxd~, 

beide Integrale erstreckt liber das Parallelogramm - l < x - ~ < + l, 
- l < ; < + l (A' B' 0' D'). 

Wegen der Periodizitat von U1 kann man das Dreieck A'AE durch 
B'BF und FO'O durch ED'D ersetzen. Die liber ABOD erstreckten 
Doppelintegrale kann man aber wieder als iterierte Integrale schreiben. 
Wegen U2 (-;) = U 2 (~) ergibt sich: 

+1 +1 +1-1 

! J cosmyxdx J Ul(X-~) U2(E)d~-f J cosm 7 xdx J Ut (x-~) U2(~)d~ 
-/ -/ -I +1 

+/ +1 

=! Jcosm~ xdxJUt(X-~)U2(~)d;. 
-/ -I 
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Da die Faltung zweier gerader Funktionen wieder eine gerade Funktion 
ist 5), kann man hierfiir schreiben: 

1 +1 

! j' cosmyxdx J U I (x -~) Ufl(~)d~, 
o -I 

womit die Behauptung bewiesen ist. 

Die anderen Faltungssatze sind: 

Sa tz 4. Sind U 1 und U 2 ungerade und ist U 1 periodisch mit der Periode 2l, 
so ist 

[{! UI ~I U2} = 6 {UI} 6 {Us}· 
-I 

Satz 5. 1st U I gerade und periodisch mit der Periode 2l, U 2 ungerade, 
so ist 

6{!Ul~IU2} = [{UI}6 {U2}. 
-I 

Satz 6. 1st U I ungerade und periodisch mit der Periode 2 l, U 2 gerade, 
so ist 

6{! UI ~l Us} = 6 {U1}[ {Us}. 
-I 

Die Beweise verlaufen nach dem Schema des Beweises zu Satz 3. 

Zusatz. In allen vier Faltungssatzen ist die Faltung kommutativ, 
sobald auch U 2 periodisch mit der Periode 2 list; Beweis wie in der unter 3) 

zitierten Arbeit. - Satz 4 und 5 besagen in diesem Fall naturlich dasselbe. 

3. Umkehrung. 

Die Transformationen 1. 3, 1. 5 und 1. 6 lassen sich auf aIle Funktiollen 
.anwenden, die im Grundintervall integrierbar sind. Die Umkehrungen lauten: 

+"" 
.U(x) = :z J: 'im::"x 

U (m) e I ty-l {U}, 
'111= -00 

00 

u(O) 2 ~ 7l 
U(x) = -1- + T L..J u(m)cosmT x - [-l{U} ffir U(- x) = U(x), 

m=l 

U(x) = ~ j; u(m)sinm.yx 6-1 {U} fur U (- x) = - U (x). 
m=l 

+1 -I 

5) cp (x) == S Udx-~) U2(nd~ = - S Udx+~) U2 (-C)d; 
-I +l 

+1 +1 
= SUI (x + C) u 2 (0 d C = SUd - x - ~) U2 (C) de=: (/) (- x). 
-I -I 
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Nach den klassischen Satzen liber Fourier-Reihen sind diese Umkehrungen 
richtig, wenn U von beschra,nkter Variation ist oder wenn die Reihen gleich­
ma,13ig konvergieren. Versteht man die Darstellungen der Funktion durch 
die Reihen jedoch im Sinne der Mittelkonvergenz, so gelten sie nach Plan­
cherel, wenn 

I. U (z) im Grundintervall quadratisch integrierbar 

oder 
+00 

II. I US (m) bzw. I u2 (m) konvergent 
m=-oo m=1 

ist, wobei diese heiden Bedingungen vollig miteinander aquivalent sind. Die 
Zuordnung der U zu den u ist bei unseren Voraussetzungen eineindeutig_ 

§ 3. 

Anwendung der endlichen cos· bzw. sin-Transformation 
auf einlachste Randwertprobleme. 

In nachstehenden Beispielen werden unsere Transformationen an em­
fachsten Randwertproblemen ausprobiert. Die Losungen sind wohlbekannt; 
es kommt uns zunachst nur auf die Vorfiihrung der Methode an. Wir be­
schranken uns dabei auf lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung, in denen 
keine ersten Ableitungen vorkommen, wei! unsere Methode genau dieser Art 
von Problemen angepa13t ist. Fiir die Riicktransformation der im Resultat­
bereich gefundenen Losungen wird jeweils auf die Tabelle verwiesen; z. B. be­
deutet II. 4: Formel 4 der Tabelle II. Wie bisher werden Objektfunktionen 
mit groBen, zugehOrige ResultatfUIiktionen mit den entsprechenden kleinen 
Buchstaben bezeichnet. 

1. Gesucht im Intervall (0, 'It) die Losung der Differentialgleichung 

Y" + Y + 1 = 0 

mit den Randbedingungen Y' (0) = 1 = - Y' (n). Da die Randwerte der 
Ableitung vorgegeben sind, ist nach 2.1 die cos-Transformation zustandig. 
Die "Ubersetzung" ergibt: 

o flir m =1= 0 
(- 1)m +t - 1 - m2 y + y = {_ n fiir. m = 0, 

woraus folgt: 

\

2 - 'It 

Y = beliebig 
(_l)m+l -1 

m2 -1 
Mathematlsche Zeltschrtft. 44. 

fiirm=O 

fiirm=1 

flir m = 1. 

18 
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Wir setzen Y Yl + Y2 + Ya mit 

{
<_1)m+l- 1 

Yl = m2 -1 
o 

{
k'=k!!... 

Y - 2 3 -

o 

fur m =j= 1 

ffir m = 1, 

ffir m =0 
ffir m =j= 0, 

ffir m = I (k = const.) 

ffir m =j= 1. 

DanngehOrt zu Yl nachI. 6 die Objektfunktion sin x, zu Y2: - 1, zu Y3: kcos x. 
Demnach stellt 

Y = sin x + k cos x-I (k beliebig) 

die Losungen der Randwertaufgabe dar (also unendlich viele). 
2. Eine Verallgemeinerung des letzten Beispiels zeigt, wie man die 

Fourier-Koeffizienten einer Funktion bekommen kann, ohne in der ublichen, 
manchmal recht umstandlichen Weise ein Integral auswerten zu miissen. 
Die Funktion sin at x laJ3t sich, wenn at keine ganze Zahl ist, im Interval1 
(- n, + n) bekanntlich durch die Fouriersche sin-Reihe 

. __ sinoc:n(SinX _2sin2x+3sin3x_ + ) 
SIn IX x - :n oc2 _ 1 IX~ _ 22 oc~ _ 32 ..• 

(vgl. II. 4) darstellen. Eine fiir ganzzahliges IX giiltige Darstellung (natiirlich 
als cos-Reihe, da sin-Reihe und Funktion in diesem Fall dasselbe sind) erhalt 
man folgenderma13en: Wir kehren unsere Methode urn; statt von einer zu 
16senden Differentialgleichung auszugehen, die Resultatfunktion zu bestimmen 
und die zugehorige Objektfunktion zu suchen, gehen wir von einer gegebenen 
Objektfunktion aus, bilden eine passende Differentialgleichung, der sie geniigt, 
transformieren diese und finden dann die gesuchten Fourier-Koeffizienten 
als Resultatfunktion. Fiir Berechnung von Tabel1en z. B. ist dieses Prinzip 
sehr vorteilhaft. 

Urn also die cos-Reihe von sin IX ~ x (at ganzzahlig reell) ffir das Intervall 

(0, l) oder, was dasselbe ist, die Fourier-Koeffizienten der geraden Funktion 

il sin IX 7 x I im Intervall (- l, + l) zu bekommen, wenden wir etwa auf die 

Differentialgleichung 

Y" + ( IX 7 r Y = 0, 

die fiir die Randbedingnngen Y' (0) = at 7, Y' (l) = (- It IX 7 die Losung 

sin IX T x hat, die cos-Transformation an. Es ergibt sich: 

IX 7 [( - I)m + a_I] - (m7 r Y + ( (X Try = 0, 
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also 
1000[(--1)m+"-1] 

y = 11: (m2 - 0(2) 

Dies ist 1. 6. Den Wert fiir m = (l bekommt man auf diese Weise nicht; 
I 

doch sieht man ohne Rechnung, daB das Integral J cos (l T x sin (l ~ x d x 
o 

den Wert 0 hat. - Da sin rx. -1 x von beschrankter Variation und stetig mit 

den Randwerten 0 ist, stellt die Fourier-Reihe iiberall die Funktion dar. 

Die Rekursionsformeln am SchluB der Tabellen sind ebenfalls nichts 
weiter als nach diesem Prinzip tibersetzte Differentialgleichungen. 

3. Zu losen sei die Differentialgleichung 

(1) Y" = c Y + <P. 

Hierin ist c eine beliebige reelle oder komplexe Konstante, ([> sei eine stetige 
Funktion, das zugrunde gelegte Intervall sei 0 < x <l. Da Y" zufolge 
der Differentialgleichung integrabel ist, laBt sich die endliche sin-Trans­
formation ohne weiteres anwenden und liefert die algebraische Gleichung 

(2) _y(m)(c+m2~2) = lP(m)+m 7 [(-l)mY(l)- Y(O)]. 

I. Homogener Fall. Gleichung (2) sei zunachst homogen, d. h. 

cp (m) = - mT [( - l)m Y (l) - Y(O)]. 

f[J (m) muE als Fourier-Koeffizient mit wachsendem m beliebig klein werden 
(Riemann-Lebesguesches Lemma), also muB Y (l) = Y (0) = 0, mithin 
f[J (m) == 0 und <P (x) 0 sein. Wir haben also zunachst das Ergebnis: 
Eine homogene algebraische Gleichung im Resultatbereich ergibt sich dann 
und nur dann, wenn das Randwertproblem im Objektbereich ebenfalls homogen 
ist in dem Sinne, daB fP (x) 0 und Y (0) = Y (l) = 0 ist. 

2 1 j-

Ist nun c+m27~ =j= 0 (m = 1,2, ... ), d. h. ;-,; v- c = (l nicht ganz-

zahlig reell, so muB y (m) _ 0 sein; (1) hat also dann keine Losung auBer 
der trivialen Y o. 1st aber (l ganzzahlig reell =j= 0, so kann y (m) fiir den 
einen Wert rJ.. seines Arguments, wo es nicht zu verschwinden braucht, gleich 

einer beliebigen Konstanten k' = k· ~ gesetzt werden. Dazu gehort die 

Objektfunktion k sin 0( 7 x; da k jede Zahl sein kann, haben wir also unendlich 

viele Losungen. 

II. Inhomogener Fall. Nun sei (2) inhomogen,d. h. 

cp(m) + my[(-I)m Y(l) - Y (0)] 9= 0; 

18* 
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entweder ist also q; (m) =1= Ooder Y (0) =1= Y (1) oder beides. Es sind wieder 
zwei Faile zu lmterscheiden: 

A. Wenn ..£ V - c = IX nicht ganzzahlig reell oder gleich 0 ist (m = 0 
:n; 

kommt bei der sin-Transformation nicht vor), dann gibt es genau eine Losnng: 

y(m) 

:It m l :n; 
q;(m) my(-l) Y() myY(O) 

=--~- 1/:2 +--2' 
c+m2 - c+m2 - c+m2 ::'" 

l~ [2 12 

Die Objektfunktionen zu den Gliedern auf der rechten Seite lassen sich an­
geben. Nach I. 1 ist 

- -c v. V ur _x_, 
(£:-1 1 _ (£:-1 __ l_ 1/: = -csml -c - -j I V- ). lCOBV-C(l-X) £.. 0< < 1 

t+m'''')- ·1-, m'- (.£1_,)2 cosY=C(l+x) fur -l<x <0 
l~ :n; I' V - -I-csinl -c - -

(die Objektfunktion mull gerade sein). Bezeichnen wir diese Funktion mit 
G (x) und setzen wir if> (x) ungerade in das Intervall (- 1,0) fort, so ist nach 
Faltungssatz 5: 

Ferner ist 

nach II. 4 ~-1 {_ m (- l)m T (l)1 _ Y (l) sin x V-c 
--- 2 f- y , c + m2 ::... sin I - c 

12 

nach 11.1 
6_1 jmy Y(O~) = Y(O) siny=c.(l-x). 

c+m2::'" sinlV-c 
12 

Die Losung der inhomogenen Differentialgleichung (1) lautet also: 

Y = 2..G(x)~z<l>(x)+ Y(l) sin xV=C + Y(O)sinV=C(l-x). 
2 -I sinlv-c' sinlV=C 

Fur c = 0 ist der Grenzwert dieser Losung fiir c --+ 0 zu nehmen, da Y wegen 
= 

der Konvergenz von}; y2 (m) quadratisch integrierbar, die endliche Fourier-
1 

Transformation im Gebiet der quadratisch integrierbaren Funktionen aber 
bekanntlich stetig ist. - Bei der Auswertung des Faltungsintegrals ist darauf 
zu achten, daB der Integrand periodisch mit der Periode 2 1 sein muB, wodurch 
in der Regel eine Zerlegung notig wird. 
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B. 1st schlieBlich i. 11 - c = oc ganzzahlig reell (=j= 0), so gibt es im 
n 

allgemeinen iiberhaupt keine Lasung. Wenn jedoch in (2) die rechte Seite 
fiir den kritiscuen Wert m = oc ebenfalls verschwindet, wenn also 

(3) 

ist, so kann y (IX) jeden beliebigen Wert haben. Es gibt also dann unendlich 
viele Lasungen, namlich: 

.j<p(m) +m y[(-I)m Y
2 

(I) - Y(O)] 

( ) _ fiirm=j=oc, y m - 2 2Jl: 
CJ. -m Ti 

beliebig fiir m = oc. 
Falls Y (0) = Y (l) = 0 ist, besagt die notwendige und hinreichende Be­
dingung (3), daB ({! (oc) = 0 sein muB. Das bedeutet, daB cP (x) orthogonal 
zur Losung der bomogenen Gleichung, d. h. daB 

I 

S q> (~) sin oc T ~ d ~ = 0 
() 

ist. Bei inhomogenen Randbedingungen jedoch besagt (3), daB p (IX) gleich 
einer gewissen linearen Kombination der Randwerte sein muB. 

Die Objektfunktion Y = ~ .Esinm ~ x y(m) existiert sicher im Sinne 

der Mittelkonvergenz, da wegen ~ (m) = 0 (~) die Reihe f y2 (m) kon­

vergiert. Der Faltungssatz ist hier nicht ohne weiteres anwendbar, da ({! (m) 
nicht als Faktor von y (m) auftritt und der Bruch im allgemeinen nicht in 
Summanden zerlegt werden kann. Die Willkiir des Wertes von y (IX) be­
deutet natiirIich nichts anderes als die bekannte Tatsache, daB man samtliche 
Losungen eines {losbaren) inhomogenen Randwertproblems dadurch erhalt, 
daB man zu samtlichen Losungen des homogenen Problems ein partikuHi.res 
Integral des inhomogenen addiert. 

Da wir im nachsten Paragraphen bei Systemen genau dieselben Verhalt­
nisse antreffen werden, geben wir zur besseren Ubersicht fur die Anzahl der 
Losungen folgendes aus der allgemeinen Theorie der Randwertaufgaben ge-

laufige Schema. 

1-1 V- c nicht ganzzahlig reeH I 

Homogenes Problem I Keine Losung 
(auBer der trivia.Ien) 

Inhomogenes Problem I Eine LOsung 

..!..- V - c ganzzahlig reel! =1= 0 
7t 

U nendlich viele Losungen 

1m allgemeinen: Keine Losung ; 
bei Zusatzbedingung (3) : 
U nendlich viele Losungen 
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§ 4. 

Anwendung auf Systeme. 

Besonders praktisch ist unsere Methode fur die Behandlung von Systemen. 
Je nach Art des Problems ist die eine oder die andere Transformation brauch­
bar: Die endliche sin-Transformation pa13t zu Systemen, bei denen nur gerad­
zahlige Ableitungen und Randwerte von solchen (einschlie13lich der nullten, 
der Funktion selbst) vorkommen, die endliche cos-Transformation zu Pro­
blemen, in denen nur geradzahlige Ableitungen und Randwerte von ungerad­
zahligen vorkommen. Bei der endlichen Fourier-Transformation konnen 
beliebige Ableitungen zugelassen werden, doch ist man dafiir in der Wahl der 
Randwerte eingeschrankt 6). 

Wir demonstrieren die Methode an einem einfachen System von Differen­
tialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten, beliebigen Rand­
werten und beliebigen Storungsfunktionen, das in der Elektrotechnik eine 
Rolle spielt: 

d2 Yd x ) Y) Y ( ) Y dx~ =C11 l(X +C12 I x + ... +c1n n(x) + (/)1 (X), 

(1) 
d2 Y~(~ Y ( ) Y Y dx2 = C2l 1 X + C22 2 (x) + ... + C2n n (x) + (/)2 (x), 

. . 
d2 Y n (X) 
--dX2-- = Cn1 Y1 (x) + Cn 2 Y 2 (x) + ... + Cnn Yn (x) + C/Jn (x). 

Hierin sei n > 2, denn den Fall n = 1 haben wir eben als letztes Beispiel 
in § 3 erledigt. Die Randbedingungen seien 

Yp (0) = Al" Yl' (l) = Bp (p =1,2, ... , n); 

die Storullgsfunktionen $1' (x) seien stetig. 

Kraft der Differentialgleichungen (1) sind die Ableitungen Y~ (x) inte­
grabel. Die Anwendung der endlichen sin-Transformation ergibt im Resultat­
bereich das algebraische System: 

( ~) n c11 + m 2 12 Yl(m)+c12 Y2(m)+ ... + e ln Yn(m)=mT[A 1-(-l)m B 1]- IPl(m), 

(2) C21 Yl(m)+( c22 +m2~)Y2(m)+ ... +c2n Yn(m)=mr[Ac (-l)m B lI]-IP2(m), 

6) Der Kunstgriff von Doetsch, siehe Einleitung und I. c. 3), S.60, mull anwendbar 
sein. 
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Fur die Losung dieses Systems ist entscheidend das Verhalten der Koeffi­
zientenmatrix: 

°11 + (m. T r °12 0 1 3 

°22 + (m T r C28 

Ii 
II ,I . 

. . . . . . :1 1 

2 ' 

C n 1 On 2 Cn 3 en n + (rn T) II 

Die Determinante ,1 (m.2 7n ist ein Polynom n-ten Grades in (m .:'~-r, wobei 

m. die Werte 1, 2, ... durchlauft. DienNullstellen IX~ = (lXk T nk = 1, 2, ... , n) 

von ,1 sind die Eigenwerte der Matrix; da tiber die 0 nichts vorausgesetzt ist, 
konnen die I'J.k ganz oder nicht ganz, reeH oder komplex sein. Wie im FaIle 
n = 1 unterscheiden wir: 

1. Homogener Fall. 

Ist (1) homogen, d. h. Ap = Bp = 0 und (/Jp (x) = 0, so gilt naturlich 
dasselbe fiir (2), aber auch umgekehrt: Aus 

my[Ap - (---l)m Bp] - !pp(m) - 0 (p = 1,2, ... , n) 

folgt wie vorhin, daB Ap = Bp = 0, also f{!p (m) - 0 und tPp (x) _ 0 sein 
muB. Die Beschaffenheit der Losungen hangt von der Natur der Eigenwerte 
( 

:n; \2 
IXk T) abo 

A. Die I'J.k seien nicht ganz oder O. Dann ist LI fur alle m von 0 verschieden, 
und als Losungssystem erhalten wir nur das triviale 

Yp (x) 0 (p = 1, 2, ... , n). 

B. Unter den Eigenwerten seien auch solche mit ganzzahligem IXk (=l= 0); 

es gebe deren r (1 < r < n), die wir mit (mk ~-r bezeichnen wollen 

(k = 1, 2, ... , r). Die Determinante LI ist fur aIle m. =l= mk von 0 verschieden, 
demnach ist yp (m)m*mk = 0 (p = 1, 2, ... , n). Etwas von 0 Verschiedenes 
er halt man dagegen an den SteHen m = mk, und zwar in bekannter Weise 

I 2 I in Abhangigkeit vom Rang (! der Matrix 1,1 (m.% 72 )[. Fiir diesen Rang 

gilt die Abschii.tzung (! > n - A, wenn m% 1; eine A-fache NuHstelle von LI 

ist. Denn an dieser Stelle ist die A-te Ableitung von ,1 ungleich 0; diese ist 

m 
aber 7) gleich A! .L; L1~n-l) (m~ ~), worin die ,1, die Hauptminoren 

1'=1 

7) Vgl. etwa Perron, Lehrb. d. Algebra I (Leipzig 1927), S.94. 
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(n - A)-ten Grades von L1 (m~ ;2) sind. Da diese Summe =j= 0 sein soIl, muB 

mindestens ein Hauptminor (n - A)-ten Grades =F 0 sein, d. h. es mu.13 gelten 
(! > n - A. Fur A = 1, wenn also die fraglichen Eigenwerte alle einfach 
sind, folgt hieraus (! = n - 1. In diesem Fall ist 

yp (m) = {~ L1~k) (q beliebig) 
fiir m =F mk} k 1 2 f .. = , , ... , 'T, 
ur m =mk 

wobei die LJ~k) die Unterdeterminanten einer Zeile sind, in der sie nicht samtlich 
verschwinden. Die Objektfunktionen dazu sind: 

r 

Y 2 " LI(k). :n; p(x) = T L.; q p smmkT x . 
k=l 

Bei mehrfachen Nullstellen kann es vorkommen, daB e < n - 1 ist. 
Ein Beispiel liefert das System 

y~ _. Y1 , 

y" 
2 - 4 Y 2 , 

y" a Y1 - 4 Ya. 
Die zugehOrige Matrix 

II rr.2 - 1 0 0 

o m2 - 4 0 

10m2 - 4 

hat fiir den einfachen Eigenwert ml = 1 den Rang 2, fUr den doppelten 
Eigenwert m2 = 2 den Rang 1. Das Losungssystem ist 

y 1 = 3 kl sin X, 

y 2 = k2 sin 2 x, 

Ya = kl sin x + ka sin 2 x, 

wobei kl' k2' ka beIiebige Konstanten sind. - Da bei (! < n - 1 zu viele 
Unterfli.lle vorkommen kannen, ist eine allgemeine Behandlung zu weit­
schweifig; der Einzelfall lli.J3t sich naturlich mit unseren Mitteln stets er­
ledigen. 

2. Inhomoge:ner Fall. 

Jetzt sei das System (2) inhomogen, d. h. 

m T [Ap - (- 1)m Bp] - pp (m) =1= 0 

ftir wenigstens ein p. Wir unterscheiden wieder: 
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A. In den Eigenwerten (OCk T t seien die OCk nicht ganz oder O. Dann 

ist L1 =F 0 fiir aIle m, und wir erhalten genau eine Losung. Diese hei13t nach 
der Cramerschen Regel: 

m:: il(I) (m2 n2) (_l)m m:: .d(2) (m2 n2) .d(3) (m2 71;2) 
l P l'J. l . P l2 P l2 

yp (m) = (:n;2) + (71;2) + -(-~) 
.d m2 - Ll m2 - .d m2 -, l2 l2 [2 

= y1IJ + y~) + y<;) . 
Dabei ist 

2n2 
ell + m l2 c12 •• , C1P - I -AI c1p + I .•. Cin 

C21 
271;2 

C22 + m 12 ... C2p-l -A2 C2p + 1" • C2n 

L1~I) = (-l)n + P 

Cp1 Cp 2 ••• CPP - 1 -Ap CPP + 1'" Cpn 

Cni Cn 2 •• , Cnp + 1 -An 
2n2 

Cnp +1'" Cnn +m F 

III L1~) stehen in der p-ten Spalte die Zahlen B I , B 2 , •• • Bn' in L1~) die 
qJp (m). Entwickelt man L1~3) nach den Elementen der p-ten Spalte: 

n 
L1~3) = l"' m. L1~3) 

P "- 't', 'p' 
i= 1 

so sind aIle vorkommenden L1 Polynome in (m ; t Das Nennerpolynom 

ist vom Grade n, die Zahlerpolyname sind samtlich vom Grade n - 1. 
Wir nehmen zunachst an, aIle NulIstellen von L1 seien einfach. Zerlegt 

man die drei yp (m) in bekannter Weise in Partialbruche, so gibt jede Null-

stelle (OCk T)2 (k = 1, 2, ... , n) Veranlassung zu Partialbriichen fUr 

,,(1) y(2) y(~) der Form 
Yp' p' p n 

[bpkm .!:... cpk(-l)mm 
n m2 - cx~' n m 2 - oc~ 

CXk }; CX~~ <Pi (m) 
l i=1 

n m 2 - oc% 

worm bpl:, C"I:, dW Konstanten (gewisse Determinanten) sind. Dann ist 

n b l)m n dIp) 
[ ~ ( p k m cp k (- m ~ i k cxk ) 

yp(m)=n- L.; m2-cx2+ m2-cx~ +? Pi (m)m2-cx22 
k=l k k ,=1 k 

die Losung im Resultatbereich. Die auftretenden Partialbriiche haben nun 
gerade die Form der im FaIle n = 1 gefundenen Resultatfunktionen, so daB 
wir die Losung im Objektbereich sofart anschreiben konnen: 
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mit 

! cos 'Xk. (n + T x) fur _ l < x < 0, 
SID 'X n = = 

Gdx) = k 

l COS rxk.( n- ; X) fu .. r o <x< l; 
SID rxk n 

die rJ>i (x) sind ungerade ins Intervall < - l, 0) fortgesetzt. Fur IXk = 0 ist 
der Grenzwert IXk ~ 0 zu bilden. 

Treten unter den Eigenwerten auch mehrfache auf, so gibt es andere 
Resultatfunktionen. 1m FaIle doppelter Nullstellen etwa erhalten wir auJ3er 
den bisherigen noch Partialbruche der Form 

12 e'Pk m (m2 + rx;) _ ~ ( 2e'Pk mrx: + epkm) fUr yp(I) , 
;:t2 (2 2> 2 -]!2 (2 II) 2 2 2 m -rxk m -rxk m -rxk 

12 tpk(-lr(m2+rx~)m = l~ (2 tP1c (-I)mmrx! tpk(-l)mm) fur y(2) 

n2 (2 2)2 n2 (m2 2)2 + 2 1I P , m - rxk - rxk m - rxk 

12 g;p2 (m2 + rx!> f. (3) 

;;2 (m2 __ rx!)2 Pp (m) ur yp , 

(e, /, g Konstante), wozu nach II. 2, II. 1, II. 5, II. 4, 1. 2 und Faltungs­
satz 5 die Objektfunktionen 

mit 

F(x) = 

l cos rx -::. x 
x sin r1.k (n + nl x) - --. -~ fur - l < x < 0,. 

smrxkn --

gehOren. Bei Nullstellen hOherer, allgemein r-facher (r < n) Vielfachheit 
treten wie hisher sin- und cos-Funktionen auf, multipliziert mit Polynomen 
(r - I)-ten Grades in x. Je nach Beschaffenheit der r1.k konnen die trigono­
metrischen naturlich in Wahrheit auch hyperbolische Funktionen oder auch 

einfache Exponentialfunktionen sein. Die Art der Eigenwerte (lXk ~ t hangt 
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offenbar nur von den Koeffizienten C ab; bilden diese eine symmetrische 
Matrix, so sind die Eigenwerte bekanntlich alle reell, es treten in der Losung 
also nur trigonometrische Funktionen auf. 

B. Schlie13lich sollen unter den Eigenwerten von I Lli auch solche mit 
ganzzahligem Illi! oJ=. 0 vorkommen (k = 1, 2, . _ ., r). Dann hat unser in­
homogenes System (2) in der Regel keine Losung, weil die Cramersche Relation 

LI ( m 2 7:) yp (m) = LIp ( m 2 722) 
worin LIp folgende mit (- 1) n + P m ultiplizierte Determinante ist: 

I'u '(my)' '" n' ... c,p-' m~[,1'-1-1)~BJ- ."Im) "'m'" I '" .. , + (m, ) .. : c, p.-' ~T[ ,1,+ 1) B,]- .,,( m)" ,+, 

I Cpl Cp 2 ... cpp - 1 m:r[A p-(-I)mBp ]-cpp(m) cpp+!'" 

I 

1 
flir m = Ilk = mk im allgemeinen keinen Sinn hat. Jedoch existieren 
Losungen dann und nur dann, wenn 

LIp (m~~) = 0 (k = 1,2, ... , r) 

ist. In dem Fall, daB samtliche Eigenwerte einfach sind, la13t sich diese 
Losbarkeitsbedingung erheblich scharfer fassen: Wenn wir die (numerischen) 

Determinanten LIp (m~ ~: ) jeweils nach der p-ten Spalte (p = 1, 2, ... , n) 

entwickeln, so erhalten wir ein homogenes Gleichungssystem in den n GroBen 

XJk) -lmk r [Aj - (- l)"'k Bj] - CPj (m k )} mit den Unterdeterminanten 

C(k) - G ( 2 n2) . - l' h D . pj = pj mk F (J - 1, 2, ... , n) unserer urspriing lC en etermmante 

LI (m~ *) als Koeffizienten: 
n 

(4) l: O~k] XY) = 0 (p = 1, 2, ... , n). 
j=l 

Die Determinante dieses Systems ist bekanntlich gleich Lln-l (m~ 7:), also 0, 

es gibt also in der Tat Losungen Xfl, und zwar beliebig viele. Da bei einfachen 

Eigenwerten die Matrix I LI ( m~ ~ Ji den Rang n - 1 hat, so hat nach einem 

Determinantensatz 8) die Matrix I LI (O~J)I den Rang 1. Man kann also 

8) Siehe etwa G. Kowalewski, Einfiihrung in die Determinantentheorie, Leipzig 
1909, S.81. 
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in (4) samtliche Gleiehungen bis auf eine - es sei die q-te - streichen, in der 
die Koeffizienten C~k;l nieht alle ° sind. Es bleibt als notwendige und hin­
reichende Bedingung fiir die Losbarkeit des inhomogenen Systems (2) bzw. (1): 

(5) C~kJ {mk ; [AI - (- lrkBl] -rpl (mk)} + ... 
+ C~k~ {mk 7 [An - (_I)mk Bn] - fPn(mk)} = 0, 

(k = 1, 2, ... , r). 

Das bedeutet, daB r lineare Kombinationen der f/Jp (mk) einen dureh die 
Randwerte bestirnrnten Wert haben miissen. Natiirlich wird in der Regel 
fiir verschiedene k immer eine andere der n Gleichungen von (4) zu nehmen 
sem. 

Die Objektfunktion zu der Losung 

f LIp, 
() - fiirm=\=mk 

YP m = Ll (k 2 1 2 l = 1, , ... , r; p = , , ... , n) 
beliebig fiir m = mk 

existiert sieher als Limes in medio: 
M 

Yp(x) = I.l.m: 1) yp(m)sinm 7 x, 
M-+ = m=l 

= 1 
da die Reihe L: y; (m) Mgen yp (m) = 0 (;;;,) konvergiert. Die Partial-

1 

bruchzerlegung des vorigen Falles kann wie bei n = 1 natiirlich nicht ohne 
weiteres durchgefiihrt werden. DaB fiir yp (mk ) jeder Wert genommen werden 
kann, lii.uft wieder auf die Addition der unendlich vielen Losungen des homo­
genen Systems hinaus. 

Uber die Fane mehr/acher Eigenwerte mit e < n -- 1 laJ3t sich allgemein 
nicht viel aussagen; wir iiberlassen sie wie beim homogenen Problem der 
Einzelbehandlung, bei der prinzipielle Schwierigkeiten nicht auftreten 9). 

Bei einfachen Eigenwerten lii.J3t sich in zwei Sonder/allen die Partialbruch­
zerlegung leicht durchfiihren: 

a) Bedingung (5) ist erfiillt, wenn 

(j)v (x) - 0, also auch f/Jp (m) = 0, ) 
Yv(O) = A p , ~ p = 1 2, ... , n 
Yp (l) = A", (- l)mp mit mp = mk (2) (k = 1, 2, ... , r), J 
Man berechnet die Losungen von (2) wie unter II. A als Determinanten­

quotienten, entwickelt die Zahlerdeterminanten jeweils nach der Spalte, in 

9) V gI. 1. c. 1), S. 332. 
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der die Randwerte stehen, und zerlegt schlie13lich die n Einzelglieder in Partial­
briiche. Dann ist, einfache Nullstellen vorausgesetzt, 

die d'P k sind die Koeffizienten der Partialbriiche. N ach II. 6 gehOrt dazu die 
Objektfunktion 

der zweite Summand (q beliebig) stellt die bereits bekannten Losungen des 
homogenen Problems dar. - Bei mehrfachen Eigenarten werden die Formeln 
II. 8, II. 9 usw. zustandig. 

b) Bedingung (5) ist auch erfiillt, wenn 

cPv (x) =1= 0, aber f/Jv (mk) 0, 

Yv (0) = Y'P (l) = 0. 

'Vir zerlegen die Cramerschen Determinantenquotienten wieder wie in II. A 
und erhalten bei einfachen N ullstellen: 

'\~ ~ lmk d2ik tpi~m) .L.J L.J • fur m =j= mk, 
yp(m) = k=l i=1 :rl:(m -mk) 

{ 

r " (p) 

beliebig fiir m = mk' 

1m 
Die Objektfunktion zu ( II k 2) ist nach I. 6 und I.7: :n m -mk 

mithin ist nach Faltungssatz 5: 

fur - l < x < 0, 

fiir 0 <x< 1; 

r " +1 Yp(x)=tE E tfl'1Hk (x).!ICPi(X) + Losungen des homogenen Systems, 
k=I'=1 

wobei wieder CPi (- x) = - CPi (x) zu setzen ist. - Bei mehrfachen Null­
stellen treten hOhere Polynome in x als Faktoren auf. 

Wie schon erwahnt, hat L. Fantappie das System (1) in dem Sonderfall, 
daB Y'P (0) = Y'P (l) = ° und die Storungsfunktion cP (x) in jeder Gleichung 
dieselbe ist, bereits friiher gelost, und zwar mit Hilfe eines speziellen, ad hoc 
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erdachten Integraloperators. Bei Fantappie erscheinen die Losungen in Form 
eines komplexen Integrals: 

n 
1 r "ak ,1,1kP (,1) 

y P (x) = 2 nil y (x, A) L.J ~)- d A 
C k=l 

mit 
_1 x 

Y(X,A) = - ~ (f>(x)- Si~[}. 2(X~I)] r Gin ~(f>(t)dt 
,12 6in (l.e ll») VA 

_.1 1 

~in (a;;. __ :~ f 6in t -1 (f> (t) d t; 
),2 Sin (lA- 2) ~ VI 

aHe dabei beteiligten Funktionen werden als regular bzw. meromorph voraus­
gesetzt. Die Summe ist eine gewisse durch die Cramersche Regel erhaltene 
gebrochen rationale Funktion, in welche die Koeffizienten des Systems ein­
gegangen sind, und C eine geschlossene Kurve in der komplexen Ebene, welche 

n 

die Pole von y (x, A) von den PQlend~r meromorphenFunktion 2) ak ), ,1k1J (},} 
k=1 ,1(,1) 

trennt. 1st der Durchschnitt beider Punktmengen nicht leer, gibt es also 
keine Kurve der verlangten Art, so versagt Fantappies Losungsmethode. 

Resultatfunktion: 

3 m2 c£ + C£3 

3.( 2 ~)3 m --'X 

Tabelle I (cos-Transformation). 

x nicht ganzzahlig. 

n cos x ( :n - T x ) 

1 sin 'X:n 

n 2 x sin 'X ( :n - r x ) 

l2 sin 'X n 

Obfektfunktion: 

n 
n 2 cos Xy; X 

32 ( n) 3 n 3·:n n x cos a n - - x :n x cos a - x :n SIn C£ --- x 

--2[;lsinan-£-- + -l2 Bina: + 1 sin2 (Xln 

n3cosC£(:n+rx) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. + --1 sin3 (l :n~-' 
:n 

ncos 'XTx 

- -i8in-~' 

2·:n 2t n n x sm 'X T x n co g (l:n cos a T x 

[2 sin a n + ~ __ (sin_~;;Z--- ; 
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6. 

7. 

8. 

oc ganzzahlig. 

Resultatjunktion,' Objektjunktion: 
loc[{-I)m+a_l1 fur m :: } n(m2-:x2) n 

0 fur m 
sinocT x, 

od2 (_I)m+a 
fur m 

+ : j 
n (m2_1)(2) n 

l2 
ffir 

x smoc T x, 
4:xn 

m 

2 :x2 l2 [(_l)m + a_I] l" [( _ l)m + a_I] 
fur m=t= oc 1 n2 {m2 _ 1)(2)2 + n 2 (m2 _1)(2) :n; 

~(~ fiir oc = 0) fur oc J 
xcosocT x, 

4 2 m= 

fUr m=\=ocj 2 :n; 
X cos ocTX' 

m=oc fur 

ffir 

m=\=oc) 3' :n; 
x sm ocTX' 

m=1X 

fur 

fur 

Rekursionsformeln: 

2 l rr{n-l' :it I n In + 1 (_ l)m + a n oc "" X sm oc (x 

= :;r:2 (m~ - 1)(2) + n (m2 _ ",2) 

n ! l2 (£ 1 xn - 2 cos'" T x} 

(n - 2)! 71 2 (m 2 - 0(2) , 

I 1 _ O(ln+l{_I)m+a 2n",Z(.£:{xn-lCOSotrxj 
(£: 1 xnsinocrx J - --;-{m~-= 0(2) - - n (m2 _ ",2) 

n! l2 (£ 1 xn - 2 sin IX T x} 

(n - 2)!n (m2 - 1)(2) 
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Fiir m oc muE jeweils auf die Integraldefinition des Fourier-Koeffi-
zienten zuriickgegriffen werden. 

Durch Spezialisierung (oc = 0) gewinnt man aus obigen Formeln die 
heiden weiteren: 

k 

(£:{X2k) = 12k+l(-1)m ,.., (-It+ 1 (2k)! 
7~ (2k-2r+I)!(nm)27' 

7=1 
(2k-2r)!(nm)2r+l 

+ l2 k+ 2 (2k+ I)! [(-I)m-I] 
(nm)2k+2 

I )n (I)m n 
Untersucht man umgekehrt, was den Potenzen (nm oder ( -:m ) im 

Objektbereich entspricht, so erhalt man komplizierte Polynome; dagegen 

entsprechen der Summe C +~: I)mf einfachere Objektfunktionen, namlich 

im wesentlichen die Bernoullischen Polynome, jedoch in etwas verallge­
meinerter Gestalt. Diese verallgemeinerten Bernoullischen Polynome Bn (x, 1) 
entspringen aus der erzeugenden Funktion: 

text ~Bk(x,l) 
1J! (x, l; t) = -;1 t _ I = L.J --kT -- tk 

k=o 

und haben die Eigenschaften: 

Bn (x + l, l) - Bn (x, l) = n1xn-J, 

B;, (x, l) 

Bn (l- x, l) 

n B n - 1 (x, I), 

n-1 

Bn (kx, l) = kn- 1 }; Bn (x + ~, 1). 
7=0 

Zu ihrer Berechnung dient die Taylorentwicklung: 

worin die Bn _ 7 die gewohnlichen Bernoullischen Zahlen sind; hieraus erkennt 
man iibrigens, daB 

Bn (x, l) 

Bn (x, 1) 

1St, wo die Bn (x) die gewohnlichen Bernoullischen Polynome bedeuten. 
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Ihre eos-Transformierte fiir das Intervall 0 < X < l erhalt man, wenn 
n = 2 kist, auffolgendem W ege : BezeiehnetF( - 11) (x) das n-faeh iterierte Integral 
von F (x), so liefert wiederholte partielle Integration folgende Erweiterung 
des Satzes 1 auf S. 388: 

. (_I)mF(-~k+l)(l) (_I)mF<-2k+3)(Z) 
<£\Zi(-2k)(x)f= 7/ 2 -- (71'2,2 

m 2 F \ m 2 '12) 

+ _ ... + (_ I)k-I(-I)'" F~-~ll + (_ I)k (£: {F} • 
, (m2 ;n:! )k ( 2 n2)k 

It . m 12 

Setzen wir hierin F (x) = B2 (x, l), so ist F(-2kH) (x) ~i ~;.2 (k =, 1,2, _ .. ) 

und B2 letl (l, l) = O. Aus 

I ~1(-l)':.+I] (£: {B2 (x, 1») = 2 (n m):! 

o 
folgt demnaeh: 

fUr m> 0 

fUr m=O 

z2k+ 1(_1)k+1(2k)![(_I)m+ I] 
(£: {B2k(x, l)l = 2k (k = 1,2, ... ); 

2 (n m) 

diese Formel ist iibrigens auch noeh fiir k = 0 richtig. Die Umkehrung 

00 

B 2k (X,l) = (_1)k+ll2k(2k)! };<-(l)m_)t-t..cosmTx 
m=l nm 

00 cos 2 /:x 
= 2(-1)k+Il2k(2k)! ~---l-k-' k = 1,2, ... 

l'~ (271' V)2 

konvergiert gleichmaI3ig. Fiir l = 1 ist diese Reihe niehts Neues 10). 

ResuUatfunlction: 

1 _m __ 
. m2 -oc2 

2moc 
2. ~( 2 -:!)2 m -oc 

Tabelle II (sin-Transformation). 

IX nicht ganzzahlig. 

n2 x cos IX (n - 1- x) 
l:! sin oc n 

Objektjunktion: 

~2 sin IX !!... x .. l 

Z sin2 oell ' 

10) Vgl. Courant-Hilbert, Meth. der Math. Physik, Berlin 1924, S.85-81). 
Mathematische Zeitschrift. 44_ 19 
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Resultatfunktion: 

3m1X2+ mS 
3. -(-2-~)a m -oc 

H. KnieJ3. 

Objekt/unktion: 

n2x2SinlX(n-::"'x) n3xsinlX~x n 3cosoc.!!..x 
Z Z Z 

2Zs sinIXn + ZSsinlXn + Zsin>locn 

• 17, 
nsmlXTx 

ZsinlXn • 

17,2 x cos IX::'" X 
Z 

---;Z2';-s-'-in-lX-n 

n 2 cotg IXn sin IX ; x 
+ -----.Z s--;in-c, -IX-n--

ex g an z z ahlig. 

n 3 sinoc (n+..yx) 
+ Z sinS IXn ' 

Re8ultatfunktion: 

6. lm [(_l)m+a -1] I 
n (ex2 - m2) 

Ofiirm=ot 

Objektfunktion: 

17, 

cos ot T x, 

4IXml3(-I)m.+a 
10. 17,2 (ex2 _m2 )2 

lS l3 .. 
"6 - 4ex2nll fur 

17, 

X COSot T x. 

• 17, 

x SlnlX T X, 

17, 

x2cOSotT x, 

2' 17, x SlnIXTX' 
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Re8ultat/unktion: Objekt/unktion : 

Rekursionsforme1n: 

I" + 1 ( _ I)m + a m 
n((l2- m2) 

2 n I r1- 6\ xn - 1 sin:x ~ x} n ! 12 61 x" - 2 cos:x 7 x} 
n(:x2 -m2 ) + (n-2)!n2(:x2-m2) 

Fur m = IX vgl. die Bemerkung in Tabelle I. 

Potenzen im einen werden wieder durch Polynome im anderen Bereich 
abgebildet: 

k-1 
6{x2k)=l2k+l(_l)m '" (-I)"+1(2k)! +12k+1(_1)k+l(2k)![(_I)m+ l ] , 

r~o(2k-2r)!(nm)2r+l (nm)2k+1 

k 

6{X2k+l) = l2k+2(_1)1n \' (-If+l(2k+l)! 
r.f'o (2 k- 2 r + 1)!(nm)2r+l' 

r- \ __ 12k+2(_I)k-I-l(2k+I)![(_I)1n+ll 
>::;I I B2 k + 1 (x, l) J - 2 k + 1-- - • 

2 (nm) 

(k = 0, 1, ... ; in der ersten Formel falIt fur k = 0 die Summe weg.) Die 
letzte Formel ergibt sich (vgl. die Ableitung in Tabelle J) aus 

(_I)mF(-2k)(I) (_I)mF(-2k+ 2)(I) - -~------ + 3 - + ... 
m~ (m!:.) 

I , I 

6 {F(-2k)(x)1 = 

+ (_ l)k (=-lr F(-2) Ql + (_ l)k _§J~L 
(m7f k - 1 (m7yk' 

( I) B2 HI (x, 1) 
wenn man F = Bl (x, l) = x -"2 und F(-2k) = (2k + 1)1 setzt; 

wegen B2 k+l (l, 1) = 0 (k = 1,2, ... ) und 

6B (x l) = _12[(-l)m+ I] 
{ 1 , 2.nm 

19 * 
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erhalten wir unsere Formel, deren Umkehrung Iautet: 

B k+ (x l) = l2k+l(_1)k+l(2k+ I)! ~ (-l)m-t!sinm JT X 
2 1 , .:::;.; ( )2 k -t- 1 1 

m = 1 nm, 

00 sin 2 l' Jl x 

2l2 k+l(-1)k+l(2k+ I)! ~ ---·A-~­
l'~ (2nJ,)_k-r- 1 

(k = 0, I, ... ). 

Die Reihe konvergiert fur k = 1, 2, ... gIeichmaBig; flir k = ° kann sie 
es nicht, da die (ungerade und periodisch fortgesetzte) Funktion Bl (x, l) an 
den Stellen p,l (p, = 0, ± 1, ± 2, ... ) Sprlinge aufweist. 
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