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§1.
Einleitung.

Fiir die Anfangswertprobleme bei gew8hnlichen und partiellen Differential-
gleichungen gibt es eine zuerst vor etwa 15 Jahren von G. Doetsch angegebene
Methodel), die sich der Laplace-Transformation

1) u(s) = [e—st U (t)dt = 2{U}

0
bedient. Sie beruht auf folgender fundamentalen Eigenschaft dieser Trans-
formation

(2) Q{U(n)} — an{U} o U(O) sn—1__ . — U("_l)(O),

kraft deren bei Anwendung der Laplace-Transformation auf eine Differential-
gleichung fiir U die Ableitungen von U nach ¢ entfernt werden, wogegen die
,,Anfangswerte’ U (0), U’ (0), ... in die neue, transformierte Gleichung
fir 2{U} = u (s) eintreten. Eine gewohnliche Differentialgleichung miit
konstanten Koeffizienten wird so auf eine algebraische Gleichung, eine par-
tielle Differentialgleichung, die noch andere Variable als ¢ enthilt, auf eine
Differentialgleichung mit geringerer Variablenzahl reduziert. AuB8erdem
sind nunmehr die Anfangsbedingungen automatisch beriicksichtigt. Durch
Umkehrung der Laplace-Transformation findet man aus der Losung der
reduzierten Gleichung die der urspriinglichen. Diese Methode liefert u.a.
eine exakte Begriindung des symbolischen Heavisidekalkiils?).

Fiir Randwertprobleme gab es bis vor kurzem (abgesehen von einem
unten zu erwdhnenden Spezialfall) weder einen symbolischen Kalkiil noch
eine geeignete Methode aus der Theorie der Funktionaltransformationen.

1) Siehe die ausfiihrliche Darstellung dieser Theorie in G. Doetsch, Theorie und
Anwendung der Laplace-Transformation (Berlin 1937), V. Teil.
%) L e.2), 18. Kap., §3 und-24. Kapitel.
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Eine solche wurde erst 1935 von G.Doetsch3) angegeben. Handelt es sich
um das Intervall — | = & = -+ [, so wird die fiir ganzzahlige m zu bildende
Transformation

(3) u(m) = je U(z)ds = F{U}

angewandt, die ,,endliche Fourier-Transformation genannt wird und mit
der Bildung der (komplexen) Fourier-Koeffizienten von U (x) gleichbedeutend
ist. Sie hat #hnlich wie die Laplace-Transformation die Eigenschaft, die
Ableitung nach z zu entfernen, wobei jetzt die ,,Randwerte” von U an den
Intervallenden auftreten:

(4) F{UOM} = (@'mﬁ)” F{U} + (— ) [U(v——l) () — Uv—v (=1
on-u-1b).

Auch hier werden gewohnliche Differentialgleichungen in algebraische,
partielle Differentialgleichungen in solche mit geringerer Variablenzahl
transformiert, wobei die Randwerte automatisch beriicksichtigt werden.
Doetsch hat die Methode am Beispiel einer partiellen Differentialgleichung,
der Wirmeleitungsgleichung, durchgefithrt. Dabei ist ein eigentiimliches
Vorkommnis zu erwihnen: Die Ableitungen nach der zu transformierenden
Variablen # kommen in der partiellen Differentialgleichung bis zur 2. Ordnung
vor, in der transformierten Gleichung treten also die Randwerte von U und
von U’ auf. In dem dort behandelten Problem sind aber nur die Randwerte
von U gegeben. Um die nichtgegebenen Randwerte von U’ zu eliminieren,
denkt sich Doetsch das Problem im Intervall 0 = z <1 gegeben und die
Losungsfunktion dann als ungerade Funktion in das Intervall -l = 2 =< 0
fortgesetzt. Dadurch wird U, (—1) = U, (+ 1), so daB in (4) der auf die
erste Ableitung beziigliche Term fortfillt. Nach einer miindlichen Mitteilung
von G.Doetsch aus dem Jahre 1935 kann man statt dessen, da fiir eine
ungerade Funktion

+im (U(V“2)(l)~—U(V—“’)(-—l))+ +(zm )

+1 !
Je‘“"T "U(2)da = _24 sinm % o U (z) do
1 0

3) Siehe G. Doetsch, Integration von Differentialgleichungen vermittels der
endlichen Fourier-Transformation, Math. Annalen 112 (1935), S. 52—68. Das Prinzip
dieser Arbeit wurde von Doetsch schon 1932 in einem Vortrag in Ziirich angegeben.
[Die Anwendung von Funktionaltransformationen in der Theorie der Differential-
gleichungen und die symbolische Methode (Operatorenkalkiil); abgedruckt im Jahresber.
DMV. 43 (1934), S. 238—251.]
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ist, auch direkt im Intervall 0 =< z =X I die ,,endliche Sinustransformation*
!

(5) u (m) =J'sinm%xU(w)deG{U}
0

bzw. in Fillen, wo die Fortsetzung als gerade Funktion angebracht wire,
die ,,endliche Cosinustransformation‘

!

(6) u(m)zjcosm%xU(x)dwz(i{[J}
0

anwenden,

Die vorliegende Arbeit setzt sich als Hauptzweck, diese Methode auf
Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi-
zienten und beliebigen Stérungsfunktionen unter Randbedingungen an-
zuwenden. Die KErgebnisse werden genau so einfach und iibersichtlich sein
wie die durch die symbolische Methode bzw. die Laplace-Transformation
gelieferten Resultate in dem Falle, dall Anfangsbedingungen gegeben sind.
Unsere Resultate sind daher gerade fiir die praktische Anwendung besonders
brauchbar, z. B. lassen sich gewisse Randwertprobleme der Elektrotechnik
auf diese Weise iiberaus einfach erledigen. Fiir den Spezialfall, daB die Rand-
werte verschwinden und die Storungsfunktion in jeder Gleichung dieselbe ist,
hat vor einigen Jahren L. Fantappié, iibrigens von einem elektrotechnischen
Problem ausgehend, einen Kalkiil entwickelt, der mit einem dem speziellen
Charakter der Aufgabe angepafiten Operator arbeitet). -Abgesehen davon,
daB diese Methode nur auf jenen Spezialfall zugeschnitten ist und tiefere
Ergebnisse aus der allgemeinen Theorie der Operatoren erfordert, wird in
der Arbeit von Fantappié die Frage der Eigenwerte und Eigenfunktionen,
die bei Randwertproblemen naturgemifl eine wichtige Rolle spielt und von
uns eingehend behandelt wird, nicht erértert.

In §2 stellen wir die spéter gebrauchten grundlegenden Eigenschaften
der cos- und sin-Transformation zusammen, §3 erliutert die Anwendungen
auf Differentialgleichungen an einigen einfachen Beispielen, in § 4 behandeln
wir das Randwertproblem fiir ein System von linearen gewohnlichen Differen-
tialgleichungen. Als Anhang fiigen wir eine Tabelle von zusammengehérigen
Funktionen U (x) und u (m) an, die besonders bei der Riickiibersetzung der
Losung der reduzierten Gleichung in die der urspriinglichen Gleichung gute
Dienste leistet.

%) Luigi Fantappié, Risoluzione esplizita di un sistema differenziale interessante
Pelettrotecnica, mediante il calcolo degli operatori lineari. Reale accademia d’Italia;
memorie della classe di scienze fisiche matematiche e naturali 4 (1933), S. 55— 69.
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§2.
Eigenschaften der endlichen cos- bzw. sin-Transformafion.

Die REigenschaften der endlichen Fourier-Transformation 1.3 sind in
der unter 3) zitierten Arbeit ausfiihrlich behandelt. 'Wir nennen sie hier ohne
Beweise, soweit sie nicht schon in §1 erwdhnt sind, und stellen ihnen die
Eigenschaften der endlichen cos- bzw. sin-Transformation gegeniiber. Um
die Darstellung abkiirzen zu konnen, meinen wir hier Integrabilitit immer

im Sinne von Lebesgue; Funktionen, die sich nur auf Nullmengen unter-
scheiden, sollen nicht als verschieden gelten.

1. Transformation der Ableitungen.

Bei der Transformation der Ableitungen gerit man manchmal aus der
cos- in die sin-Transformation hinein und umgekehrt; doch tritt dieser stérende
Umstand bei Ableitungen geradzahliger Ordnung nicht auf.

cos-Transformation.

Wenden wir die cos-Transformation auf die 1. Ableitung an, so ergibt
sich fiir integrables U’:

! !
C{U"} = jcosanmU’ (v)dx = cosm—?mU(x) il -+ m%j‘sinm—?—x(](x)dx
0
0 0
= (= )"UH —UO) +mg S{U}
Dagegen ist
1) C{U"} = (— YU () — U’ (0) — m* S E{T).

Allgemein transformieren sich geradzahlige Ableitungen nach folgendem,
durch wiederholte partielle Integration zu beweisenden

Satz 1. Eaxistiert U®» in 0 < z <1, ist U®* Y in den Endpunkten 0, 1
stettg und U®” integrabel, so st

C{Ue (z)} = (— 1)m U= (l) — Ue"—D (0)
— (m_%z_)ﬁ [(— HmUer—9(l) — Uer—> O]+ — ...

+(—1p=1(m =m0
+ (- mZ) U@}
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sin- Transformation.

Analog wie bei der cos-Transformation erhilt man die Beziehungen
!
S{U) = jsinm%x U ()

0

!
= Sinm—jlz—wU(m) E: - mTﬂj‘cosm% zU(z)de = — m%G{U},
@ S =—nl[— U0 —TO] - {U);

allgemein fiir ganzzahlige Ableitungen den
Satz 2. Unter den Voraussetzungen wvon Satz 1 ist

SUEI@) = — mT[(~ ) U= () — U&= (0)]

T

4 (m I (= )m U0 () — TS =9 (0)] — + ...
+ (=) T —ym U - Uo]
+(— L) U @)

2. Transformation der Faltung.

Ist Uy(v)in — 21 2= + 21, Uy (z) in — I < 2 = -+ I beschrinkt
und eigentlich integrabel bzw. nicht beschrinkt, aber quadratisch integrabel,
so wird als ,,Faltung® von U, () und U, (z) definiert:

] +1
U,%0,= [ U,(x— §U,(dé
=1
Ist U, periodisch mit der Periode 21, so gilt fiir die endliche Fourier-Trans-
formation der Faltungssatz:

(OS'{Ux }Z U?} =g {UI} 3{[]2}'
Die Faltung ist wegen der Unsymmetrie der Voraussetzungen nicht kommu-
tativ; sie wird es, wenn fiir U, dieselben Voraussetzungen gelten wie fiir U,.
Das Faltungsintegral ist stetig.

Da nicht jede Fourier-Transformation als cos- bzw. sin-Transformation
geschrieben werden kann, gibt es fiir letztere mehrere Faltungssidtze. Wir
beweisen den

Satz 3. Sind U, und U, gerade Funktionen und ist U, periodisch mit
der Periode 21, so st

C{HU, * U} = C{U,)C(U,}
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Beweis. Es ist
!

1
C{U}C{U,} = -\.cosm % v U, (v)do j cos m %w U, (w)dw.
0

o

+1 +1
scosm () do- g cosm%wUz(w)dw
= ey

| = N)Il-'
vo] =

Scosm?vcosm SwU, (v) U, (w)dvdw

3
—Slg—js cosm7lE w+w)U, (v) U, (w)dvdw

+3 H cosm% (v — w)U, () Uy(w) dv dw,
die Doppelintegrale erstreckt iiber das Quadrat — Il = v =<+, — IS w

= 41 (4BOD in der Figur). Wir substituieren im ersten Integral

. . vV+w =2 w =
im zweiten ’ £

und erhalten: v—w =1 w= —§

;Hcosm 2U, (z — £) Uy (§)dads
—%'”cosm U, (x — &E) Uy(— é)dad &,

beide Integrale erstreckt iiber das Parallelogramm —I1=<=z— &= -+,
— I8+ (A4 B C' D). )

Vi fﬁ’ A [id
4
£ £
~ ! |+ z
i Ll
A A 5 A

Wegen der Periodizitat von U; kann man das Dreieck 4’4 E durch
B'BF und FC'C durch ED'D ersetzen. Die iiber ABCD erstreckten
Doppelintegrale kann man aber wieder als iterierte Integrale schreiben.
Wegen U, (— &) = U, (£) ergibt sich:

+1 +1 l —1

+
—é—jcosm%xdz[Ul(x—é) U2(5)d§——%j cosm——:z:dmj (z2—=8) U (&)d &
—1 —1 +1
+1 !

+
= j‘cosm%xdijl(x— & U, (&)dE.
-1

(=1

4
=1
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Da die Faltung zweier gerader Funktionen wieder eine gerade Funktion
ist %), kann man hierfiir schreiben:
l +1
z cosm wdwj. U, (x—&8U,(5d¢
]
womit die Behauptung bewiesen ist.
Die anderen Faltungssiitze sind:
Satz 4. Sind U, und U, ungerade und vst U, periodesch mit der Periode 21,
s0 1st

CHU, * U} = S{U}S{U3)

Satz 5. Ist U, gerade und periodisch mit der Periode 21, U, ungerade,
s0 st

sS4 U, }j U} =G {U,){T,).
Satz 6. Ist U, ungerade und pertodisch mit der Periode 2 1, U, gerade,
80 18t
SHU, * U = S{U,)E{U,).
Die Beweise verlaufen nach dem Schema des Beweises zu Satz 3.

Zusatz. In allen vier Faltungssitzen ist die Faltung kommutativ,
sobald auch U, periodisch mit der Periode 2 1 ist; Beweis wie in der unter 3)
zitierten Arbeit. — Satz 4 und 5 besagen in diesem Fall natiirlich dasselbe.

3. Umkehrung.

Die Transformationen 1.3, 1. 5 und 1. 6 lassen sich auf alle Funktionen
anwenden, die im Grundintervall integrierbar sind. Die Umkehrungen lauten:

+ oo . T

1 m-=z
Uo) = 5 2 uimye ' =g{U}

u(©0) 2 T e 3 X
-U(w)=—l——l—T2u(m)cosm~l-w:(€ {U} fir U(— x) = Ulx),

m=1

U(w)z% Zu(m)sinm%wze‘l{U} fir U(—2)= — U (2).

m=1
T L —t

)6 (2) = qux—&)Ug(f)dt——jU (848 Uy (~0)ds

=jvl<x+c>U2<c>dc=jm(—x-;) Uy (0)de = D (—2)
—1 —1
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Nach den klassischen Sétzen iiber Fourier-Reihen sind diese Umkehrungen
richtig, wenn U von beschréankter Variation ist oder wenn die Reihen gleich-
maBig konvergieren. Versteht man die Darstellungen der Funktion durch
die Reihen jedoch im Sinne der Mittelkonvergenz, so gelten sie nach Plan-
cherel, wenn

1. U (z) im Grundintervall quadratisch integrierbar
oder
+ o o
II. X w?(m) bzw. X u® (m) konvergent
m==—oo m=1
ist, wobei diese beiden Bedingungen vollig miteinander dquivalent sind. Die
Zuordnung der U zu den % ist bei unseren Voraussetzungen eineindeutig.

§3.

Anwendung der endlichen cos- bzw. sin-Transformation
auf einfachste Randwertprobleme.

In nachstehenden Beispielen werden unsere Transformationen an ein-
fachsten Randwertproblemen ausprobiert. Die Losungen sind wohlbekannt;
es kommt uns zunichst nur auf die Vorfithrung der Methode an. Wir be-
schranken uns dabei auf lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung, in denen
keine ersten Ableitungen vorkommen, weil unsere Methode genau dieser Art
von Problemen angepaBt ist. Fiir die Riicktransformation der im Resultat-
bereich gefundenen Lésungen wird jeweils auf die Tabelle verwiesen; z. B. be--
deutet II. 4: Formel 4 der Tabelle II. Wie bisher werden Objektfunktionen
mit groBen, zugehorige Resultatfunktionen mit den entsprechenden kleinen
Buchstaben bezeichnet.

1. Gesucht im Intervall (0,n) die Losung der Differentialgleichung
Y'+Y+1=0

mit den Randbedingungen Y’ (0) = 1 = — Y’ (n). Da die Randwerte der
Ableitung vorgegeben sind, ist nach 2.1 die cos-Transformation zustindig.
Die ,,Ubersetzung‘¢ ergibt:
0 fiar m == 0
—1yn+1 . — m? =
(=1m*r—1—miy+y {-—n fiir-m = 0,

woraus folgt:

2 —m fir m =0
beliebig fir m =1
(__ 1)m+1 —1

oy fiir m = 1.

Mathematische Zeitschrift. 44. 18
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Wir setzen ¥ = y, + ¥, + y5 mit

{(_" D" =1 b m =+ 1
Y, =

m?—1
0 fir m =1,
(== fiir m = 0
y,—{ 0 fiir m == 0,
’y = {k':k% fiir m = 1 (k = const.)
? 0 fiir m == 1.

Dann gehért zu y, nach I. 6 die Objektfunktion sinz, zu y,: — 1, zu y3: kcos z.
Demnach stellt
Y =sinz+ kcos . — 1 (k beliebig)

die Losungen der Randwertaufgabe dar (also unendlich viele).

2. Eine Verallgemeinerung des letzten Beispiels zeigt, wie man die
Fourier-Koeffizienten einer Funktion bekommen kann, ohne in der iiblichen,
manchmal recht umsténdlichen Weise ein Integral auswerten zu miissen.
Die Funktion sin o z a8t sich, wenn « keine ganze Zahl ist, im Intervall
(—m, 4+ n) bekanntlich durch die Fouriersche sin-Reihe

sine 7 [ sin x 28in2x |, 3sin3x )

Sin 0% = — —_ (a2_1 __22—}— 31———1—

(vgl. T1. 4) darstellen. Eine fiir ganzzahliges « giiltige Darstellung (natiirlich
als cos-Reihe, da sin-Reihe und Funktion in diesem Fall dasselbe sind) erhilt
man folgendermafen: Wir kehren unsere Methode um; statt von einer zu
lésenden Differentialgleichung auszugehen, die Resultatfunktion zu bestimmen
und die zugehorige Objektfunktion zu suchen, gehen wir von einer gegebenen
Objektfunktion aus, bilden eine passende Differentialgleichung, der sie geniigt,
transformieren diese und finden dann die gesuchten Fourier-Koeffizienten
als Resultatfunktion. Fiir Berechnung von Tabellen z. B. ist dieses Prinzip
sehr vorteilhaft.

Um also die cos-Reihe von sin « 77 x (oo ganzzahlig reell) fiir das Intervall
(0 ) oder was dasselbe ist, die Fourier-Koeffizienten der geraden Funktion

5 ’ sin o0 = ar;] im Intervall (— I, 4+ 1) zu bekommen, wenden wir etwa auf die

leferentlalglelchung
Yll ( 7 \2 Y =0
+(«7) ¥ =0,
die fiir die Randbedingungen Y’ (0) = « :"l’_, Y () = (— 1)®« T die Losung

. T . . . .
sina — « hat, die cos-Transformation an. Es ergibt sich:

l
aF[(=1pte—1— (m T y+(aF)y =0,
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also
_la(-n"te—1
T a(m?—o?) )
Dies ist 1.6. Den Wert fiir m = « bekommt man auf diese Weise nicht;

4

doch sieht man ohne Rechnung, daff das Integral jcos ocll T sin oo % zdx
JT

0
den Wert 0 hat. — Da sin & - 2 von beschréinkter Variation und stetig mit

den Randwerten O ist, stellt die Fourier-Reihe iiberall die Funktion dar.

Die Rekursionsformeln am Schluf der Tabellen sind ebenfalls nichts
weiter als nach diesem Prinzip iibersetzte Differentialgleichungen.

3. Zu losen sei die Differentialgleichung
(1) Y =¢Y + @.

Hierin ist ¢ eine beliebige reelle oder komplexe Konstante, @ sei eine stetige
Funktion, das zugrunde gelegte Intervall sei 0 = # = I. Da Y” zufolge
der Differentialgleichung integrabel ist, 1it sich die endliche sin-Trans-
formation ohne weiteres anwenden und liefert die algebraische Gleichung

@  —ym (et m ) =gm+m I~ Y DY)
1. Homogener Fall. Gleichung (2) sei zunichst homogen, d. h.
p(m) = —mI[(— )Y () — Y(O)].

@ (m) mul} als Fourier-Koeffizient mit wachsendem m beliebig klein werden
(Riemann-Lebesguesches Lemma), also muB Y (I) = Y (0) = 0, mithin
@ (m)=0 und @ () = 0 sein. Wir haben also zunichst das Ergebnis:
Eine homogene algebraische Gleichung im Resultatbereich ergibt sich dann
und nur dann, wenn das Randwertproblem im Objektbereich ebenfalls homogen
ist in dem Sinne, dafl @ (z) =0 und Y (0) = Y (I) = 0 ist.

Ist nun c+m27—: = O0m=12..) dh % V—¢ = « nicht ganz-
zahlig reell, so mufl y (m) = 0 sein; (1) hat also dann keine Losung auBer
der trivialen ¥ = 0. TIst aber a ganzzahlig reell == 0, so kann y (m) fiir den
einen Wert « seines Arguments, wo es nicht zu verschwinden braucht, gleich
einer belicbigen Konstanten k' = k % gesetzt werden. Dazu gehort die
Objektfunktion % sin « El’_ z; da k jede Zahl sein kann, haben wir also unendlich
viele Losungen.

I1. Inhomogener Fall. Nun sei (2) inhomogen, d.h.

@(m)+ mT[(~ )Y () — Y (0)]%0;
18*
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entweder ist also @ (m) = 0 oder Y (0) == Y (I) oder beides. Es sind wieder
zwei Fille zu unterscheiden:

A. Wenn ;tl— V— ¢ = a nicht ganzzahlig reell oder gleich 0 ist (m = 0

kommt bei der sin-Transformation nicht vor), dann gibt es genau eine Losung:

m%(_ ™Y () m% Y (0)

y(m) = — q)(m)nz - o ,,2 .
¢+ m? ) ¢+ m? y ¢+ m?

Die Objektfunktionen zu den Gliedern auf der rechten Seite lassen sich an-

geben. Nach I.1 ist

1 .— ) cosV c(l-=x)
(S-‘{-l—}=(g—1 ! e l_ = fir O=o=t
G+m27_lt_j_ nV—Gma_(%V__c)ﬁ] Mfur l<a:<0
V=ecsinl{—c

(die Objektfunktion muB gerade sein). Bezeichnen wir diese Funktion mit
G (z) und setzen wir @ (z) ungerade in das Intervall (— I, 0) fort, so ist nach
Faltungssatz 5:

& {M} = $G(2) %0 ()
c+ -

m?

Ferner ist

m(—1)™ Y(z)] __ Y()sinzl—c
c+m2"l’_: sian_—_o

2

nach II.4 &1 {—-

7
mTY(O)‘ Y smV——c l—x)

c_l_mg’;_zl sle—c

nach 11.1 Che

Die Losung der inhomogenen Differentialgleichung (1) lautet also:

_ 1 Y(@)sinzY—c¢ . Y(0)sinY—c ( — =)
Y=30@x00+— Oy 7 aime

Fiir ¢ = 0 ist der Grenzwert dieser Losung fiir ¢ — 0 zu nehmen, da Y wegen

der Konvergenz von X 42 (m) quadratisch integrierbar, die endliche Fourier-

1
Transformation im Gebiet der quadratisch integrierbaren Funktionen aber
bekanntlich stetig ist. — Bei der Auswertung des Faltungsintegrals ist darauf
zu achten, dafl der Integrand periodisch mit der Periode 2 I sein muf}, wodurch
in der Regel eine Zerlegung nétig wird.
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B. Ist schlieBlich % V—¢=ua ganzzahlig reell (&= 0), so gibt es im

allgemeinen iiberhaupt keine Losung. Wenn jedoch in (2) die rechte Seite
fiir den kritischen Wert m = « ebenfalls verschwindet, wenn also

(3) P+ aZ[(—1) Y1) —Y(0)] =0
ist, so kann y (x) jeden beliebigen Wert haben. Es gibt also dann unendlich

viele Losungen, namlich:

¢ (m) +mT(—1"Y () — ¥ (0)]
- fir m =+ «,

my = a2
y (m) ag_mi%

beliebig fir m = a.
Falls Y (0) = Y (I) = O ist, besagt die notwendige und hinreichende Be-
dingung (3), daf @ (2) = O sein muB. Das bedeutet, dal & (z) orthogonal
zur Losung der homogenen Gleichung, d.h. daB

l
[®@sinaTéds =0

ist. Bei inhomogenen Randbedingungen jedoch besagt (3), daB ¢ («) gleich
einer gewissen linearen Kombination der Randwerte sein muB.
Die Objektfunktion ¥ = % 2'sinm % x y (m) existiert sicher im Sinne
1 oo
der Mittelkonvergenz, da wegen y (m) = 0(%) die Reihe Y 4* (m) kon-
\ 1
vergiert. Der Faltungssatz ist hier nicht ohne weiteres anwendbar, da ¢ (m)
nicht als Faktor von y (m) auftritt und der Bruch im allgemeinen nicht in
Summanden zerlegt werden kann. Die Willkiir des Wertes von y («) be-
deutet natiirlich nichts anderes als die bekannte Tatsache, da man simtliche
Losungen eines (losbaren) inhomogenen Randwertproblems dadurch erhilt,
daB man zu simtlichen Losungen des homogenen Problems ein partikuldres
Integral des inhomogenen addiert.

Da wir im nichsten Paragraphen bei Systemen genau dieselben Verhalt-
nisse antreffen werden, geben wir zur besseren Ubersicht fiir die Anzahl der
Losungen folgendes aus der allgemeinen Theorie der Randwertaufgaben ge-
laufige

Schema.

% V:—c nicht ganzzahlig reell % V:—c ganzzahlig reell == 0

Homogenes Problem Keine Losung Unendlich viele Losungen

(auBer der trivialen)

bei Zusatzbedingung (3):

|
Inhomogenes Problem Eine Losung ! Im allgemeinen: Keine Losung ;
ﬁ Unendlich viele Losungen
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§4.
Anwendung auf Systeme.

Besonders praktisch ist unsere Methode fiir die Behandlung von Systemen.
Je nach Art des Problems ist die eine oder die andere Transformation brauch-
bar: Die endliche sin-Transformation paf3t zu Systemen, bei denen nur gerad-
zahlige Ableitungen und Randwerte von solchen (einschlieflich der nullten,
der Funktion selbst) vorkommen, die endliche cos-Transformation zu Pro-
blemen, in denen nur geradzahlige Ableitungen und Randwerte von ungerad-
zahligen vorkommen. Bei der endlichen Fourier-Transformation kénnen
beliebige Ableitungen zugelassen werden, doch ist man dafiir in der Wahl der
Randwerte eingeschrinkt ).

Wir demonstrieren die Methode an einem einfachen System von Differen-
tialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten, beliebigen Rand-
werten und beliebigen Stérungsfunktionen, das in der Elektrotechnik eine
Rolle spielt:

‘E%;;E}’_) =, Y, (@) + ¢, Yy(2) + ... + 010 Yo (2) 4 D, (2),
(1) %éi) =€y Y, (8) 043 Yy () 4 - .. 4o Yy (2) + Dy (2),
TID) — 601 Y, (0) + 0z Yy (8) + - . + 6an Yo (@) + B (2.

Hierin sei # = 2, denn den Fall » = 1 haben wir eben als letztes Beispiel
in §3 erledigt. Die Randbedingungen seien

Y,(0) =4, Y, 0 =B, (p=12...,n0);
die Stérumgsfunktionen @, (z) seien stetig.

Kraft der Differentialgleichungen (1) sind die Ableitungen Y ; () inte-
grabel. Die Anwendung der endlichen sin-Transformation ergibt im Resultat-
bereich das algebraische System:

(024 2 52) 4u0m) 0454 (m) ..+ €1 g (m) ==m 3[4, ~ (17 B,]- g,(m)

(2) @ 920+ (€ag F 1) 410+ ..+ Ca a(m) = mF [Ay=(~1)" By~ gfm),

ns )+ Cna Ys(m) ..+ (Cnn 127 )yulm) =m T [A~(~1)" B~ pum).

6) Der Kunstgriff von Doetsch, siehe Einleitung und I.¢.%), S. 60, muB anwendbar
sein.
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Fiir die Losung dieses Systems ist entscheidend das Verhalten der Koeffi-
zientenmatrix:

| A |
¢; + (mT) Cq Cig  --- Cin H
2\2
A 2\ [ Co4 c“-i—(m—l—) Cog - - Can |1
! B/ ; E‘
| |
3
“ Cn1 Cn2 Cng --- Cpp—+ (7’b£> J

l
Die Determinante 4 (m2 7—;;) ist ein Polynom n-ten Grades in (m fll-)z, wobei
m die Werte 1,2, . .. durchlguft. Dien Nullstellen oy, = {a, %)2 k=1,2,... n)

von A sind die Eigenwerte der Matrix; da iiber die ¢ nichts vorausgesetzt ist,
konnen die «;, ganz oder nicht ganz, reell oder komplex sein. Wie im Falle
n = 1 unterscheiden wir:

1. Homogener Fall.
Ist (1) homogen, d. h. 4, = B, = 0 und D, (x) = 0, so gilt natiirlich
dasselbe fiir (2), aber auch umgekehrt: Aus
m3 4y — (- 1" Bl — ¢, (m)=0 (p =1,2,...,n)

folgt wie vorhin, da 4, = B, = 0, also ¢, (m) = 0 und @, (xr) = 0 sein
muf}. Die Beschaffenheit der Losungen hdngt von der Natur der Eigenwerte
(ock %/)2 ab.
A. Die a; seien nicht ganz oder 0. Dann ist A fiir alle m von 0 verschieden,
und als Lésungssystem erhalten wir nur das triviale
Yﬂ(w)EO (p =12,..., n)

B. Unter den Eigenwerten seien auch solche mit ganzzahligem oy, (== 0);

, 2 X
es gebe deren 7 (1 = r =), die wir mit (my —7;—) bezeichnen wollen
(k =1, 2,...,r). Die Determinante A ist fiir alle m = m; von 0 verschieden,

demnach ist y, (M)m+m, = 0 (p = 1, 2, ..., n). Etwas von 0 Verschiedenes

erhilt man dagegen an den Stellen m = m;, und zwar in bekannter Weise
g 7t

in Abhingigkeit vom Rang ¢ der Matrix ;A (mk ﬁ)‘ Fiir diesen Rang

gilt die Abschitzung o = n — A, wenn m} "lz: eine A-fache Nullstelle von 4

ist. Denn an dieser Stelle ist die A-te Ableitung von A ungleich 0; diese ist
()

aber?) gleich 4! Z An—H (mi %ﬂ ), worin die A4, die Hauptminoren

r—1

7) Vgl. etwa Perron, Lehrb. d. Algebra I (Leipzig 1927), S.94.
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(n — A)-ten Grades von 4 (m}; %’;) sind. Da diese Summe == 0 sein soll, mufl

mindestens ein Hauptminor (n — A)-ten Grades == 0 sein, d. h. es muB gelten
e=n— A Fiir A =1, wenn also die fraglichen Eigenwerte alle einfach
sind, folgt hieraus ¢ = n — 1. In diesem Fall ist

o 0 fiir m :F my — 5
Yp(m) = {q A;,k) (g beliebig) fiir m = m, k=12,...,1,

wobei die 4% die Unterdeterminanten einer Zeile sind, in der sie nicht simtlich
verschwinden. Die Objektfunktionen dazu sind:

r
Y, (2) = %Zqzlg‘)sin m,,%tw.

k=1

Bei mehrfachen Nullstellen kann es vorkommen, daBl ¢ << n — 1 ist.
Ein Beispiel liefert das System

Yi = — Y,,
Y, = —47,,
Y; = Y1_4Y3.

Die zugehorige Matrix

uﬂoz——l 0 0
0 m2 — 4 0
1 0 m2 — 4

hat fiir den einfachen Eigenwert m; = 1 den Rang 2, fiir den doppelten
Eigenwert my = 2 den Rang 1. Das Ldsungssystem ist

Y, = 3k;sin z,
Y, == kysin2 x,
Y; = kysin z + kysin2 z,

wobei k;, ky, k3 beliebige Konstanten sind. — Da bei ¢ << 7% — 1 zu viele
Unterfille vorkommen konnen, ist eine allgemeine Behandlung zu weit-
schweifig; der Einzelfall 1at sich natiirlich mit unseren Mitteln stets er-
ledigen.

2. Inhomogener Fall.

Jetzt sei das System (2) inhomogen, d. h.
m 3[4, — (— 1) B,] — g, (m) + 0

fiir wenigstens ein p. Wir unterscheiden wieder:
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A. In den Eigenwerten (ock %)2 seien die a; nicht ganz oder 0. Dann

ist A = 0 fiir alle m, und wir erhalten genau eine Losung. Diese heillt nach
der Cramerschen Regel:

ngap (m)  Ceiap(mE) ap(wF)

Yp (m) = L7 + L + pe
— 2__
A ('m 12) A (m l“‘) A(m 12>
(1) (2) (3)
‘Y + Y-
Dabei ist
2
275
ClatMigg 6y Cipa -4, Cipy1--. Ciq
2
27!
Cyp  Cag +M . Cap1 -4, pp1... Cap
D _ ¢ T\atp| o - . . -
4, =(-1pte .
Cp1 Cpa o Cpp—1 —Ap Cppiie.. Cpn
2702
Cn1 Cno veilapr1 —An Caprre.Cpptm =

in AY stehen in der p-ten Spalte die Zahlen B,, B,, ...B,, in AP die
@, (m). Entwickelt man A nach den Elementen der p-ten Spalte:

n

so sind alle vorkommenden A4 Polynome in (m —;—)2 Das Nennerpolynom

ist vom Grade n, die Zihlerpolynome sind siamtlich vom Grade » — 1.
Wir nehmen zunichst an, alle Nullstellen von A seien einfach. Zerlegt
man die drei y, (m) in bekannter Weise in Partialbriiche, so gibt jede Null-

stelle ( oy %)2 (k =1, 2, ... n) Veranlassung zu Partialbriichen fiir

o, Y, y$ der Form

()
% 2 zl;c (pz(m)
D K i=1
m? — o2’ 7T m? — al 7 m? — ol

b

worin by, ¢,;, 4% Konstanten (gewisse Determinanten) sind. Dann ist

pk™ | G (= 1"m E d(P)
=_- 2/ (m2~—-oc2 m? — o + @i(m —ak2>

i=1

die Losung im Resultatbereich. Die auftretenden Partialbriiche haben nun
gerade die Form der im Falle n = 1 gefundenen Resultatfunktionen, so da@3
wir die Lésung im Objektbereich sofort anschreiben kénnen:

Y. () = j]bpksma (n——l—z)b_cpks'inockT 2 * ‘. (1;)}

. sin «,,
k__ll sin %7 ~,
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mit
oS o, (n + —7l£ x)

sin O T

IcOSock<n——7liw)
—_—— " fiir <z <l

sin o, 7T =" =

fir - 1<z <0,
G (2) =

die @; (x) sind ungerade ins Intervall (— I, 0) fortgesetzt. Fiir o; = 0 ist
der Grenzwert oy —> 0 zu bilden.

Treten unter den Eigenwerten auch mehrfache auf, so gibt es andere
Resultatfunktionen. Im Falle doppelter Nullstellen etwa erhalten wir auBer
den bisherigen noch Partialbriiche der Form

fiir 43,

2 emkm(mg—{—oc,f) I (2epkmoc;: epkm)

= 3

) 2 3.2 ) 2 2,2 pl
i (m” — ay) 7 \(m” — ay) m”—ay

Bl (D" fa)m g <2fpk(~1)’”ma,‘§ f,,,,(—n’”m) fir o

Z. = = ry
) 2 2.2 3 2 2.2 2 3 P
g (m” — o) T (m” — o) m”— ay

2 2
2 gPm® 4 ap) )

P (m® — MZT @y (m) fir yp°,

(e, f, ¢ Konstante), wozu nach IT.2, I1.1, 11.5, 1I.4, 1.2 und Faltungs-
satz 5 die Objektfunktionen

o, I8ino, —z
‘pt ZCO8 oy (7 — 2 x) -+ * . ! sin (n 7 z)
sino, 7 *x k( 1 sin o, @ 7 %x 1))

f,,k 7 . 7 l . 7
i o 7% (— akmcosaka—}-ocklcotgocknsmock—l—w—;Z—smak—l—w),
(p)
9% 1 +1
;,gak,,'gF(%‘)_*,d’(w)
mit
. lcosak—jll—x
wsinak(n—i—-l—w) — —maia r—-l=z=0,
k
F(z) = N
n lcosaka
—xsinak(n——l—x) — Sina—ﬂ—fﬁr 0zl

k
gehoren. Bei Nullstellen hoherer, allgemein r-facher (r = m) Vielfachheit
treten wie bisher sin- und cos-Funktionen auf, multipliziert mit Polynomen
(r — 1)-ten Grades in z. Je nach Beschaffenheit der «;, konnen die trigono-
metrischen natiirlich in Wahrheit auch hyperbolische Funktionen oder auch

einfache Exponentialfunktionen sein. Die Art der Eigenwerte (ock —7;)2 hingt
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offenbar nur von den Koeffizienten ¢ ab; bilden diese eine symmetrische
Matrizx, so sind die Higenwerte bekanntlich alle reell, es treten in der Losung
also nur trigonometrische Funktionen auf.

B. SchlieBlich sollen unter den Eigenwerten von |4| auch solche mit
ganzzahligem o, &= 0 vorkommen (k = 1,2, ..., 7). Dann hat unser in-
homogenes System (2) in der Regel keine Losung, weil die Cramersche Relation

A (m*%) 4o m) = 4y (m* )

worin 4, folgende mit (— 1) *? multiplizierte Determinante ist:

m\? n m
¢, 1+(m7> C1g cee C1p—1 mT[AF (-1)"By]— @, (m) 61pt1..-  Cin
2
Cyy Cyot (m% ) Cap—1 mnT[Aﬁ—(—l)mBﬁ]—%(m) Copt1---  Cam
7 3
Cp1 Cp2 s Cpp_1 m—l-[Ap—(—l)me]—tpp(m) Cppties  Cpn
. \2
Cn,y Cns vei Cpp—1 m%[A,,—(—l)mBn]—tp,,(m) cnp+1...c,nn+(m%)

fiir m = a; = m; im allgemeinen keinen Sinn hat. Jedoch existieren
Losungen dann und nur dann, wenn

Ap(m,?jlz—:)=0 k=12,...,7)
ist. In dem Fall, daB samtliche Eigenwerte einfach sind, laft sich diese
Losbarkeitsbedingung erheblich schirfer fassen: Wenn wir die (numerischen)
Determinanten 4, (mfr—;;) jeweils nach der p-ten Spalte (p = 1, 2, ..., n)
entwickeln, so erhalten wir ein homogenes Gleichungssystem in den n GréBen
XP = {m,, Tli 4, — (— )™ B]—¢ (mk)} mit den Unterdeterminanten
Y =0C (m,i ylt—?) (j = 1, 2, ..., n) unserer urspriinglichen Determinante
A (m:’-;) als Koeffizienten:

) jflog‘}X}” =0 =12, ...,m)
Die Determinante dieses Systems ist bekanntlich gleich 4"~* (m,%%%), also O,
es gibt also in der Tat Losungen X{°, und zwar beliebig viele. Da bei einfachen
Eigenwerten die Matrix l 4 ( m,%%f)f den Rang 7 — 1 hat, so hat nach einem

Determinantensatz 8) die Matrix |4 (C%)| den Rang 1. Man kann also

8) Siehe etwa G. Kowalewski, Einfihrung in die Determinantentheorie, Leipzig
1909, S.8l.
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in (4) sémtliche Gleichungen bis auf eine — es sei die g-te — streichen, in der
die Koeffizienten CF) nicht alle O sind. Es bleibt als notwendige und hin-
reichende Bedingung fiir die Losbarkeit des inhomogenen Systems (2) bzw. (1):

(6) O {my T[4, — (= 1)™B,] — @, (m)] + ...
+ ch; {mk% [An - ("_ l)mk B'n] — Pn (mlc)} = 0,
k=12,...,0n).

Das bedeutet, daBl r lineare Kombinationen der ¢, (m;) einen durch die
Randwerte bestimmten Wert haben miissen. Natiirlich wird in der Regel
fiir verschiedene % immer eine andere der » Gleichungen von (4) zu nehmen

sein.
Die Objektfunktion zu der Losung

A4
& fir m m
yp(m)=‘ 4 = (k=12...,rp=12..,m)
lbeliebig fir m = m,

existiert sicher als Limes in medio:

Y, (m) sinm—jlix,

N

S 2
Yy(2) =1lim+

M= 07

I
-

da die Reihe X y2(m) wegen y, (m) = O () konvergiert. Die Partial-
1

bruchzerlegung des vorigen Falles kann wie bei # = 1 natiirlich nicht ohne
weiteres durchgefiihrt werden. DaB fiir g, (m;) jeder Wert genommen werden
kann, liuft wieder auf die Addition der unendlich vielen Losungen des homo-
genen Systems hinaus.

Uber die Fille mehrfacher Eigenwerte mit ¢ << n — 1 1aBt sich allgemein
nicht viel aussagen; wir iiberlassen sie wie beim homogenen Problem der
Einzelbehandlung, bei der prinzipielle Schwierigkeiten nicht auftreten?).

Bei einfachen Eigenwerten 148t sich in zwei Sonderfillen die Partialbruch-
zerlegung leicht durchfithren:

a) Bedingung (5) ist erfiillt, wenn

P, () =0, alsoauch ¢,(m)=0,

Y,,(O) = Azn p=12,...,n

Y =4, (—D)rmit my=m, (2) (k=12,...,7),

Man berechnet die Losungen von (2) wie unter IT. A als Determinanten-
quotienten, entwickelt die Zihlerdeterminanten jeweils nach der Spalte, in

9 Vgl 1 c.1), S.332
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der die Randwerte stehen, und zerlegt schlieBlich die n Einzelglieder in Partial-
briiche. Dann ist, einfache Nullstellen vorausgesetzt,

n G Aidy m T =) 1]
t pk l e
yp(m) = Z Z 2 (m2_m’?) fiir m + my,

T )i=1 k=
beliebig fir m = m,;

die d, ; sind die Koeffizienten der Partialbriiche. Nach II. 6 gehort dazu die
Objektfunktion

r

n r
2 .
Z E A,dpkcosmkﬁlx—f—T-q 2 Agc’smmk%:r
=1 F=1

der zweite Summand (¢ beliebig) stellt die bereits bekannten Losungen des
homogenen Problems dar. — Bei mehrfachen Eigenarten werden die Formeln
IT. 8, II. 9 usw. zustandig.

b) Bedingung (5) ist auch erfiillt, wenn
D,(z) =0, aber ¢, (my) = 0,
Y,(0=Y,(0) =

Wir zerlegen die Cramerschen Determinantenquotienten wieder wie in II. A
und erhalten bei einfachen Nullstellen:

”r

—y Zlm d(p)(p (m) fit
T m F my,

Yp(m) =¢=1 =1 a (m? —-mk)

beliebig fir m = m,.

l
Die Objektfunktion zu—— % ist nach I.6 und I7:
T (m ——mk)

(F+1)siam e fir —I <0,

(_7-—1)sinmkjlzx fir 0 <21

Hy(z) =

mithin ist nach Faltungssatz 5:

Y (z)_i 2 )_',' d% H, (m)}i ®,(z) + Losungen des homogenen Systems,

k=1i=1
wobei wieder @, (— z) = — D, (x) zu setzen ist. — Bei mehrfachen Null-
stellen treten héhere Polynome in z als Faktoren auf.
Wie schon erwahnt, hat L. Fantappié das System (1) in dem Sonderfall,
daB Y, (0) = Y, (l) = O und die Stérungsfunktion @ (z) in jeder Gleichung
dieselbe ist, bereits frither geldst, und zwar mit Hilfe eines speziellen, ad hoc
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erdachten Integraloperators. Bei Fantappié erscheinen die Losungen in Form
eines komplexen Integrals:

Y ()=§—1* (y(x,l) Z ]Akpu)dl

mit
P ) = — =D ()~ °‘“[’1-;‘—x—l”i j Sin - (1) d¢
2cin(i %) V
!
Gin (s 17%) " L t—1
-2t 2 | ain
Ben(i ) g

alle dabei beteiligten Funktionen werden als regulir bzw. meromorph voraus-
gesetzt. Die Summe ist eine gewisse durch die Cramersche Regel erhaltene
gebrochen rationale Funktion, in welche die Koeffizienten des Systems ein-
gegangen sind, und C eine geschlossene Kurve in der komplexen Ebene, welche

a, i AM (%)

@ () dt;

die Pole von y («, A) von den Polen der meromorphen Funktion 2
trennt. Ist der Durchschnitt beider Punktmengen nicht leer, glbt es also

keine Kurve der verlangten Art, so versagt Fantappiés Losungsmethode.

Tabelle I (eos-Transformation).

x nicht ganzzahlig.

Resultatfunktion: Objektfunktion:
PN
7 cos o n———x)
1 o !
" omd— a2 Isinam ’
wna(n=7 ) o]
. nrsina|n-—5 722 008 %+ &
9 m? - o2 [ 1
T (m?—a?)2 Psinam Isinq ’
T " b4 . T
R n%%osa(n-———x n3rcosy —~x ASSina -
3 3m2o o l + 4 l
U (m? — o?)3 2Bsin a7 I2singm Isin? o 2
n
nﬁcOSa(n—{—Tx
...... + Isin®am ’
cos o~
TCOS o X
4 “_("'l)m R
" om?— 2 lsinanm °’

9 i T 2 7
nxsing -z 72 cotg aweos ot —

(— l)m (m? + «?) l + !

(m? — a2)2 Psinam o

lsinan
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o ganzzahlig.

Resultatfunktion: Objektfunkiion:
_1ymwte
6. LELI—Z)TI—] fir m =+ « Cm
7 (m? — o) sin« — &,
0 fir m=u«a 1
2 (1) te
7. o—(L(,—l)—;—- fir m =+ «a
7 (m? — o) . Z
P Tsina 7 T,
— fiir m =«
4dan
2 r(_ +a__ 2M(— 1 m+a_1]
8. 22B[(—1)" 1, 2= i
78 (m? — o2)? 7% (mE — at) fir m =+ « .
2 /12 xcosal— x,
I(; f\ll’ o = 0) fur m = o J

9 Ba(—1l)"te  2PBa[(—1)*+Te—1] 8m21l2[(—])"‘+"‘—1]]
© Tm{m?—od) 73 (m?2 — o) - 78 (m2 — o2)3

fir m =+« mgsinay—lt—a;,
l3 f..
- ;‘&E ur m — o
2B(—1)"te 423 (— 1"t )

10. 22 (mf—od) = @ (m? — o2)? fir m =+ « N
13 BB . x? COSocl—w,
st ﬁm(i bei o = 0 fir m = «
al‘(—l)m+“< 3! 41 m2 > _

1 Ut aa s — oty — a2 —yp) FIT o

14 143! f" X SIDMTx’
T 4an 164373 ur m = o

2 __

) 314(—1)""+“< 2 o2
V2o Ut

6l“[(—~1)]"'+"‘—11<
- at (m? — «2)2

& 61+ (I . s

5+ i5yme(z Pei @ =0) fir m:“J

Rekursionsformeln :

n—1g: T
pln 1 (—1ymte 2nle¢{x smoclx}

+

n Tl
G'{w cosocl.'l:}  a?(m?—a?) 7t (m?2 — o?)
n!lQG{xn_2cosa7{~x}

T (—2)ia¥(mP—a)

- n
211yt 2nalC {x" ICOSocl—x

f L2
G]:I)”SIIIOCTCCJ = T ami—a) 7 (m? — o?)
n!2C {x"“%inaz;—x}

(n —2)1'7w (m?2 — «2)
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Fir m = « mul} jeweils auf die Integraldefinition des Fourier-Koeffi-
zienten zuriickgegriffen werden.

Durch Spezialisierung (¢ = 0) gewinnt man aus obigen Formeln die
beiden weiteren:

(=1t
Ck—2r+ 1) (am?"
k—1

k

Q:{xak} — l2k+1(_ 1)m Z
r=1
(— 1)y Tk 1) kE=0,1,...

Cla2k+ 1) = RE+2(—1)m Rk —2n(ampri
1

r=

PEYR@E4)I(—1)"—1]
)2k+2

(7zm

1 n (_ 1 )m n
Untersucht man umgekehrt, was den Potenzen (7'&) oder (_) im
7T am

Objektbereich entspricht, so erhilt man komplizierte Polynome; dagegen
entsprechen der Summe (ﬁ(;_l)_m)n einfachere Objektfunktionen, nidmlich
TT

im wesentlichen die Bernoullischen Polynome, jedoch in etwas verallge-
meinerter Gestalt. Diese verallgemeinerten Bernoullischen Polynome B, (z,1)
entspringen aus der erzeugenden Funktion:

iz, b t) = ;the;_t_i = Zﬁg’ﬁ r
und haben die Eigenschaften:
B,(z+1,1) — B, (x,1) = nlan1,
B, (z,l) = n B, _,(,]),
B,(l—=1) = (— 1)* B, (x,1),

n—1

B, (k) = k"~ V' B, (24 7, 1).

r=20

Zu ihrer Berechnung dient die Taylorentwicklung:

B,(s, ) = ; ()B.— e,

worin die B, _, die gewohnlichen Bernoullischen Zahlen sind ; hieraus erkennt
man ibrigens, daB

n x
B,(z,1) = I"B,(])
B, (z,1) = B,(x)
ist, wo die B, () die gewohnlichen Bernoullischen Polynome bedeuten.
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Thre cos-Transformierte fiir das Intervall 0 =< x =< I erhilt man, wenn
n = 2k ist, auffolgendem Wege : Bezeichnet F~ "™ (x) das n-fachiterierte Integral
von F (z), so liefert wiederholte partielle Integration folgende Erweiterung
des Satzes 1 auf S. 388:

_1ym p(—2%k+1) 1y p(—2k+3)
€ (Fem) = SR E T

2
mQ% ‘(mQ ﬁ_)
_1ym p(—1)
+—...—{—(—1)k—14( 1) Iy'tz’:(l)_i_(_l)k@{f;z}k.
1 let] P 1 (—2k+ 2) B;k(x’ l)
Setzen wir hierin F (z) = B,(z,1), soist F' (x) = i2k)'_(k =1,2,...)
und By, (L)) = 0. Aus
B(=1"41] ..
(S{Bz(x, l)} = __2(7!/”;)2 fir m>0
0 fir m=0
folgt demnach:
2k + 1 1ykt+1 1™
C{Byi(z, 1)} = ! =D (2k2)i.[( Qe k=1,2,...);
2 (am)

diese Formel ist iibrigens auch noch fiir £ = O richtig. Die Umkehrung

Bo(a ) = (= Iprize@ky)t Y EV L im Ty

m=1 (nm)‘lk !
°°cos2vjlix
= 2(— 1}+1R%(2 k)! _—, k=1,2, ...
(— 1p+1BK )g Py

konvergiert gleichmiBig. Fiir [ = 1 ist diese Reihe nichts Neues!?).

Tabelle II (sin-Transformation).
o nicht ganzzahlig.
Resultatfunktion: Objektfunktion:

. T
nsin o n—'—x)

l

1. ™

m? — o2 Isinam

H

L4 9 o3 7T
n? xcosa n~—x) n2sino —
2mo \ l l

T (mE— od)? - fsinoan T Isin?an

2

10) Vgl. Courant-Hilbert, Meth. der Math. Physik, Berlin 1924, S. 85—88.
Mathematische Zeitschrift. 44. 19
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Resultatfunktion : Objektfunktion:
3ma? -+ m? n2x""sinoz(7z-—~—7;—x> 78 wsing - @ n3cos(x—7l1x
3. (m? — x2)3 - 2Bsinan + Bsinam + Isin?an
73 8in o (n+ x x)
Il A
-------------------------- lSins an ’
asing
PR kY
" om?—o2 lsingn °
m 7 gcos o x n2cotgamsinoc£x
5 2ma(—1) . l + l
T (m? —a?)? Psinan lsinon
o« ganzzahlig.
Resultatfunktion : Objektfunktion :
g, ImU=1™* 1]
7t (a? — m?) cos « % z,

Ofﬁrm:a

g Bm(=1" T
. n(:x,‘z__mZ) xcosa%z’
B ..
— iy, Hrm=a
8 2amB2[(—1)™ T 1]
. 2 (m? — o2)2 )
) xsmoc%x,
P
{T fur m = o
9 mB(— 1" 2mB[(— 1" 1] 8x2mB[(—1)™Te—1]
. 2 2 T3 (2 — m2)2 —_— - T g
7 (a2 — m?) 73 (a2 — m?) 73 (a3 — m2) zzcosa%x,
3 ..
~ Tam fir m =«
o, dxmB(=1)"+e
T (2 —mie )
n? (a2 — m2) xzslnoc%x,
3 3
16‘ —_ z’glm fﬂl‘ m = o

1L ml (_ 1)m+a

T a(a?—m?) (.1 TR (od—m?)  a?(x?—m?)?

I 143!
T dan 16378

3! %24!
) 3 i
z’cosa 3 7,

- fiir m = «
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Resultatfunktion: Objektfunktion :
12 Bamlt(—1)"t*  120mI3[(—1)"T*—1] (i 11 3a2 >
. (o —m?)? 78 (o2 — m#)3 7 T 7 (a2 — md) 5 n
P sine — .
B B3 L . !
T T l6am T MTC
Rekursionsformeln:
2nlu(§{x"‘lcosa£z} n'lﬂe{ smy—w}
S {x”sinaiw} = ! 4+ L
l 7t (o2 — m?) (n— 2)! 72 (a® — m?)
n r
S {ac cos 3 w}
PPt e, 2nla6{x"_lsinu%x} n!lﬂe{x"_ﬁcosa%x}
= 7 (22 — m2) - 7 (a2 — m?) + (n—2)1a% (a2 —m?) °

Fiir m = o vgl. die Bemerkung in Tabelle I.

Potenzen im einen werden wieder durch Polynome im anderen Bereich
abgebildet:

k—1
(— T2k PER it (- 1)™ 11
S{a2 k) =Dk+1(— l)mgz(zk 2 mpT + (am)F T 1

k
~ o E (— 1) 12k 1)
2k + 1V — J2k4+2(__ m
Siatra) = Hem=) S Zk—2r 4 Di@m?T T

l2k+2 1)k4~1(2k_‘71)'[(_1 m 1]
2(1m)2k+1

S{Bﬁk+1 (, l)} =
( = 0,1, ...;in der ersten Formel fillt fiir £ = O die Summe weg.) Die
letzte Formel ergibt sich (vgl. die Ableitung in Tabelle I) aus

. (— 2k) -1 mF(—2k+2) 1
(— 1" FChG) (= 1) W _ .

S (F-ih(g)) = —

3
T (%)
(—H"FP () S (F
FCpENTECRO gy S
(»T) (»7)
— — ¢ o _ Burir®D .
wenn man F = B, (z,]) <_ x—g) und F = “@ki) setzt;

wegen B, ., (L)) =0 (k =1,2,...) und

_ m
(B, (ol = - L0+

2.am
19 *
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erhalten wir unsere Formel, deren Umkehrung lautet:

Bivsy (@) = B2F+5(— 1)1 (2% 4 1)! Z ﬂf sinm 7o

> gin 2 1';x
— QLA+ D)1 (2% 1) 27¥7)9sz1

= (2=
k=0,1,...).
Die Reihe konvergiert fiir & = 1, 2, ... gleichmiBig; fiir £ = 0 kann sie

es nicht, da die (ungerade und periodisch fortgesetzte) Funktion B, (z,1) an
den Stellen ul (4 = 0, 41, 4+ 2, ...) Spriinge aufweist.
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