Lehrbuch der
Technischen Physik

von

Dr. Dr.-Ing. Hans Lorenz

o. Professor an der Technischen Hochschule Danzig
Geheimer Regierungsrat

Zweite, neubearbeitete Auflage

Erster Band

Technische Mechanik
starrer Gebilde

Berlin
Verlag von Julius Springer
1926



Technische Mechanik
starrer Gebilde

von

Hans Lorenz

Zweite, vollstindig neubearbeitete Auflage
der Techn. Mechanik starrer Gebilde

Zweiter Teil

Mechanik raumlicher Gebilde

Mit 144 Textabbildungen

Berlin
Verlag von Julius Springer
1926



ISBN 978-3-642-98430-3 ISBN 978-3-642-99244-5 (eBook)
DOI 10.1007/978-3-642-99244-5

Alle Rechte, insbesondere das der Ubersetzung
in fremde Sprachen, vorbehalten.

Copyright 1926 by Julius Springer in Berlin.
Reprint of the original edition 1926



Vorwort.

In dem nunmehr vorliegenden zweiten Teil der Mechanik starrer
Gebilde, welcher den rdumlichen Erscheinungen gewidmet ist, habe
ich mich von denselben Gesichtspunkten wie bei der Abfassung des
ersten Teiles leiten lassen. Auch die Bezeichnungen und Abkiirzungen
fiir bekannte Begriffe, die in den Besprechungen der Mechanik ebener
Gebilde einen breiten Raum einnahmen und alle Stufen zwischen
riickhaltloser Zustimmung und voélliger Ablehnung durchliefen, habe
ich beibehalten. Daf} ein Bediirfnis nach Ersatz mancher recht schwer-
falliger Ausdriicke vorhanden ist, wurde nirgends geleugnet, und
damit war die Berechtigung zu meinen Vorschligen wohl gegeben,
denen von anderer Seite jedenfalls nichts Nennenswertes gegeniiber-
gestellt wurde. Ich kann die weitere Entwicklung dieser Angelegenheit
demnach der Zukunft anheimstellen und will hier nur noch bemerken,
daB ich im Gegensatz zu anderen Schriften iiber Mechanik, aber in
Ubereinstimmung mit dem allgemeinen Sprachgebrauch das Wort
»,Kreisel* nur fiir achsensymmetrische Gebilde verwende, nicht aber
fiir den um einen Punkt drehbaren starren Koérper von beliebiger
Form und Massenverteilung.

Fiir die rdumliche Mechanik ist naturgemi die Vektorrechnung
von viel gréBerer Bedeutung wie fiir die ebene; sie hat daher auch
in dem vorliegenden Teil eine umfassende Verwendung gefunden. Da
zur rechnerischen Verwertung der Ergebnisse die iibliche Koordina-
tenschreibweise nicht entbehrt werden kann, ist fiir alle wichtigen
Formeln auch diese angegeben, womit die wechselseitige Ubertragung
gesichert und einer blof formalen Handhabung vorgebeugt sein diirfte.

Die Einteilung des Stoffes der rdumlichen Mechanik in Kinematik,
Statik und Dynamik entspricht ganz der ebenen, wobei aus der
Trennung beider Gebiete gelegentlich befiirchtete Wiederholungen
recht wohl vermieden werden konnten. In der Auswahl der Beispiele
bin ich erheblich weiter gegangen, als dies in den Schriften iiber tech-
nische Mechanik iiblich ist, und habe mich auch vor der Aufnahme
geophysikalischer und kosmischer Probleme wie im ersten Teile nicht
gescheut. Die sog. Minimalprinzipe der Mechanik habe ich im Verein
mit den Lagrangeschen Gleichungen fiir die Freiheitsgrade der Be-
wegung im letzten Buche behandelt und besonders ihren inneren Zu-
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sammenhang unter Zuhilfenahme von Beispielen hervorgehoben. Daran
habe ich, um Ingenieuren einen Einblick in die kinetische Theorie
der Materie zu geben, einen kurzen Abschnitt iiber statistische Mechanik
angegliedert und das Ganze mit einem AbriB der Ahnlichkeitslehre
abgeschlossen.

Der vorliegende Halbband ist natirlich fiir mathematisch hin-
reichend vorgebildete Leser unter Voraussetzung der Kenntnis mecha-
nischer Grundbegriffe auch ohne den ersten Teil verstindlich. Immerhin
wird sich vor der Inangriffinahme der riumlichen Mechanik die Durch-
arbeitung der Mechanik ebener Gebilde empfehlen, in der nicht nur
die erwahnten Grundbegriffe entwickelt, sondern auch eine Fiille von
einfacheren Anwendungen gegeben werden, welche dem Leser sowohl
das Eindringen in die verwickelteren Raumvorgénge erleichtern, als
auch die dafiir notwendige Vertrautheit mit den Gedankenvorgingen
und Rechnungsverfahren vermitteln.

Danzig-Langfuhr, im Mai 1926.
H. Lorenz.
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Erstes Buch.

Kinematik riumlicher Gebilde.

I. Die freie Bewegung eines Punktes im Raume.

§ 1. Bahn und Laufvektor eines Punktes. Der geometrische
Ort der stetig aufeinander folgenden Lagen eines bewegten Massen-
punktes, seine sog. Bahn, ist im ‘7
allgemeinen eine Raumkurve. A
Zur Bestimmung derselben bedarf w0
es eines riumlichen Gebildes, z. B. /
einer Ecke aus drei zueinander PisAP.

o)
senkrechten Ebenen von an sich iy V
willkiirlicher Lage im Raum selbst. a/ 2rdz
Sind z, y, z die augenblicklichen 2 Iz
Abstéinde des bewegten Punktes P, 0 y
Abb, 1, von den Ebenen dieser yrdy | = - TrdzT
Ecke und r der Fahrstrahl von

dem als Anfangs- oder Bezugspunkt X y
gewihlten Schnittpunkte O der drei Abb. 1.
Bezugsebenen, so ist zunichst

L o e e A 1)

Bei der Bewegung erleiden diese Abstinde im Zeitelement dt die ele-
mentaren Anderungen dz, dy, dz und dr, die wir mit dem Bahn-
element ds als seine Verschiebungen bezeichnen wollen. Mit dem
Richtungskosinus x, 4, u der Bahntangente gegen die als Achsen ge-
nommenen Schnitte der Bezugsebenen ist alsdann

de==xds, dy=Aids, dz=upuds, . . . . . 2)
oder
xdr+Aidy-+pudz=ds | 9
e -dyf 4df —ds |0 - - 2
wodurch die Bahnverschiebung ds als ein Vektor gekennzeichnet
ist, der auBerdem als Vektorunterschied zweier benachbarter Fahr-
Lorenz, Techn. Physik I, 2. 2. Aufl. 1



2 Die freie Bewegung eines Punktes im Raume.

strahlen r und r |- dr erscheint. Wir haben demnach mit drei Einheits-
vektoren q_, a,, a, auf den Achsen fiir das Bahnelement in Vektorform

dr=q,dza,dy+adz, . . . . . . .2b)

worin dz, dy, dz als die skalaren Betrige der Achsenanteile des
Vektors dr auftreten, wihrend ds den Betrag von dt selbst darstellt.

Durch Division der vorstehenden Formeln 2) mit dem stets ska-
laren Zeitelement d¢ erhalten wir zunichst die Geschwindigkeit
oder den Bahnlauf

ds . dr .

S 5=" bzw. G ETY 3)
ebenfalls als Vektor mit der Richtung der Bahntangente, so
zwar, daB

. dx . ady . dz

x—ﬁ—xv, y—a—lv, z_a—t_,uv . . .3a)
die Achsenteile oder Geschwindigkeitskomponenten sind,
welche die aus 2a) hervorgehenden Bedingungen

T+ Ay +uzr=vw }
Py L = ]

erfiilllen. Dafiir konnen wir auch in Vektorform schreiben

t=a ¢ty -+ . ... ... .30

worin jetzt die #, y, 2 die skalaren Betrige der drei Laufvektoren
in den Achsenrichtungen darstellen, wihrend v den Betrag des Bahn-
laufvektors ¢ bedeutet. Wir konnen demnach den Laufvektor
stets in drei zueinander senkrechte Teilvektoren eindeutig
zerlegen, wenn deren Richtungen durch ein Achsenkreuz
vorgeschrieben sind. Sind umgekehrt drei zueinander senk-
rechte Laufvektoren vorgelegt, so kénnen dieselben ein-
deutig zu einem Gesamtlauf vereinigt werden.

Ebenso konnen natiirlich auch ein oder mehrere zueinander ge-
neigte Laufvektoren ', i”... mit den Betrigen ¢, v”... und den
Richtungskosinus ', ¥, u; »”, 2, 4”... in einem Achsenkreuz z,y, 2
gegeben sein, deren jeder nach den vorstehenden Formeln in drei
Achsenteile eindeutig zerfillt. Da nun alle in dieselbe Gerade fallen-
den Strecken algebraisch addiert werden diirfen, so gilt dies auch
fiir die gleichgerichteten Laufteile, so daB wir fiir den Gesamtlauf
zweier Léaufe 1, " mit den Achsenteilen ,y, % auch erhalten

. 3b)

x'=¢l+djll=%lvl+%llvﬁ
y‘=y"+y”=l’v’+i”v” . . 4)
”,

p=2 3" =y -y

Daraus folgt aber nach Erweiterung mit den Richtungskosinus »x, 4, u



Babn und Laufvektor eines Punktes. 3

des Gesamtlaufes v und Addition, sowie durch Quadrieren und Ad-
dieren der drei Formeln 4) mit Riicksicht auf 3b)

V(o 2 h ) (o A ) = v
o2 + o2 _I__ 2 ’D"U”(H'%" + Ty + ,u'[u”)='02,
oder unter Einfiihrung der Winkel (v/,v); (v”,v); sowie (v/,v”
V' cos (v, v) v cos (v, v) = v }
V2 "2} 200" cos (v, 0") =1 )’

wonach der Gesamtlauf zweier Einzelldufe sich als die Summe
der Projektionen der letzteren auf seine Richtungslinie
oder die SchluBlinie des aus ihren Einzelldufen durch geo-
metrische Aneinanderreihung gebildeten Dreiecks ergibt.
Da die beiden Laufvektoren t/,i” mit den Betrigen v/,+’ in eine
Ebene fallen, so liegt auch der aus ihnen gebildete Gesamtlauf in
derselben Ebene. Fiigt man noch einen dritten Lauf t” bzw. v”
hinzu, so kann dieser mit dem aus den ersten beiden Laufvektoren
gebildeten Lauf zu einem neuen Gesamtvektor vereinigt werden,
der aber jetzt aus der Ebene der ersten beiden im allgemeinen
heraustritt. Man erhilt so durch Vereinigung einer beliebigen AnzZahl
von n Einzelliufen die Verallgemeinerung der Formeln 4a)
=n ,k=n

. 4a)

%’uicos(viv):v, .%fivkcos(vi,vk)=vg,. .. .4Db)
= 1=
oder in Vektorform
= =
=1, =231 ... ... . .4c)
i=1 i k=1

Man erkennt, daB wegen v,v,cos(v;,v,)=uv? die zweite Summe
in 4b) nicht nur alle Quadrate der Einzelvektoren, sondern auch mit
v; v, €08 (v;,v,) = v, v; ¢08 (v,,v;) alle Doppelprodukte enthélt, von
denen in der zweiten Gleichung 4a) nur eins erscheint. Die einzelnen
Glieder der zweiten Formel 4b) sind demnach nichts anderes als
skalare Produkte t;1,, die im Gegensatz zu den geometrisch zu addie-
renden- Vektoren der ersten Formel 4c¢) algebraisch sich summieren.
Nach Gl. 4b) und 4c) erscheint somit der Gesamtlauf als die
SchluBlinie des aus den Einzelldufen durch geometrische
Aneinanderreihung gebildeten rdumlichen Vieleckes.

Die von dem bewegten Punkte durchlaufene Raumkurve ist stets
als Schnitt zweier Oberfldchen

F, (z,9,2)=0, F,y(x,y,2)=0 . . . . . . b)

aufzufassen. Gelingt es, aus diesen beiden Gleichungen eine lineare
abzuspalten, welche bekanntlich eine Ebene darstellt, so kann die
Bahn des Punktes auch als Schnitt dieser Ebene mit einer der beiden
Oberfliichen 5), also als eine ebene Kurve, betrachtet werden. Die
daraus hervorgehende ebene Bewegung erscheint somit als Sonderfall
der allgemeinen Bewegung im Raume und ist schon im ersten Teile
dieses Werkes ausfiihrlich behandelt worden.
1*



4 Die freie Bewegung eines Punktes im Raume.

Da nun jeder Lage des Punktes auf seiner Bahn eine bestimmte
Zeit zugeordnet ist und auBerdem der Punkt zu einer bestimmten Zeit
sich nur an einer Stelle befinden kann, so sind seine Abstinde z, y, 2
im Achsenkreuz eindeutige, stetige, voneinander unabhingige Zeit-

funktionen
x”‘—ff1(t)’ y:fg(t)a z:fs(t>,. L. .5&)

die man auch zeichnerisch als sog. Wegkurven darstellen kann.
Man erkennt ohne weiteres, daB durch Ausschalten der Zeit ¢ aus
diesen Formeln wieder die beiden Gl 5) der Bahnkurve erhalten
werden. Schaltet man dagegen die Zeit ¢ aus je zweien der For-
meln 5a) aus, so ergeben sich drei Gleichungen von der Form

9, (@, 9)=0, ¢,(y,2)=0, ¢,(2,2)=0,. . . .5b)
die nichts anderes als die drei Risse der Bahn auf die Ebenen des
Achsenkreuzes darstellen. Jedem solchen Risse gehért aber eine
Zylinderfliche zu, dessen Mantelgerade dazu normal steht, so daB
also die Bahn auch als Schnitt je zweier dieser Zylinder aufgefafit
werden kann. An Stelle der Zeit ¢ hitten wir auch jede andere
skalare GroBe, z. B. die Bogenlidnge in 5a) einfiihren kdénnen, durch
deren Ausschaltung sich dann ebenfalls wieder die Formeln 5) oder 5b)
ergeben wiirden. Wir diirfen demnach, da der Fahrstrahl r der Bahn
in Vektorform durch

t=q,2-0qa,y+a,z

bestimmt ist, an Stelle der Bahngleichungen 5a) auch

v=a,f; ()40, f, )Fa ). . . . . . .5c)

schreiben. Die Stetigkeit der Funktionen 5a) erlaubt weiterhin deren
Entwicklung in je eine Potenzreihe, was dann auch fiir den Fahr-
strahl 5c) zulédssig ist, so zwar, daB

t3

x:zo+{](x)o+§,(x>o+"37(x>o+ ’
1=+~ @+ o 0o (o -

t # £ 6)
2=z, 11 () + g(z)o‘l" 31 (F)+- -

vy L B o (B (B

Daraus folgt, daB die Lage eines Punktes fiir jeden Zeit-
punkt durch seine Anfangslage und sidmtliche derselben
zugehoérigen Ableitungen der Abstéinde «, y, z nach der Zeit
gegeben ist. Ist dagegen auBer der Anfangslage der Lauf : mit
seinen Achsenanteilen &, y, £ als Funktionen der Absténde x, y, 2 selbst
vorgelegt, so hat man in Vektorform mit ¢'dt=d¢, ¢"dt=d¢’

t=e¢), T=¢@)t=¢ ®)eh)
T=[p" @) () + ¢ @)i=0¢" Q) p* )+ ¢ M) p) [ - 63)

usw.



Der Anlaufvektor. 5

Setzt man diese Ausdriicke in 6) ein, so erhellt, daB die Bewegung
eines Punktes auBer durch seine Anfangslage auch durch
die Abhingigkeit des Laufes von der Lage, oder aber, wenn
nur noch dessen Anfangswert bekannt ist, durch die Ab-
hiangigkeit der zeitlichen Laufinderung von der Lage, d. h.
durch das Anlauffeld bestimmt ist. Die Ermittlung der Bahn
erfordert alsdann die Integration der Differentialgleichungen

=g, (, Y,2), =@, (%,9,2), 2=, (x,9,2), } 6b)
bzw. F—y, (z,9,2), =1, (%,9,2), Z=y, (x,y,2), |

die auch durch Einfiihrung dieser Ausdriicke mit ihren Ableitungen
in 6) ersetzt werden kann.

§ 2. Der Anlaufvektor. Die Vektoreigenschaft des Laufes 1 ge-
stattet nicht nur die geometrische Zusammensetzung mehrerer Liufe
zu einem Gesamtlauf, sondern nach dem Vorschlag von M&bius
auch die Darstellung der stetig aufeinander folgenden in die Bahn-
tangente fallenden Laufe ,
eines Punktes durch ein z K, A, pL
Vektorbiindel von einem
willkiirlich gewéhlten An-
fang O aus. Die ein-
zelnen Laufvektoren die- kY
ses der Bahn zugeordne- S/
ten Biindels bilden dann Z
offenbar Mantellinien ei- 0 o)

wdy d#=Adt

nes Kegels mit der Spitze £
im Anfang O, ihre End-
punkte dagegen eine
Raumkurve, die man
zweckmiBig als Lauf-
linie oder nach Hamil-
ton weniger gliicklich
als Hodograph Dbe-
zeichnet.

Zwei einander be-
nachbarte Laufvektoren
t und t-+dt Dbilden
daher mit dem zuge- Abb. 2.
horigen Element der
Lauflinie dt ein unendlich kleines Dreieck, Abb. 2, in dem

di—idt . . .. ... ... 1

im allgemeinen von der Richtung des Vektors t selbst abweicht.
Daraus geht hervor, daB auch der Ausdruck
dr  d*x

a':-gt—‘_, . .la)

;:
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einen Vektor darstellt, den wir als den Beschleunigungsvektor
oder kiirzer als Anlaufvektor bezeichnen wollen. Da 1 selbst in
drei Achsenanteile mit den Betrigen #, %,z nach dem Ansatz

t=a,%+a9+az .. . . .. . . 1b)

t=a,&+qd40% . . . . . .. . 1lc
worin %, 4, % die Betrige der Anlaufteile in den Achsenrichtungen
sind. Bei der freien Bewegung eines Punktes ist nun im allgemeinen
das Anlauffeld durch seine drei Achsenanteile ¢, 4,, 4, in jedem
Punkte derart gegeben, dafB

E=gq, §=q, i=¢ ... .... 2
ist. Daraus folgt zunéchst nach Erweiterung mit dz, dy, dz und

Addition
Ede+ydy 4-idz=g,dz+q,dy +g,dz,
oder wegen ¥dx=2xdz und ¥dz | ydy | 2dz =vdv
vdv=gq, dr+-q,dy-+tgdz. . . . . . . .2a)

Hierin ist die linke Seite sofort integrabel, die rechte aber nur dann,
wenn die Anlaufteile partielle Ableitungen einer Funktion U, des
sog. Potentials, sind. Mit
oU oU oU
—_—— — = — —— = . . . -2b
L= YT Ty TG )
wird dann aus 2a)

zerfallt, so ist auch

oU oU oU
= —dr— ——dy — —dp=— — oL .2
vdv P dx 7y dy P dz dU c)
oder
v —o?=2(U0,—0U). . ... ... .2d

Aus Abb. 2 erkennen wir weiter, daB mit dem Winkel dy zwischen
zwei aufeinander folgenden Laufvektoren der Anlaufvektor in zwei
zueinander senkrechte Anteile

o dy —-td v

W= ST
zerfillt, worin n und t die Einheitsvektoren der Hauptnormale und
Bahntangente bedeuten (d. h. n?=1t*>=1). Von diesen stellt der
Bahnanlauf q, den Zuwachs des Laufes selbst dar und fillt damit
in die Lauf- und Bahnrichtung des bewegten Punktes, wahrend g,
sichtlich dazu senkrecht steht und darum als Normalanlauf zu
bezeichnen ist. Der Winkel dy ist aber auch die Neigung zweier
benachbarter Bahnelemente, welche die Schmiegungsebene der
Bahnkurve festlegen und den Kriimmungsarm g durch

edy=ds=wdt . . . .. .. . .3a)
bestimmen. Damit aber wird aus 3)
v? dv

qﬂ=n9; o=t - . .. . 3b)

3)




Der Anlaufvektor. 7

und wir erhalten fiir den Gesamtanlauf
'02 dv
T=gq,+0q= —l— 7R 4)

oder nach Quadrieren wegen des Verschwindens des skalaren Pro-
duktes zweier zueinander senkrechter Einheitsvektoren nt=—=0 der
Betrag des Anlaufvektors

B T I CC

Ebenso erhalten wir auch aus 1¢) durch Quadrieren mit a = ay"
a2 — — —
=a’=1, a,a,=0q,0,—0a,a,=0

g=Va* 42 . . . . . . . . .4b)
Differenziert man ferner den Lauf

. drds d_t v

Y=dsdt ds
nach der Zeit, so folgt

. dr " dr dv

=t
Man erkennt aus dem Vergleich mit 4), daB

d?r n drx

ﬁ——g, d—;—t ........‘40)

ist, so daB d?t die Richtung der Hauptnormale der Kurve hat. Da
die Bahntangente und Hauptnormale der Bahn ihre
Schmiegungsebene bestimmen, so liegt auch der Gesamt-
anlauf in derselben und hat insbesondere keinen Anteil in
Richtung der hierzu senkrechten Binormale der Bahn.

Zur analytischen Ableitung der Anlaufteile g, und g, gehen wir
von der Gleichung fiir das Bahnelement ds

s*=da*+dy*+d=* . . .. ... b
aus und erhalten durch nochmalige Ableitung
d?sds=d*zdx - d*ydy - d*zdz .+ .. ba)
oder nach Teilung mit dsdt® und d“’x:f&:’dt2 usw.
d?s dx
W 5 + ds . . . . . . 5b)
oder, da
ds_,  @a_dv 1
at 7 At dt | &
de_  dy_, dz_
ds_ 7’ ds © ds
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unter %, A, u die Richtungskosinus des Bahnelementes bzw. des
Laufvektors verstanden, fiir den Betrag des Bahnanlaufs

gg==xx_+zg4_yz. ... ... 50

Hiernach ergibt sich der Bahnanlauf durch Projektion der
Achsenanlaufteile auf die Bahntangente.
Weiter erhélt man durch Ableitung der Formeln
dx dy dz
E‘—%’U, d—t——-l?), %—,uv
nach der Zeit
.. dv dx .. dv ai .. dv du
x-—x—lﬁ—}—vm, y——lﬁ-{—vﬁ, z—pm—{—vﬁ )

und daraus durch Quadrieren und Addieren wegen Gl. 4b) den Betra g
des Gesamtanlaufes

o= G+ )
+M%@%+%%w%)~..m

Hierin ist aber wegen

i (4 (84 (]

; 8)
xdx—+Adlt+pdu=0
womit das letzte Glied der Gl. 7a) verschwindet und ferner
x> dx®+ A2dA% 4 pu?du?
=—2xdxddl—2idludu—2uduxdx, . . 8a)

so daB wir fiir die Quadrate des zweiten Gliedes rechts in GL 7a)
setzen diirfen

(2 442 - dps?) (" 4 22 - o)

=(xdd—Adx)’ +(Adu— udi) 4 (ndx —xdu)®. . 8b)
Unter Einfilhrung der Richtungswinkel (z,ds), (y,ds), (z,ds) des
Bahnelementes durch

x==cos(x,ds), A==cos(y,ds), u=-cos(z,ds)
ist dann

(% @4 — Adx) = cos (x,ds) d (cos (y,ds)) — cos (y, ds) d (cos (x, ds))
= cos (z, ds) [cos (y,ds) —sin (y,ds)d (y, ds)] — cos (y, ds) [cos (z, ds)
— sin (v, ds) d (x,ds)] = cos (z, ds) cos ((y,ds) +d (y, ds))
— cos (y,ds) cos (¢, ds) + d (z,ds)),
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worin cosd (z,ds)~=1, sind(x,ds)~~d(x,ds) bzw. cosd(y,ds)~1,
sind (y,ds)~d(y,ds) gesetzt ist. Nach entsprechender Umformung
der anderen Klammern wird dann aus Gl. 8b)

(@ + a2+ a)

= [cos (z,ds) cos ((y, ds) |- d (y, ds)) — cos(y, ds) cos ((x, ds) | d (x,ds))]

~+[cos (y,ds)cos ((z,ds) + d (2, ds)) — cos(z,ds)cos((y,ds) + d (y,ds))]*

—+ [cos (z,ds) cos ((x, ds) 4 d (x,ds)) — cos (x, ds) cos ((z,ds) + d (2,ds)))?
=sindy~~dy*. .. ... ... 8¢

Damit aber wird aus Gl 7a) mit ds=pdy

dv)“ (d;[“’ (dv)“ ‘ <vz>‘3

2__ (27 (24 (27} (2

q__(dt T dt) at) T\

im Einklang mit Gl 4a) fiir den Betrag des Gesamtanlaufes. Wegen
@_i(dm)_dex_
ds  ds\ds/ ds

diirfen wir aber fiir 8) auch schreiben

usw. .. . . . . . 9)

o (8 () = )+ () + (G- (=2
(d_s>+<li§ + ds) \ds® + ds? 7)) =5 = 9a)
2z | . dy a2

”dse+ldse+#ci_.sézo° e e e e e . 9b)
Setzen wir darin
d‘&x d‘Zy dgz
egE =% Qd—8§=ﬂ, 0 E="s - - - - 10)

so stellen «, B, y die Richtungskosinus der Hauptnormale
der Bahn dar, welche in der durch zwei benachbarte Bahn-
elemente bestimmten Schmiegungsebene liegt und den
Krimmungsarm o trigt.

Dies driickt sich noch einfacher in Vektorform aus, wenn wir
bedenken, daBl die Ausdriicke 9) die Achsenanteile des Vektors
d*t:ds® bedeuten. Alsdann haben wir an Stelle von 9b) kiirzer

mit Riicksicht auf 4c)
d*tdx 1
w%‘—“gnt—o. e ¢ o o o o o 90)

Andererseits erkennen wir aus Gl 8b) und 8c), daB dy:ds das
Vektorprodukt dieser beiden GroBen ist, so dal wir auch mit Gl 4c)

schreiben diirfen

dz_[d‘-‘rdr}_l

zi;——— (Z?EEZE —E[nt], e e e e e . 11)
worin b==[nt] den Einheitsvektor der zur Schmiegungsebene
senkrechten Binormale bedeutet. Damit ist die Bewegung
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des Punktes als augenblickliche Drehung um eine zur
Schmiegungsebene senkrechte, durch den Krimmungs-
mittelpunkt gehende Achse gekennzeichnet, welche den
Tréiger des zugehdrigen Drehvektors y bildet.

§ 3. Der Drehvektor und Flichenlauf. Hat der Fahrstrahl r
des bewegten Punktes P vom Anfang O aus die Richtungskosinus
@, p, ¥, so ist

r=re, Y=ry, z=rﬁ} 1)

¢ty =1
und daher
de=gdr4+rde, dy=wydr4rdy, dz=9dr4{rdd 1a)
a
pdo+ydy-+3d3=0.
Das Quadrat des Bahnelementes ist demnach
ds?=dr*+r(de*+dy*4d9?). . . . . 1b)
G Bezeichnen wir nach Abb. 3 den
7 """ elementaren Winkel zwischen den
A beiden aufeinanderfolgenden Fahr-
‘ strabhlen zu den Enden von ds
¥ mit dv, so ist
rayv. A ¥ ds2=d72+¢2d72, . 2)
oder nach Vergleich mit 1b)
av [ dp? +dy® 4 d9* =dr®. 2a)
ol _, Ebenso folgt aus 1a) durch Er-
- weiterung mit ¢, y, ¢ und Ad-
L 7 @ dition die Beziehung
pdr—+ydy+9dz=dr . 1c)
Abb. 3. Fiir diese Gleichungen diirfen wir

aber auch nach Division mit dt
und Einfiihrung der Laufwerte und Drehwerte

ds dr . dv 3
=" w=n  p=e - )
schreiben
=741 0? } "
Pyt 0imi |
¢2+’;’2+02=w2} 1a)
Pet+yyp+99=0

Hierin stellen nun offenbar die GrofSen

z

p=0, yp=o0, I=o . . . .. 4b)
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die Achsenanteile eines augenblicklichen Gesamtdrehwertes
v=w des Fahrstrahls r dar, welcher nach der zweiten Formel 4a)
senkrecht auf diesem steht. Daraus folgt also, dall allgemein der
Drehwert w ein Vektor ist und als solcher geometrisch in seine
Teile zerlegt oder aus diesen zusammengesetzt werden kann. Dieser
Drehvektor, den wir in der Folge mit w bezeichnen wollen, steht
ganz allgemein senkrecht zur Ebene, in der die Drehung
erfolgt; seine Achsenanteile entsprechen also den Dre-
hungen der Fahrstrahlrisse in den Ebenen des Achsenkreuzes
und fallen somit in die Achsen selbst, um welche die Einzel-
drehungen erfolgen. :

Die drei Fahrstrahlrisse senkrecht zu den Achsen sind nunmehr
r,=r1—¢* r,=rl1—vy?, r=r1—9 . 5)

und iberstreichen in den Achsenebenen die Flichenelemente dF,,
dFy, dF , so zwar, daB

afr, 1, . . 1 ,.
7d_i‘_=§(yz——zy)=§rx‘vl
dF, 1, . ) 1 ..
7t_:g(zz—-xz)=§1‘y2‘ve B )
dF, 1, . . 1 ..
dtzzg(xy—-yx):—z—rfvs

wenn »,, ¥,, v, die zugehtrigen Winkel von r_, r,, T, gegen die
9, 2, x-Achse bedeuten. Sind ferner «, f, y die Kosinus der Nei-
gungswinkel der Normalen auf dem vom Fahrstrahl r selbst iiber-
strichenen Flachenelement

dF=%}rdv=3rtwdt, .. . . . . 6a)
so ist auch
dF,=«adF, dF =pdF, dF=—ydF. . . 6b)

Dies liefert mit 5) eingesetzt in 6)

(1 — @)y, —=yz — zy=2ocili—f:¢xr2w

1‘2(1—w“)iz?:zi:—xé=2ﬂ%—fj=ﬂr2w )

1‘2(1—ﬁ*)&gzxg}—yab=2y%=y1‘2w

und weiter durch Quadrieren und Addieren bzw. Addieren nach
Erweiterung mit o, 8, y

=g (e (0|

iy (1— %) - Bra(t — ) tyiy(1— ) —w J° 7 Y
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Danach setzt sich der Drehvektor « auch zusammen aus drei axialen
Teilvektoren
v, (1—¢%)= Ve (1 _"/’?):wy’ (1 =) =w, |
wx=wa wyzwﬂ’ w,=wy

, 7b)

die offenbar mit den Teilvektoren 4b) iibereinstimmen miissen,
derart, daB

. de . o .ody .
wx_—q’*_gg_—%(l—‘i’“)’ wy——w——d—t——vs(l—wg),
. dy
(,()2:79:%:7’3(1 *-’192) e e e e e .. 7(3)

ist. Ausdriicklich sei bemerkt, daB die GroBen »,,,, ¥, nicht als
Achsenanteile des Drehvektors vy=w anzusehen sind. AuBerdem
aber folgt durch Erweiterung der Gl. 7) der Reihe nach mit x, y, 2
bzw. &, y, %2 und Addition
w,t+ o,y +w,z2=0
w0, &+ o, 5+ 0,i=0 [’
worin die erste Formel wegen 1) mit der zweiten Gl 4a) iiberein-
stimmt. Der Drehvektor w steht demnach sowohl auf dem
Fahrstrahl r als auch auf dem Bahnlauf » bzw. dem Bahn-
element ds senkrecht, hat also die Richtung der Normale
des vom Fahrstrahl iiberstrichenen Flachenelementes dF.
Das ist aber die Eigenschaft des Vektorenproduktes aus dem
Fahrstrahl r und dem Bahnlauf r, dessen Betrag durch v dargestellt
ist, so daBl wir auch an Stelle der Gl 7) die Vektorform haben

Cw=[ri, .. ... .....09)

woraus man, da 1>=—17? einen Skalar darstellt, ohne weiteres die
Vektoreigenschaft von w erkennt. Fir die Formeln 7a) diirfen wir
demnach mit den Einheitsvektoren a_, a y 0 auch schreiben

w=a,0, 40,0 +a0 .. . . .9a)

und erhalten an Stelle der Bedingungen 8) fiir die Normalstellung
des Drehvektors zum Fahrstrahl und zum Bahnlauf das Verschwinden
der skalaren Produkte

8)

tw=0, 1w=0.. ... ... . .9b)

Das in Gl. 9) rechtsstehende Vektorprodukt ist weiterhin die Vektor-
form des sog. Fliachenlaufes dF:dt, der somit selbst einen Vektor
darstellt, wie sich schon aus der Zerlegung des Flachenelementes dF
in drei Achsenanteile ergibt. Die Richtung des Flachenvektors und
des Flachenlaufvektors ist diejenige der Flichennormale und
stimmt darum iiberein mit derjenigen des Drehvektors w. Fiir das
Vorzeichen beider Vektoren ist offenbar der Drehsinn maBgebend,
da sich entgegengesetzte Drehungen aufheben. Als positive Dreh-
und Flichenvektoren bezeichnen wir solche, welche mit der Normal-
richtung eine sog. Rechtsschraube liefern.
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Bilden wir nunmehr das Vektorprodukt aus dem Fahrstrahl r
und dem Drehwert w, so ist nach 9) '

[er0] — 5 e [e6]] — (et — o) =2 .

Da nun das skalare Produkt
=17
ist, so wird daraus

.or.
[mr]-—-r—;r.

Hierin ist r:r der Einheitsvektor des Fahrstrahls und 7 der Betrag
des in seine Richtung fallenden Laufteils, des sog. Radial- oder
Strahllaufs*), so daB wir auch haben .

i:%%—{—[mr]. e .10

Daraus erkennt man die Zusammensetzung des Gesamtlaufes aus dem
Strahllauf und dem dazu senkrechten Dreh- oder Umlauf [w 1],
der somit als Vektorprodukt aus dem Fahrstrahl + mit dem
Drehvektor v erscheint und zu beiden normal gerichtet ist.
Gl 10) stellt demnach nichts anderes als die Vektorform der Gl. 4) dar.

§ 4. Der Strahl- und Drehanlauf. Am Schlusse des letzten Ab-
schnittes haben wir festgestellt, daBl die elementare Verschiebung
eines Punktes auch als Drehung um eine zum Fahrstrahl und Lauf
senkrechte Achse durch den Anfang angesehen werden durfte, worauf
der Begriff des Flichenlaufes beruhte. Differenzieren wir die Gl. 7) des
§ 3 nochmals nach der Zeit, so wird unter Beachtung von 6b) ebenda

y'z'—-zg'jzzd;f;xzud(itw)‘l_,{ew%%
PR ST E N T
xij~—y55=2d;£z:7g(_5{f)_)_|_,-ew%t?f

so daB also

2)

#F . &F,.  &F,,
P g VT g 0

Daraus geht hervor, daB die rechten Seiten von 1) die Anteile eines
neuen Vektors, des Flachenanlaufs, darstellen, der nach 2) sowohl

*) i ist also nicht etwa der Betrag des Geschwindigkeitsvektors £, da
t=1-v ist.
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auf den Fahrstrahl selbst, als auch auf dem Gesamtanlauf senkrecht
steht. Dasselbe ergibt sich auch aus der zweiten Ableitung von G1.9) § 3
d(t®w . ) .
—(—d—t—)=[rr] +[*l=[tf], . . . . . . .2a)

worin die linke Seite schon den Flichenanlaufvektor bedeutet.
Da nun der Gesamtanlauf, wie wir schon oben gesehen haben, in
die Schmiegungsebene der Bahn fillt, so hat der Flichenanlaufvektor
nicht dieselbe Richtung wie der Flidchenlauf selbst, der ja senkrecht
auf t und r steht. Dagegen erhalten wir aus 1) durch Erweiterung
mit «, §, y und Addition mit Riicksicht auf

@+ =1
ada+ﬂdﬂ+ydy=o
d*F, d? F, d(r* w)
2(dt~ +dt2yﬂ+ dt2 >— a0 3)

den Betrag des auf die Richtung von w entfallenden Anteils des
Flachenanlaufs, dessen Betrag selbst sich aus

@\ (@F)\ | (d*F)* (dF)\
(Eﬁ)z{dﬁ>_%(ﬁ¥>+<dﬁ> SEIEIEIRIEL )

ergibt. Wird nunmehr
Eryii=wxiy:z, . . . . . ... . 4)

fillt also der Gesamtanlauf in die Richtung des Fahrstrahls selbst,
so haben wir eine sog. Zentralbewegung vor uns, fiir welche mit
den linken Seiten von 1) die Flichenanlaufteile verschwinden. Als-
dann verschwindet auch mit [tT] der gesamte Flichenanlauf 3a),
und der Punkt bewegt sich mit gleichférmigem Flachenlauf
dF, aF, aF,
i % g =% dt

r’w=0C

=0 l . . 4a)

Zur Feststellung des Zusammenhanges zwischen dem Flichen-
anlauf und dem Gesamtanlauf ¢ zerlegen wir den letzteren in einen
Strahlanteil ¢, und einen dazu senkrechten Drehanteil q,, SO
zwar, daB

g, —Eptiyio }
00 =g — g} —E i — (g iy 2O |
Fiir die zweite dieser Formeln diirfen wir aber auch schreiben
¢,"="(1—@*)+ 4 (1—y*)+2%(1 -9~ 2&j oy —2g iy i —22i d,
oder wegen @?—4-y? | 92==1, x=r¢p usw.
¢, =(Fy —§o) + (O —Eyf - (Ep — E0)
0.2 =(Ey — jo) + (s 39 (o — dap

5)
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und wegen 1) und 3a

)
wr— O o [ T ) o

so daB also der doppelte Flichenanlauf das Moment des
Drehanlaufs angibt.
Andererseits folgt aus Gl 1a) § 3

g=iptrp, y=iyptrp, z=id-frd,

wleo i=Pp2iptri
J=Fyp+2iptrip . ... . ...
=i 279 trd

Wegen

e +yy 4 dd =0 _
PPty + F=—(p*+ 9+ 97
liefert aber das Einsetzen von 7) in die erste Gl 5)

g, =¥ —r(p*+p*+9°),
oder mit Riicksicht auf 4a u.b) § 3
. g, =F—r(w4oto)=Fi—ro’ . . . . 8
Wir erhalten also in 6) und 8) formal nicht dieselben Anlaufteile
wie bei der ebenen Bewegung; der Unterschied gegen diese liegt
darin, daB der Drehanlauf auf einer Raumkurve nicht in die durch r#
gegebene Ebene fillt.

Zur vektoriellen Auflésung des Gesamtanlaufes ¥ kniipfen wir
an die Gl 10) § 3 an und schreiben dafiir

tr=tftrfwt], . .. ... ... 9)
worin t den Gesamtlaufvektor, w den Drehvektor und r den Betrag
des Strahlvektors r vom Anfang aus bedeuten. Durch weitere Ab-
leitung wird daraus nach Kiirzung von 17 auf beiden Seiten

tr=rtf-4+7[we]+r[we]+rwg. . . . . . 10)
Da nun das Vektorprodukt von 9) mit

[mi]=%[mr]—}—[m[mr]]=%[mr]—{—m'mr— rmw?

ist, worin noch wegen der Normalstellung von r und w zueinander
das skalare Produkt wr wegfillt (vgl. 9b) § 3), so bleibt in 10)

£=;v—rm2+[m]+z{m;;«]. ... . .10a)

Man erkennt ohne weiteres aus 6) und 8), daBl die ersten beiden
Glieder dieser Formel die Vektorform von 8), die beiden letzten
Therme dagegen den Drehvektor darstellen, der wiederum in zwei
Teile mit verschiedener Richtung zerfallt. Den letzten Anteil, der
sowohl auf dem Strahl r, wie auch auf dem Drehvektor w senkrecht
steht, bezeichnet man wohl nach seinem Entdecker als die Coriolis-
beschleunigung.
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II. Die gezwungene und Relativbewegung eines
Punktes.

§ 5. Die Bewegung eines Punktes auf einer festen Oberfliche.
Die Lage eines Punktes im Raume ist durch seine Absténde z, y, z
von drei zueinander senkrechten festen Ebenen bestimmt. Mithin
kann seine Bewegung durch stetig aufeinander folgende Anderungen
dieser drei Abstinde, d. h. durch drei zueinander senkrechte Ver-
schiebungen ersetzt werden. Wegen der Unabhéngigkeit dieser Ver-
schiebungen voneinander spricht man der freien rdumlichen Bewegung
eines Punktes drei Freiheitsgrade zu und bezeichnet die drei
Grundformeln fiir die Anlaufteile

i:qaﬂ ?j:qy, :"«::qz e e e e e 1)

als seine Bewegungsgleichungen, in denen ¢, q,, 4, im allgemeinen
vorgelegte Funktionen der Absténde z, y, 2z, sowie der Zeit bedeuten,
durch welche das sog. Anlauffeld bestimmt ist. Die Integration
dieser Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die man auch durch
die Vektorgleichung

T=@l,d). . . . . . ... . 1la)

ersetzen kann, fithrt im allgemeinen auf sechs Integrationskonstante
&y, Yy 2, und 2z, Y,, 2, fiir die Anfangswerte der Laufteile und der
Lage, entsprechend den Vektoren 1, und r,.|

Ist dagegen der Punkt im vorgeschriebenen Anlauffelde ¢ ,q,,¢,
an eine feste Oberfliche gebunden, auf der er sich frei ver-
schieben kann, so erscheint die Bewegungsfreiheit in der Richtung
der Flichennormale aufgehoben; der Punkt hat also nur noch zwei
Freiheitsgrade. Die Aufhebung der Bewegungsfreiheit in der
Normalrichtung bedingt aber den Ausgleich des in diese Richtung
fallenden Anteils ¢, des vorgelegten Anlaufs ¢ durch einen sog.
Zwangsanlauf ¢ derart, dafl

,+d=0 ... ... .... 2

ist. Mit den Richtungskosinus «,f,y der Normale gegen die Achsen
lauten alsdann die Bewegungsgleichungen des an die Oberfliche ge-
bundenen Punktes

i=gq,+aq, f/"—‘qy-}—ﬂq', i=q,+yq,. . . 2a)
durch welche im Verein mit der Flichengleichung
f@,y,2=0 . . . . . . ... 2b)

die vier Unbekannten z,y,z und ¢ hinreichend bestimmt sind; denn
die Richtungskosinus bestimmen sich eindeutig aus
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W(W(Wﬁf

“V(ax T ay T\3:) =%
of\’__of | 2¢

A V (8z) oy )

w+®+%F%

Fiihren wir ferner die Achsenanteile des Zwangsanlaufes

9, =cqd, ¢/=pd, ¢'=rd .. ... 3
ein, so erhalten wir an Stelle von 2a)
&=q,+q), §=¢,149/5 Zi=q+4q¢ ... 33
und andererseits durch Differentiation von 2b)
of of 4 f
9T g o1 d —
x+8y =0,

oder mit 3) und 2c)
9, dz+gq,/dy~+gq'dz=0, . . . . . . 3b)

womit nur die Normalstellung des Zwangsanlaufes zur Ober-
fliche wieder zum Ausdruck gelangt, da dz,dy,dz die derselben
geniigenden Verschiebungen des Punktes darstellen. Mit 3b) wird
aber aus 3a) nach Erweiterung mit dz,dy,dz und Addition, sowie
wegen

Gdr - jdyt+ida—gdé 1 gdy i di —vdo,
vdv=gq,dzr+g,dy+q,dz, . . . . . . 3¢

so dafBl also der Zwangsanlauf auf die Laufédnderung keinen
EinfluB besitzt. Schneidet die Oberfliche an allen Stellen die
Richtung des dufleren Anlaufes senkrecht, so geniigen auch die Achsen-
anteile 9239y 4 der GL 3b), und wir erhalten aus 3¢) v-dv=0, also
nach Integration

=02 .. .. ... ... 3d

so daB im Falle einer zur Anlaufsrichtung iiberall senk-
rechten Oberfliche der Bahnlauf seinen Betrag nicht an-
dert. Dasselbe trifft naturgem&f auch zu, wenn das #uBere An-
lauffeld iberhaupt verschwindet. Dann wirkt auf den be-
wegten Punkt nur noch der zur Oberfliche senkrechte Zwangsanlauf,
der nach den Ausfithrungen des letzten Abschnittes die Richtung
der Hauptnormale der Bahn besitzt, die somit mit der Flichen-
normale zusammenfillt. Die hierdurch gekennzeichnete Bahn auf der
Oberfliche wird nach 3d) gleichformig durchlaufen, so daB also
die Variation des Laufes

ds
61)'—_(3%:0

Lorenz, Techn. Physik I, 2. 2. Aufl. 2
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ist. Daraus folgt fiir ein endliches Stiick der Bahn zwischen zwei
beliebigen Punkten 1 und 2

2 2
8 [ds=[ods—0,
1 1

d. h. die Bahn hat gegeniiber allen Nachbarbahnen auf der
Oberfliche die kiirzeste Lénge. Derartige kiirzeste Kurven
zwischen Punkten einer Oberfliche bezeichnet man aber als geo-
ditische Linien. Ihre Gleichung ergibt sich einfach durch Ein-
setzen der Richtungskosinus der Hauptnormale nach Gl. 10), § 2 in
die obige Gl. 2c¢) also

d*x d*y d*z __ of of of

ds ds* ds®  ow oy 02 t2)
oder
Poof dyof Pyof dzof Fzof dwof o,

ds? 0y dsox ds® 9z ds*oy ds’ox  ds?oz ’

wofiir wir mit dem Einheitsvektor n der
Flachennormale kiirzer in Vektorform

d*t
‘:Tl‘—i‘s?JZO e e e s 40)

schreiben diirfen.

Diese Ergebnisse werden besonders
anschaulich, wenn wir in Abb. 4 zu einem
beliebigen Bahnelement ds auf der Ober-
flache die Schmiegungsebene P, S P, dar-
stellen, wobei P, § = P, 8 = o die Haupt-
normale ist. Legen wir dann durch die
Endpunkte P,, P, des Elementes zwei
zu ihm und der Schmiegungsebene senk-
rechte Ebenen, so schneiden diese die
Oberfliche in zwei benachbarten Normal-

Abb. 4. kurven zu ds. Beide Ebenen schneiden

sich in einer Geraden NS 7', welche zur

Schmiegungsebene von ds senkrecht steht und die Mittelpunkte N
der Normalkrummung 1:9, der Fliche, sowie 7' der Bahnkriimmung
1:9, in der Tangentialebene trigt. Ist dann (o,0,)= ISP N
der Neigungswinkel der Hauptnormale der Bahn gegen die Kurven-
normale, so hat man die von Meusnier aufgestellten Gleichungen

Q=anos(g,gn)zgtsin(g,gn), ) |
oder

=—t+—. . .. . ... .. ba)
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AuBlerdem aber ist mit den Richtungskosinus ¢/, §, ' der Kurven-
normale

cos(e,e,)=ad +FF + 77, 5
sin (¢, 0,) = (@f' — P+ (BY —r BV +(r & —ay).
Mit Beachtung der Formeln 10), § 2 erhalten wir damit aus 5)

1 (@ ) d2y>2 (d%)‘-*

o? <d82 + d + ds*)’

1 d=z d*y

A ke 2ﬂ+dsoyﬁ 6a)
1

i

d*x d?y 2y d*z \*  [(d*z d?z \?

( 2 ﬂ_*‘za + —_27_—‘518) +<_—2a— —57) ’
0 ds ds ds ds ds ds
oder in Vektorschreibweise
1 dr 1 __ndgt 1 [ d*r’]?
o ds¥’ o, ds’ o7 "dstl
Daraus erkennt man, daf fiir die geodédtische Linie die Tangen-
tialkrimmung verschwindet, worin der Grund fiir ihre Eigen-
schaft als kiirzeste Linie auf der Fliche zu suchen ist. Hat man
unter vorldufiger Ausschaltung des Zwangsanlaufes ¢ die Bahn des
Punktes auf der Oberfliche mit den Lauf- und Anlaufteilen bestimmt,
so ergeben sich schlieBlich mit Hilfe der letzteren aus den Grund-
formeln 2a) die Anteile des Zwangsanlaufes. Wechselt derselbe an
einer Stelle der Bahn sein Vorzeichen, so wird der Punkt, falls er
nicht beidseitig der Oberfliche gefithrt wird, diese dort verlassen
und sich frei weiter bewegen, womit natiirlich unser Ansatz 2) mit
¢ = 0 hinfillig wird.

1. Beispiel. Ein Punkt bewege sich unter der Wirkung der Erdbeschleu-
nigung g auf einer glatten trichterartigen Umdrehungsfliche mit senk-
rechter Achse und dem Neigungswinkel ¢ der Tangente im Achsenschnitt gegen
die Wagerechte, Abb. 5. Alsdann empfiehlt sich die Einfiihrung des Achsen-

abstandes r und des Drehwinkels ¢ desselben gegen eine beliebige feste Ge-
rade in der wagerechten Ebene, so zwar, daBl mit ¢ =

6b)

r=rcosg, y=rsing,
Z=rcosp —rwsing; g=rsingtrwcosgp,
. drw
E=({F —ra?) cosp— ( ( )+rw>81n¢7, e D

¥= (F—raw?) s1n<p+( rw)—}—rw) cos @

ist. Hierin stellen

. d rw l d(r*w

¢&r=1r —rw?, ( )—}— r (dt ) 7a)
die Strahl- und Drehanlédufe dar, wihrend in der nach unten positiven Achsen-
richtung ¢, = g wird. Bezeichnen wir mit ¢’ den Zwangsanlauf, so bestehen wegen
des Wegfalls eines Drehanlaufs ¢,=0 die Bewegungsgleichungen

PAS
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r—ro*=—¢sind,
A ,
d(rw)__

dt :O'

Aus der letzten Formel folgt ein gleichformiger Flichenlauf in der wagerechten
Ebene, d. h.

rro=0C, O=="5. v v v v v v v e e . 8a)

g A
¥4
Abb. 5.
Erweitern wir ferner die Gleichungen 8) mit dr = — dscos &, bzw. dz=dssin 9,

worin ds das Bogenelement des Achsenschnittes der Oberfliche ist, sowie mit
o dt und addieren, so wird wegen d (12 w)=2wrdr-+rdow

fdr+2dzto?rdr4+-rP?odo=gdz,
rdi +2di+wrd(wr)=gdz,
422+ 0 r =?

»—92=29Fr—2).. . . . . ... ... 9)

also mit

nach Integration

Wir sehen also, daB im Felde der bestindigen Erdbeschleunigung die
Anderung des Laufquadrates unabhingig von der Form der Stiitz-
flache und des auf ihr zuriickgelegten Weges nur von der durch-
fallenen Hohe abhéngt.

* Die Gestalt der Bahn ist aber bei bekannter Form des Achsenschnittes
der Oberfliche hinreichend durch ihren GrundriB bestimmt. Hierfiir erhalten
wir mit den beiden ersten Formeln 8) unter Ausschaltung von ¢’ wie oben

tdi+2dz=gdz+ w?rdr,
oder mit 8a)

2
idi‘—{-idé:gdz-{—%dr
und integriert
2
5‘2+é2=2gz—%—{-00.. e .. 10)
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Nunmehr setzen wir fest, da die Oberfliche durch Drehung eines Astes
einer gleichseitigen Hyperbel um eine Asymptote entstanden sei, also

zer=h®. . . .. ... ... 11)
ist, woraus
trtzir=0; e e e 11a)

folgt. Damit wird aus den beiden Formeln 9) und 10)

1 1
2 — 2= 2l — =
0% — v, 29k (r To>’ e e e e e 9a)
. ht R C?
1‘2(1—*—;;):297—72'—1—00 ....... 108«)

Von diesen beiden Gleichungen stimmt die erste formal iiberein mit der Ande-
rung der Wucht eines Kérpers im Schwerefelde einer anziehenden Kugel, wihrend
die zweite die Bewegung im Grundrif angibt. Der aus der Integration her-
vorgegangene Festwert C, bedeutet hierin offenbar das Quadrat des Strahl-
laufes #2 im Unendlichen, welches, falls der Punkt dauernd im Endlichen bleibt,
negativ werden muB, entsprechend einem im Unendlichen imaginéren Strahl-
lauf. Setzen wir demgemiB C,=— C, fiir eine im Endlichen verlaufende
Bahn, so wird aus 10a)
. h“) R
2 7 )= A
7 (1—[—74 2¢ e Cy. « . . o ... 10b)
Fiir # =0 erhalten wir alsdann die Scheitelabstinde, d. h. das scheinbare
Perihel und Aphel der Bahn zu
., _g® R C |
ne =g cE g

Die Bahn verlduft demnach innerhalb oder auBerhalb zweier Parallelkreise auf
der Oberfliche, je nachdem C; = 0 ist, entsprechend der elliptischen oder hyper-
bolischen Bahnen der Himmelgkorper. Im Falle ¢, =0 dagegen ergibt sich
fiir das Perihel aus Gl 10b)

C?

=g
wihrend das Aphel entsprechend dem parabolischen Verlauf ins Unendliche fillt.
Zur Ermittlung der Grundriform der Bahn setzen wir mit Riicksicht auf 8a)

()
. _ﬂ_}l_rw Cdr r

TTAt T de T Pdy de
und damit geht Gl. 10b) iiber in

1 2
("’ (7) (14¥)_2ek _1_0
i T =y TR T e
Da die Integration dieses Ausdruckes nicht in geschlossener Form ausfiihrbar

und darum wenig iibersichtlich ist, bilden wir umgekehrt aus der Gleichung
P .1

&
= —=———cosx
1—ecosxep’ rp #s

r

die fiir x =1 einen Kegelschnitt mit dem Parameter » und der numerischen
Exzentrizitdt ¢ bestimmt,

("’ G)L (Bl 1= .. 13a)

do |
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Diese Gleichung stimmt mit 12) iiberein, wenn

ght 1 1—2  C 1 h*
- ___.;)_’ _52_:_612' "—2=1+— ..... 13b)

ist. Da nun nach 11) bzw. 11a)
dz Kz

tgo—— ==t .. 11b)

ist, so hat man auch an Stelle der letzten Bedingung
x=cosd<<1l. . ... ... ... . 13¢)

Dieser Wert ist angendhert bestindig, wenn die Bahn nicht sehr von der Kreis-
form abweicht, was z. B. fiir die Planeten und ihre Begleiter zutrifft. Alsdann
diirfen wir im Ausdruck fiir »2 fiir den Strahl r seinen Mittelwert 7, einsetzen
und erhalten dann als Bahngrundri8 mit C, >0, &< 1 eine Ellipse mit
einem Brennpunkt in O, deren groBe Achse bei jedem Umlauf, d. h. fiir ¢ =2
den Bogen

"
y):lp—ﬂ(pZZﬂ(l——M)Nﬂ;hT ........ 14)
0

in gleichem Sinne zuriicklegt, wenn » mit kleinen Werten von h:7, nur wenig
von 1 abweicht.

Da nun fiir eine Ellipse mit den Halbachsen @, b und der Umlaufszeit ¢,
C=2mab:¢), pa=1"b ist, so folgt mit 2ma:ty=u, r,~a

¢ ., 42 . Ua Bl
-p—_gh ——%T_u a, h_—~g—, @ ga 14a)
also der Perihelfortschritt fiir jeden Umlauf
ud
Y = g'zaz ............. 141))

Fir u=1m/sec, a=0,5m, g=19,81 m/sec® wird daraus A%:q®= 0,204 und
py=m:24.

Zur Berechnung des Zwangsanlaufes ¢’ gehen wir von der ersten Gl. 8) aus
und erhalten zunichst aus der allerdings nur angenihert giiltigen Gl. 13) und 8a)

. exr?ow . Cex .
= sinx e =— smx e,
.  Cosx? o 220‘2<l__1_)
7= ——p——cos =+ \3 )
also o
2 o2
OO S il 2 __ 1) 2.
T —rw= pr2—}—(z 1)7'3
und damit wegen 13c), 14a) und 11b)
re 9 (P e : ) . T
q cosﬁ(r sin?d$ f-cos?d). . . . . . .. )

Da der Neigungswinkel®d sein Vorzeichen nicht wechselt, so kommt
dies auch fir den Zwangsanlauf nicht in Betracht.

2, Beispiel. Bewegt sich ein Punkt unter dem EinfluB des Erdanlaufes g
auf einer Umdrehungsfliche um eine lotrechte Achse, so gilt zundchst wieder
Gl. 9), worin wir den Gesamtlauf » in einen Umlauf 7 @ und einen Bahnlauf §
auf dem Achsenschnitt durch die Flidche derart zerlegen kénnen, dafl



Das Kugelpendel. 23

ist. Verlangen wir nun, daB der Bahnlauf § sich nicht #ndert, so wird aus 9)
mit 16)
P —rlol=2g9F—2). .. ... ... 16a)
oder mit r,==0
Pot=202—2), « « « o ... 16b)

wonach die Fliche ein Umdrehungsparaboloid sein muB. Die Bewegung
des Punktes kann offenbar auch als solche auf einer um ihre lotrechte Achse
mit dem Drehwert » umlaufende Parabel als Fithrungsbahn aufgefalt werden.
Da der Punkt auf dieser Kurve seinen Anfangslauf § beibehilt, also niemals
zur Ruhe gelangt, aber von selbst keine Ortsverinderung auf dem paraboli-
schen Achsenschnitt erfihrt, so bezeichnet man diesen Bewegungszustand als
einen astatischen.

§ 6. Das Kugelpendel. Eine besonders wichtige Anwendung der
Bewegung eines Punktes auf einer festen Oberfliche bildet das sog.
Kugelpendel, das durch die starre Verbindung des Punktes mit
dem Anfang O verwirklicht wird. Bezeichnen wir den unveriinder-
lichen Abstand, die Pendellinge, mit I, so ist die Kugelgleichung

flx,y,2)=2"F+y*+22—P=0, . . . ... 1)
also
of of of
w2 6y—2y’ oz 2%
mit den Richtungskosinus . . . 1la)
_z ) I
“=7 =7 Y= l

Bewegt sich der Punkt im Schwerefelde der Erdoberfliche, so ist
aullerdem ¢, —gq,=0, ¢,=g, wenn wir die z-Achse positiv nach
unten wihlen. Damit lauten die Bewegungsgleichungen 2a), § 5

17=_l‘q’7 ’!/=—?l!q’, Z=g+7q', e e . 2)
zu denen zur Bestimmung der vier Verénderlichen z,y,z und ¢’ als
Zeitfunktionen noch die Kugelgleichung 1) hinzutritt, die.auch durch

zdzx+ydy+z2dz=0 . . . . . . . 1b)

ersetzt werden kann. Damit aber wird aus 2) nach Erweiterung mit
dz,dy, dz und Addition, sowie wegen

ide+jdytidz=ddi-tydy+zidi=wdv,

vdv =gdz,
oder
Vet =2g(k—2).. . . . . .. . 2a)

Andererseits folgt aus den beiden ersten Formeln 2)
.. . a .. .
jo—fy= (o —dy)=0

oder
g —dy=r*w=0C, . . . . . . . .. .2b)
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wenn wir mit r den Grundril der Pendellinge und mit  dessen
Drehwert um eine lotrechte Achse durch den Anfang O bezeichnen.
Dleser Grundri8 bewegt sich demnach mit gleichférmigem Flichen-
iauf. Weiter folgt aus 2) durch Erweiterung der einzelnen Formeln
mit x, y, 2 und Addition wegen 1)

ok 4 yij + 22 =1q' - gz.

Hierin ist aber, wie man durch nochmalige Ableitung von 1b) nach
der Zeit feststellt

wE - ygj | 2F = — (& 4 g2 22 = — o2,
also
I 4-g2+v*=0, 9’=—gz~%—£

oder wegen 2a)

q'_—_——3gz_2lgz0+v02, e e e .20)

womit der Zwangsanlauf in jeder Lage des bewegten Punktes gegeben
ist, wenn man die Anfangswerte z, und v, kennt. In den durch

8g9z=2gz2,—v,*

bestimmten Lagen, die ersichtlich auf einem wagerechten Kreise von
der Tiefe z unter dem Anfang zu suchen sind, wechselt der Zwangs-
anlauf sein Vorzeichen, was fiir die Bewegung des Kugelpendels dann
von Bedeutung ist, wenn ein Faden die Verbindung des bewegten
Punktes mit dem Anfang bilden wiirde.

Zur weiteren Behandlung fithren wir an Stelle der Abstinde z, y, 2
den Drehwinkel ¢ der lotrechten Ebene O PA gegen eine bestimmte
Anfangslage und die Auslenkung ¥ des Pendels OP gegen eine lot-
rechte Lage OA4 in dieser Ebene ein durch die aus Abb. 6 sofort
ersichtlichen Beziehungen

x ==1sin  cos p, y:lsinﬁsinqp, z=1cos?,
woraus
a':=l(19:cosﬂcos<p—q'osinﬁsin(p), . } . . 3a)
g=1Il(OcosIsinp |+ psinPcosg), z=-—IPsind

folgt. Setzen wir diese Ausdriicke in die Gl 2a) und 2b) ein und
schreiben dort abkiirzungsweise v,* — 2 gz, = C,, so wird
12 (92 4 ¢? sin? #) — 2 gl cos & - C, 3b)
Pesin?d="C e

Zur Festlegung von C, und C bestimmen wir, daB zu Beginn der
Bewegung fiir t=0 der ausgelenkte Punkt nur eine wagerechte
Drehung besitzen moge, d. h. in der Lage

9=49,, ¢=0, 9=0, ¢=cw,. . . . .3c)
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sei. Alsdann wird aus 3b)

1(92 + ¢*sin®® — w,? sin?P,) — 2 g (cos & — cos 9,) _—
@sin® 9 = w, sin® 9, ’
oder nach Ausschaltung von ¢
o sin?d,

1 ({99 + o, PO Y (sin? @, — sin® 0)) =2 ¢ (cos¥ — cos &,).

Wegen sin® ¢, — sin? ¢ = cos?# — cos®#, konnen wir dafiir auch
schreiben

cos — cos I,
sin2 ¢

.
&

Z
Abb. 6.

92

(2—lg sin? ¢ — w,*sin® 3, (cos ¥ +- cos 01)> . 4a)

>X

und sehen daraus, daB =0 wird, einmal fiir die Anfangslage P,
nach der Voraussetzung 3c), dann aber auch durch Verschwinden
der Klammer, oder fiir

g—‘q1——cos“’z9—a>‘3sin"’z9 cosd+-cosd,)=0 . . .4b
l 1 1 1

mit den Wurzeln

w?l 2.9 (wlgl)g_ w?l .,
—_———— 1 —_— 4 R 1 <
cos 1g sin?d, + |/ 1+ 17 sin*d, 2 sin® ¥, cos ¥, 4c¢)

2

_50__l> (93_1)2,4_2;1,2 ( w__l>
(1 17 sin®d, | <1+ iy sin*d, 2y S0 B, cos P, < (14 1g n 9,] 5)
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Daraus folgt aber, daB mit negativem Vorzeichen der Wurzel in 4c)
cos ¥ < —1 wird, was keinem reellen Werte von ¢ entspricht. Es
ergibt sich somit nur ein reeller Wert des Winkels mit positivem
Vorzeichen der Wurzel, den wir ¢, nennen wollen. Dieser Winkel
bestimmt mit dem Ausgangswinkel ¢, zwei wagerechte Grenz-
kreise auf der Kugel, zwischen denen die Bahn des Punktes
derart verlduft, daBl der eine Kreis oben, der andere unten
beriihrt wird.

Schreiben wir an Stelle von Gl 4b) mit den Winkeln ¢, und 4,
dieser sog. Grenzkreise

2
cos ¥, 4-cosP,—=-—=——--2>0, . . . . .Dba)

so erkennen wir, daB3 die Mittelebene der Grenzkreise stets die untere
Kugelhilfte schneidet, auf der jedenfalls einer dieser Kreise liegt. Da-
mit der andere Kreis auf der oberen Hélfte liegt, muB fiir ihn 9, > 90°,
2¢ sin? . o . g
cosd, = Togf si???f —cos ¥, <0, oder 2gsin®¥,<lw,?sin’®, cos,
sein, wahrend nach Abb. 7
sin® 9, <sin® 4,

ist. Aus der Multiplikation beider Ungleichungen
folgt aber 2g<lw?cosd, . . . . .bb)

als Bedingung fiir das Aufsteigen des
Punktes auf die obere Halbkugel. Aus der
Gl 4a) fir die Drehung in einer selbst mit w
rotierende AufriBebene 1a8t sich sofort ein Aus-
druck fir die Zeit zwischen zwei Lagen des
Punktes gewinnen, so zwar, da mit

dt=d—.q== sin ¢ d9 6)

V(cos $#, — cos ) (wl"’ (cos ¥+ cos ¥, )sin? P, — Elg sin? 0)

Zur iibersichtlicheren Darstellung der im Nenner auftretenden Wurzel
nennen wir die beiden Wurzeln der Gl 4b) cos, und cos ¢,, von
denen allerdings die zweite, wie schon oben erkannt <7 —1 ist,
und setzen demgeméif

(cos F — cos ,) (cos & — cos &)
= cos® ¥ — (cos ¥, | cos ;) cos F | cos Y, cos Fy=0.. . 7)
Andererseits ist aber auch, wenn ¢, dem oberen Grenzkreis zu-
gehort, nach 5a)
sin? ¥,
sin®4,’

2
w1

2g (cos ¥, - cos ¥,) = . 4d)
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womit wir an Stelle von 4b) auch schreiben diirfen
. cos & -} cos ¥,
o08 ﬁ+cosﬂ —+ cos &,

Mithin ergibt der Vergleich der Beiwerte von cos ¢ in dieser Formel
mit 7)

sin® 9, — 1 =0.

in2
cos , — — cos O, — sin? 9, =_1—{—cosﬁ]cosﬂe' 7a)
®  cosd, | cos, cos ¥, +- cos o,
Damit aber wird aus 6)

dt:d—ﬂz sindd 9

K V?l_q (cos 9, — cos ¥) (cos § — cos 3, (cos F — cos P;)

oder mit dem Wert von cos ¥, aus Gl 7a)

. @_V__ sin9d .
P 9 29 V 14 cosd, cosﬁ) )

(COS 791 — COS ’19‘) (COS ¥ — cos ?92) (COS 9 + cos ,,9 + cos 9

so daB also die Bewegungsdauer durch ein elliptisches Integral be-
stimmt ist, mit dessen umsténdlicher Auswertung wir uns hier nicht
aufhalten wollen.

Dagegen haben wir noch den einem Bogen ¢ — ¢}, entsprechenden
Winkel des Grundrisses r =1Isin® zu ermitteln, fir den sich aus
der zweiten Formel 4)

_ o sin? ¢,
9 sin? 9

ergibt. Fiihren wir in diesen Ausdruck den Wert fiir 9 aus 7b)
ein, so folgt mit 4d)

Bgp . ... ... .. 8)

sin ¥, sin ¢, sin & d )
smgﬁl/(cosﬂ —cos ) (cos F — cos J,) [cos F (cos &, —cos &,)+14-cos B, cos ¥, N

Schreiben wir fiir den Integranten f(¢) und beachten, daB

d 9
p=JrOas=—T@)ao,. .. ... .9

so erkennen wir, da8 die Bahn um jeden Beriihrungspunkt mit einem
Grundkreise nach beiden Seiten symmetrisch verlduft, woraus sofort
die Frage entsteht, ob sie geschlossen ist. Zur Beantwortung be-
stimmen wir den Winkel ¢, zwischen zwei Berithrungspunkten mit
demselben Grenzkreis aus

—_—J;‘(ﬁ)dﬁ—éf}’(ﬁ)d0=26f2f(z9)d19.. .. .9a)

8a)
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An Stelle der Ausfiihrung der auch hier wieder recht umstind-
lichen Integratlon wollen wir den Betrag von ¢, durch ein Nihe-
rungsverfahren in zwei Grenzen einschlieBen, indem wir in der letzten
Klammer des Nenners von 8a) cos®¥ = + 1 setzen. Alsdann lauten
diese Klammern

cos &, -} cos &, + 1 - cos ¥, cos
= (14 cos ;) (1 cos 9,) = 4 cos? %1 cos? %’;
— (cos &, -} cos B,) | 1 - cos I, cos J,

. -
=(1— cos¥,)(1 — cos 192)=4sm“’1?2-151n“ 52,

und es wird mit den Abkiirzungen
cosd=u, cosd =u,, cosd=u,,
sowie wegen
. . L0y B,
sin 9, sin ¥, = 4 sin 51 sin 2 2 cog 5 ! cos E
und mit Riicksicht auf 8a)

) du
— 48in —tgin 2 _
i 2 o 2f(1—u2)yu1—u)(u—u2)>

Uy

Uy
><po>—4cos%lcos%'—*f

du
(1 —u®) My —w) (w—ug)

Da nun
Ug

u!f (t—u)} <u‘di~m—72>

— () e

Uy

7 1 1
2 (V(l — ) (1 — u,) + [fE= u,) (14 '“9.))
=-;1 1 + 1

9, . 0, 5, 0
sin -1 sm -2 COS — CO8 —
2 2 2 2

ist, so folgt
—n(l—ktg%tg )>¢;00>—az<1—}—c’og19 ctgﬁ) . .9b)

!) Die Losung dieses Integrals ist in jeder Integraltafel nachzulesen.
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) )
Hierin ist aber stets §1<90°, E“’<9O°, also

3

Yy J,
2

02 191

tg —* tg 5 >0, ctg 5 ctg 5 > 0.

Daher wird der Winkel zwischen den Fahrstrahlen zweier
Beriithrungspunkte desselben Grenzkreises im Grundrif3 der
Bahn gréBer als 180° so daB die
Bahn selbst keine geschlossene
Linie bildet, vgl. Abb.8. Dier Bahn-
grundriB erscheint demnach als
eine ellipsendhnliche Kurve,
deren groBe Achse sich gleich-
formig um ihren Mittelpunkt
dreht.

1. Beispiel. Erfihrt der Punkt nur eine -
kleine Auslenkung aus der unteren
Ruhelage, so hat man unter Vernach-
lissigung der Quadrate z® und y*®

z:l/l“——x“‘—ﬁwl, Z2=0

also in 2)

¢=—g, &=-— %x, y’=—%y,

d. h. zwei zueinander senkrechte Schwingungen in einer wage-
rechten Ebene

x:asin(t]/_g+a'), y:bsin<¢l/~?+ﬂ'>, ..... 102)

die sich, wie in der Mechanik ebener Gebilde gezeigt wurde, zu einer ge-
schlossenen elliptischen Bahn zusammensetzen. Deren Umlaufszeit

stimmt also mit der Schwingun®sdauer des ebenen Kreispendels iiberein.
2. Beispiel. Wird im Sonderfalle 3, =9, =19,, so folgt aus 4d) mit

w, = (00
wlleosdy=g.. . . . .. ... ... 11)
Der Punkt bleibt alsdann dauernd auf demselben Breitenkreise, wahrend

sein Fahrstrahl den Mantel eines Kreiskegels, Abb. 9, beschreibt. Man spricht
alsdann von einem Kegelpendel, fiir welches auch mit Isind,=7,

geschrieben werden kann. Der in die Richtung OP fallende Zwangsanlauf ist
in diesem Falle nach Gl. 2¢) mit z =12z, =1cos ¥,

g =Rt gleosdy 1y g
l l

9
wad

’

¢ = —gcos P, — Il w,?sin® ¥, = —
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wihrend 11) in

wr=2 . 11c)
%o
iibergeht.
AuBerdem aber erhalten wir fiir die Umdrehungsdauer
2 1cos 9 /2
t—=— —=2 V————o =2 o 12
°7 w, i g " V g )

in Ubereinstimmung mit der Schwingungsdauer eines ebenen Pendels von der
Linge zy=1cos¥,. Wird das Kegelpendel etwa durch einen StoB aus seiner
Mittellage ein wenig ausgelenkt, so beschreibt es um dieselbe eine Bahn, die
zwei zu beiden Seiten der Mittellage benachbarte Grenzkreise nach Abb. 8
beriihrt. Da der Beriihrungspunkt, wie oben festgestellt, auf demselben Grenz-
kreise fortschreitet, so ist die Dauer dieser Schwingung um die Mittellage

t1>t0=2nl/ig°~. ............ 12a)

z
0
o,

i l

M

7o
x
Abb. 9. Abb. 10.

3. Beispiel. Im AnschluB an das Kegelpendel betrachten wir eine Ver-
allgemeinerung desselben durch Verschiebung des Aufhéingepunktes 4 um 7,
aus der Drehachse OZ, die ebenso wie das einfache Kegelpendel bei Reglern
von Arbeitsmaschinen héufig Verwendung findet. Der bewegte Punkt P ist
alsdann an eine Ringfliche gebunden, die durch Drehung des Kreises vom
Halbmesser ! mit der Mitte 4 um OZ entsteht, Abb. 10.

Da auch hier kein Drehanlauf ¢, vorliegt, so haben wir mit der Aus-
lenkung ¢ aus der Lotrechten

r=ryFlsind, z=lcosd. ... ... oL 13)
fiir den Drehwert w die Bewegungsgleichungen
F—rw?=g¢sind, Z=g-+qcosd,. ... . ... 14)
oder nach Ausschaltung des Zwangsanlaufes ¢’
F—ret=(_Z—g)tgd . ... .. ... - . 14a)
mit einem Beharrungszustand fiir #= Z=0 in der Mittellage ¥,
gtgdy=rw?=@yFlsind) .. . . . . . . ... 15)
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Nun folgt aus 13)

i=l1§>cc.>sﬁ, 5‘=l(1§c0519—1§2s.in0) } ..... 134)
z=—19sin?d, Z =—1(9sin 9 - 92 cos 9)
und nach Einsetzen in 14a)
19— o (ryIsind)cosdFgsind=0. . . . .. ... 14b)

Setzen wir darin fiir kleine Ausschlige d um eine Mittellage &, also
d=>0,49;
sin 9 = sin ¥, -} d cos ¥, , cos & = cos ¥, — d sin I,

und vernachldssigen die Glieder mit 62, so folgt mit Riicksicht auf 15) und
F—=148
w?r,

l

und nach Ausschaltung von r, durch 15)

3+<—‘l]—cos00+ sint?o—m%os2z90>6=0

.

: 9 2 aoe? ):
b+(lcos00 0 0088y )8 =0 . . . . ... .ldo)

Dag ist aber fiir bestindiges w die Differentialgleichung einer einfachen
Schwingung um die Mittellage mit der Dauer

- 1 cos ¥,
t0_2nl/s—]fm, ........... 16)

die auch fiir das einfache Kegelpendel gilt, da hierin die GréBe r, nicht mehr
auftritt. Die Schwingungsdauer ist offenbar nur so lange reell, als

g \¥
(mTl) >cosdy >0 . . . ..o 16a)
ist. Mittellagen J,, welche diese Bedingungen erfiillen, sind als stabile anzu-
sehen, wihrend

4

S —a 2 2 == 20 .0 0 0 e e e
Toos 3, ? cos? &, [ 16b)

aus 14c) eine asymptotische Bewegung von einer labilen Lage aus ergibt.

Zur Ermittlung der verschiedenen Lagen greifen wir auf Gl. 15) zuriick,
die mit tg 9= }1 — cos? J,: cos ¥, fiir cos J, vom vierten Grade ist und dem-
nach vier Wurzeln besitzt. Wihrend die algebraische Berechnung derselben
ziemlich umsténdlich sich gestaltet und wenig iibersichtlich wird, so fiihrt ein
zeichnerisches Verfahren sofort zum Ziele. Man hat zu diesem Zwecke nur
die beiden Kurven

ul:(%tgﬂo und uy=ro-Flsind,, . . . . .. .. 17)

wie in Abb. 11 und 12 geschehen ist, zum Schnitte zu bringen, um die den
4 Wurzeln zugehorigen Werte von ¢, zu erhalten, von denen offenbar I und III
der Bedingung 16 a) geniigen und stabile Lagen darstellen, wihrend II und IV
mit 16b) labile Lagen sind. Die Lagen IIT und IV fallen zusammen, wenn die
Kurven 17) sich mit

du, g 1 %zlcosﬂo;

-— ———— T = 3 « . .
dd9, o?cos?d, dd, costdy 178)

9
! w?
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beriithren, was nur dann moglich ist, wenn nach Einsetzen in 15)

_ L)’/a__(ﬁ>*/= 9 %o
1 (lwz =—\7) " <0 F<l..... 17b)

ist. Alsdann wird aber, wie durch Einsetzen von 17a) in 14¢) und 16) er-
sichtlich mit § =0, £, = 00, die zugehorige Lage indifferent.

/4

Abb. 11. . Abb. 12.

Da die beiden stabilen Lagen, die fiir r,— 0 zusammenfallen, auBer durch
die Abmessungen 7, und ! mit dem Drehwert w vollsténdig bestimmt sind, so
eignet sich die ganze, aus dynamischen Griinden fast stets aus zwei zur Dreh-
achse 0Z symmetrischen Pendeln bestehende Vorrichtung zur Messung des
Drehwertes und wird darum auch als Tachometer bezeichnet. Den beiden
Lagen entsprechend unterscheidet man alsdann zwischen Tachometern mit
offenem und gekreuztem Gestinge, Abb. 13 und 14, und verwendet sie
so als Hauptbestandteile von Reglern fiir Kraftmaschinen.

z

0 S

Abb. 13. Abb. 14.

§ 7. Die Bewegung eines Punktes lings einer festen Raum-
kurve. Wir haben in § 2 festgestellt, daB der Vektor des Gesamt-
anlaufes eines frei bewegten Punktes in die Schmiegungsebene seiner
Bahn fillt. Ist die Bahn durch eine sog. Fithrung vorgeschrieben,
so wird der &ullere Anlaufvekor ¢ im allgemeinen nicht in die
Schmiegungsebene fallen, sondern kann eine ganz beliebige durch das
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Anlauffeld gegebene Neigung zu derselben haben. Eine vollkommen
glatte Fithrungsbahn {ibt nun auch keine Wirkung in der Bahntangente
aus, so daB der von ihr bedingte Zwangsanlauf ¢, nur in der Nor-
malebene zur Bahn liegen kann.

Bezeichnen wir in Abb. 15 die Neigung des duBeren Anlaufes ¢
gegen die Bahntangente mit ¢, so zerfillt er in die Anteile gcos?d
in der Richtung der Bahntangente und g sin ¢
in der Normalebene zur Bahn mit der Nei-
gung » gegen die Hauptnormale. In dieser
Ebene liegt aber auch der Zwangsanlauf g,
mit der Neigung », gegen die Hauptnormale,
und daher bestehen, da die Binormale an-
lauffrei bleibt, die Bewegungsgleichungen

qcos19=%, gsindsiny — g, siny, =0

2 1)
v
qsinﬁcosv+qocosv0=5

Abb. 15.

worin v den Bahnlauf und ¢ den Krimmungsarm bedeuten. Bei
vorgelegtem Anlauffeld ¢ ist durch die erste dieser Formeln der
Bahnanlauf dv:dt, durch die beiden andern Formeln aber der Zwangs-
anlauf g, mit seiner Neigung », gegen die Hauptnormale vollstindig
bestimmt. Durch Quadrieren und Addieren der drei Gleichungen 1)
ergibt sich ferner

2\ 2 2
qﬁ__l__qo2_2qq0sinﬁcos(v—}—yo):(%> _!_<Z_:) .

Hierin ist aber, da die Vektoren ¢sin ¢, g,, gcos? eine lings g cos?
rechtwinklige Korperecke bilden,
sin & cos (v - »,) =cos (g, ¢,) »
so daB wir auch fiir den Gesamtanlauf erhalten
v\? | (dv\?
*+9,"—2gg,co8(q, ) = (E) + (Et_) N £

Der Gesamtanlauf auf vorgeschriebener Bahn setzt sich also einfach
aus dem #uBeren Anlauffelde und dem Zwangsanlauf zusammen und
zerfallt andererseits wieder in den Bahnanlauf und den Normalanlauf,
liegt also wieder in der Schmiegungsebene der Bahn.

In Vektorform lauten alsdann unsere Bewegungsformeln mit
dem Einheitsvektor t der Tangente und n der Hauptnormale
dv dv vr L
qt=1 Gpt=0, q—{—qo—tﬁ—knzzr. .. 2)

Ist die Bahn dagegen analytisch als Schnitt zweier Oberflichen

fil,y,2)=0, fol@,y,2)=0 . . . . . .3)
Lorenz, Techn. Physik I,2. 2. Aufl. 3
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vorgelegt, so entspricht jeder derselben nach § 5 ein Zwangsanlauf ¢’
und ¢”, die zusammen natiirlich den obigen Betrag g, ergeben
miissen. Wir erhalten demgemif die Bewegungsformeln

E=q,+¢'+9" i=¢,+9 +49 5 i=a¢+¢ +4a" .4
oder
E=gq,+d¢+d'¢", j=q,+Fd+8¢
i=q,+7yd+y'd, . . ... .. . 4a)

worin die Richtungskosinus ¢/, §, y’; o, ﬂ", 9 sich mit Hilfe der
Formeln 2c) § 5 aus den Oberflichengleichungen 3) berechnen. Die
finf Gleichungen 3) und 4a) sind also ausreichend zur Bestimmung
der Unbekannten z, y, z, ¢/, ¢”. Da auBerdem fiir das Bahnelement
dx, dy, dz

af‘,

O goy Ogy o Ohg, 3fe 3fa
Py dx -4 2y dy + % dz=0, dx + dy + dz=0,

oder
«'de+4p dy+ 9y’ dz=0,
o«"de~+B"dy+y"dz=0

ist, so erhalten wir durch Erweiterung der drei Bewegungsgleichungen
4a,) mit dx, dy,dz und Addition unter Weghebung der Glieder mit
¢ und ¢”

xdw+@'dy+é'dz=azd¢+gdy+z'dé:vdv
=Q:ndx+dey+q2dz) . . . . o o 4b)

also wieder die Unabhéngigkeit des Bahnlaufes v von den beiden
Zwangsldufen ¢ und ¢”.

1. Beispiel. Als Beispiel betrachten wir zundchst die Bewegung des sog.
Horizontalpendels, d. h. die Bewegung eines Massenpunktes auf einer Kreis-
bahn vom Radius !, deren Ebene gegen die Horizontalebene um den kleinen
Winkel o geneigt ist. Wahlen wir den Kreismittelpunkt zum Anfang eines
Achsenkreuzes, dessen y-Achse parallel der Schnittgeraden der Ebene der
Kreisfliche mit der Horizontalebene ist, und nennen ¢ den Winkel, welchen
der Fahrstrahl des Punktes P mit der xz- Ebene einschlieBt, so erkennt man
aus Abb. 16, daB der Erdanlauf ¢g—g¢ in einen Anteil — g cos « senkrecht zur
Kreisebene und in einen solchen — gsin ¢ in derselben zerfillt. Der letztere
1aBt sich wieder in einen Tangentialanteil — g sin « sin ¢ und einen Normalanteil
— gs8in & cos ¢ zur Kreisbahn zerlegen, und zwar bildet der erstere schon den
gesamten Bahnanlauf, so da8 wir mit Gl. 1) die Beziehung

%:qcoa&=—gsinasinzp, e e e e e e 5)

also
cosd = —sinasing

sind=JI—sinfasin’y
erhalten. Schreiben wir fiir die Geschwindigkeit v —=1¢, so geht 5) iiber in
l§+gsingsing=0, .« ... ....... ba)
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eine Gleichung, die mit der Bewegungsgleichung eines Fadenpendels unter dem
EinfluB des Anlaufes gsinc an Stelle von ¢ iibereinstimmt. Die Bewegung
ist also eine Schwingung auf der Kreishahn mit der Ruhelage ¢ =0
und der bei kleinen Ausschligen giiltigen Schwingungsdauer

t0=2nl/gsilna, ........... 5b)

die also groBer ist als die des Fadenpendels. Diese Tatsache benutzt man zur
sehr genauen Bestimmung des Erdanlaufs, weil man durch Verkleinerung des
Winkels o die Schwingungsdauer beliebig groB machen und dann sehr genau
bestimmen kann.

A

02
A ]
Y
gsinasing \/V//
GSine
Abb. 16.

Die GroBe und Richtung des Zwangsanlaufes g, berechnet sich aus den
beiden letzten Gl. 1), die mit 6) und unter Beachtung, da8

sin & cos ¢ . cos & cos
ctg v = — —, siny=-— = - - ,
cos « Vsin?x cos®p +cos?a |1 — sin? « sin®g
sin « cos
CO8 Y = — _:__..—q’*
J1 — sin®«sin®p
in

g, 8iny, = g cos «

2
qocosv(,:%—{—gsinacosq):l(iz“’—{-—gsinacosw

iibergehen und
g% = g2 cos® o 4 (I 2 -+ g sin « cos @)?
geose ... 7a)
lgp?4gsinacosy

ergeben. Der Zwangsanlauf zerfillt also in einen Anteil ¢’ = g cos « senkrecht
zur Kreisebene und einen Anteil ¢” in derselben, der um den Fliehanlauf I¢?
groBer ist als der in diese Richtung fallende Anteil des Erdanlaufs gsin«cosg.
Auf das Vorzeichen von ¢” ist zu achten, wenn beispielsweise durch einen
Faden ‘der Korper nur auf einer Seite der Kreisbahn gefiihrt is.

Zu den gleichen Ergebnissen fiihrt auch die Anwendung der Gleichungen 4a)
in Verbjindung mit den Gleichungen 3). Fassen wir die Bahn des Punktes als

3*

tg v, =
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Schnitt einer schiefen Ebene durch die y-Achse und einer Kugel vom Radius !
um den Anfangspunkt als Mittelpunkt auf, so haben wir an Stelle der Gl. 3)
fi=wsine+4zcosa=0, fo=2a2ty*+22—012=0, 3a)
zdx+ydyt2dz=0, T

also
of o ofy _ of _ . ofs . ofs _ ofs 9.,
—%—Slna, '5—y——0, —a—z'——cosd, ~ﬁ—2x, —a;—2y, —5;_22,
2 2 2
@%) +<6a_f;> -+ (%Lzl) =sin? ¢ costa=1,
0 2 0 2 0 \ 2
O RCORN T
o =sine, p' =0, )y =cosc; “"2%: ﬂ"::zli, y":.';;.
Damit gehen aber die Bewegungsgleichungen 4a) bei ¢, =g, =0, ¢.=—9g
iber in
i:q’sina—l—-%q”,
y:%q”, ......... 8)

Zz'=—g—}—q’cosa—|—-%q”.

Nach Multiplikation dieser Gleichungen mit dx, dy, dz2 und Addition ergibt
sich unter Beachtung von 3a)

Edx+4jdy +idz=vdv=—gdz. ... .. .. 8a)
Ersetzt man nun die Risse z, y, z durch die aus Abb. 16 ersichtlichen Be-
ziehungen
z=1cos c cosgp, &#=—1lgcosasing, &=—1Icosc(ysing - ¢2cosg) 1
y=1lsing, g=1l¢cosp, i =1(§ cosp — @2 sin ) ,
2= — Il sin « cos ¢, i=1Il¢@sinesing, Z=1sin o (¢ sin ¢ + ¢ 2 cos ¢) [

so erhélt man aus 8a) mit v=1¢

lpdp=—gsinesinpde
oder
l¢=—gsinusing

in Ubereinstimmung mit der Bewegungsgleichung 5a). Durch Multiplikation
der ersten und letzten Gl. 8) mit sin « bzw. cos « und Addition erhalten wir
mit 3a) wie oben

¢ =gcosc

als Zwangsanlauf senkrecht zur schiefen Ebene. Die zweite Gl. 8) ergibt schlie8-
lich mit 9) und 5a) den andern Anteil des Zwangsanlaufs

¢’'=—(gsinccosp |12
in Ubereinstimmung mit Gl. 7).

2, Beispiel. Es sei eine Schraubenlinie vorgelegt, die auf einem Kreis-
zylinder mit lotrechter Achse vom Halbmesser a und fester Steigung verlduft,
Alsdann haben wir mit dem Winkel ¢ des Fahrstrahlgrundrisses gegen die
2-Achse die Gleichungen

r=acosgp, y=asing, z=byp, . e 10)



Die Bewegung eines Punktes lings einer festen Raumkurve. 37

worin h=2x b die sog. Schraubensteigung bedeutet. Daraus folgt
dx=—asingpdy, dy=acospde, dz=bdey,
d*x=—acospde®, d’y=—asingde? d?z=0,
ds? =da® 4 dy? 4 d2* = (a® } b?) d p?

und der Hauptkrimmungsarm o aus Gl. 6a) § 5

1 - d2x>2 (d2y>2 (d%_z>2— a2 o l_ a
;?-(aﬁ"F‘zﬁ T\GF) ~@Ter T erw 1
Ebenso ergibt sich der Lauf v aus
v =2 -} g2 | 22 = (a? - 1?) 92, ?:aqa?, . .. . 10b)

Wegen des Verlaufes der Schraubenlinie auf dem Zylinder fdllt ihre Haupt-
normale in die Richtung der zugehorigen Zylindernormalen, liegt also wage-
recht, so daB der lotrechte Erdanlauf ¢=— —g¢ dazu senkrecht steht, d. h.
v=900 ist. AuBerdem ist wegen der festen Steigung die Neigung o der
Schraubenlinie gegen die Wagerechte also mit ¥ = 90° —d

dz b a . b

tga:ctgﬂzﬁq):;, cosa:y—;é—i—_b:g, smuzm. 10¢)
Wir haben somit an Stelle der Gleichungen 1)
“dw . . v? .o
;= —9sine,  gysiny,=-—gcosa, qocosvozgzatp , .o . 11)
deren erste mit vd¢=ds, dssina=dz
vdv=—gdz, VP—02=2g(@—2) . ... .. 11a)
ergibt, wihrend aus den beiden andern folgt
. gocosa gcosa
g2 =g%cos® « +a2p*?, tgy, = — = T 4 . 11Db)

Die Bewegung lidngs der Schraubenlinie ist also unter der Wirkung des Erd-
anlaufes g eine gleichformig beschleunigte oder verzdgerte, je nachdem der
Punkt fallt oder steigt. Weiter erkennt man aus 11) und 11b), daB der Zwangs-
anlauf ¢, in zwei Teile zerfiallt, von denen der eine Teil g cos « senkrecht auf
der Schraubenfliche z—="b¢g steht, wihrend der andere +?:9 —=a ¢® in die
Zylindernormale fdllt. Es sind dies die beiden Zwangsanliufe ¢’ und ¢” der
Oberflichen, deren Schnittkurve die Schraubenlinie bildet.

Um zu zeigen, daB auch die Ansitze 4) bzw. 4a) zum gleichen Ziele fiihren,
schreiben wir die Gleichungen des lotrechten Kreiszylinders und der Schrauben-
fliche entsprechend 3)

' 2
fi=wtyr—a=0, fi=L_tgo=L_tZ—0, .. 12

b
ofh ofy _ ofy _
pe 2% ay-zy’ EDE
o __y O _ 1 O 1 &
oz x?’ oy x’ 0z z  ba?’

b cos? 5y
R
(e () (- =
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und demnach nach Gl. 2¢) § 5

;_i r=l A
o« = a’ B a’ 4 0,
d”=—%, ”=—L, }),,=—‘Ta—.
ala®-bt aa? b J a® 4 b*
Mithin gehen die Bewegungsgleichungen 4a) iiber in
. z bqg” . , xbq” . aq”
a al/az—[—bz a aya3+b2 Va® b2

Nach Erweiterung mit dz, dy, dz und Addition erhalten wir wegen 12)
b@dy —ydz) —a’dz
afatFb?

Andererseits ergeben die beiden ersten Formeln 13)

vdv:%(xdx—i—ydy)—}—q” —gdz=—gdz. 1lc)

qlla b
Yo b
oder in Verbindung mit der dritten Gl. 13) unter Ausschaltung von ¢”

@j=—blg+D=—blg+b§), @+)§——bg, .. 13b)

woraus wieder die gleichférmige Beschleunigung bzw. Verzogerung der Be-
wegung erhellt und mit 13a)

jo—iy=aj=

" ag
=== —(COS® . . . 4 e e ... 13¢
q Va5 g )
hervorgeht. Fiir den andern Zwangsanlauf ¢ folgt ferner aus 13) wegen f, =0
da=irxtjy=— @+ 9% =—a¢? ¢ =—ag?. .. 13d)

in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen 11 und 11b).

§ 8. Die Relativhewegung im Raume. Die Lage eines Punktes P,
Abb. 17, in einem festen rechtwinkligen Achsenkreuz in O sei durch
die Abstéinde z, y, z von den Achsenebenen gegeben. Der Anfang £

, eines zweiten, ebenfalls recht-

1 z winkligen, im allgemeinen
L aber beweglichen Achsen-
_ 3 &  kreuzes habe im festen. die
“ N Abstiinde ), ¥y, 2, seine
Achsen =, H, Z mogen gegen
v die festen die Richtungskosi-
z nus o,, &,, ts; Bys Bas Bss
; 71 V2> Vs nach dem Schema
0
0 oy 1 x Yy 2
Yo 7/ z : “ % %
] U
/ y ¢ V1 V2 Vs
x Abb. 17. besitzen.
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Alsdann bestehen zwischen diesen Abstinden die Gleichungen

e —xy=0, &+ B9ty
Yy—Yo=0 5+ Ban+nl ¢ . . . ... 1)
z2—zg=03 5+ B+ 7,0
=y (B — @)+ oy (¥ — Yo) + 5 (2 —2,)
=P — ) +B(W—Y)+B(z—2)(, .. . 1la)
£=71(x_'_x0)+72(y_y0)+73(z—zo)
wihrend das Quadrat des Abstandes PQ der Bedingung
@2+ 9+ ez =8 .. 1)
geniigt. Setzen wir in diese Gleichung die Ausdriicke 1), d. h.
(x —x,) usw. auf der linken Seite, oder die Ausdriicke &, 5, { nach

1a) auf der rechten Seite ein, so folgt durch Vergleich der Beiwerte
dieser Verdnderlichen

e+ ot ot=1, By, +BratPirs=0
B2+ BB =1, oyt ratatryze=0, .. 2)
712+722+732=17 “1/31+“2/32+“3/33=0
“12"{":312‘{_712— ’ 0‘.205;;-{'-,52,33—*—72}’3:0
e+ B+t =1, e, + BB+, =0 . . . 2a)
o+ B vt =1, e+ B+ r.=0

Es sind dies nichts anderes als die geometrischen Bedingungen der
senkrechten Stellung der Achsen z,y, z bzw. &, 5, { gegeneinander.
Berechnen wir ferner aus den Formeln 1) die Verénderlichen &, 7, £,
so erhalten wir drei neue Gleichungen, die mit 1a) iibereinstimmen
miissen. Dies trifft dann zu, wenn mit der Abkiirzung

oy (B vs — Ba7a) By (vatts — 73 %) + 7, (s By — €3 B) =4,
e d=Pyys—Byve, Brd=rs0,— 150, yid=0,p3—f,,
oder nach Quadrieren mit Beachtung von 2)
A2=1,
(Bavs — Ba?a)* + (ot — 73 0)° 4 (€g By — €3 8)" =1

ist. Drehen wir das bewegliche Achsenkreuz so lange, bis die &, 5, {
Achsen den Achsen x, y, z des festen Kreuzes gleichgerichtet sind,
so ist o, =f, =y, =1, oy =0y;=p,—p, =y, =y,=—0, mithin
A=-+1, und wir erhalten unter gleichzeitiger Vertauschung der
Zeiger nach MafBigabe des Ubergangs der Formelgruppe 2) und 2a)
ineinander

“1::3273f:3372’ Ug=Ps 7, — P73, G=Pva—Pa1
Bi=rats— y30a, Bo=y30 — 1y 0, Byg=1p0— 750, 1. 3)
1= B — By Va=0B — By, vsT=o By — ey

und
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Da nun die Formelgruppe 2a) ihrer Entstehung nach lediglich eine
Folge der Gruppe 2) ist, so bestehen zwischen den 9 Richtungs-
kosinus «, §, y im ganzen nur 6 unabhingige Beziehungen, die wir
unter den Gruppen 2), 2a) und 3) beliebig auswihlen diirfen.

Nach diesen rein geometrischen Betrachtungen gehen wir zur
Bewegung des Punktes P in beiden Achsenkreuzen iiber und
bilden durch Ableitungen der Ausdriicke 1) nach der Zeit die ab-
soluten Laufteile

iza&o‘*‘%%+ﬂ1’-7+71§'+'d1§+/3:177+7}15‘
i=t bt it nlbhEtfrtal 4
7;=z'0-|-a3§+/3377—[—ygc—i—o?sf-i—ﬂw-l-?sil

Andererseits ergibt die Ableitung der Ausdriicke 1) die relativen
Laufteile von der Form

ézal(d: )+ oy (5 — 7o) + o5 (F — %)
+ g (@ — ) by (Y — o)+ b5 (2 —2,) . . B)
oder nach Einsetzen von 1)
"5:“1(7‘.’_ %)+ g (§ — go) + ¢t5 (F— %)
+(dy ey + gty + by aig) & (dy By - &y By + b B3)
F(yyy tlratdgy)l. . oL . . ba)

Hierin ist aber wegen 2)

Gy 0y 0y + g3 =0, ﬂ1ﬂ1+ﬁaﬂe+ﬂ;ﬁazoa

. . . , 2b

Y171t Va¥a V575 =0 )
0:‘1/31+°.f2/32+0.f3ﬂ3:_“1181_“2}%2_“3133:“’3
/3171+13272+/3373:_ﬂ17;1_ﬂ27}9_/337}32‘01 s e . 20)

POyt Pally - Pallg = — 18y — Py ly — Yyl =,

worin die Groen w,, w,, w, offenbar Drehwerte darstellen. Damit
aber wird unter Hinzufiigung zweier entsprechender Formeln fir 7

und C

éz“l(‘i_"i;o)_i_“a(?)_yo)+“3(z'_éo)+w377_w2§
’?=ﬂ1(d’_d;o)+5a(y._go)+53(z._z.o)+w15_w35 ) 6)
C=y1(:i:—:i:0)—{—y2 (y'_go)'*'?’s(z'—z.o)"]_wef_wﬁ]
worin die rechten Summen der mit den Richtungskosinus e, f, y
behafteten Glieder die in die Achsenrichtungen &, #, { fallenden

augenblicklichen Laufanteile im bewegten Kreuz darstellen, zu denen
dann noch die Drehungen um die bewegten Achsen mit den Dreh-
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teilen ,, w,, w; hinzutreten. Diejenigen Punkte im bewegten
Achsenkreuz, welche nur relative Verschiebungen in dessen
Achsenrichtungen &, , { erleiden, geniigen den Gleichungen

.2“1 (& — ) + &, (§—Yo) 1 03 (2 — 7))
=P, (F— %)+ B —5) +Bs(2—%) (- . . .6a)
é--=7’1(5‘3—9'”0)‘{'7’2(?]_‘ Yo) 1+ 75 (2 — %)

Aus dem Vergleich mit 6) ergibt sich, da alsdann

w37]=(02c, wlé-:ws&’ wegzwln
oder

Einil=w,w,: 0,

d.h. daB alle Punkte mit reiner Parallelverschiebung im
bewegten Achsenkreuz auf einer Geraden liegen, welche
demnach die augenblickliche Drehachse des bewegten
Systems bildet.

Zur Berechnung des relativen Anlaufes bilden wir die zweite
Ableitung & und erhalten dafiir aus 5)

é.:%(é’:_io)‘[_“z(g_?'/.o)“{_“s(.z._go)

- &y (2 — o) by (¥ — Yo) + g (2 — 2,)

+2[d, (@ —a)+dy(§ — o)+ (2—%)]. . . . 7)

oder nach Einsetzen von 1) und 4) in die zweite und dritte Zeile

E=a, (£ — o)+ (§ — o) 5 (E—5,)
- (g oy - g og - g 0tg) € (&, By ~+ by By 6y B3)
F (@71t Gare + 575) - 2(6° 6"+ 657)¢
2 (@, + oy + by By) 1+ 2 (G By - by a5 7)€
2 (& oy g €y by 05) § + 2 (6 By - da o+ B)
F2(dy tFharat )l . . . L. L Ta)

Wegen 2) ist aber
&lﬂl—{_&?ﬂ?+&3ﬂ3+2(d1ﬂ.1+d252+d3ﬂ‘3)
to B ey Byt f=0, . . . . ... ... .2d

so daB wir mit Riicksicht auf 2b) und ¢), sowie unter Hinzufiigung zweier
durch Vertauschung von « mit g bzw. y gewonnener Formeln schreiben
diirfen
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5"=0£1(§3—550)—[—0¢2(’y—§/'0)—}—063'(5—5@—{—2((1').377'—602@")
_(“1.0"1 +“2&2+“3&3)5—(“1B1+“2:32+“3/33)7/
_(“15}1+“35}2+“35;3.)C
"7.=ﬂ1(5":_”5":0)+:32(?./.—?‘/'o)_*_ﬂs'(‘z._éo')"{“z(w}'c’—wsé)
_(:31&1+:32&2 +ﬂ3&3)5"_(131:31+ﬂ2ﬂ2+ﬂsﬂs)’? y . 8)
5=71(55—50)+79('y'—z7)+73_.(5—‘z‘o)'+2(60?‘5—-%’7")
— (r2 8y ya b+ 73 Ee) E — (1 By 7o Bat 75 By) 7
"(7’15"1—!—7-.,5"2-*-?’35"3)4“
oder wegen 2c) fiir die erste Formel
":“1(£“£0)+“2(?7_§j0)+“3(é*‘z.o)‘sz(wg’?“wgé)
+d)3’7_‘b2€+(d12+0"22+d32)5+(d1ﬁ1+d2ﬂ?"}"023:33)77
+(0217;1+0227;2+0"37;3)C usw. . .. oo .. L 0L .83,?)

In diesen Ausdriicken, die wir auch durch nochmalige zeitliche
Ableitung der Formeln 6) gewinnen konnten, stellt die Summe der
drei ersten Glieder den in die Achsenrichtung des bewegten Kreuzes
fallenden Anteil des Unterschiedes des &ulleren Anlaufes von £ dar,
wihrend die letzten drei Glieder von den Drehanliufen des bewegten
Achsenkreuzes herriihren. Dazu kommen aber noch die Achsenanteile
des doppelten Vektorproduktes des Drehwertes um die Achse mit dem
Relativlauf im bewegten Kreuz, das wir oben am Schlusse des § 4
als Coriolisbeschleunigung kennen gelernt haben.

1. Beispiel: Handelt es sich um eine bloBe Parallelverschiebung
beider Achsenkreuze, so gelten mit « ==y =0 wieder die Formeln 6a) fiir
den Zusammenhang zwischen den relativen und den absoluten Laufwerten,
wiahrend fiir die Anlaufteile

=y (F—H) o (F—¥o)F oy (E—%) . .. ... 8b)
usw. gilt. In diesem Falle wird man zweckmiBig auch die Achsen der beiden
Kreuze von vornherein parallel anordnen, also ¢, =g, =y,=1, cy =, =8,
=pf;=y,=7y2=0 setzen und erhélt dann einfach mit o, = w,=w,=0,
Oy ==, =0
f=x—2, N=yY—y, L=z2—z
E—d—gy, f=y—g,, C=i—2y b. . .. ... 9)
‘f:i_i’io: =4 — {=%—1%
Ist im Sonderfalle die Bewegung des Kreuzes &, 7, { gleichformig, so wird
mit &, = o =7%,=10 . I T
E=4&, n=4, C=%2,. . « .« . ... 9a)
so daB8 bei einem gleichférmig bewegten Kreuz der absolute und re-
lative Anlauf eines darin bewegten Punktes iibereinstimmen. Zwei
gegeneinander gleichférmig parallellaufende Achsenkreuze sind
demnach in bezug auf die Anliufe eines und desselben Punktes

vollig gleichwertig, eine Tatsache, die man wohl auch als das mechanische
Relativititsprinzip bezeichnet.
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Bewegt sich ein Punkt anlauffrei, also geradlinig gleichférmig, so wird

aus 9) .
é: - :EO’

i =—",, b=—7%,. .. .. ...

d. h. der absolut anlauffreie Punkt besitzt im bewegten Kreuz einen

dessen Anlauf entgegengesetzten Relativanlauf.
Kreuz befindlicher Beobachter, der dessen Bewegung selbst nicht feststellen
kann, wird demnach aus dem Relativanlauf eines darin freigegebenen Massen-

Ein im bewegten

punktes auf das Vorhandensein eines Anlauffeldes im bewegten Kreuz schlieBen,

das im Falle der Ubereinstimmung
des Anlaufes mit dem der Schwere
genau wie ein Schwerefeld er-
scheint und wirkt.

2. Beispiel: Im Sonderfalle
der reinen gleichférmigen
Drehung des bewegten Achsen-
kreuzes wihlen wir die z-Achse
des festen als Drehachse, mit der
nach Abb. 18 die n-Achse des be-
wegten den Winkel ¢ dauernd
einschlieBt, wihrend die dazu
senkrechte (-Achse die Richtung
von 0Q =a der beiden Anfangs-
punkte hat und gegen die z-Achse
die Neigung 90° — ¥ besitzt. Die
&-Achse liegt in der Tangente
der Kreisbahn von £, also par-
allel der festen zy-Ebene, steht
also senkrecht zur Ebene 0QZ,
die mit der festen Ebene OZ X den
augenblicklichen Winkel ¢ = ¢
bildet.

Alsdann sind die Achsen-

d

/{{ON

¥

P
&
a
Zo
5
0
¢ ﬁo
Yo
Abb. 18.

A

abstinde von 2 und ihre Ableitungen bei bestindigem ¢ mit ¢ = w, y = =0

%, = a cos ¥ cos @, Yp=uacos¥sin g, 2, =asmv
£,= — aw cos¥sing, Yo = aw co8 ¥ cos p, 2,=20 ).
y=—aw?cosPcosp, §=—aw’cos?sing, %, =0

. 10)

und es ergeben sich, wie man sofort durch Parallele zu den &, 7, {-Achsen
durch O erkennt, deren Richtungskosinus

o« =—sing, 0y ==COS @, oy =20

B, = —sin ¥ cos @, By = —sindsing, B; = cos & . 11)

y, = cos ¥ cos @, yo = cos ¥sin ¢, ys = sin ¥

¢ =—wcosyp, Gy =—wsin g, e, =0

fy = wsindsing, ,32_—_——wsinz9cos<p, ﬂ3=0 . .11a)

7, =—wcosdsing, Yo = w cos ¥ cos g, 7, =20

Mithin nach Gl. 2¢)

o, =0, wy = w cos ?, w; = o sin ¢ 19
o,° 1 0 + 0 = w?, =0 S )

was man auch unmittelbar auf Grund der Vektoreigenschaft von @ aus Abb. 18

hitte entnehmen konnen.
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Weiter ist -
6 4 P = w?, BB+ = wsin® 9,
7 7o’ 73° = w? cos® §,
&1/§1+d2ﬂ;+d3ﬂ;:0, Bt Bo o+ By 7y = — w® sin § cos 9,
P16 Py Gy + P56y =0
Beachten wir ferner, daB die Summen
i+t o= (&), Bi& =BG+ B = (),
nEFritrni=0 ... .. ... .. 13)

die wahren Anlaufteile in den Achsenrichtungeu &, 7, ¢ bedeuten, so er-
halten wir fiir die relativen Anlaufteile aus 8) bzw. 8a) durch Einsetzen
der Werte 10), 11), 11b), 12)

F= )+ wt+20(sind — ¢ cosd)
i =) — @ [@4-{)cosd —nsind]sind —2w&sind H . . . .14)
E=(@)+ 0*[(a+ &) cos ® — 7 sin &) cos ® + 2 £ cos &
Fillt insbesondere mit ¥ =900 die ¢-Achse mit der festen Drehachse 0Z zu-
sammen, so vereinfachen sich die letzten Formeln in
E=@+ w4209
=0 Fotn—2wEL. . L. 14a)
t=(©)
Es sind das bis auf den letzten dieselben Ausdriicke, die wir bereits fiir die
ebene Relativbewegung mit gleichférmiger Drehung in § 19 des ersten Teiles

gewonnen hatten. Natiirlich kénnen diese umgekehrt zur Herleitung der all-
gemeinen Formeln 14) benutzt werden.

. .11b)

§ 9. Die Bewegung an der Erdoberfliche. Da sich die nahezu
kugelformige Erde nicht allein um ihre Achse gleichférmig dreht,
sondern auch noch die Sonne umkreist und schlieBlich mit dieser
durch den Weltenraum wandert, so konnen wir an der Erdoberfliche
selbst nur von Relativbewegungen sprechen. Die mittleren Drehwerte
um die Polachse und um die Sonne verhalten sich wie 365:1, so daB
wir die letztere fast immer als klein gegen die erstere vernachlissigen
und auBerdem von dem mehr gleichférmigen Fortschreiten des Sonnen-
systems ganz absehen diirfen. Alsdann aber sind die Formeln 14) des
letzten Abschnittes zur Verfolgung einer Bewegung an der Erdoberfliche
unmittelbar geeignet, wenn wir nur die wahren Anlaufwerte 13) in
den Achsenrichtungen einfithren. Bedeutet O den Erdmittelpunkt,
£ einen Punkt an der Oberfliche, also O Q2 — a den Erdhalbmesser, so
diirfen wir fiir eine Bewegung in der Umgebung von 2 die Breite ¢
dieses Punktes als bestéindig ansehen. Da fernerhin ein frei be-
wegter Punkt an der Erdoberfliche nur unter dem EinfluB des

nach O gerichteten Erdanlaufes g, steht, so haben wir mit @) = (7)=0,
({)=—g, an Stelle von GL 14) § 8

é=w25+2w(ﬁsinﬁ~fcosﬁ)
f=— (@) cos ¥ — 5 sin®]sin® — 2w & sin & .. 1)
{ = o (a4 &) cos® — psin ¥ cos P -+ 2 wé cos ¥ — g,
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Diese Formeln lassen sich indessen fiir die meisten praktischen Félle
durch die Uberlegung vereinfachen, daB in der Nachbarschaft von 2
die Betrige {, # nur klein gegen den Erdhalbmesser sind und dem-
gemiB hiergegen vernachlissigt werden diirfen. AuBerdem aber gilt
fir den Drehwert der Erde

w="13.-10"%gec™ !, w?=>53-10"10gec™ 2,
so daB jedenfalls Produkte der an sich kleinen Abstinde £, #, { mit
®? gegen solche des Drehwertes w mit den Laufwerten &, 7, { als
klein hoherer Ordnung unterdriickt werden diirfen. Alsdann bleibt:
f=2w(ysin® —cos®?) - l
ﬁ:—w2acosﬁsin0—2w§.sin0 .. . .1la)
£ = wlacos?d + 2wécosﬁ—go ‘
und fiir die relative Ruhe mit £=0, =0, {=0
E=0, 7] = — w?a cos ¥ sin ¥, f=w2acos%9——g0. . 2)

Daraus erkennt man sofort, daB der scheinbare Erdanlauf ¢

bis auf GroBen von der Ordnung w* mit { iibereinstimmt und eine
Lotabweichung 6 nach dem Erdiquator aufweist, so zwar daB

g=g, — w?acos® ¥ =g, (1 —%‘—cossﬂ) I
0

) . 2a)

6_j_w2acosﬁsinﬁ wla

C mﬁ:g OOS’l,Sln’l?

Man erkennt weiter, daB der Erdanlauf g am gr6Bten an den Polen
und am kleinsten am Aquator ist, wihrend die groBte Lotabwei-
chung fiir 3 =45° mit ¢=6370000 m und g= 9,81 msec™? sich
zu 6 =0,0017 ergibt. In Wirklichkeit treten infolge der Abplattung
des Erdballes nahezu die doppelten Abweichungen des Erdanlaufes
und der Lotrichtung auf.

Fiihren wir nunmehr die Werte ¢ und ¢ in die Bewegungs-

gleichungen 1a) ein, so erhalten wir
§=2w(ﬁsin0—écosﬁ) 1b)
=—gd—2wésind, f=—g+2wécos19 o

Aus den beiden letzten Formeln ergibt sich durch Integration mit
den Anfangswerten ¢, und c,

N=c, —got— 2wé&sind, (=c;—gt-+2wécosd . . 3)

und nach Einsetzen in die erste Formel 1b) unter Vernachldssigung
der Produkte w?¢

£ =20 (c,sin ¥ — ¢, cos ¥) + 2wyt (cos # — & sin )
£—=2w(cysin® —c;cosd) |- 2wgtcos($+6) . . . . 3a)
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Daraus folgt weiter mit einer Anfangsgeschwindigkeit c,
£—c, -+ 2wt (c,sin ¥ — ¢, cos ¥) 4 wgt?® cos (9 - 9)
3
E=c,t + wt?(c,8in —c cos F) |- DI o8 (9 -+ 9)

falls die Bewegung vom Punkt £ =0 zur Zeit t—=0 beginnt. Die
Einfiihrung von & aus 3b) in 3) liefert nunmehr unter Weglassung
der mit w? behafteten Glieder

3b)

n=c,—t(gd+2wec,sind)
f—c,—1t(g—2wc,cosd) -3¢)
und mit 5 ={_{=0, fir t=0
N =yt — —(gé+2a>c sin )
. 3d)

t?
{=cyt— 5(9_ 2wec, cos V)

Man erkennt, dal der durch Ausschaltung von ¢ sich ergebende Grund-
riB der Bahn in der wagerechten £#-Ebene keine Gerade ist, die
Bahn also keine ebene Kurve sein kann, sondern auf der Nordhalb-
kugel stets eine zweite Kriimmung mit Abweichung nach der rechten
Seite hin aufweist.

1. Beispiel : Ganz deutlich tritt dies fiir den freien Fall ohne Anfangs-
lauf zutage, fiir den mit ¢, =c¢, =c, =

3
fzwg‘ cos(@+08), p—— 9% o _ ;gt“...3e)

2

wird. Es ergibt sich also aus der schon oben berechneten Lotabweichung ¢
infolge des Fliehanlaufes noch eine Ablenkung des fallenden Korpers im Sinne
der Erddrehung. Diese hier theoretisch entwickelte Abweichung ist durch Ver-
suche mehrfach festgestellt worden. So fand Reich (1833) im Dreibriider-
schacht in Freiburg in Sachsen beim Durchfallen einer Hohe ¢ = 158,5 m eine
ostliche Abweichung von 28,4 mm. Aus der ersten Formel 3e) wiirde mit
g=981 m sek—2% &4 d=>50°53’, cos (#4 8)=0,63 eine Fallzeit von
t = 5,68 sek und eine Ostabweichung von

E_Mg_s_l,sggs 0,63 = 0,0275 m

folgen, was angesichts einiger storender Nebeneinfliisse als vortreffliche Be-
stitigung angesehen werden darf.

Fiir den Fall einer gezwungenen Bewegung an der Erdober-
fliche haben wir mit den Anteilen des Zwangsanlaufes g, zu setzen:

(£)=q1’ (67')=Q2’ (¢)=q3—goy e e e e e 4)
womit Gl. 14), § 8 unter Vernachldssigung der Produkte von w? mit
&,n,C, sowie mit 1b) iibergeht in

E—¢,+2 o (fsin9® — cos®),
—=¢,—gd—2wésind, )
C‘“Qs—g+2wécos0



Die Bewegung an der Erdoberfliche. 47

2. Beispiel. Handelt es sich um ein Kugelpendel, d. h. um die Fiihrung
des bewegten Punktes durch eine starre Verbindung mit dem Anfang © von
der Linge PQ =1, so haben wir fiir kleine Ausschlige &£, n aus dem Lote

angendhert { = —1, éNO, Z&O, also g =~—¢g
gt =gt g Ty
G=07="97 ®90=07="97:| 44
gg=g—2wEcosd,
und damit wird aus 5) unter Wegfall der letzten Gleichung
"=—-g§-|-2m;sin0, i=—g 7 —2ksnd .. .. 5a)
oder mit den Abkiirzungen
%:oﬁ, osind=wp,. . . ... ... .. 4b)
Et =209, H+etn=—=2awk. . ..... 5b)

Die Bewegung im GrundriB} setzt sich hiernach aus zwei zueinander senkrechten
gekoppelten Schwingungen zusammen, von denen aber keine fiir sich ver-
schwinden kann. Ohne die Erddrehung, also mit w,=0 werden die beiden
Schwingungen voneinander unabhéngig und liefern als Bahn eine Ellipse, die
wir schon als Grenzfall kleiner Ausschlige des Kugelpendels auf fester Unter-
lage kennen gelernt haben.

Zur naheren Kennzeichnung des Vorganges erscheint es zweckmiBig, den
Fahrstrahl r und seinen Drehwinkel ¢ gegen eine Anfangslage durch

E=rcosp, p=rsing . . ... e v .. b)
zu ersetzen, womit die beiden Formeln 5b) iibergehen in
(F+ (e — @* — 20y p) r]cos g — [2 (wy+ @) # + 7§ lsing =0,
[+ (¢ — ¢* — 2y @) 7] sin ¢ 4~ [2 (0, + ¢) 7 + 7 §] cosp =0,
also ersetzt werden kénnen durch
F+(?—¢p?—2w,9)r=0, 2(wy+@)r+rdp=0. ... 6a)
Erweitern wir die erste Gleichung mit dr, die zweite rdp und addieren, so
wird daraus mit ¥dr =7dr, pde=¢ d¢, Fidp=¢dr
Fdi -+ olrdr-+rPode +@irdr=0,
wihrend die zweite Gl. 6a) fiir sich auch
rde+2 (¢t wp)dr=0,

2de+42r(p+ w,)dr=20
geschrieben werden kann. Daraus ergeben sich aber die Integrale
PP (etdaet) =0, reto)=0C, . ... .. 7)

die mit w,=0 in die bekannten Gleichungen der el'iptischen Zentralbewegung
iibergehen. Das Hinzutreten des Gliedes w, in der Flichenformel besagt somit
nichts anderes als eine Drehung der Bahnebene bzw. der Ellipsen-
achsen mit den Drehwerten — w, = — wsind auf der bewegten
Erdoberfliche. Diese, zuerst von Foucault (1852) versuchsmiBig nachge-
wiesene Drehung der Pendelebene liefert zugleich einen von der Beobachtung
des Himmels unabhingigen Beweis der Drehung der Erde um ihre Achse in:
einem fest angenommenen Achsenkreuz, das wir uns alsdann nur im Zusammen-
hang mit dem Fixsternhimmel denken konnen. Die beiden Festwerte C, und
C, der Gl 7) bestimmen sich aus den Laufwerten # und r¢ fiir einen vorge-

bzw.
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legten Abstand r von der Mitte des Bahngrundrisses. Alsdann aber folgt aus 7)
fir #=0, d. h. fiir gr6B8te und kleinste Auslenkungen

r? (¢ + o) = Cy, 1? (@) + @) = Gy,
¢t e+, .0 V(&_)e [P e 7a)
¢, — 6 n=z5g*)\zg) To )
also zwei verschiedene reelle Werte von ¢,, solange
C, >2 C, i c, )2
e B D1 > g2 1 2 2
<202 +02w°=‘x oder (202—|—w0 Zct+w? . .. Tb)

ist. Da jedem Werte von ¢, nach Gl. 7a) ein Abstand r, zugehért, so gibt es also
zwei Grenzkurven, die von den sich drehenden Bahnellipsen innen und auBen
beriihrt werden. Nur fiir den unteren Grenzfall von 7b) wird mit Vernach-
lissigung von w,® gegen «? bei verschwindender Wurzel 7a)
G,
)y == U — W) . 4 4 e e e e e e 7c
P1= 3 C, 0 )

entsprechend dem links oder rechts umlaufenden Kegelpendel, dessen

Drehwert durch den der Erde eine scheinbare Anderung erfihrt. Wird ins-

besondere O, =0, so kann mit ¢ 4 wy=0 der Strahlr jeden beliebigen Wert

annehmen, u. a. auch r=0 werden, so daB dieser Fall dem Durchgang des

Pendels durch die lotrechte Ruhelage mit der aus 6a) hervorgehenden Be-
wegungsgleichung

Ft (@ of)r=0 . . 8

entspricht, die ersichtlich das aus 7)

mit ¢+ w,=0 hervorgehende Integral
’ 4+t ol)=C, . 8a)

Abb. 19.

ergibt. Daraus erkennt man, daB8 hierbei O, das Quadrat des Laufwertes in
der tiefsten Ruhelage darstellt, wihrend sich mit #=0 aus 8a) der Arm des
oberen Grenzkreises berechnet. Da dieser von der Bahn zwischen je zwei Durch-
gingen durch r=0 berithrt wird, so hat dieselbe die Form einer Rosette,
Abb. 19.

LéaBt man das Pendel wie beim Foucaultschen Versuch ohne
SeitenstoB von der Auslenkung 7, los, so ist dort #,=0, ¢,=0, also
nach 7)

r2e?=0C,, rlwy=0Cy. . .. ... ... 9)

Dies liefert, eingesetzt in 7a)

@'+ o? — )
o ,

i @ (Prop—a)=0,. .. ... 9a)
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also fiir den inneren Grenzkreis
o? 7% 752 wy? @y?
s 2 __ 2 0 — 2 0 270 L.
91 @y’ 71 & oy ag_’_wozwrg okl 9b)
Wegen der Kleinheit von w,?:«? schrumpft der untere Grenzkreis praktisch
zu einem Punkt zusammen, so daB die Bahn fast geradlinig verlduft, Abb. 20.

3. Beispiel. Im Falle eines Eisenbahnzuges mit der Schienenneigung o«
gegen die Ostrichtung stellen ¢, g,, g, die Anteile des Zwangsanlaufes der
Schienen dar. Bei gleichférmig wagerechter Bewegung ist

é:ccosoz, 7 =csin«, ‘—0 é’:;,':é‘zo, . 10)
und damit wird aus 5)
¢ =—2wcsindsin e, go—9g0=2wcsindcos «,

s =¢g— 2wccosdcos .

Hiernach wird durch die Drehung der Erdkugel nicht allein die senkrechte
Wirkung zwischen dem Fahrzeug und den Schienen wie iiberhaupt jeder festen
Unterlage beeinflut, sondern auch ein wagerechter Zwangsanlauf vom Betrage

g=2wecsind. . . ... ... ... 10Db)
hervorgerufen, welcher die Rechtsabweichung bei freier Bewegung auf der
Nordhalbkugel verhindert. Fiir die Breite von #=>51°, cos #=0,629, sin $=0,777
ist die Lotabweichung nach Gl. 2a) mit ¢ = 6370000 m, 6 = 0,00168 und der
davon in die Meridianrichtung fallende Anteil des Erdanlaufes gd—=0,0168 msec—2.
AuBerdem aber wird 2wsin® = 11,34-10—% und bei einem Bahnlauf von
¢ =20 msec—! der wagerechte Zwangsanlauf der Schiene ¢ = 0,00227 msec—2,
ein zwar kléiner, aber doch merkbarer Betrag.

III. Die Bewegung eines starren Korpers.

§ 10. Verschiebungen und Drehungen eines Korpers im Raume.
Die Lage eines Punktes im Raume ist durch seine Abstéinde
von drei zueinander senkrechten Ebenen bestimmt. Mithin kann
eine Lageninderung durch Anderung dieser drei Abstinde, d. h.
durch drei zueinander senkrechte Verschiebungen ersetzt werden. Da
diese durchaus voneinander unabhingig sind, so spricht man von drei
Freiheitsgraden der rdumlichen Bewegung eines Punktes,
von denen in der Ebene nur noch zwei iibrig bleiben. Daran &ndert
sich auch nichts durch Einfilhrung des Abstandes r vom Schnitt O
der drei festen Ebenen und der Richtungskosinus «, 8, y von r gegen
deren Schnittgerade O X, 0Y, O Z, welche zusammen ein rdumliches
Achsenkreuz bilden. Alsdann ist

r=ra, y=rp, z=ry 1)
mit der Nebenbedingung
A yr=1, ... .. ... 2

wodurch also die drei Abstinde z, y,z durch r und zwei willkiirlich
wihlbare Winkel ersetzt werden. Deren Anderungen aber stellen
Drehungen des Strahles r in den Ebenen rx, ry, bzw. rz dar, die
somit die Verschiebungen in den Achsenrichtungen ersetzen konnen.

Die Lage einer Geraden im Raume ist durch die Abstinde
Z,,9,,2, eines ihrer Punkte von den festen Ebenen und die drei
Richtungskosinus «, 8, y gegen die Achsen gegeben, die aber wieder durch
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die Nebenbedingung 2) verkniipft sind. Mithin enthalten die Glei-

chungen der Geraden
T—x  Yy—y _2—2

« p v
nur noch fiinf voneinander unabhédngige Bestimmungsstiicke,
deren Anderungen alsdann ebensoviele Freiheitsgrade der Bewegung
bedingen. Von diesen bleiben in der Ebene drei iibrig, welche alsdann
auch fiir eine mit der Geraden fest verbundenen Scheibe geniigen.
Da die Gerade stets durch zwei gegebene Punkte P, P, hindurch-
gelegt werden kann, so scheint es, als ob zu ihrer Bestimmung die
sechs Punktabstinde z,, y,, 2,, %,, ¥,, 2, notwendig seien. Mit diesen
ist aber auch die Lénge ! der Strecke zwischen den beiden Punkten
durch die der Gl. 2) gleichwertigen Formel

@ — P+ —y )+ —a) =0 . . . . 4
verkniipft, so daBl auch in diesem Fall nur noch fiinf voneinander
unabhéngige Freiheitsgrade iibrig bleiben.

Ahnlich liegt es beim starren Kérper, dessen Einzelpunkte un-
verdnderliche Abstinde voneinander besitzen. Die Lage jedes der-
selben ist demnach innerhalb des Korpers durch seine Abstéinde von
drei andern P,, P,, P; bestimmt, die, nicht auf einer Geraden liegend,
ihrerseits den ganzen Korper gegeniiber den Ebenen des Achsen-
kreuzes festlegen. Zwischen den neun Punktabstinden z,,y,,z,,
Ty, Yo> Z9s Xy, Yy, 2, bestehen aber durch die gegebenen Seitenlingen
des Dreiecks P,, P,, P, drei Bedingungsgleichungen der Gestalt 4),
so daBl schon sechs der neun Abstinde zur Lagenbestimmung des
starren Korpers geniigen, dessen Bewegung mithin sechs Freiheits-
grade besitzt. In der Tat braucht man nur in ihm eine Gerade,
die, wie oben gezeigt, fiinf Freiheits-
grade hat, als Achse festzulegen, um
aus der Drehung um dieselbe den
sechsten Freiheitsgrad der Korper-
bewegung zu erhalten. Die ganze
Korperbewegung zerfillt demnach in
eine Anzahl von Punktverschiebungen
und Achsendrehungen, die sich nach
den vorstehenden Ausfiihrungen
gegenseitig ersetzen oder ineinander
iberfithren lassen.

Da nun jedes ebene Gebilde mit drei Freiheitsgraden der Be-
wegung aus einer Lage in die andere durch eine einzige Drehung
iibergefiihrt werden kann, so entsteht die Frage, ob nicht auch eine
derartige Vereinfachung der Bewegung eines Korpers moglich ist.
Zu diesem Zwecke erinnern wir uns, dafl dessen Lage durch die von
dreien seiner Punkte gegeben ist, welche im Korper eine feste Ebene
bestimmen. Diese Ebene schneidet die Kérperoberfliche in einer ge-
schlossenen Kurve, deren Lage in der Ebene durch einen ihrer Durch-
messer 4 B eindeutig bestimmt ist, Abb. 21. In einer beliebigen

3)

Abb. 21.
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anderen Lage des Korpers wird die Schnittebene die urspriingliche
Ebene in O O schneiden. AuBlerdem aber erscheint der Korperschnitt
in seinem Durchmesser 4’ B’ gegen die Spur O O verdreht. Den Uber-
gang zwischen den beiden Korperlagen kénnen wir nun auch so voll-
ziehen, dafl wir zundchst den Koérper um OO drehen, wobei 4 B
in 4” B” wund durch Drehung um einen Pol in der Ebene
00 A” B” bzw. um eine zu ihr senkrechte Achse schlieBlich in A4’ B’
iibergent. Damit aber haben wir die Bewegung des Kdorper-
schnittes 4B und mit ihr diejenige des Koérpers selbst auf
zwei Drehungen um zweiim Raume aufeinander senkrechte,
sichim allgemeinen nicht schneidende Achsen zuriickgefiihrt.

Halten wir den Koérper an einem Punkte fest, so entziehen
wir ihm mit der Moglichkeit der Verschiebungen dieses Punktes in
den Achsenrichtungen drei Freiheitsgrade. Die ganze noch iibrig-
bleibende Bewegung mit den restlichen drei Freiheitsgraden beschrinkt
sich auf Drehungen um den festen Punkt, wobei die Entfernungen
aller Korperpunkte ungeéndert bleiben. Mithin kénnen sich diese
Koérperpunkte nur auf Kugelflichen um den Festpunkt O bewegen.
Eine derartige Kugelfliche schneidet aus der Koérperoberfliche eine
geschlossene Kurve aus, durch deren Bewegung diejenige des ganzen
Korpers vollstindig gegeben ist. Ebenso wie in der Ebene geniigt
auch hier die Untersuchung der Be-
wegung zweier Punkte A B dieser Schnitt-
kurve, durch die sich stets ein groBter
Kugelkreis legen 1aB3t, Abb. 22. Die
zwei verschiedenen Lagen A B und A’B’
der Schnittkurve bzw. des sphérischen
Durchmessers lassen sich nun vermittels
der auf den Mitten von A 4’ und BB
senkrecht stehenden GroBkreise durch
Drehung um deren Schnitt O’ ineinan-
der iiberfilhren, was auf eine Drehung
des ganzen Korpers um die Achse 00’
hinauslduft. Daraus erkennt man, daB
die Drehung eines K6rpers um be-
liebige Achsen durch diejenige um eine Achse ersetzt, bzw.
auf eine solche zuriickgefiihrt werden kann.

Als Beispiel betrachten wir das von Hooke herriihrende Kreuzgelenk
zur Kupplung zweier Wellen, deren Achsen miteinander einen Winkel o’ < 90°
einschlieen. Auf jedem der beiden Wellenenden sitzt ein Biigel, der die
gegeniiberliegenden Zapfen eines ebenen rechtwinkligen Achsenkreuzes fafBt,
Abb. 23. Je zwei dieser Zapfen beschreiben demnach Kreise, welche senkrecht
zu den Wellenachsen stehen, wihrend die Ebene des Achsenkreuzes der Zapfen
sich so bewegt, daB zwei ihrer Geraden, d. h. die Verbindungsgeraden zweier
gegeniiber liegender Zapfen in den durch die erwihnten Kreise bestimmten
festen Ebenen bleiben. Da der Winkel o’ der Drehachsen mit dem Neigungs-
winkel der Zapfenkreisebenen X O B, iibereinstimmt, so hat man in Anschlu

an Abb. 24 fiir die Lage des um Z0O A= ¢ aus der Hauptlage O 4, =7r ge-
drehten Zapfens 4, im festen Achsenkreuz O X Y Z die Abstinde

x, =—rsing, y, =0, 2,=7rCOSQ®. . « « . . . 5)
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Der zugehorigen Auslenkung B, O B =y des anderen Zapfens B, entsprechen
dann die Absténde

%, =17 cos p cos &’ , Yp=—rcosysinc, zg=rsiny. . . 6)
In diesen Formeln sind aber durch

x Y z
1 1 t
—=u« =8,

r 19 ’ ’ =71
........ )
x, ] 2,
2 2 2
= = «; = =4, ==
p 2) r Bz r V2

die Richtungskosinus der ausgelenkten Zapfenachsen O A und O B bestimmt,
welche infolge ihrer starren Verbindung dauernd zueinander senkrecht stehen,

s0 daf also “athhtnn=0,) -
T @ty Yy Frz=0 ) " T
ist. Mithin ergibt sich durch Einsetzen von 5) und 6)
tgy =tg@-cose’ <tge, . .. . . ... .. 8)
wonach die den Hauptlagen zugehorigen Winkel
p=y=0° 90° 180°, 270° y

iibereinstimmen, wahrend die
Zwischenwinkel verschieden aus-

fallen, so zwar, daB der eine Ay P
Biigel dem andern dauernd vor-, 4
bzw. nacheilt. \
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Abb. 23. Abb. 24.

DasZapfenkreuz ist bei dieser Bewegung voraussetzungsgemaB zwei Drehungen
um die Achsen O 4, und O B, unterworfen, die sich auf eine Gesamtdrehung
um eine durch die Schnitte der GroBkreise iiber den Mitten von 4, und 4
sowie von B, und B gehenden Achse zuriickfiihren lassen. Diese Achse liegt
im allgemeinen zwischen 4, B, und fillt nur fiir den Durchgang durch die
beiden Hauptlagen den Wellenachsen O 4; bzw. O B, zusammen.

§ 11. Polbahnkegel und Leitflichen. Bisher haben wir den Uber-
gang zwischen zwei Lagen eines starren Korpers im Raume durch
zwei Drehungen um sich nicht schneidende Achsen und bei Fest-
haltung eines Korperpunktes durch eine Drehung ersetzt, die von
der wirklichen Bewegung natiirlich im allgemeinen durchaus ver-
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schieden sind. Zu einer Ubereinstimmung gelangen wir erst durch
Betrachtung des Elementarvorganges, d. h. der den einzelnen Frei-
heitsgraden zugehérigen unendlich kleinen Verschiebungen und
Drehungen.

Wird ein Korperpunkt O festgehalten, so beschreiben, wie schon
im vorigen Abschnitt bemerkt, alle anderen Punkte Raumkurven,
die wegen der unverinderlichen Abstinde auf konzentrischen Kugeln
um den Festpunkt liegen. Daher geniigt es in diesem Falle, die
Bewegung zweier Korperpunkte P, P, in gleichem Abstande von O,
d. h. die Verschiebung ihres Verbindungskreises auf der gemeinsamen
Kugel um O zu betrachten. Errichtet man auf den Punktbahnen P,
und P, die sphérischen Lote, so schneiden diese sich, wie die ent-
sprechenden Normalen in der Ebene im Momentanpol auf der
Kugel. Die stetige Folge dieser allen Lagen von P, P, zugehorigen
Pole P ergibt dann eine feste sphéarische Polbahn, die mit der
Kugelmitte einen Polbahnkegel bestimmt. Denken wir uns aber
die aufeinanderfolgenden Pole durch Hauptkreise fest mit P, P, ver-
bunden und mit diesen auf der Kugel verschoben, so ergibt sich wie
bei der ebenen Bewegung eine bewegliche sphérische Polbahn,
die hierbei auf der festen derart abrollt, daB der jeweilige Beriihrungs-
punkt beider Polbahnen den Momentanpol bildet. Da nun auch die
bewegliche Polbahn mit O einen Kegel bestimmt, der sich in der
Erzeugenden O P’ mit der Mantelgeraden des festen Polbahnkegels
beriihrt, so darf die Bewegung des starren Korpers als das Abrollen
eines mit ihm fest verbundenen Kegels auf einem festgehaltenen derart
aufgefafit werden, daf die gemeinsame Mantelgerade die augen-
blickliche Drehachse bildet.

Im allgemeinen Falle der Korperbewegung erhélt man eine stetige
Folge zweier zueinander senkrechter, sich nicht schneidender Achsen,
welche als Tangenten zweier Raumkurven angesehen werden konnen.
AuBerdem aber ist es moglich, eine Fldche anzugeben, welche den
Korper in simtlichen aufeinander folgenden Lagen beriihrt und ein-
hiillt. Die Korperbewegung ist alsdann als ein mit Gleiten verbun-
denes Abrollen der Korperoberfliche an dieser Leitfldache auf-
zufassen, wobei die jeweilige Achse der Rollbewegung in einer gemein-
samen Tangentialebene beider Flichen liegt. Eine solche Leitfliche
kann man auch durch Querschnitte senkrecht zur augenblicklichen
Verschiebung darstellen, die man alsdann als Bahnprofile be-
zeichnet und u. a. im Eisenbahnwesen zur &ufleren Begrenzung der
Ladung der Fahrzeuge verwendet. Der Inhalt der schlauchartigen
Leitfliche stellt offenbar den vom Kdérper bei einer Bewegung zwischen
zwei Grenzlagen iiberstrichenen Raum dar, dem bei der ebenen Be-
wegung der Flicheninhalt zwischen den Leitkurven entspricht.

Denkt man sich die Leitfliche selbst als Oberflichenbestandteil
eines starren Korpers, so bildet dieser mit dem umbhiillten Korper
nach Reuleaux’ Bezeichnung ein kinematisches Paar. Da man
auch den umbhiillten Korper festhalten und den die Leitfliche tragen-
den gegen den ersteren bewegen, die Elemente des Paares also
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vertauschen kann, so braucht man nur ihre Relativbewegung ins
Auge zu fassen.

In der Technik spielt nur eine beschrinkte Zahl solcher Ele-
mentenpaare als Bestandteile von Maschinen eine wichtige Rolle,
némlich die sog. Drehkorperpaare (Zapfen und Lager), das Pris-
menpaar (Gleitbahn und Gleitstiick) und schlieBlich das Schrauben-
paar (Spindel und Mutter). Diese Paare, von denen das erste nur
gegenseitige Drehungen, das zweite nur Verschiebungen und das dritte
zwar beide Bewegungsformen, aber in gegenseitiger Abhangigkeit,
zuldBt, haben die weitere Eigentiimlichkeit, dafl eines der Elemente
das andere umschlieBt. Man nennt sie darum auch Umschluf3-
paare im Gegensatz zu solchen Paaren, bei denen nur eine Be-
rithrung der Oberflichen der beiden Elemente (z. B. des Ventils auf
seinem Sitz, des Rades auf der Schiene) stattfindet.

§ 12. Die Drehung des starren Korpers. Beschréinken wir uns
zundchst auf den im Anfang O des Achsenkreuzes OXYZ fest-
gehaltenen Korper, so geht die Verschiebung dx eines Korper-
punktes z, y,z aus zwei Drehungen d¢, und dg, um die y- und
z-Achse derart hervor, da nach Abb. 25

de=zdp,—ydp,

wird. Dividieren wir durch dt, so folgt mit den Laufteilen und
Drehteilen

dx__v s dy_v_. dz —
I A T A A )
dy, d py dg, C
WO w T a
7 unter Hinzufiigung zweier
weiterer Formeln durch Ver-
tauschen der Zeiger
A Wy .
t=v,=z20,— Yo,
AT 4 7! y:vy:xwz—zwx : '2)
r------——rﬁ;i z’:q;z:ywx—wwy
Lo ] ¢ y Mit €=9y=2=0 erhalten
! % “r wir fiir alle in Ruhe bleiben-
@ Y den Korperpunkte
X Abb. 25. LY F . g
w, o, o

d. h. eine durch den Anfang gehende Gerade, die nichts anderes als
die Korperachse der Gesamtdrehung darstellt. Sind «, 8, y
deren Richtungskosinus mit den festen Achsen, also fiir einen Punkt
im Abstand I von O

r=al, y=pIl, z2=ypl,. . ... . .2b)



Die Drehung des starren Korpers, 55

so diirfen wir unter Einfiihrung eines Drehwertes w auch schreiben

w,=ew, o,=fo, o=yo .....Z20c

2 2 2 __ 2
o, +Bo,+r0,—o

Hiernach erscheint @ als ein Drehwert um die Koérperachse,
der in drei Teile derart zerfillt, daB er die Diagonale eines Recht-

flachs mit den Seitenlingen w_, w,, , bildet, d.h. als ein Vektor
vom Betrage w und der Richtung der Drehachse des Kérpers.

oder

. 2d)

Erweitern wir 2) mit «, y, z und addieren, so wird
trt+yy—+2z2=0 . .. ... ... 3)
xde+ydy-+2dz2=0

2?4 y?t2i=c? . . . . . . . . .3a)

d. h. alle Korperpunkte bewegen sich auf Kugelflachen um
den festgehaltenen Anfangspunkt O. Dieser Satz folgt natiir-
lich unmittelbar aus der Festhaltung des Ko6rpers im Anfang O und
fiihrt durch Ableitung nach der Zeit auf 3) zuriick, so daf hierdurch
die Formeln 2) miteinander verkniipft und nicht mehr unabhingig
voneinander sind.

oder wegen 1)

mit dem Integrale

Erweitern wir schlieflich noch 2) mit w,, o

w,, so ergibt
die Addition

Y
To,+jo,+io,=0 . . . ... .. 4)

oder mit den Richtungskosinus ¢, v, ¥ des Laufes v, d.h. mit
t=g¢v, Y=y-v, =g, . . ... .4a)

wodurch v selbst als Vektor gekennzeichnet ist, unter Beachtung
von 2c¢)

vo(pe+t+yp+ygy)=vwcos(v,w)=0. . . . .4b)

Da hierin weder v noch w verschwinden, so ist cos (v, w)=0, d.h.
die Vektoren v und o stehen aufeinander senkrecht. Der
Zusammenhang zwischen beiden Vektoren wird noch klarer, wenn
wir an Stelle von 2) mit 2¢)

t=w(fz—7ry)
j=ow(r—ez) (. . . . .. ... 5
t=ow(ey —fx)

schreiben und die Quadrate addieren. Wegen

B ii—u . L L. . .40
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wird dorams 2t (5 %) L 92 (2 ) - 2 (e 47)
—2xyaf—2yzfy—2zxypa
=2*(1—a%) 4y (1 — ) 42" (1 — %)
yo 2yeptyzfy ey
?=x?—|—y2—|—z2—(ux+ﬁy+yz)2 . . . . .ba)
Hierin bedeutet aber nach Abb. 26
x2+y9+-z2=82

das Quadrat des Abstandes O P des
Korperpunktes vom Anfang und

wx—+By—+yz=I

dessen Projektion auf die Dreh-
>y achse w. Mithin ist

8% [2— g2

das Quadrat des Lotes von P auf
die Achse, und es wird aus b5a)

v=rw, . . . .bb)

womit v als der zum Drehwert o gehorige Umlauf um die
Drehachse gekennzeichnet ist.

Die Verkniipfung der Grundformeln 2) durch die Bedingung 3)
infolge der Festhaltung eines Korperpunktes in O gestattet nun nicht
die Berechnung der Drehteile w_, w,, 0, aus den Laufteilen v, CCH
eines einzelnen Korperpunktes. Das wire nur moglich, wenn die
Lage der Korperachse und mit ihr der Abstand r des betrachteten
Punktes von ihr bekannt wére, wozu die Bedingung der Normal-
stellung der Vektoren » und w zueinander noch nicht ausreicht.
Wir miissen demnach zur Ermittlung der Drehteile die Bewegung
zweier Korperpunkte P,, P, heranziehen, deren jeder einer Gleichungs-
gruppe 2) geniigt. Auflerdem aber besteht infolge der starren Ver-
bindung beider Punkte mit ihrem unverénderlichen Abstande s,,
die Bedingung

(@ —2) 4 (2 — 9. + (2, —2) =8° . . . . 6)

oder abgeleitet nach der Zeit
(@ — 2,) (%3 — &)+ (4 — 9,) (9 — 91) -+ (25— 2,) (2, — 2,) =0. 6a)
Fiihren wir in diese Bedingungsgleichung die Ausdriicke 2) fiir die

Einzellaufteile zunidchst mit verschiedenen Drehwerten um die festen
Achsen, d. h.

Ty =2 Wy, — Y, W Ty == %y Wy, — Y, Wy,
Yy =T Wzy — 2y Wg, Yo == Ty Wz, — 2y Wg, o 7)

%) =Y, Wg, — %y Wy, %y =Yg Wy, — Ty Wy,
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ein, und beachten, daB beide Punkte die Bedingungen 3) und 4)
erfiillen, so bleibt

(g, — 0g,) (Y 29 — Yo 21) - (0y, — @y,) (2, %, — 2, )

+ (0w, — @) (®, ¥y — 2, 9)=0. . . . 7a)
Hijerin stellen aber die Ausdriicke
Yy —Yo2y=2Fn, 2,2, —2,0,=2FL, 2 y,—x,y,=2Fu 8)

die doppelten Projektionen des Dreiecks OP, P,— F mit den Rich-
tungskosinus der Normalen x, 1, u gegen die festen Achsen auf deren
Achsenebenen dar, so dal wir auch haben:

(609;2 - wﬂ;x) x + (wﬂz - w?/l) A + (wzz — wzx) M= 0.
Da diese Bedingung fiir jedes Punktpaar des Korpers, d. h. fiir jedes
beliebige Dreieck OP, P, mit beliebiger Neigung gegen die Achsen
erfiillt sein soll, so miissen die Faktoren von x, 1, u fiir sich ver-

schwinden, oder
Wz, == Wg,, Wy, == Wy, Wz, == Wz,

d. h. alle Kérperpunkte besitzen dieselben Drehteile um die
Achsen des festen Kreuzes.

1. Beispiel. Zur Ermittlung der Drehteile des im § 10 behandelten Kreuz-
gelenkes haben wir zunéchst aus der dort abgeleiteten Beziehung tgyw =tg @ cos ¢’
durch Ableitung

v 4
costy | cos? @ cos ¢’
Y 9)

oder
¥ (1+tg° @ cos® &) = ¢ (1 + tg* @) cos &
AuBlerdem war nach 5) und 6) § 10

2, =—rsing, ¥, =0, zlzrcoswl 10)
@,=rcosypcosc, Y= —rcosysine, z,=—rsiny |
also
& = —1r¢cos@, 9, =0, élz—rq'osin(pl 11
G =—rPsinypecose, §—=-rysinysing, ZH—rpcosy |

Aus den Formeln 7) folgt alsdann mit wgz = wgz, = wz, wy, = wy, = wy,
Wz, = Wz, = Wz
Ty =2 Wy, Ty = Zg Wy — Y ©;

4= —a 0y, 2y = Yy Wy — Ty Oy
oder nach Einsetzen der vorstehenden Werte
P — ¢ cos o _ peosd —¢

J
; w, = -
sine’ ’ z sin o’

wy=—9, [ tg @ cos o .

Schalten wir  mit Hilfe von 9) aus, so bleibt

» cos o’ tg? @ (1 — cos? o . .
_goosatgie a)=—qotg’qacoszzpsmu'cosa'

“*= " sin o (1 + tg® g cos® )

(Dy=——(ﬁ, 128.)
. coso’ cos?a’—1 ) . e ,

w,=—g¢tge = @ tg @ cos? ysina’ cos o’ = —w, ctg ¢

gin o/ 1 +tg® @ cos® o/
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und daraus die Gesamtdrehung
2 2 X i costy . ’ 2
0® = 0, + 0,2+ 0,2 = ¢? | 1 + sin® g ———sin® e’ cos?«
L cos® @
»? = @? (1 +

aus der sich mit 12a) und 2c¢) sogleich die Neigungswinkel der Drehachse des
Zapfenkreuzes ergeben. Man erkennt auch, dafBl fiir

sin? ¢ sin? o’ cos? o’ >
cos* ¢ (1 + tg? @ cos? o')2/’

T
(p:O, ?, T
w, =0, —ptgd, 0
w, =0, 0, 0
, @ ,
=0 e 7

ist. Daraus folgt, daB die Drehachse des Zapfenkreuzes durchaus nicht in
der Ebene der beiden Wellenachsen bleibt, sondern um dieselbe Schwankungen
vollzieht, wie schon aus der im § 10 besprochenen zeichnerischen Ermittlung
durch die Schnitte der auf den Zapfenbahnen senkrechten Hauptbahn hervorging.

2, Beispiel. Eine Scheibe vom Halbmesser 7, rollt auf ebener Unterlage
mit dem Drehwert w,, wihrend sie sich gleichzeitig um eine senkrechte Achse 00’
im Abstande 7, mit o, dreht. Alsdann ist der vom Scheibenumfang in der
Sekunde zuriickgelegte Weg 7, w, derjenige der Scheibenmitte dagegen r, o,
und die Bedingung des Rollens verlangt

M
) i — “r_ T
‘:’ I Ty @y =Ty 0y, wy T,
| i | Trégt man die Drehwerte, wie aus Abb. 27
o Y2y, Iﬁf_' ersichtlich, als Vektoren auf den Achsen
"\tg\ ! i @z  von O aus auf, so erkennt man, da sie
“‘/Y' ““““ A i sich zu einem Gesamtwerte w = Jo,2 + w,?
i

zusammensetzen, der auf der Diagonale

ilg OB durch den Beriihrungspunkt der

- Scheibe mit der Unterlage hindurchgeht.

Abb. 27. Der ganze Vorgang kann offenbar als Ab-

rollen des Kegels mit der Achse 04 auf

dem festen Kegel mit der Achse 00’ und der gemeinsamen Mantelgeraden OB
als Momentanachse aufgefat werden.

3. Beispiel. Rollt eine Kugel auf zwei konzentrischen Schienen

A, A,, Abb. 28, welche auf einem Kegel vom Offnungswinkel # und der Spitze O

liegen, so darf die Bewegung der Kugel als Abrollen des Kegels 04, 4, B, B,

vom Offnungswinkel 2 « auf dem Kegel mit vertikaler Achse und dem Offnungs-

winkel 2 8 und derselben Spitze aufgefalt werden. Ist w, der Drehwert des

ersten Kegels um seine Achse OM und w, der Drehwert des Kugelumlaufs

um die lotrechte Achse 00, so ist mit O04; = s die Bedingung fiir das Rollen
,$8in « = w, s$8in f oder

o, wy @
sinf sine sin(f—e)’ "7 7T

worin @ den durch vektorielle Zusammensetzung erhaltenen Gesamtdrehwert
um die gemeinsame Mantelgerade 04, 4, beider Kegel bedeutet.

4. Beispiel. An Stelle des Schienenpaares des letzten Beispiels kann
natiirlich auch eine Umdrehungsfléche treten, die von der rollenden Kugel
in zwei Punkten A, 4, beriihrt wird. Zieht man dann von O aus eine neue
Gerade mit den Schnitten D; D, in Abb. 29, so bestimmt diese mit O und OC
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zwei weitere Rollkegel mit den Offnungswinkeln 2« und 2 8”, welche beide bei
der Bewegung aufeinander und abrollen. Man erkennt, daf in diesem sog. Kugel-
lager die Drehung der Kugel gegen die feste Fliche (Lagerschale) 4, 4, um
die Mantelgerade 04, 4, mit ', die des Zapfens D,D, um OD,D, mit «”
derart erfolgt, daB mit dem Drehwert w, der Kugel um OM, wie oben, ein
Drehwert o, um die Zapfenmitte und ein gleichgerichteter Drehwert w,” des
Zapfens gegen die Kugel sich ergibt. Es ist alsdann

’ ’ ” /7
w, W, () N 2% ®

sinﬂ’:sin o sin B —e’’ sin 8" T sne” sin B" ") 14)
oder wegen g’ — o’ = o' -+ 8"
(0, + 0,")sin (' — ) = o0’'sine’ +w”sine”. . . . .. 15)

Abb. 28.

AufBlerdem aber ist

w,’ cos (' — ) = w, — @’ cos &’

w,” cos (B’ — /) = w" cos ¢’ — w,
oder
(wy) -+ w,") cos (B’ — /) =" cos &’/ — @' cos /. . . . .. 16)
Daraus folgt mit w,’ + w,” = w,
0,2 = 0’2+ 0”"? — 2 0’ 0" cos (¢/ + ),
so daB also der Gesamtdrehwert des Zapfens sich aus den Dreh-

werten der Kugel gegen die Schale und den Zapfen vektoriell
zusammensetzt.

§ 13. Allgemeine Bewegung des starren Korpers. Die all-
gemeine Bewegung eines starren Korpers erhalten wir aus
seiner Drehung um einen Punkt P, indem wir diesem selbst noch
eine Geschwindigkeit v, mit drei voneinander unabhiéngigen Lauf-
teilen &, ,, 2, erteilen. Sind x, y,, z, seine augenblicklichen Ab-
stdnde von den festen Achsenebenen x, y, z diejenigen eines beliebigen
Korperpunktes, so bestimmen sich dessen Laufteile mit Hilfe der Dreh-
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teile o , w,, ®, aus den Grundformeln 2) des letzten Abschnittes
durch Einfithrung von ¢ —x,, y —4¥,, 2— 2, und ihrer Ableitungen an
Stelle der dort auf den ruhenden Anfang bezogenen Gréfen z, y, 2, also

d;_d;o':(z—«zo)wy_(y_yO)wz l

I—Yo=@& —2)0,—(2z—2)0, ¢« . . . . . 1)

ity — ), — e— ), |
Die hierin auftretenden Unterschiede x — x,, © — %, usw. sind nichts
anderes als die relativen Abstinde bzw. relativen Laufteile in einem
Achsenkreuz mit dem Punkte x,, y,, 2, als Anfang, welches bei der
Bewegung dem festen parallel bleibt.

Zur Bestimmung der Drehteile, sowie der Gesamtdrehung w und
der Lage der Achse bedarf es demnach wie beim feststehenden
Kérper noch der Kenntnis der Bewegung zweier weiterer Korper-
punkte P,,P, mit den Achsenabstinden z,,y,,2,; %,,%,,%, und
ihren augenblicklichen zeitlichen Ableitungen. Ihnen entsprechen als-
dann 6 Gleichungen von der Form 1), die aber durch die drei Be-
dingungen des starren Zusammenhangs der Punkte P,, P,, P, von
der Gestalt 6a) § 12 verkniipft sind, so daBl in Wirklichkeit nur noch
drei voneinander unabhéngige Gleichungen wie im vorigen Abschnitt
zur Bestimmung der Drehteile iibrig bleiben.

Sind umgekehrt die Laufteile 2, y,, 2, des Korperpunktes x,, y,, %,
sowie die Drehteile

w,=ew, o,=fo, o,=yo...... 2)

vorgelegt, so folgt aus 1) fir die im Ruhezustande befindlichen
Korperpunkte mit t=y=2z=0

20, —Yyw,=2,0, — Y0, — I,

Tw, — 2w, =, 0, — 2,0, — Y, )|
Yo, —T0,=1Y,0, — 0, —%
oder mit 2)
z
Br—ry="Fz—ry—-)
yx—az:yxovazo—%’ ... . . . .33)
%
wy—Pr—ayy—fz,— 0

Das sind aber die Gleichungen der drei Risse einer Geraden im
Raume mit den Neigungswinkeln «, 8, y, d. h. der Momentanachse
des Korpers, falls die Bedingung

d’owx_{_gowy_l_éowz:(“d’o_l_ﬂyo+7éo)w=0’ . . 3b)

d.h. die Normalstellung der Geschwindigkeit v, des Punktes
%y, Yy> 2, zur Achse bzw. dem Drehvektor w erfiillt ist. Dies
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trifft, wie wir schon frither gesehen haben, immer zu, wenn der Punkt
%y, Yo» %, festgehalten wird und damit auf der Momentanachse liegt.
Ist die Bedingung 3b) nicht erfiillt, so bestehen doch allgemein
nach 1) die Beziehungen
(fc—%)(w—xo>+<y—z'/o><y—y0>+<z'—'z0><z—zo>=0} 2
. . . . . . 2"
(x_xO)wx—i—(y——‘yO)wy—}_(z— z0>w2=0
von denen die erste nur die Unverdnderlichkeit der Abstinde P P,
d. h. die Starrheit des Korpers ausdriickt, wiahrend wir fiir die zweite
mit 2) und . . .
T=g@v, Y=y-v, =70 } 5)
Bo=PgVs Yo==WoV%» % =12%
schreiben diirfen:
j;wz_{_ywy_jf—éwz:d:owx+y0wy+é0wz }
s -

4a
v cos (v, w) =1, cos (v,, ) )

womit nur gesagt ist, daB der Laufvektor des Punktes P, mit dem
Drehvektor im allgemeinen einen Winkel bildet, und daB die in die
Richtung des Drehvektors fallenden Laufteile aller Kérperpunkte iiber-
einstimmen.

Es entsteht nun die Frage, ob es im Raume eine Stelle gibt, wo
mit < (v, w)=0, cos(v,w)=1 die Laufrichtung mit der des Dreh-
vektors iibereinstimmt, so zwar, da nach 4a) dort

v=1v,c08(vy, 0)=e %+ Yo +7% . . . . . 6)
ist. Alsdann mufB dort
T=uav, y=_pv, i=yv . .. . 6a)

sein, und wir erhalten an Stelle von 1) und 2) die Formelgruppe
v —&=[f(z—2)—rH—y) o ]
Br—go=1[y@—ax,)—ealz —2z) o [, )|
yv—io=[a(y —9) —Flz—2)] @

die in der Tat der Bedingung 6) geniigt und somit die Gleichung

einer Parallelen zum Drehvektor darstellt, deren Punkte nur eine

Verschiebung in sich erleiden, wihrend alle anderen Korperpunkte

um sie rotieren. Eine solche Bewegung bezeichnet man als eine

Schraubung und die durch 7) gegebene Gerade als die Schrauben-

achse des Korpers.

Quadriert man die Formeln 7) und addiert, so wird mit Riick-
sicht auf 6)

2 2
0> — v

=8+ — 9+ (%)
—le@—) +BH—Y)+r—12))*- . . . . 7a)

Hierin bedeutet aber die rechte Seite nach den Darlegungen des
vorigen Abschnittes, die dort auf Gl 5b) fiihrten, das Quadrat des
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Lotes vom Punkte z, y, 2z der Schraubenachse auf den Drehvektor w
durch z,, y,, 2, oder, was auf dasselbe hinauslduft, den Abstand r
des letzteren von der Schraubenachse, so daBl wir auch haben

2 2 ____ 2 2
v —vP=rw®. . . . . . . . . . 7b)
Da nun nach Voraussetzung 6) v==1v,cos(v,, w) ist, so wird hieraus

v, sin (vy, W) =rw, 7c)

womit in einfachster Weise
die Lage der Schraubenachse
und der in sie fallende Ver-
5F ——————— schiebungslauf v aus 6) bei
v der vorgelegten Korperbewe-
. gung gegeben sind. Ist in

P <
/ Abb. 30 P, A,=w der vor-

gelegte Drehvektor im Punkte

e\ P, (%y, Yy %), so stellt die
Abb. 30. Parallele P A hierzu im Ab-
A stand P, P—r die Schrauben-

achse mit dem verschobenen
Drehvektor w und dem gleichgerichteten Achsenlauf PB=v=rw
dar. Da diese beiden die Bewegung des starren Korpers vollkommen
bestimmen, so ist durch die Parallelverschiebung des Drehvektors von
P, nach P der hierzu normale Laufteil 7c) in P aufgehoben worden,
d. h. durch die Parallelverschiebung eines Drehvektors wird
eine dazu senkrechte Geschwindigkeit geweckt, die eine vor-
4 handene entgegengesetzt ge-

A° richtete aufheben wird.
L0\ Die Parallelverschiebung
\ selbst konnen wir uns auch
¥ durch Anbringen der beiden
g, entgegengesetzten Drehvekto-
Wy ren PA=w und PA'= —w
(3 im Punkte P bewirkt denken,
von denen der letztere P A’
9 (Y9» ®) mit dem urspriinglichen Vek-

@
Cl

tor P, A, ein sog. Drehpaar
bildet, welches hiernach mit
Abb. 31. einer zu seiner Ebene senkrech-
ten Geschwindigkeit gleich-
wertig ist. Dieser Satz deckt sich mit der Zusammensetzung zweier
entgegengesetzt gleicher Drehungen um zwei Pole in der Ebene, die
ebenfalls auf eine zur Polverbindung normale Verschiebung fiihrte

(vgl. Ebene Mechanik, § 6, 2. Beispiel).
Zerlegen wir jedoch nach Abb. 31 in P, den Drehvektor Py4,—= w

in die Teile

P, 0y=w, = w sin (vy, o), Py Dy = w, = w cos (v,, )
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und verschieben den ersteren parallel zu sich und senkrecht zum
anderen um den Abstand r =19, : @,, so wird durch das Drehpaar P, C,
und P’ die Geschwindigkeit v, aufgehoben, und es bleiben nur “die
beiden zueinander senkrechten, sich nicht schneidenden Drehvektoren
P,D,= w, und P C = o, iibrig, womit die Bewegung des Kérpers
auf d1e augenbllckllche Drehung um zwei zueinander senk-
rechte, sich nicht schneidende Achsen zurickgefiithrt ist,
die wir schon im ersten Abschnitt kennen gelernt haben.

Zu diesem Ergebnis gelangen wir auch durch die Ansitze fir
die beiden Laufvektoren
a’::(p.’u, y=w-v, 2=x.v, 8)
Bo=0o%; Yo=YV, Z=12o'%
mit der Bedingung der Normalstellung zueinander
O QT VYo +A%=0.. . . .. . . 8a)

Fiihren wir diese in die Grundformeln 1) ein und quadrieren, so
wird daraus an Stelle von 7a)

v o)t =1’
wenn r die Entfernung der beiden Punkte P P, mit zueinander senk-
rechten Laufwerten bedeutet. Mit dem Winkel < (v,, w) zerfillt aber

dieses Ergebnis in
vy =" wsin (vy, ) =rw, }

9)

9a
v="1wcos (Vyw) =7 w, )

entsprechend der Drehung A}’

des Korpers um zwei zu-

einander normale Achsen /

mit dem Abstande r und /

den Drehwerten w, und /

w,, die hiernach als Teile ,

des vorgegebenen Dreh- 0

wertes erscheinen. i =X
Beispiel. Ist v, der be- P 2o

stindige Umlauf der Erde um Y

dieSonne in einer.Krgisba.hn z

r 7, in der z 2-
E%Tn[:albf esf: l\(felguno des Abb. 32.
Fahrstrahls gegen die x- Achse;

ferner w, ihr Drehwert um die Achse mit der unverénderlichen Neigung { gegen
die x-Achse in der zy-Ebene, Abb. 32, so ist «=cos{, g =sinf, y =0, also

£
§

oY)

Wy = w,co8 {, wy = wys8in{g, w, =0
Xy = Ty COB 7 , Yo=0, 2g="rysiny (, . . . 10)
Zg=—18iny, Yp=0, 2y =, CO87

Daraus folgt fiir den Lauf in der Schraubenachse nach 6)
V=1 cos{ =—v,s8in7ncos=1uv,c08(vy, W) . « . « . . 10a)



614 Die Bewegung eines starren Korpers.

und eingesetzt in die Gleichungsgruppe 7)
vy (1 — cos?{) sin = w, (2 — 7, sin ») sin
— vy 008 £ 8in £ siny = — w, (z — 7, sin ) cos {
— v, c08 7 = w, [y cos { — (¥ — 7y cos ) sin () .
Da die ersten beiden Gleichungen iibereinstimmen, so diirfen wir hierfiir auch
schreiben :
W, 2 == (wy 7y + v, 8in ) sin 7 }
, (y cos { — z sin ) = — (w, 7 8in { -+ v,) cos
Daraus erhellt, daB die Schraubenachse parallel der xy-Ebene im Abstand z
von derselben verlduft, und, wie sich durch Ausschaltung von 7 ergibt, auf
der Fliche
wy?2? wy? (ycos{ —axsin{)?

(“’o"'o‘]“voSinC)ﬁ—*— (w79 8in & + ;) =t.... 1)

liegt. Setzt man darin das Lot von der z-Achse auf die Schraubenachse

ycos{—azsinl =y,

so wird aus 11)

(002 z? w02 y’ 2
=1 AR § |
@07+ 0,5 EF | (@yrpsing Fogf “

d. h. die Gleichung eines ellip tischen Zylinders mit der Achse O Y’ parallel
dem Drehvektor w,, Abb. 33.

Abb. 33.

Der Abstand r des augenblicklichen Drehvektors w, von der zugehorigen
Schraubenachse ergibt sich schlieSlich nach 7¢) und 10) zu

7 wy ==y 8in (vy, @) = v, | T — co8? (v, wy) ,
roy=v,f1—cos®lsin®y . . . . . ... ... ... 13)

Da nun fiir die Erde { = 66,59, @y=10,000073=7,3-10~ 5 sec~* und v,= 30 km/sec
ist, so wird v,:w,~4-10°km, d. h. die Schraubenachse entfernt sich nicht
weiter wie der Mond von der Erde. Es kommt dies daher, daB in den
Formeln 10b) bzw. 11) und 11a) mit dem Erdbahnhalbmesser 7, =~ 15-10”km
das Produkt 7y w, 11000 km/sec sehr viel groBer als der Laufwert v, bzw.
v, : sin ¢ ausfillt und der Zylinderschnitt mit der Erdbahnebene sich von der
Erdbahn nur wenig unterscheidet.

Die vorstehenden Formeln gelten auch fiir den Mond, der in erster An-
niherung aufgefat werden kann als ein um den Mittelpunkt der Erde mit
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dem durch seine Umlaufszeit von 27,32 Tagen gegebenen Drehwert umlaufen-
den Korper, dessen Bahnneigung gegen die Erdbahnebene 5,13° betragt. Als-
dann ist { =84,87° und w, = 0,000073 : 27,32 = 2,7-10~%sec™! und mit
v, =30 km/sec wird der grote Abstand der Schraubenachse vom Erdmittel-
punkt v,: w, = 11-10® km. Wegen der Kleinheit von cos{ = 0,09 erleidet der
Schraubenabstand r nach Gl. 13) in diesem Falle auch nur sehr geringe Schwan-
kungen. Andererseits ist wegen - w, = 400 km sec, sin { = 0,996, v, = 30 km/sec
der Unterschied der beiden Achsen der Spur des Schraubenachsenzylinders auf
der Erdbahnebene auch groBer als fiir die Erddrehung selbst, so doch immer-
hin auch nicht erheblich.

Steht die Drehachse des Planeten oder Mondes auf ihrer Bahn senkrecht
oder fallt sie in die Bahn, so wird aus 10b) bis 13) fir £ =909, cos{ =0,
sinf =1, fir { =0° cos{ =1, sin{=0

@y 2 = (v + @y 7o) sin 7, z=rysiny,
@y @ = (v + @y 7o) COS 7, Wo Y =1 CO87,
(002 x? (%2 z? o w02 y2 —zi‘ . 1
- - b
(W + @ 70)* (v + @o 7o) ’ %? 7o
T W, =1,, 7 Wy =", COS 7],

also wieder der Drehachse parallele Schraubenachsenzylinder. Im Sonderfalle
vy = Wy 7y Wird mit { =909, 2 =0, z=2r,sin, d. h. eine Parallelverschiebung
der Schraubenachse in der yz-Ebene und fiir { =0, y,? 4 2,2 =7,? eine Wan-
derung der Schraubenachse auf einem Kreiszylinder, der die in seiner Durch-
messerebene liegende Bahn beriihrt.

Lorenz, Techn. Physik I, 2. 2. Aufl. 5



Zweites Buch.
Statik raumlicher Gebilde.

IV. Das reibungsfreie Gleichgewicht.

§ 14. Der Kraft- und Momentenvektor. In der Mechanik der
ebenen Gebilde haben wir die Begriffe der Masse und Kraft gleich-
zeitig aus der Betrachtung eines Bewegungsvorganges abgeleitet,
wobei sich die Kraft als ein mit dem von ihr bedingten Anlauf
gleichgerichteter Vektor ergab, dessen Betrag iiberdies der skalaren
Masse verhiltnisgleich war. Zwei miteinander in Wechselwirkung
stehende Massenpunkte unterliegen als-
dann zwei entgegengesetzt gleichen
£l Aq £'| Kriften, und zwar unabhingig davon,

V) ob sie sich beriihren oder nicht.

: Im Falle des Kraftangriffes an einem

| ¢ Punkte eines starren Korpers konnen

¢ 8- e o wir zundchst, ohne an der Kraftwirkung
AL R etwas zu dndern, den Angriffspunkt in
A~ 1"1° 17 der Richtungslinie der Kraft beliebig

Ig| verlegen. Verschieben wir dagegen den

|

- |
? I’ Kraftvektor parallel zu sich selbst, so
{ -q wecken wir in der Ebene der Parallel-
'} verschiebung ein Kréftepaar mit einer
-2q Drehwirkung in derselben, bzw. um eine
Abb. 34. dazu senkrechte Achse, wobei der Ko6rper

nach Projektion seiner Massenelemente
auf diese Ebene als Scheibe aufgefat werden kann. Das Kriftepaar
selbst ist durch sein Moment, d.i. das Produkt der Einzelkraft mit
dem als Hebelarm bezeichneten Abstand der Kraftwirkungslinien
voneinander vollstindig gegeben und zwar unabhingig von der Lage
der Einzelkrifte in der Ebene. In dieser wird es daher durch ein
Kriftepaar mit entgegengesetzt gleichem Moment ebenso aufgehoben
wie eine Einzelkraft durch die gleich groBe Gegenkraft an demselben
Angriffspunkt. Legen wir nun durch den Korper eine Parallel-
ebene E’ zu derjenigen E des Kriftepaares + @, Abb. 34, und
bringen an den Enden der Projektionen A’ B’ des Hebelarmes A B .
des Kriftepaares auf die Parallelebene die entgegengesetzt gleichen
Krifte 4+ @ an, so ist am Kréftespiel zunéchst gar nichts gedndert.
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Dagegen konnen wir am Schnitte der Diagonalen des Rechteckes
ABB’A’" je zwei Krifte -} @ und — @ zu Gesamtkriften + 2 @ ver-
einigen, die sich am selben Punkte aufheben, wobei unter Wegfall des
urspriinglichen Kriftepaares ein ihm kongruentes in der Parallelebene
iibrigbleibt. Daraus folgt aber, daB man Kraftepaare parallel
zu sich selbst im Raume verschieben kann, was vollkommen
der Verschiebung eines Kriftevektors in seiner Richtungslinie ent-
spricht. Die praktische Anwendung dieses so einfachen wie wichtigen
Satzes liefert jede Transmissionswelle mit mehreren Riemenscheiben,
an denen Kriftepaare wirken, welche sich demnach algebraisch
summieren. Dasselbe gilt von den Drehmomenten mehrerer an der-
selben Welle angreifenden Kurbelgetriebe, auf deren Zusammen-
setzung wir noch spéter zuriickkommen werden.

Auch die Vereinigung mehrerer Kriftepaare = @, und = @, in sich
schneidenden Ebenen E; und E,, Abb. 35, bietet keine Schwierigkeit,
wenn wir beide Paare
erst auf einen Hebelarm
gebracht haben. Alsdann
lassen sich sowohl - @,
und - @,, wie auch
— @, und — @, zu zwei
entgegengesetzt gleichen
Gesamtkriften 4+ R ver-
einigen, die fiir sich ein
neues Paar in einer neuen
Ebene E bilden. Da auch
dieses parallel zu sich
verschoben werden kann,
so erkennen wir, - daf}
sich alle an einem
starren Korper an-
greifenden  Krifte- Abb. 35.
paare schlieBlich zu
einem einzigen zusammensetzen lassen.

Zur analytischen Behandlung gehen wir von den Gleichungen der
Richtungslinie des Kraftvektors @ mit den Richtungskosimus ¢, vy, 9.
aus, die mit dem Angriffspunkte z,, y,, 2, lauten

rT—x, Y—Y 22—z
= = PO |
® Yy ? )
Dafiir konnen wir auch schreiben
@E—z)y=@U—y)p
(y—9)0=(—2)y
(Z_Z1)¢=(x_x1)'9
oder TY—Yo==a,9—y @
yd —zy =y, d—z,p . . . ... . . 13)
zp—xd=2 @ —x 9

5*
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Erweitern wir diese Formeln mit dem Betrage @ des Kraftvektors
und setzen dessen Achsenteile

Qe=X, Qu=Y, @d=2Z,.. ... . 2
so wird daraus
Y —yX=2Y—y X
YZ —2Y =y, Z —=zY
2 X —aZ=2X—ux 7
Fiihren wir dagegen in la) den Abstand OP=1r des Kraftangriffs
vom Anfang mit seinen Richtungskosinus durch

)

=T, Yy=ry,, z,=r9 . . .. . .2a)
ein, so erhalten wir nach Erweiterung mit @
2Y —yX=@Q-r(p, v —pyy)
Yyo—z2Y=Q-r(y, 0 —yd) .
2 X—aZ=Q-r(9 ¢ — %,

Hierin stellen aber die rechten Seiten drei Risse des aus den beiden
Vektoren @ und r gebildeten Parallelogramms

Q-rsin(Q,r)=Q-h . . . . . . . .. 4

auf die Achsenebenen dar, wenn h das Lot vom Anfang auf @ be-
deutet. Die Flache des Parallelogramms ist nichts anderes als das
Moment des durch Parallelverschiebung des Kraftvektors nach dem
Anfang geweckten Kréiftepaares, das mit

T((plyj—(plp1)=hy}

. 3a)

iy, —yd)=ha . 2Db)

r(d o —Fp,)=hp
nach 3a) in drei Achsenteile

Y —yX=@Q-h-y, yZ——zY:Q-h-cx,} 3b
2X —2Z=@Q-h-B SRR L)

zerfallt. Dabei sind «, f, y die Neigungswinkel der Normalen auf
der Fliche des Parallelogramms, d. h. der Ebene des Krafte-
paares Qh, dessen Moment somit einen Vektor darstellt,
dessen Richtung durch die Normale seiner Ebene gegeben
ist. Weiter erkennt man aus der Form der Gleichungen 4) und 3b),
daB das Moment des Kriftepaares das Vektorprodukt des Kraft-
vektors & und der Strecke r vom Anfang darstellt und demnach

auch vektoriell Me—[Der] . . . . ......4s)

geschrieben werden kann. Dieser offenbar axiale Momentenvektor
unterscheidet sich von dem ebenfalls axialen Drehvektor und dem
polaren Laufvektor — abgesehen vom Maflstab — besonders da-
durch, daB er an keine bestimmte Richtungslinie gekniipft ist. Er
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kann daher im Gegensatz zu diesen gebundenen Vektoren als
ein freier Vektor bezeichnet werden.

Zu den drei Teilmomenten 3b) wiren wir iibrigens auch nach
Zerlegung des Kraftvektors @ in seine Bestandteile 2) und Bildung
der Momente um die Kreuzachsen nach Abb. 36 gelangt. Schreiben
wir demgemif

Qha=M_, Qrp=M,, Qhy=M, .4D)
so ist
oY —yX=M, yZ—2Y=M,, 2X—azZ=M, . .30

und daraus
W2 R U = Qi
M X+MY+MZ=0 )
Die beiden letzten Formeln, die wir auch in Vektorform
MO =[0r]0=0 z
[57] . ba) A z
Mr=[Dr]r=0 \

schreiben diirfen, driicken wie-
der nur die Normalstellung des 0 >)

Momentenvektors zum Xraft-

vektor £ und Strahl r aus. X,
Greifen an einem Punkte -

mehrere Krifte O, an, so lassen

sich die Achsenanteile unter sich

algebraisch addieren, wodurch

die Achsenanteile X,Y,Z der 7

Gesamtkraft R derart ent- Abb. 36.
stehen, daB /

22X, =X, Y=Y JYi=1Z
Xs__{__yz_i_Zz:Rz }’

oder in anderer Schreibweise
R=3L,. ... ... ... .6a)

als Ausdruck fiir die geometrische Zusammenfassung ist.

Durch Parallelverschiebung jeder Einzelkraft nach dem Anfang O
entstehen ebenso viele Kréftepaare, deren Momente sich zu einem
Gesamtmoment geometrisch vereinigen. Nach 3c) ist alsdann

e, —yX;=M,

6)

oder
e XY, —y X, =M usw,. . .. ... 1)

oder in Vektorschreibweise

M=[(D, + Dy +0)1]=[Re],. . . . .7a)
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8o daB also das Gesamtmoment aller Einzelkrifte an einem
Angriffspunkt gleich dem Moment der Gesamtkraft ist.

Verschwindet die Gesamtkraft & und mit ihr das Gesamtmoment I,
so heben sich die Einzelkrifte an jhrem gemeinsamen Angriffspunkt
auf, der sich alsdann im Gleichgewicht befindet. Verschwindet
dagegen das Moment des Kriftepaares, so braucht noch nicht die
Gesamtkraft zu verschwinden, es besteht vielmehr dann die aus 7)
mit 6) folgende Beziehung

X:Y:Z=x:y:z,. . ... ... .70

welche ebenso wie [$it] =0, bzw. R || v den Durchgang des Gesamt-
vektors durch den Anfang anzeigt.

§ 156. Kriifte mit verschiedenen Angriffspunkten. Schneiden sich
die Richtungslinien der an einem Korper angreifenden Krifte @,
Q,... @, nicht in einem Punkte, so sprechen wir, da jeder Punkt
einer Richtungslinie als Angriffspunkt der zugehorigen Kraft auf-
gefallt werden darf, von Kréften mit verschiedenen Angriffs-
punkten. Auch in diesem allgemeinen Falle diirfen wir jede Kraft
durch Parallelverschiebung ihrer Richtungslinie nach einem gemein-
samen Punkt, z. B. dem ganz willkiirlichen Anfang O des Achsen-
kreuzes verlegen und dort alle Krifte geometrisch zusammenfassen.
Dadurch erhalten wir auller einer Gesamtkraft R durch O mit den
Achsenanteilen

X=X, Y=3Y, Z=3Z .....1)

fiir jede Einzelkraft noch ein Kriftepaar, die sich als Vektoren eben-
falls zu einem Gesamtkréftepaar M mit den Achsenanteilen

@Y, —y, X)=M, 22, —=2Y)=M,

z

DX, —x,Z)=M, . . . .. ... .2

geometrisch vereinigen lassen. Beliebige Kréfte im Raume mit
verschiedenen starr miteinander verbundenen Angriffs-
punkten konnen demnach stets auf eine Einzelkraft und
ein Kréftepaar zuriickgefiihrt werden.

I. Im Falle des gemeinsamen Angrifispunktes gehen die Gl. 2)
wieder in die Formeln 7) des letzten Abschnittes iiber, aus denen
die senkrechte Stellung des Kraft- und Momentvektors erhellt. Schreiben
wir dagegen in unserem allgemeinen Falle

X=R=«, Y=RI1, Z=Ru, .. .. .la)
M,=Me, M,=Mf, M=My, .....2a)
so folgt mit

x4+ pi-+ypu=cos(M,R)=cosd . . . . . .3)
M X+MY+MZ=MRcosd,. . . ... .4)
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worin cosd im allgemeinen nicht verschwindet, so da8 also der Mo-
menten- und Kraftvektor zueinander nicht senkrecht stehen. Als-
dann aber kann (wie schon bei der Vereinigung von Drehpaaren
mit Laufwerten) die Gesamtkraft nach Abb. 37 in zwei Teile zer-
legt werden, von denen R cosd in die Momentenrichtung, der andere
Rsind dagegen in die dazu senkrechte Ebene des Kriftepaares M
fallt. Durch Parallelverschiebung
des letzteren Anteils um den durch

- M=R-rsind . . 4a)

gegebenen Hebelarm r 1ifBt sich
nun das Moment aufheben, so da83
nur noch die beiden zueinander
senkrechten Krifte R sind und

1
1
|
|
!

R cos 6 im kiirzesten Abstand r s ind_>--3
. Rsin

iibrig bleiben. Beliebige Krifte ’f;/

im Raum mit verschiedenen <=

starr miteinander verbunde- Abb. 37.

nen Angriffspunkten lassen

sich also stets auf zwei senkrecht zu einander stehende,
sich nicht schneidende Einzelkriafte zuriickfiihren.

Da die hierzu nétige Zerlegung der Gesamtkraft R senkrecht
und lings M an jedem Punkte des Kraftvektors vorgenommen
werden kann, so ist wohl die Richtung der beiden Einzelkrifte und
ihr Abstand r genau festgelegt, ihre Lage aber nur insofern, als
die Kraft Rcosd die urspriingliche Gesamtkraft schneiden muf,
wihrend Rsind um r von diesem Schnitt entfernt ist.

Ist die Gesamtkraft R in O und das Kréftepaar M durch die
Achsenanteile X, Y, Z bzw. M,, M,, M, gegeben, so lassen sich die
beiden Kriifte R’ = R cosd, R”———Rsm6 bzw. ihre Achsenanteile
X', Y, Z'; X", Y", Z" auch analytisch berechnen. Setzen wir der
Einfachheit halber wieder voraus, daB R’ am Anfangspunkt angreift,
also in bezug auf diesen kein Moment besitzt, so haben wir zunichst
mit den Werten z, y, 2z fir den FuBpunkt des Lotes r von O auf
R” die Gleichungen

X!+XII:X’ Yl+Yll=Y’ ZI+ZI’=Z I
yzZ" —2Y"'=M, 2 X' —xZ"=M,, . b)
ZY" __lthll= Mz [

Dazu treten noch die Bedingungen fiir die gegenseitige Senkrecht-
stellung von R’ und R”, R’ und 7, R” und r, d. h.

X X"+YY'+72'72"=0, X' +yY +22"'=0,
e X" +yY'422"=0, . . . . ... .6
so daB im ganzen fiir die neun Unbekannten X', Y’, Z’; X", Y”, Z";



72 Das reibungsfreie Gleichgewicht.

x, y, 2 ebenso viele voneinander unabhéngige Gleichungen vorhanden
sind. Aus der Momentenformel 5) folgt ferner

eM,+yM,+2M,=0, X"M +Y'M, +Z"M =0,. .5a)
d. h die Normalstellung des Momentenvektors M auf r und R”.
Legen wir im Sonderfalle, Abb. 38, den Momentenverkehr in die

z-Achse, die Gesamtkraft in die yz-Ebene des Achsenkreuzes,
so ist

X=X'=Y=X"=72"=0, M,=M,=0, y=2=0,
und es bleiben mit M= M, von 5) nur noch die Formeln:
Y=Y, Z'=17, tY'=M . . . . .5b)

iibrig, die gerade zur Bestimmung von Y”, Z’, x geniigen. Man er-
kennt leicht, daB in diesem Falle Y= Rsind, Z=Rcosd und
x=r ist, die Rechnung also wieder auf die obige Konstruktion fiihrt

42

ZI

X Abb. 38.

Abb. 39.

II. Zerlegen wir in Abb. 39 bei vorgelegtem Moment und vor-
gelegter Gesamtkraft im Anfang das erstere in die Anteile M cosd
und Msind lings und senkrecht der Kraft R, so koénnen wir durch
Parallelverschiecbung derselben um den Betrag r das Kriftepaar

Rr=Msiné . . .. ... ...17

aufheben, so daB neben der nach O’ verschobenen Kraft B nur
noch der gleichgerichtete Momentenvektor

M=Mcosd. . . .......Ta)

iibrig bleibt. Da fiir jede andere Lage von O’ ein Teil des Mo-
mentes 7) unausgeglichen bleibt und sich mit M’ zu einem Mo-
ment >> M’ vereinigt, so bedingt die durch den Abstand r gegebene
Lage der Kraftrichtung durch O’ einen Kleinstwert des hierum
drehenden Momentes 7a). Diese Richtungslinie der Kraft heillt die
Zentralachse der vorgelegten Kréaftegruppe. Zur analytischen
Ermittlung der Lage der Zentralachse gehen wir von den Momenten-
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teilen 2) aus, die sich durch Verschiebung aller Einzelkrifte nach
dem Anfangspunkt ergeben. Wahlen wir statt dessen einen anderen
Punkt z’, y’, 2’, so erhalten wir mit 1) die Momentenanteile

M/ =3;—y)2— &—2)Y]=M,—y' Z+2'Y
M= 3—2)X,— (x,—2)2)]=M,—2'X+2'Z; . .8)
=&, —2)Y,—(y;—y) X]=M,—2'Y+y'X
Soll nunmehr der Momentenvektor M’ dieselbe Richtung wie die
Gesamtkraft R besitzen, so muB nach Gl 1a) und 2a) sein:

M) M’ m M

’

X‘——T—_Z ‘—”E . . . . . . . . 9)
oder nach Einsetzen in 8)
M M
y’Z-—z’Y:Mx——R—X, z’X——x’Z:My—~?Y,
’
'Y —y'X= M—%Z . . . . . . .8a)

Das sind aber schon die Gleichungen des geometrischen Ortes von
«’, y’, 2', d. h. der gesuchten Zentralachse, aus der wir nur noch
das nicht von vornherein gegebene Moment M’ zu entfernen haben.
Dazu dient uns die Bedingung der gleichen Richtung mit R, d. h. das
Verschwinden des Neigungswinkels zwischen ihnen, namlich nach 4)

RM'=XM)+4-YM/ 4 ZM/
oder nach Einsetzen von 8)

RM'=XM,++YM, +ZM,=RMcosé.. . . . .10)

Fithren wir diesen Ausdruck in die erste Formel Ba) ein, so wird
daraus

y'Z—2'Y— M,———~(XM -I—YM -[-ZM)
— 23 (0L, (B* — X% — (YM, + ZM) X]
— L@z — M, 2M)x], 1D
oder Z<y'_%aﬂn?rgz>=y(zr_X_znyI;;YMx>.

Dafiir diirfen wir aber unter Hinzufiigung des Ergebnisses der an-
dern Formeln 8a) als Gleichung der Zentralachse schreiben:

1 YM,—ZM)\ 1(, ZM —XM,
AR TR b 4 Uy

.:l<r_ﬁl_ﬂ> .. . ... .8b)

R2
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Der Punkt auf dieser Geraden, fur den alle drei Klammern ver-
schwinden, heit der Mittelpunkt der Krafte.

Erweitern wir ferner die Formeln 8a) mit 2’, y’, 2/ und addie-
ren, so heben sich alle Glieder links fort und es bleibt:

, o , m l,( M’Z)_
o () o (-2 o (=S ) =0, a2

woraus wir noch M’ durch 10) entfernen kénnen. Die Absténde z’,y’, 2’
geniigen also der Gleichung einer Ebene durch den Anfang O,
in der mithin die Zentralachse liegt.

III. Sind die Krifte @ sidmtlich einander parallel, haben also
gemeinsame Neigungswinkel », 4, © gegen die Achsen, so haben
wir fiir die Teile der Gesamtkraft R= '@ und des Momentes M

X=x230Q, Y=130Q, Z=pn3@Q

M, =u3Qy— 1430z,

M,—x% 3Qz— pn 3Qs,

M,—13Qz—x3Qy
also MX+MY+MZ=0,....... 13a)
d. h. die Vektoren der Gesamtkraft und des Gesamtmomentes einer
Schar paralleler Krifte stehen zueinander senkrecht wie im Falle
der Einzelkraft, oder: Die Summe paralleler Krifte liegt in
der Ebene des Kridftepaares und kann mit demselben zu
einer Einzelkraft vereinigt werden. Dann aber ist nach 10)
auch M’=0, und die Gleichung der Zentralachse vereinfacht sich in

Y'Z—2'Y=M, X—2'Z=M, 'Y —y'X=M, 14)
oder nach Einsetzen von 13)

1 ( / 2096) 1( / ZQy> 1( , 2Q2>
— | — =" | —= N = A = I .14&
AT 3e) =V T T3e) TP T e )
Da fiir diese Gerade als Achse das Moment M’ = M cos d verschwin-
det, wihrend mit 6 =90° aus 7)
M=Rr=r3Q . . . . . . . . .14D)

wird, so stellt sie gleichzeitig die Richtungslinie der Gesamt-
kraft R= }>/Q dar.

Fir den Mittelpunkt der Parvellelkrédfte liefert das Ver-
schwinden der Klammern in 14a) die Bedingungsgleichungen
¢ 3Q@Q=XQz, y'YQ=3Qy, 3Q=23Qz . .15)

oder im Falle von Massenkriften @, = m,q mit gemeinsamen Anlauf ¢
die Abstinde w,, y,, 2, des Massenmittelpunktes bzw. Schwer-
punktes

x, Sm= 3 mz, YooM= m-y, 2y Sm=Ymz. . 15a)

’

, 13)
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§ 16. Die Arbeit einer Kraft. In der ebenen Mechanik haben
wir das Produkt der Kraft ¢ mit dem in ihre Richtung fallenden
Weganteil als die Arbeit der Kraft bezeichnet, deren Element bei
einem Neigungswinkel » von @ gegen die Bahnrichtung mit der Ver-
schiebung ds durch

dL=@Qdscosv . . . . . . . ... .1

gegeben ist. Daran &ndert sich auch nichts im Falle einer raumlichen
Verschiebung, da @ und ds auf alle Fille in einer Ebene liegen.
Sind auBerderm x, 4, u die Richtungskosinus der Kraft @; ¢, v, 9
diejenigen von ds, so hat man auch an Stelle von 1)

dL=Qds(xp+Ay+4ud). . . . .. .1la)

Hierin ist aber

Qx=X, Qi=7, Q=2 .2).

dsp=dx, dsy=dy, ds¥=dz
so daB wir auch fiir das Arbeitselement schreiben diirfen
dL=Xdx-}Ydy-+Zdz, . . . . . . . .38)
oder in Vektorform des skalaren Produktes
dL=Q-dv. . . . . . . . . . .3a)

Die Auswertung der Gl. 3) fiir einen endlichen Kraftweg ist nur mog-
lich, wenn d L ein vollstindiges Differential ist, d. h. wenn die Teil-
krifte durch

_@eL_ U, oL_ U oL_ U

X = crme e e —
o ox’ oy oy’ 9z 9z )
ausgedriickt werden konnen, wofiir man “auch in Vektorform
Q=grad L=—gradU . . . . . . .4a)

schreibt. Die skalare Funktion U der Abstédnde x, y, z heifit alsdann
das Potential der Kraft @ oder auch ihre Krdftefunktion, deren
Bestehen wiederum an die Bedingungen
L  0X Y, °L _3Y 07z, °L 0Z 0oX
dxoy o0y ox’ oyoz o0z 0y’ dzox o o0z’

oder
oY oz _, ez _oX_, oX oY

oz oy ox 2 ’ oy ox
gekniipft ist, wofiir man vektoriell
=0 . ..........Dba)

schreibt. Die Formeln 4) kennzeichnen offenbar die in einer be-
stimmten Richtung wirkende Kraft als das Potentialgefélle oder
als den negativen, auf die Léngeneinheit in dieser Richtung be-
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zogenen Zuwachs (Gradient) des Potentials. Schreiben wir mit 4)
an Stelle von 3)

dL=—< d—]— d—]— > —dU,. . . .3b)
so erkennt man, da jedem Werte des Potentials U=U (x, y, 2)
eine Fliche entspricht, auf der dL=-—dU=0 ist, so daB also

eine Verschiebung auf der Potential- oder Schichtfléche
keine Arbeit erfordert. Alsdann aber ist in Gl 1) cos» =0, d.h.
die Kraftrichtung steht senkrecht zur Potentialfldche.

Da sich zwei Potentialflichen nur durch den Betrag des Para-
meters U unterscheiden, so stellt der Unterschied

Uy—~U=Ly...........6

die Arbeit beim Ubergang von einer Fliche zur andern un-
abhéngig vom Wege dar. Daraus folgt wiederum, daBl sich zwei
Potentialflaichen nicht schneiden kénnen, da sonst der Uber-
gang zwischen ihnen im Gegensatz zum Arbeitsunterschied ihrer
Parameter auf der Schnittlinie arbeitsfrei erfolgen konnte.

Der ganze Raum stellt beim Vorhandensein eines Potentials ein
Feld mit einer Schar von Potentialflichen dar, welche von den die
Kraftrichtung andeutenden Kraftlinien iiberall senkrecht durchsetzt
werden. Danach bildet der Abstand benachbarter Potentialflichen,
bzw. deren Dichte an einer bestimmten Stelle des Feldes ein Maf3
fir die dort herrschende Kraft, die
man wohl auch als Feldstirke be-
zeichnet.

Umféhrt man im Potential-
feld eine beliebig geschlossene
Kurve, so verschwindet nach 6)
wegen U, =U, die dabei auf-
gewandte Arbeit L. Im allge-
meinen hat indessen die vorgelegte
Kraft kein Potential, so daB also
die Formeln 4) und 5) keine Giiltig-
keit besitzen. Alsdann konnen wir
das Umfahren eines geschlossenen Elementardreiecks 4 BC mit der
Fldche df nach Abb.40 durch das aufeinanderfolgende Umfahren der
Projektionen OAB, OBC, OC A4 ersetzen. Da nun liangs der Seiten
AB, BC, CD die Kraftanteile X,Y, Z auf

1aX 10Y
18Y 1 3Z
- Z

Y55 ds, +5 5, %>

Z+1Mx, x4 %



Die Arbeit einer Kraft. 77

angewachsen sind, so erhalten wir die hierbei geleistete Arbeit nach
Wegheben der Glieder erster Ordnung

1(0Z 2 1@X aﬂ 1@Y 2
dL“?(E)_y_ﬁ dydz-+ 5\ 52 9= dzdx-{-a PR dxdy, 7)
oder mit dem umfahrenen Flichenelement df, dessen Risse 1dydz,
idzdx, ;dxdy auf die Achsenebenen sind, in Vektorschreibweise

dL=rotQdf.

Da man nun den Umlauf einer geschlossenen
Kurve, Abb. 41, durch Zusammenfiigung einer
unendlichen Zahl der vorstehenden Elementar-
kreisldufe derart ersetzen kann, daf sich je zwei
immerhalb der Kurve beriihrende Elemente + dz,
*+dy, 4 dz in ihrer Wirkung aufheben, so er-
gibt die Summierung iiber alle solche Elemente
das skalare, durch einen Ring bezeichnete Linien-
integral, die sog. Zirkulation

L=¢Xde+Ydy-+Zdz)= pQdscos»
=) Gy =5 v+ (55— 5 s (55
~2J‘f{<3_y 07 dy dz +- 9z ox dzdz - ox 0y dzdy|, 8)

oder unter Benutzung von 3a) und 7a)
$Qdr=[rotQdf.. . . . . . . . 8a)

Hieraus erkennt man, da im allgemeinen Falle beim Umfahren einer
im Felde gelegenen geschlossenen Kurve eine Arbeit zu leisten ist,
die von dem als Wirbel bezeichneten Vektor rotf) abhingt und
mit diesem fiir Potentialfelder verschwindet. Der durch die Formel 8)
bzw. 8a) ausgedriickte Satz von Stokes dient ganz allgemein zur
Umformung eines Linienintegrals in ein Fldchenintegral und umge-
kehrt.

1. Beispiel. Im Falle der Anziehung zwischen zwei MafSen m, und m, von
denen die erstere sich im Ursprung O des Achsenkreuzes befindet, die andere
im Punkt z, y, z im Abstand r, gegeben durch

=atf 222
rdr=xdx+ydy-4zdz 9)

or_w or_y o _z
ax r’ oy r’ 0z r
befinden moge, besteht eine Zentralkraft
my m
Q=—1™,
mit den Achsenanteilen . 10)
x x 2
X=Q-=—kmmz, Y=—k%m%, Z=—kmym~
Da
X xor zy oY
ﬁ_3kmomﬁa—y_—3kmom—5——% usf. . . . .. 10a)
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ist, so sind die drei Bedingungen 5) erfiillt, d. h. die allgemeine Schwere
hat ein Potential, das sich mit 4) aus

AU=— (Xde+Ydy-+Zdz) = k’;’gm(xdx-g-ydy-i-zdz):kmom‘j—:
zu
U=T, '“’:0”“ ........... 11)
berechnet.
Weiter folgt aus 10) noch
%‘;fz_k om'<;1§_?>_;§f) USW. . .. ... 10b)

also nach Addition die zuerst von Laplace aufgestellte Differentialgleichung
des Potentials
22U | *U

0X  0Y  0Z
3 Tay T —om Tap

die aber im Anziehungszentrum O selbst mit r =0 ihren Sinn verliert. Um
iiber das Wesen dieser Gleichung Klarheit zu gewinnen, schreiben wir die erste
Gl. 10) in der Form

Q

ﬁrQ:—kmo oder dartq=—4x=km,,. .. . 10c)

eU
FoE =0, 12)

worin Q:m=gq den der Kraft @ zugeordneten Zentralanlauf oder die Feld-
stirke an der Stelle des Massenpunktes mit den Achsenanteilen ¢, ¢,, ¢. be-
deutet, wihrend rechts die mit dem negativen Weltwert £ der Schwere er-
weiterte anziehende Masse m, steht, welche im ganzen Felde denselben Wert
besitzt. Da nun 4z 7% die Oberfliche der um den Anfang mit dem Halbmesser
beschriebenen Kugel darstellt, die von den Kraftlinien durchsetzt wird, so darf
die Feldstéirke ¢ oder auch der Quotient ¢: % als KraftfluB durch die Ein-
heit der Oberflache aufgefaBt werden. Legen wir um den Anfang eine beliebige
geschlossene Fliche, so stimmt der durch diese gehende gesamte KraftfluB mit
dem durch eine sehr entfernte Kugelfliche um O iiberein, d. h.

b(gzdydz+g,dzda+ ¢, dedy)=—4akm,, . ... 13)

worin sich das Integral links iiber die ganze geschlossene Oberfliche erstreckt.
Nun ist aber der in einer Richtung durch die Fliche gehende KraftfluB mit
dem Raumelemente dV

— %% = | 2%
qudydz_fax dxdydz_f—a;dV,

= | (%= 1 2% a_q,)

Wenden wir diesen von GauB aufgestellten Satz, der allgemein der Umwand-
lung von Flichen und Raumintegralen dient, auf 13) an, so folgt, indem wir
gleichzeitig unter Einfithrung der Raumdichte o

kmy=[odV . . .. .. ... ... 15)

also

schreiben,
04, | 09y | 0¢ ) —
f(ax Ty 5, T4me)dV=0.
Wegen der Willkiir der geschlossenen Oberfliche kann dieser Ausdruck aber
nur’ bestehen, wenn der Integrand verschwindet, d. h.

09 | 0qy | 0¢: _
H_*_ 67+ az—-—4n@, e e e e e e e 16)
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oder, da X =g, m, Y=gq, m, Z=gq., m ist, an Stelle von 12)

0Z o°U U |, *U
—é;_*—ﬁ Eh ax_+ay2+az2=—4n9m, .. . . 16a)

eine zuerst von Poisson aufgestellte Differentialgleichung tritt, die nunmehr
fiir das Anziehungszentrum und iiberhaupt fiir jedes Masse enthaltene Raum-
element gilt. AuBerhalb solcher Punkte geht Gl. 16a) mit o =0 wieder in die
Laplacesche Form iiber, die wegen 14) nichts anderes besagt, als daB der
gesamte KraftfluB durch eine geschlossene Oberfliche, innerhalb der sich keine
Masse befindet, verschwindet, oder daBl in ein leeres Raumstiick ebensoviel
Kraftlinien ein- und austreten. In einem eingeschlossenen Massenpunkt m, da-
gegen laufen die Kraftlinien zusammen, so daB derselbe als sog. Quelle oder
Senke des Kraftflusses anzusehen ist. Wegenedieser Eigenschaften der Kraft-
linien bezeichnet man Ausdriicke von der Form 14) als Divergenz und schreibt
demgem&B in Vektorform die Gleichungen von GauB, Poisson und Laplace

$Qdi=fdivQdV,. . . ... ... ... . l4a)
divQ=—4zmom (bzw. =0). . . . . . . .. 16 b)
Das Schwerefeld ist hiernach ein sog. wirbelfreies Quellenfeld.

2, Beispiel. Das Verschwinden der Zirkulation 8) im Falle eines Potential-
feldes riihrt natiirlich davon her, daB jedem Arbeitselement 1) ein entgegenge-
setzt gleiches lings der geschlossenen Kurve entspricht, was durch das Vor-
zeichen des cos» bzw. durch die gegenseitige Lage des Kraftvektors @ zur Be-
wegungsrichtung bedingt ist. Andert sich dieses Vorzeichen nicht lings des
Weges, so ergibt die Zirkulation einen endlichen Betrag, der sich fiir jeden
Umlauf wiederholt.

Ist z. B. ein im Felde bestindiges Drehmoment der Umfangskraft P
M=P-r, also P=— .. ....... 17)
vorgelegt, so hat man fiir die Arbeit
dL=Mdyp, L=Myp, .. .. .. ... 17a)

also einen Betrag, der sich mit jedem Umlauf um 2z M vermehrt und damit
einem vieldeutigen Potential entspricht. Wegen

r?’do=xdy —ydx

oy o9 +£ ......... 18)
oz~ r?’ 2y r?
erhalten wir fiir die Achsenteile der Kraft P
_ oL _dLop _ My _0Lip Mz 19)
T oz opox 1’ Topoy 1’ T

was man auch unmittelbar hitte anschreiben konnen.

Daraus folgt wieder wegen

or or_y

) z
rdr=xdz+4ydy, Py 6_1-/_7’ ..... 18a)
2 6<p>__ 1, 2yo0r 1
3_1/( —_7—2+73_6y r2+
_(9_¢>~1_2_§?1_1_?f 18b)

dy/ 1 rox 1 T

0 (0«;0) 0 (6(;7) 342(:62—{—3/2):0
oy \ox 9z \ 9y 72 ! rt

also or_oX o 19a)

% oy
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als Bedingung fiir das Bestehen des Potentials U= — L. Die Schichtflichen
des Potentials im Felde werden alsdann durch das Ebenenbiischel der z-Achse
dargestellt, welches von den kreisférmigen Kraftlinien um dieselbe Achse iiberall
senkrecht geschnitten wird.

In der z-Achse selbst wird mit » =20 nach 17) P=o00 bei gleichzeitig un-
bestimmter Richtung. Da dies unmdglich ist, so muB aus dem Felde ein zylin-
drischer Bereich mit dem Halbmesser 7, um die Achse aus dem Felde ausge-
schaltet werden, in dem die Kraft jedenfalls nicht mehr der Gl. 17), sondern
nur noch der Randbedingung M = P;r, geniigt, wenn P, dem Arm 7, zugehort.
Es liegt zundchst nahe, fir 0 <<r <r,, P=_P, zu setzen. Damit sto8t man
indessen wieder auf die unmégliche Unbestimmtheit der Kraftrichtung in der
Achse, die nur durch Verschwinden der Kraft P selbst lings derselben behoben
werden kann.

Der einfachste Ansatz, der dieser Forderung geniigt, ist alsdann

p=bo, Mr . 20)
o To
woraus
ir—=PvpapPoay_yaw, . . ... ... 208)
7o L)
7, 7o 21)
oX__B_ _oY oY oX_ BR[| " 77
oy r, 9z’ 9w 9y 1,

sich ergibt. Da der Wirbel hier nicht verschwindet, so besteht fiir » <7, kein
Potential, wie denn auch die Arbeit beim Durchlaufen einer geschlossenen Bahn
mit r2dp=2dF

L=&fr“’d¢p=2&1" B K1)
7, 74
mit dem Inhalte des Normalrisses der Bahn zur z- Achse wichst, also vom Wege
selbst abhéingig ist, und zwar gleichgiiltig, ob die Achse selbst umfahren wird
oder nicht. Im Sonderfalle des Umfahrens des zylindrischen Bereiches folgt
mit F =z r,® der Arbeitswert Ly=2x P,r,=2a M fiir jeden Umlauf in Uber-
einstimmung mit dem Werte der Zirkulation beim Umfahren der z-Achse im
Potentialfelde.

3. Beispiel. Im Falle der Gleitreibung ist der hiervon herriihrende
Widerstand stets der Bewegung entgegen gerichtet. Eine hin- und hergehende
Bewegung lings einer Strecke z kann daher als Umfahren eines diese Strecke

nach Abb.42 umschlieBenden schmalen Flichen-

streifens von der Breite 2 y aufgefaBt werden.
' _Lg Alsdann ist der Wirbel des Reibungswider-
st 1977
g = 4 1 ») standes X
e — 0oX X
y Y
Abb. 42. und die Zirkulation

X X
dezfj—dxd =—2xy=2zxX
¢ oy L =722y

unabhiingig von der Breite, wenn nur die Bewegung lédngs der Schmalseiten der
schraffierten Fliche, d. i. die Hubumkehr widerstandsfrei erfolgt, was tatséch-
lich dem Reibungsvorgang entspricht.

§ 17. Das Gleichgewicht von Kriiften mit verschiedenen An-
griffspunkten. Greifen an verschiedenen Punkten mehrere #duBere



Das Gleichgewicht von Kriften mit verschiedenen Angriffspunkten. 81

Krifte an, so ist deren Gesamtarbeitselement, wenn dz,, dy,, dz; die
Verschiebungsteile des Angriffspunktes z,,y;,2, und X, 7Y,, Z, die
Achsenanteile der Kraft @, bedeuten,

dL=>(X;dx,+Y,dy,+ Z;dz,). . . . . . 1)

Dieses Arbeitselement verschwindet, wenn die geleistete Gesamtarbeit L
einen Scheitelwert besitzt. Alsdann befindet sich das aus den An-
grifispunkten bestehende Gebilde unter der Wirkung der Krifte @,
im sog. Gleichgewicht, das somit durch die Bedingung

D(X,da,+Y,dy,+ Z,;dz)=0 . . . . . . 1la)

gekennzeichnet ist. Die darin auftretenden Verschiebungen dz;, dy,, dz;
brauchen dabei gar nicht wirklich aufzutreten, sondern konnen ent-
sprechend der Ruhelage des Punkthaufens auch verschwindend klein
werden und heifen deshalb auch virtuelle oder bloB gedachte Ver-
schiebungen, die alsdann nur mit den etwa vorhandenen Be-
dingungen des Zusammenhanges der einzelnen Punkte vertriglich
sein miissen. Man nennt deshalb die Gl. 1a) den Satz der virtuellen
Verschiebungen oder Arbeiten, mit dem wir in der ebenen
Mechanik schon in I § 43 mehrere Gleichgewichtsfille behandelt haben.

Gehoren die Angriffspunkte x;, y;, 2, einem starren Korper an,
so diirfen wir dessen Gesamtbewegung aus der Verschiebung dz,, dy,, dz,
eines seiner Punkte z,, y,, z, und den drei Drehungen do,,dp, ,dg,
um drei durch diesen Punkt gehende zueinander senkrechte Achsen
derart darstellen, daf3

d;=dw, 4 (2, —2)do, — (¥ —¥)d 9,
dy; =dy, + (@, — z)dp, — (z;—20)dop, ¢ . . . . 2
dz,=dz,+ (y; — Yo) dp, — (%; — x,) d‘P,,

ist. Damit geht die Arbeitsgleichung 1) iiber in

dL—dz, 3 X,+dy, 3 Y,+dz, 3 Z,
+do, X (Z;(y; — o) — Y (2, — 2)]
-+ do, > [X; (2 —29) — Z; (%, — 7))
+do, XY (@ —x) —X(;i—v)]. . . . . 3)

Hierin sind aber nach § 15 die drei letzten Summen nichts als die
Momente der Krifte in bezug auf die durch den Punkt z,,y,, 2,
hindurchgehenden Achsen, die durch Parallelverschiebung der Einzel-
kriafte nach diesem Punkte geweckt wurden. Ebenso wie die Krafte
selbst im Punkte z, y,,%, eine Gesamtkraft R ergeben, so lassen
sich die Momente in einem Gesamtmoment um eine durch diesen
Punkt gehende Achse zusammenfassen. Die Arbeit einer Anzahl
von Kriaften mit verschiedenen Angriffspunkten an einem
starren Korper setzt sich demnach aus der Arbeit der Ge-
samtkraft an einem Korperpunkte und der Arbeit des Ge-

Lorenz, Techn. Physik I, 2. 2. Aufl. 6
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samtmomentes bei der Drehung um eine durch diesen Punkt
gehende Achse zusammen, die im allgemeinen nicht in die Rich-
tung des Momentenvektors fallt.

Da der Momentenvektor der Kraft £ am Endpunkt des Strahles r
in bezug auf den Punkt r, durch das Vektorprodukt 9t =[O (r —1,)]
dargestellt wird, so kann man, wenn w den Drehwert, also wdt¢ den
elementaren Drehvektor bedeutet, die Gl. 3) in Vektorform auch
schreiben

dL=3Qdr,;=dry 3 Q;+wdt 3 [Q;(r,—r,)]. . . 3a)

Im Falle des Gleichgewichtes, d. h. des Verschwindens der vir-
tuellen Arbeit d L miissen wegen der Willkiir der Verschiebungen
dx,, dy,, dz, des beliebig gewahlten Angrifispunktes der Gesamtkraft,
sowie der Drehungen do,, d¢,, dp, die damit behafteten Glieder fiir
sich wegfallen, woraus sich dann die Gleichungen

Y X,—0, >Y,—o0, 37,=0
D(Zy,—Y,z)=0, (X;z—Z;xz)=0, X (Y z,— X;y,)=0

oder in Vektorform

4)

2&1._—:0, 2[‘94111]:0 e . s s e . 43;)

ergeben. In diesen Gleichgewichtsbedingungen tritt der Bezugspunkt
%y, Yo> 29 DPZW. 1, nicht mehr auf, d. h. das Verschwinden der Ge-
samtkraft und des Gesamtmomentes ist unabhéngig von
der Lage des beliebig gewdhlten Bezugspunktes fiir die
Vereinigung aller Einzelkridfte. In den Formeln 4a) erscheint
als solcher der ebenfalls ganz willkiirlich gewé&hlte Anfangspunkt des
Achsenkreuzes. Stehen mehrere starre Korper unter dem EinflufBl
duBerer Krifte @,, die an verschiedenen Punkten derselben angreifen,
miteinander derart in Wechselwirkung, daB sie aufeinander entweder
Fernkrifte ausiiben oder sich unmittelbar beriihren, so treten zwischen
ihnen stets entgegengesetzt gleiche innere Krifte @,/ paarweise auf
derselben Richtungslinie auf, die sich somit fiir das Gesamtgebilde
aufheben und darum aus der Vektorsumme der Kréfte und Momente
herausfallen.

Daher gelten die obigen Gleichgewichtsbedingungen 4) nicht nur
fiir einen Einzelkorper, sondern auch fiir eine miteinander in Wechsel-
wirkung stehende Korpergruppe, sowie fiir beliebige Punkthaufen.

1. Beispiel. Verbinden wir eine Anzahl von Punkten im Raume, sog.
Knoten, gelenkig durch starre Stéibe, so erhalten wir ein raumliches Fach-
werk. Wie schon friilher in der ebenen Mechanik (§ 39) bezeichnen wir die
Zahl der Knoten mit k£, die der Stibe mit s und die Stablinge zwischen dem
h-ten und ¢-ten Knoten mit l,;. Alsdann ergibt sich die groSte mogliche Stab-
zahl, wenn jeder Knoten mit jedem andern durch einen Stab verbunden ist,
wie schon beim ebenen Fachwerk zu

smax =5 2 T e e s+ s e o+ s & e e e e e

Die Lage jedes Knotens ist nunmehr durch drei Abstinde zy, yx, 2x von den
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Achsenebenen bestimmt, also bestehen zwischen den 3 k-Abstinden und der
Stablidnge ! die Gleichungen

T — 3,)° +(.7/1 - ?/2) +@ — )=

)

(xk_1—xk)2+(yk a— !/k)“’—i- (h_y—2) =02 | ,

deren Anzahl mit derjenigen s der vorhandenen Stibe iibereinstimmt. Soll das
Fachwerk statisch bestimmt sein, so miissen die Stablingen zur Ermittlung der
Lagenabstéinde ausreichen, wenn wir aulerdem das ganze Gebilde festhalten.
Dies aber geschieht durch Festhaltung eines Knoiens mit drei Absténden und
einer Ebene durch zwei in diesen Knoten zusammenlaufende Stibe mit drei
weiteren Bestimmungsstiicken. Es bleiben also nur mebhr 3 ¥ — 6 Unbekannte
in den s Gleichungen 6) iibrig, so daB fiir die eindeutige Berechnung aller Un-
bekannten s—3k—6 7

sein muB. Dies ist zugleich die geringste, aber auch notwendige Stab-
zahl eines raumlichen Fachwerkes mit £ Knoten.

Sollen zwei derartige Fachwerke mit &, bzw. k, Knoten und s,, s, Stdben
zu einem einzigen mit s Stdben vereinigt werden, so ist

s, =8k —6, s=3k —6
s=3(k, -+ ky) —6=15,+ 5,46

d. h. die Vereinigung zweier statisch bestimmter Fachwerke zu einem einzigen
erfordert die Hinzufiigung von 6 Stiben. Ebenso miissen wir, um ein derartiges
Fachwerk in zwei ebenfalls statisch bestimmte zu zerlegen, 6 Stibe entfernen
oder zerschneiden.

Fiigen wir einem statisch bestimmten Fachwerk von s, =38k, — 6 Stidben
einen Knoten hinzu, so ist die neuc Stabzahl s fiir k, + 1 Knoten

s=8(k +1)—6=s-+8, .. ...... .. Th)

d. h. die eindeutige Verbindung eines Knotens mit dem Fachwerk kann
nur durch drei Stibe erreicht werden, die iibrigens nicht in einer Ebene
liegen diirfen.

7a)

2. Beispiel. Bezeichnet man die Achsenteile der am Knoten ¢ angreifen-
den AuBenkraft @;, welche auch ein Auflagerdruck sein kann, mit X;,Y;, Z;,
mit S; die Zug- oder Druckkraft in dem Stabe I,; zwischen den Knoten # und ¢,
so zerfillt die letztere in die Achsenanteile

S =% g, Y 8y A" A
Ins b Uni

Da nun an jedem Knoten die dort angreifende AuBenkraft mit den als innere
Krifte aufzufassenden Stabkréiften im Gleichgewicht stehen muB, so ergibt sich
durch Summierung aller Stabkraftanteile der vom Knoten 7 ausgehenden Stébe

X458, 2% 0, Vi+38ut Y0, z +ZS’”h:,z‘_°' 8)

Diese drei Gleichungen lassen sich fiir jeden Knoten anschreiben, so daB8 wir
im ganzen 3 k derartiger Gleichgewichtsbedingungen haben. Diese sind indessen
nicht ganz voneinander unabhiingig, da auch die AuBenkrifte ¢ einschlieBlich
der Auflagekrifte unter sich im Gleichgewicht stehen, also die 6 Gleichungen 4)
erfilllen. Es bleiben somit nur noch 3 £ —6 voneinander unabhéngige Be-
dingungsgleichungen iibrig, deren Anzahl somit mit derjenigen der fir die
statische Bestimmtheit des Fachwerkes notwendigen Stabzahl iibereinstimmt.

Soll ein Fachwerk durch Auflagekrifte nur an Knoten festgehalten werden,
so ist nur einer derselben zunichst durch drei Teilkrifte X,, Y,, Z, bestimmt.

6*
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Alsdann ist jeder andere Knoten um diesen noch auf einer Kugelfliche beweg-
lich, woran er durch zwei weitere Krifte gehindert werden kann, die in ihm
die Kugel beriibren. Nunmehr ist noch die Drehung um die Verbindungslinie
der beiden Knoten moglich, welche durch eine auBerhalb dieser Geraden, also
an einem dritten Knoten angreifende Kraft aufgehoben werden kann. Ein
Fachwerk wie iiberhaupt jeder starre Kérper kann nur durch Auf-
lagekrifte festgehalten werden, die sich auf drei nicht in einer
Geraden liegende Punkte verteilen.

3. Beispiel. Von den riumlichen Fachwerken, welche ersichtlich in sehr
verschiedener Weise zusammengesetzt werden konnen, zeichnet sich eine Gruppe
besonders aus. Es sind dies Gebilde, die einen Innenraum derart einschlieSen,
daB ihre Stidbe simtlich Mantelflichen begrenzen, ohne den Innenraum selbst
zu durchkreuzen. Solche Fachwerke, bei denen der Innenraum frei verfiigbar
ist, werden nach Foppl als Flechtwerke bezeichnet, zu ihnen gehéren auch
die sog. Fachwerkskuppeln. Man erkennt sofort, daB ein derartiges Ge-
bilde als ein Polyeder aufgefalit werden kann, dessen Ecken mit den Knoten
und dessen Kanten mit den Stiben zusammenfallen. Wahlt man darum fiir
deren Zahl die schon oben benutzten Bezeichnungen und fiigt noch die Zahl f
der Flichen zwischen den Kanten hinzu, so gilt sofort fiir das Flechtwerk die
bekannte Eulersche Polyederregel, namlich

se=k--f—2, . .o 9)

die man leicht durch stufenweises Aufbauen eines Polyeders von einer Fliche
ausgehend ableiten kann. Ist nun das Flechtwerk statisch bestimmt, so mufl
es auch die Bedingung 7) erfiillen, so daB wir auch an Stelle von 9) erhalten

2s=38f, 2k=f"441 ...\ ... 9a)

Da nun sowohl die Stibe wie auch die Knoten nur in ganzen Zahlen vorhanden
sein konnen, so folgt aus 9a), daB die Stdbe eines statisch bestimmten Flecht-
werkes nur eine gerade Zahl von Flichen ein-
schlieBen konnen und daB die Stabzahl durch
3 teilbar sein muB. Diese Bedingung ist er-
fillt, wenn das Flechtwerk aus lauter
Stabdreiecken besteht, da hierbei jeder
Stab zwei Flichen zugehort, wihrend anderer-
seits jede Fliche von drei Stiben umschlossen
ist. Auf diese Weise erhdlt man z. B. ein Flecht-
werk, wenn man die Oberfliche einer Kugel oder
eines Ellipsoides durch eine Anzahl von Parallel-
kurven und Meridianlinien zerlegt, die Schnitt-
punkte als Knoten betrachtet und durch Stibe
Abb. 43. in der Sehnenrichtung sowie einmal diagonal ver-
bindet, Abb.43. Will man von diesem Flecht-
werk eine Hilfte als Kuppel benutzen, so muB man, um der statischen Be-
stimmtheit zu geniigen, auch die als Grundlage dienende Schnittfliche durch
Stidbe in Dreiecke zerlegen.

4. Beispiel. Wird der starre Korper an einem Punkte festgehalten,
so erfihrt er an dieser Stelle einen Auflagerdruck mit den Achsenanteilen
X,, Yy, Z,, aber kein Moment. Verschieben wir daher alle AuBenkrifte nach
dem Festpunkt, so erhalten wir als Gleichgewichtsbedingungen

X,+3X=0, Y,43Y=0, Z+3ZZ=0)
M, =0, M,=0, M=0)"""

aus denen sich die Stiitzdruckanteile X,, ¥, Z, eindeutig ergeben.

.. 10)

5. Beispiel. Besitzt der Korper eine feste Achse, die wir sogleich
als z-Achse wihlen, so konnen wir auf derselben zwei Kérperpunkte, z. B. den
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Anfang und den Punkt z=—=c festhalten mit den Stiitzenteilen X,, Y,, Z,,
X,, Y,, Z,, Abb. 44. Alsdann besteht Gleichgewicht fiir
X+ X+XX=0, Y, +Y,+2Y=0, Z1+Z2+2Z=0} 11)
M, —Y,c=0, Xpe+M,=0, M=0)
Daraus berechnen sich die Anteile X, Y,; X,, ¥,, wihrend die dritte Formel

nur die Anteilsumme Z; | Z,, nicht aber deren Einzelbetrige ergibt. Die Ver-
teilung der Achsenanteile der Auflagekraft auf

die Achsenpunkte bleibt also unbestimmt, 4
withrend das<Moment um die Achse verschwin-
den muB. Ist der Korper lings der Achse be-
weglich, so iibt dieselbe keine Krifte in ijhrer Zz W
Richtung aus, d. h. es wird mit Z, =Z,=0 1 0'2
nach der dritten Formel 11) auch 3> Z =0 als B
neue Gleichgewichtsbedingung. .
6. Beispiel. Beriihrt ein starrer Az Z
Korper die feste a2y-Ebene in den
Punkten =z, ¥,; g, Yo; - - - Tn, Yn, SO miissen die \___>YL_.6__);.
der Ebene parallelen Anteile der duBeren Ge- o My
samtkraft und ebenso das um die Normale M A7
zur Ebene drehende Moment M, verschwinden, z
so daB die Gleichgewichtsbedingungen fiir die Abb. 44,
Stiitzdriicke Z,, Z, . ..Z, lauten X

EX=0, XY=0, XZ+4Z+Zyt - +Z=0 } 12)
Zy2y+ Zotyt -+ - A Zptn— My =0, 2,y +Zoyo - - - +Zpyut M =0 ’

Da die Stiitzendriicke Z,, Z,...Z, nur in drei dieser Formeln auftreten, so
sind auch nur drei derselben mit ebenso vielen Stiitzpunkten eindeutig be-
stimmt, wihrend das Gleichgewicht bei mehr als drei Stiitzen statisch
unbestimmt bleibt.

7. Beispiel. Wirkt auf den Korper nur sein im Schwerpunkt angreifendes
Gewicht, so legen wir durch denselben die z-Achse und haben alsdann mit
»Z—=—G, M,=M,= M, =0 fiir die drei Auflagekrifte Z,, Z,, Z; an den
drei Punkten ,,y;; %o, Ye; %3, Y, auf der Ebene an Stelle von 12) die drei
Formeln

Zy+ 2yt 2y =G, Zyu+Zyxyt+Zya=0, Z Yo+ Zo Yo+ 23 y; =0, 13)
also mit den Abkiirzungen
Ty — G Yo=TF, my—vyp=F, nyp—xy=F.. 14

fir die doppelten Dreieckflichen der Stiitzen mit O,
Abb. 45, und 3
F,+F,-+F=F. . ... . . l4a)

fiir die doppelte Gesamtfliche des Stiitzdreiecks

4 A
7z, F=GF,, Z,F=GF, Z,F=GF,. . .13a) 2

Das Vorzeichen der Flachen F hingt nur vom Umfahrungs- Abb. 45.
ginn ab. Es kehrt sich fiir eine Fliche z. B. F; um, wenn

der Anfang 0 auBerhalb der Dreiecksseite 23 liegt. Alsdann miiBte der Korper,
um nicht umzukippen, im Punkt 1 durch eine negative Auflagekraft nieder-
gehalten werden. Das Gleichgewicht eines dreifach gestiitzten Kor-
pers erfordert daher einen innerhalb des Stiitzdreiecks liegen-
den DurchstoBpunkt der Gewichtsrichtung.
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V. Das Reibungsgleichgewicht.

§ 18. Das Reibungsgleichgewicht starrer Korper. Stiitzt sich
ein starrer Korper mit dreien seiner Oberflichenpunkte auf eine
feste Ebene, so sind nach den Lehren des § 17 die zur Ebene senk-
rechten Auflagerdriicke Z,, Z,, Z, durch die &uBleren Krifte und
Momente eindeutig bestimmt, wéihrend die zur Ebene parallelen
Krifte, also auch das in dieselbe fallende Kriftepaar M_, ,bei Wegfall
der Reibung verschwinden. Bei rauher Korperoberfliche und Stiitz-
ebene dagegen widersetzt sich die Reibung der Verschiebung der
Auflagerpunkte so lange, als die dort angreifenden, der Ebene paral-
lelen AuBenkraftanteile die Werte f, Z, , f, Z,, f, Z, nicht iibersteigen,
wenn f,, f,, f; die den Beriihrungsstellen zugeordneten Reibungs-
ziffern sind.

Im Grenzfalle 'des Beginnens oder des Aufhérens einer Bewegung
seien «, , «,, «, die Neigungswinkel der obigen Reibungskrifte gegen
die x-Achse eines in der Stiitzebene gelegenen Achsenkreuzes, in
dem die Beriihrungspunkte die Abstédnde z,,y,; «,, y,; %,,'y, haben
moégen. Dann geniigen die AuBenkrifte mit den Anteilen X, ¥ und
dem Momente M im Grenzfalle den Gleichgewichtsbedingungen:

X—={,2Z,cosc,+f, Z,co8 ¢, + f, Z, cos e,
Y=f Z,sine, +f,Z,sine, -+ f, Z,sin e,
. . . A |
M)=f,Z, 2 sine, 4 f, Z,x,sine, + f, Z, x, sin e )
— 12,y c08 e, — [y Zyy, COS ety — fy Zy Y, COS et

die zur Berechnung der noch unbekannten Neigungswinkel o gerade
hinreichen, falls dieselben voneinander unabhingig sind. Da man
durch Parallelverschiebung der Gesamtkraft }X®--Y? das in der
Ebene liegende Kriftepaar M zum Verschwinden bringen kann, so
vereinfacht sich mit =0 die dritte Formel 1), wenn wir den An-
fang des Achsenkreuzes auf die Richtungslinie der Gesamtkraft ver-
legen.

Um zu priifen, ob die Neigungswinkel ¢ voneinander unabhingig
sind, haben wir nur zu beachten, dal im Grenzfalle die Richtung der
Reibungskraft an jeder Beriihrungsstelle der dort eintretenden Ver-
schiebung ds entgegengesetzt ist. Diese Verschiebungen gehen nun
so vor sich, dal die Entfernungen der Berithrungspunkte, d. h. die
Dreiecksseiten 1 2 3 keine Anderungen erleiden. Es miissen also die .
in die Richtung der Dreiecksseiten fallenden Verschiebungsanteile je
zweier Beriihrungspunkte einander gleich sein. Bezeichnen wir die
Neigungen der Seiten 23, 31, 12 gegen die z-Achse mit 8, f,, B,
Abb. 46, so sind noch die Bedingungen

dsy c08 (By — &ty) = ds; cos (B, — a)
dsg cos (B, — o) =ds, cos (B, — «,)

ds, cos (B — ;) =ds, cos (B, — «,)
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zu erfiillen, aus denen durch beidseitige Multiplikation unter Wegfall
der Verschiebungen

cos (B, — a,) cos (B, — &) cos (B, — ;)

—cos (B, —ay)cos (B, —a,)cos (By —ay) . . . . .2)

hervorgeht. Durch diese Beziehung sind die Neigungs-
winkel « der Reibungskrifte im Grenzfalle des Gleich-
gewichts miteinander verkniipft. Denkt man sich daher die
drei Winkel « aus den vier For-
meln 1) und 2) ausgeschaltet,
was librigens recht umsténdliche
Rechnungen erfordert, so bleibt
eine Bedingungsgleichung
zwischen den 4uBeren Kraf-
ten X, Y, M und den Rei-
bungskraften f; Z, iibrig,
von deren Erfiillung die Moglich-
keit des Reibungsgleichgewichtes
abhéngt.

Das vorstehende Ergebnis wird noch klarer, wenn wir auBler den
Verschiebungen ds; noch ihre Achsenanteile dz;, dy; einfiihren, also

. dy;
coscxi=di;’, sinai=d~y‘ )

i $;

setzen. Bezeichnen wir dann in Abb. 46 noch den DurchstoBpunkt

der suBeren Gesamtkraft | X 4 Y? -} Z® mit ,, y,, so gilt fiir einen
der drei Beriihrungspunkte im Abstande 7, und der Achsenneigung
®,, sowie bei gemeinsamer elementarer Verdrehung do,=dg
aller Berithrungspunkte

@ =, 41,08, Y;=Yo -+ 7;5in @
dr,=dx,—r,desing;, dy,=dy, -} r,d cos ¢,
ds?=dx*+dy,+r’dp’

—+27,de (dy, cos ¢, — dx, sin ¢,)

Setzen wir die mittleren dieser Ausdriicke mit 3) in die Gleich-
gowichtsbedingungen 1) ein, so lauten dieselben, wenn wir das Moment
um z,,y,, d. h. M'—Yxo—{—XyO mit M, bezeichnen,

1)

—r,d@sin@;

Zf z, dy0+r d(pcoscpl

d i i . . .
S (Y,cos p, — X;sing)r, = fo Z.r, Yo COS @, dda;o sing, -+ r,d o,

Zfz'd ZfZ és I
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Da auf der rechten Seite dieser Formeln die drei Verschiebungen
dx,, dx,, dp sowohl in den Zihlern wie auch in den Nennern in
gleicher Dimension auftreten, so diirfen wir mit einer derselben divi-
dieren, so daB die rechten Seiten nur noch von den beiden Quo-
tienten dx,:de und dy,:d¢e abhingen. Durch Ausschalten derselben
aus den drei Formeln 5) ergibt sich dann wieder die schon oben
erwiahnte Bedingungsgleichung zwischen X, Y, M, und den Reibungs-
kréften f,Z, fiir die Moglichkeit des Gleichgewichts im Grenzfalle.

Erweitern wir schlieBlich die Formeln 5) der Reihe nach mit dx,,
dy,, de und addieren. so ergibt sich mit Riicksicht auf die letzte
Gleichung 4)

Xz, Yy, -+ M,dp= X f,Z,ds;= 3(X,dz,+Y,dy), .6)
also der Satz der virtuellen Arbeiten. Daraus erkennt man deut-
lich, daBl das Gleichgewicht nur bestehen kann, solange

Xdxy4-Ydy,+Mdo < Sf,Z;ds,. . . . . .6a)
ist, da anderfalls der Arbeitsiiberschu8 der #uBeren Krifte Beschleu-
nigungen zur Folge hat.

Wegen der allen Beriihrungspunkten gemeinsamen Verschiebungen
dx,, dy,, de diirfen wir an Stelle von 5) auch schreiben

. f; Z, er smqol
Xz, 3lh—dp 515

Y — dyOZf Z1 ! d 2
Mz:dyoz,fz1‘003(;9z OZersm(pl_l_ 2

Verschwindet nun im Sonderfalle der AuBenkraftanteil in
der Stiitzebene, liegt also die Gesamtkraft 3 Z, in der Zentral-
achse, so wird mit X=0, Y=0

er coszp1 5a)

er

ersm(pz : dxo fiZricosp,  'dy, f,Z;
2 s Z D P P
und nach Elnsetzen in die Momentenformel 5a)

_ f;Z;r?  daxy® +dy)’ ﬂi
M=de 275, dp ds,’
Zfz Z(r?de® —dx® — dg/ﬁ) 7)
Je. s e e

3

M,dp=

andererseits ist fiir diesen Fall nach Gl 6)
M, dp— 3f,%,ds,
d. h. es ist wegen der dritten Formel 4)
dxy(dxy —r;dpsin @)+ dy, (dy, + r;dpcosp,)=0, . . 7a)
oder dxycosw, | dy,sine,=0. . . . . . . .7b)
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Da nun die Neigungswinkel ¢, der Reibungskrifte fiir jeden Be-
rithrungspunkt im allgemeinen verschiedene Werte besitzen, so kann
7a) bzw. 7b) nur bestehen, wenn gleichzeitig dx,=0, dy,=0 und
daher ds,—=r;dg wird, so daB sich die Glelchgewmhtsbedlngung 7)
in diesem Falle auf

ML Sz, ... ... ... 8)

beschrinkt. Riicken die drei Auflagerpunkte so nahe zusammen,
daB man scheinbar eine Beriihrungsstelle des Korpers mit der Stiitz-
ebene vor sich hat, so spricht man von einer Bohrreibung. und
schreibt an Stelle von 8) unter Einfiihrung des genannten Normal-
druckes Z = }'Z;, eines mittleren Halbmessers r, der Beriihrungs-
stelle und einer mittleren Gleitreibungsziffer f fir das Bohr-
reibungsmoment

M, <fZr,. ... ... ... .B8a)

Der sog. Bohrreibungsarm r, kann in jedem Falle nur auf dem
Wege des Versuches gewonnen werden.

Verlangen wir andererseits, daB unter Wegfall des Momentes
M,=0 nur eine Parallelverschiebung des Korpers auf einer
Unterlage unter der Wirkung der AuBenkraft X,Y gegen die
Reibungswiderstinde an den Auflagerpunkten moglich sein soll,
bedeutet dies die Gleichheit der Verschiebungen ds;, d. h. deren Un—
abhéngigkeit von r, und ¢,. Das ist aber nach der dritten Formel 4)
nur moglich, wenn

dp=0, ds?=dx?|dyl’=ds?. . . . .4a)
wird, womit sich die Gleichungen 5a) vereinfachen in
d
_—EQZﬂZizcosaZf.Z. k
dso 178

v <P 51 2,—sine 34,2, )
0

sine X f,Z;r;cos o, —cose > f,Z;r;sin p, =0

Da die letzte Bedingung fiir jede Richtung ¢ der nunmehr parallelen
Krifte erfiillt sein soll, so zerfillt sie in

2 fZ;rsing, =0, f,Z;rcosp,=0, . . . . 9a)

wonach die Kraft X, Y durch den Mittelpunkt der Parallel-
krafte f;Z; hindurchgehen muB. Fiihren wir auch hier durch

St =f3Z,~=fZ . .. . ... .10

eine mittlere Reibungsziffer und den Gesamtdruck Z des Korpers
auf die Stiitzebene ein, so wird die Gleichgewichtsbedingung mit
X? | Y?=R?

RLfZ, . . . . . . . ... .9
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oder mit der Gesamtkraft @ und deren Neigung ¢ gegen die Nor-
male der Stiitzebene, also R=@sing@, Z= cos ¢

Qsing < fQeosp, tgpf=tge,, . . . . '.90)

worin ¢, den der Reibungsziffer f zugeordneten Reibungswinkel
bedeutet. Es besteht demmnach bei reinem Kraftangriff Gleich-
gewicht, solange der Kraftvektor innerhalb des mit dem
Reibungswinkel um die Normale beschriebenenUmdrehungs-
kegels des sog. Reibungskegels fallt.

Z
yid N
Z 2
4
Schritt a-b
q Abb. 47.

1. Beispiel. Stiitzt sich ein sattelférmiger Korper auf ein schriges Dach,
Abb. 47, mit der Neigung « der Oberkante (First) gegen die Wagerechte und
den Neigungen 8 der Seitenflichen gegen die Vertikalebene durch den First,
80 ist bei einem Normaldruck N gegen die Seitenflichen die Normalkraft zur
Kante Z = Nsin # und daher der Reibungswiderstand gegen eine Verschiebung
auf dem Dach fz

[N=

sinf’
Wirkt nun auf den Korper eine Vertikalkraft @ und eine wagerechte Kraft H,
die ihn entweder am Hinabgleiten hindert oder ein Heraufschieben bedingt,
so entsteht daraus ein nach oben gerichteter Anteil H cos « — @ sin «, wiahrend
senkrecht zur Kante der Anteil Z = Hsin ¢ + @ cos « steht. Mithin besteht

im Grenzfalle gerade Gleichgewicht, wenn
Hcose —@Qsine= 4+ fN= i—i-

sin

- (H sin « 4 Q cos ) ,

oder ( . )_ < f >

H (cos :Fs_—inﬂsm“ =@ |sin « + mcosa
ist. Fihren wir durch ﬁ:tg @, > tg ¢, den Reibungswinkel ein, so wird
daraus H=Qtg@ @), e « v v ve v vn .. 1]

worin das obere Vorzeichen die wagerechte Kraft ergibt, die gerade noch ein
Hinaufschieben ermoglicht, wihrend sie mit dem andern Vorzeichen das Hinab-
gleiten verhindert. Daraus folgt, daB jedenfalls Gleichgewicht besteht, solange
H innerhalb dieser Grenzen liegt, d. h.

Qtg(c— o) SHSQtgeto) . . . .. ... . 1la)
bleibt. Wird im Sonderfalle H=0, so besteht Gleichgewicht fiir

bg (e — ) <0, aéq:l:arctg<g£—ﬂ>. ..... 11b)
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Alsdann kann der Korper unabhingig von der Vertikalbelastung @ nicht herab-
gleiten, weshalb man die Vorrichtung auch als selbstsperrend bezeichnet.
Man iibersieht ohne weiteres, daB mit # = 90° das schridge Dach in eine schiefe
Ebene iibergeht, deren Theorie schon in der Mechanik ebener Gebilde (§ 30)
behandelt’ wurde.

2. Beispiel. Dagegen lassen sich die vorstehenden Ergebnisse sofort auf
das Gleichgewicht von Muttern auf Schraubenspindeln anwenden, die wir uns
durch Vereinigung einer gleichférmigen Drehung und axialen Verschiebung
eines Dreiecks oder Rechtecks, in dessen Ebene die Achse liegt, erzeugt denken
kann, wobei mit jedem Umlauf ein Gang entsteht. Auf diese Weise erhélt man
im ersten Falle eine scharfgingige, im letzteren eine flachgéngige
Schraube. Bezeichnet man den Winkel der schrigen Dreieckskanten gegen
die Schraupenachse mit #, ihren mittleren Abstand von derselben mit » und
den Axialabstand zweier einander entsprechender Punkte derselben Schrauben-
fliche, die sog. Ganghohe, mit &, so ist

h
tga:m: ....... .......12)
die mit dem Abstand r verinderliche Steigung der Schraube. Folgen in der
Ganghdohe zwei zusammengehdrige Génge aufeinander, so spricht man von einer
eingingigen Schraube, im anderen Falle von einer mehrgéingigen.

Ist @ die axiale Belastung der Schraube, so diirfen wir, falls die Abmes-
sungen des erzeugenden Dreiecks oder Reohtecks klein gegen ihren Abstand
von der Schraubenachse sind, dem Angriffspunkt der wagerechten Kraft H den
mittleren Abstand r zuordnen, wodurch ein Kréiftepaar M = Hr um die Schrauben-
achse entsteht, die damit eine Zentralachse der Kriftegruppe bildet. Als-
dann folgt aus 1l1a) durch Erweiterung mit r die Gleichgewichtsbedingung fiir

i b
die Sohraube Qrig(c— ) S U Qriglatg). o« v v v o .. .13

mit 11b) als Bedingung fiir die Selbstsperrung der Schraube unter einer be-
liebigen Axiallast.

Soll die Last @ durch das Moment gleichférmig gehoben, so ist der
Wirkungsgrad der Schraube, d. i. das Verhdltnis der gewonnenen zur aufge-
wendeten Arbeit unter Benutzung des Gleichheitszeichens in 13), sowie

12 ;
wegen 12) _ @k _ b _ tge . 150
M1 2aM 2 mrtg (e + @) tg(“—i—%)\ e e e e

Soll dagegen durch Sinken der Last ein Drehmoment M iiberwunden werden,
so ist der Wirkungsgrad nach 13) und 12)
2aM tg(c—

- Qh:gtga%)<l"" ...... 13b)
Die vorstehenden Gleichungen gelten unmittelbar auch fiir die flachgéngige
Schraube, wenn darin mit §=90°, ¢, = ¢, gesetzt wird. Da stets ¢, > ¢,,
so ist der Wirkungsgrad der scharfgingigen Schraube stets geringer als der
einer flachgéingigen unter den gleichen Umstdnden. Daher eignet sich die
letztere mehr fir Kraftiibertragung, die scharfe dagegen wegen ihrer groBeren
Selbstsperrung zur Herstellung haltbarer Verbindungen verschiedener Korper.

§19. Das Gleichgewicht lockerer Massen im Raume. Das
Gleichgewicht lockerer Massen haben wir schon im ersten Teil (§ 54 ff.)
mit der Einschrdnkung behandelt, daB die mdglichen Verschiebungen
der einzelnen Punkte des Erdkorpers einer und derselben Ebene, der
Bildebene parallel angesehen werden konnen. Der untersuchte Erd-
korper war in diesem Falle ein gerades Prisma von beliebiger Liange
senkrecht zu der in der Bildebene liegenden Grundfliche, durch
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deren Form und Begrenzung die einzelnen Gleichgewichtsfalle als-
dann vollkommen bestimmt waren. Die Untersuchung selbst beruhte
auf der durch die Erfahrung hinreichend bestétigten Annahme ebener
Gleitflichen, deren Spuren in der Bildebene als Gerade erschienen.

Da es bisher noch nicht gelungen ist, auf Grund der an und fiir
sich leicht aufzustellenden Gleichgewichtsbedingungen eines Elementes
des Erdkorpers eine allgemeine Theorie des Gleichgewichts lockerer
Massen mit endlicher rdumlicher Ausdehnung aufzustellen, miissen
wir uns auch hier auf die naherungsweise Behandlung einiger wich-
tiger Sonderfille beschrinken. Als ersten derselben betrachten wir
das Gleichgewicht trockener Erd- oder Sandhaufen mit
freier Oberfliche, die auf einer ebenen starren Unterlage
rubhen. Ein an der Oberfliche be-
findliches Korn wird nur dann im
Gleichgewichte verharren, wenn das
dort herrschende Gefille kleiner
als die natiirliche Reibungsziffer
f=tgp, der Masse ist. Erreicht
das Gefalle gerade diesen Wert, so
wird das in der Gefillsrichtung in
Bewegung gesetzte Korn gleich-
formig und ohne Seitenabweichung,
die nur durch eine in diesem Falle
nicht vorhandene wagerechte Kraft
hervorgerufen werden kann, ab-
gleiten. Die diesem Grenzfalle ent-
sprechende freie Oberfliche des
Haufens trigt demnach eine Schar
gerader Gefillslinien, deren gemein-
same Neigung gegen die wage-
rechte Ebene mit dem natiirlichen
Reibungs- oder Boschungswinkel ¢,
ibereinstimmt. Die wagerechten
Schnitte dieser sog. Boschungs-

flache, ihre Niveau- oder Schicht-
linien, werden - daher von den
Boschungsgeraden oder Beriithrungsstrahlen rechtwinklig geschnitten,
was naturgemiB auch fiir den Schnitt mit der wagerechten Unter-
lage, ihre Grundlinie, gilt. Wegen der bestéindigen Neigung der
Flache ist der Abstand » zweier Schnittlinien mit dem Hoéhenunter-
schiede z — z,, sowie derjenige n’ ihrer Grundrisse

Abb. 48.

2 ,_ 22

=" = .. .1

"Tsing,” " e, )

Die Grundrisse der Schichtlinien der Béschungsflache sind
demnach ebene Kurven gleichen Abstandes, woraus sich eine

bequeme Verzeichnung fiir jede vorgelegte Grundlinie GG durch Ab-
tragen gleicher Abschnitte n’ auf den Normalen ergibt, Abb. 48. Da
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die Normalen der Grundlinie deren Evoluten einhiillen, so kann die
Boschungsfliche durch Abwicklung des rechtwinkligen Dreiecks mit
der Gefillslinie als Hypotenuse von dem iiber der Evolute errich-
teten Zylinder erzeugt werden. Die Boschungsfliche ist somit eine
abwickelbare Fliache.

Ist die Gleichung der Grundlinie

Flx,y)=0. . . . ... ...2
gegeben, so folgt deren Neigungswinkel ¢ gegen die x-Achse aus
Ecosﬁ—{——afsinﬁr—_o, sin® 9 +-cos? =1 . . . 2a)
ox, oY,

6F>" <E3F>"’ oF <8F> (81”)2 oF

o — | == 04 — ) =— .

Cosﬂ/(@xl Ty oy, ) e + 0y, 0%, 2b)
Fiir den Neigungswinkel y der Normalen gegen die x-Achse gilt

ferner

cosycosd | sinysind =cos(y —$ =0, yp—I=90°, .3)
also siny=cos?#, cosy=—sind. . . . . . 3a)

und nach Multiplikation mit 2b)

g’ 3F>2 aF> oF (aF) (aF)E_ oF |

sin y <5x—] —|-—<ay1 ayl cos y oz “l"‘ a—?‘/: ——5x—1. 3b}
Andererseits ist ein Punkt z, y auf der Normalen im Abstande n’
vom Punkte z,, y, der Grundlinie gegeben durch

x—ax, =mn'cosy, y—y =n'siny. .. . . . 4)

oder mit 1) fiir z,=0 also n'f=2z nach Ausschaltung von vy mit

Hilfe von 3b)
‘ oF
fl/ \oz, 8y1 = o,

V 2 ,0F

ayl ayl
Lost man diese beide Formeln nach z, , y, auf und setzt die Wurzeln
in die Gl. 2) der Grundlinie ein, so ergibt sich die Gleichung der
gesuchten Boschungsfliche, die indessen nur ausnahmsweise eine be-
queme Gestalt annimmt, wenn sie iiberhaupt in geschlossener Form
angeschrieben werden kann. Man wird und kann sich darum auch
meistens mit der oben angegebenen stets durchfiihrbaren zeichne-
rischen Darstellung begniigen.

Nach der vorstehenden Theorie') ergibt sich z. B. fiir eine recht-
eckige Grundfliche, Abb. 49, als Boschungsfliche ein Dach mit vier

. 4a)

1 Schilling: Uber Boschungsflichen mit Kegelschnitten als Basiskurven.
Z. f. ang. Math. u. Mech. 1923, S. 197.
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gleich geneigten Seitenebenen, die sich in vier Eckkanten und einem

First schneiden.

Uber einen Grundkreis wiirde man einen Kegel,

iiber einer Grundellipse dagegen die in Abb. 50 fiir eine Hélfte

Abb. 49.

im Grundri verzeichnete Boschungsfliche
erhalten, die sich an den Evolutenzylinder
iiber M, M, anschliet. Da nun der iiber der
Verbindungslinie der beiden Kriimmungs-
mitten M, M, liegende, in der Abbildung
links davon gezeichnete Teil der Boschungs-
fliche, dem auf der rechten Seite ein kon-
gruenter entspricht, in der Luft schwebt, so
hat dieser Teil keine praktische Bedeutung,
und die zu beiden Seiten der Lingsachse
der Ellipse liegenden Hélften der Boschungs-
fliche begegnen sich in der Kante M, M,.
Da diese ersichtlich nicht mit einer Schicht-
linie zusammenfallt, so liegt ihre Mitte hcher
als die Endpunkte.

Die wirklichen Boschungsflichen zeigen
nun nach sorgfiltigen Versuchen von

Abb, 50.
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F. Auerbach?) gegeniiber den auf dem obigen geometrischen Wege
abgeleiteten mehrfach Abweichungen. Zunéchst wurde festgestellt, da3
auch bei geradlinigen Grundkurven die Neigung in der Néhe der
Stiitzebene eine VergroBerung erfihrt, der bei
Anlehnung des Sandkorpers an eine feste Wand
eine Verkleinerung des Boschungswinkels ent-
spricht, Abb. 51. Es héngt dies offenbar mit
einer verminderten Beweglichkeit der Korner
an der festen Wand, also einer Art Kraftwirkung
derselben zusammen, die sich allerdings vor-
laufig jeder Berechnung entzieht. Weiterhin er-
gab sich bei konvexer Kriimmung der Schicht-
linien nach auflen mit nach unten divergieren- Abb. 51.

den Geféllslinien, wie bei der Ellipse, gegeniiber

der theoretischen eine flachere, nach oben zu abnehmende Béschung;
wihrend bei konkaver Krimmung der Schichtlinien nach auflen mit
nach unten konvergierenden Gefillslinien, z. B. auf der Innenseite
eines Ringwalles sich eine gegeniiber der natiirlichen durchweg steilere,
nach unten stark zunehmende Boschung einstellt. Der Grund hierfiir
kann nur in dem wagerechten Seitendruck p, auf ein keilfsrmiges
Element an der Oberfliche gesucht werden, der im ersten Falle einen
Kraftanteil nach auflen, im andern nach

innen ergibt. Hat das Element, Abb. 52, dF
die Seitenfliche dF, so ist bei einem 7% ‘é

7

Kriimmungsarm r der Schichtlinie und - s
einem Offnungswinkel dy und dem Raum-

gewicht y der wagerechte Anteil und das o a6
Gewicht 0

dH=p,dFdy, dG=yrdydF. .5) Abb. 52.

Die Gleichgewichtsbedingung gegen Herabgleiten bei einer Neigung ¢
der Gefillslinie ist alsdann

dGsinp + dHcos p = (dG cos ¢ F dHsin ),

oder mit f=1tg ¢,
dH=TF dGtg(p — p,)

und geht nach Einsetzen von 5) iiber in die Differentialgleichung
der Boschungsfldche

— D \

glp—po)=F 7 6)

Behélt nun der Seitendruck p, iiberall endliche Werte bei, so ver-
schwindet fir r=o00 die rechte Seite, und es wird hierfiir im Ein-
klang mit den Versuchsergebnissen ¢ = ¢,, wihrend bei positivem
Vorzeichen der rechten Seite fiir einen Trichter im Grenzfalle r =0

1) Auerbach: Gleichgewichtsfiguren pulverformiger Massen. Ann. d. Physik
Bd. V, S. 170. 1909.
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sich tg(p — @,) =00, ¢ =90 — @, ergibt. Andererseits zeigt die
Erfahrung, dali die Spitze eines Sandkegels fiir =0 sich abrundet,
daB also dort ¢ =0 ist. Setzt man dies in Gl. 6 mit negativem Vor-
zeichen der rechten Seite ein, sa folgt fiir diesen Grenzfall:

P,=yrtg@s. . . . . . . . . . .63

Damit erhalten wir fiir die Meridianschnitte der nach auen und innen
abfallenden Boschungsflichen die in Abb. 53 dargestellten Kurven AB
und CD mit den Asymptoten 4B,
und C D,, die sowohl jede fiir sich
je einen Umdrehungssandkorper be-
grenzen, als auch gemeinsam einen
sog. Ringwall vom Querschnitt £ FG
einschliefen, und zwar in recht
guter Ubereinstimmung mit den
Versuchen Auerbachs.

Erginzend sei noch bemerkt,
daB die Beziehung 6) auch fiir den
Ubertritt der Schichtlinien iiber
Kanten, wie solche z.B. bei recht-
eckigen Grundflichen in Abb. 49
auftreten, gilt. Infolgedessen runden
sich die Kanten stets etwas ab und verlaufen iiber ausspringende
Ecken etwas flacher, iiber einspringende dagegen steiler, als es der
rein-geometrischen ermittelten Form entspricht.

Die Integration der Differentialgleichung 6) der Boschungsfliche
und damit die Ermittlung der Form derselben ist nun an die Kenntnis
der Abhidngigkeit des Seitendruckes p, von der Lage r,z des zu-
gehorigen Oberflichenpunktes gekniipft. Dieser Seitendruck ist aber
nichts anderes als der Randwert des Druckes im Gefdllsschnitt des
Haufens, der im Sonderfall eines Umdrehungskorpers mit dem Meridian-
schnitt zusammenfillt. Bis jetzt ist es indessen noch nicht gelungen,
die Verteilung des Druckes iiber diesen Schnitt zu ermitteln, dessen

Gesamtwert offenbar mit
dem aktiven FErddruck
X gegen diese Fliche iiber-

zT redl einstimmt. Dieselbe Un-
¥ sicherheit besteht auch iiber
die Druckverteilung auf

a6 Abb. 54. die ebene Unterlage eines

Haufens. Denn schneidet
man aus demselben einen senkrechten Elementarzylinder mit der Grund-
fliche dF, Abb. 54, heraus, so ist die darauf wirkende Normalkraft
dQ—=p,dF wegen der an den Seitenflichen angreifenden Reibungs-
krifte T und T dT nicht gleich dem Gewicht dG@=yzdF der

Séule, sondern pdF—=yzdF—dT, . . . ... .. 017

wihrend die Integration iiber die ganze Grundfliche, an deren freiem
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Rande keine senkrechte Reibung wirkt, mit dem Gesamtinhalt V
fens:
des Haufens [p,dF=y[2dF—=yV=@,. . . . . . .7a)

d. h. die Ubereinstimmung der Gesamtlast auf der Grund-
fliche mit dem Haufengewicht ergibt. Wenn man, wie es hiufig
in der Technik geschieht, kurzerhand p,—=yz, d. h. den Druck auf
die Grundfliche der dariiber stehenden Hohe verhaltnisgleich setzt,
so gilt dies streng genommen nur fiir eine gleichmaBig dichte Schar
unzusammenhéngend auf der Grundfliche stehender senkrechter Siulen
von verschiedenen Hohen.

Ist dagegen der Haufen seitlich durch senkrechte Wéande be-
grenzt, so ergibt die Integration von 7) @ =@ — T, oder

Jp.dF—yfzdb—1, . . . . .. . .7

worin T die gesamte von der Seitenwand aufgenommene Reibung
bedeutet.

Beispiel. Die letzte Formel erlaubt p 0
nun, eine wenigstens angendherte Berech-
nung der Druckzunahme nach unten in
einer senkrechten, durch eine feste Wand
vom Umfang % eingeschlossenen Siule von
wagerechter Oberfliche, Abb. 55, unter der
Annahme, da3 der auf die Winde wirkende
Normaldruck p, im gleichen Verhiltnis mit
dem mittleren Druck p auf die Grundfliche 71,
F wiichst. Alsdann ist 0

Pu=0P " « . . .. 8) |

e

und mit einer Reibungsziffer f der lockeren l
Masse an der Wand die Reibung am Umfangs-
element udz der Wandfliche mit «f=7,
AT =fp,udz=cfpudz=fy,pudz. 8a) z
Mit dem Mittelwerte p des Druckes p, geht Abb. 55.
7b) aber iiber in pF=y2zF—T
oder fiir die Druckzunahme dp mit der Senkung dz mit 8a)
Fdp=yFdz—dT=(y F— fyup)dz
dp _dz
Ffp F

Dies gibt integriert mit p =0 fiir die ebene Oberfliche z =0

fo
=" \l—e F°), .. ... ...... 9
ufy )

wonach der Druck im Einklang mit Beobachtungen an Getreidesilos sich mit
wachsender Tiefe einem Grenzwert

yF ..
== fir z= e e e e e 9a
b=y fi )
entsprechend einer freien Druckhdhe
Do F
Zg="=——0 . .. e e e 9b
Ty ufy )

Lorenz, Techn. Physik I, 2. 2. Aufl. 7
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nihert. Fiir sehr kleine Tiefen z ergibt sich aus 9) angenihert:
uf ’
p:yz(l——FQz), ............ 9¢)

also eine angenidhert parabolische Anderung, die an der Oberfliche selbst in
die lineare p =yz wie bei reibungslosen Fliissigkeiten iibergeht.

Es wird somit bei zunehmender Tiefe ein immer groB8erer Teil
des Zelleninhaltes vermdge der Reibung von den Wéinden getragen.

§ 20. Verschiebungen im Innern lockerer Massen. Verschiebungen
im Innern lockerer Massen finden erfahrungsgemifB dadurch statt, da3
parallele Schichten von Kornern mit sehr geringen Laufunterschieden
aneinander hingleiten, wobei zwischen den einzelnen Schichten Rei-
bungskrifte T zu iiberwinden sind, welche nach den Versuchen von
Ch. Jacob (L Teil § 30) dem dort herrschenden Druck p und dem
Laufunterschiede 4v benachbarter Schichten verhaltnisgleich anzu-
setzen sind. Daher ist fiir ein Element df der Berithrungsfliche der
Reibungswiderstand mit einer Erfahrungsziffer »

dT=xpdF A4,
worin sich eine tangentiale Reibungsspannung
ar dv
t:a—ﬁ—xpd'v=xpﬂdn o o o e o 1)

ergibt, wenn wir noch die mit dem mittleren Korndurchmesser iiber-
einstimmende Schichtdicke A4n einfiihren. Dafiir dirfen wir aber

mit der Abkiirzung wdn=p,. . . .. ... ... 2

sowie unter Einfiihrung einer unendlich kleinen Schichtdicke dn

schreiben dv

1=,u,p%...........la,)

Es ist dies genau dasselbe Widerstandsgesetz, welches zuerst Newton
fiir zahe Fliissigkeiten aufgestellt hat, bei denen nur der Beiwert u
' nicht mehr merklich vom Drucke abhéngt. Ver-
schiebt sich nun ein Schichtelement von der
Breite b, der Linge ds und der Dicke dn, also
von dem Rauminhalt dV=bdsdn und dem
Gewicht ybdsdn in einer Neigung ¢ gegen
die Wagerechte, so hat der in die Schicht-
richtung entfallende Gewichtsanteil y d Vsin ¢
nach Abb. 56 den Reibungswiderstand
(r+d7)bds auf der Beriihrungsfliche mit der
langsamer bewegten Schicht zu iiberwinden, wéhrend es in der andern
Beriihrungsfliche durch die rascher bewegte Schicht eine treibende

Kraft vbds derart erfihrt, daB als Gesamtwiderstand S—;bds dn iibrig

bleibt. Auflerdem aber wirkt in der Richtung der Verschiebung der
Druck p auf den Schichtquerschnitt bdn, dem in entgegengesetzter
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Richtung der Druck p+ pds auf derselben Flache entgegenwirkt,
so daB also eine treibende Kraft — ds bdn ibrig bleibt. Die Zu-

sammenfassung aller dieser Kréifte am Element ergibt unter Weg-
lassung der allen Gliedern gemeinsamen Schichtbreite b und Lénge ds

ot
ydnsmﬂ——d and'n,
oder 0
ing— 2P 07
ysmﬁ—as P 3)

wobei wir wegen der sehr geringen Laufbetrige deren Anderungen
vernachldssigen und den ganzen Vorgang als einen statischen be-
trachten konnen. Die vorstehende Formel ist in der Tat die all-
gemeine Gleichgewichtsbedingung eines Korperelementes unter dem
EinfluB eines stetig veréinderlichen Normaldruckes » und einer Schub-
spannung t. Sie geht fiir unsern Fall der Gleitreibung bei sehr
kleinen Laufwerten » mit 1a) iiber in
. op d*v op dv
yeind = TP G T G
und 1iBt sich nur integrieren, wenn im Bereiche der Verschiebung
die ortlichen Verinderungen des Druckes bekannt sind. Da dies
gerade fiir lockere Massen, wie wir oben gesehen haben, im allgemeinen
nicht zutrifft, so miissen wir uns auf den Fall bestindigen Druckes p
beschrinken, der sich fiir groBere Tiefen in einer von
senkrechten Winden umgebenen Siule als Grenzfall ein-
stellt. Damit vereinfacht sich Gl. 3a) in
d2
y8in ¢ = MPogas + « = - - o 3b)

. 3a)

so daB also in diesem Falle die Laufdnderung senk-
recht zur Verschiebungsrichtung nur von deren
Neigung gegen die Wagerechte, d.h. vom Gefille
der Bewegung abhédngt.

Beispiel. Als Beispiel betrachten wir den Fall einer Offnung
in der Mitte des meist konisch ausgefiihrten Bodens eines Silos,
die gewdhnlich durch einen Schieber geschlossen ist. Bei Offnung
derselben verliert zundchst die unmittelbar dariiber befindliche
Séule ihre Stiitze und gerit in Bewegung, an der sich allmihlich
mit nach auBen abnehmenden Laufwerten ein ganzer Kern der
lockeren Masse beteiligt. Die urspriinglich wagerechte Oberfliche er- 2
fihrt dabei eine mittlere Einsenkung, bis sich im Beharrungs-  Abb. 57.
zustande die nach innen geneigte Boschungsfliche nahezu einge-
stellt hat, die durch allmahliches Abgleiten ihrer Oberflichenteile nach der Mitte
hin eine stetige Absenkung erleidet, Abb. 57.

Schneiden wir aus dem senkrechten bewegten Kern ein Element vom
Halbmesser r, der Dicke dr und der Hohe dz heraus, so besteht die Gleich-

gewichtsbedingung Sxyrdrdz—2ad(@r)dz,

oder

yrt
d(zr)y=yrdr, tr=0C-+ "%,
7%
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also, da fiir r =0 die Schubspannung nicht beliebig gro8 sein kann, mit ¢'= 0

T= %' e e e e e e e e e e e e .4
Verbinden wir dies mit 1a) unter Beachtung eines nach auBen abnehmenden
Laufwertes, setzen also dn = — dr, so wird mit

Qupdv=—yrdr,
also mit v =0 fiir den Kernhalbmesser r, .

dpupv=yE:—r®, .. ... )

d. h. eine parabolische Verteilung der Laufwerte iiber den Kernquerschnitt.
Daraus folgt schlieBlich der mittlere Laufwert

Wir erhalten also einen nahezu gleichférmigen AusfluB der lockeren
Masse aus der Bodensffnung, eine durch neuerliche Erfahrungen an Ge-
treidesilos vollauf bestitigte Tatsache, die schon seit Jahrhunderten der Ver-
wendung der Sanduhren zugrunde liegt.



Drittes Buch.
Dynamik riaumlicher Gebilde.

VI. Grundlagen der Dynamik.

§ 21. Die Bewegungsgleichungen riumlicher Gebilde. Bildet ein
Massenpunkt den Bestandteil irgendeines rdumlichen Gebildes, so ist
er mit dessen anderen Massenpunkten durch Bedingungen verkniipft,
welche den Zusammenhang zum Ausdruck bringen. Wirkt alsdann
auf den betrachteten Punkt eine AuBenkraft £, so kann er der-
selben vermége des erwihnten Zusammenhanges nicht uneingeschrankt
folgen, so zwar, dal sein wirklicher Anlauf q weder in die Richtung
von & fillt, noch auch der fiir den freien Punkt giiltigen Beziehung
0. =mq geniigt. Die beiden Vektoren £ und — m q setzen sich viel-
mehr zu einer inneren Kraft £’ geometrisch zusammen, die am
Punkte m keinen Anlauf bedingt, was nur dadurch méglich ist, daB
sie durch entsprechende andere innere Kréfte des ganzen Gebildes
in ihrer Wirkung aufgehoben wird. Fiihren wir die Achsenanteile
ein, so haben wir fiir die inneren Krifte am Massenpunkt m

X =X, —mi, Y/ =Y,—my, Z/=Z—miz. . 1)

mit den Gleichgewichtsbedingungen fiir die gestrichenen Anteile, d. h.
JX/=0, X(4/y— Y/ z)=0

ZYk’:O’ Z(Xklzk"zk’mk):"o . e e e . 2)
37z/=0, XY/ z,—X/y)=0

Dafiir diirfen wir in Vektorform mit dem Fahrstrahl + vom willkiir-
lichen Anfang O aus auch schreiben

38,'=0, 2_[tk£)k’]=0. .o . . .. 23)
Setzen wir die Ausdriicke 1) in die Gleichgewichtsbedingungen 2)
ein, so nehmen diese die Form
DX, =3Imi,, Z(Zkyk_fYkzk)zzmk(ikyk_yk?k>
Y. =3my, Xz — kak):Z/’mk(gékzk— 5.2,) ¢ 3)
2z =3mz, XY, —Xy)=3m(y,2,— %y,
Hierin stellen die linken Seiten der ersten Reihe die Achsenanteile
X, Y, Z der Gesamtkraft dar, die wir uns nach Parallelverschiebung
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aller Einzelkrifte am Anfang O des Achsenkreuzes angreifend denken
konnen, wodurch Kriftepaare geweckt werden, deren Moment zu-
sammen die in der zweiten Reihe links stehenden Achsenanteile
M, M, M, besitzen. Diirfen wir auferdem noch die Massen m,
wihrend der Bewegung als unverdnderlich ansehen, was im all-
gemeinen zutreffen wird, so erhalten wir an Stelle von 3) mit

X=X, Y=37,, Z=317Z,
d . d ) .
X=d_t2mkxk’ Ma::d_tzmk(zkyk_ykzk)

d ) d . )
Y=;i_t2mkyk’ My=d—t2mk(xkzk_zkxk) . . . 3a)

d . d . .
Z=dht2mkzka Mzzd_tzmkcl/kxlc—_xkyk)

Die Summen der rechten Seiten dieser Gleichungen sind aber als
Produkte der Massen mit den Laufteilen und der vom Anfang auf
letztere gefillten Lote nichts anderes als die Vektorteile der ge-
samten BewegungsgréBe bzw. des Gesamtmomentes der Be-
wegungsgroBen, die wir der Kiirze halber als Prall und Drall
mit den Buchstaben $ und 9 bezeichnen wollen. An Stelle der
Gleichungsgruppen 3) und 3a) diirfen wir auch in Vektorform schreiben

$=‘2§Bk=2”ni‘k7 D= D=3 m[r,1,]
. d o
Q=2Qk=2mkrk=d—t2mkrk:$

3b)

Em=27[’71c“‘3'k] =2'm, [rk'fk] :%ka [rkik] :CfD

Die Drallanteile lassen sich nun nach den Darlegungen des § 3 noch
weiter umformen unter Einfiihrung der von den Fahrstrahlrissen

r,, r,, r, auf den Achsenebenen iiberstrichenen Flichen F, F, F,

so zwar, dal dF 2
d gy d
M=2q 3mgy —2 g X mFi,
d dFk” d2
My=2g 3m gy =2 SmBy (Y
d d Fy a2
Mz=2%2mk dtzzz‘d?kaF"z

Lassen sich nun alle AuBenkréifte zu einer durch den willkiirlich
gewihlten Anfangspunkt O gehenden Gesamtkraft vereinigen, so ver-
schwindet das Gesamtmoment in bezug auf jede Achse durch O, und
es bleibt mit Mx=My=Mz=0, d. h. M=0, D=LKkonst.

d d d
%kaFkx=0p ;ﬁkaFkﬂ:Oﬁ, aZ"mkay=03’ 43‘)
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worin die drei an sich willkiirlichen Festwerte C,, C,, C; durch die
Anfangslagen und Anfangslaufe aller Einzelmassen, d. i. durch die
Werte aller x,, y,, 2,; %y ¥y 2, zur Zeit t=0 bestimmt sind. Rechnen
wir die iiberstrichenen Flichen auBerdem von diesen Anfangslagen
aus, so ergibt die weitere Integration von 4a)

SmF,—Cit, SmFy=0Cyt, YmF,—Cyt. 4b)

Da nun die vom Fahrstrahl eines Punktes iberstrichene Fliche nach
§ 3 einen Drehvektor darstellt, so gilt dies auch von ihrem Produkt
mit der skalaren Masse, so daB also die in 4b) links stehende Summe
die Achsenanteile eines Vektors > m, 5y angeben Mit den Richtungs-
kosinus x, 4, u dieses Vektors erhalten wir alsdann

x SmF,—Cit, i3mF,—=Ct, un3SmF,—=Cit 4c)
oder Sm F,—=t{C2 L C2FC2, x:d:u—=0C,:C,:0,. 4d)

Dieser Vektor steht also senkrecht zu einer durch den Anfang hin-
durchgehenden Ebene, deren Gleichung

zx-+yl+zy=0 . e 5)
oder Cixe4Cyy+Cyoz=0 . . . . . . . .ba)

die Zeit nicht mehr enthilt, die also eine feste Lage im Raum bei
der Bewegung aller Massenpunkte beibehilt. Diese Ebene ist darum
von Laplace als die unverénderliche (invariable) Ebene der
bewegten Massengruppe bezeichnet. Das Ergebnis der vorstehen-
den Untersuchung kénnen wir nun in den Satz zusammenfassen, da8
im Falle des Verschwindens duBerer Momente oder der Mog-
lichkeit der Zusammenfassung aller AuBlenkréfte zu einer
Gesamtkraft der Gesamtdrall der Massengruppe bei der
Bewegung seine Grofe und Richtung dauernd beibehilt,
wihrend die Summe der mit den Einzelmassen erweiterten
Projektionen der von den Fahrstrahlen iiberstrichenen
Flichen auf irgendeine feste Ebene mit der Zeit gleich-
formig zunimmt. Diese Zunahme erreicht ihren Hochstwert fiir
die unverinderliche Ebene wegen der Normalstellung des Drallvektors
zu derselben. )

Die unverdnderliche Ebene mit der Drallrichtung bietet sich somit
zwanglos als zweckmiBige Grundlage fiir ein Achsenkreuz dar, wenn
wir auf ersterer noch irgendeine Richtung festlegen. Hierzu gelangen
wir durch Einfiilhrung der Schwerpunktsabstinde x, ¥,, 2, in die drei
Kraftformeln 3a), die somit iibergehen in:

X=i, Sm, Y=go3Sm, Z=3%Sm. ... . 6)

Hiernach bewegt sich der Schwerpunkt einer Massengruppe
8o, als wenn in ihm alle Einzelmassen mit den daran an-
greifenden AuBenkridften vereinigt wiren. Da nun die Lauf-
richtung des Schwerpunktes zu Beginn der Bewegung bekannt ist,
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so brauchen wir sie nur auf die unverdnderliche Ebene zu pro-
jizieren, um in derselben eine geeignete Richtung zur Festlegung des
Achsenkreuzes zu erhalten. Besonders einfach gestaltet sich diese
Wahl beim Verschwinden aller AuBenkrifte der Massen-
gruppe, wonach sich aus 6)

=0, %o=0, Zp=0 }

x():cl’ y0=(;27 20=c3

6a)

d h. eine geradlinig-gleichférmige Schwerpunktsbewegung
ergibt.

~ Der zuletzt besprochene Fall einer der Wirkung aller AuBen-
krifte entzogenen, also ganz auf sich angewiesenen (sog. isolierten)
Massengruppe ist mit groBer Anniherung in jedem Planetensystem,
vor allem in dem zu unserer Sonne
gehorigen verwirklicht. In der Tat
hat auch Poisson hierfiir die Pro-
jektion des gleichférmigen Schwer-
punktslaufes auf die durch dessen
Anfangslage hindurchgehende un-
veridnderliche Ebene, die von der-
jenigen der Erdbahn (Ekliptik) nur
wenig abweicht, zur Festlegung
einer Achsenrichtung vorgeschla-
e e + gen, da die hierzu gewGhnlich be-
nutzte Schnittrichtung mit dem
Erdéquator (die Knotenlinie), wie
wir spéter sehen werden, zeitlichen
Anderungen unterworfen ist.

A

Beispiel. Es seien nach Abb. 58 zwei Massenpunkte m,, m, mit dem
augenblicklichen Abstande

Lg—% Yo~ Y1 _%—% 7

T =——— = eI
mit &, f, y als Richtungskosinus von r,, vorgelegt, zwischen denen in dieser
Richtung eine Kraft 4 @' mit ihren Achsenteilen

X' =Q «, Y=¢q'8, Z'=Qy . .. ... . Ta)

wirken moge. Greifen dann noch an den beiden Massenpunkten die beiden
AuBenkrifte @,, @, mit den entsprechenden Anteilen X,, Y,, Z,; X,, ¥,, Z,
an, so bestehen zunichst fiir die Einzelmassen die Bewegungsformeln

X+ X =mi, YN+Y=my, Z+Z=mf } 8)
Xo— X' =myi,, Y,—Y =myijy, Zy—2Z' =m%,
und nach Addition unter Einfiihrung der Schwerpunktsabstéinde z,, ¥, 2,
X, + Xp = my &y |- my¥y = (my |- my) &,
Y, +Yo=m§+mefjp=(m—+m)ijo ¢. . . . . .. 8a)
Zy - Ziy = my %y + myZy = (my - my) %

Bilden wir nunmebr die Momente der Krifte 8) in bezug auf die einzelnen
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Achsen, so erhalten wir z. B. fiir die z-Achse mit 7a)
Yo, — X,y + @ @ f—y o) = my (2, — %)) } .9
Yomy — Xo 9 — @ (@ — ya0) = my (?/2752— ¥aYs)

und nach Addition unter Wegfall der Innenkraft

M =Y, 2 — Xy, 4 Yomo — Xy yg = my (§1 01 — &, 9,) -+ my (Yo — T 95), 98)

zu denen dann noch zwei gleichgebaute Ausdriicke fiir die beiden andern
Momentenanteile M., M, hinzutreten. Man iibersieht sofort, daB im Falle
mehrerer Massenpunkte in jeder Verbindungslinie eine Zwischenkraft + @, ,
+ @I, usw. wirkt, die sowohl bei der Summierung der Kraftanteile wie auch
der Momente ganz wie vorstehend herausfallt.

Verschwindet das Moment der AuBenkrifte fiir zwei Massenpunkte, so wird
aus 9a) My (G @y — €, Y1) + My (Jo % — &5 95) = 2Cy

my (2 Yy — G121) T Mg (o Yy — Yo%) =20C; ¢,

My (B2 — 2 ) + Mg (E 29 — 2,7,) = 2C,

womit zugleich die Gleichung der unverdnderlichen Ebene 5a) gegebén ist,
wenn wir fiir die #, y, z und &, g, ¢ die als bekannt anzunehmenden Anfangs-
werte (fiir £=0) einsetzen.

§ 22. Die Arbeitsgleichung riumlicher Gebilde. Die den Aus-
fiihrungen des letzten Abschnittes zugrunde gelegten Gleichungen
X=X/ +mi, Yk:Ykl"l:m?.jk’ Zy=27/+mz,. . 1)
fir die wir auch in Vektorform
Q=9 +mzx,. . ... .. .. la)

schreiben diirfen, besagen, dal an jedem Punkte eines raum-
lichen Gebildes die Gesamtheit der innern Krifte £,’ mit
derdort wirkenden AuBBenkraft  und der negativen Massen-
kraft — m¥, im Gleichgewicht stehen.

Erweitern wir die Formeln 1) unter Einfiihrung der Relativ-
abstédnde &, 7,, {, des Massenpunktes m, in einem dem urspriing-
lichen parallelen Achsenkreuz durch den Schwerpunkt 2, y,, 2, mit

dv,=dxy+-dé&,, dy,=dy,-+dy,, dz,—=dz,+dé&,, 2)
so erhalten wir wegen &, dz, = &,d&, usw. nach Addition
X, dx, 4 Y, dy, + Z,dz,— X,/ dxy+ Y,/ dy, | Z, dz,
+ X,/ d&, + Y,/ dn, + Z,/d,
+m, (3, dz, + 9, dy,+2,d2). . . . . . . . . . 38)

Bilden wir die Summen aller dieser Ausdriicke und beachten, daB
wegen des inneren Gleichgewichtes aller verlorenen Krifte

ZXk,=2Yk,=2Zk’= 0
ist, so bleibt mit %2+ 9,4 22=0v2
2 (Xydx, + Y, dy, + Z, d?k)
=X/ d&+ Y dn + 2,/ dl)+ S modo,. . . 3a)
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Hierin stellt aber, da die Verschiebungsanteile d&,, d7,, d{, der ein-
zelnen Massen gegen den Schwerpunkt im allgemeinen nicht mitein-
ander iibereinstimmen, die erste Summe rechts die von den inneren
Kriften geleistete innere Verschiebungsarbeit dar, die wir auch als
Formidnderungsarbeit bezeichnen. Wir erkennen also aus 3a),
daB - die Gesamtarbeit der Aulenkrdfte an einem raum-
lichen Gebilde zur Forménderung und zur VergréBerung
der Gesamtwucht dient.

Noch deutlicher wird dies, wenn wir die Verschiebungen im be-
weglichen Achsenkreuz &, %, { auf elementare Drehungen d¢,, do,,
dp, um die Achsen durch die Gleichungen

d5k=ckd‘?ky'—’7ud¢kza dnkzskd(pkz_ckd‘pkz, }
al, = Wkd%z_" §kd‘¥’ky
zuriickfiihren. Damit geht die Forménderungsarbeit iiber in
S (X dé,+ Y/ dy,+ 2,/ dL))
=3 (Z}/n,—Y,) d‘sz +3 (X & —2)/ &) d‘Pky
+ XX & — X/ ) Ay, -
Wiirden im Innern keine gegenseitigen Verschiebungen auftreten, so
miiBten die elementaren Verdrehungen do,, do,, dp, allen Punkten
gemein sein und konnten vor die Summe rechts gesetzt werden. Da
nun wegen des Gleichgewichts der inneren Krifte, deren Teilmomente

bezogen auf ein beliebiges Achsenkreuz also auch auf ein solches
durch den Schwerpunkt, verschwinden, so fiele mit

2 & — Yk’zk) =2 (Xklck —Z) &)= (Y[ & — X,/ n,)=0

in diesem Falle eines starren Gebildes auch die ganze Form-
#nderungsarbeit weg. Es bleibt dann in 3a)

DY, dx, 4 Y, dy, 42, dz) =S m v dv,, . . . . b)
d. h. die Gesamtarbeit der AuBenkridfte an einem starren
Gebilde dient nur zur Erhohung der Gesamtwucht.

Wir konnen aber auch diese letzte Gleichung noch durch Zer-
legung der Verschiebungen nach Gl 2) umformen. Dann wird zu-
nichst, wenn wir gleichzeitig die Anteile der Gesamtkraft

4)

X=X, JYY,=Y, XNZ=Z.. ... 6
einfithren, aus der linken Seite von 5)
2 (X de, + Y, dy, + Z, dz))

— Xda,+ Ydy, + Zdz,+ 3 (X, d&,+ Y, dn, +Z,dL,). . . 5a)

Andererseits diirfen wir an Stelle von 2) nach Division mit d¢ auch
schreiben

G==%+&, HB=Y1 ';‘k:é0+ék ... 2a)
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oder quadriert und addiert mit &2 N+ g:kﬁ =u?
v’ =12y + 2 (d’oék_f" Yo+ Z-oék) +w’ . . .. 2Db)

Erweitern wir diesen Ausdruck mit m, und summieren iiber alle
Massen, so erhalten wir die doppelte Gesamtwucht

2 mor =03 m 3 mur ) )
—{—2(%2%51:-!-?]02mk’?k+%2mk5k)-

Da aber fiir die Schwerachsen &, #, { die statischen Momente ver-
schwinden, so gilt dies auch fiir die daraus nach der Zeit abgeleiteten
Summen der letzten Klammer, und es bleibt

kavk2=0022mk+2m#uk“,. .+« ... bb)

so daB sich also die Gesamtwucht verteilt auf die der Fort-
bewegung des Schwerpunktes und die Drehung um den-
selben. Durch Einfilhrung der Ausdriicke 5a) und 5b) zerfallt
somit Gl 5) in

Xdx, 4 Ydy,+ Zdz,
+ 3 (X, d§, - Yy dopy 1~ Z, 4L,
Da nun infolge des Gleichgewichts der Innenkrifte
X=2z3m, Y=y,Zm, Z=73m,

Xday+ Ydy, + Zdzy = (£,d&) - 9, dY + 2, d%,) I m,
=, dvy Sm, . . . ... ... 6a)

) =v,dvy Y m 4+ Smudu,. 7)

ist, so heben sich in 7) zunéichst die entsprechenden Glieder weg,
und es bleibt:

(X, d& + Y dy + Z,d0) =3 moudu,—=3d S mou® Ta)
als Arbeitsgleichung der Relativbewegung um den Schwer-
punkt. Diese aber kann nach den Darlegungen des § 12 fiir den
starren Korper stets als Drehung um eine augenblickliche
Schwerachse aufgefat werden, so dafl die Gesamtwucht eines
starren Korpers sich auf das Fortschreiten der im Schwer-
punkt vereinigten Gesamtmasse und die Drehung um eine
augenblickliche Schwerachse verteilt.

Bezeichnen wir mit 7, den Abstand der Masse m, von dieser
Drehachse und mit @ den augenblicklichen, allen Punkten gemein-
samen Drehwert, so wird mit

u=ro0, Imul=oe*Smnr® .. ... 8

S(Xdé, + Y dy, +Z,dl) =3d(0 Imn?), . . 7b)

worin die Summe das Tragheits- oder Schwungmoment um die
augenblickliche Drehachse darstellt.

aus 7a)
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Beispiel. Die beiden im letzten Abschnitt betrachteten Massenpunkte m,
und m,, die lings ihrer Verbindungsgeraden in der Wechselwirkung + @' mit
den Achsenanteilen + X’, 4 Y’, 4 Z’ stehen, hatten unter der Wirkung der

AuBlenkrifte Q,, Q, bzw. X,, Y,, Z,; X,, Y,, Z, die Bewegungsgleichungen
X+ X'=m i, Y, 4+ Y =mi,, Zy+Z" =m 7 9)
X, — X' =myi,, Y,—Y =myj,, Zy—2Z'=m7% |

Erweitern wir dieselben mit den Achsenanteilen dx,, dy,, dz, bzw. dx,, dy,,
dz, der Verschiebungen, so wird nach Addition
X,dz, + Y, dy, + Z,dz, —|—de$2 + Yo dy, + Z,dz,
T X'd(@ —x)+ Y dY, —y) +2Z'd (2, — 2)
=mv,dv,F+myv,dvy, . . . . L. 9a)
wenn v, =&,2+4 4,24 22, 1,2 =2,2} 9,2} %,® gesetzt wird. Weiter ist, da
die innere Kraft + @' in die Verbindungsgerade r,, fillt

XIZQ;xz_xl Yr:ny2_'y1 ZI:QlEQ_zl L. 10)
dag al Ty Te T1e
80 dalb also

X'd(x, — %) +Y'd(y,—yo)+2Z'd (2, —2,)
- ,% [ — ) d (& — )+ (02 — ) & (¥, — %)
1 — ) d (5 — )] = — @ drg

das Element der Forménderungsarbeit bedeutet. Daher diirfen wir an
Stelle von 9a) auch schreiben

> (Xdz+Ydy+Zde) = — Qdryy+ S mvdv, . . . . . 9b)

wonach die #uBere Gesamtarbeit bei einer Bewegung der Massen-
punkte in die Forminderungsarbeit und den Zuwachs der Wucht
zerfillt.

Man iibersieht sofort, daB im allgemeinsten Falle an Stelle von @'dr,, die
Summe X @' dr iiber alle Verbindungsgeraden der Massenpunkte tritt, so daB
der vorstehende Satz eine unbeschrinkte Giiltigkeit fiir jeden Punkthaufen
besitzt. Im Falle des Gleichgewichts des Haufens finden weder gegenseitige
Verschiebungen noch Anderungen der Geschwindigkeit statt, so daB8 der Haufen
als eine starre Verbindung der Massenpunkte angesehen werden darf, fiir die

alsdann
I (Xde+Ydy+Zdz)=0 . ... ..... 9¢c)

gilt. Dieselbe Uberlegung kann sofort mit dem Ergebnis 9c¢) auf jeden form-
verinderlichen Korper im Gleichgewicht angewandt werden, der sich alsdann
wie ein starrer verhilt.

§ 23. Der Massenausgleich mehrkurbliger Maschinen. Gelegent-
lich der Untersuchung der zwangliufigen Bewegung eines Stabes,
Teil I, § 68, haben wir als Bestandteile der Riickwirkung desselben
auf das mit der Leitkurve verbundene Gestell auch die sog. Massen-
driicke kennen gelernt. Bei stationdiren Maschinen werden diese
Krifte gewShnlich von dem aus einer schweren Stein- oder Beton-
masse bestehenden Fundament aufgenommen bzw. durch dasselbe
auf die Erde iibertragen und so unschidlich gemacht. Anders liegt
der Fall bei Maschinen, welche auf Fahrzeugen, also z. B. auf Loko-
motiven oder Schiffen aufgestellt sind. Wirken auf ein solches System
von auBlen keine Krifte ein, bzw. heben sich die duBeren Krifte voll-
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stdndig gegenseitig auf, so wird sich der Gesamtschwerpunkt in irgend-
einer Richtung, z. B. wagerecht gleichformig vorwirts bewegen. Das
schlieBt aber nicht aus, daB infolge der relativen Bewegung einzelner
Maschinenteile gegen den Gesamtschwerpunkt des Systems auch der
Schwerpunkt des Fahrzeugs und des an ihm befestigten Maschinen-
gestells Relativbewegungen gegen den Gesamtschwerpunkt vollzieht.
Ist das Fahrzeug ein starrer Korper, so werden diese Bewegungen
in Verschiebungen und Drehungen der Gesamtmasse mit Ausnahme
der relativ bewegten Maschinenteile bestehen ; ist es dagegen elastisch,
so treten dazu noch Schwingungen auf, welche im Falle von Resonanz
dullerst heftig und fiir den Zusammenhang des Systems sogar gefihr-
lich werden kodnnen.

X X |
1 ? i 1
7 - 1
|
l

K
2

.

P

Abb. 59.

Allen diesen Schwierigkeiten geht man offenbar durch Festhaltung
des Schwerpunktes der Maschine relativ zu dem des Fahrzeuges sowie
durch Verhinderung von Anderungen des relativen Dralles aus dem
Wege und bezeichnet eine Maschine, welche diese Forderungen er-
fiilllt, als eine vollkommen ausgeglichene. Um zu beurteilen,
welchen Bedingungen eine solche Maschine zu geniigen hat, brauchen
wir nur in den Formeln des d’Alembertschen Prinzips die Relativ-
bewegungen der Maschinenteile gegen das Fahrzeug einzu-
fiilhren. Die Maschine denken wir uns, da ein einzelnes Kurbel-
getriebre offensichtlich nicht fiir sich ausgeglichen werden kann, aus
einer Anzahl von Kurbeltrieben mit parallelen Bewegungsebenen und
gemeinsamer Welle zusammengesetzt. Das Wellenmittel, Abb. 59,
falle mit der z-Achse zusammen, ihren Schnittpunkt mit der Ebene
des ersten Kurbelgetriebes wihlen wir als Anfang, die innere Tot-
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lage desselben wie frither als x-Achse, senkrecht dazu die y-Achse.
Weiterhin setzen wir in Ubereinstimmung mit den weitaus meisten
praktischen Ausfithrungen voraus, daB die Bewegungsrichtungen der
lediglich hin- und hergehenden Teile aller Getriebe einander parallel
seien, mithin, da sie simtlich die Wellenachse schneiden, mit dieser
in der Ebene XO0Z liegen. Befindet sich nun die erste Kurbel in
der inneren Totlage, so migen die andern Kurbeln mit ihr die sog.
Schrinkungswinkel «,, ¢, ..., ¢, in der positiven Drehrichtung
gemessen, bilden. Einem beliebigen Kurbelwinkel ¢ im ersten Ge-
triebe gegen die Totlage entsprechen demnach bei starrer Welle die
Winkel ¢ +¢,, ¢+, ..., ¢ +«, fir die andern Getriebe, so
daB ¢ fiir das ganze System die gemeinsame unabhingige Verinder-
liche darstellt. Ebenso hat natiirlich auch der Drehwert w = ¢ und
Andrehwert > = @ in jedem Augenblick fiir alle Getriebe denselben
Wert. Bezeichnen wir nun die Massendruckteile mit X, Y, Z, so
haben wir mit den Schwerpunktsabstinden z;, y,, 2z, der Gesamt-
masse der bewegten Teile

X=3[dmi—3% >m |l
Y=3[dmj—§,Sm (. . . . . ... 1)
Z:Efdmé:EOEmJ

Daraus erkennen wir schon in Ubereinstimmung mit den vorstehenden
Bemerkungen, daf8 die Massendriicke selbst verschwinden, wenn der
gemeinsame Schwerpunkt der bewegten Teile seine Lage nicht dndert,
d. h. daB mit dem Ausgleich der Massendriicke derjenige
der Gewichtswirkungen notwendig verbunden ist. Fiir die
z-Richtung, in der die Maschinenteile gegen ihr Gestell bzw. das
Fahrzeug keine Relativbewegungen vollziehen, ist diese Bedingung
ohne weiteres erfiillt, so dal wir uns um den Kraftanteil Z =0
nicht weiter zu kiimmern brauchen.

Ist nun m die Masse der Schubstange, m, diejenige der lediglich
in der z-Richtung hin- und hergehenden Teile, m, diejenigen der
rotierenden Teile des Getriebes mit dem Schrinkungswinkel «, be-
deuten ferner 2/, 4 und z”, y” die Achsenabstinde des Kreuzkopfes
und des Kurbelzapfens, I die Stangenlénge, r den Kurbelradius, s den
Schwerpunktsabstand der Stange vom Kreuzkopf, s, denjenigen der
Kurbel vom Wellenmittel dieses Getriebes, so haben wir nach § 69,
Gl. 11), L Teil fiir dasselbe:

.. l— .. ..
= (o 7 ) (Bt )
|

. 8 s \.,|'* " 2)
MY == 7mo+7m Y

und nach den Gl 1b) und 10) desselben Paragraphen angenihert
mit @ -} « statt ¢ unter Vernachlissigung aller Glieder mit hoheren
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Potenzen von % und des Gliedes mit dem Produkt von —; und der

ebenfalls kleinen Winkelbeschleunigung ¢
& = —r¢? {cos((p -+ oz)—{—%cos2 (p —}—a)] —r@sin(p + @)

&= —r@?cos(p + «) —rpsin(p + «) J
y"=—r¢"sin(p @) f-rpcos(p+¢)

Setzen wir nun abkiirzungsweise
r<m1+£%3m>=M’, r (j—°m0+%m>=M” coo. 4

und bezeichnen diese Werte als die reduzierten Momente der
hin- und hergehenden bzw. rotierenden Teile des Kurbel-
getriebes, so ergibt die Einfilhrung von 3) in 2) fiir die Massen-
druckanteile des fraglichen Getriebes

m iy = — (M'+ M) [§* cos (p &) + i sin (p + )]
— M7 cos2 (¢ + ) ... 2a)

myo=— M" [¢" sin (p + &) — ¢ cos (¢ + «)]

Daraus folgen schlieBlich die Massendriicke des ganzen Systems durch
Summierung, wobei wir nach Auflésung der Winkelfunktionen die
allen gemeinsamen Gréfen ¢, p, cos, sing, cos 2@, sin2¢ vor die
Summenzeichen setzen dirfen.

X=—¢?cosp 3 (M -+ M")cose
+ @Psing S (M' 4 M")sine — psing 3 (M 4 M”)cos e
—{pcosp 3 (M -+ M")sine
—¢Zcos2<p2M’§cos2a—{—¢2sin2<p2M’—;sin2a, . 1a)

Y= —(¢?sinp — pcosp) 3 M” cose
— (¢%cosp 4 @sing) 3 M”sine

Diese Ausdriicke konnen aber fiir alle Kurbelwinkel ¢ bzw. alle
moglichen Drehwerte o nur verschwinden, wenn gleichzeitig

S M cose =0, M sine =0
S M'cose =0, M’'sine =0

2M'%cos2a=0, 2M’%sin2a=0

wird. Da nun praktisch das Verhaltnis r:1 fiir alle Getriebe desselben
Systems gleich groB gewdhlt wird, so konnen wir es in der dritten
Gleichungsgruppe auch wegheben. AuBlerdem aber ist es iiblich, die
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Momente M” der lediglich rotierenden Massen fiir sich durch Gegen-
gewichte an den Kurbeln auszugleichen, so daB sich die Bedingungen
fir den Ausgleich der Massendriicke auf

DM cose=0, DM sine=0
S M’ cos2e¢ =0, S M'sin20=0

vereinfachen, worin nur noch die reduzierten Momente 3’ der hin-
und hergehenden Teile vorkommen. Diese Bedingungsgleichungen
sind erfiillt, wenn die beiden aus denreduzierten Momenten
M’ mit dem einfachen und doppelten zugehérigen Schrin-
kungswinkeln gebildeten Polygone sich schlieBen.

Mit diesem einfachen Ergebnisse ist das Problem indessen noch
nicht erschopft, da die einzelnen Getriebe nicht in einer Ebene
liegen, die Massenwirkungen also auch Momente zur Folge haben.
Es sind dies nichts anderes als die zeitlichen Anderungen des Dralles,
fiir die wir mit Z==0 auch schreiben kénnen

M—Efdmz;zj~y§—2fzéjdm
M,= Zfdm(xzﬁzx —Z’fzxdm ... .8
M —Z'fdrn(ywﬁxy) [
Sehen wir von der weiteren Verfolgung der dritten Gleichung 6) zu-
néchst noch ab, so erkennen wir, daB wegen der Parallelitit der
Getriebeebenen die Abstéinde z fiir alle Teile eines einzelnen Ge-
triebes denselben Wert haben, also auch an Stelle der ersten beiden

Formeln 6) mit Riicksicht auf 1) fiir die Massendruckmomente um
die x- und y-Achse

Mm=22f§z)dm=2mz§j0, My:——Z’zféfdm:—Z’mz:’éo

geschrieben werden darf. Die hierin vorkommenden Ausdriicke
my, und m¥, haben wir aber schon in 2a) ermittelt; durch deren
Einfiihrung erhalten wir nach Herausnahme der allen Getrieben ge-
meinsamen GroBen die den Formeln 1a) ganz analog gebauten
Gleichungen

.. .5

M,— —(¢*singp — pcosp) S M"2cos
— (9% cos ¢ ++ @singp) Y M"zsine,
M, = ¢*cos ¢ 3)(M' -+ M")zcos o
— @*sing 3 (M’ + M")zsin«
+ @sing S (M' 4 M")zcos e .. . 6a)
+ @cosp S(M' 4 M")zsine

—|—q'o2cos2<p2M’%zcos2a

—¢2sin2¢>2M’§zsin2oc
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Sollen auch die Momente verschwinden, so miissen, wenn die
Verhiltnisse 7:1 wieder allen Getrieben gemeinsam und auferdem
die rotierenden Massen fiir sich ausgeglichen sind, die Summen
Y M"zcos e, 3 M"zsin « also identisch verschwinden, die weiteren
Bedingungen
SMzcosa=0, S M'zsine=0 7
SMzcos2a=0, SMzsin2¢=0 }

erfiillt sein, d.h. es miissen auch die aus den einfachen und
doppelten Schrinkungswinkeln gebildeten Polygone von
den Produkten der reduzierten Momente und der Abstdnde
der zugehdrigen Getriebeebenen vom Anfang sich schlieBen.
Sind die rotierenden Massen nicht in jedem Getriebe fiir sich, d. h.
durch Gegengewichte ausgeglichen, so miissen auch fiir sie zwei
Gleichungspaare

S M cose=0, S M"sine=0,
S M"zcosae==0, M’ zsine=0

bestehen, welche ersichtlich wieder auf zwei geschlossene Polygone
fiir die M” und M"z fiihren.

Die Gesamtheit der drei Gleichungsgruppen 5), 7) und 8) ergibt
nun alle Bedingungen fiir den praktischen Massenausgleich
einer mehrkurbligen Maschine, und zwar die Formeln mit den
einfachen Schrinkungswinkeln die Bedingungen des Ausgleichs
erster Ordnung, diejenigen mit den doppelten den Ausgleich
zweiter Ordnung. Zu Ausgleichsbedingungen noch hdherer Ord-
nung wiirde man gelangen, wenn man in den Formeln fiir die Be-
schleunigungen im Kurbelgetriebe die Glieder mit weiteren Vielfachen
des Kurbelwinkels beibehalten hiitte. Da dieselben jedoch nur sehr
kleine absolute Werte besitzen, so haben sie auch keine praktische
Bedeutung. Frither hat man sogar ausschlieBlich die Erfiillung der
Ausgleichsbedingungen erster Ordnung angestrebt und sich mit einer
unvollkommenen, nur teilweisen Beseitigung der Massendriicke durch
Gegengewichte ohne Riicksicht auf die Massendruckmomente z. B.
bei Lokomotiven begniigt. Erst der moderne Schiffsmaschinenbau
erforderte infolge der immer wachsenden Dimensionen der Schiffe,
welche durch die zur Erreichung grofier Geschwindigkeiten notwen-
digerweise rasch umlaufenden Maschinen in Schwingungen versetzt
wurden, eine genauere Losung, welche nach mannigfachen ander-
weitigen Versuchen dem deutschen Ingenieur Schlick 1893 (D.R.-
Patent Nr. 80974) gelang und seitdem mit vollkommen praktischem
Erfolge allgemein da Anwendung gefunden hat, wo man bei hochster
Fahrtgeschwindigkeit auf groBte Betriebssicherheit Wert legt. Im
Gegensatz zu seinen Vorgingern gibt Schlick ohne Hinzufiigung
von Ausgleichgetrieben den Schrinkungswinkeln, Getriebesténdern
und hin- und hergehenden Massen unter voller Wahrung der Festig-
keit der Teile und der Mangvrierfihigkeit des ganzen Systems ein-
fach solche Werte, daB die Bedingungen 5) und 7) so weit als mog-

Lorenz, Techn. Physik I, 2. 2. Aufl. 8

. 8)
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lich erfiillt werden. Unter Manévrierfahigkeit ist hierbei die Mag-
lichkeit des Anlaufes der Maschine von jeder Kurbelstellung aus zu
verstehen, weshalb man auch das Zusammenfallen von Totlagen
zweier Getriebe tunlichst vermeidet.

Bei der Anwendung der vorstehenden Theorie iiber den Massen-
ausgleich ist zundchst zu beachten, dall die Gleichungen fiir die re-
duzierten Momente M und die Abstdnde z homogen sind, so daB nur
die Verhdltnisse dieser Grofen miteinander in Beziehung treten.

Bei n-Getrieben haben wir in den Formeln 5) und 7) demnach

M
n— 1 Verhaltnisse ﬁ’—, , n — 2 Abstandsverhiltnisse ? und schlieBlich
1 2

n — 1 Schrinkungswinkel ¢, im ganzen also 3 n— 4 Unbekannte in
8 Gleichungen. Daraus geht hervor, dal zur Erfiillung der Bedingungen
5) und 7) mindestens n=—4 Getriebe notwendig sind, d. h. dal} die
Massenwirkungen von Zwei- und Dreikurbelmaschinen nicht aus-
geglichen werden konnen.

1. Beispiel. In der Tat beziehen sich denn auch fast alle Untersuchungen
iiber den Massenausgleich auf Vierkurbelmaschinen, welche sonach fiir den
Dampfschiffsbetrieb die Hauptrolle spielen. Den 4 Bedingungen 8) fiir die
rotierenden Massen geniigt man nach dem Vorschlage von Schlick jetzt aus-
schlieBlich durch Anbringung zweier Gegengewichte an den beiden duBersten
Kurbeln mit voller Strenge.

Setzen wir nunmehr abkiirzungsweise die Verhiltnisse

MMM
le 27 M1’ 3 Ml., iy 9)
3 e e e e e e e
B _ P
2=G, =G

wobei sich die Indizes auf die entsprechenden Getriebe beziehen, so gehen die
Ausgleichsbedingungen 5) und 7) fiir die Vierkurbelmaschine mit ¢, =0 und
2, =0 iiber in

1 - w, €Os ey -+ wy cos oy -+ p, cos e, =0
lg SiN oty - pg 8iN 0ty - p, sin ¢y =0 5a)
1+ pycos 2 ey + py cos 2y + py o8 200, = 0 ’
o Sin 2 oty - g sin 2 g + p, 8N 2 @, = 0
g CO8 ctg - pg £y €OS atg -, £, €08 ¢ty = 0
Mo Sin 0 + g Gy sin @y - fysine, =0 7a)
e €OS 20ty - s £y c08 2 00y + p, &y co8 200y =0
g Sin e, + py Ly 8in 2 ey - p, £, sin 20, =0

Ziehen wir jetzt die zweite Gl. 5a) von der entsprechenden in 7a) ab, so er-

halten wir

wy(lg—1)siney +-p, ((g—1)sine, =0 . . . . ... 10)
und weiterhin durch Entfernung von u, aus der ersten und zweiten Gl. 7a)

wy Gy 8in (o0 — o) - fysin (e, — ) =0. . . . . .. 11)

Aus diesen Formeln folgt sofort mit Riicksicht auf 9)
23— 2% 2% _ Bincgsin (o — o)
2y — 7, 23  Sin o sin (¢, — )
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Diese von Prof. Schubert aufgedeckte Beziehung besagt, daB, wie in Abb. 60
angedeutet, die Endpunkte der auf einer Geraden abgetragenen Ge-
triebeabstinde auf den Verlingerungen der Radien im Kurbel-
kreise liegen.

Entfernen wir dagegen u, aus den letzten beiden Gleichungen 7a), so folgt
wylysin 2 (g — o) + g €y sin 2 (e — ) = 0.
Diese Formel ist aber, da wegen der Mandvrierfihigkeit der Maschine weder
o, — o, noch auch «, — «, verschwinden diirfen, mit 11) nur vertriglich, wenn
cos (0t — ag) = €08 (otg — ty) s

d. h. wenn (o — oty) = 4 (e, — &) Oder oy = e, bzw. oy oy = 2, ist. Anderer-
seits ergibt sich aber auch, wenn das Doppelverhiltnis 12) auch fiir die Doppel-
winkel gelten soll, wegen der letateren Beziehung cos oy = cos «, oder ¢y = + «,
und damit entweder oy = oty = oty oder «, = 0. Diese Beziehungen sind aber
mit der Forderung, daB keine Totlagen zusammenfallen sollen, unvertriglich,

Abb. 60. Abb. 61.

so daB die letzten beiden Bedingungsgleichungen 7a) fiir die Vier-
kurbelmaschine praktisch unerfiillbar werden, die Massendruck-
momente zweiter Ordnung also nicht ausgeglichen werden kénnen.
Mit dieser ebenfalls von Schubert, sowie gleichzeitig von Knoller als not-
wendig erkannten Einschrénkung wollen wir in aller Kiirze noch den praktisch
allein wichtigen Fall der symmetrischen Vierkurbelmaschine behandeln.
Bei derselben sind die Kurbeln im Kurbelkreise symmetrisch zu einer Achse 4.4
angeordnet, Abb. 61, woraus man sofort die symmetrische Verteilung der Ge-
triebe um eine Achse BB erkennt. Setzen wir dementsprechend die Strecken

2, =4, 2 =a,
A—a Alagp - . . . . 13)
=2 — 2= 5, z4—23—}—a———+—
und die Winkel =, ey — g =y

cts—oee::lSOO—%z, u4—a2=180°—a;y1’

80 vereinfacht sich 12) zunédchst in

aty « @ .y
A_*_a;ism—2 snzcosr +cos—2~sm—2~
d—a sin &7 sin — cos - — cos  sin -

2 g ¢ g TSy sy

8*
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oder Atg%:atg% bzw. atg%:Atg% . )]

eine Beziehung, welche man aus der Figur auch direkt hétte entnehmen kon-
nen. Weiterhin erkennt man, ohne die Formeln 5a) erst zu Rate zu ziehen,
schon aus der Figur, daB einerseits die beiden in 3 und 4 angreifenden re-
duzierten Momente M," und 3/, andererseits die in 1 und 2 angreifenden M,’
und M,’ einander gleich sein miissen, wenn die Maschine in jeder Lage im
Gleichgewichte bleiben soll. Wir kénnen somit in unsern Formeln

pe=1, g =Wg==f « « « « « v « o o o . 16)

setzen und diejenigen herausgreifen, welche sich am bequemsten behandeln
lassen. Es sind dies zweifellos die zweite und vierte Gl. 5a), welche mit 16)

@bergehen in sin oy - (sin o 4 8in ec) — 0 } )
sin 2 &y g (8in 2 oy +sin 2 &) = 0 o
Durch Elimination von g wird hieraus
2 €08 e, (8in oz - 8in o) = sin 2 ey -} sin 2

% _g % cos ui;—‘é = sin (e - ) cos (ot — et,)

und schlieBlich mit Riicksicht auf 14), d. h. unter Einfiihrung von
o oty = 360° 4« Og— Cg="—9,. « « « « . . 14a)

sowie nach Auflosung von cos « und cosy in Funktionen der halben Winkel

oder 2 cos o, 8in

cosf‘—cosl:l. ............ 17)

2 2 2

Aus der ersten Formel 5b) erhalten wir endlich noch mit 14a)

o

. cos &
8in o, 2
r

Y= T Sine, lsine,
c0s

Auch diese Bedingung hiitte man sofort als Gleichgewichtsbedingnng aus Abb. 61
ablesen konnen.

Fiir die Berechnung einer Schlickschen symmetrischen Vierkurbelmaschine
stehen uns hiernach die drei Gleichungen 15), 17) und 18) zur Verfiigung, in
denen die vier Unbekannten

2 cosL, cost

A ) 2 ) 2‘ ) M
vorkommen. Eine dieser GréBen kann man also willkiirlich festsetzen und
wihlt mit Riicksicht auf den verfiigharen Raum bhierfiir stets das Abstands-
verhéltnis @: 4, aus denen sich die andern Werte dann eindeutig ergeben?).

Beispielsweise besitzen die hin- und hergehenden Teile der symmetrischen
Maschinen des friitheren Schnelldampfers ,, Deutschland“ die folgenden Gewichte:

1) Beziiglich weiterer Ausfilhrungen dieser Rechnungen verweise ich auf die
Originalabhandlungen Schlicks in den ,Transactions of the Institution of
Naval Architects, auf meine Monographie ,Dynamik der Kurbelgetriebe“,
Leipzig 1901, sowie Schuberts ,Theorie des Schlickschen Massenausgleiches®,
Leipzig 1901, der ich das obige Beispiel entlehnt habe.
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Getriebenummer
1 2 3 4

Kolben, Stange und Kreuzkopf m, g = 9130 9020 14084 14084 kg,

Schubstangenanteil 3—7l mg=— 2620 2730 2730 2730 kg,
also ist ﬂ# — 11750 i1750 16814 16814 kg,
oder = 1 1 1,43 1,43.
Mit den Kurbelwinkeln « = 63°20’, y = 107° Abb. 62, erhalten wir weiter

“ _ r_ |8
cos 5 = 0,851, cos 9= 0,595, !

tg% =0,617, tg —g- =1,351.

Es ist mithin entsprechend Gl.18)

2 0851 B
« Toses M ~_
2 ! N ~
d entsprechend Gl. 17) T | ns ~y
und entsprechend Gl. Jsmate E9m———>le— 35m —>]
© cos L — 0,506 ~ ~
cos 5 co8 5 = 0,506 ~ 5. Abb. 62.
SchlieBlich ist mit ¢ =5,9 m und 4 = 12,9 m das Abstandsverhiltnis
te &
a_ 59 (s 0817 T3
AT129 7 1,351y
tgg

in Ubereinstimmung mit Gl. 15). Die Maschinen dieses Schnelldampfers sind
demnach als so weit ausgeglichen zu bezeichnen, als dies iiberhaupt praktisch
durchfiihrbar ist.

2. Beispiel. Hat man es wie bei Olmaschinen mit einer Gruppe von Ge-
trieben zu tun, die unter sich gleichgebaut sind, deren reduzierten Momente M’
mithin simtlich denselben Wert besitzen, so vereinfachen sich die Formeln 5)
und 7) in

Secosa =0, Xsine =0, Jcos2a=0, Xsin20=0 19)
Yzeose=0, Fzsina=0, Fzcos2a—0, X2sin2« =0 |

Sie enthalten fiir n Getriebe n — 1 Winkel und n — 2 Abstandsverhltnisse z: z,,
zusammen also 2n — 38 Unbekannte, zu deren Berechnung 8 Gleichungen zur
Verfiigung stehen. Sollen diese gerade ausreichen, so muff 27 — 3 = 8, oder
2n =11 sein. Da andererseits n eine ganze Zahl ist, so bleibt als Mindest-
wert von Getrieben einer bis zur zweiten Ordnung vollkommen ausgeglichenen
n =6 iibrig.

Eine solche 6 Kurbelmaschine kann man nun in zwei Dreikurbelmaschinen
teilen und diese fiir sich in bezug auf die Massendriicke allein auszugleichen
versuchen. Dann gelten zunidchst fiir jede derselben die 4 Bedingungen der
ersten Zeile

1 cos ay + cos o =0, sin cg 4 sin oy =0

14-cos2e,+cos2¢; =0, sin2e, 4 sin2¢,—0
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mit den Wurzeln

1
cos:xg:coseca:cosZaz:cosZaS:—E, o, =1200, o5 = 240°

ohne Riicksicht auf die Getriebeabstinde, die mithin fiir eine Dreikurbel-
maschine willkiirlich angenommen werden konnen. Stellen wir alsdann die
andere ganz gleich gebaute Maschine symmetrisch zu einer beliebigen Parallel-
ebene derart auf, daB je zwei Getriebe mit gleichem Schrinkungswinkel von
derselben die gleichen Abstéinde z besitzen, so heben sich deren Massendrack-
momente auf, und die in der zweiten Zeile 19) stehenden Bedingungen sind von
selbst erfiillt. Zwei zu einer Ebene symmetrisch angeordnete Drei-
kurbelmaschinen mit gleichen Einzelgetriebenund gleichen Kurbel-
winkeln (¢=120° sind demnach in erster und zweiter Ordnung
vollstandig ausgeglichen.

§ 24. Der Ausgleich der Drehmomente mehrkurbliger Maschi-
nen. Der im letzten Abschnitt behandelte Massenausgleich erstreckt
sich auf die zur Maschinenwelle senkrechten Massendriicke und
Massendruckmomente, nicht aber auf das Moment M, um die Welle
selbst, das durch die dritte Gl 6) § 23 gegeben ist. Wir kénnen
dasselbe sogleich umformen im AnschluB an den Ausdruck 4b)
§ 68, Teil I, aus dem sich durch Summierung

Mz=Zm'(:l'j'w'—fv"y’)—}«Zm”(:l'/.”x”-—i”y")
+3mE—shy . .. . .1)

ergibt. Hierin bezieht sich das erste Glied auf die hin- und her-
gehenden Teile m/, das zweite auf die am Kurbelzapfen rotierenden
und das dritte Glied auf die Pendelung der Schubstange mit dem
Winkel ¢ gegen die Gleitbahn. Da die Richtung der letzteren durch
das Wellenmittel hindurchgeht, so haben die hin- und hergehenden
Teile keinen Hebelarm in bezug auf das Wellenmittel und iiben
darum auch kein Moment darauf aus. Es fiallt mithin das erste

Glied von 1) weg, wihrend sich das zweite mit dem Anteil m _ls_

der Schubstange und der rein rotierenden Masse m;, mit dem Schwung-
arm k, bei einem gemeinsam Drehwert o in

Em”(g'j”x”—a'é”y”):d)(m0k02+2m%7‘3> .. . 1a)

vereinfacht. Da schlieflich mit dem Kurbelwinkel ¢ und ¢ =
wegen der Kleinheit von y

lsin yp=rsin = 2B 0! cos
= ¢ Y= lcosy;Nwl ®
. . ..
=T( cos ¢ — w?sin ),
fiir ein Getriebe mit dem Schrinkungswinkel « also
. ro,. 9
1p=—l—(wcos (p+o) —@?sin(p+4e). . . . .1b)

ist, so erhalten wir nach Einsetzen in 1) unter gleichzeitiger Auf-



Der Ausgleich der Drehmomente mehrkurbliger Maschinen. 119

l6sung der Winkelfunktionen und Herausnahme des gemeinsamen
Winkels ¢ der Anfangskurbel

Mz=cb<m0k0‘~’—{—2mf;—re>
2

—(d)cosqpﬂw"sinqo)Zm.(s—lfl—>'rcosu

k?

—l—(cbsinqo—}—wecos<p)2m<s——l>rsina.. )

Dieses Moment verschwindet nur, wenn dies fiir die einzelnen Be-
standteile zutrifft, von denen wir zunichst die auf die Schubstange
beziiglichen letzten beiden Glieder betrachten. Die hierfiir maf-
gebenden Bedingungen

k‘z

Zm(s—-l—)TCOS“:O’ Zm(s——%i>rsina=0 .. .3

konnen nun auf doppelte Weise erfiillt werden. Einmal, wenn alle
Schubstangen so gestaltet sind, daB ihre Zapfenabsténde mit
den Pendellingen iibereinstimmen, wodurch die Klammeraus-
driicke unter den Summenzeichen in 3) fiir sich verschwinden, oder
aber, wenn diese nicht verschwindenden Klammern fiir alle Stangen
denselben Wert besitzen und bei gleichem Kurbelarm r

Smecose=0, Smsing=0 . . . . . .3a)

wird, d.h. wenn die Stangenmassen im gleichen Verhiltnis
stehen wie die an sich ausgeglichenen Getriebeteile. Ist
durch eine solche Gestaltung und Bemessung der Schubstangen deren
EinfluB auf das Drehmoment beseitigt, so bleibt fiir dieses nur noch
der Betrag 1a) bzw.

Mz=cb<m0k02—{—2m87r2>. ... . . .2a)

iibrig, der nur noch von der GréB8e des Andrehwertes @ ab-
hangt und mit diesem verschwinden oder doch vermindert
werden kann. Die Anderung des Drehwertes w ergibt sich aber
aus derjenigen der Wucht, die nach § 69, Teil I, Gl. 2b) fiir ein
Getriebe angenshert in der Form

N k? s 1 l—s
2J =10’ m0707+m7—{—§ ml—{—m—l—— (1—cos2q)| . 4)
oder wegen Gl. 4) § 23
2J:w“{mok‘02—}—m%rg+%M'r(1—cos2tp)} .. . 4da)

geschrieben werden kann. Haben wir es mit mehreren Getrieben zu
tun, so wird mit @ -+« an Stelle von ¢, sowie nach Summierung
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unter Herausnahme der gemeinsamen WinkelgroBen
1
2J=w2<m0k02+2m —§4r9—|— EZM’T)
2
—%—r(oos2zp2M’cos2a—sin2<p2M’sin2o¢). 5)

Ist die Maschine in bezug auf die Massendriicke schon ausgeglichen,
so verschwindet mit

2 Mcos2¢=0, 3 Msin2¢=0 . ... . .6)
der verinderliche Teil der Wucht 5), und es bleibt

2J=w2(m0k02—}—2m%-r‘3-{—%Z’MW‘), . . . .ba)

worin der Klammerausdruck sich nur durch das Glied 2 3 M'r von
dem des freien Drehmomentes 2a) unterscheidet. Wir kénnen dem-
nach fiir beide Formeln unter Einfiihrung der Abkiirungen

1
Oy=mpk+ Imr, O == Wr. ... .7

einfach schreiben
M=06, 2J=u0*0,+06,).......8)

Nun ist die Anderung der Wucht bedingt durch den Arbeitsiiber-
schuB der treibenden Kraft T und des Widerstandes W, die wir
sogleich beide auf den Kurbelzapfen beziehen, so zwar, daB wir fiir
eine Mehrkurbelmaschine haben.

(0 — ) (0,+0,)=2L=2[ S(T—W)rdp. . .9)
Daraus folgt durch Ableitung nach der Zeit:

@(0y+6,)=3(T—W)r, . . . ... .9

d. h. bei ausgeglichenen Maschinen ist die Schwankung des
Drehwertes dem &dufleren Drehmomente verhidltnisgleich.
Da nun das Drehmoment der Kolbenmaschine mit dem Kurbel-
winkel periodisch schwankt, so kann es stets durch eine periodische
Reihe dargestellt werden. Insbesondere besitzt das Drehmoment
einer einfachwirkenden Maschine je einen Hochst- und Kleinstwert,
dasjenige einer doppeltwirkenden Maschine dagegen deren zwei, wihrend
jeder Umdrehung, dagegen eine Viertaktmaschine nur je eines auf
zwei Umdrehungen. Man kann darum fiir die am meisten verbreitete
doppeltwirkende Maschine in erster Anndherung setzen:

T=T,(1+4bcos2¢—+csin2¢), . . . . . .10)

worin 7, ~ W den mit dem bestindigen Widerstand nahezu iiber-
einstimmenden Mittelwert sowie b und ¢ Beiwerte bedeuten, welche
fiir alle Zylinder nahezu dieselbe GroBSe besitzen. Alsdann haben
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wir fiir eine Gruppe von Getrieben ein freies Drehmoment

ST —W)r=3T,r(bcos2(p—+ )+ csin2(p -} «))
= (bcos2p+csin2¢) 3T rcos2e

+(ccos2¢ —bsin2¢) 37T, rsin2«. . . . .10a)
Dieser Ausdruck verschwindet aber, wenn gleichzeitig
2 T,rcos2¢=0, 3T, rsin2¢=0, . . . .11)

ist, d.h. wenn die mittleren Drehmomente bzw. die Leistungen
der einzelnen doppeltwirkenden Getriebe sich mit den
doppelten Kurbelwinkeln zu einem geschlossenen Vieleck
‘vereinigen lassen, so darf man die geringsten Schwan-
kungen des Gesamtdrehmomentes und des Drehwertes, also
die groBte Gleichformigkeit des Ganges erwarten.

Bei einfach wirkenden Maschinen tritt an Stelle von 11)
2T, recose=0, T rsine=0, . . . . .1la)

wahrend bei Viertakt maschinen mit einer Wirkung auf zwei Umldufen

« .
ZTmrcos§=0, ZTmrsmgco .. . . .11Db)
zu setzen ware.

1. Beispiel. Nach der vorstehenden Regel hidtte man z. B. fiir zwei be-
liebige gekoppelte Maschinen als geschlossenes Vieleck eine Strecke, die
entgegengesetzt durchlaufen wird. Daraus folgt zundchst die Gleichheit der
beiden Getriebeleistungen, und bei Viertaktmaschinen

2

d. h. parallele Kurbeln mit abwechselnder Wirkung der Zylinder.
Fiir zwei einfachwirkende Maschinen hitte man

14 cosey=0, sine, =0, =

l—l—cosgzo, sinﬁ:O, 0, =2m,

also gegeniiberstehende Kurbeln, und fiir zwei doppeltwirkende
Maschinen .
14cos2a,=0, 8in 2 ¢, =0, w =5

eine Kurbelschriankung von 90°.

Demgegeniiber fiihrt eine Dreikurbelmaschine mit gleicher Arbeits-
verteilung auf ein gleichseitiges Dreieck der Drehmomente, also auf Kurbel-
winkel von 120°, und eine Vierkurbelmaschine mit gleicher Leistung
entweder auf einen Rhombus, Abb. 63a, dem, da je zwei gegeniiberliegende
Seiten einander parallel und entgegengesetzt geriohtet sind, im Kurbelkreis,
zwei einander einschlieBende rechte Winkel entsprechen, oder auf zwei unter
dem Winkel 2 « in sich zuriicklaufende Gerade, Abb.63b, mit zwei sich gegen-
iiberliegenden rechten Winkeln im Kurbelkreis. In diesem Falle aber ist auch
nach den Beziehungen des letzten Abschnittes « -y = 1800, also

o .
CO8 —- = BIn _7__

2 2’
mithin nach der Ausgleichformel 17), § 23
2 cos = cos - — 2 sin - cos —y—:sinyzl

2 2 2 2
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oder y = ¢=90°"). Da nun diese Kreuzstellung mit den Bedingungen des
Massenausgleiches, wie man sofort aus dem Schubertschen Schaubild sowie aus
Gl. 15) § 23 erkennt, mit @ = A auf das Zusammenfallen zweier Getriebe fiihrt,
so ist die gleiche Arbeitsverteilung der Vierkurbelmaschine dann mit dem
Massenausgleich nicht vereinbar, wenn man auf gréBSte Gleichférmigkeit des
Ganges Wert legt.

Abb. 63a. Abb. 63b.

2. Beispiel. Geht man dagegen vom Massenausgleich der Vier-
kurbelmaschine aus, so sind damit schon die Winkel « und y durch die
drei Formeln 15), 17) und 18) § 23 bestimmt. Zeichnet man mit diesen Winkeln
und gleichen Kurbelarmen 7 in Abb. 64 das Vieleck der T',, die wir jetzt mit 7},
T,, Ty, T, bezeichnen wollen, so ergibt sich sofort die Arbeitsverteilung

T T, sin y

T, T, ~cose b. . ... 12)
TN=T,, T,=T,

Die hochste Gleichférmigkeit des Drehmomentes und damit des Ganges der
Vierkurbelmaschine ist demnach recht wohl mit dem Schlickschen Massenaus-

gleich erster und zweiter Ordnung vereinbar, wenn man auf gleiche Arbeits-
verteilung verzichtet, diese vielmehr im Verhdltnis der Massenverteilung auf
die Getriebe wiahlt. In meiner schon angezogenen Schrift ,Dynamik der
Kurbelgetriebe“ habe ich einige Beispiele aus der Praxis angefiihrt, aus denen
die Ubereinstimmung der Ergebnisse der vorstehenden Theorie des Ausgleiches
der Drehmomente mit der Erfahrung hervorgeht.

) In Abb. 63b ist der besseren Ubersicht wegen der Winkel « & 90° ge-
zeichnet worden.
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§ 25. Die Schwung- und Schleudermomente starrer Korper.
Das im § 22 fiir die Drehwucht des starren Korpers neben dem
Drehwert als maBgebend erkannte Schwungmoment bezieht sich auf
die augenblickliche Drehachse, deren Richtungskosinus gegen
die Achsen des festen Kreuzes mit bestindigem Anfang O wie in
§ 8 «, B, y sein mogen. Alsdann ist der Abstand r eines beliebigen
Korperpunktes z, y, z von dieser Achse, wie schon in § 12 bemerkt
wurde, gegeben durch

P=tyPt+—(ext+pfyfy2? . . . ... 1)
oder wegen «? 4 %4 =1
P = )¢+ o) 97
—2y2fy—2zxye—22ye«f.. . . . . . .1la)
Erweitern wir diese Formel mit der im Punkte z, y, z befindlichen

Masse m und summieren iiber den ganzen Korper, so folgt wegen
der mit ihren Richtungswinkeln gemeinsamen Drehachse

Smrt = Smy+2) 4 SmE )47 Im 49
— 28y 3myz—2ye Ymzr—2af Smay. . . . 2)
Setzen wir hierin der Abkiirzung halber
Smrr=0, Smy*+)=6, Im@E@+2)=0,,
Im(@®+y?) =0, , - 3)
Smyz=Y¥_, Smzz=Y¥, Smry=1Y,
so erkennen wir, daB die vier ersten Ausdriicke 3) Schwung-
momente um die augenblickliche Drehachse, sowie die drei
Achsen des festen Kreuzes bedeuten, wiahrend wir die drei andern

Ausdriicke wie schon im § 60 des ersten Teiles als Schleuder-
momente bezeichnen wollen. Aus 3) folgt ferner

6,4+ 6,=06,+23mz"> 06,
6,+6,=0,+23Ima*>06,, ... . .3a)
6,+60,=06,+2Ymy*> 0,

d. h. die Summe zweier Schwungmomente eines starren
Koérpers ist groBer als das dritte, so daB ihre Betrige als
Strecken sich stets zu einem Dreieck zusammensetzen lassen. Damit

wird aus 2)
O0=¢*6,4$ 6,190,
—2[By ¥, +ye¥, 4] . ... .23

Da die Schwung- und Schleudermomente in bezug auf die Achsen
des festen Kreuzes unabhingig von der Neigung der augenblicklichen
Drehachse sind, so diirfen wir sie fiir den vorgelegten Korper als
Festwerte ansehen und erkennen aus 2a) die alleinige Abhédngig-
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keit des Schwungmomentes um die Drehachse von den
Neigungswinkeln.

Es liegt nun sehr nahe, auch das Schleudermoment ¥ in bezug
auf zwei zueinander senkrechte Achsen zu berechnen, von denen
eine mit der Drehachse zusammenfallen moge, so daB die zweite die
Richtung eines Abstandes r des Massenpunktes von derselben hat.
Sind dann %, 1, u die Richtungskosinus des Lotes r von P auf die
Drehachse gegen die Achsen und ! der Abstand vom Anfang des
Kreuzes, so hat man nach Abb. 65

l=eaz+py+yz, r=xztlytpz &)
r=uxr+al, y=ir4+pgl, z=urtyl T
xpy also nach Ausschaltung von r aus

den beiden ersten Formeln der
zweiten Zeile

r
ovz p 0°\ p led—px)=Aix—=xy,
N oder
whp y rl@i—px)=r(lz—uxy).
o 2 4 Dafiir haben wir aber auch nach
erneuter Ausschaltung von r auf
/ I der rechten Seite
X Abb. 65. rl(@d—Bx)=1(ey — Bz

oder, da mit dem Richtungskosinus y der Normalen der rl-Ebene

gegen die z-Achse wi— fr=ysin(r, )=y

mit Riicksicht auf die erste Formel 4)

riy=(cz+py—+r2) (ey —fz)
oder rly=wy(®—p)+ (¥ — 2+ (ezy—PBza)y.. . 4a)
Erweitern wir diesen Ausdruck mit der Masse m und summieren

iiber den ganzen Korper, so folgt mit y* — 2% =y 4-2? — (2? | 2?)

nach Einfiilhrung des Schleudermomentes fiir die rl-Ebene
Smrl=¥ . . . ... ... .5

und der Abkiirzungen 3) unter Hinzufiigung zweier gleichgebauter

Formeln fiir die beiden andern Neigungen ¢ und y der Normalen
zur rl-Ebene durch Reihenvertauschung

¥,=(0,—0)ep+ ¥ (@ —p)+@«¥,—BY¥)y
¥, =(0,— 0)py+ ¥V, — )+ BY,—y¥)et,. .4b)
V=0, —0)ret+¥,(" =)+ ¥, —c¥)p
wihrend sich ¥ selbst durch Ersetzen von r und I aus 4) zu
Y Sm(ax+py+r9)(notAy+uz) —ax I ma?
+BAEmy -y u Smz
F(Bpt i) W+ ntai) W+ (wd+ ) ¥,
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oder mit 3) und 3a) zu

V=" Butrd)+ ¥,(rx+ep)
4V (it px)—aexO,—piO,—yu6, . .ba)
berechnet. Erweitert man die drei Formeln 4b) mit y, «, # und

addiert, so verschwinden beide Seiten identisch, da wegen der senk-
rechten Stellungen der Richtungen e, 8, y und ¢, v, y die Be-

dingungen
«ptpy+rr=0

erfiilllt sind. Daraus geht hervor, daf die drei Formeln nicht von-
einander unabhingig, sondern durch die vorstehende Bedingung mit-
einander verkniipft sind.

Da das Schwungmoment @ nur von «, f3, y abhingt, so ist

20 00 00
d@:a—ad(x—!—a—*ﬂ—dﬂ—"——a?dy e e e e e 6)

oder, da wegen «® 4?4 y*=1
ede+Bdf+ydy=0

00 00 \da 00 00 \dp
10— (22,290 (19, 20520 .
ou oy ¢ y + Eﬁy oy y 6a)
Fithrt man die hier angedeuteten partiellen Ableitungen an Gl 2a)
aus, so zeigt sich, daB die halben Unterschiede in den Klammern
mit den Ausdriicken 4b) derart iibereinstimmen, daB

ist, auch

00 00

# T

00 00

W(x——%‘ }'——2 Ty, N 7)
00 00

g =2

ist. Wir haben demnach auch an Stelle von 6a) unter Hinzufiigung zweier
gleichlautender Formeln
A4

10— (pap—yie) =" iy —1ap)

Z?Fy/(xd(x——(pdy). . . .6b)

Wird demnach d @ =0 fiir einen Scheitelwert von @, so muB
dafiir, da jedenfalls zwei der drei Richtungskosinus ¢, f, y willkiir-
lich sind, und auch wegen ¢+ y?—- y>—1 nicht alle drei Rich-
tungskosinus ¢ , y , y gleichzeitig verschwinden kénnen, das Schleuder-
moment ¥=— 0 werden, d. h. einem Scheitelwerte des Schwung-
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momentes entspricht fiir eine durch die zugehorige Achse
gehende Ebene das Verschwinden des Schleudermomentes.

Die Berechnung des Schleudermomentes fiir zwei zueinander
senkrechte Achsen mit den Richtungen ¢, f, y und %, 4, u kann
auch durch Erweitern der Gl. 7) der Reihe nach mit ¢, y, 7 und
Addition geschehen, woraus

2 =200y + 00—+ 5 wr—b9)

oder wegen der Bedeutung der Klammern

—~2T——x———}— +’u2y I )

und nach Einsetzen der partiellen Ableltungen aus 2a) die GL 5a)
folgt, aus der man die Vertauschbarkeit der Richtungskosinus «, 8,y
und x, 4, u ohne weiteres erkennt. Das Verschwinden von ¥ fuhrt
mit Riicksicht auf die Bedingung der Normalstellung, d. i.

ax+pfltypu=0
auf die Formeln
(@r~@y)aﬂ+Tz(“?—ﬂz)"}_(“glx*ﬂgly)?’:o

(@z—@x)ya_’_ Ty(?’z_ag)—,—(}’ }Ilz_aglm)ﬁ:()

die auch mit ¥'=0 unmittelbar aus 4b) hervorgehen. Aus diesen
Gleichungen berechnen sich die Scheitelwerte von @ mit den dem Ver-
schwinden von ¥ zugeordneten Winkelgrofen «, g, y, die wie in
ba) mit %, 4, u vertauscht werden konnen, so dafl die Wurzeln von
4c) fir beide WinkelgroBen gelten. Bedeuten nun e, f,, 7,;
Oy, Bas Va3 €3, By, y3 die Richtungskosinus eines rechtwinkligen
Kreuzes, so folgt durch Einsetzen in die erste der drei Formeln 4c)
und Summierung

( @y)(“ :31"1—“‘3:82—{"“3/3‘%)
Y, (e 4 og® 40 — B2 — B° — 57
x( N Y e AN
_lpy(ﬂ1?’1+ﬁ27‘z+/33?’3)_0'

In diesem Ausdruck verschwinden aber wegen der Senkrechtstellung
der drei Achsen die Klammern mit den Richtungskosinus, vgl. auch
Gl 2) und 3) in § 8, so daB die Formeln 4c¢) in der Tat durch
drei zueinander senkrechte Achsen erfiillt werden, fiir
welche die Schwungmomente Scheitelwerte annehmen,
wiahrend die zugeho6rigen drei Schleudermomente ver-
schwinden. Diese drei Achsen bezeichnen wir als die Haupt-
achsen des Korpers mit den zugehorigen Hauptschwungmomenten
0,, 6,, ©,. Werden diese Hauptachsen von vornherein als Achsen
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gewihlt, so erhalten wir fiir beliebige Achsen mit den Richtungs-
kosinus «, B, y; %, 4, u an Stelle der Gl 2a) und 5a) fiir die zu-
gehorigen Schwungmomente und das Schleudermoment

6,=c*0,+ 6,476,
0,=x0,+210,+u*06, ... ... .9
— ¥V=0ux0,4+p160,+yu0,
Fir ©,= 0,=6,= 6, wird hiernach 6, = 6,= 6, und ¥=0.
Da das Schleudermoment fiir je zwei Hauptachsen verschwindet,
so muB es fir je ein dazu geneigtes Achsenkreuz einen Scheitelwert

annehmen, der sich aus der dritten Formel 9) mit d =0 ergibt.
Schreiben wir wegen

wx—+pBA+yu=0
adx+xde—+pfdi+1df+ydu+ pudy=0
an Stelle von 9)
¥—=(6,—0)aex+(0,—6,)84
dV=(0,— 0,)(edx +xde)+ (0, — 60,)(fdi+1df)=0

oder, da die Unterschiede ©, — @, und ©,— 6, im allgemeinen
nicht verschwinden
adx+xde=0

pdi—+idp=0.
Schalten wir daraus mit Hilfe von
@+ +y'=1, ade+fdf+ydy=0
WP ut=1, xdx-t+Aidi+pudu=0
die Differentiale dy, du, d1 aus, so erhalten wir die Bedingungen

%29'—“—%’ a2+ﬂ2=y2=”2:%2+12:%,
also fiir die drei Hauptebenen
o, =0, ﬂ;zy—%’ 71:V—%’ % =0, '11='/—%’ /“1:'—'/—%’
Oy == %_a By=0, ?"z:'ﬁé’ ”‘32'/;’ Iy=0, l"‘z:_yg’
“3=V%’ /33—_—'/—%, 73=0, "3=V—%’ }*3=_V§7 ug==0,

d. h. Achsenkreuze, welche die Winkel der Hauptachsen in
den Hauptebenen halbieren. Damit ergeben sich die gesuchten
drei Scheitelwerte des Schleudermomentes

¥, =3(6,—6,), ¥=3(0,—6), ¥=36,—6,)..9)

Selbstverstindlich gelten auch fiir die drei Hauptschwung-
momente die drei Ungleichungen 3a), d. h. also

8a_l_@bg@c’ @b—l_@cg@a’ @c+9ag@b’ . '3b)

a
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wobei im allgemeinen
0,>60,>6,..........38¢
fiir ungleiche Schwungmomente vorausgesetzt werden mag.

Die vorstehenden Ergebnisse werden leicht verstindlich, wenn wir
in die Grundformel 2a) fiir die Schwung- und Schleudermomente
setzen

O=mk*, O, =mk}?, 6,=mkS>, 6,=mk? } 10)

W —mhyky, Y, =mhk,, P, =mkk|
so zwar, daB

klz_____glil‘:;/{,z k22= Tz q]x 82':1,:‘ TII
m¥,’ m¥,’ mYy,’
k,® k2 by TW?,T,.,...'...loa)
m

Durch Division mit mk? erhalten wir alsdann aus 2a) die homogene
Gleichung

2 k,k k, k k k
R (75 - EEPL L ERY LIRS

die mit e=Fk¢, f=kny, y=k({
1=k,é, 1=k,y,, 1=k, (,. . . . . 11)
1=k &, 1=k, 1=k
also
1=k(¢x§—}—ﬁn—‘r—y5). .. . . . . .11a)
die Form 52 .
L 1. . . 12
( +C1E1+§1’71> : )

annimmt. Es ist dles oﬁ“enbar dle Mittelpunktsgleichung einer
Fliache zweiten Grades mit den laufenden Abstinden &, %, { und
den Parametern &, 7., {, &, 9,5 {;, deren Fahrstrahl &+ o+ y ¢
nach 11a) den Kehrwert des Schwungarmes k fiir die gleich-
gerichtete Achse darstellt. Da der als endlich vorausgesetzte Korper
eine geschlossene Oberfliche besitzt, so sind mit dem Schwungmoment
auch die Schwungarme k, k_, k, k endlich und kdnnen auch nicht
verschwinden. Daher blelben auch die verénderlichen Absténde
&, n, {, sowie die Parameter &, 7,, {, iiberall endlich, wéhrend
das mogliche Verschwinden der Arme k,, k,, k, der Schleuder-
momente das Verschwinden der zugehorlgen Gheder in der Klammer
bedmgt Daraus folgt aber, daB die durch 12) gegebene Fliche nur
ein Ellipsoid sein kann, welches wir als Trigheits- oder Schwung-
ellipsoid bezeichnen wollen, Die drei Achsen desselben fallen mit
den drei Hauptachsen des Koérpers zusammen und bestimmen die
drei Hauptschwungarme k,, k,, k, der Haupttrigheitsmomente

,=mk?, O@,—=mk?, O,—mk? . . . .10b)
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wihrend die zugehorigen Schleudermomente ¥, ¥, , ¥, mit den zu-

gehorigen Armen k,, k,, k, verschwinden. Daher lautet die Glei-
chung ‘des Schwungellipsoides in bezug auf die drei Haupt-

achsen
E2E k2 k2P =1. . . . . . . .12a)

Die vorstehenden Entwicklungen gelten allgemein fiir einen beliebigen
Anfangspunkt O des Achsenkreuzes. Fiihren wir durch die Formeln

r=ux,-F2, y=y,+y, z2=z-4+7 ... 13)

die Schwerpunktsabstinde z,, y,, 2z, und die relativen Abstinde in
einem zum vorgelegten parallelen Kreuz durch den Schwerpunkt ein,
so wird wegen

Sma=0, Smy=0, Smz=0
d. h. wegen des Verschwindens der statischen Momente in bezug auf

Schwerpunktsebenen, aus den Gleichungen 2) und 5a) fir das
Schwung- und Schleudermoment

O =m[e?(y,* + 2,°) -+ f° (2" +2o%) + 7% (%5 + 95°)
— 2B 7Yz, — 2y ez %, — 2B x,y,
4@ Sm(y?4-22)Fp I m(E 42 4y Im (27 4-y'?)
— 2By 3myd —2ya ImZa’—2af Sma'y
sz(“xo—*_/gyo+?’zo)("xo_+"lyo+luz0>
(e By 47 7) (e + 1Y +u7)

Setzen wir in die erste dieser Formeln
® (y,2 + 2,2) = () + y,° +2,°) — o® x,* usw.

und fiilhren auBerdem fiir die Schwung- und Schleudermomente im
Schwerpunktskreuz die Abkiirzungen

ISmy?+7)=0,, ISm@E*+a)=6),
Sy =6 1)
Smyd="¥! Swmid=V¥, Smdy=1¥

.14)

ein, so folgt mit
o2 4y F- 2" — (2% + B Yo+ 7 20)* =15’ ... 1b)
azy+ Byt rag=ly, T LY, Hz="1,
schlieBlich
O=mr2+c?0,/ 440,/ + 06/
—28y ¥ —2ya ¥ —2aB ¥/
Vemryly—ex0,— 16,/ —yu06/ '
+Y’x'(/3,u-|-71)+Y’y'(7%+“ﬂ)+g’z'(“1+ﬂ%)9

Lorenz, Techn. Physik I, 2. 2. Aufl.

. 14a)
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Dafiir diirfen wir auch kiirzer schreiben, indem wir die Schwung-
und Schleudermomente in bezug auf die Schwerpunktsachsen mit &’
und ¥’ bezeichnen: '

O=mr’+ 6 >0, V=mryl,+ ¥, . . 14b)

so dafl sich also wie in der Ebene die allgemeinen Schwung-
und Schleudermomente aus den fiir ein Schwerpunktskreuz
durch Hinzufiigung der entsprechenden Momente der im
Schwerpunkt vereinigt gedachten Gesamtmasse ergeben.
Daraus folgt, dal die Schwungmomente fiir Schwerpunkts-
achsen gegeniiber solchen fiir beliebige Parallelachsen
Kleinstwerte darstellen.

Selbstverstandlich gelten die fritheren Darlegungen auch fiir das
Schwerpunktskreuz. Insbesondere hat das demselben zugeordnete
Schwungellipsoid, das sog. Zentralellipsoid, gegeniiber allen
andern Ellipsoiden die groB8ten Abmessungen, die sich durch
Parallelverschiebung des Achsenkreuzes beliebig verkleinern lassen,
aber erst fiir einen im Unendlichen liegenden Anfang O verschwinden.
Schlieflich erkennt man aus der ersten Formel 14b), daf es stets
moglich ist, durch Parallelverschiebung des Anfangspunktes das
Schwungellipsoid in ein Umdrehungsellipsoid, ja sogar in eine Kugel
iiberzufiihren.

§ 26. Die Ermittlung statischer und Schwungmomente rium-
licher Gebilde. Die Verfahren zur Berechnung der statischen und
Schwungmomente rédumlicher Gebilde schliefen sich eng an die in
§ 60 des ersten Teiles fiir ebene Gebilde vorgetragenen an. Man hat
dabei zu unterscheiden zwischen Momenten von Kurven und Ober-
flichen, die man sich in irgendeiner Weise gesetzméfBig mit Masse
belegt denkt, und von Korpern, deren Rauminhalt stets von Masse
erfillt ist. Die Bestimmung auf analytischem Wege ist nur moglich,
wenn einerseits die Gleichungen der Gebilde vorliegen und man
andererseits das Gesetz der Massenverteilung kennt. Bei unstetiger
Massenverteilung wird man das Gebilde an der Sprungstelle zweck-
mifig trennen und die Momente der Bestandteile fiir sich bestimmen,
aus deren Summierung sich alsdann das Gesamtmoment ergibt. Wir
werden in der Folge nur den wichtigsten Fall der gleichférmigen
Massenverteilung ins Auge fassen und die auf die Einheit der Linge,
der Oberfliche und des Rauminhaltes entfallende Masse gleich 1
setzen, wodurch das Verfahren auf die geometrische Ermittlung der
Schwerpunktsabstinde und Schwungarme mit Hilfe der Integral-
rechnung zuriickgefiihrt ist.

Hat insbesondere das Gebilde eine Symmetrieebene, so ent-
spricht jedem Punkt desselben auf einer Seite ein solcher, auf der
anderen Seite mit entgegengesetzt gleichem Abstand, wodurch sich
deren statische und Schleudermomente aufheben. Daraus folgt, daB
jede Symmetrieebene Tridger des Schwerpunkts und eine
Hauptebene des Gebildes ist. Bei doppelt symmetrischen
Gebilden liegt deshalb der Schwerpunkt auf der Schnitt-
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geraden der Symmetriebenen, die selbst mit der Normalebene
durch den Schwerpunkt die drei Hauptebenen oder Hauptschnitte
bilden. Daher ist bei Umdrehungsflichen oder -korpern jeder Meridian-
schnitt eine Hauptebene, wihrend alle Schwungmomente in bezug auf
Achsen, die zur Umdrehungsachse senkrecht stehen, iibereinstimmen.
Wir haben also in Gl. 9), § 26 mit O,= 06,

@1:@a(a2+ﬂ2)+72@c:@a+72(@c_@a) 1)
—¥=0,(ex+pA)+ypn0,=yu(6,—06,

Ist schlieBlich das Gebilde dreifach symmetrisch wie ein Wiirfel,

eine Kugel usw., so stimmen alle drei Hauptschwungmomente mit-

einander iiberein, also ist mit 6, =6, = 0, in Gl. 9) fiir jede Achse
bzw. jedes senkrechte Achsenpaar

0=0, ¥=0, ........1a

d. h. das Schwungellipsoid dreifach symmetrischer Gebilde
ist eine Kugel, und jede Schwerpunktsebene kann als Haupt-
ebene angesehen werden.

Von der Ermittlung der Momente von Raumkurven kénnen wir
bei der rein mathematischen Bedeutung dieser GroSen absehen und
gehen sogleich auf die Umdrehungsflachen iiber, deren Erzeugende
im Achsenschnitt die Gleichung r==f(z) haben moge. Mit dem
Bogenelement ds erhalten wir bei der Drehung um ¢ das Ober-
flichenelement d F=¢-rds, also mit dem Schwerpunktsabstand r, des
Bogens s zwischen den Armen r, und 7,

T2
F=(pfrds=<pros. . .2 s
71
Der Inhalt der Umdrehungsflache Idf 2
ist demnach gleich dem Produkt
des erzeugenden Bogens mit |

7 r
seinem Schwerpunktsweg. Bedeu- | '
tet ferner df das Flichenelement des Z z
Achsenschnittes im Abstande r, Abb. 66, Abb. 66.

so beschreibt dieses bei der Drehung
um ¢ das Raumelement dV=g-.rdf, also ist mit dem Schwer-
punktsabstand r, der Gesamtfliche f des Achsenschnittes

72
V=g [rdf=@r/f, . . . . ... . 2a)
7

d. h. der Inhalt eines Umdrehungskdrpers ist gleich dem
ProduktdeserzeugendenAchsenschnittesmitseinemSchwer-
punktsweg. Die vorstehenden Sitze sind als die Guldinsche Regel
fiir Umdrehungskdérper bekannt, Da der Schwerpunkt bei voller Um-
drehung, d.i. ¢ =2z auf der Achse liegt, so ist nur noch sein Ab-
stand z, von einer festen Normalebene zu berechnen. Man erhélt
fiir die Oberfliche und den eingeschlossenen Raum unter Weglassung
9*
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des gemeinsamen Beiwertes 2z mit dem Ebenenabstand z von ds
bzw. df

72
2y1,8= [ zrds, 2y o= fzrdf )
Ty

Ebenso erhalten wir fiir die Schwungarme ky, um die Drehachse
der Oberfliche und des Korpers

7o T2
k2rys—= [ r3ds, koo f=[rdf, . . . . . 4)
) 71 7y

sowie um eine dazu senkrechte Achse unter Benutzung des Schwung-
momentes eines Kreises in bezug auf eine seiner Ebene im Abstand z
vom Mittelpunkt parallelen Achse

'ros:fr <22—|—g>ds, klerof_—_—fr(z”—l»g)df.. . b)
T 71

Bei Ringquerschnitten gestaltet sich die Berechnung nach den
Gl 4) und 5) manchmal recht unbequem. Man gelangt hier rascher
zum Ziele, wenn man unter Einfiihrung des Schwerpunktsabstandes
r, des Querschnittes von der Achse

r=ry-Fy . . . . . . . ... 86)

setzt. Damit wird das Integral in 4)

[rdr=rpf+3r2[ndf-+3r, [ n2dr+ [ p*df.
Hierin verschwindet zundchst das statische Moment des Querschnittes
in bezug auf die der Umdrehungsachse parallele Schwerachse und
weiter auch das letzte Integral rechts fiir Querschnitte, die zu einer
Schwerachse symmetrisch liegen. Es bleibt also fiir solche mit dem
Schwungarm %k um diese Achsen

klryf fr3df:r03f—{—3r0fn2df—_r3f+3rok f
kf=r243k. - . . . . . . . . 4a)
Ebenso erhalten wir in 5) mit df=dz-dy

fr (z’—}—g)df: zgrdf—'r-% r%f:%frsdf—{—rofz?df—}-fz?dzfn dy,

worin wieder das letzte Glied fiir symmetrisch zur parallelen Schwer-
achse gelegene Querschnitte verschwindet. Mit dem Schwungarm k,
um die zur Umdrehungsachse normale Schwerachse, sowie mit 4a)
erhdlt man alsdann

2
fr(z*—l—%) df=%(r02—{— 3 k%) 4 fr,k,?,

also eingesetzt in 5)

kP—k? 3288, . . .. . . . ba)
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Fiir beliebig gestaltete Korper setzt man am einfachsten
E2V—0,—[(2+20)dV=[y2av+ [22aV . . . 7)

usw. und berechnet die auf die Ebene des Achsenkreuzes bezogenen
Schwungmomente mit Hilfe der Oberflichengleichung fiir sich.

1. Beispiel. Fiir einen Umdrehungskegel A
mit der Spitze im Anfang O, Abb. 67, dem hal-
ben Offnungswinkel ¢ und der Hohe z— h ist

r=ztge, dscosa=dz, scosa=h, A
folglich ist die Oberflache
h
F=2ﬂfrds=2n(%%fzdz:ﬂh2% ) 7 L—>-r
0 Abb. 67.

und das statische Moment in bezug auf eine
Normalebene durch O mit dem Schwerpunktsabstand z, von O

h

F20:2nfz rds_2ntg jzzdzzznhat g zozgh. . 8a)
cos 3 cosa’

Weiter ergeben sich die Schwungmomente fiir die Umdrehungsachse und eine
durch O gehende dazu senkrechte Gerade zu

h
3 4 3 2 2
kozF-:anr“ds:Zntg—afz“dz:’—’lb—tg“ k(,z:}ug‘—a
cos «
0

2 cose’ 2

8b)

o __Jth tga( > 2M7f< 1 2)

k, F_Qﬂfr( —+ 5 )d 3 sosa +2tg o k, =3 l+2tg o

2, Beispiel. Der Rauminhalt des vorstehenden Kegels ist
3
V:nfﬂ dz = mtg? ocfz2 dz:ig—tgea ........ 9)
0
mit dem Schwerpunktsabstand z, von O
A ege M e, 3

zo_szrdzﬁ‘ing tx—4h ........ 9a)

Ebenso folgt fiir die Schwungarme in bezug auf die Umdrehungsachse und eine
dazu senkrechte durch die Spitze mit df =dr dz

h
5
ko = fdzf 2%tg4afz“ dz:j{oivtg“u:—l% R tg® «

k,

9b)

2

2
+2nfz2dzfrdr—_—h“‘tg oe—|- 5V tg u——hﬁ(tg o«—+-4)
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3. Beispiel. Ein Kreisring mit rechteckigem Querschnitt, Abb. 68, von
der axialen Breite 4 und den beiden Halbmessern 7, >, hat den Inhalt

T2
V=2xh [rdr=ah@®—r® .. ...... 10)
Ty

und die Schwungarme um die Hauptachse sowie die dazu senkrechte Schwerachse

T2

| 2ah ah 1

< f > ky® = _V‘J‘Ts dr = 9V (rg* —r*) = ) (r®+ 1%
at
h
i 12 +g ' .. .10a)
114 ok 2af o n'tnt | R
- = 2+sz dz rdr="—"+1g
Oi :‘ L
A 2

I Fiir r, =0 ergeben sich daraus die Formeln fiir den Vollzylinder

/ f mit dem Halbmesser r, und der Héhe &.

4 4. Beispiel. Fiir einen Ring, dessen Querschnitt selbst wieder
| durch einen Kreisring mit dem Halbmesser a, > a, gebildet wird,
Abb. 68 Abb. 69, ist zundchst

ff=a(@?—a?), V=2arf, B=k?=1i(@?2+a?..11)

Dabei ergeben sich die Schwungarme %, und %, um die Umdrehungsachse O Z
und die dazu senkrechte Achse O R nach 4a) und 5a)

ke =1+ § (a,° +a5°)
k=500 +5k) =4 +1@°+a?)
Y

}. 11a)

\\_._
]
F\_;
S
ISR I
|
N
Ny—
SN\
AN
S
N
Y

2
/Z —sa

Abb. 70.

5. Beispiel. Fiir ein Rechtflach, Abb. 70, mit den Seitenlingen 2a, 25, 2¢

parallel den Achsenrichtungen z,y,z haben wir mit dem Raumelement
dV=4bcdx

+a

2
fxedV=4bcfx2dx:§;aabc= “

—a

2 2
fy“dV:%, fz“‘dV:%/,

und ebenso
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also ist das eine Hauptschwungmoment

2 2
2V — 0, —" ”3“ v,

B o), R=j@ ), ki=j@4b). .. 19)

6. Beispiel. Aus dem Ellipsoid, Abb. 71, mit den Halbachsen a, b, ¢
schneiden wir im Achsenabstand z eine Scheibe von der Dicke dz parallel zur
yz-Ebene heraus. Sind yz die beiden Achsen dieser Scheibe, so ist ihr Volumen
dV=umyzdx, auerdem aber

2
A 13)

o a? ¢

Abb. 71.

Daraus folgt der Rauminhalt des Ellipsoides zu

+a +a
2
V:nfyzdx::rbcf(l—%>dx:%nabc ..... 13a)
—a —-a
und
+a +a
x‘) 4 atV
2 _ 2 — 2 L 73 v
fx dV_nfyzx dx atbcf(x e dx 15 ¢ be =
-a -a

v 2V
2 —_ 2 —
fy dV-~5 s J‘z dV_—5 R

also fiir ein Hauptschwungmoment

2 2
2V — 0, =2 ’j,)‘ﬁv,

k=300, kP=i(+a?), kE=1(@+b).. . 12Db)
Fiir das Umdrehungsellipsoid mit ¢ =b wird

kr=kl?=1(*+a?), k2=2%a®. . ... ... 12¢)
und fiir die Kugel mit a =b=c¢ um einen beliebigen Durchmesser
e 12d)

5
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§ 27. Die Erdgestalt und der Erdanlauf. Mit Hilfe der in den
letzten Abschnitten entwickelten Eigenschaften des Schwungmomentes
des starren Korpers sind wir nun in der Lage, den Zusammenhang
zwischen der Gestalt des Erdkérpers und dem Anlauf der Schwere
an einem Punkte ihrer Oberfliche zu ermitteln. Wir erinnern uns
hierzu des Ausdruckes fiir die Anziehung eines Massenelementes dm
auf die Masseneinheit im Abstande r

dq=+kdrf_f‘
mit dem Potential
dU=_kdmffl§=k»df—”.
r° r

Daraus folgt dann fiir die Anziehung einer beliebig verteilten Ge-
samtmasse das endliche Potential

N
T

welches offenbar mit der Arbeit iibereinstimmt, die zur Entfernung
der Masseneinheit ins Unendliche (r—= o) gegen die Anziehung auf-
zuwenden wire.

Dreht sich die Gesamtmasse, in unserem Falle der Erdball, um
eine Achse mit dem Drehwert w, so wirkt auf jedes ihrer Teile im
Achsenabstand 7’ ein Fliehanlauf

¢ =—1 w?
mit dem Potential:
o [rarar =Ty
Wir erhalten somit fiir jeden Kérperpunkt ein
Gesamtpotential
/2

dm | 7% w?
W=k|ZE4+T2, L8

Abb. 72.

das zugleich die durch den Punkt hindurchgehende Schichtfliche
angibt, auf welcher nach § 16 der aus der Schwere und Fliehkraft
hervorgehende Gesamtanlauf senkrecht steht. Handelt es sich ins-
besondere um einen Oberflichenpunkt, so stellt 3) die Gleichung der
Oberfliche selbst dar, aus der sich durch partielle Ableitung nach
irgendeiner Richtung der ‘zugehorige Anlaufteil ergibt.

Wir berechnen nun zunichst das Potential 1) der Schwere und
bezeichnen zu diesem Zweck, Abb. 72, mit ¢ den Abstand des Massen-
elementes dm und mit r, den eines AuBlenpunktes P vom Korper-
schwerpunkte O, durch den die Drehachse Y O gehen mdoge.
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Dann ist  r*=r2-} ¢*—2r 0cos(ry,0)

7:;;(1—2;008(71,@)—}—712)

Entwickeln wir diesen Ausdruck in eine Potenzreihe und behalten
fir o<r, nur die zweiten Potenzen des echten Bruches o:r, bei,
so folgt
1 1 0 1 0? "J
11X ,0) —=—5(1— 3 cos? .. 4
P [ - . cos (1, 0) 5 le( cos? (ry, 0)) a)
Hierin ist aber mit den Abstéinden z,,y,,2, von P und z,y,z von
dm in einem rechtwinkligen Kreuz durch O

rﬁ:xf—{—yﬂ—l—zﬁ, 92=x2+y2+ze} 5)
5 e e .

r 0cos8(ry,0) =z, +yy, +22
also

0 _wx tyy, ey ¢ @4+ @2+ 420)
;—cos(rl,g)— o s b i ,
1 1 1 1

2
@ 2 —_
"3 (3 cos® (ry,0) — 1) =

= ,1—4 Be,+yy +22) —@ 49"+ @7 9" +27)

1

und nach Einsetzen in 4a)

1 1 zz, +yy,+z22 3x,y 3y,2 3z, x
S LU R L
1 1 1 1 1

oz ? \ y,? 2.2
—'—2;15(2.’132—‘.1/ _22)+2;15(2y2_22—x2)+ 2;15(222_1:3_?/2)'

Erweitern wir diesen Ausdruck mit dm und integrieren {iiber die
Gesamtmasse, so verschwinden zunichst, da O mit dem Schwerpunkt
zusammenfillt, alle statischen Momente f xdm usw., sowie unter Be-
nutzung des Hauptachsenkreuzes die Schleudermomente f xy dm usw.

Es bleibt daher nur mit den fritheren Bezeichnungen fiir die Haupt-
schwungmomente :

_km ka?® ky,®
U_'r—l_é_;:lg(zaaﬂeb—@c)—grl—s(zeb—@c—@a)
kz?
—W(z@c—@“—@b). S )

1

Nun ist zweifellos die Erde mit groBer Annéherung ein Umdrehungs-
korper um die Achse YOY, so zwar, da 6,=6,= ©® Schwung-
momente um beliebige Aquatorachsen und @, = 6, das Schwung-
moment um die Drehachse bedeutet. Liegt ferner der Punkt P selbst
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an der Erdoberfliche, so ist hierfiir unter Einfilhrung der geo-
graphischen Breite ¢

y,?=rsin’ g, r®+z2=r%cos’p, . . . ba)
womit sich 1a) vereinfacht in

k k@, —
U=-ﬁ+—(go—3@—)(l——3sin“’tp). e lb)
s 271,
Da fiir den Oberflichenpunkt weiterhin auch
¥=rcosp. . .. ... ... bb)

ist, so erhalten wir schlieflich fir das Gesamtpotential der
Oberfliche unter gleichzeitiger Weglassung des Zeigers am Fahr-
strahl 7,

_ : 2
W:I%—}-k—(gé’ﬁ—e)(l—zisin?tp)—[—r—gﬂcos?(p. . . 3a)

Umgekehrt folgt daraus wegen der Bestindigkeit von W lings der
Oberflache
km 6,—0 - o }
r= 7 [1 - A2~~%»2—(1 — 3 sin? ¢) +2kmcos e, . 6)

oder nach Ersatz von r durch den Aquatorarm @ in den kleinen
Gliedern der Klammer
km 6,— 06 gy Be? ]
T—W[l_{—_ﬁma“‘ (1 — 3sin (p)—}—2kmcos @l,. . 6a)

oder nach Herausnahme der bestindigen Glieder hinreichend genau:

r:@%z(le@0~Q+g§k_a£><l_(3(@0—@)+;3ka:;>siné¢). 6b)

2ma 2ma?

Hierin ist der Aquatorarm @ und der Polararm b entsprechend den
Breiten ¢ =0 und ¢ =90° gegeben durch

_km(, | 0,—6 a"‘w“‘) _km( @0—@>
A e R e O > 7

m m a?

so daB wir an Stelle von 6a) bzw. 6b) fiir die Gleichung des
Meridianschnittes duch kiirzer schreiben diirfen

r=a(1— sin“’qp). .. . . ... 6¢g

Aus Gl 3a) erhalten wir nun fiir den Erdanlauf in der Strahl-
richtung und senkrecht dazu:

gr=_%g7=kr? +%@(1—3sin2¢)—1w2cos2¢
8)
g¢=__f_au;=<%@+ raﬂ)sinzpcosq:
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Dafiir diirfen wir auch unter Ersatz von r durch ¢ in den kleinen
Zusatzgliedern der ersten Gl. 8), sowie in dem an sich kleinen Seiten-
anteil g, schreiben:

_km 3(6,—0) - A N >
gr—-—’—‘?—<1+ -“m (1— 3Sln (p)— m CcOoSs (p 88’)
9o = (————-3k(8 )—{-aw >sin<pcos¢

woraus zunichst erhellt, daB der an sich kleine Seitenanteil g,
am Pol und Aquator verschwindet und fiir die Breite ¢ =45°
seinen Hochstwert annimmt. Fiihren wir weiter in die erste Gl 8a)
den Wert 6a) fiir r ein, so wird

w2 3(6,—6) . a a® w?
M(l—]— —oma® (1 — 3sin q))—km

6,—06 a® w»? -2
<1—{— o ma (1-3sm2<p)—{—2kmcos2<p) ,

oder nach Reihenentwicklung der letzten Klammer und Vernach-
lissigung der Potenzen und Produkte der kleinen Glieder in den
Klammern angenéhert

W( 6 — a3w2 . )
9 =m\I T 5. ) — cos’p), . 8b)

oder nach Herausnahme der bestindigen Glieder wie in 6b)

g9,= cos? gv)

_W‘z( 6,— 06 2a3w‘~’>
g’—m 14 2ma®  km
3(6,—0) 2a3w2} - )
(1—[ soa T T singp).. . . . . 8¢

Hiernach ist der Erdanlauf am Aquator und Pol

9 . 3 .2 2 —
ga=l",_(1+@0 @_2‘1’50), gbZIZV (1'_@0 o@), 9)

km 2 ma? km m ma?

womit 8b) iibergeht in
gr=ga<l~—&‘ig——gisin2q>>. B - 1)

a

Da nun auf Grund des Vergleiches von 6b) und 6c¢) sowie von 8c)
und 8d)

¢JL—I)_§@O—@+(1‘°’C¢>2 9.9 _ 36,—60 2d*
a 2 ma? 2km’ g, - 2 ma? km
ist, so folgt durch Abzug:

228 e L 10
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oder mit der Anndherung km — a®g, hinreichend genau die Formel
von Clairaut (1749) b5 aw?

)
4. @ 2 g,
auf deren rechter Seite nur das Verhaltnis des Fliehanlaufs
zum Schwereanlauf am Aquator steht.

Wesentlich ist dabei, daB in der Formel 10) nur Oberflichen-
werte auftreten, wihrend die Massenverteilung innerhalb des Erd-
korpers, abgesehen von der Achsensymmetrie, hierauf ohne Einflull
bleibt. Indessen ergibt sich auf Grund von Schweremessungen an
der Erdoberfliche aus Gl 8d) zunichst der Erdanlauf g, am Pole,
und damit nach der Formel 10a) von Clairaut das Verhiltnis b:a

bzw. die Abplattung q—;—b des Erdballes selbst.

3 e e e e e e e 1034)

Beispiel. Nach Helmert ergeben die Schweremessungen angenihert
g=9,78 (1 -+ 0,0053 sin? ¢) ,
also g. = 9,78 msec ~2, g = 1,0053-9, = 9,83 msec—2.

Daraus folgt mit
a=6,37-10%m, w="173.10"5%sec—1,

a w?

=34,7.10—1
a
aus der Clairautschen Formel 10a)
b a—b 3
=09 T ~ 00

VIL. Die Drehung starrer Korper.

§ 28. Die Drehung eines starren Korpers um eine feste Achse.
In der Natur und der Technik ist die Drehung fester Koérper um
eine ihrer Achsen eine hiufige Erscheinung. Wir haben schon friiher
(§ 12) gesehen, daf diese Drehung unabhéingig von der Fortbewegung
des Korperschwerpunktes verlduft und auBerdem stets in drei zu-
einander senkrechte Drehungen zerlegt, bzw. aus ihnen zusammen-
gesetzt werden kann. Hier handelt es sich um die dynamische
Wirkung der Drehung infolge des Fliehanlaufes der einzelnen
Korperbestandteile auf die Achse selbst, die wir uns, wie es den
technischen Anwendungen in Kreisel- und Schwungrddern entspricht,
als im Raume festgehalten denken wollen.

Die feste Achse moge durch den Anfang O im rechtwinkligen
Kreuz gehen und gegen diesen die Richtungskosinus «, 8, y haben.
Ein beliebiger Massenpunkt m mit den Absténden z,y,z liege auf
einer Ebene mit dem Lot ! vom Anfang und am Ende des Dreh-
arms r mit den Richtungskosinus x, 4, u, so zwar, dal

art+py-t+yz=I1, xx—t+Ay+uz=r

. 1
z=altxr, y=4pl44ir, r=yltpur )
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ist. Durch Drehung mit dem Drehwert w wird alsdann ein Fliehanlauf
r ®® mit der Fliehkraft mr w® geweckt, deren Achsenanteile

X=ow?mrax, Y=ow?mri, Z=w'mru. . . 2)

sind, woraus durch Summierung iiber den ganzen Korper wegen 1)
SX=w*FImrx=ow’3mer—ow?ay ml

SY=oImri=o’Imy—o?f3Sml; . . . 2a)
SZ=o*3mru=w>3 mz—w’y>ml

hervorgeht. Bezeichnen wir nun die Schwerpunktsabstande des Korpers

mit lo,‘ro bzw. x,,¥,,%, mit den Richtungskosinus x,, 4,, u,, die
ihrerseits den Gl. 1) geniigen, so haben wir auch

2m1=a2mw+ﬂ2my+y2mz} 3
mly=m (e, + B Yo+ 72)
und daher an Stelle von 2a) mit Sm=—m
S X=w'm(r,—al)=w*mr;x,
SY=aw?m(y,—pl)=aw*mryly. . . . . 2b)
Z'Z:a)?m(zo—ylo):w%mro,uoj
Durch die Drehung des starren Kérpers wird also eine Ge-
samtfliehkraft geweckt, die mit derjenigen der im Schwer-
punkt vereinigten Gesamtmasse iibereinstimmt. Die Flieh-
kraft verschwindet mit dem Schwerpunktsabstand r, von

der Drehachse, d.h. wenn der Kérperschwerpunkt auf der
Drehachse selbst liegt.

Die Gleichung der augenblicklichen Richtungslinie der Fliehkraft
ergibt sich aus der zweiten Zeile 1) durch Ausschalten von r zu

v—aly_y—Fl_2=rk gy

%o 4 Ho
woraus hervorgeht, daB sie im allgemeinen nicht durch den Anfang
des Achsenkreuzes hindurchgeht. Daraus folgt weiterhin, da8 die

Fliehkraft ein Moment
M

0

um eine zu /, und r, senkrechte Achse durch den Anfang O besitzt
mit den Richtungskosinus ¢, v, %,, S0 zwar, dal mit

=wimryly, . . . . .. .. .. 4

p=Bfu—Aiy, ypy=yx—pe, g=al—xp . . 1b)
die Achsenanteile von 4) sich zu
My, = o*mryl, @y, M0y=w2mrol0y)0, M, =o*mrylyz, . 4a)

ergeben.
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Andererseits iibt jedes Massenteilchen m des Korpers bei der
Drehung ein entsprechendes Moment derart aus, dafl daraus ein Ge-
samtmoment M mit den Achsenanteilen

M =3Zy—Yz)=o*Imri(fu—~Liy)=w?*Imrle
M,=3(Xz—Zr)=aw*Imrl(yx —pe)=w*Imrly, 5)
M=3Tz—Xy)=w?Smriel—xp)=—w*Smrly
woraus die Bedingung
eM,+BM,+yM,=0 . ... . . . .ba)
der Normalstellung zur Drehachse folgt.

Die unter dem Summenzeichen rechts der Formel 5) auftretenden
Produkte rlgp usw. haben wir aber schon in § 25 in Gl 4a) durch
die WinkelgroBlen «, 8, y und die Punktabstéinke z, y, z ausgedriickt
und in 4b) ebenda die Summen selbst gebildet, die somit auch fiir
unseren Fall sogleich gelten. Wir erhalten daher an Stelle von 5)
allgemein mit den Schwungmomenten @, ©,, 6, des Kérpers um
die Achsen und den entsprechenden Schleudermomenten ¥, ¥, ¥,

M,=a*[(6,— 6,)py+ ¥, (F—»")+ ¥ foe—¥, rd]
My=w2[(@z_@z)ya_%gly(ye*ae)_{—szﬂ—qj:c‘xﬂ] ) 5b)
M, = [(0,— ) ef+, (@ )+ Pay— ¥,fy)

worin wir auch durch Zerlegung des Drehwertes in seine Achsenanteile

co=w, fo=o yo=w, . . .. . 6)

y,
die WinkelgroBen «, 8, y ausschalten konnen.

Da die Lage des Achsenkreuzes willkiirlich ist, so kénnen wir
dasselbe auch mit den Hauptachsen des Korpers zusammen fallen
lassen. Alsdann verschwinden die Schleudermomente, wihrend an
Stelle der O, ©,, 6, die Hauptschwungmomente mit den zugehdrigen
Schwungarmen

0,=mkz?, O,=mk?, O=mk?. . . . . 7)
treten. Damit wird aus 5b)
Mz =w’m (kbz _ k02>ﬁ Y= m(kbe — kc2) wy w,
M,=c*mk’—k)ye=mEk’—k o0, ,. . . 5¢)
M, = o*m (k2 — k) efp=mk>—k’)o,0, |

woraus wir erkennen, daB das Moment der Fliehkréifte des
ganzen Korpers dann verschwindet, wenn die Drehachse
mit einer der drei Hauptachsen zusammenfallt oder wenn
alle drei Schwungarme iibereinstimmen, das Schwungellip-
soid also in eine Kugel ausartet.

Wir koénnen aber auch das Moment der Fliehkréfte auf ein Schwer-
punktskreuz dadurch beziehen, daB wir an Stelle von 5) setzen

M) = S[Z(y—y,) —Y(z—2)]=3(Zy — Y2)— 3(Zy,— Yz,)
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usw., worin das letzte Glied offenbar mit dem Achsenanteil M, des
Momentes der Fliehkraft der im Schwerpunkt vereinigten Gesamt-
masse in Gl. 4a) iibereinstimmt. Damit erhalten wir die Zerlegung

M M,+ 0x? Mszy,+M0y’ MZZM2,+M02’ 8)
oder
M) =aw*m[k2—k2)By —ryly@o)
My'=w2m[(c—k2)ya rolowol ¢-- - - . . 8a)
M =ow*m[(k2—k*)af—r,l, %)

Verschwinden mit r,=0, d. h. der Schwerpunktslage auf der Achse,
also mit der statischen Auswuchtung, die zweiten Glieder dieses
Ausdruckes, so wird M'==M und das Schwungellipsoid zum Zen-
tralellipsoid.

Dreht sich alsdann der Korper um eine seiner Haupt-
achsen, so iiben die Fliehkrifte weder eine Gesamtkraft
auf den Schwerpunkt noch auch ein Drehmoment auf den
Korper aus, so daB8 die Drehachse keiner duBleren Stiitzung bedarf.
Daher bezelchnet man allgemein die durch den Schwerpunkt
gehenden Hauptachsen als die freien Achsen des Korpers.

Geht die Drehachse des Korpers dagegen nicht durch den Schwer-
punkt und fallt auch nicht mit einer Hauptachse zusammen, so wird
man zunichst eine Ausgleichsmasse m;, in der zur Drehachse
senkrechten Schwerpunktsebene im Abstande r, von dieser derart
anbringen, daB

M,+ o?mgr)ly= @l (mry+myr)=0 . . . . 9)

wird. Diese Ausgleichsmasse er-
scheint dann natiirlich als neuer
Koérperbestandteil in den For-
meln 5) bzw. 5c¢) und hebt
wegen 9) in den Gleichungen
8a) die Glieder ryl p, usw.
auf, so daB nurmehr die Mo-
mentenanteile 5¢) auszuwuch-
ten sind. Dies kann nur durch
ein Kriftepaar geschehen, wel-
ches durch die Fliehkrifte
zweier in zwei verschiedenen Abb. 73.

Normalebenen entgegengesetzt

angebrachten Massen m, hervorgerufen wird. Nennen wir I, den Ab-
stand dieser Ebenen, r, den Achsenabstand der beiden Massen m, in
denselben und ¢,, y,, x, die Richtungskosinus der Achsenebene llrl,
Abb. 73, so ist die Auswuchtung vollstindig, wenn

M, + o, o, = o [m(k? — k2) By 4-my L7, 9] =0

usw. ist. Wir erhalten so zur Bestimmung des Schleudermomentes
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ml,r, und der drei WinkelgroBen ¢,, vy,, z, die Gleichungen

m(kbz_kcz)lgVZ_mlhﬂ‘}’H
mk2—kz2)ye=—mlry t,. .. .. .9a)
m(kf —kHNef=—mlry

wozu noch die Bedingung ¢,?- y,? - x,>=1 tritt. In den Er-
gebnissen stecken alsdann die Hauptschwungmomente bzw. deren
Schwungarme k mit ihren Neigungswinkeln «, 8, y gegen die Dreh-
achse, die indessen siamtlich bei einem vorgelegten Kérper auch dann
nicht als bekannt vorausgesetzt diirfen konnen, wenn er &duBerlich
als Umdrehungskérper um die Drehachse hergestellt ist. Denn auch
die genaueste Dreharbeit verbiirgt schon wegen der niemals vor-
handenen Gleichartigkeit des Baustoffes an allen Korperstellen nicht
die Lage des Schwerpunktes auf der Drehachse und deren Parallelitit
mit einer Hauptachse des Korpers, so daf im allgemeinen stets eine
unausgeglichene Fliehkraft mryw® und ein Kriftepaar m,l r, von
unbekannter Grofle und Lage im Raum iibrig bleiben.

Die praktische Auswuchtung eines vorgelegten Drehkérpers, eines
sog. Laufers, setzt demnach die versuchsmiBige Bestimmung der Lage der
Einzelkraft bzw. des Koérperschwerpunktes und der Ebene des Kriiftepaares
voraus. Dies ist fiir den Kérperschwerpunkt moglich durch sog. Schwer-
punktswagen?), auf denen das statische Moment des Kérpers in bezug auf eine
Normalebene zu seiner Drehachse nach
dem Schwerpunktssatze und weiterhin die
Lage der Achsenebene des Schwerpunktes
durch langsames Drehen des auf Schnei-
den parallel zur Drehachse pendelnden
Korpers ermittelt wird. Die so festge-
legte zur Drehachse senkrechte Schwer-
linie schneidet die Korperoberfliche in
einem Punkt, an dem die Einzelkraft ver-
mittels eines Gegengewichtes durch Pro-
bieren leicht ausgeglichen werden kann.
Dieses Verfahren bezeichnet man, da es
ohne Zuhilfenahme der Korperdrehung
und damit der Fliehkraft nur auf der
Ubergewichtswirkung beruht, als die
statische Auswuchtung.

Das durch die Schriglage der Haupt-
achsen des Korpers zur Umdrehungs-

(7] achse bedingte Kriftepaar wird da-
gegen erst durch die Umdrehung selbst
Abb. 74. geweckt und kann daher niemals auf

statischem Wege ermittelt und aus-
gewuchtet werden. Hierzu verfahrt man nach dem Vorschlage von Lawaczek?®)
folgendermafen: Der auszuwuchtende Léufer wird in zwei Lagern 4 und B
wagerecht gestiitzt, von denen das erstere um einen lotrechten Zapfen drehbar
ist, wihrend B an einer Blattfeder derart aufgehingt ist, daBl es gegen die
Federspannung wagerechte Schwingungen ausfiilhren kann, Abb. 74. Durch

1y Hort, H.: Auswuchtfragen. Maschinenbau (Gestaltung) 1923, S. 271.

?) Lawaczek: Das Auswuchten schnell umlaufender Massen. Z.f d. ges.
Turbinenwesen 1911; vgl. auch Heymann: Schwingungsvorginge beim Aus-
wuchten schnell umlaufender Massen nach dem System Lawaczek. Dissertation
Darmstadt 1916.
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die in C' vermittels einer biegsamen Welle eingeleitete Drehung des Korpers
entsteht in demselben die Einzelkraft @ = m7r,®? im Punkte D der Drehachse
und das Kriftepaar + P mit dem Moment m, 7/, »® = Pa, welches wir uns
auch an den Enden A und D der Strecke 4D = a wirksam denken konnen.
Dabei wird die eine Kraft P vom Lager A aufgenommen, wéhrend die andere
sich in D mit der Einzelkraft @ zu einer Gesamtkraft R vereinigt, die mit einer
Neigung w¢ gegen die wagerechte Ebene in derselben eine Teilkraft X — Rcosw?
besitzt. Diese Teilkraft ruft nun Drehschwingungen des Korpers in der wage-
rechten Ebene um A hervor gegen die Federkraft <2z, wenn = den Ausschlag
des Lagers B bedeutet. Bezeichnen wir das Schwungmoment des Laufers um
die lotrechte Achse mit ®, den Drehwinkel mit ¢, so ist wegen by = 2 unter
Einfithrung einer Dampfung

O@-+2e¢)+ «?bp=0.

Die Ausschlige selbst verlaufen ohne Didmpfung in gleicher Phase mit dem
Antrieb X, wonach die groBten Auslenkungen ¢ sogleich die Richtung von R
und damit die Lage der Achsenebene durch R festlegen. Ist die Dampfung
merklich, so geht man mit der Drehzahl am besten bis zum Gleichklang mit
der Eigenschwingung des Korpers an der Feder bei B, wobei der Phasen-
unterschied des Ausschlages gegen den Antrieb 90° betrigt (vgl. I, § 87). Zur
Festlegung der gesuchten Richtung von R bedient man sich einer Aufzeichnung
auf der freien Stirnscite der Welle durch eine Schreibvorrichtung. LéB8t man
die Welle erst in einem und dann im anderen Sinn umlaufen, so ergibt das
ein Schaubild mit einer Symmetrieachse in der Richtung von R.

Nunmehr wird durch zwei in der Achsenebene von R angebrachte Massen m,
das Kriftepaar Ra = m,7,l, w® ausgewuchtet, wodurch im Lager 4 eine neue
Kraft entsteht, die in der Abbildung gestrichelt angedeutet ist und sich mit
der dort noch vorhandenen Kraft P zu der Einzelkraft @ vereinigt. Diese
Einzelkraft kommt erst zur Wirkung, wenn das Drehlager 4 etwa nach C ver-
legt wird, und hat dann wieder Schwingungen der oben -geschilderten Art zur
Folge, die durch eine neue Ermittlung der Achsenebene von ¢ und durch
Anbringen eines Gegengewichtes bei A zu beseitigen sind. Durch @ und R
ist schlieBlich auch die Ebene des Kriftepaares + P bestimmt. Damit ist
die Auswuchtung vollendet, und zwar einschlieflich der Einzelkraft auf dyna-
mischem Wege, der zweifellos auch fiir diese wegen ihrer Steigerung mit der
Umlaufszahl viel wirksamer und genauer ist als das statische Verfahren.

§ 29. Der Drallvektor des starren Korpers. In § 21 Gl 3a) haben
wir fiir die Momententeile eines riumlichen Gebildes die Ausdriicke

d . . d . .
Mx_—_EZ’m(zy—‘yz), My:-ﬁz,’m(xz—zx),

d . .
Mz=3—t2’m(yx—wy) S §)

abgeleitet und die darin auftretenden Summen als die Achsenanteile
des Drallvektors ® mit dem Betrage D bezeichnet. Nennen wir
dieselben D, D, D,, so wird aus 1)

M,—=D, M,=D, M=D,.. ... .1a)
Beschrinken wir uns auf die Drehung eines starren Korpers, sehen
also von dessen Fortbewegung zunédchst einmal ab, so diirfen wir
den Anfang des Achsenkreuzes in den Korperschwerpunkt verlegen

und mit den Drehteilen w,, ®,, , um die Achse fiir die Laufteile
an Stelle der Gl 1) kiirzer schreiben

t=w,2—0,Y, J=0,7—0,2 =0y o . 2)
Lorenz, Techn. Physik I, 2. 2. Aufl. 10
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Damit erhalten wir z. B. fiir den Drallanteil
D,=3m(Ey —y2) =w, Jm(y*+2°) — o, Smary — 0, Imzz,

oder nach Einfiihrung der Schwung- und Schleudermomente (§ 25)
und Hinzufiigung der anderen beiden Anteile

D,=w0w,60,—0,¥ —oY¥,
D=w,0,—0,¥ —w,¥ 1, .. .. .. 3)
D,=w,0,—w¥ —ao,¥,

oder unter Einfiihrung der RichtungsgroBen «, g, y der Drehachse durch

w,—ew, o,=fo, o=yeo . ... .Z2a)
auch D,=w(@6,—pY¥Y,—7r¥) ‘
D=w(pO,—y¥,—a¥).. ... . .3a)

‘Dz:w(y@z M‘aTu*ﬂTm)

Erweitern wir diese Ausdriicke der Reihe nach mit «,f,y und
addieren, so folgt

«D,+pD,+yD,=w (0,160,406,
— 208y ¥, 4 re ¥, + ap¥)
oder wegen Gl. 2a) § 25

«D,+pD,+yD,=wO® . . ... .. 4)

und erhalten nach Erweiterung mit w wegen 2a) unter Einfiilhrung
der Drehwucht J des Korpers
wiD,+w,D, 40, D,=0'0=2J, . . . . .4a)
d. h. der Ubereinstimmung der doppelten Wucht mit dem
skalaren Produkt des Dralles und des Drehvektors. Er-
weitern wir andererseits die drei Gleichungen 3a) der
%17 Reihe nach mit den Richtungsgroflen x, 4, 4 eines
zur Drehachse senkrechten Strahles, so wird mit Riick-
sicht auf Gl 5a) § 25

#D,+2D,+uD,=—ao¥, . . .4b)

also ein im allgemeinen von Null verschiedener Wert.
Daraus folgt, daB der Drallvektor im allgemeinen
nicht mit dem Drehvektor bzw. der Drehachse
zusammenfillt, sondern gegen dieselbe ge-
neigt ist. Ein solches Zusammenfallen findet nur

statt, wenn ¥=0 wird, d. h. wenn die Drehung
um eine der drei Hauptachsen des Kérpers erfolgt. Der Drall-
vektor D=1VD_? "—}-D 2+D besteht demnach aus zwei Teilen, Abb. 75,
von denen der eine, ! durch 4) gegebene, D, in die Drehachse fallt
Wahrend der dazu senkrechte D, sich aus

DF=D2 4D} D2 (D, +pD,+yD)
D*=(yD,— D +@D,~ 7D} +(8D,— D) . . ©)

Abb. 75.
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berechnet. Durch Erweiterung mit w?® erhalten wir daraus wegen 2a)
CO2 Dre = (wz‘Dy - (’Dy'Dz)‘3 —l— (wr Dz _ wz'Dz)2 + (wy Da: — W, Dy)e’ 53:)
wonach wD, mit dem Vektorprodukt des Gesamtdralles D
und dem Drehvektor iibereinstimmt, was auch aus Abb. 75
unmittelbar entnommen werden kann. Die Bestandteile der rechten
Seite 5a) ergeben sich aus 3) zu

w,D,—w,D,=(6,—06,)o,0 +¥(0—a?)
+Y,0,0,—¥ 0,0,
0, D, —o,D,=(6,—0,)o,0,+¥ (0o,
+Y 0,0, —¥ 00,
w,D,—o D,=0,—0)0,0,+Y (0 —or
+¥% 0,0, —Y 0 0,

Y

Ha)

und stimmen ersichtlich mit den Teilmomenten 5b) § 28 iiberein,
worauf wir im nichsten Abschnitt zuriickkommen werden.

Die vorstehenden Ergebnisse lassen sich auch aus der Vektor-
form fiir den Drall Gl. 3b) § 21 »
D=Jmtr] . . ... ... . .86

ableiten, in der wir den Strahl r vom Anfang in einen Strahl [ in
Richtung der Drehachse und den dazu senkrechten 1’ zerlegen.
Alsdann ist

D= 3m[ft] 4} Im[li], . . . . . . .63
worin wir fiir den Umlauf t unter Einfiihrung des Drehvektors
t=[wr]=[mw] .. ... ... .07

setzen diirfen. Damit wird aus 6a)
D= Im [ [wr]]+ Im[([wr]],
oder nach Zerlegung der Doppelvektorprodukte
D= Im(w-v'?—1 - wt')+ Im(w-[r" —1'-[w).

Hierin verschwinden aber wegen der Senkrechtstellung von [ und w
zu ¢ die skalaren Produkte wt und [1’, und es bleibt
D= mwt'*— Jm' - Iw
oder wegen
?=1, I(w=lo
/

’
‘D_—_mz'mr"—%merl-——m@—%wT, ... 8
worin das letzte Glied rechts den zu w senkrechten Drallanteil D,
in Ubereinstimmung mit 4b) darstellt. Schreiben wir dafiir
5D=m@+59,;, e e e e e e e 83)

so ist zundchst wegen der Normalstellung der Vektoren 1’ und w
10*
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gegeneinander 1" =0, also auch
/

T
r

@rm—:_ o¥?=0 e e e e e e .Sb)

und daher wird aus 8a) durch skalare Erweiterung mit
DMm=n’0=w’@=2J, . . . . . . . 8¢

die Vektorform der Gl. 4a) fiir die Drehwucht des Korpers. Erweitern
wir dagegen 8) bzw. 8a) vektoriell mit w, so erhalten wir mit [w?] =0

[@m]z[@rm]_:[m’]%w .. ... .8d)

die Vektorform der Gl 5a). AuBerdem ist die doppelte Wucht
2J=3mi’=3m[wr]’= Y m(n*? — (vr)?),
worin das skalare Produkt wr==iw{ ist. Daher hat man auch
2J=mw?(1* —1?)=mw? Imr?=w?6
wie 8c¢).
Setzen wir in die Wuchtgleichung 4a) die Drallteile aus 3) ein,
so erhalten wir fiir die Drehwucht den allgemeinen Ausdruck
2J/=0,0,+ 00,4006,
- 2P 00, 2%fwo,—2%0,0,. . .. . 9)
den wir auch durch Erweiterung der Formel 2a) § 25 fiir das

Schwungmoment @ mit ®® unter Beachtung von 2a) gewinnen
konnten. Daraus folgt aber

0J

ro,— 20— Vo, — ¥y0,,
oder mit Riicksicht auf 3) unter Hinzufiigung zweier weiterer Formeln,
sowie der partiellen Ableitung von 4a)
oJ 0J oJ 0J

= D ) _— == = —_— —

dw, 7 dw, Y dw, D. ow ®6=D,
so daB also die Drallteile als partielle Ableitungen der Dreh-
wucht erscheinen.

Ebenso erhalten wir durch nochmalige Ableitung

. 9a)

7 _ 10 _ #7100
do? 29 7 dw? 209p ¥
82{_1620_@
dw? 2 9yr % oh
*J 180 g 180, )
dw, 00, 20f0y T dwdw, 2oyoec Y
7 _ 14860 _
3w‘x3a)y_28a8ﬂ— z
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oder wegen 9a)

' D
D, g D_g 0

dw, e o, Y 8(02:@’ 90)
c

0D, _9Dy_ oD, oD, _ 0Dy_ oD,

aaT_awz“ 2 b, dw, Y bw, dw,  °

die Einzelschwung- und Schleudermomente um die Achsen. Diese
GroBen sind demnach, shnlich wie die Vektoren selbst an bestimmte
Achsen bzw. zueinander senkrechte Achsenpaare gebunden, ohne in-
dessen mit deren Richtungssinn ihr Vorzeichen zu &ndern. Anderer-
seits sind sie vermoge ihrer Bildung durchaus als Skalare zu be-
trachten und konnen daher, was in den letzten Abschnitten mehrfach
mit den Schwungmomenten geschehen ist, algebraisch addiert und
subtrahiert werden. Man bezeichnet darum wohl nach den dem Vor-
gange von W. Voigt das Schwungmoment @ als einen Tensor mit
den durch zweimalige Ableitung nach derselben Richtung ge-
wonnenen Tensorteilen erster Art 6., 6,6, und den durch
aufeinanderfolgende Ableitungen nach zwei zuemander normalen Rich-
tungen erhaltenen Tensorteilen zweiter Art Y,Y, ¥, Wihrend,
wie die Formeln 2a) und 5a) § 25 lehren, die Zusammensetzung
von Tensorteilen erster und zweiter Art zu ebensolchen Gesamt-
tensoren keine Schwierigkeiten bietet, ist im Gegensatz zu den Vektoren
und der Achsenteile die Berechnung der Tensorteile aus den Gesamt-
tensoren nicht auf demselben Wege, sondern nur durch das in 9b)
angewandte Ableitungsverfahren moglich.

§ 30. Der Momentenvektor des starren Kérpers. Zur Ermittlung
des an einem starren Korper angreifenden Momentenvektors 9t greifen
wir auf die Grundformeln 1) bzw. 1a) des vorigen Abschnittes, d. i.

M,=D, M,=D, M=D,. .....1)

zuriick, worin die Drallteile durch Gl. 3) ebenda gegeben sind., Fiihren
wir die Ableitung an der ersten Gl 1) durch, so folgt

), =6,0,—o,¥,—&,¥,+ 0,0, —o,¥ —w¥,. . . la)

Ty
Nun ist aber mit Riicksicht auf die Grundbeziehungen
a'::wyz—wzy, ) =w,r— .z, é_—_wxy—wyx. . 2)

wegen der Bedeutung der Schwung- und Schleudermomente
O, =3m(y*+2), ¥,=3mzy usw.
@:m=22m(yy—f—zé)=22m(wz:&y—wymz) } 3)
V=3 m(ty+yz) =2 m(w,2y — 0,22+ o, @ —y?)

oder unter Herausnahme der Drehteile und Hinzufiigung der anderen
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Ausdriicke durch Reibenvertauschung der Zeiger z, y, 2z
.@z =2 (wz!yz.— wy!{/y), éy =2 (wa:g/x _ wzglz) 4 l’ 3&)
6, =2, ¥ —wP,) J
ff’ =w,(0,—0,)+0.¥ —o0Y?,
(@—@)—f—w?’wwgf . . ... 3Db)
w,(0,—0,)+ 0¥ —o¥?,
Hierin ist

0@4.—@y+0—2—2m<x2+y+ H=0,. . . 3¢

da bei der reinen Drehung um den Anfang die Abstinde }a? -4 y? - 2?
darin keine Anderung erleiden. Weiter folgt durch Einsetzen von
3a) und 3b) in 1a)

M,=0,0,—0,¥ —o0,¥,
+ wzwy(@z_@y)+ !p:z (w; - wy2)+ Tzwxwzm yjycoa."""‘,y' 4)
Hierin kann fiir die zweite Zeile rechts nach Gl 5a) § 29 auch

wyD, — w,D, geschrieben werden, wihrend fiir die erste wegen
9b u. ¢) ebenda auch

*J . *J *J .
—_‘lwz_‘— _wy+—_w2

9702 dw, 0w, ow, 0w,

x

0D, dw, | 9D, do _}_an dw, 9D
T ow, dt ' bw, dt ' bw, di ot

geschrieben werden kann, wo die partielle Ableitung nach der Zeit
sich nur auf die Drehwerte, nicht aber auf die von den Abstinden
z, y, 2 abhingigen Schwung- und Schleudermomente bezieht. Es
handelt sich also hierbei um eine zeitliche Drallinderung im
bewegten Korper im Gegensatz zu der mit dem Momentenanteil
iibereinstimmenden absoluten Drallinderung in bezug auf das feste
Achsenkreuz. Somit erhalten wir an Stelle von 4) unter Hinzufiigung
zweier entsprechend gebauter Formeln

Mf$fj%+a%~m%

w
M,—

4a)

%=R=7f+%%—%%

oder in Vektorform:

0D

m ®=W+WM""“"4M
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worin das Vektorprodukt auf der rechten Seite, dem wir schon im
letzten Abschnitte Gl 8d) begegnet sind, ein Zusatzmoment bedeutet,
dessen Achse zur Ebene des augenblicklichen Drehvektors und des
Drallvektors senkrecht steht.

Erweitern wir die Formeln 4a) mit den elementaren Drehwinkeln
do,— w_dt, d(pyzwydt, dp,— w,dt,

so ergibt die Addition nach § 16 links das Element der geleisteten
suBeren Arbeit, die mit dem Zuwachs der Wucht iibereinstimmen
muB, so zwar, daf3

dJ=Mdp,+ M, dp,+ Mdyp,= o dD, + »,dD, + »,dD,. 5)

Da nun die Wucht sowohl als Funktion der drei Drehteile 0, ,, o,
als auch als solche der Drallteile, die nach den Formeln 3) § 29
linear ineinander iibergefiihrt werden konnen, anzusehen ist, so hat
man auch an Stelle von 5)

oJ oJ oJ
dJ = 2D, dD_+ oD, dDy—}—a—D—dez . . . . ba)
oder
oJ oJ oJ
wx:—a-ﬁz’ wy——ﬁ;, wz~5—z. 5b)
Andererseits war aber die Drehwucht nach 4a) § 29
2J=o0,D,+o,D +oD,. ... ... 6

2dJ=w,dD,+ w,dD,+w,dD,+ D, do,+ D, do,+ D,dw,, 6a)
also wegen 5)
dJ—w,dD,+ ,dD,+ »,dD,—D,dw,+ D,dw,+D,dw,, 6b)

oder in Vektorform nach skalarer Erweiterung von 4b) mit w wegen
w[wd]=0 .
Mw=Dw. . . . .. .. ... 17

Da nach Gl 8c¢) § 29
2dJ=2Mwdt=wdD -+ Ddw
ist, so erhalten wir auch

dJ=Mwdt=wdDdD=%Ddw . . . . . . 7a)
oder
dJ 14d
@ ra®
Wir kehren nunmehr zur Momentenformel 4) in der analytischen
Schreibweise zuriick und vereinfachen sie durch Zusammenlegen des
Achsenkreuzes z, y, 2z mit den Hauptachsen des starren Korpers.
Alsdann verschwinden fiir dieselben die Schleudermomente, wihrend

M = 7b)
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an Stelle der Schwungmomente ihre Scheitelwerte, sowie fiir die Mo-
mente und Drehwerte diejenigen um die Hauptachsen also

6,=06,, 6,=0,, 62=(~)cl
M—M, M—M, M-—=MW!| . . g
w,=w,, O=w0,, a’z:ch

treten, so dafl wir nunmehr unter Hinzufiigung der beiden andern

Formeln fiir die Teilmomente um die Hauptachsen die zuerst
von Euler aufgestellten Gleichungen

Ma=@a 6ba — (Qb _ @c) W, w,
M,=06,0,— (0, —O)w, 0,0 . . . . . .. 9
Mcg(-)c Cbc_ﬁ(aab—@)b)a?awb

erhalten, deren Vektorform sich nicht von GI. 4b) unterscheidet.
Dafiir diirfen wir auch schreiben:

Ma_@uwa _Mb—@b%w _Mc_@cd)c
@c_@b Pa @a_@c b 6b——@a
Die vorstehenden Eulerschen Gleichungen beziehen sich auf das

im Korper selbst feste Hauptachsenkreuz; sie geben durch

die Ausdriicke 9 2 21 9
0 =0+ 0+ o2

w,=w,w,0,. 9a)

. 1
w,=0cw, wb=ﬂw, wc=wa O)
den Betrag und die Neigung des Drehvektors gegen die Hauptachsen
an, sagen aber nichts aus iiber die Lage des Korpers im Raum bzw.
deren Anderung gegen ein festes Kreuz.

1. Beispiel. Wirken auf den Korper keine duBeren Momente, so
vereinfachen sich die Eulerschen Gleichungen 9) in

@ad)a:(@b’_@c)wbwc; @bd’b:(@c"—@a)wcwa> 1

. ) 11)
0, We = (@a - @b) Wg Wy ;I
und ergeben nach Erweiterung mit w,, w;, w, und Addition
@awaéa—{—@bwbtbb—{—@cw,_.(bc_—_%‘z]-:O, ...... 12)

d. h. eine unverinderliche Wucht. Erweitert man andererseits die Gl. 11)
nacheinander mit 0, w,, 0 w;, 6, w, und addiert, so folgt

Ol lw, 0, + O wp 0y + Ol w,0,=0 . . . . . . . 12a)
oder 02w, + 0, w2 + 0,2w,2 = D? = konst.
d. h. der Gesamtdrall bleibt ungedndert. Damit ist indessen nicht ge-

sagt, daB jeder der einzelnen Drehteile w,, w;, w, unverindert bleibt. Denn
wir erhalten in unserem Falle an Stelle von 9a)
Oawada _ Opn @ _ O wc e =W Wy Wy . . . . . 13)

0,—6, 0,—0, 0,— 0,
oder integriert mit den Anfangswerten w,, w,, w,

04 (0a* — @) _ Op (0 — ) _ O, (02— w,?) 130)
@b_@c - @c_@a - @a_@b oo
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Hierin ist aber fiir @, > 0, > 6,
0,—6,>0, @, —06,>0, 0,—6,<0,

d. h. wenn zwei der beiden Drehteile zunehmen, so muf3 der dritte abnehmen.
Wiirde man aus den Formeln 13a) und den Integralen von 12)

O, (0> — 0,%) + Oy (0p? — 0%+ O, (w2 — w0, =0 . . . 12a)

zwei der Klammern ausschalten, so erhielte man nur eine Identitit 0 =0, so
daB man zum Verfolg des Bewegungsvorgangs die Grundformeln 11) selbst
integrieren muf.

Hierbei wollen wir voraussetzen, da8 der Koérper einen sehr grofBen
Drehwert w, um die eine Achse, aber um die andern Achsen nur so kleine
Drehwerte w,, w, besitzt, daB wir ihre Produkte vernachlissigen diirfen. Damit
folgt aus der dritten Gleichung 11)

O,0,=0, W=y, - - . .. .. ... 14

d. h. ein bestindiger Drehwert um die Hauptachse, durch dessen
Einfilhrung die beiden andern Formeln 11) iibergehen in

@a Wy = (@b —_ @c) W, Wy , @b d)b = (@c - Oa) W4y Wq
oder differenziert nach der Zeit ¢
O, = (05 — Op) w, @3 , Oy iy = (0, — 0,) wy @, .
Schalten wir aus diesen vier Gleichungen die Andrehteile &, und @, aus, so
bleibt Ba (8, —0)(0.— O , i,
0 04 6, Ty

Dies liefert eine Schwingungsleichung mit periodischen Anderungen von w,
und wp, wenn der in der Mitte stehende Ausdruck negativ wird, d. h. wenn
beide Klammern verschiedene Vorzeichen haben, also

0,<06,, O0,< 0; oder O,>0,, 6.,>6, ... 15a)

ist. In dem Falle, daBB das Schwungmoment um die ausgezeichnete Dreh-
achse einen kleinsten oder grofiten Wert gegeniiber den andern beiden Haupt-
schwungmomenten besitzt, sind mit den zugehorigen Drehteilen die entsprechen-
den Auslenkungen des Korpers periodisch, so daB die Drehung des Korpers
als eine stabile anzusehen ist. Liegt dagegen mit

0,>0,>6, oder 6,<0,<@ ....... 15b)

das Schwungmoment um die ausgezeichnete Drehachse in der Mitte zwischen
den beiden andern Hauptschwungmomenten, so wird der in der Mitte von 15)
stehende Ausdruck positiv, und die Drehteile w, und w, nehmen nach einer
Exponentialfunktion dauernd zu. Hiermit ist aber eine Verschiebung des Dreh-
vektors im Korper so lange verbunden, bis dieser mit der Achse des kleinsten
oder groBten Schwungmomentes zusammenféllt, so daB also die kréaftefreie
Drehung des Korpers um die Achse des mittleren Hauptschwung-
momentes einen instabilen Bewegungszustand darstellt.

15)

2, Beispiel. Haben wir es mit einem Umdrehungskérper um die
¢-Ache zu tun, so diirfen wir ©,= 0, und 0, = 0, — O setzen, womit die
Formeln 14) und 15) streng erfiillt sind, d. h. ein krédftefreier Umdrehungs-
korper dreht sich gleichférmig um seine geometrische Achse. Als-
dann aber erhalten wir in 15)

Ba B (0—0)°
Ta“ Wy @r_w

womit die Bedingungen 15a) von selbst erfiillt sind und nur je eine Schwin-
gung um die @- und b-Achse iibrig bleibt. Da beide Schwingungen die gleiche

Dauer
2 _ 4% 6 18

b= =
0T« w, O — 0,
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besitzen, so setzen sie sich zu einer einzigen in einer Meridianebene zusammen,
deren Lage und Ausschlige von den Anfangsbedingungen abhangen. Wir kénnen
demnach den Bewegungszustand des kriftefreien Umdrehungskorpers als stabile
Schwingung der Drehachse in einer Meridianebene ansprechen, deren Dauer mit
dem Unterschied der beiden Hauptschwungmomente abnimmt. Verschwindet
dieser Unterschied mit der Ausartung des Schwungellipsoids zu einer Kugel,
so wird £,=00, d. h. ein derartiger kriftefreier Kérper wird sich
bestindig um eine beliebige Achse drehen.

3. Beispiel. Ein MagnetkompaB besteht aus einer Scheibe, der sog.
KompaBrose, die auf einer Spitze drehbar gelagert ist und einige parallele
Magnetstidbe derart trigt, daB der Gesamtschwerpunkt um s unter dem Dreh-
punkt liegt, Abb. 76. Infolgedessen vollzieht die KompaBrose nach ihrer Aus-
lenkung aus der Ruhelage #hnliche Schwingungen wie ein sich selbst iiber-

lassenes Kugelpendel. Fassen wir sie

¢ als starren Kérper auf, mit den Haupt-
o schwungmomenten O, um die Lot-
% rechte sowie ©, und 0, um zwei hierzu

normale, aber im Ruhezustande wage-
rechte Hauptachsen durch die Spitze, so
gelten fiir die Bewegung die Euler-

7 schen Gleichungen. Bezeichnen wir die
i . & kleinen Drehungswinkel um die Haupt-
i % achsen a, b, ¢ mit @,, @5, @, 80 zwar,

daB ¢a‘: Wa, Pp= Wy, Q= W, Iist, 80
sind die Momente des nur wenig aus-
gelenkten Gesamtgewichtes mg gegeben

% durch —mgsp, und — mgsq, und

4 dasjenige des Erdmagnetismus auf die
@ um ¢, ausgelenkte Rose durch — M, ¢, .
Abb. 76. Wirkt auBerdem auf die Rose infolge

von Schlingervorgéngen des Schiffes ein
periodisches Moment M, sin w¢ mit wagerechter Achse, die gegen die Haupt-
achse a die Neigung ¢ besitzt, so erhalten wir insgesamt als duBere Momente
um die Hauptachsen

M, = M,sinwitcosp —mgsg,, M,= M,sinwtsing —mgse,,
M,=— M, ¢,
und nach Einsetzen in die Eulerschen Gleichungen,
My8inwt cosp — mGS@a= 0n s — (O — O,) . @,
Mo Sin-thin‘p — MGy = @bé’;b"(@c_‘ @a) ¢a¢’c PO, 17)
- 1P = Qc“ﬁc— (@u._‘ @D) ¢D¢a
Aus der letzten dieser Formeln geht aber hervor, daB der Drehanlauf um die
lotrechte Achse mit dem Produkt ¢,q, der beiden Drehwerte um die wage-
rechten Hauptachsen wichst. Sind die letzteren mit den zugehoérigen Aus-
lenkungen nur klein, so wird in der letzten Formel ¢., ¢,, sowie der hieraus
abgeleitete Drehwert ¢, klein von zweiter Ordnung und die in den letzten
Gliedern der beiden ersten Formeln auftretenden Produkte ¢,9., ¢. @, klein
von dritter Ordnung. Vernachlassigen wir diese gegeniiber den andern Gliedern,
s0 bleibt: _
0, p,+mgsp, = M,sinwtcosp l
Oy Pp+ mgse, = Mysinwtsing . . . . . . ., 17a)
0.9, +Myp. = (60— Op) Paps J
Wegen der Kleinheit des Drehwertes ¢, um die Lotrechte wird sich der
Winkel ¢ des duBleren Momentes gegen die wagerechten Hauptachsen wihrend

2 o
der Periode ¢, :_a_:z des Zwanges kaum merklich #@ndern, so daB wir in den
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ersten Formeln 17a) ¢ zunichst als bestdndig ansehen diirfen. Dann erhalten
wir mit den Abkiirzungen

mgs_ 2 mgs_ 2 Mi_ 2

Oa = ", @b = ", @0 @3 18
- - 0—6, | )

@“ — ql) @b ——42: @c —'Qg;

die Differentialgleichungen erzwungener Schwingungen
Do+ 020, =q, cosq.a'sinwt, éﬁb—}.—afgi"tpb:qa singsinwt, } 17b)
Fe 1 03" Po = 9 Pa Ps
g, cospsinw? g sinpsinw?
IR Pp = _@C—aﬂ

mit den Integralen

e 19)

a 2 2
0,  — o
zu denen noch die freien Schwingungen in der Form A4, cos w, ¢ -+ B, sin w, ¢ hin-
zutreten. Da diese nur geringe Dauer ¢, =2x: w, bzw. {, = 2x: w, gegeniiber
der Dauer ¢, des Zwanges besitzen, 8o treten sie nur als zusitzliche Erschiitte-
rungen auf und kénnen fiir die langsame Drehung ¢, in der dritten Formel
aufler acht bleiben. Setzen wir also in diese die Ableitungen von 19) ein, so
folgt mit 2 cos®wt=1-}cos2wt

.. ®?sin ¢ cos @
Fot 02, = 25(’;?410]2)(%2_0]2) (1+cos2wt) . . . . 20)

mit dem erzwungenen Ausschlage

41 9,9; ®®sin @ cos ¢ (_l' cos2wt_>

$e= 2 (0,2 — w?) (wg® — 0°) \ w,? + w2 —40)" " " 20a)
Die KompaBrose wird also unter der Wirkung eines stérenden Momentes in-
folge der Schlingerbewegung des Schiffes Schwingungen um ihre lotrechte Achse
voliziehen, deren Ruhelage von der statischen um so mehr abweicht, je mehr
sich der Winkel ¢ des Zwangsmomentes gegen eine der wagerechten Haupt-
achsen dem Werte 45° nihert. Im Falle eines Gleichklangs, d. h. der Uberein-

. o . o
stimmung des Drehwertes w des Zwanges mit einem der Eigenwerte o, , w,, ?3 s

kénnen die Schwingungsausschlige beliebig groBe b
Werte annehmen, der KompaB also ganz un-
brauchbar werden. Das kommt allerdings wegen
der Kleinheit von w gegen o, und w, nur fir
w; in Frage, und kann durch Verkleinerung

dieses Wertes bzw. Vergr6Berung des Schwung-

momentes O, vermieden werden. Will man da- ' '
gegen den EinfluB des Schlingerns auf die Be- , , l 7

wegung des Kompasses ganz beseitigen, so bleibt
nur die Beseitigung der rechten Seite der dritten
Formel 17a) bzw. 17b) durch 6, = 6, iibrig, was
auch in der Praxis durch scheibenférmige Aus-
bildung der Rose und Ausstattung d«rselben mit
schweren Magnetstdben nach Abb. 77 geschieht.
Wiirde es sich nur um eine auf der Spitze Abb. 77.
bewegliche Scheibe ohne Magnetausriistung han-
deln, so wiirde an Stelle der dritten Formel 17b) bzw. 20)

... g @singcosy
‘ Pe = 43 Pa Pp = 2 (0,® — @) (0, — w?) (I4cos2we) . . . . 21)
mit dem Integral o o 2wt
.. ¢, 9, q; ®%sing cos @ ( sin w)
‘Pc—¢’co+ ztwlg_wg)(wzg_wg) + 2(0 « e e . 21&)
treten, also neben der erzwungenen Schwingung ein mit der Zeit wachsender Dreh-
wert, so daB in diesem Falle iiberhaupt keine Ruhelage besteht.
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§ 31. Das Kegelfadenpendel. Als Anwendung der Eulerschen
Gleichungen betrachten wir die Drehung eines an einem masselosen
Faden hiéngenden Korpers um das Lot OB durch den Festpunkt O
des Fadens, Abb. 78. Die Lénge des Fadens sei OP=1, der
Schwerpunktsabstand des um die Meridianebene symmetrisch ge-
stalteten Korpers vom Fadenende P8 =s, die Neigung des Fadens
OP und der Korperachse PS gegen das Lot ¢ und ¢, der Fahr-
strahl des Schwerpunktes BS =r und dessen Tiefe unter dem Auf-

héangepunkt O B=~"h. Dann ist

L0 r—=lsing 4 ssind, h=Ilcosp-}scos?. . .1)

Auf den Korper wirkt nun auBler dem im Schwerpunkt S
angreifenden Gewicht mg im Falle der Drehung um das
Lot mit dem Drehwert w die Fliéhkraft mr w2, Abb. 79.
- In dem hier allein ins Auge gefaten Fall des Drehungs-
gleichgewichtes werden beide Kriifte nach ihrer Pa-

rw

Abb. 78. Abb. 79.

rallelverschiebung in den Punkt P derart von der Fadenspannung

aufgehoben, dafl gtgp=rw?, . . . . .. .. .. 2
ist, wahrend durch ihre Verschiebung ein Kriftepaar mit dem Moment
M=ms(w*rcosd —gsind) . . . . ... 3)

im Sinne der VergroBerung von ¢ geweckt wird. In gleichem Sinne
wirkt nur das Moment der Fliehkraft am Korper, das sich nach
Zerlegung des Drehwertes in die beiden Bestandteile

w,=wcos?, w,= wsind

um die Korperachse P8 und eine dazu im Meridianschnitte senk-
rechte Achse mit den zugehérigen Schwungmomenten

0,=ma*<O,=mc?
nach der zweiten Gl. 9) § 30 mit w,=0 zu

— M,=(0,—0)w,0,= n’m(c®—a)sindcosd.. . . 4)
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berechnet. Bei gleichférmiger Drehung des Fadenpendels um OB
bleiben die Winkel ¢ und ¢ ungeéndert, so daB wir durch Ver-
binden von 3) und 4) erhalten:

w?(¢* — a*)sin? cos = s (g sin — w?rcos )
oder nach Division mit w?scosd

o

2
c—a

g .
r:Etgﬂ— sind. .. .. ... b
Ersetzen wir darin den Abstand r durch seinen Wert aus 1), so folgt:
. g ¢t —a s
=——tgd———— ... .. b

Ising e g9 . sin a)

und ebenso aus 1) und 2)
ssinﬂ:%tgq;—lsintp. c e e ... 2a)

w

Fiir diese beiden Formeln diirfen wir mit der Abkiirzung

schreiben . g 0 .:
sing = tg J —Tsmﬁ

. g I .
sing = o tg(p—gsm(p

woraus durch Multiplikation miteinander

. . g Y _
51n¢81n19[(w200§5~l0> <—(—0?C5—S; hl>——l8J——0 .. 7&)

hervorgeht. Hiernach geniigen zunichst p =9 =0 und p=39=n
der Gleichgewichtsbedingung, d. h. solche Lagen des Korpers, bei
denen seine Achse PS in das Lot hineinfillt, wobei fiir Schwer-
punktslagen oberhalb des Festpunktes O der Faden OP durch eine
starre Gerade zu ersetzen ist. Den andern Lagen geniigt die Gleichung:

g g -
(w"cosﬂ—l")(w?cosg‘p_l>_ls' JRICIRIEIL)

Wird hierin im Sonderfalle s=0, d. h. fillt der Korperschwerpunkt
in das Fadenende, so verliert die Neigung ¢ ihre Bedeutung, und
die Auslenkung ¢ des mathematischen Kegelfadenpendels bestimmt
sich aus

g=lw?cosp. . . . . .. ... 8a)

ein Krgebnis, das wir schon als Sonderfall des Kugelfadenpendels
(§ 6) kennen gelernt haben. Verschwindet umgekehrt I, d. h. ist das
Pendel mit dem Punkte P seiner Hauptachse unmittelbar in O auf-
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gehéngt, so bleibt in 8) nur die erste Klammer

g =1, w* cos Y 8b)

iibrig, aus deren Vergleich mit 8a) sich I, als reduzierte Pendel-
linge des in Umdrehung befindlichen Korpers ergibt.
Zur Ermittlung der Gleichgewichtslagen auBlerhalb des Lotes durch

O greifen wir wieder a

uf die letzten Formeln 7) zuriick, aus denen
fiir jeden Wert von w zwei zueinander

F gehorige Werte von ¢ und ¢ durch
g ' Ausschaltung je eines dersélben Winkel
4 zu berechnen sind. Wenn auch die Aus-
A £ I schaltung selbst leicht gelingt, so fiihrt
I sie doch auf eine Gleichung hdheren
Z PR b Sl Grades, deren weitere Behandlung grofie
a 1 Schwierigkeiten bereitet. Wir wollen
l SN |' 2] darum die Losung auf zeichnerischem
' \"’ W4 Wege versuchen und fiihren zu diesem
' N U Zwecke neben der Abkiirzung
\
|\ ) uz R )
N 2\ e o
B X | die HilfsgroBen
X2 c sinp=w, sind=v. . 10)

als Abstinde in einem Achsenkreuz ein,
mit denen die Formel 7) in

h v l
S — 40 0
<l s\! YTET e
0/[
£ h % l - 1)
Abb. 80. V=t ——
Y1 —wur $

iibergehen. Die hierdurch bestimmten Kurven bestehen, dem doppelten
Vorzeichen der ersten Glieder rechts entsprechend, aus zwei Zweigen,
die sich wegen der Zusammengehorigkeit des Wertepaares u =0,
v=0 im Anfang O schneiden, Abb. 80. Wegen

1

I _
v + ly1 = 1 1
. 11a)
v ke 1L
w T 8V1—u? 8
und
du h, 1 l
o _ LM 1 b
dv Tl (1—0%)¥2 ]
. 11b)
dv__ _hy 1 !
du T s(1—wu?d2 g
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wird aber fiir den Anfang u=0, v=0

()= () = E =
v/, \dv/, l

() =) ==
—QZO_ du/, s

und fir u=+1, v=+1

mE)msm (=E)msn

Fir »? >1, v? >>1 werden die ersten Glieder der rechten Seite von
11), 11a) und 11b) imaginér, so daB also die Kurvenzweige die
Grenzen 4= + 1, v= 11 nicht iiberschreiten kénnen und sich
ihnen asymptotisch ndhern.

In Abb. 80 sind beide Zweige der zweiten Kurve 11) kriftig
ausgezogen, indem zunidchst fir jedes w mit Hilfe des Einheits-
kreises um O und der Parallelen im Abstande A :s zur u-Achse
die Strecke A u

’

U :‘0—’:_ —
S Y1 —wu?

I

. 11¢)

I

gebildet wurde. Wird alsdann auf der Tangente an den Einheits-
kreis in A die Lange 1:s abgetragen, und B mit dem Anfang ver-
bunden, so ergeben sich die einzelnen Kurvenpunkte beider Zweige
EOFE und FOF durch VergroBerung und Verkleinerung der Ordina-
naten von OB um die Léinge %’.
Die Tangenten OC’ und OC” der
beiden Kurvenzweige in O erhilt
man nach 11c¢) mit

BC'=BC" =hj:s.

Trigt man unter Vertauschung
der Achsen in derselben Weise mit
den Lingen h, : I die erste Kurve 11)
in die Abb. 80 gestrichelt ein, so
stellen deren Schnitte mit der stark
ausgezogenen Kurve die gesuchten
Gleichgewichtslagen dar. Auf diese s Abb. 81.

Weise ergeben sich im ganzen acht

Schnitte einschlieBlich der schon oben besprochenen Nullagen. Da je
zwei dieser Schnitte sich nur durch das Vorzeichen entsprechend der
Symmetrie zur Drehachse unterscheiden, so erhalten wir abgesehen von
den Nullagen im ganzen noch drei Gleichgewichtslagen, Abb. 81.
Fiir die Stabilitat derselben ist die Gesamtmacht des Korpers gegen-
iber benachbarten Lagen maBgebend, die sich aus der Hubarbeit und
der Drehwucht zusammensetzt und sofort berechnen l48t. Diese Macht
ist nun fir die Lage I offenbar gréBer als fiir die Nullage O des lot-
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recht herabhingenden Pendels, weshalb dieses auch beim Andrehen
in die Lage I iibergeht, die sich damit als stabil gegeniiber der labilen
Nullage erweist. Andererseits ist auch die Macht der Lage II groBer
als von III, so daB bei kréftiger anfinglicher Auslenkung das Pendel
sogleich die stabile Gleich-
| gewichtslage /1 einnimmt.
' SchlieBlich sei noch be-
merkt, dal die lotrechten
Nullagen des Pendels mit
der  Schwerpunktslage
oberhalb des Aufhinge-
punktes O stets als labil
anzusehen sind.

1. Beispiel: Das Ergeb-
nis der vorstehenden Theorie
kann leicht gepriift werden
durch die Aufhingung be-
liebig gestalteter Korper an
einem Faden, dessen Auf-
hangepunkt O an der Achse

s einer Schwungmaschine sich
S befindet. Wahlt man z. B.

eine Kreisscheibe, die am
Ende eines Durchmessers auf-
gehéngt ist, so stellt sich
diese entsprechend der Lage I
bald so ein, daB ihre Achse
nahezu senkrecht steht, Abb.
82a, wobei sich mit steigen-
dem Drehwert w nach Gl. 2)
der Schwerpunkt der lot-
rechten Drehachse ndher
riickt. Gibt man dem Faden dagegen von vornherein eine starke Auslenkung,
so geht sie sofort in die stabile Lage II iiber, wihrend die labile Lage III
praktisch gar nicht zum Vorschein kommt. Ahnlich verhalten sich andere Kérper,

wie z. B. Kegel, Zylinder und beliebige

*

Abb. 82.

v Stabe.
Besonders auffallend ist das Verhalten
\T'o einer geschlossenen Kette, die anfing-
-J,Tb <l lich schlaff herabhingend bei steigendem
N T Drehwert nach kurzem Schleudern sich zu
J einem wagerechten Kreisring aufwindet, der
dann ebenso rotiert, wie die feste Scheibe,

0 % Abb. 82b.

1; 2. Beispiel: Denken wir uns den
Faden O P ersetzt durch einen festen Arm
a, 80 erhalten wir ein Kegelpendel, dessen
Bewegung wir schon im § 6 im Anschluff
Abb. 83 an das Kugelpendel betrachtet haben. Um

dessen Gleichgewichtslage abzuleiten, brau-
chen wir in der ersten Gl 7) Isin ¢ =7,
zu setzen und die zweite dieser Formeln wegen der Bestindigkeit von ¢ als
bedeutungslos zu unterdriicken. Alsdann bleibt mit ¢: w?=h,

To=hotg®—1losin® . . . . .. .. .. .. 19)
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oder an Stelle der ersten Gl. 11)
v

J1—o?
Zeichnen wir die rechts stehende Funktion von » nach den oben angegeben
Regeln in Abb. 83 auf und schneiden sie durch eine Parallele zur v-Achse im

Abstande r,, so erhalten wir ersichtlich 4 Schnittpunkte, die den im 3. Bei-
spiel des § 6 Gl. 17) durch Schnitt der beiden Kurven

u=h, tg 9, u =14+ I, sin &
gewonnenen vollkommen entsprechen. Die beiden Lagen III und IV werden

in diesem Falle nur solange reell als r, absolut kleiner ist als der Hochstwert
der rechten Seite von 12), dem der durch

lhcos® g =hy « « . . o ... oL 13)

bestimmte Winkel zugehort und nach den Darlegungen des 3. Beispiels § 6
eine indifferente Gleichgewichtslage entspréiche. AuBerdem erkennt man, daB
die dortige Gleichgewichtsbedingung 15) mit der vorstehenden Gl. 12) voll-
stindig iibereinstimmt, wenn wir in der ersteren die Linge ! durch die redu-
zierte Pendellinge 1, ersetzen.

ro ="y — L. ... 12a)

§ 32. Die Regelung von Kraftmaschinen. Wir haben im zweiten
Beispiel des letzten Abschnittes gesehen, dafl ein korperliches Kegel-
pendel mit festem Aufhidngepunkt im Abstande 7, von der Dreh-
achse fiir jeden Drehwert zwei stabile
Gleichgewichtslagen Dbesitzt, die uns wg
auch schon im 3. Beispiel § 6 begegnet
sind. Dort wurde auch schon erwihnt,
daB sie zur Messung der Umlaufszahl )
selbst in sog. Tachometern mit offe-
nem oder gekreuztem Gestéinge benutzt | Juw
werden. Wegen der groBen Bedeutung
derartiger Vorrichtungen fiir die Rege-
lung der Umlaufszahl von Kraft- r
maschinen wollen wir zunichst die
Schwingungen um die stabilen Ruhe-
lagen ins Auge fassen.

Bezeichnen wir wieder, Abb. 84, den
Auslenkungswinkel der Schwerachse 4.8
des Pendelkorpers mit dessen Lote mit
¥, das Schwungmoment um die Schwer-
achse mit 6, die Schwungmomente um die dazu senkrechten Schwer-
achsen senkrecht zur Meridianebene und in dieser mit €, und O,
80 besteht fiir die Drehung in der Meridianebene um A4 die Euler-
sche Gleichung

(0y+ms)w,—(0,—0O)w, w,=M,.. . . . .1)
Hierin setzen wir zur Abkiirzung unter Einfiihrung der Schwung-
arme um den Schwerpunkt

V4 myg
Abb. 84.

0,=ma*, O,=mb’, O,=mc® . . . . .2
und weiter mit dem Drehwert  um die z-Achse im AnschluB an
Abb. 79 § 31 .

w,=wcos?d, w,=owsind, w,=7>%,. ... .3)

Lorenz, Techn. Physik I, 2. 2, Aufl. 11



162 Die Drehung starrer Korper.

so daB wir an Stelle von 1) erhalten:
[(6® +6?)F —(c* —a®) w?sindcos ] m=DM,.. . . .1la)

Dieses Drehmoment ergibt sich aber auch andererseits durch die
Parallelverschiebung des Koérpergewichts mg und der Fliehkraft
mrw? vom Schwerpunkt nach dem Aufhingungspunkt mit r =1, -
+ssin?d zu

M,=m (r, -+ ssind) s w® cos ¥ — mgssind, 4)

so daB wir durch Verbindung mit 1a) erhalten:
(0 + 8?) & — (c* — a® + *) w® sin I cos &

—rysw?cos ¥ |-gssind—=0.. . . . .1b)
Dividieren wir mit s und filhren durch die Abkiirzungen
2_1_ 2 2 2_ 42
IL__;SZZ, cs - +88 Y,

die Pendellingen fiir die senkrecht zur Meridianebene und in dieser
durch den Aufhingepunkt A gehenden Achsen ein, so lautet unsere
Gleichung:

1§ — w?(r, 4l sin¥) cos ¥ J-gsind =—0. . . . .1c)

Sie wiirde mit !=1[, mit der Bewegungsgleichung 14b) § 6 des
Kegelfadenpendels iibereinstimmen, da fiir dieses entsprechend dem
Massenpunkt die Schwungarme um den Schwerpunkt a=b=c=0
sind, womit /—=1J,=s wird. Jedenfalls erkennt man daraus, daf der
stabile Schwingungsvorgang des Korperpendels um eine Ruhe-

lage sich genau so abspielt wie der des Faden-

9, % A s pendels, so daB} wir hierauf nicht weiter ein-
2 zugehen brauchen.
o Z e Nun bewegt sich aber der Pendelkérper,

) der, wie in Abb. 85 angedeutet ist, gewohnlich
h aus einer schweren Kugel an einer Stange be-
steht, nicht frei, sondern ist im Punkte B

Z durch eine weitere Stange mit einer auf der

XY Achse 0 O, verschiebbaren Hiilse verbunden, die

n_lf entweder durch ein Gewicht H, =—m, g oder

0 eine Federkraft belastet ist und ihrer Verschie-
Abb. 85. bung auBerdem einen als Verstellungskraft

bezeichneten axialen Widerstand @ entgegen-
setzt, auf den wir spiter noch zuriickkommen werden. Setzen wir
der Einfachheit halber

0,0=04=r,. AB=BC=1,,

so kénnen wir die Wirkung der Stange BC durch die in ihr wir-
kende Kraft S ersetzen, die mit dem Hebelarm I sin2% auf den
Pendelkorper ein Moment 81, sin2¢ im Sinne der Verkleinerung
des Winkels & ausiibt. Fiihren wir auBlerdem noch den Abstand
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00,=AC=2z der beiden Drehpunkte 4 und C ein, so besteht
fiir die Hiilsenbewegung die Gleichung;

G,+Q—S8cosd=mz,. . . ... . .17

wahrend durch Hinzutritt des Momentes SI, sin 29 die mit Im er-
weiterte Gleichung 1c) iibergeht in

ml"f{9=w2ml(ro—]—losinﬁ)cosﬁ—mglsinﬁ—Sllsin219. . 8)
Da nun nach Abb. 85
z=2I,cos ¢, i=—— 21, Jsin®

Z=—21,(9sin ¢+ 9 cos ) )
ist, so wird aus 7)
Scosﬂ=G1+Q+2l1m1(1§.sin19+1§ecosﬁ) . . .1a)

und nach Einsetzen in Gl 8) wegen sin 29 = 2 sin ¢ cos ¢
(ml2 4 4m 1,2 sin® 9) § — w?ml (r, 1, sin #) cos & —
—(Gl+2(G, +Q)l,)sin? — 4m,1 2§ sindcos . . 8a)
Diese Differentialgleichung der Bewegung des Tachometers ist auch
fiir bestindige Werte von w nicht integrabel. Es bleibt daher nur

die Beschrinkung auf kleine Ausschlige aus der statischen Ruhe-
lage ¢, iibrig, die wir durch Einsetzen von

sin & =sin 9, + F cos 9, cos # —=cos ¥, — #sind, . . 10)
und Vernachlissigung der Produkte 99 und ? erhalten. Damit wird
aus 8a)

(ml® - 4 m 1,2 sin? &) — w?ml (r, 4 I, sin &) cos &,
— (@1 4-2(@, + Q)1,)sin ¥, + w? ml (I, cos 29, — r,sin F) &
— (@Gl +2(G,+Q)l,)Pcosd,. . . . . . B & )

Da nun in den Gleichgewichtsanlagen #, sowohl & als auch auch &
verschwinden, so gilt hierfiir bei unverénderlicher Verstellungskraft Q
nach Gréfe und Richtung

(Gl+42(G,+ @) 1,) sin ¥y = w?*ml(r,+ I sin §;) cos &, . . 12)
eine Bedingung, die mit G, 4 @ =0 wie leicht ersichtlich, mit Gl. 2)
des letzten Abschnittes iibereinstimmt. Aus ihr erkennt man die
Moglichkeit der Anpassung des Tachometers an beliebige

Drehwerte durch Anderung des Hulsengewwhtes G,. Wegen
12) vereinfacht sich die Formel 11) in

(ml* 44 m,1?sin* §) H = o ml(l, cos 29, — r,sin ¥)) ¢
—(@1+2(¢,+Q)l,)%cosd, . .1la)

und schlieflich nach Ausschaltung der letzten Klammer rechts mit
11*
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Hilfe der Bedingungsgleichung 12) in

ind

(M 4m, 1,2 sin® 9)§ 42 mi0 TS oy o 44
sin 4,

Das ist aber die Differentialgleichung einer einfachen Schwin-

gung um die Ruhelage ,, solange der Bedingung

"o
sin 9,
geniigt ist. Diese trifft fiir sin ¥, >0, d. h. fiir Tachometer mit offe-
nem Gestinge ohne weiteres zu und ist auch fiir solche mit sin #, < 0
also gekreuztem Gestinge durch hinreichend groBe Werte von [,
leicht zu erfiillen.

Dagegen ist mit der Kenntnis des Schwingungsvorganges das
Wesen der Maschinenregelung noch gar nicht beriihrt, da diese
auf dem Zusammenarbeiten des Tachometers und der Maschinen be-
ruht, deren Drehwert zwar demjenigen der Tachometerspindel infolge
starrer Kupplung verhiltnisgleich ist, aber nicht als bestindig an-
gesehen werden kann. Wir setzen demgemifl mit einer kleinen Schwan-
kung ¢ des Drehwertes

w=w,+¢ }

0 =w"42w,¢
und denken uns weiterhin in die als Stellzeug bezeichnete Ver-
bindung der Tachometerhiilse mit der von ihm betéitigten Steuerung
der Maschine einen sog. Katarakt, d. h. eine . Bremsvorrichtung
eingeschaltet, die als Ddmpfung wirkt. Wir diirfen daher mit Riick-
sicht auf Gl 9) fiir die Verstellkraft schreiben

Q=Q, — ut=Q,+2ul, dsind, . . . . . .15)
und erhalten nach Einfiihrung der Ausdriicke 14) und 15)in Gl 11)
nach Vernachlidssigung der kleinen Produkte &+ und &

(ml® + 4 m 1,2 sin® §g) & = ml (r, |1, sin ) (w,® + 2 w, &) cos I,
— (G142 (G, + Q) 1) sin ¥, + w,* ml (I, cos 2 §) — r,sin &) &
—(Gl+2(G, 4 Q) 1) Pcos Iy — 4 ul*Psin®,. . . . .1le)
Da in den Gleichgewichtslagen # =0, # =0, # =0, ¢=0 ist, so
gilt auch entsprechend 12)
(Gl4-2(G,+ Q) l)sin ¥y = w,*ml(r, I sin I ) cos J,, 12a)

so daB wir unter gleichzeitiger Ausschaltung des Klammerausdruckes
links aus der obigen Formel 11c) erhalten

A 00D 4 4 e
0

=2 wyeml(ry-+1l,sind))cosdy. . . . 16)

Es ist dies die Differentialgleichung einer erzwungenen

Flysin®9,>0. . . . . . . . .13)

. 14)
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Schwingung mit Démpfung, deren den Zwang darstellendes
Storungsglied auf der rechten Seite durch die Schwingungen des
Drehwertes des Tachometers und damit der Maschine selbst bedingt
wird. Bezeichnen wir den Drehwert der Maschine mit «’, so ist nach
Gl 9a) § 24 mit einem Schwungmoment 6, der umlaufenden Massen,
sowie im Falle des Ausgleichs der nur hin- und hergehenden an-

genéhert (T—Wyr—a& Oy=ni®,, . . . ... .17

worin 7' die gesamte Drehkraft und W den Gesamtwiderstand am
Kurbelarm r und n das Ubersetzungsverhiltnis der Maschinen- zur
Reglerdrehzahl, bedeutet. Der Unterschied 7'— W ist nun bei Kolben-
kraftmaschinen im allgemeinen eine periodische Funktion des Dreh-
winkels @ der Kurbel, also angendhert auch der Zeit. Wir wollen
hier indessen zunéchst von den Schwankungen innerhalb éines Um-
laufes der Maschine absehen und nur endliche Werte von 7'— W
unter dem EinfluB des Reglers zulassen. Dies wird durch das Stell-
zeug derartig bewirkt, dall bei sinkender Hiilse, also zunehmendem z
infolge des abnehmenden Drehwertes, der Unterschied 7'— W wéchst,
um den Drehwert wieder zu heben. Wir diirfen somit mit einem Bei-
wert T, setzen:

(T—W)r="T,(z—2y)=—2T,l, 9sind,, . . . .18)
oder mit 17) e=—21 1;) dsind,.. . . . .. . .19)

Die Einfilhrung dieses Ausdruckes in die Schwingungsformel 16)
erfordert also deren nochmalige Ableitung nach der Zeit, so daB wir
schlieBlich  erhalten:

(mI2 4 m, 1,2sin® 9 )9 + 4 ul,?sin? 9, I
T w,2ml 7y - 1, sin® 1900

sin 9,
42w

m T, 11,
n 6
oder mit leicht verstéindlichen Abkiirzungen fiir die bestindigen Bei-
werte der Verdnderlichen ¢ und ihren Ableitungen

A5+ A, 0+ 4D+ A4,0=0.. . . . . .20a)

Dlese Differentialgleichung mit festen Beiwerten A wird befriedigt

durch ‘den Ansatz © = C¢** und fithrt damit fiir den Beiwert x auf
die kubische Gleichung

AP+ Ay A, v+ A4,=0. . . . . . .20Db)

Sind die Beiwerte A, was in den meisten Fillen zutreffen diirfte,
simtlich positiv, so werden die Wurzeln von 20b) entweder alle
reell und negativ, oder nur eine reell und negativ, wihrend die beiden
andern konjugiert komplex ausfallen. Im ersteren Falle ndhert sich
der Regler nach einer Stérung durch Anderung des Drehwertes asymp-

L(ro+1,sindy)sin29,-9=0 . . . . .20)
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totisch einer Ruhelage und dem zugehérigen Drehwert w,. Im an-
deren Falle haben wir mit

"y =— 2, dpg=0C+tf . . . . . . .21)
als Losung der Differentialgleichung
& = Ole—xt+ eat(ogeiﬂt + 03 e—iﬂt)
#=0C,e"**+ Be*sin(ft4-4). . . . . . . .22)
Das erste Glied hierin verschwindet asymptotisch mit der Zeit, das
zweite dagegen stellt eine Schwingung dar, deren Ausschlige unbe-
grenzt zu- oder abnehmen, je nachdem ¢« positiv oder negativ ist.
Die Bedingung, welche die Festwerte von 20a) hierfiir zu erfiillen

haben, ergibt sich aus den Beziehungen zwischen den Wurzeln von
20b), d. i

A A

=22 d Y —

%y oty %5 4, oder 20— x 4,
A

xlxg—]—xgu?){—nsxlz—{—%l oder oﬂ—{—ﬂ"—:aom:z—l . 21a)

3 3
4 4
"1"2"3:—23 oder (ag—]—ﬁ“’)x-—-—z—:

Multiplizieren wir die beiden ersten Gleichungen miteinander und
addieren dazu die dritte, so folgt:

A, 4, — A A

—0————3A s —=2a[le—x?2+p]. . . . .21D)

3

Hieraus erkennt man, daB « dasselbe Vorzeichen besitzt, wie der
Unterschied 4, 4, — A, 4,, der unmittelbar aus dem Vergleich von
20) und 20a) berechnet werden kann. Da nun der Regler nur
brauchbar ist, wenn nach der Stérung seine Schwingungsausschlige
mit der Zeit stetig abnehmen, so muBl « <0 oder fiir durchweg

positive A4 A A, <A 4, .. . .. ... .2Lc)

sein. Nur in diesem Falle ist der Regler brauchbar; die Regelung
versagt dagegen vollstindig, wenn etwa, was nur fiir gekreuzte
Tachometer mdglich ist, 4, < 0, oder mit 4,=0 das Dampfungs-
glied verschwindet. Daraus folgt, daB ein ungeddmpfter Regler
im allgemeinen unbrauchbar ist, da man ihn aber durch
Einschalten einer Olbremse mit regelbarer Ddmpfung zum
ordnungsgemédBen Zusammenarbeiten mit der Maschine
zwingen kann.

Bei der Anwendung der vorstehenden, zuerst von Wischnegradsky an-
gestellten Untersuchung auf praktische Fille, ist nicht zu iibersehen, daB ihre
Giiltigkeit an die Formeln 17) bzw. 18) gekniipft ist. Diese aber trifft streng
genommen nur fiir Maschinen zu, deren Drehmoment keinen periodischen

Schwankungen unterliegt, also Dampf- und Wasserturbinen oder vollkommen
ausgeglichene Mehrkurbelmaschinen, vgl. § 23. Fiir nicht ausgeglichene Kolben-



Die Bewegung und Stabilitit der Freifahrzeuge. 167

maschinen mit weniger als vier Kurbeltrieben gilt die Energieformel 4a) § 24,
fiir die wir kiirzer schreiben diirfen:

72 (0° — @) Oy =12 O w(cos 2nwyt — 1)+ 2f (T — W)rde
oder mit 14)
202 wye Oy =1 O w2 (cos2n wyt—1) 2 (T —W)rde
und nach Ableitung nach der Zeit mit ¢ = o,
1@y =(T—W)r—n*0wsin2nw,t
oder T—Wyr=n?:0,+n*Owlsin2nwyt.. . . ... . 17a)

Verbinden wir diese Formel mit der Gl 18), so erhalten wir an Stelle von 19)

é:—2llnTT?9—oﬁsin190—nw0’ g‘;sinanot.

Die Einfiihrung dieses Ausdruckes in die selbst noch einmal differenzierte
Schwingungsgleichung 16) liefert alsdann mit den schon benutzten Abkiirzungen
fiir die Beiwerte

A, 5+ A, 0+ A, 9+ 49 = Csin2nwgt, . . . .. . 23)
worin C:—2nw03ml—g—(ro+l0sin190)cosr90. e v e e . . .233)
0

gesetzt wurde. Wollte man noch genauer vorgehen, so miiBte an Stelle des
Storungsgliedes auf der rechten Seite von 23) eine periodische Reihe mit Viel-
fachen von n wy¢ stehen, deren hohere Glieder aber gegen das angeschriebene
zuriicktreten. Das allgemeine Integral von 23) ergibt alsdann eine Eigen-
schwingung von der Gestalt 22) und ein rein periodisches Glied, daB sich in
leichten Zuckungen des Tachometers kund gibt, die nur im Falle des
durch §=2nw, gekennzeichneten Gleichklangs der Schwingungsdauer des
Reglers mit' der halben Umdrehungsdauer der Maschine ldstig werden.

§ 33. Die Bewegung und Stabilitit der Freifahrzeuge. Unter
frei beweglichen Fahrzeugen oder kiirzer Freifahrzeugen
wollen wir solche verstehen, die nicht an eine feste Bahn oder an -
eine vorgelegte Oberfliche gebunden sind, sondern unter dem EinfluB
duBerer Krafte und Momente als starre Korper betrachtet den sechs
Freiheitsgraden folgen konnen. Dies trifft z. B. zu fiir Luft-
schiffe, Flugzeuge und Unterseeboote, einschlieflich der Tor-
pedos, nicht aber fiir Eisenbahnen oder StraBenfuhrwerke und
Schiffe, die sich auf der festen oder fliissigen Erdoberfliche bew egen
Von den Freifahrzeugen wird nun im allgemeinen ebenso wie von
denen an- die Erdoberfliche gebundenen die Einhaltung einer ge-
gebenen Fahrtrichtung verlangt; nur kann diese beliebig gegen .die
Erdoberfliche geneigt sein. AuBerdem aber sollen die Hauptachsen
dieser Fahrzeuge im Bewegungszustand eine bestimmte Lage gegen
die Fahrtrichtung und die Erdoberfliche einnehmen, die sich im
Falle duBerer Storungen unter Vollzug gedampfter Schwingungen
von selbst wieder einstellt. Alsdann ist die Bewegung des Fahr-
zeuges stabil, wihrend ein dauerndes Anwachsen etwaiger Lagen-
dnderungen gegeniiber dem Beharrungszustande das damit instabile
Fahrzeug als gefihrlich und fiir einen regelrechten Betrieb unge-
eignet erscheinen laBt.
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Wir betrachten zunichst die Vorwértsbewegung des Fahrzeuges
im Beharrungszustande mit lotrechter Symmetrieebene, Abb. 86. In
dieser liegen alsdann zwei Hauptachsen z uud z, wihrend die dazu
normale y-Achse wagerecht sein mdége. Die Bewegungsrichtung
sei gegen die Lingsachse x um den zunichst bestindigen Winkel g
geneigt, wihrend die 2z-Achse mit der Senkrechten in der Sym-
metrieebene den Winkel ¢ bildet. Alsdann wirkt in der Léngs-
achse nach vorn der Schraubenschub 8, in der Bewegungsrichtung,
also um g dagegen geneigt, nach
hinten der Widerstand W und senk-
recht dazu nach oben der dynami-
sche Auftrieb A, welche beide er-
fahrungsgemaf mit dem Quadrate
des Laufes v wachsen. Senkrecht
nach unten wirkt im Kérperschwer-
punkt das Gewicht G des Fahr-
zeugs und in entgegengesetzter Rich-
tung, also nach oben, der hydro-
statische Auftrieb 4, im sog. Ver-
dringungsschwerpunkt, beide mit
der Neigung y gegen die z-Achse.
Die beiden Schwerpunkte mogen
nun auf der z-Achse eines im
Korper festgedachten Achsen-
kreuzes liegen und von dessen
Abb. 86. Ursprung die nach unten positiven
Abstinde s und 8o, haben, wihrend
der Schnittpunkt der dynamischen Krifte Wund 4 die Achsenabstéinde
%y, Y, in der Symmetrieebene besitzen mégen. Alsdann bestehen im
Beharrungszustand die drei Gleichgewichtsbedingungen in der
Symmetrieebene:

S X=8—Wcosp+ Asinf+ (4, — F)siny =0

SZ—= Wsin - Acos f+ (4, — G) cosy =10
M, = W (x,sin g -y, cos f) + A (x, cos f — y, sin )
+ (4sy— Gs)siny =0

Mit Riicksicht auf die Sicherheit der Fahrgiste sind nur so kleine
Neigungswinkel v und § zuldssig, da man

cosf=cosy=1, sinf=4pf, sinpy=y

setzen darf, womit die obenstehenden Gleichungen sich verein-
fachen in

§— Wk Af+(4,— Gy —0
Wg+A+4,—G =0/. . 1a)
W(xoﬂ+yo>+A(xo_yoﬁ)+(ASO_GS)V’=O
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Hierin sind das Gewicht ¢ und der statische Auftrieb 4, unver-
anderlich, wihrend mit zwei fiir jedes Freifahrzeug versuchsmiBig
zu bestimmenden Beiwerten £, und [, hinreichend genau:

A=, W={0*. . .. .. ... 2)
anzusetzen ist, so daBl wir an Stelle von la) auch haben
S+ — 80 (4 — @)y —0
€48 Bot -+ 4,—6 —ol. . 1p)

(CyF o) 2o B— (C1B* —8o) 9] v* + (4 8y — G 8) =0

In diesen drei Formeln treten die z
‘vier Verdnderlichen 8, v, y, # auf, Il
N

von denen jeweils eine vorgelegt
sein mufl, um die drei andern zu
berechnen. Ist insbesondere § =0,
so ergeben die Gl 1b) die Bewe-
gung beim Gleit- oder Segelflug,
wobei stets zu beachten ist, daB
unter v der Relativlauf des Fahr-
zeuges gegen die umgebende Luft,
bzw. beim Tauchboot gegen das
Wasser, nicht aber dessen Lauf
gegen die feste Erdoberfliche zu
verstehen ist.

Wir gehen nun zum allgemei-
nen Fall iiber, bei dem der Lauf »
des Freifahrzeuges auBler der im all-
gemeinen verénderlichen Neigung
gegen die zy-Ebene, noch eine
Neigung o gegen die xz-Ebene be-
sitzt, Abb. 87. Sind beide Winkel
klein, so haben wir fiir die drei
Achsenanteile des Laufes

v, =v, v,=va, v,=—0vf 3)
und fiir einen veridnderlichen Lauf
mit der kleinen Schwankung « gegen Abb. 87.
den Mittelwert
v=v,fu=v,, v,=av, v=—Fv, . . . 3a)
mit einem Abtriebe
A1=C3UO"U!{=C3002(¥ e e e e o e .23;)

in der y-Richtung.

Im allgemein Falle behélt aber auch die y-Achse des Fahrzeuges
ihre wagerechte Lage nicht bei, sondern erleidet Drehungen ¢ und x
um die z- und z-Achse, mit den Drehwerten @ und z, zu denen
noch der Drehwert 9 um die y- Achse selbst hinzutritt, der eine
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Verdnderung des Neigungswinkels yp gegen das Lot zur Folge hat.
Da weder die Fortbewegung gleichformig erfolgt, noch die Drehwerte
um die Achsen unveridnderlich sein diirfen, was mit der Stabilitit
von vornherein unvertréglich wire, so befindet sich das Fahrzeug
im allgemeinen nicht im Zustande des Gleichgewichts. Alsdann aber
verschwinden weder die Krifte 1) in den Achsenrichtungen  und z,
noch das Moment M, , es tritt vielmehr infolge der Schrégstellung
noch ein Kraftanteil Y auf, der sich aus dem Abtrieb 2a) und einem
Anteil (4)— G)p des statischen Auftriebes und des Gewichts zu-
sammensetzt und ein Moment um die x-Achse vom Betrage
(4,8, — Gs) @ bedingt. Dazu kommen ferner durch die verschiedenen
Steuervorrichtungen Krifte X', Y’', Z' in den Achsenrichtungen und
Momente M/, M,, M, und schlielich Démpfungsmomente 2 ¢, 6, ¢,
2¢6,0,y, 283 @cx _gegen die entsprechenden Drehungen mit den
Drehwerten ¢ @, vy, 7 um die 3 Achsen. Von den Eulerschen Momenten,
mit denen die Antriebsschraube auf Richtungsinderungen ihrer Achee
antwortet, werde der Einfachheit halber zunichst abgesehen. Damit
erhalten wir an Stelle der Formeln 1) bzw. 1b) die Gesamtkrifte
und Momente

X=84( L)'+ (4 — )y + X’
Y=—{v2 et (4, — Qo+ Y’ )
Z= (6 +0) 0+ 4y §) 7
M, =(4,s,— Gs)o+M'—2¢0,¢
My———(AOSO—Gs)w—}—My'——2eg@b1;u

"l_ [(4-1_’_4‘2) xoﬁ_(£1ﬁ2 —4-2)?/0] v?
M=M—2¢06,%

Die Ruderkrifte X’, Y, Z' werden durch willkiirliche Schrigstellung
der Ruderflichen bedingt, die im Beharrungszustand mit den Achsen-
ebenen des Fahrzeuges zusammenfallen. Jede solche Flache ergibt
somit wie schon die Tragflichen eines Flugzeuges, einen Widerstand und
einen Auftrieb, bzw. einen Abtrieb, die ihrerseits mit * und dem
Verdrehungswinkel wachsen. Da man im allgemeinen ein wage-
rechtes Hohensteuer, ein lotrechtes Seitensteuer und zwei
wagerechte Verwindungsflachen (an den Tragflichenenden) hat,
so setzt sich jeder der Kraftanteile X', Y’, Z' und Momentenanteile
M/ My M/ aus drei Teilen zusammen. Nehmen wir der Einfach-
helt halber feste Auslenkungen aller Ruder an, so diirfen wir die
Einzelbestandteile zusammenfassen und mit neuen Festwerten (', ¢”
schreiben

5)

’
r__~nm 2 r__nm 2 r__nm )
M)=1{"s, v My—C‘2 8, 0%, M)/ =1(,"s,v

worin s,, 8,, §; die den Ruderauslenkungen entsprechenden Hebel-
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arme bedeuten. Damit erhalten wir an Stelle von 4) und 5)
X=84(f— L+ 8"+ (4, — @)y l
Y= (0 — o)+ (4, — 6o [ —_—1
Z=( B+ LB+ 4 (4,—G)
M, —= (4,8, — Gs8)p+L"8,v*—2¢60,¢
My=(A080——Gs)w+[(C1+§2)x0ﬂ
— (6B — L)y T4 8] — 26,0,
M =1{("811"—2¢06,%

Eine weitere Vereinfachung dieser Formel gewinnen wir dadurch,
daB wir in ihnen nach 3a) v=1v,-} u setzen und angesichts der
Kleinheit von % die mit ® behafteten Glieder sowie die Produkte
von u mit kleinen Winkeln vernachlidssigen. Setzen wir auferdem
noch fiir die beiden Winkel y =y, v’ und f=pg,- p’, wobei die
mit dem Zeiger Null behafteten GroBen dem Beharrungszustande
entsprechen und daher den Formeln 1b) geniigen, so bleibt:

X=0280B 0+ &) v — 2 — & )vou(4,— G)y'
——({2’—-{305)1)0‘3—{—2{2'1;0%—}—(/1 — G . . 4b)
Z=( Co}gv02+2€3vu+§3”o

M, =("8 v+ 20" s, vgu+(4ys,—Gs)p—2¢6,0,9

My=[<gl+c2)xoﬂ,_2ﬂoﬂ’gl+C2 s]vo
+2(¢2?/0+£~3"82)vqu+(‘4030_GS)W’_2620012”

M,=("s v 42" s,v,u—2¢e06, %

Die vorstehenden Ausdriicke, in Z
denen auBer bestindigen Gliedern
die sechs iibrigens kleinen Ver- ez
anderlichen u, o, 8, @, ¢/, x auf-
treten, sind nun in die Bewe-
gungsgleichungen des Freifahr-
zeugs einzufiihren, welche wir vy, T
ebenfalls in bezug auf das im
Korper feste Hauptachsenkreuz
z, y, z aufzustellen haben. Als
Momentenformeln kommen hier-
fiir offenbar die uns schon gelau-
figen Eulerschen Gleichungen in X

Frage, in denen nur die Pro- Abb. 88.

dukte der Drehwerte o, v, ®,

als klein von zweiter Ordnung vernachlasmgt werden dirfen. Von
den Gleichungen fiir die Fortbewegung des Anfanges O des Achsen-
kreuzes leiten wir zuniichst diejenige fiir die x-Richtung ab, der
dann zwei ganz gleich gebaute fiir die andern Richtungen ent-

. ba)

. 5b)

z
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sprechen werden. Infolge der beiden Drehungen w, und w, um die
y- und z-Achse sind, wie aus Abb. 88 ersichtlich, die beiden Lauf-
teile v, und v, als Umlaufwerte auf zwei Kreisbogen vom Halb-
messer 7 y T anzusehen, so zwar, daB

’Uy:?'z wz’ vz:'—ry Cl)" e s e« s e e 7)

ist. Alsdann ist der Anlauf in der z-Richtung

=0 2 2
=0, —1,0°—71 0

oder mit 7) unter Hinzufiigung der beiden andern Anteile

x=vz—vywz—}—vzwyl
y=vy—vzwx—f—vmw2J. e e . ... L Ta)
i=v,—v, 0,4+ 0,

Damit lauten die allgemeinen Bewegungsformeln des Freifahr-

zeugs, wie iiberhaupt jedes starren Kérpers von der Masse m in
bezug auf drei in ihm feste Hauptachsen-

X=m(b,—v,0,4v,0,
Y=m@®,—v,0,+v,0,) T )
Z=m@, —v,0,+v,0,)
=0acbx—(@b—@c)wywzl
My=@b(by—(@c—0a)wzwxl. )
M,=0,0,-—-0,—0,)w, w

Da nun nach 3a), sowie mit Riicksicht “auf unsere Bezeichnungen
der Drehwerte

b=, b,=dv,, bz:_lg,%} L. sm)
Wy =@, wy=w', w, =z

ist, so vereinfachen sich die Bewegungsgleichungen nach Vernach-

lassigung der Produkte kleiner Grofien in

X=mu, Y=mo,(¢+3), Z=—mv,(f+9') . .8a)
M,=06,¢, M,=6,7", M,=0,5. .. ... .9a)

Setzen wir diese Ausdriicke in Gl 4b) und 5b) ein, so erhalten wir
fir die Storungsbewegungen eines Freifahrzeuges um seine Gleich-
gewichtslage eine fiir deren Berechnung gerade hinreichende Zahl
von sechs linearen Differentialgleichungen, die simtlich mehrere
der Veridnderlichen u, «, §/, ¢, y', x enthalten. Dadurch erscheinen
die Einzelbewegungen des Korpers, d. i. das StoBen u, das Ab-
treiben ¢v,, das Sacken ' v,, sowie das Rollen ¢ in der Langs-
achse, das Kippen y um die Querachse und das Wanken y um
die Hochachse, miteinander gekoppelt. Durch die Untersuchung ist
festzustellen, ob es sich um gekoppelte Schwingungen oder um
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asymptotische Bewegungen mit dauernd ab- oder zunehmenden Aus-
schligen handelt. Im ersten Falle, sowie bei asymptotisch abneh-
menden Ausschligen ist. das Fahrzeug stabil und brauchbar, bei
dauernd zunehmenden dagegen instabil und praktisch unbrauchbar.

Beispiel. Wir betrachten als Sonderfall ein Flugzeug, das auf seiner
Bahn mit vorgelegten Werten von v,, f, und y,, welche den Formeln 1b) des
Beharrungszustandes geniigen, bei nicht umgelegten Steuervorrichtungen einer
kleinen Anfangsstérung zu Beginn der Zeitrechnung ausgesetzt war. Alsdann
diirfen: wir zunichst den statischen Auftrieb 4, vernachldssigen und erhalten
unter gleichzeitigem Wegfall der den Ruderwirkungen zugehorigen Festwerte ¢’
und {” aus der Verbindung von 8a), 9a) mit 4b) und 5b) die Gleichungs-

gruppe
ma 42Lvou Gy’ — 28, Byve’f' =0

moyd 4Lt etGotmu i =0
mvy B’ 4 @+ ) v B+ mv, 9’ =0 10)
0,5+2¢60,¢ +Gsg =0 .

O i) + 28, Oy’ + G5y’ — 25,00 u—[(C; +Le) 2o — 2051 B 0" =0
0:7+260,7=10
mit durchweg positiven Festwerten vor den einzelnen Gliedern. Man iibersieht
sogleich, daB in der vierten und sechsten Formel nur je ein Drehwinkel auf-
tritt, d. h. daB in unserem Falle sowohl das Rollen als auch das Wanken un-
abhingig von andern Bewegungen erfolgen. Aus der letzten Formel folgt mit
den Anfangswerten z, und %,

. . =2 Y -2
p=i0e ", x:zo+2x—2(l—e 1 AP 10a)
3

also ein asymptotisches Abklingen des urspriinglichen Wankens. Weiter er-
gibt sich fiir positive Werte von s aus der vierten Formel fiir das Rollen ent-
weder eine asymptotische Annsherung an die Ruhelage ¢ = 0, oder eine ge-
dimpfte Schwingung, je nachdem

ist. Setzt man die Integrale ¢ und y in die zweite Formel 10) ein, so erhilt
man fiir den fiir die Seitenablenkung v, maBgebenden Winkel « ein Integral,
das sich mit 10a) entweder aus zwei asymptotisch abklingenden Gliedern oder
aus einem solchen und einer gedimpften Schwingung zusammensetzt. Danach
geniigen also die Auslenkungen y, ¢ und « den Bedingungen der Stabilitit,
und es bleiben nur noch die erste, dritte und fiinfte Gleichung von 10) zur
Bestimmung von %, v’ und g’ iibrig. Schreiben wir diese mit abgekiirzten
Beiwerten in der Form '

ta,ut-gy' —bp =0
Ié’%_a‘zﬂ’%._w’ . = Yo e o e e . Te 11)
P29 oy —cu—df =0

80 konnen wir zwei der Verinderlichen ausschalten, indem wir z. B. aus der

zweiten Gleichung v’ in die dritte einsetzen und dann aus dieser « in die erste.
Alsdann bleibt fir g’ die Differentialgleichung vierter Ordnung

B @20 +a)f Qe @+ a) 40 a4 o)) B’
+ (05 (@, +a5) 425, 0, a3 cg+d) f’
+(@ca,+w2a a,+betad)ff=0,. . . ... ... 12

welche. in gleicher Form auch fiir die beiden andern Verinderlichen giiltig ist
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und, solange die darin enthaltenen Beiwerte positiv bleiben, auf zwei sich iber-
lagernde gedimpfte Schwingungen oder die Verbindung einer solchen mit
einem aperiodisch abklingenden Ausschlag fiihrt. In beiden Fillen ist die Sta-
bilitdt gesichert. Anders liegt die Sache, wenn etwa durch hohere Lage des
Korperschwerpunktes die GroBe wf:%g negativ wiirde, das Fahrzeug also
14

nicht mehr statisch stabil wire. Solange hierdurch das Vorzeichen der Bei-
werte von 12) nicht betroffen ist, bleibt auch die dynamische Stabilitit ge-
wahrt, so daB also die letztere nicht unbedingt an die statische Stabilitat ge-
bunden ist.

Wegen der Einzelheiten der Stabilitéitsuntersuchung, insbesondere des Ein-
flusses der Steuervorrichtungen, muB auf die Sonderschriften iiber diesen Gegen-
stand verwiesen werden, z. B. auf das umfassende Werk: Aerodynamik von
Fuchs und Hopf, Berlin 1922.

§ 34. Die kriftefreie Drehung des starren Korpers. Wirken
auf einen starren Korper keine &ufBleren Krifte und demgemiB auch
kein &uBeres Moment, so kann nach den Ergebnissen der §§ 29 und
30 weder seine Wucht J, noch auch der Drallvektor D eine Anderung
erleiden. Wird auflerdem ein Punkt des Korpers festgehalten, so
beschrinkt sich die Bewegung auf eine Dr¢hung um diesen Punkt,
durch den wir ein im Korper festes Kreuz mit drei zueinander senk-
rechten Hauptachsen legen wollen. Bezeichnen wir ferner, wie im
§ 30 die Hauptschwungmomente mit @,, @,, @, die augenblick-

lichen Drehteile um die Hauptachsen mit w,, ®,, ®,, so stellen
D,=0,0,, D=06,0,, D=0, ... . 1)
die zugehodrigen Drallteile dar. Aus ihnen ergibt sich durch
D?*4-D?+D2?=D* ., . ... ... 2
der Betrag D des Drallvektors und nach Gl 4a) § 29
D,w,+D,0o,4+D,w,=2J . . .. . .. 3)

die doppelte Drehwucht des Korpers. An Stelle dieser Formeln
kénnen wir auch mit 1) schreiben

anwae+@b2wb2+9c2w02:D2 ¢ o o o .2&)
@awa2+9b w[)‘&_{__@g wc?——"QJ e e .. 33)

Das sind aber, wenn wir die Drehteile w,, w,, w, als Abstinde in
den Hauptachsenrichtungen des im Korper festen Kreuzes auffassen,
wegen der Bestindigkeit der Werte D und 2 J die Gleichungen zweier
Ellipsoide, von denen wir das erste als das Drallellipsoid, das
zweite, welches ersichtlich dem durch Gl. 12a) § 25 gegebenen Schwung-
ellipsoid koaxial und dhnlich ist, nach seinem Entdecker als Poinsot-
Ellipsoid bezeichnen wollen. Beide Ellipsoide schneiden sich in
einer geschlossenen Raumkurve vierter Ordnung, dem geo-
metrischen Orte der Endpunkte des Drehvektors w mit dem

Betrage / 2
& o=lo4+ o+ . ... .. . 1la)

Ist ferner 6 der Winkel zwischen diesem Drehvektor und dem Drall-
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vektor, so diirfen wir auch an Stelle von GL 3), deren linke Seite
das skalare Produkt beider Vektoren darstellt, schreiben

Dwcosd=2J, . . . . . .. . .3b)

wonach der Betrag wcosd fiir die ganze Bewegung unverindert
bleibt und als Lot vom festen Drehpunkt O des Kérpers in der Drall-
richtung auf eine im Raume feste Ebene angesehen werden kann,
Abb. 89. Sind x, 1, u die Richtungskosinus dieses Lotes im Haupt-
achsenkreuz des Korpers, so ist die Gleichung dieser Ebene

2J
D’
- ys Dwm=D, . . . . .1b)

wieder in die Form 3) iibergeht. Andererseits aber ist die Gleichung
der Beriihrungsebene des Poinsot-Ellipsoides 3a) im Punkte w,/,

wb’, wc’ o) ’ o) ’ ) .
0,0, +0, 0,0,/ +0, 0,0/ =2J . . . . . b
oder D,w/+4Dyw,)+Dyw/=2J. . . . . . . ba)

Das ist aber wieder die
Gleichung unserer im
Raume festen Ebene,
welche somit das
Poinsot-Ellipsoid im
Endpunkte des Dreh-
vektors berithrt. Zer-
legen wir uns den Dreh-
vektor im Beriihrungs-
punkte P, Abb.89,ineinen
zur festen Ebene senk-
rechten, dem Drall gleich-
ldufigen Anteil w cosd
und einen in die Ebene
fallenden Anteil wsind, so entspricht der erstere einer Drehung
um das Lot in P, der letztere einer reinen Rollbewegung, so
daB ein Gleiten des Poinsot-Ellipsoides auf der festen Ebene nicht
in Frage kommt. Wir haben also als Ergebnis der vorstehenden
Untersuchung den Satz: Die kréftefreie Drehung eines starren
Korpers um einen Festpunkt erfolgt mit bestdndiger Dreh-
wucht und 148t sich durch das Abrollen des Poinsot-
Ellipsoides ohne Gleiten auf einer festen, zum unveridnder-
lichen Drallvektor senkrechten Ebene derart ersetzen, daf
der verdnderliche Drehvektor jeweils durch die Verbindung
des festen Drehpoles mit dem Beriihrungspunkte darge-
stellt wird.

Die bei der Drehung aufeinander folgenden Lagen des Dreh-
vektors, dessen Durchschnitt mit dem Poinsot-Ellipsoid wir als den
beweglichen Pol, die zugehérige Kurve als die bewegliche Pol-

w, %+ w, A} o, u=w cos d = 4)

die mit Dx=D Di=D
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bahn bezeichnen wollen, liegen nun auf einem Kegel mit der Spitze
im festen Drehpunkt O. Die Gleichung dieses beweglichen Pol-
bahnkegels erhalten wir aus der Verbindung von 2a) mit 3a) zu

0,(D*—2J0,) w2+ 0,(D* —2J0,) v,
+6,0°—2J0)02=0,. . . 6

woraus hervorgeht, dal wir es mit einem Kegel zweiter Ordnung,
und zwar wegen der geschlossenen Polbahn mit einem elliptischen
Kegel zu tun haben. Die Gestalt dieses Kegels und damit auch
die der zugehérigen Polbahn hingt wesentlich von dem Verhiltnis
D?:2 J ab, durch dessen Verinderung wir alsdann ein ganzes Biischel
von Kegeln mit gemeinsamer Spitze in O erhalten. Dabei sind drei
Sonderfille hervorzuheben, fiir welche je eine der Klammern in 6)
verschwinden. Wir erhalten also fiir

D*=2J60,, 6,0,—0,)w*+06,0,—0,)n2=0
D*=2J6,, 6,0,—0,)0+06,0,—060)w2=0 ;.. 6a)
D*=2J6,, 06,0,—0,)02+06,0,—06,wn=0
Nehmen wir nun an, daB
00, <O,<H, . . ... ... .1¢

ist, so bestehen die erste und dritte der Gleichungen aus je zwei
Gliedern mit demselben Vorzeichen, sie sind demnach nur erfiillbar
fir w,=w,=0, bzw. w,=w, =0, d. h. es bleibt hierbei nur eine
Drehung w, um die Achse des kleinsten, bzw. w, um die Achse des
groBten Schwungmomentes iibrig. Die zweite Gl. 6a) fiihrt da-

f
gegen au o,

6,0,—0,)
=t ——e . 8D
o X = !
also auf zwei sich in der Achse w, des mittleren Schwungmomentes
schneidenden Ebenen. Diese elliptischen Ebenenschnitte teilen die ganze
Oberfliche des Poinsot-Ellipsoides in vier Teile, innerhalb denen die ge-
schlossenen Polbahnscharen spiegelbildlich zu den Hauptebenen derart
verlaufen, dal sie die Achsen @ und ¢ des kleinsten und groBten
Schwungmomentes umlaufen. Die DurchstoBpunkte dieser beiden Achsen
stellen demnach selbst Ausartungen der beiden Polbahnscharen dar
und entsprechen der reinen Drehung um diese Achsen. Eine kleine

Anderung des Dralles von den Werten D=1J2J6, bzw. 2J6,
wird demnach eine kleine Abweichung aus einer dieser Achsen, also
eine Umkreisung derselben zur Folge haben. Dreht sich dagegen
der Kérper um die Achse b des mittleren Schwungmomentes, d. h.
dem Schnitt der Ebenen 6b), so gerdt der Pol bei einer kleinen Ab-
weichung aus dieser Lage sofort in eine der vier Oberflichenbereiche
der Polbahnen um die beiden andern Hauptachsen und wird daher
dauernd auf einer derselben weiter wandern, Abb. 90. Daraus folgt
aber im Einklang mit dem ersten Beispiel des § 30, da die Haupt-
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achsen des starren Korpers zwar freie Achsen desselben
bilden, daB aber nur die Drehungen um die Achsen des
groften und kleinsten Schwungmomentes stabil verlaufen,
wiahrend die Drehung um die mittlere Hauptachse in-
stabil ist.

Die Form der Polbahnen erkennt man am besten aus ihren
Rissen auf die Hauptebenen, die sich durch Ausschaltung je eines
der Drehteile w,, w,, w, aus den Grundformeln 2a) und 3a) er-
geben wie folgt

Qb (Qb _ Qa) wbg + Qc (@c _ @a) wc‘3 =D*—2 JQa
0,00, —0)02—06,0,—0)o2=D"—2J0, (, . . 1)

c c

Qa(Qc — @a) Coa‘3 + 00’ (00 — Qb) wb2 =2J Qc - D‘I

wobei wir die Glieder schon
so geordnet haben, daf alle
Beiwerte der w? mit Riick-
sicht auf 1c) positiv aus-
fallen. Die erste und dritte
dieser Formeln geben aber
nur dann reelle elliptische
Risse in der b¢ und ab-
Ebene, wenn die Bedingung

2J0.>D*>2J0, . a)

erfiillt ist. Demgegeniiber
sind die durch die zweite
Gl. 7) bestimmten hyper-
bolischen Risse (.1er ac- Abb. 90.

Ebene unabhingig vom

Vorzeichen der rechten Seite stets reell und besitzen als Asymptoten-
paar die Risse der beiden ebenen Polbahnen 6b). Von den Pol-
bahnrissen erscheinen iibrigens nur stets die eine Schar als Voll-
ellipsen, wihrend die andere Schar durch Ellipsenbogen dargestellt
wird, die ihre Hohlseite dem Mittelpunkte des Gesamtbildes zuwen-
den, wihrend die Hyperbelbogen in der ac-Ebene durch den Um-
riB des Ellipsoides begrenzt werden, Abb 91.

Die feste Polbahn, d. h. der geometrische Ort des Beriihrungs-
punktes P auf der festen Ebene zeigt einen viel verwickelteren Lauf
als die bewegliche Polbahn auf dem Poinsot-Ellipsoid. Da indessen
die letztere geschlossen ist, so erkennt man aus Abb. 89, daB der
Vektor O P bei der Bewegung zwischen einem Hochst- und einem
Kleinstwert schwanken muf, dem alsdann bei bestindiger Lénge des
Lotes O M ein Hochst- und Kleinstwert des sog. Polstrahls M P
entspricht. Die feste Polbahn wird demnach zwischen zwei sog. Grenz-
kreisen auf der festen Ebene hin- und herlaufen. Die Gestalt der
festen Polbahn, die durch Verbindung aller ikrer Punkte mit O einen
festen Polbahnkegel bestimmt, ist naturgeméfl bedingt durch die

Lorenz, Techn, Physik I, 2. 2, Aufl. 12
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ihr entsprechende bewegliche Polbahn auf dem Poinsot-Ellipsoid.
Diese aber verlduft in Abb. 90 um die a-Achse oder die c-Achse,
je nachdem in der zweiten GI. 7)

D*s2JO, . . . . . . . . .. 1b)
[
a<—-
a ’E‘- - a- Vad
b b
Abb. 91.

ist. Im ersteren Fall rollt der bewegliche Polbahnkegel auf dem
festen derart ab, daB beide Kegel sich von auBlen mit ihrer Wélbung
berithren, Abb. 92, im zweiten dagegen umbhiillt der bewegliche Pol-
bahnkegel den festen, wobei die Berithrung auf der Hohlseite des

Q@ M P

Abb. 92. Abb. 93.
ersteren erfolgt, Abb. 93. Man spricht deshalb auch nach MaBgabe
der entsprechenden Abrollung von Kreisen in der Ebene von einer
epizyklischen und perizyklischen Abrollung des Poinsot-

Ellipsoides auf der unveréinderlichen Ebene. Im Ubergangsfalle haben
wir ein Abrollen der Ebenen 6b) auf dem festen Polbahnkegel, das
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etwa der Kreisevolvente entspricht, wobei der innere Grenzkreis in
den nur asymptotisch erreichbaren Punkt M ausartet.

In den Abb. 94 bis 96 sind die drei festen Polbahnen nach
H. GraBmann (Z. Math. Phys. 1903), der hierfiir sehr anschauliche
Modelle entworfen hat, verzeichnet. Daraus erkennt man deutlich,
daB die festen Polbahnen spiegelbildlich um den Durchmesser ange-
ordnet sind, die mit Ausnahme des Ubergangsfalles mit jedem Um-
lauf ihre Lage andern. Im Ubergangsfalle erhalten wir eine in den
Punkt M asymptotisch miindende Doppelspirale.

v

Abb. 94. Abb. 95. Abb. 96.

Artet das Poinsot-Ellipsoid und das ihm K dhnliche Schwung-
ellipsoid zu einem Umdrehungskorper aus, so werden alle Pol-
bahnen Kreise mit zugeordneten Umdrehungskegeln, die auf &hn-
lichen in der vorgeschriebenen Art abrollen. Wir erkennen ohne
irgendwelche Rechnung, daB fiir ein gestrecktes Umdrehungsellipsoid
der bewegliche Kegel epizykloidisch auf dem festen Kegel gleich-
f6rmig abrollt, wobei die mit der des Ellipsoides zusammenfallende
Achse in gleichem Sinne mit dem Drehvektor und Drallvektor in
diesem bewegt. Ist dagegen das Poinsot-Ellipsoid abgeplattet, so
besitzt der bewegliche Polbahnkegel eine gréBere Offnung als der
feste und wilzt sich auf diesem perizykloidisch ab, wobei die eine
Achse entgegen der Eigendrehung und dem Drallvektor diesen um-
kreist. Die gleichférmige Drehung der beweglichen Achse bezeichnet
man als eine regulédre Pridzession und spricht wegen des Dreh-
sinns bei der epizykloidischen und perizykloidischen Bewegung von
einer vorschreitenden und riickldufigen Prizession.

Die vorstehende Untersuchung der kriftefreien Bewegung be-
schrinkte sich nur auf die Beschreibung der Bewegung ohne Be-
riicksichtigung ihres zeitlichen Verlaufes. Diese erfordert die Inte-
gration der Eulerschen Momentenformeln, die mit Hilfe elliptischer
Funktionen fiir die kréaftefreie Drehung durchfiihrbar ist, ihrer ge-
ringen praktischen Bedeutung halber aber hier iibergangen werden
kann. Wir verweisen hierfiir auf die Theorie des Kreisels von Klein
und Sommerfeld (1910), sowie auf das handliche Buch ,Der Kreisel“
von Grammel (1920).

12*
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§ 35. Umformung der Bewegungsgleichungen des starren Korpers.
Das mit dem Korper sich drehende Hauptachsenkreuz eignet sich als
Grundlage fiir die Bewegungsvorgéinge nicht mehr, wenn die Stellung
des Korpers im Raume in ihrer Abhingigkeit von der Zeit ermittelt
werden soll. Fiir solche Fille hat schon Euler selbst die Einfiihrung
dreier Winkel vorgeschlagen, zu denen man auf folgende Weise ge-
langt. Man denkt sich zunéchst in Abb. 97 das Hauptachsenkreuz Oabc
mit einem im Raum festen Kreuz Oxyz zusammenfallend und legt
in dasselbe die Einheitskugel mit dem Anfang O und den Schnitt-
punkten X,Y,Z auf den festen Achsen. Durch eine Drehung y um
die z-Achse gelangt der Punkt X nach D, durch eine darauffolgende
Drehung ¥ der Hauptachse O Z um ihre urspriingliche Lage in der

Ebene O Z D gelangt der
VA Endpunkt dieser Achse in
die Lage C und D nach E.
Schliefllich erteilt man
noch dem Hauptachsen-
kreuz die Drehung ¢ um
0 C, wodurch E nach 4
gelangt. Durch diese auf-
einanderfolgenden Dre-
hungen ist die dritte
Hauptachse von ihrer ur-

spriinglichen Lage OY in die Lage O B iibergegangen, so daB die
Kugelecke jetzt die schrige Stellung O AB C im festen Kreuz O XYZ
einnimmt. Den einzelnen Drehwerten w,, w,, w, um die Hauptachsen
entsprechen alsdann, da der Kugelarm die Linge 1 besitzt, gleich
groBe Laufwerte, die wir sogleich auf den den zugehorigen Drehpolen
gegeniiberliegenden Seiten des rechtwinkligen Kugeldreiecks 4 BC
eintragen konnen. Alsdann setzt sich der Gesamtlauf des Punktes C
nach Abb. 98 einmal zusammen aus den beiden zueinander senk-
rechten Anteilen w, und w,, andererseits aber auch aus ¢ und dem
Umlauf ¢ sin ) am Arm CF=sin¥. AuBerdem aber besteht der Dreh-
wert w, der Hauptachse O C' aus ihrer Eigendrehung ¢ und dem Anteil
t cos ¢ des Drehwertes 1 um die feste z-Achse. Wir erhalten somit die

Gleichungen wazt?sin<p—1})sinﬁcos¢
w,=dcosp -+ psindsingpp . . . . . . . 1)

w,= @+ pcosd
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und daraus durch Ableitung nach der Zeit
cba=(z§—|—@(;bsinﬁ')sinqa—}—(ﬁ.gb—ipﬂ.cosﬁ—ipsinﬁ)cosqy
i, = (& 4 ¢ sin 9) cos @ — (§ ¢ — ¥ cos ¥ — i sin V) sin g la)
w, = @ -} cos ¥ — I sin ¢
und nach Multiplikation der Drehteile 1) miteinander
w, 0, = (4" — 9* sin® ¥) sin ¢ cos p — & 9 (cos? @ — sin? @) sin ¢
w, w,= (@ -+ cos F) (Fcos p | psinIsing) 1b)
w,w,= (¢ -+ P cos #) (¥ sin ¢ —  sin ¥ cos @)
Quadrieren und addieren wir die Gl. 1), so folgt fiir den Gesamt-
drehwert 0 =P -2 peosd. . . . . . 10)

Daraus erkennt man im AnschluB an
Abb. 99 die Lage des zugehorigen
Drehvektors v, der sich aus den drei
Drehteilen v in der festen z-Richtung,
@ in der Richtung der dagegen um ¥
geneigten Hauptachse O C und dem
zu beiden Richtungen senkrechten 9
zusammensetzt. Zerlegt man dann
noch v in der Ebene ZOC in den
Hauptachsenanteil v cos? und einen
dazu senkrechten Anteil

psind=y,. . .. ... ... 2

der damit auch auf ¢ normal steht, so erkennt man, daB an Stelle
der ersten beiden Formeln 1) auch

w, =9 sinp — 3 cos @, w,—Jcosp -} jsing . . 3)

geschrieben werden darf, wihrend der dritte Anteil w, in der

Richtung O C auf ® und 5 senkrecht steht und darum unverindert
iibernommen werden kann. Durch Ableitung von 3) folgt alsdann
an Stelle von 1la)-

'a=<19{'+z¢)sin<p—(az—é¢)cow},. .. 3a)
iy = (41 ¢) cos @+ (7 — ¥ ¢)sin g
wihrend wir fiir 1b) und 1c) erhalten’
w, 0, = (9" — 7?)sin g cos ¢ — I 7 (cos®  — sin® )
w, 0, = o, (% cos p + 7 sin ) , . 3b)
o, wa_—_wc(ﬁsin(p—;'gcosqo)

=+ P2+l .. ... ... 30
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Zur Ausschaltung des der Gruppe 9, 7, w, fremden Drehteiles ¢ aus
3a) dient alsdann die aus ‘2) und ‘der dritten Gl 1) folgende Be-

ziehung p=w,—zctgd. . . ... ... 2a)

Wir gehen nun zunédchst zur Berechnung der Drallteile um die

den Drehteilen , 4 zugeordneten Achsen iiber und bedienen uns da-
zu der beiden Formeln 3), welche offenbar fiir beliebige Vektorteile
in diesen Richtungen gelten. Sie lauten fiir unsern Fall

D,=Dysinep — D, cos @, D,=Dycosp -+ D,singp . 4)
und ergeben nach Einsetzen von '
Da=@aa)a=——0a(1§ sin ¢ — 7 cos @)
Dy, =6, w,= 0, (19.?05‘}7‘{‘765&1‘?) } B
Dy = (0, cos® p -+ O sin p) ¥ - (O, — Qa);?sin ® cos @ }, . 4b)
D, = (O, sin* ¢ + O, cos? p) 4+ (O, — O,) Fsin @ cos ¢

wozu noch der dritte noch nicht umgeformte Drallteil D,—=060,w,
tritt. AuBerdem aber wollen wir noch den Drallanteil um die feste
z-Achse ermitteln, der sich nach Abb. 99 einfach zu

D,=D,sin®9 + D,cos

4a)

also nach 4b) zu
D,=[(0,sin? ¢ + O, cos® p) y 4 (O, — O,) 9 sin @ cos @] sin ¥
+ 60, w, cos 9 ; 4c)

berechnet. Die letzten Ergebnisse hdtten wir auch aus der Gleichung
fir die Wucht des Korpers

2 J:@a wag +9b (0,;" +@c wc‘z

— @a(ﬁ. sinp — gcos @)® -+ O, (ﬁ cosp -t gsing) +60,w2 . 5)

durch partielle Ableitung nach den Drehteilen, d. h. aus
o el )

Dy=—, = 6
Y Y © bo, )
erhalten, wihrend man zur Berechnung von
zzﬂ . 6a)
oy

der Wuchtformel mit 2) und der dritten GL 1) die Gestalt
2J =0, (¥sinp — ¢ sin & cos ¢)2 -+ O, (& cos p - 1 sin I sin ¢)?
+060,(p+wpecosd?® . . .. . .. . ba)

geben muB, um durch partielle Ableitung nach 3 die Gl 4c¢) zu ge-
winnen.

Ebenso wie fiir die Drehteile und die Drallteile erhalten wir
endlich fiir die Momente
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M,= Mysin ¢ — M, cos ¢, szM,;cosq)—}—stintp}> 7)
My= M, cos ¢ -+ M, sin ¢, M, = M, sinp — M, cos ¢
worin fir M,, M, und M, die Eulerschen Formeln 9) § 30
M,=0,0,—(0,—0,)n,0,
M,—=6O,0, —(0,—0,)0,0,(, - . . . . 8
M,=0,0,—(0,—06,)0,0,

um die mit dem Korper beweglichen Hauptachsen gelten. Setzen wir
in diese die Ausdriicke 3a) und 3b) ein, so wird

=[0.(0+79)— (6, 0)w,i]sing
— [0, (i —99)+(6,— 6, », ] cosp
M, =[0,(F + 1 9)+(0,— 0,) o, /) cosp 8a)
+ [0, (i —9¢) — (0, — 0,)»,F]sing
M,—=0,0,—(0,—0,)[(— i sin g cos g — & (cos? —sin®p)]
und nach Einfilhrung in 7), wobei M, ungeéndert bleibt,
M= (0, cos® ¢ -+ 6O, sin? ¢) (F + 7 ¢)
+(0,—0,cos* p— O, sin* ) w, ¥
+©,—0)(i —dp—od)sinpeosp| g
B, — (0, 5i0° 9 + 6, co 7) (i — 9 )
—(0,—0,sin* p — O, cos’ p) o, H
+(6,—6,) (F+ 19+ w,7) sin g cos
Ferner erhalten wir durch zeitliche Ableitung des Drallteiles 4c)
dD« —[(@, sin® @ + O, cos® p) 7 + (0, — 0,) (F+ 2 § ¢)sinpcos p]sind
+[(©,— 6,)$ ¢ (cos® ¢ — sin® @) — O, @, #] sin
+ [0, ®,+ (@, — 6,)9* sin ¢ cos p
+(O,sin? p + 0O, cos? ) gHcosd. . . . .. . . .. 8
Wegen ¢ =w,— ycos?, also

@ 8in & = ,sin & — P sin & cos § = w, sin & — 7 cos ¢

lassen sich aber die beiden damit, behafteten Glieder dieses Aus-
druckes unter Beachtung von

(©,—0,)(cos® p —sin® ) =0, cos® 9O sin* p — (O, sin* 916, cos® p)
derart zerlegen, daB man nach Ordnung der Glieder schlieflich durch
Vergleich mit 8a) und 8 b) erhilt

ab,
di

9)
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d. h, dal das Moment um die feste Achse sich als zeitliche
Ableitung aus dem zugehérigen Drallteil berechnet. Dieser
Satz gilt nicht fiir bewegliche Achsen, also z. B. fiir das mit dem
Korper verkniipfte Hauptachsenkreuz, wie schon aus dem Vergleich
der Eulerschen Momentenformeln und den zugehérigen Drallteilen
hervorgeht.

Besonders einfach und iibersichtlich gestalten sich die vorstehen-
den Ergebnisse fiir den Fall der Ubereinstimmung der Schwung-
momente @, und @,, d. h. fiir den Fall eines Umdrehungs-Schwung-
ellipsoides um die Achse O C. Alsdann spielt niimlich der Dreh-
winkel ¢ um die Hauptachse keine Rolle mehr und muB daher aus
den Bewegungsgleichungen eines solchen, gewdhnlich als Kreisel
bezeichneten Korpers herausfallen. Schreiben wir hierfiir

0,=6,, 0,=0,=06, w,=w,. . . . 10)

so ergeben sich die Drallteile nach 4b) und 4c)

Dy =049, D,—0 5—0 sind, D¢=Dc=@0w} 1)

D,=0 3sind + 6y w cos ¢ = O sin® ¥ 4 O, w cos I
und die Momente nach 8a) und 8b) mit Riicksicht auf die dritte
Formel 1), d.i. g =w — pcbs?
My=0 (5 +7¢)+ (0, —0) 0 =0+ (O — O 1 cos 9) -
My=0(F—3¢)—(0y—0) 0d=0j— (0,0 — O cos?)J

. 12)
M,=06,w
M,=D,= (05— 6,09 sind -+ (0, >+ 0 5 ) cos d
Wegen 7 =psin, i=psindFpdeosd . . . . 2b)

diirfen wir aber dafiir auch schreiben
My=6 (§ — ¢*sin & cos ¥) 4 @, w § sin &
M, =6 (psind 429 cos ) — O w & . 122)
M, =0 ({psin® - 2 cos #)sin & 4 @, (¢ cos & — w ¢ sin )
SchlieBlich wird aus der Wuchtformel 5)

2J =0+ 1)+ 0,0 =0 (4 ¢*sin ) + 0, w®.  13)

Bemerkenswert erscheint, daB in allen diesen Gleichungen als Ver-
dnderliche nur noch der Winkel ¢ mit seinen Ableitungen und die
Drehwerte 4 und @ auftreten, zu deren Ermittlung dann auch drei
Formeln geniigen. Da in den meisten praktischen Fillen M,=o0,
also w bestindig wird, so bleibt nur mehr die Bestimmung von ¢
und ¢ iibrig. Hierzu kann man sich ebensowohl der beiden Momenten-
formeln 12), oder auch z. B. fiir verschwindendes M,, also besténdi-
gem Drallteil D, der zugehérigen Gl. 11) und der Wuchtformel be-
dienen. Mit derartigen Aufgaben werden wir uns in den folgenden
Abschnitten eingehend zu beschéftigen haben.



Viertes Buch.
Die Kreiselbewegung.

VIII. Freie Kreisel.

§ 86. Unmittelbare Ableitung der Kreiselgleichungen, Unter
einem Kreisel wollen wir im Einklang mit dem Sprachgebrauch
einen Umdrehungskérper oder genauer gesprochen einen Korper mit zwei
iibereinstimmenden Hauptschwungarmen verstehen, dessen Schwung-
ellipsoid somit ein Um-
drehungsellipsoid ist. Die A
Drehungsformeln eines sol- P
chen Korpers haben wir
schon aus denen des allge-
meinen starren Koérpers mit
drei verschiedenen Haupt- F
schwungarmen am Schluf3 /»(1%{ ~ 7

\

z

P

des letzten Abschnittes ge-
wonnen, wollen sie aber un-
abhingig davon hier noch- -
mals auf einfachem Wege oY—-—
unmittelbar ableiten.

Die ausgezeichnete Achse v
des Kreisels wollen wir in
der Folge kurz als seine
Drehachse bezeichnen und #x Abb. 100.
uns den Korper selbst an
einem Punkte O derselben festgehalten denken. Sehen wir vor-
laufig von der Eigendrehung um diese Achse ab, so konnen
wir uns den Korper durch einen Massenpunkt m im Abstande des
Schwungarmes O P=—Fk um eine zu O P senkrechte Achse durch O
ersetzt denken. Legen wir dann durch O ein festes Achsenkreuz 0 XY Z,
Abb. 100, so zerfillt die elementare Bewegung der Kérpermasse m auf
der Kugel um O in eine Drehung dy auf dem Breitenkreis um 0Z
bei unverindertem Abstand r und einer Drehung in der Achsen-
ebene POZ um d¢ bei bestindigem Abstand k¥ von O, wobei y
der Winkel der Ebenen POZ und XOZ und ¥ die Neigung der
Drehachse O P gegen O Z bedeutet.
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Da die beiden elementaren Drehungen im Breitenkreise um dvy
und in der Achsenebene um dd als ebene aufzufassen sind, so ver-
laufen sie unter der Wirkung je eines Strahlanlaufes ¢,, p, und eines
Drehanlaufes g¢,, p, nach §9, Teil I, so zwar, daB

Qr=;—_r‘lp2’ 9u=“z"+2“# o 1)
p—k —k9, p,=kdI-2kd
Hierin verschwinden zunédchst wegen der Besténdigkeit von k die

zugehdrigen Ableitungen k und ié, auBerdem aber wihrend der
Drebhung dvy im Breitenkreis der Anlaufteil #, so daf nur noch

Qr:_TQPQ’ qu=“}"‘|‘2“# 1&)
p=—k?, p,=kJ
iibrig bleiben, von denen iiberdies p, vom Festpunkt O aufgenommen
wird und darum wirkungslos ist. Da schlieflich noch
r=rksind, F—=kdcosd. . . . . .. 2
ist, so bleiben fiir unsere Elementardrehungen nur noch die Anlaufteile
¢, = —k9¢?sing, p,—kd, g, =k({sind -2 Pcosd). 1b)

Legen wir nun durch O zwei zueinander senkrechte Achsen in den
Tangentenrichtungen der Elementardrehungen in P, d. h. gleichldufig
mit ¢, und p,, so haben in bezug auf diese die vorstehenden An-
laufteile die Hebelarme kcos und k. Mithin erhalten wir fiir die
Drehung des Korpers die Momentenformeln fiir zwei zur Korper-
achse O P normale Achsen, die darum ebenfalls Hauptachsen des

Kreisels darstellen,
My=mk(q, cosﬁ—}—p)—mk“(ﬁ P smﬁcom?) 3)
M, =mkq,=—mk?*({)sin® - 2 & cos 9)

Hierin haben wir dem einen Moment den Zeiger y gegeben, da es
eine Drehung der Achse O P um den Elementarwinkel

dy=dysind . . . . . . ... 4

in der zu p, senkrechten Ebene durch O P zur Folge hat.

Denken wir uns nun den Kreisel mit dem Drehwert w
um die Drehachse OPumlaufend, so besitzt er mit dem zugehorigen
Schwungarm k, einen Drallanteil

Dy=mkyiw, . .. . . . ... 5
zu dessen Erhohung ein Moment
M,= D =mklw . . .. . 6)

erforderlich ist. Tragen wir den Drall D, in Abb. 101 als Vektor
in der Richtung O P auf, so werden durch die beiden obigen Ele-
mentardrehungen um dy und d¢ zwei Drallelemente D, sinddy
und D,d¥ geweckt, die ihrerseits als Ableitungen zweier gleichge-



Unmittelbare Ableitung der Kreiselgleichungen. 187

richteter Momente M; und M, derart aufzufassen sind, da mit
Riicksicht auf den durch die Vektorrichtung gegebenen Drehsinn

D,sinddy=Mjdt, Dydd=—— M]dt
oder M3 =D, psind —=mk,* ¢ sin
M) =—D,0 —=—mk2wd o

7)

ist. Diese Momente drehen
nach Abb.101 um dieselben
Achsen wie die Momente 3)
und sind daher mit diesen
durch algebraische Summie-
rung zu vereinigen. Da-
durch entstehen die gesuch-
ten Gesamtmomente

My + My = M,

M, 4 My — M,
woraus unter Einfithrung der
beiden Schwungmomente
mk?*=0, mky?®=06,, 8)
sowie unter Hinzufiigung

von 6) die Bewegungs-
gleichungen des Kreisels in der endgiiltigen Form

My =0 (8 — 1 sin & cos 9) + O, w 7 sin &
M, =0 ({sind | 29 ¢ cos ) — 6, w & ce. 0 9)
M,=0,w»
hervorgehen. Daraus folgt weiterhin das Moment um die feste z- Achse
M, = M, sin ¥ -+ M, cos &
=@ (ipsin® & |- 29 ¢ sin ¥ cos ¥) — @, (w ¥ sin ¥ — v cos F)
Mzz%(@1})sin20+@owcosﬁ)=bz, )
wobei Opsin®d 46O, wecos¥d=D, . . . . . . 10)

den Drall um die z-Achse bedeutet.

Erweitern wir schlieflich die Gleichungen9) der Reihe nach mit d,
dy=dysin® und wdt und addieren, so ergibt sich die Arbeits-
formel

M,,dﬁ+dex+Mowdt:gd[«§2+¢3sin‘-*0]+%ﬂd(we), 11)

Abb. 101.
X

deren rechte Seite das Element der Drehwucht gegeben durch
2dJ—=d [0 +¢?sin?9) L O 0] . . . . . 11a)
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darstellt. Hieraus erhalten wir schlieBlich noch die Drallteile um
die drei Momentenachsen
od : oJ . . oJ

Dy = 55=@19, Dl=a—Z- =0 y=0ysind, Do=% =0, 10a)
in voller Ubereinstimmung mit den SchluBergebnissen des § 35. Da
die Drallformel 10) und die Arbeitsgleichung 11) unmittelbar aus
den Momentengleichungen 9) abgeleitet wurden, so sind sie den
ersten beiden derselben gleichwertig und diirfen unbedenklich als
Ersatz fir sie benutzt werden. Es ist dies besonders dann am Platze,
wenn kein Moment um die feste z-Achse wirkt und daher der Drall D,
als Festwert erscheint, der aus den Anfangsbedingungen der Bewegung
hervorgeht. Mit der in praktischen Fillen meist sofort angebbaren
Arbeit der duBleren Krifte erhalten wir aus 10) und 11) demnach
sogleich zwei Integrale der Bewegungsgleichungen, in denen nur
noch die Drehteile ¢, 9, w, nicht aber die Andrehteile ¢, ¢ und @
auftreten.

Fiir manche Zwecke ist es bequem, an Stelle der Drehung um
die z-Achse die Drehung dy der Korperachse auf dem Breitenkreis
durch die Gleichungen

dysind=dy, ysind =y
Psind 4 dcosd =7
einzufiihren. Damit erhalten wir an Stelle von 9) und 9a)
My=0 O — Petgd)+ 60,0 %
M,—0(;+30ctg®) — O, 0 , 18).
M, — 6 (j -+ 79 ctg 9)sin® -+ O, (@ cos & — o sin )

wihrend M, =6, » wieder ungeindert bleibt.

12)

Fiir kleine Auslenkungen ¢ der Kreiselachse aus der festen
z-Achse erhalten wir mit

sind=%, cos¥=1,
sowie unter Vernachlissigung der Produkte 92, %@, 99, 9* aus 9)
und 9a)
My=09+0,09pF, M,=0yp%—0,wd

9c)
M, =M,=0,®
oder mit 12) und yp 3§ =73
My=09+0,05, M,—0;—0,0)| 138)
M,—M,—= 6,0 Joo

Die Achsen der Momente My und M, liegen in einer zur Kreisel-
achse senkrechten Ebene, die um denselben Winkel ¢ gegen die
feste zy-Ebene geneigt sind wie die Kreiselachse gegen die feste
z-Achse.
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Beispiel. Fiir einen kraftefreien Kreisel, d. h. einen nur in seinem
Schwerpunkt gestiitzten Umdrehungskorper, vereinfachen sich die ersten

In9) i ;
Formeln 9) in o 5 4 sin & (0 9 cos # — Oy @) — 0
0 sind & (2 Oycosd— Oy ) =0 |

wihrend aus der dritten Gleichung & =0, also eine gleichférmige Achsen-
drehung, folgt. Die vorstehenden Gleichungen sind offenbar fiir beliebige Werte
von o und ¥ erfiillt, wenn mit

Pp=9=0, H=>0d=0......... 142)

die Kreiselachse ihre beliebige Richtung im Raume nicht &ndert. Fallt nun
die Kreiselachse einen Augenblick mit der z-Achse zusammen, so ist dort nach

Einfihrung in 14 ) .
infihrung in 1) 9—=0, F—=0, F=0....... .. 14b)

d. h. es besteht kein AnlaB fiir eine Lagenéinderung der mit einer
festen Achse zusammenfallenden Kreiselachse, um die somit eine
stabile Drehung stattfindet. Da hierbei ¢ und o sich einfach addieren
und die Lage der festen z-Achse ganz willkiirlich ist, so fiihren die Be-
dingungen 14a) und 14b) auf dasselbe hinaus.

Verschwindet dagegen 4 nicht, sondern nur 9 =0, # =0, so wird nach
der zweiten Gl. 14) v bestindig und muB nach der ersten Gleichung die Be-
dingung

Oypcos?d=0,w . 14c)

erfilllen. Es ist das die Be-
dingung fiir das Abrollen des
Schwungellipsoides auf der un-
veranderlichen Ebene, bzw. des —
beweglichen Polbahnkegels auf
dem festen, was wir schon in
§ 34 als Kreiskegel fiir den
Fall eines Umdrehungskorpers
erkannt haben, wobei die
Kreiselachse eine sog. regu-
lire Priazession v vollzieht.

Ist bei beliebig gewéhltem
Drehwert 1+, der allerdings
ohne Wirkung eines Momentes
M, nicht aufrecht erhalten werden kann, eines etwa kardanisch aufgehéngten
sog. Bohnenbergerschen Kreisels, Abb. 102, die Prézessionsbedingung 14c)
nicht erfiillt, so bleibt nur die Lage 14b) iibrig, in die der Kreisel alsdann
auch iibergeht. Fiir kleine Auslenkungen ¢ aus derselben kann man auch an
Stelle der ersten Gl. 14) schreiben:

OF 44 (B0 —Op)9=0, .. u. .. ... 15)

woraus sich eine Schwingung um die Lage ¢ =0 ergibt, solange O,w > 0 p
ist. Im andern Falle wirde einfach ein Umschlagen des Kreisels erfolgen,
das auch bei Vorzeichenwechsel von i bzw. w eintritt. Man erkennt daraus
das Bestreben der Kreiselachse, sich in eine feste Drehachse ein-
zustellen, wobei die Kreiselwucht einen Hochstwert annimmt.

i Abb. 102.

§ 87. Das Kreiselpendel. Unter einem Kreiselpendel verstehen
wir einen Kreisel, der sich um einen festgehaltenen Punkt O der
Korperachse im Abstande s vom Korperschwerpunkt 8§ unter dem
EinfluBl seines Gewichtes G bewegt, wobei jeder seiner Punkte
an einer Kugelfliche um O gebunden ist, Abb. 103. Da um die z-Achse
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kein Moment wirkt, so ist der zugehdrige Drall unverinderlich und
durch die Anfangsbedingungen gegeben. Als #uBere Arbeit kommt
nur die des Gewichtes G bei einer Senkung um dh=sd (cos¥) in
Betracht, so daB wir nach der Gl. 10) und 11) des letzten Abschnittes
mit zwei Festwerten C und D erhalten:

@y sin®? + Oy w cos § =D } 1)
O 9%+ y?sin?P) + Opw®*=C—2Gscosd |~~~ °

Da um die Korperachse ebenfalls kein Drehmoment wirkt, wenigstens
solange wir von Widerstandskriften absehen, so ist =0 und der
Eigendrehwert  um die
j\ Korperachse bestindig. Der
Jry Sinn dieser Drehung ist durch
Ubereinstimmung mit den
Drehungen im festen Achsen-
kreuz bei der Deckung der
Kreiselachse mit der positiven
x-, Y-, 2-Achse gegeben und
soll fiir alle Lagen des Kreisels
gelten. Zur Bestimmung der
Festwerte C und D setzen
wir nun fest, daB die Be-
wegung mit dem Auslenkungs-
winkel ¢, und den Drebh-

werten 191=0 und 9, beginnen mdge. Damit wird aus 1)

X Abb. 108.

O (y sin?9 — y, sin?,) = O w (cos &, — cos ) } 1a)
O (9?4 p?sin? P — ,?sin? §,) =2 G's (cos I, — cos P)

und nach Ausschaltung von

-2_cos01~cosﬁ[2Gs cag  on O .

P2 = in? o ) sin? ¢ Zwlw@sm O

2)
0, w?
—+,? sin?d, (cos P, |- cos I) — —@2—(00819 - cosﬁ):l

Verschwindet hierin w, so stimmen, wenn wir noch

G=mg, O=mk? O,=mk? k*:s=I1, p,—=w, 3)
einfithren, die vorstehenden Gleichungen mit denen fiir das Kugel-
pendel 4) und 4a) in § 6 vollstindig iiberein, so daB dieses den
Grenzfall des Kreisels ohne Achsendrehung darstellt.

Der Drehwert ¢ verschwindet nun nicht nur fir «, laut Voraus-
setzung, sondern auch noch mit der grofen Klammer in 2), woraus
fir den zugehorigen Winkel ¢ die quadratische Gleichung

i 0,? »* "
cos? P — %— (1/;12 sin®d, —}——O—:D—) cos

2a)
0 0, w? . 0, .
_1_,_2_(75 [("/’1 sin?9, — —5° >cos'¢91—2w1w—0—°s1n“01:]
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hervorgeht, deren Wurzeln wenig iibersichtlich sind. Wir wollen
uns darum auf die Erorterung zweier Grenzfille beschrinken, die
sich aus dem Uberwiegen des Drallwertes @, w gegen @y, sind, =07, ,
oder umgekehrt ergeben. Diese beiden Falle entsprechen etwa einer
schweren Scheibe bzw. einem schweren Ring und einem
schlanken Kegel. Im ersten Falle Ojw> 6Oy, sin®, dirfen
wir die Glieder mit ,* in 2a) vernachléssigen und erhalten damit

— 9 o " 0*w P00 s

cos ¥ = V -+ 4G30 —Q—W@ cos ¥, — s sin*d,. 4)
Hierin ist offenbar der Ausdruck unter der Wurzel wegen des Uber-
wiegens des zweiten Gliedes positiv; dann aber wiirde das positive
Vorzeichen aus 4) einen mit o® beliebig iiber 1 wachsenden Wert
ergeben, der keinen Sinn hat. Es bleibt also nur das negative Vor-
zeichen iibrig; betrachtet man auBlerdem die andern Glieder unter
der Wurzel als klein gegen das zweite rein quadratische, so ergibt
sich fiir die gesuchte zweite Wurzel

2Gs0O 2@1,01
6,’ (1)2_+

und fiir den Sonderfall ¢, =0, bei dem der Kreisel mit Eigen-
drehung aus einer Ruhelage ¢, losgelassen wird,

24
cos ¢, — cos J, @28@ 1 )
Im zweiten Fall O w < @, vernachlissigen wir die mit w? be-
hafteten Glieder in 2a) und erhalten alsdann fiir die Wurzel

cos B, = cos &}, — sin®d;, . . . . 4a)

s g
cosﬁ—~0w1 sin? J,

l/ —}— % sn219 + cosﬁ —%589 J sin? 9,

worin wiederum wegen des Uberwiegens des zweiten rein quadra-
tischen Gliedes gegen die andern nur das negative Zeichen einen
Sinn hat und auf die N&herungslésung

2Gs 2w0,
O y,*sin?Y, + Oy,

fiihrt. Mit w=0 wiirde man wieder zu dem Kugelpendel zuriick-
gelangen, mit dem das Kreiselpendel nach den vorstehenden Er-
gebnissen die Bewegung zwischen zwei den Winkeln ¢}, und 4,
entsprechenden Grenzkreisen gemein hat. Nur liegt die Mittel-
lage derselben beim Kugelpendel stets unter dem Stiitzpunkt O, beim
Kreiselpendel aber nur fiir sehr kleine Drehwerte w, wihrend fiir
groe w nach Gl. 4a) der Hohenunterschied und damit der Abstand
der Grenzkreise sogar beliebig klein werden kann.

, . 5)

5a)

cos ¥, — cosy = —
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Auf das Kreiselpendel wird nun lediglich das Moment
My=Gssind =0 (§ — p*sind cos ) +-Oyw psind, . . 6)

aber kein dazu senkrechtes Moment ausgeiibt. Daher wird aus der
zweiten Momentenformel 9) § 36 fiir unseren Fall mit M,=0

O (jsind+2dpcos)=0,0d . . . . . . 1)

und fir $=0, =0, d. h. der Drehwert v nimmt an den
Grenzkreisen Scheitelwerte an. Der Betrag von 9 selbst ergibt
sich aus der ersten Gleichung 1a) zu

.. osin®d; | Oy w (cos P — cos )

Y=Y %% ] sin 29 s
worin cos¥; — cos ¥ > 0, solange ¥, dem oberen Grenzkreise zuge-
hért. Da auch sin?® >0 ist, so kann ¢ nur dann negativ werden
oder sein Vorzeichen wechseln, wenn der Anfangswert o, <0 ist,

d.h. die Drehung der Achsenebene $0Z in Abb. 103 der Eigendrehung o
des Kreisels um die Korperachse entgegenliuft.

Um festzustellen, unter welchen Bedingungen die beiden Grenz-
kreise zusammenfallen, setzen wir in Gl 2a) ¥ =1, woraus sich

8)

Gs —yp, w0y +0Op2cosd, =0 . . . . . . 9)
ergibt, eine Bedingung, die wir auch aus der Momentengleichung 6)

mit $=0 und 9=1, erhalten hitten. Die Auflésung von 9)
liefert die beiden Wurzeln

. Oyo ( 6, )2 Gs
%_200051011—]/ 20cosd,) BOcosd,’ 92)

also im allgemeinen zwei Werte einer reguldren Prizession, die
nur so lange reell ausfallen, als

0, w?>4GsOcosd, . . . .. .. . 9b)

wird. Die Ungleichung ist stets erfiillt fiir cos, < 0, d. h. solange
der obere Grenzkreis unterhalb des Stiitzpunktes O liegt, sowie fiir
eine schnelle Eigendrehung o des Kreisels, also ein starkes Uber-
wiegen des ersten Gliedes unter der Wurzel von 9a) gegen das zweite.
In diesem Falle erhalten wir die beiden Niherungswerte

. Gy ( O, w _ﬂ)
w‘_2@cos'ﬁl —\20cos?, O,0/’
O, Gs . Gs

oder

Py = — = . 9c)
1 Ocosd, Oy’ Ve O,0’ °)
von denen der erste der raschen Préazession positiv oder negativ
sein kann, wihrend der zweite der langsamen Prézession stets
positiv ist. Im Falle des Gleichheitszeichens von 9b) ist stets

cosﬂlzg—s—\ 0, . ... . ... 94
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und die Wurzeln von 9) fallen zusammen in dem Wert

. OG0  Gs
Y= 20 cosd, Oyo

der allerdings nur so lange reell ist, als mit cos, <1

Orw?<L2GsO . . . . . . . . . 10a)

>0, . ... ... 10

bleibt. Diese Bedingung ist offenbar nur fiir kleine Eigendrehungen
des Kreisels erfiillbar und liefert damit eine positive rasche Pri-
zession.

SchlieBlich entsteht noch die Frage nach dem Bewegungsver-
lauf, wenn einer der beiden Grenzkreise zu einem Punkte
der festen z-Achse zusammenschrumpft. Trifft dies fiir den
oberen Grenzkreis zu, so haben wir aus GL 8) u. 2) mit 4,=0

. N T N <2Gs_ 6, 0*® >
Y=o+ cosd)’ #=(1—cos?) &  0*(1+4-cosd)’ 11)

Fiir die Grenzkreise wird dann mit =0

2Gs 0, w® )
(1—0081?)( O  O%(1-}cos? =0
. —@02(02
also cos?, =1; cosﬂg—m@—l. .. . . . .11a)

Die erste dieser Wurzeln deutet die Moglichkeit der aufrechten
Drehung des Kreisels um eine mit dem festen Lot zusammenfallende
Korperachse an, fiir welche der Drehwert ¢ den Sinn verliert. Der
zweite dagegen gibt fiir eine Auslenkung aus der oberen Stellung die
Lage des Grenzkreises an, fiir den die Ausdriicke 11) iibergehen in:

. 2Gs
= —, 2=0. .. ... .. .11b
=50 7 )
Schrumpft dagegen der untere Grenzkreis zu einem Punkt zu-
sammen, so gilt ¥,==mn, cosy=——1, sin ), =0. Damit wird aus

2a) mit ¢ =17,
@2, % sin?9,; (1— cosd,) 6, w? (14-cos ¥;) + 29, 6,0 w sin*P;=0
[0, (1 —cosd,) 4Oy w]* =0,
. O,0
y}l—m—_l__l)<0,..12)

also ein negativer Drehwert 9, am oberen Grenzkreis hervorgeht,
solange w=0 ist. Fiir o =0 wird auch v, =0 entsprechend einer
reinen Pendelschwingung auf einem Grenzkreis.

‘woraus

I. Nunmehr macht es keine Schwierigkeit, den Bewegungsvorgang der
Kreiselachse fiir verschiedene Werte von o und 1w, von einer vorgelegten

Lorenz, Techn. Physik I, 2. 2. Aufl. 13
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Anfangsstellung 9, und ¥, =0, also vom oberen Grenzkreis aus, zu verfolgen,
ohne daB es notwendig wird, die Ausgangsgleichungen 1) zu integrieren. Diese
mit Hilfe elliptischer Funktionen durchfiihrbare Integration ist aber fiir die
Ermittlung des zeitlichen Verlaufs der Bewegung unerlifllich. Wegen der ge-
ringen praktischen Bedeutung derselben wollen wir die ziemlich umsténdliche
Rechnung weglassen und verweisen den Leser in dieser Hinsicht auf die schon
angefiihiten Werke von Klein und Sommmerfeld, sowie von Grammel
iiber die Theorie des Kreisels. Wir beginnen mit i, =0, d. h. mit dem Auf-
setzen des Kreisels ohne Anfangsprézession. Damit ergibt die Aus-
schaltung von cos®, — cos ¥ aus den beiden Formeln 1a)

2@s d\2  [d9\2
w=0 (———,—1) sin20=<-,—> =(—> , - 13
6,0 P P dy )
oder fiir
. a9
0:191, 1,():'1;71:0, ﬂ):m,

so daB die Bahn des Durchsto8punktes der Kreisel-
achse auf der Einheitskugel, Abb. 104a—c, zum
oberen Grenzkreis senkrecht steht, also
dort eine Spitze besitzt. Am unteren Grenz-

kreis ist laut Voraussetzung d, =0, also auch
d¥ :dy=0, woraus eine Beriihrung dieses Grenz-
kreises folgt. Nur im Sonderfalle @ = 0 erhalten
wir ‘mit $,=ax die schon oben erwihnte

Abb. 104a. Pendelschwingung auf einem Grenzkreise. Aufler-
w klein w grof
o
T
— l_'__ 1
T P
v
. \\ /] \\ ,\92'
h
0 \
A4 = A
~ oY
WO
Abb. 104c.
Abb. 104b.

dem aber folgt aus 4b) eine schnelle Abnahme des durch cos ¥, —cosd, ge-
gebenen lotrechten Abstandes der beiden Grenzkreise mit wachsendem o, so
daB wir den in den Abb. 104 a—c dargestellten Verlauf der im allgemeinen
nicht geschlossenen Bahnkurve erbalten. Fiir den unteren Grenzkreis
erhiilt man durch Division der beiden Grundformeln 1a) mit $ =10, 4, =0 den
positiven Grenzwert 11b) fiir ¢,, dem dann angenihert ein Mittelwert

. Gs
Ym = O
entspricht, den wir schon in 10) als langsame Prézession fiir schnelle Eigen-

drehung o erkannt haben. Wir erhalten also in diesem Falle eine durch kleine
Erzitterungen, sog. Nutationen, gestorte Kreisbewegung der Kreiselachse, die




Das Kreiselpendel. 195

man nach dem Vorschlag von Klein und Sommerfeld als pseudoregulare
Préazession bezeichnet.

IL Erteilen wir der Kreiselachse in der oberen Lage ¢, eine positive
Anfangsprézession y, >0, so ist damit nach 8) auch das positive Vorzeichen
aller Werte von ¢ wihrend der ganzen Bewegung festgelegt. Fiir w = 0 geht
das Kreiselpendel in das schon in § 6 besprochene Kugelpendel iiber, bei dem
die aufeinanderfolgenden Beriihrungen der beiden Grenzkreise einer Drehung
der Achsenebene Z0S um y >z entsprechen. Da nun hierfiir nach 8) 3 sin?3d
=1, 8in %Y, ist, so wird durch die Eigendrehung

. sin?d  Oyw cosd; —cosd - sin?d;
Tt sin®d 2] sin2y 1gin29’

Abb. 105. _ Abb. 106.

d. h. die Achsenebene des Kreiselpendels mit positiver Préazession
riickt rascher vor als die des Kugelpendels, wobei sich die Bewegungen
beider grundsitzlich nicht unterscheiden. In Abb. 105 ist die Bahnkurve auf
der Einheitskugel mit dem dazugehorigen Grundriff fiir den Fall der Grenz-

kreise 9, < Je >g— dargestellt. Als Grenzfall erhalten wir fiir eine hohe

id
2)
Eigendrehung die langsame reguldre Prézession 4,, welche durch die
zweite Wurzel Gl. 9a) gegeben ist.

IIT. Ist schlieBlich die Anfangsprizession ¢ <0, so wird ¢ nach Gl 8)
zunichst wachsen und iiber ¢ =0 positive Werte annehmen, woraus sich die
in Abb. 106 dargestellte Schleifenbildung der Bahnkurve auf der Kugel
ergibt. Die Doppelpunkte der Bahnkurven liegen natiirlich wieder auf einem

13*
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Kreise; auBerdem aber beriihren die Bahnkurven in diesem Falle im Gegensatz
zu dem vorigen beide Grenzkreise mit der gewdlbten Seite, wie am deutlichsten
aus dem GrundriB zu Abb. 106 ersichtlich ist. Als Sonderfall geh6rt hierher
der in Abb. 107 dargestellte Durchgang der Kreiselachse durch den tiefsten
Punkt, in den der untere Grundkreis ausgeartet ist, wobei die Anfangsprizes-
sion der Bedingung 12) geniigen muB. Steigern wir den Absolutbetrag der
negativen Anfangsprizession iiber diesen Wert hinaus, so tritt der untere Grund-
kreis wieder auf und wird, wie aus dem GrundkriB Abb. 108 hervorgeht, von
der Hohlseite der Bahnkurve wie im Falle II, aber mit verkehrtem Umlaufs-
sinn beriihrt. SchlieBlich erhalten wir als Grenzfall die negative regulére
Prizession nach der ersten Gl 9c), die wegen der Bedingung 9b) nur fiir
cos ¥; <0, also eine Schwerpunktslage unter dem Stiitzpunkt moglich ist.

IV. In den beiden Fillen der reguldren Prézession, die stets an die
Bedingung 9) gekniipft sind, haben wir es nur noch mit den beiden bestéin-
digen Drehwerten w, der Eigendrehung des Korpers um seine Achse, die man
wohl auch als Kreiselung bezeichnen kann, und ¢ der Drehung der Achsen-

W
Abb. 108.
Abb. 107.
ebene um das Lot durch den Stiitzpunkt zu tun. Setzen wir beide in die

Achsenebene selbst fallenden Drehwerte zu einer Gesamtdrehung w, mit der
Neigung ¢ gegen die Kreiselachse OS, so gilt nach Abb. 109

P 8in () —p)=wosing . . . ... .. 14)
_ @ysind; ysind,
oder tg o = P S 14a)

worin der Nenner den Gesamtdrehwert um die Kreiselachse darstellt. Erweitern
wir Gl 14) mit dem Abstand OP =1 eines beliebigen Punktes auf der Achse o,
von O, Abb. 109, und fillen die Lote  und r, von P auf die Kreiselachse OS
und die Lotrechte OZ, namlich
r=Ilsing, r,=Ilsin(@—¢), ... .. ... 15)
so geht mit diesen Gl. 14) iiber in
W =Pyl o o v e e e e e 14Db)

Das besagt aber, daB die beiden Kreise mit den Halbmessern 7 und r,, deren
Achsen die Neigung ¥, haben, aufeinander abrollen. An Stelle dieser Kreise
konnen wir auch die zugeordneten Kreiskegel mit der gemeinsamen Spitze O
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aufeinander abrollen lassen, Abb. 110, wobei die Beriihrungsgerade OP jeweils
mit dem Gesamtdrehwert w, zusammenfillt. Es sind das wieder die schon in
§ 34 besprochenen festen und beweglichen Polbahnkegel. Man iiber-

sieht, daB beim aufrechten Kreisel (191 < %) das Abrollen auf der AuBen-
seite des festen Kegels mit positiver Prézession erfolgt, wihrend bei
hingendem Kreisel (191 > g) der bewegliche Kegel auf dem Innenmantel

des festen rollt, wodurch eine negative Pridzession der Kreiselachse um
das Lot OZ im Einklang mit II und III bedingt ist.

Abb. 109.

Abb. 110.

§ 88. Widerstandskriifte am Kreiselpendel. Bei der Unter-
suchung der Drehung des Kreiselpendels im letzten Abschnitt haben
wir alle Bewegungswiderstinde auler acht gelassen und diirfen daher
nicht erwarten, daB unsere Ergebnisse mit der Erfahrung vollkommen
iibereinstimmen. Wir wollen daher unsere Betrachtung nach dieser
Richtung ergédnzen, uns aber dabei auf das Verhalten des auf-
rechten Kreisels, dessen Schwerpunkt dauernd oberhalb des Stiitz-
punktes bleibt, beschrinken, da dieser vermdge seiner groBen Ver-
breitung als Spielzeug zu einfachen Versuchen besonders geeignet
erscheint. Steht dieser nur dem Moment der Schwerkraft unter-
worfene Kreisel mit einer abgerundeten Spitze in einer Vertiefung
der Unterlage, einer sog. Pfanne, so ist der Fall des festen Dreh-
punktes im Sinne unserer bisherigen Darstellung trotz der Moglichkeit
einer begrenzten Bewegung der Spitze in der Pfanne ziemlich genau
verwirklicht. '

I. In diesem Falle stellt sich der Bewegung nur der Luftwider-
stand entgegen, der einerseits durch Mitnahme der die umlaufende
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Kreiseloberfliche beriihrenden Luftschicht die Eigendrehungswucht
vermindert, andererseits aber auch die Bewegungen der Kreiselachse
in wagerechter und senkrechter Richtung hemmt. Zur Vereinfachung
der Betrachtung wollen wir uns an dieser Stelle auf rasch umlau-
fende Kreisel beschrinken, bei dem die senkrechten Bewegungen,
die sog. Nutation gegen die wagerechte Prézession merklich zuriick-
tritt, so da wir nur den EinfluB der Widerstinde auf die letztere
zu beachten brauchen. Im iibrigen soll iiber die Abhingigkeit des
Luftwiderstandes von der Geschwindigkeit hier keine Annahme ge-
macht werden, da es uns, wie schon in § 37, nur auf die Erklirung
des tatséichlichen Verhaltens, nicht aber auf eine genaue Ermittelung

des zeitlichen Ablaufes der durch

z den Widerstand gestorten Be-

\ wegung ankommt. Alsdann ge-

N2 niigt die Annahme eines Mo-
mentes der Oberflichenreibung

C B MO _ @0(2) - e, 1)
w4 zur Verminderung der Kreiselung

- b w, wihrend der Widerstand W
gegen die Prizession 9 im Ab-

F /z“/ stande O B=1"0 vom Stiitzpunkt
M; =7 oy O an der Achse und senkrecht
» "/ g zu ihr angreifen moge, Abb. 111.

Verlegen wir W nach dem Stiitz-
punkt O selbst, so wird dadurch
X Abb. 111. ein riickwirts drehendes Moment
M, geweckt, so zwar, dal mit
wsin® = 7 und dem Schwerpunktsabstand s angendhert

W= —msj, M,——Wb. . ..... 2

anzusetzen ist. Fiihren wir diese Ausdriicke in die entsprechende
Momentenformel 13) § 36

O + g dctgd) — O, w9 =M,

ein, so folgt

. ; .. OwW

(@OCO—QZCtg0>0=@x—MI=Wb—m‘. .. 3)

oder unter Einfilhrung des Schwungarmes ¥ um die Querachse durch
die Spitze mit der zugehérigen Pendellinge ! vermittels der Be-
ziehungen

O = mk?, r=ls . . . . .. . 4

2

(@ow—Qictgﬂ)z§=W(b—]%>=W(b—l), )

oder .
Oy sin® —Ofcosd)d=W(OH—1)sind . . .. ba)
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Hierin ist aber, wie aus Abb. 112 hervorgeht, die Klammer der linken
Seite der zur z-Achse lotrechte, also wagerechte Drallanteil D,,, der
fir rasche Kreiselung o insbesondere danp positiv ist, wenn das
Schwungmoment @, um die Kreiselachse dasjenige @ wesentlich iiber-
trifft. Das Vorzeichen der rechten Seite héngt dagegen mit dem
Unterschied b — 1 in der Hauptsache von der Gestalt des Kreisels
ab, welche den Abstand b des Kraft-

angriffs und die Pendellédnge ! bedingt. z
GewOhnlich nimmt man an, daB die 0
Richtung von W durch den Schwer- ~
punkt des groSiten zur Bewegungs- 1
richtung senkrechten Querschnittes, / '
in unserm Falle also des Achsen- /| [
schnittes hindurchgeht. Das trifft in- / B
dessen nach sorgfiltigen Versuchen /
von Kummer (Abhandlungen der /
Berliner Akademie 1875) nicht zu, 9 |
nach denen vielmehr der Luftwider- | >
stand von Umdrehungskorpern senk- 0 Ory

recht zu ihrer Achse diese in der Nihe Abb. 112.

des Raumschwerpunktes schneidet.

Setzen wir demgemi8 b=s, so wird mit dem Schwungarm k, fiir

eine Schwerachse
2 2 2 k2
PO TS S el wl A S 6)

s s s

womit sich aus 5a) fiir einen rasch umlaufenden Kreisel 19< 0
also ein Aufrichten durch den Luftwiderstand ergibt, wihrend
infolge des alsdann negativen Dralles D, langsam sich drehende
Kreisel durch den Luftwiderstand umgeworfen werden.

II. AuBer dem Luftwiderstand unter- z /

liegt der Pendelkreisel aber auch noch d
dem EinfluB der Reibung an der nie- <
mals mathematisch scharfen, sondern %,

stets etwas abgerundeten Spitze. Wir
wollen diese in roher Anndherung als
eine kleine Halbkugel vom Halbmesser
a voraussetzen und erhalten so im An-
schluB an Abb. 113 mit der Reibungs- ar’
ziffer f des Kreisels auf der als eben ar
angenommenen Unterlage an der Be- Abb, 115.
riihrungsstelle eine Reibungskraft R mit einem Moment M um die
Kreiselachse

>
>

R=fG, M/=fGasin®, . . . . . .. 7

durch welches, wie schon durch 1) die Kreiselwucht vermindert wird.
Verlegen wir den Reibungswiderstand B nach dem XKorperschwer-
punkt, so wirkt er dort zunichst verzogernd auf die Prizession und



200 Freie Kreisel.

ruft weiterhin nach Abb. 114 ein positives Moment M, hervor, so
zwar, da analog 2)

R=-+—msy, M/=Rs.. . .. ... 73)

Fihren wir diese Ausdriicke in die Momentenformel ein, so wird
daraus OR

(QOw—@xctgﬁ)ﬁ=—Rs—m

oder wegen 4)
. 2
(@owsinﬂ—ngcosﬂ)ﬁz—R(s—{—i—)sinﬂ,. .. 8

z woraus sich wie schon beim Luftwider-
A stand wieder ein Aufrichten des
P rasch umlaufenden und ein Um-
J fall des langsam sich drehenden

) ' Kreisels ergibt.
| Da nun auch die anfinglich rasche
51z Kreiselung w durch die Momente 1)
| und 7) des Luftwiderstandes und der
— y Reibung abnimmt, andererseits aber
| fx auch sin ¢ beim Aufrichten kleiner
—_— wird, wahrend cos ¢ zunimmt, so wird,
noch bevor die Kreiselachse in die
Abb. 114, lotrechte Stellung gekommen ist, der
Klammerausdruck der linken Seite

der Gleichungen 5a) und 8) und damit auch ¢ das Vorzeichen wechseln.
Bei dieser Vergroferung der Neigung ¢ artet die Prizession in ein
Schleudern aus, bis die Kreiseloberfliche die Unterlage beriihrt, auf
der der Kreisel dann schlieBlich mit dem Reste seines Dralles fort-
rollt. Derartige mit Gleiten verbundene Rollbewegungen vollzieht
aber auch lange vor dem Umfallen die abgerundete Kreiselspitze auf
der Unterlage, vermdge deren der Kreisel, falls er nicht in einer
Pfanne festgehalten wird, eine ziemlich rasche Fortbewegung aufweist.
Hierher gehoren auch die verwickelten Erscheinungen beim Aufrichten
eines hartgekochten, um eine beliebige Achse in Umdrehung versetzten
Eies auf wagerechter Unterlage, welche L. Foppl in seiner Habili-
tationsschrift (Gottingen 1914) eingehend theoretisch und versuchs-
maBig behandelt hat.

III. Bewegt sich ein stabférmiger Korper durch die Luft, so wird
seine Léngsachse nur dann dauernd die Schwerpunktsbahn beriihren,
wenn die Widerstandsrichtung die Achse hinter dem Schwerpunkt
schneidet. Diese Stabilitdt der Bewegung trifft im allgemeinen fiir die
mittels Bogen abgeschossenen Pfeile mit scharfer Spitze zu und kann
iiberdies durch Anbringung von Seitenflichen, Federn, am hinteren
Ende noch beliebig erhoht werden. Dagegen wurde von Kummer a.a. O.
festgestellt, daB der Luftwiderstand die Achse langgestreckter Um-
drehungskorper nur bei seitlicher Bewegung durch die Luft ange-



Widerstandskréfte am Kreiselpendel. 201

nihert im Raumschwerpunkt trifft, bei geringer Neigung aber immer
weiter nach dem Vorderende wandert. Da nun die Pfeilform mit
leichtem Schaft fiir die jetzt gebrduchlichen Hohlgeschosse aus
Festigkeitsriicksichten ausgeschlossen ist, auBerdem aber ihr Schwer-
punkt nicht so weit nach der Spitze zu verschoben werden kann,
daB er stets vor dem Angriffspunkte des Widerstandes liegt, so bleibt
nur die Stabilisierung durch Kreiselung um die Léngsachse ver-
mittels schraubenférmiger Ziige in den SchuBrohren iibrig.

Alsdann kann das GeschoB in
seiner Bahn, Abb. 115, als ein im
Schwerpunkt gestiitztes Kreisel-
pendel betrachtet werden, dessen
Achse die augenblickliche, meist
kleine Neigung ¥ gegen die Bahn-
tangente im Schwerpunkt besitzt,
die zugleich die Richtung des Luft-
widerstandes W angibt. Mit dem Abstand z seines Angriffspunktes
auf der Achse vom Schwerpunkt ruft derselbe ein Moment

My=Wzsind. . . .. .. ... 9

im Sinne der VergrdBerung von ¢} ebenso hervor, wie das Gewicht
des aufrechten Pendelkreisels. Wir kénnen demnach die friiheren
Angitze unter Ersatz von G's durch Wz auch fiir unsern Fall ver-
wenden und haben nur zu beachten, daf jetzt weder W noch auch z
vom Winkel ¢ unabhingig sind. Sehen wir weiter zunéchst von der
Schwichung der Kreiselung w und der Prizession ¢ um die Bahn-
tangente durch Zusatzwiderstinde, auf die wir noch zuriickkommen,
ab, so benutzen wir am einfachsten die erste Gl. 9) des § 36, ndmlich

O —p?sind cos¥) -+ O,w P sind = My, . . . . 10)
die mit ¥=0 und

Abb. 115.

My = Wzsind . . . . . . .. . .10a)
iibergeht in :
p2Ocos P —pO 0+ Wz=0 . . . . . . . 11)
Daraus ergeben sich die beiden Wurzeln
. Oo 0, w? Wz
w_2@cosﬁi"/4_@20052@—000319’ Lo e 118)

von denen aber nur die mit dem negativen Vorzeichen eine prak-
tische Bedeutung hat. Fiir die Wurzel selbst erhalten wir aus Gl 11)
angenihert fiir groBe w durch Vernachlissigung von 2

B = A
Oy’
wobei jedenfalls die Bedingung der Reellitit der Wurzel in 11a)
0,2 w? > 46 Wz cos ¥

12)
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zu erfiillen ist. Da diese auch fiir den Zusammenfall der Gescho8-
achse mit der Flugbahntangente, also ¥ =0 gelten muB, so muB

02w >460Wz . . . . ... .. .11b)

sein, worin fiir W und 2 die groften iiberhaupt auftretenden Werte
einzusetzen sind.

Nachdem wir so die Bedingung fiir die Stabilitit des Geschosses
in seiner Bahn kennen gelernt haben, ist noch die Frage nach dem
EinfluB der Bewegungswiderstinde zu erértern, welche sich der
Kreiselung w und der Prizession entgegenstellen. Diese stimmen
aber mit dem unter I. betrachteten Luftwiderstand am aufrechten
Kreisel iiberein, so daB wir das dortige Ergebnis Gl. 5a) auf das
Geschofl iibertragen konnen, wenn wir uns dieses in zwei im Schwer-
punkt gestiitzte und durch den Schwerpunktsquerschnitt getrennte
aufrechte Kreisel zerlegt denken. Der Bewegungswiderstand ist als-
dann mit I >>b bestrebt, beide Teilkreisel aufzurichten, d.h. einmal
vorhandene Abweichungen ¢ der GeschoBachse von der Flug-
bahntangente zu verkleinern, solange die Klammer der linken
Seite von 5a) positiv bleibt.

Die vorstehenden Betrachtungen verlieren allerdings ihre Giiltig-
keit fiir sehr rasche Anderungen von ¢ und damit verbundene groBere

Drehwerte ¢, wie sie am Scheitel sehr steiler Flugbahnen von Minen-
werfern gelegentlich auftreten. Alsdann kann es vorkommen, daf
die GeschoBachse ihre aufrechte Stellung auch beim Niedergang bei-
behélt und auf den Boden aufschligt. Im allgemeinen wird indessen
die groBte Abweichung beim Verlassen des Rohres auftreten und
lings der Bahn infolge des Widerstandes gegen die Préizession stetig
abnehmen. Der Aufri der Bahn der GeschoBspitze in der Normal-
ebene zur Flugbahn ist alsdann eine sich dem Durchstofpunkt der
Tangenten asymptotisch ndhernde Spirale. Da der erste Halbbogen
derselben bei sog. Rechtsdrall auf der rechten Seite nach vorn ge-
sehen verliuft, so gilt dies auch fiir die mittlere Lage der Spitze
laings der ganzen Bahn, womit dann ein seitlicher Abtrieb, die sog.
Rechtsabweichung der Geschosse, verbunden ist.
Beispiel. Zur Priifung der Stabilitit setzen wir fiir ein GeschoB
O = mk?, Oy = mky?, W=mv
und erhalten so an Stelle von 11b) und 12)
412z . 20

w? > k—o“‘ v, L T 12 a)

Nun sei fiir ein Vollgescho vom Halbmesser r etwa
k=12,  BP=4kP=2r, z=—r,

also w320 B 12b)

r rw

Daraus ergibt sich mit r = 0,4 cm entsprechend einem spitzen GewehrgeschoB,
bei dem nach Versuchen von Cranz einem Anfangslauf von v =400 msec—*
eine Verzogerung » = 750 msec~2 = 75000 cmsec—? entspricht

®? > 6000000 sec—2, w > 2450 sec1, p = 153 sec™
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mit Umlaufszahlen in der Sekunde

1y = Z_wn = 890 sec1, ny = iw,_, =24,48ec™?,

wihrend in Wirklichkeit o = 20000 sec™?, also n, = 3200 sec™*, o = 1,9sec™,
n, = 0,3 sec—! erreicht wird. Daraus geht hervor, daB die Stabilitét der Ge-
wehrgeschosse durch die rasche Kreiselung bei sehr langsamer Prizession voll-
kommen gesichert ist.

§ 89. Die Priizession der Erdachse. Der Erdkorper darf nach
genauen Messungen mit groBer Anndherung als ein an den Polen
abgeplattetes Umdrehungsellipsoid betrachtet werden, dessen Achse
gegen diejenige der Bahnebene um die Sonne eine besténdige Neigung
von 9 =23° 27" aufweist. AuBerdem aber haben astronomische Fest-
stellungen eine positive Prizession der Erdachse mit einer Umlaufs-
zeit von etwa 26000 Jahren ergeben, die zuerst von Newton auf
die Wirkung eines Anziehungsmomentes der Sonne auf den durch
die Abweichung von der Kugelgestalt bedingten Aquatorwulst zuriick-
gefiihrt wurde. Die Erde verhilt sich demnach wie ein im Schwer-
punkt gestiitzter Kreisel unter der Wirkung eines Momentes My
entsprechend der Formel

O — ¢?sindcos ®) +O,0psind =My, . . . . 1)
in der wir bei ungednderter Achsenneigung % =0 zu setzen haben
und infolge der gegen die téigliche Achsendrehung w langsamen Pri-

zession 1y deren Quadrat unbedenklich vernachlassigt werden darf.
Alsdann vereinfacht sich Gl 1) in

Opwypsind =My, . . . . . . . . .1la)
woraus sich die Prizession bei bekanntem Moment leicht berechnen 148t.

Z
A

/x,
Abb. 116.

Zur Ermittlung des Anziehungsmomentes M4 eines in groBer Ent-
fernung r, vom Erdmittelpunkt befindlichen Weltkorpers von der
Masse m, denken wir uns, da die fortschreitende Bewegung der Erde
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in ihrer Bahn auf die Drehungen ® und % ohne EinfluB ist, die
Erde festgehalten und den anziehenden Korper in einer Ebene durch
die Erdmitte um dieselbe bewegt. Mit der Erde sei ferner ein Achsen-
kreuz fest verbunden, dessen z-Achse mit der Umdrehungsachse
zusammenfillt, wihrend die z-Achse den Schnitt der Aquatorebene
mit der Bahn der fernen Masse m, bilden mdge, Abb. 116. In diesem
Kreuze seien z,,y,, 2, die zu r, mit den Neigungswinkeln x», 1, u ge-
horenden Abstinde von m,, wihrend ein Massenelement dm des Erd-
korpers sich im Punkte z, y,z in der Entfernung ¢ von O befinden
moge. Ist dann r der Abstand von m, und dm, so wirkt in dessen
Richtung eine Anziehung mit den Achsenteilen

s I 1, cos . —a)

dX=Fk mlr;i@ cos (r,z)=k

d
cos(r,y):km13m(rlcosl—‘y) )

4y —  adm
r

_z>

dZ =k 1’%‘5——"—" cos (r, z)=
und den Teilmomenten um die Achsen

d
dM,=ydZ — 2dY = kr, —5—(y cos u — zcos 1)

dM,=2d X —xdZ =kr, (zcostxcos,u)

3)

-

dM, —~de—de—]€ Tdm(xcosl—ycosx)

worin k den GauBschen Weltwert der allgemeinen Schwere be-
deutet, der sich aus dem Erdanlauf g am Pol mit dem Polabstand b zu

gb*
.

k:

4)

berechnet. Fiir den von Punkt zu Punkt verinderlichen Abstand r»
haben wir ferner

2 ? 2
r?=r2+4 09— 2r, gcos(r,,0)=r,’ <1+§—2—-Tecos(r1,g)) 5)
1 1

oder wegen der Kleinheit des Bruches o:r, hinreichend genau

20 11 30
r?=r12<1—71—cos(rl,g)>, 772;1—3(1_}_71008(7’9))
oder auch wegen
gcos(r,,0)=wxcosx4ycosi|zcosu . . . . . . . . .ba)

i3=-la[1-—]—-3(xcosx+ycosl+zcosu)]. .. .bh)
o T
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Damit erhalten wir fiir die erste Formel 3)

dM =k e (;lm(ycos,u——zcosl)

(yx cos % cos p - y? cos A cos pu - yz cos® u)

™ 3m (22 cos x cos A - 2y cos? 1 - 2% cos A.cos ).
1

— 3k

Integrieren wir nunmehr iiber die ganze Erdmasse m, so diirfen wir
die hierbei bestindigen RichtungsgroBen cossx, cos1, cosu des Ab-
standes 7, vor die Integralzeichen setzen und erhalten, da die
statischen und Schleudermomente fiir die Hauptachsen z,y, z durch
den Erdschwerpunkt O verschwinden,

__ 1
M=

@x
1

Ndm

oder nach Einfiihrung der Hauptschwungmomente

JO.=@+2)dm, 6,=[(+)dm, O6,=[(@+y)dm 6)
unter Hinzufiigung der beiden anderen gleichgebauten Ausdriicke

Mz—3—f—m—(@ — ©,) co8 1 COS u
1

My_i:—cﬁ(@ —@,)cospcosx . . . . . .3a)
1
Mz_3km

L@, —6,)cos x cos A

Betrachten wir die Erde als Umdrehungskorper um die z-Achse, so ist
0,=6, 6,=6,=6 .. . . ...6a)

und nach Einfiilhrung des Neigungswinkels ¢} der Bahnebene gegen
den Aquator, sowie mit Riicksicht darauf, daB » die Auslenkung
von 7, aus der sog. Knotenlinie OX darstellt, womit

cosA=sinxcos?, cosu==sinxsind. . . . . 7)
wird, unter Wegfall von M,=0
3k ml

M, = (0, — 0)sin?x cos ¥ sin I

3’: .. . .. 3b)
My—-—m (@ — 6,) cos x sin x sin ¥
r

1
Der Winkel x des Fahrstrahles r,, den wir unter der Annahme
einer Kreisbahn als besténdig betrachten, &ndert sich mit der Zeit,
und zwar im Verhiltnis zu der Neigung ¥ der Bahnebene sehr rasch.
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Die Folge davon ist natiirlich eine periodische Schwankung der
beiden Teilmomente 3b), so zwar, dal beide in der kurzen Zeit
eines Umlaufs zwei Hochst- und Kleinstwerte annehmen, die fiir M,
entgegengesetztes Vorzeichen haben. Die Gesamtdrehung erhalten
wir damit durch Bildung der Mittelwerte iiber den ganzen Umlauf
und finden, daf8 wegen

27 27
3 I 1 1.
ﬁfsmgxdx=5, 2—7—vamxcosxdx=0
0 0

der Mittelwert von M, verschwindet, wihrend derjenige von M_, den
wir nunmehr mit My bezeichnen wollen, mit 4) sich zu
3., m . 3 m, gb®
M,9=Ela f—}(@o—Q)cOSfﬁsmﬁ:E—”’WT
ergibt. Zu demselben Ergebnis wiren wir auch durch die Annahme
einer gleichformigen Verteilung der Masse m, des umlaufenden Welt-
korpers lings seiner scheinbaren Kreisbahn gelangt. Vertauschen wir
nunmehr das Ergebnis 8) mit Gl 1a), so folgt

__3'”‘191)2 @0~—(9
T2 mr® O,

(0, — O)cosPIsin ¥ 8)

cos? . . .. ... 9

oder, da nach § 27 mit dem Aquatorhalbmesser a und der sog. numeri-
rischen Exzentrizitit ¢ der Achsenellipse

0,—6 a—b &

= 10
0, 2 a? 2 )
zu setzen ist,
. 3 2 b\ 2
———~£——g~<—) Micos® . ... ... 9a)
4 wr\r,/ m
Sind mehrere Weltkorper m,, m,, m,, ... usw. mit den Bahnneigungen
9, 94, ¥y, ... und den mittleren Entfernungen r,, r,, 75, ... vorhanden,
so tritt an Stelle dieser Gleichung
3 &by

Z m, cos P, 9b)

3
Tl

l

T4 om

Beispiel. Fiir die Prizession der Erdachse kommen nur die Sonne und
der Mond, erstere wegen ihrer iiberragenden Masse, letztere wegen seiner groen
Nihe in Betracht. Die Neigung der Ekliptik ist, d. h. der scheinbaren Sonnen-
bahn gegen den Erddquator & =23°27" und cos ®# = 0,92 hinreichend genau
als unveridnderlich anzusehen, wahrend die Mondbahn gegen die wahre
Erdbahnebene zwar eine mittlere Neigung von etwa 5° aufweist, sich aber
mit dieser Neigung in etwa 18,5 Jahren einmal um die Normale zur Erdbahn-
ebene dreht.” Daher darf die vorstehende Erdbahnneigung auch als mittlere
Neigung der Mondbahn um so mehr angesehen werden, als die Dauer ihrer
Schwankung von 18,5 Jahren immer noch als klein gegen die zu erwartende
Priizessionsdauer gelten kann.
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Nun ist fiir die Erde
o = 0,000073, g=9,81 msec2, ¢ = 0,082
und weiterhin fiir die Sonne
7, = 150-108 km = 150-10° m = 23700 b, m, : m = 333000
und fiir den Nfond
7, = 382-103 km = 382-10m = 60 b, my:m=0,0125,
also nach 9b)

.3 s“‘cosﬂ(l (b 2 m, 1(1))2&)_% a1
p=10"00 () mr e () m) =T

entsprechend einer Prizessionsdauer von £ = 8-10* sec = 25100 Jahren in guter
Ubereinstimmung mit astronomischen Feststellungen.

IX. Rollkreisel und Pendelkreisel.

§ 40. Kollergiinge und Pendelmiihlen. Unter einem Rollkreisel
moge ein Drehkorper verstanden sein, der lidngs eines Parallelkreises
seiner Oberfliche vermége einer Drehung

um die in einem Punkt O festgehaltene z
Korperachse auf einer ebenfalls festen .
Leitkurve rollt ohne zu gleiten. Wir \J‘y]

wollen uns sogleich auf den praktisch
allein wichtigen Fall beschréinken, daf
diese feste Leitkurve ein Kreis ist, dessen
Mittelpunkt ebenfalls durch O hindurch-
geht, Abb. 117. Beide aufeinander ab-
rollende Kreise bilden demnach die be- Z—

wegliche und feste Polbahn der Bewegung F@b——:l g
und bestimmen mit dem Festpunkte O !
zwei entsprechende Kreiskegel, die sich Abb. 117.

beim Abrollen ldangs einer Mantelgeraden,
der augenblicklichen Drehachse des bewegten Kegels, beriihren.
Bezeichnen wir den halben Offnungswinkel des Rollkegels mit «,
den des Leitkegels mit f und die Neigung der Kegelachsen gegen-
einander mit ¢, so haben wir drei Félle zu unterscheiden. Im ersten
wichtigsten Falle, Abb. 117, rollt der bewegliche Kegel A auf dem
Auflenmantel des festen B, so da ¥=« -} f ist; man spricht als-
dann von einer epizyklischen Bewegung. Im zweiten Falle des
Abrollens von A auf dem Innenmantel von B, Abb. 118, heiflt die
Bewegung mit = —« hypozyklisch und im dritten Falle der
Umfassung des festen Kegels B durch den beweglichen 4, Abb. 119,
mit =« — f perizyklisch. Man iibersieht sogleich, daf im ersten
und dritten Falle die Prézession des beweglichen Kegels positiv,
also vorwirts, im zweiten Falle dagegen negativ, also riickwirts ge-
richtet ist, was aus den Pfeilen der Abbildungen deutlich hervor-
geht. Weiter haben wir schon am Schlusse des § 37 erkannt, daB
mit den Halbmessern r und r, zweier Beriihrungskreise auf 4 und B

rir,=sin«:sinf, rw,=r vy,
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also wysing=wysing . . . . .. .. . 1)

ist, worin w, die reine Achsendrehung des Rollkreisels bedeutet,
die mit der gesamten Kreiselung durch

w=w,4wpecosd . . .. . . .. 2)
zusammenhingt. Die Bewegungsgleichungen 9) § 36
My=—0 (§ — *sin ¢ cos F) + 0, w 1y sin ¢
M, =0 (isind 299 cos ) — Oy P .. . 3
M, =0, =0 (v, - i cos & — I sin 9)
vereinfachen sich wegen der Besténdigkeit des Winkels ¢ mit d=o0,

9=0 in

My =0, wpsind — O y?sin$ cos ¥ } 30)
. . 3a

M, —Oipsin®, M,=0, (i, - iy cos )

Abb. 118. Abb. 119,

Im Beharrungszustande verschwinden mit w,=0, =0 die beiden
letzten Formeln, und es bleibt nur die erste iibrig, die mit 2) in

My= (0, — O) 9*sindcos ¥ 4O wypsind . . . . 4)

iibergeht. Entfernen wir noch daraus die Eigendrehung o, mit Hilfe
von 1), so bleibt

M,,:@*sinﬁ[(@o—@)cosﬁ—]—@osmﬂ} ... . 4a)

sin ¢

und nach Ausschaltung von =9 — « fiir die epizyklische Be-
wegung, Abb. 117:

My=1*sind [O,ctgasind —Ocosd].. . . . . 4b)

Dieses Moment ist zum Abheben des Rollkreisels von der Fiihrungs-
bahn zu iiberwinden und kann deshalb unmittelbar als das Moment
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des Bahndruckes in bezug auf den Drehpunkt O angesprochen
werden. Es ist ersichtlich

. C]
Mg% 0 fiir tgﬁ%atga. )
Da nach Abb. 117 fiir epizyklische Bewegung 9 =« - wird, so
ist jedenfalls das Kreiselmoment My >0 fiir &, > O, wobei @ sich
auf eine durch den Festpunkt O gehende wagerechte Hauptachse
des Rollkreisels A4 bezieht. Fiihren wir ferner noch den Schwerpunkts-
abstand 08 —=s des Rollkérpers vom Festpunkt O ein, so erhalten
wir in bezug auf diesen noch ein Gewichtsmoment Gssin, also
ein Gesamtmoment

M= Gssin ¥+ M,
M=[Gs+p*(O,ctgasind — O cosP)]sind, . . . 6)

welches fiir My > 0 gréBer als das Gewichtsmoment ausféllt. Handelt
es sich, wie bei sog. Kollergéingen, Abb. 120, um die Erzielung
eines moglichst starken Druckes eines vorgelegten Rollkérpers auf
die Unterlage, so erhalten wir aus d M:d9 =0 fiir den zugehorigen
Neigungswinkel ¢, die Gleichung

Gscosd, +9? (O, ctgeasin2 9, —Ocos29,)=0. . . 7)

Da dieselbe in sin 9
vom vierten Grade recht
uniibersichtlich ist, so . '

schligt R. Grammel, ) 05 S

der das Wesen des Kol- 1 = = - J
lerganges zuerst richtig : 3 2

erkannt und behandelt h et

hat (Z.V.d. I 1917),
einfach die Ermittlung |
des giinstigsten Winkels \
#, aus .der zeichne- .
rischen Darstellung von u_
6) vor. Auch ohne die-

selbe erkennt man ein Abb, 120.

Anwachsen von M mit

sin{, von ¥, =0 ab, dem nur eine schwicher werdende Verringe-
rung durch das Glied — @ cos ), bei 9, —90° gegeniibersteht. Der
Hochstwert von M ist also in der Néhe von ¢, = 90° zu erwarten
und kann dann mit ¢, =90°-- ¢ fiir kleine Werte von ¢ aus 7) auf
dem Néherungswege ermittelt werden. Setzen wir demgemifl

cos P, = —9, sin 2 9, = — 29, cos2d, ——1, sind, =1,

so wird aus 7)
3(Gs+29*0 ctga)=p*0 . . . . . . .Ta)

und aus 6) : ,

M, =Gs+9p*O,ctga 9?00

Lorenz, Techn. Physik I, 2. 2. Aufl. 14
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oder mit 7a)
u __(Gs+ 9?0, ctga) (Gs + 2 9° O, ctga) - ¢* 6°
! Gs—+29*0,ctga o

Aus diesem Moment berechnet sich dann nach Abb. 117 mit dem

. 6a)

z Hebelarm b=sim—(ﬁ:—iEQ der Gesamtdruck
7-, cOS ¢

P—%l—— M, cos e 6b

% b ssin(¥—a) - 6P)

des Kollerganges auf die wagerechte Un-
terlage.

Haben wir es dagegen mit der Hypo-
zyklodenbewegung nach Abb. 118 zu tun,
wie sie in sog. Pendelmiihlen, Abb. 121,
angendhert verwirklicht ist, so gelten wegen
f=10-4« die vorstehenden Formeln fiir M,
mit umgekehrten Vorzeichen des Winkels «.
Wir erhalten also fiir das Kreiselmoment des
Léufers an Stelle von 4b)

Abb. 121. My= — §?sin 9 (0, ctg e sin ) -+ O cos F) 8)
und das Gesamtmoment in bezug auf den Pol O
M= [y?(O,ctgasin? - O cosd)— Gs]sind . , . 8a)

mit umgekehrtem Drehsinn wie das Moment 6). Dasselbe ergibt
nur so lange einen fiir den Betrieb notwendigen positiven Bahndruck,
als der Drehwert v die Bedingung

y? (@ ctgasingd +-Ocos#)>Gs . . . . . .8b)

erfiillt. Der Hochstwert des Momentes 8a) ergibt sich fiir einen
Winkel 9, aus der Bedingung dM:d9¥ =0, d. h.
2 (O, ctgasin2d, -Ocos29,)=Gscosd,. . . . 9)

Aus der Verzeichnung der Abhingigkeit 8a) des Momentes M von
erkennt man, daB zwei solche Hochstwerte bestehen, von denen der
erste in der Nihe von 9 =459 der zweite dagegen bei &= 225°
liegt und darum praktisch bedeutungslos ist. Fiir den ersten haben
wir mit ¢, =45°-+} 0 und

sin §, = V; (14-6)=0,707(1+96), cosd,= V; (1—0)==0,707(1—9)

gin2d,=1, cos2d,=—29¢
aus 9)
PO, ctga— 0,707 Gs=(29*O — 0,707 Gs)d. . . . 9a)

Ebenso wird aus 8a)

7y 2
M=%(@Octga—QOCtgacos2Q9—}—@sin2ﬁ)—Gssin19 . 8¢)
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und angenéhert fiir den Hochstwert

(O, ctg e+ 2 Oy 0 ctg e |- @) — 0,707 Gs (1 -+ 6)

2

i
M, =

2
M, = %(@0 otg e -+ @) — 0,707 G's 4 (92 O, ctg « — 0,707 G's) & 10)

oder mit 9a)
)2 p% @, ctg e—0,707 G'5)?
My — - (0, otg e« 60) — 0,707 Gs+(”’2 o @g_ 07076 )
Die praktisch ausgefiihrten Pendelmiihlen erhalten iibrigens ihren
Antrieb gewohnlich durch ein Hookesches Gelenk von der stehenden
Achse aus, wodurch die Drehwerte w, und 1 ohne Riicksicht auf
die hier nicht erfiillte Gl. 1) miteinander verkniipft sind (vgl § 12
1. Beispiel). Es ist einleuchtend, da die vorstehende Entwicklung
fiir diese Anordnung, bei der offenbar auf das Gleiten des beweg-
lichen Kreisels an der festen Wand aus praktischen Griinden im
Gegensatz zu unserer Annahme des reinen Rollens Wert gelegt wird,

auch nicht angendhert mehr zutrifft.

1. Beispiel. In der Technik sind fiir Zerkleinerungsarbeiten bisher nur
Kollergéinge mit zylindrischen Walzen, Abb. 120, in Gebrauch, fiir die daher

$=90° und der Hebelarm b=s ist. Damit wird aus 6) mit dem polaren
Trigheitsarm &, der Walze um ihre Achse

. L k2R
M=Gs+y* O ctga=G 8+—g_ ctg o

.10a)

12 2 212
P=@ —I—w—sﬂ’ ctgoc:G’(l—{—k"T;p- ctgoc)

Haben wir es mit einer Vollwalze vom Halbmesser @ zu tun, fir die a? = 2 k,?
ist, so wird z. B. mit s==a und o« =45° also ctg x =1,

(1497
P=¢ (1 -+ gg) 11a)
Demnach wird also mit einem Drehwert der Walze im Betrage

. _1/29

Y = 7 ............. llb)

eine Verdoppelung der Gewichtswirkung durch das Kreiselmoment erreicht.
Fiir a = 0,5 m ist dieser Wert y» = 6,27 entsprechend 60 Umdrehungen in der
Minute des Kollerganges.

Die hier ermittelte Druckwirkung setzt natiirlich eine derart gelenkige
Fiihrung der Léuferachse voraus, daB diese sich nicht nur entsprechend dem
untergeschobenen Mahlgut heben und senken, sondern auch unter Anderung
des Winkels ¢ drehen kann. Andernfalls kommt keine nennenswerte Kreisel-
wirkung auf das Mahlgut zustande, sondern nur ein unverindertes Biegungs-
moment in der lotrechten Antriebsachse OZ.

2, Beispiel. Die vorstehenden Uberlegungen gelten auch fiir das Kreisel-
moment einer Wagenachse beim Durchfahren eines Bogens vom Halbmesser .
Mit dem Lauf v und dem Radhalbmesser ¢ hat man bei reinem Rollen

BWy=TWYW=0, . « « o v o o o o . o« 12)
also nach der ersten Gl 8) mit 4 =900 9 =0, v =,
‘ .G k2e?
My=Gpoohp=" 0 12a)
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Man iibersieht leicht, daB@ dieses Moment auch bei groBer Fahrtgeschwindigkeit
und -m#Bigen Halbmessers » und @ nicht ausreicht, um das innere Rad vom
Boden, bzw. der Schiene abzuheben, auch wenn es nicht durch das Wagen-
gewicht belastet wire.

§ 41. Schwingungen von Rollkreiseln. Als Rollkreisel im
weiteren Sinne wollen wir solche Umdrehungskorper bezelchnen,
deren fortschreitende Bewegung auf gerader oder krummer Bahn im
geraden Verhdltnis zum Drehwert o um die Korperachse steht.
Diese Korperachse moége im Beharrungszustande wagerecht sein, um
diese Lage aber kleine Schwingungen vollziehen, denen dann auch
solche um eine lotrechte Achse entsprechen. Es fragt sich alsdann,
ob die Gesamtbewegung eines derartigen Rollkreisels und des mit
ihm verbundenen Korpers, z. B. eines Fahrzeuges, stabil verlduft oder
nicht. Zur Untersuchung dieses Vorganges greifen wir auf die am
Schlusse des § 36 entwickelten Gleichungen 13a) fiir kleine Kreisel-
schwingungen

=09+0,07, M,=05;—0,0% . . . 1)
zuriick, zu denen noch mit M,= M,=0 die Bestandigkeit des Dreh-
wertes w um die Hauptachse tritt. Hierin bedeuten ¢ die kleine
Auslenkung der Achse aus ihrer wagerechten Ruhelage, gemessen in
einer lotrechten Ebene, ¥ den Drehwert um eine zur Umdrehungs-
achse senkrechte Achse, die bei kleinem ¢ nahezu lotrecht steht, so
daB y merklich mit der Prizession der Hauptsache iibereinstimmt.
Weiter ist zu beachten, daB in den beiden Formeln 1) das Schwung-
moment @ sich auf solche Achsen bezieht, die sich in der Um-
drehungsachse schneiden und zu ihr senkrecht stehen. Im Falle der
Verbindung des Rollkreisels mit einem Fahrzeug wird aber die Ge-
samtdrehung des ersteren sich im allgemeinen um Achsen vollziehen,
die sich auBerhalb der Drehachse schneiden und denen somit ver-
schiedene Schwungmomente @ und @’ zugeordnet sind. Wir haben

daher im allgemeinen an Stelle der Formeln 1)

lﬁ/& MI,=@'19+@0M,} 19)
j —6"5— 0,0,
worin nunmehr My und M, die zwischen dem
Kreisel und dem Fahrzeug wirkenden Mo-
==__mente bedeuten.

I. Wir betrachten als ersten Fall die Be-
wegung eines Rades, Abb. 122, auf ebener
wagerechter Unterlage und vernachlissigen die
Bohrreibung des Rades bei einer Drehung um

Abb. 122. eine ganz oder nahezu lotrechte Achse. Ist

dann O der Stitzpunkt des Rades auf der

Unterlage, so wirken dort die wagerechten und lotrechten Stiitz-
krifte H und V, von denen die erste, damit das Rad nicht gleitet,
kleiner als die Reibung auf der Unterlage sein muB. Diese aber
ergibt sich aus dem Radgewicht G'=mg und der Reibungsziffer
zu f@, also muB H < fG sein. Bei der Auslenkung & der Radebene
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aus dem Lote ist v=r019 der Lauf des Schwerpunktes mit den
wagerechten und senkrechten Anteilen

vmzroﬂ'cosﬁwroﬁ, vy=roz§sin'¢9mroz9'ﬁwo,
von denen der letzte vernachléssigt werden darf. Daher lauten die
Bewegungsgleichungen des Schwerpunktes
H=m,b,—m,r, 9, V—G=m,»,~0, . .. 2)
woraus die angeniherte Ubereinstimmung von V=@ erhellt. Fiir
die Momente haben wir mit dem Radarm r,, sowie unter Vernach-
lassigung der Bohrreibung

My=Gryd=mygr,9, M,=0 . . . . . 3)
und, wenn @ das Schwungmoment um einen Raddurchmesser bedeutet,
=04 m,r?, 0'=6, . .. ... 3a)

also nach Einsetzen in die Momentenformeln 1a)
O+ myr,) G+ 0,0 g =mygr,®, OF=0,wd. . . 4)

Hiervon ist die letzte Formel sofort integrabel und liefert mit den
Anfangsbedingungen 3 =0 fiir ?=0, d.h. fur ein aufrechtes Rollen
des Rades im Beharrungszustande

Or=0,0%,. . . . . .. ... 4a)

womit der Drehwert y aus der ersten Formel 4) a,usgeschaltet werden
kann. Alsdann geht diese iiber in

0O +myr,2) 94 (0, 0 —mygr,0)d =0, . . . 4b)
oder mit
O,=m, lco“’, 0=mok‘2 .. . . . .. 3D

Das ist aber die Glelchung einer emfachen freien Schwingung der
Radebene um ein Lot von der Dauer

k4+k‘lr 2
t,=2 R
0 ”,/k04 w0 — k1, g’ 5)

die nur so lange reell ist, als
ko >kryg .. L L. . . ba)
ist. Ist diese Bedingung durch den Drehwert w erfull‘o so ist die
Bewegung des Rades stabil, andernfalls wird der Belwert von ¢
in 4c¢) negativ, und damit wﬁchst ¥ selbst von einer beliebig kleinen
Anfangsauslenkung unbegrenzt an, d. h. das instabile Rad fallt um.
Verhindert man etwa durch Fithrung des Rades in einer
Schiene die Schwankung y um eine lotrechte Achse, so verliert die
zweite Gleichung 1a) und 4) ihren Sinn, und die erste Gleichung 4)
geht mit y —0 und 3), 3a) u. 3b) iiber in

Ko d=ryg%, . . . . . . ... 8
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die man auch aus 4c¢) mit w=0 erhalten hitte. Auch diese Glei-
chung fithrt auf eine asymptotisce Bewegung mit unbegrenzter Zu-
nahme der anfinglichen Auslenkung, also auf ein Umfallen des Rades.
Die vorstehende Betrachtung bildete zugleich die Grundlage fiir die
Theorie des Fahrrades, welches darum die Schienen von StraBen-
bahnen sorgfiltig vermeiden muB.

s 22z

Abb. 123.

1. Beispiel. Ebenso a8t sich damit auch das Verhalten des von
W.Thomson (Lord Kelvin) angegebenen Kapselkreisels, Abb.123, mit wage-
rechter Achse, dessen Gehduse mit einer Schneide auf der Unterlage ruht, er-
kliren. In diesem Falle ist mit der Kreiselmasse m,, derjenigen des Gehiuses m
und dem Schwungarm %k, um die lotrechte Achse, sowie mit dem Arm s der

Schneide
My = (my +m)sg?, M,=0

O =my (B + &) Fm k28, O =my k- mk,? } -7
und damit wird aus 1la)
[mo<k2+sz>+m<kf+s2>1b’+@owz=<mo+m>sgﬂ} o
(my k* 4-mk?) § =0, 0 & .

Auch hier ergibt die Integration der zweiten Gleichung mit der Grenzbedingung

7=0 fir =0
(mo k24 mk,?) j= 60y » &
und nach Einsetzen in die erste Formel 7a) mit 6, = mk,?
[m (k2 - s2) - m (k2 - s?)] (my k2 - m k,2) &
4 [my? ky* 02 — (my - m) (my k® 4+ mk,2) sg] ¥ =0, . . .7h)
eine Gleichung, die sich nur durch die Beiwerte, nicht aber im Wesen von 4b)

unterscheidet und darum, wie diese auf eine stabile Schwingung oder ein
agymptotisches Umfallen fiihrt, je nachdem

my® byt 0 Z (mg 4 m) (mg B2 4 mk2sg . - . . . .. Tc)

ist. Beim Fahrrad tritt an Stelle des Gehduses die Belastung durch den
Fahrer, der durch Anpassung an die kleinen Seitenschwankungen die Stabilitit
noch zu erhéhen vermag, so dafl das Rad auch bei langsamem Anfahren nicht
umzufallen braucht.

II. Als Treibvorrichtung von Schiffen benutzt man entweder
Schaufelrider an den Seiten oder Schrauben am Heck, fiir
Luftfahrzeuge dagegen nur Schrauben am Kopf, die simtlich in-
folge ihrer Umdrehung mit den damit verbundenen Massen als Roll-
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kreisel angesehen werden konnen, deren im Beharrungszustande wage-
rechte Achsen durch die Roll- oder Stampfbewegungen des Schiffes
die Auslenkung  erfahren. AuBlerdem wirkt auf das Schiff selbst
noch im allgemeinen das Rudermoment M, um eine lotrechte Achse,
dem dann in bezug auf den Rollkreisel das Moment M, entspricht.
Wir bezeichnen nun mit m, die gesamte Kreiselmasse und setzen
ihre Schwungmomente um die Schwerachsen

Oy=mok?, O—=mgk®, . . . . . .. 8)

ferner die beiden Schwungmomente des Schiffes von der Masse m
um die Léngs- und Querachse durch dessen Schwerpunkt, der als
allgemeiner Drehpunkt zu gelten hat

0,=mk?  O,=mk?2. . . . . . . . 8a)

AuBerdem sei s der Abstand des Schiffsschwerpunktes von der
Kreiselachse und #%,,h, die sog. Metazenterhéhen fiir Roll- bzw.
Stampfbewegungen, die fir das aufrichtende Moment des Schiffes
ausschlaggebend sind. Alsdann ist in unseren Gleichungen 1a)

O =my (k* +s*) - mk,?, 0" =myk* - mk,® . . 8b)
und fiir Schaufelrdder mit Rollschwingungen des Schiffes
My=—mgh, 9
M, =M, }, v
wihrend man fiir das Schraubenfahrzeug mit Stampfbewegung

nur die Zeiger 1 und 2 miteinander zu vertauschen hat. Damit wird
aus 1la)

[ (2 -+ %) - m 2] 6 -y P 0 - mghy # =0
(mokeJl—mk?“’)jf—moko“’wﬁ:Mr .

woraus man zunidchst den mit ¢ wechselnden EinfluB der Kreisel-
bewegung auf das Rudermoment M, erkennt. Fahrt das Schiff ohne
Ruderauslage geradeaus, so verschwindet M,, und wir erhalten, wie
schon oben aus der Integration der zweiten Formel 9) mit den An-
fangsbedingungen ¢ =0 fiir y=0 fiir den Beharrungszustand

(mok* +mk)) g =m k>0 . . . . . . 9a)
und nach Einsetzen in die erste Gleichung 9)

[ (- %) - 108, (12 - m2) 6
—+ [mgh, (my, k* 4 mk,*) + m? k,t 0] 3=0.. 9b)

Hieraus folgt aber so lange eine stabile Schwingung des Schiffes,
als der Beiwert von ¢ positiv ist, was wegen der stets positiven
Metazenterhohe h, praktisch immer zutrifft. AuBerdem erhellt, daB
durch den Hinzutritt der Kreiselwirkung, die im Gliede m,® k,* w®
der zweiten Kammer steht, die Stabilitit der Schwingung noch er-
hoht wird. Dividieren wir die ganze Gleichung 9b) mit m, k* |+ mk,?,

8c¢)

9)
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so lautet der Beiwert von ¢
Gy kyt ?

my? kot w? J_ [ J
mgh1[1+m9hx(mok2+mke2) =0 | T e B aryen

wenn wir statt der Massen m, und m die Gewichte G, und G des
Kreisels und des Schiffes einfilhren. Aus der iiberwiegenden Grofe
des Schiffsgewichtes G gegeniiber dem des Kreisels G, erkennt man
schon, daB die Kreiselwirkung der Schaufelrider und ebenso auch
die der Schraube angesichts ihres méfBigen Dralles auf die Gesamt-
schwingung in 9b) nur ganz unbedeutend sein kann. Aus demselben
Grunde wird auch der Drehwert y nach Gleichung 9a) verschwindend
klein und kann in der ersten Gleichung 1a) fiir die Berechnung des
Momentes M, vernachléssigt werden, wihrend der Andrehwert # als
maBgebend fiir das Moment M, in Gleichung 8¢) nicht unterdriickt
werden darf. Wir erhalten somit an Stelle von 9b) die einfachere

Gleichung
[my (k* -+ 6*) + mk*] P 4 mgh, d=0 . . . . 10)
mit der Dauer der Rollschwingung
2 2 2
t0=2an°(~k T FmE_ 27 j0a)
mgh, o

Bei einem vorgelegten gro8ten Ausschlage ¥, diirfen wir dann fiir
die Rollschwingung schreiben

d="73,sinat, 5=—a2ﬁosinat, ... 11)
und damit wird aus 9a)
. myk?wd,sinat . miklPwad cosat
="t mky? AT T m B mk?

Mit M_ =0, d. h. fiir die geradlinige Fortbewegung des Schiffes ohne
Ruderwirkung ergibt sich damit

Mé:mkf{?.— mgh, 9 =m I, («*k,> —gh,)sinet

11a)

mmy ky? k,® w o 9, cos et .. 12)
my k? | mk,?

fir die beiden Momentenanteile, mit denen der Antriebskreisel auf
das Schiff wirkt.

2, Beispiel. Fiir einen Kanalraddampfer von der Wasserverdringung
G'=2000 t, der Linge I=100 m, der Breite b = 12 m wird etwa k, =5 m,
ky~0,251—=25 m, die Metazenterhdhe fiir Rollschwingungen h, = 0,5 m,
wahrend das Réderpaar ein Gewicht von G, =40+t, bei einem Halbmesser
7o = 8,4 m und einer Radbreite von b, =4 m besitzt, dem k) =38 m, k=28m,
s=2 m mit einer Umlaufszahl von 7 =40 i. d. Min., also w =4 entsprechen
moge. Dann ist der Ausdruck 9c)

40%.34.42
Ghy (1 + 9,81 @0-8" - 2000-25% 2000+ 0,5

MJ; =mk222=

):Gh, (141,7-10-%),
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so daB in der Tat der EinfluB der Kreiselwirkung auf die Schiffsschwingung
verschwindet. Weiter ist nach 10a)
fy=2x |/5,38 = 272,32 = 14,57 Sek.,
o« =1:2,32=0,431, «?=1:538=0,186
und fiir #)=10°=#:18 aus 11a) und 12)
7=1,97-10"*sin ¢, 7=10,849.10—* cos « ¢,
My= —8,9™sin a ¢, M, = —10,8=tcos .

Hieraus folgen mit einem gemeinsamen Lagerabstand von 12 m die groBten
Lagerdruckanteile im Betrage von

Py =142 t = 7420 kg, P, =0,90 t=900 kg.
Die entsprechende Behandlung des Schraubenschiffes bietet angesichts der Ver-

tauschung der Zeiger 1 und 2 in den vorstehenden Formeln nichts Neues, so
daB die Durchrechnung eines Zahlenbeispiels hierfiir unterbleiben kann.

§ 42. Ungediimpfte Schwingungen des Pendelkreisels. Ein
starres, um eine wagerechte Achse drehbares Pendel, welches nach
Abb. 124 in der Schwingungsebene eine zur Schwerachse senkrechte
Achse trigt, um die ein Rahmen mit einem in der Ruhelage lotrecht

sich drehenden Kreisel schwingen kann, wollen wir in der Folge als
ein Pendelkreisel bezeichnen. Ein solcher Pendelkreisel besitzt,
wie das schon in § 37 besprochene Kreiselpendel zwei Freiheitsgrade,
entsprechend den zueinander lotrechten Ausschligen ¢ des Pendels
um seine feste Achse und y des Kreiselrahmens um die mit dem
Pendel selbst bewegliche Achse.

Fiir die Kreiselbewegung ist zu beachten, dal einmal der Schwer-
punkt im allgemeinen nicht in die Drehachse des Kreiselrahmens
fallt und dafl auBerdem auch der Rahmen an den Schwingungen y
teilnimmt. Es bedeute nun @ das Schwungmoment des reinen Kreisel-
kérpers von der Masse m, um seine Durchmesserachse, m, die Rahmen-
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masse mit den Schwungarmen k, und k, um die Achse 44 und eine
dazu senkrechte BB, ferner r und s, die Schwerpunktsabstinde des
Rahmens und des Kreisels von 44 und vom Drehpunkt O des
Pendels. Alsdann sind die in den Kreiselgleichungen

OF+0,05=My, OF—Oq0d=DM, . .. 1)
fir kleine Ausschlige eingehenden Schwungmomente mit dem
Schwungmoment @, des Pendels selbst um O gegeben durch

=0, +0+mk®+ (m)+my)s?, 6"=0-+Fm 1" myk,’, 2)
wihrend mit dem Schwerpunktsabstand s, des Pendels mit der
Masse m, sich ergibt

— My=m,gs, 9, — M, = (my+my)gry. . . . 3)
Verbinden wir diese Formeln mit 1), so erhalten wir
@V +0,0 -+ mgs, =0
0" i — Oy w9+ (my—my)gry =0
und nach Erweiterung mit d¢ bzw. dy sowie Addition, wobei die
Kreiselglieder + 60,0 79 dt sich aufheben, wegen §d9=—9dd und
idy=zndy
@Id 0" 3dy+m gs, 9dO +(mytm)grydy=0. . 4)
Daraus folgt durch Integration bei bestéindigem o die Arbeitsgleichung
@ 920" 3 -m, gs, 9% 4 (my—-my)gry®=C, . . . 4a)
in der die ersten beiden Glieder die Gesamtwucht und die letzten
den gesamten Drang des Pendelkreisels bedeuten, deren Summe,
d.i. die Gesamtmacht des Pendelkreisels, wahrend der Be-

wegung sich nicht dndert.
Fiir 1a) konnen wir auch mit den Abkiirzungen

1a)

m1931=“a (mo“f__"i)gr 2
9/ 1 9/’ 2
O, (ON) )
B -l
schreiben:, .. . . .
Pt d=—w, g, itely=w,d.. . . . 1b)

Das sind aber die Differentiaigleichungen der miteinander durch die
rechts stehenden Glieder gekoppelten zueinander senkrechten
Schwingungen des Pendelkdérpers und des Kreiselrahmens,
denen offenbar wegen der durchweg bestéindigen Beiwerte die Ansitze

P =Ae", y=Be® . . . . .. .. 6)
geniigen, in denen A4 und B willkiirliche Festwerte darstellen, wih-
rend z noch zu bestimmen ist. Nach Einsetzen von 6) in 1b) er-

halten wir unter Wegheben des gemeinsamen nicht verschwindenden
Faktors e%t

A+ e)=—w,xB, B@+e)=w,z4, . . 6a)
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und nach Multiplikation bzw. Division dieser Ausdriicke beiderseitig

miteinander
(@ + %) (@ + ;%) - 0y wy 2* =0 6b)
£ 0,@ 407+ B o, @ +o?)=0 [
Schreiben wir fiir die erste dieser Gleichungen
o+ (e + 0 + 0, 0,)2* +e0,?=0, . . . . 6¢c)

so erkennen wir, daBl ihre Wurzeln

2 _1_ 2 2 2 2
e — 05%2—}—(01602 + V("ﬁ +“24’|‘w1 @,) —ale? . )
nur so lange reell sind; als
. (et ot o, w)?>4ee? . . . . . . Ta)
oder
(@ —a?) + 2 (e + ") 0, 0, + 0,20, >0 . . 7b)

ist. Da w, und w, mit @ selbst nur positiv sein konnen, so ist
diese Bedingung stets erfiillt, wenn mit unter dem Drehzapfen liegen-
den Schwerpunkten des Pendels und Kreiselrahmens, also positiven s,
und 7, nach Gleichung 5) auch «,®> und «,® positiv sind, oder aber
mit s, <0 entgegengesetzte Vorzeichen besitzen, woraus «,?e,? <0
hervorgeht. Sind dagegen mit oben liegenden Schwerpunkten o,®
und «,” beide negativ, so kann die linke Seite von 7a) verschwinden,
wihrend rechts e, «,” >0 bleibt, so daB in diesem Falle die Wur-
zeln 7) nicht reell zu sein brauchen. Dies wird vielmehr erst durch
einen Drehwert w >0 erzielt, welcher der Bedingung 7a) geniigt,
wihrend fiir w =0 die Wurzeln von 7) mit — «,® bzw. —¢,? iiber-
einstimmen, entsprechend zwei voneinander unabhingigen Schwin-
gungen des Pendels und des Kreiselrahmens nach Gleichung 1b) mit
w, =, =0.
Schreiben wir nunmehr an Stelle von 7)

?=—o® £ (a® % fir oe,><0

= —o? + (? —f?) fir ee2>0 )’
so erkennen wir, daB im ersteren Falle von den beiden Wurzeln

z*=p, Tyl =—(20°+ f7)
die erste positiv und demnach z, = + g reell ausféllt, was nach dem
Ansatz 6) auf beliebig anwachsende Ausschliige von der alsdann in-
stabilen Ruhelage aus fiihrt. Daraus folgt ohne weiteres die vollige
Unbrauchbarkeit dieser Anordnung, so daB wir nurmehr Pendel-
kreisel zu untersuchen haben, deren beide Schwerpunkte
gleichzeitig unter oder iiber dem Drehzapfen liegen.

7¢)

L Im Falle positiver «,* und «,® entsprechend der Anordnung
Abb. 124 sind die beiden Wurzeln nach der zweiten Gleichung 7c)

x12=——ﬂ2, %2_____(2“2__/32)____62
negativ, mithin
: r,=+1if, xy==%id. .. ... .. 8)
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Wir erhalten daher als vollsténdige Integrale von 1b)

G=A, etift | A, et L A etidt | A ¢=i%

g =B, etift | B,e~ift |- B eti%t | B, ¢~i%t |’
worin die untereinander stehenden Beiwerte durch die zweite Glei-
chung 6b) miteinander verkniipft sind, so daB in Wirklichkeit nur
vier willkiirliche Festwerte als Ergebnis der Integration der beiden

Gleichungen 1b) iibrig bleiben. Fiir die zweite Gleichung 6b) diirfen
wir nun mit 8) schreiben

. 8a)

B w, f—e’ 9)
42 Wy B — e’ )
Andererseits folgt aus 6¢) mit 8)
B+ =+, + 0, 0,, f? O =eaa?, . . 8b)

woraus
“1 ‘x‘z

B — a4
(8 _“1)(ﬂ2_“2):ﬂ2w1w2’
Foe® BPoo, o gy

2 __
Uy = 0, Wy,

p— oy’ - (B — )
hervorgeht, Damit wird aus 9)
B‘Z 2 ﬂ? B . 2 ﬂ

T E e AT

also ein imagindres Verhéltnis B:A. Fiihren wir dies und die zu-
gehorige Beziehung mit ¢ in die zweite Gl 8a) ein, so erhalten wir

9b)

11602

xziw_eﬁe(Alem_Aee—iﬂt)_g_é S (dyettt— dyemi). 8c)

ﬂ2 —
Ersetzen wir schlieflich die Exponent1a1a.usdrucke nach dem Moivre-
schen Lehrsatz durch Kreisfunktionen, also

etift — cos fit + i sin St
und schreiben gleichzeitig
A+ 4,=0C;, (4,—4,)i=0C,,
A+ A4,=0C;, (43— 4,)i=0C,,
so nehmen die Integrale 8a) bzw. 8c) die Formen an
¥ = C, cos Bt -+ C,sinft -} C, cos 6t 4 C, sin d¢
= /3—2%
+ 5 6" (C cos 6t — C sin dt)

2(0 cos ft — O, sin ) ] . 84d)
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Weiter folgt aus 9a), daB8 sowohl > — «,? als auch ?—¢,? dasselbe
Vorzeichen haben, was wegen der zweiten Gl 8b) auch fiir die Unter-
schiede 6 —«;® und 6 — &,? gilt. Ist demnach die Wurzel 6> «,?,
0? > «,? so ist nach 8b)

2 2 2 2
P, Lt

2 2 2
o, 0 o, 0

[ESCAME A

Es vollziehen daher sowohl das Pendel wie auch der darauf
befindliche Kreiselrahmen je zwei sich iiberlagernde Schwin-
gungen, von denen die eine rascher, die andere langsamer
ablauft als die freien Schwingungen der beiden nicht ge-
koppelten Kérper. Aus dieser Uberlagerung gehen bei méBigen
Unterschieden von 8 und 6 Schwebungen hervor. Fiir groBe Um-
laufszahlen w des Kreisels iiberwiegt das Produkt w, w, nach 5) bei
weitem die Grofen «,? und «,?, so daB man fiir die beiden Wurzeln
7) und 8) auch angenihert schreiben kann

oder

(5“’:0612—{—0&22{-(01602——“19_{_“‘,
2, 2 10)
o
pr=— 12 1 .
4+ 0" + @ w,
mit den zugehérigen Schwingungsdauern

:Ey_z:2nl/lx1“’—{—a;"—+—wlw2
! B &y O ’
s - . . . 10a)
_2n~ 2 ’
’ Y le12—{—06‘_,2—-}—a)1602

die sich schlieBlich mit immer weiter wachsendem w den Grenzwerten

t

2 0 27
0y g Vo, w,
oder mit Riicksicht auf 5)
270, w 271 @0
1 0 ’ t‘.}:_@—__~ . 10b)
g‘/m181(mo+m~z)r 0@

ndhern. Von den diesen beiden Schwingungsdauern zugehérigen Be-
wegungen werden nun die kiirzeren mit ¢, sich nur mehr als Er-
zitterungen geltend machen, wihrend die langsamen mit ¢, der beiden
senkrecht zueinander schwingenden Korper von oben gesehen sich
zu einer elliptischen Bahn zusammensetzen. Beachtet man nur
diese Schwingung und sieht von den Erzitterungen ab, so bedingt
die Verbindung des Pendels mit dem Kreiselrahmen jeden-
falls eine betrdchtliche Vergr6Berung der Schwingungs-
dauer.
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Wir haben nun noch den Fall zu erértern, daf in Gl 7) beide
Wurzeln zusammenfallen, d. h. da mit

(0 +,® + o, w)=4e’e? 0 0,=—(te), }

11)
zh=t o0 ’
also

pfr=0=au. . .. ... ... 11a)

Damit lassen sich aber nicht etwa in 8d) die Glieder mit cos ft,
cos ¢t usw. zu je einem vereinigen; vielmehr hat man vorher mit
einem kleinen Betrage ¢ zu setzen 6 —pf ¢, also

C, cos it 4 C, cosdt = C, cos ft 4~ C; cos (B &)t
= (0, -+ C,)cos St — Cy etsinft,
C,sin ft+- O, sindt=C, sinft 4 C, sin (f -+ ¢)t
=(C,+ C,)sinft - C, et cosft.
Hierin sind nun die Produkte C;¢ und C,¢ fiir verschwindendes ¢
als neue willkiirliche Beiwerte zu verstehen, und man erhélt schlie(3-
lich mit C,+ C;=D,, C,+4C,=D,, C,e=D,;, Cje=D, an
Stelle von 8d)
$ =D, cos ft + D, sin ft -t (D, cos Bt - D, sin 1)

w .
x=/§?—i—%§(Decosﬂt—Dls1nﬂt)

——;alg'g—tg(D4 cos ft -+ Dy sin fit)
ﬂ Ty
Die hierin mit der Zeit ¢ behafteten Glieder deuten auf ein dauerndes
Anwachsen der Ausschlige des Pendels und des Kreiselrahmens, die
sich dabei schlieBlich iiberschlagen und daher sogar die obere Ruhe-
lage durchlaufen kénnen.

II. Damit sind wir schon in den zweiten Fall negativer «?
und «,? infolge oberhalb der Drehzapfen liegender Schwer-
punkte des Pendels und des Kreiselrahmens eingetreten. Fiir diesen
schreiben wir an Stelle von 7) iibersichtlicher

w2 —_q? v 2 2\
22 P1@ 2“1 ) + V(wl Wy Zx ) — e, 12)
und erhalten stabile Schwinguhgen um die instabile Ruhe-

lage, solange dieser Ausdruck negativ reell bleibt. Dies trifft aber
zu, wenn absolut

11b)

w0, > (0, F P >a4e? . . . . . . 12a)
ist, oder nach Gl 5) mit m,g=G@,, mG=@G,, myg=G,
O,0 >V0"G s, VO (G,--G)r . . . . . 12b)

Alsdann gestaltet sich die Behandlung genau wie im Falle I und
fiihrt auch auf dieselben sich iiberlagernden beiden Schwingungen
mit Schwebungen, bzw. zu je einer langsamen Hauptschwingung des



Geddmpfte Schwingungen des Pendelkreisels. 223

Pendels und des Kreisels von gleicher Dauer und zusétzlichen Er-
zitterungen. Ebenso ergeben sich auch in diesem Falle beim Zu-
sammenfall zweier Wurzeln von 2® Ausschlige, die nach Gl 11b)
neben rein periodischen Gliedern auch solche mit zeitlich wachsendem
Beiwerte besitzen, was zum Uberschlagen fiihren kann. Sieht man
von diesem Ausnahmefall ab, so bewirkt der an sich nicht stabile
Kreigel eine Stabilisierung des ebenfalls nicht stabilen Pendels, wovon
Brennan in seinem Vorschlage einer Einschienenbahn Gebrauch
machte.

§ 43. Gedampfte Schwingungen des Pendelkreisels. Nachdem
wir im vorigen Abschnitt erkannt haben, da8 die freien Schwingungen
eines Pendelkreisels unter Erhaltung der Gesamtmacht zu einer lang-
samen Hauptschwingung beider Bestandteile und dariiber gelagerten
Erzitterungen bzw. zu Schwebungserscheinungen fiithren, die sich
dauernd wiederholen, wollen wir nunmehr den EinfluB der natur-
gemifen oder kiinstlichen Bewegungswiderstinde durch Einfiihrung
je eines Dampfungsgliedes in die Grundformeln 1a) § 42 beriick-
sichtigen. Mit den stets positiven Dimpfungsziffern ¢, und &, haben
wir alsdann

@'(54"26119)4“"‘19810:“90“’78 } 1)
0" (74 26,7) + (my +my) gry =+, 09

und daraus durch Erweiterung mit d9 und dy sowie Addition und
Integration

@,52+@”9&2+m198102+(mo_i_me)g”ég
—C,—46 e, [9?dt —46"e, [ 2dt. . . 2)
Die Gesamtmacht des Pendelkreisels wird hiernach durch
die Dimpfungsglieder mit der Zeit stetig und bis zur Un-

merklichkeit vermindert.
Benutzen wir wieder die Abkiirzungen 5) § 42, so vereinfacht

sich 1) in
0—{—26119—{—051219:—(0172}’ 12)
%—{—2827'[—}—0622%:—{-—60219
worin &, &,, w,, w, stets positiv sind, wahrend «,* und ¢,>=0, je
nach der Schwerpunktslage der beiden gekoppelten Korper unter
oder iiber ihrem Drehzapfen sein konnen. Wir wollen der Einfach-
heit halber auch hier, wie schon im letzten Abschnitt, voraussetzen,
daB ? und «,? jedenfalls beide dasselbe Vorzeichen besitzen. Setzen
wir dann wie friiher

$=Ae?, y=DBes . ., . . . ... 3)
in 1a) ein, so wird daraus nach Wegheben der nicht verschwindenden
Potenz e .
A@®+2¢ a0+ 0?)—=—Bw,x

B(@*+ 26,2+ ¢,?) =+ Ao,z 3a)
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oder nach Multiplikation und Division
@ 42624 a?) (@ + 2624 ,) + 0, 0,22 =0
A wy(2? 4262+ 0?)=— B w, (2 4 2,2} ,?)
Schreiben wir die erste dieser Formeln.

# 2 ) 0,0+ b o)
+ 2 (g 007 F )40, =0 . . . . . 3¢
und verlangen, da auch fiir negative «® «,® ]eden_fa.lls
w0y + 488 40"+ 0, >0
ist, so haben wir es mit einer Gleichung vierten Grades in x zu
tun, deren allgemeine Losung zwar in geschlossener Form angebbar,

aber recht uniibersichtlich ist. Wir wollen darum Gl 3c) in die
beiden Ausdriicke

ot (0, 0y + 48,8+ 0" + o) 2 et =y }

—2(ey gy) 8 —2(5, 0" F- gy, )z =1y '

8\4 oy zerlegen, deren erster als bi-

J quadratische Gleichung eine

zur y-Achse symmetrische

8, Kurve 44 auf der positiven

¢ . Seite der y-Achse darstellt,

wahrend die durch die zweite

Gleichung  gekennzeichnete

Kurve dritter Ordnung, Ab-

bildung 125, den Verlauf BO B

oder COC mit den Tangen-

ten B,0 B bzw. C, OC in O

3b)

3d)

hat, je nachdem mit & } =0

%
auch & 0, 4 ¢,0,22 0 ist.

Da nun die Schnitte der Kur-

ven A4 und BOB bzw. COC

9 reellen Wurzeln zugehoren,

so erkennt man, daf im

(W 5, ersteren Falle positiver «,*

und ¢,® nur zwei reelle ne-

gative Wurzeln moglich

Abb. 125. sind, die bei der Beriihrung

der Kurven zusammenfallen. Die beiden andern Wurzeln von 3c) sind

dann konjugiert komplex. Fiir negative ¢,* und «,? sind sowohl je zwei

positive als auch negative reelle Schnitte der Kurve COC und 44

moglich. Schneiden sich die Kurven iiberhaupt nicht, was bei kleinen

Werten von ¢, und &,, also schwacher Diampfung stets zu erwarten

ist, so haben wir es nur mit zwei Paaren konjugiert komplexer

Wurzeln von la) zu tun. Wir werden darum beide Félle schwacher
und starker Dampfung gesondert behandeln.
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I. Die natiirliche Dampfung des Pendels ist stets als schwach
anzusehen, wihrend diejenige des Kreiselrahmens durch Einschaltung
einer Bremsvorrichtung geregelt werden kann. Ist auch die Kreisel-
démpfung schwach, so konnen wir fiir kleine &, und &, an Stelle
von 3c¢) unter Weglassung des Produktes ¢, &, schreiben

ot (0, 0 + 0"+ 0,%) 2 + 0,

=—2(e &) —2(5 0 o)z . . . .. 4)
und die rechte Seite als Fehlerglied auffassen, welches zu den Wurzeln
der Gleichung nur einen kleinen Beitrag u liefert. Bezeichnen wir
die schon im letzten Abschnitt Gl 7) ermittelte, rein imaginire Wurzel
der gleich Null gesetzten linken Seite von 4) mit x», so diirfen wir

fiir die gesuchte Wurzel angendhert setzen
T=x—p. . . . . . .. ... 4da)

Fihren wir diesen Ansatz auf der linken Seite von 4) derart ein,
dal wir die hoheren Potenzen von u vernachldssigen und setzen
ferner im Fehlerglied der rechten Seite von 4) z =12, schreiben also

wt—4x u A (0, 0y 4 0" + 0,%) (0 — 2% p) + e, e,
=—2(e; &) % — 2(e, 0 gy 0,%) %,
so folgt wegen '

w4 (0 0, + 0 + 0, e + e =0 . . . . 4b)

nach Voraussetzung
(ey &) 0" + & 0 + &5,

] = . 4
e 2% + @y g+ 0)* + )
Sind: nun wieder die rein imaginiren Wurzeln von 4b)
%lziiﬂ, ”gzi'ia, e e e e e o e 5)
wobei nach dem vorigen Abschnitt
o 2
63>{u;2}>ﬂ2 ... Ba)

ist, so diirfen wir wegen 4b), d. h. mit 2 »* -+ (w, w, + &,2 + ¢,?) %*
=ux*—«%a,® an Stelle von 4c) auch schreiben

_____”2 (”2 +0‘22>£1 _l_(”? +a12) 69 e e . 5b)

4 _ ., 2,2
t—a %0,

u

oder wegen 5) und 5a)

2 (0 — B%) & +(e)* — B*) &
py=—p D

— et =Dt

52 (0> — 6% &, + (@, — 6% &y

Mo = 0 — e,
2 2 2 2
=52(6 — %) e+ (0 —e )£e>0
o — oy
Lorenz, Techn. Physik I,2. 2. Aufl. 15

6)
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Wir erhalten somit an Stelle von 4a) die konjugiert komplexen
Whurzelpaare
Tp=—p, +if, Tyy=—p,4+16. . . . . 6a)

mit negativen reellen Bestandteilen. Da ferner die Exponentialglieder
mit rein imagindren Exponenten sich stets in reelle Kreisfunktionen
umwandeln lassen, so lauten die Lésungen der Formeln 1a) fiir
schwache Dampfung

Y =e"tt(A, cosft+ A,sinfit) | e~#2t(A4;co80t + A, sindt)’
g =e"t1¢(B, cos ft | B, sin ft) | e~42t(B; cos 6t 4 B, sindt) |’
worin die Beiwerte B sich aus 4 nach der zweiten Gleichung 3b)
mit den zugehorigen Wurzeln x derart berechnen, daf im ganzen
nurmehr vier willkiirliche Integrationskonstante iibrig bleiben. Diese

ergeben sich dann aus den Anfangsausschligen und Anfangsdreh-
werten der beiden gekoppelten Korper.

6b)

II. Bei sehr starker Dampfung ergeben sich die reellen Wurzeln
der Gl 3c) unmittelbar aus dem Schnitt der beiden Kurven 44 mit
BOB bzw. COC. Um das komplexe Wurzelpaar zu ermitteln,
schreiben wir an Stelle von 3c)

(& + &) (e, 0" + &, 2) 2
T X R TP AR REL KL TR

und betrachten wegen der iiberwiegenden GroBe der beiden ersten
Glieder das dritte als Fehlerglied. Unterdriicken wir dieses zunichst,
so folgt angendhert

2= — fl&—"—l—l‘:—2—>0 fir 1 }§0. ... Ta)

g+ & o,?
Fithren wir dieses Ergebnis in das dritte Glied von 7) ein, so er-
halten wir nach einigen Zusammenziehungen

(e, + &) @ (6, 0,2 + &y ,%) ‘:;—
-+ % [wl w, + &, &, (4 + (e, + if;}e;gf;i_)': ) >:| —=0. 7b)

Diese quadratische Gleichung fiir « liefert nur dann komplexe Wurzeln,

wenn . .
[wlwe—i-s &,(4—}—( +<)(£1a:_*)_8° l)ﬂ
<16(e,+¢,) (g0 ey . . . . . . . To

ist, wodurch die Stirke der Dampfung im Vergleich mit dem EinfluB
der im Produkt w,w, steckenden Kreiselwirkung geradezu gekenn-
zeichnet ist. Bei starker Dimpfung ist iiberdies der im dritten Glied
von 7b) auftretende Bruch klein gegen 4 und darum dieses ganze
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Glied jedenfalls positiv. Alsdann aber ist der reelle Teil der kom-
plexen Wurzeln von 7b) stets negativ, so dal wir erhalten

t=—u,tizg, . .. ... ... 8
wihrend die graphisch ermittelten reellen Wurzeln
“lco, fir “1;}><0 .. ... .. 8a
) 0

sind. Dann haben die Losungen der Grundformeln 1a) die Gestalt
G=A,emt 4 4,e%! | et (A, cosxyt | A, sinx,t) &b
g=B,ext+ B,ext - et (B, cosx,t -+ B,sinx,t) | = )

und stellen die Uberlagerung je einer gedimpften Schwingung mit
asymptotisch zu- oder abnehmenden Ausschligen dar, je nachdem
die reellen Wurzeln », und x», beide positiv oder negativ ausfallen,
wihrend «,® und «,® das umgekehrte Vorzeichen besitzen.

1. Beispiel. Als Anwendung der vor-
stehenden Theorie des Pendelkreisels be-
trachten wir den von O. Schlick vorgs-
schlagenen Schiffskreisel, Abb. 126, zur
Diampfung und Verzégerung der Schiffs-
schwingungen. Hierbei wird in das beim
Rollen um die Lingsachse als Pendel auf-
zufassende Schiff ein Kreiselrahmen RR
eingehéngt, der um ein zur wagerechten
Schiffsquerachse paralleles Zapfenpaar AA
drehbar ist und einem in der Ruhelage .
um eine lotrechte Achse BB laufenden Abb. 126.

Kreisel K eine Schwingung in der lotrechten

Léngsebene des Schiffes erlaubt. Die Kreiselschwingung kann durch einen
Fliissigkeitswiderstand beliebig gebremst werden. Als Schwerpunktsabstand
des Schiffes -vom Drehpunkt ist alsdann die sog. Metazenterhéhe zu be-
trachten, wihrend alle andern Bezeichnungen des Pendelkreisels ohne weiteres
giiltig bleiben.

Wir setzen nun ein Schiff von m,g=—6000 t Wasserverdringung mit
einem Schwungmoment von @’ =15.10° mkgsec? und einer Metazenterhshe
8, = 0,5 m voraus. Der Kreisel habe mit Rahmen ein Gewicht von (m, - m,)g
=10t, einen Schwerpunktsabstand r = 0,5 m von einem wagerechten Dreh-
zapfen, sein Schwungmoment in bezug auf diesen Zapfen sei @ = 3000 mkgsec?,
in bezug auf die Kreiselachse ©, = 4000 mkgsec?. Mit einem Drehwert von
® =100 sec—! entsprechend einer Umlaufszahl von rd. 1000 i. d. Min. folgt

dann ein Drall von 6, = 400000 mkgsec. Damit berechnen sich zunichst
die Festwerte

2 mlgsl :0’2’ 0{22: (m0+m2)g'r _166

oy

o, % 0,2 = 0,333,

@/ @/I 5 2
o, = @(‘j)f" = 0,0267, w2=$=133,3, w0y = 3,56 .

Die ungedimpften, voneinander unabhingigen Schwingungszeiten des Schiffes
und des Kreiselrahmens sind hiernach
tl=2—n:14sec, t2=2—n=4,87 sec ,
Gy ¢y
wihrend Gl. 4b) lautet
w1 54224 0,333 =0
15%
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und die Wurzeln
#,2 = — 0,062 = — g2, #y? = — 5,358 = — 62

besitzt. Diese geniigen in der Tat der Bedingung 5a) und ergeben dimpfungs -
freie Schwingungszeiten
2n 2n 2n 2%
=" —_ —— == 4 _ ==
t = i 0.049 25,22 sec > ¢, , ty 3 3315
Vernachlidssigen wir nun die Démpfung des Schiffes, setzen also & =— 0 und
nehmen an, daB fiir die Kreiselbremse

=2,71 sec < ¢, .

0" g, = 900 mkgsec oder &, = 0,3 sec™!
ist, so folgt nach Gl. 6)

= f¢ le_':ﬁ_oomm

"y = 2d12&22—ﬂ4_ bl ’
62_a2

Uy = 0% ¢, F o 0,292,

woraus sich
f— ' — — ’ -
e~tat’ — ,—0,1963 0,822, e Mate — =09 0,454 ,

d. h. eine viel stirkere Abnahme der kurzen Schwingung (¢,’) gegeniiber der-
jenigen mit langerer Dauer ergibt.

Erhohen wir nun unter Beibehaltung von & = 0 die Bremsung des Kreisels
auf das Dreifigfache

0" &, = 27000 mkgsec oder & =9 sec—?,

so erkennt man aus der Aufzeichnung des Kurvenbildes sofort, daB von den
beiden reellen negativen Wurzeln der zugehorigen Gleichung 3c)

o+ 1808 + 54242 43,62+ 0,333 = 0

die eine sehr groB, die andere sehr klein ist. Man gewinnt sie in erster An-
niherung durch die beiden Ansitze

x4 1823=0 zu =, =—18,
362+0333=0 zu z,=—0,092

und kann diese Losungen durch Einsetzen von x, -8, bzw. z,-}-d, in die
obige Gleichung mit Unterdriickung der Potenzen é noch verbessern, was im
vorliegenden Falle nur eine bedeutungslose Verbesserung liefert.
Fiir die Ermittlung der komplexen Wurzeln berechnen wir zunédchst aus
Gl. 7a) den Wert
2= — o2 =—0,2
und erhalten durch Einsetzen desselben in das Fehlerglied von 7)

2?++0,197240,2=0,
also -
z=—0,1417)0,19=—0,140,4363.

Man iibersieht, daB der imaginire Bestandteil sich nur wenig von der Grofle o,
unterscheidet, d. h. daB die Schwingungsdauer des Schiffes bei starker Kreisel-
bremsung sich nur unmerklich andert und da8 auBerdem wegen der Kleinheit
des negativen reellen Teiles die zugehorige Schwingung selbst nur sehr schwach
gedimpft erscheint. Es ist nidmlich mit 0,436 = «,

$=A,e” 0% L 4 718 L o=01 (4 cos et} A sine, ).

Daraus erhellt unzweifelhaft die UnzweckméBigkeit einer zu starken
Kreiselbremsung, die einem Festhalten des Kreisels und damit einem Aus-
schalten der Kreiselwirkung nahekommt.
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2, Beispiel. Im vorstehenden Beispiel wurde stillschweigend vorausgesetzt,
daB das als Pendelkreisel anzusprechende Schiff nur um eine wagerechte Lings-
achse drehbar ist. Es ist aber, wie nach einem Vortrag von Skutsch (Z.V.d. I
1908, S. 464) von Berger bemerkt wurde, auch die Moglichkeit einer Dreh-
bewegung des Schiffes um eine wagerechte Querachse, ein sog. Stampfen, mog-
lich, die durch die Riickwirkung der Bremsung des Kreiselrahmens periodisch
erregt werden kann, indessen wegen der damit verbundenen Dampfung des
Schiffes keine groBe Ausschlige zeitigen diirfte. Es wire deshalb kaum nétig,
diese Wirkung durch Anordnung zweier gegenldufiger Kreisel aufzuheben, wenn
nicht, worauf Schuler (a.a.O. 1924, S. 1224) aufmerksam macht, noch eine
Schiffsdrehung um eine lotrechte Achse, das sog. Gieren des Schiffes, hinzu-
kéime. Bezeichnet man den hierdurch bedingten Ausschlag des Schiffes in der
Schwimmebene mit vy, den zugehorigen Drehwert mit ¢, so hat diese Bewegung
beim Kreiselausschlag y ein Kreiselmoment ©, w1 siny senkrecht zu wsiny
und +, also in der Querachse des Schiffes zur Folge, welches je nach dem
Vorzeichen von o zum aufrichtenden Momente (m, - my)r des Kreisels hinzu-
tritt oder davon abzuziehen ist. Dadurch geht aber die langsame Schwingungs-
dauer ¢, des Kreisels und des Schiffes nach GI. 10b) § 42 iiber in

270,

by =- -

J my 8y [(mg —+-mg) 7 £ @y w1 sin g]
und kann, je nachdem (m, - my)r = @yw1 siny wird, unendlich oder imaginir
werden. Das erstere bedeutet eine unerwiinschte Festhaltung des Schiffes in
schriger Lage, das zweite ein Uberschlagen des Kreisels mit beliebig wachsen-
dem Schiffsausschlag, also einen instabilen Zustand, der unter allen Umstinden
zu vermeiden ist. Schuler
schligt daher vor, die beiden L
gegenldufigen Kreisel mitein- !
ander derart zu koppeln, daB \
sich die neuen Kreiselmomente /
infolge entgegengesetzt gleicher
Kreiselausschlige aufheben,
was am einfachsten nach Ab-
bildung 127 durch Kegelrider
auf den wagerechten Zapfen
der Kreisel%‘ahmen bewirkt Abb. 127.
werden kann.

i

§ 44. Erzwungene Schwingungen des Pendelkreisels. Der Fall
der erzwungenen Schwingung eines Pendelkreisels ist verwirklicht in
den Rollbewegungen eines Kreiselschiffes im Wellengange.
Unter Beibehaltung der Bezeichnungen der beiden letzten Abschnitte
gilt hierfiir die zweite auf den Kreisel beziigliche Gl. 1) § 43, wih-
rend wir fiir das Schiff mit dem &uBern Moment M allgemein

@ H+0,05+M=0 . .. ... .1

ansetzen diirfen. Dieses Moment setzt sich zusammen aus dem durch
die Schiffsneigung & geweckten Betrage M’ und einem Reibungs-
moment M” der Schiffswandung gegen das umgebende Wasser, wih-
rend wir vom EinfluB der wellenbildenden Verdringungsénderung,
die mit dem Quadrate des Drehwertes wichst, ihrer Kleinheit wegen
absehen wollen. Alsdann bleibt fiir das Reibungsmoment M” nur ein
mit dem Drehwert linear wachsender Betrag iibrig, der im An-
schluB an Abb. 128 mit der Neigung iy der Wellennormale

M'—=260 ($—p) . . . . . ... .2)
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geschrieben werden kann. Das aufrichtende Moment M’ dagegen riihrt
einerseits vom Kréftepaar des Schlﬂ’sgewwhtes und des gleich groBen
Auftriebes her, von denen das eine im Schiffsschwerpunkt 8,, das
letztere dagegen in dem um s auf der Schwimmachse dariiber llegen-
den Verdrangungsschwerpunkt 8 angreift,

N \er woraus ein Moment m, gs ¢ hervorgeht. Da-

)\_ 3 zu kommt noch der UberschuB des Auf-
triebes des in Abb. 128 schraffierten Keil-

o korpers, dessen Betrag sich aus dem Raum-

\Q‘ | gewicht y des Wassers und der Fliche F
40 der Schwimmebene mit ihrem Schwung-
mw%ﬂﬂﬂﬂ arm k um ihre Liangsachse (senkrecht zur
] S & ] Bildebene) unter Beriicksichtigung des Keil-

15 winkels (¢ — y) zu Fk*y (9 — ) berechnet.

S0 Somit ist das ganze aufrichtende Moment
| Vo M =m, gs9 4 Fk*y(d — )

\ oder unter Einfilhrung der sog. Meta-
Abb. 128. zenterhéhe s;
M =mgs,d—Fkyyp. . .. .. .. .3

Durch Vereinigung von 2) und 3) folgt alsdann das ganze duBere
Moment '

M=M-+M"=mgs,d—Fk2yyp+42¢ 0" H—vp). . .4)
und nach Einfiihrung in 1)
O (94 26,9)+-m gs, 3+ Oy g =Fi yyp
=420y . . . . . . .1la)
Nun é&ndert sich die Neigung der Wellenfliche an einer und der-
selben Stelle mit groBer Anndherung rein periodisch, so daB wir mit

w=1y,sinnyt, Yy=mwy,neosyt . . . . . .b)
fiir die rechte Seite von 1a)
Firyy+-2e @' p=Fk*yy,sinnt
+2¢, 0" yyncosyt
schreiben diirfen. Setzen wir dann noch
-Fk@},’%=w1, 26, Yo=Yy . . . . . . .6)

und filhren die Abkiirzungen 5) § 42 ein, so lauten unter Hinzu-
nahme der zweiten Gl. 1a) des letzten Abschnittes die Formeln fiir
die erzwungenen Schwingungen des Schiffes mit Kreisel
19—‘—28119—f—0£ 0—|—w11—w1s1nntvr—w‘,cos77t 7
1261ty — weﬁ 0
Thnen geniigen die Ansitze
B =A, cosnt—-+| A,sinyt, y==B,cosnt-| B,sinnt, . .8)
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wihrend wir die dariiber gelagerten freien Schwingungen nach ihrer
ausfithrlichen Besprechung im vorigen Abschnitt auBler acht lassen
wollen, da sie im Laufe der Zeit durch die Dampfung abklingen.
Fihren wir die Ausdriicke 8) in 7) ein, so ergibt der Vergleich der
Beiwerte von cos#nt und sin#t die Bedingungen

(e — ") A, + 276, A, 1w, By=1y,
(e —n?) 4, —2ne A, —no, B, =1y, .+ .8a)
(> — ") B, + 296 B, —nw, 4,=0 '
(> —n?) B, —2n e, B, +nw, 4, =0
woraus mit '
A+ 47 =47, BP+BP=B", ylty'=y’?. .9)
durch Quadrieren und Addieren folgt
2 — PP 402 4=y 0 B
— 2y w, (y, B,—y, B)) . . . .9a)
[(® — %) + 4 77 &,%] By =1* ,* 4,7 [
Danach sind die erzwungenen Schwingungsausschld ge des
Schiffes und des Kreiselrahmens einander verhaltnisgleich.
Wenn auch die Berechnung der Einzelwerte 4 und B mit 8a) keine
grundsiitzlichen- Schwierigkeiten bietet, so sind doch die Ergebnisse

wenig iibersichtlich und ungeeignet fiir die weitere Erorterung.
Dagegen erkennt man leicht aus den beiden letzten Gleichungen 8a),

daB mi .
Ahmib ey und 6—0, A,—A,—0 ... .9b)
und damit aus den ersten Gleichungen

nw, B,=1y,, —nw, B,=vy, . . . . . .9c)

wird. Im Falle der Resonanz der gidnzlich ungedidmpften
Kreiselschwingungen mit den Wasserwellen treten danach
iiberhaupt keine erwungenen Schiffsschwingungen auf,
sondern nur solche des Kreisels

_wgsinnt—wlcosnt_i’sin ; 9d
x "o v o mt4+0), . . . .9d)
welche ersichtlich fiir hohe Werte von w,, entsprechend groBen Dreh- -
werten w des Kreisels in engen Grenzen gehalten werden koénnen.
Die Resonanzbedingung «,* =17? wird sich allerdings angesichts der
Verianderlichkeit der Schwingungsdauer der Wasserwellen nur ange-
nihert erfiillen lassen, so dafl man immer kleine Schiffsausschlédge in
Kauf nehmen muf. Dazu treten natiirlich noch die freien Schwin-
gungen auf, deren volliges Abklingen infolge der nur schwachen
Démpfung &, nicht mit Sicherheit erwartet werden kann.

Die durch Gl 9c¢) und 9d) gegebene Kreiselschwingung erhilt
man auch, wenn in den ersten beiden Gleichungen 8a) ¢, 2= 7? und
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&, =0 gesetzt wird, d.h. im Falle des Gleichklangs der un-
gedampften Schiffsschwingung mit den Wellen. Alsdann folgt
aus den letzten Gl 8a)

4 — o, —n? 25

L =

3 Ya — Y1
7"y Wy 7 @y Wy

a?—n? 2¢ - 9¢)
A, =— 2
? ’72w1w2WI+7/w1w2W2
und daraus der Schiffsausschlag
292 | 4,22
A":A% | Aoe__:(“2 77)—{— 217 /9 L. 9f
0 1 T “e ,'74 wlg wg‘z v, )

der offenbar wieder mit «,’=%> und & =0 verschwinden wiirde.
Der Kreisel wirkt demnach gerade dann am sichersten,
wenn durch Resonanz zwischen Wellengang und Schiff
dessen Stabilitit am meisten gefidhrdet erscheint. Aus
alledem erkennt man das génzlich verschiedene Verhalten des
Kreiselschiffes bei freien und erzwungenen Schwingungen. Angesichts
der z. T. nur geringen praktischen Bedeutung dieser Anordnung sei
fiir weitere Einzelheiten auf Sonderschriften verwiesen?).

X. Richtkreisel.

§ 45. Geradlaufkreisel. Das bei der Richtungsinderung der Kreisel-
achse auftretende Kreiselmoment kann offenbar auch zur Betitigung
einer Vorrichtung zur Beseitigung der Ursache dieser Richtungs-
dnderung benutzt werden. Handelt es sich um ein Luft- oder Wasser-
fahrzeug, so dient der in diesen angebrachte Kreisel alsdann durch
Betitigung eines Steuers zur Aufrechterhaltung der durch #duBere,
nicht vorher zu sehende Einfliisse (z. B. Strémungen, Wind) ge-
storten Bewegungsrichtung.

Hierzu eignet sich am besten der im Beispiel zu § 36 schon be-
handelte Bohnenbergersche Kreisel, Abb.129, mit zwei Rahmen, von
denen der #duflere um lotrechte Zapfen drehbare im ungestorten Zu-
stande in der Querschnittsebene des Fahrzeugs, der um wagerechte
Zapfen drehbare Rahmen dagegen wagerecht liegen moge, so daB
die ungestorte Kreiselachse die Fahrtrichtung anzeigt. Sind dann
wieder ¢ und y die kleinen Auslenkungen der Achse aus der Ruhe-
lage in der lot- und wagerechten Ebene, so gelten die Gleichungen

O+ 0,05=My, 0";—O,0d=M,. . . . 1)
Hierin bedeutet ®’ das Schwungmoment des Kreisels mit dem inneren
Ring um die wagerechte Querachse 44, @” das Schwungmoment

des Kreisels mit beiden Ringen um die lotrechte Achse BB, beide
bezogen auf die Ruhelage, da die kleinen Auslenkungen nur eben-

) Z.B. Klein und Sommerfeld: Theorie des Kreisels. S, 794ff. Leipzig
1910; oder Grammel: Der Kreisel. S. 326 ff. Braunschweig 1920.
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solche Anderungen der Schwungmomente bedingen, deren Produkte

mit den Drehwerten ¥ und x der Achsenauslenkung als klein von
zweiter Ordnung zu vernachlissigen sind. @, sei das Schwungmoment
des Kreisels selbst um seine Achse CC und @ der zugehorige Dreh-
wert, den wir wihrend der Bewegung als unveridnderlich ansehen
wollen, was im allgemeinen die Verbindung mit einer Antriebsvor-
richtung zur Uberwindung der Widerstinde voraussetzt. Ist nun
solche, die z.B. durch Ausbildung des Kreisels als Léufer eines
Elektromotors erreicht werden kann,
nicht vorhanden, so gelten die fol-
genden Betrachtungen nur fiir eine ver-
héltnisméBig kurze Zeit, innerhalb
derer von der Abnahme des Dreh-
wertes durch die immer vorhandenen
Bewegungswidersténde abgesehen wer-
den darf.

Soll nun der Kreisel seitliche Ab-
weichungen des Fahrzeuges, die am
héufigsten zu erwarten sind, aus-
gleichen, so mufl er Gelegenheit zur
Ubertragung seiner eigenen relativen
Auslenkung y gegen das Fahrzeug auf
dessen Steuer haben. Dazu dient ein
Stift § am AuBenring, Abb. 129, der
vermittels einer Zugstange z. B. das
Ventil der Steuermaschine 6ffnet oder
schlieBt. Da hierbei wesentlich Gleit-
reibungen zu iiberwinden sind, so wird
bei der Bewegung ein nahezu gleich-
formiges Drehmoment M, — M geweckt.
Will man auBlerdem noch das Hohen-
und Tiefensteuer betétigen, so kann
dies nur durch einen Stift am Innen-
ring eines zweiten, vom ersten ganz Abb. 129.
unabhingigen Kreisels geschehen, da
andernfalls durch einen einzigen Kreisel beide Bewegungen mit-
einander verkniipft, d. h. unter Beseitigung einer Abweichung die
andere erst hervorgerufen wiirde.

Die Einwirkung eines Stiftes auf ein Ventil zur Krafteinschal-
tung ist auBerdem notwendig, da der unvermittelte Angriff am Steuer
Krifte und Momente erfordert, die der Kreisel trotz hoher Umlaufs-
zahl nicht zu iiberwinden vermag. Vernachldssigen wir dann noch
die kleine Zapfenreibung der Kreiselrahmen, die durch sorgfiltige
Ausfithrung und gute Schmierung sehr weit herabgezogen werden
kann, so vereinfachen sich unsere Gleichungen 1) in

04+0,053=0, O";—6O,0d=M.. . . .1a)
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Die Integration der ersten Gleichung ergibt mit der Bedingung, daB
die Bewegung zur Zeit t=0 aus der Ruhelage beginnt, fiir welche

=0 und =0 ist,

Od=—0,0y, . . .. .....2
womit die zweite Formel iibergeht in

. 0w M

x—'!—“@(l'@”Z:‘@—,,. e e e e .3)

Dafiir diirfen wir mit den Abkiirzungen
6,° w® o Mo’
PUK ==, @'_02 P =%o *

i+ (r—2)=0 . .. . . . . .3a)

%= Acosat-- Bsinat
7 =0 (Bcosat— Asinat)

auch schreiben
mit dem Integral

. 5)

Nun besteht die Anfangsbedingung fiir y=0, y =0 fiir =0, d. h.

B=0 und 4= —y,, so da wir unter Hinzunahme von Gl 2) mit
der Bedingung ¢#==0 fiir t=0 auch haben
’
2=1 (1 — cos at) = —]l—/{,g—é (1 — cos «t)
0, w 6)
0__9060 (sinat_t>_~1~ll_<sinoct_t> '
— e P\ T O,0\ «

Der &uBlere Ring vollzieht also unter der Wirkung des Momentes M
eine einfache wagerechte Schwingung um die Zapfen BB, wihrend
der Innenring mit dem Kreisel auller der einfachen Schwingung um
die Zapfen AA noch eine gleichférmig wachsende Auslenkung an-
nimmt. Die gemeinsame Schwingungsdauer ist

t_2n_27t]"0'@”
e O,

Beispiel. Wir betrachten die Obrysche Geradlaufvorrichtung eines
Torpedos, der mit einem mittleren Lauf von ¢ = 15 msec —* einen Weg von etwa
600 m bis zum Ziele zuriicklegt, wozu er ¢ = 40 sec braucht. Der meist durch
eine starke Feder aufgezogene und mit w=1000, also etwa 10000 Drehungen in
der Miriute in Umlauf versetzte Kreisel habe ein Gewicht von G, = 0,785 kg und
bei einem Halbmesser von 38 mm einen Trigheitsarm von ¥ = 30 mm = 0,03 m
um die Drehachse CC, mithin ein Schwungmoment ©, = 72.10~°mkgsec?.
Das Schwungmoment des Kreisels mit Innenring um die wagrechte Quer-
achse 44 werde zu O’ =50-10—%, das des Kreisels mit beiden Ringen um
die senkrechte Achse BB zu 0" — 60-10 % mkgsec? geschitzt; das Reibungs-
moment der Ubertragung auf M = 1 cmg = 10 ~°> mkg. Danach ergibt sich die
gemeinsame Schwingungsdauer fiir die Auslenkungen ¢ und y zu

2710
™ 7200

e . . . ... .63

=4,8-10"3gsec.
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Weiter sind die groSten Auslenkungen
Mo s ” _ 9y »
lo—wﬁ_ 9,6-10—% = 0,0198", Gy = o a

und bei einer Fahrzeit von ¢ — 40sec der mit der Zeit wachsende Ausschlag
der Kreiselachse in der lotrechten Ebene

M
6, w

Wir erhalten demnach so kleine Ausschlige mit entsprechend kurzer
Schwingungsdauer, daf die Kreiselachse ihre Lage praktisch im Raume bei-
behilt und das Steuerventil um einen der wagerechten Relativdrehung des AuBen-
ringes gegen den Torpedokérper verhiltnisgleichen Betrag offnet oder schlieBt.
Die vorstehende Rechnung gilt iibrigens nur fiir eine Bewegungsrichtung, da
bei der Hubumkehr der Schwingung das Reibungsmoment sein Vorzeichen
dndert, also fiir den Riickgang negativ anzusetzen ist, wie wir das schon
bei der Untersuchung der ebenen Reibungsschwingungen (I. Teil § 33) ge-
sehen haben.

§ 46. Die Richtkreisel von Fou-
cault und Foppl. I. Das schon in
§ 36 erkannte Bestreben eines kréfte-
freien Kreisels der Parallelstellung
seiner geometrischen Achse mit der-
jenigen eines dagegen geneigten
Drehvektors wird sich naturgemif(
auch an der Oberfliche des gleich-
formig umlaufenden Erdballs gel-
tend machen. Darauf griindete Fou-
cault 1852 den Versuch mit einem
Kreisel, dessen Achse in einem
Rahmen um zwei wagerechte Zapfen
in der Meridianebene drehbar war.
Wir erreichen das am einfachsten
durch die in Abb. 130 dargestellte
Aufhingung der Zapfen AB des
Kreiselrahmens an zwei Paaren von
Fiden MA, NA, MB, NB an
zwei Punkten M und N der Meri-
dianebene MNOS, in der die Ge-
rade NOS durch die Kreiselmitte
parallel zur FErdachse verlaufen
moge. Ist dann ¢ der augenblickliche
Winkel der Kreiselachse mit dieser
Geraden ©,=0,000073 der Dreh-
wert der Erde in der Richtung
dieser Geraden, o die bestindige
Kreiselung, so diirfen wir in den
Kreiselformeln 9) § 36

My =0 (§ — ? sin & cos §) 4 O, w ¢ sin &
M,— 6 (ipsin® 429 cos §) — O &

%o =10,5-10% = 0,0217 "

P = =5,565-102=10,318°=19,1’.

Abb. 130.
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zuniichst = w, setzen und das Quadrat von y*=w,® wegen der

Kleinheit von w, und ebenso das Produkt ®-9 vernachlissigen,
wihrend i wegen der Besténdigkeit von w, ohnehin wegfillt. Es
bleibt also nur

=@5—]—@Owwosinﬁ MZ=—@Ow19.. . . .1la)

Hierin kann das Moment My, da in der Meridianebene keine duBeren
Krifte wirken, nur vom Zapfenwiderstand herrithren, der teilweise
als Gleitreibung bestéindig, zum andern Teil bei geschmiertem Zapfen

mit & verdnderlich ist. Setzen wir demgem& mit den Festwerten c

und ¢ .
My=—0@+2¢9), . . . ... .. .2
so wird aus der ersten Formel 1a)
0—{—280—{—@ wwosmﬁ—{—cx=0,. - )}

wihrend die zweite Gl. 1a) unveréndert bleibt und zur Berechnung
von M, dient. Dieses Moment dreht um eine zur Kreiselachse senk-
rechte Gerade in der Meridianebene und ruft in den Zapfen 4 und
B Krifte hervor, welche von den Fadenspannungen aufgenommen
werden.

Um sich iber den Ablauf der durch 3) dargestellten Bewegung
eine Vorstellung zu bilden, braucht man nur zu beachten, da8 der
Vorgang jedenfalls langsamer verlduft, als die ungedimpfte und
reibungsfreie Schwingung. Bei einer Mittellage ¥, und einer kleinen
Auslenkung ¢, derart, da ¢ =9, -} ¢’ und sin ¢ =sin 9, 4 ¢ cos 9,
ist, erhalten wir dann aus 3) mit e=a¢=0

@5’—]—@0(0(0000500(0'—}—@190):0 .. . . . .3a)

mit der Schwingungsdauer

O
=27 ——""7"75. . . . . . ..
0 "V 6, ww,cos 9, 3b)

Fiir endliche Ausschlige ohne Dampfung und Reibung gilt anderer-
seits "
09+0,0wysind=0 . . . . . .. .4)

und nach Erweiterung mit dJ wegen Hd9 =19d 9 nach Integration
mit den Anfangswerten J, fir $=0

OF=260,0w,(cos?—cosd) . . . . . .4a)
Daraus folgt der grofite Drehwert 191 fir =0, cosd =1

@19'12=2@0ww0(1 — cosﬁo)=490wwo gin? %Q

_ 31/0, 0 W W,
?_9‘ 2Sln 9 V—@_ e ¢ e+ o e s e« o o o o o 4b)
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Beispiel. Haben wir es mit einem Kreisel von Gy =981 kg Gewicht und
einem Schwungarm %, = 10 cm = 0,1 m um seine Drehachse zu tun, so ist

6y= % ko2 = 0,01 mkgsec®.

Weiter sei mit Riicksicht auf den Rahmen ® =2 ®, und » = 200 sec™* ent-
sprechend rund 2000 Umliufen in der Minute. Dann ist das groBte Kreisel-

moment
0, ww, = 0,000146 mkg = 14,6 cmg,

die widerstandsfreie Schwingungsdauer fiir unendlich kleine Ausschlige in einer
Breite von ¢, = 50° mit cos ¢, = 0,643, sin % = 0,4226

ty = —2»3: = 90 sec

70,0047
und der groBte Drehwert beim Durchgang der Kreiselachse durch die Parallele
zur Erdachse

9, = 0,845 70,0073 = 0,072 sec—*.

Das in Gl. 1a) wirksame Kreiselmoment ist alsdann in dieser Breite bei wage-
rechtem Kreiselrahmen

@y @ w, 8in Fy = 14,6-0,766 — 11,2 emg,

diirfte also kaum zur Uberwindung der Zapfenwiderstinde ausreichen. Daraus
erklart sich in der Tat das Versagen des Foucaultschen Kreisels, der nur eine
schwache Neigung zur Parallelrichtung N

der Kreiselachse an die Erdachse zeigte.
Eine VergroBerung des Momentes wire
nur durch eine betrichtliche Erhohung
der Kreiselung o zu erwarten, die dem
franzosischen Forscher damals nicht zu
Gebote stand.

II. An Stelle der Drehung in
seiner senkrechten Ebene kann man
auch nach einem weiteren Vor-
schlage von Foucault nur eine
wagerechte Drehung der Kreisel-
achse zulassen, was am einfachsten
durch deren Aufhingung an zwei
moglichst langen Faden NC und
MD in der Meridianebene, Abb. 131
erreicht wird. Ist ¢ die kleine wage-
rechte Auslenkung der Kreisel-
achse CD von der halben Lénge
0C=0D=a, ferner u die Ab- s
weichung der Faden von der Lange !
aus der lotrechten Ruhelage, so gilt Abb. 181,

lpy=ad.. . . . . . . ... ..DH

AuBerdem aber hat bei der Drehung um ¢ eine kleine Hebung A
des Kreiselgewichtes G stattgefunden, der nach dem Satze der vir-
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tuellen Verschiebungen ein Moment M, derart entspricht, daf

Mydd+ Gdh=0
ist. Hierin hat man

h=1l(1—cosu), dh=lIsinudpu
also nach 5)

dh_ dhdp __a_eﬁ
a9 dudd  CRMTTAR=T
M,,—_-—G“T'a...............ea)

Dieser Ausdruck ist in die erste Kreiselgleichung 1) einzufiihren.
Da ferner die Achse der Erddrehung , die mit der geographischen
Breite ¢ iibereinstimmende Neigung von NS gegen die wagerechte
Gerade 4 O B besitzt, so zerfillt w, in den wagerechten Anteil w, cos ¢
in der Richtung 4B und den lotrechten w, sin ¢ in der Richtung O E.
Die letztere erteilt der ganzen Vorrichtung d. h. dem Kreisel mit seiner
Aufhingung eine Drehung um das Lot, vergroBert also lediglich den

Drehwert . Wir haben also in unsern Formeln 1)

) = wy, CO8 P, $ - wysing an Stelle von $. .. .7

zu setzen und erhalten mit =0, sowie unter Vernachlissigung

von ¢? und des Produktes ¢, sowie nach Einfithrung von 6a) fiir
kleine Auslenkungen 4,

. 2
@0+(G“T+@owwo cos qp)ﬁ:o

M, -+ @oa)(19.+wosin(p)=0
Die erste dieser Formeln liefert wieder eine Schwingung der Kreisel-
achse um die Meridianebene von der Dauer

2710
th=——= ,
VGT-‘{‘@OC"WOCOS‘P

die zweite dagegen ein Drehmoment, welches durch die Fadenspan-
nungen aufgenommen wird.

Die Berechnung des Erddrehwertes w, aus der Schwingungsdauer wird ein-
mal durch die hier nicht beriicksichtigte Démpfung, dann aber durch das Uber-
wiegen des Aufhingemomentes 6a) gegeniiber dem Kreiselmoment @ ww,? cos ¢,
welches sich stets als Unterschied groBerer Werte ergibt, beeintriachtigt. Das
geht besonders deutlich aus Versuchen von A. F6ppl mit zwei Schwungridern
von je 30 kg Gewicht und 0,5 m Durchmesser hervor, die mit einem dazwischen
angeordneten elektrischen Antriebsmotor an drei diinnen 6 m langen Drihten
hiingen, deren Befestigungspunkte am Motorgehduse und an der Decke des
Versuchsraumes ein gleichseitiges Dreieck von 6 cm Seitenlinge bildeten.
Foppl konnte im wesentlichen nur feststellen, daB sich die ausgelenkte Kreisel-
achse bis auf einen durch Versuchsfehler gerechtfertigten Ausschlag wieder
in den Meridian einstellte.

. 8)

. 8a)
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Wurde dagegen die Kreiselachse von vorn herein senkrecht zum Meridian,
also ost-westlich gestellt, so nimmt, wenn wir die Auslenkung aus dieser Lage
mit 3’ =90°— 3, sin ¢’ = ¥’, cos ¥’ =1 bezeichnen und wieder w,* vernach-
ldssigen, die erste Gl. 1) die Form

. 2
@19'+G“Tﬁ.'+@0wwocos¢=o ......... 9)

an, woraus sich eine durch das Verschwinden des Anlaufgliedes O3 gekenn-

zeichnete Ruhelage

, 0, ! v w, cos
fr=—T R 9a)

ergibt. Da nun in der Fépplschen Vorrichtung das Gesamtgewicht G'= 100 kg
und das Schwungmoment um die Drehachse @, = 0,267 mkgsec® betrug, wéh-
rend der Abstand der Aufhingepunkte der Drihte von der Dreiecksmitte
a=3,464 cm war, so folgt mit @®=12 em®=0,0012 m®, =200 sek™*,
1==6 m in der geographischen Breite von Miinchen ¢ = 48°8’, cos ¢ = 0,6674

Ga® .
- = 0,02 mkg, 6, w w, cos p = 0,0026

also nach 9a) y 018~ 70277
0 = — 0\, ~

in vortrefflicher Ubereinstimmung mit Foppls Versuchen. Der hieraus riick-
wirts berechnete Drehwert «, der Erde stimmt alsdann mit dem astronomisch
bestimmten bis auf zwei Hundertstel {iberein.

§ 47. Der KreiselkompaB. Will man den Kreisel zur Festlegung
der Nordsiidrichtung auf einem Fahrzeuge benutzen, so sind die im
vorigen Abschnitt besprochenen Aufhidngevorrichtungen nicht mehr
brauchbar, ganz abgesehen von der storenden
Uberdeckung des Kreiselmomentes durch das
Moment der Fadenspannungen. Wir miissen
dem Kreisel vielmehr die volle Drehungs-
moglichkeit um einen festen Punkt mit drei
Freiheitsgraden geben, was am einfachsten
durch die in Abb. 132 dargestellte Aufhingung
der Achse an zwei im Festpunkte zusam-
menlaufenden Fiden AC und BC erreicht
wird. Bei dem Kreiselkompall von Anschiitz _Z
hiingt der als Drehstrommotor ausgebildete
Kreisel an einem Schwimmer, der zugleich
die KompaBrose trigt und in einem Queck-
silbergefaB, welches seinerseits kardanisch auf-
gehiingt ist, sich um einen Festpunkt beliebig Abb. 132.
zu drehen vermag. Dabei ist die Schwingung
der Kreiselachse um eine Parallele durch den Aufhingepunkt ohne
praktische Bedeutung, da sie nur eine schwache Verinderlichkeit der
stets sehr groBen Kreiselung w bedingt.

Denken wir uns der Einfachheit halber den Schwerpunkt festge-
halten, so haben wir nur bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen
fiir die Drehung ¢ um die zur Meridianebene senkrechte Achse das
Schwungmoment @' um eine Parallele hierzu durch C' zu benutzen
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und erhalten fiir kleine lotrechte und wagerechte Auslenkungen
& und x

O+0,07=M, Of—Oy0d=DM, ... 1)

Weiterhin erkennt man aus Abb. 133, worin ONM S die durch die
Kreiselmitte O gehende AufriBebene mit der Parallelen NS zur
Erdachse und DE die wagerechte Ruhelage der Kreiselachse in
der Meridianebene darstellen, die um den Winkel y gegen die
AufriBebene geneigt ist. AufriB und Grundril des ausgelenkten
Kreisels sind in Abb. 134 der Deutlichkeit halber nochmals heraus-
gezeichnet. Aus Abb. 133 ist auch ersichtlich, dafl der Drehvektor w,
der Erde gegen die Wagerechte DE um
die geographische Breite ¢ geneigt ist,
so dal wie schon im letzten Abschnitt w,
in den Wagerechtanteil w, cos¢ in der
Richtung DE und in den lotrechten Teil

wocasiycos[tg\?'
)

A
F ~ ~_6
- -H...—
wycospcosy
g

I P A
wycosyp cosy,

Abb. 133. Abb. 134.

w,sin @ zerfillt. Der erstere liefert nach Abb. 134 die beiden Teile
W, COS @ CO8 ¥y _% w, cos @ in der Richtung O G des Achsengrundrisses
und w,cos @ sin y 2w,z cos® um eine dazu lotrechte Achse in der
wagerechten Ebene, um welche eben die Drehung ¢ stattfindet. Der
Drehwert ¢ in Gl 1) wird also um diesen Betrag mit Riicksicht auf
den Drehsinn vermindert, so daf an seiner Stelle mit Riicksicht auf
die Erddrehung

B—woxcosqo
zu setzen ist. Andererseits tritt zu der Drehung y um die lotrechte
Achse der Anteil w,sing der Erddrehung und, wie aus dem Aufri3

Abb. 134 hervorgeht, in entgegengesetzter Richtung der Anteil
@, o8 @ cos y tg ¥ ~ w, P cos p, so daB an Stelle von j

1 — wo 8in @ -+ w, ¥ cos @
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tritt. Da der in die Kreiselachse fallende Anteil w,cosgcosy der
Erddrehung auf den sehr hohen Betrag w der Kreiselung ohne merk-
lichen Einflu ist, so diirfen wir an Stelle von 1) unter Weglassung

der Zusitze von ¢ und 7 in den nicht mit der hohen Kreiselung o
behafteten Anlaufgliedern @’ ¢ und @ 5 nunmehr schreiben

M,;=@'3‘_|_@0w(.jg—a)osintp—l—woﬁcosq))}. 1)
M,=0j— 0,0 —w,ycosp)
Hierin ist unter Vernachldssigung der Démpfung mit dem Schwer-
punktsabstand O C =s des Kreiselgewichtes ¢ vom Drehpunkt C
My=—Gsd¥, M,=0, . . . .. 2
womit unsere Formeln 1a) iibergehen in
@)+ Gsd+0, w(x—wosmtp—{-a)oﬁcoscp)—O} 1)
Or—06, o (§ — wy 7 cos p) =0

Die erste dieser Gleichungen kénnen wir auch in der Form schreiben

Oy 0 w,sin @

L 6, .
01‘)—I—(Gs—}—@0wwocos¢>)(ﬁ Gs+@owwocos¢>+@°wx_0 1c)

und setzen wegen der Unverdinderlichkeit der Beiwerte

Oy 0 w, sin @
Gs—+ 60,0 w,cos @

P— =Ade**, y=Bet. . . 3)

Daraus erhalten wir fiir « die beiden Gleichungen
A0 x*+ Gs+ 0O 0w cosp]—=—BO,wx }
B[O 2 4 Oy w w,cos ¢] =4 40,0
und nach Multiplikation miteinander unter Wegheben von 4 B
[@ 2+ Gs+ Oy w,cos @] (O 2+ Oy w wycos p) + O w*a? =0

oder

3a)

OOz (G50 10,2 0 10, (0 0w w, cos ) a?
+ (G s+ Oy w,co8p)Oyw wycosp=0. . . 3b)

Hierin ist nun wegen der iiberwiegenden Kreiselung w mit der Klein-
heit der Erddrehung w,

02 0* > (Gs+ 0Oy w w,cos p)O - 0,6 w w,cos ¢ 30
Gs >0, w,cos @ e 00

so daB wir an Stelle von 3b) hinreichend genau schreiben diirfen

OOt +0 02 GsOywwycosp=0, . . . 4)

Lorenz, Techn. Physik I, 2. 2. Aufl. 16
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daraus ergeben sich alsdann die beiden Wurzeln

2 Gs®,w w,cos
o 20, +V2@, — 099,0 LN 4a)

oder wegen 3c)

? / 1
a6 {i(l 2Gs@()co(,cosqp>J

X

2@@'
d. h.
6, w? G s w, cos
—af =g —ut  —ml=T gt Er—wt 4b)

Wir erhalten also fiir die Bewegung der Kreiselachse in senkrechter
und wagerechter Richtung je zwei sich iiberlagernde Schwingungen
mit den Dauern

1o & X
t,=— —0 ...
Oy’ 7 2 G sw,cos g’ 5)

von denen die erste offenbar sehr kurz, die zweite dagegen sehr lang
ausfillt. AuBerdem erkenen wir aus 3), daBl die allerdings nicht sehr
wesentliche senkrechte Schwingung um eine Mittellage verlduft, die
rsich mit Riicksicht auf 3c) zu

\
5&/

ergibt. Es ist dies auf der Nordhalbkugel eine Erhebung des
Nordendes der Kreiselachse, welche dem Bestreben nach Pa-
allelstellung zur Erdachse entspricht. Wir haben also allgemein

=1=,+ A, co8 %, t | A, sinx, t | A; cosx,t |- A, sinzx,t 5b)
g =B, cosx, t+ B, sinx, t 4 B, cos x,t - B, sinzx, t ’

worin das Verhéltnis der Beiwerte A: B sich aus der Division der
Formeln 3a) durcheinander fiir jeden zugehérigen Wert von z bzw. »
berechnet.

Beispiel. Wir setzen nunmehr ein Kreiselgewicht G,=4,9 kg mit einem

Schwungarm ko_r—548 cm um die Koérperachse voraus, woraus sich das
zugehorige Schwungmoment ©,=15-10—* mkgsec? ergibt. Mit der Krei-
selung = 2000, also‘rund 20000 Uml./Min., wird dann der Kreiseldrall

0y 0 =15-2000-10—*= 3 mkgsec .

Das aufrichtende Moment G's entspreche einem Ubergewicht von 1,5 kg am
. Hebelarm 10 em=0,1 m, also ist Gs==0,15 mkg. Fir die geographlsche
" Breite von ¢ =149° 30’ ist dann cos ¢ =90,65, singp=0,76 und daher mit

der Erddrehung w,= 0,000073 sec—?*

Gswycos p="71-10-86,

Weiter ist das Gesamtgewicht des Kreisels mit seiner Aufhingung G = 24,5 kg
mit einem Schwungarm k=14 cm=0,14m=}0,02 um die lotrechte Achse,
also

24.5

6= 9,81 0,02 =5-10—2 mkgsec?,
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wahrend das Schwungmoment um eine wagerechte Achse durch den Drehpunkt
®=12,6-10—2 mkgsec?,
also auf etwas mehr als die Hélfte von @ geschitzt werde. Dann ist
O w?=9, 0Gs=385-10"3, 600 =13-10"3,

so daB wir die letzten beiden Betriige gegen ©,% w? unbedenklich vernachlis-
sigen konnen. SchlieSlich erhalten wir fiir die Schwingungsdauern

¢, =0,075 sec, t, = 4080 sec = 68 min .

Die Kreiselachse vollzieht also sowohl in der wagerechten, wie auch in der lot-
rechten Ebene je eine sehr langsame und eine sehr rasche Schwingung, von
denen die letztere nur als eine sehr schwache Erzitterung fiihlbar wird. Die
Mittellage der lotrechten Schwingung ist schlieBlich nach 5a)

&y =1,11.10—3=13"49",
also praktisch unmerklich.

Will man von den nur kleinen Erzitterungen von der Dauer ¢, , dienach 5)
von dem Produkt ® @ abhingt, ganz absehen, so geniigt es, in unseren For-
meln 1b) die mit © und @ behafteten Glieder wegzulassen, womit 4) iiber-
geht in

Oy w2+ G swycos p =0
und schon ohne weiteres die unter 4b) angefiilhrte Wurzel x,? mit ¢, ergibt.

Es liegt natiirlich auf der Hand, daB die Schwingungen des Kreisels und
seiner Aufhiéingevorrichtungen in Wirklichkeit geddmpft verlaufen, was man
durch Hinzufiigung von Dampfungsgliedern in den Grundformeln, bzw. durch

Hinzufiigung eines Faktors e~ *’ zu der allein iibrig bleibenden langen Schwin-
gung zu beriicksichtigen hétte.

§ 48. Fahrtstorungen des Kreiselkompasses. I. Der Untersuchung
des letzten Abschnittes lag die stillschweigende Voraussetzung zu-
grunde, da der Aufhingepunkt des KompaBkreisels endweder ruht
oder doch sich nur geradlinig gleichférmig im Raume fortbewegt.
Befindet sich der Kreisel auf einem Fahrzeug, welches an der Erd-
oberfliche mit dem bestindigen Laufe v in éinér gegen den Nord-
meridian um das Azimut iy geneigten Richtung fortschreitet, so
konnen wir diese Bewegung in die beiden Teile vcosy in der Nord-
richtung und wsiny in der Westostrichtung zerlegen und erhalten
daraus durch Dividieren mit dem Erdhalbmesser a zwei Drehwerte

o ="%¥ m”=v_SiP—w . )

- a b a b

von denen der letztere wie eine VergroBerung oder Verkleinerung
der Erddrehung w, wirkt und praktisch ohne Bedeutung ist. Der

erste dagegen verindert den Drehwert ¢ in der zweiten Gl 1a) des

vorigen Abschnittes und wirkt daher auf den Kreisel wie die Drehung

des Meridians um den kleinen Winkel y/, so zwar, dafl
v eos Y ,  wCosYy

’
[¢)] COSQY—w = =
0¥ 08P a > % awycosp’

la)

worin der Erdumlauf am Aquator a w,= 465 msec—! betrigt. Dieser

sog. Fahrtfaktor 5 148t sich hiernach leicht fiir verschiedene

Breiten und Schiffsliufe berechnen und erreicht in hohen Breiten

bei groBem Lauf recht erhebliche Werte. In unmittelbarer Um-
16*
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gebung des Poles wird mit cosp =0 der Kompal iiberhaupt un-
brauchbar.

II. Betrachten wir den Kreiselkompafl mit seiner Aufhéngung,
d. i. Kreisel mit Schwimmer und Rose als Pendel, so entspricht
der Schwingungsdauer 5) § 47 mit G=myg

i 1
t0=2nV——9~qw———=2nV~ )|
gmsw,cos @ g
eine Pendellinge
l=—@°L—,........2a,)
ms W, COoS @

die ersichtlich mit der geographischen Breite zunimmt und am Pol oo
wird. Man konnte dieser Verinderlichkeit bei vorgelegten Abmes-
sungen nur durch eine mit der Breite verdnderliche Kreiselung
w=w, cosp begegnen, was indessen praktisch grofen Schwierig-
keiten begegnen wiirde. Unterliegt nun das mit dem KompaB aus-
geriistete Fahrzeug einem wagerechten Anlauf ¢ mit dem Azimut vy,
so ergibt dieser mit dem Schwerpunktsabstand s ein Moment msq cosy
als Zusatz zu dem Moment M, in der ersten Gl 1a) des letzten
Abschnittes. Dadurch aber erfihrt nach dieser Formel der lotrechte
Drehwert y nur einen kleinen Zusatz y” derart, daB

Oy’ =msqgeosy . . . . . 3)
oder wegen 2a)

3a)

wird. - Andererseits ergibt sich aus 1a) fiir kleine y'
durch Ableitung nach der Zeit mit v=g¢

,___gcosy
= . . ... 1b):
Abb, 135, X = G wycosp )
oder
Ja—2'l. . . . .. ... 3b

Verlangen wir nun, daB bei Laufinderungen der Kompal-
kreisel in die dem augenblicklichen Lauf zugehorige Lage
stetig und ohne Schwingungen iibergeht, so ist mit 7' =j3"
die Bedingung !=a, d. h. die Ubereinstimmung der Pendel-
linge mit dem Erdhalbmesser zu erfiillen, was einer Schwin-
gungsdauer von t— 84 min entspricht. Dieser von Grammel (Der
Kreisel, S. 204) ausgesprochene Satz ist nur der Sonderfall eines
allgemeineren von M. Schuler (Phys. Z. 1923, 8. 344), der sich
auf Pendel jeder Art bezieht, dessen Aufhingepunkt A einem der
Erdoberfliche parallelen Anlauf ¢ unterliegt, Abb.135. Fiir ein solches
Pendel gilt mit der Auslenkung "

OF =qms, . . . ... ... 4
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wihrend der dem Aufhingepunkt zugeordnete Erdhalbmesser 40 = a
in der Schwingungsebene den Bogen ¢ mit dem durch

q=a{9"...........5)

gegebenen Drehanlauf ¢ zuriicklegt. Sollte nun das Pendel hierbei
im Lote bleiben, so muBl mit ¢ =149" fiir alle lotrechten Schwingungs-
ebenen

a_ms_l .- . . . . .. .. ba)
sein. Ein Pendel wird also dann durch wagerechte An-
liufe seiner Aufhingung an der Erdoberfliche nicht aus
der lotrechten Ruhelage gebracht, wenn sein Schwung-
moment um alle wagerechten Achsen einen und denselben
durch Ubereinstimmung der Pendelldinge mit dem Erdhalb-
messer gegebenen Wert besitzt.

III. Wirkt auf ein mit Kreiselkompafl ausgeriistetes Fahrzeug ein
wagerechter periodischer Anlauf ¢ mit dem Azimut v, so ent-
steht wieder ein Moment mgs mit den beiden Anteilen m g s cosy
und mgssiny um die wagerechte Siidnord- und Westostachse durch
den Aufhingepunkt, von denen die erstere mit der Kreiselachse zu-
sammenfillt, die letztere aber in der Ruhelage auf dieser senkrecht
steht. Der Kreiselkompa hat nun als Pendel betrachtet in bezug
auf die beiden wagerechten Achsen zwei verschiedene Schwung-
momente, von denen nur das letzte mit dem statischen Werte &”
iibereinstimmt, wihrend das erstere infolge der Kreiselung w vom
Betrage P

Vms——0%_ gegeniiber 1" ms=6"
, CO8 @
abgesehen von seiner Verinderlichkeit mit der geographischen Breite
so wesentlich dynamisch ist, daB der statische Teil in Gl 1a) § 47
vernachlissigt werden konnte.

Die durch den periodischen Anlauf g=g¢,sinat erzwungenen
Schwingungen um die beiden wagerechten Achsen ergeben nun, wie
aus dem dritten Beispiel § 30 ersichtlich, wegen der Verschieden-
heit der Schwungmomente bzw. Pendellingen eine Zusatzschwingung
7' =1%o+ 2 c0os2«t um die lotrechte Achse mit einer von der Siid-
nordrichtung um y, abweichenden Mittellage, die als Schlinger-
fehler bezeichnet wird und die Brauchbarkeit des Kreiselkompasses
wesentlich bedroht.

Da es nun unmoglich ist, das Schwungmoment um die Siidnord-
achse durch Anderung der Massen oder Abmessungen des Schwimmers
dem dynamischen nennenswert anzugleichen, so bleibt nichts als die
Hinzufiigung von Hilfskreiseln iibrig. Auf Grund dieser Erkenntnis
hat Schuler als Mitarbeiter der Firma Anschiitz & Co. den Drei-
kreiselkompaB ausgebildet, dessen Schwimmer neben dem Hauptricht-
kreisel K, zwei dazu geneigte Hilfskreisel K,, K, trigt, deren Achsen
im Ruhezustande sidmtlich in der wagerechten Ebene liegen und nach
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Abb. 136 in dieser gegen das Moment einer Federkraft F' kleine ent-
gegengesetzt gleiche Drehungen vollziehen konnen. Ist dann 8 die
Achsenneigung der Hilfskreisel vom gleichen Drall &, wie der
Hauptkreisel, so ist der gesamte Kreiseldrall fiir die Schwingung um
die Ostwestrichtung @, w (1 4- 2 cos f) und dasjenige fiir die Siidnord-
richtung 2@, wsin . Da fiir die Schwingungen um die erste Achse
die Gesamtdrehung y des Schwimmers, fiir die zweite Achse aber
nur die von der Federkraft F bedingte Anderung # der Hilfskreisel

in Frage kommt, so ist mit den ent-
sprechenden  Kreiselmomenten 6, w y

(142cosf) und 20,w fsinf jeden-

Abb. 136. Abb. 137.

falls keine Ubereinstimmung der beiden Schwungmomente, sondern
nur eine so starke VergroBerung desjenigen um die Nordsiidachse
zu erwarten, dal der Schlingerfehler in engen Grenzen bleibt.

Im Gegensatz hierzu schlug O. Martienssen (Z. Instumentenk.
1919, 8. 165) vor, den Schwimmer durch einen Kreisel mit lotrechter,
in der Meridianebene drehbaren Achse gegen Schwingungen um die
Nordsiidachse zu stabilisieren, ihn also in ein Pendelkreisel umzubauen,
Abb. 137. Bezeichnen wir den Drall des neuen Kreisels von der
Masse m’ mit @ w,, die Rahmenmasse mit m,, den Schwerpunkts-
abstand beider von der wagerechten Drehachse des Rahmens mit 7,
so ist nach Gl 10b) § 42 die zugehdrige Schwingungsdauer #, und

Pendellinge I, 200 a
 — JJL=2”VA, A
9Vm1 8y (m' - my)r g

also
0® w,?

=gm181(m'—{—m2)r'

1 N &)
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Durch Hinzufiigung des Stabilisierungskreisels wird aber auch das
statische Moment ms in 2a) derart geindert werden, daBl man jetzt
mit dem Abstand » der Rahmenachse vom Aufhdngepunkt nach
Abb. 137

ms—m, s, — (m' 4 my) (b —1)

m==m, _*_m,_]_m-z

zu schreiben hat, wo m, s, das statische Moment des Einkreiselkom-
passes allein bedeutet. Wird nunmehr eine vollstindige Besei-
tigung des Schlingerfehlers beabsichtigt, so hat man nur die
Pendellingen 2a) und 7a) fiir beide Schwingungsrichtungen gleich
zu setzen, woraus die Bedingung

1302
00* o, O,

gmy s, (m +m)r  msw,cosp

8)

9)

hervorgeht, die offenbar nur fiir eine bestimmte Breite ¢ zu er-
fillen ist.

Mit dieser grundsdtzlichen Darlegung wollen wir uns begniigen
und verweisen fiir das eingehende Studium der Theorie beider Kreisel-
arten auBer den vorstehend angefiihrten Schriften noch auf die Druck-
sachen der Firma Anschiitz & Co. und die Arbeiten von M. Schuler
in der Z. ang. Math. Mech. 1922,




Fiinftes Buch.
Allgemeine Dynamik.

XI. Die Variationssiitze der Mechanik.

§ 49. Lagranges Gleichungen erster Art. Nach dem in § 21
dargelegten Satz von D’Alembert heben sich die inneren Krifte
eines beliebigen Gebildes gegenseitig auf und erfiillen damit die Be-
dingungen des Gleichgewichtes. Die Achsenanteile einer solchen
Innenkraft @, an einem Massenpunkt m; mit den Abstinden z;, y;, 2,
sind alsdann, wenn X, Y,, Z, diejenigen der dort angreifenden Aulen-
kraft @, bedeuten,

X/ =X,—m73,

i Y =Y,—my, Z/=2Z—mi . . 1)
und leisten bei einer unendlich kleinen mdglichen (virtuellen) Ver-
schiebung dx;, dy,, dz, keine Arbeit, so zwar, daB

S (X] 0w, Y/ 0y,+2/6z)=0 . . . . . . 2

oder wegen 1) _
2 (X, — m®,) 03,4 (Y, — m¥,) 0y, + (%, — m%,)0z] =0 2a)

ist. Durch diese zuerst von Lagrange angegebene Formulierung
des Satzes von D’Alembert sind die Bewegungsvorgédnge
aller rdumlichen Gebilde auf Gleichgewichtszustidnde zu-
riickgefiihrt. Umgekehrt lassen sich durch Zerlegung der allge-
meinen Verschiebungen dx;, dy;, dz; in solche eines beliebigen Punktes
éx,, 0Y,, 0z, und Drehungen um denselben wieder die frither auf-
gestellten Kraft- und Momentengleichungen ableiten, womit nur die
Gleichwertigkeit der verschiedenen Formulierungen dargetan ist.

Im allgemeinen werden nun die n Massenpunkte des betrachteten
Gebildes nicht nur durch ihren Zusammenhang, sondern auch durch
duBere Bedingungen an der freien Bewegung gehindert sein. Diese
Bedingungen seien durch k Gleichungen zwischen den Achsenabsténden

fl(xl’ypzl; Ly Yas zﬁ;"') = 0
A A S N i U )
fk(xlayly 25 ze,yz,za;,.,) =

gogeben, wihrend die Zahl der Kraftanteile X, Y;,, Z; an den
n Massenpunkten offenbar 3n ist. Gehen in jede der Bedingungen 3)
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nur die Achsenabstéinde eines der Massenpunkte ein, so stellen sie
Oberflichen dar, an welche die Bewegung des Punktes gekniipft ist.
Sind dagegen unter den Gleichungen zwei enthalten, in denen nur
die Achsenabstinde eines und desselben Punktes auftreten, so be-
stimmen diese eine Raumkurve als Fithrung des zugehorigen Massen-
punktes. Hat andererseits eine der Bedingungsgleichungen die Gestalt

@, — %)+ (y, — %) + (2, —2,)* — 15 =0,
worin I, unverdnderlich ist, so besagt dies, da die Massen m,, m,
durch eine starre Gerade miteinander verbunden sind. Wir erkennen
also, daB durch die Formeln 3) der allgemeinste Fall einer ge-
zwungenen Bewegung gegeben ist, fiir die wir in den bisherigen
Darstellungen schon mehrere Beispiele kennen gelernt haben. Mit
Hilfe der k& Gleichungen 3) konnen nun ebenso viele Verdnderliche
x;, Y;, 2; durch die iibrigen 3n —k ausgedriickt werden.

Hierzu moge das ganze Gebilde eine unendlich kleine Verschiebung
erfahren, wodurch sich die Achsenabstéinde der Einzelpunkte m,; um
ox;, dy;, 6z, andern. Diese 37n Verschiebungsanteile geniigen als-
dann den aus 3) durch partielle Ableitung gewonnenen £ Gleichungen

0 0 of; of.

fl (le_l_ f161+ 161'1_5—;1‘:6”2_*_."'__
6f2 ?Zfl ofy oty e —
7z, 6@:1—]—6% 6y1+6216z1+ax2 ox, +

usw.,

welche die Ausschaltung von % Verschiebungen in 2a) ermdglichen.
Die noch iibrigen 3n—F% sind alsdann vollkommen willkiirlich, so
daB die mit ihnen behafteten Einzelausdriicke in 2a) fiir sich ver-
schwinden, woraus ebenso viele Bewegungsgleichungen hervorgehen,
die dann mit den % Bedingungen 3) zusammen zur Berechnung aller
3 n Achsenabstéinde x;, y,, 2, geniigen. Man iibersieht ohne weiteres,
daBl dieses Verfahren sich im allgemeinen sehr unbequem und zeit-
raubend gestaltet und daher nur in den einfachsten Fillen bisher
angewandt wurde.

Lagrange hat darum an Stelle der unmittelbaren Ausschaltung
der Verschiebungen die Gleichungen 3a) mit zunédchst noch unbe-
kannten Beiwerten, sog. Multiplikatoren 4,, 4,...4,, erweitert
und der Grundgleichung 2a) derart hinzugefiigt, dal diese iibergeht in

3a)

2<Xi_miii+l1 6f1+ 28ﬁ, + - +l afk)
2 of, 0
+3(x my,+zla;1+zga;:+ afk)ay, . 2b)
+ 3 (B mi A a R4 R 2T 00

Uber die k Beiwerte 1 verfiigen wir nun derart, dafl ebenso viele
Klammerausdriicke in 2b) verschwinden. Die iibrigbleibenden 3n —k
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derartiger Ausdriicke sind dann mit Verschiebungen dx;, dy;, dz;
behaftet, welche an keine &uBeren Bedingungen mehr gekniipft ganz
willkiirlich angenommen werden diirfen. Dann aber kann 2b) nur
noch bestehen, wenn auch die mit diesen willkiirlichen Verschie-
bungen behafteten Klammern, d. h. im Verein mit den schon zur
Berechnung der 1 notwendigerweise gleich Null gesetzten, alle
Klammerausdriicke verschwinden. Daraus folgt, dall ganz allgemein
Gl 2b) in 3 n Gleichungen bzw. ebenso viele Gleichungsgruppen

0 0 0
mx j’lail 283;‘2 + k fk
. 0 0 0
Yi—miyi+l1£+l f2+ -+ ka;k 0y . .- 4
of, , , 0 0
Z,—m, zl—{—lla? 28£2+ —{—l f"

zerfillt wie Massenpunkte m, vorha.nden sind. In diesen Lagrange-
schen Gleichungen erster Art bedeuten, wie ein Vergleich mit
1) ergibt, die mit den 1 behafteten Zusatzglieder die negativen An-
teile X, Y/, Z; der Zwangskrifte, denen die einzelnen Massenpunkte
durch ihre Verbindung untereinander, sowie durch &uBere Bedin-
gungen unterworfen sind. Zu den 37 Gleichungen 4) treten dann
noch die & Bedingungen 3), welche insgesamt zur Berechnung der
k Beiwerte 1, und der 3n Achsenabstinde z;, y;, 2, in ihrer Ab-
hingigkeit von der Zeit ¢ geniigen.

Man erkennt leicht, dal die Ausfiihrung dieser Rechnungen bzw.
die Ausschaltung der Beiwerte i, wiederum sich recht umsténdlich
und zeitraubend gestaltet, so daB durch dieses Verfahren trotz der
Anschaulichkeit der Gleichungen 4) die Losung nur in den einfachsten
Fillen praktisch durchfiihrbar ist.

§ 80. Lagranges Gleichungen zweiter Art. Neben den im vorigen
Abschnitt entwickelten Bewegungsgleichungen, welche den auf ein
Gebilde ausgeiibten Zwang in allgemeinster Form zum Ausdruck
bringen, hat Lagrange noch eine zweite Art von Gleichungen auf-
gestellt in Ankniipfung an den entgegengesetzten Begriff der Frei-
heitsgrade der Bewegung, dem wir bisher ofters begegnet sind.
Einem jeden Freiheitsgrade entspricht eine unabhingige Verdnder-
liche, z. B. einer der Achsenabstinde z, y, 2z eines bewegten Punktes,
die Lénge des Bogens auf einer vorgelegten Kurve, der Winkel eines
Fahrstrahls gegen eine Anfangslage u. a. m. Besitzt also das Ge-
bilde % Freiheitsgrade, so mogen die entsprechenden unabhingigen
Veriinderlichen (allgemeine Koordinaten) g, g,...¢, mit den Achsen-
absténden eines Punktes durch die Beziehungen

=0t 8> % - 3 .
Y =;(t, 445y - - - ¢;) ¢ oder vektoriell r;=1;(t,q,,95...4;) . 1)
=1t s %o+ - - %)
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verkniipft sein. Hieraus folgl; mit dq=th der Lauf

i‘i ?;'; 1+ - . -l—quqk ... .la)
und, da in den Ableitungen
o, or, oy, ox,
ot’  9q;  agy’ 7 04,
jedenfalls keine der GroBen ¢,, ¢,,... ¢, vorkommen,
of, 0y 0%, 0w 0k _0y 2)
0q, o0q," 99, 9dqy° T 24, g,
AuBlerdem ergibt sich aus 1a) durch partielle Ableitung nach g,
ot; 0 (dx; %, | o, , . 0%, .
b 8q1(dt) stog, Toge 11 5g0q,
% d (o,
+aTk§qu=33<§q_l>' )
Nach diesen Vorbemerkungen betrachten wir die durch
2J = 3mi?= Sm, (s> + 42427 .. . .. 4

gegebene Wucht des Gebildes, welche nach Ersatz des Abstandes r;
bzw. seiner Achsenanteile x;, y,, 2, durch GL 1) und 1a) als eine
Funktion der unabhingigen Veranderlichen t,gq,,g,...q, und deren
Ableitungen anzusehen ist. Alsdann liefert die partielle Ableitung
nach ¢

6J

= Smi, 2= sm, (32

y‘+ ’8q> .. b

oder Wegen 2)

8J ( ox, , . 0Y; )
21% Im 1aq+,aq+,aq . .58
Durch eine weltere totale Ableitung nach der Zeit erhalten wir
d aJ) ;0L <6r>
ET(a—_é' +2 i tdt
""i i Y %)
=2 ( ¥i5q T %

tm [%(%)H%(Z%)Jrz%(%ﬂ .. 8

oder mit Riicksicht auf 3)

%) =3mi, S5 4 Sm

24 “a

=2m,(vb,5;+y, Wiys, )
+2mxzw4wﬁ%+1ag ... . 6a)
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Hierin ist aber das letzte Glied rechts wegen 4)
ot ox, | . 0, 0z\  od
2’"”5_—2 < ’6q+ ’3q> 5@’ - 4a)
so daB wir an Stelle von 6a,) auch schreiben diirfen

d <31) oJ ( ox, .. 0y, , .. Z)z.)

il el D - s ), . 6b
dt\ogq g =2m ’a =2m g TYi9q T %G )
Die rechte Seite dieser Gleichung liBt sich nun weiterhin mit Hilfe

der Lagrangeschen Form des Satzes von D’Alembert 2) bzw. 2a)
des vorigen Abschnittes umgestalten. Setzen wir ndmlich in die

leich .
Gleichung 2®;—m)or,=0 . . ... ... 7
nach unseren Formeln 1) bzw. 1a)
or; or; or;
=t —*4 o= =tdq, .. .. .1b
61:1 at6t+aq1 q1+ +aqk6qk )

so wird daraus
. . 8r>
Mz('at | ”Bt)+2 2(’9;1 mitigg) =0 78

worin die zweite Doppelsumme sich iiber alle n Massenpunkte m;
und alle ¥ Verdnderlichen ¢ erstreckt. Da diese nun nach Voraus-
setzung voneinander unabbéngig, ihre Variationen d¢q ebenso wie
auch ¢ willkiirlich sind, so miissen die damit behafteten Klammer-
ausdriicke fiir sich verschwinden woraus sich dann

2
S‘Q 21,32........8)

oder in gewdhnlicher Schrelbwelse

3y, 37.) ( ox; | .. 0y, )

3@ G vt 2,2 — s (52545, Do 2,7 s
ergibt. Die linke Seite dieser Gleichung ist aber nichts anderes als
die partielle Ableitung der von den #uBleren Kriften am Gebilde
geleisteten Arbeit nach der Verdnderlichen ¢, an deren Stelle, wie
aus 7a) ersichtlich, auch die Zeit selbst treten kann. Die Moglich-
keit einer solchen partiellen Ableitung setzt nun voraus, daB die
Arbeit selbst eine Funktion der Verdnderlichen ¢ und ¢ bzw. der
Achsenabstinde , y, z der einzelnen Massenpunkte ist. Alsdann be-
steht in diesem Kraftfelde ein der Arbeit entgegengesetzt gleiches
Potential (Drang) U so zwar, daBl seine Ableitungen nach den
Achsenabsténden
oU

Z)x

die negativen entsprechenden Kraftanteile ergeben, und

y. %% > U

— — X, usw. oder Z—U=’—Q,. .. . . .8b)

T

. 8¢)
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ist. Fiihren wir diesen Ausdruck an Stelle der rechten Seite von
6b) ein, so wird daraus

dBJ) 0J
SN BT oy

Solcher Lagrangescher Gleichungen zweiter Art lassen sich
nun ebenso viele aufstellen als das fragliche Gebilde Freiheitsgrade
besitzt. Man kann sie noch durch Einfithrung des Unterschiedes H
der Wucht und des Dranges

J—U=H.......... 10

vereinfachen, worin der Drang U als Funktion der Lage nur von
den Verénderlichen ¢ und ¢, nicht aber von den Ableitungen ab-
héngt, so daB jedenfalls 0U:9¢g=0 ist. Alsdann ergibt die Ver-
bindung von 9) und 10)

dt<3H> Bq 0.. ...+ .. ... 93

Der Wert dieser Formulierung beruht namentlich in der meist
leichten Ermittlung der Ausdriicke fiir den Drang und die Wucht
in den fiir ein bestimmtes Problem gerade geelgneten unabhéngigen
Verinderlichen. Die Einfiihrung dieser Ausdriicke in 9) und 10)
liefert alsdann sofort die Bewegungsgleichungen fiir alle Frei-
heitsgrade des Gebildes.

Zum Schlusse wollen wir noch die Anwendbarkeit der Lagrange-
schen Gleichung 9) auf Gebilde mit verdnderlicher Masse
priifen, und zwar unter der Voraussetzung einer stetigen und stoB-
freien Aufnahme oder Abgabe der Masse wihrend der Bewegung. Als-
dann besagt die Arbeitsgleichung wegen 2 dJ=(m —-dm) (i-}dt)> —m1?

3 0dy=dJ =2 Sd(mif)= Imidi,+ o Tt zdm,, . 11)

daB bei der Aufnahme eines urspriinglich ruhenden Massenelementes
die entsprechende Wucht aufzuwenden ist und bei der Abgabe wieder

gewonnen wird. Mit Y 0,dr;—=—dU und tdi=1dr wird aber
1
aus 11) aU—Z’ ?&_[_12 ,om,
aq i iaq 2 i aq
N . 12)
g9 _2 ’ ’8 z+ i g 0m; :

Andererseits gilt auch in diesem Falle GL 5) und 5a), wenn die
Masse nicht von den Ableltungen q abhanglg ist. Aus 5a) folgb ferner:

d (3J> ;01 ar dm or;
dt _a_q_ =2'm 119 —l_Z i 19 ‘I_Z zaq . '13)
also nach Vereinigung mit 12)

d <3J> od  oU < dm, or, . 23m.>
—_— s ——— — — 7 . 1_1— . t . . . - 13
§1\g) g g S\"dt ag Y ag 3)
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Der Klammerausdruck unter der Summe der rechten Seite ver-
schwindet aber nur dann, wenn die Masse m von tr abhingig ist,
denn mit m=f(r) ist

dm;, dm,, om;, dm;orx;

di ~ dr,'"  Bq  dr, ag’

also
dm, ot; _dm, 9rii . omy
dt ‘9g dv,aq ' “iag
Die Lagrangeschen Gleichungen zweiter Art gelten hier-
nach auch im Falle eines Gebildes, dessen Massen und
AuBenkrifte mit der Lage im Raum stetig veranderlich
sind, so da die Trennung und Vereinigung stoBfrei ver-
lauft. Einige Beispiele hierfiir haben wir schon in § 59 der Mechanik
ebener Gebilde kennen gelernt, wo uns auch die entsprechenden
Lagrangeschen . Gleichungen begegneten. Findet die Vereinigung
des Gebildes mit der hinzutretenden Masse infolge verschiedener Ge-
schwindigkeiten stoBweise, also unter Arbeitsverlusten statt, so gelten
hierfiir die Gesetze des unelastischen StoBes, die bereits im ersten
Teile §§ 75 bis 77 behandelt wurden?).
1. Beispiel. Ein in der Ebene bewegter Massenpunkt m habe im Ab-

stand r vom Anfang O den Strahllauf 7 mit dem Drehwert ¢ des Strahles.
Dann ist seine doppelte Wucht

2IJ=m@@E2+r2¢?, . . . .. . ... .. 14)
also
a—J-—mi‘ —=mr? a—'Z_mr‘l' E—O
ar T Ty MTYe BT MY T

d(aJ)_ ) d(aJ)_ d oo iy
ai\ar) =™ G\Ge) =mp PO =m@Ep+2rid)

und daher die Strahlkraft @ und das Drehmoment M mit den zugehorigen
Anliufen ¢, und g,

g — A (D)2 iy

Q=ma-=73\57) =5 = 1Y "

M—=m 7_1(8_{)_6_"_,7,,1 eey |
=M =3\55) Tae - M@ )

entsprechend den zwei Freiheitsgraden der Bewegung von m.

2. Beispiel. Sind z, y die Achsenabstiinde des Schwerpunktes einer
Scheibe von der Masse m und dem polaren Schwungarm k, um den Schwer-
punkt, so ist die doppelte Wucht bei der ebenen Bewegung mit dem Dreh-

wert w = ¢
2J=m(:&2—}—y2—}—k02w2), ........... 15)
also
0 _ e O 0
aa.:—-mx, ﬁ—my, %_m 0> @
0J 0J 0J
H—O’ WL‘O, ﬁ—o:

1) Vgl. hierzu: Federhofer, Prof. Dr. K.: Dynamik sich &ndernder Massen.
Mitt. V. d. I. 1922, H. 6 u. 7.
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woraus die Bewegungsgleichungen fiir die drei Freiheitsgrade
d (od 0J . d (oJ oJ
X = =mZ, Y=-— > =

di\ox) oz de\dy) sy ™ 153)
__i(g_{)_a,l_mkg.. '
T dt\ag)  ag T

hervorgehen.

3. Beispiel. In Gl 2c) § 69 des ersten Teiles haben wir fiir die doppelte
Wucht eines Kurbeltriebes mit dem Kurbelwinkel ¢ gegen die innere Tot-
lage die Naherungsformel

2J=r2@2(m' —m’cos2¢). . . . . .. ... 16)

erhalten, in der m’ die auf den Kurbelzapfen bezogene sich nur drehende
Masse, m" die entsprechende hin- und hergehende Masse bedeutete. Die Be-
wegung bat offenbar nur einen Freiheitsgrad ¢, fiir den wir erhalten

oJ oJ

Y 2 [ O " r2 o2
i r2@ (m’ — m” cos 2 ¢), 79 m"” r2p2sin g,
womit sich das an der Kurbel wirkende duBere Moment M, d. h. der Unter-
schied des treibenden Momentes 7T'-r und des Widerstandes W zuziiglich des-

jenigen’ der Gewichtswirkung X mg Zl—l%
ll/[z(T—W)r—me%—‘z
i o g @ . . 16a)
— (Y —L: Qe r__ ” ” 02 22 o
_dt<a¢> P r2p (m’ — m” cos 2 ) +m" r2 p? sin 2 ¢

ergibt. Daraus folgt weiter die Bedingung fiir die den Scheitelwerten von ¢
zugehorigen Stellungen ¢ mit ¢ =0

T Wem"rpsin2g+d xm® ... 16b)
r de
entsprechend Gl. 6 § 69, I, worin y die Hohenlage des Schwerpunktes jeder
Einzelmasse iiber der Kurbelmitte bedeutet.

4. Beispiel. Das in § 6 behandelte Kugelfadenpendel hat vermoge
seiner Drehung ¢ um eine lotrechte und einer Drehung ¢ in der Ebene durch
den Massenpunkt m und das Lot durch den Aufhdngepunkt bei der Pendel-
lénge ! die doppelte Wucht

2J =ml2(d2F¢%sin®) . . . .. ... .. 17)
D folgt
. a—J—mlW ﬂ——mlz'z sin & cos ¢
alé - > 619— ‘p )
aJ_ 25 ain 2 —
ﬁ~ml ¢ sin2Y, 61;0—0'

Andererseits ist das Potential der allein wirksamen Schwerkraft mg nur ab-
hingig von der Tiefe z des Massenpunktes unter dem Aufhéingepunkt, also

U=U,—mgz =Uy—mglcosd . . ... .... 18)
oU . oU
a—ﬂ_mglsmﬂ, é;_o.

Damit ergeben die Lagrangeschen Gleichungen unter Wegheben der Masse

1(§— ¢?sin®d cosd) + gsind = 0, %(@;sinzw:o,. . . .17a)

woraus
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und nach Einsetzen in die erste Gl. 17a)
T cos & g _
4 — 0 s—insﬁ—l— 7 sind = 0
sich ergibt. Erweitern wir diese Formel mit d® und integrieren, so folgt

. C2 2g
2 | 1 __ 29 _
9 +sin%ﬂ 7 cos ¥ = C,,
oder mit 17b) .
12(9%+ p?sin®d) = 2glcosd12C,, . . . . . . . 17¢)
d. h. die Arbeitsformel, die wir auch unmittelbar aus der Verbindung von 17)

mit dem Potentialausdruck hiitten ableiten kénnen, und die mit 17b) zusammen
die Bewegung vollstéindig wiedergibt.

5. Beispiel. Das in I. § 65 besprochene Doppelpendel der Massen m, , m,
mit den Schwerpunktsabsténden s,, s, vom festen und bewegten Drehpunkt,
deren Abstand r sein moge, wihrend die Schwungarme um diese Drehpunkte
k, und k,, die den beiden Freiheitsgraden entsprechenden Ausschlige der
Schwerlinien aus dem Lote @, und @, sind, besitzt die doppelte Wucht

2J = m k¢, +mg (&° + 957+ mg (ke —8%) @, . . . . . 19)

%y = reing, + s sin @y, Yy = 7008 @; |- 55008 Py

die Schwerpunktsabstinde der zweiten Masse my von der lotrechten und
wagerechten Achse bedeuten. Durch Einfiilhrung der letzten wird aus 19)

2J = (m, k% + mg7?) @° | mg k?pg® - 2my 755y Py cOS (@3 — @) . 1954)
Daraus folgt

wenn

adJ . . aJ .

W = (my k24 my7®) @, ~-my7 s g COB (p1—92), 8_99-, = — My7 8, @, P Sin (1 — @y)
1

oJ oJ

= My ky® g - Mg 78y ;1 €08 (@) — @,), 5’—% = My 7 83 @, Py sin (p; — @) .

0,
Andererseits ist der Drang

U=U,—(m, s, +myr)gcosp, —mygs; COSQPy, . . . . . . 20)
also

oU

. aU .
é_(g—(m181+me")gsm‘l’1, _a—?r;—m2982 sin @, .
Setzen wir die Ableitungen von 19a) und 20) in die Lagrangeschen Glei-
chungen ein, so ergeben sich die beiden Bewegungsformeln 4) § 65 des I. Teiles

@y (my ky® -my 1) - (my 8, _if.m% 7) ¢ sin ¢, ..
. + My 8,7 [P €08 (91— @) + Po? sin (¢, — @5)] = 0 21)
Do My ky% My 8, g sin @y . L ’
~my 8,7 [y o8 (p, — @s) — §,° sin (¢, — @5)] =0
die sich, wie auch a. a. O. gezeigt wurde, nicht streng integrieren lassen.

§ 51. Neue Ableitung der Bewegungsgleichungen des starren
Korpers. Angesichts der groBen Wichtigkeit der Bewegung des
starren Korpers wollen wir die sie beherrschenden Gleichungen, die
wir schon im Kap. VII aufgestellt haben, hier nochmals mit Hilfe
der Lagrangeschen Gleichungen fiir die einzelnen Freiheitsgrade
ableiten. Der Korper habe die drei Hauptschwungmomente @, 0,, 0,
in bezug auf drei im Schwerpunkt x, y, z sich schneidende Haupt-
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achsen und um diese die Drehwerte w,, w,, w,. Dann ist bei einer
Gesamtmasse m die doppelte Wucht

2 =m(@ + )+ 0,02+ 0,0 +6,02, .. 1)

Daraus ergeben sich sofort die Prallteile der Fortbewegung des

Schwerpunktes
a—J—fm,:t a—J—m a—']—mé la)
da " g M mT S
und wegen
oJ oJ aJ
. S A 1b
ox 0Jy 0z )
die zugehdrigen Kraftformeln
X=mi, Y=mij, Z=mz%.. . . . . lc

Die Fortbewegung des Schwerpunktes unter dem Einflul der nach
demselben verschobenen AuBenkrifte erfolgt somit ganz unabhingig
von der Drehung. Diese aber ist in der Gleichung 1) auf die im
Korper festen Hauptachsen bezogen, die selbst durch die Drehung
ihre Lage &ndern. Es ist daher notwendig, an ihre Stelle wie in
§ 35 raumfeste Achsen einzufiihren, in denen wir die Hauptachse OC
mit der Eigendrehung ¢ beibehalten und ihr die Neigung ¥ gegen
die raumfeste Z- Achse erteilen, wihrend die Ebene Z O C mit der festen
Ebene ZOX den Winkel y bildet. Alsdann bestehen mit ¢ sin ¥ =%
die in § 35 unter 1) abgeleiteten Gleichungen

w, =9 sin @ — v sin ¥ cos p — ¢ sin g — 7 cos @ l
w, =19 cos p -y sin I sin p—1 cosp |- ysingp [, . . 2)
w,= @+ pcos P J

von denen die letzte offenbar die einfachste ist. Wir erhalten damit

8;; 0, a;;“ —dcosp | g sing = wb,aa(; 0 ;
a;;”:l, %%:—-5sin‘¢+9&cos¢=—wa,a;;“=0 )
oo J ow d (o dw,
s 0oy =0 (ig)=0. 5
%=9 aa(p +@ wbawb:(@a_gz)wawb’

und daraus das Moment um die Hauptachse ocC
M,=M,= @c 71 —(@

Das ist aber schon eine der frither abgeleiteten Eulerschen Glei-
chungen der Drehung um die Hauptachsen, aus der die beiden ersten

Lorenz, Techn. Physik I, 2. 2. Aufl. 17

—0O)w,wp.. . . . . 3)

a
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durch Reihenvertauschung der Zeiger a, b, ¢ sofort hervorgehen,
ohne daBl es einer besonderen weiteren Rechnung bedarf.

Ziemlich einfach gestaltet sich auch die Berechnung des Momentes
M,—= M, um die feste z-Achse, da in den Formeln 2) der Eulersche
Winkel y als solcher nicht vorkommt. Mit

aa?“:—sint?cosqo, aﬂ=sinﬁsinqp, aa.’” =cos ¥,
oy oy oy
2b)
do, o, do,
oy oy oy
erhalten wir zunichst den Drgllteil
oJ ow Bw
_D e — -;‘—' b
z aw Qa W, aw + Ob + @
D,=(0,sin? ¢ + O, cos® )y lsm2 )
+(0,—0,)dsindsinpcosp+O,w,co88 . . . 4)

in Ubereinstimmung mit Gleichung 4c) § 35, aus der sich dann
wegen 0J:0y=0 ohne weiteres das Moment M, = M,=dD,:dt
wie in Gleichung 8c¢) § 35 berechnet.

Etwas umstindlicher gestaltet sich dagegen die Ermittlung des
Momentes My, da der Winkel & selbst in allen drei Formeln 2)
auftritt. Es ist

% _sing, % —cosp, 2%—0
29 AT o9
3;;“ = —1pcos ¥ cos p = (¢ — w,) COS
a1 20)
%:y}ccsﬁsin(pz(wc*‘fﬂ)sm‘l’
f’a%z__qpsinﬁ:—x
und damit

oJ ow awb dw,

= =0,0,—*+ 0,0 +

o5 =G T O ° 39

= (6, cos? ¢ O, sin® )19—{—( , — 0,)sin @ cos @ y sin &
=(0, cos%o—{—@ sin? ) ¥ + (0, ——@ o) % sin @ cos ¢

0J 0w,

79 0a® aaa' b30+9080
=(@bwbsmq)——@awacosqa)(coc——tp —0,0,%
=(@b Sin2¢+Qa cos? ‘P)Z(wc—?’)

+(©,—0,)9(w,— ¢)sinpcosp — 6O, w,7

d(oJ
(80>_(@ cos? ¢ + @, sin? @) §
4O, —0)[(} —29 ¢)sinpcosp 1 1 ¢cos2 g].
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Setzen wir hierin
©,—0,)cos 2 ¢ = (O, — O,) (cos® p — sin? p)
J— 2 in2 (4 m2 2

so folgt =0, cos® ¢ - O, sin® p — (O, sin? p |- O, cos? @),

d o oJ . N
',——t(é_ﬁ— —=3 = (0, cos® p -+ O, sin® @) (¥ + 7 )

+(©@,—0O,co8p —Oysin’p)w,x . . . . . . . . B)
(0, — 6,) (i — B — B w,)sin g cos .

im Einklang mit der ersten Gleichung 8b) § 35. Aus den vorstehen-

den Formeln ergeben sich schlieflich die Kreiselgleichungen mit
0,=06,, 0,—= 0O, genau wie am Schlusse des § 35.

§ 52. Dle Sitze von Hamilton und GauB. Schreiben wir in der
Lagrangeschen Form des Satzes von D’Alembert

2 —mi)dr=0, . ... ... 1)

in der dr Verschiebungen bedeuten, die innerhalb der Bewegungs-
moglichkeiten willkiirlich angenommen werden konnen

. d . Lo d. 1 .,
rér——a(rér)—rér_%(rér)—Eé(r),
so erhalten wir
mi? d .
2(&6r+6(~2——)>=(ﬁgmrdr,. . . ... 1a)
oder nach Einfilhrung des Dranges U und der Wucht J
6J~6U=g—t2mi6r. .- e e .. . 1D)

Nach Erweiterung mit dt sowie Integration zwischen den Zeitpunkten #,
und ?,, denen bestimmte Grenzlagen r, und r, der einzelnen Massen-
punkte des ganzen Gebildes zugeordnet sind, wird daraus

2

6f(J—U)dt=2(mi6r}i*=2m(t26r2——i:1(5r1).
& 1

Hierin verschwinden aber die Verschiebungen dr, und dr, wegen der
vorgelegten Werte von r, und r, in den Grenzlagen und damit die
ganze rechte Seite der Gleichung, die sich also vereinfacht in

6fJ Udt=6fHdt=O C e 2)

wenn wir, wie sehon 1m vorletzten Abschnltt den Unterschied H
der Wucht und des Dranges einfiilhren, den man wohl auch als
Lagrangesche Funktion bezeichnet. Diese zuerst von Hamilton
1834 aufgestellte Gleichung 2) kennzeichnet das Zeitintegral iiber
den Unterschied von Wucht und Drang als einen Scheitel-
wert, und zwar einen Kleinstwert, da der Unterschied J— U
durch passende Wahl des Uberganges aus der Anfangs- in die End-
lage beliebig vergrofert werden kann. Verlduft insbesondere die Be-
wegung widerstandsfrei, so ist die Gesamtmacht

JHU=W . . . ... ....3)
17*
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unveranderlich, so daB mit
J—U=2J—-W
wegen 0 W =0 Gleichung 2) sich vereinfacht in

123 lz. iy
26 [Jdt=06[ I mi*dt =6 Imidi=0.. . . 2b)
t 12 t,

Hierin bezeichnet man das Zeitintegral der Wucht, das mit dem
doppelten Wegintegral des Pralls iibereinstimmt, als die Wirkung,
die somit bei der Bewegung des Gebildes zwischen zwei Grenzlagen
einen Kleinstwert annimmt.

Die Verwendung der Gleichung 2) setzt. nun die Kenntnis der
Bedingungen fiir ihren Bestand voraus, welche von der Grofe H zu
erfilllen sind. Zu deren Ermittlung wollen wir zunéchst voraussetzen,

daB H nur eine Funktion der Veridnder-

T lichen ¢, g, ¢ ist und daB den beiden

Zeitgrenzen ¢ ,t, des Integrals 2) die

Lagenwerte g,, g, zugeordnet sind. Wir

A denken uns nun diese Werte in ein Achsen-

7z kreuz Abb. 138 eingetragen und die End-

7 7 punkte durch eine Kurve verbunden,

welche den noch unbekannten Zusammen-

ol ¢ ¢ Z; hang zwischen ¢ und t darstellt. Fiigen

wir dann noch eine zweite, der ersten

Abb. 138. unendlich benachbarte Kurve zwischen

den gleichen Endpunkten hinzu, so

stellt die sog. Variation ¢ den Zuwachs von ¢ beim Ubergang

von der ersten zur zweiten Kurve dar, welcher von dem Differential

oder Element dq beim Fortschritt auf der ersten Kurve um di

streng zu unterscheiden ist. Der Variation dg entspricht natiirlich

auch eine Anderung der Ableitung ¢ um ¢, sowie der Funktion H

um 0 H, wahrend die Zeit nach Abb. 138 davon unberiihrt bleibt.
Mithin ist

G A

ty t, to
o [Hdt— [(H+6H)dt— [Hdt, . . . . . 4
oder wegen b b b
0
H=""6q1"54,
Y 7q q+aq
. bdg  d(g+0q)—dq ddq o
00="p = dt =g O1dt=dig,
mithin

ty to
afﬂdt=f ?Ea +a—lfaq>dt

J‘Hdt_—f 0 dt—}-—f~—d6q. e .43)
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Nun ist nach partieller Zerlegung
EQléq-d(glré > d( .>6g
oH

oH
0
= (5g00) — () o0

also eingesetzt in 4a)

29 t,
- oH d( >
6fHdt_f——6 dt+< >z, fdt 5) dadt-
4

t

Darin verschwindet aber das Mittelglied rechts mit den Variationen
0g,=0¢,=0 an den Endpunkten der Kurve Abb. 138, so daBi nur
noch iibrig bleibt

|29

fHdt__f — aq)]ath .. ... . 4b)

Damit nun die Varlatlon des Integrals links nach Gl 2) auf dem
ganzen Integrationswege verschwindet, auf dem d¢ bis auf die End-
punkte beliebige Werte annehmen kann, so muBl der Integrand rechts
verschwinden, d. h. es ist fiir den Scheitelwert des Zeitintegrals von

H die Bedingung
aq dt(;’) B

zu erfiillen, die offenbar mit der Lagrangeschen Gleichung
fiir den Freiheitsgrad ¢ iibereinstimmt.

Hitten wir mehrere Freiheitsgrade ¢ mit den zugehorigen Ab-
leitungen ¢, so wiirde die obige SchluBweise auch ebenso viele Be-
dingungsgleichungen 5) ergeben. Der Satz von Hamilton fiihrt also
wieder auf die Lagrangeschen Gleichungen zweiter Art, welche
geradezu die Bedingungen fiir seine Giiltigkeit darstellen.

Wir greifen nun noch einmal auf den Satz von D’Alembert
Gleichung 1) zuriick und geben ihr die Form

Z’m(i—%)étzz’m(’r’—q)ét:m. .. . lo)

worin q den von der AuBlenkraft der Masse m erteilten Anlauf be-
deutet, wihrend t der infolge der Verbindung der Massen im Gebilde
wirkliche Anlauf ist. Die in einer kurzen Zeit ¢ alsdann eintretende
wirkliche Verschiebung aus der Anfangslage r, konnen wir alsdann

setzen i
r——rlzflt—}—?t". P )|

und ihre Variation, da t, durch den Anfangszustand der Bewegung
vorgeschrieben ist.

=t2_"a'f.,,........6a)



262 Die Variationssitze der Mechanik.

Nun ist aber auch die AuBenkraft £ vorgelegt und mit ihr bei
unverinderlicher Masse m ihr Anlauf ¢, so daB wir mit dq=0 an
Stelle von 6a) schreiben diirfen

br=C08(i—q). .. ... ... 6b)

Damit aber geht unter Weglassung des allen Gliedern gemelnsamen
Beiwertes t?:2 Gleichung 1c¢) iiber in

Sm(i—q)d(ft —q)=0

. 2)\?
62m(¥—q)2=62m(r~g
Hierin ist aber der Unterschied

t—g=y¢

nichts anderes als der von den inneren oder Verbindungskréiften her-
rilhrende Zwangsanlauf, den wir nach GaufBl kurz als Zwang an-
sprechen wollen. Gleichung 7), welche aussagt,
daf die Quadratsummen der Abweichungen
der wirklich eintretenden von der freien Be-
wegung mit Riicksicht auf die Massen einen
Kleinstwert annimmt, wird darum auch, wenn
auch nicht ganz zutreffend, als der GauBlsche
Satz des kleinsten Zwanges bezeichnet.
Er lautet in gewohnlicher Schreibweise

0 3m((E—gq, )+ —g,)+(2—¢,)]=0 T7a)
und stimmt formal mit dem ebenfalls von
Gaull stammenden Satze des Kleinstwertes
der Summe der Fehlerquadrate bei Beobach-

tungen iiberein, wobei den Massen die sog.
i

oder
=0... ... 17

Gewichte der verschiedenwertigen Beobach-
tungen entsprechen.

Beispiel. Wir betrachten die Drehung ¢ einer
Rolle mit dem Schwungmoment m,k,®2 mit zwei
daran an Féiden hingenden Massen m, und m, an den
Hebelarmen 7, und 7, in einer wagerechten Achse, Abb. 139, wobei v, =7, ¢,
— vy =1y ¢ ist. Wir fragen nach der Bewegungsgleichung dieses Gebildes, das
offenbar nur einen Freiheitsgrad besitzt.

Nach dem Satze von D’Alembert fithren wir die Fadenspannungen S,
und S, ein und erhalten damit die Gleichungen

Abb. 139.

myg— 8, =m o, =m7r §, Sy — My g=— My Vy =My 7y @ } )

8y 1y — Syrg=mgky® &
also nach Ausschalten von S; und S,
(my 1y — mg1g) g = (my 1,® Mg +mo k) G. . . . .. 8a)
Fiir die Anwendung der Gleichungen von Lagrange gehen wir von der dop-
pelten Wucht des Gebildes aus, namlich

2J = (my 1,2 1 my 15* +my ky?) @2 l
oJ

;'<—>—(m171 + my re* +my k?) b;=0,‘ e

9)
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Setzen wir den Ausdruck
d (oJ oJ .
ai (ﬁ) T = (my 1,2+ mg 75® 4 M ko) §
gleich dem Moment (m, r, — my75) g der beiden Gewichte, so erhalten wir wieder
die Bewegungsgleichung 8a).

Nach dem Satze des kleinsten Zwanges haben wir g als duBeren An-
lauf und als wahre Anlaufwerte 9;=7r, §, — v3==1, ¢, also ist

d[my (ry ¢ — )2+ mg (ra @ 49 +mp b $*]=0. . . . . 10)

my 1y (1, § —g) - mgry (g 4 9) + My kp? =0
in Ubereinstimmung mit der Bewegungsgleichung 8a), die wir somit auf drei
verschiedene Weisen gewonnen haben.

XII. . Statistische Mechanik.

§ 53. Die ungeordnete Bewegung einer Menge. Wir haben
uns bisher nur mit der freien oder gezwungenen Bewegung einzelner
starrer Koérper oder Verbindungen solcher beschiftigt, die sich nach
Vorgabe der an ihnen angreifenden Krifte in ihrem ganzen Ablaufe
rechnerisch verfolgen lieBen. Einen derartigen Vorgang konnen wir
darum als eine durchaus geordnete Bewegung bezeichnen. Im
Gegensatz dazu steht eine sehr groBe Menge sehr kleiner Kérper,
die mit verschiedenem Lauf nach GroBe und Richtung durcheinander-
schwirren und durch ihren Prall auf die das Ganze umschlieBenden
festen Winde einen Druck ausiiben. Diese ungeordnete Bewegung
sei nun an die Bedingung gekniipft, daB durch sie die Massenver-
teilung der Menge innerhalb des von ihr eingenommenen Raumes
keine #uBerlich merkbarée Anderung erfihrt. Da hierbei die Einzel-
bestandteile sich nur wenig von gewissen Lagen entfernen, so ver-
lduft die Bewegung wie eine groBe Zahl kleiner Schwingungen, von
der sie sich vor allem dadurch unterscheidet, daB iiber den Zusammen-
hang der Einzelkérper, sowie iiber die an ihnen wirkenden Krifte
keine Annahme gemacht zu werden braucht.

Es sei nun (X, Y, Z) eine solche Kraft, m die Masse eines solchen
Teilk6rpers in der Lage t (¢, y, 2), dann ist

oder

B=mt, X=mi, Y=m4, Z=mz, . . 1)
und nach Erweiterung mit r |
. d(xt) .2} md?(x?)
— =—m| | = — R |
Br=m1t m[ gl T 5 ap 2m a)

oder
dt
Integrieren wir iiber einen Zeitabschnitt von t=—0 bis ¢ und divi-

dieren mit ¢, so wird daraus
¢ ¢
1 m(.,. m {d(re) - <d(t2)> :l
tf%rdt—l——i-J.r dt_2t 7 a )l 1lc)
0 0 :

(EBr—l—mr'Q)dtz%nd(d(r?)). .. . ... 1b)
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Im Falle einer Schwingungsbewegung eines Teilchens verschwindet
die rechte Seite, wenn ¢ mit der Schwingungsdauer iibereinstimmt,
bei unregelmiBigen oder rasch verlaufenden Bewegungen dagegen
braucht man nur, da der Unterschied in der Klammer rechts inner-
halb gewisser Grenzen bleibt, die Zeit geniigend grol zu wihlen, um
das ganze Glied vernachlissigen zu diirfen. Alsdann aber bleibt nur
die linke Seite iibrig, deren Einzelglieder

12
! pedr—pg = (ot 1y + 29
0
¢ e .02

%J-i’dtzwﬁ:(x'ﬂ—Jr—y"-’—}—é‘-’)

0

Mittelwerte iiber die Zeit ¢ darstellen. Mit diesen haben wir daher

—muw?=(Pr)= Xz +Yy+22). . . . . . 3)
oder fiir N Einzelkérper von derselben Masse
Nmw?=— Y (Xe-+Yy+Zz).. . . . . . 3a)

Den halben Wert der reczhten Seite dieser Gleichung bezeichnet
man nun nach Clausius (1870) als das Virial der ungeordneten
Menge, welches demnach gleich der Wucht ist. Fir die Be-
rechnung des Virials ist zu beachten, da die auf die Einzelmassen
wirkenden Krifte im allgemeinen in zwei Teile zerfallen, ndmlich in
duflere und innere Krifte der ganzen Menge. Zu den &ufBleren gehort
auller dem Gewicht vor allem der auf die Oberfliche vermittels der
die Menge umschlieBenden Wénde ausgeiibte Flichendruck p, zu den
inneren die zwischen den Korpern selbst wirksamen Krifte. Sind die
Abmessangen der Korper klein gegen ihre mittleren Abstédnde, so
diirfen wir die zwischen ihnen wirkenden Innenkréfte vernachlissigen.
Dasselbe gilt vom Gewicht, wenn die Wucht der ganzen Menge sehr
groB ist gegeniiber der Hubarbeit beim Durchfallen des groBten lot-
rechten Abstandes zweier Oberflichenteile.

Alsdann bleibt nur noch der &#uBere Druck p iibrig, der den
StoBen der Korper gegen die feste Wand das Gleichgewicht halt
und wegen der Unabhdngigkeit der Einzelbewegungen voneinander
auch unabhingig von der Richtung ist und iiberall denselben Wert
besitzt. Wir haben demnach

—2Xx=ffpxdydz=pfffdwdydz=pV,

wenn V den ganzen, von der Korpermenge eingenommenen Raum
bedeutet. Da die beiden andern Glieder des Virials in 3a) denselben
Wert besitzen, so geht diese Gleichung iiber in

Nmw?*=3pV, . . . . . .. .. 4
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wofiir wir unter Einfiihrung der von der Gewichtseinheit der Menge
eingenommenen Raumes v durch

V=Gv=Nmgv . . . . . . . . . b)

auch schreiben konnen
V= w? 4a)
P T a

Diese zuerst von Kronig (1856), wenn auch auf anderem Wege ab-
geleitete Formel stimmt nun mit dem auf Grund umfassender Ver-
suche von Boyle, Mariotte und Gay-Lussac aufgestellten Gas-
gesetz

pv=RT. . . . . . ... .. 6)

iiberein, wonach die absolute Temperatur eines Gases dem
mittleren Laufquadrat der frei beweglich gedachten selb-
stindigen Einzelteile, der sog. Molekeln, verhédltnisgleich
ist. Die Richtigkeit der Auffassung der Gase als einer grofen in
ungeordneter Bewegung befindlichen Menge von Molekeln, die schon
auf Daniel Bernoulli (1637) zuriickgeht, wird auch gestiitzt durch
die Erzitterungen kleiner in Gase frei schwebender Korperchen, die
an den sog. Sonnenstiubchen unmittelbar beobachtet werden konnen.
Da nun beim Durcheinanderschwirren die Molekiile zusammenstofen,
go wiirden StofBverluste auftreten, wenn sie nicht als vollkommen
elastische Korper angesehen werden diirften.

Wir wollen nunmehr voraussetzen, daBl die ungeordnete bewegte
Menge, die wir von jetzt ab kurz als ein Gas bezeichnen wollen, aus
zwei verschiedenartigen Molekiilarten besteht, also eine Mischung
zweier Gase darstellt. Alsdann erhalten wir durch einfache Wieder-
holung der fritheren SchluBweise fiir die N, Molekiile von der
Masse m, und die N, Molekiile von der Masse m, an Stelle von 4)

3pV=N,m w?+Nmyw?,. . . . . . 4b)

worin w,? und w,? die den beiden Molekiilarten entsprechenden mitt-
leren Laufquadrate bedeuten. Soll nun dieses Gemisch im Einklang
mit der Erfahrung seinen Zustand nicht &ndern, so darf insgesamt
kein Wuchtaustausch zwischen beiden Molekiilarten stattfinden. Dies
ist aber nach den StoBgesetzen nur dann moglich, wenn die Mittel-
wuchten der Molekiile beider Arten iibereinstimmen. Da dies auch
fiir die Temperaturen beider Gase zutrifft, so ist die Mittelwucht der
einzelnen Molekeln und nicht nur ihr Laufquadrat als Maf der
Temperatur anzusprechen, so daf wir fiir das Temperaturgleich-
gewicht mehrerer Gase mit einem allgemeinen Beiwert ¢ die Be-
dingung

m

wi=myw, = - =mwr=2a¢T . . . . . 7

171 272

erhalten. Weiter folgt daraus, daBl im absoluten Nullpunkt
(T=0) die Gesamtmolekiile sich in Ruhe befinden, also
auch keinen Druck p mehr auf die Wiande ausiiben, ohne
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daB der von ihnen eingenommene Raum alsdann zu ver-
schwinden braucht.

Denken wir uns weiter unter dem Druck p in demselben Raum V
nacheinander verschiedene Gasarten von gleicher Temperatur ein-
geschlossen, so haben wir

3pV=Nmw?=Nmw’=---=Nmw? . .. 8

oder wegen 7)
Ny=Ny=--N; . . ... ....8a)

1

d.h. in demselben Raum befinden sich bei gleicher Tempe-
ratur und gleichem Druck immer gleich viele Molekiile be-
liebiger Gasarten. Dieser Satz wurde zuerst von Avogadro
(1811) als Annahme unabhiingig von der Vorstellung der ungeord-
neten Bewegung, aus der sich die kinetische Gastheorie ent-
wickelt hat, ausgesprochen und bildet seitdem eine der wichtigsten
Grundlagen der allgemeinen Chemie.

Enthalt der Raum V gleichzeitiz mehrere Gasarten im Tempe-
raturgleichgewicht, so durchdringen sich diese naturgemiB so voll-
stindig, daB jedes Einzelgas den ganzen Raum ausfiillt. Wir haben
demnach die Verallgemeinerung von 4b)

3pV=Nmw?+ Nymyw,>+---+Nmw? . . .4c)

Andererseits besitzt aber jedes Einzelgas im Raum einen Teil-
druck, der sich nach 4) berechnet zu

3p,V=N,m ,w?  3p, V=N, m,w,* usw,

womit 4¢) iibergeht in die von Dalton (1801) durch Versuche ge-

wonnene Beziehung
p=p,+v,++p, ... ... .. 9

d. h. der Gesamtdruck eines Gasgemisches ist gleich der
Summe der Teildriicke der einzelnen Bestandteile.

Fiihren wir noch in Gl 4a) an Stelle des Gewichtsraums » das
Raumgewicht y durch vy=1 ein, so wird daraus

mg muw?
myg__ mw . 4d
y 3P )
oder fiir mehrere Gase bei demselben Druck und derselben Tempe-
ratur wegen 7)

mg_mg_ _myg 10)
V1 V2 Vi

Da nun mg das Gewicht eines Molekiils angibt, so erkennen wir,
daB das sog. Molekulargewicht dem Raumgewicht des Gases
unter sonst gleichen Umstdnden verhédltnisgleich ist. Da
die Molekulargewichte der unmittelbaren Messung nicht zuginglich
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sind, so ist man {iibereingekommen, das halbe Raumgewicht des
Wasserstoffes, des leichtesten Gases, als Einheit zu wihlen, so daB
also die chemischen Molekulargewichte nur Verhédltniswerte
darstellen.

1. Beispiel. Verbinden wir die Gl. 4a) mit 6), so erhalten wir
w?=38¢gRT, . . . . . . ... .. .. 11)

woraus sich bei bekannten Werten von R fiir jedes Gas der Mittellauf der zu-
gehorigen Molekiile berechnen laBt. So ist bei T=2739 d. h. 0° C

w?=8034R, w=28965}R,. . .. ... ..lla)
also fiir
Wasserstoff (H,) R = 420,0, w= 1837 m/sec
Stickstoff  (N,) R= 30,2, w= 493 »
Sauerstoff  (O,) = 26,5, w= 463 »
Luft R= 293, w= 485 »

2. Beispiel. Da in der ungeordneten Menge keine Bewegung bevorzugt
ist, so sind die mittleren Laufteilquadrate in den Achsenrichtungen eines be-
liebigen Kreuzes

B=y? =2 =u? Sut=w?. . . .. .. .. 12)

zu setzen, woraus sich nach Einfithrung in 4)

oder
w=gpv=gRT . . . .. . .. ... 13a)

ergibt. Der hieraus folgende Wert von u wurde bereits von Newton als
Lauf des Schalles in einem Gase angesprochen, was indessen den Versuchs-
ergebnissen nicht entsprach. Denn fiir Luft erhdlt man fiir 77—=273° aus 13a)
« = 280 m/sec gegeniiber dem Versuchswerte von 334 m/sec. Es liegt dies ein-
fach an der Nichtbeachtung der beim Schall in Gasen auftretenden Verdichtung,
die, ohne daB u? sich zu &ndern braucht, mit einer periodischen Schwankung
des Druckes p und der Molekelzahl N in der Schallrichtung verbunden ist.
Wir haben also an Stelle von 13) in dem betrachteten unverdnderlichen

Raume V
muldN="Vdp,
oder, da
Vy=Nmyg, mgdN=Vdy
ist, schlieBlich

u2-—c.ll)__......-o.-00'l4)

eine Formel, die zuerst von Laplace auf anderen Wege fiir den Schallauf
abgeleitet wurde.

3. Beispiel. Befindet sich ein Gas unter hohem Druck, so diirfen weder
der von den Molekeln eingenommene Raum 7’ gegeniiber dem Gesamtraum V
des Korpers, noch auch die zwischen den Molekeln wirkenden Krifte vernach-
lissigt werden. Das Virial zerfillt alsdann in einen innern und einen #uBern
Bestandteil, von denen der letztere wieder mit pV iibereinstimmt, wihrend wir
dem innern durch einen Zusatz p’ zum Oberflichendruck p gerecht werden.
Andererseits ist aber fiir die freie Bewegung der Molekiile nur noch der Raum
V — V' verfiigbar, so daB wir unter Ersatz von p und V durch p-p’ und
V — 7V’ an Stelle von 4) erhalten

Nmw=3(p4p) (V—T7)
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oder unter Einfiihrung der Temperatur durch 11), d. h. w?*=38¢g RT und
V—V=Gw—7v), G=Nmg

p+9)w—v)=RT.. . . . ... ... .. 15)

In dieser zuerst von Hirn (1865) und van der Waals (1873) angegebenen
Zustandsgleichung kann ¢’ durch den von dem verfliissigten Gas eingenommenen
Raum der Gewichtseinheit bestimmt werden, wihrend p’ mit der Oberflichen-
spannung dieser Fliissigkeit eng zusammenhingt. In der Tat umfaBt nach
van der Waals Gl. 15) den Gas- und Fliissigkeitszustand mit den Ubergangs-
formen der iiberhitzten und gesittigten Dampfe.

§ 54. Die Wiirme als Bewegungserscheinung. Aus dem im
letzten Abschnitt erkannten bestéindigen Verhiltnis der mittleren
Molekularwucht zur absoluten Temperatur eines ruhenden Gases folgt
unmittelbar, daB eine Temperaturinderung 7, — 7T, eines Gas-
gewichtes G=Nmg

— (w —w?)=Ne(T,—T)=W . . . .. 1)

eine Arbeitsaufnahme oder Abgabe erfordert, die wir allgemein als
filhlbare Wéarme zu bezeichnen pflegen. Der Erfahrungstatsache, daB
gleiche Gewichte verschiedener Korper bei derselben Temperatur-
dnderung die Aufnahme oder Abgabe verschiedener Arbeitsmengen
erfordern, wird man durch Einfithrung eines dem Korper eigentiim-
lichen Beiwertes, der sog. spez. Wéarme gerecht und schreibt dem-
zufolge in sog. Wirmeeinheiten

Go(Ty—T)=Nmgo(T,—T)=@Q. . ... 2

Die Gleichwertigkeit der so gekennzeichneten Wirme @ und der ent-
sprechenden Arbeit W bedingt alsdann ein bestindiges Verhiltnis 4,
den sog. Wiarmewert der Arbeit, so zwar, daB

Q=AW. . . . . . . .. ... 3
ist.

Benutzen wir als Arbeitseinheit das Meterkilogramm, als Wirme-
einheit die zur Temperaturerh6hung von 1 kg Wasser bei etwa 15° C
um 1° erforderliche Wirme, die sog. Kilogrammkalorie (kcal), so
ist auf Grund zahlreicher Versuche

1 keal =427 mkg = 418,9 Joule.

Setzen wir nun die Ausdriicke 1) und 2) fiir W und @ in die Formel 3)
ein, so folgt unter Wegfall von N

emg=Aa, . . . . . .. ... 4

also, da 4 und « allgemein giiltige Festwerte bedeuten, die Unab-
héngigkeit des Produktes der spezifischen Warme ¢ und des Mole-
kulargewichtes, der sog. Molekularwirme von den Korper-
eigenschaften.

Bei der Aufstellung der Gl. 1) wurde stillschweigend angenommen,
daB die gesamte Arbeits- oder Wirmezufuhr zur Anderung der Tem-
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peratur, nicht aber zur Leistung irgendwelcher duBleren Arbeit seitens
des betrachteten Korpers verwendet wird, die sich in einer Aus-
dehnung oder Zusammenziehung des von ihm eingenommenen Raumes
gegen einen Oberflichendruck p kundgeben wiirde. Der Korper ist
also als raumbesténdig gedacht oder in einem unausdehnbaren Ge-
faB eingeschlossen, weshalb man von einer spezifischen Warme
bei konstantem Volumen spricht.

Als raumbestindig an sich konnen nur vor allem im Gegensatz
zu den Gasen die festen Korper gelten, deren Molekeln offenbar
nicht mehr frei beweglich sind. Da sie indessen mit Gasen in Warme-
austausch treten und auch im Temperaturgleichgewicht stehen kénnen,
so miissen bei ihnen noch kleinere Bestandteile, d. h. die Atom e selbst
eine, wenn auch durch die Bindung beschrinkte Beweglichkeit um
bestimmte Lagen besitzen, der dann auch eine mittlere Wucht zu-
kommt. Die Temperatur der festen Koérper ist alsdann dieser Wucht
der Atombewegungen verhiltnisgleich, so daf bei ihnen auch das
Produkt der spezifischen Wirme mit dem Atomgewicht, die sog.
Atomwidrme von den Korpereigenschaften unabhingig ist.
Dieser Schluf wird durch das schon 1889 von Dulong und Petit
aufgestellte Gesetz bestétigt und von F. Neumann (1834) auf die
Molekularwérme fester Verbindungen ausgedehnt, die nichts
anderes als eine Menge verschiedener Atome darstellen. Ist deren
Zahl und Masse N,, m,; N,, m, usf.,, so folgt mit den spezifischen
Wérmen ¢,, ¢, der Einzelbestandteile und ¢ der Gesamtmasse

Q=(N1mlcl—{—N2m202—{-—---—{—-Nimici)g(T‘_,~Tl)

=N, m,+Nymy -+ Nm)cg(Ty,—T) . . . . 5)
oder im Einklang mit dem Neumannschen Erfahrungssatze
¢cYNm=3Nme. . .. ... .. 6

Die Genauigkeit dieser Ergebnisse ist iibrigens nicht sehr grof, da
in festen Ko6rpern infolge der geringen Abstinde der Atome von-
einander die zwischen ihnen wirksamen Krifte nicht mehr zu ver-
nachlissigen sind und innere Arbeiten bedingen, welche in unseren
Ansétzen nicht erscheinen.

Fithren wir nun einem Gas Wirme derart zu, daf es sich dabei
etwa unter Vorschub eines Kolbens in einem Zylinder gegen den
bestéindigen Luftdruckp um V, — V, auszudehnen vermag, so ist hierzu
eine Arbeit p (V, — V) nétig, die neben der Temperaturzunahme von
der zugefiihrten Wirme zu leisten ist. Driicken wir diesen Vorgang
durch einen Zeiger p der zugefiilhrten und spezifischen Wérme aus,
so erhalten wir

Q,=G¢, (T, D——A——( —w?)+Ap(V,—V), . 7)
wihrend ohne Raumausdehnung mit dem Zeiger v

Q=Co,(T,—T)—A="(w?—w?). . . . . 2a)
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gilt. Mit Riicksicht auf die Gasgleichung 4) § 53 diirfen wir aber
an Stelle von 7) auch schreiben

N o 2
Qp=ch(T2—Tl)=A—2ﬁ(w2“—w12)<1—}—§>,. . . 1a)

so daf8 sich nach Division mit 2a) das Verhéltnis der beiden
spezifischen Wiarmen fiir konstanten Druck und konstantes
Volumen eines Gases

—_1+~ ———1667. ... .8

ergibt. Der Versuch hat nun gezeigt, daBl diese Beziehung fiir ein-
atomige Gase, wie Quecksilber und Joddampf mit groBer Genauig-
keit zutrifft, wihrend fiir mehratomige Gase ein kleineres Ver-
héltnis besteht. Es ist dies offenbar in der Beweglichkeit der Atome
im Molekularverbande begriindet, welches bei Temperaturinderungen
einen erheblichen Teil der zugefilhrten Wirme als Anderung der
Atomwucht aufnimmt, die indessen nicht in der Gasgleichung zum
Ausdruck gelangt, obwohl auch sie der Temperatur verhaltnisgleich
sein wird. Daher ist der Anteil der Arbeit 4p(V,— V,) in diesem
Falle kleiner als bei einatomigen Gasen, woraus sich auch das kleinere
Verhiltnis ¢ :c, erklirt.

Im Grenzfalle des festen Korpers kann die von der Raumdehnung
bedingte AuBlenarbeit gegeniiber der Erwérmung iiberhaupt vernach-
léssigt werden, so daB hier ¢,=c, gesetzt werden darf. Aus diesen
Darlegungen geht hervor, daB fiir alle Korper sich das Verhdltnis
der beiden spezifischen Wirmen in den Grenzen

1< <~..........9)

bewegen mufl, was sich ebenfalls mit der Erfahrung deckt.
Zieht man iibrigens die Gleichungen 7) und 2a) voneinander ab,
so wird mit Riicksicht auf Gl 6) § 53, d.h. p V=GR T

¢,—¢,=AR . .. . ... ... 10)

eine Beziehung, welche nach dem Vorgange von R. Mayer, dem
man den Satz von der Gleichwertigkeit von Wéarme und Arbeit ver-
dankt, eine zuverldssige Berechnung des Warmewertes 4 der Arbeit
gestattet.

Den bisherigen Untersuchungen lag die Voraussetzung zugrunde,
daB der in seiner ganzen Masse gleichmifig tempenerte Korper als
solcher in Ruhe verharrt, so daB durch Anderung seines Molekular-
gewichtes und Atomgewwhtes infolge von Wérmezufuhr oder Abfuhr
bei gleichzeitiger duBerer Arbeitsleistung der Gesamtschwerpunkt keine
Verschiebung erféhrt.

Findet nun eine derartige Schwerpunktsverschiebung statt, hat
also die Gesamtmasse einen Lauf u in irgendeiner Richtung, so ist
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beim Schwerpunktsabstand t eines Teilatoms m dessen Gesamtlauf
t-+u und die doppelte Gesamtwucht

2J=3m@E+tu=3Ymi*+u Im42u Jmr. . .11)

Da nun das statische Moment in bezug auf den Schwerpunkt ver-
schwindet, also X mt=0 ist, so ist auch dessen Ableitung, d. h.
die zugehorige BewegungsgroBe X mi=0, und 11) vereinfacht
sich in

2J=3m?+u* Ym=mw4u*3m, . . . 1la)

worin das erste Glied der vereinigten Molekular- und Atomwucht
entspricht, fiir die wir nach 2a) setzen kdnnen

ASmuw?=2Gc,T. . ... .. .. 2b)

Wird nun bei der Bewegung durch Ausdehnung des Korpers um dV
gegen den Oberflichendruck p die Druckarbeit dL geleistet, gleich-
zeitig der Gesamtlauf « um du vermehrt, die Temperatur um 47T
erhoht, und das ganze Korpergewicht g 3 m=G um dh gehoben,
so ist hierfiir die Warmezufuhr

'dQ:chdT+A<dL+§udu+Gdh>
oder

dQ:G[cvdT—{—A(%I—'—{—u—:—u—{—dhﬂ T

nétig. Zu dieser Arbeitsgleichung tritt noch das als Zustands-
gleichung anzusprechende Gasgesetz 6) § 53
pv=RT . . .. . . ... . . 13)

und im Falle der Stromung die rein mechanische Bewegungs-
gleichung eines Massenelementes des Korpers, welches im Raum-

element dV derart verteilt gedacht werden w
kann, daB /
gdm=—ydV—=ydFds . . . .14) /pfdP
‘ a ahr
ist, wenn dF den Querschnitt des Elementes “p
senkrecht zu seiner Linge ds in der Be- g
wegungsrichtung bedeutet. Entspricht dieser Abb. 140.

Linge ein Hohenunterschied dh, so besteht

unter der Wirkung des in die Richtung ds fallenden Anteils des
Erdanlaufs ¢ und der Druckzunahme im Anschlufl an Abb. 140 die
Bewegungsgleichung

ah du
—g%dm—dﬁ’dp-——-dm%,
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oder mit 14) und ds=udt
_ydh—dp=§udu,

oder wegen yv=1
—g@h~vdp)=udu.. . . . . . . .1b)

Die Stromung des Korpers vollzieht sich nun derart, daB die einzelnen
Massenelemente nebeneinander herlaufende Bahnen beschreiben, die
sich nicht kreuzen koénnen. Legen wir in diesen Strom eine ge-
schlossene Kurve, so schlieBen die derselben zugehorigen Stromlinien
eine Stromrohre ein, deren ebene Querschnitte im allgemeinen ort-
liche und zeitliche Anderungen erfahren. Ist der Querschnitt klein, so
werden sich die Laufwerte » in diesem

nur so wenig unterscheiden, dafl wir AP
mit einem Mittelwerte rechnen kénnen.
Alsdann tritt in das Raumelement Fds,
Abb. 141, in die Fliche Fin der Zeitein-

B(yfu)
/}»Fu-f D5 —Aads
V=l .
Abb. 141. Abb. 142.

heit das Gewicht y-u F ein, auf der gegeniiberliegenden Fliche das

Gewicht Fyu - ——~ 8(Fyu) ds aus, woraus ein Uberschu von
_92”5;;;14) ds folgt, welcher das Gewicht des Elementes y Fds um
6—(—I;t—y)dtds in dem Zeitelemente dt, also in der Zeite.inheit, um
?%@ds vermehrt. Die Gleichstellung beider Betrdge ergibt die
sog. Kontinuitdtsgleichung

oFyu) | o(Fy)
LS E=0 1)

1. Beispiel. Ist ein Gasgewicht @ in einem Zylinder, Abb. 142 mit einem
axial verschiebbaren Kolben vom Querschnitt F' eingeschlossen, auf dem eine
dem Gasdruck Fp jederzeit gleich groBe AuBenkraft ruht, so ist die Druck-
arbeit dL=pdV=Gpdv. Vollzieht sich die Bewegung nur langsam und
ohne nennenswerte Anderung der Schwerpunktslage, so diirfen wir sowohl u
als auch dh vernachléssigen und erhalten an Stelle von 12)

Q=G (codT-+Apdv) . o v o o o o ... 12a)
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Geht durch die Zylinderwand keine Wirme, so wird daraus mit dQ:O; 80-
wie unter Ersatz von 7' durch die Gasgleichung 13)

cyd(pv)+ARpdv=0
oder mit ¢, AR =c,

d d
cyvdptc,pdv=0, C,,?p—[—cp%:(),

mit dem Integrale
PO 0% = p o v,

wofiir man auch mit ¢, :¢,=x
» *
PYT=1pyv" . - - - . ... S 1))

schreibt. Es ist dies die Gleichung der sog. Adiabate des Gases, fiir die wir
auch mit der Gasgleichung 13) schreiben diirfen

To =Ty ™Y, Trp' *=T%p'™*. . . . . . 17a

2. Beispiel. Unter dem Wiarmeinhalt oder der Gesamtmacht eines
Koérpers versteht man die ganze Wiarme- und Arbeitszufuhr, um die Gewichts-
einheit vom absoluten Nullpunkt in den augenblicklichen Zustand zu ver-
setzen, der durch zwei der drei Verdnderlichen p, v, T gegeben ist. Da eine
Druckerhéhung beim absoluten Nullpunkt ohne Rauménderung keine Arbeit
erfordert, so kann die Gesamtzufuhr bei bestindigem Drucke p bis zur Zu-
standstemperatur 7' erfolgen. Also ist der gesamte Warmeinhalt der Gewichts-
einheit

i=Jc,dT-+-Apv=Jc,dT,

also fiir Gase wegen der Bestindigkeit von ¢, und ¢,
e 18)

Fiillen wir demnach den Zylinder, Abb. 142, mit einem Gase vom Warmeinhalt 7,
und entnehmen ihm dieselbe Menge mit dem Inhalte 4,, so ist dazu eine &ufere
Wiérme und Arbeitszufuhr .

AL+ Q=G@,—i)=Gcy(Ty—T) . . . . . .. 182)

unabhingig vom Drucke notwendig. Verldauft die entsprechende Zustands-
inderung adiabatisch, so bleibt mit @ = 0 nur eine Arbeitsgleichung

__Gg, (_Il_'g >_Gc,,pl'v1(T‘a )
L=7"T\g —Y)=—"4r \p, !

oder wegen AR =c, —c, und 17a)

x—1

_Gxp (p “
L_tlrl[_é) —1}.. ........ 19)

Zu demselben Ergebnis wiren wir gelangt durch die Ermittlung der Arbeits-
fliche in Abb. 142 nach der Gleichung

23
L=@Gfvdp
y2
unter Benutzung der Adiabatenformel 17).

3. Beispiel. Um die Druck- und Temperaturinderung in der
Lufthiille der Erde mit der Héhe & iiber den Erdboden zu ermitteln,
denken wir uns eine Menge G kg in eine dehnbare Blase derart eingeschlossen,
daB ihr Druck stets mit dem AuBendruck iibereinstimmt. Dann ist der Wert
der Druckarbeit beim Aufsteigen der Blase gleich der Verdringungsarbeit, also

Lorenz, Techn, Physik I, 2, 2. Aufl. 18
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dL=Gd(pv). Da ferner der Blaseninhalt in jeder Hohe den dieser ent-
sprechenden Zustand haben soll, so kann auch kein Wérmeaustausch zwischen
beiden beim Aufsteigen stattfinden, auch wenn die Bewegung beliebig langsam
erfolgt. Vernachlissigen wir demgemi den Lauf u, so erhalten wir aus 12)

mit dQ =0
codT - Ald(pv)--dh] =0,
p (Ty—T) = Ay —hg). o o o oo oot 20)

oder

Wir erhalten also eine wie im vorigen Beispiel adiabatische Zustandsinderung,
die unmittelbar zur Hubarbeit verwendet wird.

4. Beispiel. Lassen wir ein Gas durch eine Miindung ohne Wérme-
zufuhr wagerecht und gleichférmig ausstrémen, so wird die Anderung der
Wucht durch diejenige des Wirmeinhaltes derart bestritten, daB3

w2 — w2

(T, —Ty)=4 -g—zg—‘— .......... 21)
wird. Die Druckarbeit ist hierbei der Unterschied der Verdringungsarbeit
d(pv) wie im 3. Beispiel. Da in 21) die linke Seite nichts anderes als die
von 1 kg aufgenommene AuBenarbeit bedeutet, so diirfen wir mit 19) auch

schreiben I
2g9xp v ( P, ) ®
2 g 29XPiU|y_ (P) )
U2 — Uy 1 (l e . 21a)

Findet das Ausstréomen ohne merkbare Laufdnderung statt, was durch
ein sog. Drosselventil oder einen durchléssigen Pfropfen erreicht werden kann,
so ist mit %, — %2=0 auch 7T, =17T,, d. h. der Drosselvorgang
eines Gases verlduft ohne Temperaturédnderung.

§ 55. Die Laufverteilung im ruhenden Gase. Von den in einem
scheinbar ruhenden Gase durcheinander schwirrenden Molekeln wird
im allgemeinen jede in einem Zeitpunkte einen andern Laufvektor
besitzen, dessen Betrag zwischen 0 und co jeden beliebigen Wert
bei einer ebenso beliebigen Richtung annehmen kann. Um die Ver-
teilung dieser Laufvektoren auf die sehr grofe Gesamtzahl der
N Molekeln in der Raumeinheit festzustellen, denken wir uns
den Laufvektor in seine drei Achsenanteile 2, 9, z zerlegt, die wir
als Abstinde in einem gleichnamigen Achsenkreuz ansehen konnen.

Von der Gesamtzahl der Molekeln wird immer ein Bruchteil f(¥)d#
Laufteile zwischen # und #--d in der einen Richtung haben. Die
Zahl der Molekeln, welche auBlerdem noch Laufteile zwischen y und
9 -+ dy senkrecht zu & besitzt, wird alsdann f(%) d2-f(y)dy sein, da
keine der beiden Richtungen einen Vorzug vor der andern hat.
SchlieBlich wird die Molekelzahl mit den Laufteilen zwischen &, v, 2
und €-+d&, y+dy, 24+ dz bzw. mit den Laufvektoren zwischen 1
und dt durch das Produkt N f(%) f(y)f(2)d2 dy dZ dargestellt, worin
f eine Funktion ist, von der wir vorlaufig nur wissen, dafl die Summe
der Bruchteile f(z)dz iiber alle Werte die Einheit ergeben mu8,
also daB

_{j ;(i)da‘c:_[j ;(y')dy=_f: f@di=1 . . .. 1)

ist, wihrend d#dydZ=dV ein Raumelement im Achsenkreuz 2,9, %
bedeutet.
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Legen wir nun durch den Anfang O ein neues Kreuz, dessen eine
Achsemit der Richtungdes Laufes t selbst zusammenfillt, so istin diesem

Kreuz das oben gewonnene Produkt f(Vi®—-g*-2?)-£(0), £(0) dV,
da die beiden andern Achsenabstinde des Raumelementes dV ver-
schwinden und keine Richtung bevorzugt werden darf. Mithin er-
halten wir fiir die Bestimmung der Funktion f die Bedingungs-
gliechung

F@FGFE=rH#+9+2)20) . .. . . 2
oder mit t=y=2 bzw. mit y==2, 2=0
PE)=r0)r@#1¥8), F@=r0)r(}2). . . . 2a)
Dies gibt .logarit;hm'iert
31gn f(#) = 21gn f(0) +lgn f(£V3)
2lgn f(#)=1gn f(0)+ lgnf(&V2)

und nach zweimaliger Ableitung

@lgnf(&) dlgnf(£V3) d’lgnf(zy2) oL
F T de e

was nur moglich ist, wenn diese drei Ausdriicke von & selbst un-
abhingig, also einem und demselben Festwert 2 « gleich sind. Also ist

‘?213’;2'”@):2“, @ngrf@zzmjLﬂ, Ignf(d)=ad 4 fé+y

() — 2B g it 2,

was mit 2a) wiederum nur fiir §=0 vertriglich ist. Beachten wir
noch, daB f(€) fir beliebig anwachsende Absolutwerte von & sich
dem Grenzwerte Null nihern muB, so diirfen wir schlieflich mit

o ¢ = — 1 schreiben
z2

fE=Cee, . .. . ... ... 3)

worin C und ¢? noch zu bestimmende Festwerte bedeuten. Zu ihrer
Berechnung greifen wir auf Gl 1) zuriick und erhalten mit £=—cé

+ ® + o
[f@)di—=cC[e®de=Cc8=1. . . . . . 3a)

Das hierin auftretende bestimmte Integral S ergibt sich durch Zer-
legung des Doppelintegrals

+ o +®© +® +®© +x
f fe-(5’+’72’d.fd77=fe"72d77f e—£*d§=fe‘“dnS=S2.. 3b)
Setzen wir

§=gcosgp, n=g9sing, also & 5=y’
18*
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und ersetzen das Flichenelement d&d#n entsprechend den Polar-
koordinaten durch pododg, so wird

T

+o 4® to 2 +®
J Jeermasdg=[ [eododp=nfeed(e)=n,
—® —® 0 = 0
also 8?=ax und nach Einsetzen in 3a) und 3)
— . ) B
Ccla=1, f@)=—=e¢a,. ... .. 3¢
: cln

so daB nur noch der Beiwert ¢ zu bestimmen ist.
Mit 3 c) ergibt sich nunmehr die Molekelzahl mit Laufwerten zwischen
t(%,9,2) und 1 dr (€4-d2, y - dy, z-+dz) und d2dydzi=dV zu
_#2+y2+s2
N.e ct

c3 n’le

dN=N-{(&) () f(2)dsdy ds — av

oder auch mit
B 2=11=i?, dV=i%dido, . . . . 4)

worin # den Betrag des Laufvektors t und dw das Element der
Einheitskugelfliche bedeuten
7-'2
Ne ¢

2z

dN = Pdrdow.

Durch Integration dieses Ausdruckes iiber w von O bis 4z, d. h.

iiber die ganze Einheitsfliche schalten wir aber den Einfluf der ver-
schiedenen Laufrichtungen aus und erhalten fiir die

A%g_/V A Molekelzahl mit den Laufwerten zwischen 7und 7 - d#
i AN P
AN=——¢ “7#d7 . . . . . )
ElVn

oder mit #=rcp,

1dN _ 4,

. Ndo, _j_te efo,? . ba)

Diesen Ausdruck, der auchdie

wahrscheinlichste Verteilung

Abb. 143. der Fehler bei einer sehr

groBen Zahl von Beobach-

tungen angibt und durch Abb. 143 dargestellt ist, bezeichnet man als

das Maxwellsche Verteilungsgesetz der Molekelgeschwindig-

keiten. Er verschwindet fiir o, —0 und g, = oo, d. h. fiir 7=0
und #==o00 und hat einen Ho6chstwert fiir

d (dN> 4 . . )
—— | — ] = — —-e — EAR—] . =1,
do? \do, V;Ne ? (1 0,")=0, entspr. o,—=1, 7#=c, 5b)
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so daB also der bisher noch unbestimmte Beiwert ¢ denjenigen Lauf-
wert angibt, von dem die meisten Molekeln nur wenig ab-
weichen. Es fragt sich nur noch, wie dieser ausgezeichnete Wert ¢
bzw. ¢ mit dem mittleren Laufquadrat w? des § 53 zusammen-
héangt. Zur Beantwortung dieser Frage miissen wir die Gesamt-
wucht der Gasmenge bilden, die sich aus

;2 o Nm [ -
J:f”” an =2V Tepg ™ g
2 cln 2
0

ergibt. Setzen wir im Integral c—1:¢, so folgt
40 i
— | e Pridi=w?c®. . . . . . . . 6a)
Vn :
0

Zur Berechnung des hierin auftretenden Integrals erinnern wir uns,
daB nach 3b)

®

+o B
S:J‘e—szd;‘::Y?z, also fe—ézd§:12it
—® 0

war. Schreiben wir darin & =e«7#, so ist

®

—a2i2 __]/—7—5
fe 'dr_ﬂ

0
nach zweimaligem Differenzieren nach «

N cargeigga 3¥Ym 8 —
fe r“’dr:m, fe " rtdy = v =§c5yn.
Dies gibt eingesetzt in 6a) schlieBlich
Sc?=w? oder *=2w?. . . .. .. 1)

Daraus geht hervor, daB der am h#éufigsten auftretende Lauf
nicht mit dem mittleren zusammenféillt, sondern erheblich
darunter liegt. :

Die im Gas durcheinander schwirrenden Molekeln werden sich
nun gegenseitig stoBen und dabei einen Austausch ihrer Wucht er-
fahren. Die Zahl der StoBe sowohl wie auch der zwischen zweien
derselben zuriickgelegte freie Weg ist nun abhingig einerseits von
der Gesamtzahl N der Molekeln im Raum V, dann von ihrer
eigenen Ausdehnung und schlieflich vom Relativlauf der Mole-
keln gegeneinander. Wir wollen diesen unter der vereinfachen-
den Annahme eines gleichen Laufes w aller Molekeln, der sich als
Wurzel aus dem mittleren Laufquadrat berechnet, zu ermitteln suchen.
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Ist alsdann ¢ der Winkel zwischen den Bewegungsrichtungen zweier
Molekeln, so ist der Relativlauf als Basis des gleichschenkeligen Drei-
ecks mit den Seiten w und dem Winkel @, Abb. 144,

w’=2wsin%. )
Um den Mittelwert von w’' zu finden, beschreiben wir um die Spitze O
des Dreiecks mit dem Arm w eine Kugel, auf deren Oberfliche die
Enden aller Laufvektoren w gleichformig
verteilt angenommen werden koénnen. Als-
dann ist der mittlere Relativlanf nichts
anderes als die mittlere Entfernung des
Endes P eines dieser Vektoren von allen
andern, d. h. der mittlere Abstand der
ganzen Kugeloberfliche 4 zw? von einem
ihrer Punkte.
Wiéhlen wir als zu ¢ zugehoriges
Oberflichenelement ¢ den Betrag von
der Offnung deg, so ist

Abb. 144.

d.Q:2nwgsinq)dtpzélnw?sm%cos—dqp,

also

16 8
w’dQ:Snwssm“(pcos——dqu nw3d<sm(;> .

Daraus folgt alsdann der mittlere Relativlauf

1 4
= "dQ=—w. . . . . ... 9).
Wr= 47w v 3 )
0

Diirfen wir die Molekeln als elastische Kugeln ansehen vom Durch-
messer s, so ist dies auch der Zentralabstand zweier sich gerade
beriihrender Molekeln. Denken wir uns nun alle Molekeln punkt-
férmig und in Ruhe bis auf eine, die mit dem mittleren Relativlauf w,
fortschreitet, so miissen wir dieser den Halbmesser s zuschreiben,
um die gleiche StoBzahl zu erhalten wie zwischen lauter Molekeln
vom Halbmesser 2s. Da nun die bewegte Molekel mit dem Radius s
in der Sekunde den Raum 7 s* w, iiberstreicht, so stoBt sie in dieser
Zeit mit allen darin befindlichen Molekeln zusammen. Deren Zahl
ist aber, wenn wir wieder mit N die Molekelzahl der Raum-
einheit bezeichnen

Z=Nasw,=%5aNsw. . .. ... 10)

Teilen wir dann noch den in der Zeiteinheit von einer Molekel
zuriickgelegten Weg, d. i. den absoluten Mittellauf w durch seine
StoBzahl, so erhalten wir mit 10) die mittlere freie Wegldnge

w 3
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Hiernach ist das Produkt NI unmittelbar durch die Abmessungen
der Molekel selbst gegeben. Da andrerseits die Molekelzahl N in
der Raumeinheit fiir alle Gase nach dem Satze von Avogadro die-
selbe ist, so muB auch das Produkt s?I, d. h. der von einer Molekel
frei durchstrichene Raum fiir alle Gase von gleichem Druck
und gleicher Temperatur derselbe sein. Bezeichnen wir nun
den Raum, den die N Molekeln bei hochster Verdichtung, also in
fliissigem Zustande einnehmen, mit V,, so ist

4 s\®
VO = g nN <§> e e e e e e e e . 12)
oder in Verbindung mit 11)
s=8V,l. . .. ... .... 13)

Hierin ist, da sich N auf die Raumeinheit bezieht, V, eine reine
Zahl, ndamlich das Verhéltnis des Fliissigkeitsraumes zur Raumeinheit,
so daB in der Tat auf beiden Seiten von 13) je eine Lénge steht.
Die Benutzung der letzten beiden Formeln wird vorliufig dadurch
erschwert, da der Betrag von ¥V, nur der GroBenordnung bekannt
ist, jedenfalls aber nicht mit dem Verhiltnis des Gewichtsraumes der
Fliissigkeit und des Gases genau iibereinstimmt.

§ 56. Wiirmeleitung und Reibung der Gase. Hat die der Tem-
peratur verhiltnisgleiche mittlere Molekularwucht in einer Gasmasse
nicht iiberall denselben Wert, so findet durch die MolekularstoBe
ein Ausgleich derart statt, daBl die Schichten von héherer Wucht an
solche von niederer Wucht Wirme abgeben. Zur Verfolgung dieses als
Wirmeleitung bezeichneten Vorganges denken wir uns in einem
Gas, dessen Temperatur nur in der z-Richtung verdnderlich sein
moge, senkrecht hierzu eine Ebene vom Fldcheninhalt F, durch welche
Gasmolekiile von beiden Seiten hindurchtreten. Ist wieder N die
Molekelzahl der Raumeinheit, so befinden sich N Fdxz Molekiile in
einer Schicht von der Héhe dx iiber der Grundfliche. Da die doppelte
Mittelwucht in einer Richtung

Nmu®=iNmuw?

ist, so diirfen wir annehmen, dafl sich ein Drittel der Molekiile mit
mit dem Mittellauf w senkrecht zur Grundfliche, und zwar zu gleichen
Teilen auf dieselbe zu wie von ihr weg bewegen. Nennen wir wieder [
die mittlere Weglinge zwischen zwei Zusammenstofen, so ist die
zum Zuriicklegen dieses Weges notwendige Zeit ¢ gegeben durch

=wt . . . ... ... .. 1)

und wir erhalten die Zahl der in der Zeiteinheit aus der Schicht
durch die Grundfliche hindurchtretenden Molekeln zu

NFde _ NFw

5 — 31
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mit einer mittleren Wucht

NFw mw? NFmuw’
dJ=3ldx2= Y de. . . . . . 2)

Ist nun T0 die Temperatur in der Schicht #, so haben wir in einem
kleinen Abstand # davon nach dem Taylorschen Satz die Tempe-
ratur

— 1,4+ 2 @+;g>.u...m

worin wegen der kinetischen Auffassung der Temperatur mit den
entsprechenden Mittelliufen w, und w

Twy?=Tyw* . . . . . ... . . 4
zu setzen ist. Mithin ist
T <w>2 x oT
T, w, T, ox

und nach Einsetzen in 2)

NFm

oder wegen der Kleinheit von « angenahert
NFm s( 3 x 9T>
o1 o (1T gT )9
Auf dem Wege von 2=0 bis x—1 erhalten wir demnach einen
Wuchtzuwachs der Molekeln im Betrage

NFm 3( 3 zaT> NFm NFmw?® oT
o1 o\t e ) P =T T,

el 0 YTT Ty T, o=
Fassen wir nunmehr durch Integration iiber die Schicht von =0
bis I alle Molekeln zusammen, welche bis zur mittleren Weglinge von
F entfernt sind und daher noch innerhalb der Zeit ¢ die Flache
durchschreiten miissen, so ist deren Wucht
NFm oT ’
= 3 —_—
J 4T0w°lax""""'5)
Der Wirmewert dieses Betrages ist demnach die durch die Fliche F
hindurchtretende Warme

*la
d 8_7_’) dx,

dJ = 2a)

wao l)@T oT
mit der Wirmeleitzahl
Nmwy?l

b—Aa=
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Nun ist nach GIl. 11 § 53

wel=3gRTy, . . . . . . ... 1)
also mit Nmg=y .

k=2ARywyl=3%(c,—c)yw,l. . . . . . 6a)

Da nun die Wirmeleitzahl ebenso aus Versuchen fiir eine Reihe von
Gasen bekannt ist wie die Gaskonstante, das Raumgewicht y und
schlieBlich w, aus 7), so bietet 6a) die Moglichkeit einer Berech-
nung der mittleren Wegliinge !. Aus dieser folgt dann nach Loschmidt
(1865) mit Hilfe von Gl 13) des vorigen Abschnittes der obere Grenz-
wert des Molekiildurchmessers s und schlieBlich aus 12) ebenda die
Molekelzahl in der Raumeinheit, die nach dem Satze von Avogadro
Gl 8) § 53 fiir gleichen Druck und gleiche Temperatur allen Gasen
gemein ist.

Bewegt sich nun ein Gas derart in einer bestimmten Richtung,
daB einander und zur Stromrichtung parallele Schichten nicht den-
selben Laufwert w besitzen, so werden durch eine Trennungsfliche F
fortwahrend Molekiile iibertreten, die, von der rascher stromenden
Seite kommend, die langsame Schicht beschleunigen, wahrend die
umgekehrt iibertretenden die rascher stromende Schicht verzogern.
Beim Zuriicklegen der Weglinge =1 dndert demnach ein Molekiil
seine BewegungsgroBe in der Stromrichtung u senkrecht zu z

ou ou
m(u +5El>—mu:m5}£l’
also ist bei der oben ermittelten aus der Schicht Fdz iibertretenden
Zahl %ﬂ dxz Molekeln in der Zeiteinheit die Anderung der Be-

wegungsgroBe in derselben Zeit, d.i. die dazu erforderliche Kraft

NFw ou NFmw ou

oder nach Integration iiber die Schichtdicke von =0 bis I

Nmelau__ ou

3 o Moz §)

Q.=

Dies ist aber nichts anderes als die zwischen den beiden Nachbar-
schichten in der Beriihrungsstelle F wirkende Reibung, der im
Einklang mit der Erfahrung eine Schubspannung

_Q, ou

T=E T 8a)
entspricht, welche dem Laufgefdlle senkrecht zur Strom-
richtung verhédltnisgleich ist.
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Die darin auftretende Reibungsziffer

_ Nmwl ywl

3 3¢ 9

kann, wie aus dem Vergleich von 6a) hervorgeht, auch in der Form

4k
1= 944R

geschrieben werden, ist also der Wirmeleitzahl verh#ltnis-
gleich. Weiter erkennt man, da nach Gl 11) § 55 das Produkt NI
nur von dem Molekiildurchmesser abhingt, also fiir ein und das-
selbe Gas bestindig ist, daBl sowohl die Warmeleitzahl als auch
die Reibungsziffer der Gase dem mittleren Molekellauf und
damit der Wurzel aus der absoluten Temperatur verhiltnis-
gleich sind.

9a)

1. Beispiel. Da die Reibungsziffer fiir zahlreiche Gase durch Versuche
bekannt ist, und der Mittellauf schon friiher bestimmt wurde, so bietet Gl 9)
die Moglichkeit einer einfachen Berechnung der mittleren Weglinge und der
StoBzahl Z aus Gl. 11) § 55. Wir erhalten so bei 15° C und 760 mm Queck-
silbersiule die folgende Tafel:

Stoff y-10% g/cmi‘" w-10"2cm/sec| #%-10° | 7.10°%cm | Z-10-3
Wasserstoff . . . . 0,0827 1837 8,56 1,658 110,8
Stickstoff . . . . 1,151 493 17,02 0,887 55,9
Sauerstoff . . . . 1,312 463 17,33 0,826 55,9

Die Warmeleitzahl berechnet sich fiir dieselben Korper aus der Reibungs-
ziffer nach 9a) und ergibt mit AR=c,—c, die in der folgenden Tafel zu-
sammengestellten Werte

Stoft ¢p— o %gAR | k105 | %105 beob.
|
Wasserstoff . . . . . 1,00 22,1 . 1891 38,7
Stickstoff . . . . . 0,071 1,57 | 2,67 5,1
Sauerstoff . . . . . . 0,062 137 | 2,35 5,5

Des Vergleiches halber sind die beobachteten Werte von % hinzugefiigt, welche
nahezu doppelt so groB ausfallen als die berechneten. Daraus geht hervor, da8
die entwickelte Theorie der Wiarmeleitung noch unvollkommen ist.

2. Beispiel. Bei der langsamen Stréomung eines Gases lings einer
ebenen freien Oberfliche werden vermoge deren Rauhigkeit und der Anziehung
der dichten Koérpermasse auf die Gasmolekiile diese an der Oberfliche derart
haften, daB sich eine diinne Grenzschicht bildet, deren Vorhandensein von
Prandtl neuerdings versuchsmiBig nachgewiesen wurde. In dieser Grenz-
schicht #ndert sich der Lauf u nahezu verhiltnisgleich dem Abstande x von
der Oberfliche so zwar, daB man mit der Schichtdicke # und dem ungestérten
Scromlauf u, des Gases

ow__u_ u

_a_x—_?:_il_. L T T T o 10)
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zu setzen hat. Damit aber geht die Reibungskraft 8) iiber in

wird also dessen Stromlauf u, selbst verhiltnisgleich. Dasselbe gilt offenbar
auch im umgekehrten Falle der langsamen Bewegung des festen Korpers
in der ruhenden Gasmasse, woraus sich also ein dem Laufe verhaltnis-
gleicher Widerstand ergibt, den wir friiher als Démpfung bezeichnet haben.
Bei rascher Relativbewegung des festen Korpers in einem Gase wird
die Grenzschicht durch Aufrollen an den Wandrauhigkeiten zerstért und mufl
immer wieder von neuem gebildet werden. AuBerdem aber erfihrt die Um-
gebung durch das Ausweichen um den festen Korper eine Querbewegung, deren
Wucht ebenfalls einen Arbeitsverlust darstellt. Der bewegte Korper setzt dem-
nach in der Zeiteinheit eine Masse dm:d¢ in Bewegung, die mit dem Quer-
schnitt F, des Korpers in der Bewegungsrichtung und seinem Lauf %, derart
wiichst, daB mit dem Raumgewicht y der Umgebung und einem Beiwert x,

dm
W:xl% Fotly o oo oo e 11)

ist. Die durch dieses MitreiBen bedingte Arbeitsleistung ist alsdann mit einem
zweiten Faktor x,

und daher der Widerstand
W=xyFu?. . ... ... ..... 11b)

Auf diese Weise findet auch der quadratische Widerstand wie oben die
Démpfung seine mechanische Erklédrung.

XIII. Ahnlichkeitsmechanik.

§ 57. Vollstindige mechanische Ahnlichkeit. Die bisher ent-
wickelten Rechnungsverfahren der Mechanik gestatten trotz ihrer
Allgemeingiiltigkeit nur in wenigen verhiiltnismaBig einfachen Fillen
eine so vollstindige Losung praktischer Aufgaben, da8 deren Uberein-
stimmung mit der Erfahrung gewihrleistet ist. Damit aber erscheint
das Ziel der Theorie, ndamlich die biindige Voraussage des Verhaltens
eines Gebildes unter vorgelegten &uBeren Bedingungen in unerreich-
bare Ferne geriickt und der Wert der Mechanik iiberhaupt in Frage
gestellt. Diese von den Gegnern, d.h. Nichtkennern jeder wissen-
schaftlichen Behandlung in der Tat gezogene Folgerung wiirde in-
dessen nur zu einem blinden Probieren fiihren, das fiir die Technik
tiberaus kostspielig und zeitraubend ausfallen muf3, ohne den gesuchten
Erfolg einigermaflen zu verbiirgen.

In dieser Zwangslage bietet sich nun der sog. Modellversuch
als ein Ausweg dar, der sich schon seit 1869 nach dem Vorschlag
des Englinders Froude im Schiffbau bewihrt hat und neuerdings
auch auf anderen Gebieten mit unbestrittenem Erfolg Anwendung
findet. Dieses Verfahren beruht auf dem schon von Newton er-
kannten, dann von Cauchy fiir einen Sonderfall und schlieBlich
von Bertrand allgemein formulierten Gesetz der mechanischen
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Ahnlichkeit zweier auch geometrisch éihnlichei Gebilde. Die
Grundlage dieses Gesetzes bildet die Kraftgleichung

f=m%, . . . . .. ... .. 1)

in der wir die Masse auch durch den Rauminhalt ¥V und die Dichte &
ersetzen konnen, woraus unter Hinzufiigung der Dimensionen

f=Voi=[0l't ] =[mlt™®]. . . . . . .1la)
hervorgeht. Aus dieser Formel koénnen wir, da
ft]=t=bp .. . . ... ... 2
die Dimensionen des Laufes (Geschwindigkeit) darstellt,
K=[ml™?] . . . . . ... . .1b)

mit einem noch unbekannten dimensionslosen Festwert «

K

herleiten. Versteht man unter K die Spannkraft eines Seiles mit
der Masse ml/™* der Lingeneinheit, so gibt 3) den Fortlauf einer
Seilwelle an, den wir schon in Teil I, § 78 Gl 13b) abgeleitet
haben. Aus dem Vergleich mit diesem Ergebnis folgt, daB der frag-
liche Festwert ¢ =1 ist, daB also 3) schon die vollstindige Gleichung
darstellt, die sich somit einfach aus der Kraftgleichung ableiten 1a8t.
Weiter wird aus 3) mit K=mq

v=aVﬁ,..........3a)

woraus sich der Endlauf bei der gleichférmig beschleunigten

Bewegung ergibt, fir den der Festwert nach fritherem J2 ist.
Weiter folgt aus den Dimensionen des Anlaufes = q=[l{"%] mit

dem Festwert [
l
t=pg—, . . .. ... .. .8b
i >

also die Formel fiir die Fallzeit oder die Schwingungsdauer
eines Pendels mit naturgemaB verschiedenen Festwerten §. Weiter
diirfen wir auch an Stelle von 1b) mit einem Festwerte ¢

K=azw=;§1w )
schreiben, womit das quadratische Widerstandsgesetz § 56

Gl 11a) gegeben ist. Mit dem Flachendrucke p= K: F erhalten wir
darum weiter

]

v

-’i=:§ . 4a)

l

S|
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das Druckgefille in einem Rohre vom Durchmesser D als Folge-
rung des einfachen Kraftgesetzes, solange die Verluste der augen-
blicklichen mittleren Wucht der Stromung verhéltnisgleich anzusehen
sind. Wiren die Festwerte der vorstehenden Gleichungen 3) und 4)
nicht aus anderen Uberlegungen bekannt, so wiirde zu ihrer Bestim-
mung ein einziger Versuch geniigen, der unter gewissen Bedingungen
auch an einem (meist verkleinerten) Modell vorgenommen werden darf.

Sind nunmehr m’ und m” die Massen zweier Korper, d.i. eines
Gegenstandes und seines Modells, auf welche die Krifte & und &”
wirken, so bestehen die Gleichungen

@I J— m’:r'l [ [ml l/ t’—2] s @ ml’ rl’ [ /I lll'tll—‘J] X . 5)
oder &  wi  [mlrt-
& m'" T "R - 5a)

und im Falle geometrischer Ahnlichkeit der Kérpergestalten
und der einander zugeordnetén Verschiebungen unter Ein-
fiihrung der Dichten ¢’ und 4"

& [ A 1

v Ly

Fiir die hierin auftretenden Verhiltniswerte fiihren wir nun die
folgenden Bezeichnungen ein:

& m' o v t
:@—”:x, ———”=[u,, ?2/(9, F:l, — T .. 6)

m t”
und erhalten damit an Stelle von 5a) und 5b)
P=ul=92* . . . ... ...

als Ausdruck des allgemeinen Ahnlichkeitsgesetzes von Bertrand.
In demselben ist das Léngenverhiltnis 1 stets als gegeben anzusehen,
wahrend das Kraftverhéltnis » gesucht wird. Da die Gleichung noch
das Zeitverhédltnis v und das Massenverhdltnis u bzw. dasjenige der
Dichten ¢ enthélt, so sind zur Verwertung von 7) noch zwei weitere
dullere Bez1ehungen notwendig, welche den Bewegungsvorgang
kennzeichnen. Bewegen sich der zu untersuchende Korper und sein
Modell in derselben Umgebung, z. B. in Luft oder in Wasser
bzw. wie ein Schiff gleichzeitig in beiden, mit dem sie in Wechsel-
wirkung stehen, so ist damit auch das Dichteverhdltnis =1 ge-
geben. Da auBerdem die von beiden Korpern hervorgerufenen Be-
wegungen in der Umgebung dem gemeinsamen EinfluBl der Erdschwere
unterliegen, fiir welche der Erdanlauf g maBgebend ist, so haben

wir hierfiir g= [l’ t/._g] — [l” t” —‘3] ,

d. h. als Bedingungsgleichungen
d=1, =i, .. ... .... 8

. 5b)
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wonach z. B. alle einfachen Fadenpendel einander mechanisch
dhnlich sind. Das Kraft- und Massenverhiltnis folgt alsdann mit 7)

x=u=2A,. ... ... ... 8a)
sowie das Laufverhidltnis
ﬂ:g,—,=[l't"1]:[l”t”‘1]=h‘1=ﬁ.. . . . 8b)

Aus diesen schon von Froude aufgestellten und bei seinen Ver-
suchen mit Schiffsmodellen in einer Versuchsrinne benutzten Be-
ziehungen, welche auf eine Verhéltnisgleichheit der Kraftaufwinde
mit den Rauminhalten und der Laufwerte mit den Wurzeln aus der
Lénge hinausliuft, lassen sich leicht noch folgende Beziehungen ab-
leiten. Es ist zundchst nach 8b)

2 ,2 7”2
v v
/37:1, d. h. 7‘:7,—:06, e e " e . 80)
wo « einen Anlauffestwert bedeutet und das Verhdltnis der
Drehwerte

—1
v=0o"10"=1t":1'=¢"1=21"* . ... . 8d)

Weiter erhalten wir fiir das Arbeitsverhdltnis ¢ und das
Leistungsverhéltnis ¢

z
2

p=xdi=2A, w=uxf=121° .. ... . 8e)
sowie fiir das Druckverhiltnis
n=pip"=xl"=1.. . . .. ... 8f

Diese Beziehung ist in bezug auf das Wasser, dessen Druck im
geraden Verhiltnis zur Tiefe wichst, ohne weiteres erfiillt, nicht
aber fiir Luft in der Umgebung der beiden Kérper, die bei gleicher
Dichte auch denselben Druck besitzt. Der hierin liegende Wider-
spruch erledigt sich indessen dadurch, daB es bei der Bewegung eines
Korpers in seiner Umgebung nur auf die durch die Bewegung selbst
hervorgerufene Druckdnderung ankommt, die wie auch bei Wasser
mit v?:2g also in demselben Schwerefeld mit »%, d. h. mit =1
in Ubereinstimmung mit 8f) wichst. Dagegen ist darauf hinzuweisen,
daB die geometrische Ahnlichkeit der Vergleichskorper streng ge-
nommen auch die gleiche Beschaffenheit der Oberflichen, d. h.
gleiche Rauhigkeit voraussetzt, die durch den Zahlenwert { in Gl (4a)
dargestellt wird. In der Nichtbeachtung dieser Forderung ist die
Ursache fiir gelegentliche unbefriedigende Ergebnisse des Modell-
versuches zu suchen. Haben wir es mit Reibungswiderstinden R
zu tun, welche nach der Formel R= fN der Normalkraft an der
Beriihrungsstelle verhéltnisgleich sind, so muB fiir beide Korper unter
sonst gleichen Umstinden auch die Reibungsziffer denselben Wert
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haben, was wiederum auf eine gleiche Oberflichenbeschaffenheit beider
hinauslduft.

1. Beispiel. Soll zur Ermittlung der Maschinenstirke eines Schnell-
dampfers von 200 m Linge mit einem Lauf von 20 Knoten, d. i. rd.

v/ =10 msec—%, ein Modell von 4 m Lange benutzt werden, so ist 4=200:4 = 50
und daraus mit einem Modellwiderstand von 1 kg

B=V50=17,07, x=>50°=125000,
v’ =10: 8= 1,415 msec™?, P’ == P" =125000 kg
und die wirkliche Schraubenleistung
N=P'v'=1250000 mkgsec—* = 16700 PS.

Da das Verhiltnis der Drehwerte der Schrauben

v=A T =1 T=1:8=0,1415

betriigt, so miissen bei einer Umlaufszahl der Schiffsschraube von n' — 100
i. d. Minute, die Modellschraube

W =nv=n'f=n}50 =707
Umldufe i. d. Minute vollziehen.

2. Beispiel. Ein Flugzeug mit einer Fliigelbreite von 16 m, mit einer
Fliigeltiefe von 2 m, also 32 m? Tragfliche, soll bei einer Fahrt von
v/ = 126 km/st = 35 msec™* einen Auftrieb von A4’ = 1600 kg besitzen, dem
ein Fliigeldruck p’= 50 kg/m? entspricht. Das entspricht an einem Modell von
32-4 =128 em? Tragflache, d. h. mit 1 =50, #=17,07, » =125000 wie oben

V" =385:7,07=4,95 msec~!, 4" =1600:125000 = 0,0128 kg = 12,8 g,
p’'=9p":4=0,1 glem?.
Da ein so leichtes Modell von diesen Abmessungen sich nicht ausfiihren 148t,
so wird es unter Wahrung der geometrischen Ahnlichkeit ohne Riicksicht auf
das Gewicht kriftig gebaut und im Windkanal derart aufgehingt, da8 man
den Auftrieb 4” und den Riicktrieb R” an Wigevorrichtungen ablesen kann.
Ergibt sich z. B. mit v” ein Riicktrieb von R” =1,5 g = 0,117 4”, so haben wir

dasselbe Verhéltnis auch am Flugzeug selbst zu erwarten, also einen Riicktrieb
und eine Schraubenleistung von

R'=187kg und N’= R’v = 6550 mkgsec—! = 87,5 PS.

§ 58. Unvollstindige mechanische Ahnlichkeit. Vollziehen sich
die Bewegungen des zu untersuchenden Gebildes unter der Wirkung
einer Federkraft, so entspringt diese einer Flichenkraft p, welche
wiederum der relativen Forménderung derart verhéltnisgleich ist, daB

p=EAl:1,

worin die Federungszahl E einen mit dem Stoffe wechselnden
Festwert von den Dimensionen einer Flichenkraft darstellt. Da nun
durch die Forménderung die Ahnlichkeit des Gebildes und seines
Modells nicht gestort werden darf, so miissen beide dieselbe relative
Forménderung 417:1 besitzen, und wir erhalten als mechanische Ahn-
lichkeitsbedingung

n=p :p"=E:E"=¢. . . . ... . 1)
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und wegen K=pF oder
x=nl=el®. . . .. .. ... la)

Wenn wir von der Dampfung absehen, spielt auch der EinfluB der
Umgebung keine Rolle, so da hier die Forderung gleicher Dichte
fir die Gebilde und sein Modell wegféllt. Es bleibt nur noch das
durch 7) des vorigen Abschnittes gegebene Ahnlichkeitsgesetz der Trig-
heitswirkung zu erfiillen, das mit 1a) nach Ausschaltung von » auf

=92 oder tle=aV9,. . . . . . 1b)
und darum
Bod=e. . ... ... ... lo

filhrt. Vollzieht sich die Forménderung ganz oder teilweise unter
der Wirkung von Gewichten, also der Schwere, so gilt dies auch
vom Modell, und wir erhalten wegen des fiir beide gleichen Erd-
anlaufs g die Bedingung

T=A .. ... .2
die mit 1b) zusammen

e=dr. . . . . . .. .. . 2a)

ergibt. Wir sind also in diesem Falle nicht mehr frei in der Wahl
des Lingenverhiltnisses, welches vielmehr durch die Baustoffe des
Korpers und des Modells selbst bedingt sind. Im Sonderfalle gleicher
Baustoffe erhalten wir e==9 =1 und daher auch

't::.l:ﬂ:l,. . . - - . . . . ° 2b)

also einfach eine Kongruenz beider Ko6rper, womit sich das Modell-
verfahren erledigt. Um den EinfluB verschiedener Baustoffe zu iiber-
sehen, schalten wir die folgende kleine Tafel ein. Es ist fiir

Stahl Aluminium hartes Holz

E=21.10° 7.108 1-10°% glem?,

og= 1,8 2,5 0,78 g/cm?,
woraus sich nach 5a) die Léngenverhiltnisse
Stahlkérper . & 21-25 — 096

Aluminiummodell © °~ ¢ 7.78 7’
Stahlkorper P 21.0,78 a1
Holzmodell * 9 1.8 7

ergeben, die jede Anwendung der Modellregel praktisch ausschlieBen.
Wollen wir also das Verhalten eines federnden Gebildes trotzdem an
einem Modell untersuchen, so hat es jedenfalls keinen Zweck, das
letztere in einem andern Stoff herzustellen, wie das Gebilde selbst.
Auflerdem aber miissen wir die Gewichtswirkung vorldufig von der
Modellpriifung ausschlieBen, wovon in erster Linie die Forminde-
rungen durch das Eigengewicht betroffen werden. In einem solchen
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Falle haben wir es mit einer unvollstdndigen mechanischen
Ahnlichkeit zu tun, wie sie uns streng genommen schon an dem
Flugzeugmodell im 2. Beispiel des letzten Abschnittes begegnete, an
dem das der Ahnlichkeit entsprechende Modellgewicht aus Her-
stellungsgriinden nicht eingehalten werden konnte und durch eine
Aufhdngung ausgeschaltet wurde. Derartige Schwierigkeiten stellen
sich auch ein bei der Priifung eines Korpers, der wie ein Briicken-
trager zum groBen Teile aus lotrechten Blechen besteht, deren Dicken
im Modell zu unausfiihrbaren Kleinheiten zusammenschrumpfen. Wéhlt
man alsdann allgemein fiir die wagerechten Querabmessungen einen
andern Mafistab 1, als fiir die Léngs- und HéhenmaBe 4,, so hat
man an Stelle von 1a)

x=€ldy . « o . . . . . .. 3)
und fiir das Massenverhiltnis
u=2A2% . .. .. . ... . 3a)
zu setzen, wihrend das allgemeine Ahnlichkeitsgesetz jetzt lautet
xt?=ud=4%2,9 .. . . .. .. 3D

Nach Einsetzen von 3) und 3a) folgt hieraus unter Wegheben des
Quermaflstabes A, wieder
ett=A1% . . ... ... .. 3¢

im Einklang mit 1b), womit auch der Laufmafstab § nach 1c¢) un-
verindert bleibt. Die durch zwei verschiedene Lingenmal3-
stibe gestorte geometrische Ahnlichkeit &ndert somit nichts
an der mechanischen Ahnlichkeit, sofern nur von der Wir-
kung der Schwere abgesehen wird?).

Beispiel. Wihlen wir fiir eine Briicke und ihr Modell aus gleichem Bau-

stoff den LingenmaBstab 1, = 100, den BreitenmaBstab 1, =20, so ist nach
3), 3a), 3¢) und 1) mit e =39 =1

x=2.103, p=2-10°, =100, w=1.

Daraus erhellt der groBe Unterschied des Kréfteverhdltnisses, welches denen
der Belastung entspricht, von dem fiir die Gewichte der Briicke und des Modells
maBgebenden Massenverhéltnis bei gleichen Spannungen. Das Zeitverhéltnis
bestimmt schlieBlich auch dasjenige der Schwingungsdauer der Briicke zu der
des Modells.

1) Fiir weitere Fille unvollstindiger Ahnlichkeit vgl. M. Weber: Grund-
lagen der Ahnlichkeitsmechanik und ihre Verwertung. Jahrb. Schiffsbaut. Ges.
1919.
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Pfanne 197.
Poinsot-Ellipsoid 174, 177.
Polyederregel v. Euler 84.
Polbahn, bewegliche 53, 175.
— feste 53, 177.
Polbahnformen 177.
Polbahnkegel 52, 176, 177.
Potential 6, 75, 252.
— der Schwere 136.
—, vieldeutiges 79.
Potentialfliche 76.
Potentialgefille 75.
Prizession 179.
— der Erdachse 203.
—, pseudoreguldre 195.
—, reguldre 116, 189.
Prall 102, 257.
Prismenpaar 54.

Quelle 79.
Quellenfeld, wirbelfreies 79.

Rad, Bewegung eines 212.
Radiallauf 13. )
Rechtflach (Tragheitsmoment) 138.
Rechtsabweichung der Geschosse 202.
Reduz. Momente 111.

— Pendelldnge 158.

293

Regelung von Kraftmaschinen 161.

Regler (Maschinen-) 30, 166.

Reibung 199.

— der Gase 279, 281.

Reibungsgleichgewicht 86.

Reibungskegel 90.

Reibungswinkel 90.

Reibungsziffer 282.

Relativbewegung eines Punktes 16.

— im Raum 38.

Relativlauf der Molekiile 277.

Relativititsprinzip, mechanisches 42.

Resonanz 231.

Richtkreisel 232.

— von Foucault u. Foppl 235.

Ringquerschnitte (Schwerpunkt und
Trigheitsmoment) 132

Rollbewegung des Kreiselschiffes 229.

Rolle 262.

Rollkreisel 207, 212.

Sanduhr 100.

Sauerstoff 267, 282.

Segelflug 169.

Seilwelle 284.

Seitensteuer 170.

Senke 79.

Silo 97 (Druckverteilung in Getreide-
silos).

-— Auslaufen eines Silos 99.

Sonne 63, 206.

Spez. Wirme 268.

Schallauf 267.

Schaufelrider 214.

Scheibe, Bew. Gl. 254.
Schichtfliche 76.

Schichtlinie 92.
Schiffsmaschinenbau 118.
Schiffskreisel 227.
Schiffsschwingungen 231.
Schlingerfehler 155, 245.
Schleudermoment starrer Koérper 123,
Schmiegungsebene 6.
Schnelldampfer ,,Deutschland 117.
— — (Modellversuch) 287.
Schrinkungswinkel 110.

Schraube, scharf und flachgéingig 91.
Schraubenachse des Korpers 61.
Schrauben am Heck 214.
Schraubenfliche 37.
Schraubenfahrzeug 214.
Schraubenlinie 36.

Schraubenpaar 54.
Schraubensteigung 37.

Schraubung 61.

Schubspannung 281.

Schwere, allgemeine 78.
Schweremessungen 140.
Schwerpunkt 74, 103.
Schwerpunktswagen 144.
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Schwingungen des Pendelkreisels 229.

— gedidmpfte eines Pendelkreisels 225,

Schwingungsdauer eines Pendels 284.

Schwingungszeiten von Schiffskreiseln
228.

Schwungarm 128, 132.

Schwungellipsoid 128, 131.

Schwungmomente 107.

— starrer Korper 123.

— Ermittlung 130.

Schwungrader 140.

Stibe bei Fachwerk 82.
Stabilitdt der Freifahrzeuge 167.
— des Kegelfadenpendels 159.
— eines Kreiselschiffes 232.
— rot. Korper 153.

Stahl 282.

Stampfen von Schiffen 229.
Starrer Korper, Bew. Gl. 256.
Statik 66.

Stat. Auswuchtung 143.

— Moment, Ermittlung 130.
Statistische Mechanik 263.
Stellzeug 164.

Steigung der Schraube 91.
Stickstoff 267, 282.

Stokes, Satz von 77.

StoBzahl der Molekiile 278.
Strahlanlauf 13.

Strahllauf 13.

Stromung eines Gases 274.
— von Fliissigkeiten 271,

—, langsame eines Gases 282.
Stromrohre 272.

Tachometer 161.

— mit offenem und gekreuztem Ge-
stéinge 32.

Taylorsche Satz 280.

Teildruck eines Gases 266.

T emperaturgleichgewicht 265.

Tensor 149.

Tiefensteuer 233.

Torpedo 167.

—, Geradlaufvorrichtung 234.

Trigheitsellipsoid 128, 131.

Tragheitsmoment 107.

Trigheitsmomenten, Ermittlung von
130.

Trigheitsradius 128, 131.

Trigheit starrer Korper 123.

Trichterartige Umdrehungsfliche 19.

Umdrehungsellipsoid 135.
Umdrehungskegel 133.

Sachverzeichnis.

Umdrehungskorper 153.

— und -flachen 131.

— Inhalt 131.

Umlauf 13.

UmschluBpaare 54.

Ungeordnete Bewegung eine Menge 263.
Unterseeboot 167.

Van der Waals, Gl. v. 268.

Variation 260. ‘

Variationssitze der Mechanik 248.

Verénderliche Massen 253.

Verbindungen, Molokularwiarme 269.

Verschiebungen im Innern lockerer
Massen 98.

Verstellungskraft 162.

Verwindungsflichen 170.

Vierkurbelmaschinen (Massenausgleich)
114, 122.

Vierkurbelmaschine, symmetrische 115.

Viertaktmaschine 121.

Virial einer ungeordneten Bewegung
264. .

Virtuelle Verschiebungen 81.

— Verschiebung, Satz von der 81.

‘Wirme als Bewegungserscheinung 268.
— spez. 268.

Wirmeinhalt 273.

Wirmeleitung der Gase 279.
Wirmeleitzahl 280.

Wirmewert d. Arbeit 268.
Wasserstoff 267, 282.

Wegkurve 4.

Weglinge, freie 278.

Weltwert 78.

Widerstand, quadratischer 283, 287.
Wirbel 77.

Wirbelfreies Quellenfeld 79.
Wirkung, Satz der kleinsten 260.
Wirkungsgrad der Schraube 90.
Wucht einer ungeordneten Menge 264.
Wucht im Kurbeltrieb 119.

Zentralachse 72, 88, 91.
Zentralanlauf 78.

Zentralbewegung 14.

Zentralellipsoid 143.

Zentrifugalkraft 141.
Zentrifugalmoment starrer Korper 123.
Zirkulation 77, 79.
Zustandsgleichungidealer Gase 265,271.
Zwang 250.

— Satz des kleinen Zwanges 262.
Zwangsanlauf 16.

Zwangsbewegung 16.
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