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Vorwort. 
In dem nunmehr vorliegenden zweiten Teil der Mechanik starrer 

Gebilde, welcher den raumlichen Erscheinungen gewidmet ist, habe 
ich mich von denselben Gesichtspunkten wie bei der Abfassung des 
ersten Teiles leiten lassen. Auch die Bezeichnungen und Abkurzungen 
fur bekannte Begriffe, die in den Besprechungen der Mechanik ebener 
Gebilde einen breiten Raum einnahmen und aIle Stufen zwischen 
ruckhaltloser Zustimmung und volliger Ablehnung durchliefen, habe 
ich beibehaIten. DaB ein Bediirfnis nach Ersatz mancher recht schwer
fiilliger Ausdrucke vorhanden ist, wurde nirgends geleugnet, und 
damit war die Berechtigung zu meinen Vorschlagen wohl gegeben, 
denen von anderer Seite jedenfaIls nichts Nennenswertes gegenuber
gestellt wurde. Ich kann die weitere Entwicklung dieser Angelegenheit 
demnach der Zukunft anheimsteIlen und will hier nur noch bemerken, 
daB ich im Gegensatz zu anderen Schriften iiber Mechanik, aber in 
Dbereins~immung mit dem aIlgemeinen Sprachgebrauch das Wort 
"Kreisel" nur fUr achsensymmetrische Gebilde verwende, nicht aber 
fur den urn einen Punkt drehbaren starren Korper von beliebiger 
Form und Massenverteilung. 

Fur die raumliche Mechanik ist naturgemaB die Vektorrechnung 
von viel groBerer Bedeutung wie fur die ebene; sie hat daher \tuch 
in dem vorliegenden Teil eine umfassende Verwendung gefunden. Da 
zur rechnerischen Verwertung der Ergebnisse die iibliche Koordina
tenschreibweise nicht entbehrt werden kann, ist fur aIle wichtigen 
Formeln auch diese angegeben, womit die wechselseitige Dbertragung 
gesichert und einer bloB formalen Handhabung vorgebeugt sein durfte. 

Die Einteilung des Stoffes der raumlichen Mechanik in Kinematik, 
Statik und Dynamik entspricht ganz der ebenen, wobei aus der 
Trennung beider Gebiete gelegentlich befurchtete Wiederholungen 
recht wohI vermieden werden konnten. In der Auswahl der Beispiele 
bin ich erheblich weiter gegangen, als dies in den Schriften uber tech
nische Mechanik iiblich ist, und habe mich auch vor der Aufnahme 
geophysikaIischer und kosmischer Probleme wie im erst en Teile nicht 
gescheut. Die sog. Minimalprinzipe der Mechanik habe ich im Verein 
mit den Lagrangeschen Gleichungen fur die Freiheitsgrade der Be
wegung im Ietzten Buche behandelt und besonders ihren inneren Zu-
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sammenhang unter Zuhilfenahme von Beispielen hervorgehoben. Daran 
habe ich, um Ingenieuren einen Einblick in die kinetische Theorie 
der Materie zu geben, einen kurzen Abschnitt iiber statistische Mechanik 
angegliedert und das Ganze mit einem AbriB der Ahnlichkeitslehre 
abgeschlossen. 

Der vorliegende Halbband ist natiirlich fUr mathematisch hin
reichend vorgebildete Leser unter Voraussetzung der Kenntnis mecha
nischer Grundbegriffe auch ohne den ersten Teil verstandlich. Immerhin 
wird sich vor der Inangriffnahme der raumlichen Mechanik die Durch
arbeitung der Mechanik ebener Gebilde empfehlen, in der nicht nur 
die erwahnten Grundbegriffe entwickelt, sondern auch eine Fiine von 
einfacheren Anwendungen gegeben werden, welche dem Leser sowohl 
das Eindringen in die verwickelteren Raumvorgange erleichtern, als 
auch die dafUr notwendige Vertrautheit mit den Gedankenvorgangen 
und Rechnungsverfahren vermitteln. 

Danzig-Langfuhr, im Mai 1926. 
H. Lorenz. 
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Erstes Buch. 

Kinematik raumlicher Gebilde. 

I. Die freie Bewegung eines Punktes im Raume. 

§ 1. Bahn und Laufvektor eines Punktes. Der geometrische 
Ort der stetig aufeinander folgenden Lagen eines bewegten Massen-
punktes, seine sog. Bah n, ist im Z 
allgemeinen eine Raumkurve. 
Zur Bestimmung derselben bedarf 
es eines raumlichen Gebildes, Z. B. 
einer Ecke aus drei zueinander 
senkrechten Ebenen von an sich 
willkiirlicher Lage im Raum selbst. 
Sind x, y, z die augenblicklichen 
Abstande des bewegten Punktes P, 
Abb. 1, von den Ebenen dieser 
Ecke und r der Fahrstrahl von 
dem als Anfangs- oder Bezugspunkt 
gewahlten Schnittpunkte 0 der drei 
Bezugsebenen, so ist zunachst 

y 

Zrdz 

x xrdr 

Ahh.l. 

1) 

Bei der Bewegung erleiden diese Abstande im Zeitelement d t die ele
mentaren Anderungen dx, dy, dz und dr, die wir mit dem Bahn
element ds als seine Verschiebungen bezeichnen wollen. Mit dem 
Richtungskosinus x, 2, f-l der Bahntangente gegen die als Achsen ge
nommenen Schnitte der Bezugsebenen ist alsdann 

dx=xds, dy=2ds, dz=f-lds,.... 2) 
oder 

x dx + 2dy + f-ldz=ds } 
dx2 + dy2 + dz2 = ds2 , . . . 2a) 

wodurch die Bahnverschiebung ds als ein Vektor gekennzeichnet 
ist, der auBerdem als Vektorunterschied zweier benachbarter Fahr-

Lorenz, Techn. Physik 1,2. 2. Auf!. 1 



2 Die freie Bewegung eines Punktes im Raume. 

strahlen r und r + dr erscheint. Wir haben demnach mit drei Einheits
vektoren ax' ay, az auf den Achsen fUr das Bahnelement in Vektorform 

dr=axdx+aydy+azdz, ....... 2b) 

worin dx, dy, dz als die skalaren Betrage der Achsenanteile des 
Vektors dr auftreten, wahrend ds den Betrag von dr selbst darstellt. 

Durch Division der vorstehenden Formeln 2) mit dem stets ska
laren Zeitelement dt erhalten wir zunachst die Geschwindigkeit 
oder den Bahnlauf 

ds . 
-=s=v 
dt 

bzw. dr . ) 
Tt=r=tJ ...... 3 

ebenfalls als Vektor mit der Richtung der Bahntangente, so 
zwar, daB 

. dx 
x=-=xv, 

dt 
if= dy =2v, 

dt 
. 3a) 

die Achsenteile oder Geschwindigkeitskomponenten sind, 
welche die aus 2 a) hervorgehenden Bedingungen 

xx+2if+,uz=v } 
.~ + ·2 +·2 2········ 3b) X" Y z =v 

erfiilIen. DafUr konnen wir auch in Vektorform schreiben 

r=axx+ayif+azz, ........ 3c) 

worin jetzt die x, if, z die skalaren Betrage der drei Laufvektoren 
in den Achsenrichtungen darstellen, wahrend v den Betrag des Bahn
laufvektors i bedeutet. Wir konnen demnach den Laufvektor 
stets in drei zueinander senkrechte Teilvektoren eindeutig 
zerlegen, wenn deren Richtungen durch ein Achsenkreuz 
vorgeschrie ben sind. Sind umgekehrt drei zueinander senk
rechte Laufvektoren vorgelegt, so konnen dieselben ein
deutig zu einem Gesamtlauf vereinigt werden. 

Ebenso konnen natiirlich auch ein oder mehrere zueinander ge
neigte Laufvektoren i', r"... mit den Betragen v', v" . .. und den 
Richtungskosinus x', 2', ,u'; x", X', ,u" ... in einem Achsenkreuz x, y, z 
gegeben sein, deren jeder nach den vorstehenden Formeln in drei 
AchsenteiIe eindeutig zerfallt. Da nun alle in dieselbe Gerade fallen
den Strecken algebraisch addiert werden diirfen, so gilt dies auch 
fUr die gIeichgerichteten Laufteile, so daB wir fiir den Gesamtlauf r 
zweier Laufe i', i:" mit den Achsenteilen X, if, z auch erhalten 

x = x' + x" = x' v' + x" v" 1 
if = if' + iJ" = X v' + x' v" . 
Z = Z + z" = ,u'v' + ,u" v" 

. . . . . . 4) 

Daraus foIgt aber nach Erweiterung mit den Richtungskosinus x, 2, ,u 
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des Gesamtlaufes v und Addition, sowie durch Quadrieren und Ad
dieren der drei Formeln 4) mit Riicksicht auf 3b) 

v' (x' x + 2' 2 + ft' ft) + v" (x" x + 2"2 + ft" ft) = V 

V'2 + v" 2 + 2 v'v" (x' x" + 2' 2" + ft' ft") =v2, 

oder unter Einfiihrung der Winkel (v', v); (v", v); sowie (v', v") 

v' cos (v', v) + v" cos (v",.v) = V } 
V'2+V"2_f-2v'V"COS(V',V")=V2 ' ..... 4a) 

wonach der Gesamtlauf zweier Einzelliiufe sich als die Summe 
der Projektionen der letzteren auf seine Richtungslinie 
oder die SchluBlinie des aus ihren Einzelliiufen durch geo
metrische Aneinanderreihung gebildeten Dreiecks ergibt. 
Da die beiden Laufvektoren i', iff mit den Betriigen v', v" in eine 
Ebene fallen, so liegt auch der aus ihnen gebildete Gesamtlauf in 
derselben Ebene. Fiigt man noch einen dritten Lauf i'" bzw. v'" 
hinzu, so kann dieser mit dem aus den ersten beiden Laufvektoren 
gebildeten Lauf zu einem neuen Gesamtvektor vereinigt werden, 
der aber jetzt aus der Ebene der ersten beiden im allgemeinen 
heraustritt. Man erhiilt so durch Vereinigung einer beliebigen Antahl 
von n EinzelIiiufen die Verallgemeinerung der Formeln 4a) 

i=n i,k=n 

.1) vi cos (vi v) = v, ;EvivkCOS(Vi,Vk)=V2, . ... 4b) 
i=l i,k=l 

oder in Vektorform 
i=n 

i=.1)ii' .. 4c) 
i=l 

Man erkennt, daB wegen ViVicOS(Vi,Vi)=Vi2 die zweite Summe 
in 4 b) nicht nur aHe Quadrate der Einzelvektoren, sondern auch mit 
ViVk cos (Vi,Vk) = vk Vi cos (vk, v.) aIle Doppelprodukte enthiilt, von 
den en in der zweiten Gleichung 4 a) nur eins erscheint. Die einzelnen 
Glieder der zweiten Formel 4 b) sind demnach nichts anderes als 
skalare Produkte ii i k , die im Gegensatz zu den geometrisch zu addie
renden· Vektoren der ersten Formel 4 c) algebraisch sich summieren. 
Nach G1. 4 b) und 4c) erscheint somit der Gesamtlauf als die 
SchluBlinie des aus den Einzelliiufen durch geometrische 
Aneinanderreihung gebildeten riiumlichen Vieleckes. 

Die von dem bewegten Punkte durchlaufene Raumkurve ist stets 
als Schnitt zweier Oberfliichen 

Fl (x, y,z) = 0, 5) 
aufzufassen. Gelingt es, aus diesen beiden Gleichungen eine lineare 
abzuspalten, welche bekanntlich eine Ebene darstelIt, so kann die 
Bahn des Punktes auch als Scbnitt dieser Ebene mit einer der beiden 
Oberfliichen 5), also als eine ebene Kurve, betrachtet werden. Die 
daraus hervorgehende ebene Bewegung erscheint somit als Sonderfall 
der allgemeinen Bewegung im Raume und ist schon im ersten Teile 
dieses Werkes ausfiihrlich behandelt worden. 

1* 



4 Die freie Bewegung eines Punktes im Raume. 

Da nun jeder Lage des Punktes auf seiner Bahn eine bestimmte 
Zeit zugeordnet isb und auBerdem der Punkt zu einer bestimmtenZeit 
sich nur an einer Stelle befinden kann, so sind seine Abstande x, y, z 
im Achsenkreuz eindeutige, stetige, voneinander unabhangige Zeit
funktionen 

y = f2 (t), z=f~(t), . ...•. 5a) 

die man auch zeichnerisch als sog. Wegkurven darstellen kann. 
Man erkennt ohne weiteres, daB durch Ausschalten der Zeit taus 
dies en Formeln wieder die beiden Gl. 5) der Babnkurve erhalten 
werden. Schaltet man dagegen die Zeit taus je zweien der For
meln 5a) aus, so ergeben sich drei Gleichungen von der Form 

gl(X,y)=O, g2(Y'Z)=O, gs(z,x)=O, ...• 5b) 

die nichts anderes als die drei Risse der Bahn auf die Ebenen des 
Achsenkreuzes darstellen. Jedem solchen Risse gehort aber eine 
Zylinderflache zu, dessen Mantelgerade dazu normal steht, so daB 
also die Bahn auch als Schnitt je zweier dieser Zylinder aufgefaBt 
werden kann. An Stelle der Zeit t hatten wir auch jede andere 
skalare GroBe, z. B. die Bogenlange in 5a) einfiihren konnen, durch 
deten Ausschaltung sich dann eben falls wieder die Formeln 5) oder 5 b) 
ergeben wiirden. Wir diirfen demnach, da der Fahrstrahl t der Bahn 
in Vektorform durch 

t = ax x + ay y + az z 
bestimmt ist, an Stelle der Bahngleichungen 5 a) auch 

t= a.Jl (t)+ ay f2 (t)+ aJs(t) ....... 5c) 

schreiben. Die Stetigkeit der Funktionen 5 a) erlau bt weiterhin deren 
Entwicklung in je eine Potenzreihe, was dann auch fUr den Fahr
strahl 5 c) zulassig ist, so zwar, daB 

+ t (.) + t2 
( •• ) + tS 

( ••. ) + x = x() 1! x 021 x 0 31 x 0 ... 

+ t (.) + t2 
( •• ) + t3 

( ... ) + 
y = Yo 1! Yo 2! Y 0 3! Yo'" 

+ t (.) + t2 
( •• ) + t3 

( ••. ) + z = Zo 1! z o· 2! Z 0 S! z 0 ... 

. 6) 

+ t (.) + t2 
( •• ) I t3 

( ••• ) + t=To ilto 2! t013! to ... 

Daraus folgt, daB die Lage eines Punktes fiir jeden Zeit
punkt durch seine Anfangslage und samtliche derselben 
7ugehorigen Ableitungen der Abstande x, y, z nach der Zeit 
gegeben ist. 1st dagegen auBer der Anfangslage der Lauf i: mit 
seinen Achsenanteilen X, y, z als Funktionen der Abstande x, y, z selbst 
vorgelegt, so hat man in Vektorform mit q/ d t = d q;, q;" d t = d q;' 

r=q;(r), t=q;'(t)i:=q;'(t)q;(r) I 
"i;" = [q;" (t) q; (t) + q;'2 (t)]t = q;" (t) q;2 (t) + q;'2 (t) q; (t) . 6a) 

usw. 
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Setzt man diese Ausdriicke in 6) ein, so erhellt, daB die Bewegung 
eines Punktes auBer durch seine Anfangslage auch durch 
die Abhangigkeit des Laufes von der Lage, oder aber, wenn 
nur noch dessen Anfangswert bekannt ist, durch die Ab
hangigkeit der zeitlichen Laufanderung von der Lage, d. h. 
durch das Anlauffeld bestimmt ist. Die Ermittlung der Bahn 
erfordert alsdann die Integration der Differentialgleichungen 

X=Q;l(X,y,Z), Y=Q;2(X,y,Z), Z=Q;3(X,y,Z), } 
.. , .. 6b) 

bzw. X=Xl (x,y,z), Y=X2 (x,y,z), Z = Xs (x, y, z), 

die auch durch Einfiihrung dieser Ausdriicke mit ihren Ableitungen 
in 6) ersetzt werden kann. 

§ 2. Del' Anlaufvektor. Die Vektoreigenschaft des Laufes t ge
stattet nicht nur die geometrische Zusammensetzung mehrerer Laufe 
zu einem Gesamtlauf, sondern nach dem Vorschlag von Mobius 
auch die Darstellung der stetig aufeinander folgenden in die Bahn
tangente fallenden Laufe 
eines Punktes durch ein 
Vektorbiindel von einem 
willkiirlich gewahlten An
fang 0 aus. Die ein
zelnen Laufvektoren die
ses der Bahn zugeordne
ten Biindels bilden dann 
offenbar ManteUinien ei
nes Kegels mit der Spitze 
im Anfang 0, ihre End
punkte dagegen eine 
Raumkurve, die man 
zweckma/3ig als Lauf
linie oder nach Hamil
to n weniger gliicklich 
a~ Hodograph b~ 
zeichnet. 

Zwei einander be
nachbarte Laufvektoren 
1: und i + dt bilden 
daher mit dem zuge
horigen Element der 
Lauflinie dt ein unendlich 

i 

~-----+--~~--~f 

Abb.2. 

kleines Dreieck, Abb. 2, in dem 

dr=rdt .. 1) 

im allgemeinen von der Richtung des Vektors r selbst abweicht. 
Daraus geht hervor, daB auch der Ausdruck 

.. dt d2 r ) 
r = dt = ~dt2 . . . . . . . . . . 1 a 
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einen Vektor darstellt, den wir als den Beschleunigungsvektor 
oder kiirzer als Anlaufvektor bezeichnen wollen. Da i selbst in 
drei Achsenanteile mit den Betragen X, y, i nach dem Ansatz 

i = ax x + ay if + az z · 1 b) 
zerfallt, so ist auch 

r=axx+ayii+azz, .1c) 

worin x, ii, z die Betrage der Anlaufteile in den Achsenrichtungen 
sind. Bei der freien Bewegung eines Punktes ist nun im allgemeinen 
das Anlauffeld durch seine drei Achsenanteile qx' qy' qz in jedem 
Punkte derart gegeben, daB 

x=q"" ii=qy' z=qz ....... 2) 
ist. Daraus folgt zunachst nach Erweiterung mit dx, dy, dz und 
Addition 

oder wegen x dx = xdx und xdx + ydy + zdi = vdv 

vdv=qxdx+qydy+qzdz . ....... 2a) 

Hierin ist die linke Seite sofort inte grab el, die rechte aber nur dann, 
wenn die Anlaufteile partielIe Ableitungen einer Funktion U, des 
sog. Potentials, sind. Mit 

au 
qx=-a;' 

wird dann aus 2 a) 

au 
q =---

y oy' 
au 

q =---
z oz 2b) 

au au au 
vdv = - - dx - - dy - - dz = - dU ax oy oz · 2 c) 

oder 
· 2d) 

Aus Abb. 2 erkennen wir weiter, daB mit dem Winkel d X zwischen 
zwei aufeinander folgenden Laufvektoren der Anlaufvektor in zwei 
zueinander senkrechte Anteile 

. 3) 

zerfallt, worin n und t die Einheitsvektoren der Hauptnormale und 
Bahntangente bedeuten (d. h. n'.l = t'.l = 1). Von diesen stent der 
Bahnanlauf q8 den Zuwachs des Laufes selbst dar und falIt damit 
in die Lauf- und Bahnrichtung des bewegten Punktes, wahrend qn 
sichtlich dazu senkrecht steht und darum als N ormalanlauf zu 
bezeichnen ist. Der Winkel dX ist aber auch die Neigung zweier 
benachbarter Bahnelementct, welche die Schmiegungsebene der 
Bahnkurve festlegen und den Kriimmungsarm e durch 

edx=ds=vdt ........ 3a) 

bestimmen. Damit aber wird aus 3) 
v'.l 

q =n-; 
" () 

...... 3b) 
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und wir erhalten fUr den Gesam tanlauf 

.. v2 dv 
t= qn+ q.=ne+t dt 

7 

4) 

oder nach Quadrieren wegen des Verschwindens des skalaren Pro
duktes zweier zueinander senkrechter Einheitsvektoren n t = 0 der 
Betrag des Anlaufvektors 

q=Yt2 = V(~2r+(~;r ....... 4a) 

Ebenso erhalten wir auch aus 1 c) durch Quadrieren mit 0 2 = 0 2 
'" Y 

=0 2 =1 0 0 =0 0 =0 a =0 z 'feY yz zx 

q= fiC? +j? +Z·2 . ......... 4b) 

Differenziert man ferner den Lauf 

. dt ds dt 
t = ds dt = ds • v 

nach der Zeit, so folgt 

t=d2~.V2+ dtdv. 
ds2 ds dt 

Man erkennt aus dem Vergleich mit 4), daB 

d2 t n dt 
ds2 e ds =t . . 4c) 

ist, so daB d2 t die Richtung der Hauptnormale der Kurve hat. D a 
die Bahntangente und Hauptnormale der Bahn ihre 
Schmiegungsebene bestimmen, so liegt auch der Gesamt
anlauf in derselben und hat insbesondere keinen Anteil in 
Richtung der hierzu senkrechten Binormale der Bahn. 

Zur analytischen Ableitung der Anlaufteile q. und qn gehen wir 
von der Gleichung fUr das Bahnelement ds 

aus und erhalten durch nochmalige Ableitung 

d2 s ds = d2 x dx + d2 y dy + d'2z dz 

oder nach Teilung mit ds dt'J und d2x = fidt2 usw. 

d2 s =fi~+ .. dY+zdz 
dt2 ds y ds ds' 

oder, da 
ds d2s dv 1 -=v, 

dt2 - dt I dt 

dx dY_ 1 dz l' -- =u, ds =fl ds ds- , 

5) 

. . • . 5a) 

5b) 

. 6) 
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unter ~, A, fl die Richtungskosinus des Bahnelementes bzw. 
Laufvektors verstanden, fur den Betrag des Bahnanlaufs 

des 

dv "+1"+" dt =~x Ay flZ. . .... 5c) 

Hiernach ergibt sich der Bahnanlauf durch Projektion der 
Achsenanlaufteile auf die Bahntangen1Je. 

Weiter erhiilt man durch Ableitung der Formeln 

dx dy dz 
dt =~v, dt =lv, dt = flv 

nach der Zeit 

.. dv+ d~ 
x=~- v-

dt dt' 
"_ldv+ dl 
y - dt v dt' 

.. dv+ dfl ) 
z=fl dt V(jj' 7 

und daraus durch Quadrieren und Addieren wegen G1. 4b) den Betrag 
des Gesamtanlaufes 

Hierin ist aber wegen 

~2+A2+fl2=(::)2+(:~)2+(:;)2=11' 8) 

~d~ +ldl+ fldfl=O 

womit das letzte Glied der G1. 7 a) verschwindet und ferner 
,,2 d,,2 + 22 d22 + fl2 d fl2 

=-2~d~2dl-22d2fldfl-2fldfl"dx, . 8a) 

so daB wir fUr die Quadrate des zweiten Gliedes rechts in G1. 7 a) 
setzen durfen 

(d~2 + d12 + dfl2)(~2 + 22 + fl2) 
=(~ d2 - 2d~)2 + (2 dfl- fl dl)2 + (fl d~ - ~ dfl)2. 8b) 

Unter EinfUhrung der Richtungswinkel (x, ds), (y, ds), (z, ds) des 
Bahnelementes durch 

~=eos(x,ds), ).,=cos(y,ds), fl = cos (z,ds) 

iat dann 

(x d)" -)., dx) = cos (x, ds) d (cos (y, ds)) - cos (y, ds) d (cos (x, ds)) 
= cos (x, ds) [cos (y, ds) - sin (y, ds) d (y, ds)] - cos (y, ds) [cos (x, ds) 

- sin (x, ds) d (x, ds)] = cos (x, ds) cos ((y, ds) + d (y, ds)) 
- cos (y, ds) cos ((x, ds) + d (x, ds)) , 
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worin cosd(x,ds)~l, sind(x,ds)~d(x,ds) bzw. cosd(y,ds)~l, 
sind(y,ds)~d(y,ds) gesetzt ist. Nach entsprechender Umformung 
der anderen Klammern wird dann aus Gl. 8 b) 

(dx'" + d),'" + dp"') 
= [cos (x, ds) cos ((y, ds) + d (y, ds) - cos (y, ds) cos ((x, ds) + d (x, ds))]? 
+ [cos(y ,ds) cos ((z, ds) + d (z, ds)) - cos(z,ds) cos ((y,ds) + d (y,dS)]2 + [cos (z, ds) cos ((x, ds) + d (x, ds) - cos (x, ds) cos ((z, ds) + d (z, ds)J2 

= sin? dX ~ dX2. ........ 8c) 

Damit aber wird aus Gl. 7a) mit ds=(!dX 

2_(dv)2 2(di )2_(dV)2" (V2)2 
q - dt + v dt - dt I e 

im Einklang mit Gl. 4 a) fiir den Betrag des Gesamtanlaufes. Wegen 

~~ = dds (::) = ~2S~ usw. . . . . ., 9) 

diirfen wir aber fiir 8) auch schreiben 

(~;r+ (::r+ (d:r= (~;r + (~~r+ (~2;r= (~~r= :2' 9a) 

9b) 

Setzen wir darin 

d2 x 
(! ds2 =ct, 

so stellen ct, fl, 7' die Richtungskosinus der Hauptnormale 
der Bahn dar, welche in der durch zwei benachbarte Bahn
elemente bestimmten Schmiegungsebene liegt und den 
Kriimmungsarm (! tragt. 

Dies driickt sich noch einfacher in Vektorform aus, wenn wir 
bedenken, daB die Ausdriicke 9) die Achsenanteile des Vektors 
d2 t: d S2 bedeuten. Alsdann haben wir an Stelle von 9 b) kiirzer 
mit Riicksicht auf 4 c) 

d2 t dt 1 
ds2ds =en t=O. 9c) 

Andererseits erkennen wir aus Gl. 8b) und 8c), daB dX: ds das 
Vektorprodukt dieser beiden GroBen ist, so daBwir auch mit Gl. 4c) 
schreiben darfen 

dX [d2 tdtJ 1 
Ii ds= ds2([i =e[nt], . . . 11) 

worin Ii = [n t] den Einheitsvektor der zur Schmiegungsebene 
senkrechten Binormale bedeutet. Damit ist die Bewegung 
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des Punktes als augenblickliche Drehung urn eine zur 
Schmiegungsebene senkrechte, durch den Krummungs
mittelpunkt gehende Achse gekennzeichnet, welche den 
Trager des zugehorigen Drehvektors X bildet. 

§ 3. Der Drehvektor und FHichenlauf. Hat der Fahrstrahl r 
des bewegten Punktes P vom Anfang 0 aus die Richtungskosinus 
cp, 1jJ, {}, so ist 

x=rcp, y=r1jJ, z=r{}} 

cp2 + 'ljJ2 + {}2 = 1 
1) 

Das Quadrat des Bahnelementes ist demnach 

z 

ds2 = dr2 + r2 (dcp2 + d1jJ2 + d1}2). . . . . 1 b) 

Bezeichnen wir nach Abb. 3 den 
elementaren Winkel zwischen den 
beiden aufeinanderfolgendenFahr
strahlen zu den Enden von ds 
mit dy, so ist 

ds2 = dr2 + r2 dy2,. 2) 
oder nach Vergleich mit 1 b ) 

dcp2+d'IjJ2+d1}2=dy2. 2a) 

Ebenso folgt aus 1 a) durch Er
~~,c:.:..>'--+-:,....-::I-....".....-~r weiterung mit cp, 'IjJ, 1} und Ad-

dition die Beziehung 
cpdx+'ljJdy+1}dz=dr. 1c) 

Abb.3. Fur diese Gleichungen durfen wir 
aber auch nach Division mit dt 

und Einfiihrung der Laufwerte und Drehwerte 

schreiben 

dr . dy 
dt = r, -=W 

dt 

v2=r~+r2w2 } 

cp x + 'IjJ Y + {}z = r ' 
ip2 + ip2 + {}~ = w2 }. 

cpq;+'ljJip+1}1}=O 

Hierin stellen nun offenbar die GroBen 

cp=w"" 

3) 

4) 

4a) 

..... 4b) 
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die Achsenanteile eines augenblicklichen Gesamtdrehwertes 
V = OJ des Fahrstrahls r dar, welcher nach der zweiten Formel 4a) 
senkrecht auf diesem steht. Daraus folgt also, daB allgemein der 
Drehwert OJ ein Vektor ist und als solcher geometrisch in seine 
Teile zerlegt oder aus diesen zusamrnengesetzt werden kann. Dieser 
Drehvektor, den wir in der Folge mit ttl bezeichnen wollen, steht 
ganz allgemein senkrecht zur Ebene, in der die Drehung 
erfolgt; seine Achsenanteile entsprechen also den Dre
hungen der Fahrstrahlrisse in den Ebenen des Achsenkreuzes 
und fallen somit in die Achsen selbst, urn welche die Einzel
drehungen erfolgen. 

Die drei Fahrstrahlrisse senkrecht zu den Achsen sind nunmehr 

r", = r h- 1jJ2, r y = r f1 - 'lfJ2 , r =rY1-rJ2 z 5) 

iiberstreichen in den Achsenebenen die Flachenelemente dF"" 
dFz' so zwar, daB 

dFx 1 (. .) 1 " . 1 di-='2 yz-zy ='2rX"')I1 

dFy 1 (. .) 1 ~ . ) 
dt-='2 zx-xz ='2ry ')12 j' . . . .. 6 

dF 1 (. .) 1 n' d/ ='2 xy-yx ='2 r:')I3 

wenn ')11' ')12' ')13 die zugehorigen Winkel von rx ' ry' rz gegen die 
y, z, x-Achse bedeuten. Sind ferner a, (3, r die Kosinus der Nei
gungswinkel der Normalen auf dem vom Fahrstrahl r selbst iiber
strichenen Flachenelement 

6a) 

so ist auch 

dFz=r dF . 6b) 

Dies liefert mit 5) eingesetzt in 6) 

n ( 2) . . . dF 2 1 r" 1'-1jJ ')I =yz - zY= 2 a-=ar OJ 
. 1 dt 

r2 (1- 'lfJ2)p2 = ZX - x z= 2 {3dF =(3r2 OJ 

dt j 
r2(1- f}2)P3 =xy- yx= 2 r ~~ =rr2 OJ 

. . . 7) 

und weiter durch Quadrieren und Addieren bzw. Addieren nach 
ErweitE"rung mit a, {3, r 

P1ll(1-1jJ2)2+ P22 (1-'lfJ?+p32 (1-f}2)2=OJ2 } 
aV1 (1 - <p2) + (3Y2(1 - 'lfJ2) + rY3 (1 _ f}2) = OJ • • • 7 a) 
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Danach setzt sich der Drehvektor w auch zusammen aus drei axialen 
Teilvektoren 

Y (1-'III2)=w 2 , y' 

Wy=w{J, 
Y 3 (1 - {J2) = w z' ) 

wz=wy J' 7b) 

die offenbar mit den 
derart, daB 

Teilvektoren 4 b) iibereinstimmen miissen, 

_ . _ dip _. ( 2) _ . _ dlfJ _. ( 2) 
W x -ip-di:- Y1 1-ip, Wy-'lfJ-Tt-Y'J 1-'IfJ , 

. d {} 
W z ={} = Tt = i'3 (1 _.1'}2) . . . . 7c) 

ist. Ausdriicklich sei bemerkt, daB die GroBen Y1 , Y2 , Y3 nicht als 
Achsenanteile des Drehvektors Y = w anzusehen sind. AuBerdem 
aber folgt durch Erweiterung der G1. 7) der Reihe nach mit x, y, z 
bzw. X, y, z und Addition 

WT,x+wyy+wzz=O } . + . +. . ' ....... 8) wxx Wyy wzz=O 

worin die erste Formel wegen 1) mit der zweiten Gl.4a) iiberein
stimmt. Der Drehvektor w steht demnach sowohl auf dem 
Fahrstrahl r als auch auf dem Bahnlauf v bzw. dem Bahn
element ds senkrecht, hat also die Richtung der Normale 
des vom Fahrstrahl iiberstrichenen FHichenelementes dF. 

Das ist aber die Eigenschaft des Vektorenproduktes aus dem 
Fahrstrahl r und dem Bahnlauf t, dessen Betrag durch v dargestellt 
ist, so daB wir auch an Stelle der G1. 7) die Vektorform haben 

r2 w=[rt]' .......... 9) 
woraus man, da r'J = r2 einen Skalar darstellt, ohne weiteres dio 
Vektoreigenschaft von W erkennt. Fiir die Formeln 7 a) diirfen wir 
demnach mit den Einheitsvektoren ax' ay, az auch schreiben 

w=axwx+aywy+azwz ....... 9a) 

und erhalten an Stelle der Bedingungen 8) fUr die Normalstellung 
des Drehvektors zum Fahrstrahl und zum Bahnlauf das Verschwinden 
der skalaren Produkte 

rIO = 0, tw=O .......... 9b) 

Das in Gl. 9) rechtsstehende Vektorprodukt ist weiterhin die Vektor
form des sog. Flachenlaufes dF: dt, dor somit selbst einen Vektor 
darstellt, wie sich schon aus del' Zerlegung des Flachenelementes dF 
in drei Achsenanteile ergibt. Die Richturig des Flachenvektors und 
des Flachenlaufvektors ist diejenige der Flachennormale und 
stimmt darum iiberein mit derjenigen des Drehvektors W. Fiir das 
Vorzeichen beider Vektoren ist offenbar der Drehsinn maBgebend, 
da sich entgegengesetzte Drehungen aufheben. Ais positive Dreh
und Flachenvektoren bezeichnen wir solche, welche mit der Normal
richtung eine sog. Rech tsschra u be liefern. 
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Bilden wir nunmehr das Vektorprodukt aus dem Fahrstrahl r 
und dem Drehwert IV, so ist nach 9) 

[ ] 1 [ . 1 1 ( . ~') r· rr . rlV =-- r[rr] =-- r·rr-r"r =---r. r2 r2 r2 

Da nun das skalare Produkt 
rr=rr 

ist, so wird daraus 

[] . r . 
IVr =r--r. 

r 

Hierin ist r: r del' Einheitsvektor des Fahrstrahls und r der Betrag 
des in seine Richtung fallenden Laufteils, des sog. Radial- oder 
Strahllaufs*), so daB wir auch haben 

r=':'r+[lVr] .......... 10) 
r 

Daraus erkennt man die Zusammensetzung des Gesamtlaufes aus dem 
Strahllauf und dem dazu senkrechten Dreh- odeI' Umlauf [IV r], 
del' somit als Vektorprodukt aus dem Fahrstrahl r mit dem 
Drehvektor IV erscheint und zu heiden normal gerichtet ist. 
G1. 10) stellt demnach nichts anderes als die Vektorfol'm del' Gl. 4) dar. 

§ 4. Del' Strahl- und Drehanlauf. Am Schlusse des letzten Ab
schnittes haben wir festgestellt, daB die elementare Verschiebung 
eines Punktes auch als Dl'ehung um eine zum Fahrstrahl und Lauf 
senkrechte Achse durch den Anfang angesehen werden durfte, worauf 
del' Begriff des Flachenlaufes beruhte. Differenzieren wir die Gl. 7) des 
§ 3 nochmals nach del' Zeit, so wird unter Beachtung von 6 h) ehenda 

.. .. d2F", d(r2w)+ ~ du 
yz-zy=2-W =a-a;t- r:w---at 

Z x - xZ= 2 d2 FlI =fJ d(r2w) +r2 W dfJ ) 
dt 2 dt dt ,. . . . 1 

.. .. 2 d 2 Fz _ d (r2 W ) + 2 d r 
xy - yx = dt 2 - r d-t - r w---at 

so daB also 

Daraus geht hervor, daB die rechten Seiten von 1) die Anteile eines 
neuen Vektors, des Flachenanlaufs, darstellen, del' nach 2) sowohl 

*) r ist also nicht etwa der Betrag des Geschwindigkeitsvektors i, da 
r = t·v ist. 
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auf den Fahrstrahl selbst, ~Is auch auf dem Gesamtanlauf senkrecht 
steht. Dasselbe ergibt sich au<;h aus der zweiten Ableitung von Gl. 9) § 3 

d(t21V)_[ "]+['2J_[ "J ) -di- - It t - It, . . . . . . . 2 a 

worin die linke Seite schon den Fliichenanlaufvektor bedeutet. 
Da nun der Gesamtanlauf, wie wir schon oben gesehen haben, in 
die Schmiegungsebene der Bahn falIt, so hat der FHichenanlaufvektor 
nicht dieselbe Richtung wie der FHichenlauf selbst, der ja senkrecht 
auf r und t steht. Dagegen erhalten wir aus 1) durch Erweiterung 
mit a, fJ, y und Addition mit Riicksicht auf 

a2 + fJ2 + y2 = 1 

ada+fJdfJ+ydy=O 

( d2 Fx d2 Fu d2 Fz) d (r2 ill) 
2 dj2a+ dt2-fJ+ dt 2 - Y =d-t- .... 3) 

den Betrag des auf die Richtung von IV entfallenden Anteils des 
Flachenanlaufs, dessen Betrag selbst sich aus 

(d2F\2=(d2Fx)2 (_d2FlI)2 I (d2Fz)2 
d£2) dt2 + dt2 '"I dt 2 ...... 3a) 

ergibt. Wird nunmehr 
x'. y" ·.z" = x.' y.' z, 4) ......... 

faUt also der Gesamt~nlauf in die Ricbtung des Fabrstrabls selbst, 
so baben wir eine sog. Zentralbewegung vor uns, fiir welcbe mit 
den linken Seiten von 1) die FIacbenanlaufteile verschwinden. Als
dann verscbwindet auch mit [t'r] der gesamte FIacbenanlauf 3 a), 
und der Punkt bewegt sich mit gleichformigem Flachenlauf 

dFz=C 1 
dt z f' . . . . 4a) 

Zur F.eststellung des Zusammenhanges zwiscben dem FIacben
anlauf und dem Gesamtanlauf q zerlegen wir den letzteren in einen 
Strahlanteil qr und einen dazu senkrechten Drehanteil qu' so 
zwar, daB 

qr = X rp + Y 'IjJ + Z {} } 
qu2=q'J_qr2=x2+y2+z2_(xrp+y'IjJ+z{})'J ... 5) 

Fiir die zweite dieser Formeln diirfen wir aber auch schreiben 

qu 2= x2(1-rp 2)+i?(1-'ljJ2) + z2(1_{}2)_ 2 xyrp'IjJ- 2i/z''IjJ{}-2 ZX {}rp, 

oder wegen rp2 + 'ljJ2 + {}2 =--= 1, x = rrp usw. 

qu2 = (x'IjJ - yrp)2 + (ij{} - Z'IjJ)2 + (zrp - :.i{})2 
qu2r2=(xy __ YX)2 +(iiz -zy)2 +(zx _XZ)2 
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und wegen 1) und 3a) 

quo r = 2 ~t~ = V(d~:W)r +r4 w 2 [(~:r+ (~:r+ (~:rJ, 6) 

so daB also der doppelte FHichenanlauf das Moment des 
Drehanlaufs angibt. 

Andererseits folgt aus Gl. 1 a) § 3 

also 

Wegen 

x-r<p+rrp, y=r'!fl+rip, z=r-&+rJ., 

x=r<p+2rrp+rip I 
ii=rl{'+2r~+r? . 
z=r-&+2r-&+r-& 

<p rp + l{'ip + -&0. = 0 

. . . . . . . 7) 

<p ip + '!flip + -&{}= -- (rp2 + ip2 + 0. 2) 

liefert aber das Einsetzen von 7) in die erste Gl. 5) 

qr=r - r(rp2 + ip2 + 0. 2), 

oder mit Riicksicht auf 4a u. b) § 3 
. qr=r-r(w",2+wy2+wz2)=r-rw2 . .... 8) 
Wir erhalten also in 6) und 8) formal nicht dieselben Anlaufteile 
wie bei der ebenen Bewegung; der Unterschied gegen diese liegt 
darin, daB der Drehanlauf auf einer Raumkurve nicht in die durch r r 
gegebene Ebene faUt. 

Zur vektoriellen Auflosung des Gesamtanlaufes t kniipfen wir 
an die Gl. 10) § 3 an und schreiben dafiir 

rr=rr+r[lUx], ......... 9) 
worin 1: den Gesamtlaufvektor, IU den Drehvektor und r den Betrag 
des Strahlvektors t vom Anfang aus bedeuten. Durch weitere Ab
lei tung wird daraus nach Kiirzung von 1: r auf beiden Seiten 

rr=xr+r[lUxJ+r[tiJxJ+r[lUr]. ..... 10) 
Da nun das Vektorprodukt von 9) mit IU 

[ IU i: J = ~ [IU x J + [ IU [IU x]] = ~ [IU x J + IU . IU x - x IU 2 
r r 

ist, worin noch wegen der Normalstellung von x und IU zueinander 
das skalare Produkt lUx wegfallt (vgl. 9b) § 3), so bleibt in 10) 

t=~r-xIU2+[tUxJ+2 [1U~r] ....... lOa) 

Man erkennt ohne weiteres aus 6) und 8), daB die ersten beiden 
Glieder dieser Formel die Vektorform von 8), die beiden letzten 
Therme dagegen den Drehvektor darstellen, der wiederum in zwei 
Teile mit verschiedener Richtung zerfiillt. Den letzten Anteil, der 
sowohl auf dem Strahl x, wie auch auf dem Drehvektor IU senkrecht 
steht, bezeichnet man wohl nach seinem Entdecker als die Coriolis
beschleunigung. 
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II. Die gezwungene und Relativbewegung eines 
Punktes. 

§ 5. Die Bewegung eines Punktes auf einer festen OberfHiche. 
Die Lage eines Punktes im Raume ist durch seine Abstande x, y, z 
von drei zueinander senkrechten festen Ebenen bestimmt. Mithin 
kann seine Bewegung durch stetig aufeinander folgende Anderungen 
dieser drei Abstande, d. h. durch drei zueinander senkrechte Ver
schiebungen ersetzt werden. Wegen der Unabhangigkeit dieser Ver
schiebungen voneinander spricht man der freien raumlichen Bewegung 
eines Punktes drei Freihei tsgrade zu und bezeichnet die drei 
Grundformeln fur die Anlaufteile 

1) 

als seine Bewegungsgleichungen, in denen q"" q ,qz im allgemeinen 
vorgelegte Funktionen der Abstande x, y, z, sowie Y der Zeit bedeuten, 
durch welche das sog. Anlauffeld bestimmt ist. Die Integration 
dieser Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die man auch durch 
die Vektorgleichung 

r=rp(r,t) . .. 1 a) 

ersetzen kann, fuhrt im allgemeinen auf sechs Integrationskonstante 
xo' Yo, Zo und xo' Yo' Zo fUr die Anfangswerte der Laufteile und der 
Lage, entsprechend den Vektoren to und ro'! 

1st dagegen der Punkt im vorgeschriebenen Anlauffelde q"" q ,qz . 
an eine feste Oberflache gebunden, auf der er sich frei ~er
schieben kann, so erscheint die Bewegungsfreiheit in der Richtung 
der Flachennormale aufgehoben; der Punkt hat also nur noch zwei 
Fre ihe i tsgrade. Die Aufhebung der Bewegungsfreiheit in der 
N ormalrichtung bedingt aber den Ausgleich des in diese Richtung 
fallenden Anteils qn des vorgelegten Anlaufs .q durch einen sog. 
Zwangsanlauf q' derart, daB 

2) 

ist. Mit den Richtungskosinus IX, fJ, r der Normale gegen die Achsen 
Lauten alsdann die Bewegungsgleichungen des an die Oberflache ge
bundenen Punktes 

x=qx+ IXq', 

durch welche im Verein mit der Flachengleichung 

f(x,y,z)=O .... 

2a) 

2b) 

die vier Unbekannten x,y,z und q' hinreichend bestimmt sind; denn 
die Richtungskosinus bestimmen sich eindeutig aus 
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a (~r + (ur+ (~.~r= :~ 1 
1/(of)2 (Of)2 (of' 2 of 

f3 r ox + 8ii + -~) = oy . . . . . . 2 c) 

1 iFo f)2 (Of)2 (Of)2= of 
y r \a;, + oy + oz oz 

Fiihren wir ferner die Achsenanteile des Zwangsanlaufes 

q",'=aq', qy'=f3q', q.'=yq'.. 3) 

ein, so erhalten wir an Stelle von 2 a) 

x = q",+ q",', ij=qy+qy', 

und andererseits durch Differentiation von 2 b) 

~1 dx + of dy --L- of dz = ° 
ox oy I OZ ' 

oder mit 3) und 2 c) 

qx' dx + qy' dy + q.' dz = 0, . . . . . . 3b) 

womit nur die Normalstellung des Zwangsanlaufes zur Ober
flache wieder zum Ausdruck gelangt, da dx, dy, dz die derselben 
geniigenden Verschiebungen des Punktes darstellen. Mit 3b) wird 
aber aus 3 a) nach Erweiterung mit dx, dy, dz und Addition, sowie 
wegen 

x dx +ij dy + zdz=x dx +y dy +z dz =vdv, 
vdv=q",dx+qydy+qzdz, ...... 3c) 

so daB also der Zwangsanlauf auf die Laufanderung keinen 
EinfluB besitzt. Schneidet die Oberflache an allen Stellen die 
Richtung des auBeren Anlaufes senkrecht, so geniigen auch die Achsen
anteileqx,qy,qz derG1.3b), undwir erhalten aus3c) v.dv=O, also 
nach Integration 

v2 = V0 2, •• • • • • • • • • 3d) 

so daB im FaIle einer zur Anlaufsrichtung iiberall senk
rechten Oberflache der Bahnlauf seinen Betrag nicht an
dert. Dasselbe trifft naturgemaB auch zu, wenn das auBere An
lauffeld iiberhaupt verschwindet. Dann wirkt auf den be
wegten Punkt nur noch der zur Oberflache senkrechte Zwangsanlauf, 
der nach den Ausfiihrungen des letzten Abschnittes die Richtung 
der Hauptnormale der Bahn besitzt, die somit mit der Flachen
normale zusammenfallt. Die hierdurch gekennzeichnete Bahn auf der 
Oberflache wird nach 3d) gleichformig durchlaufen, so daB also 
die Variation des Laufes 

ds 
t5v=t5- =0 

dt 
Lore n z, Techn. Physik I, 2. 2. Auf!. 2 
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ist. Daraus folgt fiir ein endliches Stiick der Bahn zwischen zwei 
beliebigen Punkten 1 und 2 

2 2 

c5J ds=f c5ds=O, 
1 1 

d. h. die Bahn hat gegeniiber allen Nachbarbahnen auf der 
Oberflache die kiirzeste Lange. Derartige kiirzeste Kurven 
zwischen Punkten einer Oberflache bezeichnet man aber als geo
datische Linien. Ihre Gleichung ergibt sich einfach durch Ein
setzen der Richtungskosinus der Hauptnormale nach Gl. 10), § 2 in 
die obige Gl. 2 c) also 

oder 

d2 x d2 y d2 z 0 f of of 
ds2 : ds2 : ds2 =ox: oy :az-' ...... 4a) 

N 

wofiir wir mit dem Einheitsvektor n der 
Flachennormale kiirzer in Vektorform 

[ d2 tJ 
n ds2 = 0. . • . 4c) 

schreiben diiden. 

Diese Ergebnisse werden besonders 
anschaulich, wenn wir in Abb. 4 zu einem 
beliebigen Bahnelement ds auf der Ober
flache die Schmiegungsebene P1 S P2 dar
stellen, wobei P1 S = P2 S = e die Haupt-

4(rp,V'nJ normale ist. Legen wir dann durch die 
Endpunkte Pi' P2 des Elementes zwei 

T 

Abb.4. 

zu ihm und der Schmiegungsebene senk
rechte Ebenen, so schneiden diese die 
Oberflache in zwei benachbarten Normal
kurven zu ds. Beide Ebenen schneiden 
sich in einer Geraden N S T, welche zur 

Schmiegungsebene von ds senkrecht steht und die Mittelpunkte N 
der Normalkriimmung 1: en der Flache, sowie T der Bahnkriimmung 
1: et in der Tangentialebene tragt. 1st dann (e, en) = 1::: S P1 N 
der Neigungswinkel der Hauptnormale der Bahn gegen die Kurven
normale, so hat man die von Meusnier aufgestellten Gleichungen 

5) 
oder· 

5a) 
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AuBerdem aber ist mit den Richtungskosinus a', fJ', r' der Kurven
normale 

cos (e, en) = a a' + fJ fJ' + r r', } 
sin2 ((2, en) = (a fJ' - fJ a'? + (fJ r' - r fJ')2 + (r a' - a r')2. 6) 

Mit Beachtung der Formeln 10), § 2 erhalten wir damit aus 5) 

6a) 

oder in Vektorschreibweise 

6b) 

Daraus erkennt man, daB fiir die geodatische Linie die Tangen
tialkriimm ung versc h win det, worin der Grund fiir ihre Eigen
schaft als kiirzeste Linie auf der Flache zu suchen ist. Hat man 
unter vorlaufiger Ausschaltung des Zwangsanlaufes q' die Bahn des 
Punktes auf der Oberflache mit den Lauf- und Anlaufteilen bestimmt, 
so ergeben sich schlieBlich mit Hilfe der letzteren aus den Grund
formeln 2 a) die Anteile des Zwangsanlaufes. Wechselt derselbe an 
einer Stelle der Bahn sein Vorzeichen, so wird der Punkt, falls er 
nicht beidseitig der Oberflache gefiihrt wird, diese dort verlassen 
und sich frei weiter bewegen, womit natiirlich unser Ansatz 2) mit 
q' = 0 hinfallig wird. 

1. Beispiel. Ein Punkt bewege sich unter der Wirkung der Erdbeschleu
nigung g auf einer glatten trichterartigen Umdrehungsfliiche mit senk
rechter Achse und dem Neigungswinkel {} der Tangente im Achsenschnitt gegen 
die Wagerechte. Abb. 5. Alsdann empfiehlt sich die Einfiihrung des Achsen
abstandes r und des Drehwinkels 'P desselben gegen eine beIiebige feste Ge
rade in der wagerechten Ebene, so zwar. daB mit <p = co 

x = r cos 'P , Y = r sin 'P , 1 
x = r cos 'P - r co sin 'P ; 'Ii = r sin 'P + r co cos 'P , 

.." 2) (d (r co) +. ) . 
x = (r - r co cos 'P - ~ r co sm 'P , J 

y = (r - r co2) sin'P + (d ~;) + r co) cos If' 

7) 

ist. Hierin stellen 
•• 2 qr= r -rco , q = d (r co) + r' co = ~ d (r2 co) 

u dt r dt ..... 7a) 

die Strahl- und Drehanliiufe dar, wiihrend in der nach unten positiven Achsen
richtung qz = g wird. Bezeichnen wir mit q' den Zwangsanlauf, so bestehen wegen 
des WegfaIls eines DrehanIaufs qu = 0 die Bewegungsgleichungen 

2* 
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r - r w 2 = - q' sin {}, 1 
z - g = - q' cos {} , 

d (r2 w) = 0 J 
dt :' 

8) 

Aus der letzten Formel folgt ein gleichformiger Flachenlauf in der wagerechten 
Ebene, d. h. C -

r 2 w=C, W=--2 ............ 8a) 

Z 
Abb.5. 

r 

Erweitern wir ferner die Gleichungen 8) mit dr = - ds cos {}, bzw. dz=ds sin {}, 
worin ds das Bogenelement des Achsenschnittes der Oberflache ist, sowie mit 
w dt und addieren, so wird wegen d (r2 w) = 2 w r dr + r2 dw 

also mit 

nach Integration 

r dr + z dz + w2 r dr + r2 w dw = g dz, 
rdi' + z dz+wr'd(w_r)=gdz, 

9) 

Wir sehen also, daB im Felde der bestandigen Erdbeschleunigung die 
Anderung des Laufquadrates unabhangig von der Form der Stiitz
flache und des auf ihr zuriickgelegten Weges nur von der durch· 
fallenen Rohe abhangt. 

. Die Gestalt der Bahn ist aber bei bekannter Form des Achsenschnittes 
der Oberflache hinreichend durch ihren Grundril3 bestimmt. Hierfiir erhalten 
wir mit den beiden ersten Formeln 8) unter Ausschaltung von q' wie oben 

oder mit 8a) 

und integriert 

r di' + Ii: dz = gdz+ w2rdr, 

r dr + z d z = g dz + ; dr r 

,2 + i2 = 2 g z _ C: + Co . 
r 

. . . . . . . . 10) 
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Nunmehr setzen wir fest, daB die Oberflache durch Dr eh ung eines Astes 
einer gleichseitigen Hyperbel um eine Asymptote entstanden sei, also 

ist, woraus 
z·r=h2 • •••••• 

• Z • h2 • 
z=-r:r=-ror 

11) 

11 a) 

folgt. Damit wird aus den beiden Formeln 9) und 10) 

v2 _ V02 = 2 g h2 (~-~), 
r ro 

9a) 

i'2 (1 + ~~) = 2 g h2 
_ 0 2 + c . 

r4 r r2 0 
lOa) 

Von diesen beiden Gleichungen stimmt die erste formal iiberein mit der A.nde
rung der Wucht eines Korpers im Schwerefelde einer anziehenden Kugel, wahrend 
die zweite die Bewegung im GrundriB angibt. Der aus der Integration her
vorgegangene Festwert 00 bedeutet hierin otlenbar das Quadrat des Strahl
laufes ;'2 im Unendlichen, welches, falls der Punkt dauernd im Endlichen bleibt, 
negativ werden muB, entsprechend einem im Unendlichen imaginaren Strahl
lauf. Setzen wir demgemaB 00 = - 0, fUr eine im Endlichen verlaufende 
Bahn, so wird aus lOa) 

1'2 (I + ~:) = 2 g :2 _ ;22 - 0" . . . . . . . . lOb) 

Fiir r=O erhalten wir alsdann die Scheitelabstande, d. h. das scheinbare 
Perihel und Aphel der Bahn zu 

g h2 Vg2 h4 0 2 . 
r , . 2 =C± (J2-C .......... 10c) 

1 1 1 

Die Bahn verlauft demnach innerhalb oder auBerhalb zweier Parallelkreise auf 
der Oberflache, ie nachdem 0, ~ 0 iet, entsprechend der elliptischen oder hyper
bolischen Bahnen der Himmelskorper. 1m FaIle 0, = 0 dagegen ergibt sich 
fiir das Perihel aus G1. 10 b) 

co 
r1 = 2 g hZ-' . . • • • . • • 10d) 

wahrend das Aphel entsprechend dem parabolischen VerIauf ins Unendliche faUt. 
Zur Ermittlung der GrundriBform der Bahn setzen wir mit Riicksicht auf Sa) 

r=~~= dr w=Q~=-O d (~2, 
dt dcp r 2 dcp dcp 

und damit geht G1. 10 b) iiber in 

( d (~))2(1 +~~) =~gh2 __ !. _ 0, . 
dcp r 4 0 2 r r 2 0 2 

. . . . • • 12) 

Da die Integration dieses Ausdruckes nicht in geschlossener Form ausfiihrbar 
und darum wenig iibersichtlich ist, bilden wir umgekehrt aus der Gleichung 

p lIe 
r = I _ e cos ~ cp ; r: = 11 - 11 cos ~ cp , ..•• 13) 

die fiir ~ = I einen Kegelschnitt mit dem Parameter p und der numerischen 
Exzentrizitat E bestimmt, 

. . . . . . . . 13a) 
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Diese Gleichung stimmt mit 12) iiberein, wenn 

1 

p' 
ist. Da nun nach 11) bzw. 11 a) 

dz h2 Z 

tg~=- dr= r2 =r· . . . 11 b) 

ist, so hat man auch an Stelle der letzten Bedingung 

" = cos ~ < 1. . . . . . . . . . . .. ] 3 c) 

Dieser Wert ist angenahert bestandig, wenn die Bahn nicht sehr von der Kreis
form abweicht, was z. B. fiir die Planeten und ihre Begleiter zutrifft. Alsdann 
diirfen wir im Ausdruck fUr ,,2 fUr den Strahl r seinen Mittelwert ro einsetzen 
und erhalten dann als BahngrundriB mit 01 > 0, e2 < 1 eine Ellipse mit 
einem Brennpunkt in 0, deren groBe Achse bei jedem Umlauf, d. h. fUr If! = 2n 
den Bogen 

h4 
'P= If! -" If! = 2n(l- ")~n-.:- ........ 14) 

ro 

in gleichem Sinne zuriicklegt, wenn " mit kleinen Werten von h: r 0 nur wenig 
von 1 abweicht. 

Da nun fUr eine Ellipse mit den Halbachsen a, b und der Umlaufszeit to 
0=2nab:to, pa=b2 ist, so folgt mit 2na:to=u, roR::a 

2 
h2_~ - g , 

u2 
. . . 14a) 

ga 

also der Perihalfortschritt fiir jeden Umlauf 

u' 
'P=ng2a2 ··· . . . . . . . . . 14b) 

Fiir u = 1 m/sec, a = 0,5 m, g = 9,81 m/sec2 wird daraus h2 : a2 = 0,204 und 
'P = n: 24. 

Zur Berechnung des Zwangsanlaufes q' gehen wir von der ersten Gl. 8) aus 
und erhalten zunachst aus der allerdings nur angenahert giiltigen Gl. 13) und lla) 

. B"r2ro. Oe". 
T = - --- sm" q; = - --sm" q;, 

p p 

.. 0 ro e ,,2 ,,2 0 2 ( 1 1 ) 
r = - p- COS" <p = + ---;:2 r - p , 

also 
202 02 

T - r ro2 = - "---+ (,,2 - 1) -
P r2 r3 

und damit wegen 13c), 14a) und 11 b) 

q' =~- (Esin2~ +COS2~) . 
cos ~ r 

15) 

Da der Neigungswinkel~ sain Vorzeichen nicht wechselt, so kommt 
dies auch fiir den Zwangsanlauf nicht in Betracht. 

2. Beispiel. Bewegt sich ein Punkt unter dem EinfluB des Erdanlaufes g 
auf einer Umdrehungsflache urn eine lotrechte Achse, so gilt zunachst wieder 
Gl. 9), worin wir den Gesamtlauf v in einen Umlauf r ro und einen Bahnlauf 8 
auf dem Achsenschnitt durch die Flache derart zerlegen konnen, daB 

v2 =r2 ro2 +s2 • • • • • • • • • • •• 16) 
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ist. Verlangen wir nun, daB der Bahnlauf 8 sich nicht andert, so wird aus 9) 
mit 16) 

oder mit To = 0 
16a) 

16b) 

wonach die Flache ein Umdrehungsparaboloid sein muB. Die Bewegung 
des Punktes kann offen bar auch als solche auf einer um ihre lotrechte Achse 
mit dem Drehwert w umlaufende Parabel als Fiihrungsbahn aufgefaBt werden. 
Da der Punkt auf dieser Kurve seinen Anfangslauf 8 beibehalt, also niemals 
zur Ruhe gelangt, aber von selbst keine Ortsveranderung auf dem paraboli
schen Achsenschnitt erfahrt, so bezeichnet man diesen Bewegungszustand als 
einen astatischen. 

§ 6. Das Kugelpendel. Eine besonders wichtige Anwendung der 
Bewegung eines Punktes auf einer festen Oberflache bildet das sog. 
Kugelpendel, das durch die starre Verbindung des Punktes mit 
dem Anfang 0 verwirklicht wird. Bezeichnen wir den unveriinder
lichen Abstand, die Pendellange, mit 1, so ist die Kugelgleichung 

f(x,y,z)=x2+y2+ z2_.12=0, •..... 1) 
also 

of =2x of of 
-=2y, -=2z, 

oX ' oy oz 

mit den Richtungskosinus 

I 
1a) 

x y z 
a=Z' fJ=Z' ')'=Z· 

Bewegt sich der Punkt im Schwerefelde der Erdoberflache, so ist 
auBerdem qx=qy=O, q.=g, wenn wir die z-Achse positivnach 
unten wahlen. Damit lauten die Bewegungsgleichungen 2 a), § 5 

.. +z, z=g zq, .... 2) 

zu denen zur Bestimmung der vier Veranderlichen x, y, z und q' als 
Zeitfunktionen noch die Kugelgleichung 1) hinzutritt, die. auch durch 

xdx+ydy+zdz=O ....... 1b) 

ersetzt werden kann. Damit aber wird aus 2) nach Erweiterung mit 
dx, dy, dz und Addition, sowie wegen 

oder 

x dx + jj dy + z dz = x dx+ if dif+i dz=vdv, 

vdv=gdz, 

v2 - V0 2 = 2 g(z-zo)' . 2a) 

Andererseits folgt aus den beiden ersten Formeln 2) 

.. .. d (. . ) yx-xy= dt yx-xy =0 

oder 
• • - 2 -0 b) yX-Xy-T w- , '.' ........ 2 
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wenn wir mit r den GrundriB der Pendellange und mit w dessen 
Drehwert um eine lotrechte Achse durch den Anfang 0 bezeichnen. 
Dleser GrundriB bewegt sich demnach mit gleichfOrmigem Flachen
iauf. Weiter folgt aus 2) durch Erweiterung der einzelnen Formeln 
mit x, y, z und Addition wegen 1) 

xx + yy + zz = lq' + gz. 

Hierin ist aber, wie man durch nochmalige Ableitung von 1 b) nach 
der Zeit feststellt 

xx +yy +zz = - (i:2 +?? +Z2)= - v2, 
also 

lq' +gz+v2 =0, 

oder wegen 2 a) 

q'=_ 3gZ-2izo+V02, ....... 2c) 

womit der Zwangsanlauf in jeder Lage des bewegten Punktes gegeben 
ist, wenn man die Anfangswerte Zo und Vo kennt. In den durch 

3 gz = 2 gzo - Vo 2 

bestimmten Lagen, die ersichtlich auf einem wagerechten Kreise von 
der Tiefe z unter dem Anfang zu suchen sind, wechselt der Zwangs
anlauf sein Vorzeichen, was fiir die Bewegung des Kugelpendels dann 
von Bedeutung ist, wenn ein Faden die Verbindung des bewegten 
Punktes mit dem Anfang bilden wiirde. 

Zur weiteren Behandlung fiihren wir an Stelle der Abstande x, y, z 
den Drehwinkel cp der lotrechten Ebene 0 P A gegen eine bestimmte 
Anfangslage und die Auslenkung {} des Pendels 0 P gegen eine lot
rechte Lage 0 A in dieser. Ebene ein durch die aus Abb. 6 sofort 
ersichtlichen Beziehungen 

x ~ 1 sin {} cos cp, y = 1 sin {} sin cp, z=lcos{}, 
woraus 

i: = 1 ( {} cos {} cos cp - ip sin {} sin cp) , 

iJ = 1 (6 cos {} sin cp + ip sin {} cos cp), 
} . . 3a) 

Z =-1a. sin{} 

folgt. Setzen wir diese Ausdriicke in die GI. 2 a) und 2 b) ein und 
schreiben dort abkiirzungsweise vo'.! - 2 gzo = 00, so wird 

l2(iJ2+ip2,sin2 {})=2glcos{}+00 } .....• 3b) 
12 cp sin'.! {} = 0 

Zur Festlegung von 00 und 0 bestimmen wir, daB zu Beginn der 
Bewegung fUr t = ° der ausgelenkte Punkt nur eine wagerechte 
Drehung besitzen moge, d. h. in der Lage 

{}={}l' cp=O, {}=O, ip=w1 ••••• 3c) 
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sei. Alsdann wird aus 3 b) 

Z(-&2 + ip2 sin2 {} - W12 sin2(}1)= 2 g(cos{}- cos (}1) 

ip sin2 {} = WI sin2 {}1 
},. . 4) 

oder nach Ausschaltung von ip 

Z (J.2 + W 1 2 :~:: :1 (sin2 (}1 - sin2 (})) = 2 g (cos {} - cos (}1)' 

Wegen sin 2 {} 1 - sin 2 {} = cos2 {} - cos2 {} 1 konnen wir dafiir 
schreiben 

. cos {} - cos {} (2 g .. ) 
{}2 = --sin 2 ~ -Z- sm2 {} - W 1 2 sm2 {} 1 (cos {} + cos {} 1) 

Z 
Abb.6. 

auch 

. 4a) 

und sehen daraus, daB if = 0 wird, einmal fiir die Anfangslage (}1 
nach der Voraussetzung 3 c), dann aber auch durch Verschwinden 
der Klammer, oder fiir 

mit den Wurzeln 

cos{}= - W12l. sin2 {}1 ± 1/1+ (Wl~)2 sin4{}1 - W12 l sin2 {}1 cos (}1 4 c) 
4g y 4g 2g 

(1- wl:l sin2 {}S< 1+ (~:lr sin4{}l- W2l:l sin2 {}l cos {}1 < (1 + wl:Z sin2 (}1 r 5) 
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Daraus folgt aber, daB mit negativem Vorzeichen der Wurzel in 4c) 
cos {} < -1 wird, was keinem reellen Werte von {} entspricht. Es 
ergibt sich somit nur ein reeller Wert des Winkels mit positivem 
Vorzeichen der Wurzel, den wir {}'J nennen wollen. Dieser Winkel 
bestimmt mit dem Ausgangswinkel {}1 zwei wagerechte Grenz
kreise auf der Kugel, zwischen denen die Bahn des Punktes 
derart veriauft, daB der eine Kreis 0 ben, der andere un ten 
beruhrt wird. 

Schreiben wir an Stelle von Gl. 4 b) mit den Winkeln {}I und {)2 
weser sog. Grenzkreise 

2 g sin'J 1~'J 
cos {} 1 + cos {} 2 = Z-2 ~-{} > 0, . . 5 a) 

WI sIn 1 

so erkennen wir, daB die Mittelebene der Grenzkreise stets die untere 
Kugelhalfte schneidet, auf der jedenfalls einer dieser Kreise liegt. Da
mit der andere Kreis auf der oberen Halfte liegt, muB fUr ihn {}2> 90°, 

2 g sin2 {}2 
COS{}2 = 1-2 -'-2-{} - COS{}I < 0, oder 2 gsin2 {}2<lw I 'J sin2 {}I COS{}I 

WI sm 1 

z 
Abb.7. 

sein, wahrend nach Abb. 7 

sin2 {}1 < sin2 {}'J 

ist. Aus der MultipIikation beider Ungleichungen 
folgt aber 'J ) 

2 g < 1 WI cos {}I . . . . . 5 b 

als Bedingung fur das Aufsteigen des 
Punktes auf die 0 bere Halbkugel. Aus der 
Gl. 4a) fur die Drehung in einer selbst mit W 

rotierende AufriBebene laBt sich sofort ein Aus
druck fur die Zeit zwischen zwei Lagen des 
Punktes gewinnen, so zwar, daB mit 

dt = d ~ = sin {} d{} . 6) 

{} V( cos {}I - cos {}) ( w/ (cos {} + cos {}1) sin2 {}I - 21
g sin2 {}) 

Zur ubersichtlicheren Darstellung der im Nenner auftretenden Wurzel 
nennen wir die beiden W urzeln der Gl. 4 b) cos {} 'J und cos {} 3' von 
denen allerdings die zweite, wie schon oben erkannt < -1 ist, 
und setzen demgemaB 

(cos {} - cos {}2) (cos {} - cos {}3) 

= cos'J {} - (cos {}2 + cos {}3) cos {} + cos {}2 cos {}3 = O. 7) 

Andererseits ist aber auch, wenn {}2 dem oberen Grenzkreis zu
gehOrt, nach 5 a) 

w'J1 sin2 {} 
~- (cos {}1 + cos {}2) = ---;- 2 {}2, . . . . . . 4d) 
2g sm 1 
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womit wIr an Stelle von 4 b) auch schreiben durfen 

~ _0. + cos {} + cos {} 1 . Lo. _ - 0 
cos 'U' _0. + _0. SIn 'u'2 1 - . 

COS 'u'l cos 'u'~ 

Mithin ergibt der Vergleich der Beiwerte von cos {} in dieser Formel 
mit 7) 

_0. _ _0. sin2 {}2 _ 1 + cos {}1 cos {}'J ) 
cos 'us - - cos 'U'" - - - • 7 a 

" . cos {} 1 + cos {} 2 cos {} 1 + cos {} 2 

Damit aber wird aus 6) 

dt= d.{} = sin{}d{} {} V~t (cos {}1 - cos {}) (cos {} - cos {}2) (cos {} - cos {}s) 

oder mit dem Wert von cos {}s aus G1. 7 a) 
{} {} 

Jd{} 1/-1 I sin{}d{} 

t =. -:r = r 2g V ( 1 + cos {} cos {} ") , 
{)l (COS{}1-COS{})(coS{}-COS{}2) cos{}+ {} +1 {}" 

cos 1 cos 2 
{}l 

so daB also die Bewegungsdauer durch ein elliptisches Integral be
stimmt ist, mit dessen umstandlicher Auswertung wir uns hier nicht 
~ufhalten wollen. 

Dagegen haben wir noch den einem Bogen {} - {}l entsprechenden 
Winkel des Grundrisses r = 1 sin {} zu ermitteln, fUr den sich aus 
der zweiten Formel 4) 

.. '. . . . . . 8) 

ergibt. Fuhren wir in dies en Ausdruck den Wert fur iJ aus 7 b) 
em, so folgt mit 4d) 

d sin {}1 sin {}'J sin {} d{} 
cP= 

sin2 {) f (cos {}l -cos {}) (cos {} -cos {}2) [cos {} (cos {}l +cos {}2)+1 +cos {}l cos {}2] 

Schreiben wir fur den Integranten f( {}) und beach ten, daB 
{} {}l 

cP=J f({})d{}=- J f({})d{}, . ...... 9) 
{}, {}' 

so erkennen wir, daB die Bahn um jeden Beriihrungspunkt mit einem 
Grundkreise nach beiden Seiten symmetrisch verlauft, woraus so£ort 
die Frage entsteht, Db sie geschlossen ist. Zur Beantwortung be
stimmen wir den Winkel CPo zwischen zwei Beruhrungspunkten mit 
demselben Grenzkreis aus 

{}. {}, {}. 

CPo=J f({})d{}-J f({})d{}=2J f({})d{} .. .... 9a) 
{}l {}. {}l 

7b) 

8a) 
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An Stelle der Ausfiihrung der auch hier wieder recht umstand
lichen Integration wollen wir den Betrag von CPo durch ein Nahe
rungsverfahren in zwei Grenzen einschlieBen, indem wir in der letzten 
Klammer des Nenners von Sa) cos{}= ± 1 setzen. Alsdann lauten 
diese Klammern 

cos {}1 + cos {}2 + 1 + cos {}1 cos l12 
{} {} 

-= (1 + cos {}1) (1 + cos {}'J) = 4 cos2 21 cos2 22; 

- (cos t'f 1 + cos {} 2) + 1 + cos {} 1 cos {} 2 

= (1 - cos {}J (1 - cos {}2) = 4 sin2 ~1 sin2 ~'J , 
und es wird mit den Abkiirzungen 

cos {} = u , cos t'f 1 = U 1 ' cos {} 2 = U 2 , 

sowie wegen 
• {} • _Q • {}1 • {}2 l)1 {}2 

sm 1 sm 'U'2 = 4 sm 2 sm 2 cos 2 cos 2 ; 

und mit Riicksicht auf Sa) 
u • 

- 4 sm - sm - ----=~===;==;==~ > . {}1 . l)2f du 
2 2 (1 - u2 ) V u1 - u)(u - u2) 

u, 

Da nun 

u, 

u. 

_~J(_1_+_1_) i du 1) 
- 2 1-u 1 +u t(u1 -u)(u-u2 ) 

u, 

=~( 1 + 1 ) 4.{}.{} {} {} 
sm -! Sill ~ cos -! cos ~ 

2 2 2 2 

ist, so folgt 

( + l)1 {}2) > (+ {}1 l),,) - 7l 1 tg - tg - > cp - 7l 1 ctg - ctg -" . 
2 2 0 2 2 

.. 9b) 

1) Die Losung dieses Integrals ist in jeder Integraltafel nachzulesen. 
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Hierin ist aber stets {} 1 < 90 ° 
2 ' 

{}2 < 900 also 
2 ' 

{} {} 
ctg 21 ctg 22> O. 

Daher wird der Winkel zwischen den Fahrstrahlen zweier 
Beriihrungspunkte desselben Grenzkreises im GrundriB der 
Bahn gr6Ber als 180°, so daB die 
Bahn selbst keine geschlossene !I 
Linie bildet, vgl. Abb.8. Uer Bahn
grundriB erscheint demnach als 
eine ellipsenahnliche Kurve, 
deren groBe Achse sich gleich· 
f6rmig um ihren Mittelpunkt 
dreht. 

1. Beispiel. Erfiihrt der Punkt nur eine 
kleine Auslenkung aus der unteren 
Ruhelage, so hat man unter Vernach
lassigung der Quadrate x2 und y2 

z = fZ2 - x2 - y2 r:::3 Z, 

also in 2) 

q'=-g, •• g 
x= - yX, Abb.8. 

d. h. zwei zueinander senkrechte Schwingungen in einer wage
rechten Ebene 

x = a sin (t V{ + a') , y = b sin (t ~/ i + ,8') ,. . . . . lOa) 

die sich, wie in der Mechanik ehener Gebilde gezeigt wurde, zu einer ge
schlossenen elliptischen Bahn zusanunensetzen. Deren Umlaufszeit 

_ / Z 
to - 2 n ~ g •••.••...•.•• lOb) 

stimmt also mit der Schwingun~sdauer des ebenen Kreispendels iiberein. 

2. Beispiel. Wird im Sonderfalle {}1 = {}2 = {}o, so folgt aus 4d) mit 

11) 

Der Punkt bleibt alsdann dauernd auf demselben Breitenkreise, wiihrend 
sein Fahrstrahl den Mantel eines Kreiskegels, Abb. 9, beschreibt. Man spricht 
alsdann von einem K egelp endel, fur welches auch mit l sin {}o = To 

To W02 = g tg {}o •............ lla) 

geschrieben werden kann. Der in die Richtung 0 P fallende Zwangsanlauf ist 
in diesem Falle nach Gl. 2c) mit z = zo = Z cos {}o 

, gZo+V02 gZCOS{}o+T02W02 
q =---Z·_=- l 

, {} Z 2· 2{} g q = - g cos 0 - Wo sm 0 = - --{}- . 
cos 0 

...... 11 b) 
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wahrend 11) in 

...... l1c) 

iibergeht. 
AuBerdem aber erhalten wir fiir die Umdrehungsdauer 

to=2n =2nl/lCOS,'}0=2nV'ZO .......... 12) 
wo V g g 

in tlbereinstimmung mit der Sch~ingungsdauer eines ebenen Pendels von der 
Lange Zo = l cos ,'}o. Wird das Kegelpendel etwa durch einen StoB aus seiner 
Mittellage ein wenig ausgelenkt, so beschreibt es um diesel be eine Bahn, die 
zwei zu beiden Seiten der Mittellage benoohbarte Grenzkreise nach Abb. 8 
beriihrt. Da der Beriihrungspunkt, wie oben festgestelIt, auf demselben Grenz
kreise fortschreitet, so ist die Dauer dieser Schwingung um die Mittellage 

t1 > to= 2 n V~· . ............ 12a) 

z 

o 

0. r;, 

BI---..L...-,,,----¥ 

Abb.9. Abb. 10. 

3. Beispiel. 1m AnschluB an das Kegelpendel betrachten wir eine Ver
allgemeinerung desselben durch Verschiebung des Aufhangepunktes A um To 
aus der Drehachse 0 Z, die ebenso wie das einfache Kegelpendel bei Reglern 
von Arbeitsmaschinen haufig Verwendung findet. Der bewegte Punkt P ist 
alsdann an eine Ringftache gebunden, die durch Drehung des Kreises vom 
Halbmesser 1 mit der Mitte A um 0 Z entsteht, Abb. 10. 

Da auch hier kein Drehanlauf qu vorliegt, so haben wir mit der Aus
lenkung ,'} aus der Lotrechten 

Z = 1 cos,'}. . . . . . . . 13) 

fiir den Drehwert w die Bewegungsgleichungen 

r - T w 2 = q' sin,'} , z =g+q'cos,'}, ........ 14) 

oder nach AUBschaltung des Zwangsanlaufes q' 

r - T w2 = ('i - g) tg ,'} .' . 14a) 

mit einem Beharrungszustand fiir ;: = z = 0 in der MittelIagc {}o 

g tg,'}o = T w 2 = (To + 1 sin ,'}o) w2 •• • • • • • • • • • 15) 



Das Kugelpendel. 31 

Nun folgt aus 13) 

r = llJ. cos f}, 

z=-l#sinf}, 

und nach EinEetzen in 14a) 

r = l ({j, cos f) - #2 sin f}) } 
.. . ..... 13a) 

z = -l (f) sin f} + f}2 cos f}) 

l {; - co2 (ro + l sin f}) cos f} + g sin f} = 0 . . . 14b) 

Setzen wir darin Iiir kleine Ausschlage ~ um eine Mittellage f}o also 
f}=f}o+ ~; 

sin f} = sin f}o + ~ COB f}o , COB f} = COs f}o - ~ sin f}o 

und vernachlassigen die Glieder mit ~2, so folgt mit Riicksicht auf 15) und 
&= ~. 

~ + (~ cos f}o + co~ro sin f}o - co2 cos 2 f}o) ~ = 0 

und nach Ausschaltung von ro durch 15) 

;j + (l c! f}o - co2 cos2 f}o ) ~ = 0 ... 14c) 

Das ist aber fiir bestandiges co die DifferentialgleiChung einer einfachen 
Schwingung um die Mittellage mit der Dauer 

l cos f}o 
g - co2 l cos3 f}o' • 

...• 16) 

die a.uch iiir das einfache Kegelpendel gilt, da hierin die GroBe ro nicht mehr 
auftritt. Die Schwingungsdauer ist offen bar nur so lange reell, als 

C~l/t >cosf}o>O ............ 16a) 

ist. Mittellagen f}o, welche diese Bedingungen erfiillen, sind als stabile anzu
sehen, wahrend 

g 2 2,Q_ 2<0 
Z--:Q - co cos '1/'0 - - cc • • 

cos '11'0 
.... 16 b) 

aUB 14c) eine asymptotische Bewegung von einer labilen Lage aus ergibt. 

Zur Ermittlung der verschiedenen Lagen greifen wir auf Gl. 15) zuruck, 
die mit tg f}o = VI - cos2 f}o : cos f}o fiir cos f}o vom vierten Grade ist und dem
nach vier Wurzeln besitzt. Wiihrend die algebraische Berechnung derselben 
ziemlich uIDstandlich sich gestaltet und wenig iibersichtlich wird, 80 fiihrt ein 
zeichnerisches Verfahren sofort zum Ziele. Man hat zu diesem Zwecke nur 
die heiden Kurven 

und 

wle III Abb. 11 und 12 geschehen ist, zum Schnitte zu bringen, um die den 
4 Wurzeln zugehorigen Werte von f}o zu erhalten, von denen offenbar I und III 
der Bedingung 16 a) geniigen und stabile Lagen darstellen, wiihrend II und IV 
mit 16 b) labile Lagen sind. Die Lagen III und IV fallen zusammen, wenn die 
Kurven 17) sich mit 

dUt g 1 _ dU2 -l {}. 
d,Q-=2~-d-'1 - cos 0' 

'11'0 co cos '1/'0 '11'0 

g _ 3f} 
l co2 - cos 0 .•.. 17 a) 
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beriihren, was nur dann moglich ist, wenn nach Einsetzen in 15) 

1 _ (..!L.)'/' = _ (To)'/' 
l0)2 l' ... 17b) 

ist. Alsdann wird aber, wie durch Einsetzen von 17 a) in 14c) und 16) er
sichtlich mit J. = 0, to = 00, die zugehorige Lage indifferent. 

Abb. 11. Abb.12. 

Do, die beiden stabilen Lagen, die fiir To = 0 zusammenfallen, auBer durch 
die Abmessungen To und l mit dem Drehwert 0) vollBtandig beBtimmt Bind, so 
eignet sich die ganze, aus dynamischen Griinden fast stets aUB zwei zur Dreh
achBe OZ symmetriBchen Pendeln bestehende Vorrichtung zur MeBsung des 
Drehwertes und wird darum auch als Tachometer bezeichnet. Den beiden 
Lagen entspreohend unterscheidet man alBdann zwischen Tachom,etern mit 
offen em und gekreuztem Gestange, Abb. 13 und 14, und verwendet sie 
so alB Hauptbestandteile von Reglern fur Kraftmaschinen. 

z 
o 

'0 s 
o 

Abb.13. Abb.14. 

§ 7. Die Bewegung eines Punktes langs einer festen Raum
kurve. Wir haben in § 2 festgestellt, daB der Vektor des Gesamt
anlaufes eines frei bewegten Punktes in die Schmiegungsebene seiner 
Bahn faUt. Ist die Bahn durch eine sog. Fiihrung vorgeschrieben, 
so wird der auBere Anlaufvekor q im aUgemeinen nicht in die 
Schmiegungsebene fallen, sondern kann eine ganz beliebige durch das 



Die Bewegung eines Punktes langs einer festen Raumkurve. 33 

Anlauffeld gegebene Neigung zu derselben haben. Eine vollkommen 
glatte Fiihrungsbahn iibt nun auch keine Wirkung in der Bahntangente 
aus, so daB der von ihr bedingte Zwangsanlauf qo nur in der Nor
malebene zur Bahn liegen kann. 

Bezeichnen wir in Abb. 15 die Neigung des auBeren Anlaufes q 
gegen die Bahntangente mit {}, so zerfallt er in die Anteile q cos {} 
in der Richtung der Bahntangente und q sin {} 
in der Normalebene zur Bahn mit der Nei
gung 'V gegen die Hauptnormale. In dieser 
Ebene liegt aber auch der Zwangsanlauf qo 
mit der Neigung Yo gegen die Hauptnormale, 
und daher bestehen, da die Binormale an
lauffrei bleibt, die Bewegungsgleichungen 

.Q. dv . _Q. • • 0 
qcos'v= dt' qSlll'U'SlllY-qoSlllYo= 

v2 

q sin {} cos Y + qo cos Yo = -
Q 

, 1) 

Abb.15. 

worin v den Bahnlauf und Q den Kriimmungsarm bedeuten. Bei 
vorgelegtem Anlauffeld q ist durch die erste dieser Formeln der 
Bahnanlauf dv: dt, durch die beiden andern Formeln aber der Zwangs
anlauf qo mit seiner Neigung Yo gegen die Hauptnormale vollstandig 
bestimmt. Durch Quadrieren und Addieren der drei Gleichungen 1) 
ergibt sich ferner 

q2 + qo2 _ 2 q qo sin {} COSey + Yo) = (~2)2 + (::)2 
Hierin ist aber, da die Vektoren q sin {}, qo' q cos {} eine langs q cos {} 
rechtwinklige Korperecke bilden, 

sin {} cos (Y + Yo) = cos (q, qo)' 

so daB wir auch fiir den Gesamtanlauf erhalten 

q2+qo2_2qqoCOS(q,qo)=(~r+(~ir .... 1a) 

Der Gesamtanlauf auf vorgeschriebener Bahn setzt sich also einfach 
auS dem auBeren Anlauffelde und dem Zwangsanlauf zusammen und 
zerfallt andererseits wieder in den Bahnanlauf und den Normalanlauf, 
liegt also wieder in der Schmiegungsebene der Bahn. 

In Vektorform lauten alsdann unsere Bewegungsformeln 
dem Einheitsvektor t der Tangente und n der Hauptnormale 

dv 0 + dv+ v2 •• 
qt=dt' qot=, q qo=tdt ne-=r .. 

1st die Bahn dagegen analytisch als Schnitt zweier Oberflachen 

mit 

. 2) 

t;,(x,y,z)=O, f2 (x,y,z)=O .. 3) 
Lorenz, Techn.Physik 1,2. 2.Aufl. 3 
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vorgelegt, so entspricht jeder derselben nach § 5 ein Zwangsanlauf q' 
und q", die zusammen natiirlich den obigen Betrag qo ergeben 
miissen. Wir erhalten demgemaB die Bewegungsformeln 

x = q", + q",' + q",", ij = qy + qy' + qy" , z = qz + q: + qz" , . 4) 

oder 
x = q", + a' q' + eI' q" , y = qy + {J' q' + (J" q" 

.. +"+"" z=qz r q r q , •..•. ... 4a) 

worin die Richtungskosinus a', {J', r'; eI', (J", r" sich mit Hilfe der 
Formeln 2c) § 5 aus den Oberflachengleichungen 3) berechnen. Die 
fiinf Gleichungen 3) und 4a) sind also ausreichend zur Bestimmung 
der Unbekannten x, y, z, q', q". Da auBerdem fiir das Bahnelement 
dx, dy, dz 

of! dx+ ofl dy+ ofl dz=O, 
ox oy oz 

of2 dx+ ofs dy+ of'J dz=O, 
ox oy oz 

oder 
a' dx + {J' dy + r' dz = 0, 

a" dx + (J" dy + r" dz = ° 
ist, so erhalten wir durch Erweiterung der drei Bewegungsgleichungen 
4a) mit dx, dy, dz und Addition unter Weghebung der Glieder mit 
q' und q" 

xdx +fjdy + z'dz= idi + ydy+ idi= vdv 

4b) 

also wieder die Unabhangigkeit des Bahnlaufes v von den beiden 
Zwangslaufen q' und q". 

1. Beispiel. Als Beispiel betrachten wir zunachst die Bewegung des sog. 
Horizontalpendels, d. h. die Bewegung eines Massenpunktes auf einer Kreis
bahn vom Radius 1, deren Ebene gegen die Horizontalebene um den kleinen 
Winkel a geneigt ist. Wahlen wir den Kreismittelpunkt zum Anfang eines 
Achsenkreuzes, dessen y- Achse parallel der Schnittgeraden der Ebene der 
Kreisflache mit der Horizontalebene ist, und nennen 'P den Winkel, welchen 
der Fahrstrahl des Punktes P mit der xz- Ebene einschlieBt, so erkennt man 
aus Abb. 16, daB der Erdanlauf q = g in einen Anteil - g cos a senkrecht zur 
Kreisebene und in einen Bolchen - g sin a in derselben zerfiillt. Der 1etztere 
laBt sich wieder in einen Tangentialanteil - g sin a sin rp und einen Normalanteil 
- g sin a cos 'P zur Kreisbahn zerlegen, und zwar bildet der erstere schon den 
gesamten Bahnanlauf, so daB wir mit Gl. 1) die Beziehung 

dv ,Q •• 

Tt=qcosv'=- gSllla Slllrp, . . . • . • • 5) 

also 

cos /} = - sin a sin 'P } 

sin/}= y 1- sin2a sin2rp 
.... _ . 6) 

erhalten. Schreiben wir fUr die Geschwindigkeit v = 1 tp, so geht 5) liher in 

19i+gsinasing> = 0, ••.••.•.•.. 5a) 
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eine Gleichung, die mit der Bewegung~gleichung eines Fadenpendels unter dem 
EinfluB des Anlaufes g sin a an Stelle von g iibereinstimmt. Die B ewegung 
ist also eine Schwingung auf der Kreisbahn mit der Ruhelage '1'=0 
und der bei kleinen Ausschlagen giiltigen Schwingungsdauer 

to = 2 n 1/ ~ , 
~ gsma 

....•• 5b) 

die also groBer ist als die des Fadenpendels. Diese Tatsache benutzt man zur 
sehr genauen Bestimmung des Erdanlaufs, weil man durch Verkleinerung des 
Winkels a die Schwingungsdauer beliebig groB machen und dann sehr genau 
bestimmen kann. 

z 

Die GroBe und Richtung des Zwangsanlaufes % berechnet sich aus den 
beiden letzten Gl. 1), die mit 6) und unter Beachtung, daB 

sinv= 
cosa 

y sin2 a cos' 'I' + cos2 a 

cos a 

sin a cos 'I' cos v = - ~--~---
y 1 - sin2 a sin2 'I' 

in 
% sinvo = gcosa I 
gocosvo= ~2 +gsinacostp=ltj>2+gsinacostp ..... 7) 

iibergehen und 
go2 = g2 cos2 a + (l tj>2 + g sin a cos '1')21 

gcosa ...... 7a) 
tgvo= ltj>2+gsinacostp 

ergeben. Der Zwangsanlauf zerfallt also in einen Anteil cj = g cos a senkrecht 
zur Kreisebene nnd einen Anteil gil in derselben, der um den Fliehanlauf l ¢'2 
groller ist als der in diese Richtnng fallende Anteil des Erclanlaufs g sin a cos 'I' . 
Auf das Vorzeichen von cj' ist zu achten, wenn beispielsweisp- durch einen 
Fadender Korper nur anf einer Seite der Kreisbahn gefiihrt iat. 

Zu den gleicJlen Ergebni~sen fiihrt auch die Anwendung der Gleichungen 4a) 
in iVerb,induJlg mit den Gleichungen 3). Fassen wir die Bahn des Punktes als 

3* 
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Schnitt einer schiefen Ebene durch die y-Achse und einer Kugel vom Radius 1 
urn den Anfangspunkt als Mittelpunkt auf, so haben wir an Stelle der Gl. 3) 

f, = x sin 0.: + z cos 0.: = 0, f2 = x2 + y2 + Z2 - 12 = 0, } 
xdx+ydy+zdz=O, ' .. 3a) 

also 

~~ =sino.:, of, = 0 of, = cos 0.: . ! f2 = 2 x a f2 2 y 
oy 'oz 'ax 'By = , 

(~~r+ (~~r+ (otY=sin2 0.:+ cos2 0.: = 1, 

(Of2)2+ (Of2\)2+ (Of2)2= 4 (X2 + y2 + Z2) =412 
ax oy oz ' 

, "x, y"z 0.:' = sin 0.: , {J' = 0 , r = cos 0.: ; 0.: = T ' (J , = T ' r = T . 

Damit gehen aber die Bewegungsgleichungen 4 a) bei q,,, = qy = 0, qz = - g 
iiber in 

x 1 x = q' sino.: +Tq", 

ii = t q" , j . . . . . . . . . 8) 

z = - g + q' cos 0.: + -Y q" . 

Nach Multiplikation dieser Gleichungen mit dx, dy, dz und Addition ergibt 
sich unter Beachtung von 3a) 

xdx+iidy+zdz=vdv=-gdz. • • • • .. 8a) 

Ersetzt man nun die Risse x, y, z durch die aus Abb. 16 ersichtlichen Be
ziehungen 

X= Z cos 0.: cos q:> , 
y=Zsinq:>, 
z=-Zsino.:cosq:>, 

x = - 1 <P cos 0.: sin q:> , 
y = l,p cosq:> , 
z=lq,sinasintp, 

x = - 1 cos 0.: (<p sin q:> + <p 2 cos q:» l 
ii = 1 (lp cos '1' - q.,2 sin '1') ,., 

z = 1 sin a (9:' sin '1' + q,2 cosq:» 

so erhii.lt man aus 8 a) mit v = 1 if; 

l,p drp = - g sin a sinq:> dtp 
oder 

lip=-gsino.:sinq:> 

in Dbereinstimmung mit der Bewegungsgleichung 580). Durch Multiplikation 
der ersten und letzten Gl. 8) mit sin 0.: bzw. cos 0.: und Addition erhalten wir 
mit 3a) wie oben 

q'=gcoso.: 

als Zwangsanlauf senkrecht zur schiefen Ebene. Die zweite Gl. 8) ergibt BchlieB
Hch mit 9) und 580) den andern Auteil des Zwangsanlaufs 

q" = - (g sin 0.: cos q:> + 1 rp 2) 

in Dbereinstimmung mit Gl. 7). 

2. Beispiel. Es sei eine Schraubenlinie vorgelegt, die auf einem Kreis· 
zylinder mit lotrechter Acbse vom Halbmesser a und fester Steigung veriauft. 
Alsdann haben wir mit dem Winkel q:> des Fahrstra.hlgrundrisses gegen die 
x-Achse die Gleichungen 

x=acosq:> , y=asintp, z=bq:>, • •..••. 10) 

.. 9) 
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worin h=2nb die sog. Schraubensteigung bedeutet. Daraus folgt 

dx=- a sin II' dlp, dy=acoslp dlp, dz= bdlp, 

d2x = - a cos II' drl, d2y = - a sin II' d1p2, d2z = 0, 
ds2 = dx2 + dy2 + dz2 = (a2 + b2) d1p2 

und der Hauptkriimmungsarm e aus Gl. 6a) § 5 

1 (d2X)2 (d2y )2 (d2Z)2 a2 
7' = di2 + ds2 + -ds2- = (a2 + b2)2 , 

1 a 
-e= a2 +b2 ' 

lOa) 

Ebenso ergibt sich der Lauf v aus 

v2 = :t2 + y2 + Z2 = (a2 + b2) ,p2, 

Wegen des Vedaufes der Schraubenlinie auf dem Zylindel! falIt ihre Haupt
normale in die Richtung der zugehiirigen Zylindernormalen, liegt also wage
recht, so daB del! lotrechte Erdanlauf q = - g dazu senkrecht steht, d. h. 
1'= 90 0 ist. AuBerdem ist wegen der festen Steigung die Neigung a der 
Schraubenlinie gegen die Wagel!echte also mit f} = 90 0 - d 

dz b a b 
tg a = ctg f} = -- = - , cos a = ---- sin a = ---

adlp a ¥a2+b2' ¥a2+b2 
10c) 

Wir haben somit an Stelle der Gleichungen 1) 

. dv . 
Tt=-gsma, qa sin 1'0 = - g COB a , 

deren erste mit v dt = ds, ds sin a = dz 

vdv=-gdz, V 2 -v02 =2g(zo-z) .... __ 11 a) 

ergibt, wahrend aus den beiden andern folgt 
t _ g e cos a _ g COB a 
gvo----.-----'2-· .• 

v all' 
lIb) 

Die Bewegung liings der Schraubenlinie ist also unter der Wirkung des Erd
anlaufes g eine gleichfiirmig beschleunigte oder verziigerte, je nachdem der 
Punkt falIt oder steigt. Weiter erkennt man aus 11) und 11 h), daB der Zwangs
anI auf qo in zwei Teile zenii1lt, von denen der eine Teil g cos a senk!!echt auf 
der Schl!aubenfiache z = b II' steht, wah rend der andere v2 : e = a,;;2 in die 
Zylindernol!male fallt. Es sind dies die heiden Zwangsanlaufe q' und q" der 
Oberfiachen, deren Schnittkurve die Schraubenlinie bildet. 

Urn zu zeigen, daB auch die Ansatze 4) bzw. 480) zum gleichen Ziele fUhren, 
schreiben wir die Gleichungen des Iotrechten Kreiszylinders und der Schrauben· 
fliiche entsprechend 3) 

of2 
ox 

f2 = ~ - tg 11'= ~ - tg i = 0 , 

of1 -2 !l!..=0 a:y- y, oz ' 

of. 1 of. ____ a2 

ay = x- 'oz z - b x" 
b cos2 1) 

( 8f1 )2+ (!l!..)2+ (!l!..)2= 4 (X2 + y2) = 4a2 

ox oy oz ' 

( 8f2 )2 (of2)2 (of2)2= a2(a2+~. 
ox + rJy + OZ b2 x' ' 

.• 12) 
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und demnach nach Gl. 2c) § 5 

, x 
ex =a:' fl' -JL - , 

a 
1"=0, 

" a 
Y =- fa'+b~' 

Mithin gehen die Bewegungsgleichungen 4a) tiber in 

x .. = ~ '" _ y b q" .. y, + x b if'.. a q" 
'L y=-q , z=-g-~-=. 

a a ya' + b2 ' a a y a2 + b2 f a2 + b' 
13) 

Nach Erwei~erung mit dx., dy, dz und Addition erhalten wir wegen 12) 

q' b(xdy-ydx) -a2 dz 
vdv=-(xdx+ydy)+q"-- . -gdz=-gdz. 11 e) 

a a ya'+ b2 

Andererseits ergeben die beiden ersten Formeln 13) 

.. .. .. q" a b 
y x - x y = a2 cp = --:--== 

fa2 +b2 

13a) 

oder in Verbindung mit der dritten Gl. 13) unter Aussehaltung von q" 

woraus wieder die gleichformige Besehleunigung bzw. Verzogerung der Be
wegung erhellt und mit 13a) 

q" = - ,_~ g = - g cos ex. • • • • • • • • 13 c) 
f a2 + b2 

hervorgeht. Ftir den andern Zwangsanlauf q folgt ferner aus 13) wegen fl = 0 

q' a = xx+fjy = - (x2 + '!?) = _ a2 fj!2 , q'=_aq;2 . .. 13d) 

in Dbereinstimmung mit den Ergebnissen 11 und 11 b). 

§ 8. Die Relativbewegung im Raume. Die Lage eines Punktes P, 
Abb. 17, in einem festen rechtwinkligen Achsenkreuz in 0 sei durch 
die Abstande x, y, z von den Achsenebenen gegeben. Der Anfang Q 

z eines zweiten, ebenfalls recht-
Z wink ligen , im allgemeinen 

P aber beweglichen Achsen-
H kreuzes habe im festen die 

Abstande xo' Yo' zo' seine 
Achsen S, H, Z mogen gegen 
die festen die Richtungskosi
nus a1 , a2 , as; (31' (32' (3s; 
Y1' Y2' Ys nach dem Schema 

'J----+---1~-~-~y _I x y z 
~ a1 a2 as 
'Y) (31 (32 (3s 

!I , Yl Y2 Y3 
Abb. 17. besitzen. 
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Alsdann bestehen zwischen dies en Abstanden die Gleichungen 

x - Xo = a l ~ + 131 r; + 1'1' ) 
Y-Yo a2~+f32r;+r2' '" . . . . 1) 
z - Zo - a3 ~ + 133 r; + 1'3' 

und 
~ _ a1 (x = xo) + a2 (y = Yo) + a3 (z = Zo) I 
r; - 131 (x xo) + 132 (y Yo) + 133 (z Zo) , . . 1a) ,= 1'1 (x ~ xo) + 1'2 (y - Yo) + 1'3 (z.- Zo) 

wahrend das Quadrat des Abstandes P Q der Bedingung 

(x _XO)2 + (y _YO)2 + (z- ZO)2 =~2 + r;2 + ,2 . . 1 b) 

geniigt. Setzen wir in diese Gleichung die Ausdriicke 1), d. h. 
(x - xo) usw. auf der linken Seite, oder die Ausdriicke ~, r;, , nach 
1a) auf der rechten Seite ein, so folgt durch Vergleich der Beiwerte 
dieser Veranderlichen 

a12 + a22 + a3 2 = 1 , 

131 2 + 1322 + 1332 = 1 , 

1'12+1'22+1'32=1, 

131 1'1 + 1321'2 + 133 1'3 = 0 I 
1'1 a1 + 1'2 a2 + 1'3 a3 = 0 . 

a1f31 + a2 f32 + a3f33 = 0 

. . 2) 

a12+f312+r12=1, 

a2 2 + 1322 + 1'2 2 = 1, 

a32+f332 +1'32 =1 , 

a2 a~ + 132 133 + 1'2 I's = 0 ) 
aS a1+f3s f31+l'sI'1=O ... 2a) 

a1 a2 + 131132 + 1'11'2 = 0 

Es sind dies nichts anderes als die geometrischen Bedingungen der 
senkrechten Stellung der Achsen x, y, Z bzw. ~, r;, , gegeneinander. 
Berechnen wir ferner aus den Formeln 1) die Veranderlichen ~, r;, " 
so erhalten wir drei neue Gleichungen, die mit la) iihereinstimmen 
mussen. Dies trifft dann zu, wenn mit der Abkiirzung 

a1 (132 1'3 - 133 1'2) + 131 (1'2 as - Ys a2) + 1'1 (a2 133 - as 132) = L/ , 

a1L/=f32I's-f331'2' f31L/=r2 aa-l'aa2, "1L/=a2f3s- asf32' 

oder nach Quadrieren mit Beachtung von 2) 

L/2 = 1, 

(1321's - f3s 1'2)2 + (1'2 as - 1'3 a2)2 + (a2f3s - as 132)2 = 1 

ist. Drehen wir das bewegliche Achsenkreuz so lange, his die ~, r;, , 
Achsen den Achsen x, y, Z des festen Kreuzes gleichgerichtet sind, 
so ist a1 = 132 = I's = 1, a2 = as = f3s = 131 = 1'1 = 1'2 = 0, mithin 
L/ = + 1, und wir erhalten unter gleichzeitiger Vertauschung der 
Zeiger nach MaJ3gabe des Dbergangs der Formelgruppe 2) und 2a) 
ineinander 

a1 = 1321's - f3s 1'2' 

131 = 1'2 as - rs a'J , 

1'1 = a2 f3s - as 132 , 

a2 =f3sr1-f3l rs' 

132 = rs a l - 1'1 as' 

1'2 = as 131 -- a l f3s' 

as _ 1311'2 - 1321'1 ) 
f3s - 1'1 a2 - 1'2 al . 

I's =-= al f32 - a2f31 

3) 
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Da nun die Formelgruppe 2 a) ihrer Entstehung nach lediglich eine 
Folge der Gruppe 2) ist, so bestehen zwischen den 9 Richtungs
kosinus a, fJ, Y im ganzen nur 6 unabhangige Beziehungen, die wir 
unter den Gruppen 2), 2 a) und 3) beliebig auswahlen diirfen. 

Nach dies en rein geometrischen Betrachtungen gehen wir zur 
Bewegung des Punktes P in beiden Achsenkreuzen iiber und 
bilden durch Ableitungen der Ausdriicke 1) nach der Zeit die ab
soluten Laufteile 

~ = ~o + a1 ~ + fJ1 ~ + Y1 ~ + ~1 ~ + ~l1J + ~1' 1 
~=~o + a2~+ fJ2: + Y2~+ ~2~ + ~21J + ~2' f' . . . 4) 

Z = Zo + a3 ~ + fJ31J + Y3' + a3 ~ + fJ31J + Y3' 

Andererseits ergibt die Ableitung der Ausdriicke 1) die relativen 
Laufteile von der Form 

i = a l (x - xo) + a2 (y - Yo) + a3 (i - zo) 

+ a1 (x - xo) + a2 (y - Yo) + a3 (z - zo). . 5) 

oder nach Einsetzen von 1) 

i= a1 (x - xo)+ a2 (y - Yo) + as (i- zo) 

+~~+~~+~~~+~~+~~+~~1J 
+ (a1 Y 1 + a2 Y 2 + a3 Y 3) , . . . . . . . . . . . . 5 a) 

Hierin ist aber wegen 2) 

a1 a1 + a2a2 -: a3a3 . 0, .P1fJl + P2fJ2 + fJ~fJa = O,}, 
YlY1 +YIlYIl+Y3Y3=0 

~~+~~+~~=-~~-~h-~h=%l 
~~+~~+~~--~~-~~-~~-~ , . 
~~+~~+~~--~~-~~-~~-% 

2b) 

. 2c) 

worin die GroBen w1 ' W 2 ' wa offenbar Drehwerte darstellen. Damit 
aber wird unter Hinzufiigung zweier entsprechender Formeln fiir ~ 
und t 

~ = a1 (x - xo) + all (y - Yo) + a3 (i - zo) + wa1J - w2 ' I 
~ _fJl(~-~O)+fJ2(~-~O)+fJ3(~-~O)+Wl'-W3~ , 
, - Yl (x - xo) + Y2 (y - Yo) + Ya (z - zo) + w2 ~ - wl f) 

6) 

worin die rechten Sum men der mit den Richtungskosinus a, fJ, Y 
behafteten Glieder die in die Achsenrichtungen ;, 'YJ, , fallenden 
augenblicklichen Laufanteile im bewegten Kreuz darstellen, zu denen 
dann noch die Drehungen um die bewegten Achsen mit den Dreh-
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teilen wt ' w~, wa hinzutreten. Diejenigen Punkte im bewegten 
Achsenkreuz, welche nur relative Verschiebungen in dessen 
Achsenrichtungen ~, 1], , erleiden, geniigen den Gleichungen 

~ = (Xt (x - xo) + (X~ (y - Yo) + (xs (z - 2:0) 1 
~ _ fit (~- ~o) + p~ (~- ~o) + fis (~- ~o) . 
,- Yt (x- Xo) +y~(y-- Yo) + Ya (z - Zo) 

. . . 6a) 

Aus dem Vergleich mit 6) ergibt sich, daB alsdann 

oder 
~ : 1] : , = wt : w 2 : wa 

d. h. daB alle Punkte mit reiner Parallelverschiebung im 
bewegten Achsenkreuz auf einer Geraden liegen, welche 
demnach die augenblickliche Drehachse des b ewegten 
Systems bildet. 

Zur Berechnung des relativen Anlaufes bilden wir die zweite 
Ableitung ~. und erhalten dafiir aus 5) 

{= (Xt (x - xo) + (X'.! (ij - Yo) + (Xa (z - zo) 

+ at (x - xo) + a2 (y - Yo) + aa (z - zo) 
+ 2 [at (x - xo) + all (y - Yo) + aa (i - i o)] . . 7) 

oder nach Einsetzen von 1) und 4) in die zweite und dritte Zeile 

{= (Xt (x - xo) + (X2 (fj - Yo) + (Xs (z-zo) 

+ (at (Xt + a2 (X2 + a3 (Xa) ~ + (at fit + a2 fi2 + aa fis) 1] 
+ (atYt + all Y2 + asYs)' + 2 (at2 +a2 2 + aa2)~ 
+2k~+~~+~~1]+2k~+~~+~~' 
+2k~+~~+~~~+2k~+~~+~~~ 
+ 2(al Yl +a2 Y2+ as YaH:· ............ 7a) 

Wegen 2) ist aber 

al fit + a 2fi2 + aa fis + 2 (al PI + a2 /32 + aa (is) 
+ (Xt,8t + (X2 /J~ + (X3 /3~ = 0, . . . . . . . . . . . 2 d) 

so daB wir mit Riicksicht auf 2 b) und c), sowie unter Hinzufiigung zweier 
durch Vertauschung von (X mit {3 bzw. Y gewonnener Formeln schreiben 
diirfen 
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{= a1 (x - xo) + a2 Ui - Yo) + as (z - zo) + 2 (W3~ - w2 () 

- (a1 al + a2 a 2 + as a 3) ~ - (atl~~ + a2 ,82 + as A) 'I'} 

- (al r 1 + a2 Y 2 + as r 3g 

1j = {31 (x - xo) + {32 (Y - Yo) + {3s (z - Zo) + 2 (Wl (- W3 i) 
- ({31 a1 + {32 a2 + {3s as) ~ - ({31,81 + {32,82 + {33 ,8s) 'I'} • 8) 

- ({31 rl + {32 r2 + {33 r2g 
E = Y1 (x - xo) + Y2 (y - Yo) + Ys (z - Zo) + 2 (W2 i -. W l ~) 

- (Y1 a1 + Y2 a2 + Ys a3) ~ - (Y1,81 + Y2,82 + Ys iJ~) 1) 

- (l'l Y1 + Y2 Y2 + Y3 rs) ( 
oder wegen 2 c) fiir die erste Formel 

{= a l (x - xo) + a2 (y - Yo) + as (z - zo) + 2 (ws ij - w2 t) 
+ WS'l'}-w2( + (a12 + a22 + as2)~ + (a1 Pl + a2 P2 + as A) 'I'} 

+ (al Yl +a2 Y2+ aSYS)( usw ............. 8a) 

In dies en Ausdriicken, die wir auch durch nochmalige zeitliche 
Ableitung der Formeln 6) gewinnen konnten, stellt die Summe der 
drei ersten Glieder den in die Achsenrichtung des bewegten Kreuzes 
fallen den Anteir des Unterschiedes des aul3eren Anlaufes von Q dar, 
wahrend die letzten drei Glieder von den Drehanlaufen des bewegten 
Achsenkreuzes herriihren. Dazu kommen aber noch die Achsenanteile 
des doppelten Vektorproduktes des Drehwertes urn die Achse mit dem 
Relativlauf im bewegten Kreuz, das wir oben am Schlusse des § 4 
als Coriolisbeschleunigung kennen gelernt haben. 

1. Beispiel: Handelt es sich um eine bloJ3e Parallelverschiebung 
beider Achsenkreuze, so gelten mit ~ = /J = Y = 0 wieder die Formeln 6a) fiir 
den Zusammenhang zwischen den relativen und den absoluten Laufwerten, 
wahrend fiir die Anlaufteile 

i = a l (x- xo) + a2 (ii - Yo) + a3 (z- zo) •..... 8b) 

usw. gilt. In diesem Falle wird man zweckmaBig auch die Achsen der beiden 
Kreuze von vornherein parallel anordnen, also a l = (12·= Y3 = 1, a2 = aa = (11 
-:- {J3 -: Yl • Y2 = 0 setzen und erhiilt dann einfach mit 001 = 002 = 003 = 0, 
001 = 00 2 ~ 00 3 = 0 

; =: = ::: ~: ~ = ~:: ~. : =:: \ ....... 9) 
~ = x - xo, ~. = y - Yo' C = z - Zo 

Ist im Sonderfalle die Bewegung des Kreuzes ~, 1), C gleichformig, so wird 
mit Xo = Yo = Zo = 0 f=x, ~·=Y, C=z, ......... . 9a) 

so daB bei einem gIeichfiirmig bewegten Kreuz der absolute und reo 
lative AnIauf eines darin bewegten Punktes iibereinstimmen. Zwei 
gegeneinander gIeichfiirmig parallelIaufende Achsenkreuze sind 
demnach in bezug auf die AiiIiiufe eines und desselben Punktes 
viillig gIeich wertig, eine Tatsache,die man wohI auch aIs das mechanische 
ReIativitatsprinzip bezeichnet. 
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Bewegt sich ein Punkt anlauffrei, also geradlinig gleichformig, so wird 
aus 9) 

f=-xo, ij=-yo, f--zo , ••• •• •• • 9b) 

d. h. der absolut anlauffreie Punkt besitzt im bewegten Kreuz einen 
dessen Anlauf entgegengesetzten Relativanlauf. Ein im bewegten 
Kreuz befindlicher Beobachter, der dessen Bewegung selbst nicht feststellen 
kann, wird demnach aus dem Relativanlauf eines darin freigegebenen Massen
puuktes auf das Vorhandensein eines Anlauffeldes im bewegten Kreuz schlieBen, 
das im Falle der Obereinstimmung 
des Anlaufes mit dem der Schwere 
genau wie ein Schwerefeld er
scheint und wirkt. 

2. Beispiel: 1m 'Sonderfalle 
der reinen gleichfiirmigen 
Dreh ung des bewegten Achsen
kreuzf.'s wahlen wir die z·Ach8e 
des festen als Drehachse, mit der 
nach Abb. 18 die 1J-Achse des be
wegten den Winkel {} dauernd 
einschlieBt, wahrend die dazu 
senkrechte C-Achse die Richtung 
von 0 Q = a der heiden Anfangs
punkte hat und gegen die z·Achse 
die Neigung 90 0 - {} besitzt. Die 
';-Achse liegt in der Tangente 
der Kreisbahn von Q, also par
allel der festen xy-Ebene, steht 
also senkrecht zur Ebene 0 Q Z, 
die mit der festen Ebene 0 Z X den 
augenblicklichen Winkel g; = w t 
bildet. 

Alsdann sind die Achsen
abstande von Q und ihre AbJeitungen bei bestandigem {} mit rp = w, if; = cO = 0 

Xo = a cos {} cos g; , 

Xo - - a w cos {} sin <p , 

Xo = - a w' cos {} cos g; , 

Yo = acos {} sin g;, 

Yo = aw cos {} cos <p, 

Yo = - a w' cos {} sin g;, 

Zo - a sm {} 

zo=O 

zo=O 
),' .10) 

und es ergeben sich, wie man sofort durch Parallele zu den .;, 1J, C -Achsen 
durch 0 erkennt, deren Richtungskosinus 

a , = - sing;, 

fJ, = - sin f} cos g; , 

1'1 = cos{}cos <p, 

a, = - wcosg;, 

/1, = w sin{} sin g; , 

Y, = - OJ cos f} sin g;, 

Mithin nach Gl. 2 c) 

a2 = cos <p, 

fJ. = - sin {} sin g; , 

1'2 = cos {} sin g;, 

a2 = - OJ sin g; , 

P2 = - OJ sin {} cos g;, 

r2 = OJ cos {} cosg;, 

• 11) 

~3=01 fJ3 = 0 . 

r3 =0 

. 11 a) 

w, = 0, OJ2 = OJ cos {} , OJ3 = w sin {} } 

0J, 2 + OJ22 + OJ32 =OJ2 , 00=0 
, ..... 12) 

was man auch unmittelbar auf Grund der Vektoreigenschaft von OJ aus Abb. 18 
hatte entnehmen kiinn.en. 
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Weiter ist 

ci.2 + a2 2 + cia2 = OJ2, P.2 + P22 + ~a2 = OJ2 sin2 {}, I 
r.2 + r22 + ra 2 = OJ2 cos2 {}, 

. • . . . . ... 11 b) 
Ct.. P. + Ct.. P2 + cia Pa = 0, ~.r~ + P~ r~ + P~ r~ = - OJ2 sin {} cos {}, 

)'. a, + )'2 a2 + )'a aa = 0 

Beachten wir ferner, daB die Sum men 

cc.x+ a. ii+ ccaz= (¥), P.X+P2 ii +Pa z= (~"), 
)',x+)'2ii+)'3Z=(~) ........... 13) 

die wahren Anlaufteile in den Achsenrichtungeu ;, 1'/, e bedeuten, so er· 
halten wir fur die relativen Anlaufteile aus ~) bzw. Sa) durch Einsetzen 
der Werte 10), 11), 11b), 12) 

f = (i) + OJ2; + 2 OJ (~ sin {} -, cos {}) ) 

~ = (~) - (.02 [(a + e) cos {} -11 sin {}] sin {} - 2~.t sin {} .•.. 14) ,= eeJ + OJ2 [(a + C) cos {} - rl sin {}] cos{} + 2(.0; cos {} 

Fallt insbesondere mit {} = 90 0 die e-Achse mit der fest en Drehachse OZ zu
sammen, so vereinfachen sich die letzten Formeln in 

i = (i) + OJ2; + 20Jrj ) 

~=e~)+OJ211-2OJ~ ...•...... 14a) 

e=(o 
Es sind das bis auf den letzten diesel ben Ausdriicke, die wir bereits fur die 
ebene Relativbewegung mit gleichformiger Drehung in § 19 des erst en TeiJes 
gewonnen hatten. Natiirlich konnen diese umgekehrt zur Herleitung der all
gemeinen Formeln 14) benutzt werden. 

§ 9. Die Bewegung an der ErdoberfHiche. Da sich die nahezu 
kugelformige Erde nicht allein urn ihre Achse gleichformig dreht, 
sondern auch noch die Sonne umkreist und schlieBlich mit dieser 
durch den Weltenraum wandert, so konnen wir an der Erdoberfiache 
selbst nur von Relativbewegungen sprechen. Die mittleren Drehwerte 
urn die Polachse und urn die Sonne verhalten sich wie 365: 1, so daB 
wir die letztere fast immer als klein gegen die erstere vernachlassigen 
und auBerdem von dem mehr gleichformigen Fortschreiten des Sonnen
systems ganz absehen diirfen. Alsdann aber sind die Formeln 14) des 
letzten Abschnittes zur Verfolgung einer Bewegung an der Erdoberfiache 
unmittelbar geeignet, wenn wir nur die wahren Anlaufwerte 13) in 
den Achsenrichtungen einfiihren. Bedeutet 0 den Erdmittelpunkt, 
Q einen Punkt an der Oberfiache, also 0 Q = a den Erdhalbmesser, so 
diirfen wir fiir eine Bewegung in der Umgebung von Q die Breite {} 
dieses Punktes als bestandig ansehen. Da fernerhin ein frei be
wegter Punkt an der Erdoberfiache nur unter dem EinfiuB des 
nach 0 gerichteten Erdanlaufes go steht, so haben wir mit (~) = (ij) = 0, 
(C) = - go an Stelle von Gl. 14) § 8 

~=w2~+2w(~sin{}-'cos{}) j 
~=-w2[(a+C)cos{}-1}sin{}]sin{}-2.wisin{} .. 1) 

C = w· [(a + C) cos {} -1} sin{}] cos {}+ 2 w~ cos{} - go 
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Diese Formeln lassen sich indessen fUr die meisten praktischen FaIle 
durch die Dberlegung vereinfachen, daB in der Nachbarschaft von Q 
die Betrage C, 'i} nur klein gegen den Erdhalbmesser sind und dem
gemaB hiergegen vernachlassigt werden durfen. AuBerdem aber gilt 
fUr den Drehwert der Erde 

so daB jedenfalls Produkte der an sich kleinen Abstande ~, 'i}, emit 
w 2 gegen solche des Drehwertes w mit den Laufwerten ~, ~, , als 
klein hoherer Ordnung unterdruckt werden durfen. Alsdann bleibt: 

{=2w('i}sin{}~c'cos{}) 1 
11 = ~ W 2 a cos {} sin {} ~ 2 w i sin {} 

E = + w2 a cos2{}+ 2wi cos{} ~ go J 
.... la) 

und fur die relative Ruhe mit § = 0, 1] = 0, t = ° 
~ = 0, 11 = ~ w 2 a cos {} sin {}, E = w2 a cos2 {} ~ Yo' . 2) 

Daraus erkennt man sofort, daB der scheinbare Erdanlauf y 

bis auf GroBen von der Ordnung w 4 mit " ubereinstimmt und eine 
Lotabweichung b nach dem Erdaquator auf weist, so zwar daB 

Y=Yo ~ w2 acos2 {} =Yo (1 ~ w2 a cos2 {}) 1 
Yo ) 

J
.. . . . 2a 

~ -ii ~ w 2 acos {}sin{} _ w2 a .<1'.<1 
U - .. ~ 2 2.<1 - cos 'U' SIn 'U' C Yo ~ w a COS 'U' . Y 

Man erkennt weiter, daB der Erdanlauf g am groBten an den Polen 
und am kleinsten am Aquator ist, wahrend die groBte Lotabwei
chung fiir {}=45° mit a=6370000m und g=9,81msec- 2 sich 
zu () = 0,0017 ergibt. In Wirklichkeit treten infolge der Abplattung 
des Erdballes nahezu die doppelten Abweichungen des Erdanlaufes 
und der Lotrichtung auf. 

Fuhren wir nunmehr die Werte y und b in die Bewegungs
gleichungen 1 a) ein, so erhalten wir 

• g=2w(~sin{}~tcos{}) 1 
. .. .. . lb) 

ij = ~ y b ~ 2 w ~ sin {}, C = ~ g + 2 w ~ cos {} 

Aus den beiden letzten Formeln ergibt sich durch Integration mit 
den Anfangswerten c2 und cg 

1] = c2 ~ y b t ~ 2 w ~ sin {}, 

und nach Einsetzen in die erste Formel 1 b) unter Vernachlassigung 
der Produkte 0)2 ~ 

{ 2 w (c2 sin {} ~ c3 cos {}) + 2 wgt (cos {} ~ b sin {}) 

{=2w(c2sin{}~c3cos{})+2wgtcos({}+b) .. 3a) 
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Daraus folgt weiter mit einer Anfangsgeschwindigkeit c1 

. w g ta , , . 3 b) 
i = c1 + 2wt (c2 sin {} - ca cos {}) + wgt2 cos({) + b)) 

~ = c1 t + wt2 (c2 sm {}-cscos {}) + -3- cos ({) + b) 

falls die Bewegung vom Punkt ~ = 0 zur Zeit t = 0 beginnt. Die 
Einfiihrung von ~ aus 3 b) in 3) liefert nunmehr unter Weglassung 
der mit w 2 behafteten Glieder 

~ = c2 - t (gb + 2 w c1 sin {}) } 
( {}) ...... 3c) 

l; = ca - t g - 2 W c1 cos 

und mit t} = l; = 0, fiir t = 0 
t 2 

t}= c2t- 2(gb + 2wc1 sin{}) 

t 2 

l; = cat - 2 (g- 2wc1 cos{}) 

...... 3d) 

Man erkennt, daB der durch Ausschaltung von t sich ergebende Grund
riB der Bahn in der wagerechten ~ 'fj - Ebene keine Gerade ist, die 
Bahn also keine ebene Kurve sein kann, sondern auf der Nordhalb
kugel stets eine zweite Kriimmung mit Abweichung nach der rechten 
Seite hin aufweist. 

1. Beispiel: Ganz deutlich tritt dies fiir den freien Fall ohne Anfangs
I auf zutage, ftir den mit c, = c2 = c3 = 0 

wgt 3 gtJ 1 
~=-3-cos(a+tJ), 1)=- 2 t2 , C=-2gt2 •.. 3e) 

wird. Es ergibt sich also aus der schon oben berechneten Lotabweichung tJ 
infolge des Fliehanlaufes noch eine Ablenkung des fallenden Korpers im Sinne 
der Erddrehung. Diese hier theoretisch entwickelte Abweichung ist durch Ver
suche mehrfach festgestAllt worden. So fand Reich (1833) im Dreibriider
schacht in Freiburg in Sachs en beim Durchfallen einer Bohe. C = 158,5 m eine 
ostliche Abweicbung von 28,4 mm. Aus der ersten Formel 3 e) wiirde mit 
g=9,81 m sek- 2, a+tJ=50o 53', cos (a+tJ) =0,63 eine Fallzeit von 
t = 5,68 sek und eine Ostabweichung von 

~ == 0,000073·9,81 5,683.0,63 = 0,0275 m 
3 

folgen, was an!!esichts einiger storender Nebeneinfliisse als vortreffliche Be
statigung angesehen werden darf. 

Fiir den Fall einer gezwungenen Bewegung an der Erdober
flache haben wir mit den Anteilen des Zwangsanlaufes qo zu setzen: 

(i)=ql' (ii)=q2' (t)=qa-go'.· .. · 4) 
womit Gl. 14), § 8 unter Vernachlassigung der Produkte von w 2 mit 
~, 'fj, l;, sowie mit 1 b) iibergeht in 

~ = ql + 2 W (i] sin {}. - i cos {}), ) 

if = q2 - g b - 2 W ~ sin {} , ... . . . 

t·=,qa - g + 2'w i cos {}. 

5) 
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2. Beispiel. Handelt es sich um ein Kugelpendel, d. h. um die Fiihrung 
des bewegten Punktes durch eine starre Verbindung mit dem Anfang Q von 
der Liinge P Q = l, so haben wir fiir kleine Ausschliige ~,'f} aus dem Lote 
angeniihert I; = - l, t R1- 0, C R:; 0, also qo R:; - g 

q1 = qo f = - g f ' q2 - g <l = qo T = - g T ' I . . . . 4a) 

qa'= g -2 OJ ~cos{}, , 

und damit wird aus 5) unter Wegfall der letzten G1eichung 

.. ~ 
~ =-gT+2OJ~sin{}, 

., 'f} 2 i::. {} 'f}=-g-- OJS'Slll 
l 

. . . . 5a) 

oder mit den Abkiirzungen 

f = a2 , OJ sin {} = OJo,· . . • • 

¥ + a2 ~ = 2 OJo ~, 17 + a2 'f} = - 2 OJo ~ • 

4b) 

5 b) 

Die Bewegung im Grundrill setzt sich hiernach aus zwei zueinander senkrechten 
gekoppelten Sch wingun gen zusammen, von denen aber keine fiir sich ver
schwinden kann. Ohne die Erddrehung, also mit OJo = 0 werden die beiden 
Schwingungen voneinander unabhiingig und liefern als Bahn eine Ellipse, die 
wir schon als Grenzfall kleiner Ausschliige des Kugelpendels auf fester Unter
lage kennen gelernt haben. 

Zur niiheren Kennzeichnung des Vorganges erscheint es zweckmiiBig, den 
Fahrstrahl r und seinen Drehwinkel 'P gegen eine Anfangslage durch 

~=rcos'P, 'f} =rsin'P •....•... 

zu ersetzen, womit die beiden Formeln 5 b) iibergehen in 

w+ (a2 - q,2 - 2OJo q,) r] cos 'P - [2 (OJo+ q,) f+ r tP] sin'P = 0, 

W+(a2 - q,2 - 2OJo q,)r] sin 'P+ [2 (OJo+.p) i+r cii] cos rp = 0, 

also ersetzt werden k6nnen durch 

6). 

Erweitern wir die erste Gleichung mit dr, die zweite r d'P und addieren, so 
wird daraus mit ¥ dr = f di, ;p drp = rjJ drjJ, r d'P = rjJ dr 

r di' + a2 r dr + r2 cp dq, + rjJ2 r dr = 0 , 

wiihrend die zweite G1. 6 a) fiir sich auch 

bzw. 
rdcp +2 (q,+ OJo)dr= 0, 

r 2 d.p + 2 r (.p+ OJo) dr = 0 

geschrieben werden kann. Daraus ergeben sich aber die Integraie 

f2+ r2(cp2+ a2)=0t> r2(cp+OJo)=Og, ... 7) 

die mit OJo = 0 in die bekannten Gleichungen der el'iptischen Zentralbewegung 
iibergehen. Das Hinzutreten des Gliedes OJo in der FHichenformel besagt so mit 
nichts. anderes als eine Drehung der Bahnebene bzw. derElIipsen
achsen mit den Drehwertcn - OJo = - OJ sin {} auf der bewegten 
ErdoberfIiiche. Diese, zuerst von Foucault (lR52) versuchsmiiBig nachge· 
wiesene Drehung der Pendelebene Hefert zugleich einen von der Beobachtung 
des Himmels unabhiingigen Beweis der Drehung der Erde. um ihre Achse in 
einem fest angenommenen Achsenkreuz, das wir \lnB alsdann nur im Zusammen
hang mit dem Fixsternhimmel denken konnen. Die heiden Festwerte 0 1 und 
O2 der GI. 7) bestimmen sich aus den Laufwerten r und r 1> fiir einen vorge-
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legten Abstand r von der Mitte des Bahngrundrisses. Alsdann aber folgt aus 7) 
fiir ';=0, d. h. fiir gr6Bte und kleinste Auslenkungen 

r,2 (tP12 + aZ) = 0" r12(~,+coO)=02' } 

rP12+a2 CP,+ COO • _ 0, V(01)2+01 2'" 7a) 
~- -~ 'Pi - 2 O2 ± 2 O2 O2 COo - a ) 

also zwei verachiedene reelle Werte von <Pi' so~ange 

oder 

iat. Da jedem Werte von tPl nachGl. 7a) einAbstand r, zugeh6rt, so gibt es also 
zwei Grenzkurven, die von den sich drehenden Bahnellipsen innen und auBen 
beriihrt werden. Nur fiir den unteren Grenzfall von 7 b) wird mit Vernach
lassigung von C002 gegen a2 bei verschwindender Wurzel 7a) 

. ~ ± ) 'Pi = 2 O
2 

= a - COo • • • • • • • • • • • 7 c 

entsprechend dem links oder rechts umlaufenden Kegelpendel, dessen 
Drehwert durch den der Erde eine scheinbare Anderung erfahrt. Wird ins
besondere O2 = 0, so kann mit <P + COo = 0 der Strahl r jeden beliebigen Wert 
annehmen, u. a. auch r = 0 werden, so daB dieser Fall dem Durchgang des 
Pendels durch die lotrechte Ruhelage mit der aua 6a) hervorgehenden Be

Abb.19. 

wegungsgleichung 

r+(a2+co02)r=0 •• S) 
entspricht, die ersichtlich das aus 7) 
mit cp+coo=O hervorgehende Integral 

r2+r2(a2+ C(02) = 0, . Sa) 

Abb.20. 

ergibt. Daraus erkennt man, daB hierbei 0, das Quadrat des Laufwertes in 
der tiefsten Ruhelage darstellt, wiihrend sich mit r= 0 aus 8a) der Arm des 
oberen Grenzkreises berechnet. Da dieser von der Bahn zwischen je zwei Durch
gangen durch T = 0 beriihrt wird, so hat dieselbe die Form einer Rosette, 
Abb.19. 

LiiBt man das Pendel wie beim Foucaultschen Versuch ohne 
SeitenstoB von der Aualenkung T2 los, so iat dort r2 = 0, tP2 = 0, also 
nach 7) 

9) 

Dies liefert, eingesetzt in 7 a) 

tP,2+ a 2 <Pi + COo 
--a~ = -----coo~ ; 
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also fur den inneren Grenzkreis 
a 2 2 T22 Wo T22 W02 2 W02 

rFl=WO ' Tl =cpl+wo=a2+wJ"'T2~' ..•• (9b) 

Wegen der Kleinheit von w02 : a 2 schrumpft der untere Grenzkreis praktisch 
zu einem Punkt zusammen, so daB die Bahn fast geradlinig verHiuft, Abb. 20. 

3. Beispiel. 1m Falle eines Eisenbahnzuges mit der Schienenneigung IX 

gegen die Ostrichtung stellen q" q2' q3 die Anteile des Zwangsanlaufes der 
Schienen dar. Bei gleichfOrmig wagerechter Bewegung ist 

~ =ccos a, 

und damit wird aus 5) 
~ = csin a, 

ql = - 2 W c sin f} sin a , q2 - g t5 = 2 W c sin f} cos a , 
qa = g - 2 W c cos f} cos a . 

10) 

Hiernach wird durch die Drehung der Erdkugel nicht allein die senkrechte 
Wirkung zwischen dem Fahrzeug und den Schienen wie uberhaupt jeder festen 
Unterlage beeinfiuBt, sondern auch ein wagerechter Zwangsanlauf yom Betrage 

q=2wcsinf} ..•.......... lOb) 

hervorgerufen, welcher die Rechtsabweichung bei freier Bewegung auf der 
Nordhalbkugel verhindert. Fur die Breite von f}=51 0, cos f}=0,629, sin ()=0,777 
ist die Lotabweichung nach Gl. 2a) mit a = 6370000 m, .5 = 0,00168 und der 
davon in die Meridianrichtung faliendeAnteil des Erdanlaufes gt5=0,0168msec- 2• 

AuBerdem aber wird 2 W sin f} = 11,34· 10- 5 und bei einem Bahnlauf von 
c = 20 msec- 1 der wagerechte Zwangsanlauf der Schiene q = 0,00227 msec- 2, 

ein zwar kleiner, aber doch merkbarer Bctrag. 

III. Die Bewegung eines starren Korpers. 
§ 10. Verschiebungen und Drehungen eines Korpers im Raume. 

Die Lage eines Punktes im Raume ist durch seine Abstande 
von drei zueinander senkrechten Ebenen bestimmt. Mithin kann 
cine Lagenanderung durch Anderung dieser drei Abstande, d. h. 
durch drei zueinander senkrechte Verschiebungen ersetzt werden. Da 
diese durchaus voneinander unabhangig sind, so spricht man von drei 
Freiheitsgraden d er raumlic hen Bewegung eines Punkte s, 
von denen in der Ebene nur noch zwei iibrig bleiben. Daran andert 
sich auch nichts durch Einfiihnmg des Abstandes r vom Schnitt 0 
der drei festen Ebenen und der Richtungskosinus a, fJ, r von r gegen 
deren Schnittgerade 0 X, 0 Y, 0 Z, welche zusammen ein raumliches 
Achsenkreuz bilden. Alsdann ist 

x=ra, y=rfJ. z=rr 1) 
mit der Nebenbedingung 

a2 + fJ2 + y2 = 1 , 2) 
wodurch also die drei Abstande x, y, z durch r und zwei willkiirlich 
wahlbare Winkel ersetzt werden. Deren Anderungen aber stellen 
Drehungen des Strahles r in den Ebenen rx, ry, bzw. rz dar, die 
somit die Verschiebungen in den Achsenrichtungen ersetzen konnen. 

Die Lage einer Geraden im Raume ist durch die Abstande 
Xl , Yl' Zl eines ihrer Punkte von den festen Ebenen und die drei 
Richtungskosinus a, fJ, y gegen die Achsen gegeben, die aber wieder durch 

Lorenz, Techn. Physik I,2. 2. Auf!. 4 
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die Nebenbedingung 2) verkniipft sind. Mithin enthalten die Glei
chungen del' Geraden 

x- Xl 

y 
. 3) 

nur noch fiinf voneinander unabhangige Bestimmungsstiicke, 
deren Anderungen alsdann ebensoviele Freiheitsgrade del' Bewegung 
bedingen. Von diesen bleiben in del' Ebene drei iibrig, welche alsdann 
auch fiir eine mit del' Geraden fest verbundenen Scheibe geniigen. 
Da die Gerade stets durch zwei gegebene Punkte PI' P2 hindurch
gelegt werden kann, so scheint es, als ob zu ihrer Bestimmung die 
sechs Punktabstande Xl' Yl , Zl' X 2 ' Y2 , Z2 notwendig seien. Mit diesen 
ist abel' auch die Lange 1 del' Strecke zwischen den beiden Punkten 
durch die del' Gl. 2) gleichwertigen Formel 

(X2 - Xl? + (Y2 - YI)2 + (Z2 - Zl)2 = [2 . . .. 4) 
verkniipft, so daB auch in diesem Fall nul' noch fiinf voneinander 
unabhangige Freiheitsgrade iibrig bleiben. 

Ahnlich liegt es beim starren Korper, des sen Einzelpunkte un
veranderliche Abstande voneinander besitzen. Die Lage jedes der
selben ist demnach innerbalb des Korpers durch seine Abstande von 
drei andern P l , P2 , P3 bestimmt, die, nicht auf einer Geraden liegend, 
ihrerseits den ganzen Korper gegeniiber den Ebenen des Achsen
kreuzes festlegen. Zwischen den neun Punktabstanden Xl' YI , Zl' 

X2 ' Y2' Z2' Xg, Yg, Z3 bestehen abel' durch die gegebenen Seitenlangen 
des Dreiecks P l , P2 , P3 drei Bedingungsgleichungen del' Gestalt 4), 
so daB schon sechs del' neun Abstande zur Lagenbestimmung des 
starren Korpers geniigen, dessen Bewegung mithin sechs Freiheits
grade besitzt. In del' Tat braucht man nul' in ihm eine Gerade, 

Abb. 21. 

die, wie oben gezeigt, fiinf Freiheits
grade hat, als Achse festzulegen, urn 
aus del' Drehung urn dieselbe den 
secbsten Freibeitsgrad del' Korper
bewegung zu erhalten. Die ganze 

o Korperbewegung zerfallt demnach in 
eine Anzahl von Punktverschiebungen 
und Achsendrehungen, die sich nach 
den vorstehenden Ausfiihrungen 
gegenseitig ersetzen oder ineinander 
iiberfiihren lassen. 

Da nun jedes ebene Gebilde mit drei Freiheitsgraden del' Be
wegung aus einer Lage in die andere durch eine einzige Drehung 
iibergefiihrt werden kann, so entsteht die Frage, ob nicht auch eine 
derartige Vereinfachung del' Bewegung eines Korpers moglich ist. 
Zu diesem Zwecke erinnern wir uns, daB dessen Lage durch die von 
dreien seiner Punkte gegeben ist, welche im Korper eine feste Ebene 
bestimmen. Diese Ebene achneidet die Korperoberflache in einer ge
schlosaenen Kurve, deren Lage in del' Ebene durch einen ihrer Durcb
messer A B eindeutig bestimmt iat, Abb. 21. In einer beliebigen 
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anderen Lage des Korpers wird die Schnittebene die urspriingliche 
Ebene in 0 0 schneiden. AuBerdem aber erscheint der Korperschnitt 
in seinem Durchmesser A' B' gegen die Spur 0 0 verdreht. Den Vber
gang zwischen den beiden Korperlagen konnen wir nun auch so voll
ziehen, daB wir zunachst den Korper urn 00 drehen, wobei A B 
in A" B" und durch Drehung urn einen Pol in der Ebene 
00 A" B" bzw. urn eine zu ihr senkrechte Achse schlieI3lich in A' B' 
iibergeht. Damit aber haben w ir die Bewegung des Korper
schnittes A B und mit ihr diejenige des Korpers selbst auf 
zwei Dreh ungen urn zwei im Raume aufeinander senkrechte, 
sich im allgemeinen nicht schneidende Achsen zuriickgefiihrt. 

Halten wir den Korper an einem Punkte fest, so entziehen 
wir ihm mit der Moglichkeit der Verschiebungen dieses Punktes in 
den Achsenrichtungen drei Freiheitsgrade. Die ganze noch iibrig
bleibende Bewegung mit den restlichen drei Freiheitsgraden beschrankt 
sich auf Drehungen urn den festen Punkt, wobei die Entfernungen 
aller Korperpunkte ungeandert bleiben. Mithin konnen sich diese 
Korperpunkte nur auf Kugelfiachen urn den Festpunkt 0 bewegen. 
Eine derartige Kugelfiache schneidet aus der Korperoberfiache eine 
geschlossene Kurve aus, durch deren Bewegung diejenige des ganzen 
Korpers vollstandig gegeben ist. Ebenso wie in der Ebene geniigt 
auch hier die U ntersuchung der Be
wegung zweier PunkteAB dieserSchnitt
kurve, durch die sich stets ein groBter 
Kugelkreis legen laBt, Abb. 22. Die 
zwei verschiedenen Lagen A B und A' B' 
der Schnittkurve bzw. des spharischen 
Durchmessers lassen sich nun vermittels 
der auf den Mitten von A A' und B B' 
senkrecht stehenden GroBkreise durch 
Drehung urn deren Schnitt 0' ineinan
der iiberfiihren, was auf eine Drehung 
des ganzen Korpers urn die Achse 00' 
hinauslauft. Daraus erkennt man, daB 
die Drehung eines Korpers urn be

10 
\ 

\ \ 
\ \ 

\ I 
"I 

'\ , ...... 
Abb. 22. 

liebige Achsen durch diejenige urn eine Achse ersetzt, bzw. 
auf eine solche zuriickgefiihrt werden kann. 

Als Beisp iel betrachten wir das von Hooke herriihrende Kreuzgelenk 
zur Kupplung zweier Wellen, deren Achsen miteinander einen Winkel ex' < 90 0 

einschlieilen. Auf jedem der beiden Wellenenden sitzt ein Bugel, der die 
gegeniiberliegenden Zapfen eines ebenen rechtwinkligen Achsenkreuzes faBt, 
Abb. 23. Je zwei dieser Zapien beschreiben demnach Kreise, welche senkrecht 
zu den Wellenachsen stehen, wahrend die Ebene des Achsenkreuzes der Zapfen 
sich so bewegt, daB zwei ihrer Geraden, d. h. die Verbindungsgeraden zweier 
gegeniiber liegender Zapien in den durch die erwahpten Kreise bestimmten 
fest en Ebenen bleiben. Da der Winkel ex' der Drehachsen mit dem N eigungs
winkel der Zapfenkreisebenen X 0 Bo iibereinstimmt, so hat man in AnschluB 
an Abb. 24 fUr die Lage des um Z 0 A = rp aus der Hauptlage 0 Ao = r ge
drehten Zapfens Ao im festen Achsenkreuz 0 X Y Z die Abstande 

X, = - r sin tp , Y, =0, Z, = r cos tp . •• 5) 
4* 
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Der zugehorigen Auslenkung Bo 0 B = 'P des anderen Zapfens Bo entsprechen 
dann die Abstande 

Xz = r cos 'P cos rl , Yz = - r cos 'P sin IX' , Zz = r sin 'P. 6) 

In diesen Formeln sind aber durch 

x, ~- fJ Z, 

I r= £Xl' r - l' r=1'1> 
7) 

Xz 
'ib.=fJ2' 

Z2 -:;:=0:2 , r r=)'z, 

die Richtungskosinus der ausgelenkten Zapfenachsen 0 A und 0 B bestimmt, 
welche infolge ihrer starren Verbindung dauernd zueinander senkrecht stehen, 

1X, IXz 1 2 1'1 )'2 = 0, so daB also + fJ fJ + } 
...•.• 7a) 

X, X2 + y, Y2 + Z, Z2 = 0 

ist. Mithin ergiht sich durch Einsetzen von 5) und 6) 

tg 'P = tg 'P . cos IX' < tg 'P , 

wonach die den Hauptlagen zugehorigen Winkel 

'P='P=00, 90 0 , 180 0 , 270 0 

iibereinstimmen, wahrend die 
Zwischenwinkel verschieden aus
fallen, so zwar, daB der eine 
Biigel dem andern dauernd vor-, 
bzw. nacheilt. 

Abb.23. Abb.24. 

8) 

DasZapfenkreuz ist bei dieser BewegungvoraussetzungsgemaB zweiDrehungen 
um die Achsen 0 A, und 0 B, unterworfen, die sich auf eine Gesamtdrehung 
um eine durch die Schnitte der GroBkreise iiber den Mitten von AD und A 
sowie von Bo und B gehenden Achse zuriickfiihren lassen. Diese Achse liegt 
im allgemeinen zwischen A, B, und falIt nur fiir den Durchgang durch die 
beiden Hauptlagen den Wellenachsen 0 A, bzw. 0 B, zusammen. 

§ 11. Polbahnkegel nnd Leitflachen. Bisher haben wir den Dber
gang zwischen zwei Lagen eines starren Korpers im Raume durch 
zwei Drehungen um sich nicht schneidende Achsen und bei Fest
haltung eines Korperpunktes durch eine Drehung ersetzt, die von 
der wirklichen Bewegung natiirlich im allgemeinen durchaus ver-
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schieden sind. Zu einer Vbereinstimmung gelangen wir erst durch 
Betrachtung des Elementarvorganges, d. h. der den einzelnen Frei
heitsgraden zugehorigen unendJich kleinen Verschiebungen und 
Drehungen. 

Wird ein Korperpunkt 0 festgehalten, so beschreiben, wie schon 
im vorigen Abschnitt bemerkt, aIle anderen Punkte Raumkurven, 
die wegen der unveranderlichen Abstande auf konzentrischen Kugeln 
urn den Festpunkt Hegen. Daher geniigt es in diesem FaIle, die 
Bewegung zweier Korperpunkte PI P2 in gleichem Abstande von 0, 
d. h. die Verschiebung ihres Verbindungskreises auf der gemeinsamen 
Kugel urn 0 zu betrachten. Errichtet man auf den Punktbahnen Pl 

und P2 die spharischen Lote, so schneiden diese sich, wie die ent
sprechenden Normalen in der Ebene im Momentanpol auf der 
Kugel. Die stetige Folge dieser allen Lagen von PI P2 zugehorigen 
Pole P ergibt dann eine feste spharische Polbahn, die mit der 
Kugelmitte einen Polbahnkegel bestimmt. Denken wir uns aber 
die aufeinanderfolgenden Pole durch Hauptkreise fest mit PI P2 ver
bunden und mit dies en auf der Kugel verschoben, so ergibt sich wie 
bei der ebenen Bewegung eine bewegliche spharische Polbahn, 
die hierbei auf der festen derart abrollt, daB der jeweilige Beriihrungs
punkt beider Polbahnen den Momentanpol bildet. Da nun auch die 
bewegliche Polbahn mit 0 einen Kegel bestimmt, der sich in der 
Erzeugenden 0 P' mit der Mantelgeraden des festen Polbahnkegels 
beriihrt, so darf die Bewegung des starren Korpers als das Abrollen 
eines mit ihm fest verbundenen Kegels auf einem festgehaltenen derart 
aufgefaBt werden, daB die gemeinsame Mantelgerade die augen
blickliche Drehachse bildet. 

1m allgemeinen FaIle der Korperbewegung erhalt man eine stetige 
Folge zweier zueinander senkrechter, sich nicht schneidender Achsen, 
welche als Tangenten zweier Raumkurven angesehen werden konnen. 
AuBerdem aber ist es moglich, eine Flache anzugeben, welche den 
Korper in samtlichen aufeinander folgenden Lagen beriihrt und ein
hiint. Die Korperbewegung ist alsdann als ein mit Gleiten verbun
denes Abrollen der Korperoberflache an dieser Leitflache auf
zufassen, wobei die jeweilige Achse der Rollbewegung in einer gemein
samen Tangentialebene beider Flachen liegt. Eine solche Leitflache 
kann man auch durch Querschnitte senkrecht zur augenblicklichen 
Verschiebung darstellen, die man alsdann als Bahnprofile be
zeichnet und u. a. im Eisenbahnwesen zur auBeren Begrenzung der 
Ladung der Fahrzeuge verwendet. Der Inhalt der schlauchartigen 
Leitflache stellt offenbar den vom Korper bei einer Bewegung zwischen 
zwei Grenzlagen iiberstrichenen Raum dar, dem bei der ebenen Be
wegung der Flacheninhalt zwischen den Leitkurven entspricht. 

Denkt man sich die Leitflache selbst als Oberflachenbestandteil 
eines starren Korpers, so bildet dieser mit dem umhiillten Korper 
nach Reuleaux' Bezeichnung ein kinematisches Paar. Da man 
auch den umhiillten Korper festhalten und den die Leitflache tragen
den gegen den ersteren bewegen, die Elemente des Paares also 
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vertauscben kann, so braucht man nur ihre Relativbewegung ins 
Auge zu fassen. 

In der Technik spielt nur eine beschrankte Zahl solcher Ele
mentenpaare als Bestandteile von Maschinen eine wichtige Rolle, 
namlich die sog. Drehkorperpaare (Zapfen und Lager), das Pris
menpaar (Gleitbahn und Gleitstiick) und schlieBlich das Schrauben
paar (Spindel und Mutter). Diese Paare, von denen das erste nur 
gegenseitige Drehungen, das zweite nur Verschiebungen und das dritte 
zwar beide Bewegungsformen, aber in gegenseitiger Abhangigkeit, 
zulaBt, haben die weitere Eigentiimlichkeit, daB eines der Elemente 
das andere umschlieBt. Man nennt sie darum auch UmschluB
paare im Gegensatz zu solchen Paaren, bei denen nur eine Be
riihrung der Oberfiachen der beiden Elemente (z. B. des Ventils auf 
seinem Sitz, des Rades auf der Schiene) stattfindet. 

§ 12. Die Drehung des starren Korpers. Beschranken wir uns 
zunachst auf den im Anfang 0 des Achsenkreuzes OXYZ fest
gehaltenen Korper, so geht die Verschiebung dx eines Korper
punktes x, y, z aus zwei Drehungen d qJy und d qJz urn die y- und 
z-Achse derart hervor, daB nach Abb.25 

dx=zdqJy-ydqJz 

wird. Dividieren 
Drehteilen 

Wlr durch dt, so folgt mit den Laufteilen und 

x 

dx . 
Tt=vx=x, 

dqJx 
Tt=OJx' 

z 

Wz 

dz . dy . 
Tt=vy=y, -=v=z dt z 

d qJy 
Tt=OJy ' 

dqJz=OJ 
dt Z 

1) 

unter Hinzufiigung zweier 
weiterer Formeln durch Ver
tauschen der Zeiger 

--------/1 y=v =XOJ - ZOJ . 2) 
x=vx=zOJY-YOJz ) 

,,' : y z x • 

v Y : z=vz=YOJx-xOJy 

z ' 
P----t---:f-: --!r-:-:----~y Mit x = y = z = 0 erhalten 

Wy wir fiir aHe in Ruhe bleiben
den Korperpunkte 

Abb.25. x y z 
OJ", OJ y OJz 

, . 2a) 

d. h. eine durch den Anfang gehende Gerade, die nichts anderes als 
die Korperachse der Gesamtdrehung darstellt. Sind a, {J, y 
deren Richtungskosinus mit den festen Achsen, also fiir einen Punkt 
im Abstand 1 von 0 

x=a1, y = {J 1, z=y1, . ...... 2b) 
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so diirfen wir unter Einfiihrung eines Drehwertes w auch schreiben 

wz=Yw . 2c) 
oder 

WX2+W/+WZ2=W2 } ... 

IXwx+fJWy+Ywz=w 
. 2d) 

Hiernach erscheint w als ein Drehwert urn die Korperachse, 
der in drei Teile derart zerfallt, daB er die Diagonale eines Recht
flachs mit den Seitenlangen wx' w ,wz bildet, d. h. als ein Vektor 
vom Betrage w und der RichtuYng der Drehachse des Korpers. 

Erweitern wir 2) mit x, y, z und addieren, so wird 

. • . . 3) 
oder wegen 1) 

xdx+ydy+zdz=O 
mit dem Integrale 

X2+y2+Z2=C 2, . ........ 3a) 

d. h. aIle Korperpunkte bewegen sich auf Kugelflachen um 
den festgehaltenen Anfangspunkt O. Dieser Satz folgt natiir
lich unmittelbar aus der Festhaltung des Korpers im Anfang 0 und 
fiihrt durch Ableitung nach der Zeit auf 3) zuriick, so daB hierdurch 
die Formeln 2) miteinander verkniipft und nicht mehr unabhangig 
voneinander sind. 

Erweitern Wlr schlieBlich noch 2) mit wx' wY ' wz' so ergibt 
die Addition 

xWx+ywy+zwz=O •. 4) 

oder mit den Richtungskosinus cp, 'IjJ, X des Laufes v, d. h. mit 

y='IfJ· v , z=x· v , ... 4a) 

wodurch v selbst als Vektor gekennzeichnet ist, unter Beachtung 
von 2 c) 

v w (cplX + 'ljJfJ + Xy) = v w cos (v, w) =0. ... 4 b) 

Da hierin weder v noch w verschwinden, so ist cos (v, w) = 0, d. h. 
die Vektoren v und w stehen aufeinander senkrecht. Der 
Zusammenhang zwischen beiden Vektoren wird noch klarer, wenn 
wir an Stelle von 2) mit 2 c) 

x = w (fJz - yy) ) 
if = w (y x - IX z) .. 

z=w(lXy-fJx) 

schreiben und die Quadrate addieren. Wegen 

:i;2 + if2 + £2 = V 2 

5) 

....... 4c) 
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wird daraus :2 = X2 (fP + y2) + y2 (y2 + a2) + Z2 (a 2 + {P) 
- 2 xyafJ - 2 yzfJy - 2 zxya 

= x2 (1 - a 2) + y2 (1 - fJ2) + Z2 (1 - y2) 

- 2 (xyafJ + yzfJy + zx ya) 

:22 = x2 + y2 + z 2 - (a x + fJ y + y z)2 . . . . . 5 a) 

Hierin bedeutet aber nach Abb.26 

x2 + y2 +_ Z2 = 8 2 

das Quadrat des Abstandes 0 P des 
Korperpunktes vom Anfang und 

ax+fJy+yz=l 

dessen Projektion auf die Dreh
I'----\-~----~y achse w. Mithin ist 

82 _l2=r2 

das Quadrat des Lotes von P auf 
die Achse, und es wird aus 5 a) 

v=rw, .... 5b) 

womit v als der zum Drehwert w gehorige Umlauf urn die 
Drehachse gekennzeichnet ist. 

Die Verkniipfung del' Grundformeln 2) durch die Bedingung 3) 
infolge der Festhaltung eines Korperpunktes in 0 gestattet nun nicht 
die Berechnung del' Drehteile wx ' w , W z aus den Laufteilen vx ' v , vz 
eines einzelnen Korperpunktes. Dis ware nur moglich, wenn Y die 
Lage der Korperachse und mit ihr der Abstand r des betrachteten 
Punktes von ihr bekannt ware, wozu die Bedingung der Normal
stellung der Vektoren v und w zueinander noch nicht ausreicht. 
Wir miissen demnach zur Ermittlung der Drehteile die Bewegung 
zweier Korperpunkte Pl , P2 heranziehen, deren jeder einer Gleichungs
gruppe 2) geniigt. AuBerdem aber besteht infolge der starren Ver
bindung beider Punkte mit ihrem unveranderlichen Abstande 812 

die Bedingung 

(X2-Xl)2+(YIl-Yl?+(Z2-Z1)2=8122, .... 6) 
oder abgeleitet nach der Zeit 

(X2 - X l )(X2 - Xl) + (Yll - Yl) (Y2 - ih) + (Z2 - Zl) (Z2 - Zl) = O. 6a) 

Fiihren wir in diese Bedingungsgleichung die Ausdriicke 2) fiir die 
Einzellaufteile zunachst mit verschiedenen Drehwerten urn die fest en 
Achsen, d. h. 

Xl = Zl wYl - YI WZl 

YI =xl W Zl - Zl WZl 

Zl = Yl W Xl - Xl W Yl 

x2 = Z2 W Y• - Y2 W Z• ) 

~2 x2 W Z• - Z2 W X2 ••• 7) 
Z2 - Y2 WX2 - x2 wY. 
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ein, und beachten, daB beide Punkte die Bedingungen 3) und 4) 
erfullen, so bleibt 

(Wa;2 - wa;,) (Y1 Z2 - Y2 Zl) + (wY2 - w y,) (Zl x 2 - Z2 Xl) 
+ (WZ2 -WZ,)(X1 Y2-X2Yl)=O. 7a) 

Hierin stellen aber die Ausdrucke 

Y1Z2-Y2Z1=2F'X, Zl X2 -Z2 X1 =2F2, X1Y2-X2Yl=2Ffl 8) 
die doppelten Projektionen des Dreiecks 0 P1 P2 = F mit den Rich
tungskosinus der Normalen 'X, 2, fl gegen die festen Achsen auf deren 
Achsenebenen dar, so daB wir auch haben: 

(Wa;2 - Wa;,) 'X + (WY2 - w y,) 2 + (WZ2 - w z') fl = O. 

Da diese Bedingung fur jedes Punktpaar des Korpers, d. h. fur jedes 
beliebige Dreieck 0 P1 P'J mit beliebiger N eigung gegen die Achsen 
erfiillt sein solI, so muss en die Faktoren von 'X, 2, fl fur sich ver
schwinden, oder 

d. h. alle Korperpunkte besitzen dieselben Drehteile um die 
Achsen des festen Kreuzes. 

1. Beispiel. Zur Ermittlung der Drehteile des im § 10 behandelten Kreuz· 
gelenkes haben wir zunachst aus der dort abgeleiteten Beziehung tg'1jJ = tg 'P cos d' 
durch Ableitung 

~-=_cP cos a' ) 
cos2 '1jJ cos2 'P . • . . • . 9) oder 

.p (1 + tg2 'P cos2 a') = cp (1 + tg2 'P) cos a' 

Au/3erdem war nach 5) und 6) § 10 

x, = - r sin 'P, y, = 0, Z, = r cos 'P 1 
X2 = r cos '1jJ cos a' , Y2 = - r cos '1jJ sin a' , Z2 = r sin '1jJ J' 10) 

also 
x,=-rcpcoB'P, y,=O, ~,=-.rcpsin'P} .. 11) 
x2 = - r .p sin '1jJ cos a' , Y2 = + r 'IjJ sin '1jJ sin ~' , Z2 = r '1jJ cos '1jJ 

Aus den Formeln 7) folgt alsdann mit Wa;, = Wa;. = Wa;, Wy, = Wy. = Wy, 

Xl = Zt roy, 

Z, = - x,w y, 

x2 = Z2 Wy - Y2 W Z 

Z2 = Y2 WX - x 2 Wy 

oder nach Einsetzen der vorstehenden Werte 

Wy = - cp, 
.p - cp cos a' 

Wx = - sin ct.' 
.p cos a' - cp , 

W z = - . , tg 'P cos a . 
sm a 

Schalten wir 1/J mit Hilfe von 9) aus, so bleibt 

rP cos a' tg2 'P (1 - cos2 a') 
W = - = - rP tg2 'P cos2 '1jJ sin a' cos a' 

oX sin a' (1 + tg2 'P cos2 a') 

Wy = - cp, 
cos a' cos2 a' - 1 

W z = - cp tg 'P -. -, 1 2 2' = cp tg 'P COS2 '1jJ sin a' cos a' = - Wx ctg 'P 
810 a + tg 'P cos a 

)
12 a) 
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und daraus die Gesamtdrehung 

(02 = (Ox 2 + (0 • + (Oz2 = cp211 + sin2 rp cos~ sin2 rl cos2 c/] 
Y L COS· 'P 

( sin2 rp sin2 rx' cos· rx' ) 
(02 = cp2 1 + cos'-,p(l + tg2 rp cos2 rx? ,. . . . . . . . . . . 12 b) 

aus der sich mit 12 a) und 2 c) sogleich die N eigungswinkel der Drehachse des 
Zapfenkreuzes ergeben. Man erkennt auch, daB fur 

rp =0, 
n 

2" , :n: 

(Ox = 0, - rp tgrx', ° 
(oz = 0, 0, ° 
(O=cp, 

,p 
cp 

Cos rx" 

ist. Daraus folgt, daB die Drehachse des Zapfenkreuzes durchaus nicht in 
der Ebene der beiden Wellenachsen bleibt, sondern um dieselbe Schwankungen 
vollzieht, wie schon aus der im § 10 besprochenen zeichnerischen Ermittlung 
durch die Schnitte der auf den Zapfenbahnen senkrechten Hauptbahn hervorging. 

2. Beispiel. Eine Scheibe vom Halbmesser r2 rolIt auf ebener Unterlage 
mit dem Drehwert (02' wahrend sie sich gleichzeitig um eine senkrechte Achse 00' 
im Abstande r1 mit (01 dreht. Alsdann ist der vom Scheibenumfang in der 
Sekunde zuriickgelegte Weg r2 (02 derjenige der Scheibenmitte dagegen r1 (01 

1 
Ufl ...... 

I 
l~iE~------~--------~~ 

d W 

Abb.27. 

und die Bedingung des Rollens verlangt 

Tragt man die Drehwerte, wie aus Abb. 27 
ersichtlich, als Vektoren auf den Achsen 
von 0 aus auf, so erkennt man, daB sie 
sich zu einem Gesamtwerte (0 = Y;:;1 2 + (0.2 

zusammensetzen, der auf der Diagonale 
OB durch den Beriihrungspunkt der 
Scheibe mit der Unterlage hindurchgeht. 
Der ganze Vorgang kann offenbar als Ab
rollen des Kegels mit der Achse 0 A auf 

dem festen Kegel mit der Achse 00' und der gemeinsamen Mantelgeraden OB 
als Momentanachse aufgefaBt werden. 

s. Beispiel. Rollt eine Kugel auf zwei konzentrischen Schienen 
Al A., Abb. 28, welche auf einem Kegel vom Offnungswinkel {J und der Spitze 0 
liegen, so darf die Bewegung der Kugel als Abrollen des Kegels 0 AJ A. B2 Bl 
vom Offnungswinkel 2 rx auf dem Kegel mit vertikaler Achse und dem Offnungs
winkel 2 {J und derselben Spitze aufgefaBt werden. rst W 1 der Drehwert des 
ersten Kegels um seine Achse OM und W 2 der Drehwert des Kugelumlaufs 
um die lotrechte Achse 00, so ist mit OAI = 8 die Bedingung fiir das Rollen 
W 1 8 sin rx = (02 8 sin {J oder 

(0 

--;--({J-) , . . . . . . . . • . 13) sm -rx 

worin (0 den durch vektorielle Zusammensetzung erhaltenen Gesamtdrehwert 
um die gemeinsame Mantelgerade 0 Al A. beider Kegel bedeutet. 

4. Beispiel. An Stelle des Schienenpaares des letzten BeispieIs kann 
natiirlich auch eine Umdrehungsflache treten, die von der rollenden Kugel 
in zwei Punkten Al A. beriihrt wird. 7.ieht man dann von 0 aus eine neue 
Gerade mit den Schnitten Dl D. in Abb. 29, so bestimmt diese mit OM und 0 C 



Allgemeine Bewegung des starren Korpers. 59 

zwei weitere Rollkegel mit den Offnungswinkeln 2 a" und 2 fJ ", welche beide bei 
der Bewegung aufeinander und abrollen. Man erkennt, daB in diesem sog. Kugel
lager die Drehung der Kugel gegen die feste Flache (Lagerschale) Ai~ um 
die Mantelgerade OAi A2 mit OJ', die des Zapfens DiD2 um ODi D2 mit OJ" 
derart erfolgt, daB mit dem Drehwert OJ l der Kugel um OM, wie oben, ein 
Drehwert OJ/ um die Zapfenmitte und ein gleichgerichteter Drehwert OJ/' des 
Zapfens gegen die Kugel sich ergibt. Es ist alsdann 

Wl ()Jz' w' OJ" 2 OJ" 
SIn fJ' = SIn a' = sin (fJ' - a')' sin a" sin (fJ" + a") 

oder wegen fJ' - a' = a" + fJ" 
(OJz' + OJ.") sin (fJ' - a') = OJ' sin a' + OJ" sin a" . 

Abb.28. 

AuBerdem aber ist 

oder 

OJ.' cos (fJ' - a') = OJl - OJ' cos a' 

{JJ2" cos (fl' - ee') = ro" cos a" - w1 

14) 

. 15) 

(OJ.' + OJ/') cos (fJ' - a') = OJ" cos a" - OJ' cos a'. . . . . . 16) 

Daraus folgt mit OJ 2' + OJ 2" = OJ2 

W 22 = W'2 + 00"2 - 2 w'ro" cos (a' + a"), 

so daB also der Gesamtdrehwert des Zapfens sich aus den Dreh
werten der Kugel gegen die Schale und den Zapfen vektoriell 
zusammensetzt. 

§ 13. Allgemeine Bewegung des starren Korpers. Die all
gemeine Bewegung eines starren Korpers erhalten wir aus 
seiner Drehung urn einen Punkt Po, indem wir diesem selbst noch 
eine Geschwindigkeit Vo mit drei voneinander unabhangigen Lauf
teilen xO' Yo' 20 erteilen. Sind xO' Yo, Zo seine augenblicklichen Ab
stande von den festen Achsenebenen x, y, z diejenigen eines beliebigen 
Korperpunktes, so bestimmen sich dessen Laufteile mit Hilfe der Dreh-
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teile wx ' wy.' W z aus den Grundformeln 2) des letzten Abschnittes 
durch Einfiihrung von x-xo' y-Yo' z-zo und ihrer Ableitungen an 
Stelle der dart auf den ruhenden Anfang bezogenen GroGen x, y, z, also 

x-xo=(z- zo)wy-(Y-Yo)wz l 
Y-Yo=(x-xo)wz--(z - zo)wx ' .... 1) 
Z - Zo =(y - Yo) wx- (x- xo)wy J 

Die hierin auftretenden Unterschiede x - xo' X - Xo usw. sind nichts 
anderes als die relativen Abstande bzw. relativen Laufteile in einem 
Achsenkreuz mit dem Punkte xo' Yo' Zo als Anfang, welches bei der 
Bewegung dem festen parallel bleibt. 

Zur Bestimmung der Drehteile, sowie der Gesamtdrehung w und 
der Lage der Achse bedarf es demnach wie beim feststehenden 
Korper noch der Kenntnis der Bewegung zweier weiterer Korper
punkte PI' P2 mit den Achsenabstanden Xl' Yl' Zl; X2 ' Y2' Z2 und 
ihren augenbIicklichen zeitlichen Ableitungen. Ihnen entsprechen als
dann 6 Gleichungen von der Form 1), die aber durch die drei Be
dingungen des starren Zusammenhangs der Punkte Po, PI' P2 von 
der Gestalt 6a) § 12 verkniipft sind, so daB in Wirklichkeit nur nouh 
drei voneinander unabhangige Gleichungen wie im vorigen Abschnitt 
zur Bestimmung der Drehteile iibrig bleiben. 

Sind umgekehrt die Laufteile xo' Yo' Zo des Korperpunktes xO' Yo' zO' 
sowie die Drehteile 

wx==aw, 

vorgelegt, so folgt aus 1) fiir die im Ruhezustande befindlichen 
Korperpunkte mit x = Y = z = ° 

oder mit 2) 

z Wy - Y Wz = Zo Wy - Yo Wz - Xo 1 
xWz - zWx=XoWz - ZoWx-Yo 

Y Wx - XWy=Yo Wx -Xo Wy -zo 

. . . . . 3) 

Yo y X - a z = y Xo - a zo - -
w 

a y - f3 X = a Yo - f3 Xo - 3J 
w 

j .3a) 

Das sind aber die Gleichungen der drei Risse einer Geraden im 
Raume mit den Neigungswinkeln a, f3, y, d. h. der Momentanachse 
des Korpers, falls die Bedingung 

xowx+YoWy+zowz=(axo+f3yo+Yzo)w=O, .. 3b) 

d. h. die N ormalstellung der Geschwindigkeit vo des Punktes 
xO' Yo' zo zur Achse bzw. dem Drehvektor w erfiillt ist. Dies 
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trifft, wie wir schon friiher gesehen haben, immer zu, wenn der Punkt 
xo' Yo' Zo festgehalten wird und damit auf der Momentanachse liegt. 

1st die Bedingung 3 b) nicht erfiillt, so bestehen doch allgemein 
nach 1) die Beziehungen 

(x-xo)(x-xo)+(Y-Yo)(Y-Yo)+(z- zo)(z-zo)=O } 
(x-xo)w",+(Y-Yo)wy+(z-zo)wz=O " 

4) 

von denen die erste nur die Unveranderlichkeit der Abstande P Po' 
d, h. die Starrheit des Kiirpers ausdriickt, wahrend wir fUr die zweite 
mit 2) und 

x=cp·v, 

Xo = CPo vo' 
schreiben diirfen: 

Y=1p·v, z=x· v } 
Zo = Xovo 

5) 

x w'" + y Wy + z Wz = Xo w'" + Yo Wy + Zo Wz 
v cos (v, w)=vo cos (vo' w) 

}, ' . , 4a) 

womit nur gesagt ist, daB der Laufvektor des Punktes Po mit dem 
Drehvektor im allgemeinen einen Winkel bildet, und daB die in die 
Richtung des Drehvektors fallenden Laufteile aller Korperpunkte iiber
einstimmen, 

Es entsteht nun die Frage, ob es im Raume eine Stelle gibt, wo 
mit <t'(v,w)=O, cos(v,w)=l die Laufrichtung mit der des Dreh
vektors iibereinstimmt, so zwar, daB nach 4a) dort 

v=vocos(vo,w)=axo+pyo+Yzo' .. ' 6) 
ist. Alsdann muB dort 

x=av, y=pv, z=yv 6a) 

sein, und wir erhalten an Stelle von 1) und 2) die Formelgruppe 

av-xo= [P(z - Zo)-Y(Y-Yo)]W 1 
pv-yo=[y(x-xo)-a(z-zo)]w f" ... 7) 
yv - zo= [a(y -Yo) - P(x -xo)] w 

die in der Tat der Bedingung 6) geniigt und somit die Gleichung 
einer Parallelen zum Drebvektor darstellt, deren Punkte nur eine 
Verschiebung in sich erleiden, wahrend aIle anderen Korperpunkte 
um sie rotieren. Eine solche Bewegung bezeichnet man als eine 
Schraubung und die durch 7) gegebene Gerade als die Schrauben
achse des Korpers. 

Quadriert man die Formeln 7) und addiert, so wird mit Riick
sicht auf 6) 

V 02 _v2 _ 2 2 2 
~-=-2 - -(x- XI)) +(y -Yo) +(z - zo) 

w 

- [a(x- xo) + P(y - Yo) + y(z - zo)J2· . 7a) 

Hierin bedeutet aber die rechte Seite nach den Darlegungen des 
vorigen Abschnittes, die dort auf Gl. 5 b) fiihrten, das Quadrat des 
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Lotes vom Punkte x, y, z der Schraubenachse auf den Drehvektor w 
durch xO' Yo, Zo oder, was auf dasselbe hinauslauft, den Abstand r 
des letzteren von der Schraubenachse, so daB wir auch haben 

7b) 

Da nun nach V oraussetzung 6) v = Vo cos (vo' w) ist, so wird hieraus 

1I __________ Ao vosin(vo,w)=rw,7c) 

'<}----r---~ 

Abb.30. 
II' 

womit in einfachster Weise 
die Lage der Schraubenachse 
und der in sie fallende Ver
schiebungslauf v aus 6) bei 
der vorgelegten Korperbewe
gung gegeben sind. 1st in 
Abb. 30 Po Ao = w der vor
gelegte Drehvektor im Punkte 
Po (xo• YO' zo), so stellt die 
Parallele P A hierzu im Ab
stand Po P= r die Schrauben
achse mit dem verschobenen 

Drehvektor OJ und dem gleichgerichteten Achsenlauf P B = v = r OJ 

dar. Da diese beiden die Bewegung des starren Korpers vollkommen 
bestimmen, so ist durch die Parallelverschiebung des Drehvektors von 
Po nach P der hierzu normale Laufteil 7c) in P aufgehoben worden, 
d. h. durch die Parallelverschiebung eines Drehvektors wird 
eine dazu senkrechte Geschwindigkeit geweckt, die eine vor-

C' 

/ 
/ 

Abb. 31. 

handene entgegengesetzt ge
richtete aufheben wi rd. 

Die Parallelverschiebung 
selbst konnen wir uns auch 
durch Anbringen der beiden 
entgegengesetzten Drehvekto
ren P A = OJ und PA' = - OJ 

im Punkte P bewirkt denken, 
von denen der letztere PA' 

1:: (vo' OJ) mit dem urspriinglichen Vek-
tor Po Ao ein sog. Drehpaar 
bildet, welches hiernach mit 
einer zu seiner Ebene senkrech
ten Geschwindigkeit gleich-

wertig ist. Dieser Satz deckt sich mit der Zusammensetzung zweier 
entgegengesetzt gleicher Drehungen urn zwei Pole in der Ebene, die 
ebenfalls auf eine zur Polverbindung normale Verschiebung fiihrte 
(vgl. Ebene Mechanik, § 6, 2. Beispiel). 

Zerlegen wir jedoch nach Abb. 31 in Po den Drehvektor PoAo = OJ 

in die Teile 
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und verschieben den ersteren parallel zu sich und senkrecht zum 
anderen um den Abstand f = Vo : wl ' so wird durch das Drehpaar Po Co 
und PC' die Geschwindigkeit Vo aufgehoben, und es bleiben nur die 
beiden zueinander senkrechten, sich nicht schneidenden Drehvektoren 
Po Do = w2 und PC = wl ubrig, womit di e Bewegung des Korpers 
auf die augenblickliche Drehung um zwei zueinander senk
rechte, sich nicht schneidende Achsen zuruckgefiihrt ist, 
die wir schon im ersten Abschnitt kennen gelernt haben. 

Zu diesem Ergebnis gelangen Wlr auch durch die Ansatze fiir 
die beiden Laufvektoren 

x=cp.v, Y=!p·v, z=X.V,}.... 8) 

Xo = CPo vo' Yo = !Po Vo , Zo = Xo· Vo 

mit der Bedingung der Normalstellung zueinander 

cp·CPo + !p·!Po + X Xo = 0.. . . . . . . 8a) 

Fiihren wir diese in die Grundformeln 1) ein und quadrieren, so 
wird daraus an Stelle von 7 a) 

9) 

wenn f die Entfernung der heiden Punkte P Po mit zueinander senk
rechten Laufwerten bedeutet. Mit dem Winkel <):: (vo' w) zerfallt aber 
dieses Ergebnis in 

Vo =f W sin (vo' w) = r wl 

V=fW cos (vo w) =f w2 

entsprechend der Drehung 
des Korpers um zwei zu-
einander normale Achsen 
mit dem Abstande fund 
den Drehwerten w l und 
w2 ' die hiernach als Teile 
des vorgegebenen Dreh
wertes erscheinen. 

Beispiel. Ist Vo der be
standige Umlauf der E r d e u m 
die Sonne in einer Kreisbahn Z 

} . 
y 

/ 
/ 

yom Halbmesser 10 in der z x-
Ebene, 1] die Neigung des Abb. 32. 

/ 

y' 
-of 

/ 

9a) 

FahrstrahlB gegen die x- Achse; 
ferner Wo ihr Drehwert um die Achse mit der unveranderlichen Neigung I; gegen 
die x- Achse in der x y -Ebene, Abb. 32, so ist IX = cos?;, fJ = sin!;, y = 0, also 

W'" = Wo COB 1;, 

Xo = 10 COB 1] , 

W y = Wo sin I; , 

Yo=O, 
W z = 0 l 
zo=10sin1] I' 

XO = - Vo sin 1] , Yo = 0 , 20 = Vo COB 1] ) 

Daraus folgt fiir den Lauf in der Schraubenachse nach 6) 

10) 
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und eingesetzt in die Gleiohungsgruppe 7) 

Vo (1 - 00S2 ') sin rJ = Wo (z - ro sin rJ) sin' 

-~~'~'~rJ=-~~-~~~~' 

- Vo cos rJ = Wo [y cos, - (x - ro cos rJ) sin ') . 

Da die ersten beiden Gleichungen iibereinstimmen, so diirfen wir hierfiir auch 
schreiben: 

Wo z = (wo ro + Vo sin ') sin rJ }. . . • • . lOb) 
Wo (y cos, - x sin ') = - (wo ro sin' + vol cOSrJ 

Daraus erhellt, daB die Schraubenachse parallel der xy-Ebene imAbstandz 
von derselben verliiuft, und, wie sich durch Ausschaltung von rJ ergibt, auf 
der Flache 

W 02 Z2 + W 02 (y cos, - x sin ,)2 = 1 
(wo ro + Vo sin \:)2 (wo ro sin' + VO)2 

liegt. Setzt man darin das Lot von der z-Achse auf die Schraubenachse 

y cos, - x sin' = y' , 

so wird aus 11) 

11) 

d. h. die Gleichung eines ellip tisc hen Zy lind ers mit der Achse 0 Y' parallel 
dem Drehvektor W o , Abb. 33. 

x 

z 

Abb.33. 

Der Abstand r des augenblicklichen Drehvektors Wo von der zugehorigen 
Schraubenachse ergibt sich schlieBlioh nach 7 c) und 10) zu 

r Wo = Vo sin (vo, wo) = Vo Y 1 - cos2 (Vo, wo) , 

r Wo = Vo Yl- cos2 ' sin2 rJ • • • • • • • • 13) 

Da nun fiir die Erde' = 66,5 0 , wo= 0,000073=7,3.10- 5 sec- 1 und vo=30km/sec 
ist, so wird vo: Wo R:: 4· 105 km, d. h. die Schraubenachse entfernt sich nicht 
weiter wie der Mond von der Erde. Es kommt dies daher, daB in den 
Formeln lOb) bzw. 11) und 11 a) mit dem Erdbahnhalbmesser ro R:: 15.107 km 
das Produkt ro Wo R:: 11 000 km/sec sehr viel groBer als der Laufwert Vo bzw. 
Vo : sin 1; ausfallt und df'r Zylinderschnitt mit der Erdbahnebene sich von der 
Erdbahn nur wenig unterscheidet. 

Die vorstehenden Formeln gelten auch fiir den Mond, der in erster An
naherung aufgefaBt werden kann als ein urn den Mittelpunkt der Erde mit 
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dem durch seine Umlaufszeit von 27,32 Tagen gegebenen Drehwert umlaufen
den Korper, dessen Bahnneigung gegen die Erdbahnebene 5,13 0 betragt. Als
dann ist I; = 84,87 0 und Wo = O,OOOU73 : 27,32 = 2,7.10- 6 sec-1 und mit 
Vo = 30 km/sec wird der gro/3te Abstand der Schraubenachse vom Erdmittel
punkt vo: Wo = 11.106 km. Wegen der Kleinheit von cos I; = 0,09 erleidet der 
Schraubenabstand T nach Gl. 13) in diesem Faile auch nur sehr geringe Schwan
kungen. Andererseits ist wegen To·Wo R:400 km/sec, sin I; = 0,996, Vo = 30 km/sec 
der Unterschied der beiden Achsen der Spur des SchmubenachsenzyIinders auf 
der Erdbahnebene auch gro/3er als fiir die Erddrehung selbst, so doch immer
hin auch nicht erheblich. 

Steht die Drehachse des Planeten oder Mondes auf ihrer Bahn senkrecht 
oder fallt sie in die Bahn, so wird aus lOb) bis 13) fUr I; = 90 0 , cos /; = 0, 
sin C = 1, fiir I; = 0 0 , cos I; = 1, sin /; = 0 

Wo Z = (vo + Wo To) sin '7, 

Wo x = (vo + Wo To) cos '7 , 

W 2 x2 W 2 Z2 o + __ 0 __ =1 
(vo + Wo To)" (vo + Wo ro)2 ' 

Z = ro sin '7. 

Wo Y = - Vo cos '7 , 

W02 y2 Z2 

~+~=1, 
o 0 

r Wo = Vo cos '7 , 

also wieder der Drehachse parallele Schraubenachsenzylinder. 1m Sonderfalle 
Vo = Wo To wird mit /; = 90 0, x = 0, Z = 2 ro sin '7 , d. h. eine ParaIIelverschiebung 
der Schraubenachse in der yz-Ebene und fUr 1;=0, Y02+Z02=T02 eine Wan
derung der Schmubenachse auf einem Kreiszylinder, der die in seiner Durch
messerebene liegende Bahn beriihrt. 

Lorenz, Techn.Physik I,2. 2. Auf!. 5 



Zwe ites Buch. 

Statik raumlicher Gebilde. 

IV. Das reibungsfreie Gleichgewicht. 

§ 14. Der Kraft- und Momentenvektor. In der Mechanik der 
ebenen Gebilde haben wir die Begriffe der Masse und Kraft gleich. 
zeitig aus der Betrachtung eines Bewegungsvorganges abgeleitet, 
wobei sich die Kraft als ein mit dem von ihr bedingten Anlauf 
gleichgerichteter Vektor ergab, dessen Betrag iiberdies der skalaren 
Masse verhii.1tnisgleich war. Zwei miteinander in Wechselwirkung 

~zq 
I 
J 

I q 

/ --..J'- - / 
/~_ -- 1-- _ // 

A - - - -r- 7r 
_n I or; 

... I· 
I 
I 
l' -zq 

Abb.34. 

stehende Massenpunkte unterliegen als
dann zwei entgegengesetzt gleichen 
KriiJten, und zwar unabhangig davon, 
ob sie sich beriihren oder nicht. 

1m FaIle des Kraftangriffes an einem 
Punkte eines starren Korpers konnen 
wir zunachst, ohne an der Kraftwirkung 
etwas zu andern, den Angriffspunkt in 
der Richtungslinie der Kraft belie big 
verlegen. Verschieben wir dagegen den 
Kraftvektor parallel zu sich selbst, so 
wecken wir in der Ebene der Parallel
verschiebung ein Kraftepaar mit einer 
Drehwirkung in derselben, bzw. urn eine 
dazu senkrechte Achse, wobei der Korper 
nach Projektion seiner Massenelemente 

auf diese Ebene als Scheibe aufgefaBt werden kann. Das Kriiftepaar 
selbst ist durch sein Moment, d. i. das Produkt der Einzelkraft mit 
dem als Hebelarm bezeichneten Abstand der Kraftwirkungslinien 
voneinander vollstandig gegeben und zwar unabhangig von der Lage 
der Einzelkrafte in der Ebene. In dieser wird es daher durch ein 
Kraftepaar mit entgegengesetzt gleichem Moment eben so aufgehoben 
wie eine Einzelkraft durch die gleich groBe Gegenkraft an demselben 
Angriffspunkt. Legen wir nun durch den Korper eine Parallel
ebene E' zu derjenigen E des Kraftepaares ± Q, Abb. 34, und 
bringen an den Enden der Projektionen A' B' des Hebelarmes A B . 
des Kraftepaares auf die Parallelebene die entgegengesetzt gleichen 
Krafte ± Q an, so ist am Kraftespiel zunachst gar nichts geandert. 
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Dagegen konnen wir am Schnitte der Diagonalen des Rechteckes 
A B B' A' je zwei Kra,fte + Q und - Q zu Gesamtkraften ± 2 Q ver
einigen, die sich am selben Punkte aufheben, wobei unter Wegfall des 
urspriinglichen Kriiftepaares ein ihm kongruentes in der Parallelebene 
iibrigbleibt. Daraus folgt aber, daB man Kraftepaare parallel 
zu sich selbst im Raume verschieben kann, was vollkommen 
der Verschiebung eines Kraftevektors in seiner Richtungslinie ent
spricht. Die praktische Anwendung dieses so einfachen wie wichtigen 
Satzes liefert jede Transmissionswelle mit mehreren Riemenscheiben, 
an denen Kraftepaare wirken, welche sich demnach algebraisch 
summieren. Dasselbe gilt von den Drehmomenten mehrerer an der
selben Welle angreifenden Kurbelgetriebe, auf deren Zusammen
setzung wir noch spater zuriickkommen werden. 

Auch die Vereinigung mehrerer Kraftepaare ± QI und ± Q2 in sich 
schneidenden Ebenen EI und E2 , Abb.35, bietet keine Schwierigkeit, 
wenn wir beide Paare 
erst auf einen Heb-elarm 
gebracht haben. Alsdann 
lassen sich so wahl + Q 1 

und + Q2' wie auch 
- Q1 und - Q'J zu zwei 
entgegengesetzt gleichen 
Gesamtkraften + R ver
einigen, die fUr sich ein 
neues Paar in einer neuen Ez 
Ebene E bilden. Da auch L-------4--=-.=-;-~_T,./ 
dieses parallel zu sich 
verschoben werden kann, 
so erkennen wir,. daB 
sich aIle an einem 
starren Korper an
greifcnden Krafte-
paare schlieBlich zu 

Abb.35. 

einem einzigen zusammensetzen lassen. 
Zur analytischen Behandlung gehen wir von den Gleichungen der 

Richtungslinie des Kraftvektors Q mit den Richtungskosimus q;; 'IjJ, {J. 
aus, die mit dem Angriffspunkte Xl' YI , Zl lauten 

X - Xl Y - 'Y.1 Z - Zl 

q; 'IjJ {} 

Dafiir konnen wir auch schreiben 

oder 

(x - Xt) 'IjJ =(y - yJ q; 
(y - Yt){} = (z - Zt) 'IjJ 

(z - Zt) q;=(x - Xt) {} 

X'IjJ-yq;=XI 'IjJ-Yt q; I 
y{} -Z'IjJ =YI {} -Zl 'IjJ • 

Z q; - X {} = Zl q; - Xl {} 

1) 

.. ta) 

5* 
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Erweitern wir diese Formeln mit dem Betrage Q des Kraftvektors 
und setzen dessen Achsenteile 

so wird daraus 

Q{}=Z, ...... 2) 

xY -yX=x1Y -Yt X I 
yZ-zY=yIZ-zIY " 
zX-xZ=ZlX-X1Z 

. . . • . . 3) 

Fiihren wir dagegen in la) den Abstand OP=r 
yom Anfang mit seinen Richtungskosinus durch 

des Kraftangriffs 

Zl = r {} l' • • • • • 2 a) 

ein, so erhalten wir nach Erweiterung mit Q 

xY - yX = Q.r(tpl 'l.jl - tp 'IJll) I 
yZ-zY-=Q.r('IJlI{}-'IJl{}I) • 
zX-xZ =Q.r({}l tp- {}tpl) 

. .... 3a) 

Hierin stellen aber die rechten Seiten drei Risse des aus den beiden 
Vektoren Q und r gebildeten Parallelogramms 

Q.rsin(Q,r)=Q.h . ........ 4) 

auf die Achsenebenen dar, wenn h das Lot vom Anfang auf Q be
deutet. Die Flache des Parallelogramms ist nichts anderes als das 
Moment des durch Paralleiverschiebung des Kraftvektors nach dem 
Anfang geweckten Kraftepaares, das mit 

r (tpl 'IJl- tp 'IJll) = h 'Y I 
r('IJll{}-'I.jl{}t)=ha . 
r({}l tp-{}tpl) =h(3 

• . . . . . . 2b) 

nach 3a) in drei Achsenteile 

xY-yX=Q·h·'Y, yZ=zY=Q.h.a,} 
zX - xZ= Q.h'(3 ••• 3b) 

zerfallt. Dabei sind ex, (3, 'Y die Neigungswinkel der Normalen auf 
der Flache des Parallelogramms, d. h. der Ebene des Krafte
paares Qh, des sen Moment somit einen Vektor darstellt, 
dessen Richtung durch die Normale seiner Ebene gegeben 
ist. Weiter erkennt man aus der Form der Gleichungen 4) und 3b), 
daB das Moment des Kraftepaares das Vektorprodukt des Kraft
vektors (1 und der Strecke t vom Anfang darstellt und demnach 
auch vektoriell 

IDC=[(1·t] . . . . • . . . . . 4a) 

geschrieben werden kann. Dieser offenbar axiale Momentenvektor 
unterscheidet sich von dem ebenfalls axialen Drehvektor und dem 
polaren Laufvektor - abgesehen vom MaBstab - besonders da· 
durch, daB er an keine bestimmte Richtungslinie gekniipft ist. Er 



Der Kraft- und Momentenvektor. 69 

kann daher im Gegensatz zu diesen gebundenen Vektoren als 
ein freier Vektor bezeichnet werden. 

Zu den drei Teilmomenten 3 b) waren wir iibrigens auch nach 
Zerlegung des Kraftvektors Q in seine Bestandteile 2) und Bildung 
der Momente um die Kreuzachsen nach Abb.36 gelangt. Schreiben 
wir demgemaB 

Qhcx=Mx' .4b) 
so ist 

xY-yX=Mz' 

und daraus 

yZ-zY=Mx' zX-xZ=My . . 3c) 

Mx2 +My2 +M/ =Q2 h2 

MxX +MyY +M.Z=O j ....... 5) 
Mxx +Myy +Mzz =0 

Die beiden letzten Formeln, die wir auch in Vektorform 

mo=[or]o=o} ) .5 a 
mr=[Or]r=O 

schreiben diirfen, driicken wie
der nur die N ormalstellung des 
Momentenvektors zum Kraft
vektor ° und Strahl r aus. 

Greifen an einem Punkte 
mehrere Krafte 0; an, so lassen 
sich die Achsenanteile unter sich 
algebraisch addieren, wodurch 
die Achsenanteile X, Y, Z der 
Gesamtkraft R derart ent
stehen, daB x 

z 

.F---~r 

z 
o·~ __ -+ __ ~ ____ ~~y 

x 

y 

Abb. 36. 

.2X;=X, .2 Y;= Y, .2Zi=Z} 
X2+YIl+Z2=RIl ' .... 6) 

oder in anderer Schreibweise 

91= .20; ........... 6a) 

als Ausdruck fUr die geometrische Zusammenfassung ist. 

Durch Parallelverschiebung jeder Einzelkraft nach dem Anfang 0 
entstehen ebenso viele Kraftepaare, deren Momente sich zu einem 
Gesamtmoment geometrisch vereinigen. N ach 3 c) ist alsdann 

xY.-yX.=M 
1 1 Zi 

oder 
x.2 Yi - y.2 X; = Mz usw.,. . . . . . . 7) 

oder in Vektorschreibweise 
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so daB also das Gesamtmoment aller Einzelkrafte an einem 
Angriffspunkt gleich dem Moment der Gesamtkraft ist. 

Verschwindet die Gesamtkraft ffi und mit ihr das Gesamtmoment IDe, 
so heben sich die Einzelkrafte an ihrem gemeinsamen Angriffspunkt 
auf, der sich alsdann im Gleichgewicht befindet. Verschwindet 
dagegen das Moment des Kriiftepaares, so braucht noch nicht die 
Gesamtkraft zu verschwinden, es besteht vielmehr dann die aus 7) 
mit 6) folgende Beziehung 

X:Y:Z=x:y:z, . ........ 7b) 

welche ebenso wie [ffit] = 0, bzw. ffi II t den Durchgang des Gesamt
vektors durch den Anfang anzeigt. 

§ 15. Krafte mit verschiedenen Angriffspunkten. Schneiden sich 
die Richtungslinien der an einem Korper angreifenden Krafte Ql' 
Q2 • •• Qn nicht in einem Punkte, so sprechen wir, da jeder Punkt 
einer Richtungslinie als Angriffspunkt der zugehorigen Kraft auf
gefaBt werden darf, von Kr1i.ften mit verschiedenen Angriffs
punkten. Auch in diesem allgemeinen Falle diirfen wir jede Kraft 
durch Parallelverschiebung ihrer Richtungslinie nach einem gemein
samen Punkt, z. B. dem ganz willkilrlichen Anfang 0 des Achsen
kreuzes verlegen und dort alle Krafte geometrisch zusammenfassen. 
Dadurch erhalten wir auBer einer Gesamtkraft R durch 0 mit den 
Achsenanteilen 

· 1) 
fUr jede Einzelkraft noch ein Kraftepaar, die sich als Vektoren eben
falls zu einem Gesamtkraftepaar M mit den Achsenanteilen 

Z(xj Yj -YiXj) = Mz ' Z(YjZi - Zj Yi) = M." 

.:E(ZiXi -Xi Z;)= My ... _ ..... 2) 

geometrisch vereinigen lassen. Beli e bige Kr1i.fte im Ra ume mi t 
verschiedenen starr miteinander verbundenen Angriffs
punkten konnen demnach stets auf eine Einzelkraft und 
ein Kraftepaar zuriickgefiihrt werden. 

1. 1m Falle des gemeinsamen Angriffspunktes gehen die Gl. 2) 
wieder in die Formeln 7) des letzten Abschnittes iiber, aus denen 
die senkrechte SteHung des Kraft- und Momentvektors erhellt. Schreiben 
wir dagegen in unserem allgemeinen FaIle 

80 folgt mit 

X=Rx, Y=R2, Z=Rp" 

Mx=Ma, My=M(J, Mz=Mr, 

ax + (J2+r p,= cos(M, R) = cos b 

M.,X+MyY+MzZ=MRcosb, . 

. la) 

•. 2a) 

· 3) 
• 4) 
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worin cos b im aUgemeinen nicht verschwindet, so daB also der Mo
menten- und Kraftvektor zueinander nicht senkrecht stehen. AIs
dann aber kann (wie schon bei der Vereinigung von Drehpaaren 
mit Laufwerten) die Gesamtkraft nach Abb. 37 in zwei Teile zer
legt werden, von denen R cos b in die Momentenrichtung, der andere 
R sin b dagegen in die dazu senkrechte Ebene des Kraftepaares M 
faUt. Durch Parallelverschiebung 
des letzteren Anteils urn den durch 

M = R· r sin b . . 4 a) 

gegebenen Hebelarm r laBt sich 
nun das Moment aufheben, so daB 
nur noch die beiden zueinander 
senkrechten Krafte R sin b und 
R cos b im kiirzesten Abstand r 
iibrig bleiben. Beliebige Krafte 
im Raum mit verschiedenen 
starr miteinander verbunde
nen· Angriffspunkten lassen 

Abb.37. 

sich also stets auf zwei senkrecht zu einander stehende, 
sich nicht schneidende Einzelkrafte zuriickfiihren. 

Da die hierzu notige Zerlegung der Gesamtkraft R senkrecht 
und langs M an jedem Punkte des Kraftvektors vorgenommen 
werden kann, so ist wohl die Richtung der beiden Einzelkrafte und 
ihr Abstand r genau festgelegt, ihre Lage aber nur insofern, als 
die Kraft R cos b die urspriingliche Gesamtkraft schneiden muB, 
wahrend R sin b um r von diesem Schnitt entfernt ist. 

1st die Gesamtkraft R in 0 und das KriiJtepaar M durch die 
Achsenanteile X, Y, Z bzw. M"" My, 1Jfz gegeben, so lassen sich die 
beiden Krafte R' = R cos b, R" = R sin c5 bzw. ihre Achsenanteile 
X', Y', Z'; X", Y", Z'/ auch analytisch berechnen. Setzen wir der 
Einfachheit halber wieder voraus, daB R' am Anfangspunkt angreift, 
also in bezug auf diesen kein Moment besitzt, so haben wir zunachst 
mit den Werten x, y, z fiir den FuBpunkt des Lotes r von 0 auf 
R" die Gleichungen 

X'+X"=X, Y/+Y"=Y, 

y Z" - zY" = M"" 

Z'+Z"=Z 1 
zX" - xZ" = My, r. 5) 

xY" -yX"=Mz J 

Dazu treten noch die Bedingungen fUr die gegenseitige Senkrecht
stellung von R' und R", R' und r, R" und r, d. h. 

X' X" + Y' Y" + Z/ Z"~ 0, xX' + Y Y/ + zZ/ = 0, 

xX"+yY"+zZ"=O, ........ 6) 

so daB im ganzen fUr die neun Unbekannten X', Y', Z/; X", Y", Z"; 
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x, y, z ebenso viele voneinander unabhangige Gleichungen vorhanden 
sind. Aus der Momentenformel 5) folgt ferner 

xM",+yMy+zMz=O, X" M",+Y" My+Z" Mz=O, . . 5a) 

d. h die Normalstellung des Momentenvektors M auf r und R". 
Legen wir im Sonderfalle, Abb.38, den Momentenverkehr in die 
z-Achse, die Gesamtkraft in die yz-Ebene des Achsenkreuzes, 
so ist 

X= X' = Y' =X" =Z" =0, M =M =0, 
'" y 

y=z=O, 

und es bleiben mit M = Mz von 5) nur noch die Formeln: 

Y"=Y, Z'=Z, xY"=M .. 5b) 

ubrig, die gerade zur Bestimmung von Y", Z', x genugen. Man er
kennt leicht, daB in diesem Falle Y = R sin !5, Z = R cos!5 und 
x = r ist, die Rechnung also wieder auf die obige Konstruktion fUhrt 

Z 

rR 

x Abb.38. 

II. Zerlegen wir in Abb. 39 bei vorgelegtem Moment und vor
gelegter Gesamtkraft im Anfang das erstere in die AnteiIe M cos !5 
und M sin!5 liings und senkrecht der Kraft R, so konnen wir durch 
Parallelverschiebung derselben um den Betrag r das Kraftepaar 

R·r=Msin!5 .7) 

aufheben, so daB neben der nach 0' verschobenen Kraft R nur 
noch der gleichgerichtete Momentenvektor 

M' = M cos!5. . . . . . . . . . 7 a) 

ubrig bleibt. Da fUr jede andere Lage von 0' ein Teil des Mo
mentes 7) unausgeglichen bleibt und sich mit M' zu einem Mo
ment > M' vereinigt, so bedingt die dp.rch den Abstand r gegebene 
Lage der Kraftrichtung durch 0' einen Kleinstwert des hierum 
drehenden Momentes 7 a). Diese Riohtungslinie der Kraft heiBt die 
Zentralaohse der vorgelegten Kraftegruppe. Zur analytisohen 
Ermittlung der Lage der Zentralachse gehen wir von den Moment.en-
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teilen 2) aus, die sich durch Verschiebung aller Einzelkriifte nach 
dem Anfangspunkt ergeben. Wahlen wir statt dessen einen anderen 
Punkt x', y', z', so erhalten wir mit 1) die Momentenanteile 

Mx' = 2) [(Yi - y') Zi - (Zi - z') Yi ] = Mx - y' Z + z' Yj 
My' = Z [(Zi - Z') Xi - (Xi - x') Zi] = My - z' X + x' Z " 8) 
Mz' = 2) [(xi - x') Yi - (Yi - y') Xi] = Mz - x' Y +y' X 

SolI nunmehr der Momentenvektor M' dieselbe Richtung wie die 
Gesamtkraft R besitzen, so mull nach G1. 1 a) und 2 a) sein: 

M' 
~-

X 

M' 
y 

Y 
M' 
--~ 

Z 

M' 
R 

. . . . . . . . 9) 

oder nach Einsetzen in 8) 

M' M' 
Y'Z-z'Y=M --X z'X-x'Z=M --Y 

x R ' y R ' 

'Y 'X M M' x -Y = z-H Z , . 8a) 

Das sind aber schon die Gleichungen des geometrischen Ortes von 
x', y', z', d. h. der gesuchten Zentralachse, aus der wir nur noch 
das nicht von vornherein gegebene Moment M' zu entfernen haben. 
Dazu dient uns die Bedingung der gleichen Richtung mit R, d. h. das 
Verschwinden des Neigungswinkels zwischen ihnen, namlich nach 4) 

RM'=XM' I YM'+ZM' '" T y z 

oder nach Einsetzen von 8) 

RM'=XM",+YMy+ZMz=RMcosb. . ..10) 

Fiihren wir diesen Ausdruck in die erste Formel 8 a) ein, so wird 
daraus X 

y'Z-z'Y=M""-R2(XMx+YMy+ZMz) 

= ~2[M",(R2_X2)- (YMy+ZMz)X] 

= ~2 [M",(Y2+Z2)- (YMy+ZMz)X] , ... 11) 

oder Z( ,_ ZMx-XMz)=y(,_ XMu-YM",) 
y R'.l z R2 . 

Dafiir diirfen wir aber unter Hinzufiigung des Ergebnisses der an
dern Formeln 8a) als Gleichung der Zentralachse schreiben: 

~( ,_ YMz-ZMy)=~( , _ ZM",-XMz) 
X x R2 Y Y R2 

-=~(z'- XMy;YMx) . ....... 8b) 
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Der Punkt auf dieser Geraden, fUr den alle drei Klammern ver· 
schwinden, hei13t der Mi ttelpunkt der KraJte. 

Erweitern wir ferner die Formeln Sa) mit x', y', z' und addie
ren, so heben sich alle Glieder links fort und es bleibt: 

. 12) 

woraus wir noch M' durch 10) entfernen k6nnen. Die Abstande x', y', z' 
geniigen also der Gleichung einer Ebene durch den Anfang 0, 
in der mithin die Zentralachse liegt. 

III. Sind die Krafte Q samtlich einander parallel, haben also 
gemeinsame N eigungswinkel x, A, fl gegen die Achsen, so haben 
wir fiir die Teile der Gesamtkraft R = 2) Q und des Momentes M 

also 

x =X 2)Q, Y = A l;'Q , Z=fl2)Q 

Mx = fl2)Qy - A 2)Qz, 
My=x 2)Qz - fl.2Qx, 
Mz =A2)QX -x .2Qy 

d. h. die Vektoren der Gesamtkraft und des Gesamtmomentes einer 
Schar paralleler Krafte stehen zueinander senkrecht wie im Falle 
der Einzelkraft, oder: Die Summe paralleler Krafte liegt in 
der Ebene des Kraftepaares und kann mit demselben zu 
einer Einzelkraft vereinigt werden. Dann aber ist nach 10) 
auch M' = 0, und die Gleichung der Zentralachse vereinfacht sich in 

y' Z -z'Y = Mx ' 

oder nach Einsetzen 

z'X-x'Z=M 
y' 

von 13) 

x'Y -y' X=Mz' 14) 

~ (x'- ~~x)=~(y,_ ~Q;)=~(z'-1:~Z). . 14a) 

Da fiir diese Gerade als Achse das Moment M' = M cos t5 verschwin· 
det, wahrend mit t5 = 90 0 aus 7) 

M=Rr=r.2Q ......... 14b) 

wird, so stellt sie gleichzeitig die Richtungslinie der Gesamt
kraft R = 2)Q dar. 

Fiir den Mittelpunkt der Parellelkrafte Iiefert das Ver
schwinden der Klammern in 14a) die Bedingungsgleichungen 

x' .2Q= 2)Qx, y' 2)Q= 2)Qy, z' 2Q = 2)Qz, •. 15) 

oder im FaIle von Massenkraften Q; = miq mit gemeinsamen Anlauf q 
die Abstande xo' Yo, Zo des Massenmittelpunktes bzw. Schwer
punktes 

Y02m= 2)m.y, Zo 2m= LJmz . . 15a) 
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§ 16. Die Arbeit einer Kraft. In der ebenen Mechanik haben 
wir das Produkt der Kraft Q mit dem in ihre Richtung fallenden 
Weganteil als die Arbeit der Kraft bezeichnet, deren Element bei 
einem Neigungswinkel 11 von Q gegen die Bahnrichtung mit der Ver
schiebung ds durch 

dL = Qdscos 11. • ••••••••• 1) 
gegeben ist. Daran andert sich auch nichts im FaIle einer raumlichen 
Verschiebung, da Q und ds auf alle Falle in einer Ebene Hegen. 
Sind auBerderm x, 1, fl die Richtungskosinus der Kraft Q; cp, tp, {) 
diejenigen von ds, so hat man auch an Stelle von 1) 

. la) 
Hierin ist aber 

Qx=X, 

dscp=dx, 

Ql=Y, 

dstp =dy, 
Qfl=Z } 
ds{)=dz ' 

. . . 2) 

so daB wir auch fiir das Arbeitselement schreiben diirfen 

dL=Xdx+Ydy+Zdz, 

oder in Vektorform des skalaren Produktes 

. . . 3) 

dL=Q·dr . •......... 3a) 

Die Auswertung der Gl. 3) fiir einen endlichen Kraftweg ist nur m?g
lich, wenn d L ein vollstandiges Differential ist, d. h. wenn die Teil
krafte durch 

Z=oL=_oU. 4) 
oz oz 

ausgedriickt werden konnen, wofiir man 'auch in Vektorform 

:0. = grad L = - grad U . 4a) 

schreibt. Die skalare Funktion U der Abstande x, y, z heiBt alsdann 
das Potential der Kraft Q oder auch ihre Kraftefunktion, deren 
Bestehen wiederum an die Bedingungen 

o2L oX oY o2L oY OZ o2L oZ oX 
oxoy oy ox' oyoz=oz=oy; ozox=ox=Tz' 

oder 

oY _ oZ =0, 
oz oy 

gekniipft ist, wofiir man vektoriell 

oX oY 
-----=0 .. 5) 
oy oX 

rotQ=O ...••.•..•• 5a) 

schreibt. Die Formeln 4) kennzeichnen offenbar die in einer be
stimmten Richtung wirkende Kraft als das Potentialgefalle oder 
als den negativen, auf die Langeneinheit in dieser Richtung be-
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zogenen Zuwachs (Gradient) des Potentialf'. Schreiben wir mit 4) 
an Stelle von 3) 

(a U au oU) dL=- -dx+--dy+--dz =-dU 3b) ax ay oz ,. . . '. 

so erkennt man, daB jedem Werte des Potentials U = U(x, y, z) 
eine Flache entspricht, auf der dL = - dU = ° ist, so daB also 
eine Verschiebung auf der Potential- oder Schichtflache 
keine Arbeit erfordert. Alsdann aber ist in G1.1) cosv=O, d.h. 
die Kraftrichtung steht senkrecht zur Potentialflache. 

Da sich zwei Potentialflachen nur durch den Betrag des Para
meters U unterscheiden, so stellt der Unterschied 

U1 - U2 =L12 • •••••••••• 6) 

die Arbeit beim tTbergang von einer Flache zur andern un
a bhangig vom Wege dar. Daraus folgt wiederum, daB sich zwei 
Potentialflachen nicht schneiden konnen, da sonst der tTber
gang zwischen ihnen im Gegensatz zum Arbeitsunterschied ihrer 
Parameter auf der Schnittlinie arbeitsfrei erfolgen konnte. 

Der ganze Raum steUt beim Vorhandensein eines Potentials ein 
Feld mit einer Schar von Potentialflachen dar, welche von den die 
Kraftrichtung andeutenden Kraftlinien iiberall senkrecht durchsetzt 
werden. Danach bildet der Abstandbenachbarter Potentialflachen, 
bz\\'. deren Dichte an einer bestimmten Stelle des Feldes ein MaS 

z 

c 

fiir die dort herrschende Kraft, die 
man wohl auch als Feldstarke be
zeichnet. 

Umfahrt man im Potential
feld eine beliebig geschlossene 

B y Kurve, so verschwindet nach 6) 
~~----;'''' wegen U1 = U2 die dabei auf-

gewandte Arbeit L. 1m allge
meinen hat indessen die vorgelegte 
Kraft kein Potential, so daB also 
die Formeln 4) und 5) keine Giiltig
keit besitzen. Alsdann konnen wir 

das Umfahren eines geschlossenen Elementardreiecks ABO mit der 
Flache df nach Abb.40 durch das aufeinanderfolgende Umfahren der 
Projektionen OAB, OBO, OOA ersetzen. Da nun langs der Seiten 
AB, ,BO, OD die KraftanteiIe X, Y, Z auf 

X+~axd y+~oYdx 
2 oy y, 2 ax ' 

y+~aYdz Z+~azd 
2 oz' 2 oy y, 

lax 
X+--dz 

2 az 
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angewachsen sind, so erhalten wir die hierbei geleistete Arbeit nach 
Wegheben der Glieder erster Ordnung 

dL=~ (~Z _ o¥\dydz+ ~(oX _ oZ) dZdX+~(oY _oX)dXdY 7) 
2 oy 0;) 2 oz ox 2 ox oy , 

oder mit dem umfahrenen FUichenelement d f, dessen Risse ~ dy dz, 
~ dz dx, ~ dx dy auf die Achsenebenen sind, in Vektorschreibweise 

dL = rot 0 df. . . . . . . . . . 7 a) 

Da man nun den Umlauf einer geschlossenen 
Kurve, Abb.41, durch Zusammenfiigung einer 
unendlichen Zahl der vorstehenden Elementar
kreisHiufe derart ersetzen kann, daB sich je zwei 
innerhalb der Kurve beriihrende Elemente + dx, 
± dy, + dz in ihrer Wirkung aufheben, so er
gibt die Summierung iiber aHe solche Elemente 
das skalare, durch einenRing bezeichnete Linien
integral, die sog. Zirkulation 

Abb. 41. 

L= <P(Xdx+Ydy+Zdz)= <PQdscosy 

1Jf[(oZ oY) I (oX OZ) (oY oX) ] =- --- dydz-r --- dzdx+ --- dxdy , 
2 oy oz oz ox ox oy 

oder unter Benutzung von 3 a) und 7 a) 

8) 

<pOdt=J totOdf ......... 8a) 

Hieraus erkennt man, daB im allgemeinen FaIle beirn Umfahren einer 
im Felde gelegenen geschlossenen Kurve eine Arbeit zu leisten ist, 
die von dem als Wirbel bezeichneten Vektor totO abhangt und 
mit diesem fUr Potential£elder verschwindet. Der durch die Forme18) 
bzw. 8a) ausgedriickte Satz von Stokes dient ganz allgemein zur 
Umformung eines Linienintegrals in ein FHichenintegral und urnge
kehrt. 

1. Beispiel. 1m FaIle der Anziehung zwischen zwei MaBen mo und m, von 
denen die erstere sich im U rsprung 0 des Achsenkreuzes befindet, die andere 
im Punkt x, y, z im Abstand r, gegeben durch 

r2 = x2 + y2 +Z2 

rdr=xdx+ydy+zdz ), . . . . . .. 9) 
or x or y or z 
ox=r' oy=r' oz =-;: 

befinden mage, besteht eine Zentralkraft 

x x 
X=Q-=-kmom-

r r3 ' 

)
. 10) 

Z=-kmom~ 

mit den Achsenanteilen 

Da oX x or x·y ·oY 
:;-= 3 kmo m"4 ,,= 3 kmom -5 =-;- usf ...... lOa) vy r uy r uX 
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ist, so sind die drei Bedingungen 5) erfiillt, d. h. die allgemeine Schwere 
hat ein Potential, das sich mit 4) aus 

km m dr 
dU=- (Xdx+ Ydy+Z dz) = --~ - (xdx+ydy+zdz) = kmo mg r r 

zu 

11) 

berechnet. 

Weiter folgt aus 10) noch 

oX=_kmom (!_'0~)' usw., ........ lOb) 
ox ~ ~ 

also nach Addition die zuerst von La place aufgestellte DifferentiaIgleichung 
des Potentials 

oX oY oZ _ 02U 02U 02U_ 0 
ox + oy + oz - ox' + oy2 + OZ2 - , . . - . . . 12) 

die aber im Anziehungszentrum 0 selbst mit r = 0 ihren Sinn verliert. Um 
iiber das We sen dieser Gleichung Klarheit zu gewinnen, schreiben wir die erste 
Gl. 10) in der Form 

oder 4nr2q=-4nkmo, .••. 10c) 

worinQ: m=q den der Kraft Q zugeordneten ZentraIanIauf oderdie Feld
starke an der Stelle des Massenpunktes mit den Achsenanteilen qx, q", q. be
deutpt, wahrend rechts die mit dem negativeo Welt wert k der Schwere er
weiterte anziehende Masse mo steht, welche im ganzen Felde denselbeo Wert 
besitzt. Da nun 4 n r2 die Oberfiache der um den Anfang mit dem HaIbmesser r 
beschriebenen Kugel darsteUt, die von den Kraftlinien durchsetzt wird, so darf 
die I!'eldstarkeq oder auch derQuotient q:k alsKrHftfluB durch dieEin
he it d er 0 berfla che aufgefal3t "erden. Legen wirum den Anfang eine beliebige 
geschlossene Flache, so stimmt der durch diese gehende gesamte Kraftflul3 mit 
dem durch eine sehr entfernte Kugelfliiche um 0 iiberein, d. h. 

cfi (qx dydz+ qy dz dx+ q. dxdy) = - 4n kmo, 13) 

worin sich das Integral links iiber die ganze geschlossene Oberflache erstreckt. 
Nun i~t aber der in piner Richtung dUrch die Flache gehende KraftfluB mit 
dem Raumelemente d V 

f qX dYdz=fOqx dXdYdZ=J~1k dV, 
ox ox 

cfi (qxdYdZ+qydZdX+q,dXdy)=f (ooq; +~~+ ~;,) dV. 
also 

14) 

Wenden wir diesen von GauB aufgestellten Satz, der allgemein der Umwand
lung von Fliichen und Raumintegralen dient, auf 13) an, so foIgt, indem wir 
gleichzeitig unter Einfiihrung der Raumdichte e 

k mo = J e dV .....•.... " 15) 
schreiben, 

J(Oqx+ oqy + ~gz + 4n e) dV = O. 
ox oy oz 

Wegen der Willkiir der gpschIoBsenen Oberfliiche kann 
nur bestehen, wenn der Integrand verschwindet, d. h. 

o gx + ~ gy + 0 gz = _ 4 n 
ox oy oz e, 

dieser Ausdruck aber 

16) 
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oder, da X = qx m, Y = qy m, Z = q. mist, an Stelle von 12) 

oX oY oZ 02U 02U 02U 
ox + oy +iJZ= ox2 + oy2 +iJZ2=- 4n e m , •... 16a) 

eine zuerst von Poisson aufgestellte Differentialgleichung tritt, die nunmehr 
fUr das Anziehnngszentrum und iiberhaupt fiir jedes Masse enthaltene Raum
element gilt. AuBerhalb solcher Punkte geht G1. 16a) mit e = 0 wieder in die 
Laplacesche Form iiber, die wegen 14) nichts anderes besagt, als daB der 
gesamte KraftfiuB durch eine geschlossene Oberfiiiche, innerhalb der sich keine 
Masse befindet, verschwindet, oder daB in ein leeres Ranmstiick ebensoviel 
Kraftlinien ein- nnd austreten. In einem eingeschlossenen Massenpunkt mo da
gegen laufen die Kraftlinien zusammen, so daB derselbe als sog. Que II e oder 
Sen k e des Kraftfiusses anzusehen ist. Wegen. dieser Eigenschaften der Kraft
linien bezeichnet man Ausdriicke von der Form 14) als Di vergenz und schreibt 
demgemaB in Vektorform die Gleichungen von GauB, Poisson und Laplace 

1> :0. d f = J div :0. d V,. • . • • • . • . .. 14 a) 

div:O.=-4nem (bzw. =0) ..•...... 16b) 

Das Schwerefeld ist hiernach ein sag. wirbelfreies Quellenfeld. 

2. Beispiel. Das Verschwinden der Zirkulation 8) im FaIle eines Potential
feIdes riihrt natiirlich davon her, daB jedem Arbeitselement 1) ein entgegenge
setzt gleiches liings der geschlossenen Kurve entspricht, was durch das Vor
zeichen des cos y bzw. durch d~~ gegenaeitige Lage des Kraftvektors Q zur Be· 
wegungsrichtung bedingt iat. Andert sich dieses Vorzeichen nicht liings des 
Weges, so ergibt die Zirkulation einenendlichen Betrag, der BiBb fiir jeden 
Umlauf wiederholt. 

1st z. B. ein im Felde bestandiges Drehmoment der Umfangskraft P 

M=P.r, also p=M......... 17) 
r 

vorgelegt, so hat man fUr die Arbeit 

L=Mrp, ......... 17a) 

also einen Betrag, der sich mit jedem Umlauf um 2 n M vermehrt und damit 
einem vieldeutigen Potential entspricht. Wegen 

r2 drp = x dy - Y dx l 
OCfi __ JL Ocf;__ ~ ......... 18) 
ox - r2' oy - + r2 

erhalten wir fiir die AchsenteiIe der Kraft P 

X_oL_oLoCfi __ My y_OLorp_Mx 
- ox - orp ox - r2' - orp oy - r2 ,. 19) 

was man auch unmittelbar hatte anschreiben konnen. 
Darans folgt wieder wegen 

rdr=xdx+iJdy, 
y 
r' 

. . . . . 18a) 

, .... ISb) 

also 
. . . . . 19a) 
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als Bedingung fiir das Bestehen des Potentials U = - L. Die Schichtflachen 
des Potentials im Felde werden alsdann durch das Ebenenbiischel der z-Achse 
dargestellt, welches von den kreisformigen Kraftlinien um dieselbe Achse iiberall 
senkrecht geschnitten wird. 

In der z- Achse selbst wird mit r = 0 nach 17) P= 00 bei gleichzeitig un
bestimmter Richtung. Da dies unmoglich ist, 80 muB aus dem Felde ein zylin
drischer Bereich mit dem Halbmesser ro um die Achse aus dem Felde ausge
schaltet werden, in dem die Kraft jedenfalls nicht mehr der GI. 17), sondern 
nur noch der Randbedingung M = Po ro geniil!t, wenn Po dem Arm ro zugehort. 
Es liegt zunachst nahe, fiir 0 < r < r 0' P = Po zu setzen. Damit stoBt man 
indessen wieder auf die unmogliche Unbestimmtheit der Kraftrichtung in der 
Achse, die nur durch Verschwinden der Kraft P selbst langs derselben behoben 
werden kann. 

Der einfachste Ansatz, der dieser Forderung geniigt, ist alsdann 

P = Po r = M:, • • . • • • • . . 20) 
ro ro 

woraus 

. • • . . . 20a) 

21) 

sich ergibt. Da der Wirbel hier nicht verschwindet, so besteht fiir r < ro kein 
Potential, wie denn auch die Arbeit beim Durchlaufen einer geschlossenen Bahn 
mit r2 dcp=2dF 

L= POJr2 dCP=2 Po F ..•.••..• 19b) 
ro ro 

mit dem Inhalte des Normalrisses der Bahn zur z-Achse wachst, also vom Wege 
selbst abhangig ist, und zwar gleichgiiltig, ob die Achse selbst umfahren wird 
oder nicht. 1m Sonderfalle des Umfahrens des zylindrischen Bereiches folgt 
mit F = 17. ro2 der Arbeitswert Lo = 2 17. Po ro = 2 17. M fUr jeden Umlauf in Uber
einstimmung mit dem Werte der Zirkulation beim Umfahren der z-Achse im 
Potentialfelde. 

3. Beispiel. 1m Faile der Gleitreibung ist der hiervon herriihrende 
Widerstand stets der Bewegung entgegen gerichtet. Eine hin- und hergehende 
Bewegung langs einer Strecke x kann daher als Umfahren eines diese Strecke 

o3W'4&r~j~88tf(g ~X r -X I 
...r-

Abb.42. 

nach Abb.42 umschlieBenden schmalen Flachen
streifens von der Breite 2 y aufgefaBt werden. 
Alsdann ist der Wirbel des Reibungswider
standes X 

iJX= X=C 
iJy y 

und die Zirkulation 

<P Xdx= f f~: dXdY=~2XY= 2xX 

unabhangig von der Breite, wenn nur die Bewegung langs der Schmalseiten der 
schraffierten FIache, d. i. die Hubumkehr widerstandsfrei erfolgt, was tatsach
lich dem Reibungsvorgang entspricht. 

§ 17. Das Gleichgewicht von Kraften mit verschiedenen An
griffspunkten. Greifen an verschiedenen Punkten mehrere auG ere 
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Krafte an, so ist deren Gesamtarbeitselement, wenn dxi , dYi' dZi die 
Verschiebungsteile des Angriffspunktes Xi' Yi' Zi und Xi' Yi , Zi die 
Achsenanteile der Kraft Qi bedeuten, 

1) 

Dieses Arbeitselement verschwindet, wenn die geleistete Gesamtarbeit L 
eiuen Schei tel wert besitzt. Alsdanu befindet sich das aus den An
griffspunkten bestehende Gebilde unter der Wirkung der Krafte Qi 
1m sog. Gleichgewicht, das somit durch die Bedingung 

1a) 

gekennzeichnet ist. Die darin auftretenden Verschiebungen dxi, dYi' dz; 
brauchen dabei gar nicht wirklich aufzutreten, sondern kannen ent
sprechend der Ruhelage des Punkthaufens auch verschwindend klein 
werden und heiBen deshalb auch virtuelle oder bloB gedachte Ver
schiebungen, die alsdann nur mit den etwa vorhandeneu Be
dingungen des Zusammenhanges der einzelnen Punkte vertraglich 
sein miissen. Man nennt deshalb die G1. 1a) den Satz der virtuellen 
Verschiebungen oder Arbeiten, mit dem wir in der eben en 
Mechanik schon in I § 43 mehrere Gleichgewichtsfalle behandelt haben. 

Gehareu die Angriffspunkte Xi' Yi' Zi einem starren Karper an, 
so diirfeu wir deEsen Gesamtbewegung aus der Verschiebung dxo' dyo' dzo 
eines seiner Punkte xO' Yo, Zo und den drei Drehungen dCPx,dcp ,dcpz 
um drei durch diesen Punkt gehende zueinander senkrechte A~hsen 
derart dal'stellen, daB 

dXi = dxo + (z; - zo) dcpy - (Yi - Yo) d CPz I 
dy; _ dyo + (Xi - xo) dcpz - (z; - zo) dcpx 

dZi - dzo + (Yi - Yo) dcpx - (Xi - xo) dcpy 

ist. Damit geht die Arbeitsgleichung 1) iiber in 

dL = dxo 2: X; + dyo..E Yi + dzo.2: Zi 

+ dcpx.2: [Z; (y; - Yo) - Y; (z; - zo)] 

+ dcpy2: [Xi (Zi - Zo) - Zi(X i - Xo)] 

+ dcpz2: [Yi (X; - Xo) -Xi(y; - Yo)] . 

2) 

3) 

Hierin sind aber nach § 15 die drei letzten Summen nichts als die 
Momente der Krafte in bezug auf die durch den Punkt xO' Yo, Zo 
hindurchgehenden Achsen, die durch Parallelverschiebung der Einzel
krafte nach diesem Punkte geweckt wurden. Ebenso wie die Krafte 
selbst im Punkte x O' Yo, Zo eine Gesamtkraft R ergeben, so lassen 
sich die Momente in einem Gesamtmoment urn eine durch diesen 
Punkt gehende Achse zusammenfassen. Die Arbeit einer Anzahl 
von Kraften mit verschiedenen Angriffspunkten an einem 
starren Karper setzt sich demnach aus der Arbeit der Ge
samtkraft an einem Karperpunkte und der Arbeit des Ge-

Lorenz, Tecbn.Pbysik 1.2_ 2. Aufl. 6 
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samtmomentes bei der Drehung um eine durch diesen Punkt 
gehende Achse zusammen, die im allgemeinen nicht in die Rich
tung des Momentenvektors fallt. 

Da der Momentenvektor der Kraft ° am Endpunkt des Strahles t 
in bezug auf den Punkt to durch das Vektorprodukt m= [O(t-to)] 
dargestellt wird, so kann man, wenn It) den Drehwert, also It) dt den 
elementaren Drehvektor bedeutet, die Gl. 3) in Vektorform auch 
schreiben 

dL = 2} O.dt. = dto2} 0. + It) dt Z [0; (ti - to)]' 3a) 

1m FaIle des Gleichgewichtes, d. h. des Verschwindens der vir
tuellen Arbeit dL miissen wegen· der Willkiir der Verschiebungen 
dxo' dyo' dzo des beliebig gewahlten Angriffspunktes der Gesamtkraft, 
sowie der Drehungen dcp .. , dcp , dcpz die damit behafteten Glieder fUr 
sich wegfallen, woraus sich d~nn die Gleichungen 

.l;x.=o, 
2J (ZiYi- Yiz.)=O, 

oder in Vektorform 

.l;Yi=o, 
2J(Xi Zi -Zi Xi)=O, 

2JZ.=o 
;E (Yi xi - XiYi) = ° 

4a) 

ergeben. In diesen Gleichgewichtsbedingungen tritt der Bezugspunkt 
xo' Yo' Zo bzw. to nicht mehr auf, d. h. das Verschwinden der Ge
samtkraft und des Gesamtmomentes ist unabhangig von 
der Lage des beIiebig gewahlten Bezugspunktes fiir die 
Vereinigung aller Einzelkrafte. In den Formeln 4 a) erscheint. 
als solcher der ebenfalls ganz willkiirlich gewahlte Anfangspunkt des 
Achsenkreuzes. Stehen mehrere starre Korper unter dem EinfluB 
auBerer Krafte Qi , die an verschiedenen Punkten derselben angreifen, 
miteinander derart in Wechselwirkung, daB sie aufeinander entweder 
Fernkrafte ausiiben oder sich unmittelbar beruhren, so treten zwischen 
ihnen stets entgegengesetzt gleiche innere Krafte Q; paarweise auf 
derselben Richtungslinie auf, die sich somit fUr das Gesamtgebilde 
aufheben und darum aus der Vektorsumme der Krafte ulld Momente 
herausfallen. 

Daher gelten die obigen Gleichgewichtsbedingungen 4) nicht nur 
fur einen Einzelkorper, sondern auch fur eine miteinander in Wechsel
wirkung stehende Korpergruppe, sowie fur beliebige Punkthaufen. 

1. Beispiel. Verbinden wir eine Anzahl von Punkten im Raume, sog. 
Knoten, gelenkig durch starre Stabe, so erhalten wir ein raumliches Fach
we r k. Wie schon fTiiher in der ebenen Mpchanik (§ 39) bezeichnen wir die 
Zahl der Knoten mit k, die der Stabe mit 8 und die StabIange zwischen dem 
h -ten und i-ten Knoten mit lA;. Alsdann ergibt sich die griiBte miigliche Stab
zahl, wenn jeder Knoten mit jedem and ern durch einen Stab verbunden ist, 
wie schon beim ebenen Fachwerk zu 

k (k - 1) 
Bmax = --2--' . . . . . . . . . . . . . 5) 

Die Lage jedes Knotens ist nunmehr durQh drei Abstande Xk, Yk, Zk von den 
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Achsenebenen bestimmt, also bestehen zwischen den 3 k-Abstiinden und der 
Stablange 1 die Gleichungen 

~X1. -: X:) 2. ~ (~1 - ~2)~:- ~Z1. -:- . Z2:". .l~: l 
(Xh - Xi)2 + (Yh - Yi)2 + (Zh - Zi)2 = l;i . . . . 6) 

(Xk'-:~X~)g+'(Y~~1":";k);+(~k~1~~k)~ . 1~2~1'~ , 

deren Anzahl mit derjenigen 8 der vorhandenen Stabe ubereinstimmt. SoIl das 
Fachwerk statisch bestimmt sein, so mussen die Stabliingen zur Ermittlung der 
Lagenabstiinde ausreichen, wenn wir auBerdem das ganze Gebilde fest-halten. 
Dies aber geschieht durch Festhaltung eines Knolens mit drei Abstiinden und 
einer Ebene durch zwei in diesen Knoten zusammenlaufende Stabe mit drei 
weiteren Bestimmungsstucken. Es bleiben also nur mehr 3 k - 6 Unbekannte 
in den 8 Gleichungen 6) ubrig, so daB fUr die eindeutige Berechnung alIer Un-

bekannten 8 = 3 k - 6 . . . . • . . . . . . .• 7) 

sein muB. Dies ist zugleich die geringste, aber auch notwendige Stab
zahl eines raumlichen Fachwerkes mit k Knoten. 

Sollen zwei derartige Fachwerke mit k1 bzw. k2 Knoten und 8" 82 Staben 
zu einem einzigen mit 8 Staben vereinigt werden, so ist 

81 = 3 k1 - 6 , 82 = 3 kg - 6 ( 

8 = 3 (k1 + kg) - 6 = 81 + 82 + 6 J ' 
.. 7a) 

d. h. die Vereinigung zweier statisch bestimmter Fachwerke zu einem einzigen 
erfordert die Hinzufugung von 6 Stiiben. Ebenso mussen wir, urn ein derartiges 
Fachwerk in zwei ebenfalls statisch bestimmte zu zerlegen, 6 Stiibe entfernen 
oder zerschneiden. 

Fugen wir einem statisch bestimmten Fachwerk von 81 = 3 k1 - 6 Staben 
einen Knoten hinzu, so ist die neue Stabzahl 8 flir k1 + 1 Knoten 

8=3(k1 +l)-6=8t +3, ....... :. 7b) 

d. h. die eindeutige Verbindung eines Knotens mit dem Fachwerk kann 
nur durch drei Stabe erreicht werden, die ubrigens nicht in einer Ebene 
liegen durfen. 

2. Reispiel. Bezeichnet man die AchRenteile der am Knoten i angreifen
den AuBenkraft Qi, welche auch ein Auflagerdruck sein kann, mit Xi' Y" Zi, 
mit SM die Zug- oder Druckkraft in dem Stabe 1hi zwischen den Knoten h und i, 
so zerfallt die letztere in die Achsenanteile 

Da nun an jedem Knoten die dort angreifende AuBenkraft mit den als innere 
Krafte aufzufassenden Stabkriiften im G1eichgewicht stehen muB, so ergibt sich 
durch Summierung aller Stabkraftanteile der vom Knoten i aU8gehenden Stabe 

8) 

Diese drei Gleichungen Ia~sen sich fur jeden Knoten anschreiben, so daB wir 
im ganzen 3 k derartiger Gleichgewichtsbedingungen haben. Diese sind inrlessen 
nicht ganz voneinander unabhangig, da auch die AuBenkrafte Q, einschlieBlich 
der Auflagekriifte unter sich im GleJChgewicht stehen, also die 6 Gleichungen 4) 
erfiillen. Es bleiben somit nur noch 3 k - 6 voneinander unabhangige Be
dingungsgleichungen ubrig, deren Anzahl somit mit derjenigen der fur die 
statische Bestimmtheit des Fachwerkes notwendigen Stabzahl ubereinstimmt. 

Soll ein Fachwerk durch AufIal!ekriifte nur an Knoten festl!ehalten werden, 
so ist nur einer derselben zunachst durch drei Teilkriifte Xo, Yo, Zo bestimmt. 

6* 
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AIsdann ist jeder andere Knoten um diesen noch auf einer Kugelflache beweg
Hch, woran er durch zwei weitere Krafte gehindert werden kann, die in ihm 
die Kugel berlihren. Nunmehr ist noch die Drehung um die Verbindungslinie 
der beiden Knoten moglich, welche durch eine auBerhalb dieser Geraden, also 
an einem dritten Knoten angreifende Kraft aufgehoben werden kann. Ein 
Fachwerk wie iiberhaupt jeder starre Kiirper kann nur durch Auf
lagekrafte festgehalten werden, die sich auf drei ni cht in einer 
Geraden liegende Punkte verteilen. 

3. Beispiel. Von den raumlichen Fachwerken, welche ersichtlich in sehr 
verschiedener Weise zusammengesetzt werden konnen, zeichnet sich eine Gruppe 
besonders aus. Es sind dies Gebilde, die einen Innenraum derart einschlieBen, 
daB ihre Stabe samtlich Mantelflachen begrenzen, ohne den Innenraum selbst 
zu durchkreuzen. Solche Fachwerke, bei denen der Innenraum frei verfligbar 
ist, werden nach Foppl als Flechtwerke bezeichnet, zu ihnen gehoren auch 
die sog. Fachwerkskuppeln . .Man erkennt sofort, daB ein derartiges Ge
bilde als ein Polyeder aufgefaLlt werden kann, dessen Ecken mit den Knoten 
und dessen Kanten mit den Staben zusammenfallen. Wahlt man darum flir 
deren Zahl die schon oben benutzten Bezeichnungen und fiigt noch die Zahl t" 
der Flachen zwischen den Kanten hinzu, so gilt sofort fiir das Flechtwerk die 
bekannte Eulersche Polyederregel, namlich 

8 = k + f - 2 , .. _ . . . . . . . . . 9) 

die man leicht durch stufenweises Aufbauen eines Polyeders von einer Flache 
ausgehend ableiten kann. Ist nun das Flechtwerk statisch bestimmt, so muB 
es auch die Bedingung 7) erflillen, so daB wir auch an Stelle von 9) erhalten 

28=3 f, 2 k= f+4. • ......... 9a) 

Da nun Bowohl die Stabe wie auch die Knoten nur in ganzen Zahlen vorhanden 
gain konnen, so folgt aus 9 a), daB die Stabe eines statisch bestimmten Flecht

werkps nur eine gerade Zahl von Flachen ein
schlieBen konnen und daB die Stabzahl durch 
3 teilbar sein muB. Diese Bedingung ist er
flillt, wenn das Flechtwerk aus lauter 
Stabdreiecken besteht, da hierbei jeder 
Stab zwei Fliichen zugehiirt, wahrend anderer
seits jede Fliiche von drei Stahen umschlossen 
ist. Auf diese Weiae erh1Ut man Z. B. ein Flecht
werk, wenn man die Oberflache einer Kugel oder 
eines Ellipsoides durch eine Anzahl von Parallel
kurven und Meridianlinien zerJegt, die Schnitt
punkte als Knoten betrachtet und durch Stabe 

Abb. 43. in der Sehnenrichtung sowie einmal diagonal ver-
bindet, Abb. 43. Will man von diesem Flecht

werk eine Haifte als Kuppel benutzen, so muB man, um der statischen Be
stimmtheit zu geniigen, auch die als Grundlage dienende Schnittflache durch 
Sta be in Dreiecke zerlegen. 

4. Beispiel. Wird der starre Korper an einem Punkte festgehalten, 
so erfiihrt er an dieser Stelle einen Auflagerdruck mit den Achsenanteilen 
Xo, Yo, Zo, aber kein Moment. Verschieben wir daher aJle AuBenkrafte nach 
dem Festpunkt, so erhalten wir als Gleichgewichtsbedingungen 

Xo+2 X =0, 

Mx=O, 

Zo+2 Z =0 l 
Mz=Oj" 

aus denen sich die Stiitzdruckanteile Xo, Yo, Zo eindeutig ergeben. 

10) 

5. Beispiel. Besitzt der Korper eine feste Achse, die wir sogleich 
als z-Achse wahlen, so konnen wir auf derselben zwei Korperpunkte, z. B. den 



Das Gleichgewicht von' Kraften mit verschiedenen Angriffspunkten. 85 

Anfang und den Punkt z = c festhalten mit den Stiitzenteilen Xl' Y1 , Zl' 
X 2 , Y2 , Z2.' Abb. 44. Alsdann besteht Gleichgewicht fUr 

Zl + Z2 + L' Z = 0 } 
Mx - Y2c=O, X 2c+My=O, M.=O 

. 11) 

Daraus berechnen sich die Anteile Xl' Y1 ; X g , Y2 , wahrend die dritte Formel 
nur die Anteilsumme Zl + Z2' nicht aber deren Einzelbetrage ergibt. Die Ver-
teilung der Achsenanteile der Auflagekraft auf Z 
die Aehsenpunkte bleibt also un b est i m m t, 
wahrend das·Moment um die Acbse verscbwin-
den muB. 1st der Karper langs der Aehse be
weglicb, so iibt dieselbe keine Krafte in ihrer 
Ricbtung aus, d. h. es wird mit Zl = Z2 = 0 
nach der dritten Formel 11) auch L' Z = 0 als 
neue Gleichgewichtsbedingung. 

6. Beispiel. B eriihrt ein starre r 
Karper die feste xy-Ebene in den 
Punkten Xu Yl; Xg, Y2; ... Xn, Yn. so miissen die 
der Ebene parallelen Anteile der auBeren Ge
samtkraft und ebenso das urn die Normale 
zur Ebene drehende Moment Mz verschwinden, 
so daB die Gleichgewichtsbedingungen fUr die 
Stiitzdriicke Zl' Z2 ... Zn lauten 

X2 

Ha; 

X 

Zz 

Z1 
y. 

My 

Abb.44. 

L'X=O, L'Y=O, L'Z+Zl+Z2+'" +Zn=O } 

ZlXl + Z2 X2+ ... +Znxn-My=O, ZlYl +Z2Y2+'" +ZnYn+Mz=O 
o 12) 

Da die Stiitzendriicke Zl' Z2 0 •• Zn nur in drei dieser Formeln auftreten, so 
sind aueh nur d r ei derselben mit ebenso vielen Stiitzpunkten eindeutig be
stimmt, wahrend das Gleiehgewieht bei mehr als drei Stiitzen statisch 
unbestimmt bleibt. 

7. Beispiel. Wirkt auf den Karper nur sein im Schwerpunkt angreifendes 
Gewicht, so legen wir durch denselben die z-Achse und haben alsdann mit 
L' Z = - G, M.", = My = Mz = 0 fiir die drei Auflagekrafte Zl' Z2' Zs an den 
drei Punkten Xu Yl; X2, Y2; X3, Y3 auf der Ebene an Stelle von 12) die drei 
Formeln 

Zl + Z2+ ZS = G, Zl X1+Z2 Xg+Zs xs=O, Z, Yl + Z2 Y2+Za Ya=O, 13) 

also mit den Abkiirzungen 

x2Ya-XaY2=Fv XaYl-xlYS=F2, X1Y2-x2Yl=Fao. 14) 

fUr die doppelten Dreieekflachen der Stiitzen mit 0, 
Abb.45, und 

o 14a) 

fiir die doppelte Gesamtflache des Stiitzdreiecks 

ZlF=GF1, Z g F=GF2, ZaF=GFa." 13a) 

Das Vorzeichen der Flaehen F hiingt nur vom Umfahrungs- Abb.45. 
sinn abo Es kehrt sich fiir eine Flaehe z. B. Fl um, wenn 
der Anfang 0 auBerhalb der Dreieeksseite 23 liegt. Alsdann miiBte der Korper, 
um nieht umzukippen, im Punkt 1 durch eine negative Auflagekraft nieder
gehalten werden. Das Gleichgewicht eines dreifaeh gestiitzten Kor
pers erfordert daher einen innerhalb des Stiitzdreiecks liegen
den DurchstoBpunkt der Gewichtsriehtung. 



86 Das Reibungsgleichgewicht. 

v. Das Reibungsgleichgewicht. 
§ 18. Das Reibungsgleichgewicht starrer Korper. Stiitzt sich 

ein starrer Korper mit dreien seiner Oberflachenpunkte auf eine 
£este Ebene, so sind nach den Lehren des § 17 die zur Ebene senk
rechten Auflagerdriicke Zl' Z2' Za durch die auBeren Krafte und 
Momente eindeutig bestimmt, wahrend die zur Ebene parallelen 
Krafte, also auch das in dieselbe faUende Kraftepaar Mz ' .bei WegfaIl 
der Reibung verschwinden. Bei rauher Korperoberflache und Stiitz
ebene dagegen widersetzt sich die Reibung del' Verschiebung del' 
Auflagerpunkte so lange, als die dort angreifenden, der Ebene paral
lelen AuBenkraftanteile die Werte fl Zl , f2 Z2 , f! Za nicht iibersteigen, 
wenn fl , f2' ~ die den Beriihrungsstellen zugeordneten Reibungs
ziffern sind. 

1m Grenzfalle' des Beginnens odeI' des Aufhorens einer Bewegung 
seien aI' a2 , aa die Neigungswinkel del' obigen Reibungskrafte gegen 
die x -Achse eines in del' Stiitzebene gelegenen Achsenkreuzes, in 
dem die Beriihrungspunkte die Abstande Xl , Yl ; x 2 ' Y2; Xa " Ya haben 
mogen. Dann geniigen die AuBenkrafte mit den Anteilen X, Y und 
dem Momente M/ im Grenzfalle den Gleichgewichtsbedingungen: 

X = ~ Zl cos 111 + t; Z2 cos a2 + fa Za cos a3 

Y = f1 Zl sin a1 + f2 Z2 sin a2 + fa Za sin aa 

~=~~~~~+~~~~~+~~~~~ 
- f1 Zl Yl cos a1 - f2 Z2 Yz cos a2 - fa Za Ya c~s a3 

. . 1) 

die zur Berechnung del' noch unbekannten Neigungswinkel a gerade 
hinreichen, falls dieselben voneinander unabhangig sind. Da man 
durch Parallelverschiebung del' Gesamtkraft Y X2 + y2 das in del' 
Ebene liegende Kraftepaar Mz' zum Verschwinden bringen kann, so 
vereinfacht sich mit Mz' = 0 die dritte Formel 1), wenn wir den An
fang des Achsenkreuzes auf die Richtungslinie del' Gesamtkraft ver
legen. 

Urn zu priifen, ob die Neigungswinkel a voneinander unabhangig 
sind, haben wir nul' zu beachten, daB im Grenzfalle die Richtung del' 
Reibungskraft an jeder Beriihrungsstelle del' dort eintretenden Ver
schiebung ds entgegengesetzt ist. Diese Verschiebungen gehen nun 
so vor sich, daB die Entfernungen der Beriihrungspunkte, d. h. die 
Dreiecksseiten 1 2 3 keine Anderungen erleiden. Es miissen also die. 
in die Richtung der Dreiecksseiten fallen den Verschiebungsanteile je 
zweier Beriihrungspunkte einander gleich sein. Bezeichnen wir die 
Neigungen derSeiten 23, 31, 12 gegen die x-Achse mit fJ1' /32' fJa, 
Abb. 46, so sind noch die Bedingungen 

dS2 cos (fJl - ( 2) = dSa cos (P1 - aa) 

dSa cos (fJ2 - aa) = dSl cos (fJ2 - ( 1) 

dB1 cos (/33 - tXl) = dS2 cos (/33 - ( 2 ) 
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zu erfiillen, aus denen durch beidseitige Multiplikation unter WegfaU 
der Verschiebungen 

cos (fJI - a2) cos (fJ2 - as) cos (fJa - al) 
= cos (fJl - a3) cos (fJ2 - al) cos (fJ3 - a2) . . . . . 2) 

hervorgeht. Durch diese Beziehung sind die Neigungs
winkel a der Reibungskrafte im Grellzfalle des Gleich
gewichts miteillallder verklliipft. Denkt man sich daher die 
drei Winkel a aus den vier For
meln 1) und 2) ausgeschaltet, 
was iibrigens recht umstandliche 
Rechnungen erfordert, so bleibt 
eine Bedingungsgleichung 
zwischen den auBeren Kraf
ten X, Y, Mz' und den Rei-
bungskraften f; Zi iibrig, !>-,~.1..-----:!:-_X 
von deren Erfullung die Moglich- 0 Xo 

keit des Reibungsgleichgewichtes Abb.46. 
abhangt. 

Das vorstehende Ergebnis wird noch klarer, wenn wir auBer den 
Verschiebungen dSi noch ihre Achsenanteile dx i , dYi einfiihren, also 

dx. 
cosa. =_t, 

, ds. , 
dy. 

sina.=-' , ds. , 
. 3) 

setzen. Bezeichnen wir dann in Abb. 46 noch den DurchstoBpunkt 
der auBeren Gesamtkraft f X2 + Y2 + Z2 mit xO' Yo, so gilt fiir einen 
der drei Beriihrungspunkte im Abstande fi und der Achsenneigung 
CPi' sowie bei gemeinsamer elementarer Verdrehung dCPi = dcp 
aller Beriihrungspunkte 

Xi =xo +fi cos CPi' Yi = Yo -t fisin CPi 

dXi = dxo - fi dcp sin CPi' dYi = dyo + fi dcp cos CPi 

dSi2 = dX02 + dYo2 + 1/ dcp2 
" . 4) 

+ 2 fi dcp (dyo cos CPi - dxo sin CPi) 

Setzen wir die mittleren dieser Ausdriicke mit 3) in die Gleich
gewichtsbedingungen 1) ein, so lauten dieselben, wenn wir das Moment 
um xo' Yo' d. h. M/ - Y Xo + X Yo mit Mz bezeichnen, 
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Da auf der rechten Seite dieser Formeln die drei Verschiebungen 
dxo ' dxo ' dqJ sowobl in den Zablern wie aucb in den Nennern in 
gleicher Dimension auftreten, so durfen wir mit einer derselben divi
dieren, so daB die rechten Seiten nur noch von den beiden Quo
tienten dxo: dqJ und dyo: dqJ abhangen. Durch Ausschalten derselben 
aus den drei Formeln 5) ergibt sich dann wieder die schon oben 
erwahnte Bedingimgsgleicbung zwischen X, Y, Mz und den Reibungs
kraften f; Zi fiir die Moglichkeit des Gleichgewichts im Grenzfalle. 

Erweitern wir schlieBlich die Formeln 5) der Reihe nach mit dxo ' 
dyo' dqJ und addieren. so ergibt sich mit Rucksicht auf die letzte 
Gleichung 4) 

X dxo -+- Y dyo + MzdqJ = I fiZidsi= 2 (X;dXi + Yidy;) , .6) 
also der Satz der virtuellen Arbeiten. Damus erkennt man deut
lich, daB das Gleichgewicht nur bestehen kann, solange 

Xdxo-+-YdYo-+-MzdqJ < ~f;Zids; . ..... 6a) 

ist, da anderfalls der ArbeitsiiberschuB der auBeren Krafte Beschleu
nigungen zur Folge hat. 

Wegen der allen Beriihrungspunkten gemeinsamen Verschiebungen 
dxo ' dyo' dqJ diirfen wir an Stelle von 5) auch schreiben 

~ f.. Z. n t:. Z. r. sin m. 
X = d Xo _1~1 _ d qJ ~. ' 1 1 'f' 1 

ds; ..:;....; ds; 

Y = dyo };f~~i -+- dqJ ~f;Zid~oS qJi j' 5a) 

M =dy '\IfiZ;ricosqJi __ dx '\IfiZirisinqJ;-+-dqJ '\If;Z;ri2 
z o.Lt ds; 0.Lt dSi .Lt dSi 

Verschwindet nun im Sonderfalle der AuBenkraftanteil in 
der Stiitzebene, Iiegt also die Gesamtkraft.2: Zi in der Zentral
achse, so wird mit X=O, Y= 0 

'\I f; Z; ri sin qJi ~ dxo '\I fi Zi }; f; Zi ri cos qJi = _'d1!9. '\I fi Z; 
.Lt dSi - dqJ .Lt -dsi ' dSi dqJ.Lt ds; 

und nach Einsetzen in die Momentenformel 5 a) 

Mz = dqJ "fiZiri2 _ dX02 -+- dYo2 '\I fi Z i , 
.Lt d~ dqJ.Lt d~ 

M dm = '\Ifi Zi (ri2 dqJ2 - dxo 2 - dYI}~) ) 
z 'f'.Lt ds. ' . . 7 , 

andererseits 1st fiir dies en Fall nach Gl. 6) 

Mz dqJ = If; Z; ds;, 

d. h. es ist wegen der dritten Formel 4) 

dxo(dxo -r;dqJ sinqJi) -+- dyo (dyo -+- ridqJ cos qJi)= 0, 

oder 

. 7a) 

. 7b) 



Das Reibungsgleichgewicht starrer Korper. 89 

Da nun die Neigungswinkel IXi der Reibungskrafte fiir jeden Be
riihrungspunkt im allgemeinen verschiedene Werte besitzen, so kann 
7 a) bzw. 7 b) nur bestehen, wenn gleichzeitig dxo = 0, d Yo = 0 und 
daher dS i = ri dcp wird, so daB sich die Gleichgewichtsbedingung 7) 
in diesem Falle auf 

Mz < .2 fiZiri· . . . . . . . .. 8) 

beschrankt. Riicken die drei Auflagerpunkte so nahe zusammen, 
daB man scheinbar eine Beriihrungsstelle des Korpers mit der Stiitz
ebene vor sich hat, so spricht man von einer Bohrreibung. und 
schreibt an Stelle von 8) unter Einfiihrung des genannten Normal
druckes Z = .2 Zi' eines mittleren Halbmessers ro der Beriihrungs
stelle und einer mittleren Gleitreibungsziffer f fiir das Bohr
reibungsmoment 

....... 8a) 

Der sog. Bohrreibungsarm ro kann in jedem FaIle nur auf dem 
Wege des Versuches gewonnen werden. 

Verlangen wir andererseits, daB unter Wegfall des Momentes 
Mz=O nur eine Parallelverschiebung des Korpers auf einer 
Unteriage unter der Wirkung der AuBenkraft X, Y gegen die 
Reibungswiderstande an den Auflagerpunkten moglich sein solI, so 
bedeutet dies die Gleichheit der Verschiebungen dsi , d. h. deren Un
abhangigkeit von r i und CPi' Das ist aber nach der dritten Formel 4) 
nur moglich, wenn 

dcp=O, dSi2=dx02+dYo2=ds02 .... 4a) 

wird, womit sich die Gleichungen 5a) vereinfachen in 

< dxo 
X -.2f:.Z.=COSIX2}t:.Z. 

= dso " , , 

y<dyo .2f,.Z.=sinIX.2f:.Z. 
= dso " , , 

. . . 9) 

sin IX 2) t; Zi r i cos CPi - cos IX 2) t; Zi r i sin CPi = 0 

Da die letzte Bedingung fiir jede Richtung IX der nunmehr paralleleQ 
Krafte erfiillt ::;ein solI, so zerfallt sie in 

wonach die Kraft X, Y durch den Mittelpunkt der P arallel
krafte fiZi hindurchgehen muB. Fiihren wir auch hier durch 

2:t;Zi=f .2 Z i =fZ ........ 10) 

eine . mittlere Reibungsziffer 
auf die Stiitzebene ein, so 
X2+Y2=R2 

und den Gesamtdruck Z des Korpers 
wird die Gleichgewichtsbedingung mit 

R <fZ, 9b) 
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oder mit der Gesamtkraft Q und deren Neigung rp gegen die Nor
male der Stiitzebene, also R = Q sin rp, Z = Q cos rp 

Qsinrp<fQcosrp, tgrp<f=tgrpo, ...•. 9c) 

worin rpo den der Reibungsziffer f zugeordneten Reibungswinkel 
bedeutet. Es besteht demnach bei reinem Kraftangriff G leich
gewicht, solange der Kraftvektor innerhalb des mit dem 
Reibungswinkel urn die N ormale beschriebenen Umdrehungs
kegels des sog. Reibungskegels fallt. 

z 

z 

N 
Z 

Schnitfa-f; 

1. Beispiel. Siiitzt sich ein satteiformiger Korper auf ein schrages Dach, 
Abb. 47, mit der Neigung IX der Oberkante (First) gegen die Wagerechte und 
den Neigungen {J der Seitenflachen gegen die Vertikalebene durch den First, 
so ist bei einem Normaldruck N gegen die Seitenflachen die Normalkraft zur 
Kante Z = N sin fJ und daher der Reibungswiderstand gegen eine Verschiebung 
auf dem Dach f Z 

fN=~. 
sin /' 

Wirkt nun auf den Korper eine Vertikalkraft Q und eine wagerechte Kraft H, 
die ihn entweder am Hinabgleiten hindert oder ein Heraufschieben bedingt, 
so entsteht daraus ein nach oben gerichteter Anteil H cos IX - Q sin IX, wahrend 
senkrecht zur Kante der Anteil Z = H sin IX + Q cos IX steht. Mithin besteht 
im Grenzfalle gerade Gleichgewicht, wenn 

oder 

H cos IX - Q sin IX = ± f N = ± -/ fJ' (H sin IX + Q cos IX), 
Sill 

H (cos IX =f Si~ fJ sin IX) = Q (sin IX ± Si~ fJ cos IX) 

ist. Fiihren wir durch . f fJ = tg fIJI > tg flJo den Reibungswinkel ein, so wird 
sm 

daraus . H = Q tg (IX ± fIJI)" • . • • • ~ • • • • • 11) 

worin das obere Vorzeichen die wagerechte Kraft ergibt, die gerade noch ein 
Hinaufschieben ermoglicht, wahrend sie mit dem andern Vorzeichen das Hinab
gleiten verhindert. Daraus folgt, daB jedenfalls Gleichgewicht besteht, solange 
H innerhalb dieser Grenzen liegt, d. h. 

Qtg (IX - flJ1):;; H:;; Qtg (a + fIJI) ••••.••• : 11 a) 

bleibt. Wird im Sonderfalle H = 0, so besteht Gleichgewicht fUr 

tg (IX - fIJI):;; 0 , IX ~ fIJI = arctg ( .r fJ) . • •. 11 b) 
- \Slll 
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Alsdann kann der Korper unabhangig von der Vertikalbelastung Q nicht herab
gleiten, weshalb man die Vorrichtung auch als selbstsperrend bezeichnet. 
Man iibersieht ohne weiterl's, daB mit {J = 90 0 das schrage Dach in eine schiefe 
Ebene iibergeht, deren Theorie schon in der Mechanik ebener Gebilde (§ 30) 
behandelt wurde. 

2. Beispiel. Dagegen lassen sich die vorstehenden Ergebnisse so fort auf 
das Gleichgewicht von Muttern auf Schraubenspindeln anwenden, die wir uns 
durch Vereinigung einer gleichformigen Drehung und axialen Verschiebung 
eines Dreiecks oder Rechtecks, in dessen Ebene die Achse liegt, erzeugt den ken 
kann, wobei mit jedem Umlauf ein Gang entsteht. Auf diese Weise erhalt man 
im ersten FaIle eine scharfgangige, im letzteren eine flachgangige 
.S c h r a u b e. Bezeichnet man den Winkel der schragen Dreieckskanten gegen 
die SchrauJ:>enachse mit (J, ihren mittleren Abstand von derselben mit r und 
den Axialabstand zweier einander entsprechender Punkte derselben Schrauben
£lache, die sag. Gang hohe, mit h, so ist 

h 
tgex=-2-' 

:rc r. 
. • • • • • . . . . • . 12) 

die mit dem Abstand r veranderliche Steigung der Schraube. Folgen in der 
Ganghohe zwei zusammengehorige Gange aufeinander, so spricht man von einer 
eingangigen Schraube, im anderen FaIle von einer mehrgangigen. 

1st Q die axiale Belastung der Schraube, so diirfen wir, falls die Abmes
sungen des erzeugenden Dreiecks oder Rechtecks klein gegen ihren Abstand 
von der Schraubenachse sind, dem Angriffspunkt der wagerechten Kraft H den 
mittleren Abstand r zuordnen, woduroh ein Kraftepaar M = Hr um die Sohrauben
aohse entsteht, die damit eine Zentralaohs e der Kraftegruppe bildet. Als
dann folgt aus 11 a) duroh Erweiterung mit r die Gleiohgewiohtsbedingung fiir 
die Sohraube Q r tg (a - If") ;S M;S Q r tg (ex + tp,), • . . . . 13) 

mit 11 b) als Bedingung fiir die Selbstsperrung der Sohraube unter einer be
liebigen Axiallast. 

Soil die Last Q duroh das Mompnt gleiohformig gehoben, so ist der 
Wirkungsgrad der Sohraube, d. i. das Verhaltnis der gewonnenen zur aufge
wendeten Arbeit unter Benutzung des Gleiohheitszeichens in 13), sowie 
wegen 12) Q h h tg ex 

'71 = 2~-M= 2~rtg (ex + ~) = tg (ex + tp,) < 1 .••.•. 13a) 

Soli dagegen durch Sinken der Last ein Drehmoment M iiberwunden werden, 
so ist der Wirkungsgrad nach 13) und 12) 

2 :rc M ' tg (ex - tp,) 
'72 = ([h- = ~-~---- < 1. •.•...•.. 13 b) 

Die vorstehenden Gleichungen gelten unmittelbar auoh fiir die f1aohgangige 
Sohraube, wenn darin mit {J = 90 0 , tp, = tpo gesetzt wird. Da stets tp,> tpo, 
so ist der Wirkungsgrad der scharfgangigen Schraube stets geringer als der 
einer f1achgangigen unter den gleichen Umstanden. Daher eignet sich die 
letztere mehr fiir Kraftiibertragung, die scharfe dagegen wegen ihrer groBeren 
Selbstsperrung zur Herstellung haltbarer Verbindungen verschiedener Korper. 

§ 19. Das Gleichgewicht lockerer Massen im Raume. Das 
Gleichgewicht lockerer Massen haben wir schon im erst en Teil (§ 54ft) 
mit der Einschrankung behandelt, daB die moglichen Verschiebungen 
der einzelnen Punkte des Erdkorpers einer und derselben Ebene, der 
Bildebene parallel angesehen werden konnen. Der untel'suchte Erd· 
korper war in diesem FaIle ein gerades Prisma von beliebiger Lange 
senkrecht zu der in der Bildebene liegenden Grundflache, durch 
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deren Form und Begrenzung die einzelnen GleichgewichtsfiiJle als
dann vollkommen bestimmt waren. Die Untersuchung selbst beruhte 
auf der durch die Erfahrung hinreichend bestatigten Annahme ebener 
Gleitfiachen, deren Spuren in der Bildebene als Gerade erschienen. 

Da es bisher noeh nieht gelungen ist, auf Grund der an und fiir 
sieh leicht aufzustellenden Gleichgewichtsbedingungen eines Elementes 
des Erdkorpers eine allgemeine Theorie des Gleichgewichts lockerer 
Massen mit endlicher raumlieher Ausdehnung aufzustellen, mussen 
wir uns aueh hier auf die naherungsweise Behandlung einiger wich
tiger Sonderfalle beschranken. Als ersten derselben betrachten wir 
das Gleiehgewicht trockener Erd- oder Sandhaqfen mit 
freier OberfHi.che, die auf einer ebenen starren Unterlage 

I 
I I II: 1 

I I II I 
I I I II 

I I I III 
I II 
I II 

Abb.48. 

G 

ruhen. Ein an der Oberfiache be
findliches Korn wird nur dann im 
Gleichgewichte verharren, wenn das 
dort herrschende Gefalle kleiner 
als die naturliche Reibungsziffer 
f= tg To der Masse ist. Erreieht 
das Gefalle gerade diesen Wert, so 
wird das in der Gefallsrichtung in 
Bewegung gesetzte Korn gleich
formig und ohne Seitenabweichung, 
die nur durch eine in diesem FaIle 
nieht vorhandene wagerechte Kraft 
hervorgerufen werden kann, ab
gleiten. Die diesem Grenzfalle ent
spreehende freie Oberfiache des 
Haufens tragt demnach eine Schar 
gerader Gefallslinien, deren gemein
same N eigung gegen die wage
rechte Ebene mit dem natiirliehen 
Reibungs- oder Bosehungswinkel To 
iibereinstimmt. Die wagerechten 
Schnitte dieser sog. Boschungs
£lache, ihre Niveau- oder Schieht
linien, werden' daher von den 

Boschungsgeraden oder Beriihrungsstrahlen rechtwinklig geschnitten, 
was naturgemaB auch fiir den Schnitt mit der wagerechten Unter
lage, ihre Grundlinie, gilt. Wegen der bestandigen Neigung der 
Flache ist der Abstand n zweier Schnittlinien mit dem Hohenunter
schiede Z - Zl' sowie derjenige n' ihrer Grundrisse 

, Z-Zl 
n =---•.•...... 1) 

tg To 

Die Grundrisse der Schichtlinien der Boschungsflache sind 
demnach ebene Kurven gleichen Abstandes, woraus sieh eine 
bequeme Verzeiehnung fUr jede vorgelegte Grundlinie GG durch Ab
tragen gleicher Absehnitte n' auf den Normalen ergibt, Abb.48. Da 
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die Normalen der Grundlinie deren Evoluten einhullen, so kann die 
Boschungsflache durch Abwicklung des rechtwinkligen Dreiecks mit 
der Gefallslinie als Hypotenuse von dem iiber der Evolute errich
teten Zylinder erzeugt werden. Die Boschungsflache ist somit eine 
abwickelbare Flache. 

1st die Gleichung der Grundlinie 

. . 2) 

gegeben, so folgt deren Neigungswinkel {} gegen die x-Achse aus 

of of . 
-cos{}+-sm{}=O, sin2 {}+cos2 {}=1 ... 2a) ox! 0YI 

cos 1'J 1/ (oF)~+ (oF')2= of, sin {} 1/(oF)2+(oF)2= _ of. 2b) 
V OXI 0YI 0YI r ox! 0YI OXI 

Fur den Neigungswinkel1p der Normalen gegen die x-Achse gilt 
femer 

COS1pcos{}+sin1psin{}=cos(1p-{})=O, 1p- {}=90 o , .3) 

also sin 1p = cos {} , Cos1p=-sin{} ...... 3a) 

und nach Multiplikation mit 2 b) 

sin 1p 1/ (oF)2 (oF)2 of ' 
cos1p r OXI + 0YI =oxl ' 3b) 

Andererseits ist ein Punkt x, Y auf der Normalen im Abstande n' 
vom Punkte Xl' YI der Grundlinie gegeben durch 

X - Xl = n' cos 1p, Y - YI = n' sin 1p. . , 4) 

oder mit 1) fur Zl = 0 also n' f = Z nach A usschaltung von 1p mit 
Hilfe von 3 b) 

(x _ Xl) f 11 (OF)2+ (oF)2 Z of r \OXI 0YI OXI 
11 (OF)~2' (OF)2 of·'····· 4a) 

(y - YI ) f r OXI -I- 0YI = Z oYI 
Lost man diese beide Formeln nach Xl 'YI auf und setzt die Wurzeln 
in die G1. 2) der Grundlinie ein, so ergibt sich die Gleichung der 
gesuchten Boschungsflache, die indessen nur ausnahmsweise eine be
queme Gestalt annimmt, wenn sie iiberhaupt in geschlossener Form 
angeschrieben werden kann. Man wird und kann sich darum auch 
meistens mit der oben angegebenen stets durchfiihrbaren zeichne
rischen Darstellung begniigen. 

Nach der vorstehenden Theorie l ) ergibt sich z. B. fUr eine recht
eckige Grundflache, Abb. 49, als Boschungsflache ein Dach mit vier 

1) S chill i n g: Uber Bi:ischungsflachrn mit Kegelschnitten als Basiskurven. 
Z. f. ang. Math. u. Mech. 1923, S. 197. 
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gleich geneigten Seitenebenen, die sich in vier Eckkanten und einem 
First schneiden. Dber einen Grundkreis wiirde man einen Kegel, 
iiber einer Grundellipse dagegen die in Abb. 50 fUr eine Hiilfte 

I 

~ 

Abb.49. 

im GrundriB verzeichnete Boschungsfl.ache 
erhalten, die sich an den Evolutenzylinder 
iiber Mo Ml anschlieBt. Da nun der iiber der 
Verbindungslinie der beiden Kriimmungs
mitten Ml M2 liegende, in der Abbildung 
links davon gezeichnete Teil der Boschungs
Bache, dem auf der rechten Seite ein kon
gruenter entspricht, in der Luft schwebt, EO 

hat dieser Teil keine praktische Bedeutung, 
und die zu beiden Seiten der Langsachse 
der Ellipse liegenden Halften der Boschungs
fl.ache begegnen sich in der Kante Ml M2 • 

Da diese ersichtlich nicht mit einer Schicht
linie zusammenfallt, so liegt ihre Mitte hOher 
als die Endpunkte. 

Die wirklichen Boschungsfl.achen zeigen 
nun nach sorgfaltigen Versuchen von 

Abb.50. 
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F. Auerbachl) gegeniiber den auf dem obigen geometrischen Wege 
abgeleiteten mehrfach Abweichungen. Zunachst wurde festgestellt, daB 
auch bei geradlinigen Grundkurven die Neigung in der Nahe der 
Stiitzebene eine VergroBerung erfahrt, der bei 
Anlehnung des Sandkorpers an eine feste Wand 
eine Verkleinemng des Boschungswinkels ent
spricht, Abb. 51. Es hangt dies offenbar mit 
einer verminderten Beweglichkeit der Korner 
an der festen Wand, also einer Art Kraftwirkung 
derselben zusammen, die sich allerdings vor
laufig jeder Berechnung entzieht. Weiterhin er
gab sich bei konvexer Kriimmung der Schicht
linien nach auBen mit nach unten divergieren
den Gefallslinien, wie bei der Ellipse, gegeniiber 

Abb.51. 

der theoretischen eine fiachere, nach oben zu abnehmende Boschung; 
wahrend bei konkaver Kriimmung der Schichtlinien nach auBen mit 
nach unten konvergierenden Gefallslinien, z. B. auf der Innenseite 
eines Ringwalles sich eine gegeniiber der natiirlichen durchweg steilere, 
nach unten stark zunehmende Boschung einstellt. Der Grund hierfiir 
kann nur in dem wagerechten Sei tendruck Ps auf ein keilformiges 
Element an der Oberfiiiche gesucht werden, der im ersten FaIle einen 
Kraftanteil nach auBen, im andern nach 
innen ergibt. Hat das Element, Abb.52, 
die Seitenfiache dF, so ist bei einem 
Kriimmungsarm r der Schichtlinie und 
einem Offnungswinkel d'IjJ und dem Raum
gewicht y der wagerechte Anteil und das 
Gewicht 

dG=yrd'IjJdF • . 5) 
o 

Abb.52. 

Die Gleichgewichtsbedingung gegen Herabgleiten bei einer Neigung cP 
der Gefallslinie ist alsdann 

dG sin cp ± dH cos cp = ((dG cos cp + dHsincp), 

oder mit f=tgcpo 
dH = + dGtg (cp - CPo) 

und geht nach Einsetzen von 5) iiber in die Differentialgleichung 
der Boschungsflache 

tg (rp - rp ) = + P 8 • 6 ) 
o y r 

Behalt nun der Seitendruck p. iiberaIl endliche Werte bei, so ver
schwindet fiir r = 00 die rechte Seite, und es wird hierfiir im Ein
klang mit den Versuchsergebnissen rp = CPo' wahrend bei positivem 
V orzeichen der rechten Seite fUr einen Trichter im Grenzfalle r = 0 

1) A ue r bach: Gleichgewichtsfiguren pulverfiirmiger Massen. Ann. d. Physik 
Bd. V, S. 170. 1909. 
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sich tg (cp - CPo) = 00, cP = 90 - CPo ergibt. Andererseits zeigt die 
Erfahrung, da13 die Spitze eines Sandkegels fiir r = 0 sich abrundet, 
daB also dort cp = 0 ist. Setzt man dies in Gl. 6 mit negativem V or
zeichen der rechten Seite ein, so folgt fiir dies en Grenzfall: 

ps=yrtgcpo • •••••••••• 6a) 

Damit erhalten wir fiir die Meridianschnitte der nach auBen und innen 
abfallenden Boschungsftachen die in Abb. 53 dargestellten Kurven AB 

Abb. 53. 

und CD mit den Asymptoten AoBo 
und CoDo' die sowohl jede fiir sich 
je einen Umdrehungssandkorper be
grenzen, als auch gemeinsam einen 
sog. Ringwall vom Querschnitt EFG 
einschlieBen, und zwar in recht 
guter Dbereinstimmung mit den 
Versuchen Auerbachs. 

Erganzend sei noch bemerkt, 
daB die Beziehung 6) auch fiir den 
Dbertritt der Schichtlinien iiber 
Kanten, wie solche z. B. bei recht
eckigen Grundftachen in Abb. 49 
auftreten, gilt. Infolgedessen runden 

sich die Kanten stets etwa.s ab und verlaufen iiber ausspringende 
Ecken etwas flacher, iiber einspringende dagegen steiler, als es der 
rein-geometrischen ermittelten Form entspricht. 

Die Integration der Differentiaigieichung 6) der Boschungsftache 
und damit die Ermittlung der Form derselben ist nun an die Kenntnis 
der A bhangigkeit des Seitendruckes p s von der Lage r, z des zu
gehorigen OberBachenpunktes gekniipft. Dieser Seitendruck ist aber 
nichts anderes als der Randwert des Druckes im Gefallsschnitt des 
Haufens, der im Sonderfall eines Umdrehungskorpers mit dem Meridian
schnitt zusammenfallt. Bis jetzt ist es indessen noch nicht gelungen, 
die Verteilung des Druckes iiber diesen Schnitt zu ermitteln, dessen 

~ 
dG 

Gesamtwert offenbar mit 
dem aktiven Erddruck 
gegen diese Flache iiber
einstimmt. Dieselbe Un
sicherheit besteht auch iiber 
die Druckverteilung auf 
die ebene Unteriage eines Abb.54. 
Haufens. Denn schneidet 

man aus demselben einen senkrechten Elementarzylinder mit der Grund
Bache dF, Abb. 54, heraus, so ist die darauf wirkende Normaikraft 
dQ = Pz dF wegen der an den Seitenftachen angreifenden Reibungs
krafte T und T+dT nicht gieich dem Gewicht dG=yzdF der 

SauIe, sondern PzdF=yzdF-dT, . ....... 7) 

wahrend die Integration iiber die ganze Grundftache, an deren freiem 
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Rande keine senkrechte Reibung wirkt, mit dem Gesamtinhalt V 
des Haufens: 

fpzdF=rfzdF=rV=G, . ...... 7a) 

d. h. die Obereinstimmung der Gesamtiast auf der Grund~ 
fliiche mit dem Haufengewicht ergibt. Wenn man, wie e8 haufig 
in der Technik geschieht, kurzerhand Pz = r z, d. h. den Druck auf 
die Grundflache der dariiber stehenden Hohe verhaltnisgieich setzt, 
so gilt dies streng genommen nur fUr eine gleichmaBig dichte Schar 
unzusammenhangend auf der Grundflache stehender senkrechter Saulen 
von verschiedenen Hohen. 

rst dagegen der Haufen seitlich durch senkrechte Wande be~ 
grenzt, so ergibt die Integration von 7) Q = G - T, oder 

f pzdF=rf zdF- T, ........ 7b) 

worin T die gesamte von der Seitenwand aufgenommene Reibung 
bedeutet. 

Beispiel. Die letzte Formel erlaubt r- ~--:---........ 
nun, eine wenigstens angenaherte Berech
nung der Druckzunahme nach unten in 
einer senkrechten, durch eine feste Wand 
vom Umfang u eingeschlossenen Saule von 
wagerechter Oberflache, Abb. 55, unter der 
Annahme, daB der auf die Wan de wirkende 
Normaldruck Pu im gleichen Verhaltnis mit 
dem mittleren Druck P auf die Grundflache 
F wachst. Alsdann ist 

Pu =ap ' ...... 8) 

und mit einer Reibungsziffer f der lockeren 
Masse an der Wand die Reibung am U mfangs
element udz der Wandflache mit af=fo 

dT=fpuudz=afpudz=fopudz. Sa) 

Mit dem Mittelwerte p des Druckes pr geht 
7b) aber iiber in pF = r zF - T 

z 
Abb.55. 

oder fiir die Druckzunahme dp mit der Senkung dz mit Sa) 

Fdp = r Fdz - dT = (r F- foup) dz 
dp _ dz 

rF-foup- F· 

Dies gibt integriert mit p = 0 fiir die ebene Oberflache z = 0 

F ( Ufo) r --z 
p = ~ 1 - e F ,........... 9) 

ufO 

wonach der Druck im Einklang mit Beobachtungen an Getreidesilos sich mit 
wachsender Tiefe einem Grenzwert 

rF 
PO=ufo fiir Z=CJO •• •••••.••• 9a) 

entsprechend einer freien Druckhiihe 
Po F 

zO=y=ufo ......•.. .. 9b) 

Lorenz, Techn. Physik 1,2. 2. Auf!. 7 
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nahert. Fiir sehr kleine Tiefen z ergibt sich aus 9) angenahert: 

p =)'Z (1 - ~;o z) ,'. . . . . . . . . . . . 9 c) 

also eine angenahert parabolische Anderung, die an der Oherflache selhst in 
die lineare p = r z wie hei reibnngslosen Fliissigkeiten iibergeht. 

Es wird somit bei zunehmender Tiefe ein immer griiBerer Teil 
dfs Zelleninhaltes vermiige der Reibung von den Wanden getragen. 

§ 20. Verschiebungen im Innern lockerer Massen. Verschiebungen 
im Innern lockerer Massen £lnden erfahrungsgemaB dadurch statt, daB 
parallele Schichten von Kornern mit sehr geringen Laufunterschieden 
aneinander hingleiten, wobei zwischen den einzelnen Schichten Rei
bungskrafte T zu iiberwinden sind, welche nach den Versuchen von 
Ch. J aco b (1. Teil § 30) dem dort herrschenden Druck p und dem 
Laufunterschiede LI v benachbarter Schichten verhaltnisgleich anzu
setzen sind. Daher ist fur ein Element d f der Beriihrungsflache der 
Reibungswiderstand mit einer Erfahrungsziffer " 

dT="pdFLlv, 

worin sich eine tangentiale Reibungsspannung 

dT Llv 
r=dP="pLlv="p LIn LIn .... , 1) 

ergibt, wenn wir noch die mit dem mittleren Korndurchmesser iiber
einstimmende Schichtdi eke LI n einfUhren. DafUr diirfen wir aber 
mit der Abkiirzung xLln={t,. • . • . 2) 

sowie unter Einfiihrung einer unendlich kleinen Schichtdicke dn 
schreiben dv 

r=ftp dn' .... 1a) 

Es ist dies genau dasselbe Widerstandsgesetz, welches zuerst Newton 
fUr zahe Fliissigkeiten aufgestellt hat, bei denen nur der Beiwert ft 

ydV 

Abb.56. 

nicht mehr merklich vom Drucke abhangt. Ver
schiebt sich nun ein Schichtelement von der 
Breite b, der Lange ds und der Dicke dn, also 
von dem Rauminhalt d V = bds dn und dem 
Gewicht r b ds dn in einer N eigung {} gegen 
die Wagerechte, so hat der in die Schicht
richtung entfallende Gewichtsanteil r d V sin {} 
nach Abb. 56 den Reibungswiderstand 
(r + d r) b ds auf der Beruhrungsflache mit der 

langsamer bewegten Schicht zu iiberwinden, wahrend es in der andern 
Beriihrungsflache durch die rascher bewegte Schicht eine treibende 

Kraft r b ds derart erfahrt, daB als Gesamtwiderstand ~ b ds dn iibrig on 
bleibt. AuBerdem aber wirkt in der Richtung der Verschiebung der 
Druck p auf den Schichtquerschnitt b dn, dem in entgegengesetzter 
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Richtung del' Druck p + op ds auf derselben FIache entgegenwirkt, 

so daB also eine treibende i:aft -- a p ds b dn iibrig' bleibt. Die Zu
as 

sammenfassung aller diesel' Krafte am Element ergibt unter Weg
lassung del' allen Gliederu gemeinsamen Schichtbreite b und Lange ds 

. op at 
y dnsm{} - - dn= -dn, 

as an 

. op at 
ysm{}=-+--

as an' 

odeI' 
. . . . 3) 

wobei wir wegen del' sehr geringen Laufbetrage deren Anderungen 
vernachlassigen und den ganzen V organg als einen statischen be
trachten konnen. Die vorstehende Formel ist in del' Tat die all
gemeine Gleichgewichtsbedingung eines Korperelementes unter dem 
EinfluB eines stetig veranderlichen Normaldruckes p und einer Schub
spannung T. Sie geht fiir unsern Fall del' Gleitreibung bei sehr 
klein en Laufwerten v mit 1 a) iiber in 

. op d2 v opdv 
y sm 1~= a;+,up dn2 +,u an dn ..... 3a) 

und laBt sich nul' integrieren, wenn im Bereiche del' Verschiebung 
die ortlichen Veranderungen des Druckes bekannt sind. Da dies 
gerade £iiI' lockere Massen, wie wir oben gesehen haben, im allgemeinen 
nicht zutrifit, so miissen wir uns auf den Fall bestandigcn Druckes p 
beschranken, del' sich fiir groBere Tiefen in einer von 
senkrechten Wanden umgebenen Saule als Grenzfall ein
steUt. Damit vereinfacht sich Gl. 3a) in 

. . . . 3b) 

so daB also in diesem FaIle die Laufanderung senk
recht zur Verschiebungsrichtung nul' von deren 
Neigung gegen die Wagerechte, d.h. vorn Gefalle 
del' Bewegung a bhangt. 

Beispiel. Ais Beispiel betrachten wir den Fall einer Offnung 
in der Milte des meist konisch ausgefiihrten Bodens eine~ Silos, 
die gewohnlich durch einen Schieber geschlossen ist. Bei Offnung 
derselben verliert zunachst die unmittelbar dariiber befindliche 
Saule ihre SI iilze und gerat in Bewegung, an der sich allmahlich 
mit nach auBen abnehmenden Laufwerten ein ganzer Kern der 
lockeren Masse beteiligt. Die urspriinglich wagerechte Oberfliiche er
fiihrt dabei eine mittlere Einsenkung, bis sich im Beharrungs· 
zustande die nach innen geneigte Boschungsfliiche nahf>zu einge
stellt hat, die durch allmahliches Abgleiten ihrer Oberflachenteile nach der Mitte 
hin eine stetige Absenkung erleidet, Abb. 57. 

Schneiden wir aus dem senkrechten bewegten Kern ein Element vom 
Halbmesser r, der Dicke dr und der Hohe d'Z heraus, so besteht die Gleich· 
gewichtsbedingung 2lf r r dr dz = 2 If d Crr) d'Z, 
oder 

d (rr) = yrdr, 
7* 
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also, do. fUr r = 0 die Schubspannung nicht beliebig groB sein kann, mit C = 0 

yr . 
.. = 2' .............. 4) 

Verbinden wir dies mit 1 a) unter Beachtung eines nach auBen abnehmenden 
Laufwertes, setzen also dn = - dr, so wird mit 

2/LPodv=-yrdr, 

also mit v = 0 fUr den Kernhalbmesser ro . 

4/LPov=y(r02-r2), ...•.•..••• 5) 

d. h. eine parabolische Verteilung der Laufwerte iiber den Kernquerschnitt. 
DarauB foIgt schlieBlich der mittlere Laufwert 

To 

2 J' y r02 
Vm =2 vrdr=-S--' 

ro . /LPo 
........... 50.) 

o 

Wir erhalten also einen nahezu gleichf5rmigen AusfluB der lockeren 
Masse aus der Boden5ffnung, eine durch neuerliche Erfahrungen an Ge
treidesilos vollauf bestatigte Tatsache, die schon Beit Jahrhunderten der Ver
wendung der Sanduhren zugrunde liegt. 



Drittes Buch. 

Dynamik raumlicher Gebilde. 
VI. Grundlagen der Dynamik. 

§ 21. Die Bewegungsgleichungen raumlicher Gebilde. Bildet ein 
Massenpunkt den Bestandteil irgendeines raumlichen Gebildes, so iet 
er mit dessen anderen Massenpunkten durch Bedingungen verkniipft, 
welche den Zusammenhang zum Ausdruck bringen. Wirkt alsdann 
auf den betrachteten Punkt eine AuBenkraft 0, so kann er der
selben vermoge des erwahnten Zusammenhanges nicht uneingeschrankt 
folgen, so zwar, daB sein wirklicher Anlauf q weder in die Richtung 
von ° faUt, noch auch der fUr den freien Punkt giiltigen Beziehung ° = m q geniigt. Die beiden Vektorell ° und - m q setzen sich viel
mehr zu einer illneren Kraft 0' geometrisch zusammen, die am 
Punkte m keinen Anlauf bedingt, was nur dadurch moglich ist, daB 
sie durch entsprechende andere innere Krafte des ganzen Gebildes 
in ihrer Wirkung aufgehoben wird. Fiihren wir die Achsenanteile 
ein, so haben wir fUr die inneren Krafte am Massenpunkt m 

mit 

Xk'=Xk-mIJik, Yk'=Yk-mkYk' Zk'=Zk-mkzk .• 1) 

den Gleichgewichtsbedingungen fUr die gestrichenen Anteile, d. h. 

2) Xk'=O, 
2) Yk' = 0, 

2) Zk'=O, 

2)(Zk'Yk- Yk' Zk) = ° I 
2) (Xk' Zk - Zk' xk) = ° . 
2) ( Yk' xk - Xk' Yk) = ° . . 2) 

Dafiir diirfen wir in Vektorform mit dem Fahrstrahl r vom willkiir
lichen Anfang 0 aus auch schreiben 

2)0k'=O, 2)JrkOk'] =0 ....... 2a) 

Setzen wir die Ausdriicke 1) in die Gleichgewichtsbedingungen 2) 
ein, so nehmen diese die Form 

~' X k = 2) mk xk , 

2) Yk = 2)mkyk , 

.2 Zk = .2 mk Zk , 

.2 (ZkYk - Yk Zk) = 2) mk (ZkY k - Yk Zk) I 
2) (Xk Zk ~ ZkXk) _ .2 mk (~k Zk - ~kXk)· 
.2 (Ykxk - XkYk) -.2 mk(Ykxk - XkYk) 

3) 

Hierin stellen die linken Seiten der ersten Reihe die Achsenanteile 
X, Y, Z der Gesamtkraft dar, die wir uns nach Parallelverschiebung 
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aller Einzelkrafte am Anfang 0 des Achsenkreuzes angreifend denken 
konnen, wodurch Kraftepaare geweckt werden, deren Moment zu
sammen die in der zweiten Reihe links stehenden Achsenanteile 
Mx' My, Mz besitzen. Diirfen wir auBerdem noch die Massen m k 

wahrend der Bewegung als unveranderlich ansehen, was im all
gemeinen zutreffen wird, so erhalten wir an Stelle von 3) mit 

Mx = :t .1) mk (Zk Yk - ilk Zk) 

My = :t.1) mk (Xk Zk - ZkXk) 

Mz = :t.1) mk (YkXk - XkYk) 

. . 3a) 

Die Summen der rechten Seiten dieser Gleichungen sind aber als 
Produkte der Massen mit den Laufteilen und der vom Anfangauf 
letztere gefallten Lote nichts anderes als die Vektorteile der ge
samten BewegungsgroBe bzw. des Gesamtmomentes der Be
wegungsgroBen, die wir der Kiirze halber als Prall und Drall 
mit den Buchstaben \lS und ~ bezeichnen wollen. An Stelle der 
Gleichungsgruppen 3J und 3a) diirfen wir auch in Vektorform schreiben 

1:)3 =.1) \lSk = .1) m tk , ~ = .1) ~k =.1) mk [rk 1:kJ I 
~ )'.. d ~ . m 

O=~~=~~~=dt~~~=~ b) ... 3 

Wl =.1) [rkOkJ =.1) mk [rk rJ = :t.1) mk [rk tlJ = <il 
Die Drallanteile lassen sich nun nach den Darlegungen des §3 noch 
weiter umformen unter Einfiihrung der von den Fahrstrahlrissen 
rx' ry' Tz auf den Achsenebenen iiberstrichenen Flachen Fx ' Fy' Fz ' 

so zwar, daB d dFkx d'J 
Mx = 2 dt.1) mk (it = 2 dt2 .1) mk Fkx 

d dFlc d2 

My=2 dt.1)mk d/=2 dt2 .1)mk Fkll ..... 4) 

d dFk d'J 
Mz = 2 dt.1) m" dt z = 2 dt'J .1) mk Fkz 

Lassen sich nun aIle AuBenkrafte zu einer durch den wiIlkiirlich 
gewahlten Anfangspunkt 0 gehenden Gesamtkraft vereinigen, so ver
schwindet das Gesamtmoment in bezug auf jede Achs~ durch 0, und 
es bleibt mit M = M = M = 0, d. h. Wl = 0, ~ = konst. x y z 

d d d 
dt.1) mkFkz = 01' dt.2 mk Fkll = 0'J' dt.1) mk Fkll = °3 , 4a) 
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worin die drei an sich willkiirlichen Festwerte 01' 02' 0 3 durch die 
Anfangslagen und Anfangslaufe aller Einzelmassen, d. i. durch die 
Werte aller Xk , Yk , Zk; Xk, ih, Zk zur Zeit t=O bestimmt sind. Rechnen 
wir die iiberstrichenen Flachen auBerdem von diesen Anfangslagen 
aus, so ergibt die weitere Integration von 4a) 

4b) 

Da nun die vom Fahrstrahl eines Punktes iiberstrichene Flache nach 
§ 3 einen Drehvektor darstellt, so gilt dies auch von ihrem Produkt 
mit der skalaren Masse, so daB also die in 4 b) links stehende, Summe 
die Achsenanteile eines Vektors ,2 mk iYk angeben. Mit den Richtungs. 
kosinus ", J., fl dieses Vektors erhalten wir alsdann 

",2mkFk=Ol t , J.,2mkFk=02 t , fl,2mkFk=03t 40) 

oder ..2m"Fk =t f °12 + °22 + 032, ,,:J.:fl = ° 1: ° 2: ° 3 , 4d) 

Dieser Vektor steht also senkrecht zu einer durch den Anfang hin
durcbgehenden Ebene, deren Gleichung 

oder 

X,,+yJ. + zy=O 

01 X+ 02Y+ 03Z= 0 

5) 

. 5a) 

die Zeit nicht mehr enthalt, die also eine feste Lage im Raum bei 
der Bewegung alIer Massenpunkte beibehalt. Diese Ebene ist darum 
von Laplace als die unveranderliche (invariable) Ebene der 
bewegten Massengruppe bezeichnet. Das Ergebnis der vorstehen
den Untersuchung konnen wir nun in den Satz zusammenfassen, daB 
im FaIle des Versohwindens auBerer Momente oder der Mog
lichkeit der Zusammenfassung aller AuBenkrafte zu einer 
Gesamtkraft der Gesamtdrall der Massengruppe bel der 
Bewegung seine GroBe und Richtung dauernd beibehalt, 
wahrend die Summe der mit den Einzelmassen erweiterten 
Projektionen der von den Fahrstrahlen iiberstrichenen 
Flachen auf irgendeine feste Ebene mit der Zeit gleich
formig zunimmt. Diese Zunahme erreicht ihren Hochstwert fiir 
die unveranderliche Ebene wegen der Normalstellung des Drallvektors 
zu derselben. 

Die unveranderliche Ebene mit der Drallrichtung bietet sich somit 
zwanglos als zweckmaBige Grundlage fiir ein Achsenkreuz dar, wenn 
wir auf ersterer noch irgendeine Richtung festlegen. Hierzu gelangen 
wir durch Einfiihrung der Schwerpunktsabstande xo' Yo' Zo in die drei 
Kraftformeln 3a), die somit iibergehen in: 

X = Xo ..2 mk, y = Yo..2 mk , Z =zo ,2mk. • • • 6) 

Hiernach bewegt sich der Sohwerpunkt einer Massengruppe 
so, als wenn in ihm aIle Einzelmassen mit den daran an
greifenden AuBenkraften vereinigt waren. Da nun die Lauf
richtung des Schwerpunktes zu Beginn der Bewegung bekannt ist, 



104 Grundlagen der Dynamik. 

so brauchen wir sie nur auf die unveranderliche Ebene zu pro
jizieren, um in derselben eine geeignete Richtung zur Festlegung des 
Achsenkreuzes zu erhalten. Besonders einfach gestaltet sich diese 
Wahl beim Verschwinden aller AuBenkrafte der Massen
gruppe, wonach sich aus 6) 

Xo=O, 

XO=c1 , 
~o = ° }, ..... 6a) 
zo=c3 

d. h. eine geradlinig-gleichformige Schwerpunktsbewegung 
ergibt. 

Der zuletzt besprochene Fall einer der Wirkung aller AuBen
krafte entzogenen, also ganz auf sich angewiesenen (sog. isolierten) 
Massengruppe ist mit groBer Annaherung in jedem Planetensystem, 

vor a.Hem in dem zu unserer Sonne 
gehorigen verwirklicht. In der Tat 
hat auch Poisson hierfiir die Pro
jektion des gleichformigen Schwer
punktslaufes auf die durch dessen 
Anfangslage hindurchgehende un
veranderliche Ebene, die von der
jenigen der Erdbahn (Ekliptik) nur 
wenig abweicht, zur Festlegung 

O~-+I--/""-----+--;"--~~Y einer Achsenrichtung vorgeschla
- - - ~ - - /- - - - - J,' gen, da die hierzu gewohnlich be-

I / Yz 
_______ j./ nutzte Schnittrichtung mit dem 

Y7 Erdaquator (die Knotenlinie), wie 

Abb.58. wir spater sehen werden, zeitlichen 
Anderungen unterworfen ist. 

Beispiel. Es seien nach Abb. 58 zwei Massenpunkte ml , m2 mit dem 
augenblicklichen Abstande 

. 7) 

mit a, (J, r als Richtungskosinus von Tn vorgelegt, zwischen denen in dieser 
Richtung eine Kraft ± Q' mit ihren AchsenteiJen 

X'=Q'a, Y'=Q'{J, Z'=Q'y ........ 7a) 

wirken mage. Greifen dann noch an den beiden Massenpunkten die beiden 
AuBenkrafte Ql> Q2 mit den entsprechenden Anteilen Xl' Yl , Z1; X2 , Yg, Zz 
an, so bestehen zunachst fiir die Einzelmassen die Bewegungsformeln 

Xl + X, = ml Xl , Y1 + Y' = ml fil , 

und pac.b t\ddition unter Einfiihrung del' Schwerpunktsabstande xo , Yo, Zo 

Xl + X2 = m1 Xl + m2 X2 = (ml + m2) Xo ) 
Yl + Y2 = ml ~l + m2 ¥,2 = (mt + m2 ) ¥,o . . . . . . . Sa) 
Zl + Zg = ml z2 + m2z2 = (m1 +m2) Zo 

Bilden wir nunmehr die Momente der Krafte 8) in bezug auf die einzelnen 
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Achsen, so erhalten wir z. B. fiir die z-Achse mit 7a) 

YIXI-XIY1+Q:(Xl{J-YJcx)=ml(~tXl-~lYl)} •..•• 9) 
~~-~~-Q~{J-~~=~~~-~~ 

und nach Addition unter Wegfall der Innenkraft 

Mz = YIXl - Xl Yl + Y2 X2 - X2 Y2 = ml (Yt Xl- Xl Yt) +m2 (Y2 X2 -X2 Y9) ' 9a) 

zu denen dann noch zwei gleichgebaute Ausdriicke fiil! die beiden andern 
Momentenanteile M"" My hinzutreten. Man iibersieht BofoJ!t, daB im Faile 
mehrerer Massenpunkte in jeder Verbindungslinie eine Zwischenkraft ± Q;2, 
± Q:a UBW. wirkt, die sowohl bei der Summierung der Kraftanteile wie auch 
der Momente ganz wie vorstehend herausfiillt. 

Verschwindet das Moment der Aul3enkrafte fiir zwei Massenpunkte, so wird 

ml Yl Xl - Xl Yl m2 Y2 Xg - X2 Y2 = 3 aUB 9 a) (.. ) + (. .) 2 C I 
m1 (~l Yl - ~l Zt) :- m2 (~2 Y2 - ~2 Z2) = 2 01 , . . . . • 9 b) 
ml (Xl Zl - Zl Xl) T m2 (X2 Z2 - Z2 X2) = 2 O2 

womit zugleich die Gleichung der unveranderlichen Ebene 5 a) gegeben ist, 
wenn wir fiir die x, y, z und :i;, y, z die als bekannt anzunehmenden Anfangs
werte (fiir t = 0) einsetzen. 

§ 22. Die Arbeitsgleichnng raumlicher Gebilde. Die den Aus
fiihrungen des Ietzten Abschnittes zugrunde gelegten Gleichungen, 

X k = X k' + mk xk , Yk = Yk' + m Yk , 1) 

fiir die wir auch in Vektorform 

Ok = Ok' + mk t k • • • • • • • • • 1 a) 

schreiben diirfen, besagen, daB an jedem Punkte eines raum
lichen Gebildes die Gesamtheit der innern Krafte Ok' mit 
der dort wirkenden AuBenkraft ° und der negativen Massen
kraft - mtk im Gieichgewicht stehen. 

Erweitern wir die Formeln 1) unter Einfiihrung der Relativ
abstande ~k' 'YJk' Ck des Massenpunktes mk in einem dem urspriing
lichen parallelen Achsenkreuz durch den Schwerpunkt xO' Yo, Zo mit 

dxk= dxo +d~k' dYk = dyo + d'YJk' dZk =dzo +d~k' 2) 
so erhalten wir wegen Xk dXk = Xk dXk usw. nach Addition 

X k dXk + Yk dYk + Zk dZk = X k' dxo + Yk'dyo + Zk'dzo 
+ X k' d~k + Yk' dth + Zk'dCk 

+ mk (Xk dXk + Yk dYk + Zk dzk )· • • • • • " 3) 
Bilden wir die Summen aller dieser Ausdriicke und beachten, daB 
wegen des inneren Gleichgewichtes alIer verlorenen Krafte 

.2 X k' =2)Yk' = 2) Zk' = 0 
. bi 'b . . 2 + . 2 + . 2 " 1st, so . el t mIt -Xk Yk Zk =Vk" 

2) (Xk dXk + Yk dYk + Zk dzk) 

. 2) (Xk' d~k + Yk' d'YJk +Zk' dCJ+ .2;mk vkdvk . • • 3a) 
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Hierin stellt aber, da die Verschiebungsanteile d~k' d'fjk' d~k der ein
zelnen Massen gegen den Schwerpunkt im allgemeinen nicht mitein
ander iibereinstimmen, die erste Summe rechts die von den inneren 
Kraften geleistete inn ere Verschiebungsarbeit dar, die wir auch als 
Formanderungsarbeit bezeichnen. Wir erkennen also aus 3 a), 
daB· die Gesamtarbeit der AuBenkrafte an einem raum
lichen Gebilde zur Formanderung und zur VergroBerung 
der Gesamtwucht dient. 

Noch deutlicher wird dies, wenn wir die Verschiebungen im be
weglichen Achsenkreuz ~, 'fj, ~ auf elementare Drehungen dcp." dcpy' 
dcpz um die Achsen durch die Gleichungen 

d;k = 1;k dCPkl/ - 'fjk~kz' drh =;k dCPkz -1;k dCPkrr;, } 
d~k-'fjkdcpkrr;-;kdCPkl/ .. 4) 

zuriickfiihren. Damit geht die Formanderungsarbeit iiber in 

2) (Xk' d~k + Yk' d'fjk + Zk'd1;k) 

=.2 (Zk' 'fjk - Yk' ~k) dCPkrr; + .2 (X/ 1;k --Zk' ;k) dCPkl/ 

+ .2 (Yk';k - X k' 'fj~) dCPkz' 

Wiirden im Innern keine gegenseitigen Verschiebungen auftreten, so 
miiBten die elementaren Verdrehungen dcp." dcp , dcpz allen Punkten 
gemein sein und konnten vor die Summe recht~ gesetzt werden. Da 
nun wegen des Gleichgewichts der inneren Kriifte, deren Teilmomente 
bezogen auf ein beliebiges Achsenkreuz also auch auf ein solches 
durch den Schwerpunkt, versch winden, so fiele mit 

.2 (Zk' 'fjk - Yk'~k) =.2 (Xk'1;k - Zk' ;k) =.2 (Yk';k - X k'1'1k) = 0 

in diesem Falle eines starren Gebildes auch die ganze Form
anderungsarbeit weg. Es bleibt dann in 3 a) 

.2 (Yk dXk + Yk dYk + Zk dzk ) =.2 mk vk dvk , . . . . 5) 

d. h. die Gesamtarbeit der AuBenkrafte an einem starr en 
Gebilde dient nur zur Erhohung der Gesamtwucht. 

Wir konnen aber auch diese letzte Gleichung noch durch Zer
legung der Verschiebungen nach Gl. 2) umformen. Dann wird zu
nachst, wenn wir gleichzeitig die Anteile der Gesamtkraft 

einfiihren, . aus der linken Seite von 5) 

.2 (Xkdxk + YkdYk + Zkdzk) 

= Xdxo + Ydyo + Zdzo +.2 (Xkd;k + Ykd 1Jk + Zk d 1;k)" . oa) 

Andererseits diirfen wir an Stelle von 2) nach Division mit dt auch 
schreiben 
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oder quadriert und addiert mit~k2+1jk2+ik2=u/ 

Vk2 =V02 + 2 (XOik + Yo ~k + ZOCk) + Uk2• 

107 

2b) 

Erweitern wir diesen Ausdruck mit m" und summieren iiber aHe 
Massen, so erhalten wir die doppelte Gesamtwucht 

2) m"v,,2 = V02 2) m" + 2)m" U k2 

+ 2 (xo 2) mkik + Yo.2 m" iJ" + zo.2 mk 'k)· 

Da aber fiir die Schwerachsen ~, fj, C die statischen Momente ver
schwinden, so gilt dies auch fiir die daraus nach der Zeit abgeleiteten 
Summen der letzten Klammer, und es bleibt 

2) mk Vk 2 = Vo 2 2) mk + .2 mk Uk 2,. • • • • • 5 b) 

so daB sich also die Gesamtwucht verteilt auf die der Fort
bewegung des Sch werpunktes und die Drehung urn den· 
s el ben. Durch Einfiihrung der Ausdriicke 5 a) und 5 b) zerfltHt 
somit Gl. 5) in 

Xdxo+YdYo+Zdzo } 
+.J; (Xkd;" + Ykd'Y)k +ZkdCk) =vo dvo.2 mk +.J; mkukduk• 7) 

Da nun infolge des Gleichgewichts der Innenkrafte 

X = Xo 1J mk , Y = Yo .J; mk , Z = Zo .2 mk ' 
Xdxo + Ydyo +Zdzo = (xodxo + yodyo + zodzo) 2)mk 

=vodvo2) mk • • • • • • • • • 6a) 

ist, so heben sich in 7) zunachst die entsprechenden Glieder weg, 
und es bleibt: 

2) (Xkd~k + Yk d1h+ Zkd~k)= 2) mk ukduk =~d2) m ku k
2 7a) 

als Arbeitsgleichung der Relativbewegung urn den Schwer· 
punkt. Diese aber kann nach den Darlegungen des § 12 fiir den 
starren Korper stets als Drehung um eine augenblickliche 
Schwerachse aufgefaBt werden, so daB die Gesamtwucht eines 
starren Korpers sich auf das Fortschreiten der im Schwer· 
punkt vereinigten Gesamtmasse und die Drehung urn eine 
augenblickliche Schwerachse verteilt. 

Bezeichnen wir mit r k den Abstand der Masse mk von dieser 
Drehachse und mit w den augenblicklichen, allen Punkten gemein
samen Drehwert, so wird mit 

"m u 2=W2 "m r 2 
~ k " ~ k k 

. . . 8) 
aus 7 a) 

2) (X"d;k + Ykd1h + ZkdCk) = ~ d(w2 2) mkrk2). . . 7b) 

worin die Summe das Tragheits· oder Sch wungmoment urn die 
augenblickliche Drehachse darstellt. 
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Beispiel. Die heiden im letzten Abschnitt betrachteten Massenpunkte m1 

und m2 , die langs ihrer Verbindungs!,eraden in der Wechselwirkung ± Q' mit 
den Achsenanteilen ± X', ± Y', ± Z' stehen, hatten unter der Wirkung der 
AuBenkrafte Qu Q2 bzw. X" Yl> Z,; X2, Y2, Z2 die Bewegungsgleiehungen 

Y, +Y'=m1Yl' Z'+Z'=m1Z1 } . ,.. ..•. 9) 
~-r=~~, ~-r~~, ~-Z=~~ 

Erweitern wir dieselben mit den Achsenanteilen dx" dy" dZl bzw. dx., dY2' 
dZ2 der Verschiebungen, so wird nach Addition 

X, dXl + Yl dy, + Z, dZl + X 2 dX2 + Y2 dY2 + Z2 dZ2 
+ X'd (Xl - x2 ) + Y' d (Yl - Y2) + Z' d (Zl - Z2) 
= ml vl dVl + m2 V2 dv2 , • • • • • • • • • • • . . . • 9a) 

wenn V12=X12+1i,2+Z12, V22=X22+1i22+Z22 gesetzt wird. Weiter ist, da 
die innere Kraft ± Q' in die Verbindungsgerade r12 fallt 

X' = Q' X2 - Xl , 
r12 

Y' = Q' Y2 - Yl , 
r12 

so daB also 

X'.d (Xl - X2) + Y' d (Yl - Y2) + Z' d (Z, - Z2) 
Q' 

= - - [(Xl - X2) d (X, - X2) + (Yl - Y2) d (y, - Y2) r12 
+ (Zl - z2)d (Zl - Z2)] = - Q'dr12 

das Element der Formanderungsarbeit bedeutet. Daher diirfen 
Stelle von 9a) auch schreiben 

2(Xdx+Ydy+Zdz)=-Q'dr12+2mvdv, . 

. . 10) 

wir an 

. • 9b) 

wonach die auBere Gesamtarbeit bei einer Bewegung der Massen
punkte in die Formanderungsarbeit und den Zuwachs der Wucht 
z erUll t. 

Man iibersieht sofort, daB im allgemeinsten FaIle an Stelle von Q'dr12 die 
Summe 2 Q'dr iiber aIle Verbindungsgeraden der Massenpunkte tritt, so daB 
der vorstehende Satz eine unbeschrankte Giiltigkeit fiir jeden Punkthaufen 
besitzt. 1m FaIle des 9leichgewichts des Haufens linden weder gegenseitige 
Verschiebungen noch Anderungen der Geschwindigkeit statt, so daB der Haufen 
als eine starre Verbindung der MaEsenpunkte angesehen werden darf, fUr die 
alsdann 

f2(Xdx+Ydy+Zdz)=0 •...••..• 9c) 

gilt. Dieselbe Dberlegung kann sofort mit dem Ergebnis 9c) auf jeden form
veranderliehen Kiirper im Gleichgewicht angewandt werden, der sich alsdann 
wie ein starrer verhalt. . 

§ 23. Der Massenausgleich mehrkurbliger Maschinen. Gelegent
lich der Untersuchung der zwanglaufigen Bewegung eines Stabes, 
Teil I, § 68, haben wir als Bestandteile der Riickwirkung desselben 
auf das mit der Leitkurve verbundene Gestell auch die sog. Massen
driicke kennen gelernt. Bei stationaren Maschinen werden diese 
Krafte gewohnlich von dem aus einer schweren Stein- oder Beton
masse bestehenden Fundament aufgenommen bzw. durch dasselbe 
auf die Erde iibertragen und so unschadlich gemacht. Anders liegt 
der Fall bei Maschinen, welche auf Fahrzeugen, also z. B. auf Loko
motiven oder Schiffen aufgestellt sind. Wirken auf ein solches System 
von auBen keine Krafte ein, bzw. heben sich die auBeren Krafte voll-
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standig gegenseitig auf, so wird sich der Gesamtschwerpunkt in irgend
einer Richtung, z. B. wagerecht gleichf6rmig vorwarts bewegen. Das 
schlieBt aber nicht aus, daB infolge der relativen Bewegung einzelner 
Maschinenteile gegen den Gesamtschwerpunkt des Systems auch der 
Schwerpunkt des Fahrzeugs und des an ihm befestigten Maschinen
gestells Relativbewegungen gegen den Gesamtschwerpunkt vollzieht. 
rst das Fahrzeug ein starrer K6rper, so werden diese Bewegungen 
in Verschiebungen und Drehungen der Gesamtmasse mit Ausnahme 
der relativ bewegten Maschinenteile bestehen; ist es dagegen elastisch, 
so treten dazu noch Schwingungen auf, welche im FaIle von Resonanz 
auBerst heftig und fiir den Zusammenhang des Systems sogar gefahr
lich werden konnen. 

-. 
n 

I 
i 

t------il--Zn---......, .. 

Abb.59. 

Allen diesen Schwierigkeiten geht man offenbar durch Festhaltung 
des Schwerpunktes der Maschine relativ zu dem des Fahrzeuges sowie 
durch Verhinderung von Anderungen des relativen Dralles aus dem 
Wege uud bezeichnet eine Maschine, welche diese Forderuugen er
fiillt, als eine vollkommen ausgeglichene. Urn zu beurteilen, 
welchen Bedingungen eine solche Maschine zu geniigen hat, . brauchen 
wir nur in den Formeln des d'Alembertschen Prinzips die Relativ
bewegungen der Maschinenteile gegen das Fahrzeug einzu
fiihren. Die Maschine denken wir uns, da ein einzelnes Kurbel
getriel:1e t>ffensichtlich nicht fiir sich ausgeglichen werden kann, aus 
einer Anzahl v-on Kurbeltrieben mit parallelen Bewegungsebenen und 
gemeinsamer Welle zusammengesetzt. Das Wellenmittel, Abb. 59, 
falle mit der z-Achse zusammen, ihren Schnittpunkt mit der Ebene 
des ersten Kurbelgetriebes wahlen wir als Anfang, die inn ere Tot-
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lage desselben wie friiher als x-Achse, senkrecht dazu die y-Achse. 
Weiterhin setzen wir in Dbereinstimmung mit den weitaus meisten 
praktischen Ausfiihrungen voraus, daB die Bewegungsrichtungen der 
lediglich hin- und hergehenden Teile aller Getriebe einander parallel 
seien, mithin, da sie samtlich die Wellenachse schneid en, mit dieser 
in der Ebene X 0 Z Iiegen. Befindet sich nun die erste Kurbel in 
der inneren Totlage, so mogen die andern Kurbeln mit ihr die sog. 
Schrankungswinkel a2 , a3 , ••• , an in der positiven Drehrichtung 
gemessen, bilden. Einem beliebigen Kurbelwinkel cp im ersten Ge
triebe gegen die Totlage entsprechen demnach bei starrer Welle die 
Winkel cp + a2 , cp + aa' ... , cp + an fUr die andern Getriebe, so 
daB cp fiir das ganze System die gemeinsame unabhangige Verander
liche darstellt. Ebenso hat natiirlich auch der Drehwert w = (p und 
Andrehwert cO = if; in jedem Augenblick fiir aIle Getriebe denselben 
Wert. Bezeichnen wir nun die Massendruckteile mit X, Y, Z, so 
haben wir mit den .Schwerpunktsabstanden xo' Yo, Zo der Gesamt
masse der bewegten Teile 

X=~ J dm~=~o2;m 11 
Y=~ J dmy=yo2;m r' 
Z=2; J dmz= zo2;m J 

1) 

Daraus erkennen wir schon in Dbereinstimmung mit den vorstehenden 
Bemerkungen, daB die Massendriicke selbst verschwinden, wenn der 
gemeinsame Schwerpunkt der bewegten Teile seine Lage nicht andert, 
d. h. daB mit dem Ausgleich der Massendriicke derjenige 
der Gewichtswirkungen notwendig verbunden ist. Fiir die 
Z - Richtung, in der die Maschinonteile gegen ihr GesteIl bzw. das 
Fahrzeug keine Relativbewegungen vollziehen, ist diese Bedingung 
ohne weiteres erfiillt, so daB wir uns urn den Kraftanteil Z = 0 
nicht weiter zu kiimmern brauchen. 

1st nun m die Masse der Schubstange, m1 diejenige der lediglich 
in der x- Richtung hin- und hergehenden Teile, mo diejenigen der 
rotierenden Teile des Getriebes mit dem Schrankungswinkel ct, be
deuten ferner x', y' und x", y" die Achsenabstiinde des Kreuzkopfes 
und des Kurbelzapfens, l die Stangenlange, r den Kurbelradius, S den 
Schwerpunktsabstand der Stange vom Kreuzkopf, So denjenigen der 
Kurbel vom Wellenmittel dieses Getriebes, so haben wir nach § 69, 
G1. 11), I. Teil fiir dasselbe: 

.. ( +l-s ) .. ,+(so +s ) .. " mx = m --- m x I-m -m x 
o 1 l \r 0 l 

myo= ( So + 8 ) .• " -m -m y 
r 0 l 

• • • 2) 

und nach den Gl. 1 b) und 10) desselben Paragraphen angenahert 
mit cp + a statt cp unter Vernachlassigung aller Glieder mit hOheren 
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Potenzen von T und des Gliedes mit dem Produkt von T und der 

ebenfalls kleinen Winkelbeschleunigung ip 

ii' ~ - "p' [oo,(~ +") + ; 00,2 (I" + a)] - 'q; 'in (I" -1-") 1 

~:, ~rcjJ2cos(cp+a)-ripSin(cp+a) J 
y" = - rcjJ2 sin(cp + a) + rip cos (cp + a) 

Setzen wir nun abkurzungsweise 

( l-s) r m1 +-T-m =M', 

3) 

und bezeichnen diese Werte als die reduzierten Momente der 
hin- und hergehenden bzw. rotierenden Teile des Kurbel
getriebes, so ergibt die EinfUhrung von 3) in 2) fUr die Massen
druckanteile des fraglichen Getriebes 

1f}Xo = - (M' + Mil) [cjJ2 cos (cp + a) + ip sin (cp + a)J 

- M' Y cjJ2 cos 2 (cp + a) ... 2a) 

myo = - Mil [cjJ2 sin(cp + a) - ip cos (cp + a)] 

Daraus folgen schlieBlich die Massendrucke des ganzen Systems durch 
Summierung, wobei wir nach Au£H:isung der Winkelfunktionen die 
allen gemeinsamen GroBen cjJ, ip, cos cp, sin cp, cos 2 cp, sin 2 cp vor die 
Summenzeichen setzen durfen. 

x = - cjJ'J COB cp .J; (M' + Mil) cos a 
+.p2 sin 'P 2 (M' + Mil) sin a - ip sin 'P 2 (M' + Mil) cos a 

- if cos'P.2 (M' + Mil) sina 

- .p2 cos 2 ({! .J; M' Teas 2 a + cjJ2 sin 2 cp .J; M' T sin 2 a , 

y = - (cjJ2 sin cp - ip cos cp) .2 Mil cos a 
- (.p2 coscp + ip sincp).4 Mil sin a 

r ta) 

Diese Ausdrucke konnen aber fUr aIle Kurbelwinkel cp bzw. aIle 
moglichen Drehwerte w nur verschwinden, wenn gleichzeitig 

.4 M' cos a = 0 , .J; M' sin a = 0 

2J Mil cos a = 0 , 

M' r .J; y cos 2 a = 0 , 

.J; Mil sina = 0 

.J; M' ySin 2a= 0 

wird. Da nun praktisch das Verhaltnis r : l fur aIle Getriebe desBelben 
Systems gleich graB gewahlt wird, so konnen wir es in der dritten 
Gleichungsgruppe auch wegheben. AuBerdem aber ist es ublich, die 
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Momente Mil der lediglich rotierenden Massen fiir sich durch Gegen
gewichte an den Kurbeln auszugleichen, so daB sich die Bedingungen 
fUr den Ausgleich der Massendriicke auf 

.J; M' cos a = 0, .J; M' sin a = 0 } . . • . . 5) 
.J; M' cos 2a = 0, .J; M' sin 2a = 0 

vereinfachen, worin nur noch die reduzierten Momente M' der hin
und hergehenden Teile vorkommen. Diese Bedingungsgleichungen 
sind erfiillt, wenn die beiden aus den reduzierten Momenten 
M' mit dem einfachen und doppelten zugehorigen Schran
kungswinkeln gebildeten Polygone sich schlieBen. 

Mit diesem einfachen Ergebnisse ist das Problem in des sen noch 
nicht erschopft, da die einzelnen Getriebe nicht in einer. Ebene 
liegen, die Massenwirkungen also auch Momente zur Folge haben. 
Es sind dies nichts anderes als die zeitlichen Anderungen des Dralles, 
fUr die wir mit z = 0 auch schreiben konnen 

Mx=.J;J dm(zy-yz)=.J;J z·Ydm 1 
My=.J;J dm(xz -zx)= -.J;J zXdmJ' . 
Mz = .J; J dm (yx - xy) 

. • . . 6) 

Sehen wir von der weiteren Verfolgung der dritten Gleichung 6) zu
nachst noch ab, so erkennen wir, daB wegen der Parallelitat der 
Getriebeebenen die Abstande z fiir aIle Teile eines einzelnen Ge
triebes denselben Wert haben, also aUch an Stelle der ersten beiden 
Formeln 6) mit Riicksicht auf 1) fiir die Massendruckmomente urn 
die x- und y-Achse 

Mx= .J;zJ ydm= .J;mzyo' My =- .J;zJ xdm= - .J;mzxo 

geschrieben werden dad. Die hierin vorkommenden Ausdriicke 
myo und mxo haben wir aber schon in 2a) ermittelt; durch deren 
Einfiihrung erhalten wir nach Herausnahme der allen Getrieben ge
meinsamen GroBen die den Formeln 1 a) ganz analog gebauten 
Gleichungen 

Mx = - (cp2 sin g; - if cos g;) .J; M" z cos a 
- (cp2 cos g; + if sin g;) .J; M" z sin a, 

M" = cp2 cos g; .J;(M' + M") z cos a 
- cp2 sin g; .2:(M' + M") z sin a 

+ ip sin qJ .2(M' + M") z cos a 

+ ip cos qJ .2(M' + M") z sin a 

+ cp2 cos 2 qJ .2 M' I z cos 2 a 

- cp2 sin 2 qJ .2 M' I z sin 2 a 

.... 6a) 
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Sollen auch die Momente verschwinden, 80 mussen, wenn die 
Verhaltnisse r: 1 wieder allen Getrieben gemeinsam und auBerdem 
die rotierenden Massen fur sieh ausgeglichen sind, die Summen 
.2) Mil z cos a, 1} M" z sin a also identisch verschwinden, die weiteren 
Bedingungen 

.2) M' z cos a = 0, 

1}M'z cos 2a= 0, 

1}M'zsina=O } 
1}M'zsin2a=0 .. 

. 7) 

erfiillt sein, d. h. es mussen auch die aus den einfachen und 
doppelten Schrankungswinkeln gebildeten Polygone von 
den Produkten der reduzierten Momente und der Abstande 
der zugehorigen Getriebeebenen yom Anfang sich schlieBen. 
Sind die rotierenden Massen nicht in jedem Getriebe fUr sich, d. h. 
durch Gegengewichte ausgeglichen, so mussen auch fUr sie zwei 
Gleichungspaare 

1} M" cos a = 0, 

1} M" zcosa= 0, 

1}M"sina=o,} 

1} M" z sin a = ° . . . 8) 

bestehen, welche ersichtlich wieder auf zwei geschlossene Polygone 
fur die M" und M" z fUhren. 

Die Gesamtheit der drei Gleichungsgruppen 5), 7) und 8) ergibt 
nun alJe Bedingungen fur den praktischen Massenausgleich 
einer mehrkurbligen Maschine, und zwar die Formeln mit den 
einfaehen Schrankungswinkeln die Bedingungen des Ausgleichs 
erster Ordnung, diejenigen mit den doppelten den Ausgleich 
zweiter Ordnung. Zu Ausgleiehsbedingungen noch hoherer Ord
nung wurde man gelangen, wenn man in den Formeln fUr die Be
schleunigungen im Kurbelgetriebe die Glieder mit weiteren Vielfachen 
des Kurbelwinkels beibehalten hatte. Da dieselben jedoch nur sehr 
kleine absolute Werte besitzen, so haben sie auch keine praktische 
Bedeutung. Fruher hat man sogar ausschlieBlich die Erfiillung der 
Am'gleichsbedingungen erster Ordnung angestrebt und sich mit einer 
unvollkommenen, nur teilweisen Beseitigung der Massendrucke durch 
Gegengewichte ohne Rucksicht auf die Massendruckmomente z. B. 
bei Lokomotiven begnugt. Erst der moderne Schiffsmaschinenbau 
erforderte infolge der immer wachsenden Dimensionen der Schiffe, 
welche durch die zur Erreichung groBer Geschwindigkeiten notwen
digerweise rasch umlaufenden Maschinen in Schwingungen versetzt 
wurden, eine genauere Losung, welche nach mannigfachen ander
weitigen Versuchen dem deutschen Ingenieur Schlick 1893 (D.R.
Patent N r. 80974) gelang und seitdem mit vollkommen praktischem 
Erfolge allgemein da Anwendung gefunden hat, wo man bei hochster 
Fahrtgeschwindigkeit auf groBte Betriebssicherheit Wert legt. 1m 
Gegensatz zu seinen Vorgangern gibt Schlick ohne Hinzufugung 
von Am'gleichgetrieben den Schrankungswinkeln, Getriebestandern 
und hin- und hergehenden Massen unter voller Wah rung der Festig
keit der Teile und der Manovrierfiihigkeit des ganzen Systems ein
faoh solohe Werte, daB die Bedingungen 5) und 7) so weit als mog-

Lorenz, Techn. Physik 1,2. 2. Aufl. 8 
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lich erfiillt werden. Unter Manovrierfahigkeit ist hierbei die Mag
licbkeit des Anlaufes der Maschine von jeder Kurbelstellung aus zu 
versteben, weshalb man aucb das Zusammenfallen von Totlagen 
zweier Getriebe tunlicbst vermeidet. 

Bei der Anwendung der vorstebenden Theorie iiber den Massen
ausgleich ist zunachst zu beacbten, daB die Gleicbungen fur die re
duzierten Momente M und die Abstande z bomogen sind, so daB nur 
die Verbaltnisse dieser GroBen miteinander in Beziehung treten. 
Bei n -Getrieben baben wir in den Formeln 5) und 7) demnach 

M' 
n-1 Verhaltnisse M Z" n - 2 Abstandsverhaltnisse ~ und scblieBlicb 

1 ~ 
n -1 Scbriinkungswinkel a, im ganzen also 3 n - 4 Unbekannte in 
8 Gleicbungen. Daraus geht hervor, daB zur Erfiillung der Bedingungen 
5) und 7) mindestens n = 4 Getriebe notwendig sind, d. h. daB die 
Massenwirkungen von Zwei- und Dreikurbelmascbinen nicht aus
geglicben werden konnen. 

1. Beispiel. In der Ta.t beziehen sich denn auch fast alle Untersuchungen 
iiber den Massenausgleich auf Vierkurbelmaschinen, welche sonach fiir den 
Dampfschiffsbetrieb die Hauptrolle spielen. Den 4 Bedingungen 8) fiir die 
rotierenden Massen geniigt man nach dem Vorscblage von Schlick jetzt aus
schlieBlich durch Anbringung zweier Gegengewichte an den beiden auBersten 
Kurbeln mit voller Strenge. 

Setzen wir nunmehr abkiirzungsweise die Verhaltnisse 

wobei sich die !ndizes auf die entsprechenden Getriebe beziehen, so gehen die 
Ausgleichsbedingungen 5) und 7) fiir die Vierkurbelmaschine mit a , = 0 und 
Z, = 0 iiber in 

1 + /L2 cos a2 +- /L3 cos a3 + /L. cos a. = 0 

/L2 sin a 2 + /L3 sin a3 + /L. sin a. = 0 

1 + /L2 cos 2 a2 + /L3 cos 2 aa + /L4 cos 2 a. = 0 

/L2 sin 2 a2 + /La sin 2 aa + /L. sin 2 a, = 0 

/L2 c~s a2 + /La Ca c~s aa + /L. C. c~s a. = 0 1 
/L. sm a. + /La Ca sm aa + /L4 C4 SIll a. = 0 

/L. c~s 2a. + /LaCa c~s 2 aa + /L. C. c~s 2a. = 0 f' 
/L2 sm 2a2 + /LaCa SIll 2 eta + /L. 1;. SIll 2a. = 0 

...... 5a) 

..... 7a) 

Ziehen wir jetzt die zweite GI. 5a) von der entsprechenden in 7a) ab, so er
halten wir 

/La (Ca - 1) sin aa + /L. (1;. - 1) sin a. = 0 ......• 10) 

und weiterhin durch Entfernung von /L2 aus der ersten und zweiten Gl. 7 a) 

/La 1;a sin (aa - ( 2) + /L41;. sin (a. - ( 2) = O. . . . . . . 11) 

Aus diesen Formeln folgt sofort mit Riicksicht auf 9) 

za - Z2 z. sin a. sin (aa - ( 2) --. ~ =. . ( ) . . . . . . . . . . 12) 
z. - Z2 Za sm aa SIll a. - li2 
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Diese von Prof. Schubert aufgedeckte Beziehung besagt, daB, wie in Abb. 60 
angedeutet, die Endpunkte der auf einer Geraden abgetragenen Ge
triebeabstande auf den Verlangerungen der Radien im Kurbel
kreise liegen. 

Entfernen wir dagegen /L2 aus den letzten beiden Gleichungen 7 a), so folgt 

/L31;3 sin 2 (IX3 - IX2) + /L! 1;4 sin 2 (IX4 - IX2) = 0 . 

Diese Formel ist aber, da wegen der Manovrierfahigkeit der Maschine weder 
IX3 - IX2 noch auch IX4 - IX2 verschwinden diirfen, mit 11) nur vertraglich, wenn 

cos (IX3 - IX2) = cos (IX4 - IX2) , 

d. h. wenn (IX3 -IX2) = ± (IX4 - IX2) oder IX3 = IX4' bzw. a3 + IX! = 2IX2 ist. Anderer
seits ergibt sich aber auch, wenn das Doppelverhaltnis 12) auch £iir die Doppe1-
winkel gelten soli, wegen der letzteren Beziehung cos IX3 = cos IX4 oder IX3 = ± IX! 

und damit entweder IX3 = IX4 = IX, oder IX2 = O. Diese Beziehungen sind aber 
mit der Forderung, daB keine Totlagen zusammenfallen sollen, unvertraglich, 

fL. 

/I 

Abb. 61. 

.iL 

so daB die letzten beiden Bedingungsgleichungen 7a) fiir die Vier
kurbelmaschine praktisch unerfiillbar werden, die Massendruck
momente zweiter Ordnung also nicht ausgeglicben werden konnen. 
Mit dieser ebenfalls von Schubert, sowie gleichzeitig von Knoller als not
wendig erkannten Einschrankung wollen wir in aller Kiirze noch den praktisch 
allein wichtigen Fall der symmetrischen Vierkurbelmaschine behandeln. 
Bei derselben sind die Kurbeln im Kurbelkreise symmetrisch zu einer Achse AA 
angeordnet, Abb. 61, woraus man sofort die symmetrische Verteilung der Ge
triebe um eine Achse B B erkennt. Setzen wir dementsprechend die Strecken 

und die Winkel 

z2=A, 

A-a 
Z3 = Z2 - Z4 = -2 ' 

-180 0 IX+r IX3 - IX2 - - -2- , 

so vereinfacht sich 12) zunachst in 

.IX+r .IX r+ IX.r 

~_+ a = ± sm -2 = ± sm 2" cos -2 cos 2" sm_! 

A-a . IX-r • IX' r IX. r 
sm --2- sm 2" cos -2- - cos if sm -2 

. .14) 

8* 
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oder 
)' a )' a 

A tg 2" = a tg 2" bzw. a tg 2" = A tg 2" . 15) 

eine Beziehung, welche man aus der Figur auch direkt hiitte entnehmen kon
nen. Weiterhin erkennt man, ohne die Formeln 5a) erst zu Rate zu ziehen, 
schon aus der Figur, daB einerseits die beiden in 3 und 4 angreifenden re
duzierten Momente Ma' und M4', andererseits die in 1 und 2 angreifenden M/ 
und M/ einander gleich sein miissen, wenn die Maschine in jeder Lage im 
Gleichgewichte bleiben soil. Wir konnen somit in unsern Formeln 

/L2 = 1 , /La = /L4 = [t • • • . . • • • • • • 16) 

aetzen und diejenigen herausgreifen, welche sich am bequemsten behandeln 
laEsen. Es sind dies zweifellos die zweite und vierte ql. 5a), welche mit 16) 
iibergehen in 

sin a2 + /L (sin aa + sin (4) = 0 } 
........ 5b) 

sin 2 a2 + [t (sin 2 a3 + sin 2 a4) = 0 

Durch Elimination von /L wird hieraus 

2 cos a2 (sin aa + sin aJ = sin 2aa + sin 2 a 4 

2 . aa + a4 aa - a4 • +) ( ) oder cos a2 SIn ~-2~ cos -2~- = SIn (aa a4 cos aa - a4 

und schlieBlich mit Riicksicht auf 14), d. h. unter Einfiihrung von 

Ua - a4 =-)" . .•..•. 14a) 

sowie nach Auflosung von cos a und cos)' in Funktionen der hal ben Winkel 

a )' 1 
cos 2" cos -2" = 2" . . . . . . 17) 

Aus der ersten Formel 5b) erhalten wir endlich noch mit 14a) 

/L = - sin as + sin a4 

a 
cos 2" 

. . . . . . . . 18) 

Auch diese Bedingung hiitte man Bofort als Gleichgewichtsbedingnng aus Abb.61 
ablesen konnen. 

Fiir die Berechnung einer Schlickschen symmetrischen Vierkurbelmaschine 
etehen uns hiernach die drei Gleichungen 15), 17) und 18) zur Verfiigung, in 
denen die vier Unbekannten 

a 
A' 

a 
cos 2' ' cos _'::. 

2' 

vorkommen. Eine dieser GroBen kann man also willkiirlich festsetzen und 
wiihlt mit Riicksicht auf den verfiigbaren Raum hierfiir stets das Abstands
verhiiltnis a: A, aus denen sich die andern Werte dann eindeutig ergeben 1). 

Beispielsweise besitzen die hin- und hergehenden Teile der symmetrischen 
Maschinen des friiheren Schnelldampfers "Deutschland" die folgenden Gewichte: 

1) Bpziiglich weiterer Ausfiihrungen dieser Rechnungen verweise ieh auf die 
Originalabhandlungen Schlicks in den "Transactions of the Institution of 
Naval Architects", auf mpine Monographie "Dynamik der Kurbelgetriebe", 
Leipzig 1901, sowie Schuberts ~Theorie des Schlickschen Massenausgleiches", 
Leipzig 1901, der ich das obige Beispiel entlehnt habe. 
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1 
Kolben, Stange und Kreuzkopf m1 g = 9130 

Schubstangenanteil 

also ist 

8-l 
-l-mg= 2620 

M'g = 11750 
r 

Getriebenummer 
2 3 

9020 14084 

2730 2730 

11750 16814 

117 

4 
14084 kg, 

2730 kg, 

16814 kg, 

oder /L = 1,43 1,43. 

Mit den Kurbelwinkeln a = 63 0 20 I, i' = 107 0, Abb. 62, erhalten wir weiter 

a i' 18 cos -2 = 0,851, cos 2 = 0,595, 

tg~ = 0,617, tg -tr = 1,351. 

Es ist mithin entsprechend GI.18) 

a 
cos -
__ 2 = 0,851 = 143= 

a 0,595 ' /L 
C08 2 

und entsprechend Gl. 17) 

a i' 1 
cos 2 cos 2 = 0,506 '" 2 . Abb.62. 

SchlieBlich ist mit a = 5,9 m und .A = 12,9 m das Abstandsverhaltnis 

tg ~ 
~ =~ = 0457 = 0,617 = __ ~ 
.A 12,9' 1,351 i' 

tg 2 

in Dbereinstimmung mit Gl. 15). Die Maschinen dieses 8chnelldampfers sind 
demnach als so weit ausgeglichen zu bezeichnen, als dies iiberhaupt praktisch 
durchfiihrbar ist. 

2. Beispiel. Hat man es wie bei Olmaschinen mit einer Gruppe von Ge
trieben zu tun, die unter sich gleichgebaut sind, deren reduzierten Momente M' 
mithin samtlich denselben Wert besitzen, so vereinfachen sich die Formeln 5) 
und 7) in 

;Ecosa=O, ;Esin a = 0, ;Ecos2a=0, ;Esin 2a = O} 
.19) 

;E z cos a = 0, ;E z sin a = 0, ;E z cos 2 a = 0 , ;E z sin 2 a = 0 

Sie enthalten fur n Getriebe n - 1 Winkel und n - 2 Abstandsverhaltnisse z : Z2' 

zusammen also 2n - 3 Unbekannte, zu deren Berechnung 8 Gleichungen zur 
Verfiigung stehen. Sollen diese gerade ausreichen, so muB 2 n - 3 = 8, oder 
2 n = 11 sein. Da andererseits n eine ganze Zahl ist, so bleibt als Mindest
wert von Getrieben einer bis zur zweiten Ordnung vollkommen ausgeglichenen 
n = 6 ubrig. 

Eine solche 6 Kurbf:'lmaschine kann man nun in zwei Dreikurbelmaschinen 
teilen und diese fiir sich in bezug auf die Massendriicke allein auszugleichen 
versuchen. Dann gelten zunachst fiir jede derselben die 4 Bedingungen der 
ersten Zeile 

1 + cos a2 + cos aa = 0, 

1 + cos 2 a 2 + cos 26:a = 0, 

sina2+sinaa.=O 

sin 2 az + sin 2 aa = 0 
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mit den Wurzeln 
1 

cos C£2 = cos C£3 = cos 2C£2 = cos 2C£3 = - 2"' C£2 = 120°, Ci3 = 2400 

ohne Riicksicht auf die Getriebeabstande, die mithin fiir eine Dreikurbel
maschine wiJIkiirlich angenommen werden konnen. Stellen wir alsdann die 
andere ganz gleich gebaute Mascbine symmetrisch zu einer beliebigen ParaIlel
ebene derart auf, daB je zwei Getriebe mit gleichem Schrankungswinkel von 
derselben die gleichen Abstande z besitzen, so heben sich deren Massendruck
momente auf, und die in der zweiten Zeile 19) stehenden Bedingungen sind von 
8elbst erfiillt. Zwei zu einer Ebene symmetrisch angeordnete Drei
kurbelmaschinen mit gleichen Einzelgetrieben und gleichen Kurbel
winkeln (Ci = 1200) sind demnach in erster und zweiter Ordn ung 
volistandig ausgeglichen. 

§ 24. Der Ausgleich der Drehmomente mehrkurbliger Maschi
nen. Der im letzten Abschnitt behandelte Massenausgleich erstreckt 
sich auf die zur Maschinenwelle senkrechten Massendriicke und 
Massendruckmomente, nicht aber auf das Moment Mz um die Welle 
selbst, das durch die dritte G1. 6) § 23 gegeben ist. Wir konnen 
dasselbe sogleich umformen im AnschluB an den Ausdruck 4 b) 
§ 68, Teil I, aus dem sich durch Summierung 

M "'("" .. , ')+" "( .. ,, " .. " ") z=":;'; m y x - x y ..:;.; m y x - x y 
+ 2.m(k2-s1)if ... ,1) 

ergibt. Hierin bezieht sich das erste Glied auf die hin- und her
gehenden Teile m', das zweite auf die am Kurbelzapfen rotierenden 
und das dritte Glied auf die Pendelung der Schubstange mit dem 
Winkel 'I.jJ gegen die Gleitbahn. Da die Richtung der letzteren durch 
das Wellenmittel hindurchgeht, so haben die hin- und hergehenden 
Teile keinen Hebelarm in bezug auf das Wellenmittel und iiben 
darum auch kein Moment darauf aus. Es fiiJlt mithin das erste 

s 
Glied von 1) weg, wahrend sich das zweite mit dem Anteil m T 
der Schubstange und der rein rotierenden Masse mo mit dem Schwung
arm ko bei einem gemeinsam Drehwert w in 

2m"(Y"x"-X"y")=w(moko2+2m ~ r2) " 1a) 

vereinfacht. Da schlieBlich mit dem Kurbelwinkel ({J und ({J = w 
wegen der Kleinheit von 'I.jJ 

. r cos ({J r 
1 sin 'I.jJ = r sin ({J , 'I.jJ = w - -- ~ w - cos ({J 

1 cos'I.jJ 1 

if = ~ (w cos ({J - w 2 sin ((J), 

fUr ein Getriebe mit dem Schrankungswinkel a also 

ist, so erhalten wir nach Einsetzen in 1) unter gleichzeitiger Auf-
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losung der Winkelfunktionen und Rerausnahme des gemeinsamen 
Winkels cp der Anfangskurbel 

Mz = W ( mo ko 2 + 2 m ~ r2) 

- (w cos cp - 0)2 sin cp) ~ m (8 - ~l~) r cos a 

+ (w sin cp + 0)2 cos cp) 2 m (8 - kl
2) r sin a . . 2) 

Dieses Moment verschwindet nur, wenn dies fUr die einzelnen Be
standteile zutrifit, von denen wir zunachst die auf die Schubstange 
beziiglichen letzten beiden Glieder betrachten. Die hierfiir maB
gebenden Bedingungen 

( k2) 2m 8-T rcosa=O, ( k2) 2m 8-T rsina=O ... 3) 

konnen nun auf doppelte Weise erfiilIt werden. Einmal, wenn aIle 
Schubstangen so gestaltet sind, daB ihre Zapfenabstande mit 
den Pendellangen iibereinstimmen, wodurch die Klammeraus
driicke unter den Summenzeichen in 3) fiir sich verschwinden, oder 
aber, wenn diese nicht verschwindenden Klammern fUr aIle Stangen 
denselben Wert besitzen nnd bei gleichem Kurbelarm r 

2mcosa=O, 2msina=O ...... 3a) 

wird, d. h. wenn die Stangenmassen im gleichen Verhaltnis 
stehen wie die an sich ausgeglichenen Getrie beteile. 1st 
durch eine solche Gestaltung und Bemessung der Schubstangen deren 
EinfluB auf das Drehmoment beseitigt, so bleibt fiir dieses nur noch 
der Betrag 1 a) bzw. 

Mz = w ( mo ko 2 + 2 m ~ r2). . . . . . . 2 a) 

iihrig, der nur noch von der GroBe des Andrehwertes w ab
hangt und mit diesem verschwinden oder doch vermindert 
werden kann. Die Anderung des Drehwertes 0) ergibt sich aber 
aus derjenigen der Wucht, die nach § 69, Teil I, Gl. 2b) fUr em 
Getriebe angenahert in der Form 

2J=r20)2[mo~}+m ~ + ~ (ml+ml l 8)(1-COS2CP)J. 4) 

oder wegen Gl. 4) § 23 

2J=0)2[moko2+m ~ r2 + ~ M'r(1-cos2CP)] ... 4a) 

geschrieben werden kann. Raben wir es mit mehreren Getrieben zu 
tun, so wird mit cP + a an Stelle von rp, sowie nach Summierung 
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un ter Herausnahme der gemeinsamen WinkelgroBen 

2 J = w2 ( mo ko 2 + .2 m ~ r2 + ~ ~ M' r) 
2 

~~ r (cos 2 tp ~ M' cos 2 a ~ sin 2 tp .l) M' sin 2 a). 5) 

rst die Maschine in bezug auf die Massendriicke schon ausgeglichen, 
so verschwindet mit 

~ M' cos 2 a = 0, ~ M' sin 2 it = 0 . . . . . . 6) 

der veranderliche Teil der Wucht 5), und es bleibt 

2 J = w 2 (m k 2 + ~ m ~- r2 + ~ '\' M' r) 5 a) 00 ..,;....; l 2~ , .... 

worin der Klammerausdruck sich nur durch das Glied ~ ~ M' r von 
dem des freien Drehmomentes 2 a) unterscheidet. Wir konnen dem
nach fiir beide Formeln unter EinfUhrung der Abkiirungen 

8 eo=mok02+ ~mTr2, 

einfach schreiben 

Q =~ '" M'r 171 2 ~ . . 7) 

Mz=weo , 2J=w2 (eo+e1 ) ••••••• 8) 

Nun ist die Anderung der Wucht bedingt durch den Arbeitsiiber
schuB der treibenden Kraft T und des Widerstandes W, die wir 
sogleich beide auf den Kurbelzapfen beziehen, so zwar, daB wir fUr 
eine Mehrkurbelmaschine haben. 

(w 2 ~ W 0 2)(eo+ e1 )= 2 L= 2 J ~(T ~ W)rdtp. . .9) 

Daraus folgt durch Ableitung nach der Zeit: 

w(eo+ el)=~(T- W)r, ....... 9a) 

d. h. bei ausgeglichenen Maschinen ist die Schwankung des 
Drehwertes dem auBeren Drehmomente verhaltnisgleich. 
Da nun das Drehmoment der Kolbenmaschine mit dem Kurbel
winkel periodisch schwankt, so kann es stets durch eine periodische 
Reihe dargestellt werden. Insbesondere besitzt das Drehmoment 
einer einfachwirkenden Maschine je einen Hochst- und Kleinstwert, 
dasjenige einer doppeltwirkenden Maschine dagegen deren zwei, wahrend 
jeder Umdrehung, dagegen eine Viertaktmaschine nur je eines auf 
zwei Umdrehungen. Man kann darum fUr die am meisten verbreitete 
doppeItwirkende Maschine in erster Annaherung setzen: 

T=Tm(1+bcos2tp+csin2tp), ...... 10) 

worin T m R:j W den mit dem bestandigen Widerstand nahezu iiber
einstimmenden Mittelwert sowie b und c Beiwerte bedeuten, welche 
fUr aIle Zylinder nahezu dieselbe GroBe besitzen. Alsdann haben 
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wir fiir eine Gruppe von Getrieben ein freies Drehmoment 

2) (T - W)r= 2) Tm r(b cos 2 (<p + a) + csin 2 (<p + a)) 
= (b cos 2 <p + c sin 2 <p) ~' T m r cos 2 a 
+ ( c cos 2 <p - b sin 2 <p) ..L' T m r sin 2 a . . . . . lOa) 

Dieser Ausdruck verschwindet aber, wenn gleichzeitig 

ist, d. h. wenn die mittleren Drehmomente bzw. die Leistungen 
der einzelnen doppeltwirkenden Getriebe sich mit den 
doppelten Kurbelwinkeln zu einem geschlossenen Vieleck 
'vereinigen lassen, so darf man die geringsten Schwan
kungen des Gesamtdrehmomentes und des Drehwertes, also 
die groBte Gleichformigkeit des Ganges erwarten. 

Bei einfach wirke nden Maschinen tritt an Stelle von 11) 

2) Tmrcosa=O, 2) Tmrsina=O, ..... lla) 

wahrend bei Viertaktmaschinen mit einer Wirkung auf zwei UmHi.ufen 

a 
"T r cos -- = 0 

£..i m 2 ' 

zu setzen ware. 

1. Beispiel. N ach der vorstehenden Regel hatte man z. B. fiir z we i be
liebige gekoppelte Maschinen als geschlossenes Vieleck eine Strecke, die 
entgegengesetzt durchlaufen wird. Daraus folgt zunachst die G lei c h h e i t de r 
beiden Getriebeleistungen, und bei Viertaktmaschinen 

+ a2 . a2 0 1 cos 2" = 0 , SIn 2" =, a 2 = 2 n , 

d. h. parallele Kurbeln mit abwechselnder Wirkung der Zylinder. 
Fiir zwei einfachwirkende Maschinen hatte man 

1 + cos a2 = 0 , sin a 2 = 0 , a. = n 

also gegeniiberstehende Kurbeln, und fiir zwei doppeltwirkende 
Maschinen 

1 +cos 2 a2 = 0, sin2a2 =0, 

eine Kurbelschrankung von 90°. 
Demgegeniiberfiihrt eine Dreiku rb elmasc hine mit g leicher Arb eits

verteilung auf ein gleichseitiges Dreieck der Drehmomente, also auf Kurbel
winkel von 120°, und eine Vierkurbelmaschine mit gleicher Leistung 
entweder auf einen Rhombus, Abb. 63a, dem, da je zwei gegeniiberliegende 
Seiten einander parallel und entgegengesetzt gerichtet sind, im Kurbelkreis, 
zwei einander einschlieBende rechte Winkel entsprechen, oder auf zwei unter 
dem Winkel 2 a in sich zuriicklaufende Gerade, Abb. 63 b, mit zwei sich gegen
iiberliegenden rechten Winkeln im Kurbelkreis. In diesem FaIle aber ist auch 
nach den Beziehungen des letzten Abschnittes a + r = 180°, also 

a . r 
cos 2 = SIn 2" ' 

mithin nach der Ausgleichformel 17), § 23 

2 a r 2· r r . 1 cos 2" COB "2 = SIn 2" cos "2 = SIn r = 
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oder l' = IX = 90 01). Da nun diese Kreuzstellung mit den Bedingungen des 
Massenausgleiches, wie man sofort aus dem Schubertschen Schaubild sowie aus 
Gl. 15) § 23 erkennt, mit a = A auf das Zusammenfallen zweier Getriebe fiihrt, 
so ist die gleiche Arbeitsverteilung der Vierkurbelmaschine dann mit dem 
Massenausgleich nicht vereinbar, wenn man auf groJ3te Gleichfiirmigkeit des 
Ganges Wert legt. 

~-. 
Abb.63a. Abb.63b. 

2. Beispiel. Geht man dagegen vom Massenausgleich der Vier
kurbelmaschine aus, so sind damit schon die Winkel IX und l' durch die 
drei Formeln 15), 17) und 18) § 23 bestimmt. Zeichnet man mit diesen Winkeln 
und gleichen Kurbelarmen r in Abb. 64 das Vieleck der Tm , die wir jetzt mit T" T2, Ta, T4 bezeichnen wollen, so ergibt sich sofort die Arbeitsverteilung 

~~: :!:~ 1 ............ 12) 

Tl = T2 , T3 = T. 
Die hiichste Gleichfiirmigkeit des Drehmomentes und damit des Ganges der 
Vierkurbelmaschine ist demnach recht wohl mit dem Schlickschen Massenaus-

~-"""'---91 

Abb.64. 
;}'---

\ 
¥ 

gleich erster und zweiter Ordnung vereinbar, wenn man auf gleiche Arbeits
verteilung verzichtet, diese vielmehr im Verhaltnis der Massenverteilung auf 
die Getriebe wahlt. In meiner schon angezogenen Schrift "Dynamik der 
Kurbelgetriebe" habe ich einige Beispiele aus der Praxis angefiihrt, aus den en 
die Dbereinstimmung der Ergebnisse der vorstehenden Theorie des Ausgleiches 
der Drehmomente mit der Erfahrung hervorgeht. 

1) In Abb. 63 b ist der besseren Dbersicht wegen der Winkel IX =Ie 90 0 ge
zeichnet worden. 
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§ 25. Die Schwung- und Schleudermomente stal'rer Korper. 
Das im § 22 fUr die Drehwucht des starren Korpers neben dem 
Drehwert als maBgeb~nd erkannte Schwungmoment bezieht sich auf 
die augenblickliche Drehachse, deren Richtungskosinus gegen 
die Achsen des festen Kreuzes mit bestandigem Anfang 0 wie in 
§ 8 a, fJ, r sein mogen. Alsdann ist der Abstand r eines beliebigen 
Korperpunktes x, y, z von dieser Achse, wie schon in § 12 bemerkt 
wurde, gegeben durch 

r2 = x2 + y2 + Z2 - (a x + fJ y + y Z)2 . . . . . . 1) 

oder wegen a2 + fJ2 + y2 = 1 

r2 = (y2 + Z2) a2 + (Z2 + x2) fJ2 + (x2 + y2) y2 

-2yzfJy-2zxya-2xyafJ .. ...... 1a) 

Erweitern wir diese Formel mit der im Punkte x, y, z befindlichen 
Masse m und summieren iiber den ganzen Korper, so folgt wegen 
der mit ihren Richtungswinkeln gemeinsamen Drehachse 

Z mr2 =a2 Z m(y2 + Z2) + fJ2 Z m(z2 + x2) + y2 Z m(x2 + y2) 

- 2fJy Zmyz-- 2 ya Zmzx- 2afJ Zmxy. 2) 

Setzen wir hierin der Abkiirzung halber 

Zmr2 = e, Zm(y2+ Z2)=ex ' Zm(z2+ x2)= ey,) 
Zm(x2+y2)= e z 

Zmzx= 'Fy' Zmxy= 'F. 
. 3) 

so erkennen wir, daB die vier ersten Ausdriicke 3) Sch wu ng
momente urn die augenblickliche Drehachse, sowie die drei 
Achsen des festen Kreuzes bedeuten, wahrend wir die drei andern 
Ausdriicke wie schon im § 60 des ersten Teiles als Schleuder
momente bezeichnen wollen. Aus 3) folgt ferner 

e",+ey=ez+2Zmz2>ez) 
@y+ez =B",+2Zmx2 >B", , ..... 3a) 

Bz+ Bx= By+ 2 Z my2> By 

d. h. die Sum me zweier Schwungmomente eines starren 
Korpers ist groBer als das dritte, so daB ihre Betrage als 
Strecken sich stets zu einem Dreieck zusammensetzen lassen. Damit 
wird aus 2) 

e=a2 e", + fJ~ By+ y2 e z 

- 2 [fJ Y P'" + y a 'Fy + a fJ 'Fz] . . . . . 2 a) 

Da die Schwung- und Schleudermomente in bezug auf die Achsen 
des festen Kreuzes unabhangig von der N eigung der augenblicklichen 
Drehachse sind, so diirfen wir sie fUr den vorgelegten Korper als 
Festwerte ansehen und erkennen aus 2 a) die alleinige A bhangig-
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keit des Schwungmomentes um die Drehachse von den 
N eigungswinkeln. 

Es liegt nun sehr nahe, auch das Schleudermoment 'F in bezug 
auf zwei zueinander senkrechte Achsen zu berechnen, von den en 
eine mit der Drehachse zusammenfallen moge, so daB die zweite die 
Richtung eines Abstandes r des Massenpunktes von derselben hat. 
Sind dann x, 2, f-l die Richtungskosinus des Lotes r von P auf die 
Drehachse gegen die Achsen und 1 der Abstand vom Anfang des 
Kreuzes, so hat man nach Abb. 65 

x 

l=ax+,8y+yz, r=xx+2Y+f-l z }, ... 4) 
x=xr+al, y=2r+,81, z=f-lr+yl 

z 

Abb.65. 

also nach Ausschaltung von r aus 
den beiden ersten Formeln der 
zweiten Zeile 

1 (a 2-,8 ,,) = 2 x -" y, 
oder 

r 1 (a 2-,8 x) = r (2x - "y). 
Dafiir haben wir aber auch nach 
erneuter Ausschaltung von r auf 
der rechten Seite 

r 1 (a 2- ,8 x) = 1 (a y - ,8 x) 

oder, da mit dem Richtungskosinus X der Normalen der rl-Ebene 
gegen die z-Achse a 2- ,8" = X sin (r, 1) = X 

mit Riicksicht auf die erste Formel 4) 

r 1 X = (a x +,8 y + y z) (a y -,8 x) 
oder rl X=xy (((,2 - ,82) + (y2 - X2) a,8 + (a zy - ,8zx) y .. . 4a) 

Erweitern wir diesen Ausdruck mit der Masse m und summieren 
iiber den ganzen Korper, so folgt mit y2 - x2 = y2 + Z2 - (Z2 + x2) 

nach EinfUhrung des Schleudermomentes fiir die rl-Ebene 

2)mrl='F .......... 5) 
und der Abkiirzungen 3) unter HinzufUgung zweier gleichgebauter 
Formeln fUr die beiden andern Neigungen q; und 'IjJ der Normalen 
zur r 1-Ebene durch Reihenvertauschung 

'Fx = ( ex - e y) a,8 + P z (a2 - ,82) + (a 'Fx -- ,8 'Fy) y I 
'F 'P = ( e y - e z) ,8 y + 'Fa; (,82 - y2) + (,8 P y - y 'Fz) a ,. . 4 b) 

'F1jJ =(ez - ea;)ya+ 'Fy(y2 - a2)+ (y P z - a 'F"J,8 
wahrend sich lJ' selbst durch Ersetzen von r und 1 aus 4) zu 

lJ' = 2) m (a x + ,8 y + y z) (x x + 2 y + f-l z) = a" 2) m x2 

+ ,8 22) m y2 + y f-l .J; m Z2 
+ (,8 f-l + y 2) 'Fx + (y " + a f-l) 'Fy + (a 2 + ,8 ,,) 'Fz 



Die Schwung- und Schleudermomente starrer Kiirper. 125 

oder mit 3) und 3a) zu 

lJf= lJf",(P /-'+ rl)+ lJfyCr" +a,u) 
+Pz(ex.l+p")-a,,e.,-pH~y-r,ufJz .. 5a) 

berechnet. Erweitert man die drei Formeln 4 b) mit r, a, P und 
addiert, so verschwinden beide Seiten identisch, da wegen der senk
rechten Stellungen der Richtungen a, p, r und q;, 11', X die Be
dingungen 

aq;+Plp+rx=o 
erfiilIt sind. Daraus geht hervor, daB die drei Formeln nicht von
einander unabha.ngig, sondern durch die vorstehende Bedingung mit
einander verkniipft sind. 

Da das Schwungmoment e nur von a, p, r abhiingt, so ist 

dfJ=oe da+'Oe dp+o e d 'Oa 'Op 'Or r . . . . . . 6) 

oder, da wegen a2 + (J2 + r2 = 1 

ada+pdP+rdr=O 
ist, auch 

de=(oe r- oe a) dex. + (oe r _ 'Oe p)dfJ. . .. 6a) 
'Oa 'Or r 'Op or r 

Fiihrt man die hier angedeuteten partiellen Ableitungen an Gl. 2a) 
aus, so zeigt sich, daB die halben Unterschiede in den Klammem 
mit den Ausdriicken 4 b) derart iibereinstimmen, daB 

oe 'Oe 
op r - ar p = 2 lJf", 

/"" " " " " 7) 

ist. Wir haben demnach auch an Stelle von 6 a) unter Hinzufiigung zweier 
gleichlautender Formeln 

. 6b) 
~t 

Wird demnach de=O fiir einen Scheitelwert von e, so muB 
dafiir, da jedenfalls zwei der drei Richtungskosinus a, p, r willkiir
lich sind, und auch wegen q;2 + 11'2 + X'J = 1 nicht aIle drei .Rich
tungskosinus q;, 11', X gleichzeitig verschwinden konnen, das Schleuder
moment !P=O werden, d. h. einem Scheitelwerte des Schwung-



126 Grundlagen der Dynamik. 

momentes entspricht fiir eine durch die zugehorige Achse 
gehende Ebene das Verschwinden des Schleudermomentes. 

Die Berechnung des Schleudermomentes fUr zwei zueinander 
senkrechte Achsen mit den Richtungen a, fJ, I' und u, 2, ft kann 
auch durch Erweitern der G1. 7) der Reihe nach mit cp, "p, X und 
Addition geschehen, woraus 

08 08 oe 
2 lJf = 7); (fJ X - I' "p) + 0 fJ (I' cp - a X) + ar (a "p - fJ cp) 

oder wegen der Bedeutung der Klammern 

oe oe oe 
--2lJf=u-+2-+ft-

oa o/J or 
. . 8) 

und nach Einsetzen der partiellen A bleitungen aus 2 a) die G 1. 5 a) 
folgt, aus der man die Vertauschbarkeit der Richtungskosinus a, fJ, I' 
und u, 2, ft ohne weiteres erkennt. Das Verschwinden von lJf fiihrt 
mit Riicksicht auf die Bedingung der Normalstellung, d. i. 

au+fJ 2+rft=O 
auf die Formeln 

(e" - ey) a fJ + lJfz (a2 - fJ2) + (a lJf", - fJ lJfy) I' = 0 ) 

(ey - eJ fJ I' + lJf", (fJ2 - 1'2) + (fJ lJfy - I' lJfz) a = 0 

(ez - ex)ya+ lJfy(y2-a2)+(r lJfz -a lJf,JfJ=O 
. . 4c) 

die auch mit lJf = 0 unmittelbar aus 4 b) hervorgehen. Aus diesell 
Gleichungen berechnen sich die Scheitelwerte von e mit den dem Ver
schwinden von lJf zugeordneten WinkelgroBen a, fJ, 1', die wie in 
5a) mit u, 2, ft vertauscht werden konnen, so daB die Wurzeln von 
4 c) fiir beide WinkelgroBen gelten. Bedeuten nun a1, fJ1, 1'1; 
as' fJ2' 1'2; aa' fJa' Ya die Richtungskosinus eines rechtwinkligen 
Kreuzes, so folgt durch Einsetzen ill die erste der drei Formeln 4 c) 
und Summierung 

(e",- ey)(a1fJ1 +as fJ2+as fJS) 
+ lJfz (a12 + a22 + aa 2 - fJ12 - fJ2 2 - fJa 2) 

+ lJf", (a1 1'1 + a2 1'2 + aa ra) 

- 'l'y (fJ1 1'1 + fJ2 1'2 + fJa 1'3) = 0 . 

In diesem Ausdruck verschwinden aber wegen der Senkrechtstellung 
der drei Achsen die Klammern mit den RichtungEkosinus, vgl. auch 
Gl. 2) und 3) in § 8, so daB die Formeln 4c) in der Tat durch 
drei zueinander senkrechte Achsen erfiillt werden, fiir 
welche die Schwungmomente Scheitelwerte annehmen, 
wahrend die zugehorigen drei Schleudermomente ver
schwinden. Diese drei Achsen be:zeichnen wir als die Haupt
achsen des Korpers mit den zugehorigen H auptschwungmomenten 
ea , 8 b , ee. Werden diese Hauptachsen von vornherein als Achsen 
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gewahlt, so erhalten wir fur beliebige Achsen mit den Richtungs
kosinus a, fJ, 1'; x, 1, p an Stelle der G1. 2a) und 5a) fUr die zu
gehorigen Schwungmomente und das Schleudermoment 

e1=a2ea+fJ2eb+y2ee ) 

~=~~+p~+~~ ....... ~ 

-l[f=axea+fJ1eb +yp e e 

Fur e a = e b = ee = eo wird hiernach e 1 = e 2 = eo und l[f = 0. 
Da das Schleudermoment fur je zwei Hauptachsen verschwindet, 

so muB es fur je ein dazu geneigtes Achsenkreuz einen Scheitelwert 
annehmen, der sich aus der dritten Formel 9) mit d 1JI = ° ergibt. 
Schreiben wir wegen 

ax+fJ1+yp=0 

adx + x da + fJ d1 +ldfJ + I' dft + ftdy= ° 
an Stelle von 9) 

l[f= (ea - ee) ax + (eb - e c)/31 
dl[f=(ea - ee) (adx + x da) + (eb - ee)(fJ d1 + 1dfJ) = ° 

oder, da die Unterschiede e a - ee und e b - ee im allgemeinen 
nicht verschwinden d + d ° a x x a= 

fJd1+1dfJ=0. 

Schalten wir daraus mit Hilfe von 

a2+fJ2+y2=1, ada+fJdfJ+ydy=O 

x2 +12 + p2 = 1, xdx +ld1+ pdp= ° 
die Differentiale d 1', d ft, d 1 aus, so erhalten wir die Bedingungen 

a fJ I' a2 + fJ2 = 1'2 = p2 = x2 + 12 = ~, 
x 1 p 2 

also fUr die drei Hauptebenen 

a1=0, fJl=n, Y1=fI, x1=0, 11=f1, P1=-f1, 
a2 =fI, fJ2=0, Y2=fI, x2=f~, 12=0, ft2=-Ylj, 

a3 =)11, fJ3 = n, 1'3=0, X3 = n, 13 =- rlj, P3=0, 

d. h. Achsenkreuze, welche die Winkel der Hauptachsen in 
den Hauptebenen halbieren. Damit ergeben sich die gesuchten 
drei Scheitelwerte des Schleudermomentes 

Selbstverstandlich gelten auch fur die drei Hauptschwung
momente die drei Ungleichungen 3a), d. h. also 

ea+eb>ee' eb+ee>ea , ee+ea>eb , • • 3b) 
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wobei im allgemeinen 
ea > eb > ec • ••••• " .3c) 

fiir ungleiche Schwungmomente vorausgesetzt werden mag. 

Die vorstehenden Ergebnisse werden leicht verstandlich, wenn wir 
in die Grundformel 2 a) fiir die Schwung- und Schleudermomente 
setzen 

f)=mP, f) =mk 2 '" '" , 
'Jf", = m k2 kg , 

so zwar, 

.. lOa) 

die mit a=k~, {J=kr}, r=k' I ' 1 =kx~o' 1 =ky'YJo' 1 = kz'o 11) 

1 =k1 ~1' 1 =k2 'YJ1' 1 =kg '1 
also 

l=k(a~+{J'YJ+r')' . . lla) 
die Form 

e +!l2_+~_2(~+ ,~ +k)=l 
~02 'YJ02 '02 'YJ1 '1 '1 ~1 ~1 'YJ1 

12) 

annimmt. Es ist dies offenbar die Mittelpunktsgleichung einer 
Flache zweiten Grades mit den laufenden Abstanden ~, 'YJ,' und 
den Parametern ~o' 'YJo' '0' ~1' 'YJ1' '1' deren Fahrstrahl a ~ + (J 'YJ + r' 
nach lla) den Kehrwert des Schwungarmes k fiir die gleich
gerichtete Achse darstellt. Da der als endlich vorausgesetzte Korper 
eine geschlossene Oberflache besitzt, so sind mit dem Schwungmoment 
auch die Schwungarme k, kx' ky' kz endlich und konnen auch nicht 
verschwinden. Daher bleiben auch die veranderlichen Abstande 
~, 'YJ, " sowie die Parameter ~o' 'YJo' '0 iiberall endlich, wahrend 
das mogliche Verschwinden der Arme k1' k2' kg der Schleuder
momente das Verschwinden der zugehorigen Glieder in der Klammer 
bedingt. Daraus folgt aber, daB die durch 12) gegebene Flache nul' 
ein Ellipsoid sein kann, welches wir als Tragheits- oder Schwung
ellipsoi d bezeichnen wollen. Die drei Achsen desselben fallen mit 
den drei Hauptachsen des Korpers zusamruen nnd bestimmen die 
drei Hauptsch wungarme ka' kb , kc der Haupttragheitsmomente 
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wahrend die zugehorigen Schleudermomente Pa, IfFb , IfFc mit den zu
gehorigen Armen kl' k2' kg verschwinden_ Daher lautet die Glei
chung "des Schwungellipsoides in bezug auf die drei Haupt
achsen 

ka2 ';2 + kb2 1J2 + k/ ,2 = 1. ....... 12a) 

Die vorstehenden Entwicklungen gelten allgemein fur einen beliebigen 
Anfangspunkt 0 des Achsenkreuzes. Fuhren wir durch die Formeln 

x=xo+x', Y=Yo+Y', z=zo+ z' _ .. 13) 

die Schwerpunktsabstande xo' Yo' Zo und die relativen Abstande in 
einem zum vorgelegten parallelen Kreuz durch den Schwerpunkt ein, 
so wird wegen 

.2mx'=O, .2my'=O, .2mz'=O 

d. h. wegen des Verschwindens der statischen Momente in bezug auf 
Schwerpunktsebenen, aus den Gleichungen 2) und 5a) fur das 
Schwung- und Schleudermoment 

f)=m [a2 (Y02 + Z02) + fJ2 (Z02 + X02) + 1'2 (X02 + Y02) I 
- 2 fJ I' Yo Zo - 2 I' a Zo Xo - 2 a fJ Xo Yo] 
+ a2 .2 m(y'2 + Z'2) + fJ2.2 m(z'2 + X'2) + 1'2 .2m (X'2+ y'2) 
- 2 fJ )' .2 my' z' - 2 )' a .2 m z' x' - 2 a fJ .2 m x' y' I' 14) 

P - m (a Xo + fJ Yo + )' zo) (" Xo + A Yo + fl zo) 
+ .2 m (a x' + fJ y' + I' z') (" x' + A y' + fl z') 

Setzen wir in die erste dieser Formeln 

a2 (Yo 2 + Zo 2) = a2 (xo 2 + Yo 2 + Zo 2) - a2 Xo 2 usw. 

und fiihren auBerdem fur die Schwung- und Schleudermomente im 
Schwerpunktskreuz die Abkiirzungen 

.2 m (y' 2 + Z'2) = e ",' , .2 m (Z'2 + X'2) = e y', I 
.2 m (X'2 + y'2) = ez' . . 15) 

.2 m y' z' = IfF",', .2 m z' x' = IfFy', .2 m x' y' = IfFz' 

ein, so folgt mit 

Xo 2 + Yo 2 + Zo 2 - (a Xo + fJ Yo + I' ZO)2 = r 0 2 } b) .. _ 1 
a Xo + fJ Yo + I' Zo = 10 , " Xo + A Yo + fl Zo = r 0 

schlieBlich 

e=m~+~~+p~+~~ ) 
- 2 fJ I' IfF",' - 2 )' a IfFy' - 2 a fJ 1fF/ 

_ 14a) 
lfF=mr 1 -a,,(9'-fJA(9'-'VIJ.(9' . o 0 " Y I ,. Z 

+ IfF",' (fJ fl + r A) + IfFy' (I''' + a fl) + IfF.' (a A + fJ ,,) 
Lorenz, Techn. Physik I,2. 2. Auf!. 9 
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Dafiir diirfen wir auch kiirzer schreiben, indem wir die Schwung
und Schleudermomente in bezug auf die Schwerpunktsachsen mit f)/ 
und lJII bezeichnen: . 

14b) 

so daB sich also wie in der Ebene die allgemeinen Schwung
und Schleudermomente aus den fiir ein Sch werpunktskreuz 
durch Hinzufiigung der entsprechenden Momente der im 
Schwerpunkt vereinigt gedachten Gesamtmasse ergeben. 
Daraus folgt, daB die Schwungmomente fiir Schwerpunkts
achsen gegeniiber solch en fiir beliebige Parallelachsen 
Kleinstwerte darstellen. 

Selbstverstandlich gelten die fruheren Darlegungen auch fiir das 
Schwerpunktskreuz. Insbesondere hat das demselben zugeordnete 
Schwungellipsoid, das sog. Zentralellipsoid, gegeniiber allen 
andern Ellipsoiden die groBten Abmessungen, die sich durch 
Parallelverschiebung des Achsenkreuzes beliebig verkleinern lassen, 
aber erst fur einen im Unendlichen liegenden Anfang 0 verschwinden. 
SchlieBlich erkennt man aus der erst en Formel 14 b), daB es stets 
moglich ist, durch Parallelverschiebung des Anfangspunktes das 
Schwungellipsoid in ein Umdrehungsellipsoid, ja sogar in eine Kugel 
uberzufuhren. 

§ 26. Die Ermittlnng statischer nnd Schwnngmomente ranm
licher Gebilde. Die Verfahren zur Berechnung der statischen und 
Schwnngmomente ranmlicher Gebilde schlieBen sich eng an die in 
§ 60 des ersten Teiles fur ebene Gebilde vorgetragenen an. Man hat 
dabei zu nnterscheiden zwischen Momenten von Kurven und Ober
fiachen, die man sich in irgendeiner Weise gesetzmaBig mit Masse 
belegt denkt, und von Korpern, deren Rauminhalt stets von Masse 
erfullt ist. Die Bestimmung auf analytischem Wege ist nur moglich, 
wenn einerseits die Gleichungen der Gebilde vorliegen und man 
andererseits das Gesetz der Massenverteilung kennt. Bei nnstetiger 
Massenverteilung wird man das Gebilde an der Sprungstelle zweck
maBig trennen nnd die Momente der Bestandteile flir sich bestimmen, 
aus deren Summierung sich alsdann das Gesamtmoment ergibt. Wir 
werden in der Folge nur den wichtigsten Fall der gleichformigen 
Massenverteilung ins Ange fassen nnd die auf die Einheit der Lange, 
der OberfHiche und des Rauminhaltes entfallende Masse gleich 1 
setzen, wodurch das Verfahren auf die geometrische Ermittlung der 
Schwerpunktsabstande und Schwungarme mit Hilfe der Integral
rechnung zuruckgefuhrt ist. 

Hat insbesondere das Gebilde eine Symmetriee bene, so ent
spricht jedem Punkt desselben auf einer Seite ein solcher, auf der 
anderen Seite mit entgegengesetzt gleichem Abstand, wodurch sich 
deren statische und Suhleudermomente aufheben. Daraus folgt, d a'B 
jede Symmetrieebene Trager des Schwerpunkts und eine 
Hauptebene des Gebildes ist. Bei doppelt symmetrischen 
Gebilden liegt deshalb der Schwerpunkt auf der Schnitt-
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geraden der Symmetriebenen, die selbst mit der Normalebene 
durch den Schwerpunkt die drei Hauptebenen oder Hauptschnitte 
bilden. Daher ist bei Umdrehungsflachen oder -karpern jeder Meridian
schnitt eine Hauptebene, wahrend aIle Schwungmomente in bezug auf 
Achsen, die zur Umdrehungsachse senkrecht stehen, iibereinstimmen. 
Wir haben also in G1. 9), § 25 mit ea = eb 

e1 = e a (a2 +,82)+ y2 ec=e a + y2(ec - e a)}. 

- IfF = e a (a u + ,8 ).) + y # e c = Y # ( e c -;- e a) 1 ) 

1st schlieBlich das Gebilde dreifach symmetrisch wie ein Wiirfel, 
eine Kugel usw., so stimmen aIle drei Hauptschwungmomente mit
einander iiberein, also ist mit ea = eb = ee in G1. 9) fiir jede Achse 
bzw. jedes senkrechte Achsenpaar 

IfF=O, 1 a) 

d. h. das Schwungellipsoid dreifach symmetrischer Gebilde 
ist eine Kugel, und jede Schwerpunktsebene kann als Haupt
e bene anges ehen werden. 

Von der Ermittlung der Momente von Raumkurven kannen wir 
bei der rein mathematischen Bedeutung dieser GraBen absehen und 
gehen sogIeich auf die Umdrehungsflachen iiber, deren Erzeugende 
im Achsenschnitt die Gleichung r = f (z) haben mage. Mit dem 
Bogenelement ds erhalten wir bei der Drehung urn cp das Ober
flachenelement dF=cp.rds, also mit dem Schwerpunktsabstand ro des 
Bogens s zwischen den Armen r 1 und r 2 

'. 
F=cp J rds=cpros. ..2) 

" 
Der 1nhalt der Umdrehungsflache 
ist demnach gleich dem Produkt r; 
des erzeugenden Bogens mit 
seinem Schwerpunktsweg. Bedeu-
tet ferner d f das Flachenelement des --L-----:!z:------L..o-~Z 
Achsenschnittes im Abstande r, Abb. 66, Abb. 66. 
so beschreibt dieses bei der Drehung 
urn cp das Raumelement d V = cp . r d f, also ist mit dem 
punktsabstand ro' der Gesamtflache f des Achsenschnittes 

'. 
V = cp J r df= cp ro' f, 

'J 

Schwer-

. . 2a) 

d. h. der 1nhalt eines Umdrehungskarpers ist gleich dem 
Produkt des erzeugendenAchsenschnittes mit seinemSchwer
punktsweg. Die vorstehenden Satze sind als die Guldinsche Regel 
fiir Umdrehungskarper bekannt. Da der Schwerpunkt bei voller Um
drehung, d. i. cp = 2 n auf der Achse liegt, so ist nur noch sein Ab
stand Zo von einer festen Normalebene zu berechnen. Man erhalt 
fiir die Oberflache und den eingeschlossenen Raum unter Weglassung 

9* 
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des gemeinsamen Beiwertes 2 n mit dem Ebenenabstand z von ds 
bzw. df r. r. 

Zo r 0 s = f z r d s , Zo r 0 f = J z r d f. . . . ., 3) 
11 r) 

Ebenso erhalten wir fiir die Schwungarme ko um die Drehachse 
der OberfHiche und des Korpers 

'. 
k02 ro s = J r3 ds, 

r. 

k02ro f=f r3df, 4) 
r, r, 

sowie um eine dazu senkrechte Achse unter Benutzung des Schwung
momentes eines Kreises in bezug auf eine seiner Ebene im Abstand z 
vom Mittelpunkt parallelen Achse 

r. r. 

k1 2 ,-OS= Jr (z2+~)dS, k1 2 r 0 f = J r (Z2 + ~) d f . 5) 

Bei Ringq uerschnitten gestaltet sich die Berechnung nach den 
Gl. 4) und 5) manchmal recht unbequem. Man gelangt hier rascher 
zum Ziele, wenn man unter Einfiihrung des Schwerpunktsabstandes 
'-0 des Querschnittes von der Achse 

r=ro+1] . . . . . . . .. 6) 
setzt. Damit wird das Integral in 4) 

f r3 d f = r 0 3 f + 3 r 0 2 f 1] d f + 3 r 0 f 1]2 d f + f 1]3 d f· 

Hierin verschwindet zunachst das statische Moment des Querschnittes 
in bezug auf die der Umdrehungsachse parallele Schwerachse und 
weiter auch das letzte Integral rechts fiir Querschnitte, die zu einer 
Schwerachse symmetrisch Hegen. Es bleibt also fiir solche mit dem 
Schwungarm k um diese Achsen 

k02 ro f= f r3 df= r03 f+ 3 rof 1]2 df= r03 f + 3roP f, 
k02=ro2+3k2 • ••••••••• 4a) 

Ebenso erhalten wir in 5) mit df=dz.d1] 

rr(z2+~)df JZ2rdf+~fr3df=~fr3df+rofz2df+ JZ2 dZJ 1] d1], 

worin wieder das letzte Glied fiir symmetrisch zur parallelen Schwer
achse gelegene Querschnitte verschwindet. Mit dem Schwungarm k2 
um die zur Umdrehungsachse normale Schwerachse, sowie mit 4a) 
erhalt man alsdann 

J r (Z2+~) df= f;o (ro 2 + 3 k2 ) + fro k22, 

also eingesetzt in 5) 
k12=k22+Hr02+3k2) . ....... 5a) 
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Fur belie big gestaltete Korper setzt man am einfachsten 

usw. und berechnet die auf die Ebene des Achsenkreuzes bezogenen 
Schwungmomente mit Hilfe der Oberfiachengleichung fUr sich. 

1. Beispiel. Fiir einen Umdrehungskegel 
mit der Spitze im Anfang 0, Abb. 67, dem hal
ben Offnungswinkel a und der Hohe z = h ist 

r=ztga, dscoso.=dz, scosa=h, 

folglich ist die Oberfliiche 

h 

F=2.nIrds=2.n tga IZdZ=.nh2 tga • S) ------~~----~~.R 
cos a cos a 

o 

und das statische Moment in bezug auf eine 
Abb.67. 

Normalebene durch 0 mit dem Schwerpunktsabstand Zo von 0 

h 

I tga I 2 tga FZo=2.n z·rds= 2.n-- Z2dz=-3.nh3 .. -, 
cos a cos a 

h 

2 
zo=Sh. Sa) 

Weiter ergeben sich die Schwungmomente fiir die Umdrehungsachse und eine 
durch 0 gehende dazu senkrechte Gerade zu 

I ( r2) .n h4 tg a ( 1 ) k 2 F=2.n r Z2 I -- ds=---1+-tg 2 a 
1 T 2 2 cosa 2 ' 

2. Beispiel. Der Rauminhalt des vorstehenden Kegels ist 

h 

Sb) 

V =.n I r2 dz = n tg2 a I Z2 dz = ~~ tg2 a . . . . . . .. 9) 

o 

mit dem Schwerpunktsabstand Zo von 0 

.nI .n h4 3 Zo = V z·r2 dz = ITtg2 a = 4 h . . . 9a) 

Ebenso folgt fiir die Schwungarme in bezug auf die Umdrehungsachse und eine 
dazu senkrechte durch die Spitze mit df = dr dz 

o 2 .nIh IT .n Ih .n h5 3 1 ko"=V dz r3dr=2V tg4a z4dZ=Iovtg4a=10h2tg2a 
o 0 0 

9b) 

k 2 2 .nIh IT 3 .n h5 3 j' 
k12 =-t + V Z2 dz r dr = 20 h2 tg2 IX + 5V tg2 a = 20h2(tg2a+4) 

o 0 
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3. Beispiel. Ein Kreisring mit rechteckigem Querschnitt, Abb. 68, von 
der axialen Breite h und den beiden Halbmessern r2 > r1 hat den Inhalt 

'2 
V=2nhJrdr=nh(r22-r12) ••...... 10) 

und die Schwungarme um die Hauptachse sowie die dazu senkrechte Schwerachse 

h 
+2 '2 

k2 = ~~+2nJZ2dzJrdr= r12+r22+h2 
1 2 V 4 12 

h '1 
-2 

1" "'°'1 

Fur r1 = 0 ergeben sich daraus die Formeln fiir den Vollzylinder 
mit dem Halbmesser ro und der Hohe h. 

4. Beispiel. }i'iir einen Ring, des sen Querschnitt selbst wieder 
durch einen Kreisring mit dem Halbmesser a2 > a1 gebildet wird, 
Abb. 69, ist zunachst 

Abb.68. 
f'=n(a22 -a12), V=2nrof', k2=k22=-Ha22+a12) .• 11) 

Dabei ergeben sich die Schwungarme ko und kl um die Umdrehungsachse 0 Z 
und die dazu senkrechte Achse 0 R nach 4a) und 5a) 

k02=ro2+i(a12+a22) } 

k12= l (ro2+ 5 k2) = t (ro2+t (a12 +a22») • 
11 a) 

y 

-t--;:;f--t-'-.-Z 

Abb.69. Abb.70. 

5. Beispiel. Fiir ein Rechtflach, Abb. 70, mit den Seitenliingen 2a, 2b, 2c 
parallel den Achsenrichtungen x, y, z haben wir mit dem Raumelement 
dV=4bcdx 

J J+a 8 a2 V 
x2dV=4bc x2 dx=-'a3 bc=-

3" 3 ' 
-a 

und ebenso 
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also ist das eine Hauptschwungmoment 

ka2 V= ea = b2tC2v, 

ka2-:-~(b2+c2), kb2=t(c2+a2), kc2=l(a2+b2). 12) 

6. Beispiel. Aus dem Ellipsoid, Abb. 71, mit den Halbachsen a, b, c 
schneiden wir im Achsenabstand x eine Scheibe von der Dicke dx parallel zur 
yz-Ebene heraus. Sind yz die beidenAchsen dieserScheibe, so ist ihr Volumen 
dV =:n: y z dx, auBerdem aber 

y2 x2 Z2 
'f)2=1 - a2 =& .......... " 13) 

y 

,....--~.x 

Abb. 71. 

Daraus folgt der Rauminhalt des Ellipsoides zu 

+a +a 

V=:n:fYZdX=.'fbCf(I-::)dx=i:n:abc . .... 13a) 
-a -a 

und 

-a -a 

also fiir ein Hauptschwungmoment 

ka2 V = ea = b2 -±- c2 V, 

" ka2 =l(b2+C2), kb2={(c2+a2), kc2=~(a2+b2) ... 12b) 

Fiir das Umdrehungsellipsoid mit a = b wiI:d 

und fUr die K u gel mit a = b = c um einen beliebigen Durchmesser 

2 
k2 =_a2 5 . 

. 12 c) 

. 12d) 
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§ 27. Die Erdgestalt und der Erdanlanf. Mit Hilfe der in den 
letzten Abschnitten entwickelten Eigenschaften des Schwungmomentes 
des starren Korpers sind wir nun in der Lage, den Zusammenhang 
zwischen der Gestalt des Erdkorpers und dem Anlauf der Schwere 
an einem Punkte ihrer OberfHiche zu ermitteln. Wir erinnern uns 
hierzu des Ausdruckes fiir die Anziehung eines Massenelementes dm 
auf die Masseneinheit im Abstande r 

mit dem Potential 

dU=-kdmf~!"=kdm . 
r" r 

Daraus folgt dann fUr die Anziehung einer beliebig verteilten Ge
samtmasse das endliche Potential 

U=kfdrm, .. 1) 

welches offenbar mit der Arbeit iibereinstimmt, die zur Entfernung 
der Masseneinheit ins Unendliche (r = (0) gegen die Anziehung auf
zuwenden ware. 

Dreht sich die Gesamtmasse, in unserem FaIle der Erdball, urn 
eine Achse mit dem Drehwert w, so wirkt auf jedes ihrer Teile im 

Abb.72. 

p Achsenabstand r' ein Fliehanlauf 

q'=-r'w2 

mit dem Potential: 

U = r w 2 dr =--. , f' , r'2 w 2 

2 
2) 

Wir erhalten somit fUr jeden Korperpunkt ein 
Gesamtpotential 

. . . . 3) 

das zugleich die durch den Punkt hindurchgehende Schichtfiache 
angibt, auf welcher nach § 16 der aus der Schwere und Fliehkraft 
hervorgehende Gesamtanlauf senkrecht steht. Handelt es sich ins
besondere urn einen Oberfiachenpunkt, so stellt 3) die Gleichung der 
Oberfiache selbst dar, aus der sich durch partielle Ableitung nach 
irgendeiner Richtung der· zugehOrige Anlaufteil ergibt. 

Wir berechnen nun zunachst das Potential 1) der Schwere und 
bezeichnen zu diesem Zweck, Abb. 72, mit eden Abstand des Massen
elementes dm und mit r1 den eines AuBenpunktes P vom Korper
schwerpunkte 0, durch den die Drehachse YO gehen moge. 
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Dann ist 

4) 

Entwickeln wir diesen Ausdruck in eine Potenzreihe und behalten 
fiir e <'1 nur die zweiten Potenzen des echten Bruches (2:'1 bei, 
so folgt 

!.= ~ [1 + R cos ('I' e) -!. e:(l - 3 cos2 ('I' e»)]. . 4a) 
"1'1 2 'I 

Hierin ist aber mit den Abstanden Xl' Yl' Zl von P und X, y, z von 
elm in einem rechtwinkligen Kreuz durch 0 

'12 = X12 + Y1 '1. + Z1 '1. , e2 = X'1. + y2 + Z2 } 

'd~) cos ('1' (2) = X Xl + Y Y1 + ZZl 
, . . . 5) 

also 

e ( )_ X Xl + Y Yl + ZZl e2 _ _ (X2+y2+Z'1. ) (X1'1. +y12+ Z12) 
-cos 'I' e - 2 '2 - ,4 
'I 'l'l 1 

e'1. 
-2 (3 cos2 ('I' e) - 1) = 
'1 

1 
=4 [3 (XXI + YYl +ZzJ! _(x2 + y2 +Z2) (X12 +Y12 + ZI'1.)] 

'I 
und nach Einsetzen in 4 a) 

!.= ~+XX1 +YY1 +ZZI + 3 X1Yl X + 3 Y1 Zl z+ 3 Zl Xl ZX " ,3 ,0 Y ,0 Y ,5 
1 1 1 1 1 

X2 y2 Z2 
+_1_(2 x'1._y2 _Z'1.)+ _1_(2y2 _Z'1. _ x '1. )+ _l_ (2 Z2 _X2 _ y2). 

2'16 2'15 2'1 a 

Erweitern wir diesen Ausdruck mit elm und integrieren iiber die 
Gesamtmasse, so verschwinden zunachst, da 0 mit dem Schwerpunkt 
zusammenfailt, aile statischen Momente f X elm usw., sowie unter Be
nutzung des Hauptachsenkreuzes die Schleudermomente f X Y elm usw. 
Es bleibt daher nur mit den friiheren Bezeichnungen fiir die Haupt
schwungmomente 

km kX2 ky 2 
U= ___ l (2e -e -e)--~(2e -e -e) 

'I 2'10 abc 2'10 b c a 

kZ2 
- 2 \;(2 ec - ea - eb)· • • • • • • • 1a) 

'I 
Nun ist zweifellos die Erde mit groBer Annaherung ein Umdrehungs
korper um die Achse ~.o Y, so zwar, daB ea = ec = e Schwung
momente um beliebige Aquatorachsen und eb = eo das Schwung
moment um die Drehachse bedeutet. Liegt ferner der Punkt P selbst 
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an der Erdoberfl.ache, so ist hierfur unter Einfuhrung der geo
graphischen Breite f{! 

y 1 2 = r 1 2 sin 2 f{! , 

womit sich 1 a) vereinfacht in 

X '.! + z '.I = r '.I cos2 m :;. a) 1 1 1 ,' ... u 

u= km + k(8o ~ 8)(1 __ 3 sin2f{!). 
r1 2 r1 

. 1 b) 

Da fUr den Oberflachenpunkt weiterhin auch 

r' = r 1 cos f{!. . • . . . . . . . 5 b) 

ist, so erhalten wir schlieBlich fur das Gesamtpotential der 
Oberflache unter gleichzeitiger Weglassung des Zeigers am Fahr
strahl r 1 

km k(8 -8) r 2 w'.! 
W = -r- + ~ r3 (1-3 sin2 f{!) +-2COS2 f{!. . • 3a) 

Umgekehrt folgt daraus wegen der Bestandigkeit von W langs 
Oberflache 

k m [ 8 - 8 r3 w2 ] r=-w 1+ 0 2 (1-3sin2f{!)+~k-COs2f{!, . 
2mr 2 m 

der 

6) 

oder nach Ersatz von r durch den Aquatorarm a in den kleinen 
Gliedern der Klammer 

k m [ 8 - 8 a3 w 2 1 
r=w 1+-~tma2 (1-3sin'.lf{!)+2kmCOS2f{!, .. 6a) 

oder nach Herausnahme der bestandigen Glieder hinreichend genau: 

km( 8 0-8 a3w2)( (3(80-8) a3w2). 2 ) 
r=-W 1+ 2ma2 +2km 1- 2ma2 +2km sm f{!. 6b) 

Hierin ist der Aquatorarm a und der Polararm b entsprechend 
Breiten f{! = 0 und f{! = 90 0 gegeben durch 

k m ( .8 - 8 as W2) k m ( 8 - 8) a=-- 1+ _0 ___ +__ b=- 1- 0 , 
W 2 m a2 2 k m ' W m a2 

den 

7) 

so daB wir an Stelle von 6a) bzw. 6b) fur die Gleichung des 
Meridianschnittes auch kurzer scbreiben durfen 

( a-b.,,) r=a l--a-sm-f{! ..... . 6c) 

Aus G1. 3a) erhalten wir nun fur den Erdanlauf in der Strahl
richtung und senkrecht dazu: 

oW km 3 k(e -8) 
g =--=-2 + 20 4 (1-3sin2f{!)-rw2cos2 f{! 

r or r r 

oW (3 k(e -8) ) g =---= 0 + rw'.! sinmcosm 
rp rOf{!,4 , , 

8) 
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DafUr diirfen wir auch unter Ersatz von r durch a in den kleinen 
Zusatzgliedern der ersten Gl. 8), sowie in dem an sich kleinen Seiten
anteil Y", schreiben: 

Y = k m (1 + 3 (eo .8) (1- 3sin2 cp) _ a3 
0)2 cos2 cp)) 

r r 2 . . 2 ma2 km 
, . 8a) 

Y", = (3 k(f);4 -8) + a 0)2) sin <p cos cp 

woraus zunachst erhellt, daB der an sich kleine Seitenanteil Y", 
am Pol und Aquator verschwindet und fiir die Breite <p=45° 
seinen Hochstwert annimmt. Fiihren wir weiter in die erste Gl.8a) 
den Wert 6 a) fUr rein, so wird 

JVIl ( 3 (e - 8) a3 0)2 ) Y = - 1 + 0 (1 - 3 sin2 cp) - --cos2 <p 
r km 2ma2 km 

( 8 -8 a3 0)2 )-2 
1 + __ 0_2- (1 - 3 sin2 cp) + -k- cos2 cp , 

2ma 2 m 

oder nach Reihenentwicklung der letzten Klammer und Vernach
lassigung der Potenzen und Produkte der kleinen Glieder in den 
Klammern angenahert 

W2 ( eo - 8 . 2 2 a3 0)2 2) 
Yr=km 1+ 2ma2 (1-3s1I1 <P)--km cos <p, . 8b) 

oder nach Herausnahme der bestandigen Glieder wie in 6 b) 

=W2 (1 80 - 8 _2a3 0)2) 

Yr km + 2ma2 km 

(1- [3 (80 - 8) _ 2 a3 0)2l sin2m) .. 
2 m a2 k m J 'r • • . 8 c) 

Hiernach ist der Erdanlauf am Aquator und Pol 

_ W2 (1 8 0 - 8 _ 2 a3 0)2) Y _ W2 (1 _ 8 0 -~) 
Ya - km + 2ma2 km' b- km ma2 ' 

9) 

womit 8b) iibergeht in 

Yr=Ya(l- Ya YaY~sin2<p) ...... . 8d) 

Da nun auf Grund des Vergleiches von 6b) und 6c) sowie von 8c) 
und Sd) 

a-~_~ 8 0 -8+a3 0)2 

a -2 ma2 2km' 
~ 8 0 -8 _ 2a3 0)2 

2 ma2 km 

ist, so folgt durch Abzug: 

'Jj,-~ 
Ya a 

10) 
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oder mit der Annaherung k m = a2 ga hinreichend genau die Formel 
von Clairaut (1749) 

fb, _~ 5 aw2 

ga a "2 -ga ., lOa) 

auf deren rechter Seite nur das Verhaltnis des Fliehanlaufs 
zum Schwereanlauf am Aquator steht. 

Wesentlich ist dabei, daB in der Formel10) nur Oberflachen
werte auftreten, wahrend die Massenverteilung innerhalb des Erd
korpers, abgesehen von der Achsensymmetrie, hierauf ohne Einfl.uB 
bleibt. Indessen ergibt sich auf Grund von Schweremessungen an 
der Erdoberfl.ache aus Gt 8 d) zunachst der Erdanlauf gb am Pole, 
und damit nach der Formel10a) von Clairaut das Verhaltnis b:a 

a-b· 
bzw. die A bplattung -- des Erdballes selbst. 

a 

also 

Beispiel. Nach Helmert ergeben die Schweremessungen angenahert 

g = 9,78 (1 + 0,0053 sin2 rp), 

ga = 9,78 msec- 2 , gb = 1,0053·ga = 9,83 msec- 2 • 

Daraus folgt mit 
a=6,37·106 m, w=7,3·1O- 5 sec- 1 , 

2 

~ = 34,7.10- 4 

ga 

aus der Clairautschen FormellOa) 

b 
-= 0,997, 
a 

a- b 3 
a- '" 1000· 

VII. Die Drehung starrer Korper. 
§ 28. Die Drehung eines starren Korpers um eine feste Achse. 

In der Natur und der Technik ist die Drehung fester Korper urn 
eine ihrer Achsen eine haufige Erscheinung. Wir haben schon friiher 
(§ 12) geseben, daB diese Drebung unabhangig von der Fortbewegung 
des Korperschwerpunktes verlauft und auBerdem stets in drei zu
einander senkrechte Drehungen zerlegt, bzw. aus ihnen zusammen
gesetzt werden kann. Rier handelt es sich urn die dynamische 
Wirkung der Drehung infolge des Fliehanlaufes der einzelnen 
Korperbestandteile auf die Achse selbst, die wir uns, wie es den 
technischen Anwendungen in Kreisel- und Schwungradern entspricht, 
als im Raume festgehalten den ken wollen. 

Die feste Acbse moge durch den Anfang 0 im rechtwinkligen 
Kreuz gehen und gegen diesen die Richtungskosinus a, (3, y haben. 
Ein beliebiger Massenpunkt m mit den Abstanden x, y, z liege auf 
einer Ebene mit dem Lot l vom Anfang und am Ende des Dreh
arms r mit den Richtungskosinus x, J., fl, so zwar, daB 

ax+(3y+yz=l, xx+J.Y+flz=r } 

x=al+xr, y=(3l+J.r, z=yl+flr· 
1) 
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ist. Durch Drehung mit dem Drehwert w wird alsdann ein Fliehanlauf 
r w2 mit der Fliehkraft m r w2 geweckt, deren Achsenanteile 

X=w2 mru, y = w 2 mrA, 

sind, woraus durch Summierung tiber den ganzen K6rper wegen 1) 

2)X= w2 2)mr U= w2 2) mx - w2 (2) ml) 

2) y =w2 2) .. md =w2 Zmy- w2 fJ2)ml 

2) Z=w2 :E mr ft=W22) mz - w2 y 2)ml 

2a) 

hervorgeht. Bezeichnen wir nun die Schwerpunktsabstande des K6rpers 
mit 10 , ro bzw. xo' Yo, zo mit den Richtungskosinus uO' Ao' fto, die 
ihrerseits den Gl. 1) geniigen, so haben wir auch 

2)ml=a:E mx +fJ2)m y + r2)mz} 

m lo = m (a xo + fJ Yo + r zo) 

und daher an Stelle von 2 a) mit 2)m = m 

~ X=w:m(xo-alo)=w:mrouo 1 
~ y=w m(Yo-fJ1o)=w mroAo J' 
2) Z = W 2 m (zo - y 10 ) = w2 m r 0 fto 

3) 

. . . . 2 b) 

Durch die Drehung des starren K6rpers wird also eine Ge
samtfliehkraft geweckt, die mit derjenigen der im Schwer
punkt vereinigten Gesamtmasse iibereinstimmt. Die Flieh
kraft verschwindet mit dem Schwerpunktsabstand ro von 
der Drehachse, d. h. wenn der Korpersch werpunkt auf der 
Drehachse selbst liegt. 

Die Gleichung der augenblicklichen Richtungslinie der Fliehkraft 
ergibt sich aus der zweiten Zeile 1) durch Ausschalten von r zu 

x - a 10 _ Y - fJ 10 _ z - r 10 ----;;;-- - -~--- - --;;;- , la) 

woraus hervorgeht, daB sie im allgemeinen nicht durch den Anfang 
des Achsenkreuzes hindurchgeht. Daraus folgt weiterhin, daB die 
Fliehkraft ein Moment 

4) 

urn eine zu 10 und r 0 senkrechte Achse durch den Anfang 0 besitzt 
mit den Richtungskosinus CPo' tpo' XO' so zwar, daB mit 

cP=fJft-AY, tp=yu-fta, X=cd-ufJ .. Ib) 

die Achsenanteile von 4) sich zu 

MOx = w2 mro 10 CPo' 

ergeben. 
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Andererseits iibt jedes Massenteilchen m des Korpers bei der 
Drehung ein entsprechendes Moment derart aus, daB daraus ein Ge
samtmoment M mit den Achsenanteilen 

M",= .2)(Zy - Yz)=w2.2) mrl((3!J., -21')= w2 .2) mrlg;) 

My =.2) (Xz -Zx)= ( 2 2) mrl (rx -p,a)= (22)mrl1p , 

Mz =2)(Yx-Xy)=w2 2)mrl(cd.-xp)=w2 2)mrl X 

woraus die Bedingung 

5) 

aM", + (3 My + I' Mz = 0 

der N ormalstellung zur Drehachse folgt. 

. . . .5a) 

Die unter dem Summenzeichen rechts der Formel 5) auftretenden 
Produkte rlg; usw. haben wir aber schon in § 25 in G1. 4a) durch 
die WinkelgroBen a, (3, I' und die Punktabstanke x, y, z ausgedriickt 
und in 4 b) ebenda die Summen selbst gebildet, die somit auch fUr 
unseren Fall sogleich gelten. Wir erhalten daher an Stelle von 5) 
allgemein mit den Schwungmomenten ex' ell' e z des Korpers urn 
die Achsen und den entsprechenden Schleudermomenten lJIx ' lJIy ' lJIz 

M", = w 2 [(ey - e z) (31' + lJIx ((32 - 1'2) + lJIy(3a -lJIz raJ) 

My = w2 [( e z - ex) I' a + lJIy (1'2 - ( 2 ) + lJIz I' (3 - lJIx a (3] ,5 b) 

M z = W 2 [( ex - e y) a (3 + lJIz (a 2 - (32) + IJI x a I' - lJIy (3 I' J 
worin wir auch durch Zerlegung des Drehwertes in seine Achsenanteile 

aw=wx' (3w=w y, rw=wz .... 6) 
die WinkelgroBen a, (3, I' ausschalten konnen. 

Da die Lage des Achsenkreuzes willkiirlich ist, so konnen wir 
dasselbe auch mit den Hauptachsen des Korpers zusammen fallen 
lassen. Alsdann verschwinden die Schleudermomente, wahrend an 
Stelle der ex' ey, e z die Hauptschwungmomente mit den zugehorigen 
Schwungarmen 

ea=mka\ eb=mkb2, ec~=mkc2... 7) 
treten. Damit wird aus 5 b) 

Mx = w2m (kb 2 - kc2 ) (31' = m(kb2 - kc2 ) Wy Wz I 
M = W 2 m (k 2 - k 2) r a = m (k 2 - k 2) W W .. 5 c) yea c a z x" 
M =w2m(k2-k2)a R =m(k2-k2)w W . z a b t' a b x y 

woraus wir erkennen, daB das Moment der Fliehkrafte des 
ganzen Korpers dann verschwindet, wenn die Drehachse 
mit einer der drei Hauptachsen zusammenfall t oder wenn 
alle drei Schwungarme iibereinstimmen, das Schwungellip
soid also in eine Kugel ausartet. 

Wir konnen aber auch das Moment der Fliehkrafte auf ein Schwer
punktskreuz dadurch beziehen, daB wir an Stelle von 5) setzen 

Mx' = 2)[Z (y - Yo) - Y(z - zo)] = 2)(Zy - Yz) -- 2) (ZYo - YZo) 
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usw., worin das letzte Glied offenbar mit dem Achsenanteil Mo", des 
Momentes der Fliehkraft der im Schwerpunkt vereinigten Gesamt
masse in Gl. 4 a) iibereinstimmt. Damit erhalten wir die Zerlegung 

oder 
M",=M",'+Mox ' My =My'+MOY ' Mz=M/+Moz' 8) 

M",' = w2 m [(kb2 - k/)/lr - ro lo <Po] I 
My'=w2m[(kc2-ka2)ra-rolo"Po] " .... 8a) 

Mz' = w2 m [(ka2 - kb2 )afl - roloXo] 

Verschwinden mit ro = 0, d. h. der Schwerpunktslage auf der Achse, 
also mit der statisohen Auswuohtung, die zweiten Glieder dieses 
Ausdruokes, so wird M' == M und das Sohwungellipsoid zum Zen
traiellipsoid. 

Dreht sioh alsdann der Korper urn eine seiner Haupt
achsen, so iiben die Fliehkrafte weder eine Gesamtkraft 
auf den Sohwerpunkt nooh auch ein Drehmoment auf den 
Korper aus, so daB die Drehachse keiner auBeren Stiitzung bedarf. 
Daher bezeiohnet man allgemein die durch den Schwerpunkt 
gehenden Hauptachsen als die freien Achsen des Korpers. 

Geht die Drehachse des Korpers dagegen nicht durch den Schwer
punkt und faUt auch nicht mit einer Hauptachse zusammen, so wird 
man zunachst eine A usgleichsmasse mo in der zur Drehachse 
senkrechten Schwerpunktsebene im Abstande r 0' von dieser derart 
anbringen, daB 

Mo+ w2 moro'lo = w2 lo (mro + moro') =0 

wird. Diese Ausgleichsmasse er
scheint dann natiirlich als neuer 
Korperbestandteil in den For
meln 5) bzw. 5 c) und hebt 
wegen 9) in den Gleichungen 
8a) die Glieder ro lo <Po usw. 
auf, so daB nurmehr die Mo
mentenanteile 5 c) auszuwuch
ten sind. Dies kann nur durch 
ein Kraftepaar geschehen, wel
ches durch die Fliehkrafte 
zweier in zwei verschiedenen Abb. 73. 
N ormalebenen entgegengesetzt 

9) 

angebrachten Massen m1 hervorgerufen wi rd. Nennen wir II den Ab
stand dieser Ebenen, r 1 den Achsenabstand der beiden Massen m1 in 
denselben und <PI' "PI' Xl die Richtungskosinus der Achsenebene II r l' 
Abb. 73, so ist die Auswuchtung vollstandig, wenn 

M", + w2 mIl] r l <PI = w2 [m (kb 2 - kc2 ) flr + ml l1 r1 <Pi] = ° 
usw. ist. Wir erhalten so zur Bestimmung des Schleudermomentes 
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mIll r l und der drei WinkelgroBen CPI' 'PI' Xl die Gleichungen 

m(kb2-kc2)fJr=-mlllrICPll 
m (kc2 - ka2 )ra= - mIll rl'Pl ,. 

m(ka2 - kb 2) afJ = - mIll rl XI 

9a) 

wozu noch die Bedingung CPl2 + 'P12 + Xl2 = 1 tritt. In den Er
gebnissen stecken alsdann die Hauptschwungmomente bzw. deren 
Schwungarme k mit ibren Neigungswinkeln a, fJ, r gegen die Dreh
achse, die indessen samtlich bei einem vorgelegten Korper auch dann 
nicht als bekannt vorausgesetzt durfen konnen, wenn er auBerlich 
als Umdrehungskorper um die Drehachse hergestellt ist. Denn auch 
die genaueste Dreharbeit verburgt schon wegen der niemals vor
handenen Gleichartigkeit des Baustoffes an allen Korperstellen nicht 
die Lage des Schwerpunktes auf der Drehachse und deren Parallelitat 
mit einer Hauptachse des Korpers, so daB im allgemeinen stets eine 
unausgeglichene Fliehkraft mrow2 und ein Kraftepaar mIll rl von 
unbekannter GroBe und Lage im Raum ubrig bleiben. 

Die praktische Auswuchtung eines vorgelegten Drehkorpers, eines 
sog. Laufers, setzt dpmnach die versuchsmaBige Bestimmung der Lage der 
Einzelkraft bzw. des Korperschwerpunktes und der Ebene des Kraftepaares 
voraUB. Dies ist fiir den Korperschwerpunkt moglich durch sog. Schwer
punktswagen 1), auf denen das statische Moment des Korpers in bezug auf eine 

c 

Abb.74. 

Normalebene zu seiner Drehachse nach 
dem Schwerpunktssatze und weiterhin die 
Lage der Achsenebene des Schwerpunktes 
durch langsames Drehen des auf Schnei
den parallel zur Drehachse pendelnden 
K6rpers ermittelt wird. Die so festge
legte zur Drehachse senkrechte Schwer
linie schneidet die K6rperoberflache in 
einem Punkt, an dem die Einzelkraft ver
mittels eines Gegengewichtes durch Pro
bieren leicht ausgeglichen werden kann. 
Dieses Verfahren bezeichnet man, da es 
ohne Zuhilfenahme der Korperdrehung 
und damit der Fliehkraft nur auf der 
Dbergewichtswirkung beruht, als die 
statische Auswuchtung. 

DaB durch die Schraglage der Haupt
achsen des KorperB zur Umdrehungs
achse bedingte Kraftepaar wird da· 
gegen erst durch die Umdrehung selbst 
geweckt und kann daher niemalB auf 
statischem Wege ermittelt und aus

gewuchtet werden. Hierzu verfahrt man nach dem Vorschlage von Lawaczek 2) 

folgendermaBen: Der aU8zuwuchtende Laufer wird in zwei Lagern A und B 
wagerecht gestiitzt, von denen das erstere um einen lotrechten Zapfen drehbar 
ist, wahrend B an einer Blattfeder derart aufgehangt ist, daB es gegen die 
Federspannung wagerechte Schwingungen ausfiihren kann, Abb. 74. Durch 

1) H 0 rt, H.: AUBwuchtfragen. Maschinenbau (GestaItung) 1923, S. 271. 
2) Lawaczek: Das Auswuchten schnell umlaufender Massen. Z. f d. ges. 

Turbinenwesen 1911; vgl. auch Heymann: Schwingungsvorgange beim Aus
wuchten schnell umlaufender Massen nach dem System Lawaczek. Dissertation 
Darmstadt 1916. 



Der Drallvektor des starr en K6rpers. 145 

die in C vermittels einer biegsamen Welle eingeleitete Drehung des K6rpers 
entsteht in demselben die Einzelkraft Q = mro OJ2 im Punkte D der Drehachse 
und das Kriiftepaar ± P mit dem Moment ml rIll OJ2 = Pa, welches wir uns 
auch an den Enden A und D der Strecke AD = a wirksam denken k6nnen. 
Dabei wird die eine Kraft P vom Lager A aufgenommen, wiihrend die andere 
sich in D mit der Einzelkraft Q zu einer Gesamtkraft R vereinigt, die mit einer 
Neigung OJ t gegen die wagerechte Ebene in derselben eine Teilkraft X = R cos OJ t 
besitzt. Diese Teilkraft ruft nun Drehsehwingungen des K6rpers in der wage
rechten Ebene urn A hervor gf'gen die Federkraft cc2 x, wenn x den Aussehlag 
des Lagers B bedeutet. Bezeichnen wir das Schwungmoment des Liiufers urn 
die lotrechte Achse mit 6J, den Drehwinkel mit ffJ, so ist wegen bffJ = x unter 
Einfiihrung einer Diimpfung 

6J (cP + 2 E q?) + cc2 b ffJ = O. 
Die AusschIage selbst verlaufen ohne Diimpfung in gleicher Phase mit dem 
Antrieb K, wonach die grol3ten Auslenkungen ffJ sogleich die Richtung von R 
und damit die Lage der Aehsenebene dureh R festlegen. 1st die Dampfung 
merklieh, so geht man mit der Drehzahl am besten bis zum Gleichklang mit 
der Eigenschwingung des K6rpers an der Feder bei B, wobei der Phasen
unterschied des Ausschlages gegen den Antrieb 90° betragt (vgl. I, § 37). Zur 
Festlegung der gesuchten Richtung von R bedient man sich einer Aufzeiehnung 
auf der freien Stirnseite der Welle durch eine Schreibvorrichtung. Liil3t man 
clie Welle erst in einem und dann im anderen Sinn umlaufen, so ergibt das 
ein Schaubild mit einer Symmetrieachse in der Richtung von R. 

Nunmehr wird durch zwei in der Achsenebene von R angebrachte Massen m2 

das Kraftepaar R a = m2 r 212 OJ2 ausgewuchtet, wodurch im Lager A eine neue 
Kraft entsteht, die in der Abbildung gestriehelt angedeutet ist und sieh mit 
der dort noeh vorhandenen Kraft P zu der Einzelkraft Q vereinigt. Diese 
Einzelkraft kommt erst zur Wirkung, wenn das Drehlager A etwa nach C ver
legt wird, und hat dann wieder Schwingungen der oben 'geschilderten Art zur 
Folge, die durch eine neue Ermittlung der Achsenebene von Q und durcb 
Anbringen eines Gegengewiehtes bei A zu beseitlgen sind. Durch Q und R 
ist sehliel3lieh auch die Ebene des Kriiftepaares ± P bestimmt. Damit ist 
die Auswuehtung vollendet, und zwar einsehlieBlieh der Einzelkraft auf dyna
misehem Wege, der zweifellos aueh fUr diese wegen ihrer Steigerung mit der 
Umlaufszahl viel wirksamer und genauer ist als das statisehe Verfahren. 

§ 29. Der Drallvektor des starren Korpers. In § 21 Gl. Sa) haben 
wir fUr die Momententeile eines raumlichen Gebildes die Ausdriicke 

M",= :t.2m(zy-iJz), M y = :t.2m(xz-zx), 

Mz = :t .2m (iJx - xy) . . . . . . 1) 

abgeleitet und die darin auftretenden Summen als die Achsenanteile 
des Drallvektors 'Il mit dem Betrage D bezeichnet. Nennen wir 
dieselben Dx' Dy' Dz' so wird aus 1) 

M",=D"" My=Dy, Mz=Dz ..... 1a) 

Beschranken wir uns auf die Drehung eines starren Korpers, sehen 
also von dessen Fortbewegung zunachst einmal ab, so durfen wir 
den Anfang des Achsenkreuzes in den Korperschwerpunkt verlegen 
und mit den Drehteilen w"" Wy, W z um die Achse fur die Laufteile 
an Stelle der Gl. 1) kurzer schreiben 

iJ = W z x - w'" z, 2) 
Lorenz, Techn. Physik 1,2. 2. Auf!. 
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Damit erhalten wir z. B. fiir den Drallanteil 

Dx=.2}m (zy - iJz) =wx.2}m(y2 + Z2) - Wy .2}mxy - wz.Emxz" 

oder nach Einfiihrung der Schwung- und Schleudermomente (§ 25) 
und Hinzufiigung der anderen beiden Anteile 

Dx=wxex:-wylJf. -wz iJfy l 
Dy=wyey-wziJfx-wxiJfz ' ..•.•. 3) 
Dz = Wz e z - Wx iJfy - Wy iJfx 

oder unter Einfiihrung der RichtungsgroBen a, fJ, I' der Drehachse durch 

auch 

wx=aw, wu=fJw, wz=yw .2a) 

Dx = w (a ex - fJiJfz - I' iJfy) l 
Dy=w(fJey--riJfx-aiJfz) . 
D = W ('V e -- a iJf - fJ iJf ) 

Z I Z 11 x 

. 3a) 

Erweitern wir diese Ausdriicke der Reihe nach mit a, fJ, I' und 
addieren, so folgt 

aD", + fJD y + yDz= w (a2 ex + fJ2 e y + 1'2 ez) 

oder wegen Gl. 2a) § 25 
- 2 w (fJ I' iJf", + I' a iJfy + a fJ iJfz) 

aD", + fJD y + rDz= w e . . . 4) 
und erhalten nacli Erweiterung mit w wegen 2 a) unter Einfiihrung 
der Drehwucht J des Korpers 

wlDx+WyDy+wzDz=w2e=2J, .•... 4a) 

d. h. der Dbereinstimmung der doppelten Wucht mit dem 
skalaren Produkt des Dralles und des Drehvektors. Er

o 

weitern wir andererseits die drei Gleichungen 3a) der 
Reihe nach mit den RichtungsgroBen x, 1, fl eines 
zur Drehachse senkrechten Strahles, so wird mit Riick
sicht auf GI. 5a) § 25 

xDx+2Dy + flDz= - w iJf, .. , 4b) 

also ein im allgemeinen von Null verschiedener Wert. 
Daraus folgt, daB der Drallvektor im allgemeinen 
nicht mit dem Drehvektor bzw. der Drebachse 
zusammenfallt, sondern gegen dieselbe ge
neigt ist. Ein solches Zusammenfallen findet nur 
statt, wenn iJf=O wird, d. h. wenn die Drehung 

um eine der drei Hauptachsen des Korpers erfolgt. Der Drall-
vektor D = Y D",2+D 2+Dz2 besteht demnach aus zwei Teilen, Abb.75, 
von denen der eine,y durch 4) gegebene, Dz in die Drehachse falIt, 
wahrend der dazu senkrechte Dr sich aus 

Dr2 -'-- Dx2 + Dy2 + Dz'!. - (aD", + fJ Dy + I' Dz)'!. 

Dr'.! = (r Dy - fJDz)'!. + (aDz - r DJ2 + (fJDx - aDy)'.! . . 5) 
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berechnet. Durch Erweiterung mit w2 erhalten wir daraus wegen 2a) 

w2 Dr2 = (wzDy - w yD z)2 + (wxDz - wzD x)2 + (wyDx - w X Dy)2, 5a) 
wonach wDr mit dem Vektorprodukt des Gesamtdralles D 
und dem Drehvektor iibereinstimmt, was auch aus Abb. 75 
unmittelbar entnommen werden kann. Die BestandteiIe del' rechten 
Seite 5a) ergeben sich aus 3) zu 

Wz Dy - wyDz = (By - e z ) Wy Wz + lJfx (w y2 - wz2 ) 

+ lJfywxWy -1Jf. wxwz 

wxDz - wzDx = (Bz -- ex) wzwx + lJfy (wz2 - wx2) 

-t Pz Wy Wz - 'l'xWywx 
5a) 

wyDx - w",Dy=(ex - e y) WXw y+ lJfz (w,,? - w y2) 

+ 'Pxwz w'" -lJfywz Wy 

und stimmen ersichtlich mit den Teilmomenten 5 b) § 28 iiberein. 
worauf wir im nachsten Abschnitt zuriickkommen werden. 

Die vorstehenden Ergebnisse lassen sich auch aus del' Vektor
form fUr den Drall Gl. 3b) § 21 

'3)=2m[tt] .........• 6) 

ableiten, in del' wir den Strahl t yom Anfang in einen Strahl 1 in 
Richtung der Drehachse und den dazu senkrechten t' zerlegen. 
Alsdann iet 

'3) = 2m [t't] + 2m [(i], .... 6a) 

worin wir fUr den Umlauf i unter EinfUhrung des Drehvektors W 

t = [Wt] = [Wt'] . . . . . 7) 

setzen diirfen. Damit wird aus 6 a) 

'3) = 2m [r' [Wt']] + 2m [1 [Wt']], 

oder nach Zerlegung der Doppelvektorprodukte 

'3) = 2m (w .r'2 - I'. wI') + 2m(w· (t' - t'· {w). 

Hierin verschwinden abel' wegen del' Senkrechtstellung von ( und W 

zu t' die skalaren Produkte W t' und 1 t', und es bleibt 

'3) = 2mWt'2 - 2mt' ·lw 
odeI' wegen 

lw=lw 

t' t' 
'3)=w2mr2 --w2mrl=we--w'P, 

r r 

worin das letzte Glied rechts den zu W senkrechten Drallanteil 
in Obereinstimmung mit 4 b) darstellt. Schreiben wir dafiir 

8) 

D r 

'3) = W e + '3)r, . . . . . . 8a) 

so ist zunachst wegen del' Normalstellung tier Vektoren t' und W 
10* 
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gegeneinander t'ro = 0, also aueh 

t'ro 
~rro = - - W 'F = 0 

r 

und daher wird aus 8a) dureh skalare Erweiterung mit ro 

.. 8b) 

.. 8e) 

die Vektorform der Gl. 4a) fur die Drehwueht des Korpers. Erweitern 
wir dagegen 8) bzw. 8 a) vektoriell mit ro, so erhalten wir mit [ro2] = 0 

[~ro] = [~rro] = [rot'] ~ 'F . . . . . . . 8d) 
r 

die Vektorform der Gl. 5a). AuBerdem ist die doppelte Wueht 

2 J = 2mi2 =2m [ror]2 = 2m (ro2t2 - (rot?), 
worin das skalare Produkt ro t = ro( ist. Daher hat man aueh 

2 J =2mro2 (t2 - (2)= ro2 2mr2 =w2 6 
wie 8e). 

Setzen wir in die Wuehtgleiehung 4a) die Drallteile aus 3) ein, 
so erhalten wir fur die Drehwueht den allgemeinen Ausdruck 

2J=w 26 +w 26 +w 2 6 x x y y z z 

-2'l'xwywZ-2'l'Jmzwx-2'FzwXmy, . •... 9) 

den wir auch durch Erweiterung der Formel 2 a) § 25 fur das 
Schwungmoment 6 mit w 2 unter Beachtung von 2a) gewinnen 
konnten. Daraus folgt aber 

oJ 
--=W 6 -'l'~w -'F w 
ow'" x x .' y y z' 

oder mit Rucksicht auf 3) unter Hinzufiigung zweier weiterer Formeln, 
sowie der partiellen Ableitung von 4a) 

:J =Dx ' :J =Dy' ~J =Dz ' ~=w6=Dl'. 9a) 
uWx Umy umz om 

so daB also die Drallteile als partielle Ableitungen der Dreh
wucht erscheinen. 

Ebenso erhalten wir durch nochmalige Ableitung 

02J 102f) 02J 1 02 6 
oWx2 =2 oa2 = ex' a~:2=2a/J2= e y' 

02J 102e 
--=-----=6 oWz2 2 oy2 z' 

, 9b) 
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oder wegen 9 a) 

oDx=e oDY=e oDz=e 
owx x, owy Y' owz z 

oDz_oDy_ ITf oDx_oDz_ ITf --------'1', --------T, 
oWy owz x owz owx y 

die Einzelschwung- und Schleudermomente urn die Achsen. Diese 
GroBen sind demnach, iihnlich wie die Vektoren selbst an bestimmte 
Achsen bzw. zueinander senkrechte Achsenpaare gebunden, ohne in
des sen mit deren Richtungssinn ihr Vorzeichen zu iindern. Anderer
seits sind sie vermoge ihrer Bildung durchaus als Skalare zu be
trachten und konnen daher, was in den letzten Abschnitten mehrfach 
mit den Schwungmomenten geschehen ist, algebraisch addiert und 
subtrahiert werden. Man bezeichnet darum wohl nach den dem Vor
gange von W. Voigt das Schwungmoment e als einen Tensor mit 
den durch zweimalige Ableitung nach derselben Richtung ge
wonnenen Tensorteilen erster Art ex' e y, e z und den durch 
aufeinanderfolgende Ableitungen nach zwei zueinander normalen Rich
tungen erhaltenen Tensorteilen zweiter Art Px ' P , Pz • Wahrend, 
wie die Formeln 2a) und 5a) § 25 lehren, die ZJsammensetzung 
von Tensorteilen erster und zweiter Art zu ebensolchen Gesamt
tensoren keine Schwierigkeiten bietet, ist im Gegensatz zu den Vektoren 
und der Achsenteile die Berechnung der TensorteiIe aus den Gesamt
tensoren nicht auf demselben Wege, sondern nur durch das in 9b) 
angewandte Ableitungsverfahren moglich. 

§ 30. Del' Momentenvektol' des starren Korpers. Zur Ermittlung 
des an einem starren Korper angreifenden Momentenvektors IJR greifen 
wir auf die Grundformeln 1) bzw. 1 a) des vorigen Abschnittes, d. i . 

.ll1 = iJ x x, 

zuriick, worin die Drallteile durch G1. 3) ebenda gegeben sind .• Fiihren 
wir die Ableitung an der ersten G1. 1) durch, so folgt 

D = OJ e - (0 P -- OJ P + W e - W P - W tfr 1 a) x x x y z z y x x Y z z y' •• 

Nun ist aber mit Riicksicht auf die Grundbeziehungen 

2) 

wegen der Bedeutung der Schwung- und Schleudermomente 

odeI' unter Herausnahme del' Drehteile und Hinzufiigung der anderen 
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Ausdriicke durch Reihenvertauschung der Zeiger x, y, z 

ex =2(wziJfz-w/Py). e y=2(wxlfFx -wz 'F.),1 
ez=2(wyiJfy-wxiJfx) f' 3a) 

if:rx=wx(ez - ey)+wziJfy-wylfFz I 
~y _ Wy(~x= ~z)+wxlfFz =wzlfFx . . . . . 3b) 

lfFz -Wz (ey ex) +WyiJfx wxlfFy 

Hierin ist 

da bei der reinen Drehung um den Anfang die Abstande t x2 + y'J + Z2 

darin keine Anderung erleiden. Weiter folgt durch Einsetzen von 
3a) und 3b) in la) 

Mx = Wx ex - Wy lfFz - Wz lfFy 

+ wzwy (ez - ey) + iJfx (w/ -- Wy'J) + lfFZw.,wz -lfFywtrwy • 4) 

Hierin kann fiir die zweite Zeile rechts nach Gl. 5a) § 29 auch 
wI/D. - wzDy geschrieben werden, wahrend fur die erste wegen 
9b u. c) ebenaa auch 

ij2 J . a2 J. a2 J . 
aw2W,,+ aw aw- Wy + aw aw- wz 

x x y x z 

=~Dx dwx + aDx ~Wy+ aDx dwz = aDx 
awx dt awy dt awz dt at 

geschrieben werden kann, wo die partielle Ableitung nach der Zeit 
sich nur auf die Drehwerte, nicht aber auf die von den Abstanden 
x, y, z abhangigen Schwung- und Schleudermomente bezieht. Es 
handelt sich also hierbei um eine zei tliche Drallanderung im 
beweg~en K6rper im Gegensatz zu der mit dem Momentenanteil 
iibereinstimmenden absoluten Drallanderung in bezug auf das feste 
Achsenkreuz. Somit erhalten wir an Stelle von 4) unter Hinzufiigung 
zweier entsprechend gebauter Formeln 

· aD 
Mx=Dx=8t+Dzwy -DywZ 

· aD 
My = Dy=----af+Dxwz -Dzwx •.••• 4a) 

· aD 
Mz =Dz=af+Dywx-Dxwy 

oder III Vektorform: 
. a'Il we = 'Il = - -l- [ttl 'Ill , .•..... 4 b) at I " 
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worin das Vektorprodukt auf der rechten Seite, dem wir schon im 
letzten Abschnitte Gl. 8d) begegnet sind, ein Zusatzmoment bedeutet, 
dessen Achse zur Ebene des augenblicklichen Drehvektors und des 
Drallvektors senkrecht steht. 

Erweitern wir die Formeln 4a) mit den elementaren Drehwinkeln 

dcp., = w.,dt , dcpy=wydt, dcpz=wzdt, 

so ergibt die Addition nach § 16 links das Element der geleisteten 
auBeren Arbeit, die mit dem Zuwachs der Wucht iibereinstimmen 
muB, so zwar, daB 

dJ = M.,dcp.,+ Mydcpy + Mzdcpz= w.,dD.,+ wydDy+ wzdDz . 5) 

Da nun die Wucht sowohl als Funktion der drei Drehteile w." Wy, w z ' 

als auch als solche der Drallteile, die nach den Formeln 3) § 29 
linear ineinander iibergefUhrt werden konnen, anzusehen ist, so hat 
man auch an Stelle von 5) 

oder 

dJ=~dD +~dD +~dD ) oD ., oD y oD z···· 5a 
x y z 

oj 

w"=oD' ., 
oj oj 

wy= oD' wz= oD " •.. 5b) 
y z 

Andererseits war aber die Drehwucht nach 4a) § 29 

2J=w.,D.,+wyDy+wz Dz, • ...... 6) 

2 dJ = w.,dD., + wydDy+ wzdDz+ D.,dwx+Dydwy+Dzdwz, 6a) 

also wegen 5) 

dJ = w.,dD", + wydDy + wzdDz=D«dw., + Dydwy+Dzdwz, 6b) 

oder in Vektorform nach skalarer Erweiterung von 4b) mit ttl wegen 
ttl [ttl'll] = 0 

7) 
Da nach Gl. 8c) § 29 

2 dJ = 2 illllUdt= IUd'll + 'lldlU 

ist, so erhalten wir auch 

7a) 
oder 

dJ 1 d 
illllU=Tt=-2' dt(IU'll) .•...... 7b) 

Wir kehren nunmehr zur Momentenformel 4) in der analytischen 
Schreibweise zuriick und vereinfachen sie durch Zusammenlegen des 
Achsenkreuzes x, y, z mit den Hauptachsen des starren Korpers. 
Alsdann verschwinden fUr dieselben die Schleudermomente, wahrend 
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an Stelle der Schwungmomente ihre Scheitelwerte, sowie fUr die Mo
mente und Drehwerte diejenigen um die Hauptachsen also 

ex=6a, ey=eb , 8 z =ee 1 
Mx=Ma' My=Mb, Mz=Me J' ..... 8) 
wx=wa , Wy=Wb' wz=we 

treten, so daB wir nunmehr unter Hinzufiigung der beiden andern 
Formeln fiir die Teilmomente um die Hauptachsen die zuerst 
von Euler aufgestellten Gleichungen 

Ma = e a cO a - (fJb - e e) Wb We 1 
Mb . ~b~b=(~c=~JWeWa .... 
Me - ee We (fJa eb)WaWb 

9) 

erhalten, deren Vektorform sich nicht von Gl. 4 b) unterscheidet. 
Dafiir diirfen wir auch schreiben: 

M-ew M-ew M-ew a a a W - __ b __ b --" W - e c c W - W W 9 a) e - e a - 4,) _ e b - e _ e e - a Wb e· 
c b 0a c b a 

Die vorstehenden Eulerschen Gleichungen beziehen sich auf das 
im Korper selbst feste Hauptachsenkreuz; sie geben durch 
die Ausdriicke W2 = W 2 + W 2 -L W 2 , 

a b Ie' l 
wa=aw, Wb={lw, We=YW J' .... 10) 

den Betrag und die N eigung des Drehvektors gegen die Hauptachsen 
an, sagen aber nichts aus iiber die Lage des Korpers im Raum bzw. 
deren Anderung gegen ein festes Kreuz. 

1. Beispiel. Wirken auf den Korper keine auEeren Momente, so 
vereinfachen sich die Eulerschen Gleichungen 9) in 

und ergeben nach Erweiterung mit Wa, Wb, We und Addition 

~aW.Wa+BbWbWb+BeweWe=~~ =0, ...... 12) 

d. h. ein e unveranderliche Wucht. Erweitert man andererseits die Gl. 11) 
nacheinander mit Ba Wa, Bb Wb, Be We und addiert, so folgt 

Ba2w.w.+Bb2wbWb+Be2wewe=0 •.•.... 12a) 

oder 

d. h. der Gesamtdrall bleibt ungeandert. Damit iet indeseen nicht ge
sagt, daB jeder der einzelnpn Drehteile wa, Wb, Wc unverandert bleibt. Denn 
wir erhalten in uneerem FaIle an Stelle von 9a) 

. 13) 

oder integriert mit den Anfangswerten 00
" 

W 2 ' 003 

Ba «(va" - w,2) e b (Wb2 - (92) ee (We2 - (3 2) 

Bb-Be Be-B. --Ba-~eb····· 13a) 
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Hierin ist aber fUr e a> eo> ee 

e a - eo> 0, eo - ee> 0 , ee - e a < 0 , 

d. h. wenn zwei der beiden Drehteile zunehmen, so muB der dritte abnehmen. 
Wiirde man aus den Formeln 13a) und den IIitegralen von 12) 

e a (wa" - W12) + eo (Wo2 - W22) + ee (w" - W32) = 0 ..• 12a) 

zwei der Klammern ausschalten, so erhielte man nur eine Identitat 0 = 0, so 
daB man zum Verfolg des Bewegungsvorgangs die Grundformeln 11) selbst 
integrieren muB. 

Hierbei wollen wir voraussetzen, daB der Korper einen sehr groBen 
Drehwert We um die eine Achse, aber um die andern Achsen nur so kleine 
Drehwerte wa; Wo besitzt, daB wir ihre Produkte vernachlassigen diirfen. Damit 
folgt aus der dritten Gleichung 11) 

Wc= coo' ..... . . . 14) 

d. h. ein bestandiger Drehwert um die Hauptachse, durch dessen 
EinfUhrung die beiden andern Formeln 11) iibergehen in 

earoa=(eo- Be)wowo, 

oder differenziert nach der Zeit t 

eawa = (eo - e.) Wo roo, ebWb = (ee - ea) Wo roa · 

Schalten wir aus diesen vier Gleichungen die Andrehteile roa und rob aUB, so 
bleibt 

wa (eo - eo) (ee - ea) 0 Wb 
~= eafJo Wo"=ro;" .. 15) 

Dies liefert eine Schwingungsleichung mit periodischen Anderungen von W. 

und W o, wenn der in der Mitte stehende Ausdruck negativ wird, d. h. wenn 
beide Klammern verschiedene Vorzeichen haben, also 

ee< e a , ee< eb oder ee> ea, ee> eo ... 15a) 

ist. In dem FaIle, daB das Schwungmoment um die ausgezeichnete Dreh
achse einen kleinsten oder groBten Wert gegeniiber den andern beiden Haupt
schwungmomenten besitzt, sind mit den zugehorigen Drehteilen die entsprechen
den Auslenkungen des Korpers periodisch, so daB die Drehung des Korpers 
als eine stabile anzusehen ist. Liegt dagegen mit 

ea > ee> e. oder e. < ec < eo. .... 15 b) 

das Schwungmoment um die ausgezeichnete Drehachse in der Mitte zwischen 
den beiden andern Hauptschwungmomenten, so wird der in der Mitte von 15) 
stehende Ausdruck positiv, und die Drehteile W. und Wo nehmen naoh einer 
Exponentialfunktion dauernd zu. Hiermit ist aber eine Verschiebung des Dreh
vektors im Korper so lange verbunden, bis dieser mit der Aohse des kleinsten 
oder groBten Schwungmomentes zusammenfallt, so daB also die kraftefreie 
Drehung des Korpers um die Aohse des mittleren Hauptsohwung
momentes einen instabilen Bewegungszustand darstellt. 

2. Beispiel. Haben wir es mit einem Umdrehungskorper um die 
c -Ache zu tun, so diirfen wir ee = eo und e a = eo = e setzen, womit die 
Formeln 14) und 15) streng erfiillt sind, d. h. ein kraftefreier Umdrehungs
korper dreht sich gleichformig um seine geometrische Achse. Als
dann aber erhalten wir in 15) 

wa Wb (e-eo)22 2 
~=ro;=--- e2--WO =-/X, ...... 15c) 

womit die Bedingungen 15a) von selbst erfiilIt sind und nur je eine Schwin
gung um die a- und b -Achse iibrig bleibt. Da beide Schwingungen die gleiche 
Dauer 2n 21£ e 

to = - = ± - Ll--cl . . . . . . . . . . 16) 
a COo 0- ~o 
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besitzen, so setzen sie sich zu einer einzigen in einer Meridianebene zusammen, 
deren Lage und Ausschlage von den Anfangsbedingungen abhangen. Wir kannen 
demnach den Bewegungszustand des kraftefreien Umdrehungskarpers als stabile 
Schwingung der Drehachse in einer Meridianebene ansprechen, deren Dauer mit 
dem Unterschied der beiden Hauptschwungmomente abnimmt. Verschwindet 
dieser Unterschied mit der Ausartung des Schwungellipsoids zu einer Kugel, 
so wird to = 00, d. h. ein derartiger kraftefreier Karper wird sich 
bestandig um eine beliebige Achse drehen. 

3. Beispiel. Ein MagnetkompaB besteht aus einer Scheibe, der sog. 
K 0 m p a B r 0 s e, die auf einer Spitze drehbar gelagert ist und einige parallele 
Magnetstabe derart tragt, daB der Gesamtschwerpunkt um S unter dem Dreh
punkt liegt, Abb. 76. Infolgedessen vollzieht die KompaBrose nach ihrer Aus
lenkung aus der Ruhelage ahnliche Schwingungen wie ein sich 8elbst iiber-

c 
las8enes Kugelpendel. Fassen wir sie 
als starren Korper auf, mit den Haupt
schwungmomenten ec um die Lot
rechte sowie ea und eb um zwei hierzu 
normale, aber im Ruhezustande wage
rechtR Hauptachsen durch die Spitze, so 
gelten fiir die Bewegung die Euler-

----r----;~~~.q~-.f_-....,.. schen Gleichungen. Bezeichnen wir die o kleinen Drehungswinkel um die Haupt-

Abb.76. 

n achsen a, b, c mit CPa, CPb, CPc, so zwar, 
daB ,pa = Wa, (Pb = Wb, ,pc = We ist, so 
sind die Momente des nur wenig aus
gelenkten Gesamtgewichtes my gegeben 
durch - m(Jscpa und - myscpb und 
dasjenige des Erdmagnetismus auf die 
um CPe ausgelenkte Rose durch - M, CPc' 
Wirkt auBerdem auf die Rose infolge 

periodisches Moment Mo sin W t 
achse a die Neigung cP besitzt, 
um die Hauptachsen 

von Schlingervorgangen des Schiffes ein 
mit wagerechter Achse, die gegen die Haupt
so erhalten wir insgesamt als auBere Momente 

Mn = Mo sin W t cos cP - my S CPa , Mb = Mo sin W t sincp - mys CPb, 

Mc= - M, CPe, 
und nach Einsetzen in die Eulerschen Gleichungen, 

Mo sinwt cos cP - my scpn = eacpa - (eb - ec) ,pc,pb I 
Mo sin W t sin cP - m(Jscpb = eb;Pb - (ec - ea) ,pa,pc • 

- M, CPc = e c CPc - (ea - e b) ,ph,pa 
17) 

Aus der letzten dieser Formeln geht aber hervor, daB der Drehanlauf urn die 
lotrechte Achse mit dem Produkt ljia,pb der beiden Drehwerte urn die wage
rechten Hauptachsen wachst. Sind die letzteren mit den zugeharigen Aus
Ienkungen nur klein, so wird in der letzten Formel ;Pc, CPc, sowie der hieraus 
abgeleitete Drehwert ,pr klein von zweiter Ordnung und die in den ietzten 
Gliedern der beiden ersten Formeln auftretenden Produkte ,pa,pc, ,pc,ph klein 
von dritter Ordnnng. Vernachlassigen wir diese gegeniiber den andern Gliedern, 
so bleibt: 

e a CPa + myscpa = Mo sin w t coscp 1 
eb~b+mgsCPb=Mosinwtsi.n~ J' ..... 
eccpc +M1 CPc = (ea - (-1b) CP.CPb 

. 17a) 

Wegen der Kleinheit des Drehwertes ,pc urn die Lotrechte wird sich der 
Winkel rp des auBeren Momentes gegen die wagerechten Hauptachsen wahrend 

2n 
der Periode to = ill des Zwanges kaum merklich andern, so daB wir in den 
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ersten Formeln 17 a) cP zunachst als bestandig ansehen diirfen. Dann erhalten 
wir mit den Abkiirzungen 

mgs 2 mgs_ 2 Ml_ 2) ea = COL , eo - CO2 , eo - COa 
. . . . . . 18) 

Mo Mo ea - eo_ 
e. = ql , eo = q2 , e c - q3 

die Differentialgleichungen erzwungener Schwingungen 

cpa + co12CPa = ql cos~.sinco t; cPb-T- CO/CPb= qa sincp sin co t , } 
CPc + COa CPc = q3 CPa cpo 

17b) 

mit den Integralen . 
ql cos cP sm co t 

CPa = C012 _ co2 , 
q2 sin cP sin co t 

CPo = co 2 _ co2 ' 
2 

. 19) 

zu denen noch die freien Schwingungen in der Form Al cos COL t + Bl sin COL t hin
zutreten. Da diese nur geringe Dauer tl = 211:: COL bzw. t2 = 211:: CO2 gegeniiber 
der Dauer to des Zwanges besitzen, so treten sie nur als zusatzliche Erschiitte
rungen auf und konnen fiir die langsame Drehung tPc in der dritten Formel 
auBer acht bleiben. Setzen wir also in diese die Ableitungen von 19) ein, so 
folgt mit 2 cos2 co t = 1 + cos 2 co t 

2 • .. + ql q2 qa CO sm cP cos cP (1 + 2 ) 
CPc C032 CPC= 2( 2 2)( 2--2\- cos cot COL - CO CO2 - CO ) 

mit dem erzwungenen Ausschlage 

. . 20) 

C 
= --'J0b qa co2 sin ~ cos ~ (_1_ + ~os 2 co~) • 

cP 2(C012_C02)(C022_COO). C032 coa2 -4co2 •••• 20a) 

Die KompaBrose wird also unter der Wirkung eines stiirenden Momentes in
folge der Schlingerbewegung des Schiffes Schwingungen urn ihre lotrechte Achse 
vollziehen, deren Ruhelage von der statischen urn so mehr abweicht, je mehr 
sich der Winkel cP des Zwangsmomentes gegen eine der wagerechten Haupt
achsen dem Werte 45 0 nahert. 1m FaIle eines Gleichklangs, d. h. der Dberein-

stimmung des Drehwertes co des Zwanges mit einem der Eigenwerte COL' CO2 ' ~3 , 

konnen die Schwingungsausschlage beliebig groBe b 
Werte annehmen, der KompaB al~o ganz un- t 
brauchbar werden. Das kommt allerdings wegen 
der Kleinbeit von co gegen COL und CO2 nur fiir 
C03 in Frage, und kann durch Verkleinerung 
dieses Wertes bzw. VergroBerung des Schwung
momentes ec vermieden werden. Will man da
gegen den EinfluB des Schlingerns auf die Be
wegung des Kompasses ganz beseitigen, so bleibt 
nur die Beseij;ig\lng der rechten Seite der dritten 
Formel 17 a) bzw. 17 b) durch e a = eo iihrig, was 
auch in der Praxis durch scheibenformige Aus
bildung der Rose und Ausstattung d, rselben mit 
schweren Magnetstaben nach Abb .. 77 geschieht. 

Wiirde es sich nur urn eine auf der Spitze 
bewegliche Scheibe ohne Magnetausriistung han
deln, so wiirde an Stelle der dritten Formel 17b) bzw. 20) 

Abb.77. 

ql q2 qa co2 sin cP cos cP (1 + 2 ) 
CPc = qa ,pa tPb = 2 ( 2 _ 2) ( 2 _ 2) cos CO t 

COL CO CO2 CO 
mit dem Integral 2 . 

. 21) 

. . + ql q2 q3 CO Sill cP cos cP (t + sin22ro~ t) 
CPc = CPco 2lC012_(02)(C022_W2) ~ ••.• 21a) 

treten, also neben der erzwungenen Schwingung ein mit der Zeit wachsender Dreh
wert, so daB in diesem FaIle iiberhaupt keine Ruhelage besteht. 
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§ 31. Das Kegelfadenpendel. Ala Anwendung der Eulerschen 
Gleichungen betrachten wir die Drehung eines an einem masselosen 
Faden hangenden Korpers urn das Lot 0 B durch den Festpunkt 0 
des Fadens, Abb. 78. Die Lange des Fadens sei op= l, der 
Schwerpunktsabstand des urn die Meridianebene symmetrisch ge
stalteten Korpers vom Fadenende P S = s, die N eigung des Fadens 
op und der Korperachse PS gegen das Lot cp und {}, der Fahr
strahl des Schwerpunktes B S = r und des sen Tiefe unter dem Auf-

o 
hangepunkt 0 B = h. Dann ist 

r = l sin cp + 8 sin I) , h = l cos cp + s cos {} . . . 1) 

Auf den Korper wirkt nun auBer dem im Schwerpunkt S 
angreifenden Gewicht m g im FaIle der Drehung urn das 
Lot mit dem Drehwert W die Fliehkraft mrw2 , Abb.79. 
In dem hier aHein ins Auge gefaBten Fall des Drehungs
gleichgewichtes werden beide Krafte nach ihrer Pa-

w 

r J" 
mrwz 

mg S 

Abb. 78. Abb.79. 

rallelverschiebung In den Punkt P derart von der Fadenspannung 
aufgehoben, dap gtgcp=rw2 , 2) 

ist, wahrend durch ihre Verschiebung ein Kraftepaar mit dem Moment 

M=ms(w2 rcos{}-gsin{}) ...•••. 3) 

im Sinne der VergroBerung von {} geweckt wird. In gleichem Sinne 
wirkt nur das Moment der Fliehkraft am Korper, das sich nach 
Zerlegung des Drehwertes in die beiden Bestandteile 

wa = W cos{} , we = W sin{} 

urn die Korperachse P S und eine dazu im Meridianschnitte senk
rechte Achse mit den zugehorigen Schwungmomenten 

ea =ma2 < ec =mc2 

nach der zweiten Gl. 9) § 30 mit cOb = 0 zu 

-- Mb = (ee - eJ wewa = w2 m (c2 - a2 ) sin{} cos{}.. . . 4) 
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berechnet. Bei gleichformiger Drehung des Fadenpendels urn 0 B 
bleiben die Winkel cp und {} ungeandert, so daB wir durch Ver
binden von 3) und 4) erhalten: 

W 2 (C2 - a2) sin{} cos{} = s(g sin{} - w2 rcos{}) 

Qder nach Division mit w 2 s cos {} 

g c2 _ a2 • 
r=----.,;tg{} - ---sm{}. . . . . . . . 5) 

w s 

Ersetzen wir darin den Abstand r durch seinen Wert aus 1), so folgt: 

g c2 _a2 +S2 
l sin cp = 2 tg {} - sin {} . . 5 a) 

w s 

und ebenso aus 1) und 2) 

s sin {} = g'J tg cp - l sin cp • 
w 

. . 2a) 

Fur diese beiden Formeln durfen wir mit der Abkurzung 

. . . . . . . 6) 

schreiben 
sincp = l~2 tg {} - ~ sin {} I 

l ,. . . . . . 7) 
. {) g . 

SIn = -- tg cp - - sm cp 
sw2 s 

woraus durch Multiplikation miteinander 

sin cp sin {} [(-----.,-L-- - l ) (--/1-- - l) - lS] = O. . 7 a) w· cos {} 0 w· cos cp 

hervorgeht. Hiernach genugen zunachst cp = {} = 0 und cp = {} = 11: 

der Gleichgewichtsbedingung, d. h. solche Lagen des Korpers, bei 
denen seine Achse P 8 in das Lot hineinfallt, wobei fur Schwer
punktslagen oberhalb des Festpunktes 0 der Faden 0 P durch eine 
starre Gerade zu ersetzen ist. Den andern Lagen genugt die Gleichung: 

(w 2 :0S{) -lo)(w2 :oscp -l)=lS . ..... 8) 

Wird hierin im Sonderfalle s = 0, d. h. fant der Korperschwerpunkt 
in das Fadenende, so verliert die Neigung {} ihre Bedeutung, und 
die Auslenkung cp des mathematischen Kegelfadenpendels bestimmt 
sich aus Q 

g = l CO" cos cp. . . • . . • • . • 8 a) 

ein Ergebnis, das wir schon als Sonderfall des Kugelfadenpendels 
(§ 6) kemien gelernt haben. Verschwindet umgekehrt l, d. h. ist das 
Pen del mit dem Punkte P seiner Hauptachse unmittelbar in 0 auf-
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gehangt, so bleibt in 8) nur die erste Klammer 

g = lo w2 cos {} . . . . . . 8 b) 

ubrig, aus deren Vergleich mit 8a) sich lo als reduzierte Pendel
Hinge des in Umdrehung befindlichen Korpers ergibt. 

Zur Ermittlung der Gleichgewichtslagen auBerhalb des Lotes durch 
o greifen wir wieder auf die letzten Formeln 7) zuriick, aus denen 

fur jeden Wert von w zwei zueinander 
F gehOrige Werte von 'P und {} dU):;ch 

Ausschaltung je eines derseIben Winkel 
V zu berechnen sind. Wenn auch die Aus-

schaltung selbst leicht gelingt, so fuhrt 
sie doch auf eine Gleichung hoheren 
Grades, deren weitere Behandlung groBe 
Schwierigkeiten bereitet. Wir wollen 
darum die Losung auf zeichnerischem 
Wege versuchen und fiihren zu diesem 

-+t-r--.... ~Y--II--3~ 'lL Zwecke neben der Abkurzung 

-r----\\-'t~c' 

....L..-----'!~c" 

Abb.80. 

•. 9) 

die HilfsgroBen 

sin 'P = U , sin {} = v • • 10) 

als Abstande in einem Achsenkreuz ein, 
mit denen die Formel 7) in 

ho v lo 
u = + - ----==---= - - v 

- l fl-v 2 

ho u l 
v = + -- --=---== - - u 

- 8 VI _u2 8 

). 11) 

ubergehen. Die hierdurch bestimmten Kurven bestehen, dem doppelten 
Vorzeichen der ersten Glieder rechts entsprechend, aus zwei Zweigen, 
die sich wegen der Zusammengehorigkeit des Wertepaares u = 0 , 
v = 0 im Anfang 0 schneiden, Abb. 80. Wegen 

und 

v ho 1 l 
-=+-~=-
u - 8 fl _ u2 8 

. . . . . . lla) 

.... 11 b) 
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wird abel' fiir den Anfang u = 0, v = 0 

(~) = (dU) = + "'-0 -lo 
v 0 dv 0 l 

...... 11e) 
(.'!::) = (dV) = ± ho - l 

U 0 du 0 s 

und fiir u = + 1, v = + 1 

Fiir u2 > 1, v2 > 1 werden die ersten Glieder del' reehten Seite von 
11), 11 a) und 11 b) imaginal', so daB also die Kurvenzweige die 
Grenzen u = ± 1, v = ± 1 nieht ubersehreiten k6nnen und sich 
ihnen asymptotisch nahern. 

In Abb.80 sind beide Zweige del' zweiten Kurve 11) kraftig 
ausgezogen, indem zunachst fiir jedes u mit Hilfe des Einheits
kreises urn 0 und del' Parallelen im Abstande ho: s zur u-Achse 
die Strecke 

gebildet wurde. Wird alsdann auf del' Tangente an den Einheits
kreis in A die Lange l: s abgetragen, und B mit dem Anfang vel'
bunden, so ergeben sich die einzelnen Kurvenpunkte beider Zweige 
EOE und FOF durch Vergr6Berung und Verkleinerung del' Ordina
naten von OB urn die Lange u'. 
Die Tangenten 00' und 00" del' 
beiden Kurvenzweige in 0 erhalt 
man nach 11 c) mit 3 

BO'=BO"=ho:s. 

Tragt man unter Vertauschung 
del' Achsen in derselben Weise mit 
den Langen ho : l die erste Kurve 11) 
in die Abb. 80 gestrichclt ein, so 
stellen deren Schnitte mit del' stark 
ausgezogenen Kurve die gesuchten 
Gleichgewichtslagen dar. Auf diese $ Abb. 81. 
Weise ergeben sich im ganzen acht 
Schnitte einschlieBlich del' schon oben besprochenen Nullagen. Da je 
zwei diesel' Schnitte sich nur durch das Vorzeichen entsprechend del' 
Symmetrie zur Drehachse unterscheiden, so erhalten wir abgesehen von 
den Nullagen im ganzen noeh drei Gleichgewichtslagen, Abb.81. 
Fiir die Stabilitat derselben ist die Gesamtmacht des Karpel'S gegen
iiber benachbarten Lagen mal3gebend, die sich aus del' Hubarbeit und 
del' Drehwucht zusammensetzt und sofort berechnen laBt. Diese Macht 
ist nun fur die Lage I offenbar gr6Ber als fur die N ullage 0 des lot-
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recht herabhangenden Pendels, weshalb dieses auch beim Andrehen 
in die Lage I iibergeht, die sich dam it als stabil gegeniiber der labilen 
N ullage erweist. Andererseits ist auch die Macht der Lage II groBer 
als von III, so daB bei kraftiger anfanglicher Auslenkung das Pendel 

a b 

Abb.82. 

sogleich die stabile Gleich-
i gewichtslage II einnimmt. 

o ' 0 SchlieBlich sei noch be
merkt, daB die lotrechten 
N ullagen des Pendels mit 
der Schwerpunktslage 
oberhalb des Aufhange
punktes 0 stets als labil 
anzusehen sind. 

1. Beispiel: Das Ergeb
nis der vorstehenden Theorie 
kann leicht gepriift werden 
durch die Aufhangung be
liebig gestalteter Korper an 
einem Faden, dessen Auf
hangepunkt 0 an der Achse 
einer Schwungmaschine sich 
befindet. Wiihlt man z. B. 
eine Kreisscheibe, die am 
Ende eines Durchmessers auf
gehangt ist, so stellt sich 
diese entsprechend der Lage I 
bald so eiD, daB ihre Achse 
nahezu senkrecht steht, Abb. 
82a, wobei sich mit steigen
dem Drehwert w nach GI. 2) 
der Schwerpunkt der lot-
rechten Drehachse naher 

riickt. Gibt man dem Faden dagegen von vornherein eine starke Auslenkung, 
so geht sie sofort in die stabile Lage II iiber, wiihrend die labile Lage III 
praktisch gar nicht zum Vorschein kommt. Ahnlich verhalten sich andere Korper, 

u 

--------~~~------~u 

Abb.83. 

wie z. B. Kegel, Zylinder und beliebige 
Stabe. 

Besonders auffallend ist das Verhalten 
einergeschlossenen Kette, dieanfang
lich schlaff herabhiingend bei steillendem 
Drehwert nach kurzem Schleudern sich zu 
einem wagerechten Kreisring aufwindet, der 
dann ebenso rotiert, wie die feste Scheibe, 
Abb.82b. 

2. Beispiel: Denken wir uns den 
Faden 0 P ersetzt durch einen festen Arm 
a, so erhalten wir ein Kegelpendel, dessen 
Bewegung wir schon im § 6 im AnschluB 
an das Kugelpendel betrachtet haben. Urn 
dessen Gleichgewichtslage abzuleiten, brau
chen wir in der ersten G1. 7) l sin 'P = To 

zu setzen und die zweite dieser Formeln wegen der Bestandigkeit von 'P als 
bedeutungslos zu unterdriicken. Alsdann bleibt mit g: w2 = ho 

TO = ho tg -8 -lo sin -8 • • • . • • . . • . •• 12) 
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oder an Stelle der ersten Gl. 11) 
v 

To=ho , -lov .. ....•..... 12a) 
}1-v2 

Zeichnen wir die rechts stehende Funktion von v nach den oben angegeben 
Regeln in Abb. 83 auf und schneiden sie durch eine Parallele zur v-Aohse im 
Abstande To, so erhalten wir ersichtlich 4 Sohnittpunkte, die den im 3. Bei
spiel des § 6 Gl. 17) durch Sohnitt der beiden Kurven 

U = To + 10 sin {} 
gewonnenen vollkommen entsprechen. Die beiden Lagen III und IV werden 
in diesem Faile nur solange reell als To absolut kleiner ist als der Hochstwert 
der rechten Seite von 12), dem der durch 

10 cos3 {}o = ho • • . . • • . • • . • . . 13) 
bestimmte Winkel zugehOrt und nach den Darlegungen des 3. Beispiels § 6 
eine indifferente Gleichgewichtslage entsprache. AuBerdem erkennt man, daB 
die dortige Gleichgewichtsbedingung 15) mit der vorstehenden Gl. 12) voll
stan dig iibereinstimmt, wenn wir in der ersteren die Lange 1 durch die redu
zierte Pendellange 10 ersetzen. 

§ 32. Die Regelung von Kraftmaschinen. Wir haben im zweiten 
Beispiel des letzten Abschnittes gesehen, daB ein korperliches Kegel
pendel mit festem Aufhangepunkt im Abstande ro von der Dreh
achse fiir jeden Drehwert zwei stabile 
Gleichgewichtslagen besitzt, die uns 
auch schon im 3. Beispiel § 6 begegnet 
sind. Dort wurde auch schon erwahnt, 
daB sie zur Messung der Umlaufszahl O~_r;",o-+~ 
selbst in sog. Tachometern mit offe
nem oder gekreuztem Gestange benutzt 
werden. Wegen der groBen Bedeutung 
derartiger Vorrichtungen fUr die Rege
lung der Umlaufszahl von Kraft
maschinen wollen wir zunachst die 
Sch wingungen um die stabilen Ruhe
lagen ins Auge fassen. 

Bezeichnen wir wieder, Abb. 84, den 
Auslenkungswinkel der Schwerachse AS z 
des Pendelkorpers mit dessen Lote mit 
f), das Schwungmoment um die Schwer

mg 
Abb.84. 

achse mit ea , die Schwungmomente um die dazu senkrechten Schwer
achsen senkrecht zur Meridianebene und in dieser mit e b und ee' 
so besteht fiir die Drehung in der Meridianebene um A die Euler
sche Gleichung 

(eb -+- ms2)wr> - (ee -- e a) wa we= Mb •• •••• 1) 
Hierin setzen wir zur Abkiirzung unter Einfiihrung der Schwung
arme um den Schwerpunkt 

e a=ma2, e b =mb2, ee=mc2 

und we iter mit dem Drehwert W um die z-Achse im 
Abb.79 § 31 

Wa = W COS{}, 

Lorenz, Techn. Physik 1,2. 2. Auf!. 

wc=wsin{}, 

. . . . . 2) 
AnschluB an 

. . 3) 
11 
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so daB wir an Stelle von 1) erhalten: 

[(b2 + 82) -& ~ (c2 ~ a2 ) 0)2 sin ~ cos~] m = Mb • • • 1 a) 

Dieses Drehmoment ergibt sich aber auch andererseits durch die 
Paralleiverschiebung des Korpergewichts mg und der Fliehkraft 
mr 0)2 vom Sch werpunkt nach dem Aufhangungspunkt mit r = r 0 + 
+ 8sin~ zu 

Mb =m(ro + 8sin~) 8 0)2 cos ~~ mg8sin~, 4) 

so daB wir durch Verbindung mit 1a) erhalten: 

W + 8'.!) J ~ (c2 ~ a2 + 82) 0)2 sin ~ cos {} 

~r080)2cos~+g8sin~=O.. . .. 1b) 

Dividieren Wlr mit 8 und fiihren durch die Abkiirzungen 

... 6) 

die Pendellangen fiir die senkrecht zur Meridianebene und in dieser 
durch den Aufhangepunkt A gehenden Achsen ein, 80 lautet unsere 
Gleichung: 

lli ~ 0)2 (ro + 10 sin~) cos ~ + g sin ~ = o. . . . . 1 c) 

Sie wiirde mit 1 = 10 mit der Bewegungsgleichung 14 b) § 6 des 
Kegelfadenpendels iibereinstimmen, da fiir dieses entsprechend dem 
Massenpunkt die Schwungarme um den Schwerpunkt a = b = c = 0 
sind, womit 1 = 10 = 8 wird. Jedenfalls erkennt man daraus, daB der 
stabile Schwingungsvorgang des Korperpendels um eine Ruhe-

lage sich genau so abspielt wie der des Faden-
o TO pendels, so daB wir hierauf nicht weiter ein

zugehen brauchen. 
Nun bewegt sich aber der Pendelkorper, 

der, wie in Abb.85 angedeutet ist, gewohnlich 
z aus einer schweren Kugel an einer Stange be

steht, nicht frei, sondern ist im Punkte B 
durch eine weitere Stange mit einer auf der 
Achsc 001 verschiebbaren Hiilse verbunden, die 

ro entweder durch ein Gewicht HI = m1 g oder 
---'-:();;-<1~~~ eine Federkraft belastet ist und ihrer Verschie-

Abb.85. bung auBerdem einen als Verstellungskraft 
bezeichneten axialen Widerstand Q entgegen

setzt, auf den wir spater noch zuriickkommen werden. Setzen wir 
der Einfachheit halber 

so konnen wir die Wirkung der Stange Be durch die in ihr wir
kende Kraft 8 ersetzen, die mit dem Hebelarm II sin 2 {} auf den 
Pendelkorper ein Moment 811 sin 2~ im Sinne der Verkleinerung 
des Winkels ~ ausiibt. Fiihren wir auBerdem noch den Abstand 
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001 = A C = z der beiden Drehpunkte A und C ein, so besteht 
fUr die Hiilsenbewegung die Gleichung; 

G1 +Q-8cos&=m1z,. . .7) 

wahrend durch Hinzutritt des Momentes 811 sin 2 & die mit 1m er
weiterte Gleichung 1 c) iibergeht in 

ml2 {j = w 2 ml (ro + lo sin {f) cos & - mgl sin If - 811 sin 2 &. . 8) 

Da nun nach Abb.85 

z = 211 cos &, z = -- 211 it sin &} 
'" . . . . . 9) z=- 2 II(I} sin 1J+&2 cos &) 

ist, so wird aus 7) 

8cos&=G1+Q+2l1m1(J'sin&+{}2cos&) ... 7a) 

und nach Einsetzen in Gl. 8) wegen sin 2 & = 2 sin & cos & 

(ml2 + 4 mll1'.! sin'.! &) {j = w2ml(ro + lo sin &) cos &-

- (Gl + 2 (G1 + Q) ll) sin & - 4 m1l12 J2 sin {f cos & .. 8a) 

Diese Differentialgleichung der Bewegung des Tachometers ist auch 
fiir besta,ndige Werte von w nicht integrabel. Es bleibt daher nur 
die Beschrankung auf kleine Ausschlage aus der statischen Ruhe
lage {}o iihrig, die wir durch Einsetzen von 

sin & = sin &0 + & cos &0 , 

und Vernachlassigung der Produkte &{j und 1~2 erhalten. Damit wird 
aus 8a) 

(ml2 + 4 m1l1'.! sin'.! &0) {j = w 2 ml (ro + lo sin &0) cos &0 

- (G1 + 2 (G1 + Q) 11) sin {}o + w2 m1 (10 cos 2&0 - ro sin &0) & 

- (Gl + 2 (G1 + Q) ll) 19 cos &0" . . .. ....... 11) 

Da nun in den Gleichgewichtsanlagen 1J 0 sowohl & als auch auch 'iJ 
verschwinden, so gilt hierfiir bei unveranderlicher Verstellungskraft Q 
nach GroBe und Richtung 

(Gl+2(G1 +Q)ll)sin&0=w2ml(ro+losin&o)cos&0 .. 12) 

eine Bedingung, die mit G1 + Q =0 wie leicht ersichtlich, mit Gl. 2) 
des letzten Abschnittes iibereinstimmt. Aus ihr erkennt man die 
Moglichkeit der Anpassung des Tachometers an beliebige 
Drehwerte durch Anderung des Hiilsengewichtes G1 • Wegen 
12) vereinfacht sich die Formel 11) in 

(ml2 + 4 m1l/ sin2190) {j = w 2 ml (lo cos 2&0 - ro sin &0) & 

-(Gl+2(G1 +Q)ll)&COS&o •• 11 a) 

und schlieBlich nach Ausschaltung der letzten Klammer rechts mit 
11* 
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Hilfe der Bedingungsgleichung 12) in 
.. r + 1 sin3 1? 

(m12+4m 12 sin21?)1?+w2 m1 0 .0 01?=0 .. 11 b) 
1 1 0 sm 1?0 

Das ist aber die Differentialgleichung einer einfachen Schwin
gung um die Ruhelage 1?0' solange der Bedingung 

ro + 1 . 2.Q ) -,--:<1 0 sm If 0 > O. . . . . . . . . 13 
SIn 'u'o 

geniigt ist. Diese trifft fiir sin 1?0 > 0, d. h. fiir Tachometer mit offe
nem Gestange ohne weiteres zu und ist auch fiir solche mit sin {} 0 < 0 
also gekreuztem Gestange durch hinreichend groBe Werte von 10 
leicht zu erfiillen. 

Dagegen ist mit der Kenntnis des Schwingungsvorganges das 
Wesen der Mascliinenregelung noch gar nicht beriihrt, da diese 
auf dem Zusammenarbeiten des Tachometers und der Maschinen be
ruht, deren Drehwert zwar demjenigen der Tachometerspindel infolge 
starrer Kupplung verhaltnisgleich ist, aber nicht als bestandig an
gesehen werden kann. Wir setzen demgemaB mit einer kleinen Schwan
kung e des Drehwertes 

W=Wo+e } 
2 2 + . . . . . . . . .14) 

W =(00 2 Woe 

und den ken uns weiterhin in die als Stellzeug bezeichnete Ver
bindung der Tachometerhiilse mit der von ihm betatigten Steuerung 
der Maschine einen sog. Katarakt, d. h. eine .Bremsvorrichtung 
eingeschaltet, die als Dampfung wirkt. Wir diirfen daher mit Riick
sicht auf Gl. 9) fiir die Verstellkraft schreiben 

Q=Qo-,uz=Qo+2,u11Jsin1?0' ..... 15) 

und erhalten nach Einflihrung der Ausdrlicke 14) und 15) in Gl. 11) 
n ach Vernachlassigung der kleinen Produkte {} iJ und e 1? 

(ml2 + 4 m1112 sin2 '/}o) {) = m1(ro + 10 sin 1?0) (W02 + 2 Wo e) cos 1?0 

- (Gl + 2 (G1 + Qo) 11) sin 1?o + w02 ml(l0 cos 21?0 - ro sin 1?0)1? 

- (Gl + 2 (G1 + QO)l1) 1? cos 1?0 - 4 ,u112 J sin2 {}o. . . . . 11 c) 

Da in den Gleichgewichtslagen {} = 0, iJ = 0, {j = 0, e = 0 iat, so 
gilt auch entsprechend 12) 

(G 1 + 2 (G1 + Qo) 11) sin 1?0 = Wo 2 m1 (ro + 10 sin 1?0) cos 1?0' 12a) 

so daB wir unter gleichzeitiger Ausschaltung des Klammerausdruckes 
links aus der obigen Formel 11 c) erhalten 

... r +l sin3 1? 
(m12+4m 12sin2 1? ){}+4,u121?ain2 1? +w 2ml ~-_Q1? 

1 1 0 1 0 0 sin 1?0 

= 2 Woe m1 (ro + 10 sin 1?0) cos 1?0' . . . 16) 

Es iat dies die Differentialgleichung einer erzwungenen 
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Schwingung mit Dampfung, deren den Zwang darstellendes 
Storungsglied auf der rechten Seite durch die Schwingungen des 
Drehwertes des Tachometers und damit der Maschine selbst bedingt 
wird. Bezeichnen wir den Drehwert der Maschine mit w', so ist nach 
Gl. 9a) § 24 mit einem Schwungmoment eo der umlaufenden Massen, 
sowie im FaIle des Ausgleichs der nur hin- und hergehenden an· 
genahert (T- W)r=w'eo=neeo, •...... 17) 

worin T die gesamte Drehkraft und W den Gesamtwiderstand am 
Kurbelarm r und n das 1)bersetzungsverhaltnis der Maschinen· zur 
Reglerdrehzahl, bedeutet. Der Unterschied T - Wist nun bei Kolben
kraftmaschinen im allgemeinen eine periodische Funktion des Dreh
winkels qJ der Kurbel, also angenahert auch der Zeit. Wir wollen 
hier indessen zunachst von den Schwankungen innerhalb eines Um
laufes der Maschine absehen und nur endliche Werte von T - W 
unter dem EinfluB des Reglers zulassen. Dies wird durch das Stell
zeug derartig bewirkt, daB bei sinkender Hiilse, also zunehmendem Z 

infolge des abnehmenden Drehwertes, der Unterschied T - W wachst, 
um den Drehwert wieder zu heben. Wir diirfen somit mit einem Bei
wert To setzen: 

(T- W)r= To(z-zo)=- 2 To1l-&sin-&0, .18) 

. 1 To .Q • .Q 
13= - 2 1 n €T'u'smu'o" •.. 

o 
oder mit 17) . 19) 

Die Einfiihrung dieses Ausdruckes in die Schwingungsformel 16) 
erfordert also deren nochmalige Ableitung nach der Zeit, so daB wir 
schlieBlich erhalten: 

(m12 + 4 m1112 sin2 -&o)'J + 4 /1112 sin2 -&0' J 

+ 2 1 r 0 + 10 sin3 -&0 .n wo m '.Q 'U' 
SIn 'u'o 

+ 2 wo m T~ll1 (ro + 10 sin -&0) sin 2 -&0' -& = 0 . . . . . 20) 
n 0 

oder mit leicht verstandlichen Abkiirzungen fiir die bestandigen Bei
werte der Veranderlichen -& und ihren Ableitungen 

A3 ,fj,'+A2 J+ A1o.+Ao-&=0 .. ..... 20a) 

Diese Differentialgleichung mit festen Beiwerten A wird befriedigt 
durchden Ansatz -& = Oe"t und fiihrt damit fiir den Beiwert " auf 
die kubische Gleichung 

A3 ,,3 + A2 ,,2 + A1 " + Ao = 0 . . . . . . . 20 b) 

Sind die Beiwerte A, was in den meisten Fallen zutrefi'en diirfte, 
samtlich positiv, so werden die Wurzeln von 20b) entweder aHe 
reell und negativ,oder nur eine reell und negativ, wah rend die beiden 
andern konjugiert komplex ausfallen. 1m ersteren FaIle nahert sich 
der RegIer nach einer Storung durch Anderung des Drehwertes asymp· 
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totisch einer Ruhelage und dem zugehorigen Drehwert wo. 1m an
deren FaUe haben wir mit 

. 21) 

als Losung der DifIerentialgleichung 

-& = 01 e-><t + eat (02ei/H + Os e- iPit ) 

-&=C1e-><t+Beatsin(pt+~). . .... 22) 

Das erste Glied hierin verschwindet asymptotisch mit der Zeit, das 
zweite dagegen steUt eine Schwingung dar, deren Ausschlage unbe
grenzt zu- oder abnehmen, je nachdem ex positiv oder negativ ist. 
Die Bedingung, welche die Festwerte von 20a) hierfiir zu erfiillen 
haben, el'gibt sich aus den Beziehungen zwischen den Wurzeln von 
20b), d. i. 

Xl + X 2 + Xs = - ~2 oder 
s 

oder 

oder 

. 21a) 

Multiplizi~ren wir die beiden erst en Gleichungen miteinander und 
addieren dazu die dritte, so folgt: 

Ao As - A1 A2 _ [( )2 + R2] ) - A2 -2ex ex--x f' .•.•. 21b 
s 

Hieraus erkennt man, daB ex dasselbe Vorzeichen besitzt, wie der 
Unterschied Ao As - A1 A2 , der unmittelbar aus dem Vergleich von 
20) und 20a) berechnet werden kann. Da nun der RegIer nur 
brauchbar ist, wenn nach der Storung seine Schwingungsausschlage 
mit der Zeit stetig abnehmen, so muB ex < 0 oder fUr durchweg 
positive A 

sein. N ur in diesem FaIle ist der RegIer brauchbar; die Regelung 
versagt dagegen voIlstandig, wenn etwa, was nur fUr gekreuzte 
Tachometer moglich ist, A1 < 0, oder mit A2 = 0 das Dampfungs
glied verschwilldet. Daraus folgt, daB ein ungedampfter RegIer 
im allgemeinen unbrauch bar ist, daB man ihn aber durch 
Einschalten einer 0lbremse mit regelbarer Dampfung zum 
ordnungsgemaBen Zusammenarbeiten mit der Maschine 
zwingen kann. 

'Bei del' Anwendung del' vorstehenden, zuerst von Wischnegradsky an
gestellten Untersuchung auf praktische FaIle, ist nicht zu ubersehen, daB ihre 
Giiltigkeit an die Formeln 17) bzw. 18) geknupft ist. Diese aber trifIt streng 
genom men nur fUr Maschinen zu, deren Drehmoment keinen periodiBchen 
Schwankungen unterliegt, also Dampf- undWasserturbinen oder vollkommen 
ausgegIichene Mehrkurbelmaschinen, vgl. § 23. Fur nicht ausgeglichene Kolben-
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maschinen mit weniger als vier Kurbeltrieben gilt die Energieformel 4a) § 24, 
fiir die wir kiirzer schreiben diirfen: 

n2 (002 - (002) 8 0 = n2 e 0002 (cos 2 nwo t -ll+2f(T- W)rdIP 

oder mit 14) 

2 n' 000 E eo = n2 8 W 02 (cos 2 n 000 t - 1) + 2f (T - W) r dIP 

und nach Ableitung nach der Zeit mit cp = 000 

n2 i; eo = (T - W) r - n3 e 000' sin 2 n 000 t 

oder (T-W)r=n2e8o+n3ewo2sin2nwot .••. •... 17a) 

Verbinden wir diese Formel mit der Gl. 18), so erhalten wir an Stelle von 19) 

. _ 2 1 To {) . {) 9 e . 2 
E - - 1 n2 e Sill 0 - n 000 fT Sill n 000 t . 

o 0 

Die Einfiihrung dieses Ausdruckes in die selbst noch einmal differenzierte 
Schwingungegleichung 16) liefert alsdann mit den schon benutzten Abkiirzungen 
fUr die Beiwerte 

worin 

A3 {j + A, Ii + A, {j. + Ao {) = C sin 2 n 000 t , 

C = - 2 nw03 m 1 : (ro+lo sin {)o) cos{)o' • 
o 

. 23) 

. 23 a) 

gesetzt wurde. W oUte man noch genauer vorgehen, so miiBte an Stelle des 
Storungsgliedes auf der rechten Seite von 23) eine periodische Reihe mit Viel
fachen von n 000 t stehen, deren hahere Glieder aber gegen das angeschriebene 
zuriicktreten. Das allgemeine Integral von 23) ergibt alsdann eine Eigen
schwingung von der Gestalt 22) und ein rein periodisches Glied, daB sich in 
leichten Zuckungen des Tachometers kund gibt, die nur im Falle des 
durch fJ = 2 n 000 gekennzeichneten Gleichklangs der Schwingungsdauer des 
Reglers mit der halben Umdrehungsdauer der Maschine Histig werden. 

§ 33. Die Bewegung uud Stabilitiit der Freifahrzeuge. Unter 
frei beweglichen Fahrzeugen oder kurzer Freifahrzeugen 
wollen wir solche verstehen, die nicht an eine feste Bahn oder an· 
eine vorgelegte Oberflache gebunden sind, sondern unter dem EinfluB 
auBerer Krafte und Momente ais starre K6rper betrachtet den sechs 
Freiheitsgraden folgen k6nnen. Dies trifft z. B. zu fUr Luft
schiffe, Flugzeuge und Unterseeboote, einschlieBlich der Tor
pedos, nicht aber fur Eisenbahnen oder StraBenfuhrwerke und 
Schiffe, die sich auf der festen oder flussigen Erdoberflache bewegen 
Von den Freifahrzeugen wird nun im aUgemeinen ebenso wie von 
denen an die Erdoberfiache gebundenen die Einhaltung einer ge
gebenen. Fahrtrichtung verlangt; nur kann diese beliebig gegen die 
Erdoberfiache geneigt sein. AuBerdem aber solI en die Hauptachsen 
dieser Fahrzeuge im Bewegungszustand eine bestimmte Lage gegen 
die Fahrtrichtung und die Erdoberfiache einnehmen, die sich im 
Falle auBerer St6rungen unter Vollzug gedampfter Schwingungen 
von selbst wieder einstellt. Alsdann ist die Bewegung des Fahr
zeuges stabil, wiihrend ein dauerndes Anwachsen etwaiger Lagen
iinderungen gegenuber dem Beharrungszustande das damit instabile 
Fahrzeug als gefiihrlich und fUr einen regelrechten Betrieb unge
eignet erscheinen IaBt. 
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Wir betrachten zuniichst die Vorwartsbewegung des Fahrzeuges 
im Beharrungszustande mit lotrechter Symmetrieebene, Abb.86. In 
dieser liegen alsdann zwei Hauptachsen x uud z, wahrend die dazu 
normale y - Achse wagerecht sein moge. Die Bewegungsrichtung 
sei gegen die Langsachse x um den zunachst bestandigen Winkel fJ 
geneigt, wahrend die z-Achse mit der Senkrechten in der Sym
metrieebene den Winkel "p bildet. Alsdann wirkt in der Langs
achse nach vorn der Schraubenschub S, in der Bewegungsrichtung, 

also um fJ dagegen geneigt, nach 
hinten der Widerstand W und senk
recht dazu nach oben der dynami
sche Auftrieb A, welche beide er
fahrungsgemaB mit dem Quadrate 

.r des Laufes v wachsen. Senkrecht 
nach unten wirkt im Korperschwer
punkt das Gewicht G des Fahr
zeugs und in entgegengesetzter Rich
tung, also nach oben, der hydro
statische Auftrieb Ao im sog. Ver
drangungsschwerpunkt, beide mit 
der Neigung "p gegen die z-Achse. 
Die beiden Schwerpunkte mogen 
nun auf der z-Achse eines im 
Korper festgedachten Achsen-

IS kreuzes liegen und von dessen 
Abb.86. Ursprung die nach unten positiven 

Abstande 8 und 80 haben, wahrend 
der Schnittpunkt der dynamischen Kriifte W und A die Achsenabstande 
xo' Yo in der Symmetrieebene besitzen mogen. Alsdann bestehen im 
Beharrungszustand die drei Gleichgewichtsbedingungen in der 
Symmetrieebene: 

.2 X = S - WcosfJ + A sinfJ + (Ao - G) sin "p= 0 ) 

.2 z = W sin fJ + A cos fJ + (Ao - G) cOS"p = 0 ) 
. 1 

My = W(xo sin fJ + Yo cos fJ) + A (xo cos fJ - Yo sin fJ) 
+ (A 80 - G 8) sin "p = 0 

Mit Riicksicht auf die Sicherheit der Fahrgaste sind nUr so kleine 
Neigungswinkel "p und fJ zulassig, daB man 

cos fJ = cos "p = 1 , sin fJ = fJ, sin IfJ = "p 

setzen darf, womit die obenstehenden Gleichungen sich verein
fachen in 

S - W + A P + (Ao - G) tp = 0 ) 

WfJ+A+Ao-G =0 .. la) 

W (xo fJ + Yo) + A (xo - Yo fJ) + (A 80 - G 8) V' = 0 
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Hierin sind das Gewicht G und der statische Auftrieb Ao unver
anderlich, wiihrend mit zwei fUr jedes Freifahrzeug versuchsmli.Big 
zu bestimmenden Beiwerten '1 und '2 hinreichend genau: 

A='lv2 (3, W='2V2... . .. 2) 

anzusetzen ist, so daB wir an Stelle von 1 a) auch haben 

S+('1(32_'2)v2+(Ao-G)'IjJ =0\ 
('1 +'2)(3v2 +Ao-G =0 . .lb) 

[('1 + '2) Xo (3 - ('1 (32 - '2) Yo] v2 + (Ao 80 - G 8) 'IjJ = ° 
In diesen drei Formeln treten die 
vier Veranderlichen S, v, 'IjJ, (3 auf, 
von denen jeweils eine vorgelegt 
sein muB, um die drei andern zu 
berechnen. 1st insbesondere S = 0, 
so ergeben die Gl. 1 b) die Bewe
gung beim Gleit- oder Segelflug, 
wobei stets zu beach ten ist, daB 
unter v der Relativlauf des Fahr
zeuges gegen die umgebende Luft, 
bzw_ beim Tauchboot gegen das 
Wasser, nicht aber dessen Lauf 
gegen die feste Erdoberfliiche zu 
verstehen ist. 

(J 

y 

Wir gehen nun zum allgemei
nen Fall liber, bei dem der Lauf v 
des Freifahrzeuges auBer der im all
gemeinen veranderlichen N eigung (3 
gegen die xy-Ebene, noch eine 
Neigung a gegen die xz-Ebene be
sitzt, Abb_ 87. Sind beide Winkel 
klein, so haben wir fiir die drei 

y 

Achsenanteile des Laufes 

v,,=v, vy=va, vz =-v(3 3) 

und fUr einen veranderlichen Lauf 
mit der kleinen Schwankung u gegen 
den Mittelwert 

v=Vo+U=v", 

mit einem Abtriebe 

in der y-Richtung. 

Abb.87. 

. 3a) 

. 2a) 

1m allgemein FaIle behiilt aber auch die y-Achse des Fahrzeuges 
ihre wagerechte Lage nicht bei, sondern erl{lidet Drehungen t:p und X 
um die x- und z-Achse, mit den Drehwerten rP und i, zu denen 
noch der Drehwert ip um die y- Achse selbst hinzutritt, der eine 
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Veranderung des N eigungswinkels 1fJ gegen das Lot zur Folge hat. 
Da weder die Fortbewegung gleichf6rmig erfolgt, noch die Drehwerte 
um die Achsen unveranderlich sein diirfen, was mit der Stabilitat 
von vornherein unvertraglich ware, so befindet sich das Fahrzeug 
im allgemeinen nicht im Zustande des Gleichgewichts. Alsdann aber 
verschwinden weder' die Krafte 1) in den Achsenrichtungen x und z, 
noch das Moment M , es tritt vielmehr infoIge der Schragstellung 
noch ein Kraftanteil YYauf, der sich aus dem Abtrieb 2 a) und einem 
Anteil (Ao - G) cp des statischen Auftriebes und des Gewichts zu
sammensetzt und ein Moment um die x -Achse yom Betrage 
(Ao 80 - G 8) cp bedingt. Dazu kommen ferner durch die verschiedenen 
Steuervorrichtungen Krafte X', Y', Z' in den Achsenrichtungen und 
Momente Mx', M " Mz' und schlieBIich Dampfungsmomente 2 131 e a ip, 
2 ell eb '0, 2 133 e c i gegen die entsprechenden Drehungen mit den 
Drehwerten ip, '0, i um die 3 Achsen. Von den Eulerschen Momenten, 
mit denen die Antriebsschraube auf Richtungsanderungen ihrer Achee 
antwortet, werde der Einfachheit halber zunachst abgesehen. Damit 
erhalten wir an Stelle der Formeln 1) bzw. 1 b) die Gesamtkrafte 
und Momente 

X = 8 + ('\/]2 - 'Il) v ll + (Ao - ~) 1fJ + X' 1 
y = - '3 Vo a + (Ao -- G) cp + y 

Z = ('1 + '2) v2 fJ + (Ao - G) + Z' 

. 4) 

My=(A08o-G8)1fJ+My'-2e2eb'0 ........ 5) 

Mx=(A080 - G8)cp+M",' - 2 131 e a ip ) 

+ [('1 + '2) Xo fJ - ('1 fJll - '2) Yo] v2 

Mz = Mz' - 2 133 e c i 
Die Ruderkrafte X', Y', Z' werden durch willkiirliche Schragstellung 
der Ruderflachen bedingt, die im Beharrungszustand mit den Achsen
ebenen des Fahrzeuges zusammenfallen. Jede solche Flache ergibt 
somit wie schon die Tragflachen eines Flugzeuges, einen Widerstand und 
einen Auftrieb, bzw. einen Abtrieb, die ihrerseits mit vI! und dem 
Verdrehungswinkel wachsen. Da man im allgemeinen ein wage
rechtes H6hensteuer, ein lotrechtes Seitensteuer und zwei 
wagerechte Verwindungsflachen (an den Tragflachenenden) hat, 
so setzt sich jeder der Kraftanteile X', Y', Z' und Momentenanteile 
M', M' M' aus drei Teilen zusammen. Nehmen wir der Einfach
heit hilberz feste Auslenkungen aIler Ruder an, so diirfen wir die 
Einzelbestandteile zusammenfassen und mit neuen Festwerten ", t' 
schreiben 

. 6) 
M",' = "1" 81 v2 , M' = , "8 v2 

" y 2 2 , 

worm 81 , 8 2 , 83 die den Ruderauslenkungen entsprechenden Hebel-
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arme bedeuten. Damit erhalten wir an Stelle von 4) und 5) 

X = S + (C1 /P -- C2 + C1') v2 + (Ao - G) 1[1 1 
y= (C'/-'aa)v2 +(Ao-G)cp f .. , 4a) 

Z = (C1 fJ + C2 fJ + Ca') v2 + (Ao - G) 

M", = (Ao So - G s) 1J + C t Sl v2 - 2 81 8 a (p 

My = (Aoso - Gs) 1[1 + [(C1 + C2) xo fJ 

- (C1 /P - '2) YO + C2" S2] v2 - 282 8 b '0 
Mz = Ca" Sa v2 - 2 8a 8 eX 

) . 5a) 

Eine weitere Vereinfachung dieser Formel gewinnen wir dadurch, 
daB wir ~n ihnen nach 3 a) v = Vo + u setzen und angesichts der 
Klainheit von u die mit u2 behafteten Glieder sowie die Produkte 
von u mit kleinen Winkeln vernachHi,ssigen. Setzen wir auBerdem 
noch fiir die beiden Winkel 1[1 = 1[10 + 1jJ' und fJ = fJo + P', wobei die 
mit dem Zeiger Null behafteten GroBen dem Beharrungszustande 
entsprechen und daher den Formeln 1 b) geniigen, so bleibt: 

X _ (2;lfJOfJ'+~/),V02~2(C2-C/)VOU+(Ao-G)V/) 
Y-('2 ~-'aa)vo +2C2 vou+(Ao-G)cp .. 4b) 

Z = (C1 + '2) fJ' Vo 2 + 2 Ca' Vo u + Ca' Vo 2 

M"'='l"Sl V02 + 2 ct Sl Vo u+ (Aoso - Gs) cp - 281 8 a (P) 
My = [(C1 + C2 ) xo ,8' - 2,80,8' '1 + 't S2J V0 2 ••• 5 b) 

+ 2 (C2 Yo + C/' S2)VO u + (Ao So - Gs) 1[1' - 2828 0'0' 
Mz = 'a" Sa Vo 2 + 2 Ca" sa Vo u - 2 8a 8 e i 

Die vorstehenden Ausdriicke, in z 
denen auBer bestandigen Gliedern 
die sechs iibrigens kleinen Ver
anderlichen u, (I, ,8', cp, 1[1', X auf
treten, sind nun in die Bewe
gungsgleichungen des Freifahr
zeugs einzufiihren, welche wir 
ebenfalls in bezug auf das im 
Korper feste Hauptachsenkreuz 
x, y, z aufzustellen haben. Als r 
Momentenformeln kommen hier
fUr offenbar die uns schon gelau-
figen Eulerschen Gleichungen in ...r 
Frage, in denen nur die Pro- Abb. 88. 
dukte der Drehwerte w"" Wy, W z 
als klein von zweiter Ordnung vernachlassigt werden diirfen. Von 
den Gleichungen fUr die Fortbewegung des Anfanges 0 des Achsen
kreuzes leiten wir zunachst diejenige fiir die x -Richtung ab, der 
dann zwei ganz gleich gebaute fUr die andern Richtungen ent--



172 Die Drehung starrer Kiirper. 

sprechen werden. Infolge der beiden Drehungen W und w. urn die 
y- und z- Achse sind, wie aus Abb. 88 ersichtlich, y die beiden Lauf
teile vy und V z als Umlaufwerte auf zwei Kreisbogen vom Halb-
messer ry' rz anzusehen, so zwar, daB ' 

vz=-ryw" ....... 7) 

ist. Alsdann ist der Anlauf in der x-Richtung 

oder mit 7) unter Hinzufiigung der beiden andern Anteile 

~ = ~'" - Vy Wz + Vz Wy l 
y=vy-vzwx+v",wz J' 
z'=v -v w +v w z x y y x 

• . . . . . . . 7 a) 

Damit lauten die allgemeinen Bewegungsformeln des Freifahr
zeugs, wie iiberhaupt jedes starren Korpers von der Masse m in 
bezug auf drei in ihm feste Hauptachsen' 

X=m(v",-vywz+vzw y) 1 
Y=m~-~~+~~ ....... ~ 

Z = m (vz - v", Wy + Vy wx ) 

Mx=ea ~'" - (eb - ec) WyWz 1 
My=ebWy-(eC-ea)WzWx J' .... , . 9) 
Mz=ecwz-- (ea - eb)wXwy 

Da nun nach 3a), sowie mit Riicksicht' auf unsere Bezeichnungen 
der Drehwerte 

Vx=u, Vy=avo' 
• I 

w y =1fJ , 

Vz = -:- p' Vo } 

wz=X 
. . . . . 3b) 

W",=cp, 

ist, so vereinfachen sich die Bewegungsgleichungen nach V ernach
lassigung der Produkte kleiner GroBen in 

X=mu, . Sa) 

Mx=f9a fP' My=eb1p', Mz=ecX. .9a) 

Setzen wir diese Ausdriicke in Gl. 4 b) und 5 b) ein, so erhalten wir 
fUr die Storungsbewegungen eines Freifahrzeuges urn seine Gleich
gewichtslage eine fiir deren Berechnung gerade hinreichende Zahl 
von sechs linearen DiHerentialgleichungen, die samtlich mehrere 
der Veranderlichen u, a , P', cp, "P', X enthalten. Dadurch erscheinen 
die Einzelbewegungen des Korpers, d. i. das StoBen u, das Ab
treiben avo' das Sack en P' vO ' sowie das Rollen cp in der Langs
achse, das Kippen 'If} urn die Querachse und das Wanken X urn 
die Hochachse, miteinander gekoppelt. Durch die Untersuchung ist 
festzustellen, ob es sich urn gekoppelte Schwingungen oder urn 
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asymptotische Bewegungen mit dauernd ab- oder zunehmenden Aus
schliigen handelt. 1m ersten FaIle, sowie bei asymptotisch abneh
menden Ausschlagen ist das Fahrzeug stabil und brauchbar, bei 
dauernd zunehmenden dagegen instabil und praktisch unbrauchbar. 

Beispiel. Wir betrachten als Sonderfall ein Flu g z e u g, das auf seiner 
Bahn mit vorgelegten Werten von vo , flo und 1po' welche den Formeln 1 b) des 
Beharrungszustandes geniigen, bei nicht umgelegten Steuervorrichtungen einer 
kleinen Anfangsst6rung zu Beginn der Zeitrechnung ausgesetzt war. Alsdann 
diirfen wir zuniichst den statischen Auftrieb Ao vernachliissigen und erhalten 
unter gleichzeitigem Wegfall der den Ruderwirkungen zugeh6rigen Festwerte 1;' 
und 1;" aus der Verbindung von Sa), 9a) mit 4b) und 5b) die Gleichungs
gruppe 

mu. +21;2 ~ou + G1p' - 21;,.flo V02 fl' = 0 I 
m~a+~~a+G~+m~X =0 

mVofl;+(I;,+C2)v02/1'+mvov.' =0 1 010) 
B.tii+2 01 Bnq; +G8~ =0 
fJbiP' +2°2 Bbip' +G81p' - 21;2YOVO U-[(I;, +1;2)Xo-2flol;,Jfl' V02 = 0 

fJc X+ 2 02 BCX=0 

mit durchweg positiven Festwerten vor den einzelnen Gliedern. Man iibersieht 
sogleich, daB in der vierten und sechaten Formel nur je ein Drehwinkel auf
tritt, d. h. daB in unserem Falle sowohl das Rollen als auch das Wanken un
abhiingig von andern Bewegungen erfolgen. Aus der letzten Formel folgt mit 
den Anfangswerten Xo und xo 

• • -2£3 t + Xo (1 -2£3 t ) 10 ) X = Xo e , X = Xo 2- - e , . . . . " a 
°3 

also ein asymptotisches Abklingen des urspriinglichen Wankens. Weiter er
gibt sich fUr positive Werte von 8 aus der vierten Formel fiir das Rollen ent
weder eine asymptotische Anniiherung an die Ruhelagc ~ = 0, oder eine ge
diimpfte Schwingung, je nachdem 

.• lOb) 

ist. Setzt man die Integrale ~ und X in die zweite Formel 10) ein, BO erhiilt 
man fiir den fUr die Seitenablenkung Vy maJ3gebenden Winkel a ein Integral, 
das sich mit lOa) entweder aus zwei asymptotisch abklingenden Gliedern oder 
aUB einem solchen und einer gediimpften Schwingung zu~ammensetzt. Danach 
geniigen also die Auslenkungen X , ~ und a den Bedingungen der StabJIitiit, 
und es bleiben nur noch die erste, dritte und fUnfte Gleichung von 10) zur 
Bestimmung von u, ,p' und P' iibrig. Schreiben wir diese mit abgekiirzten 
Beiwerten in der Form . 

u+a, u+g1p'-bfl' =0 I 
P' + a2 fl' + 1p' = 0 ,. . . . . . 0 • 11 ) 

iP' +2 °2 ip' + W 22 1p-cu-d/1' = 0 

so k6nnen wir zwei der Veranderlichen ausschalten, indem wir z. B. aus der 
zweiten Gleichung 1p' in die dritte einsetzen und dann aus dieser u in die erste. 
Alsdann bleibt fiir /1' die Differentialgleichung vierter Ordnung 

"{f' +(a2 +2 02 + a,)"it + (2 02 (a, +a2 ) + a, a2 + (22) if 
+ (W2 2 (a, + a2) + 2 02 a, a2 + c g + d) P' 
+ (g c a2 + W 22 a, a2 + be + a, d) fl' = 0,. 0 • 0 0 . • . . 12) 

welche in gleicher Form auch fUr die beiden andern Veranderlichen giiltig ist 
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und, solange die darin enthaltenen Beiwerte positiv bleiben, auf zwei Bich iiber
lagernde gedampfte Schwingungen oder die Verbindung einer Bolchen mit 
cinem aperiodisch aLklingenden Ausschlag fiihrt. In beiden Fallen ist die Sta
biIitat gesichert. Anders liegt die Sache, wenn etwa durch hohere Lage des 

Korperschwerpunktes die GroBe W 22 = :8 negativ wurde, das Fahrzeug also 
fYb 

nicht mehr statisch stabil ware. Solange hierdurch daB Vorzeichen der Bei
werte von 12) nicht hetrofIen ist, bleibt auch die dynamische Stabilitat ge
wahrt, so daB also die letztere nicht unbedingt an die Btatische Stabilitat ge
bunden ist. 

Wegen der Einzelheiten der Stabilitatsuntersuchung, in~besondere des Ein· 
flusses der Steuervorrichtungen, muB auf die Sonderschriften uber dies en Gegen
stand verwiesen werden, z. B. auf das umfassende Werk: Aerodynamik von 
Fu chs und Hopf, Berlin 1922. 

§ 34. Die kraftefreie Drehnng des starren Korpers. Wirken 
auf einen starren Korper keine auBeren Krafte und demgemaB auch 
kein au Beres Moment, so kann nach den Ergebnissen der §§ 29 und 
30 weder seine Wucht J, noch auch der Drallvektor ~ eine Anderung 
erleiden. Wird auBerdem ein Punkt des Korpers festgehaltE'n, so 
beschrankt sich die Bewegung auf eine Dr'ehung urn diesen Punkt, 
durch den wir ein im Korper festes Kreuz mit drei zueinander senk
rechten Hauptachsen legen wollen. Bezeichnen wir ferner, wie im 
§ 30 die Hauptschwungmomente mit e a' eb , e c' die augenblick
lichen Drehteile urn die Hauptachsen mit wa ' Wb ' We' so stellen 

Da=eawa' Db=ebWp De=eewe'" 1) 

die zugehorigen Drallteile dar. Aus ihnen ergibt sich durch 

Da2+Db2+Dc2=D2 . . . . 2) 

der Betrag D des Drallvektors und nach Gl. 4a) § 29 

3) 

die doppelte Drehwucht des Korpers. An Stelle dieser Formeln 
konnen wir auch mit 1) schreiben 

2a) 

3a) 

Das sind aber, wenn wir die Drehteile wa ' Wb' we als Abstande in 
den Hauptachsenrichtungen des im Korper festen Kreuzes auffassen, 
wegen der Bestandigkeit der Werte D und 2 J die Gleichungen zweier 
Ellipsoide, von denE'n wir das erste als das Drallellipsoid, das 
zweite, welches ersichtlich dem durch Gl. 12 a) § 25 gegebenen Schwung
ellipsoid koaxial und ahnlich ist, nach seinem Entdecker als Poinsot
Ellipsoid bezeichnen wollen. Beide Ellipsoide schneiden sich in 
einer geschlossenen Raumkurve vierter Ordnung, dem geo
metrischen Orte der Endpunkte des Drehvektors tv mit dem 

Betrage w=Ywa2+Wb2+we2 . ....... 1a) 

Ist ferner () der Winkel zwischen dies em Dreh vektor und dem DraIl-
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vektor, so diirfen wir auch an' Stelle von Gl. 3), deren linke Seite 
das skalare Produkt beider Vektoren darstellt, schreiben 

Dwcosb=2 J, . 3b) 

wonach der Betrag W cos b fUr die ganze Bewegung unverandert 
bleibt und als Lot vom festen Drehpunkt 0 des Korpers in der Drall
richtung auf eine im Raume feste Ebene angesehen werden kann, 
Abb. 89. Sind", 1, f1 die Richtungskosinus dieses Lotes im Haupt
achsenkreuz des Korpers, so ist die Gleichung dieser Ebene 

2J 
wa " + Wb 1 + We f1 = W cos b = 75 ' 4) 

die mit D,,=Da, Dl=Db, Df1=Dc .lb) 

wieder in die Form 3) iibergeht. Andererseits aber ist die Gleichung 
der Beriihrungsebene des Poinsot-Ellipsoides 3 a) im Punkte W ' , 

, , a 

wb ' Wc eawawa'+ebwbWb'+ecWcwc'=2J. 5) 
oder Du wa' + Db wb' + Db wc' = 2 J. 

Das ist aber wieder die 
Gleichung unserer i m 
Raume fest en Ebene, 
welche somit das 
Poinsot-Ellipsoid im 
Endpunkte des Dreh
vektors beriihrt. Zer
legen wir uns den Dreh
vektor im Beriihrungs
punkteP,Abb.89,ineinen 
zur festen Ebene senk-
rechten, dem Drall gleich- # 
Iaufigen Anteil W cos ~ Abb. 89. 
und einen in die Ebene 

. 5 a) 

fallenden Anteil W sin b, so entspricht der erstere einer Dreh ung 
urn das Lot in P, der letztere einer reinen Rollbewegung, so 
daB ein Gleiten des Poinsot-Ellipsoides auf der festen Ebene nicht 
in Frage kommt. Wir haben also als Ergebnis der vorstehenden 
Untersuchung den Satz: Die kraftefreie Drehung eines starr en 
Korpers urn einen Festpunkt erfolgt mit bestandiger Dreh
wucht und laBt sich durch das Abrollen des Poinsot
Ellipsoides ohne Gleiten auf einer festen, zum unverander
lichen Drallvektor senkrechten Ebene derart ersetzen, daB 
der veranderliche Drehvektor joweils durch die Verbindung 
des festen Drehpoles mit dem Beriihrungspunkto darge
stellt wird. 

Die bei der Drehung aufeinander folgenden Lagon des Dreh
vektors, dessen Durchschnitt mit dem Poinsot-Ellipsoid wir als den 
beweglichen Pol, die zugehorige Kurve als die bewegliche Pol-
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bahn bezeichnen wollen, liegen nun auf einem Kegel mit. der Spitze 
im festen Drehpunkt O. Die Gleichung dieses beweglichen Pol
bahnkegels erhalten wir aus der Verbindung von 2a) mit 3a) zu 

0 a (D'J - 2 J0a) wa2 + 0 b (D2 - 2 J0b) Wb2 

+ 0 e (D2 - 2 J 0 e) We 'J = 0,. . • 6) 

woraus hervorgeht, daB wir es mit einem Kegel zweiter Ordnung, 
und zwar wegen der geschlossenen Polbahn mit einem elliptischen 
Kegel zu tun haben. Die Gestalt dieses Kegels und damit auch 
die der zugehorigen Polbahn hangt wesentlich von dem Verhaltnis 
D2 : 2 Jab, durch dessen Veranderung wir alsdann ein ganzes Biischel 
von Kegeln mit gemeinsamer Spitze in 0 erhalten. Dabei sind drei 
Sonderfalle hervorzuheben, fUr welche je eine der Klammern in 6) 
verschwinden. Wir erhalten also fur 

D2=2J0a , 

D2=2J0b, 

D2=2 J0e, 

0(0 -0)w 2+0 (0 -0 )w 2=0 ba bb ea ee 
o (0 - 0 ) W 2 + 0 (0 - 0 ) W 2 = 0 cb cc ab aa 

o (0 -0)w 2+0 (0 -0)w 2=0 ae aa be bb 

N ehmen wir nun an, daB 

I. 6.) 

ist, so bestehen die erste und dritte der Gleichungen aus je zwei 
Gliedern mit demselben Vorzeichen, sie sind demnach nur erfiillbar 
fUr Wb = we = 0, bzw. wa = Wb = 0, d. h. es bleibt hierbei nur eine 
Drehung wa urn die Achse des kleinsten, bzw. we urn die Achse des 
groBten Schwungmomentes ubrig. Die zweite Gl. 6a) fiihrt da-

gegen auf . y Ll (Ll Ll 
W C/ C/ -C/ ) 
--.!:.=+ 0 a(0b_0a), ....... 6b) 
wa e e b 

also auf zwei sich in der Achse Wb des mittleren Schwungmomentes 
schneidenden Ebenen. Diese elliptischen Ebenenschnitte teilen die ganze 
Oberflache des Poinsot-Ellipsoides in vier Teile, innerhalb denen die ge
schlossenen Polbahnscharen spiegelbildlich zu den Hauptebenen derart 
verlaufen, daB sie die Achsen a und c des kleinsten und groBten 
Schwungmomentes umlaufen. Die Durchsto Bpunkte dieser beiden Achsen 
stellen demnach selbst Ausartungen der beiden Polbahnscharen dar 
und entsprechen der reinen Drehung urn diese Achsen. Eine kleine 
Anderung des Dralles von den Werten D = y"2 J0a bzw. Y 2 J0c 
wird demnach eine kleine Abweichung aus einer dieser Achsen, also 
eine Umkreisung derselben zur Folge haben. Dreht sich dagegen 
der Korper urn die Achse b des mittleren Schwungmomentes, d. h. 
dem Schnitt der Ebenen 6 b), so gerat der Pol bei einer kleinen Ab
weichung aus dieser Lage sofort in eine der vier Oberflachenbereiche 
der Polbahnen urn die beiden andern Hauptachsen und wird daher 
dauernd auf einer derselben weiter wandern, Abb.90. Daraus folgt 
aber im Einklang mit dem erst en Beispiel des § 30, daB die Haupt-
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achsen des starren Korpers zwar freie Achsen desselben 
bilden, daB aber nur die Drehungen um die Achsen des 
groBten und kleinsten Schwungmomentes stabil verlaufen, 
wahrend die Drehung um die mittlere Hauptachse in
stabil ist. 

Die Form der Polbahnen erkennt man am besten aus ihren 
Rissen auf die Hauptebenen, die sich durch Ausschaltung je eines 
der Drehteile W a ' W b ' W c aus den Grundformeln 2 a) und 3 a) er
geben wie folgt 

eb (eb - ea) Wb 2 + ec(ec - eJ wc2 = D2 - 2 Jea ) 

ec (ec - eb) wc2 - ea (eb - ea) wa2 =D2 - 2 Jeb ' 

ea(ec - ea) wa2 + eo (ec - eb) Wb 2 = 2 Jec - D2 

wobei wir die Glieder schon 
so geordnet haben, daB aIle 
Beiwerte der w 2 mit Riick
sicht auf lc) positiv aus
fallen. Die erste und dritte 
dieser Formeln geben aber 
nur dann reelle elliptische 
Risse in der b c und a b
Ebene, wenn die Bedingung 

2 J e c > D2 > 2 J ea' 7 a) 
erfiillt ist. Demgegeniiber 
sind die durch die zweite 
Gl. 7) bestimmten hyper
bolischen Risse der a c
Ebene unabhangig vom 

c 

Abb.90. 

7) 

Vorzeichen der rechten Seite stets reell und besitzen als Asymptoten
paar die Risse der beiden ebenen Polbahnen 6 b). Von den Pol
bahnrissen erscheinen iibrigens nur stets die eine Schar als Voll
ellipsen, wahrend die andere Schar durch Ellipsenbogen dargestellt 
wird, die ihre Hohlseite dem Mittelpunkte des Gesamtbildes zuwen
den, wahrend die Hyperbelbogen in der a c-Ebene durch den Um
riB des Ellipsoides begrenzt werden, Abb 91. 

Die feste Polbahn, d. h. der geometrische Ort des Beriihrungs
punktes P auf der festen Ebene zeigt einen viel verwickelteren Lauf 
als die bewegliche Polbahn auf dem Poinsot-Ellipsoid. Da indessen 
die letztere geschlossen ist, so erkennt man aus Abb. 89, daB der 
Vektor 0 P bei der Bewegung zwischen einem Hochst- und einem 
Kleinstwert schwanken muB, dem alsdann bei bestandiger Lange des 
Lotes 0 M ein Hochst- und Kleinstwert des sog. Poistrahis M P 
entspricht. Die £este Polbahn wird demnach zwischen zwei sag. Grenz
kreisen auf der fest en Ebene hin- und herlaufen. Die Gestalt der 
festen Polbahn, die durch Verbindung aller ihrer Punkte mit 0 einen 
iesten Polbahnkegel bestimmt, ist naturgemaB bedingt durch die 

Lorenz, Techn. Physik 1.2. 2. Auf!. 12 
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ihr entsprechende bewegliche Polbahn auf dem Poi n sot -Ellipsoid. 
Diese aber verHiuft in Abb.90 um die a-Achse oder die c-Achse, 
je nachdem in der zweiten G1. 7) 

D2:§ 2 J eb • . . . • . . . . • 7 b) 

tc 
I 

c 

b b 
Abb.91. 

ist. 1m ersteren Fall roUt der bewegliche Polbabnkegel auf dem 
festen derart ab, daB beide Kegel sich von auBen mit ihrer Walbung 
beriihren, Abb. 92, im zweiten dagegen umhiillt der bewegliche Pol
bahnkegel den festen, wobei die Beriihrung auf der Hohlseite des 

Q 
Abb.92. 

ersteren erfolgt, Abb.93. Man spricht deshalb auch nach MaBgabe 
der entsprechenden Abrollung von Kreisen in der Ebene von einer 
epizyklischen 'und perizyklischen Abrollung des Poinsot
Ellipsoides auf der unveranderlichen Ebene. 1m Dbergangsfalle haben 
wir ein Abrollen der Ebenen 6 b) auf dem festen Polbahnkegel, das 
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etwa der Kreisevolvente entspricht, wobei der innere Grenzkreis in 
den nur asymptotisch erreichbaren PUllkt M ausartet. 

In den Abb. 94 bis 96 sind die drei festen Polbahnen nach 
H. GraBmann (Z. Math. Phys. 1903), der hierfiir sehr anschauliche 
Modelle entworfen hat, verzeichnet. Daraus erkennt man deutlich, 
daB die fest en Polbahnen spiegelbildlich um den Durchmesser ange
ordnet sind, die mit Ausnahme des Ubergangsfalles mit jedem Um
lauf ihre Lage and ern. 1m Ubergangsfalle erhalten wir eine in den 
Punkt M asymptotisch miindende Doppelspirale. 

Abb.94. Abb.95. Abb.96. 

Artet das Poinsot-Ellipsoid und das ihm. ahnliche Schwung
ellipsoid zu einem Umdrehungskorper aus, so werden aIle Pol
bahnen Kreise mit zugeordneten Umdrehungskegeln, die auf ahn
lichen in der vorgeschriebenen Art abrollen. Wir erkennen ohne 
irgendwelche Rechnung, daB fUr ein gestrecktes Umdrehungsellipsoid 
der bewegliche Kegel epizykloidisch auf dem festen Kegel gleich
formig abrollt, wobei die mit der des Ellipsoides zusammenfallende 
Achse in gleichem Sinne mit dem Drehvektor und Drallvektor in 
diesem bewegt. 1st dagegen das Poinsot-Ellipsoid abgeplattet, so 
besitzt der bewegliche Polbahnkegel eine groBere Offnung als der 
feste und wiilzt sich auf diesem perizykloidisch ab, wobei die eine 
Achse entgegen der Eigendrehung und dem Drallvektor dies en um
kreist. Die gleichfOrmige Drehung der beweglichen Achse bezeichnet 
man als eine reguliire Prazession und spricht wegen des Dreh
sinns bei der epizykloidischen und perizykloidischen Bewegung von 
einer vorschreitenden und riicklaufigen Prazession. 

Die vorstehende Untersuchung der kraftefreien Bewegung be
schrankte sich nur auf die Beschreibung der Bewegung ohne Be
riicksichtigung ihres' zeitlichen Verlaufes. Diese erfordert die Inte
gration der Eulerschen Momentenformeln, die mit Hilfe elliptischer 
Funktionen fUr die kraftefreie Drehung durchfUhrbar ist, ihrer ge
ringen praktischen Bedeutung halber aber hier iibergangen werden 
kann. Wir verweisen hierfiir auf die Theorie des Kreisels von Klein 
undSommerfeld (1910), sowie auf das handliche Buch "Der Kreisel" 
von Grammel (1920). 

12* 
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§ 35. Umformung der Bewegungsgleichungen des starren Korpers. 
Das mit dem Korper sich drehende Hauptachsenkreuz eignet sich als 
Grundlage fiir die Bewegungsvorgange nicht mehr, wenn die SteHung 
des Korpers im Raume in ihrer Abhangigkeit von der Zeit ermittelt 
werden solI. Fiir solche Falle hat schon Euler selbst die Einfiihrung 
dreier Winkel vorgeschlagen, zu denen man auf folgende Weise ge
langt. Man denkt sich zunachst in Abb. 97 das Hauptachsenkreuz Oabc 
mit einem im Raum festen Kreuz 0 x y z zusammenfallend und legt 
in dasselbe die Einheitskugel mit dem Anfang 0 und den Schnitt
punkten X, Y, Z auf den festen Achsen. Durch eine Drehung 1p urn 
die z-Achse gelangt der Punkt X nach D, durch eine darauffolgende 
Drehung {} der Hauptachse 0 Z urn ihre urspriingliche Lage in der 

Ebene 0 Z D gelangt der 
Z Endpunkt dieser Achse in 

~----------~~--~y 

Abb.97. 

die Lage 0 und D nach E. 
SchlieBIich erteilt man 
noch dem Hauptachsen
kreuz die Drehung cp urn 
o C, wodurch E nach A 
gelangt. Durch diese auf
einanderfolgenden Dre
hungen ist die dritte 
Hauptachse von ihrer ur-

o 
At:--~"I ,;. sin~ 

'If
Abb.98. 

I 
I 
I 
I 

spriinglichen Lage 0 Y in die Lage 0 B iibergegangen, so daB die 
Kugelecke jetzt die schrage Stellung 0 ABO im festen Kreuz 0 XY Z 
einnimmt. Den einzelnen Drehwerten wa ' Wb' Wc urn die Hauptachsen 
entsprechen alsdann, da der Kugelarm die Lange 1 besitzt, gleich 
groBe Laufwerte, die wir sogleich auf den den zugehorigen Drehpolen 
gegeniiberliegenden Seiten des rechtwinkligen Kugeldreiecks ABO 
eintragen konnen. Alsdann setzt sich der Gesamtlauf des Punktes 0 
nach Abb.98 einmal zusammen aus den beiden zueinander senk
rechten Anteilen wa und W b' andererseits aber auch aus iJ. und dem 
Umlauf {p sin {} am Arm OF = sin {}. AuBerdem aber besteht der Dreh
wert We der Hauptachse 0 0 aus ihrer Eigendrehung rp und dem Anteil 
{p cos {} des Drehwertes (p urn die feste z -Achse. Wir erhalten somit die 

Gleichungen Wa = ~ sin cp - ~ s~n {} c~s cp 1 
Wb = {} cos cp + 'IjJ sm {} sm cp • . • • . .. 1 ) 

we = rp + {p cos {} 
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und daraus durch Ableitung nach der Zeit 

wa = (~ + ip cp sin B) sin cp + (~ cp -ip ~ cos {} - ip sin {}) cos cp 1 
Wb = ({) + ip cp sin {}) cos cp - ({) cp -ip {} cos {} - ip sin {}) sin cp 

we =;p + ipcos {} -ip ,(}sin{) 

und nach Multiplikation der Drehteile 1) miteinander 

1a) 

wa Wb = (,(}2 _ip2 sin2 {}~ sin cp cos cp -,(} ip (cos2 cp - sin2 cp) sin{} 1 
Wb We = (cp + ip cos {})({} cos cp + ip sin {} sin cp) . 

~~=~+ip~~0~cp-ip~{}~~ 

1 b) 

Quadrieren und addieren wir die Gl. 1), so folgt fiir den Gesamt
drehwert 

w2 =,(}2 + ip2 + cp2 + 2 cp ip cos {} . .... 1 c) 

Daraus erkennt man im AnschluB an 
Abb. 99 die Lage des zugehorigen 
Drehvektors 1tJ, der sich aus den drei 
Drehteilen ip in der festen z -Richtung, 
cp in der Richtung der dagegen um {} 
geneigten Hauptachse 0 0 und dem 
zu beiden Richtungen senkrechten J. 
zusammensetzt. Zerlegt man dann 
noch ip in der Ebene ZOO in den 
Haupbachsenanteil ip cos {} und einen 
dazu senkrechten Auteil 

ip sin {} = i, . 

z 

o 
Abh. 99. 

2) 

der damit auch auf ,(} normal steht, so erkennt man, daB an Stelle 
der ersten beiden Formeln 1) auch 

Wa = J. sin cp - i cos cp , Wb = {j cos cp + i sin cp 3) 

geschrieben werden darf, wah rend der dritte Anteil we in der 
Richtung 0 0 auf ,{j und i senkrecht steht und darum unverandert 
iibernommen werden kann. Durch Ableitung von 3) folgt alsdann 
an Stelle von 1 a) 

eVa = (jj. + i (p) sin cp - (i - {j cp) cos q; } 
.. ., . . . . 3a) 

cOb = ({) + i (p) cos q; + (X - {} cp) sin cp 

wahrend wir fiir 1 b) und 1 c) erhalten· 

wa Wb = (Ii ~ i2) sin q; cos q; - ,(} i ( cos2 q; - sin 2 q;) 1 
Wb We = We ({) cos q; + i sin cp) , 

we Wa = We (,(} sin cp - X cos cp) 

. 3b) 
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Zur Ausschaltung des der Gruppe #, i, we fremden Drehteiles (p aus 
3 a) dient alsdann die aus -2) und -der dritten Gl. 1) folgende Be
ziehung .. t _Q 2 a) q;=wc-Xc gv' ...•..... 

Wir gehen nun zunachst zur Berechnung der Drallteile um die 
den Drehteilen 1~, i zugeordneten Achsen uber und bedienen uns da
zu der beiden Formeln 3), welche offenbar fur beliebige Vektorteile 
in diesen Richtungen gelten. Sie lauten fUr unsern Fall 

Da = D{} sin q;:- Dr. cosq;, Db = D{} cos q; + Dx sin q; 4) 

und ergeben nach Einsetzen von 

D a = e a Wa = e a (iJ sin q; - i cos q;) } 
4a) 

Db=eb wb=eb (1fcosq;+isinq;) , ..... 

D{} = (eb cos2 q; + e a sin2 q;)19+ (eb - e a) isin q; cos q;} 

Dr. = (eb sin2 q; + eacos2 q;h+ (eb-ea)iJsinq;cosq; ,. 
4b) 

wozu noch der dritte noch nicht umgeformte D raIl teil Dc = ee we 
tritt. AuBerdem aber wollen wir noch den Drallanteil um die feste 
z-Achse ermitteln, der sich nach Abb.99 einfach zu 

Dz = Dr. sin f) + Dc cos f}, 
also nach 4 b) zu 

Dz = [(eb sin2 q; + e a cos2 q;) i + (eb - e a) J sin q; cos q;J sin f} 
. . .e . . . . . . 4c) 

berechnet. Die letzten Ergebnisse hatten wir auch aus der Gleichung 
fur die Wucht des Korpers 

2 J =eawa2 +eb Wb2 +ee we2 

= ea(#sin q; - lCos q;)2 + e b (#cos q; + iain q;)2 +ec wc2 5) 

durch paitielle Ableitung nach den Drehteilen, d. h. aus 

oj 
D{}=--:-, 

of} 

oj 
Dx=~' - uX 

erhalten, wahrend man zur Berechnung von 

D =oJ 
Z oip 

der Wuchtformel mit 2) und der dritten Gl. 1) die Gestalt 

6) 

• 6a) 

2 J = e a (1f sinq; - ip sin f) cos q;)2 + e b (iJ cos q; + ip sin f) sin q;)2 

+ee((p+ipcosf})2 . 5a) 

geben muB, um durch partielle Ableitung nach ip die Gl. 4c) zu ge
winnen. 

Ebenso wie fur die Drehteile und die Drallteile erhalten wir 
endlich fur die Momente 
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Ma = M{} sin cp - Mx cos cp, Mb = M{} cos cp + Mx sin cp } 
M{}= Mb cos cp +- Ma sin cp, Mx = Mb sin cp - Ma cos cp , 

7) 

worin fUr Ma, Mb und Me die Eulerschen Formeln 9) § 30 

Ma =ea wa - (eb - ee) wbwe I 
Mb _ ~b~b ~(~e=~a)WeWa , .. 
Me- ee we (ea eb)WaWb 

8) 

um die mit dem Korper beweglichen Hauptachsen geiten. Setzen wir 
in diese die Ausdriicke 3 a) und 3 h) ein, so wird 

Ma= [ea ({j. + X<j;) - (eb - eJ we iJ sin cp 
- [e a (X -.&<j;) + (eb - ee) We -&J coscp 

Mb = [eb(ii+ i<j;) + (ee - e a) weiJ coscp I 
+ [eb (X - {}<j;) - (ee - e a) we ~J sin cp 

Me=e/JJe -(e a -eb) [(.&2_ i2) sincpcoscp-~i (Cos2cp-sin2cp)J 

und nach Einfiihrung in 7), wobei Me ungeandert bleibt, 

+ (ec -ea cos2 cp - e b sin2 cp) We X 

8a) 

M{}= (eb cos2 cp + e a sin2 cp) (lJ + i <j;) 1 
+ (eb - e a) (x - .& <j; - W e ~) sin cp cos cp 

MX=(ebsin2<p+eacos2CP)(X_~<j;). j. . . 8b) 

- (er - e a sin2 cp - e b cos2 cp) wJf 

+ (eb - e a) (.&' + i <j; + wei) sin cp cos cp 

Ferner erhalten wir durch zeitliche Ableitung des Drallteiles 4 c) 

~ft-~ = [(eb sin2 cp + e a cos2 cp) i + (eb - e a)(iJ+ 2 i <j;)sincpcoscp]sin'!9-

+ [(eb - e a) {} <j; (cos2 cp - sin2 cp) - e c we~] sin '!9-

+ [ee we + (eb - e a) {}2 sin cp cos cp 
+(eb sin2 cp + e a C082 cp) i{}] c08'!9-. . . . . . . 8) 

Wegen <j;=we-ipcos'!9-, also 

rP sin '!9- = we sin '!9- - ip sin if cos {) = W c sin if - i cos if 

lassen sich aber die heiden damit. hehafteten Glieder dieses AU8-
druckes unter Beachtung von 

(eb -e a)( cos2 cp - sin2 cp )=eb cos2cp+ e asin 2cp - (ebsin2cp+ e a cos2 cp) 

derart zerlegen, daB man nach Ordnung der Glieder schlieBlich durch 
Vergleich mit 8a) und 8b) erhalt 

d~z = Mxsin if + Me cos if= Mz' 9) 
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d. h., daB das Moment um die feste Achse sich als zeitliche 
Ableitung aus dem zugehorigen Drallteil berechnet. Dieser 
Satz gilt nicht fUr bewegliche Achsen, also z. B. fiir das mit dem 
Korper verkniipfte Hauptachsenkreuz, wie schon aus dem Vergleich 
der Eulerschen Momentenformeln und den zugehorigen Drallteilen 
hervorgeht. 

Besonders einfach und iibersichtlich gestalten sich die vorstehen
den Ergebnisse fiir den Fall der Dbereinstimmung der Schwung
momenteea und eb , d. h. fiir denFalleinesUmdrehungs-Schwung
ellipsoides um die Achse 0 O. Alsdann spielt namlich der Dreh
winkel q; um die Hauptachse keine Rolle mehr und muB daher aus 
den Bewegungsgleichungen eines solchen, gewohnlich als Kreisel 
bezeichneten Korpers herausfallen. Schreiben wir hierfiir 

ec=eo' ea=eb=e, wc=w,.... 10) 
so ergebeIi sich die Drallteile nach 4b) und 4c) 

D{)=eiJ., Dx=ei=eipsin#, D'P=De=eow} 11) 
Ds=e isin#+eo w cos#=eipsin'J#+eowcos# 

und die Momente nach 8a) und 8b) mit Riicksicht auf die dritte 
Formel 1), d. i. ip = w -ip c6's # 

M{)=e(*+iip)+(eo-e) wi= ejj+(eow-eipcos#)i' 
Mx =e(x-iiip)-(eo -e) w-&=e x-(eo w-eipcos#)-& 
Mc=eow' 
Ms =Ds=(e i-eow-&)sin#+(eo w+e i-&) cos # 

Wegen i=ipsin#, 

diirfen wir aber dafiir auch schreiben 

M{)=e(# _ip2 sin # cos #)+eo w ipsin# 1 
Mx =e (ip sin # + 2ip-&cos#)- eo wlf • 

Mz = e (ip sin # + 2ipiJ. cos {})sin # + eo(w cos {} - w J sin#) 

SchlieBlich wird aus der Wuchtformel 5) 

2 J =e (J2 + X2)+eo w2=e (-&2+ ip'J sin2 #) + eo w2. 

. 12) 

12a) 

13) 

Bemerkenswert erscheint, daB in allen diesen Gleichungen als Ver
anderliche nur noch der Winkel # mit seinen Ableitungen und die 
Drehwerte ip und cO auftreten, zu deren Ermittlung dann auch drei 
Formeln geniigen. Da in den meisten praktischen Fallen Me = 0, 
also w bestiindig wird, so bleibt nur mehr die Bestimmung von # 
und ip iibrig. Hierzu kann man sich ebensowohl der beiden Momenten
formeln 12), oder auch z. B. fiir verschwindendes Ms ' also bestandi
gem Drallteil D z der zugehOrigen Gl. 11) und der Wuchtformel be
dienen. Mit derartigen Aufgaben werden wir UTIS in den folgenden 
Abschnitten eingehend zu beschiiftigen haben. 
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Die Kreiselbewegung. 
VIII. Freie Kreisel. 

§ 36. Unmittelbare Ableitung der Kreiselgleichungen. Vnter 
einem Kreisel wollen wir im Einklang mit dem Sprachgebrauch 
einen Vmdrehungskorper oder genauer gesprochen einen Korper mit zwei 
iibereinstimmenden Hauptschwungarmen verstehen, dessen Schwung
ellipsoid somit ein Vm
drehungsellipsoid ist. Die 
Drehungsformeln eines sol
chen Korpers haben wir 
schon aus denen des allge
meinen starren Korpers mit 
drei verschiedenen Haupt
schwungarmen am SchluB 
des letzten Abschnittes ge
wonnen, wollen sie aber un
abhangig davon hier noch
mals auf einfachem Wege 
unmittelbar ableiten. 

Die ausgezeichnete Achse 
des Kreisels wollen wir in 
der Folge kurz als seine 
Drehachse bezeichnen und X 
uns den Korper selbst an 

z 

Abb.l00. 

einem Punkte 0 derselben festgehalten denken. Sehen wir vor
laufig von der Eigendrehung um diese Achse ab, so konnen 
wir uns den Korper durch einen Massenpunkt m im Abstande des 
Schwungarmes 0 P = k um eine zu 0 P senkrechte Achse durch 0 
ersetzt denken. Legen wir dann durch 0 ein festes Achsenkreuz 0 XY Z, 
Abb. 100, so zeriallt die elementare Bewegung der Korpermasse m auf 
der Kugel um 0 in eine Drehung d'P auf dem Breitenkreis um 0 Z 
bei unverandertem Abstand r und einer Drehung in der Achsen
ebene PO Z um d {} bei bestandigem Abstand k von 0, wobei 11' 
der Winkel der Ebenen PO Z und X 0 Z und {} die N eigung der 
Drehachse 0 P gegen 0 Z bedeutet. 
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Da die beiden elementaren Drehungen im Breitenkreise um d1p 
und in der Achsenebene um d{} als ebene aufzufassen sind, so ver
laufen sie unter der Wirkung je eines Strahlanlaufes qr' Pk und eines 
Drehanlaufes qu' Pu nach § 9, Teil I, so zwar, daB 

qu = r ~. + 2 ~ ~ } . 
Pu = k {} + 2 k {} 

1) 

Hierin verschwinden zunachst wegen der Bestandigkeit von k die 
zugehorigen Ableitungen k und k, auBerdem aber wahrend der 
Drehung d1p im Breitenkreis der Anlaufteil r, so daB nur noch 

qr= _rip2, 
• 2 

Pk=-k{} , 

ubrig bleiben, von denen uberdies Pk vom Festpunkt 0 aufgenommen 
wird und darum wirkungslos ist. Da schlieBlich noch 

r=ksin{}, r = k 1i cos {}. . . . . . .' 2) 

ist, so bleiben fUr unsere Elementardrehungen nur noch die Anlaufteile 

qr= - kip2 sin{}, Pu = k{Y, qu = k(ipsin{} + 2 {j ip cos{}). 1 b) 

Legen wir nun durch 0 zwei zueinander senkrechte Achsen in den 
Tangentenrichtungen der Elementardrehungen in P, d. h. gleichlaufig 
mit qu und Pu' so haben in bezug auf diese die vorstehenden An
laufteile die Hebelarme k cos {} und k. Mithin erhalten wir fur die 
Drehung des Korpers die Momentenformeln fUr zwei zur Korper
achse 0 P normale Achsen, die darum ebenfalls Hauptachsen des 
Kreisels darstellen, 

Mb = mk (qr cos {} + pu)=mP (~- ip2 sin {} cos{})}. 3) 

M~ =mkqu=mk2(ipsin{}+ 2 {}ipcos{}) 

Hierin haben wir dem einen Moment den Zeiger X gegeben, da es 
eine Drehung der Achse 0 P um den Elementarwinkel 

dX = d1p sin {} . . . . . . 4) 

in der zu Pu senkrechten Ebene durch 0 P zur Folge hat. 
Denken wir uns nun den Kreisel mit dem Drehwert OJ 

um die Drehachse OPumlaufend, so besitzt er mit demzugehorigen 
Schwungarm ko einen Drallanteil 

Do=mko2 0J, 

zu dessen Erhohung ein Moment 

5) 

Mo=Do=mko2 cO ••••• • •• 6) 

erforderlich ist. Tragen wir den Drall Do in Abb. 101 als Vektor 
in der Richtung 0 P auf, so werden durch die beiden obigen Ele
mentardrehungen um d1p und d{} zwei Drallelemente Do sin {} d1p 
und Do d{} geweckt, die ihrerseits als Ableitungen zweier gleichge-
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richteter Momente M~ und M; derart aufzufassen sind, daB mit 
Riicksicht auf den durch die Vektorrichtung gegebenen Drehsinn 

Do sin{}d'IjJ = M~dt, Do d{}= - M; dt 

oder M~ = Do ip si~ {} = m ko 2 w ip. sin {} }. 

M; =-Do {}=- mk0 2 w{} 

ist. Diese Momente drehen 
nach Abb. 101 urn dieselben 
Achsen wie die Momente 3) 
und sind daher mit diesen 
durch algebraische Summie
rung zu vereinigen. Da
durch entstehen die gesuch
ten Gesamtmomente 

M~+M!J=M,'f 

M~+M;=Mx' 
woraus unter Einfiihrung der 
beiden Schwungmomente 

mk2=e, mk02=eo, 8) 

sowie unter Hinzufiigung X 
von 6) die Bewegungs

z 

gleichungen des Kreisels in der endgiiltigen Form 

M,'f = e (J - ip2 sin {}. cos {}) + eo w ip s!n {} 1 
Mx = e (if sin {} + 2 {} ip cos {}) - eo w {} 

Mo=eocO 

7) 

9) 

hervorgehen. Daraus folgt weiterhin das Moment urn die teste z- Achse 

Mz = Mx sin {} + Mo cos {} 

= e (if sin2 {} + 2 J ipsin {} cos {}) - eo (w rj sin {} - cO cos {}) 
d . 

M. = dt (e ip sin2 {} + eo w cos{}) = D., 9a) 

wobei e ip sin2 {}. + eo w cos {} = Dz 10) 

den Drall urn die z-Achse bedeutet. 
Erweitern wir schlieBlich die Gleichungen 9) der Reihe nach mit d {}, 

d X = d'IjJ sin {} und w dt und addieren, so ergibt sich die Arb ei ts
formel 

e '2 e 
M,'f d{} + Mx dX + Mo w dt -.-:.. 2"d [{} + ip2 sin2 {}] + 20 d (w2) , 11) 

deren rechte Seite das Element der Drehwucht gegeben durch 

2dJ=d[e(J2+ip2sin2{})+eo w2] . ..•• 11a) 
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darstellt. Hieraus erhalten wir schlieBlich noch die Drallteile um 
die drei Momentenachsen 

8J c..4. D oJ c.. Ll·· {} D oJ c. ) 
D{}= 0{}=.::7'U, x=aI=.::7X=.::7'1psm, 0=ow=.::70 W lOa 

in voller Vbereinstimmung mit den SchluBergebnissen des § 35. Da 
die Drallformel 10) und die Arbeitsgleichung 11) unmittelbar aus 
den Momentengleichungen 9) abgeleitet wurden, so sind sie den 
ersten beiden derselben gleichwertig und durfen unbedenklich als 
Ersatz fUr sie benutzt werden. Es ist dies besonders dann am Platze, 
wenn kein Moment um die feste z-Achse wirktund daher der Drall D z 

als Festwert erscheint, der aus den Anfangsbedingungen der Bewegung 
hervorgeht. Mit der in praktischen Fallen meist sofort angebbaren 
Arbeit der auBeren Krafte erhalten wir aus 10) und 11) demnach 
sogleich zwei Integrale der Bewegungsgleichungen, in denen nur 
noch die Drehteile {}, (p, OJ, nicht aber die Andrehteile ii, ip und w 
auftreten. 

Fur manche Zwecke ist es be quem, an Stelle der Drehung um 
die z-Achse die Drehung dX der ,Korperachse auf dem Breitenkreis 
durch die Gleichungen 

d'1psin{}=dx,. {psin{}=x} 12) 

ip sin {} + 1p {} cos {} = X 
einzufUhren. Damit erhalten wir an Stelle von 9) und 9a) 

M{}= e(ii - X2 ctg{}) + eo OJ i I 
Mx = e (i + x rJ ctg {}) - eo OJ J , 13). 

Mz = e (x + i {} ctg {})sin {} + eo (w cos {} - w{) sin{}) 

wahrend Mo = eo cO wieder ungeandert bleibt. 

Fur kleine A uslenkungen {} der Kreiselachse aus der festen 
z-Achse erhalten wir mit 

sin {} = {} , cos {j = 1 , 

sowie unter VernachIassigung der Produkte {P2, {P{}, {}.{}, {}2 aus 9) 
und 9a) 

oder mit 

M{}=el~+eoOJ{p{}, Mx . eip{}-eOW{}}. 

Mz=Mo=eow 

12) und ip{}= i 
M{}=eJ:+ eo OJ x, 

9c) 

. 13a) 

Die Achsen der Momente M{} und Mx liegen in einer zur Kreisel
achse senkrechten Ebene, die um denselben Winkel {} gegen die 
feste x y -Ebene geneigt sind wie die Kreiselachse gegen die feste 
z-Achse. 



Das Kreiselpendel. 189 

Beispiel. Fiir einen kraftefreien Kreisel, d. h. einen nur in seinem 
Schwerpunkt gestiitzten Umdrehungskorper, vereinfachen sich die ersten 
Formeln 9) in .. } . e {} - ,p sin {} (e,p cos {} - eo co) = 0 

" . . . _ •• 14) 
e.psin{}+t9.(2 e,pcos{}- eoco)=o 

wahrend aus der dritten Gleichung OJ = 0, also eine gleichfiirmige Achsen
drehung, folgt. Die vorstehenden Gleichungen sind offenbar fiir beliebige Werte 
von co und {} erfiillt, wenn mit 

;p=#=o. _____ ... 14a) 

die Kreiselachse ihre beliebige Richtung im Raume nicht andert. FaJlt nun 
die Kreiselachse einen Augenblick mit der z-Achse zusammen, so ist dort nach 
Einfiihrung in 14) 

{}=o, J=o, ..... _ . '. 14b) 

d. h. es besteht kein AnlaB fiir eine Lagenanderung der mit einer 
festen Achse zusammenfallenden Kreiselachse, um die somit eine 
stabile Drehung stattfindet. Da hierbei ,p und co sich einfacb addieren 
und die Lage der festen z-Achse ganz willkiirlich ist, so fiihren die Be
dingungen 14a) und 14b) auf dasselbe hinaus. 

Verschwindet dagegen {} nicht, sondern nur J = 0, Ii = 0, so wird nach 
der zweiten Gl. 14) ,p bestandig und muB nach der ersten Gleichung die Be
dingung 

e,p cos {}= eo co . 14c) 

erfiillen. Es ist das die Be
dingung fiir das A brollen des 
SchwungeUipsoides auf der un
veranderlichen Ebene, bzw. des 
beweglichen Polbahnkegels auf 
dem festen, was wir schon in 
§ 34 als Kreiskegel fiir den 
Fall eines Umdrehungskorpers 
erkannt haben, wobei die 
Kreiselachse eine sog. reg u
I are Prazession ;p vollzieht. 

Ist bei beliebig gewahltem 
Drehwert ,p, der allerdings 
ohne Wirkung eines Momentes 

Abb.l02. 

Mx nicht aufrecht erhalten werden kann, eines etwa kardanisch aufgehiinl2ten 
sog. Bohnenbergerschen Kreisels, Abb. 102, die Prazessionsbedingung 14c) 
nicht erfiillt, so bleibt nur die Lage 14 b) iibrig, in die der Kreisel alsdann 
auch iibergeht. Fiir kleine Auslenkungen {} aus derselben kann man auch an 
Stelle der ersten Gl. 14) schreiben: 

eJ'+,p(eoco-e,p){}=o, ..•.....• 15) 

woraus sich eine Schwingung um die Lage {} = 0 ergibt, solange eo co > e ip 
ist. 1m andern FaIle wiirde einfach ein U m s chI age n des Kreisels erfolgen, 
das auch bei Vorzeichenweohsel von ,p bzw. co eintritt. Man erkennt daraus 
das Bestreben der Kreiselachse, sich in eine feste Drehachse ein
zustellen, wobei die Kreiselwucht einen Hiichstwert annimmt. 

§ 37 .. Das Kreiselpendel. Unter einem Kreiselpendel verstehen 
wir einen Kreisel, der sich urn einen festgehaltenen Punkt 0 der 
KOI'perachse im Abstande 8 vorn Korperschwerpunkt S unter dem 
EinfluB seines Gewichtes G bewegt, wobei jedet seiner Punkte 
an einer Kugelflache urn 0 gebunden ist, Abb. 103. Da urn die z-Achse 
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kein Moment wirkt, so ist der zugehorige Drall unveranderlich und 
durch die Anfangsbedingungen gegeben. Als auBere Arbeit kommt 
nur die des Gewichtes G bei einer Senkung urn dh = sd (cos '{J) in 
Betracht, so daB wir nach der G1. 10) und 11) des letzten Abschnittes 
mit zwei Festwerten C und D erhalten: 

ev:. sin2 &+ (100) cos&=D } 
e(~'1,+v:.2sin2&)+eo0)2=c-2Gscos& . .. 1) 

Da urn die Korperachse ebenfalls kein Drehmoment wirkt, wenigstens 
solange wir von Widerstandskraften absehen, so ist cO = 0 und der 

z Eigendrehwert 0) urn die 
Korperachse bestandig. Der 
Sinn dieser Drehung ist durch 
Vbereinstimmung mit den 
Drehungen im festen Achsen
kreuz bei der Deckung der 
Kreiselachse mit der positiven 
X-, Y-, z-Achse gegeben und 
soIl fiir alIe Lagen des Kreisels 
gelten. Zur Bestimmung der 
Festwerte C und D setzen 
wir nun fest, daB die Be
wegung mit dem Auslenkungs-

X Abb. 103. winkel &1 und den Dreh-

werten ~1 = 0 und ip1 beginnen moge. Damit wird aus 1) 

61 (ip sin 2& - ip1 sin 2&1) = (100) (cos &1 -- cos &) } 
e(~2+ip2sin2&-'ljJ12sin2{}J=2Gs(cOS{}1-COS{}) . la) 

und nach Ausschaltung von ip 

-<;2 cos {}1 - cos {} [2 Gs . Q~Q • eo· 2{} 
U' = sin 2 {} - 61 sm" u - 2 'tjJ 1 0) 61 sm 1 

61 20)2 ] 
. + 1p12 sin 2{}1 (cos {}1 + cos {}) - 6-2 - (cos {}1 - cos {}) 

2) 

Verschwindet hierin 0), so stimmen, wenn wir noch 

G=mg, e=mk2, eo=mk02, k 2 :s=l, 1p1 = 0)1 3) 
einfiihren, die vorstehenden Gleichungen mit denen fiir das K ugel
pendel 4) und 4a) in § 6 vollstandig iiberein, so daB dieses den 
Grendall des Kreisels ohne Achsendrehung darstellt. 

Der Drehwert J verschwindet nun nicht nur fiir {}1 laut Voraus
setzung, sondern auch noch mit der groBen Klammer in 2), woraus 
fiir den zugehorigen Winkel {} die quadratische Gleichung 

cos 2{} - 2 ~s (1p12 sin2{}1 + eo~~2) cos. {} 1 
" £) J' 2a) 61 [( 61 • 0)2) ~ = 1 + 2GB ip12 sin 2{}1 - 061 2 cos {}1 - 2 ip1 0) e sin 2 {}1 . 
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hervorgeht, deren Wurzeln wenig ubersichtlich sind. Wir wollen 
uns darum auf die Erorterung zweier Grenzfalle beschranken, die 
sich aus dem Dberwiegen des Drall wertes 8 0 W gegen 8 ip 1 sin {} 1 = 8 Xl , 
oder umgekehrt ergeben. Diese beiden Falle entsprechen etwa einer 
schweren Scheibe bzw. einem schweren Ring und einem 
schlanken Kegel. 1m ersten FaIle 8 0 W ~ 8 ipl sin {}1 diirfen 
wir die Glieder mit ip1 2 in 2 a) vernachlassigen und erhalten damit 

8 2 w2 y (8 2 w2)2 8 2 w2 ip w8 cos {} = _0 __ + 1 + _0 __ _ _9_. cos {} __ 1 ___ 0 sin2 {} • 4) 
4Gs8 - 4Gs8 2Gs8 I Gs 1 

Hierin ist offenbar der Ausdruck unter der Wurzel wegen des Dber
wiegens des zweiten Gliedes positiv; dann aber wiirde das positive 
Vorzeichen aus 4) einen mit w2 beliebig iiber 1 wachsenden Wert 
ergeben, der keinen Sinn bat. Es bleibt also nur das negative Vor
zeichen ubrig; betrachtet man auBerdem die and ern Glieder unter 
der Wurzel als klein gegen das zweite rein quadratische, so ergibt 
sich fiir die gesuchte zweite Wurzel 

{} _ {} 2 Gs 8 -+ 2 8ipl . 2 {} cos 2 - cos 1 - ~2 - J:::)- SIn I 
0'0 W 0'0(3 

4a) 

und fiir den Sonderfall ipl =0, bei dem der Kreisel mit Eigeu
drehung aus einer Ruhelage {}l losgelassen wird, 

2 Gs8 
cos {} 1 - COS {} 2 = 8 2 ~ • • 4 b) 

° 
1m zweiten Fall 8 0 w ~ 8ipl vernachlassigen wir die mit w 2 be-
hafteten Glieder in 2 a) und erhalten alsdann fiir die Wurzel 

cos{}= 1 1 + 
4G8 -

8ip 2 sin2 {} ) 

2 G8 2 w8 
cos {} 1 - cos {} 2 = - 8· 2 • 2 {} +~...Q 

~ 'ljJ1 sm 1 0' 'ljJ1 
5a) 

fiihrt. Mit w = ° wiirde man wieder zu dem Kugelpendel zuriick· 
gelangen, mit dem das Kreiselpendel nach den vorstehenden Er
gebnissen die Bewegung zwischen zwei den Winkeln {}1 und {}2 

entsprechenden Grenzkreisen gemein hat. Nur liegt die Mittel
lage derselben beim Kugelpendel stets unter dem Stutzpunkt 0, beim 
Kreiselpendel aber nur fiir sehr kleine Drehwerte w, wahrend fiir 
groBe w nach Gl. 4a) der Hohenunterschied und damit der Abstand 
der Grenzkreise so gar beliebig klein werden kann. 
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Auf das Kreiselpendel wjrd nun lediglich das Moment 

Mf} = Gs sin {) = e (I} _'0 2 sin {) cos {)) + eo w '0 sin {), 6) 

aber kein dazu senkrechtes Moment ausgeiibt. Daher wird aus der 
zweiten Momentenformel 9) § 36 fUr unseren Fall mit Mx = ° 

e (ip sin {) + 2 /) '0 cos {)) = eo w fJ.. . . . .. 7) 

und fur /}= 0, ip= 0, d. h. der Drehwert '0 nimmt an den 
Grenzkreisen Scheitelwerte an. Der Betrag von '0 selbst ergibt 
sich aus der ersten Gleichung 1 a) zu 

. _. sin2{)..!. + eo w (cos {)1 - cos {)) 
'I.jJ-'l.jJ1 sin 2 {) e sin 2{) , •••• 8) 

worin cos {)1 - cos {) > 0, solange {)l dem oberen Grenzkreise zuge
horl. Da auch sin 2{) > 0 ist, so kann '0 nur dann negativ werden 
oder sein Vorzeichen wechseln, wenn der Anfangswert '01 < 0 ist, 
d. h. die Drehung der Achsenebene SO Z in Abb. 103 der Eigendrehung w 
des Kreisels um die Korperachse ent gegenlauft. 

Um festzustelIen, unter welchen Bedingungen die beiden Grenz
kreise zusammenfallen, ietzen wir in Gl. 2 a) {) = {) l' woraus sich 

Gs -'01 weo + e'012 COS{)l = 0 . . . . . . 9) 

ergibt, eine Bedingung, die wir auch aus der Momentengleichung 6) 
mit 1j. = 0 und {) = {)l erhalten hatten. Die Auflosung von 9) 
lieferl die beiden Wurzeln 

· eo w V ( eo W)2 Gs 
'l.jJ1 = 2e cos{) ± 2eco-S;& - ecos#' ... 9a) 

1 1 1 

also im allgemeinen zwei Werle einer regularen Prazession, die 
nur so lange reell ausfallen, als 

e02 w 2 >4Gsecos{)1' .•••... 9b) 

wird. Die U ngleichung ist stets erfiillt fUr cos {) 1 < 0, d. h. solange 
der obere Grenzkreis unterhalb des Stutzpunktes 0 liegt, sowie fUr 
eine schnelle Eigendrehung w des Kreisels, also ein starkes Dber
wiegen des ersten Gliedes unter der Wurzel von 9a) gegen das zweite. 
In diesem FaIle erhalten wir die beiden Naherungswerte 

· eo w (eo w Gs ) 
'l.jJl = 2 e cos {) + 2 e cos {) - e w ' 

1 1 0 

· _ eo~_~ . _~ . 
oder 'l.jJl-ecos{) e w' 'l.jJ2-e w" ...... 9c) 

1 0 0 

von denen dar erste der raschen Prazession positiv oder negativ 
sein kann, wahrend der zweite der langsamen Prazession stets 
positiv ist. 1m Falle des Gleichheitszeichens von 9b) ist stets 

e 2W 2 

COS{)l =2~se>0, 9d) 
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und die Wurzeln von 9) fallen zusammen in dem Wert 

. _ eoro _ Gs 0 
1J10- 2e cos{} -e ro> , . . . . 10) 

1 0 

der allerdings nur so lange reell ist, als mit cos {}l < 1 

e02 ro 2 < 2 Gs e . . . . . . . . . lOa) 

bleibt. Diese Bedingung ist offenbar nur fiir kleine Eigendrehungen ro 
des Kreisels erfiillbar und liefert damit eip.e positive rasche Prii.
zession. 

SchlieBlich entsteht noch die Frage nach dem Bewegungsver
lauf, wenn einer der beiden Grenzkreise zu einem Punkte 
der festen z-Achse zusammenschrumpft. Trifft dies fiir den 
oberen Grenzkreis zu, so haben wir aus Gl. 8) u.2) mit {}l =0 

. = eOroJ2=(1_COS{})(2GS _ e 02ro'J) ) 
1J1 e(l+cos{})' e e'J(l+cos{})· 11 

Fiir die Grenzkreise wird dann mit iJ = 0 

also 

( 2GS e 2 ro 2 ) 
(1 - cos {}) e- - e2 (1 + cos {}) =0 

COS{}l =1; 
e 2ro2 

COS{}2 = 2 ~sg-1. ... lla) 

Die erste dieser Wurzeln deutet die Moglichkeit der aufrechten 
Drehung des Kreisels um eine mit dem festen Lot zusammenfallende 
Korperachse an, fiir welche der Drehwert {P den Sinn verliert. Der 
zweite dagegen gibt fiir eine Auslenkung aus der oberen Stellung die 
Lage des Grenzkreises an, fiir den die Ausdriicke 11) iibergehen in: 

{P2 = ~ G;, iJ'J = o ......... 11 b) 
o 

Schrumpft dagegen der untere Grenzkreis zu einem Punkt zu
sammen, so gilt {}2=n, cos{}2=-1, sin{}2 =0. Damit wird aus 
2a) mit {} = {}2 

,e2 {p/' sin2{}l (1- COS{}l) +e02 ro'J (1 +cos {}l) + 2{Pl eoe ro sin 2{}l=0 

[e {PI (l-cos {}I) +80 ro]2 = 0, 

woraus . . . 12) 

also ein negativer Drehwert {Pi am oberen Grenzkreis hervorgeht, 
solange ro =F 0 ist. Fiir ro ~ 0 wird auch {Pl = 0 entsprechend einer 
reinen Pendelschwingung auf einem Grenzkreis. 

I. Nunmehr ma.oht es keine Sohwierigkeit, den Bewegungsvorgang der 
Kreiselaohse fur versohiedene Werte von (J) und "'1 von einer vorgelegten 

Lorenz, Techn. Physik 1,2. 2. Anfl. 13 
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Anfangsstellung (}I und ifl = 0, also vom oberen Grenzkreis aus, zu verfolgen, 
ohne daB es notwendig wird, die Ausgangsgleichungen 1) zu integrieren. Diese 
mit HiHe elliptischer Funktionen durchfiihrbare Integration ist aber fiir die 
Ermittlung des zeitlichen Verlaufs der Bewegung unerlaBlich. Wegen der ge
ringen praktischen Bedeutung derselben wollen wir die ziemlich umstandliche 
Rechnung weglassen und verweisen den Leser in dieser Hinsicht auf die schon 
angefiihlten Werke von Klein und Sommmerfeld, sowie von Grammel 
iiber die Theorie des Kreisels. Wir beginnen mit -!PI = 0, d. h. mit dem Auf
setzen des Kreisels ohne Anfangsprazession. Damit ergibt die Aus
schaltung von cos (}I - cos {} aus den beiden Formeln 1 a) 

w=o (~q~ _ 1) sin2{}= (~ )2 = (d{})2, . 13) 
610 OJ 'P 'P d'P 

Abb.l04a. 

w klein 

Abb.l04b. 

oder fiir 
d{} 
d'P = 00, 

so daB die Bahn des DurchstoBpunktes der Kreisel
achse auf der Einheitskugel, Abb. 104a-c, zum 
oberen Grenzkreis senkrecht steht, also 
dort eine Spitze besitzt. Am unteren Grenz-
kreis ist laut Voraussetzung #2 = 0, also auch 
d{} :d'P = 0, woraus eine Beriihrung diese.s Grenz
kreises folgt. Nur im Sonderfalle OJ = 0 erhalten 
wir . mit (}2 =;n; die schon oben erwahnte 
Pendelschwingung auf einem Grenzkreise. AuBer-

Abb. 104c. 

dem aber folgt aus 4b) eine schnelle Abnahme des durch COS{}I-COS{}2 ge
gebenen lotrechten Abstandes der beiden Grenzkreise mit wachsendem OJ, so 
daB wir den in den Abb. 104 a-c dargestellten Verlauf der im allgemeinen 
nicht geschlossenen Bahnkurve erhalten. Fiir den unteren Grenzkreis 
erhliJt man durch Divi8ion der beiden Grundformeln 1 a) mit {}'= 0, '1f1 = 0 den 
positiven Grenzwert 11 b) fur '1f2' dem dann angenahert ein Mittelwert 

• Gs 
'Pm=-- . 

610 OJ 
• 13a) 

entspricht, den wir schon in 10) als Jangsame Prazession fiir schnelle Eigen
drehung OJ erkannt haben. Wir erhalten also in dies em FaIle eine durch kleine 
Erzitterungen, sog. Nutationen, gestorte Kreisbewegung der Kreiselachse, die 
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man nach dem Vorschlag von Klein und Sommerfeld als pseudoregulare 
Prazession bezeichnet. 

II. Erteilen wir der Kreiselachse in der oberen Lage f}1 eine positive 
Anfangsprazession ~1 > 0, so ist damit nach 8) auch das positive Vorzeichen 
aller Werte von ~ wahrend der ganzen Bewegung festgelegt. Fiir w = 0 geht 
das Kreiselpendel in das schon in § 6 besproohene Kugelpendel iiber, bei dem 
die aufeinanderfolgenden Beriihrungen der beiden Grenzkreise einer Drehung 
der Achsenebene Z 0 S urn 1fJ >:Jl entsprechen. Da nun hierfiir nach 8) ~ sin.2 f} 
= ~1 sin 2f}1 ist, so wird durch die Eigendrehung w 

. =' ai~2f}1+eow cosf}~-oos'{}> .. si~2f}1 
1fJ 1fJl sm"f} e sm2f} 1fJ1 sm 2f} , 

Abb.105. Abb.106. 

d. h. die Achsenebene des Kreiselpendels mit positiver Prazession 
riickt raacher vor als die des Kugelpendels, wobei sich die Bewegungen 
beider grundsatzlich nioht untersoheiden. In Abb.105 iat die BahIikurve auf 
der Einheitskugel mit dem dazugehorigen GrundriB fiir den }l'all der Grenz-

kreise f}1 <~, {}2 > ~ dargestellt. Ais GrenzfaII erhalten wir fiir eine hohe 

Eigendrehung die langsame regulare Prazession 1pl' welohe duroh die 
zweite Wurzel Gl. 9a) gegeben ist. 

III. 1st sohlieBlioh die Anfangsprazession ~ < 0, so wird ~ naoh Gl. 8) 
zunachst wachsen und iiber ip = 0 positive Werte annehmen, woraus sich die 
in Abb. 106 dargestellte Sohleifenbildung der Bahnkurve auf der Kugel 
ergibt. Die Doppelpunkte der Bahnkurven liegen natiirlich wieder auf einem 

13* 
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Kreise; auBerdem aber beriihren die Bahnkurven in dies em FaIle im Gegensatz 
zu dem vorigen beide Grenzkreiae mit der gewolbten Seite, wie am deutlichsten 
aus dem GrundriB zu Abb. 106 ersichtlich iat. Ais Sonderfall gehOrt hierher 
der in Abb. 107 dargestellte Durchgang der Kreiselachse durch den tiefaten 
Punkt, in den der untere Grundkreis ausgeartet ist, wobei die Anfangsprazes
sion der Bedingung 12) geniigen muB. Steigern wir den Absolutbetrag der 
negativen Anfangsprazeasion iiber diesen Wert hinaus, so tritt der untere Grund
kreis wieder auf und wird, wie aus dem GrundkriB Abb.108 hervorgeht, von 
der Hohlseite der Bahnkurve wie im FaIle II, aber mit verkehrtem Umlaufs
sinn beriihrt. Schlietllich erhalten wir als Grenzfall die negative regulare 
Prazession nach der ersten Gl. 9c), die wegen der Bedingung 9b) nur fUr 
cos {}l < 0, also eine Schwerpunktslage unter dem Stiitzpunkt moglich ist. 

IV. In den beiden Fallen der regularen Prazession, die stets an die 
Bedingung 9) gekniipft sind, haben wir es nur noch mit den beiden bestan
digen Drehwerten aJo der Eigendrehung des Korpers um seine Achse, die man 
wohl auch als Kreiselung bezeichnen kann, und .p der Drehung der Achsen-

Abb. 108. 

Abb.107. 

ebene um das Lot durch den Stiitzpunkt zu tun. Setzen wir beide in die 
Achsenebene selbst fa.llenden Drehwerte zu einer Gesamtdrehung aJ r mit del' 
Neigung tp gegen die Kreiselachse OS, so gilt nach Abb. 109 

14) 

oder t .pl sin {}l 
gtp= 

aJo + .pl cos {} 1 aJ 
. 14110) 

worln der Nenner den Gesamtdrehwert um die Kreiselachse darstellt. Erweitern 
wir GI. 14) mit dem Abstand OP= l eines beliebigen Punktes auf der Achae aJ r 

von 0, Abb. 109, und fallen die Lote r und r1 von P auf die Kreiselachse OS 
und die Lotrechte 0 Z, namlich 

r=lsintp, 

so geht mit diesen Gl. 14) iiber in 

. 15) 

aJOr=.plr1 ..••••••••••.. 14b) 

Das besagt aber, daB die beiden Kreise mit den Halbmessern r und r1 , deren 
Achsen die Neigung {}l hahen, aufeinander abrollen. An Stelle dieser Kreise 
k6nnen wir auch die zugeordneten Kreiskegel mit der gemeinsamen Spitze 0 
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aufeinander abrollen lassen, Abb. 110, wobei die Beriihrungsgerade OP jeweils 
mit dem Gesamtdrehwert Wr zusammenfallt. Es sind das wieder die schon in 
§ 34 besprochenen festen und beweglichen Polbahnkegel. Man iiber-

sieht, daB beim aufrechten Kreisel ({}1 < i) das Abrollen auf der AuBen

seite des festen Kegels mit positiver Prazession erfolgt, wahrend bei 

hangendem Kreisel ({}1 > ~) der bewegliche Kegel auf dem Innenmantel 

des festen roUt, wodurch eine negative Prazession der Kreiselachse um 
daB Lot 0 Z im Einklang mit II und III bedingt ist. 

Abb. 109. 

Abb.110. 

§ 38. Widerstandskrafte am Kreiselpendel. Bei der Unter
suchung der Drehung des Kreiselpendels im letzten Abschnitt haben 
wir aIle Bewegungswiderstande auBer acht gelassen und durfen daher 
nicht erwarten, daB unsere Ergebnisse mit der Erfahrung vollkommen 
ubereinstimmen. Wir wollen daher unsere Betrachtung nach dieser 
Richtung erganzen, uns aber dabei auf das Verhalten des auf
rechten Kreisels, dessen Schwerpunkt dauernd oberhalb des Stutz
punktes bleibt, beschranken, da dieser vermoge seiner groBen Ver
breitung als Spielzeug zu einfachen Versuchen besonders geeignet 
erscheint. Steht dieser nur dem Moment der Schwerkraft unter
worfene Kreisel mit einer abgerundeten Spitze in einer Vertiefung 
del' Unterlage, einer sog. Pfanne, so ist der Fall des festen Dreh
punktes im Sinne unserer bisherigen Darstellung trotz der Moglichkeit 
einer begrenzten Bewegung der Spitze in der Pfanne ziemlich genau 
verwirklicht. 

1. In diesem FaIle stellt sich der Bewegung nur der Luftwider
stand entgegen, der einerseits durch Mitnahme der die umlaufende 
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KreiseloberfUiche beriihrenden Luftschicht die Eigendrehungswucht 
vermindert, andererseits aber auch die Bewegungen der Kreiselachsl'> 
in wagerechter und senkrechter Richtung hemmt. Zur Vereinfachung 
der Betrachtung wollen wir uns an dieser Stelle auf rasch umlau
fende Kreisel beschranken, bei dem die senkrechten Bewegungen, 
die sog. Nutation gegen die wagerechte Prazession merklich zuriick
tritt, so daB wir nur den EinfluB der Widerstande auf die letztere 
zu beachten brauchen. rm iibrigen soIl iiber die Abhangigkeit des 
Luftwiderstandes von der Geschwindigkeit hier keine Annahme ge
macht werden, da es uns, wie schon in § 37, nur auf die Erklarung 
des tatsachlichen Verhaltens, nicht aber auf eine genaue Ermittelung 

z 
des zeitlichen Ablaufes der durch 
den Widerstand gestorten Be
wegung ankommt. Alsdann ge
niigt die Annahme eines Mo
mentes der Oberflachenreibung 

Mo=-eow ... 1) 

zur Verminderung der Kreiselung 
w, wahrend der Widerstand W 
gegen die Prazession 1p im Ab-

'-c "" W stande 0 B = b vom Stiitzpunkt 
'1", .... " Mx ~_/_--------'~Y 0 an der Achse und senkrecht 

.... " 0 zu ihr angreifen moge, Abb. 111. 
wr Verlegen wir W nach dem Stiitz-

X Abb.111. 
punkt 0 selbst, so wird dadurch 
ein riickwarts drehendes Moment 
Mx geweckt, so zwar, daB mit 

1p sin ~ = X und dem Schwerpunktsabstand s angenahert 

W= -msX, Mx=-Wb. 2) 

anzusetzen ist. Fiihren wir diese Ausdriicke in die entsprechende 
Momentenformel 13) § 36 

e(X + x~ctg~)-eow-&= Mx 
ein, so folgt 

(eow-eX ctg~)J = eX -Mx= Wb - e W. 3) 
ms 

oder unter Einfiihrung des Schwungarmes k um die Querachse durch 
die Spitze mit der zugehorigen Pendellange 1 vermittels der Be
ziehungen 

oder 

4) 

5) 

. . 5a) 
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Hierin ist aber, wie aus Abb. 112 bervorgebt, die Klammer der linken 
Seite der zur z -Acbse lotrecbte, also wagerecbte Drallanteil D", , der 
fur rascbe Kreiselung w insbesondere danp positiv ist, wen~ das 
Scbwungmoment eo um die Kreiselacbse dasjenige e wesentlich iiber
trifft. Das Vorzeicben der recbten Seite bangt dagegen mit dem 
Unterscbied b - l in der Hauptsacbe von der Gestalt des Kreisels 
ab, welcbe den Abstand b des Kraft
angriffs und die Pendellange l bedingt. 
Gewobnlicb nimmt man an, daB die 
Ricbtung von W. durcb den Scbwer
punkt des groBten zur Bewegungs
ricbtung senkrecbten Querscbnittes, 
in unserm FaIle also des Acbsen
scbnittes bindurcbgeht. Das trifft in
dessen nacb sorgfaltigen Versucben 
von Kummer (Abbandlungen der 
Berliner Akademie 1875) nicbt zu, 
nacb den en vielmebr der Luftwider
stand von Umdrebungskorpern senk
recht zu ibrer Acbse diese in der Nabe 
des Raumscbwerpunktes schneidet. 

z 
o 

Setzen wir demgemaB b = 8, so wird mit dem Scbwungarm k1 fUr 
eine Scbweracbse 

k2 k 2 + 8 2 k 2 
b -l = 8 - -- = 8 - _1_~_ = __ 1_ < 0, . . . 

888 
6) 

womit sicb aus 5a) fUr einen rascb umlaufenden Kreisel {} < 0 
also ein Aufrichten durcb den Luftwiderstand ergibt, wahrend 
infolge des alsdann negativen Dralles Dx langsam sicb drehende 
Kreisel durcb den Luftwiderstand Yumgeworfen werden. 

II. AuBer dem Luftwiderstand unter- Z 
liegt der Pendelkreisel aber auch noch 
dem EinfluB der Reibung an der nie
mals mathematisch scbarfen, sondern 
stets etwas abgerundeten Spitze. Wir 
wollen diese in rober Annaherung als 
eine kleine Halbkugel vom Halbmesser 
a voraussetzen und erbalten so im An
scbluB an Abb.113 mit der Reibungs
zifIer f des Kreisels auf der als eben 
angenommenen Unterlage an der Be
riibrungsstelle eine Reibungskraft R mit einem Moment Mo' um die 
Kreiselachse 

R=fG, Mo' = f G a sin {}, . . . . . : . 7) 

durch welches, wie schon durch 1) die Kreiselwucht vermindert wird. 
Verlegen wir den Reibungswiderstand R nach dem Korperscbwer
punkt, so wirkt er dort zunachst verzogernd auf die Prazession und 
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ruft weiterhin nach Abb.114 ein positives Moment M/ hervor, so 
zwar, daB analog 2) 

R=-'--msX, Mx'=Rs.... .. 7a) 

Fuhren WIr diese Ausdrucke in die Momentenformel ein, so wird 
daraus . eR 

(eow-eX ctg{)){}= -Rs-
ms 

oder wegen 4) 

x 

(eowsin{}-eXcos{})J=-R (s+ ~2)sin{), 8) 

z 

R 

woraus sich wie schon beim Luftwider
stand wieder ein Aufrichten des 
rasch umlaufenden und ein Um
fall des langsam sich drehenden 
Kreisels ergibt. 

Da nun auch die anfanglich rasche 
Kreiselung w durch die Momente 1) 
und 7) des Luftwiderstandes und der 

~~--+-'r-~ ... y Reibung abnimmt, andererseits aber 

Abb.114. 

auch sin {} beim Aufrichten kleiner 
wird, wahrend cos {} zunimmt, so wird, 
noch bevor die Kreiselachse in die 
lotrechte Stellung gekommen ist, der 
Klammerausdruck der linken Seite 

der Gleichungen 5a) und 8) und damit auch ii· das Vorzeichen wechseln. 
Bei dieser VergroBerung der N eigung {} artet die Prazession in ein 
Schleudern aus, bis die Kreiseloberflache die Unterlage beriihrt, auf 
der der Kreisel dann schlieBIich mit dem Reste seines DraHes fort
rollt. Derartige mit Gleiten verbundene Rollbewegungen voHzieht 
aber auch lange vor dem Umfallen die abgerundete Kreiselspitze auf 
der Unterlage, vermoge deren der Kreisel, falls er nioht in einer 
Pfanne festgehalten wird, eine ziemlioh rasche Fortoewegung aufweist. 
Hierher gehoren auch die verwickelten Erscheinungen beim Aufrichten 
eines hartgekochten, um eine beliebige Achse in Umdrehung versetzten 
Eies auf wagerechter Unterlage, welche L. Foppl in seiner Habili
tationsschrift (Gottingen 1914) eingehend theoretisch und versuchs
maBig behandelt hat. 

III. Bewegt sich ein stabformiger Korper durch die Luft, so wird 
seine Langsaohse nur dann dauernd die Schwerpunktsbahn beruhren, 
wenn die Widerstandsrichtung die Achse hinter dem Schwerpunkt 
schneidet. Diese Stabilitat der Bewegung trifIt im allgemeinen fur die 
mittels Bogen abgeschossenen Pfeile mit soharfer Spitze zu und kann 
iiberdies duroh Anbringung von Seitentiaohen, Federn, am hinteren 
Ende noch beliebig erhoht werden. Dagegen wurde von K umm er a. a. O. 
festgestellt, daB der Luftwiderstand die Achse langgestreckter Um
drehungskorper nur bei seitlicher Bewegung durch die Luft ange-
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nahert im Raumschwerpunkt trifft, bei geringer Neigung aber immer 
weiter nach dem Vorderende wandert. Da nun die Pfeilform mit 
leichtem Schaft fur die jetzt gebrauchlichen Hohlgeschosse aus 
Festigkeitsrucksichten ausgeschlossen ist, auBerdem aber ihr Schwer
punkt nicht so weit nach der Spitze zu verschoben werden kann, 
daB er stets vor dem Angriffspunkte des Widerstandes liegt, so bleibt 
nur die Stabilisierung durch Kreiselung um die Langsachse ver
mittels schraubenformiger Zuge in den SchuBrohren ubrig. 

Alsdann kann das GeschoB in 
seiner Bahn, Abb. 115, als ein im 
Schwerpunkt gestutztes Kreisel
pendel betrachtet werden, dessen 
Achse die augenblickliche, meist 
kleine N eigung {} gegen die Bahn
tangente im Schwerpunkt besitzt, 
die zugleich die Richtung des Luft

Abb.115. 

widerstandes W angibt. Mit dem Abstand z seines Angriffspunktes 
auf der Achse vom S chwerpunkt ruft derselbe ein Moment 

M" = Wz sin{}. . . . . . . . .. 9) 

im Sinne der VergroBerung von {} ebenso hervor, wie das Gewicht 
des aufrechten Pendelkreisels. Wir konnen demnach die fruheren 
Ansatze unter Ersatz von G 8 durch W z auch fUr unsern Fall ver
wenden und haben nur zu beachten, daB jetzt weder W noch auch z 
vom Winkel {} unabhangig sind. Sehen wir weiter zunachst von der 
Schwachung der Kreiselung w und der Prazession ip um die Bahn
tangente durch Zusatzwiderstande, auf die wir noch zuruckkommen, 
ab, so benutzen wir am einfachsten die erste Gl. 9) des § 36, namlich 

8(J.-{p2sin{} cos{})+8owipsin{}= M",. 10) 

die mit if = 0 und 
M" = Wz sin{} ... 

ubergeht in 
ip 2 8 cos {} -{p 8 0 w + W z = 0 

Daraus ergeben sich die beiden Wurzeln 

. 8 0 w 1/ 8 02 W 2 WZ 
'If = 2 8 cos {} ± y 402 cos 27J. - g cos {} , 

lOa) 

11) 

. , .. 11a) 

von denen aber nur die mit dem negativen Vorzeichen eine prak
tische Bedeutung hat. Fur die Wurzel selbst erhalten wir aus Gl. 11) 
angenahert fur groBe w durch Vernachlassigung von {p 2 

12) 

wobei jedenfalls die Bedingung der Reellitat der Wurzel in 11 a) 

8 02 W 2 > 4 8 W z cos {} 
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zu erfiiHen ist. Da diese auch fUr den Zusammenfall der GeschoB
achse mit der Flugbahntangente, also{) = 0 geIten muB, so muB 

eo2 w 2 >4eWz .......... 11b) 

sein, worin fUr W und z die groBten iiberhaupt auftretenden Werte 
einzusetzen sind. 

Nachdem wir so die Bedingung fUr die Stabilitat des Geschosses 
in seiner Bahn kennen gelernt haben, ist noch die Frage nach dem 
EinfluB der Bewegungswiderstande zu erortern, welche sich der 
Kreiselung w und der Prazession entgegenstellen. Diese stimmen 
aber mit dem unter 1. betrachteten Luftwiderstand am aufrechten 
Kreisel iiberein, so daB wir das dortige Ergebnis G1. 5a) auf das 
GeschoB iibertragen konnen, wenn wir uns dieses in zwei im Schwer
punkt gestiitzte und durch den Schwerpunktsquerschnitt getrennte 
aufrechte Kreisel zerlegt denken. Der Bewegungswiderstand ist als
dann mit l> b bestrebt, beide Teilkreisel aufzurichten, d. h. einmal 
vorhandeneAbweichungen {) der GeschoBachse von der Flug
bahntangente zu verkleinern, solange die Klammer der linken 
Seite von 5 a) positi v bleibt. 

Die vorstehenden Betrachtungen verlieren aHerdings ihre Giiltig
keit fiir sehr rasche Anderungen von {) und damit verbundene groBere 
Drehwerte {}, wie sie am Scheitel sehr steiler Flugbahnen von Minen
werfern gelegentlich auftreten. Alsdann kann es vorkommen, daB 
die GeschoBachse ihre aufrechte SteHung .auch beim Niedergang bei
behalt und auf den Boden aufschlagt. 1m allgemeinen wird indessen 
die groBte Abweichung beim Verlassen des Rohres auftreten und 
langs der Bahn infolge des Widerstandes gegen die Prazession stetig 
abnehmen. Der AufriB der Bahn der GeschoBspitze in der Normal
ebene zur Flugbahn ist alsdann eine sich dem DurchstoBpunkt der 
Tangenten asymptotisch nahernde Spira Ie. Da der erste Halbbogen 
derselben bei sag. Rechtsdrall auf der rechten Seite nach vorn ge
sehen verlauft, so gilt dies auch fiir die mittlere Lage der Spitze 
langs der ganzen Bahn, womit dann ein seitIicher Abtrieb, die sag. 
Rechtsabweichung der Geschosse, verbunden ist. 

Beispiel. Zur Priifung der Stabilitat setzen wir fUr ein GeschoB 

e = mk2, eo = mk02, W=mv 
und ern.alten so an Stelle von 11 b) und 12) 

2 4 k2 z . 
W >~v, 

o 
tP = kZ2V •• • ••••••• 12a) 

o w 

Nun sei fUr ein VolIgeschoB vom Halbmesser r etwa 

2k02=r2, k2=4k02=2r2, z=r, 

also 
2 32 v . 2 v 

W>-r-' 'P=rw' ...... 12b) 

Daraus ergibt sieh mit r = 0,4 em entspreehend einem spitzen GewelutgeschoB, 
bei dem nam Versuchen von Cranz einem Anfangslauf von v = 400 msec-1 

eine Verzogerung v = 750 msec·- 2 = 75000 omseo-2 entspricht 

w2> 6000000 8ec-2 , w> 2450 sec-1 , tP = 153 sec-1 
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mit Umlaufszahlen in der Sekunde 

co 
no = ~ = 390 sec-1 , 

wahrend in Wirklichkeit co = 20000 sec-1, also no = 3200 sec-1 , 1jJ = 1,9 sec-l, 
n2 = 0,3 sec-1 erreicht wird. Daraus geht hervor, daB die Stabilitat der Ge
wehrgeschosse durch die rasche Kreiselung bei sehr langsamer Prazession voll
kommen gesichert ist. 

§ 39. Die Prazession der Erdachse. Der Erdkorper darf nach 
genauen Messungen mit groBer Annaherung als ein an den Polen 
abgeplattetes Umdrehungsellipsoid betrachtet werden, dessen Achse 
gegen diejenige der Bahnebene um die Sonne eine bestandige N eigung 
von {} = 23 0 27' aufweist. AuBerdem aber haben astronomische Fest
stellungen eine positive Prazession der Erdachse mit einer Umlaufs
zeit von etwa 26000 Jahren ergeben, die zuerst von Newton auf 
die Wirkung eines Anziehungsmomentes der Sonne auf den durch 
die Abweichung von der Kugelgestalt bedingten '!quatorwulst zuriick
gefiihrt wurdeo Die Erde verhalt sich demnach wie ein im Schwer
punkt gestiitzter Kreisel unter der Wirkung eines Momentes M{} 
entsprechend der Formel 

8( ~ - ~2 sin {} cos {}) + 80OJ~ sin {}= M{}, 0 0 0 0 1) 

in der wir bei ungeanderter Achsenneigung ~ = 0 zu setzen haben 
und infolge der gegen die tagliche Achsendrehung OJ langsamen Pra
zession ~ deren Quadrat unbedenklich vernachHi.ssigt werden darf. 
Alsdann vereinfacht sich Gl. 1) in 

80OJ~sin{}=M{}, •.• 0 0 0 ••• 1a) 

woraus sich die Prazession bei bekanntem Moment leicht berechnen laBto 

z 

x Abb.116. 

Zur Ermittlung des Anziehungsmomentes M{} eines in groBer Ent
fernung r1 vom Erdmittelpunkt befindlichen Weltkorpers von der 
Masse m1 denken wir uns, da die fortschreitende Bewegung der Erde 
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in ihrer Bahn auf die Drehungen w und ip ohne EinfluB ist, die 
Erde festgehalten und den anziehenden Korper in einer Ebene durch 
die Erdmitte um dieselbe bewegt. Mit der Erde sei ferner ein Achsen
kreuz fest verbunden, des sen z-Achse mit der Umdrehungsachse 
zusammenfallt, wahrend die x-Achse den Schnitt der Aquatorebene 
mit der Bahn der fernen Masse ml bilden moge, Abb. 116. In diesem 
Kreuze seien Xl' YI' Zl die zu r1 mit den Neigungswinkeln x, 1, fl ge
horenden Abstande von m1 , wahrend ein Massenelement dm des Erd
korpers sich im Punkte X, y, z in der Entfernung (} von 0 befinden 
moge. rst dann r der Abstand von m1 und dm, so wirkt in dessen 
Richtung eine Anziehung mit den Achsenteilen 

mldm () m1dm( ) dX = k ~- cos r, X = k --;:s- r I cos X - X 

m dm m dm 
dY=k-Tcos(r,y)=k-T(rlcos1-~y) j .. 2) 

dZ = k !"'.1c~m cos (r, z) = k ml ~~(rl cos fl- z) 
r r 

und den Teilmomenten um die Achsen 

dM.,=ydZ- zdY =kr1 m~~~(YCOSfl- zcos 1) 

m dm 
dll! =zdX-xdZ =krl ~-(z cos x -xcosfl) j' Y r 

m dm 
dMz =xdY - ydX=krI7-(xcos1-ycos x) 

. 3) 

worin k den GauBschen Weltwert der allgemeinen Schwere be
deutet, der sich aus dem Erdanlauf g am Pol mit dem Polabstand b zu 

IJ b~ 
k=- ........... 4) 

m 

berechnet. Fur den von Punkt zu Punkt veranderlichen Abstand r 
haben wir ferner 

2_2+22 ()_2(1Irl 2e (») r - r 1 (} - r 1 e cos r l' e - r 1 T 2 -- cos r l' e 
r 1 r l 

oder wegen der Kleinheit des Bruches e: r1 hinreichend genau 

r2 = r12 (1-~ cos(r1 , (}»), 13 = ~ (1 + ~ cos (r, (})) 
r1 r r1 r1 

oder auch wegen 

(} cos (rl' e) = x cos x + y cos 1 + Z cos fl . . . . . . 

1 1 I 3 J s=al1+-(xcosx +ycos1 +- ZCOSfl) . 
r r 1 r 1 

5) 

. 5a) 

. 5 b) 
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Damit erhalten wir fiir die erste Formel 3) 

m dm 
dM",=k7 (ycosp,- zcosl) 

1 

m dm + 3 k ~- (yx cos x cos p, + y2 cos 1 cos It + yz cos2 p,) 
r 1 

m dm 
- 3 k _1-3- (zx COS x cos 1 + zy cos2 1 + Z2 coslcos p,). 

r 1 

205 

Integrieren wir nunmehr iiber die ganze Erdmasse m, so diirfen wir 
die hierbei bestandigen RichtungsgroBen cos x, cos 1, cos p, des Ab
standes r 1 vor die Integralzeichen setzen und erhalten, da die 
statischen und Schleudermomente fiir die Hauptachsen x, y, z durch 
den Erdschwerpunkt 0 verschwinden, 

3km J M", = r3 1 coslcosp, (y2 _Z2) dm 
1 

oder nach Einfiihrung der Hauptschwungmomente 

J 8 a = (y2+ z2)dm, 8 b =J (Z2 + x2)dm, 8 0 =J (X2 +y2)dm 6) 

unter Hinzufiigung der beiden anderen gleichgebauten Ausdriicke 

3km 1 Mx =-~(eC-eb) cosl cosp, 
r1 

3km 
M = --3-1 (e - e ) cos p, cos x j' . . . . . 3 a) y r1 a C 

3km 
M = __ 1(8 -8 )cosxcosl 

z r 8 b a 
1 

Betrachten wir die Erde als Umdrehungskorper urn die z-Achse, so ist 

und nach Einfiihrung des N eigungswinkels {} der Bahnebene gegen 
den Aquator, sowie mit Riicksicht darauf, daB x die Auslenkung 
von r 1 aus der sog. Knotenlinie OX darstellt, womit 

cos 1 = sin x cos {}, 

wird, unter Wegfall von M. = 0 

cos p, = sin x sin {}. . . . . 7) 

Mx = 3 :1~1 (80 - 8) sin2 x cos{} sin {} j .. 
. . • 3b) 

M =~~1(8-80)cosxsinxsin{} y r1 

Der Winkel x des Fahrstrahles r l' den wir unter der Annahme 
einer Kreisbahn als bestandig betrachten, andert sich mit der Zeit, 
und zwar im Verhaltnis zu der Neigung {} der Bahnebene sehr rasch. 
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Die Folge davon ist nattirlich eine periodische Schwankung der 
beiden Teilmomente 3b), so zwar, daB beide in der kurzen Zeit 
eines Umlaufs zwei Hochst- und Kleinstwerte annehmen, die fUr M 
entgegengesetztes Vorzeichen haben. Die Gesamtdrehung erhalte~ 
wir damit durch Bildung der Mittelwerte tiber den ganzen Umlauf 
und find en, daB wegen 

2", 

~f~in x cos x d x = 0 
2.7l 

o 

der Mittelwert von M verschwindet, wahrend derjenige von Mx ' den 
wir nunmehr mit M,/ bezeichnen wollen, mit 4) sich zu 

M{f=~k m!(eo-e)cos1rfsin1rf=~ mlg~2 (eo-e)cos1rfsin1rf 8) 
2 fl 2 mf1 

ergibt. Zu demselben Ergebnis waren wir auch durch die Annahme 
einer gleichformigen Verteilung der Masse m1 des umlaufenden Welt
korpers langs seiner scheinbaren Kreisbahn gelangt. Vertauschen wir 
nunmehr das Ergebnis 8) mit Gl. 1 a), so folgt 

. 3 m1 gb 2 eo-e Q 
'IjJ=---- cos 1/' 

2 mf13 eoO) 9) 

oder, da nach § 27 mit dem Aquatorhalbmesser a und der sog. numeri
rischen Exzentrizitat 8 der Achsenellipse 

e -e a2 _ b2 8 2 o = ___ =_ 
eo 2 a2 2 

10) 

zu setzen ist, 
. 3 8 2 g ( b \ 2 m 1 
'IjJ=--- -) -cos1rf 

4 0) fl fl m 
. . . . . .. 9a) 

Sind mehrere Weltkorper m1, m2, m3, .•. usw. mit den Bahnneigungen 
1rf1 , 1rf2 , '1rfs' ... und den mittleren Entfernungen fl' f2' f 3 , ••. vorhanden, 
so tritt an Stelle dieser Gleichung 

[~= 43 8
2 b2 g ~!?!1 c~s 1rf 1. • • • • • • • 9 b) 
0) m .L.J f1 

Beispiel. Fur die Prazession der Erdaohse kommen nur die Sonne und 
der Mond, erstere wegen ihrer iiberragenden Masse, letztere wegen seiner groJ3en 
Nahe in Betraoht. Die Neigung der Ekliptik ist, d. h. der soheinbaren Sonnen
bahn gegen den Erdaquator f} = 23° 27' und oos f} = 0,92 hinreiohend genau 
als unveranderlioh anzusehen, wahrend die Mondbahn gegen die wahle 
Erdbahnebene zwar eine mittlere Neigung von etwa 5° aufweist, sioh aber 
mit dieser Neigung in etwa 18,5 Jahren einmal um die Normale zur Erdbahn
ebene dreht.' Daher darf die vorstehende Erdbahnneigung auoh als mittlere 
Neigung der Mondbahn um so mehr angesehen werden, als die Dauer ihrer 
Schwankung von 18,5 Jahren immer nooh als klein gegen die zu erwartende 
Prazessionsdauer gel ten kann. 
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Nun ist fUr die Erde 
OJ = 0,000073, g = 9,81 msec-2 , s= 0,082 

und weiterhin fur die Sonne 
1, = 150.106 km = 150.109 m = 23700 b, m, : m = 333000 

und fiir den Mond 

12 = 382.103 km = 382·106 m= 60 b, m2 : m= 0,0125, 

also nach 9b) 

1f = ~ g ~cos{} (~(~ r m, +~ (~)2 ~) =~ 10-11 
4 OJ T, T,/ m 12 T2 m 4 

entsprechend einer Prazessionsdauer von t=8·1011 sec=25100 Jahren in guter 
Dbereinstimmung mit astronomischen Feststellungen. 

IX. Rollkreisel und Pendelkreisel. 
§ 40. Kollergange und Pendelmiihlen. Unter einem Rollkreisel 

moge ein Drehkorper verstanden sein, der langs eines ParaUelkreises 
seiner Oberflache vermoge einer Drehung 
um die in einem Punkt 0 festgehaltene 
Korperachse auf einer ebenfalls fest en 
Leitkurve roUt ohne zu gleiten. Wir 
wollen uns sogleich auf den praktisch 
allein wichtigen Fall beschranken, daB 
diese feste Leitkurve ein Kreis ist, dessen 
Mittelpunkt ebenfalls durch 0 hindurch
geht, Abb. 117. Beide aufeinander ab
rollende Kreise bilden demnach die be
wegliche und feste Polbahn der Bewegung 
und bestimmen mit dem Festpunkte 0 
zwei entsprechende Kreiskegel, die sich 
beim Abrollen langs einer Mantelgeraden, 

Abb.117. 

der augenblicklichen Drehachse des bewegten Kegels, beriihren. 
Bezeichnen wir den halben Offnungswinkel des Rollkegels mit a, 

den des Leitkegels mit fJ und die N eigung der Kegelachsen gegen
einander mit {}, so haben wir drei FaIle zu unterscheiden. 1m ersten 
wichtigsten FaIle, Abb. 117, roUt der bewegliche Kegel A auf dem 
AuBenmantel des festen B, so daB {} = a + fJ ist; man spricht als
dann von einer epizyklischen Bewegung. 1m zweiten Falle des 
Abrollens von A auf dem Innenmantel von B, Abb. 118, hei13t die 
Bewegung mit {}=fJ-a hypozyklisch und im dritten Falle der 
Umfassung des festen Kegels B durch den beweglichen A, Abb. 119, 
mit {} = a - fJ p erizy kli sch. Man iibersieht sogleich, daB im ersten 
und dritten Falle die Prazession des beweglichen Kegels positiv, 
also vorwarts, im zweiten Falle dagegen negativ, also riickwarts ge
richtet ist, was aus den Pfeilen der Abbildungen deutlich hervor
geht. Weiter haben wirschon am Schlusse des § 37 erkannt, daB 
mit den Halbmessern r und r1 zweier Beriihrungskreise auf A und B 

r : 11 = sin a : sin fJ , 
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also Wo sin a = ip sin (3 . . . 1) 

ist, worin Wo die reine Achsendrehung des Rollkreisels bedeutet, 
die mit der gesamten Kreiselung durch 

w=wo+ipcos{) . . . . 2) 

zusammenhangt. Die Bewegungsgleichungen 9) § 36 

M,'}= e (jj - ip2 sin {} cos {}) + eo w ip sin '11-

Mx = e (ip sin {} + 2 fJip cos {}) - eow{) 

Mo =eow = eo (wo + ip cos {} -- ip{}sin {}) 
I . 3) 

vereinfachen sich wegen der Bestandigkeit des Winkels {) mit J, = 0, 
#=0 in . 

M,'}=eo.~~sin{)-eip2sin~cos~. }.. .. 3a) 
Mx = e'ljJsm{}, Mo=eo(wo+'ljJCos{}) 

B 

Abb.118. Abb. 119. 

1m Beharrungszustande verschwinden mit OJo = 0, ip = 0 die beiden 
letzten Formeln, und es bleibt nur die erste iibrig, die mit 2) in 

M,'}= (eo - e) ip2 sin {} cos {} + eowoip sin{} . . . . 4) 

iibergeht. Entfernen wir noch daraus die Eigendrehung Wo mit Hilfe 
von 1), so bleibt 

M,'} = ip2 sin {} [(eo - e) cos {} + eo .s~n P] . . . . 4a) 
sm a 

und nach Ausschaltung von P={}-fX fiir die epizyklische Be
wegung, Abb.117: 

M,'} = ip2 sin {) [eo ctg a sin 19 - e cos {)].. . . . . 4 b) 

Dieses Moment ist zum Abheben des Rollkreisels von der Fiihrungs
bahn zu iiberwinden und kann deshalb unmittelbar als das Moment 
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des Bahndruckes in bezug auf den Drehpunkt 0 angesprochen 
werden. Es ist ersichtlich 

> M{}= 0 
< 

>e fiir tgf)=Qtga. . . . . . . . 5) <!CYo 

Da nach Abb. 117 iiir epizyklische Bewegung f) = ex + f3 wird, so 
ist jedenfalls das Kreiselmoment M{} > 0 iiir eo> e, wobei e sich 
auf eine durch den Festpunkt 0 gehende wagerechte Hauptachse 
des Rollkreisels A bezieht. Fiihren wir ferner noch den Schwerpunkts
abstand 08= s des Rollkorpers yom Festpunkt 0 ein, so erhalten 
wir in bezug auf diesen noch ein Gewichtsmoment Gs sin f), also 
ein Gesamtmoment 

M= Gs sin f)+ M{} 

M = [Gs + 'ljJ2 (eo ctg ex sin f) ~ e cos f))] sin f), •. • 6) 

welches fiir M{} > 0 groBer als das Gewichtsmoment ausfallt. Handelt 
as sich, wie bei sog. Kollergangen, Abb.120, um die Erzielung 
eines moglichst starken Druckes eines vorgelegten Rollkorpers auf 
die Unterlage, so erhalten wir aus dM:df)=O fiir den zugehorigen 
Neigungswinkel f)1 die Gleichung 

Gs cos f)1 + 'ljJ2 (eo ctg a sin 2 f)1 ~ e cos 2 f)1) = O. 7) 

Da dieselbe in sin f) 
vom vierten Grade reoht 
uniibersiohtlich ist, so 
sohlagt R. Grammel, 
der das Wesen des Kol
lerganges zuerst richtig 
erkannt und behandelt 
hat (Z. V. d. I. 1917), 
einfach die Ermittlung __ ..l<:...:::""'-'-~,",,",:...:::..::..:...c..~ J.&.:...~""'-'-.:..:...::...:...::...:....::.."'-L..--

des giinstigsten Winkels 
f) 1 aus, der zeiohne
risohen Darstellung von 
6) vor. Auoh ohne die-
selbe erkennt man ein Abb. 120. 
Anwachsen von M mit 
sin f) 1 von f) 1 = 0 ab, dem nur eine schwaoher werdende Verringe
rung durch das Glied ~ e cos f)1 bei f)l = 90 0 gegeniibersteht. Der 
Hochstwert von Mist also in der Nahe von f)1 = 90 0 zu erwarten 
und kann dann mit f) 1 = 90 0 + b fiir kleine Werte von b aus 7) auf 
dem Naherungswege ermittelt werden. Setzen wir demgemaB 

(Jos f) 1 = ~ b, sin 2 f) 1 = ~ 2 b, cos 2 f} 1 = ~ 1 , sin f) 1 = 1 , 

so wird aus 7) 
b(Gs+2'IjJ2eootga)='ljJ2 e. . ... 7 a) 

und aus 6) 
Ml =Gs+'ljJ2 e octga+'ljJ2 eb 

Lorenz, Techn. Physik 1,2. 2. Auf!. 14 
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oder mit 7a) 

M = (Gs + ip2 eo ctg a) (Gs + 2 ip'1. eo ctga) + ip4 e2 
1 G s + 2 ip'1. eo ctg a .. . 6 a) 

Aus diesem Moment berechnet sich dann nach Abb.117 mit dem 

Hebelarm b=s sin (#-iX) der Gesamtdruck 
cos a 

P = Ml = Ml cos a . b) 
b . ({) ) ... 6 ssm -a 

des Kollerganges auf die wagerechte Un
terlage. 

Haben wir es dagegen mit der Hypo
zyklodenbewegung nach Abb. 118 zu tun, 
wie sie in sog. Pendelmuhlen, Abb.121, 
angenahert verwirklicht ist, so gelten wegen 
fJ = # + a die vorstehenden Formeln fur M{} 
mit umgekehrten V orzeichen des Winkels a. 
Wir erhalten also fUr das Kreiselmoment des 
Laufers an Stelle von 4 b) 

Abb. 121. M{} = - ip2 sin {} (eo ctg a sin {} + e cos #) 8) 
und das Gesamtmoment in bezug auf den PolO 

M = [ip2 (eo ctg a sin {} + e cos {}) - G s] sin {} ••• 8 a) 

mit umgekehrtem Drehsinn wie das Moment 6). Dasselbe ergibt 
nur so lange einen fUr den Betrieb notwendigen positiven Bahndruck, 
als der Drehwert ip die Bedingung 

ip2(eoctgasin{}+ecos{}»Gs . . 8b) 

erfiilit. Der Hochstwert des Momentes 8 a) ergibt sich fur einen 
Winkel {} 2 aus der Bedingung dM: d {} = 0, d. h. 

ip'1. ( eo ctg a sin 2 {} 2 + e cos 2 {} 2) = G s cos {} 2' • 9) 

Aus der Verzeichnung der Abhangigkeit 8a) des Momentes M von {} 
erkennt man, daB zwei solche Hochstwerte bestehen, von denen der 
erste in der Nahe von 1'i = 45 0, der zweite dagegen bei ~ = 225 0 

liegt und darum praktisch bedeutungslos ist. Fur den ersten haben 
wir mit {}2 = 45 0 + <5 und 

f2 f2 
sin #2= 2(1+<5)=0,707 (1+<5), COS{}2 = 2(1-<5)=0,707 (1-<5) 

sin 2 {}2 = 1, 
aus 9) 

ip2 eo ctg a - 0,707 Gs = (2 ip2 e - 0,707 Gs) <5. . . . 9a) 

Ebenso wird aus 8a) 
. 2 

M= ~ (eoctga-eoctgacos2{}+esin2{})-Gssin{) .8c) 
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und angenahert fUr den Hochstwert 
·2 

M2 =~(eoctga+ 2 eo~ctga+e) - 0,707 G8(1 +~) 
2 
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·2 

M2 =~(eo ctga + e) - 0,707 Gs + (~2eo ctg a - 0,707 Gs) ~ 10) 
2 . 

oder mit 9a) 
ip'!. •• (ip2 eo ctga-O,707 Gs? 

M2 =-(eoctga+e)-0,707 Gs+ 2 ·2e ° 0 G .10a) 2 'IjJ • - ,7 7 s 

Die praktisch ausgefUhrten Pendelmiihlen erhalten iibrigens ihren 
Antrieb gew6hnlich durch ein Hookesches Gelenk von der stehenden 
Achse aus, wodurch die Drehwerte roo und ip ohne Riicksicht auf 
die hier nicht er£iillte G1. 1) miteinander verkniipft sind (vg1. § 12 
1. Beispiel). Es ist einleuchtend, daB die vorstehende Entwicklung 
£iir diese Anordnung, bei der offenbar auf das GIeiten des beweg
lichen Kreisels an der fest en Wand aus praktischen Griinden im 
Gegensatz zu unserer Annahme des reinen Rollens Wert gelegt wird, 
auch nicht angenahert mehr zutrifft. 

1. Beispiel. In der Technik sind fiir Zerkleinerungsarbeiten bisher nur 
Kollergange mit zylindrischen Walzen, Abb. 120, in Gebrauch, fiir die daher 
{} = 90 0 und der Hebelarm b = 8 ist. Damit wird aus 6) mit dem polaren 
Tragheitsarm ko der Walze um ihre Achse 

( k 2 • 2 ) 
M = G 8 + tjJ2 61. 0 ctg a = G 8 + ~g 'P ctg a 1 

·261 (k 2 ..)·.··· .11) 
P=G +'P 8 "octga=G 1+ 08 ;- ctga 

Haben wir es mit einer Vollwalze vom Halbmesser a zu tun, fiir die a2 = 2 ko 2 

ist, so wird z. B. mit 8 = a und a = 450, also ctg a = 1, 

P = G ( 1 + a2 ~2) . . . . ... 11 a) 

Demnach wird also mit einem Drehwert der Walze im Betrage 

tjJ= V2: •..•. . •.. 11 b) 

eine Verdoppelung der Gewichtswirkung durch das Kreiselmoment erreicht. 
Fiir a = 0,5 mist dieser Wert .p = 6,27 entsprechend 60 Umdrehungen in der 
Minute- des Kollerganges. 

Die hier ermittelte Druckwirkung setzt natiirlich eine derart gelenkige 
Fiihrung der Lauferachse voraus, daB diese sich nicht nur entsprechend dem 
untergeschobenen Mahlgut heben und senken, sondern auch unter Anderung 
des Winkels {} drehen kann. Andernfalls kommt keine nennenswerte Kreisel
wirkung auf das Mahlgut zustande, sondern nur ein unverandertes Biegungs
moment in der lotrechten Antriebsachse 0 Z. 

2. Beispiel. Die vorstehenden Ube:degungen gelten auch fiir das Kreisel
moment einer Wagenachse beim Durchfahren eines Bogens vom Halbme~ser r. 
Mit dem Lauf v und dem Radhalbmesser a hat man bei reinem Rollen 

a Wo = r tjJ = v, . . . . . . . . 12) 
also nach der ersten Gl. 3) mit {} = 90 0 ;;, = 0, w = Wo 

, . G k02 v2 

M{}= 610 Wo'P =- --. 12a) 
g ar 

14* 
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Man iibersieht leicht, daB dieses Moment auch bei groBer Fahrtgeschwindigkeit 
und . maBigen Halbmessers r und a nicht ausreicht, um das innere Rad vom 
Boden, bzw. der Schiene abzuheben, auch wenn es nicht durch das Wagen
gewicht belastet ware. 

§ 41. Schwingungen von Rollkreiseln. Als Rollkreisel im 
weiteren Sinne wollen wir solche Umdrehungskorper bezeichnen, 
deren fortschreitende Bewegung auf gerader oder krummer Bahn im 
geraden Verhii,ltnis zum Drehwert w urn die Korperachse steht. 
Diese Korperachse ,moge im Beharrungszustande wagerecht sein, urn 
diese Lage aber kleine Schwingungen vollziehen, denen dann auch 
solche urn eine lotrechte Achse entsprechen. Es fragt sich alsdann, 
ob die Gesamtbewegung eines derartigen Rollkreisels und des mit 
ihm verbundenen Korpers, z. B. eines Fahrzeuges, stabil verUi,uft oder 
nicht. Zur Untersuchung dieses Vorganges greifen wir auf die am 
Schlusse des § 36 entwickelten Gleichungen 13 a) fur kleine Kreisel
sch wingungen 

Mf)=ejj+eow X, Mx=ei - eo w {} ... 1) 
zuruck, zu denen noch mit Mz= Mo= 0 die Bestandigkeit des Dreh
wertes w urn die Hauptachse tritt. Hierin bedeuten {} die kleine 
Auslenkung der Achse aus ihrer wagerechten Ruhelage, gemessen in 
einer lotrechten Ebene, i den Drehwert urn eine zur Umdrehungs
achse senkrechte Achse, die bei klein em {} nahezu lotrecht steht, so 
daB i merklich mit der Prazession der Hauptsache ubereinstimmt. 
Weiter ist zu beach ten, daB in den beiden Formeln 1) das Schwung
moment e sich auf solche Achsen bezieht, die sich in der Um
drehungsachse schneiden und zu ihr senkrecht stehen. 1m Falle der 
Verbindung des Rollkreisels mit einem Fahrzeug wird aber die Ge
samtdrehung des ersteren sich im allgemeinen urn Achsen vollziehen, 
die sich auBerhalb der Drehachse schneiden und denen somit ver
schiedene Schwungmomente e' und e" zugeordnet sind. Wir haben 

daher im allgemeinen an Stelle der Formeln 1) 

JIf)=f9'iJ'+eo, wi,} . ... 1 a) 
Mx=f9"X - eow/}, ~+-

I 
--!r~ '. ---r-- V 

o 

worin nunmehr Mf) und Mx die zwischen dem 
Kreisel und dem Fahrzeug wirkenden Mo

~:::::::... mente bedeuten. 

G H 

Abb. 122. 

1. Wir betrachten als ersten Fall die B e
wegung eines Rades, Abb. 122, auf ebener 
wagerechter Unterlage und vernachlassigen die 
Bohrreibung des Rades bei einer Drehung urn 
eine ganz oder nahezu lotrechte Achse. 1st 
dann 0 der Stutzpunkt des Rades auf der 

Unterlage, so wirken dort die wagerechten und lotrechten Stutz
krafte H und V, von denen die erste, damit das Rad nicht gleitet, 
kleiner als die Reibung auf der Unterlage sein muB. Diese aber 
ergibt sich aus dem Radgewicht G = mg und der Reibungsziffer 
zu fG, also muB H < fG sein. Bei der Auslenkung {} der Radebene 
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aus dem Lote ist v =ro -& der Lauf des Schwerpunktes mit den 
wagerechten und senkrechten Anteilen 

v x = r 0 -& cos {} '" r 0 iJ , v y = r 0 -& sin {} -;:::::3 r 0 -& {} -;:::::3 0 , 

von denen der letzte vernachlassig~ werden darf. Daher lauten die 
Bewegungsgleichungen des Schwerpunktes 

H=movx=moro'&' V-G=mOvy-;:::::30, 2) 
woraus die angenaherte V'bereinstimmung von V = G erhellt. Fur 
die Momente haben wir mit dem Radarm ro' sowie unter Vernach-
Iassigung der Bohrreibllng 

Mf}=Gro{}=mogro{}, Mx=O ..... 3) 

und, wenn 6 das Schwungmoment um einen Raddurchmesser bedeutet, 

e' = 6 + mo r 02 , elf = 6, . . 3 a) 
also nach Einsetzen in die Momentenformeln 1 a) 

(6+mor02)iJ'+60wi=mogro{), 6X=60 w-& ... 4) 
Hiervon ist die letzte Formel sofort integra bel und liefert mit den 
Anfangsbedingungen i = 0 fUr {} = 0, d. h. fur ein aufrechtes Rollen 
des Rades im Beharrungszustande 

6i=60 w{}, . •........ 4a) 
womit der Drehwert i aus der ersten Formel 4) ausgeschaltet werden 
kann. Alsdann geht diese uber in 

6 (6 + mo r02),& + (60 2 w2 - mo gro 6) {} = 0, 4 b) 
oder mit 

6 0 = moko2, e=mok2, . 3b) 
"0 k 4W2 --k2 r g {}+ 0 k4 I P 20 {}=O. 4c) 

I ro 
Das ist aber die Gleichung einer einfachen freien Schwingung der 
Radebene um ein Lot von der Dauer 

V k4+k2r 2 
to = 2 Jl k 4 2 k20 ,........ 5 ) 

o w - rog 
die nur so lange reell ist, als 

k04W2>Prog ......... 5a) 

ist. 1st diese Bedingung durch den Drehwert w erfullt, so ist die 
Bewegung des Rades stabil, andernfalls wird der Beiwert von {} 
in 4c) negativ, und damit wachst {} selbst von einer beliebig kleinen 
Anfangsauslenkung unbegrenzt an, d. h. das instabile Rad faUt um. 

Verhindert man etwa durch Fuhrung des Rades in einer 
Schiene die Schwankung i urn eine lotrechte Achse, so verliert die 
zweite Gleichung 1 a) und 4) ihren Sinn, und die erste Gleichung 4) 
geht mit i = 0 und 3), 3 a) u. 3 b) uber in 

W+r02)'J=rog{}, . ........ 6) 
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die man auch aus 4c) mit w = 0 erhalten hatte. Auch diese Glei
chung fiihrt auf eine asymptotiscb"e Bewegung mit unbegrenzter Zu
nahme der anfanglichen Auslenkung, also auf ein Umfallen des Rades. 
Die vorstehende Betrachtung bildete zugleich die Grundlage fur die 
Theorie des Fahrrades, welches darum die Schienen von StraBen
bahnen sorgfaltig vermeiden muB. 

/ 

Abb. 123. 

1. Beispiel. Ebenso laBt sich damit auch das Verhalten des von 
W. Thomson (Lord Kelvin) angegebenen Kapselkreisels, Abb.123, mit wage
rechter Achse, dessen Gehause mit einer Schneide auf der Unterlage ruht, er
klaren. In dies em FaIle ist mit der Kreiselmasse mo' derjenigen des G(>hauses m 
und dem Schwungarm kl urn die lotrechte Achse, sowie mit dem Arm 8 der 
Schneide 

Mf} = (mJ + m) 8gf), Mx = ° 
6)' = mo (k2 + 82) + m (k12 + 82), 

},. . . 7) 
6)" = mo k2 + mk12 

und damit wird aus 1 a) 

[mo (k2 + S2) +m (k12 + 82)]:0 + 6)0 w X = (mo + m) sgf) } 

(mo k2 + mk12) X = 6)0 w J 
.. 7 a) 

Auch hier ergibt die mtegration der zweiten Gleichung mit der Grenzbedingung 
X = 0 flir f) = ° 

(mo k2 + mk12) X = 6)0 w {} 

und nach Einsetzen in die erste Formel 7 a) mit 6)0 = m k02 

[mo (k2 + 82) + m (k12 + 82)] (mo k2 + mk12) {j 
+ [m02 k04 w2 - (mo + m) (mo k2 + mk12) sg] f) = 0, ... 7b) 

eine Gleichung, die sich nur durch die Beiwerte, nicht aber im Wesen von 4 b) 
unterscheidet und darum, wie diese auf eine stabile Schwingung oder ein 
asymptotisches Umfallen fiihrt, je nachdem 

mo2k04w2:Z:(mo+m)(mok2+mk12)8Y. " 7c) 

ist. Beim Fahrrad tritt an Stelle des Gehauses die Belastung durch den 
Fahrer, der durch Anpassung an die kleinen Seitenschwankungen die Stabilitat 
noch zu erhohen vermag, so daB das Rad auch bei langsamem Anfahren nicht 
umzufallen braucht. 

II. Als Treibvorrichtung von Schiffen benutzt man entweder 
Schaufelrader an den Seiten oder Schrauben am Heck, fur 
Luft£ahrzeuge dagegen nur Schrauben am Kopf, die samtlich in
folge ihrer Umdrehung mit den damit verbundenen Massen als Roll-
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kreisel angesehen werden konnen, deren im Beharrungszustande wage
rechte Achsen durch die Roll- oder Stampfbewegungen des Schiffes 
die Auslenkung {} erfahren. AuBerdem wirkt auf das Schiff selbst 
noch im allgemeinen das Rudermoment Mr um eine lotrechte Achse, 
dem dann in bezug auf den RolIkreisel das Moment Mx entspricht. 
Wir bezeichnen nun mit mo die gesamte Kreiselmasse und setzen 
ihre Schwungmomente urn die Schwerachsen 

~=~~, e=~~, ..•.... ~ 

ferner die beiden Schwungmomente des Schiffes von der Masse m 
um die Langs- und Querachse durch dessen Schwerpunkt, der als 
allgemeiner Drehpunkt zu gelten hat 

AuBerdem sei 8 der Abstand des Schiffsschwerpunktes von der 
Kreiselachse und hI' h2 die sog. Metazenterhohen fur RolI- bzw. 
Stampfbewegungen, die fUr das aufrichtende Moment des Schiffes 
ausschlaggebend sind. Alsdann ist in unseren Gleichungen 1 a) 

e'=mo(k2+82)+mkI2, e"=mO~+mk22 .. 8b) 

und fur Schaufelrader mit Rollschwingungen 

M{} = - mg hI {}} , 

Mr=MX 

des Schiffes 

8c) 

wahrend man fur das Schraubenfahrzeug mit Stampfbewegung 
nur die Zeiger 1 und 2 miteinander zu vertauschen hat. Damit wird 
aus 1 a) 

[mo(k2+8'.l)+mkI2J{j+moko2Wx~mghl{}=O} .. 9) 
(mo k2 + m k'.) 2) X - mo ko 2 w {} = Mr ' 

woraus man zunachst den mit iJ wechselnden EinfluB der Kreisel
bewegung auf das Rudermoment Mr erkennt. Fahrt das Schiff ohne 
Ruderauslage geradeaus, so verschwindet Mr , und wir erhalten, wie 
schon oben aus der Integration der zweiten Formel 9) mit den An
fangsbedingungen {} = 0 fur X = 0 fur den Beharrungszustand 

(mok2+mk'.J2)X=moko2w{) ... " . 9a) 

und nach Einsetzen in die erste Gleichung 9) 

[ mo (k2 + 8 2) + m k12J (mo ~ + m k22) {j 

+ [m g hI (mo k 2 + m k'.) 2) + mo 2 ko 4 w'.!J {} = 0.. 9 b) 

Hieraus folgt aber so lange eine stabile Schwingung des Schiffes, 
als der Beiwert von {} positiv ist, was wegen der stets positiven 
Metazenterhohe hI praktisch immer zutrifft. AuBerdem erhellt, daB 
durch den Hinzutritt der Kreiselwirkung, die im Gliede mo 2 ko 4W2 

der zweiten Kammer steht, die Stabilitat der Schwingung noch er
hOht wird. Dividieren wir die ganze Gleichung 9 b) mit mo k2 + m k22 , 
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so lautet der Beiwert von {) 

[ m 2 k 4 w 2 ] [ G 2 k 4 w 2 ] 

mgh1 1 + mgh1 (~o k~ + mk'J2) = Gh1 1 + g(GO k2+ Gk'J2) Gh1 ' 9c) 

wenn wir statt der Massen mo und m die Gewichte Go und G des 
Kreisels und des Schiffes einfiihren. Aus der iiberwiegenden GroBe 
des Schiffsgewichtes G gegeniiber dem des Kreisels Go erkennt man 
schon, daB die Kreiselwirkung der Schaufelrader und ebenso auch 
die der Schraube angesichts ihres maBigen Dralles auf die Gesamt
schwingung in 9b) nur ganz unbedeutend sein kann. Aus demselben 
Grunde wird auch der Drehwert X nach Gleichung 9a) verschwindend 
klein und kann in der ersten Gleichung 1 a) fiir die Berechnung des 
Momentes M{} vernachlassigt werden, wahrend der Andrehwert X als 
maBgebend £iir das Moment Mx in Gleichung 8 c) nicht unterdriickt 
werden dar£. Wir erhalten somit an Stelle von 9 b) die einfachere 
Gleichung 

[ mo W + 8 2) + m kl 2] ,jj + m g hl {) = 0 

mit der Dauer der Rollschwingung 

ymo(k2+82)+mkl'J 2n 
to = 2 n m g hl = -a- . 

10) 

lOa) 

Bei einem vorgelegten groBten Ausschlage {)o diirfen wir dann fiir 
die Rollschwingung schreiben 

{) = {) 0 sin at, 

und damit wird aus 9 a) 

11) 

. mo ko 2 W {) 0 sin at.. mo ko'J w a ~'J. 0 cos at) 
X = mo k2 + m k22 ' X = mo k2 + m k22 lla 

Mit Mr = 0, d. h. fiir die geradlinige Fortbewegung des Schiffes ohne 
Ruderwirkung ergibt sich damit 

MfJ,= mk12,jj - mghl {) = m {)o (a2 kl 2 - gh1) sinat 

M' _ k 2 .. __ m mo ko 2 k'J 2 W a {} 0 cos at 
x - m 2 X - m k2 + mk 2 

o 2 
I . 12) 

fiir die beiden Momentenanteile, mit denen der Antriebskreisel auf 
das Schiff wirkt. 

2. Beispiel. Fiir einen Kanalraddampfer von der Wasserverdrangung 
G= 2000 t, der Lange l= 100 m, der Breite b= 12 m wird etwa k! = 5 m, 
k2 R::: 0,25 l = 25 m, die Metazenterhohe fUr Rollschwingungen h! = 0,5 m, 
wahrend das Raderpaar ein Gewicht von Go = 40 t, bei einem Halbmesser 
To = 3,4 m und einer Radbreite von bo = 4 m besitzt, dem ko = 3 m, k = 8 m, 
8 = 2 m mit einer Umlaufszahl von n = 40 i. d. Min., also w R::: 4 entsprechen 
moge. Dann ist der Ausdruck 9c) 

( 4~·~·~ ) 
Gh! 1 + 9,81 (40.~2 + 2000.252) 2000.0,5 = Gh! (1 + 1,7.10-4

), 
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so daB in der Tat der EinfluB der Kreiselwirkung auf die Schiffsschwingung 
verschwindet. Weiter ist nach lOa) 

to = 2 JC Y5,38 = 2 JC. 2,32 = 14,57 Sek., 

a = 1 : 2,32 = 0,431, a2 = 1 : 5,38 . 0,186 

und fiir 00 = 10 0 = JC: 18 aus 11 a) und 12) 

x = 1,97.10-4 sin at, x = 0,849.10-4 cos at, 
M{} = - 8,9mt sin at, MJ; = - 10,8mt cos at. 

Hieraus folgen mit einem gemeinsamen Lagerabstand von 12 m die groBten 
Lagerdruckanteile im Betrage von 

p{} = 7,42 t = 7420 kg, PiC = 0,90 t = 900 kg. 

Die entsprechende Behandlung des Schraubenschiffes bietet angesichts der Ver
tauschung der Zeiger 1 und 2 in den vorstehenden Formeln nichts Neues, so 
daB die Durchrechnung eines Zahlenbeispiels hierfiir unterbleiben kann. 

§ 42. Ungedampfte Schwingungen des Pendelkreisels. Ein 
starres, um eine wagerechte Achse drehbares Pendel, welches nach 
Abb.124 in der Schwingungsebene eine zur Schwerachse senkrechte 
Achse tragt, um die ein Rahmen mit einem in der Ruhelage lotrecht 

Abb.124. 

sich drehenden Kreisel schwingen kann, wollen wir in der Folge als 
ein Pendelkreisel bezeichnen. Ein solcher Pendelkreisel besitzt, 
wie das schon in § 37 besprochene Kreiselpendel zwei Freiheitsgrade, 
entsprechend den zueinander lotrechten Ausschlagen {} des Pendels 
um seine £este Achse und X des Kreiselrahmens um die mit dem 
Pendel selbst bewegliche Achse. 

Fur die Kreiselbewegung ist zu beachten, daB einmal der Schwer
punkt im allgemeinen nicht in die Drehachse des Kreiselrahmens 
falIt und daB auBerdem auch der Rahmen an den Schwingungen X 
teilnimmt. Es bedeute nun e das Schwungmoment des reinen Kreisel
korpers von der Masse mo um seine Durchmesserachse, m2 die Rahmen-
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masse mit den Schwungarmen k2 und kl urn die Achse AA und eine 
dazu senkrechte B B, ferner r und 82 die Schwerpunktsabstande des 
Rahmens und des Kreisels von AA und vom Drehpunkt 0 des 
Pendels. Alsdann sind die in den Kreiselgleichungen 

e'ij + eo w X = M,'}, e" X - eo w rJ = Mx . 1) 
fiir kleine A usschlage eingehenden Schwungmomente mit dem 
Schwungmoment e1 des Pendels selbst urn 0 gegeben durch 

e'=e1 +e+m2k12+(mO+m2)822, 6"=e+mor2+m2k22, 2) 
wahrend mit dem Schwerpunktsabstand 81 des Pendels mit der 
Masse m1 sich ergibt 

- M,'}= m1 g81 1}, - Mx = (mo + m2)grx. . . . 3) 
Verbinden wir diese Formeln mit 1), so erhalten wir 

e'.&+.eOWX+mlg811}=O }, .... la) 
e"X-eow1}+(mO+m2)grx=O .. 

und nach Erweiterung mit d1} bzw. dX sowie Addition, wobei die 
KreiselgIieder + eo w XJ dt sich aufheben, wegen Ii d1} = rJ drJ und 
idx=XdX 

e' tJdtJ+ e" X dX + m1 g81 1}d1} +(mo + m2)gr Xdx = O. • 4) 

Daraus folgt durch Integration bei bestandigem w die Arbeitsgleichung 

e' J2 + e" i2 + m1 g811}2 + (mo + m2 ) gr x 2 = 0, . . . 4a) 

in der die ersten beiden Glieder die Gesamtwucht und die letzten 
den gesamten Drang des Pendelkreisels bedeuten, deren Summe, 
d. i. die Gesamtmacht des Pendelkreisels, wahrend der Be
wegung sich nicht andert. 

Fiir 1 a) konnen wir auch mit den Abkiirzungen 

schreiben: 

m1 g81 _ 2 (mO+m2)gr _ 2 

~-(tl ' e" -(t2 

ew o -w 6-'-- l' 

ew o -w e" - 2 

5) 

Das sind aber die Differentialgleichungen der miteinander durch die 
rechts stehenden Glieder gekoppelten zueinander senkrechten 
Schwingungen des Pendelkorpers und des Kreiselrahmens, 
denen ofl'enbar wegen der durchweg bestandigen Beiwerte die Ansatze 

1}=Aezt , X=Be xt ........ 6) 
geniigen, in denen A und B willkiirliche Festwerte darstellen, wah
rend x noch zu bestimmen ist. Nach Einsetzen von 6) in 1 b) er
halten wir unter Wegheben des gemeinsamen nicht verschwindenden 
Faktors ezt 
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und nach Multiplikation bzw. Division dieser Ausdriicke beiderseitig 
miteinander 

(XII + alII) (XII + a22 ) + w 1 w2 XII =0 } 
All wll (x2 + a1 2 ) + B2 w 1 (XII + a2 2 ) = O· ... 6b) 

Schreiben wir fUr die erste dieser Gleichungen 

x4+(a12+a211+w1w2)x2+a12a22=0, .... 6c) 
so erkennen wir, daB ihre Wurzeln 

x2 = _ a12 -1- a 211 + WI W II ± 1/ (a12 + a22 + w1 W II)2 _ IV \I a 2 ) 
2 r 4 ""1 \I • 7 

nur so lange reell sind; als 

7a) 
oder 

(a12 - a22)2 + 2 (a1 2 + a2 2) W 1 W 2 + W 12 W 22 > 0 7 b) 
ist. Da W 1 und w2 mit W selbst nur positiv sein konnen, so ist 
diese Bedingung stets erfiillt, wenn mit unter dem Drehzapfen liegen
den Schwerpunkten des Pendels und Kreiselrahmens, also positiven 81 

und r, nach Gleichung 5) auch a12 und a2 II positiv sind, oder aber 
mit 81 < 0 entgegengesetzte V orzeichen besitzen, woraus alII a2 2 < 0 
hervorgeht. Sind dagegen mit oben liegenden Schwerpunkten a12 

und a22 beide negativ, so kann die linke Seite von 7 a) verschwinden, 
wah rend rechts a12 a22 > 0 bleibt, so daB in diesem FaIle die Wur
zeIn 7) nicht reell zu sein brauchen. Dies wird vielmehr erst durch 
einen Drehwert w> 0 erzielt, welcher der Bedingung 7 a) geniigt, 
wahrend fiir W = 0 die Wurzeln von 7) mit - a12 bzw. - a22 iiber
einstimmen, entsprechend zwei voneinander unabhangigen Schwin
gungen des Pendels und des Kreiselrahmens nach Gleichung 1 b) mit 
illl =w2=0. 

Schreiben wir nunmehr an Stelle von 7) 

x2 = - all ± (all + Pll) fUr a12 a2 \I < 0 } 
X2 = _ a2 ± (a2 _ P2) fUr a12 a22 > 0 ' . . . 7 c) 

so erkennen wir, daB im ersteren FaIle von den beiden Wurzeln 

X 12=P2, x\l2=-(2a2 +p2) 

die erste positiv und demnach Xl = + P reell ausfallt, was nach dem 
Ansatz 6) auf beliebig anwachsende Ausschlage von der alsdann in
stabilen Ruhelage aus fiihrt. Daraus folgt ohne weiteres die vollige 
Unbrauchbarkeit dieser Anordnung, so daB wir nurmehr Pendel
kreisel zu untersuchen haben, deren beide Schwerpunkte 
gleichzeitig unter oder iiber dem Drehzapfen liegen. 

r. 1m Falle positiver alII und a2 2 entsprechend der Anordnung 
Abb.124 sind die heiden Wurzeln nach der zweiten Gleichung 7c) 

Xl 2 = - p2, X22 = _ (2 a2 _ P2) = _ ~2 

negativ, mithin 
Xl = ± iP, 
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Wir erhalten daher als vollstandige Integrale von 1 b) 

{} - A eH{Jt + A e-i{Jt.-L A eHbt + A e-iM 
- 1 2 I 3 4 

}, ... 8a) 
X- B e+i{Jt+ B e-i/lt+B e+ibt+B e-ibt 

- 1 2 3 4 

worin die untereinander stehenden Beiwerte durch die zweite Glei
chung 6 b) miteinander verkniipft sind, so daB in Wirklichkeit nur 
vier willkiirliche Festwerte als Ergebnis der Integration der beiden 
Gleichungen 1 b) iibrig bleiben. Fiir die zweite Gleichung 6 b) diirfen 
wir nun mit 8) schreiben 

B2 _ w 2 fJ2 -a12 
All - -~. fJ2 _ a 2' . . . . . . . • 9) 

1 2 

Andererseits folgt aus 6 c) mit 8) 

fJ2 + c52 = a12 + a22 + w1 w2 , fJ2 ~2_N 2N 2 8b) 
u -"'1 "'2' . . 

woraus 
2 2 LX12 (;(,22 2 

fJ -al +-p-a2 = WI W 2 ' 

(fJ'.! - ( 12 ) (fJ2 - a'.! 2) = fJ2 W1 W2 , 

fJ2 - a12 fJ2 Wl W2 > 0 
{J2 - a22 = (fJ2 - ( 22)2 . . . . . . . 9a) 

hervorgeht. Damit wird aus 9) 

B2 W22 fJ2 ~_ +. w2 fJ 9b) 
A2 = - (fJ2 - a'.! 2)2 ' A -- - t fJ2 _ a'.! 2 • • . • 

also ein imaginares Verhaltnis B: A. Fiihren wir dies und die zu
gehOrige Beziehung mit c5 in die zweite G1. 8a) ein, so erhalten wir 

X= iw'.!fJ (A ei{Jt-A e-i/lt)+ iw!!b_(A eiM-A e-ibt) 8c) 
fJ2 _ a 2 1 2 !52 _ a 2 3 4 • 

2 2 

Ersetzen wir schlie.Blich die Exponentialausdriicke nach dem Moivre
schen Lehrsatz durch Kreisfunktionen, also 

e±i{Jt = cos fJt + i sin fJt 

und schreiben gleichzeitig 

A1 +A2 =01' (AI-A2)i=02' 

A3 + A4 = 03 , (Aa - A4) i = °4 , 

so nehmen die Integrale Sa) bzw. 8c) die Formen an 

{} = 01 cosfJt + 02 sinfJt + 0 3 cos c5 t + 04 sin c5 t 

x= fJ'.!W2fJa22 (0'.!cosfJt-01 sinfJt) j.' . Sd) 

+ !52~!5a 2 (04 cosc5t - 03 sin c5 t) 
2 
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Weiter folgt aus 9a), daB sowohl {52 - al"', als auch (J2 - a'J'J dasselbe 
Vorzeiehen haben, was wegen der zweiten Gl. 8b) aueh fUr die Unter
schiede ~'J-al'J und ~2-a'J2 gilt. rst demnach die Wurzel ~2>al2, 
~2 > all 2, so ist nach 8 b) 

oder 
{J2 < al 2 , (J2 < a'J 2 • 

Es vollziehen daher sowohl das Pendel wie aueh der dar auf 
befindliehe Kreiselrahmen je zwei sieh iiberlagernde Schwin
gungen, von denen die eine raseher, die andere langsamer 
ablauft als die freien Schwingungen der beiden nieht ge
koppelten Korper. Aus dieser Vberlagerung gehen bei maBigen 
Untersehieden von f3 und ~ Schwebungen hervor. Fiir groBe Um
laufszahlen w des Kreisels iiberwiegt das Produkt wl w2 naeh 5) bei 
weitem die GroBen al'J und a 1l2 , so daB man fUr die beiden Wurzeln 
7) und 8) auch angenahert schreiben kann 

. . . 10) 

mit den 

. . . . lOa) 

die sieh schlieBlich mit immer weiter waehsendem w den Grenzwerten 

t = 2 n Y wl w'J 
1 a l a2 ' 

oder mit Riieksieht auf 5) 
2nf)ow 

tl = , 
gY mlsl (mo + m2)r 

lOb) 

nahern. Von den diesen beiden Sehwingungsdauern zugehOrigen Be
wegungen werden nun die kiirzeren mit t'J sich nur mehr als Er
zitterungen geltend machen, wahrend die langsamen mit tl der beiden 
senkreeht zueinander schwingenden Korper von oben gesehen sieh 
zu einer elliptischen Bahn zusammensetzen. Beachtet man nur 
diese Schwingung und sieht von den Erzitterungen ab, so bedingt 
die Verbindung des Pendels mit dem Kreiselrahmen jeden
falls eine betraehtliehe VergroBerung der Sehwingungs
dauer. 
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Wir haben nun noch den Fall zu erortern, daB in Gl. 7) beide 
Wurzeln zusammenfallen, d. h. daB mit 

( 2 + 2 + )2 _ 4 2 2 ( + )2} a1 a2 OJ1 OJ2 - a1 a2 , OJ1 OJ2 = - a1 _ a2 , 
11) 

X~2= + a1 a2 ' 

also 
fJ2=J2=a1a2 . ......... 11 a) 

Damit lassen sich aber nicht etwa in 8d) die Glieder mit cosflt, 
cos Jt usw. zu je einem vereinigen; vielmehr hat man vorher mit 
einem kleinen Betrage e zu set zen J = fl + e ,also 

01 cosflt + 03 cosJt = 01 cosflt + 0 3 cos (fl + 8) t 
= (01 + 03) cosflt - 03 st sinflt, 

O2 sin,8t + 04 sin Jt = 02 sin,8t + 04 sin (,8 + e)t 
= (02 + 04) sin,8t + 04 st cos,8t. 

Hierin sind nun die Produkte 03 e und 04 e fiir verschwindendes e 
als neue willkiirliche Beiwert,e zu verstehen, und man erhalt schlieB
lich mit 01+0s=Dl' 02+04=D2, 04e=D3, 03e=D4 an 
Stelle von 8 d) 

{} = D1 cos,8t + D2 sin,8t + t (D3 cos,8t + D4 sin,8t) 

X = ,82~~2 2 (D2 cos,8t - D1 sin,8t) 11 b) 

,82OJ~:2 2 (D 4 cos,8 t + Ds sin,8 t) 

Die hierin mit der Zeit t behafteten Glieder deuten auf ein dauerndes 
Anwachsen der Ausschlage des Pendels und des Kreiselrahmens, die 
sich dabei schlieBlich iiberschlagen und daher sogar die obere Ruhe
lage durchlaufen konnen. 

II. Damit sind wir schon in den zweiten Fall negativer a12 

und a2 2 infolge oberhalb der Drehzapfen liegender Schwer
punkte des Pendels und des Kreiselrahmens eingetreten. Fiir dies en 
schreiben wir an Stelle von 7) iibersichtlicher 

2 _ OJ1 OJ2 - a1'2 - a22 V (OJ1 OJ2-----a1--=2--a-2=2)-;O:-2---2 -2 
x - - 2 ± 4 - a1 a2 12) 

und erhalten stabile Sch wingungen um die instabile Ruhe
lage, solange dieser Ausdruck negativ reell bleibt. Dies trifft aber 
zu, wenn absolut 

OJ1OJ2>(a1 +(2)2> a12 + a2'.l . . . .. 12a) 

ist, oder nach Gl. 5) mit m1g=G1, moG=Go, m2g=G2 

8oOJ>ye"G181+ye'(GO+G2)r. . 12b) 

Alsdann gestaltet sich die Behandlung genau wie im FaIle lund 
fiihrt auch auf dieselben sich iiberlagernden beiden Schwingungen 
mit Schwebungen, bzw. zu je einer langsamen Hauptschwingung des 
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Pendels und des Kreisels von gleicher Dauer und zusatzlichen Er
zitterungen. Ebenso ergeben sich auch in diesem FaIle beim Zu
sammenfall zweier Wurzeln von x2 Ausschlage, die nach Gl. 11 b) 
neben rein periodischen Gliedern auch solche mit zeitlich wachsendem 
Beiwerte besitzen, was zum Dberschlagen fiihren kann. Sieht man 
von diesem Ausnahmefall ab, so bewirkt der an sich nicht stabile 
Kreisel eine Stabilisierung des ebenfalls nicht stabilen Pendels, wovon 
Brennan in seineOl Vorschlage einer Einschienenbahn Gebrauch 
machte. 

§ 43. Gedampfte Schwingungen des Pendellu·eisels. Nachdem 
wir im vorigen Abschnitt erkannt haben, daB die freien Schwingungen 
eines Pendelkreisels unter Erhaltung der Gesamtmacht zu einer lang
samen Hauptschwingung beider Bestandteile und dariiber gelagerten 
Erzitterungen bzw. zu Schwebungserscheinungen fUhren, die sich 
dauernd wiederholen, wollen wir nunmehr den EinfluB der natur
gemaBen oder kiinstlichen Bewegungswiderstande durch Einfiihrung 
je eines Dampfungsgliedes in die Grundformeln 1 a) § 42 beriick
sichtigen. Mit den stets positiven Dampfungsziffern el und e2 haben 
wir alsdann 

8' (i}+2el{})+mlgsltJ=-8owi } 

8" (i+ 2e2 X) + (mo + m2 ) grx = + 8 ow{) 
1) 

und daraus durch Erweiterung mit dtJ und dX sowie Addition und 
Integration 

8' {j2 + 8" i2 + mlgsl tJ2 + (mo + m2) gri2 

= Co - HE)' el f {)2dt - 46" e2 f i 2 dt. . . 2) 
Die Gesamtmacht des Pendelkreisels wird hiernach durch 
die DampfungsgIieder mit der Zeit stetig und bis zur Un
merklichkeit vermindert. 

Benutzen wir wieder die Abkiirzungen 5) § 42, so vereinfacht 
sich 1) in 

~+ 2 el ~ +al:tJ=- Wl~}, ...... la) 
X + 2 e2 X + all X = + w2 tJ 

worin el' e2 , w!' w2 stets positiv sind, wahrend al'.! und a2 2 ~ 0, je 
nach der Schwerpunktslage der beiden gekoppelten Korper unter 
oder iiber ihrem Drehzapfen sein konnen. Wir wollen der Einfach
heit halber auch hier, wie schon im letzten Abschnitt, voraussetzen, 
daB a12 und a211 jedenfalls beide dasselbe V orzeichen besitzen. Setzen 
wir dann wie friiher 

tJ=Ae xt , X=Be xt •••.•... 3) 
in ia) ein, so wird daraus nach Wegheben der nicht verschwindenden 
Potenz ext 

A (X2 + 2 el x + (12) = - B wl X } 

B(x2+2e2x+a22)=+Aw2x ..... 3a) 
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oder nach Multiplikation und Division 

(x2 + 281 X + (12 ) (x2 + 2 81l X + all 2) + w1 w 2 x2 = 0 } 
3b) 

A2 w 2 (X2 + 2 81 X + a11l) = - B2 w 1 (X2 + 2 82 X+ a:)2) • 

Schreiben wir die erste dieser Formeln. 

X4 + 2 (81 + 82) x3 + (WI W 2 + 4 8182 + al \1 + ( 22) x'.! 
+ 2 (81 all 2 + 82 a/) x + a l '.! all 2 = 0 ........ 3 c) 

und verIangen, daB auch fiir negative a1 2, all 2 jedenfalls 

WI wll + 4 81 81l + a1 2 + all 2 > 0 

ist, so haben wir es mit einer Gleichung vierten Grades in x zu 
tun, deren allgemeine Losung zwar in geschlossener Form angebbar, 
aber recht uniibersichtlich ist. Wir wollen darum Gl. 3 c) in die 
beiden Ausdriicke 

X4 + (WI WIl + 4 :1 82 + a1 2 ~ all Il) X 2
2
+ al 2 a,/' = Y} . . 3 d) 

-2(81+82)X -2(8I a2 +8Il al )x-y 

Abb. 125. 

zerlegen, deren erster als bi
quadratische Gleichung eine 
zur y - Achse symmetrische 
Kurve AA auf der positiven 
Seite der y -Achse darstellt, 
wahrend die durch die zweite 
Gleichung gekennzeichnete 
Kurve dritter Ordnimg, Ab
bildung 125, den VerIauf BOB 
oder COC mit den Tangen
ten BoOBo bzw. CoO Co in 0 

.x hat, je nachdem mit a1:} :e 0 
all 

auch 81 a22 + 8 2 al 2 :e 0 ist. 
Da nun die Schnitte der Kur
ven AA und BOB bzw. COC 
reellen Wurzeln zugehoren, 
so erkennt man, daB im 
ersteren FaIle positivera1 2 

und a,/ nur zwei reelle ne
gative Wurzeln moglich 
sind, die bei der Beriihrung 

der Kurven zusammenfallen. Die beiden andern Wurzeln von 3c) sind 
dann konjugiert komplex. Fiir negative a12 und all Il sind sowohl je zwei 
positive als auch negative reelle Schnitte der Kurve COC und AA 
moglich. Schneiden sich die Kurven iiberhaupt nicht, was bei kleinen 
Werten von 81 und 8 2 , also schwacher Dampfung stets zu erwarten 
ist, so haben wir es nur mit zwei Paaren konjugiert komplexer 
Wurzeln von la) zu tun. Wir werden darum beide FaIle schwacher 
und starker Dampfung gesondert behandeln. 
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I. Die naturliche Dampfung des Pendels ist stets als s c h wac h 
anzusehen, wahrend diejenige des Kreiselrahmens durch Einschaltung 
einer Bremsvorrichtung geregelt werden kann. 1st auch die Kreisel
dampfung schwach, so konnen wir fur kleine 81 und 82 an Stelle 
von 3c) unter Weglassung des Produktes 81 82 schreiben 

X4 + (WI w2 + 1X12+ 1X22) x 2 + 1X12 1X2 2 

= - 2 (81 + 82) x 3 - 2 (81 1X22 + 82 1X12) X • • • • • 4) 

und die rechte Seite als Fehlerglied auffassen, welches zu den Wurzeln 
der Gleichung nur einen kleinen Beitrag fl Iiefert. Bezeichnen wir 
die SChOll im letzten Abschnitt G1. 7) ermittelte, rein imaginare Wurzel 
der gleich Null gesetzten linken Seite von 4) mit x, so durfen wir 
fur die gesuchte Wurzel angenahert setzen 

x=x-fl • •••••••••• 4a) 
Fuhren wir diesen Ansatz auf der linken Seite von 4) derart ein, 
daB wir die hoheren Potenzen von fl vernachlassigen und setzen 
ferner im Fehlerglied der rechten Seite von 4) x = x, schreiben also 

X4 - 4 x 3 fl + (wl w2 + 1X12 + 1X22) (X2 - 2 x fl) + 1X121X2 2 

= - 2 (81 + 82) XS - 2 (81 1X22 + 82 1X12) X , 

so folgt wegen 
X4 + (w1 W 2 + 1X12 + 1X22) x 2 + 1X12 1X22 = 0 . . . . 4 b) 

nach V oraussetzung 
~ _ (81 +82)X2+811X22+821X12 

rfl - 2 x2 + W W + IX 2 + IX 2 • 
1 2 1 2 

Bind· nun wieder die rein imaginaren Wurzeln von 4 b) 

Xl = ± i (3 , x 2 = ± i J , 
wobei nach dem vorigen Abschnitt 

4c) 

. . . . 5) 

J2> {::: } > (32 . . . . . . . . . 5 a) 

ist, so durfen wir wegen 4 b), d. h. mit 2 X4 + (w1 w2 + 1X12 + 1X22) x 2 

= X4 - 1X12 1X22 an Stelle von 4 c) auch schreiben 

2(X2+1X22)81 +(X2+1X12)82 b) 
fl = X X4 _ IX 2 IX 2 • • • • • 5 

1 2 

oder wegen 5) und 5 a) 
__ (32 (1X22 - (32) c1 + (1X12 - (32) c2 

fl1- R4_ 1X 21X2 
f' 1 2 

= (32 (1X2 2 - (32) 81 + (1X12 - (32) c2 > 0 
IX 21X 2 _ Ri 

1 2 f' 

Lorenz, Techn.Physik I,2. 2. Aufl. 

. . . 6) 

15 
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Wir erhalten somit an Stelle von 4a) die konjugiert komplexen 
Wurzelpaare 

mit negativen reellen Bestandteilen. Da ferner die Exponentialglieder 
mit rein imaginaren Exponenten sich stets in reelle Kreisfunktionen 
umwandeln lassen, so lauten die Losungen der Formeln 1a) fiir 
schwache Dampfung 

-& = e-.ul t (AI cos,8 t + A2 sin,8 t) + e-.u2 t (Aa eos~t + A4 sin~ t) '} 
X = e-I'l t (B1 cos,8t + B2 sin,8t) + e-,U2 t (Ba cos ~t + B4 sin~ t) , 6b) 

worin die Beiwerte B sieh aus A nach der zweiten Gleiehpng 3 b) 
mit den zugehorigen Wurzeln x derart berechnen, daB im ganzen 
nurmehr vier willkiirliche Integrationskonstante ubrig bleiben. Diese 
ergeben sieh dann aus den AnfangsaussehIagen und Anfangsdreh
wert en der beiden gekoppelten Korper. 

II. Bei sehr starker Darnpfung ergeben sieh die reellen Wurzeln 
der Gl. 3c) unrnittelbar aus dem Sehnitt der beiden Kurven AA mit 
BOB bzw. 000. Urn das komplexe Wurzelpaar zu ermitteln, 
schreiben wir an Stelle von 3 c) 

(c1 + c2)X+(C1«22 +c2«12) ~' 
1 [ 2 2 2 «1 2 «22 ] + 2 x + (WI W 2 + 4 c1 c2 + «1 + «2 ) + ~- = O. . 7) 

und betrachten wegen der iiberwiegenden GroBe der beiden erst en 
Glieder das dritte als Fehlerglied. Unterdriieken wir dieses zuniiehst, 
so folgt angenahert 

x2 =- c1 «22 +c2«1
2 ~O fiir «l:}§O. . 7a) 

c1 + c2 «2" 

Fuhren wir dieses Ergebnis in das dritte Glied von 7) ein, so er
halten wir nach einigen Zusammenziehungen 

(c1 + c2) x + (c1 «22 + c2 iX12) ~ 
X 

7b) 

Diese quadratische Gleichung fUr x liefert nur dann komplexe Wurzeln, 
wenn 

[ww+cc(4+ (22_((12)2 )J2 
12 12 (e1+e2)(c1«22+c2«12) 

< 16(c1+c2 ) (c1«22 +c2«1 2) ••••••• 7e) 

ist, wodurch die Starke der Dampfung im Vergleich mit dem EinfluB 
der im Produkt WI W 2 steck end en Kreisel wirkung geradezu gekenn
zeiehnet ist. Bei starker Dampfung ist uberdies der im dritten Glied 
von 7 b) auftretende Bruch klein gegen 4 und darum dieses ganze 
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Glied jedenfalls positiv. Al/ldann aber ist der reelle Teil der kom
plexen W urzeln von 7 b) stets negativ, so daB wir erhalten 

x = - IUO ± i "0 , 8) 

wahrend die graphisch ermittelten reellen Wurzeln 

"1 } § 0 , fUr al :} ~ 0 8 a) 
"2 a2 

sind. Dann haben die Losungen der Grundformeln 1 a) die Gestalt 

if = Al e"l t + A2 e"2 t + e-,uot (A3 cos "0 t + A4 sin "0 t) } 
X = Bl e X1t + B2 e"2 t -+- e-11ot (B3 cos"ot + B4 sin"ot) . 

8b) 

und stellen die Dberlagerung je einer gedampften Schwingung mit 
asymptotisch zu- oder abnehmenden Ausschlagen dar, je nachdem 
die reellen Wurzeln "1 und "2 beide positiv oder negativ ausfallen, 
wahrend a] 2 und 0:2 2 das umgekehrte Vorzeichen besitzen. 

1. Beispiel. AIs Anwendung der vor
stehenden Theorie des PendeIkreisels be
trachten wir den von o. S chI i c k vorge
schlagenen Schiffskreisel, Abb. 126, zur 
Dampfung und Verzogerung der Schiffs
schwingungen. Hierbei wird in das beim 
Rollen um die Langsachse als Pendel auf
zufassende Schiff ein Kreiselrahmen RR 
eingehangt, der um ein zur wagerechten 
Schiffsquerachse paraIleIes Zapfenpaar AA 
drehbar ist und einem in der Ruhelage 
um eine lotrechte Achse BB laufenden 
Kreisel K eine Schwingung in der lotrechten 

I ,B 

-~--
I' 'I 

R R 

'8 

I 
Abb. 126. 

Langsebene des Schiffes erlaubt. Die Kreiselschwingung kann durch cinen 
Fliissigkcitswiderstand bcliebig gebremst werden. Als Schwerpunktsabstand 
des Schiffcs 'vom Drehpunkt ist alsdann die sog. Metazenterhohe zu be
trachten, wahrend aIle andern Bezeichnungen des Pendelkreisels ohne weiteres 
giiItig bleiben. 

Wir setzen nun ein Schiff von m1 g = 6000 t Wasserverdrangung mit 
einem Schwungmoment von IEJ' = 15.106 mkgsec2 und einer Metazenterhohe 
81 = 0,5 m voraus. Der Kreisel habe mit Rahmen ein Gewicht von (mo + m2 ) g 
= 10 t, einen Schwerpunktsabstand r = 0,5 m von einem wagerechten Dreh
zapfen, sein Schwungmoment in bezug auf diesen Zapfen sei IEJ" = 3000 mkgsec2, 

in bezug auf die Kreiselachse lEJo = 4000 mkgsec2• Mit einem Drehwert von 
0) = 100 sec-1 elltsprechend einer Umlaufszahl von rd. 1000 i. d. Min. folgt 
dann ein Drall von lEJo 0) = 400000 mkgsec. Damit berechnen sich zunachst 
die Festwerte 

(ii)oO) 
0)2 = IEJ" = 133,3, 

Die ungedampften, voneinander unabhangigen Schwingungszeiten des Schiffes 
und des Kreiselrahmens sind hiernach 

2n- 2n-
tl = - = 14 sec, t2 = - = 4,87 sec, 

a1 a2 

wahrend GI. 4 b) Iautet 
,,4 + 5,42,,2 + 0,333 = 0 

15* 
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und die W urzeln 
"12 = - 0,062 = - p2, "22 = _ 5,358 = _ ~2 

besitzt. Diese genugen in derTat der Bedingung5a) und ergeben dampfungs· 
freie Schwingungszeiten 

, 2;n- 2;n-
t1 = 7f = 0,249 = 25,22 sec> t1 , 

, 2;n- 2;n-
t2 = -.1 = 2315 = 2,71 sec < t2 . , 

Vernachlassigen wir nun die Dampfung des Schiffes, setzen also 81 = ° und 
nehmen an, daB fUr die Kreiselbremse 

elf 8 2 = 900 mkgsec oder 82 = 0,3 sec-1 

ist, so folgt nach Gl. 6) 

woraus sich 

a 2 _p2 

fl1 = p2 8 2 ~----;M = 0,00779 , 
a1 a2 - I' 

~2_ a 2 

fl2 = 02 82 -'4---h = 0,292 , 
u - a l 0:2 

d. h. eine viel starkere Abnahme der kurzen Schwingung (t2') gegenuber der
jenigen mit langerer Dauer ergibt. 

Erhohen wir nun unter Beibehaltung von 81 = Odie Bremsung des Kreisels 
auf das DreiBigfache 

elf 82 = 27000 mkgsec oder 82 = 9 sec -1, 

so erkennt man aus der Aufzeichnung des Kurvenbildes sofort, daB von den 
beiden reellen negativen Wurzeln der zugehorigen Gleichung 3c) 

x4 + 18 xs + 5,42x2 + 3,6x+ 0,333 = ° 
die eine sehr groB, die andere sehr klein ist. Man gewinnt sie in erster An
naherung durch die beiden Ansatze 

x4 +18x3 =0 zu x1 =-18, 

3,6 x + 0,333 = ° zu X2 = - 0,092 

und kann diese Losungen durch Einsetzen von Xl +~! bzw. X2 + 02 in die 
obige Gleichung mit Unterdruckung der Potenzen 0 noch verbessern, was im 
vorliegenden FaIle nur eine bedeutungslose Verbesserung Iiefert. 

Fur die Ermittlung der komplexen Wurzeln berechnen wir zunachst aus 
GJ. 7a) den Wert 

und erhalten 

also 

x 2 = - a!2 = - 0,2 

durch Einsetzen desselben in das Fehlerglied von 7) 

x2 +0,197 x+O,2 = 0, 

x= - 0,1 ±i YO,19 = - 0,1 ± 0,436i. 

Man ubersieht, daB der imaginare Bestandteil sich nur wenig von der GroBe a! 
unterscheidet, d_ h. daB die Schwingungsdauer des Schiffes bei starker Kreisel
bremsung sich nur unmerklich andert und daB auBerdem wegen der Kleinheit 
des negativen reellen Teiles die zugehorige Schwingung selbst nur sehr schwach 
gedampft erscheint. EB ist namlich mit 0,436 ~ at 

{} = A, e-O,o92t + A2 e -18t + e-O,lt (A3 cos at t + A, sin at t) . 

Daraus erhellt unzweifelhaft die UnzweckmaBigkeit einer zu starken 
Kreiselbremsung, die einem Festhalten des Kreisels und damit einem Aus
schalten der Kreiselwirkung nahekommt. 
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2. Beispiel. 1m vorstehenden Beispiel wurde stillschweigend vorausgesetzt, 
daB das als Pendelkreisel anzusprechende Schiff nur um eine wagerechte Langs
achse drehbar ist. Es ist aber, wie nach einem Vortrag von Skutsch (Z. V. d. I. 
1908, S.464) von Berger bemerkt wurde, auch die Maglichkeit einer Drah
bewegung des Schiffes um eine wagerechte Querachse, ein sog. Stampfen, mag
lich, die durch die Riickwirkung der Bremsung des Kreiselrahmens periodisch 
erregt werden kann, indessen wegen der damit verbundenen Dampfung des 
Schiffes keine groBe Ausschlage zeitigen diirfte. Es ware deshalb kaum natig, 
diese Wirkung durch Anordnung zweier gegenlaufiger Kreisel aufzuheben, wenn 
nicht, worauf Schuler (a. a. O. 1924, S.1224) aufmerksam macht, noch eine 
Schiffsdrehung um eine lotrechte Achse, das sog. Gieren des Schiffes, hinzu
kame. Bezeichnet man den hierdurch bedingten Ausschlag des Schiffes in der 
Schwimmebene mit If, den zugeharigen Drehwert mit -!p, so hat diese Bewegung 
beim Kreiselausschlag X ein Kreiselmoment eo OJ..p sin X senkrecht zu OJ sin X 
und..p, also in der Querachse des Schiffes zur Folge, welches je nach dem 
Vorzeichen von OJ zum aufrichtenden Momente (mo + m2) r des Kreisels hinzu
tritt oder davon abzuziehen ist. Dadurch geht aber die lang same Schwingungs
dauer tl des KreiseJs und des Schiffes nach Gl. lOb) § 42 iiber in 

2 n eo OJ 
t= 

.1 ¥m181 [(mo+m2)r±eoOJ..psinx] 
. . . . 9) 

und kann, je nachdem (mo + m2) r ~ eo OJ tP 8inX wird, unendlich oder imaginar 
werden. Das erstere bedeutet eine unerwiinschte Festhaltung des Schiffes in 
schrager Lage, das zweite ein Dberschlagen des Kreisels mit belie big wachsen
dem Schiffsausschlag, also einen instabilen Zustand, der unter allen Umstanden 
zu vermeiden ist. S c h u I e r 
schlagt daher vor, die beiden I 
gegenlaufigen Kreisel mitein- /' t,~ 
ander derart zu koppeln, daB -+-~I 
sich die neuen Kreiselmomente ',- Il~ 
infolge entgegengesetzt gleicher 
Kreiselausschlage aufheben, I 

was am einfachsten nach Ab- X 
bildung 127 durch Kegelrader 
auf den wagerechten Zap fen 
der Kreiselrahmen bewirkt Abb. 127. 
werden kann. 

§ 44. Erzwungene Schwingungen des Pendelkreisels. Der Fall 
der erzwungenen Schwingung eines Pendelkreisels ist verwirklicht in 
den Rollbewegungen eines Kreiselschiffes im Wellengange. 
Unter Beibehaltung der Bezeichnungen der beiden letzten Abschnitte 
gilt hierfiir die zweite auf den Kreisel beziigliche Gl. 1) § 43, wah
rend wir flir das Schiff mit dem auBern Moment M allgemein 

. . 1) 

ansetzen diirfen. Dieses Moment setzt sichzusammen aus dem durch 
die Schiffsneigung {} geweckten Betrage M' und einem Reibungs
moment Mil der Schiffswandung gegen das umgebende Wasser, wah
rend wir yom EinfluB der wellenbildenden Verdrangungsanderung, 
die mit dem Quadrate des Drehwertes wachst, ihrer Kleinheit wegen 
absehen wollen. Alsdann bleibt fUr das Reibungsmoment Mil nur ein 
mit dem Drehwert linear wachsender Betrag iibrig, der im An
schluB an Abb. 128 mit der Neigung !p der Wellennormale 

M"=2e1 e' (il-ip) . .2) 
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geschrieben werden kann. Das aufrichtende Moment M' dagegen riihrt 
einerseits vom Kraftepaar des Schiffsgewichtes und des gleich groBen 
Auftriebes her, von denen das eine im Schiffsschwerpunkt 8 0 , das 
letztere dagegen in dem um 8 auf der Schwimmachse dariiber liegen

Abb.128. 

Durch Vereinigung 
Moment 

den Verdrangungsschwerpunkt 8 angreift, 
woraus ein Moment m1 fJ 8 {} hervorgeht. Da· 
zu kommt noch der UberschuB des Auf
triebes des in Abb. 128 schraffierten Keil
korpers, dessen Betrag sich aus dem Raum
gewicht y des Wassers und der Flache F 
der Schwimmebene mit ihrem Schwung
arm k um ihre Langsachse (senkrecht zur 
Bildebene) unter Beriicksichtigung des Keil
winkels ({) - 'IfJ) zu F k2 Y ( {} - 'IfJ) berechnet. 
Somit ist das ganze aufrichtende Moment 

M' =m1 fJ8{} + FP y({} - 'IfJ) 

oder unter Einfiihrung der sog. Meta
zenterhohe 81 

M' = m1fJ81 {} - Fk2 y'IfJ. . . 3) 
von 2) und 3) folgt alsdann das ganze auBere 

M=M'+M"=m1fJ81{}-FPY'IfJ+2c10'(iJ-ip) . 4) 
und nach EinfUhrung in 1) 

0' (J + 2 c1 iJ) + m1 fJ 81 {} + 0 0 W X = F k2 y'IfJ 
·+2c10'ip. . .. .1a) 

Nun andert sich die Neigung der Wellenflache an einer und der
selben Stelle mit groBer Annaherung rein periodisch, so daB wir mit 

'IfJ='lfJosin1)t, ip='lfJo 1) cos 1)t ••.••• 5) 
fUr die rechte Seite von 1 a) 

F k2 Y'IfJ + 2 c1 0' ip = F k2 Y 'lfJo sin 1) t 
+ 2 c1 0' 'lfJo 1) cos 1) t 

schreiben diirfen. Setzen wir dann noch 

2 c1 "Po 1) = 'lfJ2. . . . . . . 6) 

und fiihren die Abkiirzungen 5) § 42 ein, so lauten unter Hinzu
nahme der zweiten Gl. 1a) des letzten Abschnittes die Formeln fUr 
die erzwungenen Schwingungen des Schiffes mit Kreisel 

~ + 2 81 ~ + ((1
2
2 {} + W 1 ~ = 'lfJ1 sin 1) t + 'lfJ2 cos 1) t}. . . . 7) 

X+ 2c2X +((2 X - w 2 {}=O 

Ihnen geniigen die Ansatze 

{} = Al cos 1) t + A2 sin 1) t, 
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wahrend wir die dariiber gelagerten freien Schwingungen nach ihrer 
ausfiihrlichen Besprechung im vorigen Abschnitt auBer acht lassen 
wollen, da sie im Laufe der Zeit durch die Dampfung abklingen. 
Fiihren wir die Ausdriicke 8) in 7) ein, so ergibt der Vergleich der 
Beiwerte von cos 'YJ t und sin 'YJ t die Bedingungen 

woraus mit 

(a12 - 'YJ2) Al + 2 1J 8 1 A2 + 1J WI B2 = "P2 

(a12 -- 'YJ2) A2 - 2 1J 81 Al - 'YJ WI Bl = "PI 

(a2 e - 1J2) Bl + 2 1J 82 B2 - 'YJ W2 A2 = 0 

(a22 - 1J2) B2 - 2 'YJ 82 B1 + 'YJ W2 Al = 0 

A12 + A22 = A02, B12 + B22 = Bo\ 

durch Quadrieren und Addieren folgt 

[(a12 - 1J2)2+ 41J2 8 1 2] Ao2 = "P'2+ 1J2 W12 Bo 21 

- 2 Yj WI ("P2 Be - "Pl BJ I . 
[(a22 - 'YJ2)2 + 4 'YJ2 822] Bo2 = 'YJ2 W22 A02 

. 8a) 

. .. 9a) 

Danach sind die erzwungenen Sch wingungsausschla ge des 
Schiffes und des Kreiselrahmens einander verhaltnisgleich. 
Wenn auch die Berechnung der Einzelwerte A und B mit 8a) keine 
grundsatzlichen· Schwierigkeiten bietet, so sind doch die Ergebnisse 
wenig iibersichtlich und ungeeignet fiir die weitere Erorterung. 
Dagegen erkennt man leicht aus den beiden letzten Gleichungen 8 a), 
daB mit 

und 

und damit aus den ersten Gleichungen 

wird. 1m FaIle der Resonanz der ganzlich ungedampften 
Kreiselschwingungen mit den Wasserwellen treten danach 
iiberhaupt keine erwungenen Schiffssch wingungen auf, 
sondern nur solche des Kreisels 

_ "P2 sin 1J t - "PI cos 1J t _ "P' . ( + r) d) x- --Slll'YJt \" •••. 9 
'YJ WI 'YJ WI 

welche ersichtlich fiir hohe Werte von WI' entsprechend groBen Dreh- . 
werten W des Kreisels in engen Grenzen gehalten werden konnen. 
Die Resonanzbedingung a22 = 1J2 wird sich allerdings angesichts der 
Veranderlichkeit der Schwingungsdauer der Wasser wellen nur ange
nahert erfiillen lassen, so daB man immer kleine Schiffsausschlage in 
Kauf nehmen muB. Dazu treten natiirlich noch die freien Schwin~ 
gungen auf, deren volliges Abklingen infolge der nur schwachen 
Dampfung £1 nicht mit Sicherheit erwartet werden kann. 

Die durch G1. 9c) und 9d) gegebene Kreiselschwingung erhalt 
man auch, wenn in den ersten beiden Gleichungen 8 a) a1 2 = 'fj2 und 
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£1 = 0 gesetzt wird, d. h. im FaIle des Gleichklangs der un
gedampften Schiffsschwingung mit den Wellen. Alsdann folgt 
aus den letzten Gl. 8 a) 

Ai = - ~;2Wl ~: 1f2- 1] ~1£~2 1fl' 1 
2 2 2 . . . . . ge) 

A __ a2 -~ + £2 
2 - 1')2 W W 1fl 1') W W 1f2 

./ 1 2 '/ 1 2 

und daraus der Schiffsausschlag 
(a 2 1')2)2 + 4 £ 2 1')2 

A '.I-A 2 I A 2_ 2 -./ 2 '/ .,,'2 9f) 
o - 1 T 2 - 1')4 W 2 W 2 't"... 

'/ 1 2 

der offenbar wieder mit a2 2 = 1]2 und £2 = 0 verschwinden wiirde. 
Der Kreisel wirkt demnach gerade dann am sichersten, 
wenn durch Resonanz zwischen Wellen gang und Schiff 
dessen Stabilitat am meisten gefahrdet erscheint. Aus 
alledem erkennt man das ganzlich verschiedene Verhalten des 
Kreiselschiffes bei freien und erzwungenen Schwingungen. Angesichts 
der z. T. nur geringen praktischen Bedeutung dieser Anordnung sei 
fur weitere Einzelheiten auf Sonderschriften verwiesen1 ). 

X. Richtkreisel. 
§ 45. Geradlanfkreisel. Das bei der Richtungsanderung der Kreisel

achse auftretende Kreiselmoment kann offen bar auch zur Betatigung 
einer Vorrichtung zur Beseitigung der Ursache dieser Richtungs
anderung benutzt werden. Handelt es sich um ein Luft- oder Wasser
fahrzeug, so dient der in diesen angebrachte Kreisel alsdann durch 
Betatigung eines Steuers zur Aufrechterhaltung der durch au.Bere, 
nicht vorher zu sehende Einftiisse (z. B. Stramungen, Wind) ge
starten Bewegungsrichtung. 

Hierzu eignet sich am besten der im Beispiel zu § 36 schon be
handelte Bohnenbergersche Kreisel, Abb.129, mit zwei Rahmen, von 
denen der au.Bere um lotrechte Zapfen drehbare im ungestarten Zu
stande in der Querschnittsebene des Fahrzeugs, der um wagerechte 
Zap fen drehbare Rahmen dagegen wagerecht liegen mage, so daB 
die ungestarte Kreiselachse die Fahrtrichtung anzeigt. Sind dann 
wieder {} und X die kleinen Auslenkungen der Achse aus der Ruhe
lage in der lot- und wagerechten Ebene, so gel ten die Gleichungen 

e''&+eowX=Mu-, e"X-eow{}=Mx-'" 1) 
Hierin bedeutet e' das Schwungmoment des Kreisels mit dem inner en 
Ring um die wagerechte Querachse AA, e" das Schwungmoment 
des Kreisels mit beiden Ringen um die lotrechte Achse BB, beide 
be:wgen auf die Ruhelage, da die kleinen Auslenkungen nur eben-

1) Z. B. Klein und Sommerfeld: Theorie des Kreisels. S. 794ff. Leipzig 
1910; oder Grammel: Der Kreisel. S. 326 ff. Braunschweig 1920. 
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solche Anderungen der Schwungmomente bedingen, deren Produkte 
mit den Drehwerten {j. und i der Achsenauslenkung als klein von 
zweiter Ordnung zu vernachlassigen sind. eo sei das Schwungmoment 
des Kreisels selbst urn seine Achse 00 und co der zugeh6rige Dreh
wert, den wir wahrend der Bewegung als unveranderlich ansehen 
wollen, was im allgemeinen die Verbindung mit einer Antriebsvor
richtung zur Dberwindung der Widerstande voraussetzt. 1st nun 
solche, die z. B. durch Ausbildung des Kreisels als Laufer eines 
Elektromotors erreicht werden kann, 
nicht vorhanden; so gelten die fol
genden Betrachtungen nur fiir eine ver
haltnismaBig kurze Zeit, innerhalb 
derer von der Abnahme des Dreh
wertes durch die immer vorhandenen 
Bewegungswiderstande abgesehen wer
den darf. 

SoH nun der Kreisel seitliche Ab
weichungen des Fahrzeuges, die am 
haufigsten zu erwarten sind, aus
gleichen, so muB er Gelegenheit zur 
Dbertragung seiner eigenen relativen 
Auslenkung X gegen das Fahrzeug auf 
dessen Steuer haben. Dazu dient ein 
Stift S am AuBenring, Abb. 129, der 
vermittels einer Zugstange z. B. das 
Ventil der Steuermaschine 6finet oder 
schlieBt. Da hierbei wesentlich GIeit
reibungen zu iiberwinden sind, so wird 
bei der Bewegung ein nahezu gleich
formigesDrehmoment Mx = M geweckt. 
Will man auBerdem noch das H6hen
und Tiefensteuer betatigen, so kann 
dies nur durch einen Stift am Innen-
ring eines zweiten, yom ersten ganz Abb. 129. 
unabhangigen Kreisels geschehen, da 
andernfalls durch einen einzigen Kreisel beide Bewegungen mit
einander verkniipft, d. h. unter Beseitigung einer Abweichung die 
andere erst hervorgerufen wiirde. 

Die Einwirkung eines Stiftes auf ein Ventil zur Krafteinschal
tung ist auBerdem notwendig, da der unvermittelte Angrifi am Steuer 
Krafte und Momente erfordert, die der Kreisel trotz hoher Umlaufs
zahl nicht zu iiberwinden vermag. Vernachlassigen wir dann noch 
die kleine Zapfenreibung der Kreiselrahmen, die durch sorgfaltige 
Ausiiihrnng und gute Schmierung sehr weit herabgezogen werden 
kann, so vereinfachen sich unsere GIeichungen 1) in 
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Die Integration der ersten Gleichung ergibt mit der Bedingung, daB 
die Bewegung zur Zeit t = 0 aus der Ruhelage beginnt, fur welche 

X = 0 und iJ = 0 ist, 
Q'{}--e wX 
\7 - 0 ' . . 2) 

womit die zweite Formel iibergeht in 

.. e02 w2 M 
X + e' elf X = e'" . . . . .. . 3) 

Dafur diirfen wir mit den Abkurzungen 

auch schreiben 

mit dem Integral 

e 2 w 2 Me' 
o -a2 X 

(-)'(1 '1-' e 2W2 = o' 
o 

. 4) 

3a) 

X = Xo + A cos at +B sinat 

i = a (B cos at - A sin at) 
}. . . . . . . 5) 

Nun besteht die Anfangsbedingungfur X = 0, i = 0 fur t = 0, d. h. 
B = 0 und A = - Xo' so daB wir unter Hinzunahme von Gl. 2) mit 
der Bedingung {) = 0 fur t = 0 auch haben 

Me' x = X (1 - cos at) = -Q~- (1 - cos at) o eo" w 2 

{) = eo w X (sin at _ t) = ~~ (sin at _ t) 
e' 0 a eo w a 

. . . 6) 

Der auBere Ring vollzieht also unter der Wirkung des Momentes M 
eine einfache wagerechte Schwingung um die Zapfen BB, wahrend 
der Innenring mit dem Kreisel auBer der einfachen Schwingung um 
die Zapfen AA noch eine gleichformig wachsende Auslenkung an
nimmt. Die gemeinsame Schwingungsdauer ist 

2;rr 2;rrle'e" t -~-
0- a - e w 

o 
. 6a) 

Beispiel. Wir betraehten die Obrysehe Geradlautvorrieh"tung eines 
Tor p e d 0 s, der mit einem mittleren Lauf von c = 15 msee -1 einen Weg von etwa 
600 m bis zum Ziele zuriieklegt, wozu er t = 40 sec braueht. Der meist dureh 
eine starke Feder aufgezogene und mit ill = 1000, also etwa 10000 Drehungen in 
der Miriute in Umlauf versetzte Kreisel habe ein Gewicht von Go = 0,785 kg und 
bei einem Halbmesser von 38 mm einen Tragheitsarm von k = 30 mm = 0,03 m 
um die Drehachse C C, mithin ein Sehwungmoment eo = 72.10 - 6 mkgsec 2 • 

Das Sehwungmoment des Kreisels mit Innenring um die wagrechte Quer
achse AA werde zu e' = 50.10- 6, das des Kreisels mit beiden Ringen um 
die senkrechte Achse BB zu e"=60·10- 6 mkgsec2 geschatzt; das Reibungs
moment der Dbertragung auf M = 1 cmg = 10 - 5 mkg. Danach ergibt sieh die 
gemeinsame Schwingungsdauer fUr die Auslenkungen {} und X zu 

2 if l30 -3 
to = 7200 = 4,8·10 sec. 
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We iter sind die groBten Auslenkungen 

- M (9' _ 9 6 10-8 - 0 0198" {} (90 w 105 10 8 00217" XO-£l22- ,. -, , 0= "",-Xo= ,. - = I 
e!fo OJ .t:!J fA! 

und bei. einer Fahrzeit von t = 40 sec der mit der Zeit wachsende Ausschlag 
der Kreiselachse in der lotrechten Ebene 

{}1 = :;: t = 5,55.10-3 = 0,318 0 = 19,1' . 
ttflo (() 

Wir erhalten demnach so kleine AusschIage mit entsprechend kurzer 
Schwingungsdauer, daB die Kreiselachse ihre Lage praktisch im Raume bei
behiiJt und daB Steuerventil um einen der wagerechten Relativdrehung des AuBen
ringes gegen den Torpedokorper verhaltnisgleichen Betrag ofinet oder BchlieBt. 
Die vorstehende Rechnung gilt iibrigens nur fUr eine BewegungBrichtung, da 
bei der Hubumkehr der Schwingung das Reibungsmoment sein Vorzeichen 
andert, also fUr den Riickgang negativ anzusetzen ist, wie wir das schon 
bei der Untersuchung der ebenen Reibungsschwingungen (I. Teil § 33) ge
sehen haben. 

§ 46. Die Richtkreisel von Fou _ N 
cauIt und Foppl. I. Das schon in 
§ 36 erkannte Bestreben eines krafte
freien Kreisels der Parallelstellung 
seiner geometrischen Achse mit der
jenigen eines dagegen geneigten 
Drehvektors wird sich naturgemaB 
auch an der Oberfiache des gleich
formig umlaufenden Erdballs gel
tend machen. Darauf griindete Fou
cault 1852 den Versuch mit einem 
Kreisel, dessen Achse in einem 
Rahmen urn zwei wagerechte Zapfen 
in der Meridianebene drehbar war. 
Wir erreichen das am einfachsten 
durch die in Abb. 130 dargestellte 
Aufhiingung der Zapfen A B des 
Kreiselrahmens an zwei Paaren von 
Faden MA, N A, MB, N B an 
zwei Punkten M und N der Meri
dianebene MNOS, in der die Ge
rade NOS durch die Kreiselmitte 
parallel zur Erdachse verlaufen 
moge. 1st dann {} der augeIiblickIiche 
Winkel der Kreiselachse mit dieser 
Geraden Wo = 0,000073 der Dreh
wert der Erde in der Richtung 
dieser Geraden, w die bestandige 
Kreiselung, so diirfen wir in den 
Kreiselformeln 9) § 36 

Abb. 130. 

M~ = e (ii-- '02 sin {} cos {}) + eo w '0 sin {} } 

Mx = e (ip sin {} + 2 iJ '0 cos {}) - eo w iJ 

\ 
\ 
~Wo 
\ 

M 

. . . . 1) 
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zunachst 'If = 010 setzen und das Quadrat von ip2 = 0102 wegen der 
Kleinheit von 010 und ebenso das Produkt {}. ip vernachlassigen, 
wahrend if wegen der Bestandigkeit von 010 ohnehin wegfallt. Es 
bleibt also nur 

Hierin kann das Moment M{}, da in der Meridianebene keine auBeren 
Krafte wirken, nur vom Zapfenwiderstand herriihren, der teilweise 
als Gleitreibung bestandig, zum andern Teil bei geschmiertem Zapfen 
mit iJ. veranderlich ist. Setzen wir demgemaB mit den Festwerten a 
und e 

M{} = - 0 (a + 2 eif), . . . . . . _ . . 2) 

so wird aus der ersten Formel 1 a) 

.. . 0 0101 
-& + 2 e -& + 0 0 0 sin -& + a = 0,. . _ . . . 3) 

wahrend die zweite G1. 1 a) unverandert bleibt und zur Berechnung 
von Mx dient. Dieses Moment dreht um eine zur Kreiselachse senk
rechte Gerade in der Meridianebene und ruft in den Zapfen A und 
B Krafte hervor, welche von den Fadenspannungen aufgenommen 
werden. 

Um sich iiber den Ablauf der durch 3) dargestellten Bewegung 
eine Vorstellung zu bilden, braucht man nur zu beachten, daB der 
Vorgang jedenfalls langsamer verIauft, als die ungedampfte und 
reibungsfreie Schwingung. Bei einer Mittellage -&0 und einer kleinen 
Auslenkung {}', derart, daB -& = -&0 + {)I und sin -& = sin -&0 + -&' cos-&o 
ist, erhalten wir dann aus 3) mit e = a = 0 

0~'+00wwocos-&oW+tg-&0)=0 ...... 3a) 

mit der Schwingungsdauer 

to = 2 7T. V Ll 0 -& . . . . 3 b) 
&oWWocos 0 

Fiir endliche AusschIage ohne Dampfung und Reibung gilt anderer-
seits 

... 4) 

und nach Erweiterung mit d-& wegen {}d-& = iJ.d {} 
mit den Anfangswerten {} 0 fiir {} = 0 

nach Integration 

e {}2 = 2 eo 01 010 (cos -& - cos -&0) .. 4a) 

Daraus folgt der groBte Dreh wert -&1 fiir {} = 0, cos -& = 1 

0{}2_20 0101 (1-cos-&)-40 0101 sin2~Q 1- 0 0 0- 0 0 2 

.n _ . -&01/0001010 ) 
'U'1- 2sm 2 r~-' ............ 4b 
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Beispiel. Haben wir es mit einem Kreisel von Go = 9,81 kg Gewicht und 
einem Schwungarm ko = 10 em = 0,1 m um seine Drehachse zu tun, so ist 

G 
610 = ~ k02 = 0,01 mkgsec2 • 

g 

Weiter sei mit Riicksicht auf den Rahmen 61 = 2 eo und w = 200 sec-1 ent
sprechend mnd 2000 UmHiufen in der Minute. Dann ist das groBte Kreisel
moinent 

eo wwo = 0,000146 mkg = 14,6 cmg, 

die widerstandsfreie Schwingungsdauer fiir unendlich kleine Ausschlage in einer 

Breite von {)o = 50 0 mit cos {)o = 0,643, sin ~o = 0,4226 

2:n: 
t = -=== 90 sec 
o }'0,0047 

und der groBte Drehwert beim Durchgang der Kreiselachse durch die Parallele 
zur Erdachse 

#1 = 0,845}'0,0073 = 0,072 seo-1. 

Das in Gl. la) wirksame Kreiselmoment ist alsdann in dieser Breite bei wage
rechtem Kreiselrahmen 

eo w Wo sin {)o = 14,6·0,766 = 11,2 omg, 

diirfte also kaum zur Dberwindung der Zapfenwiderstande ausreichen. Daraus 
erklart sich in der Tat das Versagen des Foucaultschen Kreisels, der nur eine 
schwache Neigung zur Parallelrichtung N 
der Kreiselachse an die Erdachse zeigte. 
Eine VergroBerung des Momentes ware 
nur durch eine betrachtliche Erhohung 
der Kreiselung w zu erwarten, die dem 
franzosischen Forscher damals nicht zu 
Gebote stand. 

II. An Stelle der Drehung in 
seiner senkrechten Ebene kann man 
auch nach einem weiteren Vor
schlage von Foucault nur eine 
wagerechte Drehung der Kreisel
achse zulassen, was am einfachsten 
durch deren Aufhangung an zwei 
moglichst langen Faden N C und 
MD in derMeridianebene, Abb. 131 
erreicht wird. 1st {} die kleine wage
rechte Auslenkung der Kreisel
achse CD von der halben Lange 
OC=OD=a, ferner p, die Ab
wei chung der Faden von der Lange l 
aus der lotrechten Ruhelage, so gilt 

lp,=a{}. 

Abb.131. 

. . . . . . . . . 5) 
AuBerdem aber hat bei der Drehung um {} eine kleine Rebung h 
des Kreiselgewichtes G stattgefunden, der nach dem Satze der vir-
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tuellen Verschiebungen eIll Moment M1J derart entspricht, daB 

M1J dil+ Gdh=O 
ist. Hierin hat man 

dh = 1 sin ft d ft 
also nach 5) 

dh dh dft. a2 
-=-- - = a SIll ftR:3aft =-iI 
dil dft df} 1 

.... 6a) 

Dieser Ausdruck ist in die erste Kreiselgleichung 1) einzufiihren. 
Da ferner die Achse der Erddrehung Wo die mit der geographischen 
Breite cP iibereinstimmende N eigung von N S gegen die wagerechte 
Gerade A 0 B besitzt, so zerfiillt Wo in den wagerechten Anteil Wo cos cP 
in der Richtung AB und den lotrechten Wo sin cp in der Richtung 0 E. 
Die letztere erteilt der ganzen Vorrichtung d. h. dem Kreisel mit seiner 
Aufhangung eine Drehung um das Lot, vergroBert also lediglich den 
Drehwert u.. Wir haben also in unsern Formeln 1) 

'0 = Wo cos cp, U. + Wo sin cp an Stelle von #. . . . 7) 

zu setzen und erhalten mit ip = 0, sowie unter Vernachlassigung 
von '02 und des Produktes '0 u., sowie nach Einfiihrung von 6 a) fur 
kleine Auslenkungen ii, 

e J' + ( G ~2 ~ eo W ~o cos cp) iI = 0 \.. . . . . 8) 

Mx+ eow(iI+WoSIllCP)=O 

Die erste dieser Formeln liefert wieder eine Schwingung der Kreisel
achse um die Meridianebene von der Dauer 

2:rrle 
...... 8a) 

die zweite dagegen ein Drehmoment, welches durch die Fadenspan
nungen aufgenommen wird. 

Die Berechnung des Erddrehwertes Wo aus der Schwingungsdauer wird ein
mal durch die hier nicht beriicksichtigte Dampfung, dann aber durch das Uber
wiegen des Aufhangemomentes 6a) gegeniiber dem Kreiselmoment e w Wo {} cos rp, 
welches sich stets als Unterschied graBerer Werte ergibt, beeintrachtigt. Das 
geht besonders deutlich aus Versuchen von A. Fappl mit zwei Schwungradern 
von je 30 kg Gewicht und 0,5 m Durchmesser hervor, die mit einem dazwischen 
angeordneten elektrischen Antriebsmotor an drei diinnen 6 m langen Drahten 
hang en , deren Befestigungspunkte am Motorgehause und an der Deck~ des 
Versuchsraumes ein gleichseitiges Dreieck von 6 cm Seitenlange bildeten. 
Fa pp 1 konnte im wesentlichen nur feststellen, daB sich die ausgelenkte Kreisel
achse bis auf einen durch Versuchsfehler gerechtfertigten Ausschlag wieder 
in den Meridian einstellte. 
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Wurde dagegen die Kreiselachse von vorn herein senkrecht zum Meridian, 
also ost-westlich gestelIt, so nimmt, wenn wir die Auslenkung aus dieser Lage 
mit {)' = 90 0 - {), sin {)' = (f', cos {)' = 1 bezeichnen und wieder roos vernach
lassigen, die erste Gl. 1) die Form 

..... 9) 

an, woraus sich eine durch das Verschwinden de§ Anlaufgliedes e #' gekenn
zeichnete Ruhelage 

{) , _ eo l ro roo cos rp 
0-- Gas ........... 9a) 

ergibt. Da nun in der Fopplschen Vorrichtung das Gesamtgewicht G= 100 kg 
und das Schwungmoment um die Drehachse eo = 0,267 mkgsecS betrug, wah
rend der Abstand der Aufhangepunkte der Drahte von der Dreiecksmitte 
a=3,464 cm war, so folgt mit a2 =12 cms =0,0012 mS , ro=200 sek-1 , 

l = 6 m in der geographischen Breite von Miinchen rp = 48 0 8', cos rp = 0,6674 

GaS 
-Z- = 0,02 mkg, eo ro roo cos rp = 0,0026 

also nach 9a) 
{}o'= - 0,13 """ 7 0 27' 

in vortrefflicher Vbereinstimmung mit Foppls Versuchen. Der hieraus riick
warts berechnete Drehwert roo der Erde stimmt alsdann mit dem astronomisch 
bestimmten bis auf zwei Hundertstel iiberein. 

§ 47. Der KreiselkompaB. Will man den Kreisel zur Festlegung 
der Nordsiidrichtung auf einem Fahrzeuge benutzen, so sind die im 
vorigen Abschnitt besprochenen Aufhiingevorrichtungen nicht mehr 
brauchbar, ganz abgesehen von der storenden 
Uberdeckung des Kreiselmomentes durch das C 
Moment der Fadenspannungen. Wir miissen 
dem Kreisel vielmehr die volle Drehungs
moglichkeit um einen festen Punkt mit drei 
Freiheitsgraden geben, was am einfachsten 
durch die in Abb.132 dargestellte Aufhangung 
der Achse an zwei im Festpunkte zusam
menlaufendenFaden A 0 und B 0 erreicht 
wird. Bei dem Kreiselkompa.6 von An s c h ii t z . -;;~----f ~ __ -=~ 
hangt der als Drehstrommotor ausgebildete 
Kreisel an einem Schwimmer, der zugleich 
die KompaBrose tragt und in einem Queck
silbergefa.6, welches seinerseits kardanisch auf-
gehiingt ist, sich um einen Festpunkt beliebig Abb. 132. 
zu drehen vermag. Dabei ist die Schwingung 
der Kreiselachse um eine Parallele durch den Aufhiingepunkt ohne 
praktische Bedeutung, da sie nur eine schwache Veranderlichkeit der. 
stets sehr groBen Kreiselung w bedingt. 

Denken wir uns der Einfachheit halber den Schwerpunkt £estge
halten, so haben wir nur bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen 
fUr die Drehung {} um die zur Meridianebene senkrechte Achse das 
Schwungmoment 8' um eine Parallele hierzu durch 0 zu benutzen 



240 Richtkreisel. 

und erhalten fur kleine lotrechte und wagerechte Auslenkungen 
{} und X 

6' -& + 6 0 wi = Mf}, 

Weiterhin erkennt man aus Abb.133, worin ON M S die durch die 
Kreiselmitte 0 gehende AufriBebene mit der Parallelen N S zur 
Erdachse und DE die wagerechte Ruhelage der Kreiselachse in 
der Meridianebene darstellen, die urn den Winkel X gegen die 
AufriBebene geneigt ist. AufriB und GrundriB des ausgelenkten 
Kreisels sind in Abb. 134 der Deutlichkeit halber nochmals heraus
gezeichnet. Aus Abb. 133 ist auch ersichtlich, daB der Drehvektor Wo 

N der Erde gegen die Wagerechte DE urn 

B 

s 
Abb. 133. 

die geographische Breite cp geneigt ist, 
so daB wie schon im letzten Abschnitt Wo 

in den Wagerechtanteil Wo cos cp in der 
Richtung DE und in den lotrechten Teil 

--- 6 --_.-r-
wocos'f,cos X 

18 . 

o 

Abb. 134. 

Wo sin cp zerfii.llt. Der erstere liefert nach Abb. 134 die beiden Teile 
Wo cos cp cos X ~ Wo cos cp in der Richtung 0 G des Achsengrundrisses 
und Wo cos cp sin X ~ Wo X cos cp urn eine dazu lotrechte Achse in der 
wagerechten Ebene, urn welche eben die Drehung {} stattfindet. Der 
Drehwert iJ. in Gl. 1) wird also urn diesen Betrag mit Rucksicht auf 
den Drehsinn vermindert, so daB an seiner Stelle mit Rucksicht auf 
die Erddrehup.g 

{j - Wo X cos cp 

zu setzen ist. Andererseits tritt zu der Drehung i um die lotrechte 
Achse der Anteil Wo sin cp der Erddrehung und, wie aus dem AufriB 
Abb. 134 hervorgeht, in entgegengesetzter Richtung der Anteil 
Wo cos cp cos X tg {) ~ Wo {} cos cp, so daB an Stelle von X 

i - Wo sin cp + Wo {) cos cp 
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tritt. D~ der in die Kreiselachse fallende Anteil Wo cos qJ cos X der 
Erddrehung auf den sehr hohen Betrag W der Kreiselung ohne merk
lichen Einflu13 ist, so diirfen wir an Stelle von 1) unter Weglassung 
der Zusatze von iJ. und X in den nicht mit der hohen Kreiselung W 

behafteten Anlaufgliedern e'iJ. und e i nunmehr schreiben 

Mi} = e' iJ.'+ eo W (~ - Wo sin qJ + Wo {}cos qJ)}. 

Mx = e X - eo W ({) - Wo X cos qJ) 
. la) 

Hierin ist unter Vernachlassigung der Dampfung mit dem Schwer
punktsabstand 0 0 = s des Kreiselgewichtes G vom Drehpunkt C 

Mi}=-Gs{}, 2) 

womit unsere Formeln 1 a) iibergehen in 

e' {} + G s {} ~ eo W (X - Wo sin qJ + Wo {} cos qJ) = 0 }. 1 b) 

. e X - eo W ({) - Wo X cos qJ) = 0 

Die erste dieser Gleichungen k6nnen wir auch in der Form schreiben 

., (e W W sin qJ ) 
e'~'t+(Gs+eowwocosqJ) {}-G 0 e 0 +eoWX=o 

s-j- ~ OW wocosqJ 

und setzen wegen der Unveranderlichkeit der Beiwerte 

{} eo W Wo sin qJ A t - - e'" x=Be"'t. 
G s + eo W Wo cos qJ - , 

Daraus erhalten wir fUr x die beiden Gleichungen 

A [e' x2 + Gs+eow wocosqJ] =-Beo W x 

B [ex!! + eo W Wo cos qJ] = + Aeo wx 
}. . . 

und nach Multiplikation miteinander unter Wegheben von A B 

1 c) 

3) 

3a) 

[e' xl! + Gs + eo W wocos qJ] (ex2 + eo W Wo cos gi') +e02 w2 x2 =0 

()der 
e' e x4 +(Gse +e02 w2 + eo (e + e')w Wo cos g;) x2 

+ (G s + eo W Wo cos qJ ) eo W Wo cos qJ = 0 . 3 b) 

Hierin ist nun wegen der iiberwiegenden Kreiselung W mit der Klein
heit der Erddrehung Wo 

e02w2>(Gs+eowwocosqJ)e+eoe'wwocosqJ}, • 3c) 

Os> eo W Wo cos qJ 

:so daB wir an Stelle von 3 b) hinreichend genau schreiben diirfen 

e' ex4 + e 02 w2 x2 + oseo w Wo cos qJ = 0, 4) 
Lor e n z, Techn. Physik I, 2. 2. Auf!. 16 
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daraus ergeben sich alsdann die beiden Wurzeln 

x2 = __ 0 __ + e 2 w2 (eo 2 W2)2_ G s eo W Wo cos cP 
2 g' e - 2 g' e e g' , 4a) 

oder wegen 3 c) 
2 __ eo 2 w2 [ (_ 2 G s g' e Wo cos cp)J 

x - 2 e g' 1 ± 1 e 3 WS , 
o 

d. h. 

4b) 

Wir erhalten also fiir die Bewegung der Kreiselachse in senkrechter 
und wagerechter Richtung je zwei sich iiberlagernde Schwingungen 
mit den Dauern 

veg' 
tl =2n~-, 

\':'lOW G s Wo cos cp , 
5) 

von denen die erste offenbar sehr kurz, die zweite dagegen gehr lang 
ausf1i.llt. AuBerdem erkenen wir aus 3), daB die allerdings nicht sehr 
wesentliche senkrechte Schwingung um eine Mittellage verl1i.uft, die 
rsich mit Riicksicht auf 3 c) zu 

{} _ eo W Wo sin cp 
0- Gs 5a) 

ergibt. Es ist dies auf der Nordhalbkugel eine Erhebung des 
N ordendes der Kreiselachse, welche dem Bestreben nach Pa
allelstellung zur Erdachse entspricht. Wir haben also allgemein 

{} = {} o. + Al cos Xl t ~ A2 sin Xl t + As cos X2 t ~ A4 sin x2 t } , 5 b) 

X=Bl cos Xl t+ B2 smxI t+ Bs cosx2 t+ B4 sm X 4 t 

worin das Verh1i.ltnis der Beiwerte A: B sich aus der Division der 
Formeln 3a) durcheinander fiir jeden zugehorigen Wert von x bzw. X 

berechnet. 
Beispiel. Wir setzen nunmehr ein Kreiselgewieht Go = 4,9 kg mit einem 

Sehwungarm ko = J'To = 5,48 em um die Kiirperaehse voraus, woraus sieh das 
zugehiirige Sehwungmoment Bo= 15.10- 4 mkgsee2 ergibt. Mit der Krei
selung ro = 2000, also'rund 20000 Uml.jMin., wird dann der Kreiseldrall 

eo ro = 15.2000.10- 4 = 3 mkgsee. 

DaB aufriehtende Moment G s entspreehe einem Dbergewieht von 1,5 kg am 
. Hebelarm 10 em=O,l m, also ist Gs=0,15 mkg. Fur die geographisehe 
. Breite von cp = 49° 30' ist dann cos rp = 0,65, sin rp = 0,76 und daher mit 

der Erddrehung roo = 0,000073 see- 1 

G s roo cos rp = 7,1.10- 6• 

Weiter ist das Gesamtgewieht des Kreisels mit seiner Aufhangung G = 24,5 kg 
mit einem Schwungarm k = 14 em = 0,14 m = fO,02 um die lotreehte Aehse, 
also 

B' = 24,5 0,02 = 5 .10- 2 mkgsee2 

9,81 ' 
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wah rend das Schwungmoment urn eine wagerechte AchBe durch den Drehpunkt 
(£i) = 2,6 ·10- 2 mkgsec2 , 

also auf etwaB mehr alB die Halfte von (£i) gesohatzt werde. Dann iBt 

(£i}02oo2=9, (£i}Gs=3,5·10-3, (£i) (£i)'= 1,3.10- 3 , 

so daB wir die letzten beiden Betrage gegen (£i}o· oo' unbedenklich vernachlas
sigen konnen. SchlieBlich erhalten wir fUr die Schwingungsdauern 

tl = 0,075 sec, t •. 4080 Bec = 68 min. 

Die Kreiselachse vollzieht also sowohl in der wagerechten, wie auch in der lot
rechten Ebene je eine sehr langsame und eine sehr rasche Schwingung, von 
denen die letztere nur als eine sehr Bchwache Erzitterung fiihlbar wird. Die 
Mittellage der lotrechten Schwingung ist schlieBlich nach 5a) 

{fo = 1,11·10- 3 = 3' 49", 
also praktisch unmerkIich. 

Will man von den nur kleinen Erzitterungen von der Dauer t1 , dienach 5) 
von dem Produkt (£i) (£i)' abhiingt, ganz absehen, so geniigt es, in unseren For
meln 1 b) die mit (£i) und (£i)' behafteten Glieder wegzulassen, womit 4) iiber
gebt in 

(£i}o 00 x~+ G 8 000 COS P = 0 

und schon ohne weiteres die unter 4 b) angefUhrte Wurzel X22 mit t2 ergibt. 
EB liegt natiirlich auf der Hand, daB die Schwingungen des Kreisels und 

seiner Aufhangevorrichtungen in Wirklichkeit gediimpft verlaufen, was man 
durch Hinzufiigung von Diimpfungsgliedern in den Grundformeln, bzw. durch 
Hinzuftigung eines Faktors e- d zu der allein iihrig hleibenden langen Schwin
gung zu heriicksichtigen hiitte. 

§ 48. FahrtstOrungen des Kreiselkompasses. I. Der Untersuchung 
des letzten Abschnittes lag die stillsehweigende Voraussetzung zu
grunde, daB der Aufhangepunkt des KompaBkreisels endweder ruht 
oder doch sich nur geradlinig gleichformig im Raume fortbewegt. 
Befindet sich der Kreisel auf einem Fahrzeug, welches an der Erd
oberflache mit dem bestandigen Laufe v in einer gegen den Nord
meridian um das Azimut 'I.jJ geneigten Richtung fortsehreitet, so 
konnen wir diese Bewegung in die beiden Teile v cos 1p in der Nord
rich tung und v sin 1p in der Westostriehtung zerlegen und erhalten 
daraus dureh Dividieren mit dem Erdhalbmesser a zwei Drehwerte 

" v sin 1p co =~--, ..... . 
a 

, veos 1p 
w =--a--' 1) 

von denen der letztere wie eine VergroBerung oder Verkleinerung 
der Erddrehung Wo wirkt und praktiseh ohne Bedeutung ist. Der 
erste dagegen verandert den Drehwert -& in der zweiten Gl. 1 a) des 
vorigen Abschnittes und wirkt daher auf den Kreisel wie die Drehung 
des Meridians um den kleinen Winkel X', so zwar, daB 

x' - I _ V cos 'I.jJ x' _ v cos 1p 
Wo eoscp-w -~~-, - , 

a a Wo coscp 
1a) 

worin der Erdumlauf am Aquator a Wo = 465 msec-1 betragt. Dieser 
sog. Fahrtfaktor X' laBt sich hiernaeh leicht fiir verschiedene 
Breiten und Schiffslaufe bereehnen und erreieht in hohen Breiten 
bei groBem Lauf recht erhebliche Werte. In unmittelbarer Um-

16* 
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gebung des Poles wird mit cos cp = 0 der KompaB iiberhaupt un
brauchbar. 

II. Betrachten wir den KreiselkompaB mit seiner Aufhangung, 
d. i. Kreisel mit Schwimmer und Rose als Pendel, so entspricht 
der Schwingungsdauer 5) § 4 7 mit G = m (J 

eine Pendellange 

t =2n 1/ gow =2n l/~ 
o y (J m s Wo cos cp r (J 

2) 

ms Wo cos cp 
. . . . . . . . 2a) 

die ersichtlich mit der geographischen Breite zunimmt und am Pol 00 

wird. Man konnte dieser Veranderlichkeit bei vorgelegten Abmes
Bungen nur durch eine mit der Breite veranderliche Kreiselung 
W = WI cos cp begegnen, was indessen praktisch groBen Schwierig
keiten begegnen wiirde. Unterliegt nun das mit dem KompaB aus
geriistete Fahrzeug einem wagerechten Anlauf q mit dem Azimut 'IjJ, 
so ergibt dieser mit dem Schwerpunktsabstand s ein Moment msq cos'IjJ 
als Zusatz zu dem Moment M,~ in der ersten Gl. 1 a) des letzten 
Abschnittes_ Dadurch aber erfahrt nach dieser Formel der lotrechte 
Drehwert i nur einen kleinen Zusatz i" derart, daB 

A_-__ 

Abb. 135. 

eo w i' = m s q cos 'IjJ. . 
oder wegen 2 a) 

3) 

'11 m s q cos 'IjJ 
X =eowqcOS'IjJ=lwocoscp ., 3a) 

wird. Andererseits ergibt sich aus 1 a) fUr kleine X' 
durch Ableitung nach der Zeit mit v = q 

'1 q cos 'IjJ 
X = awocoscp 

1 b) . 

oder 
i' a = 'I/, 1. . . . . 3b) 

Verlangen wir nun, daB bei Laufanderungen der KompaB
kreisel in die dem augenbIickIichen Lauf zugehorige Lage 
stetig und ohne Schwingungen iibergeht, so ist mit i' = i" 
die Bedingung l=a, d. h. die Dbereinstimmung der Pendel
lange mit dem Erdhalbmesser zu erfiillen, was einer Schwin
gungsdauer von t= 84 min entspricht. Dieser von Grammel (Der 
Kreisel, S. 204) ausgesprochene Satz ist nur der Sonderfall eines 
allgemeineren von M. Schuler (Phys. Z. 1923, S. 344), der sich 
auf Pendel jeder Art bezieht, dessen Aufhangepunkt A einem der 
Erdoberflache parallelen Anlauf q unterliegt, Abb.135. Fiir ein solches 
Pendel gilt mit der Auslenkung {)" 

g,[jll=qms, 4) 
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wahrend der dem Aufhangepunkt zugeordnete Erdhalbmesser A 0 = a 
in der Schwingungsebene den Bogen {}' mit dem durch 

q=aJ' . . . . . . . . 5) 
gegebenen Drehanlauf J1 zuriicklegt. SoUte nun das Pendel hierbei 
im Lote bleiben, so muB mit {}' = {}" fiir aHe lotrechten Schwingungs
ebenen e 

a=-=l 
m8 

5a) 

sein. Ein Pendel wird also dann durch wagerechte An
laufe seiner Aufhangung an del' Erdoberflache nicht aus 
del' lotrechten Ruhelage ge bracht, wenn sein Sch wung
moment um aIle wagerechten Achsen einen und denselben 
durch Dbereinstimmung del' PendeIlange mit dem Erdhalb
me sseI' gegebenen Wert besitzt. 

III. Wirkt auf ein mit KreiselkompaB ausgeriistetes Fahrzeug ein 
wagerechter periodischer Anlauf q mit dem Azimut '11', so ent
steht wieder ein Moment m q 8 mit den beiden Anteilen m q 8 cos 'II' 
und m q 8 sin 'II' um die wagerechte Siidnord- und Westostachse durch 
den Aufhangepunkt, von denen die erstere mit del' Kreiselachse zu
sammenfiillt, die letztere abel' in del' Ruhelage auf diesel' senkrecht 
steht. Del' KreiselkompaB hat nun als Pendel betrachtet in bezug 
auf die beiden wagerechten Achsen zwei verschiedene Schwung
momente, von denen nul' das letzte mit dem statischen Werte e" 
iibereinstimmt, wahrend das erstere infolge del' Kreiselung w vom 
Betrage 

l'ms= eo~ gegeniiber l" m8 = e" 
Wo cos cp 

abgesehen von seiner Veranderlichkeit mit der geographischen Breite 
so wesentlich dynamisch ist, daB del' statische Teil in G1. 1 a) § 47 
vernachlassigt werden konnte. 

Die durch den periodischen Anlauf q = qo sin a t erzwungenen 
Schwingungen um die beiden wagerechten Achsen ergeben nun, wie 
aus dem dritten Beispiel § 30 ersichtlich, wegen del' Verschieden
heit del' Schwungmomente bzw. PendeHangen eine Zusatzschwingung 
X" = Xo + Xl cos 2 a t urn die lotrechte Achse mit einer von del' Sud
nordrichtung um Xo abweichenden Mittellage, die als Schlinger
fehler bezeichnet wird und die Brauchbarkeit des Kreiselkompasses 
wesentlich bedroht. 

Da es nun unmoglich ist, das Schwungmoment um die Siidnord
achse durch Anderung der Massen oder Abmessungen des Schwimmers 
dem dynamischen nennenswert anzugleichen, so bleibt nichts als die 
Hinzufiigung von Hilfskreiseln iibrig. Auf Grund diesel' Erkenntnis 
hat Schuler als Mitarbeiter der Firma Anschiitz & Co. den Drei
kreiselkompaB ausgebildet, dessen Schwimmerneben dem Hauptricht
kreisel KI zwei dazu geneigte Hilfskreisel K 2 , Ks tragt, deren Achsen 
im Ruhezustande samtlich in del' wagerechten Ebene liegen und nach 
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Abb.136 in dieser gegen das Moment einer Federkraft F kleine ent
gegengesetzt gleiche Drehungen vollziehen konnen. 1st dann fJ die 
Achsenneigung der Hilfskreisel vom gleichen Drall eo 0) wie der 
Hauptkreisel, so ist der gesamte Kreiseldrall fiir die Schwingung urn 
die Ostwestrichtung eo 0) (1 + 2 cos fJ) und dasjenige fUr die Siidnord
richtung 2 eo 0) sin fJ. Da fiir die Schwingungen urn die erste Achse 
die Gesamtdrehung X des Schwimmers, fiir die zweite Achse aber 
nur die von der Federkraft F bedingte Anderung iJ der Hilfskreisel 
in Frage kommt, so ist mit den ent
sprechenden Kreiselmomenten eo 0) X 
(1 + 2 cos fJ) und 2 eo 0) iJ sin fJ jeden-

Abb. 136. Abb. 137. 

falls keine Dbereinstimmung der beiden Schwungmomente, sondern 
nur eine so starke VergroBerung desjenigen urn die Nordsiidachse 
zu erwarten, daB der Schlingerfehler in engen Grenzen bleibt. 

1m Gegensatz hierzu schlug O. Martienssen (Z. Instumentenk. 
1919, S. 165) vor, den Schwimmer durch einen Kreisel mit lotrechter, 
in der Meridianebene drehbaren Achse gegen Schwingungen urn die 
N ordsiidachse zu stabilisieren, ihn also in ein Pendelkreisel umzubauen, 
Abb. 137. Bezeichnen wir den Drall des neuen Kreisels von der 
Masse m' mit eo' 0)1' die Rahmenmasse mit m2 , den Schwerpunkts
abstand beider von der wagerechten Drehachse des Rahmens mit r, 
so ist nach G1. lOb) § 42 die zugehorige Schwingungsdauer tl und 
Pendellange 11 

7) 

also 



Fahrtstorungen des Kreiselkompasses. 247 

Durch Hinzufligung des Stabilisierungskreisels wird aber auch das 
statische Moment m 8 in 2 a) derart geandert werden, daB man jetzt 
mit dem Abstand h der Rahmenachse yom Aufhangepunkt nach 
Abb. 137 

m 8 = m1 81 - (m' + m\1) (h - r) } 
m = m1 + m' -t-- m2 

8) 

zu schreiben hat, wo m1 81 das statische Moment des Einkreiselkom
passes allein bedeutet. Wird nunmehr eine vollstandige Besei
tigung des Schlingerfehlers beabsichtigt, so hat man nur die 
Pendellangen 2 a) und 7 a) flir beide Sch wingungsrichtungen gleich 
zu setzen, woraus die Bedingung 

8~\1W12 _ 8 0 w 

g m1 81 (m' + m\1) r - m 8 Wo cos qJ 
9) 

hervorgeht, die oftenbar nur flir eine bestimmte Breite qJ zu er
fiillen ist. 

Mit dieser grundsatzlichen Darlegung wollen wir uns begnligen 
und verweisen flir das eingehende Studium der Theorie beider Kreisel
arten auBer den vorstehend angefiihrten Schriften noch auf die Druck
sachen der Firma Anschlitz & Co. und die Arbeiten von M. Schuler 
in der Z. ang. Math. Mech. 1922. 



Fiinftes Buch. 

Allgemeine Dynamik. 
XI. Die Variationssatze der Mechanik. 

§ 49. Lagranges Gleichungen erster Art. Nach dem in § 21 
dargelegten Satz von D' Alembert heben sich die inneren Krafte 
eines beliebigen Gebildes gegenseitig auf und erfiillen damit die Be
dingungen des Gleichgewichtes. Die Acbsenanteile einer solcben 
Innenkraft Q/ an einem Massenpunkt mi mit den Abstanden xi' Yi' Zi 

sind alsdann, wenn Xi' Yi, Zi diejenigen der dort angreifenden AuBen· 
kraft Qi bedeuten, 

und leisten bei einer unendlich kleinen moglicben (virtuellen) Ver
schiebung ~Xi' ~Yi' ~Zi keine Arbeit, so zwar, daB 

.2) (X: ~xi + Y/ ~Yi + Z/ ~zi) = 0 . . . . . . 2) 
oder wegen 1) 

.2) [(Xi - mxJ ~Xi+ (Yi - m1h) ~Yi + (Zi - mzi ) ~ZiJ = 0 2a) 

ist. Durch diese zuerst von Lagrange angegebene Formulierung 
des Satzes von D' Alembert sind die Bewegungsvorgange 
aller raumlichen Gebilde auf Gleichgewichtszustande zu
riickgefiihrt. Umgekehrt lassen sich durch Zerlegung der aUge
meinen Verschiebungen ~Xi' ~Yi' ~Zi in solche eines beliebigen Punktes 
~Xo' ~Yo' ~Zo und Drehungen um denselben wieder die friiher auf
gestellten Kraft- und Momentengleichungen ableiten, womit nur die 
Gleichwertigkeit der verschiedenen Formulierungen dargetan ist. 

1m allgemeinen werden nun die n Massenpunkte des betrachteten 
Gebildes nicht nur durcb ihren Zusammenhang, sondern auch durch 
auBere Bedingungen an der freien Bewegung gebindert sein. Diese 
Bedingungen seien durch k Gleichungen zwischen den Achsenabstanden 

f1(xl' Yl' Zl; X2'Y2,Z2;"') = 0 I 
~2 (~1: ~l'. Z~:. x:' .Y~' ~2: .... :) .. ? 
fk(xl' Y1, zl' x2' Y2, Z2'''') - 0 

. . . . . . 3) 

gegeben, wahrend die Zahl der Kraftanteile Xi' Yi , Z; an den 
n Massenpunkten offenbar 3 n ist. Gehen in jede der Bedingungen 3) 
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nur die Achsenabstande eines der Massenpunkte ein, so stellen sie 
Oberflachen dar, an welche die Bewegung des Punktes gekniipft ist. 
Sind dagegen unter den Gleichungen zwei enthalten, in denen nur 
die Achsenabstande eines und desselben Punktes auftreten, so be
stimmen diese eine Raumkurve als Flihrung des zugehorigen Massen
punktes. Hat andererseits eine der Bedingungsgleichungen die Gestalt 

(Xl - X2 )2 + (Y1 - Y2 )2 + (Zl - Z2)'J - ll~ = 0, 

worin 112 unveranderlich ist, so besagt dies, daB die Massen m1 , m2 

durch eine starre Gerade miteinander verbunden sind. Wir erkennen 
also, daB durch die Formeln 3) der allgemeinste Fall einer ge
zwungenen Bewegung gegeben ist, flir die wir in den bisherigen 
Darstellungen schon mehrere Beispiele kennen gelernt haben. Mit 
Hilfe der k Gleichungen 3) konnen nun ebenso viele Veranderliche 
Xi' Yi' Zj durch. die iibrigen 3 n - k ausgedriickt werden. 

Hierzu moge das ganze Gebilde eine unendlich kleine Verschiebung 
erfahren, wodurch sich die Achsenabstande der Einzelpunkte mi urn 
bxi , bYi' bZi andern. Diese 3 n Verschiebungsanteile genligen als
dann den aus 3) durch partielle Ableitung gewonnenen k Gleichungen 

Ofl bxl +o fl bYl+oflbzl+ofl bx2+···=O 1 
oXl OY1 OZl oX2 . . . 3a) 

Of2 bx +Of2 by +Of2 bz +Of2 bx,,+ ... =O 
oXl 1 0Y1 1 bZ1 1 OX'J " 

usw., 
welche die Ausschaltung von k Verschiebungen in 2 a) ermoglichen. 
Die noch ii brigen 3 n - k sind alsdann vollkommen willkiirlich, so 
daB die mit ihnen behafteten Einzelausdriicke in 2 a) flir sich ver
schwinden, woraus eben so viele Bewegungsgleichungen hervorgehen, 
die dann mit den k Bedingungen 3) zusammen zur Berechnung aller 
3 n Achsenabstande Xi' Yi' Zi geniigen. Man iibersieht ohne weiteres, 
daB dieses Verfahren sich im allgemeinen sehr unbequem und zeit
raubend gestaltet und daher nur in den einfachsten Fallen bisher 
angewandt wurde. 

Lagrange hat darum an Stelle der unmittelbaren Ausschaltung 
der Verschiebungen die Gleichungen 3a) mit zunachst noch unbe
kannten Beiwerten, sog. M ul tip Ii kat 0 r en 21 , 22 " • 2k , erweitert 
und der Grundgleichung 2 a) derart hinzugefligt, daB diese iibergeht in 

~(x.-m.x.+2 Of1+2 Of2 + .. ·+2 Ofk)bx. 1 .L.J • •• lOX. 2 OX. k OX. ' ,. . 
+ 1;(Yi- mdi+ 21 ~f1 +22 ~f2+ ... +2k ~fk)bYi . 2b) 

uYi uY. uYi 

+ 1;(z.-m.z.+2 Ofl+ 2 Of2 + ... + 2 ofk)bz.=O 
, " 1 a Zi 2 ° Zi k a Zi ' 

Dberdie k Beiwerte 2 verfiigen wir nun derart, daB ebenso viele 
Klammerausdriicke in 2 b) verschwinden. Die iibrigbleibenden 3 n - k 
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derartiger Ausdriicke sind dann mit Verschiebungen bxi , bYi' bZi 
behaftet, welche an keine auBeren Bedingungen mehr gekniipft ganz 
willkiirlich angenommen werden diirfen. Dann aber kann 2b) nur 
noch bestehen, wenn auch die mit diesen willkiirlichen Verschie
bungen behafteten Klammern, d. h. im Verein mit den schon zur 
Berechnung der A notwendigerweise gleich Null gesetzten, aIle 
Klammerausdriicke verschwinden. Daraus folgt, daB ganz allgemein 
GI. 2b) in 3 n Gleichungen bzw. ebenso viele Gleichungsgruppen 

x.-m.x.+A i3 f1 +A i3 f2 +"'+A i3fk=O 
, " 1 i3Xi 2 i3xi k i3xi 

Y. _ m . ... + A 13 f1 + A 13 f2 +" . + A 13 f~ = 0 
, ,Y. 1 i3Yi 2 i3Yi k i3Yi 

. . . 4) 

Z.- m. Z.+A i3fl ' A i3f'J + ... +A i3fk=O 
, " 1 i3z. T 2i3Z. k i3z. " , 

zerfallt wie Massenpunkte mi vorhanden sind. In diesen Lagrange
schen Gleichungen erster Art bedeuten, wie ein Vergleich mit 
1) ergibt, die mit den A behafteten Zusatzglieder die negativen An
teile X/, Y/, Z;' der Zwangskrafte, denen die einzelnen Massenpunkte 
durch ihre Verbindung untereinander, sowie durch auBere Bedin
gungen unterworfen sind. Zu den 3 n Gleichungen 4) treten dann 
noch die k Bedingungen 3), welche insgesamt zur BerecLnung der 
k Beiwerte Ai und der 3 n Achsenabstande xi' Yo zi in ihrer Ab
hangigkeit von der Zeit t geniigen. 

Man erkennt leicht, daB die Ausfiihrung dieser Rechnungen bzw. 
die Ausschaltung der Bei werte Ai wiederum sich recht umstandlich 
und zeitraubend gestaltet, so daB durch dieses Verfahren trotz der 
Anschaulichkeit der Gleichungen 4) die LOsung nur in den einfachsten 
Fallen praktisch durchfiihrbar ist. 

§ 50. Lagranges Gleichungen zweiter Art. Neben den im vorigen 
Abschnitt entwickelten Bewegungsgleichungen, welche den auf ein 
Gebilde ausgeiibten Z wan g in allgemeinster Form zum Ausdruck 
bringen, hat Lagrange noch eine zweite Art von Gleichungen auf
gestellt in Ankniipfung an den entgegengesetzten Begriff der Frei
heitsgrade der Bewegung, dem wir bisher ofters begegnet sind. 
Einem jeden Freiheitsgrade entspricht eine unabhangige Verander
liche, z. B. einer der Achsenabstande x, y, Z eines bewegten Punktes, 
die Lange des Bogens auf einer vorgelegten Kurve, der Winkel eines 
Fahrstrahls gegen eine Anfangslage u. a. m. Besitzt also das Ge
bilde k Freiheitsgrade, so mogen die entsprechenden unabhiingigen 
Veranderlichen (allgemeine Koordinaten) ql' Q2' •. qk mit den Achsen
abstanden eines Punktes durch die Beziehungen 

1) 
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verkniipft sein. Hieraus folgt mit dq = q dt der Lauf 

. _ori+ori . +ori . + ... +ori • 
r i - ot oql ql oq2 qll . oqk qk . . . . 1a) 

und, da in den Ableitungen 

o ri ° Ii 0 Ii 0 Ii 
at' oq;' oqll' .. " oqk 

jedenfalls keine der GroBen if l' q lI' ... q k vorkommen, 

o t i _ ° Ii 0 r i _ 0 Ii 0 t i = ° Ii • . 2) 
Oql- 0q/ OQIl-Oq2'"'' oqk oqk 

AuBerdem ergibt sich aus 1a) durch partielle Ableitung nach ql 

Oti_o (dli)_02Ii +OIlIi .·+ OIlIi . + 
Oql-0qldt-otOql Oql1lq1 OQ2 0ql qll ... 

+ O::~iQl qk = :t (~::). . . . . . . . . . . . . . 3) 

N ach diesen Vorbemerkungen betrachten wir die durch 

2 J ,1 . \I "(' 2 + . 2 + . 2) = ..:::.;miIi = ..:::.;mi Xi Yi Zi •. 4) 
gegebene Wucht des Gebildes, welche nach Ersatz des Abstandes ri 

bzw. seiner Achsenanteile Xi' Yi' Zi durch Gl. 1) und 1 a) als eine 
Funktion der unabhangigen Veranderlichen t, Ql' Q2' .. Qk und deren 
Ableitungen anzusehen ist. Alsdann liefert die partielle Ableitung 
nach q 

. . 5) 

.. 5a) 



252 Die Variationssatze der Mechanik. 

Hierin ist aber das letzte Glied rechts wegen 4) 

or. (. OX.+. oif· . oz.) iJJ 
..:Emir; o~=..:Emi Xioq' Yi Oq'+Zi oq' =oq' ... 4a) 

so daB wir an Stelle von 6 a) auch schreiben diirfen 

:J:~-~;=..:Emiri ~~=..:Emi(x/od+Yi °o~i+Zi ~~) .6b) 

Die rechte Seite dieser Gleichung HiBt sich nun weiterhin mit Hilfe 
der Lagrangeschen Form des Satzes von D' Alembert 2) bzw. 2a) 
des vorigen Abschnittes umgestalten. Setzen wir namlich in die 

Gleichung ..:E(Oj-miti)bri=O ........ 7) 

nach unseren Formeln 1) bzw. 1a) 

Jr.=oribt+ori bq + ... +ori Jq b) • 0 t oql 1 oqk k' . . . . . 1 

so wird daraus 

~ ~ (0 ori .. ori) + ~ b ~ (0 ori .. ori) 0 ) ut £.J i at - mi r i 8t L..; q £.J i a - mi r i 8 = , . . 7 a 
. q q 

worin die zweite Doppelsumme sich iiber aIle n Massenpunkte mi 
und aIle k Veranderlichen q erstreckt. Da diese nun nach Voraus
setzung voneinander unabhangig, ihre Variationen Jq ebenso wie 
auch bt willkiirlich sind, so miissen die damit behafteten Klammer
ausdriicke fUr sich verschwinden, woraus sich dann 

"0 0 r i _ ~ .. 0 r i 
/. . - L..; m. r. 
~ • oq , • oq 8) 

oder in gewohnlicher Schreibweise 

..:E(X.OXi+y.OYi+Z.~~)= >.'m.(x.OXi+"'OY;+z.oz;) . . 8a) , oq , oq 'oq """--'" oq Y, oq • 0 q 
ergibt. Die linke Seite dieser Gleichung ist aber nichts anderes als 
die partielle Ableitung der von den auBeren Kraften am Gebilde 
geleisteten Arbeit nach der Veranderlichen q, an deren Stelle, wie 
aus 7 a) ersichtlich, auch die Zeit selbst treten kann. Die Moglich
keit einer solchen partiellen Ableitung setzt nun voraus, daB die 
Arbeit selbst eine Funktion der Veranderlichen t und q bzw. der 
Achsenabstande x, Y, Z der einzelnen Massenpunkte ist. Alsdann be
steht in diesem Kraftfelde ein der Arbeit entgegengesetzt gleiehes 
Potential (Drang) U so zwar, daB seine Ableitungen naeh den 
Achsenabstanden 

oU -=-X. usw. 
OXi ' 

oder 
oU . 
-=-0. 
or; • 

8b) 

die negativen entsprechenden Kraftanteile ergeben, und 

..:EO.ori=..:E(x.OXi+Y.0Yi.+Z.~~)=_oU ... 8e) 
'oq 'oq 'oq 'oq oq 
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ist. Fiihren wir diesen Ausdruck an Stelle der rechten Seite von 
6 b) ein, so wird daraus 

d~ (~~ - ~ ~ + ~ ~ = o. . . . . . . . . 9) 

Solcher Lagrangescher Gleichungen zweiter Art lassen sich 
nun ebenso viele aufstellen als das fragliche Gebilde Freiheitsgrade 
besitzt. Man kann sie noch durch Einfiihrung des Unterschiedes H 
der Wucht und des Dranges 

J - U = H. • . . . . • • . . 10) 

vereinfachen, worin der Drang U als Funktion der Lage nur von 
den Veranderlichen t und q, nicht aber von den Ableitungen ab
hangt, so daB jedenfalls 0 U : 0 q = 0 ist. Alsdann ergibt die Ver
bindung von 9) und 10) 

:t (001) - ~~ = O. . • • • . . . . . 9a) 

Der Wert dieser Formulierung beruht namentlich in der meist 
leichten Ermittlung der Ausdriicke fiir den Drang und die Wucht 
in den fiir ein bestimmtes Problem gerade geeigneten unabhangigen 
Veranderlichen. Die Einfiihrung dieser Ausdriicke in 9) und 10) 
liefert alsdann sofort die Bewegungsgleichungen fiir aIle Frei
heitsgrade des Gebildes. 

Zum Schlusse wollen wir noch die Anwendbarkeit der Lagrange
schen Gleichung 9) auf Gebilde mit veranderlicher Masse 
priifen, und zwar unter der Voraussetzung einer stetigen und stoB
freien Aufnahme oder Abgabe der Masse wahrend der Bewegung. Als
dann besagt die Arbeitsgleichung wegen 2 d J = (m + d m) (i: + d i:? - m i:2 

2: o.idti . dJ=~2:d(miii2)=2:miiidri+~2:i:/dmi' .11) 

daB bei der Aufnahme eines urspriinglich ruhenden Massenelementes 
die entsprechende Wucht aufzuwenden ist und bei der Abgabe wieder 
gewonnen wird. Mit 2: o.i d ti = - d U und i: d i = t dt wird aber 
aus 11) 

_ oU = 2: m.r. Oti+~ l;i.2 omi 
oq • I oq 2 I 0 q 

oJ =2:m.i:.Oi;i+~2:i.20mi 
oq • '0 q 2 • 0 q 

12) 

Andererseits gilt auch in diesem FaIle G1. 5) und 5a), wenn die 
Masse nicht von den Ableitungen q abhangig ist. Aus 5 a) folgt ferner: 

d (0 J) ., 0 t; + . ° i i +- ~ d m. ° ti ) 
dt oq = 2: mi ti oq 2: m; ti aq - £.; dt t; oq , . 13 

also nach Vereinigung mit 12) 

!. (o,!\ ~ oJ + 0 U = 2: (i:. dmi ot; _ i.2 omi). 13 a) 
dt aq) oq oq • dt oq • oq 
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Der Klammerausdruck unter der Sum me der rechten Seite ver
schwindet aber nur dann, wenn die Masse m von x: abhiingig ist, 
denn mit m = f(X:) ist 

om. dm. ox:. 
_l=_l_l 

oq dX:i oq' 
also 

d"'1. oX:i = dmi OX:ii . =1:. omi • 
dt oq dti oq l l oq 

Die Lagrangeschen Gleichungen zweiter Art gelten hier
nach auch im FaIle eines Gebildes, dessen Massen und 
Au£ enkriifte mit der Lage im Raum stetig veriinderlich 
sind, so daB die Trennung und Vereinigung sto£frei ver
liiuft. Einige Beispiele hierfiir haben wir schon in § 59 der Mechanik 
ebener Gebilde kennen gelernt, wo uns auch die entsprechenden 
Lagrangeschen, Gleichungen begegneten. Findet die Vereinigung 
des Gebildes mit der hinzutretenden Masse infolge verschiedener Ge· 
schwindigkeiten sto£weise, also unter Arbeitsverlusten statt, so gelten 
hierfiir die Gesetze des unelastischen Sto£es, die bereits im ersten 
Teile §§ 75 bis 77 behandelt wurden 1). 

1. Beispiel. Ein in der Ebene bewegter Massenpunkt m habe im Ab
stand r vom Anfang 0 den StrahIlauf r mit dem Drehwert fp des Strahles. 
Dann ist seine doppelte Wucht 

, .. , 14) 
also 

oJ , 
of =mr, oJ '2 o,! = mr2'P' , oJ=O 

7Ji= mr 'P, o'P o'P 

~(oJ)_ .. 
dt or -mr, :t (~~) = m :t (r2q,) = m (r2;;, + 2 r r fp) 

und daher die Strahlkraft Q und das Drehmoment M mit den zugehOrigen 
Anliiufen qr und qu 

Q d (0 J)' 0 J ( , '2) 1 =mqr=dt of -7Ji=m r-r'P 
...... 14a) 

d (oJ) oJ d , 
M=mqur=dt otjJ -o'P=m dt (r2 'P) 

entsprechend den zwei Freiheitsgraden der Bewegung von m. 
2. Beispiel. Sind x, y die Achsenabstiinde des Schwerpunktes einer 

Scheibe von der Masse m und dem polaren Schwungarm ko um den Schwer
punkt, so ist die doppelte Wucht bei der ebenen Bewegung mit dem Dreh
wert w = q, 

also 
oJ . ox =mx, 

oJ =0 
ox ' 

oJ , 
oy = my, 

oJ =0, 
oy 

oJ k 2' 
0", = m 0 'P 

oJ =0, 
o'P 

1) Vgl. hierzu: Federhofer, Prof. Dr. K.: Dynamik sich andernder Massen, 
Mitt. V. d. 1. 1922, H. 6 u. 7. 
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woraus die Bewegungsgleichungen fiir die drei Freiheitsgrade 

X = ~ (0 J) _ 0 J = mx Y = ~ (0 J) _ 0 J = m .. 
dt ox ox ' dt dy oy y 

M= ~ (oJ)_ oJ = mk 2" 
dt oq, orp 0 rp 

I .. 15.) 

hervorgehen. 
3. Beispiel. In Gl. 2 c) §69 des ersten Teiles haben wir fiir die doppelte 

Wucht eines Kurbeltriebes mit dem Kurbelwinkel rp gegen die innere Tot
Jage die Naherungsformel 

2 J = r2 rp2 (m' - m" cos 2 rp). . . . . . . . . . 16) 

erhalten, in der m' die auf den Kurbelzapfen bezogene sich nur drehende 
Masse, m" die entsprechende hin- und hergehende Masse bedeutete. Die Be
wegung bat offenbar nur einen Freiheitsgrad rp, fiir den wir erhalten 

~~ = r2ip (m' - mil cos 2 rp), ~~ = m" r2 rp2 sin 2 rp, 

womit sich das an der Kurbel wirkende auBere Moment M, d. h. der Unter
scbied des treibenden Momentes T·r und des Widerstandes Wr zuziiglich des-

jenigen' der Gewichtswirkung,l7 m g ~~ 

M=(T- W)r- g,l7m~~ 

M = :t (: ~) - ~: = r2ip (m' - m" cos 2 rp) + m" r2 rP2 sin 2 rp 
I .. 16.) 

ergibt. Daraus folgt weiter die Bedingung fiir die den Scheitelwerten von rP 
zugehorigen Stellungen rp mit ;p = 0 

T-W=m"rrP2sin2rp+l!.,l7mddY ........ 16b) 
r rp 

entsprechend Gl. 6 § 69, I, worin Y die Hohenlage des Schwerpunktes jeder 
Einzelmasse iiber der Kurbelmitte bedeutet. 

4. Beispiel. Das in § 6 behandelte KugelfadenpendeI hat vermoge 
seiner Drehung rp urn eine lotrechte und einer Drebung f} in der Ebene d urch 
den Massenpunkt m und das Lot durch den Aufhangepunkt bei der Pende!
lange 1 die doppelte Wucht 

2J=m12(~2+rP2sin2f}) . .••...... 17) 
Daraus folgt 

0-': = mP{}, oJ = m12;"2 sinf} cosf} 
of} 0 f} r , 

OJ 12 " 2.n oJ 0 orP = m rp sm U', orp= . 

Andererseits ist das Potential der allein wirksamen Schwerkraft mg nur ab
bangig von der Tiefe z des Massenpunktes unter dem Aufhiingepunkt, also 

U = Uo - mgz = Uo - mg1 cosf} . . . • . . . . • 18) 

oU l'.n oU __ O• 
of} = mg sm,l', orp 

Damit ergeben die Lagrangescben Gleichungen unter Wegheben der Masse 

1 (;9. - rP2 sin f} cos f}) + g sin f} = 0, ;t (rP sin 2f}) = 0, . . 17 a) 

woraus 
q, sin 2 f} = 0, • . 17b) 



256 Die Variationssatze der Mechanik. 

und nach Einsetzen in die erste GI. 17 a) 

., 2 cos {} g. _ 
{} - 01 ~ + -l sm {} - 0 

SIn 'U' 

sich ergibt. Erweitern wir diese Formel mit d {} und integrieren, so folgt 

• 2 012 2 g _ {} + -:-2-:0: - -Z cos {} - 0., 
SIn 'U' 

oder mit 17 b) 
l·(#2+<p2sin2{}) = 2gl COS{}+l20., ..••••. 17c) 

d. h. die Arbeitsformel, die wir auch unmittelbar aus der Verbindung von 17) 
mit dem Potentialausdruck hatten ableiten konnen, und die mit 17 b) zusammen 
die Bewegung vollstandig wiedergibt. 

5. Beispiel. Das in I. § 65 besprochene Doppelpendel der Massen ml> m2 

mit den Schwerpunktsabstanden 81 , 82 vom festen und bewegten Drehpunkt, 
deren Abstand r sein moge, wahrend die Schwungarme um diese Drehpunkte 
k1 und k., die den beiden Freiheitsgraden entsprechenden Ausschlage der 
Schwerlinien aus dem Lote fP1 und fP. sind, besitzt die doppelte Wucht 

2 J = m1 k12 .pl· + m2 (X22 + !i.2) + m2 (k22 - 82) <P22, 19) 
wenn 

X2 = r sin fP1 + 8. sin fP2' Y2 = r cos 'P1 + 82 cos 'P2 

die Schwerpunktsabstande der zweiten Masse m. von der lotrechten und 
wagerechten Achse bedeuten. Durch Einfiihrung der letzten wird aus 19) 

2J= (m1k12 + m2r2).p12+m2k22.p22+2m2r82<P1,p. COS(fP1-fP2) • 19a) 

Daraus folgt 

oJ ( k 2+ 2)' + . ( ) 0 J _ .,. ( -.- = m1 1 m.r fP1 m2r8. fP2 cos 'P1-fP2 , ,,-- - - m2r82fP1 fP. sm fP1-fP2) 
a~ u~ 

oJ k 2 ' + . ( ) -.- = m2 2 'P2 m2r82 fP1 cos fP1 - 'P2 , a fP2 

oJ . . . ( ) 
0- = m2 r 82 fP1 'P2 sm 'P1 - fPg • 

'P2 
Andererseits ist der Drang 

also 
U = Uo - (m1 8, + m2 r) g COS fP1 - m2 g 82 cos fP2" • • • • • 20) 

o U = (m1 81 + m2 r) g sin 'P1 , : U = m. g 8. sin fP2 • 
o~ u~ 

Setzen wir die Ableitungen von 19a) und 20) in die Lagrangeschen Glei· 
chungen ein, so ergeben sich die beiden Bewegungsformeln 4) § 65 des I. Teiles 

+ m2 82 r[;P. cos ('P1 - 'P2) + ,p? sin (fP1 - fP2)] = 0 21) 
;P1 (m1 k12 +m2 r2) + (m181 + m2 r) g sin fP1 I 
ip. m. kg2 + m2 82 g sin fP2 ' 

+ m2 82 r [;P1 cos (fP1 -fP2) - ,p12 sin (fP1 - fP2)] = 0 

die sich, wie auch a. a. O. gezeigt wurde, nicht streng integrieren lassen. 

§ 51. Neue Ableitung der Bewegungsgleichungen des starren 
Korpers. Angesichts der groBen Wichtigkeit der Bewegung des 
starren Korpers wollen wir die sie beherrschenden Gleichungen, die 
wir schon im Kap. VII aufgestellt haben, hier nochmals mit Hilfe 
der Lagrangeschen GIeichungen fiir die einzelnen Freiheitsgrade 
ableiten. Der Korper habe die drei Hauptschwungmomente ea , eb , ee 
in bezug auf drei im Schwerpunkt x, y, z sich schneidende Haupt-
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acbsen und urn diese die Drebwerte Wa ' Wb, we. Dann ist bei einer 
Gesamtmasse m die doppelte Wucht 

2J= m(x2 +!? + Z2) + eawa2 +ebwb2 +eewe2. • 1) 

Daraus ergeben sich sofort die Prallteile der Fortbewegung des 
Sch werpunktes 

oJ . oJ . 
ex =mx, oy=m y , 

und wegen 

oJ =oJ =oJ =0 
ox oy oz 

die zugehorigen Kraftformeln 

oJ . 
oz =mz 1a) 

1 b) 

X=mx, Z=mz .. .... 1c) 

Die Fortbewegung des Schwerpunktes unter dem EinfluB der nach 
demselben verscbobenen AuBenkriHte erfolgt somit ganz unabbangig 
von der Drehung. Diese aber ist in der Gleichung 1) auf die im 
Korper festen Hauptachsen bezogen, die selbst durcb die Drebung 
ihre Lage andern. Es ist daher notwendig, an ibre Stelle wie in 
§ 35 raumfeste Acbsen einzufiibren, in denen wir die Hauptachse 00 
mit der Eigendrehung ip beibehalten nnd ihr die N eigung {} gegen 
die ranmfeste Z-Acbse erteilen, wahrend die EbeneZOO mit der festen 
Ebene Z 0 X den Winkel 'IjJ bildet. Alsdann bestehen mit ip sin {} = X 
die in § 35 unter 1) abgeleiteten Gleichungen 

wa = J sin 91 - 1f sin {} cos 91 = J sin 91 - X cos 91 1 
Wb = J cos 91 + 1f sin {} sin 91 = J cos 91 + X sin 91 J' 
we = ip + tP cos {} 

. . 2) 

von denen die letzte offenbar die einfacbste ist. Wir erbalten damit 

also 

~we_o 
091 - , 

OWa {}. +.. oWa 0 
--= cos91 xsm 91 = wb ,-.-= 
091 091 

oWb {}'. +. oWa 0 
091 = - sm 91 X cos 91 = - wa ' a ip = 

oJ oWe d (6.7\ dWe 
aq;=ecwe oip =eeWc' (It oJp)=eedt 

oJ ow ow 
-=e W _a+e W ~b =(e -e)w W , 
091 a a 691 b b 691 a b a b 

nnd darans das Moment um die Hauptachse 00 

, 2a) 

dW e 
M",= Me=eedt- (ea -eb) wawb.' .... 3) 

Das ist aber schon eine der friiber abgeleiteten Eulerscben Glei
chungen der Drebung um die Hauptacbsen, aus der die beiden erst en 

Lorenz, Techn. Physik 1,2. 2. Autl. 17 
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durch Reihenvertauschung der Zeiger a, b, c sofort hervorgehen, 
ohne daB es einer besonderen weiterenRechnung bedarf. 

Ziemlich einfach gestaltet sich auch die Berechnung des Momentes 
Mz = M'I' um die feste z-Achse, da in den Formeln 2) der Eulersche 
Winkel 1p als solcher nicht vorkommt. Mit 

oWa . f) owb · f) . 
~=-sln coscp, -. =Sln smcp, 
u1p 01p 

OWa _ oWb _ oWe_o 
01p - 01p - 01p -

erhalten wir zunachst den Drlj.llteil 
oJ oWa OWb oWe 

DZ =jjip-=0awa fJip +0bwb oip + 0 ewe oip 

Dz = (0b sin2 cp + 0 a cos2 cp) 1jJsin2 f) 

. 2b) 

+(0b-0a)Jsinf)sincpcoscp+0ewecosf) ... 4) 

in Dbereinstimmung mit Gleichung 4c) § 35, aus der sich dann 
wegen oJ: 01p = 0 ohne weiteres das Moment M'I' = Mz = dDz: dt 
wie in Gleichung 8c) § 35 berechnet. 

Etwas umstandlicher gestaltet sich dagegen die Ermittlung des 
Momentes M{}, da der Winkel f} selbst in allen. drei Formeln 2) 
auftritt. Es ist 

OWa . 
-. =smcp, 
of) 

OWb -.-=coscp, 
of} 

OW . f) ( . ) _,}a = _ 1p cos cos (P = cp - we cos cp 
O~ 

OWb • f)' ( .) . of) =1pcos smcp= we-CP smcp 

OWe . . f) . 
--=-1psm =-x 

und damit of) 
aJ oWa oWb 0 We 
-. =0 wa-·-+0bwb-· +0ewe-· 
of) a of) of} of} 

. . . 2c) 

= (0b cos2 cp + 0 a sin2 cp) J + (0b - 0 a) sin cp cos cp 1jJ sin {} 
= (0b cos2 cp + 0 a sin2 cp) -& + (0b - 0 a) X sin cp cos cp 

oJ _ ~ oWa.J... 0 oWb + 0 oWe. 
81j-0awa of) I bWb of) eWe of} 

= (0b Wb sin cp - 0 a W" cos cp) (we - ip) - 0 eWe X 
= (0b sin\! cp + 0 a cos2 cp)X (we - ip) 

+ (0b - 0 a) J(we - ip) sin cp cos cp - 0 e we X 
d (OJ) .. dt oJ = (0b cos2 cp + 0 a sin2 cp)f) 

+ (0b - 0 a)[(X - 2 J ip) sin cp cos cp + X qJ cos 2 cp] . 
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Setzen wir hierin 

(eb - eJcos 2 cp = (eb - e a) (cos2 cp - sin2 cp) 
= e cos2 m + e sin2 m - (& sin2 (() + e cos2 m) so folgt b· -r a -r b -r a -r , 

d (OJ) oJ .. 
M{}=dt ai - of} =(ebcos2 cp+easin2cp)(f}+X<P) 

+(ec-eacos2 cp-ebsin2cp)wcX. . . . . 5) 
+ (e b - e a) (X - iJ. rp - iJ. w J sin cp cos cp . 

im Einklang mit der ersten Gleichung 8 b) § 35. Aus den vorstehen
den Formeln ergeben sich schlieBlich die Kreiselgleichungen mit 
ea=eb, ec=eo genau wie am Schlusse des § 35. 

§ 62. Die Satze von Hamilton und GauJt Schreiben wir in der 
Lagrangeschen Form des Satzes von D'Alembert 

.2(O-mr)c5r=O, ....... 1) 
in der c5 r Verschiebungen bedeuten, die innerhalb der Bewegungs
moglichkeiten willkiirlich angenommen werden konnen 

rc5t=:t(i:c5r)-i:c5i:=:t(rc5t)- ~ c5(i:2), 

so erhalten wir 

1;(Oc5t+c5(mf-))= :t.2mrJt, . . .. 1a) 

oder nach Einfiihrung des Dranges U und der Wucht J 

c5J-c5U=dd .2mrc5t ........ 1b) 
t . 

Nach Erweiterung mit dt sowie Integration zwischen den Zeitpunkten t1 
und t2 , denen bestimmte Grenzlagen t1 und t2 der einzelnen Massen
punkte des ganzen Gebildes zug.eordnet sind, wird daraus 

t, 

c5 j (J - U) dt = .2(m i: c5 tf'= ~m (r2 c5r2 - 1:1 c5 r1). 
~ ~ 

Hierin verschwinden aber die Verschiebungen c5 rl und c5 t2 wegen der 
vorgelegten Werte von rl und r2 in den Grenzlagen und damit die 
ganze rechte Seite der Gleichung, die sich also vereinfacht in 

t2 t'J. 

c5j(J-U)dt=c5jHdt=O, ...... 2) 
t] tl 

wenn wir, wie schon im vorletzten Abschnitt den Unterschied H 
der Wucht und des Dranges einfiihren, den man wohl auch als 
Lagrangesche Funktion bezeichnet. Diese zuerst von Hamilton 
1834 aufgestellte Gleichung 2) kennzeichnet das Zeitintegral iiber 
den Unterschied von Wucht und Drang als einen Scheitel
wert, und zwar einen Kleinstwert, da der Unterschied J - U 
durch passende Wahl des Vberganges aus der Anfangs- in die End
lage belie big vergroBert werden kann. Verlauft insbesondere die Be
wegung widerstandsfrei, so ist die Gesamtmacht 

. . 3) 
17* 
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unveranderlich, so daB mit 
J-U=2J-- W 

wegen b W = 0 Gleichung 2) sich vereinfacht III 
t2 ts t2. 

2~f Jdt=br2.)mt2dt=~f .2.)mrdr=O. 2b) 
t] t] t, 

Hierin bezeichnet man das Zeitintegral der Wucht, das mit dem 
doppelten Wegintegral des Pralls iibereinstimmt, als die Wirkung, 
die somit bei der Bewegung des Gebildes zwischen zwei Grenzlagen 
einen Kleinstwert annimmt. 

Die Verwendung der Gleichung 2) setzt. nun die Kenntnis der 
Bedingungen fUr ihren Bestand voraus, welche von der GroBe H zu 
erfUllen sind. Zu deren Ermittlung wollen wir zunachst voraussetzen, 

daB H nur eine Funktion der Verander
lichen t, q, q ist und daB den beiden 
Zeitgrenzen t1, t2 des Integrals 2) die 
Lagenwerte q1' q2 zugeordriet sind. Wir 
denken uns nun diese Werte in ein Achsen
kreuz Abb. 138 eingetragen und die End-
punkte durch eine Kurve verbunden, 
welche den noch unbekannten Zusammen

O-t----'t~1-..4t~-t'-z---~t hang zwischen q und t darstellt. Fiigen 
wir dann noch eine zweite, der ersten 
unendlich benachbarte Kurve zwischen Abb. 138. 
den gleichen Endpunkten hinzu, so 

stellt die sog. Variation bq den Zuwachs von q beim Dbergang 
von der ersten zur zweiten Kurve dar, welcher von dem Differential 
oder Element dq beim Fortschritt auf der ersten Kurve urn dt 
streng zu unterscheiden ist. Der Variation ~q entspricht natiirlich 
auch eine Anderung der Ableitung q urn lJq, sowie der Funktion H 
urn b H, wahrend die Zeit nach Abb. 138 davon unberiihrt bleibt. 
Mithin ist 444 

~ J Hdt=f (H+dH)dt- f Hdt, . . . 4) 
oder wegen tl tl t} 

~qdt=d~q, 

mithin 

~ f~db fe~ ~q+ ~: ~q)d' 
t) tl 

~ f~d'~ J~~ ~qdt+ h:d~q . ..... 4.) 
tl t} tt 
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Nun ist nach partieller Zerlegung 

oH (oH) (0 H) oi] d(Jq=d oi] (Jq -d oi] (Jq 

= d (0 H (J q) _ ~ (0 H) (J q d t . 
oi] dt oi] , 

also eingesetzt in 4 a) 

ft. ft·o H (0 H )t. ft'd (0 H) 
(J Hdt= --(Jqdt+ -. (Jq - - -. (Jqdt. 

oq oq ~ dt oq 
~ ~ ~ 

Darin verschwindet aber das Mittelglied rechts mit den Variationen 
(Jql =(Jq2=O an den Endpunkteq der Kurve Abb. 138, so daB nur 
noch ubrig bleibt t. t. 

(J f H d t = f [~: - :t e ~) ] (J q d t. . . ... . 4 b) 
t, t, 

Damit nun die Variation des Integrals links nach Gl. 2) auf dem 
ganzen Integrationswege verschwindet, auf dem (J q bis auf die End
punkte beliebige Werte annehmen kann, so muB der Integrand rechts 
verschwinden, d. h. es ist fur den Scheitelwert des Zeitintegrals von 
H die Bedingung 

5) 

zu erfullen, die offenbar mit der Lagrangeschen Gleichung 
fur den Freiheitsgrad q ubereinstimmt. 

Hatten wir mehrere Freiheitsgrade q mit den zugehorigen Ab
leitungen q, so wurde die obige SchluBweise auch ebenso viele Be
dingungsgleichungen 5) ergeben. Der Satz von Hamilton fiihrt also 
wieder auf die Lagrangeschen Gleichungen zweiter Art, welche 
geradezu die Bedingungen fUr seine Giiltigkeit darstellen. 

Wir greifen nun noch einmal auf den Satz von D'Alembert 
Gleichung 1) zuruck und geben ihr die Form 

..2m(r-~)(Jt=..2m(r-q)(Jt=O, .... lc) 

worin q den von der AuBenkraft der Masse m erteilten Anlauf be
deutet, wahrend t der infolge der Verbindung der Massen im Gebilde 
wirkliche Anlauf ist. Die in einer kurzen Zeit t alsdann eintretende 
wirkliche Verschiebung aus der Anfangslage tl konnen wir alsdann 
setzen 

und ihre Variation, da tl 

vorgeschrieben ist. 

. . 6) 

durch den Anfangszustand der Bewegung 

t2 
(J -- r' 6 ) t- 2 ut ......•...• a 
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Nun ist aber aueh die AuBenkraft 0 vorgelegt und mit ihr bei 
unveranderlieher Masse m ihr Anlauf q, so daB wir mit c5 q = 0 an 
Stelle von 6a) sehreiben diirfen 

c5r=t;c5(r- q) . ........ 6b) 

Damit aber geht unter Weglassung des allen Gliedern gemeinsamen 
Beiwertes t2 : 2 Gleiehung 1 e) iiber in 

2) m (r - q) c5 (t - q) = 0 
oder 

c5 2) m(t - q)2 =c5 2) m (r- ~r=o. 7) 

Hierin ist aber der Untersehied 
r -'q = q' 

niehts anderes als der von den inneren oder Verbindungskraften her
riihrende Zwangsanlauf, den wir naeh GauB kurz als Zwang an

Sz 

Abb. 139. 

spreehen wollen. Gleiehung 7), welehe aussagt, 
daB die Quadratsummen der Abweiehungen 
der wirklieh eintretenden von der freien Be
wegung mit Riieksieht auf die Massen einen 
Kleinstwert annimmt, wird darum aueh, wenn 
aueh nieht ganz zutreffend, als der GauBsehe 
Satz des kleinsten Zwanges bezeiehnet. 
Er lautet in gewohnlieher Sehreibweise 

c5 2)m[(x-qx)2+(tj_qy)2+(z -q.)2] =0 7 a) 
und stimmt formal mit dem ebenfalls von 
GauB stammenden Satze des Kleinstwertes 
der Summe der Fehlerquadrate bei Beobaeh
tungen iiberein, wobei den Massen die sog. 
Gewiehte der versehiedenwertigen Beobaeh
tungen entspreehen. 

Beispiel. Wir betrachten die Drehung rjJ einer 
Rolle mit dem Schwungmoment mo k02 mit zwei 
daran an Faden hangenden Massen m1 und mg an den 

Hebelarmen Tl und r2 in einer wagerechten Achse, Abb. 139, wobei v1 = r1 rp, 

- Vg = T2 rp ist. Wir fragen nach der Bewegungsgleichung dieses Gebildes, das 
offenbar nur einen Freiheitsgrad besitzt. 

Nach dem Satze von D'Alembert fUhren wir die Fadenspannungen 8 1 

und 82 ein und erhalten damit die Gleichungen 

ffll g - 81 = m1 v1 = ~ T 1 cP, 82 - m2 g = - m2 V2 = mg T 2 ip 

81 Tl - 82 T2 = m o ko2 cP 
}, . . 8) 

also nach Ausschalten von 81 und 82 

(ml T1 - m 2 T2) g = (m1 T12 + m 2 r 22 + mo k02) Iji. ..... Sa) 
Fur die Anwendung der Gleichungen von Lagrange gehen wir von der dop
pelten Wucht des Gebildes aus, namlich 

2J = (ml T12 + m 2 T2" + mo k02) rp2 

d (iJJ)_( 2+ 2+ k 2)" dt iJep - m1 T 1 m2 T2 mo 0 rp, 
. . • 9) 
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Setzen wir den Ausdruck 

d (oJ\, OJ ( 9+ 9+ k2)" dt o;P)-o<p= m1r1 m9r9 mo 0 <p 

gleich dem Moment (m1 r1 - mg r2) g der beiden Gewichte, so erhalten wir wieder 
die Bewegungsgleichung Sa). " 

Nach dem Satze des kleinsten Zwanges haben wir gals auBeren An
lauf und als wahre Anlaufwerte VI = r1.p, - 11g = rg.p, also iet 

oder 
~ [m1 (rl .p - g)2 + m2 (r2.p + g)2 + mo ko2 gi2] = O. • • . . 10) 

~~~gi-~+~~~gi+~+~~~=O 
in Dbereinstimmung mit der Bewegungsgleichung Sa), die wir somit auf drei 
verschiedene Weisen gewonnen haben. 

XII .. Statistische Mechanik. 
§ 53. Die ungeordnete Bewegung einer Menge. Wir haben 

uns bisher nur mit der freien oder gezwungenen Bewegung einzelner 
starrer Korper oder Verbindungen solcher beschaftigt, die sich nach 
Vorgabe der an ihnen angreifenden Krafbe in ihrem ganzen Ablaufe 
rechnerisch verfolgen lieBen. Einen derartigen V organg konnen wir 
darum als eine durchaus geordnete Bewegung bezeichnen. 1m 
Gegensatz dazu steht eine sehr groBe Menge sehr kleiner Korper, 
die mit verschiedenem Lauf nach GroBe und Richtung durcheinander
schwirren und durch ihren Prall auf die das Ganze umschlieBenden 
festen Wande einen Druck ausiiben. Diese ungeordnete Bewegung 
sei nun an die Bedingung gekniipft, daB durch sie die Massenver
teilung der Menge innerhalb des von ihr eingenommenen Raumes 
keine auBerlich merkbare Anderung erfahrt. Da hierbei die Einzel
bestandteile sich nur wenig von gewissen Lagen entfernen, so ver
lauft die Bewegung wie eine groBe Zahl kleiner Schwingungen, von 
der sie sich vor aHem dadurch unterscheidet, daB iiber den Zusammen
hang der Einzelk6rper, sowie iiber die an ihnen wirkenden Krafte 
keine Annahme gemacht zu werden braucht. 

Es sei nun \l5 (X, Y, Z) eine solche Kraft, m die Masse eines solchen 
Teilkorpers in der Lage r (x, y, z), dann ist 

$=mr, X=mx, Y=my, Z=mz, 1) 
und nach Erweiterung mit r . 

\l5r=m rr=m[d(ri) -i2J= m d2(r2) -r2m 1a) 
dt 2 dt2 

oder 

1 b) 

Integrieren wir iiber einen Zeitabschnitt von t = 0 bis t und divi
dieren mit t, so wird daraus 

t t 

~J\l5tdt+ mfi2 dt= m [dCt2
) _(d(t2

)) J. 1c) 
t t 2 t dt dt 0 • • • 

o 0 
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1m Falle einer Schwingungsbewegung eines Teilchens verschwindet 
die rechte Seite, wenn t mit der Schwingungsdauer ubereinstimmt, 
bei unregelmaBigen oder rasch verlaufenden Bewegungen dagegen 
braucht man nur, da der Unterschied in der Klammer rechts inner
halb gewisser Grenzen bleibt, die Zeit genugend groB zu wahlen, um 
das ganze Glied vernachHi,ssigen zu durfen. Alsdann abel' bleibt nur 
die linke Seite ubrig, deren Einzelglieder 

fJ '1ltdt~('1lt)~(XX+Yy+Z') 1 
t 2) 

~ f i: 2dt=w'J =(X2 -+- y2 -+-Z2) 
o 

Mittelwerte uber die Zeit t darstellen. Mit diesen haben wir daher 

-mw2=(~t)=(XX-+- Yy+Zz) . . . 3) 

oder fUr N Einzelkorper von derselben Masse 

Nmw2 =-2(Xx+Yy+Zz) .. •.... 3a) 

Den halben Wert del' re Jhten Seite dieser Gleichung bezeichnet 
man nun nach Clausius (1870) als das Virial der ungeordneten 
Menge, welches demnach gleich der Wucht ist. Fur die Be
rechnung des Virials ist zu beachten, daB die auf die Einzelmassen 
wirkenden Krafte im allgemeinen in zwei Teile zerfallen, namlich in 
auBere und innere Krafte der ganzen Menge. Zu den auBeren gehort 
auBer dem Gewicht vor allem der auf die Oberflache vermittels der 
die Menge umschlieBenden Wande ausgeubte Flachendruck p, zu den 
inneren die zwischen den Korpern selbst wirksa:nen Krafte. Sind die 
Abmessungen der Korper klein gegen ihre mittleren Abstande, so 
durfen wir die zwischen ihnen wirkenden Innenkrafte vernachlassigen. 
Dasselbe gilt vom Gewicht, wenn die Wucht del' ganzen Menge sehr 
groB ist gegenuber der Hubarbeit beim Durchfallen des groBten lot
rechten Abstandes zweier Oberflachenteile. 

Alsdann bleibt nur noch del' au3ere Druck p ubrig, del' den 
StoBen del' Korper gegen die feste Wand das Gleichgewicht halt 
und wegen del' Unabhangigkeit del' Einzelbewegungen voneinander 
auch unabhangig von del' Richtung ist und uberall denselben Wert 
besitzt. Wir haben demnach 

- .2Xx =I I pxdydz=p II f dxdydz=pV, 

wenn V den ganzen, von del' Korpermenge eingenommenen Raum 
bedeutet. Da die beiden andern Glieder des Virials in 3 a) denselben 
Wert besitzen, so geht diese Gleichung uber in 

Nmw2=3pV, 4) 
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wofiir wir unter Einfiihrung der von der Gewichtseinheit der Menge 
eingenommenen Raumes v durch 

V=Gv=Nmgv 5) 
auch schreiben konnen 

. 4a) 

Diese zuerst von Kronig (1856), wenn auch auf anderem Wege ab
geleitete Formel stimmt nun mit dem auf Grund umfassender Ver
suche von Boyle, Mariotte und Gay-Lussac aufgestellten Gas
gesetz 

pv=RT. . . . . . . . .. 6) 

iiberein, ";fonach die absolute Temperatur eines Gases dem 
mittleren Laufquadrat der frei beweglich gedachten selb
standigen Einzelteile, der sog. Molekeln, verhaltnisgleich 
ist. Die Richtigkeit der Auffassung der Gase als einer groBen in 
ungeordneter Bewegung befindlichen Menge von Molekeln, die schon 
auf Daniel Bernoulli (1637) zuriickgeht, wird auch gestiitzt durch 
die Erzitterungen kleiner in Gase frei schwebender Korperchen, die 
an den sog. Sonnenstaubchen unmittelbar beobachtet werden konnen. 
Da nun beim Durcheinanderschwirren die Molekiile zusammenstoBen, 
so wiirden StoBverluste auftreten, wenn sie nicht als vollkommen 
elastische Korper angesehen werden diirften. 

Wir wollen nunmehr voraussetzen, daB die ungeordnete bewegte 
Menge, die wir von jetzt ab kurz als ein Gas bezeichnen wollen, aus 
zwei verschiedenartigen Molekiilarten besteht, also eine Mischung 
zweier Gase darstellt. Alsdann erhalten wir durch einfache Wieder
holung der friiheren SchluBweise fiir die Nl Molekiile von der 
Masse m1 und die N'J Molekiile von der Masse m'.! an Stelle von 4) 

3 P V = Nl ml wl '.! + N2 m2 W 2 2 ,. . • • • • 4 b) 

worin wl '.! und W 2 2 die den beiden Molekiilarten entsprechenden mitt
leren Laufquadrate bedeuten. SoIl nun dieses Gemisch im Einklang 
mit der Erfahrung seinen Zustand nicht andern, so darf insgesamt 
kein Wuchtaustausch zwischen beiden Molekiilarten stattfinden. Dies 
ist aber nach den StoBgesetzen nur dann moglich, wenn die Mittel
wuchten der Molekiile beider Arten iibereinstimmen. Da dies auch 
fiir die Temperaturen beider Gase zutrifit, so ist die Mittelwucht der 
einzelnen Molekeln und nicht nur ihr Laufquadrat als MaB der 
Temperatur anzusprechen, so daB wir fiir das Temperaturgleich
gewicht mehrerer Gase mit einem allgemeinen Beiwert a die Be
dingung 

7) 

erhalten. Weiter folgt daraus, daB im absoluten Nullpunkt 
(T=O) die Gesamtmolekiile sich in Ruhe befinden, also 
auch keinen Druck p mehr auf die Wande ausiiben, ohne 
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daB der von ihnen eingenommene Raum alsdann zu ver
schwinden braucht. 

Denken wir uns weiter unter dem Druck P in demselben Raum V 
nacheinander verschiedene Gasarten von gleicher Temperatur ein
geschlossen, so haben wir 

3 p V=N1 m1 W 12 =N2 m2 W2'J = ... =Ni mi wi2 • 8) 

oder wegen 7) 
Nl = N'J = ... N; • • • • •• . 8 a) 

d. h. in demselben Raum befinden sich bei gleicher Tempe
ratur und gleichem Druck immer gleich viele Molekiile be
liebiger Gasarten. Dieser Satz wurde zuerst von Avogadro 
(1811) als Annahme unabhangig von der Vorstellung der ungeord
neten Bewegung, aus der sich die kinetische Gastheorie ent
wickelt hat, ausgesprochen und bildet seitdem eine der wichtigsten 
Grundlagen der allgemeinen Chemie. 

Enthalt der Raum V gleichzeitig mehrere Gasarten im Tempe
raturgleichgewicht, so durchdringen sich diese naturgemaB so voll
standig, daB jedes Einzelgas den ganzen Raum ausfiillt. Wir haben 
demnach die Verallgemeinerung von 4 b) 

3 P V ....:..-N1 m1 w/' + N 2 m2 W 22 + ... + Nim;wi2 • •.. 4c) 

Andererseits besitzt aber jedes Einzelgas im Raum einen Teil
druck, der sich nach 4) berechnet zu 

womit 4c) iibergeht in die von Dalton (1801) durch Versuche ge
Wonnene Beziehung 

P=Pl +P2 +··· +Pi ........ 9) 

d. h. der Gesamtdruck eines Gasgemisches ist gleich der 
Summe der Teildriicke der einzelnen Bestandteile. 

Fiihren wir noch in Gl. 4 a) an Stelle des Gewichtsraums v das 
Raumgewicht y durch v y = 1 ein, so wird daraus 

mg mw2 

-=--, 
y 3p 

.. 4d) 

oder fiir mehrere Gase bei demselben Druck und derselben Tempe
ratur wegen 7) 

m1g = m2 g = ... = mig 

Y1 Y2 Yi 
10) 

Da nun m g das Gewicht eines Molekiils angibt, so erkennen wir, 
daB das sog. Molekulargewicht dem Raumgewicht des Gases 
unter sonst gleichen Umstanden verhaltnisgleich ist. Da 
die Molekulargewichte der unmittelbaren Messung nicht zuganglich 
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sind, so ist man iibereingekommen, das halbe Raumgewicht des 
Wasserstofies, des leichtesten Gases, als Einheit zu wahlen, so daB 
also die chemischen Molekulargewichte nur Verhaltniswerte 
darstellen. 

1. Beispiel. Verbinden wir die GI. 40,) mit 6), so erhaIten wir 

w2 =3gRT, ............. 11) 

woraus sich bei bekannten Werten von R fiir jedes Gas der Mittellauf der zu
gehorigen Molekiile berechnen liiBt. So ist bei T=273°, d. h. 0° C 

w2 =8034R, w=89,65fR, ..... . • 110,) 
also flir 

W asserstoff (H2) R = 420,0, w = 1837 m/sec 
Stickstoff (N2) R= 30,2, W= 493 " 
Sauerstoff (02) R= 26,5, W= 463 " 
Luft R= 29,3, W= 485 " 

2. Beispiel. Do, in der ungeordneten Menge keine Bewegung bevorzugt 
ist, so sind die mittleren Laufteilquadrate in den Achsenrichtungen eines be
liebigen Kreuzes 

zu setzen, woraus sich nach Einfiihrung in 4) 

Nmu2 =pV, • 
oder 

12) 

• 13) 

. 130,) 

ergibt. Der hieraus folgende Wert von u wurde bereits von Newton als 
La u f des S c h all e s in einem Gase angesprochen, was indessen den Versuchs
ergebnissen nicht entsprach. Denn fiir Luft erhiilt man fiir T=273° aus 130,) 
u = 280 m/sec gegeniiber dem Versuchswerte von 334 m/sec. Es liegt dies ein
fach an der Nichtbeachtung der beim Schall in Gasen auftretenden Verdichtung, 
die, ohne daB u2 sich zu iindern braucht, mit einer periodischen Schwankung 
des Druckes p und der Molekelzahl N in der Schallrichtung verbunden ist. 
Wir haben also an Stelle von 13) in dem betrachteten unveriinderlichen 
Raume V 

mu2 dN= Vdp, 
oder, do, 

mgdN=c=Vdy 
ist, schlieBlich 

.. . . . . . • • • • • . 14) 

eine Formel, die zuerst von Laplace auf anderen Wege fUr den Schallauf 
abgeleitet wurde. 

3. Beispiel. Befindet sich ein Gas unter hohem Druck, so diirfen weder 
der von den Molekeln eingenommene Raum V' gegeniiber dem Gesamtraum V 
des Korpers, noch auch die zwischen den Molekeln wirkellden Krafte vernach
liissigt werden. Das Virial zerfiillt alsdann in einen innern und einen iiuBern 
Bestandteil, von denen der letztere wieder mit p V iibereinstimmt, wiihrend wir 
dem innern durch einen Zusatz p' zum Oberfliichendruck p gerecht werden. 
Andererseits ist aber fiir die freie Bewegung der Molekiile nur noch der Raum 
V - V' verfiigbar, so daB wir unter Ersatz von p und V durch p + p' und 
V - V' an Stelle von 4) erhalten 

N m w2 = 3 (p + p') (V - V') 
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odeI' unter Einfiihrung del' TemperatUl' durch 11), d. h. w2 = 3 (J R T und 
V - V' = G (v - Vi), G = N m (J 

(p+ pi) (v -v') = RT" " ...... ". 15) 

In diesel' zuerst von Hirn (1865) und van del' Waals (1873) angegebenen 
Zustandsgleichung kann Vi durch den von dem verfliissigten Gas eingenommenen 
Raum der Gewichtseinheit bestimmt werden, wahrend pi mit del' Oberflachen
spannung diesel' Fliissigkeit eng zusammenhangt. In del' Tat ulI!faBt nach 
van del' Waals GI. 15) den Gas- und Fliissigkeitszustand mit den Dbergangs
formen del' iiberhitzten und gesattigten Dampfe. 

§ 54. Die Warme als Bewegungserseheinung. Aus dem im 
letzten Abschnitt erkannten bestandigen Verhaltnis del' mittleren 
Molekularwucht zur absoluten Temperatur eines rubenden Gases folgt 
unmittelbar, daB eine Temperaturanderung T2 - Tl eines Gas
gewichtes G = N m g 

N2m (W22 - W12) = Na(T2 - T 1) = W . . . . . 1) 

eine Arbeitsaufnahme odeI' Abgabe erfordert, die wir allgemein als 
fiihlbare Warme zu bezeichnen pHegen. Del' Erfahrungstatsache, daB 
gleiche Gewichte verschiedener Korper bei derselben Temperatur
anderung die Aufnahme odeI' Abgabe verschiedener Arbeitsmengen 
erfordern, wi I'd man durch Einfiihrung eines dem Korper eigentiim
lichen Beiwertes, del' sog. spez. Warme gerecht und scbreibt dem
zufolge in sog. Warmeeinheiten 

2) 

Die Gleichwertigkeit del' so gekennzeichneten Warme Q und del' ent
sprechenden Arbeit W bedingt alsdann ein bestandiges Verhaltnis A, 
den sog. Warmewert del' Arbeit, so zwar, daB 

Q=A W . ........... 3) 
ist. 

Benutzen wir als Arbeitseinheit das Meterkilogramm, als Warme
einheit die zur Temperaturerh6hung von 1 kg Wasser bei etwa 15° C 
urn 1° erforderliche Warme, die sog. Kilogrammkalorie (kcal), so 
ist auf Grund zahlreicher Versuche 

1 kcal = 427 mkg = 418,9 Joule. 

Setzen wir nun die Ausdriicke 1) und 2) fiir W und Q in die Formel 3) 
ein, so folgt unter Wegfall von N 

cmg=Aa, 4) 

also, da A und a allgemein giiltige Festwerte bedeuten, die Una b
hangigkeit des Produktes del' spezifischen Warme c und des Mole
kulargewichtes, del' sog. Molekularwarme von den Korper
eigen schaften. 

Bei del' Aufstellung del' Gl. 1) wurde stillschweigend angenommen, 
daB die gesamte Arbeits- odeI' Warmezufuhr zur Anderung del' Tem-
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peratur, nicht aber zur Leistung irgendwelcher auBeren Arbeit seitens 
des betrachteten K6rpers verwendet wird, die sich in einer Aus
dehnung oder Zusammenziehung des von ihm eingenommenen Raumes 
gegen einen Oberflachendruck p kundgeben wurde. Der K6rper ist 
also als raumbestandig gedacht oder in einem unausdehnbaren Ge
taB eingeschlossen, weshalb man von einer spezifischen Warme 
bei konstantem Volumen spricht. 

Ais raumbestandig an sich k6nnen nur vor aHem im Gegensatz 
zu den Gasen die festen K6rper gelten, deren Molekeln offenbar 
nicht mehr frei beweglich sind. Da sie indessen mit Gasen in Warme
austausch treten und auch im Temperaturgleichgewicht stehen k6nnen, 
so mussen bei ihnen noch klein ere Bestandteile, d. h. die At 0 me selbst 
eine, wenn auch durch die Bindung beschrankte Beweglichkeit urn 
bestimmte Lagen besitzen, der dann auch eine mittlere Wucht zu
kommt. Die Temperatur der fest en K6rper ist alsdann dieser Wucht 
der Atombewegungen verhaltnisgleich, so daB bei ihnen auch das 
Produkt der spezifischen Warme mit dem Atomgewicht, die sog. 
Atomwarme von den K6rpereigenschaften unabhangig ist. 
Dieser SchluB wird durch das schon 1889 von Dulong und Petit 
aufgestellte Gesetz bestatigt und von F. Neumann (1834) auf die 
Molekularwarme fester Verbindungen ausgedehnt, die nichts 
anderes als eine Menge verschiedener Atome darstellen. 1st deren 
Zahl und Masse N l , ml ; N2 , m2 usf., so folgt mit den spezifischen 
Warmen cl ' c2 der Einzelbestandteile und c der Gesamtmasse 

Q = (Nl mi ci + N2 m2 c2 + ... + Ni mi ci) g (T2 ~ TI) 
= (NI m1 +N2 m2 + ... +Ni mi)cg(T2 ~ Tl ) . .. 5) 

oder im Einklang mit dem N eumannschen Erfahrungssatze 

c~Nm=~Nmc . ..... " 6) 

Die Genauigkeit dieserErgebnisse ist ubrigens nicht sehr groB, da 
in festen K6rpern infolge der geringen Abstande der Atome yon
einander die zwischen ihnen wirksamen Krafte nicht mehr zu ver
nachlassigen sind und innere Arbeiten bedingen, welche in unseren 
Ansatzen nicht erscheinen. 

Fuhren wir nun einem Gas Warme derart zu, daB es sich dabei 
etwa unter Vorschub eines Kolbens in einem Zylinder gegen den 
bestandigen Luftdruckp urn V2 ~ Vl auszudehnen vermag, so ist hierzu 
eine Arbeit p (V2 ~ VI) notig, die neben der Temperaturzunahme von 
der zugefUhrten Warme zu leisten ist. Drucken wir diesen Vorgang 
durch einen Zeiger p der zugefUhrten und spezifischen Warme aus, 
so erhalten wir 

Qp = Gcp (T2 ~ TI)=A ~m (W'J2 ~ w1'J)+Ap(V2 ~ V1), 7) 

wahrend ohne Raumausdehnung mit dem Zeiger v 

Qv GCV(T2~Tl)=A~m(W22~W12) . .... 2a) 
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gilt. Mit Riicksicht auf die Gasgleichung 4) § 53 diirfen Wlr aber 
an Stelle von 7) auch schreiben 

Qp=GCp(T'J-TI)=A~m(W22_WI2)(1+:), . .. 7a) 

so daB sich nach Division mit 2a) das Verhaltnis der beiden 
spezifischen Warm en fiir konstanten Druck und konstantes 
Volumen eines Gases 

Cp +2 5 ) 
C

v 
= 1 3=3= 1,667 ....... 8 

ergibt. Der Versuch hat nun gezeigt, daB diese Beziehung fiir e in
atomige Gase, wie Quecksilber und Joddampf mit groBer Genauig
keit zutrifft, wahrend fiir mehratomige Gase ein kleineres Ver
haltnis besteht. Es ist dies offenbar in der Beweglichkeit der Atome 
im Molekularverbande begriindet, welches bei Temperaturanderungen 
einen erheblichen Teil der zugefiihrten Warme als Anderung der 
Atomwucht aufnimmt, die indessen nicht in der Gasgleichung zum 
Ausdruck gelangt, obwohl auch sie der Temperatur verhaltnisgleich 
sein wird. Daher ist der Anteil der Arbeit A P (VII - VI) in diesem 
FaIle kleinerals bei einatomigen Gasen, woraus sich auch das kleinere 
Verhaltnis C : C erklart. 

1m Grenifalle des festen Korpers kann die von der Raumdehnung 
bedingte AuBenarbeit gegeniiber der Erwarmung iiberhaupt vernach
liissigt werden, so daB hier cp = Cv gesetzt werden darf. Aus diesen 
Darlegungen geht hervor, daB fiir aIle Korper sich das Verhiiltnis 
der beiden spezifischen Warmen in den Grenzen 

9) 

bewegen muB, was sich ebenfalls mit der Erfahrung deckt. 
Zieht man iibrigens die Gleichungen 7) und 2a) voneinander ab, 

so wird mit Riicksicht auf Gl. 6) § 53, d. h. p V = G R T 

cp-cv=AR •..•..... 10) 

eine Beziehung, welche nach dem Vorgange von R. Mayer, dem 
man den Satz von der Gleichwertigkeit von Warme und Arbeit ver
dankt, eine zuverlassige Berechnung des Warmewertes A der Arbeit 
gestattet. 

Den bisherigen Untersuchungen lag die Voraussetzung zugrunde, 
daB der in seiner ganzen Masse gleichmaBig temperierte Korper als 
solcher in Ruhe verharrt, so daB durch Anderung seines Molekular
gewichtes und Atomgewichtes infolge von Warmezufuhr oder Abfuhr 
bei gleichzeitiger auBerer Arbeitsleistung der Gesamtschwerpunkt keine 
Verschiebung erfahrt. 

Findet nun eine derartige Schwerpunktsverschiebung statt, hat 
also die Gesamtmasse einen Lauf u in irgendeiner Richtung, so i~t 
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beim Schwerpunktsabstand r eines TeiIatoms m dessen Gesamtlauf 
r+ u und die doppelte Gesamtwucht 

2 J=,.2m(t+u)2=,.2mt2+u2 ,.2m+2u,.2mt ... 11) 

Da nun das statische Moment in bezug auf den Schwerpunkt ver
schwindet, also ,.2 m r = 0 ist, so ist auch dessen Ableitung, d. ,h. 
die zugehorige BewegungsgroBe ,.2 m t = 0, und 11) vereinfacht 
sich in 

2 J= ,.2mt2 +u2.2 m= ,.2mw2 +u2 ,.2m, ... lla) 

worin das erste Glied der vereinigten Molekular- und Atornwucht 
entspricht, fiir die wir nach 2 a) setzen konnen 

A,.2mw2 =2 Gc" T • .......• 2b) 

Wird nun bei der Bewegung durch Ausdehnung des Korpers um d V 
gegen den Oberflachendruck p die Druckarbeit dL geleistet, gleich
zeitig der Gesamtlauf u urn du vermehrt, die Temperatur um d T 
erhOht, und das ganze K6rpergewicht g .2 m = G urn dh gehoben, 
so ist hierfiir die Warmezufuhr 

IdQ=GcvdT+A(dL+ ~ udU+Gdh) 

oder 

notig. Zu dieser Arbeitsgleichung tritt noch das als Zustands
gleichung anzusprechende Gasgesetz 6) § 53 

pv=R T ..........• 13) 

und im FaIle der Stromung die rein mechanische Bewegungs
gleichung eines Massenelementes des Korpers, welches im Raum
element tl V derart verteilt gedacht werden 
kann, daB 

gdm=rdV=rdFds . -.•. 1.4) 

ist, wenn dF den Querschnitt des Elementes 
senkrecht zu seiner Lange dB in der Be
wegungsrichtung bedeutet. Entspricht dieser 
Lange ein Hohenunterschied dh, so besteht 
unter der Wirkung des in die Richtung dB fallenden Anteils des 
Erdanlaufs g und der Druckzunahme im AnschluB an Abb. 140 die 
Bewegungsgleichung 

dh du 
-g dB dm-dFdp=dm dt ' 
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oder mit 14) und ds=udt 

oder wegen r v = 1 

y 
- y dh - dp = - u du, 

g 

-g(dh+vdp) =udu. . . . . . . 15) 

Die Stromung des Korpers vollzieht sich nun derart, daB die einzelnen 
Massenelemente nebeneinander herlaufende Bahnen beschreiben, die 
sich nicht kreuzen konnen. Legen wir in diesen Strom eine ge
schlossene Kurve, so schlieBen die derselben zugehorigen Stromlinien 
eine Stromrohre ~in, deren ebene Querschnitte im allgemeinen ort
Hche und zeitliche Anderungen erfahren. rst der Querschnitt klein, so 
werden sich die Laufwerte u in diesem 
nur so wenig unterscheiden, daB wir P 
mit einem Mittelwerte rechnen konnen. 
Alsdann tritt in das Raumelement F ds, 
Abb. 141, in die Flache Fin der Zeitein-

fJ(rFu) 
rfu+ as 

/ as 

Abb. 141. 

I 
~j-. 

I 

Tz.pz u 
I 
I 
I 

L P Ir 
Abb. 142. 

heit das Gewicht y. u Fein, auf der gegeniiberliegenden Flache das 
o(Fy u) 

Gewicht F "1 u + --ys- ds aus, woraus em DberschuB von 

- o(Fyu) ds folgt, welcher das Gewicht des Elementes yFds urn 
os 

o(F "1) dt ds in dem Zeitelemente dt, also in der Zeite.inheit urn 
ot 

o (F "1) d s vermehrt. Die Gleichstellung beider Betrage ergibt die 
ot 

sog. Kontinuitatsgleichung 

o(~sy u) + o(~tY) = O. u u • • • • . • • • 16) 

1. Beispiel. 1st ein Gasgewicht G in einem Zylinder, Abb. 142 mit einem 
axial verschiebbaren Kolben vom Querschnitt F eingeschlossen, auf dem eine 
dem Gasdruck F p jederzeit gleich groBe AuBenkraft ruht, so ist die Druck· 
arbeit dL = P dV = G p dv. VolIzieht sioh die Bewegung nur langsam und 
ohne nennenswerte Anderung der Schwerpunktslage, so diirfen wir sowohl u 
als auoh dh vernachlassigen und erhalten an Stelle von 12) 

dQ=G(cvdT+,Apdv) ..•.. ..... 12a) 
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Geht durch die Zylinderwand keine Warme, so wird daraus mit dQ = 0, so
wie unter Ersatz von T durch die Gasgleichung 13) 

cvd(pv)+ARpdv=O 
oder mit Cv + AR = cp 

cvvdp+cppdv=O, 

mit dem Integrale 

wofiir man auch mit cp : Cv = x 

dp dv 
Cv -+cp-=O, 

p v 

17) 

schreibt. Es ist dies die Gleichung der sog. Adiabate des Gases, fiir die wir 
auch mit der Gasgleichung 13) schreiben diirfen 

TV,,-l = Tovo"-l, T" p1-" = To" Pol-" ...... 17a 

2. Beispiel. Unter dem Warmeinhalt oder der Gesamtmacht eines 
Korpers versteht man die ganze Warme- und Arbeitszufuhr, um die Gewichts
einheit vom absoluten NUllpunkt in den augenblicklichen Zustand zu ver
setzen, der durch zwei der drei Veranderlichen p, v, T gegeben ist. Da eine 
Druckerhohung beim absoluten Nullpunkt ohne Raumanderung keine Arbeit 
erfordert, so kann die Gesamtzufuhr bei bestandigem Drucke p bis zur Zu
standstemperatur T erfolgen. Also ist der gesamte Warmeinhalt der Gewichts
einheit 

also fiir Gase wegen der Bestandigkeit von Cv und cp 

i = cp T . ............• 18) 

Fiillen wir demnach den Zylinder, Abb. 142, mit einem Gase vom Warmeinhalt i l 

und entnehmen ihm dieselbe Menge mit dem Inhalte i g , so ist dazu eine auBere 
Warme und Arbeitszufuhr 

AL+Q=G(i2-il)=Gcp(T2-Tl) ....... 18a) 

unabhangig vom Drucke notwendig. Verlauft die entsprechende Zustands-
3nderung adiabatisch, so bleibt mit Q = 0 nur eine Arbeitsgleichung 

L = !!. cp Tl ('!'''. _ 1) = G cp Pl~ (T2 _ 1) 
A Tl AR Tl 

{)der wegen A R = cp - Cv und 17 a) 
,,-1 

L = G X Pl~ [( P2) -;;-_ 11 . 
x-I Pl J 

. . 19) 

Zu demselben Ergebnis waren wir gelangt durch die Ermittlung der Arbeits
flache in Abb; 142 nach der GIeichung 

P, 

unter Benutzung der Adiabatenformel 17). 

3. Beispiel. Umdie Druck- und Temperaturanderung in der 
Lufthiille der Erde mit der Hohe h iiber den Erdboden zu ermitteln, 
-denken wir uns eine Menge G kg in eine dehnbare Blase derart eingeschlossen, 
daB fur Druck stets mit dem AuBendruck iibereinstimmt. Dann ist der Wert 
-der Druckarbeit beim Aufsteigen der Blase gleich der Verdrangungsarbeit, also 

Lorenz, Techn.PhysikI,2. 2. AufJ. 18 
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d L = G d (p v). Da ferner der Blaseninhalt in jeder H6he den dieser ent
sprechenden Zustand haben soIl, so kann auch kein Warmeaustausch zwischen 
beiden beim Aufsteigen stattfinden, auch wenn die Bewegung beliebig langsam 
erfolgt. Vernachiassigen wir demgemaB den Lauf u, so erhalten wir aus 12) 
mit dQ=O 

Cv dT+A [d(p v) + dh] = 0, 
oder 

cp (T2 - T1 ) = A (hl - h2 ). • • • . • • • • • • 20) 

Wir erhalten also eine wie im vorigen Beispiel adiabatische Zustandsanderung, 
die unmittelbar zur Hubarbeit verwcndet wird. 

4. Beispiel. Lassen wir ein Gas durch eine Miindung ohne Warme
zufuhr wagerecht und gleichf6rmig ausstromen, so wird die Anderung der 
Wucht durch diejenige des WarmeinhaItes derart bestritten, daB 

U 2_U 2 

Cp(Tl-T2)=A-~~ ....•..•.• 21) 

wird. Die Druckarbeit ist hierbei der Unterschied der Verdrangungsarbeit 
d (p v) wie im 3. Beispiel. Da in 21) die linke Seite nichts anderes als die 
von 1 kg aufgenommene AuBenarbeit bedeutet, so diirfen wir mit 19) auch 
schreiben x-1', 

2 2 2 g X P, V1 ( (P2)-X ) 
U 2 - U , = ---;=1 1 - P, ....... 21a) 

Findet das A usstr6men 0 hne merkbare L aufanderung statt, was durch 
ein sog. Drosselventil oder einen durchlassigen Pfropfen erreicht werden kann, 
so ist mit U 22 - U 12 = 0 auch T t = T2 , d. h. der Drosselvorgang 
eines Gases verlauft ohne Temperaturanderung. 

§ 55. Die Laufverteilung im ruhenden Gase. Von den in einem 
scheinbar ruhenden Gase durcheinander sch wirrenden Molekeln wird 
im allgemeinen jede in einem Zeitpunkte einen andern Laufvektor 
besitzen, dessen Betrag zwischen 0 und 00 jeden beliebigen Wert 
bei einer ebenso beliebigen Richtung annehmen kann. Um die Ver
teilung dieser Laufvektoren auf die sehr groBe Gesamtzahl der 
N Molekeln in der Raumeinheit festzustellen, denken wir uns 
den Laufvektor in seine drei Achsenanteile x, if, z zerlegt, die wir 
als A bstande in einem gleichnamigen Achsenkreuz ansehen konnen. 

Von der Gesamtzahl der Molekeln wird immer ein Bruchteil {(x)dx 
Laufteile zwischen x und x + dx in der eintm Richtung haben. Die 
Zahl der Molekeln. welche auBerdem noch Laufteile zwischen if und 
if + dy senkrecht zu x besitzt, wird alsdann {(x) di· {(if) dy sein, da 
keine der beiden Richtungen einen V orzug vor der andern hat. 
SchlieBlich wird die Molekelzahl mit den Laufteilen zwischen x, il, z 
und i + d x, il + dil, z + d z bzw. mit den Laufvektoren zwischen i: 
und di: durch das Produkt N {(x) ((iJ) f(z) dx dil di dargestellt, worin 
( eine Funktion ist, von der wir vorlaufig nur wissen, daB die Summe 
der Bruchteile f (x) d x iiber aIle Werte die Einheit ergeben muB, 
also daB +OC +oc +00 

f f(i) dx = f ((y) dil = J f(i)dz= 1 1) 
-00 

ist, wahrend d i dil dz" = dV ein Raumelement im Achsenkreuz x, y, z 
bedeutet. 
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Legen wir nun durch den Anfang 0 ein neues Kreuz, dessen eine 
Achsemit der Richtungdes Laufes i selbst zusammenfallt, so istin diesem 
Kreuz das oben gewonnene Produkt ((Vi2 +t?+Z2). ((0), ((0) dV, 
da die beiden andern Achsenabstande des Raumelementes d V ver
schwinden und keine Richtung bevorzugt werden darf. Mithin er
halten wir fUr die Bestimmung der Funktion ( die Bedingungs
gliechung 

((x) ((y) ((z) = ((fx2 +y2 + £2) [2 (0) 

oder mit x=y=£ bzw. mit y=x, z=O 

2) 

r(x)=r (0) ((:d3) , r(x)=((0)((xt2) .... 2a) 

Dies gibt logarithmiert 

3Ign ((x) = 2Ign ((0) + 19n ((x fa) 
2 19n (( x) = 19n ((0) + 19n (( x t2) 

und nach zweimaliger Ableitung 

d2 1gn ((i) d2 1gn (( x t3) d2 1gn ((X (2) 
dx2 dx2 dx2 

2b) 

was nur moglich ist, wenn diese drei Ausdriicke von x selbst un
abhangig, also einem und demselben Festwert 2 a gleich sind. Also ist 

~21~~[(X) = 2a, dIg;[(x) = 2 ax+~, 19n f(x)=a i2 + ~ x+ r 
(( .) o.i"+(I:i;+r 0 o.i"+(I:i; 

X =e = e , 

was mit 2 a) wiederum nur fiir ~ =0 vertraglich ist. Beachten wir 
noch, daB ((x) fUr beliebig anwachsende Absolutwerte von x sich 
dem Grenzwerte Null nahern muB, so diirfen wir schlieBlich mit 
a c2 = -- 1 schreiben 

i" 
((x)=Oe-&,. . . . . . . . .. 3) 

worin 0 und c2 noch zu bestimmende Festwerte bedeuten. Zu ihrer 
Berechnung greifen wir auf Gl. 1) zuriick und erhalten mit i = c ~ 

+00 +00 

ff(x)di=cofe-~"d~~=OcS=1. ..... 3a) 
-00 -00 

Das hierin auftretende bestimmte Integral S ergibt sich durch Zer
Iegung des Doppelintegrals 

+00 +00 +00 +00 +00 

f f e-(~"+'7")d~d1J=f e-"'d1Jf e-;2d~=f e- t'"d'Y}S=S2. 3b) 
-00 -00 -00 -00 -00 

Setzen wir 

~ =ecosip, 'Y}=esincp, also e+1J2 =e2 

18* 
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und ersetzen das Flachenelement d~ dfJ entsprechend den Polar
koordinaten durch e de d g;, so wird 

'" 
+'" +'" +co +2 +'" 
f f e-(~2+'1')d~dfJ= f f e-e2 e de dg; =nf e-e2 d(e2)=n, 

-00 -00 0 :t 0 

2 

also 8 2 = n und nach Einsetzen in 3 a) und 3) 

( .) 1 _~ f X =--c=€C 2 , 

dn 
3c) 

so daB nur noch der Beiwert e zu bestimmen ist. 
Mit 3 c) ergibt sich nunmehr die Molekelzahl mit Laufwerten zwischen 

i(i,iJ,i) und i+di(i+di,iJ+dy, i+di) und didiJd.i=dV zu 

oder auch mit 

i2 + y2 +i2 =;;2 =r2 , 4) 

worin r den Betrag des Laufvektors i und dw das Element der 
Einheitskugelflache bedeu ten 

;'2 

Ne C2.q • 

dN=-2-a-, r-drdw. 
en' 

Durch Integration dieses Ausdruckes iiber w von 0 bis 4 n, d. h. 
iiber die ganze Einheitsflache schalten wir aber den EinftuB der ver

1dN 
Ndf!, 

1 

schiedenen Laufrichtungen aus und erhalten fiir die 
Molekelzahl mit den Laufwerten zwischen rund r+dr 

oder mit r= eel 
ldN 4 

5) 

--=-e-e,'e 2 

r N del Y; 1 

~~--·1-------------------~;C 

5a) 

Abb. 143. 

DiesenAusdruck, der auchdie 
wahrscheinlichste Verteilung 
der Fehler bei einer sehr 
groBen Zahl von Beobach

tungen angibt und durch Abb. 143 dargestellt ist, bezeichnet man als 
das Maxwellsche Verteilungsgesetz der Molekelgeschwindig
keiten. Er verschwindet fUr e1 = 0 und (>1 = 00, d. h. fiir r= 0 
und r = 00 und hat eiuen Hochstwert fiir 

d (dN) 4 N _ 2 ( 2) d~2 d = ./-= e 1.'. 1- (>1 =0, entspr. e1 = 1, 
e1 (>1 f n 

r=e, 5 b) 
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so daB also der bisher noch unbestimmte Beiwert c denjenigen L auf
wert angibt, von dem die meisten Molekeln nur wenig ab
weichen. Es fragt sich nur noch, wie dieser ausgezeichnete Wert c 
bzw. c2 mit dem mittleren Laufquadrat w2 des § 53 zusammen
hiingt. Zur Beantwortung dieser Frage miissen wir die Gesamt
wucht der Gasmenge bilden, die sich aus 

J-J mr2 dN _ 2 NmJoo -~ "d' Nm 2 - -- - --= e err = -- w 
2 c3 t'lZ 2 

6) 

o 

ergibt. Setzen wir 1m Integral c = 1 : ex, so folgt 
00 

~fe-a'r' r 4 dr = w2 c3 • • . 

l'lZ 
6a) 

o 

Zur Berechnung des hierin auftretenden Integrals erinnern wir uns, 
daB nach 3 b) 

+00 

s= Je-;2d~=l;, also 

-00 

war. Schreiben wir darin ~ = ex r, so ist 
00 

Je-a2.r2dr= l; 
2ex 

o 

nach zweimaligem Differenzieren nach ex 
00 

f 2 ·2 • 4 d . 3 f; 3 fi li-
e-a I' r r = 8 ex5 ="8 c r 'lZ. 

o 

Dies gibt eingesetzt in 6 a) schlieBlich 

oder 7) 

Damus geht hervor, daB der am hiiufigsten auftretende Lauf 
nicht mit dem mittleren zusammenfiiIlt, sondern erheblich 
darunter liegt. 

Die im Gas durcheinander schwi,rrenden Molekeln werden sich 
nun gegenseitig stoBen und dabei einen Austausch ihrer Wucht er
fahren. Die Zahl der StoBe so wahl wie auch der zwischen zweien 
derselben zuriickgelegte freie Weg ist nun abhiingig einerseitB von 
der GeBamtzahl N der Molekeln im Raum V, dann von ihrer 
eigenen Ausdehnung und schlieBlich vom ReI at i v I auf der Mole
keln gegeneinander. Wir wollen diesen unter der vereinfachen
den Annahme eines gleichen Laufes waller Molekeln, der sich alB 
Wurzel aus dem mittleren Lau£quadrat berechnet, zu ermitteln suchen. 
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rst alsdann cp der Winkel zwischen den Bewegungsrichtungen zweier 
Molekeln, so ist der Relativlauf als Basis des gleichschenkeligen Drei
ecks mit den Seiten w und dem Winkel cp, Abb. 144, 

I 2 . cp ) w = wsm'2" . . . 8 

Urn den Mittelwert von w' zu finden, beschreiben wir urn die Spitze 0 
des Dreiecks mit dem Arm w eine Kugel, auf deren Oberflache die 

also 

Abb. 144. 

Enden aller Laufvektoren w gleichformig 
verteilt angenommen werden konnen. AIs
dann ist der mittlere Relativlauf nichts 
anderes als die mittlere Entfernung des 
Endes P eines dieser Vektoren von allen 
andern, d. h. der mittlere Abstand der 
ganzen Kugeloberflache 4 n w2 von einem 
ihrer Punkte. 

Wahlen wir als zu cp zugehoriges 
Oberflachenelement d Q den Betrag von 
der Offnung dcp, so ist 

d Q = 2 1l w2 sin q; d cp = 4 1l w2 sin ':£ cos ':£ d cp , 
2 2 

w'd Q = 8 1l w3 sin2 ':£ cos ':£ dcp = 16 1l w3 d (sin ,:£)3 
2 2 3 2 

Daraus folgt alsdann der mittlere Relativlauf 
;n; 

w =-1~fwldQ=~w. . . . . . .. 9) 
r 41lw 3 

o 
Durfen wir die Molekeln als elastische Kugeln ansehen yom Durch
messer 8, so ist dies auch der Zentralabstand zweier sich gerade 
beruhrender Molekeln. Denken wir uns nun alIe Molekeln punkt
formig und in Ruhe bis auf eine, die mit dem mittleren Relativlauf wr 
fortschreitet, so mussen wir dieser den Halbmesser 8 zuschreiben, 
urn die gleiche StoBzahl zu erhalten wie zwischen lauter Molekeln 
vom Halbmesser t 8. Da nun die bewegte Molekel mit dem Radius 8 

in der Sekunde den Raum 1182 Wr uberstreicht, so stoBt sie in dieser 
Zeit mit .allen darin befindlichen Molekeln Zllsammen. Deren Zahl 
ist aber, wenn wir wieder mit N die Molekelzahl der R aum
e i n h e i t bezeichllen 

Z=Nn82w,.=~1lN82w. . . 10) 

Teilen wir dann noch den in der Zeiteinheit von einer Molekel 
zuriickgelegten Weg, d. i. den absolutell Mittellauf w durch seine 
StoBzahl, so erhalten wir mit 10) die mittlere freie Weglange 

w 3 
l = -z- = 4 n N 82' • • • • • • •. 11) 
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Hiernach ist das Produkt N l unmittelbar durch die Abmessungen 
der Molekel selbst gegeben. Da andrerseits die Molekelzahl N in 
der Raumeinheit fiir aIle Gase nach dem Satze von Avogadro die
selbe ist, so muB auch das Produkt s2l, d. h. der von einerMol ekel 
frei durchstrichene Raum fiir aIle Gase von gleichem Druck 
und gleicher Temperatur derselbe sein. Bezeichnen wir nun 
den Raum, den die N Molekeln bei hochster Verdichtung, also in 
fliissigem Zustande einnehmen, mit Vo' so ist 

Vo=~JlN(ir 12) 

oder III Verbindung mit 11) 

13) 

Hierin ist, da sich N auf die Raumeinheit bezieht, Vo eine reine 
Zahl, namlich das Verhaltnis des Fliissigkeitsraumes zur Raumeinheit, 
so daB in der Tat auf beiden Seiten von 13) je eine Lange steht. 
Die Benutzung der letzten beiden Formeln wird vorlaufig dadurch 
erschwert, daB der Betrag von Vo nur der GroBenordnung bekannt 
ist, jedenfalls aber nicht mit dem Verhaltnis des Gewichtsraumes der 
Fliissigkeit und des Gases genau iibereinstimmt. 

§ 56. Warmeleitung und Reibung der Gase. Hat die der Tem
peratur verhaltnisgleiche mittlere Molekularwucht in einer Gasmasse 
nicht iiberall denselben Wert, so findet durch die MolekularstoBe 
ein Ausgleich derart statt, daB die Schichten von hoherer Wucht an 
solche von niederer Wucht Warme abgeben. Zur Verfolgung dieses als 
Warmeleitung bezeichneten Vorganges denken wir uns in einem 
Gas, dessen Temperatur nur in der x-Richtung veranderlich sein 
moge, senkrecht hierzu eine Ebene vom Flacheninhalt F, durch welche 
Gasmolekiile von beiden Seiten hindurchtreten. 1st wieder N die 
Molek~lzahl der Raumeinheit, so befinden sich N F dx Molekiile in 
einer Schicht von der Hohe dx iiber der Grundflache. Da die doppelte 
Mittelwucht in einer Richtung 

Nmu2=~Nmw2 

ist, so diirfen wir annehmen, daB sich ein Drittel der Molekiile mit 
mit dem Mittellauf w senkrecht zur Grundfiache, und zwar zu gleichen 
Teilen auf dieselbe zu wie von ihr weg bewegen. Nennen wir wieder l 
die mittIere Weglange zwischen zwei ZusammenstoBen, so ist die 
zum Zuriicklegen dieses W egesnotwendige Zeit t gegeben durch 

l=wt ..... 1) 

und wir erhalten die Zahl der in der Zeiteinheit aus der Schicht 
durch die Grundfiache hindurchtretenden Molekeln zu 

NFdx NFw d ---=-- x 
3t 3l 
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mit einer mittleren Wucht 

dJ=~Yw dx mw2 =~ymw3 dxo ) 
3l 2 6l 0 0 0 0 0 2 

1st nun To die Temperatur in der Schlcht F, so haben wir in einem 
kleinen Abstand x davon nach dem Taylorschen Satz die Tempe-
ratur 

oT ( XOT) 
T=To+axx= To 1 + To ax ' o 0 3) 

worin wegen der kinetischen Auffassung der Temperatur mit den 
entsprechenden Mittellaufen Wo und w 

o 0 0 • 0 0 0 4) 
zu setzen isto Mithin ist 

,£=(~)2 = 1 +~ oT 
To Wo To oX 

und nach Einsetzen in 2) 

dJ =N Fm 3 (1 + ~ oT)3/0d 
6l Wo To oX x, 

oder wegen der Kleinheit von X angenahert 

d J = N F m w 3 (1 + ~ ~ 0 T) dx ) 6 l 0 2 To ox . 0 0 0 0 0 • 2 a 

Auf dem Wege von x = 0 bis x = l erhalten wir demnach einen 
Wuchtzuwachs der Molekeln im Betrage 

N F m w 8 (1 + ~ ~ 0 T) dx- N F m w 8 dx = N F m Wo 3 () T d Xo 
6l 0 2 To ox 6 l 0 4 To ox 

Fassen wir nunmehr durch Integration iiber die Schlcht von x = 0 
bis l aIle Molekeln zusammen, welche bis zur mittleren Weglange von 
F entfernt sind und daher noch innerhalb der Zeit t die Flii.che 
durchschreiten miissen, so ist deren Wucht 

5) 

Der Warmewert dieses Betrages ist demnach die durch die Flii.che F 
hindurchtretende Warme 

Q=F(AN:~:8l)~~=Fk~~ 0 0 0 0 • 0 5a) 

mit der Warmeleitzahl 

6) 
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Nun ist nach Gl. 11 § 53 

7) 
also mit Nmg=r 

k = ! A R r Wo l = ! (cp - cv) r Wo l. 6a) 

Da nun die Warmeleitzahl ebenso aus Versuchen fUr eine Reihe von 
Gasen bekannt ist wie die Gaskonstante, das Raumgewicht r und 
schlieBlich Wo aus 7), so bietet 6a) die Moglichkeit einer Berech
nung der mittleren Weglange l. Aus dieser folgt dann nach Loschmidt 
(1865) mit Hilfe von Gl. 13) des vorigen Abschnittes der obere Grenz
wert des Molekiildurchmessers 8 und schlieBlich aus 12) ebenda die 
Molekelzahl in der Raumeinheit, die nach dem Satze von Avogadro 
Gl. 8) § 53 fiir gleichen Druck und gleiche Temperatur allen Gasen 
gemein ist. 

Bewegt sich nun ein Gas derart in einer bestimmten Richtung, 
daB einander und zur Stromrichtung parallele Schichten nicht den
selben Laufwert u besitzen, so werden durch eine Trennungsflache F 
fortwahrend Molekiile iibertreten, die, von der rascher stromenden 
Seite kommend, die langsame Schicht beschleunigen, wahrend die 
umgekehrt iibertretenden die rascher stromende Schicht verzogern. 
Beim Zuriicklegen der Weglange x = l andert demnach ein Molekiil 
seine BewegungsgroBe in der Stromrichtung u senkrecht zu x 

( ou ) ou m u +-l -mu=m-l, 
OX ox 

also ist bei der oben ermittelten aus der Schicht Fdx iibertretenden 

Zahl N:lW dx Molekeln in der Zeiteinheit die Anderung der Be

wegungsgroBe in derselben Zeit, d. i. die dazu. erforderliche Kraft 

dQ =NFw dx.moul=NFmwou dx 
r 3l ox 3 oX 

oder nach Integration iiber die Schichtdicke von X = 0 bis l 

Q = NFmwl ou =F. ou 
r 3 oX rJ ox······· . 8) 

Dies ist aber nichts anderes als die zwischen den beiden Nachbar
schichten in der Beriihrungsstelle F wirkende Reibung, der im 
Einklang mit der Erfahrung eine Schubspannung 

Q OU 
t=-_>:=rJ-

F ox 
8a) 

entspricht, welche de m La ufgefii,lle senkrecht z ur Strom
richtung verhii.ltnisgleich ist. 
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Die darin auftretende Reibungsziffer 

Nmwl ywl 
'YJ=---=-

3 3g 
9) 

kann, wie aus dem Vergleich von 6a) hervorgeht, auch in der Form 

4k 
'YJ=9gAR 9a) 

geschrieben werden, ist also der Warmeleitzahl verhaltnis
gleich. Weiter erkennt man, da nach Gl. 11) § 55 das Produkt Nl 
nur von dem Molekiildurchmesser abhangt, also fiir ein und das
selbe Gas bestandig ist, daB sowohl die Warmeleitzahl als auch 
die Reibungsziffer der Gase dem mittleren Molekellauf und 
damit del' Wurzel aus der absoluten Temperatur verhaltnis
gleich sind. 

1. Beispiel. Da die Reibungsziffer fiir zahlreiche Gase durch Versuche 
bekannt ist, und der Mittellauf schon friiher bestimmt wurde, so bietet GI. 9) 
die Moglichkeit einer einfachen Berechnung der mittleren Weglange und der 
StoBzahl Z aus G1. 11) § 55. Wir erhalten so bei 15° C und 760 mm Queck
silbersaule die folgende Tafel: 

Stoff r .103 g/cm31 w·l0-2 cm/sec I '7' 108 IZ.I05 cm Z·10- 8 

Wasserstoff . 0,0827 1837 8,56 1,658 110,8 
Stickstoff 1,151 493 17,02 0,887 55,9 
Sauerstoff 1,312 463 17,33 i 0,826 55,9 

, 
Die Warmeleitzahl bereehnet sieh fUr dieselben Korper aus der Reibungs
ziffer nach 9a) und ergibt mit AR = cp - Cv die in der folgenden Tafel zu
sammengestellten Werte 

Stoff 
9 

k·105 k·105 beob. cp-cv '4 gAR 

Wasserstoff 1,00 22,1 18,91 38,7 
Stick stoff 0,071 1,57 2,67 5,1 
Sauerstoff . 0,062 1,37 2,35 5,5 

Des Vergleiches halber sind die beobachteten Werte von k hinzugefiigt, welche 
nahezu doppelt so graB ausfallen als die bereehneten. Daraus geht hervor, daB 
die entwickelte Theorie der Warmeleitung noeh unvollkommen ist. 

2. Beispiel. Bei der langsamen Strom ung eines Gases langs einer 
ebenen freien Oberflache werden vermoge deren Rauhigkeit und der Anziehung 
der dichten Korpermasse auf die Gasmolekiile diese an der Oberflache derart 
haften, daB sich eine diinne Grenzschicht bildet, deren Vorhandensein von 
Prandtl neuerdings versuehsmaBig nachgewiesen wurde. In dieser Grenz
schicht andert sich der Lauf u nahezu verhaltnisgleich dem Abstande x von 
der Oberflache so zwar, daB man mit der Schichtdicke h und dem ungestOrten 
Stromlauf u, des Gases 

Bu u u, 
ox x T'" • • • • • • 1 0) 
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zu setzen hat. Damit aber. geht die Reibungskraft 8) iiber in 

Qr= F'1 ~1, ••••• 
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. . lOa) 

wird also des sen Stromlauf U 1 selbst verhaltnisgleich. Dasselbe gilt offenbar 
auch im umgekehrten FaIle der Iangsamen Bewegung des fest en Kiirp'ers 
in der ruhenden Gasmasse, woraus sich also ein dem Laufe verhaltnis· 
gleicher Widerstand ergibt, den wir friiher als Dampfung bezeichnet haben. 

Bei rascher Relativbewegung des festen Kiirpers in einem Gase wird 
die Grenzschicht durch Aufrollen an den Wandrauhigkeiten zerstiirt und mull 
immer wieder von neuem ,gebildet werden. Aullerdem aber erfahrt die Urn· 
gebung durch das Ausweichen urn den festen Kiirper eine Querbewegung, deren 
Wucht ebenfalls einen Arbeitsverlust darstellt. Der bewegte Kiirper setzt dem· 
nach in der Zeiteinheit eine Masse dm: dt in Bewegung, die mit dem Quer· 
8chnitt Fl des K6rpers in der Bewegungsrichtung und seinem Lauf u1 derart 
wachst, daB mit dem Raumgewicht r der Umgebung und einem Beiwert "1 

dm r at = "1 !i Fl u1 • • • • • • • • • • • • 11) 

ist. Die durch dieses MitreiBen bedingte Arbeitsleistung ist aJsdann mit einem 
zweiten Faktor "2 

und daher der Widerstand 

Auf diese Weise findet auch der q uadratische Widerstand wie oben die 
Dampfung seine mechanische Erklarung. 

XIII. Ahnlichkeitsmechanik. 
§ 57. Vollstandige mechanische Ahnlichkeit. Die bisher ent

wickelten Rechnungsverfahren der Mechanik gestatten trotz ihrer 
Allgemeingiiltigkeit nur in wenigen verliiiltnismiiBig einfachen Fallen 
eine so vollstandige Losung praktiseher Aufgaben, daB deren Dberein
stimmung mit der Erfahrung gewahrleistet ist. Damit aber erscheint 
das Ziel der Theorie, namlieh die biindige V oraussage des Verhaltens 
eines Gebildes unter vorgelegten auBeren Bedingungen in unerreich· 
bare Ferne geriiekt und der Wert der Meehanik iiberhaupt in Frage 
gestellt. Diese von den Gegnern, d. h. Niehtkennern jeder wissen
schaftliehen Behandlung in der Tat gezogene Folgerung wiirde in
dessen nurzu einem blinden Probieren fiihren, das fUr die Technik 
iiberaus kostspielig und zeitraubend ausfallen muB, ohne den gesuchten 
Erfolg einigermaBen zu verbiirgen. 

In dieser Zwangslage bietet sieh nun der sog. Modell versueh 
als ein Ausweg dar, der sich schon seit 1869 nach dem Vorschlag 
des Englanders Froude im Schiffbau bewahrt hat und neuerdings 
auch auf anderen' Gebieten mit unbestrittenem Erfolg Anwendung 
findet. Dieses Verfahren beruht auf dem schon von Newton er
kannten, dann von Cauchy fiir einen Sonderfall und schlieBlich 
von Bertrand allgemein formulierten Gesetz der mechanischen 
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Ahnlichkeit zweier auch geometrisch ahnlicher Gebilde. Die 
Grundlage dieses Gesetzes bildet die Kraftgleichung 

Sf=mr, .... . 1) 

in der wir die Masse auch durch den Rauminhalt V und die Dichte 0 
ersetzen konnen, woraus unter Hinzufiigung der Dimensionen 

. 1 a) 

hervorgeht. Aus dieser Formel konnen wir, da 

. . . . 2) 

die Dimensionen des Laufes (Geschwindigkeit) darstellt, 

K = [ml-1 v2] ••••••••.• 1 b) 

mit einem noch unbekannten dimensionslosen Festwert a 

v=aVm~l .......... 3) 

herleiten. Versteht man unter K die Spannkraft eines Seiles mit 
der Masse ml-1 der Langendnheit, so gibt 3) den Fortlauf einer 
Seilwelle an, den wir schon in Teil I, § 78 G1. 13b) abgeleitet 
haben. Aus dem Vergleich mit diesem Ergebnis folgt, daB der frag
liche Festwert a = 1 ist, daB also 3) schon die vollstandige Gleichung 
darstellt, die sich somit einfach aus der Kraftgleichung ableiten laBt. 
Weiter wird aus 3) mit K = mq 

v=afif, ...... 3a) 

woraus sich der Endlauf bei der gleichformig beschleunigten 
Bewegung ergibt, flir den der Fest wert nach friiherem (2 ist. 
Weiter folgt aus den Dimensionen des Anlaufes t = q = [It-2] mit 
dem Festwert fJ 

. . . . . . . . 3b) 

also die Formel flir die Fallzeit oder die Schwingungsdauer 
eines Pendels mit naturgemaB verschiedenen Festwerten fJ. Weiter 
diirfen wir auch an Stelle von 1 b) mit einem Festwerte , 

K - .£l2 2 -". r F 2 -u V -,,- V •..••••• 4) 
g 

schreiben, womit das quadratische Widerstandsgesetz § 56 
G1. 11 a) gegeben ist. Mit dem Flachendrucke p = K: F erhalten wir 
darum weiter 

p r v2 --=c--l g D 
. . . . . . ..• 480) 
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das Druckgefalle in einem Rohre yom Durchmesser DaIs Folge
rung des einfachen Kraftgesetzes, solange die Verluste der augen
blicklichen mittleren Wucht der Stri::imung verhaltnisgleich anzusehen 
sind. Waren die Festwerte der vorstehenden Gleichungen 3) und 4) 
nicht aus anderen Dberlegungen bekannt, so wiirde zu ihrer Bestim
mung ein einziger Versuch geniigen, der unter gewissen Bedingungen 
auch an einem (meist verkleinerten) Modell vorgenommen werden darf. 

Sind nunmehr m' und m" die Massen zweier Ki::irper, d. i. eines 
Gegenstandes und seines Modells, auf welche die Krafte sr' und sr" 
wirken, so bestehen die Gleichungen 

sr' = m't' = [m'l' t'-2] , sr" = m"t" = [m" l".t"-2] 5) 
oder 

. 5a) 

und im FaIle geometrischer Ahnlichkeit der Ki::irpergestal ten 
und der einander zugeordneten Verschiebungen unter Ein
fiihrung der Dichten ~' und ~" 

. . . . . . . . 5b) 

Fiir die hierin auftretenden 
folgenden Bezeichnungen ein: 

V erhaltniswerte fiihren wir nun . die 

sr' m' 
sr" = u, m" = p" 

und erhalten damit an Stelle von 5 a) und 5 b) 

,,7:2 = p,)., = {}).,4 

t' 
--=7: til 6) 

7) 

als Ausdruck des allgemeinen Ahnlichkeitsgesetzes von Bertrand. 
In demselben ist das Langenverhaltnis )., stets als gegeben anzusehen, 
wahrend das Kraftverhaltnis " gesucht wird. Da die Gleichung noch 
das Zeitverhaltnis 7: und das Massenverha.ltnis p, bzw. dasjenige der 
Dichten {} enthalt, so sind zur Verwertung von 7) noch zwei weitere 
auBere Beziehungen notwendig, welche den Bewegungsvorgang 
kennzeichnen. Bewegen sich der zu untersuchende Ki::irper und sein 
Modell in derselben Umgebung, z. B. in Luft oder in Wasser 
bzw. wie ein Schiff gleichzeitig in beiden, mit dem sie in Wechsel
wirkung stehen, so ist damit auch das Dichteverhaltnis {} = 1 ge
geben. Da auBerdem die von beiden Ki::irpern hervorgerufenen Be
wegungen in der Umgebung dem gemeinsamen EinfluB der Erdschwere 
unterliegen, fiir welche der Erdanlauf g maBgebend ist, so haben 

wir hierfiir g = [l't'-2] = [l" til -2] , 

d. h. als Bedingungsgleichungen 

{}= 1, 8) 
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wonach z. B. alIe einfachen Fadenpendel einander mechanisch 
ahnlich sind. Das Kraft- und Massenverhaltnis folgt alsdann mit 7) 

X=p.,=),3, . ...... 8a) 

sowie das Laufverhaltnis 

8b) 

Aus diesen schon von Froude aufgestellten und bei seinen Ver
suchen mit Schiffsmodellen in einer Versuchsrinne benutzten Be
ziehungen, welche auf eine Verhaltnisgleichheit der Kraftaufwande 
mit den Ra,uminhaIten und der Laufwerte mit den Wurzeln aus der 
Lange hinauslauft, lassen sich leicht noch folgende Beziehungen ab
leiten. Es ist zunachst nach 8 b) 

/32 ;:=1, 8 c) 

wo ex einen Anlauffestwert bedeutet und das Verhaltnis der 
Drehwerte 

_1 

1'= w': w" =t" :t' = .,;-1 =), 2. 8d) 

Weiter erhalten wir fur das Arbeitsverhaltnis cp und das 
Leistungsverhaltnis 'IjJ 

cp=x),=),\ 

sowie fur das Druckverhaltnis 

8e) 

n=p':p"=X),-2=), .. ....... 8f) 

Diese Beziehung ist in bezug auf das Wasser, dessen Druck im 
geraden VerhaItnis zur Tiefe wachst, ohne weiteres erfullt, nicht 
aber fUr Luft in der Umgebung der beiden Korper, die bei gleicher 
Dichte auch denselben Druck besitzt. Der hierin liegende Wider
spruch erledigt sich indessen dadurch, daB es bei der Bewegung eines 
Korpers in seiner Umgebung nur auf die durch die Bewegung selbst 
hervorgerufene Druckanderung ankommt, die wie auch bei Wasser 
mit v2 : 2 g also in demselben Schwerefeld mit v2, d. h. mit /32 =), 

in Vbereinstimmung mit 8f) wachst. Dagegen ist darauf hinzuweisen, 
daB die geometrische Ahnlichkeit der Vergleichskorper streng ge
nommen auch die gleiche Beschaffenheit der Oberflachen, d. h. 
gleiche Rauhigkeit voraussetzt, die durch den Zahlenwert C in Gl. ( 4 a) 
dargestellt wird. In der Nichtbeachtung dieser Forderung ist die 
Ursache fUr gelegentliche unbefriedigende Ergebnisse des Modell
versuches zu suchen. Haben wir es mit Reibungswiderstanden R 
zu tun, welche nach der Formel R = fN der Normalkraft an der 
Beruhrungsstelle verhaltnisgleich sind, so muB fUr beide Korper unter 
sonst gleichen Umstanden auch die Reibungsziffer denselben Wert 
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haben, was wiederum auf eine gleiche Oberflachenbeschaffenheit beider 
hinauslauft. 

1. Beispiel. SolI zur Ermittlung der Maschinenstarke eines Schnell
dampfers von 200 m Lange mit einem Lauf von 20 Knoten, d. i. rd. 
11 = 10 maee-I, ein Modell von 4 m Lange benutzt werden, so ist ;. = 200 : 4 = 50 
und daraus mit einem Modellwiderstand von 1 kg 

{J=f50=7,07, ,,=503 =125000, 

v" = 10: {J = 1,415 msec-1 , P' = "P" = 125000 kg 

und die wirkliche Schraubenleistung 

N = P'v' = 1250000 mkgsec-1 = 16700 PS . 

Da daB VerhaltniB der Drehwerte der Schrauben 

_1. ,-
v =;. 2 = 1 : t ;. = 1: {J = 0,1415 

betragt, so miissen bei einer Umlaufszahl der Sehiffssehraube von n' = 100 
i. d. Minute, die Modellsehraube 

n" = n' : v = n' {J = n' r 50 = 707 

Umlaufe i. d. Minute vollziehen. 

2. Beispiel. Ein Flugzeug mit einer Fliigelbreite von 16 m, mit einer 
Fliigeltiefe von 2 m, also 32 m2 'l'ragfiiiehe, soIl bei einer Fahrt von 
v' = 126 km/st = 35 msee-1 einen Auftrieb von .A' = 1600 kg besitzen, dem 
ein Fliigeldruek p' = 50 kgJm2 entspricht. Das entsprieht an einem Modell von 
32·4 = 128 cm2 'l'ragfiaehe, d. h. mit;' = 50, (J = 7,07, ,,= 125000 wie oben 

v" = 35 : 7,07 = 4,95 msee-t, .A" = 1600: 125000 = 0,0128 kg = 12,8 g, 

p" = p':'\ = 0,1 g!em2 • 

Da ein so leiehtes Modell von diesen Abmessungen sieh nieht ausfiihren liiJ3t, 
so wird es unter Wahrung der geometrisehen Ahnlichkeit ohne Riieksieht auf 
das Gewieht kriiftig gebaut und im Windkanal derart aufgehangt, daB man 
den Auftrieb .A" und den Riicktrieb R" an Wagevorriehtungen ablesen kann. 
Ergibt sich z. B. mit v" ein Riicktrieb von R" = 1,5 g = 0,117 .A", so haben wir 
dasselbe Verhaltnis aueh am Flugzeug selbst zu erwarten, also einen Riicktrieb 
und eine Sehraubenleistung von 

R' = 187 kg und N' = R'v' = 6550 mkgsec-1 = 87,5 PS. 

§ 58. Unvollstandige rnechanische Ahnlichkeit. Vollziehen sich 
die Bewegungen des zu untersuchenden Gebildes unter der Wirkung 
einer Federkraft, so entspringt diese einer FHichenkraft p, welche 
wiederum der relativen Formanderung derart verhaltnisgleich ist, daB 

p=ELJl:l, 

worin die Federungszahl E einen mit dem Stoffe wechselnden 
Fcstwert von den Dimensionen einer Flachenkraft darstellt. Da nun 
durch die Formanderung die Ahnlichkeit des Gebildes und seines 
Modells nicht gestort werden darf, so mussen beide dieselbe relative 
Formanderung LJ 1 : 1 besitzen, und wir erhalten als mechanische .Ahn
lichkeitsbedingung 

n = p' : p" = E' : E" = B • • • • • • . • 1) 
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und wegen K = p F oder 
"=;>'I;22 =8A,2 . .•••.••.• la) 

Wenn wir von der Dampfung absehen, spielt auch der EinfluB der 
Umgebung keine Rolle, so daB hier die Forderung gleicher Dichte 
fUr die Gebilde und sein Modell wegfallt. Es bleibt nur noch das 
durch 7) des vorigen Abschnittes gegebene .Ahnlichkeitsgesetz der Trag
heitswirkung zu erfiillen, das mit 1 a) nach Ausschaltung von " auf 

8T2 = {}A,2 oder T r~ = 2 r-:&, 1 b) 
und darum 

/J2{}=8 ..... 1 c) 

fiihrt. Vollzieht sich die Formanderung ganz oder teilweise unter 
der Wirkung von Gewichten, also der Schwere, so gilt dies auch 
yom Modell, und wir erhalten wegen des fiir beide gleichen Erd
anlaufs g die Bedingung 

die mit 1 b) zusammen 
. 2) 

8={}A,. . . . . . . . . . . 2a) 

ergibt. Wir sind also in dies em FaIle nicht mehr frei in der Wahl 
des Langenverhaltnisses, welches vielmehr durch die Baustoffe des 
Korpers und des Modells selbst bedingt sind. 1m Sonderfalle gleicher 
Baustoffe erhalten wir 8 = {} = 1 und daher auch 

7:=A,=/3=1, . ........ _ 2b) 

also einfach eine Kongruenz beider Korper, womit sich das Modell
verfahren erledigt. Urn den EinfluB verschiedener Baustoffe zu iiber
sehen, schalten wir die folgende kleine Tafel ein. Es ist fur 

Stahl 

E.= 2,1.109 

bg = 7,8 

Aluminium 
7.108 

2,5 

hartes Holz 
1.108 g/cm'.!, 
0,78 g/cm3 , 

woraus sich nach 5a) die Langenverhaltnisse 

Stahlkorper . 
Aluminiummodell . 

Stahlkorper . 
Holzmodell . 

8 21· 2,5 
2=-=----=096, 

{} 7·7,8 ' 

A,=~=~.O,78 =21 
{} 1.7,8 ' 

ergeben, die jede Anwendung der Modellregel praktisch ausschlieBen. 
Wollen wir also das Verhalten eines federnden Gebildes trotzdem an 
einem Modell untersuchen, so hat es jedenfalls keinen Zweck, das 
letztere in einem andern Stoff herzustellen, wie das Gebilde selbst. 
A uBerdem aber mussen wir die Gewichtswirkung vorlaufig von der 
Modellprufung ausschlieBen, wovon in erster Linie die Formande
rungen durch das Eigengewicht betroffen werden. In einem solchen 
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Falle haben wir es mit einer unvollstandigen mechanischen 
Ahnlichkeit zu tun, wie sie uns streng genom men schon an dem 
Flugzeugmodell im 2. Beispiel des letzten Abschnittes begegnete, an 
dem das der Ahnlichkeit entsprechende Modellgewicht aus Her
stellungsgriinden nicht eingehalten werden konnte und durch eine 
Aufhangung ausgeschaltet wurde. Derartige Schwierigkeiten stellen 
sich auch ein bei der Prufung eines Korpers, der wie ein Brucken
trager zum groBen Teile aus lotrechten Blechen besteht, deren Dicken 
im Modell zu unausfiihrbaren Kleinheiten zusammenschrumpfen. Wahlt 
man alsdann allgemein fur die wagerechten Querabmessungen einen 
andern MaBstab A2 als fUr die Langs- und HohenmaBe AI' so hat 
man an Stelle von 1 a) 

X=8A1 A2 
und fUr das Massenverhaltnis 

3) 

3a) 

zu setzen, wahrend das allgemeine Ahnlichkeitsgesetz jetzt lautet 

X r2 = fl Al == A13 A2 1} 3b) 

N ach Einsetzen von 3) und 3 a) folgt hieraus unter Wegheben des 
QuermaBstabes A2 wieder 

8r2=AI21} ••••..• 3c) 

im Einklang mit 1 b), womit auch der LaufmaBstab f3 nach 1 c) un
verandert bleibt. Die durch zwei verschiedene LangenmaB
stabe gestorte geometrische AhnIichkeit andert somit nichts 
an der mechanischen Ahnlichkeit, so fern nur von der Wir
kung der Schwere abgesehen wird 1). 

Beispiel. Wahlen wir fUr eine Briicke und ihr Modell aus gleichem Bau
stoff den LangenmaBstab A, = 100, den BreitenmaBstab A2 = 20, so ist nach 
3), 3a), 3c) und 1) mit e = {} = 1 

x=2.103 , ~ = 100, 

Daraus erheIIt der groBe Unterschied des Kraiteverhaltnisses, we~ches denen 
der Belastung entspricht, von dem fiir die Gewichte der Briicke und des Modells 
maBgebenden Massenverhaltnis bei gleichen Spannungen. Das Zeitverhaltnis 
bestimmt schlieBlich auch dasjenige der Schwingungsdauer der Briicke zu der 
des Modells. 

1) Fiir weitere Faile unvollstandiger Ahnlichkeit vgl. M. Weber: Grund
lagen der Ahnlichkeitsmechanik und ihre Verwertung. Jahrb. Schiffsbaut. Ges_ 
lli19. 
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Fachwerkskuppel 84. 
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Fahrrad 214. 
Fahrtfaktor 243. 
Fahrtstorungen des Kreiselkompasses 

243. 
Fall, freier 46. 
Fallzeit 284. 
Federkraft 287. 
Federungszahl 287. 
Feldstarke 76, 78. 
First 90. 
FIachenanlauf 13. 
Flachenlauf 10. 
Flachenlaufvektor 12. 
Flechtwerk 84. 
Fliehkraft 14l. 
Flugzeug 167, 173, Modellversuch 287. 
Fliissigkeit, zahe 98. 
Foppl'scher Richtkreisel 235. 
Formanderungsarbeit 106. 
Fortlauf einer Seilwelle 284. 
Foucault, Richtkreisel 235. 
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- Weglange 278. 
Freifahrzeug 167. 
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Gas 265, 270. 
-, Laufverteilung 274. 
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-, Warmeleitung und Reibung 279. 
-, Zustandsgleichung 265. 
Gastheorie, kinetische 266. 
GauB, Satz von 259. 
GauBscher Weltwert 204. 
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284. 
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-, Reibungs- 86. 
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Hilfskreisel 245. 
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245. 
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- von Foucault u. Foppl 235. 
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Tragheitsmoment) 132 
Rollbewegung des Kreiselschiffes 229. 
Rolle 262. 
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Sanduhr 100. 
Sauerstoff 267, 282. 
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Seilwelle 284. 
Seitensteuer 170. 
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-- Auslaufen eines Silos 99. 
Sonne 63, 206. 
Spez. Wiirme 268. 

Scballauf 267. 
Schaufelrader 214. 
Scheibe, Bew. Gl. 254. 
Schichtflache 76. 
Schichtlinie 92. 
Schiffsmaschinenbau 113. 
Sc hiffskreisel 227. 
Schi.ffsschwingungen 231. 
Schlingerfehler }'~5, 245. 
Schleudermoment starrer Korper 123. 
Schmiegungsebene 6. 
Schnelldampfer "Deutschland" 117. 
- - (Modellversuch) 287. 
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Schraube, scharf und flachgangig 91. 
Schraubenachse des Korpers 61. 
Schrauben am Heck 214. 
Schraubenflache 37. 
Schraubenfahrzeug 214. 
Schraubenlinie 36. 
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Schraubensteigung 37. 
Schraubung 61. 
Schubspannung 281. 
Schwere, allgemeine 78. 
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Schwerpunkt 74, 103. 
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- gedampfte eines Pendelkreisels 225. 
Schwingungsdauer eines Pendels 284. 
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228. 
Schwungarm 128, 132. 
Schwungellipsoid 128, 131. 
Schwungmomente 107. 
- starrer Karper 123. 
- Ermittlung 130. 
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Stahl 282. 
Stampfen von Schiffen 229. 
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Statik 66. 
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Statistische Mechanik 263. 
Stellzeug 164. 
Steigung der Schraube 91. 
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Strahlanlauf 13. 
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Stromrahre 272. 
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Tensor 149. 
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Umlauf 13. 
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Van der Waals, Gl. v. 268. 
Variation 260. 
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Veranderliche Massen 253. 
Verbindungen, Molokularwarme 269. 
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Massen 98. 
Verstellungskraft 162. 
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264. 
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Warmeleitzahl 280. 
Warmewert d. Arbeit 268. 
Wasserstoff 267, 282. 
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Widerstand, quadratischer 283, 287. 
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Wirkung, Satz der kleinsten 260. 
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