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Vorwort.

Wenn jemand bis vor etwa 11/, Jahrzehnten iiber Schwinguiys-
vorgiange sprach, so muBte er riskieren, mitleidig iiber die Achsel an-
gesehen zu werden wie einer, der in seiner Denkweise sich ganz
einseitig eingestellt hat und auf einen unfruchtbaren Abweg geraten
ist. Heute hat sich dieses Bild griindlich gedndert. Im jetzigen Zeit-
alter des Schnellbetriebs hat sich die Notwendigkeit, Schwingungs-
vorginge vollstindig zu beherrschen, mehr und mehr als unumgénglich
herausgestellt. Hs sei als Beweis nur die Elektrotechnik angefiihrt:
ob sich jemand mit Starkstrom oder Schwachstrom, mit Rontgen-
strahlen oder Radio befaBt, ein erhebliches Maf von schwingungs-
technischen Kenntnissen und praktischen Erfahrungen braucht jeder,
der auf einem dieser Gebiete Nutzbringendes schaffen oder gar Pionier-
arbeit leisten will.

Man erwidere nicht, daB ich gerade ein Gebiet herangezogen hitte,
in dem Schwingungsvorgéinge eine besonders grofle Rolle spielen: Sie
begegnen uns letzten Endes tiberall im téglichen Leben, wenn auch in
den meisten Falien uns ganz unbewuBt. Der erste Lichtstrahl, der in
das Auge des neugeborenen Sduglings dringt, der letzte Ton, der an
das Ohr des miiden Greises schallt, der erste Schritt, den, von der fiir-
sorglichen Hand der Mutter geleitet, das Kind vollfithrt und der letzte
Schlag unseres Herzens: alle sind letzten Endes Schwingungsvorgénge
Und unsere Sinne, die uns die allgiitige Mutter Natur in weiser Voraus-
sicht mit auf den Lebensweg gegeben hat, sind schlieBlich nichts anderes
als MeBgerite zum Feststellen von Schwingungen: beim Ohr von Luft-
schwingungen in dem Intervall von 30/sek bis zu einigen 10000/sek
und beim Auge, unserem wichtigsten Sinne, ohne den unser Leben 6de
und reizlos wire, in dem Bereich von 487 Billionen in der Sekunde
entsprechend dem &duBersten Rot bis zu 764 Billionen entsprechend
dem &uBersten Violett.

Ich will noch darauf verweisen, daf allgemein Wérme und Licht
Schwingungserscheinungen sind und glaube damit geniigend gezeigt zu
haben, welch auBlerordentlich hohe Bedeutung den Schwingungen in
unserem Leben und in der Natur, in der Wissenschaft und der Technik
zukommt.

Wenn trotzdem bis vor wenigen Jahren in technischen Kreisen die
Schwingungsvorginge im allgemeinen nicht die ihnen entsprechende
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Wiirdigung gefunden haben, so diirfte das unter anderem auf folgenden
Umstand zuriickzufiihren sein:

Die vorhandene Literatur befafite sich im wesentlichen mit der
mathematischen Seite von Schwingungsfragen. Der in Praxis stehende
Ingenieur, der normalerweise mit konstruktiven und wirtschaftlichen
Fragen, mit der Erprobung von Maschinen oder der Verwaltung eines
groflen Betriebes usw. zu tun hat, verfiigt naturgemif auch dann, wenn
er frither héhere Mathematik mit Begabung und ausgesprochener Vor-
liebe getrieben hat, nicht durchweg iiber eine solche Gewandtheit in
mathematischen Dingen, daB ihm die Lektiire eines solchen Werkes
einigermaflen leicht fallen wiirde. Hat er sich aber trotzdem und trotz
seiner starken Inanspruchnahme mit dringenden geschiftlichen Awuf-
gaben durch das dornenreiche Gestriipp mathematischer Entwicklungen
hindurch gearbeitet, so mufite er nicht selten finden, daB er mit den
Ergebnissen in vielen Fillen nur recht wenig anfangen konnte und
legte enttéduscht das Werk auf die Seite.

Man kann wohl sagen, daB im Vergleich zu der ausfiihrlichen
mathematischen Behandlung von Schwingungsfragen die meBtech-
nische und experimentelle Seite in der einschligigen Literatur
bisher nur wenig beackert wurde und daB die Erfahrung an grofien
ausgefilhrten Anlagen — die hervorragendste Lehrmeisterin in der
Technik — hierbei etwas kurz kam.

Ich bitte diese Ausfiihrungen nicht in dem Sinne aufzufassen, als
ob ich die mathematische Behandlung dieser Fragen fiir nebenséichlich
halten wiirde. Die Hauptschwierigkeiten liegen aber bei den Problemen
der Praxis meistens nicht so sehr auf der mathematischen Seite,
sondern einerseits darin, daBl bei vielen Anlagen eine auBerordentlich
groBe Reihe von stérenden Schwingungsmoglichkeiten vorhanden ist,
die vorauszuberechnen viel zuviel Arbeit machen wiirde und deren
Berechnung oft auch deshalb nicht moglich ist, weil die erforderlichen
genauen Unterlagen oder Beiwerte fehlen; andererseits wird die Beherr-
schung von praktischen Schwingungsproblemen dadurch sehr erschwert,
dafl unsere menschlichen Sinne fiir eine exakte Beobachtung leider in
keiner Weise ausreichen.

Was die mathematischen Schwierigkeiten anbelangt, so liB8t sich
zeigen, dafl gliicklicherweise der gréBere und gerade der praktisch
wichtigere Teil mechanisch technischer Schwingungsprobleme mit ele-
mentaren Hilfsmitteln nicht nur iiberblickt, sondern auch zablenmiBig
verfolgt werden kann. Freilich kommen hierbei 6fters zeichnerische
Verfahren in Anwendung, die zwar manchem Mathematiker weniger,
dem konstruktiv tétigen Ingenieur, der dauernd mit Reiflbrett und
Winkel umgeht, aber um so mehr liegen. Er schitzt derartige Verfahren
auch ganz besonders deshalb, weil sie wegen ihrer geringeren Anspriiche
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an mathematische Kenntnisse durch Hilfskrifte ausfithrbar sind und
sich infolge ihrer grofien Anschaulichkeit leicht kontrollieren lassen.

Bei manchen Schwingungsvorgingen, welche nicht eine besonders
groBe Bedeutung fiir die Praxis haben und bei denen auflerdem die
strenge mathematische Ableitung der GesetzmiBigkeiten sehr viel
Raum in Anspruch genommen hétte, wurden im vorliegenden Werk
unter Verzicht auf die Ableitung im Hinblick auf die Praxis lediglich
die Ergebnisse kurz angefithrt und fiir denjenigen Leser, der die zahlen-
miBige Entwicklung der Formeln studieren will, die wichtigste theo-
retische Literatur angegeben. Ich glaubte mich hierzu schon aus dem
Grunde wohl berechtigt, weil iiber die mathematische Behandlung
gewisser fiir die Technik weniger wichtiger Schwingungsprobleme
bereits eine recht reichhaltige Literatur vorhanden ist.

Dagegen schien es mir bei besonders wichtigen und héufig vor-
kommenden Schwingungsproblemen mit Riicksicht auf die praktische
Anwendung notwendig, die fir die Vorausberechnung von
Schwingungserscheinungen notwendigen Vorarbeiten, ins-
besondere die sog. Reduktion der Massen und Léngen ausfiihrlich dar-
zustellen.

Wenn ich oben einer einseitigen Bevorzugung der mathematischen
Behandlung von Schwingungsfragen nicht das Wort reden konnte, so
mochte ich doch auf der andern Seite dem Empiriker, der z. B. die
Giite einer Federung nur nach ihrem Aussehen und seinem ,,Gefiihl®
abwiegt, klar machen, daB reines Tasten der unsicherste und oft teuerste
Weg ist, den man beschreiten kann, daBl man hierbei bei jedem neuen
Fahrzeug und Bauwerk aufs neue kostspielige Erfahrungen sammeln
muf.

Ahmen wir die Natur nach! Sie hat uns nicht nur durch unsern
Verstand zur streng mathematischen Behandlung dieser Fragen be-
fihigt, sondern auch in unsern Sinnen uns duflerst wertvolle Beobach-
tungsgerite gegeben. Wo wir aber klar erkennen, dafl wir mit unern
Sinnen nicht. mehr auskommen, einfach deshalb, weil die zu beobach-
tenden Vorginge auBerhalb des MeBbereiches derselben liegen, da sind
MeBgerate am Platze. Mit ihnen beherrschen wir ,,sehenden Auges*
die scheinbar schwierigsten Erscheinungen vergleichsweise miihelos.
Wir brauchen uns nicht auf unser ,,Gefiihl*“ zu verlassen wie der reine
Empiriker, brauchen nicht vereinfachende,den Wertunserer Untersuchun-
gen oft stark beeintrichtigende Annahmen zu treffen wie der reine
Mathematiker.

Wir stiitzen uns auf klare MeBergebnisse, auf Tatsachen. Aus
diesem Grunde wurde die meBtechnische Untersuchung der in der
Technik vorkommenden mechanischen Schwingungsprobleme besonders
betont. Freilich wiirde dieselbe etwas in der Luft schweben, wenn nicht
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zuvor die Theorie der hierbei in Betracht kommenden MeBgerite, so-
weit sie vom schwingungs- und meBtechnischen Standpunkt aus interes-
siert, entsprechend gewiirdigt worden wiire. Gerade in den beiden letzten
Jahrzehnten ist die Technik mit solchen MeBgeriten in erfreulicher
Weise bereichert worden. Uber die Theorie derselben sind entweder
keine Veroffentlichungen vorhanden oder es handelt sich um Aufsitze,
die in verschiedenen Zeitschriften zerstreut sind.

Es wurde deshalb zunichst die Theorie der SchwingungsmeBapparate
ausfiihrlich behandelt und besonders auf die allen gemeinsamen Gesichts-
punkte u.a. iiber die passende Lage der Eigenfrequenz hingewiesen.
Sodann wurden die bekannteren und wichtigeren eingehend be-
schrieben.

Sollte der Leser vielleicht finden, daB das eine oder andere Instru-
ment fehlen sollte, s0 bitte ich dieses Fehlen nicht im Sinne eines ab-
falligen Urteils auffassen zu wollen. Es ist einerseits ganz natiirlich,
daB ich solche Mefigeréte, mit denen ich selbst im Laufe vieler Jahre
besonders umfangreiche Erfahrungen sammeln konnte, gegeniiber
anderen, die ich lediglich aus der Literatur kennen lernte, vorzugsweise
beschrieb. Ferner war es mir darum zu tun, fiir jede Gattung von
MeBgeriten wenigstens ein oder zwei typische Instrumente zu bringen,
ich mufite mir daher schon aus diesem Grunde in der Zahl der dar-
zustellenden Apparate Beschrinkung auferlegen. Die Anfiihrung
simtlicher mir bekannt gewordenen SchwingungsmeBgerite hitte den
Rahmen dieses Werkes weit iiberschritten und diirfte, da es sich in
vielen Fallen um Mefgerate handelt, die inzwischen aufgegeben wurden
oder keine Verbreitung fanden, fiir die Praxis kaum von besonderem
Interesse sein.

Weiterhin wurde eine Reihe von Hinweisen gegeben, wie bei der
unmittelbaren Beobachtung und bei der meftechnischen Untersuchung
von Schwingungen vorzugehen ist. Diese Hinweise beziehen sich zu-
néchst auf die Art der Durchfiihrung der Messung, insbesondere auf
die Fragen: Was messen? und: Wo messen? Daneben sind auch die
wichtigsten Gesichtspunkte bei der Handhabung der MeBgerite sowie
bei der Auswertung der mit ihnen erhaltenen Diagramme angegeben.

Ein ausfithrlicher Abschnitt ist den AbhilfemaBnahmen gewidmet,
die bei etwaigen durch Schwingungserscheinungen verursachten Sto-
rungen zu treffen sind.

Endlich wurden auch die nutzbringenden Anwendungen von mecha-
nischen Schwingungen erértert. Wenn diese Anwendungen, von MeB-
gerdten abgesehen, auch nicht besonders zahlreich oder bedeutend sind,
so schien es mir doch geboten, sie mit Riicksicht auf die in dieser Rich-
tung vorhandenen Entwicklungsméglichkeiten zu streifen.

Im Zusammenhang hiermit wurde auch die Abfederung von Fahr-



Vorwort. VII

zeugen von theoretischen Gesichtspunkten und auf Grund von Messun-
gen und Beobachtungen behandelt.

Allgemein wurde Wert darauf gelegt, daB maglichst jeder einzelne
Abschnitt fiir sich verstiandlich sein sollte, um einem solchen Leser, der
sich etwa nur fiir die eine oder andere Sonderfrage interessiert, tunlichst
an die Hand zu geben. Mit Riicksicht auf die Vermeidung von etwaigen
Wiederholungen lief} sich dies freilich nicht ganz durchfithren. Es ist
aber bei den spiteren Abschnitten verschiedentlich besonders darauf
hingewiesen, welches der vorangegangenen Kapitel zu beachten ist.

Zum Schlusse méchte ich nicht versiumen, denjenigen Herren bzw.
Firmen, die mich bei der Abfassung dieses Werkes durch Uberlassung
von Lichtbildern u. dgl. unterstiitzten, meinen besonderen Dank aus-
zusprechen. Es sind dies:

Die Maschinenfabrik Augsburg-Niirnberg, die General-
direktion der Schweizerischen Bundesbahnen, Lehmann &
Michels, Altona, Maihak A.G., Hamburg, Dr. G. Schmaltz, Offen-
bach, Dr. H. Frahm, Direktor der Blohm- und Voss-Schiffswerft,
Dr. Ohler, Aachen, Dr. A. Wichert, Direktor, Mannheim.

Augsburg, Oktober 1926.
Dr. J. Geiger.
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Zusammenstellung der am hiufigsten
vorkommenden Bezeichnungen.

» = Schwingungszahl . lfmin
t = Schwingungsdauer . sek
F = Federkraft in . . . kg
¢ = Federkonstante . . . kg/em
f = Durchbiegung . . . cm
m = Masse . . . . . .. kg/sek?
cm
b = Beschleunigung . . . cm/sek?
o = Kreisfrequenz  oder
Winkelgeschwindigkeit
der Schwingung . Ysek
a = Schwingungsausschlag
gerechnet von der Mit-
tellage aus . . . . . cm
v, = Eigenschwingungszahl l/min
t, = Eigenschwingungs-
daver . . . . . .. sek
G = Gewicht . . . . . . kg
¢ = Erdbeschleunigung = i
981 . .. .. ... cm/sek?
k= Dampfungsfaktor . . kg/sek
cm
v = Qeschwindigkeit . cm/sek
R = Reibung . . . . . . kg
r = Reibungsbeiwert . . cm
7o = Abstand . . . . . . cm
P = erregende Kraft . . kg
¢ = Massentragheitskraft . kg
Z = Zentripetalkraft . . . kg
¢, = durchschnittliche Fe-
derkonstante bei unhar-
monischen Schwingun-
gen . . . . . . .. kg/em
s =8piel ... .... cm
r = Abstand der Massen
von der Drehachse . . em
d = Durchmesser . . cm
by lys usf. = drehelastlsche
Lingen. . . . . . . cm
R = Abstand des Xraft-
angriffspunktes . . . cm
# = verhaltnismiBige Ver-

drehung . . . . . . cm

M, = Drehmoment . . . . cmkg
G = Schubelastizititsmo-
dul . .. ... .. kgfem?
J, = polares Flachentrig-
heitsmoment . . . . cm*
T = Tragheitskraft . . . kg
Aa = Verdrehung am Hebel-
arm 7 . . . . . . . cm
R = Restkraft . . . . . kg

@, == Ausschlag links vom
Kraftangriffspunkt . cm
= Ausschlag rechts vom
Kraftangriffspunkt . cm
H = Horizontalzug . . . kg
E = Zugelastizititsmodul . kg/em?
F = Querschnittsfliche . cm?2
v, = Eigenfrequenz ersten
Grades . . . . . . 1/min
K = dimpfende Kraft . . kg
@ = Phasenverschiebungs-

a,

winkel
® = iquatorisches Trag-
heitsmoment . . . . em*
@ = Lange eines Quertra-
gers . . . . .. . . cm
b = Hohe der Sdule . . cm
e = Exzentrizitdit . . . . cm
% = Drehzahl. . . . . . 1/min
w = Winkelgeschwindigkeit
einer Reglerspindel . 1/sek
J, = Flachentrigheitsmo-
ment des Hauptspant-
querschnittes . . . . m*
D = Deplacement . . . . t
H = Schiffshohe m
B = Schiffsbreite m
L = Schiffslinge. . . . . m
N = Diampfungsleistung mkg
sek
v = Dimpfung
T = Schubbeanspruchung. kg/cm?
d = Kolbendurchmesser . cm
r = Kurbelradius . . . . m



X1I Zusammenstellung der am hiufigsten vorkommenden Bezeichnungen.

! = Treibstangenlinge .
K = auf den Kolben wir-

. m

kende Kraft . kg
T = Tangentialkraft . . . kg
A o= —:—Treibstangenver-

haltnis . . . . . . .

v = Kolbengeschwindigkeit m/sek

T, = Massenkraft der hin-
u. hergehenden Trieb-
werksteile, ohne Be-
riicksichtigung ~ des
Einflusses der end-
lichen Linge derTreib-
stange . . . . . . .

T, = zusitzliche Massen-
kraft, herrithrend vom
EinfluB der endlichen
Lange der Treibstange

M » = Massendruckmoment
der hin- u. hergehen-
den Triebwerksteile
ohne den EinfluB} der

endlichen Lange der
Treibstange

M, =rzusédtzliches Massen-
druckmoment,  her-
rithrend von der end-
lichen Léange der
Treibstange

! = Zylinderabstand

b,, = Tangentialbeschleuni-
gung e

P,, = tangentiale Massen-
kraft . . . . . ..

Gd? = Schwungmoment
ign == Trigheitsradius  des
Schenkels

.....

kg

kg

. mkg

. mkg
. m

. m/sek?

kg

. kgm?

igy = Tragheitsradius  des
Kurbelzapfens . . . cm
tyy; = Tragheitsradius  des

Wellenzapfens. . . . cm
Gy, = Gewicht beider
Schenkel . . . . . . kg
G, = Gewicht des Kurbel-
zapfens. . . . . . . kg
Gywz = Gewicht des Wellen-
zapfens. . . . . . . kg
m,; = Masse des Schwung-
radesin . . . . .. kgsek?
cm
m, = rotierende Massen der
Kurbel und der Treib-
stange . . . . . . . kgsek?
ecm
m, = oszillierende Massen
(Kolben, Kolbenstan-
ge, Kreuzkopf, Treib-
stangenanteil . . . . kgsek?
cm
J,.,s = polares Tragheitsmo-
ment, guf welches re-
duziert wird . em?
d,.; = Wellendurchmesser,
auf welchen reduziert
wird., . .. ... cm
a,,; = Relativausschlag zwi-
schen zwei Massen . cm
d = Ungleichformigkeits-
grad
V = Vergroflerung
¥’ = Schwingungszahl i. d.
Sekunde . . . . . . 1/sek

4 = Doppelausschlag. . . cm



Grundlegende Versuche.

Schwingungen einer mit einem vergleichsweise festen
Punkt elastisch verbundenen Masse.

Praktisch kommt dieser Fall in geniigender Anniherung vor z. B.
beim Fadenpendel, einer schweren Masse, die durch einen Faden oder
eine diinne Stange und dergleichen mit dem Aufhingepunkt verbunden
ist. Mit diesem Pendel denken wir uns eine Reihe von Versuchen aus-
gefiihrt:

1. Wir lenken das Pendel aus und lassen es los. Wir beobachten,
daB es in seine Gleichgewichtslage zuriick und dariiber hinaus eilt, dann
zurtickpendelt usf., mit einem Wort, dal es Schwingungen ausfithrt.

2. Wir finden weiter, daf} die Schwingungen immer kleiner werden,
bis sie nach Ablauf einer gewissen Zeit ganz aufgehért haben.

Wir stellen das Pendel so auf, da8 seine trige Masse in einem Bottich,
der mit Wasser gefiillt ist, hin- und herschwingt und finden, dafl das
Pendel sehr viel rascher sich beruhigt. Wéhlen wir an Stelle von Wasser
O, so tritt eine noch raschere Beruhigung ein. Wir finden aber in simt-
lichen Féllen, daB das Pendel schlieSlich genau in seine Ruhelage zuriick-
kehrt.

3. Wir zihlen endlich die Schwingungen mit einer Taschen- oder
Stoppuhr. Vorausgesetzt, daB wir die Pendellinge so groB gewahls
haben, dafl wir die Schwingungen bequem zihlen kénnen, finden wir,
daf} die Zahl der Schwingungen immer gleich ist, ob wir nach rechts oder
nach links das Pendel aus der Gleichgewichtslage auslenkten, einerlei,
ob es sich um gréBere, kleine oder ganz kleine Ausschlige handelt, einerlei,
ob wir die Schwingungzahl sofort nach dem Loslassen des Pendels fest-
stellen oder erst bedeutend spater. Ja wir finden sogar, daBl eine Ver-
dnderung der Form und der Masse des Pendelgewichts auf die Zahl
der minutlichen Schwingungen keinen Einfluf ausiibt. Erst wenn wir
die Pendelmasse so klein wihlen, daf der Luftwiderftand allméhlich
mehr und mehr im Vergleich zum Pendelgewicht an Bedeutung gewinnt,
dndert sich dies.

4. Wir andern nunmehr die Pendellinge, d. h. den Abstand des
Schwerpunktes unseres Gewichtes vom Aufhingepunkt und finden,
daBl das Pendel um so langsamer schwingt, je groBer seine Lange ist.

Geiger, Mechan. Schwingungen, 1
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5. Wir finden weiter, daB es innerhalb weiter Grenzen gleichgiiltig
ist, wo und wie das Pendel in seinem Aufhéngepunkt befestigt ist. Erst
wenn wir z. B. auf einen hohen Berg mit demselben steigen wiirden
und #uBerst genaue MeBmethoden zur Bestimmung der Schwingungs-
zahl anwenden wiirden, kénnten wir eine kleine Verdnderung derselben
feststellen. Endlich kénnten wir eine offenkundige Anderung der
Schwingungszahl finden, wenn der Aufhingepunkt nicht fest, sondern
in irgendeiner Weise elastisch angeordnet wire, wenn er z. B. an einem
diinnen Brett, an einer Feder usf. sich befinde.

6. Wir balten das Pendel an Stelle des bisherigen Aufhéngepunktes
nunmehr zwischen Daumen und Zeigefinger und bewegen die letzteren
langsam irgendwohin: Die Pendelmasse vollfithrt praktisch die gleichen
Bewegungen wie unsere beiden Finger. Bei rascher Bewegung der
letzteren dndert sich dagegen das Bild vollstindig. Um dieses Verhalten
noch etwas klarer kennen zu lernen und weil uns in erster Linie
Schwingungen interessieren, bewegen wir unsere Finger gleichmiBig
im Takte einer Sinusschwingung hin und her. Solange diese Hin- und
Herbewegungen nur langsam erfolgen, finden wir, daBl sie das Pendel-
gewicht in gleicher GroBe, gleichem Rhythmus und gleicher Phase
mitmacht: d. h. es sind

a) die Ausschlige des Gewichtes gleich denen unserer Finger, d. h.
des Aufhéngepunktes,

b) die Schwingungszahl des Gewichtes stimmt mit jener unserer
Finger genau iiberein,

¢) Gewicht und Finger schwingen nach derselben Seite und erreichen
im gleichen Moment den groften Ausschlag.

7. Wenn wir den Aufhdngepunkt etwas rascher hin- und herbewegen,
so werden wir finden, da8 das Gewicht nunmehr gréBere Ausschlige
als unsere Finger macht.

8. Wenn wir die Zahl der Hin- und Herbewegungen so steigern, dal3
sie mit derjenigen Schwingungszahl gerade iibereinstimmst, die das Ge-
wicht bei festem Aufhingepunkt ausfithren wiirde, nachdem es wie
unter 1. aus der Ruhelage ausgelenkt losgelassen wird, d. h. daff die
Zahl der Schwingungen gerade mit der sog. Eigenschwingungszahl oder
Eigenfrequenz des Gewichtes iibereinstimmt, so zeigt sich, daB das
Gewicht immer gréflere und gréBere Ausschlige ausfithrt; auch dann,
wenn wir den Aufhingepunkt im Takte der Eigenfrequenz nur ganz
kleine Ausschlige machen lassen, beobachten wir am Gewichte auf-
fallend grofle, auf alle Falle wesentlich groBere Ausschlige als am Auf-
héngepunkt. Es ist dies der wichtige Zustand der Resonanz.

Wir bemerken in diesem Falle weiter, dafl die Schwingungszahl des
Gewichtes genan mit jener des Aufhéngepunktes itbereinstimmt, dall
aber das Gewicht seine jeweilige Endlage um etwa nach ein Viertel der
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Zeit einer ganzen Doppelschwingung spéter als der Finger erreicht.
Unter Doppelschwingung verstehen wir hierbei den Weg von der
Ruhelage iiber dem groSten Ausschlag nach rechts, dem Zuriickpen-
deln iber die Ruhelage nach links bis zum gréBten Ausschlag und
dem Zuriickschwingen von links nach rechts bis zur Ruhelage. Zwischen
dem Ausschlag des Aufhingepunktes und jenem des Gewichtes ist also
eine sog. Phasenverschiebung um 90° eingetreten, wenn wir die Zeit
fiir eine Doppelschwingung mit 360° bezeichnen. Das Gewicht eilt um
90° dem Aufhéngepunkt nach.

9. Wir bewegen den Aufhingepunkt nunmehr rascher, als der Eigen-
frequenz des Gewichtes entspricht und finden, dafl nunmehr die Aus-
schlage des Gewichtes bedeutend kleiner geworden sind, wihrend die
Nacheilung nunmehr nahezu 180° betrdgt, d. h. wenn der Aufhinge-
punkt seinen groBten Ausschlag nach rechts ausgefithrt hat, ist das
Gewicht eben in seiner linken Erdlage. Die Schwingungszahl des Ge-
wichtes ist auch hier genau gleich jener des Aufhéngepunktes.

10. Bewegen wir endlich den Aufhéingepunkt mit einer Schwingungs-
zahl, welche wenigstens doppelt so rasch als die Eigenfrequenz des
Gewichtes ist, so macht das Gewicht die Schwingung des Aufhinge-
punktes praktisch nicht mehr mit, sondern bleibt in Ruhe. Dies gilt
auch dann, wenn wir am Aufhéngepunkt sehr grofe Ausschlige aus-
fithren.

11. Nun nehmen wir wieder das gleiche Pendel aber dieses Mal
wieder mit festem Aufhingepunkt. Wir stolen das Gewicht an und
geben ihm jedesmal, wenn es seine Bewegung umkehrt, einen Stof
im Sinne der neuen Bewegungsrichtung. Wir finden, daB verhiltnis-
méfig recht kleine StéBe geniigen, um grofle Ausschlige zu erzielen.

12. In Abénderung dieses Versuches geben wir ithm jetzt immer
bei jeder 2. oder 3. oder 4. Doppelschwingung erst einen Stof. Wir
finden auch in diesem Falle das vorhergehende Ergebnis lediglich mit
dem Unterschied, daf wir entsprechend der geringeren Anzahl StoBe
entsprechend stérker stofen miissen.

13. SchlieBllich verdrehen wir den Faden, indem wir am Gewicht
drehen und es dann plétzlich loslassen: Genau das, was wir zuvor unter
1. bis 5. gefunden haben, ergibt sich nunmehr wieder, lediglich mit
zwei Unterschieden: 1. Die Schwingungszahl des Gewichtes oder, wie
wir in diesem Falle genauer sagen, die Dreheigenschwingungszahl des
Systems Faden — Gewicht ist jetzt im allgemeinen eine wesentlich
andere (niedrigere). 2. Es ist nicht mehr gleichgiiltig, welche Masse
und insbesondere welche Form das Gewicht besitzt. Je groBer seine
Masse, um so langsamer schwingt es. Je weiter seine Masse von der
Drehachse des Fadens radialer Richtung entfernt liegt, um so niedriger
wird seine Schwingungszahl.

1%
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Ich habe diese Versuche besonders ausfiihrlich geschildert, weil sie
zum Verstdndnis von Schwingungserscheinungen allgemein von grund-
legender Bedeutung sind. Eine so auBlerordentlich einfache Versuchs-
anordnung, zu der auler einem Gewicht oder dergleichen lediglich ein
Faden oder eine Schnur nétig ist, wurde absichtlich gewihlt, weil diese
Versuche jedermann bei sich zu Hause wiederholen kann.

14. Bei einem weiteren Versuch, der uns iiber das Verhalten bei
StoBen niheren AufschluBl geben soll, halten wir ein Fadenpendel von
einer geniigend groBen Linge mit der linken Hand, wihrend wir mit
der rechten Hand einen Druck oder Schlag auf die linke ausfiithren.
Wir merken uns wieder die Eigenfrequenz des Pendels und fiithren
Schlige, welche langsamer, ebenso rasch und rascher wie die Eigen-
frequenz erfolgen. Bei den langsamen Schligen wird man streng ge-
nommen eher von einem einmaligen Auslenken des Aufhingepunktes
aus und Zuriickfithren in seine vorherige Lage sprechen. Wir finden:
Sowie die Stofdauer wesentlich grofler ist als die Dauer einer Eigen-
schwingung, so erfolgt zwar eine einmalige langsame groBle Auslenkung,
an die sich jedoch Pendelschwingungen nur in geringem Mafle an-
schliefen.

15. Entspricht die StoBdauer der Eigenschwingungsdauer, so ist
die erste Auslenkung zwar kleiner als zuvor; es schlieBen sich jedoch
Pendeleigenschwingungen von nahezu der gleichen Griofie an.

16. Ist die StoBdauer endlich viel kiirzer als die Eigenschwingungs-
dauer, so entsteht nur eine ganz geringe erstmalige Auslenkung und
die daran anschlieBenden Eigenschwingungen sind ebenfalls ganz un-
bedeutend.

Grundsétzlich die gleichen Ergebnisse wie bei den bisherigen Ver-
suchen erhalten wir, wenn wir das Gewicht nicht an einem Faden, son-
dern an einer irgendwo eingespannten Biegungsfeder befestigen oder
wenn wir an Stelle eines Fadens eine Gummischnur oder eine Zugfeder
nehmen und. das Gewicht senkrecht auf und abpendeln lassen. Ganz
gleichgiiltig, ob es sich um Pendel-, d.h. Schwerkraftschwingungen,
um Biegungs-, Dreh- oder Léngsschwingungen handelt, ob die Masse
aus einem festen, fliissigen oder gasférmigen Korper besteht, ob an
Stelle des Fadens eine drehelastische Welle, eine Uhrfeder, eine Eisen-
bahnpufferfeder, eine Gassidule usf. tritt, wir finden durchwegs: die
Gesetze bleiben im wesentlichen immer dieselben. Ja wir kénnen sogar
aus der Mechanik zur Elektrizitatslehre tibergehen und finden auch
dort im wesentlichen unsere Beobachtungen bestétigt. Es ist natirlich
im letzteren Falle klar, daB wir nicht mehr von der Masse eines festen
Korpers sprechen konnen, an deren Stelle tritt vielmehr die elektrische
Masse: die Selbstinduktion, dhnlich treten an Stelle der Elastizitéit
fester Korper und an Stelle der mechanischen Dimpfung andere Grofien.
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Es wurde vorher gesagt: Die Gesetze bleiben im wesentlichen
immer dieselben. Die Einschrinkung ,,im wesentlichen* ist dahin zu
verstehen, dafl es wichtige Fille gibt, wo zwischen dem jeweiligen Aus-
schlag und der Kraft, welche die Masse in ihre Ruhelage zuriickzufiihren
bestrebt ist, keine Proportionalitét besteht.

Wir wollen nun aus den Beobachtungen unsere Schliisse ziehen
und die wichtigsten Glesetze angeben.

1. Jedes elastische System mit einer einzigen Masse hat eine sog.
Eigenschwingungszahl; diese Zahl gibt an, wieviel Schwingungen in
der Minute das betreffende System ausfiihrt, wenn es durch irgende nen
Umstand aus der Gleichgewichtslage gebracht wird.

Wenn im folgenden von Schwingungszahlen die Rede ist, so sind die-
selben hierbei immer in der Minute zu verstehen. Die Physiker rechnen
im Gegensatz hierzu mit der sekundlichen Schwingungsdauer £. Die-

selbe ergibt sich aus dem reziproken Wert der minutlichen Schwingungs-

zahl », multipliziert mit 60, also t = i—o

2. Jede Schwingung klingt nach kiirzerer oder lingerer Zeit ab, je
nach der GréBe der Diémpfung. Zur dauernden Aufrechterhaltung
bedarf es daher duBlerer Energiezufuhr in Fo:m von erregenden Kriften.

3. Krifte erregen nur dann andauernde Schwingungen, wenn sie
periodisch und zwar genau im gleichen Takt wie die Ausschlige des
betreffenden Systems wechseln.

4. Die Ausschlige sind proportional den erregenden Kriften.

5. Es besteht bei erzwungenen Schwingungen hinsichtlich des Aus-
schlags ein auBerordentlich wichtiger Zusammenhang mit dem jeweiligen
Verhiltnis von Schwingungszahl zu der Eigenfrequenz des betreffenden
Systems. Grofl werden die Ausschlige trotz kleiner erregender Krifte,
wenn Resonanz herrscht, d. h. wenn die Schwingungszahl der erregenden
Krifte und die Eigenfrequenz zusammenfallen, klein werden sie trotz
groBer erregender Kriifte, wenn die Schwingungszahl wenigstens doppelt
so hoch als die Eigenfrequenz des Systems liegt. Liegt sie umgekehrt
wesentlich niedriger als diese Eigenfrequenz, so werden nur im Falle
verhdltnisméfig groBer erregender Krifte oder bei ganz langsamen
Pendelungen die Ausschlige groB.

AuBler diesen lassen sich noch eine Reihe weiterer Gesetze aus den
Versuchen herauslesen:

6. Es besteht kein grundsétzlicher Unterschied zwischen den
Schwingungen, bei welchen die riickfithrende Kraft die Schwerkraft
der Erde ist, und jenen, bei welchen sie durch die Elastizitat irgendeines
Mediums dargestellt wird.

7. Je grofler die riickfithrende Kraft, um so hoher liegt die Eigen-
frequenz.
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8. Von den Pendelschwingungen abgesehen, spielt die Masse des
schwingenden Korpers eine fiir die Lage der Eigenfrequenz ausschlag-
gebende Rolle. Je grofer die Masse ist, um so tiefer liegt sie. Bei gewissen
Schwingungsarten, die sich im weiteren Sinne als Verdrehungsschwingun-
gen auffassen lassen, kommt auch noch die Massenverteilung in Betracht,
d.h. der Abstand der einzelnen Massenteilchen von der Drehachse.

Es ist noch notwendig, zu den Versuchen 11 und 12 mit festem
Aufhingepunkt und Schwingungserregung durch Anstofen der Pendel-
masse Stellung zu nehmen, da dieselben in einem scheinbaren Wider-
spruche zu dem eben geschilderten Gesetz 3 der Ubereinstimmung der
Schwingungszahl von erregender Kraft und Pendelmasse stehen. Ich
fiihrte diese Versuche eigens an, um zu zeigen, dafl eine scharfe Beob-
achtung unbedingt notwendig ist, wenn man richtige Schlufifolgerungen
ziehen will. Der Unterschied gegeniiber dem Versuch 8 besteht darin, daf
die Kraft stoBweise eingeleitet wird, d. h. zwischen dem Krafteinleitungs-
organ — unserem Finger — und der Pendelmasse keine dauernde elasti-
sche Verbindung vorhanden ist.” Wihrend im Falle einer solchen Verbin-
dung also bei Versuch 8 die erregende Kraft stets zeitlich einen mehr
oder weniger sinusférmigen Verlauf nimmt, ist ihr Verlauf im Falle des
Versuchs 12 hiervon vollstindig verschieden: Auf sehr lange Zeiten mit
der Kraft Null folgt plotzlich eine auBerordentlich kurze Zeit mit sehr
grofler Kraft ; Zeiten mit negativer Kraft sind tiberhauptnicht vorhanden.

Eine eingehendere Erklarung des abweichenden Verhaltens bei Ver-
such 12 soll im theoretischen Teil gebracht werden, hier sei nur hervor-
gehoben, daB es sich lediglich um eine scheinbare Abweichung handelt
und dal unsere Gesetze jedenfalls voll und ganz gelten, wenn die er-
regende Kraft sinusférmig wechselt.

Beobachtung bei einem System von mehreren elastisch miteinander
verbundenen Massen:

BEin solches System kénnen wir uns leicht selbst schaffen, wenn
wir an unser Pendel ein 2., 3. oder 4. Pendel anhéngen und die gleichen
Versuche durchfithren. Wir werden dann sdmtliche oben angefithrten
Ergebnisse bestitigt finden; auBerdem aber wird sich zeigen, daf ein
System von 2 Pendeln 2 Eigenfrequenzen besitzt, eine, bei welcher
beide Pendelmassen im gleichen Sinne schwingen, und eine, bei welcher
sie entgegengesetzt schwingen. Allgemein wird ein System von » Pendel-
massen auch n Eigenfrequenzen besitzen. Ganz #dhnlich gilt dies bei
anderen Schwingungsarten mit einem Befestigungspunkt (im Pendel-
falle unsere Hand). Ist ein solcher nicht vorhanden, wie z. B. bei einem
frei schwebend gedachten mit Einzelmassen belegten Stab, der Dreh-
oder Biegungsschwingung ausfiihrt, so ist die mogliche Zahl der Eigen-
frequenzen stet 7 — 1, was schon daraus folgt, daB eine Masse allein
hier noch kein schwingungsfihiges Gebilde darstellt.
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Theorie.

Theorie der Schwingung eines materiellen Punktes?).

Die Masse des Punktes sei mit m, bezeichnet, die Kraft, welche ihn
jeweils in seine Ruhelage zuriickzufiihren bestrebt ist, sei F = ¢ - f.

Hierbei mége der Buchstabe F' an Feder erinnern; ¢ ist eine von der
Federung abhingige Konstante, f ist die zu der Kraft 1 kg gehorende
Durchbiegung der Feder oder allgemeiner die Forménderung des
elastischen Mittels (Abb.1). Wir nehmen also ausdriicklich an, daf
die elastische Kraft dem Geradliniengesetz gehorcht. Solange der
Massenpunkt in seiner Ruhelage sich befindet, ist die Kraft Null und
es fehlt jeder AnlaBl zu einer Bewegung. Sowie er aber
durch irgendeine duflere Ursache aus seiner Gleich-
gewichtslage entfernt und sich selbst tiberlassen wird,
fihrt er Schwingungen aus, die wir zahlenméflig im
folgenden untersuchen wollen. Zunichst sei noch her-
vorgehoben, daf} Kraftrichtung und Auslenkung immer
in dieselbe Gerade fallen, es fehlt also auch fiir die
spitere Bewegung jeder Anla8 zu einer Abweichung.

Das Newtonsche Grundgesetz: Kraft gleich
Masse mal Beschleunigung gilt in jedem Moment
und geniigt, das Verhalten des Massenpunktes zu  Abb. 1. Materieller

. . . Punkt an einer Feder
kennzeichnen. Wir schreiben also hiingend.

mb=—F=—c-f

oder wenn wir den jeweiligen Ausschlag mit # und die Zeit mit ¢ bezeich-
nen

d?x
m- ST o (1)

Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung lautet:
x=a- sinwt-+ bcos wt. (2)
Hier bedeuten a und b Integrationskonstante, welche von den
Anfangsbedingungen abhéingig sind. Den Wert w erhalten wir, wenn
wir die Gl. (2) zweimal differenzieren:
Es ergibt sich namlich dann:
d2x
e ~
Daraus folgt, dall o = V ¢ zu setzen ist, weil nur dann die Gl. (2)
m
unbedingt befriedigt ist.

= -—w?(asin ot -+ b cos wi).

') Bei diesem und den beiden nichsten rein theoretischen Abschnitten
schlieBen wir uns im wesentlichen an die von A. F6ppl gewihlte Behandlungs-
weise an.
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Wir kommen nun noch zur niheren Bestimmung der Integrations-
konstanten ¢ und b. Hier kommt es darauf an, von welchem Augen-
blick an wir die Zeit ¢ rechnen. Um zu einem moglichst einfachen Aus-
druck zu gelangen, wollen wir die Zeit ¢ von einem Moment an rechnen,
in welchem der Ausschlag x gerade gleich Null war. In diesem Falle
muf} das 2. Glied von Gl. (2), das den Cosinus der Zeit enthilt, ver-
schwinden, d. h. also b gleich Null sein. Gl. (2) vereinfacht sich dann zu

r = @ sin wt.

Die Bedeutung von a ist hier ohne weiteres klar. a stellt jenen
Wert dar, den x im Lauf der Zeit immer wieder annimmt, wenn der
Sinus gleich eins wird. a ist also der Schwingungsausschlag. Es interes-
siert uns jetzt hauptsichlich die Zeit fiir eine volle Schwingung, d. h.
also jene Zeit, die vergeht von dem
Moment, wo der betreffende Massen-
\ punkt nach rechts hin seinen gréBten

N Ausschlag erreicht hat, bis zu dem
2 N\ Moment, wo er diesen Ausschlag auf
\ derselben Seite wieder erreicht.
\ Dies geschieht allgemein immer
X X~ dann, wenn der Winkel wé, von
<~ welchem der Sinus zu bilden ist, um

2 7 gewachsen ist. Die zugehorige
Zeit, die sog. Eigenschwingungsdauer,
ergibt sich also aus

W
m-we-a g
Abb. 2. Pendel mit Kriftezerlegung.
27 = wt

oder, wenn wir sie im folgenden mit ¢, bezeichnen, zu
—9n.1/™
t,= 2n V " (3)

k k2 s . .
—g/%i, cin % und folglich ¢, in Sekunden gemessen.

Hierbei ist m in
In der Technik interessiert man sich gewshnlich fiir die sog. minutliche
Eigenschwingungszahl »,, d. h. die Zahl, welche angibt, wieviel Eigen-
schwingungen der betreffende Massenpunkt, sich selbst iiberlassen,
in der Minute ausfilhrt. Diese Eigenschwingungszahl ergibt sich aus
dem reziproken Wert der Eigenschwingungsdauer und umgerechnet
auf die Minute zu

Y=g Jo=2 L. @

Die Lage der Eigenschwingungszahl hingt also nur ab von der
Federkonstanten ¢ und der Masse m. Je kleiner m und je groBer c,
desto hoher liegt die Eigenfrequenz.
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Wir gehen jetzt gleich iiber auf die Pendelschwingungen. Bei den-
selben ergibt sich, kleine Ausschlige vorausgesetzt, die Federkonstante
¢, d. h. die zu der Auslenkung um die Langeneinheit 1 gehérende Kraft

zu G -+, wobei G das Pendelgewicht und ! die zugehérige Léinge ist.

Siehe Abb. 2.
Bezeichnen wir mit g die Erdbeschleunigung, so erhalten wir als

Pendelmasse m = gund damit als Eigenfrequenz des Pendels
g
| 30 1/
= 1/7' (5)

Fiir die Pendeleigenschwingungen spielt also auch die Masse keine
Rolle; es kommt fiir einen gegebenen Ort lediglich die Pendellinge in
Frage, wie wir das auf Grund unserer Versuche bereits feststellen
konnten.

Sehwingungen mit Dimpfung.

Bei den bisherigen theoretischen Untersuchungen haben.wir einen
Korper betrachtet, der aus der Gleichgewichtslage ausgelenkt, sich
selbst iiberlassen, Schwingungen ausfithrt. Die dort aufgestellte Theorie
ist aber mnicht vollstindig, sie beriicksichtigt das Vorhandensein von
Déampfungen bzw. Reibungen nicht und kommt deshalb zu dem Schlusse,
daB derartige Schwingungen, einmal angeregt, beliebig lange fort-
davern miiiten. Dieses Ergebnis findet sich aber nirgends in der Um-
gebung, es erscheint deshalb die rechnerlsche Beriicksichtigung der
Dampfung angebracht.

Wir wollen zunichst naher erldutern, was unter Dampfung zu ver-
stehen ist.

Unter Dampfung im weiteren Sinne wollen wir die in nicht um-
kehrbarer Weise sich vollzichende Umwandlung der mechanischen
Schwingungsenergie in irgendeine andere Energieform, das ist vornehm-
lich in Wérme verstehen. Héufig wird auch eine Verkleinerung von
Schwingungen durch irgendwelche andere Mittel, z. B. durch Ver-
kleinerung der erregenden Krifte, Anderung der Eigenfrequenz usf. als
Démpfung bezeichnet. Derartige Mafnahmen schlieBen wir aber aus
dem Begriff Dampfung ausdriicklich aus.

Unter Dampfung im engeren Sinne bzw. unter dem ddmpfenden
Widerstand verstehen wir eine Kraft, welche der Schwingungs-
geschwindigkeit proportional und in jedem Moment der Richtung der
Schwingungsbewegung entgegengesetzt ist.

In Annsherung treten derartige démpfende Krifte auf beim Pendeln
in gas- oder dampfformigen oder fliissigen Medien, ferner in der Elektro-
technik bei der Wirbelstrombremsung.
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Mit einer solchen Dimpfung wollen wir uns im folgenden befassen:
Unsere dynamische Grundgleichung (1) erweitert sich hier zu
d?x dax
M'a—t—z*:'—cx*—k"(ﬁ. (6)
k- C(l% stellt hier den déampfenden Widerstand dar. % ist eine Konstante
und stellt den sog. Dimpfungsfaktor dar, %f ist dagegen die Schwin-
gungsgeschwindigkeit. & - %% ist also gemdfB unserer Voraussetzung
eine von der Schwingungsgeschwindigkeit abhingige Kraft. Das
negative Vorzeichen ist durch den Umstand, dafl die Dimpfung der
jeweiligen Schwingungsbewegung entgegengesetzt gerichtet ist, be-
griindet.
Fiir eine bequeme Integration der Gl. (6) setzt man zweckmiBig

r = a,_eat -+ ble’%,
In diesem Falle geht unsere Gleichung iiber in
m (e2a, ™+ B2b " M- (a, e + b,e") + & (a,ae + b, et = 0.
Da diese Gleichung fiir beliebige @, und b, identisch erfilllt sein soll,
zerfallt sie in die beiden Gleichungen
ae® (m e+ c+ ka)=0
und bye’ (mp2+ c+ k) =0.

Diese beiden Gleichungen sollen fiir jeden Wert von ¢ bzw. von A und
B erfiillt sein. Es miissen demgemdf « und f so bestimmt werden,
dafl beide Klammerwerte Null werden, d. h. o und 8 sind die beiden
Wurzeln der quadratischen Gleichung

mzt+c+kz=0.

Die Auflssung der Gleichung ergibt:
R S TS

2m—V4m: m

Bezeichnen wir der Kiirze halber den darin vorkommenden Wurzel-

wert mit y, so wird P
“=am T
und P2

Die allgemeine Losung der Gl. (6) ist demnach
—E SR NP ——
r=a,e 2™ .¢ +be Im .g ', (7)
Hier sind zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem der Wert y reell
oder imaginir ist. Bei reellem Wert stellt die Gl (7) aber iiberhaupt
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keine Schwingung mehr dar, da hierbei « sich als eine nicht periodische
Funktion der Zeit ¢ ergibt. Der Einfachheit halber begzeichnen wir
die Geschwindigkeit, mit welcher der Punkt in dem Moment, von
welchem an wir die Zeit rechnen, durch die Ruhelage ging, mit v,.
Fiir die Konstanten @, und b, erhilt man dann mit Hilfe von Gl.(7)
die beiden Werte

a]=2—?% und b1=—%.
Hierdurch geht die Gl. (7) tiber in
ve =Xl . -yt
x:ﬁ-e 2m <ey —e ) (8)
Solange y positiv ist, d. h. solange
k> 2Vem ist, 9)

treten keine Schwingungen auf. Der Vorgang verlduft aperiodisch.
Fiir negatives y ersetzen wir y durch ¢ - y’, wobei
i ¢ k2

’ .
=\ —-—5= ist.
4 m 4m?

Hierdurch geht unsere Gleichung iiber in

_kL iy iyt o, R
x:%_e th.ey ;1 ’ :;‘J;’Iezmt.sin}/’t_ (10)

Bei niherer Betrachtung dieser Gleichung finden wir, daBl auch
die geddmpfte Schwingung eine von der Ausschlagsgrofie oder der Zeit
vom Beginn der Schwingungsbewegung an ganz unabhéngige Eigen-
frequenz besitzt:

Die Masse m kehrt nimlich immer dann in die Gleichgewichts-
lage zuriick, wenn siny’ ¢ = 0, d.h. wenn der Winkel 3’ ¢ um 7 oder
ein Vielfaches davon angewachsen ist.

Zu der Dauer £, einer vollen Eigenschwingung gehért ein Zuwachs
um 2 7.

Daraus folgt:

e

Es ist also ein von der Zeit ¢ oder dem jeweiligen Ausschlag ganz
unabhiéngiger, nur durch die Masse, die Federkonstante und den
Dimpfungsfaktor bestimmter Ausdruck. Die Eigenfrequenz ergibt
sich darnach zu

30 yeme— k2
n,= ; . o m . (]. 1)

Gleichzeitig finden wir aber, dal die Schwingungszahl jetzt durch

das Hinzutreten des Gliedes %2 niedriger geworden ist.
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Die Abhingigkeit der Schwingungsdauer von dem als Vielfachen
des Wertes ]/ 7—? wiedergegebenen Dampfungsfaktor ist in Abb. 3 dar-

gestellt. Man erkennt daraus, daB bis zu einem Dimpfungsfaktor, der
etwa der Halfte des fiir aperiodische Schwingung geltenden entspricht,
nur eine fiir technische Zwecke geringfiigige Vergrofierung der Eigen-
schwingungsdauer entsteht.

Wir setzen uns jetzt die Aufgabe, das Verhéltnis zweier aufeinander
folgender groBter Schwingungsausschlige a, und a,,; zu ermitteln.
Wir wissen, dafl dieselben um je eine halbe Schwingung voneinander
entfernt liegen; d. h. daB in unserer Gl. (10) der Wert sin y’#, abgesehen
vom Vorzeichen, fiir beide Aus-
schlage Jderselbe ist. Da v, und
y’ konstante Werte sind, erhal-

ten wir
kot E
“om te
aw e sm'e
G k()
e 2m T3
o Logarithmiert erhélt man
: In a’ﬂ—ln @1
10 T 1007 1052 1752 1572 kot ak
e
=i e (12
4m Vame — k2 ( )

-HE HE E sl Die natiirlichen Logarithmen
Abb. 3. Einflud der Dimpfung auf die aufeinanderfolgender Schwin-
Schwingungsdauer. .. .
gungsausschlige unterscheiden
sich demnach immer um denselben Wert. Dieser wird als das loga-
rithmische Dekrement der Schwingung bezeichnet.
Da m bekannt und {, leicht durch Zihlen oder Registrieren fest-
stellbar ist, so kann man auf Grund der GI. (13) nachpriifen:
a) ob die Didmpfung in dem betreffenden Falle tatsichlich eine
von der Schwingungsgeschwindigkeit abhingige ist,
b) falls dies der Fall ist, wie groB der Dimpfungsfaktor % ist.
Bedeutung hat dieses Verfahren hauptséchlich fiir MeBinstrumente.
Bei langsamen Pendelungen kann man hierbei die aufeinander folgenden
Ausschlige unmittelbar ablesen, bei raschen Schwingungen ist die
Registrierung nicht zu umgehen. Eine derartige Schwingung ist in
Abb. 4 dargestellt.

Schwingungen mit mechanischer Reibung.
Neben dem Fall mit einer von der Schwingungsgeschwindigkeit
abhiéngigen Dampfung ist der Fall mit mechanischer Reibung noch
von wesentlicher Bedeutung,
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Unter Reibung verstehen wir hierbei eine konstante, von der
Schwingungsgeschwindigkeit, der Zeit, dem Ausschlag usf. unabhéingige
GroBe, welche stets der Bewegung entgegenwirkt.

Die dynamische Grundgleichung &ndert sich in diesem Falle um zu

m-ili—zgz——cx$R. (13)

Da das Reibungsglied bei Bewegungsumkehr .nicht von selbst
sein Vorzeichen andert, so gilt diese Gleichung immer nur fiir eine
Bewegungsrichtung. Wir setzen nun E=c¢ 7.

k) wie in den Gl. (1) und (6) besitzt,

Da ¢ wieder dieselbe Dimension o

hat r hier die Bedeutung einer Lange oder eines Ausschlags.
. . d2z
Es ergibt sich dann Mmoo =—"0 (x4 7).
Y/
7
|
|
|
|
|
|
|
|
Abb. 4. Gedampftes Schwingungssystem und Abb. 5. System mit mechanischer Rei~
Schwingungsbild hierzu. bung und zugehoriges Schwingungsbild.

Nachdem eine nicht verinderliche Vermehrung oder Verminderung
von @ an der Beschleunigung nichts andert, konnen wir auch schreiben:

m-PEED ), (14)

Diese Gleichung ist aber genau so aufgebaut wie die Grund-
gleichung (1) der ungeddmpften Schwingungen; nur ist die Mittellage
stets um den Betrag r verschoben und zwar nach jener Seite hin, von
der die Schwingung ausgeht. Der Ausschlag der Masse m vermindert
sich also nach jeder Bewegungsumkehr um den Betrag 2 r. Siehe Abb. 5.

Die Schwingung kommt dann zur Ruhe, wenn der grofite Schwin-
gungsausschlag kleiner als r geworden ist.

Da die Ausschlige der Zeit nach immer um den gleichen Betrag,
d. h. wenn man nur die Ausschlige nach einer Seite ins Auge faBt,
um den Betrag 4 7 abnehmen, so liegen die Umkehrpunkte sdmtlich
auf einer geraden Linie. Dies ist neben dem Umstand, dafl die
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Masse m im allgemeinen nicht in der spannungslosen Mittellage zur
Ruhe kommt, ein ‘wesentliches Merkmal der Schwingung mit
mechanischer Reibung.

Wird eine Schwingung registriert, so kann man sich sehr leicht
mit Hilfe eines Lineals iiberzeugen, ob es sich um eine solche Schwin-
gung mit Reibungsdimpfung handelt. Allerdings gilt diese Priifung
nur dann, wenn eine Reihe von Schwingungen registriert werden
konnten, nicht aber, wenn die Reibung so stark ist, dafl die Masse
nach ein oder 2 Pendelungen zur Ruhe kommt. In diesem letzten Fall
ist aber die Lage, in der sie schliefilich liegen bleibt, gewohnlich um
einen schon mit freiem Auge erkennbaren Betrag von der spannungs-
losen Nullage verschoben, so daB man auch hier nicht im Zweifel zu sein
braucht, ob mechanische Reibung in Frage kommt.

Da die Gl. (14) genau so aufgebaut ist wie Gl. (1), so folgt daraus,
daf} auch die Schwingung mit Reibung isochronist, d. h. daf Eigen-
schwingungsdauer und Schwingungszahl unabhingig vom Ausschlag
oder der Art des AnstoBes sind, ferner dafl die Schwingungszahl im
Gegensatz zu jener mit einer von der Geschwindigkeit abhingigen
Dimpfung sich gegeniiber der ungeddmpften Schwingung nicht ver-
kleinert. ,

Neben der Schwingung mit mechanischer vom Ausschlag unabhén-
giger Reibung wollen wir noch kurz jene mit einer vom Awusschlag
linear abhingigen Reibung behandeln. Eine derartige Schwingungs-
démpfung kommt unter anderem bei Blattfederwerken vor, bei welchen
die Reibung zwischen den einzelnen Blittern von der Durchbiegung
abhingig ist. Allerdings ist die Reibung solcher Federwerke nicht linear
von der Durchbiegung abhingig, sondern besteht in erster Annéhe-
rung aus einem konstanten Glied, zu dem sich noch ein vom Ausschlag
abhéngiges Glied gesellt.

Betrachten wir nun ein vom Ausschlaglinear abhéngiges Rei-
bungsglied, so erhalten wir als dynamische Grundgleichung

d?z

me

Der gleichbeleibende Faktor » gibt hierbei, multipliziert mit dem jeweili-

gen Ausschlag x, die angehorige Reibungskraft an. Diese wirkt, genau

wie im vorhergehenden Falle gleichbleibender Reibung, in jedem Moment
der Bewegung entgegen. Diese Gleichung 148t sich umformen in

=—cxFrx.

2

d*x
M"(ﬁf (cj_—'r)xr:O
Die Losung derselben lautet wieder

x = a, - sinwt + b, * cos wt,

7 ist.
m

wobei aber W= l/
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Wenn wir die Zeit ¢ von dem Moment an rechnen, in dem der Aus-
schlag x gerade Null war, so erhalten wir
x = a, * sin wt.

@, ist hierbei eine von der Anfangsgeschwindigkeit v, zur Zeitt =0

abhingige Konstante, die sich durch Differentiation obiger Gleichung zu

Vo )

fe+r

m

ay = ergibt.

Fiir den Fall, daB der Sinus um 900 fortgeschritten ist, erhalten wir

vr—“]gi_j,
nach weiteren 90° "
== M =TT
l/c;r ]/c—n];r' c;r c—n[;r.]/c;;r

— ust.

Yo
azz —— e T
c+r c—r c—7r
m m ]

m

Die Schwingungen nehmen also auch hier allméhlich ab. Auch sie
verlaufen isochron, wie aus der Formel fiir @, welche unabhingig vom
Ausschlag ist, folgt.

Im allgemeinen Fall werden Dampfung und Reibung gleichzeitig
auftreten; auch wird man nicht immer damit rechnen konnen, daB die
Diampfung gerade genau linear von der Schwingungsgeschwindigkeit
abhingig ist. Die mathematische Ableitung fiir andere Falle, z. B. daf
die Dampfung vom Quadrat der Schwingungsgeschwindigkeit ab-
hiingig ist, wollen wir an dieser Stelle nicht bringen. Hierbei leitet uns
in erster Linie der Gedanke, daf die Dimpfungen ohnehin — abgesehen
von MeBinstrumenten — experimentell noch recht wenig erforscht sind.
Es erscheint wichtiger zunichst ausfiihrliche Versuchsresultate sich zu
verschaffen, als sich mit rechnerischen Methoden zur Beriicksichtigung
des Einflusses von Démpfungen, die nicht die vorgenannten einfachen
Gesetze befolgen, aufzuhalten.

Erzwungene Schwingungen.

Dieselben spielen in der Technik im Vergleich zu den bisher behan-
delten eine sehr viel wichtigere Rolle.

Allgemein versteht man unter erzwungenen Schwingungen solche,
bei denen andauernd eine periodische Kraft von gegebenem Verlauf
auf das elastische System einwirkt. Im Falle unseres Versuches 6
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wurde diese periodische Kraft durch den Aufhingepunkt — Daumen
und Zeigefinger — eingeleitet. Fiir die allgemeine Rechnung wahlen
wir einen etwas abweichenden Fall: Wir nehmen an, der Aufhinge-
punkt sei fest und die periodische Kraft greife unmittelbar an der
Masse selbst an. Den Verlauf der periodischen Kraft denken wir uns
sinusférmig. Der Grund fiir diese Wahl liegt darin, dafl sich auf Grund
der vorausgegangenen Erérterungen iiber freie und geddmpfte Schwin-
gungen, bei denen wir auf sinusférmige Schwingungen gelangten,
erwarten 148t, das hierbei die Krgebnisse am einfachsten und iiber-
sichtlichsten werden. Ks sei gleich vorausgeschickt, dafl sich diese Er-
wartung im vollen Umfang bestatigt.

Wir nehmen ferner an, die Schwingung erfolge mit Dampfung. In
diesem Falle erhalten wir als Ausgangsgleichung:

m- T2 et k- P =P osinws. (15)

Der Beiwert w soll angeben, wie oft in der Zeiteinheit ¢ die Kraft P
wechselt. Bei der Losung dieser Gleichung finden wir 3 Glieder, von
denen die ersten beiden fiir den Fall P = 0 iibrig bleiben.  Sie ent-
sprechen den Eigenschwingungen der Masse m und sind im Abschnitt
iber die gediampften Schwingungen bereits behandelt. Das 3. Glied
soll daher im folgenden allein behandelt werden. Wir bezeichnen es
mit x; und setzen x; = ¢; * sin (w { — @).

Die neuen Beiwerte ¢; und ¢ miissen hierbei so gewihlt werden,
daB unsere Gl. (15) erfiillt ist. Aus derselben ergibt sich

(fi—f——-cl-wcos(wt—-tp)
und 2
%—t;:—cl~wzsin( wt—)

Durch Einsetzen dieser Werte in Gl. (15) erhilt man
—m-c,-w?sin(wt— @)+ c-c;sin(wt— @)+ k-, cos (wi— )
=P-sinwt.
Diese Gleichung kann nur dann bei jedem beliebigen Wert der Zeit ¢
erfiillt sein, wenn zwischen den Konstanten ¢; und ¢ bestimmte Be-
ziehungen vorhanden sind. Aus diesem Grunde schreiben wir die obige
Gleichung goniometrisch gedndert:
sinwt(—m-c,-w2-cos @ +c¢-c,-cos p—k-c, @ -sinp— P

+coswt(—m-c, w2sin @+ cc;-sin @ + ke, - cos @) =0.
Damit diese Gleichung fiir beliebige ¢ erfiillb ist, miissen beide
Klammerausdriicke fiir sich Null werden. Auf Grund dieser Bedingung
findet man aus dem 2. Klammerausdruck

k-w
Qo= (16)
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Aus dem 1. Klammerausdruck findet man dann

P
17 Gos @ (c—mw?)—Fk-wsin ¢

oder durch Multiplikation des Z&hlers und Nenners mit cos @:
P-cos ¢

€= k-w .
(c—m-w?) (cos2 o+ o .oy "Sin@cos <p>

oder, da der 2. Klammerausdruck gleich eins ist:

_ Pcosg
v O T mwt
Daraus folgt
P.cos p-sin (wt— @)
T3 = c—m-? : (17)

Mit Hilfe der Gl. (16) und (17) sind wir im Stande, den Verlauf der
Bewegung, so weit er sich nicht auf die bereits behandelten Eigen-
schwingungen bezieht, vollstéindig vorauszusagen.

Da aber bei allen technischen Aufgaben, bei denen periodische
Krifte dauernd auf ein System einwirken, die Eigenschwingungen sehr
rasch abklingen, so geniigt es — von dem Anfangszustand, wo die
periodische Kraft einzuwirken beginnt, abgesehen — nur das Glied z,
zu betrachten.

Wir sehen zunéchst, daf fiir einen sinusférmigen Verlauf der Kraft P
ebenfalls eine rein sinusférmige Bewegung zu Stande kommt.

Nehmen wir zunéchst der Einfachheit halber an, die Dampfung
wire Null. In diesem Falle wird tg ¢ und damit ¢ = 0.

Aus Gl (17) ergibt sich:

__Psinwt (18)

T e—m-w?’

3

Wir sehen daraus, daf der Ausschlag ®; zundchst proportional der
erregenden Kraft P ist, ferner daB8 er, solange der Nenner positiv ist,
im gleichen Moment wie die Kraft P seinen positiven GroStwert erreicht;
bei negativem Nenner erreicht er in diesemm Moment gerade seinen
negativen GréfBwert.

-Desgleichen finden wir: Der Ausschlag x; der Masse m wechselt
genau so oft wie die ihn erregende Kraft P. Darauf sei ganz besonders
hingewiesen, weil manchmal irrigerweise geglaubt wird, daB Schwin-
gungen von einer bestimmten Frequenz auch durch erregende Krifte
anderer Frequenz erzeugt werden kénnten.

Diese simtlichen SchluBfolgerungen gelten iibrigens mit Ausnahme
des Zeitpunktes fiir den groften Ausschlag auch fiir den Fall mit
Dimpfung, wie man an Hand von Gl. (17) ohne weiteres erkennt.

Geiger, Mechan. Schwingungen. 2



18 Theorie.

Ferner finden wir an Hand der Gl. (18), daf fiir den Fall

c=m-w?
/e
oder a)—l—
m

#y unendlich grofl wird. Es ist dies der Fall der sog. Resonanz. Die
GréBe o ist in diesem Falle, wie wir durch Vergleich mit der GI. (3)
finden, nichts anderes als die der Eigenschwingungszahl der Masse m
entsprechende sog. Kreisfrequenz, die wir daher fiir diesen Fall mit w,
bezeichnen. Wenn wir fiir andere Werte von o oder, was auf das

gleiche hinauskommt, fiir verschiedene Verhaltnisse ;%)' den Ausschlag x,

auftragen, so erhalten wir die Kurve a der Abb. 6.

Wir sehen daraus, daf der Ausschlag zuerst
anwichst, bis er im Resonanzfalle unendlich grof
wird, sodann wird er rasch kleiner und nahert
gich asymptotisch dem Wert Null. (Zum Vergleich
mit den spéter folgenden Kurven ist diese Kurve
ohne Riicksicht auf das Vorzeichen aufgetragen.

Erigenfrequenz

Z e Wirgehennun wieder auf denFall der erzwungenen
&7 Schwingung mit Dimpfung (Gl. 16 und 17) zuriick:
86 Auf Grund der Gl. (16) zeigt sich, daBl fur
5 o = 0, p = 0° wird; sodann wichst allméhlich der

Winkel ¢, bis er im Fall der Resonanz, d. h. fir
¢c—m+w?=0 den Wert 90° erreicht.

e Ausschio
- on W )

¥ foaﬂ dﬁ%ﬁﬂﬁ”ﬁ i — Schwingungszat! ols ﬁéfgcaﬁe.s der Egenfrequenz ”
Abb. 6. Abhiéingigkeit des Schwingungsanschlags von der Schwingungszahl bei verschiedenen
starken Dampfungen.

Sodann wichst ¢ weiter an und wird schliefillich fiir w = co gleich
1809 1In diesem Falle pendeln also Kraft und Ausschlag entgegen-
gesetazt.

In Abb. 6 sind fir.verschiedene Verhaltnisse 'Moder was auf genau

das gleiche hinauskommt, fiir verschiedene Verhaltmsse der Schwin-
gungszahl » = ?;-i—) .o der erregenden Kraft zu der Eigenschwingungs-

zahl », der Masse m fiir verschiedene Dampfungsfaktoren k, die fiir
eine gleichbleibende erregende Kraft P sich ergebenden Schwingungs-
ausschlige eingetragen. Kurve ¢ bezieht sich auf den Fall mit aperio-
discher Dampfung, bei Kurve b ist die Dampfung halb so stark wie bei ¢,
bei Kurve d endlich doppelt so grol. Wir finden, daB in gréflerer Ent-
fernung von der Resonanz der Einfluf der Dampfung kaum bemerkbar
wird. In der Resonanz ist er dagegen sehr grof.
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Weiter zeigt sich, daB bei Vorhandensein einer Démpfung die
groBten Ausschlige nicht genau im Resonanzfalle auftreten, sondern
etwas daneben. Der Unterschied ist allerdings so gering, daB er im
allgemeinen ohne weiteres vernachlissigt werden kann.

Ferner zeigt sich, dafl von Dampfungen an, die etwa halb so stark
sind wie die aperiodische Dampfung, kaum mehr von einer Zunahme
der Ausschldge infolge Resonanzwirkung gesprochen werden kann.

Die Tatsache, da bei erzwungenen Schwingungen die Ausschlage
bei einer gewissen Schwingungszahl sehr viel gréBer werden kénnen
als bei ganz niedriger Frequenz, wo noch keine Massenwirkungen vor-
handen sind, ist fir die ganze Behandlung von Schwingungsfragen von
grundlegender Bedeutung. Sie kehrt bei allen schwingungsfdhigen,
wenn auch noch so verwickelten Systemen wieder. Desgleichen finden
wir auch iiberall die Tatsache bestitigt, daB nach erheblichem Uber-
schreiten der Eigenfrequenz die Schwingungsausschlige rasch sich
dem Wert Null ndhern. Sowie wir die Eigenfrequenz des Systems
kennen, sind wir in der Lage, die bei verschiedenen Schwingungszahlen
eintretenden Verhéaltnisse vorauszusagen.

Wir kommen nun noch auf die beiden anderen Glieder, welche bei
der Losung der Gl (15) in Frage kommen, zuriick. Diese Glieder
bestehen aus Eigenschwingungen der Masse m und sind vom Bewegungs-
zustand derselben in dem Augenblick, von dem an wir die Zeit ¢ rechnen,
abhiangig. Fiir den allgemein vorkommenden Fall, dafl Dimpfung
vorhanden ist, klingen wegen der Exponentialfunktion, mit der diese
Glieder behaftet sind, dieselben sehr rasch ab, so daB mnach kurzer
Zeit nur noch das Glied x4 iibrig bleibt. Sowie also die Kraft geniigend
lang einwirkt und wir uns nicht gerade fiir die unmittelbar nach dem
Anfangszustand eintretenden Verhiltnisse interessieren, brauchen wir
uns nur das Glied x5 allein zu bekiimmern.

Fiir solche seltene Ausnahmefélle, wo die Erscheinungen nach Be-
ginn des Auftretens der erregenden Kraft interessieren, ergibt sich als
Losung der GI. (15):

3

x= e_zmt(al- siny’t 4 b -cosy't) + ¢, sin (w0t + @). (19)

Beziiglich der GréfBe 97 sei auf den Abschnitt iber gedéimpfte Schwin-
gungen verwiesen; die Werte a; und b; sind dagegen vom jeweiligen
Ausgangzsustand abhéngig und werden erhalten, wenn man ¢ und P
gleich Null setzt. Fiir den Fall, dal} die Masse m beim Beginn der Ein-
wirkung der Kraft P in Ruhe war, erbilt man die Werte @, und b,
auf Grund der Bedingung, dafB zur Zeit ¢ = 0 sowohl der Ausschlag =

als auch die Geschwindigkeit %;f = 0 sind. Man findet so

k . .
Eg-cosgv%—%——,-sm(p) by=—c,; sing.

a;,=—=cC <,
1 1 ¥ -y
9%
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Es entsteht also

_,2]“. T L k . ..
x=cy—e 2 s1n7't?7'005-'{0+‘2‘;l7‘5m¢ -+ cosy't-sin g

-+ sin (ot + (p)}, (20)

Fiir den Fall, daBl die Dampfung vernachliassigbar klein ist, ergibt
sich. unter Beriicksichtigung des Umstandes, daf hierbei ¢ = 0 und

nach GL (18) ¢,= = wird:

P ( . o . >
—_ ey —— 9
T ey \SD wi—=-sinw,t), (21)

wobei w, = ‘/3 ist.
m
Man erhidlt also hier, trotzdem die erregende Kraft nur mit der
30 . . . .
Frequenz y = o wechselt, zwei Schwingungen, eine mit der

Frequenz v der erregenden Kraft und eine mit der Eigenfrequenz der
Masse m. Die letztere AuBert sich jedoch bei technischen Problemen nur
ganz am Anfang der Bewegung, um hernach vollig zu erloschen.

Wir kehren nun nochmal zu Gl. (18) zuriick. Wir interessieren uns
in der Folge nur fiir den gréBten kiinftig mit o bezeichneten Ausschlag,
den z; wihrend einer Schwingung annimmt. Hierfiir wird sinw ¢ =1
und wir erhalten

a{c—m-w2)=P.

Nehmen wir an, wir hitten es bei der elastischen Verbindung mit
einem Zugorgan vom Querschnitt F (cm?), der Linge ! (cm) und dem
Elastizititsmodul E (kg/em?) zu tun, so ergibt sich die zu der Kraft
E - F gehorende Durchbiegung f zu I, es wird also

und es entsteht
L
oder
aEF =1(P+ mw?a)
oder
a:l=(P+m w2-a):EF. (22)
Auf dieser Gleichung kénnen wir eine einfache zeichnerische Kon-
struktion aufbauen. Dieselbe ist zwar fiir den Fall einer einzigen Masse
unnétig, bei Systemen mit vielen Massen, wo die rechnerische Behand-
lung zu verwickelt wiirde, aber von aullerordentlichem Wert.
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Elementare Ableitung der Grundgesetze.

Zum Verstédndnis der vorausgegangenen theoretischen Ausfiihrungen
ist hohere Mathematik bis zu einem gewissen Grade notwendig. Um
einen moglichst groBen Leserkreis auch theoretisch mit den Grund-
gesetzen der Schwingungslehre bekannt zu machen, seien die drei
wichtigsten derselben im folgenden in ganz elementarer, wenn auch nicht
in so allgemeiner und strenger Weise abgeleitet (Abb. 7).

Man denke sich eine im Kreise im Abstand 7, mit der Drehzahl »
rotierende Masse m. Ihre Fliehkraft oder, wie wir allgemeiner sagen
koénnen, ihre Tragheits-

. . N Ausschie
kraft ist bekanntlich , / Q\,Z,;f,igﬁgg,
P r -z N
To _ 2 Zeit

=nL-wer 1 3\\
oder ez 83
C=m w27, “ =" §§>
&%
wobel w =1n ;0 die Ts %%T \ /
Winkelgeschwindig- ~ Jug=ceex] S8 lzo7
keit der Kreisbewegung %{ Py 1 "
darstellt. Diese altbe- e e £ 'Qé —
kannte Kreishewegung | %’3‘% \7= [
ist nun nichts anderes ! T3 5
als ein Sonderfall der - t} 2 | zer
Ubereinanderlagerung

. . Abb. 7. Elementare Ableitung der Grundgesetze der
zweiler harmonischer Schwingungen,

Schwingungen: einer
Sinusschwingung in horizontaler Richtung und weiter einer um 90°
der ersteren nacheilenden und gegen sie um 90° in der Richtung
versetzten Sinusschwingung, wie man am einfachsten aus der geometri-
schen Addition des Sinus und Cosinus erkennt. Betrachten wir nun
die eine der beiden Schwingungen allein, etwa die in vertikaler Richtung
gehende. Abhéngig von der Zeit erhilt man im Punkte 0 den Ausschlag 0,
ebenso in Punkt 12; in Punkt 6 tritt der grofte positive und in Punkt 18
der groBte negative Ausschlag auf. Die Geschwindigkeit ist in Punkt 6
am groBten in der Richtung nach oben, in Punkt 12 ist sie Null. Usf.
Die von der Masse in jedem Moment ausgeiibte Trigheitskraft ist in
Punkt 0 ebenfalls Null, in Punkt 6 ist sie senkrecht nach oben gerichtet,
in Punkt 18 senkrecht nach unten. Thre Gréfle wechselt also nach Art
einer Sinuslinie und erreicht im Maximum, wie schon angegeben, den
Wert der Zentrifugalkraft m w?r, Die Kraft, welche die Masse hin-
und herbewegt, ist der eben genannten Massenkraft in jedem Moment
entgegengesetzt gerichtet und gleich grofl wie dieselbe.

Diese einfache Betrachtung geniigt schon zur Kenntnis der Grund-
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gesetze der harmonischen Schwingungen: In unserem Beispiel ist die
Schwingungszahl der Ausschlage gleich der Umdrehungszahl der im Kreis
bewegten Masse. Ebenso ist aber die Schwingungszahl der die Masse
in Schwingungen versetzenden Kraft, der erregenden Kraft, wie man
schwingungstechnisch sich ausdriickt, oder wie wir in unserem Beispiel
sagen konnen, der Zentripetalkraft gleich der Drehzahl der im Kreis
bewegten Masse. Man wird leicht erkennen, daf dies in allen Fillen
zutrifft, wie wir auch die Masse des Korpers, die Drehzahl oder den
Abstand vom Drehpunkt &ndern. Daraus folgt: Eine Schwingung
von einer bestimmten Schwingungszahl kann nur durch eine Kraft
von genau der gleichen Schwingungszahl unterhalten werden.

Dieser Satz verdient besonders hervorgehoben zu werden, weil man
leider in technischen Kreisen noch manchmal die falsche Meinung héren
kann, eine Schwingung koénnte auch durch Krifte anderer Schwin-
gungszahl entstehen. Wenn wir also z. B. durch Messung gefunden
haben, die und die Schwingung wechselt 1000 mal in der Minute, so
wissen wir sofort, daB die Ursache nur Krifte bilden konnen, welche
ebenfalls genau 1000 mal in der Minute wechseln.

Ein zweiter ebenso einfacher wie wichtiger Fundamentalsatz 1483t
sich ebenfalls sofort ableiten. Wir fanden, die schwingungserregende
Kraft ist aus Gleichgewichtsgriinden gleich der Massentrigheitskraft
C=muw?r, Aus dieser Gleichung folgt: Der Ausschlag 7, ist genau
proportional der erregenden Kraft, ebenso wie z. B. die Zentrifugal-

kraft @ proportional dem Abstand der Masse vom Drehpunkt ist.
0

Das ist ein zweites Grundgesetz der harmonischen Schwingungen.

Als drittes Gesetz wollen wir das iiber die Eigenfrequenz ableiten:
Der Fliehkraft m-w?-7, der im Kreis rotierenden Masse steht die
Zentripetalkraft Z gegeniiber. Fir den Fall, dafl die Masse durch eine
Feder, die im Kreismittelpunkt befestigt ist, in ihrer Bahn gehalten
wird, kénnen wir Z = r, ¢ setzen, wobei also die Feder so beschaffen sei,
daB die Federkraft proportional der Entfernung der Masse vom Dreh-
punkt sei. Wir haben also die Beziehung:

Mew2-ryg=1rg+C

‘“:]/;fz’

30 1/c
"=a 'Vhi :
Da andere Krifte als die Tragheits- und die Federkraft auf die Massem
nicht einwirken, so ist diese Formel auch gleichzeitig jene fir die beiden
tubereinander gelagerten um 90° in der Phase versetzten Eigenschwin-

gungen der Masse m, die sich zu der Kreisbewegung zusammensetzen.
Die Formel deckt sich genau mit der auf Seite 8 abgeleiteten Formel (4).

oder
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Freie nichtharmonische Schwingungen.

Hierzu gehéren alle jene Schwingungen, bei denen die Abhingigkeit
der Federkraft, welche die Masse in die Gleichgewichtslage zuriick-

zufithren bestrebt ist,
vom Ausschlag nicht
mehr dem Geradlinien-

gesetz entspricht. -&

Um nicht zu weit-
ldufig zu werden, wollen
wir nur das allgemeine
Verhalten bei derartigen
Schwingungenerldutern,
ohne auf Einzelfdllerech-
nerisch einzugehen.

Von praktischer Be-
deutung bei nicht har-
monischen Schwingun-
gen sind hauptséchlich
folgende 4 Fille.

1. Die riickfiithrende

Q
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Abb. 8. Dehnungsspannungsgesetz fiir Marmor.

Kraft wichst zunichst mehr oder weniger steil an, um dann mit zuneh-
mendem Ausschlag einen immer flacheren Verlauf anzunehmen.

Diesen Fall haben wir
z. B., wenn die Elastizitat
von Steinen als riickfiih-
rende Kraft in Betracht
kommt. In geringerem
Grade gilt er auch fir
GulBeisen und eine grofe
Reihe anderer Baustoffe.
Fir Marmor ist das zu-
gehorige Gesetz durch die
Dehnungsspannungslinie
der Abb. 8 wiedergegeben,
Abb.9 zeigt diese Linie
fir GuBeisen. Ein weite-
rer wichtiger Fall wird
durch die Pendelschwin-
gungen mit grofem Aus-
schlag dargestellt. Den-
ken wir uns hier die riick-
fithrende Kraft abhingig
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Abb. 9. Dehnungsspannungsgesetz fiir GuBeisen.
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vom Ausschlag verzeichnet, so erhalten wir die Abb. 10. Hierbei
ist der auf einem Kreisbogen sich vollziehende Ausschlag abgewickelt
und fiir jede Stellung die zugehérige Tangentialkomponente der Schwer-
kraft aufgezeichnet.

Der entgegengesetzte Fall, dal der Verlauf der Kurve der riick-
fithrenden Kraft mit zunehmendem Ausschlag immer steiler wird,
kommt unter anderem namentlich da vor, wo als federndes Glied irgend-
ein gasférmiges Medium, z. B. Luft verwendet wird.

Die Folge einer solchen krummlinigen Abhéingigkeit kénnen wir uns
leicht vergegenwirtigen: Wire die Abhéingigkeit fiir den ganzen Aus-
schlag so steil wie in der Néhe des Nullpunktes, d. h. entsprechend der
gestrichelten Linie oa
der Abb. 10, so wiirde
¢ man eine hohere Eigen-
frequenz  bekommen,
als wenn diese gerad-
linige Abh#ngigkeit so
flach verlaufen wiirde
wie im &uBersten Teil
der Kurve, d.h. ent-
9% -60°  -a° 2° +30°  +60°  ~%0° sprechend der Linie0b.
Da aber fiir kleine Aus-
schlige — etwa bis ¢
— die Annéherung an
die Gerade oa geniigend
grofiist, so gilt fiir diese
Abb, 10. Kraftweggesetz fiir ein Pende! mit groSen Ausschldgen. offenbar annéhernd

diejenige Eigenfre-
quenz, die sich ergeben wiirde, wenn im ganzen Ausschlagsbereich
ein Geradliniengesetz fir die Federkraft gemdf der Linie oa herr-
schen wiirde. Nachdem im #uBleren Teile der Kurve der Verlauf ein
flacherer ist, folgt, dal die Eigenschwingungszahl, wenn derart grofle
Ausschlidge eintreten, eine niedrigere sein muBl als bei kleinen Aus-
schlagen, mit anderenWorten: Die Eigenschwingungszahl ist hier-
bei abhingig vom Awusschlag.

Wir wollen uns nun noch Rechenschaft dariiber ablegen, wie grofi
dieser EinfluBl zahlenmiBig sein diirfte. Wir nehmen an, der GroStaus-
schlag der Masse gehe bis ¢; in Abb. 10. Wir kénnen dann in Annéhe-
rung die gekriimmte wirkliche Linie durch die strichpunktierte gerade
Linie oc ersetzen, welche so gezogen ist, dafl die beiden iiber und unter
der Kurve bzw. der Ersatzlinie oc liegenden Flachen mdéglichst gleich
groB sind, d.h. daB die riickfithrende Kraft auf dem Wege bis zum
Nullpunkt in beiden Fillen dieselbe Arbeit leistet. In diesem Falle

127

Cr
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stimmen fiir beide Abhéngigkeiten die Geschwindigkeiten der Masse m
beim Durchschreiten der spannungslosen Mittellage iiberein, da das

System in beiden Féllen die gleiche lebendige Energie (aniz) von der

rickfihrenden Kraft zuerteilt bekommen hat. Ist die Geschwindigkeit
aber sowohl in der Mittel- als auch in beiden Endlagen die gleiche,
so kann sie in den dazwischen befindlichen Lagen nicht allzu sehr ver-
schieden sein, d. h. in beiden Fillen bewegt sich die Masse so, daB die
Schwingungszeiten angenihert dieselben sind. .

Die Schwingungszahl ergibt sich also fiir die gekriimmte Linie

angendhert aus —
s _30 /e

Y, = A7L' % .
Hierbei sei ¢, die Federkonstante entsprechend einer Federung nach
dem Gesetz oc. Danach ergibt sich fiir die vorliegende Abbildung die

b

Eigenfrequenz entsprechend c%@ ,d. h. um 9,69/, niedriger im Vergleich

zu dem Geradlinien-
gesetz oa, das fir
die Mittellage der &
Kurve gilt. Jeden-
fallssehen wir daraus,
daB der Unterschied az
nicht bedeutend ist.
Dabei haben wir ',
aber absichtlich eine / ;
Kurve gewahlt, die /|
schlieBlich bis in die i
Horizontaleiibergeht. A
Eine noch weiter- 2 |
|

gehende Genauigkeit ,
188t sich leicht nach- ) ) e »
folgen der Methode Abb. 11. Ermittlung der Ki(;?ng;nes%ﬁ?uer fiir ein krummliniges
erzielen (Abb. 11):

Man ersetzt die krummlinige Kraftausschlagkurve durch mehrere
geradlinige Stiicke, welche sich dem Kurvenverlauf moglichst anpassen
und so gelegt sind, dafl Flachengleichheit zwischen der durch die Kurve,
die Strecken Oa, und a,a, begrenzten Fliche und der durch die gerad-
linigen Stiicke und Oa, sowie a,a, begrenzten Flache besteht. Im all-
gemeinen wird eine Ersetzung der Kurve durch 2 oder 3 geradlinige
Stiicke vollstindig gentigen.

Wir gehen von dem Stiick a;b, aus, wobei Voraussetzung ist, dafl
a, die auBere Endlage ist, in der die Masse einen Moment sich in Ruhe
befindet.

1
1
i
!
% % & % 2,2z,
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Die Zeit . zum Durchlaufen der Strecke ayb, ergibt sich nach der
Formel fiir harmonische Schwingungen zu

m o«
== . [RUN — 23
t,=2mn ‘/61 350" (23)
Hierbei ist
aia
6= g;;z kg/cm

Der Winkel « bestimmt sich aus der Bedingung, daB}

cos & = %—»f;g ist.

Um die Zeit zum Durchlaufen der Strecke b,c, zu finden, verwandeln
wir das Trapez a,;aqbeb, in ein flichengleiches a,a,,b,b;, wobei ayb;
die Verlingerung von b, ¢, sein soll. (Um diese Aufgabe noch weiter zu
vereinfachen, ermitteln wir den Inhalt des Dreieckes b,a,a; und be-
stimmen ein ihm flichengleiches Trapez a;a,aqa,).

Im Punkt b, hat nun die Masse m wegen der Fliachengleichheit der
beiden Trapeze die gleiche lebendige Energie mTLZ in sich aufgenommen,
einerlei, ob sie vom Punkt @, nach dem Kraftweggesetz a,b; oder ob
sie vom Punkt a,, nach dem Kraftweggesetz a,b, sich bewegte. Sie
hat also auch im Punkt b, in beiden Fillen die gleiche Geschwindigkeit.
Fiir den weiteren Verlauf bis ¢, kénnen wir also das Kraftweggesetz a,c,
zugrunde legen.

Die Zeit zum Durchlaufen der Strecke b,¢, ergibt sich so zu
) 'm B
ty==27- ]//é; " 360
by by
c-z-b‘; .

Der Winkel  er-
gibt sich ohne weite-
res an Hand der
Abb. 12 durch Ziehen
der zur Strecke Oa,,
Parallelen durch b,
biszum Schnittpunks
mit dem Kreisbogen.

Genau auf die
gleiche Weise kann
man bei der Ermitt-
lung der zum Durch-
laufen der Strecke Oc¢, erforderlichen Zeit #; verfahren. Man sieht hier-
aus, dafl man auf verhdltnismifBig einfache Weise fiir irgendeine belie-
bige Kraftwegkurve die Eigenschwingungsdauer ermitteln kann.

Hierbeiist ¢, =

Abb. 12, Ermittlung des Zeitwinkels /.
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In Abb. 13 ist -das gesamte Verfahren fiir eine allméhlich steiler
verlaufende Kurve dargestellt, wobei die Kreisbégen zur Ermittlung
der Winkel « und f um den die spannungslose Ruhelage bezeichnenden

Punkt O herumgeschlagen sind.

Fiir den Fall, daB die Kraftwegkurve am Ende so flach wird, da3
sie ein Stiick weit als parallel zur Grundlinie Oa, angesehen werden

2z
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Abb. 13. Vollstindige Durchfiihrung der Konstruktion der Schwingungsdauer.

kann, ergibt sich die Zeitdauer zum Durchlaufen dieses flachen Stiickes
ganz einfach auf Grund der Beschleunigungsformel

b 2

8§ = *2“ <2,
wobei s der Weg, b die Be-
schleunigung und ¢ die Zeit ist.
Daraus folgt fiir die Abb. 14

2.ayby-m

= |2l 2
Der Fall, daf ein zur
Grundlinie paralleles Stiick in
der Nihe der Ruhelage sich

8,

7 a. 7
>
% 2y

Abb. 14. Kraftweggesetz mit -zur Grundlinic
parallelem Endstiick.

befindet, wird bei den Schiittelschwingungen besprochen werden.

Man kann sich also jedem beliebigen praktisch vorkommenden
Kraftwegverlauf sehr weitgehend anschmiegen und die Eigenfrequenz
mit einer fiir die Falle der Technik auch bei weitgehenden Anspriichen
hinreichenden Genauigkeit bestimmen.
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Eine zu weit getriebene Genauigkeit in der Berechnung der Eigen-
frequenz bringt bei nicht harmonischen Schwingungen dieser Art
schon deshalb keinen Nutzen, weil die Abh#ngigkeit der Federkraft
vom Ausschlag, d. h. in vielen Fallen das Dehnungs-Spannungs-
diagramm nicht mit einer anmédhernd eben so hohen Genauigkeit be-
kannt ist. Eine Ausnahme bildet nur der Fall der Pendelschwingung
mit groBen Ausschligen. Hier 148t sich allerdings das Federdiagramm
in streng mathematischer Formel wiedergeben, so daB einer genauen
Berechnung an Hand von Formeln nichts im Wege steht. Da dieser Fall
der Pendelschwingung aber im allgemeinen nur fiir den Physiker von
Bedeutung ist, so unterlasse ich die Entwicklung und Anfiihrung der
hierbei in Betracht kommenden Formeln?).

+4 +4
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Abb. 15. Kraftweggesetz bei Schwingungen mit Spiel.

Von den nicht harmonischen Schwingungen haben die sog.
Schiittelschwingungen, die sich insbesondere bei elektrischen Loko-
motiven gezeigt haben, besondere Bedeutung. Bei denselben ent-
spricht zwar die Abhéngigkeit der Federkraft vom Ausschlag dem
Geradliniengesetz jedoch mit dem Unterschied, daB die Masse erst
nach beiden Seiten hin durch ein gewisses Spiel hindurch schwingen
mufB}, wahrend dessen keine Federkraft auf sie einwirkt. In Abb. 15
ist ein solches System dargestellt. - s ist das beiderseits der Masse
vorhandene Spiel. F; und F, sind die beiden Federn. Nehmen wir
unter Vernachldssigung etwaiger Reibungen und des Luftwiderstandes
an, die Masse m durcheile die Gleichgewichtslage infolge eines ihr zuvor
erteilten Impulses mit einer Geschwindigkeit v;. Da keine Krifte auf
sie einwirken, beh#lt sie diese Geschwindigkeit wihrend des Durch-
laufens des ganzen Spieles bei. Wir erhalten also im Wegzeitdiagramm

1) Naheres hieriiber findet der Leser unter den technischen Werken u. a. in
Foppl: Technische Mechanik, IV: Dynamik.
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hierfiir das geradlinige Stiick e, f,. Der weitere Verlauf der Schwingungen
ist infolge der Proportionalitit zwischen Federkraft und Ausschlag
derjenige einer harmonischen Schwingung, ergibt also eine Sinuskurve
Dieselbe setzt sich solange fort, bis nach Eintreten der riicklaufigen
Bewegung die Masse m bei g, wieder in das Spiel einschwingt. Die
Geschwindigkeit in diesem Moment ist die gleiche wie bei f;, da die
lebendige Energie Zn—2—vi dieselbe geblieben ist. Fiir die Durcheilung
des Spieles s im Riickwértssinne ergibt sich, da hier die Geschwindigkeit
konstant bleibt, wieder abhangig von der Zeit eine gerade Linie g,5,
von der gleichen aber umgekehrt gerichteten Neigung wie e, ;.

Die Zeit ¢;,, welche zum Durchlaufen der sinusférmigen Stiicke der
Schwingung, gebraucht wird, ist nur von der Federung und der Masse
abhéngig, nicht dagegen von der Geschwindigkeit, mit der die Masse
auf die Federn auftrifft. Bei groBerer Geschwindigkeit ist lediglich
der Ausschlag gréfler. Solange die Federkraft auf die Masse einwirkt,
haben wir es eben im ganzen mit einer reinen harmonischen Schwingung
zu tun. Die Zeit ¢;, welche zum Durchwandern des Spieles gebraucht
wird, ist dagegen um so kleiner, je grofer die Geschwindigkeit hierbei ist.

Die Zeit t, ergibt sich wie bei einer harmonischen Schwingung zu

th=1t- V'Z in sek.
Die Zeit t, dagegen aus
, 2

s v
“Wenn wir die Zusammendriickung einer Feder mit a, bezeichnen,
-wird unter Beriicksichtigung von:
tm-v2=1%-c-a,
t, = %’5 . V%L in sek. (25)
Die’ gesamte Eigenschwingungsdauer ergibt sich dann zu
t, =ty +1,

Vet
= 'l/@ (n+ ;wg-w) in sek. (26)

Hierbeiist @ = @, -} s der gesamte nach einer Richtung hin gemessene

-Ausschlag.
Die minutliche Schwingungszahl ergibt sich unter Weglassung einiger

‘Umformungen zu
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=3 (27)

Der iiber dem Bruchstrich stehende Teil stellt die Schwingungszahl
ohne Spiel dar.

Aus der nachfolgenden Tabelle ist ersichtlich, um wieviel in Prozent
die Eigenschwingungszahl v, gegeniiber der ohne Spiel erniedrigt wird,
wenn das Spiel s°/, von a betragt.

FUA veo/‘o 89, “0/0
1 0,64 50 33,3
10 6,4 75 71,7
20 13,5 100 oo
33 24
/’—\\\
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Abb. 16. Kraftweggesetz bei Schwingungen mit Spiel und einseitiger Belastung.

Bei den bisherigen Schiitteleigenschwingungen war angenommen
worden, daf die Schwingungen nach beiden Seiten hin gleichmiBig
erfolgen. Daneben spielt noch der Fall eine praktisch wichtige Rolle,
wo auf die Masse stédndig eine in Richtung der Federung wirkende un-
veranderliche Kraft @ einwirkt. Eine solche Kraft kann die Schwer-
kraft der Masse m oder die Lagerreibung sein, insbesondere kann sie
aber von dem zu iibertragenden Drehmoment einer Maschine herriihren.

Dieser Fall ist in Abb. 16 dargestellt. Falls die Schwingungen so
klein bleiben oder falls die unveréinderliche Kraft @ so grof} ist, dafl
sich die Masse m niemals von ihrer Unterlage abhebt, gehorcht diese
Anordnung vollstandig den Gesetzen der reinen harmonischen Schwin-
gung. Die obere Feder tritt aber hierbei gar nicht in Wirksamkeit.

Bei sehr grofien Ausschligen, gegeniiber denen der EinfluB3 des
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Spiels ganz zuriicktritt, kommen wir, wie schon aus dem vorhergehenden
Abschnitt folgh, ebenfalls wieder auf die Gesetze der harmonischen
Schwingung. Dazwischen &dndern sich jedoch die Verhiltnisse dahin-
gehend, daB hierbei die Schwingungszahl erniedrigt wird.

Die sich ergebenden Formeln werden leider bereits so auBerordentlich
verwickelt, dafl ihre Ableitung in diesem Werke zu viel Raum in An-
spruch nehmen diirfte. Da derartige Schiittelschwingungen immerhin
nur in Sonderfillen vorkommen, so sei auf die einschligige Literatur
verwiesen, z. B. auf Wichert: ,,Schiittelschwingungen®.

Erzwungene nichtharmonische Schwingungen.

Wir denken uns irgendein Kraftweggesetz und nehmen an, daf
keinerlei Dampfung oder Reibung an dem System angreife. Falls
wir gerade die Eigenfrequenz ha-
ben, ist keinerlei duBere Xraft
notig, um das System in Bewe-
gung zu halten; fiir den Fall der #-
Frequenz Null wire dagegen eine
duBere erregende Kraft P notig,
deren Gesetz abhingig vom Aus-
schlag dem Gesetz der riickfiih-
renden Kraft entspricht. Es ist
leicht moglich, dieses Gesetz ab-
hingig von der Zeit zu ermitteln,
wenn wir daran denken, dall wir
die Kraftwegkurve durch eine An-
zahl von geradlinigen Stiicken er- Abb. 17 Kraftzeitkurve einer unharmonischen
setzt haben, und daB der Kraftzeit- Sebwingung.
verlauf fiir jedes einzelne geradlinige Stiick sich durch ein Stiick
einer Sinuslinie darstellen 148t. In Abb. 17 ist dies fir den Fall der
Kurve nach Abb. 13 durchgefiihrt. Die so aus Sinusstiicken sich zu-
sammensetzende Kraftzeitkurve ist natiirlich etwas verwickelter als
eine einfache Sinuslinie.

Fiir den Fall, daB die Schwingung nicht mit der Eigenfrequenz,
sondern mit einer nmal niedrigeren Frequenz erfolgt, sind die zugehori-
gen Massentrigheitskrifte n2 mal niedriger. Es besteht also kein Gleich-
gewicht zwischen der jeweiligen Massentragheitskraft 7' und der riick-
fithrenden Kraft K, d. h. es mull zu ersterer noch in jedemm Moment

eine erregende Kraft P von der Grofle K —7T'= K (1 — n%—) hinzutreten.

Umgekehrt muf, falls die Schwingung » mal rascher als die Eigen-
frequenz erfolgt, eine erregende Kraft P von der Grofie
T—K=R-(n*—1),
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der jeweiligen Massenkraft 7' entgegenwirken. Wir erhalten so die fiir
jedes beliebige Kraftweggesetz und fiir jede beliebige Frequenz not-
wendige erregende Kraft.

Ist umgekehrt die Abhéingigkeit der erregenden periodischen Kraft P
von der Zeit gegeben, so verfahren wir zur Ermittlung der Ausschlige
folgendermaBen:

Wir wissen von unserm elastischen System, welche Form die Xraft-
zeitlinie fiir verschieden groBe Ausschlige der Masse m annimmt und
bis zu welchem GréBtwert hierbei die zuriickfithrende Kraft K an-
schwillt. Die Eigenfrequenzen
V,1, Ve usf. der Masse m fir
verschieden grofle Ausschlige
@y, ay, 0z usf. konnen wir nach

7

\2 dem Vorausgegangenen leicht
/z 21N\ ermitteln. Fir die Frequenz v,
| ! der erregenden Kraft P kénnen

wir ferner ohne weiteres fiir

L verschieden grofle Ausschlige
a,, a5 usf. die zugehdrigen er-
regenden Krifte P,, P, usf.
angeben. Fir den Fall der
Abb. 13 gelangen wir so z. B.
zu der in Abb. 18 dargestellten
rasch ermittelbaren Parabel-
schar. In derselben stellt die
mit 1 bezeichnete Parabel die
Grofle der erregenden Kriifte
fiir verschiedene Frequenzen
dar fiir den Fall, daf3 die Aus-
schlige die GroBe Oa, besitzen ; die Parabel 2 gibt die erregenden Kriifte
an fiir Ausschlige von der Gréfe Ob,, die Parabel 3 solche fiir Aus-
schlige von der GréBe Ocy,. Da wir fiir noch kleinere Ausschlige ge-
niigend genau das Geradliniengesetz zugrunde legen kénnen, brauchen
wir auf die Diskussion der zu letzteren gehorenden erregenden Krifte
nicht néher eingehen.

Bei Ausschligen, die mnoch gréBer als die Strecke Oa, sind,
miite die zugehorige Parabel verzeichnet werden, meistens wird sich
jedoch eine Untersuchung von iiber eine gewisse Grenze hinausgehenden
Ausschlédgen eriibrigen, entweder weil das System dann an einen An-
schlag anstoBt oder weil bei zu groBen Ausschligen das System zerstort
wiirde.

Fiir eine gewisse Frequenz », und eine gegebene erregende Kraft P
kénnen wir aber fiir ein bestimmtes System sehr rasch den zugehérigen

Abb, 18. Parabelschar zur Ermittlung der
Schwingungsausschlige.
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Ausschlag geniigend genau finden. So ist z. B. bei Abb. 18 fir P = P,
und » = »; der Ausschlag gleich O, Lediglich ein Umstand ist zu
beachten. Wahrend bei harmonischen Schwingungen der Verlauf der
erregenden Krifte immer genau sinusférmig ist, kann er hier mehr oder
weniger von einer Sinuslinie abweichen. Fiir den vollen Ausschlag Oa,
ergibt sich z. B. der in Abb. 19 dargestellte Verlauf der erregenden
Kraft, wihrend er fiir den Ausschlag Oc, noch sinusférmig wire. Beim
Entstehen groBer Ausschlige, bei welchen starke Abweichungen vom
Geradliniengesetz eintreten, haben wir also die Form des Kraftverlaufs
zu beriicksichtigen, wobei an die noch spéter zu besprechende Methode
der harmonischen Analyse kurz erinnert sei.

Mit Riicksicht darauf, daf die Ermittlung der Ausschlige fiir der-
artige unharmonische Schwingungen
keine besonders grofie technische
Bedeutung besitzt, wollen wir auf
eine weitere Erdrterung der Bestim- 5
mung derselben verzichten und nur
bemerken, daBl auch im Falle sehr ¢
starker Abweichung vom Gerad-
liniengesetz dieentstehenden Schwin-
gungen doch einer reinen Sinuslinie
auBlerordentlich &hnlich sind. So
stellt z. B. Abb. 19 den zeitlichen
Verlauf der Ausschlige fiir den Fall
dér Abb. 13 mit einer Kraft P von
der ebenfalls dort wiedergegebenen
Form dar. Punkt § ist dagegen
ein Punkt einer durch den Scheitel Abb. 19. Ausschlagzeitkurve fiir das System
und die beiden Nullpunkte dieser nach Abb. 13.

Kurve gelegten Sinuslinie.

An Hand der Abb. 18 erkennen wir die hervorstechendste Eigen-
schaft der unharmonischen Schwingungen. Wéhrend bei harmonischen
Schwingungen nur ein Resonanzzustand vorhanden und wihrend in
demselben ohne Beriicksichtigung von Démpfung und Reibung die Aus-
schlige unendlich grof wiirden, hiingt bei den unharmonischen Sehwin-
gungen die Resonanzzahl vom Ausschlag ab. Ein unbegrenztes An-
wachsen der Ausschlige ist hier auch ohne Vorhandensein von Dampfung
und Reibung ausgeschlossen. So wie der Ausschlag infolge Resonanz-
wirkung groBer wird, verlagert sich automatisch die Resonanz. Es tritt
lediglich ein Anschwellen der Ausschlige in dem iiber mehrere Schwin-
gungszahlen sich erstreckenden Resonanzbereich ein; dieses Anschwellen
ist um o geringer, je stirker die Kraftwegkurve vom Geradlinien-
gesetz abweicht.

Geiger, Mechan. Schwingungen. 3
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Theorie zusammengesetzter Systeme.

Bisher haben wir die Schwingungsmdglichkeiten eines einzigen mit
einer Masse behafteten Punktes erldutert. In der Technik spielen diese
Fille zwar sicherlich eine ganz hervorragende Rolle, ungleich viel
héufiger kommen aber Fille vor, in denen es sich darum handelt, das
schwingungstechnische Verhalten von zwei oder mehr elastisch mit-
einander verbundenen Massen kennenzulernen. Den praktisch weitaus
wichtigsten Fall bilden die

Verdrehungssehwingungen,

welche eine mit Massen (Kurbelkorpfungen, Schwungrider, Dynamo-
ankern) behaftete Wellenleitung ausfithren kann. Ich werde daher, um
moglichst anschaulich zu bleiben, mich im folgenden auf diesen Fall

Abb .20, Modell eines Mehrmassensystems.

beziehen, schicke aber voraus, dafl die Abweichungen, die fiir anderc
Schwingungsarten eintreten, bei denselben in Kiirze gesondert be-
sprochen werden.

Wir wollen uns hierbei nicht mit dem einfachsten Fall eines Zwei-
massensystems aufhalten, sondern gleich den allgemeinen Fall be-
handeln:

Eine beliebige Anzahl beliebig groB3er unter sich verschiedener Massen
my, My ... M, sei durch » — 1 verdrehungselastische Medien, z. B.
Wellenstiicke verbunden. Voraussetzung ist, da uns sowohl die Massen
als auch die Elastizititen der sie verbindenden Medien (Wellen) genau
bekannt sind.

Die punktférmig gedachten Massen seien simtlich im gleichen Ab-
stand B von der Drehachse angeordnet. Die Massen seien als Doppel-
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massen nach Abb. 20 gedacht, so da an den beiden Hebelarmen jeweils
die halben Massen sitzen. In diesem Falle kommen némlich beim Auf-
treten von Drehschwingungen keinerlei radiale Krifte in die Welle.
Die Welle besitze iiberall den gleichen Durchmesser d, so daf} die zwischen
den einzelnen Massen befindlichen Wellenldngen Iy, I3 usf. direkt ein
Gaf fiir deren Drehelastizitdt sind. Wird durch ein solches kreisrundes
Mellenstiick etwa von der Lénge [;, ein Drehmoment — etwa von der
WriBe K - R, wobei die Kraft K in kg und der Hebelarm R in cm ge-
messen sei — eingeleitet, so verdrebt sich dieces Wellenstiick ent-
sprechend der bekannten Formel

M kg-cm N
O __. 4 B .
TG J,’ kg/cm? - cm¢ (28)
bezogen auf den Abstand r unserer Massen um den Betrag

_K-B
*=q.J,

Hierbei ist G der Schubmodul des Wellenmaverials — in kg/em?,

J, = % d* das polare Tragheitsmoment der Welle in cm?* und 7,

lip-7.

die Lénge in cm.

Um nicht dauernd mit den verschieden grofien Abstdnden R und »
rechnen zu miissen, ersetzen wir K+ R durch P -~ wobei P = Z@’Tiﬂ
jetzt eine am Hebelarm r angebrachte die gleiche Verdrehung bewir-
kende Kraft ist. Wir erhalten:

_r*  hgeom-em?
12°@.J,” kg/em?- cm?

ba=P-l (29)
Wir stellen uns jetzt folgende Aufgabe: Eine harmonische, d.h.
sinusférmig wechselnde Kraft P von gegebener minutlicher Schwingungs-
zahl v greife etwa am rechten freien Wellenende auBerhalb von m,, an.
Die entstehende Schwingung verlaufe ungeddmpft. Die Schwingungs-
ausschlage der einzelnen Massen sind anzugeben. Sowohl aus der Er-
fahrung (Beobachtung) als auch aus dem Abschnitt {iber erzwungene
Schwingungen wissen wir, daf in diesem Falle jede Einzelmasse und
damit das ganze System nur harmonische Schwingungen von genau
der gleichen Frequenz wie jene der harmonischen Kraft ausfiihren
kann, denn nur dann kann in jedem einzelnen Falle Gleichgewicht
zwischen den Trigheitskriften 7, 7, usf. der Massen m;, m, usf.
und der erregenden Kraft P bestehen. Diese Bedingung fithrt uns
aber auf die Losung. Die Trigheitskraft der Masse m; ergibt sich zu

V-7 2
=m0 @, =m, w2
T,=m, <30) a,=m,-w?-a,

3*



36 Theorie.

wobei @, zunichst noch ein unbekannter Ausschlag ist; das gleiche
gilt beziiglich a, usf.

Wir denken uns jetzt zunichst @, gegeben. In diesem Falle sind
wir ohne weiteres in der Lage, die auf den Hebelarm r bezogene Ver-
drehung 4 a,, der Welle zwischen m, und m, zu berechnen:

2
Aam———ml-wg-al-lm-%j?

Wenn Gleichgewicht zwischen den Tragheitskriften und der erre-
genden harmonischen Kraft P vorhanden sein soll, so muB auf alle
Fille der Ausschlag a, der Masse m, kleiner als der Ausschlag a, der
fuBersten Masse m; sein, da die Trégheitskraft 7'; immer eine zusétz-
liche Verdrehung, einen zusitzlichen Ausschlag zum Ausschlag a,
herbeizufithren sucht, solange @; und @, und damit auch 7 und 7,
gleichgerichtet sind. a, ergibt sich nun ohne weiteres zu

ay=a, —Aa,.

I

o N

\%L \’771 ¢ ém, 7
7 2 17725 y

l'e—lm“‘—:""‘* Lgg—

Abb. 21. FElementare Konstruktion der Schwingungsform.

Die Trigheitskraft 7, errechnet sich dann zu
Ty=my 02 (a;—Aay,) =m, - 02-a,,

ferner die auf den Radius 7 bezogene Verdrehung Aa,; zwischen m,
und m, zu
Aayy=[m, - 0% a;+my - w*-as] <l -G;},
»
ferner der Ausschlag
ay=ay— Aay,,
die Triagheitskraft
Ty =my- 02 (@, — Aay,)
usf. -(Siehe Abb. 21).
SchlieBlich kommen wir zur Masse m,, und dann zur Kraft P.
Wir erinnern uns nun an die Bedingung des Gleichgewichts aller
Krifte:
T +T,+...T,=P.

Diese Bedingung wird natiirlich bei dem von uns angenommenen Aus-
schlag @, nicht ohne weiteres erfiillt sein. Wir werden vielmehr statt
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des Wertes P eine Restkraft B erhalten. Wir wissen aber aus dem
Fritheren, dafl stets bei harmonischen Schwingungen geradlinige
Abhéngigkeit zwischen erregender Kraft und Ausschlag besteht. Hétten

wir den Ausschlag a; im Verhiltnis —g kleiner bzw. gréBer angenommen,

s0 wiren wir ohne weiteres mit unserer Restkraft auf den Wert P
gekommen. Wir multiplizieren daher alle unsere zuvor errechneten

Ausschlige a, ....a, mit % und unsere Aufgabe, die entstehenden

Schwingungsausschlige der einzelnen Massen anzugeben, ist geldst.

Natiirlich kommt es bei einer praktischen Rechnung auch vor,
daB irgendein Wert z. B. ¢, — Aa,; negativ wird; das dndert aber an
dem Verfahren gar nichts; es ist dann lediglich 7'; negativ und infolge-
dessen die Verdrehung Ada, kleiner als die Verdrehung Ada,;; dies
kann so weit gehen, daBl die Summe aus simtlichen Trigheitskriften,
z. B. T+ ..... Ty negativ wird, wodurch auch die Verdrehung
Aagy zwischen mg und mg eine negative GréBle wird und infolgedessen
im Gegensatz zu vorher zu dem vorausgegangenen Ausschlag ag zu
addieren ist.

Ich gehe jetzt gleich zu dem allgemeineren Fall iiber, dafl die er-
regende harmonische Kraft P nicht am duBersten rechten Ende, sondern
irgendwo zwischen den einzelnen Massen, etwa zwischen m, und my,
angreift (Abb. 22). In diesem Falle geht man von m; aus genau so
vor wie zuvor, rechnet aber die Ausschlige nur bis zum Kraftangriffs-
punkte durch, desgleichen nimmt man den Ausschlag a,, der dulersten
rechten Magse m,, zunichst beliebig an, rechnet aber ebenfalls von
rechts her nur bis zum Kraftangriffspunkt durch. Fir die Durch-
rechnung der linken Seite des Systems wiirden wir als Ausschlag am
Kraftangriffspunkt etwa a; erhalten, fiir die Durchrechnung der rechten
Seite dagegen fiir die gleiche Stelle a,. Da aber beide Seiten zusammen-
hingen, so mufl der Ausschlag am Kraftangriffspunkt gleich gro
werden. Dies erreichen wir dadurch, daB wir alle Ausschlige und

Krifte der rechten Systemseite mit ag multiplizieren {oder auch alle
Werte der linken Seite mit gl]
a

1]
Nun muf} auBerdem noch die Bedingung des Gleichgewichts aller
auf das System einwirkenden Krifte erfiillt sein, also:
Summe aller Tragheitskrifte links -+ Summe aller Tréigheitskrafte

rechts mal =P. (30)
Es sind demzufolge auch hier wieder die Ausschlige @y, a, usf.
bzw. a, l, “n-—1—— usf. mit ﬁ zu multiplizieren, um die wirklichen

Ausschlage des Systems zu erhalten.
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Abb. 22. Xonstruktion der Schwingungsform von beiden Enden aus.

Bei dem geschilderten Verfahren ist vielleicht dem Leser aufgefallen,
daB das System nur in dem Moment untersucht wurde, wo alle Massen ihre
groBten Ausschlige ausgefithrt haben. Die ganze Betrachtung gilt jedoch
auch fiir jeden beliebigen anderen Moment des Schwingungsvorganges.
Ist in demselben die erregende Kraft momentan statt P nur P-sin «,
so sind alle Ausschlige, die wir fiir die Gleichgewichtsbedingung

2T =P
ermittelten, lediglich mit sin & zu multiplizieren, um die Momentan-
ausschlige zu erhalten.

Ferner ist zu beachten, daf die ganze Darstellung nur fiir den Be-
harrungszustand gilt; da aber erfahrungsgemif bei technischen Aus-
{ithrungen derselbe in auflerordentlich kurzer Zeit — Sekunden, vielfach
sogar in kleinen Bruchteilen von Sekunden — eintritt, so brauchen
wir uns um die bis zum Eintreten desselben auftretenden Erschei-
nungen vorldufig nicht niher zu kiimmern. Es sei daher lediglich er-
wahnt daf im allgemeinen die hierbei auftretenden Beanspruchungen
— von den noch zu besprechenden Resonanzen abgesehen — niedriger
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als im Beharrungszustand und wegen der duBerst kurzen Dauer ibrer Ein-
wirkung auf das Material unbedenklich und daher ohne Interesse sind.
Die vorhergehende Darstellung kann fiir die Praxis noch weiter-
gehend vereinfacht werden.
Zeichnerisches Verfahren. Wir tragen die einzelnen Wellen-
lingen I,,, I ; usf. auf. Ferner tragen wir in einem passenden MaBstabe

die Grofle G;;I»’f, die wir kiinftig als Horizontalzug H bezeichnen
r

wollen, darunter parallel zu den Lingen I, usf. auf. Auf Grund unserer
vorigen Ausfithrung ist

2
Aay=m w2 a, iy
12 1 1 "i2 GJZJ

oder -
day, p=m0*a;: =35> (31)
oder =T,:H.

Diese Beziehung koénnen wir leicht zeichnerisch darstellen (Abb. 23).
Sie ist im Grunde genommen die gleiche wie die auf S. 20 abgeleitete.

Der Ausschlag und 5
die Verdrehungen er- }
7] 4 2 57_‘6“*/’/——9{

folgen stets senkrecht a, i '
zu der Wellenachsel). i IEEPRN »771 \‘{
Infolgedessen ist -l—f——»——hcz— 72
auch Tl senkrecht Abb. 28. Beziehung zwischen Ausschlag und Kraft.

auf H aufzutragen;

wir erhalten so den Punkt B;. Der Endpunkt von H sei mit B (Pol)
bezeichnet. Den Ausschlag a; = b,¢; tragen wir von der dem un-
verdrehten Zustande entsprechenden Linie — der sog. Nullinie — von
b, an auf. Sodann ziehen wir zu B, die Parallele b,b, und finden
unmittelbar den Ausschlag a, = c,b, der Masse m,. Wir tragen nun
im Kréftedreieck die auf Grund von a, errechnete Trigheitskraft
Ty= BBy =my-w? a, vom Endpunkt B, an weiter auf, ziehen
hierzu die Parallele b,b, usf.

In Abb. 25 ist das Verfahren fiir einen Fall ven drei Massen und
Kraftangriff am freien Ende dargestellt, in Abb. 22 dagegen fiir sechs
Massen und Kraftangriff zwischen m; und m,.

Natiirlich mu man sich vor Beginn der Konstruktion dariiber

grindlich klar werden, welche Mafstabe man wihlen will,

') Am besten sieht der Anfinger klar, wenn er sich etwa ein Stick Papier
um die Welle auf deren ganze Lange geklebt, die Welle verdreht und das Papier
dann lings einer zur Wellenachse parallelen Erzeugenden des Zylindermantels
der Welle aufgeschnitten denkt. Die urspriinglich gerade Erzeugende ist auf der
‘Welle eine Schraubenlinie geworden, die abgewickelt eine Gerade gibt, welche
aber nunmehr schief zu der Lage der Erzeugenden im unverdrehten Zustand steht.
Die Verdrehungen sind dann Ausschlige, welche zu letzterer senkrecht stehen
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Insbesondere ist hierbei zu beachten, dafB fiir die MaBstibe ebenfalls
die Beziehung:

Aa:1=T:H

gilt. Je zweckméBiger man die MaBstébe wahlt, ein um so iibersicht-
licheres und genaueres Bild wird man erhalten. Dabei ist gar nicht
notwendig, daB man zunichst auf die Grofe von P besondere Riick-
sicht nimmt, da man die Umrechnung der Ausschlige von der Rest-
kraft R auf den Wert P leicht vornehmen kann. Wer viel mit solchen
Rechnungen zu tun hat, wird zweckméBig den zeichnerischen Aus-
schlag a, der ersten Masse etwa gleich 10 cm oder 20 cm wéhlen, um
ein deutliches Diagramm zu bekommen.

Lingsschwingungen.

Bisher war die ganze Darstellung in erster Linie auf Verdrehungs-
schwingungen zugeschnitten.

Wenn wir aber z. B. auf die technisch allerdings weit weniger wich-
tigen Langsschwingungen iibergehen, so dndert sich am Bilde fast

nichts. Wir haben hier zunichst statt G{” den Wert EF zu setzen,

e
wobei E den Zugelastizititsmodul (in kg/em?) und F den Querschnitt
der elastischen Verbindung darstellt. Es ergibt sich n#mlich hier der
durch die Kraft P hervorgerufene Ausschlag Aa, d. h. die Dehnung
der Strecke I3, zu

P

77 he- (32)
Wir gebrauchen ferner den Kunstgriff, daff wir die im Gegensatz

zu den Drehschwingungen jetzt in der Achsrichtung, d. h. der Ver-

bindungslinie der

Aa=

Massen erfolgen-

den  Ausschlige

@ a2 m senkrecht hierzu

;m sz \OA;‘; also gerade wie

’ L, L, 7 Dei Yerdrehungs-

Ausschloge 1000 fach vergrolert, dafir audh die Tagherlshrifle schwmgungen auf-
1000 rral groBer verrechnel tra‘gen‘

Abb. 24. Lingsschwingungen. An Hand der

Abb.24 kann man
sich leicht klar werden, daf dies nur zulissig ist, solange etwa die Aus-
schlige /1000 bzw. hochstens 1/;, der Lingen betragen. Sind sie von
gleicher Groflenordnung wie letztere, so tritt dadurch ein Fehler ein,
daBl die Langen wihrend der Schwingung sich selbst erheblich &ndern
und eine genaue Bestimmung der Ausschlige infolge des Umstandes,
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daB die Lingen selbst wieder von den Ausschligen abhingen, erschwert
ist. Fir praktische Falle ist dies jedoch vollstindig belanglos, da
die Ausschlige bei den technisch vorkommenden Materialien immer
weit kleiner als /iy der Léngendimensionen sind. Es sei nur daran
erinnert, daB z. B. bei Stahl eine Langung um 1/,4q, der urspriinglichen
Linge bereits eine Beanspruchung von 2200 kg/cm? im Gefolge hat.

Allgemeine Schwingungseigenschaften bei
Mehrmassensystemen.

In Abb.25 und 26 haben wir einen bestimmten praktischen Fall
herausgegriffen: Fiir ein aus der Kurbelkropfung eines Motors, einem
Schwungrad und einer Seilscheibe bestehendes drehelastisches Massen-
system sind abhingig von der Schwingungszahl nach dem geschilderten
Verfahren die Ausschlige fiir eine gegebene harmonische Kraft P in
Abb. 25 ermittelt und in Abb. 26 abhiingig von der Schwingungszahl
aufgetragen. Wir erkennen zunichst, dafl die Ausschlige béi niedriger
Schwingungszahl unendlich grof sind. Es kommt dies, kurz gesagt,
davon her, daB die Trigheitskrafte bei niedriger Schwingungszahl wegen
des kleinen w? sehr klein sind und infolgedessen sehr grofle Ausschlige
der Massen notwendig sind, um so groBe Triagheitskrifte zu erzeugen,
daB sie der Frregenden P das Gleichgewicht halten konnen. Weiter
sind bei niedriger Schwingungszahl die Ausschlige der drei Massen nur
wenig voneinander verschieden. Der Grund ist ein &hnlicher: Die
Tragheitskriafte sind noch zu klein, um grofie Verdrehungen der da-
zwischen befindlichen Wellenstiicke hervorzurufen. Die Welle verhalt
sich angenihert, wie wenn sie vollkommen starr wire. Bei steigender
Schwingungszahl tritt zunichst der Ausschiag des Motors auf die andere
Seite der Nullinie und dann jener des Schwungrades, wihrend jener
der Seilscheibe noch auf der alten Seite bleibt. Von da ab nehmen alle
drei Ausschlige stark zu und nihern sich rasch der Unendlichkeit. Wir
haben den gefiirchteten Zustand der Resonanz erreicht. Nach Uber-
schreiten derselben nehmen die Ausschlige sehr schunell wieder ab und
werden kleiner als zuvor. Nun geht der Ausschlag der Motormasse
durch die Nullinie hindurch. Es findet fiir diesen von da ab ein all-
mihliches Ansteigen statt, wihrend die Ausschlége des Schwungrades
und der Seilscheibe noch weiter abnehmen. Wiirden wir die Unter-
suchung noch weiter fortsetzen, so kimen wir zu einem Punkt,
wo sidmtliche Ausschlige wieder zunehmen, unendlich grof werden
(2. Resonanzfall), um dann wieder abzunehmen und sich nunmehr
asymptotisch dem Wert Null zu nihern.

Die beiden wichtigsten Stellen im ganzen Diagramm sind die beiden
Resonanzen. Wéahrend also im Falle einer Masse, die elastisch mit
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Allgemeine Schwingungseigenschaften bei Mehrmassensystemen. 43

einem festan Punkt verbunden ist, nur eine Resonanz moglich ist,
sind es bei diesem Dreimassensystem deren zwei. Sie unterscheiden sich
aber dadurch, daB bei der 1. Resonanz oder, wie man auch zu sagen
pilegt, im Zustand der Eigenschwingung 1. Grades, Motorkurbel-
masse und Schwungrad gegen die Seilscheibe schwingen, wihrend bei
der Eigenschwingung 2. Grades Motorkurbelmasse und Seilscheibe gegen
das Schwungrad, d.h. die beiden dufleren Massen gegen die mittlere
schwingen. Der Ausdruck 1. Grades rithrt davon her, dafl hierbei ein
Schwingungsknotenpunkt, d.h. eine Stelle, die in Ruhe bleibt, vor-

/) , ,

o| Setwingungszoty,. 270 ;ﬁﬂ / o5 ——— ___ Aedschebe_lgrnp
. Mitte Motor Ké4
Lo, 3 / 540 675

LT o
Fa /o‘ 7 ;‘ £/ Sctmwirgrod

)

ADb. 26. Schaubild der Schwingungsausschlige zu Abb. 25.

Schwingungsausschlag)
1 = 00085 ¢rm ol Wi klohfern

handen ist, wihrend beim Fall der Eigenfrequenz 2. Grades zwei
Schwingungsknotenpunkte vorhanden sind. Allgemein bezeichnet man
eine Schwingung mit » Knotenpunkten als eine solche nten Grades.
In Abb. 27 sind fiir den vorhergehenden Fall fiir die Eigenfrequenzen
1. und 2. Grades die Schwingungsausschlige senkrecht zu den Wellen-
lingen oder die sog. Schwingungsformen aufgezeichnet. Hierbei
ist die Schwingungsform fiir die 2. Eigenfrequenz im Vergleich zu jener
fiir die erste in 10fach kleinerem Mafstab aufgetragen.

Im folgenden soll der Kiirze halber die minutliche Eigenfrequenz
1. Grades immer mit ¥,,, jene 2. Grades mit »,, usf. bezeichnet werden.

Wir erkennen nun leicht, daB allgemein bei » Massen immer n—1
Eigenfrequenzen méglich sind; denn die Eigenfrequenz ist allgemein
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dadurch gekennzeichnet, dafl hierbei die Massenkrifte allein, d. h. ohne
dubBere Kraft P sich das Gleichgewicht halten. Bei n Massen sind n — 1

Mitte Hotor Sehwungrad Serlscherte

Teg,=2500

T, = 895

JIm Malstab 1: 10 verklemnert |

Abb. 27. Eigenschwingungsformen zu Abb. 25.

solche Gleichgewichtsfalle moglich, bei zwei Massen nur einer. Der
eingangs behandelte Fall einer einzigen mit einem festen Punkt elastisch
verbundenen Masse steht hiermit nicht im Widerspruch, denn der feste
Punkt entspricht einer unendlich groflen Masse.

Feststellung der Eigenfrequenzen.

Bei den meisten praktischen Schwingungsfragen ist die Fest-
stellung der Eigenfrequenzen weitaus am wichtigsten.

Hierfiir konnen wir von dem auf S.37 u.ff., bzw. S.39 u. ff. ge-
schilderten rechnerischen und zeichnerischen Verfahren ausgehen:

Wenu wir dasselbe fiir eine geniigend grofe Zahl von Schwingungs-
zahlen durchfithren wiirden, kdme man, wie die Abb. 25 und 26 zeigen,
von selbst auf die Eigenfrequenzen. Man kann das Verfahren jedoch
bedeutend vereinfachen. Die Massenkréfte halten sich bei einer Eigen-
frequenz selbst gegenseitig das Gleichgewicht. Wir nehmen also irgend-
eine uns passend erscheinende Schwingungszahl » her und konstruieren
nach dem Verfahren 8. 39 u. ff. die Schwingungsform durch. Es wird
dann die Summe X (7) der Massenkrifte irgendeinen Restwert R er-
geben. Fiir andere Schwingungszahlen fithren wir dieselbe Unter-
suchung durch und tragen die so erhaltenen Restwerte in Kurvenform
abhéngig von der Schwingungszahl » auf. Wo diese Kurve die Null-
linie schneidet, ist die Bedingung

(T =0 (33)

erfﬁllt; wir haben bei dieser Schwingungszahl eine Eigenfrequenz. An
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Hand der Schwingungsform fiir die durchgerechneten Félle mit der
nichsten dariiber bzw. darunter befindlichen Schwingungszahl, d. h.
an Hand der Zahl der Knotenpunkte erkennen wir leicht den Grad
der betreffenden Eigenfrequenz.

Fiir Langsschwingungen ist das Verfahren dasselbe, nur mit dem

Unterschiede, da8 fiir den Horizontalzug H an Stelle von G-Jy der Wert

72

EF(kg/cm?- cm?) zu setzen ist.

Angesichts der in der Technik iiberragenden Bedeutung der Ver-
drehungsschwingungen diirfte es am Platze sein, auf einige weitere
Vereinfachungen, die bei
der Berechnung der Verdre- T
hungseigenfrequenzen eine .«
Rolle spielen, ndher einzu- I
gehen. S

Zunichst der Fall mit l
nur zwei Massen. Hier kann
man auf die Durchrechnung
verzichten und mit einer
recht einfachen Formel aus-
kommen. Dieselbe lautet:

y — 30 /J-G my + m, Abb. 28. Ableitung der Zweimassenformel.
.= ul

mywiay

) rtl mymy
Ableitung dieser Formel: Auler den Massen m, und m, sei eine irgendwo
an der Welle angreifende harmonische Kraft P gegeben.

Nach Abb. 28 bestehen nun fiir irgendeine Schwingungszahl folgende
Beziehungen:

1. a,—ay
2. agy — ay
L et 0
3. afl___%ﬂ.al
also
lymy®

“P:“'L(l” H )

y L(me®a, —P)  Lmyota
4. o, = T S e

Das negative Vorzeichen bei I, rithrt von der entgegengesetzten
Lage der beiden schraffierten Dreiecke zueinander her.
5. m;-w2-a,—P+my-w2-a,=0.

My My My 21y

5a. {(ml—{—mg)w?—- T -lo-w“}al—i—P(—l—{— 7 ) =0
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Fiir P = 0, d. h. fiir den Fall, daB sich die Massenkrifte selbst das
Gleichgewicht halten, ergibt sich

© = g My - Mg
Ly my-my

oder

- (-G my+m,

= - i, = (34
und damit

30
V, = 7‘{ Q.

Auch fiir den Fall dreier elastisch miteinander verbundenen Massen
kann man noch die Anwendung einer — wenn auch bereits verwickelte-
ren — Formel empfehlen. Dieselbe ist von Roth?) abgeleitet und
lautet:

_39]/ J- .le‘}"mz | mz‘f‘msﬁi_'_] (m1+ﬁ3___m2+m3_§1_2>2

2 T =+ .
277 By -1y my msg log my Mg los

Mit der Ableitung wollen wir uns hier nicht aufhalten, dieselbe
kann der Leser, der sich dafiir interessiert, nach dem eben fiir zwei Massen
angegebenen Verfahren selbst durchfithren. Es sei daher nur noch
erwahnt, dafl die Rothsche Formel etwas anders aufgebaut ist; ich
habe aber die angegebene Darstellung vorgezogen, weil man bei der-
selben bei praktischen Fillen hinsichtlich der Zwischenrechnungen auf
Werte kommt, mit denen sich leichter umgehen 1afit, ndmlich statt
vielstelliger Zahlen, auf solche in der Gegend von 1.

Sowohl die Zwei- als auch die Dreimassenformel gelten ohne weiteres

fur Langsschwingungen, wenn man gi’l durch EF ersetzt.

Bei mehr als drei Massen wird d1e formelmafBige Ermittlung der
Eigenfrequenz bereits so umsténdlich, daf das geschilderte Probier-
verfahren vorzuziehen ist.

Fir bestimmte aber praktisch sehr héufig vorkommende Fille ist
aber auch bei weit groBerer Massenzahl noch eine erhebliche Verein-
fachung bzw. eine Berechnung an Hand von Formeln méglich. Ich
schicke aber voraus, daf3 dieser Abschnitt fiir solche Leser, die nicht
ziemlich haufig mit Verdrehungssohmngungen zu tun haben, iiber-
schlagen werden kann:

Vereinfachte Bestimmung der Eigenfrequenzen.

Drehschwingungen spielen insbesondere bei Kraftmaschinen mit.
innerer Verbrennung, also bei Benzin- und Dieselmotoren eine wichtige

1) Siehe Z. V. d. J. 1904, S. 564.

b
los”
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Rolle. Bei den meisten solchen Anlagen sind immer eine Reihe gleicher
Massen vorhanden, nédmlich die Massen der einzelnen Kurbeln. Ist
nun irgendeine bestimmte Type gegeben, so wird dieselbe je nach dem
Verwendungszweck mit den verschiedensten Massen und Wellenstiicken
gekuppelt werden, im einen Falle mit einer, im andern mit zwei Dyna-
mos, hier mit einem Schwungrad und einer Dynamo, dort mit einer
Seilscheibe oder mit einer langen Transmission oder einer Pumpe
oder einer Schiffsschraube usf. In solchen Fillen konstruiert man fiir
einen gegebenen Schwingungsausschlag der ersten Masse und fiir ver-

Zyh 1 V4 x ¥ v M Kupplungsfiansch
|
\:\\?\% 7000
o \ e Min.
< < >~ N 1500 R . "
I S S KArdfteplon fir
3 §{ XX E?g, v =2500/Min.
S | & /]
o 2000 % ;Z{V P
t N N/
| /S
1 & 7
- | | Nzsoo T " Horizontalzug *

Abb. 29. Vereinfachte Bestimmung der Dreheigenschwingungszahlen.

schiedene Schwingungszahlen ein fiir alle Mal die Schwingungsform
von der 1. Kurbel bis zum Kupplungsflansch oder, wenn ein solcher
nicht vorhanden, bis zur
letzten Kurbel einschlieflich
durch. Siehe Abb. 29. 70
Der letzte Seilstrahl der
Schwingungsform werde je-
weils riickwarts bis Mitte o9}

Motor verlingert — wie in

Abb. 29 gestrichelt dargestellt. ||

Man berechnet nun, mit wel- 08 T 7 57 o
chem Faktor & die Summe —>  Schwingungszahl v

aller Trighei‘ﬁsmassen der spb. 30. k-Kurve, abhingig von der Schwingungszahl.
Motorkurbelwelle multipliziert
werden mul}, damit sich bei gleicher Schwingungszahl und gleichem
Ausschlag an der letzten Kurbel gleiche Neigung des letzten Strahles
der Schwingungsform ergibt. Trigt man fiir eine bestimmte Motor-
type die Zahl k& abhéngig der Schwingungszahl auf, so sieht man unter
Beachtung des OrdinatenmaBstabes, daB ibr Wert verhaltnismaBig
wenig, ndmlich praktisch nur zwischen 0,83 und 1,0 schwankt (Abb. 30).
Zumeist liegen die Eigenfrequenzen so, dafl fiir & annidhernd der
Mindestwert der k-Kurve in Betracht kommt, wie sich wenigstens fiir
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den Fall, daB auf die Massen der einzelnen Kurbeln nur eine Masse
(Dynamorotor oder Dynamo mit unmittelbar daneben befindlichem
Schwungrad) leicht einsehen 1a8t.

Bei dieser Anordnung ist némlich die auf den Hebelarm r bezogene
Masse des Rotors immer viel grofier als jene aller Kurbeln zusammen;
ferner ist auch die elastische Linge zwischen der letzten Kurbel und
dem anschlieBenden Rotor im allgemeinen nur geringen Anderungen
unterworfen, d. h. so kurz, als es aus baulichen Riicksichten angingig
ist. In diesem Falle muB bei der ersten Eigenschwingungszahl der
Schwingungsausschlag am Rotor unbedingt den Ausschligen der ein-
zelnen Kurbeln entgegengesetzt und zugleich im Vergleich zu letzteren
sehr klein sein; d.h. der Schwingungsknotenpunkt muBl in der Nahe
der dem Rotor benachbarten Kurbel liegen. Dies ist aber wieder die
Bedingung dafiir, daB % ein Kleinstwert wird, d. h. man kann, ohne
einen wesentlichen Fehler zu begehen, k im voraus schitzen. In diesem
Falle ist es aber nach der Zweimassenformel:
~§9 . lJz»G my :*"—7’:2

7 r2dy  my-my

Ve

leicht, die Eigenfrequenz zu berechnen, fiir m; ist die Summe aller
Kurbelkropfungen und der sonstigen auf der Kurbelwelle sitzenden
an den Drehschwingungen teilnehmenden Massen (z.B. der Luft-
pumpenkurbel bei Dieselmotoren) multipliziert mit % einzusetzen, m,
ist die Rotormasse, I, die auf das Trigheitsmoment J, bezogene elastische
Wellenléinge zwischen Mitte Motor und Masse m,.

Die beiden folgenden Zahlenbeispiele zeigen, wie grofl der mégliche
Fehler in den #uBersten Fillen sein kann. Fiir die betreffende Eigen-
schwingungszahl sei k= 0,85 der richtige Wert, er sei zunichst aber

mit 0,84 angenommen. Ist nun m, = cound % =1, so wird die errech-

nete Bigenschwingungszahl um 0,5 ¢/, falsch; ist dagegen m,=1, so
betrigt der Feher nur 0,25 ¢/,. Der mdogliche Fehler ist demnach auBer-
ordentlich gering.

Folgen auf die Kurbelwelle zwei Massen, so wende man die bereits
von Roth abgeleitete schon angefilhrte Dreimassenformel an, wobei
man statt m; wieder k X (M gymperwene) S€zZb. my ist hier die mittlere
Masse, m, die letzte. 1, ist die auf das Trégheitsmoment J (cm?) be-
zogene elastische Linge der Welle zwischen Mitte Motor und Masse m,,
1, die elastische Linge zwischen m, und ms.

Man kann demnach, gleichgiiltig wieviel Massen auf der Wellen-
leitung sitzen, in den meisten praktisch vorkommenden Féllen die
Eigenfrequenz unmittelbar berechnen, nur in den Féllen, wo auf die
Kurbelwelle mehr als zwei Massen von Bedeutung folgen, ist das gra-
phische Verfahren vorzuziehen.
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Weitere Verfahren fiir die Berechnung von Eigenschwingungszahlen
sind fiir die.besonders wichtigen Verdrehungsschwingungen u. a. von
Holzerl), Wydler?), Foppls), Tolle?) und Dreves’) angegeben
worden. Wéhrend sich das rein rechnerische Verfahren nach Tolle
grundsétzlich auf genau den gleichen Gedankengingen wie die be-
schriebene Methode  aufbaut, geht Dreves mit seinem rein zeichne-
rischen Verfahren einen ganz abweichenden aber ebenfalls durchaus rich-
tigen Weg. Es wiirde zu weit fithren, auf die einzelnen Verfahren aus-
fithrlich einzugehen. Es sei daher hier nur bemerkt, daf in der Praxis,
soviel mir bekannt, das geschilderte Verfahren verhiltnismaBig am
meisten angewendet wird. Der Grund liegt meines Erachtens darin, da
es sehr leicht verstdndlich ist und, wie langjahrige Erfahrung zeigt, auch
von untergeordneten Kréften ohne Fachausbildung (Zeichnern) mit
durchaus gentigender Genauigkeit gehandhabt werden kann.

Es empfiehlt sich entschieden, jede langere Wellenleitung von Kolben-
kraftmaschinen, insbesondere aber von Mehrzylindermotoren auf das
Auftreten von Drehschwingungen nachzurechnen. Es ist nun zweifel-
los von Vorteil, wenn man fiir diese, infolge ihrer Haufigkeit immerhin
ziemlich umfangreichen Arbeiten auch angelernte Krifte, die unter
der Aufsicht eines mit der Materie gut vertrauten Herrn arbeiten, ver-
wenden kann. Manche Werke lieflen sich von der Untersuchung ihrer
Anlagen auf Schwingungserscheinungen deshalb abhalten, weil sie
glaubten, hierfiir eine Reihe erstklassiger wissenschaftlich hochstehender
Spezialingenieure bendtigen zu miissen. Daf} dies nicht der Fall ist,
diirfte aus den vorausgegangenen Abschnitten zur Gentige hervorgehen.

Ich méchte jetzt nur noch einen allgemeinen Vergleich zwischen den
zeichnerischen und rechnerischen Verfahren anstellen.

Die Genauigkeit der zeichnerischen Verfahren ist eine fiir technische
Zwecke durchaus hinreichende. Bei geniigender Sorgfalt kann man,
wie mehrfache vergleichende Untersuchungen gezeigt haben, zeich-
nerisch eine Genauigkeit auf drei Stellen erreichen. Ich setze allerdings
hierbei ausdriicklich voraus, daf3 ein sehr harter, scharfe Linien liefern-
der Bleistift verwendet wird, ferner dafl der betreffende Herr so ver-
traut mit der Materie ist, daB er die MaBstibe geeignet wahlt, um eine
iibersichtliche aber nicht unhandliche Zeichnung und deutliche Schnitt-
punkte (keine spitzwinkligen Schnitte) zu erhalten. Diese Voraus-
mrechnung der Drehschwingungen: Buch 1921.

2) Drehschwingungen in Kolbenmaschinenanlagen: Buch 1922.

%) Sieche Foppl: Grundziige der technischen Schwingungslehre. Berlin:
Julius Springer 1923.

4) Beschrieben in Tolle: Regelung der Kraftmaschinen.

5) Siehe Z. V. d.I. 1918, S. 588 u. 610. Neues graphisches Verfahren, auf

statischer Grundlage zur Untersuchung beliebiger Wellenmassensysteme auf freie
Drehschwingungen.

Geiger, Mechan. Schwingungen. 4
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setzung trifft aber nach kurzer Anlernung fiir die meisten Konstruk-
teure usf. zu, da sie schon durch ihre anderweitige zeichnerische T#tig-
keit die nétige Ubung und Erfahrung mitzubringen pflegen.

Rechnerisch 148t sich eine hohere Genauigkeit als auf drei Stellen
auch nur mit Hilfe einer Rechenmaschine oder einer Logarithmen-
tafel erreichen. Der Gebrauch der letzteren ist aber ziemlich zeitraubend,
erstere ist dagegen in technischen Bureaus nur selten vorhanden. Dazu
kommt, daB eine hohere Genauigkeit auch fiir die Praxis nicht not-
wendig ist, und dafl endlich die Berechnungsunterlagen (Massen und
elastische Léngen) mit keiner gréBeren, hiufig sogar nur mit einer
merklich geringeren Genauigkeit erhaltlich sind. Ein Verfahren, das
langwieriger ist, kann daher trotz etwa gréBerer Genauigkeit nicht
empfoh’en werden.

Ferner besitzen die zeichnerischen Verfahren den Vorteil groBer
Anschaulichkeit und Ubersichtlichkeit. Der konstruktiv tatige Ingenieur,
dessen Blick fiir das Beurteilen von Zeichnungseinzelheiten ohnehin
besonders geschérit ist, wird bei einem zeichnerischen Verfahren sehr
rasch zum Ziele kommen und bei etwa notwendig werdenden Abinde-
rungen des Massensystems mit einem Blick iibersehen, wo er zweck-
miBig den Hebel anzusetzen hat. Lange Zahlenreihen sind nach dieser
Richtung hin viel uniibersichtlicher.

Dazu kommt, dafl man beim Zeichnen viel weniger leicht einen
Fehler, insbesondere einen Dezimalfehler machen kann und daB ein
groBerer Fehler sofort dem Auge auffillt.

Alles in allem darf man sagen: Wer mit Zeichenstift und Winkel
gut umzugehen versteht, wird mit Recht ein zeichnerisches Verfahren
vorziehen.

Ermittlung der Schwingungsausschlige unter
Beriicksichtigung von Dimpfungen.

Wir wollen uns im folgenden wieder, um einen konkreten Fall im
Auge zu haben, auf
Drehschwingungen

beziehen und setzen ausdriicklich Dampfungen, welche linear von der
Schwingungsgeschwindigkeit abhingig sind, voraus.

Wir behandeln zunéchst einen moglichst einfachen Fall: Gegeben
sind zwei Massen M und m, verbunden durch elastische Welle von
der Lange L und dem Tragheitsmoment J,. Bei m greife eine erregende
harmonische Kraft P und bei M eine Dampfungskraft K = & - o - ay; an.

Wir wissen zunéchst, dafl diese letztere, weil nach Voraussetzung
der Schwingungsgeschwindigkeit w - a;; proportional, zeitlich um 90°
dem Ausschlag a,, der Masse M nacheilt (Abb. 31).
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In diesem Falle ist es ohne weiteres klar, daB die erregende Kraft P
bzw. der Ausschlag a,, nicht gleichzeitig mit dem Ausschlag a,; ihren
GroBtwert erreichen kénnen, denn sonst wiirde in dem Moment, wo
jene gerade durch Null hindurch gehen, die ddmpfende Kraft K fiir sich
allein am Schwingungssystem vorhanden sein. Da jede Gegenkraft
fehlen wiirde, wire in diesem Moment ein Gleichgewichtszustand
unmoglich. Aus dem gleichen Grunde kénnen aber auch die Groft-
werte der Krafte P und K nicht zeitlich zusammenfallen; die Kraft P

ol
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Abb. 31. Drehschwingungen eines gedimpiten Zweimassensystems.

muB also um irgendeinen, zunichst noch unbekannten Winkel ¢, den
sog. Phasenverschiebungswinkel, gegeniiber dem Ausschlag ay; verschoben
sein. Wir sagen ausdriicklich gegeniiber dem Ausschlag a,, und nicht
gegen K, weil es iblich ist, den Zeitwinkel vom GroBtwert des Aus-
schlags und nicht der zugehdrigen Dampfungskraft auszumessen.

Wir denken uns nun alle am System angreifenden Krifte (P, K, Ty
und 7,,) so zerlegt, daB ihre Komponenten entweder in die Richtung
der Trigheitskraft Ty = M - ? - a;; (Richtung v) oder in die Richtung
der dazu zeitlich um 90° versetzten dampfenden Kraft K = k- w * ay
(Richtung % senkrecht zu v) fallen. Dementsprechend wollen wir auch
die Komponenten der erregenden Kraft P mit P, und P; bezeichnen.

4%
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Fiir die Richtung v haben wir dann im Kréifteplan auBer der Kom
ponente P, nur die beiden Tragheitskrafte m - w2+ a,,, bzw. M - 0? - ay,,.
Wir kénnen also, sowie wir die GroéBe von P, kennen, sofort den zu-
gehorigen Krifteplan v bzw. die Schwingungsform » verzeichnen.

Fiir die Richtung  haben wir im Krifteplan auller der Komponente
P, und der in M angreifenden Dampfungskraft K nur noch eine Trig-
heitskraft, ndmlich m - w?- a,,,. Fir die zugehorige Schwingungsform A
wissen wir, daBl der Ausschlag a;,;, der Masse M Null sein muB, ent-
sprechend der vorgenommenen Zerlegung der harmonischen Kriifte.
Ist die Schwingungsform v bereits verzeichnet, ist also der Aus-
schlag ay;, der Masse M bekannt, so kennen wir auch die in M an-
greifende Dampfung k- w * ay;,. Es lassen sich dann der Kréifteplan A
und die Schwingungsform % verzeichnen, wobei zu beachten ist: Geht
man beim Aufzeichnen von der Masse M aus, so erhilt man im Krifte-
plan » nacheinander die Krifte k- @ - ay,, m - @3- @, und einen Rest
R, der gleich P, sein muBl, nachdem die Schwingungsform % schon
durch die GroBle der Diampfung k- w - ¢y, und durch die Bedingung
gegeben ist, daB der Schwingungsausschlag der Masse M Null sein mu8.

Zunichst weil man allerdings nicht, wie die erregende Kraft P
in ihre Komponenten zu zerlegen ist. Wir konnen aber, wenn wir
zundchst eine beliebige Zerlegung von P vorgenommen haben, nach
Durchkonstruktion der beiden Kriftepline und Schwingungsformen
aus der mehr oder weniger groen Ubereinstimmung des Restes R, mit
Kraft P, ohne weiteres auf die Richtigkeit der Zerlegung schliefen.

Wir bezeichnen den Winkel zwischen P und Pj, mit ¢, so daB also

P,=P-cos¢ (35)
und
P,=P-sing
ist, und fiihren unter der Annahme P, = P entsprechend ¢ = 90°
die ganze Konstruktion durch, wobei wir einen gewissen Rest R, im
Krifteplan % erhalten. Jetzt ist zu beachten, daff der Sehwingungs-
ausschlag @y, linear abhéngig ist von der GroB8e der erregenden Kraft.
Infolgedessen gilt dasselbe auch fiir die dampfende Kraft und damit
ist die Schwingungsform % und der Rest R, linear abhingig von der
die Schwingungsform v erregenden Kraft P,, d.h. von P-sin¢. Fir
den tatsichlich auftretenden Phasenwinkel ist also der fir P,= P
erhaltene Restwert mit sin ¢ des wirklichen Winkels ¢ zu reduzieren, so
daf man erhdlt Rj-sin ¢, welcher Wert gleich Pj, = P-cos ¢ sein
muB. Daraus ergibt sich die Beziehung:
Ry -sing=P-cos¢

oder

P
tg‘P:E- (36)
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Dadurch ist der Phasenverschiebungswinkel ¢ bekannt. Die wirklichen
Ausschlige beider Schwingungsformen ergeben sich durch Multipli-
kation der vorldufigen Ausschlige mit sin ¢.
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Abb. 32. Schwingungsformen mit Beriicksichtigung der ddmpfenden Krifte fiir verschiedene
Schwingungszahlen fiir einen Dreizylinder-Diesel-Motor mit Schwungrad und Dynamo.
MaBstab der Schwingungsformen %4, und %¢: 1 mm ==0,000033 cm Ausschlag; 1 mm = 8,35 kg
der Krifte P, T u. K.
MaBstab der Schwingungsform %;,s: 1 mm = 0,000833 cm Ausschlag; 1 mm = 83,5 kg der

Krifte P, T u. K.

MaBstab der anderen Schwingungsformen: 1 mm = 2 cm der Wellenléinge; — 1 mm = 0,00333 cm
Ausschlag; — 1 mm = 5,105 kg Horizontalzug; 1 mm == 835 kg der Kriifte P.

Aus der Ableitung ist ersichtlich, daf sich das gleiche Verfahren
auch anwenden 148t fiir ein System von beliebig vielen Massen.
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Am besten wird man das Verfahren an dem folgenden in Abb. 32
dargestellten Fall eines Dreizylinder-Viertaktmotors mit Schwungrad
und Dynamoldufer erkennen. Hierbei ist die reduzierte Masse des Laufers

2
242 und die des Schwungrades 207 kiizk . Die Masse der Triebwerks-

teile des Dreizylindermotors ist vernachlissigt, das polare Trigheits-
moment der Welle ist 3,83 - 104 em* Die reduzierte Linge zwischen
Laufer und Schwungrad betrigt 102 om, jene zwischen Schwungrad und
Mitte Motor 250 cm. Der Reduktionsradius fiir die Massen ist 34 cm.
Der Horizontalzug wird demzufolge 27,4 - 106 kg. Die Bezeichnungen S
und L bei den Trigheitskriften beziehen sich auf Schwungrad und
Laufer. Die Konstruktion ist fir Schwingungszahlen gleich dem 1,5-,
dem 3-, dem 4,5- und dem 6 fachen der Drehzahl durchgefiihrt. Die
erregenden harmonischen Krifte sind entsprechend dem Drehkraft-
diagramm verschieden grof3.

Nach diesem fiir die Praxis wichtigsten Fall mit einer dimpfenden
Kraft wollen wir, um zu zeigen,

dafl das Verfabren ganz all- “‘““‘\..\ ;

gemein anwendbar ist, zu einem 2, a :fg
. . . )

verwickelteren Fall iibergehen: i P, N

Abb. 33. a'”v\a% »§’

Gegeben seien fiinf elastisch IR S I 0 N e 3
miteinander verbundene Massen, ——\.\ <
§

g

S

P a, a, \ t‘g

% = L3 @y 3

m, |, T, Y1y ™ % 5

v 3

N

A A A A A 3
Abb. 33. Mehrmassensystem mit Abb. 34. Schwingungsformen zu Abb. 83.

mehreren Dimpfungen.

eine erregende harmonische mit irgendeiner gegebenen Frequenz wech-
selnde Kraft P und finf von der Schwingungsgeschwindigkeit ab-
héngige, an jeder einzelnen Masse angreifende ddmpfende Kréfte.

Die Dampfungsfaktoren dieser Kréafte sollen ganz beliebig sein.
Die erregende Kraft greife in m; an (Abb. 34).

Wir gehen genau wie béi dem vorhergehenden Fall vor und denken
uns die resultierenden Ausschlige der einzelnen Massen und desgleichen
die Kraft P so zerlegt, da8 die eine Komponente (v) ihren Héchstwert
gerade dann erreicht, wenn die démpfende Kraft K, Null ist, d. h. wenn
der Ausschlag a; am groBten ist. Diese Richtung sei wieder mit v, die
dazu senkrechte mit % bezeichnet.

Wir nehmen zuniichst den Ausschlag a,, der also vorliufig gleich a;
ist, beliebig an, bestimmen dann die Dampfung K, = k; - 0 * a5,. Im
Krifteplan A erhalten wir dann ohne weiteres den Ausschlag a,;. Des-
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gleichen konnen wir die Trigheitskraft Ty = m; - ®?* a5, berechnen
und dann im Kréfteplan v den Ausschlag a,, bestimmen. Dadurch
bekommen wir einerseits die Trigheitskraft 7', und die Komponente
ky- - ay, der Dimpfung K,, andererseits die Trigheitskraft 7, und
die Dampfungskomponente k, - @ - a,;. Nun werden wieder die Schwin-
gungsformen v und % bis m; verzeichnet, wodurch sich 7’3y, k3 * @ - @3,
T, und %, * o - ag, ergeben, usf.

Beziiglich der erregenden Kraft P wollen wir zuniichst wie bei dem
einfachen Fall mit nur einer Dampfung die Annahme machen, dieselbe
falle gerade in die Richtung ». Natiirlich wir hierbei die Bedingung des
Gleichgewichts aller Krifte fiir beide Schwingungsformen nicht ohne
weiteres erfiillt sein, wir werden vielmehr Restkrifte R, und R, er-
halten. GemiB dem auf S. 33 u. ff. angegebenen Verfahren sind aber

nur die einzelnen Ausschlige a,, bis a;, mit 11:7 zu multiplizieren, um
die zu der Kraft P gehérenden Ausschlige zu erhalten, Ebenso miissen,
da a;, mit 'R{L multipliziert wurde, auch alle Ausschlige der Schwin-

gungsform % éntsprechend reduziert werden. Wir erhalten so schlieflich
fiir die Annahme P = P, in der Schwingungsform % eine Restkraft E,.
Nun ergibt sich genau wie im vorigen Falle mit einer Dédmpfung auch hier
Ry -sing=P.cos@
oder
P

tg @ = &, B
Damit ist der gesuchte Phasenverschiebungswinkel fiir die Kraft P gefun-
den, die wirklichen Ausschlige a,, bis a, ergeben sich dann einfach durch
Multiplikation der zuerst bei beliebig angenommenem ¢, gefundenen mit
}1% -sin @
und die Ausschlige a,, usf. durch Multiplikation mit

11;: - COS @ .

Fiir den Fall, daB die Frequenz der erregenden Kraft gerade genau
mit einer Eigenfrequenz des betreffenden Systems zusammenfallt, ver-
einfacht sich das Verfahren, weil hier, wie man aus dem Vorausgegange-
nen findet, erregende Kraft und démpfende Kraft gleichzeitig ihren
GroBtwert erreichen, also in die gleiche Schwingungsform 4 fallen:

Das vereinfachte Verfahren sei geschildert fiir den Fall einer
Diampfung, die an der letzten Masse eines Mehrmassensystems angreift.

Man fiihrt zunichst die Bestimmung der Form % durch. Von dieser
kennen wir im voraus den Ausschlag des Angriffspunktes der Dampfung,
der gleich Null ist. Wir konnen also unter vorlaufiger Annahme der
dimpfenden Kraft die Schwingungsform % verzeichnen, finden daraus
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durch Umrechnung der Restkraft B, auf die erregende Kraft P neben
den Ausschligen a, die wirkliche GréBe der Dimpfungskraft und aus
K=1Fk-w-a, den Ausschlag a, Da entsprechend dem Zustande
der Eigenfrequenz die Schwingungsform v nur Massentrigheitskrifte
besitzt, so 1aBt sich dieselbe nach Kenntnis des einen Endausschlages a,,
vollsténdig verzeichnen.

Biegungsschwingungen.

Soweit Biegungsschwingungen sich auf Schwingungen einer ein-
zelnen Masse beziehen, kann man die FErorterungen in den voraus-
gegangenen Abschnitten iiber die Theorie der Schwingung eines materiel-
len Punktes usf.ohne weiteres hierauf anwenden. Fiir Stibe mit
gleichformig verteilter Masse und gleichmédBigem Quer-
schnittergeben sich ferner ebenfalls geniigend einfache Verhiltnisse, die
wir im folgenden ableiten wollen. Um den Anfangszustand, wie der
Stab zum Schwingen angeregt wurde, wollen wir uns hierbei nicht
kiimmern, desgleichen wollen wir auch ausdriicklich den Einflu8 von
etwaigen Dampfungen und Reibungen vernachlissigen. Ferner nehmen
wir an, dafl der Baustoff des Stabes innerhalb der von uns betrachteten
Ausschlige dem Geradliniengesetz gehorcht.

Die Tragheitskraft, die an jedem Stabteilchen zur Wirkung kommt,

. . . a2
ist hierbei m, @?y .

Es wiirde sich nun darum handeln, die Gleichung der elastischen
Linie, die durch die Belastung durch diese Trigheitskrafte entsteht,
aufzustellen. Da wir aber das Biegungsmoment, das die elastische
Linie hervorruft, noch gar nicht kennen, da die elastische Linie selbst
eine Folge der Schwingungen ist, so differentieren wir die bekannte
allgemeine Gleichung der elastischen Linie

%y
E@-g"?—-—M

zweimal nach x und erhalten auf diese Weise auf der rechten Seite der
Gleichung die Zunahme der biegenden Kréfte beim Fortschreiten um
die Langeneinheit. Diese Zunahme ist uns aber bekannt, es ist die bereits

2
angegebene Trigheitskraft m; g-t%/ . Unsere Gleichung lautet also

0%y
T g

Die Losung dieser Differentialgleichung lautet

Aty

y =a-sinaz -sin .
@ ist hierbei der gréfBite an einer beliebigen Stelle zu einer beliebigen Zeit
auftretende Ausschlag. o und f sind Beiwerte, deren gegenseitige Be-
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ziehung wir durch viermaliges Differentieren und Vergleich mit der
Differentialgleichung des Problems finden zu
EQ - ot = m,f2

Endlich muB aber auch « so bestimmt werden, daf3 die Randbedin-
gungen an den Auflagern erfiillt sind. Fiir =0 ist dies ohne weiteres
der Fall, da hierfiir fiir jedes beliebige o der Wert y Null wird. Es muB3
aber auch fiir # =1 der Wert y verschwinden, d. h. der Winkel o -/
muB entweder gleich z oder gleich irgendeinem ganzzahligen Vielfachen
von 7 sein. ‘

Wir gehen von dem Falle aus, in dem «l = 7 ist. Hierbei erhalten
Abb. 35. Biegungseigenschwingung 1. Abb. 36. Biegungseigenschwingung 2.
Grades eines beiderseits frei auflie- Grades eines beiderseits frei auflie-
genden Stabes. genden Stabes.

wir die sogenannte Grundschwingung des Stabes, Abb. 35. Fiir § ent-
steht dann:
EO

ml‘-*

p—mr
Fiir y ergibt sich so:

E6
Yy =a-sin nlx sin (n !/"""14 t)

Nach einer Grundschwingung ist der Winkel #¢ um 27 groBer ; die Dauer
einer Grundschwingung betrégt also

27 2/lm,
T==%~=, V EO -
Nach einfachen Umformungen erhalten wir so fiir einen beiderseits
frei aufliegenden Stab, der Schwingungen nach Abb. 35 ausfithrt, als
minutliche Eigenfrequenz
Yoy = 300 - 9,82 VZ% . (37)
Hierbei ist @ das Gewicht in kg, I die Lange, @ das dquatoriale Trig-
heitsmoment und E der Elastizitdtsmodul.
Bei diesem Stab sind jedoch auch Biegungsschwingungen nach
Abb. 36 moglich, wobei in der Mitte ein Knotenpunkt ist. In diesem
Falle ist als Lénge nur die Entfernung von einem Auflager bis zum

Knotenpunkst, d.’h.% und als Gewicht ebenfalls nur das vom Auflager
bis zum Knotenpunkt einzusetzen. Die hierbei resultierende Eigen-

frequenz wird also
0, = & Ve, -
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Ahnlich sind Schwingungen mit zwei oder mehr Knotenpunkten
(auBer den Auflagern) moglich. Rechnen wir die beiden Auflager
als einen Knotenpunkt, so ergibt sich ganz allgemein die minutliche
Biegungseigenschwingungszahl nten Grades zu

v, =300-9,82-n2- ]/ ze.. (38)

Firden Fall eines in der Mitte mit einer Massem behafteten,
sonst masselosen Stabes vom Trigheitsmoment @ und der Fede-
rung ¢ ergibt sich bekanntlich nach fritherem als Eigenfrequenz

n=21/k

¢ ist wie frither die Kraft in kg, die zu der Durchbiegung von 1 cm
gehort. . Es kommt auf das gleiche heraus, wenn wir statt dessen den

Wert E; einsetzen, wobei G das in kg gemessene Gewicht der Masse m

und f die unter dem Einflul dieses Gewichtes entstehende Durch-
biegung in cm ist. Wir erbalten dann

, 30 4/ 6
Vo= - I/ m f
oder
0 1/9
Vo= -

Die Erdbeschleunigung g == 981 cm/sek? ist hier in cm/sek? einzusetzen,
da wir f ebenfalls in cm angeben. Wir erhalten dann abgerundet
== ::qui—) . (39)
In dieser Form wird die Formel fiir die Eigenfrequenz ebenfalls sehr
héiufig, insbesondere bei der Untersuchung auf Biegungsschwingungen,
angewendet.

Es ist nun noch von praktischer Bedeutung, fiir den Fall des gleich-
m#Big — etwa durch sein Eigengewicht — belasteten Stabes festzustellen,
wie groB der Fehler in der Figenfrequenz wird, wenn wir nicht die
genaue Formel

Ve

/E@

e, = 300 - 9,82 - 1/ e

beniitzen, sondern einfach die Durchbiegung f/ und daraus die Eigen-
frequenz nach der Formel n, = 300 rrechnen. Hierbei ergibt sich die

Durchbiegung fiir den Fall der gleichméBig verteilten Last G zu

o5
T 384 EHG
und daraus nach einigen Umformungen
'EO
v, =300 - 8,75 - V"’G“l s
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Man erhilt also einen nur um 119/; zu niedrigen Wert. Dies ist von
hervorragender praktischer Bedeutung. Man wird in der Praxis ge-
wohnlich Fille finden, wo neben einer gleichméfligen Last — etwa
dem Eigengewicht des Tragers — noch punktférmig verteilte Lasten
vorkommen. Die letzteren sind auBlerdem vielfach symmetrisch zur
Mitte des Trégers angeordnet oder, wie es meistens der Fall zu sein
pflegt, als in der Mitte konzentrierte Belastung anzunehmen.

In solchen Fillen ermittle man die von der gleichméiBigen Be-
lastung herrithrende Durchbiegung v, und desgleichen den von der
punktférmigen Belastung herrithrenden Biegungspfeil y,, addiere
beide und errechne dann die Eigenfrequenz nach

300
Ny = T,
Vys + 4

Ist der Wert y, von der gleichen GréBenordnung wie y, oder noch
etwas groBer, so mache einen entsprechenden Zuschlag. Bei y, = y,
wird man mit einem Zuschlag von 69/, zu der errechneten Eigenfrequenz
sehr nahe an die wirkliche herankommen. Bei anderen Verhiltnissen
wird man den Zuschlag leicht geniigend genau schitzen kénnen.

Eine iibertriebene Genauigkeit bei der Berechnung derartiger
Biegungseigenfrequenzen erscheint deshalb nicht am Platz, weil ge-
woéhnlich die Rechnungsunterlagen, insbesondere die tatsichlichen
Durchbiegungen, nicht annéhernd so genan bekannt sind.

Wenn bisher nur von Durchbiegungen infolge von Belastungen die
Rede war, so ist dies nicht so aufzufassen, als ob hiermit die Eigen-
frequenzen nur fiir Vertikalbiegungsschwingungen ermittelt werden
kénnten. Man kann ganz gleichgiiltig, in welcher Richtung die Biegungs-
schwingungen erfolgen, immer in der angegebenen Weise vorgehen.

Beispiel fiir Horizontalbiegungsschwingungen fiir gleichmiBige
Massenverteilung: Man denkt sich die Schwerkraft horizontal wirkend
und ermittelt die zugehdrige horizontale Durchbiegung y, und
daraus v,.

Fiir eine Reihe von weiteren Sonderfillen beiderseits gelagerter
Trager, z. B. mit zwei oder drei Massen sind bereits Formeln ent-
wickelt worden. Der Leser, der sich fiir diese Spezialfdlle interessiert,
sei auf die einschligige Literatur u. a. Stodola: , Die Dampfturbinen*
verwiesen.

(40)

Biegungsschwingungen von Dampfturbinenschaufeln.

Ein eine gewisse Bedeutung genieBender Sonderfall eines Biegung-
schwingungen ausfithrenden Stabes ist der einer Dampfturbinen-
schaufel. Unter dem EinfluBl des bei teilweiser Beaufschlagung stoB-
weise einsetzenden und dann wieder aufhérenden Dampfstrahles sowie
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als Wirkung von Unbalanzen der Wellenleitung konnen solche Schaufeln
in Schwingungen versetzt werden. Wenn man bedenkt, daf die Dreb-
zahlen von Dampfturbinen hiufig 3000 und 6000/min sind, und daB
andererseits im Niederdruckteil die Schaufeln grofierer Turbinen Langen
von iiber 30 cm aufweisen, so kann man schon nach dem Gefiihl sich
denken, daB Resonanzen der Eigenfrequenzen solcher Schaufeln mit
der Frequenz der auf sie treffenden periodischen Krafteinwirkungen
mdglich sind. Damit ist die Aufgabe darauf zuriickgefithrt, die Biegungs-
eigenfrequenzen solcher Schaufeln zu ermitteln. Hier tritt als besondere
Schwierigkeit auf, daB die Fliehkraft der Schaufel zu beriicksichtigen
ist. Entsprechende Berechnungsverfahren sind von Rayleigh und ins-
besondere von Hort!) ausgearbeitet worden. Ebenso findet sich eines
in den BBC-Mitteilungen, 1921, S.206 u.ff. Nach denselben ergibt
sich, daf} die Eigenfrequenz einer solchen Schaufel durch den Einfluf
der Fliehkraft ganz erheblich erhéht wird. Bei 30 cm langen Schaufeln
und einer Drehzahl von 3000/min betrégt diese Erhohung bis iiber
200°/,. Bei 20 cmm langen Schaufeln ergibt sich bei gleicher Drehzahl
eine Erhéhung um etwa 1009/, und bei 10 cm langen Schaufeln etwa
129/,. Der Trommeldurchmesser besitzt einen wesentlich geringeren
EinfluB3, natiirlich in dem Sinne, daB bei kleinerem Durchmesser die
Erhéhung der Eigenfrequenz durch die Fliebkraft geringer wird. Eine
gewisse Unsicherheit haftet diesen Verfahren insofern an, als es nicht
absolut sicher ist, ob die Schaufel am einen Ende als fest eingespannt
betrachtet werden kann.

Mit Riicksicht auf diese Unsicherheit als auch darauf, daB die
Theorie im Vergleich zu ihrer Bedeutung etwas umfangreich ist, sei
auf ihre Wiedergabe verzichtet und auf die angefiihrten Quellen ver-
wiesen. Dazu sehe ich mich auch durch den Umstand veranlaft, dafl
die experimentelle Ermittlung der Eigenfrequenz einer solchen Schaufel,
wie spéter noch gezeigt werden wird, eine einfache Sache ist, die
fiir 2 oder 3 bestimmte Schaufellingen, Laufraddurchmesser und Dreh-
zahlen einmal durchgefiihrt, durch Interpolation auf dazwischen liegende
Fille leicht iibertragen werden kann.

Biegungseigenfrequenzen
bei Dampfturbinenfundamenten.

Fir den neuerdings immer wichtiger gewordenen Fall der Bestim-
mung der Biegungseigenfrequenzen von Dampfturbinen-
fundamenten habe ich Formeln aufgestellt, die in der Praxis Ver-
breitung gewonnen- haben. Dieser Fall sei deshalb angefiihrt, um
grundsétzlich zu zeigen, wie man in verwickelteren Fallen vorzugehen hat.

1) Siehe dessen Werk: Technische Schwingungslehre.
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DaB auch bei Dampfturbinenfundamenten des 6ftern schwere- Storungen
durch Vibrationen entstehen konnen, zeigen die Vibrogramme (Abb. 37
bis 45), die insbesondere eine Resonanz bei der Betriebsdrehzahl
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Abb. 43.
Abb. 37. Abb. 40.
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Abb. 44.

Abb. 38. Abb. 41.

Abb. 39. Abb. 42.

L

Abb. 45.

Abb. 87 bis 45. Vibrogramme eines Dampfturbinenfundamentes.

2 = 3000 deutlich erkennen lassen. In Abb. 46 ist ein solches Funda-
ment perspektivisch und in Abb. 47 schematisch dargestellt. Auf

einer starken Grundplatte erheben sich
6 Siulen 8;, Sp, 8’1, S’ usf. Oben sind
diese Siulen durch Langstriger L,, L,,
Iy, I/, und durch Querriegel @, Q,, @;
verbunden. Die Turbodynamo kann zum
Teil als Last angesehen werden, welche
gleichmiaBig auf den Quer- und Lings-
trigern aufruht, zum Teil als anndhernd
punktférmig in der Mitte der Querriegel
angreifende Last. Letzteres gilt fiir die
Lager, die Wellenleitung und die darauf

Abb. 46. Schema eines Dampf-
turbinenfundamentes.

angeordneten Massen (Laufrider, Rotor, Kupplung). Die Querriegel,

Abb 47. Schema eines Dampfturbinenfundamentes.

Langstriger und Siulen brauchen unter sich nicht von gleichem Quer-
schnitt zu sein. Dagegen kann man gewdhnlich damit rechnen,
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dafl das Fundament zu seiner zur Wellenachse parallelen Mittellinie
symmetrisch aufgebaut ist.

Ein derartiges Fundament kann eine Reihe von Biegungseigen-
frequenzen besitzen. Ich will nur jene auffithren, die eine gewisse
praktische Bedeutung besitzen.

A. Es sei hier vorausgesetzt, dal die Knotenpunkte in keiner Weise
biegungssteif seien, sondern als Gelenke betrachtet werden konnen.
Hier sind insbesondere folgende
Falle moglich :

1. Vertikalbiegungsschwingungen
des Querriegels @;. Siehe Abb. 48.

2. und 3. Desgleichen fiir ¢,
und @,.

4. Biegungsschwingungen des
Querriegels @, unter dem EinfluB3
einer exzentrisch angreifenden hori-
zontalen Kraft. Siehe Abb.49. Als

Abb. 48. Vertikalbie- Abb. 49. Biegungs-

gungsschwingungen schwingungen eines  Solche Kraft kommt die Fliehkraft
eines Querricgels. Querriegels durch  qeor  potierenden Welle in Frage.
eine horizontale ex- . .
zentrische Kraft. 5. und 6. Desgleichen fiir @,
und Q.

B. Die Knotenpunkte sind biegungssteif.
1. Vertikalbiegungsschwingungen des aus Querriegel ¢; und den
Saulen §; und 8, bestehenden Systems. Siehe Abb.50. Eigentlich
werden hierbei auch die

a
= P anschlieBenden Langstriager
o g s — verdreht. Dieser Einfluf3
4 1.7 { { auf die Eigenfrequenz ist
g ‘Z ] \\ \ jedoch so gering, daB er im
s ) |\ \ \\ allgemeinen aufler acht ge-
/TY / \ lassen werden kann.

' %€ 2. und 3. Desgleichen fiir
P\X N N N die Systeme mit ¢, und ¢;.
ET 4. Horizontalbiegungs-

Abb. 50. Biegungsschwin- Abb. 51. Horizontal-  schwingungen des Systems.

gungen des Systems: biegungsschwingungen Q S. 8 unter dem Ein-
Querriegel-Siulen. dieses Systems. 1712

fluB einer Fliehkraft. Siehe
Abb. 51. Auch hier wire eigentlich noch die Biegungssteifigkeit der
anschlieBenden Lingstriger und die Steifigkeit der darauffolgenden
Triager und Sdulen sowie die Verbiegung des beiderseits eingespannten
Querriegels unter dem Einfluff der exzentrisch angreifenden Flieh-
kraft zu beriicksichtigen. Diese Einfliisse sind jedoch im aligemeinen
nur von geringer Bedeutung, so daf sie unberiicksichtigt bleiben diirfen.
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Im ibrigen kann man sich im Einzelfalle nach den Lehren der
Statik ein Bild iiber den EinfluB dieser anschlieBenden Triger ver-
schaffen:

Man priift, wieviel sich das System S;Q, S, unter dem Einflufl der
als statische Kraft gedachten Fliehkraft verbiegt, und priift weiter,
um wieviel geringer die Durchbiegung wird, wenn die anschlieBenden
Tréger mit beriicksichtigt werden. Ist der Unterschied klein, so ist sein
Einflufl auf die Eigenfrequenz erst recht klein, da die Durchbiegung
in der Formel fiir letztere unter der Quadratwurzel vorkommt.

Nach diesen Vorausbemerkungen sind wir leicht in der Lage, die
Eigenfrequenzen zu ermitteln. Wir bezeichnen das Gewicht der gleich-
méaBig iiber den Querriegel verteilten Last, wozu auch sein Eigengewicht
gehort, mit P,, dasjenige fiir die punktformige Last mit P,, die zu-
gehérigen Durchbiegungen seien y, und y,,.

Das Trigheitsmoment des Querriegels sei mit @;, das der Siulen
mit @, und das der Ldngstriger mit @, bezeichnet, die Linge des
Quertrigers sei @, die Hohe der Saulen sei b.

Fiir den Fall A 1 wird

5 P,a®
Yo = 384" me, (41)
und
1 P,-a®
Y= Fe, - (42)
Daraus ergibt sich dann die minutliche Eigenfrequenz zu
300
S PP

Im Falle A 4 , Exzentrisch angreifende Horizontalkraft” kénnen
alle jene Massen, die punktférmig in der Mitte vereinigt gedacht werden
konnen, auller acht bleiben. Fir die auf die Lange des Trigers gleich-
mifig verteilten Massen ergibt sich die Eigenfrequenz nach der genauen
Formel:

»,=300-9,82-4. V —j]f%‘g ) (43)

Diese Formel entsteht aus der auf 8. 57 angegebenen ohne weiteres,
wenn man statt [ den Wert o und fiir P das ganze Gewicht des Quer-
riegels — nicht nur das vom Auflager bis zur Mitte — einsetzt.

Wegen ihrer hohen Lage kommt diese Eigenfrequenz bei Dampi-
turbinenfundamenten nur in seltenen Ausnahmefillen in Betracht.

Ungleich héufiger als die gelenkige Verbindung der Querriegel mit
den Saulen wird die Verbindung mit steifen Ecken ausgefiithrt. Bei dem
praktisch besonders wichtigen Fall B 1 entsteht fir den punkt-



64 Theorie.

formigen Kraftangriff!) als Durchbiegung

y 1 P,-a® 1, 0754 1P, a 0,75
LT E@,[ b 6, ] 48 EO, '{"‘" n] (44)

26, 79 1+3

wobei
b 0
n=--- o, ist.
Fir die gleichmiflig verteilte Last!) erhdlt man als Durchbiegung
gy 3 Podtry 08

7 384 E@l{ 1_!_%}‘ (45)

Aus y, -+ y, errechnet sich dann wieder wie zuvor die Eigen-
frequenz.

1) Fiir den Fall einer Einzellast in der Mitte ergibt sich die Ableitung der Formel

wie folgt:
Nach Abb. 50 erhilt man fiir den vertikalen Ast als Biegungsgleichung:
1. EO,-y'=—My+Q-x.
2
2. E@ly'=-—M0x+Q-%+01.

Fiir den Einspannpunkt ist z == 0; hierfiir ergibt sich wegen der Bedingung
der Einspannung y’ = 0, d. h. C; = 0.
Durch nochmalige Integration entsteht
x
3. BOy=— M- 5+ 35 10

Firz =0isty =0,d. h. 0, = 0.
Fiir 2 = b wird

b2
E@x‘?/'Z“‘Mo'b'i'Q‘E
oder
, b
v=pgt(= Mot 3),

ferner wird aus 3.

b
My=10Q- 5
Folglich wird die Schiefstellung bei 4
=9
Y=%e6, %"
Annlich erhilt man fiir den horizontalen Ast:
L EO, ¢ =—My+ Q- b————I;— 2=Q- 12—13 %-z.
Daraus entsteht durch Integration:
2. E@z-y’———%Q'b-z—g-%—}—Kl.
2 P
= Qb g8 . .
3. E6,-y 3Qb 5 12z+K1 z- K.

Firz=0wird y =0, d. h. K, = 0.
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Fall B 4: Biegungsschwingungen des Systems 8,6, S, in horizontaler
Richtung. Der Querriegel @, kann hier fiir praktische Ausfiihrungen
geniigend genau als unendlich steif angesehen werden. Die Horizontal-

durchbiegung wird hier
=22 (46)
4 506,

wobei P das Eigengewicht des Querriegels samt den auf ihm angeordneten

Fiir z = — wird aus Symmetriegriinden 3" = 0, d. h.:

2
2 @ P a®
0=5@b5—y gk

Daraus ergibt sich

P 2 Q -ba
L= =75 -
Ferner wird fiir z =
’ —_Q_,li
Y =56, 6’

d. h., da die Schiefstellung fiir den horizontalen Ast gleich jener fiir den vertikalen
sein muss:

Q v P.a? Q-ba

E6 6 16E6, 3LE0,
oder
P.a
o 5 g5
*\6e, " 36,
Fiir ¥ erhdlt man so bei punktformiger Belastung:

a?
2.h. .
y_P[Z @by La 1a
P EO, 13 N <7b TaNT 128716 2
[N S I
166:8- (56, T 56,/
a? b-u:a 1
160, b a \ .
’ (é*@l + 3‘@)3'2[

2 _ P 1—__ %
JP~48E@2( N bfj@;*z,'].

Tiir den Fall, daB die Belastung P gleichméBig verteilt ist, bleiben die Glei-
chungen fiir den vertikalen Ast die gleichen wie bei punktformiger Belastung.
Fiir den horizontalen Ast erhélt man

2

2 P 2z
oy = Qb — ez lge
1. EO, -y L@ 3b 5 2tq

P
Hierbei ist ¢ = w die auf die Lingeneinheit treffende Belastung. Durch Inte-

gration entsteht:

D) 2 23
2. E@z-y’=Q-§~b-z—~%i+q-§+Kl.
Fiir z=0 wird auf Grund der bereits abgeleiteten Bedingung fiir den vertikalen Ast
Qv
3 L -
Y =THes"

Geiger, Mechan, Schwingungen. 5
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Massen nebst einem Zuschlag fiir die unmittelbar anschlieBenden Teile
der Langstrager und Siulen ist.

Will man fiir diesen Fall die Biegungssteifigkeit der Langstriger
(von der Lénge ! und dem #quatorialen Trigheitsmoment 6,, bezogen
auf die vertikale Achse der Lingstriger) mit berticksichtigen, so erg1bt
sich fiir die Durchbiegung

TR (47)
24E (-0, 1 b5-0,)"
Hierbei ist angenommen, daB die Léngstriger beim Ubergang in die
néchsten Sdulen als fest eingespannt und diese Séulen als vollkommen
steif betrachtet werden konnen.

Beriicksichtigt man fiir den Fall B 4 endlich den EinfluB der Bie-
gungselastizitit des Quertréagers, so findet man — ohne den Einflufl
der Langstrager —:

P13 9b
= e
f GEQ{ A }

ot 126
oder mit
O, b _
6, a =n
f BBy 45
w7 1] “

Aus der Durchbiegung folgt dann die Eigenfrequenz.

Fiir 2 = — wird y' =0,d. h.

2
P.a?> q-da®
Ki=—@tt 4+ T —1g
2 bz P.28 24 ba
5 BO, y=Q 5 "y~ + g =@ g 7
P - a? q-adz
I T

Firz=0wird y =0, d.h. K, =0.
Aus 2. ergibt sich durch Einsetzen des Wertes fiir »” fiir z = 0:

Q- Qba  P-a® qa@
B0 36,6~ "3 T 16 T 48
oder
P.q?
Q— .
T 6,
81’(2 @1”“)

Durch Einsetzen dieses Wertes in Gl. (3) entsteht endlich fiir die gleichmaBig
verteilte Last:

Yy = P a® 5 a
Iy S S—
E0O, 384( 4(E%+a)>
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Biegungseigenfrequenzen von unsymmetrischen
Dampfturbinenfundamenten.

Wir wollen nun bei dem Dampfturbinenfundament den Fall eines
unsymmetrischen Fundamentes nach ndher untersuchen (Abb. 52).
Derselbe ist durch die Anwendung von Zahnradiibersetzungen zu
praktischer Bedeutung gelangt, weil man sich den Vorteil der kleinen
raschlaufenden Turbine nicht entgehen lassen will und weil die Technik
gelernt hat, derartige Getriebe auch fiir hohe Leistungen und Umfangs-
geschwindigkeiten betriebssicher zu bauen. Bei solchen Zahnradiiber-
setzungen koénnen unmoglich beide Wellenachsen gleichzeitig in die
lotrechte Symmetrieebene des Fundamentes fallen. Infolgedessen
sind die fiir symmetrische Belastung ent-

wickelten Formeln fiir die Durchbiegung C P s

nicht mehr anwendbar. Na
In Abb. 52 bezeichne @ die Linge und T e

6, das #quatoriale Trigheitsmoment des
Quertrigers, b die Hoéhe und 6, das
Trigheitsmoment des Pfeilers, a; und a, oy |
l

die Abstinde der Last P von den Pfei-

lern, A; und A, die Auflagerdriicke auf i
der als starr gedachten Unterlage und M, X | A
und M, die Biegungsmomente in den

beiden oberen Ecken. Alle vier Ecken #PP-5% myﬁi‘;‘}ﬁ’ﬁggﬁ‘ﬁf Daopf-
seien In dem Sinne steif, daB die dort

zusammentreffenden Mittellinien keine Winkelédnderungen gegeneinander
ausfithren kénnen, wohl aber sollen der Quertriger oder die Pfeiler bis
unmittelbar zu diesen Ecken elastisch sein. Diese Vereinfachung, die in
Wirklichkeit nicht zutrifft, da z. B. der Quertriger durch die anschlie-
Benden Pfeiler bis zur halben Dicke der Pfeiler versteift wird, ist not-
wendig, damit die Formeln nicht zu verwickelt und uniibersichtlich
werden.

Aus Mangel an Raum fithre ich hier nicht die Entwicklung, sondern
nur die Endergebnisse an, die iibrigens fiir einige Grenzfille an den
in der ,,Hiitte“ enthaltenen Formeln nachgepriift werden kénnen. Der
besseren Ubersichtlichkeit der Formeln wegen ist ferner das Produkt
der beiden ungleich langen Abschnitte des Quertrigers, dividiert durch

die ganze Linge des Quertrigers, ‘}-1@12: m, und das Verhaltnis der

Pfeilerhéhe zur Quertrigerlinge, multipliziert mit dem reziproken
Verhéltnis der zugehorigen Trigheitsmomente, also
b 0,
@e, "
gesetzt.



68 Theorie.

Die Durchbiegung an der Stelle des Kraftangriffpunktes ist dann

pyz M [n (1,875 405 fZ—> + 3n2J
Y»=3Fe, 1 X650+ 348 :
(Die Ableitung ist aus Raumgriinden weggelassen.)

Fiir die Berechnung der Eigenschwingungszahl eines solchen Balken-
systems koénnte man sich mit dieser Formel bereits begniigen. Die
Auflagerdriicke in den Ecken verteilen sich nicht wie bei einem gewohn-
lichen Balken, sondern betragen

[ n
4, =P [1~a1(i:‘2) UT“’)] (@)
A, =P a ay(1 4- 6,50 4 3n?)

( 1+ )}
(3)
4,=P", LWL“& (1+6,5n+3n7) 4
Die Momente in den oberen Ecken sind

s ‘f—”‘(lla + 2”2)

(49) (1)

—_pm. 4 (4)
M,=P « 1 + 5n - 3n?
M~Pm-»al+ - (11a + 2ay) (5)
277" g 1+ 6,57 + 3n2)
Endlich ist die Durehbiegung in Trigermitte
9 14+6n i
Yom =L 550 48E01 {3“ ey — 300, T g (6)

Fiir die unter gleichzeitiger Beriicksichtigung der punktférmig an-
greifenden und der gleichméfig verteilten Last auftretende Eigen-
schwingungszahl kommen nun, genau genommen, weder die Durch-
biegung ¥, ~in der Triagermitte noch die Durchbiegung y, am Kraft-
angriffspunkt unmittelbar in Frage. In allen praktisch vorkommenden
Fillen ist aber a, nie gréfer als 3 a;, meist ist a, nur 1,5 bis 2 a;. Es ge-
niigt also, einfach y, zu der von der gleichméiBigen Belastung her-
rithrenden Durchbiegung %, zu addieren, obschon beide an ver-
schiedenen Stellen auftreten. Diese resultierende Durchbiegung

1 =yp+y, (om) (7)
liefert dann unmittelbar die Eigenschwingungszahl
A

Der Fehler, der dadurch entsteht, daB man, wie vorgeschlagen, die
beiden Durchbiegungen addiert, betragt auch in dem ungiinstigen prak-
tisch kaum vorkommenden Fall, daB a, = 3 a, ist, d. h. dafl die punkt-
formige Belastung bereits sehr stark exzentrisch angreift, nicht mehr
als 19/,. In der Regel betrigt er kaum /5,9,
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Zugunsten der Einfachheit der Formeln kann man also diesen Fehler
ohne weiteres in den Kauf nehmen, zumal u. a. die Elastizitiatszahl der
Baustoffe fiir solche Fundamente nicht genau im voraus bekannt
ist und verschiedene andere vereinfachende Annahmen getroffen werden
miissen, wie starres Verhalten der Fundamentsohle, elastisches Verhalten
der Pfeiler und des Quertrdgers bis zu den Ecken, punktférmige Be-
lastung statt der auf eine Fliche konzentrierten.

Wenn wir bei dieser Untersuchung eines Dampfturbinenfundamentes
auf Biegungsschwingungen etwas lange verweilten, so geschah dies,
um wenigstens an einem praktischen Falle zu zeigen, wie man vorzu-
gehen hat. Hs soll aber damit nicht die Meinung erweckt werden, als
ob Biegungsschwingungen nur bei derartigen Fundamenten eine Rolle
spielen. )

Ferner wird der Leser, auch ohne daf} es ausfiihrlich erortert wurde,
erkannt haben, daB sogar das einfache sechsfiillige Turbinenfundament
eine sehr groBe Reihe von Eigenfrequenzen und damit von Resonanz-
moglichkeiten besitzt. Praktisch genommen kommt es nun darauf an,
zu erkennen, welche Resonanzen allenfalls gefihrlich werden kénnen,
d.h. ob ein Zusammenfallen der niedrigsten Kigenfrequenz mit der
Betriebsdrehzahl in Frage kommt. Bei den meisten andern Eigen-
schwingungszahlen wird man schon auf Grund der vorausgegangenen
rechnerischen Untersuchungen oder der Erfahrung in der Lage sein,
vorauszusagen, dafl sie soweit iliber der Betriebsdrehzahl liegen, da@
sich ihre genaue Berechnung nicht lohnt.

Bei der bisherigen Behandlung der Biegungsschwingungen haben
wir uns nur iiber die Bestimmung der Eigenfrequenzen verbreitet.
Dies erscheint aus dem Grunde zuléssig, weil die Ermittlung der bei
Biegungsschwingungen durch erregende Krafte hervorgerufenen Aus-
schlage noch zu keiner grofleren praktischen Bedeutung gelangt ist.
Im Gegensatz zu Verdrehungsschwingungen sind hier die erregenden
Kriafte sehr vielmals kleiner und rufen daher nur im Resonanzfalle
groBere Ausschlige hervor. So hat man z. B. im Kraftmaschinenbau
bei Verdrehungsschwingungen von Dieselmotoren mit den sehr grofen
wechselnden Drehkréiften derselben zu rechnen, wihrend Biegungs-
schwingungen im allgemeinen nur durch Fliehkrifte entstehen. Da
man aber in der Lage ist, die Wellen und sonstigen rotierenden Teile
sehr weitgehend auszubalancieren, so kénnen diese Fliehkrafte nur bei
Resonanz gefahrlich werden. Starke biegende Krifte treten durch Gas-
driicke zwar auch z. B. bei Kolbenkraftmaschinen auf, dort sind jedoch
die betreffenden Wellen so kurz gelagert bzw. sind alle Teile wie Treib-
stange oder Rahmen so steif, daf die dadurch hervorgerufenen Aus-
schlige sehr klein sind. Man entfernt sich jedenfalls hier — von besonderen
Ausnahmen wie hochtourigen Motoren mit wenigen Lagern abgesehen —.
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nicht zu weit von der Wirklichkeit, wenn man die durch die wechselnden
Kolbendriicke hervorgerufenen Ausschlige nur statisch, also ohne
Schwingungs- und Massenwirkungen, rechnet.

Allgemeiner Fall der Bestimmung der
Biegungseigenfrequenzen.

Es eriibrigt sich noch, ein Verfahren anzugeben, wie man zur Er-
mittlung der Biegungseigenschwingungen im ganz allge-
meinen Falle vorzugehen hat, d. h. wenn sowohl die Tragheits-
momente als auch die Massen ganz beliebig auf die biegungselastische
Lange verteilt sind. Ein solcher Fall wire z. B. ein Schiff.
3000
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Abb. 53. Welle mit beliebiger Massen- und Querschnittsverteilung.

Kommt das betreffende Bauwerk geniigend héufig vor, so kann
man auf Grund von Messungen an dhnlichen zuvor ausgefiihrten die
niedrigsten und gleichzeitig wichtigsten Eigenfrequenzen mit Hilfe
von einfachen Annidherungsformeln festlegen. Fiir Schiffe folgen die-
selben in einem besonderen Abschnitt. Ist dies jedoch nicht mdglich,
80 kann man auf graphische Weise zum Ziele gelangen. Ein Beispiel
ist in den Tafeln I u. IT gezeigt.

Die Durchbiegungslinie ist meistens eine Kurve, die vom Charakter
einer Parabel nicht viel abweicht. Man zeichne also eine mutmafliche
Durchbiegungslinie ein, wobei es nur auf deren Form, nicht aber auf
die Absolutwerte der Durchbiegungen ankommt. Es ist dies die
oberste ausgezogene Linie. Es wird angenommen, daf das System
bei den entstehenden Biegungsschwingungen eine der vorldufig ge-
zeichneten Durchbiegungslinie entsprechende elastische Linie annimmt.
Jede Masse des zu untersuchenden Trigers ist also mit der zuge-
hérigen Durchbiegung und auBerdem noch mit dem Quadrat irgend-
einer Winkelgeschwindigkeit, z. B. entsprechend (w,)%= 2740/sek?
zu multiplizieren. Die so entstehenden Tragheitskrafte denken wir uns
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als Belastung an dem auf Biegungseigenschwingungen zu untersuchen-
den Organ angebracht. Wir konstruieren nun nach den bekannten
von Mohr stammenden Verfahren der graphischen Statik mit Hilfe
des rechts angeordneten Seileckes die Seilkurve, dann die im Verhaltnis

der Trigheitsmomente %’" umgerechnete Seilkurve und daraus mit

Hilfe der rechts unten angeordneten Seileckes die elastische Linie und
vergleichen die so fiir die einzelnen Massen ermittelten Ausschlige, die
im folgenden allgemein mit f bezeichnet seien, mit den von uns zunéchst
angenommenen (y). Zuerst werden wir hierbei feststellen, dafl die Aus-
schlége f simtlich gréBer oder auch sémtlich kleiner als die Ausschlige y
sind. Um sie den letzteren méoglichst anzugleichen, multiplizieren wir
daher alle Werte f mit einem konstanten Faktor &y, d. h. wir rechnen
statt mit einer Winkelgeschwindigkeit w; mit einer solchen von oy * yiyr.

Im Beispielsfalle wird &y = 61’?64 Im allgemeinen werden wir finden,

daB hierbei die neue Durchbiegungslinie bereits sehr angenéhert eine
solche Verteilung der Trigheitskrifte ergibt, daf die hierbei ent-
stehende Durchbiegungslinie sich mit der zugrunde gelegten gentigend
genau deckt (Tafel I). In diesem Falle ergibt sich die Biegungseigen-
frequenz sofort aus der nunmehr gen Winkelgeschwindigkeit  nach

Vo == i—o -

Ist dies nicht geniigend der Fall, so wird man fiir die Ermittlung der
Massenkrifte von der neuen Durchbiegungslinie mit den Ausschligen f
ausgehen und eine verbesserte elastische Linie mit den Ausschligen 1
konstruieren und nétigenfalls wieder die Reduktion mit einem Faktor
kpp vornehmen (Tafel IT).

Aus dem Verfahren folgt, daBl man es auch grundsétzlich anwenden
kann, wenn der betreffende Triager nicht beiderseits frei aufgelagert ist,
sondern z. B. auf einer Seite oder auf beiden fest eingespannt ist oder
wenn er iber das eine oder das andere Ende vorkragt. Es wird nur
stets darauf ankommen, die entstehende elastische Linie gleich im vorn-
herein moglichst zutreffend abzuschitzen. Wer hiufiger mit solchen
Aufgaben zu tun hat, wird dies ziemlich sicher kénnen, fiir andere dienen
als Anhaltspunkte die Gleichungen der elastischen Linie fiir Einzellast
bzw. gleichmiBig verteilte Last, die sich in den einschligigen Taschen-
biichern, wie z. B. der Hiitte vorfinden.

Biegungsschwingungen von Scheiben ust.

Bisher war nur von Biegungseigenschwingungen stabférmiger Kor-
per die Rede. Neben diesen konnen aber auch Korper von beliebiger
Form Biegungsschwingungen ausfiihren. Man denke insbesondere
an die Akustik: der Boden einer Violine, eine Glocke, eine Trommel.
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In der Technik ist die Untersuchung derartiger Korper auf Biegungs-
eigenschwingungen bei weiten nicht von der Bedeutung wie in der Akustik.
Der wichtigste Fall von Biegungsschwingungen von Scheiben
kommt bei Dampfturbinenlaufrddern vor. Bei diesen ist man
auf derartige Schwingungserscheinungen dadurch aufmerksam ge-
worden, daB manchmal Laufrider unter offenkundigen Zeichen

Abb. 54, Abb. 55. Abb. 56. von Ermiidungser-
scheinungen brachen,
trotzdem der Bau-
stoff einwandfrei war

— und die durch die
Fliehkraft hervorge-
rufenen  Beanspru-
chungen recht niedrig
waren.

Bei  derartigen
Laufradern oder, wie
wir allgemein sagen
konnen, kreisrunden
in der Mitte einge-
spannten Platten von
verdnderlicher Dicke
kénnen verschiedene

Schwingungsbilder
entstehen:

1. Solche, bei denen die Knotenlinien Durchmesser sind (Abb.54-—59).

2. Solche, bei denen die Knotenlinien zum Mittelpunkte konzen-
trische Kreise sind (Abb. 57 u. 58).

Bei Abb. 57 fallt der konzentrische Kreis mit dem Mittelpunkt
zusammen.

3. Solche, bei denen sowohl Knotendurchmesser als auch Knoten-
kreise vorkommen (Abb. 59).

Soweit dem Verfasser bekannt, haben die unter 3. genannten
Schwingungsformen bisher noch nirgends zu Stérungen AnlaB gegeben.
Bei den unter 2. genannten sind nur die mit dem Mittelpunkt als Knoten-
punkt vorgekommen. Die hierbei entstehenden Schwingungen be-
zeichnet man ihrer Form wegen als Schirmschwingungen.

Die wichtigsten Laufradschwingungen sind die unter 1. genannten,
bei denen die Knotenlinien aus Durchmessern bestehen. Diese Schwin-
gungen werden durch den Dampfdruck erregt. Derselbe wirkt zwar
konstant; wenn wir aber eine bestimmte Schaufel eines solchen Lauf-
rades ins Auge fassen, so finden wir unter der Voraussetzung sog. teil-
weiser Beaufschlagung dieses Rades, daf der Dampfdruck nur einen

Sxp gl

Abb. 57. Abb. 58. Abb. 59.

Abb. 54 bis 59. Schwingungsformen bei Scheibenschwingungen.
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Bruchteil einer Umdrehung darauf wirkt, wihrend er wahrend des
iibrigen Teiles Null ist. Das Druckdiagramm besitzt also eine periodisch
einmal oder bei mehrfacher Beaufschlagung mehrmals pro Umdrehung
wechselnde Form, die sich mit Hilfe der harmonischen Analyse, iiber
die weiter unten die Rede ist, in ihre einzelnen harmonischen Druck-
krafte zerlegen 1aB8t. Dieselbe Betrachtung gilt fiir die andern Schaufeln
des Laufrades in gleichem Mafle. Im Falle der Resonanz, d. h. wenn die
Schwingungszahl einer der eben genannten harmonischen Druckkrifte
gleich einer Eigenfrequenz ist, werden wir besonders groBe Ausschlige
erhalten. Eshandelt sich also hier im wesentlichen um die Bestimmung
der Eigenfrequenzen. Eine genaue Bestimmung derselben bereitet
gewisse Schwierigkeiten einerseits, weil die Scheibenquerschnittsform
eine ziemlich verwickelte ist, andererseits, weil die Fliehkraft zu beriick-
sichtigen ist. Fiir den Fall, daB} die Scheibendicke nach einer hyper-
bolischen Kurve abnimmt, sind Berechnungen von Stodola vorhanden,
fiir den Fall, daB die Dicke linear abnimmt, hat Ohler in der Z. V.
d.I. 1925 ein Verfahren zur Berechnung der Eigenschwingungen ab-
geleitet, das allerdings bereits reichlich verwickelt ist, weshalb wir den
Leser, der sich dafiir interessiert, auf die Quelle verweisen.

Es sei daher an dieser Stelle nur noch bemerkt, daf sich bei Lauf-
radern zwischen den fiir die Drehzahl Null und fiir volle Drehzahl
— etwa n = 3000 — berechneten Eigenfrequenzen nur ein verhéltnis-
méafig geringer Unterschied ergibt. Fiir die Eigenfrequenz mit einem
Knotendurchmesser erhdlt man bei #» = 3000/min durch den Einflu8
der Fliehkraft eine etwa um 16 9/, hohere Eigenfrequenz als bei ruhendem
Laufrad; fir die Eigenfrequenz mit 3 Knotendurchmessern betrigt
diese Steigerung nur etwa 5°/,. Hat man also fiir die ruhende Scheibe
die Eigenfrequenzen bestimmt, so kann man ohne weiteren Zeitaufwand
fiir die volle Drehzahl dieselben ermitteln. Um dem Leser, der sich
die Miihe der Berechnung der Eigenfrequenzen eines solchen Laufrades
nicht machen will oder die experimentelle Bestimmung, iiber die noch
spiter die Rede ist, aus irgendwelchen Griinden nicht durchfiihren
kann, einen ganz rohen Anhaltspunk$ zu geben, sei bemerkt, daf, be-
zogen auf Laufrider von etwas iiber 1 m Durchmesser und auf die
Drehzahl Null, die erste Schirmeigenschwingung etwa in der Gegend
von 4—5000/min, die Eigenfrequenz mit einem Knotendurchmesser
bei ~ 5—6000/min, jene mit 2 Durchmessern bei ~ 8--9000/min und
ejne mit 3 Durchmessern bei 12—13000/min zu suchen ist.

Biegungssehwingungen von rotierenden Wellen.

Es ist sehr bemerkenswert, daf rotierende Wellen aufler den bereits
erlauterten Schwingungsméglichkeiten noch weitere besitzen, die der
rubhenden Welle fehlen. Besonders sind diese Erscheinungen bei Dampf-



74 Theorie.

turbinenwellen bekannt geworden. Frither gab es Anlagen, wo dieselben
sich sehr unangenehm suBlerten. Heutzutage, wo sdmtliche Wellen sam$
den darauf sitzenden Massen statisch und dynamisch genau ausgewuchtet
werden, gehéren derartige Fille zu Seltenheiten. Bei hochtourigen
Dampfturbinen beobachtet man wohl eine davon herrithrende sog.
kritische Drehzahl; dieselbe hat jedoch im allgemeinen im Vergleich zu
denen, die z. B. bei Verdrehungsschwingungen von Kolbenkraftmaschi-
nen auftreten, manches von ihrer fritheren Gefihrlichkeit verloren.
Aus diesem Grunde wollen wir auch auf die umfangreiche mathema-
tische Literatur!), die tiber diesen Gegenstand vorhanden ist, nicht
niher eingehen. Wir begniigen uns vielmehr mit einer Annidberungs-
theorie, die zwar die strenge Theorie keineswegs ersetzt, aber doch dem
Leser, der sich iiber die Erscheinung grundsétzlich moglichst rasch klar
werden will, niitzlich sein diirfte.
Um die rechnerische Behandlung méoglichst durchsichtig und leicht
faBlich zu gestalten, denken

!/i ) ) ) s wir uns den einfachsten Fall
S — 35t = 7  einerin 2 Punkten 4 und B
| . | gelagerten, selbst masse-

losen aber mit einer punkt-

Abb. 60. Biegungselastische rotierende Welle mit . .
Finzelmasse. férmigen Masse m behaf-

teten Welle (Abb. 60). Die
Masse habe eine anfingliche Exzentrizitd e. Die Welle rotiere mit der

Drehzahl n bzw. der Winkelgeschwindigkeit w = n ;% . Infolge der da-

durch entstehenden Fliehkraft C' entstehe eine Durchbiegung f. Der
Gesamtabstand der Masse m von der Rotationsachse sei @ = ¢ - f.
Zu der Durchbiegung f gehore eine Federkraft F' (kg) der elastischen
Welle entsprechend f-¢, wobei ¢ die zu der Durchbiegung 1 cm ge-
horende Kraft in kg sei. Es besteht nun die Beziehung:

m-w?-q = f.c

S—— S g
Fliebhkraft Federkraft
der Welle

oder, da a—f=e ist,
m-w-a=(@—ec
oder
a={m-w2—cl=c¢c
oder
»6(‘/

Tmew—c”

1) Siehe F6ppl: Dynamik; Hort: Technische Schwingungslehre; Stodola:
Die Dampfturbinen.
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Fiir den Fall m - @?— ¢ = 0 oder
=] [e
wird @ = co.
Es ist dies der Fall der sog. kritischen Biegungsdrehzahl der Welle.
Die letatere ergibt sich damit zu
_30 1/¢
7 m
Verstehen wir wie frither unter f die zu dem Eigengewicht der Masse
m gehorende Durchbiegung, so kinnen wir auch schreiben
. 300
T
Es ist nun noch von Interesse, zu verfolgen, wie bei vorgegebenen
Verhiltnissen der Ausschlag @ von der Drehzahl abhéngig ist. Nach
der Gleichung

hy,

(50)

ec

m-wi—c

entstand die Kurve (Abb.61). Aus derselben erkennt man, dal von
niedriger Drehzahl an @ immer weiter anwéchst, bis bei der kritischen
das Maximum erreicht ist.
Sodann nimmt ¢ rasch ab

und niéhert sich asymptotisch

dem Wert 0. Weit iiber der
kritischen Drehzahl schadet

also eine etwaige Exzentrizitit

der Masse nichts, die letztere

stellt sich vielmehr hierbei so- ST
zusagen von selbst in die Ro- -
tationsachse ein. Selbstver-
stindlich ist trotzdem fiir

eine gute Ausbalancierung der l
Masse samt Welle unbedingt
Sorge zu tragen, da jedesmal

beim Anlassen und Abstellen

der- betreffenden Welle die
kritische Drehzahl durch-
schritten werden muf.

Aus der Ableltung fOIg_t’ Abb. 61. Abhingigkeit des Ausschlags von der Dreh-
daB das Verhalten einer in zahl fiir den Fall der Abb. 71.
riumlich ausgedehnten Lagern
bzw. mit mehreren Massen behafteten Welle das das gleiche ist. Es
ist stets die zum Eigengewicht simtlicher Massen gehorende Durch-
biegungslinie zu ermitteln und im iibrigen genau so vorzugehen, wie wenn

" 00 1‘0'00 7500
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man es mit den normalen in einer Ebene sich vollziehenden Biegungs-
schwingungen zu tun hatte. Gegeniiber den letzteren besteht aber
der Unterschied, daB hier die einzelnen Wellenpunkte Kreisbewegungen
ausfithren und keine auf einer Linie sich vollziehende Schwingungen.

Streng genommen, fithren die einzelnen Wellenpunkte nur im Zu-
stand der kritischen Geschwindigkeit Kreisbewegungen aus; auBer-
halb derselben dagegen eine epizykloidische, die sich allerdings der
Kreisbewegung um so mehr annahert, je niher die Drehzahl bei der
kritischen Drehzahl liegt.

Die genaue Theorie zeigt weiter, daf auch bei der Hélfte der Biegungs-
eigenschwingungszahl eine kritische Drehzahl liegen kann. Stodola
hat auf diese Erscheinung zuerst aufmerksam gemacht und sie auch
durch eine Versuchseinrichtung nachgewiesen. Ilrgendwelche Fille, in
welchen sie an ausgefiihrten Dampfturbinen aufgetreten wére, sind mir
bisher noch nicht zu Ohren gekommen, ebensowenig konnte ich solche
bei meinen vielen Schwingungsuntersuchungen an Dampfturbinen fest-
stellen. Der Leser, der sich trotzdem nidher dafiir interessiert, sei auf
die Untersuchungen von Stodola (Schweizer Bauzeitung 1916 u. 1917),
Gimbel (Dinglers polyt. Journal 1917), O.F¢éppl (Turbinenwesen
1918) u. a. verwiesen.

Kigenfrequenzen eines an mehreren Stellen federnd
unterstiitzten starren Korpers insbesondere eines
Fahrzeuges.

(Abb. 62.)

Als erster Fall sei ein an drei Stellen unterstiitzter starrer Stab
gewahlt:
¢y, Gy, €5 seien die Federkonstanten der Federn F), F,,F;.

wyveyyy

7 S LSS
7 % %
Abb. 62. An 3 Stellen federnd unterstiitzter starrer Stab.

S sei der Stabschwerpunkt (unter Beriicksichtigung von je einem

Drittel der Federmassen).
.gke
m sei die Masse des gesamten Stabes in If%k—

J sei das Massentrigheitsmoment desselben in kg-cm-sk2.
Iy, 1, und I, seien die Abstinde der Federn vom Schwerpunkt.
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ag sei der Ausschlag des Schwerpunktes, o sei der Winkel, um den
sich dabei die Stabmittelachse zu ihrer urspriinglichen Lage gedreht
habe.

Nun miissen folgende zwei Bedingungen bestehen:

1. Summe aller an dem Stab angreifenden Krifte gleich Null.

2. Summe aller an dem Stabe angreifenden Momente gleich Null.
Ferner ist wegen der Starrheit des Stabes die Durchbiegung a, der
Feder F, gegeben, sowie die Durchbiegungen a, und a, von F; und F,
bekannt sind. Wir wissen von vornherein, daf ein derartiger Stab
sich selbst iiberlassen nur Sinusschwingungen ausfithren kann, da sdmt-
liche Federn dem Geradliniengesetze gehorchen. Fiir einen gegebenen
Ausschlag a ergibt sich also die zugehorige Beschleunigung zu o,%- a,
wobei w, die Winkelgeschwindigkeit der Schwingung, d. h. in unserem
Falle die zu suchende Grofe ist. Man erhélt so:

M- w2 a5 =(c, + ¢+ ¢)ag+ o (e, ly—cyly — ¢ 1) . (1)

Das Minuszeichen bei ¢,l, und c¢,/; rithrt davon her, dafl diese Krifte

nach unten wirken, weil rechts vom Schwerpunkt die Drehung nach
oben geht. Ferner ergibt sich:

Jow2-a=a(c;l2+ ¢y 1,2+ ¢, 1.2 Fas (e, — ey ly —cyl;) . (2)

Hier sind ndmlich auBer den Momenten « - ¢,1;? usf. auch die Krifte c, - a,

usf, multipliziert mit den zugehérigen Hebelarmen zu beriicksichtigen.

Aus (2) folgt

c1ly — cyly — c5l '
“= s :7'765&2 —‘1 zcll{*:%“ Ca lzg :‘Ciam ’ (2 )
Durch Einsetzen in Gleichung (1) erhélt man

5 (clll:_czlz — c3ly)* '
(O Jow? — (eh? + ¢ b 4 c5ly?) (1 )

oder
Jome b —m (e 1,2+ col,2 + ¢ 1,2) - w2 — (¢ F ¢+ ¢y)- T - 0,2

=—(¢;+ ¢y +¢y) (e [2 + ¢, 1,2 + els?) + (el — ¢yl — 5l )?
oder
w o mal® 4 ely® + e3ly?) + J (er + ¢y + ¢5) . (e1ly — eply — ¢5l5)*

e J-m ¢ J-m

_{eg oo o) (611h® 4 coly® 4 €305%)
J-m

oder

w,2=

S|

Lfah? + ol? 6l | o+ 6o
J m

e /T cly? —}jczlf + Caisz \ ¢ -+ Cz —+ 03>i?‘ €16 (I -+ 15)? J\lhczzsj(l?—ljls)zq— éécs(lz —13)?
A—] 7 Y S + = T [ T .

L J n ] J-m
Fiir den nur zweifach unterstiitzten Korper fallen die Glieder ¢;l32,

C3s €165 (I + 1) und cyey (I, —1,)2 weg.



78 Theorie.

Wir erhalten demnach fiir den zweifach unterstiitzten Stab als
allgemeine Losung:

ey e,l,2 o [N Lo, 2 12
0)32___5[011 ‘50. 2 +C1+ 0]+l/ 4“'11 coly +01 02} Ct;lm .

Fiir den mehr als dreifach unterstiitzten Stab 1a8t sich auf Grund
der vorhergehenden Formel ohne weiteres die Beziehung fiir w2 durch
Hinzusetzen der Glieder ¢,l,2, ¢, usf. angeben.

Fahrzeuge sind Kérper, die im allgemeinen an vier oder mehr Punk-
ten federnd unterstiitzt sind, wobei diese Punkte aber fast nie beliebig
sondern stets zu einer in der Fahrtrichtung gelegenen Mittelachse sym-
metrisch angeordnet sind. In diesem Falle bereitet es auch dann, wenn
beispielsweise die Vorderrider enger als die Hinterrdder beisammen
stehen, keinerlei Schwierigkeiten, die Dreh-Eigenfrequenz um die zur
Fahrrichtung parallele durch den Schwerpunkt des Fahrzeugs gehende
Symmetrieachse zu ermitteln. Man sieht, in der Fahrtrichtung blickend,
das Fahrzeug als Stab an und verwendet die bereit angegebenen For-
meln iiber zwei- bis vierfache Unterstiitzung.

Auf Grund dieser Entwicklungen sind wir in der Lage, die Eigen-
frequenzen eines beliebigen Fahrzeuges, dessen Réder oder Dreh-
gestelle nicht selbst wieder gefedert sind, anzugeben.

Es fragt sich nun noch, ob es nicht von Wert ist, diese Eigenfre-
quenzen so gegeneinander abzustimmen, daf} die auftretenden Beschleu-
nigungen, die auf die Fahrzeuginsassen kommen, mdoglichst wenig un-
angenehm empfunden werden. Wir sehen hier ausdriicklich von der
spater zu behandelnden Frage ab, an welcher Stelle eines bereits ge-
gebenen Fahrzeuges die Beschleunigungen am kleinsten werden. Es
sei etwa an einen zweiachsigen Eisenbahnwagen gedacht, bei dem die
Reisenden gleichmé&Big sich iiber den ganzen Wagen verteilen.

Erfahrungsgeméfl werden nun einfache Schwingungen weniger
unangenehm durch unsere Gefithlsnerven empfunden als solche, welche
sich aus mehreren Schwingungen zusammensetzen. Es ist ganz dhn-
lich wie in der Akustik, wo der einfache harmonische Ton besonders
angenehm und Geriusche, d.h. Ubereinanderlagerungen von Ténen
von verschiedenen in keinem einfachen Verhiltnis zueinander stehenden
Schwingungszahlen, am unangenehmsten klingen.

Wir untersuchen daher, wie die einzelnen GroBen zueinander ab-
gestimmt werden miissen, damit die beiden Losungen unserer quadrati-
schen Gleichung gleich grofi werden, d.h. daB die Eigenfrequenz fiir
parallele Bewegung in der lotrechten und fiir Drehung um die wage-
rechte Hauptachse zusammenfallen.

Es ist dies dann der Fall, wenn die beiden Werte unter der Quadrat-
wurzel gleich Null werden. Das heilit:
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1 (Clll2 + cal® + cgl? + o+ 02 + Ca) 16l +1)2 +- 0165 (l +15)2 +-cacs (I __13)2
4 J J-m

Lassen wir fiir unsere Welteren Betrachtungen zunéchst das Glied mit
¢; bzw. I, fort, behandeln wir also nur den zweifach unterstiitzten Stab,
so erhalten wir

01l1 + Caly 4] + Co 16y (I + 1,)*
4-( + ) J-m :

Nehmen wir weiter an, es sei ¢;=¢, und I, =1, = 5 l,d. h. also

gleiche Federn und gleiche Entfernung vom Sehwerpunkt, so ergibt sich
1 (2 al | 2 cl) 2.2
4\4J " m. J m
1712 2\2 ]2
sGara)=rm

s (M2l 4-8ml2J 4 16 J2) =

oder

oder
l2
16 J 2 .
Setzen wir J = z2 - m, wobei 7 der Tragheltsradlus ist, so erhalten wir

16- z4 mA (m - 8m? 212 41654 m?) = 72 ljm
oder
fﬁ;é (l4 + 8 7,212 + 16 1/4> - ZZ
oder
14+ 8421241644 — 164212 =0

oder

16 74— 842]2 = —
oder

. 1. I\4

oder, wenn wir ; mit I, bezeichnen:
14 —2-4212+14=0
oder
¥—12=0
oder
1

5 -
Der Trégheitsradius mufl also, um gleiche Eigenfrequen-
zen zu erhalten, gleich dem Abstand der Federn vom
Drehpunkt sein.
Vergleich: Bei einem geraden Balken ist das Trégheitsmoment
S_bm
12

2
=b-h?

i=1l,=

2
=b'2h1’% ’
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wenn wir mit A, die halbe Hohe bezeichnen oder

Ry \2 . B
F. (1,—7;@) oder t==0,573 4,

bzw. auf unsere Bezeichnungen angewendet I, = 0,573 - k.

Es ist ohne weiteres klar, daf die ganze Entwicklung auch zutrifft
auf Schwingungen um die senkrecht zu der Fahrtrichtung liegende
Achse.

Fiir letzteren Fall erhalten wir daher als Bedingung der Uberein-
stimmung der zugehorigen Dreh-Eigenfrequenz mit jener in der lot-
rechten Richtung:

o xme D
@—0,073“2——,

wenn p der Gesamtabstand der beiden Federn ist. Wir untersuchen
nunmehr die Bedingungen fiir ein Fahrzeug mit 3 Laufachsen, das also
an 6 Stellen unterstiitzt ist und nehmen dabei an, daBl p, = p; und
¢, = ¢, und schlieBlich 7, = 0 sei, d. h. daff #, im Schwerpunkt angreift
und die Federn ¥, und F, unter sich gleich und vom Schwerpunkt gleich
weit entfernt seien. Wir erhalten:
L(Zapt Zata) anpttialnd+aapt
4 J m Jm
oder, falls ¢, =k - ¢, ist

1 .2 <2-mp12 ‘tJ_@ + k)>2: 2c¢?-k-p® 4 dci?p?

4 1 J-m J-m

oder
T (b AT My 2B + T2 E2) = (2k+ 4).

Setzen wir J = m - 2, so wird

it 2/(9 m-i? 2 1 2(9
Fraanl ) @+h+ 4‘m(2+k) =p2(2k+4)
oder
74 .
Z(2+k)2+@2p12(_2_k):_p14
oder
. (24 k2 —42p2(2+k)=—4p*
oder
L, 4iEp 4 pit
4 24k (24 k)2
oder
o 2P\ 4pd 4pt
. (=2t 0 = ot ot
oder

. 2p2 . ]/ 2
2: —s ——
P=517 oder t=1p, Tk

Setzen wir k = 1, d. h. machen wir alle drei Federn gleich, so wird

izpr% =0,815p, .
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Je schwicher also die mittlere Feder ist, um so grofer
kann der Triagheitsradius sein.

Fiir einen geraden Balken von konstantem Querschnitt und der
Liange s, (gerechnet von der Mitte an) ergibt sich zum Vergleich:

i=0,573 s,

d. h. bei k=1
0,573 s, = 0,815 p,
oder 8, = 1,422 p, bzw. p,=0,703s,.
Fiir & = 2 also doppelt =o steife Feder in der Mitte wird ¢ = 0,707 p, wird:
0,573
0,707 s;=p,=0812s,.

Sonderfille von Schwingungen.

Nachdem nunmehr die fiir die Praxis wichtigsten Schwingungs-
erscheinungen besprochen wurden, sei jetzt noch von einigen Sonder-
fallen die Rede. Um méglichst anschaulich zu bleiben, beziehen wir
uns wieder, so weit dies nicht ausdriicklich anders bemerkt ist, auf
Verdrehungsschwingungen.

Teilschwingungen.

Auf diese letzteren habe ich in ,,Verdrehungsschwingungen von
Wellen* zuerst hingewiesen. Sie sind inzwischen von manchen Autoren
eingehender gewiirdigt worden, haben aber in der Praxis meines Wissens
bisher noch keine grofie Bedeutung erlangt.

Gegeben sei eine mit mehreren Massen m, bis m, behaftete Welle
(Abb. 63). Wir denken uns nun Kréfteplan und Schwingungsform aus-

A W X Yy Z ld
[ N
S (% §) QL -
QT s | %
-5
3

Abb. 63. Teilschwingungsform und Krifteplan hierzu.

gehend von Z fiir eine vorgegebene Schwingungszahl und irgendeinen
Ausschlag a, durchgezeichnet. Diese Schwingungsform schneidet die
Nullinie in einem Punkte W. Greift nun hier eine harmonische Dreh-
kraft P von einer solchen Gréfle an, daf sie den Tragheitskréften der
vorausgegangenen Massen m,, m,, m, das Gleichgewicht hilt, so
wird die Schwingungsform von W an mit der Nullinie sich decken,
die simtlichen auf W nach links folgenden Massen werden keine Aus-
schlige machen; es schwingt nur der Teil rechts von W, weshalb wir

Geiger, Mechan. Schwingungen. 6



82 Theorie.

diesen Zustand als Teilschwingung bezeichnen. Um ihn herbeizufiihren
ist also notwendig, dafl die erregende Kraft gerade im Schnittpunkt
des fiir die Massenkrifte allein sich ergebenden Astes der Schwingungs-
form mit der Nullinie angreift. Wir kénnen diese Forderung auch
anders ausdriicken : Es muB} die Schwingungszahl der erregenden Kraft P
mit der Eigenfrequenz des im Kraftangriffspunkt eingespannten
Systemastes zusammenfallen.

Gegabelte Systeme.

Derartige Fille kommen in der Praxis bei allen Transmissionen vor.
Abb. 64 zeigt eine solche Anordnung fiir einen Schraubenantrieb durch
2 Motoren und ein
Zahnradgetriebe.

1, (O Streng genommen
i wire hierbei der
EinfluB des Spieles

in Betracht zu
Abb. 6¢. Schraubenantrieb durch zwei Motoren und Zahnradgetriebe. ziehen

]
D
_C}_

I

NN\

Der Einfachheit halber wollen wir aber von demselben absehen,
da derselbe bei den hier in Betracht kommenden sehr genau hergestellten
Zabnridern im allgemeinen verschwindend klein ist. Wir denken uns
an irgendeiner Stelle z. B. Kurbel 3 des Motors I eine harmonische
Kraft P angreifend und wollen nun die Ausschlige ermitteln. Zu
diesem Zwecke konstruieren wir mit beliebig angenommenen Aus-
schligen von allen 3 Enden des gesamten Systems aus die Schwingungs-
form durch. Natiirlich miissen die beiden Aste: Motorkurbelwelle II
und  Propellerwelle

lp 9 PW an ihrer Ver-
Y

7
5 i .
rl\ & e & einigungsstelle dem
i g \A T, my Zahnradtrieb, glei-
b r2rls s 4
2 che Ausschlige ay;
T4

bzw. apy besitzen.
Wenn dies nicht zu-
fallig bereits der Fall ist, sind also z. B. die Ausschlige des Propeller-

Abb. 65. Gegabeltes System.

wellenastes mit aaH zu multiplizieren. Desgleichen die zugehérigen
PW

Tragheitskrifte. Bei der Weiterverzeichnung der Schwingungsform

ist darauf zu achten, dafl die vom Propellerast bzw. vom Kurbelwellen-

ast II herrithrenden - Trigheitskrifte zu addieren sind. Am Kraft-

angriffspunkt miissen endlich die Ausschlige des Teilastes: Kurbel-

a
welle T mit ;2- multipliziert werden, damit sie an dieser Stelle mit
1
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denen des anderen Systemteiles (bestehend aus Propellerwellenast
Kurbelwelle IT und Kurbelwelle I vom Zahnradgetriebe bis zum Kraft
angriffspunkt) iibereinstimmen. ays ist hierbei der Ausschlag dieses
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Abb. 69. @

Abb. 68. ar ]
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Systemteiles am Kraftangriffspunkt, wihrend a, derjenige des -Ast-

teiles I an dieser Stelle ist. Dann sind wieder wie frither sdmtliche

Ausschlige so zu reduzieren, dafi dis Kraft P der Summe aller nun-
6*
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mehrigen Trégheitskrifte das Gleichgewicht halten kann. Das folgende
Beispiel und die Abb. 656—75 erldutern das Verfahren zahlenmiBig.
Gegegeben 5 Massen m, -—mg;. Das System sei bei mg; gegabelt.
In A greife die harmonische Kraft P an. Fiiv eine gegebene Schwin-
gungszahl »; sind unter Annahme der Ausschlige a,, a, und a; die
Schwingungsformen in den Abb. 66—68 verzeichnet und die Krifte
pline dargestellt. Die gestrichelte Linie in Abb. 67 stellt bereits die auf
gemeinsamen Ausschlag mit dem Ast 34 umgerechnete Schwingungsform
des Astes 35 dar. Die resultierende Schwingungsform ist endlich von
da aus weiter bis 4 konstruiert (Abb. 68 bzw.69). Die gestrichelte
Linie in Abb. 66 stellt die auf gemeinsamen Ausschlag an der Kraft-
angriffstelle umgerechneten Ausschlige des Astes 12 dar. In Abb. 70

Abb. 76. Gegabeltes System bei Transmissionen.

und 75 sind endlich die unter Einwirkung einer Restkraft R zu Stande
kommende aus allen 3 Asten resultierende Schwingungsform sowie die
zugehorigen Kriftepline dargestellt. Die noch notwendige einfache Um-
rechnung auf die Kraft P ist nicht mehr wiedergegeben. Im praktischen
Fall wird man auf die dreimalige zeichnerische Darstellung verzichten
und lediglich die Umrechnung vornehmen.

Grundsétzlich in der gleichen Weise wie hier geschildert ist vorzu-
gehen, wenn sich das System in mehrere Aste spaltet wie z. B. bei
Transmissionen (Abb. 76). Auf die Frage, wie hierbei die verschiedenen
Massen zu beriicksichtigen sind, nachdem die zugehérigen Wellen im
allgemeinen verschiedene Drehzahlen besitzen, werden wir noch spéter
im Abschnitt iiber die Reduktion der Massen zuriickkommen. Ebenso
wird im Abschnitt: ,, Elastizititen — Langenreduktionen von dem elasti-
schen Verhalten der mit verschiedenen Drehzahlen laufenden Wellen-
strange die Rede sein.
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Der EinfluBl gleich grofier an verschiedenen Stellen
angreifender Krifte auf die Grofe der Schwingungs-
ausschlige.

Schon aus dem vorhergehenden Abschnitt {iber die Teilschwingungen
haben wir gesehen, daB es auf den Einflul der Lage des Angriffspunktes
der erregenden Kraft ankommt. Wir wollen diese Untersuchung nun-
mehr weiter .ausdehnen und gehen hierbei wieder von Verdrehungs-
schwingungen aus, weil

sie hierfiir von praktischer —
Bedeutung ist.- \

Gegeben sei eine Sechs-
Zylinder-Vierta,ktmasehine. Schwingungsform filr eine Frequenz
Hier ist es sehr naheliegend, 1595/min.
die harmonischen Krifte
einfach aus dem resultie-
renden Sechszylinder-Tan-
gentialdruckdiagramm zu
ermitteln und dieselben sich
dann etwa in der Mitte des
Motors angebracht zu den-
ken. Dieses Verfahren kann
aber durchaus nicht in allen
Féllen als hinreichende An-
naherung aufgefalt werden.
Ein richtiges Bild bekommt
man vielmehr erst dann,
wenn man die harmoni-
schen Krifte, so wie sie
tatsidchlich wirken, an den
einzelnen Zylindern fiir sich B 5 Totor
angreifen 1a6t. Es ist wohl a, ~00%om/, ~N~
zu beachten, daf ein und “
dieselbe harmonische Kraft, Abb. 77. Der Einiluf der Lage der Kraftangritfspunkte
je nachdem sie auf die erste auf die Schwingungsform.
oder die letzte oder eine mittlere Kurbel einwirkt, ganz verschiedene
Ausschlige sowohl der einzelnen Kurbeln, wie auch der daran anschlie-
Benden Schwungmassen (Rotor, Seilscheibe usw.) zur Folge hat. AuBer
von der Lage des Kraftangriffpunktes ist diese Verschiedenheit ganz
wesentlich durch die Hohe der Schwingungszahl bestimmt. Schon bei
verhéltnismiBig recht niedrigen Schwingungszahlen macht sich ein
unerwartet grofler Einfluf der Lage des Kraftangriffpunktes geltend.
Bei hoheren Schwingungszahlen kann es vorkommen, daB gleich groBe
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und gleichgerichtete an den beiden #uflersten Kurbeln angreifende
Krifte entgegengesetzte Ausschlige hervorrufen, mit anderen Worten:
die von beiden gleichgerichteten Kré#ften herriihrenden
resultierenden Ausschlidge sind nahezu Null, wiahrend bei
entgegengesetzter Richtung der beiden Krifte die Awus-

Rotor
Hurbe/ |7 2 7 4 5 /5
v

7 . l

Schwingungsform
—
\r/‘ v =7790

a:P-96004g i Hurbel 1 wirkend
b:P=9600kg in Hurbel§ wirkend

Abb. 78. Der EinfluB der Lage der Kraftangriffspunkte
auf die Schwingungsform.

schlige, statt sich auf-
zuheben, sich sogar
verdoppeln. In den Abb.
77—80 ist diese Unter-
suchung fiir einen Sechs-
zylindermotor mit in még-
lichst kurzer Entfernung
angebauter Dynamo durch-
gefiihrt. Gerade diese An-
ordnung bietet ein Schul-
beispiel dafiir, daB auch bei
tunlichst kleinen Schwung-
massen und moglichst kur-
zen Wellenldngen das elas-
tische Verhalten des Sy-
stems eine bedeutende Rolle
spielt. Schon bei der ziem-
lich niedrigen Frequenzzahl
von 1595 ist der haupt-
séchlich interessierende

Schwingungsausschlag 3 an der Dynamo fiir die beiden Angriffspunkte
der Krafte wesentlich verschieden. Bei der Frequenzzahl von 3190

Schwingungszahl* 5200
a:P=3600kg 1n Hurbel 1 wirkernd
b:P=3600kg in Hurbel§ wirkend

Abb. 79. Der EinfluB der Lage der Kraftangriffspunkte
auf die Schwingungsform.

besitzen die beiden Dy-
namoausschlige sogar ent-
gegengesetzte  Richtung.
Diese Frequenzzahl ist aber
auf alle Félle entschieden
noch in Betracht zu ziehen,
denn die harmonische Kraft
6. Ordnung des Sechszy-
lindermotors, die von ganz
betrachtlicher GréBe ist,
liefert fiir » = 400 eine Fre-
quenzzahl von v = 2400,
wiahrend sich fiir die Har-
monische 12. Ordnung, die

ebenfalls noch Beachtung verdient, » = 4800 ergibt. Bei einer Schwin-
gungszahl von y=5200 endlich sind die Schwingungs- Ausschliige nicht blof
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des Rotors, sondern auch fast aller Zylinder fiir die bei den an den duBersten
Kurbeln angreifenden gleichgerichteten Krifte entgegengesetzt gerichtet.
Aus der dadurch gewonnenen FErkenntnis, daB entgegenge-
setzt gerichtete Krdfte in ihren Wirkungen sich nicht
aufheben, sondern unter D
Umstinden sich sogar T 71 %
addieren, folgt weiter, dafl

7
es nicht geniigt, die harmo- 1 [ _1
. « S A
nischen Krifte aus dem resul- 3
tierenden Drehkraftdiagramm 3y 2 &
zu ermitteln. s &
Im vorhergehenden wurde g S S N
¢ ~
der EinfluB der Lage des An- 3 8 A
4

griffpunktes der erregenden
harmonischen Kraft nur fir _J
solche Fille untersucht, die
geniigend weit von der Re-
sonanz entfernt waren. Es
laBt sich jedoch auch fir
den Fall der Resonanz, sofern
nur die stets vorhandene 4
Dampfung berticksichtigt
wird, nachweisen, dall auch
dort ganz &hnliche Verhilt-
nisse vorliegen, bzw. dall es
fir eine gegebene Schwin- 5 ‘
gungsza’hl auf den Abstand - Ii’\r};]gt.;asl?érig:;un;lllilfféufllg Cc;n? asgceh\(i?;-
der harmonischen Kraft vom gungsform.
Knotenpunkt ankommt. | s

1

lo,

~a
H=37510%hg

5620

H=3%5-70%kg

$

i -
1820266

T
|
L
%2—0-”#—2340-}-:— 2770 —t
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4870
9660

2660 — 4

Kriftepolygone fiir » = 52001).

Ubereinanderlagerung mehrerer Schwingungen.

Wenn zwei oder mehr harmonische Krifte gleicher Frequenz und
Phase auf ein schwingungsfihiges Gebilde mit geradliniger Abhéngigkeit
des Ausschlags von der riickfithrenden Kraft einwirken, so ergeben sich
die fiir eine bestimmte Masse resultierenden Ausschlige einfach durch
arithmetische Addition der fiir jede einzelne harmonische Kraft fiir
die betreffende Masse erhaltenen Ausschlige. Diese Beziehung folgt
ganz allgemein auf Grund des Superpositionsgesetzes, nach dem sich
zwei Wirkungen, die sich gegenseitig nicht storen, einfach iibereinander
lagern. Es sei aber ausdriicklich auf die Beschrinkungen, denen dieses
Gesetz unterworfen ist, aufmerksam gemacht.

Die erste Einschrankung ist, daf die Elastizititen des Systems

1) Der Horizontalzug ist im Falle b aus Raumgriinden abgebrochen.
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geradlinige Abhingigkeit zwischen Kraft und Ausschlag besitzen. Die
zweite Einschrinkung folgt aus der ersten. Auch bei Systemen mit
dieser Proportionalitit darf die resultierende Beanspruchung nie iiber
die Elastizititsgrenze hinausgehen. Da praktisch solche Falle unbedingt
vermieden werden miissen — man wird schon der Betriebssicherheit
wegen stets betrichtlich unterhalb der Elastizitdtsgrenze bleiben, so
haben die beiden Einschrinkungen fiir unsere wichtigeren Baustoffe,
die Metalle, keine besonders grofle Bedeutung.

Wirken an einem gegebenen System die frequenzgleichen erregenden
Krafte in verschiedenen Phasen auf das System ein, d. h. erreicht die
eine Kraft gerade ihren positiven Grofitwert, wihrend die andere
gerade im Ansteigen oder eine dritte eben im Abnehmen begriffen
ist usf., so sind die fiir eine bestimmte Masse fiir jede einzelne erregende

Kraft erhaltenen Aus-
;7 schlige mnicht arith-
> J0° |~ metisch, sondern geo-
o~ . .
L I g P - metrisch zueinander
Rl e NN AT s .
Y : Nl e zu addieren, genau
X v NN L So LN . w
T N SNt — -1 so wie man Krifte,

die unter verschie-
e s° aof 120° 160° 240° 270° 450°l denen Winkeln zu-
einander stehen, ad-
diert. Als Winkel
| kommt der Zeit win-
kel oder, wie wir
hier sagen konnen,
der Phasenverschie-

Abb. 81. Zeichnerische Zusammensetzung von Schwingungsaus- bungsw’inkel in Be-

schligen verschiedener Phase und Frequenz. tracht.

Wirken auf das System auBer den erregenden Kraften gleichzeitig noch
Déampfungen ein, so ist hier unter dem Phasenwinkel derjenige Winkel
zu verstehen, unter welchem die fiir die verschiedenen erregenden Krifte
erhaltenen Ausschlige der betreffenden Masse zueinander stehen. (Also
nicht der Phasenwinkel zwischen Ausschlag oder Dampfung und Kraft!)

Wirken auf das System harmonische Krafte verschiedener Frequenz
ein, so kénnen die Ausschlige nicht mehr ohne weiteres addiert werden.
Es ist dann ein Diagramm zu verzeichnen, in welchem abhingig von
der Zeit oder, wie wir hier sagen kénnen, vom Zeitwinkel die resul-
tierenden Ausschlige fiir eine geniigend grofle Anzahl von Punkten
aufgetragen werden. Eine derartige Zusammensetzung ist in Abb. 81
gezeigt. Die Ausschldge seien a,, a,, ;. @, wechsle mit der Frequenz »,
@, mit 2 v und @, mit 3 ». a, und a, erreichen im selben Moment ihren
Hoéchstwert @; um 1/, der Dauer der Grundperiode v, d.h. um 30°

360° = Grundschwingung — ——————————s
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spater. In Abb. 82 ist die vektorielle Zusammensetzung fiir die Stelle 1
und fiir die Stelle 11 gezeigt.

Wirken auf ein schwingungsfihiges System zwei Krifte, die ver-
schiedenartige Schwingungen hervorrufen, z. B. die eine Kraft Biegungs-
schwingungen in horizontaler Richtung und die andere Kraft Biegungs-
schwingungen in vertikaler Richtung, so lagern sich diese beiden Schwin-
gungsarten ebenfalls iibereinander.

Wird z. B. ein rechteckiger Stab in der Diagonalen ausgelenkt und
dann losgelassen, so wird er so schwingen, als ob er gleichzeitig um den
Betrag a in der Richtung # und um den Betrag
b in der Richtung y ausgelenkt worden wére,
wobel Ja? + b2 die Gesamtauslenkung in Rich-
tung der Diagonalen ist. Stehen die Eigen-
schwingungszahlen fiir die z- und die y-Rich-
tung in einem ganz einfachen Verhéltnis zuein- ,, o vextorielle Zusammen-
ander, so wird ein Punkt eines solchen Stabes setzung von Schwingimgsaus-
eine verhdltnismaBig einfache Kurve beschrei- schlagen.
ben. Im allgemeinen Falle wird sie aber ziemlich verwickelt werden.
Thre Ermittlung als geometrische Zusammensetzung aus den beiden
verschieden groBen Sinusschwingungen verschiedener Frequenz bereitet
allerdings keine Schwierigkeit.

\

StoBe.

Soweit Stofe auf elastische Systeme einwirken, kénnen sie direkt
nach den Lehren der Schwingungstheorie, insbesondere nach den im
Abschnitt ,,Erzwungene Schwingungen®, niedergelegten Ausfithrungen
behandelt werden. Allgemein kommt es bei StéBen ganz auf den zeit-
lichen Verlauf des Stofidruckes an.
Man unterscheidet harte und weiche
StoBe. Harte dauern nur ganz kurz,
weiche dagegen verhéiltnismifig
linger. Jeder Stofl dauert aber
eine, wenn auch im allgemeinen sehr kurze, so doch meBbare Zeit.

Wir fassen zunichst ein einfaches System ins Auge: eine
Masse m, welche durch eine an einem festen Punkte be-
festigte Feder mit der Federkonstanten ¢ im Gleich-
gewicht gehalten wird. Auf die Masse wirke der Stol
ein. Als StoBzeitkurve denken wir uns eine halbe Sinuslinie (Abb. 83).
In Anngherung wird der StoBverlauf in den meisten Féllen von dieser
Form sein. In diesem Falle sind wir aber imstande, den ganzen Verlauf
der Schwingungsbewegung festzustellen. Besitzt die Stofizeitkurve einen
verwickelteren Verlauf, so sind wir mit Hilfe der harmonischen Analyse,
von der spater noch die Rede ist, in der Lage, die Kurve in ihre einzelnen

|

Abb. 83. Halbe Sinuslinie als StoBzeitkurve.
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Harmonischen aufzulésen und fiir jede Harmonische ‘den Verlauf der
zugehoérigen Schwingungsbewegung zu untersuchen, um dann zum
Schluf} die entstehenden Schwingungen geometrisch zusammenzuaddie-
ren. Wir nehmen ferner an, irgendwelche Dampfung oder Reibung sei
im System nicht vorhanden. Diese Annahme trifft freilich insbesondere
in den technisch wichtigen Fallen keineswegs zu. Andererseits 146t
sich aber als erste Anniherung annehmen, dal wahrend der sehr kur-
zen Stolzeit die Didmpfung die Ergebnisse nicht verindern wird, da
sie gegeniiber den gewaltigen StoBdriicken doch klein ist. Sowie der
StoB vorbei ist, vollfiihrt die Masse m lediglich gedimpfte Eigen-
schwingungen die wir an Hand der Abschnitte: ,,Schwingungen mif
Démpfung” und ,,Schwingungen mit mechanischer Reibung® voll-
sténdig zu tbersehen in der Lage sind.

Fir den Fall ohne Diampfung beziehen wir uns auf den Abschnitt:
. Brzwungene Schwingungen’. Fiir den Fall, daff die Masse m am
Beginn der Zeit ¢ in Ruhe war und dann eine harmonische Kraft P

von der Frequenz v — 30 . & auf dieselbe einwirks, hatten wir erhalten:
= -

— i‘" t____ ,w .ol t}
=m (we._,‘ - (,02) Lﬁln w a‘); SIin ,
Fir die Schwingungsgeschwindigkeit ergibt sich
—dz_ _P-o [cos mt — cos w, 1] (51)

VEE T mos —ob)
Fiir die Beschleunigung erhalten wir endlich
d x? P.ow? [co‘g . . ) .
o T A et —5 59
AE = m(wf — o) sin w,t— sin th . (52)

[42]
Die GréBe w,, die in diesen Gleichungen erscheint, ist eine Abkiirzung

b:

fiir den Wert ]/3 , welcher wieder multipliziert mit % die minutliche
m

Eigenfrequenz darstellt.

Die Gleichungen passen fiir eine ganz beliebig lange Einwirkung
der Kraft P. Lediglich fiir den Fall der Resonanz, d.h. fir w,=w
sind sie nicht anwendbar. Das hat aber im vorliegenden Falle, wo wir
uns nur mit kurz dauernder Einwirkung der Kraft P beschaftigen, nichts
zu sagen, da hierbei die Ausschlige auf keinen Fall unendlich werden.

Fiir den Fall, daB eine erregende harmonische Kraft P an der Masse m
nicht angreift, sondern daf der Aufhéingepunkt von einem bestimmtben
Zeitpunkt ab sinusformig mit dem Ausschlag ap und der Frequenz

Y = ?;70 » @ hin- und herbewegt wird, ergibt sich als dynamische Grund-

leichung : 2. 1
s & m-%}z—i—c(vctpsirlcut—}—x)—i—k-(—dg-zo
oder m-%?+cx+k-%?:c-ap-sinwt. (53)
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Die riickfiithrende Kraft ist hierbei im Gegensatz zur friiheren
GL (1) nicht dem Ausschlag x, sondern dem Relativausschlag
(~—a-sin w t + x) zwischen Aufhéngepunkt und Masse m proportional.
Diese Gleichung ist genau so aufgebaut wie die Ausgangsgl. (15) fiir
erzwungene Schwingungen. Wir haben in derselben lediglich an Stelle
der bekannten erregenden Kraft P das Produkt aus dem gegebenen
Ausschlag @, des Aufhingepunktes multipliziert mit der Federkonstanten
¢ zu setzen, um vollige Ubereinstimmung zu erzielen. Daraus folgt
auch, daf alle unsere Ergebnisse sich ohne weiteres auf die Schwingungs-
erregung durch erzwungene Ausschlige des Aufhéngepunktes iiber-
tragen lassen.

Wenn wir die StoBprobleme der Technik ins Auge fassen, so inter-
essiert uns zunichst die gréBte, wihrend des StoBverlaufes auftretende
Beschleunigung. Sie ist es, die z. B. die Insassen eines Wagens direkt
zu fithlen bekommen und die daher méglichst klein gehalten werden sollte.

Falls nun o sehr grofl gegen w, ist, d. h. falls die StoBdauer bedeutend
kleiner als die halbe Eigenschwingungsdauer ist, vereinfacht sich die
Gleichung 52 fiir die Beschleunigung zu

d*x P .

i sﬁ‘smwt,
d. h. bei gegebener Kraft ist die Beschleunigung um so geringer, je
grofer die Masse ist. Bei einem schweren Wagen werden also unter
sonst gleichen Verhéltnissen die Stofe weniger unangenehm empfunden
werden wie bei einem leichten.

Ist umgekehrt o klein gegen w,, d. h. ist die Stofdauer bedeutend
grofler als die halbe Eigenschwingungsdauer, so erhélt man fir die

Beschleunigung angenéhert
?r P o
dE T m w, SN W, 1.
Es werden also auch hier die Beschleunigungen wieder verhiltnismaBig
klein und zwar um so kleiner, je kleiner w im Vergleich zu w, ist. Dies

gilt aber nur, solange der Winkel @ ¢ noch so klein ist, daf sein Sinus
gegenuber 2 sin w, t vernachlissigt werden kann. Sowie dies nicht

mehr der Fall ist, sind wir auf die genauere Gleichung angewiesen.
In Abb. 84 ist die Abhingigkeit der grofiten auftretenden Beschleu-
nigung bzw. des ersten Maximums derselben vom Verhéltnis der
Schwingungszahl der Erregung zur Eigenfrequenz der Masse m dargestellt
fiir den Fall, daB} die Erregung nur eine halbe Schwingung dauert. Die
Abb. 84a ist lediglich eine VergroBerung des Bereichs bis zur Eigen-
frequenz. Man erkennt daraus, daB etwa vom doppelten Wert der
Eigenfrequenz an die grofite auftretende Beschleunigung praktisch

geniigend genau dem Wert P entspricht, bzw. bei Erregung durch Be-
m )
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wegung des Aufhdngepunktes den Wert %jf ergibt. Der letztere Fall

bietet fiir Landfahrzeuge besonderes Interesse: Ist bei einer Unebenheit,
welche in ihrer Form einer halben Sinuslinie entspricht, ¢ die Feder-
konstante des als Punkt gedachten Fahrzeuges und m seine Masse,
so ist die Beschleunigung der Wagenmasse um so kleiner, je grofer

10
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Abb. 84. Abh#ngigkeit der gréBten Beschleunigung von der Schwingungszahl.

diese Masse und je weicher die Federung ist. Unterhalb der Eigenfrequenz

kann man mit einiger Anndherung sagen, dafl die Beschleunigung pro-
0,8-c-ap . . "

portional dem Wert — - ctr o ansteigt. Sehr genau ergibt fiir das

m w,

g
0:3 k=—0361?+ 106/ 1

4z ) |

g7 1

U= 55 G5 i 075 07 078 043 03 97 067 Gede G75 0613 057 G436 100 1063
Abb. 84a. VergréBerte Darstellung eines Teiles der Abb. 84.

Gebiet bis zum 1,1fachen der Eigenfrequenz die einfache Formel

c-a 2 ]
b= P {- 0,36 (g’) +1,06- 2.

m W, )

(54)

Ubereinstimmung mit der wirklichen Kurve. In Abb. 84a ist der Ein-

fachheit halber der Wert % durch f ersetzt.

Wichtiger noch als die Kenntnis der Beschleunigung erscheint die
Frage, wieviel Schwingungsenergie das System bis zum
Ende des Einwirkens der StoBkraft Pin sich aufgenommen
hat, da von dieser Energie es abhingt, wie lange und wie stark das
System nach Aufhéren des StoBeinflusses noch nachschwingt. Diese
Energie 4 setzt sich aus zwei Betrigen zusammen:
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einem Betrag 4, herriihrend von der Auslenkung » der Masse, multi-
pliziert mit der zugehorigen Federkraft ¢ - » und wegen des geradlinigen
Ansteigens der Kraft von Null an mit dem Faktor Y

2
ferner einem Betrag 4, = m - 15, die kinetische Energie der Masse m

darstellend.
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Abb. 85. Abhiingigkeit der aufgenommenen StoBenergie von der Schwingungszahl.

£y

N
Eigenfrequenz

er rz'/e «

S

|
|
1
1
1
1
i
|
i
\
1
\
\
\

Awf Grund der angegebenen Gleichungen be-
reitet es keine Schwierigkeit, 4,und 4, zu bestim-
men. Es wird

2
gLy P [S“‘i’f“ : ‘“} (55)
159 @™y w2 — w?
4 1 ,P? Jeoswt—cosw,t|?
4, Sl e | (56)
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Abb. 86. Abhangigkeit der aufgenommenen StoSenergie im Gebiet fiber der Eigenfrequenz.

Zur Vereinfachung schreiben wir:

. w .

sinwt—-—-sinw,t= B,
we

coswi—cosw, t=0C,

we-z__ wzzwez(l_ﬁ)’

- _w_v, L . o=
wobei f_wg_.we’ l—fz_k‘ 1_f2-C—D
‘Wir erhalten so:
1 P2 B2 1 P2
d=5 o i wp m BE
1 P 12 0 1 P2 f 2 1 P2 2
4y = C —"2'4;52,3'(1‘:75‘0) 3 mae DY

Zmol T

T2 mew,?
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Fiir sich allein kommt ein StoBdruckverlauf, der eine ganze Schwin-
gung dauert, bei dem also withrend des Stofles die Kraft ihre Richtung
wechselt, freilich praktisch seltener in Frage. Wohl aber kann der
StoBdruckverlauf sich aus einer halben Schwingung von einer gegebenen
Frequenz und einer doppelt so raschen ganzen Schwingung zusammen-
setzen. Derartige resultierende
StoBdruckkurven sind in den
Abb. 87 bis 90 dargestellt. Die
Einzelsinuskrafte sind hierbei
gestrichelt wiedergegeben.
Man sieht daraus, dafl man
sich durch zwei solche Harmo-
nische schon recht nahe jedem
beliebigen  StofBverlauf an-
schmiegen kann. Eine noch
gréflere Anndherung kommt
praktisch kaum in Frage, sie
bereitet aber keinerlei grund-
sétzliche Schwierigkeiten, man
hat lediglich die StoBdruck-
kurve dann in mehr als zwei
Harmonische zu zerlegen.
Hinsichtlich dieser Zerlegung
sei auf den Abschnitt , Har-
monische Analyse® verwiesen.

Bei den bisherigen StoB-
untersuchungen ist der Ein-
fluB der Démpfungen und
Reibungen, mit denen in der
Natur vorkommende Systeme
e immer behaftet sind, noch

Abb. 90. vollig auller acht gelassen. Es

Abb. 87 bis 90. Stobdruckzeitkurven, die sich aus zwei  €rScheint daher geboten, noch
Sinusschwingungen zusammensetzen, folgenden Fall zah]enméﬁig
zu untersuchen:

Gegeben sel eine Masse m, welche elastisch an einem Punkt P be-
festigt ist. Die elastische Verbindung besitze die Federkonstante c.
An der Masse G greife eine von der absoluten Geschwindigkeit
von m abhéngige Dampfung mit dem Dampfungsfaktor £ an. Auf m

. . . 30
wirke eine harmonische Kraft P von der Frequenz y = S wahrend

der Dauer einer halben Schwingung ein, nachdem m vorher in Ruhe
war. Es wird die Schwingungsenergie gesucht, welche m nach dieser
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halben Schwingung, also im Moment des Aufhérens der Kraft P, be-
sitzt. Hierfiir ist die Gleichung (19) maBgebend:
1. fiir den Ausschlag:
2
g=g 2m' {a,siny't + b, - cos y't} + ¢, -sin (@t + @)
wobei
4, =—0Cp* < ;€08 @+ 5 ¥ sm<p>
und
b,=—c;-sing ist.

2. fiir die Geschwindigkeit ergibt sich daraus:
dx — —%L . ’ k / k ’
Sy = 2mt{s1nyt<27na1+ ¥y b1> + (27’1 bl—y'a1> cos y t}
+¢;-w-cos(wt+ @) .
Hierbei ist
,_1/e K
V= ]/ m 4m?”

Allgemein 148t sich schreiben: =k, Yem ; d. h.

V Vl———p “W,,

w,,
wobei o, die Eigenfrequenz der Masse m ohne Dampfung ist.
Ahnlich kénnen wir zur Vereinfachung setzen:
k&

2m 2 W, =q 0,

Ferner ist
p? +q~=1—"+
Daraus folgt:
e LU 9 cos 9. % g
r=—e Cl{(w,,-p cos @ + . sm(p) sin (pw,?)

-+ sin @ cos (p-wet)} + ¢;-sin(wt+ @).

Wir setzen ferner 9— = f und erhalten:
r=c, [——e_w”{m%ﬁ“ ' . sin (pw,t) +sin @ - cos (pw, t)}
+ sin (ot + tp)} . (1a)
Ebenso 1aBt sich schreiben:
i —qwe
(;;—cl wel[ ‘ ’Iq—f—wf—smw -sin (p-w,t)— feos @ - cos (pw, t)}
—l—f'cos(wt—}—(p)J . (2a)

Geiger, Mechan. Schwingungen. 7
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Hierbei sind a; und b, wie folgt, ersetzt:

k 2 . .
ﬂal—}—y’bl:—cl-(%cwceosq)#—%-w,sm(p—i—p-we-smgv)
=1
f g% + p?
q- .
= —C, ’(*“COS e s Q1Y )
17 %et\p ¢+ ) '
k . P P Wy qW, .
ﬂbl—y'-a_iz—-cl(q'we-sm(p—~'f—).;e—cos (P—T(T'Slngp

=—c, 0,(q-sing —f-cosp —gq-sing)
=-4c¢,-w, feos@.
¢t ermittelt sich folgendermafBen:
Fiir die Dauer einer ganzen Schwingung der Kraft P ist die Zeit

T =2§ also, da T = 2t ist. Hierbei ist

¢ =g = halbe Schwingungsdauer.

Ermittlung von ¢:

ko kl]ﬂnw
tgw”M2';?“”T2 ;1_ - )
@ ( m-m?
ko, ky by -f

Sl ey
Aus tg ¢ ergibt sich dann cos¢ und sin @ sowie sin (wt + ¢) und

cos (wt -+ @).
Hierbei ist nach unserer Voraussetzung wt = 180° Fiir halb-

1

aperiodische Dampfung wird %; =1 also tgp = o1
Da wt = 180° ist, lassen sich die Gleichungen (la) und (2a) noch
weiter vereinfachen: Es entsteht:

z=c, (— ehqm”{fécoifp TIP iy pw b+ sin @-cos(pw, t)}

P (1b)
—sing
dx — gwe -G + sing .
«Z? =c¢, 0, [e ¢ t{g—L ,ﬂﬁjl,,, ? sin(pw,t) — feos @ cos (;owet)} (2b)
——]‘-cosgv:l

Fiir aperiodische Dampfung wird p = 0, da %, = 2 ist. In diesem Falle
erhalten wir fir

cos pw,t=1
sinpw,t

und der Wert % bestimmt sich wie folgt:

dp-sinpw,t _ w,t-cospw,t

pdp 1
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und, da cos pw,t =1 ist, wird
w1 CoSPw,t . j— (sinpcuﬁ)
, 1 P /ticp=0
Wir erhalten somit, da fiir aperiodische Ddmpfung auch g =1 wird:

r=0c, [— e {o,t(fcos @ -+ sin @) + sing} — sinq)]
d—('l'—j:cl-cue [e—wet{(]‘eosq? + sing) - w, t— fcostp}——feomp]
oder
e=—c [(1+e " +Fwte “sing+f o, t-e "% cosg]
%zcl~we[w9-t‘e~met-sin<p (f+f-e “"—f ot . COS(p].
Nun ist

. — P.cosp  P-cosg
17 m (0,2 —w?) m-o2(l—/?)

und ferner

1 008 @ i _smqvb_r(]‘2 —1)-sing
teg  smg bzw. cos ¢ = tep 2]
d. h.
_ Pusing(P—1) __ Psinp
Cl“kl‘f(l—f2)~m~we2_ mw2-2f’
wobei k; = 2 ist. Ferner wird
— wet — wel f —1 f2_]_ — gl .

frw.t-e ccosp=f-w,t-e -sing- EIa =g 0,te -sing.
Wir erhalten so

o P f — el — gl f2—1 — el E

v 2/1}1—[—6 +w,t-e —f—-*2~—~wet e sin?g .
([LZ P '——(l)gt f2 —_‘1‘ — wet — et CY
it we2f{wt —— (I+e —w,te )}sm Q.
Statt w,t 146t sich schreiben th

Nun ist wit = 3,1415 = z. Folglich wird

mw"zﬂl_"e f—{—?e —{——é—f-e Py-sin*g,
1
dx P {rc LA ( T x 1} )
Er T A VA Lre 7—7-e spanie
I

Dabei ist tgp = fzg_ffl
Die durch Zusammendriicken der Feder aufgespeicherte Energie ist

1 2
—_— . 2, . 'Z.
A1—2 w,2-m-x

Alz——l— @ {I}~ sintg

2 m2-w,3 4]‘2

P7
~2m. w2-4f? {I}z sint .

7*




100 Theorie.
f Y, s 1 2 4
’]f 12,55 6,28 3,14 1,57 0,785
2
1/, (%) 78,9 19,7 4,92 1,235 0,308
3
1/, <f/f) 329 41,2 5,13 0,644 0,0808
4
1/24@) 1028 64,9 4,05 0,251 0,0158
e ’; 1449,45 133,08 18,24 4,700 2,2896
e 1 0,337-10-5 | 0,187-10-2 0,1359 0,3266 0,358
z]f e 4,23.10-5 | 1,17-10-2 0,136 0,327 0,358
-1 ' - =
L — 047 | — 0375 0 L5 + 15
fz‘l%‘ -7 | —1,98-10-% | —0,44.10-2 0 0,49 + 2,68
I 1,0053 1,0369 1,2268 2,050 4,361
{12 = 1,01 1,07 1,50 4,20 19,05
1+e~3}—i}-e~$ + 0,999 0,990 0,907 0,884 1,098
-~
-1 p
L / — 0462 | — 0,371 0 1.32 8,24
11 0470 | — 0,407 0,172 0,975 | — 7,866
{132 0,221 0,166 0,0295 0,95 61,9
i
fff—iztgq) — 0,532 | — 1,335 0 1,33 + 0,533
sin @ 0,469 0,80 1,0 0,80 0,469
sint ¢ 0,0484 0,41 1,0 0,41 0,0484
mtm- 2
Sf?r‘f«ﬁ{—l}— 0,1955 0,439 0,375 0,107 0,0144
ind . f 2
s Z f; 1T 0,043 0,068 0,00738 0,0244 0,047
ind
f"fffT"’(m-m) = 0,2385 0,507 0,3824 0,131 0,062
A 83,5 286 |~ 153 | 148 95,7

Die letzte Zeile versteht sich in Prozenten der bei dampfungslosem Stof erhal-
tenen Energiemenge.

Die lebendige Energie der Masse m wird

1

A2:§m-

(‘L‘”)‘“’_l _F
dt! 2 m-w,2-4f2

P

{II}2-sin%¢ep .
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Der in beiden Klammerausdriicken vorkommende Wert e =

158t sich in Form einer Reihe, wie folgt, entwickeln:
7 w  1lfm\2 1/=z\3 1 /#\4
T=14 515 () 5 (7 F)
Die hoheren Glieder vernachlissigen wir.
Fiir verschiedene Verhaltnisse f der Schwingungszahl der erregenden
Kraft zu der Eigenfrequenz erhalten wir so die Tabelle auf S. 100.
Fir den Fall, dafl die Démpfung nur halb so stark wie die aperio-
dische, also halbaperiodisch, ist, miissen wir von den Gleichungen (1b)
und (2b) Seite 98 ausgehen. Wir haben fiir diesen Fall die Verhaltnisse
ebenfalls untersucht. Die Untersuchung ist, um den Leser nicht zu
sehr damit aufzuhalten, nicht im einzelnen wiedergegeben. Wir be-
gniigen uns vielmehr, in folgender Tabelle die Werte fiir 4,, 4, und 4,
abhéngig vom Verhéltnis / der Schwingungszahlen wiederzugeben:

Tabelle.
/ | 7/ 2
2. 2
A =T 0,665 1,079 1,017 0,219
49, 37,6 36,7 43,9 24,6

Die untere Zeile versteht sich wieder in Prozenten der bei dimpfungs-
losem Sto am SchluB desselben erhaltenen Energiemenge.

In Abb. 91 sind die fiir aperiodische, halbaperiodische sowie fiir
dimpfungslose Bewegung erhaltenen Energiemengen in Kurvenform
dargestellt. Man sieht daraus, da der EinfluB der Dampfung
ein sehr erheblicher ist. Sogar bei der halbaperiodischen Damp-
fung vermag das System trotz der kurzen Zeit des StoBes und damit des
Einwirkens der Dampfung sehr viel weniger Energie in sich aufzunehmen
als bei dimpfungsloser Bewegung. Lediglich bei StoBen, die betricht-
lich langsamer erfolgen, als der Eigenfrequenz des Systems entspricht,
und bei denen an und fiir sich eine nennenswerte Aufnahme an Schwin-
gungsenergie nicht mehr in Betracht kommt, scheidet auch der Ein-
fluB der Démpfung aus.

Es wird vielleicht auffallen, daB bei den vorhergehenden Unter-
suchungen die Ermittlung der Beschleunigungen nur fiir die
dimpfungslose Bewegung durchgefiihrt wurde und daB wir uns in
den andern Féllen mit der Bestimmung der am Schlusse des StoBes
vorhandenen Energiemengen begniigten. Man wird weiter noch
einwenden, dafl bei einem Fahrzeug, fiir das ja die Lehre vom StoB
ganz besondere Bedeutung besitzt, auch von Interesse sei, wie groB im
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Verlauf des Stofivorganges der grofBte Ausschlag des Fahrzeuges nach
oben und unten sei, ferner der grofite Druck, der vom Fahrzeug bzw.
Rad auf die Fahrbahn ausgeiibt wird, und ob bzw. unter welchen
Umsténden ein Abheben des Fahrzeuges von der Fahrbahn stattfindet.

Darauf ist zu sagen, dafl erfahrungsgemifl — namentlich bei schnel-
lem Fahren — die Bewegung des Fahrzeuges sich in der Weise vollzieht,
daB der groBte Ausschlag und damit auch der groBte bzw. geringste
StoBdruck bzw. die gréBte positive und negative Beschleunigung erst
eintritt, nachdem das Fahrzeug das Hindernis bereits hinter sich gelassen

4 r
Gegeben eine mit einem Punkt P elastisch verbundene Masse. Das System
sel in Ruhe, P mache plotzlich einen sinusférmigen Anschlag ¢ und kehrt
wieder auf Null zuriick, ohne dariiber hinaus auf die entgegengesetzte Seite
zu schwingen.
‘? L
.%)’ a d
?
22T
I
3
$
%
S, L & a,
/] N\
TOJ - 5
925+ e
I 1

L
7 7 z ]
s Sohwingungszahl ofs Vielfaches der Ejgenfrequenz

N

Abb. 91. Abhingigkeit der Schwingungsenergie von der Schwingungszahl.
a) ohne Dimpfung; &) mit aperiodischer, vom Absolutausschlag der Masse s abhingiger

Dimpfung; ¢) mit halbaperiodischer Absolutdimpfung; d) mit aperiodischer Relativdimptung.
hat. Wenn wir also die am Schlusse des Stofles vorhandene Energie-
menge ermitteln, so haben wir an Hand derselben auch gleichzeitig ein
Mittel an der Hand, um die anderen eben genannten interessierenden
Grofen zu ermitteln. Da es sich nach Schlufl des Stofles lediglich um
eine einfache geddmpfte harmonische Schwingung handelt, so ist deren
Ermittlung recht einfach.

Die bisherige Untersuchung iiber den Einflu der Didmpfung bei
Stofen wire unvollstindig, wenn wir nicht auch den Einfluf3 einer
vom Relativausschlag abhingigen Dampfung beriicksichtigen wol-
ten. Nehmen wir z. B. ein auf Rédern abgefedert ruhendes Fahrzeug
her, etwa einen Eisenbahnwagen oder einen Lastwagen mit annidhernd
starrer Bereifung. In diesem Falle ist die innere Reibung des Feder-
materials nicht vom Absolutausschlag des Chassis, sondern vom Rela-
tivausschlag zwischen Rad und Chassis abhingig. Ganz dasselbe gilt
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fir eigens angebrachte Dampfer, soweit bei ihnen die Dampfung von
der Schwingunggeschwindigkeit geniigend genau linear abhingig ist.
Als weiteres Beispiel seien MeBinstrumente zur Untersuchung von
Erschiitterungen der Umgebung — Seismograph, Pallograph, Vibro-
graph usf. — angefiihrt. Bei diesen ist sowohl die natiirliche ohnehin
am MeBinstrument vorhandene Dampfung, als auch eine zusétzliche
kiinstliche etwa in Form einer Ol- oder Glyzerindimpfung immer vom
Relativausschlag abhéngig, da der sogenannte feste Punkt, an welchen
die trige Masse des Instrumentes angelenkt ist, die zu registrierenden
Schwingungen der Umgebung mitmédcht. Ein ruhender Punkt ist hier
nirgends vorhanden.
Ahnliches wiefiir Erschiitterungsmessergilt fiirBeschleunigungsmesser.
Ein Unterschied besteht gegeniiber den vorhergehenden Untersuchun-
gen noch insofern, als nicht eine harmonische Kraft auf die Masse m
einwirkt, sondern der Unterstiitzungs- oder Aufhénge-
punkt derselben, mit welchem sie elastisch verbunden
ist, eine Bewegung auszufithren beginnt. Es bewegt
sich also beispielsweise das masselos gedachte Rad
unseres Fahrzeuges unter dem Einflul einer Unebenheit
der Fahrbahn in einer durch diese und die Fahrzeug-
geschwindigkeit gegebenen Weise nach aufwirts. Unsere
Aufgabestellung lautet demnach folgendermaBen:
Gegeben eine Masse m, welche elastisch mit einem
Punkt P verbunden ist. Das System sei zundchst in  Abb. 92. Schema
Ruhe; alsdann fithre der Punkt P eine harmonische Be- e;ﬁ;:ﬁfi?
wegung von gegebener Frequenz v aus, die von Null Masse, derenAuf-
bis zu einem grofiten Ausschlag ¢ anwichst und wieder ﬁi’iﬁ:ﬁ’fg‘ k;s;t
auf Null zuriickkehrt, worauf P in Ruhe verbleibt. An  gungen ausfihrt.
der Masse m greife ein von der Relativgeschwindigkeit
zwischen m und P linear abhingige Dampfung an. Die Bewegung
der Masse m ist zu untersuchen.

Nach Abb. 92 ergibt sich hierfiir folgende Beziehung:

Lf

d2x dara
maz—’— erel-{‘k'"gi =0.

Hierbei ist x der Absolut- und a,, der Relativausschlag der Masse m.
Es ist Z, = ©—a-sinwt,

. 7T .
wobei @ = p 30 ist.

d % . . daw . .
N dTl ergibt sich so zu d—tm a- o coswi. Wir kénnen infolgedessen
an Stelle unserer Grundgleichung schreiben:

d2x dax
m-ETZ—*—cx—I—k- d%:k-a-w coswit-t+ac-sinwt.
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Fiir @ = 0 erhilt man das erste bereits im Abschnitt ,,Schwingungen
mit Dimpfung® abgeleitete Glied, nidmlich

%
a,=¢ zm {a,-siny’t+b;-cosy’t}.
Die Bezeichnungen sind wieder dieselben wie friiher.
Um das zweite, den Einflul der Bewegung des Punktes P
auf m darstellende Glied x, zu finden, setzen wir versuchsweise
xy = ¢, -sin(wt + @), also

dux
i=orw wscos(wt+ @)
dz, 2.gi

and TE =0 -sin(wi -+ ¢) .

Hierbei sind ¢, und ¢ vorerst unbekannte Werte. Durch Einsetzen
dieser Werte in die Grundgleichung erhalten wir, dhnlich wie im Ab-
schnitt ,,Erzwungene Schwingungen geordnet nach sin wé¢ und cos wt:
I
sinwt{—m-c,-w2 cos@p+c-¢;-cosp—ke,w-sing —ac}
I
-+ coswt{— me,-w?-sing +cc,-sing + ke, cw-cosp—k -aw} =0,

Damit die Gleichung fiir jeden Moment, d. h. fiir jedes beliebige ¢ er-
fiillt ist, muBl jeder der beiden Klammerausdriicke fir sich Null sein.
Das heifit:

singp (—k ¢, *w) 4 cosp (cc, —m-c; w?) = ca, (1)

sin @ (ce; —me,w?) +cosp k¢, w =k a-o. (1T)
Setzen wir zu Vereinfachung

c—mw?=m(w,?>—w? =4,

k-w = B,
ka-w = D und
ca = K, so erhalten wir:
—sing-¢, - B+ cosqpe, - 4 =F, I
sin p¢,- 4 + cos e, - B=D. (IT)

Hieraus ergibt sich durch Multiplikation von (I) mit 4 und von (II)
mit B bzw. umgekehrt
te o DA—EB
EP=DBILEA
_komws?—w?) —c]

Tkt em(w,? —w?)

und auf Grund von Gleichung (I)
ca
m (w2 — w?)-cosp —kw-sing ~

C; =
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Ersetzen wir den Wert & durch £, - ]/'ETn, so ergibt sich nach einigen
Umformungen
1, - ke’
8P el — Dot +o.s
- her
o0 (k2 —1) + 2]’
Bezeichnen wir ;07 mit f, so entsteht
z . lp
A T

Fiir aperiodische Dampfung, d. h. k; =2 wird

2.3
o=3pi1-
Fir halbaperiodische Démpfung, d.h. 5 =1, wird
. tgp=1.
Ahnlich wird allgemein
[eay7

Cy =

T
m.me2.cos(p (]_ __f2 —_— ]"1 f

k2= 1)+ J
fiir aperiodische Dampfung ergibt sich:

o ca (3/2+ 1)

T mew2-cosg (L2721 1)

fir halbaperiodische dagegen

6y

. ca
AT e cos g (L —f2— )
Auf Grund vorstehender Entwicklungen ergibt sich als vollstandige
Losung der Differentialgleichung

k
x=e 2m " {a,-sinyt-+b,-cos 3t} ¢ -sin(wt+ ). (57)
Hierbei ist aus dhnlichen Griinden, wie sie im Abschnitt ,, Erzwungene
Schwingungen bereits erldutert wurden,
w ) k . \
a,=—c, ()7 108 ¢ f 5, sin )
und by = —c,-sing.

Fir aperiodische Relativdampfung entsteht schlieflich dhnlich
wie zuvor bei aperiodischer, vom Absolutausschlag der Masse m ab-
hangiger Dampfung

— gt _— A — et
x=—-cl[(1+e “Ctw,te” T sing+ for, te 7 ~005(p]
und

— wel wet

d: . . — -— e
d;:%—cl-a)e[wet-e singp—(f+f-e —fw,t-e t)-cosgv]-

Endlich kénnen wir auch hier wieder statt o, den Wert ? setzen und

f
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erhalten fiir den Moment des Aufhérens der Bewegung des Punktes P:

rx=—0c [(1+e~?—%%-e“?)-sin(p—f—n-e—?-cos (p} .

z—f=cl-we{e—;f[(f-eos<p+sin @) w,i— f-cos q)]——f-coqu}

=¢, W, (?-e—T'Sin(p—(f—%—f-ef?———n-e—?)-eosg‘o] .

Auf diese Weise ergeben sich dann die Ausdriicke fiir die im Moment
des Aufhérens der Bewegung des Punktes P noch vorhandene kineti-
sche bzw. potentielle Energie. Wir fithren dieselben, sowie die Durch-
rechnung der Einzelwerte fiir den vorliegenden Fall nicht an, sondern
begniigen uns, die Endwerte anzugeben:

Tabelle.
/ T 1 2 4
ca i g
x: . 0,028 0,160 | 0725 | 1,31 1,046
mew, -
de, _ca 0,263 0,562 | 0975 | 1,12 0,734
dt’ m-w,2
1 c?q? |
Ap:s o 0,00076 | 0,0286 & 0,526 | 1,72 1,095
2 m-w,2 ‘
1 c%a? ‘ _
dys . S0 0,0692 | 0,316 | 0,95 1,25 0,538
2 m-ow2 ’
1 a2 | ;
Ay - 2 0,067 0,344 | 148 | 207 1,63
2 m-w2 [ |

In Abb. 91 ist die auf Grund der Werte 4, ; sich ergebende Energie-
kurve mit d bezeichnet. Man sieht daraus, daB bei im Verhaltnis
zur Higenfrequenz langsam verlaufenden StéB8en (langen
Fahrtunebenheiten) eine Relativddmpfung entschieden giin-
stig wirkt, daB sich diese giinstige Wirkung jedoch in das
Gegenteil umkehrt, sowie die Stofdauer merklich kleiner
ist als die halbe Eigenschwingungsdauer des Fahrzeuges,
d.h. bei kurzen Hindernissen, welche viel hiaufiger als lange
Hindernisse vorkommen. Sofern also an einem Fahrzeug an und
fiir sich von der Relativschwingungsgeschwindigkeit abhingige Damp-
fungen vorkommen, sollten dieselben méglichst klein gehalten werden,
da sonst bei den zahllosen kurzen, also kleinen Fahrtunebenheiten die
Wirkung der Federn zum Teil aufgehoben wird.

Was eine kiinstliche Ddmpfung in Form von sogenannten Dimpfern
anbelangt, so sollten dieselben so gebaut sein, daf diese Dimpfung bei
den vielen kurzen und damit kleinen Fahrtunebenheiten nicht wirkt, da-
gegen stark einsetzt bei den selteneren langen und damit grofien Fahrt-
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unebenheiten. Tatséchlich sind solche Dampfer bereits gebaut worden
und haben die Richtigkeit unserer Ableitungen voll bestitigt.

Hier sei noch darauf aufmerksam gemacht, da die vorstehenden
Ableitungen zundchst nur fiir solche Dampfer gelten, bei welchen die
dampfende Wirkung linear von der Schwingungsgeschwindigkeit ab-
héngig ist, also nicht fiir solche, bei welchen rein mechanische Reibung
in Frage kommt. Es 1Bt sich jedoch fiir solche Félle auf Grund nahe-
liegender Erwigungen erwarten, daff hiebei die Ergebnisse annéhernd
ghnlich sein werden. Insbesondere kann man bei einem Fahrzeug ohne
weiteres einsehen, dafl die Wirkung der Federn um so mehr aufgehoben
wird, je groBer die Reibung zwischen den einzelnen Federblittern
bzw. in den verschiedenen Gelenken ist. Hs gilt also auch beziiglich
mechanischer Reibung der Grundsatz, dieselbe bei der Abfederung
eines Fahrzeuges so klein wie mdoglich zu halten.

‘Weiter sei noch bemerkt, dal wir vorhin von kurzen also kleinen
bzw. von langen also groBen Fahrtunebenheiten sprachen. Dazu wére
zu bemerken, dafl lange Fahrtunebenheiten von geringer Gréfe wohl
auch vorkommen kénnen, aber an und fiir sich auch am unabgefederten
Rad nur geringe Beschleunigungen auslésen und deshalb nicht weiter
interessieren. Kurze Fahrtunebenheiten von hohem Betrage — etwa
ein hochkant gestelltes Brett, eine Eisenbahnschwelle u. dgl. — sind
dagegen eine ganz seltene Ausnahme, fiir die man einen Dampfer kaum
bauen wird. Fir diese wiirden auch die vorstehenden Erwigungen
nicht ohne weiteres gelten.

SchlieBlich sei noch einmal hervorgehoben, dafl wir bei den vor-
stehenden Ableitungen immer die Annahme machten, das Hindernis
habe die Form einer halben Sinuslinie. Diese Form kommt in roher
Annédherung zweifellos am héufigsten vor. Soweit dies nicht der Fall
ist, bewegt sich aber doch wenigstens annihernd der Radmittelpunkt
iber das Hindernis zeitlich anndhernd nach dem Sinusgesetz. Fiir die
Ausnahmefille miite man natiirlich auf die harmonische Analyse des
Hindernisses bedacht sein, wie bereits auf Seite 89 und 96 erwahnt.

Bei MeSBinstrumenten sieht man an Hand der Kurve d der Abb. 91,
daB fiir StéBe, welche rascher erfolgen, als der halben Eigenschwin-
gungsdauer entspricht, die Anwendung einer starken Relativdampfung
nicht angebracht ist. Nur fiir langsame St68e kann sie empfohlen wer-
den. Nun 146t sich allerdings bei manchen Meligeréiten — insbesondere
solchen zur Registrierung von Erschiitterungen — keinesweges im vorn
herein sagen, ob die St68e langsam oder rasch sind. In solchen Fillen
diirfte aber ebenfalls die Vermeidung von kiinstlichen Démpfungen
anzuraten sein. Der Nachteil, der hierbei dadurch entsteht, daf das
MefBigerdt kurze Zeit nach dem Sto noch Eigenschwingungen aus-
fithrt, erscheint gering, da diese als solche ohne weiteres erkennbar sind
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und aus dem Diagramm leicht eliminiert werden kénnen. Lediglich in
solchen selteneren Féllen, wo St68e so hiufig aufeinander folgen, daB
vor dem Aufhéren der durch den vorhergehenden StoB verursachten
Eigenschwingungen bereits der neue Stof einsetzt, erscheint eine zu-
satzliche stirkere Dampfung angebracht.

StoBe bei Mehrmassensystemen.

Fiir gleichm#Bige Massenverteilung wie fiir Saitenschwingungen sind
die hierbei sich ergebenden Verhaltnisse von dem Physiker Helmholtz
untersucht worden. Im Gegensatz zur Akustik kommen in der Technik
Systeme mit gleichméfBiger Massenverteilung kaum vor. Wir ver-
zichten daher auf eine Wiedergabe der Theorie dieser St6Be bei Saiten-
schwingungen, glauben aber doch, auf die wichtigsten Ergebnisse hin-
weisen zu miissen, da dann der Techniker in der Lage ist, bei seinen
Problemen entsprechende Analogieschliisse zu ziehen.

Eine Saite besitzt streng genommen unendlich viele Bigenfrequenzen.
Ein Stofl wird je nach seinem zeitlichen Verlauf verschiedene derselben
anregen. AuBler dem Verlauf wird aber, wie wir aus den fritheren Ab-
schnitten ohne weiteres schliefen kénnen, auch die Lage der Angriffs-
stelle von Einfluf sein. Ist die Angriffsstelle gerade ein Knotenpunkt
einer bestimmten Eigenschwingung, so wird letztere, auch wenn die
StoBkurve dieselbe Frequenz wie diese besitzt, doch nicht angeregt
werden. Ganz allgemein 148t sich zunichst sagen:

Harte StoBe regen mehr die oberen Eigenschwingungen des an-
gestolenen Korpers an, weiche dagegen hauptsichlich die niedrigste.
Um ein Bild von diesem Einfluf zu geben, wurde in folgender von
Helmholtz stammender Tabelle fiir eine Klaviersaite, deren Erregungs-
stelle in 1/, der Saitenlénge ist, die Stirke der héheren Eigenschwin-
gungen oder, wie wir bei diesem Beispiel aus der Akustik kiirzer sagen
konnen, der Oberténe in Vom-Hundertteilen der Stirke der niedrigsten
Eigenschwingung oder des Grundtones angegeben.

; Anschlag durch einen elastischen I Anschlag
Ordnungs- | Anschlag | Hammer, dessen Beriihrung dauert in | mib
zahl durch | Bruchteilen der Schwingungsdauer des z einem ganz
des Tones Reillen Grundtones | harten
3/ 7 \} 3/ 10 \‘ 3/ 14 t Hammer
1 100 100 { 100 ! 100 ‘ 100
2 8L2 | 99,7 189,4 [ 249 | 3247
3 56,1 89 | 1009 242,9 504,9
4 i 31,6 2,3 | 17.3 118,9 ’ 504,9
5 13,0 1,2 0,0 26,1 ‘ 3247
6 2,8 0,01 05 | L3 | 1000
7 0,0 | 0,0 l 00 | 0,0 | 0,0
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Die 3 mittleren Kolonnen gelten fiir das Klavier, die erste derselben
etwa in der sog. zweigestrichenen Oktave. Beim Reifen wird die Saite
lediglich ausgelenkt und dann plotzlich losgelassen.

Aus der Tabelle ersehen wir, dafl in jedem einzelnen Falle neben
dem Grundton Oberténe von ganz erheblicher Stérke vorhanden sind,
die aber je nach der Hirte des Anschlages sehr verschieden stark sein
kénnen und zum Teil den Grundton weit iibertreffen. Saiten sind aller-
dings verhiltnismaBig schwanke Gebilde, bei denen eine grofie Reihe
von Oberténen zum Ansprechen kommen. Bei Gebilden der Technik,
insbesondere des Maschinenbaues, liegen — abgesehen von der ersten
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Abb. 98 bis 96. Wellenformen einer gestrichenen Saite.

bis vierten Eigenfrequenz — die hoheren Eigenschwingungen meistens
viel zu hoch, um besonders in die Erscheinung zu treten. Eine einfache
GesetzmiBigkeit beziiglich des Verhéltnisses der einzelnen Eigen-
schwingungszahlen, wie dies bei Saiten der Fall ist, existiert bei den
verwickelt gestalteten Kérpern des Maschinenbaues natiirlich im all-
gemeinen nicht.

Neben dem zeitlichen Verlauf oder der StoBhérte spielt auch noch
die Lage des Angriffspunktes des StoBes oder allgemeiner der Er-
regungsstelle eine erhebliche Rolle. Diesen Einflull zeigen wir zu-
nichst an einer gestrichenen Saite. In den Abb. 93-—96 sind ver-
schiedene von einer solchen Saite erhaltene Wellenformen dargestellt.
Dieselben werden erhalten, wenn die Saite in der durch den ersten neben
jeder Kurve stehenden Bruch angegebenen Entfernung von dem einen
Ende der Saite gestrichen wird und wenn der zeichnende Stift an der durch
den zweiten (eingeklammerten) Bruch angegebenen Stelle angebracht
ist. Man erkennt den auBerordentlichen Einflufi der Lage der Erregungs-
stelle. Gangz allgemein kann man sich diesen Einflu} ganz kurz durch den
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SchluB klar machen, daf eine Erregung dann keine Schwingung hervor-
rufen kann, wenn sie gerade in einem Knotenpunkt der letzteren zur
Wirkung kommt. Das ist der Grund, weshalb die oberste Kurve fast
genau einer Sinuslinie, wie wir sie fiir eine einfache Schwingung erhalten
miiBiten, entspricht; da die Saite in der Mitte erregt wurde, kénnen sich
in derselben keine Eigenschwingungen ausbilden, welche ein gerad-
zahliges Vielfaches der mniedrigsten Eigenfrequenz sind, da fiir solche
Schwingungen bei einer Saite stets in der Mitte also hier der Erregungs-
stelle ein Knotenpunkt ist. Da ferner der aufzeichnende Stift gerade
in 1/; der Saitenlinge angebracht ist, kann er alle jene Eigenschwin-
gungen, welche in 1/; Abstand einen Knotenpunkt haben, also die Eigen-
frequenzen 3., 6., 9. Grades usf. nicht aufzeichnen. AuBer der Eigen-
schwingung 1. Grades konnen also nur jene 5., 7., 11. Grades usf. ver-
zeichnet werden. Diese hoheren Eigenfrequenzen sind aber, wie wir
schon auf Grund der vorhergehenden Tabelle schlieBen konnen und
wie ein Blick auf die oberste Kurve zeigt, sehr schwach.

Was hier fir eine gespannte. Saite gezeigt wurde, gilt sinngemiB
auch fiir andere Korper. Allgemein werden wir, um irgendeine héhere
Eigenfrequenz zu erregen, den Stof hart und StoBistelle so wihlen
miissen, dafl sie mit einem Schwingungsbauch der betreffenden Eigen-
schwingung zusammenfélls. Ebenso werden wir, wenn wir irgendeine
Eigenfrequenz bei Stéfen besonders deutlich aufzeichnen wollen, die
Registrierstelle so wihlen, daf sie it einem Schwingungsbauch dieser
Eigenfrequenz zusammenféllt.

Reibsehwingungen.

Im vorhergehenden war unter anderem von Saitenschwingungen die
Rede. Dieselben entstehen dadurch, dafl ein Streichorgan an der be-
treffenden Saite unter leichtem Druck entlang gefiithrt wird. Durch den
Druck wird eine gewisse Reibung erzeugt, welche die Saite mitzunehmen
bestrebt ist. Sowie jedoch die Auslenkung so grof geworden ist, daB die
rickfithrende Kraft der Saite die Reibungskraft iiberwiegt, schnellt
die Saite zuriick. Da beim Zuriickschnellen an die Stelle des Reibungs-
beiwertes der Ruhe der wesentlich kleinere der Bewegung tritt, so
kommt die Saite nicht etwa sofort zur Ruhe, sondern fithrt eine Reihe
von Pendelungen aus, bis durch Luftddmpfung, Reibung am Fiedelbogen
und innere Reibung ihre Ausschlige so klein geworden sind, daf} nun-
mehr die Reibung der Bewegung gentigt, um die Saite aufzuhalten. In
diesem Falle wird die Saite vom Fiedelbogen mitgenommen, es tritt
an die Stelle des Reibungswertes der Bewegung jener der Ruhe und das
Spiel wiederholt sich von neuem. Die Zeitdauer fiir jedes einzelne Spiel
ist selbstredend aullerordentlich kurz, so dafl unser Ohr einen gleich-
miBigen Klang wahrnimmt.
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Derartige Reibschwingungen kommen iibrigens keineswegs nur in
der Akustik vor, sie spielen gelegentlich auch in der Technik eine sehr
erhebliche Rolle; insbesondere kann auf sie wenigstens zum Teil die
sog. Riffelbildung an Schienen zuriickgefiihrt werden, die seit langem
zu den storendsten Erscheinungen, namentlich im StraBenbahnbetrieb,
aber auch bei Eisenbahnen in Kurven und Gefillstrecken gehort.

WM,—_M 2

g

Abb. 97. Torsiogramme der Reibungsschwingungen eines Radsatzes.

Man hat die Riffelbildung auch auf Einfliisse, die mit dem Walzen
der Schienen zusammenhingen, zuriickzufiihren gesucht. Es soll
keineswegs bestritten werden, dafl durch den Walzproze Ungleich-
méBigkeiten in der Struktur des Materials unter gewissen Umsténden
entstehen konnen. Es soll hier nur darauf hingewiesen werden, dafl die
Riffelbildung sich theoretisch zwanglos auf Reibschwingungen als Ur-
sache zuriickfithren laft. Der Gedankengang ist hierbei ganz &hnlich
wie derjenige bei der gestrichenen Saite:

Bewegt sich eine Achse mit zwei auf ihr festsitzenden Rédern in,
einer Gleiskrimmung, so miissen beide Réider entsprechend dem Kriim-
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mungshalbmesser ungleiche Geschwindigkeiten annehmen. Da sie fest
auf der gleichen Achse sitzen, mufl sich diese verdrehen. Die auf den
Raddurchmesser bezogene Drehkraft wichst also so lange an, bis sie
groBer ist als die Reibungskraft. In diesem Augenblick schnellt nun das-
jenige der beiden Réder, bei dem dies zuerst eintritt, plétzlich zuriick.
Wihrend aber vorher der Reibungsbeiwert der Ruhe zwischen Rad
und Schiene in Betracht kam, ist jetzt wihrend des Zuriickschnellens
mit dem betrichtlich kleineren Reibungsbeiwert der Bewegung zu
rechnen, das Rad wird daher iiber die Lage, die der spannungslos ge-
dachten Achse entspricht, hinausschnellen, wieder zuriickschwingen usf.
Da das Befahren einer Kriimmung einige Zeit dauert und der Radsatz
infolge der verschiedenen Grofie des dufleren und inneren Halbmessers
der Gleiskriitmmung sténdig aufs neue zu derartigen Schwingungen
angeregt wird, so erstreckt sich die Erscheinung iiber die ganze Kriim-
mung und ein Stiick dariiber hinaus. Zum Nachweis der Richtigkeit
vorstehender Darlegungen habe ich vor einigen Jahren bei der StraBen-
bahn Augsburg Versuche mit Hilfe des Torsiographen durchgefiihrt. Die
so erhaltenen Torsiogramme sind in der Abb. 97 wiedergegeben. Nr. 2
und 3 beziehen sich auf gerade Strecken. Der eine Buckel in jedem der
beiden Diagramme ist der Einfluf} eines Schienenstofles. Nr. 4 stellt
das Diagramm in einer scharfen Gleiskriimmung dar; die Nr.5 bis 7
sind Torsiogramme, die beim Befahren von schwachen Gleiskriimmungen
erhalten wurden. Niheres hieriiber findet der Leser in der Z.V.d. L
68, Nr. 12, S.282: ,,Untersuchung der Riffelbildung an Schienen mit
Hilfe des Torsiographen‘‘ ferner iiber die theoretische Seite in der
Verkehrstechnik, 25. Marz und 15. April 1921. Dort ist von A. Wichert
die Theorie dieser Schwingungen ausfiibrlich behandelt. Hier sei
noch angefithrt, daf derartige Reibschwingungen auch zwischen Rad
und Reibblock vorkommen kénnen.

Reglerpendelungen.

Zu storenden Schwingungserscheinungen gehéren manchmal auch
die Reglerpendelungen. Der Regler einer Kraftmaschine hat die Aufgabe,
die Drehzahl derselben in engen Grenzen konstant zu halten. Er be-
wirkt dies dadurch, dafl er bei einer Erh6hung der Drehzahl weniger
Fiillang (Brennstoff, Gas) gibt und bei niedrigerer Drehzahl mehr.
AuBerdem verlangt man von einem guten Fliehkraftregler, daB er bei
Belastungsinderungen rasch auf seine neue Gleichgewichtslage einspielt
und insbesondere keine linger dauernden stérenden Pendelungen aus-
fithrt. Der Anlal zu solchen Pendelungen kann einerseits die ungleich-
méfBige Drehbewegung der Kraftmaschine oder ein periodisch wech-
selnder Widerstand, der von der Steuerung ausgeht, sein. Ferner
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kann der AnlaB in einer falschen Konstruktion des Reglers liegen,
insofern als derselbe innerhalb eines gewissen Drehbereiches labilen
Charakter zeigt. Um derartige Pendelungen wollen wir uns im folgenden
nicht kiimmern, da ihre Beseitigung jedem, auch mit Schwingungs.
vorgingen nicht vertrauten Ingenieur geldufig ist.

Nun ist aber der Regler ein schwingungsfihiges aus Massen (Flieh-
gewichte, Stellzeug) und elastischen Teilen (gewdhnlich zylindrischen
Schraubenfedern) bestehendes Gebilde. Die Federn kénnen hierbei mit-
rotieren oder feststehen. Bei dlteren Reglerkonstruktionen kann an
Stelle der Federn auch die Schwerkraft treten. Die Reglerwelle drebt
sich nicht gleichmiBig, sondern
entsprechend dem Ungleichfér-
migkeitsgrad der Kraftmaschine,
es wirken also periodische Dreh-
schwankungen auf den Regler
ein. Je nach der Antriebsart
und der Massenanordnung auf
der Kurbelwelle kénnen diese
Drebschwankungen auch erheb-
lich stirker sein, als dem -unter
Annahme starrer Wellenleitung
errechneten Ungleichférmigkeits-
grad entspricht. Im allgemeinen
werden sie dann stark sein, wenn
der Regler sehr weit von der
grofiten Schwungmasse entfernt [
ist, oder, was auf das gleiche :
herauskommt, durch eine diinne
nachgiebige Wellenleitung mit
ihr verbunden ist. AuBlerdem
wirken aber auch vom Stellzeug her periodische Kraftschwankungen
auf den Regler ein.

Auf Grund der vorausgegangenen Abschnitte sind wir bereits in der
Lage, das Verhalten eines solchen als schwingungsfihiges Gebilde er-
kannten Reglers zu skizzieren:

Die periodischen Drehschwankungen und Stellzeugkrifte werden
um so groBere Schwankungen der Reglermuffe und damit ein um so
schlechteres Arbeiten des Reglers herbeifithren, je niher ihre Schwin-
gungszahl bei der Eigenfrequenz des Reglers liegt. Sowie die Eigen-
frequenz bedeutend iiberschritten ist, werden sie dagegen ohne nennens-
werten EinfluB sein.

Es kommt also darauf an, die Eigenfrequenz zu bestimmen.
(Abb. 98).

Geiger, Mechan. Schwingungen. 8

Abb. 98, Schematische Regleranordnung und
Federdiagramm hiezu.
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Im folgenden bezeichne:

2
m = die Masse beider Fliehgewichte in 1‘% R
c
M = die Masse siimtlicher vom Reguliermechanismus bewegten Teile, einschlieB-

2
lich der Fliehgewichte, bezogen auf den Weg der Fliechgewichte (%%)

¢ == die Federkonstante beider rotierender Federn und etwaiger, z. B. zur Dreh-
zahlverstellung dienender nicht mitrotierender, beides bezogen. auf den Weg
der Fliehgewichte (kg/cm),

w = die Winkelgeschwindigkeit der Reglerspindel.

In der der normalen gleichméfigen Rotation entsprechenden Gleich-
gewichtslage seien die Fliehgewichte in einer Stellung entsprechend
dem Abstand » von der Drehachse. Fithren sie harmonische Schwin-
gungen aus, so wirken aufler den wihrend denselben gleichbleibenden
Kriften noch folgende auf das System ein.

1. Die Anderung der Federkraft, welche sich fiir emen gegebenen
Ausschlag a der Fliehgewichte — gerechnet von der Gleichgewichtslage
aus — zu ¢ - @ ergibt.

2. Die Anderung der Fliehkraft, welche sich hierfiir zu — m-w?-a
ergibt. Das Minuszeichen deutet an, daf diese Kraft der Federkraft
entgegengesetzt ist.

3. Die Beschleunigung, bzw. Verzdgerung der Gesamtmasse M,
welche — M - w?-a betrigt. Das Minuszeichen erscheint aus dem
gleichen Grund wie bei 2.

4. Die erregende harmonische Kraft P, welche bereits auf den Weg
Fliehgewichte reduziert sei.

Es besteht also allgemein die Beziehung:

c-a—muw-ag—M-0w2-ga=P.

Fiir ein gegebenes P ergibt sich daraus leicht der Ausschlag a . Fiir
die Eigenfrequenz v, wird P gleich Null und wir erhalten

2 G- MW
=
oder v, = 30y /e—m - w (58)
7 M

Wir sehen also, daf hier das von der Rotationsgeschwindigkeit der
Reglerwelle abhingige Glied m w? noch hinzutritt und eine Erniedrigung
der Eigenfrequenz bewirks.

Natiirlich kénnte man das Ganze auch mit Hilfe der Differential-
gleichung der Bewegung ableiten, wir sehen aber hiervon ab, da sich
damit irgendwelche bedeutende neue Gesichtspunkte nicht gewinnen
lassen.

Es besteht nun mit Recht die Befiirchtung, daB bei einer Ausfiihrung
des Reglers, bei welcher seine Eigenfrequenz gerade mit einem von der
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Maschine ausgehenden Takt iibereinstimmt, starke Schwingungen am
Regler entstehen. Zu diesem Zweeke hatte ich in einem besonderen
Falle die Eigenfrequenz gerade so eingestellt, daf Resonanz entstand ;
die Pendelungen waren in diesem Falle bedeutend stirker als auBer-
halb des Resonanzgebietes, jedoch noch nicht so stark, daB ein Be-
trieb unméglich gewesen wire: d. h. der Regler besa8 eine verhiltnis-
méBig starke Bigenddmpfung.

Natiirlich darf dieser Fall nicht verallgemeinert werden und es ist,
wenn starke Reglerschwingungen auftreten, durchaus am Platze, die
Lage der Eigenfrequenz festzustellen, um so mehr als dies eine sehr
einfache Aufgabe ist, die vollstindige Klarheit betreffs etwaiger kri-
tischer Reglerdrehzahlen schafft. Beziiglich der Reduktion der Massen
des ganzen Reguliermechanismus sei auf den Abschnitt ,,Massen-
reduktion® verwiesen.

Es gibt aber nun noch weitere Reglerpendelungen, welche nicht
so ohne weiteres klar sind. Sie treten namentlich auf, wenn zwei oder
mehrere elektrische Generatoren parallel arbeiten. Hier kann der Fall
eintreten, dafl auch bei ganz vorsichtigem ordnungsgemé&fBien Parallel-
schalten die elektrischen Instrumente zu pendeln anfangen, daB die
Pendelungen rasch immer stirker werden, bis schlieBlich die Maschinen
aufler Tritt fallen. Beobachtet man in einem solchen Falle den
Regler, so zeigt er das gleiche Verhalten. Manchmal gelingt zwar
das Parallelschalten, aber nach einiger Zeit stellen sich immer mehr
anwachsende Pendelungen ein und der Schalter fliegt heraus. In
giinstigeren Fillen kommt es zwar nicht zu einem AuBertrittfallen,
aber die storenden Pendelungen dauern lange an und beginnen nach
kurzen Ruhepausen wieder aufs neue. Selbstverstindlich kénnen in
solchen Fillen die elektrischen Verhiltnisse oder die Eigentiimlich-
keiten der vom Netz angetriebenen Arbeitsmaschinen oder auch die
antreibenden Kraftmaschinen die Schuld tragen. Um solche Fille,
deren Behandlung zu weit filhren wiirde, wollen wir uns hier aber nicht
kiimmern. Es sei nur hieriiber so viel angedeutet, dafl an keiner Stelle
eine erregende Kraft vorhanden sein darf, welche im Takte der elek-
trischen Eigenfrequenz der parallel arbeitenden Maschinen wechselt.
Wir setzen also voraus, dafl durch eine vorhergegangene Untersuchung
bereits festgestellt sei, daB andere Ursachen als der Regler nicht mehr
vorhanden sind. Ob der Regler eine mogliche Ursache bildet, 146t sich
iibrigens durch einen einfachen Versuch leicht nachweisen. Man hilt
den Regler auf irgendeine Weise fest, so dafl er nur konstante Fiillung
geben kann. Sind nunmehr die stérenden Pendelungen kehoben bzw.
wachsen durch irgendwelche Ursachen angeregte Pendelungen nicht
mehr an, sondern beruhigen sich im Gegensatz zum Verhalten mit
freiem Regler ziemlich rasch, so empfiehlt es sich, dem Verhalten der

S*
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Regulierung seine Aufmerksamkeit zu schenken. Wir wollen zu diesem
Zwecke den ganzen Reguliervorgang etwas zergliedern: Um einen kon-
kreten Fall vor Augen zu haben, wihlen wir ein Diesel-Drehstrom-
generatoraggregat.

Die Belastung sei aus irgendeinem Grunde plotzlich gestiegen. Was
geschieht nun: .

1. Die Dieseldynamo und der mit ihr durch eine Welle u. dgl. ver-
bundene Regler wollen langsamer laufen. 2. Infolgedessen nihern sich
die Fliehkraftpendel unter dem Einflull der Federkrifte und verindern
die Lage des Stellzeuges. 3. Das Stellzeug wirkt auf die Brennstoff-
pumpe des Dieselmotors im Sinne einer groBeren Fiillung ein. 4. Der in
die Leitung gedriickte Brennstoff gelangt in das Brennstoffventil, wo
er bis zur nichsten Offnung desselben liegen bleibt. 5. Der Brennstoff
wird in den Zylinder durch hochgespannte Druckluft eingeblasen und
zerstdubt. 6. Er verbrennt unter Druckentwicklung. 7. Infolge der Ab-
wirtsbewegung des Kolbens und der dadurch bewirkten Auslenkung
der Treibstange beginnt sich der erhéhte Kolbendruck als Drehkraft
an der Kurbel zu d4uBern und die durch das Steigen der Belastung ver-
langsamte Maschine wieder zu beschleunigen.

Nun ist aber zu beachten, daB alle diese Anderungen eine zwar kurze
aber doch durchaus gut ermittelbare Zeit benotigen. Alle diese Zeiten
zusammen machen einen recht merkbaren Betrag aus. Solange sich die
Belastung etwa ruckweise dndert und dann wieder dauernd gleichmiBig
bleibt, spielt dies kaum eine Rolle. Bei parallel arbeitenden Drehstrom-
generatoren verursacht aber irgendeine Belastungsinderung infolge der
sehr weichen elektrischen Kupplung beider Generatoren immer ein
Pendeln derselben, das keineswegs aperiodisch abklingt, sondern wegen
der hiufig nur geringen natiirlichen Dampfung mehr oder weniger kurze
Zeit andauert. Die Pendelungen erfolgen wegen der StoBerregung natur-
gemiB im Takt der Eigenfrequenz der Dynamos; es wird also die Dreh-
geschwindigkeit zunéichst zu niedrig, dann nach einer halben Schwin-
gungsdauer zu hoch, nach einer ganzen Schwingungsdauer wieder zu
niedrig usf. sein, bis der ganze Vorgang durch die natiirliche Dampfung
abgeklungen ist.

Ist nun die Zeit, welche von der Anderung — Verminderung — der
Geschwindigkeit bis zu dem Moment vergeht, wo sich die verminderte
Geschwindigkeit auf dem Wege iiber den Regler, die Brennstoffpumpe,
das Brennstoffventil, die Zerstdubung und Verbrennung in Form einer
groBeren Drehkraft ausgewirkt hat, gerade gleich der halben Dauer der
elektrischen Eigenfrequenz, so kommt die gréBere Drehkraft gerade in
dem Moment zur Wirkung, wo die Drehgeschwindigkeit der Maschine
am hdochsten ist, d. h. gerade im verkehrten Moment und beschleunigt
so die Maschine noch mehr. Die Folge ist, dafl die grofite Geschwindig-



Reglerpendelungen. 117

keit um einen groBeren Betrag — gegeniiber der mittleren Geschwindig-
keit — hoher ist als zuvor unter dem Einflul der veréinderten Belastung
die kleinste Geschwindigkeit kleiner war. Die Pendelungen verstéirken
sich also.

Entspricht die aus den oben angefiihrten Teilbetrigen sich zusammen-
setzende Zeit, die wir kurz als Verzogerungszeit bezeichnen, zwar
nicht einer halben Schwingungsdauer, liegt sie aber zwischen 1/, und
3/, (oder zwischen 1!/, und 13/,) der Dauer einer vollen Schwingung, so
ergibt sich, so lange man von didmpfenden Einfliissen absehen kann,
ebenfalls noch eine Zunahme der Pendelungen, wéhrend dann, wenn die
Verzogerungszeit kleiner als 1/, oder grofler als 3/, einer vollen Schwin-
gungsdauer ist, der Regler im richtigen, d. h. die Schwingungen verklei-
nerndem Sinne wirkt. Bei Beriicksichtigung der Dampfung ergibt sich
eine gewisse Verschiebung in dem Sinne, dafi auch noch bei einer Ver-
zogerungszeit gleich 1/, einer vollen Schwingungsdauer eine — wenn
auch sehr geringe — Zunahme der Pendelungen resultiert. Abb. 99 zeigt
ein Tachogramm, das wihrend des Parallelschaltens an einer Maschine

aufgenommen wurde, bei der die Verzdgerunszeit ~ % einer Eigen-

schwingungsdauer betrug. Abb. 100 zeigt ein &hnliches Tachogramm
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Abb. 100.

Abb. 99 und 100. Tachogramme von parallel arbeitenden Maschinen mit verschiedenen
Verzogerungszeiten.



118 Theorie.

0
aber mit einer Verzogerungszeit gleich —.‘.’%6 Aus Abb. 99 erkennt man

das rasche Anwachsen der Pendelungen.

Wir sehen daraus, da8 es auf alle Falle bei parallel arbeitenden Ma-
schinen notwendig ist, hinsichtlich der Regulierung auf die Lage der
elektrischen Rigenfrequenz Riicksicht zu nehmen. Es niitzt gar nichts,
den Regler ohne jegliche Riicksichtnahme auf den elektrischen Teil aus-
zufiihren. Derselbe kann bei Alleinbetrieb — etwa auf eine Gleichstrom-
dynamo — tadellos arbeiten und beim Parallelbetrieb doch versagen.

Die Bestimmung der Verzogerungszeit ist eine Aufgabe, die sich ohne
schwingungstheoretische Kenntnisse durchfithren 1aBt. Infolgedessen
kann sie hier iibergangen werden. Diese Verzigerungszeit ist naturgemaf
je nach der Art der Kraftmaschine stark verschieden.

Im Zusammenhang hiermit sei noch eine andere Erscheinung be-
sprochen, welche auch dann vorkommen kann, wenn der Regler hin-
sichtlich der Verzdgerungszeit durchaus einwandfrei ist. Arbeiten eine
grofle und eine im Vergleich zu ihr sehr kleine Maschine parallel auf
das gleiche Netz und besitzt die kleine Maschine einen Regler, der rascher
auf Belastungsschwankungen anspricht als jener der groBer Maschine,
so werden sidmtliche Belastungsschwankungen zundchst auf die kleine
Maschine kommen. Gewisse Belastungsinderungen kommen aber in
vielen Netzen fast dauernd vor. Sie mdgen, bezogen auf die Gesamt-
leistung beider Kraftmaschinen, gering sein, sind aber bezogen auf die
Leistung der kleinen Kraftmaschine sehr gro. Infolgedessen wird der
Regler der letzteren und diese selbst auch dauernd hin- und herschwan-
ken. Allerdings kann hier von einer Zunahme der Pendelungen und im
allgemeinen von einem AuBertrittfallen, wie es beil unrichtiger Verzége-
rungszeit eintritt, keine Rede sein. Man kann beide Erscheinungen daher
geniigend deutlich auseinanderhalten, sofern sie fiir sich allein auftreten.
Natiirlich kann es auch vorkommen, daf sie zusammenwirken. In diesem
Falle ist die Ermittlung der elektrischen Eigenfrequenz bzw. der Ver-
zogerungszeit das sicherste Hilfsmittel.

Schiffsschwingungen.

Bei Schiffen kénnen wir zunéchst unterscheiden:

a) Schwingungen des Schiffes als Ganzes.

b) Schwingungen der einzelnen Teile des Schiffes relativ zueinander,
Schwingungen des Schiffes als Ganzes rithren, soweit sie praktisch in
Betracht kommen, nur vom Seegang her.

Um die hierbei entstehenden Schwingungen zu verstehen, miissen
wir bei solchen Schwingungen sowohl die Lage des Schwerpunkts S
des Schiffes als auch den je nach der Schriglage verschieden liegenden
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Schwerpunkt A4 des Auftriebes, d.h. der verdringten Wassermasse
beriicksichtigen. Der Punkt, in dem sich die Senkrechte durch
den Auftriebsschwerpunkt 4 und die durch den Schwerpunkt S des
Schiffes gehende Symmetrielinie schneiden, wird als Metazentrum
(M) bezeichnet. Soweit nur kleine Schwingungen um die Gleich-
gewichtslage in Frage kommen, kann man annehmen, daB die Lage
des Metazentrums unverindert bleibt, was die Berechnung wesentlich
vereinfacht.

Je nach der Lage der Drehachse sind im ganzen drei verschiedene
Schwingungen moglich:

1. das Rollen, wobei das Schiff Drehbewegungen um seine Haupt-
lingsachse ausfiihrt,

2. das Stampfen, wobei das Schiff Drehbewegungen um seine wag-
rechte Hauptquerachse ausfithrt und

3. das Schlingern, bei welchem Schwingungen um die senkrechte
Achse — die Schwimmachse — auftreten.

Samtliche drei Bewegungen sind voneinander unabhéngige Bewe-
gungen, von denen im ruhigen Wasser nur das Rollen und Stampfen
vorkommen kénnen, nicht dagegen das Schlingern, weil hierzu die
erregenden Krifte fehlen. Bei bewegter See kann es dagegen wohl
eintreten.

Um das Rollen und Schlingern zu vermeiden, ordnet man sog. Schlin-
gerkiele an. Hierdurch wird eine starke, dem Quadrat der Schwin-
gungsgeschwindigkeit des Schiffes proportionale Dampfung erzeugt.

Schlingertank.

Ein anderes ebenfalls sehr zweckméBiges Abhilfemittel ist der von
Hermann Frahm stammende Schlingertank.

Zum Verstindnis des letzteren wollen wir kurz vorausschicken:
Ein erhebliches Rollen oder Schlingern wird nur dann eintreten, wenn
Resonanz zwischen den Impulsen der Meereswogen und der Eigen-
schwingungszahl des Schiffes besteht. Frahm verwendet nun ein
zweites schwingungsfihiges System, dessen Higenfrequenz so eingestellt
werden kann, daf sie mit der Schwingungszahl der Meereswogen gerade
ibereinstimmt. Unter Eigenfrequenz dieses zweiten Systems soll hier-
bei jene Eigenschwingungszahl verstanden werden, die sich ergibt,
wenn man das Schiff als unendlich grofl ansieht. Es ist dies die sog.
Teilschwingung des zweiten Systems, von der wir auf Grund dessen, was
im Abschnitt ,,Teilschwingungen® auseinander gesetzt wurde, ohne
weiteres sagen koénnen, dafl ohne Riicksicht auf die GroBe der erregen-
den Kréfte, also der Stirke der Meereswogen, der Ausschlag im Ein-
spannpunkt, d. h. also am Schiff selbst unendlich klein wird. Wenn also
nur die durch die Meereswogen dargestellten Impulse geniigend genau



120 Theorie.

sinusférmig verlaufen und in der Frequenz genau mit der obengenannten
Teilschwingung iibereinstimmen, kénnen wir erreichen, daff das Schiff
vollig in Ruhe bleibt. Genau wird das natiirlich nicht moglich sein,
aber es laft sich doch durch diese Mafinahme eine erhebliche Verklei-
nerung der storenden Schiffsschwingungen erzielen.

Der Tank besitzt, wie Abb. 101 schematisch andeutet, die Gestalt
einer kommunizierenden Rohre und besteht aus zwei zu beiden Seiten
des Schiffes angeordneten Kammern K, die unten durch ein quer durch
das Schiff gehendes Rohr R verbunden sind, widhrend oben die Ver-
bindung durch einen Luftschacht L hergestellt wird. Das in den
Tank eingefiillte Wasser fiillt auBer dem Rohr R die beiden Seiten-
kammern je etwa halb. In dem Luftschacht ist ein Drosselorgan D
vorgesehen, durch das di¢ Eigen-
Z QL frequenz des Schlingertanks dem
jeweiligen Seegange angepallt
werden kann.

Ein weiteres Mittel zur Be-
hebung von Schiffsschwingungen
ist der Schiffskreisel, der in

Abb. 101. Frahmscher Schlingertank. Deutschland von Schlick und
in Amerika von Sperry angewen-
det wurde. Eine grofere Verbreitung hat derselbe nicht gefunden.

Bei der zweiten groBen Gruppe von Schiffsschwingungen pendeln die
einzelnen Teile des Schiffes gegeneinander. Es soll hier nur von solchen
elastischen Schiffsschwingungen die Rede sein, bei welchen iiberall im
Schiff Schwingungen wahrzunehmen sind, bei welchen sie also nicht
értlich auf verhiltnismifBig kleine Teile desselben beschrinkt sind.

Vertikale und horizontale Schiff-Biegungsschwingungen.

Von den elastischen Schiffsschwingungen sind von Bedeutung:

a) die Vertikalschwingungen,

b) die Horizontalschwingungen,

c¢) die Torsionsschwingungen.

Dije Vertikalschwingungen sowohl wie die Horizontalschwingungen
sind Biegungsschwingungen, wobei in etwa 1/, Entfernung vom Bug
und vom Heck je ein Knotenpunkt auftritt. Die Ausschlige sind am
stirksten an den beiden eben genannten Stellen, wihrend sie in Schiffs-
mitte bereits betrichtlich kleiner, wenn auch oft noch deutlich fiihlbar
sind. Wenn auch Félle vorkommen, wo sich durch solche Schwingungen
Nieten gelockert haben oder gebrochen sind oder Oltanks leckten, so
besteht doch das Hauptiibel in der stérenden Einwirkung auf den
Menschen. Namentlich bei Fahrgastschiffen hat man derartige Vibra-
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tionen, bei denen das Schiff, um den Ausdruck eines Mitreisenden zu
gebrauchen, ~daherkommt wie eine Seeschlange, unbedingt zu ver-
meiden. Bei dem heutigen Stand der Technik kommen derartige Schwin-
gungen nur dann vor, wenn Resonanz zwischen der Frequenzzahl
irgendeiner von der Kraftanlage ausgehenden harmonischen Kraft und
einer Eigenfrequenz des Schiffes vorhanden ist.

Die Frage nach der Vermeidung derartiger Schiffsvibrationen it
sich also zuriickfithren auf die Forderung

1. nach der Kenntnis der Biegungseigenfrequenzen des Schiffes
bzw. die Vermeidung der Resonanzen und

2. nach der Beseitigung der erregenden Krifte.

Soweit Vertikalbiegungseigenschwingungen des Schiffes mit nur
2 Knotenpunkten in Frage kommen, hat Schlick auf Grund seiner
umfangreichen und sorgféltigen pallographischen Messungen folgende
Formel aufgestellt:

/
v, = —— (59)

Hierbei ist J das dquatoriale Trégheitsmoment des Hauptspant-
querschnittes, G das Gewicht in Tonnen, L die Lange iiber alles in
Metern und C ein Beiwert, der fiir vollige Frachtschiffe etwa 2800000
betragt.

Nach Dr. Horn?) kann man die gleiche Formel auch in guter An-
niherung verwenden, um die Horizontalbiegungseigenfrequenz 1. Grades
zu ermitteln. Sémtliche in der Formel vorkommenden GroBlen mit
Ausnahme des Trégheitsmomentes J bleiben hierbei unveréindert. An
Stelle des vorher auf die horizontale Hauptachse bezogenen Tragheits-
momentes tritt hier natiirlich das auf die vertikale Symmetrieachse
bezogene.

Eine genaue theoretische Berechnung der Eigenfrequenzen ist unter
anderen von Gitmbel versucht worden. Siehe Jahrb. Schiffsbaut. Ges.
1901: ,Ebene Transversalschwingungen freier stabférmiger Korper
mit variablem Querschnitt und beliebiger symmetrischer Massen-
verteilung unter der Einwirkung periodischer Kréfte mit besonderer
Beriicksichtigung des Schwingungsproblems des Schiffbaues.®

Soviel dem Verfasser bekannt, werden aber derartige Berechnungen
nirgends durchgefiihrt, da der Aufwand an Zeit in keinem rechten Ver-
hiltnis zum Resultat steht und die Genauigkeit durch verschiedene An-
nahmen, die etwas unsicher sind, beeintrichtigt wird. Es fehlt eben
hier noch an geniigend zahlreichem Versuchsmaterial, das uns in den
Stand setzen wiirde, die gemachten Annahmen zu kontrollieren bzw.

1) Siehe Werft Reederei Hafen, Jg. 1925, S. 541ff. Horizontal- und Tor-
sions-Schiffsschwingungen auf Frachtschiffen.
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das uns die bei Verwendung der oben angegebenen einfachen Formel
unumgiinglich notwendigen Beiwerte auch fiir andere Typen als véllige
Frachtschiffe verschaffen wiirde. ,

Soweit die Eigenfrequenz zweiten Grades in Frage kommt, 1aBt
sich auf Grund der pallographischen Untersuchungen von Schlick
nur sagen, daB dieselbe im allgemeinen etwas niedriger liegt als der
doppelten Hohe der ersten Eigenfrequenz entspricht.

Wir kommen nun zu den erregenden Kraften. Wenn wir die erste
Bicgungseigenfrequenz eines Schiffes in Betracht ziehen, so finden wir,
daB -dieselbe je nach dem Schiff in der Gegend zwischen etwa 60/min
und 180/min liegt. Vergleichen wir damit die Drehzahl der Antriebs-
maschinen, so zeigt sich, daf} dieselben bei voller Fahrt ungefahr zwischen
70 und 130 liegen. Wenn also Schiffbiegungsschwingungen infolge von
Resonanzen mit irgendeiner von den Antriebsmaschinen ausgehenden
erregenden Kraft vermieden werden sollen, so werden wir hauptsichlich
auf solche Krifte zu achten haben, welche pro Umdrehung 1- oder
2mal wechseln. Abnlich werden wir bei Schwingungen zweiten Grades
insbesondere auf Krifte achten miissen, welche 2-, 3- oder 4mal pro
Umdrehung wechseln.

Der Vollstindigkeit halber sei noch erwdhnt, dafl das gleiche auch
fir Momente gilt. Erregende Krifte werden namlich um so stirkere
Schwingungen hervorrufen, je mehr sie in der Néhe des Schwingungs-
bauches oder, allgemeiner ausgedriickt, an Stellen mit grofen Aus-
schligen angreifen. Wenn sie aber im Knotenpunkte der betreffenden
Eigenschwingung auf das Schiff einwirken, so bringen sie gar keine
Ausschlidge zustande.

Umgekehrt ist es mit Momenten. Diese haben, wenn sie im
Schwingungsbauch angreifen, keinen Einfluf. Kommen sie dagegen in
einem Schwingungsknotenpunkt zur Wirkung, so ist ihr Einflul am
grofiten.

Vom Standpunkt der Vermeidung von Biegungsschwingungen allein
aus betrachtet, wiirde man also Kraftmaschinen mit freien Massen-
kriften aber ohne freie Massendruckmomente moglichst in der Néhe
eines Knotenpunktes aufstellen, wiahrend Maschinen ohne Massen-
krifte aber mit freien Momenten moglichst im Schwingungsbauch, d. h.
in Mitte Schiff anzuordnen wiren. Natiirlich spielen andere Gesichts-
punkte bei der Aufstellung der Maschinen im Schiff ebensosehr mit,
so daB der Maschinenbauer nicht damit rechnen kann, daf seine
Maschine gerade an einer fiir ihn beziiglich Biegungsschwingungen be-
sonders giinstigen Stelle aufgestellt wird. Er wird vielmehr bestrebt
sein miissen, von vornherein nur Maschinen zu liefern, die méglichst weit
ausbalanciert sind. Es ist das erhebliche Verdienst Schlicks, zuerst
und mit groBtem Nachdruck auf die Notwendigkeit einer guten Aus-
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balanzierung bei Schiffsmaschinen hingewiesen zu haben. Der Schlick-
sche Massenausgleich ist Gemeingut aller Ingenieure geworden.

Da wir uns im Abschnitt , Die erregenden Kréfte noch eingehend
mit den bei verschiedenen Zylinderzahlen und Kurbelversetzungen sich
ergebenden freien Kriften und Momenten befassen werden, so geniigt
hier der Hinweis darauf. Es sei daher nur noch bemerkt, daB es im
Schiffsmotorenbau fast allgemein iiblich geworden ist, nur Sechs-
oder Mehrzylindermaschinen auszufiihren, so dal der Massenausgleich
entweder ein vollkommener ist oder daB nur noch verhiltnismaBig kleine
Momente iibrigbleiben. Lediglich die Einblase- und Spilluftpumpen
sowie die Hilfsmaschinen werden nicht weitgehend ausbalanciert.

Neben den Kraftmaschinen kann aber auch sehr wohl der Propeller
eine Ursache bilden. Experimentell ist dies dadurch nachgewiesen, daf}
auch bei Schiffen mit Turbinenantrieb stérende Schwingungen ein-
treten konnen, und daB bei Schiffen mit Kolbenmaschinenantrieb in
gewissen Fillen die Vibrationen verschwanden, wenn man den Propeller
abkuppelte und die Maschine leer laufen lieB. Beim Propeller ist zu-
nichst zu beachten, dafB, wenn an ihm erregende Krifte auftreten,
sie an einer vom Schwingungsknoten am weitesten entfernten und daher
fiir die Ausbildung von Schwingungen besonders giinstigen Stelle an-
greifen. Erregende Krifte am Propeller kénnen aber auf folgende Ur-
sachen zuriickgefithrt werden:

Der Propeller ist hiufig nur roh gegossen, die Schraubenflachen wer-
den nicht bearbeitet; er wird nicht ausbalanciert; es kann also eine freie
pro. Umdrehung einmal wechselnde Massenkraft auftreten und ebenso oft
wechselnde Schwingungen hervorrufen. Schwingungen héherer Ordnung
als einmal pro Umdrehung sind dadurch nicht moglich.

Die Propellerfligel kénnen ferner verschiedene Steigung haben.
Dabei braucht man nicht an groBe Unterschiede in der Steigung zu
denken. Es geniigen ein paar Grad geringere Steigung vielmehr voll-
stindig, um einen solchen Fliigel in dem durch die andern Fligel in
Rotation versetzten Wasserstrom nahezu leer, d. h. ohne Druck mit-
laufen zu lassen. Denken wir uns einen 4fliigeligen Propeller, bei dem
bei dem Fliigel 1 die Steigung etwas geringer als bei 2, 3 und 4 ist.
Die Folge wird sein, dal der Fligel 3 Reaktionskrifte auf das Schiff
ausiibt, die, wenn er sich nach abwirts bewegt, nach oben wirken, und
bei seiner Aufwirtsbewegung nach abwirts. Desgleichen ruft er auch
horizontale Kréifte am Heck des Schiffes hervor.

Auch durch diesen EinfluBf entstehen der Hauptsache nach Schwin-
gungen 1. Ordnung.

Weiterhin ist zu beachten, dal3 die einzelnen Wasserfdden der Heck-
welle nicht in zur Schraubenachse parallelen Linien auf den Propeller
zustrémen, sondern daB infolge der Verjiingung des Schiffes nach hinten
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diese Stromlinien sowohl in horizontaler als auch vertikaler Richtung
schriig zur Schraubenachse stehen (Abb. 102). Infolgedessen wird jeder
Fliigel auch bei genau gleichmafBiger Drehbewegung keinen gleich-
miBigen Widerstand im Wasser finden; er wird vielmehr innerbalb
einer Umdrehung in eine Stellung kommen, wo der Widerstand am
grofiten ist, und in eine solche, wo er am geringsten ist. Es ergibe sich
also hier zunichst eine einmal pro Umdrehung wechselnde Kraft. Sind
aber nun n Propellerfliigel vorhanden, so werden die GroBtwerte des
Widerstandes um den n-ten Teil einer Umdrehung zeitlich versetzt auf-
treten, d.h. wir erhalten z. B. bei einem 3fliigeligen Propeller eine
3mal pro Umdrehung wechselnde Kraft. Es sind also dadurch Biegungs-
schwingungen 3. Ordnung méglich und bei einem 4fliigeligen Propeller
solche 4. Ordnung.

Bei Schiffen mit geringem Tiefgang werden die Propellerfliigel auch
dadurch einen ungleichmiBigen Widerstand finden, daf die Wasser-
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Abb. 102. Heckwelle. Abb. 103. Gegenseitige Beein-

flussung zweier Propeller.

geschwindigkeit in der Heckwelle je nach der Entfernung von der Ober-
fliche verschieden ist. Bei etwas austauchendem Propeller liegt natiir-
lich eine UngleichméBigkeit im Widerstand auf der Hand. Desgleichen
ist sie ohne weiteres fiir das Fahren in seichtem Wasser verstindlich.

Weitere vom Propeller ausgehende ungleichméaBige Krifte, die auf
den Schiffskérper einwirken, sind dadurch moéglich, daB der Propeller
nicht, wie bisher angenommen genau gleichméBig, sondern infolge des
ungleichméBigen Drehkraftdiagrammverlaufes der antreibenden Kolben-
maschine mit ungleichférmiger Geschwindigkeit rotiert und dadurch
ungleichmiBige Drehkrifte auf das Wasser ausiibt. So wie nun die Stei-
gung der einzelnen Fliigel verschieden ist oder aber, wie dasimmer zutrifft,
der einzelne Fliigel je nach seiner Stellung infolge des schiefen Wasser-
zustromes usf. einen verschiedenen Widerstand findet, sind auch Reak-
tionskrifte und damit Biegungsschwingungen héherer Ordnung moglich.

Bei Zwei- und Mehrschraubenschiffen sind endlich weitere Biegungs-
schwingungen mdoglich dadurch, dall sich die Propeller gegenseitig
beeinflussen. Siehe Abb. 103. So kénnen bei 4fliigeligen Propellern
Schwingungen 4. und 8. Ordnung entstehen.
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Lediglich vom reinen Erfahrungsstandpunkte aus betrachtet, 148t
sich sagen, daB es in erster Linie darauf ankommt, Resonanz mit der
ersten Vertikalbiegungseigenfrequenz bzw. einmal pro Umdrehung
wechselnde Krifte zu vermeiden. Daneben sind die Massenkrifte
2. Ordnung moglichst gering zu halten und auch die Moglichkeit einer
Resonanz mit 3- bzw. 4mal pro Umdrehung wechselnden Kriften im
Auge zu behalten. Resonanzen mit hoheren Biegungseigenfrequenzen
bzw. mit Kréften héherer als der 4. Ordnung sind dagegen im all-
gemeinen entschieden unwahrscheinlich und, wenn sie je auftreten
sollten, harmlos.

Schiffstorsionsschwingungen.

Auch bei ihnen handelt es sich zunichst darum, die Eigenfrequenzen
des Schiffskérpers zu bestimmen. Das Verfahren hierzu deckt sich
grundsétzlich mit den graphischen Methoden, die bei der Berechnung
der Verdrehungsschwingungen von Wellenleitungen bereits geschildert
wurden. Ein Beispiel hierfiir findet der Leser in dem bereits angezogenen
Aufsatz von Dr. Horn: ,,Horizontal- und Torsions-Schiffsschwingungen
auf Frachtschiffen,’® versffentlicht in Werft Reederei Hafen 1925.

An Stelle der polaren Trigheitsmomente ist hierbei zu setzen

4.72,
J F _Z—A—g .
0

Hierbei bedeutet 4 s ein Umfangsteilchen der duBeren Querschnitts-
wand, 6 dessen Dicke und F, die von der Mittellinie der Wandung
eingeschlossene Fléche.

Nach Dr. Horn darf man freilich bei dieser Berechnung nicht eine
besondere Genauigkeit erwarten, weil die Wanddicken und damit die
Tragheitsmomente sich sprunghaft d&ndern und weil es sich hier nicht
um einen homogenen, sondern durch vielfaches Nieten zusammen-
gesetzten Stab handelt.

Es empfiehlt sich daher im allgemeinen, sich mit der folgenden ein-
fachen von Horn stammenden rohen Annidherungsformel zu begniigen:

— / g-G-J; -
A (60)
Hierin bedeutet

die Erdbeschleunigung in m/sek,

den Schubmodul fiir FluBeisen in t/m?2,

das Flichentrigheitsmoment des Hauptspantquerschnittes in mS3,

das Deplacement in t,

die Schiffslinge in m,

die Schiffsbreite in m,

die Schiffshéhe bis zum obersten durchlaufenden Deck.
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Fiir die Eigenfrequenz 1. Grades wird k£ = 1,58, fiir jene 2. und
3. Grades dagegen 3,0 bzw. 4,07.

Die angegebene Formel bezieht sich auf den beladenen Zustand.

Die Ursache von Torsionsschiffsschwingungen kann sowohl in der
Antriebsmaschine als auch im Propeller liegen. Bei den Antriebsmaschi-
nen kann es zunéichst die Reaktion des ungleichmiBigen Drehmomentes
sein. Ist die Maschine nicht in Schiffsmitte, sondern z. B. bei Doppel-
schraubenschiffen seitlich davon aufgestellt, so koénnen auch freie
Massenkrifte infolge ihres Hebelarms die Ursache bilden. Fiir den
Propeller liegen die Verhiltnisse etwas dhnlich wie bei den Biegungs-
schwingungen. Nur kommen bei Einschraubenschiffen nur die horizon-
talen Krifte in Frage, da nur sie wegen der tiefen Lage des Propellers
in geniigend grofem Abstand von der Achse der polaren Trigheits-
momente des Schiffskérpers angreifen. Bei Zwei- und Mehrschrauben-
schiffen kénnen dagegen auch die vertikalen Kriifte schwingungserregend
wirken.

Im allgemeinen ist das Auftreten von Torsionsschwingungen von
Schiffen trotz der gewéhnlich niedrigen Lage der ersten Eigenfrequenz
selten, mindestens fiihrt es selten zu Beanstandungen.

Praktisch. spielt bei Beobachtung von Vibrationen oft die Frage
eine Rolle, ob es sich hierbei um Horizontal- oder Drehschwingungen
handelt. Hierzu sei bemerkt, daBl diese Feststellung mit Instrumenten,
welche Horizontalschwingungen registrieren, nur dann méglich  ist,
wenn man gleichzeitig in einer zur Torsionsschwingungsachse senkrecht
stehenden Ebene in verschiedener Héhe tiber der Achse mit mehreren
Apparaten mifit. Auf Grund der Messung an einer Stelle kann man
dagegen bei HorizontalschwingungsmeBapparaten noch nicht ohne
weiteres sagen, ob es sich um reine Horizontal- oder um Torsions-
schwingungen handelt, da derartige Apparate auf beide Schwingungs-
arten ansprechen. Ahnliches gilt — wenn auch bei weitem nicht in
diesem MaBe — bei der Unterscheidung von Vertikal- und Torsions-
schwingungen, wenn man die SchwingungsmeBapparate nicht anndhernd
in der senkrechten Langsmittelebene des Schiffes aufstellen kann.

Um Torsions- und andere Schiffsschwingungen unbedingt sicher zu
zu unterscheiden, verwendet man zweckméiBig den Torsiographen, der
nur auf die Torsionsschwingungen allein anspricht. Im Gegensatz zu
Untersuchungen an Wellen ist hier aber eine starke VergréBerung ein-
zustellen. Desgleichen mufl selbstverstiindlich die Riemenscheibe des
Instrumentes festgestellt sein.



Die Dimpfung.
Dampfungsleistung und dimpfende Krifte.

Wir wissen, daB bei Schwingungen infolge von Dampfung Energie
durch Umwandlung in Wirme verlorengeht. Es interessiert fiir viele
technische Zwecke, die Grofe dieser Verluste zahlenmifig ermitteln zu
koénnen.

Die Leistung ist ganz allgemein:

Kraft mal Geschwindigkeit i. d. Sek.

Die Kraft ist die Ddmpiung K = k- w - @ sin «, die Geschwindigkeit
istv=w-a-sina.

Bilden wir nun fiir jeden einzelnen Moment das Produkt K - v, so
erhalten wir, wie Abb. 104 zeigt und wie man leicht an Hand der trigono-

metrischen Formeln nachpriifen kann, eine Schraubenlinie, deren mitt-
lere Hohe den Wert

? - a?

Nuiter =k -~ kgem/sek (61)
besitzt. Den Dampfungsfaktor kann man — geniigend einfache Ver-
haltnisse voraus- )

/"'\\. '/ \-\
gesetzt — entwe- /\ e oAU
. 7 2 g N\,

der aus den bei £ N . N\

. e ) / N\ ES
Resonanz sich er- | 2~ N4 N
gebenden Verhdlt- [~ S >
nissen ermitteln \\\7~__/,/"
oder man versetze - v
dasSystem —etwa 7 Sohwingurg —————————>

durch Auslenken
und  plotzliches
Loslassen in die niedrigste Eigenfrequenz und registriere die gedampf-
ten allm#hlich erléschenden Schwingungen.

Soweit Kraftmaschinenanlagen in Betracht kommen, kann die bei
kritischen Drehzahlen durch Dimpfung im allgemeinen Sinne verloren-
gehende Leistung ziemlich betréchtlich sein. Bei schwachen Kritischen
liegt sie, wie experimentell festgestellt wurde, in der Gegend von 1 bis
39/,. Bei starken Kritischen steigt sie dagegen auf 10 und mehr Prozent.

Abb. 105 stellt den EinfluB von Torsionsschwingungen auf die von
einem groBen Dieselmotor abgegebene und in elektrische Energie um-

Abb. 104. Dampfungsleistung abhingig von der Zeit.
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gewandelte Leistung abhéingig von der Drehzahl fiir eine grofie 1200 PSe-
Dieselmaschine augenfillig dar.

Falls bei Leistungsversuchen bei irgendeiner Drehzahl ein Brenn-
stoffverbrauch festgestellt wird, der merklich héher ist, als auf Grund
der Ergebnisse bei héheren und niedrigeren Drehzahlen zu erwarten ist,
sollte man nachpriifen, ob nicht bei dieser Drehzahl Schwingungs-
erscheinungen auftreten. Dies gilt ausdriicklich auch fiir den Fall, da8
sich sonst nichts Besonderes, z. B. Vibrationen bemerkbar gemacht
haben sollte.

Man hat ofters bei der Vorausberechnung von Verdrehungsschwin-
gungen den Wunsch ausgedriickt, die einzelnen Dampfungsfaktoren
.~ genau zu ermitteln, um

dann an Hand derselben
nach der im Abschnitt:
,,Ermittlung der Schwin-
gungsausschlage unter
Beriicksichtigung  der
Déampfungen® gezeigten
Methode die Schwin-
gungsausschldge irgend-
eines Punktes einer Wel-
7 ——s Jrehzoh! lenleitung genau zu er-

— Leistung

Abb. 105. Einflus von kritischen Drehgebieten auf die ~ mitteln. Hierzu ist zu
Leistung. Leistung in Abhingigkeit von der Drehzahl bemerken : Wir wissen

aufgetragen. .
sowohl aus der Theorie?)

als auch auf Grund der Erfahrung — wenn man nédmlich ohne Beriicksich-
tigung der Dampfungen die Schwingungsausschlige ermittelt und sie mit
den experimentell etwa mit Hilfe des Torsiographen gefundenen vergleicht
—, daB auBerhalb von sog. Kritischen der EinfluB} etwaiger Ddmpfungen
— auch solcher, die nicht der Schwingungsgeschwindigkeit proportional
sind, — verschwindend gering ist. Soweit ganz schwache Kritische in
Betracht kommen, ist der Einflul auf das Verhalten der Hauptschwung-
massen ebenfalls ganz untergeordnet, da in ihrer Nahe ohnehin immer ein
Schwingungsknotenpunkt sich befindet und daher die Ausschlige klein
sein miissen. Mit Riicksicht auf die Gleichférmigkeit des Ganges bzw.
auf ruhiges von dem betreffenden Generator geliefertes Licht usf. kann
man daher davon absehen, in schwachen Kritischen die Dampfung bei
der Ermittlung der Ausschlige zu beriicksichtigen.

Fiir starke Kritische gilt dagegen als oberste Richtlinie: Ein
dauerndes Fahren ist in ihnen unter allen Umstédnden zu
vermeiden, gleichgiiltig, ob die zusdtzliche durch Ver-

1) Vgl. hierzu die Abb. 6.
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drehungsschwingungen hervorgerufene Wellenbeanspru-
chung 2000 kg/em? oder nur 100 kg/cm? betragt.

Da Kurbelwellen ohnehin bereits durch die Arbeitsdriicke sehr hoch
beansprucht sind, so sollten zusétzliche, fortwahrend rasch ihre Richtung
wechselnde Beanspruchungen in der GréBenordnung von -+ 100 kg/em?
unbedingt von ihr fern gehalten werden. Wenn man also die Ausschlige
unter Beriicksichtigung der einzelnen Dampfungen genau kennen will,
so interessieren sie vom Standpunkte der Praxis aus nur insoweit, als-
man wissen mochte, wie stark die beim raschen Durchfahren von
heftigen Kritischen auftretenden Beanspruchungen sind. Die genaue
Ermittlung ist hierbei aber aus folgenden Griinden sehr schwierig:

1. Die Stéarke der sich ausbildenden Beanspruchungen héngt er-
fahrungsgemifl etwas davon ab, ob man sehr rasch oder nur miBig
rasch durch ein solches kritisches Gebiet hindurchfihrt. Die Geschwin-
digkeit des Durchfahrens ist aber nicht allein vom Maschinisten ab-
hiingig; es spielt auch die Grée des Gesamtschwungmomentes sémtlicher
mit der Kraftmaschine gekuppelten Teile eine gewisse Rolle und schlie(-
lich kommt es auch darauf an, ob die betreffende Kritische weit unterhalb
oder ganz in der Nihe der Betriebsdrehzahl liegt. Im ersteren Fall
kann der Maschinist durch Vergréfern der Fiilllung rasch iiber die
Kiritische hinweg kommen, im letzteren Falle hat er vielfach, besonders
bei Schiffsmaschinen, bereits eine groBe Fiillung eingestellt, kann sie
also nicht mehr viel vergrofern.

Wenn wir auf die Berechnung iibergehen, so ist hierbei zu bemerken,
daB wir alle unsere bisherigen einschlidgigen Berechnungen unter der
auBerordentlich den Rechnungsgang vereinfachenden Annahme des
Beharrungszustandes durchfithrten; die Rechnung wiirde beim Fallen-
lassen dieser Voraussetzung fiir praktische Zwecke geradezu hoffnungslos
verwickelt. AuBerdem ist zu beachten, dall es sich keineswegs im
wesentlichen um reine, von der Schwingungsgeschwindigkeit abhéngige
Diampfungen handelt. Starke dimpfende Einfliisse rithren namentlich
von StéBen, ins besondere vom Anschlagen der Zapfen an die umgebende
Lagerwandung in den Wellen- und Kurbelzapfenlagern usf. her. Wir
haben hierbei im Auge zu behalten, daf} bei einer Kurbelwelle, welche
verdreht wird, sich die Zapfen schief stellen und ihre Achsen je nach
der Versetzung der aufeinanderfolgenden Kropfungen aus der dem
unverdrehten Zustand entsprechenden Mittellinie heraustreten.

Solange die Welle innerhalb der Olschicht sich befindet, wird die
Diampfung geringer sein, als wenn dieselbe tiberwunden ist und der
Zapfen metallisch an die Lageroberfliche stofit. Diese Dampfung ist
also keineswegs vom Schwingungsausschlag linear abhiingig, wie wir
das in den theoretischen Abschnitten iiber die Beriicksichtigung der
ddmpfenden Kréafte voraussetzten.

Geiger, Mechan. Schwingungen. 9
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Aus allen diesen Griinden heraus wiirde bei dem heutigen Stande
unserer Kenntnis der Dampfungen nur das irrtiimliche Gefithl einer
besonders hohen Genauigkeit erweckt, wenn man etwa auf Grund von
ausgefithrten Anlagen sog. Mittelwerte fiir die Dampfungsfaktoren an-
geben wollte, auf Grund deren die Ausschlige zu berechnen wiren.

Fiir die Zwecke der Praxis glauben wir auch aus folgendem Grunde
verzichten zu kénnen:

Nimmt man Sechszylinder- Viertaktdieselmaschinen her, so zeigt sich
bemerkenswerterweise, dafl die am freien, d. h. den Hauptschwung-
massen entgegengesetzten Ende der Kurbelwelle fiir starke Kritische beim
Durchfahren ermittelten Ausschlige ohne Riicksicht auf die Belastung der
Maschine, die GréBe und Art der mit der Maschine gekuppelten Schwung-
massen, die Bauart der Maschine und die Drehzahl oder die Abmessun-
gen der Wellenleitung, ein verhaltnisméafig einfaches Gesetz befolgen:

Die kritischen Ausschldge in Winkelgraden ausgedriickt
am freien Wellenende — herrithrend von der gleichen
erregenden Kraft — nehmen ungefdhr proportional mit
dem Quadrat der Schwingungszahl zu.

Um in Zahlen zu reden, wird man bei einer Frequenz von 1000/min
einen Ausschlag von ~ 4- 0,379, bei einer Frequenz von 2000/min
einen solchen von ~ - 1,429 finden, soweit die sog. Kritische 6. Ord-
nung in Betracht kommt. Bei Schwingungszahlen unter y = 800/min
sind dagegen die Ausschlége grofler als nach diesem Gesetz zu erwarten.

Bei hoher Higenfrequenz sind also diese Ausschlige und damit auch
die Beanspruchungen bedeutend gréfer als bei niedrigeren.

Derselbe Gesetzcharakter, aber mit andern absoluten Zahlen, hat
sich auch bei Maschinen mit andern Zylinderzahlen bestitigt gefunden.
Selbstverstdndlich handelt es sich nicht um ein wissenschaftliches
Gesetz, sondern ist lediglich als rohe Faustregel zu betrachten, die den
Vorteil bietet, daf man sofort ohne weitere Rechnung den ungefihren
Ausschlag am freien Wellenende angeben kann. Offenkundige Ausnah-
men haben sich bisher in folgenden 2 Féllen gezeigt:

1. Nach der Maschine ist eine Kupplung angeordnet, die so aus-
gefiihrt ist, daB sie beim betrichtlichen Uberschreiten des mittleren
Drehmomentes zu rutschen beginnt. In starken Kritischen gleitet sie
also und zerreifit sozusagen das schwingungsfihige System in 2 Teile.

2. Es fallen zufillig 2 starke Kritische -— etwa eine von der ersten
und eine von der zweiten Eigenfrequenz — zusammen.

AuBerdem sei noch bemerkt:

a) Anordnung mit einer Hauptschwungmasse liefern etwas hohere
Werte als solche mit mehreren, inshesondere mehreren kleineren Massen.

b) Bei grofler Belastung werden die Ausschlige eher kleiner als bei
geringer Belastung.
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¢) Ein sehr rasches Durchgehen durch die Kritische verringert die
angegebenen Zahlenwerte.

d) Bei nicht eingelaufenen Maschinen sind die Ausschlige geringer
als bei eingelaufenen.

e) Bei Anordnungen mit Reibungskupplungen erreicht man Uber-
einstimmung mit dem angefithrten Gesetz, wenn man die Kupplungs-
h&lften so stark anpref3t, daB auch in starken Kritischen das Rutschen
verhindert wird.

f) Die von 2 verschiedenen Eigenfrequenzen herrithrenden resultie-
renden Ausschlige zuféllig auf die gleiche Drehzahl fallender Kritischer
sind kleiner als die Summe derselben, wenn jeder fiir sich auftreten
wiirde.

g) Es besteht im allgemeinen keine scharfe Proportionalitédt zwischen
erregender Kraft und dem Ausschlage. Schwache erregende Krifte rufen
verbhaltnisméBig groBere Ausschlige hervor als starke harmonische
Krifte bzw. mit andern Worten : Schwache Kritische werden entschieden
weniger gedimpft als starke Kritische. Dieses Abweichen von der Pro-
portionalitdt gilt, soweit sich dies bisher feststellen liel, nur bei einem
Vergleich von starken mit schwachen Kritischen, nicht dagegen bei
einem Vergleich von schwachen Kritischen untereinander.

Wir wollen im folgenden noch kurz andeuten, wie man sich die Ab-
hingigkeit des am freien Ende der Kurbelwelle ermittelten Ausschlags
vom Quadrat der Schwingungszahl zu erklidren versucht:

Bei niedriger Schwingungszahl liegt der Knotenpunkt der freien
Schwingung ziemlich weit auflerhalb der Kurbelwelle. Durch die Ver-
drehung der Kurbelwelle stellen sich deren Zapfen schief zur Achse und
ebenso versucht sich als weitere Folge die an die Kurbelwelle sich an-
schlieBende lingere Wellenleitung schief zu der dem unverdrehten Zu-
stande entsprechenden Achslage zu stellen. Die Folge sind starke von
den einzelnen Lagern ausgeiibte Reaktionskrifte, von welchen wieder
stark ddmpfende Reibungen herrithren. Die Ausschlige an den Lagern
— insbesondere den duBersten Lagern der Gesamtwellenleitung — und
damit die Reaktionskrifte werden um so gréBer sein, je linger die Wellen-
leitung ist.

Je hoher die Eigenfrequenz wird, um so mehr riickt der Schwin-
gungsknotenpunkt — wir haben hierbei die 1. Eigenfrequenz im Auge
— in die Kurbelwelle herein, um so kiirzer wird aber ganz zwang-
laufig infolge der hoheren Lage der Eigenfrequenz die gesamte Wellen-
leitung, d. h. um so geringer werden bei gleichem Drehmoment am
Knotenpunkt also gleicher Schiefstellung die Ausschlige an den
gulersten Lagern und damit die dort entstehenden Reaktionskrifte
und endlich die dort durch St68e und Reibung verlorengehende Schwin-
gungsenergie sein.

g%
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Man gelangt also tatsichlich in Ubereinstimmung mit der Erfahrung
an Hand von einer sehr grofien Anzahl ausgefiihrter Maschinen zu dem
Schlusse, daB bei gleichen Maschinentypen und gleichen erregenden
Kriften die Ausschlige am freien Ende um so gré8er sind, je héher die
Schwingungszahl ist. Wir weisen auf diesen Punkt deshalb besonders
hin, weil man auf Grund einer rein von der Schwingungsgeschwindigkeit
abhingigen Dampfung eigentlich das entgegengesetzte Resultat zu er-
warten geneigt wire.

Um diese Frage noch weiter zu kliren, diirfte es sich empfehlen,
an gleichartigen Maschinen mit moglichst verschiedener Lage der
Eigenfrequenzen die Ausschlige durch zuverlissige torsiographische
Messungen zu ermitteln. Die dulersten Grenzen wiren etwa langsam-
laufende Schiffsmaschinen und hochtourige Flugmotoren. Es steht zu
erwarten, dal man auf diese Weise fiir die verschiedensten Bauarten
in die Lage kommen wird, den ungefihren Ausschlag am freien Wellen-
ende unmittelbar aus einem Kurvenblatt abzugreifen und so ohneweiteres
die groBte bei raschem Durchfahren der betreffenden Kritischen auf-
tretende Beanspruchung angeben zu koénnen. Es sei aber nochmals
hervorgehoben, daBl man auf diese Weise natiirlich nur rohe Annéhe-
rungswerte erhalten kann, um die herum sich die experimentell erhaltenen
Werte in Form eines Kurvenstreifens gruppieren.

Eine wichtige Dampfung ist jene an den Propellerschaufeln von
Schiffsanlagen. Frahm fand, daBl diese Dampfung geniigend genau
das Gesetz befolgt

K=k -w-a,
so daB fir diese Dampfung unsere fritheren theoretischen Entwicklun-
gen anwendbar sind. Der Dampfungsfaktor ergab sich hierbei zu
W
o
entsprechend einem Widerstandsgesetz des Propellers W,, = p - v38.
Hier ist W,, der zu der mittleren Geschwindigkeit »,, gehtrende mitt-
lere Widerstand.

Diese Propellerdimpfung spielt praktisch wohl ausschlieBlich bei der
ersten Eigenfrequenz von Schiffsanlagen eine Rolle, hier aber eine so
grofle, dal ihr EinfluB denjenigen anderer Démpfungen entschieden
iiberragt. Es rithrt dies davon her, daf hier bei der 1. Eigenfrequenz
der Ausschlag am Propellerwellenende auBerordentlich viel gréBer ist
als derjenige an irgendeiner anderen Stelle einschlieflich des freien
Kurbelwellenendes. Bei den hoheren Eigenfrequenzen ist dagegen
umgekehrt der Schwingungsausschlag am Propeller regelméfBig sehr
klein gegeniiber den an andern Stellen ermittelten Ausschldgen.

Bei weiteren Ddmpfungen wire insbesondere an die magnetelek-
trische bei Dynamomaschinen zu erinnern. Trotzdem sich hierbei ein

k=~38"
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recht grofler Dampfungsfaktor. ergibt, spielt diese Dampfung, wie die
Erfahrung an Hand von umfanrgeichen torsiographischen Aufnahmen )
gezeigt hat, doch nur eine im allgemeinen untergeordnete Rolle. Es
hingt dies damit zusammen, dafl in praktisch allen Fillen die Dynamo
eine im Vergleich zu den Motormassen sehr groBe Masse besitzt oder doch
wenigstens dicht neben einer grofen Masse — Schwungrad — sitzt
und infolgedessen nur verhdltnisméBig sehr kleine Ausschlige im Zu-
stand der Eigenschwingung aufweist. Der kleine Ausschlag hat aber
wieder kleine Dampfungskraft zur Folge.

Eingehende Untersuchungen, wie grof die von andern Einflissen
herrithrenden ddmpfenden Krifte sind, sind meines Wissens nicht vor-
handen; es sei lediglich erwéhnt, dal man bei Zentrifugalpumpenantrieb
nicht zu weit fehlgeht, wenn man den von Propellern her bekannten
Diampfungsfaktor auf sie anwendet.

Bei langen Wellenleitungen spielt jedenfalls die innere Reibung
des Baustoffes selbst eine sehr wichtige Rolle.

Fir andere Schwingungsarten hat sich im Gegensatz zu den Ver-
drehungsschwingungen noch nicht das Bediirfnis herausgestellt, die
dimpfenden Krafte genauer zu kennen. Von Diampfungen an MeB-
instrumenten sehen wir hierbei ab, da wir uns dariiber im Abschnitt
,,Theorie der Mefinstrumente’ noch verbreiten werden.

Schwingungsfestigkeit und Dimpfungsfihigkeit.

Es ist eine bereits aus dem téglichen Leben hinreichend bekannte
Tatsache, daB eine oftmals wiederholte Belastung viel ungiinstiger
wirkt als eine einmalige, wenn auch dauernd wirkende Belastung. Be-
sonders ungiinstig wirkt -eine fortwihrend die Richtung wechselnde
Beanspruchung, wie sie bei Schwingungen auftritt.

In wissenschaftlicher Form sind iiber diese Erscheinungen zwar
bereits vor etwa 70 Jahren von Wohler Untersuchungen angestellt
worden. Auch sei bei dieser Gelegenheit auf die bekannte von C. Bach
herrithrende Tabelle iiber die zulissigen Spannungen, die sich unter
anderen in der ,,Hiitte* befindet, hingewiesen: Fiir beliebig oft von
einem gréften positiven bis zu einem gréfiten negativen Wert wechselnde
Beanspruchungen 146t Bach nur den 3. Teil des Wertes zu, der ihm
fiir ruhende Belastung tragbar erscheint.

In neuerer Zeit hat sich die Notwendigkeit herausgestellt, unsere
Baustoffe auf ihre Schwingungsfestigkeit eingehend und systematisch
zu untersuchen.

1) Hierbei wurden an einer gegebenen Maschine Torsiogramme bei verschie-
denen Belastungen bis zu Leerlauf und auch bei unerregter Dynamo abgenommen
und diese Versuchsreihe auch auf Maschinen mit anderen Zylinderzahlen ausgedehnt.
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Im Maschinenbau kommt beinahe bei simtlichen Konstruktions-
teilen deren Schwingungsfestigkeit in Frage. Alle Maschinen sind
Mechanismen, welche Bewegungen oder Arbeitsvorginge in einem
ganz bestimmten Zwang'auf austithren, derart, dafl die Arbeitsperiode
nach Ablauf einer gewissen Zeit abgewickelt ist und sich stetig wieder-
holt, sind rhythmisch wechselnden Kréften ausgesetzt. Ebenso durch-
1auft die Beanspruchung der einzelnen Konstruktionsteile mit einer von
der Drehzahl abhéingigen Frequenz einen KreisprozeB. Typische Bei-
spiele sind: Die Pleuelstangen, Kurbelwellen und Gestelle von rasch-
laufenden Kolbenmaschinen. Auch Konstruktionsteile, welche zunéchst
rein statisch beansprucht erscheinen, unterliegen h#ufig einer schwin-
genden Belastung, z. B. die Verbdnde einer Briicke, iiber welche ein
Zug fahrt. Auf alle Fille stellt die Beanspruchung durch schwingende
Belastung die am meisten vorkommende Beanspruchungsart der Kon-
struktionsteile des Maschinenbaues und der verwandten Gebiete dar.

Die gewohnliche statische Zugpriifung gewdhrt keinen hinreichenden
Uberblick iiber die Schwingungsfestigkeit. Man kann allgemein behaupten,
daf im Maschinenbau nie ein Fall vorkommt, wo das Bruchaussehen
eines Teiles, seine Ldngsdebnung und Querkontraktion auch nur einiger-
maBen den Verhdltnissen entsprechen, die man bei der iiblichen Zug-
probe erhdlt. Auch die Kerbschlagprobe liefert uns lediglich ein Urteil
iiber die allerdings wichtige Kerbfestigkeit, verschafft uns jedoch keinen
Aufschlufy iiber das Verhalten eines Materials bei Dauerschwingungs-
beanspruchungen und die hierbei auftretenden Ermiidungserscheinun-
gen. Hier hilft nichts als sich bei der Festigkeitspriifmaschine moglichst
den wirklich im Betrieb vorliegenden Verhéltnissen anzupassen, d. h. die
Dauerschwingungsfestigkeit festzustellen. Aus dieser Erkenntnis heraus
begann man bereits vor mehreren Jahrzehnten Dauerpriifmaschinen
zu bauen und mit denselben langwierige Versuche durchzufiihren.

Hierbei hat sich zunichst gezeigt, daB das oben angegebene Verhils-
nis zwisckan Schwingungs- und Bruchfestigkeit von 1:3 — letztere
bei einmaliger statischer Belastung verstanden — nicht allgemein stich-
haltig ist. Besonders ist aber von Wichtigkeit, dafi die Schwingungs-
festigkeit unterhalb der Elastizitdtsgrenze und der Streck-
grenze, die freilich fiir die meisten Materialien nicht genau ermittelt
werden konnen, liegen kann.

Da eine einfache Beziehung zwischen Schwingungs- und statischer
Bruchfestigkeit nicht vorhanden ist, geniigen auch aus diesem Grunde
zur Ermittlung der Schwingungsfestigkeit der einfache Zugversuch oder
die Kerbschlagprobe nicht, man ist gezwungen, den Dauerversuch durch-
zufithren. Man hat in neuester Zeit den Zeitaufwand fiir einen solchen
Dauerversuch dadurch abgekiirzt, dafl man die Schwingungszahl sehr
weit steigerte. Versuche, die von Jannin in der Rev. Met. Bd. 21,
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Jahrg. 1924, Nr. 12, S. 742—749 veréffentlicht worden sind, zeigen aber,
daB die Schwingungsfestigkeit abhingt von der Frequenz der Beanspru-
chung. Bei einer Frequenz von 4100/min wurden bei gleicher Beanspru-
chung des Probestabes Bruchzeiten gemessen, die nur die Halfte bis/, der
Bruchzeit betrugen, die man bei einer Wechselzahl von 3000/min erhielt.

Will man die Schwingungsfestigkeit eines Baustoffes fiir einen ge-
gebenen Fall wirklich einwandfrei feststellen, so ist also auch die
Schwingungszahl, mit der der betreffende Baustoff im praktischen
Betrieb beansprucht wird, zu beriicksichtigen.

Fiir den Konstrukteur wird es, soweit er sich nicht auf Zahlen aus
derartigen Dauerversuchen stiitzen kann, sondern lediglich auf stati-
sche Zerreillversuche oder auf Dauerversuche mit andern Frequenzen
angewiesen ist, gut sein, als Schwingungsfestigkeit héchstens den
3. Teil der statischen Bruchfestigkeit zu wihlen. Bei normalem
Siemens-Martinstahl sollte man bei Biegungsbeanspruchung am besten
unter 1200kgfem? und bei Drehbeanspruchung moglichst unter
900 kg/em? bleiben. Die Schwingungsfestigkeit ist zwar héher und
betrdgt bei den im Maschinenbau vorkommenden Frequenzen bei
Siemens- Martinstahl etwa 2000—2400 kg/cm? bei Biegung und etwa
1500 kg/em? bei Drehung. Mit Riicksicht darauf, dal aber bei jedemBe-
trieb gelegentliche nicht vorauszusehende Uberbeanspruchungen eintre-
ten, die nicht gleich zu einer Zerstérung des betreffenden Teiles fithren
diirfen, wegen etwaiger nicht wahrgenommener Materialfehler und endlich
deshalb, weil wir in vielen Fiallen gar nicht in der Lage sind, die Be-
anspruchungen wirklich genau zu erfassen z. B. in Abrundungen, emp-
fiehlt es sich aber, die eben angebenen niedrigeren Werte zu wihlen.

Von anderen Baustoffen sei nur angefiihrt, daf bei Bronze sich eine
Biegungsschwingungsfestigkeit von 1300 kg/em?, bei Edelstahlsorten
eine solche von 3600—4450 kg/cm? ergab. Selbstredend schwanken
diese Werte betrachtlich je nach Zusammensetzung.

Neben der Schwingungsfestigkeit spielt bei Schwingungen noch die
Dampfungsfdhigkeit des Baustoffes eine erhebliche Rolle. Derselben
ist bisher noch verhdltnismafBig wenig Beachtung geschenkt worden,
wiewohl sie fiir viele Falle von erheblicher Wichtigkeit ist. Allerdings
148t sich im Gegensatz zur Schwingungsfestigkeit keineswegs sagen, daf
derjenige Baustoff allgemein der bessere ist, der die gréBere Dampfungs-
féhigkeit besitzt. Hs kommt ganz auf den Verwendungszweck an. Fir
Ventilfedern wird man einen solchen mit geringer Dampfung bevor-
zugen, wihrend in allen Fillen, wo es sich um die Abfederung von Fahr-
zeugen handelt, ein solcher am Platze ist, der neben hoher Schwingungs-
festigkeit eine grofle Dampfungsfahigkeit besitzt, d. h. ein solcher, der
die auftretende Schwingungsenergie durch Dampfung in Warme ver-
wandelt und daher das Fahrzeug rasch zur Ruhe kommen 148t.
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Leider liegen hinsichtlich der Dampfungsfihigkeit noch keine
geniigend zahlreichen Versuchswerte vor.

Drehschwingungsmaschine von Foppl

Fir solche Fille, wo es sich um Dampfungsfihigkeit gegeniiber
Drehbeanspruchungen handelt, steht zu hoffen, daB mit Hilfe der
von Dr. Féppl (Braunschweig) angegebenen Drehschwingungs-
maschine in absehbarer Zeit gentigende Ergebnisse gewonnen werden.
Bei dieser Drehschwingungsmaschine wird ein Probestab o am Ende b
festgehalten, am andern Ende trigt er eine
Schwungscheibe ¢. Diese aus Stab und
Schwungmasse bestehende Anordnung, die
in Abb. 106 schematisch dargestellt ist, kann
Verdrehungseigenschwingungen  ausfiihren,
deren minutliche Frequenz sich leicht be-
rechnen 148t. Durch eine harmonische Dreh-
kraft, welche am Umfang der Schwungmasse
angreift und deren Wechselzahl in Resonanz
mit der Eigenfrequenz des Stabes ist, wird

Abb. 106. Schema der Dren- die Anordnung dauernd in Schwingungen

Scmmg“:,%;“ﬁscmne von gehalten. Eine Wasserbremse, deren Wir-

kung abstufbar ist, sorgt dafiir, daB der

Winkelausschlag A4 ¢ der Schwungscheibe einen ganz bestimmten

nicht zu grofen Wert annimmt. Aus 4 ¢ und den Abmessungen des
Probestabes kann die Groftbeanspruchung 7., berechnet werden.

Die harmonische Drebkraft mufl zur dauernden Aufrechterhaltung
der Schwingung mit dem gegebenen Ausschlag A stindig soviel Energie
abgeben, wie in der schwingenden Anordnung vernichtet wird. Der
Energieverbrauch bei der Schwingung ist auf die beiden folgenden Ur-
sachen zuriickzufiihren:

1. AutduBereEinwirkungen(Wasserbremse, Lagerreibung, Luftreibung).

2. Auf die Reibungskrifte, die im Innern des Probestabes auftreten
und eine Erwiarmung desselben hervorrufen.

Ein Diagramm, das die Dampfung 9 in Abhéngigkeit von der Be-
anspruchung 7 darstellt, ist fiir verschiedene Baustoffe in Abb. 107
wiedergegeben. Hierbei stellt 7 die groBite, also am Umfang des runden
Stabes auftretende Beanspruchung dar.

Die Dampfung ist nun stark abhéngig von der zugehérigen Schwin-
gungsbeanspruchung. Die Gesamterwirmung des Stabes ist aber eine
Folge der Dampfung der verschiedenen Baustoffteilchen, die zusammen-
gesetzt den Stab ergeben. Wegen des raschen Wéirmeaustausches inner-
halb des Probestabes kann aber nur die mittlere Erwirmung und
infolgedessen auch nur die mittlere Dampfung festgestellt werden.
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Die in der Abb. 107 angegebenen Kurven beziehen sich daher auf die
mittlere auf den ganzen Stab sich erstreckende Démpfung und nicht
auf die gréBte am Stabumfang auftretende.
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Abb. 107. Abhingigkeit der Dimpfung von der Beanspruchung.

Bei Betrachtung dieser Abbildung fallt sofort dasstark verschiedeneVer-
haltender einzelnen Stahlsorten in bezug auf ihre Dampfungsfahigkeit auf.

Dauerpriifmaschinen von Schenk.

Wihrend die von Féppl gebaute Maschine der Untersuchung von
Drehbeanspruchungen gilt, die mit den im Maschinenbau am héufigsten
vorkommenden Frequenzen wechseln, ist von der Fa. Schenk, Darm-
stadt mit Unterstiitzung von Direktor Hahnemann, Berlin, in jiing-
ster Zeit eine Priifmaschine gebaut worden, bei der der Probestab
wechselnden Zug- und Druckbeanspruchungen unterworfen wird. Im
Gegensatz zur Fépplschen Vorrichtung ist hier die Wechselzahl auBer-
ordentlich hoch — 500/sek —, was den Vorteil bietet, daB Dauer-
ergebnisse in kurzer Zeit erzielt werden. Man kann hier im allge-
meinen auf Grund der Erfahrung sagen, dafl ein Stab, der 2 Millionen
Wechsel bei einer gegebenen Beanspruchung aushélt, auch bei noch
mehr Wechseln nicht brechen wird. Eine Wechselzahl von 2 Millionen
ist aber bei der vorgesehenen Maschine bereits nach nahezu einer
Stunde erreicht. Man erspart also Zeit und kann beispielsweise schon
nach einem Tage ein umfassendes Urteil iiber die Dauerschwingungs-
zugfestigkeit eines bestimmten Materials geben.

Die Schencksche Materialpriifmaschine besteht im wesentlichen
aus dem von den Massen m, und m, und der Federung c gebildeten
Schwingungssystem, dessen Eigenschwingungszahl auf 500 Perioden
abgestimmt ist. An der Masse m, dieses Schwingungssystems wird der
Priifstab P festgespannt. Sein freies Ende ist an eine dritte Masse m;
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angeschlossen. Die Verhéltnisse sind so gewihlt, da die Massen m,
und m; etwa 20mal so groB sind wie die Masse m,, so daB ihre Schwin-
gungen gegeniiber den Schwingungen der Masse m, zu vernachlidssigen
sind. Die Federung c ist etwa 20mal stérker gewahlt als die Federung
des Priifstabes, so daB die Eigenschwingungszah! des gesamten Systems
nach Einschaltung des Priifstabes nur um wenige Prozent hoher liegt
als bei abgeschaltetem Priifstab. Diese Mafinahme ist nétig, um den
BinfluB der Elastizitit des Priifstabs auf das Schwingungssystem nach
Méoglichkeit auszuschalten und so die Maschine zur Priifung aller mog-
lichen Baustoffe geeignet zu machen.

Die Masse m, ist als massives Grundgestell ausgebildet, das auf ein
Betonfundament unter Einschaltung einer isolierenden Zwischenlage
(Filz) lose aufgestellt ist.

Die Masse m, trigt den Anker des Feldmagneten und ist mit dem
freien Ende der Hauptelastizitit ¢ fest verschraubt. In dieser Masse
ist eine Quecksilberddmpfung vorgesehen.

Die Hauptelastizitit ¢ besteht aus zwei konzentrischen knick-
sicheren Stahlrohren gleichen Querschnitts, deren Léngsfederung
beniitzt wird. Die Stahlrohre sind so bemessen, daB sie auch im un-
giinstigsten Falle, d. h. beim groBiten Schwingungsausschlag nicht héher
als mit 1000 kg/em? beansprucht werden.

Die Gegenmasse m, besteht aus einem Biigel und dient als Stiitz-
punkt des freien Prifstabendes. Sie mufl so angeordnet sein, daf in
der Betriebsstellung ihr Gewicht vollstéindig aufgehoben ist, so daB sie frei
schwebt und keinerlei Zusatzbelastungen auf den Priifstab iibertragt.

Der Priifstab besitzt aus wirtschaftlichen Griinden nur einen Durch-
messer von 4 mm. Seine Einspannung geschieht mit Hilfe von Konen.

Mit Riicksicht auf die Erwirmung des Priifstabes ist Olkiithlung
vorgesehen.

Die Messung der Beanspruchungen des Priifstabs erfo'gt mittels
eines elektrischen Schwingungsmessers. Hierbei soll eine Mefigenauigkeit
von 1/, bis 1/,°/, erzielbar sein.

Die Vorrichtung eignet sich auch fiir niedrigere Frequenzen. Es
entsteht hierbei wieder die Frage, ob die Dauerfestigkeit eines Baustoffes
bei hoher Wechselzahl eine andere ist als bel niederer bzw. wie die
Abhiingigkeit ist. Soweit die bisherigen Versuche erkennen lassen,
scheint eine solche Abhingigkeit, die je nach dem Baustoff verschieden
ist, zu bestehen. Die Versuche sind allerdings noch zu spérlich, um
nach dieser Richtung hin ein sicheres Urteil zu ermdéglichen.

Wihrend bei dieser Maschine der Priifstab auf Zug und Druck
beansprucht wird, findet bei einer anderen ebenfalls von Schenck,
Darmstadt, hergestellten Maschine eine Dauerbiegprobe statt. Den
konstruktiven Aufbau derselben zeigt Abb. 108.
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Abb. 108. Schenksche
Dauerbiegemaschine.

Der Priifstab mit den konischen Enden ist in derselben in der Mitte
oben ersichtlich. Seine beiden Verlingerungsstiicke sind kardanisch in
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Kugeln gelagert. Der Priifstab wird von oben her in die 4 Lagerképfe
eingelegt. Die beiden duBeren Lagerkopfe sind fest auf dem Maschinen-
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Abb. 109. Energieaufnahme eines Siemens-Martinstahles. gelesen werden.
DerAntrieb erfolgt

durch einen Gleichstrommotor mit Zahlwerk, das die Gesamtzahl der
zuriickgelegten Umdrehungen abzulesen gestattet.

Auf den beweglichen Lagerkdpfen sind MeBuhren zur Ermittlung
der Durchbiegung des Priifstabes angebracht.

Die Erwidrmung des Stabes kann durch ein in der Mitte der Ein-
schniirung aufgesetztes Thermoelement gemessen werden. Der Priif-
stab kann jedoch auch mit Ol gekiihlt werden.

Im Moment des Bruches schligt der Wagebalken der Belastungs-
vorrichtung im Innern des Maschinengehduses gegen einen Kontakt
und schaltet so automatisch den Strom des Antriebsmotors aus. Infolge
der geringen GriBe des Elektromotors bleibt die Maschine fast augen-
blicklich stehen. Auf diese Weise ist es bei Dauerversuchen mdglich,
die Maschine auch iitber Nacht ohne Aufsicht laufen zu lassen.

Die Hauptaufgabe der Maschine besteht in der Praxis darin, ein
vorliegendes Material auf einen vorgeschriebenen Festigkeitswert hin
nachzukontrollieren. Bei einem derartigen Kontrollversuch handelt es
sich im wesentlichen darum, die Energieaufnahme des Priifstabes bei
verschiedenen Belastungen zu ermitteln. Eine so fiir einen Priifstab
aus Siemens-Martinstahl erhaltene Kurve stellt Abb. 109 dar. Diese
Kurve hat allgemein die Gestalt eines geéffneten Winkels mit stumpfem
Scheitel. Durch Anlegen der Tangente findet man die Ermiidungs-
festigkeit, im vorliegenden Falle ~ 24 kg/mm?2.
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Feststellung der erregenden Krifte.
Harmonische Analyse.

Bei simtlichen bis jetzt behandelten Erscheinungen sind wir, soweit
erregende Krifte in Frage kamen, fast immer von einer sinusférmigen
oder, wie man auch zu sagen pflegt, harmonischen Kraft ausgegangen.
In Wirklichkeit sind natiirlich die Krifte, welche Schwingungen er-
zeugen, keineswegs von so einfachem Verlaufe. Die Biegungsschwin-
gungen von Dampfturbinenfundamenten sind einer der seltenen Fille,
wo tatséichlich mit geniigender Anndherung als erregende Kraft fiir
Horizontalschwingungen die sinusférmige Horizontalkomponente ‘der
Fliehkraft der rotierenden Welle und fiir Vertikalschwingungen die
ebenfalls harmonisch wechselnde Vertikalkomponente der Fliehkraft
eingesetzt werden kann. In den meisten andern Fallen jedoch besitzen
die erregenden Krifte einen sehr verwickelten zeitlichen Verlauf. Im
Vorausgehenden wurde bereits gezeigt, dafl gefdhrliche Schwingungen im
allgemeinen nur entstehen kénnen, wenn die erregenden Krifte dauernd
auf das Massensystem einwirken, weil bei voriibergehender Einwirkung
etwa entstandene Schwingungen durch die Dampfung rasch zum Er-
16schen kommen und keinerlei Anwachsen der Ausschlige wie etwa
bei Resonanz eintreten kann. Statische Kraftwirkungen wollen wir aber,
weil nicht in den Rahmen dieses Werkes fallend, ausdriicklich ausschlie-
Ben. Bei Stofen treten zwar im allgemeinen auch Schwingungen ein,
jedoch ist die Héchstbeanspruchung bereits erfolgt, wenn die Schwin-
gungen einsetzen.

Wir betrachten also nun erregende Kréfte von periodischem Verlauf.
Solche gibt es in aullerordentlicher Mannigfaltigkeit.

Bei Verdrehungsschwingungen von Kraftmaschinenwellen sind es
die ungleichméBigen Drehkréfte, welche von den Kolben herriithren
und an den Kurbelzapfen angreifen. Bei Biegungsschwingungen von
Schiffen sind es, wie oben erwiahnt, die freien Massenkrifte der rotieren-
den und insbesondere der hin- und hergehenden Teile der Maschine,
ferner Massenwirkungen des Propellers sowie der Umstand, daBl das
Wasser auf die Schaufeln infolge der nach hinten sich verjiingenden
Schiffsform nicht parallel zur Wellenachse, sondern schief strémt;
weiter kommen dazu Wirkungen der freien Massendruckmomente,
die Reaktion der ungleichmiBigen Drehkréafte, von Hilfsmaschinen
ausgehende Ursachen und endlich der Wogengang.

In allen diesen Fallen geht man in der Weise vor, da man zunéchst
samtliche erregende Ursachen so genau als méglich zahlenm&fig in
ihrem zeitlichen Verlaufe ermittelt. In einer Reihe von Féllen und
gerade den wichtigeren ist dies glicklicherweise recht gut moglich.
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Bei Verdrehungsschwingungen von Kraftmaschinenwellen 148t sich z. B.
die erregende Ursache, d. h. das Drehkraftdiagramm fiir alle Drehzahlen
bzw. Belastungen leicht nach bekannten Verfahren genau ermitteln.

Fiir solche Leser, die dasselbe noch nicht kennen sollten, sei dasselbe
kurz wiedergegeben:

Konstruktion der Tangentialkraft 7' aus der

Kolbenkraft K.

Gegeben seien, abhiingig vom Kolbenhub, der Verlauf der auf den
Kolben wirkenden Q(asdriicke, sowie Kolbendurchmesser 4, Hub 2
und Treibstangenlinge 7.

Abb. 110. Schema eines zentrischen Kurbelgetriebes.

In Abb. 110 bezeichnet 8 den Winkel zwischen der Zylinderachse
uud der Treibstange, « denjenigen zwischen der Zylinderachse und der
Kurbel. Sowohl fiir den Hin- als auch fiir den Riickgang ist dann

1. T= éggﬂ» sin(e+ f) . (62)

Ferner besteht nach Abb. 111 die Beziehung

2. z:r=sin(a 4= B) :sin (84 90°)
=sin (o 4= B) : cos

Abb. 111. Konstruktion der Tan-
gentialkraft aus demKolbendruck.

\\\i_’//
'

|

Abb. 112. Ermittlung der Wege, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen.
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Da aber nach 1.

sin@+f) T
cosp K
ist, so ergibt sich
P
S (63)

Tragen wir also die Kolbenkraft K direkt vom Kurbelzapfen Z
aus gegen die Drehachse D hin ab, so erhalten wir, wenn wir im Endpunkt
E das Lot errichten, durch die Strecke EF die gesuchte Drehkraft P.

Massendriicke.

Dieselben sind neben den Gasdriicken noch zu beriicksichtigen.
Im Falle eines normalen zentrischen Kurbelgetriebes ergibt sich
nach Abb. 112 als Beziehung zwischen Kolbenweg und Kurbel-
winkel «
s=r(l—cosa) £1(1—cosp).

Ferner ist - sin § = 7 - sin «.
r Kurbelradius

Bezeichnen wir das sog. Treibst verhiltnis - — . — OO
zeichnen s sog. Treibstangenverhiltnis Treibstangenlinge

mit A, so wird daraus
sin f=Asin«
und
cos f=11—22 -sin?e=1— % A2 . gin? ¢ — é_ AMesinte. ..,
d. h.
szr(l—eosa)—I_—%-r/l,-singccj:—é-r/l"‘-sin“a. (64)

Die Geschwindigkeit » folgt daraus durch Differentiation nach der

Zeit zu

. 1 . 1 .
vzr-w-(smai 5 A-sin2e & -5—23-s1n3o¢-cqstx>. (65)

Hierbei ist w = %Oﬂ’ wobei unter n die minutliche Drehzahl ver-

standen sei. Endlich ergibt sich daraus die Beschleunigung zu
b=r-w? (oos &+ Acos2a -+ -;- - A%sin 2¢ (2 cos2e + cos 2(1)) (66)

Statt 7+ w? konnen wir natiirlich auch Ur ? schreiben. Fiir r und 1

in m ergibt sich 6 in m/sek?. Wenn wir von dem 3. Glied, das nur
sehr klein ist und im allgemeinen ruhig vernachlassigt werden kann,
absehen, so erhalten wir fiir die Konstruktion der Massendrucklinie
folgendes einfache Verfahren:
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1. Im oberen oder duBeren Todpunkt wird
b=r- w2 (cose -+ Acos2a)
=r-w2(l1+21).
2. Im untern oder inneren Todpunkt dagegen
b=r- w2 (cose— Acos2c)
=r-w(l—274).
3. Fiir ¢ =90 wird
b=1r -w2(—A-cos2«x)
=—A-7 w2
Fiir ein Treibstangenverhéltnis A = */; bzw. 1/, bzw.1 : 6 bzw. 1 : co er-
halten wirsofiirein gegebenesr-w2diein Abb.113 wiedergegebenen Kurven.
Soweit es sich um Schwingungen handelt, die von den Massen-
kriften der hin- und hergehenden Triebwerksteile eines Zylinders, d. h.
vom Kolben samt Treibstangenanteil bzw. bei

Kreuzkopfmaschinen von Kolben, Kolbenstange,
2 4] Kreuzkopf und Treibstangenanteil herriibhren,
e = konnten wir ohne weiteres von der eben an-
gegebenen  Beschleunigungsformel —ausgehen.
2
v? 7: 00
N5
)
ve
Nz
|
Abb. 113. Beschleunigungskurven fiir verschiedene _T'\
Treibstangenverhiltnisse. 2
Ho2 1
7

Um die erregende Kraft — in diesem Falle die sog. freie Massen-

kraft — =zu erbalten, wire. lediglich die Summe % aller dieser

Massen mit der Beschleunigung zu multiplizieren. Die Massen geben
wir zweckméfig hierbei in Ec/szj an, dividieren also das Gewicht G,

der hin- und hergehenden Triebwerksteile mit 981, in welchem Falle
natiirlich die Beschleunigung bzw. der Radius r ebenfalls in cm/sek?
bzw. in cm einzusetzen sind.

Fiir den Anteil der Treibstange an den hin- und hergehenden Massen
ist die Lage des Schwerpunktes maBgebend. Im allgemeinen darf man
409/, des gesamten Treibstangengewichtes als hin- und hergehend und
609/, als rotierend annehmen. Es steht natiirlich nichts im Wege, den
Schwerpunkt experimentell genau zu bestimmen und dadurch den
Treibstangenanteil genauer zu beriicksichtigen. So ergab sich z. B.
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fiir normale Dieselmaschinen mit Plungerkolben 389/, als hin- und her-
gehender Anteil. Eine allzu weit getriebene Genauigkeit in der Be-
stimmung des Schwerpunktes hat iibrigens keinen Zweck, da streng
genommen an Stelle des Schwerpunktes ein Punkt in Betracht kime,
dessen Lage gefunden wird, wenn man sich die Treibstange hinsichtlich
ihrer Massenwirkung durch ein Dreipunktsystem ersetzt denkt, wobei der
eine mit dem Kurbelzapfen, der andere mit dem Kreuzkopfzapfen zu-
sammenfallt, wihrend der 3. der gesuchte Punkt ist. Fiir alle prak-
tisch vorkommenden Fille kann man aber unbedingt von der Zerlegung
nach dem umgekehrten Verhiltnis der beiden Schwerpunktsabstinde
von den Zapfen ausgehen.

Beschleunigung beim exzentrischen Kurbelgetriebe.

Fir manche Félle wird an Stelle des iiblichen zentrischen Kurbel-
getriebes das exzentrische oder desaxiale angewendet, wobei die Kurbel-
welle um die Exzentrizitdt e gegen die Zylindermitte versetzt ist.

Hier wird nach Abb. 114 der Kolbenweg

s=x0-—;‘bosoc—:c1.
z, folgt aus der Beziehung:
x,2=102— (e+7-sing)?
[ 1 /et r-sine)|2
g ()

x, ist gleich (I +r)2—I2.

Diese Gleichung ist nur angenihert, da wir das 3. und die folgenden
Glieder der Reihe weggelassen haben. Um dem Leser einen Uberblick
zu geben, wie grof3
derdurchVernach-
lassigung des 3. [N
Gliedes entstehen- [
de Fehler ist, sei | ) %
erwihnt, daB der- i '\"l’
selbe fiir
A= —;;und ;- == ;,
was eine auflerordentlich groBe, praktisch kaum je vorkommende,
Exzentrizitit bedeutet, nur 3,489/, ausmacht.

Wir erhalten nun durch Einsetzen von z, in die Gleichung fiir den
Kolbenweg s

Abb. 114. Exzentrisches Kurbelgetriebe.

s=xy—r-cosot—1 [1 — % @jf ,,’,l‘ Si{g»c—{-)g} . (67)
Daraus ergibt sich durch Differentiation die Geschwindigkeit
wzw-r[sina-kf;—— coscﬁ—k—él-sin%c] (68)

Geiger, Mechan. Schwingungen. 10
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und die Beschleunigung
b=w2-r[cosa—%-sjna—f—l-cos%t] (69)
Es ist also gegeniiber dem zentrischen Kurbelgetriebe noch ein

3. Glied mit dem Faktor % dazu getreten.

Fiir andere Getriebe ist am besten nach graphischen Verfahren die
Beschleunigung abbingig von der Kurbelstellung bzw. der Zeit zu
ermitteln. Ich gehe auf dieselben nicht ein, da alle andern Getriebe
gegeniiber den Schubkurbelgetrieben an Bedeutung und Verbreitung
fast ganz zuriicktreten. Fiir den Leser, der aber doch einmal mit den
freien Massenkriften solcher Getriebe zu tun haben sollte, sei aber
erwahnt, daB dieselbe an Hand der einschligigen Werke iiber Kinematik
fiir die meisten Getriebe nicht schwierig, wohl aber etwas zeitraubend ist.

Zusammenwirken mehrerer Zylinder.

Wir haben beim zentrischen Schubkurbelgetriebe bereits gesehen,
daB die Massenkraft eines Zylinders unterVernachlissigung des sehr
kleinen 3. Gliedes sich zeitlich aus zwei harmonisch verlaufenden
Kriften zusammensetzt, von denen die eine so oft wie die Drehzahl
der Maschine wechselt — (Glied 7+ @2+ cos o) —, wihrend die andere
doppelt so rasch wechselt (Glied r - w?%+ A+ cos 2 a).

Besteht die Kraftmaschinenwelle aus mehreren Kurbeln etwa I,
II und III, von denen II gegen I um den Winkel y und IIJ gegen I
um den Winkel § versetzt sei, so folgt obne weiteres aus der obigen
Gleichung, dafl die einmal pro Umdrebung wechselnden Anteile an
den Massenkriften dieser Zylinder gegeniiber derjenigen des Zylindersl
um y° bzw. §° versetzt sind. Ebenso sind die 2mal pro Umdrehung
wechselnden Anteile um 290 bzw. 2 6° gegeniiber I versetzt. Wir
bezeichnen der Kiirze halber das einmal pro Umdrehung wechselnde
Glied mit T, weil es auch bei unendlicher Treibstangenléinge in
Betracht kommt, dagegen das 2mal so rasch wechselnde Glied mit 7',
weil es den EinfluB derendlichen Linge der Treibstange berticksichtigt.
Die Gesamtwirkung der von mehreren Kurbeln herriihrenden Glie-
der T, laBt sich nun leicht vektoriell durch Aneinandersetzen der ein-
zelnen Krifte nach Grofe und Richtung darstellen. Das gleiche 146t
sich auch fiir die sog: Massenkraft 2. Ordnung, d. h. das 2mal pro Um-
drehung wechselnde Glied 7', durchfiihren.

Dabei gibt die resultierende Kraft — nach GroBe und Richtung
richtig aufgetragen — nicht nur an, in welchem Moment bzw. in welcher
Stellung der Kurbeln zur Vertikalen die grofte resultierende Kraft
1. oder 2. Ordnung auftritt, sondern man kann auch unmittelbar fir
jede andere Stellung der Kurbelwelle durch Multiplikation mit dem
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Sinus des Drehwinkels, der von der Stellung des GroBtwertes der Resul-
tierenden an gerechnet zuriickgelegt wurde, die jeweilige Kraft un-
mittelbar bestimmen.

Beispiel. Bei einer 2-Zylindermaschine mit gleich groBen hin- und
hergehenden Massen mit 90° Kurbelversetzung ergibt sich z. B. die

resultierende Massenkraft 1. Ordnung nach Abb. 117 zu % cwi-r-J2,

weil die beiden Kréfte um 90° zeitlich zueinander versetzt sind. Die-
selbe tritt ein, wenn die eine Kurbel 45° nach und die andere 45° vor
dem oberen Todpunkt steht. Schreiten die Kurbeln in der Dreh-
bhewegung z. B. um 300 weiter fort, so ergibt sich hierfiir fiir die resul-
tierende Massenkraft 1. Ordnung % co?-r-}2 - cos 30°.

Die Massenkraft 2. Ordnung ist bei dieser Kurbelversetzung dau-
ernd Null.

Fiir einige in der Praxis besonders wichtige Fille ist dies fiir das zen-
trische Kurbelgetriebe in den Abb. 115—121 geschehen. Die Ergebnisse
sind in der 3. und 4. Reihe der nachfolgenden Tabelle zusammengestellt.

Resultierende Massenkraft I Resultieriggglx::sendruck-
Zylinder-| Kurbel- J
Zahl Winkel 1. Ordnung l 2. Ordnung 1. Ordnung | 2. Ordnung
R, | R, E, E,
i ! 1
9 00 gQ-wZ.r~2§G‘°-w2'r-Z.2 0 0
g ‘ 9 )
?
2 1800 0 %~w2-r~l«2‘ P, -1 0
| |
i S
¢ 5 | P
0 T0 w2 V2 | s e
2 900 | teaty V2| 0 | V2:P,5 | 12P.y
3 1200 0 ; 0 C}3-P.1 | V3P
_ i 1 | —
1800 G, }
4 und 0 —-w?-r-A-4 0 0
o |
180° | :
4 und 0 0 | y2.P_ -1 4-P,-1
900
5 720 0 0 l 4,25-P_ -1 2,63 P,-1
120° '
6 und 0 0 0 0
0° |

10*
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Die fiir Mehrzylindermaschinen angegebenen Kurbelversetzungen
sind die giinstigsten, die man bei der betreffenden Zylinderzahl
unter der Voraussetzung gleich groBer Triebwerksteile und
gleichméBigen Drebkraftdiagrammes erhalten kann.

p

o
P

2
7 2 .
AL 17 ]
A
1
@ £
7
21
1
l__i 71 Re
Abb, 115,
2o
{ 7 :
71 |2
P) Rp=0 |21
74 A,
Abb. 116.

Abb. 117.
2o
/D
7 e
7 2 -
T o~ =
z 7 3 z
J k4 2 y ,Qe =0
J
Abb. 118.

Abb. 115 bis 118. Massenkrifte 1. und 2. Ordonung fiir verschiedene Xurbelversetzungen.

Besonders hervorgehoben seien der Zweizylindermotor mit 0 ® Kurbel-
versetzung und der Vierzylindermotor mit 180° bzw. 0° Kurbelwinkel,
die beide verhiltnismiBig groBe freie Massenkréfte geben.

Neben den freien Massenkriften konnen auch die Massendruck-
momente Ursache von Schwingungen, von Erschiitterungen sein.
Diese Massendruckmomente entstehen dadurch, da bei Mehrzylinder-
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maschinen die Massenkrifte an verschiedenen Stellen angreifen. Da
Momente immer nur eine Drehung um den Schwerpunks, aber keine
Verschiebung desselben hervorrufen, geht man fiir deren Ermittlung
zweckmiBig vom Schwerpunkt, d. h. der Maschinenmitte aus und bildet
also das Produkt 7 -1 fiir jede einzelne Massenkraft und jede Kurbel-
stellung. Hierbei ist 7 der Abstand der betreffenden Massenkraft von
der Maschinenmitte, z. B. bei einer Dreizylindermaschine mit gleichen
Kurbeln fiir die beiden #uBeren Kurbeln der Zylinderabstand, fiir die
mittlere  Null. Absténde, die nach entgegengesetzten Richtungen

(e o]
| He
, " /?m=0
7% 4
J—I_U_U_FL L
z 3 2°3
Abb, 119.
Ro
2 g Sy 5
R_=0
% F; < 712 @ 5 j/?é‘:o
> % }z
3 7 ¥
7
Abb. 120.
2
7 R = e
g # 7 h‘« ™0
7N ﬂ k-0
SR Al -
Abb. 121

Abb. 119 bis 121, Massenkrifte 1. und 2. Ordnung fiir verschiedene Kurbelversetzungen.

gehen, sind natiirlich mit verschiedenen Vorzeichen -einzusetzen.
Wihlt man also fiir die links von der Maschinenmitte befindlichen
Zylinderabsténde das positive Vorzeichen, so erhalten die rechts davon
befindlichen das negative.

Diese Momente kénnen genau so wie die freien Krifte zu einem
Momentenplan zusammengesetzt werden. Auf Grund dessen ergeben
sich fiir die zuvor angefiibrten wichtigeren Kurbelversetzungen Dia-
gramme nach Abb. 122—126.

In der vorhergehenden Tabelle sind die zugehdrigen Restmomente
1. und 2. Ordnung in Reihe 5 und 6 zusammengestellt.

Wir sind nunmehr in der Lage, bei sonst gegebenen Verhaltnissen
die von den freien Kriften bzw. den Massendruckmomenten herriihrenden



150 Feststellung der erregenden Krifte.

Schwingungsausschlige zu berechnen. In der Praxis sind freilich
sowohl die elastischen Krifte als auch die Massen selten so genau ge-
geben, daB sich die Berechnung empfehlen wiirde. Man denke z. B.

MGO
245y
7 i M, o
71 €
z
Abb. 122.
A
o ! Moo
7 Z M,

Abb. 123.

Abb. 124.

Abb. 122 bis 124, Massendruckmomente 1. und 2. Ordnung fiir verschiedene Xurbelversetzungen.

bei Maschinenfundamenten an die Elastizitat des Erdreichs, die je nach
dessen Zusammensetzung schwankt und auch von der &rtlichen Ver-
teilung rings um das Fundament bzw. von der Witterung und vom
Grundwasserstande abhéngig sein kann. Aus diesem Grunde begniigh
man sich daher im allgemeinen damit, die freien Krifte und Momente
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rechnerisch zu ermitteln und Ausfiihrungen mit groBen freien Kriften
in solchen Féllen, wo auf Grund anderweitiger Erfahrungen Bedenken
bestehen, moglichst zu vermeiden.

Bei desaxialer Anordnung der Zylinder gegeniiber der Kurbelwelle
kommt noch die von dem Glied %- sin o herrithrende zusétzliche freie
Massenkraft bzw. das zugehorige Massendruckmoment in Frage. Fiir
Mehrzylindermaschinen kénnen diese Glieder genau so wie vorhin die

Abb. 125.
7
7
g 4%
¥—/_i/_ 3 o
z 5 s 2
Abb. 126.

Abb. 125 w. 126. Massendruckmomente 1. und 2. Ordnung flir verschiedene Kurbelversetzungen.

andern Glieder nach Gréfe und Richtung aneinandergereiht werden,
um die resultierende freie Massenkraft zu erhalten.

Da jedoch unter den Maschinen mit beachtenswerteren freien
Massenkréiften diese exzentrische Anordnung nur bei Mehrzylinder-
Fahrzeugmotoren angewendet wird, wo sich infolge geeigneter Kurbel-

e
versetzung diese Glieder 7" sina gegenseitig auftheben, so eriibrigt sich

ein ausfithrlicheres Eingehen auf dieselben.

Tangentiale Massendriicke.

Neben den in die Richtung der Zylinderachse fallenden Massen-
kraften spielen bei Kolbenkraftmaschinen noch die tangential an den



152 Feststellung der erregenden Krifte.

Kurbelkropfungen angreifenden Krifte im Hinblick auf Dreh-
schwingungen eine wichtige Rolle.

Wie bereits frither (S. 142) gezeigt, verhélt sich die Tangentialkraft 7’
zu der zugehorigen Kolbenkraft K wie sin (« 4 f) zu cos §.

Statt dessen kénnen wir auch schreiben % = sin « 4+ cos ot * tg f.
tg f kann aber mit vollig hinreichender Genauigkeit durch sin
ersetzt werden, da z. B. fir ; = 1/; der groBtmogliche Fehler nur 1,25°/,

betrigt.
Es ist ferner

sin = " sinea.

1
Auf diese Weise erhalten wir

%=sina(l + A cosw),

Setzen wir nun fiir K die Bsschleunigung
b=w? r(cose -+ A-cos2¢«),
so erhalten wir fiir die Tangentialbsschleunigung
big=w? - rsine (1l + Acosa)(cose + Acos 2«)
=?r[sinc¢cos o 4+ A-cos2e-sina 4 A-sina-cos 2«
~ A%-sineccos o+ cos 2 o] ’
Das letzte Glied kann wegen seiner geringen Gré8e unbedenklich

vernachlissigt werden. Fiir die andern Glieder erhalten wir nach einigen
einfachen trigonometrischen Umformungen:

bg=3w? 7 (sin2¢ —3 A -sina + § A-sin 3«). (70)

Bezeichnen wir wieder mit ¢ die gesamte hin- und hergehende Masse

eines Zylinders, so ergeben sich fiir die tangentiale Massenkraft P, o

folgende Formeln?):
1. Beim Einzylindertriebwerk:

Ptgz%-wz-r-%<sin 20— 5 A-sine+ 3 A+sin 3u>‘ (71)
2. Bei 2 Zylindern mit 0° Kurbelwinkel:
P{Q:—%Qw-r(sin2tx——§l-sinoc-i—%l-sin?m). (72)

3. Bei 2 Zylindern mit 90° Kurbelversetzung:
Pig :%"—-wz 73 y2 A —sin (e + 45) + 3sin 3 (@ +45)).  (73)

1) Die Entstehung dieser Formeln kann man leicht nachpriifen, wenn man
fiir die Glieder mit o, 2 und 3 o getrennt die tangentialen Krifte der verschie-
denen Zylinder unter Beriicksichtigung der Kurbelwinkel aneinander reiht.
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4. Bei 2 Zylindern mit 180° Kurbelversetzung:

Py =%Q w?-rsin 2. {74)
5. Bei 3 Zylindern mit 120 Kurbelwinkel:
Ptgz%wz.r-%}:-sin?)a. (75)

6. Bei 4 Zylindern mit 180° Kurbelversetzung zwischen 1 und 2
bzw. zwischen 3 und 4 und 0° zwischen 2 und 3:

Ptg:%-wz-r-&inmc. (76)

7. Bei 4 Zylindern mit 180° Kurbelversetzung zwischen 1 und 2

bzw. 3 und 4 aber mit 90° zwischen 2 und 3:
P tg = 0 (77)
8. Bei 6 Zylindern mit 1200 Kurbelwinkel und 0° zwischen den
beiden mittleren Kurbeln:

Ptg=%-w2-r-§-l-sin3a. (78)
9. Bei 6 Zylindern mit 60° Kurbelversetzung :
10. Bei 8 Zylindern mit 90° oder 45° Kurbelwinkel:
P tg T 0. (80)

Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit aller dieser Formeln ist,
daB die hin- und hergehenden Massen der einzelnen Zylinder gleich-
grof sind, was aber bei Verbrennungsmotoren — gleichgiiltig welcher
Art — ausnahmslos der Fall ist. Man erkennt aus diesen Formeln sofort,
welche harmonischen tangentialen Massendriicke bei einer gegebenen
Maschine fiir die Erregung von Drehschwingungen in Betracht kommen
kénnen. Bemerkenswert ist auch die daraus gewonnene Erkenntnis,
daB auch bei einer leerlaufenden Maschine, bei welcher simtliche Gas-
driicke fehlen, Drehschwingungen und sog. kritische Drehzablen vor-
kommen kénnen. An einer Dampfmaschine mit Schwungrad und
Rotor habe ich durch torsiographische Aufnahmen diesen Fall deutlich
nachgewisen. Trotz abgestellter Dampfzufuhr bildeten sich beim Ab-
stellen der Maschine starke kritische Drehschwingungen bei verschie-
denen Drehzahlen aus.

Harmonische Analyse von periodischen Kraft-
Zeitkurven, insbesondere von Drehkraftdiagrammen.

Wir gehen zunichst, um einen konkreten Fall vor uns zu haben,
wieder von Verdrehungsschwingungen aus. Die Krifte, welche die-
selben erregen kénnen, zerfallen in die tangentialen Massenkrifte,
den EinfluB der Schwerkraft und die Arbeitsdriicke.
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Die tangentialen Massendriicke haben wir bereits behandelt, die
tangentialen vom Einflu der Schwerkraft herriihrenden erregenden
Krifte sind im allgemeinen sehr klein und lassen sich leicht rechnerisch
verfolgen, so da} wir von ihrer Ertrterung absehen kénnen. Bei Mehr-
zylindermaschinen heben sie sich ohnehin bei allen praktisch wichtigen
Kurbelversetzungen gegenseitig auf. Im Gegensatz hierzu spielen die
von den Arbeitsdriicken herrithrenden Drehkrifte die Hauptrolle. Thr
zeitlicher Verlauf ist durch das Drehkraftdiagramm gegeben. Dieses ist
zwar von periodischem Verlauf, besitzt aber je nach der betreffenden
Maschinentype eine unregelméfige Form.

In den fritheren Kapiteln wurde gezeigt, wie man die Ausschlige
ermittelt, die von sinusférmig verlaufenden erregenden Kriften aus-
gehen. Der Mathematiker Fourier hat bewiesen!), dafl man jede
beliebig vorgegebene periodische Kurve —abgesehen von einem
konstanten Glied, das der mittleren Hohe der Kurve entspricht —
in Sinuslinien zerlegen kann, die in bezug auf ihre Groéfe,
Phase und Frequenz voneinander abweichen.

Man nennt dies die sog. harmonische Analyse.

Fiir jede einzelne auf diese Weise aus dem Drehkraftdiagramm er-
ermittelte harmonische Kraft lassen sich nun leicht die Schwingungs-
ausschlige ermitteln. Um- fiir irgendeine Stelle z. B. das freie Ende der
Kurbelwelle oder den Rotorsitz die resultierenden von den Verdrehungs-
schwingungen herrithrenden Ausschldge fiir einen gegebenen Augen-
blick zu ermitteln, sind dann nur die Einzelausschlige dieser Stelle
nach GriéBe, Richtung und Frequenz entsprechend aneinander zu
setzen. '

Wenn die harmonische Analyse auch fiir Drehkraftdiagramme am
wichtigsten ist, so 1Bt sie sich doch grundsétzlich in allen andern
Fillen und fiir ganz beliebige Schwingungsarten anwenden, sofern nur
der periodische Verlauf der erregenden Krifte bekannt ist.

Zur Durchfithrung der harmonischen Analyse gibt es eine ganze
Reihe von Verfahren, deren Schilderung im einzelnen zu weit fithren
wiirde. Die Verfahren zerfallen in rein rechnerische, zeichnerische und
mechanische.

Von den rechnerischen seien erwihnt, das Verfahren von Bessel
und Runge (beschrieben in der , Hiitte**), dasjenige von Fischer-
Hinnen (siche ETZ. 1901), die Methode von Zipperer (Dingler 1918,
S. 201), jene von Walter Lohmann, Hamburg), (siehe ,,Harmonische
Analyse zum Selbstunterricht von W. Lohmann, Fischers Medizi-
nische Buchhandlung, Berlin W) und jene von Pollack beschrieben
in seinem Werk: ,,Rechentafeln zur Harmonischen Analyse” (Verlag

1) Mit der Beweisfithrung wollen wir uns hier nicht aufhalten; es sei auf die
einschligige zahlreiche mathematische Literatur verwiesen.
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Ambrosius Barth, Leipzig). Die von Lohmann diirfte in ihrer An-
wendung die einfachste rechnerische Methode sein.

Die zeichnerischen Methoden haben sich, soweit mir bekannt, weniger
eingebiirgert.

Fiir die Anwendung in der Praxis diirften fiir jeden, der éfters mit
der harmonischen Analyse zu tun hat, in erster Linie die mechanischen
Methoden in Betracht kommen. Sie bieten den Vorteil, daB man die
Analyse auch untergeordneten, lediglich angelernten Krifte iiber-
Jassen kann. Neben einem fiir technische Zwecke kaum in Betracht
kommenden Apparat von Michelson und Stratton, der bis 160
einzelne Sinusglieder zu ermitteln gestattet, sei der harmonische Analy-
sator von Mader angefiihrt. Derselbe wird von Gebr. Starzl, Miinchen,
gebaut und ist in der ETZ. 1909 beschrieben. Bei seinem Gebrauch ist
zu beachten, daf noch ein Planimeter erforderlich ist, dessen Pol in
einen Korner eines Zahnrades des Analysators eingesetzt wird. Bine
Reihe solcher Zahnrider sind vorhanden, fiir jedes Vielfache von der
Grundfrequenz im allgemeinen je eines. Jedes Zahnrad besitzt 2
Koérner, einen fiir die Sinus- und einen fiir die Cosinusfunktion der
betreffenden harmonischen Linie.

Mit Hilfe der angefiihrten Verfahren und Apparate ist es moglich,
jede beliebig vorgegebene Kurve in Sinuslinien zu zerlegen. Der Leser
wird vielleicht fragen: Warum diese Zerlegung? Ist es nicht méglich,
von der resultierenden Kraftkurve auszugehen?

Der Grund fir die Notwendigkeit der Zerlegung ist sowohl ein
physikalischer als auch ein mathematischer:

Der physikalische Grund liegt darin, da8 alle unsere Baustoffe mehr
oder weniger in bezug auf ihre elastischen Verhiltnisse dem Gerad-
liniengesetz gehorchen, und zwar gleichgiiltig, ob es sich um Léangs-
dehnung, Biegung oder Drehung handelt. Nach Uberschreiten der
Elastizitiatsgrenze ist allerdings der Dehnungs-Spannungsverlauf ein
wesentlich anderer, aber dieser Umstand beriihrt uns weiter nicht, da
wir nur Schwingungen betrachten, die sich innerhalb der Elastizitéats-
grenze abspielen. Bei dauerndem Uberschreiten der letzteren wiirden
ohnehin die anf Schwingungen beanspruchten Organe rasch zu Bruch
gehen, so dal wir schon aus diesem Grunde gezwungen sind, unterhalb
der letzteren zu bleiben.

Gerade fur unsere wichtigeren Baustoffe, insbesondere fiir Eisen
und Stahl gilt aber unterhalb der Elastizititsgrenze das Geradlinien-
gesetz geniigend genau und auch fiir andere Baustoffe mit ziemlich
starken Abweichungen hiervon laf3t es sich fiir kleine Ausschlige ohne
stérende Fehler anwenden.

Sowie aber fiir das elastische Verhalten eines Baustoffes das Gerad-
liniengesetz mafBgebend ist, fithrt der einmal in Schwingung versetzte
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oder aligemein aus dem Gleichgewichtszustand gebrachte Korper
Sinusschwingungen aus. Den von Sinusschwingungen hervorgerufenen
Massenkriften konnen aber nur erregende Krifte, die ebenfalls nach
der Form einer Sinuslinie wechseln, das Gleichgewicht halten.

Mathematisch 148t sich sagen, daB die Zerlegung der irgendein ver-
wickeltes Gesetz befolgenden Kraftkurve in harmonische Krifte gar
nicht so viele Umstidndlichkeiten mit sich bringt, wie es den Anschein
hat, sondern im Gegenteil das Verfahren sehr vereinfacht.

(T
\ Tim "|8% \ tim =|469
| \ \\
\\ \’ \\ L1
Abb. 127. Abb. 128.
\ Abb. 127 bis 129. Dieseldiagramme fiir
iy =406 Uberlast, Vorziindung und Nachbrennen.
N
\\\\\_\“
P | I
Abb. 129.

Zunachst wechselt die resultierende Kraftkurve im allgemeinen in
der Technik nur verhéltnismafiig wenig. In vielen Fillen, z. B. bei
Biegungsschwingungen von Dampfturbinenfundamenten ist die erre-
gende Kraft schon von vornherein von sinusférmigen Verlauf. In andern
Fallen, z. B. vielfach bei Biegungsschwingungen von Schiffen oder bei
Hausererschiitterungen durch entfernte Maschinen, kommen nur zwei
sinusférmige erregende Krifte — die Massenkraft 1. und jene 2. Ord-
nung — in Frage, die man aullerdem von vornherein fiir sich kennt,
so daB eine Zerlegung sich eriibrigt.

In einigen andern Fiallen, z. B. bei Drehschwingungen, die durch
den wunregelméfigen Verlauf der Drehkraftkurve der antreibenden
Kolbenkraftmaschine hervorgerufen werden, besteht das resultierende
Diagramm der erregenden Krifte allerdings aus einer groBen Zahl von
einzelnen harmonischen Kriften verschiedener Frequenz. Es ist aber,
wenn wir von den bereits besprochenen einfach zu behandelnden tan-
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gentialen Massendriicken absehen, fiir ein gegebenes Verfahren, z. B.
das Verpuffungsverfahren bei Gasmaschinen, die Grofe der einzelnen
harmonischen Drehkréfte bezogen auf die jeweilige Kolbenfliche
immer dieselbe, also vom Hub und der Drehzahl unabhingig und von
sonstigen Eigenschaften der Maschine nur wenig beeinfluflt.

Um dem Leser einen Uberblick zu geben, wie die GréBe der
harmonischen Drehkréafte mit zunehmender Ordnungszahl abzunehmen
pilegt und welchen Einflufl Verschiedenheiten der Indikatordiagramme
ausmachen, sind in den Abb. 127—129 3 Dieselmotordiagramme dar-
gestellt:

127. fiir Uberlast,

128. fiir kleinere Last und kréiftige Vorziindung,

129. fir kleinere Last und stark verspétete Ziindung.

Die wichtigeren zugehérigen harmonischen Drehkrifte sind in der
folgenden Tabelle, bezogen auf die Kolbenfliche, zusammengestellt.

Man sieht, daB die starken Harmonischen, trotz starker Unter-
schiede der Indikatordiagramme, gar nicht so auffallend verschieden
sind. Die ganz schwachen Harmonischen bieten aber kein besonderes
praktisches Interesse, weil sie wegen ihrer geringen Stirke nur kleine
Schwingungen und niedrige Beanspruchungen im Gefolge haben. Die
harmonischen Krifte mit Ordnungszahlen unter 2,5 sind weggelassen,
weil sie praktisch nie in Betracht kommen. Die Ordnungszahlen
sind bei dieser Tabelle auf die Wellendrehzahl bezogen.

Harmonische Krafte verschiedener Einzylinder-
Viertakt-Dieselmotor-Drehkraftdiagramme.

|
] I I | 111
Ordnung Lo b = 4,69) (P =486) | (p: = 835)
) kg/em?* kg/cm?® kg/em?
1
1,5 \
2 ‘ ;
2.5 | 1,98 1,92 2,55
3 | 1,50 1,45 1,95
3,5 1,20 1,10 1 1,50
4 0,88 0,85 1,12
4.5 0,65 0,59 0,80
5 0,47 0,42 ', 0,51
5,5 0,36 0,27 0,33
6 0,26 ‘ 0,17 i 0,24
6,5 0,20 | 0,08 ‘ 0,12
7 0,12 i 0,033 ‘ 0,064
7,5 0,085 ‘ 0,013 0,005
8 0,066 | 0,009 i 0,036
8,5 0,053 ! 0,038 ] 0,062
9 - 0,034 ‘ 0,057 | 0,075
9,5 0,022 0,053 i 0,062
10 0,022 | 0,038 0,06
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Sowie uns also das Arbeitsverfahren der betreffenden Maschine
bekannt ist, brauchen wir nur die zu verschiedenen Belastungen ge-
horenden Drehkraftdiagramme — ohne Massendriicke — zu kennen.
Da die Arbeitsverfahren nicht von Fall zu Fall wechseln, braucht also
die harmonische Analyse des Drehkraftdiagrammes nur verhéltnisméBig
selten vorgenommen zu werden. Ferner gilt ganz allgemein ohne
Riicksicht auf das der betreffenden Kolbenkraftmaschine zugrunde
liegende Verfahren oder die Belastung derselben fiir jedes Drehkraft-
diagramm, dafl immer nur wenige Harmonische von Bedeutung sind. Sind
aber einmal diese Harmonischen bekannt, so lassen sich leicht auf Grund
der vorausgegangenen Abschnitte die zugehérigen Ausschlige ermitteln.

Auf einen Umstand sei an dieser Stelle noch besonders hingewiesen.
Bereits frither — 8. 85 u. ff. — wurde fiir Verdrehungsschwingungen
gezeigt, dafl es fiir Mehrzylindermaschinen mit gréferen Absténden

zwischen den einzelnen

Kurbeln durchaus nicht

gleichgiiltig ist, an wel-

cher Kurbel eine erre-

a TN /¢ gendeKraft angreift. Es

/ ist in diesem Falle nicht

. / vomresultierendenDreh-

kraftdiagramm, sondern

von jenem der Einzel-
zylinder auszugehen.

Sind nun die durch die einzelnen erregenden Kréfte erzeugten Aus-
schlige gefunden, so kann man die letzteren auch wieder zusammen-
setzen, um die Kurve der resultierenden Ausschlige zu erhalten. Bei
Drehschwingungen erhalten wir so die Winkelabweichungskurve. Im
allgemeinen wird diese Zusammensetzung nicht durchgefiihrt, da diese
Winkelabweichungskurve in denjenigen Fillen, wo es besonders darauf
ankommt, d.h. bei Drehstromgeneratoren mit Schwungradrotor im
Rotorsitz, d. h. an der Stelle der grofiten Masse gliicklicherweise so lange
nicht allzu bedeutend von der unter Annahme starrer Wellenleitung
ermittelten Winkelabweichung abweicht, als man geniigend weit von
kritischen Drehzahlen entfernt fihrt. Zu letzterem ist man aber schon
mit Riicksicht auf die Vermeidung zu grofer zusétzlicher Drehbean-
spruchungen veranlaf3t.

Genau so wie die resultierende Ausschlagskurve einer bestimmten
Stelle einer Wellenleitung — die Winkelabweichung — lassen sich
auch die resultierende Kurve der Geschwindigkeitsschwankungen und
damit der Ungleichformigkeitsgrad bestimmen.

Wir wollen nun noch kurz angeben, wie man bei einer StoBdruck-
kurve bei der harmonischen Analyse vorzugehen hat. In Abb. 130 sei

Abb. 130. Harmonische Analyse einer StoS8druckkurve.
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eine solche ausgezogen dargestellt. Sie beginne, wie es im Wesen jedes
Stofes liegt, mit dem Wert 0 und ende mit ihm. Wir fiigen nun an diese
Kurve eine spiegelbildliche nach der entgegengesetzten Richtung hin an
(gestrichelt dargestellt). Die gesamte Kurve von a bis ¢ betrachten wir
als die zu analysierende Kurve. TIhre Analyse ist ohne weiteres
moglich. Die hierbei erhaltene Grundharmonische ist mnatiirlich in
der wirklichen Stofkurve nur zur Halfte enthalten, der negative Teil
fehlt. Die zweite Harmonische ist dagegen mit einer ganzen, die 3. Har-
monische mit 11/, Schwingungen‘enthalten usf. Alle diese Harmonischen
beginnen mit dem Wert Null im Moment des Einsetzens des Stofles.
Es bereitet demgemil auch die harmonische Analyse einer Stofdruck-
kurve keine Schwierigkeiten.

Kritische Drehzahlen.

Wir haben im Vorhergehenden die Zerlegung des Drehkraftdia-
grammes besprochen und dabei gesehen, daf eine Reihe Harmonischer
vorhanden sind, die mit verschiedener Frequenz wechseln. Jede einzelne
dieser Harmonischen kann, wenn ihre Frequenzzahl gleich einer Eigen-
frequenz des betreffenden schwingungsfahigen Systems ist, Resonanz
erzeugen. Fiir den praktischen Betrieb interessiert in erster Linie, bei
welchen Drehzahlen diese Resonanzen eintreten.

Um sofort angeben zu konnen, welche harmonische Drehkraft im
Einzelfalle in Betracht kommt, pflegt man sie mit Ordnungszahlen
zu bezeichnen. Der Physiker geht hierbei von der Grund-
periode der resultierenden Kraftkurve aus und bezeichnet eine
Kraft, die auf eine solche Periode 7 mal wechselt, als eine solche
nter Ordnung.

Im Maschinenbau, wo man es in den weitaus meisten Fallen
mit rotierenden Wellen zu tun hat, geht man dagegen von der
Wellendrehzahl aus. Man bezeichnet demgem&fB eine harmonische
Drehkraft, die z. B. pro Umdrehung 3mal wechselt, als eine solche
3. Ordnung. Stammt sie von einem Einzylinder-Viertaktmotor, so
miite man sie in der Ausdrucksweise des Physikers, weil auf einen
Takt gleich 2 Umdrehungen 6mal wechselnd, als eine Harmonische
6. Ordnung bezeichnen. Mit Riicksicht auf den Viertakt kénnen dem-
gemifl im Maschinenbau auch Harmonische /,ter, 11/,ter, 2/ ter
Ordnung, wie iiberhaupt alle Vielfachen von !/, vorkommen.

Die Schreibweise des Maschinenbaues bietet den Vorteil, daf man
sofort auf Grund der Ordnungszahl fiir eine gegebene kritische Dreh-
zahl die zugehdérige Eigenfrequenz angeben kann. Handelt es sich z. B.
um eine Harmonische 2!/,ter Ordnung und liegt die zugehorige Kritische
bei 500 Umdrehungen i. d. Min., so liegt die entsprechende Eigenfrequenz
bei 500 « 21/, = 1250/min.
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Wie frither bereits ausgefiihrt, teilt man die Eigenfrequenzen je
nach der Zahl der Knotenpunkte in Grade ein. Eine solche IL. Grades
besitzt als 2 Schwingungsknoten.

DemgemiB versteht man unter einer kritischen Drehzahl 7%/, ter
Ordnung III. Grades — kurz bezeichnet mit npy,, — eine solche,
welche durch eine pro Umdrehung 7%/,mal wechselnde harmonische
Kraft erregt wird und bei der die Schwingungsform 3 Knotenpunkte
besitzt.

Bestimmung der schwingenden Massen.

Bei Lings- und bei Biegungsschwingungen ist dieselbe einfach,
vorausgesetzt, daB die Schwerpunkte der betreffenden Massen in einer
Geraden liegen bzw. bei Biegungsschwingungen in die neutrale Faser
der elastischen Verbindung fallen. Es ist lediglich das Gewicht (kg)
durch die Erdbeschleunigung: 981 cm/sek? zu dividieren, um die Masse
o kg/sek?

i zu erhalten.

cm

Bei Drehschwingungen kommt es dagegen auf den Abstand der
Massen von der Drehachse an.

Sitzt z. B. an einer Stelle einer Wellenleitung, die am Radius r;
den Ausschlag a, ausfiihre, eine Masse m,, so ist die dabei entstebende
Massenkraft m, - w2+ @; und das dadurch in der Welle hervorgerufene
Drehmoment m; * w2+ @, * r;. Ersetzen wir nun diese Masse durch eine
solche m, im Abstande r,, so muB, wenn m, auf die Schwingungen von
gleicher Bedeutung sein soll,

W, =M, 02,
My @2y 1) =My 0% Ay Ty

. T
sein oder, da @y =a;" "
1

r3

ist, Myt @y Ty =My Oy
1
7\ 2 .
Daraus folgt My == My * (Z) . (81

Die Massen sind also im Verh#ltnis der Quadrate ihrer
Abstinde von der Drehachse umzurechnen bzw. es ist fiir jede Einzel-

masse der Wert = m)zrz zu bilden. Hierbei ist 7, der Radius, auf welchen
o

sdmtliche Massen umgerechnet werden.

In technischen Fillen ist hiufig das Schwungmoment des betreffen-
den Maschinenteiles gegeben.

Ist dasselbe [Gd2], so ist seine auf den Reduktionsradius r, bezogene
Masse

- [6d*] . kgsek?
4.0rg2-981 ™ em -

(82)
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Bei Drehschwingungen kommen aber aufler den rotierenden Massen
noch die hin- und hergehenden in Frage. Die letzteren sind, wie Frahm
zuerst gezeigt hat, zur Hélfte zu beriicksichtigen.

TImmerhin ist bei dieser Beriicksichtigung zur Hilfte zu beachten,
daB es sich hier um die Ermittlung eines Mittelwertes handelt. Tat-
sichlich ist fiir jede Kurbelstellung der Anteil der hin- und hergehenden
Massen eine Zylinders an den Schwungmassen ein anderer, wodurch eine
exakte Losung des Problems aufBerordentlich schwierig gemacht wird.

Betrachten wir zunichst eine Einzylindermaschine mit Schwung-
rad, also mit drei Massen:

1. m, = Masse des Schwungrades,

2. m, == rotierende Massen der Kurbel und der Treibstange,

3. m, = oszillierende Massen (Kolben, Kolbenstange, Kreuzkopf
und Treibstangenanteil).

Wir nehmen an, die Welle wiirde nicht rotieren; dagegen moge an
irgendeiner Stelle, z. B. am Kurbelzapfel?'eine harmonische tangentiale
Kraft von bestimmter Frequenz auf das Wellensystem einwirken. Nun
wollen wir die Schwingungsform des Systems unter dem Einfluf} dieser
Kraft ermitteln. Es ist ganz klar, daB wir verschiedene Schwingungs-
formen bzw. -Ausschlige erhalten je nach dem Winkel «, den die Treib-
stange mit der Kurbel bildet. (Um nicht den Winkel, den die Treib-
stange mit der Kolbenstange bildet, auch noch beriicksichtigen zu
miissen, wollen wir zunichst unendliche Treibstangenlinge voraus-
setzen.)

Ist dieser Winkel « gleich 00 oder 1809, so beteiligen sich an den
elastischen Schwingungen des Wellensystems die hin- und hergehenden
Massen nicht, weil bei den kleineren, von den elastischen Schwingungen
herrithrenden Ausschligen des Kurbelzapfens der Kolben nicht beein-
fluBt wird.

Ist dagegen dieser Winkel o = 90¢ oder 2709, so beteiligen sich die
hin- und hergehenden Massen vollsténdig an den elastischen Schwin-
gungen des Wellensystems; mit anderen Worten: zur Masse m, kommt
noch die Masse m, dazu. Fiir jeden anderen Winkel « ergibt sich die
gesamte in Betracht kommende Masse my, einer Kurbel aus der Glei-
chung:

Moy = My + M, - sin?e
=m, + %"f (1 —cos 2e) .

Fiir die endliche Treibstangenlinge kommen noch hinzu das Glied
+m,-2+ A cosc-sin®a
und unter Umstinden noch Glieder héherer Ordnung.
Das vorliegende Wellensystem hat demnach verschiedene Eigen-
schwingungszahlen je nach dem Winkel zwischen Kurbel und Treib-
Geiger, Mechan. Schwingungen. 11
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stange: eine niedrigste, wenn o = 90° oder 2700 ist und eine héchste,
wenn o= 00 oder 1800 ist.

Bei Mehrzylindermaschinen erhdlt man folgendes Bild:

Fiir 2 unter 0° oder 180° versetzte Kurbeln erhilt man fir die
augenblicklichen Stellungen denselben Anteil der hin- und hergehenden
Massen an der Rotation, wie fiir eine Einkurbelmaschine, wenn man sich
auf das mit cos 2« wechselnde Glied beschrinkt.

Bei einer Dreizylindermaschine mit 1209 Kurbelversetzung gestalten
sich dagegen die auftretenden Erscheinungen etwas anders.

Unendliche Treibstangenldnge vorausgesetzt ist fiir die Stellung
nach Abb. 131a die Beteiligung der hin- und hergehenden Masse m,,
gleich Null. Die Massen m,, und m, ; beteiligen sich entsprechend o = 30 ©
zu je 75°%,. Die Gesamtbeteiligung aller Massen ist hier 50°/,. Fiir die

|
|

Abb. 181a und b. Ermittlung der Beteiligung der hin- und
hergehenden Massen bei einer Dreizylindermaschine.

Stellung nach Abb. 131b ist die Beteiligung von m,; = 1009/, die
von m,, und m,, je gleich 25°,. Die durchschnittliche Beteiligung
der hin- und hergehenden Massen aller drei Kurbeln an der Rotation
ist auch hier wieder 50°/,, welcher Wert sich auch fiir beliebige andere
Stellungen ergibt. Es kénnte demnach scheinen, als ob bei einer Drei-
zylinder- bzw. einer Sechszylindermaschine der verinderliche Anteil der
hin- und hergehenden Massen ohne Einfluf auf die Schwingungen wire.
Dieser SchluB ist aber insofern nicht richtig, weil es gar nicht auf die
Gesamtbeteiligung ankommt. Die einzelnen Kurbeln haben, wie
bereits frither gezeigt, gerade bei den obengenannten Sechszylinder-
maschinen sehr verschiedenartige Schwingungsausschlidge, so daf auch
die an den zugehorigen hin- und hergehenden Massen wirkenden Trag-
heitskrifte von sehr verschiedenem EinfluBB sind. Jedenfalls ist die
Summe aller dieser Triagheitskrifte nicht so groB, daB sie gerade
einer konstanten Beteiligung der hin- und hergehenden Massen ent-
sprechen wiirde.

Die genaue Untersuchung zeigt, daf durch die verdnderliche Be-
teiligung der hin- und hergehenden Massen das kritische Drehzahl-
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gebiet, innerhalb dessen grofe Schwingungsausschlige auftreten, unter
Umstdnden merklich vergroBert werden kann. Man erbdlt fir die
Abhingigkeit der Schwingungsausschlige von der Drehzahl bzw.
Schwingungszahl ungefihr das Bild der Abb. 132. Dabei gibt Kurve a
die GréBe der Schwingungsausschlige eines Systems mit nur rotierenden
Massen wieder und Kurve b die Grofie der maximalen Schwingungs-
ausschlige eines Systems mit
rotierenden und hin- und her-
gehenden Massen.

In der Praxis hat sich gezeigt,
daf3 tatséchlich bei solchen Ma-
schinen, bei denen die hin- und
hergehenden Massen eine ver-
haltnismiBig bedeutende Rolle
spielen, eine Verbreiterung des
kritischen Tourengebietes eintritit.
Allerdings ist zu beachten, daf Abb. 132. EinfluB der hin- und hergehenden
eine solche Verbreiterung auch Massen auf die Schwingungsausschlige.
durch andere Umsténde verursacht werden kann, z. B. durch das Spiel
in den verschiedenen Lagern und durch das Mitschwingen des Gestells
bzw. des Fundaments.

—> Ausschlag

—_— 7

Ubersetzungen.

Verschiedentlich kommen Falle vor, bei welchen die einzelnen Massen
durch Zahnradiibersetzungen miteinander verbunden sind. Siehe unter
anderen Abb. 64. In diesem Falle ist, wie man leicht erkennt, die
Behandlung genau die gleiche wie bei Massen, die in verschieden grofiem
Abstand von der Drehachse angeordnet sind: Die Massen sind im
Quadrat ihres Ubersetzungsverhiltnisses zu reduzieren:

In dem der Abbildung zugrunde liegenden Beispiel ergibt sich, wenn
der Reduktionsradius 25 cm betragt, fir die am Radius r; = 50 cm
sitzende Masse m, vom Gewicht 1000 kg

1000 (50\2 kg/sek?
und fiir die am Radius 35 cm sitzende Masse m, vom Gewicht ¢, = 500kg
die auf einer 3mal so rasch wie die Welle W; laufenden Welle W, sitzt,

500 (35\z , kg/sek?
my=gg1 - (35) 3 =900 "

Diese Beriicksichtigung der Massen im Quadrat ihres Ubersetzungs-
verhiltnisses ist nicht nur bei Drehschwingungen, sondern bei manchen
andern Schwingungsarten geboten. Bei letzteren kommt sie haupt-
séchlich bei Instrumenten vor.

11*
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Beispiel. Es handle sich darum, die Bewegung des nebenstehenden
Systems (Abb. 133) zu untersuchen. Dasselbe besteht aus 2 Winkel-
hebeln 4, B,C, und 4, B,C,, einem Zwischenlenker ¢, 4,. Auf Punkt
C, wirke eine harmonische Kraft P ein. Die Massen sollen sémtlich
auf den Punkt 4,, an welchem die elastische Kraft angreift, bezogen
werden. Greifen wir beim ersten Winkelhebel die im Abstand r; be-
findliche Masse m, heraus, so ergibt sich dieselbe umgerechnet auf
Punkt 4, zu

ryo\2
M1 req == My - (AIT%) .
Greifen wir dhnlich am Hebel 4,B,C,
die Masse m, mit Abstand r, heraus, so er-
A halten wir fiir sie bezogen auf den Punkt A4,
A — e re N [BiCy\2
| | moma=ms () (27)
Hier sei noch ausdriicklich betont, dafB
72 die erregende Kraft P, wenn wir sie auf
: 4, Punkt A4, umrechnen, entsprechend dem
& Hebelgesetz, lediglich im linearen Verbiltnis
zu reduzieren ist. Es wird also
| Py p.C2Bs CiBy
7y )‘ red = L 4 By, A B
G 8, Fir die Kurbelkrépfungen, die in der
Praxis eine besonders wichtige Rolle spielen,
seien noch folgende Formeln angegeben. Be-

2

17 deuten 7, den Radiug in cm, auf welchen

samtliche Massen bezogen werden, iy, bzw.

Abb. 183. Schema ciner iy, und i, den Tragheitsradius des Schen-
Ubersetzung.

kels bzw. des Kurbel- bzw. des Wellenzapfens,
Gy, bzw. G, und @,, das Gewicht der beiden Schenkel bzw. des
Kurbel- und des Wellenzapfens in kg, g die FErdbeschleunigung in
em/sek?, so ist die reduzierte Masse der rotierenden Teile einer Kurbel-
krépfung (ohne Treibstange und Kolben)

s R R A )

Sch Sch kz kz i Twe w2
m e e BT e ] .
rd Ty n) T \n) T s

Dabei ergeben sich die Trégheitsradien fiir die gebrduchlichen
Flachen wie folgt:

a) Kreisring, bei hohl gebohrten Wellen- und Kurbelzapfen sowie
kreisrunden Schenkeln vorkommend,

i = ]/ % (D2 + ) (83)

Hierbei ist D der dullere Durchmesser, d jener der Bohrung.
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b) Rechteck, als normaler Schenkelquerschnitt vorkommend:
. 1 L s
i=]/35 02 1)+ e (84)

Hierbei ist b die Breite, # die Stérke des Schenkels und e der Abstand
des Schwerpunktes von der Drehachse.

S50,
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Abb. 184. Kurbelkropfung.

Das folgende Beispiel stellt einen zahlenmiBigen Fall dar, der in
allen Einzelheiten durchgerechnet ist. Hierbei ist auch der Einflufl
der kegeligen Abdrehungen und der Abschrigungen beriicksichtigt
(Abb. 134). :

Massenreduktion einer Kurbelkropfung auf den
Kurbelradius =30 em.
a) Wellenzapfen:
G = 2,85-(4,91 — 0,3)- 7,85 = 103 kg,
i =115 (26,6° 4 6,2) = 9,3 em,
9,3\2
Groq = 103 (—3’0) = 10,15 kg red.
b) Kurbelzapfen:
G = 2,55 (4,91 — 0,3) - 7,85 = 92,5 kg,
= J1/s - 693,4 4 30% = 31,4 cm,

)

31,4\2
g = 925 (21

30

¢) Kurbelschenkel: 1 voller Schenkel: ~ 56/40/14,5 cm als mittlere Ab-
messungen geschétzt:

G =5,6-4-1,45:7,85 = 255 kg,
i= V2/12 (407 F 56%) + 15° = 24,9 om,

_. (249
Groq = 255 ( 30

= 96,8 kg red.

2
) = 176 kg red.
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Abzuziehen:
d) 1 Loch in Kurbelzapfenmitte: D = 6,2 cm; ! = 14,5 cm;
G = 0,302 - 1,45 - 7,85 = 3,44 kg,
== }1/.7°6,22 + 30 = 30,1 cm,

30,1\?
Groa = 3,44< 30 > = 8,46 kg red.

e) 1 Abdrehung:

G = ];,921,0 -2,4.7,85 = 9,42 kg;
t = ~4l cm,
41\2
Gred = 9,42 . 30 = 17,6 kg red.
f) 2 Abschrigungen:
1,9-1,1

=2.wf2 1,45 - 7,85 = 23,8 kg,

g) 1 Loch 30 (J, ~ 400 lang:
G = 0,0705-4-7,85 = 2,21 kg,
1=~ 17,5 cm,

17
30

h) 1 Loch in Wellenzapfenmitte: G = 3,44 kg (wie fiir Kurbelzapfen oben):
i =0,71-3,1 = 2,2 cm,
2,2\2
. 0) — 0,019 kg red.
Reduziertes Gewicht eines Kurbelschenkels:
Groq = 176 — (3,46 + 17,6 + 44,4 4 0,71 4 0,02) = 109,81 kg red.

Groq = 2,21 ( ) — 0,71 kg red.

g = 344

re

Reduziertes Gewicht einer Kurbelkrépfung:
G g = 10,15 4- 96,8 + 2109 = 326,567 kg red.
Gewicht des Hauptkolbens G = 338 kg.
Gewicht der Haupttreibstange G, = 400 kg.
Gose = GRolben T 0,38 - Gy, = 490 kg.

Grot = Ogurpa T 0,62 -Gy = 574,57 kg.

GOSG -
Giot = 5 + G, = 819,567 kg red.
m 819,57 = 0,835 kg/seli red. auf » = 30 cm.

red — 981
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Bestimmung des Schwungmoments durch
Pendelversuch.
Der auszupendelnde Anker, Propeller usf. ist exzentrisch gemé&fl

Abb. 135 auf Schneiden entsprechend der Skizze so aufzuhiingen, daB
der Abstand 1 von der Drehachse bis zur Schneide auf beiden Seiten

RV Arker _

N

&L ﬁ'@f

Abb. 185 Bestimmung des Schwungmomentes eines
Ankers durch Pendelversuch.

genau gleich groB ist. Dieser Abstand, die Schwingungszahl und das
Gewicht sind hierauf genau festzustellen. Das Schwungmoment wird
dann wie folgt ermittelt:

@D =4 4 e 412, (85)

dabei bedeutet:

G D? = Das Schwungmoment in kg/m?.
@ = das Gewicht des auszupendelnden Korpers in kg.
¢ = die Erdbeschleunigung in m/sek?.
I = Abstand der Drehachse von den Schneiden in m.

o= %die Winkelgeschwindigkeit der durch Versuch ermittelten Schwin-
gungszahl v in sek—1.
Beispiel:
Anker mit Welle G = 2993,5 kg,
Achsabstand ! = 15,9 cm,

Schwingungszahl pro Minute » = 42,75,

L\ 2 . 2
w?= (L n‘> = (425745__3’14) =20; .

\ 30 730
2993,5 - 9,81
? 22"47”’7' '51—'2—*2 30 -,—2293_
¢ 0,159 - 20 4-0,159 993,5 - 4- 0,159 33 — 303
= 630 kgm?.

Diese Methode ist sehr genau. Man hat nur unbedingt dafir zu
sorgen, daB die Schneiden gehértet sind, und daf die zugehérigen Unter-
lagen aus einem Stiick aus ganz hartem Werkzeugstahl bestehen. Ist
dies der Fall, so zeigt sich, auch wenn man einen Kérper von mehreren
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Tonnen eine Stunde lang pendeln 148t, nur eine Kindriickung von
Haaresbreite. Die Schwingungszahl wird also dann durch die
Schneidenreibung nicht beeinflut; auch schwingen in diesem Falle
grofle Massen minuten- ja sogar stundenlang, so daf sich die Schwin-
gungszahl leicht genau feststellen 148t. Besitzt die Welle an beiden
Enden Flanschen, durch die Schraubenbolzen mit Muttern gesteckt
werden konnen, so lassen sich an Stelle der Schneiden auch gehértete
Muttern verwenden, die mit einer Kante aufruhen. In diesem Falle ist
der Abstand ! der Drehachse von den Schneiden bereits gegeben. Ist
der letztere beliebig, so wihle man ihn so, daB sich eine leicht zéhlbare
Schwingungszahl, z. B. etwa rund 60/min ergibt. Uber 180/min sollte
man im allgemeinen nicht gehen, weil hierbei das Z&hlen schwieriger
wird und auch die Luftddmpfung bereits ihren Einflufl zu duBern be-
ginnt. Am Korper selbst bringe man eine Marke an, um genau zu sehen,
wann er durch seine Ruhelage hindurchgeht. Den Ausschlag wihle
man nur klein, da bei grofen Ausschligen die Eigenfrequenz sich gemif3
der Pendeltheorie verringert. .

Natiirlich kann man Schneide und Gegenplatte auch vertauschen,
z. B. wenn es sich um die Bestimmung des Schwungmomentes eines
Korpers mit zylindrischer Bohrung — also ohne die zugehérige Welle —
handelt. In diesem Falle sind die Schneiden an der Unterlage befestigt
und kragen in die Bohrung hinein vor. Als Gegenplatte kann man
hier ein an die Bohrung sich leicht anschmiegendes Stiick harten Band-
stahl wahlen. Um die Schneiden in die Bohrung bequem vorkragen
lassen zu konnen, stecke man in die letztere mit geniigendem Spiel
ein kraftiges Vierkant- oder sonstiges Profileisen, das auf den beid-
seitigen Unterlagen aufruht und seinerseits die Schneiden trégt.

Ist die Bohrung nicht zylindrisch, sondern konisch, wie es z. B. bei
Propellern der Fall ist, so setze man 2 schmale Fiillringe ein, in welch
letztere die Schneiden zu sitzen kommen oder auf welche sie iiber das
harte Zwischenblattchen wirken. Die Fiillringe selbst besitzen infolge
ihres geringen Gewichtes und insbesondere ihres geringen Abstandes
von der Drehachse ein so geringes Schwungmoment, daf sie ruhig
vernachlissigt werden kénnen. Im ibrigen bereitet ihre genaue rechne-
rische Beriicksichtigung keinerlei Schwierigkeiten.

Ganz allgemein sei bemerkt, dal diese Bestimmung der reduzierten
Masse durch Pendelversuch nicht nur fiir Rotationskérper anwendbar
ist; man kann ebensogut auch das auf eine bestimmte Drehachse be-
zogene Schwungmoment oder Massentragheitsmoment fiir einen Winkel-
hebel, einen doppel- oder einarmigen Hebel, eine Treibstange usf. er-
mitteln.

Diese Fille spielen z. B. bei ffbersetzungen, wie sie an MeB-
instrumenten vorkommen, eine Rolle.
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Elastizititen.

Die Kenntnis der Elastizititen eines schwingungsféhigen Systems
ist fiir jede Untersuchung eine unerldBliche Vorbedingung.

Zunichst kommt hierfiir der sog. Elastizitditsmodul in Frage und
zwar fir Lings- und Biegungsschwingungen der Zugmodul und fiir
Drehschwingungen der Schubmodul.

Fir die bei Schwingungsvorgéingen wichtigsten Materialien, némlich
samtliche Eisen- und Stahlsorten, sind gliicklicherweise beide recht gut
konstant. Man kann rechnen als Zugmodul E = 2,2 - 106 kg/om? und
als Schubmodul G = 8,29 - 10° kg/cm?: Das soll nicht heifien, daB nicht
kleine Unterschiede gefunden werden; priift man aber z. B. fiir eine
groBere Anzahl von Wellen den Schubmodul, so wird man doch immer
als Mittelwert etwa 8,29 - 105 kg/om? finden.

Es sei ausdriicklich davon abgesehen, fiir andere Materialien wie
RotguB, Messing usf. die Elastizititswerte anzugeben. Hierfiir sei auf
die einschligigen Werke, z. B. die Hiitte verwiesen. Fir Fille, wo es
sich darum handelt, den Schubelastizitdtsmodul moglichst genau zu be-
kommen, sei folgendes experimentelle Verfahren empfohlen: Man
fertigt aus dem Material einen dicken Draht oder eine diinne lange
Spindel an, befestigt sie oben an einer Decke, aber so, dafl die Befestigung
wirklich eine durchaus feste ist. Am unteren Ende des Drahtes ist eine
zu seiner Achse zentrische Schwungmasse befestigt, deren GréBe genau
bekannt ist. Man versetzt diese Schwungmasse durch Auslenken um
einen bestimmten Winkel in Drehpendelungen. Schwungmasse und
Drahtlinge sind so zu wihlen, dal} die Schwingungszahl bequem gezahit
werden kann, die Schwungmasse soll auflerdem mit Riicksicht auf den
Luftwiderstand einen glatten Umfang besitzen. Ist hierbei m die auf
den Radius r bezogene Schwungmasse, ! die Lénge und J, das polare
Triagheitsmoment des Drahtes, ist ferner », die beobachtete minutliche
Eigenfrequenz, so folgt aus

30 1/ J,-G
p =—. -
€ n ¥ r2-l-m
der Schubmodul zu
l-m
G=0,109 5—- 7292 (86)

»

Fiir Beton sei endlich bemerkt, daB der Zugmodul rund 1/, von
dem von Stahl, d.h. ~ 2,2-10%kg/em? betrigt.

Wir kommen nun zu dem EinfluBl der Form der zwischen den
einzelnen Massen eines schwingungsfiahigen Systems befindlichen
elastischen Verbindungen.

Bei Drehschwingungen sind diese elastischen Verbindungen ge-
woéhnlich Wellenstiicke. Genau so wie man hier alle Massen auf den
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gleichen Abstand von der Drehachse bezieht, so ersetzt man die wirk-
lichen Wellenstiicke mit den verschieden groBen Durchmessern durch
solche von verschiedenen Lingen aber gleicher Drehelastizitit pro
Langeneinheit, also gleichem Durchmesser oder, was praziser ist, von
gleichem Trigheitsmoment. Dieses Verfahren wird als die sog.

Lingenreduktion

bezeichnet. Das polare Trigheitsmoment, auf welches wir alle
Lingen beziehen, sei mit Jq bezeichnet. Besitzt nun ein Wellenstiick
das Tragheitsmoment J p, und die Lénge /,, so ergibt sich die auf das
reduzierte Trigheitsmoment bezogene Linge

. e
l]red: 1"_;'::" (87)

Bei Wellen mit vollem Kreisquerschnitt 148t sich auch schreiben

drea \4
lyrea =1, (752, (88)
wobei d,4 der Durchmesser des reduzierten und d derjenige des wirk-
lichen Wellenstiickes ist.
Fiir Wellen mit Kreisringquerschnitt gilt die Beziehung

(dred)*
llred - ll' E—Ed?l . (89)
Hierbei ist d, der Durchmesser der Bohrung.
Fiir Wellen, die durch Keilnuten verschwicht sind, hat sich

auf Grund mehrerer genauer Spiegel-Fernrohrmessungen gezeigt, da8

1A
"2

Abb. 136. Welle mit Abb. 137. Konisches Wellenstiick.
Keilnut.
man zur Berechnung der Drehelastizitédt folgendes einfache Verfahren
einschlagen kann (Abb. 136).

Man beschreibe einen Kreis, der sowohl den Wellenumfang als auch
den Grund der Keilnut innen beriihrt. Der Durchmesser dieses Kreises
ist der Wellenreduktion zugrunde zu legen.

Fiir konische Wellenstiicke rechnet man nach Holzer ein
mittleres Triagheitsmoment J” aus (Abb. 137).
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Die Groflen Iy, Iy, dy und d, folgen ohne weiteres aus der Abbildung.
J, sei das zu d, gehérende polare Trigheitsmoment. In diesem Falle
wird
3. J,

do [ (d:\2 = d, ) (90)
& [(&) ta " 1}

In nachfolgender Tabelle ist fir verschiedene Verhéltnisse (‘% der
1

J =

Wert § niedergelegt:
2

4y 1 L1 1,2 1,3 1.4 1.5 I 1,7 2,0
" ; T

;‘; 1L,00 | 0,824 | 0,687 | 0,578 ‘ 0,491 | 0,421 l 0,316 | 0,214
2 !

Bei groBen Abrundungen, wie z. B. beim Ubergang eines zylindri-
schen Wellenstiickes in einen Flansch, kann man sich das betreffende
Stiick durch ein konisches ersetzt denken, dessen Reduktion nach dem
vorausgegangenen einfach ist.

Fiir Flanschen bzw. die zugehdrigen Bolzen, sind verschiedentlich
Berechnungen angestellt worden, ohne daf sich daraus irgendein
groflerer Nutzen fir die Praxis ergeben hétte. Flanschschrauben
miissen stramm eingepalt (eingerieben) sein, wenn man von einer
Ausfithrung fiir Dauerbetrieb reden will. In diesem Falle spielt die
Elastizitdt der Bolzen keine Rolle. Im iibrigen kommt sie auch dann
nicht in Frage, wenn die Flanschschrauben so stark angezogen sind,
daB die Reibung zwischen beiden Flanschhilften zur Ubertragung des
maximalen Drehmomentes geniigt. ErfahrungsgemiB ist dies im all-
gemeinen der Fall. Tritt ein Gleiten an der Flanschverbindung infolge
zu wenig angezogener, schlecht passender Bolzen durch zu hohe Dreh-
momente ein, so ertdnt oft ein ganz charakteristisches Pfeifen.

Bei gut ausgefiihrten Flanschverbindungen rechnet man daher
die Elastizitdt beider Wellen in der Weise, als ob beide Wellen ein Stiick
wiren, das nur auf die Lange der Verbindungsstelle den Flanschendurch-
messer besitzt. Desgleichen rechnet man bei aufgezogenen oder auf-
geschrumpften Flanschen so, als ob sie mit der Welle aus einem Stiick
bestdnden. Sind diese Flanschen aus GuBeisen, wihrend die Welle aus
Stahl ist, so wére streng genommen noch der Unterschied im Elastizitéts-
modul zu beriicksichtigen. Da jedoch auch fiir GuBeisenflanschen die
Elastizitdt im Vergleich zu jener der anderen Wellenstiicke nur sehr
gering ist, so geht man auf diesen Unterschied in der Praxis nicht ein.

Eine weitere wichtige Frage ist, wie sich Wellenstiicke ver-
halten, die sich innerhalb der Naben aufgekeilter oder aufge-
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preBter Teile, wie Riemenscheiben, Dynamoanker usf. befinden.
Diese Wellenstiicke spielen insofern eine nicht zu unterschitzende
Rolle, als sie manchmal von ziemlich bedeutender Ausdehnung sind.
Eine allgemeine Regel fiir das Verhalten solcher Wellenteile 148t sich
nicht geben. Man kann jedoch sagen, daB bei sorgfaltiger Ausfiihrung
und strammem Aufpassen inshesondere aber bei PreBsitz Welle und Nabe
als ein (Glanzes angesehen werden konnen, und dafl man bei kurzen
dicken Naben auch dann keinen nachweisbaren Fehler macht, wenn
die Welle innerhalb des Nabensitzes als starr angenommen wird.
Bei langen Naben rechnet man so, als ob die Nabe mit der Welle aus
einem Stiick und aus Stahl wire.

Etwas anderes ist es, wenn die Nabe ganz oder teilweise nur mit
Schiebesitz auf der Welle sitzt. Hier ist auf die Lénge des Schiebesitzes
die Welle als elastisch und unbeeinfluft durch die darauf sitzende Nabe
zu rechnen. In allen Fillen, wo man iiber das Aufpassen der Nabe auf
die Welle nicht geniigend klar ist, wird man am besten 2 Rechnungen
durchfiihren: eine, bei welcher die Welle innerhalb der Nabe starr ist,
und eine andere, bei welcher sie bis zur Nabenmitte oder bis zu jener
Stelle, wo bestimmt mit PreBsitz gerechnet werden kann, elastisch ist.

Die wichtigste und schwierigste Aufgabe bei der Verwandlung einer
Welle in eine drehelastisch gleichwertige ist die sog. Reduktion einer
Kurbelkropfung. - Ich habe im Jahre 1912 versucht, eine solche
Reduktion rein mit Hilfe von mathematischen Formeln durchzufithren.
Dieselben sind jedoch einerseits sehr umstéindlich, andererseits von ge-
wissen ziemlich unsicheren Annahmen abhingig, so daB ich deren Ge-
brauch fiir die Praxis nicht empfehlen kann. Man wiirde sich lediglich
einer falschen Sicherheit hingeben, wenn man glaubte, damit besonders
genau gerechnet zu haben.

Wihrend des Krieges und hernach habe ich im Auftrag der M.A.N,
Werk Augsburg, eine groBere Reihe von Verdrehungsversuchen an
groflen Kurbelwellen durchgefiihrt und auf Grund deren folgende
empirische, fiir die Anwendung in der Praxis aber wegen ihrer Einfach-
heit geeignete Formeln aufgestellt. ;

Diese Formeln sind dann spéater an Hunderten von Anlagen durch
torsiographische Aufnahme der Eigenschwingungszahlen, also auf dyna-
mischem Wege auf ihre Richtigkeit hin nachgepriift und fir richtig
befunden worden, so daB ihre Anwendung gerechtfertigt erscheint. Sie
sind aber, wie bereits bemerkt, als empirische Formeln aufzufassen,
die der Hauptsache nach nur fiir die den Versuchen zugrunde gelegten
Verhiltnisse, d.h. Dieselmotorkurbelwellen zu treffen. Bei Gas- und
Dampfmaschinen normaler Bauart, desgleichen bei Benzinmotoren
wird man freilich, weil die Belastungsverhéiltnisse dhnliche sind, kaum
groBere Abweichungen finden. Dagegen ist dies bei Werkzeug- und
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bei landwirtschaftlichen Maschinen wohl méglich. Da bei diesen aber
ohnehin Wellen mit vielen hintereinander angeordneten Kurbelkrépiun-
gen nicht vorkommen, so spielt hier ein etwaiger Fehler in der Elastizitét
der Kurbelkrépfung keine schidliche Rolle.

Diese empirischen Formeln lauten

lred = ll -+ Zz + Z3; (91)
wobei l; == Wellenzapfenlinge -4 0,4 7.
ly=0,773 (I —z - d) J@W

(92)

l, = (Kurbelzapfenlinge + 0,4 h) —:;L’” . (93)
- ok
Dabei bedeutet:

! = Schenkellinge zwischen den beiden Zapfenmitteln = Radius 7 in cm;
ferner ist: :

b .
2 = 0 fiir 5 = 1,6 bis 1,63 undcil = 1,2 bis 0,92

— 04 fiir = 149 und . = 0,84,
d d

d = Durchmesser des Wellenzapfens in cm,
b = Breite des Kurbelschenkels in cm,
h = Dicke des Kurbelschenkels in cm,

Jpw = 312 (d* — dy*) = polares Trigheitsmoment des Wellenzapfens in cm?,

J o1 = Trégheitsmoment des Kurbelzapfens in cm?,

— B3
0= bkh’ = Tragheitsmoment des Kurbelschenkels in cm?* (nicht mit A5 ver-
wechseln).

Sollten fiir eine gegebene Welle die Vérhé'mltnjszahleng und g nicht

innerhalb der oben angegebenen, sondern etwas auBerhalb liegen, so
kann man trotzdem unter entsprechender Wahl des Wertes z die Formeln
verwenden, da der Einflufl einer etwa nicht genau richtigen Ein-
schiitzung von z auf den Endwert /. ; nur recht wenig ausmacht.

Voraussetzung fiir die Anwendung dieser einfach aufgebauten
Formeln ist, daf die Kurbelkrépfung zur Mitte des Kurbelzapfens
symmetrisch ist. Ist letzteres nicht der Fall, so kann man die Kurbel-
krépfung in eine rechte und eine linke Hilfte zerlegt denken und fiir jede
Hilfte die reduzierte Lénge rechnen. Hierbei ist natiirlich jede der an-
gegebenen Formeln mit dem Faktor !/, zu multiplizieren, wenn man
z. B. fiir I; und [, jeweils die ganze Zapfenlinge einsetzt.

Rechnet man auf Grund obiger Formeln die reduzierte Linge einer
Kropfung nach, so findet man, daB sie im allgemeinen nur wenig kiirzer
oder linger als die wirkliche Linge 7 ist, d. h.:
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Fiir rohe Uberschlagsrechnungen geniigt es, voraus-
gesetzt, daB Kurbel- und Wellenzapfen gleichen Durch-
messer besitzen, die auf das Trigheitsmoment des Wellen-
zapfens bezogene elastische Lénge einer Kurbelkropfung
gleich deren wirklicher Linge zu setzen.

Ein Beispiel fiir die zahlenmiiBige Durchrechnung der Verwandlung
einer Kurbelkropfung in ein elastisch gleichwertiges Liingenstiick
ist im folgenden durchgefiihrt.

Beispiel (siche Abb. 134).

Polares Triagheitsmoment des Wellenzapfens:

J, = 0,0082 « (25,54 — 6,24) = 4,15 - 10 - em?
I, = 28,5 + 0,4 - 14,5 = 34,3 cm red.
40%-14,5 6,4-10%-14,5
I TR 12
4,15 - 104
7,73 - 104
Iy = 25,5 1 0,4-14,5 = 31,3 cm red.
I - 1y + Iy = 34,30
12,45
31,30
78,05 cm red auf J, = 4,15 - 10% cm?,

Bei gebauten Kurbelwellen hat sich, ganz kurz ausgedriickt,
eine geringere elastische Linge fir eine Kurbelkropfung ergeben als
bei den aus einem Stiick bestehenden. Der Unterschied macht jedoch
im Mittel nur etwa 49/, aus. Diese groBere Steifigkeit ist auf die
kriftigeren Schenkel zuriickzufiihren.

] =17,73 - 10* cm*

1, = 0,773 - 30 = 12,45 cm red.

Liingenreduktion bei Ubersetzungen.
(Abb. 138.)

Um in dieser Sache klar zu sehen, denken wir uns 2 elastische Wellen
von der Liange L; bzw. L, durch 2 verschieden lange Hebel ab und
% (ab) und einen dazwischen angeordneten Lenker I verbunden. Beide
Hebel sowie der Lenker sollen starr sein. k ist lediglich ein Faktor,
der angibt, um wieviel mal der Hebel k& (ab) langer ist als der Hebel ab.
Die Welle L, sei in @ fest eingespannt. Am Ende der Welle L, greife
ein Drehmoment P+ R an. Beide Wellen seien bereits auf das gleiche
polare Trigheitsmoment .J, reduziert. Die. Gesamtverdrehung soll
ermittelt werden.

Die Verdrehung der Welle L, wird nach der bekannten Formel
P.R:.IM

dy=9-LyR=" 7"
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Die Verdrehung der Welle L, wird, bezogen auf Ly;

E _P-R*L,
(Az) =9-Ly-R= 5G-J,
und gemessen an der Welle L;
A, LB Ly
2T RGT,
st eingespany
JSesteing /’/

kfal)

Abb. 138. Schema einer Ubersetzung.

Die Gesamtverdrehung wird also bezogen auf Welle L,
P-R? L
A1+A2:~G;:}:<L1+E§>. (94)

Wiirde an der Angiffsstelle der Kraft P eine Masse m sitzen, so
wiirde unter Vernachlassigung der andern Massen deren Eigenfrequenz
fiir die bei @ fest eingespannte Wellenleitung

30 1/¢
VeTa WV m
_30]/ G
v R2’<L1—l—lk;§> sm .

Experimentelle Bestimmung der elastischen Lingen.

In solchen Fillen, wo die angegebenen rechnerischen Verfahren
nicht gentigen, sei es, weil eine besonders hohe Genauigkeit verlangt
wird oder weil fiir den betreffenden Fall keine passenden Formeln zur
Hand sind, muB man auf Verdrehungsversuche zuriickgreifen. Die-
selben fiihrt man zweckmiBig mit Hilfe von Fernrohren, MaBstében
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und Spiegeln durch. In die Welle wird hierbei ein Drehmoment von
genau bekannter GroBe eingeleitet. Hiérbei ist es erfahrungsgemif
nicht notwendig, dafl ein doppelarmiger Hebel angewendet wird. Es
geniigt ein einarmiger, doch muf} derselbe wenigstens etwa 10mal so
lang als der Wellenzapfendurchmesser sein, um schédliche Reibungen in
den Lagern zu vermeiden. Tiir abwirts gehende Krifte kann man mit
Gewichten arbeiten, fiir aufwirtsgehende verwende man einen Kran
oder Flaschenzug unter Zwischenschaltung einer Krandezimalwage.
Eine Federwage zur Messung der Krafte ist weniger zu empfehlen und
sollte auf alle Félle vor und nach Versuch geeicht werden.

Um das elastische Verhalten geniigend genau kennen zu lernen, leite
man Krifte in solcher Gréfe durch, wie sie im wirklichen Betrieb unter
Beriicksichtigung der maximalen Drehmomente und der Schwingungs-
erscheinungen auftreten. Man begniige sich ausdriicklich nicht mit
kleineren Kréften, da fir manche Fille — insbesondere durch den
Lagereinflu — die Verhéltnisse hierbei andere sind. Die Krifte selbst
stufe man natiirlich in entsprechender Weise ab, um eine gentigende
Anzahl Diagrammpunkte zu erhalten. Jeder Versuch ist mehrmals
zu wiederholen. Vor Beginn eines jeden Versuches leite man die Be-
lastung mehrmals nach beiden Richtungen hin unter jedesmaliger
darauffolgender Entlastung ein, um den sog. jungfriulichen Zustand zu
entfernen. Macht man dies nicht, so liegen die MeBpunkte im allgemeinen
nicht auf einer einfachen geraden Linie.

Sehr wichtig ist hierbei, dafl die Spiegel vollkommen plan sind,
man verwende daher nur Spiegel einer erstklassigen Firma. Die Spiegel
koénnen ziemlich klein sein, 1 em? geniigt bereits allen Anforderungen.
Sie werden mit Hilfe von Wachs oder Glaserkitt an die interessierenden
Stellen angekittet. Damit nicht der Kitt den Belag loslost, fasse man
zuvor die Spiegel in diinnes Messingblech. Die MeBstellen wihle man
nach Moglichkeit bei Kurbelwellen so, dafl eine oder mehrere ganze
Kropfungen dazwischen liegen. Den Versuch fithre man stets nicht an
einer verkleinerten Probewelle, sondern an der wirklichen Welle, die
in die Maschine fertig eingebaut ist, durch, um auch den etwaigen Ein-
fluB der Lager mit zu beriicksichtigen. Fiir viele Falle empfiehlt es
sich, um moglichst auch in Einzelheiten klar zu sehen, mehrere MeB-
punkte und damit Spiegel zu wihlen. Der Abstand der Fernrohre
und MaBstébe richtet sich nach den jeweils vorliegenden Verhiltnissen,
insbesondere dem zur Verfiigung stehenden Platz. Er soll im allge-
meinen nicht unter 1!/, m sein; doch wird man eine gréBere Entfer-
nung als 6 m nur in Ausnahmefillen bendtigen. Als MaBstibe wihle
man zweckmiflig spiegelbildliche, auf denen also die Zahlen wie im
Spiegel sichtbar aufgeschlagen sind. Als Fernrohre geniigen in den
meisten Féllen solche von Nivellierinstrumenten, Theodolithen usf.,
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wenn sie nur ein Fadenkreuz besitzen. Zur Befestigung der Fernrohre
und MaBstibe empfiehlt sich das in Abb. 139 dargestellte Geriist, das
leicht und doch stabil ist und die MaBstibe und Fernrohre nach allen
Richtungen hin in beliebigen Hohen einzustellen gestattet. Neben
den MaBstaben ist hierbei je eine elektrische fingerférmige Glith-
lampe zur Beleuchtung derselben verwendet. Die Gliihlampen haben
einen halbrunden Schirm, um den Beob-
achter nicht zu blenden, und werden auf
die interessierende Stelle des MaBstabes
eingestellt. Fernrohre und MaBstibe soll-
ten auch dann, wenn man das Aluminium-
geriist nicht verwendet, moglichst in glei-
cher Héhe und Entfernung sein. Die Gliih-
lampen haben auflerdem den Zweck, das
Einstellen der MafBstibe, so daf ihr vom
Spiegel zuriickgeworfenes Bild im Fern-
rohr sichtbar wird, zu erleichtern. Man
stellt zundchst den Spiegel nach dem Ge-
fiihl ein, fahrt dann in der Luft mit der in
der Hand gehaltenen Glithlampe hin und
her, bis der andere Beobachter die Lampe
als Spiegelbild im Fernrohr erblickt. Bei
einiger Ubung kann man es auch dahin
bringen, daB man in einem Fernrohr
gleichzeitig nebeneinander 2 Malstibe
sieht und so mit nur 2 Fernrohren die
Verdrehung von 4 MeSstellen beobachten
kann.

Ein auf Grund einer solchen Messung
erhaltenes Diagramm zeigt Abb. 140. Hier-
bei sei besonders darauf hingewiesen, daB
die Linie fiir zunehmende Belastung etwas
von derjenigen fiir abnehmende Belastung Qggtlsigndgfﬁi%l};ﬁ;ﬁg%gﬁggf
verschieden ist. Ts ist dies neben den
Lagerreibungen der EinfluB der Hysterese. Um denselben bei allen
Versuchen gleich zu halten, also die Versuchsergebnisse unter sich ver-
gleichbar zu machen, sollte man dahin trachten, daB die Versuche
ganz roh geschitzt, mit annihernd gleicher Geschwindigkeit durch-
gefithrt werden, d. h., daB insbesondere nicht mitten wihrend eines
Versuches eine Unterbrechung stattfindet.

Der direkten Messung der Verdrehung ohne Zuhilfenahme von
Spiegeln und Fernrohren lediglich unter Verwendung von ither MaB-
stiben sich bewegenden Zeigern bzw. von Mefuhren, mdchte ich nur

Geiger, Mechan. Schwingungen. 12
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in solchen Fillen das Wort reden, wo die erwartenden Verdrehungen
verhiltnisméBig groB sind, z. B. 1 cm an der Skala —, so daB kleine
Bruchteile davon auch ohne Zuhilfenahme optischer Hilfsmittel be-
quem abgelesen werden konnen. Solche Fille kommen insbesondere
bei sog. elastischen Kupplungen vor. Da bei diesen hiufig Baustoffe
verwendet werden, die das Geradliniengesetz nicht befolgen, wie Leder,
Gummi oder aber bei denen durch Hebelwerke u. dgl. die elastische

Verdrehung beider Kupplungshalften gegeneinander auch dann mehr
oder weniger vom Geradliniengesetz abweichen kann, wenn die ver-
wendeten Baustoffe selbst dieses geniigend genau befolgen, so sollte
man gerade fiir solche Kupplungen stets eine groBere Reihe von Zwischen-
punkten bei einer Messung ebenfalls mit untersuchen.

Fir Kupplungen wie iiberhaupt fiir zusammengesetzte
Organe wird man natiirlich im allgemeinen kein so einfaches Ver-
halten wie das in Abb. 140 dargestellte erwarten diirfen. Der auf- und
der absteigende Ast des Debnungs-Belastungsdiagrammes werden



Experimentelle Bestimmung von Léngsdehnungen. 179

vielmehr mehr oder weniger von einander verschieden sein. Die Griinde
sind unter anderen Lose in Gelenken, Klauen und sonstigen Uber-
tragungsteilen, gréBere innere Reibung im Baustoff selbst und schlie-
lich kiinstliche Reibung, wie z. B. bei Blattfederwerken.

Eine weitere Moglichkeit, die elastischen Léngen experimentell an
einer fertigen Anlage zu bestimmen, besteht endlich noch in der Regi-
strierung der Eigenfrequenzen und kritischen Drehzahlen mit Hilfe
des Torsiographen, d.h. auf dynamischem Wege. Davon wird spéter
die Rede sein.

Experimentelle Bestimmung des elastischen
Verhaltens bei Biegungsschwingungen.

Hier kommen kompliziertere Formen wie bei Drehschwingungen
weniger vor und es handelt sich unter anderen namentlich darum, sich
experimentell, z. B. dariiber Klarheit zu verschaffen, wie stark die
Welle durch aufgekeilte Naben versteift wird oder welchen Einfluf$
die anschlieBenden Lager haben. Hier wird man die Durchbiegungen
zweckméfig mit MeBuhren und die Schiefstellungen der Welle, z. B.
neben den Lagern mit Spiegel und Fernrohr messen. Bei sehr kleinen
Durchbiegungen wird man auch hier an Stelle ‘der MeBuhr auf das
Spiegel-Fernrohrverfahren zuriickgreifen. Da aber hiermit nur Winkel-
anderungen gemessen werden konnen, so kann man fir die Ermitt-
lung der Durchbiegungen den Spiegel nicht unmittelbar aufkitten.
Man versieht vielmehr den Spiegel bzaw. dessen Fassung mit Kérnern,
um welche er sich leicht aber ohne Spiel drehen 148t, lagert ihn fest in
einem Halter und bringt an der Welle einen Stift an, der auf den Spiegel
verdrehend einwirkt, so daf} einer gegebenen Wellendurchbiegung eine
bestimmte Neigungséinderung des Spiegels entspricht. Auflerdem ist
noch durch ein Federchen dafiir zu sorgen, dafl der Spiegel dauernd
sicheren Kontakt mit dem Stift halt. Im #brigen gilt bei einer
solchen Durchbiegungsmessung mit Hilfe von Fernrohren alles das,
was zuvor bei der Bestimmung von Verdrehungen durch die Spiegel-
Fernrobr-Methode erdrtert wurde.

Experimentelle Bestimmung von Lingsdehnungen.

Dieselbe kommt unter anderen bei Schiittelschwingungen bei Loko-
motiven in Betracht, wenn man den Einflu} der Elastizitdt der Kuppel-
stangen kennen lernen will. Das Verfahren ist hier, sofern man sich
mit MeBuhren nicht begniigen will, genau das gleiche wie das eben bei
der Biegungsuntersuchung geschilderte.

12%
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Theorie des Verhaltens von MeBinstrumenten in
schwingungstechnischer Beziehung.

Bei fast allen MeBinstrumenten kénnen wir von einer Masse m spre-
chen, die durch irgendein elastisches Zwischenglied mit der Feder-
konstanten ¢ mit einen feststehenden Geh#duse verbunden ist. Unter
den technischen MeBinstrumenten nenne ich unter anderen das Mano-
meter, den Indikator, das Tachometer, den Torsiographen, den Seismo-
graphen, Vibrographen, Pallographen, Voltmeter, Amperemeter, Galva-
nometer, Oszillographen, Frequenzmesser, Dehnungs- und Spannungs-
messer usf. Es kommt, wie gleich vorausgeschickt sei, vorldufig gar nicht
darauf an, ob das elastische Zwischenglied Dreh- oder Langsbewegungen
der Masse m zuldBt, ob es auf Drehung, Biegung oder Lingung bean-
sprucht wird. Ebenso ist es gleichgiiltig, wie die Masse aussieht; die-
selbe ist z. B. beim Indikator der Kolben samt Federanteil und Gestinge,
beim Torsiographen die Schwungscheibe, beim Seismographen die sog.
trige Masse, beim Voltmeter das Weicheisenstiick samt Zeiger, beim
Debnungsmesser der starken VergroBerung wegen in der Hauptsache
der Zeiger allein. Beim Tachographen sind es die rotierenden Schwung-
gewichte, bzw. wenn wir von der radialen Verinderung der Lage der-
selben absehen, die Schwunggewichte samt Gestell und Antriebsscheibe,
wihrend das elastische Zwischenglied das Antriebsband ist.

Bei Messungen von GroBen, welche von der Zeit unabhingig sind,
spielen die dynamischen, insbesondere die schwingungstechnischen Eigen-
schaften dieser Instrumente keine Rolle. Die Massen und die elastischen
Zwischenglieder kénnen hierbei ganz beliebig lediglich auf Grund der
sonstigen Anforderungen, die das Meligerat zu erfilllen hat, bestimmt
werden. Soweit derartige Instrumente zur Messung zeitlich
verianderlicher Grofen benutzt werden, kommt es dagegen
hinsichtlich der richtigen Wiedergabe der zu messenden
GroBen sehr auf ihre schwingungstechnischen Eigenheiten
an. Insbesondere miissen wir untersuchen, wieweit grundsétzlich alle
solchen Instrumente zur Wiedergabe periodischer Vorginge geeignet
sind, ob sie dieselben bei allen Schwingungszahlen richtig oder in ver-
schiedener Verzerrung wiedergeben und ob und in wieweit Resultate,
die mit verschiedenen dem gleichen Zweck dienenden Apparaten oder mit
Apparaten gleichen Systems aber verschiedener Federung oder Ver-
groferung und Masse erhalten wurden, unter sich vergleichbar sind.

Wir nehmen im folgenden an, wir hiitten es mit einer Masse zu tun,
welche elastisch mit einer unendlich groBen Masse verbunden ist,
welche gegebene harmonische Schwingungen ausfithrt, wie dies fiir den
Seismographen, Vibrographen, Pallographen, Torsiographen usf. zu-
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trifft. Um ein konkretes Beispiel vor Augen zu haben, beziehen wir
uns im folgenden auf den Torsiographen.

Beim Torsiographen!) gilt Annahme ohne weiteres, wenn wir voraussetzen,
daf} die Bandscheibe dieses Instrumentes starr mit der auf Ungleichférmigkeitsgrad
oder Drehschwingungen zu untersuchenden Maschinenwelle verbunden ist. Letztere
stellt die unendlich groBe Masse dar, die periodische harmonische Ausschlige von
gegebener Frequenz ¥ und der Gréfle a, ausfiithrt. Es fragt sich, wie groB werden
die Ausschlige a, der elastisch mit der Bandscheibe gekuppelten Schwungmasse m .
Die letztere sei auf den Abstand r
von der Drehachse bezogen. Sche- T'D

matisch ist die Anordnung in ud a

Abb. 147 dargestellt. R \ RS
In der folgenden Abb. 141 . <3 3

gind in der uns von den T}\ F

Kapiteln iiber Drehschwin- s

gungen her bekannten Weise mwta u

die zugehorige Schwingungs-

form und der Kréfteplan ., 141 sonvingungsior und Kraftedseieck fir

Wiedergegeben_ Die Federuﬂg ein elastisches ungedimpftes System mit einer
PR . . . Masse m.

sei in ein elastisch gleich-

wertiges Wellenstiick von der Lingel, dem Schubmodul ¢ und dem

J -G

Trigheitsmoment J,, verwandelt. Ferner sei 2= H der Horizon-

talzug. Aus der Abb. 141 ergeben sich folgende Beziehungen:
(6p—arp):l=—myp w?ap: H
oder
1 —l-mT-wZ—{—H 1 Z-mT-aﬂ)_ 1 [ @ 2} _
ip Hia, :af';(l— " )T, 1“<a> - (99)
Der reziproke Wert &l des Ausschlags der Masse my ist also — ohne

T
Beriicksichtigung der Damp- \

fung — gegeben \

a) durch ein konstantes N

Glied : &1—, in Abb. 142 durch S~ =
P

die vertikale Gerade wieder-
gegeben ;

b) durch ein vom Quadrat

der Schwingungsgeschwindig-

- o s - Abb. 142. Abhingigkeit des Ausschlages ap von der
keit w abhiingiges Glied S ehwingangszahl. T

(Parabel c).
Zeichnet man a; als Funktion von w auf, so ergibt sich die in

1) Der Torsiograph und die im folgenden genannten MeBgerite sind beschrie-
ben im Abschnitt: Kurze Beschreibung der wichtigeren MeBgeréte fiir mechanische
Schwingungen.
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Abb. 142 in Kurve a, dargestellte Abhingigkeit von w bzw. was auf
das gleiche herauskommt, von der Schwingungszahl ».

Wie daraus ersichtlich, ist bei niedriger Schwingungszahl a;, an-
nihernd gleich dem durch die vertikale Gerade wiedergegebenen
Wert ap. Im Falle des Torsiographen werden also Relativhewe-
gungen zwischen beiden Massen  nicht eintreten. Fir o = w, wird

1 —0,dh a,=co. Hierbeiist
G

oder

Es ist dies der Fall der Eigenfrequenz », der Masse mqp. Setzen wir

hierbei I; = ¢, 80 erhalten wir die bekannte Formel:

30 1/¢c :
vy =20 V’h{; (pro Minute).

Nach Uberschreiten der Eigenfrequenz kommen wir ziemlich bald
in ein Gebiet, wo @, sehr klein wird gegen a,, um sich dann asympto-
tisch dem Wert Null zu niahern. Dies ist das Gebiet, in dem der
Torsiograph anzuwenden ist. Die Schwungscheibe macht die Aus-
schlige der im Vergleich zu ihr unendlich grofen Masse — der Welle —

nicht mehr mit, sondern
H rotiert geniigend genau
gleichméBig. s entstehen
infolgedessen Relativver-

drehungen  zwischen

Schwungscheibe und Welle,
welche direkt die Aus-
schlage der letzteren dar-
Form h stellen.
2 Roh gerechnet 1406t sich
sagen, dafi der Torsiograph
vom doppelten Wert seiner
Eigenfrequenz an verwend-
bar ist.

Genau die gleiche Ab-

H-rwa leitung 14Bt sich auf alle
Abb. 143, Schwingungsformen und Kriftedreiecke fiir ein andern Instrumente, die die

elastisches System mit einer Masse unter Beriicksichtigung . .
einer vom Absolutausschlag abhéngigen Diémpfung. erkung einer tr agenMasse

zu Hilfe nehmen, anwen-
den. Es sind dies auller dem Torsiographen insbesondere der Seis-
mograph, der Pallograph, der Leunersche Pendelapparat, der Vibro-
graph, das Vibrometer ufs.

Form v

a.
Py 7

mwi a
rU
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In den bisherigen Ausfithrungen ist die Dimpfung nicht beriick-
sichtigt worden. Deren Beriicksichtigung féillt nach dem, was im Ab-
schnitt: ,,Ermittlung der Schwingungsanschlige unter Beriicksichtigung
von Dampfungen® gesagt wurde, nicht schwer In Abb. 143 sind fiir
eine gegebene Schwingungszahl » und einen gegebenen Diampfungs-
faktor k£ die beiden gegeneinander zeitlich um 90° versetzten Schwin-
gungsformen » und % sowie die zugehérigen Kriftepline verzeichnet.
In der Form % kommt nur die Dimpfungskraft K, in der Form » nur
die Trigheitskraft der Masse m vor. Es wird hierbei unter der Annahme
ap, = a, die Form v verzeichnet, dann unter Zugrundelegung des so
ermittelten vorldufigen ar,,,; die Form A konstruiert und nun aus dem
hieraus ermittelten ap, der Wert J(ap,)® + (ap;)® = ap’ gefunden.
Sodann ergibt sich der wirkliche Ausschlag ar g = 700 ;—13,. Um

'p
das Zeichnen zu umgehen, kénnen wir auch den Fall analytisch be-
handeln. Hierbei bestehen nach Abb. 143 die Beziehungen:

1. lap,—ap,)  l=—mw? ag,: H
und :
2. apy:l=k-w-ap, H.
Aus 1. folgt:
ap (—mw2-14 H)
ap, =~ (96)
Fow-l
aph:aT- ,,g " (97)

Also ergibt sich fiir den Phasenverschiebungswinkel ¢ zwischen
ap und ap,
ap, H—m-l o
tg ¢ = io o Ewdl (98)

Aus tge folgt mit Hilfe einer Sinustafel sofort cosp und damit

aph = @, COS Q.
Sodann erhilt man
Qg =dap-CcosQ - 75{{)7' (99)

In Abb. 144 sind fiir 4 verschiedene Dampfungsfaktoren

a) fir k=0,

b) fiir k= ¥, Ve-m,

¢) fiir k= Ve-m,

d) fir k=2Vec-m, d. b. fir aperiodische Dampfung und

e) fir k=4Ve-m
die zugehorigen Ausschlége der Masse m eingezeichnet. Man sieht daraus,
daf} die Ddmpfung — soweit es sich um eine der Schwingungsgeschwin-
digkeit und dem Ausschlag der Masse m proportionale Dimpfung
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handelt — nur in der Gegend der Eigenfrequenz eine erhebliche Rolle
spielt, innerhalb des MeBbereiches des Instrumentes aber ohne weiteres
auBer acht gelassen werden kann.

Vorstehende Theorie gilt allgemein fiir sémtliche Instrumente, bei
welchem die Masse nicht mit einem festen Punkt, sondern mit einem
gegebenen, ihm durch die zu prifende Maschine
aufgezwungenen Ausschlage machenden Punkt
elastisch verbunden ist.

Nun kann es auch vorkommen, dafl die Damp-
fung nicht proportional dem Absolutausschlag, son-
dern dem Relativausschlag der Masse m ist. s ist
% . dies z. B. beim Seismographen und Vibrographen,

>
N
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Sehwingungsausschlog im Vers
zurn Ausschlag oles Punkfes A
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s Sttwingunigszohl ols Vielftckes der Figernfrequenz
Abb. 144. Schwingungsausschlag einer mit einem Punkt 4 elastisch verbundenen Masse /n fiir .den

Fall, dal A gegebene harmonische Schwingungen ausfiihrt und eine Didmpfung vorhanden ist, welche
proportional dem Absolutausschlag der Masse m ist.

a) bei Dimpfung = 0; b) bei % der aperiodischen Démpfung; ¢) bei é—der aperiodischen Ddmpfung;
d) bei der aperiodischen Dampfung; ¢) bei 2 mal der aperiodischen Démpfung.

bis zu einem gewissen Grade aber auch beim Torsiographen der Fall.

In diesem Falle denken wir uns wieder die resultierende Schwin-
gungsform so zerlegt, dal der Ausschlag @, der Masse m ganz in die
Schwingungsform o» fallt; es fiallt also dann die démpfende Kraft
k-w-(a, —a,) ganz in die Form h. Diese dimpiende Kraft greift
an der Masse m und — im entgegengesetzten Sinne — an dem ge-
gebene Ausschlige machenden Punkt P, mit welchem m elastisch ge-
kuppelt ist, an. Da der Ausschlag a,, der Schwingungsform / gemif(
der von uns vorgenommenen Zerlegung Null sein muf}, so folgt mit
Riicksicht auf die in der Form % vorkommende Kraft k- (ap, — @),
daB der Punkt P noch den Ausschlag ap, ausfiihrs.

Um die dem Relativausschlag zwischen P und m proportionale
Dampfung richtig zu beriicksichtigen, ist zu beachten, daB der Ausschlag
ap, eine Dimpfung k- w (ap, — 0) hervorruft, welche in der Form v
vorkommt. Wir erhalten so die beiden Schwingungsformen und die
zugehorigen Kriftepline Abb. 145.

Auf Grund derselben ergeben sich folgende Beziehungen:

1. (apw*amv):lz(~m-w?-am—lc~w-aph):H.
2. ap,l=k-o(ap,—ay,) H.

3. ap, +—>aph:ap.



Verhalten von MeBinstrumenten in schwingungstechnischer Beziehung. 185

Aus 2. ergibt sich:
Ik o

ap, =g (@, ~ %n)
Aus 1. erhilt man damit:

By PR HP—lomeotH R0}

oder
N H2 L [2k2 . ?
Um=0P," G570 o B PR b (100)
a%\{\ ,
Q,
\I 7, \lmwza
a,
L
H
kw(

Abb. 145. Schwingungsformen und Kriftedreiecke fiir ein elastisches System mit einer Masse m
unter Beriicksichtigung einer vom Relativausschlag abhiéngigen Dimpfung.

Statt des Dampfungsfaktors kénnen wir fiir aperiodische Dampfung
auch schreiben

Damit ergibt sich nach einigen Umformungen

Lia )

A =0p," 733 (101)
143 (w)
und
_s. (3?,)3
e (102)
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Betrigt die Dampfung nur die Halfte der apericdischen Dimpfung,
so entsteht:

am=ap, 1+ <a~)“l>2} : (103)
ap, = —ap, (wﬁf' (104)

Fiir einen Dampfungsfaktor gleich /, des aperiodischen ergibt sich

am a/_pq)' '1——% ' (_3)2 (105)
we
1. (g s
aph-:—apﬂ.i? 5 “’;Z)\z. (106)
— %\

Fiir eine Dampfung von der doppelten GroBe der aperiodischen
erhélt man

e (2)
T aNE (107)
1+15-(2)

w \3

a a v <w_">
p,=—0p, -
T (2
Man erhilt also verhiltnismaBig einfache Formeln. Aus denselben
berechnet man zuerst unter der Annahme ap = ap die GroBen (a,,)

A =0ap, "

(108)

und ap, , ermittelt dann die Resultierende ap +- ap, = ap,. und mul-

tipliziert endlich den Wert (a,,) mit daP -, um den wirklichen Ausschlag
Pres

a,, Zu erhalten. Auf diese Weise entstehen die Kurven (Abb. 146), welche
unter Zugrundelegung eines konstanten Ausschlages a,= 1,0 die Aus-
schlige a,, abhéngig vom Verhiltnis der Schwingungszahl der erregen-
den Ursache zur Eigenfrequenz der Masse m darstellen.

Wie man sofort erkennt, unterscheiden sich diese Kurven haupt-
séchlich dadurch von jenen der Abb. 144, dal die Ausschlige a,, auch
noch bei wesentlichem Uberschreiten der Eigenfrequenz verhiltnismaBig
groB bleiben. Soweit also Instrumente in Frage kommen,
welche unter Zuhilfenahme einer tridgen Masse arbeiten,
hat es keinen Zweck, eine starke Relativdimpfung zu
wihlen, weil dadurch grade der Hauptzweck der trigen
Masse, méglichst in Ruhe zu bleiben, vereitelt wird. Anderer-
seits ersieht man aus den Kurven Abb. 144, dal man bei Verwendung
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einer dem Absolutausschlag proportionalen Dampfung fir den Fall,
daB man gezwungen ist, in Resonanznihe zu arbeiten, sich wenigstens
etwas durch Anwendung einer stirkeren Dampfung helfen kann.

Wir kehren nun wieder zu der allgemeinen
Theorie ohne Dampfung zuriick und beziehen
uns im folgenden wieder auf den Torsiographen.
Genauer genommen kommen bei demselben
2 Massen, die Schwungscheibe m, und die Band-
scheibe m, in Betracht, von denen die erstere
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Abb. 146. Schwingungsausschlag einer mit einem Punkt 4 elastisch verbundenen Masse m fiir
den Fall, da 4 gegebene harmonische Schwingungen ausfiihrt und eine Dampfung vorhanden ist,
welche proportional dem Relativausschlag zwischen der Masse 7 und dem Punkt 4 ist.

a) bei Dimpfung = 0; b) bei ;} der aperiodischen Déampfung; ¢) bei %— der aperiodischen Dampfung;
d) bei der aperiodischen Daémpfung; e) bei 2 mal der aperiodischen Ddmpfung.

durch eine elastische Feder mit m, verbunden ist, wihrend m, durch
das Antriebsband, das zwar vergleichsweise vnelastisch ist aber doch,
absolut genommen, eine merkliche Elastizitdt besitzt, mit der eine
praktisch unendlich grofie
Masse darstellenden Ma-
schinenwelle gekuppelt ist : /,

(Abb. 147). Nach den vor- ,’, —
ausgegangenen Erorterun- j f
gen iber Drehschwingungen

bereitet es fur das gra- Ao, 147 Schomn dor Anopdaund des T N
. . . . Schema der Anordnung des Torsiographen.
phische Verfahren keine '

Maschinenwelle

Schwierigkeit, die zugehérigen Schwingungsausschlige fiir vorgegebene
sinusférmige Ausschlige der Maschinenwelle zu ermitteln.

Rechnerisch wird das Verfahren bereits wesentlich verwickelter,
weshalb ich von seiner Anwendung absehe. Das Ergebnis ist in Abb. 148
dargestellt. Man erkennt daraus, daBl der MeBbereich des Torsiographen
zwischen seinen beiden Eigenfrequenzen v,; und »,, liegt. Etwa 1009/,
iiber der ersten beginnt er, um etwa 509/, unter der zweiten aufzuhdren.
Fir die praktische Anwendung des Instrumentes handelt es sich darum,
,, moglichst tief und v,, moéglichst hoch zu legen. Das erreicht man,
indem man die Masse m, méglichst grof}, m, dagegen tunlichst klein und
die elastische Federverbindung zwischen m, und m, recht weich, das
Antriebsband dagegen recht steif wahlt.
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Abb. 148. MeBbereich des Torsiographen.

Indikator, Manometer, Volt-. Amperemeter und dgl.

Bei diesen Instrumenten macht der sog. Aufhdngepunkt im Gegensatz
zu den bisher behandelten nicht gegebene Bewegungen; das Gehduse
ist vielmehr fest; auf die durch eine Feder mit ihm verbundene Masse m
wirken aber von auBen Krifte ein (Gasdriicke, Strom- bzw. Spannungs-
groBen). Von denselben betrachten wir nur die periodisch veréinderlichen
und nehmen vorliufig an, es wirke lediglich eine sinusférmige Kraft P
von gegebener Frequenz » auf die Masse m ein. Der Ausschlag a der
Masse wird fiir verschiedene Frequenzen gesucht.

Wir gehen von der Einfachheit halber wieder von Drehschwingungen
aus, wobei I die Linge des der vorhandenen Forderung gleichwertigen

elastischen Wellenstiickes vom Trigheitsmoment J, und dem Schub-
J oG-

modul @ sei. rist der Bezugsradius fiir die Masse m. H = “27ist dann
r
der sog. Horizontalzug.
Es bestehen nach Abb. 149 folgende Beziehungen:
(m-w?-a+P):H=a:l
oder P l=H—m- -w2-1)-a
H oder
2 r Pl .
~a CEE —mer 109)
mewia Fiir w bzw. v = 0
2 wird demnach
e
I =P !

’ b
Abb. 149. Schwingungsform und Kriftedreieck fiir ein dimpfungs- H
loses elastisches System mit einer Masse m, auf welche eine Kraft P wie man auch statisch

einwirkt. .
findet.

Firw = o~ wird a =0,

Fiir o = V% wird @ =occ.
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Es ist dies der Fall der Eigenschwingung.

Fiir den Fall, daf an der Masse m noch eine dem Ausschlag derselben
proportionale Dampfung angreift, ergeben sich folgende Beziehungen
(Abb. 150): ’

1. (m-w-a,+P) H=a,:1.
2. k-w-a,=P,.
Aus 1. entsteht
(I) a,(mw? l—H)=—DP,-1.
Durch Einsetzen dieses Wertes in 2. erhilt man:
P o= kew-P,-1 kol
B e l—H Y m-wll—H'
£
‘Lu' mwia,
2 H

H

Abb. 150, Schwingungsform und Kréiftedreieck fiir ein elastisches System mit
einer Masse m, auf die eine Kraft P und eine vom Absolutausschlag abhiéngige

Dimpiung einwirken.
(A
hew-a,

Fir % 1aBt sich auch w,? schreiben. Man findet dann:
k-o

k-o
S N —— - S S
2 m (w2 — w,2) v "o f(g)z—ﬂ
o, d
Unter der Annahme P, = P ist zuerst der Wert P, zu berechnen,
worauf man zeichnerisch einen Wert

P, =— (110)

Prog= l"th —}—ﬁ
und daraus den Wert

P
Pyres= Pres
bestimmt. Schlieflich ergibt sich an Hand von Gleichung I:
l 1
Ay == — vres'j'm'_‘ﬁzmppres' (111)

wadl (2]
In Abb. 151 ist die so entstehende Abhingigkeit des Ausschlags o

von der Schwingungszahl fiir verschiedene Dimpfungsfaktoren dar-
gestellt.
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Weil derartige Instrumente héufig vorkommen und um den Leser,
der mit Drehschwingungen selten zu tun hat, an die Hand zu gehen,
wollen wir noch eine andere, an Drehschwingungen gar nicht erinnernde
Berechnungsweise anfiigen. Als Beispiel diene der Fall des Indikator-
kolbens. Die Federkonstante sei ¢, d.h. fir
1 em Durchbiegung ist eine Kraft von ¢ kg not-
wendig. Hier besteht die Beziehung:

m-w*-a+P=c-a

D
S

76 oder
16 r P
== -
” ¢ —m- w2
12t
10
48
a6t .
as} N
g2} ]
\’_
’ e
03 0506 9609 17 19 15 20 30 %0 50

—— Schwingungszot ols Vielfackes der Eigenfreguenz
Abb. 151. Schwingungsausschlag einer mit einem Punkt 4 elastisch verbundenen Masse m, fiir den

Fall, da3 auf m eine gegebene harmonische Kraft einwirkt und eine Ddmpfung vorhanden ist, welche
proportional dem Absolutausschlag der Masse m ist.

) bei Dampfung = 0; &) bei ;} der aperiodischen Dimpfung; ¢) bei % der aperiodischen Damp-
fung; d) bei der aperiodischen Ddmpfung; e) bei 2 mal der aperiodischen Démpfung.

Diese Gleichung ist mit der obigen identisch.

Natiirlich sei auch hier daran erinnert, da8 der Einfluf von Uber-
setzungen noch nicht beriicksichtigt ist. Derselbe ist im Kapitel
»Reduktion der Massen auf Seite 163 ausfithrlich behandelt. Das
Verfahren 143t sich ohne weiteres auf den Indikator iibertragen.

Systeme mit zwei Massen.

Ein solches System haben wir zwar bereits auf S. 187 beim Torsio-
graphen besprochen, bei welchem es sich darum handelt, die eine Masse
— die Antriebsscheibe — moglichst leicht auszubilden und ihre Eigen-
frequenz recht hoch zu legen, wahrend gleichzeitig jene der Schwung-
scheibe mdoglichst tief liegen soll.

Nunmehr wollen wir uns die Frage vorlegen, ob es durch Anwendung
von 2 trigen Massen, die miteinander elastisch verbunden sind, gelingt,
die Trigheitswirkung zu steigern, so daB die 2. Masse nach Uber-
schreiten der Eigenfrequenz noch kleinere Ausschlige macht, als wenn
sie mit der ersten starr verbunden wire, d. h. in anderer Formulierung:
Konnen wir durch Unterteilung der Masse mit einer geringeren Gesamt-
masse auskommen, also ein leichteres Instrument erzielen? Von Be-
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deutung ist diese Frage z. B. beim P,-Meter, das zum direkten Anzeigen
des mittleren Druckes dientl).

Wir vernachlissigen der Einfachheit halber etwaige Dampfungen
und beziehen uns im folgenden auf die Abb. 152, aus der wir fiir den uns

m m wia,
m,w?a,

Abb. 152. . Abhiingigkeit des Relatnausschlags.

namentlich unter anderen beim P;-Meter interessierenden Fall, daB
an Masse m, eine erregende harmonische Kraft P von gegebener Fre-

quenz ¥ = %0 - o angreift, folgende Beziehungen ableiten:

1. (@ag—ay):l,=m, 0% a,: H.
2. apily=(my w* a,+m -w*-a +P):H.
Aus 1. ergibt sich
= a, g
| Z"'mz(i’z.m; ’)
oder
ay=ay|1— (w—“i)zj\ —a,- A. (112)

Hierbei verstehen wir unter w,, die durch 373 dividierte Eigen-

frequenz, welche sich fiir die Masse m, ergibt, wenn man annimmt, daB
das System in m, fest eingespannt ist. A ist lediglich eine Abkiirzung
fiir den Klammerausdruck. Wir erhalten:

2. ay[AH —myly - 0*—my -1l - 0* Al =1, P
oder nach einigen Umformungen
P

fy = — ey (113)

: 31— () (@) @\ my (@)

M- @1t [1 <a)22) (wu> + <cu11 . w22> m, (wu> 1
Hierbei ist oy, die durch 30 dividierte Eigenfrequenz 30.]/ #
7 T Iy my

der Masse m, fiir den Fall I}, m,, dal m, gleich Null ist.
Wiirde im Gegensatz zu der bisherigen Rechnungsvoraussetzung

1) Veroffentlicht in der Z.V.d.I.1926.
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die Masse m, mit der Masse m, zusammenfallen, so erhielte man folgende
Beziehungen:

ay 2l =[(my 4+ my) w2 -a,+ P]: H.

ay|H — 1, (m; + m,)0?| =1, - P

oder
It S
=g — I (my + my) - 02
. P
N onE
(s 4m) - 0,2 [1— (2 )]
. P
- 0 w\2] "’
m-ots |1~ ()]
R
Hierbei verstehen wir unter o, den Ausdruck ,/'_ELL__ , also die
! Ly (my + my)

durch %{9 dividierte Eigenfrequenz beider Massen.

Wir nehmen an, die Verhiltnisse am System seien so gewahlt, dafl
W1 = Wy i8t, und daB 1. die Masse m, nur den zehnten Teil der Masse
m, betrage, wihrend im Falle 2 beide Massen gleichgroB sein sollen.
Im Falle 3 falle dagegen m, mit m, zusammen, es fehle also die elastische
Verbindung I,.

Wir erhalten folgende Tabelle fiir den Ausdruck ;‘121%)'7(’(311)72

1

2 Falll | Fall2 | Fall'3
on | | ‘

L0 | —10 1 [

Ll | —1 — 0,856 —3,0

L2 4217 | —0,80 - L7l
L5 |- 0,744 — 1,47 . —0,676
20 |+ 0116  —020 — 0,2945
40 |4 00049 | 4000477 | —0,0602
80 | 4 0000252 | 400000262 = — 0,0126
16,0 | 4+ 0,00001535 + 0,0000154 | — 0,00355

Wir sehen daraus zunédchst, daf der Fall mit gleichgroBen Massen
trotz Aufwand gréferer Gesamtmasse keine Vorteile bietet gegeniiber

dem Fall mit m, = % my, wobei natiirlich zu beriicksichtigen ist, daB

im Fall 2 wegen der Bedingung w,, = wy; die Lénge I, bedeutend kleiner
ist als im Falle 1. Insbesondere finden wir aber beim Vergleich des
Falles 3 mit Fall 1, daf} trotz gleich grofer Gesamtmassen von einem
Verhiltnis = = 2, also einer Frequenz gleich der doppelten Eigen-

D11
frequenz der Masse m;.an die Ausschlige der Masse m, durch die

Teilung der Massen und die dazwischen geschaltete elastische Ver-
bindung ganz auBerordentlich verringert werden.
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Theorie der Beschleunigungsmesser.

Wir beziehen uns im folgenden auf die Abb. 141, auf Grund deren
wir die Beziehung (95) fanden:
1

Up=ap- **‘*('u; )‘ .

1—

we

Wenn wir fiir periodische sinusférmige Bewegungen des Aufhénge-
punktes P die Beschleunigung ermitteln wollen, kénnen wir entweder
den Ausschlag a, durch ein Instrument ermitteln, dessen Eigenfrequenz
wesentlich unter der Schwingungszahl des Ausschlags @, liegh, und
diesen Ausschlag dann mit dem zugehérigen w? multiplizieren oder aber
wir koénnen ein Instrument verwenden, dessen Eigenfrequenz wesent-
lich iiber der Schwingungszahl des Ausschlags a, liegt.

Im letzteren Falle ergibt sich n#mlich der Relativausschlag

-1+ )
el =Qp—Ap=0ap — = o2
~ (@)
=ap-w? !
=ap 0
w1 —(5 )

Da a, - w? die Beschleunigung b des Punktes P darstellt, so wird

. NEENACACH

b= Qg * W, {1 <60e> J : (114)

Abgesehen von dem Klammerausdruck, ist also die Beschleunigung b
direkt proportional dem Relativausschlag a.;. Fir Werte von w, die
hinreichend klein sind gegen w,, ist aber auch der Klammerausdruck
geniigend genau gleich 1; d. h. hierfiir kann die Beschleunigung nach
Kenntnis des Wertes w,2, der eine Konstante des Instrumentes darstellt,
ohne weiteres aus dem verzeichneten Relativausschlag ermittelt wer-
den. Der Faktor f, mit welchem die registrierte Beschleunigung zu
dividieren ist, um die wirkliche zu finden, ergibt sich aus folgender

Tabelle:
- , ,
2 Yy (N A
i Lo | 1,066 1,333 220 | oo

. . . w
Das Instrument wire somit nur bis Pl 0,3 brauchbar.

e

Fir den Fall, dal man die Dampfung beriicksichtigen will,
ist zu beachten, daf bei Instrumenten, die zur Messung von Be-
schleunigungen dienen, nur eine vom Relativausschlag zwischen der

Geiger, Mechan. Schwingungen. 13



194 Verhalten von MeBinstrumenten in schwingungstechnischer Beziehung.

Masse und dem Aufhingepunkt d. h.der Umgebung abhéngige Dampfung
in Betracht kommt. Eine vom Absolutausschlag der Masse m abhéin-
gige Dampfung scheidet im allgemeinen aus, da die Umgebung und der
Aufhingepunkt jeweils die gleiche Bewegung ausfilhren und in der
Nihe des Aufhingepunktes eine véllig in Ruhe befindliche zugéngliche
Stelle gewohnlich nicht vorhanden ist.

Wir behandeln zunichst den Fall mit aperiodischer vom
Relativausschlag abhingiger Dampfung.

Der Relativausschlag ergibt sich nach Fritherem — Seite 184
Absatz 3 — zu

(@m— a'Pv) +> ?p,

Nun ist
14+4.(2 2 A
Ap—Op =0y ——<a::?2—1 = - ——<w¢>w 5+
T () 1+ 3G
Ferner ist ap +>ap,=ap  oder
/ - o6
_ (“p )2 14 - f*iia(i) — .
T _ 'HH(‘”)ZT
Man erhilt so
. o 4. /w\6
_ \.)
O =@ / -
rel Py’ ‘1+3 ‘Tll_‘_g (LZ::)ZJ

und daraus nach einigen Umformungen

:l/ e .

N e @

An Hand der Formel ergibt sich folgende Tabelle fiir den Wurzel-
ausdruck:

w
D¢

'/

Man sieht daraus, daB die Anwendung einer aperiodischen Damp-

\
0k e ¥ L0
|

1 | 0941 | 080 0641 | 050

fung erst von £—) =% an aufwirts bis 1 zweckmiBiger ist als der Ideal-

fall ohne jede Déampfung, daB aber auch hiebei die entstehenden Fehler
reichlich grof} sind.
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Wir behandeln nun noch den Fall, daBl die Démpfung — wieder
abhingig vom ‘Relativausschlag — nur halb so stark wie die aperio-
dische ist.

In diesem ergeben sich folgende Formeln, wobei wir uns wieder
auf die fritheren Ableitungen Seite 129 und ff. beziehen:

camer 1+ (]

w\3
ap, =7 4p,’ <w78>
Damit wird
6
ap =]/1 @
Py + <we)
w\2 w\2
m— Gp,=p {1_]—((17) _1:' Py <w>
el (a"n an) +> aPh

b 1+ (:,O)
_ b)) e (116)
w, l/ |+ (9’)7)6

Fiir den Wurzelausdruck ergibt sich hier folgende Zahlentafel :

| i i ]
o 1 1 | 3 |
W, ‘ O /4 1 /1 i /4 11 1’0
T 1 022 | 111 | LBO | L0

Man erkennt daraus, daB die halb aperiodische Démpfung wegen
der geringeren Abweichung des Wurzelwertes von 1 entschieden ge-
eigneter ist als die aperiodische.

In Abb. 153 ist fir dampfungslose Bewegung (Kurve a), aperi-
odische (Kurve d) und halbaperiodische (Kurve c) Dampfung die Ab-
héingigkeit des Relativausschlages von der Frequenz fiir einen fiir alle
Schwingungszahlen gleichbleibenden Ausschlag des zu untersuchenden
Korpers dargestellt.

Man konnte noch weiter gehen und eine Dampfung herausrechnen,
bei der die Anniherung des Wurzelwertes an die Zahl 1 noch grofer ist.
Wir verzichten hierauf, weil sich unter den verschiedenartigen in der

13* .
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Praxis vorkommenden MeBverhiltnissen eine Démpfung von genau
bestimmter Wirkung doch kaum einhalten 146t. Man denke nur an die
starke Abhingigkeit der Viskositit von Olen von der Temperatur.
Awuch ist, da bei allen MeBgeriten Dampfung und mechanische von der
Geschwindigkeit unabhangige Reibung und unter Umsténden noch
andere diampfende Einfliisse gleichzeitig auftreten, eine sehr genaue
| Ermittlung der Démpfung

/ doch nicht sicher moglich.

‘Wir begniigen uns da-

zzr | her zu sagen, dall man

20+ / bei Beschleunigungsmes-

// sern, um sie fiir ein mog-

%I / lichst groBes Gebiet ge-

16} a7/ eignet zu machen, auf un-

ok / gefihr halbaperiodische

, Dampfung  hinarbeiten

72 y L /@_ soll und jedenfalls die

40 o rein aperiodische Ddmp-

\ fung entschieden zu ver-

a8 \< meiden hat. Auf die Ver-

g6 \ meidung der dampfungs-

e, losen Bewegung braucht

AT ‘ man deshalb nicht be-

02+ 1 e 52';%,/77‘;57 a’ezgﬁ/ sonders -hi-r}zuw.'eisen, weil

) % e E/ymj%qz/eﬂz man bei simtlichen MeB-

025 05 0% 140 gerdten der Praxis von

Abb. 153. Abhéngigkei% des Relativausschlages von der diesem Zustand ohnehin
Tequenz.

im allgemeinen weit genug
entfernt ist. Um dem Leser einen Anhaltspunkt zu geben, woran man
die halbaperiodische Dampfung erkennt, ohne das logarithmische Dekre-
ment berechnen zu miissen, sei bemerkt, daB bei den vom Verfasser
angegebenen MeBgeriten dieser Zustand im Durchschnitt etwa dann
erreicht ist, wenn die durch AnstoBen der trigen Masse erzielten registrier-
ten Ausschlige immer jeweils auf etwa den finften Teil des vorher-
gehenden Ausschlages abnehmen. Nehmen wir den Anfangsausschlag
zu 10 mm an, so wire also der niichste 2 mm, der dritte 0,4 mm, wihrend
der vierte kaum mehr sichtbar ist.

Die halbaperiodische Dampfung bietet auBerdem gegeniiber der
aperiodischen den Vorteil, daf die Eigenfrequenz des MeBinstrumentes
und die GréBe der Dampfung leicht an Ort und Stelle, d. h. unter den
bei der jeweiligen Messung vorliegenden Verhiltnissen zuverldssig be-
stimmt werden kann, wéhrend dies bei der aperiodischen Démpfung
nicht méglich ist. Insbesondere weil man, wenn die trige Masse des
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MeBgerites beim AnstoBen ohne Pendelungen in ihre Gleichgewichtslage
zurtickkehrt, nicht, ob die Dimpfung nicht noch wesentlich stérker als die
aperiodische ist, in welchem Falle der Fehler noch vielmals grofer wiirde.

Die vorstehenden Entwicklungen gelten, wie eingangs bemerkt
wurde, fiir periodische Beschleunigungen. Es 148t sich jedoch zeigen,
daB sie auch auf nichtperiodische Bewegungen, d. h. auf StéBe iiber-
tragen werden konnen.

SchluBibemerkungen zur allgemeinen Theorie
der MeBgeriite.

Wenn in der vorhergehenden Theorie der Torsiograph bzw. der
Indikator und der Beschleunigungsmesser behandelt wurden, so ge-
schah dies, lediglich, um dem Leser konkrete Beispiele vor Augen
zu fiihren. Die Theorie als solche ist aber viel allgemeiner und dient
fiir ganz beliebige MeBinstrumente, um sie hinsichtlich ihrer schwingungs-
technischen Eigenschaften richtig zu wiirdigen.

Auf Grund dieser Theorie kénnen wir auch die Mefigerdte schwin-
gungstechnisch in 3 groBe Gruppen einteilen.

1. In solche, bei denen eine Massenwirkung des Gestédnges moglichst
vermieden werden soll (Gruppe I).

2. In solche, bei welchen die Massenwirkung beniitzt werden soll,
um einen ruhenden Punkt zu schaffen, dem gegeniiber die Relativ-
bewegungen gemessen werden (Gruppe II).

3. In solche, bei denen Resonanz beabsichtigt ist (Gruppe III).

Zu der Gruppe I gehéren unter anderen von den technisch wich-
tigen MeBinstrumenten der hierber a,, =co
Indikator, der Oszillograph, K i B
der Dehnungs- und Spannungs-
messer. Bei ihnen miissen
wir verlangen, daf} die Eigen-
frequenz mindestens doppelt
so hoch liegt wie die hochste
Frequenzzahl der zu verzeich-
nenden Groéfe. Den bei ver-
schiedenen Verhéltnissen V
dieser Frequenzzahl zu der
Eigenfrequenz des MeBinstru-
mentes eintretenden Fehler er- 0
kennt man sehr leicht zahlen-
méiBig aus der Abb. 154, die “Siiihiingesait wmterhald dex Bigentroduens.
eine Vergroferung des An-
fangsteiles der Kurve a, die Abb. 142 darstellt. Bei ungeddmpftem
MeBinstrument wiirde er demzufolge fir V =1/, 339, und fir

[22 Lp . A

S a%mhnggyza/?/ n
o
o

—> Johwingurgsausschlog @,
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V=1, 4%, betragen. Infolge der Dampfung wird, wie man aus
den Abb.142 und 154 ersieht, der Fehler ein wenig geringer. Trotz-
dem hat es z. B. beim Indikator keinen Zweck, das Imstrument sehr
stark zu dampfen, weil hierdurch eine Phasenverschiebung eintritt,
die das Diagramm entstellt. Nur in solchen selteneren Féllen, wo
diese Phasenverschiebung nicht stért, weil es sich z. B. nur um die
Ermittlung eines Hochstwertes handelt und es keine Rolle spielt, ge-
nau zu wissen, in welchem Moment dieser Hoéchstwert auftritt bzw.
wo es sich im wesentlichén um die Registrierung einer einfachen Sinus-
kurve handelt, kann man sich durch Dampfung helfen.

Um die Instrumente dieser Gruppe dynamisch fiir irgendeinen Ver-
wendungszweck richtig zu beurteilen, miissen wir zunichst wissen,
wie rasch die zu messenden GréBen wechseln. Im allgemeinen wird
das Zeitdiagramm der betreffenden GréBe aus einer Reihe von Har-
monischen bestehen, und es mufl dann die Forderung gestellt werden,
daB die Eigenfrequenz mindestens doppelt so hoch liegt wie die Fre-
quenz jener Harmonischen, welche unter den bedeutungsvolleren am
raschesten wechselt. Beim Indikator lauft dies, um eine leicht merkbare
rohe Faustregel zu geben, auf die Forderung hinaus, daf die Eigen-
frequenz mindestens 16 mal so hoch als die Drehzahl der betreffenden
Maschine sein soll. Es ist bekannt, dafl diese Forderung meistens
nicht erfillt wird. Wenn man das Indikatordiagramm nur zum Fest-
stellen des mittleren indizierten Druckes oder zur ungefihren Er-
kennung der Diagrammform benutzen will, so erscheint eine Milderung
obiger Forderung wohl zuldssig, nicht aber, wenn man z. B. bei Diesel-
motoren den Verbrennungshéchstdruck oder insbesondere den Verlauf
der Verbrennung wirklich genau ermitteln will.

Bei samtlichen Instrumenten der Gruppe II, bei welchen
die Tragheitswirkung einer schweren Masse béniitzt wird,
miissen wir umgekehrt mit der niedrigsten Frequenzzahl der zu
messenden Grofle wenigstens in doppelter Hiohe der Eigenfrequenz
des MeBinstrumentes uns befinden. )

Bei Instrumenten ohne Zuhilfenahme einer Massenwirkung darf
dagegen die Frequenz der hichsten noeh zu verzeichnenden Schwin-
gung hoehstens in halber Hohe der Eigenfrequenz liegen.

Von den Instrumenten der 3. Gattung, welche auf Grund der Reso-
nanz arbeiten, hat eigentlich nur das sog. Frahmsche Resonanz-
tachometer grole Verbreitung gefunden. In der allgemeinen Theorie
fiir MeBinstrumente ist auch die Theorie dieser MeBinstrumente bereits
mit enthalten.

Im folgenden soll noch ein Instrument behandelt werden, bei
dem die vorstehende Theorie und ihre Ergebnisse zwar auch gelten,
bei dem aber diese Theorie eines weiteren Ausbaues bedarf.
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Theorie des Vibrographen.

Beim Vibrographen ist eine exzentrische Masse vorhanden, welche
durch eine Feder in ihrer Gleichgewichtslage gehalten wird. Die trige
Masse ist auf einer Drehachse gelagert und kann samt der Feder so
verstellt werden, daf sie sowohl fiir Registrierung von Horizontal- als
auch Vertikal- als auch endlich beliebig schrig gerichteten Schwingungen
geeignet ist. Zwischen triger Masse und Umgebung entstehen beim
Auftreten von Erschiit-
terungen in der letzteren
Relativbewegungen. Die-
selben  werden durch
2 Winkelhebel und eine
Nadel mit entsprechender
Vergroflerung auf einen
Schreibhebel iibertragen.

Hinsichtlich der Theo-
rie des Instrumentes in-
teressiert uns hauptsich-
lich, ob die trage Masse
tatsichlich in Ruhe ver-
harrt bzw. bei welchen
Schwingungszahlen dies
der Fall ist. Da die triage
Masse, wie aus Abb. 155
hervorgeht, in D an die
Instrumentenachse ange-
lenkt ist und nur Dreh-
bewegungen um letztere
ausfithren kann, so er-
kennen wir sofort, daB
die trége Masse bei Er-
schiitterungen nicht als
Ganzes in Ruhe verharren
kann. Es wird vielmehr nur c¢in Punkt, der aber im allgemeinen mit
dem Schwerpunkt nicht identisch ist, in Ruhe bleiben. Eine weitere
Aufgabe unserer Rechnung ist es, die jeweilige Lage dieses Punktes
ausfindig zu machen.

Wir behandeln diese Theorie in einer von der bisherigen etwas
abweichenden aber ebenfalls elementaren Art, unter anderen um zu
zeigen, dal man nicht unbedingt bei elementarer Behandlung auf einen
einzigen Weg angewiesen ist, ferner weil die gewahlte Art fiir den vor-
liegenden Zweck am einfachsten sein diirfte.

Abb. 155. Schema der Anordnung der trigen Masse des
. Vibrographen.
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Wir wollen, um zu moglichst iibersichtlichen Ergebnissen zu gelangen,
in den folgenden Ausfithrungen den Einflu8 des Ubertragungsgestinges,
des Schreibzeugs, der einzelnen Reibungen und der Luftddimpfung
vorlsufig unberiicksichtigt lassen. Ferner wollen wir die Untersuchung
durchfithren fiir die Anordnung des Vibrographen mit horizontaler
Drehachse und jene Stellung der trigen Masse, die der Aufzeichnung
von horizontalen Schwingungen entspricht Siehe Abb. 155.

In Abb. 155 ist S der Schwerpunkt der trigen Masse, D ihr Dreh-
punkt, B derjenige Punkt, der bei der zu untersuchenden harmonischen
Schwingung in Ruhe verharrt (Ruhepunkt), U die Uhrfeder, welche
an der trigen Masse so befestigt ist, daBl an der Befestigungsstelle Mo-
mente iibertragen werden, M, ist das Drehmoment in cmg, das von
von der Uhrfeder ausgeiibt wird, wenn die Befestigungsstelle um den
Bogen 1 cm — am Radius 1 em gemessen — verdreht wird. G ist das
Gewicht der tragen Masse in g.

G . . . grsek?
M == ist die Masse derselben in =
g cm

Js = 2 (mr?) ist das Massentrigheitsmoment derselben, bezogen auf
den Schwerpunkt, gemessen in gem/sek?,

J, das auf den Drehpunkt bezogene Massentrigheitsmoment,

r, der Abstand des Schwerpunktes vom Drehpunkt,

a der Schwingungsausschlag in cm, welcher von der erschiitterten Um-
gebung dem mit ihr fest verbundenen Drehpunkt D aufgezwungen wird,

D, ist die Lage dieses Drehpunktes im Ruhezustande,

z die Entfernung vom Schwerpunkt bis zum Ruhepunkt,

o ist der zum Ausschlag a gehorende Winkel,

» sei die Schwingungszahl,

W= % y die zugehorige Kreisfrequenz.

Die Untersuchung beziehe sich nur auf Sinusschwingungen, da sich
verwickeltere Schwingungen jeweils in sinusférmige zerlegen lassen.

Um die Lage des Ruhepunktes zu finden, bedenken wir, daf in jedem
Moment alle an der trigen Masse angreifenden Krifte und Momente
im Gleichgewicht sein miissen. Die Krifte zerlegen wir in solche in
Richtung der Verbindungslinie DR und in solche senkrecht hierzu.
In Richtung DR wirkt die Komponente G'- cosx des Gewichtes,
welcher die am Drehpunkt D wirkende Auflagerkomponente das Gleich-
gewicht halt.

Senkrecht zu D R wirken:

1. die Massenkraft %w - o2, erzeugt durch den mit der Frequenz

v:%o - wechselnden Ausschlag o -z, welchen die trige Masse als

Ganzes ausfiihrt,
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2. die Gewichtskomponente G - sin o0 und

3. die Auflagerkomponente P.

Es besteht also die Beziehung
(I M- -w? e -z24[G- sine]=P.

Damit die Momente ebenfalls im Gleichgewichte sind, muf3 die Be-
dingung erfiillt sein:

(I1) Jyw2ae=P-r,+ My .

Um sich iiber die 2. Bedingung klar zu werden, brauchen wir nur
zu bedenken, dafl beim Einwirken von Momenten der Schwerpunkt
eines Korpers in Ruhe bleibt und der Korper sich lediglich um letzteren
dreht.

Durch Einsetzen des Wertes P aus Gleichung I in IT und Auflosen
der letzteren nach z ergibt sich:

_Jeowdta—[Gsina-r] — M,
M- w27, :

Da fiir kleine Winkel, um die es sich hier nur handelt, der sin «
gleich dem Bogen o ist, so kénnen wir, wenn wir den Bogen « gleich
der Einheit setzen, einfacher schreiben

, Jo-w?—[G 1] — M,
(111) e S I (117)
Ist nun der Wert z bekannt, so konnen wir die Lage des Ruhepunktes
und damit die wirkliche VergroBerung der registrierten Ausschlige
rasch angeben. _

Ist ndmlich die VergroBerung der beiden Winkelhebel, durch welche
bekanntlich beim Vibrographen die tangentiale Bewegung zunichst
in eine radiale und dann in eine axiale, in der Mitte der hohlen Dreh-
achse erfolgende, verwandelt wird, Vi, und ist die eingestellte Schreib-
hebelvergréBlerung Vg, ist ferner der Angriffspunkt des von der tragen
Masse beeinfluten Winkelhebels im Abstand 7, von der Drehachse,
so ist die wirkliche VergréBerung V der Ausschlige

V=" Ve Va . (118)

Daf} die Vergroferung um so gréfer wird, je kleiner z wird, erkennt
man ohne weiteres, wenn man bei gleichem Ausschlag a = DD, den
Ruhepunkt R sich um @ nach R, hin verschoben denkt.

Beim Betrachten von Gleichung IIT fallt uns auf, daf z und damit
die VergréBerung V abhingig sind von der Schwingungszahl. Um iiber
diese Abhéingigkeit einen klaren Uberblick zu bekommen, wollen wir
zundchst die Eigenfrequenz der trigen Masse ermitteln. Derselbe ist
dann vorhanden, wenn bereits bei den geringsten, dem Drehpunkt D
aufgezwungenen Ausschligen die triige Masse stark ins Pendeln kommt,
mit andern Worten, wenn z = — 7, ist.
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Fiir diesen Fall ergibt sich Gleichung IT unter Benutzung von I zu
Jyowl2+M-02r2=[G-r]+M,
oder, da J 4 M-12 =J, ist
: Jp-wl2=[Gr]+M,;

d. h. w,= l/Efi]%
Ja

und die Eigenfrequenz wird
) §Q.V G r]+ M, (119)
4 .
Weiter interessiert uns jene Schwingungszahl v, fiir die 2=10
wird, d. h. fiir welche der Ruhepunkt mit dem Schwerpunkt zusammen-
fallt. Nach Gleichung IIT wird hierfir

w2 = _Gﬁjj_% und
Js
. 2 309/16 n]+ M,
ry= L B (120)
Es besteht also die Beziehung:
Je JO
(IV) :}s =3

Bei der wirklichen Ausfithrung des Vibrographen ist J, ungefahr
4mal so groB als J,; v, ist also ~2-9,. Fir gegebene Verhéltnisse
konnen wir nun leicht den Wert z bzw.den Wert z 4 r, bestimmen.

Es wird aufgefallen sein, dal der Wert [G - 7] stindig in eckige
Klammern gesetzt war. Das ist absichtlich geschehen, um die Formeln

auch anwendbar zu machen, falls
nicht Horizontal- sondern Verti-

. kalschwingungen gemessen werden
sollen oder falls man sehr lang-
same Horizontalschwingungen mes-
sen will und aus diesem Grunde
die Drehachse des Vibrographen
lotrecht angeordnet hat. In diesen
beiden Fiallen fallt lediglich das
eingeklammerte Glied [G - r,] weg,
wahrend sonst alle Ausfithrungen
unverdndert bestehen bleiben.
Falls man Schwingungen, die
in schriger Richtung erfolgen, er-
Firosmasien” b Ermions s e el WiL 5s nach Abb. 156
Schwingungen. statt [ - r,] der Wert [G - cos 5 - 7,]

einzusetzen.

Wir kommen nun zur Beriicksichtigung des Schreibzeugs und des

Ubertragungsgestinges sowie der an ihm wirkenden Feder, die wir fiir
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dies eine Instrument etwas ausfithrlich behandeln wollen. Zunéchst die
letztere! Dieselbe greife auf dem Wege iiber die Winkelhebel an dem
im Abstande 7, befindlichen Punkte B der trigen Masse an. Siehe
Abb. 156b, aus der auch -die weiteren GriBen hervorgehen. Die
auf den Punkt B bezogene Federkraft sei (¥,). Wir verstehen hierbei
aber nicht den Absolutwert,
sondern die Zu- bzw. Abnahme
der Federkraft, wenn die trage
Masse um den Bogen 1, ge-
messen am Radius 1, gedreht
wird. Der Absolutwert halt
bereits im Ruhezustand mit
einer uns nicht weiter inter-
essierenden Auflagerkraft im
Drehpunkt D und einem von
der Uhrfeder hervorgerufenen
Drehmoment das  Gleich-
gewicht. Ebenso sei besonders
hervorgehoben, daBl M, nicht
das im Ruhezustande wir-
kende Drehmoment der Uhr-
feder, sondern die Zunahme
desselben bei Drehung um . L .
den Bogen 1 bedeutet. i A ramnsshebel hoim Vibrographen:

Diese Federkraft zerlegen
wir in eine Komponente ¥, - sin y in Richtung von DS und in eine Kom-
ponente F, - cos ¢ senkrecht hierzu.

Statt der Gleichungen I und IT ergibt sich nunmehr:

(Ta) M-w? e -z24+[G-sine]=P4 F,cosy -
(11a) Jowtao=P.r +M; «+F, - cosy-{r;-cosy—r)e

+F,-siny-r;-siny -«
=Pr+My - c«t+F,-rjo0—F,-r -«
=P-r.+My-a+F, (r;—r) .

Durch Einsetzen von P aus der Gleichung Ta in ITa ergibt sich:

Jowi=M- -0 zr +[Gr]+F, - cosy-r,+Myg+F, (r;—r,)

oder .
2 —T[0 ) — M, F.e oSy 7. — F (17—
(ITTa) z:Js ® [G-7]— M, Fgfggs/ re— F, « (ry ;g). (121)

Wir kommen nun noch zur Beriicksichtigung der Masse m, des
Schreibzeugs und des Ubertragungsgestinges. Sie wirkt am gleichen
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Radius 7, und unter dem gleichen Winkel auf die trige Masse ein.
Unter m, wollen wir hierbei gleich die auf Punkt B dynamisch,
d. h. im Quadrat des Ubersetzungsverhiltnisses reduzierte Masse
dieser Teile verstehen, wobei natiirlich zu beachten ist, daBl m, je
nach der eingestellten VergroBerung verschieden ist. Es ergibt sich
dann:

(Ib) M-0? -« z+[G-sine]=P—F,- CoSy - &+ m, - w?-[cosy 7
—(r,+2)] «
(Ib) J,-w?a=P-r,+Mzya+F, -(r,—7) -c¢—m, 0 ory-cosy
—(ry+2)] - (rp—r,).
Hierbei entsteht durch Einsetzen des Wertes P in Gleichung IIb:

Js w2 +m - a?(r;—r)-(ry-cosy —r)=M- 0%z r;—m, w? (cosy 1y
—r) r, G r)+F, - cosy-r +My+F,-(r;—r).
oder

(I1Ib) z = S @m0 (cosy -1y —ry) -1y [G 1] —Ma—F,-(cOS y 75+ 1y —

(M + m,)- w21,

Aus z ergibt sich dann die wirkliche VergroBerung. In Abb. 157
sind die so fiir verschiedene Schwingungszahlen errechneten VergroBe-
rungen fiir eine SchreibhebelvergroBerung 1:3 aufgetragen, und zwar
bezieht sich Kurve ¢ auf den Fall mit Zusatzmasse, schwacher Feder
und vertikaler Anordnung der Instrumentenachse, Kurve b
auf den normalen Fall ohne Zusatzmasse mit starker Feder,
horizontaler Instrumentenachse und auf die Einstellung
fiir Horizontalschwingungen.

Die Schwingungszahlen sind nicht in Absolutwerten,
sondern als Viel-
3 faches von der jewei-
LiH=72) ligen Eigenfrequenz
v, aufgetragen. Im
Falle a ist fiir eine be-
stimmte Ausfithrung
o L } . die  Eigenfrequenz
Abb. 157. Vibrograph. Abhingigkeit des VergroBerungsverhilt- . .
nisses ¢ mit ZusatzmafBe, Schwachfeder und vertikaler Achse"b 47/1]1111, imFalle b da-
ohne Zusatzmasse, mit Starkfeder und horizontaler Achse fiir .
Horizontalschwingungen. gegen 233/1]1111' Man
sieht, daB} die Vergro-
Berung schon von einer Schwingungszahl gleich dem doppelten Wert
der Eigenfrequenz an ungefihr konstant bleibt, dal dies aber recht
genau der Fall ist von der 4fachen Eigenfrequenz an.

BEs erschien mir angebracht, bei einem Instrument die Berechnung

im einzelnen, inshesondere unter Beriicksichtigung des Ubertragungs-

") (122)

7
VE
07,

A
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und Schreibgestéinges durchzufiihren, um an diesem Beispiel zu zeigen,
wie derartige Teile und etwa an ihnen wirkende Federkrifte in Rech-
nung zu stellen sind. Ganz &hnlich gestaltet sich die Beriicksichtigung
solcher Gestédngeteile auch bei andern Instrumenten.

Tachometer, Tachograph.

Mit der Theorie dieser Instrumente kénnen wir uns, soweit sie
Besonderheiten gegeniiber der allgemeinen Theorie der MeBinstrumente
in schwingungstheoretischer Beziehung bieten, kurz fassen, indem wir
auf unsere Ausfithrungen iiber Reglerpendelungen Seite 112 verweisen.
Genau so wie bei einem gew&hnlichen Regler zu der Anderung der
Federkraft fiir einen gegebenen Ausschlag aus der Gleichgewichts-
lage heraus noch eine der Federkraft entgegengesetzte Anderung der
Fliehkraft hinzutritt, so ist es auch beim Tachometer bzw. beim
Tachographen.

Wir denken uns iiber die gleichméiBige Drehbewegung von der
Drehzahl n der Tachographenwelle fiir unsere Untersuchung eine
sinusformige Drehwegschwankung vom Ausschlag a,, bezogen auf den
Abstand r der Fliehgewichte, welchen diese bei der Drehzahl » einneh-
men, gelagert. Diese Wegschwankung erfolge mit der Frequenz v.

Die zugehérige Geschwindigkeitsschwankung sei v = ap + *- " = ap*wp.

Durch diese Geschwindigkeitsschwankung entsteht an den Flieh-
gewichten eine zusédtzliche Fliehkraft von der Grofe
22 G3 .
Mmoo =m- = Op.

Diese harmonisch mit der Frequenz » wechselnde Fliehkraft bildet
eine auf die Fliehgewichte einwirkende erregende Krafs P.

Wir erhalten so in Anlehnung an unsere Untersuchungen iiber Regler-
pendelungen die Beziehung:
%P P

-

c-a—m-wt-a—M-wp-a=m

Hierbei ist m die Masse der Fliehgewichte, M die auf die Flich-
gewichte bezogene Masse des Anzeige- und Ubertragungsgestinges
einschlieBlich 1/, der Federn und der Fliehgewichte selbst. Man erhalt:

m«

r[e —mw? — M - wP] (123)

a=ap- - 0p-

Damit ist die Abhingigkeit des Ausschlags der Fliehgewichte von

dem Ausschlag a, der Tachographenwelle fiir verschiedene Frequenz-
zahlen gegeben.
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Kurze Beschreibung der wichtigeren Mefigeriite
fiir mechanische Schwingungen.

Die Zahl der auf diesem Gebiete bekannt gewordenen Apparate
ist verhaltnism&aBig recht gro, was ganz erklérlich ist, wenn wir daran
denken, in welch verschiedenartigen Gebieten der Technik mechanische
Schwingungen eine Rolle spielen. Hier soll nur von solchen MeBgeraten
die Rede sein, die bereits eine erhebliche Verbreitung erlangt haben
oder die ganz besonders zur Messung mechanischer Schwingungsvor-
ginge geeignet erscheinen.

Der Indikator.
Zur Untersuchung des Druckverlaufs im Zylinderinnern von Kolben-
kraftmaschinen aller Art sowie von Pumpen und Kompressoren und

endlich zur Feststellung der sog. indizierten Leistung, findet allgemein
der Indikator Anwendung.

Derselbe besteht aus einem federbelasteten Kolben, der iiber eine
Kolbenstange und ein Gesténge auf einen Schreibhebel einwirkt, an
dessen Spitze sich ein Schreibstift befindet, der den Druckverlauf der
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Kolbenmaschine mit geeigneter VergréfBerung auf eine hin- und her-
schwingende mit Papier bespannte Trommel aufzeichnet. Der Antrieb
der Trommel erfolgt durch ein an der betreffenden Kraftmaschine an-
gebrachtes Gestéinge so, daB die Trommel sich in derselben Weise bewegt
wie der Kraftmaschinenkolben. Manchmal wird allerdings mit Riicksicht
auf die Einfachheit des Antriebs darauf verzichtet, man sollte aber dann
unbedingt sich genau vergewis-
sern, wie grof} die Abweichungen
in der Proportionalitit zwischen
Trommel- und Maschinenkolben-
weg sind.

Das die Indikatorkolbenbewe-
gung auf den Schreibhebel iiber-
tragende Gesténge ist bei den ver-
schiedenen  Indikatorsystemen
verschieden. Am bekanntesten
und am meisten ausgefithrt ist
wohldasvonCrosbystammende,  Abb.159. Stabfederindikator nach Maihak.
das in Abb. 158 dargestellt ist?).

Das Gesténge dient bekanntlich dazu, um die geradlinige Kolben-
bewegung in eine vergroBerte, aber ebenfalls moglichst genau gerad-
linige Bewegung zu verwandeln. Der Indikator hat, wie wir im vorher-
gehenden Abschnitt gesehen ha-
ben, eine bestimmte Kigenfre-
quenz. Er wird um so richtiger §
arbeiten, je héher seine Eigen- |
frequenz liegt. Natiirlich hingt
dies auch von der Art des betref- §
fenden Druckverlaufes ab, bei |
Dampfmaschinen wird man weni-
ger dngstlich zu sein brauchen wie
bei Verpuffungsmotoren oder bei
Dieselmaschinen mit
direkter Einspritzung,
bei denen der Druck
sehr rasch ansteigt
und infolgedessen im

Druckzeitdiagramm |
die hoéheren Harmo- |
nischen eine groBere -
Rolle spielen. Die Lage der Eigenfrequenz sollte von den Indikator-

1) In Deutschland von den Firmen Maihak und Lehmann & Michels,
Hamburg, angefertigt.

i

Abb. 160.
Schwachfeder-Prizisionsindikator.
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firmen immer angegeben und am besten auf den FuB der jeweils
verwendeten Indikatorfeder aufgeschlagen werden, da sonst nur
zu leicht Irrtiimer entstehen kénnen. Man wende nicht ein, daf
Schwingungen im Diagramm insofern ein gutes Zeichen sind, als sie
beweisen, dall die Reibungen am Indikatorkolben usf. klein sind.
Ob die Reibung gering ist, erkennt man sehr gut auch auf andere Weise,

) ——

Abb. 161. Abb. 162.
Abb. 161 und 162. Diagramme eines Stabfederindikators bei hoher Drehzahl.

z. B. ob die Kompressionslinie schén gleichméfig ansteigt oder insbeson-
dere, wenn man den Indikator in Eigenschwingungen versetzt und die-
selben auf ein Papier verzeichnet. Trifft man hierbei die Vorkehrung,
daB das Papier gleichm#Big — aber mit gentigend grofer Geschwindig-
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