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Vorwort.

Dieses Buch ist hervorgegangen aus Unterrichtskursen, die ich seit einer Reihe
von Jahren im Zentrallaboratorium der Siemens & Halske A.-G. abhalte. Da
an diesen Kursen nicht nur an Hoch- und Fachschulen ausgebildete Ingenieure
und Physiker, sondern auch begabte Angestellte ohne regelrechte Ausbildung
teilnehmen, pflege ich nur geringe Vorkenntnisse insbesondere in der Mathematik
vorauszusetzen. Entsprechend braucht auch der Leser dieses Buchs von der
Trigonometrie, der Determinantentheorie, der analytischen Geometrie und der
Differential- und Integralrechnung nur das zu wissen, was er in jeder, auch der
kiirzesten, Darstellung dieser Gebiete findet. Ein Verzicht auf die Anwendung
der héheren Mathematik hat nicht in Frage kommen kénnen, weil die vor-
getragenen Theorien ohnehin nur dem bereits Vorgebildeten und Geiibten zu-
ginglich sind, und weil man heutzutage die nétigen Vorkenntnisse bei jedem vor-
aussetzen kann, der sich fiir die Theorie der Schwachstromtechnik interessiert.

Auch eine gewisse Vertrautheit mit den physikalischen Grundbegriffen und
den Problemen der Praxis setze ich durchaus voraus. Ich beginne zwar mit einer
kurzen Darstellung der physikalischen Grundbegriffe. Damit beabsichtige ich
aber keineswegs, Laien fiir die spiteren Abschnitte vorzubilden; ich mochte viel-
mehr die Aufmerksamkeit des Lesers auf solche fiir die Schwachstromtechnik
wichtige Punkte lenken, die er in den Lehrbiichern der Elektrizitatslehre entweder
iberhaupt nicht findet oder tiber die der Anfinger zunichst hinwegzulesen
pflegt.

Aus Riicksicht auf den Umfang des Buchs habe ich einen groBen Teil dessen,
was ich in meinen Kursen bringe, streichen miissen. Hiervon sind besonders die
MeBtechnik, die Rohrentechnik, die Elektroakustik und die Hochfrequenztechnik
betroffen worden.

Ich habe mich bemiiht, eine bei aller Kiirze leicht verstindliche Darstellung
der wichtigsten Begriffsbildungen und Entwicklungen zu geben. Im Vordergrund
steht immer das Interesse an der physikalischen Erscheinung und ihrer Erkldrung.
Nicht aufgenommen worden sind daher Ableitungen, die sich — soviel ich
sehe — nicht physikalisch durchsichtig darstellen lassen oder bei denen der mathe-
matische Aufwand in keinem rechten Verhiltnis zu der Wichtigkeit des End-
ergebnisses steht. Ich habe in solchen — immerhin seltenen -— Fillen auf die
ausfiihrlicheren Darstellungen verwiesen. Wer seine Kenntnisse iiber das von
mir Gegebene hinaus erweitern will, der sei vor allem auf das vorziigliche Lehr-
buch von Franz Breisig:,, Theoretische Telegraphie® (2. Auflage, Braunschweig:
Friedrich Vieweg & Sohn 1924) sowie auf die auBerordentlich klaren Original-
arbeiten von K. W. Wagner hingewiesen. Uber Teilgebiete findet man ausfithr-
liche Aufsitze meist aus der Feder von H. Schulz in der Zeitschrift ,,Tele-
graphen- und Fernsprechtechnik*.

Auch nach der Seite der praktischen Anwendungen hin habe ich mir Be-
schrinkung auferlegen miissen. Die eingestreuten Zahlenbeispiele sollen in erster
Linie der Veranschaulichung der allgemeinen Theorien dienen. Die Schaltbilder
sind durchweg als schematische Zeichnungen aufzufassen. Das Buch soll kein
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Handbuch sein, in dem der Praktiker alles findet, was er braucht; ein solches
konnte bei dem heutigen Stand der Fernmeldetechnik auch nicht mehr von
einem einzelnen, sondern nur in Gemeinschaftsarbeit vieler Verfasser geschaffen
werden.

Da das Buch ein Lehrbuch sein soll, habe ich den Stoff weniger nach logischen,
als nach didaktischen Gesichtspunkten gegliedert. Immer habe ich der nach
meiner Ansicht einfachsten Darstellung den Vorzug gegeben; es hat daher leider
auch manche in der geschichtlichen Entwicklung bedeutungsvolle Ableitung
fallen miissen. Umgekehrt ist manche lehrreiche Angabe stehengeblieben, auch
wenn ihre Bedeutung fiir die heutige Technik nicht mehr allzu groB ist.

Gar keinen Wert habe ich auf Vollstindigkeit der Literaturangaben gelegt.
Eine sehr reichhaltige Literatursammlung findet man z. B. in dem bekannten
Buch ,,Fernkabeltelephonie von A. Engelhardt (2. Auflage. Berlin-Schéneberg:
Dr. A. Tetzlaff 1930).

Meinen Kollegen, die die Freundlichkeit gehabt haben, einige Abschnitte des
Buchs durchzusehen, danke ich herzlichst fiir ihre wertvollen Ratschlige; der
Verlagsbuchhandlung fiir ihr Entgegenkommen und die jahrelang bewiesene
Geduld.

Berlin-Siemensstadt, im November 1931.

J. Wallot.
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I. Gleichstromschaltungen.

§ 1. Das Ohmsche Gesetz. Eine Bleisammlerbatterie werde durch einen
langen und diinnen Metalldraht geschlossen. In den Kreis sei auBerdem (Abb. 1)
ein ,,Silbervoltameter® eingeschaltet, d. h. ein Platintiegel mit Silbernitratldsung,
in die ein Silberstift hineintaucht. Dieser werde mit einer braunen Platte der
Batterie, der Platintiegel tiber den SchlieBungsdraht braun grau
mit einer grauen verbunden. Dann scheidet sich, wie _<$_|||||‘||||||;<__
die Beobachtung zeigt, auf dem Tiegel dauernd Silber 4500
ab, und zwar Sekunde fiir Sekunde dieselbe

Menge (Faradaysches Gesetz der Elektrolyse). P = Voltameter

Man stellt sich vor, daB durch das Voltameter
und den SchlieBungsdraht von der braunen Platte, SchlieBungsdraht
dem ,,positiven’ Batteriepol, zur grauen, dem ,,nega- Abb, 1.

tiven™, , Elektrizitit’‘ flieBt, und daB mit der be-

wegten Elektrizitdt von dem Silberstift auf den Platintiegel Silber wandert
und sich dort abscheidet. Die abgeschiedene Silbermenge nimmt man als An-
zeiger und MaB fiir die gedachte bewegte Elektrizititsmenge, indem man ihr
diese proportional setzt. Nennen wir die bewegte Elektrizititsmenge @, die ab-
geschiedene Silbermenge m, so diirfen wir den Ansatz machen:

Q = const m. (1)

Durch diese Festsetzung wird zwar nicht erklart, was die , Elektrizitits-
menge Q° ist; diese wird aber wenigstens vergleichbar gemacht: Zwei ver-
schiedene Elektrizititsmengen sollen sich nach (1) verhalten wie die Silber-
mengen, die sich in gleichen Zeiten mit ihnen abscheiden:

& _m
Q2 my’

Die mit dem negativen Pol der Batterie verbundene Elektrode des Voltameters heiBt
,,Kathode®, die andere ,,Anode*.

Verdindert man die Zahl der eingeschalteten Sammlerzellen, so beobachtet
man, daB die abgeschiedene Silbermenge und damit die in dieser Zeit durch
den Kreis geflossene Elektrizititsmenge nicht nur wie immer der Dauer des
Versuchs, sondern auch?! der Zellenzahl proportional ist. Man stellt sich deshalb
vor, jeder Sammlerzelle wohne eine ,,elektromotorische”, d. h. die Elektrizitit
in Bewegung setzende, Kraft (EMK) inne?; der beschriebene Versuch zeigt
dann, daB die in einer gegebenen Zeit ¢ flieBende Elektrizititsmenge der ge-
samten elektromotorischen Kraft E der Sammlerbatterie und der Zeit ¢ pro-
portional ist:

Q =constE¢. (2)

1 Bei konstanter Temperatur.
? Eine genauere Erklirung des Begriffs der elektromotorischen Kraft sparen wir uns
fiir spater auf (§ 38).

Wallot, Schwachstromtechnik. 1



9 Gleichstromschaltungen.

Das Verhiltnis der in einer Zeit ¢ geflossenen Elektrizititsmenge Q zu dieser
Zeit ¢ nennen wir die ,,Stromstirke I:

=% (3)

Der Versuch zeigt also, dal die Stromstirke einfach der elektromotorischen Kraft
der Batterie proportional ist:
I =const E.

Dieser Erfahrungssatz heit das ,,Ohmsche Gesetz'‘. Nach ihm verhalten
sich die Stirken der zustandekommenden elektrischen Stréme wie die ange-
legten elektromotorischen Krifte:

4L _E
I, E
§ 2. Widerstand und Leitwert eines metallischen SchlieBungskreises. Die in
dem Ohmschen Gesetz vorkommende Konstante setzt man gewdhnlich gleich

%und nennt die GréBe R den ,Widerstand des SchlieBungskreises”:

R=7. (4)

Der Widerstand eines Kreises ist hiernach gleich dem Verhéltnis einer an ihn
angeschalteten elektromotorischen Kraft zu dem Strom, den sie in ihm hervor-
bringt, und das Ohmsche Gesetz sagt, dall der so festgelegte Widerstand bei ge-
gebenem Schliefungskreis! konstant ist.

Es ist anschaulich und daher zweckmaBig, daB man der Proportionalititskonstante R
den Namen ,,Widerstand'‘ gegeben hat. Der Vergleich des elektrischen Widerstandes mit

mechanischen Widerstanden kann jedoch natiirlich seine Definition durch das Verhaltnis
der elektromotorischen Kraft zum Strom nicht ersetzen.

Den reziproken Wert des Widerstandes R, also den Wert G = %, nennt
man den ,,Leitwert” des Stromkreises.
§ 3. GroBengleichungen? Die Gleichungen (1):

Q = const m

und (4): .

R
sollen nach ihrer Herleitung kurze mathematische Ausdriicke sein fiir die Ver-
héltnisgleichungen

I:constE:%E:

G_m

Qz - my (5)
und

I E

S ©

Denn aus ihnen folgen diese Verhiltnisgleichungen unmittelbar. Die Gleichun-
gen (1) und (4) haben also einen bestimmten Sinn, ohne daB es nétig wire, Ein-
heiten fiir die GréBen Q, m, I, E festzusetzen. Denn die Werte von Verhilt-
nissen gleichartiger Grofen sind natiirlich unabhingig von der Wahl bestimmter
Einheiten.

1 Und konstanter Temperatur.
2 Vgl. AusschuB fiir Einheiten und FormelgréBen, ETZ 51, 586 und 622. 1930.
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Wir wollen ausdriicklich festsetzen, daB die Zeichen Q, m, I, E, R in symbo-
lischer Weise die physikalischen ,,GroBen” Elektrizititsmenge, Masse, Strom-
stirke, elektromotorische Kraft, Widerstand selbst bedeuten sollen und nicht
ihre Zahlenwerte bezogen auf schon festgesetzte Einheiten. Solche von der
Einheitenwahl unabhingige symbolische Gleichungen nennen wir ,,GroBen-
gleichungen. Mit nur wenigen Ausnahmen werden im folgenden nur GréBen-
gleichungen verwendet.

§ 4. Einheit der Stromstirke. Will man von irgendeiner gegebenen GroBe
aussagen, wie groB sie ist, so gibt es nur einen Weg: man wihlt eine andere
GroBe derselben Art als Vergleichsgrofe und sagt, wieviel mal groBer oder
kleiner die gegebene GroBe ist als die Vergleichsgréfe. Die VergleichsgréBen
nennt man meist ,,Einheiten’.

Als VergleichsgroBe oder Einheit fiir die Stirke eines elektrischen Stromes
kann man diejenige Stromstirke wahlen, bei der im Silbervoltameter Sekunde
fiir Sekunde 1,118 mg Silber ausgeschieden werden. Diese Vergleichsgrofe hat
den Namen Ampere erhalten (abgekiirzt A); sie ist die international eingefiihrte
Stromstédrkeneinheit des sog. ,,praktischen Systems'‘l.

Die Angabe ,,J = 12 mA" sagt also z. B., daB der Strom I 12mal so groB} ist wie der

Vergleichsstrom mA = 10-% A; der Strom I scheidet also in der Sekunde 12.1,118.10~% mg
= 13,416 ug Silber aus.

Nach unserer Herleitung kann die Angabe ,,x2 mA* als ein symbolisches
,,Produkt® aufgefalt werden. I ist die Stromstirke selbst, ,,x2* ihr ,,Zahlen-
wert” bezogen auf die VergleichsgréBe oder Einheit mA.

GroBengleichungen sind hiernach Gleichungen, bei denen die Formelzeichen
die symbolischen Produkte aus den Zahlenwerten und den Einheiten bedeuten.
Den Gegensatz zu ihnen bilden die ,,Zahlenwertgleichungen, bei denen die
Formelzeichen die Zahlenwerte der GroBen bedeuten, bei denen also fiir die
Formelzeichen nur der eine der beiden Faktoren des Produkts ,,Zahlenwert
mal Einheit” eingesetzt werden darf2.

§ 5. Einheiten des Widerstands und der tibrigen elektrischen GréB8en. Auch
fir den Widerstand eines Stromkreises hat man international eine Vergleichs-
groBe festgesetzt, und zwar nennt man den Widerstand, den ein Quecksilber-
faden gleichmaBigen Querschnitts von der Linge 1,063 m und der Masse 14,4521 g
bei 0° dem Strom entgegensetzt, ein ,,Ohm’ (£2). Das Ohm ist die Widerstands-
einheit des praktischen Systems.

Die ibrigen praktischen Einheiten werden in der einfachsten méglichen
Weise auf die beiden unabhingig festgesetzten Einheiten A und £ bezogen.
So ist die Einheit ,,Siemens’ (S) des Leitwerts nichts andres als der Leitwert
des zur Definition des Ohms benutzten Quecksilberfadens, die Einheit ,,Volt*
der eclektromotorischen Kraft nicht andres als die elektromotorische Kraft,
die in einem SchlieBungsdraht von 1 £ Widerstand einen Strom von 1 A her-
vorruft usw.

Einheiten, die wie die praktischen durch Beziehungen, in denen keine von 1
verschiedenen Zahlenfaktoren vorkommen, auf die Grundeinheiten (z. B. A und
£2) bezogen sind, heiBen ,,abgestimmte Einheiten. Zahlenwerte, die auf solche
abgestimmte Einheiten bezogen sind, diirfen unmittelbar in die GréBenglei-
chungen eingesetzt werden.

1 Die Wahl des Zahlenwerts 1,118 hat historische Griinde.
2 Zahlenwertgleichungen sind demnach nicht etwa einfach Gleichungen, in denen Zahlen-
werte vorkommen oder eingesetzt sind.

I*



4 Gleichstromschaltungen.

§ 6. Richtungs- und Vorzeichenregeln. Legt man bei dem Versuch des §r
den Stift des Silbervoltameters an den negativen, den Platintiegel an den posi-
tiven Pol der Batterie, so scheidet sich das Silber wieder an der Kathode ab,
diesmal also am Stift und nicht im Tiegel. Zwischen der Polung der Batterie
und dem Sinne, in welchem das Silber im Voltameter wandert, besteht demnach
ein physikalischer Zusammenhang. Definiert man als Richtungssinn des Stroms
den Sinn, in welchem das Silber wandert, als Richtungssinn der elektromoto-
rischen Kraft die Richtung vom mnegativen Pol durch die Batterie hindurch
zum positiven, so stimmt der Richtungssinn des Stroms erfahrungsgemis
mit dem Richtungssinn der elektromotorischen Kraft iiberein.

Diesen physikalischen Zusammenhang sucht man auch in den Gleichungen
zum Ausdruck zu bringen. Es sind zwei Verfahren im Gebrauch: Bei dem einen
versieht man die Formelzeichen des Stroms und der elektromotorischen Kraft
mit Doppelindizes (z. B. I,,); bei dem anderen ordnet man den Gleichungen
Schaltbilder mit ,,Zahlpfeilen” zul. Wir benutzen fast immer das zweite Ver-
fahren. Es ist wohl zu beachten, daB3 die ,,Zdhlpfeile” fiir sich allein nichts
iber die wirkliche Richtung des Stroms oder der elektromotorischen Kraft
aussagen. Es soll lediglich das Folgende gelten: Wenn der Zahlenwert irgend-
einer GroBe positiv ist, dann soll sie die Richtung ihres Zihlpfeiles haben; wenn
er negativ ist, die umgekehrte Richtung. Die Zihlpfeile verkniipfen also nur

7 die Vorzeichen solcher GréBen, denen in der Wirklichkeit Rich-
tungssinne zukommen konnen, mit ihren Richtungssinnen.

Aus diesen Festsetzungen folgt, daB das Ohmsche Gesetz fiir
einen Kreis mit positivem Widerstand R nach Abb. 2 in der Form

E=RI,

.—.)'\,’
>

nach Abb. 3 in der Form
E= —-RI

geschrieben werden mufB. Denn nur dann stimmen, wie es der Erfahrung ent-

spricht, die wirklichen Richtungssinne des Stroms und der elektromotorischen
Kraft miteinander iiberein.

Den Richtungssinn einer positiven EMK kann man statt durch einen

Zahlpfeilauch durchein besonderes Batterie-
zeichen andeuten. Nach internationaler +

%4 Festsetzung ist an Stelle des in den _..@_ ._||.__ ;h_

Abb. 2 und 3 gebrauchten Zeichens ) c
Abb. 4a das Zeichen Abb. 4b (Kurzbild a
Abb. 3. des Daniellelements) zu benutzen. Das Abb. 4.
Zeichen Abb. 4c¢ (Kurzbild des Bunsen-
oder Leclanchéelements), das dem deutschen Gebrauch entspricht, ist ebenfalls gestattet;
die beiden Vorzeichen diirfen aber nicht weggelassen werden.

§ 7. Die Abhingigkeit der Stromstirke von den Eigenschaften des Schlie-
Bungsdrahts. Verindert man die Linge / und den Querschnitt F des die Strom-
quelle schlieBenden Metalldrahts, so zeigt der Versuch, daB sich die Stromstérke
dem Querschnitt direkt, der Lange umgekehrt proportional mitindert:

Abb. 2.

-ty

I=x£;—E. (7)

Der Leitwert des SchlieBungsdrahts kann also gleich

G=n, (8)

1 Vgl. Bloch, O.: Die Ortskurven der graphischen Wechselstromtechnik, S. 7. Ziirich1917.



Kirchhoffsche Regeln. 5}

sein Widerstand gleich
|
R=_—+% (9

gesetzt werden. x ist eine neue Proportionalititskonstante, die, wie der Versuch
zeigt, von der GroBe und Gestalt des SchlieBungsdrahts unabhingig, von der
Art des Metalls, aus dem er hergestellt ist, und von der Temperatur dagegen
abhingig ist. Sie heiBit ,,Ieitvermdgen® oder , Leitfahigkeit” des Metalls; ihr
reziproker Wert ,,spezifischer Widerstand™ o.

Die hier angegebenen einfachen Beziehungen (8) und (9) gelten nur fiir
Drihte (,lineare Leiter”).

Fiir die Leitfahigkeit ist die Einheit Sm/mm?2, fir den spezifischen Widerstand die Ein-
heit wf2 cm geeignet. Fir Kupfer z. B. soll bei 20° nach internationalen Festsetzungen
» = 58 Sm/mm2, ¢ = 17,24 u£2 cm sein.

§ 8. Widerstand von Leitungen. In der Theorie der Leitungen ist es iiblich,
unter / den Abstand der verbundenen Punkte zu verstehen. Der Gesamtwider-
stand von Doppelleitungen ist daher nach der Formel

21
R = %—F (IO)
zu berechnen. Bei Einfachleitungen ist der Widerstand des Riickwegs, der
durch die Erde verlduft, bei guter ,,Erdung‘ als sehr klein anzusehen, so daB
fiir sie auch mit der neuen Bedeutung des Buchstabens / die friithere Formel (g)
gilt.
Nach (10) und (g} ist der Widerstand der Leitungen ihrer Linge proportional.
Den Koeffizienten von I:

I
oder ';1—;. =

(x1)

nennt man ,,Widerstand der Lingeneinheit’ oder: ,,auf die Lingeneinheit be-
zogenen Widerstand‘‘ oder kurz: ,,bezogenen Widerstand‘; er ist, wie man sieht,
nur von Dicke und Leitfihigkeit der Drihte abhingig.

R
T

Beispiel. Fiir eine 2-mm-Bronzefreileitung (Zahlenwert der Leitfahigkeit: 53) wird der
Widerstand der Lingeneinheit

R 2 mm? 2 Q Q
7= s3Sm-mmla  szam Pkm’

§ 9. Isolationswiderstand von Leitungen. Auch den Isolierstoffen kommt eine
gewisse Leitfihigkeit zu. Der Isolationswiderstand einer Leitung kann jedoch
im allgemeinen nicht so einfach berechnet werden wie der Widerstand der Lei-
tungsdrihte selbst; denn die Bahnen, die die Stréme durch die Isolierstoffe
hindurch einschlagen, sind mathematisch schwieriger zu erfassen.

Eines ist jedoch leicht einzusehen: der Isolationswiderstand ist der Leitungs-
lange nicht direkt, sondern umgekehrt proportional, da den Strémen ein um so
groBerer Querschnitt zur Verfiigung steht, je linger die Leitung ist. Als Isola-
tionswiderstand der Lingeneinheit oder bezogenen Isolationswiderstand be-
zeichnet man daher das Produkt R/. Da die bezogenen Isolationswiderstinde
meist sehr hoch sind, wihlt man gewdhnlich die Einheit MQkm (= 10%Qkm).

Bei der Messung von Isolationswiderstinden ist zu beachten, daB sie von der Dauer
der Anlegung der elektromotorischen Kraft abhingen. Die gewdhnlichen Angaben beziehen

sich auf den Fall, da8} die stromerzeugenden elektromotorischen Krafte mindestens eine Minute
angeschaltet werden.

§ 10. Kirchhoffsche Regeln. Die in der Praxis vorkommenden Gleichstrom-
schaltungen stellen hiufig verwickeltere , Netzwerke” aus Drihten (linearen
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Leitern) dar; sie bestehen aus ,,Zweigen, die in , Knoten zusammenlaufen
und in sich geschlossene ,,Maschen bilden kénnen. Zur Berechnung der Striéme,
die in solchen Netzwerken entstehen, wenn man in einige oder alle Zweige kon-
stante elektromotorische Krifte einschaltet, dienen die Kirchhoffschen Regeln.

Wir denken uns willkiirlich Zahlpfeile und Maschen-Umlaufsinne festgesetzt
(§6). Dann besagen die Regeln:

a) ,,Knotenregel”: Fiir jeden Knoten ist die Summe der Stréme gleich
Null. Dabei sind die Stréme mit Zihlpfeilen ,,nach dem Knoten hin‘ mit dem
entgegengesetzten Vorzeichen zu versehen wie die Stréme mit Zihlpfeilen ,,von
dem Knoten weg".

b) ,,Maschenregel”: Fiir jede Masche ist die Summe der elektromoto-
rischen Krifte gleich der Summe der fiir die einzelnen Zweige der Masche be-
rechneten Produkte ,,Widerstand mal Stromstirke®. Dabei sind die elektro-
motorischen Krifte und Stréme mit Zihlpfeilen entsprechend dem Maschen-
umlaufsinn mit dem entgegengesetzten Vorzeichen zu versehen wie die elektro-
motorischen Krifte und Stréme mit Zahlpfeilen entgegen dem Maschenumlauf-
sinn.

Die Knotenregel ist ein Ausdruck fiir die Erfahrung, daB an keiner Stelle
eines Drahtes Elektrizitit eines Vorzeichens neu entstehen oder vollig ver-
schwinden kann.

Die Maschenregel ist eine Verallgemeinerung des Ohmschen Gesetzes. Um
sich mit ihr vertraut zu machen, vergleicht! man bekanntlich das FlieBen
der Elektrizitit durch ein Netzwerk mit dem FlieBen des Wassers durch ein
System von Réhren. Wenn das Wasser in einem solchen System bestindig
kreisen soll, muBl es nach dem Heruntersinken durch Pumpen immer wieder
von neuem gehoben werden. Entsprechend stellt man sich vor, daB die Elektri-
zitit in den Widerstinden der elektrischen Kreise allmihlich von héheren ,,Po-
tentialen zu niedrigeren herabsinkt und daB es die in die Kreise eingeschal-
teten elektromotorischen Krifte sind, die fortlaufend fiir den Wiederersatz der
in den Widerstinden ,,vernichteten’ Potentialunterschiede sorgen.

Aus dieser Vorstellung folgt die Maschenregel, wenn man festsetzt, daB die
Elektrizitit, wenn sie mit der Stromstirke I durch einen Widerstand R {flieBt,
an ,,Potential'* den Betrag R1 verliert. Der gesamte Potentialfall in einer Masche
ist dann 3RI; und die Maschenregel behauptet, daB dieser Gesamtfall durch
die Summe der elektromotorischen Krifte 3 E gerade wieder ersetzt wird.

Statt ,,Potentialunterschiede’ sagt man auch ,,Spannung®. Die Summe der
elektromotorischen Krifte in einer Masche ist also gleich der Summe der Teil-
spannungen, die an den einzelnen Zweigen der Masche liegen.

DaB in den einzelnen Zweigen im allgemeinen verschiedene Strome flieBen, ist
kein Hindernis fiir die hier auseinandergesetzte Vorstellung. Die einzelnen Potentialunter-
schiede setzen sich additiv zusammen wie im Falle des Wassers die einzelnen Héhenunter-
schiede; und wie ein bestimmter Punkt nur auf einer einzigen Hgéhe liegen kann, ebenso

kann einem bestimmten Knotenpunkt nur ein einziges Potential zukommen. Wéare es nicht
so, so hitte die Potentialvorstellung keine Berechtigung?2.

Ebenso wie fiir das Ohmsche Gesetz ist auch fiir die Kirchhoffschen Regeln
die Konstanz der Widerstinde wesentlich. Die Gleichungen, die sich aus ihnen
ergeben, sind hinsichtlich der Stréme und Spannungen ,linear”. Deshalb nennt
man auch die Netzwerke, die sich aus strom- und spannungsunabhingigen
Widerstinden zusammensetzen, ,lineare Netzwerke.

1 Ausfiihrlichere Erliuterungen im Abschnitt TI. 2 Vgl. §36 und 77.
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§ 11. Klemmenspannungen. Wenn das Potential mit der Hohe eines Punktes
tiber einem Nullpegel verglichen werden kann, so geht daraus schon hervor, daB
die Spannung U als Potentialdifferenz ebenso wie die elektromotorische Kraft
und der Strom eine GréBe mit Richtungssinn ist.

Wir wollen festsetzen, daB sie, wenn die Elektrizitit mit der Stirke I durch
einen Widerstand R flieBt, physikalisch den Richtungssinn der Stromstirke
hat, also den Richtungssinn von dem héheren Potential nach dem niedrigeren hin.

7 Fiir die Schaltung und die Zahlpfeile der Abb. 5 gilt 7
7| daher:
| U=RI, (12) :
% ¥ R 7]
f fiir die Schaltung und die Zihlpfeile der Abb. 6 da- v
5 gegen: '2
Abb. 5. U=—RI (1) pos.

Diese beiden Gleichungen kénnen auch nach der Maschen-

regel sofort hingeschrieben werden. Man braucht nur jedesmal durch eine Hilfslinie von 1
durch den AuBenraum nach 2 eine geschlossene Masche herzustellen. Da keine elektromotori-
schen Krifte vorhanden sind, ergibt sich im Falle der Abb. 5
o=—U-+RI, I7

im Falle der Abb. 6 R |
o=U-+RI, v

|

beides genau wie vorher. £ X
Ly,

Wie man sieht, kann die Maschenregel auch auf offene Strom-
kreise angewendet werden, wenn man deren Liicken durch Span-  Abb.7
nungen iiberbriickt.

Fiigt man dem Widerstand der Abb. 6 noch eine elektromotorische Kraft E
zu (Abb. 7), so ergibt die Maschenregel

E=RI4 U,
oder auch
U=E—RI. (14)

Die ,,Klemmenspannung einer solchen Stromquelle ist daher gleich ihrer
elektromotorischen Kraft E, vermindert um ihren inneren Potentialabfall RI.

In der Fernmeldetechnik ist es iiblich, die Pfeile der Strome und Spannungen bei den
Stromquellen und den AbschluBwiderstinden, die man gewdhnlich ,,Verbraucher nennt,
so zu wiahlen, wie es in den Abb. 5 und 7 geschehen ist. (14) kann daher als Grundgleichung
der Stromgquelle, (12) als Grundgleichung des Verbrauchers angesehen werden.

§ 12, Zweipole: Zwei Widersténde hintereinander (in Reihe, Serie). Die Span-
nung U zwischen den beiden Endpunkten (Endklemmen) einer Hintereinander-
schaltung von zwei Widerstinden R; und R, (Abb. 8) setzt sich nach der
Maschenregel additiv aus den beiden Teilspannungen an R; und R, zusammen:

U=R,I+R,I= (R, +Ry)I. (15)

(Nach der Knotenregel flieBt ja durch die beiden Widerstinde
derselbe Strom.)

Die Teilspannungen U; = R;I und U, = R,I an den A, Ry
Widerstinden R; und R, verhalten sich wie diese:
Uy _ &y
'72 = 72—2 . (I6)
Wir nennen jede solche Zusammenschaltung aus stromunabhéngigen Wider-
stinden mit zwei Endklemmen (Polen) einen , linearen Zweipol“. Unter ihrem

Abb. 8.
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»Scheinwiderstand oder auch ,,inneren Widerstand‘ R verstehen wirl das Ver-
haltnis ihrer , Klemmenspannung* zu ihrem ,,Klemmenstrom, also das Ver-

hiltnis —IZ Fiir die Hintereinanderschaltung gilt hiernach [vgl. (15)]:

R =Ry 4 Ry; (x7)

durch Aneinanderreihung von Drahtspulen kann man also Widerstinde von
jeder beliebigen GroBe herstellen.
Der Scheinleitwert einer Hintereinanderschaltung ist natiirlich

T R 1 . 1 _ G4Gy
G—?—W_R1+Rz_ I 1 GGy (x8)
G Gy
§ 13. Zweipole: Zwei Widerstinde nebeneinander (parallel). Auch zwei parallele
Leitwerte (Abb. g) bilden zusammen einen Zweipol. Der in ihn hineinflieBende

Strom I setzt sich nach der Knotenregel additiv aus den

& beiden Teilstréomen durch G, und G, zusammen:
I=G U4 GU=(G+Gy)U. (19)
Afi (Die Spannung zwischen den beiden Enden von G, und G, ist
. 0.

nach der Maschenregel dieselbe.)
Die Teilstréme I; =G,U und I, =G,U durch die Leitwerte G; und G,
verhalten sich wie diese:

I G
i = é (20)
Der Scheinleitwert der Parallelschaltung ist
I G G, U
G=ﬁ:(l+U2) =G1+G2; (21)

durch Parallelschalten von Drahtspulen kann man also Leitwerte von jeder
beliebigen Grofe herstellen. Der Scheinwiderstand ist natiirlich
o 1 . I Ry R,
R_E—G1+G2_ T 1 R+ Ry (22)
N

§ 14. Widerstand und Leitwert parallel. Oft hat man den Scheinwider-
stand W einer Parallelschaltung eines Widerstandes R und eines Leitwertes G
zu berechnen. Man tut gut daran, sich die sehr einfache Formel:

£ R.1/G R
S W= g6 =17 rG (23)
die fiir diesen Fall gilt, ein fiir allemal zu merken.
I, Der Scheinwiderstand ist also gleich dem Widerstand,
G, I, G dividiert durch die Summe aus der Zahl 1 und dem

Produkt aus Widerstand und Leitwert.

5 G § 15. Verbindung von Reihen- und Parallelschaltung;
L33 qnf Spannungsteilung. Eine Stromquelle £ sei geschlossen
Abb. 10, durch die Reihenschaltung eines Leitwerts G; und einer
Parallelschaltung zweier Leitwerte G, und G, (Abb. 10).

Dann gelten nach § 12 und 13, wenn ¢ eine Proportionalititskonstante ist, die

1 Diese recht zweckmiBige Definition des Begriffes ,,Scheinwiderstand‘ beginnt sich
erst in der neueren Zeit mehr und mehr durchzusetzen. Vgl §94.
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Gleichungen:
I, =c¢Gy, Iy = cG;, (24)
. Gy (Gy + Gy) o _
Il—mGsE—Iz+I3—c(Gz+G3), (25)
also nach Ausscheidung der Konstante c:
GG = GG
L=¢raraf L=averal (20)
Fiihrt man an Stelle der Leitwerte die Widerstinde ein, so erhilt man
Rp 1 By
- E
L RyRy+ RyRy+ Ry Ry’
= Ry
L= p TR TR R (27)
I, i E.

T Ry Ry Ry Ry + Ry Ry

In den Nennern steht die Summe aller Produkte zu zwei Faktoren, die man aus
den drei Widerstinden (ohne Wiederholung) bilden kann.
Wir interessieren uns besonders fiir die Spannung U, zwischen den Enden

des Widerstandes R;:
U= R [, —— 22 __F. (28)

R R
Ry + Ry 22

Wenn die Widerstinde R, und R, wesentlich kleiner sind als R, so gilt fir
die Spannung U, angendhert:
.
s R+ R,
An einem konstanten Gesamtwiderstand R; + R, kann man also eine be-
liebige —- jedoch natiirlich unter E liegende — Spannung U, ,,abzapfen’, die
dem Widerstand R,, an dem man abzapft, nahezu proportional ist. Ein Wider-
stand, an dem man in solcher Weise abzapfen kann, heifit ,,Spannungsteiler;
die Gleichung (29) nennen wir auch die ,,Spannungsteilergleichung®.

E. (29)

Die Spannung U} = —~2———, die sich nach (28) bei unendlich groBem
Ry + R,

Widerstand R; an den Enden des Widerstandes R, einstellt, heiBt die ,,Leer-
laufspannung® der Spannungsteilerschaltung. Sie ist zugleich die Spannung am
Widerstande R, vor dem Anlegen eines endlichen Widerstandes R;.

Fithrt man statt der Widerstinde Leitwerte ein, so nimmt die Spannungs-
teilergleichung nach (26) oder (29) die Form

&
V=g tar (30)

an.
Obgleich die Spannung an R, gemil (28) nach dem An-
legen eines endlichen Widerstandes R; eine andere ist, kann
man den Strom I;, der in R; entsteht, in sehr einfacher
Weise aus der Leerlaufspannung U} berechnen. Bezeichnet

: . . R, R Abb. 11.
man ndmlich mit R, (Abb. 11) den Widerstand — f*_ }2?,

1 2
zwischen den Abzapfdrihten lige, wenn die elektromotorische Kraft E gar
nicht da wire, so gilt, wie wir behaupten,

_ Uy
L=s 1w’ (31)

1 1
lé—ﬁi-—--)'
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d. h. der Strom kann berechnet werden, als ob die Leerlaufspannung U} (also
nicht die elektromotorische Kraft £) wirkte und nur die Widerstinde R; und R,
in Reihe vorhanden wiren. Der Beweis ergibt sich unmittelbar durch Einsetzen.
Fiir ihre Wirkung nach auBen kann die Spannungsteilerschaltung demnach
durch die einfachere Schaltung Abb. 12 ersetzt werden.

. § 16. Zweipol und Zweipolquelle; Grundgleichungen. Wir haben

-V im § 12 eine beliebige in zwei Klemmen endigende Zusammen-

7 schaltung von stromunabhingigen Widerstinden einen linearen

#. Zweipol genannt. Die Wirkung eines solchen Zweipols nach auBen

* hin 148t sich durch einen einzigen Parameter, seinen Scheinwider-

--y-- stand oder inneren Widerstand beschreiben; dieser ist definiert

Abb. 12, durch das Verhiltnis der Klemmenspannung zum Klemmenstrom.

Ahnlich nennen wir eine beliebige in zwei Klemmen endigende

Zusammenschaltung von stromunabhingigen Widerstinden und elektromoto-
rischen Kraften eine ,lineare Zweipolquelle*.

Jede lineare Zweipolquelle kann (wie die Spannungsteilerschaltung) durch
zwei Parameter gekennzeichnet werden, durch ihre Leerlaufspannung U? und
ihren inneren Widerstand R,. Die Leerlaufspannung ist die Spannung, die man
an den Klemmen mit einem ,statischen” Spannungsmesser oder mit einem
Spannungsmesser sehr hohen Widerstandes mift; unter dem inneren Wider-
stand R; der Zweipolquelle wollen wir das Verhiltnis ihrer Leerlaufspannung U?
verstehen zu dem Strom I*, der durch ihre Klemmen flieBt, wenn man sie kurz
schlieft:

Ut
R, = 1. (32)

Ist R der Scheinwiderstand eines linearen Zweipols und bedeutet U die

Klemmenspannung, I den Klemmenstrom, so gilt selbstverstindlich die Beziehung

I U=RI, (33)

,1 2 y die man die ,,Grundgleichung des Zweipols” nennen kann.
% v Bei der linearen Zweipolquelle (Abb. 13) liegen die Dinge
7 etwas verwickelter. Man kann leicht feststellen, daBl die durch

Abb. 13, die Kirchhoffschen Regeln zur Verfiigung gestellten Gleichungen
auch bei dem kompliziertesten abgeschlossenen Netzwerk gerade
ausreichen, um die Stréme in simtlichen Zweigen zu berechnen. Denkt man
sich also die lineare Zweipolquelle durch einen linearen Zweipol vom Schein-
widerstand R abgeschlossen, so wire der Klemmenstrom I, wenn der Aufbau
der Schaltung im einzelnen bekannt wire, vollstindig berechenbar als Funk-
tion einerseits der Widerstdnde und elektromotorischen Krifte der Zweipol-
quelle, anderseits der Widerstinde des abschlieBenden Zweipols. Nun gilt
aber immer die Gleichung (33); ersetzt man also in der gedachten Gleichung
fiir I die Widerstinde des Zweipols durch U/I, so erhilt man eine Beziehung
zwischen der Klemmenspannung U und dem Klemmenstrom I, in der nur
noch die Widerstinde und elektromotorischen Krifte der Zweipolquelle
vorkommen. Diese Beziehung muB linear sein, da es die Kirchhoffschen
Regeln sind; man kann daher schreiben

U=a+0l. (34)

Nun geht nach Definition bei Leerlauf (I = o) die Klemmenspannung U in die
Leerlaufspannung U? iiber; daraus folgt @ = U’ AuBerdem wird bei Kurz-
schluB (U = o) der Klemmenstrom zum KurzschluBstrom I*:

o=a+bI*=U'+ bk,
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so daB nach der Definition des inneren Widerstandes

Ut
b= — 7= —R; (35)
wird. Fiir jede lineare Zweipolquelle gilt daher die Beziehung
U=U'—R,I; (36)

wir nennen sie die Grundgleichung der Zweipolquelle.

Die Gleichungen (33) und (36) entsprechen den Gleichungen (12) und (14)
des § 11, sind aber viel allgemeiner als diese.

§ 17. Zusammenschaltung von Zweipol und Zweipolquelle. SchlieBt man die
Zweipolquelle U, R, durch den Zweipol R ab, so werden U und I, beide GréSen
fiir sich, berechenbar: Es wird nach (36) U = U? — R,U/R oder

R
UZR,.-}-EUZ (37)
und daher
[=_Y" 8
TR, +R° (38)

Diese fast selbstverstindlich erscheinenden Gleichungen! erlauben hiufig
selbst verwickeltere Schaltaufgaben zu 16sen, ohne daBB man die Kirchhoffschen
Regeln ausdriicklich ansetzen miifte. (Ein Beispiel fiir eine solche abgekiirzte
Berechnung haben wir schon in § 15 kennengelernt). Die Fruchtbarkeit der
Gleichungen riihrt davon her, daB sich die Parameter U? und R; in vielen Fillen
nach ihren Definitionen unmittelbar ergeben.

Die im § 15 benutzte Definition des inneren Widerstandes als des Wider-
standes der Zweipolquelle bei kurzgeschlossenen elektromotorischen Kriften
folgt natiirlich ohne weiteres aus der Grundgleichung (36).

§ 18. Kompensationsverfahren. Wir denken uns zwei in sich abgeschlossene
Zweipolquellen (Abb. 14) mit den Klemmen rz und 34 gegeben und die Klem-
men 7 und 3 durch den Widerstand R,;, die Klemmen 2 und 4 durch den Wider-
stand R,, verbunden. Dann wird natiirlich im allgemeinen
ein Strom I durch die Klemmen flieBen, der im Drahte 13

dieselbe Stirke hat wie im
7 L5 Drahte 42. R
) UﬁUL' : Es seinun gelungen, durch
Qu. | e /?Z G | pu Veriinderungeg an %en Zwei- y
—nr—; polquellen den Klemmen-
IA:; strom I zum Verschwinden
S zu bringen. Dann ist nach
der Maschenregel: Uy = Uty = UY, = U,,, (39)

einerlei wie groB die Widerstinde Ry, und R,, gewihlt sind. Ist also z. B. die
Spannung U}, verinderbar und ihr Wert ablesbar, so hat man ein Verfahren
zur Bestimmung einer beliebigen (Leerlauf-) Spannung Ul,: Sie ist gleich der
Spannung U},, fiir die der Klemmenstrom verschwindet. Die Spannung im
Augenblicke der Einstellung ist natiirlich identisch mit der Spannung vor dem
Anlegen der MeBschaltung.

Da sich die Spannungen U, und U,, im Augenblicke der Einstellung gerade
aufheben, nennt man das Verfahren ,, Kompensationsverfahren*.

Auf ihm beruht eine auBerordentlich bequeme und genaue Methode der
Widerstandsmessung. Man kompensiert zuerst (Abb.15) an den Enden des

! (38) ist abgeleitet bei H. Helmholtz: Pogg. Ann. 89, 211 (1853).

Abb. 15.
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unbekannten Widerstandes R, dann an den Enden eines genau bekannten
Normalwiderstandes N. Als , kompensierende’ Zweipolquelle verwendet man
meist einen genau gearbeiteten, durch eine elektromotorische Kraft E betrie-
benen Spannungsteiler (,, Kompensationsapparat). Dessen LeerlaufspannungU%,
ist nach § 15 proportional dem Widerstand zwischen den Punkten 3 und 4, an
denen man ,,abzapft”. MuBl man diesen Widerstand bei der Kompensation an
R gleich R;, wihlen, bei der Kompensation an N dagegen gleich Rj,, so gilt

R R

d. h. der Zahlenwert des Widerstandes bezogen auf N als Einheit ist
gleich dem Verhidltnis der Widerstinde des Spannungsteilers, an denen man

abzapfen muf3, um den Klemmenstrom verschwinden c
zu lassen.
Schaltet man den Kompensationsapparat an A N
Stelle des Normalwiderstands 4

(Abb. 16), so braucht die kom-

4 pensierende Zweipolquelle nicht Af—% # 5 8
7.3 geeicht zu sein: Man kompen-
(/{o/”ﬂ/"-fqﬂ/z) gu. | siert zuerst an R, dann bei un- .
2 gednderter kompensierender + L;! -
Abb. 16. Quelle an demjenigen Bruchteil o

von N, an dem dieselbe Span-
nung liegt wie an R. Bei diesem — einfachsten — Verfahren ist R gleich dem
abgegriffenen Bruchteil von N.

§ 19. Wheatstonesche Briicke. Die ,,Wheatstonesche Briicke” dient zum
Vergleich von Widerstinden, Abb. 17 zeigt ihre einfachste Form. A B ist ein
blanker ,,MeBdraht, N ein bekannter, R der unbekannte Widerstand. Der
MeBdraht und die Hintereinanderschaltung R + N bilden zwei parallele Zweige,
die von einer Stromquelle E gespeist werden. Von dem Punkte C geht ein bieg-
samer Draht aus, dessen Ende K auf dem MeBdraht schleifen kann.

Man verschiebt den Kontakt K auf dem MeBdraht, bis der Strom in der
,,Briicke” CK gleich Null geworden ist. Dann flieft in R und N derselbe
Strom I;, in & und & derselbe Strom I,, und nach der Maschenregel gilt:

RI,—al,=o0, }

NI,—bI,—o. (41)

Diese Gleichungen kénnen als ,,homogene’* lineare Gleichungen mit den Unbe-
kannten I, und I, aufgefaB8t werden; sie sind miteinander nur vertriglich, wenn
ihre Determinante verschwindet, d. h. wenn

R
N %- (42)

Der unbekannte Widerstand R kann demnach aus dem bekannten NV und
aus dem gemessenen Verhiltnis a/b berechnet werden. Dieses ist bei gleich-
miBigem MeBdraht gleich dem Verhéltnis der Drahtldngen.

§ 20. Bestimmung der Lage eines Erdschlusses in einer Kabelader. Hat eine Kabelader
vom Widerstande R; ErdschluB, so kann man sie mit einer fehlerfreien Ader! vom Wider-
stande R, zur Schleife schalten und den Erdschlu8 nach Abb. 18 als Teil des Speisezweigs
einer Wheatstoneschen Briickenkombination benutzen. Macht man 7, oder 7, verinderbar

1 Damit nicht alle Adern gleichzeitig ErdschluB haben, bringt man in den Kabeln
haufig Adern unter, die durch einen zweiten Bleimantel besonders geschiitzt sind.
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und ist der Widerstand der schlechten Ader vor dem Fehler gleich #, so gilt, wenn die Briicke
stromlos ist,

L x
7y Ri—x+ Ry
oder
_ 71 (Ry - Ry)
= (43)

woraus sich die Lage der Fehlerstelle berechnen 148t.
Der Gesamtwiderstand R, -- R, kann mit einer gegen Erde isolierten MeBanordnung
ohne Riicksicht auf den Erdschlu8 unmittelbar bestimmt werden.
§ 21. Berechnung des Briickenstroms. Wir wollen noch den Strom im Briicken-
zweig berechnen, ‘und zwar auf Grund der allgemeinen A
Gleichung, die wir im § 17 fiir die Zusammenschaltung
einer Zweipolquelle mit einem Zweipol aufgestellt haben.
Der Einfachheit halber vernachlissigen wir den Wider-
stand der Stromquelle und fassen den Briickenwider-
stand R, als den ( ¥/
Scheinwiderstand R
schiecry  €ines Zweipols und die
\ Erdschia8 Spannung  zwischen
‘,) = den Punkten 4 und B
als die Leerlaufspan-
nung U? einer Zweipol-

Y

O

L
I

quelle auf (Abb. 19). 7 *
Abb Nach der Spannungs- Abb. 19.
- teilergleichung ist
J— RZ R]_
Ut=F <R2 + R, R+ R3> . (44)

Da nun weiter der innere Widerstand der Zweipolquelle nichts anderes ist als
der Widerstand des Vierecks bei KurzschluB der Punkte C und D (Abb. 20):

Rl R'i R2 R4
B+ R TR R, (“3)

so ist nach Gleichung (38), § 17 der Briickenstrom (der Klemmenstrom):

RyRy— R, R,
L= Ry (Ry + Ry) (Ry + Ry) + Ry Ry (Rp + Ry) + Ro By (R + R )E (46)

oder bei Einfiihrung der entsprechenden Leitwerte:

. GGy — G, Gy
7 3I“_G°GO(GI+GZ+G T TG TG Gii Gy T (47) 7,

A |
§ 22. Thomsonbriicke. Gegeniiber der Wheatstoneschen Briicke v 7

¢ 117 hatte das Kompensationsverfahren (§ 18) den Vorteil, daB die
Widerstinde der Abgreifdrahte einfluBlos waren, da8 man mit g
2 4 ihm also auch kleine Widerstande messen konnte, ohne wegen u
des Widerstandes der Zuleitungsdrihte Fehler befiirchten zu ¥e Us 3
miissen.
l Die Frage liegt nahe, ob man nicht sozusagen das Verfahren
s des Spannungsvergleichs mit dem Verfahren der Briicke verbinden
Abb. 20. kann. In der Tat gelingt dies mit der Schaltung der sogenannten Abb. 21.
,,Thomsonbriicke (Abb. 21). Man verbindet wie gezeichnet und
stellt durch Verdnderung des abgegriffenen Bruchteils von N auf Verschwinden des Stromes
im Zweige o ein.
Dann gilt nach den Kirchhoffschen Regeln in leichtverstindlicher Bezeichnung

R I, — Ry I,=1U,
RyI, — R, I, = U,.

R_

fc 2

(48)
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Im allgemeinen folgt hieraus fiir das Verhiltnis U/U, nichts Einfaches. Ist jedoch die Deter-

minante
R, R,

Ry Ry
gleich Null, so miissen, da die Stréme I; und I, nicht unendlich werden kénnen, auch die
Determinanten

4= (49)

{ U R, R, U
Uy By Ry U,
verschwinden, d.h. es muf3 gelten
U Ry, R,
Ty R, Ry (50)

Ist also die ,,Briickenbedingung’* (49) erfiillt, so kann man das Verhiltnis der abgegriffenen

Spannungen bestimmen.
Da die Widerstande R und N im Augenblick der Einstellung von demselben Strom

durchflossen werden, ist das Verhaltnis der abgegriffenen Spannungen auch gleich dem
Verhaltnis der Widerstande, an denen sie abgegriffen werden.

Besonders haufig wird die Thomsonbriicke zur Vergleichung von Leitfahigkeiten
stabformiger Proben verwendet. Bei Stiben gleichen Durchmessers verhalten sich die Leit-
fahigkeiten wie die abgegriffenen Lingen.

§ 23. Umwandlung eines Dreiecks in einen Stern. Wir wollen nach dem
Scheinwiderstand fragen, den die Briickenschaltung der speisenden Stromquelle

bei beliebigem Briickenstrom entgegen-
Z setzt. Die Frage kann leicht beantwortet
werden mit Hilfe des im folgenden ab-
zuleitenden Satzes iiber die Umwand-
lung eines Dreieckes in einen Stern.
Vi Gegeben sei (Abb. 22) das Dreieck
Y A BC mit den Widerstidnden a, b, ¢; wir
¥ suchen (Abb. 23) die Widerstande %, y, z
Abb, 22. eines Sterns, der ebenso wirkt wie das
Dreieck. Das heit: wenn beliebige
Stréme I, I, I, in das Dreieck und dieselben beliebigen Stréme in den Stern
hineinflieBen, dann sollen auch die Spannungen U5, Ug. und U, 4 beim Drei-
eck und beim Stern dieselben sein.

Da die Strome beliebig sind, setzen wir zunédchst 7, = o. Dann ist I, = I,

und die Spannung zwischen den Punkten 4 und B ist beim Dreieck

C

a

Abb, 23.

b
Ugp =L, (51)
beim Stern
Usp=1I,(x+7y). (52)
Also gilt die Gleichung
__cla+b)
x+y——a+b+o' (53)
Entsprechend findet man
__alb+o) __blcHa)
Yti=oisie YA ago
hieraus folgen aber die Umwandlungsgleichungen:
be ca ab

(54)

X F4

=aFrbvtec’ YT aFvge =a¥bFo’

die leicht zu behalten sind, wenn man sie mit der Formel fiir parallel geschaltete
Widerstidnde (§ 13) vergleicht.
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Mit Hilfe dieser Umwandlungsgleichungen kann man den Scheinwiderstand
einer Briickenschaltung leicht berechnen. Setzt man z. B. die in Abb. 24 ein-
getragenen Widerstandsgrofen voraus, so erhdlt man durch Umwandlung eines
der beiden Dreiecke eine Schaltung, deren Scheinwiderstand R sich nach § 12
und 13 zu 550 £2 berechnet.

Die angenommene Briicke ist micht abgeglichen. ol 25
Wire sie es, so konnte man natiirlich den Briicken- 9
zweig, da in ihm kein Strom flieBt, bei der Berech-
nung ganz unberiicksichtigt lassen. Dann erhielte

man 0
> 0
1250- 1000 @ L

2 =556,
2250 (55) Abb, 24.

d. h. nahezu dasselbe. In unserem Falle konnte
man also naherungsweise den Scheinwiderstand der Briickenschaltung so berechnen, als
ob sie abgeglichen wire.

§ 24. Duale Beziehungen. Die Ableitung der Formeln fiir die Parallelschaltung
zweier Widerstandsspulen im § 13 geht Wort fiir Wort aus der Ableitung der
Formeln fiir die Hintereinanderschaltung im § 12 hervor, wenn man iiberall
statt Spannung Strom, statt Knotenregel Maschenregel, statt Widerstand Leit-
wert, statt hintereinander nebeneinander sagt, und umgekehrt. Man kann also
sozusagen durch ,,Ubersetzung” aus einer Sprache in eine andere die Theorie
der einen Schaltung sofort hinschreiben, wenn man die der andern kennt. Zwei
Schaltungen, bei denen dies mdoglich ist, nennen wir ,reziprok zueinander;
oder wir sagen: sie entsprechen sich ,,dual”. Hintereinanderschaltung und
Parallelschaltung stellen das einfachste Beispiel reziproker Schaltungen darl.

Auch das Dreieck und der Stern entsprechen sich dual. Das ist leicht fol-
gendermaBen einzusehen. Wir wollen in der Ableitung des §23 nicht I, sondern
U 4 5 gleich Null setzen, also die Schaltungen nicht im Punkte C leerlaufen lassen,
sondern die Punkte 4 und B durch einen KurzschluBbiigel verbinden. Nennen
wir dann die Leitwerte entsprechend afy und &%, so ist der Strom I, beim
Dreieck gleich (o + B)U ¢, beim Stern dagegen gleich

Ce+m o
Ern+c 4C
wobel an Stelle von U 4, natiirlich auch Uy, geschrieben werden konnte. Aus
der Forderung der Gleichwertigkeit der beiden Gebilde folgt
_ tE+m
“tb=sia5¢ (56)
Diese Gleichung ist aber nichts als die ,,ibersetzte’ Gleichung (53); und die
weitere Ableitung 148t sich genau wie frither durchfiihren.
Fiir die Umwandlung eines Sterns in ein Dreieck gilt also dieselbe Formel
wie fiir die Umwandlung eines Dreiecks in einen Stern, nur mull man statt der
Widerstinde Leitwerte einsetzen.

Es sei betont, daB die Formeln natiirlich anders lauten, wenn man sie fiir die Um-
wandlung Dreieck— Stern in Leitwerten oder fiir die Umwandlung Stern —Dreieck in Wider-
stinden schreibt.

§ 25. Die Theorie der Zweipolquelle in den dual entsprechenden Parametern.

Auch zu der Theorie der Zweipolquelle gibt es eine dual entsprechende Theorie.
Man kann die Zweipolquelle nimlich statt durch ihre Leerlaufspannung und

1 Vgl. K. Matthies u. F. Strecker: Arch. Elektr. 14, 1 (1924). Die Verf. nennen
die hier besprochene Reziprozitit ,,Widerstandsreziprozitat’® zur Unterscheidung von der
sog. ,,Frequenzreziprozitit''.
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ihren inneren Widerstand auch durch ihren KurzschluBstrom und ihren inneren
Leitwert charakterisieren!. Ubersetzen wir die frither hingeschriebenen Glei-
chungen in die Sprache der dualen Parameter, so erhalten wir als Grundgleichung
der Zweipolquelle

I=I"—G,U (57)
und als Gleichungen fiir den Klemmenstrom und die Klemmenspannung bei
der Zusammenschaltung von Zweipolquelle und Zweipol

G AY
Ik IZmIk und U=C—;H——G, (58)
f . - wobei .
G; = ik (59)
Abb, 25, ede lineare Zweipolquelle kann hiernach auch ersetzt
polq

gedacht werden durch eine Stromquelle von der Kurz-
schluBstromstirke (,,Ergiebigkeit’’) I*, der ein ,innerer Leitwert”“ G, parallel
geschaltet ist (Abb. 25). Die Gleichung (57) folgt dann unmittelbar aus der
Knotenregel, wie frither die Gleichung (36), § 16 aus der Maschenregel folgte.

1I. Elektrische Felder.

§ 26. Elektrische Feldstirke. Unter einem elektromagnetischen Feld ver-
stehen wir einen Raum, in welchem mit Hilfe besonderer, im folgenden niher
zu besprechender Priifmittel gewisse Wirkungen festgestellt werden konnen,
die man als elektrische und magnetische unterscheidet.

Wir beschiftigen uns zunichst mit den elektrischen Wirkungen. Als Priif-
mittel verwenden wir eine leichte kleine Kugel, z. B. eine kleine Hohlkugel
aus Aluminium, die nach allen Richtungen hin beweglich an einem Seiden-
faden oder einem System von Seidenfiden hingt und der wir eine elektrische
Ladung @ erteilt haben. Wir bringen diese Priifkugel in den ,,Aufpunkt®, d. h.
in den Punkt des Feldes, in welchem wir dessen elektrische Wirkung feststellen
wollen. Dann beobachten wir, dal die Kugel in einer bestimmten Richtung
beschleunigt wird. Diese Beschleunigung kénnen wir aufheben (kompensieren),
indem wir auf die Kugel in der entgegengesetzten Richtung eine Kraft P von
bestimmter GréBe wirken lassen. Jedem Feldpunkte 148t sich in dieser Weise
eine Kraft P zuordnen.

Verandern wir die Ladung der Priifkugel, so beobachten wir, daB sich die
Krifte mit dndern, und zwar proportional der Ladung. Wir kénnen dies fest-
stellen, weil wir ja wissen (§1), wie man Ladungen quantitativ miteinander
vergleicht. Andert die Priifladung ihr Vorzeichen, so kehren sich die Richtungen
der Krifte um.

Diese Feststellungen konnen ausgedriickt werden durch die Gleichung

P=GQ. (60)

Die Grole € ist dabei eine Konstante, solange wir die Kugel in dem Aufpunkt
lassen und nur ihre Ladung variieren; von Aufpunkt zu Aufpunkt dagegen hat
sie eine verschiedene GréBe. Sie kann, da sie von der Ladung unabhingig ist,
als ein MaB fiir die Stirke des Feldes im Aufpunkte angesehen werden. Legen
wir ihr die Richtung der Kraft auf eine positive Ladung bei, so ist sie zugleich

1 Vgl. H. F. Mayer: Tel.- u. Fernspr.-Techn. 15, 335 (1926). Barkhausen, H.:
Verh. dtsch. physik. Ges. (3)9, 2 (1928).
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ein MaB fiir die ,,Richtung des Feldes” im Aufpunkte. Man nennt € die ,,elek-
trische Feldstirke im Aufpunkt‘.

Die Feldstirke ist mach dieser Definition wie die mechanische Kraft eine gerichtete
GroBe oder ein ,,Vektor. Wir werden im folgenden die Vektoren vorzugsweise durch deutsche
Buchstaben bezeichnen. Wollen wir betonen, daB nur ihre GréBe, ihr stets positiver ,,Be-
trag", gemeint ist, so schlieBen wir den deutschen Buchstaben in senkrechte Striche ein.

Zahlenbeispiel. Die der Priifkugel erteilte Ladung betrage 50-10~12 Coul. Der Antrieb,
den sie im Aufpunkt erfihrt, lasse sich durch den Zug eines in entgegengesetzter Richtung
wirkenden Gewichts von 2 mg* wieder aufheben. Das Zeichen mg* soll dabei die Kraft
bedeuten, mit der im luftleeren Raum ein Milligrammgewichtchen an einem Orte normaler
Fallbeschleunigung! senkrecht nach unten zieht. In dem von uns untersuchten Feld herrscht
dann nach (60) eine elektrische Feldstiarke von der GroSe

_ P 2 mg* , kg*
C= = o wcon—* ™ Coul" (61)

Wenn wir die Feldstirke in dieser Form angeben, wihlen wir die Feldstarke kg*/Coul
als Einheit. Die Feldstarke kg*/Coul = mg*/uCoul ist gleich der (ziemlich geringen) Stirke
eines Feldes, in welchem eine Kugel mit der (ziemlich groBen) Ladung von 1 uCoul einen
Antrieb von (nur) 1 mg* erfahrt.

§ 27. Feldstdrke und Stromdichte; Ohmsches Gesetz. Unter einem homogenen
oder gleichférmigen Feld verstehen wir ein Feld, dessen Stirke nach GroBe
und Richtung tberall dieselbe ist. In ein solches Feld denken wir uns parallel
zu seiner Richtung einen geraden Draht von dem kleinen Querschnitt F hinein-
gebracht. Wenn nun in dem Metall frei bewegliche, mit elektrischen Ladungen
versehene Teilchen vorhanden sind, so erfahren sie nach § 26 Antriebe in der
Richtung des Feldes, falls die Ladungen positiv sind, in der entgegengesetzten
Richtung, falls sie negativ sind; es kommt daher durch die einzelnen Querschnitte
hindurch eine elektrische Strémung zustande, und zwar in jedem Falle in der
Richtung des Feldes. Die entstehende Stromstirke I ist erfahrungsgemif dem
Querschnitt F und der elektrischen Feldstirke € proportional:

I =xF¢ (62)
Mit der Abkiirzung
. I
1= 7 (63)
kann man hierfir auch
i=x€ (64)

schreiben. it heiBt ,,Stromdichte‘.

Diese Erfahrungsformel nennen wir die Differentialform des Ohmschen Ge-
setzes. Sie gilt nicht nur unter den von uns gemachten Voraussetzungen, sondern
allgemein und sagt, daB in einem Metall, das in ein elektromagnetisches Feld
gebracht wird, eine elektrische Strémung entsteht, deren Dichte an jeder Stelle
der dort herrschenden elektrischen Feldstirke proportional ist. In dem empi-
rischen Faktor » steckt u. a. die Zahl der in der Raumeinheit vorhandenen frei
beweglichen Teilchen.

Aus der Erfahrung, da mit der Leitung der Elektrizitdt in Metallen keinerlei elektro-
lytische Ausscheidung verbunden ist, muB geschlossen werden, daB die Leitung durch die

Bewegung der ,,Elektronen’ zustande kommt, d.h. der ,,Elektrizitatsatome, deren
negative Ladung — e dem Betrage nach gleich 1,591-10-1% C ist.

§ 28. Elektrische Arbeit und elektrische Spannung. Unter dem Einflusse
des Feldes € sei durch jeden Querschnitt unseres geraden Drahts die Elektrizi-
titsmenge ) gewandert. In ein Stiick von der Linge d/ ist dann — wenn € von

1 Als normale Fallbeschleunigung ist der Wert g = 980,665 cm/sec? festgesetzt.
Wallot, Schwachstromtechnik, 2
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I nach 2 (Abb. 26) gerichtet ist — vorn, bei z, die Menge @ eingetreten; die-
selbe Menge ist hinten, bei 2, wieder ausgetreten. Das Ergebnis ist offenbar
dasselbe, wie wenn die Menge Q um die Strecke 47 verschoben worden wire. Ist P
die Kraft, die im Felde € auf die Ladung Q wirkt, so haben die elektrischen
Krifte nach einer bekannten Definition der Mechanik im ganzen die ,,Arbeit*

A=Pdl=QGdl (65)

geleistet. Die Arbeit der elektrischen Krifte, kurz: die ,,elektrische Arbeit,
ist also gleich dem Produkt aus der durch die elektrischen Krifte bewegten
Ladung Q und der GréBe € dl.

24/ Wir wollen zeigen, daB aus der Differentialform

7 -—F |z des Ohmschen Gesetzes fiir ein kleines Stiick eines
diinnen Drahts die Spannungsdefinition des § 10

Abb, 26. hervorgeht, wenn man das Produkt €4l als die

,,elektrische Spannung* auf dem Wege von I nach 2
deutet. Wir brauchen nur die Differentialform (62) nach € aufzulésen und mit 4/
zu multiplizieren; dann erhalten wir:

al
AU =Gdl= 1. (66)

Dies folgt aber auch aus den Gleichungen (9), § 7 und (12), § 11, wenn man die in
§ 27 eingefithrte Proportionalititskonstante » mit der elektrischen Leitfihigkeit
gleichsetzt.

Die elektrische Spannung auf dem Wege d! ist nach (66) und (65) zahlen-
miBig gleich der Arbeit, welche die elektrischen Krifte leisten, wenn die Elek-
trizititsmenge 1 in der Richtung der elektrischen Feldstirke um die Strecke 4!
verschoben wird.

§ 29. Zusammenhang zwischen Kraft- und Spannungseinheit. Wenn kg*/Coul eine Feld-
starkeneinheit ist, so ist kg*cm/Coul eine Spannungseinheit. Um die Beziehung zwischen
ihr und der Einheit Volt zu finden, muB man dieselbe Spannung einmal in der ,,praktischen*
Einheit Volt und einmal in der ,,gemischt-technisch-praktischen Einheit kg*cm/Coul
messen und die gefundenen Werte einander gleich setzen.

Zwischen zwei Metallplatten (Abb. 27) liege eine Spannung von 100000V ;
ihr Abstand / = 20 cm sei klein gegeniiber der Wurzel aus ihrer Flachen-
groBe. Zwischen diese Platten werde eine kleine Kugel gebracht, die mit
2001012 Coul geladen sei. Dann zeigt der Versuch, daB die Kugel, wo im
einzelnen sie sich auch befinden mége, einen Antrieb von 10,2 mg* erfahrt.
Daraus mulBl geschlossen werden, da3

2-70’7”50 ‘1 G U 105Volt P 10,2 mg*
- 70" V- =7 T Z0em 0  2.10-10 Coul
pmg* l 20cm Q  2.10710 Coul

ist, d. h. daB

< Z0cm>] % ko*

20+ 10,2 mg*cm g*cm
Volt = 3 = s
Abb. 27, o 2 10 Coul 10,2 Coul (67)

Dies ist der Zusammenhang der ,,technischen’ Einheit kg* mit den praktischen Einheiten
Volt und Coulomb.

§ 30. Stromwirme. Durch jeden Querschnitt eines Widerstandes R sei unter
der Einwirkung einer an ihn angelegten Spannung U in der Zeit ¢ die Elektrizitéts-
menge ( geflossen. Dann ist wieder das Ergebnis dasselbe, wie wenn Q von dem
Eingang 1 des Widerstandes bis zu seinem Ausgang 2 bewegt worden wire;
und die gesamte Arbeit der elektrischen Krafte ist daher

2
A=Q[Gds=QU=UIt=RI.It=RI4. (68)
1
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Diese Arbeit ist nicht verloren. Wo sie hinkommt, zeigt der Versuch: Man
bringt den Widerstand in ein Gefi mit Wasser; dieses erwidrmt sich, und zwar
ist bei Beobachtung der nétigen VorsichtsmaBregeln die Zunahme seiner Tem-
peratur AT direkt proportional der von den elektrischen Kriften geleisteten
Arbeit 4, umgekehrt proportional der Masse 7 des Wassers:

A
AT = const . (69)

Der reziproke Wert der Proportionalititskonstante heiBt ,,spezifische Warme* ¢,
des Wassers; das Produkt ¢ymAT wird die in dem Widerstand entwickelte
und auf das Wasser iibertragene ,,Warmemenge** oder kurz ,,Wirme* genannt.
Die von den elektrischen Kriften geleistete Arbeit ist hiernach unmittelbar gleich
(nicht etwa nur proportional) der entwickelten Warme:

A =c¢ymAT = RI¢. (70)
Die Stromwirme kann als eine Art ,,Reibungswirme* aufgefaBt werden.

§ 31. Die Leistung als stromende Energie; Klemmenleistung. Eine Zweipol-
quelle von der konstanten Leerlaufspannung U? und dem inneren Widerstand R;
sei (Abb. 28) mit einem Zweipol vom Widerstande R durch Klemmen verbunden.
Nennen wir den Klemmenstrom I, so wird in dem

Zweipol nach § 30 in der Sekunde die Wirmemenge -7
RI? entwickelt. e
Diese Wirmemenge stammt natiirlich aus den |gwelle U R
elektromotorischen Kriften der Zweipolquelle; sie it
mub also von dieser in den Verbraucher gewandert T~
sein. Mit andern Worten: durch eine Fliche F, die |F
man sich senkrecht zu der Zeichenebene durch die Abb. 28,

Klemmen gelegt denken kann, strémt in jeder Zeit-
einheit die Energie RI% Schreibt man hierfiir U7, wo U die Klemmenspannung
bedeutet, so kann man das Ergebnis auch so aussprechen: die ,, Klemmenleistung*,
d. h. die in der Zeiteinheit durch die Klemmen strémende Energie, ist gleich dem
Produkt aus Klemmenspannung und Klemmenstrom?!.

Diese letzte Beziehung gilt auch dann, wenn in dem Verbraucher mechanische
oder chemische Arbeit geleistet wird. Dann ist die Klemmenleistung gleich der
Summe der in dem Verbraucher entwickelten Warme und der sonst noch geleiste-
ten Arbeiten, alles auf die Zeiteinheit bezogen.

Der Richtungssinn der Energiestrémung stimmt nach Abb. 28 iiberein mit
der Richtung des Stroms, der durch die Klemme hoheren Potentials fliet,
und ist entgegengesetzt zu der Richtung des Stroms, der durch die Klemme
niedrigeren Potentials flie8t.

Entsprechend der Gleichung N = UI wechselt die Energiestrémung ihren
Richtungssinn, sobald die Spannung oder der Strom die Richtung &ndert.
Andern Spannung und Strom beide ihre Richtung, so bleibt 7
die Wanderungsrichtung der Energie die urspriingliche.

Um den Richtungssinn der Energiestrémung in einfacher Weise @‘ @ —
festzulegen, kann man den Umlaufsinn des Stroms nach einer Rechts- )

schraube einem Hilfsvektor § zuordnen, wie es in Abb. 29 geschehen
ist (das +-Zeichen in dem Kreis soll andeuten, daB der Vektor von 4
dem Beschauer weg gerichtet ist). Denkt man sich dann den Vektor & Abb, 29,

! Die Klemmenleistung ist der FluB des sog. ,,Poyntingschen Vektors“ durch die
Flache F. Vgl. Abraham: Theorie der Elektr., 8. Aufl. bearb. v. R. Becker. § 52, 65, 70.
Leipzig: B. G. Teubner 1930.

2%
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durch den kleineren Winkel hindurch in die Richtung des Vektors § gedreht, so bildet
diese Drehung mit der Strémungsrichtung der Energie wieder eine Rechtsschraube.

§ 32. Anpassung des Verbrauchers an den Erzeuger. In der Schwachstrom-
technik soll meist, ohne Riicksicht auf den dazu nétigen Energieaufwand (vgl.
§ 168), moglichst viel Energie in einen Verbraucher hineinbeférdert werden.
Man hat also das Produkt U I zu einem Maximum zu machen. Nun ist aber nach § 17

R
N=UI=R12=WU‘2. (71)
Die Leistung wird also vergroBert durch VergroBerung der Leerlaufspannung
und durch Verkleinerung des inneren Widerstandes. Ob es aber giinstig ist,
den Verbraucherwiderstand groB oder klein zu wihlen, ist nicht so einfach zu
entscheiden, weil R im Zihler und im Nenner vorkommt. Nach der im Anhang

unter 3. ¢) angegebenen Formel erhidlt man das Maximum des Bruches (R——l—R—ﬁ)E
durch den Ansatz '
R . 1
(Ri+ R 2(R;+R)’
also
2R=R,+ R oder R=R,. (72)

Bei gegebenem Quellenwiderstand ist es demnach vorteilhaft, wenn ihm der
Verbraucherwiderstand annihernd gleich ist; ist er gréBer, so wird der Klemmen-
strom, ist er kleiner, so wird die Klemmenspannung zu klein.

§ 33. Allgemeine Definition der Spannung. Allgemein definiert man die
Spannung lings eines gegebenen, im Sinne ihres Zdhlpfeils zu durchlaufenden
Weges durch das tiber diesen Weg erstreckte ,,Linienintegral”:

U=f[@“ds|cos(@, ds). (73)

Dabei ist unter |€| der immer positive Betrag der Feldstdrke, unter |ds| der
immer positive Betrag des Wegelements zu verstehen; (€, ds) ist der Winkel
zwischen der Feldrichtung und der Richtung des Wegelements (der ,,Integra-
tionsrichtung®’).

Die Spannung ist nach dieser Definition kein ,»Vektor. Durch die Integra-
tionsrichtung wird ihr jedoch ein bestimmter ,,Richtungssinn’ zugeordnet.
Welches dieser Sinn ist, erkennt man am leichtesten in dem besonderen Fall,
wo die Feldstirke @ iiberall mit der Wegtangente zusammenfillt. Bildet sie
mit der Richtung des Wegelements iiberall den Winkel o, so ist U nach (73)
positiv; d.h. die Spannung liuft im Sinne des Zéhlpfeils, sie hat denselben
Richtungssinn wie die Feldstirke. Bildet die Feldstirke dagegen mit ds den
Winkel 180° so ist U negativ; das heit aber: die Spannung hat wieder den-
selben Richtungssinn wie die Feldstéirke.

Besteht zwischen der Richtung der Feldstirke und dem Verlauf des Wegs
keine Bindung, so sind die Projektionen |€| cos (€, ds) der Feldstirke auf den
Weg teils positiv, teils negativ; der Sinn der Spannung richtet sich dann nach dem
Vorzeichen derjenigen Projektionen, die zu dem Integral das meiste beisteuern.

§ 34. Elektrostatisches Feld. Im §27 war das betrachtete Drahtstiick von
der Linge d als Teil cines Stromkreises aufzufassen. Bringt man ein begrenztes
Drahtstiick in ein gleichférmiges elektrisches Feld, so miissen sich infolge der
entstehenden Stromung auf seinen Enden Ladungen sammeln?; durch die Ein-

1 Wenn sich nur Ladungen eines Vorzeichens, z. B. nur Elektronen, bewegen, hat man
sich vorzustellen, daB das eine Ende an Elektronen verarmt, wahrend sich auf dem andern
Elektronen ansammeln.
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wirkung dieser ,,influenzierten’* Ladungen wird aber (vgl. spiter §39) das ur-
spriingliche Feld zum Verschwinden gebracht, so daB nach dem Ohmschen
Gesetz schlieBlich auch die Strémung verschwindet.

Die elektrischen Leiter sind Stoffe, in denen sich ohne Energiezufuhr auf
die Dauer iiberhaupt kein elektrisches Feld und keine elektrische Strémung
halten kann: das Feld beginnt in ihnen unter Entwicklung von Warme sofort
zu ,,zerfallen®.

Wir nennen das zeitlich konstante Feld, das sich in einem System, das keine
Energiequelle enthilt, nach hinreichend langer Zeit ausbildet, ein ,,elektrostati-
sches. Bei ihm ist die elektrische Stréomung in allen Medien gleich Null geworden.

§ 35. Wirbelfreies Feld. Die Erfahrung zeigt, daB3 die fiir einen geschlosse-
nen Weg berechnete elektrische Spannung im elektrostatischen Felde gleich
Null ist. Fiihren wir also eine Ladung Q im elektrostatischen Feld auf einem ge-
schlossenen Wege herum, so leisten die elektrischen Kréafte im allgemeinen zwar
auf einem Teile des Weges Arbeit; auf einem andern Teile miissen aber wir selbst
gegen die elektrischen Krifte Arbeit leisten: die Gesamtarbeitsleistung ist
immer genau gleich Null.

Der Satz von dem Verschwinden der ,,Umlaufsspannung, wie man die
Spannung auf geschlossenem Wege nennt, ist ein Grundgesetz des elektrostati-
schen Feldes. Aus ihm folgt, daB man die Krifte des elektrostatischen Feldes
nicht zum Betriebe eines perpetuum mobile ausnutzen kann.

Ein Feld von verschwindender Umlaufspannung wird auch ein ,,wirbel-
freies” Feld genannt. Die elektrostatischen Felder sind, wie wir sehen werden,
nicht die einzigen wirbelfreien Felder.

§ 36. Potential. Aus dem Verschwinden der Umlaufspannung folgt, daB
im wirbelfreien Felde die Spannung auf allen Wegen, die man sich zwischen
zwei Punkten 7 und 2 denken kann, dieselbe ist. Denn fithrt der eine Weg
(Abb. 30) iiber a, der andere iiber b, so ist nach Voraussetzung 2

=S5 O,
1a2b1 %
also 7
— —_ f —o0. Abb, 30.
la2 261 1a2 152
Im wirbelfreien Felde kann man daher in Ubereinstimmung mit den An-
gaben des § 10 die Spannung zwischen den Punkten I und 2 gleich der Differenz
der Werte setzen, die eine Ortsfunktion ¢, die man ,,Potential’“ nennt, in den
beiden Punkten r und 2 hat:

U=¢1— ¢ (74)
Denn dann wird tatsichlich U fiir jeden geschlossenen Weg von selbst gleich
Null, da fiir thn natiirlich ¢, = ¢, ist. ~

Bei Gleichung (74) muBl vorausgesetzt werden, dafl der Zahlpfeil
der Spannung von I nach 2 lduft; denn nach § 1o sollte das Potential
in Richtung der Spannung abnehmen.

Da durch (74) nur die Potentialdifferenz, aber nicht das Potential selbst ds
definiert ist, kann man dieses in irgendeinem Punkte willkiirlich gleich Null
setzen.

§ 37. Feldstirke und Potentialgefédlle. Wir denken uns von einem Feldpunkte
aus ein unendlich kleines Wegelement ds gezogen; dieses kann alle moglichen — Abb, 31.
Richtungen haben (Abb. 31). Der Zuwachs, den das Potential ¢ erleidet, wenn
man um das Wegelement ds in dessen Richtung fortschreitet, sei gleich d¢. Dann kann man,
da das Potential in der Richtung der Spannung immer abnimmt, den Ansatz machen:

—dep=|€||ds]|cos (€, ds). (75)
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Die Potentialabnahme hangt also im allgemeinen von der Richtung des Fortschreitens
ab. Bei gleichem |E| und |ds| ist sie aber in der Richtung der elektrischenFeldstirke
(<& €, ds = o) groBer als in allen anderen Richtungen. Fiir diese Richtung berechnet ist der
Betrag [dg/ds|, den wir den Betrag des ,,Potentialgefalles” nennen, nach (75) gleich dem
Betrag der elektrischen Feldstarke. Diese stimmt also an jeder Stelle des wirbelfreien Feldes
nach Gré8e und Richtung mit dem groBten Potentialgefille iiberein.

§ 38. Elektromotorische Krifte. Auf eine stromquellenfreie Gleichstrom-
masche angewendet, ist die Kirchhoffsche Maschenregel offenbar gleichbedeu-
tend mit der Aussage, daB das elektrische Feld wirbelfrei ist. Deshalb ist es
beispielsweise bei der Schaltung Abb. 32 gleichgiiltig, ob man sich die Spannung U
zwischen den Klemmen I und 2 fiir einen Weg quer durch

0o M I 7 das Medium hindurch oder durch die Windungen des Ab-
£+ : schluBwiderstandes R hindurch berechnet denkt. Es ist
= =V ja U=RI.

v Treten elektromotorische Krifte hinzu, so kann man
2 den Satz von der Wirbelfreiheit des Gleichstromfeldes

Abb. 32, formal aufrechterhalten, wenn man jeder elektromotori-

schen Kraft E eine Spannung — E zuordnet und bei der Be-

rechnung der Umlaufspannung diese Zusatzspannungen mit beriicksichtigt. Bei
der Schaltung Abb. 32 beispielsweise kann man die Klemmenspannung U auch
auf dem Wege lings des Widerstandsdrahts R; und durch die Batterie E hin-
durch berechnet denken; denn aus der Wirbelfreiheit des Feldes ergibt sich:

U+(—E)+RI=o, (76)
wie es sein muf.

DaB man den elektromotorischen Kriften Spannungen zuordnen muB, die
von den positiven nach den negativen Polen gerichtet sind, 148t sich auch folgen-
dermaBen erklidren. Man stelle sich etwa vor, die Stromquelle bestinde in einem
Geblise, durch welches positive Elektrizititstriger in der Richtung der EMK
getrieben werden?. Dann hat die elektrische Strémung zwei Ursachen: Die Ladun-
gen verschieben sich, weil sie sich in einem gemiB § 26 meBbaren Feld € befinden
und weil mechanische Krifte an ihnen angreifen. Diese mechanischen Krifte
kann man durch ein fiktives sogenanntes ,,eingeprigtes” Feld €, ersetzen,
dessen Linienintegral genommen fiir einen Weg vom negativen Pol der Quelle
zum positiven gleich der elektromotorischen Kraft E ist:

J1&.][ds|cos (C,, ds) = E. (77)
Beide Felder verursachen eine Strémung: i = % (€ +4- §,); aber nur das Feld G,
das man hiufig das ,,elektrostatische’ Feld nennt, ist

0o = 7 wirbelfrei.
el Auch diese Vorstellungen fithren zur Maschenregel.
G, p ) & Wir zeigen das fiir die Zweipolquelle der Abb. 33. Da eine

‘I , ¥ eingeprigte Feldstirke nurbei dem Zweig 20, ein elektrischer

Strom nur bei den Zweigen or und 20 zu beriicksichtigen
ist, ergibt sich aus der Wirbelfreiheit des Feldes &, wenn
man den Batteriewiderstand vernachlissigt:

1 2 0 0 0
0=f+f—l—f=[fj—;+ U—l—f(%—(&e)ds ~ R, I+ U—~f@eds
0 1 2 2 2

=R,I4+U—E (78)
wieder in Ubereinstimmung mit der Grundgleichung der Zweipolquelle.

1 Vgl. z. B. R. W. Pohl: Einfihrung in die Elektrizitatslehre, 3. Aufl. VIII u. IX.
Berlin: Julius Springer 1931.

Abb. 33.
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Ist die Stromquelle offen, so ist der Strom I und damit in den Metallen?
das Gesamtfeld € 4 €, gleich Null. In dem SchlieBungsdraht ist auch das
elektrostatische Feld gleich Null; in der Stromquelle dagegen liegt zwischen den
Polen ein starkes vom Pluspol zum Minuspol gerichtetes Feld € = — @,.

In der Praxis sind die eingeprigten Feldstarken meist chemischen Ursprungs?.

§ 39. Coulombsches Gesetz. ErfahrungsgemiB bestehen in der Umgebung
elektrischer Ladungen elektrische Felder. Um den Zusammenhang zwischen
den felderzeugenden Ladungen und den erzeugten Feldstirken festzustellen,
hat Coulomb das Feld einer einzelnen annidhernd punktférmigen Ladung
experimentell untersucht und gefunden, daB seine Stirke der Ladung direkt
und dem Quadrate ihrer Entfernung von dem Aufpunkt umgekehrt propor-
tional ist:

€= const%. (79)

Und zwar stoBen sich gleichnamige Elektrizititen ab, ungleichnamige ziehen
sich an. Die Konstante des Gesetzes hidngt, wie spidtere Messungen gezeigt
haben, von der Art des Feldmediums ab.

Der grundlegende Coulombsche Ansatz reicht aus, um das von beliebig
vielen Punktladungen erzeugte elektrische Feld zu berechnen; man braucht
nur die Einzelfeldstirken nach dem Vieleck der Krifte zusammenzusetzen.

Der Ansatz versagt jedoch, wenn die Ladungen verteilt auf ausgedehnten
Leitern sitzen. Denn da sie selbst dem Felde ausgesetzt sind, werden sie durch
dieses verschoben; die in die Gleichung (79) einzufithrenden Abstinde » hingen
daher von der noch unbekannten Feldverteilung ab.

§ 40. Elektrische Verschiebung. Die mathematische Physik geht in solchen
komplizierteren Fillen meist von einer Differentialgleichung (der sog. ,,Poisson-
schen’) aus, die fiir den Fall einer Punktladung wieder zum Coulombschen
Gesetz zuriickfiihrt.

Man kann das Coulombsche Gesetz aber auch durch eine Integralform der
Poissonschen Grundgleichung ersetzen. Dabei erweist es sich als zweckmiBig,
neben der Feldstirke € noch eine zweite gerichtete FeldgréBe © einzufiihren,
die man ,,elektrische Verschiebung* nennt.

Wenn nach dem Coulombschen Gesetz die Feldstirke dem Quadrate des
Abstands 7, den die Punktladung vom Aufpunkt hat, umgekehrt proportional
ist, so hat dies offenbar einen rein geometrischen Grund: die Wirkung der Ladung
verteilt sich sozusagen auf die Oberfliche 4772 einer Kugel vom Radius 7. Es
erleichtert nun den Uberblick, wenn man sich vorstellt, daB die Ladung Q im
Aufpunkt zunichst einen , Hilfs-“ oder ,,Zwischenvektor ® erzeugt, der in
dem geometrischen Zusammenhang

= (80)

T 4m?

mit ihr steht, und daB diesem Zwischenvektor dann erst die meBbare Feldstirke €
proportional ist. Es ist mit andern Worten bequem, den gesuchten Zusammen-
hang zwischen € und @ in zwei Teilzusammenhinge zu zerlegen.

Der erste dieser Teilzusammenhinge wird allgemein am besten mit Hilfe
des Begriffs des ,,Flusses” ausgedriickt. Unter dem Flusse einer gerichteten

1 Im Dielektrikum zwischen 1 und 2 bleibt ein Feld bestehen; das Verschwinden des
Stroms folgt hier aus »¥ = o.
2 Vgl. R.W.Pohl: a.a. 0.
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GroBe D durch eine Fliche F versteht man das Integral f D, 4dF, wo D, die Kom-
ponente von ® senkrecht (normal) zu dem Fldchenelement dF bedeutet. Man
nimmt die Normalkomponente der gerichteten GréBe, damit ihr FluB gleich
Null wird, wenn sie der Flache parallel 1iuft.

Da jede Fliche zwei Seiten hat, muB eine ,,Zahlnormale’ festgesetzt werden; der tiber-
wiegende Richtungssinn eines positiven Flusses ist dann der der Normale.

Man setzt nun fest, daB3 der VerschiebungsfluB durch jede beliebige geschlos-
sene Fliche (Raumteilhiille), wenn die Zihinormale nach auBen weist, gleich
der gesamten Ladung sein soll, die in dem von der Fliche umhiillten Raumteil
enthalten ist:

[, dF =Q. (81)

Im Falle der Punktladung fiihrt diese Integralform der Poissonschen Gleichung wieder
zu der Gleichung (80) zuriick. Wir denken uns als Flache, fiir die wir den FluB berechnen,
eine Kugelfliche vom Radius » um die Punktladung. Dann folgt aus der Symmetrie des
Ganzen, daB die Verschiebung iiberall auf der Fliche nur die Richtung des Kugelradius
haben kann und iiberall gleich groB sein muB. (81) ergibt also D-4n 2 =Q oder D, =D

= Qﬁ in Ubereinstimmung mit (8o). Die Verschiebung ist nach (81) nach auBen gerich-
47
tet, wenn die Ladung positiv ist; sie hat also nach § 39 die Richtung der Feldstdrke.

§ 41. Verschiebungsfeld eines langen Drahts. Wir wollen die Grundgleichung
(81) sofort auf zwei praktisch besonders wichtige Fille anwenden; und zwar
beginnen wir mit der Berechnung der Verschiebung in der Umgebung eines
geladenen langen Zylinders. Als Fliche, auf die die Gleichung (81) anzuwenden
ist, wihlen wir eine koaxiale Zylinderfliche durch den Aufpunkt 4 (Abb. 34),
die wir durch zwei Querschnitte abschlieBen. Aus den Symmetrieverhédltnissen
folgt wieder, daB3 die Verschiebung radial gerichtet ist und auf der Mantelfliche
iiberall dieselbe GroBe hat. Es gibt sich daher, da die Fliisse durch die beiden
Querschnitte gleich Null sind:

= (82)

wo 7 den Abstand des Aufpunkts von der Achse, Q die Ladung und / die Linge
des betrachteten Zylinderstiicks bedeuten. Die
Verschiebung ist also der Ladung der Lingen-
einheit Q/! direkt, dem Abstande  umgekehrt
proportional.

§ 42. Verschiebungsfeld zwischen zwei
parallelen Ebenen. Zwei sehr groBe einander
parallele ebene Leiteroberflichen seien mit ent-
gegengesetzt gleichen Elektrizititsmengen ge-
laden. Dann folgt bei kleinem Flichenabstand
aus den Symmetrieverhiltnissen, da8 die Ver-
schiebung tiiberall gleich gro8 ist und zu den

Abb. 34. Flichen senkrecht steht. Um die Gleichung (81)

anwenden zu koénnen, denken wir uns einen

Zylinder, dessen Achse zu den Flichen senkrecht steht (Abb. 35). Der Fluf

durch die im Leiter verlaufende Grundfliche und durcb die Mantelfliche ist

gleich Null; in die Gleichung (81) ist daher nur der FluB durch die im Dielek-
trikum liegende Grundfliche einzusetzen, und man erhilt

_9
=2, (83)
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wo I die GréBe der Grundfliche und @ die Ladung bedeutet, die auf dem im
Innern des Zylinders liegenden Stiick der einen Grenzfliche sitzt. Die Verschie-
bung ist in diesem Falle tiberall im Zwischenraum gleich der Dichte der Ladung
auf einer der beiden Grenzflichen.

§ 43. Messung der Verschiebung. Bringt man in ein elektrisches Feld zwei kleine, diinne,
sich beriihrende leitende Scheiben an isolierenden Griffen, und zwar so, daB die Verschie-
bungslinien zu ihnen senkrecht stehen (Abb. 36), so werden auf ihnen entgegengesetzt
gleiche Ladungen influenziert, deren GroBe sich wie im § 42 gleich ®F ergibt. Trennt
man die Scheiben im Felde und mift ihre Ladungen 4+ @, so kann man die Gré8e

der Verschiebung im Aufpunkt nach ® = -}Q; berechnen.

Diese Bestimmung der Verschiebung ist ebenso anschaulich und
unmittelbar, wie die Bestimmung der

7/ elektrischen Feldstirke nach § 26.

a § 44. Zusammenhang zwischen
) i - Verschiebung und Feldstirke. Die
/ —= Erfahrung zeigt, daf3 zwischen der
///g/ //// nach (81) berechneten Verschie-
bung ® und der meBbaren Feld-
stirke € ein Zusammenhang be-
steht, der nur von den Eigenschaften des Mediums im Aufpunkt abhingt. Die

Gleichung (81) ist also mehr als eine willkiirliche, der zu definierenden GréBe
aufzuerlegende Bedingung; sie mufl zusammen mit der Gleichung

€ = const D (84)

als Ausdruck eines physikalischen Gesetzes angesehen werden. Den reziproken
Wert der Stoffkonstante in (84) nennen wir ,,Dielektrizititskonstante ¢. Er-
fahrungsgemiB ist also

Abb. 35.

Abb, 36.

E=—D oder D=:¢EC. (83)

Die Dielektrizititskonstante kann unmittelbar durch gleichzeitige Messung
von € und ® bestimmt werden.
Bei den beiden auf 100000 V geladenen Platten des § 29 z. B. war

€ = 10°V/20cm = 5kV/cm.

Die Elektrizititsmengen Q, die auf den Platten sitzen, kénnen gemessen werden ;
dann ist nach (83)

_0
D=2,

Fithrt man den Versuch mit Platten von 5 m? Flichengr6Be in Luft aus,
so findet man
Q =22,14-10"%C.
Daraus ist zu schlieBen:
__Q  22,14.10785C _10_C
@ - F —_— 5 mz - 4)428 +I0 sz
und
D 4,428.107¥Ccm _13 C
€ = ‘@‘ = = 0,886 *I0 Vom® (86)

cm?.5.108V

Dies ist nach unsern Festsetzungen die Dielektrizitdtskonstante der Luft. Fir
den leeren Raum bekommt man einen Wert ¢g,, der sich hiervon nur wenig
unterscheidet?.

1 Die Erkenntnis, daB der Zusammenhang zwischen Feld und Ladungen auch im leeren
Raum durch eine meBbare Konstante vermittelt wird, verdankt man G. Giorgi: Nuovo
Cimento (5) 4, 11 (1902).
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Da das Verhiltnis Coulomb/Volt auch ,,Farad“ heiBt, ist die praktische
Einheit der Dielektrizititskonstante F/cm.

In Tabellen gibt man gewdhnlich die ,,Dielektrizititszahl® gfg,, d.h. das
Verhiltnis der Dielektrizititskonstante des betreffenden Stoffes zu der uni-
versellen Konstante ¢, an.

§ 45. Verschiebungsstrome. Wenn sich die im Felde vorhandenen elektrischen
Ladungen infolge elektrischer Strémungen dndern, so dndert sich auch die mit
ihnen verkniipfte Verschiebung in den einzelnen Punkten des Feldes.

Bei parallelen Platten z. B. (Abb. 37) zieht jede Anderung dQ/d¢ gemiB (83)
eine Anderung d®/d¢ nach sich, die durch

A 1 dQ

2 F i (87)
gegeben ist. Nun ist aber dQ/d¢ zugleich der Leitungsstrom, der auf die Platten
flieBt. Wenn er gleich F.d9®jd¢ sein soll, also gleich einer Gréfe, die auf eine
Fliche im Innern des Dielektrikums bezogen werden kann, so ist die Auf-

- fassung moglich, daB der Leitungsstrom nicht auf der einen Platte

- r_' endigt und auf der andern wieder beginnt, sondern im Dielek-

| trikum abgeldst wird durch einen andern Strom, dessen Dichte
! gleich d®/d¢ ist.
| Diese Auffassung riihrt von Maxwell her; er hat d®/d¢ die
I ,,Dichte des Verschiebungsstroms genannt und die Elektrizitits-
+@| £ |€- lehre auf der Voraussetzung aufgebaut, daB zu den Leitungsstromen
| die Verschiebungsstréme hinzuzunehmen sind, so daB es iiberhaupt
| nur geschlossene Stréme gibt.

! Den Gesamtstrom, d.h. die Summe aus Leitungs- und Ver-

v schiebungsstrom, nennt man auch den ,,wahren’ Strom.
Y § 46. Kapazitdit. Wir wollen nun die Maxwellsche Auffassung
Abb, 37. fiir den praktisch wichtigsten Fall des elektrischen Feldes zwi-

schen zwei ebenen Platten weiter durchfithren (Abb. 37). Fir
ihn gilt bei kleinem Plattenabstand nach (87)

a®

Tat?

wo I der Gesamtverschiebungsstrom ist. Nun gilt aber
D=¢eG und U=Ea,

wo U die Spannung zwischen den Platten und a die Dicke des Dielektrikums
bedeutet. Also ist auch

I=F (88)

d€ eF aU
I=F'85=77. (89)

Diese Gleichung fiir den das Dielektrikum durchflieBenden Verschiebungs-
strom ist dhnlich gebaut wie das Ohmsche Gesetz fiir Leitungsstrom. Sie unter-
scheidet sich von ihm nur insofern, als sie statt der Spannung deren Differential-
quotient nach der Zeit und statt der Leitfihigkeit die Dielektrizitdtskonstante
enthilt.

Ein Paar von Platten, zwischen denen Verschiebungsstréme verlaufen, ist
die einfachste und wichtigste Form eines ,,Kondensators”. Als ,,Kapazitit*
seines Dielektrikums oder auch als seine eigene Kapazitit bezeichnet man den
Faktor

C= f_F"s (90)

a



Verschiebungsstrome. — Kapazitit. 27

also das mit der dielektrischen Konstante multiplizierte Verhiltnis des dielek-
trischen Querschnitts zur dielektrischen Dicke. Setzt man (go) in (89) ein, so
erhilt man die Gleichung

aUu
I:C_—dT’ (91)

die man als die (recht allgemeine) Definition der Kapazitat ansehen kann. Multi-
pliziert man also die ,,treibende® zeitliche Anderung einer an ein Dielektrikum
angelegten Spannung mit seiner Kapazitdt, so erhdlt man den entstehenden
Verschiebungsstrom.

Natiirlich kann man auch

Idi=CdU
schreiben und zwischen zwei Zeiten #; und #, integrieren. Dann erhélt man
0=[Tat=C(U,~U). (92)

Da der Verschiebungsstrom die Fortsetzung des Leitungsstromes ist, stellt Q
die gesamte zwischen den Zeitpunkten ¢ und #, durch Leitung auf die Platte
geflossene Elektrizititsmenge dar; diese ist also gleich dem Produkt aus der
Kapazitit und der in derselben Zeit eingetretenen Anderung der Spannung.
War zur Zeit #; noch kein Feld vorhanden, so gilt die einfachere Gleichung

Q=CU; (93)

d. h. die auf einer der Platten sitzende Elektrizititsmenge ist, wenn der Zahlpfeil
der Spannung wie in Abb. 37 von der positiven zur negativen Ladung lauft,
gleich dem Produkt aus der Kapazitit und der Spannung zwischen den Platten.
Gewthnlich bezeichnet man C als die ,,Kapazitit des Kondensators”. Treffender
wire es aber, von der ,,Kapazitit des Dielektrikums‘ zu sprechen und F nicht als Platten-

groBe, sondern als Querschnitt des Dielektrikums, a nicht als Plattenabstand, sondern als
Dicke des Dielektrikums aufzufassen.

§ 47. Ubliche Einheit der Kapazitit. Der auf praktische Einheiten bezogene
Zahlenwert der Dielektrizititskonstante ist fiir alle Isolierstoffe so auBBerordent-
lich klein, daB es sehr kostspielig wire, eine Kapazitit auch nur von einem
Farad wirklich herzustellen. Bezieht man die Fliche eines Kondensators auf
die Einheit Hektar (ha = 108 cm?), den Abstand seiner Belegungen auf die
Einheit 10 g (= 1072 cm), so kann man schreiben:

8 2
C = 8£ :_8..0,886_10_13£ F/ha .-Io——gln_
“ fo cm aftop 10-3cm
_ _q & Ffha
= 8,86-10"3 o aron Farad . (94)

Selbst mit F =1 ha und 4 = 10 kdme man also noch nicht einmal auf ein
Farad. Man verwendet daher fast immer die Einheiten uF (= 10~%F), nF (=107°F)
und puF (= 10712 F).

Auch die Gleichung (94) ist eine GroBengleichung, da die in ihr vorkommenden Formel-
zeichen ¢, F und a wie bisher die Gré8en bedeuten. Sie ist jedoch durch Zusatz des Faktors
8,86.10~%. 104 Farad

g - ha
die Zahlenwerte der Gré8en ¢, F und a, bezogen auf die Einheiten g, ha und 1o einsetzen
kann. Wir nennen solche Gleichungen ,,zugeschnittene GroBengleichungen®.

, der nach (86) gleich 1 ist, so umgestaltet, daB man ohne weiteres

§ 48. Energieinhalt eines Kondensators. Wenn auf den beiden Belegungen
eines Plattenkondensators die Ladungen +Q und —Q sitzen und zwischen
ihnen die Spannung U besteht, stellt das ganze System eine gewisse potentielle
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Energie dar. Denn wenn man die Belegungen durch einen Draht miteinander
verbindet (Abb. 38), setzen sich die Ladungen in Bewegung; es entsteht eine
mit Wirmeentwicklung verbundene Strémung. FlieBt bei diesem Ausgleichs-
vorgang in der Zeit d¢ die Elektrizititsmenge 4Q durch einen
Querschnitt, so haben die elektrischen Krifte nach § 30 die Arbeit

ag
7% i4 ——UdQ (05)

geleistet. U ist die in dem betreffenden Augenblicke noch vor-
handene Spannung zwischen den Belegungen gemifl Abb. 38.
Setzen wir die Werte U = €a und dQ = Fd® ein, so er-

—_

halten wir
Abb. 38. id = —GdD-aF = —GdDV,
wo unter V das Volumen des Dielektrikums zu verstehen ist. Da
£E2 ED
€D =Cd(c€) =d () =d(=) (96)

ist, gilt auch
ED

Der Arbeit der elektrischen Krifte entspricht also die Abnahme einer gewissen
GroBle @—;EV, die man sich, da €, ® und V Eigenschaften des Dielektrikums
sind, als in diesem sitzend und es gleichmiBig erfiillend vorstellen kann. Man
nennt mit Maxwell den Ausdruck

W =

4

530)
-V (98)
die ,,elektrische Energie* des Kondensators oder seines Dielektrikums. Die Arbeit
der elektrischen Kriafte und damit nach § 30 die entwickelte Stromwirme stammen
nach dieser Vorstellung aus der elektrischen Energie des Kondensators.
Diese kann auch ausgedriickt werden in der Form:
I C Q%
W,=-UQ=_U"=7¢. (99)

Die in Kondensatoren normaler GroBe enthaltene Energie ist auch bei hohen Spannungen
nicht sehr groB, jedenfalls nicht zu vergleichen mit den Energiemengen, mit denen man sonst
zu rechnen pflegt. So ist die Energie eines Kondensators von 1 gF bei

-£+ einer Spannung von 1000 V nur gleich

W,=4uF-108V2=0,5CV =10,5Ws =1,4.10-7kWh. (IOO)
7 § 49. Stromkreis mit Widerstand und Kondensator. Schaltet

AL man (Abb. 39) eine Stromquelle E, einen Widerstand R und eine
Kapazitit C hintereinander, so gilt nach § 38

U -—

Abb. 39. E=RIL} U, (z01)

wo U die Spannung an dem Kondensator bedeutet. Multipliziert man beiderseits
mit 7, so erhdlt man
iU d (C aw,

EI=RIP+UI=RIE+CU = R12+E(;U2) =R+ 27 (102)

Diese Gleichung sagt, da8 die in der Zeiteinheit von der Stromquelle gelieferte
Energie zum einen Teil zur Erzeugung von Warme im Widerstande R, zum andern
Teil zur VergroBerung der im Kondensator enthaltenen Energie verwendet
wird.
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Ist nach Ablauf eines Vorgangs der Energieinhalt des Kondensators wieder
derselbe wie zu Beginn, so ist nach (102) die gesamte von der Quelle gelieferte
Energie im Widerstande R in Wéirme verwandelt worden. Denn das Integral

2

2
aw,
f o dt =dee
1

1

liefert den Wert NullL

Mit dem FlieBen von Verschiebungsstromen durch die Kapazititen der
Stromkreise ist demnach keine Wirmeentwicklung und kein Verlust verbunden;
die Energie wird nur in die Dielektrika hineingesteckt oder aus ihnen wieder
herausgezogen — was freilich hédufig ebenso unerwiinscht ist wie ein Energie-
verlust.

§ 50. Sinusspannungen. Unter einer Sinusspannung verstehen wir eine Span-
nung %, die sich mit der Zeit nach der Gleichung

u=14dsin(2nft -+ ¢) (103)

dndert, wo 4, f und ¢ zeitlich konstante GroBen sind.

Die lineare Funktion der Zeit 2 zf¢ + ¢, die hier als Argument des Sinus
auftritt, nennt man die ,,Phase’ der Sinusspannung. Sie ist, wenn sie in dieser
Form geschrieben wird, als im ,,BogenmaB‘ gegeben anzusehen; d.h. sie ist
auf denjenigen Winkel als Einheit zu beziehen, dessen Bogen so gro8 ist wie der
Halbmesser.

Der 57,3. Teil des ,,Winkels 1‘‘ heiBt ,,Grad"; es gilt also
57,30 =1, (04)

eine Gleichung, die zur Umrechnung zwischen Bogen- und GradmaB bequem zu verwen-
den ist.

§ 51. Scheitelwert und Frequenz. Trigt man die Spannung # als Ordinate,
die Zeit ¢ als Abszisse eines rechtwinkligen Systems auf, so ergibt sich nach der
Gleichung (103) eine Wellenlinie
(Abb. 40); die Spannung schwankt

zwischen einem héchsten Wert 4 und

einem niedrigsten —# hin und her. Wir 1
nennen die Konstante # den ,,Scheitel- w
wert*; er ist nach Definition immer \'/ >z

positiv. 4
Die Konstante / hingt folgender-

maBen mit der Linge der die Span-

nung darstellenden Wellen zusammen: < e T-————-- >

Nennen wir die Zeit, die von einer Null- Abb. 0.

stelle bis zur iibernichsten Nullstelle

vergeht, die ,,Schwingungsdauer 7', so muB, da der Sinus mit 360° =2 =

periodisch ist, die Gleichung

2af(t+T)+p=z2aft+e+2n

bestehen. Aus ihr folgt aber fT = 1; die Konstante f ist also nichts andres als
der reziproke Wert der Schwingungsdauer (der scheinbaren Wellenlinge in
Abb. 40); wir nennen sie die , Frequenz der Sinusspannung. Das Produkt 2 nf
oder 360° f kiirzt man mit w ab und nennt es ,,Kreisfrequenz‘’.
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Ist z. B. T gleich 1,25 msec, wiederholt sich also das Wellenbild immer wieder nach
1,25 msec, so ist die Frequenz

1 I I
f= = = 800 —.
I,25ms I,25-I0-3s s

Die Frequenz ist nach ihrer Definition keine reine Zahl, sondern eine rezi-
proke Zeit. Thre Einheit 1/sec wird auch mit ,, Hertz", abgekiirzt Hz, bezeichnet.
Da die Identitét

f s
=T (zo5)
besteht, gibt der Zahlenwert der Frequenz in Hz (f/Hz) an, wie oft die Schwin-
gungsdauer T in der Sekunde enthalten ist; er ist gleich der Zahl der Schwin-
gungen in der Sekunde.

§ 52. Anfangsphase. Die Konstante ¢ in der Gleichung (103) nennen wir
die ,,Anfangsphase‘’, weil die Phase fiir £ == o gleich ¢ wird.

Die Anfangsphase einer einzelnen sinusartig wechselnden GréBe ist ohne
Interesse, denn sie kann durch Wahl eines andern Nullpunkts der Zeitachse
immer zum Verschwinden gebracht werden. Deshalb ist es auch gleichgiiltig,
ob wir zur Darstellung von Sinusschwingungen die Funktion Sinus oder die
Funktion Kosinus wihlen: Da

sin (2w ft + @) = cos<i:— —2nmft— (p) = cos <2nft+ @ — %), (x06)

unterscheiden sich die beiden Funktionen nur um eine gleichgiiltige Anfangsphase
— /2. Wir werden bei der Darstellung von WechselgréBen die Funktion Kosinus
bevorzugen.

Wenn die Anfangsphase einer einzelnen GroBe gleichgiiltig ist, so sind die
Unterschiede zwischen den Anfangsphasen verschiedener WechselgréBen,
also deren Phasendifferenzen oder Phasenverschiebungen, von um so gréBerer
Bedeutung.

§ 53. Dielektrischer Leitwert bei Sinusspannungen. Die Spannung % zwischen
den Platten eines Kondensators sei eine einfache Sinusfunktion der Zeit:

u =4fcos(2xft + ¢).

Dann ist
T — — dznfsin(2aft + ¢) = d2nfcos(2aft+ ¢ + 5 )
und daher in sinngeméBer Bezeichnung
i=znfCﬁcos(znft+<p+%>. (107)
u,i Andert sich also die Spannung

>

eines Kondensators sinusartig, so ist

Str g auch der ihn durchflieBende Ver-
7< schiebungsstrom ein Sinusstrom ; seine
AN >; Anfangsphase ist jedoch um =/2

/ groBer, d. h. er ist der Spannung um
eine Viertelschwingungsdauer voraus
(Abb. 41). Der Scheitelwert 7 des Ver-
Abb. 41, schiebungsstroms ist 2z fC 4, d. h.
man kann ihn aus dem Scheitelwert
der Spannung so berechnen, als ob das Dielektrikum einen ,,dielektrischen Leit-
wert 27fC = wC hitte. Bei Sinusstrémen darf man daher das Ohmsche
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Gesetz in seiner zundchst nur fiir Leitungsstréme abgeleiteten Form auch auf die
Dielektrika der Kondensatoren anwenden, vorausgesetzt, dafl man von Phasen-
verschiebungen absieht.

Zahlenbeispiel: Eine 1 mm dicke Hartgummiplatte (¢ = 2,6 ;) hitte zwischen Metall-
platten von 1 m2? Fliache bei 800 Hz den dielektrischen Leitwert

G=27-800Hz.2,66 o — 176- 100 — — 1 _,

mm sec 87008
§ 54. Dreieck aus Verschiebungsstrémen. Auf die Maxwellschen Verschie-
bungsstréme lassen sich sinngemiB die Kirchhoffschen Regeln anwenden.
Fiir das zwischen drei Leitern 1, 2 und 3 ausgespannte Dreieck aus Verschie-
bungsstromen der Abb. 42 z. B. liefert die Knotenregel das Gleichungssystem:

avyu, au
11=I12+113=C12*7“—1g +C13713:

au. aU,
Ly=1I,—Iy= Clz‘a—;‘g - Czs*ﬁ, (108)

aU au,
I3=I13+123=C13d_;3+czs dtn-]

Die hier auftretenden Koeffizienten C,,, C;5 und C,;, die
den dielektrischen Leitwerten zwischen den drei Knoten
entsprechen, heifen ,Teilkapazititen. Wenn man nach der Zeit integriert,
erhdlt man die in der Elektrostatik iiblicheren Formen:

Ql = C12 U12 + Cls U13:
Qs =C1, Uy — Cyy Uy, (109)
Qs = C13 U13 + C23 U23-

Hiernach sind die Ladungen, die sich auf den Leitern 1, 2, 3 ansammeln, lineare
Funktionen der drei Spannungen U;,, U,; und U,s.
Nach der Maschenregel

Upp+ Up+ Uy =o0

sind bei drei Leitern zwei Spannungen wihlbar. Hiufig bildet ein Leiterpaar,
z.B. 7 und 2, die Drihte einer Doppelleitung; dann ist die Spannung U,, die
Spannung, die durch den Betrieb der Leitung an der betreffenden Stelle hervor-
gerufen wird. Die Spannungen U,; und U,, dagegen hingen davon ab, in welche
Beziehung der dritte Leiter (z. B. die Erde) durch die im einzelnen Falle ge-
troffenen MaBnahmen zu der Doppelleitung gesetzt ist. Je nach diesen be-
sonderen Bedingungen fallen, wie wir sehen werden, die Spannungen und damit
auch die Ladungen Q verschieden aus. - &>

% ¢

Abb, 42,

§ 55. Die Teilkapazititen einer symmetrischen Doppel-
leitung. Das im vorigen Abschnitt betrachtete Dreieck
aus Verschiebungsstromen werde gebildet von den Strémen,

>

| |

| !

die zwischen den Drihten einer Doppelfreileitung und ]:z’ ;‘z

der Erde als drittem Leiter flieBen (Abb. 43). Der Ab- . |

stand der Drihte sei a, ihre Hohe iiber dem Erdboden 4. X 7% !
Der Zusammenhang, der zwischen den Ladungen Q; Abb, 43.

und den gegenseitigen Spannungen U,, von # diinnen

Dréhten besteht, die zueinander parallel in den Héhen 4; iiber dem als voll-
kommen leitend angenommenen Erdboden ausgespannt sind, kann ohne be-
sondere Schwierigkeiten ziemlich allgemein berechnet werden. Nach einem
Satz von Lord Kelvin stimmt ndmlich das Feld, das von einem mit der Elek-
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trizititsmenge Q geladenen Draht in dem Raum oberhalb der Erdoberfliche
erzeugt wird (Abb. 44), in diesem Raum vollstindig {iberein mit dem Feld,
das sich im unendlichen Raum zwischen demselben Draht und seinem
mit der Elektrizititsmenge —(Q geladenen ,,Spiegelbild” — bezogen auf die
Erdoberfliche — ausbilden wiirde. Durch diesen Satz wird die Berechnung
+{ der Ladungsverteilung auf der Erdoberfliche umgangen:
man erhilt das gesuchte Feld als Ubereinanderlagerung

der Felder, die von wirk-
lichen und Bilddrihten ge- 4
ringen Querschnittes her-

rithren.
SHUinny _Betrachten wir zun?ichst
MARUUNEE ///// einen einzigen diinnen
\\\\\t\‘\‘\":l’ b 5/ '/, Draht von der Linge ! mit
\\\\\\\\\H////,/// 77 der Ladung @, und berech-
¥ 9 nen wir die Spannung zwi-

schen zwei beliebigen Punk-
ten 4 und E in seiner Um-
gebung (Abb. 45). Da die Feldstirke im Abstand 7 von Q nach § 41 gleich

Abb, 44.

Abb. 45.

9
ol=54 (x10)
ist (sie hat bei positivem Q die gezeichnete Richtung), so erhilt man fiir die
Spannung zwischen 4 und E £
U— Qdscosg

2meri

(ds ist das von 4 nach E gerichtete Wegelement.) Nun zeigt aber das Bild, da83
dr nichts anderes ist als die Projektion von ds auf die Richtung von §; es gilt also

) dscosp =dr
Qe und daher!
AR ) Edr ) v
N /I == _— = E
h: \\FE /} 2mel ) v 2nslln 78 (111)
| \\// 1 A4
| )\ |
| |

g Nun wollen wir zu der Wirkung der Ladung ¢ die Wir-
AN T kung ihres Spieg‘el.bildes Q’ =—0Q hinzqnehmen (Ab‘p. 46).
r ¢ Der Punkt @ sei jetzt ein Punkt der Mittelebene zwischen

t
w7 / J Q und @', die ja mit der Erdoberfliche zusammenfillt.
LS f3 Kennzeichnen wir dann die Abstdnde von der Bildladung Q'
! /,/ durch einen Strich, so erhalten wir als die Spannung, die
5/” von den beiden Ladungen herrithrend zwischen den Punkten
@’ A und E besteht,
ADb, 46. Uz_LlnfE_i_(;@lny_f

2mel 74 2mel 'y
oder, da wegen der besonderen Lage von E 7z = 7,
’I
U—=_2 na__2

n =
2mel ¥4 2mel

Ql\

In—, (112)
wenn wir die Zeiger A als unnétig wieder weglassen.

1 Man kann diese Gleichung gemiB § 36 unmittelbar hinschreiben, wenn man iiber den
gestrichelten Weg der Abbildung integriert.
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Fiir die Berechnung der Wirkung nach auBen darf man sich die Drahtladun-
gen Q in den Drahtachsen konzentriert denken. Die Verteilung der Elektrizitit
auf den Drahtoberflichen braucht nur dann beriicksichtigt zu werden, wenn die
Wirkung einer Ladung fiir einen Aufpunkt A berechnet werden soll, der auf
demselben Draht sitzt wie die Ladung; dann ist offenbar der Abstand des Auf-
punkts von der Ladung im Mittel gleich dem Drahthalbmesser p — und zwar
einerlei, wo im Querschnitt der Aufpunkt liegt.

Wenden wir die Gleichung (112) nunmehr auf das Problem der Doppel-
leitung an, so erhalten wir

2melU,, = Qlln? +Qyn 2t

2 i 2k (113)
2mel Uy = Qlln7 -+ len?.

Eigentlich hitten wir hier statt 24/a

V(zh)? 4 a?

a

schreiben miissen; @2 ist aber bei Doppelleitungen immer viel kleiner als 442.
Zur Berechnung der Teilkapazititen geniigt es, die Gleichungen (113) nach
@, aufzulésen. Die Nennerdeterminante 148t sich vereinfachen:

(ln ?)2 — <1n 27h>2 = (ln Ze—h +1ln %) <1n % —1In %)

2h a
=2z2ln—In—; 11
Vae e (114)
man erhilt daher:
2h 2 h
ln? lnT
O, =mel 2 uU13 2k aUzs
In—In— n——In —
agp e ]/ag [

Hier fithren wir noch durch
- Uzs = U21 - U13 = U12 - U13

die Betriebsspannung U,, ein; damit wird
T :
lensl< i a Ut —53 Vs> (115)
1

und die Teilkapazititen der (geometrisch) symmetrischen Doppelleitung sind
daher nach (109) in der allgemeinen und der zugeschnittenen Form der Gréfen-
gleichung:

2h 2 h
In =2 ;B
Crp=mel —,—— = 12,09 o km 2k —-nF, (116)
-2 g 2lig
]/a@ e fJao @
1 e I I
C13—7'Eé‘l 7 = IZ,Oggk_El_ﬁnF' (II7)
In — lg———_
Yaeo Yae

Wallot, Schwachstromtechnik, 3
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§ 56. Symmetrische Kapazitit einer symmetrischen Doppelfreileitung. Wir
betrachten die Doppelleitung zuerst unter den gewohnlichen Bedingungen des
Fernsprechbetriebs (Abb. 47). Bei diesem wird auch elektrisch fiilr méglichst
vollkommene Symmetrie gegen die Erde gesorgt. Wir diirfen daher voraussetzen,
daB das Potential der Erde bestindig in der
Mitte liegt zwischen den Potentialen der Lei-
tungsdrihte. Diese Bedingung bedeutet (man
beachte das kleine Bild und die Reihenfolge
der Zeiger bei den Spannungen):

U.
Upy="Usp= % ’ (118)

V 7 73 und, wegen der Gleichhfait von Cy3 und C 2>

I3 =14 und I, = 0. Wir brauchen daher die

2 Erde gar nicht weiter zu beachten: die Betriebs-

kapazitit ist einfach gleich C;, + C;3/2. Diese

Kapazitit nennt man auch die ,,symmetrische’

oder ,,Schleifenkapazitit“ der Leitung. Setzen wir die fiir C;, und Cy4 abgeleiteten
Werte ein, so erhalten wir:

Abb, 47.

c ln%—]—%ln—; ln(z—;,/—g—>
13 __ —
C12+T—ﬂ£l 2h . a =mnel 2k . a
111—]1111—— In—1In —
ot Joo @ Yoo e (119)
o Copmm = "L — 12,09 2 L~ _nF
symm — 5 T % 9801(1'1'1 a :
In — Ig —
e

Wie man sieht, ist die symmetrische Kapazitit einer Doppelleitung, solange a2
neben 4 42 vernachlissigt werden darf, unabhingig von ihrer Hoéhe iiber dem
Erdboden.

Beispiel. Zwei 4 mm starke Driahte seien mit 20 cm horizontalem Abstand 7 m iiber der
Erde ausgespannt. Thre symmetrische Kapazitit der Langeneinheit ist nach (119)

<C> 120 I nF—Go nF
l wmm_ ’91g2ocmkm— '51_{1_11—'

2 mm

§ 57. Simultankapazitét einer Doppelleitung. Den Gegensatz zu der Schleifenschaltung, bei
der der eine Draht als Hin-, der andere als Riickleitung
dient, bildet die ,,Simultanschaltung®, bei der die Lei-
tungen gleichgerichtete Strome fithren und der Riick-
strom durch die Erde fliet (Abb. 48). Sie wird benutzt
beim ,,Simultanbetrieb®, d. h. beim gleichzeitigen Tele-
graphieren iiber Fernsprechleitungen. In diesem Falle
liegt zwischen den Leitern r und 2 keine Spannung;
die Simultankapazitat setzt sich daher einfach aus
den parallelen Kapazitaten C;, und C,3 zusammen,
d. h. es ist

e 1 1
Coim = 2 Cyy = 24,2 - Eal—g—z—h nF. (120)

Abb, 48. PN

Beispiel. Bei der Leitung des vorhergehenden § ist
<C ) — 242 1 nF 8 nF
U =2 ymkm - Pkm
g —-
2cm
1 In diesen Wert geht nach (116) C,, bei groBem / iiber.
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§ 58. Kapazitit von Kabeladern. Die Kapazititen zwischen den Leitern
eines Kabels lassen sich im allgemeinen nicht berechnen; denn weder die Draht-
abstdnde noch die Dielektrizititskonstanten der Isolierschichten sind genau
bekannt. AuBerdem handelt es sich meist um ein sehr verwickeltes System von
Leitern, da gewohnlich viele Drihte in einem Bleimantel vereinigt werden.
Praktisch wird daher die Kapazitit der Kabeladern immer durch Messung be-
stimmt.

III. Magnetische Felder.

§ 59. Erste Definition der magnetischen Induktion. Die magnetische Wirkung
des elektromagnetischen Feldes kann mit einem ,Priifrechteck” festgestellt
werden. Darunter verstehen wir (Abb. 49} ein sehr langes und schmales Recht-
eck aus diinnem Draht, das eine Stromquelle enthdlt. Man bringt es so in das Feld,
daBl die Mitte seiner einen kurzen Seite mit dem Aufpunkt 4 zusammenfillt;
die andere kurze Seite soll auBerhalb des Feldes
liegen, das wir als von endlicher Ausdehnung vor- |

1 L =7

aussetzen. Z‘_‘l =)

Auf ein solches stromdurchflossenes Drahtrecht- v A Fechreck
eck wird ebenso wie auf eine geladene Priifkugel reld 8

im elektromagnetischen Felde eine verschiebende
Kraft ausgeiibt.

Die Grofle dieser Kraft hingt zunichst von der Abb. 49.
Orientierung des Rechtecks ab. Sie kann variieren
von dem Werte Null bis zu einem Hochstwerte. An jeder Stelle des Feldes
gibt es eine Richtungslinie, die dadurch ausgezeichnet ist, daB auf das Recht-
eck, wenn seine kurze Seite mit ihr zusammenfillt, iiberhaupt keine verschie-
bende Kraft ausgeiibt wird. Wir nennen diese ausgezeichnete Linie die ,,Null-
linie an der betreffenden Stelle des Feldes. Liegt die Fliche des Rechtecks
dagegen senkrecht zu der Nullinie, so nimmt die verschiebende Kraft ihren
Hochstwert an; ihre Richtung steht senkrecht zu der Nullinie und zu der
kurzen Rechteckseite, fillt also mit der Richtung der langen Rechtecksseiten
zusammen. Dreht man das Rechteck in seiner Ebene, jedoch so, daB die Mitte
seiner einen kurzen Seite im Aufpunkt bleibt, so dreht sich die Kraft mit, ihre
GroBe bleibt aber dieselbe.

In einer solchen Lage héchster Kraftwirkung werde das Rechteck festgehalten,
und es werde nunmehr untersucht, wie die Gro8e der mechanischen Kraft P
von den Abmessungen des Rechtecks, von der Stirke und dem Umlaufsinn des
Stromes abhdngt. Der Versuch zeigt, daB3 bei gleichem Strom und groler Schmal-
heit des Rechtecks der Drahtdurchmesser und die Linge der langen Seiten keine
Rolle spielen, daBl die Kraft aber der Linge! der kurzen Rechtecksseite pro-
portional ist. Sie ist ferner der Stromstérke I proportional und wechselt mit deren
Umlaufsinn ihre Richtung. Es gilt also fiir die GroBe der Kraft:

P=%-I1. (x21)

Wiederum ist 8 eine Konstante, solange wir die Lage und die Orientierung des
Rechtecks ungeindert lassen und nur die Linge seiner kurzen Seite und die
Stromstirke variieren; von Aufpunkt zu Aufpunkt dagegen hat ¥ eine verschie-
dene GroBe. Der Faktor® kann also wie die elektrische Feldstirke € als ein
Kennzeichen des elektromagnetischen Feldes angesehen werden; wir nennen ihn
die ,,magnetische Induktion im Aufpunkt®.

3*
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Die magnetische Induktion ist hiernach bei Wahl abgestimmter Einheiten
(§ 5) zahlenmdBig gleich der gréBten Kraftwirkung, die das Rechteck erfihrt,
wenn es von der Einheit der Stromstirke durchflossen wird und seine kurze Seite
gleich der Lingeneinheit ist.

Zahlenbeispiel. Ein Drahtrechteck, dessen lange Seiten 1 m, dessen kurze 1 cm lang sind
und das aus 20 Windungen besteht, erfahre, wenn es von einem Strom von 8o mA durch-
flossen wird, im Aufpunkt einen gré8ten Antrieb von 500mg*. Nach der Definition (121) herrscht
dann, da die kurzen Seiten simtlicher Windungen zu beriicksichtigen sind, im Aufpunkt
eine Induktion

500 mg* g*
= 0,3125 =~

" 8omA.20cm

oder nach § 29

Vv
B = 0,3125- 0,980+ 10-40%1A::m =o,3o6-10-4rl;. (122)

Da das angenommene Feld von der Gré8enordnung der in der Praxis vorkommenden Felder
ist, ist die InHuktionseinheit Vs/cm? eine groBe Einheit. Man verwendet daher meist ihren
108. Teil, das ,,GauBl* (G).

§ 60. Der Drehsinn der magnetischen Induktion. Die beiden FeldgréBen
elektrische Feldstirke € und magnetische Induktion $ stehen einander gegen-
iber wie in der Mechanik die Verschiebung und die Drehung.

Die Achse der DrehgroBe % lduft an jeder Stelle des Feldes der Nullinie
parallel. Der Sinn, in welchem sie sich um diese Achse dreht, kann nur mit einer
gewissen Willkiir festgelegt werden, da uns die FeldgréBen nur durch ihre Wir-
kung zuginglich sind. Ahnlich wie wir als Richtung der elektrischen Feldstirke
die Richtung der auf eine positive Ladung ausgelibten Kraft definiert haben,
definieren wir als Drehsinn der magnetischen Induktion den Umlaufsinn, in
welchem der elektrische Strom (der Strom der positiven Ladungen) das Priif-
rechteck durchstrémt, wenn dieses in das Feld hineingezogen wird.

Zur Feststellung des Drehsinnes von B ist also zweierlei notig: Man hat
erstens die Orientierung des Rechtecks aufzusuchen, fiir die es frei von verschie-
benden Kraften bleibt; die im Aufpunkt liegende kurze Rechteckseite fillt
dann in die Achslinie der Induktion. Man hat zweitens die Rechtecksfliche
senkrecht zur Achslinie zu stellen und zu priifen, ob das Rechteck dann in das
Feld hineingezogen oder aus ihm herausgestoen wird. Im ersten Falle stimmt
der Drehsinn des Feldes mit dem Umlaufsinn des Stromes iiberein; im zweiten
lauft er ihm entgegen.

Als Gedichtnishilfe kann die Vorstellung dienen, daf die Natur das Bestre-
ben hat, das Innere der Rechteckfliche mit méglichst viel magnetischer Induktion
desselben Umlaufsinnes anzufiillen.

§ 61. Der axiale Vektor der magnetischen Induktion, Richtungsregel. Wir
hitten der magnetischen Induktion auch den umgekehrten Drehsinn beilegen
kénnen. Unméglich wire es jedoch, aus dem Versuch mit dem Priifrechteck
zu schlieBen, daB die magnetische Induktion physikalisch durch einen Pfeil
darstellbar, also physikalisch ein ,,Vektor sei. Denn die einzige ausgezeichnete
Linie, die Nullinie, hat keinen Richtungssinn, weil sie gerade durch das Null-
werden der verschiebenden Kraft ausgezeichnet ist.

Nichtsdestoweniger ist es niitzlich, die DrehgréBe 8 durch einen Vektor
zu ersetzen, dessen Richtung man ihrem Drehsinn mit Hilfe einer Schraube
zuordnet. Bei den DrehgréBen der Mechanik macht man es bekanntlich ebenso.
Je nachdem ob man eine Rechts- oder eine Linksschraube zugrunde legt, fillt
natiirlich die Richtung des ersetzenden Vektors verschieden aus.
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Wir nennen Vektoren, die nur bequeme Hilfsmittel fiir die zeichnerische
Darstellung von DrehgréBen und fiir das Rechnen mit ihnen sein sollen,
,,axiale’* Vektoren im Gegensatz zu den wirklichen Vektoren, die man zur Unter-
scheidung auch als ,,polare’ Vektoren bezeichnet.

Bei dem Feld der Abb. 49 ist der axiale Vektor der Induktion bei Annahme
der Rechtsschraube senkrecht zur Zeichenebene von dem Beschauer weg gerichtet.
Denken wir uns mit ihm schwimmend und in der Richtung des durch den Auf-
punkt flieBenden, also gegebenen Stromes schauend, so geht die Kraft, die ja
meist gesucht wird, nach rechts.

Legen wir umgekehrt die Linksschraube zugrunde und verhalten wir uns
im iibrigen wie vorher, so geht die gesuchte Kraft nach links.

Es gilt also die Richtungsregel: Man schwimme mit dem axialen Vektor
der Induktion und schaue in der Richtung der zweiten gegebenen GréBe; dann
geht die gesuchte Gréfe (in unserm Falle die Kraft) bei Zugrundelegung der
Rechtsschraube nach rechts, bei Zugrundelegung der Linksschraube nach
links?.

§ 62. Zweite Definition der magnetischen Induktion. Wir bringen die eine
kurze Seite des Priifrechtecks nach Ersatz der Stromquelle durch einen Kurz-
schluBl in den Aufpunkt, drehen es, bis die Nullinie senkrecht zu seiner Fliche
steht, und verschieben es (Abb. 50) um die Strecke s in der Richtung seiner
langen Seiten. Bei dieser Verschiebung beobachten
wir zweierlei: Erstens miissen wir einen gewissen ; 7
Widerstand P iiberwinden; zweitens entsteht in z,r- r =,
dem Rechteck ein in der gewthnlichen Weise nach. r A Rechteck —
weisbarer sehr kurz dauernder (vgl. §124) elek- reld B
trischer Strom I, den man als ,,Induktionsstrom‘ O
bezeichnet.

Da wir schon wissen, dai auf jeden im Recht- Abb. s0.
eck flieBenden Strom I im Felde B eine Kraft
P =B I! ausgeiibt wird, vermuten wir, daB die beobachtete Hemmung eben
durch diese Kraft P verursacht ist, und daB als Gegenwert der Arbeit, die
wir gegen sie leisten miissen, die Stromwirme des Induktionsstromes I entsteht.
D. h. wir vermuten, da3 die Gleichung

Ps=®BIls=IR(Q (123)

gilt, wo Q die gesamte geflossene Elektrizititsmenge bedeutet, dafl also

=22 (124)

ist.

In der Tat zeigt die Erfahrung, daB die bei einer Verschiebung des Rechtecks
um die Strecke s, also bei der Uberstreichung einer Fliche Is, in Bewegung
gesetzte Elektrizititsmenge dem iberstrichenen Flicheninhalt direkt, dem
elektrischen Widerstand des Rechtecks dagegen umgekehrt proportional ist.

Wir haben demnach durch Anwendung des Energiesatzes eine zweite Definition
der magnetischen Induktion gefunden: sie ist bei Verwendung abgestimmter
Einheiten zahlenmiBig gleich der Elektrizititsmenge, die in einem Priifrechteck
vom Widerstande 1 bei Uberstreichung der Fliche 1 induziert wird.

1 Diese Regel ist eine etwas allgemeinere Form der Regel von J. K. Sumec: ETZ 24,
269 (1903). Sie gilt unveriandert auch fiir den induzierten Strom (s. § 63).
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Zahlenbeispiel;: Wir denken uns das schon {frither betrachtete Rechteck von 100-1 cm?
Fliche um 2 cm in Richtung seiner langen Seiten verschoben. Dadurch entsteht ein Induk-
tionsstromsto; die gesamte durch ihn in Bewegung gesetzte Elektrizititsmenge Q werde
(etwa mit einem ballistischen Galvanometer) zu 2,50-10~4 Coul bestimmt. Der Widerstand
des Rechtecks betrage 4,90 £2. Nach unserer zweiten Definition der magnetischen Induktion
(124) ist dann

. 104 .
§B=QR _2,50-10 Coul - 4,90 2 — 0,306 101 Vs (125)
’ cm?’

ls 20-1-2cm?

d. h. das Feld ist dasselbe wie bei dem letzten Zahlenbeispiel.

§ 63. Drehsinn~ und Richtungsregeln fiir den Induktionsstrom. Zieht man
das Rechteck aus dem Felde heraus, so muB3 man Arbeit leisten, da die
Stromwéirme des Induktionsstromes nicht aus nichts entstehen kann. Auf das
Rechteck muB also eine in das Feld hineinziehende Kraft wirken, d. h. Induktion
und Strom miissen in demselben Sinne umlaufen.

Schiebt man umgekehrt das Rechteck in das Feld hinein, so mu man
wieder Arbeit leisten; denn wieder flieBt ein Induktionsstrom, der Energie be-
ansprucht. Die Bewegung wird also auch in diesem Falle gehemmt; es muf} jetzt
eine aus dem Feld heraustreibende Kraft wirken, d. h. Induktion und Strom
miissen im entgegengesetzten Sinne umlaufen.

Wie man sieht, hingt die Einseitigkeit, die darin liegt, daB die Bewegung
immer gehemmt wird (Lenzsches Gesetz), damit zusammen, daf die entwickelte
Stromwirme von der Stromrichtung unabhingig ist.

Ersetzt man die DrehgroBe 8 durch einen axialen Vektor, dessen Richtung
ihrem Drehsinn mit Hilfe einer Rechts- (Links-) Schraube zugeordnet ist, so gilt
wieder die schon frither fiir die Kraftwirkung abgeleitete Richtungsregel:
Schwimmt man in der Richtung des axialen Vektors der magnetischen Induktion
(also in der Abb. 50 bei Annahme der Rechtsschraube von vorn nach hinten)
und schaut man in der Richtung der zweiten gegebenen Gréfe — in diesem
Falle der Bewegung —, so ist die eintretende Erscheinung — der Induktions-
strom — bei der Rechtsschraube nach rechts, bei der Linksschraube nach links
gerichtet.

§ 64. Bewegung eines stromfiihrenden Leiters in einem magnetischen Feld.
Bei unseren Betrachtungen im § 59 haben wir uns das Rechteck festgehalten
gedacht. Wir wollen diese Beschrinkung jetzt fallen lassen und voraussetzen,
der in ihm flieBende Strom I habe denselben Umlaufsinn wie die magnetische
Induktion, das Rechteck werde also in das Feld hineingezogen. Folgt es diesem
Antrieb, so nimmt der FluB zu; nach unserer Drehsinnregel wird daher ein
Strom induziert, der den urspriinglichen Strom I schwicht. Da die entwickelte
Stromwiérme jetzt im quadratischen Verhiltnis geringer ist, vermag die Strom-
quelle auch noch den Gegenwert der bei der Bewegung von den elektromagne-
tischen Kriften geleisteten mechanischen Arbeit zu liefern.

Wie man sieht, ist der induzierte Gegenstrom beim Motor ebenso wie die
hemmende Kraft bei der Dynamomaschine eine unmittelbare Folge des Energie-
satzes.

§ 65. Gesetz von Biot und Savart. Magnetische Felder treten hauptsichlich
in der Umgebung elektrischer Stréme auf. Ihr Zusammenhang mit diesen kann
nur durch den Versuch festgestellt werden.

So tritt erfahrungsgemil im senkrechten Abstand 7, von einem unendlich
langen geradlinigen Strom I (Abb. 51) in dem umgebenden Luftraum eine
magnetische Induktion B auf, die der Stromstirke I direkt, dem Abstande 7,



Magnetische Feldstarke. 39

umgekehrt proportional ist:

B = const i. (126)
7o
Sie dreht sich in der durch 7, und I definierten Ebene in dem durch den Dreh-
pfeil der Abb. 51 angedeuteten Sinne.

Ahnlich wie beim elektrischen Feld kann man versuchen, aus dieser und dhn-
lichen Beobachtungen ein dem Coulombschen Gesetz entsprechendes Ele-
mentargesetz abzuleiten und aus diesem wieder durch Integration fiir alle
vorkommenden elektrischen Strémungen das magnetische Feld zu berechnen.
Ein solches Elementargesetz ist das Gesetz von Biot und Savart. Es sagt aus,
daB in einem Aufpunkt 4, der von einem ,,Stromelement” der Stirke I und
der Linge 4/ den Abstand 7 hat, eine magnetische In- @
duktion ¥ entsteht, die der Stdrke I und der Linge 4!/ /
direkt, der Kugeloberfliche um A mit dem Radius » da-
gegen umgekehrt proportional ist. Die Drehebene der
Induktion d%® ist die durch » und 4! definierte Ebene;
der Drehsinn stimmt {iberein mit dem Sinn, in dem das
Element d/ in dieser Ebene um A herumzulaufen scheint.
Die von einer groflen Zahl von Stromelementen erzeugte
Induktion ist gleich der geometrischen Summe der Teil-
induktionen, die von den Elementen einzeln hervor- Abb, 51.
gerufen werden. Bildet das Stromelement mit dem Ab-
stand 7 einen unter 180° liegenden Winkel ¢, so ist dem Betrag von @8 noch
sin ¢ zuzufiigen. Nach Biot und Savart ist also:

Idi .
%:Zd%‘zg,u‘“”zsm(p. (127)

Die Proportionalititskonstante u hingt von der Art des Mediums im Aufpunkt
ab und heiBt ,,Permeabilitit’* des Mediums.

Man kann leicht zeigen, daB dieses Biot-Savartsche , Elementargesetz’* bei dem
vorhin betrachteten unendlich langen geradlinigen Strom wieder auf die von der Erfahrung
bestitigte GesetzmaBigkeit (126) fithrt. Auf andere als , lineare” Leiter ist das Gesetz nach
seiner Formulierung nicht anwendbar.

§ 66. Magnetische Feldstirke. Wenn im Abstande 7, von einem geradlinigen
langen Strom erfahrungsgemiB die magnetische Induktion const I/7, herrscht,
so liegt es wiederum nahe, die rein geometrische Feststellung, da8 die magnetische
Wirkung mit wachsendem Umfange 277, des in Abb. 51 gestrichelten Kreises
abnimmt, zu trennen von der andern Feststellung, daf3 sie auBlerdem von der
Art des Feldmediums ein wenig abhingt. Man hat sich deshalb die Anschauung
gebildet, daBl der Strom I in der Entfernung 7, eine ,,Zwischengrofe § erzeugt,
fiir welche die einfache Beziehung

I

277y

H=

gilt, und daB die beobachtbare Induktion ¥ dieser GréBe $ proportional ist
mit der Permeabilitit g als der Proportionalitdtskonstante.

Allgemein wollen wir der HilfsgroBe §, die wir ,,magnetische Feldstarke
nennen, die folgende Bedingung auferlegen: Fiir jede beliebige im Felde liegende
Flache soll das iiber deren Randkurve erstreckte Linienintegral von § gleich der
elektrischen Durchflutung der Fliche sein (Durchflutungssatz). Unter der
,,Durchflutung’‘ verstehen wir dabei den FluB der Stromdichte durch die Fliche,
d. h. die algebraische Summe aller Elektrizititsmengen, die in der Zeiteinheit

(z28)



40 Magnetische Felder.

durch sie hindurchstrémen. Ebenso wie die elektrische Spannung nach § 33
das Linienintegral der elektrischen Feldstirke ist, bezeichnen wir das Linien-
integral der magnetischen Feldstdrke erstreckt iiber den Rand einer Fliche
als ihre ,,Randspannung‘‘ bezogen auf die Flache.

DaB diese Festsetzung fiir den Fall des geradlinigen Stromes wieder auf die
frithere Formel fiihrt, ergibt sich aus der Symmetrie des Problems. Man wihlt
als Fliche die zu dem Strome senkrechte Kreisfliche vom Radius 7, (Abb. 51).
Dann ist die Durchflutung der Fliche gleich I, die Randspannung gleich

D-2mry;

aus der Gleichsetzung beider GroBen ergibt sich aber wieder die Gleichung (128).

Die magnetische Feldstirke hat nach dem Durchflutungssatz die Dimension einer Strom-
starke dividiert durch eine Lange. Ihre praktische Einheit ist daher die Einheit Amp/cm. Deren
0,796faches (0,796 m 10/4 ) soll nach einem neueren BeschluB mit ,,Oersted” bezeichnet
werden.

Der Durchflutungssatz darf natiirlich nur deshalb aufgestellt werden, weil es seit der
Einfithrung der Verschiebungsstréme durch Maxwell keine ungeschlossenen Stréme mehr
gibt. Gibe es Stromlinien mit freien Enden, so hitten, wie Abb. 52 zeigt,

die Durchflutungen der unzahlig vielen denkbaren
Flichen, die von einer gegebenen Kurve um- Vs
randet werden, nicht alle denselben Wert, und

der Durchflutungssatz hatte iiberhaupt keinen i
bestimmten Sinn.
Den Drehsinn der magnetischen Feldstarke

wihlen wir so, daB der iiberwiegende Richtungs-
sinn der die Bezugsfliche durchsetzenden Dreh-
pfeile {Abb. 53) iibereinstimmt mit dem iiber-
wiegenden Richtungssinn der Durchflutung. Wenn
demnach die Drehpfeile auch fiir sich genommen
nur den Drehsinn der magnetischen Feldstarke Abb. 53.
ausdriicken und ausdriicken sollen, so entsteht
doch, da die Drehpfeile die Bezugsfliche nur je einmal durchsetzen und die Randkurve
geschlossen ist, die Moglichkeit, der Randspannung einen Richtungssinn zuzuordnen.
Sonst diirften wir sie auch nicht gleich der Durchflutung setzen, die als FluB des Vektors
der Stromdichte eine GroBe mit Richtungssinn ist.

Mit dem so festgelegten Drehsinn der magnetischen Feldstirke stimmt (in magnetisch
isotropen Medien) der beobachtbare Drehsinn der Induktion iiberein; und Entsprechendes
gilt fiir die Richtungen der zugehérigen axialen Vektoren.

Abb. 52,

§ 67. Permeabilitit der Nichteisenkérper. Die durch die Gleichung

=g (x29)

definierte ,,Permeabilitit“ des Feldmediums kann unmittelbar nach dieser
Definition gemessen werden.

Angenommen z. B., in einem geradlinigen Leiter flieBe ein Strom 7 von 100 A.
Dieser ruft in einem Punkte, der von der Leiterachse einen senkrechten Abstand
7, = 10 cm hat, eine magnetische Feldstirke

100 A i0o A

9 — oy — -2

27wy  2m-I0Cm 27 Cm

hervor. Bringt man nun an dieselbe Stelle des umgebenden Luftraums ein Priif-
rechteck mit einer kurzen Seite von ! =1 cm Linge, in welchem ein Strom
von I' =1 A (z. B. je 10 mA in 100 feinen Windungen) flieBt, so erhilt man, wie
der Versuch zeigt, eine groBte Kraftwirkung von 0,204 mg*. Es ist also nach (121)

P 0,204 mg*  0,204.9,80-10-8 J

% —

=TT Acm A cm?

Vs
= 2,00-10~8
cm
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und daher
B 2,00-10-8Vs.2mwcm _g Vs
”*5_ cm?.10 A = 1,256-10 Acm
H
— . T0-8
= 1,256+ 10 e (130)

Dies ist nach unserer Definition die Permeabilitit der Luft. Nur wenig davon
verschieden ist der Wert u, der Konstanten y, den man im leeren Raum bestimmt.
H ist die Abkiirzung fiir die praktische Einheit ,,Henry“ = Vs/A = Qs.

Fiir alle Stoffe, mit Ausnahme der ,,ferromagnetischen*, der ,,Eisenkérper*, liegt die Per-

meabilitdt sehr nahe bei dem Wert y,. Fiir Platin ist z. B. 4 = 1,00024 y,, fiir Wismut
B == 0,99984 py. Man kann also ohne merklichen Fehler bei allen Stoffen mit Ausnahme der

ferromagnetischen u = y, setzen. Stoffe, bei denen y ein wenig {iizin22} ist als u,, heiBen
paramagnetisch
diamagnetisch

§ 68. Die Ringspule. Unser Beispiel im § 67 hat gezeigt, da3 es nicht leicht
ist, mit einem geradlinigen Strom die Permeabilitit des umgebenden Mediums
zu messen. Auch bei einer Stromstirke von 100 A erhilt man in 10 cm Ent-
fernung ein Feld von nur 2 GauB; das ist ungefihr das Zehnfache der Stirke des
erdmagnetischen Feldes.

Will man ein starkes Feld erzeugen, so muB3 man den Strom méglichst oft
um den Raum herumfiihren, in dem es entstehen soll; auBerdem muB man die
erzeugten Kraftlinien moglichst konzentrieren.

Das einfachste und vollkommenste Hilfsmittel zur Erzeugung starker Felder
ist die Ringspule. Darunter verstehen wir eine Spule wie in Abb. 54, deren
Achse einen Kreis bildet. Bei ihr entsteht ein Feld nur im
Innern der Windungen. Denn fiir die Flichen aller Kreise
um den Mittelpunkt M, die man sich in der Ebene der
Zeichnung auBerhalb der Spulenwindungen denken kann,
ist die gesamte Durchflutung und darum auch die Rand-
spannung gleich Null; wegen der symmetrischen Anordnung
des Ganzen folgt aber aus dem Verschwinden der Randspan-
nung das Verschwinden der magnetischen Feldstirke selbst.

Fiir die Flichen solcher Kreise, deren Mittelpunkte auf
der durch M gehenden Senkrechten zur Zeichenebene liegen und die in dieser
oder zu dieser parallel durch das Innere der Windungen laufen, ist die Durch-
flutung von Null verschieden; und zwar ist sie nach ihrer Definition einfach
gleich der Spulenstromstirke / multipliziert mit der Zahl der Windungen w.
Wegen der Symmetrie des Problems kann man also schreiben:

Abb. 54.

Hl=wl, (131)
. ' 7
wo I den Umfang des betrachteten Kreises bedeutet. 4 A
Genau genommen ist / fiir die mehr nach auBen liegenden Ringspule
Kreise groBer als fiir die mehr nach innen liegenden; deshalb ist Abb. 55.

die Feldstirke in den Windungen auBen ein wenig kleiner als

innen. Den Mittelwert der Feldstirke im Innern der Windungen kann man aber mit
. . I

groBer Genauigkeit nach der einfachen Formel § = —wl— berechnen, wo jetzt ! den mittleren

Kreisumfang, d. h. die Lange der kreisférmigen Spulenachse bedeutet.

Der Drehsinn der Feldstirke ist bei der Ringspule natiirlich gleich dem Umlaufsinn des
Stroms in ihren Windungen (Abb. 55).

§ 69. Das Ohmsche Gesetz fiir den magnetischen Kreis. Wir denken uns
(Abb. 56) eine diinne Rohre, deren Wandung von Induktionslinien gebildet wird.
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Da diese keine freien Enden haben (§ 76), ist die betrachtete Réhre in sich ge-

schlossen. Es seien nun Stromkreise 1, 2, 3, ... oder (sehr kurze) Spulen der
Windungszahlen w,, w,, w;, ... im Raume verteilt, die in ihnen flieBenden
Stréme seien I;, I,, I3, . ... Die betrachtete Induktionsréhre gehe jedoch nur

durch einen Teil dieser Leiter hindurch, etwa durch die Leiter 1, 2 und 5. Aus
dem Durchflutungssatz folgt dann:

f@ds:wlh‘*‘wzlz‘*‘ws]s: (132)
wo das Integral iiber die Rohre zu erstrecken ist. Nun

ist aber, wenn wir /9 durch ,,u*“ abkiirzen und den In-
duktionsflu durch die Réhre @ nennen:

G
Abb, 56. f@ds:f%F-%-?:f@.%;;@f%’ (133)

da der Induktionsflu durch die Rohrenwandungen gleich Null ist und die
$-Linien keine freien Enden haben. Wir kénnen also schreiben:

7

wi g +woly +~ws Iy
D === fﬁ 2 =G (e ], +w, I, + ws Ij). (134)
wF

Diese Gleichung nennt man das ,,Ohmsche Gesetz fiir den magnetischen
Kreis“. Man vergleicht dabei den Induktionsflu @ in der Rohre mit der Strom-
starke, den magnetischen Leitwert G der Rohre mit dem galvanischen Leitwert,
die Summe der sie umschlingenden Amperewindungen (die ,,Summe der trei-
benden magnetomotorischen Krifte) mit der Summe der elektromotorischen

Krifte des elektrischen Stromkreises. é« :f/% heilt auch ,,magnetischer Wi-
derstand” oder ,,Reluktanz‘.

§ 70. Hysteresis. Bei den ferromagnetischen Materialien, zu denen haupt-
sdchlich das Eisen mit seinen Legierungen zéhlt, ist der Zusammenhang zwischen
B und § auberordentlich verwickelt. Die Induktion in einem gegebenen Eisen-
korper ist der Feldstdrke nicht nur nicht proportional; sondern bei einer ge-
gebenen Feldstirke sind sogar unzdhlig viele (innerhalb eines bestimmten
Bereichs liegende) Induktionen moglich, und zwar auch dann, wenn man die
duBeren Bedingungen, unter denen der Eisenkdrper steht, gleich wihlt. Dies
hat zwei Griinde:

1. Die Anderung des Magnetfelds im Innern der Eisenkérper beansprucht
eine gewisse Zeit; die magnetische Induktion folgt daher den Veridnderungen
der sie hervorrufenden Stréme nicht sofort, sondern mit einer gewissen Ver-
zogerung. Man nennt diese Erscheinung ,,magnetische Nachwirkung*.

2. Die magnetische Induktion in einem Eisenkdrper hingt nicht nur von
den duBeren magnetisierenden Strémen ab, sondern auch von dem inneren
magnetischen Zustand, in welchem er sich in dem Augenblicke, wo er magnetisiert
wird, bereits befindet. Die Eisenkorper verhalten sich dhnlich wie ein Schalt-
werk, das auf denselben ZduBeren Eingriff verschieden antwortet je nach den
Schaltungen, die im Augenblicke des Eingriffes schon betitigt sind.

Magnetisiert man einen Eisenkérper — z. B. in einer Ringspule — durch
einen Strom, der so langsam wechselt, da man von der magnetischen Nach-
wirkung absehen kann, so durchlduft die Induktion nach einigen Stromwechseln
wihrend jedes Hin- und Herganges des magnetisierenden Stromes eine Kurve,
die eine endliche Fliche umschlieBt, etwa wie in Abb. 57. Die Gestalt dieser
,»Magnetisierungskurve’ ist nur wenig abhingig von der Frequenz des benutzten
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Wechselstroms, kann also auch punktweise mit Gleichstrom verschiedener

Starke und verschiedenen Umlaufsinnes aufgenommen werden. Man nennt die

in dieser Kurve zutage tretende Erscheinung, daB die Anderung der Induktion

hinter der Anderung der Feldstirke zuriickbleibt, ,,Hysteresis’* und die Magne-

tisierungskurve daher auch ,, Hysteresis-

schleife’. i
Geht man vom unmagnetischen

Zustande des Materials aus, so durch-

lauft die Induktion zunichst die so-

genannte ,,jungfriuliche’ Kurve, die )

etwa die Gestalt der Kurve OC hat.

Das Entstehen der Hysteresisschleifen
kann qualitativ erklart werden mit Hilfe
der von Ampére eingefithrten Vorstellung,
daB in den Molekiilen der Eisenkérper ,,Mo-
lekularstrome kreisen. Diese flieBen, solange
kein #auBerer magnetisierender Strom wirkt, £ A
in allen moglichen Ebenen und mit jedem
denkbaren Kreisungssinn, so daf die Resul-
tierende aus den von ihnen erzeugten Feld-
stirken und daher auch Induktionen gleich £
Null ist. Beginnt jedoch ein duBerer Strom
zu wirken, so entsteht in den Zwischen- Abb, 57.
rdumen zwischen den Molekiilen eine magne-
tische Feldstarke § und infolgedessen auch eine ihr proportionale Induktion By = uy 9.
Diese dreht (vgl. § 60) die Molekularstrome so, daB ihre Ebenen und ihre Umlaufssinne immer
mehr mit der Drehebene und dem Drehsinn von B, selbst iibereinstimmen. Die Molekular-
strome erzeugen daher eine Zusatzinduktion §, und die resultierende Induktion ist:

B=Bp+I=p 9 +3J- (135)
B — 1o O = JheiBt , Magnetisierung”; das Verhiltnis J/$ setzt man auch gleich »
und nennt es ,,magnetische Aufnahmefihigkeit* oder,,Suszeptibilitit”. Esist daher
I B— D

="

% 5 M e (136)

Da man bei der Aufnahme von Magnetisierungskurven 8 und $ bestimmt,
kann man auch § =% — y,  ausrechnen und als Funktion von § darstellen.
Solche §/$-Kurven zeigen den Charakter der ,,Sittigung”: die Magnetisierung
strebt mit wachsender Feldstirke einem bestimmten, nur von dem Material
abhingenden und fiir dieses charakteristischen Grenzwert ,\CA} zu. Fiir die Induk-
tion gilt nicht dasselbe; ist die Sittigung erreicht, so wichst sie entsprechend
der Gleichung 8 = p,© -+  linear mit der Feld- ®
stirke weiter. 1

Aus dem Verlauf der Hysteresisschleifen geht
hervor, daBl in einem Eisenkérper, der in einer /"/—7“|
Ringspule magnetisiert wird, auch nach Abschal- /
tung des magnetisierenden Stroms noch eine ge- | :
wisse Induktion vorhanden ist. Man nennt deren Brem /
Betrag, also den Abschnitt auf der $B-Achse /
(Abb. 58), ,,remanente Induktion“ oder ,,wahre g
Remanenz‘. v

Koerzitivkraft heiBt die entgegengesetzt ge- < p e —magn. Feld — >
richtete Feldstirke §,, die man in der Ringspule
erzeugen muf3, um die Induktion wieder vollig auf
Null zu bringen. Sie ist also der Abschnitt auf der $-Achse links vom Nullpunkt.

Abb. 58,
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§ 71. Hysteresisverluste. Die Hysteresis ist mit einer betrichtlichen und in
der Praxis unerwiinschten Wairmeentwicklung verbunden; und zwar ist
diese um so groBer, je groBer in der B/H-Darstellung die von der Hysteresis-
schleife umschlossene Fliche ist. Nach Warburg gilt fiir die bei einmaliger
Durchlaufung einer Hysteresisschleife in einem gleichférmigen Feld entwickelte
Wirme, den ,,Hysteresisverlust”, die Gleichung:

Wy=N,T=V [8d9, (137)
wo W, die verlorene Energie (die entwickelte Warme), N, die verlorene Leistung,

T die Schwingungsdauer und V' das Volumen des Ferromagnetikums bedeutet.

Bei der Auswertung des Flicheninhalts der Schieife ist zu beachten, daB man fiir § und o
im allgemeinen verschiedene Maf@stibe verwendet. Entspricht z. B.

bei $ 1 Oersted 7 mm,
» B 1 kGauB 3,5 mm,

s0 ist aus einem Flacheninhalt von 2,5 cm?2 zu schlieBen, daB wahrend jeder Periode in der
Raumeinheit die Warmemenge

k ] t
f% 49 = 2,5cm?. Gan . Ocrsted — 3 108 GauB3 Oersted = 0,796 - 5 m]
3,5mm  7mm 49 49 cm3
12 erg pcal
= 81,2 pe 812 peee 19,41 =

entwickelt wird. Diese GroBe W,/V wird haufig — und zwar meist in erg/cm® — zur Kenn-
zeichnung der Hysteresisverluste eines ferromagnetischen Materials angegeben.

§ 72. Reversible Permeabilitit. Bei ferromagnetischen Stoffen sind im all-
gemeinen nur die auf eindeutige Kurven, z. B. die jungfriuliche oder die
sogenannte Kommutierungskurve, bezogenen Permeabilititen eindeutig. In der
Fernmeldetechnik jedoch sind die magnetisierenden Strome meist so schwach,
daB die Hysteresisschleifen annihernd durch gerade Linien ersetzt werden
konnen; der Magnetisierungsvorgang wird, wie R. Gans! es ausdriickt, um-
kehrbar, reversibel. Der trigonometrische Tangens des Neigungswinkels der
kleinen Linienstiicke, in welche die Schleifen iibergehen, heit ,,reversible Per-
meabilitdt*.

Haufig lagert sich die Wechselmagnetisierung, der das kleine Linienstiick
entspricht, iiber eine stirkere konstante Magnetisierung. So hat man in dem
magnetischen Kreis des gewShnlichen Fernhorers eine gewisse durch den Dauer-
magnet hervorgerufene Induktion und daritbergelagert die Induktion des Fern-
sprechstroms. Dann ist das Linienstiick, dessen Neigung gleich der reversiblen
Permeabilitit ist, nach oben hin verschoben.

Fiir solche verschobene Schleifen haben Madelung? und Gans durch Ver-
suche festgestellt, daB ihre Neigung, d. h. die reversible Permeabilitit, nur von
der zugehérigen mittleren Magnetisierung & abhdngt: alle Linienstiickchen,
deren Mittelpunkte in der J/9-Darstellung auf derselben Horizontalen liegen,
sind einander parallel. Die Versuche haben ferner ergeben, daB die Steilheit
der Linienstiickchen bei niedrigen mittleren Magnetisierungen leidlich konstant
ist und erst bei Anndherung der mittleren Magnetisierung an die Sittigungs-
magnetisierung rasch abfillt. Soll also die reversible Permeabilitit eines Materials
gegen voriibergehende starke Stérmagnetisierungen unempfindlich sein, so muB
man dafiir sorgen, daBl die remanente Magnetisierung des Materials wesentlich
kleiner ist als seine Sattigungsmagnetisierung.

1 Gans, R.: Ann. Physik 27, 1 (1908).
2 Madelung, E.: Ann. Physik 17, 861 (1905).
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Man kann die Linienstiickchen, die einer iibergelagerten Wechselmagneti-
sierung entsprechen, durch lineare Beziehungen der Form
B =p, (9°+ 9) (138)
darstellen (Abb. 591). Dabei ist u, die reversible Permeabilitdt an der betreffenden
Stelle der Koordinatenebene; p, ¢ und §° sind die Strecken, die das Linien-
stiickchen, gehérig verlingert, auf den beiden Achsen B
abschneidet. Gans? nennt das Produkt u,$¢ die ,,wahre
Magnetisierung*; $° heiit ,eingeprigte magnetische
Feldstarke*. F--9

s

Die Darstellung (138) ist niitzlich; denn sie erlaubt bei // i e
manchen Aufgaben der Fernmeldetechnik einen rechnerischen e y22))
Ansatz zu machen. Es ist jedoch zu beachten, da8 die Koeffi- A arctg 2 :
zienten §)* und g, von der Lage des Schwingungsmittelpunkts -\ ]

abhiangen3.

9

L-___gi__,
§ 73. Einfithrung der reversiblen Permeabilitdten und Abb. 59.

der eingeprigten magnetomotorischen Krifte in das

Ohmsche Gesetz fiir den magnetischen Kreis. Macht man den Ansatz (138):

©i=§’?—$e— f@“ (139)

Mrs luft
so erhdlt man aus (132):

$<M” 7 — 9 >:Zwl

oder

@-}7

Man kann also so rechnen, als hitten die Materialien eine konstante magnetische
Leitfahigkeit von der GroBe der reversiblen Permeabilitit und als sei auBerdem
noch fiir jedes Material eine konstante ,,eingepriagte magnetomotorische Kraft*
vorhanden, die sich als das Produkt aus der eingeprigten Feldstirke und der

= Jwl+ 3gik. (140)

m

Lange des Kraftlinienweges in dem betreffen- B
den Material berechnet. kGauB
B 0 —"
Q /,,
(L "\g’ /’ﬁ\&g‘
21,8 N A
5 ~§ //
/7
e
/, ’
’b v «9[1:{)
0 7 2 Oersted
Abb, 6o, Abb, 61.

Bei Material geringer Koerzitivkraft und geringer Remanenz ist die eingeprigte magneto-
morische Kraft hiufig zu vernachlassigen; eine groe Rolle dagegen spielt sie bei dem harten
Material fiir Dauermagnete, das sich durch hohe Koerzitivkraft und hohe Remanenz aus-
zeichnet (vgl. die schematische Abb. 60).

§ 74. Scherungskorrektion bei der geschlitzten Ringspule. Bei der Unter-
suchung einer bestimmten Eisensorte in der Ringspule habe sich die in Abb. 61

1 In Abb. 59 lese man u, statt w.

2 Gans, R.: Einfihrung in die Theorie des Magnetismus. Leipzig: B. G. Teubner 1908.

3 Uber das Verhalten der Eisenkérper in schwachen Wechselfeldern findet man weitere
Angaben vor allem im § 262.



46 Magnetische Felder.

ausgezogen gezeichnete jungfriauliche Magnetisierungskurve ergeben. Als Ordinate
sei die Induktion® im Innern des Eisens aufgetragen, als Abszisse die Feldstirke §
ebenfalls im Innern des Eisens.

Wir denken uns dieselbe Eisensorte im Epsteinschen Apparat untersucht,
bei dem neben einem Gesamtkraftlinienweg von der Linge ! = 200 cm im Eisen
an den vier StoBen der Blechpakete ein Gesamtluftweg von /; = 0,2 mm Dicke
zu iiberwinden sei. Wie beriicksichtigt man den durch die Fugen hervorgerufenen
Fehler?

Es ist bequem, zundchst ebenso zu verfahren wie bei der Messung mit der
Ringspule, also mit einer ,,vorliufigen Feldstirke §’ == wl/l als Abszisse eine
,,vorlaufige’* Kurve zu zeichnen und diese erst nachtriglich durch eine Kon-
struktion, die man ,,Scherung* nennt, in die gesuchte B/H-Kurve zu ver-
wandeln.

Wenn wir die auf die Fugen beziiglichen GréBen durch den Index Null kenn-
zeichnen, diirfen wir bei dem Epsteinschen Apparat die Ansitze machen

D=9, Fw~F, also B~%,

und
wl =91+ Holy. (141)
Nach Definition ist
I J B |

V=" =9+9%7=9+,7 (x42)
Wenn wir also die vorliufige 8B/9’-Kurve gezeichnet haben (Abb. 61, ge-
strichelte Kurve), so brauchen wir nur die zu den Kurvenpunkten gehérigen

Abszissen um die Strecken
[/
9 —9= ,?-,‘" H<9) (143
0
zu verkiirzen, um die gesuchte Materialkurve, die (ausgezogene) B/§-Kurve,
zu erhalten.

Der Name ,,Scherung” ist von Rayleigh gewihlt worden, weil die gesuchte
Kurve aus der vorlaufigen durch eine Gestaltinderung hervorgeht, die man auf
dem Gebiete der elastischen Formanderungen als ,,Scherung’‘ kennt. Die einzel-
nen Kurvenpunkte werden horizontal verschoben um eine Strecke, die der
Ordinate ¥ proportional ist. Die Scherungskorrektion § — §’ kann (s. Abb. 61)
dargestellt werden durch eine gerade Linie, die durch den Nullpunkt geht und
mit der Ordinatenachse im zweiten Quadranten (die Korrektion ist ja negativ)
einen Winkel o bildet, dessen trigonometrischer Tangens dem Bruche /,/I pro-
portional ist.

Die GroBe des Winkels a hiangt von den benutzten MaBstiben ab. Entspricht z. B. wie
bei unserer Zeichnung

bei H: 1 Oersted 1 cm, bei B: 1 kG 0,25 cm,

so ist
¥-9 . .
Lingevon ' — 9 Oersted 000 9 — 9 GauB Iy
= = = - == 4000 — , I
tga Linge von B B 025 cm 4 B  Oersted 4 1 (144)
kGaup 3¢
da nach Definition
GauB 10-8Vs.cm

H
= =1, 6 . -8 = .
Oersted  cm2.0,796 A 1,250+ 1075 = Ho



Remanenz des Materials und wirksame Remanenz. — Induktionsgesetz. 47

In dem von uns gewiahlten Beispiel ist

0,2 mm °
tg o« == 4000 - Tm—=o’40’ o == 21,80,

Der EinfluB der Stoffugen ist also, obgleich /; zehntausendmal kleiner ist als /, wegen der
hohen Permeabilitat der untersuchten Eisensorte unverhaltnismaBig groB. 4 7 /y/7 heiBt auch
,,Entmagnetisierungsfaktor .

§ 75. Remanenz des Materials und wirksame Remanenz. Als ,,Remanenz
haben wir die Induktion fiir die Feldstirke Null definiert. In der Fernmelde-
technik hat man es jedoch im allgemeinen mit kleinen Strémen, also mit
kleiner ,,vorldufiger Feldstirke §'* zu tun. Daher ist die ,,wirksame’ Rema-
nenz, d. i. die Remanenz der B/9’-Kurve, — man nennt B
sie meist ,,scheinbare’* Remanenz — fiir uns wichtiger
als die frither definierte ,,wahre’.

In Abb. 62z ist ein absteigender Ast der B/$-Kurve -
und die Scherungslinie ausgezogen, der entsprechende A -7
Ast der 8B/9’-Kurve gestrichelt gezeichnet. Man er- s
kennt, daB3 die ,,wahre” (Material-)Remanenz, d. h. die ;
Hohe des Punktes A iiber der Abszissenachse, gréfer ’
ist als die scheinbare (wirksame) Remanenz, d.h. die ! 5
Hohe des Punktes B iiber der Abszissenachse. Das Bild
zeigt zugleich, daBl man die scheinbare Remanenz, ohne
die B/H’-Kurve zeichnen zu miissen, auch an dem
Schnittpunkt C der 8/9H-Kurve mit der Scherungslinie ablesen kann. Der Hthen-
unterschied der Punkte 4 und C ist gleich der Differenz zwischen der wahren
und der scheinbaren Remanenz.

Fir die Fernmeldetechnik ist demnach das Verhalten des magnetischen
Materials in der Nidhe der Scherungslinie, also bei negativen Feldstirken, von
besonderer Wichtigkeit.

Da die Remanenz, die wirksam wird, unter Umstinden wesentlich kleiner
ist als die des Materials, kann ein Material von hoher Remanenz, das nach § 72
in der geschlossenen Ringspule eine gegen Stérmagnetisierungen sehr empfind-
liche reversible Permeabilitit zeigen wiirde, durch Einfiigung von Luftschlitzen,
also kiinstliche Erhéhung des ,,Entmagnetisierungsfaktors®, verbessert werden.
Hierauf beruht die Stabilitit der in der Pupintechnik verwendeten Pulver-
kernspulen; die mit Isolierstoff ausgefiillten Zwischenrdume zwischen den ein-
zelnen Koérnern vergroBern den Entmagnetisierungsfaktor.

Abb, 62,

§ 76. Induktionsgesetz. Im § 62 haben wir die magnetische Induktion durch
den ,,Induktionsstrom‘ definiert, der bei der Bewegung eines Drahtrechtecks
in einem magnetischen Felde entsteht. Die Erfahrung zeigt nun, daB die damals
abgeleitete Gleichung

SBF D
Q % _E s (145)

in der F die iiberstrichene Fliche und @ den FluB der Induktion $ durch sie
bedeutet, fiir jeden beliebig gestalteten geschlossenen Drahtkreis gilt, voraus-
gesetzt, daBl man unter @ = P, — @ die Abnahme des Flusses durch seine

Fliche versteht: @2

. (146)
Ist @, — @, klein, also etwa gleich — d® und gehort zu — 4@ die kleine Zeit di,
so gilt ad

RI=—— (147)

dt *
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Diese Gleichung ist eine besondere Form des ,,Induktionsgesetzes”. Sie sagt,
daB8 in einem Drahtkreis, der einen zeitlich verinderlichen magnetischen FluB
umschlingt, eine Art elektromotorischer Kraft entsteht, die gleich der Ge-
schwindigkeit ist, mit der der magnetische FluB3 abnimmt.

Wie die Umlaufssinne des entstehenden Stromes und des Feldes einander
zugeordnet sind, ist schon im § 63 besprochen worden. Waihlt man z. B. fiir
den axialen Vektor des Feldes, wie iiblich, die Rechtsschraube (Abb. 63), so ent-
steht bei einer zeitlichen Abnahme eines positiven Flusses @ (§ 40) nach § 63
physikalisch ein Induktionsstrom, der mit der Zihlnormale des

o Stromkreises ebenfalls eine Rechtsschraube bildet. Wahlt man da-
her den Zahlpfeil des Induktionsstroms so, da auch er mit der
Zahlnormale eine Rechtsschraube bildet, so muB8 das Induktions-

4/  gesetz wie in Gleichung (147) geschrieben werden; denn dann ist
d D/dt negativ, und es ergibt sich ein positiver Strom [. Nimmt

Abb. 6. man fiir das Feld wie fiir den Strom eine Linksschraube, so bleibt

die Form der Gleichung (147) offenbar erhalten.

Deutet man, wie es soeben geschehen ist, —d®/dt als eine elektromotorische
Kraft, so kann die Gleichung (147) als eine Erweiterung der Maschenregel an-
gesehen werden. Mit Riicksicht jedoch auf die in der Folge durchweg benutzte
komplexe Rechenweise empfiehlt es sich, den Differentialquotienten 4 ®/d:¢
auf der Seite der Spannungen unterzubringen, also in dem angenommenen
Fall

o=RI+ %2 (148)

zu schreiben. Er kann dann etwa als eine ,,induktive Spannung’ gedeutet
werden. Wir werden in der Folge diese Darstellungsweise bevorzugen.

Im Induktionsgesetz liegt eine wichtige Aussage lber die magnetische In-
duktion 8. Durch einen geschlossenen Drahtkreis kann man beliebig viele irgend-
wie gekriimmte Flichen hindurchlegen. Von dem ,,Flul durch die Fliche eines
geschlossenen Drahtkreises’ zu reden, hat also nur dann einen bestimmten Sinn,
wenn die Induktionslinien nirgends freie Enden haben (vgl. Abb. 52, § 66). Die
Erfahrung zeigt demnach, indem sie das Induktionsgesetz bestitigt, daB3 die
Induktionslinien wie die Stromlinien durchaus geschlossene Linien sind.

Die Anderung des magnetischen Flusses in der Zeiteinheit d®/d¢ kann er-
fahrungsgemaB nicht nur durch eine Bewegung, sondern auch durch eine rein
zeitliche Anderung des elektromagnetischen Feldes zustande kommen.

§ 77. Das Induktionsgesetz als Feldgesetz. Das Induktionsgesetz ist in all-
gemeinster Fassung ein reines Feldgesetz. Es sagt tiber den Zusammenhang etwas
aus, der in jedem elektromagnetischen Feld zwischen der Verteilung der elektri-
schen Feldstirke @, der zeitlichen Anderung der magnetischen Induktion B
und einer etwaigen Geschwindigkeit v der in dem Felde vorhandenen Materie
besteht. Es behauptet, dal (bei Abwesenheit eingeprigter Feldstirken) fiir jedes
beliebige Flachenstiick das {iber seinen Rand erstreckte Integral der elektrischen
Feldstiarke gleich der zeitlichen Abnahme des Flusses der Induktion in dem
Flachenstiick ist:

J1&1ds| cos (€, ds) = — 27 (149)

at
Dabei ist das Linienintegral der elektrischen Feldstarke zu bilden wie bei der
elektrischen ,,Spannung‘‘; die Abnahme des magnetischen Flusses kann sowohl
durch eine rein zeitliche Anderung des Feldes als auch bei zeitlich konstantem
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Felde durch eine Bewegung (Geschwindigkeit) der mit dem Flachenstiick zu-
sammenfallenden Materie zustande kommen.

Da die elektrische Spannung lings einer geschlossenen Kurve in einem
wirbelfreien Felde nach dessen Definition immer gleich Null ist, kann das
elektromagnetische Feld, wenn sich der magnetische FluB3 zeitlich dndert, nur
ein Wirbelfeld sein.

Der Begriff der ,,Spannung’ ist im Wirbelfeld offenbar nur dann eindeutig, wenn der
Integrationsweg angegeben wird; der Begriff des Potentials verliert im Wirbelfeld sogar
iiberhaupt seine Bedeutung. Oft gibt es jedoch auch im Wirbelfeld Flichen, fiir welche die
Abnahme des magnetischen Flusses dauernd gleich Null oder sehr klein ist, so daB in ihnen
das Feld als wirbelfrei angesehen werden kann. So kreisen bei den parallelen Driahten einer
Doppelleitung die magnetischen Achslinien um die Drihte herum; auf den beiden Wegen
124 und 134 (Abb. 64) ist deshalb die Spannung verschieden groB, und die Differenz der
Potentiale in 7 und 4 ist unbestimmt. Der FluB der Induktion durch
eine Querebene aber, also durch eine Ebene senkrecht zu den Drahten, —,L-:—-»——
ist bestandig wenigstens sehr annahernd gleich Null; man bekommt also ,
bestimmte Werte fiir die Potentialdifferenz, wenn man sie durch die 2 NN 7
Spannung in einer solchen Ebene definiert. Wenn bei Leitungen von | .

,»»Spannung’ schlechthin die Rede ist, so ist immer diese Spannung ge- .
- —_—
meint. ¢

Wenn eingeprigte Feldstirken vorhanden sind, darf die APD- 84
Umlaufspannung wieder nur fiir den Vektor € gebildet werden (vgl. § 38).

Die gemal} (149) induzierte Umlaufspannung ruft erst mittelbar in einem
etwa vorhandenen Leiter nach dem Ohmschen Gesetz einen Induktionsstrom
hervor. Der Leiter macht die in dem Felde bestehende besondere Verteilung
der elektrischen Feldstirke sozusagen sichtbar; er gibt dem Felde die Méglich-
keit, Ladungen in Bewegung zu setzen.

Angenommen z. B., ein ruhender linearer Stromkreis der Linge I, der Leit-
fahigkeit % und des Querschnitts F liege in einem magnetischen Wechselfeld;
auBerdem sei in dem Kreise eine eingeprigte Feldstirke €, vorhanden, die etwa
von einer galvanischen oder thermoelektrischen Batterie herriihre. Dann gilt nach
dem Ohmschen Gesetz:

I=xF(E+¢,)

und nach dem Induktionsgesetz:
I ad
fuhﬁ ds— f@e dscos (€, ds) =— I
oder, da I konstant ist:
ad
E=RI+-%- (I50)

Dies ist wieder die erweiterte Maschenregel.
Bei einer Spule von w Windungen gilt fiir jede Windung, wenn keine ein-
gepragten Krifte da sind, die Gleichung

ds dd
IJ'W = — m—. (ISI)
Nennen wir nun R den Gesamtwiderstand der Spule, so ist
ds R
fﬁ == E; (152)
also gilt auch
dd av

¥ = w® heiBt auch ,,SpulenfluB”, — d¥/dt ,,magnetischer Schwund*.

Wallot, Schwachstromtechnik, 4
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§ 78. Induktivitit einer Ringspule mit nicht ferromagnetischem Kern. In
einer Ringspule, die im Innern ihrer Windungen mit nicht ferromagnetischem
Material ausgefiillt ist, flieBe ein zeitlich verdnderlicher Strom I. Seine zeitliche
Verinderung komme etwa dadurch zustande, daB eine zunidchst mit der Spule
verbundene Stromquelle £ (Abb. 65), piétzlich abgeschaltet und die Spule
kurzgeschlossen wird. Da jeder Strom Wirme erzeugt, muB I im Laufe der Zeit
verschwinden; mit I verschwindet aber auch das magnetische Feld im Innern
der Spule, also der FluB3 @, fiir den sich aus (131) und (129) die Gleichung

B wF

F
@:57_1:””’71 (154)

ableiten 148t. Nach dem Induktionsgesetz gilt daher:

ad w?F dI
oder wenn wir die Abkiirzung
w?F
L=p— (156)

AL einfithren:
Abb. 65. o=RI-+ L%- (157)

Wenn demnach der die Ringspule durchflieBende Strom mit der Zeit ver-
anderlich ist, tritt eine scheinbare elektromotorische Kraft — Ldl/d¢ auf, die in
unserem Falle, wo dI/d¢ negativ ist, wie eine hinzugeschaltete EMK das plétz-
liche Verschwinden des Stromes verhindert. Der Faktor L, der nur von der
Permeabilitat des Spulenkerns, der Windungszahl, der Windungsfliche und dem
Ringumfang abhingt, heilt , Induktivitit™ (,,Selbstinduktion®, ,,Selbstpoten-
tial”“) der Spule.

Zahlenbeispiel. Bei einer eisenfreien Ringspule von 3140 Windungen sei schitzungs-

weise die mittlere Windungsfliche F gleich 36,9 cm?, die mittlere Linge einer Kraftlinie /
gleich 45,5 cm. Ihre Induktivitat hat daher den Wert:
2f H 36,9cm?

w
= = . 1078 2. 108 . =o,1 H.
L = pu, 7 1,256 10 om (3,14)%- 10 5.5 cm 0,1

§ 79. Induktiver Widerstand bei Sinusstrémen. Wenn sich der die Ringspule
durchflieBende Strom sinusférmig mit der Zeit &dndert:

i ==1{cos(zmft + @),

ergibt sich

g = —fenfsin(zaft 4+ ¢)=12nfcos2nft + ¢ 4+ 909). (158)

Bei Sinusstromen ist also eine induktive Spannung zu iiberwinden von dem

Scheitelwert L-2mf+% = wl-1.

Eine Ringspule verhilt sich hiernach bei Sinusstrémen so, als ob ihr auBer

einem ,,Ohmschen” Widerstand R noch ein ,,induktiver Widerstand oder
eine , Induktanz’ 2 #fL = w L zukime.

§ 80. Induktivitit einer Ringspule mit ferromagnetischem Kern. Die in der
Technik verwendeten Spulen haben fast immer ferromagnetische Xerne.

Dann ist:

&
U
~

ad a%

«
R
8
~

w?F d
I

5%
|

fa
~
&.
|,
&R
IS
-

¢
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und
dP wiF
L= 75107‘ (159)

Zur Berechnung der Induktivitit ist also an die Stelle der Permeabilitit der
Differentialquotient von % nach § zu setzen, d. h. das Verhiltnis der bei der
Strominderung dI eintretenden Anderung d% der magnetischen Induktion zu
der gleichzeitigen Anderung 4§ der magnetischen Feldstirke.

Die Induktivitit ist demnach bei Spulen mit ferromagnetischem Kern genau
genommen keine Konstante. Spricht man von der Induktivitit schlechthin,
so meint man ihren zeitlichen Mittelwert etwa wihrend einer Periode. In der
Fernmeldetechnik ist fir d8/¢$ nach §72 im allgemeinen die ,reversible
Permeabilitit einzusetzen.

§ 81. Der streuungslose Ringiibertrager. Denkt man sich die Wicklung einer
Ringspule in zwei Teile zerlegt und diese — jeden fiir sich — mit Klemmen
versehen, so entsteht ein ,, Transformator oder ,,Ubertrager. Die beiden Teil-
wicklungen pflegt man als die ,,primidre* und ,,sekundire’ zu unterscheiden.
Wenn die Windungen sehr gleichmaBig auf den Kern aufgebracht sind, verlaufen
nahezu alle magnetischen Achslinien in ihrem Innern; alle Linien, die von der
primiren Wicklung umschlungen werden, gehen daher auch durch die sekundére.
Einen solchen Ringiibertrager nennt man ,,streuungslos®.

Angenommen, die primire Wicklung habe w,, die sekundire w, Windungen.
Dann ist fir den primédren Kreis 1:

¥, A, a8 iBdH a9
g =g =il g =eFaggr =wlFugy, (z60)
wo u die reversible Permeabilitit bedeutet. Jetzt ist aber
l=w 1, +w, 1,, (z61)
also
a¥,  wiF dI w, w, F dI,
Nl kv T (262)
Setzt man
wiF w, w, F
Li=p ll s Lipy=p 112 , (163)
so wird
ar ar,
O=RIII+L1—E-;+L12—d'tE. (I64)

L, ist die bereits definierte Induktivitit des Kreises 1; L,, heilit ,,Gegeninduktivi-
tat” zwischen den Kreisen 1 und 2.
Entsprechend gilt fiir den Kreis 2:

dal daI.
0=R212+L12‘,1_;+L2772: (165)
WO
s F
Ly=p=2=. (166)
Offenbar ist beim streuungslosen Ringiibertrager
Lp L m
L, w,’ L,  w’ (167)
L, = V‘Ll L,.

D. h. die Gegeninduktivitit ist gleich dem ,,geometrischen Mittel der beiden
Selbstinduktivitdten.

4*
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§ 82. Kopplungsfaktor und Streuzahl. Da alle Stoffe eine gewisse magne-
tische Leitfahigkeit besitzen, wird sich bei einem Ubertrager immer ein gewisser
Teil der durch die beiden Kreise gehenden Induktionslinien durch die Luft
schlieBen. Sind die beiden Wicklungen wie in der schematischen Abb. 66 kurz,
so braucht man nur zwischen einem gemeinsamen Linienbiindel und zwei
je nur einer einzigen Wicklung zugehérigen Linienbiindeln zu unterscheiden.
Dann bleiben die beiden Selbstinduktivititen L, und L, den Quadraten der
Windungszahlen %# und w2 und die Gegeninduktivitit dem Produkt w,w, pro-
portional; da jedoch fiir die Gegeninduktivitit der magnetische Leitwert offenbar

kleiner ist als fiir die Induktivititen, so ist

L, <7VL,L,.

Im geometrisch kompliziertesten Fall liegen fiir jede
ny, 7y, einzelne Windung, ja fiir jedes Drahtstiick der beiden
Wicklungen andere Verhiltnisse vor, so da auch der
einfache Zusammenhang zwischen den Induktivititen
Abb. 66. und Windungszahlen nicht mehr bestehen bleibt.

Wenn bei einem Ubertrager die Gegeninduktivitit
kleiner ist als das geometrische Mittel aus den beiden Induktivititen, so sagt
man, er zeige ,,magnetische Streuung®. Das Verhiltnis der Gegeninduktivitit
zu dem geometrischen Mittel aus den Induktivititen nennt man Kopplungs-
faktor x:

LlZ
= —=. 168
iy 69
% ist nach dem Gesagten immer kleiner als 1 und nur bei dem idealen streuungs-
freien Ubertrager gleich 1.

In vielen Fillen ist die Einfilhrung einer andern GroBe, der sogenannten

,,Streuzahl“ ¢ bequemer. Wir definieren sie durch die Gleichung
0 =1—x (169)

§ 83. Wirbelstréme. Nach dem Induktionsgesetz werden in jedem geschlos-
senen Leiter, der sich in einem zeitlich verdnderlichen elektromagnetischen Felde
befindet oder der sich durch ein ungleichmiBiges Feld hindurchbewegt,
Strome induziert. Unter , Wirbelstromen® versteht man solche Induktions-
strome, deren Bahnen nicht durch die Gestalt gegebener ,linearer Leiter
(Drihte) vorgeschrieben sind, sondern erst durch eine — meist komplizierte —
Integration der Feldgleichungen gefunden werden miissen; zu ihnen zédhlen ins-
besondere die Induktionsstréme in dickeren Metallmassen.

Soweit die Wirbelstréme als unniitze Energieverbraucher unerwiinscht sind,
sucht man sie zu verringern, indem man die Metallmassen unterteilt. Am
gebriduchlichsten ist es, die Kerne z. B. von Spulen aus Blechen, Draht-
biindeln oder feinem Pulver herzustellen. In den Teilleitern entstehen natiirlich
auch Wirbelstréme; die auf die Raumeinheit der Metallmassen entfallende
Wirmeentwicklung nimmt aber mit steigender Unterteilung ab.

§ 84. Hautwirkung. Auch die ,,Hautwirkung* oder ,,Stromverdringung®
(englisch: skin effect), d.h. die Erscheinung, daB bei hohen Frequenzen das
Innere der Leiter stromarm und der wirksame Widerstand daher sehr groB8 wird,
beruht auf der Induktion von Strémen durch das eigene magnetische Feld der
Leiter.

Die Theorie der Stromverdringung fiihrt schon in dem einfachen Fall eines sehr langen
geraden Drahts auf Zylinderfunktionen. Man kann iiber die Hautwirkung bei Drihten
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jedoch auch ohne lange Rechnungen etwas aussagen, und zwar nur auf Grund der Dimen-
sionen der in Betracht kommenden GréBen. Da die Argumente mathematischer Funktionen
reine Zahlen sein miissen, lassen sich! alle physikalischen Gesetze durch mathematische
Funktionen dimensionsloser Potenzprodukte physikalischer GréBen darstellen. Diesen
Satz kann man anwenden auf die Berechnung des Widerstandes K, der je Langeneinheit zu
dem Gleichstromwiderstand eines geraden gutleitenden Drahtes infolge der Hautwirkung
hinzukommt. R kann offenbar nur abhingen von der Dicke 27 des Drahts, von seiner Leit-
fahigkeit % und auBerdem — eben weil die Hautwirkung eine Induktionserscheinung ist —
von der Frequenz f und der Permeabilitat y,. Aus den fiinf GroBen R, 7, %, f und y, lassen
sich aber nur die zwei dimensionslosen Potenzprodukte R #23 und #2xfu, bilden. Es ist also
ganz sicher

B et -

wo ¢ eine rein mathematische Funktion ist. Uber diese 148t sich natiirlich auf Grund bloBer
Dimensionsbetrachtungen nichts aussagen. Sicher ist jedoch das Folgende:

a) Wenn der Widerstand R in irgendeinem Frequenzgebiet dem Quadrate der Frequenz
proportional ist, so mufl

I
R~;§—;74n2f2y%=72x}‘2‘u% (171)

sein. D. h. der Widerstand muB quadratisch mit wachsender Drahtdicke und linear mit
wachsender Leitfahigkeit ansteigen. Dicke Kupferdrahte zeigen in diesem Frequenzbereich
stirkere Hautwirkung als diinne aus schlechter leitendem Material.

b) Ist dagegen R der Wurzel aus der Frequenz proportional, so muf3

T I v/fH,

RNW”"’”O=7V7 (172)
sein. D. h. in diesem Frequenzgebiet nimmt die Hautwirkung mit wachsender Dicke und
wachsender Leitfihigkeit ab.

Die genaue Theorie zeigt, daB die GesetzmaBigkeit (171) fiir niedrige, die GesetzmaBig-
keit (172) fiir hohe Frequenzen richtig ist; und zwar liegen die ,,niedrigen‘* Frequenzen
unterhalb der Frequenz

_ 4 _Io 1 . 1
fo_nfzuuo_nz ( PN pp— MHz-I7,9~—————< ; )2 ” kHz, (173)
mm )

Sm mm /

die ,,hohen*’ dagegen weit oberhalb davon; x, ist die Leitfihigkeit des Kupfers. Fiir Kupfer-
drihte z. B. von 4 mm Durchmesser ist f, = 4500 Hz; bei ihnen gilt also fiir Tonfrequenz
die Abhingigkeit (171).

Mit der Verdrangung des Stroms bei hoheren Frequenzen geht eine Verdringung des
elektrischen und auch des magnetischen Feldes Hand in Hand.

§ 85. Energieinhalt einer Spule. Eine Ringspule, in deren Windungen ein
Strom flieBt, stellt eine gewisse Energie dar. Denn wenn man die Stromquelle
abschaltet, so flieBt zunéchst noch eine ganze Weile ein verdnderlicher Induktions-
strom I, der in jeder kleinen Zeit d¢ eine gewisse Wirmemenge RI2d¢ ent-
wickelt, wo R den Widerstand der Spule bedeutet. Nun ist aber mit den Be-
zeichnungen des § 78

dd d
RIYdt=—w " Tdt=— 1w (BF)-Idt
— —FdB-wl=—$dB-Fl=—HdBV (174)

wo unter V das Volumen des Spulenkernes zu verstehen ist. Demnach entspricht
die entwickelte Wiarme der Abnahme einer GréBe W,

—dW, = —$dB-V, (175)

1 Vgl. Handbuch der Physik, herausgeg. von H. Geiger u. K. Scheel, 2, Kap. 1. Berlin:
Julius Springer 1926.
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die von den FeldgréBen $ und B im Innern des Kernes abhidngt und proportional
dem Kernvolumen ist.
Da

a8 = 9du) =4 (*F)—a(ZF) (376)
ist, gilt auch
aw,, — d(%@ V). (177)

D.h. ebenso wie wir im § 48 die elektrische Energie eines Flachenkonden-
sators durch W, = € ®/2- V definiert hatten, konnen wir jetzt die ,,magnetische
Energie” eines Spulenkerns durch

W, =22y (178)

definieren. Auch dieser Ansatz stammt von Maxwell. Nach ihm sitzt also die
magnetische Energie einer Ringspule in der Hauptsache nicht in ihren Win-
dungen, also dort, wo der Strom flieBt, sondern im Spulenkern, dessen Volumen
sie proportional ist.

Sie kann offenbar auch ausgedriickt werden durch

B L bk

Fir L=1H, I =1 A erhilt man z. B.
Wp=05]=r1,4-1007"kWh.
§ 86. Stromkreis mit Widerstand, Kapazitit und Induktivitit. Schaltet man
eine (konstante oder verdnderliche) Stromquelle E, einen Widerstand R, einen
Kondensator der Kapazitit C und eine Spule der Induktivitdt L hintereinander

(der Widerstand dieser Spule sei in R enthalten), so gilt nach den Kirchhofi-
schen Regeln und nach dem Induktionsgesetz

m

E—RI+U+% (180)

Multipliziert man mit I =C 24U 5o erhilt man

W:
d

2L

dt

—RP+ - (CUY+ 2 (GLP) =RP+ (W, +W,). (181)

EI=R12+CU%J-+I

Die von der Stromquelle aufgebrachte Leistung wird also zum Teil (RI?) zur
Erzeugung von Wirme verwendet, zum Teil in dem Kondensator und in der
Spule aufgespeichert?.

Fiihren wir in der Gleichung (180) den Spulenflufl auf den Strom und diesen
auf die Spannung U am Dielektrikum zuriick, so erhalten wir nach Division

durch C:
E

aau al U
Ls+R G +5=75" (182)
Diese Differentialgleichung ist dhnlich gebaut wie die Differentialgleichung
fiir einen schwingenden Punkt von der Masse m, der in einem widerstehenden
Mittel durch eine duBlere Kraft P aus einer Gleichgewichtslage herausgezogen

wird, an die er durch eine elastische Kraft gefesselt ist. Ist nimlich s sein Aus-

1 Vgl hierzu E. Cohn: Das elektromagnetische Feld, 2. Aufl,, S. 83
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schlag, d.h. seine Abweichung von der Gleichgewichtslage, Ds die durch s
geweckte elastische Kraft und p ds/d¢ die seiner Bewegung widerstehende Kraft,
so gilt
d%s

m'gs =P — pg; —Ds. (183)
In dem elektrischen Problem entspricht also der Masse m die Induktivitit L,
dem Reibungskoeffizient » der Widerstand R und der Proportionalitdtskon-
stante D der elastischen Kraft der reziproke Wert der Kapazitit C. Die Induk-
tivitdt kann (nicht ganz scharf) als die elektrische Trigheit des Stromkreises, der
Widerstand als der elektrische Reibungswiderstand, der reziproke Wert der Kapa-
zitit als die elektrische Elastizitit (Federung) bezeichnet werden. Die magnetische
Energie entspricht der Bewegungsenergie, die Stromwéirme der Reibungswérme
und die elektrische Energie der potentiellen elastischen Energie.

§ 87. Berechnung von Induktivititen. In § 81 ergaben sich die beiden Spulen-
fliisse als homogene lineare Funktionen der Strome. Man kann dieses Ergebnis
verallgemeinern und zeigen, daB sich bei einem beliebigen System linearer Leiter
die einzelnen Spulenfliisse als homogene lineare Funktionen der Stréme in der
Form

Y. =L I, +Lyl,+.--+ L, I, usw (184)

darstellen lassen. Hat man diese Gleichungen auf Grund des Durchflutungssatzes
gefunden, so kann man die einzelnen Induktivititen als die Koeffizienten der
Strome aus ihnen ablesen.

Ich empfehle dem Leser, nach diesem Verfahren die Induktivitat einer sehr langen Doppel-
freileitung zu berechnen, und zwar am bequemsten unter der vereinfachenden Voraus-

setzung, daBl der Strom nur in der &4uBersten Schicht der Drahte flieBt. Die Rechnung
fiihrt ohne weiteres zu der spiteren Gleichung (200).

Fiir die Fernmeldetechnik ist noch eine zweite Methode der Induktivitits-
berechnung fruchtbar, bei der man nicht die magnetischen Fliisse, sondern die
. Fernwirkungen“ der einzelnen Stromfidden summiert. Dieses Rechenverfahren
steht zu dem zuerst genannten etwa in demselben Verhiltnis wie die Berechnung
des Magnetfeldes eines Stroms nach dem Gesetz von Biot und Savart zu der
Berechnung auf Grund des Durchflutungssatzes.

Es handelt sich um die folgende Rechenvorschrift, auf deren Ableitung?!
wir nicht eingehen:

dsy ds
Ly= /‘ff : 4 ;(;,OS ? (185)
Hier bedeutet L,, die Gegeninduktivitit zwischen 257
zwei Stromfiden 1 und 2 (Abb. 67); ds; ist ein Abb. 67.

Element des ersten Stromfadens, d's, ein Element des
zweiten, @ der Winkel zwischen den Stromrichtungen in den beiden Faden-
elementen und 7 ihr gegenseitiger Abstand. Zu integrieren ist iiber beide Ele-
mente; d. h. zuerst ist etwa das eine Element, z. B. ds,, festzuhalten und
iiber den ganzen Stromfaden 2 zu integrieren; dann integriert man iiber den
Stromfaden 1.

Die Gleichung (185) kann natiirlich nur dann angewendet werden, wenn der Verlauf
der Stromfiden als bekannt vorausgesetzt werden darf. Mit unseren fritheren Definitionen

steht sie insofern nicht in vélliger Ubereinstimmung, als sie u. U. negative Gegeninduktivi-
taten liefern kann.

1 Vgl. z. B. Abraham: Theorie d. Elektrizitit 1, § 57. 8. Aufl. bearb. von R. Becker.
Leipzig: B. G. Teubner 1930.
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§ 88. Gegeninduktivitit zweier paralleler Drihte. Wir wollen nach der Doppel-
integralformel (185) zunichst die Gegeninduktivitit zweier gerader Strom-
fiden (also unendlich diinner Drihte) von der Linge / und dem Abstand a
berechnen (Abb. 68). Die Abstinde der Fadenelemente 4 x, und 4 x, vom linken
Ende der Fiden seien x, und x,, ihr gegenseitiger Abstand sei ». Der in der
Formel vorkommende Winkel ¢ ist gleich 0°, wenn die beiden Stréme im gleichen
Sinne, gleich 180% wenn sie im entgegengesetzten Sinne laufen. Dann ist nach

(185): du d
L,= ot kit I d%y drg ) 3
” = /"ff 477 JI Va? + (7 — 7p)? (x56)
~ 57 gz, Wir denken uns zuerst x, festgehalten (konstant) und
? summieren iiber x,. Setzen wir
‘T 4 Xy — %, =2, also dx,=dz, (x87)
- 7= so wird
b = Ty > . z=l—x
ol f ax, f (188)
Abb, 68, Vaz LN
%p=0 z=—x
Hier kann aber das unbestimmte Integral ausgerechnet werden; es ist!
dz
fya2+zz In (z + 7@ + 22) 4 const = f (z) + const, (189)

wie leicht durch Differentiation nachzuweisen. Also wird

X1

4
Ly=+ j—‘,,fdxl 1 (190)

Wir setzen nun wieder im Minuend /— x; =2z, im Subtrahend — x, =z,
in beiden Gliedern also d x; = — dz und fithren die Bezeichnung ein:

ff (z)dz = F (z) + const. (191)
Dann wird nach (190):

;
Lo =FL{F @ — w)) — [F (= m)]} = £ LFO +F(~)—2F (0)). (192)
Nun gilt?
F@)= [In(z 4 Ya® + 22 dz = z2In(z + Va® + 28) — Ja® + 2% 4 const;  (193)
also wird schlieBlich
Ly, = iﬁ—z{lln(l + VB F ) — B 1 &
—ln(—14+ VBt @) — VB + a2+ 24}

— & £fim 1;:[2“ 2VFF @+ 2a) (104)

1 Man kann fiir das Integral auch 9x Gin-— + const schreiben. Es besteht nimlich
a

die Tdentitat e Gin - =1n [~ + |/t + 2
2 Durch partielle Integration erhilt man
zdz

.z .z [ zdz
J‘QI'C Gin ;‘dz =z At Gin - ]/m
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oder, wenn man das Argument des Logarithmus mit seinem Zihler erweitert:

A 2 2 1 .—2—
Lp= £ P S (195)

Nun ist bei den Problemen, die in der Fernmeldetechnik interessieren, der
Fadenabstand a immer klein gegeniiber der Fadenlidnge /; man darf also nihe-
rungsweise setzen:

u 21
L= iaz@l;— I). (196)

Dies ist zundchst nur die Formel fiir die Gegeninduktivitit zweier paralleler

Stromfiden. Sie darf aber mit guter Anndherung auch fiir die Gegeninduktivitit

zweier paralleler Drihte verwendet werden, vorausgesetzt, dall deren Durch-
messer klein sind gegeniiber ihrem Abstand.

§ 89. Selbstinduktivitit eines Drahtes kreisformigen Querschnitts. Auch die
Selbstinduktivitdt eines einzelnen Drahts von der Dicke 2¢ kann nach
der Formel fiir die Gegeninduktivitit zweier Fiden berechnet werden; denn
in dem Draht flieBen sozusagen unendlich viele Stromfiden, die sich gegenseitig
beeinflussen. Da jeder dieser Fiden nur unendlich wenig Strom fiihrt, ist fiir den
in der Formel vorkommenden Ina ein Mittelwert einzusetzen; dieser hingt
von der Verteilung der Stromfdden im Drahtquerschnitt ab. Wir wollen zwei
Sonderfille betrachten:

1. Die Stromfiden verlaufen alle auf der Oberfliche des Drahtes. Dann
kommen alle méglichen Stromfidenabstinde von dem Werte Null bis zu dem
Werte 2p vor; aus der eingehenderen Theorie! folgt, dal
als mittlerer Fadenabstand einfach der Drahtradius g

zu nehmen ist (Abb. 6g).
2. Die Stromfidden sind gleichméiBig iiber den ganzen ;
. @ - Querschnitt verteilt. Dann ist der mittlere Abstand ‘*gé“‘
kleiner als im ersten Falle; die Theorie ergibt fiir ihn

Abb. 70.
den Wert g/}/e = 0,78 0 (Abb. 70).

Setzen wir diese Werte ein, so erhalten wir bei Durchstrémung nur der
Drahtoberfliche?, wenn die Drihte in Luft gespannt sind:

Abb. 69.

217
=22 —1), (197)
bei gleichmiBiger Durchstréomung dagegen
_ M 274~ _ Mo 217 3
L—an(h'I*e‘ Ve—I>~;;l<1nE‘—*4’>. (198)

Bildet der Strom also nur eine Haut, so ist die Induktivitit ein wenig kleiner als
bei gleichmiBiger Durchstrémung (vgl. § 84).

§ 9o. Selbstinduktivitit einer Doppelleitung. Durch Vereinigung der Formeln
(196) und (198) ergibt sich die Induktivitit der Doppelleitung. Sie setzt sich aus
den Selbstinduktivititen der beiden Dridhte fiir sich und ihren Gegeninduk-
tivititen in der folgenden Weise zusammen:

L=Li+Ly+ L+ Ly =L+ Ly+2Ly,. (199)

1 z. B. F.Breisig: Theoretische Telegraphie, 2. Aufl., § 112. Braunschweig: Friedr.
Vieweg & Sohn 1924.
2 Das Pluszeichen ist zu nehmen, weil die Stromfiden gleichgerichtet sind.
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2 L,, ist hier negativ und wegen der groBen Fadenabstinde kleiner als L, - L,, so
daB L positiv wird. Setzen wir die vorher gefundenen Werte ein, so erhalten
wir bei oberflichlicher Durchstrémung

= Py (1p 2! 2l _am?!
L——z—nl<lng——r+lngz I zlna—i—z)

1

:Eglln LZO, ZII —;
& Vo1 0. ? gV@lez

bei gleichmiBiger dagegen

SO AT Y [ L.
L_Zﬂl<ln9192+ 2> 7 (nVQ192+4>

mH, (200)

"km

a
Yor0:

Aus einem Vergleich der Formeln (200) und (z01) kann man schlieBen, daf3 der
erste Summand in der Klammer der Gleichung (201) dem magnetischen Feld
im AuBenraum, der zweite (viel geringere) dem magnetischen Feld im Innern
der Drihte entspricht. Bei ferromagnetischem Material hat man daher zu setzen:

L= (0,921 Ig

= (0,921 Ig + o,1> ﬁmH. (201)

a
Veie:

Wegen der Induktivitit anderer Gebilde, insbesondere von Spulen, verweisen
wir auf die Sonderdarstellungen?.

i
+ 0,1 :—0> o mH. (202)

IV. W echselstromschaltungen.

§ 91. Allgemeines. Unter einem ,,Wechselstrom‘‘ verstehen wir einen elektri-
schen Strom von den folgenden Eigenschaften:

1. Die Kurve, die die Abhingigkeit seines Augenblickswerts von der Zeit
darstellt, soll aus gleichen Stiicken der Linge T bestehen, wo T die ,,Periode*
des Wechselstromes heifit.

2. Der Mittelwert seiner Stirke, genommen iiber eine ganze Periode, soll
gleich Null sein.

Eine besondere einfache Art von Wechselstrom ist hiernach der in § 50 bis 52
niher erlduterte ,,Sinusstrom‘:

i=icos(2—;t+¢pi)=icos(2nft+¢pl-). (203)

Bei ihm fallt die ,,Periode mit der ,,Schwingungsdauer” T zusammen.

Lagert man einem Sinusstrom von der Frequenz / Sinusstréme von den Frequenzen 2f,

3f, . . . iiber, so entsteht ein wieder mit T periodischer Wechselstrom komplizierterer Form.
Man unterscheidet bei einem solchen Wechselstrom die ,,Grundschwingung‘‘ der Frequenz f
von den ,,Oberschwingungen‘‘ der Frequenzen 2/, 3/, . . . . Stehen die Frequenzen der Ober-

schwingungen, wie hier angenommen, im Verhaltnis der ganzen Zahlen zur Frequenz der
Grundschwingung, so spricht man von ,harmonischen Oberschwingungen. Fourier hat
gezeigt, daB man sich Wechselstréme beliebiger Form durch Ubereinanderlagerung solcher
harmonischer Schwingungen erzeugt denken kann (vgl. § 366).

Unter ,,Gleichstrom™ verstehen wir einen Strom zeitlich konstanten Augen-
blickswerts. Durch Ubereinanderlagerung eines Wechselstroms und eines Gleich-
stroms entsteht ein , Mischstrom®.

1 z. B. E. B. Rosa und L. Cohen: Bull. Bur. Stand. 5, go.
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§ 92. Messung der Stirke von Wechselstromen. Der arithmetische Mittelwert
der Stromstirke, gebildet fiir eine ganze Periode, der beim Wechselstrom defini-
tionsgemiB gleich Null sein soll, kann bei einem beliebigen periodischen Strom
folgendermaBen berechnet werden. Man teilt die ganze Periode T in sehr
viele gleiche kleine Zeitteile 4¢ ein. Zu jedem dieser Zeitteile, deren es im
ganzen T/dt gibt, gehort eine gewisse Stromstirke. Bildet man nun die
Summe dieser Stromstirken und teilt sie durch ihre Anzahl, so erhilt man den
arithmetischen Mittelwert M :

T T
(] I
M = T :_T 1dt
dt

e €

Beim Sinusstrom ergibt sich auf diese Weise definitionsgemal
T

Pl

M= szfcoS(wt+¢i)d(wt+ @:) =£[Sin(wt+ (Pi)]:
0

T . .
= E(sm (27t + @;) — sin @,) = o. (204)
T
Da f i dt die wahrend einer Periode bewegte Elektrizititsmenge ist, scheidet ein reiner

0
Wechselstrom aus einem Elektrolyt wihrend einer vollen Periode iiberhaupt nichts aus.
Das Voltameter ist daher zur Messung von Wechselstromen untauglich.

Auch die an den gewdchnlichen Galvanometern abgelesene Stromstarke ist gleich Null.
Thre Spule oder ihr Magnet erfihrt zwar nach beiden Seiten abwechselnd Antriebe, ist
aber zu tradg, um ibnen zu folgen. Will man Wechselstrome elektromagnetisch messen, so
muB man die Trigheit der benutzten beweglichen Systeme (Drihte, Binder, Spulen,
Schleifen, Stibchen, Membranen usw.) so herabsetzen,
daB die Wechselstréme imstande sind, sie zu beobacht- ¢
baren Schwingungen mit der Wechselstromfrequenz zu
zwingen. Besonders stark werden diese Schwingungen,
wenn die mechanische Eigenfrequenz des beweglichen
Systems mit der Frequenz der Grundschwingung oder
einer Oberschwingung des Wechselstromes nahezu iiber- 4 /\
einstimmt (Ausnutzung der ,,Resonanz). Die Schwin- [, / /\
gungen konnen entweder mit dem Auge (optisches ¢ \/ 2 j?
Telephon, Vibrationsgalvanometer, Oszillograph) oder mit y__ V2
dem Ohr (akustisches Telephon) wahrnehmbar gemacht ¢
werden.

Abb. 71.
Will man durch Wechselstrome einen dau-
ernden Ausschlag erzeugen, so kann man ein Instrument nehmen, dessen
Ausschlag dem Quadrate des Stromes proportional ist (z. B. ein Dynamometer,
Hitzdrahtinstrument oder dergleichen). Das Quadrat eines Sinusstroms wird
nach der Gleichung

12 = 2 cos? (w? + @,) = ; (1 4 cosz (wt + ;) (205)

wieder durch eine Sinuslinie von der doppelten Frequenz dargestellt (Abb. 71);
der Mittelwert des Quadrats ¢2 wihrend einer Periode ist aber nicht mehr wie
der des Stromes selbst gleich Null, sondern, wie die Abbildung zeigt, gleich
#?/2. Ein untriges bewegliches System schwingt also mit der doppelten
Frequenz des Sinusstroms um eine mittlere Einstellung herum, die ebenso groB
ist, wie bei einem Gleichstrom der Stirke ]/iz/z = i/]/g ; ein triges nimmt diese
Einstellung dauernd an. Eicht man demnach die Teilung des Instruments mit
Gleichstrom, so zeigt es bei Sinusstrom den Mittelwert 7/ 2.
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Die Wurzel aus dem Mittelwert des Quadrates der Stromstirke heiit bei
jedem Wechselstrom ,,effektive Stromstirke’; beim Sinusstrom ist sie gleich
i) 2.

DaB #2/2 der durchschnittliche Wert von ¢* wihrend einer Periode ist, kann aus (205)
leicht auch rechnerisch abgeleitet werden: es ist

T T T

..}fﬂdt: j;{fdt-{-fcosz(wt—!-(p,-)dt}. (206)
0 0 0

Das zweite Integral ist aber gleich Null und das erste gleich T, so daB #2/2 herauskommt.

§ 93. Die Klemmenleistung fiir Wechselstrom. Die in der Zeiteinheit durch
die Ausgangsklemmen eines Erzeugers oder durch die Eingangsklemmen eines
Verbrauchers stromende Energie, also die Klemmenleistung, ist bei jedem —
konstanten oder beliebig verinderlichen — Strom gleich dem Produkt aus der
Klemmenspannung und dem Klemmenstrom

n=ui (207)

und hat den im § 31 festgelegten Richtungssinn.
Variieren sowohl die Spannung wie der Strom sinus{érmig:

u=1dcos(2nft+ @,),
t=1{cos(2nft+ @),

wobei die positiven Werte der Spannung und des Stromes wie iiblich (§ 11)
festgelegt sein mdogen, so ist die Klemmenleistung gleich

ui=dicos(znft+ @,)cos(zmft + ¢;).
Nun gilt aber die Rechenregel
cos o cos B = 3 (cos (« + B) + cos (« — B));

man kann also auch schreiben

(208)

, @1
ui=">(cos (47 /L + @y + @:) + €08 (pu — @) (209)
oder wenn wir die Effektivwerte voriibergehend durch Buchstaben ohne Index
N U= 2 _ b
¥z’ C¥e

und die Phasenverschiebung ¢, — ¢; zwischen
Strom und Spannung durch ¢ bezeichnen:

1/,1 wi=Ulcosp +Ulcos(zm-2f-t+ ¢, + ¢;). (210)

P~

-
e S-
)

! Die Klemmenleistung besteht also aus einem zeit-

4 \ / \ Z Ur lich konstanten und einem mit der doppelten

AV \/— >t Frequenz 2f und dem Scheitelwert UJ schwingen-

Abb. 72, den Anteil (Abb. 72). Den zeitlich konstanten

Anteil Ul cosg nennt man ,mittlere oder

,,Wirkleistung® (d. h. wirksame Leistung), den Scheitelwert U des schwingen-

den Anteils ,,Scheinleistung”. Der zeitliche Mittelwert des schwingenden Anteils,

genommen {iber eine ganze Zahl von Perioden, ist natiirlich gleich Null, so daB

bei Betrachtung lingerer Zeitraume nur die Wirkleistung zu beriicksichtigen ist,
die man deshalb auch ,,Leistung” (ohne Zusatz) nennt.

DaB bei der Wirkleistung der Faktor cos ¢ auftreten muB, den man auch , Leistungs-
faktor’ nennt, ist leicht zu verstehen. Ist namlich die Phasendifferenz zwischen Spannung
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und Strom gleich Null oder gleich 1809 so wechseln beide GroBen immer gleichzeitig ihr
Vorzeichen. Die Energie stromt also nach § 31 immer in derselben Richtung; ob sie vom
Erzeuger zum Verbraucher oder in der umgekehrten Richtung stromt, 1aBt sich leicht fest-
stellen, wenn man die Richtungen der Zihlpfeile beachtet.

Ist dagegen die Phasendifferenz zwischen Spannung und Strom gleich 9o? oder gleich
2709, so haben die Spannung und der Strom in jeder Periode wihrend zweier Viertelschwin-
gungsdauern gleiches und in den dazwischenliegenden Zeitraumen ungleiches Vorzeichen
(Abb. 41, § 53). Die Energie stromt also wahrend zweier Viertel der Periode aus dem Er-
zeuger in den Verbraucher, wahrend der beiden iibrigen Viertel dagegen in der umgekehrten
Richtung, so daB sie nur hin- und herpendelt.

§ 94. Wechselstromkreis mit Widerstand und Induktivitit. Eine Spule vom
Widerstande R und der Induktivitit L werde an eine sinusférmige Wechsel-
spannung e = é cos (27 f¢ + ¢,) = é cos (wf + ¢,) angeschlossen. Dann ist nach
dem Induktionsgesetz (§78) in jedem Augenblicke

e:Ri—l—L%. (211)

Wir vermuten, dal3 der von der Spannung ¢ in dem Kreise erzwungene Strom ¢
schliefilich ebenfalls sinusférmig wird, und zwar mit derselben Frequenz f, lassen
jedoch die Moglichkeit offen, daB seine Phase gegen die der Spannung um einen
gewissen Winkel verschoben ist; d. h. wir setzen fiir alle Zeiten

t=14cos(2mft+ ¢;) =74cos(wt+ @) (212)

und untersuchen, wie groB 7 und ¢, sein miissen, damit unsere Differential-
gleichung erfiillt ist.
Setzen wir (212) in (211) ein, so erhalten wir

écos(wt+ @,) =Ricos(w?t -+ ¢,) —wLisin(wt+ @), (213)

also! fiir £ = o:
écos@p,=Ricose,— wLising, (214)

. T

und fiir ¢ = o
ésingp,=Rising,+ wLlicosg,. (215)

Quadriert und addiert man diese beiden Gleichungen, so erhilt man
62 = (R? + w?L?) 72,

oder
. é
1= V}?T!{__‘.m . (216)
Setzt man in (213) w ¢ = go® — ¢,, so folgt
o= Risin{p, —¢;) —wLicos(p, — ¢.),
also
oL
tg(p, — @) = % - (217)
Unsere Differentialgleichung (211) ist daher erfiillt durch den Ansatz
. é wl
1= —R;__ﬁz—zcos (wt —+ Y, — arctg —R—> . (218)

D. h.: Die erzwingende Wechselspannung kann einen Wechselstrom derselben
Frequenz unterhalten, der gegen sie verschoben ist um einen Winkel ¢ =g, —¢;,

1 Da die Gleichung (z13) fiir alle Zeiten gilt, kann man zu ihr auch die Gleichung hinzu-
nehmen, die sich ergibt, wenn man sie Glied fiir Glied nach ¢ differenziert.
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dessen Tangens gleich ok ist. Die Anfangsphase von 7 ist kleiner als die von
g g R gsp

e; 1 ,,Jauft hinter ¢ her”. Der Strom ist kleiner als bei einer induktionsfreien Spule;

die Induktivitit wirkt also widerstandvergroBernd. }R® -+ w?L? heiBt auch
,,Jmpedanz‘‘1,

Die gefundene Losung gilt entsprechend unserer Ableitung nur fiir den ,,eingeschwungenen
Zustand®’. Beim Einschalten einer Wechselspannung treten zunichst besondere kompli-

ziertere ,,Einschaltvorgiange’ auf. Sie verschwinden erst im Laufe der Zeit; dann stellt sich
der von uns berechnete stationire oder Beharrungszustand ein.

& Da uns immer nur die Phasendifferen-
S zen der Wechselgrofen interessieren, aber
N niemals ihre absoluten Phasen, werden wir
hiufig die Anfangsphase einer Wechselgréfe
— und zwar vorzugsweise die der treibenden
4 Spannung — gleich Null setzen, also z. B.

e = é cos wt schreiben.

§ 95. Zeichnerisches Verfahren. Ein Pfeil
von der konstanten Linge é drehe sich mit
der konstanten Winkelgeschwindigkeit @ um
einen Punkt (Pol) O herum (Abb. 73). Zur Zeit
t =0 habe er die Richtung O 4;. Dann bildet
er zur Zeit ¢ den Winkel w¢ mit 04,, und

Abb. 73. seine senkrechte Projektion auf 04, ist
écos wf. Wihrend er gleichméfBig umliuft,
bewegt sich demnach die Projektion P, seiner Spitze auf der Geraden durch O
und A4, so hin und her, daB die Linge der Strecke O P, bestindig proportional
der augenblicklichen Spannung ¢ ist.
Entsprechend kann, wenn wir wieder den Ansatz (212) machen, der Span-
nungsfall im Widerstand R

Ri = Ricos(wt+ @)

dargestellt werden durch einen Pfeil von der konstanten Linge R, der um den
konstanten Winkel — ¢, hinter dem Pfeil von e zuriickbleibt (Abb. 74)2. Denn

é die Projektion dieses zweiten Pfeils auf die Gerade
! durch O und A4, ist in jedem Augenblick
e Ricos(wt 4+ ¢;) = Ri.
e Endlich kann auch der induktive Spannungs-
4, fall
' L%:—wlﬂisin(wt—l—tpi)

= w Licos(wt 4 ¢; + 90°)

nach Abb. 75 dargestellt werden durch einen Pfeil

von der konstanten Linge wLZ, der wieder mit
Abb. 74. derselben Winkelgeschwindigkeit rotiert, aber dem

Pfeil des Spannungsfalls R4 um 9o° vorauslduft.

Die Augenblickswerte ¢, Ri und L konnen also dargestellt werden durch
1 Die Bezeichnung ,,Scheinwiderstand‘‘ halte ich nicht fiir zweckmaBig. Vgl. § 12 und 104.

2 Wir tragen in unsere Zeichnungen immer nur die positiven Betrige der Langen, Winkel
usw. ein. In unserm Fall ist ¢; negativ (nach dem vorigen Paragraphen), — ¢; also positiv.
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die Projektionen der Spitzen dreier starr miteinander verbundener Pfeile oder
,,Vektoren*, die sich mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit « um einen
Pol herumdrehen.

Wir wollen nun auf diese drei Pfeile das erweiterte Ohmsche Gesetz (211)
anwenden. Es sagt aus, daB in jedem Augenblick die Projektion des e-Vektors
gleich der algebraischen Summe der Projektionen des Ri-Vektors und des
L dijdt-Vektors ist:

OP,=0P,— P,0.
Dies ist aber, wie Abb. 76 zeigt, dauernd dann und
nur dann erreicht, wenn die drei Pfeile ecinen ge-
schlossenen Linienzug, in unserem Falle also ein recht-

winkliges Dreieck bilden. In der Tat folgen jetzt aus
der Abbildung unmittelbar die alten Beziehungen:

82 = R*? 4 @®L2{? (219)
und

L
tgp=— - = — tgg. (220)

Abb. 75.

Denkt man sich an Stelle der Pfeile Krifte, so sagt das erweiterte Ohmsche Gesetz nichts
weiter aus, als daB sich diese Krifte das Gleichgewicht halten. Wiahrend bei Gleichstrom die
einzelnen Spannungen ,,arithmetisch* zu addieren sind, muf3 man bei andauernden Wechsel-
strémen die Pfeile wie Krifte, d. h. ,,geometrisch®, mit Beriicksichtigung ihrer Richtung,
zusammensetzen.

Obgleich man bei der Begriindung des zeichnerischen
Verfahrens von den Projektionen der rotierenden Pfeile,
also den Augenblickswerten, ausgehen muf und auch
nur diese in das Ohmsche Gesetz eingesetzt werden
diirfen, so erhilt man doch die einzig interessierenden
Gleichungen, namlich die fiir das Verhdltnis 7/é und fiir
die Phasendifferenz ¢, unmittelbar aus dem Diagramm,
ohne daran denken zu miissen, daB sich dieses eigentlich
um den Pol mit der Winkelgeschwindigkeit w herumdreht. Praktisch rechnet man
daher so, als ob die Pfeile ruhten?.

Es ist tiblich, die Pfeile als ,,Vektoren* zu bezeichnen. Man beachte jedoch, daB die
Richtung dieser Vektoren, die nur als Hilfsmittel der Darstellung anzusehen sind, mit der

etwaigen Richtung der dargestellten physikalischen GréB8en (z. B. der Stromdichte) nichts
zu tun haben.

§ 96. Der Lehrsatz von Euler. Neben der graphischen Methode wird in der
Elektrotechnik in ausgedehntem MaBe die sogenannte komplexe Rechnung an-
gewandt?. Thre Grundlage bildet ein von Euler aufgestellter Satz, der hiufig
auch als ,,Moivrescher Lehrsatz”“ bezeichnet wird. Er sagt aus, daB die Um-
wandlung

Abb, 76.

e/? = cosp -+ {sin ¢ (221)

richtig ist. Dabei bedeutet ¢ eine beliebige Zahl; j ist durch die Gleichung
PP=—1 (222)
definiert. Die groBe Erleichterung, die dieser Lehrsatz mit sich bringt, beruht
darauf, daf er erlaubt, die bei Wechselstromproblemen auftretenden trigono-

1 Man kann auch die Pfeile von vornherein ruhen und dafiir zunichst eine ,,Zeitlinie**
umlaufen lassen.
2 Kennelly, A. E.: Transact. Amer. Inst. El. Eng. 10, 175 (1893).
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metrischen Funktionen Kosinus und Sinus durch die Exponentialfunktion
zu ersetzen, mit der man bequemer rechnen kann.

Wir werden die Funktion e/?, also die Exponentialfunktion mit imagindrem
Exponent, immer durch das Zeichen ,¢ abkiirzen':

= 9, (223)
so daB der Eulersche Lehrsatz die Form
/P =cosg+ jsing (224)

annimmt.

Fiir die Funktion / P die wir auch ,,Versorfunktion‘ nennen, gelten nach ihrer Definition
(223) die folgenden Rechenregeln:

/P12 = S P [ Pa (£9)= /29,

z _— (225)
(0= a= Vie= s92.
d . I .
FryA A VAN J19d0="r0==is0. (226)
Wir merken uns weiter noch, daB
Lg?:r, 90 = 7, 4+ 1800 = —1, /= 900 = — 7. (227)

§ 97. Losung der Schaltaufgabe mit Hilfe des Eulerschen Lehrsatzes. Wir
betrachten wieder den Kreis mit Widerstand R und Induktivitit L, auf den
eine andauernde Wechsel- EMK ¢ = & cos (w? + ¢,) einwirkt. Wie im § 94 ver-
muten wir, daB sich der Strom in der Form ¢ = # cos (w? + ¢;) darstellen laBt;
es muf3 also wie dort die Gleichung

¢ cos (ot + ¢,) = Ricos (@t + ¢;) + Li = cos (ot + ) (228)

erfilllt sein.

Auch jetzt bringen wir zum Ausdruck, daB diese Gleichung fiir alle Zeiten
gilt; wir verfahren aber ein wenig anders als im § 94, indem wir fordern, daB
(228) auch richtig bleibt, wenn wir die Zeit # um 77/4 verkleinern. Nun ist

cos <w (t — %) -+ (p) = cos{wt + ¢ — 90°) = sin (w? 4 ¢);
es muB also auch
ésin (w? + @,) = Risin (w? + @;) + Li{%sin (ot + @,) (229)

erfiillt sein. Addieren wir diese Gleichung, nachdem wir sie mit j multipliziert
haben, zu der Gleichung (228), so erhalten wir nach dem Eulerschen Lehrsatz

A A A d
¢ 0t + ¢, = Ri Lwt+<p,—+L1d—Z /0t + @, (230)
oder nach der Rechenregel (226) fiir das Differenzieren der Versorfunktion
ésot+o9,=(R+jol)i ot+ ¢
oder endlich, wenn wir die ganze Gleichung durch /0t dividieren,

¢, p,=R+jol)i/ ;. (231)

1 Das Zeichen /. ist zuerst von A.E.Kennelly benutzt worden [El. World, 23, 17
(1894)]. Im Auslande schreibt man auch cos ¢ + j sin ¢ =cis ¢.
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Hier empfiehlt es sich, die GréBen R und L gemiB den Gleichungen

R=vrcosg, (232)

232
wL =rsing 3
durch zwei neue reelle GroBen 7 und ¢ zu ersetzen. Wir kénnen dann den Euler-
schen Lehrsatz auch auf den Widerstand und die Induktivitit des Kreises an-
wenden, d. h.

R+joL=r(cosp+gsing)=r ¢ (233)
schreiben. Damit wird
b Pe=7,9 1,9 (234)
oder
=710+ @i— @, (233)

Hier ist é als Scheitelwert reell und positiv. Auch die rechte Seite der Gleichung
ist daher reell und positiv, und es wird

p+ o —@, =0 (236)
und

é=r1. (237)

In diesen beiden Gleichungen ist aber die ganze Losung der Aufgabe ent-
halten. Denn aus den beiden Gleichungen (232) folgt durch Quadrieren und
Addieren

R4 @22 =12,
durch Dividieren
oL

% = tgo,
also nach (237)
=t % 8
14 ‘yR2+ w2l? (23 )
und nach (236)
L
tg(p. — @i) = tgp =27, (239)
Der Augenblickswert des Stroms ist nach (212)
. é ol
1= VT et cos (wt + ¢, —arctg —R—> . (240)

Wie man sieht, erlaubt der Eulersche Lehrsatz unser Wechselstromproblem
in duberst einfacher Weise zu l6sen. Von ,,Symbolik* ist bis jetzt keine Rede:
wir haben nur von einem mathematischen Satz Gebrauch gemacht.

§ 98. Komplexe Spannungen, Stréme und Widerstidnde. Die komplexe Rech-
nung wire nicht so fruchtbar, wie sie es tatsichlich ist, wenn man immer so
umstédndlich wie im vorigen Paragraph verfahren miite. Berechnen will man doch
fast immer nur die effektiven Werte der Stréme und Spannungen und die Phasen-
verschiebungen zwischen ihnen. Fiir die Gleichung (234) kann man aber auch
schreiben

Pl

4
4 (3

V;L&: 71_2']/;[_32'
Die GroBe
7
8=V—;@=14ﬂ=18l4ﬂ (241)

Wallot, Schwachstromtechnik. 5
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1aBt sich also aus den gegebenen GréBen

@=V—% z=E/(pe:I@| Pe» (242)
R=r p=|R| 0, (243)
nach der einfachen Gleichung
~_ G
N T gr (244)

berechnen.

Wir nennen J den komplexen Strom, € die komplexe EMK und ® den
komplexen Widerstand. Wirkt also auf einen Stromkreis von dem (aus reinem
Widerstand und Induktivitit gebildeten) komplexen Widerstand & eine komplexe
elektromotorische Kraft €, so entsteht ein komplexer Strom, der gleich dem
Verhidltnis von € zu R ist. Das Ohmsche Gesetz gilt demnach auch fiir sinus-
férmigen Wechselstrom, wenn man alle Grofen als komplex voraussetzt.

Das Rechnen mit komplexen Strémen, Spannungen und Widerstinden ist zwar ein

,,Symbolisches’* Verfahren. Es 1aBt sich aber trotzdem unmittelbar auf jede praktische
Aufgabe anwenden. Ist z. B.

€ =100V 500, R = 5000 1300,

so ist
100V /00
& e A /— 300,
S Soo_Q 1300 0,2 4—30_

In dieser Angabe liegt alles, was wir wissen wollen, die Starke des Stroms und seine Phasen-
verschiebung gegen die elektromotorische Kraft. Die komplexen GroéBen sind also keine
ZwischengroBen, die wir erst wieder durch Ubergang zu reellen Zahlen deuten miiten, sondern
(wie die Pfeile des graphischen Verfahrens) bereits das Ziel der Rechnung.

Ist es uns in Ausnahmefillen um die Augenblickswerte der komplexen Strome usw. zu
tun, so brauchen wir nach den Definitionen (241) und (242) und dem Eulerschen Lehrsatz

die komplexen Werte nur mit ]/Z £ @t zu multiplizieren und ihre reellen Teile zu nehmen.

§ 99. Umrechnungen. In dem letzten Zahlenbeispiel haben wir vorausgesetzt, der komplexe
Widerstand des Kreises sei in der Form

R = 50002 /300

gegeben. Diese ,,polare’’ Darstellung bekommt man aber gewohnlich erst durch eine Um-
rechnung; denn unmittelbar gegeben sind die Komponenten R und wL.
Bei irgendeiner beliebigen komplexen GroBe

f=|9%] yp=|R|cosp+i|R|sing =R +jE (245)
nenien wir | i | den ,,Betrag** (auch den,,Modul), ¢ die,,Phase’ (auch den,,Winkel” oder das
»Argument’), R den reellen oder Wirkteil (die ,,reelle Komponente'), R’ den imaginiren
oder Blindteil (die ,,imaginire Komponente”). Da

[R|cosp =R, j%ﬁ]sinqy:R’,
ergeben sich die ,,polaren’ Komponenten aus den rechtwinkligen nach:
’

IR =JREF R wund tgtp:%. (246)

Die erste Gleichung ist jedoch zur Berechnung von || mit dem Rechenschieber nicht recht
geeignet. Man bestimmt daher! am besten zuerst ¢ nach der zweiten Gleichung und dann |R]
nach einer der beiden Gleichungen

R R’
= -———- od
)=y oder |R]= (247)

sing’

1 W. H. Grinsted hat fiir diese Rechnung einen besonderen Schieber entwickelt. ETZ
5I, 1401 (1930).
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Daraus ergibt sich die folgende einfache Vorschrift fiir die Berechnung mit dem Rechen-
schieber:

1. Man drehe die Zunge des Schiebers um, so daB die logarithmisch-trigonometrischen
Teilungen ablesbar werden, stelle das eine Ende der Tangensteilung an der unteren Stab-
teilung auf den groBeren! der beiden Teile (R oder R’) und lese mit Hilfe des Laufers an dem
kleineren den ,,vorliufigen Winkel a'‘ ab. Ist die Ablesung nicht moéglich, so hat man das
falsche Ende der Tangensteilung genommen.

2. Das weitere Verfahren richtet sich nach der Beschaffenheit der Sinusteilung.

a) Geht diese von 34’ bis 9o, so schiebe man den Liuferstrich an der oberen Stabteilung
iiber die kleinere Komponente (R oder R’), lasse mit ihm auf der Sinusteilung den Winkel «
zusammenfallen und lese am Ende der Sinusteilung an der oberen Stabteilung den Be-
trag abZ

b) Geht die Sinusteilung von 5° 44’ bis 90°, so lasse man den Liufer stehen und verschiebe
nur die Zunge, bis der Winkel o auf der Sinusteilung mit dem Liuferstrich zusammenfillt.

Den Betrag findet man dann wieder am Ende der Sinusteilung, diesmal aber an der unteren
Stabteilung.

3. Man fasse die beiden Komponenten R und R’ als rechtwinklige Komponenten eines
Punktes P auf (Abb. 77), denke die Verbindungslinie PO mit dem Nullpunkt gezogen und
nenne den Winkel unter 45% den PO mit der niachsten Achse bildet, ,,a*. Dann ist der
Winkel zwischen PO und der R-Achse der gesuchte Phasenwinkel ¢.

Bei der Feststellung des Betrags ist zu beachten, da3 er immer gréBer ist als die groBere

Komponente, aber kleiner als ihr }2-faches.

p Aimag.
Beispiele (vgl. die 3 Vektoren der Abb. 77):

a) Es sei R gleich —25, R’=42. Stellt man das rechte &
Ende der Tangensteilung auf 42 ein, so liest man bei 25 den
Winkel o= 30°% 46’ ab. Stellt man dann im Falle a) den Winkel
300 46’ der Sinusteilung auf den Wert 25 der oberen rechten Tei- o
lung, so liest man am Ende der Sinusteilung || =49 ab. Nach
der Abbildung ist ¢ =90+ o = 1209 46'.

ropll
-Peell

b) Es sei R=—95; R'= —120. Jetzt muB man das linke o
Ende der Tangensteilung auf 120 einstellen; bei 95 liest man
o =380 22/ ab. Stellt man diesen Winkel an der Sinusteilung auf
95, so erhilt man |R|=153. Ferner ergibtsich ¢ = — (900 + a) P P
= — 128022/,

c) Es sei R=6; R'= —120. Dann 148t sich « auf der Tan-
gensteilung nicht mehr finden, wohl aber bei den Schiebern mit enger Sinusteilung auf
dieser. Man verfihrt wie vorher bei der Tangensteilung und findet « =29 52’. Bei Schiebern
mit weiter Sinusteilung kann man nach

Abb, 77.

o tga =

1573 Loy
5= =12052

20

rechnen (oder die ,,ST-Teilung* benutzen). Bei einem so kleinen Winkel kann man den Betrag?
gleich der groBeren Komponente setzen, so daB sich schlieBlich

R ~ 120 / — (900 — &) = 120 / — §7° 8’
ergibt.

§ 100. Kreise mit Kapazititen. Fir einen unverzweigten Kreis, der auBer
einem Wirkwiderstand und einer Induktivitit noch eine Kapazitit enthilt,
gilt nach § 86

. di
e:u—i—Rz—}—Lﬁ, (248)

1 Ohne Riicksicht auf das Vorzeichen.

2 Die groBere Komponente muf dann dem Winkel go%— « gegeniiber liegen.

3 Der Betrag kommt bei dieser Art der Berechnung

fiir o= 1 2 3 4 5 6°
um 0,2 0,6 1,4 2,4 3,8 5,500s
zu klein heraus.

5#



68 ‘Wechselstromschaltungen.

wenn wir den Augenblickswert der Spannung am Kondensator mit # bezeichnen.
AuBerdem ist nach der Definition der Kapazitit

. du
1=C—-. (249)
Beim graphischen Verfahren hat man also auBer den Pfeilen der treibenden
EMK, des Ohmschen und des induktiven Potentialfalls auch noch den Pfeil
des Potentialfalls im Dielektrikum des Kondensators zu beriicksichtigen, der
nach (249) um go° hinter dem des Stroms zuriickbleibt.
Den Eulerschen Lehrsatz kann man wie im § 97 auf die Gleichungen (248)
und (249) anwenden. Aus (249) folgert man:

i jot+ g, =C- (i 0t + 9,) = joC il yot + @y,

also
Z . %
y—;Lﬂﬁzm’Cﬁ /Pu (250)
oder symbolisch
S=70CU.

Fiihrt man dies in die komplexe Gleichung ein, die der Gleichung (248) ent-

spricht, so erhilt man

g = ¢ : (251)

. I
R+]wL+—ij

§ 101. Verwickeltere Schaltungen. Ebenso wie das Ohmsche Gesetz kénnen
auch die Kirchhoffschen Regeln in komplexer Form auf Netzwerke mit beliebigen
Schaltelementen angewandt werden. Die frither abgeleiteten Gleichungen fiir
die Hintereinander- und Parallelschaltung von Widersténden, fiir den Spannungs-
teiler, die Wheatstonesche Briicke, die Verwandlung von Dreiecken in Sterne
usw. bleiben unveridndert giiltig; man hat sie nur mit deutschen Buchstaben
anzuschreiben und alle GréBen als komplex anzusehen.

§ 102. Zeichnerisches Verfahren und komplexe Rechnung. Seit jeher veranschaulicht man
die komplexen GréBen in einer komplexen Zahlenebene: auf einer x-Achse trigt man die
reellen, auf einer y-Achse die imaginiren Komponenten auf. Jedem komplexen Wert ent-
spricht ein bestimmter Punkt der Ebene; mit diesem fallt die Spitze des Pfeils zusammen,
der bei der zeichnerischen Methode die betreffende GréBe darstellt.

Bei den wirklich wechselnden GroBen wie der Spannung und dem Strom kommt es nur
auf die Phasen-Unterschiede an; die absoluten Phasen sind gleichgiiltig. Dagegen kommen
den komplexen Widerstinden und Leitwerten als zeitlich konstanten Gré8en absolute
Phasen zu. Da ihre reellen Bestandteile immer positiv sind, liegen die sie veranschaulichenden
Punkte immer im ersten oder vierten Quadranten der komplexen Ebenel.

§ 103. Zeichnerische Bestimmung der komplexen Gré6Be, die zu einer gegebenen
reziprok ist; Inversion. Haufig liegt die Aufgabe vor, auf zeichnerischem Wege
zu einem gegebenen Widerstand i den Leitwert & =1/R zu bestimmen.

Aus der Definition von @& folgt zunichst, daB die Phase des Leitwerts der
Phase des Widerstands entgegengesetzt ist. Die geraden Linien durch den Null-
punkt, auf denen die Punkte & und @& liegen (Abb. 48), sind also Spiegelbildér
beziiglich der reellen Achse.

,,Konjugiert” nennt man zwei komplexe Werte, wenn sie denselben Betrag, aber
entgegengesetzt gleiche Phasen haben, also zur reellen Achse spiegelbildlich
liegen. Wir bezeichnen den konjugierten Wert durch einen Stern. In der kom-

1 Grundsitzliches iiber die Frage des Verhiltnisses der ebenen Vektorrechnung zur kom-
plexen Rechnung bei A. Byk: Forschung und Technik, S. 84, Berlin: Julius Springer 193o0.



Inversion. — Die Klemmenleistung in komplexer Darstellung. 69

plexen Ebene liegt also der Widerstand Rt auf derselben Geraden durch den
Nullpunkt wie der konjugierte Wert G* (Abb. 78).
Die GroBe |§| des Leitwerts kann man durch die ,,Polarenkonstruktion®
finden (Abb. 79): Man schligt um den Nullpunkt O einen Kreis, dessen Halb-
messer p in dem fiir den 7,

fmag. Widerstand R benutzten
R MaBstab einem runden ‘ R
oy Widerstandszahlenwert
ey COtsPTiCht, legt von R "
aus die Berithrenden % T,
8 und R 7', an den Kreis und ‘
verbindet 7, mit T,. Den %

Abb. 78. Schnittpunkt der Linien Abb. 7.
OR und T, T, nennen wir

®. Dann ist, wie wir behaupten, der gesuchte Betrag |®| gleich |@&|/p2. Der
Beweis folgt aus der Ahnlichkeit der rechtwinkligen Dreiecke 0T, und

O TR, die ja den Winkel bei O gemeinsam haben; denn es gilt
%:l{)—!’ also l@]zfg'T]:l?@z_l‘ (252)
Man nennt den Kreis , Inversionskreis’, seinen Halbmesser ,,Inversions-
radius* oder ,,Inversionspotenz®, seinen Mittelpunkt ,,Inversionsmittelpunkt*.

Riickt der Widerstand R auf den Inversionskreis selbst, so wandert der Leitwert@* offenbar
ebenfalls dahin; dem Werte |f| = oo entspricht der Wert | @|= o und dem Werte [R|=o
der Wert |@|= oo.

Hiufig liegt die kompliziertere Aufgabe vor, den Widerstand
R, = w5 (253)

aus den gegebenen Widerstinden R, und R, zu konstruieren. Dann hat man als
Inversionshalbmesser den Betrag |®,| zu nehmen. Der Punkt %,, den man
unmittelbar durch die Polarenkonstruktion erhilt (Abb. 80), ist an der Strecke
O R, zu spiegeln. Denn die Phase von R, muB nach (253) gleich dem arithmetischen
Mittel der Phasen von &, und R, sein. Wir wollen in der

Folge die durch die Gleichung (253) gestellte Aufgabe B N M
als ,,Inversion des Widerstands R, mit der Potenz R, %
A 2 reelf
bezeichnen?.
§ 104. Die Klemmenleistung in komplexer Darstellung.
Die im § 98 eingefithrte komplexe Schreibweise kann s

man auch bei der Berechnung von Leistungen benutzen.
Nach der Rechenregel 5b) des Anhangs ist nimlich ohne jede Symbolik

u=={ll ot + (U 0¥,

. (254)
= y_;{SL‘ﬂ + (I fot)t}.
Man darf also fiir die Augenblicksklemmenleistung
n=3{UJ 20t + (UF 20)* + UIF* + (UI*)*} (255)

1 Haufig zahlt man bei den Leitwerten die Phasen im entgegengesetzten Sinne positiv
wie bei den Widerstinden. Dann liegt @ auf demselben Fahrstrahl wie .
2 Gewohnlich spricht man schon bei der Bildung des Kehrwerts von ,,Inversion®.
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schreiben, und hieraus folgt unmittelbar das Ergebnis des § 93:
n=}11‘|31cosz(wt+w>+IIIHSicosqy. (256)

Die mittlere Klemmenleistung N ist hiernach gleich dem reellen Teil von
UG*; insofern kann man auch — jetzt symbolisch — von der , komplexen
Leistung 11 J* sprechen.

Wir wollen dhnlich wie im § 12 das Verhiltnis der Klemmenspannung U
zu dem Klemmenstrom § den ,,Scheinwiderstand‘

R=R+jR =|Ricosp+7|R|sing (257)

des hinter den Klemmen liegenden Verbrauchers nennen. In diesen flieBt daher
im Mittel die Leistung

N |3 Feosg = [R|cosg:[F=R|J (258)

R

I3
Sie ist also gleich dem Quadrate des effektiven Klemmenstroms, multipliziert
mit dem Wirkteil des an den Klemmen gemessenen Scheinwiderstands.

§ 105. Energieanpassung!. Eine Energiequelle von der komplexen Leerlauf-
spannung 1’ und dem komplexen inneren Widerstand #i; sende Energie in einen
verbrauchenden Zweipol vom Scheinwiderstand %t (Abb. 81).

i Wie miissen die Schaltelemente gewidhlt werden, wenn die
in den Verbraucher wandernde mittlere Leistung N so grof3
u R wie moglich werden soll (vgl. § 32)?
Nach der Definition der Wirkleistung ist
Abb. 81. R

N—R|3f=

WP e mr s w359
Man muB also jedenfalls | 11¢| recht groB, R; und die Summe R} -~ R’ recht klein

machen:
R,= o0, R+ R =o. (260)

Die letzte Bedingung sagt aus, daB die gréte Energie in den Verbraucher
wandert, wenn sich die Blindwiderstinde des ganzen Systems gegenseitig auf-
heben, so daB sein Scheinwiderstand den Charakter eines reinen Wirkwider-
standes annimmt.

Der giinstigste Wert des Wirkwiderstandes R des Verbrauchers ergibt
sich wie im § 32 mit Hilfe der Rechenvorschrift des Anhangs 3 c): aus

R 1
(R;+ RP+ (R + R 2(R;+ R)

folgt
R?=R? + (R; + R')%. (261)

D. h. der Wirkwiderstand des Verbrauchers ist so groB zu wihlen wie der Betrag
aller iibrigen (Wirk- und Blind-)Widerstinde des Kreises zusammengenommen.
Hat man die zweite Bedingung (260) bereits erfiillt, so mul man R = R; machen;
dann kann man die beiden Bedingungen (260) und (261) zusammenfassen in
der komplexen Gleichung:

R = R (262)

Fiihren wir diese Bedingung in die Gleichung fiir die Leistung ein, so erhalten

1 Salinger, H.: Tel.- u. Fernspr.-Techn. 11, 114 u. 125 (1922).
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wir fiir die groBte entnehmbare Leistung:

1 2 MER, 2
R + RF i '(2 R,)? = 4R, " (263)

§ 106. Gegenseitige Vernichtung von Blindwiderstinden. Wir haben gesehen,
daB ein Verbraucher, dessen Wirkwiderstand R konstant gehalten wird, die
groBte Energie aufnimmt, wenn sein Blindwiderstand den des Erzeugers gerade
kompensiert. Nun hingen die Blindwiderstinde oder Blindleitwerte auBer von
den Schaltelementen immer auch von der Frequenz ab; sie heben sich daher
meist nur bei besonderen, ausgezeichneten Frequenzen gegeneinander auf.
Wir wollen die Frequenzen, bei denen der Scheinwiderstand oder der Schein-
leitwert eines gegebenen Zweipols reell wird, seine ,,Scheinfrequenzen‘ nennen?®.

Zur Erliuterung betrachten wir die drei einfachsten Zweipole, die man
aus einem Widerstand R (oder R/2), einer Induktivitdt L und einer Kapazitit C
zusammensetzen kann. Dabei fiihren wir einige Abkiirzungen ein, die wir auch

spiter immer wieder verwenden werden. Wir bezeichnen die Kombination }L/C,
welche die Dimension eines Widerstandes hat, mit Z, ferner die Kombination

w VZE , die eine reine Zahl ist, mit #; endlich setzen wir

A

N=

Ry/C R .
7]/;=ﬁ:smf}. (264)
Es sei R < 2Z; dann ist der Winkel # reell. Wir nennen ihn den
., Dampfungswinkel“ der betreffenden Schaltung. /A
a) Es sei zunidchst ein Widerstand f; 4 ? = R mit einer Induk- /
tivitit L und einer Kapazitit C in Reihe geschaltet (Abb. 82). Der
Scheinwiderstand dieses Zweipols ist Rl
¢
. 1 . . I . o—_
,szg=R—|—wa—l—7.w—c=Z<zs1m9+y<n—?>). (265) bb. 82,
Er ist dann und nur dann ein reiner Wirkwiderstand, wenn % = 1 ist, d. h. wenn
I
f= e =l (266)
Diese Frequenz f, ist also die (einzige) Scheinfrequenz des betrachteten Zweipols.

Er hat fir sie den Wirkwiderstand 2 Z sin & = R. a o

b) Als zweites Beispiel betrachten wir einen Kondensator von -~
der Kapazitit C und dem Leitwert G, dem eine Spule von der
Induktivitat L und dem Widerstand R/z parallel geschaltet ist &
(Abb. 83). Der Scheinleitwert dieses Zweipols ist

Q= +G+iwC (267) s, 83.

I
Rj2+jowL
oder, wenn wir die vorhin verwandten Abkiirzungen einfihren und die Formel
im Anhang 5 a) beachten:

g

1 1 sind 475 (2 — cos?d

1 . )
=7{m+?n}+G:7 sin?d 4 72 +G.  (268)

1 Fiir diese kurze Bezeichnung scheint mir ein Bediirfnis vorzuliegen. Die ,,Scheinfre-
quenz’‘ kann haufig der ,,wahren' Eigenfrequenz eines Stromkreises gegeniibergestellt werden.
AuBerdem 148t sich (zufillig) in manchen einfachen Fillen die wahre Eigenfrequenz aus der
Scheinfrequenz durch Multiplikation mit dem Kosinus des sofort einzufiihrenden ,, Dampfungs-
winkels” berechnen, #hnlich wie sich bei Sinusstrémen die Wirkleistung aus der Schein-
leistung ergibt durch Multiplikation mit dem Kosinus des Phasenverschiebungswinkels.
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Wie man sieht, gibt es hier zwei Scheinfrequenzen, die Frequenz f =o
und die Frequenz f, cos®. Ferner hingt die zweite Scheinfrequenz jetzt als
Funktion des Dimpfungswinkels nicht nur von L und C, sondern auch von dem
Widerstande R ab. Endlich ist jetzt auch der Wirkteil des Scheinleitwerts
eine Funktion der Frequenz.

Andert man nur die Frequenz der Stromquelle, so ist die Leistung bei der
Scheinfrequenz f, cos # keineswegs ein Maximum. Denn fiir % = cos ¢ wird

S:Si;ﬁ—{-G:%-{—G:R/ZL'C—{-G. (269)

Der Blindteil des Scheinwiderstands ist zwar zugleich mit dem Blindteil
des Scheinleitwerts gleich Null; dafiir ist aber sein Wirkteil um so groBer,
so daB die giinstige Wirkung der Kompensation des Blindwiderstandes verloren-
geht. Bei Verdnderung allein der Frequenz muf3 also besonders untersucht

werden, ob die Scheinfrequenz f,cos# fiir Strom, Spannung oder Leistung
,,Resonanzfrequenz‘‘ ist.

3 3 c) Machen wir die vorher untersuchte Schaltung symme-
#y, trischer, indem wir auch der Kapazitit einen Widerstand R/2

A vorschalten (Abb. 84), so hat dies insofern eine vereinfachende

c , Wirkung, als jetzt wieder die Frequenz f, (und nicht f, cos )

3, zur zweiten Scheinfrequenz wird. Die Blindwiderstinde ver-
Abb. 84, nichten sich jetzt aber auch noch unter einer dritten Bedingung,

die von der Frequenz unabhingig ist. Fiir den Scheinleitwert
dieser Anordnung gilt namlich:

=+ 5 =i<. Tt —
R R 1 Z \sind +47n . I
-2——|—7wL -2——|-7,wc smﬂ—l—ﬁ
ind 4 7. 1)
_ 1 [simd—jy " Ty (270)
Z | sin?2@ + n? sin?d L L ’ 27
172
Er wird reell, wenn
7 1
— = , (271)
sin® + 7 n(sinzﬁ—}-niz)

d. h., wenn entweder 5 = 0 oder # = 1 oder sin ¢ = 1 ist. Der Zweipol der Abb. 84
hat also die beiden Scheinfrequenzen Null und #,; auBerdem ist aber sein Schein-
widerstand auch noch bei beliebiger Frequenz reell, wenn sein Dampfungs-
winkel gleich go?® ist.

Bei der Frequenz f, wird

1 Z(1-4sin?) L R
%_E—_ 2 sin & _—}?E-}—: (272)

Dieser Wert stimmt, abgesehen von dem Zusatz R/4, iiberein mit dem Wert,
der sich im Falle b) ergeben hat.

Der Dampfungswinkel & = o9, bei dem der Scheinwiderstand %8 im Falle c)
fiir alle Frequenzen reell wird, heiBt aus spiter zu erérternden Griinden auch
der ,,Grenzdimpfungswinkel“l. Fiir ihn wird der Scheinwiderstand unabhingig
von der Frequenz gleich dem ,,charakteristischen” Widerstande

Z=7VL/IC=R)2.
1 Die Widerstinde jw L und 1/jewC sind (§ 103) ,invers” mit der Potenz R/2.
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§ 107. Spannungs- und Stromresonanz. Bei der Reihenschaltung von
Induktivitdt und Kapazitat (Abb. 82) ist fiir die Scheinfrequenz f, die Klemmen-
spannung 11 des Zweipols gleich RS, also bei kleinem R nur gering. Trotzdem
konnen an der Spule und am Kondensator gefiahrliche Teilspannungen 11; und U,
liegen (Abb. 85); denn fiir deren Hohe ist nicht R, sondern der charakteristische
Widerstand Z = JL/C entscheidend. Es folgt nimlich mit =1

R . 7\ . .
u, = (7 + 7wL>3 = (1 + —> - = (sin? + ) ZF,

sind
U, = (g + jwlc>3 = (I - sir{ﬁ>% = (sind — 1) Z3.

Man spricht in diesem Falle von ,,Spannungsresonanz‘‘ oder ,,Reihenresonanz‘.

i, Umgekehrt ist bei Nebeneinanderschaltung von S,
Induktivitit und Kapazitit gemidB Abb. 84 fiir die Schein-
frequenz f, der Klemmenstrom gleich

(273)

u 2 sind ]
3= Z (1 + sin?9) u, (274)
1, also bei kleiner Dampfung und gegebener Klemmen- 3y
Abb. g5, Spannung sehr gering. Trotzdem konnen (Abb.86) die .. .o

Teilstrome §; und &, in den beiden Parallelzweigen bei
geringem Dampfungswinkel stark sein. Man spricht in diesem Falle von
,,Stromresonanz‘‘ oder ,,Parallelresonanz’.

Kehrt man den Zahlpfeil des Stroms §, um (vgl. Abb. 84), so wird bei kleiner
Diampfung anndhernd &, = &, = j§/(2 sin ¢#). In der durch die beiden parallelen
Zweige gebildeten Masche kreist also ein kriftiger Resonanzstrom. Der 4uBere
Strom & dagegen ist gerade nur so groB, daBl die in der Masche entwickelte
Stromwirme gedeckt wird.

§ 108. Die Bedingung der Grenzddmpfung. Ist bei der Reihenschaltung
sin % = 1, so ist
U=z (x+793. l
z . (275)
W=7 (x+in3, |
und daher
u .
[, == 299 (276)

Die Spannung an R/2, L eilt also der Spannungan R/z, C um go® voraus (Abb. 87).
Entsprechend ist unter derselben Bedingung bei der imay.

, Parallelschaltung gemiB
imeg. Abb. 84
BRI PN P
u, N — i u 3u
1, N2 T 7 1479 > reel|
reeyy und daher
3 3
Abb. 87, e =1y = 0 #8) Abb.88.1
g, =1n=mn,9" (27

Jetzt eilt der Strom in der Kapazitit dem Strom in der Induktivitit um go®
voraus (Abb. 88).
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§ 109. Widerstandsmessung mit der Briicke. Bei der Wechselstrombriicke
(Abb. 89) verschwindet der Briickenstrom, wenn die vier komplexen Seiten-
widerstinde R,, R,, Ry, R, der Briickenbedingung

R R
mfj = gj (279)

geniigen. Diese besteht als Gleichung zwischen komplexen GroBen aus zwel
Teilbedingungen, einer fiir die reellen und einer fir die
imagindren Bestandteile oder auch: einer fiir die Betrige
und einer fiir die Phasen.

Der bekannte Widerstand werde etwa durch %,;, der
gesuchte durch R, dargestellt. Jener

wird haufig wie in Abb. go ausge- m"eﬁk’é';d)
bildet. Ist dann der unbekannte |
Widerstand gleich R, --jR; und Ry ri

macht man R; =R,, so gelten die Gost) (qufenkand)
Gleichungen Abb. go.
R,=R;+7, und R,=wL;— — — (280)

@ (Cytep)
Die Einstellungen der Wechselstrombriicke hingen stark von den Leit-
werten unberechenbarer dielektrischer Nebenschliisse, insbesondere auch nach
benachbarten Leitern ab. In der Abb. 91 sind solche Nebenschliisse durch vier
an die Eckpunkte 4, B, C, D angeschlossene ,,Erdkapazititen angedeutet.
Durch eine von K. W. Wagner! angegebene Zusatzschaltung gelingt es, diese
Fehlerquelle zu beseitigen. Man variiert die Briickenwiderstinde und den in
Abb. 91 gezeichneten Hilfszweig? so lange, bis die beiden Telephone T, und T,
g schweigen. Dann sind die Punkte C, D, E auf dem
A Potential der Erde, die Kapazititen bei C und D
bleiben also unwirksam. Die Kapazititen bei 4, B
anderseits gehoren tiberhaupt nicht zu dem Briicken-
viereck, sind also auf die Einstellung ebenfalls ohne
Einfluf.

§ 110. Frequenzbriicke. Schaltet
man in eine Wechselstrombriicke
nur bekannte Widerstinde, In-
duktivititen und Kapazititen, so
kann man aus den Werten, die man
diesen Elementen geben mufB, um
die Briicke ins Gleichgewicht zu

| Mifszwely | setzen, auf die Frequenz schlieBen.
Abb. gr. Besonders einfach ist die Briicke
nach Robinson3. Man schaltet Abb. 92.

(Abb. 92) je einen Widerstand und eine Kapamtat in die Zwelge 3 und 4, und
zwar in den Kreis 3 parallel zueinander, in den Kreis 4 in Reihe. Unter den
Voraussetzungen R; = R, = R und C; = C, = C ergibt die Briickenbedingung
(n = Ry[Ry): R

I

R+ iwC "I ¥jeRC"

(281)

1 Wagner, K. W.: ETZ 32, 1001 (1911).
2 Die Verbindungen z3, 23 und 3 E denke man sich weg.
3 Robinson, C.: Post. Off. EL. Eng. J. 16, Nr. 2, 171 (1923).
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Daraus folgen durch Trennung des Reellen von dem Imaginidren die beiden
Bedingungen

I—w!R2C?*=0 und 2=un. (282)

Fiihrt man also den Leitwert G = 1/R ein, so berechnet sich w nach der Gleichung

G
0= . (283)

Man wahlt das Briickenverhiltnis 2, eicht die Widerstinde R; und R, bei

festem C als Leitwerte (§13) und sorgt durch eine mechanische Kopplung
dafiir, daB sie dauernd gleich groB sind.

§ 111. Kompensationsmethoden. Frankesche Maschine. Besonders hdufig wird
auf dem Gebiete des Wechselstromes das Prinzip der Kompensation benutzt
(§ 18). Es ist natiirlich nur anwendbar, wenn die Frequenzen der beiden verwen-
deten Wechselstromquellen genau iibereinstimmen; auBlerdem ist zu beachten,
daB im allgemeinen sowohl die Betrige wie die Phasen der Spannungen
geindert werden missen, wenn die Fiihldrihte stromlos werden sollen. Die
Stromlosigkeit wird meist mit Hilfe eines Telephons festgestellt.

Die Frankesche Maschine! ist ein Doppel-Wechselstromgenerator. Sein einer
Anker kann mehr oder weniger in das ihm zugeordnete magnetische Drehfeld
eingefiihrt, sein anderer um die Achse der Maschine gedreht werden. Es ist daher
moglich, den Effektivwert der von dem ersten Anker gelieferten Leerlauf-
spannung und — unabhingig davon — die Phase der von dem zweiten Anker
gelieferten Leerlaufspannung stetig und mefibar zu verindern.

Wihrend man die Phasendrehung unmittelbar im Gradmal} ablesen kann,
ist die Anderung des Betrags nicht einfach der Anderung der Eintauchtiefe des
Ankers proportional. Die Frankesche Maschine muf3 daher hinsichtlich der
Betrige geeicht werden.

Sie kann zunichst zum Vergleich von Wechselspannungen verwendet werden.
Die eine Spannung U, sei z. B. (Abb. 93} die Spannung am Eingang einer Leitung,
die andere U, die Spannung an ihrem Ausgang.

Man speist die Schaltung mit dem Phasenanker

und kompensiert mit dem Betragsanker. Dann Kuy | Leitung o
entspricht jeder der beiden Spannungen eine be-

stimmte Eintauchtiefe und eine bestimmte Stellung Abb. 93.

der Phasentrommel. Die Phasendifferenz zwischen

11, und U, ergibt sich daraus unmittelbar; das Verhéltnis der Betrige nur,
sofern der Betragsanker — wenigstens in relativem Mall — geeicht ist. Gewshn-
lich eicht man ihn jedesmal von neuem, indem man diejenigen Bruchteile eines
reinen Widerstandes (Kompensationsapparats) K sucht, an denen die Spannungen
|11,] und | U, | liegen.

Soll ein Scheinwiderstand 2 (Abb. g4) gemessen werden, so I S
schaltet man ihn in Reihe mit einem Kompensationsapparat K = —n
und speist ihn mit dem Phasenanker. Dann kompensiert man
mit dem Betragsanker erst an %, dann —— bei ungeinderter K in
Stellung des Eintauchtriebes, aber gedrehter Phasentrommel —
an einem geeigneten Bruchteil R von K. Da die Fithldrihte keinen Abb. 94.
Strom aufnehmen, hat der die Widerstinde durchflieBende Strom ¥
bei beiden Kompensationen dieselbe Stirke; seine Phase unterscheidet sich
jedoch um einen ablesbaren Winkel ¢. Der zu messende Scheinwiderstand ergibt

1 Franke, A.: ETZ 12, 448 (1891). Ebeling, A.: Ebenda 34, 433 (1913).
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sich daher aus:

(\'/R

§ 112. Kompensator nach Pedersen. Pedersen! macht bei seinem Kompensator davon
Gebrauch, daB nach § 108 zwischen den Stromen &; und &, in zwei parallelen Zweigen R/z, L
und R/z, C (Abb. g5) eine Phasendifferenz von go? besteht, wenn sin ¢ = R/2 . JC/L =1 ist,
und daB die Widerstande der Zweige zueinander konjugiert sind, wenn die aus ihnen ge-
bildete Masche auf die MeBfrequenz abgestimmt wird. Erfiillt man diese beiden Bedingungen,
so werden die beiden Stréme durch zwei gleich lange auf-
einander senkrechte Pfeile dargestellt; und zwar eilt der
Vektor des Stroms &, der die Kapazitat durchflieBt,
dem Vektor des Stroms &, der die Induktivitat durch-
flieBt, um go® voraus: Jp=Fy £ 90° [Gleichung (278)].

Greift man daher an den Teilwiderstanden 7, und 7, ab,
so liegt zwischen den Fiihldrahten die Spannung

— U= —nF=0"—177); (285)

durch Variation von #; und 7, kann man also die beiden rechtwinkligen Komponenten von 1I
andern?,

§ 113. Phasenbriicke. Bei einer Briicke, die gemdB Abb. g6 geschaltet ist,

gilt fiir die Leerlaufspannung zwischen den Punkten 3 und 4 nach der Span-
nungsteilergleichung

i°?

<
rt S,

- -~ - —

R
ul34=1131+u14:<_ —— 1 : )1112
Rt e iec(R+ i)
I1—-joRC
:ﬁﬁmz:llm —zarctgwRC. (286)

Legt man also an die Klemmen 1 und 2 eine Spannung 1l;,, so kann man an
den Klemmen 3 und 4, wenn man R (oder C) veridnder-
bar macht, eine Leerlauf-
spannung desselben Be-
trags, aber beliebig ein-
stellbarer Phase abnehmen.
Das Diagramm Abb. g7
veranschaulicht die Me-
thode. Macht man noch —
etwa mit Hilfe eines Span-
nungsteilers aus reellen
Widerstanden — die Span-
nung 11;, dem Betrage nach
verinderbar, so hat man eine Anordnung, die wie die Frankesche Maschine eine
nach Betrag und Phase verinderbare Fiihldrahtspannung liefert3.

imayg.

Abb. 96. Abb. 97.

§ 114. Frequenzabhingigkeiten der Schaltelemente. Die Hauptschwierigkeit
der Wechselstromtheorie gegeniiber der Gleichstromtheorie liegt — wenigstens
soweit die Fernmeldetechnik in Frage kommt — in der starken Frequenzabhingig-
keit der Wechselstromwiderstinde. Da in der Fernmeldetechnik fast immer

1 Pedersen, P. O.: Electrician 83, 523 (1919).

2 Weitere Kompensationsschaltungen z. B. bei A. Larsen: ETZ 31, 1039 (1910); W.
Geyger: Arch. Elektrot. 17, 213 (1926).

3 Hohage hat eine Schaltung angegeben, durch die ohne umlaufende Teile ein magne-
tisches Drehfeld erzeugt wird, das in einer in ihm drehbar aufgehingten Spule eine Spannung
beliebig einstelibarer Phase induziert. Helios 25, 198 (1919). — Vgl auch H. F. Mayer:
Elektr. Nachr.-Techn. 3, 148 (1926).
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eine groBe Zahl verschiedener Einzelfrequenzen tibertragen wird, bildet die
Untersuchung der Frequenzabhingigkeiten die Hauptaufgabe.

Es ist niitzlich, die Aufmerksamkeit zunidchst auf die Frequenzabhingig-
keiten der Schaltelemente zu richten. Die Scheinwiderstdnde der ,,Ohmschen*
Widerstandsspulen sind bei niedrigen Frequenzen frequenzunabhingig; bei hshe-
ren werden sie schwach komplex, und es macht sich bei ihnen die Stromver-
dringung geltend. Die Scheinwiderstinde R + jwL der eisenhaltigen Drossel-
spulen sind bei niedrigen Frequenzen lineare Funktionen der Frequenz. Uber
diese Frequenzabhingigkeit lagern sich bei htheren Frequenzen weitere durch
Hysteresis, Wirbelstréme und Stromverdringung ver-
ursachte Frequenzginge. Die positiven Blindleitwerte oC £ #’
der Kondensatoren sind bei niedrigen Frequenzen sehr
nahe der Frequenz proportional; auch bei ihnen ist jedoch
fiir hohere Frequenzen je nach dem Dielektrikum die
Frequenzabhingigkeit im allgemeinen komplizierter. Vi

Sehen wir von den Frequenzabhingigkeiten ab, die
in unsern einfachen Gleichungen nicht zum Ausdruck w
kommen, so kénnen wir einen Widerstand R durch eine ol
horizontale Gerade, einen Blindwiderstand wZ durch
eine schiefe Gerade durch den Nullpunkt, einen Blind-
widerstand — 1/wC durch eine gleichseitige Hyperbel Abb. o8.
unterhalb der Abszissenachse darstellen (Abb. g8).

§ 115. Frequenzabhingigkeit der Widerstdnde und Leitwerte von Zweipolen.
Zwei hintereinander (oder parallel) geschaltete Gleichstromwiderstinde R; und
R, (oder Gleichstromleitwerte G; und G,) kénnen bekanntlich durch eine einzige
Drahtrolle von dem Widerstande R; 4- R, (oder dem Leitwerte G, + G,) vollig
ersetzt werden.

Das Entsprechende gilt fiir Wechselstrom, wenn es sich um die Zusammen-
schaltung von Spulen mit Spulen oder von Kondensatoren mit Kondensatoren
handelt.

Ist dagegen z. B. &, ein induktiver, R, ein kapazitativer Widerstand, so hat
die Reihenschaltung R, 4+ R, zwar formal immer noch den Scheinwiderstand

. 1 1 — w2l C 1 — L
9*:7“’L1+7-wc2= fwc: z:_j__fil__ (287)

Sie kann nun aber nur noch fiir eine bestimmt ge-
gebene Frequenz, jedoch nicht mehr fir alle Frequenzen
durch eine einzige Spule (falls 1 << w?L,C,) oder durch
einen einzigen Kondensator (falls 1 > w2L,C,) ersetzt
werden. Die Frequenzabhingigkeit einer solchen Reihen-
schaltung von Induktivitit und Kapazitit wird durch
die nach Abb. 98 punktweise konstruierte Abb. gg dar-
gestellt.

Man erkennt, daB sich zwei Schaltungen, diez. B. im
Sinne des § 23 formal ineinander ,,umwandelbar” sind,
hinsichtlich ihrer Frequenzabhingigkeiten durchaus ver-
schieden verhalten koénnen und daB sich durch Kombi-
nation von Spulen und Kondensatoren Frequenzabhingigkeiten kiinstlich er-
zeugen lassen, die viel mannigfaltiger sind als die Frequenzabhingigkeiten der
Elemente, aus denen die Kombinationen bestehen.

Man bemerkt, dal der in Abb. gg dargestellte Scheinwiderstand mit wachsen-
der Frequenz grofler wird. Es 148t sich zeigen, daB der Scheinwiderstand jedes

Abb. 99.
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reinen Blindwiderstands — abgesehen von einigen ausgezeichneten Frequen-
zen — mit wachsender Frequenz zunimmt; nur bei den ausgezeichneten Fre-
quenzen springt er plotzlich von -+ oo auf — oco. Man nennt diesen Satz
,,Zobelsches Reaktanztheorem‘1,

§ 116. Frequenzabhingigkeit des Stroms bei einer Reihenschaltung von Induk-
tivitit und Kapazitit. Fiir eine Reihenschaltung L, C, die iiber einen Wider-
stand R durch eine EMK € der Frequenz o betrieben wird, gilt die komplexe
Gleichung

§= ¢ . (288)

. I
R+7“’L+_jwc

Fihren wir in sie die Abkiirzungen des § 106 ein, so erhalten wir

&
=g (289)
2s1n19+7(77—?)

Hier kann man den konstanten Wert €/Z als Einheit der Stromstirke auffassen;
damit erhilt man die Zahlenwertgleichung
3= . (290)
2sind +74 (77 — ?>

Aus ihr geht hervor, dall der Frequenzgang des Stroms, abgesehen von den be-
nutzten Mafstiben, einzig und allein von der Dimpfung des Kreises, d. h. von
der GroBe des Dampfungswinkels £ abhingt.

Untersuchen wir zunéchst die Fre-
quenzabhingigkeit des Betrags: sie
ist gegeben durch die Gleichung

5° oy I
M || = =
1 Vasinao+(n—=)

Zeichnet man die entsprechende Kurve
|| =7 (8, n) fiir eine groBere Zahl von
\ Diampfungswinkeln, wie es in Abb. 100
\ geschehen ist, so hat man eine fir
0%

(291)

3 jede Schaltung der angenommenen
/N Art anwendbare quantitative Dar-

/ stellung der Frequenzabhingigkeit des

2 Stroms. Wie aus der Gleichung un-
20° \\ mittelbar hervorgeht, liegt das Maxi-

; A |s0° mum aller Frequenzkurven bei der
2R Scheinfrequenz f, = 1/278 YLC: Re-

sonanzfrequenz und Scheinfrequenz

790 92 19 76 42 20 7 fallen bei allen Difimpfun‘gswinkeln

zusammen. Das Maximum ist um so

Abb. 100. spitzer, je kleiner der DAmpfungswinkel

ist; denn um so mehr kann im Nenner

von (291) das die Frequenz enthaltende Glied neben dem Glied 4 sin2¢ zur
Geltung kommen.

02

\.§4

¥ g6

Y

1 Zobel, O. J.: Bell. Syst. Techn. Journ. 2, Nr. 1, 5 und 35 (1923).
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Von der Scheinfrequenz verschieden ist die ,,Eigenfrequenz’‘ des Stromkreises, d. h. die
Frequenz, mit der er, wenn keine treibende EMK da wire, nach einem plétzlichen AnstoB
von selbst zu schwingen beginne. Wir werden spiter (im § 133) zeigen, daB ihr Verhiltnis
zur Scheinfrequenz gleich cos#, daB sie also bei kleinen Dampfungswinkeln immer etwas
kleiner als die Scheinfrequenz ist.

Eine ausgezeichnete Rolle spielt der Dampfungswinkel 309; fiir ihn ist bei der Scheinfre-
quenz der Strom gerade gleich |§|/Z.

Beispiel: Es sei L=0,3 H, C=0,133 uF, R=600 Q, ](SEI =24 V. Dann ist

fo= ___I__—~=800Hz; ——l/ o3H = 150002 .
za}o,3H.0,133 uF 0,133 uF

Die Stromeinheit ist also gleich 16 mA, der Dampfungswinkel gleich arc sin o0,20=11,5°.
Fiir 480 Hertz z. B. ist =0,6; aus einer genauen Darstellung entnimmt man zu 7=0,6
und & = 11,59 einen Zahlenwert des Stromes gleich 0,88; der Effektivwert des Stromes selbst
ist also fiir 480 Hertz gleich 14 mA.

Die Phasenverschiebung ¢ des Stroms gegeniiber der EMK ergibt sich
nach (290) zu

77 —_— i
¢ =arctg (_ 2sin g) ) (292)

Hiernach ist der Strom gegen die Spannung bei geringer Dampfung fiir alle
Frequenzen oberhalb der Scheinfrequenz nahezu um go® verzdgert; fiir alle
Frequenzen unterhalb davon hat er dagegen einen Vorsprung von nahezu
90°. In der Umgebung der Scheinfrequenz springt demnach die Phasenverschie-
bung ¢ bei verschwindender Dampfung um
nahezu 180°; der Scheinwiderstand wird aus 13
einer Kapazitiat zu einer Induktivitit. Bei
der Scheinfrequenz selbst ist ¢ =o0; eben il Wirkstrom
durch diese Bedingung ist sie ja definiert. %°] @=7°a’

Man kann den Zahlenwert des Stroms
auch in seine Wirkkomponente und seine %
Blindkomponente zerlegen:

7
a5 7 75 2
2sin19—7'<77_%> y h
S = e (293) _
4sin? § + ('r) - ——> Llindstrom
n Abb. 101.

Bei kleinen Dadmpfungswinkeln hat hier-
nach der Wirkstrom bei der Scheinfrequenz ein spitzes Maximum, wihrend
der Blindstrom dort einen Phasensprung zeigt (Abb. 101)l.

§ 117. Resonanzkurve der Kondensatorspannung bei einer Reihenschaltung
von Induktivitit und Kapazitit. Schon im § 107 haben wir erkannt, daB bei der
Schaltung Abb. 82 die Teilspannung I am Kondensator bei kleinem Diampfungs-
winkel in der Nihe der Scheinfrequenz hohe Werte annimmt. Wir wollen diese
Erscheinung der ,,Spannungsresonanz“ am Kondensator jetzt genauer unter-

1 Die Kurven sind in # vom fiinften Grade, in  — L vom dritten. Das MaB

1 21 +1)(np— 1)
po LTI DG Ly
n n Ui
kann in der Nahe der Scheinfrequenz als angenahertes MaB fiir die Abweichung der Frequenz

von der Scheinfrequenz gelten.
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suchen. Es ist

0= 1 ¢ _ €
T jocC R+7'wL+——I-— (t—n%) +j2nsind’ (294)
joC
also
| € €
juf= 1 = il (295)

Y@ — 7324 47*sin?d - Vi —znfcos28 + 7t

Hier kann man nicht allgemein den Schlufl ziehen, daB die Spannung bei
der Scheinfrequenz ein Maximum habe; man muB vielmehr die Frequenz-
abhingigkeit mit den Hilfsmitteln der Differentialrechnung untersuchen. Wir
benutzen den Satz (Anhang 3 a), daB die Extrema des Radikanden

g=1I—2ntcoszd + nt
zugleich Extrema des ganzen Bruchs, also der Spannung, sind. Da

d
ﬁ = 47 (P — cos29), (296)
4
dﬂ&;= (n2 — cos29) + 842 = 4 (352 — cos 29), (297)

liegen Extrema der Spannung bei % = 0 und bei 4 = 1,, = } cos 2 4.
Wir setzen zuerst voraus, daB der Dimpfungswinkel kleiner sei als 45°. Dann

AL ist cos2® positiv; also snd beide
] . Extrema reell. Fiiry = o wird d2%/dy?
30 1 nach (297) negativ; fiir sehr niedrige
28 I /] \704\ Frequenzen hat der Radikand also
' / \ \ ein Maximum, die Spannung selbst ein
46 l \ Minimum. Daraus folgt sofort, daBl
24 \ die andere Bedingung 5 = } cos 24
22 ein Maximum der Spannung liefert.
20 J \ Dieses liegt aber nur fiir kleine
’ W\ | parameter Dampfungswinkel bei der Schein-
78 l \ 3 frequenz (y = 1), sonst bei einer
16 niedrigeren. Nur bei kleiner Dimpfung
7 S N\ \ fallt also die Resonanzfrequenz der
’ // \ \\ Kondensatorspannung mit der Schein-
7z . — N frequenz des Stromkreises zusammen.

101 30° \ Abb. 102 veranschaulicht dies.
o NN \ Ist der Dampfungswinkel groSer
\»\\{" N als 45° so ist cos 2% negativ; das
9 NN zweite Extremum ist also nicht mehr
o4 807 IS o reell. AuBerdem wird dann fiir y =o

S5
2

4 ] j—ﬂ% = — 4cos2? (298)

3z 04 g6 08 10 12 14 16 18 20 7

Abb. 102 positiv; d. h. bei der Frequenz Null

liegt jetzt ein Maximum: die Schein-
frequenz hat nichts mehr mit der Resonanzfrequenz zu tun.

Zwischen Scheinfrequenz und Resonanzirequenz liegt die Eigenfrequenz w, = wy cos @
des Stromkreises. Bei kleinen Dampfungswinkeln kann man schreiben:

N s 2
I—|—2nm=1+y;305279~1+(12 ’9)=1—%Ncosﬂ=m. (299)




Zeichnerische Darstellung der Frequenzginge komplexer Gré8en. 81

d. h. die wahre Eigenfrequenz liegt bei geringer Diampfung in der Mitte zwischen Resonanz-
und Scheinfrequenz.
Bei dem Didmpfungswinkel 45° wird die Spannung am Kondensator durch
die Gleichung
€
=S
il Vitnt
dargestellt. Sie ist also bei niedrigen Frequenzen fast frequenzunabhingig.
Nimmt man ¢ etwas kleiner als 45° so ist die Abweichung der Spannung von
dem Werte || sogar in einem noch etwas groBeren Frequenzbereich praktisch
vollig zu vernachlissigen. Da die Spannung am Kondensator dem Ausschlag
bei mechanischen Schwingungen entspricht, ist dieses Ergebnis von groBer
Bedeutung fiir die Theorie der Oszillographen und Drehspulschreiber.
Fiir Dampfungswinkel unter 45° ist die héchste Spannung am Kondensator
gleich

(300)

(301)

M — & _ 18]

= = - ;
J1—z2cos?28 + cos?2p  sinzd

sie wird also wie der Strom mit zunehmender Dampfung immer kleiner.

§ 118. Zeichnerische Darstellung der Frequenzginge komplexer GréBen. Wir
haben bisher meist die Komponenten unserer komplexen Stréme und Spannungen
als Ordinaten iiber einer Frequenzabszisse aufgetragen. Man kann den Frequenz-
gang einer komplexen GréBe aber auch durch eine einzige Kurve darstellen,
wenn man diese noch mit einer — im allgemeinen ungleichméiBigen — Frequenz-
teilung versieht. Um das einzusehen, braucht man sich nur zu erinnern, daf
jede komplexe GréBe in der Ebene der komplexen Zahlen durch einen Punkt
dargestellt werden kann. Andert sie sich mit der Frequenz, so durchlauft der
darstellende Punkt eine Kurve, die, wenn man die zugehdrigen Frequenzen
an sie anschreibt, als vollstindige Darstellung des Frequenzgangs der komplexen
GroBe angesehen werden kann.

Wir wollen als erstes Beispiel den Scheinwiderstand ® einer Reihen-
schaltung von Widerstand R und Induktivitit L durch eine Frequenzkurve in
der komplexen Ebene darstellen. Da imay.

ER=R+1COL, (302)

ist die reelle Koordinate x des darstellenden Punktes
gleich R, also von der Frequenz unabhingig, die imagi-
nire Koordinate y dagegen gleich wL, also der Frequenz
proportional. Der Frequenzgang des Scheinwiderstandes i
wird daher dargestellt durch eine zur imaginidren Achse Abb. 103.
parallele ganz im ersten Quadranten liegende gerade Linie,

die von der imagindren Achse den Abstand R hat und mit einer gleichmiBigen
Frequenzteilung versehen ist (Abb. 103). Je héher die Induktivitit, um so
groer sind die Abstdnde der Teilstriche.

Zieht man vom Nullpunkt aus eine Gerade unter einem Winkel von 459 so trifft sie die
Frequenzteilung bei der Kreisfrequenz R/L. Ist z. B. R=17,502, L=o0,2 H, so wird
R|L = 87,5/sec; man sieht sofort, daBl ein solcher Widerstand bei 50 mal gréBeren, also
Sprechfrequenzen, sehr nahe den Charakter einer reinen Induktivitat hitte.

Als zweites Beispiel stellen wir den Frequenzgang des Leitwertes ¢ = 1/%
in der komplexen Ebene dar. Da
1 R—joL

®:R+7'wL=R2+w2L2’ (303)
Wallot, Schwachstromtechnik. 6
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sind die rechtwinkligen Koordinaten x und y des darstellenden Punktes (mit
der Abkiirzung 1/R = G):

R G
e Ry eIr 1+ 0tGELY (304)
wl
y=—gpap=—©GL-x. (305)

Dies ist eine ,,Parameterdarstellung” der gesuchten Frequenzkurve mit der
Frequenz w als Parameter. Entnimmt man der Gleichung (305) die GréBe wGL
und setzt sie in (304) ein, so erhdlt man

G

X =
32
T %2

(306)
oder

2+ 32 = Gx;
d. h. der den Scheinleitwert darstellende Punkt liuft auf einem Halbkreis!,
der durch den Koordinatenanfang geht und dessen Mittelpunkt die Koordi-
naten G/2 und o hat (Abb. 104). Dieser Halbkreis gibt, wenn seine Frequenz-
imag. teilung gemiB (305) sorgfiltig ausgefithrt wird, ein voll-

I PR kommenes Bild von dem Frequenzgang des Scheinleit-
e | werts. Das Bild zeigt, da der Scheinleitwert mit
[ steigender Frequenz eine immer stirker negative Phase
_ } annimmt und (wegen der drosselnden Wirkung der
a Induktivitdt) immer kleiner wird. Negative Phase bei
einem Leitwert bedeutet natiirlich dasselbe wie positive

~7 ;{r\-"’ bei einem Widerstand.
Gt Auch hier trifft ein Strahl, den man vom Nullpunkt unter

Abb. 104.

einem Winkel von —45° gegen die Abszissenachse ausgehen 148t,
nach (305) die Frequenzkurve gerade bei der ausgezeichneten
Frequenz w=1/GL=R/L; man erkennt, daB sich alle hsheren Frequenzen auf der linken
Halfte des Halbkreises zusammendriangen. Die Frequenzteilung ist daher offenbar auf der
rechten Seite um so weiter, je kleiner der Widerstand R ist.

Liegt hinter der Induktivitit noch eine Kapazitit, ist also

. I
%=R—l“7<wL—w—5>, (307)

so ist die Frequenzkurve des Widerstands nach wie vor eine gerade Linie (Abb. 105),
Diese erstreckt sich aber jetzt von Werten mit unendlich groBer negativer ima-
jmag. ginidrer Komponente bis zu Werten mit unendlich groBer
o positiver imagindrer Komponente. Das Geradenstiick
Ze, im vierten Quadranten trigt die Frequenzen unter-
% halb, das Geradenstiick im ersten Quadranten die Fre-
% reell

quenzen oberhalb der Scheinfrequenz w,.

o Ahnlich kann der Leitwert = 1/% in Abhingigkeit
) von der Frequenz wieder durch einen Kreis mit dem
/ Durchmesser G dargestellt werden?. Nur fallen jetzt
(Abb. 105) die Frequenzen 0 und oo mit dem Nullpunkt

Abb. 105. des Systems zusammen, wihrend die Scheinfrequenz dem
Punkte G, o entspricht. Die hohen Frequenzen liegen

1 Der Halbkreis oberhalb der Abszissenachse ist nach (305) bedeutungslos, da die Frequenz
nur positiv sein kann.

2 Die Gleichung (306) ist ja unabhingig von w L, 4dndert sich also nicht, wenn man wL
durch w L—1/w C ersetzt.
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auf dem unteren, die tiefen auf dem oberen Halbkreis. Aus dem Bilde ist
deutlich zu ersehen, daB die Scheinfrequenz fiir den Strom, der ja dem Leit-
wert proportional ist, zugleich die Bedeutung der Resonanzfrequenz hat. Da sich
die Resonanzkurve um so spitzer erhebt, je geringer der Dampfungswinkel ist,
liegen die Frequenzpunkte in der Néhe der Scheinfrequenz bei kleiner Ddmpfung
weiter auseinander als bei groBer.

Die hier betrachteten Frequenzkurven sind besondere Fille der auch in der
Starkstromtechnik viel verwendeten , ,Ortskurven®.

§ 119. Konstruktion der Leitwertkurve aus der Widerstandskurve. Die im
vorigen Paragraph auf rechnerischem Wege abgeleiteten Kurven kénnen
natiirlich auch durch fortgesetzte Anwendung der ,,Polarenkonstruktion des
§ 103 gefunden werden. Durch sie entsteht ein Kreis, der die gegebene Gerade
in den beiden Punkten P und P* (Abb. 106) schneidet, in denen sie auch
von dem Inversionskreis geschnitten
wird. Der Punkt D auf der reellen Achse A
ist das ,,Bild“ des Punktes A; der
Durchmesser OD des die Gerade ab-
bildenden Kreises ist also nach § 103
gleich dem reziproken Wert des Ab-
standes 04 der Geraden von der ima-
gindren Achse, multipliziert mit dem
Quadrate des Inversionshalbmessers.

Die Frequenzteilung des Bild-
kreises ergibt sich ebenfalls punktweise.
Beachtet man, daf3 die durch die Polaren-
konstruktion gefundenen Punkte! noch
an der reellen Achse zu spiegeln sind, so
erkennt man, daf3 die Frequenzen vom
Nullpunkt bis wieder zum Nullpunkt im
Sinn des Uhrzeigers wachsen, ganz wie
wir es im vorigen Paragraph gefunden Abb. 106.
hatten.

§ 120. Ortskurven, insbesondere Kreisdiagramme? Die in den beiden
vorhergehenden Paragraphen betrachteten Kurven sind besondere Fille der in
der Fernmeldetechnik so wichtigen Frequenzkurven in der komplexen Ebene.
Diese sind im allgemeinsten Fall Veranschaulichungen fiir Funktionen von der
Form B =/ (A, B, €, ... w), wo die GroBen U, B, €, ... konstante kom-
plexe GréBen sind, o aber die verinderliche Frequenz bedeutet.

Wir wollen in diesem Paragraph das Problem insofern noch etwas allgemeiner
fassen, als wir den Parameter @ als beliebigen reellen Parameter ansehen, bei
dessen Verdnderung die gesuchte Kurve durchlaufen wird. AuBer der Frequenz
kann w z. B. auch eine veridnderliche Induktivitit oder Kapazitit bedeuten oder
auch irgendeine Funktion der Frequenz, z. B. den in den §§ 106 und 116 ver-
wendeten Ausdruck  — 1/7.

Von besonderer Wichtigkeit fiir alle Anwendungen ist die durch eine ge-
brochene rationale Funktion 1. Grades

A+ Bo
- (308)

5000

4000

3000
2000

4l \o_
7000 7008 reen

iy

1 In Abb. 106 sind nur diese auf dem Bildkreis aufgetragen.
2 Vgl. 0. Bloch: Die Ortskurven der graphischen Wechselstromtechnik. Ziirich 1917.

6%
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dargestellte Kurve; wir wollen sie im folgenden etwas ndher betrachten. Zur
Vereinfachung bringen wir ihre Gleichung durch Division in die Form

® ﬂ_%g (300)
W D 309
B=5+t520w

und untersuchen Schritt fiir Schritt deren geometrische Bedeutung.

Durch ®w zunichst wird offenbar eine Gerade von der Richtung des Vektors
® = |D| , 8 dargestellt, die durch den Nullpunkt der komplexen Ebene geht.
- Sie trigt eine gleichmiBige Fre-

quenzteilung.

Auch der Funktion € -+ Dw
entspricht eine Gerade; sie geht je-
doch nicht mehr durch den Null-
punkt, sondern mit der Neigung
des Vektors ® durch den Punkt

7/ § = |€| ; y (Abb. 107). Thre Teilung

ist wie die der Geraden Dw gleich-
miBig.

Bei einem komplexen Widerstand
R4jwl 2z B. ist =R, D=jL,
y =09 §=90%; die zugehorige Frequenz-
kurve ist also eine zur imaginiren Achse
Abb. 107. parallele Gerade durch den Punkt @ (R, o)
mit gleichmaBiger Frequenzteilung.

Der Bruch 9 — BE
> M (310)
€+dow €+Do

wird durch den zu der Geraden € + Dw mit der Potenz I inversen Kreis (oder
Kreisbogen) durch den Nullpunkt der komplexen Ebene dargestellt (Abb. 107).
Durch den Zusatzvektor 8/® wird dieser Kreis in der komplexen Ebene noch um
eine gewisse Strecke in einer bestimmten Richtung verschoben.

Die Funktion 8 der Gleichung (308) durchliuft also bei Variation des reellen
Parameters o einen irgendwie in der komplexen Ebene liegenden, mit einer
w-Teilung versehenen Kreisl.

Von besonderem Interesse ist in der Regel der Durchmesser des Bildkreises. Er ist nach
§ 119 gleich dem Kehrwert des kiirzesten Abstandes O 4 (Abb. 107) der Geraden € +D w vom
Nullpunkt, multipliziert mit dem Quadrat des Betrages der Potenz IR. Fiir den kiirzesten
Abstand O 4 14Bt sich aus Abb. 107 der Wert

04 = |6]sin(6—7) (311)

ablesen.
Fiir einen Leitwert 1/(R - f @ L) wird hiernach der kiirzeste Abstand gleich R und der
Durchmesser gleich 1/R =G in Ubereinstimmung mit Abb. 105,
§ 121. Umbildung eines komplexen

i L ¢ Widerstandes durch eine Reihen-
h—l oder Parallelschaltung. Wir wollen

R ® R jetzt einige Fille betrachten, wo der
Parameter w nicht die Frequenz be-

Abb. 108, deutet. Die allgemeine Aufgabe soll

sein, zu untersuchen, wie sich der einen

komplexen Widerstand R in der komplexen Ebene darstellende Punkt verschiebt,

wenn ihm ein Widerstand, eine Induktivitit oder eine Kapazitit vor- oder
parallelgeschaltet wird.

1 Schenkel, M.: ETZ 22, 1044 (1901).
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Wir beginnen mit der Reihenschaltung (Abb. 108). Nennen wir den Schein-
widerstand des durch die Zuschaltung entstehenden Zweipols %, so ist ohne
weiteres klar, daB sich der Punkt 8 (vgl. Abb. 109) von dem Punkt ® aus bei
Vorschaltung eines allméhlich zunehmenden Widerstandes horizontal nach rechts,
bei Vorschaltung einer allmihlich zunehmenden Induktivitit dagegen senkrecht
nach oben verschiebt. Auch bei Vorschaltung einer Kapa-

ey zitit wandert der Punkt ® auf einer Vertikalen, aber mit
aun.l abnehmender Kapazitit von dem Punkte R aus nach unten.
Diese Ergebnisse stehen mit dem Inhalt des vorigen Para-
R zun.R _L
b O R R L% ﬁ]m A j]m
et % E] 1

Abb. 109. Abb. 110,

graphen nicht in Widerspruch, weil die geraden Linien als Kreise mit unend-
lich grolem Radius aufgefat werden konnen.

Etwas verwickelter liegen die Verhidltnisse bei den Parallelschaltungen
(Abb. 110). Schalten wir dem komplexen Widerstand % einen verinderlichen
reinen Widerstand R parallel, so 148t sich der Scheinwiderstand ® durch Er-
weitern mit R*/R [vgl. Anhang 5. a)] in die Form

o B® _ |RP

B=rrn~ %+ |9z (312)
bringen. Der Nenner entspricht bei Verkleinerung von R einer von dem
Punkt :®* ausgehenden horizontalen geraden Linie (Abb. 111). Invertiert man
diese gemaB (312) mit |R| als Potenz, so erhilt man einen auf der imaginiren
Achse reitenden Kreis durch den Nullpunkt; auf diesem liuft der Scheinwider-
stand ¥, wenn man den Parallelwiderstand R abnehmen 148t, von f aus in den
Nullpunkt hinein!. Man nennt den Kreis auch den ,,Resistanzkreis‘* durch R.

Ist dem komplexen Widerstand 8 dagegen eine Induktivitit parallel ge-

schaltet, so setzt man dhnlich wie vorher
_ JolR R}
%—iwl-l-éﬁ_g}{* ARPE (313).
imag. A

Hier wird der Nenner bei
veranderlicher Induktivi-

e tit L dargestellt durch eine
von dem Punkt $t* aus senk-
recht nach unten laufende
recl! Linie (Abb. 112); und zwar

/mag.

"7 liegen die niedrigen Werte
der auf ibr anzubringenden
Induktivititsteilung im Un-
endlichen, die hohen in der
Nihe von R*. Invertiert
man wieder mit der Potenz
|R|, so erhdlt man als Bild Abb, 112,
der Geraden das in der Ab-

bildung dick ausgezogene Bogenstiick eines auf der x-Achse reitenden Kreises

Abb. 111,

! In den Abbildungen sind Angaben, die sich auf die dem Betrage nach invertierte, aber
noch nicht gespiegelte Kurve beziehen, in Klammern gesetzt.
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durch den Nullpunkt. Schaltet man also einem Widerstand ® eine Induktivi-
tit von abnehmender GréBe parallel, so wandert der Scheinwiderstand ¥ von
dem Punkte R aus auf dem angegebenen Kreis entgegengesetzt dem Uhrzeiger
in den Nullpunkt hinein.
Ahnlich setzt man bei der Parallelschaltung einer Kapazitit
B — i3 _ | R (314)
Tt jeCR T R tje[REC” 314
Jetzt hat man eine Gerade zu invertieren, die von dem Punkte i* aus senkrecht
nach oben lduft (Abb. 113). Man erkennt, daB jetzt bei
imag. zunehmender Kapazitit der Punkt ® von R aus auf
demselben Kreise wie vorher im Sinne des Uhrzeigers
in den Nullpunkt hineinlauft.
L 27l) Man nennt den auf der imag.
Gl reellen Achse reitenden
) durch den Nullpunkt gehen-
< reet/ den Kreis auch den ,Re- ] R
N N aktanzkreis* durch R.
S~ N Der Resistanzkreis und
N der Reaktanzkreis kénnen ; reel
zu jedem gegebenen Wider-
Abb. 113, stand R ohne weiteres ge- Abb. 114.
zeichnet werden, da ihre
Mittelpunkte dort liegen, wo die Mittelsenkrechte des Vektors it die Achsen
schneidet (Abb. 114). Bezeichnet man den Phasenwinkel von i mit g, so ist der
Halbmesser des Resistanzkreises gleich |R|/(z sin g), der des Reaktanzkreises
gleich |{R|/(2 cos g).

§ 122. Umwandlung einer Hintereinanderschaltung in eine Parallelschaltung. Es
sei die Aufgabe gestellt, eine Parallelschaltung aus Wirkwiderstand R und Blind-
widerstand R’ zu finden, deren Scheinwiderstand den vorgeschriebenen Wert
hat (Abb. 115). Zur Losung brauchen wir nur zu
beachten, daB der Scheinwiderstand von R allein bei

Parallelschaltung von R’ so verdndert

] , wird, daB8 der darstellende Punkt auf
LJF[F einem Reaktanzkreis liuft, und daB
der Scheinwiderstand von R’ allein

Abb. 115. durch Parallelschaltung von R so ver- Abb. 116.
andert wird, daB der darstellende
Punkt auf einem Resistanzkreis liuft. Da auf beide Weisen der Punkt &
erreicht werden muB, zeigt Abb. 116 die Konstruktion, durch die R und R’
gefunden werden kénnen.

=B

?04 Ve

Aus der Abbildung ist zu ersehen, weshalb es sich empfiehlt, bei der Messung der Ableitung
und Kapazitit von Kondensatoren oder Kabeln den Vergleichswiderstand aus einer Hinter-
einanderschaltung von Widerstand und Kapazitit zu bilden (§ 109). Man kommt dann
mit wesentlich kleineren Vergleichswiderstinden aus.

V. Schaltvorginge.

§ 123. Telephonie und Telegraphie. Mit Wechselstrémen, wie sie im Abschnitt IV
behandelt worden sind, hat es vor allem die Telephonie zu tun. Die Klinge und
Geriausche, die durch sie iibermittelt werden sollen, sind zwar keine reinen Sinus-
schwingungen konstanter Amplitude, konnen aber doch wenigstens meist mit
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guter Anndherung als Aneinanderreihung ausgesprochen periodischer Vorginge
aufgefaBt werden.

Im Gegensatz hierzu arbeitet man in der Telegraphie mit Gleich- oder Wechsel-
strémen, die in einer unregelmiBigen, nichtperiodischen zeitlichen Folge geschlos-
sen oder unterbrochen werden. Fiir die Telegraphie ist daher die Theorie der
Ein- und Ausschaltvorgidnge grundlegend.

Die komplexe Rechnung, die ja auf der Voraussetzung beruht, daB die
Strome und Spannungen sinusartig wechseln, kann in der Theorie der Ein-
und Ausschaltvorginge nicht ohne weiteres verwendet werden. Diese wird damit
mathematisch verwickelter und schwieriger als die Theorie der andauernden
Schwingungen.

In diesem Abschnitt sollen nur die einfachsten, bei Umschaltungen auftreten-
den Erscheinungen untersucht werden. Da auf allen Einzelgebieten der Fern-
meldetechnik Schaltvorginge vorkommen — man denke z. B. an die Herstellung
der Fernsprechverbindungen in den Amtern — ist das Folgende nicht nur fiir
die Telegraphie, sondern fiir die ganze Fernmeldetechnik von Bedeutung.

§ 124. Kreis mit Widerstand und Induktivitit; Einschaltvorgang. Wir be-
ginnen mit dem besonders einfachen Fall eines Kreises mit
Widerstand R und Induktivitit L (Abb. 117) — z. B. eines
Kreises mit einem Morseapparat oder einem Relais — und £3 L
untersuchen zunichst den Einschaltvorgang.

Nach dem Ohmschen Gesetz gilt vom Zeitpunkt ¢ = o ab,
also fiir positive Zeiten:

)

Abb. 117.
. dai
E:Rt—f—LE. (315)
Diese ,,nichthomogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten 148t sich integrieren, wenn man
Ri—E=R7 (316)

setzt; denn dann ist di/d¢ = di’/d¢, und wir erhalten fiir die HilfsgréBe ¢’ die
,,homogene* Differentialgleichung:

P
— R = L W
oder .
dd
—Rdi =L~ (317)
Ihr Integral ist: 2
—Rt=LIn¢~Lln¢,=LIn_-, (318)
1

wo ¢; und damit auch L In ¢; eine noch zu bestimmende ,,Integrationskonstante
bedeutet. Geht man zur Exponentialfunktion iiber, so erhilt man

Rt
L

. o E E
¢:¢—|——§=—E+Cle (319)

Die Konstante ¢, ergibt sich aus der Bedingung, daB im Augenblicke ¢ = o der
Strom noch gleich Null sein soll:

E
0=—7+¢;

die Gleichung fiir den Strom nimmt daher schlieBlich die Form an:

i=Z (x _ e_%t>. (320)



88 Schaltvorgange.

Der Strom erreicht den Gleichstromwert E/R erst nach unendlich langer
Zeit. Mit einer solchen Angabe ist jedoch praktisch nichts anzufangen; von In-
teresse ist nur die Raschheit des Stromanstiegs. Fur diese erhilt man nach
Abb. 118, die den zeitlichen Verlauf des Stroms gemal (320) darstellt, ein brauch-
bares MaB, wenn man im Koordinatenanfang eine Beriihrende an die Stromkurve
legt und die Zeit 7 angibt, nach deren Ablauf sie
die Horizontale durch den Endwert E/R schneidet
i (Punkt P). Aus der Zeichnung ergibt sich?

A= T

| o, E

: / T = Fctga, (321)
£

A also, da tg « = (d4/d#),., = E/L,

Y _EL L

i o T=FEF— & (322)

Die Zeit T heiB3t die,,Zeitkonstante’* des Kreises.
Je groBer die Induktivitdt ist, um so langsamer er-
reicht der Strom seinen Endwert.

Statt der Zeitkonstante kann man auch die Zeit angeben, nach deren Ablauf der Strom
nur noch um 19, oder 19 unter seinem Endwert liegt. Nach den Ansitzen

H

Abb. 118.

e "=o0,01 oder o,001
sind diese Zeiten gleich 4,67 und 6,97. Umgekehrt ist zur Zeit =7 die Exponentialfunktion
erst auf 1/e=36,8% abgefallen.

Man kann das Anwachsen des Stroms nach dem Anschalten einer konstanten
EMK auch als Uberlagerung zweier Vorginge deuten und sich vorstellen, daB
sich zwar sofort der verlangte Endwert E/R einstellt, daB sich aber iiber ihn
noch ein ,,fliichtiger’* Vorgang lagert, der mit der Konstante 7 exponentiell
verklingt. In der Gleichung (320) bedeutet der erste Posten den bestindigen,
der zweite den fliichtigen Vorgang.

§ 125. Beliebiger Augenblick der Einschaltung. Wenn wir vorausgesetzt
haben, daB die EMK E im Zeitpunkt ¢ = o eingeschaltet wird, so bedeutet dies
eine Vereinfachung, aber keine wesentliche Beschrinkung. Denn schaltet man
im Augenblicke ¢ = ¢, ein, so muBl der Vorgang natiir-
lich von diesem Zeitpunkt ab (¢ > #,) ebenso verlaufen
wie vorher von ¢ = o0 ab. Beziehen wir also die Zeit ¢
IR U S auf den Zeitpunkt # als Nullpunkt (Abb. 119), so gilt
natiirlich

Z

f=t—t

1
|
|
|
|
I
|

¢ und fiir Zeiten ¢ > ¢,

|
SRS P T

Abb. 119. t=-o\I—e = \I—e . (323)

In der Tat wird jetzt z. B. ¢ = o fir ¢ = ¢,.

§ 126. Abschaltung einer konstanten EMK ohne Offnung des Stromkreises.
Schaltet man eine konstante EMK zur Zeit ¢ = o plotzlich ab, ohne den Kreis
zu unterbrechen, so gilt die Differentialgleichung

o:Ri—}—LZ—j. (324)

1 Die folgenden Gleichungen sind Zahlenwertgleichungen, bezogen auf geeignete Ein-
heiten.
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Da jetzt der Strom abnimmt, also di/d¢ negativ ist, wirkt der Energieinhalt
der Spule wie eine Energiequelle von dem Antriebssinn der EMK E; infolgedessen
flieBt der Strom noch eine geraume Zeit weiter. Nennt man den anfinglichen
Strom i,, so lautet das Integral der Gleichung (324), da sie von vornherein

homogen ist,
¢

i=ie " (323)

Der Strom nimmt hiernach (Abb. 120) mit einer Raschheit, die wieder durch
den reziproken Wert der Zeit T = L/R gemessen wird, von ¢, auf Null ab. Der
: bestindige Vorgang ist jetzt ,,i = o'‘; tiber ihn ist der
¢ ¢
fliichtige Vorgang 7 = #4¢ * gelagert.

Beim Telegraphieren mit Arbeitsstrom (Abb. 121) wird bei
der Abschaltung die sen-
dende Batterie durch den -t

Widerstand des eigenen
Telegraphenapparats er-

setzt; der Stromkreis bleibt l l
also {von der Schwebelage + -
> ¢ der Taste abgesehen) wie *
- ———T-— - hier = vorausgesetzt  ge- 2 A
Abb. 120, schlossen. Abb. 121.

§ 127. Telegraphier-
zeichen. Wird an einen Stromkreis abwechselnd eine EMK an- und wieder von
ihm abgeschaltet, wie es beim Telegraphieren der Fall ist, so iiberlagern sich die
in dem letzten Paragraph berechneten Ein- und Ausschaltvorginge; denn man
kann jede Ausschaltung als Anschaltung einer negativen EMK — unter Fort-
dauer aller fritheren An- und Abschaltungen — auffassen.

Hiernach lassen sich die Stromkurven von Telegraphierzeichen leicht punkt-
weise konstruieren. Man erkennt, daB sie nur bei sehr kleiner Zeitkonstante und
im Verhiltnis zu ihr groBer Zeichendauer ein annihernd treues Bild des recht-
eckigen Verlaufs der EMK darstellen.

Auch rechnerisch kann man solche Kurven leicht zusammensetzen. Es werde z. B. ein
Morsepunkt (oder ein Morsestrich) von der Dauer t,=1{,—t; getastet. Dann gilt nach (323)

t—t
E _t=t
fir ¢, <t <t,: i:§<1——e ’ ) (326)
fir ¢, < ¢: Az‘
t—1 t—1p
el | ey
i=3\1—e —=Z\rt—e ] —
\ | ,,—’_
it b -7
— E( 170 ) - . e ” .
=% e’ —1/¢ . (327) 1 NG p) Inzug
Auch fiir den Abfall des Stroms gilt also die Zeit- -1~ _l__J"_‘_ N T AR
konstante 7; aber nur bei groBem 7,/r ist die Ab- ! ! :
fallkurve ,,komplementar’’ zu der Anstiegkurve. : + y; + 2
. . . . ! 2 !
Abb. 122, die fiir 7,=7 gezeichnet ist, ——
zeigt, dall man bei einem solchen Punkt- aob, 122

oder Strichzeichen trotz der starken ,,Ver-

zerrung'* die Anzugs- und die Abfalldurchflutung des Farbschreibers oder des
Relais so einstellen kann, dafB weder die Niederschrift auf dem Morsestreifen
noch der durch das Relais ausgeldste Strom merklich verzerrt ist.
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Beim Doppelstrombetrieb (Abb. 123) flieBt wiahrend der Zeichen Strom in der einen,
wahrend der Zwischenrdume Strom in der entgegengesetzten Richtung. Man kann in diesem
Falle den Verlauf des Telegraphierstroms konstruieren, indem man einer konstanten EMK E
negative und positive elektromotorische Krafte vom Be-
trage 2 E iiberlagert.

§ 128. Telegraphiergeschwindigkeit. Von der
Dauer 7 des kiirzesten Zeichenelements hingt die
Telegraphiergeschwindigkeit ab, d.h. die Zahl der
, in der Zeiteinheit {ibermittelten Buchstaben. Man

Abb. 123. rechnet beim Morsebetrieb fiir jeden Strich 37,

wo 7, die Dauer des Punktes ist, fiir die Zwischen-

rdume zwischen Strichen und Punkten desselben Buchstabens z,, fiir die Zwischen-

raume zwischen Buchstaben 3 7,,, zwischen Wértern 5 7,. Durch das Wort ,,Buch-
stabe’* sind dabei Buchstaben, Ziffern und Satzzeichen zusammengefaB3t.

Im Durchschnitt kann man beim Morsebetrieb fiir den Buchstaben die Zeit-
dauver 8,57, rechnen; die Telegraphiergeschwindigkeit » ist daher annihernd
gleich 1/(8,57,). Mit einer Punktdauer 7, von 50 ms erhilt man 2,4 Buchst/s
oder 140 Buchst/m.

Bezeichnet man bei einem beliebigen Telegraphenapparat mit z die Zahl
der Stromschritte, die (im Durchschnitt) auf einen Buchstaben fallen, so ist
offenbar allgemein

NATy=1I. (328)

Fiir den praktischen Betrieb kommt es auf die Telegraphiergeschwindigkeit #
an. Die elektrischen Vorginge auf den Leitungen dagegen hingen hauptsichlich
von der Dauer des einzelnen Stromschrittes ab. Es ist iiblich, ihren reziproken
Wert, d. h. die Zahl der Stromschritte (kiirzesten Stromimpulse) in der Zeit-
einheit, anzugeben. Bezieht man 1/r, auf die Sekunde, so schreibt man die
Einheit ,,Baud hinzu (nach dem Erfinder des Baudot-Apparats).

Es ist also
__ 1T 1/1; Buchst

— 6.t 1/, Buchst
7 2z Baud s ‘7 Baud m

. (329)

Ob eine bestimmte Baudzahl auf einer Leitung ohne Verstiimmelung erreicht
werden kann, hiangt nicht nur von der Art des Apparats und bei Handbetrieb
von der Geschicklichkeit des Telegraphisten, sondern sehr wesentlich auch von
den Eigenschaften der Leitung ab.

§ 129. Telegraphenschriften. Die dlteste im 6ffentlichen Betrieb gebrauchte
Telegraphenschrift ist die Morseschrift. Fiir sie ist die Zahl z (im letzten
Paragraph 8,5) ein Mittelwert, der von der Art des zugrunde gelegten Morse-

» Ll IOAMN [ 10 00
e

n 4
& a

a e n
I
el Aln !
1 EmEEg ] | |
| a 5 | e n | a
Abb. 124.

alphabets und von der Hiufigkeit abhingt, mit der die einzelnen Buchstaben
in der iibermittelten Sprache vorkommen.

Gibt man unter Beibehaltung des Morsealphabets die Striche durch Strom-
stoBe in der entgegengesetzten Richtung wieder, so erhdlt man die ,,Kabelschrift”
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(,,Heberschrift”, ,,Recorderschrift®), die vor allem bei Unterseekabeln verwendet
wird. Abb. 124 zeigt das Wort Abend bei 4 in gewShnlicher Morseschrift, bei & in
Kabelschrift. Man sieht, daB bei dieser die Zahl z wesentlich geringer ist; man
kommt bis herunter auf z ~ 3,5.

Eine Folge von ,,Fiinferzeichen‘ (Abb. 124¢) wird von den meisten Schnell-
telegraphen und Fernschreibmaschinen tibermittelt. Bei den zuletzt genannten
rechnet man z = %, da zu der Fiinferkombination noch zwei StromsttBe hinzu-
kommen fiir den Antrieb (start) und das Stillsetzen (stop) des Apparats. Mit
50 Baud erreicht man nach (329) eine Telegraphiergeschwindigkeit von 430
Buchst/m.

§ 130. Unterbrechung eines Stromkreises. Wird ein Stromkreis bei der Ab-
schaltung seiner Stromquelle unterbrochen, so sieht es so aus, als kénnte iiber-
haupt kein Strom mehr flieBen. Nach dem Induktionsgesetz wiirde aber bei plotz-
lichem voélligem Verschwinden des Stroms eine unendlich groBe entgegenwirkende
elektromotorische Kraft induziert ; die in der Induktivitit aufgespeicherte magne-
tische Energie kann ja nach dem Energiesatz nicht plstzlich auf Null abnehmen.

Auch nach der Unterbrechung mufB3 also noch Strom flieBen. Er schlieBt
sich durch die Unterbrechungsstelle als Verschiebungsstrom; d. h. das Problem
ist nur zu behandeln unter Beriicksichtigung der Kapazitdt der Unterbrechungs-
stelle.

Unter Umstinden kann auch ein Leitungsstrom zustande kommen. Wachst
namlich die Spannung an der Unterbrechungsstelle rasch genug an und ent-
fernen sich die Leiterenden an der Unterbrechungsstelle verhiltnismiBig langsam,
so kann die Unterbrechungsstelle durch einen Funken durchschlagen werden.

Man erkennt, dall der Vorgang der ,,Unterbrechung’* wesentlich verwickelter
ist als die in den § 124 und 126 behandelten Schaltvorginge.

Beim Telegraphenbetrieb mit Ruhestrom {Abb. 125) wird der Stromkreis beim Abschalten
_—————— (bei der Zeichengebung) vollstindig unterbrochen.
4 5

§ 131. Kreis mit Wider- — R
stand und Kapazitit. Wir
behandeln nun den Fall der
Ladung eines Kondensators

Er_J:. c

N

7 % iiber einen reinen Wider- £
Abb. 125- stand (Abb. 126). Nennen Abb. x26.
wir die Spannung am Dielektrikum des Kondensators #, so gilt die Gleichung
E=Ri+u (330)

oder, wenn wir differenzieren, nach § 46
i | i
o=Ruz+<-

Hieraus folgt fiir den Vorgang der Ladung und — da E weggefallen ist — auch
fir den der Entladung:

b4

i=ce *° (331)

Der Strom nimmt also exponentiell ab mit einer Geschwindigkeit, die jetzt

durch eine neue Zeitkonstante, nimlich das Produkt RC geregelt wird. Wir

nennen diese — zum Unterschied von der ,,ersten Zeitkonstante 1, = L/R —
die ,,zweite Zeitkonstante® t,.

Zur Bestimmung der Konstante ¢; miissen wir diesmal die Spannung #
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einer Anfangsbedingung unterwerfen und deshalb auf (330) zuriickgehen:
¢

#w=E—Ri=FE ¢ Re ". (332)
Soll sie zur Zeit ¢ = o gleich Null sein, so folgt 0 = E — ¢; R und damit
¢ t
T2 . E 73
M=E(1—e ) t=5e . (333)
Der Kondensator wirkt demnach bei Beginn der Ladung — da er ja

noch keine Spannung hat — wie ein KurzschluB3: der volle Strom E/R ergieBt
sich in ihn. Erst mit steigender Ladung wichst seine Gegenspannung #, bis
sie schlieBlich die treibende EMK FE kompensiert und der Ladestrom ver-
schwindet.

Ahnlich ist es beim Telegraphenkabel: der Endapparat bleibt verhiltnis-
miBig lange fast stromlos, weil der ,,wahre” Strom (§45) zunichst in groBer
Stirke als Verschiebungsstrom durch die Isolation flieBt. Auf den durch den
Endapparat flieBenden Strom wirkt demnach die parallel geschaltete Kabel-
kapazitit verzégernd wie eine in Reihe geschaltete Induktivitit.

Bei sehr kleinem Widerstand springt der Ladestrom nach (333) sogar auf den sehr gro3en
Wert E/R, um im nichsten Augenblick wieder auf Null abzusinken.

Der plétzliche, sprunghafte Anstieg des Ladestroms im Augenblicke = o widerspricht

natiirlich dem Induktionsgesetz; eine Theorie, die befriedigen soll, muB die immer vorhandene
Induktivitat des Kreises beriicksichtigen (s. § 138).

Wird ein Kondensator durch Abschaltung einer konstanten EMK iiber einen
Widerstand entladen, so ist seine Anfangsspannung gleich #, zu setzen:
#y = — ¢y R, und es ergibt sich daher

¢ ¢

T2 T2

%= #ge =, i:—%"e_ . (334)

DaB3 der Strom das negative Vorzeichen haben muf}, geht aus den Zihlpfeilen
der Abb. 126 hervor.

Die auf den Belegungen des Kondensators sitzenden Elektrizititsmengen
dndern sich natiirlich proportional den Kondensatorspannungen.

§ 132. Unverzweigter Kreis mit Widerstand, Induktivitit und Kapazitit.
Sind in einem Kreis eine Induktionsspule mit Wirkwiderstand und ein Konden-
sator hintereinandergeschaltet (Abb. 127), so gilt fiir den Fall der Einschaltung

einer EMK E nach dem Ohmschen Gesetz

. di
EZRZ-JFLE—*—M.

i Fiithrt man an Stelle des Stroms die Spannung # am Kon-

densator ein, so erhdlt man
Abb. 127. E:RC—dfi—]-LCdz—u—{—u (335)
di anr : J

Diese Differentialgleichung muf3 zunichst wieder homogen gemacht werden
durch Einfithrung einer HilfsgroBe u':

w—FE=4. (336)
Damit nimmt sie die Form an:

a2u’ R du’ u
Tttt tTie=0 (337)
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Hier ist der Koeffizient R/L des zweiten Glieds gleich dem reziproken Wert
der ersten Zeitkonstante t;, der Koeffizient des letzten Glieds dagegen gleich
dem Quadrat der schon im § 106 eingefiihrten Scheinfrequenz w,. Da

1
Wy = =

I . I
1239 VEJTC (252
R

(338)

hiangt die Losung davon ab, in welchem Verhiltnis die beiden Zeitkonstanten
zueinander stehen, ob die erste iiberwiegt (hohe Induktivitit, kleiner Wider-
stand und kleine Kapazitit) oder die zweite (niedrige Induktivitit, hoher Wider-
stand und hohe Kapazitit). Wir filhren als bequemes Maf fiir das genannte
Verhiltnis durch die Gleichung

. Rq/C Ty I Ty Wy
sind = R/5 — )/ = = (339)
wieder den ,,Dampfungswinkel”“ ¥ ein. Da 7, groBer als 47, sein kann, lassen
wir die Moglichkeit offen, dafl ¢ komplex wird.
Versuchen wir nun die Gleichung (337) wieder durch einen exponentiellen
Ansatz #' = e% zu losen, so erhalten wir als Bedingungsgleichung fiir den
Faktor § die quadratische Gleichung:

é
62_{_?1-*_0)0:0_ (340)
Es muB also sein: -
I I
52_211:‘:1/4_1?—60%' (49
Nun ist aber nach (339)
1 Ty _ sind
Zrl—m’ E (342)

Die beiden Wurzeln von (340) kénnen daher auch in der einfachen Form
I "o o9 a 9 I .
6:—;T—lj:]/w%s1n20—w§=—z—tlj:]wocosﬁ (343)

dargestellt werden.

§ 133. Schwingungsvorgang. Wir wollen zunichst voraussetzen, der Damp-
fungswinkel sei ein reeller Winkel zwischen o und go?, also

T, L
o<4—1—1<1 oder R<2V?' (344)
Dann ist auch
Wy cos? = w (345)

reell, und es empfiehlt sich, die allgemeine Lésung gemiB (343) in der Form
t

e, ywt + ¢ ) — o) (346)

anzuschreiben. Fithrt man hier trigonometrische Funktionen ein, so erhilt
man

w=F+e

4
u=E+e “™{(c, + ¢;) coswt + { (¢} — c}) sinwt}. (347)

Die Spannung am Kondensator kann aber nur reell sein. Man mu8} also auch
setzen konnen:

atag=c, Jla—c)=0q, (348)
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wo jetzt ¢; und c, reell sind. Damit wird
¢

u=E +e "(c;cosmt + c,sinwt) (349)

und
¢

i=Ce_;;{<——2%+wcz>coswt—(;%—l—wcl)sinwt}. (350)

Die in diesen Gleichungen vorkommenden Ausdriicke

: 13

e “"coswt und e ‘"sinw? (351)

stellen ,,geddmpfte Sinusschwingungen‘‘ dar. Gibt man den trigonometrischen
Funktionen ihre beiden AuBersten Werte 4- 1, so erhidlt man die beiden ,,Ein-
hiillenden* (vgl. Abb. 128) mit den Ordinaten

14
+e . (352)

Zwischen diesen verlaufen die Ausdriicke (351) als allmihlich abklingende Wellen-
linien. Fiir die Schnelligkeit des Abklingens ist die doppelte erste Zeitkonstante
maBgebend; der Abstand aufeinanderfolgender Nullpunkte! ist gleich der halben
,wahren Schwingungsdauer T = 2 zjw.

Die wahre Eigenfrequenz des Kreises ist wegen der Beziehung w = w, cos ¢
immer kleiner als die Scheinfrequenz w,. Ist © sehr klein, so wird w = w,.

§ 134. Bestimmung der Konstanten. Fiir den Vorgang der Ladung des Kon-
densators (also fiir die Einschaltung) gelten die Gleichungen:

, [
o=F ¢, 0=-—-14 wc,.
27,

Beim Strom ist demnach das Glied mit dem Kosinus ganz wegzulassen, und man
erhilt fiir die Konstanten:

¢ =—E, (353)
c wg Sind
szzwlrlz— w:cosﬁ E=—1tgd-E, (354)
C Sln
_(2__;‘1—}—@01):( Vo5 d —i—wocosﬁ)E—cos79 -E. (355)

Damit wird
¢

uw=E{1 —e—?’—‘(coswt + tgd-sinwt)}
¢ (356)
= E{I —e “‘ﬁcos(wt — 0)}

und
H

: T “im 2
z:Eer sﬂcos( wt — go%) = E‘/L o5 0smwt (357)

Der fliichtige Bestandteil der Spannung und der Strom verlaufen hiernach

1 Genau in der Mitte zwischen zwei Nullpunkten trifft die Kurve die eine der beiden
Einhiillenden. Mit diesen Treffpunkten fallen aber die Maxima und Minima der Kurve im
allgemeinen nicht zusammen.
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als gedimpfte Sinuslinien. Der Strom?! (Abb. 128) bleibt hinter der Spannung
um 9o®— ¢ zuriick; wir haben ja einen Kreis mit {iberwiegender Induktivitit.
Fir ¢ = 9o® sind Spannung und Strom in Phase; dann kompensieren sich die
Induktivitdt und die Kapazitiat. Die Kurve der Spannung (Abb. 129) ergibt sich,
wenn man eine nach unten aufgetragene gedimpfte und in horizontaler Rich-

tung um die Zeitdifferenz z%t T verschobene Kosinuslinie um die Strecke E nach

oben riickt.
Bei dem Vorgang der Entladung (Ausschaltung) fillt wieder die erste Zahl 1

in der geschweiften Klammer von (356) weg, und die Vorzeichen der iibrigen
Glieder kehren sich um.

Mit hohen Dimpfungswinkeln sind nach § 116 flache Resonanzkurven ver-
bunden. Soll also ein Kreis nur in der Umgegend einer bestimmten Frequenz
12 u
J A
€ ] 2E 1
&/f

|
I

l
I
!

‘El/—f- ! f 14
) SR S e tm—27,— - )
<———2T1———>] l(———]'———>]
Abb. 128, Abb. 129.

(der Resonanzfrequenz) stark erregt werden konnen, so schwingt er langsam
ein; denn dann darf man ihm nur einen kleinen Didmpfungswinkel geben. Hohe
Abstimmschirfe (Trennschirfe, Selektivitit) ist also nicht vereinbar mit hoher
Einschwinggeschwindigkeit. Legt man bei den technischen Anwendungen auf
beides Wert, so wihlt man eine gewisse mittlere GroBe der Dampfung.

§ 135. Logarithmisches Dekrement. Bei gedimpften Sinusschwingungen ist
es — vor allem in der Physik und in der Hochfrequenztechnik — {iblich, als
MaB fiir ihre Dampfung das (logarithmische) ,,Dekrement* zu nehmen. Darunter
versteht man den natiirlichen Logarithmus des Verhiltnisses zweier aufeinander-
folgender Ausschlige nach derselben Seite.

Im § 134 war z. B. die Amplitude des fliichtigen Stromes proportional zu
: ‘2%1 . 27l

T

-
e ““sinwt=e

Sind nun #; und #, zwei um die Schwingungsdauer T auseinanderliegende Zeiten
(fa =1, + T), so verhdlt sich der Strom zur Zeit £, zu dem Strom zur Zeit £, wie

131 4+ T T

(e—z_’:sin 27;”1) : (e-T"_sin %—F—T—» = e;;: I. (358)

1 Die Abb. 128 und 129 sind mit & = 7,59 gezeichnet.
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Das Dekrement b ist also [vgl. § 132, Gleichung (342)]

po L 2a_zmoosind o, (359)

27T, 2T, @ wy cos P

Wie der Diampfungswinkel ist das Dekrement wihrend der ganzen Dauer der
Schwingung konstant: die Ausschldge nehmen in ,,geometrischer Progression® ab.

Nach (359) gehért zum Dampfungswinkel 45° das Dekrement 2 7; bei kleinem Dampfungs-
winkel ist
(360)

§ 136. Schwingungsfreier Vorgang. Wenn die zweite Zeitkonstante groBer
ist als das Vierfache der ersten (r, > 47;), liefert die Gleichung (339), § 132,
keinen reellen Dampfungswinkel ¢ mehr. Dann setzen wir an Stelle von (339)
unter Benutzung des Hyperbelkosinus (Anhang 4.)

9
b~ 27!0_0’1097655'

Col® = |/ -2 ! =w=§ % (361)

411 T 27,0, 2

Das so eingefiihrte @ ist wieder ein reelles Argument. Seinen Zusammenhang mit
dem Didmpfungswinkel ¢ vermittelt die Rechenregel 4. d) des Anhangs: Es ist

Coj@ = cos (j @) = sin (90® 4§ @) = sin B,
alsot
#=090"4+76. (362)

Der Dampfungswinkel ¢ wird demnach bei steigender zweiter Zeitkonstante,
sobald er den Grenzwert go® erreicht hat, komplex; sein reeller Teil bleibt auf
90°® stehen, wihrend sein imagindrer Anteil, eben das Argument @, von Null
an zu wachsen beginnt.

AuBler dem Parameter @ fithren wir bei der einen Lésung der quadratischen
Gleichung (340) die Zeitkonstante 7,, bei der andern die Zeitkonstante 7, ein.

Beachtet man, daB3 nach (362) cos @ = — sin j@ = — j &in @, so erhilt man
61:—2%1—7(»0(:0519——;2—1—0106111@ ;
= Gin@ = — 11+%6 (59
27, 211(5oi@ 71 2 ’
2(&07@
62=—~—+ywocosﬁ——~612@+ Gin®
(364)

= — _;ﬂ&oi@(@oi@ — Gin)

oder nach dem Anhang 4. c)

_ 2 Eof® I 2
== e reme —  nIFT0" (365)
Fiir 7, > 4 7, gilt also die allgemeine Lésung
t1+%g0 t 2 (366)

uw=FE +celtfceft=FE+4cen 2 e =ltT0,

Es lagern sich zwei fliichtige Vorginge tibereinander, die mit verschiedener
Raschheit exponentiell verklingen. Der Faktor 2/(1 -+ Tg &), mit dem 7, multipli-
ziert, durch den 7, dividiert ist, liegt zwischen 2 und 1.

1 Wir definieren @ so, daB ¢ immer im ersten Quadranten liegt.
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Zahlenbeispiell. Es sei 7, =20 ms, T,=128 ms. Dann ist 7,/47,=1,6; Go] ®=1,265;
6 =0,713; ¥gO=0,612; und daher
I 1 I 1
& — , 0y = — & — .
1,2407T, 25 ms 0,806 T, 103 ms

61 = -
Die ,,wirksamen’* Zeitkonstanten liegen also enger beieinander als 7, und 7, selbst.
Nur bei ganz hoher Dampfung @ werden die Zeitkonstanten 7; und 7, un-
mittelbar wirksam. Dann wird nimlich g6 ~ 1, und man erhilt als Losung
_L _t
u:E+cle Tl_l_cze T2 * (367)

§ 137. Grenzfall. Zu dem ,,Grenzfall“ $#=90° darf man nur allmahlich iibergehen,
indem man @ zunichst als sehr klein voraussetzt. Man erhilt [Anhang 4.e€), 1.c), 2. a)]

41456 i boe ¢
e T 2 ~e 2t1(1+@)=e 2“'3211&%62’1(1——%)
27y
_ro2 2ty o0 %t 26t 2 (368)
e 2 1+%g0 . 7 —e 2. %2 Ner2(l+2@t>‘
T2
Die allgemeine Losung ist also (wegen 2/1,=1/21,)
t
o Ot ot
. 271 )¢t _ v ’ v 6
u=E+e {1(1 ”1)+oz(x+”1)} (369)
oder, wenn man
2]
dAch=0¢, —(f— cg);?1 =0, (370)
setzt?,
t
u=FE+4e 27 (c; + ). (371)

Auch in diesem Fall enthialt das allgemeine Integral, wie man sieht, zwei willkiirliche Kon-
stanten, die entsprechend den Anfangsbedingungen festgesetzt werden koénnen.

§ 138. Bestimmung der Konstanten. Wir betrachten wieder den Vorgang der
Ladung. Zur Zeit ¢ = o sei # = o; daraus folgt

E+4c¢ +c¢,=o0. (372)

Ferner sei zur Zeit ¢ = o0 auch der Strom und damit die Ableitung der Spannung
nach der Zeit gleich Null. Das bedeutet:

c 2¢C I
T O+ g =0 (373)
oder, da
Tiz- = 2—————_[1 @IDFO und I*‘***—_I_ I%w == (I - %g @) @0?0 (374‘)
ist,
¢ (TgO + 1) — ¢, (TgO — 1) = 0. (375)
Hieraus und aus der Bedingung (372) folgt
6 =2 (6tg0 — 1,
(376)

6= — 2 (6tg@ + 1)

1 Tafeln der Hyperbelfunktionen sind z. B. von U. Meyer u, A. Deckert herausgegeben
worden. Kempten: Késel & Pustet 1924.

2 Man darf also @ deshalb nicht ohne weiteres gleich Null setzen, weil die unbestimmte
Differenz ¢{—c}, sehr gro8 sein kann.

Wallot, Schwachstromtechnik 7
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und daher

{I + (377)

Da die Konstante ¢, bei groBem @ sehr klein ist, hingt der Anstieg der Spannung
bei hoher Dampfung so gut wie nur von der zweiten Zeitkonstante ab.
Etwas anders liegen die Verhiltnisse beim Strom:

i = C(c 8yt + ¢, 8,8, (378)

Fiir hohe Dampfung ist 8, groB, &, klein; die beiden Faktoren ¢, 6, und ¢, 8,
sind daher von derselben GréBenordnung:

90 = x s _ Stg0 -+ etm}.

68 = — 7 (6180 — 175 (1 + Tg0) = — = (Etg O — Tg6) — —-Cg b,
: (379)
o= Z(Ctg0+ 1) (1 —2G0) = E(@tg@—ig@)——: gstg@,

und es ergibt sich
i =2 Ctg (%t — en). (380)

In einem Kreis von iiberwiegender Kapazitit, aber nicht vernachlissigbarer
Induktivitat fallt also der Ladestrom zwar auch (vgl. § 131) in der Hauptsache
mit der Zeitkonstante 7, ab; fiir seinen ersten Anstieg ist jedoch, wie aus (380),
(363) und (365) leicht ableitbar, lediglich die Zeitkonstante 7, maBgebend. In
dem Augenblick ¢ = 1/(d; — 6;)-In (4,/,) hat die Stromkurve ein Maximum.

Abb. 130 zeigt den zeitlichen Verlauf des Ladestroms und der Kondensatorspannung
unter den Voraussetzungen des im § 136 betrachteten Zahlenbeispiels. Die einfachen Exponen-
J tialkurven, in die die beiden Schaulinien
105 schliefllich einmiinden, sind gestrichelt
? gezeichnet.

T Da im Anfang i=Cdufdt=o0 ist,
z . ;

beginnt die Kurve der Kondensator-
spannung mit horizontaler Tangente.
Im Augenblick des Strommaximums
hat sie einen Wendepunkt. Sie steigt

dann im wesentlichen mit der Zeitkon-

stante 7, auf den Endwert.
i § 139. Funkenverhiitung durch
\& Kondensatoren. Wir sind nunmehr

_ ¢ in der Lage, die Vorginge, die
700 200 300 ~ ms bei der Unterbrechung eines Strom-
Abb. 130. kreises mit nicht zu hohem Wider-
stand R und Induktivitit L auf-
treten, etwas genauer zu untersuchen. Da die Kapazitit C der Unterbrechungs-
stelle (des Kontakts) sicher nur klein ist, bleibt der Dampfungswinkel weit unter
90°. Die Stromstirke sinkt daher von ihrem Ausgangswert i, aus schwingend
auf den Wert Null ab. Nach Ablauf etwa einer Viertelschwingungsdauer ist
sie gleich Null geworden; dafiir liegt dann an der Unterbrechungsstelle nach
§ 134 ein Maximum der Spannung. Da wihrend der ersten Viertelschwingungs-
dauer nur ein kleiner Teil der aufgespeicherten magnetischen Energie in Warme
verwandelt sein kann, enthilt die Kapazitit der Unterbrechungsstelle in dem
betrachteten Augenblick fast die ganze urspriinglich vorhandene Energie des
Stromkreises; man kann daher L/z-12 & C/2-u? setzen und erhilt

L,
U~ V;%- (381)

LS

o
O
A
PR
”
e
4
id
7

N
N

~

TR\,

™~




Schaltvorginge in zweimaschigen Systemen. 99

D. h. bei hoher Induktivitit und hohem Anfangsstrom kann eine hohe Spannung
an der Unterbrechungsstelle auftreten, eine Spannung, die unter Umstinden zur
Uberbriickung der Unterbrechungsstelle durch einen Leitungsstrom (Funken,
Lichtbogen) ausreicht.

Aus praktischen Riicksichten mufl die Funkenbildung an den Kontakten
verhindert werden. Hierzu dienen Kondensatoren, die man den Kontakten
parallel schaltet. Durch sie wird der Dampfungswinkel und mit ihm die Schein-
schwingungsdauer und die wahre Schwingungsdauer vergréBert. Das Span-
nungsmaximum wird daher heruntergedriickt; auBerdem tritt es spéter ein,
d. h. in einem Augenblick, wo der Abstand der Kontaktspitzen schon so grof3
geworden ist, daB die Strecke nicht mehr durchschlagen wird.

Aus verschiedenen Griinden empfiehlt es sich, dem Kondensator einen Wider-
stand beizugeben.

Ist der Kontakt von einem Offnungsfunken itberbriickt worden, so tritt zu dem Wider-
stand R der inkonstante Widerstand des Funkenwegs. Hierdurch kann bei kleinem R die
Dauer des Stromabfalls stark verkiirzt werden.

§ 140. Schaltvorginge in zweimaschigen Systemen. Die Theorie des un-
verzweigten Kreises mit Widerstand, Induktivitit und Kapazitit ist auch fiir
die Vorginge in den einfacheren zweimaschigen Schaltungen grundlegend.

Bei der Schaltung Abb. 131 z. B. kann der zeitliche Verlauf A E;
wenigstens des Kondensatorstroms und der Kondensatorspannung —ir3
ohne weiteres hingeschrieben werden. Denn der Zweig R;, C wird
durch einen Generator aus reinen Widerstinden betrieben, dessen
Leerlaufspannung, die der EMK E des § 131 entspricht, durch

R
1 2 c
vl= Rl -+ Rz E} (382) Abb. 131.
dessen innerer Widerstand durch
_ Ry Ry
R‘i - R1+ Rz (383)
dargestellt wird. An Stelle des fritheren R ist daher
R’ Ry _ S
Retl=pint 8~y (334)

zu setzen, wo S eine Abkiirzung fiir den Ausdruck R; R, 4 R, R; + Ry R, ist,
und es ergeben sich fiir den Ladestrom und die Spannung des Kondensators
die Ausdriicke:

¢ [

. R+ R R ~ R ~ =
iy = "¢ 2R1+2R2Ee 2= Ee ™ (385)
und
t
__ R, T )

Wieder wirkt der Kondensator im ersten Augenblick wie ein Kurzschluf3; denn
der Anfangswert R,E/S von i, ist gleich dem im § 15 abgeleiteten Wert. Die
Spannung # steigt exponentiell auf den Leerlaufwert.

Die Zeitkonstante des Ladevorgangs ist

cs
R+ R" (387)

7*

7= (R + Ry) C =
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Fir den Strom 14, folgt aus der Maschenregel:

. Ry . %
=g, TR

¢ 3
mgct, o (),
—"-"S-'Ee +m I—e¢ (388)
H
E R, .. ~u
“®mIR SC®

Auch der Strom durch den Querschlufl R, beginnt also mit dem Werte
E R, ES—RR,

R
Ri+Ry, ST S R+R, =—?3E’ (389)
der sich bei kurzgeschlossenem Kondensator ergibe, und steigt erst allmihlich
mit derselben Zeitkonstante auf den Endwert E/(R, 4 R,): Eine parallel

geschaltete Kapazitit wirkt verzégernd wie eine in Reihe geschaltete Induk-
tivitdit (§ 131). Abb. 132 stellt den zeitlichen Verlauf der drei Stréme dar.

(/i’,+/fg)z. § 141. Einschaltvorgang beim Tele-
£ graphenkabel. Bei einem einadrigen Tele-
A graphenkabel flieBen bestindig durch
75 | die Isolation Verschiebungsstréme nach
i der Erde ab. Es dhnelt also (Abb. 133)
\LT\L\ in groben Ziigen der soeben betrachteten
70 A — Schaltung fiir Ry = 0: C ist die Kabel-
L1 ['/_‘ kapazitit, R, der Widerstand der Sende-
’s >< apparate und der ersten Hilfte der Lei-

' : Ay By

—— +
¢ £ | T = g
035 70 75 7
Abb. 132. Abb. 133.

tung, R, der der zweiten Hilfte der Leitung und der Empfangsapparate. Beim
Einschalten wichst daher der Sendestrom 2, noch tber seinen Endwert
E/(R,+ R,) hinaus; der Empfangsstrom i, dagegen steigt erst allmihlich auf
seinen Endwert. Fiir die Geschwindigkeit, mit der dies geschieht, ist magebend
die zweite Zeitkonstante:

RiRy Ry Rt Ry

T2NCRi=CR1+R2~ P 4 (390)

Diese ist dem Produkt aus der Gesamtkapazitit und dem Gesamtwiderstand
des Kabels, also bei gegebener Kabelart auch dem Quadrate der Kabellinge
proportional.

Die Zeitkonstante 7, ist ein angendhertes Mafl fiir die Zeit, die der Strom
am Kabelende braucht, um von einem sehr niedrigen Wert auf seinen Héchst-
wert anzusteigen. Wenn genau bekannt ist, wie dieser Strom nach der plotz-
lichen Anschaltung einer konstanten EMK verliuft, kann sein Anstieg fiir
eine beliebige Aufeinanderfolge von Zeichen nach § 127 leicht konstruiert
werden. Bei langen Kabeln werden die Zeichen abgeflacht oder verwaschen,
also ,,verzerrt. Sind die Verzerrungen sehr stark, so ist es unmoéglich, Relais
so einzustellen, daB sie die Zeichen sicher iibertragen. Man kann dann u. U.
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noch mit der ,,Kabelschrift (§ 129) und mit dem Heberschreiber (Syphon-
recorder) arbeiten, der eine Kurve aufzeichnet, deren Entzifferung wenigstens
dem Geiibten auch bei stirkerer Verzerrung gelingt.

Aus der genaueren Theorie der Einschaltvorgange auf Leitungen (15. Abschnitt) wird hervor-
gehen, daB der Endstrom auch beim stark idealisierten Kabel nach einer komplizierten Kurve
ansteigt. Ein grobes Bild von der Verzerrung der Telegraphierzeichen erhilt man, wenn man
annimmt, daB der Strom am Ende mit einer gewissen Ein-
schaltdauer v linear auf den Gleichstromwert ansteigt I ] ¢
; (Abb. 134). Abb. 135 zeigt, — —

wie unter dieser Annahme das ~--JT,-- ”‘ta"‘fo"

Morsezeichen # fiir 7, =7 und
firty=2/37 verzerrt wird.
Man erkennt, daB es in beiden

! Fallen noch gut ankommt,
I _ daB man aber mit der Dauer

i} des Stromschritts nicht wviel
- unter 2/37 hinunter gehen
Abb 134. darfl, Abb. 135.

§ 142. Telegraphische Hilfsschaltungen. Beim Telegraphenkabel (Abb. 133)
riihrt der langsame Anstieg des Endstroms von der ,,Vorspannwirkung® der
Kapazitit und der hemmenden Wirkung des induktiven Endapparates her.
Man kann den Anstieg des Endstroms versteilern durch Zufiigung eines Reihen-
kondensators etwa am Ende der Leitung; eine MaBnahme, die schon von Varley
(1862) angewendet worden ist. Ohne Kondensator verliuft der Strom am Ende
etwa wie in Abb. 136 Kurve 4, mit Kondensator wie Kurve b.

Ein Dauerstrom ist mit diesen AbschluBkondensatoren natiirlich nicht mdog-
lich. Auch ist der erreichbare Héchststrom gegeniiber der Schaltung ohne Kon-
densator herabgesetzt. Man muB daher mit héherer Spannung telegraphieren
und sich mit StromstéBen begniigen.

Die Kapazitit der Kondensatoren wahlt man gewohnlich etwa gleich Y1, der gesamten

B Kabelkapazitat.

A% Will man lingere Zeichen senden,
70 % —— so muB man dem Strom durch einen
99 /i zum AbschluBkondensator parallelen
g8 / 4 Widerstand die Moglichkeit geben,
a7 [l | ya seinen Gleichstromwert zu erreichen
05 / (Abb. 137). Diese Schaltung heiBt in
é5 INNS Deutschland , Maxwell-Erde“. Der
a4
TN i
sl AL N Ay £
0'1 [ / 4 E+J' 'LC' Cm
V)4 — (Rt =T T
A gr 6z 03 G¥ G5 '

Abb. 136. Abb. 137,

Widerstand muB ziemlich gro8 (etwa 4mal so gro wie der ganze Kabelwider-
stand) genommen werden, damit der Kondensator im ersten Augenblick méglichst
viel Strom in sich aufnimmt. Durch ihn wird natiirlich der stationdre Strom
verkleinert ; man erhéht daher gleichzeitig die Telegraphierspannung.

Kurve ¢ der Abb. 136 veranschaulicht die durch die Schaltung der Maxwell-
Erde erreichbare Versteilerung der Kurve des am Ende eines Kabels eintreffen-

1 Liischen, F., u. K. Kiipfmiiller: Elektr. Nachr.-Techn. 4, 168 (1927).
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den Stroms. Die Telegraphiergeschwindigkeit kann um etwa 50% erhoht
werden.

§ 143. Verwickeltere Schaltungen. Das im § 140 angewandte Verfahren ver-
sagt bereits, wenn wir feststellen wollen, wie sich bei der Schaltung Abb. 138
nach einer plétzlichen Anschaltung der Stromquelle der Ladestrom und die
Spannung des Kondensators und der die Spule durchfliefende Strom zeitlich

B, E g dndern. Man muf3 dann nach den Kirchhoffschen Regeln rech-

—2- nen, und zwar in dem vorliegenden Falle einmal die Knoten-

c - und zweimal die Maschenregel ansetzen; bei geeigneter Kom-

%y I""l— bination ergeben sich wieder Differentialgleichungen zweiter
- Ordnung fiir die genannten Verinderlichen.

Auf die Einzelheiten der Rechnung gehen wir nicht ein,
wollen aber das Folgende hervorheben. Wenn die Wider-
stinde R, und R, gleich grol sind, iiberwiegt im ersten Augen-
blick bei weitem der Strom 4, iiber den Strom i;. In dem
MaBe jedoch, wie sich der Kondensator lidt, sinkt sein Ladestrom; dafiir steigt
der Spulenstrom, bis er schlieBlich den Gleichstromwert E/(R;+ R;) erreicht.

Wenn der wie im § 106 definierte Dampfungswinkel der beiden parallelen
Zweige gleich go° ist, kompensieren sich die Induktivitit und die Kapazitit
auch fiir den Einschaltvorgang (vgl. § 134). Der Strom ¢, springt bereits im ersten
Augenblick auf seinen konstanten Endwert. Im Anfang flieBt er nur durch die
Kapazitit, zum SchluB nur durch die Induktivitit.

”J
Abb. 138.

VI. Vierpole.

§ 144. Der Begriff des Vierpols. In der Fernmeldetechnik liegen im allgemeinen
zwischen dem Energieerzeuger und dem Energieverbraucher Leitungen, Uber-
trager, Siebketten, Verstirker usw. Alle diese Gebilde haben zwei Eingangs-
und zwei Ausgangsklemmen; man nennt sie daher ,,Vierpole*l.

Ein Vierpol ist hiernach nicht einfach ein Gebilde mit vier Polen. Da die
algebraische Summe der aus den vier Klemmen herausflieBenden Stréme gleich
Null sein muB, wiren bei einem Gebilde mit vier gleichberechtigten Polen drei
Stréme beliebig wahlbar. Bei einem Vierpol dagegen (Abb. 139) ist der Strom,
der in die eine Eingangsklemme hineinfliet, definitionsgemis3

—N [,
1 ~2-" ebenso grof3 wie der Strom, der die andere Eingangsklemme
v-£ L__: verldBt; und fiir die Ausgangsklemmen gilt das Entsprechende.
:_—3 , g,« Bei den Vierpolen im engeren Sinne gibt es daher nur zwei

willkiirlich wihlbare Stréme, den Strom &; an den Ein-
gangs- und den Strom , an den Ausgangsklemmen.

Unter ,,Vierpoltheorie* versteht man den Inbegriff der Beziehungen, die man
fiir Vierpole und ihre Zusammenschaltungen mit andern Vierpolen, Zweipolen
und Zweipolquellen aufstellen kann, auch wenn man nichts davon weil, wie
sich diese Gebilde im einzelnen aus Widerstinden, Induktivititen, Gegeninduk-
tivititen, Kapazititen und elektromotorischen Kriften zusammensetzen.

,,Lineare” Vierpole sind Vierpole, deren Grundgleichungen die Stréme und
Spannungen nur in der ersten Potenz enthalten. Zu ihnen zidhlen alle Vierpole,
deren Elemente den Kirchhoffschen Regeln gehorchen.

Abb. 139.

1 Die Benennung stammt von F. Breisig: ETZ 42, 933 (1921). Den AnstoB zur Auf-
stellung einer ,,Vierpoltheorie” hat vor allem die sehr fruchtbare Verwendung leitungs-
theoretischer Begriffe in der , Kettenleitertheorie gegeben: K.W. Wagner: Arch. Elek-

trot. 3, 315 (1915).
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Auch die Verstarkerréhren konnen in den bei den Anwendungen meist eingehaltenen
Grenzen als lineare Vierpole aufgefaBt werden. Fiir sie gelten aber, wie wir sehen werden,
nicht mehr die Kirchhoffschen Regeln; damit gehen manche von den Eigenschaften verloren,
die gerade zur Aufstellung einer besonderen ,,Vierpoltheorie” Veranlassung gegeben haben.
Wir werden daher im folgenden die Verstirkerrohren von den Vierpolbetrachtungen aus-
schlieBen und uns auf die Untersuchung solcher Vierpole beschrinken, fiir die die Kirchhoff-
schen Regeln giiltig sind?.

Elektromotorische Krifte sollen in den von uns betrachteten Vierpolen nicht
vorhanden sein.
§ 145. Die Grundgleichungen des linearen Vierpols. Wir denken uns einen

Vierpol gegeben und an seinem Ausgang durch einen Widerstand #, abgeschlossen
(Abb. 140). Da er hierdurch zum Zweipol wird, gilt fiir das Verhaltnis seiner

Eingangsspannung zu seinem Eingangsstrom 3, 3
u, v N
3 = B P 2l uy (o,
L s | H
wo 8, von seinem Bau im einzelnen und von den Eigen- Abb. 140.

schaften des AbschluBwiderstands #, abhédngt. Ersetzt man

also R, durch U,/Y,, so muB eine bestimmte nur von dem Bau des Vierpols
abhingende Beziehung zwischen den vier Klemmengréfen Uy, J;, U, und J,
bestehen. Da sie nach Voraussetzung linear ist und elektromotorische Krifte
nicht vorhanden sein sollen, setzen wir

ol +b ¢+ g+ bF=0. (391)

Ahnlich kénnen wir uns den Vierpol auf seiner Eingangsseite durch einen
komplexen Widerstand %, abgeschlossen denken und dieselbe Uberlegung auf
das Verhiltnis U,/S, anwenden. Da zwischen R, und R, keine Beziehung be-
stehen soll, folgt eine zweite von der ersten unabhingige Gleichung

U +0,J+ U+ b =0. (392)

Lost man die Gleichungen (391) und (392) nach den Klemmenstrémen ¥,
und &, auf, so erhilt man zwei Gleichungen der Form

S1=a 111-1—/31112,}
Je =P U+ 7 Us.

Diese lassen sich noch weiter vereinfachen. Man kann nidmlich zeigen?, dal
immer dann, wenn die Kirchhoffschen Regeln und die in der Abb. 140 eingetra-

genen Zihlpfeile gelten,
po=—P=—5 (394)

ist, so daB man ohne Verringerung der Allgemeinheit auch
Shi= ol +ﬂu2:1
S = —'/3111'*‘7112]

(393)

(395)

schreiben kann.

In der Fernmeldetechnik sind nun selten die Spannungen gegeben und die
Stréme gesucht. Man fragt gewshnlich nach der Spannung II; und dem Strom ,

1 Uber allgemeinere Vierpoltheorien s. F. Breisig: Elektr, Nachr.-Techn. 3, 161 (1926);
A. Feige: Tel.- u. Fernspr.-Techn. 16, 61, 247, 343 (1927); F. Strecker u. R. Feldtkeller:
Elektr. Nachr.-Techn. 6, 93 (1929).

2 Den Beweis, der zuerst wohl von Kirchhoff gegeben worden ist, findet man z. B. bei
L. R. Wilberforce: Phil. Mag. (6) 5, 489 (1903).
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mit denen man eine vorgeschriebene Spannung I, und einen vorgeschriebenen
Strom J, erzeugen kann. Wir bilden daher durch Multiplikation der ersten
Gleichung (395) mit 8, der zweiten mit « und Addition eine neue Gleichung und
erhalten die Gleichungsgruppe:

I

u, = B {7112_32}:

. (396)
S = ‘g{(ﬂz Fay) U —aF,).
Hier sind alle Koeffizienten verschieden; ihre Determinante
1 Y —1I 1
Bl tay —« =pler+F+ay
ist jedoch, wie man sieht, gleich 1.
Gewdhnlich schreibt man fiir (396)
U=%U+ 9B G,
ot ’ } (397)
S1=C€ U+ %I,

diese Gleichungen nennen wir die ,,Grundgleichungen* des linearen Vierpols.

§ 146. Umkehr des Vierpols. Dreht man den Vierpol um (Abb. 141), so werden
U, und §; zu Eingangs-, I; und &, zu AusgangsgréBen, und es gilt, da die Deter-
minante der Grundgleichungen gleich 1 ist:

o« o u B
<_‘l’;s3 21:]’— u2: cvl A =QI2111—%'\05’1:
ny @¥-P1| v, 1 2 (398)
] — 2[1 ul
Abb. 141. —%=- © Sllz@: m—%J.

Der umgekehrte Vierpol wird demnach durch dieselben Koeffizienten B
und € charakterisiert; %, und %, jedoch miissen miteinander vertauscht werden.
Die Koeffizienten 8 und € kénnen wir uns als im Innern, im ,,Kern* des Vier-
pols, sitzend vorstellen; die beiden andern, 9, und Ay, sind ,,duBere’* Parameter,
sie tauschen bei Umkehr des Vierpols ihre Plitze.

Der Vorzeichenunterschied in den Gleichungen (397) und (398) hingt natiirlich mit den
Zahlpfeilen der Abb. 140 und 141 zusammen.

Sind bei einem Vierpol die duBeren Parameter %, und 9, einander gleich,
so nennt man ihn einen ,,symmetrischen® Vierpoll. Die Lingssymmetrie, um die
es sich hier handelt, darf natiirlich nicht mit der Quersymmetrie des Vierpols
verwechselt werden, die wir bei unsern theoretischen Betrachtungen immer als
vollkommen voraussetzen.

§ 147. Messung der Parameter %, A, und €. Setzt man in der ersten Glei-

-5, S,=0 chung (397) J, = o, filhrt man also die ,,Leerlaufbedingung*
] 3 ein, so ergibt sich (Abb. 142)
Uy | p2 wm,
— : N\
Abb. 142. (ﬁ‘i) =9. (399)

Der dimensionslose Parameter U, ist demnach gleich dem Verhiltnis einer
an den Vierpoleingang gelegten Spannung 1, zu der Spannung U,, die durch

1 Eine in der Langsrichtung symmetrisch zusammengebaute Vierpolschaltung ist immer
auch vierpoltheoretisch symmetrisch. Das Umgekehrte braucht aber nicht zuzutreffen.
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sie bei Leerlauf an seinem Ausgang hervorgerufen wird. Er kann ohne weiteres
— etwa nach dem Kompensationsverfahren — gemessen werden.

Kehrt man den Vierpol um (Abb. 141), d. h. legt man an sein Ende 2 eine
Spannung Ul,, wihrend man das Ende 1 offen 1iBt, so miBt man hier eine Span-
nung U,, fir die nach (398) die Gleichung

(%)l = Uy (400)

gilt. Auch der dimensionslose Parameter %, kann also ohne weiteres gemessen
werden.

Speist man den Vierpol in Reihe mit einem Kompensationsapparat (Abb. 143)
durch den unteren Anker einer Frankeschen Maschine, so kann man nach dem
Verfahren des §1rx seinen Leerlaufwiderstand 8!

messen, fiir den die Gleichungen (397) den Wert ) 4 > , V-2 2| ofen
1 (W =% a
%1 - (31>.3‘2= o € (401) Abb. 143.

liefern. Dreht man den Vierpol um, so tritt an Stelle dieses Widerstands ein
Widerstand 28}, fiir den
u ¥,
R (e =t
%2'— ( 82>3’1=0 @ (402)
gilt. Wie man sieht, kann jede dieser beiden Widerstandsbestimmungen nach
Messung der Parameter 9(; und 9, dazu dienen, den Leitwert € der Grund-
gleichungen zu bestimmen; denn es ist
T o it _ pitid
—(5‘%_@:_912' (403)
Der Leitwert € ist eine KerngroBe; wir nennen seinen reziproken Wert 9t
den , Kernwiderstand”. Nach den zweiten Grundgleichungen (397) und (398)
ist der Kernwiderstand 9% gleich dem Verhiltnis der sekundiren Spannung

zum primdren Strom bei Leerlauf auf der Sekundirseite oder auch gleich dem
Verhdltnis der priméiren Spannung zum sekundiren Strom bei Leerlauf auf

der Primirseite:
uz ‘ lI1 /
) - (g) = (- $> : (404)

Man kann jeden Vierpol durch die drei leicht bestimmbaren Parameter %!,
W} und M charakterisieren. Am besten merkt man sich, daf statt 8} auch 9, M
und statt ¥} auch %, M gesetzt werden darf. Die Vierpoltheorie, zu der man
auf diese Weise gefithrt wird, entspricht der Zweipolquellentheorie des § 16,
bei der wir ebenfalls einen Spannungsparameter, Widerstinde und die Leer-
laufbedingung benutzt haben. Eine ,,dual entsprechende” Theorie ergibt sich
auch hier (vgl. § 25), wenn man die Spannungen durch Strome, die Wider-
stdnde durch Leitwerte und die Leerlaufbedingung durch die KurzschluBbedingung
ersetztl,

Aus (403) folgt, daB bei jedem Vierpol

w %
iR

g (405)
ist; bei jedem symmetrischen Vierpol ist daher mit %, = ¥, zugleich B! = Wi.

1 Vgl. J. Wallot: Z.techn. Phys. 5, 490 (1924); Wiss. Veroff. Siemens-Konz. 8, H. 2,
45 (1929).
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Der vierte Parameter 8 ergibt sich aus den drei andern nach der Determi-
nantenbeziehung, die in unserer neuen Bezeichnung die Gestalt

1 1
ELU (406)

annimmt. Wir merken unsnoch, daB fiir das oft vorkommende Verhéltnis /€ = 32
die Gleichung

T =3 =08M="=BW, - (407)
gilt.

Es empfiehlt sich, sich von der Richtigkeit der im folgenden abzuleitenden Vierpol-
beziehungen jedesmal dadurch zu iiberzeugen, daB man sie auf einen einfachen Vierpol an-
wendet. Als solcher kann z. B. der Spannungsteiler dienen.

§ 148. Zusammenschaltung eines Vierpols mit einem Zweipol. Beschaltet
man einen Vierpol mit einem beliebigen Zweipol R, (Abb. 140), so hat man die
Zweipolgleichung

U, =R.J
hinzuzunehmen. Aus ihr und aus der zweiten Grundgleichung (397) folgt

1 S:R (uz + 2[2932,\52) wt (m + %l)

oder

o
% 7w (408)

Wir nennen dieses Verhiltnis die ,,Stromiibersetzung®.

§ 149. Zusammenschaltung eines Vierpols mit einer Zweipolquelle. Ein Vier-
pol werde durch eine Zweipolquelle betrieben; wir denken uns diese durch eine
EMK € und einen inneren Widerstand R, ersetzt

Ra 1 _—>3: (Abb. 144). Dann gilt nach § 16
EC‘E +u1 v-r ?112 WL=€C—R.J}- (409)
Addiert man die beiden Grundgleichungen in der
Form
ME— MR, Jy =W MU, + BMF, = WU, + (W, W, — M) F,,
MRy =R Uy + WMR, Jy = R W + BERL e,

so erhilt man

Abb. 144.

= (SRa + %11) 112 + {%lz(ma + %11) " Emz}sg

oder

= W e (g — T N\«
=g € — (B — ) & (410)
Die Zusammenschaltung verhilt sich also so, als ob sie eine Leerlaufspannung
"
m@ C=u (3 (4II)

und einen inneren Widerstand
W, = W, — u, M (412)
hitte. Wir nennen die GréBe u,, die aus der Stromiibersetzung durch Vertau-

schung von W} mit W und von R, mit R, hervorgeht, die ,,Ubersetzung der
elektromotorischen Kraft“. Sie ist bei Stromquellen geringen inneren Wider-
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stands (z. B. Akkumulatorenbatterien) nur wenig verschieden von der Leerlauf-
spannungsiibersetzung (U,/U,)! = 1/%; = M/BW; .

Die Zusammenschaltung einer Zweipolquelle mit einem Vierpol kann also
als eine einzige Zweipolquelle aufgefat werden, deren Leerlaufspannung gleich
der iibersetzten elektromotorischen Kraft und deren innerer Widerstand gleich
W, ist.

§ 150. Zusammenschaltung einer Zweipolquelle, eines Vierpols und eines
verbrauchenden Zweipols. Die im vorigen Paragraphen abgeleiteten Gleichungen
erlauben, die beiden Klemmenstréme eines Vierpols als Funktionen seiner Para-
meter und der Parameter der Stromquelle und des Verbrauchers unmittelbar
hinzuschreiben. Nach dem Helmholtzschen Satz (38) im § 17 ist

u, € u € 3u€ € wu,

N — J— — —

V2T, R W owm MR, M g Wr—m, (413)
— W
Uy

oder wenn man u;u, = 2 setzt:
_E& @ € 1

B=mroweo w1 (414)

Die in den Verbraucher flieBende Stromstirke §, hingt also nur von der
EMK der Quelle, von dem Kernwiderstand It des Vierpols und von der GréBe
® ab, die man die ,,komplexe Kopplung” des
Verbrauchers mit dem Generator nennen kann. Rq ‘ Re
Sowohl % wie ® sind ,,neutrale™ GréBen, d. h. @(::S 7 V-P 2 I
sie dndern ihren Wert nicht, wenn man den

Vierpol umdreht und die Widerstinde %, und R, Abb. 145.
miteinander vertauscht; der Strom &, ist also

ma, fRe

ebenso groB wie der Strom J;, der durch die =% ‘

Klemme 1 flieBt, wenn man die EMK in den Ver- 1 VP 2 a)g
braucher einschaltet (Abb. 145 und 146). Man

nennt dieses Ergebnis auch den ,,Umkehrungs- Abb. 146.

satz.

Beachtet man die Gleichungen (408) und (411), so findet man leicht fiir J,

die andere Form:
1, E I
B @irw, o (475)

Entsprechend ergibt sich fiir den priméiren Strom

3y€E 1 ¢ 1
U R s ey gy L (416)

Die Gleichungen (415) und (416) kénnen als Weiterfithrungen der Helmholtz-
schen Gleichung (38) aufgefaBt werden: Der primire Klemmenstrom 148t sich
berechnen, als ob der Vierpol ein Zweipol mit dem inneren Widerstand B! wire;
nur muB noch durch 1 — ®2 geteilt werden. Ebenso ergibt sich der sekunddre
Strom aus der ,,iibersetzten” EMK, dem scheinbaren inneren Widerstand pita
und dem Verbraucherwiderstand %t,, wenn man auch hier noch durch 1 — &2
teilt.

Wie man sieht, gilt fiir den primdren Strom kein Umkehrungssatz.

Da man

€
S

2 €
<I -+ I f@z) - R, + BL + ulf\c}‘z (417)
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schreiben kann, setzt sich der primire Strom aus dem Leerlaufstrom und dem
ibersetzten (und zwar mit u, ibersetzten) sekunddren Strom vektorisch zu-
sammen.

§ 151. Lose Kopplung. Wenn &2 neben I vernachlissigt werden kann, erhilt

man die Gleichungen
€ €
= W, L WL Fa ‘—“@’é_ll_% . (418)

Bei ,,Joser Kopplung* berechnet sich also &, so, als wire der Vierpol am sekun-
diren Ende offen; , wird zwar nicht gleich Null, darf aber ebenfalls mit Hilfe
des Wertes 8} an Stelle des Wertes %, berechnet werden. Die primire Seite
wirkt demnach bei loser Kopplung auf die sekundire; die Riickwirkung der
sekundéren auf die primire ist jedoch zu vernachlissigen.

Die langen Leitungen gehéren zu den lose koppelnden Vierpolen.

§ 152. Der Scheinwiderstand eines durch einen Verbraucher abgeschlossenen
Vierpols. Der Scheinwiderstand 8, eines Vierpols, gemessen an seinen pri-
méiren Klemmen, muB sich natiirlich aus dem Widerstand ®, des § 149,
Gleichung (412), durch Vertauschung der Indizes 1 und 2, @ und ¢ ergeben.
Auch unmittelbar findet man

— _11_1 — € — 2Ra'\c}l o ! — .
EIB1 - 3:1 81 - (ma + %1) (I u 1'12) 2Ra (419)

=%€—ulu2(ma+%ﬁ)=%i_u2§m'

Setzt man die Stromiibersetzung gleich Null, so erhilt man aus (419) wieder
den Leerlaufwiderstand 2; setzt man den AbschluBwiderstand %, gleich Null,

imag. so erhdlt man den XKurzschluBwider-
stand
9322
B =W, — ®L- (420)

In (419) kann man die Stromiiber-~
setzung einsetzen; dann erhilt man

g
B, =BW; TR, W (421)

ree// L.
Hiernach kann man den Scheinwider-
stand eines Vierpols leicht konstruieren.
Der Kernwiderstand it spielt dabei die
Rolle einer Inversionspotenz. Abb. 147
zeigt die Konstruktion fir den beson-
ders einfachen Fall eines symmetrischen
Vierpols. Sie diirfte nach den Erorte-

rungen im § 103 ohne weitere Erklirungen verstindlich sein?.

Abb. 147.

In dem hiufig vorkommenden Fall, daB die Phase ¢,, des Kernwiderstands gleich go?
ist, kann man den Scheinwiderstand %, leicht in seine rechtwinkligen Komponenten zer-
legen. Bezeichnet man namlich die Phase des Widerstands R, 4+ B’ voriibergehend mit ¢,
so ist allgemein

By =B — u, M =B — uf 