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Vorwort. 
In den Lehrbiichern der Differential- und Integralrechnung, 

die fiir die Zwecke der Ingenieure gedacht sind, finden auch die 
Differentialgleichungen Beriicksichtigung. Zumeist gehen jedoch 
diese Lehrbiicher iiber eine Anfangseinfiihrung in die Theorie 
der Differentialgleichungen nicht hinaus, so daB der Lernende 
nur einen fliichtigen Uberblick iiber das Gebiet erhalt. 

Ferner werden die numerischen, graphischen und mechani
schen Verfahren zur Losung von Differentialgleichungen in der 
vorhandenen Lehrbuchliteratur fast gar nicht beriicksichtigt. 

Hiervon ausgehend habe ich versucht, die Lehre von den 
Differentialgleichungen, soweit sie fiir den Ingenieur von Be
deutung ist, im Zusammenhang an wichtigen technischen und 
physikalischen Beispielen darzustellen. 

Urspriinglich hatte ich die Absicht, die Differential- und 
Integralrechnung iiberall in dem Werke als bekannt voraus
zusetzen. Bald zeigte es sich jedoch als zweckmiWig, eine kurze 
Darlegung zur Verstandigung vorauszuschicken, die als Ab
schnitt I erscheint. Hier habe ich den Versuch gemacht, 'zuerst 
den Integralbegriff zu erortern und dann erst zum Differential
quotient en iiberzugehen, da mich die Ankniipfung an den Flachen
inhalt und an den Summenbegriff anschaulicher diinkt als qie 
Ankniipfung an die Kurventangente, iiber deren inneren Zweck 
der Lernende zunachst im unklaren bleibt. 

Abgesehen von den so gewonnenen Grundtatsachen der 
Differential- und Integralrechnung werden im Verlaufe des 
Buches eine Reihe von Formeln benutzt, deren Ableitung mit 
Riicksicht auf den verfiigbaren Raum nicht gegeben werden 
konnte. Diese der Differential- und Integralrechnung entnommenen 
Ansatze habe ich als rechnerisches jedem zur Verfiigung stehendes 
Handwerkszeug betrachtet, zu welchem Standpunkt ich mich 
berechtigt glaube, da es sich fast ausschlieBlich urn Tatsachen 
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handelt, die im Tasehenbueh Hiitte naehgesehlagen werden 
konnen. In den Anmerkungen habe ieh die betreffenden Stellen 
der Hiitte zitiert. Ieh moehte hier nieht verfehlen, die mathe
matisehe Formelmmmlung der Hiitte als naeh meinen Erfahrungen 
reeht gesehiekt ausgewahlt zu bezeiehnen. Ansatze. die die 
Hiitte nieht gibt, sind ebenfalls in den Anmerkungen naeh 
ihren Quellen namhaft gemaeht. 

Bei der Behandlung des eigentliehen Themas des Buehes 
habe ieh mieh zunaehst der iibliehen Einteilung der Differential
gleiehungen in gewohnliehe und partielle angesehlossen. Inner
halb dieser Einteilung werden die exakten Transformations- und 
Substitutionsmethoden dargelegt und auf zahlreiehe Beispiele 
der Teehnik und Physik angewendet. 

Da ieh mogliehst aIle fUr Aufgaben des Ingenieurwesens 
wiehtigen Methoden bring en wollte, habe ieh mieh veranlaBt 
gesehen, die Reihenentwiekelungen naeh Frobenius nebst der 
damit in Zusammenhang stehenden Ermittlung der logarithmen
behafteten Integrale linearer Differentialgleiehungen zu be
handeln. Bekanntlich werden diese Verfahren in der Behalter
theorie gebraueht. Daneben werden einige Fragen, die mit der 
Teehnik nicht in unmittelbarem Zusammenhang stehen, wie 
z. B. die Integration der Differentialgleiehungen der Planet en
bewegung, ihres allgemeinen Interesses halber erortert. 

Einen ausgedehnten Raum nimmt die Bespreehung der 
Instrumente zur Ausfiihrung von Integrationen sowie die Er
orterung graphiseher und reehneriseher Annaherungsverfahren ein. 
Es ist wohl das erste Mal, daB diese Stoffe in einem Lehrbueh 
der Differentialgleiehungen umfangreiehere Behandlung finden. 

Im Interesse der Anwendungen sind aueh die Differenzen
gleiehungen wenigstens in einem kurzen AbriB aufgenommell 
worden. 

Die partiellen Differentialgleiehungen habe ieh von einem 
etwas anderen Gesiehtspunkt aus behandelt. Einerseits gibt es 
hier noeh verhaltllismaBig wenig Annaherungsverfahren, anderer
seits beriihrt die eigelltliehe Theorie der partiellen Differential
gleiehungen den Ingenieur fast gar nieht. Es handelt sieh stets 
um das Stoffgebiet der Differentialgleiehungen der mathematisehen 
Physik. Der zweite Teil des Buehes hat infolgedessen ein etwas 
mehr theoretisehes Geprage als der erste. Ieh hoffe aber, daB 
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eine Darstel1ung der mannigfachen Operationen, die man mit 
den partiellen Differentialgleichungen der Physik vornehmen 
kann, auch lngenieuren willkommen sein wird. Die Gleichungen 
del' Elastizitat, Hydrodynamik und Elektrodynamik sind ja 
neuerdings zur Bewaltigung verwickelter praktischer Aufgaben 
unentbehrlich geworden. lch erinnere nur an die Lorenzsche 
Turbinentheorie und an die Ausgleichsvorgange auf 
elektrischen Leitungen. 

Sach- und Namenregister, Anmerkungen und Angaben der 
benutzten und weiterer Literatur nebst Formelverzeichnis werden, 
wie ich glaube, den Gebrauch des Buches erleichtern. 

Beim AbschluB des Druckes ersehe ich aus Nr. 20 der Zeit
schrift des Vereines deutscher lngenieure, daB der deutsche 
AusschuB fur technisches Schulwesen in seinem fiinften Bericht 
den gleichen Anschauungen Ausdruck gibt, die mir den AnstoB 
zur Abfassung dieses Buches gegeben haben, weshalb ich zu hoffen 
wage, daB mein Werk als erster Versuch, die Lehre von den 
Differentialgleichungen in engeren Zusammenhang mit den An
wendungen zu bringen, wenigstens dem Grunde nach die Billigung 
der Fachgenossen findet. 

lch gestatte mir auch an dieser Stelle, Herrn Dr. Lichten
stein fur Beratung zu § 44 sowie Herrn Dr. K. W. Wagner 
fur Namhaftmachung von Literatur zu § 97 bestens zu danken. 

Mein Kollege, Herr Dipl.-lng. Feise, hat mich in dankens
werter vVeise bei der Revision unterstutzt. 

Die Bildst6cke fur die beschriebenen mathematischen In
strumente hat die Firma G. Coradi - Zurich zur Verfugung ge
stellt. 

Und schlieBlich gebuhrt dem Herrn Verleger fur die sorg
faltige Herstellung der Figuren und die Ausstattung des Buches 
besondere Anerkennung. 

Berlin-Siemensstadt, im September 1914. 

Dr. 'V. Hort. 
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Erster Teil. 

Gewohnliche Differentialgleichungen. 

I. Einleitung. 

§ 1. Allgemeine Festsetzungen iiber Koordinaten und Funktionen. 

Es gibt Lehrbucher der Differential- und Integralrechnung 
wie auch der Differentialgleichungen, in den en keine Figuren 
vorkommen. Dies ist mog. 
lich, weil geometrische Vor. 
stellungen fur den Aufbau 
der genannten Disziplinen 
nicht unbedingt erforder. 
lich sind. 

Zweifellos erleichtert 
jedoch der Gebrauch geo. 
metrischer Vorstellungen 
das Eindringen in unsere 
Aufgabe ungemein 1). 

Der Verstandigung 
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uber diese V orstellungen 
sollen die folgenden Vor
bemerkungen dienen. 

1. 1m rechtwink. 
Fig. 1. Die vier Quadranten des 

Koordinatensystems. 
ligen Koordinaten. 
system gibt es folgende Richtungen (Fig. 1): 

0+ X Richtung der positiven x-Achse. 

0- X " "negativen x-Achse. 
o + y " "positiven y-Achse. 
O-y -

" 
" negativen y-Achse. 

sowie die Quadranten I, II, III, IV. 
II 0 r t, Difierentialgleichungen. 

r 
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Die V 0 r z e i c hen der Koordinaten eines Punktes sind 1m 

1. Quadranten: + + 
II." + 

III. 
IV. 

" 
" +-

Der Pfeil 1-2 bezeichnet den p 0 sit i v e n U m 1 auf sin n 
oder die positive Drehrichtung in der xy-Ebene. 

II. Die Gleichung 
y = t(x) (1) 

wird gelesen: Die 0 r din ate y ist eine Fun k t ion der 
A b s z iss e x oder kiirzer: y = Funktion x. Die GraBen x 
und y heiBen die V a ria bel n . x ist die una b han gig e , 
y die a b han gig e Va ri abe 1 e. Die unabhangige Variabele 
nennt man auch das A r gum e n t der Funktion. 

ry Die Funktion y = 

t(x) wird in der xy
Ebene dargestellt durch 
die Kune CC (Fig. 2). 
Man sagt auch: Die 
Kurvey= t(x). Ande

--.J'-1f--"'Z. __ -'--L-j-I--l-+_-.._~~"':'.:r rerseits definiert jeder 

c 

Fig. 2. Graphische Darstellun~ einer 
Funktion und ihrer Nullpunkte .. 

graphisch gegebene 
Linienzug C C eine 
Funktion y von x, die 
man auch analytisch 
festlegen kann. 

Besondere Punkte 
der Kurve bzw. Werte 
der Funktion sind: 

t (0) ist derjenige 
Funktionswert, der sich ergibt, wenn in der Funktion t(x) das 
Argument x = 0 gesetzt wird. Graphisch ergibt sich der Schnitt
punkt der Kurve mit der y-Achse. Ergibt ferner die Auflasung 
der Gleichung 

t(x) = 0 (2) 

nach x einen oder mehrere Werte x = Xl' x 2 •••••• , so sind 
diese die Null pun k t e oder Null stell e n der Funktion. Gra-
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phisch erhalt man die Schnittpunkte der Kurve mit der x-Achse. 
Diejenigen Werte x, fUr die der Funktionswert y unendlich wird, 
heiBen die Pole der Funktion (Fig. 3). Die entsprechende Kurve 
hat in den Polen As y m p tot en, die der y-Achse parallel sind. 

Die Punkte M lund M 2' in 
denen die Kurve horizontale 
Tangenten hat, nennt man 
Extremalpunkte. Die zu-
gehorigen Funktionswerte heiBen 
Ext rem e der Funktion. 

~s gibt zwei verschiedene 
Arten der Extreme: M a xi m a 
(MI ) und Minima (M2), deren 
Kennzeichen spater besprochen 
werden. 

III. Die Funktionen f (x) Fig. 3. Pol einer Funktion. 
gliedert man in: 

a) algebraische, b) transzendente. 
a) Die ersteren sind solche Funktionen f(x), die aus x durch 

eine "begrenzte Anzahl von Anwendungen der 4 Spezies und von 
Wurzelziehungen" gewonnen werden. Sie zerfallen in mehrere 
Unterabteilungen: 

1. Rationale ganze Funktionen, z. B. 
ao + al x + a2 X2 + a3 x 3 (3) 

2. Rationale gebrochene Funktionen, z. B. 

ao + al x + a2 x 2 + as x 3 

(4) 
bo + bi X + b2 x 2 + b3 x3 

3. Irrationale Funktionen, z. B. 

i ao + a] x + a2 x 2 (5) 
oder 

1 1 
- -- (6) ao + al xm + bi xm + 1 

oder 
1 

m 
fbo + bl x + b i x 2 

(7) 

b) Zu den transzendenten Funktionen gehoren als einfachste 
Reprasentanten der Logarithmus 19 x, die Exponential-

1* 



4 Einleitung. 

funktion e"', die Winkelfunktionen sin x, cos x, tg x, cot x, 
die Kreisfunktionen arcsin x, arccos x, arctg x, arccot x, die 
Hyperbelfunktionen sinh x, cosh x, tgh x, coth x, die auch 
mit ein x, (£of x, %g x, (£ot x bezeichnet werden. 

Diesen reiht sich noch eine unbegrenzt groBe Zahl weiterer 
Formen an. Das gemeinsame Kennzeichen der transzendenten 
Funktionen kann zunachst nur negativ gegeben werden: Alle 
Funktionen, die weder rational noch irrational sind, sind trans
zendent. 

IV. Besondere Arten der Darstellung von Funktionen I(x) sind 
nun die unendlichen Summen und Produkte. Erstere 
schreibt man in der Form 

(8) 

letztere 
y = II an In (x) • 

n 
(9) 

Sowohl fiir die "Koeffizienten" an wie fiir die In (x) miissen 
"Bildungsgesetze" vorgeschrieben sein. Beide Arten von Dar
stellungen, sowohl die Summen- wie die Produktdarstellung, 
sind wichtige Hilfsmittel zur numerischen Berechnung von Funk
tionen, besonders von transzendenten Funktionen. 

V. a) Eine GroBe y wird als Funktion von x auch definiert 
durch die Gleichung 

I (x, y) = 0 (10) 

auch wenn diese nicht nach y auflosbar ist. Dies ist die nicht 
explizite oder unentwickelte Art der Darstellung der 
Funktion y von x. 

b) Hierher gehort weiter die Par a met e r dar s tell un g 
einer funktionalen Abhangigkeit 

x = CP(t)} (11) 
y = 1jJ(t) 

In diesen beiden Gleichungen braucht t nicht eliminierbar 
zu sein. 

§ 2. Die graphische Summierung der Geraden y = a. 
In der Figur 4 sei eine Gerade A im Abstande + a von der 

Abszissenachse gezeichnet. Ihre Gleichung schreibt man 

y = a. (1 ) 
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Bei der Abszisse x ziehen wir eine Ordinate und berechnen 
den Inhalt des durch die Koordinatenachsen, die Gerade A und 
die Ordinate begrenzten Rechtecks: 

F = ax (2) 

Fig. 4. Graphische Summierung der Geraden y = a. 

Der Rechtecksinhalt verschwindet fur x = 0 und wachst mit 
x ins Unendliche. Fur jeden Wert von x gibt es einen Wert des 
Rechtecksinhaltes. Der Rechtecksinhalt ist eine Funktion von x. 

Diese Funktion soIl durch eine Kurve y = ax dargestellt 
werden in der Weise, daB die Zahlenwerte der Kurvenordinaten 
gleich den durch sie abgeschnittenen Rechtecksinhalten sind. 

Wir bestimmen diese Kurve punktweise. Es werden fur 
die Abszissen: 

1 
x = 0, 2' 1, 2, 3 .... 

die zugehOrigen Rechtecksinhalte und damit die Ordinaten der 
gesuchten Kurve: 

a 
y = 0, 2' a, 2a, 3a .... 
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Durch Auftragung dieser Werte ergibt sich die Gerade OB, 
die man sich auch entstanden denken kann durch fortgesetzte 
Addition der Ordinatenwerte cler Geraden A 

y = a 
auf den Ordinaten durch die x-Achsenpunkte 

x = 1, 2, 3, 4 ..... . 

Die Gerade OB ist also das Ergebnis einer graphischen 
Summation. Wir nennen OB die Inhaltskurve. 

Mit Hilfe der Geraden 0 B ergibt sich auch sofort der Inhalt 
des Rechtecks, welcher von zwei verschiedenen Ordinaten x, 
z. B. x und Xv begrenzt wird: 

F x- x, = Fx - F x, = ax- aXI = a (X-Xl) (3) 

Als Regel gilt: Man findet den Inhalt des Rechtecks, indem 
man von dem oberen Ordinatenwert der Inhaltskurve den untern 
subtrahiert. 

y 

Fig. 5. Positiver und negativer Umlaufssinn. 

Das bisher Entwickelte gilt auch bei Fortsetzu.ng der Geraden 
A und OB in das Gebiet der Negativen x. Es handelt sich darum, 
den Inhalt des iiber der Abszisse OX2 = - X 2 stehenden Recht
ecks graphisch aufzutragen. Dieses Rechteck unterscheidet sich, 
wie wir festsetzen, von dem inhaltlich gleic.h groBen Rechteck 
iiber + X 2 durch das Vorzeichen. 

Dies ergibt sich daraus, daB man verschiedene Umlaufs
richtungen erhalt, wenn man die Umfange durchlauft, von 0 
beginnend und zuerst das Abszissenachsenstiick des Umfanges 
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zurlicklegend. Der Umfang des Rechtecks liber + Xl wirddenmach 
entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne durchlaufen, der Umfang 
des Rechtecks liber + X 2 im Sinne des Uhrzeigers. Wir setzen fest, 
daB Rechtecke der ersten Art positiv, der zweiten Art negativ ge
rechnet werden sollen (Fig. 5). 

Hiermit ergibt sich, daB die Addition der links von der 
Ordinatenachse liegenden Ordinaten im Sinne der negativen 
y-Achse zu erfolgen hat. Die obigen Formeln lassen sich dann direkt 
libertragen. Es wird der Inhalt des Rechtecks zwischen den Ordi
naten Xl und X 2 : 

Es ergibt sich also 
eine positive GroBe, was 
mit dem obigen nicht in 
Widerspruchsteht. Denn 
mit der 0 ben ange
schriebenen Formel (4) 
haben wir den Inhalt 
des Rechtecks, von dem 
Abszissenpunkt X = -

X2 beginnend und nach 
Richtung der positiven 
x fortschreitend, be-
stimmt. Die oben fest-
gesetzte Regel der Be
stimmung des Vor
zeichens mittels des 

+ 

Fig. 6. Vorzeichenfestlegung des 
Flacheninhaltes. 

Umlaufsinnes ergibt das positive Vorzeichen (Fig. 6). 

(4) 

Als oberer Wert gilt stets derjenige, dessen Ordinate das 
Rechteck nach der Richtung der positiven X hin begrenzt. 

Oben wurde die graphische Addition im Anfangspunkte der 
Koordinaten begonnen. Man kann sie jedoch ebenso gut im Punkte 

y = b (5) 

beginnen lassen. Die Rechteckinhalte werden hierbei 
Fx = b + ax, 

d. h. sie werden von der Ordinate durch 
b 

Xo =--;;, 

(6) 

(7) 
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an gezahlt. Der oben ausgesprochene Satz andert sich hierbei 
nicht. 
Denn es ist 

(8) 

A 

Fig. 7. Summierung mit verschiedenen Ausgangspunkten. 

§ 3. Graphische Summierung der Geraden y = a + b x. 

Ais weitere Aufgabe soli der Inhalt der von der Geraden AA, 
der Abszissenachse und zwei Ordinaten Y und Yl begrenzten Tra
peze bestimm~ werden. Man bestimmt (Fig. 8) auf der Abszissen
achse eine Anzahl von Punkten, die untereinander gleiche Ab
stande etwa = 1 haben. Dann tragt man die mittlere Hohe des 
Trapezes tiber 01 auf der Ordinate 1 ab; die Summe der mittleren 
Hohen der Trapeze tiber 01 und 12 auf der Ordinate 2 usw. 
Die Trapeze zwischen den Punkten 0 und O2 sind negativ zu 
rechnen, die Trapeze zwischen O2 und -00 wieder positiv, wiesich 
aus der oben geschaffenen Festsetzung des Umlaufsinnes ergibt. Die 
mittlere Hohe des Trapezes tiber 0 -1 istalsoaufder Ordinate -1 in 
Richtung der negativen y-Achse abzutragen; ebenso die Summe 
der mittleren Hohen des Trapezes tiber 0 -1 und des Dreiecks 
fiber -1 - 2 auf der Ordinate - 2. Der Inhalt des nun folgenden 
Dreiecks tiber - 2 - 3 ist positiv zu recImen und muE nach 
Richtung der positiven y-Achse aufgetragen werden. Auf diese 
Weise ergibt sich die Kurve 00, die Inhaltskurve der 
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Geraden AA. Auch hier gilt die Gleichung: 

J X - X1 = Fx-Fxl 
Auch hier ist es nicht erforderlich, den Anfangspunkt der 

Summation im Koordinaten-Nullpunkt zu wahlen, jeder andere 
Punkt der y-Achse, z. B. y = + b, ist ebenso geeignet und lie£ert 
eine andere Kurve, die CC kongruent und in Richtung der posi
tiven y-Achse um die Strecke + b verschoben ist. 

A 

Fig. 8. Summierung der Geraden y ~ a + b x. 

§ 4. Graphische Summierung einer beliebigen Kurve. 

In der geschilderten Weise kann man die Bestimmung der 
In h a Its k u r v e fUr jeden graphisch gegebenen Linienzug vor
nehmen. Den gegebene Linienzug nennen wir die Grundk urv e. 

Man teilt wieder (Fig. 9) die zwischen der Kurve AA und der 
x-Achse befindliche Flache durch Ordinaten gleichen Abstands in 
Trapeze bzw. Dreiecke. Zur Erreichung groBerer Genauigkeit ist 
hier der Ordinatenabstand eventuell kleiner zu wahlen als 1. 
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Natiirlich sind dann die auf den Ordinaten abzutragenden mittleren 
Trapezhohen auf die Basis 1 zu reduzieren. Man nennt dies 

!I 
Verfahren auch eine 
Quadratur. 

Es gibt unencUich 
viele Inhaltskurven, die 
unter sich kongruent 
sind und auseinander 
durch Verschiebung pa
rallel zur y-Achse ent-

a: stehen. 
--,r-t+,..,.:n~*+-rt~~~t:-i:'~--t+1r--+ Auch hier gilt: 

'A 

C. 
Fig. 9. Quadratur einer beliebigen graphisch 
gegebenen Km:ve. Maximum und Minimum. 

Jb- a = Fb - Fa (1) 
Besondere Betrach

tung verdienen die 
Punkte B1 und B 2, in 
denen die Kurve A A 
die x-Achse schneidet. 
Wie sich aus der Ent

stehung der Kurve 00 ohne weiteres ergibt, haben die zu
gehorigen Punkte 0 1 und O2 die Eigenschaft, daB hier die Kurve 

Fig. 10. Kennzeichen des 
Maximums. 

Fig. II. Kennzeichen 
des Minimums. 

C C umkehrt, daB sie hier eine horizontale Tangente hat. In den 
Punkten liegt insofern eine Verschiedenheit vor, als In 01 die 
Tangente unterhalb der Kurve, in 02 oberhalb liegt. 
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Man bezeichnet Punkte der ersten Art als Minima, der 
zweiten Art als Maxima. Ganz allgemein kennzeichnen sich 
Minima und Maxima dadurch, daB die Grundkurve hier die 
Abszissenachse schneidet und zwar in der Weise, daB sie beim 
Minimum (Fig. 11) von negativen Ordinatenwerten zu positiven 
ubergeht, wenn man in Richtung wachsender Abszissen fort
schreitet, und beim Maximum (Fig. 10) umgekehrt. 

§ 5. Der Begrifl' des Integrals. 

Wir haben oben in verschiedenen Fallen den Inhalt emes 
Fliichenstuckes berechnet, welches begrenzt war durch 

1. ein Stuck einer gegebenen Kurve 

y = f(x) (1) 

2. zwei Ordinaten a und b (b > a), 
3. die Abszissenachse. 

Fig. 12. Analytische Summation 
unendlich vieler Flachenelemente. 

Fig. 13. Der Summationsfehler. 

Wir berechneten dies Flachenstuck J b-a als Differenz zwischen 
den Ordinaten Fb und Fa der Kurve GG, die aus AA durch den 
"SummationsprozeB" gefunden war 

Jb- a = Fb - Fa' (2) 
Dieser ProzeB hestand in einer Zerlegung der FHichenstucke 

in trapezformige Streifen, deren mittlere Hohen graphisch addiert 
wurden. 

Urn nun den SummationsprozeB auch rechnerisch verfolgen 
zu konnen, wollen wir die Streifen nicht als Trapeze, sondern als 
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Rechtecke betrachten. Wir verfahren so etwas ungenauer, um
gehen aber die Berechnung der mittleren Trapezhohen. Der be
gangene Fehlel' besteht (s. Fig. 12) in der Vernachlassigung der 
schraffierten Dreiecke, wenn wir ansetzen: 

Fb = /(0)15 + t(r5) 15 + / (215)15 + ...... t(p-1 (5)15 
pr5 = b (3) 

Fa = /(0)15 + t(r5)r5 + ........ t(q -1 (5)15 
q(j = a 

Hier bedeutet 15 den gewahlten Ordinatenabstand; die ein
zelnen Glieder obiger Summen sind die Inhalte der kleinen Ele
mentarrechtecke. 

Wir wrden diesen Fehler in entgegengesetzter Richtung be
gehen, wenn wir ansetzen: 

Fb = t((j)(j + t(2(j)(j + ........ t(p(j)r5 
und (4) 

Fa = t((j) 15 + t(2 (j)r5 + .......... + t(q(j)(j 

womit ofl'enbar Fb und Fa urn die in Figur 13 schraffiertenDreiecke 
zu groB gefunden sind. 

Wir bleiben aber bei den Formeln (3), da wir finden werden, 
daB der begangene Fehler uberhaupt herausfallt. 

Es folgt 

J b- a = Fb -Fa = 
= [f(q(j) + f[(q + 1)15] + ... . f{[q + p-q-1H)]r5 

= [j (a) + f (a + (5) + .... f {a + (n -1) r5}]r5 (5) 
b-a 

p - q = n, /J = --
n 

oder 
p=n-l x=a+(n-l)tJ x=b 

Fb-Fa = ~(jf(a+er5) = ~/Jf(x) = L;(jf(x). (6) 
p=O x=a x=a 

Da (j hier die Differenz von zwei benachbarten Werten von x 
bedeutet, kann man auch schreiben: 

(j = ,dx 
und 

x=b 

Fb-Fa = L;f(x),dx. (7) 
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Diese Summationsformel geht tiber in die Integrationsformel 
b 

Fb-Fa = ff(x)dx, (8) 
a 

indem man den Ordinatenabstand b = L1 x sehr (unendIich) klein 
werden HiBt, also das Fliichensttick Jb _ a aus sehr (unendIich) vielen 
sehr (unendlich) schmalen Rechtecksstreifen zusammensetzt, d. h. 
n sehr groB werden liiBt und zur Kennzeichnung dieses Dber
ganges das D ifferen ze nze ichen L1 mit dem Differe n
tialzeichen d und das Summenzeichen 1: mit dem 
In t e g r a I z e i c hen J vertauscht. 

Man nennt den Ausdruck: 
b 

J f(x)dx 
a 

das bestimmte Integral der Funktion f(x) genommen zwischen 
den Grenzen a und b; oder iiber das Intervall von a 
bis b. Das Integral ist ein Symbol fiir den oben ausgefiihrten 
SummationsprozeB, dessen Ausfiihrung im speziellen Fall nicht 
notig ist, weil, wie im folgenden entwickelt wird, das Symbol sich 
bei speziellen Funktionen f (x) in eine Rechenvorschrift ver
wandelt. Setzt man die obere Grenze b = x, so erhalt man 

'" J",_a = F(x)-F(a) = Jf(x)dx (9) 
a 

F(x) - F(a) ist aber der Inhalt des Fliichenstiicks zwischen 
den Ordinaten a und x, d. h. bei festgewahltem a und veriinder
lichem x eine Funktion von x. Ersetzt man in dieser Gleichung-F( a) 
durch den Buchstaben C, der eine Konstante bedeuten solI, so 
liiBt man es dahingestellt, bei welcher Ordinate die Summation 
beginnen soIl und man nennt den entstandenen Ausdruck C + F(x) 
das unbestimmte Integral der Funktion f(x). Man ver
zichtet in diesem FaIle iiberhaupt auf die Angabe der Grenzen 
und schreibt 

J f(x)dx = C + F(x). 

Hiermit begriindet das Symbol J einen Zusammenhang 
zwischen den Funktionen f (x) und F (x), der im folgenden weiter 
erortert wird. 
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§ 6. Berechnung eines bestimmten und eines unbestimmten 
Integrals. 

Es solI im folgenden zunachst das bestimmte Integral der 
Funktion y = I(x) = 0,75x berechnet werden, und zwar zwischen 
den Grenzen a und b. 

Wir haben auf Grund der Gleichung 

F(b)-F(a) = {I(a) + I (a + 15) + ... I(a + n - H) }15 (I) 

im vorliegenden FaIle zu schreiben: 

F(b)-F(a) = {0,75a + 0,75(a + 15) + ... 0,75 (a + n -H)}15 

=n'0,75al5+0,75(I+2+3+ ... n-I)152 (2) 

0,75{ nal5 + (I + 2 + 3 + ....... n-I)15 2). 

Hier ist die Summe der arithmetischen Reihe 

l:n = I + 2 + 3 + ...... + n - 1 
zu berechnen. Man findet 

n (n - I) 2) 
Ln = ---'--

2 (3) 

und mithin wird 

F(b)-F(a)=0,75{nal5 + n(n;I) 152}. (4) 

Da aber 
b-a 

15=--
n 

ist, so entsteht nunmehr die Gleichung 

F(b)-F(a) = o,75{a(b-a)+! (b-a)2(1- !)}. (5) 

LaBt man in dieser Formel nach Vorschrift des vorigen Para

graphen n unendlich groB, d. h. ~ = Null werden, so geht sie 
n 

in die Formel des bestimmten Integrals fiber: 

F(b)-F(a) = 0,75{a(b-a) + ! (b-a)2} 

b2 - a2 b2 a2 
=0,75 2 =0,75'2- 0,75 2 . (6) 
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Ersetzt man hier die obere Grenze durch den Buchstaben x 

0,75a2 

und die Glieder F(a) - 2 durch die Constante C, so resul-

tiert die Formel des un bestimmten Integrals: 

J X2 
F (x) = 0,75 xdx = C + 0,75 2 , 

Him'mit haben wir fur die spezielle Funktion 0,75 x die Rechen
vorschrift gefunden, die der Gebrauch des Symbols J dx ein
schlieBt. Auf analoge Weise kann man fur jede Funktion die 
Rechenvorschrift ermitteln. Die angegebene Methode ist aber 
bei komplizierteren Funktionen viel zu umstandlich, weshalb 
zunachst ein scheinbarer Umweg eingeschlagen wird, der aber 
die Bedeutung des Integrals in viel hellerem Lichte zeigen wird. 

§ 7. Der Differenzen- und der Differentialquotient. 

Wir wollen jetzt die erste Formel des § 6 fur das Intervall von 

a=xbisb=x+<5 
anschreiben. Hierdurch erhalten wir folgende Formel 

F (x + b)-F (x) = f (x) • b. 

Hier vertauschen wir jetzt das 
Zeichen <5 mit dem Zeichen LI x 
und schreiben nach Division mit LI x 

F(x+LlLlx;-F(x) = t (x). 

Diese Formel ist der analytische 
Ausdruck der Umkehrung des oben 
auseinandergesetzten Summations
prozesses, durch den die Integral
kurve F (x) aus der gegebenen Kurve 
t(x) entwickelt wurde. Mit Hilfe 
dieser Formel kann man die Kurve 

, , dx 
Fig. 14. Differentiation 

einer Kurve, 

t(x) finden, wenn die Kurve F(x) gegeben ist (Fig, 14). 
Hat man es nun mit einer nicht graphisch oder tabellarisch, 

sondern in allgemeinen Zahlzeichen gegebenen Funktion F (x) 
zu tun, so steht zwar nichts im Wege, zunachst F (x) graphisch 
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oder tabellarisch auszuwerten und dann f(x) mit Hilfe der Formel 

f(x) =F(x+L1x)-F(x) 
L1x 

graphisch oder tabellarisch zu ermitteln 2a). Hierdurch wiirde 
es aber nicht moglich sein, f(x) in allgemeinen Zahlzeichen zu 
erhalten, was fur weitere Operationen mit dieser Funktion er
forderlich ist. Um nun die Ableitung der Funktion aus F (x) 
allgemein durchzufuhren, rechnet man den Ausdruck 

F (x + L1 x) - F (x) 
L1x 

tatsachlich aus. Dies ist fiir jede Funktion moglich. Z. B. 
wahlen wir 

F(x) = axm. 
Es wird 

F (x + L1 x) = a (x + L1 x)m = 

axm + (7)xm - 1 Ax + (;)xm - 2 AX 2 + .... ) 
F (x) = a xm 

F (x + A x) - F (x) = a ( m xm- 1 LI x + ( ; ) xm-2 LI X2 + .... ) 

F (x + LI x) -F (x) _ ( m-l + (m) m-2 A + ) Llx - a mx 2 x LJX •••• 

f(x) = a(mxm- 1 + (;) xm-2L1x + ... .). 

In dieser Gestalt erinnert die Formel immer noch an das graphische 
oder tabellarische Verfahren, welches, wie wir gesehen haben, 
nur eine Annaherung darstellt, die um so groBer wird, je kleiner 
L1 x (bzw. oben 6) gewahlt wurde. 

Bei der Rechnung mit allgemeinen Zahlzeichen kommt 
es nun auf genaue Rechnung an, d. h. man muB hier LI x so 
klein als moglich wahlen. Dieser Forderung werden wir sehr 
einfach gerecht, indem wir L1 x = 0 wahlen. Hiermit geht aber 
die Formel uber in 

f(x) = amxm-l. 

da alle mit L1 x behafteten Glieder Null werden (verschwinden). 
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Wir haben somit aus der Funktion F (x) = axm die Funktion 
f(x) = amxm- 1 abgeleitet. Man nennt f(x) geradezu die A b-
1 e i tun g yon F (x) und meint dabei stets die oben auseinander
gesetzte Methode der Ableitung, mit der es moglich ist, zu j e der 
Funktion F (x) die Ableitung f (x) zu finden. 

Um nun auch in der allgemeinen Formel 

t(x) =F(x+Llx)-F(x) 
Llx 

einen Ausdruck fur die Methode der Ableitung zu haben, die 
darin besteht, daB man die Differenz Ll x un end 1 i c h k lei n 
werden laBt, schreibt man wie folgt: 

f (x) = lim F (x + Ll x) - F (x) 
Ll:v=O Llx 

und liest: f(x) ist gleich dem Grenzwert (limes Grenze) des 
Quotienten 

F(x + Llx)-F(x) 
Llx 

den man fUr unendlich klein werdendes Ll x erhalt. Oben 
haben wir bereits Llx als Differenz bezeichnet; nunmehr 
bemerken wir, daB auch 

F(x + Llx) -F(x) 

eine Differenz ist, so daB wir schreiben konnen 

F(x + Llx)-F(x) = LlF(x). 

Hiermit erhalten wir aber 

t (x) = lim Ll F (x) 
Ll:v=o Llx 

und erkennen die Funktion f (x) als den Grenzwert des 
Differenzenq uotien ten 

LI F (x) 
~ 

fur unendlich abnehmendes Ll x. Zur Vereinfachung der Aus
drucksweise wird nun stets der besondere Hinweis darauf, daB 
ein Grenzubergang Yorliegt, fortgelassen und hierfUr statt des 

H 0 r t, Differentialgleichungen. 2 
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D i ff ere n z z e i c hen s .d das D i If ere n t i a.l z e i c hen d ein
gefuhrt. Man schreibt also kurz 

f(x) = dF(x) 
dx 

und liest: f (x) ist der Differen tialq uotien t von F (x). 

§ 8. Der Zusammenhang zwischen den Formeln des unbestimmten 
Integrals und des Difl'erentialquotienten. 

Das unbestimmte Integral der Funktion f(x) lautete (§ 5) 

Jf(x)dx = F(x) +0 (1) 

Hier war die unbestimmte Konstante 0 beliebig wahlbar; sie 
kann also auch = Null gesetzt werden. 

Dagegen lautete der Difierentialquotient der Funktion F (x) 

f (x) = dF (x) (2) 
dx 

Diese beiden Formeln stehen zueinander in der Beziehung der 
Umkehrung. Man erkennt dies, wenn man an der Formel (2) 
die durch Formel (1) angedeuteten Operationen vornimmt. 

Zunachst folgt noch Multiplikation mit dx 

dF (x) 
f(x)dx = ~.dx = dF(x) (3) 

Nunmehr ergibt die Integration 

J f (x) dx = J dF (x) = F (x) + 0 (4) 

nach Formel (1). Das Integralzeichen J und das Differential
zeichen d he ben also einander auf. 

Ebenso gilt der Satz: 1st f(x) der Differential
quotient einer Funktion F(x), so ist F(x) + 0 das 
un bestimm te In tegral der Funktion f(x). 

Auf Grund dieses Satzes kann man indirekt unbestimmte 
Integrale 

F(x) + 0 
ermitteln, indem man zuniichst die Difierentialquotienten ge
gebener Funktionen F (x) bestimmt. Der im § 7 an der Funktion 
axm geschilderte Grenzubergang zwecks Gewinnung des Difie
rentialquotienten ist namlich stets leichter auszufuhren als 
die Summation in § 6 zwecks Gewinnung des Integrals. 
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§ 9. Geometrische Betrachtungen tiber das We sen des Differential
quotienten und Anwendungen. 

1. Wir greifen zuruck auf die Definition des Differenzen-
quotienten 

Ll y F (x + Ll x) - F (x) 
Llx = Llx 

und betrachten neben-
stehende Figur 15, in 
welcher die Funktion F (x) 
als Kurve 

y = F(x) ~ 
aufgezeichnet ist. Der I 

_'K'=---Llx------J 
Punkt (x/y) ist mit 1 mar- !J4'(x) 
kiert, wahrend der Punkt --+-------,.<;P-+, -=-------'--__ x 

(x + Ll x/y + Ll y) mit der x-----i 

Z~er 2 bezeichnet is.t. Un- Fig. 15. Der Differenzenquotient ist gleieh 
mlttelbar aus der Flgur er- dem Richtungstangens der Sekante. 
gibt sich, daB der Diffe-

renzenquotient ~~ gleich ist dem Tangens desNeigungs

winkels der die Punkte 1 und 2 verbindenden Sekante 

gegen die x-Achse ~~ = tg a. Wir drucken uns kurzer 

aus, wenn wir sagen: Der Differenzenquotient ist gleich dem 
Richtungstangens der Sekante. 

Fuhren wir nun den Grenzubergang 

Ii /Jy 
m -,-

Ax=o /Jx 

aus, so heiBt dies am Bilde der Kurve verfolgt nichts anderes, 
als daB der Punkt 2 mit abnehmendem Ll x immer mehr zum 
Punkte 1 hinwandert. Die Sekante 1-2 fiihrt hierbei eine 
Drehung um den Punkt 1 aus, bis sie schlieBlich beim Zusammen
fallen der Punkte 1-2 zur Tangente wird (s. Fig. 16). In diesem 
Augenblick ist aber auch der Grenzubergang vollendet, der 
Differenzenquotient ist III den Differentialquotienten uber
gegangen und 

dy 
dx 

2* 
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geworden. Hieraus aber ergibt sich sofort, daB der Differential
quotient auch dem Tangens des Neigungswinkels der Tangente 
sein muB dy a;;; = tg 7: • 

Wir sagen: D e r D i £f ere n t i a I quo tie n tis t g lei c h de m 
Richtungstangens der Kurve. Hierbei liegt die Auf
fassung zugrunde, daB Kurve und Tangente im Beruhrungs

!I 

Fig. 16. Beim Ubergang des Differenzen
quotient en in den Differentialquotienten 

geht die Sekante in die Tangente 
tiber. 

punkte die gleiche Richtung 
haben. 

!I 

Fig. 17. Wenn der Differential
quotient mit wachsendem x von 
negativen Werten durch Null zu 
positiven Werten tibergeht, liegt 

ein Minimum vor. 

Wir benutzen die soeben festgestellte geometrische Deutung 
des Differentialquotienten zur erneuten Behandlung des schon 
fruher gewonnenen Satzes uber die Maxima und Minima. Die 
in der Figur 15 gezeichnete Kurve F (x) ist gleichbedeutend mit 
der Summationskurve CC Fig. 9, wahrend die dort gezeichnete 
Grundkurve AA nichts anderes ist als die graphische Auftragung 
des Differentialquotienten. Wir sehen, daB uberall, wo der 
Differentialquotient = Null wird, die Kurve y = F (x) eine ho
rizontale Tangente haben muB, da bei horizontalen Tangenten 
der Richtungstangens = Null wird. 

Ferner erkennen wir auch die Bedingung dafur, daB ein 
Minimum oder Maximum vorliegt. In der Fig. 17 gehen wir 
mit wachsender Abszisse x von dem Kurvenpunkte 1 zu 2 und 3. 
In 1 ist der Richtungstangens negativ, wei! 7: gr6Ber als n/2 ist; 
in 3 haben wir dagegen einen positiven Richtungstangens. 
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Liegt dagegen ein Maximum vor, dann geht der Richtungs
tangens der Kurve und damit der Differentialquotient von 
positiven Werten durch Null zu negativen Werten fiber (Fig. 18). 

y 

-L--¥--L----______________ ~L-_x 

Fig. 18. Wenn der Differentialquotient mit wachsendem x von positiven zu 
negativen Werten iibergeht, liegt ein Maximum vor. 

11 

Fig. 19. Zwischen zwei Nullpunkten der Funktion F(x) liegt mindestensein 
Nullpunkt des Differentialquotienten F'(x) (Satz v. Rolle). 

FaBt man die beiden letzten Figuren gemeinsam ins Auge, 
so ergibt sich: Mit wachsendem x nimmt F(x) zu (die 
Kurve steigt), solange der Differentialquotient 

dy 't" t dx POSI IV IS . 

Mit wachsendem x nimmt F(x) a b (dieKurve hIlt), 

sol a n g e de r D i ff ere n t i a 1 quo tie n t ~~ neg a t i vis t. 
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2. Wir betrachten jetzt eine Kurve y = F(x), die die Ab
szissenachse in den beiden Punkten A und B schneidet. Aus 
der Figur 19 ergibt sich ohne weiteres, daB zwischen diesen 
beiden Punkten die Kurve mindestens einmal horizontale Richtung 

haben muB. Da in diesen Punkten der Differentialquotient d~~x) 
verschwindet, so ergibt sich der Satz: Zwischen zwei Null
punkten einer Funktion F(x) liegt mindestens ein 

dF(x) 
Nullpunkt des Differentialquotienten ~. 

Dieser Satz dient bei der Auflosung von Gleichungen dazu, 
deren Wurzeln zu trennen. 

.J 

Fig. 20. Anwendung des 
Satzes von Rolle. 

zwei Werte 

und 

1st z. B. die Gleichung dritten 9-rades 

y = -x3 + 6,6 x 2-13,2 x + 7,6 = 0 
gegeben, so findet man nach Differen
tiation aus der Gleichung 

!JL = - 3 X2 + 13 2 x - 13 2 = 0 
dx " 

II 

~a-~--~k---+~ 
I. oX 
~I~ _______ '_b ______ ~ 

Fig. 21. Der Mittelwertsat7.. 

Xl = 1,53 
x2 = 2,87, 

welche ein Minimum und ein Maximum bestimmen. Die Null
punkte der Funktion y selbst sind 

x = 1,0; 2,3; 3,3; 

x2 liegt also zwischen den Werten 2,3 und 3,3 (Fig. 20). 
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3. Wir betrachten jetzt zwei Funktionswerte F(b) und F(a), 
die wir durch die entsprechenden Kurvenpunkte A, B reprasentiert 
denken (Fig. 21). Zieht man die Sekante AB, so gilt 

F (b) -F (a) 
tga = . 

b-a 
Nun ist aus der Figur offensichtlich, daB man an das Kurven
stiick A B mindestens eine zur Sekante parallele Tangente legen 
kann, und zwar im Punkte [xl/F (Xl)]. In diesem Punkte gilt: 

f (Xl) = F' (Xl) = F (b) -F (a) . 
b-a 

Setzt man hier b - a = h und Xl = a + ,&h, wo 0 < % < 1, so 
folgt: 

F(a + h)-F(a) = hF'(a + %h). 

Diese Formel hei13t der Mittelwertsatz, der fiir Inter- und 
Extrapolationen mit Vorteil benutzt wird. 

§ 10. Geometrische Betrachtungen fiber das Wesen 
der Integralkurve. 

Wir entschlieBen uns, die Kurve OOl020 der Figur 9 die 
In t e g r a I k u r ve zur Kurve der Funktion y = f (x) zu nennen. 
Abgesehen von der un-
bestimmten Integra
tionskonstanten ist dann 
die Gleichung der Inte
gralkurve 

y = F(x) = ff(x) dx. 

(Fig. 22). 
Ziehen wir an die 

Integralkurve 00 III 

einem Punkte A die 

c 

Tangente AT, so gilt fiir Fig.22. Geometrische Eigenschaft der 
den Richtungstangens: Integralkurve. 

dF(x) 
tg a = ~ = f (x) . 

Tragt man andererseits von dem zu A gehorigen Abszissen
achsenpunkte P die Langeneinheit = PTl> ab, so ist die Ver
bindungslinie TIAI parallel zu T A. 
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Aus diesen geometrischen Tatsachen ergibt sich ein einfaches 
Verfahren, aus der gegebenen Differentialkurve 

y = t (x) 
die Integralkurve 

y = F(x) 
angenahert herzustellen: 

!J 

?O 

Fig. 23. Konstruktion der Integralkurve . 

.¥ 

Fig. 24. Die Integralkurve als Seileck. 

Man teilt das Integrationsintervall AB (Fig. 23) in eine 
Anzahl am besten gleicher Teile (hier 9). Die durch die Teil
punkte 1 ..... 10, gezogenen Ordinaten bestimmen auf der Kurve 
y = t(x) die Punkte 1' ...... 10'. 



y 
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Von den Punkten 1-10 tragt man die Langenheit auf der 
x-Achse wie gezeichnet ab, wodurch die Punkte 1"-10" erhalten 
werden. 

Zieht man jetzt zu den Verbindungslinien 1" l' ...... 10" 10' 
Parallele 1'''-10''', so, daB die aufeinanderfolgenden Parallelen 
sich auf den Mittellinien der Trapeze 1 2 - 2 3 .......... 9 10 
schneiden, so ist der Linienzug 1"' ...... 10"" naherungsweise 
die Integralkurve y = F (x) 

zu y = f(x) 

Dieser Linienzug ist nichts anderes als ein mit dem Polabstand 
1 gezeichnetes Seileck, dessen Krafteplan erhalten wird, indem 
man die Differentiallinie auf die y-Achse projiziert. Vgl. Fig. 24. 

A 
11 

Fig. 25. Prinzip des Integraphen. Fig. 26. Die Rolle als wesentliohes Element 
des Integraphen. 

§ 11. Die mechanische Herstellung der Integralkurve mittels 
des Integraphen von Abdank-Abakanowicz. 

Den in § 10 behandelten Zusammenhang zwischen der Integral
kurve und der Differenzialkurve hat Abdank-Abakanowicz 
1882 zur Grundlage fiir die Konstruktion eines Instrumentes zum 
Aufzeichnen der Integralkurve gemacht. 

Es handelt sich darum, eine kinematische V orrichtung zu 
finden, vermoge deren ein Punkt A mit einem Punkte AI' der eine 
Kurve D durchlauft, derart verkniipft ist, daB er eine Kurve J 
so beschreibt, daB deren Tangente in A parallel zur Richtlinie 
A I TI ist (Fig. 25). 
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Das wichtigste Element dieser Vorrichtung ist die scharf
kantige Rolle (Fig. 26), deren auf der Zeichenebene senkrechte 

!I 

L 

Ebene stets parallel der 
Richtlinie T IAI gehalten 
wird. Sie beschreibt dann 
die Integralkurve. 

Nach vie len Zwischen
konstruktionennach diesem 
Prinzip, die durch die Firma 
Coradi in Zurich geschaffen 
worden sind, liegt heute der 
Integraph in der nach
stehend beschriebenenForm 
vor (Fig. 27) 3). 

Die Differentialkurve 
D wird von dem Fahrpunkt 
Al durchlaufen. Dieser 
ist angebracht an dem 
Wagen W, der auf einer 
Stange L des Instrument
rahmens in Richtung der 
Ordinatenachse verschieb
lich ist. Der Rahmen kann 
sich vermoge der Tragrollen 
RRin Richtung der x-Achse 
bewegen. Jeder Punkt des 
Wagens W durchlauft die 
Differentialkurve, wenn Al 
sie durchlauft. 

Fig. 27. Der Integraph von 
~Abakanowicz-Coradi. 

Urn eine, hier aber 
nicht notwendig durch Al 
gehende, zur Zeichenebene 

senkrechte Achse ist das Richtlineal M drehbar angeordnet. 
Dieses Lineal gleitet in einer Fuhrungshulse g, die sich 
urn eine ebenfalls zur Zeichenebene senkrechte Achse TI 
dreht. Der horizontal gemessene Abstand der Punkte T und Al ist 
gleich der Einheit des Zeichenma13stabes und kann an den aus
gefuhrten Instrumenten durch Einstellung verandert werden 
Dieser Abstand heiBt die Bas i s des Apparates. 
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Die Richtung des Richtlineals wird nun von der auf diesem 
verschiebbaren Hulse W2 

(in Wirklichkeit als Wagen 
ausgebildet, der auf dem 
Richtlineal roUt) mittels 
des ParaUelogramms p p 
der Integrierrolle A mitge
teilt, deren Ebene sich um 
eine von dem Integrier
wagen WI getragene senk
rechte Achse drehen kann. 

Der Beruhrungspunkt 
von A mit der Zeichenebene 
beschreibt die Integral-
kurve J. 

Bei den ausgefuhrten 
Instrumenten ist mit dem 
Wagen W ein Fahrstift 
AI' und mit dem Integrier
wagen eine Ziehfeder A' 
verbunden, deren Schreib
richtung der Rollenrich
tung stets parallel ge
halten wird. 

§ 12. Instrumente zur 
mechanischen Herstellung 
spezieller bestimmter Inte

grale: FHichen- und 
Momentenplanimeter 4). 

In der Technik sind 
besonders diesjenigen be
stimmten Integrale von 

Wichtigkeit, welche 
Flacheninhalte oder Mo
mente darsteUen. 

1. Der Flacheninhalt 
eines gegebenen Kurven-

d 
0 
~ 

..d 
~ 
~ ... 
~ 

-+" 
d ...... · · ... · <l) 

* 
A 

\ 00 
I C'l 
\ .~ \ ... 
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zuges Y = t(x) findet sich als bestimmtes In,tegral 

a 

F = jt(x) dx 
o 

If 

A" 
[:.:.':;. 
1·· .. :';1'1-----

I:::\/:'~~i?lil 

!;G:~~~--+-FL-----j 

wenn die Figur durch ein 
Kurvenstiick, die x-Achse 
und die Ordinaten durch A 
und C begrenzt ist (Fig. 29). 
Eine Be£ahrung der Kurve 
ABO mit dem Integraphen 
lie£ert die Integralkurve A' 
B' 0', deren Endordinate 
b = 0' Ot' gleioh dem Flachen
inhalt 

a 

F = jt(x) dx (1) 
o 

ist. 
1'\") 

I:':'::~: II. Die Elemente dYl von 
1:::>\. 0' 0 1' entsprechen den Ele-
I ./., menten Y dx von F. Duroh 
I:' >.A"1l -I----+---$4---.....l--li-=---_.x 
(::, :: C? Multiplikation der Elemente 
I:--'··T dYl mit a - x erhalt man die 
1/:" Elemente 
r" . 
I:' 

Fig. 29. Ermittlung von Flacheninhalten 
und statischen Momenten. 

(a - x) dYl = (a - x) Y dx 

der Flache F 1> die als Integral 
gefunden wird: 

b a 

F1 = j(a-x)dYl = j(a-x)ydx. (2) 
o 0 

Dies letztere ist aber nichts anderes als das statische Mo
ment der Flache Fin bezug auf die O-Achse. Lrberfahrt man die 
Kurve A' B' 0' mit dem Integraphen, so so wird A" B" 0" 
die zweite Integralkurve zu ABO und ihre Endordinate 
c = 0 1" 0" liefert das statische Moment von F in bezug auf die 
O-Achse. 
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In analoger Weise wird: 
b a 

F2 = JXdYl = Jx Y dx (3) 
o 0 

das statische Moment von F in bezug auf die AY-Achse. SoIl 
das statische Moment in bezug auf eine beliebige zwischen A Y 
und 0 1 0" gelegene Achse E E bestimmt werden, so hat man 
nur die Differenz der 
beiden schraffierten 
Flachen I und II zu 
bilden. 

III. FUr das Fol
gende ist zunachst eine 

Zwischenbetrachtung 
erforderlich. 

In der Figur 30 
sei Al BIOI die Integral
kurve zu ABO. Dann 
ist, wie wir wissen, die 
Endordinate 0 1 0 1' 

gleich dem Flachenin
halt von ABC D. 
Jeder Elementarstreifen 
Y dx von ABO D ent
spricht einem Strecken- A1 ~:::"'---A~4~~~~J 
element dYl von °1 0/, 
welches gefunden wird, 
indem man dx zunachst A ~'==:;;===:f,~-::-------7J'-----.x 
rechtwinklig auf die In
tegralkurve und von da 
auf die O-Achse proji
ziert. 

Fig. 30. Ermittlung der Tragheits
momente. 

Nun kann man aber die FHiche ABO D, statt aus verti
kalen Elementen Y dx, auch aus horizontalen Elementen (a - x) dy 
zusammengesetzt denken. Welches sind nun die Streckenelemente 
von 0 1 0 1', welche den Streifen (a-x) dy entsprechen1 

Wir werden beweisen, daB man die Streckenelemente dY2 
erhalt durch rechtwinklige Projektion von dy auf die Integral
kurve (siehe Figur) und Herstellung der beiden Tangenten in 
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den Endpunkten des so erhaltenen Integralkurvenelementes ds . 
Die Tangenten schneiden die O-Achse in Dl und E1 ; die Strecke 
Dl El ist das gesuchte Element dY2' 

Zum Beweise betrachten wir das Dreieck Bl Dl Ev in welchem 
wir zunachst die beiden Winkel dcr und v bestimmen. Aus der 
geometrischen Eigenschaft der Integralkurve (§ 10) ergibt sich: 

dcr = arccot y - arccot (y + dy) 
d arccot y d 1 

dy Y = 1 + y2 dy (4) 

und 
v = arccot y. (5) 

Ferner findet man die Seite Bl El des Dreiecks Bl Dl E 1 : 

BE = a-x 
1 1 sin arc cot y 

Fur das Dreieck gilt jetzt die Proportion: 

Bl El : dY2 = sin v : sin dcr 
oder ,nach dY2 aufgelost: 

d = a-x . __ l_d. 
Y2 sin2 arccot Y 1 + y2 y 

Nach einer bekannten Formel 5 ) ist aber 

. 1 
arc cot y = arcsm ,/ 

fl + y2 
Mithin 

. 1 
sm2 arccot y = ---2 

l+y 
und 

dY2 = (a-x) dy. 

(6) 

(7) 

(8) 

Hiermit ist bewiesen, daB das nach der obigen Vorschrift 
gefundene dY2 gleich dem horizontalen Flachenelement (a - x) dy 
ist. 

IV. Kehren wir jetzt zur Figur 29 zuruck, so finden wir, 
daB sich die Flache A" B" 0" 0 1" der zweiten Integralkurve 
aus dreieckigen Elementen zusammensetzt, ,deren einzelnes den 
Wert hat: 

1 1 1 '2 (a-x) dY2 = '2 (a - x)2dYl = '2 (a - X)2y dx. (9) 
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Die gesamte Flache wird demnach 
a 

~ J(a - X)2 ydx. 

o 
1 

Dies ist aber nichts anderes als das halbe Tragheitsmoment 2" J 

der Flache ABO 0 1 in bezug auf die O-Achse. 

~~~~~" ,IT._._A 
, I 

2r-l 
Fig. 31. Eigenschaft der gleitenden Rolle. 

Das Tragheitsmoment in bezug auf die Achse A Y ergibt sich 
analog als doppelter Inhalt der Flache A" 0" T, wo 0" T Tangente 
an die Kurve A" B" 0" in 0" ist. Fur eine beliebige Achse E E 
innerhalb a wird das Tragheitsmoment gleich dem doppelten 
Inhalt der horizontal schraffierten Flache; fUr Achsen auBerhalb a 
kommen die punktierten Stucke zu A" B" 0" 0 1 " bzw. zu 
A" B" 0" T hinzu. 

V. Neben dem Integraphen gibt es noch einfachere Instru
mente, welche gestatten, die Flache, das statische Moment und 
das Tragheitsmoment einer gegebenen Figur zu bestimmen: die 
Planimeter. 

Die Flachenplanimeter beruhen auf den Eigen
schaften der gleitenden Rolle. 

Wird eine Rolle R (Fig. 31) mit glattem Rand auf einer Kurve 0, 
langs des kleinen Elementes ds, die Unterlage in P beruhrend, 
so gefuhrt, daB ihre Achse A A mit 0 den Winkel a bildet, so 
kann man diese Bewegung offenbar auch dadurch hcrvorbringen, 
daB man zunachst die Rolle in Richtung ihrer Achse urn das 
Element dh und dann senkrecht zur Achse urn das Element dg 
bewegt. Offenbar hat nur die letztere Bewegung eine Drehung 
der Rolle zur Folge, und zwar dreht sich die Rolle urn den Winkel 
dX. Es ist (siehe Figur) 

r dX = d s sin a. (lO) 
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Ein Planimeter, welches-die gleitende Rolle benutzt, besteht 
aus einer Stange A B von de~ Lange 1, die in der Entfernung a auf 
der Verlangerung tiber B hinaus die Rolle R tragt (Fig. 32). 

Fig. 32. Planimeter mit 
gleitender Rolle. 

c 

Fig. 33. Ableitung der Plani· 
metergrundformel. 

Dieses Instrument wird so benutzt, daB man den als Fahr
stift ausgebildeten Punkt A die zu planimetrierende Kurve 0 
durchlaufen laBt, wahrend B gezwungen ist, auf einer gegebenen, 
zunachst beliebigen "Lei t "-Kurve 0' zu bleiben. Man sieht an 
der Figur, daB A Beine Flache beschreibt, die doppelt tiberdeckt 
ist, soweit nicht das von 0 umschlossene Areal in Frage kommt. 
Der doppelt iiberdeckte Teil ist aber gleich Null zu setzen, weil 
jedes Element desselben positiv und negativ beschrieben wird. 
Die von A B beschriebene Flache ist also nichts anderes als der 
Inhalt der Kurve O. 

Wir betrachten nun eine Elementarverschiebung von A B R 
nach A' B' R' und berechnen das hierbei von A B beschriebene 
Flachenelement A A' B' B = dF. Es ist (Fig. 33) 

l2 
dF = ldssina + Tdcp (11) 
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d. h. gleich dem Parallelogramm A Al B' B + Dreieck Al A' B'. 
Inzwischen hat die Rolle R das Wegelement d(J beschrieben, 
welches mit ds durch die Beziehung zusammenhangt: 

ds sin a = dcr sin a' + a d({J. (12) 
Dies fiihrt man in die Gleichung fUr dF ein und erhalt: 

dF = ldasina' + (al + ~) d({J. (13) 

Hier ist aber dcr sin a' nichts 
anderes als die zugehorige Be
wegung eines Rand punktes der 
Rolle = r dX, so daB sich ergibt 

dF = lrdx + (al + ~) d({J. (14) 

Beginnt man nun die Um
fahrung mit den Anfangswerten 
Xo und ({Jo, so wird man im allge
meinen nach Beendigung der U m
fahrung der Figur an der Rolle den 
Winkel Xl ablesen, wahrend die 
Anfangslage ({Jo der Stange A B 
Flacheninhalt ist dann 

c 

Fig. 34. Ganz umschlossene 
Leitkurve. 

wieder dieselbe ist. Der 

(15) 

UmschlieBt jedoch die umfahrene Kurve C die Leitkurve C' 
ganz (Fig. 34), so wird ({JI = ({Jo + 2 n und 

F = l r (Xl - Xo) + (a l + l~ ) 2 n (16) 

welche GroBe gleich dem zwischen C und C' enthaltenen Areal 
ist. SolI der Inhalt F 0 von C selbst gefunden werden, so ist noch 
Fe I hinzuzuzahlen: 

Fo=lr(XI-xo)+(al+ ~)2n+Fc'. (17) 

Die am meisten verwendete ausgefUhrte Planimeterform ist das 
Polarplanimeter (Fig. 35), bei welchem die Leit-Kurve 0' ein Kreis 
ist. Der Kreis wird hergestellt, indem man B durch den Polararm 
P B an den auf der Zeichenebene festliegenden Pol P heftet. 

H 0 r t, Differentiaigieichungen. 3 
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Die Figur 36 gibt das Kompensationsplanimeter der Firma 
Coradi-Ziirich wieder. 

VI. Planimeter, die als Leitkurve die gerade Linie benutzen, 
hei13en Line ar pI a nimet er. 

Fig. 35. Polarplanimetor. 

Fig. 36. Komp nsations
pJanim tor v n Coradi. 

Die geradlinige Bewegung von B wird hergestellt, indem B 
auf dem Gestell eines Wagens angebracht wird, der mit breiten 
geriffelten Radern L L parallel mit sich selbst und geradlinig 
auf der Zeichenebene rollt (Fig. 37). 

Vielfach verzichtet man darauf, die Rolle R die Zeichenebene 
beruhren zu lassen. In dies em FaIle ordnet man besondere FHichen 
an, in Beriihrung mit denen die Zahlrolle ihre Bewegung ausfiihrt. 
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Typisch fUr diese Art von Instrumenten ist das Kugelroll
planimeter von Coradi (Fig. 38). 

Fig. 37. Linearplanimeter. 

C' 

Fig. 38. Kugelrollplanimcter von Coradi. 

Die Grundform Fig. 37 ist beibehalten. Das WagengesteU 
B B roUt vermittels der geriffelten Rader R' R' auf der Zeichen
ebene. Durchlauft der Fahrstift das Kurvenelement ds', so roUt 
der Wagen urn das MaE ds vorwarts. Dabei drehen sich die Rader 

3* 
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(die durch eine in Spitzen gelagerte Achse verbunden sind) um den 
ds 

Winkel d.& = R'. Auf der Achse sitzt ein gezahntes Rad R, 

welches seine Drehung d.& durch den Trieb P auf das Kugel
segment K vom Radius a iibertragt. Dieses durchlauft infolge-

R 
dessen den Winkel dy = - d.&. Mit K in Kontakt steht der Zy-

r 
linder c des MeBapparates, auf den sich die Drehung von K 
iibertragt nach MaBgabe des Winkels a, den der Fahrarm 
mit der Fahrtrichtung des Wagens bildet. Bezeichnet dX den 
Drehwinkel des Zylinders c, so hat man nach der Figur 38: 

d asina R 
X = ---d'& (18) e r 

ds 
und nach Einfiihrung von d.& = JF 

d . d R a 
x=sma s-R

'e r 

Aus dieser Gleichung leitet man ab 

R'e r 
sin ads = Ra d X, (19) 

welchen Ausdruck man in die allgemeine Planimeterformel (11) 
einfiihrt: a sin a 

(20) 

woraus sich nach Integration und bei Riickkehr zu der anfang
lichen Lage des Fahrarmes ergibt 

R'e d 
F=~(Xl-XO)· (21 ) 

R' erl 
Hier ist R a eine Instrument - Konstante und Xl - Xo 

die Ablesung des MeBradchens. Fig. 39 gibt eine Ansicht des 
ausgefiihrten Instrumentes. 

VII. Zur Ermittlung von statischen una Tragheitsmomenten 
geht man von folgender Betrachtung aus. 
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Es gilt (Fig. 40) fur das statische Moment in bezug auf die 
x-Achse: 

Fig. 39. Kugelrollplanimotcr 
von Coradi. 

!I 

Fig. 40. Grundlage der Integratoren. 

und fUr das Tragheitsmoment 6) 

(22) 

Jz = ~ f y3 dx = ~ ft3 sin3 a dx (23) 

Setzt man in (22) 

• 2 1 1. (:n ) sm a = 2-2 sm 2-2a (24) 

so wird M.,= ~f{dx-sin(~ -2a)dX}. (25) 
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Betrachtet man hier l als Fahrarm eines Planimeters mit 

gleitender Rolle, so wird f dx nach Umfahrung der Figur (Riick
kehr zur Anfangslage des Armes) = Null, wahrend in dem ubrig 
bleibenden Ausdruck 

l2 J (n ) Mx= -4 sin 2-2a dx (26) 

das Integral die Winkelbewegung einer Rolle darstellt, deren 
n 

Drehachse dauernd um das MaB 2 - 2 a zur x-Achse geneigt ist. 

!I 

Fig. 41. Momenten-Integrator. 

Bringt man mit dem Fahrarm B A = Z eine gleitende Rolle, 
r 

etwa durch ein Zahnraderpaar der Radien r und 2 nach der 

Figur 42 in Verbindung, so registriert die Rolle das Integral 

JSin( ~ -2a) dx = XI"- Xo", (27) 

WO Xl" - Xo" die MeBradchen-Ablesung ist, und liefert SOlnit 
nach Formel (26) abgesehen vom Vorzeichen das statische Moment. 

Das Tragheitsmoment 

J x = z; JSina a dx (28) 
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entwickeln wir in: 

13f(3. Sin3a) J = ~ ~sma-~~- dx 
x 3 4 4 

= :~ (3fsinadx-fSin3adx). 
Hier ist 

f · d ' , sma x = Xl -Xo 
die Ablesung einer MeBrolle, deren Drehachse mit dem Fahrarm 
parallel bleibt (Fig. 42) (daher dem Flacheninhalt proportional), 
wahrend 

fsin 3 a dx = Xl'" - Xo'" 

8 A 

Fig. 42. Flaohen- und Momenten
Integrator. 

Fig. 43. Kugelroll-Integrator. 

die Ablesung einer MeBrolle ist, deren Achse standig den Winkel 3 a 
mit dem Fahrarm einschlieBt. Einen derartigen Zusammenhang 
zwischen Fahrarm und MeBrollenbewegung kann man durch 

1 
ein Zahnrader-Paar Zl Za der Radien r und ar nach Fig. 42 

herstellen. Natiirlich muB ebenso wie bei Fig. 41 dafiir gesorgt 
werden, daB die Achsen der Zahnrader, die senkrecht zur Zeichen
ebene stehen, wahrend der Integration in einer zur x-Achse 
senkrechten Ebene verbleiben. 
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Statt nun die MeBrollen auf dem Papier gleiten zu lassen, 
hat Hele-Shaw sie auf einer Kugel K gleitend angeordnet 
(Fig. 43). 

Fig. 44. Integrator fur Flachen, statische und Tragheitsmomente 
nach Hele-Shaw. 

Die Fortschreitung dx des Fahrstiftes wird durch die Rolle R 
auf die Kugel K iibertragen und liefert eine Drehung dieser: 
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und damit eine MeBrollendrehung 

bzw. nach Integration: 

d dx R · 
X =]f lsma 

I 

= dx sin a 

Xl - Xo = J dx sin a 

Fur die Integrale 

JSin3adx und JSin (; -2a) dx 

laBt sich das Prinzip der Rollkugel in der gleichen Weise anwenden. 
Zur Gewinnung der Integrale 

Jsinadx 

JSin3 adx 

wurden also 3 Planimeter erforderlich sein, die man in einem ein 
zigen Instrument vereinigen kann. 

Ein solches Instrument, welches aus einer einzigen Um
fahrung den Flacheninhalt, das statische Moment und das Trag
heitsmoment liefert, kann sowohl mit Rollen, die auf der Zeichen· 
ebene direkt gleiten, wie auch nach dem Rollkugelprinzip ausge
fuhrt sein. 

Fig. 44 zeigt Grund und AufriB des Integrators nach H. S. 
Hele-Shaw. Das Instrullwnt wird nach Fig. 45 von Coradi, 
Zurich ausgefuhrt. 

§ 13. Allgemeine Regeln flir die Durchflihrung von Differentia
tionen. 

1. Wie gestaltet sich der Grenzubergang: 

!JL = dF (x) = lim F (x + .d x) - F (x) 
dx dx .1:1:=0 .dx ' 
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wenn F (x) einer K 0 n s tan ten 0 gleich ist 1 Wir erhalten: 

!!JL = ,10 = lim 0 -0 = limO 
dx L1x .1",=0 L1x .1",=0 

= o. 
Ergebnis: Der Differentialquotient elller Kon

stanten ist Null. 
2. F(x) sei eine Summe von zwei Funktionen: 

F(x) = cp(x) + 1p(x) 

Bildung des Di±Ierenzenquotienten: 

,1 y ,1 F (x) cp (x + ,1 x) + 1p (x + ,1 x) - cp (x) -1p (x) 
L1x ~ L1x 

cp~+L1~-cp~ 1p~+L1~-1p~ 
= L1x + L1x 

Dbergang zum Di±Ierentialquotienten: 

dy d[cp (x) + 1p (x)] 
dx dx 

= lim [cp (x + ,1 x) -cp (x) + 1p (x + ,1 x) -1p (X)] 
.1",=0 ,11 Lix 

= dcp (x) + d'!jJ (xl 
dx dx· 

Ergebnis: Der Differentialquotient einer Summe 
von Funktionen ist gleich der Summe der Differential
quotienten der einzelnen Funktionen. 

3. F(x) sei ein Produkt von zwei Funktionen: 

y = F(x) = cp(x) ·1p(x) 

Bildung des Di±Ierenzen -Quotienten: 

,1 y ,1 F (x) cp (x + ,1 x) .1p (x + ,1 x) - cp (x) .1p (x) 
Lix L1x ~x 

Wir subtrahieren und addieren im Zahler 

cp(x) 1p (x + Lix) 
und erhalten: 

,1 y = [cp (x + ,1 x) -cp (x)]1p (x + Li x) + 
Lix Lix 

cp (x) [1p (x + Li x) -1p (x)] 
Lix 
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Fuhren wir jetzt den Grenzubergang lim aus, so ergibt sich: 
4", = 0 

lim cp (x + Llx) - cp x = dcp (x) 
4",=0 Llx dx 

lim 1jJ (x + LI x) = 1jJ (x) 
4",=0 

1. 1jJ (x + LI x) -1jJ (x) 1m ~~--~~~~~ 
4",=0 Llx 

d1jJ (x) 
dx 

und als Gesamtresultat: 

dy = 1jJ (x) dcp (x) + cp (x) d1jJ (:1:) 
dx dx dx ' 

d. h. der Differentialquotient des Produktes zweier 
Funktionen wird erhalten, indem man jede Funktion 
mit dem Differentialquotienten der anderen multi
pliziert und die erhaltenen beiden Produkte addiert. 

4. F(x) sei der Quotient zweior Funktionon 

y = F (x) = cp (x) . 
1jJ (x) 

Nach Bildung des Differenzenquotienten: 

cp (x + LI x) cp (x) 
---

LI y LI F (x) 1jJ (x + LI x) 1jJ (x) 
LI x = ----:2fX = LI x 

und kreuzweiser Multiplikation findet sich: 

LlF (x) 
----:2fX 

cp (x + LI x) 1jJ (x + LI x) 
--'---'-Ll-;-x----'--·1jJ (x) - LI x . cp (x) 

1jJ (x + LI x)'1jJ (x + LI x) 

Nach Subtraktion und Addition von: 

cp (x) 1jJ (x) 
Llx 

1m Zahler kommt: 

LlF (x) 
----:2fX 

cp (x + LI x) - cp (x) 1jJ (x + LI x) -1jJ (x) 
LI x 1jJ (x) - LI x cp (x) 

1jJ (x + LI x) 1jJ (x) 
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Beim Grenziibergang erhiUt man dann: 

dy 
dx 

d (cp (X)) 
'lfJ (x) 
dx 

dcp (x) . 'lfJ (x) _ d'lfJ (x) cp (x) 
dx dx 

'lfJ2 (x) 

In Worten: Der Differentialquotient des Quotienten 
zweier Funktionen wird erhalten durch die Operation: 
Nenner mal Diff.-Qu. des Zahlers minus Zahler mal 
Diff.-Qu. des Nenners, das Ganze dividiert durch das 
Quadrat des Nenners. 

5. F(x) sei die Funktion einer Funktion cp(x) 

y = F[cp(x)]. 

Nach Bildung des Differenzenquotienten: 

LI y F[cp (x + Llx)) -F[cp (x)] 
Llx Llx 

Folgt Multiplikation mit: 

cp (x + LI x) - cp (x) 
cp (x + LI x) - cp (x) 

und ergibt: 

Lly _ F[<p(x + Llx)]-Frcp(x)) . tp(x+ Llx)-tp(x) 
LI x - cp (x + LI x) - cp (x) LI x 

Setzen wir jetzt im ersten Quotienten: 

tp(x) = z, 
so wird: 

und 

cp(x+ Llx) z+ LIz; tp(x+ Llx)-cp(x) = LIz 

F[cp(x + Llx)] = F[z + LIz]; F[tp(x)) = F[z] 

Lly 
Llx 

F[z + Llz]-F(z) 
Liz 

cp (x + LI x) - cp (x) 
Llx 

und nach Vornahme des Grenziiberganges ergibt sirh 

dy dF (z) dz 
d:i = ---a:;-' d:i' 

Auf eine Einkleidung der Regel in Worte verzichten wir, da 
die Ausdrucksweise zu umstandlich wiirde und geben lieber einige 
Beispiele. 
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a) y = F[cp(x)] = [a + bXm]3 

y = F(z) = Z3; Z = cp(x) = a + bxm 

dF (z) -- = 3 Z2 = 3 [a + b xm]2 
dz 

dz 
- = mbxm- 1 
dx 

dy dF (z) dz ax = dZ 'ax = 3mb[a +bxm]2,xm - 1 , 

b) y = F[cp(x)] = fa +fJx 
1 

y = F(z) = V;- = Z2; Z = cp(x) = a + fJx 

dF (z) = ~ z- ~ = 1 ~ = fJ 
dz 2 2 fa + fJ x dx 

dy dF (z) dz fJ 

ax = ------a;z'ax = 2fa + fJx' 

6. Differentiation der in versen Funktion, Aus y = F (x) 
folge durch Auflosung 

und 

x = l/J(y) 

Die Differenzenquotienten sind: 

L1 y L1 F (x) F (x + L1 x) - F (x) 
L1x L1x L1x 

L1 x L1 l/J (y) 

L1y L1y 

Durch Multiplikation der beiden Gleichungen folgt: 

L1 y , L1 x_I _ F (x + L1 x) - F (x) , l/J (y + L1 y) + l/J (y) 
L1x .1y - - L1x L1y 

und nach tJbergang zur Grenze 

1 = dF (x) , d l/J (y) 
dx dy' 

oder 
dF (x) 1 

dx = dl/J(y) , 

dy 
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In Worten: Das Produkt der Differenzialquotienten 
zweier zu einander inversen Funktionen ist = 1. 

§ 14. Bestimmung des Difl'erentialquotienten der einfachen 
Funktionen. 

1. Differentiation der Sin usfunktion y = sin x. 

!!JL = dsin x = lim sin (x + Ll x) - sin x 
dx dx .1"'=0 Llx 

lim 
.1"'=0 

sin x cos Ll x + cos x sin Ll x - sin x 
Llx 

(I) 

Hier wird mit abnehmendem Ll x lim cos Ll x = I, mithin 
ist lim (sin x cos Ll x - sin x) = O. Es bleibt ubrig: 

dy. sinLlx 
-d = hm cosx-A--· 

x .1"'=0 LJX 

Hier wird jedoch mit abnehmendem Ll x der Quotient 
sin Ll x 

Llx 
I, so daB sich das endgultige Resultat ergibt: 

dy dsinx 
dX = ~ = + cosx. 

2. In analoger Weise fuhrt man die Differentiation der 
Cosinusfunktion 

y = cos x 
durch. Es resultiert: 

dy dcosx . 
dX = ----;IX = -SlUX. 

3. Differentiation der T ange n sf u nk tion 

y = tg x. 
Wir erhalten: 

dy dtgx I 
dX = ~ = + cos2 X • 

4. Die Arc u s sin u s fun k t ion 
y = arc sin x. 

hat zum Differenzenquotienten 
Ll y arcsin (x + Ll x) - arcsin x 
Llx Llx 

(2) 

(3) 

(4) 
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Nun folgt aus (4): 
x = siny 

sin (y + LI y) = x + LI x 
Llx = sin(y+ Lly)-siny; 

also ist Lly Lly 

LI x = sin (y + LI y) - sin y 

1 
sin (y + LI y) - sin y . 

Lly 

Die Ausfuhrung des Grenzubergangs liefert 

dy 1 
dx cosy 

und wegen 

cosy = fl-sin2 y = fl- x 2 

wird 
dy 
dx 

darcsinx 
dx , 

+ 1 
fl-x2 

5. Die Arcuscosinusfunktion 

y = arccos x. 
Da :n; • 

arccos x = 2 - arCSIn x 

ist, haben wir 
dy d arcsin x 
ax = - dx 

6. Die Arcustangensfunktion 

y = arctg x. 
Wir bilden die inverse Funktion 

x = tgy 
und differenzieren: nach (3) 

dx 1 
dy cos2 y 

sin2 y 1 

1 

1 
cos2 y = -- = ---

tg2y 1 + tg2 Y 1 + X2 

dx - = 1 + x2 • dy , 

(5) 

(6) 
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also 
dy 
dx 

darctgx 
dx 

1 
1 + X2 • 

7. Die 10 gari thmische Funktion 

y = 19 x. 
Nach Bildung der Differenzen-Quotienten 

LI y 19 (x + LI x) -lg x 
Llx LI;l: 

und folgender Umformung 

."1: + LI x 
19---

x 
Llx 

Llx 

(7) 

kann man mit -- multiplizieren, wenn man zugleich den 
x 

Klammerausdruck (1 + LlxX) zur Llxx ten Potenz erhebt: 

x 

Lly 
Llx 

Llx 19( 1 + ~frx 
x Llx 

x 

1 ( LI x)LfX =X- lg 1 +x 
Beim Grenzubergang haben wir 

x 

~ = dlgx = lim ~ 19 (1 + LI x)LfX 
dx dx Llx=O x x 

Der Grenzwert 
x 

( LI x)LfX lim 1 +-
Llx=O X 

ist aber = e, der Basis der natfulichen Logarithmen 7), und wir 
erhalten: 

dlgx = ~lge. 
dx x 

H 0 r t, Dilierentialgleichungen. 4 
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Verstehen wir auch hier unter Ig x den natiirlichen Log
arithmus, so wird 19 e = 1 und 

dlgx 1 
~=x 

8. Die Exponen t ialfunktion 

y = eX 
lautet nach Inversion: 

Hieraus folgt: 

und 

dx 

dy 

x = 19y. 

1 
y 

1 

dy deX 
-= __ =ex , 
dx dx 

(8) 

d. h. die Differentiation der Exponentialfunktion 
liefert wie der die E xp onen tialfunkti on. 

§ 15. Zusammenstellung der Grundformeln der Differential. 
rechnung. 

1. Differentiation der Konstanten: 

2. Dill. der Summe: 

dO 
(lX=0. 

d[1P (x) + 'IjJ (x)] = dIP (x) + d'IjJ (x) = IP' (x) + 'IjJ' (x). 
dx dx dx 

3. Diff. des Produkts: 

d [IP (Xl~ 'IjJ (x)] = IP (x) 'IjJ' (x) + IP' (x) 'IjJ (x). 

4. Diff. des Quotienten: 

d(~) 
'IjJ (x) 'IjJ (x) IP' (x) - 'IjJ' (x) IP (x) 

-dx 'ljJ2 (x) 
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5. Dill. der Funktion einer Funktion: 

dF (z) dF (z) dm (x) 
-- [z = rp (x)] = --. _'1'_ = F' (z). rp' (x) . 

dx dz dx 

6. Die Dillerentialquotienten zu einander inverser Funk
tionen rp (x) und f (x): liefern miteinander multipliziert 
die Einheit: 

rp'(x) • f'(x) = l. 

7. Dill. der Potenz: 
daxtH --=am",.m-l dx "'---. 

8. Dill. der Sinusfunktion: 

dsinx 
-a:x=cosx. 

9. Dill. der Cosinusfunktion: 

dcosx . 
-a:x=-smx. 

10. Dill. der Tangensfunktion: 
dtgx 1 

dx cos2 x . 

11. Diff. der Cotangensfunktion: 
dcotx 1 
-a:x=- sin2 x' 

12. Dill. der Arcussinusfunktion: 

d arcsin x 1 --,---- = + ---,---=--
dx -yl-x2 

13. Dill. der Arcuscosinusfunktion: 
darccosx 1 

dx = - -yl-x2 

14. Dill. der Arcustangensfunktion: 
darctg x 1 
-~=-=+---

dx 1 + X2 

15. Dill. der Arcuscotangensfunktion: 

darccot x 1 
-

dx 1 + X2 

4* 
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16. Diff. der Logarithmusfunktion: 

dlgx 1 
dx x 

17. Diff. der Exponentialfunktion: 

dex 
--=eX 
dx . 

II. DifferentiaIgleichungen erster Ordnung. 

§ 16. Difierentialquotient und Difierentialgleichung. 

Allgemein heiBt eine GIeichung zwischen Variabeln und ihren 
ers ten Differentialquotienten Differen tialgleich ung ers ter 

Ordn ung. Sind die Variabeln x, y, die Differentialquotienten :~, 
so lautet die Form der Differentialgleichung allgemein 

F(X, y, ;;) = O. (1) 

Sehr einfache Differentialgleichungen dieser Art haben wir 
bereits kennen gelernt. Jede unserer Differentiationsformeln in 
§ 15 ist eine Differentialgleichung. Man erkennt dies sofort, wenn 
man z. B. Formel (7) in § 15 folgendermaJ3en schreibt: 

:~ - am x"'-l = O. (2) 

Die "Losung" dieser Differentialgleichung verlangt diejenige 
Funktion y von x anzugeben, deren erster Differentialquotient 
= am xm-l ist. Wir wissen, wie wir zu verfahren haben. Wir 
schreiben 

und integrieren: 
dy = am xm- 1 dx 

y = 0 + Jam xm- 1 dx 

y = 0 + axm 
(3) 

Hier ist die Integrationskonstante C (die wir mit Riicksicht 
auf die Lehren vom unbestimmten Integral hinzugefUgt haben) 
bemerkenswert. Un be s timm te In tegrati onskonstan ten 
spielen bei der Losung von Differentialgleichungen eine wichtige 
Rolle, wie wir noch sehen werden. 
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Vorlaufig merken wir an, daB eine "Integralgleichung" 
y = a + axm, die eine Integrationskonstante a enthalt, das 
allgemeine Integral der Differentialgleichung heiBt. Jede 
spezielle Wertfestsetzung fur a liefert ein part i k u Hi res In t e g r a 1. 
Insbesondere ist also mit a = 0 y = axm ein partikulares Integral 
der Differentialgleichung (2). 

Die Lasung der angeschriebenen Differentialgleichung war 
sehr einfach, und zwar in erster Linie deshalb, weil abgesehen von 
der Variabeln x nur der erste Differentialquotient der unbekannten 
Funktion y vorkam, mit anderen Worten, weil die Differential
gleichung von der ersten Ordnung war. Wir stellen fest, 
daB bei Differentialgleichungen folgender Form 

dy 
a;x-t(X) = 0, (4) 

wo t (x) eine beliebige Funktion von x sei, sich ohne weiteres durch 
eine "Quadratur" das allgemeine Integral 

y = a + J t(x) dx 
finden laBt. 

Ebenso einfach ist die 
Lasung von Differential-
gleichungen der Form 

dy 
di - cP (y) = 0 . (6) 

C=o 
Wir schreiben 

~=dx 
cP (y) 

~----------~~--------~x 

(7) 

und finden das allgemeine 
Integral: 

Fig. 46. 

wo cP (y) in y e benfalls belie big sein kann. 
Dieses allgemeine Integral 

y = a+Jt(x)dx 
schreiben wir mit 

J t(x) dx = F(x) 
wie folgt: 

y = a + F(x). 

C=-1 
C:-2 

In tegralkurvenschar. 

(8) 

(10) 
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Deuten wir diese Gleiehung geometriseh in einem rechtwink
ligenKoordinatensystem, so erhalten wir eineMehrzahl von Kurven , 
und zwar fur jede spezieile Auswahl von 0 eine Kurve. 

Es entsteht so, wenn wir 0 aile Werte von - 00 bis + 00 

durchlaufen lassen, eine Mannigfaltigkeit von Kurven 
(Fig. 46), die einander kongruent und gegeneinander in Riehtung 
der y-Achse versehoben sind. Jedes Individuum der Mannig
faltigkeit oder Kurvensehar steilt ein partikulares 
Integral der gegebenen Differentialgleiehung dar. 

§ 17. Anwendungsbeispiel: Die S pie gel k u r v e eines flieBenden 
Gewassers. Angenaherte Integration einer Differential

gleichung. 

Ein teehnisehes Beispiel fUr Differentialgleiehungen der letzt
genannten Art bietet die Untersuehung der S tau k u r ve n, bei der 
eine Differentialgleiehung 

(1) 

fur die Gestalt des Spiegels eines stationar ungleiehformig 
flieBenden Gewassers resultiert. 

Zur Aufsteilung dieser Gleiehung geht man aus von der Be
wegung eines gleichformig flieBenden Gewassers 8). 

Bezeiehnet (Fig. 47) x den auf der Ge rinne aehse gemessenen 
Abstand eines Gerinnequersehnittes A B von einem Anfangsquer
sehnitte 0 Y, dann ist klar, daB bei der gleiehformigen Bewegung 
die Arbeit des failenden Wassers zur Dberwindung der Bewegungs
widerstande dient. Bezeiehnet F den Gerinnequersehnitt, U den 
Gerinneumfang, r den Profilradius, gegeben dureh 

F 
(2) 

V die mittlere Wassergesehwindigkeit, y das spezif. Gewicht, dann 
ist 

A = yr UV dz (3) 

die G e fa 11 arb e it bei Durchstromung des Absehnitts dx. Die 
Rei bun gsa r b e i t R ist empiriseh proportional dem benetzten 
Umfang U und dem Gesehwindigkeitsquadrat V2. Sie findet sich 
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mit der Proportionalitatskonstante ~ 
2g 

A 
R = - U V2. V dx . 

2g 
(4) 

Durch Gleichsetzung der beiden Arbeitsausdrucke (3) und 
(4) und Streichen der GroBe V U ergibt sich, wenn nach ge
eigneter Wahl des MaBsystems 'Y = 1 gesetzt wird, 

dz A 
r-=-V2. (5) 

dx 2g 

Fig. 47. Betrachtung einer gleichformigen Wasserbewegung. 

dz 
Bei gleichformiger Bewegung wird nun V, r und dx langs 

der Gerinneachse konstant, und man kann mit 

~=J 
dx (6) 

schreiben 
A rJ = _V2 

2g , (7) 

wo J das "Gefalle" des Gerinnes bedeutet. Hier wollen wir stets 
A 

fur 2g den Eytelwein'schen Wert 0,00037 benutzen, wobei wir 

bemerken, daB es noch andere kompliziertere empirische Ausdriicke 
A 

dafur gibt. Hierbei ist r in m, V in [msec-1] einzusetzen; 2g hat 

demnach die Dimension [m-1 • sec 2], also einer reziproken Be
schleunigung. 
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Die Formel (7) wird z. B. bei der Berechnung VOll Kanalen 
benutzt. Meistens ist die vom Kanal fortzufuhrende Wassermenge 
Q und das zur Verfugung stehende Gefalle J durch die Naturver
haltnisse gegeben, die Breite b des Kanals durch den Bodenpreis 
nach oben begrenzt. Aus diesen Daten kann man mit (7) den er
forderlichen Profil-Radius und damit die Gestalt des Gerinne-Quer
schnittes bestimmen. Hat man z. B. einen sehr breiten Kanal der 
Breite b, dann kann man den Profilradius gleich der Wassertiefe h 
und den Umfang statt der Breite setzen und es wird: 

und 

oder 

Q 
V=bh 

h3=~. 
2 gb2 J' 

h ist also in diesem FaIle die Wassertiefe. 

(8) 

Bei der gleichformigen Bewegung ist J ein MaB sowohl des 
Spiegelgefalles wie des Sohlengefalles, da beide einander 
gleich sind. Wird nun eine gleichformige Wasserbewegung dadurch 
gestort, daB man in das Gerinne einHindernis, etwa. ein Wehr, ein
baut, dann weichen Spiegelgefalle und Sohlengefalle der abge
anderten Wasserbewegung voneinander abo Betrachten wit' 
wieder zwei Gerinnequerschnitte A B und A' B' im Abstande dx, 
dann haben wir die Spiegelkurve 

z = f(x) 
von der Sohlenkurve 

8 = g;(x) 

zu unterscheiden (Fig.48). 8 = rp(x)isteineimallgemeinengegebene 
Funktion. Gesucht wird die Gleichung des Spiegels, und zwar be
zogen auf die Sohle, d. h. 

Y = z - 8 = f (x) - rp (x), 

also die Wassertiefe in Abhangigkeit von der Gerinnelange X. 

Hierbei muB der Anfangspunkt fur die Zahlung der Lange x aus 
den besonderen Bedingungen der Aufgabe noch bestimmt werden. 
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Das naehfolgende Verfahren wird y direkt !iefern, ohne vor
herige Aufsuehung von f(x}. 

Zur Gewinnung einer Gleiehung fur y gehen wir wieder von 
dem Satz ans, daB innerhalb des Intervalles dx die zur Verfugung 
stehende Gefallearbeit die Widerstandsverluste dee ken mE. 

A' 

Fig. 48. Betrachtung einer ungleichformigen Wasserbewegung. 

Zur Verfugung steht die Arbeit Qdz, wo Q die sekundliehe 
Wassermenge bedeutet. Diese Arbeit wird aber nieht ganz auf 
die Deekung des Widerstandsverlustes verwendet, da ein Teil 
dieser zwischen AB und A' B' zur Veranderung der kinetischen 
Energie des stromenden Wasserquantums verbraucht wird. Das 
stromende Wasserquantum Q hat im Querschnitte AB die 
kinetische Energie 

_1_ Q. V2. 
2g , 

im Querschnitte A' B' dagegen 

21 g Q (V + d V)2 . 

Die Anderung betragt demnach 

1 dV 
+-QV·_·dx. 

g dx 

Setzen wir nun einen breiten Kanal rechteekigen Quersehnittes 
voraus, dann gilt die Beziehung 

Q = V' b· y, 
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d. h. die sekundliche Wassermenge ist gleich: Geschwindigkeit V 
mal Breite b mal Tide y und hieraus folgend: 

Es wird also: 

Q 
V=b!i' 

dV Q dy 
-=---.--
dx b y2 dx 

und die Anderung der kinetischen Energie 

- ~. Q . ~.!!JL. dx 
g b2 y3 dx . 

Zur Deckung des Reibungsverlustes 

_A_ U V3 dx 
2g 

oder, da bei breiten Kanalen der Umfang U annahernd gleich 
der Breite b gesetzt werden kann, 

A Q3 
--·--dx· 
2 g b2 y3 ' 

bleibt also von der Gefallearbeit Qdz nur iibrig: 

Qdz-~Q V dV = Qdz + ~~!!JLdx. (9) 
g g b2 y3 dx 

Es entsteht also mit 
dz 
dx 

die Differentialgleichung: 

ds dy 
dx dx 

Q (~_!!JL) + ~ ~!!JL _ _ A_ ~ 
dx dx g b2 y3 dx - 2 g b2 y3 (lO) 

oder nach beiderseitiger Hebung von Q und mit dem constanten 
Sohlengefii.lle 

~=J 
dx 

J dy A Q2 _ 1 Q2 dy 
- dx - 2g b2 y 3 - --g b2 y3 dX 

Setzt man hier zur Abkiirzung die Konstantcn 
A Q2 
---- = h3 
2(1 b2 J 

(11) 
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und 

ein, so entsteht einfacher 

oder, 

!JL (y3 _ k3) = J (y3 _ h3) 
dx 

!JL y3_k3 = +J 
dx y3_h3 ' 

(12) 

(13) 

d. h. die im Anfang des Paragraphen angeschriebene Gleichung. 
Rier ist zunachst h mit der bereits oben festgestellten Wasser

tiefe bei gleichformiger Stromung der Wassermenge Q auf dem 
Gefalle J identisch. k dagegen ist identisch mit der Wassertiefe 
der gleichformigen Stromung in einem Kanal, fur welchen 

A 
2J = 1 

gilt, d. h. fur welchen das Gefalle J den Wert hat: 

A 
J = 2 = 0,0036 = r-v 1: 280. 

Zwisohen h und k besteht die Beziehung: 

k = hy2/ 
Wir gehen nun uber zur Integration der gefundenen Dille

rentialgleichung. Es ergibt sich 

j. y3_k3 
Jx = G + h dy. y3_ 3 (14) 

Dies ist die endliche Gleichung der Spiegelkurve. Um die 
unbestimmte Konstante G fortzuschaffen, muE man die Wasser
tiefe an irgendeiner Stelle kennen, z. B. H dicht an dem Einbau. 
1st an dieser ~telle x = A, dann ergibt sich fur G 

J . A - [f y3 - k3 dY] = G 
y3 _h3 y=H 

und als Spiegelgleichung: 

J(X-A)=-rf~:=~: dyl=: J~:=~: dy. (15) 
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Ehe wir an die genaue Auswertung und Untersuchung dieses 
Integrals herangehen, wollen wir die gefundene Differentialgleichung 

dy =J y3_h3 
dx y3_h3 

zur angenaherten Bestimmung der Spiegelkurve benutzen. 
Dies geschieht in der Weise, indem wir einen Punkt der 

Spiegelkurve z. B. dicht am Wehr £estlegen durch Auswahl 

y = H. 
Hiermit ist bei y = H der Differentialquotient 

( d Y ) _ J --=H=-3 ------,hc-3 
dx y=H - H3_k3 (16) 

festgelegt, und da die Spiegelkurve nur schwach gekrummt ist, 
konnen wir annehmen, daB derselbe Wert des Differentialquotienten 
noch ein endliches Stuck Ll x stromauf gilt. Am Endpunkte dieses 
Stiickes wird dann 

(17) 

d. h. Ll y ist die Anderung der Wassertiefe an dieser Stelle. 
Ein Beispiel wird das Verfahren verdeutlichen. Es liege ein 

Kanal des Gefalles J = 0,00037 vor mit einer Wassergeschwindig
keit V = 1,2 m. Dann betragt die Wassertiefe der gleichfOrmigen 
Stromung 

h _ _ ,1._ V2 _ 1,44 
- 2g J - 0,00037 0,00037 = rv 1,44m 

wahrend man 

~l2.J ~/l k = h r-A- = 1,44 r lO,O3 = 0,670 

findet. 
Stauen wir jetzt die gleichformig dahinflieBende Stromung 

an irgend einer Stelle auf H = 1,8 m auf, so ergibt sich folgende 
Gleichung fUr die Abnahme Ll y der Wassertiefe in der Entfernung 
Ll x yom Stau: 

Ll = + Ll x· 0 00037 5,832 - 2,986 = + Ll x. 0 00037. 2,846 
Y , 5,832 - 0,301 ' 5,531 

= + Ll x· 0,00019 
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d. h. in der Entfernung LI X = - 500 m oberhalb hat sieh die Stau
tiefe um LI y = - 0,095 m = - 9,5 em geandert, d. h. sie ist kleiner 
geworden; sie betragt H = 1,705. Bereehnet man mit diesem H 
von neuem die obige Formel, so entsteht 

4913 - 2986 
LI y = + LI X· 0,00037' ' , = + LI X· 0,000155 

4,913 - 0,301 

womit man wieder mit LI x = - 500 m stromauf die Tiefenab
nae hm 

Lly = 0,077 m = 7,7 em 

findet. So reehnet man fort und gelangt zu immer geringeren 
Wassertiefen, ohne indessen die urspriingliehe Tiefe 1,44 m zu 
erreiehen: der Stauspiegel sehmiegt sieh asymptotiseh dem 
urspriingliehen Spiegel an. Vgl. Fig. 48. 

Einen allgemeinen Dberbliek iiber die dureh die Differential
gleiehung in definierten Staukurven liefert die Durehfiihrung der 
Integration und die genaue Diskussion der entstehenden Gleiehung. 

Es handelt sieh also urn die Auswertung des Integrals 

J(X-A)=-[S~:=~: dY]Y=H+ S~:=~: dy (18) 

Zunaehst ist identiseh 

y3_k3 h3-k3 
y3 _ h3 = 1 + y3 _ h3 

Maeht man jetzt die Substitution en 

H 
y = hn, dy = hdr;, T = nH, 

so folgt 

- h S dn - _h_3 h:;-2-k_3 5 
H H 

h 

und naeh Einfiihrung der Abkiirzung: 

!;=~ 
h 
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J(x-A)= 

~ (y -H) -h (1- "~I l-{ n,dn 1-(-[/n 1)\(20) 

Rier ist eine Vereinfachung zu erzielen, wenn man den Punkt 
x = A, y = H so wahlt, daB er in den Anfangspunkt des Koordi
natensystems faUt. Es resultiert dann als Gleichung: 

J x ~ y-h (1-1') I ~~ {/n I) _(,J/n I) \ (21) 

8 

6 (. 

t II 

t, Z 

0 

8 

~ 
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~v 
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1, 

0, 

qo 
4 
4 
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. -4 

I J \ 

) " / f' I"-
V 

-41' 4547 (7,8 0,.9 1,0 1;1 1,Z 1,3 1,1' 1,5 -t.5 1,7 1,81,,9 2,077 

Fig. 49. Verlauf der Bresseschen Funktion f (~). 

In dieser letzten Formel bleibt noch die Berechnung des 
Integrals 

-f r/'YJ 1 

ubrig, welches man mit Hilfe der Partialbruchzerlegung 9 ) 

findet 

d'YJ _ 1 ( 1 1) + 2 ) d 
- 'YJ3 -1 - -"3 1)-1 - 1)2 + 1) + 1 'YJ 

_ ~{l 'YJ2 + 1) + 1 
- 6 gn (1) -1)2 

2 f 3 arc cot . ,/- 2'YJ + I} 
-y3 (22) 
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Diese Funktion, die kurz mit l(rJ) bezeichnet werde, hat 
Bresse10) tabellarisch berechnet. 

Den ungefahren Verlauf der Funktion gibt von 

rJ = 0,5 bis rJ = 2,0 
Fig. 49 wieder. 

Die Funktion I (y) hat folgende ausgezeichnete Werte 

1(0) = - 0,605, 1(1) = 00, 1(00) = O. 

Es ist also 

J dr; 
- rJ3-1 =-0,605 

7)=0 

wonach die Formel (21) ubergeht in: 

J x = y - h (1 - ~3) [f (rJ) + 0,605J 1 =~. (23) 
h 

Diese Gleichung wird durch x = 0, y = 0, rJ = 0 befriedigt, 
also geht die durch sie dargestellte Kurve durch den Anfangspunkt 
des Koordinatensystems, wie soeben festgesetzt. 

Ferner wird fur y = h die Gerinnelange x = 00, da l(rJ) 
fur rJ = 1 00 wird, d. h. die Kurve beruhrt asymptotisch die 
zur Kanalsohle im Abstande y = h Parallele, d. h. den Spiegel 
der ungestorten Stromung. 

Weiterhin folgt nach Differentiation der Gleichung 11) (13): 

dx y3 - k3 h3 - k3 
J- = = 1 + (13) dy y3 _ ha y3 _ h3 

d2 x h3 ~k3 
J dy2 = - 3 (y3 _ h3)2 y2. (24) 

d2 x 
Das Vorzeichen des zweiten Differentialquotienten dTj2 ist 

d2x 12) 
maBgebend furKrummung derKurve. 1st dy2 negativ, dann 

ist die Staukurve in Richtung des positiven x, also stromab, 
konvex. Das ist offenbar dann der Fall, wenn 

h3 -k3 > 0 
oder 

oder 
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In diesem Falle ist die Kurve uberall konvex in Richtung der 
Stromung (Fig. 50). 

WasserIaufe, bei denen die Bedingung A3 > 1 erfullt ist, nennt 
man nach de Saint-Venants Vorgang Flusse. 1m Anfangs
punkt A beginnt die Kurve mit unendlich schwacher Krummung 

( dd2yX2 ~c 00) - und mit wachsendem y nimmt x zu. Mit 

y = Ah = k 
wird 

dx y3 _k3 
dy y3_h3 = 0, 

d. h. die Kurve hat hier eine zur Kanalsohle senkrechte Tangente; 

.Y 

Fig. 50. Gestalt der Staukurve bei einem FluB h > k. 

dies findet im Punkte B statt. Hier kehrt die Kurve in Richtung 
des OberIaufes um und nahert sich asymptotisch (wie oben nach
gewiesen) der Spiegelkurve G D der ungestorten Stromung, der im 
Punkte y = h, x = - 00 erreicht wird. 

Fur weiter wachsende y > h, 1] > 1 wird x wieder endlich; 

dx . d .. d'· h t b· W t dx 1 b . + dy Wlr POSltlV un wac s IS zum er e dy = J eI Y = 00. 

Der entstehende Kurvenzug G E geht asymptotisch von der Ge
raden G D aus und nahert sich ebenfalls asymptotisch der Geraden 
FE, die die Gleichung besitzt: 

Jx = y+0,605(}.3-1)h. 

Soweit der Verlauf der Kurve oberhalb der Gerinnesohle. 
Ein Stuck der Kurve liegt noch unterhalb der Gerinnesohle und ist 
in der Fig. 50 punktiert gezeichnet; es kommt fur die Spiegelgestalt 
nicht in Betracht. 
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1st dagegen die Bedingung 

h3 -k3 < 0 
oder ).3> 1 

erfiillt, dann bezeichnet man den Wasserlauf mit de Saint
V enan t als Wi I d b a c h. Dann ist der zweite Differentialquotient 

d2 x h3 - k3 

dy2 = - 3 (y3 _ h3)2 y2 

iiberall positiv, die Staukurve also iiberall konkav in Richtung der 
Stromung. Es ergibt sich folgendes Kurvenbild (Fig. 51): 

.Y' 

-;------
~ ------------- -

Fig. 51. Staukurvenverlanf bei einem Wildbach h < k. 

Wieder beginnt die Kurve im Anfangspunkte A mit unendlich 

schwacher Krummung (~~ = 0; wendetangente) und nahert sich 

dx 
mit positivem d y asymptotisch dem Spiegel der ungestorten 

dx 
Stromung, der mit x = + 00, y = h, dy = 00 erreicht wird. 

dx 
Mit weiter wachsendem y wird dy negativ endlich, um bei y = )'h 

zu verschwinden. Dies tritt ein im PunkteD, in welchem die Kurve 
eine zur Kanalsohle senkrechte Tangente hat. Gleichzeitig ist D 

dx 
ein Umkehrpunkt fur die Kurve; mit y > ).h wird dy positiv, um 

sich mit x = 00, y = 00 (welches Wertepaar die Kurve befriedigt) 

dem Werte ~ zu nahern. Dieser Kurvenzweig (DE in der Figur) 

hat also ebenfalls eine Asymptote, deren Gleichung ist: 

Jx = y+O,605().3-1)h. 
H 0 r t, Differentialgleichungen. 5 
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1m FaIle ,1.3 = 1, wenn also weder ein FluB noch ein Wildbach 
vorliegt, wird dx 1 

dy J 

d. h. der Spiegel ist uberall eine horizontale Gerade, und zwar ist 
es die durch die Gleichung 

Jx = y 
gegebene. 

§ 18. Integration bei allgemeineren Formen der Differential· 
gleichung. Trennung der Variabeln. Anwendungsbeispiel: Grund· 

wasserspiegel. 

Eine etwas kompliziertere Form der Differentialgleichung 

F (x, y, :~) = 0 

ist folgende Gleichung: 

cP (x) dy 
~-+-=O 
VJ (y) d;c 

(1) 

Auch hier findet sich leicht eine Gestalt der Gleichung, von 
der aus die Integration sofort vorgenommen werden kann. Man 
schreibt fur (2) nach Multiplikation mit VJ (y) • dx: 

cp(x)dx + VJ(y)dy = 0 (2) 

Man nennt diese Umformung "Trennung del' Variabeln" 
und hat sofort als allgemeines Integral von (3) die Gleichung: 

fcp(x)dx + S'IJl(y)dy + 0 = 0 (3) 

Die Integration einer Differentialgleichung gelingt immer, 
wenn sich die Trennung der Variabeln durchfuhren liWt. Hierher 
geh6rt auch die noch allgemeinere Form: 

cp(x)VJ(y)dx +CPl(x)'IJldy)dy = 0 (4) 

Hier gelangt man durchDivision mit VJ (y) . CPl (x) zur Trennung 
der Variabeln: 

cP (x) dx + 'IJll (y) dy = 0 
CPl (x) VJ (y) 

(5) 

und zum allgemeinen Integral: 

f CP (x) dx +fVJl (y) dy + 0 = o. 
CPl (x) VJ (y) 

(6) 
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§ 19. Anwendungsbeispiel: Spiegelkurve des Grundwasser

stromes in der Umgebung eines Brunnens. 

67 

Ein Beispiel mage das Verfahren der Trennung del' Variabeln 
erlautern. 

Es han dele sich urn die Ermittlung der Spiegelkurve des 
Grundwasserstromes in der Umgebung eines Brunnens. 

Fig. 52. Ungestorter Grund· 
wasserstrom. 

11 

Fig. 53. Brunnen im Grund
wasserstrom. 

In der Figur 52 sei AB die Erdoberflache, CD der Grund
wasserspiegel vor Anlegung des Brunnens, E F eine den Grund
wasserstrom nach unten begrenzende undurchlassige Schicht, 
etwa aus Ton bestehend. 

Wird nun an irgendeiner Stelle ein Brunnenschacht etwa bis 
auf die undurchlassige Schicht EF getrieben und in diesem 
Schacht der Wasserspiegel durch Wasserentnahme auf dem 
Niveau G H gehalten, so senkt sich der Grundwasserspiegel 
in der Umgebung des Brunnens (Fig. 53). Die ursprunglich 
geradlinige Spiegelkurve CD geht in zwei gekrummte Zweige 
0' G und D' Huber, die sich an den Wasserstand G H anschlieBen. 
Der Spiegel selbst ist eine Rotationsflache urn die Achse 0 Y 
mit GC' oder H D' als erzeugender Meridianlinie. 

Zur Ermittlung der Kurve H'D benutzt man den durch 
die Erfahrung hinreichend gesicherten Satz, daB die Stramungs
geschwindigkeit v des Wassers in einem Punkte P des durchlassigen 

Sandk6rpers dem Gefalle ~~ der Spiegelkurve in dem senkrecht 

liber P liegenden Punkte M' proportional ist. Bezeichnet man 
;j* 
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die Proportionalitatskonstante mit k, so ist anzusetzen 

. _ k dy 
v- ax' 

Nunmehr ergibt sich das durch den Mantel des Zylinders 

N'NMM' 

radial nach innen stromende Wasserquantum 

dy 
.Q = 2nxyv = 2nxyk dx' 

(1) 

(2) 

und da Q fiir alle Zylinder des Radius x denselben Wert haben 
muB, der der Entnahme aus dem Brunnen gleich ist, so gibt 
(2) sofort die Differentialgleichung des Problems. 
Diese geht nach Trennung der Variabeln iiber in 

dx = 2nk ydy 
x Q 

und nach Integration in 
nk 

Igx=O+Qy2. 

(3) 

(4) 

Die unbekannte Integrationskonstante ermittelt man leicht 
aus der Bedingung, daB die Spiegelkurve D' H in den Brunnen
spiegel GH iibergehen muB. Wenn namlich der Brunnendurch
messer = 2 r und die Wassertiefe im Brunnen = h ist, dann 
muB fiir x = r y = h werden, d. h. es muB sein 

nk 
Igr=O+Qh2 (5) 

oder durch Auflosung nach 0 
nk 

0= Igr- Q h2. 

Fiihrt man diesen Wert in die urspriingliche Integralgleichung 
(4) ein, so ergibt sich 

x nk . 
19r = Q (y2 - h2), (6) 

womit wir in die Lage gesetzt sind, die Spiegelkurve zu berechnen 13). 
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§ 20. Lineare Difi'erentialgleichungen erster Ordnung. 
Bernoullis Substitutionsmethode. 

Lineare Differentialgleichungen der Form 

dy ([X + X y + Xo = 0 , (1) 

wo X und X 0 Funktionen von x allein bezeiehnen, kommen 
sehr haufig vor. Eine Methode zu ihrer Losung stammt von 
Bernouilli. Sie besteht darin, daB man y als Produkt zweier 
Funktionen u und v von x zu erhalten sueht. Aus 

y = uv 
findet sieh dureh Differentiation 

dy dv du ([X = u([X+v([X. 

(2) 

(3) 

Setzt man die Formeln (2) und (3) in (1) ein, so folgt die neue 
Differen tialgleieh ung 

(::+xu)v+(u::+Xo)=O (4) 

Diese Differentialgleichung wird offenbar befriedigt, indem man 
die Klammerausdrucke einzeln = Null setzt, d. h. indem man 
die einfach~ren Differentialgleichungen 

du ([X + Xu = 0 (5) 

und 
dv U([X + Xo = 0 (6) 

lost. Von diesen ist die erste (5) sehr einfach. Man hat 

du 
- = -Xdx (7) 
u 

und nach Integration mit Hinzufugung einer Konstanten Co 

oder 
19 u = Co - J X dx 

C -S Xdx 
U = 1 e 

(8) 

(9) 
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wenn 

gesetzt mrd. 
Aus (6) ergibt sich aber 

dv Xo 
a;x=--U (10) 

oder mit (9) 
1 SXdz 

dv = --X e ·dx (11) C1 0 

oder nach Integration (mit einer neuen Integrationskonstanten C2 ) 

1 J SXdz 
V = C2 - C

1 
Xo e . dx . (12) 

Kehren wir nun zum Ansatz (2) zUrUck, so findet sich durch 
Einsetzen von (9) und (12) 

y = uv = e-SXdZ (C_JXoeSXdz.dx) (13) 

C gesetzt wird, oder 

J SXdz jXdz 
Xoe dx + ye = C (14) 

§ 21. Anwendungsbeispiel: Entstehung eines Wechselstromes. 

Eine DifIerentialgleichung der Form 
dy a;x+Xy+Xo= 0 (1 ) 

tritt auf bei der Ermittlung des Wechselstromes, der in einem mit 
S e I b s tin d u k t ion behafteten Leiter nach Anlegung einer Wechsel
stromspannung E = Eo sin wt entsteht. Diese DifIerential
gleichung erhalten wir, indem wir E gleich der Summe des Ohm
schen Spannungsabfalles W J und des induktiven Spannungs-

dJ 
abfalles L de setzen: 

E = W J + L ~: (2) 

Schreiben wir dies in der Form: 
dJ W E -+-J--=O dt L L ' (3) 
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so finden wir die Gestalt von (1), wenn wir setzen 

W 
t=x' -=X· 

'L ' 
E 

---X· L - 0, 
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W 
allerdings ist L = X hier eine Konstante. Unter Anwendung 

von Formel (13) § 20 ergibt sich sofort 

f- ~ dt( E f~ dt ) 
J = e C - J - L e . dt 

- W t( E ~ t ) =e L c+ lIe sinwtdt (4) 

Hier ist das Integral nach einer Integraltafel 
(z. B. Hfitte 1908. 1. S. 78.) zu bestimmen. 

Wir erhalten 

E 

J 

W 
Fig. 54. Stromkreis 
mit Widerstand 
undSelbstinduktion. 

- W t Eo 
J = Ce L + ·sin(wt-y) (5) 

fW2 + w2L2 

wo fUr den Winkel y gilt: 

wL 
tgy =-W. (6) 

Die unbestimmte Konstante C bestimmt sich aus den "Anfangs
bedingungen". SolI z.B. imBeginn des Einschaltens, zurZeit t = 0, 
der Strom J = ° sein, so hat man 

oder 

folglich 

o = C + - Eo sin y 
VW2 + w2L 

(7) 

EowL _Wt Eo 
J = . e L + sin (w t - y) (8) 

W2 + w2L2 fW2 + w2 L2 

Die Stromstarke. setzt sich also aus einem mit der Zeit "ab
klingenden" Teil 

E wL - W t 
o e L 

W2 + w2 L2 
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und einem rein "periodischen" Teil 

zusammen. 

E 
~~==o==~sm(wt--y) YW2 + w2 L2 

Zunachst interessiert die Geschwindigkeit des Abklingens 
des ersten Teiles. Diese ist gegeben durch die Abnahme der 
E xponen tialfunktio n 

_ wt 
e L = e- bt 

mit wachsender Zeit. 
-!!':t 

Fur t = 0 ist e L = 1. Von diesem Wert nimmt e-bt fort, 
gesetzt abo Die Geschwindigkeit der Abnahme ist urn so groBer
je groBer b ist, je groBer also der Widerstand W im VerhiiJtnis 
zur Selbstinduktion ist. Mit b = 1 (Widerstand = Selbstinduktion) 
haben wir die gewohnliche reziproke Exponentialfunktion e-t, 

deren Werte in nachfolgender Tabelle bis t = 5 sec zusammen
gestellt sind. 

t t 
in sec 

e-t 
in sec 

e-t 

0,0 0,0 3,5 0,0302 
0,5 0,6065 4,0 0,0183 
1,0 0,3679 4,5 O,OllO 
1,5 0,2232 5,0 0,0067 
2,0 0,1353 5,5 0,0041 
2,5 0,0818 6,0 0,0025 
3,0 0,0498 

Diese kleine Tabelle ist mit dem Rechenschieber berechnet 
unter Benutzung der Reihenen twic kl ung 

t p p ~ p 
e- t = 1--- + ---- + ----. 

l! 2! 3! 4! 5! 
Zuerst berechnet man e-O,5 auf 4 Dezimalen wie folgt 

1,0 = 1,0000;-- t = --0,5000 
t2 t3 

- = 0 1250,' -- = --00208 
2!' 3! ' 
t4 t5 

- = 0.0026; --- = --00003 
4! 5!' 
---- ----+ 1,1276 -- 0,5211 
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mithin: 
rO,5 = 0,6065; 

ferner findet sich 
1 

2,7182 

womit die beiden ersten Tabellen- "1, 

werte festliegen. Alle ubrigen 
finden sich aus diesen durch Mul
tiplikation. Z. B. e-2 = (0,3679)2 
= 0,1353 und e-2,5 = 0,1353 X 

0,6065 = 0,0818. 

Fur b = 2 und b = ~ findet 
2 

1 
man die Werte e-2t und e-z t 0-

durch Quadrieren bzw. Radizieren 
der e-t-Werte. 

In Fig. 55 sind die errech
neten Werte als Kurven zu
sammen getragen. Man erkennt, 
wie schon nach wenigen Sekunden 

_ W t 

0,3679, 

\ 

l\ 
\ 

\ \ 
:\ ~~ 

1:)1 ... 
~ II I~ \ 
\ '\ \ 
\ \ 

" "-
'" r-
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r-... 
'-...., 

die Funktion e L auf wenige 
Prozente ihres Anfangswertes 
"abgeklungen" ist, womit ihr 
Beitrag zum Momentanwert des 

o '1 2 8 4< 5 fiSeA
Fig. 55. Die Exponentiaifunktion 
e - b t fUr v erschiedene W erte von b. 

Wechselstromes praktisch als verschwunden betrachtet werden 
kann. 

Es bleibt also jetzt noch ubrig, den Wechselstrom 

E 
J = V 0 sin(wt-y) = Josin(wt-y) 

W 2 + w2L2 

zu betrachten. Die Konstanten, die hier auftreten, tragen folgende 
Benennungen: 

Eo = der groBte Momentanwert der Spannung, 
E 

Jo = _,/ ___ 0 __ = dergroBteMomentanwertdesStromes, 
,W2 +w2 L2 

V W2 + w2 L2 = die Imp e dan z oder der s c h e i n bar e 
Wid e r s tan d des Wechselstromkreises, 
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w L = die Rea k tan z , 
w = 2v n = die K rei s f r e que n z , 
v die F r e que n z , 

wL . . 
y aretg W = die Phasen versehle bung. 

Wiehtig ist vor aHem der Vergleieh der beiden Funktionen 
e = sin wt und i = sin (wt-y), die fur den Verlauf von Spannung 
und Strom maBgebend sind. Die beiden Funktionen entspreehen
den Kurven sind in Fig. 56 aufgetragen. Es ergibt sieh, daB 
die Funktionswerte sind fur 

t = 0 : e = 0; i = - sin Y 
und fur 

t = L: e 
w 

sin y; i 0, 

(JoSe/r o,tJzSek 

Fig. 56. Die Stromnacheilung. 

woraus erheHt, daB die Stromsinuskurve i der der Spannungs
sinuskurve e naeheilt, und zwar im KreismaB urn den Winkel 

ini ZeitmaB urn die Zeit 

wL 
Y = aretg---w-, 

Man nennt y die Phasen verse hie bung. 
Bereehnung eines Beispiels: 

Es sei die Spannung Eo = 500 Volt. 
Es sei die Selbstinduktion L = 0,0858 Henry. 
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Es sei der Widerstand W = 3,43 Ohm. 
also b = - 40,0. 

Es sei die Frequenz v = 50/sec, 
also die Kreisfrequenz w = 2:nv = 314. 

Es ergibt sich die Reaktanz wL = 26,9. 
Mithin w 2 L2 + W2 723 + 12 

und die Impedanz 
J 

also 

Eo 
J = l'- = 18,44 Amp, 

wL 26,9 ~ I 
I tgr=W=~=1,82 , 0,1 Sek ,I, o,1Sek------.l 

t 

oder die Phasenverschie
l<'ig. 57. Entstehung eines Wechsel· 

stromes. 
bung r "" 820 43' . 
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Infolge des hohen Wertes b = - 40,0 klingt das Glied 

EowLe- bt 

W2 + L2w2 ' 

welches zurzeit t = 0 den Wert 18,44 Amp hat, sehr schnell ab; 
bereits nach 0,1 sec ist es auf 0,018, nach 0,15 sec auf 0,0025 
seines Anfangswertes gesunken, womit die volle Ausbildung des 
Wechselstromes beendet ist. 

Es vergehen also nur wenige Stromwechsel, bis der Strom 
seinen regularen Wert J o erreicht hat. Die Fig. 57 stellt den 
Anfangsverlauf der Strombildung dar. 

§ 22. Das singuIare Integral. 

1m § 16 betrachteten wir eine Mannigfaltigkeit von Integralen 
einer gege benen Differentialgleichung, die durch eine K u r v e n -
s c h a r graphisch dargestellt wurde. 

Wir wollen die vorgelegte Differentialgleichung 

F(X,y, ~~) = 0 (1) 
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nun in der speziellen Form 

(:!y + 2 cp(x, y) ~~ -7jJ(x, y) = 0 

also in (~~) quadratisch annehmen. 

und 

Durch Auflosung nach ~~ ergibt sich 

dy ,/ h = - cp (x, y) + rcp2 (x, y) + 7jJ (.r, y) 

dy ,.~----------
h = - cp (x, y) - Y7jJ2 (x, y) + 7jJ (x, y) 

(2) 

(3 ) 

In jedem Punkt der X· y-Ebene gibt es also zwei verschiedene 
Tangentenrichtungen (Fig. 58), mithin auch zwei verschiedene 
Kurven, die der gegebenen y 
Differentialgleichung genugen. 

Bezeichnen wir diese Kurven 
mit 1 bzw. 2 und sei 

(/)(x, y, G) = 0 (4) 

11 

~------------~x 
Fig. 58. Zwei getrennte 

Integralkurven. 
Fig 59 Aufeinanderfolgende 

Integralkurven. 

das allgemeine Integral von (1), so ist 

([J (x, y, Gl ) O. 

die Gleichung der Kurve 1 und 

(/)(x,y,G2) = 0 

(5) 

(6) 

die Gl~ichung der Kurve 2. Die Werte G1 und G2 werden um 
einen endlichen Betrag voneinander verschieden sein, wenn die 
beiden Kurven 1 und 2 "we it" auseinander Hegen. 
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Betrachten wir jedoch zwei solche Kurven, die unmittelbar 
aufeinander folgen, so werden die Betrage von 0 1 und O2 nicht 
mehr erheblich verschieden sein, so daB wir als Gleichungen 
der beiden konsekutiven Kurven 1 und 2 anschreiben konnen 

W(x, y, 0) = 0 
und 

W(x, y, 0 + dO) = o. 
Aus del' Figur 59 ergibt sich ferner, daB auch die beiden Tan
gentenrichtungen in dem Schnittpunkte zweier "konsekutiven" 
Kurven nicht mehr sehr voneinander verschieden sind. Der 
Ort del' Schnittpunkte der "konsekutiven" Kurven genugt dem
nach ebenfalls der Dillerentialgleichung (1). 

Aus der analytischen Geometrie ist abel' bekannt, daB 
der geometrische Ort del' Schnittpunkte "konsekutiver" Indi
viduen einer Kurvenschar die einhullende Kurve der Schar 
ist. Bekanntlich14) erhalt man die Gleichung der Einhullenden 
durch Elimination des "Parameters" 0 aus 

und 
W (x, y, 0) = 0 1 

oW (x, y, C') 
00' = 0 J 

(7) 

Hieraus ergibt sich, daB ein Integral 
von (1) existieren kann welches keine 
willkiirliche Konstante 0 enthalt. 
Diese besondere Art des Integrals nennt 
man das singulare. Ein solches 

11 

existiert aber nm dann, wenn die Fig. 60. Eigenscha£t der 
gegebene Dillerentialgleichung (1) Astroide. 

. d 
mindestens yom zweiten Grade in d~ ist. 

Man kann die Differentialgleichung einer Geraden aufstellen, 
die so liegt, daB die KoordinJ.tenachsen auf ihr ein Stuck von 
gegebener Lange a abschneiden (Fig. 60). Dies gelingt wie folgt: 

Es ist 
p dy 

- =tgr =
x dx 
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oder 

Ferner ist 

und 

Differentialgleichungen erster Ordnung. 

dy p=x-. 
dx 

. dy 
q=y-p=y-x

dx 

q dy 
Va2_q2 = a:;;' 

Aus der letzten Gleichung folgt 
dy 

a a:;; 

und hieraus durch Einsetzen in die yorletzte Gleichung 

oder 

ay' 
(y -xy') = ,/ 

f 1 + y'2 

ay' 
y = x y' + --====-

fl + y'2 

(8 ) 

(9) 

Dies ist die Differentialgleichung einer Geraden, welche der 
oben gestellten Forderung geniigt. 

Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung ist 

aO 
y = xO + ---,,===-

VI + 0 2 

wie sich durch Einsetzen yon 

y' = 0 
in (9) ohne weiteres ergibt.! 

(10) 

Differenziert man (10) nach Vorschrift (7) nach 0, so folgt 

fI+C2 - [0.0 : fl+C2] 
0= x + a 1 + 0 2 

1 o = x + a -----;::===_ 
(1 + 02)fl + 0 2 

(11 ) 
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Setzt man (11) in (10) ein (zwecks Elimination von 0), so findet sich 

0 3 

y=a 
f(l + 0 2)3 

(12) 

wahrend aus (11) durch Au£losung nach 0 folgt 

, 'l o=[(:r -Ir 
und 

J 

(13) 

1 x 

f(l + 0 2)3 a 

Fig. 61. Gestalt der Astroide. 

Nach Einfuhrung der Ergebnisse (13) in (12) folgt 

(14) 

woraus sich endgultig findet 
2 2 2 
- - -

x 3 +y3=a 3 (15) 

als Gleichung der Einhullenden und damit des singularen In

tegrales zu (g). Die so entstehende Kurve ist die Astroide. 

(Fig. 61.) 
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§ 23. Die Methode des integrierenden Faktors. 15) 

I. Die DifIerentialgleichung (4) des § 18 kann man in der 
Form schreiben 

f(x, y)dx + g(x, y)dy = o. (1) 

Dieser Ausdruck hat die Form des tot ale n D i ff e ren t i a Is 
einer Funktion F (x, y) 

of of 
dF = -dx + -dy (2) 

ox oy 
of of 

da sowohl - wie - zwei verschiedene Funktionen von x und y 
ax oy 

sind. 
Nun ist der Ausdruck (1) ohne Zweifel mit (2) identisch, wenn 

of of 
f (x, y) = - und g (x, y) = - (3) 

oX oy 

gilt. Die Bedingungen (3) bestehen aber dann, wenn 
of 02F 02F og 

(4) oy ax oy oyox ax 

ist. Raben fund g die Eigenschaft (4), d. h. 

of 0(/ 
-=-, 
oy ax 

(4a) 

so ist die In t e g r a b i lit at s bed i n gun g fUr (1) erfullt, und 
es existiert ein allgemeines Integral der Form 

F(x,y)=C (5) 

wo C die willkurliche In t e g rat ion s k 0 n s tan t e ist. 
Zur Auffindung von F knupfen wir an die Gleichung (3) 

of ax = f(x,y) 

an, die wir partiell in bezug auf x bei konstantem y integrieren 
konnen 

F = f f (x, y) dx + G (y) (6) 

Rier ist G die unbestimmte Integrationskonstante, die y, aber 
nicht x enthalten kann. 

An der Gleichung (6) untersuchen wir, ob sie die Eigenschaft 
of 
- = g (x, y) 
oy 
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hat und finden 

aF =I!l dx + aG (y) = g (x, y) 
ay ay ay (7 ) 

welche Gleichung zur Ermittlung von G(y) fiihrt 

G (y) = I g (x, y) dy - I dy I :~ dx - C (8) 

Y Y '" 

Hier muE C eine wirkliche Konstante, d. h. frei von x und y sern, 
weil sonst die Gleichung (7) nicht bestiinde. 

Durch Einsetzen von (8) in (6) ergibt sich 

F (x, y) = If (x, y) dx + Ig (x, y) dy-I dy I ;~ dx- C 

'" Y Y '" 
und mit bezug auf (5) das allgemeine Integral 

If (x, y) dx + I g (x, y) dy -I dy I :~ dx = 2 C (9) 

'" Y Y '" 
Als Beispiel behandeln wir die Differentialgleichung 

(xm + 2xy2 + ! )dX + (yn+ 2x2y + ~) dy = 0 (10) 

bei der die Integrabilitatsbedingung erfiillt ist, denn es ist 
af ag 
--=--=4xy. ay ax 

Nunmehr fiihren wir die in (9) vorgeschriebenen Integrationen aus 

Jf(X, y)dl·c = J(Xm +2X y2 + !)dX=:m;~ +x2y2+lgx 

'" 
I g (x, y) dy = I (yn + 2 X2 y2 + ~) dy = ::~ + X2 y2 + 19 Y 

Y 

JdY J :~ dx = JdY J4 XY dX = x2y2; 

Y '" Y '" 

wonach sich das allgemeine Integral zusammensetzt 
xm+l yn+l 
--+ -- + x2y2 + Igxy = C (11) 
m+1 n+1 

H 0 r t. Differentialgleichungen. 6 
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II. 1st die Integrabilitatsbedingung nicht erfiillt, so besteht 
immer die Moglichkeit, eine Funktion J (x, y) derart zu be
stimmen, daB 

t(x, y)J(x, y)dx + g(x, y)J(x, y)dy = 0 

ein totales Differential wird. 
Es muB dann gelten 

0(/. J) 

oy 
o (g. J) 

ox (12) 

d. h. wir erhalten zur Bestimmung von J die partielle Differential
gleichung 

t·~-g~ + (~_!JL) J = 0 (13) 
oy oX oy oX 

Die Integration dieser Gleichung verursacht meistens be
sondere Schwierigkeiten. Oft fiihrt aber ein Weg zum Ziel, der 
von besonderen Voraussetzungen iiber die Gestalt der Funktion 
J (x, y) ausgeht. 

Nimmt man zunachst einmal an, daB J eine Funktion von x 
oJ oJ 

allein sei, so wird - = 0, und - kann mit totalen Differen-
oy ox 

tiationszeichen geschrieben werden. Gleichung (13) geht sodann 
fiber in 

oder 

~ dJ _~(~_~) 
J dx - g oy 0.1: 

dlg J_l(o/Og) 
~-gay-~ 

(14) 

(15) 

Unsere Annahme, daB J nur x enthalte, ist demnach richtig, 
wenn der Ausdruck 

~(~-~) g oy oX 

nur die Variabele x enthalt. Dann kann man ohne weiteres (15) 
integrieren 

J~(~-~)dX J = e (J oy ox (15a) 



§ :!3. Die Methode des integrierenden FaktorR. 83 

Dieser Fall liegt vor bei der Differentialgleichung des § 20, 
die wir jetzt in der Form schreiben 

(Xy + Xo)dx + dy ='0 (16) 

d. h. es ist 
Idx + gdy = 0, 

I = Xy + Xo 
g = 1 

und der integrierende Faktor wird 

, [1 ('Of '0 a) 
J = e' gay-a; dz = /XdZ 

Demnach ist 
JXdz JXdZ 

(Xy+Xo)e dx+e dy=O 

em totales Differential, und wir k6nnen nach Vorschrift (9) 
verfahren: 

JUJ) dx = y JX eJXdZ dx + JXoeJXdZ dx 

J(gJ) dy = JXdZ. Y 

JdY J 'O~:) dx = y J XeJxax dx. 

woraus sich das allgemeine Integral ergibt 

JX JXdzd JXdz C 
oe x+ye = 

in Dbereinstimmung mit, G1 (14) § 20. 

(17) 

Auf analoge Weise erhalt man einen von x freien Faktor J, 
der nur y enthalt, wenn 

~('Og _!l) 
I 'Ox 'Oy 

von y frei ist. Dann lautet der integrierende Faktor 

f~(~-~)'OII· J = e f 'Oz 'Oil 

Es gibt noch einen dritten Fall, in welchem J = X . Y. d. h. gleich 
dem Produkt zweier Funktionen ist, die nur x bzw. y enthalten. 
Wir verweisen hierfiir auf die ausfiihrlicheren Lehrbiicher der 
Differentialgleichungen 16). 

6* 
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III. Die Differentialgleichnngen zweiter Ordnnng. 

§ 24. Hohere Differentialquotienten. Lineare Differential
gleichungen zweiter Ordnung. Verschiedene Formen. 

Ein Blick auf die in § 15 zusammengestellten Differential
formeln zeigt, daB der Differentialquotient der Funktionen t(x) 
wieder eine Funktion von x ist, die allgemein mit t' (x) bezeichnet 
wird. Aus 

folgt also 
y = t(x) 

dy = t' (x) = y' 
dx 

(1) 

(2) 

Diese neue Funktion f' (x) kann man natiirlich nochmals diffe
renzieren, wodurch man den zweiten Differentialquotienten 
von t (x) erhiilt. 

Man driickt diesen Vorgang des nochmaligen Differenzierens 
an der Formel (2) wie folgt aus 

oder 

d t' (x) 
dx 

d dj(x) 
dx 

dx 

dy' 
dx 

ddy dt' (x) dd t (x) = f" (x) = dy' 
dx·dx dx dx·dx dx 

oder mit der Abkiirzung dd = d2 

d2 y = dl' (x) = d2 t (x) = I" (x) = y" 
dx2 dx dx2 

(3) 

(4} 

(5) 

Wiederholt man die Differentiation n-mal, so erhiilt man analog 

und 

-.!!!JL = d3 t (x) = I'" (x) = y'll 
dx3 dx3 

dn y dn t (x) . -- = -- = t(n) (x) = y(n) 
dxn dxn 

(6} 

(7) 

Diese h6heren Differentialquotienten sind mit den Variabeln 
x und y die Bausteine, aus denen sich die Differentialgleichungen~ 
die wir nun betrachten wollen, zusammensetzen. 
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Analog § 10 schreiben wir nunmehr die Differentialgleichung 
zweiter Ordnung in allgemeiner Form an: 

( dy d2y ) 
F ;1:, y, dx 'dx2 = 0 (8) 

Es ist dies also eine Gleichung, in welcher auBer den Variablen 
x und yauch der erste und zweite Differentialquotient vorkommen. 
Die Integration von Gleichungen dieser Art ist wiederum mit 
einem beliebigen Grad von Annaherung moglich, wenn es gelingt, 

. h d2 y fl" E . Is Sle nac dx2 au zu asen. s sel a a 

dy2 ( dY ) 
dx2 = f x, y, dx . (9) 

d2 y 
Durch diese Gleichung ist nach Festsetzung bestimmter dX2 

Werte fur x, y, ~~gegeben. 
Denkt man sich die ge
suchte Funktion y = rp (x) 
als Kurve aufgetragen, so 
kann man nach Auswahl 
eines Punktes xoYo und 
nach Festlegung der Tan
gente durch diesen mit 
Yo' den Radius des 
Kru mm ungskre is e s 

in XoYo berechnen 

_ f(l + Yo'2)3 
eo - Yo" (10) 

Wird der Kreis mit dem 
Mittelpunkt M 0 gezeichnet, 
so kann man auf seinem 
Umfang dicht neben xoYo 

II 

Fig. 62. Naherungslosung einer 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit 

Hilfe des Kriimmungskreises. 

einen neuen Punkt XlYl aussuchen, dessen Richtungstangens 
Yl' aus der Figur bestimmt wird. Mit Hilfe der Gleichung 
9 berechnet man den zweiten Differentialquotienten in XlYl 
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und damit den Krummungsradius 

r (1 + YI'2)3 
!:II = YI" 

des Kreises mit dem Mittelpunkte MI. Fahrt man in dieser 
Weise fort, so erhalt man punktweise eine Kurve, fur die in allen 
Punkten die Differentialgleichung 8 erfullt ist. 

Wie man sofort bemerkt, liefert nach Auswahl von xoYo 
jede Tangente durch diesen Punkt eine Kurve. Es gehen also 
durch XoYo unendlich viele Kurven, die der Differentialgleichung 
genugen. 

Und ferner liefert jede Auswahl eines Punktes xoYo ein solches 
Kurven buschel. 

Jede der so bestimmten Kurven stellt ein partikulares 
In tegral der gesuchten Differentialgleichung dar. Wahlt man 
zwei beliebige partikulare Integrale 

YI = 'PI (x) 
und 

Y2 = 'P2(X) 

aus, aber so, daB sie verschiedenen Kurvenbuscheln angehoren, 
dann ist 

y = C1'Pl(X) + C 2'P2(X) 

das allgemeine Integral. 
Durch geeignete Auswahl von C1 und C2 kann man jede der 

oben erhaltenen Kurven darstellen. 17) 

Unter den unendlich vielen Differentialgleichungen, die nach 
Formel (1) moglich sind, interessieren uns nun in der theoretischen 
Naturbetrachtung zunachst gewisse speziellere Klassen. Zu
nachst sind vor allem wichtig wegen ihrer Anwendung die 
linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
im weiteren Sinne. Sie sind so benannt, wei! die Differential
quotienten in ihnen nur linear vorkommen, wahrend ihre Koeffi
zienten Funktionen der beiden Varia bIen sind. 

d2 y dy 
Po (x, y) -d- + PI (x, y) -d + P 2 (x, y) Y + P 3 (x, y) = 0 (11) X2 x 

wo im dritten Gliede Y als "nullter" Differentialquotient zu be
trachten ist. 
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Ein weiterer Schritt fiihrt zu den linearen DifIerential
gleichungen im engeren Sinne, bei denen in den Funktionen 
Po, P l , P 2, P 3 nur noch die abhangige Variable x vorkommt. 

d2y dy 
Po (x) dx2 + P l (x) dx + P 2 (x)· Y + P 3 (x) = O. (12) 

Die linearen DifIerentialgleichungen im engeren Sinne sind 
in besonders hohem MaBe Gegenstand der Forschung gewesen 
und wir werden ihnen bei einer groBen Menge von Aufgaben der 
Mechanik begegnen. 

Aller einfachster Natur und ebenfalls wegen der Anwendungen 
wichtig sind die linearen Differentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten, die aus Formel (12) hervorgehen, wenn man die 
Funktionen P mit Konstanten a entsprechend gleichsetzt: 

d2 y dy 
ao dx2 + a1 dx + a2 y + a3 = O. (13) 

Diese DifIerentialgleichungen treten besonders in dem wich
tigen Kapitel von den k leinen S ch wingungen auf. 

Wir gehen in den nachsten Paragraphen dazu fiber, einfachere 
Beispiele ffir die linearen DifIerentialgleichungen zu besprechen. 

§ 25. Die Diiferentialgleichung der S e ilk u r v e. 

1. In Fig. 63 ist das Grundsatzliche einer Dr a h t s e i I han g e
b r i.i. c k e gezeichnet. Zwei Drahtseile I und II sind fiber die Auf-

A B 

Fig. 63. Die Drahtseilhangebriicke. 

lager A und B gespannt und bei A' und B' verankert. An ihnen sind 
eine Anzahl Hangesaulen 1234 ........ in gleichen Abstanden be-
festigt, an deren unterem Ende die Fahrbahn F F aufgehangt wird. 
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Das Gewicht der Fahrbahn und der auf dieser befindlichen Brucken
nutzbelastung (Fahrzeuge, Menschen usw.) wird durch die Range
saulen auf die Drahtseile und damit auf die Auflager A B und die 
Verankerungen A' B' ubertragen. 

Fur einen gegebene Spannweite s und Bruckenbreite b wird 
das Gewicht der Fahrbahn t sowie die Nutzbelastung v als be
kannt angenommen. Z. B. kann man fur schwere stadtische 
StraBenbrucken mit PHasterung t = 1300 kg/qm fur die Fahrbahn 
und v = 400 kg/qm fur die Verkehrslast wahlen. Beide Arten von 
Belastung werden uber die Spannweite s gleichmaBig verteilt an
genommen. Setzt man die Zahl der Rangesaulen einer Brucken
seite gleich N, so wird durch jede dieser die Belastung P = 
(f + v)s· b auf jedes der beiden Drahtseile ubertragen. Es ent-

2N 
steht jetzt die Aufgabe, zwecke Berechnung der Starke der Draht
seile, der Au£lagerstutzen A B sowie der Ver
ankerungen A' B' den Kraftverlauf in dem 
ganzen System zu ermitteln. 

11W ti5tJ 
1100 

900 700 11W 

Fig. 64. System von parallelen KrMten. Fig. 65. KrMteplan. 

Zur Vorbereitung der Lasung untcrsuchen wir eine Anzahl 
in einer Ebene gegebener paralleler Kriifte (Fig. 64) 

PI 1100 kg P5 1100 kg 
P2 650" P 6 1l00" 
P 3 900" P 7 850 " 
P4 700" 

und versuchen eine Seilverbindung zwischen ihnen zu finden, die 
mit den Kraften ein Gleichgewichtssystem bildflt. 

Man trage die Krafte der GroBe (1 mm = 100 kg) und dem 
Sinne nach auf einer der gegebenen Kraftrichtung parallelen 
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Geraden auf (Fig. 45), wodurch man auf dieser die Punkte 
O ....... 7 erhiHt. 

Von einem belie big gewahlten Pole ° ziehe man Gerade nach 
denPunkten 0-7, wodurch der Krafteplan 0-7-0 entsteht. 

Zu den 8 Geraden 0-0 bis 0-7 ziehe man 8 Parallele (Fig. 64), 
so daB sich stets zwei aufeinanderfolgende dieser auf einer der 
Kraftlinien Pl .......... P 7 schneiden, wodurch das S e i I -
pol Y g 0 n 0-1-2-3--4-5-6-7 entsteht. 

Fig. 66. Seilpolygon. 

~oO' 

0" ,,' 
Fig. 67. Krafteparallelogramm an einem Seileckpunkt. 

Wir betrachten jetzt die Seiten des Seilpolygons als aus realen 
Seilstucken bestehend, deren erstes (0) und letztes (7) an zwei 
{esten Punkten A und B angeknupft sei (Fig. 66). In den Knoten
punkten denken wir uns die parallelen Krafte Pl' . . . . .. bis P 7 

angebracht, z. B. als angehangte Gewichte. Bekanntlich ist dann 
das System, d. h. die Spannungen zweier aneinanderstoBenden 
Seilstucke, mit der dazugehOrigen Kraft im Gleichgewicht. 

Die Spannungen der einzelnen Seilstucke konnen aus dem 
Krafteplan entnommen werden; sie sind den Strahlen 0-0 bis 0-7 
gleich, wenn diese in demselben MaBstab gemessen werden WIe 

die Krafte P J •••••••••• P 7' Man erhalt: 

Spannung 0,0 
0,1 
0,2 

0,3 

4500 kg 

3800 " 
3450 

3200 

0,4 
0,5 

0,6 

0,7 

3200 kg 

3400 

3900 

4450 
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Fur den Polygonpunkt 5 ist das Krafteparallelogramm 
0' 4' 5"0" gezeichnet Es ist die SeiIspannung 0" 5' = 04 und 
0'5' = 05. (Fig. 66 und 67.) 

AIle Seilspannungen haben die Eigenschaft, daB sie bei Zer
legung in vertikaler und horizontaler Richtung samtlich gleiche 
Horizontalkomponenten H, in vorliegendemFalle 3150kg, ergeben. 
Man nennt die GroBe H den Horizontalzug des Seilpolygons. 
Diese Tatsache ergibt sich ohne weiteres aus Fig. 64 durch Zer
legung derSeilspannungen 0-0 bis 0-7 in eine Vertikal- und eine 
Horizontalkomponente H. 

It~J 

S fS 

Fig. 68. Seilpolygon durch vorgeschriebene Auflagerpunkte. 

Man nennt AB = 8 die Spannweite des Seilpolygons. 
Das Seilpolygon ist eindeutig bestimmt, wenn das Krafte

system, die Auflager A und B und del' Horizontalzug gegeben 
sind. 

Je groBer bei gegebenem Kraftesystem del' Horizontalzug an
genommen wird, desto Bacher wird das Seilpolygon und desto 
groBer die Spannungen in den einzelnen Seilstucken. Del' Horizon
talzug wird bestimmt durch den Abstand des Poles 0 von del' Kraft
linie 0-7, Fig. 65. 

1m ubrigen ist die Wahl des Poles willkurlich und beeinBuBt 
in erster Linie die Lage der Auflagerpunkte. Da diese aber ge
geben sind, muB man die aus der Wahl des Poles sich ergebenden 
Auflagerpunkte den gegebenen anpassen. 1st z. B. verlangt, daB 
bei im ubrigen ungeanderten Verhaltnissen die Auflagerpunkte 
A und B die in Fig. 68 gegebene gegenseitige Lage haben, dann 
braucht man nul' die vertikalen Abstande der Seilknotenpunkte 
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von der Geraden AB Fig. 66 von der Geraden AB Fig. 68 nach 
unten abzutragen, um die verlangteGestalt des Seilecks zu finden. 

II. Wir kehren jetzt zur Hangebrucke Fig. 63 zuruck. Die ganze 
Lange sei 40, die Breite 20 m. Wir nehmen N = 20 Hangesaulen 
an, so daB auf eine dieser die Belastung 

P = 1,7·20·40 t 
2·20 

=1,7·20t=34t 
entfallt. 

Fig_ 69. Konstruktion der Gestalt des Drahtseils. 

Diese 20 Belastungen P werden im Krafteplan von 0 bis 20 
-aneinander getragen. Nach Wahl eines Poles 0 (mit einem Hori
zontalzug H, dessen Ermittelung weiter unten besprochen wird) 
zeichnet man, wie oben geschildert, das Seileck ° 123 ......... 20, 
welches sofort die gesuchte Gestalt des Bruckenseiles ergibt, wenn 
man den PolO symmetrisch zum Krafteeck 0-20 gewahlt hatte. 
Fig. 69. 

Ein Blick auf die Figur zeigt, daB im vorliegenden Fall, infolge 
der graBen Zahl zu berucksichtigender Krafte P, das Seileck als 
Kurve erscheint. Dies wu.rde noch mehr der Fall sein, wenn wir 
(was uns durchaus freisteht) eine noch groBere Zahl von Hange
saulen angeordnet hatten; dann ware die Verteilung der Brucken
last auf das Seil noch gleichmaBiger geworden: wir hatten die Seil-
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kurve aus einer noch groBeren Anzahl kleinerer Stucke zusammen
gesetzt. 

III. Auf diese Weise gelangt man durch fortgesetzte Unter
teilung del' Belastung zum Begriff der stetigen Dbertragung 
del' Last auf das Seil. 

IV 

Fig 70. Seilkurve mit stetiger Belastung. 

Hierbei kann man die Voraussetzung einer uber die ganze 
Spann weite l gleichmlWigen Lastverteilung fallen lassen und eine be
liebige ung leichmaBige Verteilung voraussetzen, die als Funktion 
q = f(x) des Abstandes von einem Auflager gegeben sei, und zwar 
graphisch als sogenannte Belastungsflache ABED (Fig. 70). 
Auch in diesem Falle kann man einen Krafteplan zeichnen, indem 

1 

man die ganze Last Q = S f(x) dx als Vertikale ON auftragt. 
o 

Die Spannung in einem Punkte P des Seiles findet man, indem 
man in Peine Tangente und zu diesel' eine Parallele durch den Pol 
des Krafteplanes zieht. Diese Polwahl ist gleich der Seilspannung. 
Auch hier ergibt sich wieder, daB alle Seilspannungen dieselbe 
Horizontalkomponente haben, 

Zur Gestalt der Seilkurve kann man auf rechnerischem Wege 
'gelangen durch Einfuhrung eines Koordinatensystems xy mit dem 
Auflagerpunkt A als Anfangspunkt; die Ordinaten y werden 
positiv nach unten gerechnet, die Abszissen x positiv nach rechts. 

Wir betrachten ein unendlich kleines Stuck ds der Seilkurve 
im Punkte, welches wir aus dem Seil herausgeschnitten denken. 
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Damit das Gleichgewicht des Stiickchens weiterbesteht, miissen 
wir uns die von den fortgelassenen Seilstiicken auf ds iibertragenen 
Seilspannungen 8 nach links und81 nach rechts hinzudenken, neben 
der von der Belastungsflache herriihrenden kleinen vertikalen 
Belastung qdxo Zerlegt man die Spannungen 8 und 8 1 in ihre 
horizontalen und vertikalen Komponenten, so kann man die 
Bedingungen fiir das Gleichgewicht des ldeinen Seilstiickes ds 
anschrei~eno In horizontaler Richtung gilt: 

H = HI> 

welche Gleichung wegen des iiberall gleichen Horizontalzuges 
erfiillt isto 

In vertikaler Richtung gilt: 

V = qdx + Vi (1) 

Da hier abel' VI = V + dV gesetzt werden kann, so folgt, 
nach beiderseitiger Weglassung von V: 

dV = - qdx (2) 

Da nun, wie wir oben sahen, die Spannungen 8 tangential 
zur Seilkurve sind, so gilt 

oder 

V dy 
- = tg <p = - (3) 
H dx 

V = H dy 
dx 

(4) 

Hier kann man wegen del' Konstanten H sofort differenzieren 

dV = Hd( dY ) = H d2 y (5) 
dx dx 

Setzt man das Ergebnis in G1. (2) ein, so folgt: 
d2 y 

H ----a:x = - q dx 

oder nach Division mit dx: 
d2 y 

H dx2 = -qo (6) 

Dies ist die Diffel'entialgleichung der Seilkurveo 
Diese Differentialgleichung ist von der z wei ten Ordn ung 

d d o k d Diff 0 1 0 d2 11 d wegen es arm VOl' ommen en erentm quotlenten dx2' er 

von der zweiten Ordnung isto 
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Jede Differentialgleichung hat ein allgemeines Integral, 
welches sich aus partikuHiren Integralen mit Hilfe unbe
stimmter Konstanten zusammensetzt. Jede Differential
gleichung hat unendlich viele partikulare Integrale. 

1m vorliegenden Fall einer Differentialgleichung z wei ter 
Ordnung sind zwei voneinander unabhangige partikulare 
Integrale erforderlich, um das allgemeine Integral aufzubauen. 
Setzen wir in (6) zunachst allgemein: 

q = f(x) (7) 

so folgt durch eine erstmalige Integration der Differentialgleichung 

d2 y 
H dx2 = -' f (x) (8) 

zunachst 

dy J H ax = 01 - f (x) dy (9) 

und durch nochmalige Integration 

Hy = O2 + JOldx-Jdx Jf(x)dx (10) 

oder 
(11) 

Hier sind 0 1 und O2 die beiden unbestimmten Integrations
konstanten; jedes Wertpaar 0 1 0 2 liefert ein partikuliires Integral. 

Sonach gabe es unendlich viele Seilkurven, die die Aufgabe 
losen. Aus dieser Schar von Kurven hat man nun diejenige heraus
zusuchen, die sich den weiteren Bedingungen der Kurve anpaBt. 
Derartige Bedingungen konnen in erster Linie die Punkte £est
setzen, durch welche die Seilkurve hindurchgehen solI. Wir wollen 
solche Bedingungen an einer besonderen Kurve studieren, die 
dem Fall entspricht, daB die Belastung q gleichmaBig fiber die 
Spannweite 1 verteilt ist. Es ist dann f(x) = q = Const und 
damit nimmt das allgemeine Integral Gleichung (12) die Form an: 

X2 

Hy = 02 + 0lx-q2' (12) 

Da y eine q uadratische Funktion von x ist, so wird die 
Seilkurve eine Para bel. Unsere weiteren Bedingungen sollen nun 
darin bestehen, 1) daB die Kurve durch den Anfangspunkt 
x = y = 0, d. h. durch den linken Auflagerpunkt gehen solI, und 
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2) daB der rechte Auflagerpunkt um die Strecke a tiefer als der linke 
liegen soli, d. h. die Kurve solI durch den Punkt x = l, y = a 
gehen. 

Aus der ersten Bedingung findet man: 

0=°2 (13) 
aus der zweiten: 

l2 
Ha = 0ll-q2: (14) 

und hieraus: 

°1= 
2Ha+ql2 

(15) 
2l 

Jetzt kann man das partikulare Integral, welches den ge
gebenen Bedingungen genugt, schreiben wie folgt: 

(16) 

In dieser Gleichung tritt noch der Horizontalzug H auf, uber 
den wir ebenfalls mit verfugen mussen. Wie wir oben sahen, hangt 
von dem Horizontalzug der Durchhang der Kurve abo Dies kann 
man rechnerisch erkennen, wenn man in Gleichung (16) beide Auf
lager A und B in gleicher Hohe annimmt, d. h. a = 0 setzt. Dann 
ergibt sich: 

(17) 

Der Durchhang der Seilkurve findet sich aus dieser Gleichung 
l 

fur x = -zu 
2 

y = f = ~ ( ql2 _ q12) = ql2 
H 4 S SH 

(IS) 

Diese Gleichung dient dazu, bei gegebenem Durchhang f 
den erforderlichen Horizontalzug H zu berechnen. 

IV. Das oben angegebene Verfahren der Konstruktion der Seil
kurve kann man zur graphischen Integration der Differential
gleichung 

d2 y 
H-d - = f(x) 

X2 
(19) 
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anwenden. In der Figur 71 sei die Funktion t (x) graphisch durch 
die Kurve abc gegeben; es werden alle diejenigen Kurven 
verlangt, die der obengenannten Differentialgleichung genugen. 

Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung lautete: 

Hy = O2 + 0IX + fdx ft(x)dx (20) 

11 

Fig. 71. Graphische Ermittlung der Seilkurven fUr eine gegebene 
Lastverteilung. 

Wir nehmen jetzt einen festen Punkt Xo Yo an und suchen die 
Gleichung aIler Kurven, die durch diesen Punkt gehen und der 
Differentialgleichung genugen. Durch Einsetzen von Xo und Yo 
in (20) ergibt sich 

Hyo = O2 + 0IX + A (xo), (21) 
wo A (xo) der Wert des in (20) rechtsstehenden Integrals ist, den 
man nach Einsetzen von Xo erhalt. Lost man (21) nach O2 auf, so 
ergibt sich: 0 - Hy - A (x) - 0 x (22) 2 - 0 0 1 o· 
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Setzt man dies in Gl. (20) ein, so erhalt man eine neue Integral
gleichung, die nur noch eine Integrationskonstante 0 1 enthalt, 
namlich: 

Hy = Hyo- A (xo) + 01(X-XO) + jdx jf(x)dx. (23) 

Diese Gleichung ergibt fur jeden Wert von 0 1 eine Kurve, 
die durch Xo Yo geht und der Differentialgleichung genugt; sie 
reprasentiert, wie man zu sagen pflegt, ein "Buschel" von Seil
kurven, dessen Mittelpunkt xoyo ist. 

Urn eine Anzahl von Individuen dieses Buschels zu kon
struieren, zerlegen wir die von der Kurve y = f (x) und der x-Achse 
begrenzte Flache durch Ordinaten des gleichen Abstandes "Eins" 
in eine Anzahl von "Elementarstreifen", deren Schwerpunkte man 
ermittelt. Die Streifen sind von 1 bis 22 gezahlt. Dann tragt man 
die mittleren Ordinaten der Streifen auf der y-Achse (oder auf einer 
zu dieser Parallelen) von 0 beginnend auf, wobei negative Ordinaten 
in Richtung der positiven y-Achse aufgetragen werden. Nach An
nahme eines Poles PI im Abstande H von der y-Achse konstruiert 
man punktweise die Seilkurve in der oben beschriebenen Weise, 
indem man beim Punkte xoYo beginnt und die Kurve nach rechts 
und links fortsetzt. So entstehe die Kurve AlB 1 ° 1 D1E1. 

Jede Auswahl eines Poles oder, was dasselbe heiBt, jede 
Festlegung der Tangente der Kurve im Punkte xoYo liefert eine 
Seilkurve. Die einzelnen Kurven verlaufen immer steiler, je steiler 
man diese Anfangstangente wahlt; schlieBlich arten die Seilkurven 
in eine Gerade aus, die durch xoYo parallel zur y-Achse verlauft; 
dieser Fall entspricht dem Wert: 

01 = 00. 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten fur die anderen 
Individuen des Biischels greifen wir auf das erste Integral der ge
ge benen Differentialgleichung 

H :~ = 01 + f f (x) dx (24) 

zuruck. Die Kurve 

'YJ = 01 + jf(x) dx, (25) 

die dieses Integral reprasentiert und die A bhangigkeit der Tangenten
neigungen derSeilkurven von den Werten der Abszissen wiedergibt, 
kann ebenfalls graphisch aus der Kurve abc gefunden werden. 

II 0 r t, Differentialgleiclltmgen. 7 
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Das Integral 

jt(x) dx 

bedeutet, wie in § 5 dargelegt, den zwischen der Kruve abc 
und der x-Achse eingeschlossenen Flacheninhalt, der begrenzt ist 
durch irgendeine Anfangsordinate und die Ordinate der Abszisse x. 
Wir wahlen die Anfangsordinate bei der Abszisse x = 0, d. h. wir 
lassen die Kurve 

'YJ = 0 1 + jt(x) dx 

durch den Anfangspunkt des Koordinatensystems gehen. Die 
Konstante 01 muB gleich 0 gesetzt werden, wie sich aus folgendem 
ergibt. 

Die graphisch gegebene Kurve abc wiirde, wenn man sie 
analytisch darstellen wollte, eine Gestalt folgender Art haben 

y = t(x) = aO +a 1x+ ....... , 

da sich jede Funktion im allgemeinen in eine Potenzreihe ent
wickeln laBt18). 

Das Integral dieser Funktion, wenn man von der Konstanten 
absieht, lautet dann: 

j X2 
jydx = t(x)dx = ao x+a12 + ..... (26) 

und mit der Integrationskonstanten 

Da wir aber unsere Kurvenflache von x = 0 an zahlen wollen, 
also fiir x = 0 das Integral J y dx verschwinden soIl, muE auch 
0 1 = 0 sein. 

Zur graphischen Ermittlung der Kurve 

'YJ = jt(x) dx 

aus der Kurve abc addieren wir die mittleren Hohen der schon 
oben benutzten Elementarstreifen auf den jeweiligen Endordinaten 
der Streifen. Es entsteht so die Kurve ABODE. 

Bei der Ausfiihrung der beschriebenen graphischen Summation 
ergibt sich wieder wie friiher, daB die Kurve 

'YJ = jt(x)dx 
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da Kulminationspunkte haben muB, wo die Kurve 

y = f(x) 

Nullpunkte hat. Nullpunkte der Kurve abc liegen vor in den 
Punkten b; entsprechend hat die Kurve ABODE ihre Kul
minationspunkte in B und D. 

Durch HinzufUgung der Integrationskonstanten 01 erhalt man 
die Gesamtheit der ersten Integralkurven der Differentialgleichung 

namlich 

d2 y 
H- = f(x) 

dx 2 

dy f 'YJ = H a;; = 01 + I (x) dx . 

Zu jedem Individuum dieser Kurvenschar, die durch Parallel
verschiebung in Richtung der y-Achse aus ABODE entsteht, 
gehoren einfach unendlich viele Individuen der Schar der zweiten 
Integrale, aber nur ein Individuum, welches durch xoYo geht. 
AIle diese Kurven, die die ersten Integrale zu ABO D E sind, 
entstehen auseinander durch Parallelverschiebung. Um eine dieser 
Kurven zu bestimmen, z. B. 3-3-3-3, die die y-Achse mit 
horizontaler Tangente schneidet, legt man den Pol P a fest, 
indem man den einer horizontalen Tangente parallelen Poistrahl 
lO-Pa zieht. Aus 3-3-3-3 wird die Kurve A2B202D2E2 
gewonnen durch Parallelverschiebung in Richtung der y-Achse; 
A2B202D2E2 ist das durch den Nullpunkt mit horizontaler 
Tangente gehende Individuum und hat die Gleichung 

y = fdxff(x)dx 

Die Konstruktion der Seilkurve zu f(x) ist also gleichbe
deutend mit der Herstellung der zweiten Integralkurve zu 
dieser Funktion 19). 

§ 26. Difierentialgleichung der elastischen Linie. 

Von derselben Form wie die Differentialgleichung der Seil
kurve ist die technisch sehr wichtige Differentialgleichung der 
elastischen Linie. 

7* 



100 Die DiHerentialgleichungen zweiter Ordnung. 

Man versteht hierunter die Gestalt, die ein elastischer (im 
allgemeinen prismatischer) Stab unter EinfluB auBerer Krafte an
nimmt. 

Wir wollen nur ebene elastische Linien betrachten und setzen 
zunachst einen Balken der Lange 1 voraus, der an einem Ende ein
gespannt und am andern durch eine Kraft P auf Biegung bean
sprucht ist. Fig. 72. 

J 
~ 

l 
x 

P 
Fig. 72. Einseitig eingespannter 

Balken. 
Fig. 73. Normalspannungen und 

Schulspannungen. 

Wir untersuchen die Spannungsverhaltnisse an einem Quer
schnitt in der Entfernung x yom eingespannten Ende. 

Es treten, wenn wir uns das vordere Ende entfernt denken, 
die N ormalspann ungen a fiber den Querschnitt auf, deren 

Resultierende 

1===1 r---
~ r-I---+-~ 

____ 11_1..-_...v 
Fig. 74. Lineare Verteilung der 

Normalspannungen. 

fadt 
verschwinden 
Moment 

o 
und 

Jzadt = P(l- x) 

(1) 
deren 

(2) 

sein muE, wenn Gleichgewicht 
zwischen der beanspruchenden 
Kraft und den inneren 
Spannungen herrschen solI. 

Streng genommen kommt noch die Gleichgewichtsbedingung 
gegen Verschiebung quer zur Balkenachse: f 7: dt = P hinzu, 
doch wollen wir die Schubspannungen 't' nicht betrachten 
(Fig. 73). 

Nunmehr mfissen Annahmen fiber die Verteilung der Span
nungen fiber den Querschnitt gemacht werden. Die einfachste 
Annahme ist die einer linearen Verteilung (Fig. 74) 

a = au + za, 
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womit sich auf Grund von Gleichung (1) eine Faserschicht im 
() 

Balken Z = Zu = - ~ ergibt, die spannungslos ist. Diese Faser
a 

schicht enthalt die Balkenachse, welche die Schwerpunkte der 
Balkenquerschnitte verbindet. Die Spannung wird dann Druck-
spannung 

(3 a) 

auf der unteren Halfte der Balkenquerschnitte, Zugspannung 

auf der oberen Halfte der Querschnitte. 

Fig. 75. Formanderung des einseitig eingespannten Balkens. 

Gleichung (2) geht hiermit aber fiber in 

~Jz2df = P.(l-x) 
Zo 

(3b) 

oder, wenn Jz2 df, das Tragheitsmoment des Balkenquer
schnitts, mit J bezeichnet wird: 

.!!!L.J = P(l-x) 
Zo J 

(4) 

Wir betrachten jetzt die For man d e run g des Balkens 
(Fig. 75). An der Stelle x liegt eine Krfimmung der Mittellinie 



102 Die Differcntialgleichungen zweiter Ordnung. 

vor und wir nehmen an, daB die Balkenquerschnitte auch nach der 
Krummung eben und zur Mittellinie senkrecht seien. Dann gilt 
nach der Figur, wenn 

Lldx = adx 
E 

die Verlangerung einer im Abstand z von der Balkenachse liegenden 
Faser der Lange dx ist 

Lldx dx 
z e 

oder 
a E 
z e (5) 

und nach (4) 
E p. (l-x) 

e J 
(6) 

Ist nun y die durch die Beanspruchung erfolgte Senkung der 
Balkenachse unter die ursprungliche horizontale Lage an der 
Stelle x, so ist der Ausdruck fUr den Krummungsradius nach den 
Lehren der analytischen Geometrie 20) 

(!= 

3 

[l+(~rt 
d 2 y 
dx 2 

(6a) 

Weil aberdieBiegungen innerhalb des Bereiches der elastischen 
Formanderungen nur klein ausfallen, kann man die Neigungen der 

Balkenachse gegen die x-Achse als klein voraussetzen und also ~~ 
vernachlassigen. Gleichung (6) wird dann angenahert: 

d 2 y 1 
dx 2 = E. J . P (l- x) (7) 

Diese Gleichung geht in diejenige der Seilkurve uber, 
wenn E· J = H und P (l- x) = t (x) gesetzt wird. 

Handelt es sich urn einen Balken auf zwei Stutzen, der eine 
belie big verteilte Last t (x) tragt (Fig. 76), so kann man eben
f aIls die Gl. (7) benutzen, indem man das Biegungsmoment an 
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der Stelle x = M 1J setzt 

wo das Minuszeichen 
deshalb steht, weil das 
positive Moment M 1J 

einenegativeKrummung 
hervorbringt. 

M1J ermittelt sich 
hier als das erste Seil
polygon zur Belastungs
£lache: 

A' I 
I 

I I 
I I I 

r--x~dr-

Fig. 76. Stetige Lastverteilung 
einem Balken. 

(8) 

8 

iiber 

(9) 

Die Lasung der Differentialgleichung der elastischen Linie 
verlangt also die Konstruktion der vierten Integralkurve zur 
Kurve t{x) oder die Kon
struktion des zweiten Seil
polygons entsprechend dem 
Ansatz: 

d4 y 
E J dx' = f{x) (10) 

Den Zusammenhang 
zwischen den verschiede
nen Integralkurven zu f (x) 
liefert folgende durch 
Figur 77 erlauterte Auf
stellung. 

q = f (x) ist die Be
lastungs£lache, 

1J 

Fig. 77. BelastungsfHiohe, Quer
kraftflaohe, Momentenflaohe. 

Q A - J q dx, das erste Integral zu q, ist die Querkraft-
o 

£lache, 
1J 

M = J Q dx, das zweite Integral zu q, ist die Momenten£lache. 
o 
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Es gelten also die Beziehungen: 

dQ d 2 M 
dx = - q; dx 2 = - q . 

Will man in dem Ausdruck fur (! (6a) :~ nicht vernachlassigen, 

so lautet die Differentialgleichung der elastischen Linie: 

d2y . [ ( dy )2] 2 
dx2 • 1 + dx = I (x) (11) 

Diese Differentialgleichung gehart zum nicht linearen Typus, 
sondern hat die allgemeine Form 

( d2y dY ) 
F dx2 ' dx = I (x) (12) 

und wird im AnschluB an § 28 behandelt werden. 

§ 27. Die line are Diiferentialgleichung zweiter Ordnung mit 
konstanten Koeffizienten. 

Eine auBerst wichtige Rolle spielt in der Technik die Diffe
rentialgleichung: 

d2 y dy 
a--+b--+cy=O 

dx2 dx (1) 

wo abc konstante GraBen sind. Bekanntlich werden aIle freien 
Schwingungsvorgange, in erster Linie die eines Massenpunktes, 
durch diese Gleichung beschrieben. Es ist namlich a = m die Masse 
des Punktes, b die Dampfungskonstante der Bewegung, c die 
Kraft, die den Punkt an die Mittelachse seiner Bewegung fesselt, 
y die Entfernung des Punktes von seiner Mittellage und x = t die 
Zeit. 

Zur Integration der Gleichung (1) substituieren wir zunachst 
dy ---ax = p 

d2 y dp dp dy dp 
dx2 = ---ax = diJ ax = diJ . p 

(2) 

und erhalten 

ap ~~ + bp + cy = 0 (4) 
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In dieser Gleichung substituieren wir 

dp dv 
p = vy, dy = v + y dy (5) 

wo wir uns v als eine zu ermittelnde Funktion von y denken. 
Wir erhalten nach Division mit y 

av(v+y ::)+bV+C=O (6) 

oder anders geordnet 
, dv 

(av2 + b v + c) = - a y dy . 

Hier ist die Trennung der Variabeln moglich: 

dy 

Y 

avdv 
av2+bv+c 

(7) 

(8) 

oder nach Division mit a im Nenner und Zahler der rechten 
Seite: 

wo 

dy 

Y 

Setzen wir hier: 

vdv 

b c 
-(a+ (J) = -unda{J =-

a a 

(9) 

(10) 

sind, so kann man die rechte Seite von (9) in zwei Partialbriiche 
zerlegen und schreiben: 

d: = _ a 1 {J (v a a - v (J (J) dv (11) 

woraus man durch Integration erhalt 

19ya-p = Ig(v-{J),9-1g(v-a)a + 19O 

oder nach Beseitigung der Logarithmen 

ya-,9 = 0 (v - {J)P 
(v- ala 

(12) 

(13) 
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Macht man in dieser Gleichung nach (5) die Restitution 
p 

V=-, 
Y 

so ergibt sich allgemeines Integral von Gl. (4) 

1 = 0 (p - fJ y)f3 • 
(p- ay)a 

(14) 

Diese Gleichung kann ersetzt werden durch die beiden anderen 

p-?-y=A'} 
p-fJy=B' (15) 

wenn man A' und B' so bestimmt, daB 

B'f3 
0-=1 A,a (15a.) 

wird. Setzt man in (15) fur p seinen Wert aus Gl. (2) P = :~ 
ein, so findet man aus 

die Integrale 

dy ( A') -=a y+-
dx a 

dy = fJ (y + B') 
dx {3 

19(y+ ~')= aX+IgA 

19 (y + ~) = fJ x + 19 B 

die unter Benutzung der Exponentialfunktion 

A' 1 Yl = --;;: +Aeax 

B' f3x 1 Y2=-p+Be 

(16) 

(17) 

ubergehen in: 

(18) 

Da man nun A' und B' gleichzeitig = Null werden lassen kann, 
ohne die Gleichung (15a) zu verletzen, so stellen 

Yl=Aeax } 

Y2=Bef3 x 
(19) 
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die beiden gesuchten partikularen Integrale von (1) dar, so daB 
das allgemeine Integral lautet: 

y = AeMJ + BePx (20) 

Hier miissen a und (3 Wurzeln der Gleichung 

b c 
p,2 + ~ P, + ~ = 0 

a a 
(21) 

sein. 
Die Wurzeln der Gleichung lauten: 

a=p, = __ b_+,/~_~ 
1 2 a V 4a2 a 

(3=p, =_-2b -.!~-~ 
2 a V 4a2 a 

(22) 

haben also die Form 

a=-e+~(]} 
(3=-e- Z (] 

(23) 

mit e = 2ba' (] = ' / ~-----'b;-:-2-
V a 4a2 

wo i die imaginare Einheit bedeutet. 
Das allgemeine Integral (20) nimmt nun die verschiedensten 

Formen an, je nach den Werten, die den Konstanten abc bzw. 
b c 

den Quotienten ~ und ~ beigelegt werden. 
a a 

Wir setzen a zunachst stets als positiv voraus, was durch 
Zeichenwechsel jedenfalls erreicht werden kann. Dann ergibt 
sich, daB y im Falle eines negativen b mit x unendlich zu
nimmt. 1st b positiv, so kann y mit zunehmendem x nicht 
ins Unendliche wachsen, wenn nicht etwa c negativ wird. 
Negatives c laBt y ebenfalls unendlich groB werden. 

1. Zunachst untersuchen wir naher den Fall 

b = 0 
Dann wird das allgemeine Integral (20) 

y=Ae+ iITX + Be- iITx (24) 

Negatives c laBt y unendlich zunehmen (Fig.78.), positives c 
verwandelt die Exponentialfunktion in die zyklometrische Funktion 
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und (24) nimmt die Gestalt an (mit Ao = A + B, Bo = (A - B)i) 

y Ao sin ax + Bo cos ax (25) 

oder 
y = Al sin a(x - xo) (26) 

wo gilt 

11 

4~ __ ~~~~ ___ X 

Fig 78. Uneigentlicher 
Schwingungsvorgang . 

Fig 79. Reine Sinusschwingungen. 

Wir erhalten also eine rein peri 0 dis c he Fun k t i on; 
Al heiBt die Amplitude, 
Xo die Phasenverschiebung, 

T = 2 n die Periode, 
a 

n = -~ die Frequenz der Schwingung. 
2n 

a die Kreisfrequenz. 

Die hiermit gegebene Bewegungsform ist in Fig. 7H dar
gestellt. 

IIa. 1st die GroBe b < 0, die Schwingung also mitDampfung 
behaftet, so bietet sich zunachst der Unter£all 

c b2 
--->0 a 4a2 

(27) 

dar. Es steUt sich dann (20) in die Form: 

y = Al e-Px sin a(x - xo) (28) 
mit 

- Al sin Xo = A + B 

Al cos Xo = (A - B)i. 
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Setzt man, ohne die Aligemeinheit zu beschranken, Xo = 0, 
so kann man die Maxima und Minima von Y aufsuchen mittelst 
des Ansatzes: 

dy ax = 0 = e-PX (a cos ax - e sin ax) = 0 (29) 

wo 

Diese Gleichung hat unendlich viele positive Wurzeln: 

tggJ = !L 
a 

ist. Die zugehOrigen Maximal- bzw. Minimalwerte von y sind: 

A -pXk 
Yk = 1 e cos gJ, 

woraus sich fur die Differenz der Logarithmen zweier aufeinander
folgender y ergibt: 

19(yH1 ) -lg (Yk ) = - e(XHI-Xk) 

=-~n. 
a 

Die logarithmische Diffe- J' 
renz zweier aufeinanderfolgender 
Schwingungsweiten ist also kon
stant, man nennt die GroBe 

e b 
- n = -::t=====::=-
a "Y4 ac-b2 

(32) 

I I 
I I I I 

das logarithmische Dekre
men t der Schwingung. 

Fig. 80 gibt ein Bild einer 
gedampften Schwingung. 

T~i" '2~ T-k-;z:~ 
=7 

(31) 

2n . . d d' S h . - 1st w1e er Ie c WIll-
Fig. 80. Gedampfte Schwingung. 

a 
gungsdauer, sie ist groBer als bei nicht vorhandener Dampfung. 

lIb. 1st 
c b2 
---- <0, 
a 4a2 
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dann wird das allgemeine Integral 

y=e-PX(Ae+CTX+Be-CTX) (33) 
dy 

in welcher Formel a < (2 ist. Jetzt kann weder y noch dx ver-

schwinden, so lange A und B gleiche Vorzeichen haben. Es konnen 
also weder Nullpunkte noch Extreme vorkommen; y nahert sich 
mit wachsendem x asymptotisch dem Werle Null. (Fig. 81.) 

Fig. 81. Fig. 82. 

Fig. 83. 
Fig. 81-83. Vel'schiedene Fol'men del' aperiodischen Bewegung. 

Raben jedoch A und B verschiedene Vorzeichen, so gibt es 
einen Nullpunkt: 

der aber nur dann wirklich auftritt, wenn die Bewegung zur Zeit 
x = 0 nach dem Schwingungsmittelpunkt hin gerichtet war 
(Fig. 82). 

Das Extrem liegt bei 

x = ~ I ((2 + a) B 
2 2a g ((I-a) A 
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und ist unter allen Umstanden vorhanden. Nach Dberschreitung 
des Extrems fuhrt die Bewegung zur Mittellage zuriick. 

Diese Bewegungsform ist 
die aperiodische, von der 
in Fig. 81, 82, 83 die wich
tigsten Formen dargestellt 
sind. 

III. Der Fall (J = 0 bzw. 

b2 = 4 ac 
liefert zwei gleiche Wurzeln 
a und {3 und mithin das all
gemeine Integral: 

y = (A + Bx)e-px• 

Diese Bewegung hat 
e benfalls den Charakter lIb, 
je nachdem die Anfangs
bedingungen bzw. die Werte 
A und B gewahlt werden. 
Wir geben die moglichen 
Falle in den nebenstehenden 
Figuren wieder. 

A>O 
Fig. 84: B-eA < 0 

B>O 
A>O 

Fig. 85: B-eA < 0 
B<O 

A>O 
Fig. 86: B -e A > 0 

B>O 
Dber die Anwendung der 

Differen tialgleich ung 

Fig. 84. 

B-fA 
x2 = 8~ 

Fig. 85. 

Fig. 86. 
Fig. 84-86. Spezielle aperiodische 

Bewegungsformen. 

ay" + by' + cy = 0 

auf technische Probleme siehe W. Hort, Techn. Schwingungs
lehre, Springer 1910. 



112 Die OiHerentialgleichungen zweiter Ordnung. 

§ 28. Nichtlineare Difi'erentialgleichungen zweiter Ordnung. 
Kettenlinie. 

Unter den nicht linearenDifferentialgleichungen II. O. gestatten 
zunachst diejenigen eine allgemeine Behandlung, in welchen nur 
der zweite und der erste Differentialquotient vorkommen, welche 
sich also an der Form erweisen 

F(d2Y ~)= dx ' dx 0 (1) 

Gelingt es, diese Gleichung nach :; aufzulosen, so daB also 

ellle Gleichung der Form 

d2 y (dY) 
dx2 = t dX (2) 

entsteht, so wird ellle erste Integration moglich, wenn man 

dy 
dX=P 

substituiert. Es folgt dann statt (2) 

dp 
di = t(p) (3) 

Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung III welcher 
man nach Trennung der Variabeln schreiben kann 

dx=~ t (p) 

und nach erstmaliger Integration 

x = 01 + Jt~;) = 01 + cp(p) 

Gelingt es, diese Gleichung nach p aufzulosen, wodurch 

p = '!jJ(x-01 ) 

resultiere, so ist die zweite Integration moglich. 
Man schreibt statt (6) 

dy 
dX = '!jJ(x-01 ) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 
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und nach Trennung der Variabeln 

dy = "P (x-Ol ) dx, 
woraus sich das allgemeine Integral findet: 

y = 02+ j"P(x-CI)dx. 

113 

Ein Beispiel fur diese Art von Differentialgleichungen bietet 
die Kettenlinie. 

§ 29. Die Kettenlinie. 

Diese Kurve gehort zu den "Seilkurven". 
Sie ist identisch mit der Gestalt eines an zwei Punkten 

aufgehangten Seiles, welches nur unter seinem Eigengewicht 
steht und welches keine Biegungssteifigkeit aufweist (annahernd 
bei einer Kette erfullt). Fig. 87. 

Wir betrachten wie bei der Seilkurve das Gleichgewicht 
eines Kurvenelementes ds und gelangen zu der Formel 

v = yds + VI 

in welcher yds das Eigen
gewicht des Kettenstuck-
chens ds bedeutet. 

V 

(1) 

8 

Da ferner auch hier ~ ,.., 
das Verhaltnis zwischen ~r---;;?-----I1rl-+--T'l--~x 
der Vertikalkomponente V 
der Kettenspannung und 
dem Horizontalzug H gleich 
dem Tangens des Neigungs
winkels oder 

(2) 

Fig. 87. 
sem muB, so folgt als 
Differentialgleichung der Kettenlinie: 

d2 Y 
Ha; =yds. 

Schreibt man hier 
dy 

Hda;= +yds 

II 0 r t, Differentialgleichungcn. 

Die Kettenlinie. 

(3) 

(4) 

s 
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so kann man sofort einmal integrieren 
dy 

Ha;x=O+r s, (5) 

d. h. der Richtungstangens der Kurve ist der Bogen ... 
lange proportional. 

Zur Gewinnung des allgemeinen Integrals kehren wir zur 
Gleichung d2 y 

H-d = +r ds 
x 

zuruck, in welcher wir fur 

ds = 1'dx2 + dy221) 

setzen. Nach Division mit dx folgt dann 

d2y ,j (dY)2 
H dx2 = + r r 1 + a;x . 

Nach Substitution von 

ergibt sich hier 

dy 
a;x=p 

H dp ,/--,--- = + rl + p2 r dx 
H 

und nach Trennung der Variabeln mit - = a r 
dp 

a l' = + dx. 
1 + p2 

Nach erstmaliger Integration folgt: 

f dp 
a l' = 0 1 + x 

oder 1 + p2 

a 19 (p + 1'1 + p2) = 0 1 + x. 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(lO) 

Diese Gleichung laBt sich nach p auflosen. Es folgen aufeinander 
die Ansatze: 0 1 + <I: 

P + 1'1 + p2 = e-a-. 
2 0 1 +<1: 0 1 +<1: 

1 + p2 = e a _ 2 pea + p2 (11) 

1 ( 0 1 +" - 0 1 +") p=-e a -e a . 
2 
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Nach Restitution des fiir p giiltigen Wertes kommt dann 

dy 1 ( o,;x _ O,~x) 
Tx=2" e -e . (12) 

Wir nehmen jetzt eine Transformation des Koordinaten
systems vor, indem wir das Achsenkreuz um die Strecke + e 
in Richtung der positiven x-Achse parallel mit sich verschieben. 
Der Anfangspunkt Ao riickt dadurch nach AI. Die Koordinaten 
der Kurvenpunkte in bezug auf das neue System bezeichnen 
wir mit ;1 und 'fIl' und es gelten zwischen den alten und neuen 
Koordinaten die Beziehungen 

x = e +;1 
y = 'fIl 

und zwischen den Differentialquotienten gilt: 

dy d'fll 
-=--; 
dx d;1 

hiermit geht aber die Formel (12) iiber in 

d'fll = ~(e O'+:+~l -e- o,+:+~,). (13) 
d~l 2 

Wir wollen nun festsetzen, daB die 'fIcAchse die Kurve in einem 

Punkte mit horizontaler Tangente schneide, d. h. daB :i; = 0 

werde fiir ~1 = o. Dann muB sein 

01 + e +;1 = 0, 
d. h. 

0 1 + e = 0, 

womit Formel (13) iibergeht in: 

Nunmehr kann man nochmals integrieren und erhalt 
neuen unbestimmten Konstante O2 

( if, if,) 
'fIl = O2 + ; eli + e- a . 

8* 

(14) 

mit einer 
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Wir transformieren jetzt von neuem das Koordinatensystem, 
indem wir das Achsenkreuz um das Stuck (J in Richtung der 
negativen 1h-Achse verschieben. Der Anfangspunkt ruckt dadurch 
nach A. Die Koordinaten der Kurvenpunkte in bezug auf das 
neue System bezeichnen wir mit ~ und 'YJ, und es gelten die Be
ziehungen: 

~ = ~1 

'YJ = (j + 'YJl' 
Zwischen den Differentialquotienten gilt 

d~ d~l 

d1i d'YJl 
Die Formel (14) geht nun uber in 

1] = (J + 02 + ; (e: + e- fa ) • 

Bestimmen wir jetzt, daB fur 

; = 0 
sein solI: 

'YJ = a, 
dann muB gelten: 

a + O2 = 0, 

mithin gilt als endgultige Gleichung der Kettenlinie 

'YJ=;(e:+e-:) 

und fur den Differentialquotienten 

:~ = ! (e! -e- !). 

(15) 

(16) 

(17) 

Fur die beiden letzten Funktionen von ~ hat man kurzere Zeichen 
eingefuhrt. Es gilt 

(18) 
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Man iiberzeugt sich leicht von der Giiltigkeit des Satzes 

Q;of2 i - Elin2 i = 1. (19) 
a a 

Urn einige weitere Beziehungen abzuleiten, schreiben wir 
das Argument vorlaufig kiirzer = x. 

Mittels der Identitaten 

x + y x-y 
x=-2-+-2-

x + y x-y 
Y=-2---2-

findet sich leicht 

Setzt man 

so wird 

r;,:.. r;,:.. . x + y x-y 
om x + om y = 2 Elm -2-- Q;of -2--

Q;oj x + Q;of y = 2 Q;of x + y Q;of x - JL 
2 2 

r;,:.. r;,:.. «'fx+y. x-y 
omx-omy = 2~o --Elm--

2 2 

Q;of x - Q;of y = 2 Elin x ~ y Elin x 2 y . 

x+Y=~, x-Y =1] 
2 2 

x = ~ + 1], y = ~ -1], 

(20) 

und die Formeln lauten (nach Vertauschung von ~ mit x und 1] 
mit y): 

r;,:.. r;,:.. 1 «' 1 
om x om y = 2 ~of (x + y) - 2 Q;of (x - y) 

I 1 
Q;of x Q;of y = 2 Q;of (x + y) + 2 Q;of (x - y) 

r;,:.. «' fIr;,:.. I . 
om x ~o y = 2 om (x + y) + 2 Elm (x - y) 

(21) 

«,fr;,:.· Ir;,:.. I. 
~o X om y = - om (x + y) - ~ Elm (x - y) 

2 2 
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Duroh geeignetes Addieren und Subtrahieren je zweier 
dieser Formeln entsteht dann 

@lin (x ± y) = @lin x (£of y ± (£of x @lin y} (22) 
(£of (x ± y) = (£of x (£of y ± @lin x @lin y. 

Der Aufbau dieser Formeln erinnert an die Kreisfunktionen sin 
und oos; wir sohreiben fur das letzte Formelsystem analog an: 

sin (x ± y) = sin x oos y ± oos x sin y 

cos (x ± y) = oos x oos y ± sin x sin y. 

Man nennt die Funktionen @lin und (£of den "hyperbolischen 
Sinus" bzw. "Cosinus". Diese Bezeiohnung hat ihren Grund in 
folgendem geometrischen Zusammenhang: 

11 In der Figur 88 sei 
eine gleichseitige Ryperbel 
der Gleichung X2-y2 = 1 
gezeichnet. Dann ist die 
halbe Scheiteldistanz 0 A 
= 1. Wir berechnen nun
roehr den Flacheninhalt F 

-...I----~x 
des Hyperbelsektors OP APt 

Fig 88. Definition der Hyperbel
funktionen. 

(PP1 ~ OX) in Abhangig
keit von der Abszisse x 
oder der Ordinate y des 
Punktes P. Aus der Figur 
liest man sofort ab: 

F xy a: 
- = -- !yax. (23) 
221 

Nach der Hyperbelgleichung ist aber 

y = fx 2-1, 
mithin 

XfX2 -1 Ja: ,/--
2 - rx2 -1 ax. 

F 
2 

1 

Der Wert des Integrals steM in jeder Formelsammlung, 
Rutte 20. A., S. 75. Es ist 

a: J fX2 - 1 ax = ; fX2 - 1 --:- ! 19 (x + fX2 -1). 

1 

z. B. 



§ 29. Die Kettenlinie. 119 

also wird 

F = 19 (x + fx 2-1). (24) 

Diese Gleiohung ist naoh x auflosbar. 

/ = x+ fx2-1 

IF -2 xeF + x 2 = x2-1 

iF + 1 1 (F -F) 
X = F = 2 e + e. (25) 

2e 

Fiihrt man die Rechnung analog fiir 11 
y duroh, so erhalt man 

1 
y = 2 (eF - e-F ). (25a) 

Durch diese beiden Formeln wird die 
Abhangigkeit der Abszisse x und der 
Ordinate y vom Hyperbelflacheninhalt 
statuiert. 

Eine analoge Betraohtung fiihren 
wir am Kreise Fig. 89 aus 

x 2 + y2 = 1. 

Fig. 89. Definition der 
Kreisfunktionen. 

Es ist der halbe Flaoheninhalt des Kreissektors 
1 

F xy f -=-+ ydx 
2 2 

(26) 

___ 1 

Vl-x 2 f-= x --2-- + Vl-x2 dx. 
:r; 

Der Wert des Integrals findet sioh in der Hiitte an derselben Stelle 
1 f ,/-- 1 ,/-

f 1 - x2 dx = 2 (arosin 1 - x f 1 - X2 - arcsin x) 
:r; 

Hiermit wird aber 

F = arcsin 1- arcsin x 

und nach x aufgelost 
x = cos F. 

arccos x (27) 

(28) 
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Entsprechend ergibt sich fur die Ordinate 

y = sin F. (28a) 

Diese beiden Formeln sind die Analoga zu den oben bei der 
Hyperbel abgeleiteten, und es bedarf keiner weiteren Begrundung 
fur die Abkfuzung fur (25) und (25a) 

x = Q::of F . 
und 

y = 6tnF. 

\ ~l 
fi 

1/ , 

\ ! Iff 
¥ 

l 

\ 
u. 

i7 
• 11 • Ij;;;"u-.x ,,0/ . 

-6 i5'-~- y-:. z-~ ·2 --3 ¥ -"6 1-"6 7 

~~ / '! 

/ ] 
JHr.z:.i'1 

Fig. 90. Die drei Hyperbelfunktionen. 

Wir kehren nunmehr zur Schreibweise Q::of x bzw. 6itt x 
zuruck und bemerken, daB aus der Beziehung zur Exponential
funktion eX soforl eine Reihenwicklung fUr die heiden Funktionen 
folgt. Es ist 

x2 X4 x6 

Q::ofx = 1 + 2! + 4! + 6! + .... 
xli x5 x7 

6tn x = x + aT + 51 + 7! + .... 
(29) 

Aus diesen Entwicklungen ergibt sich ohne weiteres 

Q::of (- x) = Q::oj x } 
6itt (- x) = - 6itt x, 

(30) 

d. h. Q::of ist eine gerade Funktion, 6itt eine ungerade. 
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®in 0 = 0; ®in (X) = (X) 

Q::oi 0 = 1; Q::oi (X) = (X). 

121 

} (31) 

Den weiteren Verlauf entnimmt man am besten aus der Figur, 
die nach einer der Tafeln fur diese Funktionen, der ge
zeichnet ist 23). 

Die Figur enthalt noch die Funktion hyperbolischer Tangens, 
die definiert wird durch den Ansatz 

®in x x3 2 x5 17 x7 

%g x = Q::of x = x - 3 + M - 3i5 + - . . . . (32) 

Fur die %g~Funktion gelten analoge Additionsformeln wie 
fur ®in und Q::oi, die wir nicht besonders anschreiben. 

Wir kehren nun zur Kettenlinie zuruck. FUr die Ordinate 
hatten wir gefunden 

1] = a Q::o[ ~ 
a 

fur den Richtungstangens 

d1] . ~. 
-= ®Ut-
d~ a 

Ferner leiten wir aus der Formel (4) 

d1] 
Hdd[ = yds 

fur die Bogenlange 8 die Be
ziehung ab 

8 d1] r;-:.. ~ 
= ad[ = a~Uta· 

Fjg. 91. Bereohnung des 
Durohhangs einer gegebenen 

Kette. 

Nunmehr k6nnen wir die Verhaltnisse einer Kette der Lange 28 
untersuchen, die zwischen zwei Punkten aufgehangt wird, die die 
Horizontalentfernung Ll + L2 = 2L und die Vertikalentfernung 
HI - H2 = 2H haben. 

Nach der Figur 91 schreiben wir an: 

8 r;-:.. LI 
I = a~Ut-, 

a 

. L2 
S2 = a®Ut

a 
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und 

2 S = Sl + S2 = a (6in ~l + 6in ~ ) . 

Hier sind LI und L2 mit ihren absoluten Werten einzusetzen. 
Nach Formel (20) folgt 

. L +L L-L 2 S = 2 a 6m 1 2 0:01 2 • 
2a 2a 

L L-L 
S = a 6in - 0:of 1 2 . 

a 2a 
Ferner gilt 

L L 
h = a 0:of_l h = a0:of_2 

I a' 2 a 
und durch Subtraktion 

2 H = hI - h2 = a (0:0f ~l - 0:of ~2 ) 
. L 1 +L2 • L 1 +L2 = 2 a 6m . 6m ----"-------=-

2a 2a 

H . L ~. LI + L2 
= a 6m - . om ----"----"-

a 2a 

(33) 

(34) 

Quadriert man 
von (33), folgt 

jetzt Formel (33) und (34) und subtrahiert (34) 

S2 _ H2 = a2 6in2 - 0:0f2 1 2 _ 6in2 1 2. L( L -L L -L ) 
a 2a 2a 

Der Klammerausdruck ist jedoch = 1, und so ergibt sich 

L ,/--
a6in- = ,S2-H2. 

a 

Schreibt man das Ergebnis in der Form 

. L 
6m

a 

L 
a 

(35) 

(36) 

L 
so kann man bei gegebenem S, H, L diese Gleichung nach

a 
aufl6sen, was mit Hilfe der Tafeln oder der Kurven sehrleicht ist 24). 
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Es sei z. B. die Kettenlange 28 = 100 m, die Entfernung 
2L = 50 m, die Hohendifferenz 2H = 20 m. Dann ist 

Y2500 - 100 48,99 
25 25 

= 1,96. 
Die Beziehung 

@)inx = 196 
x ' 

L 
findet aber statt fur x = - = 2,15, d. h. es ist 

a 

L 25 
a = 2 15 = 2 15 = 11,6 m. , , 

Wiegt die Kette nun I' = 20 kgjl£d. m, so wird der Horizontalzug H 

H = a' I' = 232 kg. 

§ 30. Genaue Form der Difierentialgleichung der elastischen 
Linie. 

Die Gleichung (11) des § 26 kann ebenfalls nach der Methode 
des § 28 gelOst werden mittels der Substitution 

Wir erhalten hiermit 

dy 
a;x=p. 

3 
dp "2 
(f;: [1 + p2] = f(x) 

und nach Trennung der Variabeln p und x 

dp 
~---='-----c3c- = f (x) d x . 

(1 + p2) 2 

Durch Integration folgt hieraus 

-----cY1=:=p=2- = J t(x) dx + OJ. 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 
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Diese Gleiohung kann man naoh p aufl6sen 

dy f t (x) dx + 01 
p - - - -;=====c;=====--

- dx - V1 -[ft(x)dx+01]2 

und naoh noohmaliger Integration 

y -J ft(x)dx + 0 1 

- V1- [j f(x) dx + 01]2 

1m Fane des Ansatzes (7) § 26 mit 

1 
f(x) = -P(l-x) 

EJ 
findet man 

aus der sioh wegen der Bedingung 

findet 

oder 

Mithin wird 

und 

dy 
dx 

dy 0 f" 0 p=-= urx= 
dx 

:J (lX __ ~2) 

1--- lx--V p2 ( X2)2 
E2J2 2 

(5) 

(6) 

(7) 

(9) 

(10) 

. :J (Zx - ~) 
y - J dx + O2 (ll) 

'/1_~(l'c_~)2 y E2J2' 2 
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Dieses Integral kann man durch die Substitution en 

:., (lX-~) =; 

,/ 2EJ 
x = l + V l2 - ---p ; 

d - {Jd; 
X= + 

2fa-{J; 

(lla) 

l {J -- 2EJ 
a = 2, P 

iiberfiihren in 

--J {J;d; +0 
y- 2f1-;2fa-{J; 2 

(12) 

welches ein elliptisches Integral ist. Die Benutzung des 
genauen Wertes fiir die Kriimmung der elastischen Linie fiihrt 
also schon im einfachen Falle des einseitig eingespannten Balkens 
zu Verwickelungen, deren eingehendere Untersuchung uns bier 
zu weit fiihren wiirde. 

§ 31. Eindimensionale Differentialgleichungen. 
Beispiel: Formanderung eines dickwandigen Rohres nach Foppl. 

Gibt man den Variabeln x und y bestimmte Dimensionen, 
die dann auch den Differentialen dx und dy zukommen, so kann 
man auch fUr jedes Glied einer Differentialgleichung eine be
stimmte Dimension angeben. 

Seien z. B. die Dimensionen von x und y = 1, so sind folgende 
weitere Dimensionen festzustellen: 

Dim r :~] = 0; Dim rmx2(~y] = 2; 

Dim [;:~] = -1; Dim[VmX2(:~y + y2 j = 1, 

wobei augenommen ist, daB m eine Zahl bedeutet. Unter
sucht man in dieser Weise alle Glieder einer gegebenen 
Differentialgleichung, und finden sich diese dabei samtlich von 
gleicher Dimension, dann heiBt die Differentialgleichung "ein-
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dimensional", wobei es vorkommen kann, daB man x und y 
verschiedene Dimensionen zuteilen muB, um Eindimensionalitat 
zu erreichen. 

Zunachst betrachten wir den Fall, in welchem sowohl x 
wie y von der ersten Dimension sind. Rier gelangt man zu einer 
Erniedrigung der Ordnung der vorgelegten Differentialgleichung, 
wenn man sowohl fur x wie fUr y neue Variable % und z einfuhrt 
mit Rilfe der Substitutionsgleichungen 

x = e/J; y = z. e/J . 

Rier folgt durch Differentiation 

dy _ dy d% _ ( dz /J /J) d% 
([i - d% dx - d%· e + z e dx· 

Fig. 92. Dickwandiges Rohr 
mit innerem Uberdruck. 

Da aber 

und mithin 

d% = e-/J 
dx 

ist, so ergibt sich 

dy dz 
a;x= d% +z. 

Analog ergibt sich 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

d2 y = ( d2 z ~) e-/J. (6) 
dx2 d%2 + d% 

Mittels der Formeln (1), (5) und (6) kann man die Substitution 
bei eindimensionalen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
durchfuhren. 

Wir betrachten die Differentialgleichung der Form
anderung eines dickwandigen Rohres unter innerem Vber
druck. 

In der Figur 92 sei der Querschnitt des Rohres gezeichnet, 
wobei die Lange des Rohres = 1 gesetzt wird; Formanderungen 
in Richtung der Rohrachse bleiben von der Betrachtung aus
geschlossen. 
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Zur Grundlage der Untersuehung wird diejenige Verlangerung 
u gemaeht, welehe ein naeh einem Punkte der Rohrwand gezogener 
Radius x unter EinfluB des 1nnendruckes p erfahrt. 1st diese 
Verlangerung u als Funktion von x gefunden, dann ist es moglieh, 
die spezifische Radialdehnung 8r und die Tangentialdehnung 81 

zu bereehnen. Letztere findet sich durch den Quotienten 

Verlangerung des Kreisumfangs 

Urspriinglicher Kreisumfang 
2nu u 

= 81 = 2nx = x' (7) 

Die Radialdehnung ergibt sich durch Betrachtung der Langen
anderung, die eine radial geriehtete Elementarstrecke AB = dx 
(siehe Figur 93) erfahrt. Der Endpunkt A des Radius x = M A 
verschob sieh, wie oben festgesetzt, um die Strecke u. Dem
entspreehend verschiebt sich der Endpunkt B des Radius 

x+dx = MB 

urn die Strecke u + duo 

Fig. 93. Berechnung der 
Radialdehnung des Rohres. 

M 
doc 

Fig. 94. Gleichgewicht der 
Spannungen an einem Element der 

Rohrwand. 

Folglieh verlangert sich das Element dx um den Betrag du, 
mithin ist die spezifische Radialdehnung an der betreffenden Stelle 

du 
8r = a:;' (8) 

Zur Gewinnung eines weiteren Ansatzes betrachten wir 
nunmehr die gegenseitige Wirkung der Spannungen an einem 
Elemen 0 der Rohrwand, welches, wie in der Figur 94 gezeichnet, 
herausgeschnitten sei. 
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Die in tangentialer Richtung angreifenden Spannungen at 
sind auf beiden Seiten des Elementes gleich; die sich aus ihnen 
ergebenden Gesamtkriifte sind at' dx und ihre Resultierende 
CD = d('/..· at . dx. 

Die radial nach innen angreifende Spannung sei ar ; die am 
Element angreifende entsprechende Gesamtkraft = x d('/..· ar' 
Auf der AuBenseite des Elementes greift nun die Spannung 
ar + dar an; die ihr entsprechende Gesamtkraft ist 

(ar + dar) (x + dx) . da. 
Multipliziert man diesen Ausdruck aus, so findet sich 

(arx + x dar + aT' dx + dar' dx) d('/... 

Hier wird das letzte Glied dar' dx als klein gegen die ubrigen 
vernachliissigt, und das zwei te und dritte werden in 

d(xar) 
zusammengezogen. 

Nach diesen Festsetzungen ergibt sich als Resultierende der 
beiden Radialkrafte 

d(xar)· da. 

Zwischen dieser und der Resultierenden der Tangentialkrii£te 
muB jedoch Gleichgewicht bestehen, woraus folgt 

da' at' dx = d(xar)· da. 
Nach Rebung von da und nach Division mit dx folgt 

d(x aT) 
at = -----a:x (9) 

Die Verbindung dieser Formel mit den oben entwickelten Deh
nungen 8 t und 8r verlangt die Heranziehung eines Elastizitiits
gesetzes. Unter einem Elastizitiitsgesetz verstehen wir eben 
eine Beziehung zwischen Spannungen und Dehnungen. Wir 
legen hier das Rookesche Gesetz zugrunde, welches in seiner 
allgemeineren Form fur longitudinale und transversale Spannungen 
(Tangential- und Radialspannungen) lautet: 

8t = ~ (at - ~ ar); cf = ~ (ar- ~ at), (10) 

wo Eden E 1 a s t i zit ii t s mod u lund m das Verhiiltnis der 
Liings dehn ung zur Que rkon traktion bedeutet. 
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Diese heiden Gleiehungen lOst man naeh C1t und C1r auf: 
mE mE 

C1t = --1 (m lOt + lOr); C1r = --1 (m lOr + lOt) (ll) m2 - m2 -

und nun ist man in der Lage, die Dehnungen 

U du 
lOt = x und lOr = ax (12) 

einzufuhren. Es ergibt sieh 

crt = ~(m ~ + dU); 
m2 -1 X dx 

C1r=-- m-+- (13) mE (dU U) 
m2 -1 dx x 

Diese Werte fur at und ar setzt inan in Gleiehung (9) ein, wodureh 
sich ergibt 

m~ E 1 (m : + ~:) = d~~ [m~E 1 x (m ~: + :)] (14) 

mE 
Dividiert man mit -2-1 und fuhrt die Differentiation auf der 

m-
reehten Seite aus, so resultiert die Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 25 ) 

(15) 

Diese Differentialgleichung ist "eindimensional" in dem 
eingangs angegebenen Sinne. 

Fuhren wir mit U = Y die Substitutionen (1), (5) und (6) 
a us, so vereinfaeht sich die Gleichung zu 

welche sich mit 

vom ersten Grade erweist. 
Wir haben also nur die Gleichung 

dp 
d-& + 2p = 0 

zu integrieren, welche das allgemeine Integral 
1 

-& = 0]- 21gp 

H 0 r t. Dilierelltialgleichungell. 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

9 
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oder 

ergibt. 

2(Cl-l~) P = e (20) 

Zur Ermittlung von z greifen wir jetzt auf Gleichung (17) 
zuruck, indem wir den soeben ermittelten Wert von p einfuhren. 
Die Integration von 

dz = e2 (C1 -/})d& 

liefert mit einer zweiten Integrationskonstanten 

z = 02_~e2(Cl-/}) 
2 

(21) 

(22) 

Aus (22) leiten wir nun das gesuchte Integral u ab wie folgt: 

u = xz = x( O2 - ~ e2 (CI-O») (23) 

Fuhren wir hier nun die Substitutionsgleichung (1) wieder ein mit 
IJ e =x 

so ergibt sich als allgemeines Integral 

( 1 e201 ) u=x 02-2X2 
und wenn man hier setzt 

so wird 
B 

u=Ax+
x 

(24) 

(25) 

(26) 

wo A und B die erforderlichen beiden Integrationskonstanten sind. 
Zur Ermittlung diesel' gehen wir auf die Gleichung (13) fur 

aT zuruck, in welche wir (26) einfuhren. Wir erhalten: 

aT = -m-~-E-----=-1 {m( A - !) + A + !} 
mE JA(m+l)-~(m-l)l 

m2 -1 l X2 J 

mE mE B 
=---A----

m-1 m + 1 X2 
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und mit 

(27) 

Zur Bestimmung von Al und Bl fuhrt jetzt die Bemerkung, 
daB fur x = r, d. h. im Innern des Rohres, die Radialspannung 
gleich dem Dberdruck p sein muB, der mit negativem Vorzeichen 
zu versehen ist, weil es sich um Druckspannung handelt. 

Ferner muB fur x = R, also auBerhalb, die Radialspannung 
= Null sein. Wir erhalten also die Bedingungsgleichungen 

f - A Bl urx=r:-p= 1--;:2 

fiirx = R: Bl 
0= A1 -J[2 

aus denen durch Auflosung nach Al bzw. Bl folgt 

pr2 
Al=-~-R2-r2 

pR2r2 
Bl = R2-r2 

wodurch sich dann die Formanderung u endgultig findet zu 

u = P ~E (~: _ r2) {(m -1) x + (m + 1) ~2} (28) 

§ 32. Einfiihrung der Storungsfunktion. KreisfOrmige Platte. 

Die genauere Theorie der kreisformigen gleichmiWig belasteten 
Platte fUhrt (vgl. Foppl, Vorlesungen uber technische Mechanik 
III) auf folgende Differentialgleichung 

d2 cp 1 dcp cp 6(m2-1) 
dx2 + ---;; ax - ---;;2 = - m2 E h3 P x (1) 

wo bedeuten 
cp die Winkel, die die Normalen der Plattenelemente 

nach der Biegung mit der Mittellinie bilden; 
x der Abstand eines Plattenelementes von der Mitte; 

9* 
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1 
- die Poissonsche Konstante; 
m 
Eden Elastizitatsmodul; 
h die Plattendicke; 
p den Druck, der auf die eine Plattenseite ausgeubt wird. 

Setzen wir in (1) die rechte Seite vorlaufig = Null, so 
erhalten wir 

d2 cp + ~ dcp _L = 0 
dx2 X dx x2 

(2) 

Diese Differentialgleichung ist 
aber identisch mit Gleichung 
(15) des § 31 und hat dem
nach das allgemeine Integral 

B 
cp = Ax + - (3) 

x 

Urn nun von hier aus zum Fig. 95. Formanderung der kreis-
fOrmigen Platte. allgemeinen Integral der 

Gleichung (1) zu gelangen, 
setzt man voraus, daB dieses dieselbe Form °habe wie (3), nur 
mit dem Unterschied, daB A und B jetzt Funktionen von x sind, 
die man bestimmen muB. 

Den durchzufuhrenden ProzeB nehmen wir sogleich an 
einer ziemlich allgemeinen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
vor, namlich . 

d2 y dy 
-d + PI (x) -d + P 2 (x) y = P a (x) 

X2 x (4) 

(vgl. § 24). zu der 

d2 y dy 
-d 2 + PI (X)-d +P2 (x)y = 0 x x 

(5) 

das Analogon zu (2) bildet. 
Mannennt die Gleichung (5) die gegeniiber (4) reduzierte 

Gleichung. Die auf der rechten Seite von (4) auftretende 
Funktion Pa(x) heiBt Storungsfunktion. 

Es seien nun Yl und Y2 zwei auf irgendeine Weise ge~undene 
voneinander unabhangige par t i k u 1 are Los u n g e n von (5), 
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mit deren Hilfe wir das allgemeine Integral von (4) in der Form 
ansetzen: 

Y = Ql(X)Yl + Q2(X)Y2 (6) 

Die Differentiation dieses Ansatzes liefert 

:~ = Ql'Yl + QlYl' + Q2'Y2 + Q2Y2'· (7) 

Da Ql und Q2 unbekannt sind, konnen wir fur sie eine Bedingung 
willkurlich vorschreiben. Wir wahlen als Bedingung den Ansatz 

Ql' Yl + Q2' Y2 = 0, (8) 

wodurch sich (7) vereinfacht zu 

dy Q ' + Q ' ax = lYl 2Y2' 

Eine abermalige Differentiation liefert hier 

(9) 

d2y Q" + Q " + Q' , + Q" (10) dX2 = 1 Yl 1 Yl 2 Y2 2 Y2 . 

Nunmehr fuhren wir die Ausdrucke fUr y, :~, :~ (Gleichung (6), 

(9), (10)] in Gieichung (4) ein und erhalten nach gehoriger Ordnung 

Ql(yt + PlYl' + P2Yl) + Q2(Y2" + P l Y2' + P2Y2) + Yl'Q/ 
+ Yz' Q2' = P a· (ll) 

Da aber, wie vorausgesetzt, Yl und Y2 der Gleichung (5) genugen, 
so bIeibt von (ll) nur ubrig 

(12) 

Diese Gleichung reicht im Verein mit Gieichung (8) aus zur 
Bestimmung von Ql' und Q2'. Man erhalt durch gewohnliche 
Auflosung dieser Gleichungen nach Ql' und Qz' 

PaY2 Ql' = ~-~~--
Y2 Yl' - Yl y2' 

PaYl Q2'= ~--=~--
Yl Y2' - Y2 Yl' 

Ql und Q2 seIber finden sich durch einfache Integration 

Ql = J Y2,Pa dx , + A 1 
Y2Yl -YlY2 

Q - r Yl Padx + B J 
2 - Yl Y2' -Yl'yt, 

(13) 

(14) 
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so daB das allgemeine Integral von (4) lautet: 

Y = Q1Yl + Q2Y2 + AYl + BY2 (15) 

Nunmehr wenden wir die durch (14) gegebene Vorschrift 
der Abkiirzung auf die Differentialgleichung (1) an. Es ist mit 

6(m2-1) p=N 
m2Eh3 

P3=- Nx l 
Pl = x 

P2 = ! 1 

= -: fxax+A 

NX2 
=--4-+ A 

+A 

Q = _ Nf x x ax + B 
2 1 I 

-x---X2 X 

= + ~ fX3 ax+B 

N 
= +-x4+B 

8 

(16) 

(17) 

(18) 

Aus (17) und (18) setzt sich dann nach Vorschrift von (15) das 
allgemeine Integral zusammen 

Nx3 N;r3 B 
P = ---+--+Ax+-

4 8 x 
oder 

Nx3 B 
p=---+Ax+-8 x 

(19) 

In der gleichen Weise behandelt man die ebenfalls bei Foppl 
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vorkommende Differentialgleichung der Platte fUr eine in der 
Mitte angreifende Last P: 

d2 cp 1 dy cp P ([X2+x dx ---;2= -x (20) 

Man findet 

Q =-- -dx+A P II 
1 2 x 

Q2 = + ~ I x dx + B 

und 

cp = -~XIgX+(A+~)X+~ 2 4 x 

P B 
= -Txlgx + A1x+ X (21) 

§ 33. Bunges Methode zur angenaherten Integration von 
Difi'erentialgleichungen. 

1. 1m § 5 haben wir den Inhalt eines Flachenstuckes bzw. 
den Wert eines bestimmten Integrals als die Summe der Inhalte 
der Elementarrechtecke angenahert dargestellt. 

Wir hatten fur den Flacheninhalt (Fig. 96) bzw. fur das 
bestimmte Integral den Ausdruck 

'" 
jt(x) dx 
a 

gefunden, und es war (angenahert) 

'" p=n-l 

y = It (x) dx = 2: 15 . t (a + e b); 
p=o 

a 

nb = x-a 

Wenn man nun bedenkt, daB der Integralbeziehung 

'" 
Y= jt(x)dx 

a 
die Differentialbeziehung 

dy t(x)dx 

(1) 

(2) 

(3) 
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zugrunde liegt, aus der man die Differentialgleichung erster Ordnung 

~~ = I(x) (4) 

ableiten kann, so sieht man, daB man in dem Ansatz (1) 
p=n-l 

y = 1: 15 • t (a + e b) (5) 
p=O 

eine V orschrift fur die 
gleichung (4) 

angenaherte Integration der Differential-

besitzt. 

7J 

dy 
- = t(x) dx (6) 17 

Fig. 96. Summierung einer 
Funktion. 

Fig. 97. Darstellung der Funktion 
x 

sin x und S sin x dx. 
o 

Wir wollen die Genauigkeit des Verfahrens an dem Beispiel 
der Differentialgleichung 

dy . ax = smx (7) 

prufen. Da wir das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung 

y = C -cosx 

kennen, wird ein Vergleich moglich sein. 
Wir tragen zunachst die Kurve 

dy . 
1]=a;x=smx 

graphisch auf (Fig. 97). 

(8) 

(9) 
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Zugleich fertigen wir uns eine kleine, von 100 zu 100 fort
schreitende Tabelle an, wobei wir das Argument x in Bogen
langen des Kreises vom Radius 1 umrechnen. 

Tabelle 2. 

1 I 2 3 4 5 I 6 7 8 

x x 

Winkel I 
sin x y 

Winkel I sin x y 
Bogen Bogen 

0 0,000 0,000 0 100 1,745 0,985 1,259 
10 0,175 0,174 0,030 110 1,920 0,940 1,423 
20 0,349 0,342 0,090 120 2,094 0,866 1,574 
30 0,524 0,500 0,178 130 2,269 0,766 1,708 
40 0,698 0,643 0,291 140 2,448 0,643 1,821 
50 0,873 0,766 0,425 150 2,618 0,500 1,909 
60 1,047 0,866 0,576 160 2,793 0,342 1,969 
70 1,222 0,940 0,740 170 2,967 0,174 1,999 
80 1,396 0,985 0,912 180 3,142 0,000 1,999 
90 1,571 1,000 1,087 

Wir bestimmen jetzt, daB fiir a = x = ° y = 0 sein solI. 
Dann wird, da un sere GroBe b, d. h. das Argumentintervall, 

nach welchem wir fortschreiten, = 2 'It ;6~ = 0,175 ist, fUr die 

Integration iiber die ersten beiden Intervalle: 

2 rr 

92 p=l 

Y = JSin x d x = L 15 sin e 15 = 15 sin 0 + 15 sin 15 
p=o o 

= 0,174 X 0,175 = 0,030, 

:it 
und fiir die Integration iiber das Intervall 2 

2 p=8 

Y = JSinxdx = L: 15sine15 (10) 
o p=o 

= 15 . sin 0 + b sin b + b sin 215 + 15 sin 3 15 + b sin 4 b + <5 sin 5 b 

+ b sin 6 15 + b sin 7 15 + b sin 8 15. 
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Wir tragen die einzelnen sich fur p = Obis P = 8 ergeben
den Summen mit b = 0,175 in der Tabelle ein und gelangen 
bis zum Wert 

2 p= 8 

Y = !sinxdx = :L;bsineb = 0,912 
o p=O 

(12) 

Wir stellen fest, daB dieses Resultat um - 8,8% falsch ist, 
denn der genaue Wert des Integrals 

ist 1. 

7r 7r 

2 2 

Y = !sinxdx = II-cosxl 
o 0 

(13) 

Dies Ergebnis ist eine 
Folge der Tatsache, daB 
jedes der addierten kleinen 
Rechtecke etwas kleiner ist als 
das entspreohende Flaohen
element. Aus der neben
stehenden Figur 98 ist der 

LJL.L...L.l...L.L...L...La;...L= 2':-;;-E.,L-l-'--'-'-...J...J....:a;"-=-,J(;-~ Sachverhalt klar ersiohtlich. 
Naturlich ist jeder zwischen Fig. 98. Fehler der Naherungs-

Integration. Ound 0,912 liegende Wert von 
Y entsprechend fehlerhaft. 

Setzen wir die Summation uber x = ~ hinaus bis x = 11, 

2 
fort, so findet sich das Resultat 

7r P = 17 

Y = !sinxdx = 'L: bsineb = 1,999 
o p=O 

(14) 

Dieser Wert kommt dem tatsachlichen y = 2,0 sehr nahe, was 
darin begrundet ist, daB wir auf dem absteigenden Ast der 
Sinuskurve groBere Rechteoke hinzufugen als die Flachen
elementarstreifen sind, so daB die auf dem aufsteigenden Ast 
begangenen Fehler nahezu ausgeglichen werden. Die Figur 98 
gibt hiervon ein Bild. 
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Trotz dieses Mangels hat Euler ein analoges Verfahren 
fur die numerische Integration der allgemeinen Differential
gleichung 

dy ax = t (x, y) (15) 

angewendet. Er geht von einem Anfangswertepaar XoYo, welches 
den Anfangsbedingungen entsprechend zu wahlen ist, aus 
und berechnet dann die zu einer kleinen Anderung Ll x gehorige 
Anderung 

~--~x~o----------~--x 

Fig. 99. Eulers naherungsweises 
Integrations-Verfahren. 

Dann ist 

(16) 

Fig. 100. Abschatzung der Fehler 
des Eulerschen Verfahrens. 

Xl = Xo + Llx 
YI = Yo + Lly 

ein neues Wertepaar. Auf diese Weise erhiiJt man ins Graphische 
ubertragen eine Reihe Punkte A oAI .... , die annahernd auf der 
durch xoYo gehenden partikularen Integralkurve der Differential
gleichung liegen. Fig. 99. 

Die Bedeutung dieses Verfahrens wird sofort klar, wenn 
wir zunachst t(xo, Yo) von Y unabhangig annehmen. Dann erhalten 
wir statt (16) die Gleichung 

Ll y = t (xo) Ll x (16a) 

Wir setzen also unter Vernachlassigung des kleinen senkrecht 
schraffierten Dreiecks (Fig. 100) Ll y gleich dem horizontal 
schraffierten Rechteck, ganz analog wie bei der oben durch-
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gefUhrten Naherungsin tegra tion 
a; 

y = !sinxdx 
o 

Aus der hierbei vorgenommenen Abschatzung ergibt sich, daB 
das Resultat des Verfahrens mit Fehlern behaftet ist, die graBen
ordnungsgleich mit den Werten der Intervalle sind, die man 
zugrunde legt. 

II. Um zu einem genaueren Verfahren zu gelangen, suchen 
wir zunachst den genauen Wert der Anderung Ll y zu ermitteln, 
der sich ergibt nach Annahme einer Anderung Ll x bei der 
vorgelegten Differentialgleichung 

dy 
dX = 1 (x, y) (18) 

Wir denken uns zunachst die Differentialgleichung exakt integriert 
und die Integralgleichung in der Form geschrieben 

y = F(x) (19) 
was immer. moglich ist. 

Aus (19) entwickelt man nun die Anderung Ll y nach dem 
Satze von Maclaurin 26): 

I F" (x) F'" (x) 
Lly = F (x) Llx + lTLlX2 + l~ LlX3 + ......... (20) 

Hier ist aber nach (19) und (18) 

F' (x) = ~~ = 1 (x, y) 

ferner ist 

F" (x) = dF' (x) = ~ 1 (x, y) = .!..L + .!..L. !!:JL (21) 
dx dx ax ay dx 

= .!.l + .!.l. 1 (x, y) 
ax ay 

=/1+/2/, 
wenn bedeutet 

1 = 1 (x, y) 

1 - 01 (x, y) 
1 - a'c 

of (x, y) f 2 = -'--'--~ ay 
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und schlieBlich wird 

dF" (x) d 
F'If (x) = dx = (fi (/1 + 12 I) (22) 

= III + 1121 + 1(/12 + 122/) + 12 (/1 + 121) 
= 111 + 21121 + 122/2 + 12(/1 + 12f)· 

Auf die hoheren Glieder der Maclaurinschen Entwicklung 
verzichten wir. 

Sonach resultiert fur LI Y die Entwicklung 

LlX2 
Lly = I Llx + (/1 + 12/) 1.2 + {Ill + 21121 + 122/2 

Llx3 
+ 12 (/1 + 12 /)} 1.2.3 + .... (23) 

Von Runge stammt ein Verfahren, welches gestattet, 
bei gegebenem LI x die Anderung LI y so genau zu berechnen, 
daB die Abweichungen vom wahren Wert (23) von der Gro13en
ordnung Ll4 X werden. 

Nach diesem Verfahren berechnet man zunachst (nach 
angenommenen XoYo und mit gegebenen LI x) folgende vorlaufigen 
Naherungswerte von LI y : 

.d 1 y=I·.dx I 
Ll 2y = I (xo + LI x, Yo + I LI x) LI x (24) 
.daY = I{xo + Llx, Yo + I(xo + Llx,yo + ILlx)Llx}Llx 

und hieraus als neuen Naherungswert 

Lly = LIlY + .d 3 y 
2 

(25) 

Wir wollen uns jetzt einen Dberblick verschaffen, was diese 
Operation bedeutet. Zu diesem Zwecke nehmen wir I von y 
unabhangig an und finden 

Ll 3y = I(xo + Llx)Llx 
und 

(27) 

Zeichnen wir uns hiernach die zu Fig. 100 analoge Fig. 101, 
so finden wir, daB wir jetzt nur das kleine Kurvensegment Al A2 
vernachlassigt haben, wahrend nach dem Verfahren (16a) das 
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ganze Dreieck Al A2B vernachlassigt worden ware. Es wird also 
das Differential LI y als S e h n e n t rap e z ermittelt. 

Zur Prufung der Genauigkeit ziehen wir wieder unsere 
Tabelle 2 heran~ indem wir von je zwei aufeinander folgenden 
Werten der Kolumne 3 (welche ja die Funktionswerte 

Fig. 101. Sehnentrapez
Naherung. 

1 I 2 I 3 

t(xo), t(xo + Llx), t(xo + 2L1x) ••• 

enthalt) das arithmetische Mittel 
nehmen und in Kolumne 4 ein
tragen. Kolumne 5 gibt dann die 
Differenzen 

LI y = (j. t (xo) + t (xo + LI x) 
2 

usw., Kolumne 6 deren Summe, 
d. h. y, wahrend Kolumne 7 den 
wirklichen Wert von y = 1 - cos 
x auf 5 Dezimalen gibt. 

Tabelle 3. 

4 I 5 6 7 

x I(x) l(x)+/(x+ Lix) Lly y y= 
2 

Winkel Bogen =sinx = I.(x) = 11 (x) Llx = ~ Lly l-oosx 

0 0,0 0,000 0,087 0,015 0,000 0,00000 
10 0,175 0,174 0,258 0,045 0,015 0,01519 
20 0,349 0,342 0,421 0,074 0,060 0,06031 
30 0,524 0,500 0,572 0,100 0,134 0,13397 
40 0,698 0,643 0,705 0,124 0,234 0,23396 
50 0,873 0,766 0,816 0,143 0,358 0,35721 
60 1,047 0,866 0,903 0,158 0,501 0,50000 
70 1,222 0,940 0,963 0,168 0,659 0,65798 
80 1,396 0,985 0,993 0,173 0,827 0,82635 
90 1,571 1,000 1,000 1,00000 

Die Dbereinstimmung der Naherungswerte Kol. 6 und der 
wirklichen Werte Kol. 7 ist ausgezeichnet, wenn man die drei
stellige Rechnung, die Abrundungen und die Benutzung eines 
.Rechenschiebers von 13 cm Lange betrachtet. Die hierbei be
gangenen Ablesungsfehler sind schon so groB als die systema
tischen Fehler des Verfahrens, denn sie haben (zufallig) die 

"It 
letzteren beim Wert fUr x = "2 gerade ungefahr ausgeglichen. 
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Um nun auch den Genauigkeitsgrad der Formel (25), welche 
nach Run g e 27) das Sehnentrapezverfahren auf den allgemeineren 
Fall ubertragt, in welchem 1 auBer von x auch von y abhangt, 
entwickeln wir die Formeln (24) nach dem Taylorschen Lehrsatze 
fUr zwei Variabeln und erhalten unter Fortlassung aller hoheren 
Potenzen als .1 x3 

.1 1y = I· .1 x (unverandert) 

[ 
1 2 

.1 2y= 1+(f1.1X+/2.11Y)+T{/l1.1x +2/12 .1x.11Y 

+ 122 .11 y2) ] .1 x + . . . . . 

= I .1 x + 11 .1 x2 + 121 .1x2+ ~ {Ill .1x3 + 2/12/·.1x3 

+ 122/2.1 x3) (24a) 

2 I{ 2) 3 = I .1 x + (f 1 + It 2) .1 x + Till + 2 It 12 + 1 122 .1 x 

.13 Y = [I + (f 1 .1 x + 12 .12 y) + ~ {Ill .1 x2 + 2 112 .1 X .12 Y 

+/22.12y2}].1X 

2 I 
= 1 .1 x + (f1 + 112 ) .1 x + T{lll + 2112 1+ 122 f2 

+ 2 12 (f 1 + t t 2) } .1 3 x 
und schlieBlich statt Formel (25) 

A .11 Y + .13 y A .1 x 2 I 
LJy= 2 =/LJX+(fl+t2 t)-2-+\/11+ 2 /12 1 

+ 12 2 12 + 2 12 (f 1 + 12 I)) .1: x (25a) 

welche mit der genauen Entwicklung (23) in den beiden ersten 
Gliedern ubereinstimmt. Diese Genauigkeit reicht fur viele 
Zwecke aus. Um aber ein genahertes .1 y zu finden, welches 
mit dem wirklichen auch in dem Gliede dritter Ordnung uber
einstimmt, verfahrt man wie folgt: 

Man kann namlich statt 

Ll y = t (xo) . .1 x (E u 1 e r sche Naherung) 
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oder statt: 

A y = 1 (xo) + 1 (xo + J x) A X 
Ll Ll (Sehnentrapez-Naherung) 

2 
fur den elementaren FHichenstreifen auch einfuhren 

1 
J y = 1 (xo + 2 J x) . J x (28) 

d. h. das in der Fig. 102 schraffierte Rechteck. Dreht man dessen 
Seite Al A2 um den Punkt P, so geht das Rechteck in ein inhalts
gleiches Trapez uber, welches gegebenenfalls ein Tangenten
trapez wird, wenn namlich die Gerade durch P die Kurve 
beruhrt. Man spricht dann von 
einemNiiherungswert vonJ yent-
sprechend dem Tangententrapez. 

Fig. 102. Fig. 103. 

Auf zweivariabliges 1 ubertragen gelangt man dann zu dem 
Ausdruck: 

A y = 1 (xo + ! J x, Yo + ~ f J x) J x (29) 

der nach Taylor entwickelt liefert 
J x2 J 3X 

J y = 1 J x + (/1 + 12 I) -2- + (/11 + 2/121 + 122/2) -8 - (30) 

Dieser Naherungswert stimmt mit dem genauen (23) ebenso wie 
(25a) in den ersten beiden Gliedern iiberein, im dritten aber 
nicht. Jedoch kann man durch Kombination von (30) und (25a) 
einen neuen Naherungswert J y herstellen, der auch im dritten 
Gliede mit (23) ubereinstimmt. Dies geschieht durch folgende 
Betrachtung: 
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In der Fig. 103 sei der von der gestrichelten Kurve D PO 
nach oben abgeschlossene Flachenstreifen die anzunahernde 
GroBe LI y. Den durch das Sehnentrapez gegebenen Naherungs
wert Gleichung (27) ABCD bezeichnen wir mit N s, den durch 
das Tangententrapez Gleichung (28) gegebenen ABF' E' be
zeichnen wir mit NT' Nunmehr ersetzen wir das Kurvenstiick 
DPC durch einen durch dieselben Punkte gehenden Parabel
bogen derart, daB die Parabeltangente in P der Sehne DC parallel 
ist und wir setzen das Parabelsegment DPC mit dem Kurvell
segment DPC naherungsweise flachengleich. Da nun das Par
allelogramm DCF Emit dem Trapez DCF' E' flachengleich 

2 
ist und auBerdem das Parabelsegment 3 des Parallelogramms 

DC F E betragt, so gilt offenbar 
1 

Lly = NT + T(Ns-NT) (31) 

mit einer Genauigkeit, entsprechend der Abweichung des Parabel
segmentes DPC von dem Kurvensegment DPC. Formel (31) 
ist di e bekannte S imp son' sche Regel, welche a us der Sehnen
trapez- und der Tangententrapeznaherung einen Ansatz hoherer 
Genauigkeit herleitet. 

Fiihren wir jetzt, in dem wir uns nach Runge die 
Simpson'sche Regel auf das zweivariablige Gebiet iiber
tragen in (31) ein 

• LI~ LI~ 
.LV T = I· LI x + (/1 + 12 I) -2- + (/11 + 2/12 1+ 112/2) -S-

o LI x2 

Ns = ILl x + (/1 + 12/) -2- + {Ill + 2/121 + 12212 

LI x3 

+ 2/2 (/1 + 12/)}-4-
so wird 

LI ;r2 • 

LI y = I LI x + (11 + 12/) -r-:2 + {Ill + 2 Ih 1+ 122 12 
LI x3 

+ 12 (/1 + 12/)}1.2~ (32) 
also mit dem genauen Wert (23) auch im Gliede dritter Ordnung 
noch iibereinstimmend. 

H 0 r t, Difierentiaigieichungen. 10 



146 Die DiHerentialg-leichungen zweiter Ordnung. 

Es ergibt sich demnach als ein bis auf GraBen vierter 
Ordnung genauer Wert von L1 y 

( 1 1') L1 Y = f Xo + 2 L1 x, Yo + 2 f· L1 x L1 x + 

1 f 1 3)2 (t[xo + L1x,Yo+f(xo+ L1x'Yo+fLlx) L1x]+fL1 x) 

- f (xo + ! Ll x, Yo + ~ f L1x) L1 x} . (33) 

III. Zur PrUfung der Genauigkeit und zur Einubung der prak
tischen Ausfuhrung des Verfahrens wenden wir dasselbe auf die 
Differential-Gleichung 

dy 2y 
-d = - = f(x,y). (34) x x 

an. Wir wollen den Verlauf einer Integral-Kurve durch den Punkt 

Xo = 1,0, Yo = 0,2 

von diesem Punkte beginnend in Richtung der positiven x ver
folgen, wobei wir die Schritte Ll x = 0,2 wahlen. 

Wir berechnen nach (24) 

2 . 0,2 . ° 2 = ° 08 
1,0 ' , 

2·0,28 
Ll 2y = f (xo + L1 x, Yo + f Ll x) II x = 1 2 .0,2 = 0,0935 , 

L1 3y = f {xo + Ll x, Yo + f (xo + Ll x, Yo + f L1 x) Ll x} Ll x 

2 . 0,2935 . ° 2 = ° 098 
1,2 ' , 

Lly= LllY~Ll3Y =0,0890=Ns. 

Dies ist der dem Sehnentrapez entsprechende Naherungs
wert. Dem Tangententrapez entspricht nach (29) 

( 1 1) 2·0,24 
Ll y = f Xo + 2 Ll x, Yo + 2: f Ll x Ll x = 1,1 ·0,2 

= 0,0875 = NT' 

Bilden wir J..- (N s - NT) = 0,0005, so wird der dem Runge-3 . 
schen Verfahren entsprechende Naherungswert 
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1 ... 
LI Y = NT + 3(Ns-NT) = 0,0815 + 0,0005 = 0,088 

und das neue Wertpaar wird 

Xl = 1,2, Y1 = 0,288. 

Mit diesen Werten rechnen wir in der gleichen Weise von 
neuem: 

,11 Y = 2· ~,:88 . 0,2 = 0,0965 
, 

2·0,384 
,1 2y = 14 ·0,2 = 0,110 , 

,1 = 2. 0,398 . 02 = ° 1135 aY 1,4' , 

1 
N S =2(,1 1 y+,1 3 y) =0,1050 

NT = 2. 0,336 = 0,1030 
1,3 

1 3 (Ns-NT) = 0,0007 

L1 y = 0,1037 

x2 = 1,4, Y2 = 0,392 

,1 = 2·0,392 . ° 2 = ° 112 
1 Y 14 ' , , 

,1 = ~. 0,504 . ° 2 = ° 126 
2 Y 16 ' , , 

2·0,518 
Ll3 Y = 1 6 ·0,2 = 0,129 , 

Ns = 0,1215 
0,448 

NT = 2.~ = 0,1190 , 
1 
3(Ns-NT) = 0,0008 

,1 Y = 0,1198 

X3 = 1,6, YJ = 0,512 

10* 



148 Die Differentialgleichungen zweiter Grdnung. 

2·0,512 
Al Y = 16 ·0,2 = 0,128 , 

.12 Y = 2·0,640 ·0,2 = 0,142 
1,8 

A 3 y = 2 ·0,654 .02 = 0145 
1,8 ' , 

Ns = 0,1365 

N = 2·0,576 . ° 2 = ° 1350 
T 1,7 ' , 

1 3 (N s - NT) = 0,0005 

A Y = 0,1355 

x4 = 1,8, Y4 = 0,647 

A 1 y = 2·0,647 
·0,2 = 0,145 

1,8 

.d 2 Y = 
2·0,792 

·0,2 = 0,158 
2,0 

A 3 y = 2·0,805 
·0,2 = 0,161 

2,0 

Ns = 0,153 

NT = 2 ·0,719 = 0,151 
1,9 

1 3 (Ns-NT) = 0,0007 

A Y = 0,152 

X5 = 2,0, Y5 = 0,799 

A 1 y = 
2 ·0,799 

·0,2 = 0,159 
2,0 

A 2 y = 
2·0,958 

·0,2 = 0,174 
2,2 

A 3 y = 
2·0,973 

·0,2 = 0,177 
2,2 

Ns = 0,168 
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N - 2·0,879 .0,2 = 0,167 
T - 2,1 

! (N s - NT) = 0,0003 vernaehlassigt 

L1 Y = 0,167 

xs = 2,2, Ys = 0,966. 

Wir haben jetzt auBer Xo Yo seehs weitere Punkte der In
tegralkurve gefunden. Diese lassen sieh aueh dureh direkte 
Integration finden. Das allgemeine Integral von (34) ist, Wle 
man sieh leieht uberzeugt, 

y = Cx2 (35) 

Da fur x = 1,0 die Ordinate y = 0,2 werden solI, so muB 
fiir die dureh Xo = 1,0 Yo = 0,2 gehende Integralkurve 

C = 0,2 (36) 

sein. Also wird die Gleiehung der Integralkurve 

y = 0,2 x 2 (37) 

Naeh dieser Formel kann man aber fur aIle Werte x = 1,2, 
1,4, 1,6, 1,8,2,0,2,2 die zugehorigen y-Werte genau bereehnen. 
Tabelle 4 enthalt die genauen Werte mit den oben genahert 
bereehneten zusammengestellt. 

Tabelle 4. 

Ib genahert I 
Differenz 

x a-b a genau 

1,0 0,200 0,200 ± 0,000 
1,2 0,288 0,288 ± 0,000 
1,4 0,392 0,392 ± 0,000 
1,6 0,515 0,512 + 0,003 
1,8 0,644 0,647 -0,003 
2,0 0,800 0,799 + 0,001 
2,2 0,964 0,966 -0,002 

Die Genauigkeit ist eine vorzugliehe; die Fehler sind po
sitiv und negativ von gleieher GroBe. Bei der Naherungsreehnung 
wurde ein Reehensehieber von 13 em Lange angewendet. 
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§ 34. Anwendung der Rungescheu Methode auf die Untersuchung 
des Bewegungsverlaufes einer EinzylinderdampImaschine. 

Es ist bekannt, daB die Bewegung der Dampfmaschine auch 
im Beharrungszustande eine ungleichformige ist. 

Die Winkelgeschwindigkeit der Dampfmaschinenwelle ist 
periodisch veranderlich, und zwar ist die Periode der Verander
lichkeit die Umdrehungsdauer der Maschine. 
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Fig. 104. Ergebnis einer Integration nach Runges Verfahren. 
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: 1'1(1 
fI----------~ 

Fig. 105. Getriebe einer Einzylinder.Dampfmaschine. 

Wenn es sich nun darum handelt, den Bewegungsverlauf 
der Maschine zu untersuchen, so handelt es sich darum, 1. die 
Veranderlichkeit der Winkelgeschwindigkeit der Welle innerhalb 
einer Umdrehung in Abhangigkeit vom Kurbelwinkel darzu
stellen und 2. die Abhangigkeit des Kurbelwinkels von der Zeit 
zu ermitteln. 
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Sehen wir vom Vorhandensein eines Regulators ab, so ist 
die Gestalt der Dampfmaschine durch Angabe des Kurbel
winkels % bestimmt. 

In der Figur 105 ist das Getriebe einer Einzylinder-Maschine 
gezeichnet. AB ist die Pleuelstange. 1m Kreuzkopf A denken 
wir uns die Gesamtmasse Maller nur hin- und hergehenden 
Teile vereinigt (Kolben, Kolbenstange, Kreuzkopf), wahrend aIle 
nul' rotierenden Teile (Schwungrad, Welle, Kurbelarm) im Trag
heitsmoment e zusammengefaBt werden. Die Pleuelstange voll
fuhrt eine sowohl hin- und hergehende wie auch drehende Be
wegung und muB getrennt von den ubrigen Teilen behandelt 
werden. 

Zur Aufstellung del' Differentialgleichung der Bewegung der 
Maschine gibt es ein einfaches Verfahren, welches in wenigen 
Schritten zum Ziele fUhrt, wenn man sich die Muhe nimmt, einen 
Begriff und eine Formel der analytischen Mechanik anzuwenden. 

Der Begriff ist die kinetische Energie eines Massensystems, 
die wir mit L bezeichnen wollen. Fur einen einzeInen Massen
punkt m, der sich mit der Geschwindigkeit v bewegt, ist bekannt
lich: 

(1) 

Ferner ist die kinetische Energie eines Massensystems die 
Summe der kinetischen Energien der einzelnen Massen. 

Wir wollen nun das L fur das gegebene Getriebe der Dampf
maschine bestimmen. 

Zunachst ist fUr den Kreuzkopf und die in ihm vereinigt 
gedachten Massen 

L = ~M(~)2 
2 dt 

(2) 

dx 
wo 7ft die momentane Kreuzkopfgeschwindigkeit ist. 

Ferner ist fur die nur rotierenden Teile 

L = ~ew2 = ~ e(d%)2 
2 2 dt 

(3) 

d% 
wo W = dt die Winkelgeschwindigkeit der Dampfmaschine be-

deutet. 
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Es bleibt jetzt noch ubrig, die kinetische Energie der Pleuel
stange zu suchen. 

AIle Punkte dieser haben verschiedene Geschwindigkeiten v. 
Wir denken uns die Stange durch zu ihrer Langsachse senkrech te 
Schnitte in Massenelemente dm zerlegt. Die kinetische Energie 
eines Elementes ist 

1 
dL = -dmv2 2 . (4) 

Das betrachtete Element habe die Entfernung ). vom Kreuz
kopf; dann sind seine Koordinaten in bezug auf die Hnke Tot
lage kl des Kreuzkopfes 

Xl = X + ). cos (3 

Yl = ). sin (3 (5) 
Hieraus ergibt sich aber 

v2 = (~)2 (~)2 = (~)2 ).2 (!:£)2 
dt + dt dt + dt 

. dx d(3 
-2J.sm(3dtdt . (6) 

Durch Einsetzen von (6) in (4) und Integration findet man 

L = ~ J v2dm = ~ (~;)J dm-sin(3 ~: ~ f;·dm 

+ ~ (~~YfA2dm. (7) 

In dieser Formel nennen wir 

J dm =M1 die Masse der Pleuelstange, 

J ). dm = WCl das statische Moment der Pleuelstange be
zogen auf den Kreuzkopf, 

J .1.2 dm = (91 das Tragheitsmoment der Pleuelstange eben
falls bezogen auf den Kreuzkopf. 

Die kinetische Energie des ganzen Getriebes wird nunmehr 

L= ~ (M+Ml)(~;y-sin(3ml ~~ :~ + ~ (91(~:r 

+ ! (9 (~~ r . (8) 
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Fiihrt man noch die Beziehungen 

x = r (I-cos -&) + 1 (l-cos(3) 

dx . C\. d-& l' R d(3 - = rSln1.r-- + SlllfJ--
dt dt dt 

(9) 

1 sin (3 = r sin -& 
d(3 d-& 

1 cos (3 dt = r cos -& at 
ein, so verwandelt sich L in einen Ausdruck folgender Form: 

L=~E(-&)(d-&)2 
2 dt 

(10) 

wo E(-&) nur den Winkel -& als unabhangige Variable und im 
iibrigen als Konstante die Massen und Tragheitsmomente der 
Systemteile enthalt. Wir nennen E(-&) die Getriebefunk tion. 

Ausfiihrlich geschrieben lautet E(-&) 

E (-&) = e + (M + M I ) r2 sin2 -&(1 + T ~::; r 
- ~J~ -Sln2 1T ,-----2 an r3 • C\. (1 r r cos -&) cos -& 

I 12 1 cos (3 cos (3 

r2 cos2 -& 
+8---

1 12 cos2 (3 

r 
wo natiirlich noch sin (3 = -z- sin -& einzusetzen ware. 

(10) 

Jetzt wenden wir auf L die oben in Aussicht gestellte Formel 
der analytischen Mechanik an, indem wir L in Zusammenhang 
mit den auf das Getriebe der Dampfmaschine wirkenden Kraften 
bringen. Diese Krafte finden sich als Resultierende r (T - W) 
des Tangentialmomentes r' T der Kolbenkraft und des Tan
gentialmomentes r' W des von der Dampfmaschine zu iiber
windenden Widerstandes, der als konstant vorausgesetzt wird, 
wahrend T eine bekannte Funktion von -& ist. r (T - W) findet 
sich leicht, wenn das Indikatordiagramm der Maschine gegeben 
ist. Es wird dann auch r (T - W) eine bekannte Funktion von-&: 

r (T- W) = F (-&). 

Der Zusammenhang zwischen Lund r (T - W) wird nun 
gegeben durch die Lagrangesche Differentialgleichung zweiter 
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Art. Diese ist der Ausdruck fur folgenden ganz allgemein gul
tigen Satz: 

Wenn L die kinetische Energie eines Massensystems ist, 
dessen Gestalt nur von einer GroBe -& abhangt, und erfolgt die 
Bewegung des Systems unter EinfluB einer Kraft r (T - W), die 
ebenfalls eine Funktion von -& sein soIl, so gilt als Differential
gleichung fur die Veranderlichkeit von -& 

d aL aL ----- = F(&) (12) 
dt a d-& a-& 

dt 

In unserem Fall war aber 

L = ~ E (-&) ( d&)2 
2 dt 

(13) 

Hiermit wird 
aL d-& 

a d-& = E(-&) dt 
dt 

d a L (d-& )2 d2 -& ---=E'(&)· - +E(&)-
dt a d& dt dt2 

dt 

(14) 

aL= ~E'(&) (d&)2 
a& 2 dt 

Die Formeln (14) in (12) eingesetzt liefem 

E(-&) a;! + ! E'(-&) (dd~r = F(&) (15) 

Dies ist die Bewegungsgleichung der Dampfmaschine. 
Wir untersuchen nunmehr eine Einzylinder-Dampfmaschine 

mit folgenden Daten 28) : 
Kurbelradius r = 0,3 m 
Pleuelstange l = 1,5 m 
Gewicht aller rotierenden Teile 2780 kg 
Tragheitsmoment aller rotierenden Teile e = 485 kgm2 

Gewicht der hin- und hergehenden Teile 165 kg 
Masse der hin- und hergehenden Teile M = 17,0 kg 
Gewicht der Pleuelstange 65 kg 
Masse der Pleuelstange Ml = "-' 7 kg 
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Tragheitsmoment der Pleuelstange in bezug auf den Kreuz-
kopf 

1 65 
(91 = 3~ + 2,25 = "'-' 5kgm2 

, 

Statisches Moment der Pleuelstange in bezug auf den 
Kreuzkopf 

1 65 
[l(l = 2 ~ + 1,5 = "'-' 5 kgm , 

Hiermit geht E(-&) uber in 

E (-&) = 485 + 2,15 sin2 -& (1 + 0,2 ::: ~ r 
-0,12sm2-& 1 + 0,2 -- --. ( cos -&) cos-& 

cos fJ cos fJ (16) 

+ 02 cos2 -& 
, cos2 fJ 

In diesem Ausdruck konnen wir die beiden letzten Glieder 
unbedenklich fortlassen, da ihre Werte gegenuber 485 zu klein 
sind. 

Dagegen behalten wir das zweite Glied bei, ersetzen aber 

(1 + 0,2 cos -& )2 durch 1 + 0,4 cos -&, d. h. wir vernachlassigen 
cos fJ 

0,04 ( cos -&)2 gegen 1, Der Fehler betragt nicht mehr als etwa 
cos fJ 

0,08 gegenuber 485. 
Wir erhalten also (fur E(-&) endgultig 

E(-&) = 485 + 2,15sin2-& (1 + 0,4cos-&) (17) 

Hieraus ergibt sich dann die weitere in Gleichung (15) auf
tretende GroBe 

~ E' (-&) = 1,07 { sin 2 -& + 0,4 (sin 2 -& cos -& - sin3 -&)} (18) 

Die Berechnung dieser beiden Funktionen von -& ist fur 36 
Kurbelstellungen auf 3 Dezimalen in den nachfolgenden Tabellen 
5 und 6 wiedergegeben. Die Tabelle setzt sich in leicht er
kennbarer Weise uber -& = 1800 bis -& =3600 fort. 
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Tabelle 5. E (8) = 485 [I + 0,00445 sin2 8 (I + 0,4 cos 8)} 

-11-2 _31 4 5 
6 1 7 1 8 I 9 

1+ sin2 8X 000445 
8 I sin 8 sin2 8.'1 cos 8 0,4 cos 8 I (1+ I' lEW 0,4 cos {f 0,4 cos {J) X [7] , 

0 0,000 0,000 + 1,000 + 0,400 + 1,400 0,000 0,00000 485 
10 0,174 0,030 + 0,985 0,394 1,394 + 0,042 0,00019 485 
20 0,342 0,117 + 0,940 0,376 1,376 0,160 0,00071 485 
30 0,500 0,250 + 0,866 0,346 1,346 0,336 0,00149 486 
40 0,643 0,415 + 0,766 0,306 1,306 0,540 0,00240 486 
50 0,766 0,587 + 0,643 0,258 1,258 0,737 0,00328 486 
60 0,866 0,750 + 0,500 0,200 1,200 0,900 0,00400 487 
70 0,940 0,885 + 0,342 0,137 1,137 0,005 0,00449 487 
80 0,985 0,970 + 0,174 + 0,070 1,070 1,040 0,00465 487 
90 1,000 1,000 0,000 0,000 1,000 1,000 0,00445 487 

100 0,985 0,970 -0,174 -0,070 0,930 0,901 0,00401 487 
llO 0,940 0,885 -0,342 0,137 0,863 0,763 0,00341 487 
120 0,866 0,750 -0,500 0,200 0,800 0,600 0,00267 486 
130 0,766 0,587 -0,643 0,258 0,742 0,436 0,00193 486 
140 0,643 0,415 -0,766 0,306 0,694 0,288 0,00128 486 
150 0,500 0,250 -0,866 0,346 0,654 0,164 0,00073 485 
160 0,342 0,ll7 -0,940 0,376 0,624 0,037 0,00032 485 
170 0,174 0,030 -0,985 0,394 0,606 0,018 0,00008 485 
180 0,000 0,000· -1,000 -0,400 + 0,600 0,000 0,00000 485 

Zur besseren Vbersicht gibt Fig. 106 die Funktion E(&) 
graphisch wieder: 

~90=_--+-_ t= - - =:=1 
Jf80 0 80 780 270 380 

Fig. 106. Die Getriebefunktion E (8). 

~ E'(&) ist in Fig. 107 graphisch dargestellt: 
2 

Die zur Berechnung des Tangentialkraftmoments F (&) = 
r(T - W) erforderlichen Daten gibt Tabelle 7, von der gleichfalls 
eine graphische Darstellung beigefiigt wird. 
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1 
Tabelle6. 2E'(8) = 1,07 {sin 28 + 0,4 (sin 2 8 cos {j - sin3 {j)} 

I 2 

1 

I 
5 7 

1 

8 1 
3 I 

4 6 

0,4 x 
8 sin 2 8 

1 

sin 2 I') 1 sin> 8 [3-4] [2 +6] 

1 

1,07 [7] X cos {j [3---4] 

0 0,0 0,000 I 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
10 + 0,342 + 0.3361 +0,005 + 0,331 + 0,132 + 0,474 + 0,506 
20 0,643 0,605 0,040 + 0,565 + 0,226 + 0,869 + 0,927 
30 0,866 0,749 0,125 + 0,624 + 0,250 + 1,116 + 1,190 
40 0,985 0,753 0,267 + 0,486 + 0,194 + 1,179 + 1,259 
50 0,985 0,633 0,449 + 0,184 + 0,074 + 1,059 + 7,130 
60 0,866 0,433 0,649 + 0,216 + 0,086 + 0,780 + 0,832 
70 0,643 0,220 0,831 -0,611 -0,244 + 0,399 + 0,426 
80 0,342 0,059 0,954 -0,895 -0,358 + 0,016 + 0,017 
90 0,000 0,000 1,000 -1,000 -0,400 -0,400 -0,428 

100 -0,342 + 0,059 0,954 -0,895 -0,358 -0,700 -0,749 
110 -0,643 0,220 0,831 -0,611 -0,244 -0,887 -0,946 
120 -0,866 0,433 0,649 -0,216 -0,086 -0,952 -1,019 
130 -0,985 0,633 0,449 + 0,184 + 0,074 -0,911 -0,977 
140 -0,985 0,753 0,267 + 0,486 + 0,194 -0,791 -0,843 
150 -0,866 0,749 0,125 + 0,624 + 0,250 -0,616 -0,657 
160 -0,643 0,605 0,040 + 0,565 + 0,226 -0,417 -0,445 
170 -0,342 0,330 0,005 + 0,331 + 0,132 -0,210 -0,224 
180 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 

"'" ~ 
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Tabelle 7. 

Dampf-Tangentialkraft T, Effektive Tangentialkraft T - W, Tangential
kraftmoment F (,9) = r (T - W), W = 1056 kg., r = 0,3 m. 

Nr. I f} T 

0 0 0 
1 10 610 
2 20 1180 
3 30 1810 
4 40 2300 

Max 48 2600 
5 50 2530 
6 60 2170 
7 70 1830 
8 80 1520 
9 90 1270 

10 100 1070 
11 110 860 
12 120 710 
13 130 570 
14 140 440 
15 150 320 
16 160 200 
17 170 100 
18 180 0 

F(~)=r(T-W} 

mlrg 
+ /100 A 

3fJ0 

200 

?OO 

o 
100 

200 

-300 

/ 
/ 

II 

o 

\ 

/ .[\ 
1/ 

, 
\ 

" 
.90' 

I r(T - W) I Nr. I f} T Ir(T- W) 

-316 18 180 0 -325 
-142 19 190 400 -205 
+ 29 20 200 800 - 85 
+ 218 21 210 1210 + 38 
+ 365 22 220 1620 + 161 
+ 455 23 230 2040 + 287 
+ 434 Max 235 2220 + 341 
+ 326 24 240 2040 + 287 
+ 224 25 250 1780 + 209 
+ 131 26 260 1570 + 146 
+ 56 27 270 1390 + 92 
- 4 28 280 1220 + 41 
- 67 29 290 1060 - 7 
-112 30 300 900 - 55 
-166 31 310 750 -100 
-193 32 320 600 -145 
-229 33 330 460 -187 
-265 34 340 290 -248 
-295 35 350 150 -280 
-325 36 360 0 -325 

" II \ 
/ "-

/ '\ 

If ", 

" 7 "" ........ t---... / i"-

Fig. 108. Tangentialdruckdiagramm der Einzylinderdampfmaschine. 
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Zur Anwendung des Rungeschen Verfahrens auf die Glei
chung (15) 

setzen wir 
d& d2 & dw 
at = w, (jj2 = at 

(19) 

wodurch an Stelle der einen Gleichung (19) die beiden Gleichungen 
(20) treten. 

dw 
dt 

2F(&)-E'(&)W2 
2E (&) 

d& 
--=W 

dt 

(20) 

Hier dividieren wir die erste Gleichung durch die zweite 
und bilden den reziproken Wert der zweiten, wodurch sich findet: 

dw 2F (&) -E' (&) w2 

d& 2wE(&) 
dt 1 (21) 

d& = ---;;; 
Wir haben also ein System von zwei simultanen 28a) Differential· 

gleichungen erster Ordnung, auf die Runge sein Verfahren be
sonders zugeschnitten hat. Bei Runge lauten die Gleichungen: 

dy 1 d l' = 1 (x, y, z) 

dz f 
dx = g (x, y, z) J 

(21) 

Aus diesen Gleichungen werden die Naherungen Ll T Y und 
Ll T Z nach dem Tangententrapez gebildet wie folgt: 

I 1 1 1) 
Ll TY = 1 (:r + 2 Ll x, Y + 21 Ll x, Z + 2 g Ll x Ll x 

( 1 1 1) (22) 
LlTz = g x+ 2Llx,y + 21 Llx,z + 2 g Llx Llx 

Unsere zur (21) analogen Gleichungen werden einfacher, da 
1(%, w, t) die Variabele t nicht enthalt und da in g(&, w, t) sogar 
% und t fehlen. Wir erhalten also: 
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JTW=f(~+~J&, W+~fJ~)J& 
J T t = 1 . .1 ~ NT (23) 

1 
w+ 2 f J & 

Des weiteren bilden wir die Naherungen .1 s W und .1 s t nad 
dem Sehnentrapez durch folgende Wertreihen 

.11 W = f J~, .12 W = f (~+ J~, W + J 1w) 

J 3 w = f(~ + .1 ~,W + J 2w) 

Jsw = J1w + JaW 
2 Ns (24) 

J~ 
J 1 t =--

W ' 
J 2t= J~ J 3t= J~ } 

w+J 1 w' w+J 2 w 

Jst = J 1 t + J 3 t 
2 

bis auf die dritten Potenzen von Ll-&. 
Dnd schlieBlich findet man die genauen Naherungen JNw 

und JNt durch Kombination der ·in (23) und (24) ermittelten 
Werte nach den Formeln: 

LlNW = LlTw + ~ (Jsw - JTW)l 

JNt=JTt+ ~ (Jst-JTt) J 
(25) 

Die praktische Durchfuhrung des Verfahrens macht erst die 
Aufstellung von Tabellen fUr 

F (~+ ! .1 ~ ), E ( ~ + ! .1 ~) und E' ( it + ! .1 ~ ) 
erforderlich, die leicht durch Abgreifen aus den Schaubildern 
fUr 

F (~), E(~) und E' (~) 

gewonnen werden konnen. 
Zur Rechnung legt man aich eine Tabelle an, die fur die 

ersten 4 Schnitte im folgenden mitgeteilt ist: 
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Tabelle 8. 

------ ------ ------0;, 0;, 0;, 0;, 

.", 0;- .", § .", .." 

fJ ..... ION 
~ 

~ ..... ION k1 ..... ION E'fJ ~ ..... ION Llw w Jt 
+ ON + k1 ON + + ON ON 
0;, 0;, 0;, 0;, 

'--' '--' '--' 

0 
- 633

1 

970 0,000 6,4300 
132 

5 ". -455 970 + 0,520 - 0,0132 0,0271 
10 .-267 1 970 + 1,012 6,4168 

1- 44 
15 97 970 + 1,460 -0,0044 0,0272 

20 + 75 971 + 1,854 6,4122 

1+257 
48 

25 971 + 2,160 + 0,0048 0,0272 
30 + 4531 971 + 2,380 6,4270 

1 ! 1 1+ 2,518 

135 
35 i + 583 971 + 2,500 + 0,0135 0,0271 

40 + 7301 972 6,4305 

Der einzelne Schritt der Integration ist 100 = LI.& = ::0 = 

0,175 gewahlt werden. 
Zur Einleitung der Rechnung nimmt man w nahe der mitt

leren Winkelgeschwindigkeit Wm der Maschine, die durch die 
Konstruktion festgelegt ist. 

Hier sei Wm = 6,430. 
Fur jeden Rechnungsschritt gelten die Formeln: 

2F('&)-E'(.&)w2 A Q 

Lllw =----~~~~~--~~ 
w.2E(.&) 

II 0 r t, Differentialgleichungen. 

) Eulefflehe Naherung 

11 

Tangenten
Trapez

Naherung 
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0.97 

9 

1 

0 

7 

'tv 

A 

1\ ) 
\ V 

2F(& + LI &) -E'(& + LI &) (w + Ll1W)2 
(w + Ll1W).2E(& + LI &) 

2F(& + LI &)'-E'(& + LI &) (w + Ll2W)2 

(w + Ll2W) ·2E (& + LI &) 
1 

Llsw = 2 (Ll1 W + Ll3W) 

LI& LI& 
Ll2t = , Ll3t = -----

w+Ll1w w+Ll 2w 
1 

LIst = 2 (Ll1 t + Ll3t) 

/ h, 
\ 

7 1\ 
1/ \ / 

100-r---, 

I milt/ere i~nkeher~. ·W8I) rno'!. 

7 \ II 
II 

1\ / 
\ il 
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Fig. 109. Winkelgeschwindigkeit der Einzylinderdampfmaschine. 

LlNW = LlTw + ~ (Llsw-LlTW) 1 
Simpsonsche Naherung 

nach Runge 
LINt = LlTt + ~ (LIst - LlTt) J 

Der erste Schritt liefert: 

-633 
Ll 1 w = 9 ° 6 ·0,175 = -0,0176 7 . ,43 

-455-22 
LlTw = .0,175 = -0,0133 

970·6,43 
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-267 -42 . 
,12£0",,13£0= 970.643 ·0,175=-0,0086 , 

L1S£O = -0,0131; L1N£O = -0,0132 

Die fur die einzelnen Schritte berechneten ~N£O und £0 sind in 
der Tabelle 8 eingetragen. 

Das Ergebnis der gesamten Integration ist in Fig. 109 graphisch 
verzeichnet. 

Es erubrigt jetzt nur noch, die mittlere Hi:ihe dieser Kurve 
zu ermitteln und die so gewonnene Linie A A mit der mittleren 
Winkelgeschwindigkeit £Om = 6,430 zusammenfallen zu lassen. 

Streng genommen muBte man jetzt die ganze Rechnung 
mit dem genannten Wert £0 0 = 6,40 wiederholen. Bei der Gering
fugigkeit der Differenz £om -£00 = 0,03 betragt der Fehler, 
den wir mit der Beibehaltung der gefundenen Kurven begehen, 
nur etwa y:! v. H. Jedenfalls ki:innen wir (bis auf diesen Fehler) 
die gri:iBte Winkelgeschwindigkeit der Maschine mit 

£Omax = 6,477 
und die kleinste mit 

£Omin = 6,382 
bestimmen. 

§ 35. Mechanische Integration linearer Difi'erentialgleichunge n. 

Die linearen Differentialgleichungen erster und zweiter Ord
nung mit konstanten Koeffizienten und Sti:irungsfunktion lassen 
sich mechanisch integrieren. 

I. Betrachten wir zunachst etwa die Gleichung (2) § 21 

(1) 

LE, 
so hat man mit W = a und W = f (t) die Form der Gleichung 

mit Storungsfunktion 
dJ 

a- + J = f{t) 
dt 

(2) 

Diese Gleichung wird nach folgendem Prinzip mechanisch 
int"egriert: 

11* 



164 Die DiHercntialglriehullgen )\weiter Onlnung. 

Eine scharfkantige Rolle R (Fig. 11 0) ist so mit einem Fahrstift F 
verbunden, daB 1. die Rollenebene stets durch F geht und 2. der in 
Richtung der Abcissenaxe gemessene Abstand von Fund dem 
Beriihrungspunkt A der Rolle = a ist, wahrend F die im Koordi
natensystem J, t gezeichnete Kurve t (t) durchlauft. Wie sich 
aus der Figur ergibt, durchlauft A dann eine Kurve, fiir deren 
Ordinaten J die Beziehung gilt: 

t (t) -J dJ 
a = dt ' 

dJ t (t) = J + a dt . 

Dies ist aber unsere gegebene Differentialgleichung. 

J 

~ 
l_~ ______ ~~ __ ~b-__ +-__ +-____ ~t 

Fig. no. Mechanische Integration einer linearen Differentialgleichung 
erster Ordnung. 

Urn im iibrigen den Verlauf von J zu dem von t (t) in die 
richtige zeitliche Beziehung zu setzen, muB die J-Kurve parallel 
mit sich urn die Strecke a in der Richtung der positiven t ver
schaben werden 29). 

Die Ausfiihrung des Verfahrens besorgt ein integraphen
ahnliches Instrument (Fig. 111): 

Auf den Wangen eines parallel zur t-Achse verschieblichen 
Lauf-Rahmens L L bewegen sich zwei Wagen W und WI' die 
den Punkt F bzw. die Rolle R tragen. Die gewiinschte Fiihrung 
von R wird bewirkt durch das Lineal p, welches, in der Fiihrung 8 

gleitend, den urn die vertikale Achse A A drehbaren Rollenrahmen 
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r r in der verlangten Richtung erhalt. Die Kurve f (t) wird von 
dem Fahrstift F' durchlaufen, die Kurve J durch die Schreib
feder S' beschrieben, die 'ihre zur Rollenebene parallele Fiihrung 
durch das Parallelogramm r r r' r' erhalt. 

J L 

t 

L 

Fig. Ill. Mechanischer Integrator fiir lineare Differentialgleichungen 
mit konstanten Koeffizienten. 

II. Um zur Integration der nicht homogenen linearen Diffe
rentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten 
zu gelangen, iiben wir das beschriebene Verfahren nochmals auf 
die Kurve J (Fig. 110) aus, aber mit einer anderen Instrument
konstanten a. Diese sei jetzt b. Es resultiert eine neue Kurve, 
deren Ordinaten z seien und welche die Differentialgleichung hat 

dz 
z + bTt = J (3) 

Differentiert man diese Formel: 

dz b d2 Z _ dJ 
Tt+ dt2 -Tt (4) 
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und setzt (3) und (4) in (2) ein, so kommt: 

dz d 2 z dz 
a at + a b dt 2 + z + b it = f (t) (5} 

oder anders geordnet: 

d2 z dz 
a b dt2 + (a + b) (it + Z = f (t) (6) 

Man sieht, die Kurve z geniigt einer linearen Differential
gleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koe£fizienten und 
Storungs£unktion. 

1st andererseits eine solche Differentialgleichung etwa in der 
Form 

d2 z dz 
m dt2 + {3 at + C z = f (t) (7) 

gegeben, so hat man zunachst die quadratische Gleichung: 

ft2 + Lft + _c_ = 0 (8) 
m m 

zu losen, deren Wurzeln ftl und f-l2 seien. Dann £iihrt man das oben 
beschriebene Verfahren zunachst mit der Instrumentkonstante 

1 
a = - an der Kurve f (t) aus, welchen ProzeB man mit der 

ILl 
1 

Instrumentkonstante b =- an der so erhaItenen Zwischen
f-l2 

kurve wiederholt. 
Zu bemerken ist hierbei, daB das Verfahren nur bei,reellen f-ll 

und f-l2 aus£iihrbar ist, also im wesentlichen nur bei aperiodisch 
gedampften Schwingungsvorgangen. 

III. Zur mechanischen Integration der homogenen Differen
tialgleichung mit nicht konstanten Koe£fizienten 

d2u du 
(JI2 +P dx -Qu = 0 (9) 

hat Lord Kelvin das Prinzip eines Apparates angegeben30). 

Zunachst multipliziert man (9) mit: 

j Pdx 

e 
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und kann dann statt (9) schreiben: 

~(e JPdZ~) _ Q eJPdZ u = 0 
dx dx (10) 

Fiihrt man hier eine neue unabhangige Variabele zein durch 
die Substitution: 

JPdZ 
dz = Qe dx 

so gebt (10) iiber in: 

d f 2JPdZ dU) 
Tzl Qe Tz -u=O 

Hier ist Q e 2 S Pdz eine Funktion von x und 
1 

auch von z. Als solche bezeichnen wir sie mit u: 
1 2 JPdZ 

11 = Qe 

wonach wir einfach erhalten: 

! (~ ~:) = U 

(11) 

(12) 

vermoge (11) 

(13) 

(14) 

An diese Gleichung kniipft Lord Kelvin an und konstruiert 
einen Integrator nach folgendem Prinzip (Fig. 112). Auf zwei 
gleichen Scheiben 8 1 und 8 2, die sich um vertikale Achsen drehen 
konnen, rollen langs einem Durchmesser = a l a l bzw. az az je 
eine Kugel Kl bzw. K z. Die Durchmesser al al und az a2 sind 
parallel. 

Zu den Durchmessern parallel ist iiber jeder Scheibe, diese 
nicht beriihrend, ein Zylinder 0 1 bzw. O2 angeordnet, der mit 
der zugehorigen Kugel Kl bzw. Kz in Kontakt steht. 

Die Kugeln sind in Kafige eingeschlossen, durch deren Be
wegung sie langs der Durchmesser verschoben werden konnen. 
Die Kugeln stiitzen sich gegen die Kafige durch kleine Rollen 
ab, die moglichst reibungslos laufen. 

Es ist ersichtlich, daB etwaige Drehungen der Scheiben 
sich vermoge der Kugeln auf die Zylinder iibertragen, nach MaB
gabe des Abstandes der Kugeln von den Scheibenmittelpullkten. 
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Die Dbertragung wird vermittelt durch die Reibung zwischen 
den Kugeln und Scheiben bzw. Zylindern. 

Jetzt verbindet man den Kafig der Kugel K1 mit der Achse 
des Zylinders O2 durch eine Schnurubertragung so, daB die Ver
schiebung der Kugel KI der Verschiebung eines Punktes des 
Zylinderumfangs gleich sein muB. Dieselbe Verbindung fiihrt 
man aus zwischen der Kugel K2 und dem Zylinder 0 1 , 

-=--==---~,tlI----l-

82 

I . 

~--------+ 
I 
I 

\ 
\ --~.---\ 

~~f=/-~------'---'--~ I ~ 
Ilrel!V1ff proportlo1701 dz Ilr8htll7j' prtlf7oriI0I70/ tldz 

Fig. 112. Lord Kel vins Integrato r fiir lineare Differentialgleichungen. 

Dreht man jetzt die Scheibe 8 1 proportional d z, die Scheibe 
8 2 proportional U d z, so wird die Verschiebung u der Kugel KI 
aus ihrer Mittellage in Abhangigkeit von z der Differentialgleichung 

(15) 

genugen. 
Beweis: Es seien in einem beliebigen Augenblicke u1 bzw. U 2 

die Abweichnungen der beidenKugeln von ihrer Mittellage. Dreht 
man jetzt die Scheibe 8 1 proportional d z, so durchlauft jeder 
Punkt des Zylinders 0 1 den Bogen u1 d z. Analog durchlauft O2, 
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wenn die Achse von 8 2 urn U d z gedreht wird, den Bogen U 2 U d z. 
Durch die Schnurverbindungen werden aber dauernd die Be
ziehungen aufrecht erhalten: 

ul dz=du2 und U2Udz=dul (16) 

Eliminiert man hier U 2' so kommt: 

d (1 dUl) --a; u ---a;; = u1 (17) 

d. h. die mechanisch zu integrierende Differentialgleichung. 
Es bleibt nur noch ubrig, die Bewegung u1 der Kugel KI 

in Abhangigkeit von z automatisch aufzuzeichnen, woruber 
wir uns hier nicht verbreiten wollen. 

Bemerkenswert ist, daB man die mechanische Lasung der 
Differentialgleichung (15) den Anfangsbedingungen anpassen 
kann. Seien u1 und U 2 die fUr z = Zo eingestellten Kugelabstande, 
so hat man fur z = zo: 

du 
U = u1 und ([; = u2 U, 

d. h. durch die Auswahl von U 1 und U 2 kann man die Lasung den 

fur z = Zo gegebenen Werten Uo und I ~: 10 anpassen. 

Alle vorstehend geschilderten Operationen von der Trans
formation der Gleichung (9) an bis zur Operation mit demKelvin
schen Integrator lassen sich zumindest graphisch durchfuhren. 
Er ergibt sich also die Maglichkeit, der Differentialgleichung (9) 
auf mechanischem Wege beizukommen, wahrend ihre analytische 
Integration auf elementarem Wege gar nicht maglich ist. Nur 
durch die Hilfsmittel der Funktionentheorie kann man sich im 
allgemeinen Falle einen Dberblick uber die Eigenschaften ihres 
Integrals verschaffen. 

§ 36. Die Pendelglcichung. Elliptische Funktionen. 

Die Bewegung des mathematischen Pendels, d. h. eines 
schweren Punktes, der mittels eines starren, masselos gedachten 
Stabes aufgehangt ist, in einer Vertikalebene, ist wichtig als Grund
lage der Betrachtung komplizierterer Schwingungsvorgange und 
zur Einfuhrung in die Lehre von den elliptischen Funktionen, 
die eine weitgehende naturwissenschaftliche Bedeutung haben. 
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I. Zur Bewegungsgleichung gelangt man leicht wie folgt: Der 
Massenpunkt m am Stab der Lange l (Fig. ll3) steht unter 
dem EinfluB zweier Krafte: 

1. der eigenen Massentragheit, 
2. derjenigen Komponente der Schwerkraft my, welche eine 

Anderung der durch den Winkel IX gegebenen Lage des Pendels 
herbeifuhren kann. AHe anderen Krafte, wie die zur Bahn normale 
Komponente der Schwerkraft und die Zentrifugalkraft, kommen 
fur die Bewegung nicht in Frage, da ihre Summe durch die Stab
spannung aufgehoben wird. Fur die Massentragheit haben wir 

d2 a 
den Ansatz: Masse mal Beschleunigung = m· l . (jj2; fur die 

Tangentialkomponente der Schwerkraft gilt: mg sin a. Beide 

mg 

Fig. 113. Das mathe
matische Pendel. 

Krafte werden durch die Newtonsche 
Gleichung: die bewegende Kraft ist gleich 
der Massentragheit, miteinander ver
bunden, wobei noch zu berucksichtigen 
ist, daB my sin a den Wi~kel a zu ver
kleinern sucht und deshalb negativ ein
zufiihren ist. Wir schreiben also: 

d2 a 
ml-d-- = -mgsina 

t2 
(1) 

und nach Division mit l m 
steHung der rechten Seite 

und Um-

d2 a g. 
di2 + T sma = o. (2) 

Fur gewohnlich integriert man nicht diese Differential
gleichung, sondern eine andere, die aus jener folgt durch die 
Annahme, daB es sich um eine Schwingung mit nur kleinen 
Ausschlagen handele, fur die man den Sinus mit dem Bogen 
vertauschen kann, fur die also gilt: 

a = sin a. 
Unter dieser Annahme erhalt man die Differentialgleichung: 

d2 a l 
di2+ga=O. (4) 

Diese Differentialgleichung ist ein Spezialfall der in § 27 be
handelten Schwingungsgleichung und hat das allgemeine Integral: 
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a = A sin iT t· + B cos Y ~ . t, 
woraus sich fur die Anfangs

t=O 

~=O 
dt 

und Grenzbedingungen 

a = 0 I 
a = ao 

(5) 

(6) 

d. h. fUr eine Schwingung mit dem groBten Ausschlag oder der 
Amplitude ao findet: B = 0, A = a o 

. ,/g 
a = a o sm V T . t. (7) 

Aus dieser Gleichung erkennt man, daB der Ausschlag immer 

wieder = a wird, wenn man das Argument (y ~ ). t der Sinus

funktion urn ganze Vielfache von 2 n vermehrt, also fUr: 

-V~ ·t+2n, -v ~ . t + m 2 n .... (8) 

Mathcmatisch druckt man diese Tatsache durch die Aus

sage aus: die Sinusfunktion hat die Periode 2n. Statt -V ~ ·t 

urn 2 n zu vermehren, kann man auch t urn T = 2 n -V ; ver

mehren, wodurch wir den Begriff der Schwingungsdauer und 
den Satz gewinnen, daB die Winkel a sich nach Verlauf der Zeit 

T = 2n-V ~ (9) 

reproduzieren, unabhangig von der GroBe der Amplitude cx o. 
II. Dieser letzte Satz gilt aber nur unter der Voraus

setzung kleiner Ausschlage, die wir anfangs machten. Wollen 
wir auf diese Voraussetzung verzichten und die genaue Be
wegung untersuchen fur beliebige Amplituden a o, so miissen 
wir auf die Gleichung 

d2a l 
-- +-sina = 0 

dt2 g 
(10) 
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zuruckgreifen. Um diese Differentialgleichung zu losert, multi
plizieren wir zunachst mit 

und finden 

2~ 
dt 

d (da)2 2g da . Tt Tt +-z-Tt sma = o. 

Hieraus ergibt sich nach Division mit dt 

( da)2 2g Tt = G + -Z-cosa. 

(ll) 

(12) 

Die Integrationskonstante G bestimmen wir durch die 
Festsetzung, daB die Amplitude gleich ao sei, daB also fur 

da = 0 
a = ao dt 

sem solI, d. h. es muB sein: 
2g 

C = -~cosao 
1 

(13) 

Hieraus findet sich 

da .. /2g I 

dt = V-Z-· fCOS a - cos ao' (14) 

oder niJ,ch Trennung der Variabeln: 

dt = ,/ Z. da 
y 2 gicos a - cos ao 

(15) 

Hier konnen wir sofort integrieren 

t=~J icosa:cosao (16) 

und wenn wir das Integral von 0 bis a nehmen, so haben wir der 
weiteren Bedingung 

t = 0, a = ° 
genugt: 

a 

t = -V 2Zg J da 
(17) 

icos a - cos ao 
0 
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und 

In dieser Formel ersetzt man jetzt 

cos a durch 1 - 2 sin 2 '!.-
2 

1 2 · 2 aD - sln~, 

2 
wodurch sich findet: 

Setzt man hier ein: 

k = sin~ 

(18) 

(19) 

sin ; = k sin.&, cos ; = -VI - sin2 ; = -yl-k2 sin2.& 
(20) 

und, aus der letzteren Formel durch Differentiation folgend, 

da=2k cos.& d.&= 2kcos.&d.& 
a -yl-k2 sin2.& 

cosT 

so resultiert: 

t = JTJN d.& (21) r-g -y1-k2sin2,& 
o 

Denkt man sich das Integral ausgefuhrt und 
. a 

Sln-
(i • 2 
1.T = arCSIn ---

sin ao 
2 

(22) 

eingesetzt, so hat man offenbar die Zeit t als Funktion des Aus
schlagwinkels a gefunden und kann umgekehrt durch Auflosung 
nach a den Ausschlagwinkel als Funktion der Zeit finden. 

Nun ist weder das Integral 
/J 

J d.& (23) 
i 1-k2 sin2 .& 

o 
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durch die bekannten elementaren Funktionen ausdruckbar, 
noch viel weniger kann man die Gleichung 

(24) 

nach .& auflosen. 
Man hat deshalb fur das Integral ein besonderes Funktions

zeichen eingefuhrt: 
,? 

J d.& = F (k, .&) 
i 1-k2 sin2.& 

(25) 

° 
und man nennt diese neue Funktion F(k,.&) e lli p tis c he s 
In t e g r a I e r s t erG a t tun g des Argumentes .& und des 
Moduls k. 

Des weiteren hat man die Werte dieses Integrals, die offen
bar von der GroBe k und dem Winkel.& abhangen, berechnet und 
in Tafeln zusammengetragen. Diese Tafeln haben zwei Eingange: 
einen fur den Winkel .& und einen z;weiten fur den Mod u I k. 
Fur gewohnlich geht man nicht direkt von den Werten des Moduls 
k aus, sondern man erinnert sich, daB 

k=sin ~o (26) 

ist. Man laBt alSO das Argument des zweiten Eingangs ebenfalls 
nach Winkelintervallen fortschreiten. 

Solche Tafeln des elliptischen Integrals erster Gattung ent
halt z. B. das Werk: Jahnke & Emde, Funktionentafeln, 
Teubner, 1908. 

Unter Benutzung dieser Tafeln gestaltet sich die genauere 
Untersuchung eines Pendelvorganges wie folgt. 

Es handelt sich darum, fUr jeden Zeitpunkt t die Lage des 
Pendelpunktes m anzugeben. 

Die gr6Bte Ausweichung ao sei = 30°, die Pendellange so 
gewahlt, daB 

ist. 

ii-, -= 1 
g 
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Zunachst liefern die Gleichungen (24) und (25) einen Zu
sammenhang zwischen der gesuchten Zeit t und dem Winkel '&: 

t = F(k,'&). (26) 

Der Modul kist hier gleich sin ~ = sin 15°, der Winkel'& aber 
2 

hangt mit demAusschlagwinkel a durch die Gleichung zusammen: 

. a 
SIn-

n. . 2 
'IT = arCSIn --, 

sin ao 
2 

(27) 

wo sin ;0 = 0,2588 ist. Mittels dieser Gleichung findet man 

zu jedem Werte von a den zugehorigen Wert ,& und mittels 
dieses Winkels'& findet man aus der Tafel dt:;n zugehOrigen Wert 
des elliptischen Integrals F (k, ,&) und damit die Zeit t, die ver
streicht, bis das Pendel aus seiner Mittelstellung den Ausschlag
winkel a erreicht hat. 

Wir tragen den Rechnungsgang in einer kleinen Tafel zu-
sammen. 

Tabelle 9. 

1 2 3 4 5 6 7 

a O 
a a I· a . a o I 8 = I 2 sin 2" sm 2 : sm 2 arc sin (4) F (k, 8) 

2° 1° 0,0175 0,0675 4° 0,0698 0,07 sec 
4 2 0,0349 0,1345 7° 0,1222 0,12 
6 3 0,0523 0,2020 11° 0,1924 0,19 
8 4 0,0698 0,7700 15° 0,2620 0,26 

10 5 0,0872 0,3370 19° 0,3320 0,33 
12 6 0,1045 0,4040 23° 0,4021 0,40 
14 7 0,1219 0,4680 27° 0,4724 0,47 
16 8 0,1392 0,5400 33° 0,5780 0,58 
18 9 0,1564 0,6100 37° 0,6486 0,65 
20 10 0,1737 0,6700 42° 0,7370 0,74 
22 11 0,1908 0,7370 47,5° 0,8347 0,83 
24 12 0,2079 0,8050 53° 0,9326 0,93 
26 13 0,2250 0,8700 60,5 0 1,0067 0,07 
28 14 0,2419 0,9350 69° 1,2193 1,22 
30 15 0,2588 1,0000 90° 1,5981 1,60 
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Tragt man in einem n:chtwinkligen Koordinatensystem die 
Werte t del" Kolumne 7 als Abszissen auf, die Werte a der Kolumne 1 
als Ordinaten, so erhalt man den Verlauf der Bewegung wahrend 
des ersten Viertels der Schwingungsdauer. 

IX 

vr .~" 

T=oo - ~. ~- -~ 

o 

// )- ,,+ J 
'/ ~ ~ 

t~ ~" '" II / ~ II 

IY i \I"~ 1 ~'" 
f./" ~ ~<:l f '\ + 

~t ~J7 ~ Vi Jl 1 

~ 0- 1\.1/ T / 
8'-.., ~ i 1/ I 

T=6;9SfH 
1 . i / I 

1'--. V 
7'- !7,9Sek 

1 
T~~ [SOH 

o 1 2 3 9 5 ~ 7 8 9 W n n ~6 

1-1-
Fig. 114. Bewegung deE Pendels V g = 1 fiir Amplituden ao von 

Obis IT bei verschiedenen maximalen Bahngeschwindigkeiten. 

V4 = 19,6 m/sec. Vs = 18,9 m/sec. V. = 13,8 ill/sec. V, = 8,1 ill/sec. 

Die erhaltene Kurve unterscheidet sich nicht wesentlich 
von derjenigen, die man erhalten hatte, wenn man das angenaherte 
Resultat (Gleichung 7) mit 

a = 30° sin t 
graphisch aufgetragen hatte. 

Die Verschiedenheit ist nur daran erkennbar, daB der 
vierte Teil der Schwingungsdauer im genauen Fall gleich 1,60 sec, 
im angenaherten = 1,57 sec ist, entsprechend ganzen Schwin
gungsdauern von 6,40 sec bzw. 6,28 sec. 

Die Unterschiede werden umso merklicher, je gr6Ber die 
Amplituden a o gewahlt werden. Die Schwingungsdauern wachsen 
immer mehr und fur ao = 180 0 entnimmt man aus der Tafel 

a 
bei Jahnke und Emde mit - = 90° und -& = 90° (k = 1) 

2 
den Wert F(k, -&) = 00, d. h. die Viertelschwingungsdauer ist 
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unendlich. Das Pendel, welches den tiefsten Punkt seiner 
Bahn mit einer solchen Geschwindigkeit durchIauft, daB der 
gr6Bte Ausschlagwinkel 1800 betragen wiirde, erreicht diesen Aus
schlagwinkel nie' (vgl. Fig. 115 und Fig. 114, Nr. 4). 

III. Den durch das elliptische Inte
gral Gleichung (25) 

t'V ~ =, u = F (k,!it) 

gege benen Zusammenhang zwischen u und 
!it kann man sich auch so vorstellen, daB 
man !it als Funktion von u betrachtet. Es 
ware also die zu u = F (k, !it) inverse 
Funktion zu bilden. Wie schon bemerkt, 
sind die elementaren Funktionen hierfur 
nicht verwendbar, und wir mussen zu 

Fig. 115. Bewegung 
eines Pendels mit der 

Amplitude n. 

einem weiteren Funktionszeichen "am" greifen, welches wir 
Amplitude lesen. Wir haben also: 

!it = am (u, k) = am (r{T, k) . (28) 
. 

Aus der Definition des elliptischen Integrals u = F (k, !it) 
folgt 

0= F(k,O) 
Es wird also: ° = am (0, k) 

1t 
Das bis !it = ausgedehnte elliptische Integral bezeichnet 

2 
man mit K 

2 

K =J d!it = F (k, 1t2 )· f1- k2 sin2 !it 
o 

Wir haben also: 

und umgekehrt: 

2 
am(K, k). 

II 0 r t, Difi'erentialgleichungen. 12 
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Weiter gilt: 

und: 

2 K = F (k, n), 301 ) 

n = am (2K, k) 

3n 
- = am (3 K, k), 

2 

2n = am(4K,k). 

Greifen wir jetzt auf die Gleichungen (20) zuruck, laut welchen 
gilt 

a = 2 arcsin (k sin it), 

so hat man sofort mit (28) 

a = 2 arcsin [k sin am (u, k)] 

= 2 arcsin [ksin am (t -If, k)]. 
(29) 

(30) 

In dieser Formel betrachtet man "sin am" als neues einheit
liches Funktionszeichen und liest sin am u mit Sin usa m p 1 i -
tude u. 

Mit der Funktion Sin usa m p lit u d e haben wir die eigent
lichen elliptischen Funktionen eingefuhrt, wie sie zuerst 
von Legendre betrachtet wurden. 

Fur unsere Zwecke merken wir zunachst an, daB man die 
Funktion "sin am u" als Reihe darstellen kann, wie folgt: 

1+k2 q+14k2 +k4 • 
sinamu = u- 6 u3 + 120 u5 - +31) ... (31) 

Hiermit geht unsere zweite Fomel (30) fur den Pendel
ausschlag IX fiber in: 

a = 2 arcsin {sin ~ (tV ~ - 1 ~ k2 (tffr 
+ 1 + 1:2~ + k4 (tV ~ r -+ .... )} 

Betrachtet man jetzt nur kleine Ausschlage, so kann man 
in der Reihenentwicklung die Potenzen von k vernachlassigen, 
und die Reihe geht uber in: 

Jri 1 (-,fi)3 1 ( J!i)5 
t VT-T.2.3 t VT + 1.2.3.4.5-' t VT _+32) .... 
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d. h. in: 

. ,/g 
smt r T' 

Entwickelt man jetzt in 

a = 2 arcsin {sin ~o sin t y ~ } 
die Funktion arcsin in eine Reihe, so folgt: 

I (sin ~ y )33) 
a = 2 sin ;0 sin t Y+ + 2 . : (sin t Iff + .... 

d. h. mit VernachHissigung der hOheren Glieder und mit der Be

merkung, daB man fur kleine Winkel ~o denSinusmitdemBogen 

vertauschen kann: 

somit der Nachweis gefuhrt ist, daB das angenaherte Resultat (7) 
aus dem genauen Resultat (30) durch die Substitution 

sin ~ = ~ = kleine GroBe 
2 2 

abgeleitet werden kann. 

IV. Furendliche Winkelao <~ gestaltet sich der Verlauf der 
2 

Bewegung 

2 . {. aO • ( l/g k)l a = arcsm sm 2 sm am t r T' J 

wie folgt: 

t = 0, am (0, k) = 0, sin am (0, k) = 0, a = ° 
= K{f, am(K, k) = ;, sin am (K, k) = 1, a = ao 

= 2KY ~, am(2K,k) = n, sinam(2K,k) = 0, a = ° 
= 3K-a, am (3K,k) = 32n, sin am (3K, k) = -1,a = -ao 

12* 
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t=4Kif, am(4K,k)=2n, sin am (4K,k) =0, a=O. 

Mithin ist eine Schwingung nach Verlauf der Zeit 

vollendet. 
t=T=4Kff 

Es interessiert jetzt noch, diejenige Winkelgeschwindigkeit 

~~ zu wissen, mit der das Pendel die Mittellage passieren muB, 

um den Ausschlagwinkel ao zu erreichen. Diese Winkelgeschwin
digkeit kann man aus (30) ableiten, wenn man sich die Differen
tiationsformel der Funktion Sin usa m p 1 i t u d e wie folgt an· 
merkt: d sinam u 

---::--- = cosam u· Llam u34 ) (32) 
du 

Hier sind cosam u und Llam u zwei neue elliptische Funk
tionen Cos in usa m p 1 it u d e u und Del t a amp 1 i t u de u, 
die mit sinam u wie folgt zusammenhangen: 

cosam2 u = 
Aam2 u = 

1-sinam2 u } 
1- k 2 sinam2 u 

(33} 

Fiihren WIT jetzt an (30) 
aus, so wird 

die Differentiation nach der Zeit 

~=2 
dt 

k.,",amh/f, k)Aamh/f, k) if 
VI - k2 sinam2 (tvt, k) l 

= 2 k V ~ cosam (t V ~ 'k) 
Fiir t = 0 ist hier zu setzen: 

sinamt V ~ = 0 

cosam t V ~ = 1 1 
_ vgl. Formel (33) 

Llam t'/.JL = 1 r l 

(34) 
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wodureh wird: 

f " t O· da ig · ao vlg ur = . - = 2 - Sln- = 2 k -
dt 1 2 1 

Dies Ergebnis kann man aueh unmittelbar aus der Arbeits
gleiehung der Pendelbewegung ableiten (Fig. 116): 

mgh = mg2 (l-eosao) = ~ml2[da]2 
2 dt 

woraus folgt: 

r ~; 1 = 2 V f . V 1 - ~os ao 

= 2V~ sin ~o 

oder naeh EinfUhrung von k = sin ~ 
2 

[~] = 1 k J7i . (36) 
dt 0 VT 

Naeh Multiplikation mit erhalten 
wir die maximale Bahngesehwindigkeit: 

V = 2kygl. 

Fig. 116. Bewegung 
eines Pendels mit 
Amplituden < n. 

Mit k = 1 wird [ ~; 1 zu derjenigen Anfangswinkelgesehwin-
,-

digkeit 2 -y +-, welehe gerade hinreieht, urn den Massenpunkt m 

bis zum hoehsten Punkte seiner Bahn zu bringen, den er aller
dings asymptotiseh erreieht. 

Urn nun die Bewegung zu untersuehen, die das Pendel voll
luhrt, wenn die Bahngesehwindigkeit des Punktes m im tie£sten 
Punkte der Bahn 

gro13er wird als 
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knfipfen wir wieder an Gleichung (12) an 

(dd~r = C + 2t cos a (37) 

Wir multiplizieren hier mit 12 und erhalten 

12 ( ~ ~ r = C 12 + 2 g 1 cos a 

Hier bestimmen wir die Konstante C so, daB ffir a = 0, 

d. h. im tiefsten Punkte der Bahn die Bahngeschwindigkeit 

wird. Es findet sich 

V2 - 2g1 
C=-~~~ 

12 

Die Gleichung (38) geht hiermit fiber in: 

12 ( ~ ~ r = V2 - 2 g 1 + 2 g 1 cos a. (39) 

Hier wird ffir cos a = n, d. h. im hochsten Punkte der Bahn das 
Bahngeschwindigkeitsquadrat 

12 (~~ r·= V2 - 4 g 1. (40) 

. da 
Damlt 1 at reell wird, muB 

V>y4g1 (41) 

gewahlt werden, welche Voraussetzung im folgenden stets gelten 
soIl. Die Bedingung (41) kann man auch in die mechanisch 
anschaulichere Form kleiden, 

V2 2i >21, (42) 

V2 
d. h. die GeschwindigkeitshOhe -- solI groBer sein als der Durch-

2g 
messer des vom Pendel beschriebenen Kreises. 

Die Differentialgleichung (39) formen wir jetzt urn in 

da ,/-~~~ /--2(jl--
1 at = r V2 - 2 g 1 r 1 + V2 _ 2 g 1 cos a, 
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aus der durch Umstellung und Integration folgt: 

o 

Hier substituieren wir 

cos a = 1 - 2 sin 2 ~ 
2 

(43) 

V2 
und dividieren unter der Wurzel mit -----, womit folgt: 

V2 - 2 gl 
a lJ da 

t = V /1- 4;2l sin2 ~ . 

o 

Setzen wir hier noch 

~ = ~ d 4gl k 2 'IT un fT2 = 2, 

wo k 2 zufolge (41) < 1 ist, so kommt: 

Hier ist 

,y 

2lJ d& 
t=y -yl-k2 sin2 &' 

o 

N J d& 

-yl - k2 sin2 ,& 
o 

(44) 

(45) 

(46) 

wieder unser elliptisches Integral erster Gattung. Es folgt durch 
Auflosung von (46) nach ,& 

V 
-& = amTI t 

und nach (45) 
V 

a = 2amTIt. (47) 

1m vorliegenden Fall ergibt sich der Pendelwinkel a un
mittelbar als Amplitudenfunktion. Diese solI hier noch etwas 
eingehender betrachtet werden. 
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Zunachst schreiben wir mit (45) 

( 1 /g ) 
a = 2 am T r T t, k (48) 

Die Tafel bei Jahnke und Emde, S.54-59, liefert 

wieder fiir jedes k den Zusammenhfmg zwischen .& und -} V ~ t 

und damit auch zwischen a und~ ,/ g t. ZujedeminSekunden 
k V l 

1,/ g 
gegebenen t berechnet man TV Tt und sucht zu dem gdundenen 

Wert in der durch a = arcsin k gegebenen Kolumne den Winkel 
rp auf, der bei uns a heiBt. 

Fiir unser Beispiel ' / g = 1 erhalten wir mit k = 0,2588 Vz ' 
a = 15° eine Kurve, die mit t = 0, a = ° beginnt und mit 
t = k· 1,5981 = 0,415, a = "it endet. 

Hiermit ware erst die Halfte eines ganzen Umschwungs er
ledigt. Die Werte fUr die zweite Halfte liefert die Tafel nicht 
direkt; um sie zu finden, stellen wir folgende Betrachtungen an. 

Zunachst dehnen wir im elliptischen Integral 
,1 J d.& 

il-k2 sin2 .& 
o 

die Integration bis .& = ; aus, so wird das entstehende Integral 

2 

K=J d.& 
il-k2 sin2 .& 

o 

(49) 

als vollstandiges elliptisches Integral bezeichnet. Zufolge 
der Definition der Amplitudenfunktion ergibt sich hieraus 

n 
.& = 2 = am (K, k) (50) 

oder 
a = n = 2 am (K, k). 



§ 36. Die Pendelgleichung. Ellipti8che FUllktionen. 185 

In unserem Fall steht die GroBe K zu der Zeit t, die er
forderlich ist zur Zuriicklegung des Pendelwinkels a = 71:, in der 
Beziehung 

21 
t=V·K = k.K, (51) 

wie sich aus Gleichung (46) ergibt. Es wurde also k· K 

die halbe Schwingungsdauer sein im Fall V r = 1. 1m all

gemeinen Falle wird die halbe Schwingungsdauer 

kKV; . 
Zur Untersuchung des Bewegungsverlaufes uber a = 71:, 

t = K k hinaus greifen wir auf die Funktion "Sinusamplitude u" 
zuruck ' 

x = sinam (u, k). (52) 

Von dieser Funktion wissen wir bis jetzt folgende Werte 

u = 0, am (0, k) = 0, x = sin am (0, k) = ° 
u = K, am (K, k) = :' x = sin am (K, k) = 1 (53) 

Ferner notieren wir uns folgende Eigenschaft der Funktion: 

. (' K k cos am (u, k) 35) ( 4 
smam u I" ,) = L1 am (u, k) 5 ) 

SOWle 

und 

cosam (u, k) = cosam (- u, k) } 
(55) 

L1 am (u, k) = L1 am (- u, k). 

Jetzt folgt sofort: 

sinam (u + K, k) = sinam (- u + K, k). (56) 

Wir bezeichnen den Winkel: 

am (u + K, k) mit ~ + b1 (57) 

71: 
115 -b 1 <-. 1 2 2 

am(-u + K,k) mit ; - (\ (58) 
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Da aber aus 

sin (~ + b1) = sin (~ - b2) 

folgt: 

so ist: 
am (u + K, k) + am (- u + K, k) = n (59) 

oder 
am (u + K, k) = n-am (-u + K, k). (60) 

Mittels dieser Formel kann man in der Tafel bei J. u. E. 
die Ampli tudenfunktion auch fur Ar gu men t werte 
uber K ableiten. Insbesondere ergibt sich: 

am (2 K, k) = n, 
woraus sich fur die Pendelbewegung findet 

a = 2 n = 2 am (~ V ~ . T, k ) 

~ 

1/2.ff / / 
0,0 

1 I y.: 

J 
1/ V 

J / [79 
'1,0 

I 'y V" 

fiJ V 

If! 

3,0 

2,0 

~o 

o 1 2 3 5 8 tll7Sek 

Fig. 117. Bewegung des Pendels. 

. 1 V g = 1 bei ganzen Umlaufen fUr ver-

schie dene maximale Bahngeschwindigkeiten. 

V1 = 76 m/sec. Va = 20 m/sec. 
V2 = 28 m/sec. V4 = 19,6 m/sec. 

wo T die ganze 
Schwingungsdauer 

T = 2Kk{~ 
bedtmtet. Hiermit geht 
aber unsere Formel (48) 
uber in: 

a = 2 am ( 2: t, k) , 
welche fur aIle Werte 
von t gilt. 

In der Fig. 117, 
Kurve 1 ist die Vervoll
standigung des Kurven
verlaufes von a = n 
bis a = 2 n hiernach 
gezeichnet. 

Zeichnet man den 
Bewegungsverlauf fUr 
groBere Werte von k 
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entsprechend kleineren maximalen Bahngeschwindigkeiten 

V = ~l ,so wird die SchwingungsdauerTgroBer. SieheFig.1l7. 

Fur k = 1 tritt eine ausgeartete Bewegung ein. 
Das elliptische Integral 

geht fiber in 

und 

N 

u = J c:s&& 
I) 

& = am (u, k) in am (u, 1) = 2 arctg (ell) - ~ . 
- 2 

Fur diese letztere Funktion hat man eine besondere Be
nennung und ein besonderes Zeichen eingeflihrt. Sie heiBt 
Hyper be lampli tu de u = mmj:J (u). 

& = mmj:J (u). 

1m Fane unseres Pendels haben wir 

Diese Bewegung wird auch erhalten, wenn man in Gleichung 
(30) k in den Wert 1 ubergehen laBt. Es folgt: 

a = 2 arcsin sinam (t if, 1) 
und durch Vergleich von Formel (31) dieses § mit (32) § (29) 

a = 2 arcsinS:g (tV ~ ) . 
Hier ist die Funktion S:g die hyperbolische Tangenten

funktion. Wir konnen also die Beziehung anschreiben 

2l'mj:J (u) = arcsinS:g (u). 
Auch fur die Funktion 2l'mj:J (u) gibt es Tafeln, vgl. J. u. E., 

S. 16 ff. 
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Fur den Verlauf der Winkelgeschwindigkeit haben Wlr 1m 

Fane V < 2 -vgZ schon unter Nr. (34) 

da V (,If}) V (4K) (it = -Z- cosam t r T' k = -z- cosam ---;y- t, k 

gefunden. 

1m Fane V > 2 -vgl ist zu setzen: 

da d (1 ,/g ) 
(it = 2Tt am TVTt,k, 

1 "I/g (1 l/g ) V ( 2 K ) = 2· k Y T LI am T r T t, k = -Z-LI am ---;y- t,k 

da fur die Amplitudenfunktion die Differentiationsformel 

d 
(it am (u, k) = LI am (u, k) 

gilt. 
Fur die heiden Funktionen cos am (u, k) und LI am (u, k) 

gelten folgende Wertsysteme: 

Tabelle 10. 

u cosam (u, k) Jam (u, k) sinam (u, k) 

0 I I 0 
K 0 fI-k 2 I 
2K -I I 0 
3K 0 VI k 2 -I 
4K I I 0 

die sich aus den fUr sinam (u, k) gegebenen Werten finden, wenn 
man die Beziehungen berucksichtigt: 

cosam (u, k) -'. -VI - sin2 am (u, k); 

LI am (u, k) = -VI - k2 sin2 am (u, k). 

Wir konnen jetzt fUr jedes k die drei Funktionen 
sinam (u, k), cosam (u, k), Llam (u, k) aufzeichnen: (Fig. 118). 

Die GroBe K berechnet sich 

:n; ( (1 )2 ( 1 .3)2 ( 1· 3 . 5 )2 ) ="2 1 + 2" k2 + ~ k4 + 2 .4.6 k6 + - .... 
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Mit abnehmendem k nahert sich 

sinam (u, k) der Funktion sin u, 
cosam (u, k)" " cos u, 
Jam (u, k)"" l. 

sil7am(u,k) 

u 
Of-----""~--f-----;1't£_--t--

Fig. 118. Die 3 elliptischen Funktionen. 

Mit wachsendem k (bis k = 1) nahert sich 
sinam (u, k) der Funktion :tg (u), 

cosam (u, k) } 1: Q:o\(u) 
Jam (u, k)" " 

U 

IV. Differentialgleichungen hijherer Ordnung. 
Simultane Differentialgleichungen. 

§ 37. Difi'erentialgleichungen n-ter Ordnung. 

Die allgemeine Form der Differentialgleichung n-ter Ord
nung lautet analog § 24: 

( dy d2 y dn-1y dny) 
F x'Y'-d '-d 2 ,.," d 1 '-d- = 0 x:c xtl - xn 

(1) 

Es gibt keine Methoden, durch die man eine solche 
Differentialgleichung in jedem Fall integrieren kOnnte; nur 
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fUr bestimmte besondere Formen von (1) sind Integrations
methoden bekannt. 

I. Der einfachste Fall ist der, wenn (1) sich in der Form 
darstellt 

(2) 

in welcher X nur die Variable x enthalt. Hier kann man ohne 
weiteres einmal integrieren 

dn-1y 
dxn - 1 = Al + JX dx. (3) 

Eine nochmalige Integration liefert 

dn- 2 y f f dxn- 2 = A2 + Al X + dx X dx 

Mit jeder Integration erniedrigt sich die Ordnung des Diffe
rentialquotienten auf der linken Seite um eine Einheit, bis man 
schlieBlich zur Funktion y seIber gelangt: 

X2 xn-2 xn- 1 
y = An+An-lX+An-2-r:2 + ... +A2 (n -2)! +Al~ -I)! 

+ JdxJ dx ... .JX dx. (4) 

Dies ist das allgemeine Integral von (2). 
II. Sehr einfach ist auch die Differentialgleichung 

(5) 

wenn y nur die Variable yenthiilt. Diese Gleichung kann aber 
nur fUr n = 1 und n = 2 integriert werden. 

Zu 

!!JL = Y 
dx 

lautet das allgemeine Integral: 

(6) 

1m Falle 

y (7) 
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setzt man 

und hat 

oder 

dy 
-=p 
dx 

dp = Y 
dx 

dp dy Y I a:y'a;x= 
dp' p = Y dy. 

(8) 

Hier sind die Variabeln getrennt und man kann integrieren 

~p2 =.! +JY dy 
2 2 

(9) 

Nach Ausziehung der Quadratwurzel ergibt sich 

:~=fB+2fYdy (10) 

und das allgemeine Integral: 

x = A +J dy 
fB+2JYdx 

(ll) 

III. Die nachst einfachen Faile umfassen die Formen von (1), 
in denen nur der hochste Differentialquotient und der urn 1 oder 
2 Einheiten niedrigere vorkommen, d. h. um die Formen: 

( dn- 2y dn-1y dny) 
F ---,---,~- =0 dxn-2 dxn- 1 dxn 

( dn- 2y dny) F·-- ~--O 
dxn- 2' dxn :-

( dn- 1y dn y) F --,~- =0 dxn-1 dxn 

Diese Typen lassen sich durch die Substitution 

dn- 2 y dn-1y 
dxn-2 = z resp dxn -1 = Z 

(12) 

(12 a) 

auf die Differentialgleichungen zweiter bzw. erster Ordnung 
zuriickzufiihren : 
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F(Z, ~: ':::) = 0 

F (Z' :;:) = 0 

F (Z' ~: ) = 0 

(13) 

Bei den Gleichungen 13a und 13b fuhrt die weitere Substitu
tion 

dz 
-=p 
dx 

(14) 

zu einer Erniedrigung der Ordnung urn emen Grad. Es folgt 
aus (14) 

d2z dp dz dp 
dx2 = Yz' dx = P(fZ 

und somit als Differentialgleichung: 

F (z, p, p :~) = 0 (15) 

Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung, die inte
griert werden kann. Man erhalte als erstes Integral 

p = I (z, G1 ), (16) 

wo G1 eine Integrationskonstante ist. Schreibt man jetzt fur p 
dz 

wieder dx' so entsteht aus (16) die Differentialgleichung: 

dz - = I (z, G1) (17) 
dx 

zwischen z und x, welche nach Trennung 
einer neuen Konstanten q2 liefert 

x = G2 +J dz I (z, G1) 

Fuhrt man jetzt das Differential 

dx = dz 
I (z, G1 ) 

in die Gleichung (12) ein, so folgt 
dn - 2 y 

-:;----':0- = z : [f (z, G )]n- 2 
dzn- 2 1 

der Variabeln mit 

(18) 

(19) 

(20) 
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Diese Difierentialgleichung ist durch n Quadraturen losbar, 
und man findet 

° =On+On_lZ+ ... + 3 zn-3+}dz ... }dz!z dz:[f(z, 01)]n-2 (21) 
(n-3)! 

Durch Elimination von z aus den Gleichungen (18) und (21) 
wurde man zum allgemeinen Integral gelangen, welches die 
Konstanten °1 °2 •.•••. • On, d. h. n willkurliche Parameter ent
halten wtirde, wie es sein muB. Statt der oft umstandlichen 
Elimination ist es vorzuziehen, die Parameterdarstellung 
der Kurve, wie sie durch die Gleichung (18) und (21) gegeben 
ist, beizubehalten und aus ihr die erforderlichen Schlusse auf 
die Eigenschaften der Integralkurven zu ziehen. 

§ 38. Lineare Difi'erentiaIgleichungen n·ter Ordnung. 

Eine besonders wichtige Klasse von Differentialgleichungen 
n -ter Ordnung, fur welche allgemeinere Integrationsmethoden 
bekannt sind, wird gebildet von den linearen Differential
gleichungen: 

dny dn- 1 y dy 
Xo dx" + Xl dxn-'l + ... + X n- 1 a:;; + Xn y = X (1) 

Rier sollen die Funktionen X nur die unabhangige Verander
liche x enthalten. 

1. 1st YI ein partikulares Integral von (1) und Yeine noch 
zu bestimmende Funktion von x, so liefert der Ansatz 

y = YI + Y (2) 
in (1) eingesetzt: 

k=n dk k=n dkY L: X,,_k d Ykl + L: Xn-k~d k = X 
k = 0 X k= 0 X 

(3) 

Riervon bleibt aber nur der zweite Teil i.i.brig, weil YI Gleichung 
(1) erfi.i.llt: 

k= n dk Y L: X n - kTk = 0 
k=O x 

d. h. die Funktion Y hat der Differentialgleichung: 

dny dn-1y dY 
Xo dxn + Xl dxn- 1 + .... X n- 1 dx + Xn Y = 0 (4) 

H 0 r t, Differentialgleicimngen. 13 



194 DiHerentialgleichungen hOherer Ordnung. 

zu geniigen, wenn Gleichung (2) die Differentialgleichung (I) 
befriedigen solI. 

Y ist daher das allgemeine Integpal von (4), enthalt also n 
willkiirliche Konstante. Mithin enthalt auch (2) n willkiirliche 
Konstante und ist daher das allgemeine Integral von (1). Man hat 
also den Satz: 

Das allgemeine Integral der linear en Differen
tialgleichung erster Ordnung (1) setzt sich zu
sammen aus einem beliebigen partikularen Inte
gral dieser Differentialgleichung und dem allge
meinen Integral der Differentialgleichung (4). 
Letzter nennt man die reduzierte line are Diffe
rentialgleichung, wahrend (1) die vollstandige 
lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung 
genannt wird. 

II. Zur Aufsuchung des allgemeinen Integrals von (1) hat 
man zunachst das allgemeine Integral von (4) zu suchen. Hierbei 
kann oft mit Vorteil der Satz benutzt werden: Kennt Illan ein 
oder mehrere partikulare Integrale von (4), so HiBt sich die Ord
nung dieser Differentialgleichung um soviel Einheiten erniedrigen, 
als Integrale bekannt sind. 

Es sei zunachst Yl ein partikulares Integral von (4). Wir 
versuchen weitere Integrale in der Form 

Y = UYI (5) 

zu gewinnen, bei welcher die unbekannte Funktion U nur die 
Variable x enthalte. Wir differenzieren (5) n mal und erhalten 
die Differentialquotienten: 

, ,du 
Y = UYI + dx Yl 

du d2u 
y" = uy" + 2--y' + Y --

I dx 1 1 d:JJ2 

dny du n(n-l) d2u 
dxn = uYin) + n dx yin-I) + 1.2 dx2 yin- 2 ) + 

dn-Iu dnu 
... + n dxn - I Yl' + dxn Yl' 

(6) 
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Setzen wir diese Werte sowie (5) in (4) ein und fassen einerseits 
die Glieder zusammen, welche die Differentialquotienten von u 
enthalten und ordnen wir nach diesen Differentialquotienten, 
wiihrend WIr andererseits ein Glied mit u selbst bilden, so 
kommt: 

dn u dn- 1 u du 
Eo -d- + El · -d--1 + .... + En - 1 -d (7) xn xn- x 

Hier setzen sich die Funktionen Eaus den Differentialquotienten 
von Yl und den X zusammen, sind also bekannte Funktionen von x. 
Z. B. ist: 

Eo = YI X O 

El = YI X I + nYl' Xo (8) 

En - 1 = YI X n-l + 2Yl' X n - 2 + ..... + nYl(n-l)XO' 

Von (7) bleibt aber nur die erste Zeile ubrig, weil die zweite 
du 

vermoge (4) verschwindet, und wir erhalten mit dX = v tat-

siichlich eine neue Differentialgleichung, deren Ordnung urn 1 
erniedrigt ist: 

dn - 1 v dn - 2 v dv 
Eo dxn-l + El dxn -.2 + ..... + En - 2 dx + En- 1 v = O. (8) 

Durch Integration findet sich mit n - 1 partikuliiren Inte
gralen VI ••••• • vn - l 

und mit 
du 

V=-
dx 

durch nochmalige Integration 

U=Cljvl dx + C2jv2 dx + Cn- 1jvn_ 1 dx + Cn, 

und schlieBlich, wenn man auf (5) zuruckgreift: 
13* 

(9) 
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Y = 01 Yl! VI dx + 02 Yl! V2 dx + .... + 0n-l Yl!Vn-l dx 

+ On Yl' (10) 

Dies ist das allgemeine Integral zur Gleichung (4). 
III. Als Beispiel zur Einubung des Verfahrens diene die Diffe

rentialgleichung: 

d3 y d2 y dy 
(X2 - 2 x + 2) d x3 -- X2 dx2 + 2 x dX - 2 Y = 0. (11) 

Hier sieht man sofort, daB Yl = x ein partikulares Integral ist. 
Nach Vorschrift von (5) fuhren wir jetzt den Ansatz 

y = ux 
in die Differenzialgleichung (11) ein. 

Durch successive Differentiation gewinnen wir: 

y' = u + xu' ) 
y" = 2 u' + xu" 

y'" = 3 u" + xu'" . 

Nach EinfUhrung dieser Werte in (11) entsteht: 

(12) 

(13) 

u'" x (X2 - 2 x + 2) + U" [3(x2 - 2 x + 2) - x 3] = 0, (14} 

welche Differentialgleichung mit 

u" = V (14) 
und nach Division mit x (X2 - 2 x + 2) ubergeht in: 

:: + v ( : - X2 _ ;2X + 2) = 0. (15) 

Die Integration liefert 

= 19v = Ig03- 31g x +J~2~' . x2 - x + 2 
(16) 

Das Integral rechter Hand berechnet sich nach Ausfuhrung der 
Substitution 

x-l=~ 

zu: 

oder nach Ruckgang zu x: 

arctg _1_ + arctg (",-1) 
19 (X2 - 2 x + 2) + 19 e",-1 + 19 e ",-1 
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Das letzte Glied rechts erweist sich als Konstante, die mit - 19 e 
in 19 0 3 einzurechnen ist, so daB nach Beseitigung des Logarithmus 
wird: 

Zur Gewinnung von u hat man zu setzen 

, f eX (x -1) 
u = 02 + V d x = 02 + 0 3 --

X2 

Demnach wird das allgemeine Integral von (11) 

Y = UYI = 7tX = 0lX + 02X2 + 0 3 eX. 

§ 39. Die Variation der Konstanten. 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

1. Hat man auf irgend eine Weise das allgemeine Integral 
der re d uzierten Differen tialg leic hung gefunden, so ist 
das allgemeine Integral der vollstandigen Differentialgleichung 
nach dem Verfahren der Variation der Konstanten zu ermitteln. 

Es liege also das allgemeine Integral der Differentialgleichung 
(4) § 38 in folgender Form vor 

i=n 

Y = L: 0i Yi . (1) 
i=l 

In diesem Ansatz wollen wir die Konstanten 0i jetzt als 
Funktionen von x ansehen und untersuchen, ob und unter welchen 
Umstanden der so modifizierte Ansatz das allgemeine Integral 
der Differentialgleichung (1) in § 38 wird. 

Zur Ausfuhrung dieses Vorhabens ist Gleichung (1) (n - 1) 
mal zu differenzieren 

n n 

Y' = L: 0iYi' + L: O/Yi (2) 
1 1 

wobei wir bei jeder Differentiation den Teil, der die Differential
quotienten der Ci enthalt, gleich Null setzen, was erlaubt ist, 
weil wir uber die Ci verfugen durfen. So entsteht 
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und 

und SO fort: 

Differentialgleichungen hiiherer Ordnung. 

n , ""0 ' y = ~ iYi 
I 

11 

y(n-l) = L; 0iyin - l ) 

I 
n 

L;0/ yin- 2) = O. 
I 

(3} 

(3a) 

(4} 

(4a) 

(5) 

(5a) 

Entwickeln wir nun noch den n-ten Differentialquotienten 
n n 

y(n) = L;0i yin) + L;0/ yin-I), (6) 
I 1 

ohne den zweiten Teil zu annullieren, so gewinnen wir durch 
Einfiihrung der Gleichungen (3), (4) und (5) in (1) eine neue 
Gleichung 

i=n k=n n 
L;0iL; Xky/n-k) + L;0/yin - 1) = X. (7) 
i=l k=O 1 

Da aber aIle Yi der Gleichung 
k=n 

L;Xkyr- k ) = 0, 
k=O 

d. h. der reduzierten Differentialgleichung genugen, so bleibt von 
(7) nur ubrig: 

n 

L;0/yin - 1) = X, (8) 
I 
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welche mit den (n-l)-Gleichungen3a, 4aund5azurErmittlung 
der n GraBen OJ', d. h. der ersten Differentialquotienten der unbe
kannten Funktionen Cj dienen kann. Die Cj ermitteln sich 
als Funktionen von x, die wir mit &j (x) bezeichnen: 

i = 1. ..... . n; 

durch deren Integration wird Ci selbst erhalten: 

0i = Ai + J&i (x) dx. 

(9) 

(10) 

Nach EinfUhrung in (1) ergibt sich s'_'mit das allgemeine 
Integral der vollstandigen Differentialgleichung: 

(ll) 

Hiermit wird auch die Angabe von § 38 bestatigt, nach welcher 
das allgemeine Integral der vollstandigen Gleichung sich findet, 
als Summe des allgemeinen Integrals der reduzierten Gleichung 
und eines partikuliiren Integrals der vollstandigen Gleichung. 

n 

"L;YiJ&i (.1:) dx 
1 

ist dieses partikuli-ire Integral. 
II. Sei jetzt die vollstandige Gleichung 

• r d3 y d 2 y dy 
(X2 - 2 x T 2) dx3 - X2 dx2 + 2 x dx - 2 Y = I (x), (12) 

so lautet das Gleichungssystem zur Bestimmung der 0/: 

°1' x + °2' x 2 + 0 3' eX = 0 l 
0/ + 2°2' X + 0 3' eX = 0 J 

2 °2' + 0 3' eX = f (x), 

aUs welchem sich findet 

, I (x) 01 = ---- (x 2 -2x) 
x2 -2x + 2 

° ' = I (x) (1 _ x) 
2 x2- 2x + 2 

° ' = __ f_(x_) _ X2 

3 X2 -2 x + 2 eX 

(13) 

(14) 
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und somit das allgemeine Integral: 

y = Al X + A2 + x2 + A3 eX 

It (x) (X2 - 2 x) dx It (x) (1 - :r) dx +x + X2 
X2 - 2 x + 2 X2 - 2 x + 2 

I t (x) X2 e-X dx + eX 
x2 -2x + 2 

Die Summe der drei Integrale 

YI = x J + x2J + eX J 
ist ein partikulares Integral von (12). 

(15) 

(16) 

§ 40. Die Iineare Difi'erentiaigieichung n-ter Ordnung mit kon
stanten Koeffizienten. 

Die Differentialgleichung 

dny dn-1y dy 
X O -d +X1 -d l+····+Xn-l~d +Xny=X (1) xn xn- X 

spielt bei wichtigen Aufgaben der wissenschaftlichen Technik 
eine Rolle, besonders in dem Faile, wenn die Koeffizienten XO ... Xn 
als konstant angesehen werden konnen. Wir schreiben dann 
statt (1): 

i=n 2: ai y(n-i)= X. (2) 
i=O 

Fur den Fall n = 2 ist diese Gleichung bereits in § 27 behandelt 
worden. Es ergaben sich partikulare Integrale der Form: 

y = elJ.x, (3) 

die wir auch hier zugrunde legen wollen. 
1. Wir bilden n Differentialquotienten von (3): 

yen-i) = p,n-i elJ.x, i = o ..... n, (4) 

die wir in die zu (2) gehOrige reduzierte Differentialgleichung 

i=n 2: ai yen-i) = 0 (5) 
=J 
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einsetzen mit dem Ergebnis: 
i= n 

e,U.X 2.: aiftn - i = O. 
i=o 

(6) 

Nach Division mit e'U.X erweist sich (6) als eine Gleichung 
n-ten Grades zur Bestimmung der Exponenten (J.: 

aoft" + a 1 ftn - 1 + .... + a n -1ft + an = O. (7) 

Diese Gleichung liefere n verschiedene Wurzeln ft1 • •• • ftn (die 
auch zum Teil complex sein konnen). Mit ihnen baut sich das all
meine Integral von (5) auf in der Form: 

n 

y = 2.:0 i e'"i'X. 
1 

II. 1st eine von den Wurzeln etwa ft1 komplex, 

ft1 = a + fJ i, 

(8) 

so muB es noch eine zweite zu ihr konjugierte Wurzel, etwa ft2 

geben: 
ft2 = a - fJ i. 

Das allgemeine Integral lautet dann: 
n 

y = 01 e(a + pi) x + 02 e(a-pi)x + 2: 0i e1liX, (9) 
3 

Hier entwickelt man: 

e(a+pi)x= eax (cosfJX + i sin fJx) 

e(a-pi)x = eax (cos fJ x - i sin fJ x) 

und erhalt durch Einsetzen in (9): 
n 

y = [(01 + 02) cos fJ x + i (01 - 02) sin fJ x] eax + 2: 0i· efJ.i X (lO) 
3 

oder mit den neuen Integrationskonstanten: 

0 1 + O2 = A 
i(01-02) = B 

" y = (A cos fJ x + B sin fJ x) eax + L: 0i efJ.i x (Il) 
3 

III. Sind femer mehrere Wurzeln fti einander gleich, etwa fta 
= ft2 = ft1' so gewinnt man das allgemeine Integral durch einen 
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Grenziibergang. Zunachst sieht man ,\on der Gleichheit ab und 
setzt: 

fJ2 = fJI + g, fJ3 = fJl + h, 

wo g und h als kleine GraBen zu denken sind. 
Die zugeharigen ExponentialgraBen entwickelt man in Reihen 

wie folgt: 

( g2 'c2 ) ef1.2X = e(f1., + g)x =el"IX. 1 + gx + TI + ..... 

elL,X = e(f1.,+ h)X = ell,X 1 + hx + -- + ( h2 X2 ) 
1· 2 ....• , 

womit das allgemeine Integral (8) wird: 

y = (01 + 02 + 03) eIL,X + (02g + 0 3 h) X&IX (12) 

1 1 
-I-- - (g2 ° + h2 ° ) X2 ef1.I x + --- (g3 ° + h3 ° ) x3 ef1.1 x '2 2 3 1.2.3 2 3 

Hier muB man g und h gegen Null konvergieren lassen, 
urn die Gleichheit der drei Wurzeln fJI' fJ2' fJ3 zu gewinnen. Damit 
nun die mit 02 und 0 3 behafteten Glieder nicht verschwinden, 
so muB man diese GraBen O2 und 0 3 so unendlich werden lassen, 
daB C2g + 03h sowohl wie g202 + h20 3 endlich bleiben, wahrend 01 
so mit 02 und 0 3 entgegengesetzt unendlich werden muB, daB auch 
01 + 02 + 0 3 endlich bleibt. Diese drei Bedingungen beziiglich °1 , 02' 0 3 sind erfiillbar, weil dies willkiirliche GraBen sind. Die 
Glieder mit g302 usw. verschwinden dann mit konvergierendem g 
und h als klein von hahererOrdnung, und wir erhalten mit neuen 
Konstanten : 

Al = 01 + 02 + 03' A2 = lim (02 g + 03 h), 

A3 = ! lim (02 g2 + 0 3 h2), 

den Ansatz 
i=n 

y = (AI + A 2x + A3 X2) ef1.1X + L: 0i ef1.ix (13) 
i= 4 
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IV. Liegen mehrere gleiche komplexe Wurzeln vor: 

/hI = /h2 = a + {J i, 

/hs = /h4 = a-{Ji, 

so sind die beiden Verfahren, die zu Gleichung (11) und (13) 
fiihren, zu kombinieren. Man erhalt in diesem FaIle: 

i=n 

y = ((AI+B1x) cos{Jx +(A2+B2 x) sin{Jxl eax + 2: 0i ef1.iX (14) 
i=5 

Sind noch mehr gleiche bzw. komplex gleiche Wurzeln vor
handen, so sind die entwickelten Verfahren entsprechend anzu
wenden 36). 

§ 41. Anwendungsbeispiele: Foppls Difl'erentialgleichung der Form

anderung einer Eisenbahnschwelle auf nachgiebiger Unterlage; 

Formanderung der Wandung eines WasserbehaIters 37). 

Die Biegung einer Eisenbahnschwelle und die Verteilung des 
Druckes zwischen Schwellenunterflache und Bettung kann be
stimmt werden, wenn man eine Annahme iiber den Zusammenhang 

R 

8 

Fig. 119. Eisenbahnschwelle auf nachgiebiger Unterlage. 

zwischen der Senkung eines Schwellenpunktes und dem Druck 
an der betrefl'enden Stelle macht. Die Unterkante der urspriing
lich geraden Schwelle A B werde unter EinfluB der (Fig. 119.) 
Raddrucke R R in die Kurve Al Bl deformiert und in die Bettung 
eingedriickt. Die Eindriickung habe an der Stelle x den Wert y. 

Man nimmt nun an, daB infolge der Einsenkung bei x ein 
Druck p zwischen Schwelle und Bettung entsteht, der propor
tional y ist. Man setzt 

p = ky 

und nennt die Konstante k die Bettungsziffer. 
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Nach dieser Festsetzung wollen wir die Schwelle etwas all
gemeiner durch eine stetig verteilte Last q = t (x) belastet denken. 
(Fig. 120). Unter deren EinfluB entsteht eine Kurve der Ein
senkung y, deren Abhangigkeit von x zu bestimmen ist. Die Ein
senkungen y liefern eine zu q entgegengesetzte Belastungs
flache - k y, fur welche zunachst gilt: 

I I 

Jt (x) dx = - k Jydx. (1) 
o 0 

: ' II ~--------I 
I-4--X--.J "--

d.::r; 

Fig. 120. Eisenbahnschwelle mit kontinuierlich verteilter Belastung 
auf nachgiebiger Unterlage. 

Ferner liefert die elastische Differentialgleichung (8) in § 26 
nach zweimaliger Differentiation noch folgenden Ansatz: 

E J ~~X = - d~!x = q - ky == f (x) - ky (2) 

.oder 
d4 y 

EJ-d-+ ky = f(x). 
X4 

(3) 

Dies ist eine nicht reduzierte Differentialgleichung vierter Ordnung 
mit konstanten Koeffizienten. Zunachst betrachten wir die 
reduzierte Gleichung 

d4 y k 
dx 4 + 7iIYY = o. (4) 

Der nach Vorschrift von Gleichung (7) § 40 gebildete Ansatz 

k p4+ __ = 0 
EJ 

(5) 
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liefert vier W urzeln : 

( n .. n)~/-k 
!hI = COS 4 + t sm 4 y E J ; !h2 = 

( )V-
n .. n k 

cos 4 --tsm 4 EJ 

3n .. 3n k 3n . . 3 n k 
( )

4- ( )4/-
!ha = cos 4 + t sm 4 V E J; !h4 = cos 4 - t sm 4 ~ E J 

bzw. 

Mit 

.~/-k 
!hI = (1 + t) Y 4 E J 

.!/-k 
!h3 = (- 1 + t) V 4 E J 

!h2 = (1 - i) r 4; J 1 

!h4 = (-1 - i) V 4; J J 

!/-
V 4;J = a 

ergibt sich jetzt das allgemeine Integral 

(6) 

y = (AI cos ax + BI sin ax) eax + (A2 cos ax + B2 sin ax) e-ax (7) 

Zur Behandlung der vollstandigen Gleichung (3) greift man 
auf die Variation der Konstanten zuruck. 

ZurBestimmung der4Konstanten AI,'BI und A 2,B2 dient die 
Bemerkung, daB aus den Enden der Schwelle sowohl das Moment 

wie auch die Querkraft 

M = -EJ d2 y 
dx2 

Q = dM = _ E J d3 Y 
dx dx3 

verschwinden muB. Wir haben also 4 Gleichungen zur Bestimmung 
von AI' Bv A 2, B2 : 

[d2 y] = 0, 
dx2 x = 0 

[ d2YJ dx 2 X= I = 0 

[ d3y ] = 0, 
dx3 x = 0 

[ d3y ] _. 0 
dx3 x=1 -

welche hinreichend sind. 
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II. Dieselbe Differentialgleichung (3.), jedoch mit einer ein
facheren Storungsfunktion tritt auf bei der Formanderung der 
Wandung eines Wasserbehalters, falls der Wandungsquerschnitt 
ein Rechteck ist 38). 

Unter der Voraussetzung, daB die Wanddicke D klein im 
Verhaltnis zum mittleren Radius R sei, untersuchen wir die 

Fig. 121. Zur Formanderung der 
Wandung eines Wasser behiilters. 

Formanderung der dem Radius 
R entsprechenden Zylinder
Hache, deren einzelne Punkte 
durch die Koordinaten x und 
rp bestirnmt werden. Die 
diesen Koordinaten ent-
sprechenden elastischen Ver
schiebungen seien ~ und (1, 

wahrend 17 die radiale Ver
schiebung der Punkte x, rp 
aus del' spannungsfreien Lage 
bezeichnet. 

Fur unsere Zwecke wollen 
wir von den Verschiebungen 
~ absehen, da sie als klein 
betrachtet werden konnen, 
und wir wollen nur die 
KrMte, die das Wandelement 
in horizontaler Richtung be
einHussen, betrachten. Diese 
KrMte sind (Fig. 121): 

1. die resultierende Querkraft dQ, 

2. die Resultierende der Ringspannungen (p D dx drp, 

3. del' Wasserdruck ')' x R dx drp. 

Fur die Krafte gilt die Gleichgewichtsbeziehung: 

dQ = ')' x R dx drp - (p D dx drp (8) 

Hier bedeutet ')' das Gewicht del' Raumeinheit Wasser, wahrend 

(/J = 17: ist. (produkt aus dem Elastizitatsmodul in die spe-

zifische Dehnung ~ .) 
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Beachtet man nun die bekannte Beziehung zwischen Quer
kraft Q und Biegungsmoment M 

Q = dM (9) 
dx 

und die Beziehung zwischen Biegungsmoment M und der Kriim
d2rJ 

mung dx2 des Meridianschnittes der Behalterwand: 

M= ED3 Rd d2 rJ (10) 
12 cp dx 2 

so ergibt sich neuerlich (nach Division mit R dcp): 

E D3 d4 rJ Dr) E 
12 dx4 = yx-~ (11 

oder: 

(12) 

Diese Gleichung formt man noch zweckmaBig durch die Sub
stitutionen 

woraus noch die Abkiirzungen 

liefern: 

12 h4 
--=k4 
D2R2 

(13) 

(15) 

Das allgemeine Integral der zu (15) gehOrigen red.uzierten 
Gleichung 

d4 
~+k411 =0 dx 4 ·/1 

1 

(15 a) 
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lautet, wenn man in Gl. (7) statt der Exponentialfunktionen 
k 

die hyperbolischen einfiihrt und a = f2 setzt: 

k k . k k 
rh = 01 COS;= Xl crof ,/7) Xl + 02 sm ,1- Xl crof ,1- Xl 

12 f2 f2 f2 

° k~. k 0' k c;.' k 16 + 3 cos ,1- Xl ~m ~ Xl + 4 sm --:==- Xl om ,«) Xl ( ) 
f2 f2 f2 ,2 

Urn nun das allgemeine Integral von (15) zu finden, haben 
wir zu (16) ein beliebiges partikulares Integral dieser Gleichung 
zu addieren. Der bloBe Augenschein lehrt, daB 

l4 
'YJI = /Cixl 

ein solches Integral ist, wie sich durch Einsetzen in (15) sofort 
ergibt. Also ist 

l4' k k k k 
'YJl = /Cixl + 01 cos f2 Xl crof f2 Xl + 02 sin f2 Xl crof f2 Xl 

k . k . k . k 
+ C3 cos f2 + ~1lt f2 Xl + C4 sm f2 Xl ~m f2 Xl 

(17) 

das gesuchte allgemeine Integral. 
Wenn man will, kann man auch auf (15) die Substitution: 

l4 
'YJl = 7C4 XI + u (17a) 

anwenden, wodurch die homogene Differentialgleichung 
d4 u -- + k4 U = 0 (18) 
dX14 

entsteht, welche das allgemeine Integral (16) hat. Nach Sub
stitution von (17 a) kcmmt man dann wieder auf (17)39). 

1st es 
Wege das 

§ 42. Integration durch Reihen. 

I. Vorbemerkung. 

nicht moglich, auf einem der bisher geschilderten 
allgemeine Integral einer Differentialgleiohung 

( dy dny ) F X, y, dx' ... dtn = 0 (1) 
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zu gewinnen, so bleibt nooh die Methode der Reihenent
wickelung. 

Man geht hierzu von dem Satz aus, daB, wenn 

y = I (x) (2) 
ein Integral von (1) ist, dieses sioh nach den Satzen Von Taylor 
oder Maolaurin 40) in eine Potenzreihe entwickeln lassen muB. 
Entweder hat man nach Taylor 

x-x (X_XO)2 
y = I (xo) + I' (xo) ~l~o + f" (xo) 1- 2 + ... 

(3) 

oder nach Maclaurin mit Xo = 0: 

00 k 

= 2: j(k) (O)-=-
k=O k! 

(4) 

Es handelt sich jetzt darum, die GroBen I(k) (xo) bzw. j<k) (0) 
aus der gegebenen Differentialgleichung (1) zu finden. 

LOst man die Gleichung (1) nach dem hOohsten vorkommen-

den Differentialquotienten ddny auf: xn 

dny 
( I (n-l)) -d~ = cp x, y, y , .... y xn (5) 

so kann man mit: 

dky = I(k) (x) k>n 
dxk 

(6) 

die hOheren Koeffizienten in (3) oder (4) mittels sukzessiver 
Differentation durch die n niedrigsten Koeffizi~nten I(k) (xo) bzw. 
I(k) (0) (k < n) ausdriioken. Die letzteren bleiben unbestimmt und 
man erhalt mit 

I(k) (xo) = Ok k = 0,1, ...... n - 1 

im FalIe (3) das allgemeine Integral: 
H 0 r t. Differentialgleichungen. 14 
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1st z. B. die Differentialgleichung 

d2 y 
dx2 + xy = 0 (8) 

gegeben, so liefert, wenn man £estsetzt, daB fur x = 0 y = 0 0 

und ~~ = 0 1 sein solI, die sukzessive Differentiation folgende 

Werte: 
d2y 
dx 2 = -xy = 0 

d3 y , 
dx3 =-xy -y=-100 

y(4) = _ 2 y' - X y" = - 2 01 
y(5) = _ 3 y" - x y''' = 0 
y(6) = _4y"I_Xy(4) = + 1.4.00 
y(7) = _ 5 y(4) - x y(5) = + 2.5°1 

y(8) = -6y(5)_xy(6) = 0 
yes) = -7 y(6) - xy(7) = -1· 4.7.00 
y(lO)= = Sy(7)_xy(8) = -2.5.S.01 

mit denen der Maclaurinsche Ansatz ergibt: 

1 2 1·4 2·5 
y= 00+ 0IX-003"! x3 - 01T! X4 + Oo-~ :r6 + 01 ~X7 

1·4·7 2·5·8 
-00---X9-01'-_-X10 + ... 

9! 10! 

oder nach Zusammenfassung der mit 0 0 bzw. 01 multiplizierten 
Teile . 

(9) 
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welcher Ausdruck das allgemeine Integral von (9) darstellt, falls 
die eingeklammerten Reihen konvergent sind. 

II. Das unter I bes(,hriebene Verfahren, welches bei linearen 
Differentialgleichungen immer anwendbar ist, ist insofern un
giinstig, als es das B i 1 dun g s g e set z der Reihenentwicklung 
nicht immer leicht erkennen laBt. 

Die Bildung der Koeffizienten iibersieht man leichter, wenn 
man von einem allgemeinen Reihenansatz ausgeht, mit dem 
man die gegebene Differentialgleichung zu befriedigen versucht. 
Diese Methode gestattet zugleich, auch lineare Differential
gleichungen mit allgemeinen Koeffizienten der Form: 

dny dn-1y dy 
Pn(x)-d-+P"-l(X)-d 1 + .. 'PI (x)-d +Po(x)y = 0 (10) xn xn- x 

zu behandeln, die wir in Summenform schreiben: 
n d(")y 
1:Pdx)~ = 0 
"=0 

(11a) 

Von den Koeffizienten P" (x) setzen wir voraus, daB sie sich 
in Taylorsche Reihen entwickeln lassen: 

Pk(X) = P"o + Pkl + ..... (12) 
(x -a),"" (x-a)'",,-l 

oder in Summenform: 
00 

P (x) _ ~ Pk). 
k -&0 (x-a),",,-). (12a) 

wo der Exponent der Anfangspotenz f-tk eine endliche ganze Zahl 
sein solI. 

Unter Zusammenfassung von (11 a) und (12 a) schreibt sich 
unsere Differentialgleichung jetzt: 

n 00 dk 
~ ,,-, -Ii +). Y 

",;;;.. ..:... Pk). (x-a) 'k -d' k = 0 
"=0 ).=0 X 

(11 b) 

Diesen Ausdruck multiplizieren wir mit einer solchen Potenz 
(x - a)t, daB die Gliederkoeffizienten P" (x) die Form annehmen: 

P" (x) = (x - a)k {p"o + Pkl (x - a) + Pk2 (x - a)2 + ..... l. 
Dies ist immer moglich. Es kann indessen bei einigen Gliedern 
vorkommen, daB die Entwicklung der {l Klammer mit einer 

14* 
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Potenz von x - a beginnt; jedooh solI dies nioht bei allen Gliedern 
der Differentialgleiohung vorkommen. 

Statt (11 b) haben wir dann folgende Gestalt der gegebenen 
Differentialgleiohung: 

n 00 dk 

2: 2:(x---a)k pkA (x-a)"----t-=O (llc) 
k~O A=O dx 

Die Gleichungsgestalt heiBt die Fro benius 'sche N ormal
form 41). 

Wir versuchen nun, dieser Differentialgleiohung duroh eine 
Potenzreihe : 

00 

y=(x-a)P 2:av (x-a)V (13) 
V~O 

zu geniigen, die mit einem nooh zu bestimmenden Anfangs
exponenten e beginnt und in weloher das Bildungsgesetz des 
Koeffizienten av zu ermitteln ist. 

Wir bereohnen aus (13) die suooessiven Differentialquotienten 
y' y" ..... y(k) y(n) wie folgt: 

00 

y' = L(v + e) av (x - ay+p-1 
V~O 

00 

y" = L(v + e) (v + e - 1) av (x - aY+P-2 
V~O 

00 

y(k) = 2: (v + e) (v + e - 1) ... (v + e - k + 1) av (x - aj"+p-k, 
>=0 

die wir in (11 c) eintragen, unter Benutzung der Abkiirzung: 

(v+e)(v+e-1) ..... (v+e-k+ 1)= [~te] 
wobei wir beaohten daB: 

[v i e] = v + e und [v ~ e] = 1 

jst. 
Durch die Eintragung schreibt sich jetzt (11 c) 

n
OOOO [+] ~ 6 J; PkA (x - alA v k e av (x -- ay+P = 0 
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oder anders geordnet: 

~ ~ io PkA ay [v t e] (x - a)V+P+A = 0 (14) 

Hier kann man (x - a)p Vor die Summe setzen und anderer
seits v + A = 8 und A = 8 - v substituieren. Durch diese letztere 
MaBnahme wird festgesetzt, daB v nie groBer als 8 werden kann, 
weil sonst Koeffizienten PkA mit negativen Indizes vorkommen 
willden, was nach Ansatz (12) ausgeschlossen ist. Somit wird 
die Summe (14): 

=8 n [+] 
(x- a)P ~ &0 ~Pk, 8~V V k e av(x - a)8 = 0 (15) 

Diese nach Potenzen von (x - a) fortschreitende Reihe 
kann aber nur dann fur jedes x verschwinden, wenn die Koeffi
zienten der einzelnen Potenzen samtlich = Null sind, d. h. 
wenn 

gilt • n [ + ] &0 ~Pk, 8-V V k e av = 0 (16) 

Diese Doppelsumme ist anzusetzen fur aIle Werre 8 = i 
= 0, 1,2,3, . .. . . . .. Die einzelnen Glieder sind Produkte des 
unbestimmten Koeffizienten av mit Faktoren: 

n lv + e] 2.: Pk, i-y k = 
k=O 

(17) 

Po,i~v + PI,i- v (v + e) + P2, i~v (v + e) (v + e -1) + " .. 
..... + Pn,i-y (v + e) (v + Q -1) ..... (v+e - n + 1). 

Setzen wir jetzt: 

POi + PliQ + P2de -1) + ... . 
+ Pn,ie (e -1) ... (e - n + 1) = Ii (e), 

so ergeben sioh folgende Spezialausdrucke: 

fUri = 0: 10 (e) = Poo + PlO e + P 20 Q (e -1) + " ... 
. . ... + p" 0 e (e - 1) ..... (e - n + 1) 

i = 1: 11 (e) = POI + pue + P2le (e -1) +..... 17a) 
..... + Pn 1 e (e - 1) ..... (e - n + 1) 

i = 2: 12 (e) = Po 2 + P12 e + P22 e (e - 1) + .... . 
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Die Summe (17) schreibt sich aber hiernach: 

n [V + e] 1;Pk,i-v k =li-v(e+ V ) 
k~O 

(18) 

und die Gleichung (16): 
v = i 

1; li-V (e + v)av = 0, (19) 
y~O 

welche anzuschreiben ist fur i = 0, 1, 2, 3 ...... . Somit ent-
springen folgende Gleichungen: 

10 (e) ao = ° 
11(e)ao+/o(e+ l)a1 =0 
12 (e)ao + 11 (e + l)a, + lo(e + 2)a2 = 0 (20) 

Iv (e)ao + I(v-i) (e + l)a, + ..... + 10 (e + V) ay = ° 
Dieses Gleichungssystem dient zur rekurrierenden Berech

nung der Koeffizienten ay in der folgenden Weise. 
Zunachst liefert die Bedingung: 

10 (e) a o = 0, 
da ao nicht verschwinden darf, soIl anders die Entwicklung (13) 
mit der Potenz (x - a)p anfangen, die Gleichung 

10 (e) = Poo + PI0 e + P20 e (e - 1) + .... . 
+Pnoe(e-1) ..... (e-n+1) (21) 

fur e, welche yom nten Grade ist. 
Lie£ert diese n verschiedene Wurzeln el ..... en' so ent

sprechen diesen n versohiedene Potenzreihenentwicklungen (13), 
deren Koe£fizienten av sich mit unbestimmt bleibenden ao aus (20) 
berechnen lassen. Die Formel (21), die somit fur die Integration 
der vorgelegten Differentialgleichung Von grundlegender Be
deutung ist, hei.Bt nach Fuchs "determinierende Funda
mentalgleioh ung"42). Hat sien verschiedene Wurzeln, dannerhalt 
man nach Berechnung der Koeffizienten av aus (20) n partikulare 
Integrale in Gestalt von Potenzreihenentwicklungen. Diese 
n Integrale sind, wie man beweisen kann, voneinander linear 
unabhangig und liefern daher mit unbestimmten Faktoren 
multipliziert und addiert das allgemeine Integral der Differential
gleichung (10). Die Gesamtheit dieser Integrale hei.Bt deshalb 
ein Fundamentalsystem 43) der Differentialgleichung. 
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§ 43. Anwendung der Integration durch Reihen auf ein Beispiel. 

Hat die Wand des Behalters in § 41 keinen rechteckigen 
Querschnitt, sondern ist die Wanddicke D eine Funktion des 
Abstandes x vom oberen Rande des Behalters, (Fig. 122) so bleiben 
zunachst die Formeln (8), (9), (10) des § 41 dieselben. Bei der 

Fig. 122. Wasserbehal ter 
mit parabolischem Wand

querschnitt. 

Fig. 123. Wasserbe
halter mit trapez

formigem W andquerschni tt. 

Ausfuhrung der Differentiation nach x (in G1. (ll)) hat man in
dessen zu beachten, daB D von x abhangt, und muB man schreiben: 

E d2 ( d2'Yj ) Dr; E 
12 dx2 D3 dx2 = y X - ~ (1) 

Setzen Wlr hier speziell trapezfOrmigen Querschnitt voraus 
(Fig. 123): 

(2) 
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oder mit 

m: 

d2 
[ d2 1] ] d2;2 (1 + a$)3 d;2 + "1](1 + a;)-A; = 0 (3) 

Dies ist eine nicht homogen line are Differentialgleichung, 
die wir homogen machen durch den Ansatz 

A ~ = O. 
Durch Ausfiihrung der Differentiationen erhalten wir jetzt: 

d4 1] d3 1] d2 1] 
(1 + a;)2 d~4 + 6a(1 + a;) d~3 + 6a2 d~2 + "1] = 0 (4) 

Diese Gleichung bringen wir durch Multiplikation mit ~4 auf die 
Frobenius'sche Normal£orm (11 c) des § 42: 

d 4 ", d3 ", 
~4(1 + 2a~ + a2~2) -" + ~3(6a~ + 6a2~2)-" 

d ~4 d ~3 
d2 1] + ~2. 6a2~2 - + ,,~41] = 0 (5) 
d~2 

Aus dieser Form schreiben wir zunachst die Koeffizienten 
Pk). hin: 

P40 = 1 P4l = 2 a P42 = a2 P43 = 0 ...... . 
Pao = 0 Pal = 6 a Pa2 = 6a2 Pa3 = 0 ...... . 
P20 = 0 P21 = 0 P22 = 6a2 P23 = 0 ....... (6) 
PIO = 0 Pn = 0 P12 = 0 Pl3 = 0 ...... . 
Poo = 0 POI = 0 P02 = 0 P03 = 0 P04 = x. 

Mit diesen Werten finden sich die GraBen Ii (e): 

10 (e) = e (e - 1) (e - 2) (e - 3) 
11 (e) = 6 a e' (e - 1) (e - 2) + 2 a e (e - 1) (e - 2) (e - 3) 

= 2 a e2 (e - 1) (e - 2) 
12 (e) = a2 [6 e (e - 1) + 6 e (e - 1) (e - 2) 

+ e (e - 1) (e - 2) (e - 3)] = a2 e2 (e - 1) (e + 1) (7) 
la(e)=O 
14 (e) = x 
15 (e) = 0 16 (e) = 0 .......... , .. . 
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Mit diesen GroBen wird das rekurrierende Gleichungssystem (20) 
§ 42 aufgesteUt und aus diesem die Koeffizienten ao a l ..... 

berechnet. 
Man erhalt mit unbestimmt bleibenden ao: 

e a =-a ·2a---
1 0 e + I 

a = -a .4a3-(!-
3 0 e+ 3 

a = + a (5a4--e-_ 
4 0 e + 4 (e + 1)((! + 2)x(e + 3)((! + 4) ) 

a6 = - ao (6 as e ! 5 4xa(e + 2) ) 
(e + 1)(e + 2)(e + 3)(e + 4)e + 5) 

a6 = + ao ( 7 a6 e ! 6 

4xa2 ((!2 + 11 e + 15) ) 

Setzt man hier (! der Reihe nach gleich den ?ich a us der 
determinierenden Gleichung ergebenden Werten 0, 1, 2, 3, so 
finden sich nach Ansatz (13) § 42 vier verschiedene Reihen fUr 1], 

die 4 voneinander unabhangige pariikulare Integrale (ein Funda
mentalsystem) der Differentialgleichung (5) darstellen. Das all
gemeine Integral wird damit : 

1] = A {I _ x .;4 + ..... } 
1·2·3·4 

+ B; {I-a$ + a2;2_a3 ;3 + (a 4 -

_ (a5 _ 12 x a ) ;5 + ..... } 
2·3·4·5·6· 

{ 
4 6 8 + O~2 1-3a~ + 4a2~2-5a3;3 

+ (~a4- x ) ~4 ••••• } 
6 3·4·5·6 



218 Differentialgleichungen hiiherer Ordnung. 

wo A, B, C, D die unbestimmten Konstanten sind, die aus den 
Grenzbedingungen zu berechnen sind. 

§ 44. Aufsuchung des Fundamentalsystems; falls die Wurzeln 
der determinierenden Gleichung nicht samtlich verschieden sind. 

1. Das Verfahren des § 42 ist nicht in vollem Um£ange an
wendbar, wenn die determinierende Gleichung mehrfache Wurzeln 
hat, oder wenn die Differenzen einiger Wurzeln ganze Zahlen 
sind. 

Der Fall mehrfacher Wurzeln reduziert offenbar die Zahl 
der unabbangigen partikularen Integrale, wahrend im FaIle 
ganzzahliger Wurzeldifferenzen die Koe£fizienten av teilweise 
unendlich werden, wie fOich aus folgendem Ansatz fur diese Koeffi
zienten ergibt: 

(1) 

Gibt es ganzzahlige Wurzeldifferenzen, so konnen ofl'enbar 
im Nenner von (1) GroBen 10 (e + m) auftreten, die den Neuner 
zum Verschwinden bringen und av also unendlich machen. 

Die GroBe Llv (e) ist gegeben durch folgende Determinante: 

11 (e + v-I) 12 (e + v) - 2 ..... IV-1 (e + 1) Iv (e) 
lo(e + v -1)11 (e+ v) -2 ..... IV-2 (e + 1) Iy-de) 

LI;(e)=(-IY 0 10(e+v)-2 .... ·lv-3(e+1)lv-2(e) 

o o 
Die Richtigkeit dieses Ansatzes kann man leicht an dem 

niedrigsten Koeffizienten av der rekurrierenden Entwicklung (20) 
§ 42 verifizieren. Es ist z. B.: 

Die im Absatz 1 gedachten Moglichkeiten betr. die Wurzeln, 
lassen sich in einer gemeinsamen Ausdrucksweise £assen, wenn man 
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sagt, da.B unter den Wurzeln solche vorkommen, deren Differenz 
entweder ganzzahlig oder Null ist. AIle Wurzeln, die diese Eigen
schaft haben, fassenwirineinerWurzelgruppe 44) zusammen. Es 
sei (Jo die groBte Wurzel der Gruppe. Die weiteren Wurzeln seien 
(Jl (J2 •••••••• (JI" so daB f1 + 1 Wurzeln zur Gruppe gehoren. 
Diese Wurzeln seien nach ihrer GroBe geordnet, so daB gilt: 

(Ja>(Ja+l. 

Zunachet findet man ohne weiteres ein partikulares Integral 
durch den Ansatz (13) §42, wenn die ay demGleichungssystem (20) 
§ 42 geniigen und p = (Jo gesetzt wird: 

00 

Y(O) = (x - alP' L: av (x - at (4) 
v =0 

Aus diesem partikularen Integral leitet man das zur Wurzel (Jx 

der Gruppe gehOrige ab durch den Ansa.tz: 

Y(x) = :xx [(x-alP favcr-a)~l_ (5) 
(J v = 0 P - Px 

Wir sehen davon ab, ffir diesen Ansatz einen Beweis zu gaben, 
und verweisen dieserhalb auf die Literatur. 

Die Formel (5) kann man durch Ausfiihrung der x-fachen 
Differentation noch etwas ausgm:talten: 

00 loX ay oX-lay 
Y(x) = (x-a)pxL; 7fX + x a x-I 19(x-a) 

v=o (J (J 

x (x -1) ox-2 av 1 2 ( ) + 1.2 O(Jx-2 g X - a 

x(x-l)(x-2)oX-3 av 3 

+ 1 .2.3 O(JX-3 19 (x - a) + ..... 

+avlgx(X-a)]p=pxxy (6) 

Es treten a.lso im FaIle mehrfacher oder sich durch gauze 
Zahlen unterscheidender Wurzeln der determinieranden Gleichung 
die partikularen Integrale als 10garithmenbehaItete auf. 

Die Bedingung dafiir, daB das zur Wurzel (J = (Jx gehorende 
Integral nicht logarithmenbehaftet ist, liegt in dem Erfiilltsein 
der Gleichungen: 
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ox-1 Ll" (/?) 
---'---"-1-"-'--- = 0 fur v = /?o -/?x; /? = /?x o/?x-

1st eine einzige dieser Gleichungen nicht erfullt, dann ist 
das zu e = ex gehOrige Integral logarithmenbehaftet. 

II. Urn ein Beispiel zu geben, greifen WIT zuruck auf Fig. 122, 
§ 43 und setzen jetzt den Querschnitt der Behalterwand als 

Dreieck voraus (Fig. 124). Dann geht 

r
- die Differentialgleichung fur die Ver-

schiebungen r; uber in: 

d2 [ da'Yfj ~ d/;2 ~2 d/;2 + "r; ~ -A ~ = 0 (7) 

Fig. 124. WasserbehaIter 
mit dreieckigem Wand

querschnitt. 

auf die Form: 

mit: 
12 h4 

" = D2R2 
u 

A= 12h5 y 
D3E 

u 

Die Gleichung (7) bringt man 
durch die Substitution: 

A 
r;=u+x 

dd;2 [~3 ~28~ ] + "u~ = O. (8) 

Durch Ausfiihrung der Differentiation entsteht die Differential
gleichung: 

d4 u d3 u d2u 
~3 d~4 + 6 ~2 d~3 + 6 ~ d~2 + ,,~u = O. (9) 

Bringen wir die Gleichung (9) nach Gleichung (11 c) § 42 
auf die Frobeniussche Normalform, so entsteht: 
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Hiernach schreiben sich die Koe££lzienten Px). der Normal£orm an 
wie folgt: 

p40=1; P41=O; P42=01 P43=0; P44=0 
P30 = 6; P3l = 0; P32 = 0; P33 = 0; P34 = 0 
P20 = 6; P2l = 0; P22 = 0; P23 = 0; P24 = 0 
PlO = 0; Pn = 0; P12 = 0; PIa = 0; P14 = 0 
Poo = 0; POI = 0; P02 = x; Poa = 0; P04 = 0 

1 (11) 

J 

Nach Vorschrift von (17a) § 42 £lnden sich hieraus folgende 
Ausdrucke fur die GraBen Ii (1]), die fUr die Koe££lzienten av der 
Reihenentwickelung bestimmend sind: 

10 (I]) = 61] (I] -1) + 6(1] -1) (I] - 2) + I] (I] -1) (1]-2 (1]-3) l (12\ 
=1]2(1]-1)(1]+1) J I 

Idl]) =0; 12 (1])=x; la(I])=/4 (1])=····=0. 

Die determinierende Gleiehung 

10 (I]) = 1]2 (I] -1) (I] + 1) = 0 

lie£ert jetzt folgendes Wurzelsystem: 

eo = 1 
1]1 = 0 
1?2 = 0 
I]a =-1 

(13) 

I (14) 

d. h. aIle Wurzeln bilden im Sinne un serer Definition eine Wurzel
gruppe. 

Zunachst liefert e = eo = 1 eine logarithmenfreie Entwicke
lung 

v = 00 

u=~~av~v (15) 
v= 0 

in welcher sich die Koeffizienten av durch dieAnsatze (1) und (2) 
§ 44 bestimmen. ao ist eine willkurliche Konstante, uber die 
wir verfiigen Mnnen. Ohne die Verfugungsmaglichkeit vorlaufig 
zu beschranken, setzen wir 

ao = O· 10 (I] + 1) 10 (I] + 2) .... ·10 (e + e) (16) 

wo wir e = 1]0 - I]IL = 1]0 - e3 = 2 im vorliegenden FaIle zu 
nehmen haben. Dann wird 
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(17) 

Der Zweck des Ansatzes (16) wird jetzt klar: kein ay kann fur 
irgend ein e = e" (fl = 0, 1, 2, 3) unendlich werden, was vorher 
der Fall war. 

Nunmehr richten wir unser Augenmerk auf die Determinanten 
J y (e). Wir schreiben ausfuhrlich [mit Beachtung der Ii (e)
Werte) unter (12) 

Jy(e) = (-1)" 0 u 0 

10 (e + v-I) 0 u 

o lo(e + v-2) 0 (18) 
o 0 10{e+v-3) .... 

In der ersten Zeile steht nur das eine Element u; es liegt 
nahe, dieses vor die Determinante zu setzen, und es findet sich 
nach einem sehr bekannten Satze der Determinantenlehre (z. B. 
Hutte, 1908. I, S. 49): 
Jy{e) = {-I)Y (-1) U 10 (e + v-I) 

o 
o 

0 .... 
o u ... . 

10 (e + v - 3) O ... . (19) 

Hier kann man offenbar wieder das alleinige Element der erst en 
Kolonne 10 (e + v-I) heraussetzen, und man erhiilt: 

Llv(e)={-I)"(-I)u/o(e+v-I) 0 u 0 ... . 

10 (e + v - 3 0 u .... (20) 
lo(e +v-4)0 ... . 

Jetzt hat dieDeterminante wieder die Gestalt (18), und man 
sieht sofort, daB der bisherige ProzeB fortgefuhrt werden kann: 
durch Heraussetzen von - u ·10 [e + v - (2 i + 1)]; i = 0,1,2, .. 
wird die ubrigbleibende Determinante der beiden obersten Zeilen 
und der beiden linken Kolonnen beraubt. Wie sich aus (2) § 44 
ergibt, hat die Determinante J y (e) v Zeilen und v Kolonnen. 
Offenbar kommt es jetzt darauf an, ob v gerade oder ungerade 
ist. Setzen wir im erst en Fall v = 2 fl' so kann man den ProzeB 



§ 44. A ufsuchung des Fundamentalsystems. 223 

des Heraussetzens von-u 10 [e + 'V- (2 i + 1)]zunachst{fl-l)
mal ausfuhren, so daB sich ergibt 

LI_(e) = (-1)21-' (_1)1-'-1 UI-'-1. lo(e + 'V -1). lo(e + 'V - 3) ... 
_ = 21-' 

10(e+ 1)0 
(21) 10(e+ 2fl-(2 fl -3))1 0 "I 

DaB wir in 110 (e 0+ 1) ~ I tatsachlich die Restdeterminante 

vor uns haben, ergibt sich aus der Betrachtung von (2) § 44. 
Die Restdeterminante hat aber den Wert 

- u 10 (e + 1) 

so daB sich fur LI _ (e) endgultig findet 

LI"~(e) = (-I)l-'ul-'/o(e + 1) .... /o(e + 2fl-l) (22) 
_ = 21-' 

1st dagegen 'V ungerade, so wird die Restdeterminante: 

o u 0 
10 (e + 2) 0 u = - u 1

10 (e : 2) ~ I O. 

o 10(e+1)0 

Mithin ist LI _ (e) fUr alle ungeraden 'V Null. J etzt konnen wir 
Naheres uber die Koeffizienten a_ in (15) aussagen. Man hat 

a_ = C lo(e + 1) (-1)1-' ul-' (23) 
-=2I,/o(e+ 4)·.·./o(e+ 2 fl) 

und wegen 
ao = C 10 (e + 1) 10 (e + 2) [vgl. (16)] 

als Reihenentwickelung: 

u = Clo(e + 1)~P {(e + 1)(e + 2)2(e + 3)_,,~2 
,,2 ~4 

+ (e + 3) (e + 4)2 (e + 5) 

U3~6 } 

(e + 3) (e + 4)2 (e + 5)2 (e + 6)2 (e + 7) + .. (24) 

Fur den Wert in der Klammer schreiben wir 

G (~, e) 

und es gilt demnach fur e = e1 = 1 die Reihe 

u = C·/o(e + 1)~G(~, 1) 
p= P. = 1 

(25) 
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als partikulares Integral, welches die Gestalt 

{ 
2 I( ;2 2 1(2 ;4 2 1(3 ;6 } 

u(eo) =; 1 3!4! + 5!6! - 7!8! + .. 45)(26) 

annimmt, sobald man (e + 1) (e + 2)2 (e + 3) aus der Klammer 
heraussetzt und zur willkiirlichen Integrationskonstanten 
010 (e + 1) hinzlliigt. 

Die Frage nach drei anderen partikularen Integralen er
fordert zunachst die Diskussion der Bedingungen (6a) der 
Logarithmenfreiheit. 1st das Integral u (e1) logarithmenbehaftet? 
Wir bilden (vgl. 6 a) : 

(27) 
und setzen: 

,,1" (e) = ,,11 (e) = (- 1) 11 (e) 

11 (e) ist aber 0 (vgl. 12); also kommen in dem zu el = 0 gehorigen 
partikuIaren Integral keine Logarithmen vor. 

Gehen wir dazu iiber, das Integral u (e2) in der gleichen 
Weise zu untersuchen 

Wir bilden: 

und setzen 

v = e1 -e2 = 0 
v = eO-e2 = 1 

,,1 o(e) = (-1)0.1 

o,,1 1(e) 011 (e) 
o e = ------ae 

(28) 

Hier verschwindet ,,10 (e) nicht fiir e = e2' also ist u (e2) sicher 
ein logarithmenbehaftetes Integral. 

SchlieBlich ergeben sich fiir u (e3) die analogen Ansatze: 

v = e2 - e3 = 1 
v = e1 - e3 = 1 
v = eo - e3 = 2 

und mit diesen die Determinanten 

,,1 1(e) = -11 (e) 
0,,11 (e) _ 011 (e) (29) 

oy oe 

02 10 1(1 02 

= 0 e2 10 (e + 1) 0 = - 0 e2 k (e + 1) e (e + 2) 

= -I( (12e2 + 24e + 10). 
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Hier verschwinden fur e = e3 = - 1 nur 
8 

,11 (e) und ae ,11 (e) 

dagegen wird 
82,1 2(e) 

8 e2 

fUr e = - 1 gleich 2,,; es verschwindet nicht, folglich ist auch 
u (e3) logarithmenbehaftet. Zur Entwickelung der 3 Integrale 
u (e1), u (e2) und u (e3) selbst greifen wir zuruck auf den Ansatz 
fUru 

u = 010 (e + 1) ~P G (~, e) 
Von hier aus bilden wir 

8 
u (e1) = 0 fi"i[lo(e + 1) ~P G (~, e)]p =Pl = 0 

(30) 

= 0[/0 (12 + I)~P{ 19~. + G(~, e) 8G~~, e)} (31) 

+ 8/0~ + I) .~pG(~, e)] 
12 P = 0 

Da. 10 (12 + I) fur 12 = 0 verschwindet und 

8/0 (12+ 1) =2 
812 

wird, so bleibt ubrig (nicht mit Logarithmen behaftet, wie vor
ausgesagt) : 

(32) 
d. h. unter Fortlassung der Konstanten 2 0 die Reihe und Ab
sonderung eines Faktors I· 2 . 2 . 3 

k ~2 k2 ~4 k3 ~6 
u(e1)=I- 2!3! + 4!5! - 6!7! + ... 45) (33) 

Zur Gewinnung von u ((22) hat man zu bilden: 

82 
u(e2) = 0 8122 [IoU? + 1)~pG(~, e)]p =0 

[ f~ 8 
= 0 ~PG(~,e)18e2 10 (12 + I) + 2Ig~fi"ilo(e + I) 

+ 192~/o(e + I)} 
H 0 r t, Differentialgleichungen. 15 
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Mit 

[ 882
2 lo(e + 1)] = 10 

e p=o 
erhiilt man: 

u(e2) = C{(10+ 4lg~) [G(~, e)]p=o + 4[ :e G(~, el=J (34) 

Zur Ansetzung von u (e3) schreiben wir 

u (e3) = C [88;3 (10 (e + 1) ~P G (~, e) } 1 = -1 

und finden: 

u(e3) = _6C~-1{[8G~~ e)l=_l + [G(~,el=_/g~} (35) 

weil 

fur e = -1 verschwinden und 

[02/01e -: 1)] =-2 
e p=-l 

wird. 
Fur das allgemeine Integral findet sich 

u (~) = A ~ [G (~, e)]p = 1 + B [G (~, e)]p = 0 

+ C {lg ~ [G ( ~, e)] + [00 G ( ~, e)] } 
,0 = 0 e p = 0 (36) 

+ D ~-1 {lg~[ G(~, el ~-1 + [08e G (~, e1 =_ J 
Die Gestalt der durch die eckigen Klammern dargestellten 

Reihen kann, soweit sie oben nicht schon angegeben sind, leicht 
berechnet werden. 
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§ 45. Simultane gewohnliche Difi'erentialgleichungen im allge
meinen. Systeme erster Ordnung. 

I. Wir haben bisher nur solche gewohnliche Differential· 
gleichungen betrachtet, bei denen eine abhangige und eine 
unabhangige Variable vorkamen. 

Kommen mehr als eine abhangige Variable, z. B. Xl und x2 

und deren Differentialquotienten, in einer Differentialgleichung vor: 

( dXI dX2 ) 
F xl' x2 ' dy' dy -.... = 0 (1) 

so ist diese Gleichung zur Bestimmung weder von Xl noch von X 2 

hinreichend. Es muB noch eine zweite Gleichung hinzukommen, 
etwa 

(2) 

Zwei in dieser Weise zusammengehorige Gleichungen nennt man 
ein System von simultanen Differentialgleichungen. 

Die Zahl der Gleichungen eines Systems muB stets gleich 
der Zahl der abhangigen Variablen sein. 

II. Zunachst betrachten wir ein simultanes System von n 
Differentialgleichungen erster Ordnung in der Form: 

dx-
d;=/1dxl'xz, ..... xn,y); i=1,2, .... n (3) 

Durch Differentiation dieser Gleichungen nach y ergibt sich: 

d2 x=n "I d 
Xi _ "" u 1 i Xx • ---":::"'--'--, i= 1, 2, ... ni 

dy2 x=l 8xx dy 
(4) 

Rier sind die 8lIi aus (3) ermittelbare Funktionen von Xl' X z,' •• 
uXx 

xn' y, mithin sind die rechten Seiten von (4) ebensolche 
dx 

Funktionen, daB man die Differentialquotienten d; aus (3) 

einsetzen kann. 
Wir schreiben 

d2x-
-d: =/2dxv xz' ..... an , x,y); i= 1,2, 3 ... n (5) 

y" 

Fahren wir in derselben Weise fort, so erhalten wir samtliche 
dxx-

Differentialquotienten -d t in der Gestalt 
Yx 

15* 
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dx Xi f i = 1, 2, 3 ..... n 
-d- = xdxv x2'· •••• Xn, y); - 1 2 yx ,,- , , 3 ..... n 

(6) 

Aus jedem System von n-Gleichungen: 
dxx· 
-d '=fxdx1,xV ·····xn,y); ,,=1,2,3 ..... n (7) 

Yx 
kann man nun folgende n - I-Variabeln eliminieren: 

Xl' X2' •.••• Xi-I. Xi-2, •••.. Xn, 

wodurch eine Gleichung entsteht, die nur noch enthalt: xi Y, 
und die n ersten Differentialquotienten von xi nach y: 

dXXi 
dyX " = 1 ..... n. 

Es ist dies also eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 
xi und y: 

(8) 

In analoger Weise kann man auch fur die ubrigen abhangigen 
Variabeln 

Dillerentialgleichungen nter Ordnung aufstellen, aus denen die 
Variabeln nach den fruher angegebenen Methoden bestimmt 
werden konnen. 

Es handelt sich also um einen Eliminationsproze13, der die 
Herstellung einer Differentialgleichung hOherer Ordnung mit 
nur einer abhangigen Variabeln zum Ziel hat. 

III. Einfaohes Beispiel. 
Das simultane System laute: 

dX1 
dy + 8 Xl + 9 x2 = 0 

dX2 ---7x +3x =0 dy 1 2 

Differentiert man die erste Gleichung nach y, so kommt: 

(9) 

d2 x1 dx dX2 --= - 8 1-9- (10) 
dy2 dy dy 

dx dx 
Setzt man hier fur d; und d; ihre Werte aus (9) ein, so kommt: 
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oder 
d2x 
dy; = Xl + 99 x2 (11) 

Eliminiert man aus (II) und (9 a) die Variable X 2, so kommt: 

d2 xl dXl 
-d- + II-d + 87xl = 0 (12) y2 Y 

Diese Differentialgleiohung wird aber allgemein integriert 
duroh den Ansatz: 

Xl = A el.1Y + B el.,y (13) 

wo Al und A2 die Wurzeln der Gleiohung zweiten Grades sind: 

A2 + 11 A + 87 = 0 (14) 

Fiir x2 erhalt man auf analogem Wege 
x 2 = A e)'lY + B efJ.,Y 

. wo PI und P2 als Wurzeln von 

7 p2 + 67 P + 529 = 0 
zu bestimmen sind. 

(15) 

(16) 

IV. 1st das gegebene simultane System nioht erster, sondern 
. hoherer (etwa m-ter) Ordnung in bezug auf die Differential
quotienten, so kann man es auf ein System erster Ordnung 
zuruokfuhren. Das System sei gegeben durch: 

dx": 
t t ( ", dym = i Xl' X2, ••••• Xn, Xl , X 2 , ••• Xn , ••• , 

xim - I ), x~m-I) ..... x~m-Il, y); i = 1, 2 ..... n (1) 

Setzt man hier: 

dx/ " 
--=Xi, 

dy 

d (m-2) 
_X-,-;i ___ (m-l) .. _ 

- - Xi , 1 -
dy 1 ... n 1 

d (m-I) 
Xi , (m-I) (m-I) --d=--y-- = Ir (Xi··· .. Xm Xl ••••• Xn , ••••• Xl ••••• Xn ,y), 

so haben wir fUr die m mal n abhangigen Variabeln: 
, (m-l)· 1 

xi, Xi'····· Xi ; 1 = ..... n 
die m mal n Gleiohungen (2) des Systems erster Ordnung, welohes 
wie unter II behandelt wird. 

(2) 
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§ 46. Ein Beispiel simultaner Differentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten: Dampfmaschine mit Regulator 46). 

I. Die simultanen Differentialgleichungen spielen in der 
Dynamik eine wichtige Rolle, wenn, was auBerst haufig der Fall 
ist, die Bewegung des untersuchten Systems durch mehrere 
Variabeln bestimmt ist. Dann verlangt die Losung der dyna
mischen Aufgabe, daB samtliche Variabeln in ihrer Abhangigkeit 
von der Zeit t bestimmt werden. Es wird sich also um die Auf
steHung von soviel Differentialgleichungen handeln, als ab
hangige Variabele vorhanden sind. Dnd da in jeder Gleichung 
im- allgemeinen mehrere Variabeln vorkommen werden, so wird 
es-sich um ein simultanes System handeln. 

.... II. Ein oft behandeltes und 

Fig. 125. Regulator. 

technisch wichtiges Beispiel ist das 
Zusammenwirken einer Dampfma
schine mit ihrem Regulator. 

Z u vorderst stellen wir die kinetische 
Energie L des ganzen aus Dampf
mas chine und Regulator bestehenden 
Systemes auf. Den von der Dampf
maschine herriihrenden Teil fanden' 
wir bereits in § 34: 

1 (d&)2 LD = 2E(&) at (1) 

Fur den Regulator leiten wir die 
Energie LR im folgenden abo Es 
handele sich urn einen gewohnlichen 
Federgewichtsregulator nach Fig. 125. 

LR setzt sich zusammen aus den kinetischen Energien 
der Schwungkugeln und des Muffengewichts. Die Wirkungen der 
Gestangemassen denken wir uns durch geeignete Zuschlage zu 
denMassen der Kugeln bzw. des Muffengewichtes berucksichtigt. 

d& 
Ferner denken wir uns die von dt herruhrende Rotationsenergie 

des Muffengewichtes bei dem rotierenden Teil der Dampfmaschine 
berucksichtigt. 
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Ein Schwungkugelmittelpunkt hat die Koordinaten: 

x = l (1 - cos r) 

y = (a + l sin r) cos & 

z = (a + l sin r) sin & 

Der Mittelpunkt der Muffe hat die Kordinate 

x = 2 l (1 - cos r), 

(2) 

(3) 

wobei x gerechnet ist von cler bei r = 0 eintretenden System

lage. Durch Differentiation nach der Zeit, Quadieren und 

Addieren findet man das Geschwindigkeitsquadrat fUr die 

Schwungkugeln: 

(dX)2 (dY)2 (dZ)2 (dt)2 (d&)2 
v2 = at + at + at = l2 at + (a + lsinr)2 de (4) 

und· fur die Muffe: 

. v2 = (~~r = 412 sin2 r (~; r (5) 

N unmehr £indet sich: 

LR = ~ [{l\ ~~r + (a + l sin r)2(dd~Y}M2 + 412 sin2 r (~;r Ml }6) 

Die Gesamtenergie des Systems: Dampfmaschine-Regulator 

ist jetzt 
(7) 

Zur Gewinnung der Bewegungsgleichungen fuhrt man die 

im § 34 unter (12) angegebenen Differentiationen an L sowohl 

fur die Variabele & wie fur r aus und erhalt als linke Seiten 

der Bewegungsgleichungen 

bzw. 

d 8L 

dt 8 d& 
dt 

8L 
8& 

d 8L 8L 

dt 8~ 8r 
dt 

(8) 

(9) 

Die rechten Seiten der Gleichungen werden wieder durch 

die Krafte gebildet, die die Koordinaten -& bzw. r beeinflussen. 
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Bezuglich .& ist uns bereits 

F (.&) = r (T - W) 
als beeinflussende Kraft bekannt. 

(10) 

Fur das Weitere ist zunachst uber die Abhangigkeit der 
Kraft F (.&) vom Regulatorausschlag i Verfugung zu treffen. 
Der Regulator wirkt ein auf das Dampfdruckmoment r T, dessen 
mittleren Wert r T m er andert. Mit steigendem Regulator 
nimmt T m ab und umgekehrt. Diese Abhangigkeit fixiert man 
durch die Gleichung: 

rTm = r(To-k:c) 

Um den Wert r T m oszilliert das Dampfdruckmoment 
entsprechend 

r T = r (To - k i) + r T(.&) 

Fur das Weitere sehen wir jedoch vom EinfluB der Oszilla
tionen ab und schreiben 

r (T - W) = r (To - k i - W) 

Fur i ermitteln wir die Krafte, die auf das Schwungkugel
system nebst Muffe einwirken. 

Zunachst haben wir den EinfluB der Momente der Gewichte 
Ml und M2 mit 

(ll) 

und desjenigen der Feder mit 
t 1 (1 - cos i) sin i (12) 

zu berucksichtigen. Hierzu kommt noch die Wirkung der 01-
bremse, deren an der Muffe angreifende Bremskraft wir pro
portional der Bewegungsgeschwindigkeit 

der MufIe mit 

ansetzen. 

2l . di 
smidt 

R . di 
smiTt (13) 

Auf die Schwungkugeln reduziert, ergibt sich das Moment 
der Bremskraft: 

(14) 
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AIle am Regulatorsystem angreifenden Krafte sind negativ 
auf der rechten Seite anzusetzen, weil sie dem Wachsen von 7: 
entgegenwirken. 

Aus Vorstehendem resultieren die Bewegungsgleichungen: 

(15) 

und 

-l M2 (a + lsin r) cos 7: (~: r = - (M2 + 2 M 1)glsin7: 

-fl(l-cosr)sinr-2lBsin2 7: :: (16) 

Dies ist ein simultanes Differentialgleichungssystem mit 
2 abhangigen Variabeln -& und r und einer unabhangigen Vari
abeln t. 

Die Natur der Au£gabe gestattet einige weitere Verein
fachungen, deren Berechtigung man durch zahlenmiiBige Ab
schatzung nachweisen kann, worauf wir hier allerdings nicht 
eingehen. Zunachst vernachlassigen wir in L (-&) alle Glieder 
die nicht das Schwungrad der Maschine als Faktor enthalten, 
womit Gleichung (15) iibergeht in 

d2 -& e -----;[i2 = r (To - Ie r - W) (17) 

Weiter formen wir Gleichung (16) auf kleine Sch win
gungen urn, d. h. wir setzen: 

d-&7: = 7:0 + rJ 1 
7£t=Wo +w 

(18) 

und vernachIassigen aIle Glieder, welche Produkte von rJ und W 

bzw. ihrer Differentialquotienten enthalten. Wir behandeln 
also nur kleine AusschIage 7: des Regulators von einer Anfangs
lage 7:0 aus gerechnet und ebenso nur kleine Schwankungen 
(,) einer Anfangswinkelgeschwindigkeit Wo der Maschine. 
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Ferner lesen wir aus 

iO = const: 

(16) fUr einen Beharrungszustand 

~ _ 0 d2 i 
dt - , dt2 = 0 

die Beziehung ab: 

1 M2 (a + 1 sin io) cos ioW02 = (M2 + 2 M I ) g 1 sin io 
+fl(l-cOsio)sinio (19) 

Mit diesen Festsetzungen und nach EinfUhrung der Ab
kurzungen: 

m = 12 (M2 + 4MI sin2 io) \ 
b = 2 B 1 sin 2 io I (20) 
c = f l[(I-cos io) cos io + sin2 i o] j 

+ (M2 + 2 M I ) g 1 cos iO _12 M2 cos ioW02 

~ = 21 M2 (a + 1 sin io) Wo 

erhalten wir statt der Gleichungen (16) und (17): 

a) 

b) 

d2 17 d 17 
m(jj2 + bTt + cl7 = ~w 

e dw 
rTt=-k'YJ+To-k'l:o-W 

(21) 

Aus diesen heiden Gleichungen eliminieren wir w, indem 
wir 21a differentiieren: 

dw 1 ( d3 'YJ b d2 'YJ d'YJ) 
Tt=x mdt3 + a;t2+cTt 

welchen Wert wir in 21b einfuhren: 

d3 17 b d2 17 d'YJ kr~ _ (To-kio - W) (22) 
m dt3 + dt2 + c dt + e 'YJ - r ~ e 

Aus dem simultanen System haben wir jetzt eine einzige 
lineare Gleichung 3. Ordnung mit konstanten Koeffizienten er
halten, die nach § 40 weiter behandelt wird. 

§ 47. Die Zentralbewegung als Beispiel eines Systems nieht
linearer simultaner Differentialgleichungen. 

Unter Zentralbewegungen im allgemeinen versteht man aIle 
diejenigen Bewegungsvorgange, hei denen ein Karper dem Ein
fluB einer nach einem bestimmten Punkte (der nicht fest zu 
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sein braucht) gerichteten Kraft unterworfen ist, deren GroBe 
eine Funktion der Entfernung des Korpers vom Punkte ist. 

Speziell versteht man unter Zentralbewegungen die Vorgange, 
die unter EinfluB des Gravitations- z 
gesetzes erfolgen. 

ZweiHimmelskorper der J\lIassen 
M (Sonne) und m (Planet) (Fig. 126) 
ziehen sich mit einer Kraft 

m 

( 1) }-1--=--f------:r---1! 

gegenseitig an, deren Richtung mit x 
dem Radiusvektor r zusammenfallt. Fig. 126. Zur Anziehung zweier 
kist die GauBsche Attraktions- Himmelskorper. 
konstante 47). 

Die nach den Koordinatenachsen genommenen Komponenten 
dieser Kraft bezuglich der Sonne sind: 

k2 mr~l1 (C - C/), (2) 

so daB sich fur M die drei Bewegungsgleichungen ergeben: 

M d2~' = k2 m M (~_ n 
dt2 r3 

M d2rj' = k2 mM ('Y) - 'Y)/) 
dt2 r3 

M d2 C' = k2 m M (r _ rl) 
dt2 r3 '" '" 

Analog ergeben sich fUr m die Gleichungen: 

m d2 ~ = _ k2 m M (I: _ 1:1 
dt2 r3 ~ ~) 

d2 'Y) mM m-- = _k2 __ ('Y)_'Y)/) 
dt2 r3 

m d2 C = _ k2 m M (C - n 
dt2 r3 

(3) 

(4) 

Dividiert man die Gleichungen (3) durch M, (4) durch m 
und zieht (3) von (4) ab, so kommt: 
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d2 (1] - 1]') 

dt2 

d2 (C - C') 
dt 2 

k2 
= -- (m + M) (1]- 1]') r3 

k2 
= --(m + M)(C-C') r3 

(5) 

Will man nur die Relativbewegung von m in bezug auf M 
betrachten, so kann man setzen: 

und erhiUt: 

wo: 

zu setzen ist. 

~-~'=x 

1]-1]' = Y 
~-~' = z 

d2 x k2 
-+-(m+M)x =0 dt2 r3 

d2 y k2 
-d + -3 (m + M)y = 0 t2 r 

d2z k2 
-d + -3 (m + M) z = 0 t2 r 

r = -,lX2 + y2 + Z2 

Das simultane System (6) behandeln wir nun wie folgt. 

(6) 

(7) 

Aus den beiden ersten GIeichungen eliminiert man je das 
zweite Glied durch MuItiplikation der GIeichungen mit - y 
bz w. + x und Addition, so daB sich findet: 

d2y d2 x 
x dt 2 - Y dt 2 = 0 (8) 

Die linke Seite ist a ber gleich mit 

d (dY dX) 0 de xTt-Ydt = (9) 

woraus sich mit einer Integrationskonstanten kl ergibt: 

dy dx 
xTt-y----a;e = kl (10) 
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Analog ergeben sich fiir y und z bzw. z und x die Ansatze 

dz dy 
YTt-zdi = k2 

dx dz 
z--x- = k 

dt dt 3 

(10) 

Multipliziert man die Gleichungen (10) der Reihe nach 
mit z, x, y und addiert, so findet man: 

k1 z + k2 X + k3 Y = 0 (ll) 
d. h. der Planet m be
wegt sich so urn die 
Sonne M, daB er stets 
in der durch den 
Sonnenmittelpunkt ge
henden Bahne bene E 

I 
I 

/ 
/ 

/' 
/' 

z 

\'-- ---- ---
oX 

k1z+k2 x + k3 y = 0 

bleibt. Die Lage der 
Ebene ist nur von 2 
Konstanten abhangig, 
wie sich durch Division 
mit k1 sofort ergibt: 

Fig. 127. Lage der Bahnebene eines 
Planeten. 

k k 
Z+_2X+_3 y=0 

k1 k1 
(12) 

Setzt man z = 0, so erhalt man 

0l X + 02Y = 0 (13) 

als Gleichung der Schnittlinie von Emit der x y-Ebene. Hier ist: 

~ = _ °1 = tg Q (14) 
X 02 

die Tangente des "aufsteigenden Knotens" Q der Planetenbahn. 
S, Fig. 127. 

Des weiteren ist der Kosinus 
Planetenbahn gegen die x y-Ebene 
lytischen Geometrie 48) 

und mithin: 

des Neigungswinkels i der 
nach einem Satze der ana-

tgi = i012 + °22 (15) 
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Durch Angabe von n und i wird die Lage der Bahnebene 
im Raum bestimmt. Diese beiden GraBen beziehen sich auf 
die Ebene des Himmelsaquators (oben die x y-Ebene), in welcher 
der aufsteigende Knoten n von der Richtung des Fruhlings
punktes aus (oben die Richtung 0 x) in positivem Sinne gemessen 
wird. 

Lassen wir nun fur die Weiterbetrachtung die Bahnebene 
mit der x y-Ebene zusammenfallen, wobei die x-Achse mit der 
Knotenlinie der Planetenbahn identisch sein solI, so bleiben als 
Gleichungen zur Bestimmung der Bahngestalt und der Planeten
bewegung in der Bahn noch ubrig: 

d2x k2 1 
dt 2 + -;:a(M + m)x = 0 J 
d2y k 2 (16) 
dt2 + ra (M + m) y = 0 

Wenden wir hier dieselbe Elimination an, die oben zur 
Gleichung (8) fuhrte, so erhaIten wir wieder 

. d2 y d2 x d (dY dX) 
X dt 2 -y dt 2 = ([i x([i -y([i = 0 (17) 

oder nach Integration: 
dy dx 

x--y- = 2A 
dt dt 

(18) 

--~--------~~~---+----~x 

Fig. 128. Zum zweiten Keplerschen Gesetz. 

dv 
r2- = 2A 

dt 

Diese Gleichung 
formen wir auf Polar
koordinaten 

x = r c.os v} (19) 
Y = rSlnv 

(r = Radiusvektor, 

v = Amplitude des 
Planeten (Fig. 128) 

um, wodurch wir statt 
(18) erhalten: 

(20) 
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Hier ist nun r2 dv der doppelte Inhalt des Dreiecks F m m', 
d. h. gleich der doppelten .vom Radiusvektor r in dem Zeit
element dt beschriebenen Flache. Dies ist der Ausdruck des 
2. Keplerschen Gesetzes: Der Radiusvektor eines Planeten 
beschreibt in gleichen Zeiten gleiche Zwischen
raume. 

Des weiteren transformieren wir nun auch die Gleichungen (16) 
auf Polarkoordinaten und erhalten die Ansatze: 

[ d2r (dV)2] [d (dV) dr dV] . dt2 -r at cosv- de rYe + at at smv 

k2 
+ - (M + m) cos v = 0 

r 2 

[ d2 r (dV)2]. [d (dV) dr dV] ---r - smv+ - r-- +-- cosv 
dt2 dt dt dt dt dt 

k2 
+ -. (M + m) sin v = 0 

r2 

(21 ) 

die nach Multiplikation mit cos v bzw. sin v und nach Addition 
liefern: 

d2r _r(~)2 = _ k2(M +m) 
dt2 dt r2 

(22) 

d 2 r 
Die Radialbeschleunigung dt2 formt man nun wie folgt um: 

d2r =~(~.~)=~.(~)2 (~)2.d2V.~ 
dt2 dt dv dt dV2 dt + dv dt2 dr 

=~.(~)2 (~)2.~(~).~ 
dV2 dt + dv dr dt dt 

Aus Gleichung (20) ist jetzt zu entnehmen: 

dv 
dt 

2A (~)2=4A2. d (dV) 4A 
dt r4 ' dr dt = - ~ 

und in (23) einzusetzen: 

(23) 

(24) 

(25) 
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Der in der eckigen Klammer stehende Ausdruck ist aber 

d2(~) 
nichts anderes als - __ r_, womit (22) sich in die Form stellt: 

dv2 

fur 

1 k2(M + m) 
+r= 4A2 (26) 

Wir haben demnach eine Differentialgleichung 2. Ordnung 
1 

deren allgemeines Integral lautet: r' 

~= k 2 (MA+m) +Bcosv+Osinv (27) 
r 4 2 

Dies ist die Brennpunktsg Ie ieh ung e ines Keg e 1-
se hni tt es, (er st e s Keplers ches Gesetz), dessen Brenn

punktsordinate (Parameter) 
.!I 

p = k2(M +m) (28) 

ist. 
Setzen wir den Kegelschnitt 

als Ellipse der Halbachse a und b 
voraus, so konnen wir zunachst 

q;.~R uber die Integrationskonstante A 
Verfugung treffen. 

Diese Konstante A hat die Fig. 129. Zur Definition der .. . 
wahren Anomalie und des Perihel- Bedeutung des Flachenmhaltes 

winkels eines Planeten. der Planetenbahn 7t ab dividiert 
dureh die Umlaufszeit T 

A = nab 
T 

(29) 

wie sich ohne weiteres durch Integration der Gleichung (20) ergibt. 
Fur gewohnlich fiihrt man noch die Exzentrizitat e ein 

durch die Beziehung 
OF = a e (Fig. 129) (30) 

womit sieh die halbe kleine Achse ergibt 

b = al'1-e2 (31) 
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und mithin 

(32) 

wird. 
Andererseits hat man aber auch als Eigenschaft der Ellipse 

p = a (1-1;:2)49) (33) 

womit sich die Beziehung findet: 

4 n 2 a4 (1 - e2 ) 

a (1 - e2) = T2 k2 (M + m) 

Hieraus leitet man die Beziehung ab: 
T2 4n2 

a3 k2(M +m) 

(34) 

(35) 

d. h. den Ausdruck des dritten Keplerschen Gesetzes, 
nach welchem sich die Quadrate der Umlaufszeiten 
zweier Planeten wie die dritten Potenzen der groBen 
Achsen verhalten, indem man die Planetmassen m gegen
uber der Sonnenmasse M als verschwindend ansieht. 

Die Kegelschnittsgleichung (27) vereinfacht man noch, 
indem man statt des Winkels v, der von der x-Achse bzw. der 
Knotenlinie ausgerechnet wird,' einen anderen Winkel cp ein
fuhrt, den man yom kurzesten Radiusvektor der Ellipse zu 
zahlen anfangt. 

Der Bahnpunkt mit kurzestem Radiusvektor heiBt Per i h e I 
und der Winkel cp wird eingefuhrt durch v = n + cp, wo It. Fig. 129 
n der Winkel zwischen dem kurzesten Radiusvektor und der 
Knotenlinie ist. 

Wir schreiben jetzt Gl. 27 fur das Perihel an, in welchem 
gilt: 

r = a (1- e); 

d(+) = 0 
dv 

aus welchen Bedingungen zwei GIeichungen erwachsen: 

/ = (1 1 ) + B cos n + C sin n 1 a ( - e) a -e2 

0= -Bsinn + Ccosn 
H 0 r t, Differentialgleichungen. 16 

(37) 

(38) 
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Diese beiden Gleichungen dienen zur Bestimmung der 
Integrationskonstanten B und 0: 

B 8 a 8 . = -(1 --) cosn; = (1 smn a - 82 a _82) 
(39) 

womit sich jetzt (27) in folgender Gestalt schreibt: 
a(1-82 ) a(1--82) 

r= 1+8cos(v-n) - 1+8cosqJ (40) 

Der Winkel qJ heiBt die wahre Anomalie des Planeten. 
Somit haben wir fUr die 3 Integrationskonstanten A, B, a 

drei andere Konstanten eingefuhrt, namlich die halbe groBe 
Achse a, die Exzentrizitat 8 und den Winkelabstandn des Perihels 
von der Knotenlinie. Der Zusammenhang der Konstanten 
A, B, a mit a, 8, n wird gegeben durch die Gleichungen: 

ra (1 - 8 2) ,/---
A = 2 k fM + m 

(41) 8 
B = 1 ) cosn a ( -62 

0= 8 sinn 
a (1- 6 2) 

Zur Bestimmung des Ortes des Planeten in der Bahn ist nun 
noch erforderlich, daB wir einen Zusammenhang zwischen dem 
Ort und der Zeit ermitteln. Wir greifen zuruck auf Gleichung (22), 

indem wir (d V)2 = 4 A 2 setzen: 
dt r4 

d2 r .4A2 k2(M + m) 
dt2 = ra- r2 = f(r) (42) 

Diese Differentialgleichung hat das allgemeine Integral (vgl. 
§ 37 (ll)) 

t = O2 +J dr ro! + 2Jf(r)dr 
woraus sich ableitet 

(mit f (r) = 4 A 2 _ k 2 (M + m)) 
r3 r2 

t=02+! rdr 
# k2 r (M + m) + 0 1 r2 - 4 A 2 

(43) 

(44) 
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Hier liegt es nahe, den Ausdruck unter der Wurzel nach 
k2(M +m) 

Absonderung von quadratisch zu machen, d. h. ihn 
a 

in die Form zu bringen 

k2 (Ma+ m) {,u _ (V-r)2} 

wo ,u und v zu bestimmen sind. 
Man hat: 

M+m 
k2 (,u - v2) = - 4 A2 = - a (1 - S2) k2 (M + m) 

a 

woraus sich findet: 

0 1 ist also keine neue Konstante; 
sie ist bereits durch die Gestalt des 
Kegelschnittes bestimmt. 

Zur weiteren Vereinfachung fiihrt 
man nun einen Winkel 1jJ ein, der die 
e xz en trische Anomaliedes Planet en 
heiBt und It. Fig. 130 definiert ist. 
Aus der Figur liest man die Be
ziehung ab 

r2 = (a s-acos1jJ)2 +a2 (l-s2) sin 21jJ 

oder nach einiger Umformung: 

r = a (1- s cos1jJ) (46) 

Das Integral (45) wird hiermit: 

Fig. 130. Zusammenhang 
zwischen der wahren und 

exzentrischen Anomalie eines 
Planeten. 

t = O2 + J ik2 (;:~ m) (1- S cos 1jJ) d1jJ (47) 

16* 
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oder wenn man den Winkel "P zur Zeit t = to den Wert "Po 
besitzen laBt 

t - to = V k2 C;;~ m) {("P - 8 sin "P) - ("Po - 8 sin "Po)} (48) 

Zwischen der wahren Anomalie ffJ und der exzentrischen 
Anomalie "P besteht aber bei der Ellipse die Gleichung: 

1 ,/1+8 1 
tg 2 ffJ = V 1-8 tg 2 "P 

oder (49) 

1 ,/1-8 1 
tg 2 "P = V 1 + 8 tg 2 ffJ 

Die angefuhrten Formeln reichen hin, urn die Elemente 
einer Planetenbahn zu bestimmen, wenn Q. und i bekannt sind. 
Dann genugt es, wenn in der Bahnebene zwei Planetenorte r1 v1 

und r2 v2 nebst den Beobachtungszeiten t1 und t2 gegeben sind. 
Zu bestimmen sind: halbe groBe Achse a, Exzentrizitat 8, 

Perihelwinkel n und Zeit des Periheldurchgangs to' Man hat 
folgende Gleichungen: 

a (1-8 2 ) 

r 1 = 1+8cos(v1 -n) 

a(1-8 2) 
r -

2 -1+8cos(v2 -n) 

. ,/k2 (~1 + m) 
"P1 -8S111"P1 = (t1 - to) V a3 

. ,/h2 (M + m) 
"P2- 8 Slll"P2 = (t2 - to) V a3 

v1 - n = 2 arctg { V ~ + : tg ! "P1} 

v2 - n = 2 arctg { V ~ + : tg ~ "P2} 

(50) 

Fur die Auflosung dieser 6 Gleichungen nach den 6 Un
bekannten: a, 8, to, n, "PI> "P2 haben GauB und Andere Methoden 
angegeben. 

i, [2, a, 8, n, to sind die sechs Bahnelemente, die die Be
wegung des Planeten vollstandig bestimmen. 
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V. Die Differenzengleichungen. 

§ 48. Definition Iinearer Differenzengleiehungen. 

In § 5 ist der Begriff der Differenz L1 F (x) einer Funktion 
F (x) eingefuhrt worden durch den Ansatz 

L1 F (x) = F (x + L1 x) - F (x) (1) 

Dem Zwecke des § 5 entsprechend war die Differenz L1 x 
mit der Eigenschaft der Variabilitat ausgestattet, was notwendig 
war, well wir damals vom Begriff der Differenz zum Differential 
gelangen wollen. 

In den nachsten Betrachtungen wollen wir aber mit unver
anderlichen Differenzen operieren, weshalb wir das Zeichen L1 x 
mit dem Buchstaben h vertauschen. 

Wir schreiben also die Differenz einer Funktion F (x): 

L1 F (x) = F (x + h) - F (x) (2) 

Naturlich ist L1 F (x) eine Funktion von (x) 

t (x) = F (x + h) - F (x) (3) 

Meistens erteilt man h den speziellen Wert 1. Fur diesen Fall 
hat man z. B. bei der Funktion F (x) = X4: 

F(O) = 0, F(I) =1, F(2) = 16, F(3)= 81, F(4) = 256, F(5) = 625, 
AF(O) = 1, AF(I) = 15, AF(2) = 65, AF(3) = 175, AF(4) = 369. 

Man nennt L1 F (x) die erste Differenz von F (x). Analog 
nennt man 

L1 F (x + h) - .1 F (x) = .12F (x) die zweite Differehz . 
.12F (x + h) - .12F (x) = .1sF (x) die dritte Differenz (4) 

usf. 
In dem Beispiel ist: 

A2F(0) = 14 AaF(O) = 36 A4F(0) = 24 AsF(O) = 0 
A2F(1) = 50 AsF(I) = 60 A4F(1) = 24 
A2F(2) = 110 AsF(2) = 84 
A2F(3) = 194 

Es ist nun moglich, eine unbekannte Funktion F (x) durch eine 
Differenzengleichung zu bestimmen. Eine solche Gleichung 
enthalt die unbekannte Funktion, deren Differenzen bis zu einer 
gewissen Ordnung und auBerdem die unabhangige Variable x. 
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Die Ordnung der hochsten vorkommenden Differenz bestimmt 
die Ordnung der Differenzengleichung. Die allgemeine Form 
einer solchen wiirde also sein: 

(!J (x, F (x), ,1 F (x), ,12F (x) ... ,1nF (x)) = 0 (5) 

Setzt man hier fUr ,1kF (x) seinen aus (3) und (4) folgenden 
Wert ftir h = 1 ein: 

,1 =F(x+1)-F(x) 

,12 = F (x + 2) - 2 F (x + 1) + F (x) 

,13 = F (x + 3) - 3 F (x + 2) + 3 F (x - 1) - F (x) 

usw., und setzt man 
F (x + k) = Yx+ k' 

so geht (5) tiber in 

o/(x,Yx,YX+l,YX+2 .. · .. Yx+n) = 0, (6) 

in welcher Gestalt Differenzen gar nicht mehr erkennbar sind; 
trotzdem nennt man auch (6) eine Differenzengleichung. 

Die Gleichungen (6) teilt man nun ganz analog den Differential
gleichungen ein. Besonders wichtig sind die linearen Differenzen
gleichungen 

YxPo(x) + Yx+1Pl(X) + Yx+2P2(X) +'''Yx+nPn(x) = Q(x), (7) 

welche vollstandig heiBen, falls Q (x) nicht identisch ver
schwindet. 1st dieses der Fall, so heiBen sie homo gen. Die 
Differenzengleichungen haben partikulare Losungen und allge
meine Losungen, tiber welche analoge Satze wie bei den Differential
gleichungen existieren. Kennt man die allgemeine Losung einer 
homogenen Gleichung, so laBt sich die Lasung der vollstandigen 
Gleichung durch ein der Methode der Variation der Konstanten 
ahnliches Verfahren entwickeln. 

Als Beispiel betrachteten wix die homogene Differenzen
gleichung: 

Yx+l + (a + bx)yx = O. 

Die allgemeine Losung ist : 
k=x-p 

Yx=(-l)x-- p I/[a+b(x-k)].-
k=l 

(8) 

(9) 

Hier ist p + 1 < x zu wahlen, p ist die willkurliche Integrations
konstante. Aus (9) folgt: 
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k=x-p 

Yx+1 = (_l)x-p+l 11 [a + b (x-k + I)]. (10) 
k=l 

Multipliziert man (9) mit (a + b x) und addiert zu (10), so resultiert 
identisch Null, womit (9) als allgemeine Losung yon (8) er
wiesen ist50). 

§ 49. Die linearen Differenzengleichungen mit konstanten 
Koeffizienten. 

Technisch wichtig sind die linearen Differenzengleichungen 
mit konstanten Koeffizienten, d. h. solche Differenzengleichungen, 
bei denen die Pk (x) [siehe Gleichung (7) § 48] Konstante sind. 
Es ist also: 

yxa.+yx+lal+ ..... +yx+nan=O (I) 

die allgemeine Form einer homogenen linearen Differenzengleichung 
mit konstanten Koeffizienten. 

Ohne Beweis schreiben wir als Haupttatsache an: Die all
gemeine Losung von (I) lautet: 

Yx = 0lAlx + 02 A2x + .... . On}.nx ; (2) 

wenn Al .... An die Wurzeln der Gleichung n-ten Grades sind: 

,l.nan+An-lan_l+ ..... Aal+aO=O. (3) 

Der Ansatz (2) modifiziert sich etwas, wenn die Wurzeln zum 
Teil gleich oder komplex sind. Werden z. B. k Wurzeln einander 
gleich 

Al = }'2 = A3 = ... Ak , 

wahrend die n - k iibrigen voneinander und von }'l verschieden 
sind, so ist 

Yx = 0I'AxI + 02'XA{-1 + 03'x(x-l)Alx-2 + ..... 
+ Ok' X (x - I) (x - 2) ..... (x - k + 2 )A IX - k + 1 

+ 0k+lAk+l + ..... + OnAxn 

die allgemeine Losung. 
Sind k Paare gleicher komplexer Wurzeln vorhanden: 

Al = A3 = A5 •...••. A2k - 1 = r (cos a + i sin a) 

A2 = A4 = A6 = .... A2 k = r (cos a - i sin a) 

(4) 
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so ist 

Yx = (°1 ' + °2' X + ..... + 0,,' X k - 1 ) rX cosxa 

+ (°1" + 02"X + ..... + O,,"x"-l)rX sinxa 

+ 02"+lXHl + ..... + OnAnx (5) 

die allgemeine Losung. 
Jedenfalls sind n willkurliche Konstanten ° vorhanden, 

die sich bestimmen lassen, wenn n Werte Yx gegeben sind fUr 
bestimmte Werte der Variabeln x; z. B. Yo' Yl> .... Yn fur x = 0, 
x = I, .... x = n. Dann liefert sowohl (3) wie (4) und (5) ein 
System von n Gleichungen zur Bestimmung der Konstanten ° 
§ 50. Anwendung der linearen Dift'erenzengleichungen mit 

konstanten Koeffizienten. 

1. Eine einfache Anwendung liefert zunachst die The 0 r i e 
des k 0 n tin uierli c hen B aiken s. Bekanntlich gilt fur die 
Stutzenmomente M eines kontinuierlichen Tragers, der in jedem 
Feld gleichmaBig belastet ist, die Clapeyronsche Gleichung 51): 

6 E J (Yk+ 1~- y" + YH 11,,-: :"+2) = M" 1" + 2 MH 1 U" + lH 1) 

+ MH1 .1Hl + 1/4 (q"l,,3 + qHl1~+ 1) (1) 

Fig. 131. Kontinuierlicher Balken auf mehreren Stiitzen. 

Sind die Stutzen aHe gleich hoch, die Stutzenentfernungen 
aIle gleich groB = 1 und die Belastungen q" ebenfalls in allen 
Feldern gleich q, so wird aus (1): 

I 
M" + 4MHl + MH2 = -2q12 (2) 
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Die zu dieser Gleichung gehOrige hom 0 g e n e Differenzen
gleichung 

.Jfk + 4Mk+l + Mk+2 = 0 

liefert, vermoge der charakteristischen Gleichung 

A2 + 4 A + 1 = 0 

die allgemeine Losung 

Mk = 0lAl k + 02 A2k 

wo Al und A2 die Wurzeln von (4) sind. 
Offenbar ist nun 

M - 0 A k 0 A k q 12 
k- 11+ 22-12 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

die allgemeine Losung Von (2), wie sich durch Verifikation ergibt. 
Die Konstanten 0 1 und O2 bestimmen sich aus den Bedin
gungen, daB an den Enden des Balkens die Stutzenmomente null 
sein mussen, d. h. aus 

q 12 
Mo = 0 1 + O2 - 12 = 0 

Aus diesen Gleichungen bereohnen sioh 

und hiermit : 

o = - q l2 A2n - 1 1 
1 12 A1n-A2n 

o - q l2 AI" - 1 J 
2 - + 12 A n-A n 

1 2 

M =_ ql2 {I A2"-1 Ak- }'In - 1 Ak} 
k 12 + A n_A n 1 A n~A n 2 

1 2 1 2 

(7) 

(8) 

(9) 

Nach dieser Formel konnen die Stutzenmomente des duroh
laufenden Tragers auf S. 470, Bd. I der Hutte (1908) bereohnet 
werden. 

II. Ebenfalls auf eine lineare Differenzengleiohung mit kon
stanten Koeffizienten fuhrt die Untersuohung der Soh wingungs
bewegung einer Kette von Massenpunkten. 

n Punkte der Masse m seien duroh unausdehnbare Faden 
der Lange 1 miteinander verbunden; die ganze Kette sei dann mit 
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gleichfalls unausdehnbaren Stuoken Von der Lange l an den 
Punkten A und B festgemacht und stehe unter der Spannung T. 
Nun werde die Kette aus ihrer in Fig. 132 gezeichneten Mittellage 
herausgebracht, indem den einzelnen Massenpunkten die Ordi-

naten YI .... ·· .. ?in erteilt werden. So entstehe die Gestalt 
Fig. 133. 

Es wird vorausgesetzt, daB die Verschiebungen Yk klein seien 
gegen die Fadenlange l. 

Zur Zeit t = 0 werde die deformierte Kette (ohne AnstoBen 
der Massenpunkte) sich selbst uberlassen, und os solI die nun be
ginnende Bewegung untersucht werden. 

Fig. 132. Kette -von Massenpunkten in der Ruhelage. 

Fig. 133. Bewegungsform der Kette von Massenpunkten. 

Offenbar ist die Bewegung festgelegt, wenn wir ffir jeden 
Massenpunkt seine Entfernung Yk Von der Gleiohgewichtslage in 
Abhangigkeit von der Zeit t kennen. Wir stellen die Differential
gleichung fUr die Bewegung des ktenMassenpunkies auf (Fig. 134) : 

d2Yk = T Yk+l-Yk -T Yk-Yk-l . 
m dt2 l l (1) 

Weil die Y klein sind gegen l, kann die Fadenspannung T als 
konstant angesehen und ihre Vertikalkompenenten den Ordinaten
differenzen zweier benachbarter Punkte proportional gesetzt 
werden. 

T 
Dnter Absonderung von T = c2 schreibt sich (1) 

d2Yk 
m (jj2 = 0 2 (Yk + 1 - 2 Yk + Yk-l). (2) 

Wir versuchen, ob eine periodisohe Losung 

Yk = L: Lkp sin(2p7tt + cup) (3) 

der Differentialgleichung genugt, wo wir uber die Wahl von 
p spater Entscheidung zu treffen haben. 
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Wir erhalten zunachst : 

(4) 

was in (2) eingesetzt folgendes System von Differenzengleichungen 
liefert: 

Lp,k+l- 2 Lp,k + Lp,k-l = 
_ 4pZOl2 L k (5) 

c2 p, 

p=O ............. oo 

k = 1 ............. n. 
denen die Lp , k zu genugen 
haben. Fig. 134. Zur Bewegungsgleichung 

Man kann die Differenzen - eines Kettenpunktes. 
gleichungen in der Form 

Lp,k + ( 4 P: zOl
2 -2)Lp,k+l + L p,k+2 = 0 

p = 0 .......... 00 

k = 0 .......... n - 1 

schreiben, deren allgemeine Lasung nach § 49 (2) ist: 

Lpk = Cp1 }'~l + Cp2 }'~2' 
wenn API und Ap2 die Wurzeln der quadratischen 

2 ( 4 p2 0lZ ) Ap + Ap c2 - 2 + 1 = 0 

sind. 
Durch Auflasung dieser Gleichung erhalt man: 

I 2 pZolz 2 pOl /p2 OlZ--
APz=I--~±-- ---1 

c2 c c2 ' 

die man mit 

schreiben kann 

ol . (l 

p~ = Sln'lJ" 
c 

A p~ = cos 2 % + i sin 2 % 

(6) 

(7) 
Gleichung 

(8) 

(9) 

wobei vorausgesetzt wird, daB pol < 11 I bleibt. DaB das der Fall 
c 

ist, wird weiter unten bewwsen. 
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Zunachst bemerken wir, daB sich mit (7) die allgemeine Losung 
schreibt: 

Yk = L; {Gpt A~l + Gp2 A~2} sin (2 p n t + w p ), (10) 
p , 

in welcher Formel auch die beiden festen Punkte A und B ent
halten sind, wenn man k = 0 und k = n + 1 sowie Yo == 0 
und y" +'1 == 0 setzt, Diese "R and bed i n gun ge n" liefern die 
Ansatze: 

Gpl + Gp2 = 0 

G An+l G 1 n + l 0 pI pI + p2Ap2 = 
1,,+1 _ 1,,+1 ApI - Ap2 

(lOa) 

(lOb) 

(1Oe) 

Die letzte Gleichung wird aber nur erfullt fur p = 0 und 
c 

p = + - , wie sich aus Gleichung (8) sofort ergibt. -n 
Zwischen diesen Werten muB p stets enthalten sein, d. h. es 

muB gelten 
n pc<111, 

womit die Zulassigkeit Von (9) erwiesen ist. 
Fuhrt man nun (9) in (lOc) ein, so folgt: 

(cos2-&+isin2-&)n+l = (cos2-&-isin2-&)n+l 

und hieraus 
sin 2 (n + 1)-& = 0, 

d. h. 
2(n+1)-&=vn 

oder 
vn 

-& = 2 (n + 1 

FUr v = 0 haben wir hier wieder -& = 0 und p = O. 
n c 

Fur v = n + 1 haben wir hier wieder -& = 2 und p = n' 

d. h. die Punkte A und B. Wenn wir daher v die ganzen Zahlen 
von 1 bis n dureh laufenlassen, so erhalten wir gerade alle Massen
punkte. Nun fuhren wir (9) in (10) ein und erhalten, unter 
Berucksichtigung von (lOa) mit Op = i (Opl - 0pI) : 

Yk = L;Gp sin2k-&.sin(2pnt+wp ) (11) 
p 



Anwendung der linearen Diffcrenzengleichullgen. 253 

oder nach Einsetzung von 

c. 1In d& 1In 
P = n sm 2 (n + 1) un = 2 (n + 1) . 

Yk = "f { Av sin _1I_k_n_ • sin (2 c t sin -=---c_1I_n-----,::-c) 
v=1 n+ 1 2(n+ 1) 

+ Bv sin _1I_k_n_ • cos (2 c t sin 2 11 n )} 
n + 1 (n + 1) 

(12) 

Zur Bestimmung der 2 n Koeffizienten Av und Bv haben 
wir die 2 n Gleichungen: 

- v=n 1Ikn 
Yk = ~Bvsinn + 1 

und k = 1 ... n (13) 
d Yk V=n . 11 n . 11 k n 
-d = 0 = L Av' 2 c sm 2 ( l' sm --

t v=1 n +) n + 1 

d. h. den Ausdruck der Anfangsbedingungen der Bewegung 52 ). 



Zweiter· Teil. 

Partielle Difl'erentialgleichungen. 

I. Einleitung. 
§ 51. Die Funktionen mehrerer Variabeln. 

In den bisherigen Untersuchungen handelte es sich lediglich 
um die funktionale Abhangigkeit einer oder mehrerer abhangiger 
Variabeln von einer unabhangigen Variabeln. 

Nun sind aber auch funktionale Beziehungen moglich, bei 
denen eine Variable z von zwei unabhangig voneinander ver
anderlichen GroBen x und y abhangt. Das Symbol fur eine solche 
Abhangigkeit ist die Gleichung: 

z = t (x, y) (1) 

Die Anderung LI zeiner derartig bestimmten GroBe z hangt 
nun, ebenso wie die GroBe selbst, von x und y, von den beiden 
Anderungen Llx und Lly der unabhangigen Variabeln gleich
zeitig abo 

Andert man also, von einem Anfangswertpaar Xo Yo ausgehend, 
die unabhangigen Variabeln um Llx und Lly ab, so erhalt man in 

t (xo + Llx, Yo + Lly) - t (xo, Yo) 

die totale Anderung LIz von z: 

LIz = t (xo + LI x, Yo + Lly) - t (xo' Yo)' . (2) 

Wurde man dagegen nur die eine Variable x andern, wahrend 
y konstant = Yo bleibt, so wu.rde man in 

t (xa + LI x, Yo) - t (xo, Yo)· 

die partielle Anderung von z nach x erhalten 

Llz(:t) = f (xo + Llx, Yo) - f (xo, Yo)· (3) 
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Analog heiBt 
Llz(lI) = f (xo, Yo + Lly) - f (xo, Yo) (4) 

die partielle Anderung von z nach y. 
Ein Beispiel fttr eine derartige Abhangigkeit bietet die 

Zustandsgleichung der vollkommenen Gase: 

10000 p V = G R T. 
Diese Gleichung gilt fttr eine der Gewichtseinheit gleiche 

Menge G eines Gases in kg, wenn p in kg/qcm, V in cbm, T in 
absoluten Celsiusgraden gemessen wird; die Gaskonstante R 
bat fUr Luft den Wert 29,26. 

Diese Gleichung ist z. B. erfttIlt bei der Gewichtsmenge 
G = 1,188 kg fUr: 

p = 1 kg/qm, 

V = 1 cbm, 

T = 288 entspr. 15° C. 

Wir wollen nun die Anderung des Druckes p verfolgen, 
wenn wir das Volumen V und die Temperatur T andern. 

Zunachst schreiben wir: 

1,188.29,26. T 
p = --=-=10:-:0=0-::-0 =V'------

T 
= 0,00348 V 

Nun andern wir V um Ll V = 0,1 cbm, d. h. wir gestatten 
dem Gas, den Raum 1,1 cbm einzunehmen, sorgen aber dafttr, 
daB die Temperatur T konstant = 288 bleibt. Dann wird 

288 288 
Llp(v) = 0,00348 -1 1 - 0,00348--

, 1,0 
= 0,91-1,0 
= - 0,09 kg/em 

Andern wir aber nun die Temperatur '1', indem wir das Gas 
um 50° erwarmen, wobei wir das Volumen 1 cbm beibehalten, 
dann wird 

338 288 
Ll P(T) = 0,00348 T,O - 0,00 348 1,0 

= 1,18 -1,0 
= + 0,18 kg/em 
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Werden beide Anderungen gleichzeitig vorgenommen, so wird 
die totale Anderung von p 

LI = 000348 338 -000348 288 
P , 1,1' 1,0 

= 1,07 -1,0 

= + 0,07 kg/em 

Samtliche Druckanderungen sind verschieden, es solI nun ein 
Zusammenhang zwischen ihnen gefunden werden. 

II. Wir greifen zuruck auf die Definition der totalenAnderung 

LIz = f (xo + Llx, Yo + Lly) - f (xo, Yo)· 

Diese schreiben wir in der Form 

A f (xo + LI x, Yo + LI y) - f (xo' Yo + LI y) A 
LJZ= Llx LJX 

+ f (xo, Yo + LI y) - f(xo, Yo) LI 
Lly y 

uud untersuchen, was aus dieser Formel wird, wenn wir L1 x und 
LI y gegen Null abnehmen lassen. 

Offenbar ist zunachst 

f (xo + Llx, Yo + Lly) - f (xo' Yo + Lly) 
Llx 

ein Differenzenquotient, der so gebildet ist, als ob wir bei der 
Funktion f (x, y) bei konstantem y = Yo + Lly von x ,= Xo 

zu x = Xo + LI x ubergehen. 
Nun haben wir in § 9 den Mittelwertsatz abgeleitet: 

F (a + h) -F(a) = hF' (a + .&h). 

Wenden wir diesen Satz mit: F = f, a = xo, h = Llx 
auf unseren Differenzenquotienten an, so findet man 

f (:.1:0 + Llx, Yo + Lly) - f (xo' Yo + Lly) 

Analog wird 

Llx 

= f~ (xo + .& Llx, Yo + Lly) 

f (xo' Yo + Lly) - f (xo' Yo) 
Lly 

= f~ (xo' Yo + .& Lly). 
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Bei nun folgender Ausfuhrung aber des Grenzuberganges, 
der von Llz auf dz fuhrt, wird: 

lim Ll x = dx, 

so daB entspringt: 

lim Ll y = dy, 

lim Ll z = dz = lim Ix' (xo + it Llx, Yo + Lly) Ll x 

+- lim I; (xo, Yo + it Ll y) Ll y 
oder: 

, , of of 
dz = fx dx + fy dy = ~ d:c + ~ dy ax uy 

. . of of. 
HIer h€lBen ax und oy dIe ersten partiellen Differential-

q uotienten der Funktion f (x, y) nach x bzw. y. 
Beispiel: Es sei: 

z = f (x, y) = a x sin y + by sin x. 
Dann ist: 

oz of ax = a;- = a sin y + b y cos x 

oz of ay = ay = a x cos y + b sin x. 

III. Zur geometrischen 
Veranschaulichung der Be
deutung der ersten par
tiellen Differentialquotien
ten diene folgendes. 

z 

-l--J.,----'1I 

Eine Gleichung z = 
f (x, y) stellt, wenn man 
zusammengehorige Werte 
x y z als Koordinaten eines 
Punktes in einem Koordi
natensystem X Y Z deutet, 
eine Flache dar. In der 
Fig. 135 sei P ein zu den 
Koordinatenwerten Xo Yo Zo 
gehOriger Punkt. Legen wir 
durch diesen zwei zur x-

Fig. 135. Geometrische Veranschau
liehung der partiellen Differenzen· 

quotienten. 

bzw. y-Achse senkrechte Ebenen Ex bzw. Ey , so wird die Flache 

z = I (x, y), 
II 0 r t, DiffereRtiaigleichungen. 17 
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von diesen in Kurven: 
Z = 1 (xo, y), bzw. 

Z = 1 (x, Yo) 

geschnitten, in welchen Gleichungen Xo bzw. Yo Konstanten sind. 
Erteilt man jetzt den Koordinaten Xo und Yo Zuwuchse Llx 

bzw. Ll y, so gelangt man auf den Kurven zu' weiteren Flachen
punkten PI bzw. P2• Die Ordinaten dieser Punkte Zl und Z2 

werden von den Tangenten der Kurven c1 und c2 in den Punkten 
TI bzw. T2 geschnitten, so daB gilt: 

AITI = Zo + ~ILlX ox 
XoYo 

A?T2 = Zo + :1 ILly 
Y XoYo 

wo die angeschriebenen Zeiger Xo Yo bedeuten sollen, daB die 
partiellen Differentialquotienten im Punkte P zu bilden sind. 

Die Ebene der drei Punkte Tl P T2 (die Tangentialebene 
der Flache im Punkte P) schneidet nun die Ordinate Z3' so 
daB gilt: 

A3 T 3 = Z3 = Zo + - Ll x + - Ll y 01 I . 01 I 
ox oy 

Xo Yo X'oyo 

Diese Beziehung ist der geometrische Ausdruck fur den oben 
gefundenen Sa tz : 

01 of 
dz = axdx + a:yd y . 

IV. Wie oben ausgefuhrt, sind die ersten partiellen Differential
quotienten von 1 (x, y) wieder Funktionen von x und y. Man 
kann sie also weiter differenzieren und gelangt so zu den zweiten 
partiellen Differentialquotienten: 

ox2' oxoy' oy2' oyox 

Es ist nun ein wichtiger Satz, den wir ohne Beweis anfuhren, 
daB stets ' 

021 021 
oxoy oyox 
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ist. Die Reihenfolge der Differentiationen ist also 
gleichgultig. Bei dem obigen Beispiel hat man: 

02f 
-- - -by sinx ox2 -

02f 0 2 f -- = a cos y + b cos x = -
oxoy oyox 

02f 
-- = -bx siny. 
02y 

In analoger Weise gelangt man weiter 
dri tten Differen tialq uotien ten 

03f 03f 03f 

ox3 ' 0.r;20y' oxoy2 ' 

zum 

Beispiel: 

03 t 
ox3 = -by cosx; 

03 f 
--= -b sinx 
ox20y 

03 f -- = -bx cosy; 
oy3 

03 f --=-b siny 
oxoy2 

Begriff der 

§ 52. Die partiellen Difi'erentialgleichungen im allgemeinen. 

I. Die unabhangigen Variabeln x, y, die abhangige Variable z 
und die partiellen Differentialquotienten 

8z 8z 8 2z 82z 82z 

8""i' 8ii' 8x2 ' 8x 8y' 8y2 

usw. sind nebst Konstanten die Bausteine, aus denen sich die 
partielle Differentialgleichung aufbaut, in Gestalt einer Gleichung 
zwischen diesen GroBen: 

F (x, y, z, :: ' :; , ::: ' ..... a, b, c ... ) = o. 
Das wesentliche Kennzeichen der partie lIen Differential

gleichung ist nun, daB stets mehr als eine unabhangige Variabele 
vorhanden ist, gegenuber den gewohnlichen Differentialgleichungen, 
bei denen nur eine unabhangige Vaiiabele vorhanden war. Bei 
den partiellen Differentialgleichungen kann die Zahl der unab
hangigen Variabeln beliebig sein. 

17* 
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II. Sind mehr als eine abhangige Variabele, z. B. ZI und Z2' vor
handen, so muB fur jede eine Gleichung der obigen Form vorhanden 
sein, etwa 

( 0;:, OZ2 OZI OZ2 ) 
FI :r,y,zI,z2'-"'-'-"'-' -",-,-;-" ... = 0 ux ux uy uy 

F2 (x, y, ZI Z2' ..... ) = 0 

Man gelangt so zu dem Begriff der s i m u 1 tan e n partiellen 
Differentialgleichungen. 

III. Die partiellen Differentialgleichungen teilt man ein nach 
den Ordnungen der in ihnen vorkommenden hochsten partiellen 
Differentialquotienten, z. B. die partielle Differentialgleichung 

OZ OZ 
(X2 + y2) - + (X2 - y2) - + Z = 0 

ox oy 

ist von der ersten Ordnung, dagegen 

02 Z 
--+z=O oxoy 

von der zweiten Ordnung. 
Ferner teilt man sie ein nach dem Grade, den die von Wurzeln 

und Bruchen befreite Gleichung hinsichtlich der Produkte der 
abhangigen Variabeln und der Differentialquotienten annimmt. 

Die beiden oben angeschriebenen Gleichungen sind vom 
erst en Grade oder linear, dagegen ist 

~ (~)2 (~)2_ 
Z ox oy + ox + oy - 0 

quadratisch oder vom zweiten Grade (auBerdem von der zweiten 
Ordnung). 

VI. Fur das folgende fiihren wir noch die Abkurzungen ein. 

OZ 
-=p, 
ox 

oz 
a=q, y 

02 Z 

ox2 = r, 

Die Integration einer gegebenen partiellen Differential
gleichung 

F (x, y, z, p, y, r, 8, t) = 0 

verlangt die Aufsuchung einer Gleichung 

j (x, y, z) = 0 
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derart, daD etwa nach Auflosung dieser Gleichung naeh 

z = rp (x, y) 

d h E · orp orp . F d' . Id t't"t ure msetzen von rp, -0 ,-;:::- usw. m les zu emer en 1 a 
x oy 

wird. 
Wir wollen z. B. die Gleichung 

( s~n x, s~n y) = 0 
rp smz sm z rp (u, v) (1) 

wo rp eine belie bige Funktion von 

u = sin x und v = sin y 
sinz sin z 

sein soIl, als ein Integral der partie lIen Differentialgleiehung 

oz oz 
ox tgx + oytgy=tgz (2) 

iden tifizieren. 
Zunaehst bilden wir das totale Differential als Summe der 

partiellen Differentiale 

drp = orp dz + orp ox + orp dy. 
oz ox oy 

Da rp = 0 ist, muD aueh drp = 0 sein; wir haben also 

~dz+~dx+ ~dy=O 
OZ ox oy (3) 

J etzt bilden wir: 

~= (~.~+~~)dZ 
OZ OU OZ ov OZ 

( orp orp) eosz = - -0 sin x + -0' siny -. -dz u v sm 2 z 

~ = (~.~ + ~~) dx =~ eosx d.l:: 
ox OU ox ov ox OU sinz 

(4) 

~ = (~. ~ + orp ~) d = ~ cos Y d 
oy OU oy OV oy y OV sinz y 

Nun ist zu berucksichtigen, daB vermoge 

rp=O 
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die Variabele z von x und y abhangt; es ist also: 

OZ OZ 
dz=-dx+-dy 

ox oy (5) 

Setzen wir jetzt (4) und (5) in (3) ein, so ergibt sich: 

---- -smx+-smy ---- x loCP cosx (oCP' ocp. )COSZ OZld 
OU sinz OU OV sin2 z ox 

+ --.-- -smx+-smy -.-- dy=O lOCPCOSy (OCP' ocp. )cosz OZl 
OV smz OU OV sm2 z oy 

In dieser Gleichung sind aber die beiden Differentiale dx 
und dy beliebig wahlbar, da x und y die unabhangigen Variabeln 
sind. Damit trotzdem die Gleichung erfullt wird, muE jeder der 
Ausdrucke in den eckigen Klammern fur sich verschwinden. 
Es muE also sein: 

ocp cosx (OCP' oCP.) cosz oz 0 1 ---- -smx+-smy ----= 
OU sin Z OU OV sin2 Z ox 

ocpcosy (ocp. ocp. )coszoz 0 J ---- -smx+-smy ----= 
OU sinz OU OV sin2 z oy 

(6) 

OZ OZ 
Diese Gleichungen dienen zur Berechnung von ox und 

namlich: 

OZ 
ox 

OZ 
oy 

ocp cos x tg z 
OU 

ocp. ocp. 
-smx + '-'\ sm y ou uV 

~~ cosy tgz 

ocp. ocp . 
-;-smx + -smy 
uU ov 

oy' 

Setzt man diese Werte in die Differentialgleichung (2) ein, 
so geht deren linke Seite uber in tg z, und die Gleichung ist also 
identisch erfullt. Gleichung (1) ist demnach in der Tat ein Inte
gral von (2). 
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§ 53. Die Arten der Integrale partieller Difi'erentialgleichungen 
im allgemeinen. 

I. Bei den gewohnlichen Differentialgleichungen hatten 
wir als Formen, in denen Integrale auftreten konnen, erkannt: 

das partikulare Integral, 
das allgemeine Integral, 
das singuIare Integral. 

Es war ein wichtiger Satz der, daB sich das allgemeine Integral 
einer Differentialgleichung n ter Ordnung aus n voneinander unab
hangigen partikularen Integralen mit n unbestimmten Konstanten 
zusammensetzt. Das singuIare Integral war geometrisch als 
einhiillende Kurve oder Flache samtlicher Individuen der durch 
das allgemeine Integral definierten Mannigfaltigkeit erkannt. 

II. Zunachst wollen wir nun untersuchen, welche Bedeutung 
ein mit unbestimmten Koeffizienten behaftetes Integral im Ge
biete der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung hat. 
Das Integral laute: 

F (u, x, y, Z, 01> O2, 0 3 , 0 4 , ••• ) = O. (1) 

Es sei u die abhangige, x y z die unabhangigen Variabeln, 
0 1 0 2 0 3 0 4 ", die unbestimmten Konstanten, iiber deren Zahl 
wir zunachst keine Voraussetzung machen. 

Jetzt differentiieren wir F nach x y z und erhalten die 
Gleichung: 

dF= --.-+- dx+ --+- dy ( oF OU OF) (OF OU OF) 
ou ox ox OU oy oy 

+ -.-+- dz ( oF OU OF) 
ou oz oz (2) 

welche wegen der Willkiirlichkeit von dx, dy, dz in die drei 
Gleichungen zerfallt: 

of OU of 
--+-=0 ou ox ox 

of ~+ of =0 
OU oy oy (3) 

of ~+ of = 0 
OU oz oz 



2-64 Einleitung. 

Die 4 Gleichungen (1) und (3) sind hinreichend, urn drei von 
den willkurlichen Konstanten 0, etwa 01> O2, 0 3 , zu eliminieren 
Wir nehmen nun an, daB nur diese drei vorkommen, und erhalten 
als Resultat der Elimination eine Gleichung: 

( au au au) 
cp u, x, y, Z, 7};;' ay' 7iZ = 0 (4) 

d. h. erne partielle Differentialgleichung erster Ordnung. Die 
Gleichung (1) genugt ihr und ist deshalb eine Lasung, wenn 
nur die drei Constant en 0 1, 0 3 , 0 3 , vorkommen. Wir nennen 
(1) das vollstandige Integral von (4) und definieren: 
Ein vollstandiges Integral einer Differentialgleichung 
erstel' Ordnung ist eine solche die Differential
gleichung befriedigende Beziehung zwischen den 
Varia beln, die e bensoviel willkurliche Konstan te 
enthalt, als unabhangige Variabele vorhanden sind. 

III. Beispiel: Es ist zu verifizieren, daB das vollstandige 
Integral von 

( OZ OZ) 
a ax+ay =Z 

lautet: 
v 

O -+C'(x-v) 
Z = 1 ea 

Durch Differentif1,tion von (6) findet man: 

~ - 0 0 -;+c,(X- v) - 0 
ax - 1 2 e - 2 Z 

~ _ 0 (~_ 0) .; + c, (x-v) - (~ - 0 ) - 1 2 e -- 2 Z, ay a a 

woraus sich (5) ergibt. 
IV. Wir wollen jetzt in der Integralbeziehung (1) 

F (u, x, y, Z, 0 1 , O2, 0 3) = 0 

(5) 

die willkurlichen GraBen 0 1 0 2 0 3 nicht mehr von x y Z unab
liangig annehmen. Der unter II durchgefUhrte EliminationsprozeB 
hefert dann dasselbe Resultat, namlich die Differentialgleichung (4), 
wenn die drei Gleichungen (3) formal dieselben bleiben, trotzdem 
0 1 0 2 0 3 Funktionen von x y Z sind. Die Bedingung hierfur leiten 
wir abo 
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Offenbar schreibt sich das Differential dF, wenn 
die Variabeln x y z enthalten, wie folgt: 

dF= (oF ~ + of + "" of OOi) dx + 
ott ox ox "7-' oCi ox 

( oF du of "" of OCi ) d 
auay + 8ii + 4 oCi 8ii y + 

t 

( oF ~ + of + "" of OCi ) dz 
OU OZ oz "7-' oCi OZ 

i = 1,2,3 

(7) 

Ohne die hieraus sich ergebenden Gleichungen (3) besonders 
hinzuzuschreiben, ubersehen wir sofort, daB diese Formeln unge
andert bleiben, sobald die Gleichungen erfii.llt sind: 

of oC1 + of 0°2 + of oC3 = 0 
oC1 ox oC2 ox oC3 ox 

of oC1 + of oC2 + of . oC3 = 0 (8) 
OC1 oy oC2 oy oC3 oy 

of oC1 + of oC2 + of . oC3 = 0 0°1 OZ oC2 OZ oC3 OZ 

Dieses Gleichungssystem ist ofl'ensichtlich erfullt durch 
of 
80=0 

1 

of = 0 (9) 
oC2 

of = 0 
oCs 

vorausgesetzt, daB die Koeffizientendeterminante 

oC1 oC2 oC3 

ox ox ox 

J= 0°1 oC2 oC3 

oy oy oy 
oC1 0°2 oC3 

OZ OZ oz 

von Null verschieden ist. 

(10) 
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Die Gleichungen (9) bieten jetzt Gelegenheit, 01 02 0 3 

d~rch gewohnliche Auflosung zu bestimmen, wodurch wir 
diese GroBen in u, x, y, z ausgedriickt erhalten, so daB nach 
Einsetzen in (1) das vollstandige Integral iibergeht in eine 
Ausdruck, der keine willkiirlichen Konstanten mehr enthalt. 
Dieser neue Ausdruck, der der Differentialgleichung (4) ebenfalls 
geniigt, heiBt das singulare Integral. 

Wir definieren: d ass in g u 1 are In t e g r ali s t e in e 
solche Beziehung zwischen den Veranderlichen, 
die keine willkiirlichen Konstanten enthalt und 
den gegebenen Differentialgleichungen geniigt. 
Das Integral kann aber nicht durch spezielle Aus
wahl der willkiirlichen Konstanten des vollstan
digen Integrals erhalten werden. 

V. Beispiel: Gegeben ist die Differentialgleichung 

( oz oz) oz oz oz oz 
(/J x,y,lz--;--x '--;--y = x - + y -+ -.- -z = 0 

u u ax ax ax oy 

Man verifiziert leicht: 

F = ax+by+ ab-z = 0 

als das vollstandige Integral mit: 

OZ _ a OZ _ b ax-- 'ay-
Eilden wir jetzt analog (9) 

of 
-=x+b=O oa 

of 
-=y+a=O ob 

(11) 

(12) 

(13) 

wora,us sich a = - y, b = - x ermitteln, so findet sich nach 
Einsetzen in (12): 

(14) 

als das singulare Integral, welches keine willkiirlichen Konstanten 
enthalt. Die Gleichungen (13) sind zulassig, weil die Determinante 
L1 (vgl. 10), die sich hier auf: 
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oa ob 
-- 0 -1 ex ax 
oa ab 

=-1 
-- -I 0 
ay oy 

zusammenzieht, von Null verschieden ist. 
VI. Das Gleichungssystem (8) wird noch auf eine andere 

Weise erfiillt, abgesehen von dem Ansatz (9). Lost man namlich 
die in 

of of of 

0°1' 0°2' 003 

linearen Gleichungen (8) nach diesen GraBen auf, so erhalt man: 

0 0°2 003 

ax ax 

,1. of = 0 0°2 003 
=0 

0°1 oy oy 

0 0°2 aOa 
oz oz 

0°1 0 
oOa 

AX AX 
8°1 0 

80a 
=0 oy ay 

(15) 

0°1 0 
oOa 

at 8z 

0°1 8°2 0 
8x ax 
8°1 8°2 0 =0 oy ay 

0°1 8°2 0 
oz 8z 

die erfiillt werden durch 
,1 = O. (16) 

Nach einem bekannten Satz ist dies aber die Bedingung dafiir. 
daB ° 1° 2° 3 als Funktionen von x y z nicht unabhangig von
einander sind, daB eine Funktion 

({! (°1 , °2 , Oa) 
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existiert, die nach Einsetzen der Funktionsausdrucke fur 0 1 0 2°3 

identisch verschwindet: 

(17) 
Setzen wir etwa 

0 3 = X (Ot> 02) (18) 

willkurlich an, so wird (17) erfullt. Differentiieren wir jetzt (1) 
und (18) nach den willkurlichen Konstanten, so kommt: 

8F 8F 8F 
801 dOl + 802 d02 + 803 d03 = 0 

und (19) 
8X 8X 

d03 = 80 dOl + 8C d02 
1 2 

aus deren Verein sich ergibt: 

( dF 8F 8X ) (8F 8F 8 X ) 
80 + 80 80 dOl + 8C + 8C 8C d02 = 0 

1 3 1 2 3 2 

(20) 

woraus wiederum, wegen der unabhangigen Wahlbarkeit von dOl 
und dC2 folgt: 

8F + 8F ~ = 0 
801 8°38°1 
8F 8F 8X 
80 + 8C80 = o. 
232 

(21) 

Wir haben jetzt drei Gleichu.ngen: (18) und (21), die zur 
Berechnung von 0 1 °2 0 3 als Funktionen von x y z hinreichen. 
Durch Einfiihrung der gefundenen GraBen in (1) wird in das Inte
gral eine willkiirliche Funktion X zweier voneinander unab
hangiger Funktionen hineingebracht. Man nennt die solcher
gestalt entstehende Lasung das allgemeine Integral. Es 
enthalt keine willkiirlichen Konstanten, sondern 
eine oder mehrere willkurliche Funktionen der 
un a bhang ig e·n Vari a b eln. 

VII. Beispiel. Man verifiziert leicht, daB z 
F = 0 1 log x + (1 - 01) log Y + O2 -log z = 0 (22) 

das vollstandige Integral von 
8z 8z 

z=x-+y-
8;t; 8y 

(23) 

ist. 
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Nach Vorschrift von (18) setzen wir willkurlich an 

G2 = X (G1 ) (24) 

(das vollstandige Integral enthiiJt hier nur 2 willkfuliche Konstante, 
da wir nur 2 unabhangige Variabele x und y haben) und nach Vor
schrift von (21) bilden wir: 

of of ox 
oG +oG oG =logx-IogY+X'(G1)=0 (25) 

1 2 1 

woraus sich findet 

(26) 

Ebenso wird G2 eine willkurliche Funktinn von.!L und 
x 

nach Einsetzen m (22) und nach Beseitigung der Logarithmen 
ergibt sich: 

(27) 

als das allgemeine Integral von (23). Denn es ist: 

x~ = -~7fJ' (JL) oX x x 

y~ = + L7fJ' (JL) + Y1fJ ('!L) oy x x x 
also nach Addition: 

x~ + y~ = Y7fJ ('!L') = z 
ox oy x 

w. z. b. w. 

VIII. Es gibt eine weit entwickelte Theorie, die gestattet, 
fur eine gegebene partielle Differentialgleichung das vollstandige, 
das allgemeine und das singuIare Integral aufzufinden. Am voll
kommensten sind die Integrationsverfahren ausgebildet ffu die 
allgemeinen Differentialgleichungen erster Ordnung und die 
linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

Bei den partiellen Differentialgleichungen, die bei physi
kalischen Aufgaben auftreten, liegt nun der Schwerpunkt nicht 
in der Bestimmung dieser Integrale, sondern in der Ermittlung 
der Grenzbedingungen, den die Integralfunktionen zu genugen 
haben. 
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Die Wege, die man hierzu einschlagt, sind bis zu einem ge
wissen Grade allgemein angegeben; vor allem aber tritt die Au£
suchung der der oben angefiihrten Integrale sehr in den Hinter
grund, weshalb wir auf die allgemeinen Integrationstheorien 
partieller Differentialgleichungen nicht weiter eingehen. Wir 
werden vielmehr im folgenden die verschiedenen Gruppen par
tieller "physikalischer" Differentialgleichungen, mit den ein
fachsten beginnend, behandeln und dabei an geeigneten Stellen 
allgemeinere Betrachtungen iiber die Methoden einflechten54). 

II. Einfache partielle Differentialgleichnngen 
aus verschiedenen Gebieten. 

§ 54. Difierentialgleichung der schwingenden Saite. 

1. Eine Saite von der Lange 1 (Fig. 136) sei mit ihren End
punkten in zwei Punkten A B der x-Achse befestigt. In der Ruhe
lage falIt sie dann mit der x-Achse zusammen; ihre Anfangs
spannung sei P, und wir betrachten nur solche Auslenkungen y 

der Saite aus der Ruhelage, daB die Spannung 
stets = P bleibt. AuBerdem seien die Aus
lenkungen eben und erfolgen nur in der xy-Ebene. 

Fig. 136. Schwingende Saite. 

czr-------=I 
,Y 

Fig. 136a. KrMte an 
einem Saitenelement. 

Nun betrachten wir ein Saitenelement dm. In seinen End
punkten x und x + Clx ziehen wir Tangenten an die Saite, deren 
Neigungswinkel a bzw. a' seien, welche Winkel wegen der Kleinheit 
der Auslenkungen y ebenfalls klein sind. Dann ist die y-Kom
ponente der Spannung P im Punkte x 

Y = -Psina, 
im Punkte x + ox 

Y + aY = + P sin a'. 
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Nun ist aber: 
. oy 

sIn a =
ox 

. , oy o2y 
sm a = --;:;- + 0;-- dx . 

ux ux2 

Mit diesen Formeln ergibt sich als resultierende auf das 
Saitenelement dm wirkende Transversalkraft 

o2y + Po;--dx ux 2 

die nach dem Grundgesetz der Mechanik mit der am Massen

element angreifenden Tragheitskraft dm ~2t~ gleich zu setzen 

ist, wenn die Bewegungsgleichung gesucht wird: 

dm o2y = P o2y dx (1) 
ot2 ox2 

Bezeichnet jetzt p das Gewicht der ganzen Saite, dann ist 
die Masse 

dm=~~ 
g 1 

wo g die Beschleunigung der Schwere bedeutet. 
Die Gleichung (1) geht hiermit fiber in: 

und mit 

ill 

o2y Pg202y 
----

ot2 P ox 2 

Pg2 

P 

(2) 

(3) 

Dies ist die Gleichung der ebenen Transversalschwingungen 
einer gespannten Saite, die durch die Namen d'Alembert, 
Euler, Daniell Bernoulli berfihmt geworden ist 55). 

Die Aufgabe, die sich uns bietet, ist nun folgende: 
Es ist eine Funktion y von x und t 

y = F (x, t) 

zu suchen, die 
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1. die obige Gleichung (3) befriedigt, 
2. die Eigenschaft hat, daB fur x = 0 und x = 1 y = 0 

wird, 

o = F (0, t), 

o = F (l, t), 

3. zur Zeit t = 0 eine gegebene Gestalt f (x) annimmt 

f (x) = F (x, 0), 

4. deren Differentialquotient zur Zeit t = 0 eine gegebene Ge
stalt annimmt: 

g(x) = aF(x~ 
at 

Die Bedingung 2. heiBt die Grenzbedingung und bedeutet 
das Festliegen der Saitenendpunkte. 

3. und 4. heiBendieAnfangsbedingungen, und3. bedeutet, 
daB im Anfang, d. h. zur Zeit t = 0 die Saite eine gegebene Gestalt 

l~ 
I i 
I....::: Z ~! 

Fig. 137. Spezielle Allfangsgestalt 
einer Saite. 

haben solI, z. B. durch einen 
Stift S zur Seite gezogen sei 
(Fig. 137). Der Stift wird zur 
Zeit t = 0 fortgenommen, woo 
rauf die Schwingung beginnt. 
4. bedeutet, daB zur Zeit 
t = 0 aIle Punkte der Saite 
eine gegebene Geschwindigkeit 
haben sollen. Z. B. k(innen 

aIle Punkte zur Zeit t = 0 in Ruhe sein, wie in dem eben ange
fuhrten Beispiel der seitlichen Anfangsauslenkung mittels des 
Stiftes. 

Zunachst suchen wir eineFunktion nach Vorschrift von 1) und 
wir setzen eine solche als partikulares Integral zunachst in der 
Form an 

y = X·T (4) 

wo X bzw. T Funktionen von x t bzw. t allein bedeuten. 
Durch Differentiation ergibt sich 

a2 y d2 T 
X-at 2 dt 2 



§ 54. DiHerentialgleichung der schwingendrn Saite. 273 

und nach dem Einsetzen in (3) 

1 d2 T a 2 d2 X 
T dt 2 

---
X dx 2 

(5) 

Diese Gleichung wird erfullt, wenn wir beide Seiten einer 
und derselben Konstanten, z. B. - k2 gleich setzen, wodurch 
folgende beiden Ansatze resultieren: 

d2 T = _k2T 1 
dt 2 

d2 X =-~xJ 
dx2 a 2 

(6) 

Partikulare Integrale dieser beiden gewohnlichen Differential
gleichungen sind 

T = cos kt, 
k 

X = cos-x, 
a 

sin kt 
k 

sin-x 
a 

(7) 

wovon man sich durch Einsetzen in 6) ohne weiteres uberzeugt. 
k 

Von diesen Funktionen scheidet cos - x aus, weil dieser Ausdruck 
a 

fur x = 0 nicht Null wird, wie unter 2. vorgeschrieben. Damit 
k . 

aber sin - x fur x = Z verschwindet, muB k Z = ann sein 
a 

wo n eine ganze Zahl ist. Die Gleichung k Z = ann heiBet die 
Per i 0 den g lei c hun g; sie ergibt sich stets aus den Grenz
b edingungen. 

und 

Wir haben jetzt zwei partikulare Losungen fur (3), namlich: 

nn 
sin -Z-x 

ann 
cos-z-t 

(8) 
nn 

sin -Z-x 
ann 

sin-z-t 

Beide Losungen fassen wir mit zwei unbestimmten Konstanten 
und Bn zusammen in 

nn ( ann . ann) y = sin-Z-x An cos-z-t + BnSlll-Z- t (9) 

H 0 r t, Difierentialgleichungen. 18 
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oder, wenn wir setzen 

ann 
An = OncOS--1-in 

B O · ann 
n = nS1n--1-in 

. nn ann 
y = Onsm-1- x'cos--1- (t-in) (10) 

Wir erhalten also einen Schwingungsvorgang, d. h. 
einen in Bezug auf die Zeit periodischen Vorgang. Die 
Schwingungsdauer ist: 

7Z = 1 Grunt/ton 

n~2 tJlrlol/t! 

7Z =.3 IfJvinte 

Fig. 138. Verschiedene 
Schwingungsformen. 

(II) 

die Sch wingungszahl : 

Z -~ n - 21 (12) 

Die Saite ist fahig, jede 
durch eine ganze Zahl n gekenn
zeichnete Bewegung auszufiihren. 

Ist n = 1, so schwingt die 
Saite im Grundton, bei n = 2 
in der Oktave des Grundtons, 
bei n = 3 mit der Quinte der 
Oktave. Welche Schwingung 

die Saite wirklich ausfiihrt, hangt von den Anfangsbedingungen abo 
Z. B. wird sie nur im Grundton schwingen, wenn sie zur 

Zeit t = 0 die erste in Fig. 138 gezeichnete Gestalt hatte und 
ihre Punkte samtlich in Ruhe waren. 

II. Ist aber die Anfangsgestalt eine andere, so werden auBer dem 
Grundton auch die Obertone auftreten, d. h. die Gesamtschwin
gung wird sich durch Ubereinanderlagerung der Einzelschwin
gungerr ausdrucken: 

~( nat . nat). nx y = ~ An cos n -1- + Bn sm n -1- sm n -z- (13) 

Rier entspringt nun die Aufgabe, die unbestimmten Koeffizien
ten AnBn aus den Anfangsbedingungen (3) und (4) zu 
bestimmen. 
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Aus (3) ergibt sich fur t = 0 

00 nnx 
Yt= 0 = L: An sin--l - = f (x) 

n=O 

(14) 

wahrend aus (4) resultiert: 

oy '" nna. nn - =..:;..; Bn·--sm.-x = g(x) 
ott=<'~ n=O l l 

(15) 

Hier sind g(x) und f(x) im Intervall von 0 bis l willklirlich 
vorgegebene Funktionen und (14) und (15) verlangen, diese Funk
tionen in Reihen von Winkelfunktionen zu entwickeln, die nach 

nx 
Vielfachen von -l- fortschreiten. 

Bekanntlich hat Fourier diese Aufgabe gelost. Er multi
nx 

plizierte die Gleichung (14) mit sin m -z dx und integrierte 

zwischen 0 und l. Dann findet sich: 
1 1 f (x) sin m7 x dx = ~JAnSin n7 x sin m~x dx (16) 

~ 0 

Auf der rechten Seite dieser Gleichung wird aber 
1 J. nnx . mnx 
SIn -z- sIn-z-dx = 0 (17) 

o 
bei allen Gliedern, bei denen n ~ mist. Wird aber n = m, 
so findet sich: 1 J. nnx . nnx d Z 

SIn -l-' sm --l - x = 2 (18) 

o . 
Der Beweis fur die beiden Behauptungen (17) und (IS) 

findet sich wie folgt: 
Zunachst ist 

1 J. nnx . mnx d 
sm -l- sm -l- x 

o 
1 1 

1 J (n-m)nx 1 J nx = 2 cos -=---Z~ dx -2 cos (n + m) -l-dx 

o 0 
18* 

(19) 
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Das zweite Integral rechts stellt aber die FHiche dar, die von 
der Kurve 

:n;x 
y = cos (n + m) -l-

und den Ordinaten x = 0 und x = l eingeschlossen wird. 
1st n + m gerade, so hat die Kurve den in Fig. 139 gezeichneten 
Verlauf. 

I 
Fig. 139. J cos (n + m) ~ dx. n + m gerade. 

u l 

Z r.X Fig. 140. J cos (n + m) - dx. n + m ungerade. 
o l 

Man erkennt ohne weiteres, daB die Flache der Kurve = 

Null ist. 
1st aber n + m ungerade, so hat die Kurve das Aussehen 

Fig. 140. . 
Der Flacheninhalt verschwindet gleichfalls. 
Das Integral 

I 

!cos(n-m) 7 xdx, 

o 
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welches fur n ~ m nach dem Vorhergehenden gleichfalls ver
schwindet, reduziert sich fur n = m auf 

I 

IdX 
o 

1 
d. h. auf den Wert 1. Es bleibt also in der Tat nur 2 als Integral-

wert ffir (18) ubrig. 
Hiermit findet sich also aus (16) 

I 

2J . nnx An = T t (x) sm-l-dx 
o 

und analog aus (15): 
I 

2 J . nnx Bn = -- g (x) sm-1- dx 
ann 

o 

(20) 

Hiermit ist die Reihe (13) und damit die Bewegung der 
Saite festgelegt. 

§ 55. Rechnerische Ermittlung der Fourierschen Koeffizienten. 

Wir wollen jetzt, etwas verallgemeinernd, die Funktion 
t (x) der Periode 2 n in eine sowohl nach Cosinus- wie nach Sinus
funktionen fortschreitende Reihe entwickeln: 

00 

t(x) = ao + .L: (Ancosnx + Bnsinnx) (1) 
n=l 

Wiederum schlagen wir das Verfahren der Multiplikation 
mit cos m x dx resp. sin m x dx ein und erhalten nach Integration 
zwischen 0 und 2 n: 

+2rr 

I 
An = ! J t (x) cos n x dx 

0 (2) + 2rr 

Bn = ~ !t(X)SinnXdX 

0 
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welche Formeln auch noch fUr n = 0 gelten, falls man 

2;;-

Ao 1 J ao = 2 = 2 n I(x) dx (3) 

o 
setzt. 

Damit ist. die Reihenentwicklung (1) festgelegt. 
Es handelt sich jetzt um die Bestimmung der Koeffizienten 

An und Bn' Man nennt diese Aufgabe: Harmonische 
Analyse der Funktion I(x). (Fig. 141). 

I I 
~1E~------~2X--------~~1 

Fig. 141. Funktion der 
Peri ode 2 n. 

Fig. 142. Zur rechnerischen 
harmonischen Analyse. 

Zunachst geben wir ein rechnerisches Verfahren an. 
Das Intervall 0 bis 2 n = 0 bis 3600 wird in 2 m = 24 gleiche 

Teile geteilt. 
Die den Abszissen 

2n 2n 
x = 2m······· 2m v 

entsprechenden Funktionswerte von I (x) werden mit Iv (x) be
zeichnet: v = 1,2 ... 2 m. Ferner bilden wir aIle Kurven: 

cos n x nnd sin n x 

und berechnen ebenfalls deren Werte fill die Abszissen 

2n 2n 2n 
2m '2m 2 .. ····2m v, ... 2n 
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d. h. 
2n 

cos" n X = cos n 2 m V 

1 
und V = 1,2 ..... 2m 

2n 
sin" n x = sin n 2 m V 

Diese Werte sind einer trigonometrischen Tafel zu entnehmen. 
FUr 2 m =, 24 haben wir fol/!ende Tabellen: 

2n 
cosnU ·V 

Tabelle 11. 

n 
1 2 3 4 5 

0 + 1,000 + 1,000 + 1,000 + 1,000 + 1,000 
1 + 0,966 + 0,866 + 0,707 + 0,500 + 0,259 
2 + 0,866 + 0,500 0,000 -0,500 -0,866 
3 + 0,707 0,000 -0,707 -1,000 -0,707 
4 + 0,500 -0,500 -1,000 -0,500 + 0,500 
5 + 0,259 -0,866 -0,707 + 0,500 + 0,966 
6 0,000 -1,000 0,000 + 1,000 0,000 
7 -0,259 -0,866 + 0,707 + 0,500 -0,966 
8 -0,500 -0,500 + 1,000 -0,500 -0,500 
9 -7,700 0,000 + 0,707 -1,000 + 0,707 

10 -0,866 + 0,500 0,000 -0,500 + 0,866 
11 -0,966 + 0,866 -0,707 + 0,500 -0,259 
12 -1,000 + 1,000 -1,000 + 1,000 -1,000 
13 -0,966 + 0,866 -0,707 + 0,500 -0,259 
14 -0,866 + 0,500 0,000 -0,500 + 0,866 
15 -0,707 0,000 + 0,707 -1,000 + 0,707 
16 -0,500 -0,500 + 1,000 -0,500 -0,500 
17 -0,259 -0,866 + 0,707 + 0,500 -0,966 
18 0,000 -1,000 0,000 + 1,000 0,000 
19 + 0,259 -0,866 -0,707 + 0,500 + 0,966 
20 + 0,500 -0,500 -1,000 -0,500 + 0,500 
21 + 0,707 0,000 -0,707 -1,000 -0,707 
22 + 0,866 + 0,500 0,000 -0,500 -0,866 
23 + 0,966 + 0,860 + 0,707 + 0,500 + 0,259 
24 + 1,000 + 1,000 + 1,000 + 1,000 + 1,000 
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2n 
sinn-Uv 

Tabelle 12. 

n 
I 2 3 4 5 

0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
I + 0,259 + 0,500 + 0,707 + 0,866 + 0,966 
2 + 0,500 + 0,866 + 1,000 +0,866 + 0,500 
3 + 0,707 + 1,000 + 0,707 0,000 _ -0,707 
4 + 0,866 + 0,866 0,000 -0,866 -0,866 
5 + 0,966 + 0,500 -0,707 -0,866 + 0,259 
6 + 1,000 0,000 -1,000 0,000 + 1,000 
7 + 0,966 - 0,500 -0,707 + 0,866 + 0,259 
8 + 0,866 -0,866 0,000 + 0,866 -0,866 
9 + 0,707 -1,000 + 0,707 0,000 - 0,707 

10 + 0,500 -0,866 + 1,000 -0,866 + 0,500 
11 + 0,259 -0,500 + 0,707 -0,866 + 0,966 
12 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
13 - 0,259 + 0,500 --0,707 + 0,866 -0,966 
14 -0,500 + 0,866 -1,000 + 0,866 -0,500 
15 -0,707 + 1,000 -0,707 0,000 + 0,707 
16 --0,866 + 0,866 0,000 -0,866 + 0,866 
17 -0,966 + 0,500 + 0,707 -0,866 -0,259 
18 -1,000 0,000 + 1,000 0,000 -1,000 
19 -0,966 -0,500 + 0,707 + 0,866 -0,259 
20 - 0,866 -0,866 0,000 + 0,866 + 0,866 
21 -0,707 -1,000 -0,707 0,000 + 0,707 
22 -0,500 -0,866 -1,000 -0,866 -0,500 
23 -0,259 -0,500 - 0,707 -0,866 -0,966 
24 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 

I 

Mit diesen cos- resp. sin-Werten sind die ty (x)-Werte zu 
multiplizieren und man erhiilt: 

1 24 

An = m .L: ty (x) cosy(n x) 
y=1 

1 24 . 
Bn = m ~ ty (x) Sllly (n x). 

y=1 
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§ 56. Mechanisches Verfahren zur Bestimmung der Fouriers chen 
Koeffizienten. 

1st eine Funktion t(x) fiber einer Basis 2 c, Fig. 143, gegeben: 
so lauten die Fourierschen Koeffizienten 

A. ~ ~l,l/(X) 00" : x d x 1 

B. ~ ~ //(*iO. : xdx f 
die ffir c = n wieder in die Formeln (2) § 55 fibergehen. 

I 
~--------------2c------------~~[ 

Fig. 143. Funktion der Periode 2 c. 

(1) 

Diese Integrale kann man mittels des Hen ric i -Cor a
dischen Analys ators bestimmen. 

Zunachst werden beide Integrale durch partielle Integration 
umgeformt 56) : 

An = -- f(x) - sin- X 1 [ c nn 120 

c nn c 0 

20 

---- -sm-xdf(x) 1 J C • nn 
C nn c 

o 

oder, da der Wert der eckigen Klammern verschwindet: 
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20 

An = --~- JSin n n x df(x) 
nn c 

o 
und analog: (2) 

20 

+ -- cos - x df(x) 1 J nn 
nn c 

o 
Fur die AusfUhrung 

Analysator eingerichtet. 
dieser Integrationen ist der genannte 

._/._._.-

L--------------------------.x 
Fig. 144. Konstruktion des Henrici·Coradischen Analysators. 

Ein Rahmen R R (Fig. 144) wird von drei Rollen E E und 
D getragen und so auf die Ebene x y gesetzt, daB die Achse E E 
parallel zur x-Achse steht. Der Rahmen kann dann nur parallel 
der y-Achse verschoben werden. 

Auf dem Rahmen sitzt, parallel zur x-Achse verschieblich 
der Wagen W, der denFahrstift F tragt. Wird der Fahrstift an 
einer zu analysierenden Kurve entlang gefUhrt, so verschiebt sich 
der Wagen W proportional dx, der Rahmen R proportional dy. 
Die Bewegung des Wagens, die durch Anschlage auf einen Bereich 
2 c beschrankt ist, wird mittels eines Silberdrahtes durch Rollen
ubertragung zur Scheibe H geleitet. Die Dbertragung ist so ein
gerichtet, d:!tB sich H n mal mit seiner senkrechten Spindel S dreht, 
wenn der Wagen eiumal die Basis 2 c durchlauft. 
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Fest mit der Spindel S 
K L M N, der durch 
einen etwa quadra
tischen Rahmen ge
bildet wird, in welchem 
zwei MeBradchen RI R2 
zueinander achsensenk
recht gelagert sind. Der 
Integrierapparat dreht 
sich also um den Winkel 

:n; 
.& = n - x um die c 

Achse S. 

Die Bewegung des 
Rahmens ubertragt sich 
proportional dy = df(x) 
auf eine zylindrische 
Scheibe C, die auf der 
Achse E E befestigt ist, 
und wird von hier durch 
eine Glaskugel G weiter
geleitet, die sich auf C 
stutzt und innerhalb 
des Integrierapparates 
so gelagert ist, daB sie 
die beiden MeBradchen 
RI und R2 in zwei 
Punkten ihres graBten 
Horizontalkreises be
ruhrt. 

Die Kugel G dreht 
sich vermage der Rei
bung mit C stets um 
ihren zur x-Achse pa
rallelen Durchmesser,
und zwar proportional 
d y. Diese Bewegung 
ubertragt siGh auf die 
beiden MeBradchen RI 

verbunden ist der Integrierapparat 
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und R 2 , und zwar nach MaBgabe der Drehung.& des Integrier
apparates. Wie aus der Figur unmittelbar ersichtlich, dreht sich RI 

nnx nnx 
proportional sin -- . dy und R2 proportional cos -_. d y. 

c c 
Durchlauft der Fahrstift die ganze Kurve, so sind die MeBradchen
Ablesungen a l und a2 proportional mit: 

bezw. 

d.h. 

2e J. nnx d 
sm-c-· y 

o 

2e J nnx • 
cos-c-· dy, 

o 

2e J. nnx d 
a l = PI sln-c- y 

o 
2e J nnx 

a2 = P2 cos-c- dy, 

o 

WO PI und P2 von den Abmessungen des Instrumentes abhangige 
Konstante sind. 

Wir haben also: 

A laI 
n=----

nn PI 

1 a2 
Bn= +--. 

nn P2 

Da nun am Instrument PI und P2 so gewahlt sind, daB 

PIn = - 1 

P2n = + 1, 
so hat man unmittelbar: 

A -~ n - n 
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Tragt das Instrument fUr n = 1,2, 3 mehrere Integrierappa
rate so kann man mit einer einzigen Umfahrung der Figur samt-

A 
Hche Koeffizienten A B bestimmen bis auf T ' welches als Hohe 

des der Kurvenflache inhaltgleichen Rechteckes durch ein Plani
meter bestimmt wird. Einen Apparat dieser Art zeigt Fig. 145.56a) 

§ 57 Die Difl'erentialgleichung der Stabschwingungen. 

Bi egungssch wingungen. 

Ein Stab kann drei Arten von Schwingungen ausfiihren: 
Langsschwingungen, Drehungssch wingungen, Biegungssch win
gungen. 

Fig. 146. Langsschwingungen. 

1. Bei der Langsschwingung bewegen sich aIle Stabteile 
parallel zur Stabachse. Zusammendruckungen und Dehnungen 
des Stabmateriales folgen raumlich und zeitlich aufeinander 
Fig. 146. 

Zur Aufstellung der Bewegungsgleichung gehen wir aus 
von einem horizontal eingespannten Stab und betrachten ein Ele
ment ab der kleinen axialen Abmessung dx Fig. 147. 

Die beiden Begrenzungs
ebenen a und b bewegen sich 
periodisch und es sei u die 
GroBe der Verschiebung. u 
wird im allgemeinen eine Fig. 147. Zur Differentialgleichung 
Funktion der Stabkoordinate x der Langsschwingungen. 
und der Zeit t sein: 

u = t (x, t) (1) 

Ware x in f nicht enthalten, so wiirde sich der Stab als starres 
Ganzes bewegen. Gleichung (1) setzt aber (elastische) Verschie
bungen der einzelnen Stabquerschnitte q gegeneinander voraus. 
Verschiebt sich a urn u, b urn u + a u, so ist a u die Anderung des 
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Abstandes von a und b, d.h. von 8 x. Mithin ist die von a auf den 
Stabteil I ubertragene Spannung: 

E~ ox ' 
wo E der Elastizitatsmodul ist. 

Von Querschnitt b wird hingegen auf den Stabteil II die 
Spannung ubertragen: 

Beide Spannungen sind, am Element a b angreifend, ein
ander entgegengesetzt und ihre Resultierende muB dem kineti
schen Widerstand (Tragheitswiderstand) des Elements gleich 
sem. Letzterer lautet, bei einer Stabmasse M und Lange L: 

M 02U 

L8i2 dx , 

womit sich als Bewegungsgleichung ergibt: 

82 u .M 8 2 u 
qE OX2 = L8i2· 

Setzt man hier noch: 

LM = e = Dichte des Stab materials .q 

so wird einfacher: 

(2) 

(3) 

die Bewegungsgleichung, die besonders deshalb bemerkenswert 
ist, weil der Bewegungsvorgang von den Stababmessungen un
abhangig ist. 

Mit ; = a2 ergibt sich wieder die Form der Schwingungs

gleichung der S8ite, zu deren Behandlung auf 54 verwiesen sei. 
II. Bei den Drehungsschwingungen, z. B. eines zylindrischen 

Stabes wird die Bewegung am best en durch die Aufzeichnung einer 
Mantellinie auf der Abwicklung des Stabes charakterisiert. 
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1st der Querschnitt X um den Winkel ,& aus seiner Mittellage 
0'& 

verdreht (Fig. 148), der Querschnitt x + ox um'& + 8'&, so ist 0 x 

die mittlere Verdrehung des Elements 0 x. Die Torsionsspannungs
momente sind, wenn e das Querschnittstragheitsmoment des 
Stabes und G den Schubmodul bedeuten, 

-Ge-und+Ge -+-dx 0& (0& 02& ) 
ox ox ox 2 ' 

Fig. 148. Torsionsschwingungen. 

deren Resultierende sich mit dem Moment der kinetischen Trag-
02& 

heit e e 8i2 dx des Elements x zur Gleichung 

82& 82& 
Ge-dx=eedx-

8x 2 ot2 

zusammensetzt, die sich 
!/ nach Forthebung von // 

19 d x auf 

02& 02& 
Gox2=e0t2 (4) 

reduziert. Mit 

~=a2 
G 

ergibt sich wieder die 
Saitengleichung: 

Fig. 149. Zur Differentialgleichung der 
Biegungsschwingungen. 

0 2& 0 2& 

x 

-=a2 -ox2 ot2 (5) 

III. Biegungsschwingungen eines geraden Stabes. 
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Der Stab sei an einem Ende im Nullpunkt des Koordinaten
systems so eingespannt, daB seine Achse mit der x-Achse in der 
Ruhelage zusammenfallt Fig. 149. 

An den Enden eines Langenelementes wirken quer zur Langs
as 

achse die Schubkrafte - S und + S + ax- dx, derenResultierende 

sich mit einer etwa vorhandenen Massenkraft Y d x zu 
as 
-axdx + Ydx 

zusammensetzt; Y sei der Betrag der Massenkraft fur die Langen
einheit des Stabes. Diese Querkraft ist dem Tragheitswiderstand 
des Elementes gleichzusetzen: 

(}q ~:; dx = (~~ +Y)dX, (7) 

wo () die Masse der Volumeneinheit, q den Stabquerschnitt bedeutet. 

Fig. 150. 

Diese Gleichung, die sich 
+Sr ~; dx durch Division mit d x auf 

a2 y _ as + Y (8) 
(}q at2 - ax 

vereinfacht, beherrscht die 
reine Translationsbewegung 
der Stabelemente quer in 
Richtung der y-Achse. 

AuBer der Translations
bewegung fuhrt aber jedes 

Krafte und Momente am Element dx noch eine Dreh-
Stab element. bewegung in der x y-Ebene 

aus unter Wirkung der Schub
und Normalspannungsmomente sowie etwaiger auBerer Massen
kraftmomente. 

Das Moment der Schubspannung ist + S d x. Die an den 
heiden Enden angreifenden Momente der Normalspannungen 
sind aN 

-Nund + N + ax-dx; 

ein etwaiges auBeres Moment, dessen Betrag fiir die Langseinheit 
M sei, liefert den Anteil 

+Mdx. 
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Die Resultierende samtlicher Momente ist: 

(S+::+M)dX. 

Diese Resultierende ist dem rotatorischen Tragheitswider
stand des Elementes gleich zu setzen, der sich als Produkt der 
Winkelbeschleunigung und des Tragheitsmomentes des Elementes 

dx ergibt. Der Winkel der Elementachse mit der x-Achse ist :~, 
mithin die Winkelbeschleuni
gung 

a (oy) 
fii2 ax . 

Das Tragheitsmoment ist It. 
Figur 151: 

ox 

"" j---

e = f'YJ2dm 

dm = dxdf'e 

e = dxef'YJ2df 
= edx . J , 

Fig. 151. Zum Tragheitsmoment 
eines Stabquersohnittes. 

wo J das Tragheitsmoment des Stabquerschnittes 
Demnach ergibt sich als Drehungsgleichung 

heben von d x) 

eJ- - = S+-+M . a (oy) ( aN ) 
ot2 ax ax 

bedeutet. 
(nach Weg-

(9) 

Nach den Lehren der Elastizitatstheorie ist aber fUr kleine 
Biegungsbetrage (und nur urn solche handelt es sich hier) das 
Moment der Normalspannungen N stets gleich dem Produkt aus 
Elastizitatsmodul, Querschnittstragheitsmoment, Kriimmung, 
also 

(10) 

wodurch (9) iibergeht in 

e J ::2 (:~) =S+E·J· oOx (:~) +M. (11) 

H 0 r t, Dii'ferentiaigieichungen. 19 



290 Einfache partielle DiHerentialgleichungen aus yerschiedenen Gebieten. 

Nach nochmaliger Differentiation nach x kann man schreiben: 

04y = ~ +EJ04y + 8M 
e J ox20t2 ox ox4 ox . (12) 

Setzt man hier aus (1) 

oS _ 02y Y 
fii - eq7ii2-

ein, so kommt: 
02y 04y 04y oM 

eqfii2 + E J OX4 = eJ ox20t2 + Y -fii. (13) 

Sind weder Massenkrafte noch Massenmomente vorhanden, 
und vernachlassigt man die rotatorische Tragheit gegenuber der 
translatorischen, so resultiert mit 

02y 04y 
e q fii2 + E J ox4 = 0 (14) 

die Gleichung fUr die freien Schwingungen des Stabes. 
Nach Ansetzung eines partikularen Integrales in der Form 

y = X T, (15) 

wo X und TFunktion von x bzw. t allein sind, ergibt sich durch 
Differentiation 

(16) 

und nach Division mit X T 

d2 T 1 EJ d4 X 
eq----a:i2T = -X dx4 • (17) 

Setzt man beide Seiten dieser Gleichung einer und derselben 
negativen Konstanten - e q k 2 gleich, so erscheinen folgende 
gewohnlichen Differentialgleichungen: 

d2 T __ +k2T = 0 
dt2 

d4 X e q k2 
dx4 -ETX = O. 

Gleichung 18 a hat die beiden partikularen Integrale 
cos k t und sin k t, 

(18) 
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aus denen sich das allgemeine Integral 

T = a cos k t + b sin k t (19) 

findet. Gleichung 18 b dagegen hat 4 partikulare Losungen, die 
sich mit 

finden: 
mx +~ imx +imx 

e--l-' e I' e--l-' e I . 

Mit 4 unbestimmten Konstanten Al A2 A3 Ao ergibt sich das 
allgemeine Integral: 

mx + mx imx + imx 
X=A l e--1-+A2 e -1-+A3e--1-+A4e -1-

welches unter Benutzung zyklometrischer und hyperbolischer 
Kosinus- und Sinusfunktionen ubergeht in: 

mx . mx mx . mx 
X = A cos -l- + B sm -l- + C Q:oj -l- + D@)m-l-·(20) 

Das Produkt in (19) und (20) ist also eine Losung von (14) 

Y = (a cos k t + b sin k t) ( A cos ml x + B sin ~ x 

mx . mx) + CQ:oj-l- + D6m -l- . (21) 

Die Art der Einspannung des Stabes ist maDgebend fur die 
GroDe m. 

IV. 1m Fane des einseitig eingespannten Stabes muD fur 

oy 
x = 0 y = 0 und ox = 0 

sein, d. h. 

womit zu schreiben ist: 

. [( mx mx) y = (a cos kt + b sm kt) A cos -l- - Q:oj-l-

B ( . mx rr!' mx)] + sm-l- -om -z- _ . (22) 

19* 
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Am freien Ende x = l mussen ferner die Bedingungen erfullt 
sein: 

und 

Es ist kein Normalspannungsmoment vorhanden: 
(}2y 
-=0. 
(}x2 

Es ist keine Schubkraft vorhanden: 
(}3y 
(}x3 = o. 

Beide Bedingungen ergeben auf Hand von (21): 

A (+ cos m + ~of m) + B (+ sin m + ®in m) = 0 

A (- sin m + ®in m) + B (cos m + ~of m) = 0 
Diese Gleichungen sind erfullt, sobald gilt: 

sin m + ®in m cos m + ~of m 
cosm+ ~ofm -sinm+ ®inm 

odeI' nach Multiplikation 

- sin2 m + ®in2 m = cos2 m + 2 cos m (il;ol m + (il;o12 m 
odeI' 

2 cos m (il;of m + I + I = 0 
cosm~olm + I = O. (23) 

Diese Gleichung heiBt die Periodengleichung. AIle 
Werte m, die die Gleichung befriedigen, liefern vermoge 

eq k2 m4 

EJ l4 

eine Reihe von Werten "'i' i = I, 2, 3 ..... , von denen jeder 
ein partikulares Integral: 

Yk. = (ak·coskt + bk.sinkt) [(Sinmi + ®inmi) 
t t t 

(cos m;:c _ ~of m~x) - (cos mi + ~of mil 

( . mi x ®. mi x )] sln-Z-- tn -z-
ergibt, welches die Gleichung (6) befriedigt und den Bedingungen 
an den Enden des Stabes genugt. Naturlich ist auch die unendliche 
Reihe 
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eine Losung der Dillerentialgleichung (14), die man wieder den 
Anfangsbedingungen zur Zeit t = 0 

Y = f (x) 

~~ = g (x) 

mit Hilfe Fourierscher Entwicklungen anpassen kann. 
V. 1st der Stab an beiden Enden eingespannt, so gilt sowohl 

fiir x = 0 wie x = l 
oy 

y = Ound- = 0 ox ' 
woraus sich dieselbe Periodengleichung 

cos m Q;oi m + 1 = 0 

und die Gleichung fiir y findet. 

y = (a cos kt + b sin kt) [(Sin m _ €lin m) (cos ~ x _ Q;oi 'lI~ X) 

_ (cosm- Q;oim) (Sin ~x _ €lin ~x)]. 
VI. Fur den Fall, daB beide Stabenden frei sind, gilt sowohl 

fUr x = 0 wie fur x = l 

02y 03y 
ox2 = 0 und ox3 = 0, 

woraus sich die Periodengleichung cos m. Cos m = 1 erg~bt. 
Der Ausdruck fiir y, der leicht zu finden ist, ist we iter unten 

angegeben. 
Die Auflosung der Periodengleichung nach m erfolgt am 

besten durch graphische Auftragung der Produkte cos m ~of m 
in Abhangigkeit von m. Indessen hat bereits Lord Rayleigh 57) 
die Werte von m fur die tiefsten Tone berechnet: 

1m! = 1,875 
fur den einseitig m2 = 4,695 

eingeklemmten 1m3 = 7,855 
Stab m4 = 10,996 

....... 

f
m! = 9,730 

to d b'd m2 = 7,853 ur en Cl er- _ 10 99 
seitigfreien Stab 1 =: : 14:13~ 

t· . . . . . . 
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mittelst deren sich die Schwingungszahlen 

1 ki mi2,/ E J 
ni = 'i'; = 2 n = 2 n l2 V e q 

~---------Z=1----------~ 

berechnen lassen. 
VII. Mit dieser Formel 

kann man die Eigenschwin
gungen von hohen Turmen 
(z. B. Leuchtturmen) 1;>e
rechnen, die sich etwa wie 
Stabe eines eingespannten 
und eines freien Endes ver
halten. 

Die TurmhOhe sei 50 
m, der auBere Durchmesser 
7,5, der innere 4,0. Dann 
ist der Querschnitt q = 31,4 
[m2], das aquatoriale Trag
heitsmoment 142 [m4J. 
Nimmt man we iter den 
Elastizitatsmodul des Mau
erwerks = 36 0000 [kg cm-2] 

= 344000000[g sec-2 cm-I] 
und die Dichte e = 2,3 

Fig. 152-154. Einfache Schwingungs. [g . em-3] so ergibt sich 
fonnen eines Stabes. i! ' die Schallgesch win

digkeit im Mauerwerk, = 3870 [m sec-I]. 
Mit 'diesen Werten ergibt sich langste mogliche Schwingungs

dauer der Turmes 

T - 2n12 ieq 
I-~ lJ)"7 

1 

2n·502 1 ,~ 
= 1· 8752 38,70 V T42 
= 0,55 [sec] 

Messungen der Schwingungsdauer des franzosischen Leucht
turmes Planier (54 m Hohe) ergaben eine Schwingungsdauer 
von 0,55 sec, was eine gute Dbereinstimmung mit der theoretischen 
Voraussagung bedeutet 58). 
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VIII. Die Gestalt des schwingendenStabes hat besonderes In
teressemit Rucksicht.auf die Anwendung im folgendenParagraphen, 
vor allem, fUr den Fall, daB beide Enden frei sind. 

Es handelt sich urn die Aufzeichnung der Funktion: 

y = (cosm-0:o\m) (cos~x + 0:0\ ~xx.) 
. c:.' (. m x c:.' mx) + (smm + em m) sm-Z- + ~m --Z-

fUr die verschiedenen Werte mi' .. Wir entnehmen die Gestalten 
fur m1 m2 ma aus Rayleigh. Aus diesen drei Werten entspringen 
Stabschwingungsformen mit 2, 3 und 4 Knotenpunkten, deren 
Lage nebst den Verhaltnissen der maximalen Stabausschlage in 
den Figuren 152-154 fur die Stablange l = 1 angegeben sind. 

§ 58. Schifl'sschwingungen. 

Die Erfahrung hat gezeigt, daB ein Schiff elastische Schwin
gungen ausfuhren kann, die mit denen eines elastischen Stabes 
groBe Anlichkeit haben. 

Betrachten wir ein 
Schiff als elastischen 
Stab, so muB man vor 
aHem von der Prismen
form absehen und die 
Contanz von J und 
e q (x) langs der Schiffs
achse autgeben. Es 
muB vielmehr das Schiff 
als ein Stab betrachtet 
werden, der zwar eine 
gerade die Sch werpunkte 
der Querschnitte ver
bindende Achse hat, bei 
dem aber sowohl das 
Tragheitsmoment J wie 
die Masse pro Langen

)fQSS8I1Y8rtei/vl1g 

I-----x---------' 
~-----t--------~ 

Fig. 155. Schiffskorper als schwingungs
fahiges System. 

einheit e q (x) langs der Achse variieren. Schematisch steHen sich 
die Verhaltnisse in der Figur 155 dar, bei der die in der Massenver-
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teilung auffallenden UnregelmaBigkeiten yom vorderenLaderaum, 
Kesseln, Maschinen herruhren. 

Wie nun auch die Verteilung der Tragheitsmomente und der 
Massen sein moge, stets laBt sich die Differentialgleichung fiir 
den nicht prismatischen Stab in der gleichen Weise ableiten, wie 
in § 57 geschehen. 

Knupfen wir an Gl. (2) an und vernachlassigen wir wie vorhin 
die rotatorische Tragheit 

e J 0~2 (::) 

und setzen wir auBere Momente M nicht voraus, so schreibt sich 
diese Gleichung nach Differentiation nach x: 

oS + 02N = 0 
ox ox2 

Hier setzen WIr aus (8) ein 

oS 02y ax = e q (x) 8i2 

(bei nicht vorhandenen au13eren Kraften Y) 
und aus (10) 

02N 02 ( 02 y) 
~ = E ox2 J(x) C)X2 ' 

womit die Differentialgleichung 

02y 02 ( 02 y) e q (x) 7Ji2 + E 0 X2 J (x) 0 X2 = 0 

entspringt. 

(1) 

(2) 

Versuchen wir hier wieder wie ublich eine partikulare Losung 
der Form 

y=XT 

so findet sich nach Division mit X T 

1 d 2 T 1 d 2 ( d 2 X) 
eq(x) T Xt2 = -EX dx 2 J(x) dx 2 

(3) 

Diese Differentialgleichung zerfallt in zwei Gleichungen, 
die nur t resp. x enthalten, wenn wir beide Seiten der GroBe 

- k2 e q (x) 

gleichsetzen. Dann entsteht fUr t: 
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(4a) 

und fur x: 

(4b) 

die nach Division mit dem mittleren Tragheitsmoment 
Jo und nach Einfuhrung der mittleren Dichte eo und des mittleren 
Querschnitts go ubergeht in: 

~(J(X) d2y ) = k2 eo go [eg(x)]x· (40) 
d X2 J 0 d X2 E J 0 eo go 

Die Gleichung 4 c muBte nun ebenso behandelt werden wie 
Gl (18 b) § 57; es ware das allgemeine Integral und die Be
stimmung der Periodenkoeffizienten k erforderlich. Da das all
gemeine Integral in geschlossener Form nicht angebbar ist, muB 
man die Losung der Aufgabe auf anderem Wege versuchen. Hierzu 
schreiben wir zunachst : 

und 

J (x) d2 X 
--y- dx2 = P 

o 
(5) 

(6) 

Hier wftrde pals Funktion von x sich sof~rt als Seilkurve zu 

!!...go go [e g (X)] X 
E Jo eo go 

finden lassen, wenn X als Funktion von x und die GroBe k bekannt 
waren, und dann konnte man nach 

d 2X p 

dx 2 J(x):Jo 

X als Seilpolygon zu J (xf: Jo bestimmen. Der ProzeB der beiden 

Seilkurven muB also von X wieder auf X ffthren. Dies bietet einen 
Fingerzeig fUr das Losungsverfahren nach Fig. 156. Man hat 
zunachst fur X eine der Schwingungsformen des prismatischen 
Stabes, z. B. die mit 2 Knotenpunkten des Rayleighschen Wertes 
mI , anzunehmen (Kurve I), wobei jedoch die Mittellage des Stabes 
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A A so zu legen ist, daB in bezug auf diese Linie 

1Y ~::;:'--l--I-----I------~ 

Fig. 156. Naherungsweise Bestimmung der 
Schwingungsgestalt eines Stabes. 

I 

Je q (x) X d x = 0 
eo qo 

o 
wird. 

Zu dieser Kurve II 
als Belastungsflachekon
struiere man mit dem 
Polabstand 1 die Seil
kurve p. (III). 

Zu p Kurve 
J (x) : J o 

(IV) als Belastungsflache 
konstruiert man mit 
demselben Polabstand, 
die Seilkurve X' (V), fur 
die man wieder die 
Null-Linie so zu legen 
hat, daB 

I Jq}{ (x) X'dx = 0 
eo qo 

o 

wird (Kurve VI). 
Kurve II und VI 

werden nun nicht iden
tisch werden k6nnen, 
man kann aber ver
langen, daB beide 
Kurven einander ahnlich 

werden, und man hat das Verfahren so lange fortzusetzen, bis 
durch die zweimalige Seilkurvenoperation die Kurve X in die 
ordinatenproportionale Kurve X' verwandelt ist, was nach einigen 
Schritten erreicht sein wird. 1st dann m das Verhaltnis der 

X' 
Ordinaten X' so hat man ffir die Bestimmung von k die 

Gleichung: 1 
m 
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welche besagt, daB X' und X identisch werden, wenn man einen 
der beiden Polabstande k2 eo qo 

EJo 
macht. Hiermit wird aber 

k- /~~ -l meoqo 
So ergibt sich schlieBlich die Schwingungszahl 

k 
n=--

2n 
Dies Verfahren liefert bei der Untersuchung von Staben mit 

wohldefinierter Elastizitat genugende Resultate; es zeitigt aber 
bei der Anwendung auf Schiffe nicht immer richtige Ergebnisse, 
weil ein Schiff keinen Elastizitatsmodul hat, der als reine Material
groBe bestimmbar ist. Bei einem Schiff ist vielmehr die GroBe E 
eine nicht zu ermittelnde Funktion der technischen Ausfiihrung 
des Systems 59). 

§ 59. Difi'erentialgleichung der Membranschwingungen. 

Eine Membran sei in der xy-Ebene langs einer Randkurve 0, 
mit einer uberall konstantenZugspannungP ausgespannt (Fig. 157). 
Ausweichungen der Membran aus der xy-Ebene werden mit z be
zeichnet. Dann ist die translatorischeTragheit eines Membran
elementes df bei einer uberall konstanten Massendichte e: 

82 z 
e df 8t 2 (1) 

Diese Tragheit muB der Sum me der am Element angreifenden 
Zugkrafte gleich sein. 

Da die Zugspannung P auf die Langeneinheit entfallt, so 
greifen an den 4 Seiten des Flachenelementes dt = dx dy die 
Krafte ± P dy bzw. ± P dx an Fig. 158. Die Resultierende der 
beiden Krafte ± P dy ist aber: 

82 z 
= + P-8 dydx (2) 

X2 

und von + P dx 
82 Z 

= +P-8 dxdy y2 
aus denselben Grunden, die in § 54 auseinandergesetzt sind. 

(3) 
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mit 

Es ergiht sich hieraus die Differentialgleichung: 

02Z = a2 (02Z + 02Z) 
ot2 ox2 oy2 

p 
a2 =-

e 
oX 

11 
Fig. 157. Zur Differentialgleichung der Membranschwingungen. 

z 

Die Methode des partikularen Integralansatzes 

Z = ZT 
liefert 

(4) 

(5) 

(6) 
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Diese Differentialgleichung spaltet sich durch Gleichsetzung 
beider Seiten mit - (k1 2 + k22) a2 in zwei einfachere Differential
gleichungen 

d2 T -- + (k 2 + k 2) a2 T = 0 dt 2 1 2 

und 

02Z 02Z -- + -- + (k 2 + k 2) Z = 0 ox2 oy2 1 2 

wo kl und k2 zunachst unbestimmt sind. 
Die Differentialgleichung (8) 

kann weiter gespalten werden 
durch den Ansatz 

Z=Xy 
in f 

~ 

(7) 

(8) 

(9) L_.l--. __ +-__ _ 
I 
~JZ-

und Fig. 159. Rechteckige Membran. 

d2 Y 
--+k 2 Y=0 dy2 2 

(10) 

Fur (9) haben wir die partikularen Losungen sin kl x und 
cos kl x fur (10) bzw. 

sin k2 Y und cos k2 y. 

Fur die weitere Behandlung sind spezielle Berandungen der 
Membran zugrunde zu legen. 

a) 1st die Basisfigur erstlich ein Rechteck der Seiten p und q, 
welches, wie Fig. 159 gezeichnet, in der x y-Ebene liegt, dann 
kann fUr Z nur das Produkt 

Z = sin kl x . sin k2 Y 

in Betracht kommen, weil z und damit Z sowohllangs der x-Achse 
wie der y-Achse verschwinden mussen. 

Damit aber auch z und also Z fur x = p und y = q, 
also langs der beiden nicht in die Achsen fallenden Rechteck
seiten verschwinden, so muB 
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k _ mn 
1- p 

k _ nn 
2 - q 

gesetzt werden, wo m und n ganze Zahlen sind. 
Wir haben also fur Z die Lasung 

Z = sin m n x . sin n n y 
p q 

wo m und n an die Bedingung 

Y'm2 n 2 
k~ = n - + - = k 2 + k.2 p2 q2 1 2 

gebunden sind. 
Da aber das allgemeine Integral von (7) lautet 

T = A cos akt + B sin akt, 
so wird 

A k B · k)' mnx . nny z = ( cosa t + sma t sm--sm--
p p 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

eine Lasung von (4). 
2n 

Hier ist wieder a k eine Schwingungsdauer, die fiir jedes 

Paar ganzer Zahlen m, n einen bestimmten Wert T mn hat. Die 
Auswahl m = 1, n = 1 ergibt dim Grundton der Membran. 
Die allgemeine Bewegung die s e r kennzeichnet sich demnach als 
Dbereinanderlagerung der Grund- und Oberschwingungen, welche 
Tatsache durch den Reihenansatz ausgesprochen wird. 

l~ ( 2 n t . 2 n t) . m n x . n n y 
z =.;::... Amn cos~ + Bmnsm~ sm --Sln-- (15) 

m,n mn mn P q 
Die Anfangsbedingungen sind dann wieder in der Form 

gegeben 

z = f (.r, y) ) 
a z _ ( ) fur t = 0 at - y x,y 

mittels welcher Bedingungen sich die Koeffizienten Amn und 
Bmn als Fouriersche Doppelintegrale darstellen 
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p q 

Amn = ~ JJt (x, y) sin m n x sin n n y dx dy 
pq p q 

o 0 
p q 

Bmn = --- g(x,y)smm-- sm--dxdy 2 TmnJJ . nx. nny 
npq q q 

o 0 

Somit gestaltet sich die Untersuchung ganz analog der Bewegung 
der gespannten Saite. Den K not e n pun k ten dieser ent
sprechen die Knotenlinien der Membran; wenn aber bei 
jeder Saite Knotenpunkte vorkommen, so gibt es bei den recht
eckigen Membra.nen nur dann Knotenlinien, wenn sich die rezi
proken Seitenquadrate wie zwei ganze Zahlen verhalten. 

1 1 1 1 
Jj:(j2=a::{3 

b) Die einfachste rechteckige Membran, die diese Bedingung 
erfiiIlt, ist das Quadrat. 

Die einzelne Schwingung ist hier 

z = Amncos-- + Bmn sm -- sm--·sm--( 2nt . 2nt) . mnx . nny 
Tmn Tmn p q 

welcher Ausdruck mit dem Ansatz 

Amn = Mmn sin bmn ;Bmn = llfmn cos bmn 
iibergeht in: 

M (. 2nt b ). mnx . nnq 
Z = mn sm T m n + m n sm -p . sm-p 

Man sieht, daB aIle Geraden 

x = Lund y =!L 
m n 

dauernd in Ruhe sind, sobald die Membran nur die eme m, n
Schwingung ausfiihrt. 

SoIlen aber bei gleichzeitiger Anwesenheit mehrerer ein· 
facher Schwingungen Knotenlinien vorkommen, so ist dies nur 
moglich, wenn alle diese so beschaffen sind, daB man den Faktor 

. (2nt -" ) 
sm Tmn + U mn 

absondern kann; 
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d. h. es muB 
2pq 

T m, n = --;=======-
a i q2 m2 + p2 n2 

fur aIle Unterschwingungen denselben Wert haben, und aIle 
Schwingungen mussen dieselbe Phase bmn haben. Die erstere 
Eedingung ist beim Quadrat erfuIlt, wenn wir die m und n so 

1/ 

Fig. 160. Quadratische Membran; 
Knotenlinien. 

wahlen, daB die Quadrat-
summe m 2 + n 2 eine ganze 
Zahl wird. Die Phasen
gleichheit ist Sache der 
Anfangsbedingungen und 
muB durch diese als erfuIlt 
angesehen werden. 

Zunachst liefert 

m=l n=l 
eine Schwingung mit 
Knotenlinien; die Knoten
linien sind aber der Rand 

des Quadrates, was selbstverstandlich ist. 
Ferner liefert m 2 + n 2 = 5: 

m=l 
m = 2 

zwei Schwingungen, die beim Quadrate p = q = n die Membran
form liefern 

M1,2 sin x sin 2 y + M2,1 sin 2 x sin y, 

deren Knotenlinien die Gleichung haben 

M 1,2 sin x sin 2 y + M 2,1 sin 2 x sin y = O. 
Entwickelt man sin 2 y und sin 2 x, so kann man sin x sin y 

absondern, und es bleibt als Knotenliniengleichung uberig 

M1,2 cos y + M2,1 cos X = O. 
M1,2 und M2,1 werden durch die Anfangsbedingungen fest

gelegt; ihr Verhaltnis - 1 bestimmt den Charakter del' Knoten
linie 

cos y = 1 cos x 
bzw. 

y = arc cos (1 cos x). 
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Es genugt, }, von 1 bis 0 variieren zu lassen, urn aIle mog
lichen Knotenlinien zu erhalten (Fig. 160}. Fur A = 0 entsteht die 
Par allele zur x-Achse 

n 
Y =-

2 ' 

fUr A = 1 die Diagonale des Quadrats 

y = x, 

fUr dazwischenliegende Werte entstehen Kurven vom Charakter 
1,2 in der Figur 160. 

Verwickeltere Knotenlinien ergibt: 

m 2 + n 2 = 10, 

woruber Riemann: Die partieIlen Differentialgleichungen 
der mathematischen Physik, Bd. II, S.259 nachzulesen ist. 

§ 60. Runde Membran. Besselsche Funktlonen. 

Ist die Basisfigur ein Kreis vom Radius P, so hat man die 
Diffel'entialgleichung (8) § 59 auf 
Polarkoordinaten zu transfor
mieren, d. h. statt del' rechtwink-
ligen Koordinaten x, y die Polar
koordinaten r, cp einzufuhren 
Fig. 161. 

Zwischen x, y und 
stehen bekanntlich 
Gleichungen 

x = r coscp, 
y = r sincp. 

r, cp be
folgende 

Durch Differentiation erhiiJt man 

y 

Fig. 161. Runde Membran. 

ox = cr cos cp - r sin cpocp } partielle Anderung von x 
o = or sin cp + r cos cpocp bei konstantem y, 

woraus sich berechnet: 

or ocp sin cp ax = cos cp, fii = - -r- (1) 

H 0 r t, Differentialgleichungen. 20 
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Diese Formeln dienen zur Ermittlung der ersten partiellen 
oZ 

Ableitung ox von Z nach y in Abhangigkeit von den Differential-

quotienten 

Es ist zunachst 

oZ 
or 

und 
oZ 
aq;' 

oZ = oZ ~+ oZ ~ 
ox or ox o~ ox 

o Z 0 Z 0 Z sin ~ . 
-=-cos~----
ox or o~ r 

Eine zweite Differentiation nach x liefert 

02Z = ~ (0 Z cos _ 0 Z sin ~ ) ~ 
ox2 or or ~ o~ r ox 

+~(oZ cos~-.. OZ sin~)~ 
o~ or o~ r ox 

oder nach Ausfiihrung der Operationen 
o 0 
-und
or o~ 

und unter Beriicksichtigung von (1): 

02Z 02Z sin~cos~ 02Z sin2~ 02Z 
--=cos2~---2 +-----
ox2 or2 r oro~ r 2 0~2 

sin2 oZ 2 sin ~ cos ~ oZ 
+ -r-a;: + r2 o~ 

Auf analoge Weise findet man: 

or . 1 ay = sm~ 

~ = cos~ J 
oy r 

und 

-- = sin2 ~ -- + 2-----'------'.-

(2) 

(3) 

02 Z 02 Z sin ~ cos ~ 02 Z + cos2 ~ 02 Z 1 
oy2 or2 r or o~ r2 0~2 

J 
(4) 

cos2 ~ 0 Z _ 2 sin ~ cos ~ 0 Z 
+ r or r2 o~ 



§ 60. Runde Membran. Besselsche Funktionen. 307 

Die Addition der beiden Gleichungen (3) u. (4) zu k 2 Z liefert 

02Z 02Z 02Z 1 02Z 1 OZ -+-+ k2Z = -+--+--+k2Z ox2 oy2 or2 r2 0 cp2 r or 

Die Polarkoordinaten-Form der Differentialgleichung (8) lautet 
demnach 

02Z 1 02Z 1 OZ 
-+--+--+k2Z=0 (5) 
8r2 r2 8cp2 r or 

Hier wird wieder ein partikulares Integral der Form 

Z = R· (/J, (6) 

wo R nur r, (/J nur cp enthalt, angesetzt. Dann geht (5) fiber in die 
Differentialgleichung: 

1 d2 R 1 dR 1 1 d2 (/J 
--+--+k2=----R dr2 r R dr r2 (/J dcp2 

m2 
die sich durch Gleichsetzung der beiden Seiten mit Til in die 

heiden Gleichungen spaltet: 

d2 (/J + m2 (/J = 0 1 dcp2 

d2 R +~+ dR (k2 - m 2 )R=OJ 
dr2 r dr r2 

(7) 

Wenden wir uns zunachst der zweiten Gleichung zu, so wollen 
wir gleich vorausschicken, daB sie sich nicht durch einfache Funktio
nen von x (ganze oder ge brochene, oder elementare transscendente) 
lOsen laBt. Deshalb versuchen wir sofort, durch die Methode 
der Potenzreihenentwicklung ein partikulares Integral Rl zu 
finden und setzen an: 

Dann wird: 

und: 

00 

Rl = 2: Ai (kr) Ai 

i= 1 

(8) 

(9) 

(10) 

20* 
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Durch Einfiihrung von (8), (9) und (10) in die aus (7) durch 
Multiplikation mit k 2 r2 abgeleitete Gleichung: 

d2 R dR 
k2 r 2 d (k r)2 + (k r) --a:(icr) + (k2 r 2 - m2) R = 0 (11) 

erhalten wir: 
00 .L: Ai {[Ai (Ai - 1) + Ai - m2] (k r)!.i + (k r))'i + 2} = 0 (12) 

1 

Damit diese Gleichung befriedigt werden kann, mfissen die 
Exponenten Ai so gewiihlt werden, daB die Differenz zwei auf
einanderfolgender + 2 wird. 1st also ,1,1 der niedrigste Exponent, 
so wird 

}'i = }'1 + 2 (i - 1). 

Damit wird aber die Reihe (12) 

0= Al (,1,1 -m2) (kr)!.' + A2 {(AI + 2)2 -m2} (kr)!.,+2 

+ Al (kr)!.' + 2 + ..... 
...... + Ad [AI + 2 (i - 1)]2 - m2j (kr)!.,+2 (i-I) + ... 

+ A i - 1 (kr)),,+2(i-l) 

(13) 

Jetzt ist die Vergleichung der Glieder mit gleich hohen Po
tenzen moglich und wir erhalten als Bedingung fur das Ver
schwinden der Entwicklung: 

,1.1
2 = m2 I 

Al + A2 {(AI + 2)2 - m2} = 0 

Ai - 1 + Ai {[AI + 2 (i -1)]2 -m2} = 0 

(14) 

WO ,1,1 = + m oder - m gefunden wird und wobei Al unbe
stimmt bleibt. Al ist die unbestimmte 1ntegrationskonstante, 
aus der sich die hoheren Koeffizienten rekurrierend berechnen 

Al 
A2 = - 2.2'1(,1,1 + 1) 

A3 = - 2.2. 2~t + 2) (15) 

A· 
Ai + 1 = - 2.2. i (21 + i) 

Jeder der Werte 21 .= ± m liefert eine Reihenentwicklung, 
von denen diejenige ffir ,1,1 = + m lautet 
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Rl (k r) 

A (k [1 (k r)2 (k X)4 
1 r)m - 22 (m + 1) + (2.2)2.2! (m + 1) (m + 2) 

(k x)6 ] 
- (2.2)33! (m + 1) (m + 2) (m + 3) + ..... (16) 

Gibt man der unbestimmten Konstanten den speziellen Wert: 

1 
A---
1- 2m .m! 

so nennt man die entstehende Funktion eine Besselsche Funk
tion erster Art, die in mathematischen Schriften mit Jm (kr) 
bezeichnet wird. Setzen wir fur den Augenblick 

kr = x, 

so hat man demnach die Definitionsgleichung: 

Jm (x) = (17) 

2::! [1- 22(:2+1) +(2.2)2.2!(:+I)(m+2)- .... ·] 

fur die Besselsche Funktion mter Ordnung. 
Die Zahl m wird hier positiv, ganz oder nicht ganz voraus

gesetzt. 
Die Reihe konvergiert fur endliche Werte von x; der Wert der 

Reihe ist = ° fUr x = 0, mit Annahme der Funktion Jo(x), 
welche fUr x = ° den Wert 1 annimmt. 

Besonders wichtig ist der Fall, daB m eine ganze Zahl ist; 
doch solI hieruber erst spater Weiteres auseinandergesetzt werden. 

V orerst ist der zweite Fall zu behandeln, daB namlich 

{t. h. gleich einer negativen Zahl wird, die wir zunachst als nicht 
ganz voraussetzen. In diesem Fall andert sich in der Entwicklung 
(16) nur das Vorzeichen der Zahl m und wir erhalten als zweites 
die gegebene Differentialgleichung befriedigendes partikulares 
Integral: 

R2 (kr) = (18) 

[ 
(kr)2 (kr)4 ] 

B 1 (kr)-m 1- 2 . 2 (-m+l) +(2.2)2.2!(-m+l)(-m+2)-
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Dementspreehend fur (17) 

J-m (x) = (19) 

1- + -x- m [X2 X4 ] 
2 -m (- m) 2·2 (-m + 1) (2.2)2.2! (-m + 1) (-m + 2) 

und man hat als allgemeines Integral fUr (7b) 

R = Rl (kr) + R2 (kr) 

= Al Jm (kr) + Bl J -m (kr) (20) 

bzw. fur die aus (11) dureh die Substitution x = kr hervorgehende 
Be sse I sehe Differentialgleieh ung : 

d2 J dJ 
x2 dx2 + x a;; + (X2 - m2) J = 0 (21) 

das allgemeine Integral 

J = Al J m (x) + Bl J_m (x). (22) 

Das Integral J -m (x) konvergiert gleichfalls, wird aber fUr 
x = ° unendlieh. J m (x) und J_m (x) sind aber nur dann von
einanderunabhangig, und Jist nur dann das allgemeine Integral, 
wenn m nieht ganz ist. 

1st dagegen m eine ganze positive Zahl, so sehreiben wir 
zunaehst (17) bzw. (19) in den Formen 

J ~ (- 1 )i ( X ) m + 2 i +m (x) = ~ i ! (m + i)! "2 (23) 

(24) 

1 
InderFormel(24)werdenaberalleAusdrueke ( ') = 0, 

-m+~ ! 
so lange i ~_ m - 1 ist, d. h. in (24) verschwinden, die ersten m
Glieder und wir erhalten 

J(z) = (-l)m (~)m _ (-1 )m (~)m+ 2 

-m m ! 2 (m + I)! I! 2 

(-l)m (~)m+ 4 

+ (m +2)!2! 2 
(25) 
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oder in Summenform 
~ (-l)i (x )m+ 2i 

J -m (x)= (-l)m ~ i! (m + i)! 2 ' 
d. h. nach Vergleichung mit (23): 

J -m (x) = (-l)m J +m (x) 

(26) 

d. h. im FaIle m eine ganze Zahl ist, sind J +m (x) und J -m (x) 
nicht mehr voneinander unabhangig und (22) ist demnach nicht 
mehr das allgemeine Integral von (21). 

Wir unterlassen es hier, das zweite partikulare Integral 
im FaIle eines ganzen m zu ermitteln, da dieses Integral, weil es 
fur x = 0 unendlich wird, bei der kreisformigen Membran auBer 
Ansatz bleiben muB, weil in diesem FaIle nur eine Funktion, 
die fur x = 0 verschwindet, gebraucht werden kann. DaB ubrigens 
bei der runden Membran m ganz sein muB, ergibt sich aus der 
erst en Differentialgleichung (7), deren allgemeines Integral ist: 

f!J = A cosmrp + Bsinmrp. (27) 

Diese Funktion muB die Periode 2 n haben, was nur moglich 
ist, wenn m als ganze Zahl angenommen wird. 

Wir erhalten also als Losung der Differentialgleichung (5) 
d8S Produkt R f!J, d. h. den Ausdruck 

Z = (A2 cos m rp + B2 sin m rp) J m (kr) (28) 

und als partikulitres Integral fur 
82 z I 82 z 1 8z 1 82 z -+--+--=--. (29) 8r2 r2 8rp2 r 8r a2 8t2 

welches die aus (4) § 59 folgende Form der Differentialgleichung 
der runden MembraD ist 

z = T Rf!J 

= (AI cos akt + BI sin akt) (A2 cos mrp + B2 sin mrp) Jm (kr). (30) 

Dieser Ausdruck solI am Rande der Membran fUr r = P 
verschwinden, d. h. es muB seiD 

J m (kP) = o. (31) 

Urn die Wurzeln dieser Gleichung ubersehen zu konnen, 
muJ3 der Gesamtverlauf der Funktion J m (x) naher betrachtet 
werden. 

Hierzu ziehen wir die Reihenentwicklung heran und finden 
fiir die niedrigsten Werte von m: 
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2·4·6·2·4·6 

x8 

+ -=2-. --:-4 -. 6°-.--=-S-. 2-=--. 4:-.--=-6-. -=-S 

X{ X2 X4 x6 

J1 (x) = 2 1--2 -.4 + 2.4.4.6 - -=-2-. 4-:-.---::6-.4-:-.----:6,---.~S 

x8 
+ -2·4·6·S·4·6·S·10 . 

Hieraus ergibt sicb: 

Ferner ist 

Jo (0) = 1, 

J 1 (0) = O. 

Jm (0) = 0, 

wie sich aus der allgemeinen Reihenentwicklung ergibt. 
Mit Hilfe der Reihenentwickelungen sind Tafeln fur die 

Funktionen J m (x) berechnet worden, von denen im nachstehenden 
ein Auszug gegeben ist. 

Tabelle 13. Besselsche Funktionen. 

° + 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00 + 0,00 + 0,00 
I + 0,77 + 0,44 + O,ll + 0,02 0,00 + 0,00 + 0,00 
2 + 0,22 + 0,58 + 0,35 + 0,13 + 0,03 + 0,00 + 0,00 
3 -0,26 + 0,34 + 0,49 + 0,31 + 0,13 + 0,04 + 0,00 
4 -0,40 -0,07 + 0,36 + 0,43 + 0,28 + 0,13 + 0,00 
5 -0,18 -0,33 + 0,05 + 0,36 + 0,39 + 0,26 + 0,00 
6 + 0,15 -0,28 -0,24 + O,ll + 0,36 + 0,36 + 0,01 
7 + 0,30 0,00 -0,30 -0,17 + 0,16 + 0,35 + 0,02 

8 + 0,17 + 0,23 -O,ll -0,29 -0,10 + 0,19 + 0,06 
0,27 

9 -0,09 + 0,25 + 0,14 - 0,18 -0,27 -0,06 + 0,12 
10 -0,25 + 0,04 + 0,25 + 0,06 -0,22 -0,23 + 0,21 

II -0,17 -0,18 + 0,14 + 0,23 -0,02 -0,24 -2,08 
12 + 0,05 -0,22 I -0,08 + 0,20 + 0,18 -0,07 + 0,30 
13 + 0,21 - 0,07 --:- 0,22 + 0,00 + 0,22 + 0,13 + 0,23 

14 + 0,17 + 0,14 + 0,15 -0,18 + 0,08 + 0,22 + 0,09 
15 -0,01 + 0,20 + 0,04 -0,19 -0,12 + 0,13 -0,09 
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In Fig. 162 und 163 sind die Gestalten der Besselschen Funk
tionen der Ordnungen 0 und 1 resp. 3 und 4 dargestellt. 

/ \ 
I \-kj x) 

I iX"\ 
I \ \ 

lr II I \ 

'" V " 1\ I L V .... 
X 1/ \ I 1\ f \ I 

\ / 1\ I \ I \ 
\ / \ I \ I \ / 

1)( V \1' , \ / \ \ / 
'- f-I \ I IV ./ ~ 

\J -If,~) \ II v 
\ 
\l/ 

-1'!J-12-1f-1tJ-!J-8-7-6'-5-/l-!J -2-1 1 2 3 i' 5 6' 7 8 9 101112 13 

Fig. 162. Gestalt der BesseIschen Funktionen J o (x) uud J 1 (x) . 

.,,0. 

0. 

0. 

0. 
0. 

,5 

/f 
,3 

~ 
,1 

/ /~ 
f'-o. /"'\ \ \ Jsx r 

/ /\ \ V 
? \ \ / / 

II / \ \ I-? A 
I J9,(x) \ II / 

+x 

1\ 1\ '-' I'-' 
I'-' V 

18 12 11 10 9 8 7 6' 5 i' 3 2 1 1 2 3 i' 5 6' 7 8 9 10 11 12 13 

Fig. 163. Gestalt der Besselschen Funktionen J. (x) und J 5 (x). 

Die Funktionen J m (x) haben samtlich unendlich viele Null
stellen, d. h. die Gleichung 

Jm(x) = 0 

gibt unendlich viele L6sungen. Bezeichnet man diese L6sun
gen mit 

kmi' i = 1,2 ........ 00, 

so hat man nach Gleichung (31) fUr k unendlich viele Werte: 

k _ kmi 
- p' i=1,2,3 .... oo , 
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und wenn man die beiden Klammern in (30) ausmultipliziert, 
so ist 

A krn i krn i . 1 
Z = rni cos -----p-at cos m gJ + Brnicos -----p- at sm m gJ (krni) 

k . k . J rn -----p- r (32) 
+ C . rnt t + D . mt· J mism-pa cosmgJ rnism-pat smmgJ 

fUr jede Wertkombination, bei der m und i ganze positive Zahlen 
sind und wo mauch = 0 sein kann, ein Integral von (29). Die 
allgemeine Bewegung der Membran wird dann als Dbereinander
lagerung der Bewegungen (32) in Form der Summe erhalten: 

Z= 

J 
k . 

AmiCOS p' at cosmgJ + 
( kmi r ) 
--p--- tB krni . 

rni cos -----p- at sm m gJ + 

C . krni 
mism-patcosmgJ + 

D . kmi . 
mi sm -----p- at sm m gJ 

(33) 

Die unbestimmten Konstanten sind wieder aus den Anfangs
bedingungen zu bestimmen. Es sei fur t = 0 

und z = t(gJ,r) (34) 

oz 
ae=g(gJ,r). (35) 

Fuhren WIT die Bedingung (34) in (33) ein, so wird fur 
t = 0 

Multipliziert man diese Gleichung zunachst mit cos mgJdgJ 
und integriert von 0 bis 2 Jr, so bleibt nur noch ubrig: 

(37) 
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und nach Multiplikation mit sin mcpdcp und Integration in 
derselben Weise: 

2". 

1 J ~ (k .r) -;:; f (r· cp) sin m cp dcp = tt BmJm m; -
o 

(38) 

Zur weiteren Berechnung multiplizieren wir Gleichung (37) 
bzw. (38) mit 

und integrieren von 0 bis P. Benutzen wir hierbei die beiden 
Satze: 

p 

J J m ( km; ~ ) . J m ( km; ~ ) r dr = 0 
o 

wenn.i von j verschieden ist, und 
p 

(39) 

J[J m ( k~r_)rrdr= ~ [Jm +1 (kmi)Y, (40) 

o 
die in den Lehrbuchern der Besselschen Funktionen bewiesen 
werden, so erhalten wir das Resultat 60) : 

P 2". 

Ami = n[Jm+21(kmi)]2 J Jf (r,cp) J m( km;r)cosmcprdrdCP 
o 0 

Fiir die Konstanten Gmi und Dmi folgt in analoger Weise: 

P 2 
Gmi = a km ; n[Jm +1 (kmi)]2 

P 2,.. 

(41) 

(42) 

J jg (r,tp) J m ( km;r )cosmtprdrdtp (43) 
o 0 
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P 2". 

J Jg (r, IP) J m ( km;r ) sinmlPrdrdlP, (44) 

o 0 

wodurch die Gestalt der Membran fur jede beliebige Zeit t be
stimmt ist. Auf die Untersuchung der Knotenlinien gehen wir 
hier nicht naher ein, sondern verweisen auf Riemann, 
Partielle Differential-Gleichungen, Braunschweig, 1900. 

§ 61. Warmeleitung. 

Aus der Erfahrung wissen wir, daB sich die Temperatur T 
einer Platte der Dicke b, deren beide Seiten auf den konstanten 
Temperaturen Ta und Tb gehalten werden, nach geniigend langer 
Zeit langs der Plattendicke linear abnehmend einstellt. Es gilt 
dann (siehe Fig. 164): 

Fig. 164. Stationare Warme· 
stromung durch eine Platte. 

Ta-T 
x 

Fig. 165. Zur Differentialgleichung der 
Warmeleitung in einem Korper. 

Ferner wissen wir, daB in diesem Falle von dem Medium, 
welches die hohere Temperatur Ta aufrecht erhalt, War me 
durch die Platte an das Medium der niedrigeren Temperatur Tb 
iibergeht. Die Menge der Warme Q ist proportional der Zeit t, 
der Temperaturdifferenz Ta-Tb' der Oberflache W, an der der 
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Eintritt bzw. Austritt erfolgt, und umgekehrt proportional der 
Plattendicke 15: 

(2) 

Der Proportionalitatsfaktor k heiBt die War mel e i t f a h i g -
k e i t des Plattenmaterials, den wir im folgenden stets als 
konstant voraussetzen. Man nennt den geschilderten Vorgang: 
s ta t ion are Warm e I ei tung. 

Die Formel (2) wenden wir nun an auf ein kleines Raum
element im Innern eines Korpers. Das Raumelement sei ein 
kleiner Zylinder der Grundfiache dw, der zwischen den Schichten 
1,2 des Abstandes on liegt (Fig. 165). An den Grundfiachen mogen 
die Temperaturen T + aT und T herrschen. Dann wird fUr ein 
Zeit element dt der Warmedurchgang durch die Schicht 1-2 
in Richtung der Zylinderachse: 

aT 
dQ = -k on dwdt (3) 

wo das Minuszeichen andeutet, daB der Warmedurchgang in 
Richtung der abnehmenden T erfolgt. 

Wir sehen jetzt davon ab, die Temperatur T in einem Raum
punkte als konstant zu betrachten; sie sei eine Funktion der 
Zeit. 

Andert sich nun T an einem Punkte um + 8 T, so muB 
erfahrungsmaBig das Raumelement an der betreffenden Stelle, 
welches d T heiBen moge und dessen Masse edT sei (e = Massen
dichtigkeit), eine Warmeinhaltsvermehrung d Q erfahren haben, 
die sich fur die Zeiteinheit wie folgt berechnet: 

dQ = ce dT 8T6l). (4) 
Dieser Ansatz gilt unabhangig davon, auf 

welche Weise der Warmezuwachs in dT ent
steht. 

Gi-~dz 
I I 
I I 
I I 

~da:-' 
Wir setzen nun voraus, daB der Warme- Fig. 165a. Raum

zuwachs dadurch entsteht, daB mehr Warme element dx dy dz. 

in ein Raumelement einstromt als ausstromt, 
wie dies bei der nichtstationaren Warmeleitung der Fall ist. 

1st das Raumelement ein Wiirfel (Fig. 165 a) 

do = dx dy dz 

so sind die 3 Warmestromungen in Richtung der x, y, z-Achse 
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zu unterscheiden: 
oT 

dQx=-k ox dydzot 

oT 
dQy = -k oy dxdzot 

oT 
dQz = -k----azdxdyot 

(5) 

Die Differentiale dieser 3 GroBen, genommen nach den 
Achsen, stellen die durch Leitung im Raumelement sich an
haufenden oder aus ihm verschwindenden Warmebetrage dar, 
falls der Vorgang nicht stationar ist. Diese Betrage sind: 

02T 
odQx = k -----ax dy dz ot 

02T 
odQy = kaydxdzot 

02T 
8dQz = k8z-dxdy8t 

deren Summe mit der Vermehrung des Warmeinhalts 
(4) gleichzusetzen ist: 

( 
02 T 82 T 02 T) 

ce dTOT = k ox2 + oy2 + OZ2 dxdydzot 

(6) 

nach 

(7) 

aus welcher Formel, nach Rebung mit dT = dx dy dz und nach 
Division mit ot, hervorgeht: 

o T ( 02 T 02 T 02 T ) 
c e ----at = k ox2 + oy2 + OZ2 

k 
oder mit der Abkurzung - = a 2 

ce 

oT (02 T 02T 02T 
fit = a2 ox2 + oy2 + 8Z2) 

(8) 

(9) 

Dies ist die allgemeine Differentialgleichung fur die n i c h t -

stationare Warmeleitung. Mit 0 T = 0 erhalten wir 
ot 

fur die stationare Leitung 
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82T 82T 82T 
-+-+-=0 (10 
8x2 8y2 8z2 

welche Gleichung uns spater sehr eingehend beschaftigen wird; 
vorderhand befassen wir uns mit Gleichung (9). 

§ 62. Wlirmeleitung in einem Stab mit Anfangstemperatur
verteilung. 

Fur einen Stab der Lange llangs der x-Achse, dessen Ober
flache warmeundurchlassig sei, kann, wenn die Stabquerschnitts
dimension klein im Verhaltnis 
zur Lange ist, die Tempe
ratur als unabhangig von y 
und z angesehen werden, so 
daB gilt: 

8T 82T -- = a2-- (1) 
8t 8x2 

Die Integration dieser 
Gleichung verlangt, die Tem
peratur als Funktion von t 
und x so zu bestimmen, daB 
T (t, x) der Gleichung (1) 
bedingungen erfullt werden: 

z 

I 
I iii 

3' 

b- .x-

~ ",I 

Fig. 166. Zur Warmeleitung in 
einem Stabe. 

genugt, und daB die Neben-

fur t: 0, T(O,x): f(x) } 
" x-O, T(t,O) -0 
" x = 1, T (t, 1) = T 

(2a) 
(2b) 
(2c) 

Es solI also zur Zeit t = ° im Stab eine bestimmte Temperatur
verteilung f(x) vorhanden sein, und es sollen auf die Stabenden 
die Temperaturen ° und T einwirken. Man nennt die Bedingung 
2a "Anfangsbedingung", 2b und 2c "Oberflachenbedingungen". 

Diese Aufgabe zerlegen wir in 2 einfachere, indem wir T als 
Summe von 2 Funktionen Tl + T2 betrachten, die samtlich der 
Differentialgleichung (1) genugen, aber verschiedene Neben
bedingungen erfullen, welche lauten: 

I. fiir T 1: T1(0,x) =f(x),T1(t,0) =0, T1(t,1) =0 (4) 

II. fur T 2 : T 2 (0,x) = 0, T 2 (t,0) = 0, T 2 (t,1) = T (5) 
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1. Der Differentialgleichung (1) geniigt als partikulare Losung 
Tl = e-A'a'tsinAX (6) 

Diese Losung befriedigt die zweite Bedingung (4): 

T1(t,0) =0 

ohne weiteres, die dritte Bedingung (4): 

T1(t,Z) =0 
. . nn 
Jedoch lilt A = -Z-, wo n eine ganze Zahl ist. Tl erhalt also 

die Gestalt: 
n'ir' 

---a'l nn 
T1=e /' sin-Z-x 

Ebenso wie (7) geniigt auch die Summe 

OC n'rr' 
~ ---a'l nn 

Tl = ..::::... Ane Z' sin-Z-x 
n=l 

der Differentialgleichung (1), wo die An unbestimmte 
sind. 

Nunmehr ist die Losung (8) der Bedingung 

T1(0,x) = /(x) 

anzupassen. Aus (8) und (9) ergibt sich 
00 

T1(0,x) = ~ An sin n;x = /(x) 
n=l 

(7) 

(8) 

Konstante 

(9) 

(lO) 

Es handelt sich also wieder um die schon in § 54 gelOste 
Aufgabe der Entwickelung einer Funktion t(x) in eine Fouriersche 
Reihe. Wir entnehmen diesem Paragraph Formel (20) (indem 
wir x mit a vertauschen): 

I 

2 J . nna An = -Z- /(a) sm-Z- da 

o 
und finden: 

n'rrl l 
2 00 ---a'l nnxJ nna 

T} = -Z-;;1 e I' sin-Z- /(a)sin-Z-da (U) 

o 
Um hiernach ein Beispiel zu berechnen, sei ein Kupferstab 

von Z = 100 em Lange gegeben. Zurzeit t = ° sei die Temperatur-
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verteilung 

f(x) = Tosin2 7x mit To = 500 a 

gegeben (Fig. 167). Die Temperatur ist also Hings der Stabaehse 
sinusformigverteilt. Fiir Kupfer haben wirnun folgende Konstanten: 

r 
K = 0,9 [cal em-1 see+1] 

c = 0,094 [cal g-l] 

e = 8,9 [g em-3] 

; I 
--+j .:r: l-

I 

I 
I 
I 

I" ,I 

x 

Fig. 167. SinusfOrmige Temperaturverteilung langs eines Stabes. 

Hiernaeh ergibt sieh 
K 

a2 = -- "'-J 1,1 [em2see-1] 
c·(! 

Fiir das Integral in Formel (11) finden wir 
I 

TJ · 2na . 2na d T Z 
o SIn -z-· SIn -z- a = 02· 
o 

da n nur = 2 genommen zu werden braueht, weil fiir aIle n;;; 2 
der Integralwert versehwindet. 

Die Temperatur selbst wird damit: 
4",' 

T - T -~-loooo a't. 2nx 
1 - oe sln-Z-

= 500. e- 0,004 tsin 2 n x 
1 

Hiernaeh sinkt die Maximaltemperatur der Stabaehse naeh 
ca. 500 Sekunden auf 0,135 ihres Anfangswertes 50° herab, weil 

e-O,004~500 = e- 2 = 0,135 ist 

H 0 r t, Difierentiaigieichungen. 21 



322 Einfache partielle Differentialgleichungen aus verschiedenen Gebieten. 

Die sinusformige Verteilung Hi-ngs des Stabes wird durch 
die Abkiihlung nicht gestort. 

§ 63. Beriicksichtigung der Oberflachenbedingung. 

Gab § 62 ein Beispiel fUr das Verschwinden der Anfangs
bedingung mit der Zeit, so wollen wir nunmehr das Eindringen 
einer Oberflachenbedingung in das Innere eines Stabes untersuchen. 

T 

T 

Wir wollen die Anderung 
der Temperatur eines 
Stabes (Fig. 168) unter-

/ suchen, der zurzeit t = ° 
/ iiberall die Temperatur 

2) T = ° hatte. Plotzlich 
_---=:-~~~3 0 

I':!!!~~§~~~~~§§:::;:j~_~x wird an seinem Ende 
:"EE-----l-----..,J.: x = l die Temperatur 
Fig. 168. Eindringen der Temperatur vom T, d. h. die Ober-

Eude des Stabes her. flachenbedingung T (t, l) 
= T hergestellt. Wie 

verteilt sich nun die Temperatur langs des Stabes? Offenbar 
dringt die Temperatur T allmahlich in den Stab ein gemaB den 
Kurven I, 2, 3, bis sich nach unendlich langer Zeit die Verteilung 

(1) 

einstellt. 
Diese Verteilung geniigt in der Tat der Differentialgleichung 

(}T (}2T 

at = a 2 (}x2 

und a uBerdem den Bedingungen: 

x = 0, T(t,O) = ° 
x = l, T (t, l) = T 

Sie geniigt aber nicht der Bedingung 

t = 0, T(O,x) = ° 

(2) 

(2a) 

(2b) 

(2c) 

Dieser Bedingung muB aber nach der Aufgabestellung auch 
geniigt werden. Wir erreichen dies, indem wir zu (1) eine Funktion 
von t und x: TI (f,x) hinzufUgen, die die Differentialgleichung (2) 
befriedigt und 
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x 
fiir t=O den Wert T1(O,x)=-T-Z-

fiir x = l den Wert T1(t,l) = ° 
annimmt. Dann werden wir sicher haben: 

fiir t = 0, T(O,x) = T2 (O,x) + T1(O,x) = ° 
d. h. die fehlende Bedingung ist erfiillt. 

Die gesuchte Funktion Tl (t,x) hat demnach denselben 
Bedingungen zu geniigen wie die Funktion Tl in § 62, wenn 
WIT die zu erfiillende Anfangstemperaturverteilung langs des 
Stabes 

x 
t(x) = -Tz 

setzen. Wir schreiben ohne weiteres nach Formel (11) des § 62 an 
. I 

2 00 - n'rr' a't n n X J Tan n a 
Tdt, x) = -Z-2Ie I' sin-Z- --Z-sin-Z-da (3) 

o 

oder nach Vorziehung der Konstanten aus dem Integral: 
I 

2 T _ n' ", a't. n n X f . n n a 
Tl (t, x) = - -l2-::£:: e I' SIn --z- a SIn -l- da (4) 

o 

Die Ausfiihrung des Integrals geschieht mittels der teilweisen 
Integration (Hiitte S. 72) und liefert zunachst mit 

. nna d d a = u, SIn -z- a = v 

J f a l n n a Z2. n n a 
udv=uv- vdU=---COS--+--Sln--

nn Z n 2 n 2 Z 

und nach Einfiihrung der Grenzen ° und l endgiiltig: 
I 

fUdV = __ l2_cosnn = (_l)n+l~ 
nn nn 

(4a) 

o 
womit die Formel (4) iibergeht in: 

T ex> nsrrt 
T 1 (t,x)=_2_ E (_l)n Z--l,-att sin nnx 

n n=1 n l 
(5) 

21* 
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wora us sich zusammen mit 

ergibt: 
T (t, x) = T2 (t, x) + Tl (t, x) 

T (
X 2 ~ (- l)n - n~;' a' t. n n x ) 

= - + - ,.:.. e sm --
l n,,=1 n l 

(6) 

Fiir t ~ 00 verschwindet die Summe in der Klammer, so daB 
x 

T (00, x) = T T ubrig bleibt. Fur endliche Werte von t, z. B. 

t = 1000 Sec wird, wenn nur das erste Glied (n = 1) der Summe 
beibehalten wird, mit den Konstanten des Beispiels in § 62 

T (t, x) = T (~ - ! e- 1 sin nlx) (7) 

d. h. eine Temperaturverteilung, die tatsachlich ihrem Charakter 
nach der in Fig. 168 durch den Linienzug 3 angedeuteten Gestalt 
entspricht. Die hoheren Glieder andern nichts an dem Charakter 
der Verteilung. 

nx 
Fiir t = 0 geht aber die unendliche Summe uber in IT und 

damit wird die Temperatur 
T(O,x) = 0 

entsprechend Bedingung (2c). DaB aber 

n x 00 (- l)n . n n x 
-2T=n~ n 8m-l-

ist, beweist man, indem man - nl x nach § 54 in eine Fouriersche 

Reilie entwickelt. Es wird 

nx 00 • nnx 
f(x) = -~= L A n 8m-l -

n=O 
wenn 

I I 

2Jna . nna n J . nna An = -T 2l sm -l- da = -p asm-Z-da 

o 0 
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ist. Der Integralwert ist aber nach (4a) dieses Paragraphen 

(-l)n+ 1 l2 
n n 

mithin wird: 

und demnach: 

- nx = i: 
21 n= 1 n 

. nnx b 
sm-l-·w. z .. w. 

§ 64. Warmeleitung in einem Stabe bei veranderlicher Stab
endtemperatur. 

Wir unterziehen nunmehr den Verlauf der Funktion: 

f x 2 ~oo (_1)n 
-& (x, t) = l- + -l n n 

n=1 

71' rr' I ---a'i nnx 
e I' sin--

l 

..9-(x,t) 

Fig. 169. Temperaturverteilung in einem Stabe bei constanter 
Endtemperatur. 

(1) 

in Forme1 (6) des § 63 einer genaueren Betrachtung. Wir haben: 

fur x = 0 wird .& (0, t) = 0 I 
x = l " -& (l, t) = 1 wenn t> 0 (la) 
x = l " .& (l, t) = 0 wenn t < 0 
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Bei t = 0 macht also die Funktion -& (l, t) einen Sprung yom 
Wert 0 auf den Wert l. 

Fig. 169 gibt ein ungefahres Bild des Funktionsverlaufes. 
Wir benutzen nun -& (x, t), um zunachst Warmeleitungs

vorgange darzustellen, bei deneh die Temperatur TI im Stab
pUnkte x = l nur wahrend eines kurzen Zeitintervalles L1 t konstant 

~1~------------~ 

x=l X 

t 

Fig. 170. Temperaturverteilung hei diskontinuierlich veranderlicher 
Endtemperatur. 

ist. Es werde also zur Zeit = tl am Stabende die Temperatur Tl 
hergestellt, die zur Zeit t2 wieder Null werde (Fig. 170). Esistdann 

t2 - tl = L1 t 
und wir haben als Temperatur an einer beliebigen Stelle x des 
Stabes 

TI (x, t) = TI [-& (x, t-tl ) --& (x, t -t2)] (2) 

Nach (la) gilt: 

fur t = tl wird -& (l, t - t l ) = 0 und -& (l, t - t2) = 0 

mithin TI (l, t) = 0 

fur t2 > t > tl wird -& (l, t - tl ) = 1 und -& (l, t - t2) = 0 
(2a) 

mithin TI (l, t) = TI 

fur t > t2 wird -& (l, t - t l ) = 1 und -& (l, t - t2) = 1 
mithin TI (l, t) = 0 
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Also ist tatsachlich Tl (l, t) = Tl von t = tl bis t = t2, d. h. 
wahrend des Zeitintervalles L1 t. 

Lassen wir jetzt auf die Periode t2 - tl = L1 t eine gleich
lange Peri ode L1 t = ta - t2 folgen, wahrend welcher die konstante 
Temperatur T2 am Stabende herrsche, dann stellt sich im Stabe 
eine Temperaturverteilung 

T2 (x, t) = T2 [& (x, t - t2) - & (x, t- tal] (3) 

ein, die sich uber Tl (x, t) uberlagert. 
In analoger Weise kann man n Zeitintervalle aufeinander 

folgen lassen, und man hat als Temperatur (Ubereinanderlagerung 
aller n Zustande Ty (x, t), 'V = 1,2,3 .... n) die Summe 

v= n 

T(x,t) = J;Ty [&(x,t-lv}-&(x,t-ty +1)] (4) 
y = 1 

Rier schreiben wir nun mit ty = ty + 1 - LI t und nach Multi
Lit 

plikation der einzelnen Glieder der Summe mit Lft: 

T( ) -y~T &(x,t-tY+1+L1t)-&(x,t-tY+1) A 
x, t -..:::... y LI LJ t (5) 

y = 1 t 

Der Bruch ist aber nach § 51 
nichts anderes als der partielle 
Differentialquotient 

8&(x,t-ty +1) 
8t 

wenn wir zur Grenze fUr ab
nehmende LI t ubergehen. 

Gleichzeitig betrachtet 

k-
I 
~ I 

~tJ!-___ ·~1 I 

k----"--tvH -

man die Werte T y nunmehr Fig. 171. Kontinuierlich veranderliche 
als stetig ineinander uber- Temperatur. 
gehend (Fig. 171), indem man 
ihnen eine zeitliche stetige Veranderlichkeit durch den Ansatz 

Ty = cp (ty) (6) 

zuteilt. 
Wir erhalten dann die Formel 

T (x, t) = ~~ cp (ty ) 8& (x, t8~ty + 1) L1 t (7) 

Wegen des verschwindenden L1 t kann man nunmehr statt des 



328 Einfache partielle Differentialgleichungen aus verschiedenen Gebieten. 

Zeigers y + 1 den Zeiger y setzen und die Summe als Integral 
der Intergrationsvariabelen tv (,1 t = dtv) auffassen, welches von 
Obis t zu nehmen ist. Es wird also , 

J 0& (x, t -tv) 
T (x, t) = cp (tv) ot dtv (8) 

o 
Dies ist also die Temperaturverteilung im Stab, wenn sich die 
Endtemperatur nach der Zeitfunktion cp (tv) andert. Die Funktion 
-& (x, t) ist dabei durch Formel (1) definiert 63). 

§ 65. Anwendung auf die Warmebewegung in den 
Wandungen des Dampfmasohinenzylinders. 

Ein Stab der Lange lohne Warmeabgabe in radiale! Richtung 
ist nur denkbar als Teil einer Wand der Dicke l, wenn die Tempera

T=O 

Fig. 172. Grenzbedingung zur 
Temperaturverteilung in der 

Wandung eines Dampfmaschinen
zylinders. 

turen auf beiden Seiten der Wand 
in gr6Beren Bereichen konstant 
sind. Ein solcher Fall liegt vor 
z. B. beim Deckel eines Dampf
maschinenzylinders, der genau 
genug als Platte der Dicke l be
trachtet werden kann (Fig. 172). 

T = cp (tv) sei die durch die 
variierende Dampftemperatur 
gegebene, mit der Maschinenum
laufzeit gleichperiodische Tempe
ratur derlnnenwand; die AuBen
temperatur (Luft des Mascrunen
hauses) sei dauernd = O. Der 
Einfachheit halber nehmen wir 

cp (tv) = cos 2; tv an, wo e die Maschinenperiode bedeutet. Kom

pliziertere Ausdrucke fur cp (tv) bieten nichts prinzipiell Neues. 
Fur die Temperaturverteilung in der Wand haben wir jetzt 

nach Formel (8) und (1) des vorigen Paragraphen: 
t 

2 na2 n = 00 n n xJ -n'tr'a' (I-t 2 n 
T(x,t) = ---l2-~1 (-I)nnsin-l- e I' v) cos e t>dtv (1 

o 
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Gebraucht man hier vorlaufig die Abkurzungen: 

=a; 

so wird: 

2n = fJ 
e 

t 

(1 a) 

2na2n~ nnx f at 
T (x, t) = --l2- f21 (-l)n n sin -l- e-at e v cosfJtydtv (2) 

o 
Das hier vorkommende Integral ermittelt sich leicht nach 

Hutte, S. 78: 
t f eatYcosfJ tv dty= 

o 

a cos fJ t + fJ sin fJ t ea t _ a 
a2 + fJ2 a2 + fJ2 

(3) 

Setzen wir dies in Formel (2) ein und beschranken wir uns 
auf die Untersuchung des nach sehr langer Zeit eintretenden 
rein periodischen Zustandes, so wird: 

T 2 a2 ~ (1 . n n x acosfJt + fJsinfJt (4 (x,t)=- n-~ - )nnsm-- ) 
l2 n ~ 1 l a2 + fJ2 

Setzt man hier den Wert fur a aus (la) wieder ein, so hat man 

mit einigen leicht zu iibersehenden Umformungen (~= !:!:) 
00 

2 ~ (_l)n+l . nnx 
T(x, t) = cosfJ t ' n ~ ( ~ ) SIn -z-

n~Inl+-4 n 
00 

. 2 12 ~ (- l)n + 1 . n n x 
+ sm fJ t· n 3 U2 ~ ( ~) SIn -z- . 

n ~ 1 n3 1 + n4 

Setzen wir hier kurz fur die Faktoren von cos fJ t bzw. sin fJ t, 
welche Funktionen von x sind, fl (x) bzw. y (x), so kann man 
kurzer schreiben: 

T (x, t) = fl (x) cos fJ t + y (x) sin fJ t 
oder auch 

T (x, t) = ffl2 (x) + y2 (x) . cos (fJ t -rp) 

wo zu setzen ist y(x) 
rp = arctg -- . 

fl (x) 
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Es wird fur 

x = 1: fl (x) = 1, Y (x) = 0, T (x, t) = cos fJ t, cp = 0 

x = 0 : fl (x) = 0, Y (x) = 0, T (x, t) = O. 

T 

Fig. 173. Temperaturverteilung in der 
Wandung eines Dampfmaschinenzylinders. 

wII!2I?2I?mt fUi" mll!icicll!2I?m2l?1??! 

Die Wandtemperatur 
nimmt also von innen nach 
auBen nach dem Gesetze 

i fl2 (x) + ~,2 (x) von x = 1 
bis x = 0 ab, wahrend die 
Phasennacheilung cp der 

Tempera turschwankung 
hinter der Sch wankung 
cos fJ t von innen nach 
auBen zunimmt. 

Fig. 173 gibt ein un
gefahres Bild der Tempe
raturverteilung 64). 

§ 66. Stationare ebene Be
wegung einer in

kompressibelen Fliissigkeit. 

1. Aufstellung der Be
wegungsgleichungen. 

Wir betrachten eine 
auf einer Ebene sich be
wegendeFlussigkeitsschicht 
der Dicke 1 (Fig. 174). 

Fig. 174. Gleichgewicht eines 
Fliissigkeitselementes. 

Zunachst untersuchen 
wir den Gleichgewichts
zustand eines am Orte 

A = (x, y) befindlichen Flussigkeitselementes L1 x L1 y der Dichte e, 
welches unter EinfluB des Fliissigkeitsdruckes p und der am 
Element angreifenden auBeren massenproportionalen Kraft 
P e L1 x L1 y steht. Letztere zerlegen wir in ihre Komponenten 
XeL1xL1y und YeL1xL1y. 

Folgende Krafte kommen in Ansatz, die wegen des Gleich
gewichts fUr sich verschwinden muss en : 
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Parallel der x-Achse: 

I op ) 
pJy-\p+ oxJx Jy+XeJxJy=O 

Parallel der y-Achse: 

PJx-(p+ ~~ Jy)Jx+ YeJxJy=O 

oder kiirzer: 

X-~ op =01 e ax 

Y -~ op = 0 J e oy 

(1) 

Ist die Fliissigkeit nicht im Gleichgewicht, sondern in Be
wegung, so auBert sich dies durch Beschleunigungen der einzelnen 
Fliissigkeitselemente, denen Massenkrafte entsprechen. Sind 

dx dy 
U = at und v = at die am Orte (x, y) vorhandenen Geschwindig-

du dv 
keiten, so sind dt und dt die Beschleunigungen, aus denen sich 

die Massenkrafte: 

du dv 
e J x J y de und e J x J y de 

erge ben. Diese miissen wieder mit den Kraften (1) zwei Gleichungen 
ergeben: 

(2) 

Da u und v im allgemeinen Funktionen von x, y, t sein 
werden, so hat man: 

au au au 
du = - dx + - dy + - dt 

ax oy at 

ov ov ov 
dv = - dx + - dy + - dt 

ax oy at 
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und nach Division mit dt, unter. Einsetzung von 

dx dy 
---u ---v· dt - dt - . 

du OU ou ou 
-=u-+v-+-dt ox oy ot 
dv OV OV ov 
-=u-+v-+-dt ox By ot 

Hiermit schreibt sich dann das Gleichungssystem (2): 

ou OU OU 1 op 1 
U ox + v oy + Tt=X --e ox 

ov ov OV 1 op 1 
U ox +v oy +Tt=Y--e oy 

(3) 

Neben u und v ist hier auch p zu bestimmen; es muB noch 
eine Gleichung hinzukommen. Diese fehlende Gleichung hat 

auszusagen, daB die Dichtenanderung :; dt im Elemente LI xLI y 

entsprechen muB der durch das Zu- bzw. Abstromen hervor
gerufenen Anderung der in LI xLI y befindlichen Fliissigkeitsmenge. 

Der Dichtenanderung ~~ dt entspricht die "Fiillungsanderung" 

:~ dtLlxLly des Elementes LI xLI y. 

Zustromung und Abstromung in Richtung der x- bzw. 
y-Achse regeln sich nach den Betragen: 

Llyeudt-Lly(eu + O~exu) LlX)dt 

bzw. 

LlXeVdt-Llx(e v + O~~V) LlY)dt 

so daB sich die Mengenanderung 

- -- + -- LJXLJY t ( o(e u ) o(ev)) A A d 
ox oy 

ergibt. Diese muB gleich der "Fiillungsanderung" sein: 

-LJXLJydt = - --- + --- LJXLJY t oe A A· (o(e u ) o(eV))A Ad 
ot ox oy 
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woraus sich die Kontinuitatsgleichung 

(4) 

findet. 
Die Frage der Verschiebung des Fliissigkeitselementes LI xLI y 

ist mit Vorstehendem erledigt. Wir forschen nunmehr etwaigen 
Drehungen nacho 

!/ 

x 

Die Eckpunkte BOD 
des Elementes verschie ben 
sich nach Fig. 175 relativ 
zu A in die Lage B' 0' D' 
wahrend des Zeitelementes 
dt, vermoge der Ver
schiedenheit der Geschwin
digkeiten, die in gegen
iiberliegenden Seiten des 
Rechtecks ABOD statt-

Fig. 175. Drehung eines Fliissigkeits
elementes. 

finden. Aus der Figur lesen wir diese Verschiebungen ab: 

BB' = ~y = :: Llxdt 1 
DD'=bx= ou LlYdt! oy 

(5) 

Entsprechend drehen sich die Seiten A B bzw. A D urn A 
durch die Winkel: 

by bx 
Y= Llx bzw·fh= Lly (6) 

Durch den Ansatz (5) findet man: 

OV ou 
Y = ox dt, fh = oy dt (7) 

Die mittlere positive Drehung des Elementes wird dann 

dx = Y-fh = ~( OV _ OU )dt 
2 2 ox oy 

oder hieraus die Winkelgeschwindigkeit der Drehung: 

w = ~; = ! (:: - :~ ) (8) 
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II. Ansatz fUr die ebene stationare Bewegung einer lll

kompressibelen wirbelfreien Fliissigkeit. 
a) Stationar heiBt eine Bewegung, wenn an einem ge

gebenen Orte der Bewegungszustand von der Zeit unabhangig 
ou ov 

ist. Die Gleichungen (3) schreiben wir also (weil Tt und 8t ver-

schwinden) : 

u OU + v ou = X - ~ op 1 
ox oy e ox 

u~+v~=y-~ op J 
ox oy e oy 

(8) 

b) Inkompressibel heiBt eine Fliissigkeit, wenn die 
Dichte e konstant ist. Dann reduziert sich Gleichung (4) auf 

(9) 

c) Wirbelfrei heiBt die Bewegung, wenn keine Drehungen 
stattfinden, d. h. wenn nach Gleichung (8) gilt: 

OV _ OU = 0 (10) 
ox oy 

Die beiden simultanen partiellen DifIerentialgleichungen (9) 
und (10) werden nun gelOst durch den Ansatz: 

U = oW (x, y) v = oW (x, y) (11) 
ox 8y 

wo W(x,y) der aus (9) resultierenden DifIerentialgleichung 
02 W 02 W 
--+--=0 (12) 

8x2 oy2 
zu geniigen hat. DaB hiermit auch (10) erfiillt ist, ergibt sich 
sofort aus: 

weil 

OV 02 W 
-

ox oyox 

82 W 
oyox 

OU 
oy 

02 W 
ox8y 

eine Grundtatsache der DifIerentialrechnung ist. 
Die Funktion (/J(x,y) wird das Geschwindigkeits

potential der Fliissigkeitsbewegung genannt. 
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Die Gleiehung 
r[)(x,y) = 0 (13) 

stellt fiir jeden Wert von 0 eine Kurve dar, langs deren das 
Potential konstant ist. Zieht man an die Kurve im Punkte A 
eine Tangente (Fig. 176), so wird deren Riehtungstangens: 

or[) 

dy ox 
tgr = dx =- or[) (14) 

oy 

Andererseits ist aber die Riehtung der dureh (11) gegebenen 
Stromungsgeseh windigkeit 

or[) 

v oy 
tgr1 = u = or[) (15) 

ox 

Aus (14) und (15) re
sultiert aber 

tgr' tgrl + 1 = O. (16) 
Mithin steht die Stromge
sehwindigkeit auf der Kurve Fig. 176. Stromlinien und Potentiallinien. 

r[)(x,y) = 0 
senkreeht. Demnaeh wird das System der orthogonalen Trajek
torien 62) zu der Schar der Niveaulinien 

r[)(x,y) = 0 (17) 

die Stromlinien liefern. Stellt man die Schar der Stromlinien 
dureh 

lJI(x,y) = 0 (IS) 

dar, so liefert (16) eine Differentialgleiehung fiir lJI: 

or[) olJl + or[) olJl = 0 (19) 
ox ox oy oy 

d. h. die bekannte Bedingung des orthogonalen Sehnittes zwischen 
r[) und lJI. 

Statt der einen Gleichung (19) kann man aueh die beiden 
ansehreiben : 
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8([J - 8lJ1 1 
- ox - oy 

0([J = olP J 
oy ox 

(20) 

aus denen sich durch Differentiation nach x bzw. y und Addition 
ergibt: 

(21) 

Demnach haben ([J und lJI derselben partiellen Differentialgleichung 
zu geniigen. 

III. Aufsuchung Von Losungen der Gleichungen (12) und (21). 
Wir definieren eine Funktion 

Z = f(z) 
der komplexen Variabeln 

z = x + iy. 
Z = f(z) la.Bt sich nun unter Trennung des reellen und des 
imaginaren Bestandteils in der Form schreiben: 

Z = j(z) = F(x,y) + iG(x,y). 
Differentieren wir partiell nach x: 

OZ dj(z) of. 00 
ox = ----ctz.1 = ox + t ox (22) 

und nach y: 
oZ dj(z). of . 00 
--=--'$=--+$-
oy dz oy oy 

oder nach Division mit i: 

df(z) .8F 80 
--=-~-+-

dz oy 8y 
Der Vergleich Von (22) und (23) liefert jetzt: 

of . 00 . of 00 -+t-=-t-+-ox ox oy oy 

(23 ) 

welche Gleichung nur dann erfiillt ist, wenn die beiden Relationen 
gelten: 

(24) 
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oder 
82F 82F -- 1 
8x2 + 8y2 - 0 

82G 82G - J 
8x2 + 8y2 - 0 

(25) 

Der Vergleich von (25) mit (12)-(21) lehrt, daB r!J und lJI 
dann diese letzteren Gleichungen erfiillen, wenn sie reeller bzw. 
imaginilirer Bestandteil einer beliebigen Funktion einer kom
plexen Variabeln 

Z = f(x+iy) = r!J + ilJl (26) 
sind. 

Jede beliebige Auswahl von f liefert also ein System von 
Niveaukurven r!J(x,y) = 0 nebst den dazu gehorigen Stromungs
linien lJI (x.y) = O. Man 
kann aber auch die Kur
ven r!J alsStromlinien und 
die KurvenlJl alsAquipo
tentiallinien auffassen. 

y 

~=X=C1 

'1jI"=!I=Cz---Jede Auswahl von x 
f (z) liefert also zwei 
theoretisch mogliche 
Stromungsvorgange. Fig. 177. Ebene Parallelstromung. 

IV. Beispiele. 
a) Die Auswahl f(z) = x + iy (27) 

liefert das Niveaukurvensystem 

r!J = x = 0 1 

und das Stromliniensystem 

lJI = y = O2 

also nach Fig. 177 eine zur x-Achse parallele Stromung. 
b) Mit 

f(z) = V (z + ~2) 
erhalt man die Niveaukurven 

r!J = V x ( R2 
X2 + y2 

und die Stromlinien 

lJI = V Y ( 1- -x-c-2 R_+2_y-=-2 ) = O2 

H 0 r t, DifferentiaIgleichungen. 22 

(28) 

(29) 
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Fur O2 = 0 erhalten wir als Stromlinie den Kreis 

x2 + y2 = R2 
und die x-Achse 

y =0. 

Die Stromgeschwindigkeiten werden: 

u = ~~ = V {I + R2 (~:~;:)2 } 
v = oW = V _ R2 2 x y 

oy (X2 + y2)2 

Y 

u=J/ 
--;>0- .x 

Fig. 178. Ebene Stromung um einen Zylinder. 

1m Unendlichen ergeben sich die Geschwindigkeiten 

u = V, v = 0 

(30) 

d. h. eine zur x-Achse parallele Stromung der Geschwindigkeit V. 
Der Vorgang, der dem Ansatz (28) entspricht, wird realisiert, 

wenn man in einen breiten gleichformigen Strom einen Zylinder 
vom Radius R senkrecht zur Stromrichtung hineinbringt. Fig. 178 
gibt den genauen Verlauf der Niveau- und Stromlinien. 65 ) 
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III. Die Differentialgleichung des Potentials. 

§ 67. Die allgemeine Massenanziehung, das Coulombsche Gesetz 
und die Laplace-Poissonsche Difierentialgleichung. 

I. Das Grundgesetz der Gravitation oder der allgemeinen 
Massenanziehung lautet: Zwischen zwei Punkten der Massen M 
und m wirkt, wenn sie sich von 
einander in der Entfernung r 
befinden, die Kraft 

K=_h Mm , 
r 2 

(1) 

z 

m 
wo h die Gravitationskonstante 
heiBt und das - -Zeichen an
deutet, daB K die Entfernung r 
zu verkleinern sucht (Fig. 179). 

'11--1--.----1/ 

oX 

Denkt man sich nun M im 
Anfangspunkt eines Koordinaten
systems xyz befindlich, so kann 
man mit 

r2 = x~ + y2 + z2 
Fig. 179. Zur Anziehung zweier 

Massen punkte. 

setzen: K=-h lvfm 
X2 + y2 + Z2 

(2) 

Mit diesem Ansatz wird K eine Funktion des Ortes des 
Massenpunktes m; die Formel verliert ihre Gultigkeit, wenn m 
mit M zusammenfallt, weil dann K = - = wird, was keinen 
physikalischen Sinn hat. 

Wir bilden nun die Komponenten der Kraft K nach den 
Koordinatenachsen mit 

K = _ hMm 
'" X2 +y2 + Z2 

x 

VX2 + y2 + Z2 

hMm·y 
Kv = - ------.:.-~3-

(X2 + y2 + Z2)2 

hMm·z 
K z = - -------:03-

(X2 + y2 + Z2)2 

hMm·x 
3 

(X2 + y2 + Z2) 2 

(3) 

22* 
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Schon Lagrange wuBte, daB es 
gibt, die die Eigenschaft hat, daB gilt: 

eine Funktion F (x, y, z) 

Diese Funktion lautet 

K _ of 
a; - ox 

K _ of 
v - oy 

of 
K z =-· oz 

hMm 
F= ----------~l~ 

(X2 + y2 + Z2)2 

(4) 

hMm 
r 

(5) 

und wird die Kraftfunktion genannt. Von der oben mit (4) 
angegebenen Eigenschaft dieser Funktion iiberzeugt man sich 
leicht durch Ausfuhrung der entsprechenden partiellen Differentia
tionen an (5) 

of 

ox 

usw. 

hMm or 
r2 ox 

hMm 1 1 
= - -- ----,::====_.2 x 

r2 . 2 i X2 + y2 + Z2 

hMmx = Ka;. 
3 

(x2 + y2 + Z2) 2 

Den negativen Wert von F bezeichnen wir jetzt mit V = - F, 
und wir nennen V dasPotential desPunktes M aufdenPunktm. 

Es war nun Laplace, der fand, daB diese Funktion 

hMm 
V = - -----------=-1 

(X2 + y2 + Z2)2 

der partiellen Differentialgleichung genugt: 

02V 02V 02V -+-+-=0. ox2 oy2 OZ2 
(6) 

Man uberzeugt sich hiervon ebenfalls leicht durch Auswertung 
der partiellen Differentialquotienten. 

II. Ganz analoge Betrachtungen sind anzustellen, wenn es sich 
urn zwei punktuelle Elektrizitatsmengen M und fl handelt. Be-
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tragt deren Entfernung r, so ist die zwischen beiden wirkende 
Kraft 

M", 
K = e--, 

r 2 
(7) 

wo e eine Konstante bedeutet, die = 1 wird, sofern wir aIle vor
kommenden GraBen in C. G. S.-Einheiten messen. Das durch diese 
Gleichung ausgesprochene physikalische Gesetz wurde von 
Coulom b entdeckt. 

z 

Fig. 180. Zum Potential mehrerer Massenpunkte. 

Die Kraft K wirkt abstoBend (auf r vergroBernd), wenn 
M und '" gleiches Vorzeichen haben, anziehend, wenn die Vor
zeichen verschieden sind. 

Handelt es sich um mehrere elektrische Punkte in endlicher 
Zahl, MI .... M k' der Koordinaten al bl cl .... ak bk ck , deren 
Wirkung auf einen Punkt", der Koordinaten xyz zu bestimmen 
ist, so kann man natiirlich die Kraft K als Resultante der 
Krafte 

K . - M i ", _ Mi ", . 2 k 
,- ri2 - (x - ai)2 + (y _ bi )2 + (z _ ci)2 ; ~ = 1. . 3.. (8) 

bestimmen. Es sind dann die Komponenten von K 
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Zum Potential mehrerer geladener Punkte Mi (i 1 ... k) 
auf einen Punkt fk 

(9) 

(10) 

(11) 

Statt F ffihren wir wieder das Potential V = - Fein und 
erhalten die Kraftkomponenten 

K __ oV 
x - ox 

K __ oV 
y - oy 

&V 
K z = ---. oz 

(12) 

Wieder konnen wir uns fiberzeugen, daB die Laplacesche 
Differentialgleichung gilt: 

02 V 02 V 02 V 
-+-+-=0. (13) ox2 oy2 OZ2 
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III. Handelt es sich jetzt um eine kontinuierlich fiber ein ge
wisses Raumgebiet R verbreitete Elektrizitatsmenge, so kann der 
Satz vom Potential einer endlichen Zahl elektrischer Punkte Mi 
auch hier angewendet werden, indem man den einzelnen PunktMi 

als Raumelement dT = da· db· de betrachtet, in welchem die 
Elektrizitat eine gewisse Dichte e besitzt, so daB gilt 

x 

Mi = edadbde. 
z 

Fig. 181. Zum Potential einer kontinuierlichen Massenverteilung. 

Hierbei kann sich e von Ort zu Ort andern, also eine Funktion 
von a, b, e sein. Eine derartige Elektrizitatsverteilung ist denk
bar in einem Raum R Fig. lSI, der von einem vollkommenen Die
lektrikum erffillt ist, so daB die dem einzelnen Raumelement dT 
auf irgendeine Weise mitgeteilte Elektrizitatsmenge edT dauernd 
an dem betreffenden Orte erhalten bleibt. 

Das Potential des einzelnen Raumelementes dT auf den Punkt 
P wird nun: pedadbdc 

(14) 
y(x-a)2 + (y-b)2 + (y-e)2 

Das Potential des ganzen Raumgebietes R auf p ergibt sich 
durch Summation der Einzel-Potentiale fiber aIle Raumelemente, 
d. h. durch Integration fiber R: 11'(( edadbde 

V = P ) )-yf=(x==a)=2 ==+==(y==O=b)=2 +=(Z==C)2=-
R 

(15) 
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Nehmen wir jetzt die Ladung des Punktes fk = der Einheit 
an, so wird: 

v - (If edadbdc 
- Jo! f(x-a)2 + (y-b)2 + (Z-C)2 (16) 

R 

Dies ist der Ausdruck, den man gewonnlich unter dem Be
griff des Potentials eines elektrisch geladenen Raumes versteht. 

Die Formel gibt fUr aIle Punkte x y Z auBerhalb des Raumes R 
das Potential Va' 

IV. Wichtig'ist zunachst die Bestimmung von Va fur Kugeln 
mit homogener Elektrizitatsverteilung. HandeIt es sich um 
eine dunne Hohlkugel aus isolierendem Material des Radius R 
um den Anfangspunkt, der uberall gleichmaBig die elektrische 
Dichte e mitgeteilt ist, so wird das Potential d V der Kugelzone 
AB auf den Punkt der Ladung 1 

dV = 2 R sin q;. 7(,. R dq;. e 
r 

d V = 2 R2 7(, e sin q; d q; . 
r 

Das Potential der ganzen 
., Kugelflache ergibt sich hieraus, 

--r---~~~~+-~'-~X 

Fig. 182. Zum Potential einer 
diinnen Kugelschale. 

" j Sinmd m 
V = 2R27(,e ~ '-, 

o 
welcher Ausdruck sich sehr ver
einfacht, wenn man in dem 
Dreieck 0 A 1 ansetzt 

r2 = R2 + x 2 - 2 R x cos q; 
und differenziert 

r dr = R x sin q; dq;, 
dann wird 

wo die Integrationsgrenzen sich wie angeschrieben ergeben, 
weil fUr 
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wird. 

cp=O 

cp=n 

Die Auswertung des Inte
grals ergibt: 

Va = 2Rn(! (x + R-x + R) 
x 

(17) 

Dies gilt ffir einen auBeren 
Punkt x> R. 

r = x - R, 

z 

Fli.;r einen inneren Punkt 
(Fig.183) x < R wird aber bei J' 

cp = 0 r = R - x, 
cp=n 

Fig. 183. Potential einer dunnen 
Kugelsehale auf einen inneren Punkt. 

und demnach das Potential 

2nR(! 
Vi= (R+x-R+x) 

x 

= 4nR(!. 

Fig. 184. Potentialverteilung bei einer dunnen Hohlkugel. 

1m Innern der Hohlkugel ist also das Potential unabhangig 
yom Orte des Au £ pun k t e s. In graphischer Darstellung ergibt 
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sich die Abhangigkeit des Potentials von der Aufpunkt-Ent
fernung x nach Fig.lS4. In dieser ist auch der Verlauf der Kraft 

K;r; = _ oV = 4nR2/2 
oX X2 

eingetragen. 1m Innern ist K;r; = 0, in der Kugelflache = 4 n /2, 
um mit wachsendem x stetig abzunehmen. 

V. Aus dem Potential der Rohlkugelleitet sich das Potential 
der Vollkugel wie folgt abo Wir zerlegen ?ie Vollkugel in kon
zentrische Rohlkugeln des Radius r und der Dicke dr. Jede dieser 
Rohlkugeln hat in bezug auf P das Potential 

z 

z 

!I 

Fig. 185. Zum Potential einer Voll
kugel auf einen auBeren Punkt. 

Fig. 186. Potential einer Vollkugel 
auf einen inneren Punkt. 

und nach Integration von Obis R 
R 

Va = 4: /2 J r2 d r 

o 
4n R3/2 

=--.--
3 x 

Rieraus leitet man die Kraftwirkung ab: 

Kx a = _ 0 V = + 4 n R3/2 . 
ox 3 X2 

(IS) 

VI. Liogt der Punkt P im Innern der Vollkugel, so zerlegen 
wir das Potential in zwei Teile: 

VI herruhrend von der Vollkugel des Radius X. 
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VII herruhrend von der Hohlkugel des Innenradius x und 
AuBenradius R. 

R 

VII = 4nefrdr = 2ne(R-x2) (19) 
x 

Also ist das Gesamtpotential der Vollkugel fUr einen innen 
liegenden Punkt 

4 2 
Vi = Tn X2 e + 2 n e (R2 - X2) = 2 n e R2 - T n e x2• (20) 

Die auf den Punkt ausgeubte Kraftwirkung ist 

oVi 8n 
Kxi = - ox = -Txe + 4nex 

4 
= + Tne x. 

Die graphische Auf
tragung fUr Va und Vi 
sowie K xa und K Xi ergibt 
das nebenstehende BildFig. 
187. Fur den Anfangs
punkt 0 (x = 0) als Auf
punkt hat das Potential 
sein Maximum, die Kraft
wirkung ist gleich Null. 
FUr X = R ist Vi = Va' 

4 
= - n e R2. Die Kraft-

3 
wirkung nimmt von 

~~-+-L----------~,x 

x = 0 bis x = R linear zu Fig. 187. Potentialverteilung bei einer 

und hat ihr Maximum VoUkugel. 

4 Tn e R in der Kugeloberflache; von da nehmen Potential und 

Kraft asymptotisch ab; die Kraft ist immer abstoBend. 
VII. Liegt der Punkt x y z innerhalb des Raumes R, dann 

wird das Potential 
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V. -fff e da db de 
t - V(x-a)2 + (y _ b)2 + (z -e)2 (21) 

R 

scheinbar unendlich, da man die Integrationsvariabeln a, b, c 

y 

11 

fiber die Stelle xyz hinweg
schieben muB. 

Diese Schwierigkeit wird 
hebbar, wenn wir eine kleine 
Kugel zeichnen, die den 
Punkt P einschlieBt. Dann 
kann man Vi in zwei Teile 
zerlegen, 

(22) 

von denen VI sich auf den 
von der auBeren Raumbe
grenzung und der Kugelflache 
umschlossenen Raum, V auf 

Fig. 188. Zur Differentialgleichung des di K lb' ht F" V 
Potentials in einem Punkte einer e uge eZIe. ur 1 

kontinuierlichen Massenverteilung. ist aber P ein auBerer Punkt, 
also ist 

fff edadbdc 

VI = "p(x-a)2 + (y-b)2 + (Z-C)2 
Rl 

jedenfalls endlich, und von V haben wir dies eben bewiesen; 
also ist auch 

endlich. 
VIII. Aus der letzten Gleichung ergibt sich sofort eine wichtige 

Folgerung, wenn wir sie auf die Beziehung des Potentials 

Vi = VI + V (23) 

zur La placeschen Differentialgleichung untersuchen. Wir 
bilden: 

02V· 02V· 02V· 
~_t + ~_t + ~_t 
ox2 oy2 OZ2 

~V ~V ~V ~V ~V ~V 
=~_1 +~_1 +~_1 +~_+~_+~_. (24) 

a~ o~ o~ o~ 8~ 8~ 
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Hier ergeben die ersten drei Glieder auf der rechten Seite 
Null, da VI Potential "auBerer" Massen ist. Dagegen ergibt 

2 
V=2nR-- ner2 

3 

als Potential einer Vollkugel auf einen innen gelegenen Punkt: 

82 V 4 --=--ne 
8x2 3 

82 V 4 --=--ne 8y2 3 
(25) 

82 V 4 
---aZ2 = -3n e, 

Wle sich durch Ausfuhrung der Differentiationen an V ergibt. 
Demnach ist 

(26) 

und mithin 
82 V· 82 V· 82 V· --' + --' + --' - - 4n e 8x2 8y2 8z2 - . (27) 

Wir haben also den Satz: Fur das Potential auf 
einem innerhalb des masse- oder elektrizitats
belegten Gebietes gilt nicht die Laplacesche Diffe
rentialgleichung (6), sondern die Poissonsche Diffe
r e n t i a I g lei c hun g (27). Bezeichnet man die GroBe 

82V 82V 82 V 
LlV= 8x2 + 8y2 + 8Z2" 

als den z wei ten D i ff ere n t i a I par a met e r der Funktion V, 
so kann man die Laplacesche und die Poissonsche Gleichung 
zusammenfassen. Erstere gilt an Orten der Massebelegung Null, 
letztere an Orten der Massebelegung e. Man kann dann sagen: 
Der zweite Differentialparameter des Potentials 
einer beliebigen raumlichen Masse- oder Elektri
zitatsverteilung ist gleich dem - 4 n fachen der 
Verteilungsdichte. 66 ) 
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§ 68. Allgemeine Eigenschaften des Potentials 

fur unendlich ferne Aufpunkte und beim Durchgang des 
Aufpunktes durch Flachenbelegungen. 

I. Der Ausdruck fUr das Potential auf einen auBeren Punkt 

fff (] da db de 

Va = f(x-a)2 + (y-b)2 + (z-e)2 

z 

x 

y 

Fig. 189. Zur Untersuchung des Verhaltens des Potentials im 
Unendlichen. 

formt sich mit den Substitutionen (vgl. Fig. 189). 

xa+yb+ze 
X2+y2+Z2=R2, rR = cosy 

a2 + b2 + e2 = r2 

urn in: 

Setzt man nun 

( r )2 r R -27icosy = b, 
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so wird 

Va = J J J eda~bdc (1 + b)-~. 
Da aber 0 mit wachsendem R, d. h. wenn der Aufpunkt 

immer mehr ins Unendliche ruckt, immer kleiner wird, so kann 
man die Reihenentwicklung 

(1 + 15)-+ = 1 +(-1+)15 +(-2+)152 + .... 
anwenden und angenahert schreiben 

-~ 1 (1+15) 2=1- 2 15, 
worauf angenahert wird: 

Va = J J J eda!bde {I + ~ cosy- ! (~r}· 
Hier kann man die Integration ausfiihren: 

Va = ~J J JedadbdC 
+ ~3J J JI2(Xa+ Y b+ZC)dadbdC+ .... 

= ~J J JedadbdC + ~3 {xJ J JaedadbdC 
+ y J J JbedadbdC +zJ J Jce dadbdC} + .. 

Setzt man bier: 

III edadbdc = M, 

d. h. gleich der Gesamtmenge der im Integrationsraume ent
haltenen Menge (Masse oder Elektrizita t ), so wird: 

Va = ~ + ! {x~ + Y1] + ze} + .... 
wo 

IIIae dadb de IIIb e da db de IIIe e da db de 
~= M ,1]= )}f ,C= lIf . 

die Schwerpunktskoordinaten der raumerfullenden Menge sind. 
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Bezeichnet man jetzt die Kosinus der Richtung, auf welcher 
Pins Unendliche riickt mit 

x 
COSA = Ii 

cosfl- = ~ 
z 

cosv = R' 

so wird 
Mx 

Va' X = M cos A + ----w- (x ~ + Y'YJ + z C) + ..... 
My 

Va • Y = M cos fl- + ----w- (x ~ + Y'YJ + z C) + ..... 

Mz 
Va . Z = M cos V + ---w:- (x ~ + Y'YJ + z C) + .... , 

Da nun mit lim R = = die zweiten und hoheren Glieder 
auf den rechten Seiten verschwinden, so ist bewiesen, daB V· x 
V' y, V' z fiir lim R = = endlicb bleiben. 

Mittels der Formel 

oVa 0 Va oR M X M 
-~ = -~ .-~ = --.- = --COSA 
oX oR ox R2 R R2 

findet man, daB 
oV X2 _~a = _ M COS3 A, 
oX 

ist, und daB demzufolge auch 

endlich bleibt 

1. 0 Va 
Imx2-~ 

R== ox 

Natiirlich gilt das auch fur 

und 

1. 0 Va 
Imy2-~ 

R== oY 

1. 0 Va 
Imz2-~ . 

R = 00 oz 
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II. Wir haben bereits im vorigen § den Fall gehabt, daB beim 
Durchgang des Aufpunktes durch die belegte Flache einer Hobl-

kugel del' Differentialquotient 88: einen endlichen Sprung erlitt. 

8V 
1m Innern del' Hohlkugel war 8 x = 0; hart an del' auBerenFlache 

8V 
War 8 x = - 4:n: a. Bezeichnet man die erstere GroBe mit einem 

- -Zeichen, die letztere mit einem + -Zeichen, so gilt: 

oV oV - --- = -4:n:a. 
8x + 8x 

z 

Diesen Satz wollen wir fur 
eine beliebige Flachenbelegung 
beweisen. 

Zunachst sei das Potential 
einer Kreisscheibe del' Belegung a 
vom RadiusR, die in del' y z-Ebene 
liegt, auf den Punkt P, auf del' 
x·Achse liegend, zu bestimmen. 

p 
I 
I 
I x_ 

J eder Ring vom Radius r 
und del' Breite d r liefert das 
Potential (Fig. 190): 

Fig. 190. Potential einer 
Kreisscheibe. 

2:n:ardr 
e 

Nach Integration uber die Kreisscheibe wird dann 
R 

und mit e = fr2 + X2 

V = J 2 :n: : r dr . 

o 

R 

V =J2:n:0" r dr 
f r2 + X2 

o 
= 2 :n: a (f R2 + X2 - x). 

Durch Differentiation nach x erhalt man hieraus fur positive x: 

oV + = 2:n:a( X_I) 
ox fR2 + X2 

II 0 r t, Differentiaigieichungen. :?3 
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und fiir X = 0 

o V + / = _ 2 n a. 
ox x = 0 

Dies ware also die erste Ableitung des Potentials genommen 
naeh positivem x in unmittelbarer Nahe der belegten Flaehe. 
Nimmt man den Differentialquotienten naeh negativem x (also 
auf der anderen Seite der Flache), so wird 

-- = +2na. OV_/ 
ox x=o 

Dureh Subtraktion wird 

oV+ _ oV_ = -4na. 
ox ox 

III. Hat man eine beliebig belegte aueh gekriimmte Flaehe F 
der Flaehendiehtigkeit a, so fragen wir nach der Anderung, die 

OV 
der Differentialquotient on des Potentials 

V -JJ ad! 
- f(x-a)2 + (y-b)2+ (Z-C)2 

!I 

F 

z 

z 

.r-_-,a",,-_.Y b 
.r---~~--Y y x 

Fig. 191. Verhalten des Potentials 
beim Durchgang durch eine Flache. 

des restliehen Flaehenstiiekes: 

Hiernaeh ist 

oV+ oV+ 
-------= 

on on 

beimDurchgang durch die Flaehe 
erleidet, wobei wir mit n die 
Normale auf der Flaehe im 
Durehgangspunkte bezeiehnen. 
Dieser Differentialquotient ist die 
in die Riehtung der Normalen 
fallende Kraftkomponente. Wir 
besebreiben nun um den Dureh
gangspunkt einen kleinen Kreis 
K (Fig. 191) und setzen das 
Potential V der Flaehe zusammen 
aus dem Potential V K des 
Kreises und dem Potential Vt 

oV K- + oVt + _ oVt _ 
on on on . 
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av 
Da aber a; als Potential entfernter Massen stetig ist, so 

bleibt nur ubrig: 

av+ _ av_ =-4na 
an an 

y 

IV. Des weiteren be
stimmen wir noch das Potential 
einer Doppel£lache. Zwei 
Flachen Fund F 1 seien in 
der kleinen Normalentfernung 
dn einander parallel und 
tragen in einander gegen
u berliegenden Punkten die 
Belegungen - 8 und + 81, 

Das Potential eines Punktes 
p (x y z) wird dann 

Fig. 192. Verhalten des Potentials 
beim Durchgang durch eine Doppel-

Hier ist 

flache. 

v = Jc1dF l _JedF. 
r 1 r 

F, F 

r = -y(x-a)2 + (y-b)2 + (Z-C)2 

r 1 = -y (x-a1)2 + (y - b1)2 + (z - C1)2 . 

Wenn aber r und der kleine Abstand d n gegeben sind, dann 
ist r 1 bestimmbar nach dem Satze yon Taylor: 67 ) 

a~ 
1 1 r 
-=-+--dn. 
r 1 r an 

Mithin wird, wenn wir noch Yoraussetzen, daB auf einander 
gegenuberliegenden Flachenelementen d Fund d Fl diesen umge
kehrt proportionale Belegungen liegen, daB also 

8 d F = 81 d Fl 
ist, 1,. ( a~ 

V = J 8 a: dn dF. 

F 
23* 
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Hier kann man e d n die Die h t i g k e i t de r D 0 P pel -
bel e gun g nennen und mit 'YJ bezeichnen; es ist dann: 

v=JJ'YJ~ 1 dF 
on o-,l(x-a)2 + (y-b)2+ (Z-C)2 

F 

das Potential der Doppelflache auf den Punkt x y z. 
V. Wir berechnen nunmehr das Potential einer kreisformigen 

Doppelflache Fig. 193. 
Das Potential der Flache I bezw. II auf P ist 

VI = - 2 n ely R2 + (x -~ ) 2 
- X + d2n 1 

VII = 2 n ely R2 + (x + d2n r -x - d2n 1-
Also wird das Gesamtpotential 

V = VI + VII 

d" ,dn If 1l' + (x + ~ )' :V R-2 +--'---( x ------=-~)' -11 
= 2nednl,~ -1]. 

fR2 + X2 

+ 
+ 
+ 

z 

+e -c 
.If I 

oX 

Fig. 193. Potential einer kreis
formigen Doppelflache. 

Setzt man hier wie oben 
e d n = 'YJ, so wird 

V+ = 2n 'YJl-,lR2:X2 -11-
Dies Potential gilt fiir 

einen auf dem positiven Ast 
oX der x-Achse liegenden Punkt, 

weshalb das + -Zeichen an
geschrieben ist. Liegt P auf 
dem negativen Ast, so wird 
analog 

Nahert man sich nun von beiden Seiten der Doppelflache, 
so wird, wahrend man R kleiner und kleiner werden laBt, V + -
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v _ = 4n 1], d. h. das Potential V erleidet beim Durchgang des 
Aufpunktes durch eine Doppelflache einen endlichen Sprung 
4n 1], wo 1] die Belegungsdichte an der Durchgangsstelle ist. 

§ 69. Zusammenfassung und Ubersieht liber die Aufgaben der 
Potentialtheorie. 

Wir haben nunmehr folgende Arten von Newtonschen 
Potentialen kennen gelernt: 

1. Raumpotentiale V R' 

2. Flachenpotentiale V F' 

3. Doppelflachenpotentiale V D. 

1. Setzt sich aus diesen ein Potential zusammen V = V R 

+ V F + V D' so genugt dies der Lap I ace schen Differentialgleich ung 
Ll V = 0 in allen Raumpunkten, die weder dem masseerfullten 
Raum R noch den Flachen Fund D angehOren. Fallt der Auf
punkt in den Raum R, so lautet die Differentialgleichung 

LlV=- 4n e, 
wo e die Massendichte am Orte des Aufpunktes bedeutet. 

II. Die Differentialgleichung fur Aufpunkte, die auf den 
Flachen D oder F selbst liegen, ist von der Krummung der 
Flachen abhangig und solI hier nicht angegeben werden. 

Dagegen ist V an der Flache F in der Weise unstetig, daB 

8V+ _ 8V_ = -4no-
8n on 

wird, wahrend an der Doppelflache D ffir die Unstetigkeit gilt: 

VD + - VD - = 4n1] 
0- und 1] sind wie fruher die Belegungen der Flacben Fund D. 
Abgesehen von den Flachen Fund D ist V und seine ersten Ab
leitungen 

uberall stetig. 

8V 8V 8V 
8x' 8y' Tz 

III. Ruckt der Aufpunkt x, y, z ins Unendliche, so wird 

V=O, 
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aber 
8V 2 8V 8V 

Vx, Vy, Vz und 8x x, 8y y2, Tz Z2 

bleiben endlich. 
IV. Die Potentialtheorie beschaftigt sich nun einerseits mit 

der Berechnung der Potentiale gegebener Massenanordnungen, d. h. 
mit der Berechnung bestimmter Raum- oder Flachen-Integrale 
(Kugel, Hohlkugel, Kreisscheibe, Doppelflache), die wir in ein
fachen Fallen in den vorigen Paragraphen durchgefuhrt haben. 
Zu der Bestimmung dieser Integrale fur allgemeinere Massen
anordnungen zieht man mit Vorteil die DifIerentialgleichung 
L1 V = 0 heran, der ja jene genugen mussen, urn Reihenent
wicklungen fur die Integrale zu gewinnen. Hiermit beschaftigen 
sich die §§ 72 und 73. 

Die hier gegebenen Entwicklungen gelten als Vorbereitung 
fur die andere Aufgabe der Potentialtheorie, namlich die Integration 
der partiellen DifIerentialgleichung 

82V 82V 82V --+ --+ -- = 0 bezw. = - 4 n e ox2 8y2 OZ2 

bezw. der Anwendung dieser Integration zur Lasung von tech
nischen Aufgaben. 

V. Eine wichtige Rolle spielt zunachst die Integration der 
DifIerentialgleich ung 

.dV=-- 4n e 
in der E Ie k t r 0 s tat i k. Wie schon dies Wort sagt, handelt es sich 
hier urn die Bestimmung des GIeichgewichtes elektrischer La
dungen. Bekanntlich unterscheidet man zwischen Iso I a tor e n 
und Lei t ern. Auf den ersteren bleibt eine anfanglich vorhandene 
Elektrizitatsverteilung unverandert, bei den letzteren ist die 
Elektrizitat beweglich und sie verteilt sich stets so, daB sie ge
wissen Gleichgewichtsbedingungen Genuge leistet. 

Wir wissen schon, daB auf einer leitenden Kugel von Radius 
R die mitgeteilte Elektrizitatsmenge M sich gleichmaBig uber 
die Kugeloberfiache verbreitet, so daB uberall die Dichte 

M 
a=--

4nR2 
herrscht (wenn auBer der Kugel andere Leiter oder geladene 
Isolatoren nicht vorhanden sind). 
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1st jedoeh auBer del' Kugel 0, del' die Elektrizitatsmenge M 
mitgeteilt wird, noeh ein Isolator J mit fester gegebener Elektrizi
tMsverteilung vorhanden, so verteilt sioh M nioht mehr gleioh
maBig auf del' Kugel O. 

Die Elektrizitatsverteilung ist unbekannt und soIl bestimmt 
werden. Ihr Potential 

Va = Iadw 
a 

geniigt del' DifIerentialgleiohung 

L1 V = O. 
Da diese Differentialgleiohung zur eindeutigen Bestimmung 

von V nioht geniigt, ist eine weitere Tatsache heranzuziehen. Hierzu 
benutzen wir den Satz, daB im Innern eines leitenden Karpel's und 
auf seiner Oberflaohe das Potential aller vorliegenden Elektrizitats
mengen iiberall einen und denselben Wert haben muB. Das 
Potential ValIer Elektrizitatsmengen besteht hier aber aus Va 
und aus dem Potential des Isolators V J: 

M 
V = Va + VJ = a = R' 

Da V J als bekannt anzuseben ist, gilt fiir die Kugel: 

M 
Vo=a-VJ= R-VJ' 

Auf Grund dieser Gleiohung werden die Werte von Va auf der 
Kugeloberflache vorgesohrieben, und es zeigt sieh, daB Va damit 
eindeutig bestimmt ist. 

Man nennt eine derartige Aufgabestellung, It. welcher eine 
Funktion V innerhalb eines Gebietes einer gegebenen partiellen 
DifIerentialgleiohung geniigen muB, wahrend an der Begrenzung 
die Werte der Funktion vorgeschrieben sind, eme Randwert
aufgabe. 

VI. Wir wollen gleich hier anrnerken, daB die Randbe~ 

dingung: Vis tau f de r Beg r en z u n g g e g e ben, auch 
andel'S lauten kann. 

Bei den Aufgaben der stationaren Bewegung eines Karpers 
in einer inkompressibelen Fliissigkeit handelt es sioh ebenfalls 
urn die Integration del' Differentialgleiohung 

L1 V = 0, 
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die Randbedingung lautet hier aber: 
OV 
on' 

d. h. der Differentialquotient nach der Normale der Oberflache 
des eingetauchten Korpers (hierdurch eine Stromungsgeschwindig
keit) ist gegeben. 

Bei den Aufgaben der stationaren Warmeleitung hat man 
an der Grenze des betrachteten Korpers die Randbedingung: 

V + h ~~ ist vorgeschrieben. 

Man bezeichnet die Randwertaufgabe in den drei angefuhrten 
Fallen als erste, zweite und dritte Randwertaufgabe. 68) 

VII. Zur Losung der Randwertaufgaben gibt es im allge
meinen zwei Wege. 

Auf dem einen Wege hat man zunachst die Differential
gleichung 

LI V = 0 bezw. - 4 n e 
auf ein solches orthogonales Koordinatensystem zu transformieren, 
daB die Flache, langs deren V vorgeschrieben ist, die Gleichung 

u = Const 
erhiilt. 

Dann sucht man die transformierte Differentialgleichung 
A V (u, v, w) = 0 resp. - 4n e 

durch einen Ansatz 

V = ~ An' Un' Vn · Wn 
n 

zu befriedigen, wo An unbestimmte Konstante, Un' Vn> Wn Funk
tionen nur von u resp. v oder w sind. 

Durch geeignete spezielle Wahl von einer oder zwei der 
Funktionen gelingt es sehr hiiufig, fUr die ubrig bleibenden eine 
einfachere Differentialgleichung zu finden. 

1m allgemeinen existiert fUr jeden Index n eine solche Differen
tialgleichung, so daB schlieBlich sich das Potential V aus einer 
unendlichen Reihe von Funktionen aufbaut, die man oft Funk
tionen der betreffenden Flache u = Const nennt. 

Der AnschluB von Van die Randwerte V (v, w) auf der FIache 
u = Const wird im allgemeinen erreicht durch gliedweise 
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Integration und Vergleichung der Reihen 

JV (VI w). Vm Wmdvdw = JL:AnTfn Vn Wn Vm Wmdvdw 
u u 

wo die Integrale sich iiber die Flache u = Const zu erstrecken 

haben, und U den Wert der Funktion U auf dieser FHiche bedeutet. 
Bei den praktisch vorkommenden Fallen ergeben sich fiir 

die Auswertung der rechten Seite die Satz(I: 

JVn Wn Vm Wmdvdw = Owennn;:::m 
u 

und 

JVn2Wn2dvdw = f (n). 
n 

In diesen Fallen finden sich dann die Konstanten 

An = Un~(n)J V(v,w) Vn Wndvdw 

u 

womit die Randwertaufgabe formell gelOst iat. 69 ) 

AuBer dieser Rei hen met hod e hat man noch die Methode 
der Greenschen Funktion. 70) 

Zur Aufstellung dieser Funktion 
sind einige Bemerkungen iiber die 
Darstellung von Raum-Integralen 
durch Oberfliichen-Integrale erforder
lich. 

§ 70. Der IntegraIsatz von GauB. 

I. Unter einem Raumintegral 
versteht man allgemein ein dreifaches 
Integral 

J = JJJF(x, y, z) dxdydz (1) 

z 

Fig. 194. Zur raumlichen 
Integration, 

bei dem die Integration sich iiber aIle Raumelemente dr = dx 
dy dz eines Bereiches r Fig. 194 zu erstrecken hat. 

Wir betrachten nun F (x, y, z) als ersten partiellen Differen
tialquotienten einer Funktion X (x, y, z) 



362 Die DiHerentialgleichung des Potentials. 

ax 
F(x,y,Z) = ox (2) 

und versuchen das Raumintegral (1) in ein Oberflachenintegral 
umzuformen. Zur Durchfuhrung dieser Operation stellen wir eine 
genauere Betrachtung uber das Wesen der raumlichen Integration 
an. 

Zunachst fuhren wir die Integration fur die x-Koordinate 
aus, d. h. wir ermitteln den Wert des Integrals bei konstant 
gedachtem y und Z fUr allein veranderliches x. Das Integral 
schreibt sich dann: 

z 

11 

Fig. 195. Zum Integralsatz von GauE. 

Die Grenzen des Integrals 

JOX dx 
ax 

oX 

sind die Werte Xl und X2' die nach Auswahl von y und Z auf der 
Umgrenzungsflache bestimmt sind Fig. 195. Es wird also: 

'"' 
J = J JdYdZJ~~ dx = J JdYdZ(X2-Xl) (3) 

WO Xl und X 2 die in den zu Xl und X 2 gehorenden Oberflachen
punkten stattfindenden Funktionswerte sind. 
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Beachtet man nun, daB dy dz die Projektion der beiden zu 
Xl resp. X2 gehorenden Oberflachenelemente dcrl resp. dcr2 ist, so 
kann man nach Einfuhrung der nach innen gerichteten Ober
flachennormalen n l und n 2 schreiben: 

dy dz = dcrl . cos (nl X) = - dcr2 cos (n2 x). 

Hiermit wird aber 

(X2 - Xl) dy dz = - Xl cos (nl X) dcr1 - X 2 cos (n2 x) dcr2 

und das Integral wird 

J = - j j(XI cos (nl x) dOl + X 2 cos (n2 x) d(2). 

Fuhrt man jetzt noch die Integrationen nach y und z aus, so 
heiBt dies nichts anderes als die eben erlauterte Operation fur aile 
mit der Umrandung des Raumes vertraglichen Parailelepipede 
nach Figur 195 durchzufuhren. Hierbei werden aber aile End
flachen dcr dieser Parallelepipede in dem Integral vorkommen, 
d. h. man kann schreiben: 

J x =-= J J J~~ dxdydz = - J J X cos (nx) do (4a) 

T 

Hiermit ist aber tatsachlich das Raumintegral in ein Ober
flachenintegral ubergefuhrt. 

Diese Formel (4) schreiben wir noch fur zwei andere Funk
tionen, Y (x, y, z) und Z (x, y, z), und die Koordinatenrichtungen 
y und zan: 

J y = J J J~~ dxdydz = - J J Y cos (ny) do (4b) 

Jz= JJJ~~dXdYdZ=-JJzcOS(nZ)dO (4c) 

nach deren Addition der Integralsatz von GauB folgt: 

J = J J J (~~ + ~~ + ~~) dx dy dz 
T 

= -jj[Xcos(nx) + Ycos(ny) + Zcos(nz)do] (5) 
(J 
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Dieser Satz gewinnt eine sehr einfache Gestalt, wenn wir, 
was immer moglich ist, X Y Z als Komponenten eines Vektors 21 
auffassen, dessen Divergenz dann 

ist: 

ax ay az 
h+ay+az 

ax ay az 
Div21 = - + - +-ax ay az (6) 

Auch fur X cos (n x) + Y cos (n y) + Z cos (n z) kann ein ein
facher Ausdruck eingefuhrt werden, namlich die Komponente 
An von 21 in Richtung der NOl'malen n. Dann lautet der 
Integralsatz von G a u B : 

(7) 

Das Minuszeichen wird ubrigens zum Pluszeichen, wenn die 
Normale n nach auBen gerichtet ist. 

II. Sind jetzt innerhalb eines raumlichen Bereiches 7: zwei 
Funktionen U (x, y, z) und V (x, y, z) gegeben, so kann man die aus 
diesen gebildeten Funktionen 

X = U av __ V au 
ax ax 

Y = U av _ V au 
ay ay 

z = u av _ V au 
az az 

als Vektorkomponenten ansehen und die Divergenz 

ax ay az -+--+--ax By' az 
berechnen. Es findet sich hierfur der Ausdruck: 

U Ll V - V Ll U. 

(8) 

Ferner ergibt sich als n-Komponente des durch X Y Z be
stimmten Vektors der Ausdruck: 
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80 daB der Integralsatz nunmehr lautet: 

J(U,1 V - V,1 U) dr = - J( U :~ - V :~) da (10) 

T 

§ 71. Einfiihrung der Green'schen Funktion. 

Von dieser Formel geht die Greensche Betrachtung aus, 
die den Zweck hat, eine Funktion V zu bestimmen, die im Innern 
emes raumlichen Bereiches r del' Gleichung 

82V 82V 02V 
,1 V = ox2 + oy2 + ~ = --477:e (x,y,z) 

genligt und an del' Oberflache (J von r gegebene 
nimmt, d. h. die erste Randwertaufgabe zu 
lOsen. 

Der Gedankengang ist folgender: 

Werte Va an-

V6 gegeben 
f 

Innerhalb von r wird ein fester Punkt P1 

(x, y, z) und in der Entfernung r davon 
ein variableI' Punkt P2 (a, b, c) ange
nommen. Wir schreiben nun die Formel 
(10) § 70, indem wir die Funktion U 
spezialisieren wie folgt: 

u=~ 
Fig. 196. Zur Methode 

von Green. 
r 

und die Integration liber runs in del' Weise ausgeflihrt denken, 
daB wir P 2 aIle innerhalb r moglichen Lagen annehmen lassen, 
wobei wir abel' eine kleine Kugel x. mit dem Radius (J um PI aus-

1 
sohlieBen, weil, wenn P 2 mit P 1 zusammenfiele, - = 00 werden 

r 
1 

wiirde, was nicht zulassig ist. Da nun ,1 - = 0 ist, so sohreibt 
r 

sich Formel (10): 

11 J(l oV 8 ~) -,1 Vdr =- ---V- da (1) 
r r on 8n 

'r-x cr-rJ2 w 

wo die Zeichen - x. und - (J2 W andeuten, daB die kleine Kugel 
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(sowohl ihr Raum X wie ihre Oberflache b2 w) vom Integrations
prozeB ausgeschlossen ist und wo sowohl V, LI V, Va, wie dt 
da in den Variabeln a, b, c auszudrucken sind. 

Diese ausgeschlossenen Bestandteile notieren wir besonders, 
indem wir fur das Oberflachenelement der kleinen Kugel b2 de!), fur 
ihr Raumelement b2 db dw setzen: 

(2) 

w 

wo W und dw sich auf eine Kugel vom Radius 1 beziehen. 
Addieren wir jetzt (1) und (2) 

f + LI V dt + f LI V bdbdw 
T-X x 

} J( 1) oV . 1 OV or 
=- (b-+V)dW- ---V- da orJ r on on 

(() cr_(J2W 

und lassen b unendlich klein werden, so wird, wahrend das aus
geschlossene Kugelgebiet verschwindet: 

JLI Vbdbdw = 0 1 
· J b ~~ ~ 0 rgen lim b ~ 0 

w 

JV dw = 4 Jt VI wegen Jdw = 4Jt. 
w w 

In der letzten Formel bedeutet VI den Wert von V iill 
Punkte PI' 

In anderer Anordnung schreiben wir jetzt: 

4Jt VI = -J~ LI Vdt-J(~ oV - / ~)da r r on 0 n 
(3) 
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Diese Formel lost schon die erste Randwertaufgabe, setzt 
. oV . 

aber voraus, daB am Rande dw Werte 0 n gegeben smd, was 

nicht der Fall ist. 
Subtrahieren wir jetzt Formel (10) § 70 von (3), so ergibt sich: 

4nVI =J(u-+) L1 VdT-J V L1 UdT 

T T 

+J[(u-:) :: _/(u:~) ]dG (4) 

Hier ist der Wert von V im Punkte PI demnach gegeben, 
wenn man kennt: 1) L1 V im ganzen Gebiete T; 2) V selbst im 

ganzen Gebiete T und an seiner Begrenzungsflache cr; 3) 0 V on 
an der Begrenzung b, und 4) eine willkiirliche, jedoch nebst 
ihren ersten Ableitungen uberall stetige Funktion U. Dber letztere 
durfen wir Festsetzungen machen. Dies tun wir so, daB wir zur Be
rechnung von VI die Werte von V innerhalb T nicht zu kennen 
brauchen (wir wollen sie ja eben bestimmen) und daB auch 

die KenntniB von ~: nicht notig ist. Die beiden mittleren 

Integrale sollen also fortfallen, was wir erreichen, indem wir 
von U die Eigenschaften verlangen: a) L1 U = 0 im Gebiete T; 

1 
b) U - - = 0 an der Grenze 15. 

r 

Fuhren wir hier fur U - ~ die Abklirzung G ein so wird die 
r 

Eigenschaft a) fUr U erreicht, wenn im ganzen Bereiche L1 G = 0 
1 

gilt, da ja L1 - = 0 ist. Die Eigenschaft b) fUr U wird dagegen 
r 

erreicht, wenn an der Grenze cr uberall G = 0 ist. Mithin 
erhalten wir: 

(5) 

Hier ist G die "Greensche Funktion", nach deren Bestim
mung fUr einen gegebenen Bereich T und einen gegebenen Punkt 
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PI die erste Randwertaufgabe gelost ist. Die Funktion G enthalt 
dabei die Variabeln x, y, z ebenso wie die Variabeln a, b, c; 
letztere sind nach dem voraufgehenden die Coordinaten des 
beweglichen Punktes P 2' dessen Hinwegschiebung uber aHe 
Punkte von "C und Q' die 1ntegrationen der Formel (5) liefert. 
VI bleibt dann als Funktion von x, y, z ubrig, wie es sein 
muB. Als Beispiel werden wir spater G fur die Kugel bestimmen. 

§ 72. Das Potential einfachster Massenanordnungen und die 
Legendre'schen Kugelfunktionen. 

I. Fur die weiteren Betrachtungen ist es zunachst erforderlich, 
statt derrechtwinkligen Koordinatenx,y,z Pol a r ko 0 r di nate n 

z r, ,s" cp einzufuhren. 

p 

Ein Punkt P der 
Koordinaten x, y, z, 
(Fig. 197) hat vom An
fangspunkt die Ent
fernung 

r2 = x 2 + y2 + Z2 (l) 

Der Radiusvektor r 
schlieBt mit der posi
tivenx-Achse den Winkel 
,s, ein; es gilt: 

x = r cos,s,. (2) 
Fig. 197. Einfiihrung der Polarkoordinaten. 

1st ferner e die 
Projektion von r auf die Y Z-Ebene, so gilt: 

e = r sin,s,. (3) 

Bezeichnet man den Winkel von emit der positivenY-Achse 
mit cp, so hat man 

y ~ e cos cp = r sin ,s, cos cp} ( 4) 
z = e sin cp = r sin ,s, sin cp 

Durch die Gleichungen (2) und (4) wird der tJbergang von 
rechtwinkligen Koordinaten zu Polarkoordinaten vermittelt. 
Will man umgekehrt von diesen zu jenen ubergehen, so hat man 
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neben dem aus (I) folgenden Ansatz 

noch 

und 

r = i x2 + y2 + Z2 

,ly2 + Z2 
.& = arctg .!.-.:f~~_ 

X 

Z 
({J = arctg

y 

(I) 

(5) 

(6) 

Die Koordinaten r,'&, ({J sind nicht unbeschrankt verander
lich. Urn aHe Punkte des Raumes zu erhalten genugt es, r ~ 0, 
n ~-& ~ 0, 2n ~({J ~ ° zu nehmen. 

II. Denkt man sich mit dem Radius r eine Kugel um den An
fangspunkt ° beschrieben und bezeichnet man den Schnittpunkt 
der positiven x-Achse mit dieser Kugel als "Nordpol", so kann 
man, in Anlehnung an die Verhaltnisse auf der Erde, den Winkeln 
-& und ({J folgende Bezeichnungen beilegen: 

.& = Poldistanz [0 ~ .& ~ n ] 

({J = Lange [0 ~({J ~ 2n] 

wobei die positive Y-Achse als Anfangsachse fur die Zahlung der 
Lange gilt. 

Des weiteren schneidet 
die Kugel die Y Z-Ebene im 
"Aquator", wahrend der ge
rade Kreiskegel, dessen Achse 
die X-Achse ist und der den 
Offnungswinkel 2 .& hat, die 
Kugel in einem "Parallelkreis" 
schneidet. Schlie.Blich schnei
det die durch die X-Achse 
und den Punkt P bestimmte a; 

z 

Ebene die Kugel in einen Fig. 198. Geographische Bezugnahme. 
"Meridian" . 

III. Kugel, Kreiskegel und Meridiane bene schneiden sich in P 
rechtwinklig. In Polarkoordinaten sind die Gleichungen dieser 
drei Flachen: 

r = C1, -& = 02' ({J = 03' 
H 0 r t, Differentialgleichungen. 24 
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Nimmt man 3 weitere nahe benachbarte Flachen: 

r + dr = 0 1', & + d& = 02', cP + dcp = O~ 
hinzu, so begrenzen die 6 Flachen ein Raumelement dr:, welches 
sich in Polarkoordinaten findet 

dr: = r2 sin & dr d& dcp (7) 

wahrend das Flachenelement auf der Kugel r = 01 sich schreibt 

da = r2 sin & d& dcp (8) 

Liegen im Polarkoordinatensystem zwei Punkte P und PI 
(Fig. 199) 

x = r cos &, Y = r sin & cos cp, z = r sin & sin cp 
und 

x1 = rl cos &1' Y1 = r1 sin &1 cos CPt' ZI = r l sin &1 sin CP1 

vor, so kann man nach dem von den Radienvektoren gebildeten 
Winkel OJ fragen. 

Zunachst findet man das Quadrat der Verbindungslinie 
der Punkte 

__ 2 

P PI =' (x - X1)2 + (y - Y1)2 + (z - Zl)2 

= r2 + r 12 - 2 r r 1 cosO). 
z 

x 
Fig. 199. Polarkoordinaten zweier 

Punkte. 

Nach Entwicklung der 
Quadrate links folgt mit 

x 2 + y2 + Z2 = r2 

X]2 + Y1 2 + Z12 = r 12 

der Ansatz: 

X Xl + Y Y1 + Z Zl = r r 1 cos 0) 

mithin wird: 

d. h. nach (2) und (4) wird: cos 0) = 

= cos & cos &1 + sin & cos cp sin&l cos CP1 - sin & sin cP sin &1 sinCP1 

= cos & cos &1 + sin & sin &1 (cos cP cos CP1 - sin cP sin CP1) 
und schlieBlich: 

cos 0) = cos & cos &1 + sin & sin &1 cos (cp - CP1) (9) 
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IV. Auf die so definierten Polarkoordinaten wollen wir 
jetzt die Differentialgleiohung des Potentials 

0 2 V 0 2 V 02 V --+--+--=0 ox2 oy2 OZ2 (10) 

umformen. 
Zunaohst benutzen wir die Beziehungen 

y = e oos rp z = e sin rp (11) 

z 
- = tgrp 
y (11a) 

und denken uns V auf die Variabeln e und rp umgeformt. 
Wollten wir jetzt V (e, rp) naoh y und z differenzieren, so 

wiirden wir anzusohreiben haben: 

oV ov oe oV orp -=-.-+--oy oe oy orp oy (12) 

und 
oV ov oe ov orp -=_._+--oz oe oz orp OZ (13) 

Urn in diesen Forrneln zunachst :~ und ~; zu bestimmen, diffe

renzieren wir die Gleichung (11 a) 
resp. 

Z 
e = fy2 + Z2 und rp = arctg y 

partieU nach y: 

oe 
oy 

1 2y 
---====- = JL = oos rp 

2 fy2+Z2 e 
orp y2 Z e sin rp sin rp 
oy = - y2 + Z2 . y2 = - -e-2- = - -e-

Sind jetzt 

~ und orp 
OZ OZ ' 

zu bestimmen, so differenziert man (11 a) partieU nach z: 
24* 



372 Die Differentialgleichung des Potentials. 

z z . --=== = ~ = SIn rp 
8z "yy2 + Z2 12 

8rp y2. ~ = cos rp 
8z y2 + Z2 Y 12 

Jetzt werden die Formeln (12) und (13): 

8V 8V 8V sin rp 
~ = --. cos rp - -----
8y 812 8rp 12 

8 V 0 V. 0 V cos rp az = ae ·smrp + 8rp '-12-

(12a) 

(13a) 

Wird jetzt die zweite Differentiation ausgefiihrt, so entsteht: 

02V 02V.~ +~. orp (12b) 
oy2 oy· 012 oy oyorp oy 

o V2 02V 012 02V orp 
~ = oz8e '8z + 8zorp '8z (13b) 

Fiihrt man die so angedeuteten Rechnungen aus, so erhalt 
man: 
02 V 82 V 02 V 82 V 02 V 1 82 V 1 0 V 
- + - + - = - + - + -~~ + ~~ (14) 
ox2 oy2 OZ2 OX2 8e2 e 2 oq; 2 12 8e 

Somit ist Ll V zunachst von x, y, z auf x, e, rp transformiert. 
SoIl jetzt weiter auf r, &, rp transformiert werden, so sind statt 

x und 12 einzufiihren r und & naoh den Beziehungen: 

x = r cos & ; 12 = r sin & 
resp. umgekehrt: 

Hiermit erhalt man sofort: 
02 V 02 V 82 V 1 02 V 1 0 V 
-+-=-+-~~...j...~~ (15) 
0,);2 oe2 or2 r2 0&2 . r or 

und ferner wird: 

OV = oV sin & + OV cos& 
8e or 0& r 

(16) 

Nach einigen Zwischenrechnungen haben wir dann endgiiltig: 

Ll V=r~~+--~~ sm&~ +~~~~=O (17) 02(Vr) 1 8 (. OV) 1 02V 
8r2 sin& 8& 8& sin2& Orp2 



§ 72. Potential einfachster Massenanordnungen. 373 

oder nach Einfuhrung der Abkurzung 

cos .& = ft 
~ 02(r V) + _0_{(I_ft2)_0_V} + -=-_1 __ 0_2 V_ = 0 

or2 oft oft I-ft 2 ocp2 

V. Wir werden zunachst 
die Dillerentialgleichung 
(18) auf ein sehr einfaches 
Potential anwenden. Es 
handele sich urn das Po
tential T des Nordpols N 
der Kugel mit dem Radius 
1 auf einen Punkt P (Fig. 
200). Beide Punkte haben 
die Belegung l. 1st das 

_2 .x 

z 

(18) 

Entfernungsquadrat N P Fig. 200. Zum Potential eines Punktes 
= R, so hat man das auf der Einheitskugel. 
Potential zu formulieren: 

T=_I_ 

+fR 
Die Polarkoordinaten von P sind r, &, cP, die von N: r1 = 1, &1 =0, 
CP1 = O. Dann wird 

+ -VR = + il + r2-2rcosw. 

oos w = oos & cos &1 + sin & sin'&1 oos (cp -CPt) = oos & 
also 

R = + l'1-2roos& + r 2 

und 

T = 1 = f (r) = R-i 
+ il - 2 r cos & + r2 

(19) 

Das Potential T des Punktes 1, 0, 0 auf den Punkt r, &, cP ist 
also nur von r und der Poldistanz & abhangig. 

1st zunachst r < 1, so kann man (19) in eine nach Potenzen 
von r fortschreitende Maclaurinsche Reihe entwickeln: 

/ " (0) /'" (0) 
T = / (r) = / (0) + f' (0) r + -- r2 + -- r3 + . . . .. (20) 

1·2 1·2·3· 
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Wir fuhren hier an f(r) = 1 die vorgeschrie-
-,!1-2rcos& + r 2 

henen DiiIerentiationen der Reihe nach aus. Zunachst ist 

f (0) = 1. 
Ferner wird: 

3 

f'(r) = R-2 (cos & - r) und 

/,(O)=cos& 
3 5 

f" (r) = - R-2 + 3R-2 (cos & - r)2 und 

f" (0) = 3 cos 2 & - 1 
5 7 

/'''(r) = - 9 R-2 (cos & -r) + 15R-2 (cos & -r)3 und 
_fill (0) = 15 cos3 & - 9 cos & 

Somit entspringt der Anfang der Entwicklung: 

3cos2 &-1 5cos3 &-3cos& 
T = 1 + r cos & + r2 2 + r3 2 + .... (21) 

Denkt man sich die Entwicklung weiter gefiihrt, so be
zeichnet man den Koeffizienten der n-ten Potenz von r, da er 
nur von cos & abhangt, mit Pn (cos &) und man hat 

T = Po (cos &) + r PI (cos &) + r2 P 2 (cos &) + .... 
00 

= L;rn Pn (cos &) 
o 

oder, wenn man cos & = f1 setzt: 
00 

(22) 

T = L;rn Pn (f1) (23) 
o 

Das allgemeine Bildungsgesetz fur P n (f1) lautet: 

P _ (2n)! [ n_ n(n-l) n-2 n(n-1)(n-2)(n-3) n-4 
n(f1) -2nn!n! f1 2(2n-l)f1 + 2.4.(2n-l)(2n-3),u 

n(n-l)(n-2)(n-3)(n-4)(n-5) n-6 J 2 
- f1 + .. ... (4) 

2·4·6· (2 n - 1) (2 n - 3) (2 n - 5) 

Man nennt die so definierten Funktionen Pn (f1) einfache (Legen
dresche) Kugelfunktionen n-ter Ordnung, welche ganz und 
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rational sind. Die Funktionen der 4 niedrigsten Ordnungen 
lauten. 

Po (ft) = 1 
PI (ft) = cos.& = ft 

1 1 
P 2 (ft) = 2 (3 cos 2 .& -1) = 2 (3ft2 -1) 

1 1 (25) 
P3 (ft) = 2 (5 cos 3 .&-3 C08.&) = 2 (5ft3 - 3ft) 

1 1 
P4 (ft) = 8(35cos4 .&-30cos 2.&+3)= 8 (35ft4_30ft2 + 3) 

VI. 1st im Potential (19) aber r> 1, so bilde man: 

1 
r T = ------;=====;:~====o=:=~ 

+ y 1 - 2 ( + ) cos .& + (+ r (26) 

und entwickle dies nachPotenzen von (+). Es entspricht dann: 

OO(I)1t r T = ~ r P n (cos .&) 

oder 

womit dieser Fall auf dieselben Kugelfunktionen zuruckgefUhrt 
worden ist. 

VII. Nunmehr erinnern wir uns wieder daran, daB T ein 
Potential ist und als solches die Differentialgleichung (I8) erfullen 
muB. Diese vereinfacht sich, da T von qJ unabhangig ist, zu: 

r 0 2 (r V) + ~ {(I _ ft2) 0 V l = 0 (28) 
or2 oft oft J 

Versucht man hier den Ausdruck (23) fur T einzusetzen, so 
entspringt: 

~ [ 0 0 Pit (ft) ] ~rn (n+I)nPn {ft)+<1{1-ft2) 0 =0 
o uft ft 

(29) 
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Diese Gleichung kann aber nur dann erfiillt sein, wenn die Koe£fi
zienten von rn Null sind, d. h. wenn gilt: 

(n + 1) nPn (fJ) + d~ {(1- fJ2 ) dP;~fJ)} = 0 (30) 

Dies ist aber eine gew6hnliche Differentialgleichung zweiter Ord
nung in fJ, wie wir durch Dbergang vom Zeichen (] zu d bereits 
angedeutet haben, und Pn (fJ) ist ein partikulares Integral von 

d 
ihr. Man kann (30) nach Ausfiihrung der Operation dfJ noch 

schreiben: 

(1- fJ2) d2: n (fJ) _ 2 fJ dP; (fJ) + n (n + 1) Pn (fJ) = 0 (31) 
fJ2 fJ 

Wie wir aus der Theorie der Differentialgleichungen zweiter Ord
nung wissen, baut sich das allgemeine Integral aus zwei von
einander unabhangigen partikularen Integralen Y1 und Y2 mittels 
zweier willkiirlicher Konstanten auf: 

Y = 0 1 Y1 + O2 Y2' 
Wir wollen nun Differentialgleichung (30) direkt inte

grieren, um die beiden voneinander unabhangigen partikuIaren 
Integrale zu finden. 

Es werde ein Integral Yl als Potenzreihe mit unbestimmten 
Koeffizienten und Exponenten angeschrieben wie folgt: 

(33) 

Dann wird 

00 00 

= L; Ak mk (mk + 1) flmk -L; Akmk (mk -1) flmk - 2 (34) 
k =1 k=1 

Fiihren wir nun (33) und (34) in dIe Differentialgleichung (30) 
ein, so muB gelten: . 
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oder 
00 

00 00 

n(n + l)L:Ak,umk= L: Akmdmk + l),umk 
k=l k=l 

00 

- L: Ak mk (mk - 1) ,umk-2 
k=l 

L:Ak {[n(n + 1) --mk(mk + l)],umk + mk(mk-1),umk-2}= 0 (35) 
k=l 
Diese Reihe ist identisch mit folgender: 

00 

~{Ak mk (mk - 1) ,umk-2 
k=O 

+ AHdn(n + 1) -mHdmHl +l),umHl]} (36) 

wenn Ao = 0 gesetzt wird, wie man sich leicht fiberzeugt. Diese 
Reie muB nun identisch Null ergeben, was zunachst nur moglich ist, 
wenn mk - 2 = mk + 1 ist, d. h. wenn die Exponenten zweier 
aufeinanderfolgender Glieder die Differenz 2 in absteigendem 
Sinne haben: 

m i - 2 = mz 
m 2 - 2 = m3 = m 1 - 4 
m~ - 2 = m4 = m 1 - 6 

mk - 2 = mk + 1 = m1 - 2 k 
mk = m i - 2 k + 2. 

Dann geht die Summe fiber in: 
00 

L'[Ak(ml --2k + 2) (ml'-2k + 1) + Ak+l[n(n + 1) 
k=O . 

-(ml -2k)(ml -2k+ 1)],uml -2k. 

Ao = 0 

Diese Potenzreihe hat als erstes Glied: 

Al [n (n + 1) - mi (mi + 1)],u mi , 

welches nur verschwinden kann, wenn 

mi entweder 

= n oder 

= - (n + 1) ist 

(37) 

(38) 

(38 a) 

(38 b) 
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Ferner gilt fur die folgenden GIieder als Verschwindungsbe
dingung: 

, __ A (mI - 2 k + 2) (mI - 2 k + 1) 1 
AHI - k n (n + 1) - (mI - 2 k) (mI - 2 k + 1) 

_ -A (mI -2k + 2) (mI-2k + 1) J (39) 
- k (n --- mI + 2 k) (n + mI - 2 k + 1) . 

Dies ist eine Rekursionsformel zur Berechnung des Koeffizienten 

Ak , sobald wir uns fUr einen der Werte von ml = (n ent
'-- (n + 1) 

schieden haben. 
Wahlen wir zunachst mI = n, so entsteht folgende Wertreihe: 

n (n-1) 
A2 = - Al 2 (2 n - 1 

A = _ A (n - 2) (n - 3) = A (n - 3) (n - 2) (n -1) n 
3 22.2. (2 n - 3) 1 2·4· (2 n - 3) (2 n -1) 

(40) 

A A (n-2k + 2) (n-2k + 1) 
HI = - k 2k(2n-2k + 1) 

___ kA (n-2k+ 1)(n-2k+2) .... (n-1)n 
A k -( 1) 1 2k k!(2n-2k+l) .... (2n-l) 

womit das gesuchte partikulare Integral gefunden ist: 

YI = AI0n + ~ (-l)k 

(n - 2 k + 1) (n - 2 k + 2) (n ~ 2 k + 3) .... (n -1) n fh tI-2k). (41) 
2k .... k!(2n-2k + 1) ... . 2n---,1 

Diese Rerne hart, wenn n eine positive ganze gerade Zahl ist, 
n n-1 

bei k = 2 oder, wenn n ungerade ist bei k = -2- von selbst 

auf. Die Formel (41) liefert ein erstes partikulares Integral der 
Differentialgleichung (30), und wir erkennen, daB, abgesehen von 
dessen Faktor A, der unbestimmt bleibt, nach Multiplikation mit 

21~2nn} ~! Yl ubergehtin unsere LegendrescheKugelfunktionPn (fh), 

die wir "erster Art" nennen wollen. 
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Wahlen wir nun fur die Gleichung (38 a) die Losung 

m i = - (n + 1) 

so erhalten wir statt (39) fur die Koeffizienten A die Rekursions
formel 

A _ A(n + 2 k -1) (n + 2 k) 
Tc+l- k 2k(2n+2k+l) 

und mit 
mk = - (n + 1) - 2 k + 2 

die unendliche Reihenentwickelung: 

Y2 = Al 0-(n+l) + ~ 

(42) 

(n + 1) (n + 2) .... (n + 2 k -- 1) (n + 2 k) -(n+l)-2k) 42 
2kk!(2n + 3) (2n + 5) .... (2n + 2k + 1) fJ, .( a) 

Dies ist das zweite von uns gesuchte partikulare Integral. Wir 
multiplizieren noch mit 

und nennen: 

2nn!n! 
(2 n + 1) ! 

2"n!n! n! 
Qn(fJ,) = (2n+l)!Y2=1.3.5 .... (2n+l)·Y2· (43) 

die Legendresche Kugelfunktion zweiter Art. 
Fur die niedrigsten Grade n erhalt man aus (43) und (42 a) 

die Entwicklungen: 
1 1 1 1 1 1 

Qo (fJ,) = - + -3 -3 + -5 -5 + -7 + .... fJ, fJ, fJ, fJ, 
1 fJ,+1 

=T1gfJ,-I (-I?.u:.o-+ I ) 

1 1 1 
Ql(fJ,) = 3.u2 + 5.u4 + 7.u6 + .... 

=~lgfJ,+I_I (-I2:.u2:+ 1) 
2 .u-1 

Allgemein gilt: 
1 .u+1 {2n-l 

Qn (.u) = 2 PII (.u) log .u -1 - l.n Pn-I.u 

2n-5 2n-9 l 
+ 3(n-l) Pn- 3 fJ, + 5(n-2) P II- 5 fJ, + .... f (-1 2:.u2: + 1). 
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Mittels dieser Formel konnen die Funktionen Q aus den P und 
n " 

der logarithmischen Funktion berechnet werden. Fur fh = 

± 1 werden samtliche Q logarithmisch unendlich. Graphisch 
werden Qo und Q1 etwa nach Fig. 201 dargestellt. 

Fig. 201. Niedrigste Legendresohe Kugelfunktionen zweiter Art. 

Die heiden Funktionen P n (fh) und Q .. (fh) zeigen nun folgendes 
verschiedenartige Verhalten: 

PIt (fh) = (- I)" P n (fh); Q" (- fh) = (- 1),,+1 Q" (fh) (44) 

P" (fh) ist endlich fur aIle fh und wird unendlich fUr fh = 00 (45) 

Q" (fh) ist endlich fUr alle,u > 1 undfh < - 1 und verschwindet 
fur fh = 00. Fur fh = ± 1 wird Q" (fh) ebenfalls 00. 

Setzt man fh = cos.&, so wird die Variable fh auf das Inter-
vall - 1 ;'S fh ;:, + 1 eingeschrankt und man kann sagen: 

P n (fh) = P n (cos .&) ist als Funktion von .& endlich } 
Q .. (fh) = Q .. (cos .&) ist als Funktion von .& unendlich (46) 

Wir beschaftigen uns fortan nur noch mit der Funktion 

Pit (fh)· 
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Tabelle 14. 

° -0,50 0,00 + 0,38 
0,05 -0,49 -0,07 + 0,37 
0,10 -0,48 -0,15 + 0,34 
0,15 -0,47 -0,22 + 0,29 
0,20 -0,44 -0,28 + 0,23 
0,25 -0,41 -0,34 + 0,16 
0,30 -0,36 -0,38 + 0,07 
0,35 -0,32 -0,42 -0,02 
0,40 -0,26 -0,44 -0,11 
0,45 -0,20 -0,45 -0,21 
0,50 -0,12 -0,44 -0,29 
0,55 -0,05 -0,41 -0,36 
0,60 + 0,05 -0,36 -0,41 
0,65 + 0,13 -0,29 -0,43 
0,70 + 0,23 -0,19 -0,41 
0,75 + 0,34 -0,07 -0,35 
0,80 + 0,46 + 0,08 -0,23 
0,85 + 0,58 + 0,26 -0,05 
0,90 + 0,71 + 0,47 + 0,20 
0,95 + 0,85 + 0,72 + 0,55 
1,00 + 1,00 + 1,00 + 1,00 

Tabelle. 15. 

1,000 1,000 1,000 1,000 
0,996 0,989 0,977 0,962 
0,985 0,955 0,911 0,853 
0,966 0,900 0,804 0,685 
0,940 0,825 0,615 0,476 
0,906 0,732 0,502 0,247 
0,866 0,625 0,325 0,023 
0,819 0,507 0,145 -0,171 
0,766 0,380 -0,025 -0,319 
0,707 0,250 -0,177 -0,406 
0,643 0,120 -0,300 -0,428 
0,574 -0,007 -0,389 -0,385 
0,500 -0,125 -0,438 -0,289 
0,423 -0,232 -0,445 -0,155 
0,342 -0,325 -0,413 -0,004 
0,259 -0,400 -0,345 + 0,143 
0,174 -0,453 -0,247 + 0,266 
0,087 -0,489 -0,129 + 0,347 
0,000 -0,500 -0,000 + 0,375 

+ 0,00 -0,31 
+ 0,09 -0,30 
+ 0,18 -0,25 
+ 0,25 -0,17 
+ 0,31 -0,08 
+ 0,34 + 0,02 
+ 0,34 + 0,13 
+ 0,32 + 0,22 
+ 0,27 + 0,29 
+ 0,19 + 0,33 
+ 0,09 + 0,32 
-0,03 + 0,27 
-0,15 + 0,17 
-0,27 + 0,03 
-0,36 -0,12 
-0,42 -0,28 
-0,40 -0,39 
-0,29 -0,40 
-0,08 -0,74 
+ 0,37 + 0,19 
+ 1,00 + 1,00 

1,000 1,000 
0,944 0,922 
0,784 0,705 
0,547 0,398 
0,272 0,072 
0,001 -0,205 

-0,223 -0,374 
-0,369 -0,412 
-0,420 -0,313 
-0,376 -0,149 
-0,255 + 0,056 
-0,087 + 0,230 
+ 0,090 + 0,323 
+ 0,238 + 0,314 
+ 0,328 + 0,209 
+ 0,343 + 0,043 
+ 0,281 -0,132 
+ 0,158 -0,264 
+ 0,000 -0,313 

0,00 
-0,11 
-0,20 
-0,26 
-0,29 
-0,28 
-0,22 
-0,13 
-0,01 
+ 0,11 
+ 0,22 
+ 0,30 
+ 0,32 
+ 0,27 
+ 0,15 
-0,03 
-0,24 
-0,39 
- 0,38 
+ 0,01 
+ 1,00 

-

1,000 
0,896 
0,616 
0,245 
0,107 
0,346 
0,410 
0,310 
0,100 
0,127 
0,285 

,0,319 
0,223 
0,042 

-
-
-
-
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
-0,49 
-0,273 
-0,284 
-0,178 

+ 0,000 



382 

VIII. 

Die Differentialgleichung des Potentials. 

Zunachst ergibt sich, da fUr cos % = 1 

1 
T = + -

-y1-2rcos% + r2 

1 1 
T = ---;::====- = -- = 1 + r + r2 + r3 + .... 

-Y1-2r+r2 I-r 

wird, daB Pn (cos %) fur cos % = 1 den Wert annimmt 

Pn (1) = 1. 

Ferner ergibt sich aus 

P n (-I) = (- l)n P n (1) = (- l)n 

daB Pn (- 1) = + 1 ist wenn n gerade 

= - 1 " " 
n ungerade. 

Weiter ist Pn (0) = 0, wenn n ungerade, aber 

i 1·3·5 .... (n -1) . 
Pn(O) = (-I) 2.4.6 .... n ,wennngeradelSt. 

Fur die Werte Pn (p) fur beliebiges p resp. von Pn (cos %) 
fur beliebige % gibt es Tafeln 7l), deren Eingang entweder nach 
Bruchteilen von 1 (p) oder nach Winkelgraden fortschreitet. 
Eine auf zwei Dezimalen abgekurzte Tafel von Pn (p) (n = 1 bis 7) 

/ 

I 

\ I 
\ I 
\ I 

I 
\ I / 
\ I / 
\ , I / 
\ --~-I{, 

i~{~-'" k1{1, 
/ , 

// I 

Fig. 202. Legendresche Kugel
funktionen erster Art der 

Ordnung 1 und 2. 

ist vorstehend als Tabelle 14 aq
gedruckt, wahrend Tabellel5 die 
Funktion P n (cos %) von 50 zu 50 
auf drei Dezimalen gibt. 

Mit Hilfe dieser Tafeln sind 
die graphischen Darstellungen 
einiger Legendre scher K. F. 
Fig. 202-205 gewonnen. 

Die Funktionen der nie
dersten Ordnung erweisen sich 
als identisch mit bekannten 
elementaren Funktionen: 

Po (p) = I 

PI (f-l) = gerade Linie, 

P 2 (p) = Parabel 
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I '/?, -~O -- ,;r--+-- .;r-1-- ~ 
-.1[;' - 2 + 2 r.J& 

Fig. 203. Die Funktionen P 1 (cos {}) und P 2 (cos fj). 

PI (cos ,&) = Cosinusfunktion der Periode 2 n, 
P2 (cos ,&) = Cosinusfunktion der Periode n. 
Die Funktionen 

Pn (f.-L) h6herer Ordnung 
sind, wie schon oben 
bemerkt, ganz und 
rational von n-tem Gra
de und ihre n Null
punkte liegen sam tlich 
im Intervall - 1 < f.-L 

<+1. 

I II 
II 

Betrachtet man zwei 
aufeinanderfolgende 

Funktionen Pn - 1 (f.-L) 
und Pn (f.-L), z. B. P4 und 
P 5' so schlie Ben zwei be
nachbarte Nullpunkte 
der einen einen N ull
punkt der andern ein. 

Diesen Satz wollen 
wir nicht beweisen. 

_.:!f. 
2 

-------1-------- It1 

I 
I 

I 
1 

I 
I 
1 

I 
I 

-------~ 
2"1'1 

Fig. 204. Legendresche Kugelfunktionen 
erster Art der Ordnung 4 und 5. 

+.:!f.. 
2 

+JC 

Fig. 205. Die Funktionen p. (cos fj) und P 5 (cos {j). 
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Ebenso wollen wir ohne Beweis die folgenden Satze an
schreiben, die oft gebraucht werden: 

1 dn (lk2-1)n 
Pn(Ik) = 2nn! dlkn 

d. h. die FunktionPn (Ik) findet sich durch n-malige Differentiation 
(lk2 - l)n 

der Funktion 
2nn! 

Ferner gelten fur 3 Kugelfunktionen aufeinander folgender 
Ordnungen die Recursionsformeln: 

(n + 1) P n +1 (Ik) - (2 n + 1) IkPn (Ik) + nPn- 1 (Ik) = 0 

und: 

dP(nd~1) (Ik) _ (2 n + 1) P n (Ik) - dPni; (Ik) = O. 

IX. Nach diesen Legendre schen Kugelfunktionen IaBt sich 
eine im IntervalJ - 1 ::ilk::i + 1 gegebene willkurliche eindeutige 
Funktion I (Ik) in eine Reihe entwickeln wie folgt: 

I(Ik) = CoPo(Ik) + CI P 1 (Ik) + .... 
00 

= L: CkPk(Ik) 
k=O 

wo die Koeffizienten Ck sich bestimmen aus 

+1 
2k+ 1 J Ck = 2 I (Ik) Pk (Ik) dlk· 

-1 

Hiernach lassen sich z. B. die niedrigsten Potenzen von Ik 
durch Reihen der Legendre schen Funktionen wie folgt dar
stellen: 

Ik = PI (Ik) 
2 1 

Ik2 = 3PI (Ik) + 3 Po (,u) 

2 3 
Ik3 = r;P3(Ik) +r;PI(Ik) 

8 4 1 
Ik4 = 35 P 4 (Ik) + T P 2 (Ik) + r;Po (Ik) 

usw. usw. 
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§ 73. Die allgemeinen Kugelfunktionen. 

I. Handelt es sich jetzt urn das Potential T1 eines beliebigen 
Punktes PI Fig. 206 der Polarkoordinaten I, %1' qJv auf der Ein
heitskugel, auf einen Punkt P (r, %, qJ), so wird, wenn beide 
Punkte mit der Masse 1 belegt sind, 

I 
T1 = -;====== 

f1 - 2 r cos W + r2 

wenn w der Winkel PlOP 
ist. Dies Potential ent
wickelt man falls r > I, 
analog (22) § 72 in eine 
Reihe; 

00 

(I) 
z 

T1 = Lrnpn(cosw). (2) x';.L------------" 
n = 0 Fig. 206. Zur Einfiihrung der 

Nach Formel (9) § 72 allgemeinen Kugelfunktionen. 

war aber 

cos w = cos % cos %1 + sin % sin %1 cos qJ cos lfJ1 

y 

- sin % sin %1 sin qJ sin qJ1' (3) 

womit die Funktion P n (cos w) eine Funktion von 
~ = cos %, 1] = sin % cos qJ, Z; = sin % sin qJ (4) 

wird, die in ~,1], ~ ganz und rational vom n-ten Grade ist, wobei 
man %1' qJ1 als konstant betrachtet. 

Die Funktionen Pn (~, 1],~) niedrigster Ordnung lauten: 

PI = a 1 ~ + a2 1] + a3 Z; 
P2 = an ~2 + 2a12~1] + 2a13~' + a 22 1]2 + 2a23 1]' 

+ a33 '2 + a44 · 

Hier sind die Koeffizienten a von cos %1' sin %1 cos qJv sin %1 
sin qJl abhangig. 

Will man die Abhangigkeit dieser Funktionen von % und qJ 

ausdrucken, so bezeichnet man sie mit Xn (%, qJ) und man hat 
fur die Entwickelung des Potentials: 

00 

Tl = L rnXn (%, qJ). (5) 
n=O 

LiiBt man in den Gleichungen (4) % in :rc - %, qJ in qJ +:rc 
iibergehen, so gehen ~, 1], ~ uber in - ~, - 1], - ~ und gleich-

H 0 r t, Differentialgleichungen. 25 
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zeitig geht Xn (&, rp) uber in: 

Xn (or - &, rp + or) = (- l)n Xn (&, rp) 
die geraden Funktionen X behalten also ihr Vorzeichen, die un
geraden wechseln das Vorzeichen. 

Als Potential mu13 ferner Tl (r,&,rp) der Laplaceschen 
Differentialgleichung genugen: 

82 (rT1) 1 8 (. (L 8Tl) 1 82T1 r + ---- SlnV"-- + ------ = 0 (6) 
8r2 sin& 8& 8& sin2& 8 rp2 . 

Fuhrt man an dem Ausdrucke (5) fur Tl die angegebenen 
Operationen aus, so entspringt: 

2 rn {n(n+ I)Xn + Si~& 8~ (sin&8~n) 
+ _1_ 82 Xn l = 0 (7) 

sin2& 8rp2 J . 

Diese Summe kann aber nur verschwinden, wenn jeder 
Koeffizient von rn verschwindet, d. h. die Funktion Xn (&, q:» 
muB der partiellen Differentialgleichung 

1 8 (. &8Xn ) 1 82 Xn 
n (n + 1) Xn + sin& 8& sm ---a& + sin2& ~ = 0 (8) 

genugen. 
Jede diese Differentialgleichung befriedigende Funktion, 

die in 
~ = cos &, 1) = sin & cos rp, ~ = sin & sin rp 

ganz und rational ist, hei13t eine Kugelfunktion. 
Wir schreiben die Kugel£unktionen Xn niedrigster Ord

nungen an: 
Xo = Po (cosw) = 1 

Xl = PI (COSW) = cos W = cos &1 cos & + sin1 cos rpI sin & coscp 

- sin&I sincpl sin& sincp 

= cos &1 ~ + sin &1 cos rpl 1) - sin <51 sin rpl ~ 
=a~+b1)+c~ 

1 
X 2 = P 2 (cos w) = 2 (3 cos 2 w -1) 

1 = "2 [3 (a 2 ~2 + 2 ab ~ 1) + b2 1)2 + 2 ac~C + 2bc'Y)C + c2 C2) -1] 
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1 1 
Xs = Ps(cosw) =2(5cosSw-3cosw) = 2[5(aS~3 

+ 3a2b~21] + 3ab2~1]2 + bS 1]3 + 3a2c~2C + 6abc~1]C + 3b 2c1]2C 

+ 3 a C2 ~ C2 + 3 b C21] C2 + CS CS) - 3 a ~ - 3 b 1') - 3 c C] 
usw. usw. 

II. Die Funktionen Xn sind in ~ 1] ~ nicht homogen; die Grade 
der einzelnen Glieder stufen sich nach ganzen Vielfachen von 2 
abo Man kann Homogenitat herbeifiihren, indem man jedes 
Glied vom Grade n - 2 k mit dem Faktor (~2 + 1')2 + ~2)k 
multipliziert. Da ~2 + 1')2 + ~2 = 1 ist, wird der Wert der 
Funktion Xn (~, n,~) durch diese Multiplikation nicht geandert. 

Fragen wir nun nach der Differentialgleichung, der die Funk
tion Xn (~1] ~), die in dieser Weise homogen gemacht ist, geniigt, 
so stellen wir zunachst fest, daB 

x = r~, y = r 1], z = r ~ 
die rechtwinkligen Koordinaten des Punktes r, &, gJ sind. Dem
nach ist 

Vn = rn Xn 

eine ganze rationa.le ho'mogene Funktion der Raumkoor
dinaten x, y, z des Punktes P. 

Wir schlieBen nun so: Da die Funktion V n (x Y'Z) durch die 
Substitution: 

x = r~, y = r 1'), z = r ~ 
iibergeht in rn Xn (~, 'Yj,~) und dieses durch 

~ = cos &, 1] = sin & cos gJ, ~ = sin & sin gJ in rn Xn (&, gJ), 
so ist 

Vn(r,&,gJ) = rnXn(&,gJ),; 
und da andererseits der Ausdruck: 

( 
Cl 12 0(. &OXn ) 1 02Xn) 

rn n(n+ l)Xn (V',gJ) + sin& 0& sm ~ + sin2& OgJ2 (9) 

identisch ist der Operation: 

r + ---- Slnv-- + ----02 (r V n) 1 a (. CL a V n) 1 02 V n 
or 2 sin& 0& 0& sin 2& a gJ2 

(10) 

und da dies das Resultat der Operation 
02V 02V 02V __ n + __ n + __ n_ 
ox2 'oy2 OZ2 

(11) 
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ist, wenn man hier 

x = r cos -&, y = r sin -& cos cp, z = r sin sin cp 

substitutiert, so muB (11) verschwinden, wenn (9) verschwindet. 
Das letztere aber haben wir unter (8) bewiesen. Mithin geniigt 
Vn (x, y, z) der Differentialgleichung 

o2Vn + o2Vn + o2Vn = 0 
ox 2 oy2 OZ2 

(12) 

und Xn (~, 1J, ~) geniigt der Differentialgleichung 

02Xn o2Xn 02Xn _ 0 
8l2+~+8f2- (13) 

Die Bezeichnung Kugelfunktion riihrt nun daher, daB 
wegen ~2 + 1J 2 + ~2 = 1 die W erte ~ 1J ~ als Koordinaten der 
Punkte eine Kugelflache von Radius 1 aufgefaBt werden k6nnen. 
Noch deutlicher wird der innere Grund der Benennung Kugel
funktion, wenn man bemerkt, daB die Winkel -&, cp zur Bestimmung 
eines Punktes auf dieser Kugelflache hinreichen. Demnach wird 
Xn (-&, cp) eine Funktion der Punkte der Kugelflache, analog, 
wie etwa f (x, y) eine Funktion der Punkte der Koordinaten
ebene ist. 

III. Fiir die Funktionen Xn (-&, cp) existieren eine Reihe von 
Satzen, die bei den Anwendungen gebraucht werden. 

Zunachst ist Xn (-&, cp) ein partikulares Integral der Diffe
rentialgleichung (8). Dieser Differentialgleichung geniigen aber 
noch andere partikuIare Integrale X<;:), die ebenfalls Kugel
funktionen sind. Man iiberzeugt sich nun leicht, daB jede Summe 
von Kugelfunktionen X<;:) wieder eine Kugelfunktion ist: 

Xn (&, cp) = L;Ck Xn(k) (&, cp) (14) 
K =1 

Ferner findet man, daB die allgemeinste Kugelfunktion 
Xn (-&, cp) sich aus 2 n + 1 partikularen von einander unabhangigen 
Kugelfunktionen X~k) (-&, cp) zusammensetzt. Jede Funktion 

Xn(k) (&, cp) = sin k cp. Pn(k) (cos &) (15) 

oder 
Xnk(-&,cp) = coskcp.Pn(k) (cos-&) 

ist solch ein partikulares Integral. 

(16) 
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Durch Einsetzen von (15) oder (16) in (8) findet man, daB die 
neue Funktion p~) (cos'&) der DifIerentialgleichung genugen muB: 

d2 Pn(k) (p,) dPn(k) (p,) 
(1 - P, 2) d p, 2 - 2 n --"-d=-p,-"-'-

+ (n(n+ 1) -~) Pn(k) (p,) = 0 (17) 
I-p,2 

Setzt man in dieser DifIerentialgleichung 

Pn(k)ft= (n-k)/ (ip,2 l}k dkPn(ft) (18) 
1·3 .... (2n-1) dftk 

wo 

dk Pn (p,) = D (k) ( ) 
d p,k n p, 

der kte DifIerentialquotient der Legendre schen Kugelfunktion 
n-ter Ordnung ist, so haben wir fur DY:) (p,) die DifIerential
gleichung 

(1 _ 2) d2 Dn(k) (p,) _ 2 (k + 1) dDn(k) (p,) 
ft dft2 ft dfk 

+ [n (n + 1) - k (k + 1)] Dn(k) fk = 0 (19) 

Fur k = 0 geht diese Differentialgleichung in die bekannte 
Differentialgleichung der Legendre schen Kugelfunktionen uber: 

(1 - fk2) d 2
: n (fk) _ 2 ft dP; (fk) + n (n + 1) Pn (p,) = 0 (20) 

fk2 fk 

Hiermit sind die allgemeinen Kugelfunktionen Xn ('&, cp) auf 
eine Summe von Produkten der Kreisfunktionen in abgeleitete 
der Leg e n dr e schen Kugelfunktionen zuruckgefuhrt: 

n 

Xn ('&, cp) = L;(Ak cos k cp + Bk sin k cp) Pn(k) cos'& (21) 
K=O . 

Die Koeffizientcn Ale und Bk bleiben unbestimmt und sind 
im gegebenen Fall aus den Bedingungen des speziellen Problems 
zu berechnen. 

IV. Liegen jetzt zwei Kugelfunktionen verschiedener Ordnun
gen vor, 

Xn ('&, cp) und Xm ('&, cp), 

so fragen wir nach dem Wert des uber die ganze KugelfHiche 
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integrierten Produktes der beiden Funktionen 
rr2rr 

n = J JXn (&, cp) Xm (&, cp) sin & d& dcp (22) 
00 

Ohne Beweis schreiben wir an: 
n _ 0, wenn m:z. n 

d. h. das uber die ganze Kugelflache integrierte Produkt zweier 
Kugelfunktionen verschiedener Ordnungen ist identisch = Null. 

1m FaIle m = n setzen wir fur die eine Kugelfunktion 
speziell: 

Xm (&, cp) = Pn (cos Ol) 

im Sinne des Ansatzes (I) dieses §, fUr den galt 

cos Ol = cos & cos & + sin & sin &1 cos cP cos CPt 

- sin & sin & t cos cP cos CPt 

Integrieren wir jetzt: 
iT2r. 

7t =JJXn (&, cp)Pn(&'CP) sin&d&dcp 
00 

so resultiert: 

(14) 

(25) 

(26) 

d. h. durch die Integration reproduziert sich der Wert der Funktion 
X" (&, cp) fur denjenigen Kugelflachenpunkt&l' CPt, auf den sich 
P" (cos Ol) bezog. 

V. Nach KugelfunktionenX" (&,cp) laBtsich eine auf derKugel
flache willkurlich gewahlte Funktion 1(&, cp) entwickeln: 

00 

1(&, cp) = L'Xk(&,cp) (27) 
1.0=1 

Multiplizieren wir die Reihe mit P n (cos Ol), mit &t <Pt als 
festem Bezugspunkt, so ergibt sich nach beiderseitiger Integration 
uber die ganze Kugelflache 
~2" rr2rr J JI (&, cp) Pn (cosOl) sin & d& dcp = J JXn (&, cp) Pn (cos Ol) sin&d&dg:> 
00 00 

4n 
2 n + I Xn (&1> CPt) (28) 
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woraus folgt: 
ir 27!" 

XnC&I' <PI) = 2:: ~ J JI (&,<p) Pn (cos w) sin & d& d<p= 

o 0 

womit die Bestimmung der Funktionen Xn (&,<p) der Entwick
lung (27), geleistet ist, da wir die Zeiger 1 jetzt fortlassen 
konnen. 

§ 74. Anwendung der Kugelfunktionen auf Elektrostatik. 

Das allgemeine Problem der Elektrostatik besteht in fol
gender Aufgabe: Gegeben sind Isolatoren J und Leiter 
(Ko nduktoren) C (Fig. 207). Auf den Isolatoren liege 
eine bestimmte unver-
anderliche Elektrizitats- z 
verteilung e = I (r, &, <p) vor; 
den Lei tern seien be
stimmte Elektrizitatsmen
gen M mitgeteilt. Es solI 
bestimmt werden, in welcher !I 
Weise sich die Elektrizitat 
auf den einzelnen Leitern 
infolge der Influenzwirkung 
verteilt. Fig. 207. Zum Potential von 

Zunachst gelten folgende Isolatoren und Leitern. 

allgemeine Bemerkungen: 
1. Das Potential V auf einen beliebigen Raumpunkt, der 

weder anf einem J noch anf einem C liegt, setzt sich aus zwei 
Teilen zusammen, namlich aus dem Potential V J, welches herruhrt 
von den auf den Isolatoren lagernden Elektrisierungen, und V c' 
dem Potential der auf den Konduktoren influenzierten Elek
trisierungen : 

V = VJ + Vc' 

II. 1m Innern der Konduktoren gilt: 

av 8V av 
--=0, --=0, --=0, 
AX By az 

d. h. Potential ist hier uberall konstant. 

(1) 
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III. 1m InnE'rn eines Isolators gilt 

82 V 82 V 82 V 
8x2 + 8y2 + 8Z2 = - 4n e 

IV. Infiuenzierte Elektrizitat findet sich nur an der Obel'
fiache der Konduktoren vor. 

V. An del' Oberfiache der Konduktoren ist der erste 
Differentialquotient des Potentials nach der Normalen unstetig; 
es gilt 

8V+_8V_=_4na, 
8n 8n 

z 

y 

wo a die infiuenzierte 
Elektrisierungsdichte an 
der betrachteten Kon
duktorstelle bedeutet. 

Einfaches Beispiel. 

Gegeben ein Isolator 
J der Belegung e = 
f (r 2' -&2' f{J2) und ein 

'.Y. kugelformiger Konduk-

Fig. 208. Influenzwirkuug eines geladenen tor C vom Radius R 
Leiters auf eine Kugel. (Fig. 208). Das Poten-

tial auf einen inneren 
Punkt P von C (r < R) wird nach dem oben gesagten 

V = VJ + Ve. 
Zunachst wird VJ ermittelt. 

VJ =J edr 
fr2-2rr2 cosw + r22 

J 

Da r 2 > r ist entwickeln wir 

VJ =1 I ,ed' (' r r2Yl-2r;cosw + r; 
J 

r 
nach Potenzen von - : 

r2 

(2) 
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J'OO 
12 dr 

V J = L: r n + 1 rn P" (cos w) 
J ,,=0 2 

~ J edr 
= .:::... r" r ,,+ 1 P" (cos w) 

n=O J 2 

Das Integral 

J t (r2 -&2 qJ2) r22 sin -&2 dr2 d-&2 dqJ2 
-'-'---"---~-"------------c-"'---------=---'--""- P n ( COS w) r2,,+1 

J 

(3) 

ist fiber den ganzen Isolator zu erstrecken, indem den 1nte
grationsvariabeln 1"2' -&2' qJ2 alle mit der Begrenzung des Isolators 
vertraglichen Werte erteilt werden. Hiermit wird aber das Inte
gral eine Kugelfunktion n-ter Ordnung in -& und qJ, da ja auch 
Pn (cosw) vermoge 

cos w = cos -& cos -&2 + sin -& cos qJ sin -& 2 sin qJ2 

- sin -& sin qJ cos -&2 sin qJ2 

eine Kugelfunktion erster Ordnung in -& und qJ ist. Wir schreiben 
also das Potential (3) 

00 

VJ=~rnXn(&'rp), (4) 
n=O 

worin die Xn (-&, rp) gegebene bzw. durch elUe Integration 
gewinnbare Funktionen darstellen. 

Die auf der Kugel durch Influenz hergestellte vorlaufig unbe
kannte Elektrisierung nennen wir in Fun~~ion der Punkte PI 
der Kugelflache -&1 rpl 

a = t (-&1 rpl)· 

Das Potential dieser Elektrisierung auf den Punkt P wird: 

VC =J t (~1' qJl) "R2 sin -&1 d-&1 drpl (5) 
YR2-2rRcosw l + r2 

C 

cos WI = cos -& cos -&1 + sin -& sin -&1 cos qJ cos qJl 

- sin -& sin -&1 sin rp sin rpl" 
r 

Wiederum entwickeln wir, da r < R, nach Potenzen von Ii: 
und erhalten: 
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J 2' ~(r)nPn(COSW1) 
Vc = 0 t (&1' gJ1) R sm &1 d&1 dgJ1;:20 R R (6) 

7r 27t 

= i R::l! !f(,s.1' gJ1) Pn (cosw1)R2sin&d&1dgJ1 
n=O 0 0 

(7) 

Das Intgeral ist uber die ganze Kugelflache zu erstrecken. 
Jetzt denken wir uns t (&1 gJ1) in eine Reihe von KugeIfunk

tionen entwickelt 
00 

t (&1' gJ1) = ~ Y m (&1 gJ1), (8) 
o 

welche Reihe wir in (7) eintragen. Nach den beiden Integral
satzen uber die Kugelfunktionen wird das Integral 

71: 271: 

! ! io Y m(&1'gJ1)Pn(cosw1)R2sin&d&ldgJ1= :::~ Yn(&,gJ) (9) 
o 0 

und mithin: 

v = 4:n ~ rn R2 YnC&,gJ) 
o ..::... Rn+l 2n + 1 o 

(10) 

Demnach wird das Gesamtpotential 

n~ [ 4:nYn C&,gJ) 1 
V = VJ + Vo = ~ rn Xn(&, gJ) + Rn-1(2n + 1) (ll) 

D as Potential V muB aber fur alle Punkte im Inneren des 
Leiters C konstant, also von r unabhangig sein (vgl. oben II), 
so daB die einzemen Faktoren der Potenzen rn der Summe ver
schwinden mussen, wodurch zur Bestimmung von Y n (&,gJ) 
gewonnen sind: 

Rn-1(2n+1) 
Yn(&,gJ)=- 4:n Xn (&,gJ)fiirallen2;,l (12) 

Es erubrigt jetzt noch die Bestimmung der Konstante 
4:n Yo (&, gJ) der Reihe (ll). Greifen wir zuruck t!.uf die Kombina
tion der Gleichungen (8) und (9) 

7r 2r. J !t(&l' gJl) Pn (cosw1) R2 sin&1 d &1 d gJl= 24::21 Y n(&l'gJl)(13) 

o 0 
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so wird speziell fUr n = 0 
7l' 2" 

J Jt (&1' rpI) R2 sin &1 d&I drpI = 4 n R2 Yo (&1' rpl)' (14) 
00 

Der Ausdruck links ist nun nichts anderes als die der Kugel C 
mitgeteilte Elektrizitatsmenge M, so daB gilt 

M 
YO (&1'rpI)= 4nR2' 

Hiermit ist aber die Elektrizitatsverteilung auf der Kugel
Haohe ermittelt wie folgt: 

ll! 1 ~ -1 t (&, rp) =-= 4 n R2 - 4 n ..:::::.. Rn (2 n + 1) Xn (&, rp). 
n=l 

§ 75. Bestimmung der: Greenschen Funktion fiir die Kugel 
und Losung der ersten Randwertaufgabe fiir den 

K ugelinnenraum. 

I. Die Greensche Funktion G zweier Punkte PI (x, y, z) und 
P 2 (a, b, c) soll nach § 71 folgende Bedingungen erfullen: 

1. Innerhalb der Kugel vom Radius R soll die Differential
gleichung 

(1) 

erfullt sein. 

2. An der Oberflache der Kugel, d. h. fur ya2 + b2 + c2 = R, 
soll 

G (x, y, z; a, b, c) = 0 (2) 
sein. 

3. Die Funktion 
1 

G + ----;============--
y(x-a)2 + (y-b)2 + (Z-C)2 

soll nebst ihren erst en Derivierten uberall innerhalb der Kugel 
und auf deren Oberflache stetig sein. 

Bei den beiden Punkten PI und P 2 fuhren wir jetzt Polar
koordina ten ein. Es werde . 

x=rcos&, y=rsin&cosrp, z=rsin&sinrp 
a = 12 oos W, b = 12 sin &' cos rp', c = e sin W sin rp' 

(3) 
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Auf dem Fahrstrahl von PI bestimmen wir jetzt einen Punkt PI' 
Fig. 209 durch die Beziehung 

rr' = R2 (4) 

Hiermit erhiilt PI' die Koordinaten 
R2 

x' = -cos&; 
r 

R2 
y' = -~sin&cos rp; 

r 
R2 . Ci • 

Z' = -sm1.Tsmrp (5) 
r 

Wir wollen nun beweisen, daB die Funktion 

G= R 
fX2 + y2 + Z2 

1 

f(x'-a)2 + (y'-b)2 + (Z'-C)2 
1 

f(x-a)2+ (y-b)2 + (Z-C)2 
(6) 

die Greensche Funktion fUr das Innere der Kugel ist. 
Ad. 1. Jede der beiden reziproken Wurzeln erfullt fur sich 

die Differentialgleichung (1) nach § 67. 
Ad. 2. Durch Einfuhrung der Polarkoordinaten fur x, y, z; 

x', y', z'; a, b, c erhiilt man 
1 

(7) 

wo 

ist. 

cos ill = cos & cos &' + sin & sin &' cos (rp - rp') 

LiiBt man hier e = f a2 + b 2 + c2 = R werden, 

(8) 

so wird 

z 

!I 

Fig. 209. Zur Greenschen Funktion 
fiir eine Kugel. 

tatsiichlich 

G=O (9) 

Ad. 3. Diese Bedingung 
ergibt sich ohne weiteres, 
weil niemals der Punkt a, b, 
C Init x', y;, z' zusammen
fallen kann, weil letzterer 
auBerhalb der Kugel liegt. 

II. Urn nun die Rand
wertaufgabe fur die Kugel zu 
losen, d. h. eine Funktion 
V (r, &, rp) zu finden, die im 
Innern der Kugel die Diffe
rentialgleichung 
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J V = i (12, ,(t, <p) (10) 

befriedigt und auf der Kugel (r = R) die Werte einer auf der 
Kugelflache gegebenen Funktion 

Vr=R = O'(,(t,<p) 
annimmt, haben wir auf Formel (16) § 71 zuruckzugreifen, 
nach welcher 

V(r,,(t,<p) = JGi(I2'&',<P')di-JO'(&',<P') ~~ dO' (12) 

war. Hier beziehen sich die Integrationen auf 12, &', <p', in denen 
naturlich auch d i und dO' auszudrucken sind. 

Zur Vereinfachung der Rechnung (da wir nur das Prin
zipielle des Verfahrens zeigen wollen) nehmen wir nun i(l2, &', <p') 
uberall gleich Null an, d. h. V solI der Laplaceschen Differential
gleichung 

(13) 

genugen. Damit bleibt von (12) nur ubrig, wenn man das nach 
innen gerichtete Normalendifferential on durch - 012 ersetzt: 

V (r, &, <p) =JO' (&', <p') aG . R2 sin &, d,(t' d<p' (14) 
012 

o 
Fuhrt man die Operation a 12 an dem Ausdruck (7) fur G aus, 

so erhalt man 

[ oG] R2_r2 
(I5) 

Be p = R = R [ i R2 - 2 R r cos w + r2]3 

und fiir die Funktion V selbst 

J ' , (R2 - r2) sin &' d&' d<p' 
V(r,&,<p)=R O'(&,<p) [i ]3 (16) 

R2- 2 Rr cosw + r2 

Hiermit ist die Berechnung von V formal durchgefiihrt, und 
wir brauchen nur darauf hinzuweisen, daB V (r,,(t, <p) nach 
Formel (16) nichts zu tun hat mit dem Potential Vc einer kugel
formigen Flachenbelegung, Formel (5) in § 74. Fiir Vc gilt an 
der FIache: 
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wahrend. fur V (r, it, rp) an der Flache 

V(R,it,rp) = a(it,rp) 
gilt. 

1m ubrigen gelingt die Bestimmung der Greenschen 
Funktion nur in besonderen Fallen. 

§ 76. Die Zylindedunktionen. 

Handelt es sich um das Potential kreiszylinderf6rmig ange
ordneter Massen, so formt man zweckmliBig die Laplace-Poisson

sche Differentialgleichung 
82 V 82 V 82 V 
8 x 2 + 8 y2 + 8 Z2 = 0 (1) 

+W~<--!I auf Zylinderkoordinaten x, r, rp um 
durch deren Beziehungen zu den 
rechtwinkligen Koordinaten x, y, Z 

(Fig. 210): 

Fig. 210. Zur Einfiihrung 
der Zylinderkoordinaten. 

x = x, y = r cos rp, Z = r sin rp (2) 

Der UmrechnungsprozeB gestaltet 
sich ganz ahnlich wie in § 60, und wir 
schreiben als Resultat an: 

82V 82 V 1 8V 1 82 V 
8x2 +~+rar+1=2 8rp2 = 0 (3) 

Suchen wir ein partikulares Integral dieser Differential
gleichung in der Form 

V=XR(/) (4) 
zu bestimmen, wo X, R, (/) je die Variabeln x, r, rp allein enthalten, 
so liefert die Substitution dieses Ansatzes in (3): 

X" R" 1 R' 1 (/)" 
-+-+--+--=0 X R rR r2 (/) 

(5) 

Diese Gleichung kann man nach Einfuhrung einer Kon
stanten k2 (siehe § 60) in folgende beide Gleichungen zerlegen: 

X" + P X = 0 (6) 

r2 R" r R' (/)" --+--+--Pr2 =0 R R (/) 
(7) 
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Gleichung (7) zerfallt aber mit einer Konstanten m2 in die 
beiden Ansatze 

R" + ~ R' + (- p - m2) R = 0 (8) r r2 

und 
(/)" + m2 (/) = O. (9) 

Die Differentialgleichungen (6) und (9) liefern sehr bekannte 
L6sungen: 

fur (6): 
x = cos k x oder = sin k x (10) 

fur (9) : 
(/) = cos m cp oder = sin mcp (11) 

Gleichung (8) nimmt mit 

-k2 = (i k)2 

wo i die imaginare Einheit bedeutet, die Gestalt an: 

R" + ~R' + [(ik)2- m2 JR = 0 (12) r r2 
Dies ist aber die Differentialgleichung der Besselschen 

Funktionen, die wir bereits § 60 kennen gelernt haben, nur mit 
dem Unterschied, daB dort statt (i k)2 die GroBe k2 in der eckigen 
Klammer stand. Zum Aufbau der L6sung von (3) dienen die 
beiden partikularen Integrale von (12). Ein partikulares Integral 
dieser Differentialgleichung haben wir schon im § 60 als Bessel
sche Funkti on erster Art kennen gelernt, wenn auchzunachst 
nurfiir reelles Argument. Als zweites partikuliires Integral kommt 
hier die Besselsche Funktion zweiter Art hinzu. Wir 
schreiben, indem wir sogleich das imaginare Argument benutzen, als 
L6sungen von (12) an: 

R = J m (i k r) und Km (i k r) (13) 
Wollten wir hier Funktionen reellen Argumentes haben: 

R = J m (k r) und Km (k r) (14) 

so wiirde Gl. (6) lauten miissen: 

X" - k2 X 
Hierzu wiirden aber die partikularen L6sungen 

X = e- kx und X = e+ kx 

gehoren. 

(15) 
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EntschIieBen wir uns nunmehr fur die weitere Benutzung der 
Funktionen imaginaren Argumentes, so haben wir erstlich die 
Reihenentwicklung fur I n (i k r) aus derjenigen fUr I n (k r) abzu
leiten. Wir erhalten aus Formel (16) § 60 durch Einsetzen von i k 
statt k: 

. _ (ikr)" [1 k2 r2 k4 r4 

In(~kr)- 2"n! + 22(n+l) +2!24 (n+l)(n+2)+ 

3!26(n+l;;:6+ 2)(n+3) + .... ] (15) 

Hier ergibt sich zunachst, daB I n (i k r) fUr r = 00 unelldlich 
wird, und zweitens, daB J o (i k r) und die Funktionen gerader 
Ordnung reell, diejenigen ungerader Ordnung imaginar sind. 

Zur Ermittlung von Kn (i k r) bzw. Kn (k r) ziehen wir nach 
Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, 1. Teil S. 245, zunachst 
fUr die Funktion nullter Ordnung reellen Argumentes die Defi
nition her an: 

Ko(kr)=Jo(kr)lgy~r -2{J2(kr)-! J 4(kr) 

+ ~ J 6 (kr) - .... } (16) 

wo die J-Funktionen aus Formel 16 § 60 zu entnehmen sind. 
Fur imaginares Argument gilt ebenfalls nach Heine (a. a. 0.) 

Ko(ikr) = Jo(ikr)lg ~ki -2{J2(ikr)-~J4(ikr) 
y ~ r t 2 

+ ~ J 6 (ikr)- .... } (17) 

mit den J-Funktionen nach Formel 15 dieses Paragraphen. 
Aus Heine, 1. Teil S. 237 entnehmen wir noch die Definition 

K" (i k r) = (_ 2 i k r)" dn Ko (i k r) (18) 
[d(ikr)2]" 

Es ist nun wichtig, das Verhalten von Kn (i k r) fur sehr 
kleine und sehr graDe Werte von r zu kennen. 

Fur kleine r erkenntman unmittelbar, daDsamtliche Kn (ikr), 

weil sie 19 ~k enthalten, unendlich werden. y r 
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Fur sehr graDe r gilt nach Heine die Formel: 

li~~~(ikr) =}~~(-'if~-kr-V 2~r (19) 

d. h. im Unendlichen verschwinden samtliche Kn (i k r). 
Nunmehr sind wir genugend gerustet, um die Losung fUr V 

aufzubauen. 
Fassen wir zunachst die beiden partikularen Integrale (10) 

fur X mit einer unbestimmten Konstanten a in eins zusammen: 

X = cos k (x - a) (20) 

so lautet die allgemeine Form von V 

V = .l'cosk(x-a) {Jm(ikr)(Amcosmq? + Bmsinmq?) 

+ Km(i kr)Cmcosmq? + Dmsinmq?} (21) 

Dieser Ausdruck wurde die Differentialgleichung (3) befriedigen. 
AuBerdem muB V aber noch die Randbedingung erfullen, 

die darin besteht, daB V auf der Zylinderflache, d. h. fUr r = R, 
in eine gegebene Funktion F (x, q?) ubergehen solI. 

Wir entwickeln F (x, q?) in eine Fouriersche Reihe: 

F (x, q?) = .l' (gm (x) cos m q? + hm (x) sin m q?) (22) 

welche Entwicklung wir mit dem Ansatz (21) vergleichen, nachdem 
wir in dies em r = R gesetzt haben. Dabei machen wir einen 
Unterschied zwischen dem AuBen- und Innenraum des Zylinders. 
Hierzu sehen wir uns veranlaBt durch das Verhalten der Funktionen 
J m und Km beim Nullpunkt und im Unendlichen. Da V nirgends 
unendlich werden darf (weil dies physikalisch keinen Sinn hat), 
so konnen wir die Funktionen Km in der Nahe des Nullpunktes 
und die Funktionen J m im Unendlichen nicht gebrauchen. Wir 
entschlieBen uns, den Verwendbarkeitsbereich der J m auf den 
ganzen Innenraum des Zylinders, den Bereich der Km auf den 
ganzen AuBenraum auszudehnen. Die Entwicklung von V zerfallt 
also in zwei Ansatze: 

Vi = .l' cos k (x - a) J m (i kr) (Am cos mq? +- Bm sin mq?) 
Va= .l'cosk(x-a)Km(ikr)(Cmcosmq? +-Dmsinmq?) 

(23a) 

(23b) 

in denen wir die Konstanten A, B, C, D so zu bestimmen haben, 
daB fUr r = R sowohl Vi wie Va = F (X, q?) werden. Dadurch 
ist die Randwertaufgabe gelost, die beiden Ansatze (23) gehen 

H 0 r t, Difierentialgleichungen. :?6 
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auf der Zylinderflache ineinander uber, wobei sie auch die richtigen 
Werte annehmen. Die Vergleichung von (22) mit (23a) liefert 
in einer Ebene parallel zur Y Z-Ebene (x-a) mit: 

(24) 

womit entspringt: 

[ 
Jm(ikr) 

Vi = l:cosk(x-a) Jm(ikR) (Jm(a)cosmrp 

Jm(ikr) . ] + Jm(ikR) hm(a)smm rp (25a) 

Analog ergibt sich: 

[ Km(ikr) 
Va = l:cosk(x-a) Km(ikR) (Jm(a)cosmrp 

Km(ikr) . 
+ K",{ikR) hm(a)smmrp (25b) 

Urn die Tatsache zu beweisen, daB fur r = R sowohl Vi wie 
Va in F (x, rp) ubergehen, benutzen wir den Fourierschen Satz 
uber die Darstellung einer beliebigen Funktion als bes tirnrntes 
Doppelintegral. Der. Satz lautet: 72) 

+00 +00 

t(x) = 2lnfdk ft(a)COSk(a-X)da 

-00 -00 

Wenden wir dies auf (25a) an, so wird: 

-00 - 00 

-00 -- 00 

Setzt man hier r = R, so hat man ohne weiteres 
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+ 'inm:.[ ;~I:.(a)OO'k(a -x) da] 
d. h. nach (22): 

Vir=R = I [cos mcpgm(x) +sinmcphm(x)] = F(x, cp). 

Fur Va liLBt sich der Beweis analog fuhren. 

IV. Die Difi'erentialgleichungen der Bewegungen 
elastischer Korper. 

§ 77. Aufstellung der Grundgleichungen. 

Die Untersuchung des Gleichgewichts oder der Bewegung 
eines elastischen K6rpers knupft an an die Krafte, die an einem 
aus dem elastisch deformierten Karper herausgeschnittenen 
kleinen Parallelflachner dx dy dz auftreten. 

1st dieser mit seinen Kanten nach den Achsen X Y Z eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems orientiert, und liegt einer 
seiner Eckpunkte im Anfangspunkt des Systems, so treten 
an jeder in einer Koordinatenebene liegenden Begrenzungsflache 
drei Spannungskrafte auf: eine Normalkraft a und zwei Schub
krafte"i, die wie in der Figur 211 bezeichnet werden. An den Flachen, 
die nicht in den Koordinatenebenen liegen, greifen diesel ben Krafte 
an, jedoch urn Betrage geandert, die den Fortschreitungen 
dx dy dz entsprechen. Es sind dies die Normals pann ung en: 

oax 
ax + ox dx 

oay 
ay + oy dy (1) 

oaz a + --dz 
z OZ 

:26* 
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und die Schubspannungspaare: 

z 
OTxy 

Txy + ---ax dx, 
OTxz l 

Txz + ---ax dx 

~ OTyx 
Tyx + 8ii dy, 

OTyz 
Tyz + fiijd y (2) 

. OTzx 
Tzx T --az dz, 

OTz y 
Tzy + --az dz 

Fig. 211. Spannungen an 
einem Korperelement. 

Wir haben 18 Krafte, die, da 
Gleichgewicht herrschen solI, den 
Gleichgewichtsbedingungen der an 
einem starren Korper angreifenden 
Krafte unterworfen sind, d. h. die 
Komponenten nach den drei Achsen 
und die Drehmomente nach den drei 
Achsen muss en verschwinden. 

Fugen wir noch die Komponenten [X, Y, Z] dx dy dz einer 
Massenkraft P (Gewicht oder Beschleunigung des Elements 
dx dy dz hinzu) so haben wir: 

oder 

Komponenten in der X-Richtung 

( oOx ) Xdxdydz+ 0x+ ax dx-ox dydz 

( OTzx ) + Tzx+ -azdZ-Tzx dxdy 

X oOx OTyx OTzx 
+ ax + 8ii + az- = 0 (3a) 

Analog folgt fur die Y - und Z-Richtung: 

Y + OOy + OTxy + OTzy = 0 
oy ax oz 

(3b) 

Z oOz OTxz OTyz 0 
+az+---ax+ay= (3c) 

Zu dem Drehmoment urn die X -Achse tragen bei die Krafte 

Tyz dx dz und Tzy dx dy 
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mit den Hebelarmen 
dy bzw. dz. 

Die entsprechenden Momente 

Tvz dx dy dz und Tzv dx dy dz 
Bollen einander aufheben, d. h. es muB sein 

Tvz = Tzv 

Analog gelten fUr die Y- und Z-Achse 
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(4a) 

ixz = Tzx und Txv = Tvx (4b, 40) 
Durch die Beziehungen 4a, b, c werden die den Spannungs

zustand bestimmenden GraBen auf 6 zuruckgefuhrt: 

ax, ay, az 

Tyz = Tzy = T x , Txz = Tzx = Ty , Txy = Tyx = Tz 

fur die wir die Gleichungen 3 a, b, c nochmals anschreiben; 

oax OTz OTy X 0 
ox + oy + az-+ = 

oay OTz OTx Y 0 -+-+-+ = oy ox OZ 

oaz OTy OTx Z 0 
Tz+ ox + oy + = 

Zwischen den 6 Spannungskomponenten 

z 

.r 

-----.. ........ 
"-

\ 
\ 
\ 
\ 
I 
I 
I 

(5a) 

(5b) 

(50) 

bestehen also die drei Gleichungen 
5a, b, o. Zur vollstandigen ein
deutigen Bestimmung der Kom
ponenten ist erforderlich, daB wir 
sie auf drei GraBen zuruckfuhren. 
Nach Einsetzen in die drei Diffe
rentialgleichungen 5a, b, 0 treten in 
diesen dann nur nochdreiabhangige 
Variabele auf, deren Bestimmung 
dann eindeutig maglich ist. 

II. Die drei GraBen, auf die 
wir die Spannungskomponenten 

Fig. 212. Definition der ela
stischen Verschiebungen;, Yj, t;. 

zuruckfuhren, sind die el a s t is c hen V er s chi e bun g eu g, 1], C 
eines Karperpunktes x y z. 
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Es solI also der Punkt x y z durch die elastische Deformation 
ubergehen in 

x +~, y +"1), z + ~. 
Daneben betrachten wir noch einen Punkt 

x + dx, y, Z 

der durch die elastische Verschiebung ubergeht in 

8~ 8'f} 8~ 
x + dx + ~ + ax dx, y + 'f} + ax dx, Z + ~ + ax dx 

Wir haben hier also die kleinen Anderungen der Verschie
bungen ~, 'f}, ~ berucksichtigt, die der Verschiedenheit der Punkte 
x, y, z und x + dx, y, z entsprechen. 

Wir erkennen: durch die Deformation ist die Strecke dx 

ubergegangen in dx + !! dx; d. h. die spezifische Dehnung III 

I 
I 
I 
I 

o,~v------
---c 

Fig. 213. Zusammenhang 
zwischen Schiebung und 

Schubspannung 

der x-Richtung findet sich zu 

_ ~ _ Dehnung 6 
Ex - 8x - urspriingliche Lange ( a) 

Analog ergeben sich: 

81] 
lOy = ay (6b) 

8~ 
Ez = az (6c) 

Hier fugen wir noch den Aus
druck fur die spezifische kubische 
Dehnung 

8~ 8'f} 8~ 
e = Ex + lOy + Ez = - + - + -

8x 8y 8z 

ein. 
Neben den spezifischen Dehnungen E, die von den Normal

spannungen a herruhren, haben wir noch die Anderungen 'Y der 
Kantenwinkel des Parallelepipeds dx dy dz zu ermitteln, 
die von den Schubspannungen r: herruhren. 

UIll z. B. die Anderung des rechten Winkels Be A (siehe 
Fig. 213) zwischen dx und dz zu finden, bemerken wir, daB sich 
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die Punkte A bzw. Bin der Richtung dz bzw. dx verschieben um: 

oC o~ - dx bezw. - dz ox OZ 

Die gesamte WinkeHinderung (Schiebung) ist demnach 

o~ oC 
/'xz= 8z + ax (7 a) 

Analog findet man 

oC 01] 
/'zy= By + 8z (7b) 

01] o~ 
/,yx= ax + By (7 c) 

III. Die bisherigen Betrachtungensind rein geometrischerN atur 
und von irgendwelchen Festsetzungen uber die physikalische 
Beschaffenheit des Korpers unabhangig. Setzen wir nun voraus, 
daB der Korper dem Hookeschen Elastizi ta tsges etz gehorcht, 
so haben wir zunachst, wenn der Schubelastizitatsmodul des Kor
perstoffes Gist, als Zusammenhang zwischen den Schubspannungen 
r: und den WinkeIanderungen /' die Proportionalitat dieser GroBen 
auszusprechen: 

(Sa, b, c) 

Fur die Normalspannungen (J und die spezifischen Deh
nungen 8 liefert das Hookesche Gesetz die Zusammenhange: 
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1 
wo Eden E I a s t i zit a t s mod u lund - die Poi s son s c h e 

m 
Konstante 

Querdehnung 

Langsdehnung 

bedeuten. Beachtet man noch die Beziehung zwischen S c h u b
und E I a s t i zit a t s mod u I : 

mE 
G = 73) 

2 (m + 1) 
(10) 

so resultieren mit (6 a, b, c) 

ax =2G ~+~-( o~ e) 
ox m-2 

a =2G ~+~-( 0'Y) e) 
!J oy m-2 (lla,b,c) 

az = 2G (:: + m ~ 2) 
Fuhren wir jetzt, wie angekundigt, die Gleichungen (7) und (11) 
in die Gleichungen (5) ein, so entspringtnach einigen Umformungen 
und nach Einfuhrung des Laplaceschen Operators 

02 82 02 
.1=-+-+-8x2 8y2 8 Z2 

der Ansatz: 
m oe X 

.1~+ m_2ax+(j=0 (12a, b,c) 

m oe y 
L1'Y)+ m-2 ay+7J=O 

m 8e Z 
.1C+ m-2 oz +(j~O, 

o~ 0'Y) oC 
e=~+~+~ 

8x 8y 8z 
Dies sind die partiellen Differentialgleichungen der Elastizi

tatslehre. Sie sind linear mit konstanten Koeffizienten und von 
der zweiten Ordnung. 

§ 78. Ermittlung des raumlichen Spannungszustandes und der 
Oberflachenbedingungen elastischer Probleme. 

In § 77 war das R9.umelement d'i = dx dy dz aus emem 
Korper herausgegrenzt, dessen elastisches Verhalten zu unter-
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suehen war. Uber dies en Karper haben wir bisher nur die eine 
Voraussetzung gemacht, daB der Stoff, aus dem er bestand, dem 
Hookesehen Gesetze gehorcht, und wir haben, im Zusammen
hang hiermit, die drei elastischen Konstanten E, G, m eingefUhrt, 
die untereinander durch die I' 

Gleichung 
mE 

G=----
2 (m + 1) 

verkniipft waren. 

(1) 

Uber die Gestalt des Karpers 
haben wir bisher nichts voraus- f 

gesetzt. Auch haben wir bisher I" 
die Krafte auBer Betracht ge- Fig. 214. ObertUichenkrMte an 
lassen, die an seiner auBeren Be- einem Karpel'. 
grenzung auftreten, und die offen-
bar ebenso als Ursachen der elastischen Deformation auftreten 
wie die GraBen X, Y, Z der Gleichung (12) § 77. Wir wollen 
nunmehr Ansatze finden, die einen Zusammenhang zwischen 
den auBeren Kraften und den 6 inneren Spannungen (Jx, 

(Jy, (Jz' ix, i y , i z liefern. Zunachst seien die auBeren Krafte fiir 
jedes Oberflachenelement dw dureh das Zeichen P in kg/qem 
gegeben (Fig. 214). Unter diese auBeren Krafte rechnen wir auch 
die sogenannten Auflagerreaktionen pI, die durch die P her
vorgerufen werden. Alle Krafte P und pI miissen miteinander 
im Gleichgewicht sein, d. h. es muB gelten: 

und 

J(X dw + X'dw') = 0 

J(Ydw + Pdw') = 0 

J(Zdw + Z'dw') = 0 

J {(YoZ - zoY) dw + (Yo' Z' - zo' Y') dw'} = 0 

J{(zoX -xoZ) dw + (zo' X, -xo' Z') dw'} = 0 

J{(xoY -yoX)dw + (xo'Y'-Yo'X')dw'} = 0 

(3) 

wo X Y Z bzw. X' Y' Z' die Komponenten von P bzw. P' be
deuten, wahrend Xo Yo Zo und xo' Yo' Zo' die Koordinaten der zuge-
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horigen auf der Oberfiache gelegenen Angriffspunkte sind. Die 
Integrationen beziehen sich auf die ganze Oberfiache. 

Genugen diese Gleichungen, urn aIle XI Y' ZI zu ermitteln, 
so nennt man das Problem auBerlich statisch bestimmt. 

z 

c 

Fig. 215. Spannungen 
am Elementartetraeder. 

den Seitendreiecken 

Jedenfalls setzen wir nunmehr vor
aus, daB wir die P und P' bzw. deren 
Komponenten fur die ganze Oberfiache 
kennen; wir benutzen im folgenden dann 
nur noch die Buchstaben P und X, Y, Z, 
indem wir keinen Unterschied zwischen 
P und P' mehr machen. 

Nunmehr kehren wir zu unserem 
raumlichen Spannungszustand zuruck, 
indem wir von dem Ra umelement = d 7: 

dx dy dz nur das in Fig. 215 gezeichnete 
Tetraeder 0 ABC betrachten. Die an 
o B C, 0 C A, 0 A B wirkenden 

Spannungen sind uns bekannt, so daB wir die am Tetraeder 
in den Achsenrichtungen wirkenden Krafte ermitteln konnen: 

1 
X-Richtung: "2 (dydz<1x + dzdxTz + dxdYTy) = kx 

1 
Y-Richtung: "2 (dzdx<1y + dxdYTx + dydzTz) = ky (4) 

Z-Richtung: ~ (dxdY<1z + dydziy + dzdxTx) = kz 

Diesen drei Kraften halt an der Tetraederseite ABC eine 
Kraft K das Gleichgewicht, die wir uns von einer gleichge
richteten uber ABC gleichmaBig verteilten Spannung p hervor
gerufen denken. Wir haben nach dieser Vorstellung: 

K = P . L1 ABC. (5) 

Die Komponenten dieser Kraft nach den Koordinatenachsen 
mussen, da Gleichgewicht herrschen solI, die Werte haben: 

K ·cos (kx) = kx 
K . cos (k y) = ky (6) 
K ·cos (kz) = kz 

Ferner gilt aber, wenn n die nach auBen gerichtete Normale 
des Dreiecks ABC bedeutet: 
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1 
2dy dz = cos (nx).d ABO 

1 
2 dz dx = cos (ny).d ABO (7) 

1 
2 dx dy = cos (nz).d ABO 

Setzt man jetzt (5) in (6) und (6) und (7) in (4) ein, so ent
springt, wenn man noch die Richtung von K mit der Richtung 
von p gleichsetzt: 

p cos (px) = ax· cos (nx) + i z • cos (ny) + i y • cos (nz) 1 
p cos (py) = ay • cos (ny) + i x • cos (nz) + i z • cos (nx) 

p cos (pz) = az • cos (nz) + i y • cos (nx) + i x • cos (ny) 

(8) 

Dieses Gleichungssystem dient als Ausgangspunkt fur die 
im Innern des Korpers zu definierenden H a u p t spa n nun g en, 
des Spannungsellipsoides usw., worauf wir hier nicht 
weiter eingehen. 

Geht man aber mit dem Tetraeder an die Oberflache des 
Korpers, so daB das .d ABO in diese hineinfallt, so mussen, 
damit auch hier Gleichgewicht herrscht, die Komponenten 
p cos (p x), p cos (p y), p cos (p z) mit den an der betreffenden 
Stelle vorgegebenen Komponenten der auBeren Kraft X Y Z 
ubereinstimmen: 

x = ax cos (nx) + izCOS (ny) + iyCOS (nz) 

Y = aycos (ny) + ixCOS (nz) + izCOS (nx) 

Z = azcos (nz) + iyCOS (nx) + ixCOS (ny) 1 
(9) 

wo die Kosinus durch die Richtung der ortlichen Oberflahcen
normale gegen die Koordinatenachsen gegeben sind. 

Es sind also bei der Betrachtung elastischer Probleme stets 
die Gleichungen (12a, b, c) § 77 mit den Gleichungen (9) § 78 
im Verein zu behandeln. 

Die Oberflachen bedingungen kommen sowohl bei 
elastischen Bewegungsaufgaben wie auch bei Gleichgewichts
aufgaben vor. Den Bewegungsaufgaben allein sind die An
fangsbedingungen eigentumlich, die im allgemeinen die Ver-
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schiebungen ~, 'f), 1; und die Verschiebungsgeschwindigkeiten 

a~ a'f) at, 
at' at' at 

zur Zeit t = ° als Ortsfunktionen (nur x, y, z enthaltend) gegeben 
voraussetzen. 

§ 79. Schallbewegungen in einem unbegrenzt ausgedehnten 
elastischen Medium. Longitudinale und transversale Wellen. 

Sehen wir vom EinfluB der Schwere oder anderer an der 
Massehaftender Krafte, mit Ausnahme der Massenbeschleunigungs
kraft, ab, so haben wir in den Gleichungen (12) § 77 in X, Y, Z 
nur die Komponenten der Ietzteren: 

d2~ d2'f) 
- fl dt2' - fl dt2 ' 

zu berucksichtigen, wodurch die Differentialgleichungen ent-
springen: 

m oe fl 02~j 
LI ~ + m _ 2 8[ = G at2 

LI moe _ fl 02 'f) 
'f) + m - 2 o'f) - G ot2 

m oe fl 021; I 
Ll1; + m-2 8[ = G ot2 

(1) 

Da der Korper unbegrenzt ist, brauchen wir auf die Ober
flachenbedingungen keine Rucksicht zu nehmen. 

1. Zunachst prufen wir, ob eine eben e Bewegung in der x

Richtung moglich ist, die gekennzeichnet ist durch den Ansatz: 

~ = F (x, t), 'f) = 0, 1; = ° (2) 
Die Gleichungen (1) reduzieren sich dann auf: 

02~ m 02~ fl 02~ 

ax2 + m-2 ox2 = G ot2 

bzw. 
2(m-1) 02~ fl a2~ 

m- 2 ax2 G at2 
(3) 

Versucht man hier ~ als Produkt einer Funktion von x in einer 
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Funktion t darzustellen: 

so ergeben sich mit einer unbestimmt bleibenden Konstanten k 2 

folgende gewohnliche Differentialgleichungen fUr X und T: 

2(m-l) XI'+k2 X=ol 
m-2 

~TII+k2T=O J 

deren partikuHire Losungen sind: 
kx 

X = cos --====== oder 

1/-2 (_m_-_1) 
m-2 

sin kx 1 
1/2(m-1) 
y m-2 

J 
kt 

T = cos-----:--= 

V~ 
oder 

. kt 
Sln-c= 

v~ 
Mithin hat man in dem Ansatz: 

~oX T = ~ocos k I /2 (; -1) - '/f1] 

V m-2 Va 

(4) 

(5) 

(6) 

eine Losung, die zwei Paare moglicher partikuHirer Ausdriicke 
von (5) umfaBt, womit wir uns hier begnugen. Fuhren wir jetzt 
im Ansatz (6) die Abkmzungen ein: 

k 2n 
A ' V2 ~ 21) 0 i ~ 

k 2n 
(7) 

so wird: 
(8) 

Die beiden neuen Konstanten Ao und .0 unterliegen der Be
dingung: 

~ = /2 (m-1) G = V 
To (m-2)f1 

(9) 

wie sich durch Division der beiden Gleichungen (7) ergibt. Setzt 
man (9) in (8) ein, so handelt es sich um den Verlauf der Funktion 

cos-- --t 2n (x ) .0 V 
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Die Werte dieser Funktion reproduzieren sich ofi'enbar dann, 
x 

wenn V - t ein ganzzahliges Vielfaches von To wird: 

x 
--t = nTo 
V 

(10) 

woraus sich ergibt: 

x = n To V + tV = n J.o + t V (II ) 

d. h. zu einer gegebenen Zeit t befinden sich aIle Punkte, die von
einander um die Strecke Ao abstehen, in demselben Schwingungs
zustand. Man nennt Ao die Wellenlange. 

Man kann aber (10) auch nach t auflosen: 

x 
t = --nTo V . (12) 

d. h. in einem gegebenen Punkte x treten nach Verlauf ganzer 
Zeitraume To dieselben Schwingungszustande ein. Man nennt To 

A 
die Schwingungsdauer. Das Verhaltnis V = _0 heiBt die 

To 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle, weil gewisser
maBen ein zur Zeit t an der Stelle x eingetretener Zustand 
wahrend der Zeit To bis zur Stelle x + Ao weiter lauft. 

Der bisher von uns untersuchte Ansatz ~ = F (x, t), der 
sich als mogliche Losung herausgestellt hat, wird als longitudi
naleWellen bewegung bezeichnet, weil die Schwingungsrichtung 
~ mit der Fortpflanzungsrichtung x zusammenfallt. 

II. Wir erortern jetzt noch den Ansatz 

~ = 0; 1] = F (x, t); ,= 0 (13) 

Dieser unterscheidet sich von dem vorigen Ansatz (2) dadurch, 
daB wir nur Schwingungen 1] senkrecht zur Fortpflanzungs
richtung voraussetzen. Setzt man (13) in die Differential
gleichungen (I) ein, so ergibt sich erstlich 

e = !..I + 01] + 0; = 0 ox oy oz 
und mithin als Differentialgleichung fUr 1] 

i321] fl i3 21] 

ox2 G ot2 

(14) 

(15) 
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Dieser Gleichung geniigt der zu (6) analoge partikuliire Ansatz 

'YJ = 'YJ~T = 'YJocos k l(X- ~1 
}aJ 

(16) 

der wiederum zur Definition einer Schwingungsdauer io und einer 
Wellenlange 1'0 fiihrt. Das Verhaltnis dieser 

~:=V=V: ( 17) 

wird aber kleiner als im FaIle der longitudinalen Bewegung
Man nennt den Ansatz (16) eine transversale Wellenbe
wegung. Wir merken noch an, daB die L'mgitudinalwellen mit 
Verdichtungen und Verdiinnungen des schwingenden Mediums 
verbunden sind, entsprechend dem Ausdruck fiir die Volumen
anderung 

e=-+-+-=----sm2n ---o~ 0'YJ 0, 2n~o. (x t) 
ox oy OZ }, }'o io 

(18) 

wahrend die transversalen Bewegungen entsprechend 

e=~+~+ 0, = 0 ox oy OZ (19) 

kompressionslos vor sich gehen. 
III. Will man einen del' behandelten Bewegungsvorgange 

(z. B. eine Transversalbewegung) einem gegebenen Anfangszu
stand anpa,ssen, so hat man 'YJ als Reihe wie folgt anzusetzen: 

n ~ .EA,"o, t-; ~ -<p;1 (20) 

und hat die GroBen Ak cos C(!k und Ak sin C(!k analog § 54 durch die 
Gleichungen: 

[0'YJ] = h (x) 
at 1'='0 

(21) 

als Fouriersche Koeffizienten zu bestimmen. 
Eine andere Form der Losung fiir die Differentialgleichung 

einer ebenen Welle wird spateI' bei Gelegenheit der elektromagneti
schen WeIlenbewegungen im § 93 gegeben werden. 
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§ 80. Radiale Formiinderungen und Schwingungen einer Kugel. 

Setzen wir bei einer Kugel nur solche Krafte an den einzelnen 
Masseelementen angreifend voraus, deren Richtung durch den 
Kugelmittelpunkt geht und deren GroBe nur abhangig ist von dem 
Abstand des von ihr erfaBten Elementes vom Kugelmittelpunkt, 
so konnen die Kugelpunkte sichnur auf ihrenRadien 
verschieben, und die Verschiebungen konnennur 
von r abhangen. Unter diesen Umstanden bleibt ein Raum
element der Kugel dx dy dz bei der Formanderung sich selbst 
ahnlich und ahnlich liegend, und die Verschiebungen ~ f} ~ sind 
den Koordinaten x y z proportional: 

~=sx, f}=sy, '=sz (1) 

Bezeichnet man die Verschiebung eines Punktes auf seinem 
Radius mit e, so ist 

e = -V ~2 + f}2 + ,2 = s -V X2 + y2 + Z2 = S • r (2) 

Man erkennt also 

s =!L 
r 

als die spezifische radiale Dehnung. 74) 

(3) 

Wir suchen jetzt die Ansatze (1), (2), (3) in die Gleichungen 
(12) § 77 einzufuhren. 

Erstlich bilden wir die GroBen: 

o~ OE or x2 as 
--=s+x--=s+ ax or ax r or 

o~ as or x y as 
--=x--=----oy or oy r or 

o~ as or xz as 
--=x--=--oz or oz r or 

und analog: 

of} yx as of} y2 as 
-=s+--· ax = -r-a;:; 

a' zx as 
-----
ax r or' 

oy r or' 

a' 
oy 

of} _~~ 
oz r or 

A' Z2 aS -=s+--oz r or 
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aus denen sich die spezifische Volumanderung 

ergibt. 

o~ (1) 0, X2 + y2 + Z2 013 
e=-+-+-= 313+ <=Ir ox oy oz. r u 

013 
=3e+rTr 

Ferner ergibt die Bildung der zweiten Differentialquotienten 
die Ansatze: 

(4) 

Die Gleichungen (12) § 77 nehmen mit den Resultaten (4) nun-
mehr die Gestalt an: 

--+x- 1+-- +-=0 ( 4X 013 (213)( m) X 
r or or2 m-2 G 

( 4Y 013 (2 13)( m) Y --+y- 1+-- +-=0 r or or2 m- 2 G 

--+z- 1+-- +-==0 ( 4Z0e (28)( m) Z 
r or or2 m-2 G 

Multipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit 
x 
r 

y 
r 

Z 

r 

und addiert, so erhalt man eine einzige Gleichung 

wo 

(4~ + r ( 2 13) 2(m-l) + ~ = 0 
or or2 m-2 G 

1 
K=-(Xx+Yy+Zz) 

r 

(5) 

(6) 

die radial wirkende Kraft bedeutet, die wir jetzt als aus einer 
die Masse angreifenden Kraft k und einer von der Beschleuni-

028 
gung herruhrenden Kraft - fl r 8if zusammengesetzt betrachten. 

H 0 r t. Differentialgleichungen. 27 
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(7) 

Zu dieser Gleichung Htr 10 kommt noch die Oberflachenbedingung 
hinzu, die aus der Gleichung (9) § 78 zu entwickeln ist. 

Zu dies em Zweek gehen wir auf die Ansatze (11) § 77 fiir 
ax, ay, az und (8) fUr Tx, Ty, Tz zuriiek. Wir finden: 

ax = :G2{(m+1)e+[r+(m-2)-:2]~;} 

ay = m2G2{(m+1)e+[r+(m-2) ~2]:;} 

az = m2G 2 {em + 1)10+ [r+(m---2) z:] :;} 
Ix = 2G yz ~ 

r or 

T =2G~~ 
Y r or 

Tz = 2G xy ~ 
r or 

(8) 

Mit diesen Ausdriieken geht man in die Gleichungen (9) § 78 
ein und hat jetzt zu beriicksichtigen, daB die in den Formeln 
vorkommenden Winkel (n x), (n y), (n z) mit den Winkeln des 
Radius r gegen die Koordinatenachsen identisch sind. Wir 
k6nnen also schreiben: 

x 
cos (n x) =-; 

r 
cos (n y) = JL; 

r 
z 

eos(nz) =
r 

(9) 

Da aber naeh unseren Voraussetzungen die Riehtung der 
auBeren Kraft, deren Komponenten X, Y, Z sind, in den Radius 
fallt, so kann man die Gleiehungen (9) § 78 der Reihe naeh 

. x y z It' l' . d dd' d h . mIt -, -, - mu Ip IZleren un a wren, wo ure elne r r r einzige 

Gleiehung entspringt: 

2G { Oe}r~r2 p = -- (m + 1)10 + (m-1)r--
m-2 or 

r ='1 

(10) 

Hier bedeutet P die auBere auf die Kugeloberflache wirkende 
Normalkraft, und der Ansatz verlangt, daB 10, wenn es als Funktion 
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von r und t vermoge (7) gefunden ist, an der Oberflache (d. h. 
fiir r = r1 und r = r2) die Gleichung (10) zu erfullen hat. 

Beispiel 1. Die Kugel sei eine Vollkugel: r 1 = o. Auf der 
auBeren Oberflache laste der Druck - p (kg/qcm); an Massen 
haftende Krafte kommen nicht vor (k = 0), und es werde der 

Gleichgewichtszustand betrachtet (~2t~ = 0). Dann liefert (7) 

den Ansatz: 

mit dem allgemeinen Integral 

° °2 
B= 1+ 3r3 

(11) 

(12) 

Hier muB muB O2 = 0 sein, weil sonst fUr r = 0 (im Kugel
mittelpunkt) B = (Xl wiirde. 

Setzt man dann 

in (10) ein, so folgt 

2G 
- p = m-2 (m + 1)01 

und 

also 

° _ -=-:-p_( m------:~2;-) 
1 - 2 (m + l)G 

B= 
-p(m-2) 
2(m+ l)G 

(13) 

Die Formanderung besteht also in diesem Fall in einer langs 
des Radius konstanten spezifischen Verkurzung des Abstandes 
der einzelnen Punkte vom Kugelmittelpunkt. Dnd zwar ist die 
Verkurzung nur von den elastischen Konstanten des Materiales 
und vom Druck p abhangig. 

Beispiel 2. 1st die Kugel eine Hohlkugel nach Fig. 216, 
so ist der allgemeine Ansatz 

° °2 B= 1+3r3 
(14) 

in Gleichung (10) einzufUhren, wodurch 2 Gleichungen zur Be-
27* 



420 Die Diffcrentialgleichungen del' Bt;wegungen elastischer Kiirper. 

stimmung von 0 1 und O2 erhalten werden. Die Berechnung der 
Konstanten ist leicht und soll daher nicht ausgefuhrt werden. 

Beispiel 3. Freie S c h wing u n g en der Kugel. Die Schwin· 
gungen der Kugel sind frei, wenn die Kraft k in Gleichung (7) 
und die auJ3ere Kraft Pin Gleichung (10) nicht vorhanden sind. 
Es gilt dann fur 8 die partielle Differentialgleichung: 

82
8 =2G m - 1 (fPs +~~) 

p ot2 m-2 or2 r or (15) 

Eine hieraus etwa gefundene Losung muJ3 an der Oberflache 
der Kugel bei r = r 1 und r = r 2 die Gleichung erfullen: 

08 
(m + I) 8 + (m-I)ra;:- = 0 (16) 

Fig. 216. Radiale Be
anspruchung einer 

Kugel. 

In Gleichung (15) schreiben Wlr zu
nachst abkurzend 

2G m-I -.-- = a2 (17) 
p m-2 

und versuchen, ob 8 durch einen partiku
laren Ansa tz der Form 

8 = R·T (18) 

gefunden werden kann, bei welchem R nur 
r und T nur t enthalt. Durch Einsetzen 
in (15) erhalt man: 

RT" = a2 (R" T + ! R'T) (19) 

woraus sich nach Division mit R T zwei Ansatze 

T" + k2 T = 0 

4 k2 
R" + - R' + - R = 0 

r a 2 

darbieten wo k eine noch zu bestimmende Konstante ist. 

(20a) 

(20b) 

Das allgemeine Integral von (20a) findet sich leicht mit 

T = A cos k t + B sin k t (21) 

Fur (20 b), welches eine lineare Differentialgleichung zweiter 
Ordnung ist, bilden wir die Frobeniussche Normalform 74a), indem 
wir statt 4 allgemeiner h setzen: 
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aus der wir das Koeffizientensystem 

P20 = 1 
PI O = 4 

Poo = 0 

P2l = 0 ... . 
PII = 0 ... . 

k2 
POI = 0 P02 =a2 

notieren. 
Als determinierende Gleichung ergibt sich: 

10 (e) = 0 + he + e (e - 1) = e (e + h - 1) = 0, 
P 

wahrend sonst noch 11 (e) = 0, 12 (e) = 2 von Wichtigkeit sind; 
a 

alle hoheren Ii (e) sind Null. Die Koeffizienten der Reihenent
wicklung, die wir fUr R suchen, werden nun 

(k2 : a2)2 • 

(e + 2) (e + 4) (e + 1 + h) (e + 3 + h) , as = 0 .... 

mit denen der allgemeine Reihenansatz: 

R = rP L: a,r' 

fUr e = 0 und e = - h + 1 (Losungen der determinierenden 
Gleichung) zwei Reihen liefert: 

und 

R = R(l) = a (1 _ (P: a2 ) r2 (P : a2)2 r4 
o 2(h+ 1) + 2·4(h+ l)(h+3) 

(k2 :a2 )3 r 6 ) 

2·4·6 (h + 1) (h + 3) (h + 5) + .... 

R = R(2) - h + I = r - h + I (1 _ (P : a2) r2 
r ao 2 (-h + 3) 

(k2 : a)2 r4 

+ 2·4(-h+3)(-h+5) 

(P :a2 )3 r 6 

2 . 4 . 6 (- h + 3) (- h + 5) (- h + 7) + .... 
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J edenfalls kann man fur Reine allgemeine Lasung 

R = a R(l) (: r) + ~ R(2) (: r) (22) 

ansetzen. 
Das Produkt von (21) und (22) liefert jetzt einen partikularen 

Ansatz fur 8, in welchem nur noch uber die Zahl k und die unbe
stimmten Konstanten A BOD Entscheidung zu treffen ist. 

Da es maglicherweise mehrere Werte von k geben kann, 
die zulassig sind, so hang en wir den Index n an und setzen 
eine allgemeinere Lasung fUr 8 an durch die Summe: 

8 = ~ {An cos kn t + Bn sin kn t} {On R(l) (k; r) + ~; R(2)(~ r)} (23) 

Hier ist zunachst die Bemerkung zu machen, daB im Falle 
der Vollkugel aIle Dn = 0 zu setzen sind, weil sonst fur r = 0 
die spezifische Dehnung im Mittelpunkt der Kugel 00 werden 
wurde; ist hingegen die Hohlkugel zu betrachten, dann muB der 
ganze Ansatz (23) weiter behandelt werden. Da das Prinzipielle 
der weiteren Entwicklung an der Vollkugel gezeigt werden kann, 
beschranken wir uns auf diese und suchen nun mit der Entwick
lung (23) der Oberflachenbedingung. 

88 
(m + 1) 8 + (m -1) r ar (24) 

zu genugen, d. h. wir suchen die Gleichung zu erfullen 

[(m+1)R(l)(~nr)+(m-1)r :rR(l)(:r)],=r.=O (24 a) 

Fuhrt man die vorgeschriebenen Operationen aus, so erhalt 
man die Gleichung mit unendlicher Gliederzahl: 
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r k 
die nach xn = ~ aufzulosen ist, womit die Oberflachenbedin

a 
gung erfullt wird. Die Auflosung liefert unendlich viele positive 
W urzeln Xn und damit unendlich viele Werte 

womit dann Ansatz (23) ubergeht in: 

(25) 

Nunmehr sind lediglich noch die Konstanten (An On) und (Bn On) 
zu bestimmen mit Hilfe der Anfangsbedingungen. Es handelt 
sich darum, den Bewegungszustand (25) dem zur Zeit t = 0 
gegebenen Zustand anzupassen. Der Anfangszustand ist bestimmt, 
wenn fur jeden Kugelpunkt die elastische Verschiebung r 8 und 

08 
die Verschiebungsgeschwindigkeit rFt zur Zeit t = 0 als Funk-

tionen g (r) und h (r) gegeben sind. 
Dann flieBen aus (25) die beiden Gleichungen 

(1) ( r) g (r) = r·1; (An On) R Xn r; 
und (26) 

Multipliziert man beide Gleichungen mit dem Differential: 

r3 R(l) (Xm ;J dr und integriert von 0 bis r2, so hat man auf den 

rechten Seiten die Integrale 

J ~ l'R'" «,)-R'" «}, (27) 

o 

von denen man beweisen kann, daB sie fur m :z n verschwinden. 
Sonach kann man gliedweise in (26) die Konstanten berechnen 
wie folgt: 
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r, 

J
r3g (r)R(1) (xn~) dr 

r21 

(An On) = -.::.0 _______ _ 

J r'[ R'" (x" :,) r d, 
o 

r, (28) 

Jr3h(r)R(1) (Xn ;J dr 

(BnOn) = ~o ________ _ 

x;: /'[ R'" (x" ;')l'd, J 

Hiermit ist aber 8 vollstandig in seiner Abhangigkeit von r und t 
ermittelt; es genugt den Oberflachen- und den Anfangsbedin
gungen. 

Die physikalische Bedeutung des Ansatzes (25) ist dabei die, 
daB die Bewegung aus einer Dbereinanderlagerung 
von harmonischen Schwingungen oder Tonen be
steht. Der einzelne Ton ist charakterisiert durch die 
GroBe kn> welche der Periode Tn der Schwingung umge
kehrt proportional ist: 

kn 1 

2n Tn 
(29) 

Die Gleichung (24) oder (24a) bzw. (24b) heiBt deshalb die 
Periodengleichung. Die Schwingungszahl Zn des 
Ton e s wird geliefert durch die Beziehung: 

Z -~-~ n-2n-Tn 
(30) 

§ 81. Das Ritz-Lorenzsche Verfahren der naherungsweisen 
LOsung von Elastizitatsaufgaben. 

I. Bei allen Elastizitatsaufga ben, auch bei solchen, bei denen 
nur das Gleichgewicht zu untersuchen ist, handelt es sich um die 
Aufsuchung von Ansatzen fur ~, 1], " die 1, die Differential-
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gleichungen der Elastizitatstheorie befriedigen und 2. die Ober 
flachen- oder Randbedingungen erfullen. 

In vielen Fallen gehOrt schon eine betrachtliche mathematische 
Gewandtheit dazu, Ausdrucke zu finden, die diese beiden An
forderungen genau erfullen. 

II. Die besondere Natur der elastischen Aufgabestellung hat 
es nun mit sich gebracht, daB wir ein Naherungsverfahren 75) be
sitzen, welches gestattet, auch verwickeltere Aufga ben danach 
zu behandeln. 

Die besondere Natur der elastischen Aufgabestellung (wir 
sprechen im folgenden nur von Gleichgewichtsaufgaben) ist darin 
begriindet, daB sich die oben entwickelten Differentialgleichungen 
der Elastizitat auch finden lassen aus der Forderung, daB die 
Formanderungsarbeit eines elastischen Systems ein Minimum 
sein muB. Wir betrachten hier die Formanderungsarbeit als die 
Summe der Formanderungsarbeiten der inneren und der 
auBeren Krafte. 

Die inneren Krafte ergeben sich aus unseren Spannungs
komponenten ax, ay, az, ix, i y, i z nebst den zugehorigen spe
zifischen Formanderungen cx, Cy, cz, Yx, Yy, Yz· 

Der Spannung ax entspricht am Volumelement dx dy dz 
die Kraft ax' dy dz. Die Rechtecksseite dy dz verschiebt sich 

8'; 
durch die Formanderung urn den Betrag 8x dx, mithin wird 

die Arbeit geleistet 

1 8'; 1 
2 ax 8x dx dy dz = 2 axcx dr, 

da wir uns die Spannung ax als von Null zum Betrage ax an
wachsend denken mussen. 

In entsprechender Weise ermittelt man die den ubrigen 
funf Spannungskomponenten entsprechenden Arbeiten und erhalt 
als Formanderungsarbeit der inneren Krafte am Ra umelement d r : 

Hierzu hat man die Arbeit der auBeren Krafte hinzuzu
fiigen, deren Komponenten X d r, Y d i, Z d i sind. Die von 
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diesen geleistete Arbeit ist: 

dAa = - (X ~ + Y'f) + Z C) d t. (2) 

AlSo Gesamtarbeit ergibt sich demnach nach Integration iiber 
alle Volumelemente: 

A = f ~ (axEx + ayEy + azEz + txyx + tyyy + tzYz- X ~ -Y 'f}-ZC) dt 

Diese Gesamtarbeit solI ein Minimum werden. 
Durch Einfiihrung der uns bekannten Ausdrucke, durch welche 
die Spannungen und Dehnungen als Funktionen der Difierential
quotienten von ~, 'f}, C nach x, y, z dargestellt werden, geht A 
in eine Gestalt iiber, in welcher nur noch ~, 'f}, C, bzw. deren 
Difierentialquotienten vorkommen. Dann ist ein Minimum von 
A vorhanden, wenndie erste Variation bA von A verschwindet. 
Wir wollen die Entwickelung der ersten Variation nicht durch
fiihren, sondern lieber sofort das Resultat anschreiben: 76) 

bA =- dT LI~+ -+- f5~+ Ll1J+---+- f51 J {( m oe X) ( m oe Y) 
m - 2 ox G m - 2 By G 

I 

+ LlC+---+- f5C =0 ( m Be Z) } 
m-2 oz G 

Bei der Willkiirlichkeit. der Variationen b~, b'Yj, bC kann 
dieser Ansatz aber nur erfiillt werden, wenn die Klammeraus
driicke unter dem Integral einzeln verschwinden, d. h. wenn gilt: 

m oe X 
LI ~ + m _ 2 ox + 7f = 0 

m oe Y 
Ll'f)+ m-2 oy +(j" =0 (5) 

m oe Z 
LlC + m-2 8z + G = 0 

Wir haben mithin unsere bekannten Gleichungen der Elasti
zitatstheorie erhalten. 

III. Das nun zu beschreibende Naherungsverfahren knupft 
ebenfalls an den Ansatz (3) an, nachdem darin fur die Spannungen 
und Dehnungen deren Ausdriicke in ~, 'f), C eingefiihrt sind. 

Dann setzt man fUr letztere GroBen folgende Summen an 

(4 
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n 

~ = 2: ai/dx, y, z) 
i =1 

n 

1} = 2: bigi (x, y, Z) 
i=1 

n 

C = 2: Ci hi (x, y, z) 
i=l 

(6) 

in welchen die ai' bi' ci unbestimmte Konstanten sind, wahrend 
von den Funktionen Ii, gi' hi nur verlangt wird, daB sie die 
Grenzbedingungen befriedigen. 

Nach Einffihrung von (6) in (3) kann man die dreifache 
Integration ausffihren, worauf die Konstanten ai, bi' ci so zu 
bestimmen sind, daB A ein Minimum wird. Man hat also das 
Gleichungssystem aufzulosen: 

vA 
ar;,=O, , i = 1, 2, 3 . . . .. (7) 

was immer moglich ist, da diese Gleichungen in den ai, bi' Ci 
stets linear sind. 

IV. Nach Lorenz, Technische Elastizitatslehre 1913, geben 
wir ein einfaches Beispiel. 

In § 26 kann man aus den Gleichungen 3b, 4, 5, 7, 8 den 
Ansatz fUr die Normalspannung ableiten: 

M 
a=zT' 

Die zugehOrige Dehnung ist 

die Dehnungsarbeit wird 

a 
s=E' 

_ as _ 12M2 
dAi -T-T Z EJ2' 

Multipliziert man hier mit d T = dx d lund integriert fiber den 
ganzen Balken, so erhalt man die Biegungsarbeit der inneren 
Krafte. Es bleibt mit 

J = Jz2 d/ 



428 Die Differentialgleichungen der Bewegungen elastischer Rorper. 

ubrig 

Mit 

I 

1JM2 Ai =2 EJ dx. 
o 

M=_EJ d2y 
dx2 

findet sich hiera us I 

Ai = E/ J( ~;Zr dx. 
o 

Ferner' wird die Arbeit der auBeren Kraft 

Aa = PYOl 
wo eine Integration nicht mehr erforderlich ist. Demnach hat 
man die Gesamtarbeit 

I 

A = E JJ(d2Y)2 dx -Py (8) 2 dx2 0 . . . • 

o 
Wir setzen jetzt Y als Funktion von x an wie folgt 

Y = a l x 2 + a2 x 3 • (9) 

Der Ansatz genugt den Grenzbedingungen 

d ur x = , . . 1m In-Y = 01 f" 0 d h' E' d! = 0 spannungsquerschnitt. 

Fuhren wir nun (9) in (8) ein, so wird 
I 

EJJ A =2 (2al+6a2x)2dx-P(all2+a2[3)· 

o 
Die Ausfuhrung der Integration liefert folgenden Ausdruck 

fur die Arbeit: 

A = E J (2 ~2l + 6 al a2l2 + 6 a22 l3 ) -P alP -P a2l3 • (10) 

Damit dieser Ausdruck ein Minimum wird, muB 

8A 
-" - = E J (4 a l l + 6 a2 l2) - P l2 = 0 
ual 

: ~ = E J (6 al l2 + 12 a2 l3) - P l3 = 0 
2 

sein 77) 

(ll) 
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Die Auflosung von (11) nach a1 und a2 ergibt: 

Pl P 
a1 = 2 E J' a2 = - 6 E J ' 

womit wird 

(12) 

welches Resultat sich auch durch direkte Integration der 
Gleichung (7) § 26 ergeben wiirde. 

Zufallig hat hier die Ritzsche Methode ein "genaues" 
Resultat geliefert. 1m allgemeinen ist dies nicht der Fall. Man 
erhalt ein Naherungsresultat, welches gegebenenfalls durch Hinzu
nahme von weiteren Funktionen Ii, gi' hi zu verbessern ist. 

v. Die Differentialgleichungen der Hydrodynamik. 

§ 82. Aufstellung der Eulerschen Grundgleichungen fUr 
Fliissigkeiten mit und ohne Reibung. 

1. Zur Betrachtung von Fliissigkeitsbewegungen bieten sich 
von vornherein zwei Methoden dar. 

Man kann entweder einen bestimmten Punkt x, y, z des von 
der Fliissigkeit erfiillten Raumes 
ins Auge fassen und die zeitliche Z 

.Anderung der Stromungsgeschwin
digkeit an dieser Stelle verfolgen, 
oder man kann ein bestimmtes 
Fliissigkeitsteilchen mit den Koordi
naten x, y, z herausgreifen und dessen 
Bahn bestimmen. 

Die erstere Betrachtungsweise 
fiihrt zu den hydrodynamischen Diffe
rentialgleichungen von Euler und 
liefert die Komponenten (Fig. 217) 
der Geschwindigkeit 

Fig. 217. Geschwindigkeits. 
komponenten im raumlichen 

Fliissigkeitselement. 

Vx = 11 (x, y, z, t)l 
Vy = f2(x, y, z, t) 

V z = 13(x, y, z, t) 
als Funktionen des Ortes x, y, z und der Zeit t. 

(1) 
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Die zweite Methode liefert die hydrodynamischen Differential
gleichungen nach Lagrange und bestimmt den jeweiligen Ort 
x, y, z eines Flussigkeitselementes 

x = Tl (a, b, c, t)) 
y = T2 (a, b, c, t) 
z = T3(a, b, c, t) 

(2) 

als Funktion des Ortes a, b, c des Elementes zur Zeit t = 0 und 
der Zeit t. 

Die Aufstellung der Eulerschen Gleichungen, die sich zunachst 
auf Flussigkeiten ohne Reibung beziehen, knupft zweckmaBig 
an das Gleichgewicht der Krafte an einem Elementarparallelepiped 
dx dy dz der Flussigkeit an. 

Die an einem Flussigkeitselement angreifenden Krafte sind 
folgende: 

1. Die Massentragheit des Elementes von der Form 

dv 
(! dx dy dz de 

d. h. das Produkt seiner Masse in die Beschleunigung. 
2. Die am Volumen haftende auBere Kraft P dx dy dz. 
3. Die von der Flussigkeit auf das Element ausgeubten 

Krafte. 
Bei der Bestimmung der letzteren haben wir zunachst 

Gelegenheit, zwischen reibungsfreien und reibungsbehafteten 

Fig. 218. Gegenseitige 
Einwirkung zweier 

Fliissigkeitsteile. 

Flussigkeiten zu unterscheiden. Zieht 
man in einer Flussigkeit durch einen Punkt 
A eine Trennungsflache Fig. 218, s9 daB 
zwei Flussigkeitsteile a und b entstehen, so 
besteht die gegenseitige Einwirkung der 
beiden Teile zunachst in der Vbertragung 
des Druckes p normal zur Trennungsflache. 
1st der Druck p unabhangig von der Rich

tung der Flachennormalen, dann ist die Flussigkeit rei bungsfrei. 
In diesem FaIle findet keine Einwirkung zwischen a und b in 
Richtung der Trennungsflache statt, auch wenn a und b in der 
Flache aneinander gleiten. 

Andererseits hat das Vorhandensein einer Wirkung zwischen 
a und b in Richtung ihrer Trennungsflache zur Folge, daB man 
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nicht mehr von einem nach allen Richtungen gleichen Drucke p 
sprechen kann. In diesem FaIle liegt eine mit Reibung behaftete 
Flussigkeit vor. t'1ber die Art der Reibungswirkung werden wir 
uns unten weiter verbreiten. 

Bei reibungsfreien Flussigkeiten bleibt also nur der Druck p 
zur Betrachtung ubrig, der naturlich von Ort zu Ort innerhalb der 
Flussigkeit verschieden gefunden wird. 
Nachder Fig. 219 andert sich der Druck 
beim Fortschreiten um 0 x in der Rich
tung der x-Achse um 

op op 
ox dx.- ox dxdydz r 11 

ist also die vom Druck in der x-Rich
tung auf das Element ausgeubte Kraft, 

Fig. 219. Abhangigkeit 
des Druckes vom Ort. 

die sich mit der X -Komponente der 
Volumkraft P dx dy dz zusammensetzt zu: 

( X - ~~ ) dx dy dz (3) 

Diese resultierende Kraft ist mit der in die x-Richtung 
fallen den Komponente der Massentragheit gleichzusetzen: 

~x d~ (Op) e-d dxdydz = e-d dxdydz = X -- dxdydz t2 t ox 
(4) 

woraus sich ergibt: 

dvx = (X-~) e dt ox (5) 

Hier ist der totale Differentialquotient noch durch seme 
partiellen auszudrucken: 

dvx oVx oVx ox oVx oy oVx oz 
(ft=Tt+ ox 8t+ oy '7it+---az-fit 

(6) 

womit sich dann, wenn wir die beiden anderen Koordinaten
richtungen entsprechend behandeln, das System ergibt: 
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( o v'" o v'" o v'" o v'" ) X op e -- + v'" -- + v -- + vz-- = --ot ox y oy oz ox 

( OVy oVy oVy Ovy) y op 
e at + v'" ox + Vy oy + Vzaz = -ay (7) 

( Ovz oVz v oVz OVz) _ Z-~ 
e ot + v'" ox + y oy + Vz oz - oz 

II. Zu diesen drei Gleichungen kommt noch die sogenannte 
Kontinuitatsgleichung hinzu, die ebenfalls bereits von Euler 
aufgestellt worden ist. Diese Gleichung sagt aus, daB bei jedem 
Raumelement dx dy dz die Differenz zwischen zustromender 
und abstromender Flussigkeitsmenge sich durch eine Anderung 
der im Element enthaltenen Menge bemerkbar machen muB. 
In Richtung der x-Achse stromt wahrend der Zeit dt ein: 

ev", dydz dt 
Er stromt ab 

( e v'" + o~xv",) dX) dy dz dt 

In Richtung der x-Achse verliert also das Element die Flfissig
keitsmenge: 

o(~:",) dx dy dz dt 

Analoge Stromungen finden statt parallel zur y- und zur z-Achse. 
Die Summe der abstromenden Mengen muB der Mengenanderung 
im Element gleich sein. Letztere ist : 

~; dtdxdydz. 

Da es sich urn eine Abnahme der Menge handelt, muB ~~ negativ 

sein. Wir haben also 

oe d d d d (o(e v",) o(eVy) o(evZ))d d d d - x Y z t=- ---+---+--- x y z t ot ox oy OZ 

oder 

(8) 
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Diese Form der Kontinuitatsgleichung gilt 
Flussigkeiten, bei denen e variabel ist. 1st 
die Flussigkeit also inkompressibel, so lautet 
gleichung einfacher: 

o v'" oVy ovz 0 
ox + oy + az- = 

fur kompressible 
e unveranderlich, 
die Kontinuitats-

(9) 

Die Gleichungen (7) und (9) losen im FaIle des konstanten e 
die hydrodynamische Bewegungsaufgabe vollstandig, im Verein 
mit den noch spater zu erorternden Oberflachen- und Anfangs
bedingungen. 1m Falle eines veranderlichen e fehlt noch eine 
Gleichung zur Bestimmung dieser fiinften abhangigen Verander
lichen, die wir in der sogenannten Z u s tan ds g 1 ei c hung 

I(e, p, T) = 0 (10) 

gewinnen. Durch diese wird die D i c h tee mit dem Dr u c k p 
und der absoluten T e m per a t u r T an der betrachteten Stelle 
in Verbindung gebracht, womit die Bewegung der e las tis c hen 
Flu s s i g k e it e n in das Gebiet der The r mod y n ami k ver
wiesen wird. Dann tritt die Temperatur T als sechste Variable 
auf, deren Verlauf streng genommen unter Zuhilfenahme der 
Warmeleitung in Gasen untersucht werden muB. Die da
durch gegebene Verwicklung der Aufgaben fallt fort, wenn man 
so rasche Bewegungen betrachtet, daB die Warmeabgabe eines 
Raumelementes auBer Ansatz bleiben kann. 

Dann kann man nicht nur von der Warmeleitung absehen, 
sondern man ist auch berechtigt, die Umgrenzung des Raum
elementes als war m e u n d u r c hI ass ig anzusehen, d. h. es 
tritt dann die Zustandsgleichung in der speziellen Form der 
A di a bat e auf, die fur elastische Flussigkeiten, also fur Gase 
lautet: 

(11) 

Cp 
wo x = - das Verhaltnis der beiden spezifischen War

Cv 
men bedeutet 78). 

III. Es erubrigt jetzt noch, zu untersuchen, ob neben den 
Verschiebungen des Elementes dxdydz auch Drehungen 
moglich sind. 

H 0 r t, Differentialgleichungen. 28 
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In § 66 hatten wir bereits die Win k e 19 es c h wi n dig k ei t 
der Drehung um die z-Achse ermittelt: 

W z = ! (~~ - ~~) (12) 

der sich die Drehungsgeschwindigkeiten um die anderen Achsen 
anschlieBen 

W = ~(ovx _ ovz) 
11 2 OZ ox 

Wx = ! (~~ - ~; ) 
(12) 

Da nun weder die Volumkraft P noch der Druck p ein Mo
ment ausubt, so gelten die Gleichungen: 

(13) 

Demnach bleiben die Gr6Ben Wx Wy Wz selbst konstant, und sie 
bleiben Null, wenn sie es zu Anfang der Bewegung waren. 

Man nennt die GraBen Wx wyWZ die Wirbelkomponen
ten. Ihre Unveranderlichkeit ist eine Folge des Nichtsvorhanden
seins von Schubkraften in den Begrenzungsebenen des Elementes 
dx dy dz, d. h. sie tritt ein bei reibungsfreien Flussigkeiten. 
In letzteren konnen also Wirbel von selbst weder entstehen noch 
von selbst verschwinden. 

Sindwxwywz Null, so heiBt die Bewegung wirbelfrei. In 
dies em FaIle gilt: 

oVz oVy oVx oVz oVy oVx 
oy =Tz; oz = ox; ox oy (14) 

Diesen Ansatzen wird man nach Helmholtz gerecht durch Ein
fiihrung eines Gesch windig kei ts poten tials 

derart, daB gilt: 
W = W (x, y, z, t) 

oW 
Vx = ox 

oW 
Vy = oy 

a(J) 
vz=Tz 

(15) 

(16) 
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womit ersichtlich die Gleichungen (14) erfullt sind. Setzt man 
die Ausdrucke (16) in die Kontinuitatsgleichung (9) ein, so ent-
springt : 02 (/J 02 (/J 02 (/J 

-+-+-=0 (17) 
ox2 oy2 OZ2 

durch deren Gestalt sich die Einfuhrung des Ausdrucks Ge
schwindigkeitspotentiaJ aus der Ubereinstimmung mit G1. (6) 
§ 67 erklart. 

IV. Wir verzichten nunmehr auf die Voraussetzung der 
Reibungsfreiheit und definieren zunachst, welche physikalische 
Wirkung mit dem Vorhandensein von Reibung unmittelbar ver
bunden ist. 

Stromen zwei Flussigkeitsschichten mit verschiedenen Ge
schwindigkeiten VI und V2 Fig. 220 aneinander hin, so wird bei Vor
handensein von Reibung zwischen den Schichten die schneller 
flieBende eine beschleunigende Kraft 
auf dielangsamer flieBende ausuben. 
Die GroBe dieser Kraft, berechnet 
auf ein Quadratzentimeter der Tren-
nungsflache, muB nun in Zusammen-
hang gebracht werden mit den FigFi:s~'ig:~~s~~~:~~~ der 
hydrodynamischen ZustandsgroBen: 
Druck p und Geschwindigkeit v. Dieser Zusammenhang kann nur 
experimentell bestimmt werden. Man hat gefunden, daB innerhalb 
gewisser Bereiche von p und V die Kraft vom Druck p unabhangig, 
dagegen der Geschwindigkeitsdifferenz v2 - VI proportional ist. 
Handelt es sich um sehr kleine Geschwindigkeitsunterschiede dv, 
dann ist die Flussigkeitsreibung proportional dem Quergefalle 

OV 
der Geschwindigkeit on' Man fuhrt als Zahigkeitskoeffizienten 

den Buchstaben x ein und hat als Reibungskraft: 
OV 

R= ')-Con (18) 

Wendet man diesen in seiner Urform R = x (v2- VI) auf Newton 
zuruckgehenden Ansatz auf das Elementarparallelepiped dx dy dz 
an, so hat man fUr jedes seiner 6 Begrenzungsrechtecke Reibungs
krafte anzunehmen. 

Von dies en Reibungskraften hangen die an dem Element 
dx dy dz angreifenden Spannungskomponenten oX, 0Y' 0z, t x ' 

28* 
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Ty , Tz ab, in einer Weise, uber die verschiedene mit '(1'8) vertrag
liche Hypothesen moglich sind. Die durch Versuchsresultate 
hinreichend gesicherte Hypothese der Abhangigkeit ist folgende~ 

ax = _p_~xdiv'v+2xovx; Tx = 2X(0c:,lJ)y + °o'VZ)!1 
3 ox - ,uJ: Y' _ 

rJy = -p-Txdlv'V+2x-0-y; Ty = 2", :ox +az- (19~ 2. oVy _(Ol/}Z - Ol/)x)'/ 

2. oVz (OVx o,vy )' 
Clz = -P-3xdlv'V+2x-0-z; Tz = 2x\ oJ} + :o,x J 

Hier ist zur Abkurzung 

d . oVx oVy oVz 
Iv'V = -+-+-ox oy OZ 

gesetzt, wahrend p den hydraulischen Druck im Flussigkeits
element bedeutet, der durch 

definiert ist. 

(1 x + ay + az p= -
3 

(20) 

Dieses Resultat findet sich durch Addition der drei Gleichungen 
fur die cr. Die Normalspannungen in den Grenzen des Flussig
keitselementes sind also bei zahen Flussigkeiten nicht mehr 
mit dem Druck p identisch, und die Schubspannungen ver
schwinden nicht. 

Die Gewinnung der Bewegungsgleichungen ist nunmehr 
sehr leicht. Wir haben die Spannungskompo:p.enten (19) nur 
einzusetzen in die Gleichgewichtsgleichungen § 77 eines Ele
mentarparallelepipeds, wodurch wir unter Aussonderung der 

dv 
Massentragheiten e de aus den Kraften P fUr inkompressible 

Flussigkeiten (div v = 0) erhalten: 

dvx op 
()-= X -- + xLiv 
0: dt ox x 

dvy op 
edt = y -ay + xLivy (21 ) 

dvz op 
f2 dt = Z - 8Z + x Livz 

wo Li das Zeichen des Differentialparameters (vgl. § 67) ist. 
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Hierzu tritt noch die Kontinuitatsgleichung im Falle inkom
pressibler Flussigkeiten: 

oVx + oVy + oVz = ° ox oy oz 
sowie im Falle kompressibler Flussigkeiten auBer der diesen 
entsprechenden Kontinuitatsgleichung noch die Zustandsgleichung. 

§ 83. Die Grenzbedingungen bei hydrodynamischen Aufgaben. 

Bei Flussigkeitsbewegungen kommen der Natur der Sache 
nach zwei Arten von Grenzflachen vor: 

a) Freie Oberflachen. 
b) Flachen, die Teile fester Karper sind. 
Bewegungen, bei denen nur freie Oberflachen vorkommen, 

sind sehr bekannt. Z. B. ein fallender Tropfen oder ein Welt
korper sind unter diesem Gesichtspunkt zu betrachten. 

Fur ideale Flussigkeiten lautet die Grenzbedingung an der 
freien Oberflache 

p=p (1 ) 

d. h. an der freien Oberflache muB der Flussigkeitsdruck p dem 
Druck P der Umgebung gleich sein. 1m Weltraum wurde P = 0, 
in der Erdatmosphare dagegen P = 1 zu setzen sein. 

Fur zahe Flussigkeiten muB an der freien Oberflache die 
Resultierende der Spannungen ax, ay, a" '1:"" 'l:y, rz mit der Re
sultierenden des Druckes der Umgebung ubereinstimmen, d. h. 
es gelten Gleichungen wie bei den elastischen Karpern: 

X = ax cos (nx) + 'l:zCOS (ny) + 'l:yCOS (nz) 

Y = aycos (ny) + 'l:xCOS (nz) + 'l: z cos (nx) (2) 

Z = azcos(nz) + 'l:ycos(nx) + 'l:xcos(ny) 

wo fUr o"x, O"y, o"z, "x, "Y' "z die durch (19) § 82 gegebenen Werte 
einzusetzen sind. 

Jede Oberflache (freie und nicht freie) hat eine Gleichung 

I (x, y, z, t) = ° (3) 

in der im allgemeinen die Zeit vorkommt. 
1m FaIle der fr~ien Oberflache gibt (3) die mit der Zeit 

veranderliche Gestalt des Spiegels. Die Form von I Jiegt zu-
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nachst in keinem Augenblick fest und sie muB aus dem ganzen 
Komplex der Pramissen (insbesondere unter Zuhilfenahme 
der hydrodynamischen Differentialgleichungen) bestimmt werden, 
auBerdem aber auch folgendem Ansatz genugen: 

of . of of of 
at + Va; ax + Vy ay + Vz 8Z = 0 ( 4) 

Diese Gleichung sagt aus, daB an der Oberflache keine Ge
schwindigkeit relativ und normal zur Flache existiert, es konnen 
nur relative Stromungen in der Flache stattfinden. 

1st f eine nicht freie Oberflache, die durch Teile eines starren 
Korpers gebildet wird, so kann ihre Gleichung ebenfalls die Zeit 
enthalten. Man hat dann die unfreien Oberflachen als Teile von sich 
bewegenden starren Korpern zu betrachten. Hierher wurden z. B. 
die Schaufelbegrenzungen in Kreiselradern gehoren oder auch die 
Begrenzungsflachen von Korpern, die sich in der Flussigkeit ganz 
oder teilweise eingetaucht bewegen. 

1st f Teil eines unbeweglichen starren Korpers, dann ver-

schwindet in (4) der Differentialquotient :~, und man erhalt 

als Oberflachenbedingung 

at at at 
Va; aX + Vy oy + Vz 8Z = 0 (5) 

Bis auf den EinfluB der Zeit hat bei starren Korpern t eine 
gegebene Form: 

f (x, y, z, t) = 0 

und es ist im Falle beweglicher Korper der EinfluB der Zeit auf 
die Konstanten der Flachengleichung zu bestimmen. 

Man kann ubrigens die Grenzbedingung (4) noch umformen. 
Differenziert man namlich (3) nach der Zeit, so erhalt man 

at dx of dy at dz Of _ 0 
at + (it ax + (it 8y + (it 8z -

oder wenn man die Geschwindigkeiten u, V, w eines Punktes 
der sich bewegen den starren Flache einfuhrt: 

(6) 
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Durch Vergleich von (6) und (4) findet man, daB die in Rich
tung der Normalen n der Flache f genommene absolute Stromungs
geschwindigkeit 

Vn = v"'cos (nx) + vycos(ny) + vzcos(nz) 

der nach derselben Normalen genommenen Geschwindigkeit 
des Korperpunktes 

N = u cos (n x) + v cos (n y) + w cos (n z) 

gleich sein muB: 
vn =N (7) 

Handelt es sich urn die Bewegung von unbegrenzt ausge
dehnten Flussigkeitsmassen, so muB man sich auch das Verhalten 
der Stromung im Unendlichen klarmachen. SolI im Unendlichen 
Ruhe herrschen, so heiBt dies, daB uber eine genugend groB ge
nommene geschlossene Oberfiache hinaus weder im Ganzen 
noch in einzelnen beliebig kleinen Teilen der 
Oberfiache 0 Flussigkeit gelangen soll. Fur 
diese Bedingung kann man die Formel an
schreiben: 

(8) 
Fig.221. Zur Defini-

wo das Integral uber jedes im Unendlichen ge- tion eines volum
legene Flachenstiick genommen werden kann. bestandigen Karpers. 

Es bedeutet vn do das in der Zeiteinheit durch 
das Flachenelement do hindurchtretende Fliissigkeitsvolumen. 

Die Bedingung (8) ist nicht erfiillbar, wenn sich in der Fliissig
keit ein volumunbestandiger Korper bewegt. Wir betrachten 
aber nur starre Korper, fur welche gilt: 

dtfNdo=O (9) 

Der Integralwert, mit d t multipliziert, bedeutet das vom 
Korper wahrend des Zeitraumes dt bestrichene Volumen, ver
mindert urn das freigewordene Volumen; vgl. Fig. 221. Diese 
Differenz muE aber bei starren Korpern Null sein. 

§ 84. Integration der Eulerschen Gleichungen im FaIle einer 
idealen wirbelfreien inkompressibelen Fliissigkeit. 

Wir knupfen an an die Gleichungen (14) bis (17) § 82 und fiihren 
die Komponenten von vein in die Eulerschen Gleichungen (7). 
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Man erhalt folgende Ansatze: 

o{~ + ~_o [(~)2 + (M»)2 + (O([J)2]} = X-~ . ox ot 2 ox ox oy oz ox 

{~ + ~~[(O([J)2 + (O([J)2 + (O([J)2]} = y_~ (} oyot 2 oy ox oy oz oy (1) 

e{ !2~t + ~ oOz [(~~r + (~;r + (oo~r]} = z - ~~ J 

Hier ist aber 

(2) 

(3) 

Es erweisen sich also die Volumkrafte X Y Z als Ableitungen 
nach den Koordinatenachsen von einer einzigen Funktion 

( oW 1 2 p) e Tt+2 v +p =-V(x,y,z,t) (4) 

Die Volumkrafte besitzen also ein Potential. 
Fiihren wir das Kraftepotential in die Gleichungen (3) ein, 

so erhalten wir im FaIle der stationaren Bewegung, bei 
welcher die Geschwindigkeit v von der Zeit unabhangig ist, 
oW --at also verschwindet, als ein erstes Integral der Gleichungen, 

den Ansatz 

1 V+p+-e v2 =C 2 
(5) 

welchen wir als Energiegleichung der stationaren Bewegung 
ansprechen. Nach ihr ist die Summe des Kraftepotentials, des 
Fliissigkeitsdruckes und der kinetischen Energie an einer Raum
stelle von Ort und Zeit unabhangig. 
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Schreibt man die Gleichungen (3) in der Form 

--=-=-- -(V+p)+-v fj2([J ovx 0 {I 1 2} 
ox ot ot ox e 2 

02 ([J OVy 0 {I 1 21 
--=-=-- -(V+p)+-v \ 
oy ot ot oy e 2 f 
02([J = oVz = _~ r~(V + p) + ~V2} 

OZ ot ot oz 1 e 2 
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(6) 

so sieht man, daB die zeitlichen Anderungen der Geschwindigkeits
komponenten in irgendeinem Zeitpunkte von einem Potential 

{ ~ (V + p) + ~ V2 } 

ableitbar sind, wenn die Volumkrafte das Potential - V und die 
Geschwindigkeitskomponenten in dem Zeitpunkte das Potential ([J 

haben. Damit ist aber folgender wichtiger Satz gewonnen: 1st 
eine ideale inkompressible Flussigkeit in irgendeinem 
Zeitpunkt wirbelfrei, so bleibt sie dies dauernd, wenn 
sie unter EinfluB von Potentialkraften steht. 

§ 85. Dirichlets Untersuchung der Bewegung einer reibungs
freien FIiissigkeit urn eine Kugel 79). 

Eine Kugel vom Radius R befinde sich im Anfangspunkt 
eines Koordinatensystemes x, y, z, innerhalb einer reibungsfreien 
Flussigkeit der Dichte e. Die Kugel sei fest. Die Elemente der 
Flussigkeit unterliegen massenproportionalen Kriiften P, die vom 
Ort unabhangig sind, also x, y, z nicht enthalten. Dagegen solI 
in P und seinen Komponenten X, Y, Z die Zeit vorkommen 
konnen. Die Krafte genugen also dem Potential 

V = (X x + Y y + Z z), 
denn wir haben hieraus: 

OV 
x-Komponente = a;- = X 

oV 
y-Komponente = 8Y = Y 

oV 
z-Komponente = - = z. 

oz 
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Die Bewegung wird, wenn sie zu irgend einer Zeit als wirbel
frei angenommen wird, dauernd wirbelfrei sein. AuBerdem wird 
sie in groBer Entfernung vom Anfangspunkt so stattfinden, also 
ob die Kugel nicht vorhanden ware, d. h. die Bewegung ist im 
Unendlichen in allen Punkten dieselbe. Infolgedessen sind die 
Differentialquotienten des Fliissigkeitsdruckes p: 

op 8p op 

ax' ay' OZ 

im Unendlichen nicht vorhanden, und die Eulerschen Gleichun
gen reduzieren sich auf: 

OVx _ X 
e 8t -

oVy _ y 
e 8t -

e 8vz = Z 
8t 

(I) 

Hieraus ergeben sich die Geschwindigkeitskomponenten im 
Unendlichen : 

t 

vx = ~JXdt, (2) 

o 
=a =p =Y 

Das Nichtvorhandensein von Wirbeln und die Existenz 
eines Kraftepotentials ergibt nach dem Fruheren die Existenz 
eines Geschwindigkeitspotentials (/), welche im ganzen Flussig
keitsgebiete die Geschwindigkeitskomponenten wie folgt liefert: 

1m Unendlichen hat 
8(/) 
8x = a; 

()(/J 
Vx = 8x 

o(/) 
vy =--oy 

8(/) 
V z = 7h: 

man speziell aus (2): 
8(/) 8(/) 
8y = p; Tz = Y 

(3) 

(4) 
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Dberall hat (/J der Differentialgleichung zu gemlgen: 

02(/J a2(/J a2(/J 
ax2 + ay2 + 8Z2 = 0 (5) 

Diese Differentialgleichung formen wir auf Polarkoordinaten 
r, .&, cp urn nach den Ansatzen: 

x = r cos .&; y = r sin .& cos cp; z = r sin ,& sin cpo 
Im AnschluB an die Entwicklung des § 72 erhalten wir m 

Polarkoordinaten die Differentialgleichung des Potentials (/J: 

2 a2(/J a(/J 1 a (sin,& ::) 1 a2(/J 
r -a 2 +2r-a +~ a'& +~-a 2 = 0 (6) r r SIn '1J' SIn '1J' cp 

Dieser Gleichung suchen wir zu genugen durch den Ansatz 

(/J = R X (7) 

in welchem R nur die Variabele r, X dagegen ,& und cp enthalten 
solI. Die AusfUhrung der nach (6) erforderlichen Operationen 
an (7) und EinfUhrung der Ergebnisse in (6) liefert den Ansatz: 

r2 R" + 2r R' ~1-1- a (sin.& ~!) _1_ a2 X]_ 
R + X sin'& 0'& + sin2,& oq;2 - 0 (8) 

Diese Gleichung zerfallt mit einer Konstanten n (n + 1), in 
welcher n eine ganze Zahl ist, in zwei Gleichungen, namlich: 

r2 R" + 2 r R' - n (n + 1) R = 0 (9a) 
und 

1 a (sin,& ~!) 1 82 X 
X n (n + 1) + sin'& 8'& + sin2 ,& 8q;2 = 0 (9b) 

Die Differentialgleichung (9a) hat, wie man leicht verifiziert, 

zwei partikulare Integrale rR und _1_, wahrend (9b) die be
r n +1 

kannte Differentialgleichung der Kugelfunktionen ist. 
Sind Xn und Y n zwei Kugelfunktionen von .& und cp, welche 

(9 b) befriedigen, so ist 

(/J = n~( An rn Xn + r~: 1 Yn) (10) 
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ein Ansatz, der die Differentialgleichung (6) des Potentials (/) 
befriedigt. 

Nunmehr betrachten wir unsere in die Flussigkeit getauchte 
Kugel vom Radius R. Sie gibt AnlaB zur Einfuhrung einer Ober
flachenbedingung nach § 83 (7). Nach diesem Ansatz 

(11) 

solI die nach der Flachennormale n genommene Geschwindigkeits
komponente Vn der Flussigkeit gleich der flachennormal ge
nommenen Bewegungsgeschwindigkeit N des betrachteten Ober
flachenpunktes sein. Da die Kugel in Ruhe ist, ist N = O. Die 
Komponente Vn ist aber identisch mit der nach r genommenen 

8(/) 
Geschwindigkeit der Flussigkeit, d. h. mit 7ir. Wir haben also 

an der Oberflache der eingetauchten Kugel (r = R) die Be-

dingung o(/) = 0 
or (12) 

Wendet man diese Bedingung an auf Ansatz (10), so findet 
sich als Oberflachenbedingung: 

~ (n A Rn -1 X _ (n + I) Bn y) = 0 (13) 
,,;;;;.. n n Rn+2 fI 

und hieraus, da jedes Glied einzeln verschwinden muB: 

y = An __ n_R2n+1X 
n Bn n + 1 n 

Hiermit wird aber das Potential (/): 

OC ( n R2n+1) 
(/) = L: An Xn rn + -+ I ------n+1 

n=O n r 

( 14) 

(15) 

Dieser Ansatz muB im Unendlichen die Bedingungen (4) 
befriedigen, darf also zunachst im Unendlichen nicht unendliche 

8(/) 
Geschwindigkeiten liefern, d. h. 7ir darf nicht unendlich werden. 

Dies ist aber nur dann moglich, wenn n = 0 oder = I ist; 
o(/) 

n = 2 wurde bereits ar unendlich wachsen lassen. Es verein-

facht sich also (15) auf: 

(/)=AQXo+A1x1(r+ ! ~23) (16) 
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Nach § 73 ist 

Xo = 1 und Xl = a cos & + b sin & coup + c sin & sin q;. 
Ao HiJ.lt man als Konstante fort, weil sie wegen der Differentiation 
zu den Geschwindigkeitskomponenten doch nichts beitragt, und 
Xl multipliziert man mit r und erhalt unter Einrechnung von 
Al in die Konstanten a, b, c 

oder 
Xl r = a x + b y + c z 

( 17) 

Hieraus ergeben sich im Unendlichen die Komponenten 
o(/J 
-=a=a ox 
o(/J = b = f3 
oy 
o(/J 
---az=c=y 

(18) 

wo a, B, y nach (2) gegeben sind. Mithin wird das Potential 
endgultig: 

( 19) 

Fur die Geschwindigkeitskomponenten in einem beliebigen 
Raumpunkte x, y, z findet man aus (19): 

( 1 R3) 3xR3 
V'" = a 1+ 27 -2r(ax + f3y +y z) 

( 1 R3) 3yR3 
vll = f3 1 + 27 - 2r (a x + f3 y + y z) (21) 

( 1 R3) 3 ZR3 
VZ = Y 1 + 27 -2T"5(ax + f3y + yz) 

Greifen wir jetzt auf die Gleichungen (3) § 82 zuruck, so 
liefern diese ein erstes Integral: 

°o~ + ! (V",2+ V1I2+ Vz2)+: := ~ [0+ j(XdX+YdY+ZdZ] 

=~(O+V) (22) 
e 
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Hier ist V das Kraftepotential X x + Y y + Z z und 0 eine 
8([J 

nur die Zeit enthaltende Integrationskonstante. Tt findet sich 

jetzt aus (19) im Verein mit (2) zu: 

o([J =(1 ~ R3) X.x+X.y+Z.z 
ot + 2 r3 e (23) 

womit sich der Druck p ergibt: 

pO 1R3X Y Z 12222 -=---:--2 -3 ( x+ y+ z)--2 (v", +Vy +vz )( 4) 
e e e r 

An der Oberflache der Kugel findet sich 

L = £ __ l_(Xx+ Yy +ZZ)_~V2 (25) 
e e 2e 2 

Multipliziert man p mit dem Oberflachenelement der Kugel 
R2 sin .& d.& dg; sowie bzw. mit cos .&, sin .& . cos g;, sin.& sin g; und 
integriert uber die Kugel, so erhalt man die Achsenkomponenten 
P"" P y , P z der seitens der Kugel auf die Flussigkeit ausgeubten 

Gesamtkraft. Zu dieser kann aber 0 und (! ;2 nichts beitragen, 

weil diese GraBen in diametral gegenuberliegenden Punkten der 
Kugelflache entgegengesetzt gleiche Anteile liefern. Fur 0 er
kennt man dies ohne weiteres, fUr v2 aus dem Ansatz: 

v2 = ~ [a2 + /32 + y2 _ (a x + ~ + y Z )2 ] 

der sich aus (21) ergibt. 
Es bleiben also nur folgende Ansatze ubrig: 

21r rr 

P",=_ ~2j j(xx+ Yy+Zz)cos'&sin.&d.&dg; 

o 0 
2". ". 

Py =_ ~2j j(XX+ Yy+Zz)sin2.&cosg;d.&dg; 

o 0 
2". ". 

Pz = - ~2j j(XX + Yy + Zz)sin2 .&sin g; d.&dg; 

o 0 
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Wir fiihren die Pa; betreffende Integration aus, indem wir 
einsetzen: 

x = R cos &, y = R sin & cosq;, z = R sin & sinq; 

Dann liefert X x zum Werte P a; den Beitrag: 
21l" 1l" 

- R~X j jcos2 %Sin%d&dq; 

o 0 

Um die auf % beziigliche Integratiou 
1l" 

f cos2 & sin % d% 
o 

zu bewerkstelligen, greifen wir auf die Formel Hiitte 1908, S. 78 
zuriick: 

sinP x cosq x dx = + -- sinPx cosq--2 x dx j sinP + 1 x cosq - 1 X q - If 
p+q p+q 

welche mit 
x = &, p = I, q = 2 

liefert: 

J .~ 2(\d(\ Sin2%COS&+IJ'~d~ sm v' cos 'iT 'iT = 3 3 sm v' v' 

sin 2,& cos ,& cos ,& 
- --3C--- - -3-

Die Integration zwischen 0 und n ergibt 

I sin2,&cos'& - cos& 11l" = 0-0 -~(-I-I) = ~ 
3 3 0 3 3 

Es eriibrigt jetzt noch, die Integration nach q; auszufiihren, 
welche liefert 

2" 

J~dq; = ~n 
3 3 

o 

Also wird 
2 - 3 n X R3 der von X x herriihrende Anteil zu P z. 

Die Berechnung des Anteils von Y y an P a; fiihrt auf das 
Integral 

21r ir ! [sin2 % COB % cos q; d& dq; 
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Hier ist zunachst das inn ere Integral 

" J sin2 &cos & d& 
o 

zu bilden, fUr welches man auf Grund der gleichen Formel aus 
der Hiitte den Wert: 

1_ sin & ;OS2 & + Si~ & /: = 0 

erhalt. Y y liefert also zu Pa; keinen Beitrag, ebensowenig Z z. 
Es wird also endgiiltig: 

und 

2 
Pa;=-3 nXR3 

Entsprechend findet man: 

Py = - : n Y R3 

Hier erkennt man aus den negativen Vorzeichen, daB wir 
die seitens der Kugel auf die Fliissigkeit ausgeiibte Kraft 
gefunden haben (wie schon oben vorausgesagt), welche der Rich
tung der Komponenten X, Y, Z naturgemaB entgegengesetzt ist. 

Die mit positivem Vorzeichen versehene Resultante von 
Pa;, P y , P z liefert dagegen die auf die Kugel ausgeiibte Kraft. 

~ n R3 i X2 + Y2 + Z2 
3 

Handelt es sich urn eine station are Fliissigkeitsbewegung, 
bei welcher X, Y, Z Null sind, so wird die auf die Kugel aus
geiibte Kraft ebenfalls Null. Einer stationaren, wirbelfreien 
Bewegu:ng einer reibu:ngsfreien Fliissigkeit setzt dem
nach eine eingetauchte Kugel keinen Widerstand ent
gegen. 
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§ 86. Die Difi'erentialgleichungen der Bewegung inkompressibler 
Fliissigkeiten von Lagrange. 

1. Die Gleichungen von Euler 

(1) 

enthalten auBer der Zeit t als unabhangige Veranderliche die 
Koordinaten x, y, z eines Raumpunktes der Flussigkeit und 
liefem die Geschwindigkeitskomponenten Vx, VII' Vz als Funktionen 
der Zeit und des Ortes. Sind Vx, VII' Vz gefunden, so liefert das 
Differentialgleichungssystem 

Vx : VII : Vz = dx : dy : dz 

die S tro mlin i en. 
Fuhrt man jetzt in (1) sowie in die Kontinuitatsgleichung 

(2) 

statt der Koordinaten eines Raumpunktes x, y, z die Koordinaten 
a, b, c eines bestimmten Flussigkeitsteilchens zur Zeit t = 0 ein, 
so erhiilt man die Differentialgleichungen von Lagrange. 

Die Umformung geschieht an Hand der Ansatze: 

und liefert: 

~_ op ~~ ~!JL ~~ 
oa - ox oa + oy oa + oz oa 

op op ox op oy op oz 
8b = TxEib + ayEib+TzEib 

~-~~ ~!JL ~~ 
oc - ox OC + oy OC + oz OC 

H 0 r t, Difierentialgleichungen. 29 

(3) 
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02X ox 02y oy 02 Z OZ 

ot2 aa + ot2 aa + ot2 aa 
=X~ y~+Z~-~~ 

oa + oa oa e oa 

02X oX 02y oy 02 Z OZ 

ot2 8b + ot2 8b + ot2 8b 

=X~+Y~+Z~-~~ 
ob ob ob e ob 

(4) 

02X oX 02y oy 02 Z OZ 

ot2 8c + ot2 8c + ot2 8c 

=X~+y~+Z~-~~ 
oe oe oe e oe 

Die Umrechnung der Kontinuitatsgleichung auf die ab
hangigen Variabeln a, b, e, die wir im einzelnen nicht durch
fuhren wollen, liefert 

ox oy OZ 
---
oa oa oa 

ox oy oz 
8b8b8b = 1 

ox oy OZ 
oe oe oe 

(5) 

Durch das Gleichungssystem (4) uud (5) wird die Bahn 
eines Flussigkeitsteilchens, welches zur Zeit t = 0 sich am Orte 
a, b, e befand, durch die Gleichungen 

x = Cfl (a, b, c, t)) 
Y = Cf2(a, b, c, t) 

Z = Cf3(a, b, c, t) 

(6) 

bestimmt, wozu noch eine weitere Gleichung fUr den Druck 
kommt: 

p = Cf4 (a, b, c, t) (7) 

II. Die Gleichungen (4) k6nnen im Fane der Existenz eines 
Kraftepotentials 

X = _ oV. y __ oV. Z = _ oV (8) 
oX ' - oY , OZ 
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auf eine einfachere Form gebracht werden, indem man zugleich 
die linken Seiten umformt. 

Es ist 

oX 02X oX oVx 0 ( OX) 02X 0 ( ox) 1 oVx2 
oa ot2 = BaTt = at vX8(i -Vx oaot = at Vx Ba -T oa 

Entsprechend z. B. 

oy o2y 0 ( oy ) 1 ovl 
fib ot2 =at vY8i) -Tab 

Die Gleichungen (4) werden jetzt: 

:t (VX!:) + :t (VY :~)+ :t (vz ::) 

__ oV _~~ ~ ov2 (9) 
- oa e oa + 2 oa 

nebst zwei analogen Ans~tzen. Hier kann man nach t integrieren 
zwischen den Grenzen t = 0 und t = t. Zur Zeit t = 0 sei die 
Geschwindigkeit Vo im Punkte a, b, c, der zur Zeit t = 0 mit 
x, y, z identisch ist. Dann gilt: 

~I -1' !JLI -0' oa t~o -, oa t~O - , 

~~ 11=0 = 0; ~~ It~o = 1; 

~I -0' ~I -0' oc t~O-' oe t~o- , 

Die Integration liefert, wenn wir 

setzen: 

ox oy oz 0 U 
vX8(i + vYaa + vZaa = VxO + oa 

( 10) 

ox oy oz oU 
Vx fib + vY fib + Vz fib = vY 0 + fib ( 11) 

ox oy oz oU 
vxTc + vyTc + vzTc = vzO + ac 

29* 
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Durch diese Gleichungen werden die Geschwindigkeits
komponenten eines Flussigkeitsteilchens zur Zeit t mit den Kom
ponenten zur Zeit t = 0 verbunden. 

Q/Ps 
ds 

Fig. 222. Zur Definition des 
Linienintegrals. 

z 

~ 
~ z 
~I~ 'tl1Q 

i-
t!< dz 

() y,a.,t I} 
f. .. 1)1, !I 

dx 

x 
Fig. 223. Integration tiber den 

Rand eines Rechtecks. 

§ 87. Der Integralsatz von 
Stokes. 

Der Satz von Stokes be
schi1ftigt sich mit der Untersuch
ung von Linienintegralen, d. h. 
von Integralen einer GroBe P" 
genommen uber eine ofl'ene oder 
geschlossene Kurve 8 (Fig. 222). 

Ein solches Integral lautet: 

jPs d8 (1) 

und stellt die Arbeit dar, welche 
die tangential zur Kurve 8 ge
richtete Kraft Pa bei Umfahrung 
der Kurve leistet. 

Betrachten wir jetzt Pa als 
diejenige Komponente eines Vek
tors P, die in die Richtung von 
ds faUt, so kann man das Linien
integral durch die Komponenten 
X, Y, Z von P ausdrucken: 

J Psds = 
a 

J X dx + Y dy + Z dz 
(2) 

a 
Fig. 224. Integration tiber eine 

geschlossene Kurve in einer 
Koordinatenebene. 

Wir berechnen nun das Li
nienintegral fUr den Fall, daB 
die Kurve 8 ein kleines achsen

paralleles Rechteck in einer der Koordinatenebenen, .z. B. der 
x-z-Ebene, ist. Dann haben wir nach der Fig. 223 als Integralwert: 

Z dz + ( X + ~~ dZ) dx - (Z + :: dX) dz - X dx 

=(OX _ OZ)dXdZ. 
OZ ox 
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1st das Flachenelement in der x-z-Ebene jetzt kein Recht 
eck dx dz, sondern eine beliebig berandete kleine Figur dFy 
(Fig. 224), so kann man diese in Rechtecke dx dz auflosen und 
fur jedes dieser Rechtecke das Linienintegral aufstellen. Bildet 
man die Summe aller dieser Linienintegrale: 

~ --- dxdz ( OX OZ) 
k OZ ox 

so ergibt sich das Linienintegral uber die Berandung von dFx, 

namlich 

--- Ldxdz= --- dF ( OX OZ) (OX OZ) 
OZ ox oz ox y 

(3) 

weil bei der Summation die Seiten der Rechtecke dx dy je zweimal 
in entgegengesetztem Sinne durchlaufen werden, so daB die auf 
die Rechteckseiten entfallenden Teile der Linienintegrale sich 
aufheben und nur die auf die Umgrenzung von dFy entfallenden 
Anteile ubrig bleiben. 

Entsprechend sind nun noch die Linienintegrale fur kleine 
Figuren dFx und dFz in der y-z- bzw. x-y-Ebene 

mit (OZ _ OY) dF., z 
oy OZ (3) 

bzw. (OY _ OX) dFz ox oy 
anzuschreiben. 

Gehen wir jetzt dazu uber, 
das Linienintegral fur ein kleines 
Dreieck dF = ABC zu bilden, 

8 y 

welches nach Fig. 225 orientiert Fig. 225. Linienintegral iiber den 
ist, so kann man die Integration Rand eines Dreieoks. 
tiber den Umfang ABC ersetzen 
durch die Summe der Integrationen uber die drei Dreiecke 
dFz = 0 ABO, dFx = 0 B C 0, dFy = 0 C A 0, wobei sich 
die Integrationsanteile langs 0 A, 0 B, 0 C aufheben und nur 
der Anteil langs ABC ubrig bleibt. Als Linienintegral langs 
ABC haben wir demnach: 

( oZ _ OY)dFx + (OX _ OZ)dF + (OY _ 8X)dFz 
oy OZ OZ ox y ox oy 
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oder mit Einfuhrung der Achsenwinkel der Normale n des Drei
ecks ABO 

{( oZ OY) (OX OZ) --- cos(nx) + -----;- cos(ny) 
oy OZ oz ux 

( OY OX) } + ox - oy cos (n z) dF (4) 

Da aber die oben entwickelten Ansatze (3) fur beliebig 
gestaltete dFa;, dFy , dFz galten, so gilt auch (4) fur ein beliebig 

gestaltetes Element dF. 
Raben wir nunmehr eine 

endliche Flache F, so kann man 
diese durch ein LiniensYl'ltem 
nach Fig. 226 in Elemente dF 
zerlegen. Integrieren wir nun 
den Ausdruck (4) uber die ganze 

Fig. 226. Linienintegral iiber eine Flache, so resultiert augenschein-
beliebige Randkurve. lich als Summe das Randintegral 

(1) bzw. (2), weil die Integra
tionsanteile langs der Linien im Innern von F verschwinden. 
Wir haben dann endgUltig als Ausdruck des Satzes von Stokes: 

f(Xdx+ Ydy+Zdz) = ff{(:: - ~~)cos(nx) 
8 F 

+(8X _ 8Z)cos(ny)+(8Y _ 8X)cos(nz)ldF (5) 
oz ox ox oy J 

womit das Linienintegral (2) in ein Flachenintegral uberge
fUhrt ist. 

Der Satz (5) gestattet noch eine einfachere Schreibungsart, 
wenn man beachtet, daB die Ausdrucke 

BZ oY 8X BZ BY oX 
By Bz ' ox By 

aus den Komponenten X, Y, Z bis auf den Faktor ! ebenso 

gebildet sind wie die Wirbelkomponenten Wa;, wy , W z in § 82 aus 
den Geschwindigkeitskomponenten Va;, v y, Vz. Demnach kann 
man die erstgenannten GroBen als Komponenten des Wirbels 0 
von P bezeichnen. Man schreibt: 
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a = Wirbel von P 

oder unter Benutzung des englischen Wortes fur Wirbel: 

Q: = curl l.l5 
und wurde haben: 

J f {Ox cos (nx) + Oy cos (ny) + Oz cos (n z)} dF 
F 

= J (X dx + Y dy + Z dz) (6) 
s 

In der Klammer { } steht nun nichts anderes als am die zur FlacheF 
norma Ie Komponente von Q:. 

Es ergibt sich also als einfachste Form des Satzes von 
Stokes: 

J jOn dF = jPsds (7) 
F S 

Durch diesen Ansatz wird ein Linienintegral III Flachen
integral und umgekehrt umgeformt. 

§ 88. Die Siitze von Helmholtz iiber die Wirbelbewegungen 80). 

1. Wir nehmen jetzt an, daB die Wirbelkomponenten w x , 

W y , W z zum mindesten in einem Teile der Flussigkeit nicht ver
schwind en. 

Durch Differentiation an den Ausdrucken (12) § 52 stellen 
wir fest, daB der Ansatz gilt 

oWx + oWy + oWz = 0 
ox oy OZ (1) 

Entsprechend § 70 bezeichnen wir die linke Seite des An
satzes als Divergenz des Wirbelvektors w, welche demnach 
uberall verschwiridet: 

Divw = O. (2) 

Andererseits kann man auch die Gleichungen (12) § 82 in 
Vektorform schreiben. Diese Gleichungen sagen nichts anderes 
aus, als daB der Vektor w der Wirbel des Vektors v sei. Unter 
Benutzung des Wortes curl fur Wirbel schreibt man demnach: 

w = curl v (3) 

Ansatz (2) kann hiernach auch in die Form gebracht werden: 

Div curl v = o. (4) 
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Diese Gleichung spricht den wichtigen Satz der Vektor
analysis aus: Die Divergenz des Curles eines Vektors 
ist immer gleich Null. 

II. Wir haben also die Bewegung der Flussigkeitsteilchen 
durch zwei Vektoren v und OJ gekennzeichnet. 

In jedem Punkte der Flussigkeit sind dadurch zwei Richtungen 
festgelegt: die Richtung des Geschwindigkeitsvektors und des 
Wirbelvektors. 

Geht man von einem Flussigkeitspunkt in Richtung eines 
der Vektoren zum benachbarten Punkt, so erhalten wir zwei 
Liniensysteme: die Stromlinien und die Wirbellinien. 

An ersteren ist in jedem Punkt der Geschwindigkeitsvektor 
Tangente, an letzteren der Wirbelvektor. 

Beide Liniensysteme werden durch die Differentialgleichungs
systeme bzw. 

dx:dy:dz = vx:vy:vz (Stromlinien) 
und 

dx:dy:dz =OJx:OJy:OJz (Wirbellinien) 

Fig. 227. Zur Definition 
des Stromfadens. 

~ b!,)stimmt. 
Bringt man an einer Stromlinie S 

in zwei Punkten PI und P 2, Fig. 227, 
senkrecht zu ihr zwei Flachenelemente 
11 und 12 an, so kann man sich durch 
die Berandung von 11 aIle Stromlinien 
gelegt und 12 so gewahlt denken, daB 
seine Berandung von denselbenStrom
linien gebildet wird. 

Den von allen diesen Stromlinien 
gebildeten rohrenfOrmigen Bereich nennt man einen Strom
faden, dessen Querschnitt an beliebiger Stelle I sei. 

Wenden wir jetzt auf das zwischen PI und P 2 liegende Stucl\: 
des Stromfadens den Satz von GauB (s. § 70) an: 

P, J div V dr = J div V Ids = - J Vn do 
P, 

(5) 

wo do das Oberflachenelement des Stromfadenteiles ist, so redu
ziert sich das Integral J vn do auf die von den Endflachen 11 
und 12 herruhrenden Anteile - V2 12 + vIII' Hiermit ergibt sich 
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aber: 
P, 

J divvtds = v2t2- vltl (6) 
P, 

Liegt mit div v = 0 eine inkom pres sible Fliissigkeit vor, 
so wird hiernach 

(7) 

d. h. aIle Querschnitte eines Stromfadens werden in 
gleichen Zeiten von gleichen Fliissigkeitsmengen v t 
durchstromt. 

Bildet man in analoger Weise zu einer gegebenen Wirbellinie 
einen Wirbelfaden, so gelangt man, da divw stets Null ist, 
zu dem Satz: 

(8) 

d. h. das Wirbelmoment w t ist langs des ganzen Wirbel
fadens konstant. 

III. Ziehen wir jetzt in der Fliissigkeit zur Zeit t = 0 eine 
geschlossene Linie So, so werden wir zur Zeit t die Fliissigkeits
elemente aufsuchen konnen, die zur Zeit t = 0 die Linie So er
fiillten. Sie werden eine Linie S erfiillen. Durch die Linien So 
und S legen wir Flachen Fo und F, die zu den Zeiten 0 und t 
von denselben Fliissigkeitsteilchen erfiillt seien. Bilden wir 
jetzt das Linienintegral der Geschwindigkeit zur Zeit 0, zu welcher 
das einzelne Fliissigkeitselement die Koordinaten a, b, c, habe: 

J vXo da + vYo db + VZo dc 
So 

so lief ern die Gleichungen (II) § 86 einen Zusammenhang mit 
dem Linienintegral der Geschwindigkeit iiber dieselben Fliissig
keitselemente zur Zeit t. Beide Integrale sind gleich, da 

JdU 
s, 

verschwindet. 
Nach dem Satz von Stokes folgt aber aUf! der Gleichheit 

der Linienintegrale 

J Vo dso = J V ds (9) 
So S 

die Gleichheit der zugehorigen Flachenintegrale 

J J Wno d F 0 = J J Wn dF 
F. F 

(10) 
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wo 
W = curl v 

gilt. 
Fur ein unendlich kleines Flachenelement f hatten wir das 

Produkt w f als Wirbelmoment eines Wirbelfadens be
zeichnet. 

Wir nennen jetzt 

ffwndF (11) 
F 

das Wirbelmoment der endlichen Flache F, dessen Konstanz 
im Verlauf der Bewegung, sofern F immer von denselben Flussig
keitsteilchen gebildet wird, durch den Ansatz (10) fur eine unter 
EinfluB von Potentialkraften erfolgende Flussigkeitsbewegung 
ausgesprochen wird. 

z IV. Nehmen wir jetzt an, daB 
die Flache F nach Fig. 228 von 
Wirbellinien gebildet sei, so gibt es 
keine Wirbelkomponenten Wn nor
mal zur Flache, d. h. das Wirbel

~"""'F~~~y moment der Flache 

J J wndF = 0 
F 

Fig. 228. Von Wirbellinien 
erfiillte FHtche. 

Diese Eigenschaft des Wirbel
momentes einer von Wirbellinien 
erfullten Flache bleibt dauernd er

halten; es kann also niemals eine normal zur Flache gerichtete 
Wirbelkomponente entstehen. Dieser Satz gilt fur jede irgend 
wie geartete FHiche F, also auch fur einen schmalen Streifen 
langs einer Wirbellinie. Aus der dauernden Abwesenheit von 
normalen Wirbelkomponenten zu einem solchen Streifen folgt 
das dauernde Verbleiben alIer Flussigkeitsteilchen 
auf der WirbelIinie, sofern sie sich zu irgend einer 
Zeit auf derselben befanden. 

§ 89. Umformung der Eulerschen Difierentialgleichungen auf 
Zylinderkoordinaten. 

1. Die in der Technik verwendeten Flussigkeitsstromungen 
verlaufen mehr oder weniger symmetrisch um eine Achse. 
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Fur s01che Bewegungen sind die Zy1inderkoordinaten 
statt der Cartesischen Koordinaten x, y, z zweckmiiBig. 

r, cp, Z 

Gegen-
stand der Untersuchung sind wieder 
die :Stromungsgeschwindigkeiten (Fig. 
229) bzw. deren Komponenten: 

vr = Radialgeschwindigkeit. 

z 

Vt = Tangentia1geschwindigkeit. 

Vz = Axia1geschwindigkeit. Ol--I----~y 

Fur die erst en beiden besteht f01-
gender Zusammenhang mit Vx und Vy: 

Vx = Vr cos cp - Vt sin cp } ( 1 ) 
Vy = vrsin cp + Vt cos cp 

y 

x 
wahrend t'z ungeandert bleibt. 

Durch Differentiation der Forme1n 
(1) nach der Zeit gewinnt man die Be
schleunigungen: 

Fig. 229. Die Stromungs
geschwindigkeiten in 
Zylinderkoordinaten. 

dvx dVr . dcp dVt. dcp 
-~ = -~ cos cp - v sm cp - - - sm cp - Vt cos cp -
dt dt r dt dt dt 

bzw. mit den Beschleunigungen: 
dcp dr 

Vt = r dt und Vr = at 
dvx (dvr Vt2) 1 d(vtr) . -= --- coscp ----smcp 
dt dt r r dt 

und entsprechend: (2) 

dvy (dVr Vt2). 1 d(vtr) at = dt - r sm cp + --;: (ft cos cp 

In g1eicher Weise formen wir die in den Eu1erschen 
G1eichungen vorkommenden Komponenten X und Y der aufieren 
Massenkraft auf eine Radial- und eine Tangentialkomponente R 
bzw. Tum: 

X = R cos cp - T sin cp } 

Y = R sin cp + T cos cp 
(3) 

8 8 8 8 
SchlieBlich sind die GroBen 8~ und 8= noch durch 8~ und 8: 
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auszudriicken: 

(4) 

Aus diesen Ansatzen folgen vermoge der Definition der 
Zylinderkoordinaten: 

r2 = x2 + y2, tgqJ = JL 
x 

or or 
fiX = cos qJ, ay = sinqJ (5) 

oqJ sin qJ dqJ cos qJ 
---

ox r dy r 

die Transformationsgleichungen: 

~ = ~ cos qJ - ~ sin qJ 1 
ox or OqJ r 

op Op. op cos qJ J -=-SlllqJ+---
oy or OqJ r 

(6) 

Die Gleichungssysteme (2), (3), (6) sind nun in die Euler
schen Gleichungen § 82 einzufUhren. Es finden sich zunachst 
die Ansatze: 

{( dVr Vt2) 1 d( Vtr). } . e ---- cos qJ ---- SIll qJ = RcosqJ-TslllqJ 
dt r r dt 

op op sin qJ 
--cosqJ+---

or oqJ r 
(7) 

{( dVr vl). 1 d(vtr) } . 
e dt~r SIll qJ + 7-a:t cos qJ = RSIllqJ +TcosqJ 

op . op cos qJ 
---SlllqJ----

or oqJ r 

Nach Multiplikation mit cos qJ und sin qJ und Addition 
crhli.lt man: 

e(dVr _ Vt2) = R-~ 
dt r or 

(8) 
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Nach Subtraktion: 

e' ~ d(vt r ) = T -~~ 
r dt r o({J 

(9) 

Hierzu kommt als dritte Gleichung: 

dvz _ Z op 
edt - -Tz ( 10) 

Die Kontinuitatsgleichung endlich nimmt die Form an: 

oVx + oVy + oVz = o(v,r) + OVt o(vzr) = 0 (11) 
ox oy OZ or ocp + OZ 

Wir schreiben noch die Wirbelkomponenten fur Zylinder-
koordinaten an: 

W, = ~(o(vtr) _ ovz) 
2r OZ ocp 

Wt = ~(ovz _ ovr) 
2 or OZ 

W Z = ~ (OVr _ o(vtr)) I 
2r ocp . or J 

Die Herleitung der Ansatze 
(12) geht aus von den Wirbel
komponenten III Cartesischen 
Koordinaten § 82 (12), unter Be
nutzung der Transformationsfor
meln (5) dieses Paragraphen. 

Die Wirbelkomponenten (12) 
tragen folgende Benennungen: 

Wr = Radialwirbel, 

z 

xr-----~ 

(12) 

y 

Wt = Tangential- oder Ring. 
wirbel, 

Fig. 230. Die Wirbelkomponenten 
in Zylinderkoordinaten. 

Wz = Axialwirbel, 
die in positivem Sinn in Fig. 230 gezeichnet sind. 

II. Auch in Zylinderkoordinaten lassen sich die Satze uber 
wirbelfreie und nicht wirbelfreie Bewegungen (vgl. § 84 und 88) 
aufstellen. 

Insbesondere existiert im FaIle der wirbelfreien Bewegung 
ein Geschwindigkeitspotential iP, welches der Differentialgleichung: 
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(13) 

geniigt. Aus (/) leiten sich die drei Geschwindigkeitskompo
nenten wie folgt ah: 

8(/) I 8(/) 8(/) 
Vr = fir' Vt=--, Vz =-

r 8cp 8z 

Der den Gleichungen (3) § 82 analoge Ansatz lautet: 

e ~ (8(/) + ~ v2 + ~) = R 
8r 8t 2 e 

e~(8(/) + ~V2 +~) = T 
8cp 8t 2 e 

e~(8(/) +~V2+~) = Z J 
8z 8t 2 e 

woraus sich wiederum ein Kraftepotential 

( 8(/) I 2 p) e 8t + "2 v + e = - V (r, cp, z, t) 

ergiht. 

(14) 

(15) 

(16) 

III. Besonders einfach werden die Differentialgleichungen 
in Zylinderkoordinaten, wenn es sich um eine achsensym
metrische Fliissigkeitsbewegung handelt. Diese Be
wegungsart ist dadurch charakterisiert, daB die Geschwindigkeit 
und der Druck von der Koordinate cp unabhangig sind, d. h. 
dadurch, daB 

(II) 

gilt. Damit nehmen die Gleichungen (8), (9), (10), (II) die 
Form a.n: 

( 8vr 8vr 8vr Vt2 ) R 8p e -+v.-+vz--- = --
8t 8r 8z r 8r 

(Sa) 

( 8Vt 8vt 8vt v.Vt) _ T e 8t + v. 8r + Vz 8z + r - (9a) 

( 8Vz 8vz 8Vz) _ z-!E 
e 8t + Vr 8r + Vz 8z - 8z (lOa) 

8(rv.) + 8(rvz) = 0 
8r 8z 

(II a) 
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Aus diesen Gleichungen ist die Koordinate f{J vollstandig 
verschwunden, nur r und z sind als unabhangige Variabele ubrig 
geblieben. Offenbar genugt es, wenn man Vr, VI, VZ' P fur die 
Punkte einer beliebigen durch die Z-Achse gelegten Meridian
ebene bestimmt. Durch Rotation dieser Meridianebene urn die 
Z-Achse erhalt man die Geschwindigkeit und den Druck in allen 
anderen Raumpunkten. 

In jeder Meridianebene bestimmen nun vr und Vz die Bahn
elemente von Kurven 0 (Fig. 231), durch deren Rotation urn die 
Z-Achse Flachen entstehen, auf denen die Flussigkeitsbahnen 
liegen. Letztere sind einander kongruent. 

Die Wirbelkomponenten (12) neh
men im Falle der achsensymmetrischen 
Bewegung die Form an: 

__ 1_ a(rVt) ) 
Wr - 2r az 

Wt = ~(avz __ avr)! 
2 or az I 

1 a (rvt) I 

(12a) 

z c 

y 

X /~' 
;/ 

W z = - 2r ----ar J 
Fig. 231. Stromlinie in der 

Meridianebene. Fragen wir nach einer achsen
symmetrischen stationaren wirbelfreien 
Stromung, so sind zunachst die Gleichungen 
durch die Ansatze: 

c 
Vt =-, 

r 
aVz aVT 
---or az 

(1230) zu erfftllen 

o 

welche die Wirbelkomponenten W T , Wt, W z zum Verschwinden 
bringen. c bedeutet eine Konstante. 

Der Gleichung 

aVz _ aVr = 0 
or az (17) 

genftgt man durch den Ansatz: 

ar[J 
Vz = az' 

ar[J 
Vr =-or (18) 

wo r[J eine Funktion von r und z ist. Diese hat noch der Konti
nuitatsgleichung (lla) zu genftgen, d. h. dem Ansatz 
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8 (r 8<P) 8 (r 8<P) 
8r + 8z = 0 

8r 8z 
(19) 

woraus sich die partielle Differentialgleichung ergibt: 

82<P 8<P 82 <P 
r 8r2 + fir + r 8z2 = 0 (20) 

Wichtiger als dies Geschwindigkeitspotential <P ist 
die sogenannte Stromfunktion lJI, die wie folgt gewonnen 
wird. Es ist ersichtlich, daB die Kontinuitatsgleichung (lla) 
durch den Ansatz befriedigt wird: 

8lJ1 8lJ1 
rVr = Tz; rvz = -Tr (21) 

Hiernach ist lJI in Gleichung (17) einzufuhren, wodurch sich 
fur lJI die partielle Differentialgleichung findet: 

82 lJ1 1 8lJ1 82 lJ1 
or2 -rar + OZ2 = 0 (22) 

Jede Funktion lJI von r und z, welche diese Differential
gleichung befriedigt, ist geeignet, eine achsensymmetrische 
stationare wirbelfreie Bewegung darzustellen. 

Bildet man das Differential von lJI: 

dlJl = olJl dr + olJl dz = 0 
or OZ 

so findet sich unter Einfuhrung von (21): 

- Vz dr + vr dz = 0 
d. h. 

Vz dz 
Vr dr 

Hieraus ergibt sich, daB uberall die in die Meridianebene 
fallende Komponente der Stromungsgeschwindigkeit mit dem 
Kurvenelement der Kurve 

(lJI r,z) = C 
zusammenfallt. Die Stromung findet also in der Meridianebene 
langs der Kurve C statt. Aus dies em Grunde heiBt lJI die Strom
funktion. 
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§ 90. Grundlegung der Turbinentheorie von H. Lorenz. 

Das durch eine Turbinenzelle stromende Wasser iibt auf 
die Zellenwande lund 2, langs deren es stromt, Drucke Pi und P2 
aus (Fig. 232). Zerlegt man diese Drucke, 
die bei reibungsfreier Bewegung auf den 
Zellenwanden senkrecht stehen, in eine 
radiale und eine tangentiale Komponente, 
so beruht die Drehung der Turbine unter 
tlberwindung eines Momentes M auf dem 
endlichen Unterschiede der Tangential
komponenten P,. und Pt,. 1st n die Zellen
zahl, so wird das Drehmoment: 

(1) 

Das Integral ist iiber die erzeugende 
Kurve einer Zellenwand zu erstrecken, 
wenn es sich um eine reine Radialturbine 
handelt. Aus dem endlichen Unterschiede 

Fig. 232. Angriff der 
Druckkrafte in einer 

Radialturbine. 

zwischen P,. und PI, ergibt sich nun schon, daB diese Wasser-

bewegung keine symmetrische ist, da ja :: nicht gleich Null 

sein kann, wenn endliche Druckdifferenzen langs des Turbinen
umfangs vorkommen. 

Um dies em Dbelstand abzuhelfen, hat Prof. H. Lorenz 
in Danzig zwei Schritte getan. 

1. Er hat die endliche Druckdifferenz PI - P2 als auBere 
am Fliissigkeitselement angreifende Volumkraft P angesehen 
und in die Differentialgleichungen eingefiihrt, indem er 

2. die Volumkraft Punter unendlicher Vermehrung der 
Zellenzahl gleichmaBig langs des Turbinenumfangs verteilte. 

Das Ergebnis dieser Vorstellung ist, daB jetzt die Fliissigkeit 
die Turbine durch unendlich viele Zellen durchstromt, deren 
unendlich diinne Trennwande der Sitz jener als Zwangskrafte 

op 
zu bezeichnenden Volumkrafte sind. 8i kann dann = 0 ge-

setzt werden. 
Sind nun R, T, Z die Komponenten von P, so gelten die 

Gleichungen (8), (9), (10) § 89 ohne weiteres fUr die Turbinen-
H 0 r t, Difierentialgleichungen. 30 
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bewegung, wenn man in der Gleichung (10) noch e gals von der 
Schwerkraft herruhrenden Beitrag zur Volumkraft einfUhrt: 

R- op = e (dVr _ Vt2
) 

or dt r 

T _ ~ d(vt r ) 
- e r dt 

op dvz Z+ge--=e-oz dt 

(2) 

Urn jetzt das Drehmornent zu berechnen, haben wir das 
Moment der Tangentialkomponente r Tuber das ganze Volumen 
der Turbine zu integrieren: 

M = fffrTrdrdrpdz 

= 2neffrd~~r) drdz (3) 

wo die Integration sich iiber einen Meridianschnitt der Turbine 
zu erstrecken hat. 

Schreibt man in (3) statt 

d(Vtr) o(Vtr) or o(Vtr) OZ o(Vtr) a (Vtr) 
--a:t = ~ 8t + az- at = ---a;:- Vr + ~ Vz 

so kann man noch die Wirbelkomponenten (12a) § 89 einfiihren, 
womit man findet: 

M = 4neffr2(Vzwr-Vrwz) drdz (4) 

Hieraus ergibt sich schon, daB auf Grund der Lorenzschen 
Theorie die Turbinenstromung keine wirbelfreie sein kann, wei! 
sich sonst kein Drehmoment ergeben konnte. Die Ursache hierfiir 
ist die Einfiihrung der nicht von einem Potential ableitbaren 
Zwangskriifte R, T, Z. 

Wegen der Verwendung dieser Theorie zur Berechnung von 
Turbinen verwiesen wir auf die Lorenzschen Originalarbeiten 81). 
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VI. Die Differentialgleichungen der Elektrodynamik. 

§ 91. Die Grundgleicbungen der Elektrodynamik. 

1. Verstandigung liber die MaBeinheiten. Die Grund-
einheiten des absoluten MaBsystems sind: 

die Langeneinheit: das Zentimeter . . '. 1 [ em] 
die Zeiteinheit: die Sekunde . . . . 1 [sec] 
die MaBeinheit: die MaBe eines cern 

Wassers bei 4° C . 1 [g] 

Aus diesen drei Einheiten leiten sich aIle librigen physikalisehen 
GroBen abo 

Wir benotigen noch: 
die Krafteinheit: das Dyn ....... 1 [g cm sec- 2] 

welche definiert ist durch das Newtonsche Bewegungsgesetz: Kraft 
gleich Masse mal Beschleunigung. . Sie ist diejenige Kraft, die 
der Masse 1 [g] die Beschleunigung 1 [em sec-2] erteilt. 

Die Differentialgleichungen der Elektrodynamik regeln die 
Veranderlichkeit der elektrischen und magnetischen Krafte. 
Die Definition dieser Krafte greift zurlick auf die Grunderschei
nungen der Elektrostatik und Magnetostatik, die an elektrischen 
Mengen e bzw. magnetischen Mengen m, die sich im Gleich
gewichtszustand befinden, wahrgenommen werden und die 
darin bestehen, daB zwischen zwei elektrischen Mengen e und e1 

gesetzmaBige Kraftwirkungen gemessen werden konnen ebenso 
wie zwischen zwei magnetischen Mengen m und mI' Die Kraft
gesetze lauten: 

K -~ e -
r 2 

K _ mm1 
m - r2 (1) 

wenn Ke und Km die Krafte, r den Abstand der aufeinander wir
kenden Mengen bedeuten. 

1st nun e = e1 und m = mv und ist we iter Ke wie Km = 

1 Dyn, r = 1 em, so wird 

e = der elektrostatischen Einheit der Elektrizitatsmenge , 
= 1 [g'/' cm'l, sec-I] 

m = der elektrostatischen Einheit der magnetischen Menge 1(2) 
= 1 [g'/, cm'l, sec-I] 

30* 
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Wir fiihren nun den Begriff des elektrisehen und magneti
sehenKraftfeldes ein. Ein elektrisehes KraftfiJld wird definiert 
als die U m g e bun g elektriseher Mengen, ein magnetisehes 
analog als die Umgebung magnetiseher Mengen. Bringt man 
in die Felder eine einzelne elektrisehe bezw. magnetisehe Menge 
e bezw. m, so werden diese laut obigem gewissen Kraftwirkungen 
ausgesetzt sein, die wir proportional der Menge selbst und einer 
gewissen Eigensehaft des Feldes an der betreffenden Stelle setzen. 
Die Eigensehaft ist die elektrisehe bezw. magnetise he 
Fe 1 d s tar k e E bezw. M. Die Einhei t dieser solI da vorhanden 
sein, wo das Feld auf die statisehe elektrisehe bzw. magnetisehe 
Mengeneinheit = 1 [g'/, em'" sec-I] die Krafteinheit = 1 Dyn = 
1 [g em see-2] ausubt. Die Dimensionsgleiehungen fur E bezw. M 
lauten also: 

E . 1 [g'l, em'" sec-1] = 1 [g em see-2] 

M·l [g'l, em'l, s,ee-1] = 1 [gemsee-2] 

aus denen sieh ergibt: 

(3) 

statisehe Einheit der elektrisehen Feldstarke 1 
E = 1 [g'l'em-'I, sec-I] (4) 

statisehe Einheit der magnetisehen Feldstarke J 
M = 1 [g'/, em-'I, sec-I] 

Befinden sieh die elektrisehen und magnetisehen Mengen 
nieht im Gleiehgewieht, sondern in Bewegung, so treten neue 
Ers e he in u nge n auf: die ele ktr 0 ma gneti s e he n. Die 
wiehtigste dieser ist dureh die Tatsaehe gegeben, daB eine be
wegte Elektrizitatsmenge auf eine in Ruhe befindliehe magne
tisehe Menge Kraftwirkungen ausubt, die den Wirkungen eines 
magnetise hen Feldes aquivalent sind. 

Eine be we gte Ele ktrizi tat s menge nennen wir einen 
elektrisehen Strom. Es gilt die Beziehung: 

(5) 

d. h. fiieBt ein Strom J t Sekunden lang, so ist die Elektrizitats
menge e bewegt worden. 

Eine Elektrizitatsbewegung, an der die Aquivalenz der 
Wirkungen mit einem magnetisehen Felde leieht konstatiert 
werden kann, ist gegeben dureh einen e I e k t r is e hen K rei s
stro m. 
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Unter den Verhaltnissen der Figur 233 wird auf die magne
tische Menge + m die Kraft K ausgeiibt: 

J ·l·m 
K=-- (6) 

r 2 

von einem Stuck des Kreisstromes, welches die Lange l besitzt. 
Diese Formel benutzt man zur Definition der Einheit der Strom
starke 

K· r2 em g sec-2 cm2 
J - -- - = [cm'f,g'/'see-1J. - l· m - em em'l, g'/'sec-1 

Nach Ansatz (5) ergibt sich hiernach die Elektrizitatsmenge: 
e=J.t=[cml/'g'/,] (7) 

Wir erkennen, daB sich diese Dimension der 
elektromagnetisch gemessenen Elektri
zitatsmenge von der Dimension der e 1 e k -
t r 0 s tat i s c h gemessenen durch den bei 
ihr fehlenden Faktor [em sec-I] unterscheidet. 

Die Definition der Elektrizitatsmenge 
benutzen wir nun an Hand von Ansatz (3) 
zur Definition der elektromagnetisch aus
gedriiekten elektrisehen Feldstarke: 

E . [em'l, gIl,] = [em g see-2] 

E = [em'l, gIl, see-2] 
(8) 

Fig. 233. Einwirkung 
eines Kreisstromes auf 

einen Magnetpol. 

die sieh von der elektrostatiseh gemessenen dureh den zu dieser 
hinzukommenden Faktor [em sec-I] unterseheidet. 

II. Grundbegriffe der Vektorenanalysis. Die e 1 e k t r i s e h e 
Fe 1 d s tar k e E und die mag net i s e h e Fe 1 d s tar k e M sind 
die physikalisehen Gri.iBen, mit denen sieh die elektromagnetische 
Dynamik besehli.ftigt. Dabei handelt es sieh stets urn die Ver
teilung dieser beiden Gri.iBen im Raum und urn ihre Verander
liehkeit mit der Zeit. Des weiteren hat jede der Gri.iBen in einem 
bestimmten Raumpunkt auBer ihrem Zahlwert E bzw. M 
eine Riehtung, die bestimmt wird durch die Richtung der 
Kraft, die das Feld an der betraehteten Stelle auf die positive 
elektrische bzw. magnetisehe Mengeneinheit ausiibt. Kurzer 
ausgedruckt sind die elektrisehe und die magnetisehe Feldstarke 
Vektoren, fur die wir das Zeiehen Q; bzw. we wahlen. Diese 
Vektoren haben Komponenten naeh den Koordinatenaehsen, 
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die bezeichnet werden fiir 

Q; mit Ex, E y , E z 
we" M x , My, Mz (9) 

Die Zahlenwerte oder Ten s 0 r e n der Vektoren sind dann 

E = fEx 2 + Ey2 + Ei 

M = VMx2 + My2+Mi 
(10) 

Neben den Vektoren Q; und we werden wir noch die Vektoren 
cur I Q; und cur 1 we benotigen, die sich mit Hil£e der Kom
ponenten von Q; und we wie folgt bestimmen: 

Der Vektor curl Q; hat die Komponenten: 

8~ 8~ 8~ 8~ 8~ 8~ ay-az-' az--ax' ax-ay (11) 

Der Vektor curl we hat die Komponenten: 
8Mz 8My 
ay-az-' 8Mx 8Mz 8My _'8Mx 

az-ax' 8x 8y 
(12) 

SchlieBlich wird noch die Divergenz der Vektoren ~ und ID1 
vorkommen: 

d . f(;'. oEx 8Ey 8Ez 
IV 18' = -- + --+--8x 8y 8z 

(13) 

d . \m 8Mx 8My 8Mz 
IV:I.J~ = -- + --+--8x 8y 8z 

(15) 

Die Ausdriicke div ~ und div ID1 sind keine Vektoren, sondern 
Skalare, d. h. Feldgro.Ben, die nur einen Zahlwert, jedoch 
keine Richtung besitzen. 

Bildet man unter Heranziehung der Komponenten (11) 
und (12) die Divergenz der Vektoren curl Q; und curl we, so er
gibt sich: 

div curl Q; = 0; div curl we = 0 (15) 

III. Elektrische und magnetische Pol a r i sat ion des Di
elektrikums. 

Seit Faraday und Maxwell betrachtet man nicht mehr 
die metallischen Knrper (die Leiter) als den Sitz der elektromagne
tischen Energie, sondern die nicht leitende Umgebung der Korper, 
das Dielektrikum. 

Dber dieses hat man sich eine Vorstellung zu machen, welche 
die Eigenschaften des nichtelektromagnetischen Zustandes eben-
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so erklart wie die des elektromagnetischen Zustandes. Wir er
ortern die Vorstellungen tiber die unelektrische und die magne
tische Konstitution des Dielektrikums gesondert. 

Man denkt sich das Dielektrikum als aus Volumelementen 
bestehend, in denen positive und negative Elektrizitat tiberall 
in gleicher relativer Menge vorhanden ist (Fig. 234). 

Die Wirkungen der beiden entgegengesetzten Elektrizitaten 
heben sich auf; das Dielektrikum 1< E '1 
ist unelektrisch. I I 

+ 

+ + + + + - -

+ -
+ -

+ -

Fig. 234. Spannungsloses 
Dielektrikum. 

-+ - + -+ -+ -+ -+ 

-+ - + 

-+ -+ 

-+ -+ 

- + -+ 

-+ - + 

.... ~(---- cJ 

Fig. 235. Gespanntes Dielektrikum. 

Erzeugt man nun im Dielektrikum ein elektrisches Feld, etwa 
indem man nach Fig. 235 zwei Platten aufstellt, zwischen denen 
die elektrische Spannung E herrscht, so werden die Elektrizitats
mengen in den einzelnen Volumelementen verscho ben, jedes 
Volumelement wird elektrisch polarisiert. Der Zustand der 
Polarisation ist einem Spannungszustand analog; er 
verschwindet wieder, wenn die spannende Ursache, die Ladung 
der Platten, verschwindet. 

Zur Gewinnung einer formelmaBigen Fixierung dieser V or
steHung greifen wir auf die Beobachtungen an einem K 0 n d e n
sat 0 r zurtick, der ja durch Fig. 235 dargesteHt wird. 

Verbindet man namlich die beiden Platten miteinander 
durch einen leitenden Draht, so flieBt durch diesen eine Elektri· 
zitatsmenge Q, die gemessen werden kann. Es ist: 

c E 
Q= 4n 'J.F. 

Der Kondensator ist damit entladen, der Spannungszustand des 
Dielektrikums ist verschwunden. Legt man andererseits an den 
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spannungslosen Kondensator eine Spannungsdifferenz E, so 
verschie bt sich zwischen den Platten die positive Menge Q 
in der Richtung von der +-Platte zur --Platte. Es ist: 

6 E 
Q = 4n "b""F (16) 

wie oben. Der hier vorkommende Faktor 6 ist die sogenannte 
Die I e k t r i zit a t s k 0 n s tan t e. 

Die Formel (16) stellt man nun um wie folgt: 

Q 6 E 
Y=4n"b" (17) 

und man nennt 
Q 

be =J1 

die die I e k t ri s c h eVe r s chi e bun g, 

@=~ 
<5 

( 18) 

(19) 

die elektrisehe Feldstarke oder e 1 e k t r is e h e Kraft, von welch 
letzterer wir unter I ausgegangen waren. Setzen wir fur Q das 
elektromagnetische MaBsystem voraus, so ergibt sieh als Dimen
sion der dielektrisehen Versehiebung: 

[be] = [em-'I, g'I,] (20) 

und, wenn man dies in (17) einsetzt, mit 
[@] = [cm'l' g'l, sec-2] 

als Dimension der Dielektrizitatskonstante 
[6] = [cm-2 sec2] 

Die sich aus (17) (18) (19) ergebende Formel 

6 
be =-@ 

4n 

kann man nach der Zeit differenzieren. 

8be 6 8@ 

fit = 4:n: "Tt 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

. . 8 be 'I 'I H1er 1st -8 von der Dimension [cm- 'g 'sec-I], also eine 
t· 

S t rom die h t e, d. h. eine Stromstarke dividiert durch eine 
Flache. Bezeichnet man diese mit i, so gibt 
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. e 8E 
~=--.-

4n 8t 
(25) 

die Abhangigkeit der Stromdichte der dielektrischen Verschiebung 
von der zeitlichen Anderung der Feldstarke. 

Bisher haben wir vorausgesetzt, daB das Dielektrikum keine 
Leitfahigkeit besitzt. 1st diese A vorha.nden, so tritt neben 
den Verschie bungs strom 

iF = 8Q = _e_. 8el; .F (26) 
8t 4n 8t 

a.uch noch der Leitungsstrom 

i ' F = A el;F 
so daB die Gesamtstromdichte wird: 

"1 e 8el; Arc: 
t+t=4nat+ ~ 

(27) 

(28) 

Fur die magnetischen Eigenschaften des Dielektrikums 
stellen wir analoge Betrachtungen an. Wir definieren die mag
netische Verschiebung 

b = L.9J1 (29) 
m 4n 

und erkennenin 4 7t bm die GroBe)8, welche man die magnetische 
Induktion nennt, die in einem Medium der Permeabilitat f.-l 
durch die magnetische Feldstarke IDC induziert wird. Magne
tische Verschiebung, Induktion und Feldstarke haben dieselbe 
Dimension: [cm-'/2 g'/' sec-1]; die Permeabilitat f.-l ist eine Zahl. 

Analog (25) bildet man noch die Stromdichte der mag n e
tis c hen Ve r seh i e bun g 

. 8bm f.-l 8IDC 
J=Tt=4n'at (30) 

Ein Analogon zu Formel (27) aufzustellen ist nicht notig, da die 
magnetische Leitfahigkeit der bekannten Stoffe so klein ist, 
daB magnetische Leitungsstrome gegeniiber den Verschiebungs
stromen unter . allen Umstanden vernaehlassigt werden konnen. 

IV. Die Grundgleichungen. 
Zwischen den Feldstarken el; und 9J1 und den Stromdichten 

i und j bestehen zwei Gleiehungen, die fiir Stromleiter schon vor 
Maxwell bekannt waren. 
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a) N ach der Figur 236 hat man in dem durch einen Strom der 
Dichte i hervorgerufenen magnetischen Felde eine den Strom 
umschlie.Bende Kurve s zu ziehen. Die Kurve begrenze den 
Flacheninhalt w. Dann gilt die Gleichung 

4 niw = jsmcos(sm,ds)ds (31) 

s s w 

WLcos(~.d.s) 
~ cos (r!,ds) 

Fig. 236. Magneto
motorisches Grundgesetz. 

Fig. 237. Elektromotorisches 
Grundgesetz. 

Das Integral bedeutet die Summe der Tangentialkomponenten 
der Feldstarke langs der Kurve s. 

b) Wird in entsprechender Weise ein magnetischer Strom der 
Dichte j von einer Kurve s umschlossen, so gilt (s. Fig. 237). 

4njw=-j(l;cos((l;,ds)ds (32) 

§ 92. Aufstellung der Maxwellschen Gleichungen. 

Es ist das Verdienst von Maxwell, die Gleichungen (31) 
und (32) des vorigen Paragraphen auf die Vorgange im Dielek
trikum angewendet zu haben. 

Wir betrachten ein Volumelement LIz Llv LIz Fig. 238. 1m 
Puukte A herrsche die elektrische Feldstarke (l; und die magne
tische Feldstarke sm mit den Komponenten bezw. Ez EvE z und 
M",MyMz• . 

Die Komponente Ez der Feldstarke ergibt nach Gleichung (25) 
eine Verschiebungsstromdichte in Richtung der x-Achse 

. e 8Ez 
t", = 4n 8t (1) 
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und den Leitungsstrom 
(2) 

Hiermit ergiht sich fur die linke Seite der Gleichung (31), wenn 
w = ,1y ,1x (= Rechtecksseite ABO D) ist: 

(8B~x +4nAEx),1y,1z 

z 

O,/---------r-----~~~y 
,/ 

I /<2: 
--------y X Y 

Fig. 238. Zur Aufstellung der Maxwellschen Gleichungen. 

Die rechte Seite der Gleichung (31) erfordert die Aufstellung 
der Komponenten von Wl, die langs der Berandung von ABO D 
wirken. Diese sind in: 

Es wird hiermit 

AB .. 

BO ... 

BMy A 
OD ..... -My -azLJZ 

DA ..... -Mz • 

fWl cos (Wl, ds) ds = (B:;z - B~,,) ,1y ,1 z' 

d. h. an Stelle von Gleichung (31) kommt 

8 BE", + 4nAE = BMz _ BM" (3) 
Bt x By Bz 
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und analog fUr die anderen Achsenrichtungen 

8 oEy + 4nJ.E = aM", _ aMz 
at y az ax 

8 aEz + 4nJ.E = aMy _ aM", 
at z ax ay 

(4) 

Die Gleichungen (3) und (4) bilden das erste Maxwellsche 
Gleichungssystem. 

Das zweite erhalt man aus Gleichung (32), indem man die 
Stromdichte der magnetischen Verschiebung in Richtung der 
x-Achse anschreibt: 

(5) 

Die Ermittelung des Integrals in Gleichung (32) liefert dann 

- ~cos (Q;, d8) = - -----Jre; (aEz aEy) 
ay az (6) 

und mithin: 

f1 aM", __ ( aEz _ aEy) (7) 
at - ay az 

Analog fUr die beiden anderen Koordinatenrichtungen: 

aMy =_(aE", -~)l 
f1 at az ax 

(8) 

aMz =_(aEy _ aE"')J 
f1 at ax ay 

(7) und (8) stell en dati zweite Maxwellsche Gleichungssystem dar. 
Vergleicht man die rechten Seiten der Maxwellschen Systeme 

mit den Defillitionen (ll) und (12) des § 91, so erkennt man 
die AU'ldriicke der curl-Komponenten wieder. Man kann also 
die beiden Gleichungssysteme in Vektorform schreiben: 

Vektorform des ersten Maxwellschen Gleichungssystems: 

aQ; 
8 - + 4 n J. Q; = curl we at (9) 

Vektorform des zweiten Maxwcllschen Gleichungssystems: 
awe 

f1---at=-curlQ; (lO) 
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Die Dimensionen von Q:, me, f, fl sind hier die des elektro
magnetisehen MaBsystems. 

§ 93. Untersuchung ebener elektromagnetischer Wellen. 

I. Aus den Gleiehungen (3) und (4) § 92 folgt, wenn man 
sie der Reihe naeh naeh x, y, z different iert und dann addiert: 

8 (8Ex 8Ey 8Ez ) 4 A(8Ex BEy 8Ez ) 
f fit ----ax + ay + 8Z + n ----ax + ----ay + 8Z = 0 (1) 

oder naeh Gleiehung (13) § 91 

f :t div Q: + 4 n A div Q: = 0 

Aus dieser Gleiehung folgt, daB dauernd 

div Q: = 0 

(2) 

(3) 

gilt, wenn diese Gleiehung zu irgend einer Zeit galt. Die Be
deutung des Satzes (3) kann man sieh wie folgt naher veran
sehauliehen. Aus Gleiehung (23) § 91 

. f 
be = -Q: 

4n 
£oIgt nach beiderseitiger Bildung der Divergenz 

d· b obx oby 8bz f d' rc: 
IV e=--+--+--=-- IV\i;; 

OX By OZ 4n 
5 I 

(4) 

(5) 

Hier hat div be die Dimension [em -2 see 2], d. h. die Di
mension der Raumdichte der Elektrizitatsmenge: 

I I 

[em 2 see 2]: [em3]. 

In der Tat bedeutet div be eine elektrisehe Raumdiehte, und 
zwar diejenige im Raumelemente dx dy dz. Wir benutzen nun
mehr, wie fruher § 67, das Zeiehen e fur diese: 

divbe = _f_divQ: = e (6) 
4n 

Hieraus folgt, daB die Gleiehung (3) stets dann gilt, wenn 
uberall die Diehte e der "freien" Elektrizitat gleieh Null ist. 

Dureh Gleichung (6) kann man ubrigens noch eine von 
fruher her (§ 67) bekannte Beziehung ableiten, wenn wir an-
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nehmen, daB (£ ein Potentialvektor ist, dessen Komponenten 
sich als erste partielle Derivierte einer Raumfunktion V be
stimmen wie folgt: 

E - _ 8V E __ 8V E __ 8V 
x - 8x' Y - 8y' Z - 8z (7) 

Dann wird der Ausdruck 

s. S (82V 82V 82V) -dlV(£=-- --+--+-- =(2 4 n 4 n 8x2 8y2 8 Z2 (8) 

eine Gleichung, welche mit s = 1 mit der Laplace-Poissonschen 
Gleichung 

( 82V 82V 82V) 
8x2 + 8y2 + 8z2 = -4n(2 (9) 

§ 67, identisch ist. Diese Gleichung regelt, wie wir in Kapitel III 
des zweiten Teils gesehen haben, die elektrischen Gleichge
wichtszustande. 

In der gleichen Weise wie oben laBt sich auch die Gultig
keit der Gleichung 

div W( = 0 (3 a) 
im ganzen Felde nachweisen. 

Nunmehr eliminieren wir aus Gleichung (9) und (10) § 92 
den Vektor W(, indem wir (9) nach der Zeit differentieren: 

oW( 82(£ 8(£ 
curl- = s- + 4nA- (10) 

8t 8t2 8t 

und von Gleichung (10) den curl bilden: 

8W( 
II curl Tt = - curl curl (£ (11) 

Durch Gleichsetzung von (10) und (11) folgt: 

82 (£ 8(£ 
II s 8t2 + 4 nil Afit = - curl curl(£ (12) 

Rechnet man die Komponenten des Vektors 
)B = curl curl (£ 

aus, so ergibt sich z. B. fUr die x-Komponente: 

Bx=--- --+--+--8div(£ (82Ex 82Ey 82Ez) 
8 x 8x2 8y2 8z2 (13) 
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(wovon man sich durch Ausfuhrung der Operationen leicht 
uberzeugt), so daB man infolge (3) folgendes Gleichungssystem 
fur Ea; Ey Ez erhliJt: 

oZEa; oZEa; oZEa; _ oZEa; 4 A oEa; 
~+~+8Z2-Cf-l8t2+ n f-l8i 

oZEy oZEy + oZEy = c oZEy 4nA oEy 
ox2 + oy2 OZZ f-l otZ + f-l ot (14) 

d2Ez o2Ez o2Ez _ c o2Ez 4nA oEz 
OXZ + oy2 + OZZ - fA at2 + f-l at 

Ein analoges Gleichungssystem existiert fur Ma; My Mz. 

II. Mit Hilfe der beiden Systeme sollen Q; und W1 bzw. deren 
Komponenten in ihrer Abhangigkeit von Raum und Zeit gefunden 
werden. Dabei mussen die Komponenten als Funktionen von 
x, y, Z zur Zeit t = 0 gegeben sein, wonach sich die ersten Ab
leitungen der KomponEmten nach der Zeit, ebenfalls fur t = 0, 
aus den Gleichungen (9) und (10) § 92 bestimmen lassen. 

Es handelt sich also urn die Bestimmung einer Funktion 
U (x, y, z, t), die der Differentialgleichung: 

02U au 
LI U = c f-l-----at2 + 4n f-l A at (15) 

genugen und dabei nebst ihrer erst en zeitlichen 
t = 0 in gegebene Ortsfunktionen ubergehen solI 

Ut = 0 = f (x, y, z) I 
au - = g(x, y, z) 
at t= 0 

Ableitung fUr 

(16) 

Wir untersuchen nun einen Vorgang, bei welchem die elektro
magnetische GroBe U (eine elektrische oder magnetische Kraft) 
abgesehen von der Zeit, nur von der Variabeln x abhangt. 
Es handele sich also urn die Fortpflanzung einer e benen We lIe, 
und zwar wollen wir zuvorderst voraussetzen, daB mit A = 0 
der Vorgang ohne Dampfung (in einem nicht leitenden Dielek
trikum) erfolge. Die Gleichung (15) wird dann einfach 

a2u 02U 
oxz = cf-l7ij2 (16) 

Ferner wollen wir die GroBe U und die Dielektrizitatskonstante c 
elektrostatisch messen. 
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Nach § 92 haben wir, wenn die elektrostatischen GraBen 
fur den Augenblick mit Ve und ee bezeichnet werden, die 
Dimensionsbeziehungen: 

V = [cm/sec] Ve' 
e = [cm/sec]-2ee. 

Hiermit geht die Gleichung (16) uber in 

~V ~V 
[cm/sec] 8x2e = [cm/sec][cm/sec]-2ee,u 8t2e 

oder nach Ruckkehr zu V und e (die aber nun als elektrostatische 
GraBen zu gelten haben) 

82V 82V 
[cm/sec]2 8x2 = e,u ----at2 (17) 

Auf der linken Seite ist also ein Faktor von der Dimension 
eines Geschwindigkeitsquadrats hinzugekommen, den wir mit 
V2 bezeichnen. 

82V 82 V V2 __ = 811.--
Bx2 r Bt2 (18) 

III. Diese Differentialgleichung ist identisch mit der in § 54 
betrachteten Gleichung der Saitenschwingung, wenn wir 

V2 
a2 =--

e,u 
einsetzen. Die zu erfullenden Anfangsbedingungen lauten fur 

t - 0 8V 1 
V = t (x) 

- -=g(x) 
8t 

Die Lasung kann auch hier durch Fouriersche Reihen er
folgen; wir wollen jedoch eine andere Lasung benutzen, die uns 
einige Haupteigenschaften der elektromagnetischen Wellen zeigen 
solI. 

Wir schreiben als die Lasung an: 
:z:+at 

1 1 J V=2[f(x+at)+t(x-at)]+ 2a g(x)dx (19) 

:z:-at 

die fur t = 0 tatsachlich V = I (x) ergibt. Ferner ist 
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au a I' I' at = T[ (x + at) - (x-at)] 

1 + 2a [ag(x+at)+ag(x-at)] 

welcher Ausdruck liefert fur 
au 

t = 0: at = g (x) 

Andererseits kann man 
durch direkte Ausrechnung 
nachweisen, daB (19) der Diffe-
rentialgleichung (18) genugt. 

u 

+.x; 

Wir betrachten nun einen 
Anfangszustand, fur welchen 
uberalliangs der x-Achse g (x) 

Fig. 239. Anfanglich elektro
magnetisches Storungsgebiet. 

= 0 ist. Die anfangliche elektrische oder magnetische 
S tor un g I (x) solI aber nur innerhalb eines Intervalles 

-l<x<+l 
endliche Werte besitzen, im ubrigen aber Null sein (Fig. 239). 

Die Funktion I (x + at) ist hiernach nur dann von Null 
verschieden, wenn gilt 

-l<x+at<+l 

-.x; +x 

Fig. 240. Fortpflanzung einer elektromagnetischen Storung 
ohne Dampfung. 

und I (x - a t) ist von Null verschieden wenn gilt: 

(20) 

-l < x - a t < + 1 (21) 
Die Bedingungen (20) und (21) kann man auch schreiben: 

-l-at<x<-at+l 
-l+at<x<at+l 

woraus sich ergibt, daB nach Verlauf der Zeit t die GroBe U 
nur in den Fig. 240 gezeichneten Bereichen von Null verschieden 

H 0 r t, Differentialgleichungen. 31 
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sein kann. Hierbei ist aber rechts von der U-Achse f (x + at) = 0, 
links davon f (x - a t) = 0, so daB sich U auf n f (x - a t) 
oder n f (x + at) reduziert, d. h. auf die Halfte des zur Zeit ° 
existierenden Wertes. Wir deuten dies Ergebnis dahin, daB sich 
das anfanglich vorhandene Storungsgebiet f (x) 
mit halber Intensitat der Storung nach beiden 
Seiten in ursprunglicher Breite fortpflanzt mit 
der Gesc h windigkei t a. 

Es war aber V 
a=--

-(eli 

-x 

Fig. 241. Fortpflanzung einer elektromagnetischen Storung 
mit Diimpfung. 

Hiermitfindet sich die GraBe V als Fortpflanzungsgeschwindig
keit der elektromagnetischen Starung im freien Ather, in welchem 
B = f-l = 1 ist. 

IV. Nehmen wir nun noch den Vorgang als mit Dampfung 
behaftet an, so findet man (wofUr wir den Beweis nicht geben 
wollen), daB sich die Grenzen des Storungs- oder Erregungs

V 
gebietes ebenfalls mit der Geschwindigkeit ,j- fortpflanzen, daB 

r s: lL 
aber die Gebietsbreite dauernd wachst, wahrend die Intensitat 
der Erregung dauernd abnimmt. Fig. 241 gibt das Grundsatz
liche des Vorganges. 

§ 94. Elektromagnetisohe Eigensohaften von Gleiohstromen 
in linear ausgestreokten Leitern. 

I. Wir betrachten einen sehr langen Draht 0 A, der langs 
der positiven x-Achse ausgestreckt ist (Fig. 242). D ist eine 
Dynamomaschine, deren Pol B zunachst frei sei, wahrend der 
andere 0 mit irgend einem Karper K von qualitativ denselben 
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elektrischen Eigenschaften wie der Draht verbunden sein solI. 
1m fibrigen sei K so weit entfernt, daB sein EinfiuB auf die 
Vorgange im Draht verschwindet. Ein Voltmeter V verbindet 
K mit dem entfernten Leitungsende A. Das Voltmeter wird 
nichts anzeigen. Zur Zeit z 
t = 0 verbinden wir B mit r 
0, worauf das Voltmeter 
anzuzeigen beginnt. Nach 
Verlauf einer Zeit T wird 
die Anzeige konstant ge
worden sein. Wir wollen 
den Vorgang von t = 0 bis 
t = T den Ausgleichs
vorgang nennen und von 
dem Beharrungszustand, 
der ffir t > 'P eintritt, ge

ZR A)( 
~~------~--------~~---~ I 

I 
I 

V I ---0-_______ /1 

Fig. 242. Zur Umformung der 
Maxwellschen Gleichungen auf Zylinder

koordinaten. 

trennt untersuchen. Beide Vorgange werden von den Max
wells chen Gleichungen beherrscht, die wir zunachst auf den 
Beharrungszustand anwenden wollen. 

Zu diesem Zweck transformieren wir die Maxwellschen 
Gleichungen des § 92 auf Zylinderkoordinaten x, -&, r durch die 
Gleichungen 

y = r sin -&, z = r cos-& 
Das FeldgroBensystem 

Ex, Ey, Ez 
Mx, My, Mz 

geht dann fiber in das System 

Ex, Er , Er; 
Mx, M r , Mr; 

(1) 

Die Gleichungssysteme (3) und (4) bzw. (7) und (8) § 92 
gehen dann fiber in 

~ (OMr _ o(r M,9) ) = e oEx + 4 n A Ex 
r 0-& or ot 

( OMx OMT) _ oEr; 4 'E ----- - e---- + nA N 
or ox ot 

(2) 

~(O(rM,y) OMx)_ oEr 4'E ----:;---- - -- - e ---- + n A r 
r ox 0-& ot 

31* 
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bzw. 

(3) 

Hier kommt dann noch Gleichung (3) und (3a) § 93 hinzu, 
die ebenfalls auf x, -&, r umzuformen sind: 

o (r Err;) oE{j o(r Er) _ 0 
ox + ---a:& + or - (4) 

o(r Mrr;) oM{j o(r Mr) _ 0 
ox + 0-& + or - (5) 

Die Durchfiihrung der zu dieser Transformation erforderlichen 
Rechnung, welche in partiellen Differentiationen der Gleichung (1) 
besteht, verfolgen wir hier nicht weiter. 

Das Feld um den linear ausgestreckten Leiter nehmen wir 
nunmehr achsensymmetrisch an, d. h. wir setzen fest, daB samt
liche Komponenten M und Evon -& unabhangig sind. 

Ferner gehort zur Achsensymmetrie, daB quer zur Achse 
des linearen Leiters keine elektrischen Krafte wirken, d. h. die 
Komponente E{j ist nicht vorhanden, also gleich Null zu setzen. 
Ebenso folgt aus unserer Annahme, daB das magnetische Feld 
nur eine Querkomponente hat, also Mrr; und Mr sind Null. 

Die Gleichungen (2) und (3) reduzieren sich danach auf 
folgende: 

(2 a) 

(3a) 

wahrend (4) und ( 5) erge ben: 
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oEx + ~ o(rEr) = 0 
ox r or 

oM,~ = 0 
0& 

(4a) 

(5a) 

Hier ist Gleichung (5a) bereits oben aus der Eigenschaft 
der Achsensymmetrie hervorgegangen. 

II. Wir kehren nunzur Fig.242 zuruck und setzen die Dynamo 
als Gleichstrommaschine der Klemmspannung E voraus. 1st 
nach Anschalten des Poles B der Beharrungszustand eingetreten, 
dann herrscht am anderen Drahtende ebenfalls die Spannung E. 
Damit wird aber 

E-E 
Ex= L = 0 

Ebenso wird 
Er = 0 

und 
MtJ=O 

Dies Beispiel der unter Gleichstromspannung stehenden 
Leitung bietet also nichts Besonderes. 

Wird dagegen das freie Drahtende auf der Spannung 0 ge
halten, so wird 

E 
Ex =y (6) 

von der Zeit unabhangig. Dieser Ansatz befriedigt neben 

Er = 0 (7) 

die Gleichung (4a) und liefert aus (3a) und der zweiten Gleichung 
(2a) das Ergebnis, daB MtJ von x und t unabhangig ist. Jetzt 
bleibt noch ubrig, aus der ersten Gleichung (2a) die erforder
lichen Schlusse zu ziehen. Sie hat mit 

das Erge bnis : 

oEx =0 
ot 

_o....:...(r-,--M_,y-,-) __ 4 A E 
or - n r x (8) 

Sie ist zu integrieren innerhalb des Drahtes (r < R) sowie 
auBerhalb (r> R). AuBerhalb des Drahtes ist A = 0, weil wir 
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uns hier im 
dann: 

Dielektrikum befinden; die Gleichung (8) lautet 

8(rM,;) = 0 >R 
8r r 

und liefert nach Integration: 
o 

M{}=- r>R 
r 

wo 0 eine zunachst unbekannte Konstante bedeutet. 
Innerhalb des Drahtes lautet die Gleiehung (8): 

(8a) 

(8b) 

8(rM{}) =-4nArEz r<R (8e) 
8r 

woraus naeh Integration folgt: 

(8d) 

Hier muB aber 0 1 = 0 sein, weil fur r = 0 beide Seiten der 
Gleiehung (8d) verschwinden mussen. Es bleibt also ubrig: 

M{} = - 2 n A r Ez r < R. (8e) 

Fur r = R, d. h. an der Drahtoberflaehe mussell die Werte von 
M{J aus Gleichung (8b) und (8e) ineinander ubergehen, d. h. 

z es muE sein: 

c 
R = -2nAREz 

"'--___ I1-9_9'--___ -->:"f womit sieh die Konstante 0 findet: 

\!J 0 = - 2 n A R2 Ez 

Fig. 243. Magnetisches Feld so daB fUr das magnetische Feld 
eines gradlinigen Stromes. auBerhalb des Drahtes sieh 

Mfj = - 2nAR2 Ez r>R (9) 
r 

ergibt. Setzt man hier Gleiehung (6) eill, so wird 

M,9 = _ 2nAR2 ~ 
r L 

L 
d. h., da w = R2 n A den Leitungswiderstand des Drahtes be-

E 
deutet, mit dem Strom i = - (elektromagnetisch gemessen) 

w 
2i 

M,9=-
r 
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Dies ist die bekannte Formel des magnetischen Feldes eines 
geradlinigen Stromes i. Das negative Zeichen gibt an, daB die 
Feldstarke entgegengesetzt der Richtung wachsender it, d. h. 
nach Fig. 243 orientiert ist. 

§ 95. Elektromagnetische Vorgange bei Wechselstromen in 
geradlinigen Leitern. Ferrantiphanomen 82). 

1. Wir legen wieder Fig. 242 § 94 zugrunde, nur mit dem 
Unterschied, daB die Dynamomaschine Wechselstrom der Maximal
spannung E liefere. 

Unter den Komponenten Ere' Er und M{j interessiert uns 
in erster Linie Ere, d. h. die elektrische Kraft parallel zur Richtung 
des ausgespannten Drahtes. Wir gewinnen eine Differential
gleichung fur Ere' indem wir Er und M{j aus den Gleichungen (2a) 
bis (4a) § 94 eliminieren. Dies geschieht wie folgt. 

Zunachst wird (3a) mit r multipliziert und darauf partiell 
nach r differentiiert. Resultat: 

{~ (r oEre) _ 02 (rEr) } = _ 02 (rM{j) (I) 
or or oxor fl orot 

Weiter wird (4a) nach x difierentiiert: 

r 02 Ere = _ 02 (r Er) 
Ox2 oxor (2) 

SchlieBlich wird die erste Gleichung (2a) mit fl muitipliziert 
und nach t differentiiert. Resultat: 

{ 02 Ere 4 A OEre} _ _ o(rM,y 
r flE ot2 + 'Tefl ot - fl orot 

Substituiert man (2) und (3) in (1), so entsteht: 

{ I 0 (OEre) 02Ere}_ 02 Ex 4 A oE., Tar r~ +~ -flE8i2+ 'Tefl 7ft 

(3) 

(4) 

In diese Gieichung fiihren wir die Starke J des im Drahte 
flieBenden Stromes ein. 

Zunachst gi It fur die Die h t e des im Querschnittsdifferelltial 
r dr flieBenden Stromes 

i = AEx 
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Multipliziert man beide Seiten mit 2 n r dr, und setzt man 
2n i r· dr = dJ, so wird 

dJ = 2n Ar Ex dr 
die Stromstarke im Querschnittsdifferential 2 n r dr. Integriert 
man von 0 bis R, so ergibt sich der Gesamtstrom im Draht 

R 

J=2nA!rEx dr (5) 
o 

Dies wird in Gleichung (4) eingefiihrt durch Multiplikation 
mit r dr und Integration von 0 bis R. Wir erhalten: 

R R 

[ 8Ex ] J 82 Ex d J 82 Ex R ~ x=R + r~ r=fJE r~dr 
o 0 

R J 8Ex + 4 n fJ A r ------at d r (6) 

o 
wahrend durch geeignete Differentiationen 
ziehungen folgen: 

aus (5) die Be-

R 

82J J o2E 
ox2 = 2 n A r 8x2x dr; 

o 
R (7) 

oj J 8Ex 
oJ = 2 n A r 8t dr 

o 
Substituiert man (7) in (6), so kommt: 

R - +----=----+2-[ 8E",] 1 82J /hE 82 J . oJ 
orr = R 2 n A 0 x 2 2 n A 0 t2 fJ 0 t 

(8) 

Das erste Glied auf der linken Seite vergleichen wir jetzt 
mit dem letzten Glied auf der rechten Seite, indem wir 

J = nR2)..Ex = Ex 
w 

(9) 

setzen, wo w den Ohms chen Widerstand der Langeneinheit des 
Drahtes bedeutet. Dann vergleichen wir 

[ 8Ex] . 8Ex w·R -- mIt 2fJ--. 
or r=R ot 
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Hier reprasentiert w . R den Widerstand eines Drahtstuckes von 
der Lange R (der halben Drahtdicke), also einen sehr kleinen 

Wert, wahrend 8:ez , dieAnderungsgeschwindigkeit eines Wechsel

stromes, eine sehr groBe Zahl ist. Wir vernachlassigen also 

R [ 8 ~z 1 = R gegen 2 [L : ~ und schreiben fur (8) 

82 J 82 J 8J 
8x2 = f1 C fii2 + 4 n f1 A ----at (10) 

nach welcher Gleichung sich die Leitungsstromstarke J im Draht 
regelt. 

II. Es ist nun bemerkenswert, daB eine Differentialgleichung 
fur Jauch gewonnen wird, wenn man die Vorstellungen uber 
elektromagnetische Vorgange benutzt, die vor Maxwell ublich 
waren. Diese Vorstellungen operieren an Stelle der in den Maxwell
schen Gleichungen vorkommenden elektrischen Feldstarke mit 
"Spannungen" und "elektromotorischen Kraften" (p) und auBer
dem mit der Stromstarke in einem Leiter, die wir soeben mit J 
bezeichnet haben. 

Die Verknupfung von Spannungen p und Stromstarken J 
geschieht auf Grund des zweiten Induktionsgesetzes G1. (32) 
§ 91. 

4n j w = - f Q; cos (Q;, ds) ds 

welches auf Grund von Gleichung (5) § 92 die Form annimmt 

8(wM) J f1 8t = - Q; cos (Q;,ds) ds 

Fig. 244. Zur Ableitung der Heavisideschen Gleichung. 

Dies Induktionsgesetz wird unmittelbar auf einen in Fig. 244 
mit A B bezeichneten Abschnitt des stromfuhrenden Leiters an
gewendet. w Mist der ganze magnetische KraftfluB, der das 
Rechteck der Basis A B durchsetzt, wahrend das Integral durch 
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die Summe der im Linienzuge des Rechtecks wirkenden 
Spannungen 

( apx ) wJdx+ Px+----ax dx-px 

gegeben ist. Als Besonderheit tritt hier nun auf, daB die Per
meabilitat fl = 1 zu setzen ist und der KraftfluB M w durch den 
Strom J selbst hervorgerufen ist. In diesem Fall hat man be
kanntlich die Stromstarke mit deren KraftfluB durch den Koeffi
zienten der Selbstinduktion zu verknupfen. Die entsprechende 
Formel lautet hier: 

Mw = LJdx 

wo L den Selbstinduktionskoeffizienten der Langeneinheit des 
geradlinig ausgestreckten Drahtes bedeutet. Es ergibt sich dem
nach der Ansatz: 

a] ( apx ) LdxTt = - wJ dx + Px + ----ax dx - Px 

oder 

_ opx = wJ + L oJ 
ax at (11) 

Zur Gewinnung einer zweiten Gleichung zwischen den 
GraBen Px und J betrachtet die vormaxwellsche Anschauungs
weise das Leiterelement dx a'ls einen Kondensator, dessen Lade
strom durch 

Cdx oPx 
at 

gegeben ist, wenn C die Kapazitat der Langeneinheit des aus
gestreckten Drahtes bedeutet. Der Ladestrom kombiniert sich 
mit dem zuflieBenden Leitungsstrom J und dem abflieBenden 

a] " 
Strom J + ax dx durch eme GlelChung, welche die Kontinuitat 

der elektrischen Stramung ausspricht: 

a] ap 
J = J + ox dx + Cdx----at 

welche sich vereinfacht auf: 

_ oJ = C ap 
ax at (11 a) 
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Aus den Gleichungen (11) und (l1a) kann man in einfacher 
Weise die Variabele Px eliminieren, wodurch man Hir J die 
nach Heaviside benannte partielle Differentialgleichung: 

82J =LO 82J +wO 8J (lIb) 
8x2 8t2 8t 

erhalt. Fur p wurde durch Elimination von J entstehen 

82p = L 0 82p W 0 ~ 
8x2 8t2 + 8t 

Man kann auch eine Funktion W von x und t einfuhren, 
der Gleichung 

(ll c) 

welche 

(lld) 

genugt, und aus welcher sich p und J dann durch die Ansatze 
ableiten: 

p = 8W 1 
8x 

J=_08Wj 
8t 

(lIe) 

Man uberzeugt sich leicht, daB die Ansatze (11 d) und (11e) 
mit (11) und (11a) gleichbedeutend sind. 

Hiermit ware erwiesen, daB die altere Theorie fur die teeh
nisehen GraBen p und J (Spannung und Stromstarke) ganz ahn
liehe Differentialgleichungen liefert wie die Maxwellsehe Theorie 
z. B. fur die elektrische Feldstarke. Selbstverstandlieh muB es 
maglich sein von den Maxwellsehen Ansatzen (z. B. den Gleichungen 
(2a), (3a), (4a) § 94) zu den Gleiehungen (11 b) und (11c) zu ge
langen, wobei sich die Abhangigkeit der Konstanten w, 0, L von 
den Daten des Problems ergeben muBte. Hierzu sind weiter gehende 
mathematische Untersuchungen erforderlieh, deren Durchfuhrung 
bereits von der Wissenschaft in Angriff genommen worden ist. 
Eine kurze Darstellung des hierher gphorigen Gedankenganges 
gibt § 98. 

III. Es handelt sieh nun Hir uns um die Weiteruntersuchung 
der Gleichungen (lIb) und (lIe). Wir wenden uns zunaehst 
der zweiten ZU, die wir noehmals anschreiben: 

82 p 82 p 8p 
x = LC x + w C x (12) 

() X2 ----ai2 ----ai2 
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Dieser Gleichung suchen wir durch einen Ansatz fur p", 

p", = X T (13) 

zu genugen, in welchem X nur die Varia bele x, T nur die Varia bele t 
enthalte. Setzen wir (13) nach Ausfuhrung der vorgeschriebenen 
Differentiationen in (12) ein, so erhalten wir die Differential
gleichung: 

X" T = LOX Til + W 0 X T' 
oder nach Division mit X T: 

X" T" T' 
y=LOT+wO P (14) 

Hier kommen auf beiden Seiten nur Ausdrucke je einer Varia belen 
vor, so daB wir der Gleichung (14) durch die beiden gewohn
lichen Differentialgleichungen 

~' = -a2 1 
Til T' J LOT +wO p =-a2 

(15) 

genugen konnen. a ist hier eine wahlbare Konstante, uber die 
wir noch Verfugung treffen werden. 

Die beiden Differentialgleichungen (15) bringen wir auf uns 
gela ufige Formen: 

d2X 
--+a2 X=O 
dx2 

d2 T W dT a2 (16) 
(jj2+yTt+ LO T=O 

von denen uns partikulare Integrale bekannt sind. Wir haben 

fur X die Losung: eia ",} (17) 
fur T die Losung: e iii t 

wenn {3 aus der Gleichung bestimmt wird: 

. W a2 
{32 - t (3 y - L 0 = 0 (18) 

Letztere Gleichung schreiben wir 

a = + ifJ"'--2---=L----C0C-----'--i {3-'-w---=-O ( 19) 

und wir erkennen, daB {3 durch die Wahl von a bestimmt ist 
und umgekehrt. Wir entscheiden uns dafiir, fur {3 einen positiven 
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und einen negativen reellen Wert (beide absolut gleich) anzu
nehmen, wodurch sich 4 Werte von a ergeben. Ziehen wir die 
Wurzel in der Gleichung (19) tatsachlich aus, so erhalten wir 

a1 = ± (a + i b) ..... [3 negativ, 

a2 = ± (- a + i b) • .. [3 positiv, 

wo fur die GraBen a und b gilt: 

a = V-=-! ---:-{ i-C2-[32-(L-2 [3-2 +-W-2)-+-L-C [3----O-2} 1 
(20) 

b = f ! {iC2 [32 (L2 [32 + W2) -LC [32} 

Es ergeben sich jetzt fur 
Px = XT = ei(ax+pt) 

folgende 4 partikularen Ansatze 

(21 ) 

e- (b+ia) x. eip'; e+ (b + ia) x. e ip t; e -(b -i a) x. e~ipt; e+(b~ia) x. e-ip/ 

aus denen wir mit 4 unbestimmten Integrationskonstanten 
A, B, C, D das Integral 
P = A e- (b + i a) x e i p t + B e+ (b + i a) x e i p t + C e - (b - i a) x e - i P t 

x 
+ De+ (b-ia)xe'- ip / (22) 

zusammenstellen. Hier bestimmen sich die beiden Konstanten B 
und D ohne weiteres = 0, da fUr x = 00 das Unendlichwerden 
von Px ausgeschlossen sein muB. Der Ansatz vereinfacht sich 
also zu 

P = A e-(b+ia)x e ipt + Ce-(b-ia)xe- ipt (22a) 
x 

= (A + C)e-bxcos ([3t-ax) + itA-C) e- bx sin([3t-ax) (22b) 

Diesen Ausdruck haben wir in Zusammenhang zu bringen mit 
der fur x = 0 (am Anfang der Leitung) gegebenen Spannung 
der Dynamomaschine (Fig. 244) 

e = eo cos w t. (28) 

Die Konstanten A und C in Geichung (22b) sind so zu 
bestimmen, daB wird 

Px = eo cos w t fur x = o. 
Unter Ausfuhrung dieser Bedingung erhlilt man 

i (A -C) = 0 

(A + C) = eo 

[3=w 
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und hat demnach zu schreiben: 

Px = eo e-bx (cosw t - a x) 

Fur den Strom J gilt die Beziehung: 

~ = -0 8px 
8x 8t 

(23) 

(24) 

Setzen wir hier fur Px den Wert aus Gleichung (23) ein, 
so folgt: 

8J 0 b' -- = - we e- Xsm(wt-ax) 
8x 0 

(25) 

Durch Integration nach x ergibt sich hieraus mit einer 
unbestimmten Integrationskonstanten B: 

Owe 
J = B + ,/ 0 e-bxcos (wt-ax + <p) 

ra2 + b2 
(26) 

Da J fur x = 00 verschwinden muB (wegen des offenen Leitungs
endes), so muB B verschwinden, und es wird, 

Ow 
J=eo ,/ e-bXcos(wt-ax+T) 

fa2 + b2 
(27) 

Setzt man hier fur a und b die durch (20) gegebenen Werte ein, 
so wird: 

und (28) 

b iL2 w2 + w2 -Lw 
tg <p = - = ---'------

a w 
Nunmehr kann eine Diskussion der Gleichungen (27) und (23) 

an Hand eines Beispieles gegeben werden. 
Bei der Leitung sei der Drahtradius r = 0,2 cm. Dann ist: 

1. der Widerstand pro Kilometer 
w = 1,36 Ohm· km-I, 

2. die Selbstinduktion 

( 
2000 

L = 2.10-4 • 19n 0,2' 10-2 

rv 0,0026 Henry· km-I, 

3. die Kapazitat 

0= 0,0030 Mikrofarad . km-I. 
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Mit diesen Daten berechnen sich die in den Formeln fur 
a und b vorkommenden Konstanten: 

Lw = 0,0026·50· 2n = 0,82 [sec-1] 

c w = 0,0030 . 10-6 .50 . 2n = 0,94· 10-6 [sec km-2] 

w= = 1,36 [sec-1] 

wahrend fur a und b selbst sich findet: 

und 

a = 1,17' 10-3 [km~l]; b = 0,36· 1O~3 [km~l] 

-ya2 + b2 = 1,22. 10-3 [km~l] 

b 
tgcp = - = 0,308 

a 
cp = 170 7' 

Liefert nun die Dynamomaschine eine Wechselspannung 
der maximalen Momentanstarke eo = 10000 Volt, 80 wird die 
maximale Momentanstarke des von der Leitung aufgenommenen 
Stromes 

o 94·1O~6 
J o = 1'22. 1O~3 ·10000 = 7,7 Ampere. , 

Dieser Strom hat gegen die Spannung eine Voreilung 

!jl = 170 7' 
Langs der Leitung variiert nun die Spannung e so, daB ihr 

Maximalwert nach dem Gesetze e--bx abnimmt. Die Abnahme 
ist eine sehr langsame. Der Halbwert ergibt sich aus der Gleichung 

1 
e~bx =_ 

2 

fUr 

x = 19n 2 = 0,693 . 1000 km = 1920 km 
b 0.36 

d. h. erst in einer Entfernung von 1920 km vom Anfangspunkt 
sinkt die Spannung auf den Halbwert. 

Ferner erscheint die Spannung in ihrer Phase gegen den 
Anfangspunkt immer mehr verzogert, je weiter man sich von 
diesem entfernt. In der Entfernung 

n 3,14 
x = - = --. 1000 = 2680 km 

a 0,36 
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ist die Verzogerung = n geworden, d. h. in diesem Punkte ist 
die Spannung der Anfangsspannung gerade entgegengesetzt. 
Die Spannungsverteilung fur die ganze Leitung ergibt sich in 
emem gegebenen Zeitpunkt, z. B. t = 0, zu 

e = eo e-bxcos (-ax) = eo' e-bx • cos ax 

~~~ ~ 1- I 
~ ~ /1 '§:! 

~ 
~ '{- ~. 1 <.; 

\ I £7"- 1-- s'5 
I ft. Ifm 

\s:> s::, '0 ~ ~ ~ . ~~::5 ........ 5; 
\ iii'" / 

~'<S 

"- l§-' 

Fig. 245. Verteilung einer Wechselstrom
spannung langlicher unbegrenzter Leitung. 

Da man die Kurve 
e--b x leicht aufzeichnen 
kann, wenn man viel
leicht noch den Sech
stelwert 

1 e-bx =-
6 

x = 19n 6 = 5000 km 
b 

bestimmt, so ergibt sich 
eo e--bx cos a x ebenfalls 
in einfacher Weise, da 

wir oben die Periode von cos a x bereits mit 5360 km festgestellt 
haben. In der Figur 213 gibt 

Kurve I die Funktion eo . e-b x 

II 

III " 
" 
" 

eo cos a x 
eo - e-b x cos a x 

IV. Eine besonders wichtige Erscheinung zeigt sich, wenn 
die betrachtete Leitung von endlicher Lange list. Sie soIl 

x 

Fig. 246. Dynamomaschine an einer begrenzten Leitung. 

auch jetzt an ihrem freien Ende offen sein. Da die Gleichungen 
sich vereinfachen, nehmen wir die Dynamomaschine am Ende 

x=l 
an, Fig. 246, verlegen also das ofl'ene Leitungsende in den Anfangs
punkt x = 0, fur welchen danngilt: 
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Spannung e = eo cos OJ t 

Strom J = 0 

Zur Behandlung der Aufgabe steht uns wieder unsere 
Gleichung (22) zur Verfugung, die fur x = 0 als erste Bedingung 
fur die Integrationskonstanten A, B, 0, D den Ansatz liefert: 

e+iwl + e~iwl 
(A + B) e+ if31 + (0 + D) e~if31 = eo 2 

und 

Hieraus findet sich zunachst 

{J=OJ 

A +B= ~ 

O+D=~ 
2 

Zwei weitere Gleichungen fur A, B, 0, D liefert 
dingung, daB fur x = 0 der Strom J = 0 sein solI. 

oJ 
Wir haben erstlich fur 0 x 

(29) 

die Be-

~ = -O~ = - Ow i e+ iwl [A e~(b+ia)x + Be+(b+ia)x] ox at 
- 0 w i e~iwl [0 e~(b~ia)x + D e+(b~ia)x] 

Nach Integration nach x findet sich 

Owie+ iwt 
J = + . [A e~(b+ia)x - B e+ (b+ia)x] 

b + ~a 
o OJ i e~iwt + -~----:.-- [0 e~(b~ia)x - D e+ (b~ia)x] 
b-~a 

Fuhrt man nun die Bedingung fur 

x=O J=O 
ein, so entsteht: 

A -B = O} 
O-D=O 

Aus (29) und (30) ergibt sich 

A=B=O=D=~ 
4 

H 0 r t, Differcntialglcichungen. 32 

(30) 



498 Die DiUerentialgleichungen der Elektrodynamik. 

und 
e 

fix = t [e- bx cos (w t - a x) + e+bx cos (w t + a x)) (31) 

Diesen Ausdruck wollen wir auf die Form 

e 
Px = ; M cos (w t + 'If) 32)) 

bringen. Nach Entwicklung der Kosinus in der eckigen Klammer 
bieten sich die Ansatze dar: 

Mcoswtcos'lf = (e+ bx + e-bX)cosaxcoswt} 
(33) 

M sin wtsin'lf = (e+ bx + e-bX)sinaxsinwt 

Addiert man beide Gleichungen, nachdem man sie zum Qua
drat erhoben hat, so kommt 

M2 = e+ 2bx + e- 2bx + 2cos2ax (34) 

Dividiert man die erste in die zweite, so entsteht: 
e+bx_e-bx 

tg 111 = tg a x (35) 
• e+ bx + e-bx 

Von besonderem Interesse ist hier die GroBe M, nach welcher 
sich die Anderung der Spannung vom offenen Lcitungsende gegen 
das Generatorende hin regelt. 

Fur x = 0 ist M2 = 4. 
Da ferner 

d(M2) --- = 2 b (e+ 2bx _e- 2bx ) -4asin2 ax 
dx 

fUr x = 0 den Wert Null annimmt, so hat die Kurve 

y = M2 
fUr x = 0 ein Extrem. 

Da 
d2 (M2) --:;--::-- = 4 b2 (e+ 2bx + e-2bx ) - 8 a2 cos 2 ax 

dx2 

fUr x = 0 den Wert 8 b2 - 8 a2 annimmt, so ist das Extrem 
ein Maximum fur b < a, ein Minimum fur b> a. 

1st b = a, so gibt es bei x = 0 weder ein Maximum noch 
ein Minimum, sondern die Kurve y = M2 hat eine horizontale 
Wendetangente. 

In unserem oben behandelten Beispiel war a> b, mithin 
ergibt dieses Beispiel eine vom freien Ende nach dem Dynamo-
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ende hin a bfallende Spannungsverteilung. In der Fig. 247 
ist der mit a = 1,17 . 10-3 und b = 0,36 . 10-3 sich ergebende 
Verlauf von y = M2 gezeichnet. Demnach wurde eine Frei
leitung von 672 km Lange, mit diesen Konstanten angeschlossen 

I 
1 

/ / 
I / 

Tl 
lie Zb.x -2b.x 

ne 

12 

70 

.9 

8 

7 

A 

VI 
/ \ / 7 

6 

5 

~W2 II V~ / 
\--l.-1 V -= 

\ / / " ! \ \ 1\ " cOS2F 

.3 

.2 

\\. VI \ / \ .x 
6" 131'.> 2590 IfQ.J'> '>.380 \Z / \ km 

\ I \ I \ 
\ I \ / \ ',./ ,..... ,~ 

Fig. 247. Verteilung einer Wechselstromspannung langs einer 
begrenzten Leitung. 

an eme Dynamo von eo = 10000 Volt Maximalspannung, am 
2 

offenen Ende eine Spannung von 10000· ,/-= = 13800 Volt, 
r2,1 

also eine betrachtliche Spannungssteigerung ergeben. Diese 
Erscheinung der Spannungszunahme von der Dynamomaschine 
nach dem offenen Leitungsende hin ist unter dem Namen 
Ferrantiphanomen seit 1890 bekannt. 

32* 
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§ 96. Ausgleichsvorglinge in linearen Leitern. 

1. In § 94 haben wir den Vorgang, der sich nach Anderung 
der elektrischen Zustandsbedingungen einer Leitung bis zum 
Eintreten eines neuen Beharrungszustandes vollzieht, als Aus
gleichsvorgang bezeichnet. 

Eine Anderung der elektrischen Zustandsbedingungen tritt 
u. a. ein in folgenden Fallen: 

1. Anderung der GroBe der auf die Leitung aufgedruckten 
Spannung. Hierher gehOrt als wichtigstes Beispiel da~ 
Anschalten einer spannungslosen am Ende offenen Leitung 
an einen Generator. 

2. Anderung der GroBe des aus der Leitung entnommenen 
Stromes, z. B. beim Einschalten eines Stromverbrauchers 
(Transformator, Motor usw.) oder beim Durchbrennen 
einer Sicherung oder beim Auftreten eines Kurzschlusses. 

3. Dbertritt von atmospharischer Elektrizitat auf den 
Leiter. 

II. Zur weiteren Untersuchung ziehen wir wieder die 
Gleichung (11 d) § 95 heran: 

[j2([J = LO [j2([J wO 8([J (1) 
8x2 8t 2 + 8t 

und wir behalten uns vor, je nach Bedarf entweder die Spannung p 
oder den Strom J aus ([J vermoge der Ansatze: 

P = 8([J J = -0 8([J ----ax ' 8t 
(2) 

abzuleiten. 
Fur die Differentialgleichung (1) hatten wir in § 95 bereits 

eine Losung 
([J = ei(ax+,Btj 

mit reellem fJ und mit einem von fJ abhangigen a: 

a = ± ifJ2LO-ifJwO 

(3) 

(4) 

aufgestellt. Diese Losung ist hier aber unbrauchbar, denn sie ist 
in t rein peliodisch (weil ei,Bt = cos fJ t + i sin fJ t ist). Jetzt er
kennen wir, warum wir damals fJ reell genommen haben. Wir 
hatten den Beharrungszustand zu untersuchen, der bei 
imaginarem fJ (etwa = ± i fJo) niemals vorhanden sein konnte, 
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weil dann (P = eiax • e±fiol mit der Zeit entweder bis Null ab
nehmen oder unendJich zunehmen wurde. Dies kann aber niemals 
die Eigenschaft des Beharrungszustandes sein. 

Anders liegt jedoch die Sache im vorliegenden Fall, wo 
ein A usgleichs vorgang zu untersuchen ist. Der Ausgleichs
vorgang verbindet zwei stationare Zustande miteinander, er 
fUhrt sie ineinander uber. Dieser Dbergang kann nur in endlicher 
Zeit erfolgen, da Zustandsanderungen nie in der Zeit Null er
folgen konnen. 

Bezeichnet man die ZustandsgroBe yom Augenblick t = 0 des 
Eintritts der Anderung der Zustandsbedingungen mit (P, so 
kann man sich den Ausgleich vollzogen denken durch Hinzufugung 
der AusgleichsgroBe (PI' wodurch man die ZustandsgroBe (Pn, 
die nach Herstellung des n"euen Beharrungszustandes gelten 
solI, von t = 0 an erhalten wurde: 

(Pn = (P + (PI (5) 
Hier sind alle (P Zeitfunktionen und konnen auch die Variable 

x enthalten. 
(Pn stellen wir jetzt durch (Pn (0) + (Pn (t) dar: 

(Pn = (Pn(O) + (PlI(t) (6) 
wo (Pn (0) den dem Zeitpunkt t = 0 entsprechenden Wert be
deutet und ([>n (t) demnach fur t = 0 verschwinden muB. Analog 
stellen wir (PI wie folgt dar: 

([>1 = ([>f (0) + ([>1 (t) (7) 

Der Dbergang findet dann 
statt, wenn 

a) (Pn und (PI der Differen
tialgleichung (1) genugen, 

b) ([>1 (0) = (Pn (0) - (P (0) 
lllllllllllllllllll~llllll~r.t 

t=o ~..., 

ist (8) Fig. 248. Ubergang von einem 
c) (PI fUr t = 00 verschwin- Beharrungszustand in einen neuen. 

det. Es gilt dann Fig. 248. 
Die Funktion ([>n muB als BeharrungszustandsgroBe 

eine rein periodische Funktion sein, deren Ermittlung mit 
reellem fJ sich auf den Ansatz (3) aufbaut. 

Die Funktion (Pf muB als AusgleichszustandsgroBe die 
Exponentialfunktion enthalten, und zwar mit negativem 
Exponenten, weil WI mit wachsendem t verschwinden muB. Dieser 
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Anforderung wird man in der Gleichung (4) gerecht, wenn man a 
reell wahlt. Denn dann hat man: 

oder 
{J2 L 0 - i f3 w 0 = a 2 

Als allgemeinen Ansatz erhalten wir dann fur ([J: 

([J = eiax e(-a±ib)t 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

Da wir hier statt + a auch - a wahlen durfen, so ergeben 
sich folgende vier partikulare Losungen fur ([J: 

Aus diesen setzen wir mit 4 willkurlichen Konstanten eine 
allgemeine Losung zusammen: 

([J = e- at (A' e+ iax + B' e- iaX) (0' e+ ibt + D' e- ibt ) (13) 

oder nach Einfuhrung der zyklometrischen Funktionen 

und 

([J = e- a t (A cos a x + B sin a x) (0 cos b t + D sin b t) (14) 

Jede Wahl von a liefert eine Losung, wenn 

w 
a= 2L 

(15) 

genommen wird. 
Aus (14) leiten wir die Spannung p ab: 

o([J 
p=-

ox 

= e- at a (-A sin a x + Bcos ax) (0 cos b t + Dsinb t) (16) 

sowie den Strom J: 

J=_O°([J 
at 

= -Oe-at(Acosax+Bsinax){(bD-aO)cosbt-(aD + bO)sinbt} 
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Der Moglichkeit, daB mehrere Werte von a zu beruck
sichtigen sind, werden wir nun durch einen Reihenansatz gerecht, 
indem wir a mit einem Zeiger k versehen, uber den wir noch Ver
fugung treffen werden. Jedenfalls aber bilden wir die Reihe 
aus der Gesamtheit aller der Werte von (16) bzw. (17), die durch 
Berucksichtigung aller geeigneten Werte von ak sich darbieten, 
d. h. die Summen: 

P = e- at ..L' adBk cos ak x - Ak sin ak x) (Ok cos bk t + Dk sin bk t) (18) 
k 

J = -0 e-at..L' (Akcosakx + Bksinak x) 
k 

{(bk Dk - a Ok) cos bk t - (a Dk + bk Ok) sin bk t} (19) 

in welchen Entwicklungen gilt: 

,/ ak2 w2 

bk = V LO - 4L2 (20) 

Die Reihenentwicklungen (18) und (19) sind genugend all
gemein, urn alle durch eine spezielle Aufgabe gegebenen Bedin
gungen berucksichtigen zu konnen. 

III. Es handele sich urn den Ausgleichsvorgang, der ein
tritt, wenn man eine am Ende offene Leitung der Lange l zur 
Zeit t = 0 an eine Gleichstromspannung E anlegt. Hiernach 
haben wir als anfangliche ZustandsgroBe (/J (0) 

die Spannung 
P (0) = 0 

und den Strom 
J (0) = 0 

einzufuhren. 
Wir wissen auch ohne weiteres, wie die nach vollzogenem 

Ausgleich vorhandenen Zu"tandsgroBen (/In = (/Ju (0) + CPu (t) 
aussehen. Die Spannung ist: 

Pn(O)=E; pn(t) =0 

der Strom 
Ju (0) = 0; Ju (t) = 0 

Nach Gleichung (8) ergibt sich 

Pt (0) = Pn (0) - P (0) = E } 

J t (0) = J u (0) - J (0) = 0 
(21) 
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Die AusgleichsgroBen, die wir zu bestimmen haben, sind 
PI (t) und J j (t), fur deren Anfangswerte zur Zeit t = 0 die Ansatze 
(21) maBgebend sind. Diese Ansatze fUhren wir in die Reihen (18) 
und (19) ein: 

E = L akOk(Bkcosakx-Aksinakx) I 
k (22) 

0= -0 L (bkDk-aOk) (Akcosak x + Bksinakx) 
Mit Ansetzung der beiden Gleichungen (22) haben wir die 

sogenannten Anfangsbedingungen (21) berucksichtigt, und es gilt 
jetzt, aus (22) die unbekannten Konstanten A k, Bk, Ok, Dk zu 
ermitteln. Zwei Gleichungen sind hierzu nicht hinreichend; 
es fehlen noch die Grenzbedingungen, welche festsetzen, wie 
die ZustandsgroBen P und J wahrend des Ausgleichs am Anfang 
und am Ende der Leitung beschaffen sind. Am Anfang der 
Leitung gilt dauernd 

Pj = Pn-P = E-E = 0 fUr x = 0 (23a) 

wenn wir annehmen konnen, daB die Stromquelle durch den Aus
gleichsvorgang nicht beeinfluDt werde. Am Ende der Leitung 
gilt, da dort kein Strom flieBen kann, weil sie offen ist, 

J = 0 fur x = l (23 b) 

Wir setzen (23a) in (18) ein und erhalten: 

e-at 2: akBdOkcOsbkt+Dk sin bkt) = 0 
k 

welchem Ansatz offensichtlich nur durch 

Bk = 0 (24) 

genugt werden kann. Berucksichtigt man dies Resultat sofort 
bei Gleichung (19), in welche wir die Bedingung (23b) einzutragen 
haben, so muB gelten: 

_Oe-at L Akcos akl{(bk Dk -aOk) cos bk t-(aDk+bkOk)sinbk t}= 

Dieser Gleichung kann genugt werden durch: 

cos akl = 0 (25) 

Das Verschwinden des Kosinus tritt ein fur aIle ungeraden 

Vielfachen von n , d. h. fUr 
2 
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womit die bisher noch unbekannten GraBen ak festgelegt sind: 
n 

ak =(2k+l)2T; k=O, 1,2, .... (26) 

woraus noch folgt: 

b =' / (2 k + 1)2 n 2 

k V 412LO 
Wenden wir nun das Ergebnis (24) auf die noch nicht beruck

sichtigten Gleichungen (22) an, so gewinnt man: 

E = - ~ akOkAksinakX 1 
und k 

o = ~ (bkDkAk--akOkAk)cosakx 

in denen man noch abkurzend 

OkAk = Mk 

mit dem Resultat: 

E = - ~ ak M k sin ak x 1 
0= i (bkNk-aMk)cosak x 

setzen kann. 

(27) 

( 28) 

In der ersten dieser Gleichungen multiplizieren wir nach 
Fourier (siehe § 54) links und rechts mit sin ak x dx und inte
grieren von 0 bis 1. Dann bleibt nur ubrig: 

oder 

[ 

E !sinakxdx 
1 Mk = ___ [;-0 ___ _ 

ak ! sin2 ak x dx 
o 

4E 

(2 k + 1) n ak 

Aus der zweiten Gleichung findet sich: 

bkNk-aMk = 0 

(29) 

( 30) 

Hiermit lassen sich die AusgleichsgraBen p, und J" bzw. 
der tatsachliche Verlauf der Spannung und des Stromes auf der 
Leitung 
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aus den Gleichungen (18) bzw. (19) ermitteln, womit die Aufgabe 
als ge16st zu betrachten ist. In diesen Formeln haben die Gro13en E 
und a folgende physikalische Benennungen: 

E = aufgedriickte Spannung 

w 
a = 2 L = Dampfungskonstante. 

Vber ak stellen wir folgende Betrachtung an: 

sin ak x = sin (2 k + 1) :z x 

hat fur k = 0 die raumliche Periode 4l, d. h. in allen Punkten der 
Leitung, die um die Strecke 4l auseinanderliegen, hat die Funktion 

sin ~ 7 x gleiche Werte; 4 1 heiBt die Wellenlange. Fur hOhere 

Ordnungszahlen k = 1, 2, 3 ... sind die Wellenlangen kurzer 

Die Funktion 

4l 
.Ak = 2 k + 1 

2n 
cos bk t = cos ----rr;: t 

(33) 

liefert die zeitlichen Perioden T k , denen die Schwingungszahlen 
1 bk 

oder Frequenzen Tk = 2 n entsprechen. 

Die AusgleichsgroBen stellen sich also dar als raumliche und 
zeitliche Vbereinanderlagerungen von Schwingungen ungerader 
Ordnung, deren WellenHlngen sich wie die ungeraden Zahlen ver
halten. 

IV. Wir berechnen jetzt mit den Zahlenwerten von § 95 
an einer 1 = 1 km langen Leitung ein Beispiel. Es ergeben sich 
die Konstanten 
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w 1,36 
a = - = --- = 260 [sec-1] 

2L 0,0052 

ak2 (2k+l)2n2 (2k+l?9,8 
-L 0 412 L 0 4.1.0,0026.0,0030.10-6 

= 0,314 (2 k + 1)2. 1012[ sec-2]. 

Demnach ist schon fUr die Schwingungen niedrigster Ord-
a 2 

nung L °0 = 0,314 . 1012 so groB, daB daneben a2 = 6,8 . 104 

vernachlassigt werden kann. Hiermit ergibt sich das ange
naherte Resultat: 

(34) 

1 
,/_ hat die Dimension [km/sec-1], ist also eine Geschwindig
fLO 
keit, die wir abgekiirzt mit V bezeichnen wollen, womit wir das 
Ergebnis 

erhalten oder mit 

_1_ = ~ und bk = 2:n 
ak 2:n Tk 

~=V 
Tk 

(35) 

(36) 

An g e n a her tis tal sod a s V e r hal t n is z w i s chen 
Wellenlange und Schwingungsdauer fiir Schwin
gungen aller Ordnungen konstant. 

Unter dies en Umstanden vereinfachen sich die Gleichungen 
(31) und (32) wie folgt: 

-at4E~ 1 .2n 2n 
p = E-e -~ k sln-,-xcos-T t 

n 2 +1 Aie k 
(37) 

e- at 4E 1 1 2 n . 2:n 
J = -r--;;: 1: 2 k + 1 ycos----r,:xsm Tk t (38) 

Die Produkte der Winkelfunktionen schreiben wir jetzt 
wie folgt: 
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Sln--xcos--t=-sm --x+--t +-sm --x---t . 2n 2n 1. (2n 2n) 1. (2n 2n) 
Ak Tk 2 Ak Tk 2 Ak Tk 

cos--xsm--t=-sm --x+ --t --sm --x---t . 2n . 2n 1. (2n 2n) 1. (2n 2n ) 
Ak . Tk 2 Ak Tk 2 }'k Tk 

Hier stellt ~ sin n (;k + ;k) eine nach Richtung der nega-

A 
tiven x mit der Geschwindigkeit V = T: fortschreitende Welle 

dar, wahrend ~ sin 2n (~ - ~J in Richtung der positiven x 

fortschreitet. (Vgl. §79.) Aus derartigen Paaren von Wellenzugen 
setzen sich nun auch p und J zusammen, so daB beide Zustands
groBen durch 2 in entgegengesetzter Richtung sich langs der 
x-Achse mit der Geschwindigkeit V verschiebende Wellen dar
gestellt werden, von denen jede die Summe unendlich vieler 
harmonischer (sinusfOrmiger) Wellen ungerader Ordnung ist. 
Die Form der Wellen bleibt, wenn wir vorlaufig von dem EinfiuB 
des Faktors cat absehen, mit der Zeit unveranderlich, so daB 
es genugt, wenn wir ihre Gestalt zur Zeit t = 0 bestimmen. 

Dann haben wir fUr p die beiden Wellen 

E4~ 1. x E4~ 1 '2x 
- 2 n':'" 2 k + 1 sm 2 n Ak und - 2 n':'" 2 k + 1 sm n 1; 

zu untersuchen. Sie sind offenbar identisch. 
Mit 

4l 
Ak = 2 k + 1 

wird die Summe 
1. 2n n 2: 2k+ 1 sm(2k+l)'4Tx =4 

fur 0 < x < 2 l. 

Um dies zu beweisen, entwickeln wir die Funktion t (x) 

in eine Fouriersche Sinusreihe: 

t(x) = : = 2: a"sinnx 

(39a) 

n 
4 
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zunachst 1m Intervall 0 < x < n. Die Fouriersche Vorschrift 
ergibt: 

7r 

7r IT 

: JSinnxdx = an JSin2 nx dx. 

o 0 

Die Auswertung der Integrale liefert: 
7r 

JSin2 nx dx = ; 
o 

sin nxdx = --(cosn n -1) = -(I-cos nn) = ---'---J 1 1 1-(-I)n 

n n n 
o 

womit sich findet: 

Also wird: 

1-(-I)n 

2n 

n . +1'3+1'5+ 4 = sm x 3 sm x "5 sm x .... 

oc 1 

= .L: (2 k + 1) sin (2 k + 1) x 
o 

im Intervall 0 < x < 'It. 

Setzt man jetzt statt 
. nx h x em: --, so entste taus 

2l 
(40) 

,z·-2l 

( 40) 

'"" 1. xn ,.:;.. 2 k + 1 sm (2 k + 1) 2""T Fig. 249. Zur Darstellung der Funktion 

~ durch eine Fouriersche Reihe. 
4 n 

4 
( 41) 

im Intervall 0 < x < 2l, welche Funktion m Fig. 249 dar
gestellt ist. 

DaB die Summe (41) im Intervall- 2 l < x < 0 den Wert - : 

ergibt, wollen wir nicht besonders beweisen, und auch nicht, daB 
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sich der gezeichnete Linienzug fur x > 2 lund x < - 2 l in kon
gruenter Weise wiederholt. 

Demnach gestattet (39) die Darstellung Fig. 250 als recht
eckige Wellen, bei denen die Pfeile das Fortschreiten mit der 

Fig. 250. Zur Darstellung eines recht
eckigen Wellenzuges 

durch Fouriersche Reihen. 

Zeit t nach der positiven und 
negativen x-Richtung charak
terisieren sollen. Mit dies en 
beiden Wellen kombiniert sich 
nach Formel (37) der kon
stant uber die ganze Leitungs
Hinge ausgebreitete Span
nungswert E zu der tatsach
lichen Spannung p. 

Dielangste vorkommende 
Schwingungsdauer ist die der Schwingung der Ordnung k = 0 

4l ,/-
Tk = 2 k + I rLC 

T = 4l-yL C = 4.2,8.10-6 = 1,12.10-5 [sec] 

bei einer Leitungslange l = I km. Wir versuchen, uns den Vor
gang auf der Leitung wahrend dieser Zeit durch :H'ig. 251 zu ver
bildlichen. 

t 

L j?;:mllll@!j!lL-=:::::::~ 
E x 
f -, I 

L..--l .1 
Fig. 251. Spannungsverteilung bei einem Ausgleichsvorgang. 

Wahrend der ersten Viertelperiode ladet sich die Leitung 
auf die Spannung E auf, wobei eine scharfe Grenze zwischen 
dem geladenen und dem noch nicht geladenen Teil der Leitung 
besteht. Diese Grenze schreitet mit der Geschwindigkeit V = it C 
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vorwarts. Die ganze Leitung ist aufgeladen nach Verlauf der 
1 

Zeit t = --;fT. Von jetzt ab addieren sich, vom Leitungsende 1 

anfangend, die beiden gegenlaufigen Wellenzuge zur Spannung E, 
so daB eine Ladewelle der Spannung 2 E in Richtung auf den 
Anfangspunkt der Leitung fortschreitet. Man bezeichnet diesen 
Vorgang als Reflexion der Welle am Leitungsende. Nach Ver-

lauf der Zeit t = ~ (wenn die Ladewelle 2 E am Anfang der 

Leitung angekommen ist) beginnt sich die Leitung zu entladen, 
bis zur Zeit t = T der Anfangszustand wieder erreicht wird. 

t 

fT 

Fig. 252. Stromverteilung bei einem Ausgleichsvorgang. 

Wahrend dieser Zeit hat aber die Amplitude E der Welle nach 
MaBgabe des Faktors 

e-aT = e- O,26.1,1l.lO-2 

E 
auf also um ca. 4 v. T. abgenommen. Nach der Zeit 

1,004 ' 
105 T = 1,12 sec ist jedoch der EinfluB der beiden gegenlaufigen 
Wellenzuge praktisch auf Null abgeklungen, so daB als Endzustand 
die Ladung der ganzen Leitung mit der konstanten Spannung E 
ubrig bleibt. 

Der Ladestrom J, dessen Verlauf wir im einzelnen nicht ver
folgen, klingt gleichzeitig mit p auf den Dauerwert Null abo 

Fig. 252 gibt bildlich den Verlauf von J ohneBerucksichtigung 
der Dampfung. 

V. Handelt es sich um schwierigere Falle, Z. B. plOtzliche 
Erhohung der Wechselstromspannung am Anfang einer am Ende 
offenen Leitung von 

PI (0) sin [w t + CPl (0)] 
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auf 
Pn (0) sin [w t + f{J2 (0)] 

so hat man folgende Schritte zu tun. 
a) Der Beharrungszustand vor Eintritt des Schaltvorganges 

muB bekannt sein nach Strom und Spannung: 

PI = PI (x) sin [w t + f{J1 (x)] 

J I = J I (x) sin [w t + "PI (x)] 

b) Der neue Beharrungszustand nach Abklingen des Schalt
vorganges muB ebenfalls bekannt sein: 

Pn = Pn (x) sin [wt + f{J2(X)] 

I n = I n (x) sin [w t + "P2 (x)] 

c) Die AusgleichsgroBen p, und J, stehen zu den Beharrungs
zustandsgroBen in folgender Beziehung: 

Pn = P + P, 
I n = J + J, 

wo P und J die ZustandsgroBen wahrend des Ausgleichs be
deuten. 

d) Setzen wir hier fUr p, und J, die Reihenentwicklungen 
ein, die formal die Differentialgleichungen (I) und (2) befriedigen, 
so liefert der Ausdruck der Anfangsbedingungen: 

P, (0) = Pu (0) - PI (O)l t = 0 
J, (0) = J u (0) - J I (O)J 

zwei Gleichungen fUr die 4 unbekannten Konstanten A k , 

B k , Ok' Dk • Um zwei weitere Bedingungen, die zur restlosen 
Bestimmung samtlicher Konstanten noch erforderlich sind, zu 
gewinnen, fUhren wir die Grenz bedingungen em: 

P, = Pn - P = 0 fur x = 0, 
weil am Anfang der Leitung dauernd 

Pu = P = P2 (0) sin [w t + f{J2 (0)] 
ist, 

J, = 0 fur x = 1 

weil die Leitung am Ende offen ist. 
Die Grenzbedingungen liefern eine Wertreihe ak (die Pe

B 
rioden) sowiedasVerhaltnis A:' wahrend die Anfangsbedin-
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gungen die Werte Ok und Dk und hiermit Amplitude und Phase 
der einzelnen Schwingungen zu berechnen gestatten. Wir haben 
hier formal dasselbe Ergebnis wie bei den radialen Schwingungen 
der Kugel. Die 0 b erfla chen bed ing ung lieferte die Pe
rio den g 1 e i c hun g zur Bestimmung der Perioden, die A n
fangsbedingung lieferte Amplituden und Phasen 83). 

§ 97.. Der Skinefl'ekt. 

Wir verzichten jetzt auf die Vernachlassigung, die wir 

in § 95 durch Fortlassen des Gliedes R [OoEx] eingefuhrt 
r r=R 

haben, und gehen auf die Gleichungen des zylindrischen Feldes in 
§ 94 zuruck: 

1 o(rMi/) oEx 
r or = S ~ + 4 n A Ex 

1 o(r Mi/) oEr + r ox = S ~ + 4 n A Er 

oEx oE, oMi/ 
(1) 

a-r- - ----a;- = fl --at 
oEx 1 o(rE,l 

----a;- + r --a;:-- = 0 

Von Hertz stammt die Bemerkung, daB es eine potential
artige Funktion II (x, r, t) gibt, von der man Ex, En Mil wie folgt 
ableitet: 

(2) 

Es laBt sich leicht verifizieren, daB die ersten beiden Gleichun
gen und die vierte Gleichung (1) durch den Ansatz (2) befriedigt 
werden, wahrend die dritte Gleichung (1) die Funktion n der 
partieUen Differentialgleichung: 

II 0 r t, Differentialgleichungen. 33 
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82 II 8 II 82 II 82 II 1 8Il 
Eft <:12 + 4nft}·" = <l2 + ~ +-" (3) ut ut u x u r r ur 

unterwirft. 
Versucht man, dieser Gleichung durch emen partikularen 

Ansatz 
Il=XPT (4) 

gerecht zu werden, so findet sich, wie wir ohne weitere Rechnung 
angeben wollen: 

x = eiax 1 
T = eij3t f (5) 

wahrend Pals Funktion von r der gewahnlichen Differential
gleichung zu genugeu hat: 

. d2P 1 dP 
(-Eftfl2+4nftAfll+a2)P==-d 2 +--d (6) r r r 

Setzen wir hier abkurzungshalber 

_ E f.k fl2 + 4 n f.k A fl i + a2 = - a2 

so erkennen wir in 

d2 P + ~ dP + a2 P = 0 
d r2 r dr 

(7) 

(8) 

die Differentialgleichung der Besselschen Funktionen der Ordnung 
Null. 

Die Differentialgleichung hat zwei voneinander unabhangige 
partikulare Integrale: J o (a r) und Ko (a r), in welchen das 
Argument a r wegen (7) auch komplex sein kann. 

Aus diesen Integralen wiirde sich die allgemeine Lasung von 
(8) mit den beiden Integrationskonstanten A und B schreiben: 

P = A J o (a r) + B Ko (a r) (9) 

Weil aber Ko (a r) fur r = 0 (logarithmisch) unendlich wird, 
muB sich (9) auf 

P = A J o (ar) (10) 
reduzieren (vgl. § 76). 

Vermage (2) und (4) finden wir jei,zt unter Einrechnung des 
negativen Vorzeichens in die Konstante 

Ex = AXTa2 Jo(ar) (11) 

1m folgenden wollen wir zuvarderst von der Abhangigkeit 
von Ex von x absehen, d. h. wir setzen in (7) a = 0 und in (11) 
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x = 1 und finden 
( 12) 

wo f3 = OJ die Kreisfrequenz eines in der Leitung flieBenden 
Wechselstromes bedeutet. 

Der elektrischen Feldstarke Ex entspricht eme Dichte des 
Leitungsstromes 

Den Verschiebungsstrom vernachlassigen wir, 
e = 0 und demnach a 2 = - 4 n f1 A OJ i setzen. 

indem 

(13) 

wIr 

Infolge der Symmetrie um die 
Achse des Leiters (vgl. Fig. 253) ist 
2 n r ix d r die Stromstarke im ring
formigen Querschnittselement 2 n r dr 
und mithin 

R 

2 n J rix dr 
o 

Fig. 253. Zur Verteilung 
der Stromdichte in einem 

Leiterquerschnitt. 

die Gesamtstromstarke im 
hat man den Ansatz: 

R 

Draht, die effektiv = I sei. Dann 

2 nAAa2jrJo(ar)dreiwt = If2 eiwt (14) 
o 

aus welchem sich die Konstante bestimmt: 

( 15) 

Rier haben wir folgende wichtige Eigenschaft der Besselschen 
Funktionen benutzt: 

d[r J 1 (ar)] 
dr = arJo(ar) 

oder allgemeiner 
d[rJn(ar)] 

dr = ar I n - 1 (ar) 

welche zwei aufeinander folgende Besselsche Funktionen mit
einander verkniipft. 

Fiihrt man (15) in (13) ein, so findet sich: 

ix alf2 Jo(ar)eiwt 

EX=T= }.2nRJ1 (aR) (16) 
H3~ 
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woraus sich fiir r = R nach Multiplikation mit 1 die Spannungs
differenz in der Oberflache an den Enden eines Leiterstiickes 1 
ergibt: 

E = .i a I i2 J o (a R) ei w t 

l 2nRJ1 (aR) 
(17) 

Dieselbe Spannungsdifferenz muB sich aber ergeben, wenn 
man den Wechselstrom I r2 ei w t mit dem vektoriell ge
schriebenen Wechselstromwiderstand des Leiterstiickes 1 multipli
ziert. Bekanntlich setzt sich der Wechselstromwiderstand zu
sammen aus dem Ohmschen Teile W und dem induktiven Teile 
w L zu W + i w L, wo L die Selbstinduktivitat des Leiter
stiickes der Lange 1 bedeutet. Es muB also 

(w + iw L) Ir2 eiwt 

mit E nach Phase und Amplitude iibereinstimmen, d. h. es 
muB sein: 

(18) 

i.z Aus (16) hat sich bereits ergeben, daB 
die Stromdichte ungleichmaBig iiber den 
Querschnitt verteilt ist, und zwar nimmt 
die effektive Stromdichte von der Leiter-

--fU-WWJ=fWWJ.lllillj------>=x achse nach auBen hin zu (vgl. Fig. 254). 
Hieraus folgt, daB das w in Gleichung (18) 
groBer sein muB als der Widerstand Wg eines 

Fig. 254. Darstellung Leiterstiickes der Lange l, wenn Gleichstrom 
des Skineffekts. darin flieBt: 

1 
Wg = lR2 n (19) 

Dividieren wir mit Gleichung (19) in (18), so kommt 

~ + iwL_ = ~~ J o (aR) (20) 
w(J w(J 2 J 1 (aR) 

Da hier sowohl a wie Jo und J 1 komplex sind, so ist auch die 
ganze rechte Seite von (20) komplex; sie ermoglicht also durch 
Vergleich der reellen und der imaginaren Teile die Bestimmung 
von W wL 

und 
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Wie man sieht, sind beide GroBen nur von lal R abhangig, 
und wir konnen sie demnach in Fig. 255 als Funktion von I a I R 
auftragen. 

8 

~7 
~ r---
/' 

6' 

~ 
II' b? 

s 

~ 9 

~ 
~1~L 
~ 

b:/ 
J 

./ 

/-V 
/ 

1 

./' 14R 
z ~ 6' Q m a ~ $ ~ w 

Fig. 255. Effektiver Widerstand und Selbstinduktion eines 
geradlinigen Leiters 84). 

§ 98. Herleitung der Konstanten der Heavisidesehen Gleiehung 
aus den Maxwellschen Gleichungen des axialsymmetrischen Feldes. 

Wir greifen jetzt auf Gleichung (9) § 97 zuriick 

P = A J o (a r) + B Ko (a r) (1) 
2 

und spalten zunachst aus B Ko (a r) das Glied B J o (a r) 19 --
ay 

ab, welches wir zu A J o (a r) hinzufiigen. Von Ko (a r) bleibt 
iibrig (vgl. § 76) 

-Yo (ar) = -Jo(ar) 19 (r) - 2 (J2 - ! J 4 + ~ J 6 - •• -) (2) 

so daB wir unter Beibehaltung der Konstanten als allgemeines 
Integral a uch schreiben konnen: 

P = A Jo (a r) + B Yo (a r) (3) 

Nunmehr haben wir das Gebiet I innerhalb des Drahtes von 
dem AuBenraum II zu unterscheiden. Beide Gebiete sind durch 
Verschiedenheit der elektrischen Konstanten e1' All /11 bzw. 
8 2, A2 , /1z charakterisiert, denen die Werte 
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bzw. 

entsprechen. 
DemgemiW haben wir auch das Potential II = P X T fiir 

beide Gebiete getrennt anzuschreiben: 

III = (AI J o (al r) +Bl Yo (al r) T X} (4) 
II2 = (A 2 J o(a2 r)+B2 Y o(a2 r)TX 

Aus den Eigenschaften der Funktionen Jo und Yo folgt, daB 
Bl und A2 verschwinden miissen, weil sonst III (wegen Yo) fiir 
r = ° unendlich und II 2 (wegen J 0) fiir r = 00 ebenfalls unendlich 
werden wiirde. 

Nunmehr schreiben wir an Hand der Gleichungen (2) § 97 
die elektrische und die magnetische Feldstarke fiir beide Ge
biete hin: 

Ext = -a12 Al Jo (al r), EX2 = -a22 B2 Y O(a2 r) I 
a 2 +a2 a 2 +a2 (5) 

MNI = 1. f3 At J o' (a1 r), MN2 = 2. f3 B2 Yo' (a2 r) 
~Pl ~P2 

Es gilt jetzt, die Bedingung zu erfiillen, daB E x, und MNI 

an der Drahtoberflache (fiir r = R) in EX2 und M{J2 iibergehen. 
Dies wird durch die Gleichungen ausgedriickt: 

-a12A1JO(aIR)=-a22B2YO(a2R) ) 
a 2 + a2 a 2 + a2 ( 6) 

1. f3 Al J o' (ai R) = 2. f3 B2 Y'o (a2 R) 
~ PI t P2 

Nun machen wir iiber die Konstanten 8, fJ, A folgende nahere 
Angaben: 

1. fJI und fJ2 sind iiberall = 1. 
2. 1m Dielektrikum des AuBenraumes ist die Leitfahigkeit 

A2 = 0. 
3. 1m Leiter ist die Dielektrizitatskonstante 81 = 0, 

und wir setzen voraus, daB 
4. der Drahtradius R so klein ist, daB Wlr von folgenden 

Naherungen Gebrauch machen k6nnen: 
R 

J o (ai R) = 1; Jo' (a1 R) = - a I 2 2 
(7) 

Y o(a 2 R) = Ig(R); Yo' (a2 R) = --k-
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Setzt man (7) in (6) ein und dividiert die Ansatze (6) durch 
einander, so daB die Konstanten A und B herausfallen, so entsteht 
folgende Gleichung: 

al 2 1 a22 19 R 
a12 + a2 2 R 

al2 
a22 + a 2 1: R 

die mit 
al 2 +a2 = -4n Al~i, a22 = t:2~2-a2 

und einigen Umstellungen ubergeht in: 

R2 t:2 R 2 
t:2fJ + 2lgR.nR2 A1 fJi-a =0 

(8) 

(9) 

Dies ist die Bedingungsgleichung fur die GroBe a bei gegebenem ~ 
und umgekehrt. 

Einen ganz analog en Ansatz hatten wir bei der Heaviside
schen Gleichung zu erfullen, namlich 

~2 L 0 - W 0 ~ i - a 2 = 0 (10) 

Beim Vergleich von (to) und (9) konstatieren wir zunachst 
den Widerstand der Langeneinheit des Drahtes 

1 
W= (II) 

Hieraus ergibt sich aber sofort die Kapazitat der Langen
einheit 

0=-
2lgR 

(12) 

und die Selbstinduktion 

L=-2lgR (13) 

welche Ansatze, abgesehen vom Vorzeichen, auch auf anderem 
Wege fUr Kapazitat und Selbstinduktion gefunden werden 
konnen. 

Durch die Formeln (11), (12), (13) werden demnach die 
GroBen W, 0, L, die nach Heaviside ohne eingehendere Be
grundung eingefuhrt werden, als Ergebnisse der genaueren Unter
suchung des elektromagnetischen Feldes im Grenzfalle R = 
kleine GroBe gewonnen 85). 
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I. Leipzig. 1875. b) Lorenz, H., Technische Hydromechanik. Miinchen 
und Berlin. 1910. c) Foppl, A., Technische Mechanik. I. Leipzig. 1900. 

9) Siehe Hiitte 1908. I. S. 70. 
10) Bresse, Cours de Mecanique appliquee. II. Paris 1860. 
11) DasFolgende bis zum SchluB des § wird von Lesern, die den 

Gebrauch des zweiten Differentialquotienten noch nicht kennen, zweck· 
maBig bis nach Erledigung von § 25 aufgespart. 

12) Siehe Hiitte 1910. I. S. 96. Nr. 12. 
13) Vgl. hierzu die Arbeiten Thiems im Journal flir Gasbeleuchtung 

und Wasserversorgung 1876, 1879, 1880, 1898. 
14) Siehe Hiitte 1908. I. S. 97. Nr. 16. 
15) Dieser § ist erst nach Erledigung von § 51 zu lesen. 
16) Z. B. Forsyth, R. A., Lehrbuch der Differentialgleichungen. 

Mit Aufgaben von H. Maser. 2. A. von W. J aco bsthal. Braunschweig 
1912. 

17) Wahrend des Druckes ist die Arbeit von Prof. MeiBner in der 
Schweizerischen Bauzeitung 1913, 11. und 18. Okt. "Graphische Inte· 
gration von totalen Differentialgleichungen" erschienen, in welcher vom 
Kriimmungskreis und dem in unserem Text angegebenen Prinzip um· 
fassender Gebrauch gemacht wird. 

18) Siehe Hiitte 1908. I. S. 68. 
19) Aus der Fig. 71 ergibt sich noch, daB die zweiten Integralkurven 

zu abc in den zu den Abszissenpunkten b gehorigen Kurvenpunkten 
sogenannte Wendetangen ten besitzen miissen. Dies lehrt unmittelbar 
die Konstruktion des Seilecks zu f(x). Uberall, wo die Werte von f(x) einen 
Zeichenwechsel erleiden, nehmen die Polstrahlen und mithin auch die 
Tangenten des Seilecks Grenzlagen ein. Das letztere ist aber das Kenn· 
zeichen der Wendetangenten. Diejenigen Punkte, in denen die Wende· 
tangenten ihre Kurve beriihren, nennt man Wend epunkte. V gl. Hiitte 
1908. I. S. 96. 

20) Hiitte 1908. I. S. 95. 
21) Hiitte 1908. I. S. 93. 
22) Hiitte 1908. I. S. 66. 
23) Vgl. Jahnke, E., und Emde, F., Funktionentafehl mit Formeln 

und Kurven. 1909. Leipzig und Berlin. Dies Werk enthalt reichhaltiges 
Zahlenmaterial und graphische Darstellungen zu den verschiedenen Funk· 
tionen und wird von uns noch mehrfach zitiert werden unter der Ab· 
kiirzung: J. und E. 

24) Hierflir geniigt die Tafel Hiitte 1098. I. S. 30. 
25) Vgl. Foppl, Technische Mechanik. III. Leipzig. 1900. S. 322. 
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26) Hiitte 1908. 1. S. 68. 
27) Math. Ann. 46, 168-178. 
28) Die Daten sind mit geringen Abweichungen entnommen aus: 

Dwelshauvers-Dery, Etude experimentale de la machine it vapeur. 
Paris. Gauthier-Villars. 

28a) Die Bezeichnung "simultan" findet im § 45 ihre nahere Er-
klarung. Fiir das Nachstfolgende ist diese vorerst nicht erforderlich. 

29) Vgl. hierzu: Abdank-Abakanowicz, Die Integraphen. 
30) Proc. Roy. Soc. 24 (1876). S. 269. 
30a) Dies ergibt sich daraus, daB der Integrand von K symmetrisch 

7r 
zum Werte fj = 2 liegt. 

31) Siehe z. B. J. u. E. S. 46. 
32) Hiitte 1908. 1. S. 57. 
33) Hiitte 1908. 1. S. 58. 
34) Dcn Modul k kann man beim Anschreiben der Formeln fort

lassen, wenn keine MiBverstandnisse moglich sind. Die Differentiations
formel (32) ist zu find en bei J. und E. S. 46. 

35) Dieser Ansatz ist ein Spezialfall des Additionstheorems der ellip
tischen Funktion sin am und ergibt sich z. B. nach J. und E. S. 47 aus 
sn (u + v) mit v = K und den Werten der Tafel 4. Auf S.46 bei J. und E. 
sind unsere beiden Formeln (55) zu finden. 

Beweise fur aIle von uns angewendeten Formeln der elliptischen 
Funktionen und Integrale findet man in: Krause, M., Theorie der ellip
tischen Funktionen. Teubner. 1912. 

36) Tst die abhangige Variabele y eine physikalische GroBe, so 
wird man verlangen miissen, daB sie niemals unendliche Werte annimmt. 
Dies wird nur dann erreicht, wenn keine der Wurzeln J1- einen positiven 
reellen Anteil hat. Hierfiir miissen die Koeffizienten a1 der Gleichung (7) 
gewissen Bedingungen geniigen, die z. B. bei Hort, Technische 
Schwingungen. Berlin 1910, S. 76 nachgesehen werden konnen. 

37) Foppl, Technische Mechanik. II. 1900. S. 254. 
38) Siehe: Lorenz, H., Technische Physik. IV. S. 615 und Poschl, 

Th., und v. Terzaghi, K., Berechnung von Behaltern nach neueren 
analytischen und graphischen Methoden. Springer. 1913. 

39) Siehe iiber die Berechnung von Behaltern aus mehreren zylin-
drischen Teilen: Runge, Z. f. Math. u. Phys. 1904. 

40) Hiitte. 1908 I. S. 68. 
41) Crelles Journal, Bd. 80, S. 317ff. 
42) Crelles Journal, Bd. 66, S. 148ff.; Bd. 68, S. 361ff. 
43) Crelles Journal, Bd. 66, S. 126ff. 
44) Die folgenden Ausfiihrungen sind der Arbeit von Frobenius, 

Crelles Journal, Bd. 76, S. 214-224 entnommen. 
45) Siehe a,uch ReiBner, Beton und Eisen. 1908. S. 150. 
46) Vgl. zudiesem §: Hort, W., TechnischeSchwingungslehre. Springer. 

1910 und Hort, W., Regulierung der Kraftmaschinen. Zeitschr. f. Math. 
und Phys. 1904. 

47) Hiitte 1908. 1. S. 156 und 197. 
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(8) Hlitte 1908. I. S. U8, 12. 
(9) Hlitte 1908. I. S. 100. 
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50) Naheres liber Differenzengleichungen siehe in: a) Mar koff, A. A., 
Differenzenrechnung. St. Petersburg. 1889-1891; deutsch von Friesen
dorf und Prlimm. Leipzig. 1896 und b) Wallenberg, G., und A. Guld
berg, Theorie der linearen Differenzengleichungen. 1911. Teubner. 

51) Hlitte 1908. I. S. 468. 
52) Siehe hierzu Routh, J. E., Dynamik der Systeme starrer Korper. 

Deutsch von Schepp. II. S. 297. Teubner. 1898. 
53) Dieser Satz liber die "Funktionaldeterminante" LI wird in den 

Lehrblichern liber Differentialgleichungen bewiesen, z. B. bei Forsyth, 
Differentialgleichungen. § 9. 

54) Zum Studium der allgemeinen Integrationstheorien partieller 
Differentialgleichungen Mnnen folgende Werke dienen: 

a) Horn, J., Einflihrung in die Theorie der partiellen Differential
gleichungen. 1910. Goschen. 

b) v. Weber, E., Vorlesungen liber das Pfaffsche Problem und 
die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 1900. 
Teubner. 

c) Forsyth, A. R, Differentialgleichungen. II. A. 1912. Vieweg. 
55) Vgl. hierzu ausflihrliche geschichtliche Angaben in: Burk

hardt, H., Entwickelungen nach oszillierenden Funktionen usw. 1908. 
Teubner. 

56) Uber die Formel der partiellen Integration siehe Hlitte 1908. I. 72. 
56a) Als weitere Mittel zur harmonischen Analyse sind zu nennen 

der Apparat von Michelson und Stratton, beschrieben in Phil. Mag. 
1898. und derjenige von Mader, beschrieben E.T.Z. 09. 

57) Ray leigh, Theorie des Schalles. Deutsch von N eesen. 1879/80. 
Braunschweig. 

58) S. Ribiere, Phares et Signaux Maritimes. Paris. 1908. 
59) Litteratur der Schiffsschwingungen: a) Glim bel, Jahrbuch 

der Schiffbautechnischen Gesellschaft. 1901. S. 211. b) Kriloff, Math. 
Ann. 1905. S. 211. 

60) Vgl. z. B. Schafheitlin, P., Die Theorie der Besselschen Funk-
tionen. Teubner. 1908. 

61) Die Konstante c bedeutet in Formel (4) die spezifische Warme. 
62) Siehe Hlitte 1908. I. S.97. 
63) Ausflihrliches liber Warmeleitung findet man in: a) Fourier, 

Theorie analytique de la Chaleur. Paris 1822. b) Heine, Handbuch der 
Kugelfunktionen. II. Berlin 1881. c) Riemann- W c bcr, Die partiellen 
Differentialgleichungen der mathematischenPhysik. II. Braunschweig 1901. 

64) Die Warmebewegung durch die Wandung des Dampfmaschinen
zylinders wird ebenfalls behandelt von: a) Kirsch, Die Bewegung der 
Warme in den Zylinderwandungen der Dampfmaschine. Leipzig 1886. 
b) Lorenz, H., Lehrbuch der technischen Physik. II. Mlinchen 1904. 

65) Lehrbuch-Literatur zur ebenen Fllissigkeitsstromung: Foppl, A. 
Vorlesungen liber technische Mechanik. IV. VI. Leipzig 1901/1910. 
b) Lorenz, R., Lehrbuch der technischen Physik. III. Mlinchen 1910. 



524 Anmerkungen lind Literaturangahen. 

c) Riemann· Weber, Die partiellen Differentialgleichungen del' mathe· 
matischen Physik. II. Braunschweig 1901. 

66) Lehrbuch.Literatur zur Differentialgleichung des Potentials: 
a) Heine, Handbuch del' Kugelfunktionen. II. Berlin 1881. b) Rie· 
mann· Weber, Die partiellen Differentialgleichungen del' mathemat. 
Physik. II. 1901. c) Neumann, F., Vorlesungen iiber die Theorie des 
Potentials und del' Kugelfunktionen. Leipzig 1887. 

67) Hiitte 1908. I. S.68. Die Mheren Glieder del' Entwicklung sind 
fortgelassen. 

68) Ein Beispiel fUr die zweite Randwertaufgabe wird im § 85 ge· 
geben. Fiir die dritte Randwertaufgabe sind Beispiele u. a. bei Riemann
Weber zu finden, auf die wir hier del' Raumbeschrankung halber nicht 
eingehen. 

69) Abgesehen von den spateI' zu behandelnden Beispielen zur Reihen· 
methode, sei auf Riemann, Ges. Werke, Nr. XXIV, Uber das Potential 
eines Ringes, verwiesen. 

70) Ein Unterfall del' Methode del' Greenschen Funktion ist die von 
Riemann zur Losung von Differentialgleichungen elastischer Schwin· 
gungen angewendete Methode. Man sehe iiber diese das mehrfach an· 
gefiihrte Werk von Riemann·Weber, 2. Bd., wo auch die Riemannsche 
Originalarbeit angefiihrt ist. Anwendung hat die Riemannsche Methode 
dann noch gefunden durch Radakovic, Wiener Berichte, Bd. 108, 
S.577, auf die Bewegung einer Saite unter der Einwirkung einer Kraft 
mit wanderndem Angriffspunkt. Diese Aufgabe ist wichtig fiir die 
Frage nach den Erschiitterungen einer Briicke infolge eines dariiber. 
fahrenden Eisenbahnzuges odeI' nach den Querschwingungen eines Ge· 
schiitzes beim Schusse. 

71) Z. B. die schon angefiihrte Tafel von Jahnke und Emde. 
72) Den Beweis des Satzes siehe z. B. bei Riemann· We bel', Bd. I. 
73) Naheres iiber die Beziehungen des Hookeschen Gesetzes zum 

Spannungszustand siehe in den Lehrbiichern del' technischen Mechanik, z. B. 
Foppl, Bd. III, und Lorenz, Bd. IV. 

74) Fiir das Folgende verweisen wir auf Ole bsch, A., Theorie del' 
Elaetizitat. 1862. 

74a) Vgl. hierzu § 42 dieses Buches. 
75) Vgl. zum Folgenden: Ritz, Uber eine neue Methode zur Losung 

gewisser Variationsprobleme del' mathematischen Physik. Crelles Journal 
1908. Lorenz, H., Technische Physik, Bd. IV. 1913. 

76) Die Ausrechnung del' Variation findet man z. B. bei Foppl, 
Technische Mechanik, Bd. III. 

77) Die Minimalbedingung fUr Funktionen zweier Variabeln siehe 
Hiitte 1908. I. S. 70. 

78) Vgl. hierzu die Fortpflanzung des SchaIIes in Gasen, z. B. bei 
Lorenz, H., Technische Warmelehre. Miinchen und Berlin 1904. 

79) Die Originalarbeit von Dirichlet ist zu finden in den Berichten 
del' Berliner Akademie 1852. 

80) H. Helmholtz, Uber Integrale del' hydrodynamischen Glei· 
chungen, welche den Wirbelbewegungen entsprecben. J. f. Math. 1858. 



AnmerkulJgen llIHl LiteratnrangalJen. 525 

Die Helmho 1 tzsche Theorie ist mehr oder weniger ausfiihrlich 
wiedergegeben u. a. bei: 

Foppl, A., Technische Mechanik VI., 1910. 
Lorenz, H., Technische Hyilromechanik, 1910. 
Riemann- Weber, PartieUe Differentialgleichungen II, 1901. 
81) Neue Theorie und Berechnung der Kreiselrader Miinchen 1906. 
82) Technische Einzelheiten zum folgenden und wertvolles Kon

stantenmaterial findet man bei Rossler, Die Fernleitung von Wechsel
stromen. Springer, Berlin 1905. 

83) Fiir ausfiilulicheres Studium sei hierzu verwiesen auf: Wagner, 
K. W., Elektromagnetische Ausgleichsvorgange in Freileitungen und 
Kabeln. Teubner, Leipzig 1908. 

84) Fig. 255 ist gezeichnet nach Tabelle XXI des mehrfach zitierten 
Buches von Jahnke und Emde. 

85) Vgl. zu § 98: Mie, Ann. d. Phys., Bd II, 1900, S.201. Poincare, 
Eclairage elektr. Bd. 40,1904. Sommerfeld, Wied. Ann. 67, (1899), S.233. 



Verzeichnis 
der hehandelten Differentialgleichungen. 

I. Gewohnliche Difl'erentiaIgleichungen. 

a) Erste Ordnung. 

Allgemeine Form: 

F(X, y, ::) = O. 

Einfachste Formen, liisbar durch unmittelbare Integration: 
dy 
dx - j(x) = 0 

dy 
dx -'I (y) = O. 

Formen, los bar durch Trennung der Variabeln: 

~+ 'I (x) =0 
dx ¢(x) 

dy 
'I (x) </J (y) + '11 (x) <1'1 (y) dX = O. 

S. 52 

S. 53 

S. 53 

S. 66 

S. 66 

Losbar durch die Bernoullische Substitutionsmethode: 
dy 
dX + X y + Xo = O. S. 69 

Losbar als totales Differential: 
j(x, y)dx + y(x, y)dy = 0 S. 80 

unter der Bedingung 
oj oy 
a; = a;-' 

Losbar durch die Methode des integrierenden Faktors J (x, y): 

j(x,y)dx+y(x,y)dy=O; S.82 
nach Integration der partiellen Differentialgleichung 

j ~ -y ~ + (~ - ~) J = 0, 
oy ox oy ox 

die sich in besonderen Fallen auf eine gewohnliche Differential
gleichung vereinfacht. 

b) Zweite Ordnung. 
Allgemeine Form: 

( dy d2y ) = O. F x, y, dx ' dx2 S.85 
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Graphisch oder rechnerisch losbar, wenn die Auflosung: 

d 2 y ( d Y ) 
dx' =/ x'Y'ax S. 85, 135 

moglich ist. 

Lineare Differentialgleichungen im weiteren Sinne: 
d2 y dy 

Po (x, y) dx' + PI (x, y)ax + P 2 (x, y) Y + P 3 (x, y) = O. S.86 

Lineare Differentialgleichungen im engeren Sinne: 
d2 y dy 

Po (x) dx2 + PI (x) ax + P 2 (x) y + P 3 (x) = o. S. 87, 211, 218 

Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten: 
d2 y dy 

ao dx' + al a:;; + a2 Y + a3 = O. S. 87, 104 

Differentialgleichung der Seilkurve: 
d2 y 

H dx2 = -/ (x). 

Differentialgleichung der elastischen Linie: 
d2 y 

EJ· dx2 =-Mx' 

(Nichtlineare) Differentialgleichung der Ketten-Linie: 

H d2y = rl/~ + (d y )2 
dx2 r dx, 

S.94 

S. 103 

S. 114 

Eindimensionale Differentialgleichungen: S. 125 

d 2 u +~~-~=O 
dx' xdx x' 

d2 cp I dcp cp 
dx2 +-;;-a:;;--;z=-ax. S.131 

Differentialgleichung der Pendelbewegung, lOsbar durch elliptische 
Funktionen: 

d2 a g. 
dt2 + T sma = O. S.170 

Differentialgleichung der Besselschen (Zylinder-) Funktionen: 
d2 J dJ 

x2 __ , + x-+(x2_m2)J=0. S.310 
dx2 dx 

Differentialgleichung der Legendreschen (oinfachen Kugel- )Funktionen: 
d2 P n (/1) d P n (/~) 

(1- /12) d/1' 2/1-----a:;;- + n (n + 1) P n (/~) = O. S.376 

Differentialgleichung des k-ten Differentialquotienten der Legendre
schen Kugelfunktionen: 

d2D~) (/~) dD~) (p) 
(l-p2) d ' 2f~ (k + 1) --;-d--

/1 p 
+ [n (n + 1) -k (k + 1)] D~) (il.) = o. S. 389 
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c) n-ter Ordnung. 

Allgemeine Form: 

F(X'y,~, d2 y , .... , 
dx dX2 

Einfachste Formen: 

dny -X=O; 
dxn 

dny 
--- Y =0. 
dxn 

S. 189 

S. 190 

S. 190 

Durch Substitution auf Differentialgleichungen erster bzw. zweiter 
Ordnung zuruckfuhrbar: 

Lineare Differentialgleichungen n- ter Ordnung: 

dny dn-1y dy 
Xo--+X l --- + .... +Xn_1-+Xn y=X. 

dxn dxn-,l dx 

Erniedrigung der Ordnungszahl 
Variation der Konstanten 

Methode der Reihenentwicklung 

S. 191 

S.193 

S. 193 
S. 197 

S. 208 
Lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffi
zienten: 

S.200 

d) Simultane Differentialgleichungen. 

Allgemeine Form bei zwei abhangigen Variabeln: 

F (Xl' x 2, d::, ddX
; , .... ) = 01 

( dXl dX2 ) 
G X l ,X2'dY' dY' .... = 0 

S.227 

Allgemeine Form eines Systems erster Ordnung bei n abhangigen 
Variabeln: 

dx. d; = IIi (Xl' X., .... xn' y); i = 1, 2, .... n S. 227 
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Allgemeine Form eines Systems m·ter Ordnung bei n abhangigen 
Variabeln: 

dmx. 
--' f ( '" (m-l) (m-l) (m-l)) dym = i xl'x2'····Xn'xl'x2' .. ··xn'····'xl ,x2 , .... xn ,Y.; 

i = 1,2, ... . n. S.229 

Differentialgleichungen der Dampfmaschinenregulierung: 

d' d ) m dt~ + b d; + C Yj = ii' w 
S.234 

fj dw 
rdt = -kYj + To-kTo-w 

Differentialgleichungen der ungestorten Planetenbewegung: 

d'x k 2 

""'"di2 + 1:3 (m + M) x = 0 

d' y k2 
dt' + 1:3 (m + M) y = 0 S.236 

d2 z k2 
dt' + 1:3 (m + M) z = 0 

e) Differenzengleichungen. 
Allgemeine Form: 

lJ!'(x'Yx'Yx+l" "Yx+n)=O. S.246 
Lineare Differenzengleichungen: 

YxPo (x) + yx+ 1 Ptl x ) + .... + Yx + n P n (a) = - Q (x). S.246 

Mit konstanten Koe£fizienten: 

Yx ao + Yx + 1 al + .... + Yx + n an = O. S.247 

Differenzengleichung fiir die Biegungsmomente des durchlaufenden 
Balkens: 

S.248 

Difierenzengleichung fiir die Amplituden der Bewegung einer Kette 
von Massenpunkten: 

( 4 p2 7r2 ) Lr,k+ -C-2--2 Lp,k+l +Lp,k+2=O. S.251 

II. Partielle Difl'erentialgleichlmgen. 

a) Allgemeine Form bei einer abhangigen und zwei unab· 
hangigen Variabeln: 

( oz OZ 02 Z ) F x, Y, z, -,,-, -,,-, --') , .... a, b, c, .... O~ O. 
"x "Y ox' 

S.259 

H 0 r t, Diffcrentialgleichungen, 



530 Verzeielmis der behandelten Differentialgleichungen. 

b) Sai tense h wingung, Sehallsc hwingung, Sta btorsionssch wi n
gung, ebene elektrische Wellen: 

02 Y 02 Y __ -a2 __ 
ot2 - ox2 ' S. 271,287,412 

e) Stabbiegungsschwingung: 

02 y 04 Y 
pq ot2 +EJ ox4 =0; 

02 y 02 ( 02 y) 
pq(X)---at2+ E ox2 J(x) ox2 =0. 

d) Membranschwingungen: 

02 z _ 2 ( 02 Z 02 Z ) • 

3t2- a ox2 + oy2 ' 

02 Z ( 02 t 1 02 Z 1 0 z ) 
3t2 = a2 ~ + ~ 0\02 + --;:a;:- . 

e) Warmeleitung: 

oT _ 2 (oeT 02T 02T). 
Tt - a 0 x2 + 0 y2 + 0 Z2 ' 

oT 2 02T 
Tt=a ox2' 

f) Ebene Stromung: 

u~+v~+~=x-~~l ox oy ot p ox 
OV OV OV 1 op 

u-+v-+-=Y---
ox oy ot p oy 

S.290 

S. 296 

S. 300 

S.307 

S.318 

S.319 

S. 332 

g) Stationare ebene Stromung (Geschwindigkeitspotential): 

02 1[1 02 1[1 
ox2 + oy2 = O. S. 334 

h) Newtonsehes Potential: 

02 V 02 V 02 V 
o x 2 + 0 y2 + aZ2 = - 4 7r 1" S. 349 

in Zylinderkoordina ten: 

02 V 02 V 1 02 V 1 0 V 
o x2 + ~ + ~ 0 \02 + --;: ~ = - 4 7r p. S. 398 

in Polarkoordinaten: 

02 ( V r) 1 0 (. 0 V) 1 02 V 
r -~-2- + ~ -;:;-0 sm () c;-o + -'-20 ~ = - 4 7r p. 

<.J r Sln"~ <.J 1J' <.J I, sIn " <.J \0 
S. 372 

Differentialgleichung der allgemeinen Kugelfunktionen: 

1 0 ( OXn ) 1 02 X 
n(n+l)X +--- sin{)-- + ____ n =0. 

n sin,9 0 {) 0 {j sin2 {) 0 \02 
S. 386 



Vel'zeichni,; del' hehandelten DiHel'entialgleichnngen. 

i) Differentialgleichungen der Elastizitat: 

t: m oe X 
J, + m _ 2 a;; + G = O. 

m oe Y 
J TJ + m _ 2 ay- + G = O. 

r- m oe Z 
J> + m _ 2 ~ + G = O. 

e=~+~+~ ox oy OZ 

Radiale Kugelschwingungen: 

(4 ~ 02 E) 2 (m -- 1) ~ _ 0 
or + r or2 m _ 2 + G - . 

k) Hydrodynamische Differentialgleichungen: 
Eulersche Gleichungen fiir reibungsfreie Fliissigkeiten in 
winkligen Koordinaten: 

( ov'" o v'" o v'" ovz ) op 
P ----at" + v"'ax + Vyay + vz~ = X-a;; 

( OVy oVy oVy OVy ) op 
P ----at" + v", ax + Vyay + vz~ = Y -ay 

( o~ o~ o~ o~) op 
P ---at+v",ax+Vyay+vz~ =Z-~ 

op o (pvx ) o (pVy) o (pvz) 

at + -~ + -ay + --oz- = 0 

Bewegungsgleichungen fUr zahe inkompressible Fliissigkeiten: 
dvx op 

p ---at = X - --;;-;;- + x LJvx 

dvy op 
p ---at = Y = ay- + x LJVy 

dvz op 
p ---at = Z - Tz + xLJvz 

o v'" oVy oVz __ --1- __ + __ =0 
ox I oy OZ 

Gleichungen von Lagrange: 

02X ~ + 02 Y ~ 02 Z ~ = X ~ + Y ~ + Z ~_ ~ ~ 
ot2 oa ot2 oa + ot2 oa oa oa oa p oa 

531 

8. 408 

8.417 

recht· 

S.432 

S.436 

02x ~ 02y ~ 02 Z ~-X~ Y~ Z OZ _~ op 8.450 
ot2 0 b + ot2 ob + ot2 ob - ob + ob + ob lib P . 
02 X 0 X 02 Y 0 Y 02 Z 0 Z 0 x 0 y 0 Z lop 
lJt2 ac + ot2 liO + at:' liO = X de + Yac + Z liO-pliO 

34* 
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ox oy OZ 

oa oa oa 
ox oy oz 
ab ob ob 

= I S.450 

ox oy oz 
oc oc oc 

Eulersche Gleichungen in Zylinderkoordinaten: 

P (dVr _!!l) ~= R-~ 
dt r or 

p d(vtr) I op 
---=T---
r dt r 0 ¥' S. 460 £. 

'dvz op 
P--;{t=Z-fu 

o (vr r) oVt 0 (vz r) 
--+-+--=0. 

or o¥, OZ 

Differentialgleichung der Stromfunktion in Zylinderkoordinaten: 
02 P" I 0 If!' 02 1fJ" 
or2 - --; a;:- + Oz2 = O. S. 464 

Differentialgleichungen der Lorenzschen Turbinentheorie: 

P (dvr -~) = R--~ 
dt r or 

P d (vt r) 
--- = T S.642, 466 
r dt 

dvz op 
pdt:=Z+ap- oz 

o (r t·r) 0 (r Vt) 
+ - 0 S. 462 

~ ~-

1) Elektro-dynamische Differentialgleichungen. 

Maxwellsche Gleichungen in Vektorform: 

2 ~ + 4 7r .H~ = curl m I . ot 
om 

p. at = - curl Q; 

Maxwellsche Gleichungen in rechtwinkligen Koordinaten: 
oEx oMz oMy 

e ~ + 4 7r lEx = ---ay-~ 

oEy oMx oMz 
2~+47r)'Ey ~-ax 

oEz oMy oMx 
e at + 4 7r ). E z = ax ----ay 

S.476 

S.476 
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oMx 
/1.-O-t-

aMy 
/1.-;)t 

oMz 
fL-;)t 

Die erste Gleichung Maxwells nach Elimination von 9:Q: 

02 Ex oEx 
JEx = "'fL ----ai;2 + 4 1rA /1. at· 

Differentialgleichung einer ebenen elektrischen Welle: 

02 U . au 
J U = '" fL aT + 4 r..l. f1.----at· 

8. 476 

S.478 

8. 479 

Erstes Maxwelleches Gleichungssystem in Zylinderkoordinaten: 

~(OM, _ O(rM,y)) ='" oEx +4r.).E 
r a 1~ or at x 

( OMx _ OM,) 
or ox 

oEN 
= E-- + 4r.).E" 

at " 
S. 483 

~(O(rMN) _ OMx ) ='" OET +4r.)'E 
r ox otJ at r 

Maxwellsche Gleichungen des axialsymmetrischen Feldes: 

1 o(rMN) oEx . ) 
----;: or = "'--at + 4r.)'Ex 

(~Ex _~ET) = -fL oMN 
or ox at 

1 o(rMl'l) OET 
+ ---;:-a;;- = "'-at + 4,,)'ET 

S. 484 

Heavisidesche Gleichung: 

02J 02J oJ 
--=LC--+wC-. 
ox2 ot2 at 

S.491 

Differentialgleichung der Potentialfunktion des axialsymmetrischen 
Feldes: 

02 11 a [J 02 [J 02 11 1 a [J 
"'/1. ot2 +4r.,U).Tt= ox. + or2 +---;:a;-' 8.514 
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Ing. R. Vogdt, Oberlehrer an der Maschinenbauschule in Essen (Ruhr), 
Regierungsbaumeister a. D. ~lit 154 Textfiguren. 

In Leinwand gebunden Preis .NI. 2,80.' 

Aufgaben aus der technischen Mechanik. Von Professor 
Ferdinand Wittenbauer, Graz. 

I. Band: Allgemeiner Teil. Dritte, vermehrte und verbesserte 
AuHage. 816 Aufgaben nebst Liisungen. Mit 610 Textfiguren. 

In Leinwand gebunden Preis M.6,40. 
II. Band: Festigkeitslehre. 591 Aufgaben nebst I,iisungen und 

einer Formelsammlung. Zweite, verbesserte AuHage. :Mit 490 Text
fignren. Preis M. 6,-; in Leimmnd gebunden M. 6,80. 

III. Band: Fliissigkeiten und Gase. 504 Aufgaben nehst Lii
,;ungen und einer Formelsammlung. Mit 347 Textl'iguren. 

Preis M. 6,-; in Leinwand gebunden M. 6,80. 

Festigkeitslehre nebst Aufgaben aus dem Maschinenbau und del' 
Baukonstruktion. Ein Lehrbuch fUr Maschinenhauschulen und andere 
technische Lehranstalten sowie zum Selbstunterricht und fUr die 
Praxis. Von Ernst Wehnert, Ingenieur und Oberlehrer an del' Stadt. 
Gewerbe- un<1 Maschinenbauschule in Leipzig. 

I. Ban d: Einfiihrung in die Festigkeitslehre. Z IV e it e, verbesserte 
und vermehrte Auflage. Mit 247 Textfiguren. 

In Lelnwand gebunden Preis M.6,--. 
II. Band: Zusammengesetzte Festigkeitslehre. Mit 142 Textfiguren. 

In Leinwaml gebumlen Preis M.7,-. 

Ed. Autenrieth, Teclmische lUechanik. Ein Lehrbuch der 
Statik und Dynamik fUr Maschinen- und Bauingenieure. Zweite 
AuHage. Neu hearbeitet von Prof. Dr.-Ing. Max Ensslin in Stuttgart. 
Mit 297 Textfiguren. In Leinwanu gebunden Preis M. 18,--. 

Elastizitat und Festigkeit. Die Iiir die Technik wichtigsten 
Satze nnd deren erfahrungsmaBige Grundlage. Von Dr.-Ing. C. Bach, 
Kgl. Wiirtt. Baudirektor, Prof. des Maschineningenieurwesens a. d. 
Kg!. Techn. Hochschule Stuttgart. S echste, vermehrte Aullage. 
Dnter Mitwirkung von Prof. R. Baumann an der Kg!. Techn. Hoch
schule Stuttgart. Mit in den Text gedruckten Abbildungen und 20 
Tafeln in Lichtdruck. In Leinwand gelmnden Preis M. 20,-. 

'raschenbuch ffir den Maschinenbau. 
Bearbeitet von 

lng. H. Dub bel-Berlin, Dr. G. GJ nge-Berlin, Dipl..lng. W. Gruhl.Berlin. Dipl.
lng. R. Hanchen.Berlin,lng.O. Heinrich·Berlin, Dirl.·lng. M. Krause·Berlin, 
lng. E. Toussaint·Berlin, Dipl.-lng. H. Winkel·Berlin, Dr .. lng. K. Wolter.-

Berlin. 
Herausge;;!eben von 

Ing. H. Dubbel, Berlin. 
1494 Seitcn WIt 2448 Textfiguren und 4 TafeJn. 

Zwei Teile. - In englisch Leinen gebunden. 
In einem Bande Preh; M. 16,-; in zwei Banden Preis ~1. 17,-. 

Zu beziehen dnrch jede Buchhandlung. 




