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Yorwort.

In den Lehrbiichern der Differential- und Integralrechnung,
die fiir die Zwecke der Ingenieure gedacht sind, finden auch die
Differentialgleichungen Beriicksichtigung. Zumeist gehen jedoch
diese Lehrbiicher iiber eine Anfangseinfithrung in die Theorie
der Differentialgleichungen nicht hinaus, so dall der Lernende
nur einen fliichtigen Uberblick iiber das Gebiet erhalt.

Ferner werden die numerischen, graphischen und mechani-
schen Verfahren zur Lisung von Differentialgleichungen in der
vorhandenen Lehrbuchliteratur fast gar nicht beriicksichtigt.

Hiervon ausgehend habe ich versucht, die Lehre von den
Differentialgleichungen, soweit sie fiir den Ingenieur von Be-
deutung ist, im Zusammenhang an wichtigen technischen und
physikalischen Beispielen darzustellen.

Urspriinglich hatte ich die Absicht, die Differential- und
Integralrechnung iiberall in dem Werke als bekannt voraus-
zusetzen. Bald zeigte es sich jedoch als zweckmiBig, eine kurze
Darlegung zur Verstdndigung vorauszuschicken, die als Ab-
schnitt I erscheint. Hier habe ich den Versuch gemacht, zuerst
den Integralbegriff zu erértern und dann erst zum Differential-
quotienten iiberzugehen, da mich die Ankniipfung an den Flichen-
inhalt und an den Summenbegriff anschaulicher diinkt als die
Ankniipfung an die Kurventangente, iiber deren inneren Zweck
der Lernende zunichst im unklaren bleibt.

Abgesehen von den so gewonnenen Grundtatsachen der
Differential- und Integralrechnung werden im Verlaufe des
Buches eine Reihe von Formeln benutzt, deren Ableitung mit
Riicksicht auf den verfiigharen Raum nicht gegeben werden
konnte. Diese der Differential- und Integralrechnung entnommenen
Ansétze habe ich als rechnerisches jedem zur Verfiigung stehendes
Handwerkszeug betrachtet, zu welchem Standpunkt ich mich
berechtigt glaube, da es sich fast ausschliefilich um Tatsachen
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bhandelt, die im Taschenbuch Hiutte nachgeschlagen werden
konnen. In den Anmerkungen habe ich die betreffenden Stellen
der Hiitte zitiert. Ich méchte hier nicht verfehlen, die mathe-
matische Formelsammlung der Hiitte als nach meinen Erfahrungen
recht geschickt ausgewdhlt zu bezeichnen. Ansitze. die die
Hiitte nicht gibt, sind ebenfalls in den Anmerkungen nach
ihren Quellen namhaft gemacht.

Bei der Behandlung des eigentlichen Themas des Buches
habe ich mich zunichst der iiblichen Einteilung der Differential-
gleichungen in gewdhnliche und partielle angeschlossen. Inner-
halb dieser Einteilung werden die exakten Transformations- und
Substitutionsmethoden dargelegt und auf zahlreiche Beispiele
der Technik und Physik angewendet.

Da ich moglichst alle fiir Aufgaben des Ingenieurwesens
wichtigen Methoden bringen wollte, habe ich mich veranlafit
gesehen, die Reihenentwickelungen nach Frobenius nebst der
damit in Zusammenhang stehenden Ermittlung der logarithmen-
behafteten Integrale linearer Differentialgleichungen zu be-
handeln. Bekanntlich werden diese Verfahren in der Behilter-
theorie gebraucht. Daneben werden einige Fragen, die mit der
Technik nicht in unmittelbarem Zusammenhang stehen, wie
z. B. die Integration der Differentialgleichungen der Planeten-
bewegung, ihres allgemeinen Interesses halber erortert.

Einen ausgedehnten Raum nimmt die Besprechung der
Instrumente zur Ausfilhrung von Integrationen sowie die Er-
orterung graphischer und rechnerischer Annaherungsverfahren ein.
Es ist wohl das erste Mal, daB diese Stoffe in einem Lehrbuch
der Differentialgleichungen umfangreichere Behandlung finden.

Im Interesse der Anwendungen sind auch die Differenzen-
gleichungen wenigstens in einem kurzen Abri} aufgenommen
worden.

Die partiellen Differentialgleichungen habe ich von einem
etwas anderen Gesichtspunkt aus behandelt. Einerseits gibt es
hier noch verhaltnismiBig wenig Anndherungsverfahren, anderer-
seits berithrt die eigentliche Theorie der partiellen Differential-
gleichungen den Ingenieur fast gar nicht. Es handelt sich stets
um das Stoffgebiet der Differentialgleichungen der mathematischen
Physik. Der zweite Teil des Buches hat infolgedessen ein etwas
mehr theoretisches Geprige als der erste. Ich hoffe aber, dall
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eine Darstellung der mannigfachen Operationen, die man mit
den partiellen Differentialgleichungen der Physik vornehmen
kann, auch Ingenieuren willkommen sein wird. Die Gleichungen
der Elastizitat, Hydrodynamik und ZElektrodynamik sind ja
neuerdings zur Bewiltigung verwickelter praktischer Aufgaben
unentbehrlich geworden. Ich erinnere nur an die Lorenzsche
Turbinentheorie und an die Ausgleichsvorgéange auf
elektrischen Leitungen.

Sach- und Namenregister, Anmerkungen und Angaben der
benutzten und weiterer Literatur nebst Formelverzeichnis werden,
wie ich glaube, den Gebrauch des Buches erleichtern.

Beim Abschlull des Druckes ersehe ich aus Nr. 20 der Zeit-
schrift des Vereines deutscher Ingenieure, dafl der deutsche
Ausschull fiir technisches Schulwesen in seinem fiinften Bericht
den gleichen Anschauungen Ausdruck gibt, die mir den Anstof}
zur Abfassung dieses Buches gegeben haben, weshalb ich zu hoffen
wage, dal mein Werk als erster Versuch, die Lehre von den
Differentialgleichungen in engeren Zusammenhang mit den An-
wendungen zu bringen, wenigstens dem Grunde nach die Billigung
der Fachgenossen findet.

Ich gestatte mir auch an dieser Stelle, Herrn Dr. Lichten-
stein fiur Beratung zu § 44 sowie Herrn Dr. K. W. Wagner
fir Namhaftmachung von Literatur zu § 97 bestens zu danken.

Mein Kollege, Herr Dipl.-Ing. Feise, hat mich in dankens-
werter Weise bei der Revision unterstiitzt.

Die Bildstocke fiir die beschriebenen mathematischen In-
strumente hat die Firma G. Coradi-Zirich zur Verfiigung ge-
stellt.

Und schliellich gebiihrt dem Herrn Verleger fiir die sorg-
faltige Herstellung der Figuren und die Ausstattung des Buches
besondere Anerkennung.

Berlin-Siemensstadt, im September 1914.
Dr. W. Hort.
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Erster Teil

Gewdohnliche Differentialgleichungen.

I. Einleitung.

§ 1. Allgemeine Festsetzungen iiber Koordinaten und Funktionen.

Es gibt Lehrbiicher der Differential- und Integralrechnung
wie auch der Differentialgleichungen, in denen keine Figuren

vorkommen. Dies ist mog.-

*T

lich, weil geometrische Vor- v
stellungen fir den Aufbau = -
der genannten Disziplinen A ‘r 9P
nicht unbedingt erforder.
lich sind. Y A 5 +y
Zweifellos erleichtert __ Ny
jedoch der Gebrauch geo- 7
metrischer Vorstellungen
das Eindringen in unsere v Z z 7
Aufgabe ungemein?).
Der  Verstandigung o —x T P
iilber diese Vorstellungen
sollen die folgenden Vor- -y
bemerkungen dienen. Fig. 1. Die vier Quadranten des
I. Im rechtwink. Koordinatensystems.

ligen Koordinaten.
system gibt es folgende Richtungen (Fig. 1):
O + X = Richtung der positiven z-Achse.

0—X = ,, ,, hegativen z-Achse.
O+Y = ) » positiven y-Achse.
0—Y = ' ,» negativen y-Achse.

sowie die Quadranten I, II, III, IV.

Hort, Differentialgleichungen. 1
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Die Vorzeichen der Koordinaten eines Punktes sind im
I. Quadranten: + 4

11 ”» - +
TIL ., S
1V. 2 + -

Der Pfeil 1—2 bezeichnet den positiven Umlaufsinn
oder die positive Drehrichtung in der zy-Ebene.
II. Die Gleichung
y = @) (1)
wird gelesen: Die Ordinate y ist eine Funktion der
Abszisse x oder kiirzer: y = Funktion x. Die GroBen «
und y heiBen die Variabeln. =« ist die unabhéingige,
y die abhingige Variabele. Die unabhingige Variabele
nennt man auch das Argument der Funktion.
.y Die Funktion y =
f(x) wird in der zy-
#, Ebene dargestellt durch
S [\ die Kurve CC (Fig.2).
T Man sagt auch: Die
N T’ ¢ Kurvey = f(x). Ande-
5, l Tl 5;/ .z rerseits definiert jeder
J s graphisch gegebene
¢ | -z Z 1 &Y  Linienzug C€C eine
A Funktion y von z, die
man auch analytisch
festlegen kann.
Besondere Punkte
Fig. 2. Graphische Darstellung einer der Kurve bzw. Werte
Funktion und ihrer Nullpunkte. der Funktion sind:
f(o) ist derjenige
Funktionswert, der sich ergibt, wenn in der Funktion f(x) das
Argument x = o gesetzt wird. Graphisch ergibt sich der Schnitt-
punkt der Kurve mit der y-Achse. Ergibt ferner die Auflosung
der Gleichung

f@) = o (2)
nach « einen oder mehrere Werte # = x;, , ...... , so sind
diese die Nullpunkte oder Nullstellen der Funktion. Gra-



§ 1. Allgemeine Festsetzungen iiber Koordinaten und Funktionen. §

phisch erhélt man die Schnittpunkte der Kurve mit der 2-Achse.
Diejenigen Werte z, fiir die der Funktionswert y unendlich wird,
heiflen die Pole der Funktion (Fig. 3). Die entsprechende Kurve
hat in den Polen Asymptoten, die der y-Achse parallel sind.

Die Punkte M; und M,, in
denen die Kurve horizontale
Tangenten hat, nennt man
Extremalpunkte. Die zu-
gehorigen Funktionswerte heifen
Extreme der Funktion.

Es gibt zwei verschiedene
Arten der Extreme: Maxima
(M;) und Minima (,), deren
Kennzeichen spéter besprochen
werden.

III. Die Funktionen f(x)
gliedert man in:

%
< &L, —>

Fig. 3. Pol einer Funktion.

a) algebraische, b) transzendente.
a) Die ersteren sind solche Funktionen f(z), die aus # durch
eine ,,begrenzte Anzahl von Anwendungen der 4 Spezies und von

Waurzelziehungen gewonnen werden.

Unterabteilungen :

1. Rationale ganze Funktionen, z. B.
ay + 4, & 4 a, 2% 4 az a3
2. Rationale gebrochene Funktionen, z. B.

ay + a, x + a, 2% + aga®

by + by + bya? + bga®
3. Irrationale Funktionen, z. B.

1/% + oy ¢ + ay 2?

oder
1

1

ag + a, 2™ 4 by 1

oder
1

.
Yoo + by 4 b, 22

b) Zu den transzendenten Funktionen gehéren als einfachste

Reprisentanten der Logarithmus lgz, die Exponential-

Sie zerfallen in mehrere

3)

4)

(3)

(6)

(7)

1*
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funktion e? die Winkelfunktionen sin z, cos z, tg z, cot z,
die Kreisfunktionen arcsin z, arccos x, arctg z, arccot z, die
Hyperbelfunktionen sinhx, cosh z, tgh z, cothz, die auch
mit Sinz, Cojz, gz, Cot x bezeichnet werden.

Diesen reiht sich noch eine unbegrenzt grofle Zahl weiterer
Formen an. Das gemeinsame Kennzeichen der transzendenten
Funktionen kann zunichst nur negativ gegeben werden: Alle
Funktionen, die weder rational noch irrational sind, sind trans-
zendent.

IV. Besondere Arten der Darstellung von Funktionen f(x) sind
nun die unendlichen Summen und Produkte. Erstere
schreibt man in der Form

y =f“ﬂfﬂ =), (8)
letztere

Yy = ]Za,.fﬂ (x) . (9)

Sowohl fiir die , Koeffizienten* a, wie fiir die f, (x) miissen
,»Bildungsgesetze‘‘ vorgeschrieben sein. Beide Arten von Dar-
stellungen, sowohl die Summen- wie die Produktdarstellung,
sind wichtige Hilfsmittel zur numerischen Berechnung von Funk-
tionen, besonders von transzendenten Funktionen.

V. a) Eine GroBe y wird als Funktion von z auch definiert
durch die Gleichung

f,y) = o (10)
auch wenn diese nicht nach y auflosbar ist. Dies ist die nicht
explizite oder unentwickelte Art der Darstellung der
Funktion y von =z.

b) Hierher gehért weiter die Parameterdarstellung
einer funktionalen Abhéngigkeit

z = @)
v = v0) ay

In diesen beiden Gleichungen braucht ¢ nicht eliminierbar
Zu sein.

§ 2. Die graphische Summierung der Geraden y = a.

In der Figur 4 sei eine Gerade 4 im Abstande 4 a von der
Abszissenachse gezeichnet. Ihre Gleichung schreibt man

y = a. (1)



§ 2. Die graphische Summierung der Geraden. 5

Bei der Abszisse x zichen wir eine Ordinate und berechnen
den Inhalt des durch die Koordinatenachsen, die Gerade A4 und
die Ordinate begrenzten Rechtecks:

F = ax (2)

]

Fig. 4. Graphische Summierung der Geraden y = a.

Der Rechtecksinhalt verschwindet fiir £ = o und wichst mit
z ins Unendliche. Fiir jeden Wert von « gibt es einen Wert des
Rechtecksinhaltes. Der Rechtecksinhaltist eine Funktion von z.

Diese Funktion soll durch eine Kurve y = aa dargestellt
werden in der Weise, dafl die Zahlenwerte der Kurvenordinaten
gleich den durch sie abgeschnittenen Rechtecksinhalten sind.

Wir bestimmen diese Kurve punktweise. HEs werden fiir
die Abszissen:

1
.’E—O,"z—', 1, 2,3. .o

die zugehorigen Rechtecksinhalte und damit die Ordinaten der
gesuchten Kurve:
@

—, a, 2a, 3a....
2 2) s ,3

y=o
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Durch Auftragung dieser Werte ergibt sich die Gerade OB,
die man sich auch entstanden denken kann durch fortgesetzte
Addition der Ordinatenwerte der Geraden A

y=a
auf den Ordinaten durch die x-Achsenpunkte
z =12 3,4 ......

Die Gerade OB ist also das Ergebnis einer graphischen
Summation. Wir nennen OB die Inhaltskurve.

Mit Hilfe der Geraden OB ergibt sich auch sofort der Inhalt
des Rechtecks, welcher von zwei verschiedenen Ordinaten z,
z. B.  und «;, begrenzt wird:

F, ,=F,—F, = arx—az, = a (x—2z) (3)
Als Regel gilt: Man findet den Inhalt des Rechtecks, indem
man von dem oberen Ordinatenwert der Inhaltskurve den untern

subtrahiert.

) O+

]

A

T ) < Ly

L

Fig. 5. Positiver und negativer Umlaufssinn.

Das bisher Entwickelte gilt auch bei Fortsetzung der Geraden
A und OB in das Gebiet der Negativen z. Es handelt sich darum,
den Inhalt des iiber der Abszisse Ox, = — x, stehenden Recht-
ecks graphisch aufzutragen. Dieses Rechteck unterscheidet sich,
wie wir festsetzen, von dem inhaltlich gleich groBen Rechteck
itber + x, durch das Vorzeichen.

Dies ergibt sich daraus, daf man verschiedene Umlaufs-
richtungen erhdlt, wenn man die Umféinge durchlduft, von O
beginnend und zuerst das Abszissenachsenstiick des Umfanges
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zuriicklegend. Der Umfang des Rechtecks iiber -+ z; wird demnach
entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne durchlaufen, der Umfang
des Rechtecks iiber + x, im Sinne des Uhrzeigers. Wir setzen fest,
dafl Rechtecke der ersten Art positiv, der zweiten Art negativ ge-
rechnet werden sollen (Fig. 5).

Hiermit ergibt sich, dal die Addition der links von der
Ordinatenachse liegenden Ordinaten im Sinne der negativen
y-Achse zu erfolgen hat. Die obigen Formeln lassen sich dann direkt
ibertragen. Es wird der Inhalt des Rechtecks zwischen den Ordi-
naten x; und z,:

Fa:,—xz = F:cl'—sz = axl—(~ aw2) = a(xl + xz) (4)

Es ergibt sich also 4
eine positive Grofle, was
mit dem obigen nicht in
Widerspruchsteht. Denn
mit der oben ange-
schriebenen Formel (4)
haben wir den Inhalt s * + 3
des Rechtecks, von dem = =z >
Abszissenpunkt ¥ = —
z, beginnend und nach
Richtung der positiven
x fortschreitend, be-
stimmt. Die oben fest-
gesetzte Regel der Be- Fig. 6. Vorzeichenfestlegung des
stimmung des  Vor- Flicheninhaltes.
zeichens mittels des
Umlaufsinnes ergibt das positive Vorzeichen (Fig. 6).

Als oberer Wert gilt stets derjenige, dessen Ordinate das
Rechteck nach der Richtung der positiven z hin begrenszt.

Oben wurde die graphische Addition im Anfangspunkte der
Koordinaten begonnen. Man kann sie jedoch ebenso gut im Punkte

y =1> (5)
beginnen lassen. Die Rechteckinhalte werden hierbei
F, = b+ ax, (6)
d. h. sie werden von der Ordinate durch
b
Lo = — (M

a



8 Einleitung.

an gezihlt. Der oben ausgesprochene Satz &ndert sich hierbei
nicht.
Denn es ist

Fz—-F%: (b+ax)_(b+axl)=a(x_x1)> (8)

.
R
N
SRR

Fig. 7. Summierung mit verschiedenen Ausgangspunkten.

§ 3. Graphische Summierung der Geraden y = a -+ b .

Als weitere Aufgabe soll der Inhalt der von der Geraden AA,
der Abszissenachse und zwei Ordinaten y und ¥, begrenzten Tra-
peze bestimmt werden. Man bestimmt (Fig. 8) auf der Abszissen-
achse eine Anzahl von Punkten, die untereinander gleiche Ab-
stinde etwa = 1 haben. Dann trigt man die mittlere Hohe des
Trapezes iiber 01 auf der Ordinate 1 ab; die Summe der mittleren
Hohen der Trapeze itber 01 und 12 auf der Ordinate 2 usw.
Die Trapeze zwischen den Punkten O und C, sind negativ zu
rechnen, die Trapeze zwischen 0, und — co wieder positiv, wie sich
aus der oben geschaffenen Festsetzung des Umlaufsinnes ergibt. Die
mittlere Hohe des Trapezesiiber0 — 1 ist also auf der Ordinate —1 in
Richtung der negativen y-Achse abzutragen; ebenso die Summe
der mittleren Hohen des Trapezes itber 0 — 1 und des Dreiecks
tiber — 1 — 2 auf der Ordinate — 2. Der Inhalt des nun folgenden
Dreiecks iitber — 2 —3 ist positiv zu rechnen und muB nach
Richtung der positiven y-Achse aufgetragen werden. Auf diese
Weise ergibt sich die Kurve O'C, die Inhaltskurve der
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Geraden AA4. Auch hier gilt die Gleichung:
Jz~x, = Fa;—“Fa:l
Auch hier ist es nicht erforderlich, den Anfangspunkt der
Summation im Koordinaten-Nullpunkt zu wihlen, jeder andere
Punkt der y-Achse, z. B. y = -+ b, ist ebenso geeignet und liefert
eine andere Kurve, die CC kongruent und in Richtung der posi-
tiven y-Achse um die Strecke -+ b verschoben ist.

4 ’

.

Fig. 8. Summierung der Geraden y =a + b z.

§ 4. Graphische Summierung einer beliebigen Kurve.

In der geschilderten Weise kann man die Bestimmung der
Inhaltskurve fiir jeden graphisch gegebenen Linienzug vor-
nehmen. Den gegebene Linienzug nennen wir die Grundkurve.

Man teilt wieder (Fig. 9) die zwischen der Kurve A A und der
2-Achse befindliche Fliche durch Ordinaten gleichen Abstands in
Trapeze bzw. Dreiecke. Zur Erreichung groflerer Genauigkeit ist
hier der Ordinatenabstand eventuell kleiner zu wihlen als 1.
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Natiirlich sind dann die auf den Ordinaten abzutragenden mittleren
Trapezhohen auf die Basis 1 zu reduzieren. Man nennt dies

7"?\_0

H

.

\
5
}
)
7o

7ad

N

'

)

Wi
1

1
1
!
|
|
|
i
|
!

G
Fig. 9. Quadratur einer beliebigen graphisch

gegebenen Kurve. Maximum und Minimum.

Verfahren auch eine
Quadratur.

Es gibt unendlich
viele Inhaltskurven, die
unter sich kongruent
sind und auseinander
durch Verschiebung pa-
rallel zur y-Achse ent-
stehen.

Auch hier gilt:
Jb—a :Fb_Fa, 1)

Besondere Betrach-
tung  verdienen die
Punkte B; und B,, in
denen die Kurve 44
die xz-Achse schneidet.
Wie sich aus der Ent-

stehung der Kurve CC ohne weijteres ergibt, haben die zu-
gehorigen Punkte C) und C, die Eigenschaft, daf hier die Kurve

*y 22
T\ s
Grundkurve Grundhurve
+ —_— + +
*X >

Fig. 10. Kennzeichen des
Maximums.

Fig. 11. Kennzeichen
des Minimums.

CC umkehrt, daB sie hier eine horizontale Tangente hat. In den
Punkten liegt insofern eine Verschiedenheit vor, als in C; die
Tangente unterhalb der Kurve, in C, oberhalb liegt.

a
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Man bezeichnet Punkte der ersten Art als Minima, der
zweiten Art als Maxima. Ganz allgemein kennzeichnen sich
Minima und Maxima dadurch, daf die Grundkurve hier die
Abszissenachse schneidet und zwar in der Weise, daB sie beim
Minimum (Fig. 11) von negativen Ordinatenwerten zu positiven
itbergeht, wenn man in Richtung wachsender Abszissen fort-
schreitet, und beim Maximum (Fig. 10) umgekehrt.

§ 5. Der Begriff des Integrals.

Wir haben oben in verschiedenen Fillen den Inhalt eines
Fliachenstiickes berechnet, welches begrenzt war durch
1. ein Stiick einer gegebenen Kurve
y = f(@) 1)
2. zwei Ordinaten @ und b (b > a),
3. die Abszissenachse.

4

Fig. 12. Analytische Summation Fig. 13. Der Summationsfehler.
unendlich vieler Flichenelemente.

Wir berechneten dies Flachenstiick J,_, als Differenz zwischen
den Ordinaten F, und ¥, der Kurve C'C, die aus 4 4 durch den
,,Summationsprozef** gefunden war
Jy—o = Fpy—F, (@)

Dieser Prozel3 bestand in einer Zerlegung der Flichenstiicke
in trapezférmige Streifen, deren mittlere Hohen graphisch addiert
wurden. ‘

Um nun den Summationsprozel auch rechnerisch verfolgen

zu konnen, wollen wir die Streifen nicht als Trapeze, sondern als
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Rechtecke betrachten. Wir verfahren so etwas ungenauer, um-
gehen aber die Berechnung der mittleren Trapezhohen. Der be-
gangene Fehler besteht (s. Fig. 12) in der Vernachléssigung der
schraffierten Dreiecke, wenn wir ansetzen:

By = f0)0+[()8+ 1 (288 + ... fp—18)8
pod = b (3)
F, = f(0)0 +f()0+ ........ flg—16)d
g6 = a

Hier bedeutet § den gewihlten Ordinatenabstand; die ein-
zelnen Glieder obiger Summen sind die Inhalte der kleinen Ele-
mentarrechtecke.

Wir wiirden diesen Fehler in entgegengesetzter Richtung be-
gehen, wenn wir ansetzen:

F, = f(0)0 +7(2d)0+ ........ f(pd)d
und (4)
F, = {(0)0+{(20)0+ ..o + 1(gd)d
womit offenbar Fy, und F, um die in Figur 13 schraffierten Dreiecke
zu groB} gefunden sind.

Wir bleiben aber bei den Formeln (3), da wir finden werden,
daB der begangene Fehler itberhaupt herausfallt.

Es folgt

Jo—o = Fy—F, =
=[fgd)+ g+ 18+ ....f{lg+p—g—118}]6

=lf@+fla+do+....flat+(—1)810 (5)
b—a
p—~q=n,6= n
oder
p=n—1 z=a-+nm—1)7¢ r=>b
Fy—F,= X 8f(a+0d)= 36/@@) =3 d{@). (6
p=0 rz=a z=a

Da ¢ hier die Differenz von zwei benachbarten Werten von 2
bedeutet, kann man auch schreiben:

0 = Ax
und
z=2"0
Fb*Fa:Zf(x)Ax- (7)

z=a
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Diese Summationsformel geht iiber in die Integrationsformel
b

Fy—F,=[f@)d=, (8)
a

indem man den Ordinatenabstand § = Az sehr (unendlich) klein
werden laf3t, also das Flachenstiick J; _ , aus sehr (unendlich) vielen
sehr (unendlich) schmalen Rechtecksstreifen zusammensetzt, d. h.
n sehr groB werden liBt und zur Kennzeichnung dieses Uber-
ganges das Differenzenzeichen A mit dem Differen-
tialzeichen d und das Summenzeichen X mit dem
Integralzeichen [ vertauscht.
Man nennt den Ausdruck:

b
[f(z)dz

das bestimmte Integral der Funktion f(x) genommen zwischen
den Grenzen a und b, oder iber das Intervall von a
bis b. Das Integral ist ein Symbol fiir den oben ausgefiihrten
Summationsprozel, dessen Ausfithrung im speziellen Fall nicht
notig ist, weil, wie im folgenden entwickelt wird, das Symbol sich
bei speziellen Funktionen f(z) in eine Rechenvorschrift ver-
wandelt. Setzt man die obere Grenze b = =z, so erhilt man

J

z
o—a = Flo) —Fla) = [[(x)dz (9)
a
F(z) — F(a) ist aber der Inhalt des Flachenstiicks zwischen
den Ordinaten @ und z, d. h. bei festgewdhltem e und verénder-
lichem z eine Funktion von . Ersetzt manin dieser Gleichung — F(a)
durch den Buchstaben C, der eine Konstante bedeuten soll, so
liBt man es dahingestellt, bei welcher Ordinate die Summation
beginnen soll und man nennt den entstandenen Ausdruck ¢ + F(x)
das unbestimmte Integral der Funktion f(z). Man ver-
zichtet in diesem Falle tiberhaupt auf die Angabe der Grenzen
und schreibt

[ Hx)dz = C + F(x).
Hiermit begriindet das Symbol [ einen Zusammenhang

zwischen den Funktionen f(z) und F (), der im folgenden weiter
erortert wird.
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§ 6. Berechnung eines bestimmten und eines unbestimmten
Integrals.

Es soll im folgenden zunichst das bestimmte Integral der
Funktion y = f(x) = 0,752 berechnet werden, und zwar zwischen
den Grenzen a und b.

Wir haben auf Grund der Gleichung

FO—F@ = {f@+fa+8+ ... fa+n—18}5Q)

im vorliegenden Falle zu schreiben :

F()—F(a) = {0,750 + 0,75(a + 8) + ... 0,75(a + n—16)}8
= n+0,75a0 + 0,75(1 +2 +3 + ... n—1)62(2)

= 05{nad+1+2+3+ ....... n—1)62}.
Hier ist die Summe der arithmetischen Reihe
S, =14+2434...... tn—1
zu berechnen. Man findet
_nr—1)?
Zn = 9 (3)
und mithin wird
F(b)—F(a) =0,75{na5 + _"_("_2:ﬂ 62}. )
Da aber
s — b—a
n

ist, so entsteht nunmehr die Gleichung

F(b)—F(a) = 0,75{a(b——a)—{—%(b—a)2 (1-%@—)} (5)

LaBt man in dieser Formel nach Vorschrift des vorigen Para-
graphen n unendlich grof, d. h'% = Null werden, so geht sie

in die Formel des bestimmten Integrals tiber:

F(b) —F(a) = 0,75{a(b —a) —i—%(b —a)z}

b2 — g2 b2 a2
= 0,75 5 = 0,75-?—— 0,75 5 (6)
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Ersetzt man hier die obere Grenze durch den Buchstaben z
0,75a2
2

tiert die Formel des unbestimmten Integrals:

und die Glieder F(a) — durch die Constante C, so resul-

2
F)= [0752dz = C+ 0,75 %

Hiermit haben wir fir die spezielle Funktion 0,75  die Rechen-
vorschrift gefunden, die der Gebrauch des Symbols [dz ein-
schlieft. Auf analoge Weise kann man fiir jede Funktion die
Rechenvorschrift ermitteln. Die angegebene Methode ist aber
bei komplizierteren Funktionen viel zu umstindlich, weshalb
zunéchst ein scheinbarer Umweg eingeschlagen wird, der aber
die Bedeutung des Integrals in viel hellerem Lichte zeigen wird.

§ 7. Der Differenzen- und der Differentialquotient.
Wir wollen jetzt die erste Formel des § 6 fiir das Intervall von
¢ =zhbisb =246
anschreiben. Hierdurch erhalten wir folgende Formel
Fx + 6)—F(x) = f(x)- 0.
Hier vertauschen wir jetzt das

Zeichen ¢ mit dem Zeichen Az
und schreiben nach Division mit Az

F Ax)—F
Crda—FE)

Diese Formel ist der analytische
Ausdruck der Umkehrung des oben
auseinandergesetzten Summations-
prozesses, durch den die Integral- 55
kurve F (x) aus der gegebenen Kurve Fig. 14. Differentiation
f(x) entwickelt wurde. Mit Hilfe einer Kurve.
dieser Formel kann man die Kurve
f(x) finden, wenn die Kurve F(z) gegeben ist (Fig. 14).

Hat man es nun mit einer nicht graphisch oder tabellarisch,
sondern in allgemeinen Zahlzeichen gegebenen Funktion F ()
zu tun, so steht zwar nichts im Wege, zunichst F(zx) graphisch
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oder tabellarisch auszuwerten und dann f(z) mit Hilfe der Formel

Axy—F
flo) = F(x+ A92 (x)

graphisch oder tabellarisch zu ermitteln®). Hierdurch wiirde
es aber nicht méglich sein, f(z) in allgemeinen Zahlzeichen zu
erhalten, was fir weitere Operationen mit dieser Funktion er-

forderlich ist. Um nun die Ableitung der Funktion aus F(z)
allgemein durchzufiihren, rechnet man den Ausdruck

Fx+ Az)—F (2)
Ax

tatsdchlich aus. Dies ist fiir jede Funktion méglich. Z. B.
wihlen wir

F(x) = ax™
Es wird

Fi+dz)=a(@x+ da)* =
az™ + <71n>xm—1Ax+ (Zb>xm—‘2ﬁx2+ )
F) =aam
F+ dx) — F(x) = a<mxm“‘1Aw+ <7_;)xm—2dz2—l— e )

F(x+AA?2"‘F(x) = a<mx”'_1+ (Z)w’"—2dx+ )

f () =a(mx’”“1+<7;)xm‘—241x + )

In dieser Gestalt erinnert die Formel immer noch an das graphische
oder tabellarische Verfahren, welches, wie wir gesehen haben,
nur eine Anndherung darstellt, die um so grofler wird, je kleiner
Az (bzw. oben §) gewdhlt wurde.

Bei der Rechnung mit allgemeinen Zahlzeichen kommt
es nun auf genaue Rechnung an, d. h. man muBl hier A4z so
klein als moglich wahlen. Dieser Forderung werden wir sehr
einfach gerecht, indem wir 4z = 0 wahlen. Hiermit geht aber
die Formel iiber in

f@) =ama™ 1.

da alle mit Ax behafteten Glieder Null werden (verschwinden).
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Wir haben somit aus der Funktion F(x) = aa™ die Funktion
f(x) = amam™1 abgeleitet. Man nennt f(x) geradezu die Ab-
leitung von F(x)und meint dabei stets die oben auseinander-
gesetzte Methode der Ableitung, mit der es moglich ist, zu jeder
Funktion F(x) die Ableitung f(x) zu finden.

Um nun auch in der allgemeinen Formel

F Axy—F
PRV

einen Ausdruck fir die Methode der Ableitung zu haben, die
darin besteht, daB man die Differenz Ax unendlich klein
werden 148t, schreibt man wie folgt:

. F+A42)—F (@)
f@)—ﬁgo P

und liest: f(z) ist gleich dem Grenzwert (limes = Grenze) des
Quotienten
F@+ Adx)—F (x)
Az ’

den man fiir unendlich klein werdendes Az erhilt. Oben
haben wir bereits Az als Differenz bezeichnet; nunmehr
bemerken wir, daB auch

F(x + Ax) —F (x)
eine Differenz ist, so daBl wir schreiben kénnen
Fx + Ax) —F(z) = AF(z).
Hiermit erhalten wir aber

. AF(x)
f(x) _Alirilo Az

und erkennen die Funktion f(x) als den OGrenzwert des
Differenzenquotienten

AF (x)
Ax

fiur unendlich abnehmendes Ax. Zur Vereinfachung der Aus-
drucksweise wird nun stets der besondere Hinweis darauf, dafB
ein Grenziibergang vorliegt, fortgelassen und hierfiir statt des

Hort, Differentiaigleichungen. 2




18 Einleitung.

Differenzzeichens A das Differentialzeichen d ein-
gefithrt. Man schreibt also kurz
_dF@)

und liest: f(x) ist der Differentialquotient von F ().

§ 8. Der Zusammenhang zwischen den Formeln des unbestimmten
Integrals und des Differentialquotienten.

Das unbestimmte Integral der Funktion f(z) lautete (§ 5)
Jt@ds=F@+cC (1)
Hier war die unbestimmte Konstante C beliebig wihlbar; sie

kann also auch = Null gesetzt werden.
Dagegen lautete der Differentialquotient der Funktion F(r)

fay =271 (@)

dx
Diese beiden Formeln stehen zueinander in der Beziehung der
Umkehrung. Man erkennt dies, wenn man an der Formel (2)
die durch Formel (1) angedeuteten Operationen vornimmt.
Zunichst folgt noch Multiplikation mit dz

f(x)dx=-d1;%-dx=dﬁ'(x) (3)

Nunmehr ergibt die Integration

[t@de = [dF @) = F @)+ C )
nach Formel (1). Das Integralzeichen [ und das Differential-
zeichen d heben also einander auf.

Ebenso gilt der Satz: Ist f(x) der Differential-
quotient einer Funktion F(z), so ist F(z)+ C das
unbestimmte Integral der Funktion f(z).

Auf Grund dieses Satzes kann man indirekt unbestimmte
Integrale

F@)+C
ermitteln, indem man zundchst die Differentialquotienten ge-
gebener Funktionen F (z) bestimmt. Der im § 7 an der Funktion
ax™ geschilderte Grenziibergang zwecks Gewinnung des Diffe-
rentialquotienten ist nédmlich stets leichter auszufithren als
die Summation in § 6 zwecks Gewinnung des Integrals.
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§ 9. Geometrische Betrachtungen iiber das Wesen des Differential-
quotienten und Anwendungen.

1. Wir greifen zuriick auf die Definition des Differenzen-

quotienten A_y_ P+ Az)—F (@)
Az Az
und betrachten neben-
stehende Figur 15, in
welcher die Funktion F(x)
als Kurve
y = F)
aufgezeichnet ist.  Der
Punkt (z/y) ist mit 1 mar-
kiert, wihrend der Punkt
(x + Awxfy + Ay) mit der
Ziffer 2 bezeichnet ist. Un-

>

Fig. 15. Der Differenzenquotient ist gleich

mittelbar aus der Figur er-  dem Richtungstangens der Sekante.
gibt sich, daB der Diffe-

renzenquotient —Z‘—Zgleichist demTangensdes Neigungs-
winkels der die Punkte 1 und 2 verbindenden Sekante
gegen die x-Achse j—z = tg ¢. Wir driicken uns kiirzer

aus, wenn wir sagen: Der Differenzenquotient ist gleich dem
Richtungstangens der Sekante.
Fithren wir nun den Grenziibergang

Ay

lim ——

dz=0 Az
aus, so heiBt dies am Bilde der Kurve verfolgt nichts anderes,
als daB der Punkt 2 mit abnehmendem Ax immer mehr zum
Punkte 1 hinwandert. Die Sekante 1—2 fithrt hierbei eine
Drehung um den Punkt 1 aus, bis sie schlieBlich beim Zusammen-
fallen der Punkte 1—2 zur Tangente wird (s. Fig. 16). In diesem
Augenblick ist aber auch der Grenziibergang vollendet, der
Differenzenquotient ist in den Differentialquotienten itber-
gegangen und dy Ay
29 = lim =%

x dz—04%

2‘
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geworden. Hieraus aber ergibt sich sofort, daf der Differential-
quotient auch dem Tangens des Neigungswinkels der Tangente
sein muf dy

%=tg'5

Wir sagen: Der Differentialquotient ist gleich dem
Richtungstangens der Kurve. Hierbei liegt die Auf-
fassung zugrunde, daf Kurve und Tangente im Berithrungs-

punkte die gleiche Richtung
V_ haben.

Ly

Fig. 16. Beim Ubergang des Differenzen- Fig. 17. Wenn der Differential-
quotienten in den Differentialquotienten quotient mit wachsendem = von
geht die Sekante in die Tangente negativen Werten durch Null zu
iiber. positiven Werten iibergeht, liegt

ein Minimum vor.

Wir benutzen die soeben festgestellte geometrische Deutung
des Differentialquotienten zur erneuten Behandlung des schon
frither gewonnenen Satzes iiber die Maxima und Minima. Die
inder Figur 15 gezeichnete Kurve F(x) ist gleichbedeutend mit
der Summationskurve CC Fig. 9, wihrend die dort gezeichnete
Grundkurve 44 nichts anderes ist als die graphische Auftragung
des Differentialquotienten. ~Wir sehen, daB iiberall, wo der
Differentialquotient = Null wird, die Kurve y — F () eine ho-
rizontale Tangente haben muB, da bei horizontalen Tangenten
der Richtungstangens = Null wird.

Ferner erkennen wir auch die Bedingung dafiir, daB ein
Minimum oder Maximum vorliegt. In der Fig. 17 gehen wir
mit wachsender Abszisse z von dem Kurvenpunkte 1 zu 2 und 3.
In 1 ist der Richtungstangens negativ, weil 7 groBer als 7/2 ist;
in 3 haben wir dagegen einen positiven Richtungstangens.
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Liegt dagegen ein Maximum vor, dann geht der Richtungs-
tangens der Kurve und damit der Differentialquotient von
positiven Werten durch Null zu negativen Werten iiber (Fig. 18).

¥

N
i .

Fig. 18. Wenn der Differentialquotient mit wachsendem « von positiven zu
negativen Werten iibergeht, liegt ein Maximum vor.

g

=f1Z)

N
X\ s .

Za\

Fig. 19. Zwischen zwei Nullpunkten der Funktion F(z) liegt mindestens ein
Nullpunkt des Differentialquotienten F’(x) (Satz v. Rolle).

Fallit man die beiden letzten Figuren gemeinsam ins Auge,
so ergibt sich: Mit wachsendem z nimmt F(x) zu (die
Kurve steigt), solange der Differentialquotient
dy ..

%posnuv ist.
Mit wachsendemanimmt F(x)ab(dieKurve fallt),

d
solange der Differentialquotient?l%nega.tiv ist.



22 Einleitung.

2. Wir betrachten jetzt eine Kurve y = F(z), die die Ab-
szissenachse in den beiden Punkten 4 und B schneidet. Aus
der Figur 19 ergibt sich ohne weiteres, dal zwischen diesen
beiden Punkten die Kurve mindestens einmal horizontale Richtung
dF(x)

dx
verschwindet, so ergibt sich der Satz: Zwischen zwei Null-
punkten einer Funktion F(x) liegt mindestens ein
dF (x)

de °

Dieser Satz dient bei der Auflésung von Gleichungen dazu,
deren Wurzeln zu trennen.

haben mufl. Da in diesen Punkten der Differentialquotient

Nullpunkt des Differentialquotienten

Ist z. B. die Gleichung dritten Grades

¥
y = —x% + 6,6 22—13,2 x + 7,6 = 0
gegeben, so findet man nach Differen-
tiation aus der Gleichung
d
Y 3424 1322—132 =0
dz
k4
.7 o
¥
D
N
A
e
>
I[«—a. A
' 2
| b o
Fig. 20. Anwendung des Fig. 21. Der Mittelwertsatz.
Satzes von Rolle.
zwei Werte 2, = 1,53
und x, = 2,87,

welche ein Minimum und ein Maximum bestimmen. Die Null-
punkte der Funktion y selbst sind

z = 1,0; 2,3; 3,3;
x, liegt also zwischen den Werten 2,3 und 3,3 (Fig. 20).
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3. Wir betrachten jetzt zwei Funktionswerte F(b) und F(a),
die wir durch die entsprechenden Kurvenpunkte 4, B repriisentiert
denken (Fig. 21). Zieht man die Sekante 4B, so gilt
_FH)—F(a)

B b—a '

Nun ist aus der Figur offensichtlich, da8 man an das Kurven-

stiick 4 B mindestens eine zur Sekante parallele Tangente legen

kann, und zwar im Punkte [#,/F (z;)]. In diesem Punkte gilt:
flan = F g = -0 =700

Setzt man hierb —a = hundx; = a + %h, wo 0 < & <1, so

folgt:

tgo

Fla + h)y—F(a) = hF'(a + Sh).

Diese Formel heiBt der Mittelwertsatz, der fiir Inter- und
Extrapolationen mit Vorteil benutzt wird.

§ 10. Geometrische Betrachtungen iiber das Wesen
der Integralkurve.

Wir entschlieBen uns, die Kurve CC,C,C der Figur 9 die
Integralkurve zur Kurve der Funktion ¥ = f(z) zu nennen.
Abgesehen von der un-

. k4
bestimmten Integra- 1
tionskonstanten ist dann N\¢
die Gleichung der Inte-
gralkurve

c 4L
y = F) = [[(z)dx. ~ ]
(Fig. 22). I
Ziehen wir an die &
Integralkurve CC in T —7
. . T b7
einem Punkte A die

Tangente AT, so gilt fiir Tig. 22. Geometrische Eigenschaft der
den Richtungstangens: Integralkurve.

dF (x)
== =@,
Trigt man andererseits von dem zu A gehorigen Abszissen-
achsenpunkte P die Langeneinheit = PT,, ab, so ist die Ver-
bindungslinie 7',4, parallel zu T A4.

A/ Jpz

BN
8

tg a
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Aus diesen geometrischen Tatsachen ergibt sich ein einfaches
Verfahren, aus der gegebenen Differentialkurve

y=1@
die Integralkurve
y = F(x)
angendhert herzustellen:
)T
¢ ¢"/i}? 5’”{,
3" 5!” ”
2 {M
7 \(pw
7
3
i
A Ay 6 [ gler g 1
sV 2 3 z
7
& %
Fig. 23. Konstruktion der Integralkurve.
g
¢ 5
AT 1T

N

\l\\ g

Fig. 24. Die Integralkurve als Seileck.

Man teilt das Integrationsintervall AB (Fig. 23) in eine
Anzahl am besten gleicher Teile (hier 9). Die durch die Teil-

punkte 1..... 10 gezogenen Ordinaten bestimmen auf der Kurve
y = f(x) die Punkte 1’
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Von den Punkten 1—10 trigt man die Léngenheit auf der
2-Achse wie gezeichnet ab, wodurch die Punkte 1'—10" erhalten
werden.

Zieht man jetzt zu den Verbindungslinien 1’ 1'...... 10" 10’
Parallele 1'"'—10"", so, dafl die aufeinanderfolgenden Parallelen
sich auf den Mittellinien der Trapeze 12—23.......... 910
schneiden, so ist der Linienzug 1...... 10" niherungsweise
die Integralkurve y = F(x)
zu y = f@

Dieser Linienzug ist nichts anderes als ein mit dem Polabstand
1 gezeichnetes Seileck, dessen Kréfteplan erhalten wird, indem
man die Differentiallinie auf die y-Achse projiziert. Vgl. Fig. 24.

A
¥ J

{ 4 _AZ:&“’“ A
NT
7 \Ay
/|

A

L <7
/D

BN

—

4
B
Y

Fig. 25. Prinzip des Integraphen. Fig.26. Die Rolle als wesentliches Element
des Integraphen.

§ 11. Die mechanische Herstellung der Integralkurve mittels
des Integraphen von Abdank-Abakanowicz.

Den in § 10 behandelten Zusammenhang zwischen der Integral-
kurve und der Differenzialkurve hat Abdank-Abakanowicz
1882 zur Grundlage fiir die Konstruktion eines Instrumentes zum
Aufzeichnen der Integralkurve gemacht.

Es handelt sich darum, eine kinematische Vorrichtung zu
finden, vermoge deren ein Punkt 4 mit einem Punkte A4,, der eine
Kurve D durchlduft, derart verkniipft ist, daB er eine Kurve J
so beschreibt, dall deren Tangente in A parallel zur Richtlinie
AT, ist (Fig. 25).
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Das wichtigste Element dieser Vorrichtung ist die scharf-
kantige Rolle (Fig.26), deren auf der Zeichenebene senkrechte
Ebene stets parallel der
mmi Richtlinie 7,4, gehalten
r : wird. Sie beschreibt dann
die Integralkurve.
= Nach vielen Zwischen-
I konstruktionennach diesem
| Prinzip, die durchdie Firma
: Coradi in Ziirich geschaffen
| worden sind, liegt heute der
| Integraph in der nach-
I
|
|
|

stehend beschriebenenForm
vor (Fig. 27)3).
Die Differentialkurve
o z D wird von dem Fahrpunkt
K% A4, durchlaufen.  Dieser
4 . ist angebracht an dem
J Wagen W, der auf einer
! Stange L des Instrument-
Z A rahmens in Richtung der
Ordinatenachse verschieb-
lich ist. Der Rahmen kann
sich vermoge der Tragrollen
R Rin Richtung der z-Achse
bewegen. Jeder Punkt des
Wagens W durchliuft die
m » Differentialkurve, wenn A,
sie durchléuft.
Fig. 27. Der Integraph von Um eine, hier aber
. Abakanowicz-Coradi. nicht notwendig durch 4,
gehende, zur Zeichenebene
senkrechte Achse ist das Richtlineal M drehbar angeordnet.
Dieses Lineal gleitet in einer Fithrungshiilse ¢, die sich
um eine ebenfalls zur Zeichenebene senkrechte Achse 7',
dreht. Der horizontal gemessene Abstand der Punkte 7' und A4, ist
gleich der Einheit des Zeichenmalistabes und kann an den aus-
gefithrten Instrumenten durch Einstellung verindert werden
Dieser Abstand heit die Basis des Apparates.
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Die Richtung des Richtlineals wird nun von der auf diesem

verschiebbaren Hiilse W,
(in Wirklichkeit als Wagen
ausgebildet, der auf dem
Richtlineal rollt) mittels
des Parallelogramms pp
der Integrierrolle 4 mitge-
teilt, deren Ebene sich um
eine von dem Integrier-
wagen W, getragene senk-
rechte Achse drehen kann.

Der Berithrungspunkt
von A mit der Zeichenebene
beschreibt die Integral-
kurve J.

Bei den ausgefithrten
Instrumenten ist mit dem
Wagen W ein Fahrstift
A,’ und mit dem Integrier-
wagen eine Ziehfeder A4’
verbunden, deren Schreib-
richtung der Rollenrich-
tung stets parallel ge-
halten wird.

§ 12. Instrumente zur
mechanischen Herstellung
spezieller bestimmter Inte-

grale: Flichen- und

Momentenplanimeter4).

In der Technik sind
besonders diesjenigen be-
stimmten Integrale von

Wichtigkeit, welche
Flacheninhalte oder Mo-
mente darstellen.

I. Der Flacheninhalt
eines gegebenen Kurven-

Fig. 28. Der Integraph von Abakanowicz-Coradi.
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zuges y = f(x) findet sich als bestimmtes Integral

wenn die Figur durch ein
Kurvenstiick, die x-Achse
und die Ordinaten durch A
und C begrenzt ist (Fig. 29).
Eine Befahrung der Kurve
A BC mit dem Integraphen
liefert die Integralkurve A’
B’ (', deren Endordinate
b = O’ C,’' gleich dem Flichen-
inhalt

a

F=[fw)dz (1)

0

ist.

II. Die Elemente dy, von
C' O, entsprechen den Ele-
menten ydx von F. Durch
Multiplikation der Elemente
dy; mit @ — z erhalt man die
Elemente

; (@—2x)dy, = (@ —2x)ydx
Fig. 29. Ermittlung von Flicheninhalten
und statischen Momenten.

der Fliche F;, die als Integral
gefunden wird:

b a
Fy = [la—2)dy, =[(a—2)y da. @)
0 0

Dies letztere ist aber nichts anderes als das statische Mo-
ment der Fliche F in bezug auf die C-Achse. Uberfahrt man die
Kurve A’ B’ (" mit dem Integraphen, so so wird 4" B” C"
die zweite Integralkurve zu A4 B C und ihre Endordinate
¢ = (" 0" liefert das statische Moment von F in bezug auf die
C-Achse.
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In analoger Weise wird:

b

a
F,=|xdy, =|zyda (3)

0 0

das statische Moment von F in bezug auf die 4Y-Achse. Soll
das statische Moment in bezug auf eine beliebige zwischen 4 Y
und O; 0" gelegene Achse E E bestimmt werden, so hat man

nur die Differenz der

beiden schraffierten
Flachen 1 und II zu
bilden.

III. Fir das Fol-
gende ist zunichst eine
Zwischenbetrachtung

erforderlich.

In der Figur 30
sei 4, B, C, die Integral-
kurve zu 4 BC. Dann
ist, wie wir wissen, die
Endordinate €, O
gleich dem Flachenin-
bhalt von A B C D.
Jeder Elementarstreifen
ydx von A BCD ent-
spricht einem Strecken-
element dy, von C, Cy,
welches gefunden wird,
indem man dx zun#chst
rechtwinklig auf die In-
tegralkurve und von da
auf die C-Achse proji-
ziert.

Cr

X
2y,

*
dy;

RN

AR

Q)
ay

YR

A

A z

a —

Fig. 30. Ermittlung der Tragheits-
momente.

Nun kann man aber die Fliche A4 B C D, statt aus verti-
kalen Elementen y dz, auch aus horizontalen Elementen (a — x) dy
zusammengesetzt denken. Welches sind nun die Streckenelemente
von O, 0y, welche den Streifen (¢ —x) dy entsprechen?

Wir werden beweisen, daf man die Streckenelemente di,
erhalt durch rechtwinklige Projektion von dy auf die Integral-
kurve (siehe Figur) und Herstellung der beiden Tangenten in
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den Endpunkten des so erhaltenen Integralkurvenelementes ds .
Die Tangenten schneiden die C-Achse in D; und E,; die Strecke
D, E, ist das gesuchte Element dys,.

Zum Beweise betrachten wir das Dreieck B, D, E,, in welchem
wir zuniichst die beiden Winkel do und » bestimmen. Aus der
geometrischen Eigenschaft der Integralkurve (§ 10) ergibt sich:

do = arccot y — arccot (y + dy)

d arccot 1
== W=y @
und
v = arccot y. (5)
Ferner findet man die Seite B, E, des Dreiecks B, D, E,:
BE =_""% |
sin arccot y

"Fir das Dreieck gilt jetzt die Proportion:
B, E, :dy, = sinv : sindo
oder nach dy, aufgelost:
o—2x 1

= . dy.
sinZarccoty 1 4 y?2 Y ()

dy,
Nach einer bekannten Formel®) ist aber

(7)

arccot y = arcsin

Y1492
Mithin
. _
sin? arccot y 1¥
und
dy, = (a —=) dy. (8)

Hiermit ist bewiesen, daB das nach der obigen Vorschrift
gefundene dy, gleich dem horizontalen Flichenelement (@ — x) dy
ist.

IV. Kehren wir jetzt zur Figur 29 zuriick, so finden wir,
daB sich die Fliache A" B C" C)” der zweiten Integralkurve
aus dreieckigen Elementen zusammensetzt, deren einzelnes den

Wert hat:

1
53 (a—=z)dy, =
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Die gesamte Flache wird demnach

%f(a—x)zydx.
0

1
Dies ist aber nichts anderes als das halbe Tragheitsmoment g J

der Fliche 4 B C C, in bezug auf die C-Achse.

]

1 N
oo

2l g L

Fig. 31. Eigenschaft der gleitenden Rolle.

|
|

Das Tragheitsmoment in bezug auf die Achse 4 Y ergibt sich
analog als doppelter Inhalt der Flache A" C"" T', wo C'' T Tangente
an die Kurve 4" B (" in C" ist. Fiir eine beliebige Achse £ E
innerhalb @ wird das Trigheitsmoment gleich dem doppelten
Inhalt der horizontal schraffierten Fliche; fiir Achsen auBlerhalb a
kommen die punktierten Stiicke zu A" B C" (,” bzw. zu
A" B C" T hinzu.

V. Neben dem Integraphen gibt es noch einfachere Instru-
mente, welche gestatten, die Fliche, das statische Moment und
das Tragheitsmoment einer gegebenen Figur zu bestimmen: die
Planimeter.

Die Flachenplanimeter beruhen auf den Eigen-
schaften der gleitenden Rolle.

Wird eine Rolle R (Fig. 31) mit glattem Rand auf einer Kurve C,
lings des kleinen Elementes ds, die Unterlage in P beriihrend,
so gefithrt, dafl ihre Achse 4 A mit C den Winkel ¢ bildet, so
kann man diese Bewegung offenbar auch dadurch hervorbringen,
dal man zunichst die Rolle in Richtung ihrer Achse um das
Element d# und dann senkrecht zur Achse um das Element dg
bewegt. Offenbar hat nur die letztere Bewegung eine Drehung
der Rolle zur Folge, und zwar dreht sich die Rolle um den Winkel
dy. Es ist (siehe Figur)

rdy = dssina. (10)
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Ein Planimeter, welchesidie gleitende Rolle benutzt, besteht
aus einer Stange 4 B von der Lingel, die in der Entfernung a auf
der Verlingerung iiber B hinaus die Rolle R trigt (Fig. 32).

Fig. 32. Planimeter mit Fig. 33. Ableitung der Plani-
gleitender Rolle. metergrundformel.

Dieses Instrument wird so benutzt, dal man den als Fahr-
stift ausgebildeten Punkt A4 die zu planimetrierende Kurve C
durchlaufen 1aft, wihrend B gezwungen ist, auf einer gegebenen,
zunichst beliebigen ,,Leit“-Kurve ¢’ zu bleiben. Man sieht an
der Figur, daBl 4 B eine Fliache beschreibt, die doppelt iiberdeckt
ist, soweit nicht das von C umschlossene Areal in Frage kommt.
Der doppelt iiberdeckte Teil ist aber gleich Null zu setzen, weil
jedes Element desselben positiv und negativ beschrieben wird.
Die von A B beschriebene Flache ist also nichts anderes als der
Inhalt der Kurve C.

Wir betrachten nun eine Elementarverschiebung von 4 B R
nach 4’ B’ B’ und berechnen das hierbei von 4 B beschriebene
Flachenelement 4 A’ B'B = dF. Es ist (Fig. 33)

2
dF =ldssina —i——l2~d(p (11)
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d. h. gleich dem Parallelogramm 4 A4, B’ B + Dreieck 4; A" B'.
Inzwischen hat die Rolle R das Wegelement do beschrieben,
welches mit ds durch die Beziehung zusammenhéngt:

dssina = dosina’ + a de. (12)
Dies fiihrt man in die Gleichung fiir d¥ ein und erhalt:

2
dF:ldo'sina’—}—(a,l—}—l?)d(p. (13)
Hier ist aber do sina’ nichts c
anderes als die zugehorige Be- A

wegung eines Randpunktes der
Rolle = rdy, so dal sich ergibt

dF:lrdx—l—(al—k%)dqo. (14) o

Beginnt man nun die Um-
fahrung mit den Anfangswerten
%o und o, so wird man im allge-
meinen nach Beendigung der Um- Fig. 34. Ganz umschlossene
fahrung der Figur an der Rolle den Leitkurve.
Winkel y, ablesen, wahrend die
Anfangslage ¢, der Stange A B wieder dieselbe ist.  Der
Flacheninhalt ist dann

F = 1Ir (s — x0)- (15)
UmschlieBt jedoch die umfahrene Kurve C die Leitkurve ¢’
ganz (Fig. 34), so wird ¢; = ¢y + 277 und

l2
F=lr<xl~xo>+(a1+7)zn (16)

welche GréBe gleich dem zwischen € und ¢’ enthaltenen Areal
ist. Soll der Inhalt F, von C selbst gefunden werden, so ist noch
F,' hinzuzuzéhlen:

12
nglr(xl—-xo)—i—(al—{—?>2n—[—Fcr. (17)

Die am meisten verwendete ausgefiihrte Planimeterform ist das
Polarplanimeter (Fig. 35), bei welchem die Leit-Kurve ¢ ein Kreis
ist. Der Kreis wird hergestellt, indem man B durch den Polararm
P B an den auf der Zeichenebene festliegenden Pol P heftet.

Hort, Differentialgleichungen. 3
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Die Figur 36 gibt das Kompensationsplanimeter der Firma
Coradi-Ziirich wieder.

V1. Planimeter, die als Leitkurve die gerade Linie benutzen,
heilen Linearplanimeter.

Fig. 35. Polarplanimeter.

Die geradlinige Bewegung von B wird hergestellt, indem B
auf dem Gestell eines Wagens angebracht wird, der mit breiten
geriffelten Rédern L L parallel mit sich selbst und geradlinig
auf der Zeichenebene rollt (Fig. 37).

Vielfach verzichtet man darauf, die Rolle R die Zeichenebene
berithren zu lassen. In diesem Falle ordnet man besondere Flichen
an, in Beriihrung mit denen die Zshlrolle ihre Bewegung ausfiihrt.
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Typisch fiir diese Art von Instrumenten ist das Kugelroll-
planimeter von Coradi (Fig. 38).

Fig. 37. Linearplanimeter.

a
:‘T)dx%-/?—f

B N

Fig. 38. Kugelrollplanimeter von Coradi.

Die Grundform Fig. 37 ist beibehalten. Das Wagengestell

B B rollt vermittels der geriffelten Riader R’ R’ auf der Zeichen-

ebene. Durchlauft der Fahrstift das Kurvenelement ds’, so roll

der Wagen um das MaB ds vorwirts. Dabei drehen sich die Réder
3%
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(die durch eine in Spitzen gelagerte Achse verbunden sind) um den

ds
Winkel d§ = T Auf der Achse sitzt ein gezahntes Rad R,

welches seine Drehung d9 durch den Trieb P auf das Kugel-
segment K vom Radius a iibertrigt. Dieses durchlauft infolge-

R
dessen den Winkel dy = Td{}. Mit K in Kontakt steht der Zy-

linder ¢ des MeBapparates, auf den sich die Drehung von K
iibertrigt nach MafBgabe des Winkels a, den der Fahrarm
mit der Fahrtrichtung des Wagens bildet. Bezeichnet dy den
Drehwinkel des Zylinders ¢, so hat man nach der Figur 38:

asina R

dp=—p 7% (18)
ds
und nach Einfiihrung von d& = A
. R a
dy =sin ads ®or
Aus dieser Gleichung leitet man ab
. Ror
sin ads = Ra 0% (19)

welchen Ausdruck man in die allgemeine Planimeterformel (11)

einfiihrt: asina

Rorl

oF = Ra

12
dy + ?dfp (20)
woraus sich nach Integration und bei Riickkehr zu der anfing-
lichen Lage des Fahrarmes ergibt

Rorl
F‘= Ra (X1 — %o)- (21)

s e r
Ra
die Ablesung des Mefridchens. Fig. 39 gibt eine Ansicht des
ausgefiithrten Instrumentes.

VII. Zur Ermittlung von statischen und Tragheitsmomenten
geht man von folgender Betrachtung aus.

Hier ist

eine Instrument - Konstante und y; — ¥,
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Es gilt (Fig. 40) fir das statische Moment in bezug auf die

x-Achse:
1 1 .
Mzz—gfwdx:?fl%m?adx (22)

Fig. 40. Grundlage der Integratoren.

und fiir das Tragheitsmoment ®)

1 1
J¢=?f?/3dx :gfl3sin3adx (23)
Setzt man in (22)
sinza——l——isin i 2
B T (24)

so wird f \
M dx —sin (———2a> da:J'- (25)
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Betrachtet man hier I als Fahrarm eines Planimeters mit
gleitender Rolle, so wird f dx nach Umfahrung der Figur (Riick-

kehr zur Anfangslage des Armes) = Null, wahrend in dem iibrig
bleibenden Ausdruck

M= —2 [ (®
7 = 7 | sin ?—2a dx (26)

das Integral die Winkelbewegung einer Rolle darstellt, deren

Drehachse dauernd um das MaB % — 2 o zur x-Achse geneigt ist.

Fig. 41. Momenten-Integrator.

Bringt man mit dem Fahrarm B A = [ eine gleitende Rolle,
r
etwa durch ein Zahnriderpaar der Radien r und > nach der

Figur 42 in Verbindung, so registriert die Rolle das Integral

fsin <% —2a> de = 7," — %", (27)

wo y,” — x,” die MeBradchen-Ablesung ist, und liefert somit
nach Formel (26) abgesehen vom Vorzeichen das statische Moment.
Das Trigheitsmoment

3
Jy = %fsinsadx (28)
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entwickeln wir in:

3 3 . sin 3 a
Jx——?f<-4—81na——4—)dx
A . .
:T2—<3 sin g dx — sm3adx>.

fsin adr =y, —y,
die Ablesung einer Mefirolle, deren Drehachse mit dem Fahrarm
parallel bleibt (¥ig. 42) (daher dem Flacheninhalt proportional),
wahrend

Hier ist

fsin Sadr =" — 5"

Fig. 42. Flichen- und Momenten- Fig. 43. Kugelroll-Integrator.
Integrator.

die Ablesung einer Mefirolle ist, deren Achse standig den Winkel 3 a
mit dem Fahrarm einschliet. Einen derartigen Zusammenhang
zwischen Fahrarm und MeBrollenbewegung kann man durch

1
ein Zahnrader-Paar Z, Z, der Radien r und 57 nach Fig. 42

herstellen. Natiirlich mufl ebenso wie bei Fig. 41 dafiir gesorgt
werden, daf3 die Achsen der Zahnrider, die senkrecht zur Zeichen-
ebene stehen, wihrend der Integration in einer zur x-Achse
senkrechten Ebene verbleiben.
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Statt nun die Mefirollen auf dem Papier gleiten zu lassen,

hat Hele-Shaw sie auf einer Kugel K gleitend angeordnet
(Fig. 43).
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Fig. 44. Integrator fir Flichen, statische und Trigheitsmomente
nach Hele-Shaw.

Die Fortschreitung da des Fahrstiftes wird durch die Rolle B
auf die Kugel K iibertragen und liefert eine Drehung dieser:
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Fig. 45. Ausfiihrung des Hele-Shaw Integrators durch Coradi.
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dax
d¥ = —
% R,
und damit eine Mefirollendrehung

dz
dy =—— R si
2 R, sin a
= dzsina
bzw. nach Integration:

21— %o =fdxsina
Fiir die Integrale

fsin3ad:v und fsin (%—2(1) dx

148t sich das Prinzip der Rollkugel in der gleichen Weise anwenden.
Zur Gewinnung der Integrale

fsinadx

fsin (i;—-2a>dx
fsin3adm

wiirden also 3 Planimeter erforderlich sein, die man in einem ein
zigen Instrument vereinigen kann.

Ein solches Instrument, welches aus einer einzigen Um-
fahrung den Flicheninhalt, das statische Moment und das Trig-
heitsmoment liefert, kann sowohl mit Rollen, die auf der Zeichen-
ebene direkt gleiten, wie auch nach dem Rollkugelprinzip ausge-
filhrt sein.

Fig. 44 zeigt Grund und AufriB des Integrators nach H. S.
Hele-Shaw. Das Instrument wird nach Fig. 45 von Coradi,
Ziirich ausgefiihrt.

§ 13. Allgemeine Regeln fiir die Durchfiihrung von Differentia-
_ tionen.

1. Wie gestaltet sich der Grenziibergang :

dy _ dF (@) _ lim F(x+ Ax) —F (x)
dx dx Az =0 Az :
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wenn F(z) einer Konstanten C gleich ist? Wir erhalten:
dy AC c—

c
dy 426 ., Y70 g
dz Az apep Az A;:n=l(?
= 0.

Ergebnis: Der Differentialquotient einer Kon-
stanten ist Null
2. F(z) sei eine Summe von zwei Funktionen:
F@) = p@) +y@)
Bildung des Differenzenquotienten:

dy AF(@) _gt+do)+y@+ da)— @ @) —y ()

Az~ Az Az
_petdn—e@) | yetdn)—y@)
o Az Ax '
Ubergang zum Differentialquotienten :
dy _ dlp@) +v @) _
dx dx
e [Pt A0 —9@)  y@E+dr)—y (@)
- jfﬂo [ A2 + Az
_do(@ | dy ()
= Tde 7 dw

jﬁlrgebnis: Der Differentialquotient einer Summe
von Funktionen ist gleich der Summe der Differential-
quotienten der einzelnen Funktionen.
3. F(z) sei ein Produkt von zwei Funktionen:
y = F@) = o@)  yp
Bildung des Differenzen-Quotienten :
Ay AF@) _ ge@+de)yp@+ da)—¢(2)-y (@)
Az Az Az '
Wir subtrahieren und addieren im Zihler
p@)y( + A2)

und erhalten:
Ag_ww+A@~¢mww+Am+
Ax Az
@ (2)[y (x + Adx) —vy ()]
Ax '
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Fithren wir jetzt den Grenziibergang lim aus, so ergibt sich:

dz =o0

i Pt Adz)—pz  de (@)

dz=0 Ax dx

lim (e + Az) =y (2)

dx=0

i YA v Ay

dz =0 Az dz
und als Gesamtresultat:

dy do () dyp ()

Gr V@) g T e@) —5

d. h. der Differentialquotient des Produktes zweier
Funktionen wird erhalten, indem man jede Funktion
mit dem Differentialquotienten der anderen multi-
pliziert und die erhaltenen beiden Produkte addiert.

4. F(x) sei der Quotient zweier Funktionen
_ 9@

¥ (@)
Nach Bildung des Differenzenquotienten:

P+ Adz) @ (z)
dy _AF@) _ ye+dy) @)

Ax Az Az
und kreuzweiser Multiplikation findet sich:
@+ dz) v __w(x—}—Ax)

y=F(z)

AF (%) Ax (@) Az (@)
Ax y@+ dz)-p (x + Ax)
Nach Subtraktion und Addition von:
@ (2)y (2)
Az

im Zahler kommt:

¢ (x4 dz)— g (2) Y@+ dz) —y (2)
AF () _ Ax ¥ @) — Ax ¢ ()

Ax W@+ Adx)y (v)
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Beim Grenziibergang erhilt man dann:

@ (x) do (2) dy (x)
de ~ dx P2 (2)

In Worten: Der Differentialquotient des Quotienten
zweier Funktionen wird erhalten durch die Operation:
Nenner mal Diff.-Qu. des Zihlers minus Zihler mal
Diff.-Qu. des Nenners, das Ganze dividiert durch das
Quadrat des Nenners.

5. F(x) sei die Funktion einer Funktion ¢(x)
y = Fle).
Nach Bildung des Differenzenquotienten:
Ay _ Flp @+ Az)—Fp @]
Az Ax )
Folgt Multiplikation mit:
¢ @+ 42) —¢ (@)
¢+ de)—g¢ (@)

und ergibt:
Ay  Flo@E+ Az —Flp@)] ¢ @+ dz)—¢ (@)
Az @@+ dr)— g (2) Az '

Setzen wir jetzt im ersten Quotienten:
p@) = 2
so wird:
P+ Az) = z+ Adz; p(z + Az) — @) = Az
Flp(x + A2)) = Flz + 4z]; Flp)] = Flz]
und
A_y: Flz + Az]—F (2) ) @+ Adz) — @ (2)
Az Az Az
und nach Vornahme des Grenziiberganges ergibt sich
dy  dF(z) dz
de  dz dwx
Auf eine Einkleidung der Regel in Worte verzichten wir, da

die Ausdrucksweise zu umstindlich wiirde und geben lieber einige
Beispiele.
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a) y = Flo@)] = [a+ ba"P
y = Fi) =2%2= ¢ = a4 ba™
dFd:z) =322 = 3[a+ bamp
dz
— = —1
e = mbam

dy_dF(z) dz_ .
G5 = dr de — 3mbletbanpean—i,

b) y = Flp@)] = Ja+p=
1

y = F@) = Iz = 2’52 = @) = a+ px

dF (z) h,l_z—%: 1 dz _p
dz 2 2]/?{_{_ Bz ' dx
dy dF(z) dz B

de  dz dz S TEN
6. Differentiation der inversen Funktion. Aus y = F(x)
folge durch Auflésung
z = Dy
Die Differenzenquotienten sind:
Ay AF(x) F@x+ Adx)—F (x)

Az Az Ax
und
de  ADy) Py+ A4y —D )
Ay Ay Ay ’
Durch Multiplikation der beiden Gleichungen folgt:
Ay A4z F@etdn—F@) O+ 4y + Py)
Az Ay Ax Ay

und nach Ubergang zur Grenze
_ dF(x) dD(y)

1 dx dy
oder
dF(z) 1
dr  dD(y)’

dy
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In Worten: Das Produkt der Differenzialquotienten
zweler zu einander inversen Funktionen ist = 1.

§ 14. Bestimmung des Differentialquotienten der einfachen
Funktionen.

1. Differentiation der Sinusfunktion y = sinx.

ﬂ: dsin x " lim sin (x + Az) —sinw _
dx dx dz—o Az
. sinzcos Az + cosxsin Ax —sinx (1)
= lim
dz=o0 Az
Hier wird mit abnehmendem Az lim cos Az = 1, mithin
ist lim (sin # cos Az —sinz) = 0. Es bleibt tibrig:
ﬂ: lim cosxSinAx
dx  4z—»0 Az

Hier wird jedoch mit abnehmendem Ax der Quotient
sin Ax

T = 1, so daB sich das endgiiltize Resultat ergibt:
dy dsin
ELI_I = -El-a‘:—‘ = + COos &.

2. In analoger Weise fithrt man die Differentiation der
Cosinusfunktion

Yy = Cos % (2)
durch. Es resultiert:
dy dcos .
de = d. = sinz
3. Differentiation der Tangensfunktion
y = tga. ()
Wir erhalten:
dy dtgz 1
de  dr ' costz’

4. Die Arcussinusfunktion
y = arcsinz. (4)
hat zum Differenzenquotienten
Ay aresin (x 4+ Ax) —arcsinz
Az Ax
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Nun folgt aus (4):
x = siny
sin(y +4dy) = « + Ax
Az = sin(y + Ay) —siny;

also ist Ay Ay
Az~ sin(y + Ay) —siny
. 1
sin(y + dy) —siny °
Ay
Die Ausfithrung des Grenziibergangs liefert
dy 1
dx ~ cosy
und wegen
cosy = J1 —sinty = J1 — a2
wird
dy  darcsinx 1
dx dx . V1 —22

5. Die Arcuscosinusfunktion

Y = arccos x. (5)
Da

7T .
arccos r = 5 arcsin &

ist, haben wir

dy d arcsin 1
dz T dz | ==
6. Die Arcustangensfunktion
y = arctg x. (6)
Wir bilden die inverse Funktion
= tgy
und differenzieren: nach (3)
dx 1
dy  costy
sin®y 1 1
cos*y = tg?y = 14 tg%y - 1+ a2
dx
——=1+2%

dy
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also
dy  darctgz 1
de = dr  14a2’
7. Die logarithmische Funktion
y =lg= Y

Nach Bildung der Differenzen-Quotienten
Ay lg@+ dz)—Igz
Az Az
und folgender Umformung

P Ig<1 +ﬂ>

X

Az Ax

Az
kann man mit —— multiplizieren, wenn man zugleich den
x

Ax x
Klammerausdruck (1 + T) Zur 1z ten Potenz erhebt:

z

o (1 Az\ 4=
_&_Axg +7

Ax Tz Ax

z

1 Az\ 4z

Beim Grenziibergang haben wir

dy dlga . 1 Ax\ 4=
e~ da _Al,}’fo?lg<1+7) ‘

Der Grenzwert

Az\ 4z
lim (1 + _x)
dz=0 T

ist aber = e, der Basis der natiirlichen Logarithmen 7), und wir

erhalten:
dlgz 1
o =z Ige.

Hort, Differentialgleichungen.
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Verstehen wir auch hier unter lg x den natiirlichen Log-
arithmus, so wird lge = 1 und

dlgz 1
de =z’
8. Die Exponentialfunktion
y = ¢ (8
lautet nach Inversion:
z = lgy.
Hieraus folgt:
dz. 1 1
dy y e
und
dy  der o
dxe  dx 7’

d. h. die Differentiation der Exponentialfunktion
liefert wieder die Exponentialfunktion.

§ 15. Zusammenstellung der Grundformeln der Differential-
rechnung.

1. Differentiation der Konstanten:

a0
iz = 0.
2. Diff. der Summe:
d d d
[qv(x)d:w(x)] _ q; y(;c) n 15 ;x) — ¢ @)+ ().
3. Diff. des Produkts:
d .
EOYOL _ 4@y @) + ¢ @ @

4. Diff. des Quotienten :

d( ¢ (2) )
YE) ) _y@)e @) —y
d ¥2 ()

’

@9 @)
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5. Diff. der Funktion einer Funktion :
dF@) . _4dF@) do@) _ ., ,
P [z—(P(x)]——dz— W—F(z)"l’(x)-

6. Die Differentialquotienten zu einander inverser Funk-
tionen ¢ (x) und f (x): liefern miteinander multipliziert

die Einheit:
¢ @) = 1.
7. Diff. der Potenz:
daam
=amam—1,
dx
8. Diff. der Sinusfunktion:
dsinz
Qg CosZ.
9. Diff. der Cosinusfunktion:
dcosz )
iz = sz
10. Diff. der Tangensfunktion:
dtgx 1
de  cos*z
11. Diff. der Cotangensfunktion:
dcot 1
dz  sintz
12. Diff. der Arcussinusfunktion:
d arcsin 1
&= e
13. Diff. der Arcuscosinusfunktion:
darccos 1
e " qil—=
14. Diff. der Arcustangensfunktion:
darctgz 1
dz 1+ a2’
15. Diff. der Arcuscotangensfunktion:
d arccot = 1
dx - 14 2«2

4%
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16. Diff. der Logarithmusfunktion:

dlige 1

dx xz
17. Diff. der Exponentialfunktion:

der

dx

II. Differentialgleichungen erster Ordnung.

§ 16. Differentialquotient und Differentialgleichung.

Allgemein heif}t eine Gleichung zwischen Variabeln und ihren
ersten Differentialquotienten Differentialgleichung erster

d
Ordnung. Sind die Variabeln z, y, die Differentialquotienten d

ax
so lautet die Form der Differentialgleichung allgemein
dy
F<z, Y, E'x—> = 0. . (1)

Sehr einfache Differentialgleichungen dieser Art haben wir
bereits kennen gelernt. Jede unserer Differentiationsformeln in
§ 15 ist eine Differentialgleichung. Man erkennt dies sofort, wenn
man z. B. Formel (7) in § 15 folgendermaBen schreibt:

—J_ —1 :
- am ™ 0. (2)

Die ,,Losung* dieser Differentialgleichung verlangt diejenige
Funktion y von z anzugeben, deren erster Differentialquotient
= am x™-1 ist. Wir wissen, wie wir zu verfahren haben. Wir
schreiben

dy = am x™ldx
und integrieren:
y = C+ [amam1dy
y = C+ ax™

Hier ist die Integrationskonstante C' (die wir mit Riicksicht
auf die Lehren vom unbestimmten Integral hinzugefiigt haben)
bemerkenswert. Unbestimmte Integrationskonstanten
spielen bei der Losung von Differentialgleichungen eine wichtige
Rolle, wie wir noch sehen werden.

(3)
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Vorldufig merken wir an, da eine ,Integralgleichung*
y = C + aa™, die eine Integrationskonstante C enthilt, das
allgemeine Integral der Differentialgleichung heiBt. Jede
spezielle Wertfestsetzung fiir C liefertein partikulédres Integral.
Insbesondere ist also mit ¢ = 0 y = aa™ ein partikulires Integral
der Differentialgleichung (2).

Die Losung der angeschriebenen Differentialgleichung war
sehr einfach, und zwar in erster Linie deshalb, weil abgesehen von
der Variabeln « nur der erste Differentialquotient der unbekannten
Funktion y vorkam, mit anderen Worten, weil die Differential-
gleichung von der ersten Ordnung war. Wir stellen fest,
dafl bei Differentialgleichungen folgender Form

dy
S
wo f () eine beliebige Funktion von z sei, sich ohne weiteres durch
eine ,,Quadratur® das allgemeine Integral
y =0+ [f@)ds (5) g
finden laft. A

Ebenso einfach ist die
Losung  von  Differential-
gleichungen der Form

d
Z—p@w)=0.

(x) =0, 4

C=r2
C=+7

@«

C=0
Wir schreiben >
d C=-7
___EL* =dx (7) -
?©) ==z
und finden das allgemeine Fig. 46. Integralkurvenschar.
Integral: d
s= 0 [0 ®)
P ()

wo @(y) in y ebenfalls beliebig sein kann.
Dieses allgemeine Integral

y = O+ [f()da (©)

schreiben wir mit

wie folgt:
y = O+ F(z). (10)
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Deuten wir diese Gleichung geometrisch in einem rechtwink-
ligen Koordinatensystem, so erhalten wir eine Mehrzahl von Kurven,
und zwar fiir jede spezielle Auswahl von C eine Kurve.

Es entsteht so, wenn wir C alle Werte von — oo bis + oo
durchlaufen lassen, eine Mannigfaltigkeit von XKurven
(Fig. 46), die einander kongruent und gegeneinander in Richtung
der y-Achse verschoben sind. Jedes Individuum der Mannig-
faltigkeit oder Kurvenschar stelll ein partikuléres
Integral der gegebenen Differentialgleichung dar.

§ 17. Anwendungsbeispiel: Die Spiegelkur ve eines flieBenden
Gewiissers. Angeniherte Integration einer Differential-
gleichung.

Ein technisches Beispiel fiir Differentialgleichungen der letzt-
genannten Art bietet die Untersuchungder Staukurven, beider
eine Differentialgleichung

dy y3—k3

dx B —m 7 @)
fiir die Gestalt des Spiegels eines stationir ungleichformig
flieBenden Gewissers resultiert.

Zur Aufstellung dieser Gleichung geht man aus von der Be-
wegung eines gleichformig fliefenden Gewissers 8).

Bezeichnet (Fig. 47) x den auf der G e rinneachse gemessenen
Abstand eines Gerinniequerschnittes 4 B von einem Anfangsquer-
schnitte 0 Y, dann ist klar, daf bei der gleichformigen Bewegung
die Arbeit des fallenden Wassers zur Uberwindung der Bewegungs-
widerstinde dient. Bezeichnet F den Gerinnequerschnitt, U den
Gerinneumfang, r den Profilradius, gegeben durch

F
7‘=7, (2)

V die mittlere Wassergeschwindigkeit, y das spezif. Gewicht, dann
ist

A=yrUVdz 3)
die Geféllarbeit bei Durchstromung des Abschnitts dz. Die
Reibungsarbeit R ist empirisch proportional dem benetzten
Umfang U und dem Geschwindigkeitsquadrat V2. Sie findet sich
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mit der Proportionalitiatskonstante 2i
g
A
= ——UV2.Vda.
R 29 x 4)

Durch Gleichsetzung der beiden Arbeitsausdriicke (3) und
(4) und Streichen der Grole VU ergibt sich, wenn nach ge-
eigneter Wahl des Mafsystems y = 1 gesetzt wird,

dz yl
22 L pe
rm 2gV' (5)

re———— >~ dx e———

Fig. 47. Betrachtung einer gleichformigen Wasserbewegung.

d
Bei gleichformiger Bewegung wird nun V, r und d_:; lings
der Gerinneachse konstant, und man kann mit

az
r7iakd (®)

schreiben

yi
= — 2
rJ 2gV, (7

wo J das ,,Gefille des Gerinnes bedeutet. Hier wollen wir stets
fﬁrg% den Eytelwein’schen Wert 0,00037 benutzen, wobei wir
bemerken, daf es noch andere kompliziertere empirische Ausdriicke
dafir gibt. Hierbei ist 7 in m, V in [msec—1] einzusetzen; ;g— hat

demnach die Dimension [m~!-sec?], also einer reziproken Be-
schleunigung.
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Die Formel (7) wird z. B. bei der Berechnung vou Kanilen
benutzt. Meistens ist die vom Kanal fortzufithrende Wassermenge
@ und das zur Verfiigung stehende Gefélle J durch die Naturver-
haltnisse gegeben, die Breite b des Kanals durch den Bodenpreis
nach oben begrenzt. Aus diesen Daten kann man mit (7) den er-
forderlichen Profil-Radius und damit die Gestalt des Gerinne-Quer-
schnittes bestimmen. Hat man z. B. einen sehr breiten Kanal der
Breite b, dann kann man den Profilradius gleich der Wassertiefe &
und den Umfang statt der Breite setzen und es wird:

_ @
b
und
hJ_L_QL
29 b2hp?
oder
Q2

h ist also in diesem Falle die Wassertiefe.

Bei der gleichférmigen Bewegung ist J ein Mal sowohl des
Spiegelgefalles wie des Sohlengefédlles, da beide einander
gleich sind. Wird nun eine gleichférmige Wasserbewegung dadurch
gestort, dafl man in das Gerinne ein Hindernis, etwa ein Wehr, ein-
baut, dann weichen Spiegelgefille und Sohlengefille der abge-
anderten Wasserbewegung voneinander ab. Betrachten wir
wieder zwei Gerinnequerschnitte 4 B und A’'B’ im Abstande dz,
dann haben wir die Spiegelkurve

z = f(2)
von der Sohlenkurve

s = @)
zu unterscheiden (Fig.48). s = @ (r)ist eineim allgemeinen gegebene
Funktion. Gesucht wird die Gleichung des Spiegels, und zwar be-
zogen auf die Sohle, d. h.

y=z2—s8 = [@@)—o@)
also die Wassertiefe in Abhéngigkeit von der Gerinneléinge z.

Hierbei muBl der Anfangspunkt fiir die Zahlung der Lénge x aus
den besonderen Bedingungen der Aufgabe noch bestimmt werden.
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Das nachfolgende Verfahren wird y direkt liefern, ohne vor-
herige Aufsuchung von f(z).

Zur Gewinnung einer Gleichung fiir y gehen wir wieder von
dem Satz ans, daB innerhalb des Intervalles dz die zur Verfiigung
stehende Gefillearbeit die Widerstandsverluste decken mB.

ER

& B
Fig. 48. Betrachtung einer ungleichférmigen Wasserbewegung.

2y

—>

Zur Verfuigung steht die Arbeit @dz, wo @ die sekundliche
Wassermenge bedeutet. Diese Arbeit wird aber nicht ganz auf
die Deckung des Widerstandsverlustes verwendet, da ein Teil
dieser zwischen 4 B und A'B’ zur Verdnderung der kinetischen
Energie des stromenden Wasserquantums verbraucht wird. Das
stromende Wasserquantum ¢ hat im Querschnitte A B die
kinetische Energie

1
= Q.Ve:
5g Q- vz
im Querschnitte 4’'B’ dagegen
1
——Q(V +dV)2,
2g Q(V +av)

Die Anderung betrigt demnach
av

+rov. 2 4

g dx

Setzen wir nun einen breiten Kanal rechteckigen Querschnittes
voraus, dann gilt die Beziehung

Q="V-by,
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d. h. die sekundliche Wassermenge ist gleich: Geschwindigkeit V
mal Breite b mal Tiefe y und hieraus folgend:

_ @
=%y
Es wird also:
av Q dy
de by dw
und die Anderung der kinetischen Energie
1 @ dy
g b2y® dax
Zur Deckung des Reibungsverlustes
L UVsdx
29
oder, da bei breiten Kanilen der Umfang U annihernd gleich
der Breite b gesetzt werden kann,

L @ da-
2 g b2 _7/3 4
bleibt also von der Gefallearbeit @dz nur iibrig:
3
de——%Q VdV=de+%bTst——g%dx. ©)
Es entsteht also mit
dz ds dy
dz  dz  dw

die Differentialgleichung:
ds dy 1 @3 dy A @3
Naz " as) T 7 B do =20 B0
x  dz g b2yd dw 2g b2y
oder nach beiderseitiger Hebung von @ und mit dem constanten
Sohlengefille

(10)

@ =
dy i@ 1 @ dy
STl T By T g B aw MY
Setzt man hier zur Abkiirzung die Konstanten
i@ 33

29 b2J
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und
1 @2
2 =3
g b ",
ein, so entsteht einfacher
d
e — k%) =T (g — ) (12)
oder,
dy y*—k :
G gp—m — T (13)

d. h. die im Anfang des Paragraphen angeschriebene Gleichung.

Hier ist zunéchst k mit der bereits oben festgestellten Wasser-

tiefe bei gleichformiger Stromung der Wassermenge ¢ auf dem

Gefdlle J identisch. % dagegen ist identisch mit der Wassertiefe
der gleichformigen Stromung in einem Kanal, fiir welchen
yl

57 =

gilt, d. h. fiir welchen das Geféille J den Wert hat:

1

A
J =5 = 10,0036 = ~ 1:280.

Zwischen » und % besteht die Beziehung:
357

2J

i

A

Wir gehen nun iiber zur Integration der gefundenen Diffe-
rentialgleichung. Es ergibt sich

‘y3_k3
Jx=0+jmdy. (14)

Dies ist die endliche Gleichung der Spiegelkurve. Um die
unbestimmte Konstante C fortzuschaffen, muB3 man die Wasser-

tiefe an irgendeiner Stelle kennen, z. B. H dicht an dem Einbau.
Ist an dieser Stelle x = A, dann ergibt sich fiir ¢

y3_k3 _
=T

und als Spiegelgleichung:

. 3__ 3 3 __Js
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Ehe wir an die genaue Auswertung und Untersuchung dieses
Integrals herangehen, wollen wir die gefundene Differentialgleichung
d 3 __}3
dy g B
dx y3 — k3
zur angendherten Bestimmung der Spiegelkurve benutzen.

Dies geschieht in der Weise, indem wir einen Punkt der
Spiegelkurve z. B. dicht am Wehr festlegen durch Auswahl

y = H.
Hiermit ist bei y = H der Differentialquotient
dy H3 —p3
(#)en =7 =5 o

festgelegt, und da die Spiegelkurve nur schwach gekriimmt ist,
konnen wir annehmen, daf} derselbe Wert des Differentialquotienten
noch ein endliches Stiick Az stromauf gilt. Am Endpunkte dieses
Stiickes wird dann

H3 13

Ay =t ded g

(17)
d. h. Ay ist die Anderung der Wassertiefe an dieser Stelle.

Ein Beispiel wird das Verfahren verdeutlichen. Es liege ein
Kanal des Gefélles J = 0,00037 vor mit einer Wassergeschwindig-
keit V = 1,2m. Dann betréigt die Wassertiefe der gleichférmigen
Stromung
| £ 1,44

Y}
h:?g—'

wahrend man

3 3
2J /1
IC = h — = —_—
7 1,44 10,03 0,670
findet.

Stauen wir jetzt die gleichférmig dahinflieBende Stromung
an irgend einer Stelle auf H = 1,8 m auf, so ergibt sich folgende
Gleichung fiir die Abnahme Ay der Wassertiefe in der Entfernung
Az vom Stau:

5,832 — 2,986 2.846

9,092 77 4,990 4 Ag- Nt

5.832—0301 1 4% 000037 "0y
= 4+ Az-0,00019

Ay = + Az-0,00037
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d. h. in der Entfernung Az = — 500 m oberhalb hat sich die Stau-
tiefe um Ay = — 0,095 m = — 9,5 cm geéndert, d. h. sieist kieiner
geworden ; sie betragt H = 1,705. Berechnet man mit diesem H
von neuem die obige Formel, so entsteht

4,913 — 2,986
Ay—= + Az- BSOSO 4 Ag-
y= + Az-0,00037 4,913 —0.301 + 4z-0,000155
womit man wieder mit A2 = — 500 m stromauf die Tiefenab-

nae hm
Ay = 0,077Tm = 7,7cm

findet. So rechnet man fort und gelangt zu immer geringeren
Wassertiefen, ohne indessen die urspriingliche Tiefe 1,44 m zu
erreichen: der Stauspiegel schmiegt sich asymptotisch dem
urspriinglichen Spiegel an. Vgl. Fig. 48.

Einen allgemeinen Uberblick iiber die durch die Differential-
gleichung in definierten Staukurven liefert die Durchfithrung der
Integration und die genaue Diskussion der entstehenden Gleichung.

Es handelt sich also um die Auswertung des Integrals

3__ 3 3 ___ k3
J@— Ay = — U;_,ﬁ dy]y_ +5y 74y (18)

Zunachst ist identisch

y3 — k3 h3 — k3
y3 —h3 =1+ y3 — h8

Macht man jetzt die Substitutionen

H
y:hn’ dy:hdv, Tznﬂy

so folgt
J(
_ka hs_ka
—h\ dy— d d
j Uj 5 1 77+§ y+§ dn (19)
s H
2 )

und nach Einfithrung der Abkiirzung:

k
=
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J@e—A4)=
==W—H%—ML—P)~/2L_1 (20)
v £
h h

Hier ist eine Vereinfachung zu erzielen, wenn man den Punkt
z = A, y = H so wahlt, dafl er in den Anfangspunkt des Koordi-
natensystems fallt. Es resultiert dann als Gleichung:

d d
se=y—na—&(= [575)~(~ [:"5)] e
=0

=Y
)

z [T

a
)
- =42
0% 06 07 08 09 70 17 72 73 7% 15 76 17 1519 307
Fig. 49. Verlauf der Bresseschen Funktion f (7).

In dieser letzten Formel bleibt noch die Berechnung des

Integrals
Sy

ibrig, welches man mit Hilfe der Partialbruchzerlegung?)

. dn __l 1 742 d
7P—1 =1 pn 1)

_ nwtn+1 2n+1
=5 {lgn — 1 2]/3arccot V3 } (22)

findet



§ 17. Die Spiegelkurve eines flieBenden Gewiissers. 63

Diese Funktion, die kurz mit f(#) bezeichnet werde, hat
Bressel?) tabellarisch berechnet.
Den ungefihren Verlauf der Funktion gibt von
n = 0,5 bis 5 = 2,0
Fig. 49 wieder.
Die Funktion f (y) hat folgende ausgezeichnete Werte

F(0) = — 0,605, f(1) = oo, f(c0) = 0.
Es ist also
——f$ = — 0,605
7t —1 ’
7=0
wonach die Formel (21) tibergeht in:

Jx:y—h(1—§3)[f(’7)+0,605]0:£. (23)

%

Diese Gleichung wird durch # = 0, y = 0, = 0 befriedigt,
also geht die durch sie dargestellte Kurve durch den Anfangspunkt
des Koordinatensystems, wie soeben festgesetzt.

Ferner wird fir y = b die Gerinnelinge x = oo, da f(5)
fir y =1 oo wird, d. h. die Kurve berithrt asymptotisch die
zur Kanalsohle im Abstande y = h Parallele, d. h. den Spiegel
der ungestérten Stromung.

Weiterhin folgt nach Differentiation der Gleichung ) (13):

dz y3 — k3 h3 — k3
Jﬁg" B — I3 —1+y3—~h3 (13)
A2 BB — ks
— 2
J i 3 7 — )2 Y2, (24)
a2
Das Vorzeichen des zweiten Differentialquotienten TZ?Z— ist
drxt?
maflgebend fir Krimmung der Kurve. Ist g negativ, dann

ist die Staukurve in Richtung des positiven z, also stromab,
konvex. Das ist offenbar dann der Fall, wenn
B—E>0
oder
h3 — 43R >0
oder
1> 73,
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In diesem Falle ist die Kurve iiberall konvex in Richtung der
Stromung (Fig. 50).

Wasserldufe, bei denen die Bedingung A3 > 1 erfiillt ist, nennt
man nach de Saint-Venants Vorgang Fliisse. Im Anfangs-
punkt 4 beginnt die Kurve mit unendlich schwacher Kriimmung

a2
(% = -O) und mit wachsendem y nimmt x zu. Mit
y=21h =k
wird
dx y3 — k3

Gy T

d. h. die Kurve hat hier eine zur Kanalsohle senkrechte Tangente;

Fig. 50. Gestalt der Staukurve bei einem FluB » > k.

dies findet im Punkte B statt. Hier kehrt die Kurve in Richtung
des Oberlaufes um und néhert sich asymptotisch (wie oben nach-
gewiesen) der Spiegelkurve C'D der ungestorten Stromung, der im
Punkte y = h, x = — oo erreicht wird.

Fir weiter wachsende y >k, n > 1 wird = wieder endlich;
j—z wird positiv und wéchst bis zum Werte d_:; = %beiy = 4 oo,
Der entstehende Kurvenzug CE geht asymptotisch von der Ge-
raden CD aus und nahert sich ebenfalls asymptotisch der Geraden
FE, die die Gleichung besitzt:

Jr = y 4 0,605 (13 —1)h.

Soweit der Verlauf der Kurve oberhalb der Gerinnesohle.
Ein Stiick der Kurve liegt noch unterhalb der Gerinnesohle und ist
in der Fig. 50 punktiert gezeichnet; es kommt fur die Spiegelgestalt
nicht in Betracht.
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Ist dagegen die Bedingung
B —Ek* <0
oder B>1
erfilllt, dann bezeichnet man den Wasserlauf mit de Saint-
Venant als Wildbach. Dann ist der zweite Differentialquotient
2r 3 R —k

T T e !
iiberall positiv, die Staukurve also iiberall konkav in Richtung der
Strémung. Es ergibt sich folgendes Kurvenbild (Fig. 51):

Fig. 51. Staukurvenverlauf bei einem Wildbach A < k.

Wieder beginnt die Kurve im Anfangspunkte 4 mit unendlich

dz
schwacher Krimmung (ﬁ = 0; Wendetangente | und néhert sich

x
mit positivem ay asymptotisch dem Spiegel der ungestorten
dx

Stromung, der mit x = 4 oo, y = &, @ = oo erreicht wird.

d
Mit weiter wachsendem y wird E_g negativ endlich, um bei y = 1k
zu verschwinden. Dies tritt ein im Punkte D, in welchem die Kurve
eine zur Kanalsohle senkrechte Tangente hat. Gleichzeitig ist D

d
ein Umkehrpunkt fir die Kurve; mit y > 1A wird ?i—; positiv, um
sich mit z = oo, y = oo (welches Wertepaar die Kurve befriedigt)
1
dem Werte 7 niahern. Dieser Kurvenzweig (D ¥ in der Figur)

hat also ebenfalls eine Asymptote, deren Gleichung ist:
Jx = y + 0,605 (13— 1)h.

Hort, Differentialgleichungen. J
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Im Falle 23 = 1, wenn also weder ein FluB noch ein Wildbach
vorliegt, wird da 1
Ay J
d. h. der Spiegel ist iiberall eine horizontale Gerade, und zwar ist
es die durch die Gleichung
Jr =y
gegebene.

§ 18. Integration bei allgemeineren Formen der Differential-
gleichung. Trennung der Variabeln. Anwendungsbeispiel: Grund-
wasserspiegel.

Eine etwas kompliziertere Form der Differentialgleichung

dy
F (x, y, %) - O
ist folgende Gleichung:
P (x) dy
1
) W
Auch hier findet sich leicht eine Gestalt der Gleichung, von
der aus die Integration sofort vorgenommen werden kann. Man
schreibt firr (2) nach Multiplikation mit y(y) - dx
p)dz +y(y)dy = 0 (2)
Man nennt diese Umformung ,,Trennung der Variabeln*
und hat sofort als allgemeines Integral von (3) die Gleichung:
Jo@)de + [y(y)dy + 0 = (3)
Die Integration einer Dlﬁerentlalglelchung gelingt immer,
wenn sich die Trennung der Variabeln durchfithren 1a8t. Hierher
gehort auch die noch allgemeinere Form:
p@)ypy)de + @ @)y (y)dy = 0 4
Hier gelangt man durch Division mit y (y) * ¢, (x) zur Trennung
der Variabeln:

¢ @) g,y 10O
P1 (%) v ()
und zum allgemeinen Integral:

dy = 0 (5)
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§ 19. Apnwendungsheispiel: Spiegelkurve des Grundwasser-
stromes in der Umgebung eines Brunnens.

Ein Beispiel moge das Verfahren der Trennung der Variabeln
erldutern.

Es handele sich um die Ermittlung der Spiegelkurve des
Grundwasserstromes in der Umgebung eines Brunnens.

54
A
’ / Y / 770177, Jg
CULLLLd | ridlegpsisilp
~~aa- X\( - 6/) 0’.:_‘”14:\9\\\\ :::‘\‘M" ‘0.""
u—\ \ (2 - D 79 4 4 S“ :.‘-\:’: S "‘:J\ (~\l\~v
N Sy (\CJJ ~p\ﬂs ‘i AN “A\’M‘/ot.—‘"“
N \,\f._ SRS 2 X K SIESE A Ao RYEQN
YIC [ N 3 A ConAtt A
;7-k 4—") ’7\ \\ 7 /-' S/c_ :‘/VL:-'V'l (iv(|M\Jlj K "[‘
el i 2
L ——>
Fig. 52. Ungestorter Grund- Fig. 53. Brunnen im Grund-
wasserstrom. wasserstrom.

In der Figur 52 sei AB die Erdoberfliche, C'D der Grund-
wasserspiegel vor Anlegung des Brunnens, EF eine den Grund-
wasserstrom nach unten begrenzende undurchléssige Schicht,
etwa aus Ton bestehend.

Wird nun an irgendeiner Stelle ein Brunnenschacht etwa bis
auf die undurchlissige Schicht EF getriecben und in diesem
Schacht der Wasserspiegel durch Wasserentnahme auf dem
Niveau GH gehalten, so senkt sich der Grundwasserspiegel
in der Umgebung des Brunnens (Fig. 53). Die urspriinglich
geradlinige Spiegelkurve CD geht in zwei gekriimmte Zweige
('@ und D’ Hiiber, die sich an den Wasserstand G'H anschlieBen.
Der Spiegel selbst ist eine Rotationsfliche um die Achse OY
mit GO’ oder HD' als erzeugender Meridianlinie.

Zur Ermittlung der Kurve H'D benutzt man den durch
die Erfahrung hinreichend gesicherten Satz, daB die Stromungs-
geschwindigkeit » des Wassers in einem Punkte P des durchlissigen

d
Sandkorpers dem Gefille d_?:: der Spiegelkurve in dem senkrecht

iiber P liegenden Punkte M’ proportional ist. Bezeichnet man

5*
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die Proportionalitdtskonstante mit %, so ist anzusetzen
. dy
= k _
v iz (1)
Nunmehr ergibt sich das durch den Mantel des Zylinders
N'NMM

radial nach innen stromende Wasserquantum
dy
.Q—2nxyv_2nxykﬂ, (2)

und da @ fir alle Zylinder des Radius x denselben Wert haben
muf}, der der Entnahme aus dem Brunnen gleich ist, so gibt
(2) sofort die Differentialgleichung des Problems.
Diese geht nach Trennung der Variabeln iiber in

ﬂ_.?nk

2 — g Y (3)
und nach Integration in
k
gx=0+%7w. (4)

Die unbekannte Integrationskonstante ermittelt man leicht
aus der Bedingung, daB die Spiegelkurve D'H in den Brunnen-
spiegel G'H iibergehen mufl. Wenn némlich der Brunnendurch-

messer = 27 und die Wassertiefe im Brunnen = A ist, dann
muf} fir x = r y = h werden, d. h. es muB} sein
k
lgr = C + % B (5)

oder durch Auflésung nach ¢
nk
C=Ilgr——*h2,
g
Fithrt man diesen Wert in die urspriingliche Integralgleichung

(4) ein, so ergibt sich

A
lg =" W—H) (6)

womit wir in die Lage gesetzt sind, die Spiegelkurve zu berechnen 3).
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§ ?0. Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung.
Bernoullis Substitutionsmethode.

Lineare Differentialgleichungen der Form
dy
—= X, = »
Z 4 Xy+ X, =0, (1)

wo X und X, Funktionen von « allein bezeichnen, kommen
sehr hiufig vor. Eine Methode zu ihrer Losung stammt von
Bernouilli. Sie besteht darin, dal man y als Produkt zweier
Funktionen » und v von x zu erhalten sucht. Aus

y = wo )
findet sich durch Differentiation
d_y = U d’U vﬂ B 3
de ~  dx dx * (3)

Setzt man die Formeln (2) und (3) in (1) ein, so folgt die neue
Differentialgleichung

du dv
<%+Xu)v+(uE+X0> =0 4)
Diese Differentialgleichung wird offenbar befriedigt, indem man
die Klammerausdriicke einzeln = Null setzt, d. h. indem man
die einfachgren Differentialgleichungen
du
S+ Xu=0 (5)
und
dv
e X, =0 (6)
16st. Von diesen ist die erste (5) sehr einfach. Man hat
du
— = —Xd
. z ™

und nach Integration mit Hinzufiigung einer Konstanten C,

lguzCo—dex )
oder
w=C e—Jde (9)

1
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wenn
C;, = €%
gesetzt wird.
Aus (6) ergibt sich aber

dv X,
W T 10
oder mit (9)
1 {Xde
dv=——+X,e -dx (11)
01
oder nach Integration (mit einer neuen Integrationskonstanten C,)
1 {xdz
v=02——[XOe da. (12)
0

Kehren wir nun zum Ansatz (2) zuriick, so findet sich durch
Einsetzen von (9) und (12)

—[xa xd
y=uv=e ! z((}’—one'f z-dx) (13)
wenn C,C, = C gesetzt wird, oder
Jxdz [xda
fXOe de +ye =C (14)

§ 21. Anwendungsheispiel: Entstehung eines Wechselstromes.

Eine Differentialgleichung der Form
d
Xy X, =0 (1)

tritt auf bei der Ermittlung des Wechselstromes, der in einem mit
Selbstinduktion behafteten Leiter nach Anlegung einer Wechsel-
stromspannung E = E, sin w¢ entsteht. Diese Differential-
gleichung erhalten wir, indem wir £ gleich der Summe des Ohm-
schen Spannungsabfalles WJ und des induktiven Spannungs-
aJ

abfalles L ar setzen :

E=WJ+ L% (2)

Schreiben wir dies in der Form:

o W, E_ 5
T AR ®)
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so finden wir die Gestalt von (1), wenn wir setzen
W E

J=y; t=u; 7

H

w
allerdings ist — = X hier eine Konstante. Unter Anwendung

L
von Formel (13) § 20 ergibt sich sofort

- Eoo gt S

W
e z (0+ Lf v sinwtdt)(4)
w1

Hier ist das Integral nach einer Integraltafel . .
" . ig. 54. Stromkreis
(z. B. Hiitte 1908. I. S.78.) zu bestimmen. i Widerstand

Wir erhalten undSelbstinduktion.
14
—1 E
J=Ce I 4+ —% — .sin(wt— 5
1+ o I ( 7) (5)
wo fiir den Winkel y gilt:
wL

Die unbestimmte Konstante C bestimmt sich aus den ,,Anfangs-
bedingungen‘‘. Soll z.B. im Beginn des Einschaltens, zur Zeit ¢ = 0,

der Strom J = 0 sein, so hat man
0=0C+ — Eysiny
VWe 4 w2 L 2

oder N

: _ EyelL )

T We4 wrle .
folglich
E A E
J = o L ' 0 sin{wt—y) (8)

W2 4+ w2 L2 "¢ + YWz = w2 L2
Die Stromstirke. setzt sich also aus einem mit der Zeit ,,ab-
klingenden‘* Téil

BoL -
W2 + w? Iz ¢
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und einem rein ,,periodischen‘ Teil
=L in(wt—7y)
VW2 4 w2 L2 v
zusammen.
Zunichst interessiert die Geschwindigkeit des Abklingens
des ersten Teiles. Diese ist gegeben durch die Abnahme der
Exponentialfunktion

e

Ly
L' o—bt
mit wachsender Zeit.
w

Firt{—=0iste L = 1. Von diesem Wert nimmt ! fort,
gesetzt ab. Die Geschwindigkeit der Abnahme ist um so grofler-
je groBer b ist, je groBer also der Widerstand W im Verhéltnis
zur Selbstinduktion ist. Mit & = 1 (Widerstand = Selbstinduktion)
haben wir die gewohnliche reziproke Exponentialfunktion e~
deren Werte in nachfolgender Tabelle bis ¢ = 5 sec zusammen-
gestellt sind.

b e—t .t e—t
n sec In sec

0,0 0,0 3,5 0,0302
0,5 0,6065 4,0 0,0183
1,0 0,3679 4,5 0,0110
1,5 0,2232 5,0 0,0067
2,0 0,1353 5,5 0,0041
2,5 0,0818 6,0 0,0025
3,0 0,0498

Diese kleine Tabelle ist mit dem Rechenschieber berechnet
unter Benutzung der Reihenentwicklung

g B # B
| M T TR TRV TR T
Zuerst berechnet man ¢=%% auf 4 Dezimalen wie folgt
1,0 = 1,0000; — ¢ = —0,5000
2 8
— = 0,1250; — — = — 0,0208
! 3!
4 5 .

+ 1,1276 —0,5211
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mithin :

e %5 = 0,6065;

ferner findet sich
1

—1

T 27182

womit die beiden ersten Tabellen-
werte festliegen. Alle iibrigen
finden sich aus diesen durch Mul-
tiplikation. Z.B. e2 = (0,3679)2
= 0,1353 und e2° = 0,1353 X
0,6065 = 0,0818.

Fir b — 2und b — % findet
man die Werte e~2¢ und e-El
durch Quadrieren bzw. Radizieren
der e—t-Werte.

In Fig. 55 sind die errech-
neten Werte als Kurven zu-
sammen getragen. Man erkennt,

wie schon nach wenigen Sekunden
w

die Funktion ¢ Z = auf wenige

4

= 0,3679,

10

="

as

ot

7=q | =
=q~‘/
3 %’/Q

N\

BRE

N

¢ \*’\

1

a9 7 2 7

L3

5  65ek

Prozente ihres Anfangswertes Fig.55. Die Exponentialfunktion
e — b fiirverschiedeneWerte von b.

»abgeklungen® ist, womit ihr
Beitrag zum Momentanwert des

Wechselstromes praktisch als verschwunden betrachtet werden

kann.

Es bleibt also jetzt noch iibrig, den Wechselstrom

E

—sin (@ —p) = J sin (0t — p)

_ 0
YWe w2 L2

zu betrachten. Die Konstanten, die hier auftreten, tragen folgende

Benennungen :

E, = der groBite Momentanwert der Spannung,

E

0

J R —
0 VW2 L w22

= der grofite Momentanwert des Stromes,

YWz + w2L® = die Impedanz oder der scheinbare
Widerstand des Wechselstromkreises,
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oL = die Reaktanz,
w = 2v 1t = die Kreisfrequenz,
v = die Frequenz,

L
y = arctg _wW_ = die Phasenverschiebung.

Wichtig ist vor allem der Vergleich der beiden Funktionen
¢ = sinwt und ¢ = sin (wi—y), die fiir den Verlauf von Spannung
und Strom mafBgebend sind. Die beiden Funktionen entsprechen-
den Kurven sind in Fig. 56 aufgetragen. Es ergibt sich, daB
die Funktionswerte sind fiir

t=0:e=0;¢t=—siny
und fir
B A N
t—-w.e—sm'y,z_(},
29
70 :;;l:r — '-5/'/7/wt-?/}

N

=

70 ' T i
1§ // 2NN /
r
e=sﬁ%><t/

g0 Sek QorSek Qo025ek
Fig. 56, Die Stromnacheilung.

woraus erhellt, daff die Stromsinuskurve ¢ der der Spannungs-
sinuskurve e nacheilt, und zwar im Kreismall um den Winkel

ol
y = arctg W

im ZeitmafB um die Zeit
f— v

w

Man nennt y die Phasenverschiebung.
Berechnung eines Beispiels:
Es sei die Spannung E, = 500 Volt.
Es sei die Selbstinduktion L = 0,0858 Henry.
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Es sei der Widerstand W = 3,43 Ohm.

also b = —40,0.
Es sei die Frequenz v = 50/sec,
also die Kreisfrequenz w = 2nv = 314.

Es ergibt sich die Reaktanz wL = 26,9.
Mithin w2L? + W2 = 723 + 12
und die Impedanz

W2+ w?L? = 27,11,
also

E
J =ﬁ = 18,44 Amp,

oy 0L _ 269
I7="W T~ 343

=17,82

)
|
9,7 Seh— q7Sek |

. . Fig. 57. Entstehung eines Wechsel-
oder die Phasenverschie- stromes.

bung y == 82043
Infolge des hohen Wertes b = — 40,0 klingt das Glied

E,o Le—0t

W2 4+ L2p2’

welches zurzeit ¢ = 0 den Wert 18,44 Amp hat, sehr schnell ab;
bereits nach 0,1 sec ist es auf 0,018, nach 0,15 sec auf 0,0025
seines Anfangswertes gesunken, womit die volle Ausbildung des
Wechselstromes beendet ist.

Es vergehen also nur wenige Stromwechsel, bis der Strom
seinen reguliren Wert J, erreicht hat. Die Fig. 57 stellt den
Anfangsverlauf der Strombildung dar.

§ 22. Das singuliire Integral.

Im § 16 betrachteten wir eine Mannigfaltigkeit von Integralen
einer gegebenen Differentialgleichung, die durch eine Kurven-
schar graphisch dargestellt wurde.

Wir wollen die vorgelegte Differentialgleichung

dy .
F(zy d—;’) =0 (1)
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nun in der speziellen Form
dy\2 dy
(75) T29@ )5 —v(vny)=0 (2)
. [dy :
also in P quadratisch annehmen.

d
Durch Auflésung nach Eg ergibt sich

dy .
dr = TP@N V@ Y Fy (e y
und ®)
dy
o= @Y — @ ) v y)

In jedem Punkt der z- y-Ebene gibt es also zwei verschiedene

Tangentenrichtungen (Fig. 58), mithin auch zwei verschiedene

Kurven, die der gegebenen ,

Differentialgleichung geniigen.
Bezeichnen wir diese Kurven

mit 1 bzw. 2 und sei

D, y,C) =0 (4)

TN

>
Fig. 58. Zwei getrennte Fig 59  Aufeinanderfolgende
Integralkurven. Integralkurven.

das allgemeine Integral von (1), so ist
Dx,y, C)) = 0. (5)
die Gleichung der Kurve 1 und
@(:L‘, Y, 02) =0 (6)
die Gleichung der Kurve 2. Die Werte C; und C, werden um

einen endlichen Betrag voneinander verschieden sein, wenn die
beiden Kurven 1 und 2 ,,weit* auseinander liegen.



§ 22, Das singulire Integral. 7

Betrachten wir jedoch zwei solche Kurven, die unmittelbar
aufeinander folgen, so werden die Betrige von C; und C, nicht
mehr erheblich verschieden sein, so dafll wir als Gleichungen
der beiden konsekutiven Kurven 1 und 2 anschreiben kénnen

D(x,y,C) = 0
und

Dz, y,C +dC) = 0.

Aus der Figur 59 ergibt sich ferner, dafl auch die beiden Tan-
gentenrichtungen in dem Schnittpunkte zweier ,konsekutiven‘
Kurven nicht mehr sehr voneinander verschieden sind. Der
Ort der Schnittpunkte der , konsekutiven* Kurven geniigt dem-
nach ebenfalls der Differentialgleichung (1).

Aus der analytischen Geometrie ist aber bekannt, daB
der geometrische Ort der Schnittpunkte ,konsekutiver Indi-
viduen einer Kurvenschar die einhiillende Kurve der Schar
ist. Bekanntlich'?) erhdlt man die Gleichung der Einhiillenden
durch Elimination des ,,Parameters C' aus

D(x,y,0)=0 b/
und ) -
3D (z,y,C") —0 j
aC” :}\ r

Hieraus ergibt sich, daf ein Integral h}
von (1) existieren kann welches keine o T
willkiirliche Konstante C enthilt. >
Diese besondere Art des Integrals nennt l

man das singuldre. Ein solches /h/zz?
existiert aber nur dann, wenn die Fig. 60. Eigenschaft der
gegebene  Differentialgleichung (1) Astroide.

T

mindestens vom zweiten Grade in iz ist.

Man kann die Differentialgleichung einer Geraden aufstellen,
die so liegt, dafi die Koordinatenachsen auf ihr ein Stiick von
gegebener Lange a abschneiden (Fig. 60). Dies gelingt wie folgt:

Es ist

P dy

T BT T
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oder
dy
p = Ll
Ferner ist
. dy
¢§=Yy—p= y——x%—
und
7 My
Yaz —¢2 dx *

Aus der letzten Gleichung folgt
a 4y
dx

=)

und hieraus durch Einsetzen in die vorletzte Gleichung

q:———ﬁ_

ay

11+y2 ®

Y —zy) =

oder
a 4
y=oy + L 9
T4y
Dies ist die Differentialgleichung einer Geraden, welche der
oben gestellten Forderung geniigt.
Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung ist

aC

o 10

y=z0C+

wie sich durch Einsetzen von
y =0
in (9) ohne weiteres ergibt.|
Differenziert man (10) nach Vorschrift (7) nach C, so folgt
V14 C—[C.0:1T+ 07
1+
1
(1 40271 + Cz

O=z+4a

O0=z-+a

(11)
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Setzt man (11) in (10) ein (zwecks Elimination von 0), so findet sich
3

y = — 12
11 + C2)s 12)
wihrend aus (11) durch Auflosung nach C folgt
2 kS
3 2
o[ -1
x
und (13)
L L2
]/(1 + O a
?

Fig. 61. Gestalt der Astroide.

Nach Einfithrung der Ergebnisse (13) in (12) folgt

2 3
[ 2\3 ]—
y== <7> —1 (14)
woraus sich endgiiltig findet

(15)

als Gleichung der Einhiillenden und damit des singuldren In-
tegrales zu (g). Die so entstehende Kurve ist die Astroide.
(Fig. 61.)
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§ 23. Die Methode des integrierenden Faktors. 15)

. 1. Die Differentialgleichung (4) des § 18 kann man in der
Form schreiben

f, y)de + g(x, y)dy = 0. ey

Dieser Ausdruck hat die Form des totalen Differentials

einer Funktion F(x,y)
oF oF
dF = or dx + o dy (2)

oF
da sowohl oz wie e zwei verschiedene Funktionen von z und y
sind. .
Nun ist der Ausdruck (1) ohne Zweifel mit (2) identisch, wenn

oF oF
f(@y) = und g(x,y)=ﬁ (3)

gilt. Die Bedingungen (3) bestehen aber dann, wenn
of @F  oF ag

(4)

oy  owdy  dydx  ow
ist. Haben f und g die Eigenschaft (4), d. h.
0 0
of -9 (42)
oy ox
so ist dieIntegrabilitdtsbedingung fir (1) erfillt, und
es existiert ein allgemeines Integral der Form
F(z,y) = C (5)
wo C die willkiirliche Integrationskonstante ist.
Zur Auffindung von F kniipfen wir an die Gleichung (3)

oF

oz f(@9)
an, die wir partiell in bezug auf x bei konstantem y integrieren
konnen

F=[j@y)de+ 6@ (6)
Hier ist G die unbestimmte Integrationskonstante, die y, aber
nicht x enthalten kann.
An der Gleichung (6) untersuchen wir, ob sie die Eigenschaft
oF

W=g(x>y)
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hat und finden

oF of oG (y)
b f”a?d” ) — @ (1)

welche Gleichung zur Ermittlung von G(y) fithrt

G (y) f wydy—fdyf*dw— (8)

Hier muf C eine erkllche Konstante, d. h. frei von z und y sein,
weil sonst die Gleichung (7) nicht bestiinde.
Durch Einsetzen von (8) in (6) ergibt sich

F(x, ) ffxy)dw—{—f xydy—fdyf—»dw—

und mit bezug auf (5) das allgemeine Integral

ff(x, y) dw +f9(w, y)dy~fdy :—?’;dnga )
z Yy Y z

Als Beispiel behandeln wir die Differentialgleichung
1 1
(wm + 2xy? + 7)6106 + (y"—f— 2x2y+?> dy =0 (10)

bei der die Integrabilititsbedingung erfillt ist, denn es ist
of _ 2?9
By T ew ATV
Nunmehr fithren wir die in (9) vorgeschriebenen Integrationen aus

xm+1

ff(w, y) dje =f(xm+2xy2+%>dx=m+l+x2y2+lgx

x

]_ m+1
fg(x, y)dy=f(y"+2x2y2+ y)dy— Y +aty? gy

7+ 1
Y
of
dy —@—dx :fdyf4xydx=x2y2;
Yy z Y z

wonach sich das allgemeine Integral zusammensetzt
am+1 yn+1

m+1 T wrl

Hort, Differentialgleichungen. 6

+ 222+ lgxy =C (11)
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II. Ist die Integrabilititsbedingung nicht erfiillt, so besteht
immer die Moglichkeit, eine Funktion J(x, y) derart zu be-
stimmen, daB

f(x7 y)J(x; ?/)dx + g(x: y)J(x: ?/)d?/ =0

ein totales Differential wird.
Es mufl dann gelten
o(f-J) _ 2(9-J)

oy - o (12)

d. h. wir erhalten zur Bestimmung von J die partielle Differential-
gleichung
o) 2J of ag
[ — —_— —_——— J f—
f oy gax +<ay ax> 0 (13)
Die Integration dieser Gleichung verursacht meistens be-
sondere Schwierigkeiten. Oft fithrt aber ein Weg zum Ziel, der
von besonderen Voraussetzungen iiber die Gestalt der Funktion
J (x, y) ausgeht.
Nimmt man zunéchst einmal an, dafl J eine Funktion von z

3 ?2J
allein sei, so wird W = 0, und or kann mit totalen Differen-

tiationszeichen geschrieben werden. Gleichung (13) geht sodann
itber in

1 dJ 1/[5%f ag
7%*7(@7“%) 1)
oder
digJ 1 (3f dg
dx “7(@—5) (15)

Unsere Annahme, daf J nur z enthalte, ist demnach richtig,

wenn der Ausdruck
1 (3f g
g \oy or

nur die Variabele  enthélt. Dann kann man ohne weiteres (15)

integrieren
1{93 9y
/5 (aT, - 67) 42

J=c¢ (15a)
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Dieser Fall liegt vor bei der Differentialgleichung des § 20,
die wir jetzt in der Form schreiben
(Xy + Xo)dz 4-dy =0 (16)
fdo + gdy =
d. h. es ist ’
f= Xy+X,
g =1
und der integrierende Faktor wird
' 19/ ¥4
S ef?(ﬁ—a_z) dz _ efxmc
Demnach ist
Xy + X ¥ da + JXa, o
ein totales Differential, und wir konnen nach Vorschrift (9)

verfahren :

[xdz [xas

[¢hydz =y X" Ve + [Xyo " T da

gJ)dy . efXdz'y

fof o

woraus sich das allgemeine Integral ergibt
onefdechac-}—yefXd:D = (17)

in Ubereinstimmung mit GI (14) § 20.
Auf analoge Weise erhilt man einen von x freien Faktor J,
der nur y enthilt, wenn

1 [ag of
-3

von y frei ist. Dann lautet der integrierende Faktor
Sl
J = F\oz oy

Es gibt noch einen dritten Fall, in welchem J = X . Y. d. h. gleich
dem Produkt zweier Funktionen ist, die nur z bzw. y enthalten.
Wir verweisen hierfiir auf die ausfithrlicheren Lehrbiicher der
Differentialgleichungen 16).

6*
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I1I. Die Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

§ %4. Hohere Differentialquotienten. Lineare Differential-
gleichungen zweiter Ordnung. Verschiedene Formen.

Ein Blick auf die in § 15 zusammengestellten Differential-
formeln zeigt, dal der Differentialquotient der Funktionen f(z)
wieder eine Funktion von z ist, die allgemein mit /' (z) bezeichnet.
wird. Aus

y = f@ (1)
folgt also
dy _ . :
Je =l @=y (2)
Diese neue Funktion f'(z) kann man natiirlich nochmals diffe-
renzieren, wodurch man den zweiten Differentialquotienten
von f(x) erhilt.

Man driickt diesen Vorgang des nochmaligen Differenzierens

an der Formel (2) wie folgt aus

e 4 (@)
de| df () de  dy’
de ~ de  dx = dz 3)

oder
ddy _ df @  ddf@) ., . dy
deds — de “—dzdr — ! @ =735 (4}

oder mit der Abkiirzung dd = d?

Ey _df @ _ Ef@ _ L,
dor = dw — dwr T @)=Y ®)

Wiederholt man die Differentiation n-mal, so erhélt man analog
By _ BfE) _

=g =@ =y (6)
und

danr ar f (x :

DY IO _ o @y =y @)

Diese hoheren Differentialquotienten sind mit den Variabeln
x und y die Bausteine, aus denen sich die Differentialgleichungen,
die wir nun betrachten wollen, zusammensetzen.
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Analog § 10 schreiben wir nunmehr die Differentialgleichung
zweiter Ordnung in allgemeiner Form an:

dy d2y

Es ist dies also eine Gleichung, in welcher auBler den Variablen
2 und y auch der erste und zweite Differentialquotient vorkommen.
Die Integration von Gleichungen dieser Art ist wiederum mit
einem beliebigen Grad von Annédherung moglich, wenn es gelingt,

d2y
sie nach — aufzulosen. Es sei also

dx?
dy? dy
Q= (x Y, W) - ®)

dz
Durch diese Gleichung ist Ei:% nach Festsetzung bestimmter

d
Werte fiir z, y, Eg gegeben. 4

Denkt man sich die ge-
suchte Funktion y = ¢ ()
als Kurve aufgetragen, so
kann man nach Auswahl
eines Punktes xz,y, und
nach Festlegung der Tan-
gente durch diesen mit
Y, den Radius des
Krimmungskreises
in x,y, berechnen

_ Ya+up

Q= —"" -
Yo
Wird der Kreis mit dem Fig. 62. Nih 5 .

. . ig. 62. Niherungslosung einer
Mittelpunkt M, gezelc}'met, Differentialgleichung zweiter Ordnung mit
so kann man auf seinem Hilfe des Kriimmungskreises.
Umfang dicht neben 2.y,
einen neuen Punkt z,y,; aussuchen, dessen Richtungstangens
y," aus der Figur bestimmt wird. Mit Hilfe der Gleichung
9 berechnet man den zweiten Differentialquotienten in z,y,

(10)

v = @, YY)
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und damit den Kriimmungsradius

_Ja P

%"
des Kreises mit dem Mittelpunkte M,. Fihrt man in dieser
Weise fort, so erhdlt man punktweise eine Kurve, fiir die in allen
Punkten die Differentialgleichung 8 erfillt ist.

Wie man sofort bemerkt, liefert nach Auswahl von z,y,
jede Tangente durch diesen Punkt eine Kurve. Es gehen also
durch z,y, unendlich viele Kurven, die der Differentialgleichung
geniigen.

Und ferner liefert jede Auswah! eines Punktes z,¥, ein solches
Kurvenbiischel.

Jede der so bestimmten Kurven stellt ein partikuldres
Integral der gesuchten Differentialgleichung dar. Wahlt man
zwei beliebige partikulire Integrale

Y = @)

1

und
Yo = ()
aus, aber so, dal sie verschiedenen Kurvenbiischeln angehéren,

dann ist
y = C1p1(@) + Cap,(x)

das allgemeine Integral.

Durch geeignete Auswahl von () und C, kann man jede der
oben erhaltenen Kurven darstellen.17)

Unter den unendlich vielen Differentialgleichungen, die nach
Formel (1) moglich sind, interessieren uns nun in der theoretischen
Naturbetrachtung zundchst gewisse speziellere Klassen. Zu-
nichst sind vor allem wichtig wegen ihrer Anwendung die
linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung
im weiteren Sinne. Sie sind so benannt, weil die Differential-
quotienten in ihnen nur linear vorkommen, wihrend ihre Koeffi-
zienten Funktionen der beiden Variablen sind.

d2 d
Py@y) g + Pr @) 5 + P @ 9)y + Py(5,9) =0 (11)

wo im dritten Gliede y als ,,nullter* Differentialquotient zu be-
trachten ist.
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Ein weiterer Schritt fuhrt zu den linearen Differential-
gleichungen im engeren Sinne, bei denen in den Funktionen
P, P,, P,, P, nur noch die abhéngige Variable # vorkommt.
dzy
da?

Die linearen Differentialgleichungen im engeren Sinne sind
in besonders hohem Mafe Gegenstand der Forschung gewesen
und wir werden ihnen bei einer groen Menge von Aufgaben der
Mechanik begegnen.

Aller einfachster Natur und ebenfalls wegen der Anwendungen
wichtig sind die linearen Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten, die aus Formel (12) hervorgehen, wenn man die
Funktionen P mit Konstanten a entsprechend gleichsetzt:

d2y dy
Uyt a4,y + 1y = 0. (13)

d
Py @) + Py@) 5o+ Py @)y + Py@) = 0. (12)

Diese Differentialgleichungen treten besonders in dem wich-
tigen Kapitel von den kleinen Schwingungen auf.

Wir gehen in den nichsten Paragraphen dazu iiber, einfachere
Beispiele fiir die linearen Differentialgleichungen zu besprechen.

§ 256. Die Differentialgleichung der Seilkurve.

I. In Fig. 63 ist das Grundsétzliche einer Drahtseilhdnge-
bricke gezeichnet. Zwei Drahtseile I und II sind iiber die Auf-

A 8

Fig. 63. Die Drahtseilhingebriicke.

lager 4 und B gespannt und bei 4" und B’ verankert. Anihnen sind
eine Anzahl Héngesdulen 1234........ in gleichen Absténden be-
festigt, an deren unterem Ende die Fahrbahn F F aufgehangt wird.
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Das Gewicht der Fahrbahn und der auf dieser befindlichen Briicken-
nutzbelastung (Fahrzeuge, Menschen usw.) wird durch die Hange-
siulen auf die Drahtseile und damit auf die Auflager A B und die
Verankerungen A'B’ iibertragen.

Fiir einen gegebene Spannweite s und Briickenbreite b wird
das Gewicht der Fahrbahn f sowie die Nutzbelastung v als be-
kannt angenommen. Z. B. kann man fiir schwere stidtische
Strafenbriicken mit Pflasterung f = 1300 kg/qm fiir die Fahrbahn
und v = 400 kg/qm fiir die Verkehrslast wéhlen. Beide Arten von
Belastung werden iiber die Spannweite s gleichmaflig verteilt an-
genommen. Setzt man die Zahl der Héngesdulen einer Briicken-
seite gleich N, so wird durch jede dieser die Belastung P =
(f +v)s-b

2N

auf jedes der beiden Drahtseile itbertragen. Es ent-

steht jetzt die Aufgabe, zwecke Berechnung der Starke der Draht-
seile, der Auflagerstiitzen 4 B sowie der Ver-
ankerungen A'B’ den Kraftverlauf in dem

ganzen System zu ermitteln. 7

z

A 7l 2 3 4 s 6 s
o

&

700 650 ¢

00 i

00 7700 7

Fig. 64. System von parallelen Kriften. Fig. 65. Krafteplan.

Zur Vorbereitung der Losung untersuchen wir eine Anzahl
in einer Ebene gegebener paralleler Krafte (Fig. 64)

P, = 1100 kg P, = 1100 kg
P, = 650 P, = 1100 ,,
P, = 900 ,, P, = 850 ,
P, = 1700 ,,

und versuchen eine Seilverbindung zwischen ihnen zu finden, die
mit den Kriften ein Gleichgewichtssystem bildet.

Man trage die Krifte der Grofe (1 mm = 100 kg) und dem
Sinne nach auf einer der gegebenen Kraftrichtung parallelen
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Geraden auf (Fig. 45), wodurch man auf dieser die Punkte

Von einem beliebig gewéhlten Pole O ziehe man Gerade nach
den Punkten 0—7, wodurch der Krafteplan O—7—O entsteht.

Zu den 8 Geraden O—0 bis O—7 ziehe man 8 Parallele (Fig. 64),
so dafl sich stets zwei aufeinanderfolgende dieser auf einer der
Kraftlinien Py.......... P, schneiden, wodurch das Seil-
polygon 0—1—2—3—4—5—6—T entsteht.

Fig. 66. Seilpolygon.

o re
Fig. 67. Krifteparallelogramm an einem Seileckpunkt.

Wir betrachten jetzt die Seiten des Seilpolygons als aus realen
Seilstiicken bestehend, deren erstes (0) und letztes (7) an zwei
festen Punkten A und B angekniipft sei (Fig. 66). In den Knoten-
punkten denken wir uns die parallelen Krifte P, ....... bis P,
angebracht, z. B. als angehéingte Gewichte. Bekanntlich ist dann
das System, d. h. die Spannungen zweier aneinanderstoflenden
Seilstiicke, mit der dazugehorigen Kraft im Gleichgewicht.

Die Spannungen der einzelnen Seilstiicke konnen aus dem
Krifteplan entnommen werden ; sie sind den Strahlen 0—0 bis 0—7
gleich, wenn diese in demselben Mafistab gemessen werden wie

die Krafte Py.......... P.. Man erhilt:

Spannung 0,0 = 4500 kg 0,4 = 3200 kg
0,1 = 3800 ,, 0,5 = 3400 ,,
0,2 = 3450 ,, 0,6 = 3900 ,,

0,3 = 3200 ,, 0,7 — 4450 ,,
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Fir den Polygonpunkt 5 ist das Krifteparallelogramm
0'4'5"0" gezeichnet Es ist die Seilspannung 0’5" = 04 und
0’5" = 05. (Fig. 66 und 67.)

Alle Seilspannungen haben die Eigenschaft, daf sie bei Zer-
legung in vertikaler und horizontaler Richtung sdmtlich gleiche
Horizontalkomponenten H, in vorliegendem Falle 3150 kg, ergeben.
Man nennt die GroBe H den Horizontalzug des Seilpolygons.
Diese Tatsache ergibt sich ohne weiteres aus Fig. 64 durch Zer-
legung der Seilspannungen O—0 bis O—7 in eine Vertikal- und eine
Horizontalkomponente H.

A

Fig. 68. Seilpolygon durch vorgeschriebene Auflagerpunkte.

Man nennt 4B = s die Spannweite des Seilpolygons.

Das Seilpolygon ist eindeutig bestimmt, wenn das Krifte-
system, die Auflager 4 und B und der Horizontalzug gegeben
sind.

Je groBer bei gegebenem Kriftesystem der Horizontalzug an-
genommen wird, desto flacher wird das Seilpolygon und desto
grofler die Spannungen in den einzelnen Seilstiicken. Der Horizon-
talzug wird bestimmt durch den Abstand des Poles O von der Kraft-
linie 0—7, Fig. 65.

Im iibrigen ist die Wahl des Poles willkiirlich und beeinfluft
in erster Linie die Lage der Auflagerpunkte. Da diese aber ge-
geben sind, mufl man die aus der Wahl des Poles sich ergebenden
Auflagerpunkte den gegebenen anpassen. Ist z. B. verlangt, dafl
bei im tibrigen ungeéinderten Verhéltnissen die Auflagerpunkte
A und B die in Fig. 68 gegebene gegenseitige Lage haben, dann
braucht man nur die vertikalen Absténde der Seilknotenpunkte
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von der Geraden 4B Fig. 66 von der Geraden 4 B Fig. 68 nach
unten abzutragen, um die verlangte Gestalt des Seilecks zu finden.

II. Wir kehren jetzt zur Hingebriicke Fig. 63 zuriick. Die ganze
Linge sei 40, die Breite 20 m. Wir nehmen N = 20 Héngesiulen
an, so daf auf eine dieser die Belastung

P 1,7-20-40t
2-20
=1,7-20t = 341

entfallt.

¢ 723#5573.9?%
i

#om

Fig. 69. Xonstruktion der Gestalt des Drahtseils.

Diese 20 Belastungen P werden im Kréifteplan von 0 bis 20
aneinander getragen. Nach Wahl eines Poles O (mit einem Hori-
zontalzug H, dessen Ermittelung weiter unten besprochen wird)
zeichnet man, wie oben geschildert, das Seileck 0123......... 20,
welches sofort die gesuchte Gestalt des Briickenseiles ergibt, wenn
man den Pol O symmetrisch zum Krifteeck 0—20 gewahlt hatte.
Fig. 69.

Ein Blick auf die Figur zeigt, daB im vorliegenden Fall, infolge
der groflen Zahl zu beriicksichtigender Kréfte P, das Seileck als
Kurve erscheint. Dies wiirde noch mehr der Fall sein, wenn wir
(was uns durchaus freisteht) eine noch gréBiere Zahl von Héange-
siulen angeordnet hétten; dann wire die Verteilung der Briicken-
last auf das Seil noch gleichméBiger geworden : wir hitten die Seil-
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kurve aus einer noch groBeren Anzahl kleinerer Stiicke zusammen-
gesetzt.

IIT. Auf diese Weise gelangt man durch fortgesetzte Unter-
teilung der Belastung zum Begriff der stetigen Ubertragung
der Last auf das Seil.

= | “

Y %Tw

:
\

Yy
5 V%
4
L TE
d Y
s Z = 57
Vedy

Fig 70. Seilkurve mit stetiger Belastung.

Hierbei kann man die Voraussetzung einer iitber die ganze
Spannweite ! gleichméBigen Lastverteilung fallen lassen und eine be-
liebige ungleichmé&Bige Verteilung voraussetzen, die als Funktion
q = [(x) des Abstandes von einem Auflager gegeben sei, und zwar
graphisch als sogenannte Belastungsfliche ABED (Fig. 70).
Auch in diesem Falle kann man einen Krifteplan zeichnen, indem

l
man die ganze Last @ = j'f(x) dx als Vertikale ON auftrigt.
o

Die Spannung in einem Punkte P des Seiles findet man, indem
man in P eine Tangente und zu dieser eine Parallele durch den Pol
des Krifteplanes zieht. Diese Polwahl ist gleich der Seilspannung.
Auch hier ergibt sich wieder, daf} alle Seilspannungen dieselbe
Horizontalkomponente haben.

Zur Gestalt der Seilkurve kann man auf rechnerischem Wege
‘gelangen durch Einfithrung eines Koordinatensystems xy mit dem
Auflagerpunkt A als Anfangspunkt; die Ordinaten y werden
positiv nach unten gerechnet, die Abszissen x positiv nach rechts.

Wir betrachten ein unendlich kleines Stiick ds der Seilkurve
im Punkte, welches wir aus dem Seil herausgeschnitten denken.
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Damit das Gleichgewicht des Stiickchens weiterbesteht, miissen
wir uns die von den fortgelassenen Seilstiicken auf ds ibertragenen
Seilspannungen S nach links und S, nach rechts hinzudenken, neben
der von der Belastungsfliche herrithrenden kleinen vertikalen
Belastung gdx. Zerlegt man die Spannungen § und 8, in ihre
horizontalen und vertikalen Komponenten, so kann man die
Bedingungen fiir das Gleichgewicht des kleinen Seilstiickes ds
anschreiben. In horizontaler Richtung gilt:
H = H,,
welche Gleichung wegen des iiberall gleichen Horizontalzuges
erfiillt ist.
In vertikaler Richtung gilt:
V = qdax + V, (1)
Da hier aber V; = V 4- dV gesetzt werden kann, so folgt,
nach beiderseitiger Weglassung von V:
dV = — qdx (2)
Da nun, wie wir oben sahen, die Spannungen S tangential
zur Seilkurve sind, so gilt

Vo tgp =Y 3
oder d
_ y
=75 @
Hier kann man wegen der Konstanten H sofort differenzieren
dy d2y
I —— ) =
A Hd(dx) H EP (5)
Setzt man das Ergebnis in Gl. (2) ein, so folgt:
d2y
H = —
P gdx
oder nach Division mit dx:
d2y
dzz q. ) (6)

Dies ist die Differentialgleichung der Seilkurve.
Diese Differentialgleichung ist von der zweiten Ordnung

d2
wegen des darin vorkommenden Differentialquotienten d_.n?:’ der

von der zweiten Ordnung ist.
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Jede Differentialgleichung hat ein allgemeines Integral,
welches sich aus partikuldren Integralen mit Hilfe unbe-
stimmter Konstanten zusammensetzt. Jede Differential-
gleichung hat unendlich viele partikulire Integrale.

Im vorliegenden Fall einer Differentialgleichung zweiter
Ordnung sind zwei voneinander unabhingige partikulire
Integrale erforderlich, um das allgemeine Integral aufzubauen.
Setzen wir in (6) zundchst allgemein:

q = f(@) (7)

s0 folgt durch eine erstmalige Integration der Differentialgleichung
d2y
Ht = —f @) ®)
zunéchst
dy
=0 i@ dy 9)
und durch nochmalige Integration
Hy = C, + [Cyde — [do [}(z)dw (10)
oder
Hy = 02+01x—fdxff(x)dx (11)

Hier sind C; und C, die beiden unbestimmten Integrations-
konstanten ; jedes Wertpaar C,C, liefert ein partikulidres Integral.

Sonach giébe es unendlich viele Seilkurven, die die Aufgabe
16sen. Aus dieser Schar von Kurven hat man nun diejenige heraus-
zusuchen, die sich den weiteren Bedingungen der Kurve anpaft.
Derartige Bedingungen kénnen in erster Linie die Punkte fest-
setzen, durch welche die Seilkurve hindurchgehen soll. Wir wollen
solche Bedingungen an einer besonderen Kurve studieren, die
dem Fall entspricht, da die Belastung ¢ gleichmaBig iiber die

Spannweite [ verteilt ist. Es ist dann f(x) = ¢ = Const und

damit nimmt das allgemeine Integral Gleichung (12) die Form an:
x? '

Hy:C’z—[—le—q?. (12)

Da y eine quadratische Funktion von =z ist, so wird die
Seilkurve eine Parabel. Unsere weiteren Bedingungen sollen nun
darin bestehen, 1) daB die Kurve durch den Anfangspunkt
z = y = 0, d. h. durch den linken Auflagerpunkt gehen soll, und
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2) daB der rechte Auflagerpunkt um die Strecke g tiefer als der linke
liegen soll, d. h. die Kurve soll durch den Punkt z = I, y = a
gehen.

Aus der ersten Bedingung findet man:

0 =0, (13)
aus der zweiten:
12
Ha:Cllmq? (14)
und hieraus:
2H 12

Jetzt kann man das partikulire Integral, welches den ge-
gebenen Bedingungen geniigt, schreiben wie folgt:

__2Ha4-q? q

H
¥y="791 "3

(16)

In dieser Gleichung tritt noch der Horizontalzug H auf, iiber
den wir ebenfalls mit verfiigen miissen. Wie wir oben sahen, hiingt
von dem Horizontalzug der Durchhang der Kurve ab. Dies kann
man rechnerisch erkennen, wenn man in Gleichung (16) beide Auf-
lager A und B in gleicher Hohe annimmt, d. h. @ = 0 setzt. Dann
ergibt sich:

2
Hy=91%_1®
2 2

i

(17)

Der Durchhang der Seilkurve findet sich aus dieser Gleichung

fir x = — zu

2
L, gl gl __qlg
y_f“H<4 8 )~ 8H (18)

Diese Gleichung dient dazu, bei gegebenem Durchhang f
den erforderlichen Horizontalzug H zu berechnen.

IV. Das oben angegebene Verfahren der Konstruktion der Seil-
kurve kann man zur graphischen Integration der Differential-
gleichung

d2
H=Y — f) (19)
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anwenden. In der Figur 71 sei die Funktion f(z) graphisch durch
die Kurve abc gegeben; es werden alle diejenigen Kurven
verlangt, die der obengenannten Differentialgleichung geniigen.

Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung lautete:

Hy = Cz—i—C’lx—}—fdxff(x)dx (20)
k4
A,
:;I 714
{ !
JRRE i
!l'| '93
NERRR "
|
PP e nin AV ?
L2 N |I 52' 77
1 N 'Ilb 70
A IR N ) ME
(eINA N
a :Hll )
IN, | \Zo%

” : LA o Y

“ou Lo
| V.3 2
& 759
27
%4 0
7 79
78y

Fig, 71.  Graphische Ermittlung der Seilkurven fiir eine gegebene
Lastverteilung.

Wir nehmen jetzt einen festen Punkt a, 9o an und suchen die
Gleichung aller Kurven, die durch diesen Punkt gehen und der
Differentialgleichung geniigen. Durch Einsetzen von z, und y,
in (20) ergibt sich

Hy, = C, + Cyx + A (), (1)
wo A (x,) der Wert des in (20) rechtsstehenden Integrals ist, den
man nach Einsetzen von z, erhilt. Lost man (21) nach C, auf, so

ergibt sich: ¢, = Hyy — A(z,) — C, (22)
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Setzt man dies in Gl. (20) ein, so erhilt man eine neue Integral-
gleichung, die nur noch eine Integrationskonstante C, enthélt,
némlich:

Hy = Hy,— A@@y) + Cy(@—20) + [d [{(@)do.  (28)

Diese Gleichung ergibt fir jeden Wert von C, eine Kurve,
die durch z, y, geht und der Differentialgleichung geniigt; sie
reprasentiert, wie man zu sagen pflegt, ein ,,Biischel* von Seil-
kurven, dessen Mittelpunkt .y, ist.

Um eine Anzahl von Individuen dieses Biischels zu kon-
struieren, zerlegen wir die von der Kurve y = f(z) und der 2-Achse
begrenzte Fliche durch Ordinaten des gleichen Abstandes , Eins®
in eine Anzahl von ,,Elementarstreifen*, deren Schwerpunkte man
ermittelt. Die Streifen sind von 1 bis 22 gezahlt. Dann trigt man
die mittleren Ordinaten der Streifen auf der y-Achse (oder auf einer
zu dieser Parallelen) von 0 beginnend auf, wobei negative Ordinaten
in Richtung der positiven y-Achse aufgetragen werden. Nach An-
nahme eines Poles P, im Abstande H von der y-Achse konstruiert
man punktweise die Seilkurve in der oben beschriebenen Weise,
indem man beim Punkte z,y, beginnt und die Kurve nach rechts
und links fortsetzt. So entstehe die Kurve 4,B,C, D, E,.

Jede Auswahl eines Poles oder, was dasselbe heilit, jede
Festlegung der Tangente der Kurve im Punkte x,y, liefert eine
Seilkurve. Die einzelnen Kurven verlaufen immer steiler, je steiler
man diese Anfangstangente wihlt; schlieBilich arten die Seilkurven
in eine Gerade aus, die durch zyy, parallel zur y-Achse verlduft;
dieser Fall entspricht dem Wert:

C, = oo

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten fiir die anderen
Individuen des Biischels greifen wir auf das erste Integral der ge-
gebenen Differentialgleichung

d
Hd_z=01 +[f @) dw (24)
zuriick. Die Kurve
n = 0+ [t@)de, (25)

die dieses Integral reprisentiert und die Abhangigkeit der Tangenten-
neigungen derSeilkurven von den Werten der Abszissen wiedergibt,
kann ebenfalls graphisch aus der Kurve abc gefunden werden.

Hort, Differentialgleichungen. 7
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Das Integral
i) do

bedeutet, wie in § 5 dargelegt, den zwischen der Kruve abc
und der z-Achse eingeschlossenen Fliacheninhalt, der begrenzt ist
durch irgendeine Anfangsordinate und die Ordinate der Abszisse .
Wir wahlen die Anfangsordinate bei der Abszisse = 0, d. h. wir
lassen die Kurve

n = 0 +ff(x)dx

durch den Anfangspunkt des Koordinatensystems gehen. Die
Konstante C; muf} gleich O gesetzt werden, wie sich aus folgendem
ergibt.

Die graphisch gegebene Kurve abc wiirde, wenn man sie
analytisch darstellen wollte, eine Gestalt folgender Art haben

y = fx) =a,+ax+ ....... ,
da sich jede Funktion im allgemeinen in eine Potenzreihe ent-
wickeln 1a6t18).
Das Integral dieser Funktion, wenn man von der Konstanten
absieht, lautet dann:

2
fydx:ff(x)dx =dow+ay ot (26)
und mit der Integrationskonstanten
2
= C’I—I—aox—{—al?—{— .....

Da wir aber unsere Kurvenfliche von = 0 an zidhlen wollen,
also fiir # = 0 das Integral [y dx verschwinden soll, muB auch
C; = 0 sein.

Zur graphischen Ermittlung der Kurve

n = [f@)de
aus der Kurve abc addieren wir die mittleren Hohen der schon
oben benutzten Elementarstreifen auf den jeweiligen Endordinaten
der Streifen. Es entsteht so die Kurve ABCDE.

Bei der Ausfithrung der beschriebenen graphischen Summation
ergibt sich wieder wie frither, dafl die Kurve

n = [i@)d
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da Kulminationspunkte haben muB, wo die Kurve

y = [
Nullpunkte hat. Nullpunkte der Kurve abc liegen vor in den
Punkten b; entsprechend hat die Kurve ABCDE ihre Kul-
minationspunkte in B und D.
Durch Hinzufiigung der Integrationskonstanten C, erhilt man
die Gesamtheit der ersten Integralkurven der Differentialgleichung

¢y

namlich
d
n =Hd_Z=C’1+ff(x)dx.

Zu jedem Individuum dieser Kurvenschar, die durch Parallel-
verschiebung in Richtung der y-Achse aus ABCDE entsteht,
gehoren einfach unendlich viele Individuen der Schar der zweiten
Integrale, aber nur ein Individuum, welches durch x,y, geht.
Alle diese Kurven, die die ersten Integrale zu ABCDE sind,
entstehen auseinander durch Parallelverschiebung. Um eine dieser
Kurven zu bestimmen, z. B. 3—3—3-—3, die die y-Achse mit
horizontaler Tangente schneidet, legt man den Pol P, fest,
indem man den einer horizontalen Tangente parallelen Polstrahl
10—P, zieht. Aus 3—3—3—3 wird die Kurve 4,B,0,D,E,
gewonnen durch Parallelverschiebung in Richtung der y-Achse;
A4,B,0,D,E, ist das durch den Nullpunkt mit horizontaler
Tangente gehende Individuum und hat die Gleichung

Yy = fdxff(x)dx
Die Konstruktion der Seilkurve zu f(x) ist also gleichbe-
deutend mit der Herstellung der zweiten Integralkurve zu
dieser Funktion??).

§ 26. Differentialgleichung der elastischen Linie.

Von derselben Form wie die Differentialgleichung der Seil-
kurve ist die technisch sehr wichtige Differentialgleichung der
elastischen Linie.

T*
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Man versteht hierunter die Gestalt, die ein elastischer (im
allgemeinen prismatischer) Stab unter Einflufl dulerer Krifte an-
nimms.

Wir wollen nur ebene elastische Linien betrachten und setzen
zundchst einen Balken der Lidnge ! voraus, der an einem Ende ein-
gespannt und am andern durch eine Kraft P auf Biegung bean-
sprucht ist. Fig. 72.

% AN
6
2 3-
L ———
P
Fig. 72. Einseitig eingespannter Fig. 73. Normalspannungen und
Balken. Schulspannungen.

Wir untersuchen die Spannungsverhéltnisse an einem Quer-
schnitt in der Entfernung x vom eingespannten Ende.

Es treten, wenn wir uns das vordere Ende entfernt denken,
die Normalspannungen ¢ tber den Querschnitt auf, deren

______ 5 Resultierende
\\ \ fodf =0 @)
& verschwinden und  deren
r“ Moment
8
I g fZO’df = P(l—2) (2
ot &, sein muf}, wenn Gleichgewicht
Fig. 74. Lineare Verteilung der zwischen der beanspruchenden

Normalspannungen. Kraft und den inneren
Spannungen herrschen soll.
Streng genommen kommt noch die Gleichgewichtsbedingung
gegen Verschiebung quer zur Balkenachse: [7df = P hinzuy,
doch wollen wir die Schubspannungen < nicht betrachten
(Fig. 73).
Nunmehr miissen Annahmen iiber die Verteilung der Span-
nungen ither den Querschnitt gemacht werden. Die einfachste
Annahme ist die einer linearen Verteilung (Fig. 74)

0 = 0, -+ za,
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womit sich auf Grund von Gleichung (1) eine Faserschicht im
Gu . . . .
Balken 2z =z, = — e ergibt, die spannungslos ist. Diese Faser-

schicht enthilt die Balkenachse, welche die Schwerpunkte der
Balkenquerschnitte verbindet. Die Spannung wird dann Druck-

spannung 2
0= —0,— (3a)
zu
auf der unteren Hilfte der Balkenquerschnitte, Zugspannung
2

6= +g, (3b)

(]

auf der oberen Hilfte der Querschnitte.

Fig. 75. Forminderung des einseitig eingespannten Balkens.
Gleichung (2) geht hiermit aber iiber in

O

;"— 22df = P.(l —u)

oder, wenn [22df, das Tragheitsmoment des Balkenquer-
schnitts, mit J bezeichnet wird:
G, P(l—ux)
T I et
. . @)
Wir betrachten jetzt die Forméanderung des Balkens
(Fig. 75). An der Stelle x liegt eine Kriimmung der Mittellinie
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vor und wir nehmen an, daB die Balkenquerschnitte auch nach der
Krimmung eben und zur Mittellinie senkrecht seien. Dann gilt
nach der Figur, wenn

odx

Adz = 7

die Verlingerung einer im Abstand 2z von der Balkenachse liegenden
Fager der Linge dz ist

Adz . d_x
)
oder
E
= )
z e
und nach (4)
Ez P-(l—u) ©)
0 J

Ist nun y die durch die Beanspruchung erfolgte Senkung der
Balkenachse unter die urspriingliche horizontale Lage an der
Stelle z, so ist der Ausdruck fiir den Kriitmmungsradius nach den

Lehren der analytischen Geometrie 20)
3

dy\212

1 (&)

Q= dty (6a)
dx?

Weil aber die Biegungen innerhalb des Bereiches der elastischen
Forménderungen nur klein ausfallen, kann man die Neigungen der

d
Balkenachse gegen die z-Achse als klein voraussetzen und also EZ—
vernachlissigen. Gleichung (6) wird dann angenihert:
d2y 1
Froi o A ek ™

Diese Gleichung geht in diejenige der Seilkurve iiber,
wenn E-J = H und P(l—zx) = f(x) gesetzt wird.

Handelt es sich um einen Balken auf zwei Stiitzen, der eine
beliebig verteilte Last f(x) trigt (Fig.76), so kann man eben-
falls die Gl. (7) benutzen, indem man das Biegungsmoment an
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der Stelle x = M, setzt

dzy
E.J i M, (8)
wo das Minuszeichen —
deshalb steht, weil das / -
positive Moment M, N
einenegativeKriitmmung | 1
hervorbringt. i
A ! V.
M, ermittelt sich i i !
hier als das erste Seil- 'r<———x—>—ldx'r<——
polygon zur Belastungs- Fig. 76. Stetige Lastverteilung iiber
flache: einem Balken.
M, = — [dv [f(x) da (9)

Die Losung der Differentialgleichung der elastischen Linie
verlangt also die Konstruktion der vierten Integralkurve zur
Kurve f(z) oder die Kon-
struktion des zweiten Seil-
polygons entsprechend dem
Ansatz: \

(TN

AN
[SY

dty
EISh =i@  (10) | aitde

Den Zusammenhang
zwischen den verschiede-
nen Integralkurven zu f(x)

liefert  folgende  durch 4
Figur 77 erlduterte Auf-
stellung. Fie 77 Bel aoke, Q
. . ig. 77. Belastungsfliche, Quer-
¢ = f(x) ist die Be- kraftfliche, Momentenfliche.

lastungsfléache,

x

Q = A— f g dz, das erste Integral zu ¢, ist die Querkraft-
o
flache,

T
M = f Q dx, das zweite Integral zu ¢, ist die Momentenfliche.
o .
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Es gelten also die Beziehungen:

aQ odarM
de L gy T T
Will man in dem Ausdruck fiir ¢ (6a) E% nicht vernachlissigen,
so lautet die Differentialgleichung der elastischen Linie:
3
2y dy \2]*
2y .[1 +(W> ] — /@ (1)

Diese Differentialgleichung gehort zum nicht linearen Typus,
sondern hat die allgemeine Form
2y  dy)
v ) = 2
o 44) = 1@ (12)
und wird im Anschlufl an § 28 behandelt werden.

§ 27. Die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten.

Eine duflerst wichtige Rolle spielt in der Technik die Diffe-
rentialgleichung:

a2y

*da?

wo abc konstante GroBen sind. Bekanntlich werden alle freien

Schwingungsvorgénge, in erster Linie die eines Massenpunktes,

durch diese Gleichung beschrieben. Esist ndmlich a = m die Masse

des Punktes, b die Dampfungskonstante der Bewegung, c¢ die

Kraft, die den Punkt an die Mittelachse seiner Bewegung fesselt,

y die Entfernung des Punktes von seiner Mittellage und x = ¢ die

Zeit.
Zur Integration der Gleichung (1) substituieren wir zunéichst

d
+b—t foy =0 (1)

dy

dx ]

@y dp _ dp dy  dp J (2)
dez  dw  dy dz  dy P

und erhalten

d
ap7f—+bp+cy=0 @)



§ 27. Die lineare Ditferentialgleichung zweiter Ordnung. 105

In dieser Gleichung substituieren wir
o dp v dv 5
P=vy o=t (5)

wo wir uns v als eine zu ermittelnde Funktion von y denken.
Wir erhalten nach Division mit y

v dv bv+c=0 6
a v—}_y_c—l? +o0v+4c= (6)
oder anders geordnet
av? +bv+c — @ d_v ‘ 7
Hier ist die Trennung der Variabeln mdoglich:
dy avdv
e ®)
Y av?+bv+c

oder nach Division mit ¢ im Nenner und Zihler der rechten
Seite:
dy vdv
T b . 9
y c
e
a o

Setzen wir hier:

b c
[+ gt 5) = e—m—p (10)
a (]//
wo
b c
—(@+f) = udaf=—
sind, so kann man die rechte Seite von (9) in zwei Partialbriiche

zerlegen und schreiben:

dy 1 a B
= e
woraus man durch Integration erhilt
lgy*—7 =lg(v—py —lg(v—a) +1g0 (12)
oder nach Beseitigung der Logarithmen
— By
ya—ﬁ — CI (U 18) . (13)

(v—a)*
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Macht man in dieser Gleichung nach (5) die Restitution

Ny
y
so ergibt sich allgemeines Integral von Gl. (4)
— I
| — ¢ L=F9" (14)
(P—0y)
Diese Gleichung kann ersetzt werden durch die beiden anderen
p—ay = A'}
; , 15
p—py=25 (%)
wenn man 4’ und B’ so bestimmt, daB
B8
C = 1 (15a)
dy

wird. Setzt man in (15) fiir p seinen Wert aus Gl. (2) p = i

ein, so findet man aus

dy 4’
Az (-'/+a)

a
dy s, B (16)
dx B
die Integrale
lg<y+ " ): ax +1gd
) (17)

lg(y+g>=ﬂx+lg3

die unter Benutzung der Exponentialfunktion iibergehen in:

AI
bh=—7, + Ades®
18)
B (
y2:_ ﬁ +Beﬁzl

Da man nun 4’ und B’ gleichzeitig = Null werden lassen kann,
ohne die Gleichung (15a) zu verletzen, so stellen

y, = A ez
yl_B@@z} (19)
y =
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die beiden gesuchten partikuliren Integrale von (1) dar, so da@
das allgemeine Integral lautet:

y = Ae*s+ Be™” (20)
Hier miissen a und f Wurzeln der Gleichung

[ ot U (1)
sein.
Die Wurzeln der Gleichung lauten:
P O i
R P 40  a
22
RS s I
b=te=—%a | 1@ o
haben also die Form
o= — 10
9+.} (23)
f=—p—i0
. b c be
mit = e - —
¢ 2a°’ ¢ 1/05 4 a?

wo 7 die imaginére Einheit bedeutet.
Das allgemeine Integral (20) nimmt nun die verschiedensten
Formen an, je nach den Werten, die den Konstanten abc bzw.

b
den Quotienten —- und 7:— beigelegt werden.

Wir setzen a zunichst stets als positiv voraus, was durch
Zeichenwechsel jedenfalls erreicht werden kann. Dann ergibt
sich, daB y im Falle eines negativen b mit x unendlich zu-
nimmt. Ist b positiv, so kann y mit zunehmendem =z nicht
ins Unendliche wachsen, wenn nicht etwa ¢ negativ wird.
Negatives ¢ 148t y ebenfalls unendlich groB werden.

1. Zunschst untersuchen wir niher den Fall

b =0
Dann wird das allgemeine Integral (20)
y:Ae+iax +Be~iax (24)

Negatives ¢ 148t y unendlich zunehmen (Fig.78.), positives ¢
verwandelt die Exponentialfunktion in die zyklometrische Funktion
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und (24) nimmt die Gestalt an (mit 4, = 4 + B, B, = (4 — B)1)

y = Agsin ox 4+ B, cos oz (25)
oder
y = A,;sino(x — ;) (26)
wo gilt
A4, = A,cos o2y, By = — A4, sin oz,
1% &
> Lppee
JANAL
4 3L
X 2z ,
4 z 72X
Fig 78. TUneigentlicher Fig 79. Reine Sinusschwingungen.,
Schwingungsvorgang.

Wir erhalten also eine rein periodische Funktion;
A, heiit die Amplitude,
x, die Phasenverschiebung,

T = _2;72 die Periode,

n = _26_n die Frequenz der Schwingung.
¢ die Kreisfrequenz.
Die hiermit gegebene Bewegungsform ist in Fig. 79 dar-
gestells.
ITa. Ist die GroBe b <0, die Schwingung also mit Dimpfung
behaftet, so bietet sich zunichst der Unterfall

c b2

a 4 a2

>0 (27)

dar. Es stellt sich dann (20) in die Form:
y = Ay e ?% sin o(x — x,) (28)
mit
—A,sinxy = A+ B
A,cosxy, = (A — B)1.
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Setzt man, ohne die Allgemeinheit zu beschrinken, x, = 0,
so kann man die Maxima und Minima von y aufsuchen mittelst
des Ansatzes:

dy

= 0 =eP3(Gcoscx—Qsinoxr) =0 (29)

Diese Gleichung hat unendlich viele positive Wurzeln:

ka:i;__(p+(k_1)n’k:1,2,3 ..... (30)
wo
- @
gy =

ist. Die zugehorigen Maximal- bzw. Minimalwerte von y sind:
y, = 4,6 "% cos g,
woraus sich firr die Differenz der Logarithmen zweier aufeinander-
folgender y ergibt:
g, ) —lg @) = — k17

R
=—y (31)
Die logarithmische Diffe- &
renz zweier aufeinanderfolgender \

Schwingungsweiten ist also kon- [<—%w7

stant, man nennt die GroBe +—‘Zk—>|| E
b ot
La——2 (32 '

o V4ac—02 ! . x

das logarithmische Dekre-
ment der Schwingung.

Fig. 80 gibt ein Bild einer [~/
geddmpften Schwingung. )

j

|
|
Fote 7>

oyl

= ist wieder die Schwin- Fig. 80. Gedampfte Schwingung.

gungsdauer, sie ist groBer als bei nicht vorhandener Dimpfung.

c b2
I S —
IIb. Ist » 1ot

<0,
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dann wird das allgemeine Integral
y=e "(AeT 7" 4 Be %) (33)
d
in welcher Formel ¢ < ¢ ist. Jetzt kann weder y noch ?Zg ver-

schwinden, so lange 4 und B gleiche Vorzeichen haben. Es kénnen
also weder Nullpunkte noch Extreme vorkommen; y nahert sich
mit wachsendem ¢ asymptotisch dem Werte Null. (Fig. 81.)

A

/AN

x3—>

Fig. 81. Fig. 82.

ar,?ﬂ\

u—
Fig. 83.
Fig. 81—83. Verschiedene Formen der aperiodischen Bewegung.

Haben jedoch 4 und B verschiedene Vorzeichen, so gibt es
einen Nullpunkt: 1 B

der aber nur dann wirklich auftritt, wenn die Bewegung zur Zeit
z = 0 nach dem Schwingungsmittelpunkt hin gerichtet war
(Fig. 82).
Das Extrem liegt bei
_ 1, toB
x, =—lg —7—
207 (p—o0)4d
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und ist unter allen Umstanden vorhanden. Nach Uberschreitung
des Extrems fithrt die Bewegung zur Mittellage zuriick.

Diese Bewegungsform ist
die aperiodische, von der
in Fig. 81, 82, 83 die wich-
tigsten Formen dargestellt
sind.

II1. Der Fall ¢ = 0 bzw.

b2 = 4 ac
liefert zwei gleiche Wurzeln
o und § und mithin das all-
gemeine Integral:

y = (A4 4+ Bx)e™*?,

Diese Bewegung  hat
ebenfalls den Charakter IIb,
je nachdem die Anfangs-
bedingungen bzw. die Werte
A und B gewshlt werden.
Wir geben die moglichen
Fille in den nebenstehenden
Figuren wieder.

4>0
B—p4d <0
B>0

4>0
Fig. 85: B—pAd <0
B <0
4>0
B—pAd>0
B>0

Fig. 84:

Fig. 86:

Uber die Anwendung der
Differentialgleichung

/

\

Y

tga=8-04

'<——J>——->-

Fig. 84—86.

=804
=5

Fig. 86.

Spezielle aperiodische
Bewegungsformen.

ay”’ + by +cy =20
auf technische Probleme siehe W. Hort, Techn. Schwingungs-

lehre, Springer 1910.
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§ 28. Nichtlineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung.
Kettenlinie.

Unter den nicht linearen Differentialgleichungen II. O. gestatten
zundchst diejenigen eine allgemeine Behandlung, in welchen nur
der zweite und der erste Differentialquotient vorkommen, welche
sich also an der Form erweisen

d?y dy
F( dx ’%)—0 )

dz
Gelingt es, diese Gleichung nach a—;‘z aufzulosen, so dal also

eine Gleichung der Form

2
=) @)
entsteht, so wird eine erste Integration moglich, wenn man
dy _
dx
substituiert. Es folgt dann statt (2)
2w 3)

Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung in welcher
man nach Trennung der Variabeln schreiben kann

dp
= 4
1 (P) @
und nach erstmaliger Integration
dp
z=0C, + f —— =0, + 5
1 ) 1+ @ (P) (5)
Gelingt es, diese Gleichung nach p aufzulésen, wodurch
p = y(@—0C) (6)

resultiere, so ist die zweite Integration moglich.
Man schreibt statt (6)

d
=y e—0y (1)
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und nach Trennung der Variabeln
dy = yp@—Cy)dz,
woraus sich das allgemeine Integral findet:

y = 02+f1p(x—01)dx.

Ein Beispiel fiir diese Art von Differentialgleichungen bietet
die Kettenlinie.

§ 29. Die Kettenlinie.

Diese Kurve gehort zu den ,,Seilkurven‘.

Sie ist identisch mit der Gestalt eines an zwei Punkten
aufgehdngten Seiles, welches nur unter seinem Eigengewicht
steht und welches keine Biegungssteifigkeit aufweist (annihernd
bei einer Kette erfullt). Fig. 87.

Wir betrachten wie bei der Seilkurve das Gleichgewicht
eines Kurvenelementes ds und gelangen zu der Formel

V=yds+V, =dV + V,, (1)
in welcher yds das Eigen- 4, v
gewicht des Kettenstiick- . B8
chens ds bedeutet. W
Da ferner auch hier @ £ ¥z
das Verhiltnis zwischen % — ‘7; N T
der Vertikalkomponente V T—a /y 1
der Kettenspannung und 7‘
dem Horizontalzug H gleich yds
dem Tangens des Neigungs- &
winkels oder
y—n¥ @) h =
= dr Ap ~>-

. Fig. 87. Die Kettenlinie.
sein  mull, so folgt als

Differentialgleichung der Kettenlinie:

d2y
H e =7 ds. (3)
Schreibt man hier
dy
Hd_* = +yds (4)

Hort, Differentialgleichungen. 8
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so kann man sofort einmal integrieren

dy
H dr C+ys, (5)
d. h. der Richtungstangens der Kurve ist der Bogen-
lange proportional
Zur Gewinnung des allgemeinen Integrals kehren wir zur
Gleichung de
Yy _
H i = + yds
zuriick, in welcher wir fiir
ds = Vda? + dy22l)
setzen. Nach Division mit d« folgt dann

d2y / dy\2
HW=+7 1+<d_Z)' (6)

Nach Substitution von

dy
dw P
ergibt sich hier
H dp —
7 2
Ay il LR (7)
. . H
und nach Trennung der Variabeln mit — = a
a0 _ s (8)
1+ pe
Nach erstmaliger Integration folgt :
d
a T—?i—z_ =0+ 9)
oder 1+p
alg(p+ V149 = O+ (10)
Diese Gleichung 188t sich nach p auflssen. Es folgen aufeinander
die Ansétze: Ci+a
P+ pi=0c
2 Ci+2 C+z
1+p2=e * —2pe * 4 p2 (11)

P=‘2“ —e

[ _01+¢
1 (e—a T )
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Nach Restitution des fiir p giiltigen Wertes kommt dann

C+2x _01+z
dy_~1<eu_ a). (12)

dz 2 ¢

Wir nehmen jetzt eine Transformation des Koordinaten-
systems vor, indem wir das Achsenkreuz um die Strecke - o
in Richtung der positiven x-Achse parallel mit sich verschieben,
Der Anfangspunkt A, riickt dadurch nach 4,. Die Koordinaten
der Kurvenpunkte in bezug auf das neue System bezeichnen
wir mit &, und #,, und es gelten zwischen den alten und neuen
Koordinaten die Beziehungen

r=0+&
y=1m
und zwischen den Differentialquotienten gilt:
dy _ dn,
de  d§;’
hiermit geht aber die Formel (12) iber in
Cit+ro+é Cit+o+ 6
dn, _ 1 a - a )
T2 <e —e . (13)
Wir wollen nun festsetzen, daf die #,-Achse die Kurve in einem
d
Punkte mit horizontaler Tangente schneide, d. h. daB E—Z—l =0
1
werde fir & = 0. Dann muB sein
C'1 + 1Y + 51 == 0)
d. h.
Ci+e =0,
womit Formel (13) tibergeht in:
& 2
dyy, _ (W
d_é'; =3 (e —e . (14)

Nunmehr kann man nochmals integrieren und erhdlt mit einer
neuen unbestimmten Konstante C,

o [ B &
171=02+—2—<e“+e ").
8*
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Wir transformieren jetzt von neuem das Koordinatensystem,
indem wir das Achsenkreuz um das Stiick ¢ in Richtung der
negativen #,-Achse verschieben. Der Anfangspunkt riickt dadurch
nach A. Die Koordinaten der Kurvenpunkte in bezug auf das
neue System bezeichnen wir mit & und 7, und es gelten die Be-
ziehungen :

f = 51
N = o+
Zwischen den Differentialquotienten gilt
dc _ dey
dn  dm,
Die Formel (14) geht nun iiber in
£ e
7;=6—}—02—{—%(ea+e “). (15)
Bestimmen wir jetzt, daf fir
E=0
sein soll:
n=a
dann muBl gelten:
c+ 0, = 0,
mithin gilt als endgiiltige Gleichung der Kettenlinie
£ £
n:i(eue ) (16)
2
und fiir den Differentialquotienten
§ §
dnp 1 (7 —7> 17
W = ? e —e€ . ( )

Fiir die beiden letzten Funktionen von & hat man kiirzere Zeichen
eingefithrt. Es gilt

£ £
l(‘ea +e a)=@0f%

£ _£
L e

a

(18)
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Man iiberzeugt sich leicht von der Giltigkeit des Satzes

Cof? £ Sin? £ 1. (19)
a a
Um einige weitere Beziehungen abzuleiten, schreiben wir
das Argument vorldufig kiirzer = .
Mittels der Identitéten

v = z+y n x—Yy

2 2
— r+y x—Yy
2 2

findet sich leicht

@inx+6iny=2@inx—;y@oix;y
ojx + Cofy = 2 Cof 2 Cof 2
_ (20)
Sine — Giny = 2 Gof ”’2“’ Gin = y
Cojx — Cofy = 2Gin x—;y Sin x—2—y .
Setzt man
w+y_§ rT—y
R
so wird

T = ‘§+77’y = 5_7]:

und die Formeln lauten (nach Vertauschung von & mit z und 5
mit y):

6inx@iny=%@0[(x + y)—%@of(mmy) )
1
Gof 2 Gofy = 5 Cof @ + 9) + 5 Cof @—)
. 1 1 (21)
@1nxC&ofy=?@m(x+y) —[—;@in(x———y)
CojrSiny = %@in(w-ky)—%@in(x—y)
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Durch geeignetes Addieren und Subtrahieren je zweier

dieser Formeln entsteht dann
Gin(z +y) = Ginz Cofy + Cojz Giny } (22)
Cof (x + y) = Cofx Cojy & Ginz Giny.

Der Aufbau dieser Formeln erinnert an die Kreisfunktionen sin
und cos; wir schreiben fiir das letzte Formelsystem analog an:
sin (x 4~ y) = sinz cos y 4 cosz siny
cos (x 4 y) = cosx cosy - sin z sin y.

Man nennt die Funktionen Sin und €of den ,hyperbolischen
Sinus® bzw. ,,Cosinus®. Diese Bezeichnung hat ihren Grund in

folgendem geometrischen Zusammenhang:

In der Figur 88 sei
eine gleichseitige Hyperbel
der Gleichung z2—y2% =1
gezeichnet. Dann ist die
halbe Scheiteldistanz 0 A4
= 1. Wir berechnen nun-
mehr den Flacheninhalt F
des Hyperbelsektors OPA P,
(PP, | OX) in Abhingig-
keit von der Abszisse z
oder der Ordinate y des
Punktes P. Aus der Figur
liest man sofort ab:

Fig. 88. Definition der Hyperbel-
funktionen. F
2

z
=2 [ydz. (23)
1

2
Nach der Hyperbelgleichung ist aber
Yy = 'l/xZ_]_’
mithin
2 2 f ’
1

Der Wert des Integrals steht in jeder Formelsammlung, z. B.
Hitte 20. A., 8. 75. Es ist

f]/xz——ldngl/xz——l‘—%lg(x—l-]/x?—l).
1
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also wird
F = lg (x + Va>—1). (24)
Diese Gleichung ist nach z aufldsbar.

erx—l—]/:;?_:——l

F 2 e + 22 = x2—1
2F
e +1 1|7 —F
2e
Fihrt man die Rechnung analog fiir Y

y durch, so erhdlt man
1
y=—(F —cF). (25a)

Durch diese beiden Formeln wird die
Abhéngigkeit der Abszisse x und der
Ordinate y vom Hyperbelflicheninhalt

statuiert. /7
Eine analoge Betrachtung fiihren <2
wir am Kreise Fig. 89 aus Fig. 89. Definition der
2t 4yt = L Kreisfunktionen.

Es ist der halbe Flicheninhalt des Kreissektors
1
F xy
= % d
=5+ [vis (26)
x

1
—_—2 JE—
=xﬂ2x —I—f]/l——x2dx.
z

Der Wert des Integrals findet sich in der Hiitte an derselben Stelle
y 1 S
fl/lv—— 22dr = 5 (arcsin 1 — x Y1 — 2 — arcsin x)
T

Hiermit wird aber
F = arcsin 1 — aresin z = arccos z (27)

und nach z aufgelost
x = cos F. (28)
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Entsprechend ergibt sich fiir die Ordinate
y = sin F. (28a)
Diese beiden Formeln sind die Analoga zu den oben bei der

Hyperbel abgeleiteten, und es bedarf keiner weiteren Begriindung
fiir die Abkirzung fiir (25) und (25a)

x = Cof F *
und
y = Gin F.
‘ 174
ot J
A 4
\ 2! /]
\.JJ Vo Yy
o
-F:J'ZTLFZ-—TJ 2 3 45 4 7
ZRV
[74=]

Fig. 90. Die drei Hyperbelfunktionen.

Wir kehren nunmehr zur Schreibweise Cofz bzw. ina
zuriick und bemerken, dafi aus der Beziehung zur Exponential-
funktion e sofort eine Reihenwicklung fiir die beiden Funktionen
folgt. Es ist

2 x4

z a8
w%ﬂ+a+z+a+m-]
22

, 23 b x? ) (29)
Aus diesen Entwicklungen ergibt sich ohne weiteres
Cof (—a) = Cojz
S = — Gina, | (30)

d. h. Gojf ist eine gerade Funktion, Sin eine ungerade.
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Ferner wird
Gind = 0; Ginoo = } 31)

Coj0 = 1; Cof co = co.

Den weiteren Verlauf entnimmt man am besten aus der Figur,
die nach einer der Tafeln fiir diese Funktionen, der ge-
zeichnet ist 28),

Die Figur enthilt noch die Funktion hyperbolischer Tangens,
die definiert wird durch den Ansatz

Ginx a8 248 17 27

gz = Gofz T3 + 15 315 + —.... (32)

Fir die Yg-Funktion gelten analoge Additionsformeln wie
fir ©in und Cof, die wir nicht besonders anschreiben.

Wir kehren nun zur Kettenlinie zuriick. Fir die Ordinate
hatten wir gefunden

7 = aCof %
fiir den Richtungstangens
dn . &,
d—S = Gin 7{
Ferner leiten wir aus der Formel (4)
dr
Had qE yds 3
fur die Bogenlinge S die Be-
ziehung ab Fig. 91. Berechnung des
Durchhangs einer gegebenen
dn & g
S=ag—-~L =aCin—. Kette.
d& a

Nunmehr kénnen wir die Verhaltnisse einer Kette der Lange 28
untersuchen, die zwischen zwei Punkten aufgehingt wird, die die
Horizontalentfernung L, + L, = 2L und die Vertikalentfernung
H, — H, = 2H haben.

Nach der Figur 91 schreiben wir an:

L
Sl = a@infl,
a

Ly
g = 0 G —
a
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und
L L
28 =8,+8,= “(@inTl‘*‘ @inTz) .

Hier sind L; und L, mit ihren absoluten Werten einzusetzen.
Nach Formel (20) folgt

Li+L,  L—1I

28 = 2aGin 5a Cof 5a
_ . L L,—L,
S = a@nl‘a—(‘SDFT. (33)
Ferner gilt
L L
h1=a@o[71, hy = aGof —*
und durch Subtraktion
QH =h, —bh, =al@ Ly 0 Ly
A i AR
= 2aGin I+ L, - Bin L+ I
2a 2a
L
H=agint.gnlitl (34)
a 2a

Quadriert man jetzt Formel (33) und (34) und subtrahiert (34)
von (33), folgt

82— H? — q2Gin2 _P.(@:sz Li—L, Sin2 M) .
o 2a 2a
Der Klammerausdruck ist jedoch = 1, und so ergibt sich
L ——
aGin— = V8 —He. (35)
Schreibt man das Ergebnis in der Form
. L
@m; _ V3: — 7 "
a

L
so kann man bei gegebenem S, H, L diese Gleichung nach vy

auflosen, was mit Hilfe der Tafeln oder der Kurven sehr leicht ist 24).
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Es sei z. B. die Kettenlinge 28 = 100 m, die Entfernung
2L = 50 m, die Hohendifferenz 2H = 20 m. Dann ist

VS:—Hz 2500 —100 48,99

L 25 25
= 1,96.
Die Beziehung
Cintx — 1,96
x
. L .
findet aber statt fir x = — = 2,15, d. h. es ist
a
L 25
“=3515 ~ 15~ LEm-

Wiegt die Kette nun y = 20 kg/lfd. m, so wird der Horizontalzug H
H=ay = 232kg.

§ 30. Genaue Form der Differentialgleichung der elastischen
Linie. )
Die Gleichung (11) des § 26 kann ebenfalls nach der Methode
des § 28 gelost werden mittels der Substitution

dy

dz p. (1)
Wir erhalten hiermit
dp 2
N 212 —
Lo+ p9° =10) (2)
und nach Trennung der Variabeln p und z
dp
5 = Hw) de, 3)
1+
Durch Integration folgt hieraus
L = [fwdz+C,. ()

11 + 2
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Diese Gleichung kann man nach p auflosen

_av_[fwas o .
dx -
Y1—1[1 (@) da + C,F

und nach nochmaliger Integration
Hx)dz + C
y:fVl / ! dx + C,. (6)

—[f@) de + ¢,
Im Falle des Ansatzes (7) § 26 mit

findet man

P x2 \2 x? ®)
- 2
]/1 [Esz(lx 2)—}—2EJ(lx 2)01—{—01]
aus der sich wegen der Bedingung
dy "
p=—g-= 0 firx =0
findet
¢,
= ]/1—012 (9)
oder
¢, =0
Mithin wird
P Lo - a2
dy BT\ T2
- = (10)
dx ]/1 P2 ; z2 \2
BE ( T >
und
ZAGY
x
BJ 2 dv + C, (11)
2
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Dieses Integral kann man durch die Substitutionen

P x2
W(”—‘z‘)zf

x_l—{—]/ 2EJ

11
Gom T pae e
2Va——/3§
2EJ
‘B___~
iiberfithren in
pEdé
= — 12
Y f2V1—§2Va— 0 (12)

welches ein elliptisches Integral ist. Die Benutzung des
genauen Wertes fiir die Kriimmung der elastischen Linie fithrt
also schon im einfachen Falle des einseitig eingespannten Balkens
zu Verwickelungen, deren eingehendere Untersuchung uns bhier
zu weit fithren wiirde.

§ 31. Eindimensionale Differentialgleichungen.
Beispiel: Formiinderung eines dickwandigen Rohres nach Foppl.

Gibt man den Variabeln x und y bestimmte Dimensionen,
die dann auch den Differentialen dx und dy zukommen, so kann
man auch fiir jedes Glied einer Differentialgleichung eine be-
stimmte Dimension angeben.

Seien z. B. die Dimensionen von x und y = 1, so sind folgende
weitere Dimensionen festzustellen :

Y1 _ . ni (YN _ o
Dlm[dx] 0; Dlm[mx (W =2;
Dim[gz] —1; Dlm[ mﬂ(dy> —l—yZ]-l
wobei augenommen ist, daB m eine Zahl bedeutet. Unter-
sucht man in dieser Weise alle Glieder einer gegebenen

Differentialgleichung, und finden sich diese dabei simtlich von
gleicher Dimension, dann heifit die Differentialgleichung ,,ein-
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dimensional®‘, wobei es vorkommen kann, dafl man z und y
verschiedene Dimensionen zuteilen mufBl, um Eindimensionalitit
zu erreichen.

Zunichst betrachten wir den Fall, in welchem sowohl x
wie y von der ersten Dimension sind. Hier gelangt man zu einer
Erniedrigung der Ordnung der vorgelegten Differentialgleichung,
wenn man sowohl fiir 2 wie fiir y neue Variable & und 2z einfiihrt
mit Hilfe der Substitutionsgleichungen

x=2¢; y=2.¢. 1)

Hier folgt durch Differentiation

%:%%i—=<g—;-el’+ze">%i—. (2)
Da aber
% =¢ (3)
und mithin
B e (4)
ist, so ergibt sich
Fig. 92. Dickwandiges Rohr % = g—; +z. (5)

mit innerem Uberdruck.

Analog ergibt sich

d?y d2z dz\ 4
da? (d&z +ﬂ>e ‘ (©)

Mittels der Formeln (1), (5) und (6) kann man die Substitution
bei eindimensionalen Differentialgleichungen zweiter Ordnung
durchfiihren.

Wir Dbetrachten die Differentialgleichung der Form-
ianderung eines dickwandigen Rohres unter innerem Uber-
druck.

In der Figur 92 sei der Querschnitt des Rohres gezeichnet,
wobei die Linge des Rohres = 1 gesetzt wird; Forménderungen
in Richtung der Rohrachse bleiben von der Betrachtung aus-
geschlossen.
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Zur Grundlage der Untersuchung wird diejenige Verldngerung
u gemacht, welche ein nach einem Punkte der Rohrwand gezogener
Radius 2 unter EinfluB des Innendruckes p erfihrt. Ist diese
Verlingerung % als Funktion von « gefunden, dann ist es moglich,
die spezifische Radialdehnung ¢, und die Tangentialdehnung e,
zu berechnen. Letztere findet sich durch den Quotienten

Verlangerung des Kreisumfangs

Urspriinglicher Kreisumfang
2mu U

- (7)

= & = —
¢ 2mx T

Die Radialdehnung ergibt sich durch Betrachtung der Léngen-
dnderung, die eine radial gerichtete Elementarstrecke AB = dx
(siehe Figur 93) erfahrt. Der Endpunkt 4 des Radius x = M A
verschob sich, wie oben festgesetzt, um die Strecke u. Dem-
entsprechend verschiebt sich der Endpunkt B des Radius
z+de = MB
um die Strecke u -+ du.

M,
| SE— ZIPRLa

Fig. 93. Berechnung der Fig. 94. Gleichgewicht der
Radialdehnung des Rohres. Spannungen an einem Element der

Rohrwand.

Folglich verldngert sich das Element do um den Betrag du,

mithin ist die spezifische Radialdehnung an der betreffenden Stelle
du

= (8)

Zur Gewinnung eines weiteren Ansatzes betrachten wir
nunmehr die gegenseitige Wirkung der Spannungen an einem
Elemen. der Rohrwand, welches, wie in der Figur 94 gezeichnet,
herausgeschnitten sei.

&r
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Die in tangentialer Richtung angreifenden Spannungen g,
sind auf beiden Seiten des Elementes gleich; die sich aus ihnen
ergebenden Gesamtkrifte sind o,-dz und ihre Resultierende
CD = dOC‘O't‘ dzx.

Die radial nach innen angreifende Spannung sei ¢,; die am
EFlement angreifende entsprechende Gesamtkraft = zda«- o,
Auf der AuBenseite des Elementes greift nun die Spannung
o, + do, an; die ihr entsprechende Gesamtkraft ist

(0, + dg,) (x + dz) - da.
Multipliziert man diesen Ausdruck aus, so findet sich

(6, + zdo, + 6, dz + do,* dz)da.

Hier wird das letzte Glied do, - dz als klein gegen die iibrigen
vernachlédssigt, und das zweite und dritte werden in

d(zo,)
zZusammengezogen.
Nach diesen Festsetzungen ergibt sich als Resultierende der
beiden Radialkréfte
d(za,) - da.

Zwischen dieser und der Resultierenden der Tangentialkréfte
mul} jedoch Gleichgewicht bestehen, woraus folgt

da-o,-de = d(zxo,) da.
Nach Hebung von da und nach Division mit dz folgt

d(x o)

0= gz (9)
Die Verbindung dieser Formel mit den oben entwickelten Deh-
nungen ¢, und ¢, verlangt die Heranziehung eines Elastizitéts-
gesetzes. Unter einem Elastizitdtsgesetz verstehen wir eben
eine Beziehung zwischen Spannungen und Dehnungen. Wir
legen hier das Hoolkesche Gesetz zugrunde, welches in seiner
allgemeineren Form fiir longitudinale und transversale Spannungen
(Tangential- und Radialspannungen) lautet :

1 1 1 1
et:E<6t—‘EUr>; er:E“(Ur—EUt)’ (10)

wo F den Elastizitdtsmodul und m das Verhdltnis der
Lingsdehnung zur Querkontraktion bedeutet.




§ 31. Eindimensionale Differentialgleichungen. 129

Diese beiden Gleichungen 19st man nach ¢, und o, auf:

m mE
O= o (met8); o= —(mete) (1)
und nun ist man in der Lage, die Dehnungen
u du
=— und & = — 12
fi=— und & = o= (12)

einzufiihren. Es ergibt sich
_ mE v o du) _ mkE du u 13
I\ e T @) T w1\ a ) Y

Diese Werte fiir ¢, und o, setzt man in Gleichung (9) ein, wodurch
sich ergibt

mkE m du . d mE du U 14
m—i\" 7 T3 T w1\ T )| 49

E
1 und fithrt die Differentiation auf der

Dividiert man mit

rechten Seite aus, so resultiert die Differentialgleichung zweiter
Ordnung %)

dzu 1 du u '
FZRr I P 1)

x2
Diese Differentialgleichung ist ,,eindimensional“ in dem
eingangs angegebenen Sinne.
Fithren wir mit » = y die Substitutionen (1), (5) und (6)
aus, so vereinfacht sich die Gleichung zu

d?z dz
757 +2 a5 = 0 (16)
welche sich mit
dz
5 =P an

vom ersten Grade erweist.

Wir haben also nur die Gleichung
dp
a9

zu integrieren, welche das allgemeine Integral

+2p=0 (18)

1
$=0,—5lgp (19)

Hort, Differentialgleichungen. 9
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oder

p = 0" (20)
ergibt.

Zur Ermittlung von z greifen wir jetzt auf Gleichung (17)
zuriick, indem wir den soeben ermittelten Wert von p einfithren.

Die Integration von

dz =29 (21)
liefert mit einer zweiten Integrationskonstanten
2= Oy L 2O (22)
2
Aus (22) leiten wir nun das gesuchte Integral 4 ab wie folgt:
U=z = x<02 — ;’—62(01— 0)> (23)
Fiihren wir hier nun die Substitutionsgleichung (1) wieder ein mit
=z (24)
so ergibt sich als allgemeines Integral
1 &4
u:x(C’Z—? ma) (25)
und wenn man hier setzt
1 2¢
02 = A > _— ? e == B
so wird
B
u=Ax+ - (26)

wo A und B die erforderlichen beiden Integrationskonstanten sind.
Zur Ermittlung dieser gehen wir auf die Gleichung (13) fur
o, zuriick, in welche wir (26) einfithren. Wir erhalten:

mE B B
o 2752—:1“{’"(‘4_?) 4 +;?}

mE

mE 4 mE B
m—1" m—}—T a2
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und mit
mE mHE
T 4 = _ B —
m——lA Pom+1 B
B
OTZAl_w—;' (27

Zur Bestimmung von A4; und B, filhrt jetzt die Bemerkung,
daBl fir x = 7, d. h. im Innern des Rohres, die Radialspannung
gleich dem Uberdruck p sein muB, der mit negativem Vorzeichen
zu versehen ist, weil es sich um Druckspannung handelt.
Ferner mul} fiir + = R, also auBlerhalb, die Radialspannung
= Null sein. Wir erhalten also die Bedingungsgleichungen

fire =r:—p= Al—%
firr=R: 0= Al——%
aus denen durch Auflssung nach A4; bzw. B, folgt
4, = Rzzp_r2 r2

wodurch sich dann die Formé#nderung u endgiltig findet zu

U =7

. R
W;——W {(m—— Dz + (m+ 1)72} (28)

§ 32. Einfiihrung der Storungsfunktion. Kreistormige Platte.

Die genauere Theorie der kreisfsrmigen gleichmaBig belasteten
Platte fithrt (vgl. Foppl, Vorlesungen iiber technische Mechanik
IIT) auf folgende Differentialgleichung

a2 14d 6(m2—1
e 1(7»2Eh3)px 1)
wo bedeuten
¢ die Winkel, die die Normalen der Plattenelemente
nach der Biegung mit der Mittellinie bilden;
x der Abstand eines Plattenelementes von der Mitte;
g%
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1
P, die Poissonsche Konstante;

E den Elastizitdtsmodul;
h die Plattendicke;
p den Druck, der auf die eine Plattenseite ausgeiibt wird.

Setzen wir in (1) die rechte Seite vorldufig = Null, so
erhalten wir
e 1 do @
dor T T de T 0 &)

Diese Differentialgleichung ist
aber identisch mit Gleichung
(15) des § 31 und hat dem-
nach das allgemeine Integral

B
p=dzst— (3

Fig. 95. Forminderung der kreis- Um nun von hier aus zum
formigen Platte. allgemeinen  Integral  der
Gleichung (1) zu gelangen,
setzt man voraus, dafl dieses dieselbe Form -habe wie (3), nur
mit dem Unterschied, daBl 4 und B jetzt Funktionen von « sind,
die man bestimmen muB.
Den durchzufithrenden ProzeB nehmen wir sogleich an
einer ziemlich allgemeinen Differentialgleichung zweiter Ordnung
vor, namlich ’

az d
L+ P@ L+ P@y = P 4
(vgl. § 24), zu der
dz d
Tt P@ L+ P@y =0 (5)

das Analogon zu (2) bildet.

Man nennt die Gleichung (5) die gegeniiber (4) reduzierte
Gleichung. Die auf der rechten Seite von (4) auftretende
Funktion Py(x) heilt Stérungsfunktion.

Es seien nun y,; und y, zwei auf irgendeine Weise gefundene
voneinander unabhéngige partikuldre Lésungen von (5),



§ 32. Einfithrung der Stérungstunktion. Kreistormige Platte. 1383

mit deren Hilfe wir das allgemeine Integral von (4) in der Form
ansetzen :

. Yy = @)y, + (@)Y, (6)
Die Differentiation dieses Ansatzes liefert
d
Y Q'Y+ @y + @y, + @y, (7)

dx
Da @, und @, unbekannt sind, kénnen wir fiir sie eine Bedingung
willkiirlich vorschreiben. Wir wihlen als Bedingung den Ansatz

Qi+ @'y =0, (8)
wodurch sich (7) vereinfacht zu
d
=+ (9)
Eine abermalige Differentiation liefert hier
d2
i en QY HGr . (0
dy d?y

Nunmehr fithren wir die Ausdriicke fiir ¥, iz a2 [Gleichung (6),

(9), (10)] in Gleichung (4) ein und erhalten nach gehériger Ordnung

Q" + Prys + Poyy) + @u(” + Py’ + Pays) + 9,/ @
+ 9 @ = P (1)
Da aber, wie vorausgesetzt, y, und y, der Gleichung (5) geniigen,
8o bleibt von (11) nur ibrig
'@ +9,'Q = P (12)
Diese Gleichung reicht im Verein mit Gleichung (8) aus zur
Bestimmung von @, und @,’. Man erhilt durch gewohnliche
Aufldsung dieser Gleichungen nach ¢;’ und @,’

Qll — P3 y2
r__ ¥ ’
Yo — U1 Y, (13)
Q r PS % .
2 Y19 — %Y’
@, und @, selber finden sich durch einfache Integration
%= =g 4]
2J1 1J2 (1 4)

@y = —‘ill‘lisj‘xf“-i—B[
YWY — U Y.
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so daf das allgemeine Integral von (4) lautet:

Yy = @y + Qy, + 4y, + By, (15)

Nunmehr wenden wir die durch (14) gegebene Vorschrift .
der Abkiirzung auf die Differentialgleichung (1) an. Es ist mit

6 (m2—1)
g PN
P3:—Nx|
el (16)
9’2:}‘ l
—g;xdx
__x —
x a2
=———%fxdx+A
- — Nfz + 4 17)
zxdx
Q2=~—Nf L+
x____._
x2 x
= —l—%x‘l—i—B (18)

Aus (17) und (18) setzt sich dann nach Vorschrift von (15) das
allgemeine Integral zusammen

N g3 N 28 B
v=——g tg tdzt o
oder :
N a3 B
Q= 8 + Az + = (19)

In der gleichen Weise behandelt man die ebenfalls bei Foppl
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vorkommende Differentialgleichung der Platte fiir eine in der
Mitte angreifende Last P:
2 1 dy @ P

dx? x dx 2  z (20)

Man findet
P 1
G=—y [ iat4

P
Q2=+T[xdx+3
und

P P B
@ = —Txlgx+(A+T>x+7

P B

§ 33. Runges Methode zur angeniherten Integration von
Differentialgleichungen.

I. Im § 5 haben wir den Inhalt eines Flichenstiickes bzw.
den Wert eines bestimmten Integrals als die Summe der Inhalte
der Elementarrechtecke angendhert dargestellt.

Wir hatten fiir den Flacheninhalt (Fig. 96) bzw. fir das
bestimmte Integral den Ausdruck

Ji@) dz
gefunden, und es war (angenshert)
p=n—1
y—-ff x)dx——Zé fla+ 096); nd=z—a (1)
p=0

Wenn man nun bedenkt, daBl der Integralbeziehung

die Differentialbeziehung
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zugrunde liegt, aus der man die Differentialgleichung erster Ordnung

d
= =@ @
ableiten kann, so sieht man, daBl man in dem Ansatz (1)
p=n—1
y=D'd-fla+ed) (5)
p=0
eine Vorschrift fiir die angenéherte Integration der Differential-
gleichung (4)
Y _ s
dr f (x) (6) 7
besitzt.
7
50
L
8
2 7 >
N
I z 47
-z, HJ < dex * L g
Fig. 96. Summierung einer

Fig. 97. Darstellung der Funktion
Funktion. X

X
sin x und J' sin z dz.
0

Wir wollen die Genauigkeit des Verfahrens an dem Beispiel
der Differentialgleichung

dy

T sin (7)
prifen. Da wir das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung
y = C—cosx (8)
kennen, wird ein Vergleich moglich sein
Wir tragen zundchst die Kurve

n = d—x = 8SInx
graphisch auf (Fig. 97).
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Zugleich fertigen wir uns eine kleine, von 10° zu 10° fort-
schreitende Tabelle an, wobei wir das Argument x in Bogen-
lingen des Kreises vom Radius 1 umrechnen.

Tabelle 2.
1 | 2 3 4 5 | 8 7 8
x T
sin Y sin @ y

Winkel | Bogen Winkel| Bogen

0 0,000 0,000 0 100 1,745 0,985 1,259
10 0,175 0,174 0,030 110 1,920 0,940 1,423
20 0,349 0,342 0,090 120 2,094 0,866 1,574
30 0,524 0,500 0,178 130 2,269 0,766 1,708
40 0,698 0,643 0,291 140 2,448 0,643 1,821
50 0,873 0,766 0,425 150 2,618 0,500 1,909
60 1,047 0,866 0,576 160 2,793 0,342 1,969
70 1,222 0,940 0,740 170 2,967 0,174 1,999
.80 1,396 0,985 0,912 180 3,142 0,000 1,999
90 1,571 1,000 1,087

Wir bestimmen jetzt, da8 fir ¢ = x = 0 y = 0 sein soll.
Dann wird, da unsere Grofie 8, d. h. das Argumentintervall,
10

360
Integration itber die ersten beiden Intervalle:

nach welchem wir fortschreiten, = 2 n = 0,175 ist, fir die

2
9

2 pe1

y :fsinxdx: S 5singd = 6sin0 - &sind
0

p=0

= 0,174 x 0,175 = 0,030,

und fiir die Integration iiber das Intervall -721

T s
y:fsinxdx:stingé (10)
0 p=0

=8-8sin0+ dsind 4 8sin28 - 6sin 36 + dsin4d + §sin 56
+0sin6d +Jsin7 6+ dsin 84.
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Wir tragen die einzelnen sich fiir p = 0 bis p = 8 ergeben-
den Summen mit 6 = 0,175 in der Tabelle ein und gelangen
bis zum Wert

us

2 p=8
y = fsinxdw = Dosingd = 0,912 (12)
p=0
0

Wir stellen fest, daf dieses Resultat um — 8,89, falsch ist,
denn der genaue Wert des Integrals

T
2

T
y:fsinxdx:’l—-cosx (13)
0

0
ist = 1.
Dies Ergebnis ist eine
Folge der Tatsache, daB
| jedes der addierten kleinen
i Rechtecke etwas kleiner ist als
5 das entsprechende Flichen-
| element. Aus der neben-
i ’ | stehenden Figur 98 ist der
z-Z Zo Sachve.rhali.; klar ersie}.ltlich.
Fig. 98. Fehler der Néaherungs- Natirlich 181_-’ jeder zwischen
Integration. Ound 0,912 liegende Wert von
y entsprechend fehlerhaft.

Setzen wir die Summation iiber x = 3 hinaus bis 2 = =

fort, so findet sich das Resultat
T p =17
y = [sinzdz = Z‘ dsinpd = 1,999 (14)

0 p=0

Dieser Wert kommt dem tatséichlichen y = 2,0 sehr nahe, was
darin begriindet ist, dall wir auf dem absteigenden Ast der
Sinuskurve groBlere Rechtecke hinzufiigen als die Flichen-
elementarstreifen sind, so daf die auf dem aufsteigenden Ast
begangenen Fehler nahezu ausgeglichen werden. Die Figur 98
gibt hiervon ein Bild.
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Trotz dieses Mangels hat Euler ein analoges Verfahren
fir die numerische Integration der allgemeinen Differential-
gleichung

d
=iy (15)

angewendet. Er geht von einem Anfangswertepaar x4y, welches
den Anfangsbedingungen entsprechend zu wihlen ist, aus

und berechnet dann die zu einer kleinen Anderung Ax gehorige
Anderung

Ay = f(xo, yo) A= (16)
7
“ﬁu
Loy L}
=
NG —
“l\ =
x = —
e— & —>d e
Fig.99. Eulers niherungsweises Fig. 100. Abschitzung der Fehler
Integrations-Verfahren. des Eulerschen Verfahrens.
Dann ist
2, = x,+ Az
%= Y%+ dy
ein neues Wertepaar. Auf diese Weise erhéilt man ins Graphische
ibertragen eine Reihe Punkte 4,4, ...., die anngdhernd auf der

durch 24y, gehenden partikuliren Integralkurve der Differential-
gleichung Liegen. Fig. 99.

Die Bedeutung dieses Verfahrens wird sofort klar, wenn
wir zunéchst f (x,, ¥,) von y unabhingig annehmen. Dann erhalten
wir statt (16) die Gleichung

Ay = f@)dw (16a)
Wir setzen also unter Vernachldssigung des kleinen senkrecht
schraffierten Dreiecks (Fig. 100) Ay gleich dem horizontal
schraffierten Rechteck, ganz analog wie bei der oben durch-
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gefithrten Naherungsintegration

7

Y = f sinx dx

0
Aus der hierbei vorgenommenen Abschitzung ergibt sich, dafB
das Resultat des Verfahrens mit Fehlern behaftet ist, die groBen-
ordnungsgleich mit den Werten der Intervalle sind, die man
zugrunde legt.

II. Um zu einem genaueren Verfahren zu gelangen, suchen
wir zunichst den genauen Wert der Anderung Ay zu ermitteln,
der sich ergibt nach Annahme einer Anderung Ax bei der
vorgelegten Differentialgleichung

d
L =f@ (18)

Wir denken uns zunéchst die Differentialgleichung exakt integriert
und die Integralgleichung in der Form geschrieben
y = F(2) (19)
was immer. méglich ist.
Aus (19) entwickelt man nun die Anderung Ay nach dem
Satze von Maclaurin 26):

FII(

Ay = F' (z) dx + 1 @

x)
Ao+ 7573

-2
Hier ist aber nach (19) und (18)

Fe=2 @y

=— =
ferner ist
., _dF'(x d _of of dy
F (x)—*—‘a‘;——ﬁ;]‘(%y)—a—l—gy—-% (21)
af of
—’a?"i‘ﬁ' (x) y)

=f1+f2f’

wenn bedeutet
f=1(y)
f = of (x, y)
1™
, — 3 (@ y)

9y
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und schlieBlich wird
e _ dF"(x) d
F (=) ——Jw———"d‘;(h-l-fgf) (22)
= fii + f12f + f(f12 + fzzf) + fz(f1 + 121
= f11 + 2f12f + f22f2 + fz(f1 + fzf)

Auf die hoheren Glieder der Maclaurinsehen Entwicklung
verzichten wir.
Sonach resultiert fir Ay die Entwicklung

Ax?
Ay = fAx + (f; + faf)ﬁ + {fu + 2[1,f + 1ol

Ax?

153 T (23)

+ fy(fy + 1)

Von Runge stammt ein Verfahren, welches gestattet,
bei gegebenem Ax die Anderung Ay so genau zu berechnen,
daB die Abweichungen vom wahren Wert (23) von der GroBen-
ordnung A%z werden.

Nach diesem Verfahren berechnet man zunichst (nach
angenommenen %oy, und mit gegebenen Ax) folgende vorldufigen
Naherungswerte von Ay:

Ay = [ 4z

Ayy = f(@o + A, yo + fAz) A (24)

Ay = f{wo + Az, yo + f(2o + Az, y, + fo)Ax}Ax

und hieraus als neuen Naherungswert

Ay:A_lﬁ"g_Aﬂ (25)

Wir wollen uns jetzt einen Uberblick verschaffen, was diese
Operation bedeutet. Zu diesem Zwecke nehmen wir f von y
unabhiingig an und finden

Ay = [(x, + A=) A=

und

f(ag) + oy + Ax)Ax
2
Zeichnen wir uns hiernach die zu Fig. 100 analoge Fig. 101,

so finden wir, daB wir jetzt nur das kleine Kurvensegment 4, 4,
vernachlissigt haben, wihrend nach dem Verfahren (16a) das

Ay = (27)
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ganze Dreieck A4, A4,B vernachldssigt worden wire. Es wird also
das Differential Ay als Sehnentrapez ermittelt.

Zur Prifung der Genauigkeit ziehen wir wieder unsere
Tabelle 2 heran; indem wir von je zwei aufeinander folgenden
Werten der Kolumne 3 (welche ja die Funktionswerte

f(@o), fao + Aw), [l + 247) ...
W« enthdlt) das arithmetische Mittel
nehmen und in Kolumne 4 ein-
tragen. Kolumne 5 gibt dann die

A, ﬁ Differenzen
= s Ay — 5.1 1w+ A0

g HiL @ 2
| l ‘% usw., Kolumne 6 deren Summe,
Xz~ d. h. y, wahrend Kolumne 7 den
Fig. 101. Sehnentrapez- wirklichen Wert von y = 1—cos
Naherung. z auf 5 Dezimalen gibt.
Tabelle 3.
1] 2 3 4 5 6 7
z f(-a;) f(x)+/;a:+ 4z) dy y y =
Winkel| Bogen |=SB¥ = 1@ =fHx)de | = 2dy |1 —cosx
0 0,0 0,000 0,000 0,00000
10 0,175 0,174 8’(2)2; g’gig 0,015 0,01519
20 0,349 0,342 O’ 491 0’07 4 0,060 0,06031
30 0,524 0,500 0’ 572 0’100 0,134 0,13397
40 0,698 0,643 0’705 0’124 0,234 0,23396
50 0,873 0,766 0,816 0’143 0,358 0,35721
60 1,047 0,866 0’903 0’ 158 0,501 0,50000
70 1,222 0,940 0’9 63 0’1 68 0,659 0,65798
80 1,396 0,985 0’993 0’173 0,827 0,82635
90 1,571 1,000 ’ ’ 1,000 1,00000

Die Ubereinstimmung der Naherungswerte Kol. 6 und der
wirklichen Werte Kol. 7 ist ausgezeichnet, wenn man die drei-
stellige Rechnung, die Abrundungen und die Benutzung eines
Rechenschiebers von 13 em Linge betrachtet. Die hierbei be-
gangenen Ablesungsfehler sind schon so groB als die systema-
tischen Fehler des Verfahrens, denn sie haben (zufillig) die

letzteren beim Wert fir z = g gerade ungefdhr ausgeglichen.
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Um nun auch den Genauigkeitsgrad der Formel (25), welche
nach Runge ??) das Sehnentrapezverfahren auf den allgemeineren
Fall iibertrigt, in welchem f auller von  auch von y abhingt,
entwickeln wir die Formeln (24) nach dem Taylorschen Lehrsatze
fiir zwei Variabeln und erhalten unter Fortlassung aller hoheren
Potenzen als Ax3

dy=1f Adx (unverdndert)
1
4,y =[f—}— (fLdz+f,4,9) +?{fuzlxz+ 2f,dxd,y

+f22A1y2}]Aw+ .....

Zfo+f1sz"r-fzfoz"'%{flle3+2f12f'Aw3
T fulr d?) (242
= [ Azt Gy 1) A5+ 5 {for + 2Fhas + F ) 42°

1
Ay = [f+ (i A2+ fy dgy) + 5 (I 42 + 211, A Ay
)| 40

=F Azt (y+ 1) AZ + g {fia+ 2hal + oo

+2f(fi+ 1)} 4%
und schlieBlich statt Formel (25)
A4 A4 Aa?
Ay =282~ fa b (o fof) T+ (s + 2
A%

+ P+ 21 (Hh + 120 (25a)

4

welche mit der genauen Entwicklung (23) in den beiden ersten
Gliedern iibereinstimmst. Diese Genauigkeit reicht fiirr viele
Zwecke aus. Um aber ein genihertes Ay zu finden, welches
mit dem wirklichen auch in dem Gliede dritter Ordnung iiber-
einstimms$, verfahrt man wie folgt:

Man kann nidmlich statt

Ay = f(xy) - A« (Eulersche Niherung)
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oder statt:
ay= It A
fiir den elementaren Flichenstreifen auch einfithren

(Sehnentrapez-Naherung)

Ay =i+ 42)- Az (28)

d. h. das in der Fig.102 schraffierte Rechteck. Dreht man dessen
Seite 4,4, um den Punkt P, so geht das Rechteck in ein inhalts-
gleiches Trapez iiber, welches gegebenenfalls ein Tangenten-
trapez wird, wenn ndmlich die Gerade durch P die Kurve
berithrt. Man spricht dann von
einem Naherungswert von 4 y ent-
sprechend dem Tangententrapez.

F
£

4 l -

7 U <7 }
8 /

8§

§\§ A.r—>-

LS L

Fig. 102. Fig. 103.

N

<—f[z‘a f'%‘z ) ——m
~fiz,)
% /W
Z
Q
<—f/.2:a +4x/

Y

!
§
ﬁ
%

Auf zweivariabliges f ibertragen gelangt man dann zu dem
Ausdruck:

Ay:f(xo—}—%zlx,yo—l——;—fz]x)ﬁx (29)
der nach Taylor entwickelt liefert
A° a°
Ay=f Az +(h+ ) + (G + 2haf + hrof?) —5— (30)

Dieser Naherungswert stimmt mit dem genauen (23) ebenso wie
(25a) in den ersten beiden Gliedern fiiberein, im dritten aber
nicht. Jedoch kann man durch Kombination von (30) und (25a)
einen neuen Naherungswert Ay herstellen, der auch im dritten
Gliede mit (23) iibereinstimmt. Dies geschieht durch folgende
Betrachtung:
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In der Fig. 103 sei der von der gestrichelten Kurve DPC
nach oben abgeschlossene Flichenstreifen die anzunéhernde
Grofie Ay. Den durch das Sehnentrapez gegebenen N&herungs-
wert Gleichung (27) ABCD bezeichnen wir mit Ng, den durch
das Tangententrapez Gleichung (28) gegebenen ABF'E’' be-
zeichnen wir mit N,. Nunmehr ersetzen wir das Kurvenstiick
DPC durch einen durch dieselben Punkte gehenden Parabel-
bogen derart, daf3 die Parabeltangente in P der Sehne DC parallel
ist und wir setzen das Parabelsegment DPC mit dem Kurven-
segment DPC ndherungsweise flichengleich. Da nun das Par-
allelogramm DCFE mit dem Trapez DCF'E’' flichengleich

ist und aullerdem das Parabelsegment —123— des Parallelogramms

DCFE betragt, so gilt offenbar
1
Ay =Np+ 5 Ns—Np) 31)

mit einer Genauigkeit, entsprechend der Abweichung des Parabel-
segmentes DPC von dem Kurvensegment DPC. Formel (31)
ist die bekannte Simpson’sche Regel, welche aus der Sehnen-
trapez- und der Tangententrapeznaherung einen Ansatz hoherer
Genauigkeit herleitet.

Fihren wir jetzt, in dem wir uns nach Runge die
Simpson’sche Regel auf das zweivariablige Gebiet iiber-
tragen in (31) ein
Ad®

8

Np=f. A»"+(f1+f2f) +(f11+2f12f+f12f)

. 2
= fdz+ G, + z;f)i;— (it 2hral + sl

3
T2y D)

so wird
dy=1dz+ G+ )20 + {fu+2f“f+f22f2

- hy G+ oD (32)

also mit dem genauen Wert (23) auch im Gliede dritter Ordnung
noch iibereinstimmend.

Hort, Differentialgleichungen. 10
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Es ergibt sich demnach als ein bis auf Grofen vierter
Ordnung genauer Wert von A4y

1 1

[%[f[mo-}— Az, yy + @y + Az, yy + fAx) Ax] + f A )

|

oo ~—

—1ro+ A+ 1 2) el 33)

III. Zur Priifung der Genauigkeit und zur Eintibung der prak-
tischen Ausfithrung des Verfahrens wenden wir dasselbe auf die
Differential-Gleichung

e — (34)
an. Wir wollen den Verlauf einer Integral-Kurve durch den Punkt
2y = 1,0, yo = 0,2
von diesem Punkte beginnend in Richtung der positiven x ver-

folgen, wobei wir die Schritte 4 x = 0,2 wihlen.

Wir berechnen nach (24)

2:0,2

Ayy = [(xgyp) - Ao = 1o .0,2 = 0,08
A,y =[x, + Az, .7/0+fo)/]93:———2'1(?’228 -0,2 = 0,0935
A3y=f{x0+Ax,y0—{—]‘(x0+Ax,yo—i—fo)A‘x}Ax
=__2'01’,22935 L0,2 = 0,008
AyszO,OSQO:NS.

Dies ist der dem Sehnentrapez entsprechende Naherungs-
wert. Dem Tangententrapez entspricht nach (29)

Ay:f(xo + %Ax,yo%—%fdm)zlx:w‘i_.o,z

1,1
= 0,0875 = Ny.
Bilden wir % (Ng— N ) = 0,0005, so wird der dem Runge-

schen Verfahren entsprechende Naherungswert
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Ay=Np+ % (Ng— Ny) = 0,0875 -+ 0,0005 = 0,088

und das neue Wertpaar wird
z, =12, y; = 0,288,

Mit diesen Werten rechnen wir in der gleichen Weise von
neuem:

2.0,288
Ay = =502 = 0,0965
.0,384
A,y =2—f—’28—-0,2 = 0,110
8
Aayzz-%?’z—-o,z = 0,1135
1

Ng (4,y + 4,y) = 0,1050

T2

0,336
Np =2 = 0,1030

st

é_ (Ng— Nyp) = 0,0007
Ay = 0,1037
z, = 14, y, = 0,392
2.
Ay = __(1)’292 .0,2 = 0,112
Ay = 3'2’2’04 .02 = 0,126
2.0,51
Ay = —g’g—s-o,z = 0,129
Ng = 0,1215
448
Np= 2-0’—15~ = 0,1190

%- (Ng— Np) = 0,0008

Ay = 0,1198
2, = 1,6, y, = 0,512

10*
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2.0,612
Aly z—lb—— '0,2 = 0,128
2.0,640
Ay = 502 =042
2.0,654
Ay = =502 =045
Ng = 0,1365
2.0,576
Np=-"-"""".02=0,1350
1,7
1
Ay = 0,1355
2, = 1,8, y, = 0,647
PR
A,y ____2'.20’—(’)732_-0,2 = 0,158
2.0,805
A3y = —"—2"’6—*“—'0,2 = 0,161
Ng = 0,153
2.0,719

% (Ng— Np) = 0,0007

Ay = 0,152

2y = 2,0, ys = 0,799
Ay = —%-0,2 = 0,159
Ay = —2’—2’29&.0,2 = 0,174
Ayy = —24%’&-0,2 = 0,177

Ny = 0,168
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_2.0879

Ny = 10,2 = 7
T 2,1 5 0,164

% (Ng— Nj) = 0,0003 vernachlissigt

Ay = 0,167
zg = 2,2, y; = 0,966.

Wir haben jetzt auller z, y, sechs weitere Punkte der In-
tegralkurve gefunden. Diese lassen sich auch durch direkte
Integration finden. Das allgemeine Integral von (34) ist, wie
man sich leicht iiberzeugt,

y = Ca? (35)

Da fir x = 1,0 die Ordinate ¥y = 0,2 werden soll, so muf}
fur die durch z, = 1,0 y, = 0,2 gehende Integralkurve

0 =02 (36)
sein. Also wird die Gleichung der Integralkurve
y = 0222 (37)

Nach dieser Formel kann man aber fiir alle Werte 2 = 1,2,
14, 1,6, 1,8, 2,0, 2,2 die zugehorigen y-Werte genau berechnen.
Tabelle 4 enthélt die genauen Werte mit den oben genihert
berechneten zusammengestellt.

Tabelle 4.
£ y Differenz
a genau |bgendhert a—b

1,0 0,200 0,200 -+ 0,000
1,2 0,288 0,288 -+ 0,000
14 0,392 0,392 -+ 0,000
1,6 0,515 0,512 -+ 0,003

1,8 0,644 0,647 — 0,003
2,0 0,800 0,799 + 0,001
2,2 0,964 0,966 — 0,002

Die Genauigkeit ist eine vorziigliche; die Fehler sind po-
sitiv und negativ von gleicher GroBe. Bei der Naherungsrechnung
wurde ein Rechenschieber von 13 cm Linge angewendet.
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§ 34. Anwendung der Rungeschen Methode auf die Untersuchung

des Bewegungsverlaufes einer EinzylinderdampImaschine.

Es ist bekannt, daB die Bewegung der Dampfmaschine auch
im Beharrungszustande eine ungleichférmige ist.

Die Winkelgeschwindigkeit der Dampfmaschinenwelle ist
periodisch verénderlich, und zwar ist die Periode der Verdnder-
lichkeit die Umdrehungsdauer der Maschine.

70
i

99
2 vl
/

a7 v

93 7
0z
g7
=70 72 74 76 78 2,0 22
y-do

Fig. 104. Ergebnis einer Integration nach Runges Verfahren.

Fig. 105. Getriebe einer Einzylinder-Dampfmaschine.

Wenn es sich nun darum handelt, den Bewegungsverlauf
der Maschine zu untersuchen, so handelt es sich darum, 1. die
Verinderlichkeit der Winkelgeschwindigkeit der Welle innerhalb
einer Umdrehung in Abhingigkeit vom Kurbelwinkel darzu-
stellen und 2. die Abhéngigkeit des Kurbelwinkels von der Zeit
zu ermitteln.
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Sehen wir vom Vorhandensein eines Regulators ab, so ist
die Gestalt der Dampfmaschine durch Angabe des Kurbel-
winkels § bestimmt.

In der Figur 105 ist das Getriebe einer Einzylinder-Maschine
gezeichnet. A B ist die Pleuelstange. Im Kreuzkopf 4 denken
wir uns die Gesamtmasse M aller nur hin- und hergehenden
Teile vereinigt (Kolben, Kolbenstange, Kreuzkopf), wihrend alle
nur rotierenden Teile (Schwungrad, Welle, Kurbelarm) im Trag-
heitsmoment @ zusammengefal3t werden. Die Pleuelstange voll-
fithrt eine sowohl hin- und hergehende wie auch drehende Be-
wegung und mul} getrennt von den iibrigen Teilen behandelt
werden. .

Zur Aufstellung der Differentialgleichung der Bewegung der
Maschine gibt es ein einfaches Verfahren, welches in wenigen
Schritten zum Ziele fithrt, wenn man sich die Mithe nimmt, einen
Begriff und eine Formel der analytischen Mechanik anzuwenden.

Der Begriff ist die kinetische Energie eines Massensystems,
die wir mit L bezeichnen wollen. Fir einen einzelnen Massen-
punkt m, der sich mit der Geschwindigkeit v bewegt, ist bekannt-
lich:

1
—_ 2
L_2mv. (1)

Ferner ist die kinetische Energie eines Massensystems die
Summe der kinetischen Energien der einzelnen Massen.

Wir wollen nun das L fiir das gegebene Getriebe der Dampi-
maschine bestimmen.

Zundchst ist fur den Kreuzkopf und die in ihm vereinigt
gedachten Massen

1 dx\?
- (5] @
de . T
wo — die momentane Kreuzkopfgeschwindigkeit ist.
Ferner ist fiir die nur rotierenden Teile
1 1 a9\z
L = — 2 = —_—
9 0w 3 o ( T, ) (3)
WO = die Winkelgeschwindigkeit der Dampfmaschine be-

deutet.
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Es bleibt jetzt noch ibrig, die kinetische Energie der Pleuel-
stange zu suchen.

Alle Punkte dieser haben verschiedene Geschwindigkeiten v.
Wir denken uns die Stange durch zu ihrer Liangsachse senkrechte
Schnitte in Massenelemente dm zerlegt. Die kinetische Energie
eines Elementes ist

dL = —é-dm 02, 4)

Das betrachtete Element habe die Entfernung 1 vom Kreuz-
kopf; dann sind seine Koordinaten in bezug auf die linke Tot-
lage k; des Kreuzkopfes

%, = x4+ 4 cos ,8
Y1 = Asin B (5)
Hieraus ergibt sich aber

. da; \2 dy, dx B
=V ) = () ()
——2/'Ls1n/3(f; flf

Durch Einsetzen von (6) in (4) und Integration findet man

L=?fv2dm_—l~( )fdm sin f Zf dﬂfﬂd
?(W>f12dm. (7)

In dieser Formel nennen wir
f dm =M, die Masse der Pleuelstange,

f Adm = I, das statische Moment der Pleuelstange be-
zogen auf den Kreuzkopf,

(6)

A*dm = @, das Trigheitsmoment der Pleuelstange eben-

falls bezogen auf den Kreuzkopf.
Die kinetische Energie des ganzen Getriebes wird nunmehr

1 dx dx df apg\2
'“TM+MMW> m“%wdt+?96ﬂ

1 ad
+?0@ﬁ» e
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Fithrt man noch die Beziehungen
z = r(l—'cos%) + 1 (1 —cosp)
dx dﬁ
= sin «‘} + Isin ar (9
Isin ﬁ = rsin &

lcosﬁfiﬁ—rcos%@—

dt dt
ein, so verwandelt sich L in einen Ausdruck folgender Form:
1 a9\2
L f—1 ——E _
5 (%)( dt) (10)

wo E(9) nur den Winkel & als unabhingige Variable und im

ibrigen als Konstante die Massen und Trigheitsmomente der

Systemteile enthilt. Wir nennen E (9) die Getriebefunk tion.
Ausfiihrlich geschrieben lautet E(9)

r cos ¥ \2
= M 2 gin2 -
E(®) =0+ (M + M,)rsin «‘}(l—l—l cosﬁ)
r cosd\ cos ¥
— 1
29ﬁll sin? «9(1-1—1 cmﬂ)cosﬁ (10)
2 cosz &
T @1_72_ cos? 8
wo natiirlich noch sinf = ~;— sin ¥ einzusetzen wére.

Jetzt wenden wir auf L die oben in Aussicht gestellte Formel
der analytischen Mechanik an, indem wir L in Zusammenhang
mit den auf das Getriebe der Dampfmaschine wirkenden Kréften
bringen. Diese Kréfte finden sich als Resultierende 7 (7 — W)
des Tangentialmomentes -7 der Kolbenkraft und des Tan-
gentialmomentes - W des von der Dampfmaschine zu iiber-
windenden Widerstandes, der als konstant vorausgesetzt wird,
wahrend T eine bekannte Funktion von & ist. r (T'— W) findet
gich leicht, wenn das Indikatordiagramm der Maschine gegeben
ist. Es wird dann auch r (T — W) eine bekannte Funktion von §:

r (T — W) = F (9).
Der Zusammenhang zwischen L und 7 (T — W) wird nun
gegeben durch die Lagrangesche Differentialgleichung zweiter
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Art. Diese ist der Ausdruck fiir folgenden ganz allgemein giil-
tigen Satz:

Wenn L die kinetische Energie eines Massensystems ist,
dessen Gestalt nur von einer Grofe & abhéngt, und erfolgt die
Bewegung des Systems unter EinfluBl einer Kraft » (T — W), die
ebenfalls eine Funktion von & sein soll, so gilt als Differential-
gleichung fiir die Veréinderlichkeit von &

d oL oL

@ ay ag —TO (12)
o
dt
In unserem Fall war aber
1 a9 \?
Hiermit wird
oL ay
549 =B®) 5
dt
d oL , a9 \2 dz9
P Pl
dt
oL 1 . [d9\2
7% 2 ) (7?)
Die Formeln (14) in (12) eingesetzt liefern
az 9 1 a9 \2
E®) Tty B0 () = F® (15)

Dies ist die Bewegungsgleichung der Dampfmaschine.
Wir untersuchen nunmehr eine Einzylinder-Dampfmaschine
mit folgenden Daten 28):

Kurbelradius » = 0,3 m
Pleuelstange I = 1,5m
Gewicht aller rotierenden Teile 2780 kg
Trigheitsmoment aller rotierenden Teile @ = 485 kgm?
Gewicht der hin- und hergehenden Teile 165 kg
Masse der hin- und hergehenden Teile M = 17,0 kg
Gewicht der Pleuelstange 65 kg
Masse der Pleuelstange M; = ~ 7kg
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Tréagheitsmoment der Pleuelstange in bezug auf den Kreuz-
kopf
1 65

1 =3 98l + 2,25 = ~ 5kgm?

Statisches Moment der Pleuelstange in bezug auf den
Kreuzkopf
1 65

Wy = 2 981

+ 15 = ~ 5kgm

Hiermit geht E(9) iber in

E(9) = 485 +215sm29<1 102 0083>

s B
cos%) cos &

cosf3 / cosf§ (16)

—0,12sin2%< + 0,2
cos? &
cos? 3

+ 0,2

In diesem Ausdruck kénnen wir die beiden letzten Glieder
unbedenklich fortlassen, da ihre Werte gegeniiber 485 zu klein
sind.

Dagegen behalten wir das zweite Glied bei, ersetzen aber

2
(1 + 0,2 008 z ) durch 1 + 0,4 cos 9, d. h. wir vernachléssigen
cos
cos & \? . .
0,04( ; gegen 1. Der Fehler betrdgt nicht mehr als etwa
cos

0,08 gegeniiber 485.
Wir erhalten also (fir K (9) endgiltig

E(9) = 485 + 2,155in29 (1 + 0,4 cos 9) (17)

Hieraus ergibt sich dann die weitere in Gleichung (15) auf-
tretende Grofle

—;~E’ (9) = 1,07 { sin 2 & 4 0,4 (sin 2 9 cos & — sin3 «‘})} (18)

Die Berechnung dieser beiden Funktionen von & ist fiir 36
Kurbelstellungen auf 3 Dezimalen in den nachfolgenden Tabellen
5 und 6 wiedergegeben. Die Tabelle setzt sich in leicht er-
kennbarer Weise tiber & = 180° bis & = .360° fort.
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Tabelle 5. E (§) = 485 {1+ 0,00445 sin? & (1 + 0,4 cos )}
1 2 3 4 5 6 7 8 9
sin2 ¢ X
$ |sind|sin?8| cosd [0dcosd |y, T g L+ 0;?0#_‘5 E @
’ 0,4 cos §)

0 0,000 | 0,000 | + 1,000 | + 0,400 | + 1,400 0,000 | 0,00000 | 485
10 0,174 | 0,030 | + 0,985 0,394 1,394 | + 0,042 | 0,00019 | 485
20 0,342 | 0,117 | + 0,940 0,376 1,376 0,160 | 0,00071 | 485
30 0,500 | 0,250 } + 0,866 0,346 1,346 0,336 | 0,00149 | 486
40 0,643 | 0,415} + 0,766 0,306 1,306 0,640 | 6,00240 | 486
50 0,766 | 0,687 | + 0,643 0,258 1,258 0,737 | 0,00328 | 486
60 0,866 | 0,750 | -~ 0,500 0,200 1,200 0,900 | 0,00400 | 487
70 0,940 | 0,885 | + 0,342 0,137 1,137 0,005 | 0,00449 | 487
80 0,985+ 0,970 | + 0,174 | + 0,070 1,070 1,040 | G,00465 | 487
90 1,000 | 1,000 0,000 0,000 1,000 1,000 | 0,00445 | 487

100 0,985 0,970 | — 0,174 | — 0,070 0,930 0,901 | 0,00401 | 487
110 0,940 | 0,885 | — 0,342 0,137 0,863 0,763 | 0,00341 | 487
120 0,866 | 0,750 | — 0,500 0,200 0,800 0,600 | 0,00267 | 486
130 0,766 | 0,587 | — 0,643 0,258 0,742 0,436 | 0,00193 | 486
140 0,643 | 0,415 | — 0,766 0,306 0,694 0,288 | 0,00128 | 486
150 0,500 | 0,250 | — 0,866 0,346 0,654 0,164 | 0,00073 | 485
160 0,342 | 0,117 | — 0,940 0,376 0,624 0,037 | 0,00032 | 485
170 0,174 | 0,030 | — 0,985 0,394 0,606 0,018 | 0,00008 | 485
180 0,000 | 0,000.{ — 1,000 | — 0,400 | + 0,600 0,000 | 0,00000 | 485

f

Zur besseren Ubersicht gibt Fig. 106 die Funktion E(9)
graphisch wieder:

\[/\,(L/

490

\

——/

— |

480

90
Tig. 106. Die Getriebefunktion E ().

780

270

—;—E’(«‘}) ist in Fig. 107 graphisch dargestellt:

Die zur Berechnung des Tangentialkraftmoments F (%)

360

r(T — W) erforderlichen Daten gibt Tabelle 7, von der gleichfalls
eine graphische Darstellung beigefiigt wird.



§ 34. Anwendung der Rungeschen Methode. 157

1
Tabelle 6. ?E’ (& = 1,07 {sin 28+ 0,4 (sin 2 § cos & — sin? 3)}

2 3 4 5 6 7 8

sin 2 9 ;incfs‘i) sin®§ | [3—4] [03’2] 2+6] | 1,07[7]

0,0 0,000 | 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
+ 0,342 | 4+ 0,336 |+0,005 | + 0,331 | + 0,132 | + 0,474 | + 0,506
0,643 0,605 | 0,040 | + 0,565 | + 0,226 | + 0,869 | + 0,927
0,866 0,749 | 0,125 | + 0,624 | 4 0,250 | + 1,116 | 4 1,190
0,985 0,753 | 0,267 | + 0,486 | 4+ 0,194 | + 1,179 | 4 1,259
0,985 0,633 | 0,449 | + 0,184 | 4 0,074 | + 1,059 | + 7,130
0,866 0,433 | 0,649 | + 0,216 | 4 0,086 | + 0,780 | 4 0,832
0,643 0,220 | 0,831 | — 0,611 | — 0,244 | + 0,399 | 4 0,426
0,342 0,059 | 0,954 | —0,895 | — 0,358 | + 0,016 | 4 0,017

0,000 0,000 | 1,000 | —1,000 | — 0,400 | — 0,400 | — 0,428
—0,342 | 40,059 | 0,954 | — 0,895 | — 0,358 | — 0,700 | — 0,749
— 0,643 0,220 | 0,831 | —0,611 | —0,244 | — 0,887 | — 0,946

— 0,866 0,433 | 0,649 | —0,216 | — 0,086 | — 0,952 | — 1,019
— 0,985 0,633 | 0,449 | 4 0,184 | + 0,074 | — 0,911 | — 0,977
— 0,985 0,753 | 0,267 | + 0,486 | + 0,194 | — 0,791 | — 0,843
— 0,866 0,749 | 0,125 | 4 0,624 | + 0,250 | — 0,616 | — 0,657
— 0,643 0,605 | 0,040 | + 0,565 | + 0,226 | — 0,417 | — 0,445
— 0,342 0,330 | 0,005 | + 0,331 | + 0,132 | — 0,210 | — 0,224

0,000 0,000 | 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

|

Der halbe Differentialquotient

E’ (%) der Getriebefunktion.
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Tabelle 7.
Dampf-Tangentialkraft 7', Effektive Tangentialkraft 7'— W, Tangential-

kraftmoment F (:9) = r (T — W), W = 1056 kg., r = 0,3 m.

Nr. 9 T r(T'— W)| Nr. ) T r(T— W)
0 0 0 — 316 18 180 0 — 325
1 10 610 — 142 19 190 400 — 205
2 20 1180 + 29 20 200 800 — 85
3 30 1810 + 218 21 210 1210 + 38
4 40 2300 + 365 22 220 1620 + 161
Max 48 2600 + 455 23 230 2040 + 287
5 50 2530 + 434 | Max 235 2220 + 341
6 60 2170 + 326 24 240 2040 + 287
7 70 1830 + 224 25 250 1780 + 209
8 80 1520 + 131 26 260 1570 + 146
9 90 1270 + 56 27 270 1390 + 92
10 100 1070 — 4 28 280 1220 + 41
11 110 860 — 67 29 290 1060 —_ 7
12 120 710 — 112 30 300 900 — b5
13 130 570 — 166 31 310 750 — 100
14 140 440 — 193 32 320 600 — 145
15 150 320 — 229 33 330 460 — 187
16 160 200 — 265 34 340 290 — 248
17 170 100 — 295 35 350 150 — 280
18 180 0 — 325 36 360 0 — 325
FCH)=r(T-W)
V.
A
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Fig. 108. Tangentialdruckdiagramm der Einzylinderdampfmaschine.
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Zur Anwendung des Rungeschen Verfahrens auf die Glei-
chung (15)

a2y 1 a9 \2
Bo S+ g E (5] =T O 19)

setzen wir
ad @2y dw

R T R T

wodurch an Stelle der einen Gleichung (19) die beiden Gleichungen
(20) treten.

Tt 2E (9)
a9 l

do  2F(9) —E' (9) 02 l
(20)

at
Hier dividieren wir die erste Gleichung durch die zweite
und bilden den reziproken Wert der zweiten, wodurch sich findet:

dow 2F (%) —E' (%) w? ]

ay 20 E (9)
a1 (21)
a3 " o

Wir haben also ein System von zwei simultanen 2¢*) Differential -
gleichungen erster Ordnung, auf die Runge sein Verfahren be-
sonders zugeschnitten hat. Bei Runge lauten die Gleichungen:

d
g =) (21)
dz

—d7: gz, z)]

Aus diesen Gleichungen werden die Néherungen A4,y und
Az nach dem Tangententrapez gebildet wie folgt:

[ 1
Apy = ]‘(:c—}— %Ax,y + -é—fo,z + 59 Ax) Ax
1 1 1 (22)
Apz =g e+ —Az,y+—=fAz,z+ 59 dx)dx
2 2 2
Unsere. zur (21) analogen Gleichungen werden einfacher, da

1(9, w, t) die Variabele ¢ nicht enthilt und da in ¢ (%, w, ¢) sogar
9 und ¢ fehlen. Wir erhalten also:
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ATwzf(«’}—i——;-A{}, w—{—%fﬁl«‘} A9

P e

Des weiteren bilden wir die Naherungen Ag w und Ag ¢ nack
dem Sehnentrapez durch folgende Wertreihen

Aiw=1f4% d,0 =B+ 49, 0 + 4,0)
A0 =f(9+ 48,0+ 4,w)

Ao = @+ 4s0
2 Ns (2¢)
49 4% 4%
hi=—— A= T o fe
AstzAltJ;A3t

bis auf die dritten Potenzen von A49.

Und schlieflich findet man die genauen Néherungen Ayw
und Ayt durch Kombination der in (23) und (24) ermittelten
Werte nach den Formeln:

Ayow = dpw —]—%(Asw——ATw)l
. (25)
ANtZATt—{'—?(Ast-——‘ATt) ]

Die praktische Durchfithrung des Verfahrens macht erst die
Aufstellung von Tabellen fiir

F («9—;—%—113), E(«‘}—f—%dq‘}) und E’(ﬁ—]—%d%)

erforderlich, die leicht durch Abgreifen aus den Schaubildern
far
F (%), E(®) und E’(9)

gewonnen werden konnen.
Zur Rechnung legt man sich eine Tabelle an, die fiir die
ersten 4 Schnitte im folgenden mitgeteilt ist:
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Tabelle 8.
— — —
A R =~ )
= & Ry = =
§ ml | o R 551—'1“ ES |y~ do w | dt
"*— N + o + +
o % > o
Sa—" S S—"
0 — 633 970 0,000 6,4300
132
5 — 455 970 + 0,520 — 0,0132 0,0271
10 — 267 970 + 1,012 6,4168
44
15 — 97 970 + 1,460| — 0,0044 0,0272
20 + 75 971 + 1,854 6,4122
48
25 + 257 971 + 2,160, + 0,0048 0,0272
30 + 453 971 + 2,380 6,4270
135
35 + 583 971 + 2,500, + 0,0135 0,0271
40 + 730 972 + 2,518 6,4305
. . S 27
Der einzelne Schritt der Integration ist 100 = A& = 360 —

0,175 gewahlt werden.

Zur Einleitung der Rechnung nimmt man w nahe der mitt-
leren Winkelgeschwindigkeit w,, der Maschine, die durch die
Konstruktion festgelegt ist.

Hier sei w,, = 6,430.

Fiir jeden Rechnungsschritt gelten die Formeln:

_ 2F(9)—E' () w?
4o = waEm 4° I
Eulersche Naherung
4%
At =—
)
ATC()=
2F «‘}+—1—A3—E'3+l43 w—}—idwz Tangenten-
2 2 2 71 Trapez-
1 1 49 Niherung
o+ S aw)2n(os L a3)
Apt — 48
w1—Aw
w -+ 3

Hort, Differentiaigleichungen. 11
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2F (B +A49)—E (% 4+ 49) (0 + 4,0)?
d,0 = AP | w
2 (0 + 4,0)-2E(8+ 4%9) g
_ 2F(3+ A9 —E O+ 49) (0 + A,0)? )
Ay = @+ d,0)-2B (5 + 4 9) 4% §
1 1
Aswzy(dlw-{—Asw) %
49 49 =
A= e Mo F A0 5
1 =
Ast=—2—(A1t—|—A3t) @
o} —
P /T N
4 N
646 / N
124 // \\ =<
G44 //
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Fig. 109. Winkelgeschwindigkeit der Einzylinderdampfmaschine.

Ayow = Adro + KL(ASW*—ATCU) l

Ayt = Apt + %—(Ast——ATt) ]

3

Der erste Schritt liefert:

— 633
Ay = oz 0175 — — 00176
Apw = ——25—22 o 1os 00133

970-6,43

Simpsonsche Naherung
nach Runge



§ 35. Mechanisehe Integration linearer Differentialgleichungen. 163

267 —42 '
Azw’\’A3w=—*—9‘7—6'.~6-,4—3*-—*'0,110——‘0,0086
Agw = —0,0181; Ayow = — 0,0132

Die fiir die einzelnen Schritte berechneten Agw und w sind in
der Tabelle 8 eingetragen.

Das Ergebnis der gesamten Integration ist in Fig. 109 graphisch
verzeichnet.

Es eriibrigt jetzt nur noch, die mittlere Hohe dieser Kurve
zu ermitteln und die so gewonnene Linie 4.4 mit der mittleren
Winkelgeschwindigkeit o,, = 6,430 zusammenfallen zu lassen.

Streng genommen miiite man jetzt die ganze Rechnung
mit dem genannten Wert w, = 6,40 wiederholen. Bei der Gering-
figigkeit der Differenz w, —w, = 0,03 betriigt der Fehler,
den wir mit der Beibehaltung der gefundenen Kurven begehen,
nur etwa % v. H. Jedenfalls konnen wir (bis auf diesen Fehler)
die grofite Winkelgeschwindigkeit der Maschine mit

Omax = 6,477
und die kleinste mit
WOpin — 6,382

bestimmen.

§ 35, Mechanische Integration linearer Differentialgleichungen.

Die linearen Differentialgleichungen erster und zweiter Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten und Stérungsfunktion lassen
sich mechanisch integrieren.

I. Betrachten wir zunichst etwa die Gleichung (2) § 21

L dJ E
LAr s *

L E :
s0 hat man mit 7= a und W= f (¢) die Form der Gleichung

mit Stérungsfunktion

aJ
aw‘l'z]:f(t) (2)

Diese Gleichung wird nach folgendem Prinzip mechanisch
integriert:
11%*
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Eine scharfkantige Rolle R (Fig. 110) ist so mit einem Fahrstift ¥
verbunden, daf 1. die Rollenebene stets durch F geht und 2. der in
Richtung der Abcissenaxe gemessene Abstand von ¥ und dem
Beriithrungspunkt 4 der Rolle = g ist, wihrend F die im Koordi-
natensystem J, ¢ gezeichnete Kurve f (f) durchlduft. Wie sich
aus der Figur ergibt, durchliuft 4 dann eine Kurve, fiir deren
Ordinaten J die Beziehung gilt:

f—J  dJ
a T odt

dJ
f(t) =J+a7.

Dies ist aber unsere gegebene Differentialgleichung.

J

) \J

Fig. 110. Mechanische Integration einer linearen Differentialgleichung
erster Ordnung.

Um im tbrigen den Verlauf von J zu dem von f (f) in die
richtige zeitliche Beziehung zu setzen, muB die J-Kurve parallel
mit sich um die Strecke a in der Richtung der positiven ¢ ver-
schoben werden 2).

Die Ausfithrung des Verfahrens besorgt ein integraphen-
ahnliches Instrument (Fig. 111):

Auf den Wangen eines parallel zur i-Achse verschieblichen
Lauf-Rahmens L L bewegen sich zwei Wagen W und W,, die
den Punkt F bzw. die Rolle R tragen. Die gewiinschte Fithrung
von B wird bewirkt durch das Lineal p, welches, in der Fithrung s
gleitend, den um die vertikale Achse 4 A drehbaren Rollenrahmen
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rr in der verlangten Richtung erhilt. Die Kurve f (¢) wird von
dem Fahrstift F' durchlaufen, die Kurve J durch die Schreib-
feder 8’ beschrieben, die ihre zur Rollenebene parallele Fithrung
durch das Parallelogramm 7 r #' # erhilt.

|

’ [m-

Fig. 111. Mechanischer Integrator fiir lineare Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten.

II. Um zur Integration der nicht homogenen linearen Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
zu gelangen, itben wir das beschriebene Verfahren nochmals auf
die Kurve J (Fig. 110) aus, aber mit einer anderen Instrument-
konstanten a. Diese sei jetzt . Es resultiert eine neue Kurve,
deren Ordinaten z seien und welche die Differentialgleichung hat

z+b——=J (3)

Differentiert man diese Formel:
dz a2z dJ
o TV T ar )
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und setzt (3) und ( ) in (2) ein, so kommt:

+ bdt2+z+b = 1) (5)
oder anders geordnet:
d?z dz
abot @+ btz =10 (6)

Man sieht, die Kurve z geniigt einer linearen Differential-
gleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten und
Storungsfunktion.

Ist andererseits eine solche Differentialgleichung etwa in der
Form

m OB e =10) )

gegeben, so hat man zunéichst die quadratische Gleichung:

R Y ®)

zu losen, deren Wurzeln y, und y, seien. Dann fithrt man das oben
beschriebene Verfahren zunichst mit der Instrumentkonstante

1
a = — an der Kurve f (f) aus, welchen Proze3 man mit der
Y1
1
Instrumentkonstante b :7 an der so erhaltenen Zwischen-
2

kurve wiederholt.

Zu bemerken ist hierbei, dal das Verfahren nur bei reellen u,
und p, ausfithrbar ist, also im wesentlichen nur bei aperiodisch
geddmpften Schwingungsvorgéngen.

III. Zur mechanischen Integration der homogenen Differen-
tialgleichung mit nicht konstanten Koeffizienten

d2u

4P Qu=0 ©)

hat Lord Kelvin das Prinzip eines Apparates angegeben®).
Zunichst multipliziert man (9) mit:

J.Pda:
e
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und kann dann statt (9) schreiben:

d dezdu dez
%le %}—Qe u=20 (10)

Fithrt man hier eine neue unabhéngige Variabele z ein durch
die Substitution:

dez
dz = Qe dx (11)
so gebt (10) iber in:

- —_ 2
P lQe (12)
Hier ist Qe 2[Pdz oine Funktion von 2 und vermoge (11)
1

auch von z. Als solche bezeichnen wir sie mit -ﬁ:
1 2 f Pdz s
T Qe . (13)

wonach wir einfach erhalten:
d [1 du

s (? d—z) = (19

An diese Gleichung kniipft Lord Kelvin an und konstruiert
einen Integrator nach folgendem Prinzip (Fig.112). Auf zwei
gleichen Scheiben 8; und 8,, die sich um vertikale Achsen drehen
konnen, rollen lings einem Durchmesser = a; a, bzw. a,a, je
eine Kugel K, bzw. K,. Die Durchmesser a, a; und a,a, sind
parallel.

Zu den Durchmessern parallel ist iiber jeder Scheibe, diese
nicht beriihrend, ein Zylinder C,; bzw. C, angeordnet, der mit
der zugehérigen Kugel K, bzw. K, in Kontakt steht.

Die Kugeln sind in Kéafige eingeschlossen, durch deren Be-
wegung sie lings der Durchmesser verschoben werden kénnen.
Die Kugeln stiitzen sich gegen die Kifige durch kleine Rollen
ab, die moglichst reibungslos laufen.

Es ist ersichtlich, daB etwaige Drehungen der Scheiben
sich vermoge der Kugeln auf die Zylinder iibertragen, nach MaB-
gabe des Abstandes der Kugeln von den Scheibenmittelpunkten.
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Die Ubertragung wird vermittelt durch die Reibung zwischen
den Kugeln und Scheiben bzw. Zylindern.

Jetzt verbindet man den Kiafig der Kugel K, mit der Achse
des Zylinders €, durch eine Schnuriibertragung so, dafl die Ver-
schiebung der Kugel K, der Verschiebung eines Punktes des
Zylinderumfangs gleich sein muB. Dieselbe Verbindung fiihrt
man aus zwischen der Kugel K, und dem Zylinder C,.

~—
L

a, 2
Dretumg o "0,0/0/‘)‘/'0/717/ dz Dretung proportional Udz

Fig.112. Lord Kelvins Integrator fiir lineare Differentialgleichungen.

Dreht man jetzt die Scheibe S; proportional d z, die Scheibe
8, proportional U dz, so wird die Verschiebung « der Kugel K,
aus ihrer Mittellage in Abhéngigkeit von z der Differentialgleichung

LRI .
dz |U dz |
ganiigen.

Beweis: Es seien in einem beliebigen Augenblicke u, bzw. u,
die Abweichnungen der beiden Kugeln von ihrer Mittellage. Dreht
man jetzt die Scheibe S; proportional d z, so durchliuft jeder
Punkt des Zylinders C; den Bogen u, d z. Analog durchlauft C,,
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wenn die Achse von S, um U d z gedreht wird, den Bogen u, U d z.
Durch die Schnurverbindungen werden aber dauernd die Be-
ziehungen aufrecht erhalten:

wdz=du, und u,Udz=du, (16)
Eliminiert man hier u,, so kommt:
d [1 du,
7—;(7 ﬁ;) =" 17

d. h. die mechanisch zu integrierende Differentialgleichung.

Es bleibt nur noch {iibrig, die Bewegung u, der Kugel K,
in Abhingigkeit von 2z automatisch aufzuzeichnen, woriiber
wir uns hier nicht verbreiten wollen.

Bemerkenswert ist, dal man die mechanische Losung der
Differentialgleichung (15) den Anfangsbedingungen anpassen
kann. Seien u, und u, die fiir z = z; eingestellten Kugelabstinde,
so hat man fiir z = z;:

du
w=1u, und — = u, U

dz ’
d. h. durch die Auswahl von u, und %, kann man die Losung den
du
fir = = 2, gegebenen Werten u, und .| anpassen.

Alle vorstehend geschilderten Operationen von der Trans-
formation der Gleichung (9) an bis zur Operation mit dem Kelvin-
schen Integrator lassen sich zumindest graphisch durchfiihren.
Er ergibt sich also die Moglichkeit, der Differentialgleichung (9)
auf mechanischem Wege beizukommen, wihrend ihre analytische
Integration auf elementarem Wege gar nicht moglich ist. Nur
durch die Hilfsmittel der Funktionentheorie kann man sich im
allgemeinen Falle einen Uberblick iiber die Eigenschaften ihres
Integrals verschaffen.

§ 36. Die Pendelgleichung. Elliptische Funktionen.

Die Bewegung des mathematischen Pendels, d.h. eines
schweren Punktes, der mittels eines starren, masselos gedachten
Stabes aufgehéingt ist, in einer Vertikalebene, ist wichtig als Grund-
lage der Betrachtung komplizierterer Schwingungsvorgéinge und
zur Einfithrung in die Lehre von den elliptischen Funktionen,
die eine weitgehende naturwissenschaftliche Bedeutung haben.
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1. Zur Bewegungsgleichung gelangt man leicht wie folgt: Der
Massenpunkt m am Stab der Lénge ! (Fig. 113) steht unter
dem Einflu zweier Krifte:

1. der eigenen Massentrigheit,

2. derjenigen Komponente der Schwerkraft mg, welche eine
Anderung der durch den Winkel « gegebenen Lage des Pendels
herbeifithren kann. Alle anderen Krafte, wie die zur Bahn normale
Komponente der Schwerkraft und die Zentrifugalkraft, kommen
fiir die Bewegung nicht in Frage, da ihre Summe durch die Stab-

spannung aufgehoben wird. Fir die Massentrigheit haben wir
2

a .
e
Tangentialkomponente der Schwerkraft gilt: mg sina. Beide
Krifte werden durch die Newtonsche
Gleichung: die bewegende Kraft ist gleich
der Massentrigheit, miteinander ver-
bunden, wobei noch zu beriicksichtigen
ist, daB mg sin a den Winkel a zu ver-
Kkleinern sucht und deshalb negativ ein-
zufithren ist. Wir schreiben also:

d2a

mld—tzz——mgsina 1)

den Ansatz: Masse mal Beschleunigung = m-1- fur die

Fig. 113. Das mathe-

matische Pendel. und nach Division mit Im und Um-

stellung der rechten Seite
d2a g

a5 + Tsina = 0. (2)

Fiir gewohnlich integriert man nicht diese Differential-
gleichung, sondern eine andere, die aus jener folgt durch die
Annahme, daBl es sich um eine Schwingung mit nur kleinen
Ausschligen handele, fir die man den Sinus mit dem Bogen
vertauschen kann, fir die also gilt:

a = sin a.
Unter dieser Annahme erhidlt man die Differentialgleichung:
d?a . I 0 n
a2 g 4= (

Diese Differentialgleichung ist ein Spezialfall der in § 27 be-
handelten Schwingungsgleichung und hat das allgemeine Integral:
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a:Asin]/—‘(l]«t-—}—Bcosﬁ-t, )

woraus sich fiir die Anfangs- und Grenzbedingungen

t=0 a=20
da . (6)
W =0 a = Qg

d. h. fiir eine Schwingung mit dem gréBten Ausschlag oder der
Amplitude g, findet: B=0, 4 = q,

a=a0sin]/~—gl~-t. (M)

Aus dieser Gleichung erkennt man, dal der Ausschlag immer

wieder = ¢ wird, wenn man das Argument (1/%) - t der Sinus-

funktion um ganze Vielfache von 27 vermehrt, also fiir:

V%J+2n, V%¢+4n””, V%d+nﬂn““(&

Mathematisch driickt man diese Tatsache durch die Aus-

sage aus: die Sinusfunktion hat die Periode 27. Statt V—g—t

l
um 25 zu vermehren, kann man auch t um T =25 l/-—~ ver-
g

mehren, wodurch wir den Begriff der Schwingungsdauer und
den Satz gewinnen, dafl die Winkel a sich nach Verlauf der Zeit

T:ZnVL 9)
g

reproduzieren, unabhingig von der GréfBe der Amplitude o.

II. Dieser letzte Satz gilt aber nur unter der Voraus-
setzung kleiner Ausschlige, die wir anfangs machten. Wollen
wir auf diese Voraussetzung verzichten und die genaue Be-
wegung untersuchen fiir beliebige Amplituden a, so miissen
wir auf die Gleichung

d?a

I .
W—}—;sma=0 (10}



172 Die Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

zuriickgreifen. Um diese Differentialgleichung zu losen, multi-
plizieren wir zunéchst mit

da
g
und finden
d [da\?  2¢ da .
7@7(‘%) T g sine="0 (a1
Hieraus ergibt sich nach Division mit d¢
da \2 29
<—d-t—> = C + TCOS a. (12)

Die Integrationskonstante C bestimmen wir durch die
Festsetzung, daf die Amplitude gleich q, sei, daB also fiir

d
a=q, d—? =0
sein soll, d.h. es mul} sein:
2
C = —Tgeos a, (13)

Hieraus findet sich
da 29
rr VT Yeos a — cos a,, (14)

oder nach Trennung der Variabeln:

dt:VL. _ e (15)
2g ]/eosa—cosao

Hier kénnen wir sofort integrieren

{ = ]/Lf _ o (16)
29 ]/eos a— COS @,

und wenn wir das Integral von O bis « nehmen, so haben wir der
weiteren Bedingung

t=l/~l—f _ da . (17)
290 Jcos a — cos g,

geniigt:
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In dieser Formel ersetzt man jetzt

cos ¢ durch 1 —2 sinZ%
und
cos a, , 1—2 sin? 29,
2
wodurch sich findet:
da

P = ll/lf
2 g / a a
in2g —% __gin2 ——
0 Vs1n2 sm2

Setzt man hier ein:

— gin %o
k = sin )
a a a ————
G Y R N ey Ty
sin ksin &, cos 5 ]/1 sin® — J1—k2 sin2 &
und, aus der letzteren Formel durch Differentiation folgend,
do— 2k cos & 19— 2kcos{}'d«‘}
08 % ]/1 — k2 sin2 &

so resultiert:

W
Vz a9
t:"— - e ————
9 ) yl—Isin2%
0

Denkt man sich das Integral ausgefithrt und
sin —
¥ = aresin

i

sin
2
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(18)

(19)

(20)

@

(22)

eingesetzt, so hat man offenbar die Zeit ¢ als Funktion des Aus-
schlagwinkels a gefunden und kann umgekehrt durch Auflésung

nach a den Ausschlagwinkel als Funktion der Zeit finden.

Nun ist weder das Integral
¢

a9
T—fesin &

0

(23)
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durch die bekannten elementaren Funktionen ausdriickbar,
noch viel weniger kann man die Gleichung

"
! ad
I = l/— ———— (24)
g ) Y1 —Rsinzd
0
nach 9 auflésen.

Man hat deshalb fiir das Integral ein besonderes Funktions-
zeichen eingefiithrt:

= F(k, 9) (25)

4
a9y
y1—k2sin2 &
0

und man nennt diese neue Funktion F(k,9) elliptisches
Integral erster Gattung des Argumentes & und des
Moduls %.

Des weiteren hat man die Werte dieses Integrals, die offen-
bar von der Grofie £ und dem Winkel 9 abhéingen, berechnet und
in Tafeln zusammengetragen. Diese Tafeln haben zwei Eingéinge:
einen fir den Winkel & und einen zweiten fiir den Modul %.
Fiur gewohnlich geht man nicht direkt von den Werten des Moduls
k aus, sondern man erinnert sich, daB

.
k = sin -5 (26)
ist. Man laBt aiso das Argument des zweiten Eingangs ebenfalls
nach Winkelintervallen fortschreiten.

Solche Tafeln des elliptischen Integrals erster Gattung ent-
hilt z. B. das Werk: Jahnke & Emde, Funktionentafeln,
Teubner, 1908.

Unter Benutzung dieser Tafeln gestaltet sich die genauere
Untersuchung eines Pendelvorganges wie folgt.

Es handelt sich darum, fiir jeden Zeitpunkt ¢ die Lage des
Pendelpunktes m anzugeben.

Die groBte Ausweichung a, sei = 30°, die Pendelldnge so

gewihlt, dall
l
fi-
g

ist.
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Zunichst liefern die Gleichungen (24) und (25) einen Zu-
sammenhang zwischen der gesuchten Zeit { und dem Winkel 9 :

t = F(k, 9). (26)
Der Modul % ist hier gleich sin %’ = sin 159, der Winkel & aber

hingt mit dem Ausschlagwinkel o durch die Gleichung zusammen :

.
Sln—2-
¥ = arcsin , 27

. q
sin—
2

wo sin % = 0,2588 ist. Mittels dieser Gleichung findet man
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