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Yorwort.

Der vorliegende Band des ,Kompendiums der Statik der Bau-
konstruktionen“ behandelt die allgemeinen Methoden zur Berechnung
statisch unbestimmter Systeme und im Zusammenhang damit die
Untersuchung elastischer Forménderungen. Die Anwendung auf die
Berechnung der wichtigeren Systeme soll getrennt fiir sich in den
folgenden Teilen besprochen werden.

Zwei Einzelaufgaben bilden die Grundlage der Untersuchung
statisch unbestimmter Systeme: die Berechnung der Formidnderungen
(Verschiebungen) und die Losung der Elastizititsgleichungen. Dieser
Zweiteilung entspricht sowohl die Anordnung des Stoffes im vor-
liegenden allgemeinen Teil als auch der Rechnungsgang bei der
Losung der verschiedenen Aufgaben.

Zur Bestimmung der Forménderungen ist hier die sogenannte
»Arbeitsgleichung® verwandt (Prinzip der virtuellen Arbeiten). Die
darauf beruhende Rechnungsweise wird als das Maxwell-Mohrsche
Verfahren bezeichnet. Jene Gleichung ist ndmlich von dem eng-
lischen Physiker Clerk Maxwell aufgestellt worden?); unabhingig
von ihm hat sie spiter Otto Mohr (Dresden) angegeben?), und erst
hiernach fand sie Eingang in die Technik.

Die von dem italienischen Ingenieur Alberto Castigliano auf-
gestellten und nach ihm benannten ,Sitze vom Minimum bzw. vom
Differentialquotienten der Forménderungsarbeit“?®) koénnen gleich-
falls bei den hier in Frage stehenden Aufgaben benutzt werden. In
manchen Lehrbiichern bilden denn auch die Castiglianoschen Lehr-
sitze die Grundlage der Untersuchungen. Hier ist iiber diese Sitze
nur das Notwendigste angefithrt worden.

Die Losung der Elastizitdtsgleichungen soll durchweg nach einem
Eliminationsverfahren erfolgen, welches an eine von Karl Fried-
rich GauB (1810) gelehrte Methode*) anlehnt.

1) Maxwell: ,On the calculation of the equilibrium and stiffness of
frames“, Philosophical Magazine, 1864.

2) Mohr: ,Beitrag zur Theorie des Fachwerks“ Zeitschrift des Ar-
chitekten- und Ingenieurvereins, Hannover 1874 (1575, 1881).

%) Castigliano: ,Théorie de 'équilibre des systémes élastiques et ses
applications“, Turin 1879.

4) GauB: ,Disquisitio de elementis ellipticis Palladis . . .“ ,Unter-
suchung iiber die elliptischen Bahnen der Pallas . . .4, der Gottinger Akademie
der Wissenschaften iiberreicht am 25. November 1810. (Vergleiche Abhand-
lungen zur Methode der kleinsten Quadrate. In deutscher Ubersetzung heraus-
gegeben von Bérsch und Simon. Verlag von Stankiewicz, Berlin.)



v Vorwort.

Hierbei ist die Einfilhrung einiger ungewohnter Bezeichnungen
und Gedankenginge nicht zu umgehen; wer sich aber einmal damit
vertraut gemacht hat, wird ihre Einfachheit und ZweckmaBigkeit
erkennen. In anderen Wissensgebieten, wie z. B. in der Vermessungs-
kunde, ist das Verfahren in der von GaufBl angegebenen Form seit
seiner Verdffentlichung in Gebrauch geblieben. —

Neben den grundlegenden Prinzipien und Methoden ist aber gerade
bei technischen Aufgaben die praktische Verwendbarkeit dieser Grund-
lagen und ihre Anpassung an die zu l6senden Aufgaben von gleich hoher
Bedeutung. In dieser Beziehung ist in den letzten Jahrzehnten von
vielen Fachleuten nach den verschiedensten Richtungen vorgearbeitet
worden. Man kann die hier in Frage stehenden Aufgaben heute nicht
mehr behandeln, ohne auf diese mannigfaltigen Arbeiten zuriickzu-
greifen, mégen sie nun eine weitere Ausgestaltung der allgemeinen
Grundlagen oder die Behandlung spezieller Systeme zum Gegenstand
haben. Insbesondere sei hier der Arbeiten von Engesser, Mohr
und Miiller-Breslau gedacht. Die der beiden letztgenannten Autoren
sind zum grofen Teil in ihren Lehrbiichern wiedergegeben, und wir
werden namentlich auf diejenigen Miiller-Breslaus des ofteren zu
verweisen Gelegenheit finden. Dagegen liegt von den Arbeiten
Engessers, welche sich in reicher Mannigfaltigkeit mit Aufgaben
der Statik der Baukonstruktionen beschiftigen, bis heute keine Zu-
sammenstellung in Buchform vor. Im iibrigen sind die vielen hier-
her gehorigen Abhandlungen, die in den verschiedensten Zeitschriften
versprengt sind, nicht einzeln angefiihrt worden. Es erschien viel-
mehr ausreichend, die gebriuchlicheren Lehrbiicher anzuziehen, in
denen nidhere Angaben zu den einzelnen Kapiteln und zugleich auch
genauere Literaturverzeichnisse enthalten sind?!). —

Zum SchluB noch ein Wort iiber die Art der Behandlung des
Stoffes, insbesondere der in den folgenden Teilen enthaltenen Anwen-
dungen der allgemeinen Methoden auf einzelne Aufgaben.

Zeichnerische Verfahren zur Untersuchung statisch unbestimmter
Systeme sjnd nur in beschrinktem MaBe beriicksichtigt worden. Die
rechnerischen Methoden haben mit der Verbreitung der neueren
technischen Hilfsmittel, wie Rechenmaschinen usw., mehr und mehr
an Beliebtheit gewonnen. Auch die Erkenntnis der nachteiligen
Wirkungen von Zeichenfehlern legt eine Einschrinkung der graphi-
schen Verfahren nahe. Aus diesen und anderen Griinden sind die
Aufgaben in ihren wesentlichen Teilen rechnerisch durchgefiihrt, und

1) Es sind hierfiir die folgenden bekannten Lehrbiicher gewihlt worden:
1. Foppl: Vorlesungen iiber technische Mechanik, spez. Band II, Graphische
Statik, und Band III, Festigkeitslehre (Verlag B. G. Teubner, Leipzig).
2. Mehrtens: Vorlesungen iiber Ingenieurwissenschaften. I. Teil, Statik und
Festigkeitslehre; spez. Band III (Verlag W. Engelmann, Leipzig).
3. Miiller-Breslau: a) Die graphische Statik der Baukonstruktionen, spez.
Band II, erste und zweite Abteilung.
— — b) Die neueren Methoden der Festigkeitslehre und der
Statik der Baukonstruktionen (Verlag A. Kroner, Leipzig).
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nur die Krgebnisse durch zeichnerische Darstellung veranschaulicht
worden.

Besonderer Wert wurde ferner auf Einheitlichkeit in der Be-
handlung der verschiedenen Aufgaben gelegt; sowohl die Reihenfolge
der einzelnen Rechenoperationen wie auch die Art ihrer Durch-
filhrung ist allenthalben die gleiche. Darum sind die Untersuchungen
der hochgradig statisch unbestimmten Systeme, z. B. der Rahmen-
netze, eigentlich nur dem Umfange nach verschieden von den ein-
facheren Aufgaben. '

Es ist nicht zu leugnen, daB} infolgedessen die Ausfithrungen
wenig Abwechselung bieten. Aber wenn es einen Weg gibt, auf
dem sich alle Aufgaben, die einfachsten wie die verwickeltsten, er-
ledigen lassen, so wird ihn jeder zunichst gerne gehen. Wer dann
noch Veranlassung und Zeit hat, sich mit besonderen Verfahren zur
Losung einzelner Aufgaben zu beschiftigen, der findet dazu in der
Literatur reichlich Gelegenheit. Vielen aber wird es vor allem darauf
ankommen, sich eine Ubersicht iiber das Gebiet und einen Einblick
in die Grundlagen zur Lésung der mannigfaltigen Aufgaben zu ver-
schaffen. Diesem Zweck will das vorliegende Buch in erster Linie
dienen, und darum erschien es angebracht, alle Aufgaben moglichst
auf einheitlicher Grundlage zu behandeln. Vielleicht ist dies auch
fiir die meisten der geeignete Weg, um sich durch die vielgestaltige
Literatur dieses Faches durchzufinden und neue Aufgaben nach
eigenem Aufbau selbstindig zu l16sen — und das ist ja das wichtigste
Ziel jeglichen Unterrichts und Studiums.

Zu besonderem Danke bin ich den Herren Dr. Ing. J. Liihrs
und Dipl.-Ing. J. Mols verpflichtet, welche mich bei der Bearbeitung
des vorliegenden Bandes in wirksamer Weise unterstiitzt haben.

Aachen, im Dezember 1920.

Pirlet.
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I. Allgemeine Grundlagen fiir die Berech-
nung statisch unbestimmter Systeme.

A.Vorbemerkungen. — Grundbegriffe und Gleichungen
aus der Festigkeitslehre. — Stabspannkrifte in Fach-
werken?).

§ 1. Gegebene duBere Einflisse.

Die Statik der Baukonstruktionen stellt sich vornehmlich die
Aufgabe, die im Bauwesen vorkommenden Tragwerke auf ihre Stand-
festigkeit zu untersuchen. — Gegeben sind gewisse duBere Einfliisse,
welche das Bauwerk beanspruchen. Sie diirfen zunichst seine Gleich-
gewichtslage nicht stéren, d. h. das System darf nicht etwa beweg-
lich (labil) sein. Ferner diirfen nur solche Beanspruchungen des
Materials auftreten, die unterhalb gewisser Grenzen liegen. Diese
Grenzen der Materialbeanspruchungen sind meist durch amtliche
Vorschriften gegeben; man sagt, das Bauwerk mufl einen gewissen
vorgeschriebenen Sicherheitsgrad haben. — Es3 ist somit zu unter-
suchen, ob ein Tragwerk unter gegebenen #uBeren Einfliissen im
Gleichgewicht bleibt und beziiglich der Materialbeanspruchungen
einen ausreichenden Sicherheitsgrad aufweist.

In den weitaus meisten Faillen handelt es sich um Bauwerke,
die bereits mehr oder minder hiufig ausgefiihrt worden sind, so daB
die Frage nach einer etwaigen Beweglichkeit desSystemsnicht in Betracht
kommt. In Ausnahmefillen oder bei neuen Systemen kann diese
Frage natiirlich eine Priifung erfordern. Im folgenden wird kaum
Veranlassung vorliegen, hierauf einzugehen; es wird sich vielmehr
lediglich um die Untersuchung der von duBleren Einfliissen hervor-
gerufenen Kréftewirkungen handeln. Wir beschrinken dabei unsere
Betrachtungen auf die ebenen Tragwerke, schalten also die rdum-
lichen Systeme aus.

1) Es handelt sich hier um Grundbegriffe und Gleichungen, die in den
spiteren Kapitoln stets wiederkehren und fiir alle Untersuchungen grundlegend
sind. Da der erste Band des Kompendiums noch nicht vorliegt, soll hier das
Notwendige an diesbeziiglichen Erliuterungen kurz und in zwangloser Folge
angegeben werden. Hinsichtlich niherer Einzelheiten mu8 einstweilen auf die
entsprechenden Lehrbiicher der Festigkeitslehre bzw. der Statik der statisch
bestimmten Systeme verwiesen werden.

Pirlet, Statik. IIL 1. 1



2 Allgemeine Grundlagen fiir die Berechnung statisch unbestimmter Systeme.

a) Lasten. Die duBleren Lasten, deren Einflul untersucht werden
soll, setzen sich im allgemeinen aus dem Eigengewicht und der Nutz-
last (Verkehrslast) zusammen.

Das Eigengewicht ist auf Grund der Einheitsgewichte der
Baustoffe an Hand des Bauplanes zu ermitteln. Fiir manche Bau-
teile 1468t sich natiirlich das Eigengewicht nicht vor Durchfiihrung
der Berechnung angeben. Alsdann ist dieses entweder zu schitzen
oder auf Grund von Erfahrungerr mit ahnhchen Ausfithrungen ein-
zusetzen.

Beziiglich der Zahlenwerte iiber Eigengewichte von Baustoffen
und héufig wiederkehrenden Bauausfithrungen findet man die not-
wendigen Angaben in den entsprechenden Nachschlagewerken, Taschen-
biichern usw. und in den amtlichen Bestimmungen.

Unter Nutzlasten werden alle nicht stindig wirkenden Lasten
verstanden. Bei Hochbauten kommt hier neben der Belastung durch
Materialien, Maschinen, Menschen usw. insbesondere der Winddruck
und die Schneelast in Frage. Die Annahmen iiber die Wirkungs-
weise dieser Lasten sind je nach den Umsténden verschieden. Im
allgemeinen werden jedoch die dariiber erlassenen amtlichen Bestim-
mungen maBgebend sein. Vom Winddruck setzt man meist die
senkrecht zur getroffenen Fliche wirkende Komponente in Rechnung;
vielfach wird der Vereinfachung der Rechnung wegen der Winddruck
lediglich durch einen Zuschlag zu den Vertikallasten beriicksichtigt.

Bei Aufgaben des Briickenbaues oder verwandter Gebiete (Kran-
bau usw.) kommt namentlich der Einflu der eigentlichen Verkehrs-
lasten in Frage, gebildet durch Fahrzeuge, Menschengedringe usw.!).
Die meisten dieser Lastarten treten als sogenannte bewegliche Be-
lastung auf. Damit soll angedeutet sein, daf sie bald an diesem,
bald an jenem Punkt des Tragwerks angreifen und damit das Bau-
werk in mannigfacher Weise belasten kénnen. Die Lasten werden
in den ungiinstigsten Lagen (ruhend) angenommen und auf ihren
EinfluB untersucht. — Die sogenannten dynamischen Einfliisse
dagegen, wie StoBwirkungen, Schwingungen usw., werden als solche
meist nicht berechnet. Man beriicksichtigt sie gegebenen Falles
durch Erhéhung der als ruhend angenommenen Belastung oder durch
Herabsetzung der zulédssigen Spannungen.

Bei Briicken, Kranbahnen usw., auf denen sich Fahrzeuge be-
wegen, werden sodann vielfach auch die Wirkungen der Brems-
krafte untersucht. Hierbei wird ein bestimmter Teil der Vertikal-
lasten — 10 bis 15 v. H. und mehr —als horizontal wirkende Kraft
in Rechnung gesetzt?).

1) Fir die Belastungsannahmen bestehen meistens Vorschriften, z. B. die
Lastenziige der Eisenbahnverwaltungen. Man vergleiche die diesbeziiglichen
Angaben in den Na,chschlagewerken, z. B. im Taschenbuch der ,Hiitte“.

?) Zu den #uBeren Kriften eines Tragwerks werden auch die Auflager-
reaktionen gerechnet. Diese sind im Gegensatz zu den vorerwihnten gegebenen
Lasten erst durch die Berechnung zu ermitteln.
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b) Temperaturéinderungen; Verschiebungen der Widerlager.
Fiir manche Tragwerke sind neben den &dufleren Lasten die Tempe-
raturdnderungen von Einflu. Wird die Temperatur eines Trag-
werks nach der Fertigstellung eine andere als bei der Aufstellung
und kann das Bauwerk sich nicht den verinderten Wirkungen ent-
sprechend ausdehnen oder zusammenziehen, so werden Krifte wirk-
sam, welche die sogenannten Temperaturspannungen hervorrufen.
Meist werden die Tragkonstruktionen fiir eine Temperaturinderung
von etwa — 15 bis -+ 35 Grad Celsius untersucht, je nach der Be-
deutung, die den Temperaturwirkungen beigemessen wird. Es wird
sich spiter zeigen, dal diese Temperatureinfliisse nicht fiir alle
Systeme in Frage kommen.

Dies gilt auch von den Wirkungen der Verschiebungen der
Widerlager. In manchen — nicht allen — Tragkonstruktionen
treten bei der Verschiebung der Widerlager Zusatzkrifte auf; diese
werden meist unter der Annahme untersucht, da ein oder mehrere
Widerlager sich um einen gewissen willkiirlichen Betrag (ein oder
mehrere Zentimeter) in bestimmter Richtung verschieben. Da die
Senkungen der Widerlager durchweg von uniibersehbaren Einfliissen
abhingen, so ist man auf Schidtzungen angewiesen. Man bezweckt
durch derartige Untersuchungen meistens nur die Feststellung, ob
ein vorgesehenes System gegen diese Einfliisse besonders empfindlich
ist. Gegebenenfalls ist alsdann auf die Fundierung und Ausbildung
der Widerlager besonderes Gewicht zu legen oder aber man geht
zur Wahl eines anderen Systems iiber. — Es kommen freilich auch
Fille vor, wo Widerlagerverschiebungen von bestimmter GroBe be-
obachtet oder gemessen worden sind. Alsdann kann die Frage auf-
geworfen werden, welche Wirkungen diese bestimmten Verschiebungen
in der Tragkonstruktion hervorgerufen haben.

§ 2. Innere Krifte. Forminderungen.

a) Biegungsmomente, Normal- und Querkriifte nebst den zu-
gehirigen Spannungen. — Kernpunktmomente. Das Ziel der stati-
schen Untersuchung eines Tragwerks ist, wie bereits hervorgehoben
wurde, insbesondere die Ermittlung der Materialbeanspruchungen und
in vielen Féllen auch der Forminderungen; die damit Hand in Hand
gehende Bestimmung der Auflagerkrifte liefert die Angaben fiir die
Ausbildung der Widerlager. v

Wir untersuchen lediglich stabférmige Korper mit gerader oder
schwach gekriimmter Achse. Als Achse eines Stabes wird die Ver-
bindungslinie der Schwerpunkte der aufeinander folgenden Quer-
schnitte bezeichnet. Die etwaige Krimmung der Stabachse muf3 so
gering sein, daf die fiir gerade Stibe geltenden einfachen Gesetze
der Biegung usw. noch giiltig bleiben. Dies ist bei den in der Bau-
praxis vorkommenden Ausfiihrungen so gut wie stets der Fall

Die Beanspruchungen stellen sich dar als Biegungs-, Normal-
und Schubspannungen; sie sind die Folge der das Tragwerk bean-
spruchenden Biegungsmomente, Normalkrifte und Querkrifte.

l*
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Bei dem in Fig. 1 dargestellten Tragwerk, einem bogenférmigen,
biegungsfesten Balken auf zwei Stiitzen, ist der Einflul gegebener
duBerer Lasten P,, P,, P,.
P, zu untersuchen. Die
zundchst zu ermittelnden
Auflagerkrifte, 4 und H
am festen und B am be-
weglichen Lager, sind eben-
falls zu den &uBeren Lasten
zu rechnen. Ihre Bestim-

Fig. 1. mung, die rechnerisch oder

zeichnerisch erfolgen kann,

wird hier als bekannt vorausgesetzt. Sind die Auflagerkrifte bestimmt,

so konnen in jedem Querschnitt die Beanspruchungen berechnet

werden. Zu diesem Zweck sind fiir den jeweils in Frage stehenden

Querschnitt, dessen Spannungen berechnet werden sollen, das daselbst

wirksame Biegungsmoment sowie die Normalkraft und Querkraft zu

bestimmen. In dem zu untersuchenden Querschnitt — ¢ in Fig. 1 —

e —> denkt man sich das Trag-

! 1o\ werk durchgeschnitten und

in zwei Teile zerlegt (Fig. 2).

Einen der beiden Teile mit

den an ihm wirkenden due-

ren Kriften (einschlieBlich

derAuflagerkrifte)legt man

der Untersuchung zugrun-

Fig. 2. de; welchen von beiden

man wahlt, ist gleichgiil-

tig; das Endergebnis mull stets dasselbe sein. Der Einfachheit

halber wird man im allgemeinen denjenigen Teil nehmen, an dem

die wenigsten Kréfte wirken, in unserem Falle also den linken. Als-
dann gelten folgende Begriffserkldrungen:

Unter dem Biegungsmoment des Querschnitts, welches
auf den Schwerpunkt des letzteren zu beziehen ist, versteht
man das statische Moment aller am abgeschnittenen Teil
des Systems wirkenden Krifte; also :

P2

M—=A4A-a—P;-p, —H-h.

Hierbei sind am linken Balkenteil die im Sinne des Uhrzeigers
drehenden Momente positiv gerechnet; am rechten Balkenteil waren
die im umgekehrten Sinne wirkenden Momente als positiv zu be-
zeichnen. Man konnte natiirlich auch die drei in Frage kommenden
Krifte, etwa auf graphischem Wege, zu einer resultierenden Einzel-
kraft zusammensetzen und das Moment der Resultierenden in bezug
auf den Schwerpunkt des Querschnittes bestimmen. Dieser Weg
wird vielfach eingeschlagen, zumal weil damit auch die nunmehr zu
erklirende Normalkraft und Querkraft leicht gefunden wird.
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Unter der Normalkraft des fraglichen Querschnittes ¢
wird die Summe der senkreeht zum Querschnitt wirkenden
Komponenten aller am abgeschnittenen Balkenteil wirken-
den Kréfte verstanden. Hier wiren also die Krifte 4, H und P,
in Komponenten nach der Richtung ¢qq des Querschnitts und senk-
recht zu diesem zu zerlegen; diese letzteren Komponenten senkrecht
zur Schnittrichtung, also in Richtung der Achse, ergeben in ihrer
Gesamtheit die Normalkraft. Diese wird bald als Druckkraft, bald
als Zugkraft positiv gerechnet.

Die Querkraft ist durch die Summe der in die Rich-
tung des Querschnitts fallenden Komponenten aller am
abgeschnittenen Balkenteil wirkenden Krafte gegeben. Man
bezeichnet die Querkraft gew6hnlich dann als positiv, wenn sie am
linken abgeschnittenen Balkenteil nach oben wirkt; ist sie dagegen am
rechten Balkenteil nach oben gerichtet, so wird sie negativ gerechnet.

Statt der am abgeschnittenen Balkenteil wirkenden Einzelkrifte
kann auch ihre Resultierende nach den beiden genannten Richtungen
zerlegt werden. In Fig. 3 ist die Resultierende R eingezeichnet und
im Schnittpunkt mit der Querschnitts-
richtung in die Normalkraft N und die
Querkraft @ zerlegt. Dadurch wird zu-
gleich der Wert des Momentes M der
Resultierenden R gewonnen. Da ndm-
lich die Querkraft  durch den Schwer-
punkt des Querschnittes geht, erzeugt
nur die Normalkraft N ein Moment
von der GroBe: '

M=—N-e.

Sind in dieser Weise fiir einen bestimmten Querschnitt das
Biegungsmoment sowie die Normalkraft und Querkraft bestimmt, so
lassen sich die im Querschnitt auftretenden Spannungen (sowie
auch die Forminderungen zwischen benachbarten Querschnitten) in
einfacher Weise berechnen, und zwar aus der Bedingung, daB die
inneren Kriifte den angreifenden #uBeren Kriiften das Gleichgewicht
balten miissen.

Wird ein Querschnitt mit der Fliche F' lediglich durch eine im
Schwerpunkt angreifende Normalkraft N beansprucht, so treten nur
Normalspannungen o, auf, die sich nach der Gleichung bestimmen

5 N > Or
n F *

Diese Normalspannungen sind
gleichméBig iiber den Querschnitt
verteilt, wie die Fig. 4 darstellt.

Wird ein Querschnitt vom . J—=
Trigheitsmoment J. dieses bezogen

YV <
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auf die neutrale Faser, durch ein Biegungsmoment M beansprucht,
und zwar in der Ebene einer Hauptachse, so berechnen sich die im
Abstande y von der neutralen Faser auftretenden Biegungsspan-
nungen nach der Navierschen Biegungsgleichung (s. Fig. 5):
" o
)—Lr'— ——

v =7V

Die Querschnitte werden
- i 72 auch nach der Biegung als eben

|
BN
NN
HTI AR 9
G
Ko\

angenommen; die Spannungen
nehmen proportional dem Ab-
Fig 5. stand y von der neutralen Faser
n—n zu, erreichen also ihren
dochstwert am Rande, und zwar auf den beiden Seiten der neutralen
Faser mit umgekehrten Vorzeichen (Druck: und Zugspannungen). Der
Hoéchstwert von ¢ im Abstande y, von der neutralen Zone wird:
M M
T TN T gy, W
W nennt man das ,Widerstandsmoment” des Querschnitts.
< Die Schubspannungen 7,
die infolge der Querkraft Q auf-
treten, sind je nach der Form
des Querschnitts ungleichmaBig
iber diesen verteilt. Bei dem
in Fig. 6 angenommenen recht-
eckigen Querschnitt ist die Ver-
Qy teilung z. B. eine parabolische
Fig. 6. mit dem Hochstwert in der neu-
tralen Faser. Man rechnet aber
gewohnlich, namentlich bei Bestimmung der Forménderungen, so, als
ob eine reduzierte Schubspannung 7 tiber den Querschnitt ¥ gleichmaBig

Querschmitt

verteilt wire, und setzt daher vor den Quotienten —;2; einen Reduk-
tionsfaktor ». Man schreibt:
Q
o

=
Uber die von der Querschnittsform abhingige Zahl x muB auf
die Lehrbiicher der Festigkeitslehre verwiesen werden (z. B. Foppl III,
y_ Festigkeitslehre, § 20 und 24).
Vi T Von besonderer Wichtigkeit ist der
A
4

ah N Fall der zusammengesetzten Bean-
7 spruchung, wo der Querschnitt gleich-
zeitig durch eine Normalkraft N und ein
. Biegungsmoment M beansprucht wird. Es
Fig. 7. leuchtet ein, daB eine im Schwerpunkt

angreifende Normalkraft N zusammen mit
einem Biegungsmoment M ebenso wirkt wie eine exzentrisch in ge-
wissem Abstande ¢ vom Schwerpunkt wirkende Last N (s. Fig. 7).
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Denn wird in diesem Falle einer.exzentrischen Beanspruchung die
Last N gleich und entgegengesetzt im Schwerpunkt angebracht, so ist
am Belastungszustande nichts geindert; man erkennt aber, dal diese
Belastung gleich derjenigen durch eine Normalkraft im Schwerpunkte
und durch einen Moment N.e ist. Im Falle der zusammengesetzten
oder exzentrischen Belastung wird also die Spannung gefunden durch
Zusammensetzung der Normal- und Biegungsspannung nach der
Gleichung
N M

G == "

Fog Y

Hier ist die Spannung o als Funktion zweier Grofien, der
Normalkraft und des Momentes, dargestellt.

Zu einem vereinfachten Ausdruck fiir ¢, namlich zu der Form
eines einfachen Quotienten, gelangt man unter Zuhilfenahme des
Kerns des Querschnittes. Diese
Rechnungsweise ist fiir viele spitere T
Aufgaben zweckmiBig und soll da- -T <

her hier kurz dargelegt werden. i
Die im Abstande e vom Schwer- 7 &

punkte angreifende Last N (Fig. 8) — ¢

erzeugt eine Normalspannung o, I, e

und eine Biegungsspannung, deren i [

Hochstwert am Rande mit +o, 1

bezeichnet werden mége (o, braucht j’ 1

an beiden Randern nicht etwa gleich
zu sein). o, und o, setzen sich 7,
durch Addition bzw. Subtraktion
zu den Randspannungen ¢, und

o, zusammen, um deren Berech- Vv |
nung es sich hier handelt. Man fin-
det (Fig. 8), wenn man die Wider- Fig. 8.
standsmomente

{ =W, und J~ =W,

hy hy )

einsetzt und die Druckspannungen positiv, die Zugspannungen negativ
rechnet:

N N-e N ( F -e)

O, — —— I A S 1 »—i— -—,

Y F W, F w

1/

Um nun die Werte W, und W, auf andere Art (mit Hilfe der
Kernradien) darzustellen, beachte man folgendes: Der Kern ist der-
jenige Teil des Querschnittes, innerhalb dessen die Last N angreifen
muB, wenn keine Zugspannungen, sondern nur Druckspannungen ent-
stehen sollen. Greift die Last N auf dem Kernrad an, so muB die
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Spannung in einem Querschnittsrand 0 werden, und zwar wird die
Spannung im unteren Rand O, wenn die Last N im oberen Kern-
rand angreift, und umgekehrt. —

Greift die Last im oberen Kernrand an, so wird o, zu 0. In
obiger Gleichung fiir ¢, ist alsdann die Kernweite k, fiir e einzu-
setzen. Also wird:

N F-k,)
a1 2 ) =
02 F( W, )
Der Klammerwert mufl also zu 0 werden, d. h. es ist
Wo=Fk, . ... .....(@@d

Ganz entsprechend wird o, zu O, wenn e=£%, wird, d. h. wenn
die Last in den unteren Kernrand riickt. Natiirlich ist im Wert
von o, in der Klammer das Minuszeichen einzusetzen, da die Kraft ¥
unterhalb des Schwerpunktes liegt, die Normal- und Biegungsspan-
nungen oberhalb des Schwerpunktes sich demnach subtrahieren.

Also wird:
N F- k1>
— 1) 0
nT ( W,

oder
W,=Fk.. ...~ .. ..(@®

Durch die Gleichungen (1) und (2) sind die Widerstandsmomente
als Produkte aus Querschnitt und Kernradius dargestellt. Setzt man
diese Werte in die Gleichungen fiir 6, und ¢, ein, so ergibt sich
(s. Fig. 7):

. _ N 1L F~e>:N k,te__N-e N-e
T F TR, Fk,  Fk W
N< F.e ky—e N-e, N-e,
_ ] —— | = —_— e e — e = - T
2= F F-Ir2> N F ok, W,
5, wal
1
. (3
e 3)
2—‘_—1‘470’

Nach den Gleichungen (3) berechnen sich also die Randspan-
nungen bei zusammengesetzter Beanspruchung auf Bie-
gung und Druck in Form einfacher Biegungsspannungen,
nur sind dabei die Exzentrizititen ¢, und e, nicht bis zum
Schwerpunkt, sondern bis zum Kernrand zu messen. Die
eine Randspannung (hier o,) ist negativ, wenn die Kraft N auBerhalb
des Kerns angreift, also e >k, ist. —

b) Forménderungen, d. h. Lageniinderungen benachbarter Stab-
querschnitte. Sind fir die einzelnen Stellen des Systems die Werte M,
N und @ bestimmt, so lassen sich die Forminderungen der einzelnen
Stabelemente angeben, sobald das Dehnungsgesetz bekannt ist. Allen
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folgenden Untersuchungen wird nun das sogenannte Hookesche
Gesetz zugrunde gelegt, das innerhalb der Grenzen unserer Span-
nungsberechnungen fiir die meisten Baustoffe genau genug gilt. Es
sagt aus, daB die Spannungen ¢ und die Dehnungen ¢ einander pro-
portional sind. In der Gleichung

o

:E—’

die dicse Proportionalitit ausdriickt, erscheint fiir jeden Baustoff
eine konstante Grofle E, der sogenannte Elastizitdtsmodul, der
den Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung festlegt. Unter
der Spannung ¢ wird die Spannkraft pro Flacheneinheit verstanden
<0¥ Kraft N >
" Fliche F/’

[

unter Dehnung & die\Lingendnderung pro Lingeneinheit.
<€ _ Léngenzuwachs Jl)

Linge {

Schreibt man E:f-g—, so wird E gleich derjenigen Spannung, bei
&

welcher a=r‘7~=1 ist, d. h. bei der 41=1 ist. Der Elastizitédts-

modul bezeichnet also diejenige Spannung, durch die der Stab um
seine eigene Lénge verlingert wiirde.

Denkt man sich aus einem Stabe ein Stabelement von der Liange ds
herausgeschnitten, so lat sich die Forminderung dieses Elementes
leicht angeben. Die beiden begrenzenden Querschnitte seien so nahe
benachbart, dal die Spannungen in beiden Querschnit-
ten (angenshert) als gleich angesehen werden konnen.

Die Lingendnderung Ads des Elementes ds <—d,—>Y1d|<-
findet man, wenn die Querschnitte lediglich durch /A
eine Normalkraft N beansprucht sind, wie folgt.

Es ist:
Ads o N
== = == Fig. 9.
T s T E T FE ®
also
‘N-ds
s="_——"_ . . ... .. .... 4
dds R 4)
Fiir die Verdrehung Ad¢ zweier um ds e
voneinander entfernter Querschnitte gegenein- -
ander findet man, wenn lediglich ein Biegungs- e s Yy T
moment M die Querschnitte beansprucht, nach Ho
Fig. 10 den folgenden Ausdruck (fiir den kleinen ) Y
Winkel ist die Tangente eingesetzt): /

/’ (p == g . .
Yo Fig. 10.
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Die Verlingerung a der #&uBersten Faser ist proportional der
Randspannung ¢, nidmlich

a? -ds
T E
Die Randspannung o ist proportional dem Moment, nimlich
M
0= T]._ . ?/o ,
wo J das Trigheitsmoment des Querschnitts bedeutet. Also ergibt sich:
TF 1p="248 (5)
P LA = -, . . . . . . . .
E-J
AL 4
|

Die Vertikalverschiebung Ak zweier benach-
L d, _,I, barter, von einer Querkraft ¢ beanspruchter Querschnitte
| nimmt den Wert an (s. Fig. 11):

/) dh=1y-ds.
- Der Schubverdrehungswinkel y ist proportional der
Fig. 11. Schubspannung 7. Es ist
T
7= G

wo G den Schubelastizititsmodul bedeutet. Fiir die Schubspannung 7.
die nicht gleichmé&Big iiber den Querschnitt verteilt ist, nimmt man
einen im ganzen Querschnitt konstanten Wert an, indem man den
Reduktionsfaktor » einfiihrt (vgl. S. 6); man schreibt also:

9
T X F .
Somit erhalt man:
Ak:h%ﬁ..........(m

c) Stabspannkriifte in Fachwerken?). Die Ermittlung der Stab-
spannkrifte in Fachwerken kann zeichnerisch und rechnerisch erfolgen.
Die zeichnerischen Methoden, wie das Zeichnen von Kréfteplinen
oder die Zerlegung einer Kraft nach drei Richtungen (Culmannsches
Verfahren) usw., werden als bekannt vorausgesetzt.

Hier sollen nur einige Formeln zur Berechnung der Spann-
krafte aus den Knotenpunktsmomenten angegeben werden. Es
zeigt sich namlich, daf alle Stabspannkréfte sich durch diese Momente
ausdriicken lassen.

o) Spannkriafte in den Gurtungen. Um die Gurtkrifte O,
und U,, zu bestimmen, legen wir den in Fig. 12 angedeuteten Schnitt
durch drei Stdbe (Ritterscher Schnitt) und wenden auf den abge-
schnittenen linken (oder rechten) Fachwerkteil die Gleichgewichts-

1) Wir benotigen die hier abzuleitenden Gleichungen spiter bei der Unter-
suchung elastischer Formanderungen von Fachwerken.
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bedingung an, daB die Summe der Momente aller Kriifte in bezug
auf . einen beliebigen
Punkt der Ebene gleich
Null sein muB8. @ und H
bedeuten die Resultie-
renden der Vertikal- bzw.
Horizontalkrifte am ab-
geschnittenen Systemteil.
Um O zu bestimmen,
nehmen wir m als Mo-
mentenpunkt; D _ und
U,, gehen durch m. geben
also das Moment O, und
es bleibt

Setzt man

so wird

O, —— ——2 ...

Entsprechend ergibt sich, wenn man (m — 1) als Momentenpunkt
wihlt, fir U, die Gleichung:

J”m+1 ﬁ Um T = 0.
— | mdl
Um -
m+1

oder da
o1 = km+1 - €08 ﬂm+1 ¢

U =t Mua (g
hm+1 - cos ﬁm-}—l

In beiden Gleichungen (7) und (8) bedeuten M, bzw. M, ., die
Knotenpunktsmomente infolge der am abgeschnittenen Balkenteil
wirkenden Krifte; ¢ und g sind die Neigungswinkel der Gurtstibe
gegen die Horizontale. Die Gleichungen zeigen, dai die Spannkraft
im Obergurt bei positivem Moment negativ, die im Untergurt da-
gegen positiv ist.

p)Spannkriftein den Diagonalen (Fig. 12). Werden zunichst
nur vertikale duBlere Krifte angenommen, so ergibt sich, wenn
man die Summe der Horizontalkriafte am abgeschnittenen Balkenteil
gleich 0 setzt (Gleichgewichtsbedingung), die Gleichung

D, -cosep, 4O, -cose, U, -cosf, .. =0.

Setzt man fiir 0,, und U, die Werte aus Gleichung (7) und (8)
ein, so erhalt man

M

m m+1

Dm-cosq)"lzg}f*—k——. R ()]

m m+1
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Das erste (positive) Glied entspricht dem FuBpunkt, das zweite dem
Kopfpunkt der Diagonale.

Wirken dagegen auch horizontale 4ullere Krifte am System,
deren Resultierende am linken abgeschnittenen Balkenteil die GroSe H
haben moége, so ergibt die vorhin benutzte Bedingung die Gleichung

D, -cosgp, 40, -cose, +U,-cosff, . +H=0
oder
I JIm Mm+1 hm .
Dm-COS(pm "— };1; *“k;; 7‘H'7&;’
M —H-h M
D, -cosqp, =" Rl 22 0
hm hm+1

Der Zihler M, — H-h, stellt das Moment fir den Punkt m’
dar, der senkrecht iiber m auf dem Obergurt liegt (Fig. 12). Denn
H liefert zu M, den Beitrag - H.y; zieht man hiervon H.% ab,
so bleibt das Moment fiir m/'.

Beide Momente in vorstehender Gleichung sind also bezogen auf
Punkte der gleichen, und zwar hier der oberen Gurtung; wir schreiben
daher

JM(r)n -JIMTI

o, = M
Dm COS({’”I. h ]l/ ( a)

n

Hitte man vorhin in der Gleichung fiir Dm- cos ¢, den Wert H mit

h .k Lo -
Umtl gtatt mit h’" multipliziert, so hdtte man erhalten

m+1 m o H k
. m m+1 na 1
‘Dm - COS @ = ]i* —_— ]l ————— .

m

Der Zshler M, 4 H-h, , liefert das Moment fir den Punkt
(m -+ 1Y, der senkrecht unter (m 4 1) auf der unteren Gurtung liegt.
Also ergibt sich, wenn man die Momentenpunkte durch den Index
als auf der unteren Gurtung gelegen kennzelchne’o die Gleichung in
folgender Form:

JM;; 1um+1
h h

m m+1

D, -cosp, = (9b)

Die Gleichungen (9a) und (9b) zeigen, daB, falls auch hori-
zontale Krifte wirken, die Gleichung (9) der Form nach giiltig
bleibt, dal aber die Momente M, und M, , auf Punkte der
ndmlichen Gurtung bezogen werden miissen. Dabei ist es
gleichgiiltig, ob man diese Punkte auf der oberen oder der unteren
Gurtung wihlt.

Die Formeln gelten fiir rechtsstelgende wie fiir rechtsfallende
Diagonalen; man beachte nur, daB das erste (positive) Glied sich auf
den Fuflpunkt der Diagonale bezieht.

7)Spannkréfte in den Vertikalen (Fig. 13). Esseien wiederum
zunichst nur Vertikallasten angenommen. Wir trennen durch den
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in Fig. 13 angedeuteten Schnitt den linken Fachwerkteil ab und be-
nutzen die Gleichgewichtsbedingung, dafl die Summe der Vertikal-
krafte am abgeschnittenen Systemteil gleich Null sein muf3. — Es be-
steht also, wenn wir die Belastung am Obergurt annehmen, die
Gleichung (Fig. 13)

V40, sing, -+ U, . -sinf, . +@ =0,

oder, wenn man mit der (konstant angenommenen) Feldweite /2 multi-
pliziert,

- ]”m' - - N
17'/‘:'v};7“'/”'tg({ __._,'Z,‘,h{?’l ’/"t'gﬁnr%l——-Qm'./“

Hier ist M,,, — M,,, da nur vertikale Lasten angenommen wurden;
Q,, bedeutet die Summe aller links vom Schnitt wirkenden Vertikal-
krifte. — Um auch das letzte Glied durch die Momente auszu-
driicken, benutzen wir die bekannte Beziehung

‘M :Mm—l—!—Qm'l’

d. h. das Moment fiir den Punkt m ist gleich demjenigen fiir den
vorhergehenden Punkt (m — 1), vermehrt um die mit der Feldweite /
multiplizierte Querkraft @ . Somit ergibt sich

M .
anz';“: _h—m'l'tga*%ﬂ'}"tgﬁmﬁ-l - an+Mon—1

m m

M .
= ‘Mmfl_ h = (hm - ;' 'tg am + A tg ﬂm+1)'

m

Der Klammerwert stellt die in Fig. 13 angegebene Strecke A;,_; dar,
die man durch Verlingerung des Untergurts U,  , bis zur Vertikalen
h, _, erhdlt. Also ergibt sich bei Belastung des Obergurts durch

vertikale Krafte

. (10a)
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Bei Belastung des Untergurts tritt zu den Lasten links
vom Schnitt eine weitere Last am Punkt m’ zur Querkraft hinzu.
Wir haben mit @, ,, zu rechnen und daher zu setzen:

Mm+1 - Mm + Qm+1 A
Mit diesem Wert ergibt sich

m?

M, . M, .
Vhl:"}:ﬂ'/“'tgam_ hm'/"tgﬂ1n+thm+l+‘M

M \
V}‘ = Mm“rl—i— Tm'(km J‘Ml.bgam - /‘:’tgﬁm*l)
Der Klammerwert stellt die in Fig. 13 angegebene Strecke 4, dar,
die man durch Verlingerung des Obergurts O, bis zur Vertikalen
erhlt.
Es gilt somit bei Belastung des Untergurts durch verti-
kale Kréafte die Gleichung

V1;z'}”_~“‘M111+1+an' ;:+1 LI (IOb)

m

hm+1

Wirken auch Horizontalkrdfte, deren Resultierende am ab-
geschnittenen Balkenteil gleich H sein moge, so ist zunéchst nicht
mehr M_ =M, ; es besteht vielmchr die Beziehung

M =M, --H-h,

Ferner ist zu beachten, dafl die Gr6Ben M, und M, _, den Ein-
fluB der Vertikal- und Horizontalkriafte in sich schlieBen, daB aber
die zur Bestimmung des Gliedes @, -1 dienende Gleichung nur Mo-
mente M® infolge der Vertikalkrifte vorsieht, so daB man schreiben

mufl

QA =My — M), .
Hierbei ist gemiB Fig. 13 zu setzen
M:::): M171+H'y’
MY —M,Hax.

Setzt man diese Werte in die frither benutzte Gleichung fiir
V,.'4 ein, so erhilt man

H-h
Vm ’ j’ = .'A,,{ﬂj—,:,A__"}_ . 2’ : tg am - ‘Z}:[vm ) l : tg ﬂm+1
M - [<M171+Hy)— (Mm—l_*—H'x)]
= Mm*l_ k_m(km_ltgam—*_}'tgﬁ1n+1)+H(_y+x+l'tga)~

m

Da der Faktor von H gemiB Fig. 13 gleich Null ist, so ergibt sich

m—1
m—1_ Mm . »}0_‘7 .
m

Vii=M
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Die Form des Ausdrucks ist die gleiche wie wenn ausschlieSlich
vertikale Krifte wirkten (Gl 10a). Man beachte aber, dal jetzt
die Momente auf die Punkte (m—1) und m der belasteten
oberen Gurtung bezogen werden miissen. Um dies zu kenn-
zeichnen, schreiben wir die Gleichung fiir die Spannkraft der
Vertikalen bei (beliebiger) Belastung des Obergurts wie folgt:

Iz,n'/:'A*Mgz—l_le' }':—1 e e e e (100)

m

Ebenso ergibt sich die der Gleichung (10b) entsprechende Glei-
chung fiir die Spannkraft der Vertikalen bei (beliebiger) Be-
lastung am Untergurt in folgender Form:
¥y d e My g

s . ]lr 7

”

wobei durch den Index u gekennzeichnet werden soll, daf} sich die
Momente auf die Punkte der belasteten unteren Gurtung beziehen. —

(10d)

Literaturangaben: Zum Abschn. A wie iiberhaupt zur Be-
rechnung statisch bestimmter Systeme vergleiche man: Foéppl: Vor-
lesungen iiber Technische Mechanik. Band II, Graphische Statik, Ab-
schnitt 1 und 4. Mehrtens: Vorlesungen iiber Ingenieurwissen-
schaften, Band II und III, 2t¢ Hilfte. Miiller-Breslau: Die gra-
phische Statik der Baukonstruktionen, Band I.

B. Die Bedingungsgleichungen zur Berechnung
statisch unbestimmter Systeme.

§ 3. Grundbegriffe und Bezeichnungen.

a) Grundsystem und iiberzihlige GroBen X. Beiden statisch
bestimmten Systemen, z. B. beim einfachen Balken oder dem Drei-
gelenkbogen, lassen sich alle statischen GroBen S, etwa ein Moment
oder ein Auflagerdruck, mit Hilfe der drei Gleichgewichtsbedingungen
bestimmen. Diese lauten:

SV=0, ISH=0, 3IM=—0,

d. h. die Summe der Vertikalkrifte (2'V), die Summe der Horizontal-
krifte (X H) und die Summe der Momente (M) fiir jeden Punkt
der Ebene ist = 0. Bei den sogenannten statisch- unbestimmten
Systemen geniigen diese drei Gleichgewichtsbedingungen nicht mehr.
Gibt man einem auf zwei Stiitzen 4 und B ruhenden Balken weitere
Stiitzpunkte a, b, c,...,n (Fig. 14), so lassen sich die nunmehr hinzu-
kommenden Stiitzendriicke X nicht mehr auf dem bisherigen ein-
fachen Wege bestimmen?).

1) DaB8 diese Stiitzendriicke in der Tat wirksam werden, folgt daraus,
daB der Triiger aus elastischem Material besteht und daher unter dem Einflu
einer dulleren Belastung P, seine Form zu #ndern bestrebt ist. Eine Senkung
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In den Stiitzpunkten a, b, ¢, ..., n treten also iiberzihlige GroBen

auf, die mit X , X, , X ,.... X bezeichnet werden sollen.
l/,%
A a 14 c “« o o o n B
2 82 82 2 2 2
Fig. 14.

Uberzihlige GroBen heiBen sie deshalb, weil sie zur unver-
schieblichen Festlegung des Systems, d. h. hier des Balkens A B,
nicht erforderlich sind. Die Werte X werden auch statische Un-
bekannte genannt, weil sie sich, wie gesagt, nicht mehr mit Hilfe
der Gleichgewichtsbedingungen berechnen lassen. Die Zahl der Uber-
zéhligen X gibt zugleich den Grad der statischen Unbestimmé¢-
heit an: sind » Uberzéihlige (X,, X,,X,, ..., X,) vorhanden, so heil}t
das System »-fach statisch unbestimmt. Werden die Triger der Uber-
‘zihligen X, d. h. jene Teile des Tragwerkes, in denen die GréBen X
wirken (in unserem Falle also die Lager), beseitigt (Fig. 15), so geht

l’?n

A 5

Fig. 15.

das System in ein statisch bestimmtes iiber. In unserem Falle ist
dies der einfache Balken AB. Dieses System wird als das Grund-
system bezeichnet. Wir setzen voraus, daBl dieses System nicht
etwa beweglich, sondern starr ist. Als Grundsystem bezeichnen
wir demnach dasjenige statisch bestimmte und starre
System, in welches das urspriingliche System nach Be-
seitigung sdmtlicher iiberzihligen Grofen X iibergeht.

Die Wahl des Grundsystems und der iiberzidhligen Grofien
ist bei jeder Aufgabe zuerst vorzunehmen. Hierbei ist zu beachten,
daB ein gegebenes statisch unbestimmtes System nicht etwa nur ein
Grundsystem hat. Vielmehr konnen durchweg die Uberzihligen und
damit das Grundsystem auf mannigfache Weise gewahlt werden. Bei
dem in Fig. 16 dargestellten Triager konnte man z. B. auch die Lager
A und B beseitigen und zwei der sonstigen Stiitzen a bis d beibe-
halten (Fig. 16a). Auch kann man alle Stiitzen beibehalten und
sonstige iiberzihlige Grofen beseitigen. In Fig. 16b sind statt der
vier Stiitzendriicke vier Einspannungsmomente beseitigt, indem an
vier Punkten des durchgehenden Balkens Gelenke eingelegt wurden.
Als Grundsystem ergibt sich also ein sogenannter Gerberbalken.

der Punkte a, b, ¢, ... n ist aber infolge der starren Stiitzung unmdglich. Die
Stiitzen miissen also Widerstinde (Reaktionen) ausiiben, um die Punkte @, b,c,... n
in ihrer Lage zu erhalten.
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‘SchlieBlich sind in Fig. 16c die Momente iiber den Stiitzen (Stiitzen-
momente) beseitigt; man erhilt als Grundsystem fiinf zusammen-
hingende Einzelbalken?).

a b c d o 16
s B B B B B
A B
T pa T T % T Fig. 16a.
Aa A A Aa

Ao :\\’% A Ag

-~ NT X .
Pa % % 7% % % Fig. 161‘)4

P S A 7

~N ~C ~ N Fig. 16c.

2 B B B B

Wenn man auch das Grundsystem auf mannigfache Weise her-
stellen kann, so ist es doch fiir die Rechnung keineswegs gleichgiiltig,
welches Grundsystem gewihlt wird. Bei ein und derselben Aufgabe
kann durch ungeeignete Wahl des Grundsystems die Rechnung wesent-
lich umstdandlicher werden. Im allgemeinen ist daher auf die Wahl
eines moglichst zweckméBigen Grundsystems besonderer Wert zu
legen. Nach welchen Gesichtspunkten dies zu beurteilen ist, kann
natiirlich erst der spater zu behandelnde Rechnungsgang zeigen.

Erliuterung vorstehender Angaben iiber die Wahl
des Grundsystems.

Beziiglich der Wahl des Grundsystems und der iiberzihligen
GriBen X sollen an einem einfachen Beispiele noch einige Erldute-
rungen gegeben werden.

Der in Fig. 17a dargestellte einseitig eingespannte Balken stellt
ein statisch bestimmtes System dar. 5
Die drei Auflagerreaktionen, nam- M m
lich die Vertikalkraft 4, die Hori- H
zontalkraft H und das Einspan-
nungsmoment M lassen sich fiir TA
jede duBere Belastung P, mit Hilfe Fig. 17a.
der Gleichgewichtsbedingungen be-
stimmen. Sie geniigen, um das System unbeweglich festzulegen.

Gibt man dem freien Ende ein Rollenlager, so tritt eine iiber-
zdhlige Kraft X, hinzu, die senkrecht zur Lagerfliche gerichtet ist.
Denn der Endpunkt des Freitrigers wiirde sich unter dem EinfluB

1) Vgl. die nachfolgenden Erliuterungen zur Frage der Wahl des Grund-
systems. )
Pirlet, Statik. IL 1. 2
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der Last P, infolge der elastischen Forminderung des Systems auch
in vertikaler Richtung verschieben. Dies verhindert die Lagerung,
d. h. die am Lager wirksam werdende
Reaktion. X (Fig. 17b).

Macht man das bewegliche Lager
fest, so wird auch die bisher noch
mogliche horizontale Verschiebung des
Punktes a aufgehoben. Es muB also
auch in horizontaler Richtung eine
Kraft wirksam werden, welche die
besagte Verschiebung verhindert, d. h.
es tritt noch eine zweite Un-
bekannte X, hinzu (Fig. 17¢). In
einem festen Lager kann eine
beliebig gerichtete Reaktion auf-
treten. Thre beiden Komponen-
ten nach zwei (an sich Dbeliebi-

Fig. 17c. gen) Richtungen stellen die Kraft
dar und geben zugleich die bei-
den unbekannten Auflagerreaktionen.

Bisher war noch die elastische Verdrehung des rechten Stab-
endes moglich. Fiigt man aber am rechten Lager eine feste Ein-
spannung hinzu, so wird auch die Moglichkeit einer Verdrehung be-

hoben; es tritt daher als dritte

X Unbekannte ein Drehmoment

X X, hinzu, welches einer Ver-

drehung des Stabes entgegen-

wirkt (Fig. 17d). An einer festen

Xa Einspannstelle sind also insge-

samt drei Unbekannte wirksam:

zwei Kraftkomponenten und ein
Einspannungsmoment.

Es sei nun der in Fig. 17d dargestelite, beiderseits eingespannte
Balken gegeben und der Grad der Unbestimmtheit festzustellen. Man
kann die Frage in folgender Form stellen: Welche und wie viele
Einzelwirkungen sind zu beseitigen, damit das Tragwerk in ein statisch
bestimmtes und starres System iibergeht? -— Entfernt man die ge-
samte Lagerung am rechten Ende, so bleibt der einseitig eingespannte
Balken als Grundsystem iibrig. Dabei sind, wie oben auf umgekehrtem
Wege dargelegt wurde, die genannten drei Reaktionen zu beseitigen,
und diese stellen die Unbekannten X des dreifach statisch unbe-
stimmten Systems dar.

Dieselbe Aufgabe lafBt sich aber auch in anderer Form 1dsen.
Beseitigt man zundchst an den beiden Enden die Einspannungen, so
daB die freie Drehung der Stabenden méglich wird, so sind zwei iiber-
zéhlige Reaktionen X, und X, (Einspannungsmomente) zu entfernen
(Fig. 18a). Damit ist das System aber noch nicht statisch bestimmt; denn
es sind noch zwei feste FuBgelenke vorhanden, und in jedem Gelenk

T

Fig. 17d.
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wirken zwei Kraftkomponenten, also insgesamt vier unbekannte Gréfen.
Da nur drei Gleichgewichtsbedingungen zur Verfiigung stehen, so muf3
noch eine Reaktion entfernt werden.
Es liegt nahe, das eine der beiden
festen Lager beweglich zu machen,
also die horizontale Komponente (X)) %
der Lagerreaktion zu beseitigen. Als- Fig. 18a.

dann geht das System in den ein-

fachen Balken auf zweiStiitzen
tiber; dieser bildet also das
Grundsystem. Die Unbekann-
ten sind zwei Einspannungs- > Vi
momente X, und X, und der Fig. 18b.
Horizontalschub X, (Fig. 18Db).

Nach Beseitigung der beiden Einspannungsmomente X, und X,
an den Auflagern konnte man den alsdann vorliegenden Zweigelenk-
bogen (Fig. 18a) auch dadurch statisch bestimmt machen, da man
an einer weiteren Stelle, etwa im
Scheitel des Bogens, noch ein Ein-
spannungsmoment (X ) beseitigt, d. h.
also ein Gelenk an die Stelle der
festen Durchfiihrung setzt (Fig. 19,
Dreigelenkbogen). —

In einem festen Gelenk kann
eine Dbeliebig gerichtete Reaktion wirksam
sein, d. h. es treten zwei Kraftkomponenten
auf, mit denen beide Stabteile gleich und ent-
gegengesetzt aufeinander wirken (Fig. 20).
Die Drehung der beiden Stabteile gegen-
einander ist dabei noch méglich. Diese wird
erst behoben, indem die beiden Stibe durch
ein Einspannungsmoment M gegeneinander
festgelegt werden (Fig. 20a). Dieses Ein-
spannungsmoment wirkt, zusammen mit den
beiden Kriften V und H, den Komponenten
der Gelenkreaktion, wie die feste Durchfiih-
rung des Stabes.

Dies fithrt zu einer weiteren
Art der Bildung des Grundsystems. Az
Schneidet man den Balken an ir- X
gendeiner Stelle durch (Fig. 21), so z
bleiben zwei eingespannte Balken
als Grundsystem iibrig. Die drei
Uberzéhligen sind die zwei vorge- Fig. 21.
nannten Kraftkomponenten (X, und
X,) sowie das Einspannungsmoment (X,). Diese GroBen sind an jedem
der beiden Stabteile gleich und entgegengesetzt anzubringen, da beide
Systemteile gleich und entgegengesetzt aufeinander wirken.

2*

Xy

Az

o
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NB. Vorzeichen. Wie man die Unbekannten wdihlt, d. h. in welchem
Sinne man sie positiv wirkend annimmt, ist gleichgiiltig. Man wihle die
positive Richtung nach Belicben; ergeben sich am Schiuf der Rechnung die
Werte X positiv, so wirken sie in der angenommenen Richtung: wmgekehyt
ist es, wenn die Unbekannten X sich mit negarivem Vorzeichen ergeben.

b) Verschiebungen und statische GroBien S. Bezeichnungen.
Das Superpositionsgesetz. Das Ziel der Untersuchung eines statisch
unbestimmten Systems ist die Ermittlung der iiberzéhligen Grofien X.
Sind diese berechnet, so sind alle am Grundsystem angreifenden
Lasten bekannt, und jede statische GroBe kann berechnet werden.
—- Das gegebene statisch unbestimmte System 146t sich namlich
auch auffassen als ein statisch bestimmtes (Grundsystem), an dem
auBer den gegebenen Lasten P, noch weitere, erst noch zu be-
rechnende Lasten X wirken (s. Fig. 16a bis 16¢). Ist nun irgendein
statischer Wert S gesucht, etwa ein Auflagerdruck oder ein Biegungs-
moment, so setzt sich S zusammen aus dem Einflufl der gegebenen
Last Pm und dem der Lasten X auf das Grundsystem. — Um nun
S als Funktion der Werte X darzustellen, treffen wir folgende Fest-
setzungen. Irgendeine der Groflen X, etwa X,, denke man sich
zunéchst allein fiir sich am Grundsystem wirken. Hitte X, den
Wert 1, etwa 1t, so ruft diese GroBle einen Wert S hervor, der
mit S, bezeichnet werden soll, so daB} S, gleich S infolge X f-:l ist.
Also trltt infolge der Grofle X, , wenn sie mlt ihrem vollen Betra.ge X,
wirkt, der X, -fache Wert auf, also §,-X,. — Das, was hier fiir eme
beheblge GroBe X, gesagt ist, gilt fiir alle X, von X, angefangen bis X .
Somit rufen alle X zusammen einen Wert S hervor( der gleich ist:

S, X,+8,-X,+8 -X,+...+8,X,.

Dazu kommt nun noch der Einflu von P, den wir mit S,
bezeichnen wollen, so dal wir infolge P, und der Uberzihligen X
den Wert erhalten

S:‘S0+Sa'X(l+Sb.XI)+"'7’:—Sn'Xﬂ‘ L (11)

Dieses Gesetz nennt man das Superpositionsgesetz?); es
wird in der Statik der Baukonstruktionen durchweg zugrunde gelegt.

AuBer den Kriftewirkungen sind sodann noch die infolge der Nach-
giebigkeit (Elastizitit) des Baustoffes auftretenden Formanderungen
zu untersuchen. Sowobl bei statisch bestimmten wie bei unbestimmten
Systemen fragt man des ofteren nach den Senkungen oder Ver-
schiebungen gewisser Punkte (oder Verdrehungen von Geraden) des
Tragwerkes. Vor ‘allem aber ist bei statisch unbestimmten Systemen

1) Beziiglich der Bezeichnungen sei darauf hingewiesen, daBl der Wert S
ohne Index eine GroBe im gegebenen, statisch unbestimmten System bedeutet,
wihrend alle sonstigen mit einem Index versehenen Werte (S;, Ss;, S, ... S,)
fiir das Grundsystem gelten. — Zur Unterscheidung der Werte konnte man
auch & fiir S schreiben, so dal die statischen GréB8en des unbestimmten
Systems durch deutsche Buchstaben bezeichnet wiirden. Jedoch ist mit Riick-
sicht- auf die Schreibweise der gebriuchlichsten Literaturquellen hiervon ab-
gesehen worden.
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zur Berechnung der iiberzihligen Groflen X die Kenntnis der Form-
anderungen erforderlich, wie wir des ndheren noch sehen werden.

Auch fiir die Forménderungen ist durchweg das Superpositions-
gesetz maBgebend, d. h. es werden lineare Beziehungen zwischen
Forménderungen und Kriften angenommen. Dies ist ohne weiteres
gegeben, wenn man, wie es bei allen folgenden Untersuchungen der
Fall ist, annimmt, dal das Hookesche Gesetz gilt, d. h. daB die Be-
anspruchungen des Systems innerhalb der Grenzen bleiben, fiir welche
das Hookesche Gesetz giiltig ist (s. Abschnitt A, § 2, b).

Es sei gefragt nach der Verschiebung eines Systempunktes ¢ in be-
stimmter Richtung 4, und zwar infolge einer am Grundsystem wirkenden
Kraft X,. Wire X, gleich 1, so moge die Verschiebung von ¢ einen Wert
annehmen, den wir mit [ik] bezeichnen wollen?!). Hier bedeutet also
der erste Buchstabe den Ort der Verschiebung (Punkt und Richtung),
der zweite die Ursache der Verschiebung. Wirkt nun die Kraft X,
mit ihrem vollen Wert, so erzeugt sie die Verschiebung [ik]-X,. Was
fiir X, gilt, bleibt fiir alle Werte X, bis X, giiltig, und man erhilt somit
als Verschiebung des Punktes i infolge der Uberzihligen den Wert:

[ta]l- X, F[ib]-X,+... 4 [in]- X .

Dazu kommt der Beitrag zur Verschiebung, der allein infolge
der gegebenen &uBleren Belastung P, hervorgerufen wird. Dieser
soll die Bezeichnung [im] erhalten. Insgesamt ergibt sich also:

[im] 4+ [ia]- X, +[00]- X, ... [in]-X,.

Dies ist der Wert fiir die Verschiebung des Punktes ¢ infolge
P, und der iiberzéhligen GroBen X, d. h. des Punktes ¢ des »-fach
statisch unbestimmten Systems (v bedeutet die Zahl der Uber-
zihligen X, bis X ). Dieser Wert soll mit [¢m.»] bezeichnet werden.
Es bedeutet also der erste Buchstabe i den Ort der Verschiebung
(Punkt und Richtung), der zweite m die Ursache (hier &uflere Be-
lastung P,), und der Zahlenindex gibt den Grad der statischen
Unbestimmtheit des Systems an, dem der fragliche Punk$ i angehort.

Es gilt somit fiir eine Verschiebung eines Punktes ¢
in bestimmter Richtung infolge der Belastung P,, bei einem
v-fach statisch unbestimmten System die Gleichung:

fim.v]=[im] + [¢a)- X, [b]-X, +...+[in]- X, . (12)

Man erkennt, dal beim v-fach unbestimmten System so-
wohl die statische GroB3e S (GL 11), als auch die Verschiebung
[im.r] (Gl 12) sich ausdriicken lassen durch die Uber-
zahligen X und durch gewisse statische Wirkungen (Gl 11)
beziehungsweise Verschiebungen (Gl. 12) des Grundsystems.
Denn sowohl die GroBen S, wie die Verschiebungen [ik]
auf den rechten Seiten der Gleichungen (11) bzw, (12) sind
hervorgerufen durch die am Grundsystem wirkenden Krafte
X=1 bzw. P, (gegebene duflere Lasten).

m
') Durch die eckigen Klammern werden die Verschiebungen als Summen-

ausdriicke gekennzeichnet. Vgl. hierzu die spiteren Ausfiihrungen iiber die Be-
rechnung von Verschiebungen. (Abschn. I, § 5, spez. S. 42.)
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§ 4. Die Elastizitatsgleichungen.

Im vorigen Abschnitt sind die Einfliisse der dulleren Lasten
und der iiberzdhligen GréBen X zueinander in Beziehung gesetzt, und
diese Beziehungen durch Gleichungen ausgedriickt worden (siehe
Gl (11) und (12). Nunmehr handelt es sich um die Frage, wie mit Hilfe
dieser Beziehungen die Unbekannten X berechnet werden.

a) EinfluB einer #uBeren Belastung P,,. Wir haben » Unbe-
kannte X, X,,..., X, zu berechnen, benétigen also ebenso viele
Bedingungsgleichungen, in denen die Werte X als Unbekannte auf-
treten. Diese Bedingungsgleichungen sind nun ohne weiteres da-
durch gegeben, dafl » Verschiebungen [im.»] des statisch un-
bestimmten Systems bekannt sind, und zwar die Verschie-
bungen der Angriffspunkte der Unbekannten X. Betrachtet
man z. B. den Triger auf n - 2 Stiitzen in Fig. 14, so erkennt man,
daff die Angriffspunkte der X in diesem Falle wegen der festen,
unverschieblichen Lagerung keine Verschiebungen in Richtung der
Groflen X erfahren konnen, d. h. die Verschiebungen der An-
griffspunkte der Uberzihligen X in Richtung dieser Gré8en X
sind 0'). Mit den vorhin eingefiihrten Bezeichnungen lauten also
diese Bedingungen:

1) Dies gilt in unserem Beispiel zunichst nur dann, wenn die Stiitzen

starr, die Punkte a, ), ¢, ..., n also unverschieblich sind. — Es gilt aber auch in

allen anderen Fillen, wenn

yay % man nur die jeweiligen Beson-

?  derheiten des. Systems sach-

gemal beriicksichtigt. Einige

Angaben mogen dies erliutern.

Beim Tridger auf elasti-

schen Stiitzen (Fig. 22) kom-

men als Angriffspunkte der

Unbekannten X die FuBpunkte

der Stitzen in Frage. Die-

jenigen Teile des Tragwerks,

in denen die Krifte X wirken,

sagen wir die Triager dieser Krifte (hier

die Pendelstiitzen), sind also mit in das
System einzubegreifen.

Wirkt eine Unbekannte X;in einem
iiberzihligen Stab (vgl. das in Fig. 23
dargestellte Fachwerk), so schneide man
den Stab etwa in der Mitte durch und
bringe die Kraft X; in dem Schnitt

Fig. 23. gleich und entgegengesetzt an. Die Ver-
schiebung des Punktes i, d. h. des An-
grifispunktes von X;, in Richtung von

X;, muB dann auch gleich 0 sein. Denn i ist identisch mit i' und verschiebt
sich in Richtung von X,, wie %’ in Richtung von X/; die Kraft X, ist gleich X,
wirkt aber in umgekehrtem (negativem) Sinne, d. h. die Gesamtverschiebung von ¢
(eigentlich ¢ und ') in Richtung von X; (eigentlich X; und X/) ist gleich 0.

Ahnliche einfache Uberlegungen gelten in anderen Fillen, z. B. wenn eine
elastische Einspannung als Triiger eines unbekannten Einspannungsmomentes
vorliegt. Man hat stets nur darauf zu achten, daB die Triger der Unbekannten
in dem vorhin dargelegten Sinne mit in das System einbegriffen werden.
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[am.y]=0
[bm.y]=0
[127;L.v];bj

Diese Gleichungen stellen die ,Elastizitdtsbedingungen* dar
d. h. die Bedingungen, denen die elastischen Verschiebungen der be-
treffenden Systempunkte unterliegen.

Nun ist aus den Gleichungen (13) noch nicht zu erkennen, wie
aus ihnen die GroBlen X zu berechnen sind. Setzt man aber nach
Gleichung (12) fiir [im.»] die Werte ein, so entstehen die folgenden
Gleichungen mit den Unbekannten X.

0
0

[am.v]=[am] 4 [aa]- X, [ab] - X, 4... +[an]- X,
.I(M)
[om.v]==[am] - [nal-X, *- [nb]-X, ... [an]-X, =0

!

(bm.v]=[buw][ba]- X, +[bb]- X, +...-[bn]-X,

Dies sind die sogenannten ,Elastizititsgleichungen®.

In diesen Gleichungen stellen die Koeffizienten der Unbekannten
sowie die Absolutglieder Verschiebungen des statisch bestimmten
Grundsystems dar. Sind also diese Verschiebungen berechnet und
die Gleichungen nach den Werten X aufgel6st, so ist die Aufgabe
als erledigt zu betrachten. Denn aus den Unbekannten X berechnen
sich alle sonstigen statischen GroSen (Momente, Stabkrifte usw.)
nach Gleichung (11), wo wiederum die Multiplikatoren S; und auch der
Wert S, statische Grofen im Grundsystem darstellen.

Es ergibt sich also, daB es sich bei der Berechnung statisch
unbestimmter Systeme im wesentlichen um zwei Aufgaben handelt:

Erstens sind die Verschiebungen der » Punkte a,b,...,n
zu berechnen, und zwar infolge gegebener Lasten P, bzw.
X =1 am Grundsystem.

Zweitens sind » lineare Gleichungen mit » Unbekannten
aufzulisen.

Ehe indessen diese beiden Aufgaben behandelt werden, be-
diirfen die vorstehenden Ausfiihrungen noch der Erginzung nach
verschiedenen Richtungen.

b) EinfluB von Temperaturinderungen. Ebenso wie eine dullere
Belastung vermag auch eine Erh6hung oder Erniedrigung der Tem-
peratur eine Forminderung des Tragwerks hervorzurufen. Ist das
System dabei so gestaltet, daB die durch die Temperaturinderungen
bedingten Verschiebungen nicht ungehindert vor sich gehen kénnen,
so werden, ebenso wie im Falle einer duBeren Belastung, Krifte wirk-
sam, welche eben jene Forminderungen verhindern. — Bei dem in
Fig. 24a dargestellten einseitig eingespannten Balken (s. Fig. 17a—d),
wird z. B. bei einer Temperaturinderung die Bogenachse ihre Gestalt
andern und etwa die punktiert eingezeichnete Form annehmen.
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Diese Forminderung des statisch bestimmten Systems kann unge-

hindert vor sich gehen. m =

Fig. 24a. Fig. 24b.

Hat aber der Balken am Ende ein festes Lager, so daB der
Punkt a unverschieblich fest liegt, co ist bei der gleichen Temperatur-
dnderung die Verschiebung von a nach o' nicht mdglich (Fig. 24b).
Um a in seiner urspriinglichen Lage zu halten, sind Auflagerkrifte
X, und X, erforderlich; sie nehmen eine solche GréfBe an, dal die
Verschiebungskomponenten von @ in Richtung von X bzw. X, zu
Null werden. Die Bedingungsgleichungen lauten somit in diesem Falle

[at.2]=0,
[bt.2] =0,

wobei die Ursache, nimlich die Temperaturwirkung, wiederum durch
den zweiten Buchstaben (¢) gekennzeichnet ist. (a und b bezeichnen
hier denselben Punkt, da X und X, im ndmlichen Punkte angreifen,
jedoch sind die Richtungen der Krifte X verschieden.) Allgemein
gelten beim »-fach statisch unbestimmten System die Elastizitats-
bedingungen:

[at.y]=0
[bt.y]=0
[azt:v]zé.

Es fragt sich nun wiederum, wie die Verschiebungen [¢¢.»] durch
die Unbekannten X auszudriicken sind. — Die Verschiebung eines
Punktes ¢ infolge der Temperaturwirkungen setzt sich zusammen
aus der Verschiebung, welche i als Punkt des Grundsystems (alle
X =0) erfihrt, und dem Beitrag der wberzihligen Groflen. Der
erstere Wert, also die Verschiebung des Punktes i in bestimmter zu-
gehoriger Richtung infolge der Temperatur, wenn diese lediglich das
Grundsystem verdndert, werde mit [if] bezeichnet. Der Beitrag der
Uberzihligen X driickt sich genau so aus wie bisher (Gl. 12), wobei
naturgemifB diejenigen Werte X in Frage kommen, die infolge der
Temperatur auftreten. Der Gesamtwert wird also:

et v]=[it] + [{a] X, + [0]- X, + ... +[in]- X, . . (1B)

Entsprechend sind die Verschiebungen der sdmtlichen Angriffs-
punkte a,b,...,n der Unbekannten X , X,,...,X  auszudriicken. Aus
der Elastizitdtsbedingung, daB diese Verschiebungen gleich Null sind,
entstehen also die folgenden Elastizitdtsgleichungen zur Be-
stimmung der Temperatureinfliisse:
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[at.v]==at] {-laa]- X, [ab]-X, ...+ [an]-X,=0
[bt.v]—[bt) 4 [ba]- X 4 [b8]- X, ... - [bn]- X, —
. . S . . (16)

()= [nt] - [na)-X, - [nb]- X, & ... - [an]- X, =0)

Diese Gleichungen unterscheiden sich von den Gleichungen (14),
die fiir dullere Belastungen P, gelten, nur durch die Absolutglieder
([it] statt [im])?).

¢) EinfluB von Verschiebungen der Widerlager. Es bliebe
noch eine letzte Ursache zu untersuchen, welche das Auftreten von
Kriften bei statisch unbestimmten Systemen zur Folge haben kann,
némlich die Verschiebung der Widerlager. — Von dem Zweck derartiger
Untersuchungen, die sich meistens auf mehr oder minder unsicheren,
nur schitzungsweise anzugebenden Voraussetzungen griinden, war auf
Seite 3 die Rede. Man stellt die Untersuchung an unter der Vor-
aussetzung, dall einzelne Widerlager geschitzte oder beobachtete Ver-
schiebungen erfahren. — Wir fragen nach der Form der Elastizitits-
bedingungen bzw. der Elastizititsgleichungen, aus denen die Unbe-
kannten X, die infclge der Verschiebung der Widerlager auftreten,
zu bestimmen sind. Hierzu betrachten wir den in Fig. 25a—c dar-
gestellten Triger auf vier Stiitzen mit den mittleren Stiitzendriicken
XX, und X, als Unbekannten. Der Vereinfachung des Gedanken-
ganges halber werden zwei Fille unterschieden.

Fig. 25a.

Fig. 25D.

Fig. 25c.

1) Es sei noch darauf hingewiesen, daBl nicht immer und nicht bei allen
statisch unbestimmten Systemen Unbekannte X infolge der Temperaturéinde-
rungen auftreten. Dies gilt von jenen Fillen, wo die durch die Temperatur
bedingten Form#anderungen ungehindert vor sich gehen kénnen. — Wird z. B.
der in Fig. 14 dargestellte durchlaufende Triger mit gleich hohen Stiitzen
gleichmiBig erwidrmt, so vergrofert sich seine Linge. Das ist ohne weiteres
moglich; denn der Triiger verschiebt sich in horizontaler Richtung iiber seine
Lager hinweg; Krifte werden dabei nicht wirksam.
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Erster Fall. Die Punkte, in denen die Unbekannten
angreifen, haben in Richtung dieser Unbekannten die Ver-
schiebung Null

In unserem Falle sollen sich also zundchst die Punkte 4 und
B, nicht aber ¢ und b verschieben (Fig. 25b). Die Elastizitéts-
bedingungen lauten alsdann, wenn wir den Einfluf der Wider-
lagerverschiebungen durch den Buchstaben w kennzeichnen, wie folgt:

[aw.2] =0
[bw.2]=0.

Um nun diese Werte durch die Unbekannten X auszudriicken,
betrachten wir das Grundsystem in seiner durch die Verschiebung
der Widerlager 4 und B verinderten Lage (Fig.25¢). Die Punkte
@ und b wiirden sich um gewisse Betréige [aw] und [bw] verschieben,
wenn keine GroBlen X wirksam wiren. Diese letzteren treten nun
aber am Grundsystem in solcher GréBe auf, daBl die Verschiebungen
von ¢ und b zu Null werden. Die Beitridge der Gré8en X zu den Ver-
schiebungen von a und b sind durch die gleichen Ausdriicke wie
frither (GL 12) gegeben, namlich [aa] X, -}- [ab] X, fiir Punkt ¢ und
[ba] X, + [bb] X, fiir den Punkt &. Also erhdlt man als Gesamtver-
schiebungen von ¢ und b die gleich Null zu setzenden Werte:

[ow.2] =law] -} [aa] - X, 4 [ab]- X, =0
[bw.2|= [bw] - [ba]- X+ [bb] X, =0.

Was hier fiir den Fall zweier Unbekannten erldutert wurde, fiihrt
im allgemeinsten Fall des »-fach unbestimmten Systems zu den fol-
genden Gleichungen:

o0 ol +laa)- X, |-[o?] X, | .. fan] X, —0)
bw.v|=|bw] [ba] X bb[ X, + ... [bn]- X, =
. . . I(Wa)

[nw.y]— [nw] + [na]- X, +[nb]-X, ...} [na] - X, =0

Dies ist die Form der Elastizititsgleichungen fiir den Fall, da

die Angriffspunkte der Unbekannten sich in Richtung dieser Un-
bekannten nicht verschieben.

Zweiter Fall. Die Widerlager, in denen die Unbe-
kannten angreifen, verschieben sich in Richtung dieser
Unbekannten.

Es werde jetzt der umgekehrte Fall untersucht, wo die Angriffs-
punkte einzelner oder aller Unbekannten X sich verschieben, im
iibrigen aber die Widerlager unverschieblich sind. In Fig. 26a ist

Fig. 26a.

Fig. 26b.
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das verdnderte System gezeichnet. Hier sind die Verschiebungen
[aw.2] und [bw.2] nicht mehr gleich Null, sondern gleich gegebenen
GroBen.

Man beachte, dal die Verschiebungen von ¢ und & nur durch
die Grten X, und X, hervorgerufen werden. Wirken X 6 und X,
nicht, d. h. wird das statisch bestimmte Grundsystem in Betracht
gezogen, so ist keine Wirkung da, welche eine Verschiebung von a
und b hervorrufen konnte. Somit folgt ohne weiteres, dal die Ela-
stizitdtsgleichungen die folgende Form annehmen:

[aa] - X, 4 [ab]-X, =[aw.2] d. h. gleich einem gegebenen Wert
[ba]-X,+ [bb]-X, = [bw.2]d. h. gleich einem gegebenen Wert.

Allgemein gilt bei »-facher Unbestimmtheit folgende Form der
Elastizitdtsgleichungen fiir den Fall, daB nur solche Wider-
lager sich verschieben. in denen Unbekannte X wirken:

[aa]-Xﬂ 4+ lab]- X, 4 ... 4[an]- X, = Law.v]
ba]- X, [bb]- X, 4 ... 4-[bn]- X == bw.»]
. . . . (17p)

[nal- X, +—b]- X, ...+ [nn]- X, = [nn.v]

Hier stellen die GroBen [aw.»] bis [nw.v] gegebene, d.h. ge-
schitzte oder gemessene Werte dar.

Dritter (allgemeiner) Fall. Vereinigung beider Fille.
Es verschieben sich beliebige Widerlager.

Die allgemeine Form der Gleichungen entsteht durch eine Ver-
einigung der beiden vorhin behandelten Fille. Wir nehmen nédmlich
nunmehr an, dafl beliebige Widerlager sich verschieben konnen, ob
nun Unbekannte dort angreifen oder nicht. Alsdann erhalten wir
auf Grund der vorigen Betrachtungen durch Vereinigung beider Fille
die folgende allgemeinste Form der Elastizitdtsgleichungen
unter Annahme verschieblicher Widerlager:

[aw] + [aa]- X, -~ [ad]- X, ... +[an]- X, = [aw.»]

[bw]+[ba]- X, -+ [bb]- X, ... 4-[bn]- X = [bw.¥]
. . . . (17¢)

[nw] +[na]- X,+[nb]- X, + ...+ [nn]- X, = [nw.»])
Die Glieder [aw.»] bis [nw.»] auf der rechten Seite dieser Glei-
chungen sind bekannte, zahlenmiBig gegebene Werte.
Um auch in diesem Falle einen den bisherigen Formen der Glei-
chungen entsprechenden Ausdruck zu erhalten, ziehen wir die Ab-
solutglieder zusammen und schreiben fiir den Gesamtbetrag

liw] —[wy]=[Ew] . . . .. . 17d)

[tw] bedeutet die Verschiebung des Punktes i des Grundsystems
(¢ ist der Angriffspunkt von X;) in Richtung von X; infolge der an-
genommenen Widerlagerverschiebungen. Sind unter diesen letzteren
auch solche der Angriffspunkte i der Uberzihligen X;, so sind diese
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(angenommenen) Verschiebungen mit [{w.»] bezeichnet; sie brauchen
natiirlich nicht in allen Aufgaben vorzukommen.

Alsdann nehmen die Gleichungen (17¢) folgende Form an:
[aw] L [aa]- X, -+ [ab]- X, }...[an]- X =0
(bw]+|bal- X, [bb]- X, +...[bn]-X =0

. . . . . (17e)

[nw] —+ [na]- X, 4 [nb]- X, +...[nn]- X, =0

Man erkennt, dafl diese Form der Gleichungen derjenigen fiir
duBere Lasten oder Temperaturinderungen entspricht.

‘Nachdem wir damit fiir die verschiedenen Fille die Form der
Bedingungsgleichungen zur Ermittlung der iiberzéhligen Grofen X
angegeben haben, sollen nun in den beiden folgenden Abschnitten
(IT und III) die Methoden zur Berechnung der Xoeffizienten (Ver-
schiebungen) und zur Lésung der Gleichungen behandelt werden.

II. Untersuchung
elastischer Formiinderungen.

§ 5. Die Arbeitsgleichung.

(Prinzip der virtuellen Arbeiten, virtuelle Forménderungsarbeit.)

Die im ersten Abschnitt angegebenen Elastizitdtsgleichungen zur
Berechnung statisch unbestimmter Systeme enthielten lediglich Ver-
schiebungen von Punkten des statisch bestimmten Grundsystems.
Somit wire zur Untersuchung statisch unbestimmter Tragwerke nur
die Berechnung der Forménderungen statisch bestimmter Systeme
erforderlich.

Es kommt indessen auch vor, dal nach den Verschiebungen
von Punkten statisch unbestimmter Systeme gefragt wird, wie z. B.
nach den Durchbiegungen eines durchlaufenden Trigers. Wir sind
also gehalten, die Forménderung statisch bestimmter und unbe-
stimmter Systeme zu untersuchen.

An und fir sich ist natiirlich dadurch kein Unterschied fiir die
Berechnung gegeben. Denn wenn an einem unbestimmten System
auch einzelne unbekannte Lasten X wirken, so lassen sich diese ja
aus den Forminderungen des Grundsystems berechnen und kdnnen
dann den gegebenen &uBeren Lasten P, als bekannt zugefiigt wer-
den, so da8 eine Gruppe gegebener Lasten (P, und X) am Grund-
system wirkdt.

Bevor wir mit der Herleitung der gesuchten Gleichungen be-
ginnen, sei kurz erinnert an das aus der Mechanik bekannte sog.
d’Alembert’sche Prinzip. Dieses besagt: Greift an einem Massen-
punkt ein System von Kriften an, welche unter sich im Gleich-
gewicht sind, und wird dem Punkt irgendeine (mdogliche) kleine Ver-
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schiebung erteilt, so ist die Summe der dabei geleisteten Arbeiten
gleich Null. Hierbei ist es gleichgiiltig, wodurch die Verschiebung
zustande kommt.

Die Richtigkeit dieses Satzes ist
leicht einzusehen. An einem Massen-
punkt m (Fig.27) mogen die Krifte
P,, P,, ..., P, angreifen, die unter-
einander im Gleichgewicht stehen. Die
Summe der Projektionen der Krifte
auf irgendeine Achse mull somit Null
sein; denn die Kréfte bilden ein
geschlossenes Polygon. Es gilt somit
die Gleichung (s. Fig. 27):

2 P-cosa==0.

Verschiebt sich nun durch irgendeine Ursache der Punkt m
nach m' um die kleine Strecke v. so kann man auch schreiben:

v-2P-coscc==0.

(Die Achse, von der aus die Winkel ¢ gemessen werden, ist in
Richtung von mm’ angenommen.) Anstatt der Summe X P-cosc
kann man auch jedes einzelne Glied dieser Summe mit » multipli-
zieren und erhilt:

2P-v-cosc=0
oder

2P-¢ =0 ... ......08

v-cos ¢ ist die Projektion ¢ des Weges in Richtung der Kraft; die
Summe der Produkte P-v-cosa =2 P-¢ stellt also eine Summe von
Arbeiten dar. Diese Arbeiten heiflen ,virtuelle“ oder ,gedachte“
Arbeiten, weil die Verschiebung v nicht einen durch die Krafte be-
dingten, sondern einen willkiirlich angenommenen gedachten Wert
hat. Obige Gleichung (18) besagt also:
Die Summe der virtuellen Arbeiten eines im Gleich-
gewicht befindlichen Kraftesystems hat den Wert Null
NB. Statt des Massenpunktes kénnen wir uns auch eine starre
Scheibe oder einen starren Korper denken. Derselbe darf wéhrend
der Bewegung oder unter dem EinfluB der Krifte P seine Form
nicht &ndern, so dafl alle seine Teile die gleiche Verschiebung erleiden.
a) Die Arbeitsgleichung statisch .
bestimmter elastischer Systeme. . 2
a) AuBere Belastung P, als
Ursache der Forménderungen.
Wir betrachten ein durch die
Lastengruppe P, belastetes, statisch
bestimmtes System, etwa den in Belastungszustana A
Fig. 28 dargestellten, bogenformigen Fig. 28.
Balken auf zwei Stiitzen. Die Lasten-
gruppe wird bezeichnet als ,.Belastungszustand“ P,. Vorausgesetzt
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ist, daB die Krifte P, (mitsamt den zugehérigen Auflagerkriften) ein
im Gleichgewicht befindliches Kriftesystem darstellen.

Zweitens betrachten wir die Forminderungen, die das System
infolge einer — ebenfalls im Gleichgewicht befindlichen — Krifte-
gruppe P, erfihrt (Fig. 29). Die Form-
inderung ist durch Fig. 29 veran-
schaulicht. Wichtig fiir das Folgende
ist, daB die Lastengruppe P, unab-
hingig ist von dem Belastungszu-
stand P;; beide brauchen miteinander

Versctiebungszustand £, nichts gemein zu haben.

Fig. 29. Die Punkte 7, in denen die Lasten
P, angreifen, erfahren bei der Form-
inderung des Systems infolge P, eine Verschiebung in irgendeiner
Richtung. Diese Verschiebung hat eine Komponente senkrecht zur
Richtung von P;, die in den folgenden Er('jrterungen auller Betracht
bleibt, und eine Verschiebungskomponente in der Richtung von P,.
Diese in Richtung der Krifte P, erfolgenden Verschiebungen der
Punkte ¢, die infolge der durch die Lasten P, bedingten Forméinde-
rung auftreten, werden entsprechend den in §3, Abschn. b getroffenen
Festsetzungen mit |ik] bezeichnet. Man erkennt, daB in unserem
Beispiel die Kréfte P, wihrend des Verschiebungszustandes P, die
Arbeit leisten:

Pt.' [2, k] P" [ 1 k] _%_ Pi,” . [i’” k‘] J— ZPi- [lk] .

Diese Summe X P,-[¢k] stellt die Arbeit der duBleren Krifte
dar. [Beziiglich dieser Arbeit ist zu beachten, dal die Krifte P, nicht
an einem einzigen Massenpunkt oder einem starren Koérper angreifen;
denn alle Systempunkte erleiden beim Forminderungszustand eine
andere Verschiebung.] —

Im Gegensatz zu den bisher erwidhnten duBeren Kraften P)
und den Verschiebungen der Systempunkte ¢ infolge der Belastung
P, betrachten wir jetzt die im Stabinnern erzeugten Wirkungen der
duBeren Lasten (P; bzw. P,). Diese inneren Wirkungen zerfallen
gleichfalls in zwei Gruppen: erstens die von den Kriften P, des Be-
lastungszustandes im Stabinnern erzeugten Spannkrifte bzw. Flichen-
krifte; zweitens die von den Kriften P, des Verschiebungszustandes
hervorgerufenen inneren Verschiebungen, d. h. Forménderungen der
Systemteile. (Zu beachten ist, daB zwar auch die Krifte P, Form-
dnderungen des Systems hervorrufen; diese kommen aber hier nicht
in Frage, vielmehr betrachten wir den Belastungszustand P, ledig-
lich als solchen und daher auch nur die durch P; erzeugten Krifte.)

Wir fassen zunidchst ein einzelnes Korperteilchen mitsamt
den darauf einwirkenden inneren Flichenkriften ins Auge. Die
Spannungen an gegeniiberliegenden Flichen sind entgegengesetzt gleich,
bis auf einen unendlich kleinen Zuwachs, der bei sehr kleinen Seiten-
lingen vernachlissigt werden kann. Hier handelt es sich also um
ein im Gleichgewicht befindliches Kriftesystem, herrithrend von
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den in den Seitenflichen wirkenden Flichenkriften. — Wir hitten
nun eigentlich die Arbeiten der Flichenkrifte an allen einzelnen
Korperteilchen zu untersuchen. Um aber die Ausfilhrungen tber-
sichtlicher zu gestalten, betrachten wir die Gesamtheit aller jener
Korperteile, die durch zwei unendlich nahe benachbarte Querschnitte
begrenzt werden, d. h. wir trennen durch zwei um ein Element ds
der Bogenachse voneinander entfernte Querschnitte einen Teil des
Stabes ab (Fig. 30).

A2 ¢
E Zé_%_—?—fz
M M E
7 AY -
N 0 4 A/e—E N @ ,tb z
< ds 5] b=
& p — 3 Zz
G 7
\ 14
Fig. 30. Fig. 30a. Fig. 30b. Fig.

Die Flichenkrifte, welche in den einzelnen Flidchenelementen
der Querschnitte wirken, setzen wir zu Resultierenden zusammen und
rechnen statt mit der Summe der Einzelkrifte mit deren Resultie-
renden. :

Die Summe der Normalspannungen ist gleich der den Quer-
schnitt beanspruchenden Normalkraft (Fig. 30a). Ebenso kénnen die
Biegungsspannungen (Fig. 30b) durch ihre Resultierende Z im Schwer-
punkt der Spannungsflichen ersetzt werden, so dall das Moment
(Z-2) dieser Krifte gleich dem Moment M ist, welches den Quer-
schnitt beansprucht. Dasselbe gilt von den Schubspannungen z, die
in ihrer Gesamtheit ersetzt werden konnen durch die den Quer-
schnitt beanspruchende Querkraft ¢ (Fig.30c). Wir betrachten also
einen Teil des Stabes, der durch die beiden Querschnitte F begrenzt
ist und das sehr kleine Stabelement von der Linge ds zur Achse
hat; auf.diesen Stabteil wirken die Normalkraft N, das Moment M
und die Querkraft @, die wir als Wirkungen der Belastung P, mit
M;, N,, Q, bezeichnen. — In Elemente der besagten Art wird das
ganze System zerlegt; dann bildet jedes dieser Elemente fiir sich
einen Kérperteil, an dem Krifte N,, M;, @, wirken, die sich das
Gleichgewicht halten. Diese Kréfte denken wir uns, wihrend die
Forminderung des Systems vor sich geht, in konstanter GréBe wir-
kend, also nicht etwa von Null auf den Endwert zunehmend.

Die GroBen N;, M;, Q, stellen die inneren Wirkungen der Be-
lastung P; dar. — Nunmehr gehen wir iiber zu den Formédnderungen
der Stabteile’, die herriihren von den Lasten P,, die den Ver-
schiebungszustand erzeugen. Die Forménderung eines Stabelementes ds,
das durch zwei nahe benachbarte Querschnitte begrenzt ist, stellt
sich dar als eine Léngendnderung Ads, eine Verdrehung A¢ der

30ec.
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begrenzenden Querschnitte und als eine Querverschiebung A% (siehe
Fig.31). Da wir lediglich die Forménderungen infolge der Lasten P,
ins Auge fassen, so kennzeichnen wir diese Ursache durch den Index k

und schreiben demnach fiir die genannten Verschie-
— —f—’_‘J bungen Ads,, Ap,, Ah,.

o F So wie wir vorhin die Arbeiten der &uBeren
<_ds_>ﬁd¢ Krifte P, auf den durch P, erzeugten Wegen [ik]
aufstellten, so fragen wir jetzt nach den Arbeiten
der inneren Krifte (3, N;, @,) wihrend der durch P,

4d,
_,)ﬁ(_ ® erzeugten Forminderungen der Stabelemente. Es
——48 leuchtet ein, daBl die Normalkraft nur Arbeit leisten
Fig. 31. kann bei einer Verlingerung des Stabachsenelementes

ds um Adds, das Moment nur bei der Drehung
der beiden begrenzenden Querschnitte gegeneinander um Ag¢ wund
schlieBlich die Querkraft nur bei einer Parallelverschiebung A% in
Richtung der Querschnitte. Die fraglichen Arbeitswerte sind also
(Fig. 31), da die Kriifte wiihrend der Forminderung in ihrer vollen
Grofle M,. N;, @, wirken,

W -
SOR=
NN
=8

Nachdem wir damit sowohl die Arbeiten der #uBeren als auch der
inneren Krifte dargestellt haben, suchen wir die Beziehungen zwischen
beiden festzustellen. —

Zu diesem Zwecke denken wir uns zunichst den Fall, das Stab-
element gelangte bei der Forminderung des Systems aus seiner ur-
spriinglichen Lage I in die Lage I' (Fig. 32), behielte aber
wihrenddessen seine ur-
spriingliche Form bei. Dann
kénnten die an dem Element
wirkenden Krifte keine Arbeit
leisten, da sie sich das Gleich-
gewicht halten (d’Alembertsches
Prinzip). Es wiren alle Voraus-
setzungen fiir die Anwendung
des oben genannten Prinzips er-
fullt, und die Summe der Ar-
beiten der am Element wirken-
den Krifte wire Null

In Wirklichkeit #ndert das Stabelement aber nicht nur seine
Lage, sondern auch seine Form. In Fig. 32 ist die Langenénderung
um Ads angedeutet. (Eine Verdrehung der Querschnitte oder eine
Verschiebung in Richtung der Querschnitte ist nicht in die Figur ein-
gezeichnet.) Wihrend einer solchen Forminderung des Elementes
leisten die inneren Krifte N,, M,, @, Arbeit. Diese Arbeit muB,
wenn unter Anwendung des d’Alembertschen Prinzips die Gesamt-
arbeit gleich Null gesetzt werden soll, in Abzug gebracht werden.

Fig. 32.
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Denn wihrend dieser Arbeit ist das Korperelement nicht mehr starr,
sondern es indert seine Form. Erst nach Abzug dieser Arbeit der
inneren Krafte wihrend der Formé#nderung bleibt ein Arbeitsbetrag,
bei dem die Voraussetzungen fiir die Anwendung des genannten
Prinzips erfiillt sind (Korper starr, Krifte im Gleichgewicht). Daher
ist in die Gesamtarbeitssumme der Beitrag der inneren Krifte mit
dem negativen Vorzeichen einzusetzen. Dabei leisten diese inneren
Krifte nur wihrend der Forménderung der Einzelelemente Arbeit.
Der Beitrag der duBleren Krifte kommt wihrend der Lagendndeé-
rung, d. h. wihrend der Verschiebungen [i%k] der Punkte ¢ der Stab-
achse, zur Geltung. Letztere Arbeit ist gegeben durch den Wert

3 P,-[ik].

Er betrifft jene Stabelemente, an denen &duBlere Krifte in Frage
kommen. Die Arbeit der inneren Kréfte kommt an jedem Einzel-
element zur Geltung; ihr Gesamtbetrag ergibt sich durch Summierung
iber die unendlich vielen Einzelteile, also durch Integration:

Innere Arbeitzfl\Ti-Adsk—]l—fﬁ[i~Agﬁk+fQi-Ahk.

Dieser Wert ist nach obigen Ausfithrungen in der Gesamtarbeit,
die gleich Null ist, negativ zu setzen. KEs entsteht somit folgende
Arbeitsgleichung:

ZPi'[ik]_fNi'AdSl;"‘fM'A(/’k—fQi'Ahkj“'O

oder

d. h.die Summe der virtuellen &ulleren Arbeitenist gleich der
Summe der virtuellen inneren Arbeiten (virtuelle Forménde-
rungsarbeit?)).

In dieser Gleichung entsprechen die inneren Krifte N,, M,
@, den &uBeren Kriften P ebenso éntsprechen die inneren Ver-
schiebungen Ads,, A¢g, und 4k, den &uBeren Verschiebungen [ik]
und sind wie diese durch die duBeren Lasten P, hervorgerufen.

Um die in der Gleichung (19) vorkommenden GréBen in eine fiir
die Anwendung zweckm#Bige Form zu bringen, driicken wir die
inneren Verschiebungen Ads,, Ag,, Ak, durch die inneren Krifte
N, M, Q, aus, durch die sie erzeugt werden. Hierzu benutzen wir
die frither hergeleiteten Beziehungen (s. Gl. 4, 5 und 6)

N, -ds

Ads,—=E2,

1) Man nennt die auf der rechten Seite von Gleichung (19) stehende Arbeits-
groBe virtuelle Forminderungsarbeit“, weil wihrend dieser Forminderung
Krifte wirken, die mit der Ursache der Forminderung nichts gemein zu haben
brauchen, sondern als irgendwelche gedachte Krifte aufzufassen sind. — Im
Gegensatz zur ,virtuellen“ steht die ,wirk'iche Form#nderungsarbeit, von der
spiter (s. § 6) die Rede sein wird. Bei dieser handelt es sich um die Arbeit
von Kriften wihrend der von ihnen selbst erzeugten Formiénderungen.

Pirlet, Statik. IL 1. 3
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M, .ds
a4
P = E J
Q,-ds
A hk ==X —Gk—‘f’—

Setzt man diese Werte in Gleichung (19) ein, so erhilt man die
Arbeitsgleichung in folgender Form:

= P fik] — ankderfMiMkdeJeri des 193)

Handelt es sich um ein Fachwerk, bei dem die Lasten in den
Knotenpunkten angreifen, so daBl nur Normalkrifte (Stabkrifte S)
auftreten, so bleibt in obiger Gleichung (19a) auf der rechten Seite
nur das erste Glied stehen. Als Normalkrifte N kommen die Stab-
krafte S in Frage. Diese sind fiir den einzelnen Stab von der
Linge s und dem Querschnitt F konstant; statt des Integrals tritt
die Summe (2) ein, die sich iiber alle Stibe erstreckt. Man erhalt
als Arbeitsgleichung des Fachwerks

Z P lik]= 8 g S’“s . ... (19b)

B) Temperaturdnderungen als Ursache der Verschie-
bungen. Bisher war vorausgesetzt, dal die Forménderungen her-
rilhrten von einer Belastung P,. Dies war gekennzeichnet durch
den Index k, der bei den dufleren wie bei den inneren Verschiebungen
verwandt worden ist. Es war schon frither von Forménderungen
infolge der Temperatur die Rede; die Verschiebungen der System-
punkte bezeichneten wir mit [¢¢]. Die inneren Verschiebungen infolge
der Temperatur stellen sich dar als Lingeninderungen dds, der Stab-
elemente ds und Verdrehungen A, benachbarter Stabquerschnitte.
Parallelverschiebungen Ah treten nicht auf.

Die Arbeitsgleichung wird also lauten:

SPelitl— [Niddas [ Mo dg0. .. e0)

Die Berechnung der inneren Verschiebungen gestaltet sich ver-
schieden, je nachdem die Temperaturinderung eine gleichmaBige
oder ungleichméBige ist. Gleichm#Big heilt sie dann, wenn in allen
Teilen der einzelnen Querschnitte die Temperatur sich um den gleichen
Betrag erhoht oder erniedrigt. Alsdann sind nur Lingendnderungen
Ads, méglich, Verdrehungen A¢, treten nicht auf. Verteilt sich da-
gegen die Temperaturinderung nach Fig. 33 ungleichmiBig, so daB
sie vom Werte {;, am oberen AuBenrand auf den Wert {, am
unteren AuBenrand des Querschnitts ab- oder zunimmt, so heiBt
die Temperaturinderung eine ungleichmiBige. Die Zu- oder Ab-
nahme von ¢ wird dabei linear angenommen, so da die Querschnitte
eben bleiben.
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Im Fall einer ungleichméBigen Temperaturdnderung
erhilt man fiir die Léngendnderung des Elementes ds der Stabachse
(Schwerpunktslinie) den Wert:

Ads,=¢-t,-ds,

wo ¢ den Ausdehnungskoeffizienten, ¢, die Temperaturinderung im
Schwerpunkt bedeutet. Diese hat den Wert. (s. Fig. 33)

t, —t, t Y, t‘.,‘-y
tO = "2 ~+_ '-1—h*:‘yu: 1 7~l—;}'{:——40 .

Fir die Verdrehung A¢, erhilt man, indem man statt des
kleinen Winkels die Tangente einsetzt, folgenden Ausdruck:

A(pt:%— (et, ds—sfeds)z%e(tl— lg)ds:s%ds.

Hier bedeutet At den Unterschied der Temperatur in den Auflen-
rindern des Querschnitts. Die Verschiebungen sind positiv zu rechnen,
wenn sie im Sinne der positiven Kréfte N und M erfolgen.

Mit diesen Werten schreibt sich die Arbeitsgleichung fiir
ungleichméfige Temperaturdnderung:

EPi-[it]:fNi-stods—}—fM,--s%ds . . (20a)

Dies ist also die Form der Arbeitsgleichung fiir den Fall, daB
eine &uBlere Belastung P, wéhrend eines Forméinderungszustandes
wirkt, der von einer ungleichmiBigen Temperaturinderung herriihrt.

Im Falle der gleichmidfBigen Temperaturdnderung um
t Grad treten keine Verdrehungen A¢, der Querschnitte auf; die
Langeninderung Ads, hat den Wert Ads,—=¢-t-ds und es wird:

):P,..[it]:fm-stds . . . . . (20D)

Liegt ein Fachwerk vor, so daB es sich nur um Stabkrifte S
und Stédbe von der Linge s handelt, so lautet die Arbeitsgleichung:
IP;[it}=X8;-cts. . . . . . (20¢)
3*
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7) Widerlagerverschiebungen als Ursache der Form-
inderungen. HEs ist jetzt — entsprechend der Beschrinkung der
Untersuchung auf statisch bestimmte Systeme — nur der besondere
Fall zu betrachten, wo sich lediglich die Widerlager des Systems
verschieben, so daB eine Anderung der Lage, nicht aber der Form
des Systems eintritt. Alsdann treten beim Verschiebungszustand
keinerlei innere Verschiebungen auf, d. h. die Werte Adds, A¢, 4l
haben den Wert Null. Die Anwendung des d’Alembertschen Prinzips
auf das als starre Scheibe zu betrachtende System ergibt also eine
Gleichung, in der nur die Arbeiten der Krifte P, und der Auflager-

= kriifte vorkommen?).

Fir den bisher betrach-
teten einfachen Balken ist in
Fig. 34a ein Verschiebungs-
zustand dargestellt; Fig. 34b
zeigt einen Belastungszustand
P,, der wihrend des Verschie-
bungszustandes am System
wirken und die Auflagerkrifte
A, B und C erzeugen moge.
Die Verschiebungskomponenten an den Widerlagern in Richtung dieser
Auflagerkrifte A, B, C seien [aw], [bw], [cw], wobei die Angriffs-
punkte der Krifte A, B, C entsprechend mit a, b, ¢ bezeichnet sind.
Ahnlich sind die Verschiebungen der Angriffspunkte ¢ der Krifte P,
mit [iw] bezeichnet. — Da aufler den Kriften P, nur die von diesen
erzeugten Auflagerkrifte wirken und eine Arbeit leisten, so lautet
die Arbeitsgleichung in diesem Fall:

2P, [iw] +2L;-[lw]=0.

Hierbei sind die Auflagerkriifte infolge P, allgemein mit L, und
ihre Angriffspunkte mit ! bezeichnet.

Beziiglich der Vorzeichen ist zu beachten, daf sowohl [iw]
wie [lw] die in die positive Richtung der betreffenden Krifte P
und L fallende Verschiebungskomponente darstellen. Wie diese po-
sitive Richtung der Auflagerkréfte gewahlt wird, ist gleichgiiltig.

Wird die Arbeit der Auflagerkrifte auf die rechte Seite der
Gleichung gebracht, so erhilt man:

TP liw|l=—ZLi[lw] . . ... @)

b) Die Arbeitsgleichung statisch unbestimmter elastischer
Systeme. . 4

a) AuBere Belastung P, als Ursache der Forméande-
rungen. Bei den bisherigen Untersuchungen (§ 5a) war der Einfach-

Verschiebungszustond

Fig. 34 a.

Belastungszustand £
alb) Fig. 34 b.

Yo

1) Bei Systemen, die aus einzelnen Scheiben zusammengesetzt sind, fallen
die Arbeiten der inneren Krifte in den gelenkigen Verbindungen verschiedener
Scheiben heraus; denn die Gelenkreaktionen sind entgegengesetzt gleich,
wihrend die Verschiebung des gemeinsamen Angriffspunktes fiir beide Reaktionen
die gleiche ist.
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heit der Darstellung wegen zunidchst ein statisch bestimmtes System
vorausgesetzt. — Nunmehr soll die Form der Arbeitsgleichung fiir
statisch unbestimmte Systeme angegeben werden.

Wir betrachten wiederum einen
- bogenformigen Balken, der aber nun
nicht mehr statisch bestimmt gelagert,
sondern etwa mit eingespannten Endgn Belastungs zustand
versehen sein moge, so dall das in = Fig. 35a. :
Fig. 35a dargestellte, statisch unbe- |
stimmte System entsteht. Wie frither
sei der Belastungszustand P, und der
Verschiebungszustand P,. Die Ver-
schtebungen des »-fach statisch un-
bestimmten Systems, die &AuBeren =
[¢k.»] sowohl wie die inneren, sind Fig. 35 b.
naturgemifl andere als die Verschie-
bungen [ik] des statisch bestimmten Systems. Die inneren Verschie-
bungen Ads,, Ad@, und 4h, werden erzeugt von den inneren Kriften
Ny My, Qr., im v-fach statisch unbestimmten System. — Den
duBeren Kriften P, entsprechen die inneren Krifte N; ,, M; ., Q...
Mit diesen Bezeichnungen nimmt Gleichung 19*) die folgende Form an:

bS) Y AN 7 \l\ ,(lS f 1[h ’ds f Qk ,ds
‘Plllk’l*fl\" _EF + ]'/Ii,. + Ql' ~7F (190)

Verschiebungs zustand £,

Nach diesem Ausdruck wéren die inneren Krifte sowohl infolge
P; wie infolge P, im »-fach unbestimmten System in die Gleichung
einzusetzen.

Die Aufgabe ldft sich indessen vereinfachen, und zwar ist es
statthaft, die Krafte P, am Grundsystem wirken zu lassen, d. h. die
inneren Krifte N,, M, Q am Grundsystem anzunehmen. Dies lehrt
folgende Uberlegung Zu den Lasten P, gehoren die von ihnen er-
zeugten » Unbekannten X des statisch unbestimmten Systems. Die
Angriffspunkte dieser' Lasten kénnen keine Verschiebungen erleiden;
denn die Elastizitdtsbedingungen zur Berechnung eines statisch un-
bestimmten Systems besagen, dall die Verschiebungen der Angriffs-
punkte der Unbekannten gleich Null sind. Vgl §4, Gl (13). Die
Lasten X sind also fiir die Arbeitssumme XP,[i%.»] bedeutungslos,
und es kann von ihnen abgesehen werden; demgemif konnen sie
auch bei den inneren Arbeiten unberiicksichtigt bleiben, d. h. auch

1) Die Gleichung 19a, die fiir statisch bestimmte Systeme hergeleitet
wurde, darf ohne weiteres angewandt werden, denn man kann ein statisch un-
bestimmtes System als ein statisch bestimmtes System (Grundsystem vgl. § 3)
ansehen, an dem auBer den gegebenen duBleren Lasten noch weitere Krifte X
wirken. Ob diese GréBen X zunidchst unbekannt sind, ist hierbei gleichgiiltig;
man kann ja annehmen, dall sie nach den spiter zu behandelnden Methoden
berechnet sind und als gegebene Werte zahlenmiBig vorliegen.
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die inneren Krafte N, M, @, sind ohne Beriicksichtigung der Grofen X,
d. h. als Krifte im Grundsystem zu berechnen?).

Nach dem Vorigen kann man somit die Arbeitsgleichung statt
in der zuletzt angegebenen Form 19c¢ auch wie folgt schreiben:

ZP; - [ik.v]= f N, —I’i’ ds +fM M. "ds —}—fQ, Q. "‘-15 . (194)

Das heifit: Bei Anwendung der Arbeitsgleichung auf
statisch unbestimmte Systeme kann man die Krifte des
Belastungszustandes P; am Grundsystem wirkend annehmen
und die entsprechenden inneren Krafte N, M, Q, als Krifte
im Grundsystem ermitteln.

Hierbei wird man das Grundsystem, dessen Wahl (nach
§ 3) in mannigfaltiger Weise erfolgen kann, zweckmiiBig so
wiahlen, dafl die Rechnungen moglichst einfach werden.
Auch braucht das Grundsystem, das bei der Berechnung
der Unbekannten verwandt wurde, nicht dasselbe zu sein.
an dem man P, angreifen 148t

Die Gleichung (19d) kann auch noch in einer etwas anderen
Form geschrieben werden, die fiir das Folgende zweckmiBig ist.
Man erhilt, wenn man in Gleichung (19c¢) die Faktoren unter den
Integralen vertauscht:

; N;..ds M; ,d.S' (o .S
2P, [ikyv] = [N,“ E?‘?TfM’” My, TJ Q. # QGF N

Hierin kann man nach der durch Gleichung (19d) ausgedriickten
Regel die Werte Nj,, M;.,, Q., durch die Werte N,, M,, Q, er-

setzen. Alsdann erhilt man, wenn man abermals die Faktoren
vertauscht:

XP,[ik. v]—fN, , ;. ds +fM“ M, s fQ“ xgl‘—45-' . (19¢)

Das heift: In der Arbeitsgleichung fiir den Belastungs-
zustand P; und den Verschiebungszustand P, am »-fach
unbestimmten System kann man auch den (inneren) Ver-
schiebungszustand des Grundsystems in Rechnung setzen,
wenn die (inneren) Krifte des Belastungszustands P; im
v-fach unbestimmten System genommen werden.

Liegt ein Fachwerk vor, in dem nur Stabspannkrifte auftreten,
so lauten die entsprechenden Gleichungen:

1) Will man dieses Ergebnis im einzelnen herleiten, so schreibe man in
GL (19¢) N, ,, M, , @, , nach dem Superpositionsgesetz als Funktionen der
Uberzihligen X an und entwickele den Ausdruck. Man findet dann, daB alle
Glieder mit einer GréB8e X als Faktor zu 0 werden und nur der auf der rechten
Seite der Gl. (19d) angegebene Wert der inneren Arbeit iibrig bleibt. — Diese
Entwickelung ist im folgenden Abschnitt (y) dieses Kapitels ndher dargestellt.
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P [ik.v]— =8 krS
EF
S . (199)
baw. = P [ik.v] — ESMELI‘:‘

p) Temperaturanderungen als Ursache der Formiande-
rungen. Andert sich die Temperatur eines statisch unbestimmten
Systems, so da Unbekannte X wirksam werden, so finden wir die
Form der Arbeitsgleichung unter Beachtung der Gleichung (19e). Da-
nach koénnen wir den Verschiebungszustand, hier also die inneren
Temperaturverschiebungen, des Grundsystems einsetzen, und es er-
gibt sich:

T P;lit. v]_fN,, stods—f—[]lfw & - At ds, . (20d)

h
wo N;, und M, , die Normalkrifte bzw. die Momente im »-fach un-
bestimmten System infolge der Belastung P; bedeuten.

Bei Fachwerken lautet die Gleichung:

EP[itv] =28, ¢cts . . . .. (200

y) Widerlagerverschiebungen als Ursache der Form-
dnderungen. Verschieben sich die Widerlager eines statisch un-
bestimmten Systems (s. Fig. 25), so daB Unbekannte X wirksam
werden, so dndert das System — im Gegensatz zu dem in § 5 (Ab-
schnitt a, y) betrachteten Fall eines stgtisch bestimmten Systems —
"nicht nur seine Lage, sondern auch seine Form.

Die Lasten P, erzeugen Unbekannte X ;, X,,, ..., X, ;, und es
entstehen infolge dieser Gesamtbelastung Auflagerreaktionen L;, am
r-fach unbestimmten System. Letztere sind zu den &duBleren Lasten
zu rechnen und leisten wéhrend der Verschiebung der Widerlager
die Arbeit:

2L; - [lw.v].

Gem3f unseren fritheren Bezeichnungen (vgl. § 4, e) bedeuten [lw.»]
die zahlenmifBig gegebenen Verschiebungen der Auflagerpunkte L am
unbestimmten System.

Innere Krafte-Momente M, Normalkrifte N, Querkréfte @ wer-
den zunichst infolge der Belastung P, und der zugehérigen Gruppe
von Lasten X ;, X,;, ..., X, erzeugt. Wir wollen der Einfachheit
halber lediglich die Momente ins Auge fassen und diese mit M ©@
bezeichnen. Dann gilt die Gleichung

M(i):MO_‘_Ma'Xai—If—J[b‘Ybi_{_"'+MnX7li'
Beim Verschiebungszustand infolge der Auflagerverschiebungen ent-
stehen — im Gegensatz zu dem Fall des statisch bestimmten Systems
— innere Verschiebungen, d. h. Verdrehungen der Querschnitte (4¢)
usw. Diese riihren her von den Momenten (Normal- und Querkriften),
die infolge der Unbekannten X , X,,, ..., X, , auftreten, d. h. in-
folge der durch die Widerlagerbewegungen erzeugten Unbekannten.
Wenn wir diese Momente mit M®} bezeichnen, so gilt die Gleichung:
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M(W):Ma'Xaw_{—M + +M nw"*
Die wiahrend des Verschiebungszustandes (Auﬂagerbewegungen) ge-
leisteten inneren Arbeiten haben somlt den Wert:
- ds —l f @ . Q(w’(ls
fM( M()EJ \,();\t) + Q) .
Diese ArbeitsgroBe hat aber den Wert Null und zwar wegen
der Elastizitdtsbedingungen (s. Gl. 13). Dies ist ohne weiteres zu er-

kennen, wenn man fir M® und M® — wir Dberiicksichtigen nur
die Momente — die vorhin angegebenen Werte einsetzt. Man erhalt:
oo d ,
f)[“) Mw) Esj.:f(M +M X, M X, .. M X )
. , ds
’ ul/IaXaw B 'Mb ‘wa + M + M Xnu) EJ
::‘ aw f('M ";Il[ Xaer ‘Y j]l[a EJ
d
+ ‘Ybu:'f(‘w[() + }[a Xai + e _!F_ J[n ‘an) 1/[b E;
’ . ‘ 4 . ds
Xnu MO_TI—]”aXaiM.A"' J/[ ‘\111)*]1L ET]‘

Die Faktoren der Grofien X , X, , X sind aber nichts anderes

bw? *° nw

als die Verschiebungen der Punkte aq, b ..., n, d. h. der Angriffs-

punkte der Uberzihligen X, infolge der gegebenen duleren Belastung

PY). Es sind also die Werte, die wir friiher, entsprechend der

suBeren Belastung P, , mit [am.»], [bm.¥], ..., [nm.¥] bezeichneten.
Diese Werte sind gemaB den Elastlzltatsbedmgungen (Gl. 13) gleich 0.

Also ist der gesamte Wert der inneren Arbeiten gleich O.

Somit bleiben in der Arbeitsgleichung nur die Arbeiten der
duBeren Krifte, d. h. der Lasten P, und der zugehorigen Auflager-
driicke L;,, iibrig. Dall die Lasten X,;, X,,, ..., X,,, die auch zu
P; gehoren, keine Arbeit leisten kdnnen, da sich ihre Angriffspunkte
nicht verschieben (Elastizit'atsbedingungen), bedarf keiner Erwéahnung.

Es ergibt sich also:

1) Erlduterung: Die Klammerwerte unter den Integralen stellen namlich
die Momente im »-fach statisch unbestimmten System infolge der gegebenen
dufleren Belastung P; dar, sind also mit M;., zu bezeichnen. Demnach wiirde
man z. B, fiir den ersten Integralwert schreiben kénnen:

ds
Mi_y'M,, _E_j.
Dieser Wert stellt die Verschiebung [a¢.v»] dar, d.h. die Verschiebung des
Angriffspunktes ¢ von X, infolge der Belastung P; am »-fach statisch unbe-
stimmten System.

DaB dem so ist, liBt sich aus der Arbeitegleichung ableiten, indem man
fir X' P; (oder 2 P,) eine Einzellast 1 setzt. Die diesbeziiglichen néheren Aus-
filhrungen sind im néchstfolgendem Abschnitt § 7 gegeben. Gl. (27) ergibt
direkt den vorstehenden Ausdruck als Einzelverschiebung.
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2P iwv]4 2 L;, [lw.rv]=0

oder XPliwrv]=—2ZL;, [lwy] . . . . (2la)

Hiernach erscheinen auf der rechten Seite der Gleichung ledig-
lich die Auflagerreaktionen des »-fach unbestimmten Systems infolge
der Belastung P,. Die Werte [[w.v] sind gemiB unseren friiheren
Bezeichnungen (vgl. § 4, Abschn. e) die zahlenméBig gegebenen Ver-
schiebungen der Auflagerpunkte ! am unbestimmten System.

c) Siitze von Betti und Maxwell. Die Gleichung (19¢) lautet:

Nkv{is J' ) Mk ,,dS f Qk ,,ds
[ZL ’}] - fvl' Eiﬂ + M‘ » + Ql” Glp o

Vertauscht man in den Produkten der Integrale auf der rechten
Neite die Faktoren mit dem Index ¢ und £, so entsteht der Ausdruck:

" N; ,ds ' M“ds iy ds
[ Vet g Mt g Ynts
Dieser Wert ist aber gleich der Summe der &uBeren Arbeiten:
P,-[ki.v].

Denn soll dieser letztere Summenwert mit Hilfe der Arbeits-
gleichung durch die-inneren Arbeiten dargestellt werden, so ergibt
sich der vorhergehende Ausdruck. — Aus alledem folgt die Gleichung-

XPi-[ikv]=XPy-[kiv]. . . . . . (2
(Satz von Betti).

Denn die beiden Summen sind gleich den ndmlichen Ausdriicken
fiir die inneren Arbeiten, da in letzteren nur die Faktoren vertauscht
worden sind. —-

Von besonderer Wichtigkeit fiir die praktische Anwendung ist
cine Ableitung aus dem Bettischen Satz.

Setzt man P, und P, gleich 1, so wird

[¢kv]=[ki»], . . . . . . . (233)
und fiir das statisch bestimmte System:
[¢k]=[ki] . . . . . . . . (23b)

(Satz von Maxwell).

Um die Bedeutung dieser Glei-
chung zu erliutern, betrachten wir
die beiden Fig. 36a und 36Db.

Ist das System mit P, =1
belastet, so verschiebt sich der
Punkt 7 in bestimmter zugehoriger
Richtung 7 um ein Stiick [7k]
(Fig. 36a). -~ Ist das andere Mal
das System belastet mit P,=1
in der genannten Richtung, so ver-
schiebt sich der Punkt % in Rich-
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tung der vorgenannten Last P, um ein Stiick [k:] (Fig. 36b). Dann
ist dieser Wert [k¢] gleich der vorhin gefundenen Verschiebung [ik].
Dieser Satz wird im folgenden von Wichtigkeit'). (Vgl. insbesondere § 7
und § 8)

1) Es soll im folgenden noch eine allgemeine Darstellung der vor-
stehenden Sitze und Gleichungen angegeben werden. — Bei der Arbeitsglei-
chung war nur vorausgesetzt, daB P; (ebenso wie Py) ein im Gleichgewicht
befindlicher Belastungszustand ist. Die in den Punkten ¢ angreifenden Einzel-
lasten P; brauchen daher nicht am gegebenen »-fach statisch unbestimmten
System zu wirken, sondern kénnen an irgendeinem Grundsystem oder Haupt-
system angreifen, d. h. der Grad (u) der Unbestimmtheit des mit P; belasteten
Systems kann alle Werte von 0 bis » annehmen. Dies folgt daraus, da man
der Lastengruppe P; jede andere beliebige Lastengruppe P/ zufiigen kann, falls
letztere nur keine Arbeit leistet, d. h. falls die Verschiebungen der Angnﬁs—
punkte der zugefiigten Lasten P‘ gleich Null sind. Eine solche Lastengruppe
sind aber die Unbekannten X, da die vorgenannte Bedingung wegen der
Elastizitdtsbedingungen erfiillt ist. Darum ist der Grad der Unbestimmtheit
des Systems, an dem P; wirkt, gleichgiiltig. Um dies in obiger Gleichung zu
kennzeichnen, schreiben wir P; . statt P;, wirkend am »fach statisch unbe-
stimmten Hauptsystem und dementsprechend fiir die inneren Krifte N; .,
M;. ., Qi.n, denen die Werte Ni.», Mi.», Qr.» im gegebenen »-fach statisch
unbestimmten System gegeniiberstehen. Wir schreiben demnach die obige
Gleichung, die Arbeitsgleichung, wie folgt:

SPi.ufik.o] =fNi p et +f a , HET +f Qi B2 dS — xpy ik

fN. eNk ” d‘? ¢sz o —M’” ds +le AQ%;dé ..... M

denn statt g kann auch eine andere Lahl o eingesetzt werden.

Wir betrachten insbesondere zwei Spezialfille dieser allgemeinsten Form
der Gleichung.

a) pu=0.

In dem Falle, wo su==0 ist, wirkt I an einem Grundsystem; obige
Gleichung nimmt die Form an:

Ni.vds M. ;ds ) Qr.»ds
ZP;lik.v) fN— +1M; B —{—‘Q, aF ... (Ta)

Diese Form der Glelchung ist zweckmiBig, um sie zur Berech-
nung von Verschiebungen zu benutzen (vgl. die folgenden Ausfithrungen
in § 7). Setzt man namlich fir P; lediglich eine Last 1 in-Richtung der ge-
suchten Verschiebung voraus, so ergibt sich:

d vds * .
[ik.r] = NN’“ds M’“ 2 Qi Q’“f,’f 5
GF
b) u= )
In dem Falle, wo u = ist, wirkt P; am gegebenen v-fach statisch unbe-
stimmten System. Die Gleichung (I) nimmt die Form an:

» M 1d 1d
\‘Pg » 1](7 V fN; 1NICE,;S‘]—J‘]M@ » k. 8 le ;%QL 5

oder mit Vertauschung der Faktoren auf der rechten Seite:

*) Hier erscheint eine Verschiebung [ik.»] als Summenausdruck, der sich
iber alle Elemente ds der Systemachse erstreckt. Es ist in der Fehlertheorie
ublich, eine solche Summenbildung durch das Zeichen || auszudriicken, was zur
Erklammg fir die Einfilrung dieser Bezeichnung hier angefihrt sei.
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§ 6. Die wirkliche Forminderungsarbeit.
Die Castigliano’schen Lehrsitze.

a) Das in § 5 behandelte sogenannte Prinzip der virtuellen
Arbeiten ergab die Gleichheit zwischen der Arbeit der duleren Krifte
und der (virtuellen) Forménderungsarbeit, d. h. der von den inneren
Kriften (Momenten, Normalkriften, Querkriften) wihrend der De-
formation des Systems geleisteten Arbeiten. Dabei war ein von den
duBeren Kréften P, (Belastungszustand) unabhingiger Verschiebungs-
zustand (P,) angenommen, d. h. die Forménderungen riihrten her von
einer Belastung P,, die mit der Kréaftegruppe P, nichts gemein
zu haben brauchte Von den &duleren Kriften P, und ebenso von

SPiy ik f]\% ]AE d fn-ll. ]]‘[1 1d8+fQ ~Q1;ds

:Jm*k.,. Ads; ==V My Ay -%ka.,»-Ahi = XPr.»ki.v].

Also ergibt sich:
XPiyiikvi=YPgy ki),
Mit Riicksicht auf Gleichung (I) kann man auch schreiben:
SPiy[ik ! =3Pilikvi=Pr  iki.v;=2Pryikiv;. . (II)
(Satz von Betti).

Hier kann u alle Werte von 0 bis » annehmen. Also gilt auch (mit = 0)
die Gleichung:

Pk =XPrkiol oo .00 (ITa)
Wirkt insbesondere nur eine Einzellast P;.,-—1 in Richtung der Ver-
schiebung eines Punktes 4, so wird:
k] =2Pgpulbivi, . . . . ... .. 11b)

d. h. die Verschlebunur eines Punktes i infolge einer Lastengruppe P; am »-fach
statisch unbestimmten System ist gleich der Summe der virtuellen Arbeiten
aus den Einzellasten Pj und den Wegen [ki.»] ihrer Angriffspunkte &, d. h. den
Verschiebungen der Punkte % infolge P;=1 am »-fach statisch unbestimmten
System. —

Sind insbesondere die Einzellasten der Gruppe Py alle gleich 1, so nimmt
die Gleichung (IIb) mit #==0 und umgekehrt gelesen die Form an’:

Shiv)=[ik, « v (ILc)

d. h. die Summe der Verschiebungen einer Reihe von Punkten k (in bestimmten
Richtungen k) eines »-fach statisch unbestimmten Systems infolge einer Kinzel-
last P;==1 ist gleich der Verschlebung des Angriffspunktes ¢ von F; infolge
der Lastengruppe Pr=1, d. h. einer Gruppe von Lasten 1 in den Punkten k
(in den bestimmten Rlchtungen k) des »-fach statisch unbestimmten Systems.
(Diese Gleichung [IIc] 1a8t sich zur Aufstellung von Rechenproben verwen-
den. § 20.)

Eesteht die Lastengruppe P; nur aus einer Einzellast 1, so nimmt die
Gleichung (IT) die Form an:

Liw[ikovi=1p.o kt.v,
wo p und o beliebige Werte von 0 bis » annehmen koénnen. Insbesondere wird
Bevi=[kiv], . . « « .« o . .. (I1d)

d. h. die Verschiebung eines Punktes ¢ eines »-fach statisch unbestimmten
Systems in Richtung i infolge einer Last Py=1 in k ist gleich der Ver-
schiebung des Punktes k des »-fach statisch unbestimmten Systems in Rich-
tung von P infolge von P;=1. (Maxwellscher Satz.)
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den ihnen entsprechenden inneren Kriften (M;, N;, @) war ange-
nommen worden, daB3 sie wihrend des Verschiebungszustandes mit
ihrer ganzen Grofe wirken, nicht also allmihlich auf den Endwert
anwachsen sollten. Die Arbeiten wurden als ,virtuelle“ (gedachte)
bezeichnet. —

Wir betrachten jetzt die sogenannte ,wirkliche” Formanderungs-
arbeit, d. h. jene Arbeit, welche die Krifte P, bzw. die ihnen ent-
sprechenden inneren Krifte (M, N,, @,) wihrend des von eben diesen
Kriften (P, bzw. M,, N,, Q,) erzeugten Verschiebungszustandes leisten.
Es kommen also jetzt nur mehr &uBere Verschiebungen [kk] und
innere Ads,, Ag,, Ak, in Frage, wo [kk] die Verschiebung des An-
grifispunktes & einer Last P, infolge der Lastengruppe P, darstellt.
Von Temperaturanderungen und Verschiebungen der Widerlager soll
abgesehen werden. Entsprechend den tatsichlichen Verhédltnissen ist
dabei zu beriicksichtigen, dafl die Krifte ebenso wie die Verschie-
bungen von O auf ihren Endwert anwachsen. Hierbei nehmen wir,
wie in allen sonstigen Fillen, das Hooke’sche Gesetz an, setzen also
lineare Beziehungen zwischen Kriften und Forminderungen voraus.

Die Arbeit, die etwa von einer Last
P, auf dem Wege [kk| (oder z. B. von M,

T auf dem Wege A¢,) geleistet wird, stellt
- sich graphisch als ein Dreieck dar (Fig.37);
f % denn zu den einzelnen Zeitpunkten wih-

’T’( l rend des Weges [kk] ist ein linear ver-

i—"-  inderlicher Wert 9, der Kraft P, wirksam.

I Py
1kk Der Inhalt des Drejecks stellt die Gesamt-
Fig. 37. arbeit dar, und diese hat den Wert:

A=1P [kk].

Ganz Entsprechendes gilt fiir die inneren Arbeiten; die innere
Arbeit eines Momentes M, wire z. B. j M, -A¢g,. Setzen wir die
inneren und &ufleren Arbeiten einander gleich, so erhalten wir die
Gleichung:

22 P [kk] :%fﬂlk‘d(pk + %kaAdsk e likaAhk’

wo die Summe (X) sich iiber die Arbeiten aller Lasten der Be-
lastungsgruppe P, erstreckt. Der auf der rechten Seite der Gleichung
stehende Ausdruck stellt die Arbeit der inneren Krifte dar und wird
als die wirkliche Forménderungsarbeit (4) bezeichnet. Driickt man
noch die inneren Verschiebungen Ag,, Ads,, Ak, durch die inneren
Krifte (M,, N,, Q,) aus (s. Gl 4, 5, 6), so erhilt man:

1 s ds 1 5 ds 1 5 a8
A= 2—f1’lf.fk o0 S 2,ka EF + 2*f% Qi GF (24)

In dieser Form wiirde der Ausdruck fiir statisch bestimmte Systeme
gelten.

Fiir das »-fach statisch unbestimmte System wiire mit den friitheren
Bezeichnungen zu schreiben:
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b) An diesen Begriff der wirklichen Forménderungsarbeit kniipfen
die Castigliano’schen Lehrsitze an.

Wir werden sehen, daf3 diese Lehrsitze zu Ergebnissen fiihren,
die wir frither bereits auf anderem Wege fanden. Wir beschrinken
hier die Ausfiihrungen auf das Notwendigste.

Der erste dieser Satze ist der Satz von der Abgeleiteten
der Forminderungsarbeit. — Es bezeichne P, eine der Lasten
aus der Lastengruppe P,, und zwar greife sie an im Punkte . Stellt
man die Werte N,, M,, @, als Funktionen von P, dar, so ist z. B.
das Moment

M, =M+ MP,
wo M den EinfluB (Moment) aller Lasten der Gruppe P, — auller P, —
und M, das Moment infolge P,=1 bedeutet (Superposmonsgesetz)
Entsprechende Formen gelten fiir N, und @,. Differentiiert man
nun den Wert 4 nach P, so ist bekanntlich unter den Integralen
zu differentiieren. Da nun z. B.
oM, oM,

=29 ke
oP =2M,- oP, 2M, M,

ist, so erhé‘tlt man:

N, ds Q. ds
_ M M v k7
f "E’J f\‘ EF IQ GF ’° (25)
wo also Mi, 5 @, fir den Wert P,—1 gelten. — Entsprechend

wiirde man durch Differentiation von Gleichung (24a) fiir das statisch
unbestimmte System erhalten:

,V—IM M’”dg-l—fzv N"ds —{—f@ Q’“ds .. (23a)

Dies sind aber die gleichen Ausdriicke, die wir fiir eine Ver-
schiebung [i¢k] bzw. [¢k.»] aus der friiheren Gleichung (19d) finden,
wenn wir annehmen, dal die dort vorkommende Lastengruppe P,
nur aus einer einzigen Last P; besteht, die den Wert 1 hat. Man
vergleiche auch die nachstehenden Ausfiihrungen in § 7, insbesondere
Gleichung (27) und (28). Man erhilt also den Satz:

04

oP;
d. h. die Verschiebung [:k] des Punktes ¢ in der Richtung
von P; ist gleich der partiellen Ableitung der Forménde-
rungsarbeit nach dieser Last P,.

NB. Sucht man die Verschiebung eines Punktes ¢, in dem keine
Kraft P; angreift, so denke man sich eine solche Last P; in 7 wirken
und fithre wie vorhin die Differentiation durch. Man erhilt die vor-
stehenden Ausdriicke, in denen dann naturgemif bei den Werten M,

—[ik] baw. [ik], . . . . . . (25b)
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bzw. My., der Wert P, nicht zu beriicksichtigen, sondern gleich Null
anzunehmen ist. —

Der zweite Satz von Castigliano, nimlich der Satz vom
Minimum der Forménderungsarbeit, kann als eine Anwendung
des ersten Satzes auf statisch unbestimmte Systeme aufgefal3t werden.
Da némlich gemd den Elastizititsbedingungen (s. Gl 13) die Ver-
schiebungen der Angriffspunkte der Unbekannten X, eines unbestimm-
ten Systems gleich Null sind, so gilt die Glelchung

A
[ik'y]ZEEX—i:O'
Diese Gleichung
04
0X,
driickt die notwendige Bedingung dafiir aus, daB 4 ein Minimum
(oder Maximum) wird. DaB 4 in der Tat ein Minimum sein muB,
zeigt der zweite Differentialquotient

24 _ofik]

*P, oP,

Nimmt ndmlich P; zu, so muBB auch die Verschiebung [¢%k] in Rich-
tung von P, zunehmen (s. Gl 27). Also haben Zihler und Nenner
des zweiten Differentialquotienten das gleiche Vorzeichen, d. h. dieser
Quotient ist positiv (Bedingung fiir ein Minimum).

Der Satz wird gewohnlich in der Form ausgesprochen:

Die Uberzdhligen X eines statischunbestimmten Systems
nehmen solche Werte an, dafl die Formédnderungsarbeit zu
einem Minimum wird.

Im Grunde genommen driickt dieser Satz die aus der Natur der
statisch unbestimmten Systeme folgende Bedingung aus, dafB die Ver-
schiebungen der Angriffspunkte der tiberzéhligen Grélen X = 0 sind.?)

—0 ... ... .. (@6

§ 7. Anwendung der Arbeitsgleichung. Berechnung von
Verschiebungen.

a) Allgemeine Gleichungen zur Berechnung von Verschiebungen.
Zahlenbeispiel.

1. Es sei ein durch eine Lastengruppe P, belastetes System ge-
geben; zu untersuchen sind die Verschiebungen einzelner Systempunkte <.

Hierzu wird die Arbeitsgleichung benutzt. Zunichst ist zu be-
achten, daB weder die Richtung noch die GroBe der gesuchten Ver-
schiebung bekannt ist. Um beide Werte zu bestimmen, bedarf es der
Berechnung zweier Komponenten der Verschiebung, und zwar der
belden Komponenten nach zwei beliebigen Richtungen. Aus diesen

1) Zu § 5 und 6 vergleiche: Miiller- Breslau Graphische Statik der Bau-
konstruktionen. 1V. Auflage. Bd. II, 1. Abt., 8. 1—56. Neuere Methoden der
Festigkeitslehre. 4. Auflage. S, 80—97. Foppl Vorlesungen iiber technische
Mechanik. Bd. ITI. Vierter Abschnitt.
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beiden Komponenten ist die Verschiebung zusammenzusetzen. Die
folgenden Untersuchungen befassen sich stets nur mit der Berechnung
einer Verschiebung in bestimmter (gewéhlter oder gegebener) Richtung.
Fiir viele Aufgaben geniigt die Kenntnis einer solchen Verschiebungs-
komponente, insbesondere die Verschiebung in vertikaler Richtung
(Durchbiegung). "

Um die Verschiebung eines Punk- | 5 \ 7 /
tes ¢ in bestimmter zugehoriger Rich- D
tung ¢ zu bestimmen (Fig. 38b), den-
ken wir uns in ¢ in Richtung der ge-
suchten Verschiebung eine Last 1 wir-
ken (etwa 1 t)!). Fiir diesen Belastungs-
zustand P, =1 und den Verschiebungs-
zustand P, (Fig. 38a) wird die Arbeits-

gleichung angewandt (Gl. 19¢). Die e
linke Seite enthilt nur ein Glied, da - N
nur eine Last P, wirkt, und diese Fig. 88b.

Last ist gleich 1. Verschiebungen in
Richtung der Auflagerkrifte seien vornéichst ausgeschlossen. Also er-
hélt man bei einem »-fach statisch unbestimmten System:

1 [ik.v] MfMiMh yds+J'NiNkvds_|_fQi Or.,d l
bzw. : @)

1-[ik.v] eri ,Mkds Tth 712:,;1"8 —{—fQ,,x&cgj

1) Handelt es sich nicht um eine Punktverschiebung, sondern um
eine Verdrehung ¢ einer Geraden aus ihrer urspriinglichen Lage in eine
andere (Fig. 89a), so ist die Belastung P;=1
in Richtung dieser Verschiebung (Drehung) ein
Moment, d. h. ein Kriftepaar 1 (etwa 1 mt).
Denn bei einer Drehung leisten nur Drehmo-
mente Arbeit. — Dieses Moment 1 kann man
sich als ein Kriftepaar denken, welches aus
zwei entgegengesetzt gleichen FEinzelkriften

ls' im Abstande s besteht. (Kraft >< Abstand

der beiden Krafte ist gleich dem Moment eines
Kriftepaares fiir jeden Punkt der Ebene.) —

Spater wird insbesondere auch die Win-
kelinderung 4 & eines Winkels ¢ zu untersuchen
sein, wenn dessen Schenk:l ihre Lage veridndern.
Wie Fig. 39b zeigt, ist

A9=9 -+,
d. h, gleich der Summe der Einzeldrehungen ¢ und 1( b5 1
9" der beiden Schenkel. Somit ist das, was vorhin /.
fir die einzelne Gerade angegeben wurde, jetzt auf
jeden der beiden Schenkel des Winkels ¢ anzuwen- .7 N

den, d. h. jeder Schenkel ist mit je einem Kriifte-
paar 1 zu belasten. Fig. 39b.
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Der gesuchte Wert [ik.»] ergibt sich demnach als Summenausdruck.
Im Falle eines Fachwerks erhilt man

. Sk.v
[ife.v] = DS, 1’;19

Beim statisch bestimmten System lauten die Gleichungen

_— Mkds f N,‘(ls f des
[¢k] —fo 4| ¥ B | Qi or (28)
SkS

[ck]—ZS N -1

Diese Gleichungen (2 7) und (28) ergeben folgende Regel zur Be-
rechnung von Verschiebungen infolge einer duBleren Be-
lastung P, (vgl. die unten angegebene Vorzeichenregel):

«) Fiir biegungsfeste Stabwerke. Um eine Verschiebung
[tk.v] eines Punktes ¢ eines »-fach unbestimmten Systems
infolge einer Belastung P, zu bestimmen, sind zunichst die inneren
Krifte Ny ,, My ,, Q;.., also die Normalkriafte, Momente und Quer-
krifte dieses Systems infolge P, zu bestimmen?), derart, daB man
an jeder Stelle der Systemachse (bzw. fiir jedes Element dieser Achse)
die daselbst wirkenden Momente M, Normalkrifte N und Quer-
kriafte @ angeben kann. — Zweitens ist das System fiir eine Last
P;=1 in Richtung der gesuchten Verschiebung zu untersuchen,
d. h. es sind fiir diese Last P;=— 1 die Momente M, Normalkrifte N,
und Querkréfte @; zu berechnen. — Hierbei geniigt es, im Falle
eines statisch unbestimmten Systems, die Werte M,, N;, @; im
Grundsystem zu bestimmen. Handelt es sich um die Verschiebung [ k]
eines statisch bestimmten Sys‘ems, so sind naturgeméll auch die
Krifte N, M,, @, dieses Systems zu verwenden [s. Gl (28)].

Hierauf sind die durch die Gleichungen (27) und (28) gegebenen
Summenausdriicke (Integrale) auszuwerten; sind die Querschnitte (Werte
F und J) nicht konstant, so mufl die Integration in einzelnen Teilen
vorgenommen werden, und zwar fiir jene Teile, in denen die Quer-
schoitte konstant bleiben.

Ist die Bogenachse nicht gerade oder nicht nach einer mathe-
matischen Linie gekriimmt, so daB sich die Integrale nicht in ge-
schlossenen Ausdriicken darstellen lassen, so teile man die Achse in’
einzelne Elemente ds von endlicher Linge (z. B. !/, oder 1 m) auf,
bilde fiir jedes dieser Elemente die in den Gleichungen vorkommen-

den Produkte, z. B. M, ]lgﬁi, und summiere schlieBlich alle diese
Produkte. Die Summe liefert den gesuchten Wert [¢k] bzw. [ik.»].

B) Fiir Fachwerke. Handelt es sich um die Verschiebungen
[¢k.»] eines »-fach statisch unbestimmten Fachwerks, so daB nur

(27a)

bzw.

1) Hierzu bedarf es natiirlich der vorherigen Bestimmung der » Unbe-
kannten X. Die Regeln hierfiir werden im Abschnitt IIT angegeben.
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Stabkrifte 'S auftreten, so berechnet man zunichst die Spannkrifte
Si.», im gegebenen, unbestimmten System sowie die Spannkrifte §;
im Grundsystem infolge einer Last P,=—1 in Richtung der gesuchten Ver-
schiebung. Dann bilde man die durch die Gleichung (27a) bzw. (28 a) ge-
gebenen Produkte fiir jeden Stab s des Fachwerks, wobei jedem Stab von

der Linge s und dem Querschnitt F ein solches Produkt S, %j,— ent-

spricht. Die Summe all dieser Produkte ergibt die gesuchte Ver-
schiebung. — Bei statisch bestimmten Fachwerken sind sowohl die
Spannkrifte S, wie S, im gegebenen System zu untersuchen.

2. Handelt es sich um den EinfluB von Temperaturinde-
rungen, so ergeben sich die Werte der Verschiebungen aus Glei-
chung (20d) und (20e), indem man im Punkte 7 in Richtung der ge-
suchten Verschiebung eine Last P,—1 annimmt. Man erhélt als-
dann (s. Gl 20d) als Wert der Verschiebung beim »-fach sta-
tisch unbestimmten System fiir biegungsfeste Systeme:

[ctv]—fN,,stodb—)— Mo as . . (@)

h
Fir das Fachwerk gilt:
[itv]=2Z8;,6ts . . . . . . . (30)
Beim statisch bestimmten System lauten die entsprechen-
den Gleichungen fiir biegungsfeste Systeme:

[it]sz,-stods—}—st%ds, .. . (29a)
fiir Fachwerke:
[it]=28;¢ets . . . . . . . . (30a)

Die Gleichungen (29) und (30) ergeben folgende Regel zur Be-
rechnung von Verschiebungen infolge von Temperatur-
dnderungen:

a) Fir biegungsfeste Stabwerke. Um eine Verschiebung
[¢t.7] eines Punktes 7 eines »-fach statisch unbestimmten Systems
bei Temperaturdnderungen zu berechnen, sind die inneren Krifte M; ,
und N;, infolge P,=1 am »-fach statisch unbestimmten System
zu bestimmen. Hiernach sind die durch Gleichung 29 bzw. 29a ge-
gebenen Summenausdriicke ohne weiteres auszumitteln. Einer Be-
rechnung der Unbekannten X des Systems infolge der Temperatur-
anderung bedarf es also nicht. Beim statisch bestimmten System
treten an Stelle der Werte M, , und N,, die inneren Krifte N, und
M, infolge P,—1 am statisch bestimmten System.

p) Fir Fachwerke. Bei Fachwerken treten als innere Krifte
die Stabspannkrifte S;, im gegebenen »-fach statisch unbestimmten
System infolge P,=—1 auf. Fiir jeden Stab s ist dessen Spannkraft
8;., mit der Liangenénderung des Stabes infolge der (gleichmaBigen)

Vorzeichen. a) Die Last P;=1 ist in Richtung der gesuchten Ver-
schiebung anzunehmen. Wie man den positiven Sinn dieser Richtung
annimmt, ist gleichgiiltig. Denn wenn sich beim Resultat [¢k.»] der oben an-
gegebenen Rechnung ein positives Vorzeichen ergibt, so erfolgt die Verschie-

Pirlet, Statik. IL 1. 4
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Temperaturinderung um ° (Werte ¢¢s) zu multiplizieren. Diese fiir
alle Stdbe zu bildenden Produkte sind zu addieren.

Beim statisch bestimmten System ist ebenso zu verfahren; nur treten
die Stabkrafte §; (statt S; ,) im gegebenen System infolge P,— 1 auf.

3. Ist die Verschiebung eines Systempunktes ¢ im Falle von
Widerlagerverschiebungen zu berechnen, so erhilt man nach
Gl (21a) bzw. (21b) mit P,=1 die folgenden Ausdriicke:

Beim »-fach statisch unbestimmten System gilt fiir bie-
gungsfeste Systeme wie fiir Fachwerke die Gleichung:

[twry]=—Z=ZL,,[lwry] . ... . (31
Beim statisch bestimmten System lautet die entsprechende
Gleichung fiir biegungsfeste Systeme wie fiir Fachwerke:

[tw]l]=—ZL;[lw] . . . . . . (3la)
bung in der als positiv angenommenen Richtung der Last P;—1; bei nega-
tivem Vorzeichen des Resultats ist es umgekehrt.

b) Bei manchen Aufgaben erfordert die Wahl der Vorzeichen fiir die
Momente M; und M; in dem Summenausdruckf]ll; %EL{‘? einer Verschiebung
iik] besondere Festsetzungen. Hierfiir scheint es zweckmiBig, die Vorzeichen
der Momente M; und M, nach MaBgabe der Verbiegungen festzulegen, welche
der jeweils in Frage stehende Systemteil infolge der Belastungen P; bzw. Py
(d. h. der Ursache von M; bzw. M;) erfihrt. Verbiegt sich ein Systemteil in-
folge von P; und Pj in gleichem Sinne, so ist den Momenten M; und M; das
gleiche Vorzeichen zu geben; ob dieses nun positiv oder negativ gewihlt wird,
ist dabei gleichgiiltig. Umgekehrt miissen die Vorzeichen von M; und Mj ent-
gegengesetzt sein, wenn P; und Pj den Systemteil im entgegengesetzten Sinne
verbiegen. Die Art der Verbiegung des Systems, die durchweg leicht zu tiber-
sehen ist, zeichnet man zweckmiBig in die Figur ein.

|PZ /%I e - y-1s
- k

1), ¢

Fig. 40a bis c.

In dem durch Fig.40 dargestellten Fall wire M; und M}/ (infolge Py’) fiir
den vertikaien Stinder mit gleichen Vorzeichen einzufiihren (fiir den horizon-
talen Riegel ist M; —0).

Dagegen miiBite M,” (infolge P,”) sowohl fiir den Stéinder wie fiir den
horizontalen Riegel das umgekehrte Vorzeichen von M, erhalten, da die Ver-
biegung infolge des Drehmomentes P;” und die infolge P; im entgegengesetzten
Sinne erfolgt. Dabei ist es ohne Bedeutung, ob man die Verbiegung von
Stinder und Riegel nach Fig.40a als positiv oder negativ bezeichnet.

Bei dieser Art der Festsetzung der Vorzeichen muB das Vorzeichen der

ArbeitsgroBen M; Mk—g—;: M;A ¢y, zutrefiend sein, da ein Arbeitswert positiv

ist, wenn der Weg (d¢y) im Sinne der Kraft M; erfolgt und umgekehrt. —
(Eine Erlauterung der ¥rage der Vorzeichen gibt auch das in § 8d behandelte
Beispiel einer Dreigelenkbogenkette.)
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Die Gleichungen (31) ergeben folgende Regel zur Berechnung
von Verschiebungen der Systempunkte ¢ fiir den Fall, daB
sich lediglich die Widerlager eines statisch unbestimmten
Systems verschieben.

Man berechne die Widerlagerkrifte L; , infolge P,—1 am »-
fach statisch unbestimmten System und multipliziere eine jede Kraft
L;, mit der gegebenen (geschitzten) Verschiebung ihres Angriffs-
punktes in (positiver) Richtung dieser Kraft L;,. Die Summe

Néherungsrechnungen. Es sei schon hier darauf hingewiesen, daf3
in manchen (nicht allen) Féllen bei der Berechnung statisch unbestimmter
Systeme fiir den praktischen Gebrauch Vereinfachungen bei der Bestimmung
der Verschiebungen gestattet sind*).

Bei biegungsfesten Stabwerken wird vielfach der Beitrag der Nor-
mal- und Querkrifte vernachldssigt, weil dieser im Vergleich zum Beitrag der
Momente gering ist. Vom Kinflu der Querkrifte wird fast stets, vom Beitrag
der Normalkrifte in vielen Fillen abgesehen. Man erhilt dann die verein-
fachten Gleichungen (Naherungsgleichungen)

T My.vd
LZ]C.VA:NIM‘]TEJ(S

bzw. beim statisch bestimmten System:

Pap Mk ds
k] == f\zfl”, BT

Bei Fachwerken vernachlissigt man mitunter in den Gleichungen (27a)
und (28a) den Beitrag, den die Fiillungsstibe zu den Summenausdriicken liefern, und
beriicksichtigt lediglich die Forminderungen der Gurtungen. In die Gleichungen:

. T Sk.vs . T o SkS

liko)= $iE baw. (i) = p3 Sigr
wiirden dann nur die Gurtstibe (Linge s und Querschnitt F), deren Spann-
krafte S; und Sy sind, eingehen.

Bei diesen Vereinfachungen der Rechnung wiirde es demnach fiir die
Untersuchung biegungsfester Stabwerke geniigen, zwei Momentenflichen (M;-
und M, -Fliche) zu bestimmen, da deren Ordinaten die erforderlichen GroBen
(M; und M) an jeder Stelle der Systemachse zu entnehmen gestatten. — Bei
Fachwerken brauchen nicht die vollstandigen Kriftepline (Spannkréfte S; und
Sk) gezeichnet zu werden, sondern es geniigt die Bestimmung der Spannkrifte
in den Gurtungen; dies erfolgt im allgemeinen am einfachsten durch Rechnung
aus den Knotenpunktsmomenten (Ritterscher Schnitt usw.).

Auch beziiglich der Querschnittsannahmen gestattet man sich hiufig
vereinfachende Annahmen. In vielen Eillen, wie z. B. bei der ersten Berech-
nung eines statisch unbestimmten Systems, ist dies durchweg gar nicht zu ver-
meiden. Denn in den Ausdriicken fir die Verschiebungen (s. die vorstehenden
Gleichungen) kommen die Trigheitsmomente J und die Querschnitte F vor;
diese sollen aber erst durch die Berechnung gefunden werden, sind also vor-
néchst nicht bekannt. — In derartigen Fillen nimmt man fiir die Gré8en J
und F geeignet erscheinende Werte schitzungsweise an. Hierbei gewinnt man
hiufig einen Anhalt an bereits ausgefithrten dhnlichen Bauwerken. Ist dies
nicht méoglich, so macht man meist die Annahme, daB alle Querschnitte kon-
stant und gleich sind, und fithrt auf dieser Grundlage die erste Berechnung
durch. Weichen die Ergebnisse wesentlich von der Annahme ab, so rechnet
man die Aufgabe ein zweites Mal mit den auf Grund der ersten Rechnung
verbesserten Werten J und F. Eine dritte Rechnung kann notwendig werden,
ist aber meist entbehrlich.

*) Eine Begriindung hierzu wird in dem Kapitel iiber Fehlerwirkungen
gegeben (vgl. § 20).
4%
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dieser Produkte, ausgedehnt iiber alle Widerlager, ergibt — negativ
genommen — die gesuchte Verschiebung [¢w.»] des Punktes .

Es bedarf also lediglich der Berechnung der Auflagerkrifte des un-
bestimmten Systems fiir die Belastung P,= 1; die Unbekannten X in-
folge der Widerlagerverschiebungen brauchen nicht berechnet zu werden.

Beim statisch bestimmten System ist in gleicher Weise zu ver-
fahren; nur sind naturgemifl die Auflagerkrifte L, am gegebenen
System einzusetzen.

Diese Regel gilt fiir biegungsfeste Systeme wie fiir Fachwerke.
(Ein Zahlenbeispiel findet sich in § 13.)

Zahlenbeispiele. (Verschiebungen von Punkten statisch bestimmter
Systeme 1).)

1. Der in Fig. 41 dargestellte Balken von 8 m Spannweite, be-
stehend aus einem Normalprofil I 55 mit einem Trigheitsmoment von
rd. 99000 cm* um die Biegungsachse, sei in der Mitte mit 15 t be-

P15t !astet. Gesgcht sei die Durchbiegung
\L in Balkenmitte.
A Das System ist ein statisch be-
<——(=oom———>| stimmter biegungsfesterBalken;folglich

f i ist die Verschiebung nach Gl. (28) zu
: Fig. 41a.

| %

' |

berechnen. Normalkriafte treten nicht
P i

Fig. 41.

auf, sondern nur Momente und Quer-

7‘

| kriifte. Letztere werden vernachlissigt,

| und deshalb gilt die Gleichung:

!

e— 22— — M, ds

| Fig 4a1b. |77 | i AfMi BJ -

& A Die Belastung P, ist hier die Last P

|

I

I { in Balkenmitte. Die Belastung P,—1

: | in Richtung der gesuchten Verschie-

i | bung ist die in Fig. (41b) angegebene
|

|

| I

l
I_/WIN‘ Last 1t. — Zunachst sind fiir diese
1z ! beiden Belastungen die Momenten-

Fig. 41c.
le S flichen zu ermitteln (Werte M, und
‘z‘ . . . g 3
Fig. 41. M,); es sind dies Dreiecke mit den in

; ; Fig.(41a)und(41c)angegebenen Hohen
PZ bzw. I-Z. Aus diesen Momentenflichen sind die Werte M, und
M, an jeder Stelle des Balkens zu entnehmen. Ks ist im Abstand
2 vom linken Auflager fiir die linke Balkenhéafte:

P.z

M=

M=

X,

LO| =

1) Verschiebungen von Punkten statisch unbestimmter Systeme konnen
erst dann besprochen werden, wenn wir im III. Abschnitt die Berechnung der
Unbekannten dieser Systeme behandelt haben. (Beispiele finden sich in
§ 13, S.130.)
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Dieselben Werte gelten fiir die rechte Balkenhilfte. Folglich
erhilt man nach obiger Gleichung, da E.J als Konstante zu be-
trachten ist:

l
2 31
1 P 1 o o P 1 [2%)2
W‘J*‘E‘J”!EE @ dx—ﬁEHo
l3
[ik] = EJ 18"

In diesen allgemeinen Ausdruck werden die Zahlenwerte der
Aufgabe eingesetzt. Bei der zahlenm#B8igen Ausrechnung ist auf
die Einheit der Dimensionen zu achten. Will man etwa die Lasten
in t und die Léngen in m ausdriicken, so ist auch der Elastizitats-
modul E in t/m? und das Trigheitsmoment in m* anzugeben. Es ist:

E = 2200000 kg/cm?, J =99000 cm*.
Da nun
1 kg = 1 t 1 ————1
71000 =100 "
80 1ist:
1
=22 1002 =2
E= 2200000 15 100° = 2,2-107 t/m?
1
__ L 4
J = 99000 1o —0,00099 m*.
Die gesuchte Durchbiegung ist "also:
. 15 83
[ik]= _ = =0,0073m.

2,2.107-99-10—5 48
Das Ergebnis ist ebenfalls in m zu rechnen. Die Durchbiegung
ist also 7,3 mm.
2. Die gleiche Aufgabe werde jetzt behandelt fiir den Fall, daB
der Balken als Fachwerk ausgebildet ist. Es sei gefragt nach der

‘ €=75t~
_ g Oy
700 \y 2 ) ”3 7
v 2 1y “lo
700\ 100 700 . 700 ”
{ - o 0
8 00m
= ~ -
Fig. 42

Durchbiegung [ik] (vertikale Senkung) des Punktes ¢ im Untergurt
(Fig. 42).
Die Berechnung von [ik] erfolgt nach Gleichung (28a):

lk|~25@ﬁ
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Die Spannkrifte S, fir die duBere Last P,—15t sowie die
Werte 8, fir die Last 1t in ¢ in Richtung der gesuchten Durch-
biegung sind vorerst zu bestimmen, entweder durch Zeichnung (Krafte-
pline) oder durch Rechnung. Die Ergebnisse sind aus der folgen-
den Tabelle zu entnehmen. Dort sind auch die Querschnitte F und
die Stablingen s angegeben, wobei zu bemerken ist, daB in diesem
Beispiel der Querschnitt des Ober- und Untergurtes auf der ganzen
Lange konstant und die Diagonalen und Vertikalen mit gleichem
Querschnitt angenommen_ sind. (Vertikalen hier spannungslos.) Die
Berechnung ist in der Tabelle angegeben, wobei der Elastizitits-
modul als Konstante vorgesetzt wurde. Fiir jeden Einzelstab s ist
das Produkt Si—s;i gebildet und alle Produkte sind zum Schluf}
addiert. Die Summe ist nur fiir die eine der beiden symmetrischen
Systemhilften bestimmt, weshalb die Stablangen doppelt gerechnet sind.

| |
Stab | F 5 St S, gl | Fooigg st
a ! s Vo 2 S’S"F F “S.qkSF
0, | 400 | 302 1825 — 75 1 —05 - 497 | 1 1500
0, | 400 ' 302 | 1325 —225 —15 | 4470 | 1 13500
U, | 400 { 98,2 14,18+ 150 | 1,0 | 2128 { 1,07 6426
U, 200 | 282 | 7,09 800 ! 20 | 4250 | 1,07 | 12851
V. 20 138 145 @ — 75 —05 i 543 | 2,19 | 1639
D, | 283 | 138 | 205 | --106 | -4-0,71 | 1535 | 219 4635
D, | 283 | 138 1205 —106 . —071 | 1535 | 219 4635
Dy | 283 138 1205 | 4106 | 4071 1535 | 219 | 4635
D, | 283 | 138 [ 205 | —106 | — 0,71 | 1535 | 219 | 4635
E = 2200 t/cm? > =18u3,3 3= 54456

1803,3 54456
tk]=—-"""=0,82cm oder [{k]l=—--—"— _=0,82cm.
(%] 2200 : [2k] 2200-30,2

Im allgemeinen erweist es sich, speziell bei der Berechnung
statisch unbestimmter Systeme, als zweckmiBig, statt des Wertes

[ik] :ZSi —;";1 zunichst dessen E-F -fachen Wert zu bestimmen,

also: EF,- [ik] :28’,— Sk s %, wobei F, irgendeinen konstanten Wert

eines Querschnittes bedeutet. Meist wird als F, einer der zumeist
vorkommenden Querschnitte gewihlt, hier also etwa der Obergurt-

querschnitt, d. h. F,— 30,2 cm® Dann nehmen die Verhiltnisse F.

die in der Tabelle angegebenen Werte an. Die Berechnung des
Wertes

. F,
Fc- [’tk] ZZSiSkS F
ist ebenfalls in die Tabelle eingetragen worden.

Ganz entsprechend bestimmt man bei vollwandigen Systemen
vielfach den E-J_-fachen Wert der Verschiebungen, wobei J, ein
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willkiirliches mittleres Trigheitsmoment bedeutet.

Gleichung:

Es gilt dann

J J F
Ic[lk] :fMiMdeT;*—I—ﬁ——f—j‘NiNk ds f,c N

wenn die Querkrifte, wie iiblich, vernachlassigt werden.

J
tritt hier noch das Verhéltnis jf—

moment und Querschnitt.

Neben

die

¢

auf, ein Verhiltnis von Trégheits-

3. Gesucht ist die Durchbiegung [¢k] des Endpunktes ¢ des in
Fig. 43 dargestellten einseitig eingespannten Balkens von konstantem

Querschnitt, der mit einer gleich-
méaBigen Last p=2 t/m belastet ist.

Da keine Normalkrifte auftreten,
lautet die Gleichung zur Bestim-
mung von [ik]

= o 24 o

Der Einfluf der Querkréfte moge
hier einmal beriicksichtigt werden,
um an einem Beispiel ihren Ein-
flufl festzustellen.

Die dullere Belastung P, erzeugt
im Abstande x vom Balkenende
das Moment:

M, ——

und die Querkraft:
Q. =p-x.

Die Belastung P;, d. h. 1t in
¢ in Richtung der gesuchten Durch-
biegung, erzeugt an der Stelle x
ein Moment:

Mi =-—1-x
und eine Querkraft: '
Q=1.
Folglich erhdlt man fiir die mit
E.J multiplizierte Durchbiegung:

7
E.J

5. J- (1 k] = gﬁ A=
E-J-[ik] fx 5 deG-F

J =~ 56400 cm*

o 4
l
”.fpx.dx_P_

n=-2t/m

i1

——
——
_—

&, ~fldche

&7

\
8

N

| My —Fldche
|
|
I
%
gy —Flache 7t
Fig. 43.

E.-J

1274

pl"

y ] 8§ TeFr " 2
Es werden die Zahlenwerte des Beispiels eingesetzt und dabei
als Profil ein I—Proﬁl 471/, angenommen, dessen Trigheitsmoment

und dessen Querschnitt F—163cm? ist.

Die

Zahl x kann fiir einen I-férmigen Querschnitt von dieser Hohe
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etwa zu 2,0 angenommen werden (vgl. Foppl III, Festigkeitslehre,
S. 156.) Das Verhiltnis % ist durch den Querkontraktionskoeffi-

zienten m gegeben, und zwar besteht die Gleichung;

m
G=—+——FE.
Also wird fiir m=—4
E
=925
G ’

Alle Groflen werden in Kilogramm und Zentimeter ausgedriickt,
so daB also zu setzen ist

J 56400

p=20kg/cm, =500 cm, =163

= 364.
Also wird:
. 4 . . 2
[ik]— 20-500 o, 772,57 29 500 -
8-.2200000-56500 2.2200000-163
=1,26 10,035 =1,295cm .

Der Beitrag der Querkraft ist also hier 2,79/, des Gesamt-
wertes.

4. Zum Vergleich soll noch die Durchbiegung [¢k] des End-
punktes ¢+ des in Fig. 44 dargestellten Fachwerktrégers berechnet

270
Q
A
Vg 7
5
- &
| o
S o
Q
[Z
5
<=
2
A

Fig. 44.

werden. Die Belastung in den Knotenpunkten soll 1,4 t betragen.
Die Stablingen und Stabquerschnitte sind in der Figur eingetragen.
Die Spannkrifte S; und S, sind in der Tabelle angegeben; zu be-
achten ist, daf durch die Last P;=1t die Fillungsstibe keine
Spannkrifte erhalten. Dann ist der E-fache Wert der Verschiebung
berechnet nach der Formel:

E-[ik] =2’Sisk—ﬁ“;'.
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Stab! s | F | % S, 8, 3
a 1 ‘ b k S(Sk 7
O, | 240 | 5 |48 |+ 48 | +343 | 790
0, | 240 | 5 |48 |-L 48 | 4843 | 790
O, 240 | 10 |24 |4 72 | 13843 | 593
U, | 250 | 6 | 417 | — 5 —357 | 745
U, + 250 | 12 | 208 | — 75 | —357 | 557
U, | 250 | 12 | 208 | —10 —357 | 742
v, | 70 5 | 208 | — 14 = —
vV, | 140 | 5 |28 | — 28 - —
D, | 250 5 150 4+ 25 | — —
D, 218 | 5 |556 |-+ 37| — —

3= 4217
. 4217
[tk] = 5900 — 1,92 cm.

5. Bei dem in Fig. 45 dargestellten Fachwerktriger soll fest-
gestellt werden, um wieviel sich die beiden Punkte 7+ und ¢’ bei der
Forménderung des Fach-
werks infolge einer Be- o/ B=1
lastung P, nihern. Es wiire
also nach der Verschie- /
bung von ¢ und ¢ in 7
Richtung der Verbindungs-
linie ¢4’ gefragt. — Der
Belastungszustand Pi=—1 R=1 ’
besteht hier in zwei Ein- Fig. 45.
zellasten 1t in 4 bazw. ¢
in Richtung der Linie ¢¢’; denn der gesuchte Wert [¢k] setzt sich
zusammen aus den beiden Verschiebungen der Punkte ¢ in der
fraglichen Richtung. Spannkrifte S; treten nur innerhalb des durch
stirkere Zeichnung hervorgehobenen Teiles des Systems auf, da die
beiden Lasten fiir sich im Gleichgewicht sind und keine Auflager-
krifte erzeugen. Daraus folgt, daB der Summenausdruck [ik] sich
ebenfalls nur iiber die Stidbe
des genannten Fachwerkteiles nit/m
erstreckt. Im {ibrigen bedarf d
die Aufgabe keiner weiteren 7

Erlduterung. |
6. Um auch ein Beispiel fiir ke {—+r =
die Berechnung einer Ver- ! e —

nach der Verdrehung Ad¢ der _
Endtangente des in Fig. 46 dar- LOo=Imt /
gestellten, einseitig eingespann- Fig. 46. ’

ten Balkens bei gleichméfBiger

Vollbelastung mit pt/m. Bei Vernachlissigung der Querkrifte ist
. .y M,ds
[1/ ]C] =J‘MZ W .

drehungzuerhalten,fragen wir _é
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Die Belastung P;=1 ist hier ein Kriftepaar 1, etwa
1 mt, in Richtung der gesuchten Verdrehung (vgl. Anm. S. 47).
Dieses Kriftepaar erzeugt an allen Stellen des Balkens das gleiche

Moment, ndmlich — 1mt. Da M, = — pr ist, so erhdlt man:

*EJ'O 2 YT 8EJ
b) Formeln zur Berechnung des Wertes f M; M,dx. Der

Ausdruck fMi Midxz, um dessen Auswertung es sich bei der Be-
rechnung von Verschiebungen handelt, ist dann besonders einfach
zu bestimmen, wenn die Stabachse gerade ist

—=> | und die M;- und M;-Fliche auf der Strecke s

e Y geradlinig begrenzt sind. Dieser Fall liegt bei

/WZJJ, Pl 7 | spéteren Aufgaben héufig vor, und wir suchen

| daher einige geschlossene Formeln zur Aus-

i s wertung dieses immer wiederkehrenden Sum-

=< menausdrucks herzuleiten.

| Das Tragheitsmoment J sei auf der Strecke s

F\ konstant, so daB der Faktor &.J herausge-

5 " y"] schrieben werden kann; die M;- und My-Fléche

| 5] seien trapezformig, also geradlinig begrenzt
ez (Fig. 47). In dem Ausdruck:

Fig. 47. §
EJ-[ik)= [ M; My d
0

ist an der Stelle x:

M=% 4 <1 — Z) :

ot s )
S S

N .I— n” x ’ x ) ) 144 x ’ x
E.-J-[ik] = ]M Doy — ) a1 | de
JL s/ |

Pl §

Die Auswertung dieses einfachen Ausdrucks ergibt:
EJ-[ik] ="

(M7 (2 M- 0) - MY (2 3 -1 ) ]
oder auch: r (32)
EJ-[ik] — Z (ML (2 M{ -4 M) -1 My (2 MY M), |

Die Anordnung dieses Klammerwertes ist einfach zu iibersehen:
Jede der beiden Endordinaten der einen von beiden Momentenflichen
(etwa der M;-Fliche) ist mit je einem Summenwert (runde Klammer)
zu multiplizieren. Der erste Summand der runden Klammer ist der
doppelte Wert derjenigen Ordinate der anderen Momentenfliche
(M,-Fliche), die an demselben Ende von s liegt wie der vor der
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runden Klammer stehende Wert (1f;); der zweite Summand ist die
Ordinate (M,) am anderen Ende von s.

Sonderfédlle. Der vorhin behandelte Fall, daB sowohl die
M;- wie die M;-Fliche Trapeze darstellen, vereinfacht sich noch bei
manchen Aufgaben, und zwar dadurch, daB die M;- oder M;-Fliche
oder auch beide zusammen die Gestalt von Rechtecken oder Drei-
ecken annehmen. Durch Anwendung der Gleichung (32) erhilt man
die folgenden vereinfachten Ausdriicke:

I. Die eine der beiden Momentenflichen ist ein Rechteck
(M.’——zM .”) (Fig. 48).

1 1
M”
, k "
M, ", v Y,
&y [ S
|
Fig. 48. Fig. 49.
EJ-[ik) — ¢ M[2 M- M 2 M - M},
EJ-[ik] = ;M[M,;+M,;') . (32a)

II. Die eine der beiden Momentenflichen ist ein Dreieck (Fig. 49).
BEJ-[ik]== ; M;(2 MY - M)
bzw. bei umgekehrter Lage des Dreiecks: ... (32D)
EJ [ik] = g M (2 M -+ MY)

III. Beide Momentenflichen sind Rechtecke (Fig. 50):

EJ-[ik]=sM;M, . . . . . . . (3%)
M, v/
| /.3 k Mk /”k
r= S |
r< N
Iig. 50. Fig. 51.

IV. Die eine der beiden Momentenflichen ist ein Rechteck, die
andere ein Dreieck (Fig. 51).

EJ-[il]= SMM, . ... (320
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V. Beide Momentenflichen sind Dreiecke; die Spitzen (Ordi-
naten 0) liegen am namlichen Ende der Strecke s (Fig. 52).

EJ-[ik]::-%MMk. S ... (32e)
%I
e |
I_‘_ S >
L
Fig. 52. Fig. 53.

VI. Beide Momentenflichen sind Dreiecke; die Spitzen (Ordi-
naten 0) liegen an entgegengesetzten Enden-der Strecke s (Fig. 53).

BJ[ik]— MM, . . . .. . . (32D)

Weiterhin werde noch der Fall behandelt, da die eine der
beiden Momentenflichen (M, -Fliche) parabolische Form hat.
VII. Freitriger gleichméiBig belastet. Die Ordinate M, ent-
spricht dem O-Punkt der M, -Fliche (Fig. 54).
8

" . 2\ o
EJ-[ik] 7J E4 My (1 — ”H P2,
S S /. 2
0
. DSt ”
EJ [tk] = ,94,«(3111/ M) ... L .. (33a)
Fig. 54. Fig. 55.

VIII. Einfacher Balken gleichmiflig belastet (Fig. 55):
8
B[k =" fx (s —a) [Mi” AR T8 (1 — *ﬂ de,
2 ‘L § ’ s/
0

3
EJ'[ikJ:fg—';»(M{—;ﬁM;’). P 1)
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Anmerkung. Mit Hilfe vorstehender Formeln lassen sich auch die Ergebnisse
der Ubungsaufgaben in § 7 ohne weiteres angeben. So z. B. erhilt man in dem

ersten Beispiel (8. 52), wo Mk:P—i— und M; = 171— und zweimal iiber die

Strecke s:-== é, zu integrieren ist, durch Anwendung von Formel (32e)

101 1
gy Py =P
¢) Geschlossene Ausdriicke fiir die Winkeliinderungen A9
bei vollwandigen Systemen und Fachwerken. (Zur Verwendung
bei spiter folgenden Aufgaben.)
1. Ein Balken auf zwei Stiitzen ist an seinen Enden
durch die (Stiitzen-)Momente M, und M, beansprucht. Ge-
sucht ist die Verdrehung 7, der
Endtangente (Fig. 56).
Die Belastung P,==1 in Richtung

der gesuchten Verschiebung ist ein

Kriftepaar vom Wert 1 (etwa 1 mt) an

dem betreffenden Balkenende. Die dem-

entsprechende  Momentenfliche (B, -

Fliche) ist ein Dreieck; die M, -Fliche

ist ein durch die Werte M, und M, .

gegebenes Trapez. Fig. 56.
Unter Anwendung der Formel (32b) ergibt sich:

EJ-11:%(2M1—§—M2). L (3

2. Ein Dbiegungsfestes
Stabwerk sei durch eine Be-
lastung P, beansprucht. Ge-
sucht ist die Winkeldnde-
rung A¢ eines Winkels 4
zwischen zwei (kurzen) Seh-
nen s, und s, (Fig. 57).

Die gegebene Belastung P,
erzeugt im System Momente M, ,
Normalkréfte N, und Querkrafte
Q,. Letztere werden vernach-
lassigt; die Normalkrifte kom-
men, wie sich zeigen wird, nicht
in Frage. Die Momente 3, sind
durch die in Fig. 57a darge-
stellte Momentenflache gegeben.
Diese moge auf den Strecken s,,
und s, geradlinig verlaufen und
an den drei Teilpunkten 7, m, n
die Ordinaten M,, M,, M, haben 1). Auch die Querschnitte sind

m?

EJ-[ik] =2

1

. 1) Wenn die Strecken s, und s, geniigend kurz genommen werden, was
hier angenommen ist, so kann man in praktischen Fillen stets die M- Flachen
gradlinig begrenzt annehmen.
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auf den Strecken s, und s, konstant angenommen, und zwar seien
die Tragheltsmomente J, bzw. J,-

Es handelt sich um die Anderung des Winkels 9, d. h. um die
Drehung der unverbogenen Geraden s, und s, um 1hre urspriing-
liche Lage. Daher ist als Belastung Pi: in Richtung der ge-
suchten Verschiebung je ein die Strecken s und s, belastendes

Kriftepaar 1 zu nehmen (vgl. Anm. 8. 47). Hierzu werden die
Strecken s an ihren Endpunkten mit den Kriften L belastet (siehe
s

Fig. 57b); die Momentenfliche (M;-Fliche) besteht aus zwei Dreiecken
mit der Ordinate 1 im Punkte m. Da durch die Belastung P,=1
keine Normalkrifte N, erzeugt werden, kommt lediglich der EinfluBl
der Momente in Frage und es ist daher

ds
1. 49 = JM M, T
Nach Gleichung (32b) findet man unmittelbar:

Sm Sn
o M _[_ M — (oM _l_ M
6 E J‘ (2 m ) ( EJ ( m ) (35)

Die Form des Ausdrucks ist leicht zu merken, da in beiden
Klammern der Wert M,, (Moment am Punkte m) den Faktor 2 hat.
3. Ein Fachwerk er-
leide unter dem EinfluB
von Knotenpunktslasten
P, eine Forménderung.
desucht ist die Winkel-
inderung A% eines Drei-

eckswinkels ¢ (Fig. 58a).
Die Stabkrifte §,, denen
die Stabspannungen ¢ ent-
Fig. 58a. sprechen mdgen, erzeugen
Verlingerungen bzw. Verkiir-
zungen (keine Verbiegungen) der Stibe, so daB das Dreieck etwa
die in Fig. 58b punktiert eingezeichnete, veriinderte Form annimmt.
Hierbei verdrehen sich die Einzel-
stibe, und dadurch dndern sich die

von diesen gebildeten Winkel .

Die Belastung P;=1 ist demnach
hier je ein Kriiftepaar 1 (etwa 1 mt),
mit dem jeder der beiden den Win-
kel 9 bildenden Stibe belastet wird
(s. Anm. 8. 47). Da es sich nicht um
die Verbiegung der Stabenden, son-
dern um eine Lageninderung der Stibe
Fig. 58b. eines nur in den Knotenpunkten be-
lasteten Fachwerks handelt, so ist das
Kriftepaar 1 darzustellen durch zwei an den Stabenden, d.h. in

AY=
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den Knotenpunkten wirkende Einzelkréfte :, wo s die Stablinge
bedeutet. So entsteht die in Fig. 58c angegebene Belastung P,—1

1 1
mit den Kréften — und —, wenn die Winkeldnderung A9, er-

Sa

mittelt werden soll'). Diese ?Belastung
erzeugt die Spannkrifte §;, die sich
wie folgt ergeben:

Da das Moment um den Knoten-
punkt 1 infolge der beiden Krifte-
paare den Wert 1 hat, so ist die
Spannkraft S;, im gegeniiberliegenden
Stabe s, :

1
S,

i1 7]LI.
‘Die Spannkrifte S;, und S, in
den Stdben s, und s, findet man

1 1

durch Zerlegung der Krifte -— und oo den Knotenpunkten
Sa 3

3 und 2. Fig. 58c laBt erkennen, daf}

1
Sjg==———ctgdy,

1 .
S,y ==— —--ctgd, ist.

Sg

Hiernach 1aBt sich der Wert [¢k]= 4, angeben.
EAY, = E[ik] :Z S; j’éSZZSios,

1 1 1
EAY, = —{—}—31 0, — — ctg P;5,0, — —ctgP,5,0, .
by Sq 85

Setzt man s, =—=p -} ¢ und beachtet, daB

8 b q

A== S =—ctg O tg o, ,

kl Il'1+ll1 ctg 3—|—Cg 2

so erhdlt man:
E- 49, = - o, (ctg 9, -+ ctg &,) — 0, ctg O, — o, ctg I,
E- A%, = (0, — 0,) ctg 9, + (0, — 0;) ctg &, .

Diese Gleichung liBt folgendes erkennen: In den Klammern
steht die Differenz zweier Spannungen, und zwar -ist der Minuend
in beiden Fillen die Spannung des dem fraglichen Winkel ¢}, gegen-
iiberliegenden Stabes (o,); der Subtrahend (negatives Vorzeichen) ist
jeweils die Spannung des einen der beiden anliegenden Stibe (o,
und ;). Der Faktor einer Klammer ist die Kotangente des Winkels
zwischen denjenigen beiden Stében, deren Spannungen in der Klam-

1) Als positiv ist hier jene Drehung der Stibe s, und s, angenommen,
welche einer VergroBerung des Winkels ¢ entspricht.
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mer stehen. — Nach dieser Regel lassen sich die Winkeldnderungen
aller drei Dreieckswinkel ohne weiteres angeben.

E- A%, == (0, — 0,)- ctg &, - (0, — 0;)-ctg ¥, |
E- 49, = (0, — 06;)-ctg ¥, 4 (6, —0,)-ctg ¥, ;. . (36)
E-Aﬁ3:(03~01)~ctg02»;—(63——0_3)-ctgz91.l

§ 8. Die Biegungslinie.?)

In vielen Fillen geniigt es nicht, die Verschiebungen des einen
oder anderen Systempunktes zu untersuchen; es ist vielmehr fiir
manche Aufgaben notwendig, insbesondere die vertikalen Senkungen
einer Gruppe von Punkten zu bestimmen. Dies sind entweder die
in gewissen Abstinden voneinander liegenden Teilpunkte der System-
achse eines vollwandigen Tragwerks
(Fig. 59), oder die simtlichen Knoten-
punkte eines Fachwerks (Fig. 59a),
oder schlieBlich die Knotenpunkte

einer Gurtung des Fachwerks
\]\ (Fig. 59b). |
Der Geradenzug, welcher die Ver-
~— bindung der Punkte darstellt, deren
Fig. 59. Durchbiegungen bestimmt werden

sollen, sei als ,Stabzug® bezeich-

net. In Fig 59 wire demnach die Systemachse, oder genauer die

Reihe der Sehnen zwischen den einzelnen Teilpunkten, in Fig. 59a

bzw. 59b der in der Figur

hervorgehobene Geradenzug als

Stabzug zu betrachten. Den

Linienzug, welcher die End-

punkte der von einer Geraden

aus aufgetragenen Durchbiegun-

gen verbindet, nennt man
Biegungslinie.

Man konnte mit den bisher
besprochenen Hilfsmitteln, d. h.
mit Hilfe der Arbeitsgleichung,
jede einzelne dieser Durchbie-

Fig. 59a. Fig. 59b. gungen fiir sich bestimmen.

Im folgenden soll jedoch ein

einfacher Weg besprochen werden, der es ermoglicht, die sémtlichen

Durchbiegungen aller Punkte des Stabzuges im Zusammenhang zu
ermitteln.

—~d

Y Vergl. hierzu: Miiller-Breslau: a) Die graphische Statik der Bau-
konstruktionen. Bd.II, Abt. I, Abschn. 1. b) Die neueren Methoden der Festig-
keitslehre. § 17. Foppl: Vorlesungen iiber technische Mechanik. Bd. 111, § 23.
Ferner insbesondere: Mohr: Technische Mechanik. Abhandlung IX, Die
elastische Linie. (Nebst literarischen Notizen.)
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a) Die Biegungslinie als Seilpolygon. — Allgemeine Gleichungen
tiir die elastischen (virtuellen) Gewichte.

@) Zusammensetzung der Ordinaten der Biegungsfliche
durch Aufzeichnen der Momentenfliche eines einfachen
Balkens und Festlegung der SchluBlinie des Seilpolyoms
der elastischen (virtuellen) Gewichte (Miiller-Breslau).

Die Biegungslinie eines mit irgendwelchen Lasten P, belasteten
Balkens ist in Fig. 60 dargestellt. Die Stiitzpunkte 4 und B mogen
sich aus irgendeiner Ursache, etwa durch die Elastizitit der Stiitzen,
um die Strecken Aa und Bb senken. Die Ordinaten [mk] der Fliche,
welche durch die Gerade AB und das Biegungspolygon begrenzt ist,
stellen die gesamten Senkungen [mk] irgendwelcher Systempunkte m
dar. Diese Durchbiegungen [mk] setzen sich aus zwei Teilen zu-
sammen: erstens aus dem EinfluB [mk]” der Stiitzensenkungen, der

Fig. 60a. Fig. 60b.

ohne weiteres durch ‘'die Gerade ab gegeben ist, welche die End-
punkte ¢ und b der Stiitzenordinaten verbindet; zweitens aus den
Verbiegungen [mk|, welche als Ordinaten des eigentlichen Biegungs-
polygons (von @ bis b) aufzufassen sind.

Das Biegungspolygon zwischen a und b (s. Fig. 60a) 1aBt sich,
wie jedes beliebige Polygon, als ein Seilpolygon auffassen, welches
gewissen Kraften w eines Kraftezuges (s. Fig. 60b) entspricht. Von
welcher Linie aus man auch immer die Ordinaten messen mag, ob
von 4B (Ordinaten [mk]) oder von ab aus (Ordinaten [mk']), stets be-
steht zwischen den Kriften, zu denen das Seilpolygon gehort (vgl.
Fig. 60b, Krifte w), und den Ordinaten des letzteren eine bestimmte
analytische Beziehung. Um die Herleitung dieser Beziehungen soll
es sich zunichst handeln.

Mit den Bezeichnungen der Fig. 60a wird:

o — (k] — ) -
ad =[mk] — [nk].

Pirlet, Statik. IL 1. 5
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Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke in Krafteck (Fig. 60a) und
Seileck (Fig. 60b) folgt

W, o aa

H Yl

n
und mit aa” =d’'a ”+aa wird daher

((m#]—[18]) 7 <wa~ww>
w, — H =

n

([mk] — [1k] | [mk]—[nk]
+ 771}

/L’"'L n

Durch diese Beziehung sind die in den einzelnen Teilpunkten m
wirkenden (gedachten) Lasten w, gegeben, deren Seilpolygon mit
der Biegungslinie iibereinstimmt.

In dem besonderen Fall, wo man die von ab aus gemessenen
Ordinaten [mk] ins Auge faBt, lautet die Gleichung, wenn die an
sich beliebige Polweite H — 1 angenommen wird,

[mE—[Ik] | [mk]—[nk]
10"" 2’7!1 _'_ ln

Hier sind die von der Geraden ab aus gemessenen Ordinaten
(s. Fig. 60a) aufzufassen als Ordinaten einer Momentenfliche eines
einfachen Balkens (Schlufllinie ab). Man kann also schreiben

[m k], = Mw >
wenn M, das Moment M eines mit den Gewichten w belasteten ein-
fachen Balkens bedeutet!). — Bei zeichnerischer Bestimmung der
Momente M, ist die Polweite H=1 im MaBstab der Gewichte w zu
nehmen (vgl. die spiteren Beispiele). Allgemein gilt daher die Regel:

Um die Biegungslinie zu finden, ermittele man die
Momentenlinie eines mit den elastischen (virtuellen) Ge-
wichten belasteten einfachen Balkens. Alsdann ist die
SchluBlinie einzutragen, die mit der erst ermittelten Mo-
mentenlinie die eigentliche Biegungslinie ergibt.

Auf den Balken mit iiberragenden Enden (Fig. 61) angewandt,ergébe
diese Regel folgendes. Man bestimme die Momentenfliche des mit

den Gewichten w Dbelasteten ein-

w, =—H

. (37)

4V bbb 4} b} fachen Balkens a—b. Diese
| ? v | liefert die Gestalt des Biegungs-

! | :. | polygons (Ordinaten [mk]). Um

‘* ! i ________lp die eigentliche Biegungsfliche zu
2%1%5 erhalten, deren Ordinaten [m k]
' [k die Durchbiegungen liefern, ist

Fig. 61. . noch die Schlufllinie A B, den

Eigenschaften des Systems ent-
sprechend, einzuzeichnen. Andern die Stiitzen ihre Lage nicht,
erfahren also die Stiitzpunkte die Durchbiegung 0, so ist die

1) Die Gewichte w bezeichnet man als elastische oder virtuelle (ge-
dachte) Gewichte.
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SchluBlinie durch die O-Punkte J und K zu ziehen. — Es ist
also gewissermaBen so, als ob zu den Durchbiegungen [mk], die
durch die erst gefundene Momentenfliche ¢ JKb gegeben sind, eine
nachtrigliche Korrektur hinzugetreten sei, und zwar durch Drehung
des jetzt als starr betrachteten Balkens aus der Lage a —b in die
richtige Lage 4B, welche den Bedingungen, da die Stiitzersen-
kungen O sein sollen, entspricht. — Wéren die Stiitzen elastisch, so
wiren aus ihrer Elastizitit und den Auflagerdriicken die Stiitzen-
senkungef zu berechnen und diese Werte (an Stelle von 0) als Or-
dinaten in J und K einzutragen.

Der einseitig eingespannte Balken (Fig. 62) gibt ein Beispiel,
bei dem die SchluBlinie durch zwei Senkungen festgelegt wird, deren
eine bei 4 ohne weiteres gegeben
ist, wahrend die andere berechnet
wird. Die Ordinaten [m#k] ergeben
sich durch Auftragen der Momenten-
fliche a— b des einfachen Balkens.
Um die eigentlichen Durchbiegun-
gen [mk] zu erhalten, ist noch die
SchluBlinie 4B einzutragen; dies
ist in Fig. 62 zugleich die System-
linie; sie ist gegeben durch die Ordinate O in 4 und die Senkung [Bk]
des Endpunktes B. Letztere ist fiir eine Belastung P, mit Hilfe der
Arbeitsgleichung als Summenausdruck zu berechnen (vgl. § 7 und die
Zahlenbeispiele S. 521f.).

DaBl die Momentenfliche ab von dem Dreieck 4 Bb abzuziehen
ist, lehrt die Betrachtung der einzig moglichen Form der Biegungs-
linie. Auch ergibt sich dies dadurch, daBl die elastischen Gewichte
negativ werden, wie man bei zahlenmaBiger Durchfiihrung der Auf-
gabe nach den im folgenden angegebenen Regeln erkennt.

p) Allgemeine Darstellung der elastischen Gewichte
durch die Momente, Normal- und Querkréifte zwecks zahlen-
méaliger Ausrechnung.

Die bisherigen Ausfiihrungen (unter «) haben gezeigt, wie die Bie-
gungslinie aus derMomentenlinie eines einfachen Balkens und zwei Einzel-
ordinaten, welche die Lage der SchluBlinie liefern, darzustellen ist. Die
elastischen Gewichte, mit denen zur Ermittlung der Momentenlinie jener
Balken zu belasten ist, sind durch Gleichung (37) gegeben. — Indessen
sind bisher die Gewichte w, die wir doch zahlenm#Big ausrechnen miiten,
als Funktion der gesuchten Durchbiegungen [mk] bzw. [mk] dargestellt.
Da die Bestimmung dieser letzteren das Ziel der Untersuchung ist, so
ist die bisherige Form der Gleichung (37) vornéchst fiir die Rechnung
nicht verwendbar.

Eine fiir die zahlenméaBige Ausrechnung geeignete Form erhalt
die Gleichung (37) erst durch folgenden Kunstgriff. Wir fassen die
Werte -},
und somit die Produkte aus diesen Kriften und den Verschiebungen

5*

dem Gedankengange Miiller-Breslau’s folgend, als Krifte
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[mk] in Gleichung (37) als ArbeitsgroBen auf; die durch die Glei-
chung (37) dargestellte Summe &uBerer Arbeiten driicken wir mit
Hilfe der Arbeitsgleichung durch die entsprechenden inneren Arbeiten
aus. Zu diesem Zwecke schreiben wir den Wert w, wie folgt um:

— [mk]'l: (k) [m k]’—n [nk]

— [mk] (Z—l—Z)—[lky-l—lm——— k] -

Hier erscheinen die Verschiebungen der drei aufeinanderfolgen-
den Punkte I, m, n des Stabzuges mit den in Fig. 63 dargestellten
Einzelkréaften multipliziert. Die
in m angreifende Kraft ist posi-
tiv, also, wenn die Senkungen
nach unten positiv gerechnet
werden, nach unten gerichtet;
sie ist gleich der Summe der
beiden anderen, in ! und =
wirkenden Krifte, die indessen
das negative Vorzeichen haben
und daher nach oben gerichtet
sind. Ferner stellen offen-
bar die drei Krifte einen im Gleichgewicht befindlichen
Belastungszustand dar; das Biegungsmoment der beiden
in [ und » wirkenden Krifte in bezug auf den Punkt m

hat den Wert 1 (% am Hebelarm /1>.

w,

Es handelt- sich somit in Fig. 63 um einen im Gleichgewicht
befindlichen Belastungszustand. Der Verschiebungszustand (Form-
dnderungen [mk] usw.) rithrt der Voraussetzung gemill ebenfalls von
einer im Gleichgewicht befindlichen Belastung P, her. Da die Form-
anderungen kleine GréBen sind, so sind die Voraussetzungen fiir die
Anwendung der Arbeitsgleichung gegeben, und es ergibt sich nach
Gleichung (19a) S. 34 fiir die &HuBlere Arbeit w,, die nachstehende
Summe innerer Arbeiten:

wa— [ 2 H208 [ Deds (o, O

Dabei bedeuten die Werte M’, N’, @' die von den duBeren

des des

. (38)

1
Kriften - hervorgerufenen inneren Kréafte (Momente, Nor-

i
malkréfte und Querkrifte); sie entsprechen der Belastung P,
in den allgemeinen Arbeitsgleichungen. Die GroBen M,, N,
Q. sind die von der gegebenen &uBleren Belastung P, er-
zeugten inneren Krifte, d. h. jener Bela,stung, fir Welche
die Blegungshnle gesucht wird. Da alle in Gleichung (38) vor-
kommenden inneren Krifte ohne weiteres anzugeben sind, so ge-
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stattet diese Form der Gleichung fiir w eine zahlenméifige Ausrech-
nung der elastischen Gewichte.

Damit ist die Losung der Aufgabe in eine praktisch verwend-
bare Form gebracht, und es soll nunmehr, zwecks Herleitung ge-
schlossener Ausdriicke fiir die Gewichte w, die Gleichung (38) auf ein-
zelne Fille angewandt werden.

Zu bemerken ist noch, daBl, den vorstehenden Ausfiihrungen
entsprechend, nach Gleichung (37) naturgemiB das elastische Gewicht
eines jeden einzelnen Punktes m des Stabzuges, dessen Biegungslinie
gesucht wird, berechnet werden mubB.

b) Anwendung der allgemeinen Gleichung (38) fiir die elasti-
schen Gewichte. Geschlossene Ausdriicke fiir die elastischen
Gewichte w bei vollwandigen Systemen und Fachwerken.

«) Das elastische Gewicht fiir ein biegungsfestes Stab-
werk ergibt sich durch die folgende einfache Uberlegung, wobei die
frither gefundenen Ergebnisse der Berechnung von Verschiebungen
(§ 7) benutzt werden. In Gleichung (88) vernachlédssigen wir in gleicher
Weise den geringen Beitrag der Querkrdfte und schreiben somit

w_fM,Mds +fN'NdS

Die Momente M’ und Normalkrifte N’ entsprechen der in Fig. 63
dargestellten Belastung und sind in Fig. 64 angegeben. Werden die

/1—”- sim Pn

Fig. 64.

1 1. .
Krifte R und - in ihre Komponenten in Richtung der Stabzug-

sehnen Im bzw. mn und senkrecht dazu zerlegt, so ergibt sich:

1 1
oS, bzw. cosg, senkrecht zu den Sehnen,

m n

1 . 1 . .
und — - sing, bzw. +T-sin @, in Richtung der Sehnen,
deren Lénge mit s, bzw. s _ bezeichnet sein moge. Zu beachten ist,
daB die Normalkrafte bei positiven Winkeln ¢ und ¢ entgegen-

gesetztes Vorzeichen haben, da sie eine Druckkraft und eine Zug-

kraft darstellen. Die Zerlegung der Krifte % und —%« denke man

m n
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sich sowohl an den Endpunkten ! und %, als auch im Punkte m
vorgenommen.

1 1 .
Da T eosg =1 ist, so ist die Belastung senkrecht zu den
S

Stdaben, die allein Momente erzeugt, die gleiche wie frither, wo die
Winkelanderung A4 zweier biegungsfest verbundener Stibe zu be-

stimmen war (Kriftepaar 1; Einzelkrifte 1 am Hebelarm s). Die
s

M,-Fliche mdge, wie in fritheren Aufgaben, auf den Strecken s,
und s, den in Fig. 65 dargestellten geradlinigen Verlauf haben. Die

m:
%)

”m

T
i

m
Fig. 65.

Teilstrecken s sind so klein angenommen, dall man die Momenten-
fliche praktisch stets als geradlinig begrenzt annehmen kann. Wir
fanden [s. Gl (35), S. 62]

M, ds
4 —_— —
fM *_Aﬁf BEJm eM,+ M) 6EJ -2M, -+ M),
wo J,, und J, die Triagheitsmomente auf den Strecken S,y bZW. s
bedeuten. — Den Beitrag der Normalkrafte erhdlt man nach den

Fig. 64 und 65 ohne weiteres. Setzt man fiir die Spannungen auf
den Strecken s, bzw. s, (infolge der Belastung P,)
N,

m _
—" =9, bzw. ?—on,

und ferner fir diemLéngen
Yl y)

—lm_ paw. g =

cos @, " coseg,’
so erhdlt man, wenn die Zugkrifte positiv gerechnet werden:

JN’NdS

Hiernach ergibt sich 1nsgesamt.

m

(4
n tg (pm_*_fn'tg(pn‘

Om On
'wm::A{}—E-tg(pm—l—E-tg(pn ... (39)

oder:

Wy =

Etg(pm+ A8Pn . . . . . . . . . . (393)
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Das Ergebnis ist also dies, daB das elastische Gewicht w,,
eines Punktes m des Stabzuges sich aus den Ordinaten M,, M,
und M, der drei aufeinanderfolgenden Punkte I, m, n des Stab-
zuges sowie aus den in den Stabzugsehnen s, und s, wirkenden
Normalspannungen o, und ¢, nach Gleichung (39) zusammensetzt. Es
sind somit die Ordinaten der Momentenfliche (fiir die Belastung P,)
an den einzelnen Punkten m des Stabzuges sowie die Normalkrifte
infolge P, in den einzelnen Stabzugsehnen festzustellen, um nach
Gleichung (39) die elastischen Gewichte berechnen zu koénnen.

Bei Vernachldssigung des Einflusses der Normalkrifte
geht die Gleichung (89a) in folgende Form iiber:

W=

@M, + M) - M, M,) (39b)

6EJ GEJ

In dieser Form werden wir insbesondere bei der Untersuchung
statisch unbestimmter Systeme im allgemeinen die elastischen Ge-
wichte verwenden.

Die Biegungslinie des geraden Balkens.
(Satz von Mohr.)

Der in Gleichung (39b) dargestellte Ausdruck ergibt sich ebenfalls,
wenn man sich den einfachen geraden Balken A B (Fig. 66) mit der

w, Ml oM W~Flicke
Fig. 66a. %'4 Zl p- P .
| | |
)
: { //I/ /
/
| A E;"‘/ o Y piche
{ 57”‘7 I \EZ’:‘ S|
Fig. 66b.@ 7 m ,77, >
!esm—egesna

durch E-J dividierten Momentenfliche belastet denkt. In Fig. 66b

ist die EMJ-Fliche dargestellt, wobei auf den Teilstrecken s, und

s, die Triagheitsmomente J,, und J, verschieden angenommen sind.
(Hier ist J,~>J ) angenommen.) Fragt man nach der Einzellast,
die von den beiden trapezférmigen Belastungsflichen auf den Punkt m
iibertragen wird, so erhalt man den durch Gleichung (39) dargestellten
Wert. Denn werden die Trapeze durch Diagonalen in Dreiecke ge-
teilt (Fig. 66b), so kommt von dem Inhalt der beiden Dreiecke I
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und I’ je 1, von den beiden anderen, II und II', je 2 als Last
auf den Punkt m. Also wird der Gesamtwert
2/ M, s M, sn> 1 < M, s, M, sn>
R P A TR T

EJ, 2 " EJ, 2

w,, :g
oder:

Sm__ S

Dies ist der gleiche Ausdruck wie in Gleichung (39b). Es gilt
also der Satz:

Um die Biegungslinie eines geraden Balkens zu er-
halten, belaste man das System mit der durch E.J divi-
dierten Momentenfliche und ermittele die auf die ein-
zelnen Teilpunkte m entfallenden (elastischen) Gewichte
(GL 39b). Die Momentenlinie des mit diesen Gewichten w

belasteten Balkens (sog.zweite
Momentenlinie)liefert dieBie-
gungslinie. (Satz von Mohr)

Es sei hier noch die einfache

und anschauliche Art der Her-
leitung angefiihrt, wie sie von

8 Mohr gegeben wurde, welcher
zuerst die hier in Frage stehenden
Eigenschaften der Biegungslinie
nachgewiesen hat. Der Balken
sei, wie in Fig. 67a angegeben,
derart belastet, daB an der Stelle z
die Belastungsordinate ¢, ist; die
Neigung der Tangente des zu-
gehorigen Seilpolygons sei ¢. In
Fig. 67b teilt die Schlufilinie 08
die Auflagerdriicke 4 und B ab;
der Strahl OT ist parallel der
Tapgente an das Seilpolygon. Die
Strecke ST gibt die Querkraft Q_.
Man erhilt also:

Fig. 67a.

ay _ 9
dx H
Also wird:
d*y 1 4@, 1 ¢q,-dx 1
dz® H dz H dz  H %

wobei ¢, die Belastungsordinate an der Stelle x bedeutet. Das
Minuszeichen ist deswegen am Platze, weil mit zunehmendem x die
Querkraft abnimmt, also d@_ negativ ist.
Die Gleichung stellt die Differentialgleichung einer Seillinie dar.
Nun lautet bekanntlich die Differentialgleichung -der elastischen
Linie
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&y _ M,

dx? EJ’
wobei M, die Ordinate der Momentenfliche bedeutet. Aus der
Gleichsetzung 1 m

HE" " EJ

folgt die Belastung ¢, die die elastische Linie erzeugen soll, wenn
die Polweite H=1 ist:

J . Mx

=gy’
d. h. die Biegungslinie ist aufzufassen als eine Seillinie
mit der Polweite H=—1, und zwar zu einer Belastungs-
fliche, welche mit der durch EJ dividierten Momenten-
flache iibereinstimmt.

f) Das elastische Gewicht der Knotenpunkte eines Fach-
werks, in welchem nur Normalkrifte (Stabkrifte §) auftreten, er-
gibt sich ebenfalls aus Gleichung (38). Diese Gleichung vereinfacht
sich in diesem Falle zu folgender Form:

w, fN,l\ds

Die Normalkrifte N sind zu ersetzen durch die Stabkrifte S,
an Stelle des Integrals tritt das Summenzeichen 2, und diese Summe
ist zu erstrecken iiber alle Fachwerkstdbe; die Lidnge eines Einzel-
stabes sei mit s bezeichnet. Also wird:

—ZS'S"S N )

Hier bedeuten S die Spannkrifte infolge der Belastungen
1
T in den drei aufeinanderfolgenden Punkten I, m, n des Stab-
zuges (s. Fig.63). — §, sind die Spannkrifte S infolge der gegebe-
nen Belastung P,, fiir welche die Biegungslinie gezeichnet werden soll.

Die Auswertung des Summenausdrucks w,, gestaltet sich
je nach der Art des Fachwerks verschieden. Wir betrachten zunédchst
das in Fig. 68 dargestellte Strebenfachwerk, wo der Diagonalen-
zug den Stabzug bildet, also die Durchbiegungen sémtlicher Knoten-
punkte gesucht sind. Die Spannkrifte S, infolge der Belastung P,
mogen als gegeben angenommen werden, so daB es sich nur noch

um die Spannkrifte S’ infolge der Belastung % handelt (s. Fig. 68).

Diese Lasten % stellen einen im Gleichgewicht befindlichen Be-
lastungszustand dar, durch den nur die drei Stdbe des Dreiecks

1) Gebrauchlich ist die Anwendung des elastischen Gewichts in folgender

Form: wm:ZH-Zs Hier ist u statt S’ und 4s statt ZF

eingesetzt.
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I-m-n beansprucht werden. Die iibrigen Stibe des Systems bleiben
spannungslos. Die Spannkrifte S in diesen drei Stdben konnen in
einfachster Weise durch Zer-
legung der Lasten nach den
angrenzenden Stiben gr a-
phisch ermittelt werden.
Will man neben der Zeich-
nung auch die Rechnung
verwenden, so koénnen die
drei Stabkrifte O' im Ober-
gurt und D,” bzw. D, in
den Diagonalen auch wie
folgt gefunden werden. Die
Spannkraft O ergibt sich aus
dem Moment fiir den gegen-
iiberliegenden Knotenpunkt.
Da dieses den Wert 1 hat,
so wird die Druckkraft O’
(negatives Vorzeichen):
o—-1
7
In &hnlicher Weise findet
man die Spannkrifte D’
und D,’, wenn man die
Lasten in / und » nach den
angrenzenden Stében zerlegt
Fig. 68. und das Moment um den
Punkt m' (senkrecht tiber m
auf dem Obergurt) aufstellt. Es wird (s. Fig. 68):
1 , 1
Dl,:+h; und D, :—i—ﬁz

Hiernach kann der Wert w,, angegeben werden. Er enthilt
nur drei Glieder, da nur in drei Stdben Spannkrifte S’ auftreten.
Bezeichnen O, D,, D, die Spannkriifte infolge der Belastung P,,
o, d,, d, die Stablingen, F,, F,, F, die Querschnitte, so wird:

1 Oo 1 D,d, 1 D,d,
Yn = HF, b, EF, Th EF,"

Liegt ein Fachwerk mit Vertikalen vor, etwa wie in Fig. 69a,
und wird die Biegungslinie einer Gurtung, etwa der oberen, ge-
sucht, so gestaltet sich die Berechnung des elastischen Gewichtes
w,, eines Knotenpunktes m wie folgt.

Die drei aufeinanderfolgenden Punkte I, m, n des Stabzuges,
d. h. des Obergurtes, sind in gewohnter Weise mit den Kriften

% zu belasten. Hierdurch werden die in Fig. 69a gekennzeichneten

sechs Stibe beansprucht, so daB der Summenausdruck w, insgesamt
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sechs Glieder enthielte.
graphisch durch einen Krifteplan

Durch Rechnung bestimmen
sich die Krafte 8’ wie folgt. Die
Gurtspannkrifte O' und U’ erhilt
man aus dem Moment fir die
gegeniiberliegenden Knotenpunkte
m bzw. m’. Da dieses Moment
den Wert 1 hat, so wird:

- 1
U= +Tu .

Die Diagonalspannkrifte D,
und D,’ findet man aus den Mo-
menten um eben jene Punkte m
und m’ aus den Gleichungen:

, 1
D, =+ B’
1

D,

75

Die entsprechenden Spannkrifte 8’ konnen
bestimmt werden.

Fig. 69a.

Sind auch diese épannkréfte gefunden, so erhilt man die Spann-

kraft 7’ in der Vertikalen am ei

nfachsten aus der Gleichgewichts-

bedingung um m', indem man unter Verwendung der bekannten
Grofen U und D, das geschlossene Kriftepolygon des Punktes m’

zeichnet. — Auch V’ kann in der
wie die Diagonalkrifte,
ndmlich als  reziproker
Wert einer Strecke z; je-
doch erfordert die XKon-
struktion dieser Strecke
das Einziehen verschiede-
ner Linien und ist um-
stindlicher als die Rech-
nung oder auch als das
Zeichnen des Krifteplanes
fiir den Punkt m'?) (siehe
Fig. 69b).

1) Die Spannkraft ¥V’
erhilt man bei Belastung
der oberen Gurtung aus
der Gleichung 10¢, S.15

J‘I;;z—1

‘m

hm

Da in unserem Falle My —1

=0 und My ==1 ist, so er-
gibt sich

gleichen Form dargestellt werden
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Zwecks rechnerischer Bestimmung der elastischen Ge-
wichte eines Fachwerks kann auch der fiir vollwandige Systeme
benutzte Weg eingeschlagen werden. Man zerlege in Fig. 70 die

1. . . .
Lasten 7 in zwei Komponenten, und zwar eine senkrecht, die an-

dere parallel zu den Stiben Im und mn des Stabzuges; dann er-
kennt man ohne weiteres, dafl die gleichen Beziehungen wie friiher
bestehen bleiben. Die senkrecht zu den Stiben wirkenden Krifte
leisten nur Arbeit bei der Verdrehung der Stibe, d. h. wihrend der
Anderung A9¥, des Winkels ¢#,, und zwar hat diese Arbeit den
Wert 1-4¢9,. Die Komponenten in Richtung der Stibe kénnen
nur bei der Lingendnderung dieser Stibe Arbeit leisten. Aus alle-

1 P
’lm hm ’
Bei Belastung der unteren Gurtung ergibt sich aus Gl. (10d) der Wert

Vi, ——

1 h%+1
(A
V,=++ i Thy
Nach diesen beiden Gleichungen lassen sich die Spannkrifte 7’ in einfachster
Weise berechnen.
Will man dagegen V' dhnlich wie ¢/, U’, D' als reziproken Wert einer
Strecke z darstellen, so schreibe man (bei Belastung oben):

’
gl 1 Py
z ;‘"l h”]
oder
I s
z hon
oder
- ’
A?ll —z hm—l - ;’/m .
l"l hl)l

In Fig. 69b ziehe man EB parallel zum Obergurt O,, BD parallel zu
AE bzw. zum Untergurt Um+1 und D@ senkrecht zu EF —1,. Alsdann ist

Wy_1—hy AB ED EG EG

hy_.  AC EC EF 7,
Also wird
ln—z_EG
Im  Am
oder
Im—2z=EQG,
d. h.

2=y —EG=FG.

Mit diesem Wert z ist

1
Vi =— -
Handelt es sich um die Belastung der unteren Gurtung, so tritt
an Stelle von z der in Fig. 69b (oben rechts) dargestellte Wert 2/, der sich
auf ganz entsprechendem Wege ergibt. An Stelle von EA tritt E' A’ (Ver-
lingerung von O,), an Stelle von E B tritt E'B’ (Parallele zu Uy 1) Als-
dann gilt die Gleichung
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dem folgt, daB fiir das elastische Gewicht der frither (s. Gl 39) ge-
fundene Wert:

, w, =49, —o, -tgp, +o,-tg,
in Frage kommt. Die Winkeldnderung 4¢ hat hier den fiir das
Fachwerk giiltigen Wert, der durch die Gl. (36) gegeben ist.

Hierbei ist zu beachten, daB
o, und o, die Spannungen in den
Stiben Im und mn des Stabzuges,
die den Winkel ¥ bilden, bedeuten.
Werden nun, wie in Fig. 70, die
Stibe und damit auch die Stab-
spannungen nach den gegeniiber-
liegenden Knotenpunkten bezeich-
net, so wire zu schreiben (siehe
Fig. 70a)

w,, = — 4 0711 — Oy tg P

T o tg

Fiir 49 wire dann der friiher
fiir die VergroSerung von 4 ge-
fundene Wert einzusetzen:

49, =(0,,—0,)-ctg

+ (Gm - Gl) ' Ctg ﬁn:
wobei zu beachten ist, daBl hier
(Fig. 70) im Gegensatz zu friiher
(s. Fig. 47e u. Gl 19) die Krifte
im Sinne der Verkleinerung des
Winkels ¥ wirken; daher ist
— A9, in w,, einzusetzen.

Die Neigungswinkel ¢ der bei-
den Stibe des Stabzuges sind wie
friiher von der durch die Anfangs-
punkte der Stibe gelegten Horizontalen aus nach oben positiv zu
rechnen. ¢, wire also hier negativ. — Umgekehrt wire es in Fig. 70b,
wo der Punkt m oben liegt. Hier wire 449, (statt — 449,,) in
der Gleichung fiir w, einzusetzen,

Es sei nochmals darauf hingewiesen, daBl in allen Féllen fiir
die Groen o die Stabspannungen infolge der Belastung P
einzusetzen sind, fiir welche die Biegungslinie gezeichnet wird.

Anmerkung 1. In Fig. 71 ist der Fall dargestellt,
dal eine Gurtung der Stabzug ist und demnach infolge
der Belastung der drei aufeinanderfolgenden Punkte [, )
m, n die in der Figur gekennzeichneten sieben Stibe
Spannungen erhalten.

Wird in diesem Falle das w-Gewicht nach GI. (40)
als Summenausdruck berechnet, so gehen sieben Glieder
ein. — Wird Gl. (39) verwandt, so ist unter 4 ¢ (Ande-
rung des Winkels zwischen Im und mn) der Gesamtwert
der Anderungen der drei am Punkte m liegenden
Dreieckswinkel zu verstehen; von diesen ist jede Fig. 71.

L
A,
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einzelne Winkelinderung aus den Spannungen o der Stibe des betreffenden
Dreiecks nach Gl. (36) zu berechnen.

Anmerkung 2. Ist bei einem Sténderfachwerk nach der Durchbiegung
der Knotenpunkte der oberen und der unteren Gurtung gefragt, so fillt von
den beiden Staben Im und mn des Stabzuges der zweite in die Richtung der

Vertikalen. Offenbar ist dann kein Gleichgewicht zwischen den Kriften

mehr moglich (vgl. Fig. 63). In der Gl (39) fiir w,, wird der Wert tg ¢, gleich
unendlich. Die bisherige Art der Behandlung der
7 n__n Aufgabe fithrt also auf Schwierigkeiten.

In diesem Falle kann man sich in der Weise
helfen, da man die Biegungslinie einer Gurtung,
etwa der oberen, in der bisherigen Art ermittels,
indem man die Punkte I, m’, »’ (s. Fig. 72) an Stelle
von I, m, n nimmt. Die Durchbiegungen der Punkte
der anderen Gurtung werden dann mit Hilfe der
Léngendnderung Av der Vertikalen bestimmt, die

nach der Gleichung Av:»Z'fIﬁ berechnet wird, wo

Vy die Spannkraft in V infolge der Belastung P,

; s die Stablange der Vertikalen und F ihren Quer-

Fiz. 72 schnitt bedeutet. Dieser Wert 4v ist an die Durch-
g 1= biegung [m'k] anzutragen (s. Fig. 72).

¢) Die Biegungslinie als EinfluBlinie einer elastischen Ver-
schiebung. Hiufig handelt es sich um die Durchbiegung [im] eines
Systempunktes ¢ infolge einer wandernden Last P, =1t, d. h. um
die EinfluBlinie der Durchbiegung [¢m]. Man kénnte den Wert [im]
fiir eine Anzahl Laststellungen mit Hilfe der Arbeitsgleichung be-
rechnen und so eine geniigende Anzahl der Ordinaten der EinfluB-
linie ermitteln. Ein einfacherer Weg zur Losung der Aufgabe ist durch
_ den Maxwellschen Satz gegeben.
=1 Da némlich

im] ==
% > ¥ s [im] = [mi] ‘
ist, so kann man sagen: Die
Durchbiegung des Punktes ¢ infolge
l/ng einer Last 1, die der Reihe nach

in den Punkten m,, m,, ... an-

> [l > greift, ist gleich der Durchbiegung

, dieser verschiedenen Punkte m,,

Fig. 73. m,, ... infolge der Last P;—1 im

Punkte 7. Diese Durchbiegungen

der Systempunkte m infolge P;=1 sind aber durch die Biegungs-

linie fiir die Last P,—1 gegeben. Die Ordinaten dieser Biegungs-

linie stellen die Werte [m:] und somit auch [im] dar, d. h. die Bie-

gungslinie fiir P;=1 ist die gesuchte EinfluBllinie fiir die Durch-
biegung [¢m].

Ergebnis. Die EinfluBlinie einer elastischen Verschie-
bung [¢m] eines Punktes 7 (bzw. der Verdrehung einer Ge-
raden 7) ist identisch mit der Biegungslinie des Systems fiir
die Belastung P,—1 (d. h. fiir 1t im Punkte ¢ bzw. fiir ein
Kriaftepaar 1 in Richtung der fraglichen Verdrehung).
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d) Besprechung einiger Einzelaufgaben,

@) Das elastische Gewicht w, im Scheitelgelenk eines
Dreigelenkbogens. Bei den bisherigen Darlegungen erstreckte sich
1
A
stets nur auf einen mehr oder minder beschrénkten Teil des Systems,
Es kommen aber auch Fille vor, wo diese Belastung das ganze System
beansprucht, so dal in den Summenausdruck alle oder die meisten
Teile des Tragwerks eingehen. Ein solcher Fall liegt z. B. beim Drei-
gelenkbogen vor, wenn nach dem elastischen Gewicht im Gelenk-
punkte des Scheitels gefragt wird.

Wird der Scheitelpunkt mit 7 bezeichnet, so ist zur Bestimmung
von w, die in Fig. 74 angegebene Belastung mit den Lasten

der Einflu der Belastungen -- in den Punkten I, m, n des Stabzuges

Fig. 74.

1 :
T wie iiblich auzubringen. Diese Belastung beansprucht alle Teile
des Systems, insofern sie Auflagerkréfte, und zwar den Horizontalschub

1
7 erzeugt!). Es entstehen -Momente:

1
M, = — ? <Y
und Normalkrifte:
1
N = —".cosy.
’ 14

Die allgemeine Gleichung fiir w,, lautet:

Das erste Glied stellt die Arbeit der Momente M’ (hervorge-
rufen durch die Lasten i), das zweite diejenige der Normalkréfte

N’ dar; beide, die Momente M’ wie die Normalkrifte N’, wirken
wihrend des Forménderungszustandes infolge P,. Man denke sich

1) Der Horizontalschub eines Dreigelenkbogens berechnet sich aus dem
Moment des einfachen gelenklosen Balkens fiir die Gelenkstelle, dividiert durch
die Pfeilhche f. Das Moment fiir den Gelenkpunkt m ist hier gleich 1.
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die Bogenachse in einzelne Strecken s aufgeteilt, welche insgesamt
den Stabzug darstellen (s. Fig. 75). Die infolge der Form-
Ny dnderungen verinderte Ge-
— | "\ stalt des Stabzuges ist in
Fig. 75 durch die strich-
punktierte Linie darge-
stellt. Wir betrachten die
~ einzelnen Sehnenstiicke in
ibrer durch Verdrehung
(nicht Verbiegung) geén-
derten Lage. Wihrend
dieser Lagendnderung der
Strecken s leisten die
Momente M’ Arbeit, und
zwar, wenn M’ das an der
jeweils betrachteten Stelle
wirksame Moment ist
Fig. 75b. (s. Fig. 75b),

-M’ (II“I—T’,):.M,'A[?.

Hierbei hat man sich das Moment M’ als je ein die beiden
Strecken s, und s, belastendes Kriftepaar M’ zu denken. Setzt

. . . N .
man noch in der Arbeitssumme w, fiir Fk die Spannung o ein, so

ergibt sich:
— oA 1O
w EM 49, + ENE s.

Diese Gleichung ist anzuwenden, wenn vorausgesetzt wird, da8
die Widerlager sich nicht verschieben und somit der Horizontalschub

1— keine Arbeit leistet.

Verschieben sich dagegen die Widerlager und vergréBert sich
dabei die Entfernung ! der Auflager um Al, so tritt zu den obigen

inneren Arbeiten noch die #uBere Arbeit des Horizontalschubes —1—
1
hinzu, welche nach Gleichung (21), S. 36, den Wert — (— A7)

=+']1? Al hat. (Das Minuszeichen vor Al ist nach der Vorzeichen-

regel zu Gl (21) einzusetzen, weil die angenommene Verschiebung A1
nach auBen, also im entgegengesetzten Sinne des nach innen positiv
gerechneten Schubes erfolgt.) Somit lautet in diesem Falle der
Wert w,, wenn man die oben angegebenen Werte fiir M’ und

N’ einsetzt:
1 g
wm_,f,,<§'y.mk+ E'E’ﬁ.s.cosy—m).
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Hierin ist eingesetzt:

M’:—-—‘;/,- (negatives Moment)
und N'-g=— -;-cos y-s == ———% -4 (Druckkraft) (s. Fig. 74).

Die Winkelinderungen A%, in dieser Gleichung werden bei
zahlenmafiger Durchfithrung der Aufgabe bereits bei der Ermittlung
der w-Gewichte der einzelnen Punkte des Stabzuges berechnet.

Es ergibt sich nach den fritheren Darlegungen von selbst, daB
der gleiche Ausdruck fiir w,, auch beim Fachwerk giiltig bleibt.
Ist z. B. die Biegungslinie des Obergurts bei dem in Fig. 76 dar-

Fig. 76.

gestellten Dreigelenkbogen gesucht, so gelten die gleichen Uber-
legungen wie vorhin mit entsprechender Anpassung an das Fach-
werk. Unter 4¢, sind, wie sonst, die Anderungen der Winkel
des Stabzuges (s. Fig. 76), unter 1 die Projektionen der Einzelstéibe
des Stabzuges (Feldweiten) zu verstehen.?)

f) Das elastische Gewicht eines Punkies m einer Drei-
gelenkbogenkette. Als Erlduterung des Verfahrens zur Berech-
nung elastischer Gewichte sei hier noch ein Beispiel angefiihrt,
welches spiter bei der Behandlung der Vierecksnetze (der soge-

1) Es sei noch darauf hingewiesen,
daB das Gewicht w,, des Gelenkpunktes
im allgemeinen nicht genau gleich der
Winkeldnderung 4, ist; denn die in die
Stabrichtungen fallenden Komponenten

der Lasten ; (s. Fig. 77) liefern einen

weiteren Beitrag zu w,,, so daBl der durch
die Gleichung (39) (s. S.-70) dargestellte
allgemeine Ausdruck fiir das elastische
Gewicht in Frage kommt. Die vollstindige Gleichung fiir w,, lautet also:

1 ul o Om On
wnz:_"f<Z?/Aﬂk+2—E"'l+Al>_"E—tgwln+ftg¢n-

Jedoch ist dies fiir die Rechnung ohne Belang; zudem ist ja wohl durchweg
die Neigung der an das Scheitelgelenk anschlieBenden Stibe gegen die Hori-
zontale sehr gering.

Pirlet, Statik. IL 1. 6
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nannten Vierendeel-Tréger) eine Rolle spielt. Die Fig. 78a stellt
das statisch bestimmte und starre Grundsystem eines solchen
Rahmengebildes dar. Es ist eine Zusammenfiigung nach Art einer
Kette, deren Einzelglieder DreigelenkbGgen sind; diese letzteren
(Fig. 78Db) bestehen aus je einem vertikalen und horizontalen geraden
Stab, sowie aus einem rechtwinklig ausgebildeten dritten Stab. In den

Fig. 78a.

Gelenkstellen wirken beim biegungsfesten Rahmentrager Einspannungs-
momente X, welche die Stabenden beaunspruchen (Fig. 78b und 78¢).
Die meisten dieser Stabenden sind durch mehrere Einspannungs-
momente X beansprucht, die sich zu den Stabmomenten M zusam-
mensetzen. So z. B. wirken am Fulpunkt der mittleren Vertikalen
in Fig. 78c die beiden Einspannungsmomente X, und X,, die sich
zu dem Gesamtmoment M, zusammensetzen. In dhnlicher Art sind
auch die iibrigen Momente M in Fig. 78c aufzufassen.

Fig. 78b. Fig. T8c.

Es handele sich nun um die Biegungslinie bzw. die elastischen
Gewichte dieser Dreigelenkbogenkette, wenn die Stabenden durch
die Momente (M, M,,M,,...) beansprucht sind, die von der Ge-
samtheit der Einspannungen X an den Gelenkstellen herriihren.

Beriicksichtigt man lediglich den Beitrag der Momente zu den
Forménderungen, so bestimmt sich das elastische Gewicht w, des
Punktes m nach der Gleichung:

, M, ds
wm—fer By
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Wir bezeichnen mit J’ den Wert irgendeines Trigheitmomentes und
berechnen den Wert
EJ'w,, :J MM, ds J7 .

Die Momentenfliche infolge der Belastungen %A (M'-Fliche) ist in

Fig. 78a dargestellt. Es ist leicht zu ersehen, dafl an den Stab-
enden die Ordinaten O bzw.+1 fir die Momente M’ gelten
miissen?). Das Integral erstreckt sich demnach nur iiber die beiden
oberen Gurtstibe (4, und 4, . ,) und die beiden Vertikalen (%, und
bk, .,), da nur in diesen Systemteilen Momente M’ auftreten. Es
interessieren uns also auch nur die Momente M, dieser System-
teile. Die Ordinaten der M,-Flichen an den Enden der genannten
Stibe sind mit M , M,, .. M bezeichnet (Fig. 78¢). Man erhilt,
wenn man zur Auswertung der einzelnen Integrale die Formeln aus

§ 7b verwendet, ohne weiteres die folgende Gleichung. Hierbei ist

der E.J’-fache Wert bestimmt und s-gf‘*s gesetzt.

b4

J'w —fM’Mds~:—4ﬁ(2M M) Ly )

ke

”‘7(‘3Md"[‘M) hm#l‘(2M +Mg)

Die Momente M an den Stabenden sollen herrithren von den Einzel-
momenten X, die bei Einspannung an den Ecken in den Gelenk-
punkten wirken. Aus diesen GroBen X setzen sich die Momente M
nach den folgenden Gleichungen zusammen, wobei die Vorzeichen
nach der unten angegebenen Regel im Hinblick auf die Stabverbie-
gungen festgesetzt sind?),

Ma—X
M,— X—Xb—l—X
M,—X,;

'Mc: d—Xe+Xf;
Mds—XaJrX,,—-XJrX;
M,=—
Mf‘—Xd-{—X X+ X,;
M,— —X.-}- X,.

1) Wichtig ist die Wahl der Vorzeichen. Hierfiir beachte man die An-
merkung auf S. 50. Man verfiige etwa iiber die Vorzeichen so, daB bei den
Gurtstiben die Durchbiegungen nach unten positiv, nach oben negativ, ferner
die Ausbiegungen der Vertikalen nach rechts positiv, nach links negativ sein
sollen. Diejenigen Momente M’ seien dann positiv gerechnet, die einer Be-
lastung entsprechen, welche positive Verbiegungen der Stibe erzeugt. Die-
selbe Festsetzung mull fir die Momente M, gelten, d. h. auch diese gelten
als positiv, wenn die Belastung P;, Stabverbiegungen in dem vorhin als positiv
festgelegten Sinn erzeugt.

) Es ist leicht zu ersehen, wie die Werte M sich aus den GréBen X
zusammensetzen. Zu diesem Zwecke stellen wir zunichst die Momentenfliche
eines Einzelrahmens infolge jeder der drei Einzelwirkungen X,, X,, X, dar.

6*
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Diese Werte wiren fiir die GréBen M in die Gleichung fiir w,,
einzusetzen; dann ergibt sich das elastische Gewicht als Funktion
der iiberzihligen Krifte X in folgender Form:

1' ;n' | N
w,, = 6[ (X *X Xc)-}_X]__-GLI_[Z(X ——.Xe‘i—Xf)_T_Xd:'
¥, 4
2K, — X, X ) — 2K, X, —X ] [ (X, — X+ X)
—2X + X —X,]

Der Aufbau der Formel ist einfach und die Verteilung der Werte X
an Hand der Fig. 78c leicht zu iibersehen. Die Verwendung bei
Rechnungen ist natiirlich so zu denken, dafl die Werte X zahlen-
miBig gegeben sind. Néheres hierzu werden wir bei der Behandlung
der Vierecksnetze finden.

e) Anhang: Zahlenbeispiele zur Erliuterung der Ausfithrungen
iiber Biegungslinien.

a) Beispiel fiir ein vollwandiges System. Es sei gefragt
nach der Biegungslinie eines einfachen Balkens, dessen Belastung
aus Fig. 80 zu ersehen ist. Die zugehdrige Momentenfliche ist
ebenfalls in Fig. 80 gezeichnet.

Zunichst wurde angenommen, daBl der Querschnitt iiberall kon-
stant sei, und zwar sei der Querschnitt der in Fig. 80a dargestellte
mit einem Widerstandsmoment von 6235 cm® und einem Tragheits-
moment von 6235 >< 33,6 = 209496 cm*.

In den Fig. 79a, 79b, 79c sind diese Momente und zugleich die fiir die Vor-
zeichen maBgebenden Stabverbiegungen angegeben. Die Figuren bediirfen
wohl keiner weiteren Erliuterung. Man erkennt, daBi z. B. am rechten Ende

Fig. 79a. Fig. 79b.

des Obergurts bei gleichzeitiger Wirkung der drei Einspannungen X ein Ge

samtmoment

Mb == Xa - Xb + Xc
wirken muB. Auf die Vertikalen wirken Einspannungen X der beiden an-
grenzenden Rahmen. Daher ergibt sich z. B. fir das Moment M, (Fig. 78¢)
am oberen Ende der Mittelvertikalen der Wert:

M, = —X,+ X; — X, vom linken Rahmen,
M ? — X, vom rechten Rahmen;

also im ganzen:
Mi=—X,+X,— X+ X,.

Entsprechend sind die iibrigen Momente zusammengesetzt.
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Alsdann gilt (s. GL (39b), S. 71):

BJw, =2 M, + M)+ 22 M, + M,).
728 24t
= ~—3m——sde—3m—fe——4m—n
W w0002 = - t
2 —19m — ﬁﬁ

<1, 511t 1,5 0, 5 rre ], 5 e 1,525 ] 1>

Hiernach ergeben sich im einzelnen'folgende Werte:

1 1,5 | s
. % (2-27 - 54)— 40,5

EJw, = G (2-27 -+ 0)-- 5

v 1,5 1,5,

EJw, = - (2-54 -+ 27)-F ' (2-54 -+ 63)=16,5
1,5 ) ; 1,5 ) _ 3
1,5 X 1,5, _

EJw4:—tT(2-72+o3)+-6—(2-(2+45):99,0
1,5 15 ,

EJw, = G (2-45—1~12)4—?(2'454—18)—_—67,5
1,5 B 1,0

EJw, = G (2-18—}—40)—{—7;—(2-18—}— 0)= 26,25

Nach Bestimmung der elastischen Gewichte kann das Seilpolygon
rechnerisch oder zeichnerisch ermittelt werden. Die zeichnerische
Methode ist in Fig. 81 durchgefiihrt. Hierbei ist die Beachtung
der MaBstibe von besonderer Wichtig-

keit, weshalb zu dieser Frage einige nihere 405
Angaben vorausgeschickt werden sollen.
765
VI oy
7 1z B & 5 @2 94,5
} i |
! | | i ! | P
R
99
§
2 H
H 675 /
2625

Fig. 81. Fig. 81a.
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Nach den allgemeinen Ausfilhrungen in § 8 erhilt man die
Ordinaten der Biegungslinie in natiirlicher GréB8e, wenn man zu den
elastischen Gewichten w (s. Gl 37 und 38) ein Seilpolygon mit der
Polweite 1 zeichnet; letztere ist dabei gleichfalls im Mafllstabe der
w-Gewichte zu messen. Die w-Gewichte (s. Gl. 37) sind absolute
Zahlen; sowohl die Zihler wie die Nenner der beiden Quotienten
sind Langengrofen; dasselbe muB also auch von dem gleichwertigen
Ausdruck in Gleichung (38) gelten. Darum ist auch dort die Wahl
der Dimensionen der EinzelgroSen (Momente M, Elastizitdtsmodul E
usw.) gleichgiiltig; nur miissen diese bei allen GréBen einheitlich ge-
nommen werden, also z.B.cm und t sowohl bei den Momenten wie
beim Elastizititsmodul usw.

Ist das System in n-fach verkleinertem MaBstab aufgetragen,
so wiirden sich die von den Strahlen des Seilpolygons abgeschnit-
tenen Ordinaten der Biegungslinie ebenfalls n-fach verkleinern; dies
wird wieder behoben, wenn man die Polweite ebenfalls »-mal kleiner

nimmt, also gleich 1—-1; dadurch erhilt man also auch in der n-fach
n

verkleinerten Zeichnung die Ordinaten in natiirlicher Gréfe. Ganz ent-
sprechend wird bei v-facher VergréBerung der w-Gewichte eine »-fache
Vergroflerung der Polweite den erforderlichen Ausgleich schaffen.
Hiernach ergibt sich in unserem Beispiel folgendes: Nehmen wir
an, die w-Gewichte seien im MaBstab 5 Einheiten gleich 1 mm in einem
Krafteck aufgetragen. Die Polweite hat statt 1 die GroSe

EJ=22000000-209496 1—10st ~ 46000

(Einheiten sind t und m wie Langen und Kréfte in den w-Gewichten),
da wir die E.J-fachen Werte der w-Gewichte verwandt haben. Wenn
das System im Léngenmafistab 1:100 gezeichnet ist, mull die Pol-

.1 .
weite ebenfalls in 106 der vorher angegebenen Grole verwandt wer-

den, d. h. es muBl sein

:%%9:460 (im MaBstab der w-Gewichte),

d h H= 4-29 =92 mm in der Zeichnung. Der Deutlichkeit halber

wihlen wir, um die Durchbiegungen im doppelten MaBstab, also im
doppelten Wert der natiirlichen GroBe zu erhalten, eine nur halb
so groBe Polweite, also H-—= 46 mm. In Fig. 81a sind die Krifte ebenso
wie die Polweite in halber Grole der vorgenannten Werte aufgetragen.

Hiernach ' ergibt sich die groBte Durchbiegung in Fig. 81 zu
2,86
-2— = 1,43 cm.

Bei der rechnerischen Ermittlung der Ordinaten sind zu-
nichst die durch die w-Gewichte erzeugten Auflagerkrifte zu er-
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mitteln. Im vorliegenden Falle ergibt sich fiir den Auflager-

druck 4: 01 -2625— 2,625
+ 0,25-67,50 = - 16,875
+0,40-99,0 = --39,6001 ,__
~+0,55-94,5 =-}+51,975 4=199,05
4-0,70-76,56 = - 53,550
+-0,85-40,56 — | 34,425
2199,050
Die Rechnung geschieht dann in der bekannten Weise tabella-
risch nach der Formel: M, =M, _ --Q,-4, wo @, die Querkraft
im Punkte m bedeutet.

| M
m Qm ; A Qm ';-m Mm —1 Mn = 100
| i EJ
1 199,05 15 | 298575 | — 298,575 0,65
2 158,55 | 1,6 i 237,25 298,575 | 536,400 - 1,16
3 82.05 1,5 123,075 | 536,400 | 659,475 1,43
4 — 12451 1,5 i — 18,675 659,475 | 640,800 1,39
5 —11145 | 15 — 167,175 | 640,800 | 473,625 1,03
6 —178.95 | 1,5 | —268425 | 473,625 | 205200 0,45
7 —20520 | 10 | —205200 | 205200 | — | —

NB. Die Ergebnisse M, sind zum Schlu8 durch EJ zu divi-
dieren, da fiir w die EJ-fachen Werte eingesetzt wurden. Hierbei
wiirden sich die Durchbiegungen in m (Meter) ergeben, da Meter als
Einheit gewihlt sind. Um sie nun in cm zu erhalten, hat man noch
mit 100 zu multiplizieren.

Durch Abgreifen der Ordinaten in Fig. 81 ist die Ubereinstim-
mung der Ergebnisse der zeichnerischen und rechnerischen Bestim-
mung festzustellen.

Zur weiteren Priifung mag hier noch die Berechnung einer
Ordinate mit Hilfe der Arbeitsgleichung folgen, und zwar soll die
Ordinate unter der Last von 24 t berechnet werden (Fig. 80). Es ist
(vgl. S. 48) .
EJ[ik] = [ M, M,ds.

Mit M, sind die Momente infolge der Last P,=1 im fraglichen
Punkte ¢ bezeichnet; die Momente M, enthilt Fig. 80. In Fig. 82
sind beide Momentenflichen zusammengestellt; unter Benutzung der
Formeln aus § 7b ist die Integration durchgefiihrtl (vg. S. 58).

3

3 ache
+6 [2,4 (‘2 -T2 + 54) —t— 1,2 (2 -54 —f— 72)]

4
+3A.12.2,4 o gl

24mt  p-Fliche
= 64,8 -}- 345,6 - 230,4 = 640,8. Fig. 82.
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Es wird also

640,8
[¢ ]_46000 0,0139 m = 1,39 cm.

Es coll nun noch fiir denselben Triger die Biegungslinie ge-
zeichnet werden unter der Annahme, dafl das Trédgheitsmoment
veranderlich ist. Es werde
Liﬁm-——-—»«——-iﬁm——ﬁ—iﬂl—;@ angenommen, dafl die oberste
m o . Kopfplatte nur soweit durchge-
Fig. 83. fiihrt ist, wie es zur Innehaltung
der Spannungsgrenzen erforder-

lich ist. Sie reiche von z=3,75 m bis x="7,0m (s. Fig. 83).
Das Triagheitsmoment in der Mitte ist nun J, = 209496 cm?,

das Tidgheitsmoment des Querschnitts mit 2 Kopfplatten

J,==161384 cm?*,
(s. Tabelle der ,Hiitte“. W= 4981 cm®, J — 4981 -32,4 = 161384 cm?).
Die elastischen Gewichte ergeben sich wieder nach GI. (39Db):

Multiplizieren wir belde Seiten der Glelchung mit einem konstanten
Wert EJ’, so ist:

s, J L
’ —_ N 5 1
EJ wm ( J ( M771+M)+ (> J (" Mm_'_Mn)'
’
Wir haben also die mit 7 multiplizierten Momentenflichen zu

benutzen. Wéhlen wir den (an sich willkiirlichen) Wert J'=J_,
’

so ergibt sich fiir den mittleren Teil = 1, fir den iibrigen Teil ist

15t psoretgs—  J 209496 ) )
T =T =—1298. D t
J, 161384 e mi

T
nimmt also die in Fig. 84 darge-
stellte Form an.

5t 5L

3 ¥

multiplizierte Momentenfliche

583mt

7605t

Fig. 84.72”’ Nachdem die Aufteilung des

Systems in einzelne Teile, der
Momentenfliche entsprechend, erfolgt ist, ergeben sich die nach-
stehenden elastischen Gewichte:

1,5
B w, — léf’ (2-85140) -+ 2 (2:35.1 1 709) —5265

EJ’wgz 075

-70,2 - 76,05)— 70,93

0,75
B w, 067( 1605+402)+J_(z 58,5 L 63) — 50,3
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5 . 1,6
Brw, =202 63 1585) - 02 634+72)  —7266
1,5 , 1,0, -
EJ w,— e (2-72-}-63) 6 (2-72 1 b54) = 84,75
, 1,0 . . 1,5  _ - -
EJ'w, = = (2-54 +72) -+ ?(2' 70,2 4 85,1) = 73,87
, 1,5 . ~ 1,5 B
EJ w, = - (2-35,1 -+ 70,2) - o (2-35,1+40) =52,65
)
Ermittelung des Auflagerdrucks 4 infolge der w-Gewichte:
0,15 -52,65= 17,89
40,30 -73,87 22,16
— 0,40 -84,75 -+ 33,90
+ 0,55 -72,56 4+ 39,90
+ 0,625-50,30 31,45
0,70 70,93 -+ 49,66
0,85 -52,656 44,86
322982 =4
Tabellarische Berechnung des Biegungspolygons.
—_— — ——
m :m m';-m m-— | m - =
m Q i | Q | M,_, | M 100
1 22082 | 1,5 344,6 . — | 3446 |  075cm
2 177,17 1,5 266,0 | 344,6 610,6 1,33
3 106,23 | 0,75 798 | 6106 | 6904 1,48
4 5593 | 0,75 | 43,95 l 6904 | 734,35 1,60
5 — 1662 ' 1,5 I — 2495 734,35 | 7094 1,54
6 —-101,37 © 1,0 — 101,37 709,4 608,0 ! 1,32
7 —17524 | 1,5 —263,0 608,0 345,0 0,75
8 —22789 . 1,5 — 342,0 345,0 — —
In Fig. 85 sind beide Biegungs- )
linien miteinander verglichen. - |
Die groBeren Ordinaten entsprechen ‘
dem Fall verdnderlicher Trégheits-
momente.
B) Beispiel fir ein Fach- Fig. 85.

werk. Es sei die Biegungslinie des
Untergurts des in Fig. 42 dargestellten Fachwerktrigers unter der
dort angegebenen Belastung zu bestimmen (vgl. S. 53).

In Fig. 86 ist das System nochmals angegeben. Die Spann-
krifte S, sind an die einzelnen Stibe angeschrieben. Die in Klammern

beigefiigten Zahlen geben die Werte %— an. Simtliche Grofen sind

in t und cm angegeben. Alsdann sind die w-Gewichte bestimmt
nach Gleichung (40) (vgl. S. 73):
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E-w:ZS’Sk%—.

Die Werte S’ sind aus den Fig. 86a bis d zu entnehmen.

75t
-75 ~-225
(6,622) (6622)
QRS @ &, hﬁ >\’5
N V) 2X2 O X
) ‘s\ c:‘f" /'\\@?} < ? ,’\‘\0:1. D N
75 32
%092 /7092
] ;M
-7000 Fig. 86.
N > O, D
S | ¥R
! ! Fig. 86a.
7 7 L
/1—4 2/1 =2 A 7
'y N
¥ %
1000 Fig. 86b.
J7 A 7
A ZA 2 1.1
-7
= Ny
N & Sy
! N y 'l Fig. 86e.
A . L
’,L-1 2/'{ 2 A 7
0y S
N &,
Fig. 86d.
+7
A
Z- e, .
P 2.4-2 P

E-w, =17,235-1-76-16,622-1-7,5
-+ 10,233-1,414-10,606 — 10,233 -1.414-10,606

= 103,938
E-w,—1,092-1-15,0
— 106,383
E-w,—6,622-1-22,5
— 149,006

E-w, —17,092-1-30
- 2-10,233-1,414-10,606
= 519,728
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Die weiteren elastischen Gewichte ergeben sich aus der Symmetrie.
Infolge der w-Gewichte entsteht ein Auflagerdruck von

4=103,938 -} 106,383 + 149,006 - - 519,728 = 619,191.

Die weitere Rechnung erfolgt wiederum tabellarisch.

‘ | M,
" om | i 1 ’ Mp—y | M 2200 cm
1 103938 | 619191 | — ' 619191 0,28
2 106383 | 515253 | 619,191 | 1134445 | 0,52
3 149006 | 408870 | 1134445 1543315 |, 0,70
4 519728 250.864 | 1543315 = 1803179 | 082

Die Ordinate 0,82 cm im Knotenpunkte 4 stimmt mit dem auf
S. 54 berechneten Werte uberein.

Von einer graphischen Darstellung der Biegungslinie mag hier
abgesehen werden.

Zeichnerische Methoden zur Ermittelung der
Formiinderungen.

§ 9. Verschiebungspliine?).

Die Arbeitsgleichung bietet ein Mittel, eine Komponente einer
Verschicbung in bestimmter Richtung zu bestimmen. — Durch Auf-
zeichnen der Biegungslinien werden die vertikalen Verschiebungs-
komponenten (Durchbiegungen) der Systempunkte gefunden.

Manchmal ist es aber von Interesse, die vollstindigen Ver-
schiebungen von Punkten eines Tragwerks, etwa der Knotenpunkte
eines Fachwerks, zu bestimmen, d. h. den eigentlichen ,Verschiebungs-
plan® des Systems darzustellen. Die hierzu geeigneten Verfahren
sollen im folgenden besprochen werden.

a) Das Stabzugverfahren. Es handle sich um die Ver-
schiebungen des in Fig. 87 dargestellten Stabzuges, der einem voll-

Fig. 87

') Die in diesem Paragraphen behandelten Aufgaben kommen nur dann
in Frage, wenn man von allen oder einer groBeren Anzahl von Systempunkten
die vollstindigen Verschiebungen sucht, ein Fall, der in der Baupraxis ver-
hiltnismiBig selten auftritt. — Niahere Angaben finden sich in der Graphischen
Statik von Miiller-Breslau, Bd. IIL.
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wandigen System oder einem Fachwerk angehtren kann. Die einzelnen
Stibe haben die Lingen s,, s,,... und sind um die Winkel 9,, 9,,...
gegeneinander geneigt (s. Fig. 87).

Fiir die Anwendbarkeit des hier in Frage stehenden Verfahrens
ist folgendes vorausgesetzt:

Es miissen bekannt sein die Langeninderungen As der einzelnen
Stibe des Stabzuges sowie die Winkelinderungen ‘A ¢; ferner muf
von einem Stabe die Verschiebung eines Punktes und die Drehung
gegen eine angenommene feste Richtung gegeben sein.

Diese Werte sind vorher durch Rechnung festzulegen. In unserem
Falle ist bei O ein festes Lager angenommen, so daB die Ver-
schiebung des Punktes O beim Stabe s, =0 ist'). Die Drehung
19, des Stabes s, wird mit Hilfe der Arbeitsgleichung bestimmt:

, M.ds | (.., N.ds
A’%*IM EJ *J‘\ EF °
M’ und N’ bedeuten die Momente und Normalkrifte infolge der
Belastung 1 in Richtung der gesuchten Drehung, d. h. eines Kréfte-
paares 1 am Stabe s,. Handelt es sich um ein Fachwerk, so gilt
die Gleichung:
3 Sks
19— DS T
wo S’ die Spannkrifte des Systems infolge jenes Kriftepaares 1 dar-
stellen. Die Groflen M,, N, und S, entsprechen der Belastung P,,
fiir welche der Verschiebungsplan bestimmt werden soll. — Zur Be-
rechnung der Winkelinderungen 44 dienen die Gleichungen (35}
bzw. (36). Die GroBlen As erhdlt man aus den Normalkriften N,
bzw. Stabspannkriften S, .

Nach Erledigung dieser Vorarbeiten ergeben sich die Verschie-
bungen der Systempunkte 1, 2,... wie folgt.

In Fig. 88a sind die ersten Teilstrecken s,, s,, s, der Bogen-
achse in vergréflertem Mafistabe aufgetragen. Um die neue Lage I

Fig. 88a.

des Endpunktes 1 des Stabes s, zu finden, ist zundchst die Liingen-
dnderung As, von 1 aus aufgetragen, was den Punkt 1’ ergibt. Senk-

1) Wiirde etwa ein Balken mit drei Rollenlagern vorliegen, so wire auch
die Verschiebung eines solchen Lagerpunktes vorerst zu berechnen,
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recht zur Stabrichtung ist sodann die von der Stabdrehung, d. b.
der Anderung A9, des Winkels 9, herriihrende Verschiebung an-
zutragen. Diese hat den Wert (s, 4 4s,) 49,, wofiir wir, da es sich
um sehr kleine Verschiebungen As handelt, s, 49, setzen und die
Tangente statt des Bogens einzeichnen. Damit ergibt sich die Lage I
des Punktes 1.

Wird nun zunichst angenommen, dafl der Stab s, mit s, ver-
bunden ist und deshalb die Lageninderungen von s, mitmacht, selbst
dagegen keine Form- und Lageninderungen erleidet, so erhdlt man
die durch die Verschiebung von 1 nach I bedingte Lageninderung
des Punktes 2 auf einfache Weise wie folgt. Man zeichne I 2’ parallel
und gleich s,, trage senkrecht zu I 2’ in 2’ den EinfluB der Ver-
drehung um A#,, nimlich 2’2" =5, A9, an. Dann gibt 2” diejenige
Lage von 2, die fiir den Punkt 2 ledlghch aus der Lagendnderung
des Punktes 1 folgt. Denn man erkennt, dal sowohl der Stab s,
als auch der Winkel bei 1 (bzw. I) ihre urspriinglichen GréSen bei-
behalten haben. — Hierzu kommt nun noch diejenige Verschiebung
von 2, die aus der Léngeninderung As, und der Verdrehung A%,
des Stabes s, sich ergibt. Wir tragen 2”2 =As, von 2” in der
Stabrichtung auf und senkrecht zur Richtung von s, den Beitrag der
Verdrehung, d. h. den Wert 2" II=s,439,. Damit ergibt sich die
endgiiltige Lage II des Punktes 2. — Betrachten wir jetzt die Ge-
samtheit der Einzelwege, aus denen sich die Verschiebung 2 II des
Punktes 2 zusammensetzt, so erkennt man folgendes. An die Ver-
schiebung 1 I (==22') des Punktes 1 ist in der Richtung des Stabes
s, seine Liangenidnderung As, und senkrecht dazu die Strecke

0y =8, (49 A4F)) =55y, s,
angetragen. — Ebenso wiirde man die neue Lage ITI (K

des Endpunktes 3 von s, finden, indem man an die < \
vorhin gefundene Verschiebung 2 IT in II zuerst 4s, \f\
in Richtung von s, und senkrecht dazu 1 L\\
93:33(A’90+A191+A199):‘93'W-3 /d Y4
antrdgt, und so fort. — Man erkennt aus Fig. 88a, /\\
daB die Verschiebung von 2 durch den Linienzug \\'
2 —2'— 2" 1I gegeben ist und auBerhalb der System- S\
figur gesondert dargestellt werden kann. Dabei wird /As \\'

man die GroBe s, 4%, - s, 4P, =s,yp,, die in Fig. 88a T
getrennt aufgetragen wurden, zusammenziehen. / I
Diese gesonderte Darstellung ist in Fig. 88b ge- /
geben. — Von dem Ausgangspunkt O (Pol des Ver- 183
schiebungsplanes) trigt man die Léngenénderung 4s, /l
des Stabes s, auf und senkrecht dazu die infolge der ,
Stabverdrehung auftretende Komponente der Verschie- !
bung des Stabendpunktes 1. Diese hat den Wert o

0, =s, 49,
d. h. Stablinge multipliziert mit der Winkelinderung. Auf diese

Fig. 88b.
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Weise ergibt sich die Lage I des Endpunktes 1 von s,; die Gesamt-
verschiebung von 1 ist durch den Strahl O I dargestellt. — In I
wird alsdann As, parallel zur Richtung s, und senkrecht dazu
0q= S5, = 8, (49, + A9,) aufgetragen, wodurch sich die Lage II
des Punktes 2 ergibt. — Die Gesamtverschiebung von 2 ist durch
die Strecke OII gegeben.

In dieser Weise ist fortzufahren. Aus As, und g, =s, (49,
- 49, + 49,)=s, -y, findet man III usw. Die Strahlen Oz’ geben
die gesuchten vollstindigen Verschiebungen der einzelnen Punkte n.

Vereinfachung des Verfahrens fiir den Fall, daBl die
Biegungslinie bereits vorliegt. Im Vorigen waren auBler den
Léangeninderungen As auch die zweiten Verschiebungskomponenten g
zu berechnen. Statt der letzteren konnen auch die vertikalen Ver-
schiebungskomponenten benutzt werden, die aus der Biegungslinie
zu entnehmen sind. Liegt daher die Biegungslinie vor, so ergibt
sich der folgende Weg zur Darstellung der vollstandigen Verschie-
bungen.

Vom Pol O aus (Fig. 89) wird die Léngenénderung A4s, in
Richtung von s, aufgetragen. Senkrecht hierzu erfolgt die Ver-

drehung des Stabes s,; das Lot, welches den Einflu dieser Ver-
drehung darstellt, ist nun bis zu der Horizontalen durch den Punkt 1”
der Biegungslinie durchzuziehen. Denn die Vertikalkomponente der
Gesamtverschiebung O 1" mufl gleich der entsprechenden Ordinate
der Biegungslinie sein. — Nachdem so 1’ gefunden ist, wird 4s,
an 1’ angetragen und der dazu senkrechte Strahl bis zur Horizon-
talen durch 2” verlingert, wodurch sich 2’ ergibt. — Entsprechendes
gilt fiir die folgenden Punkte; die Strahlen Oz’ stellen wieder die
vollstdndigen Verschiebungen dar.

b) Verschiebungsplan eines Fachwerks nach dem Williot’schen
Verfahren. Zur Auffindung der Verschiebungen der Knoten-
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punkte eines Fachwerks dient ein Verfahren, welches auf der wieder-
holten Anwendung der folgenden Aufgabe beruht.

Ein Knotenpunkt ¢ ist gegen zwei Punkte a und b, deren Ver-
schiebungen bekannt sind, durch zwei Stibe ac und be festgelegt
(Fig. 90). Um die Verschlebung von ¢’ zu finden, beachte man, daBl

1/
Sz
a 2 c
Fig. 90
4 4
’ S
a Z | ds,
| P
! s
1 e
e
7
Fig. 90a.

diese gegeben sein mufBl durch die Léngendnde-
rung Ads und die Lagenéinderung (Verdrehung)
Agp der beiden Stibe ac und be (Fig. 90a).

In Fig. 90a sei der Punkt 3 durch zwei
Stibe s; und s, gegen die Punkte 1 und 2 fest-,
gelegt, die einem Fachwerk angeh6ren mogen.
Die Verschiebungen 1I und 2II der Punkte 1 und 2 seien irgend-
wie vorher ermittelt, also bekannt. Auf Grund &dhnlicher Erwigungen
wie im Abschnitt a finden wir die Verschiebung 3 III wie folgt. —
Nehmen wir wiederum zunichst an, die Stdbe s, und s, machten,
ohne ihre Richtung und Lénge zu 4ndern, die Verschiebungen von
1 bzw. 2 mit; dann wiirden sie in dic in Fig. 90a durch I3’ und
II 3” gegebenen parallel verschobenen Lagen kommen; hierbei wire
ihre Verbindung in 3 zunichst als gelost zu betrachten, so daB
Punkt 3 als Punkt des Stabes s, nach 3” und als Punkt des Stabes
s, nach 3’ gelangen wiirde. — Nun &ndern aber die beiden Stibe
ihre Linge und ihre Richtung; s, &ndert sich um As, und s, um
As, (hier ist 4s, negativ angenommen), und diese Groflen sind in
3" bzw. 3” in Richtung der Stibe angetragen. Die Drehung der
Stibe s, und s, erfolgt senkrecht zur Stabachse und wird somit
durch die beiden Lote zu den Stabrichtungen dargestellt; der Schnitt-
punkt IIT dieser Lote ergibt die neue Lage von 3, so dafl 3 III die
Verschiebung von 3 darstellt. Wir zeichnen wiederum den zur Be-
stimmung von III benutzten Linienzug auBerhalb der Systemfigur
gesondert heraus (Fig. 90b). Im Verschiebungsplan (Pol 0) sind die
Verschiebungen O I und O II der Punkte 1 und 2 gegeben (I und IT
stellen zugleich auch die Lage 3’ bzw. 3” des Punktes 3 dar, die
wir in Fig. 90a zur Ermittelung der Endlage III benutzten). An I
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wird in Richtung des Stabes s, die Langeninderung 4s, und in II
in Richtung des Stabes s, die Gréfe As, angetragen. Die Lote in
den beiden Endpunkten von As, und A4s, senkrecht zu den Stab-
richtungen liefern die gesuchte Lage III des Punktes 3.

Zur Ermittelung des Verschiebungsplanes eines Fachwerks sind
zunichst die Langenénderungen As der Stdbe zu berechnen. Weiter-
hin miissen, damit der vorstehende Losungsweg angewendet werden
kann, von einem ersten Stab, dem Ausgangsstab, die Verschiebungen
der Endpunkte gegeben sein. Daher mull auch hier, wie bei der
vorherigen Losung (Abschnitt a), die Aufgabe damit beginnen, von
einem ersten Stab die verdnderte Lage, d. h. die neue Lage seiner
Endpunkte, zu berechnen. Dies soll zugleich mit der Darstellung
des Verfahrens an einigen Aufgaben erliutert werden.

Beispiele.

1. Wir beginnen mit einem besonders einfachen Fall. dem in
Fig. 91 dargestellten Kragtriger. Da das Lager bei a ein festes und
bei b ein bewegliches ist, so ist
4 die Lage von b ohne weiteres
durch die Lingendnderung As,
gegeben; denn b kann sich gegen
den Punkt a (zugleich Pol 0),
welcher unverschieblich ist, nur
in Richtung von s, bewegen: die
Drehung von al ist also gleich
Null. Hier ist somit die Aus-
gangsstrecke a’l/, welche die neue
Lage der Endpunkte eines ersten
Stabes darstellt, ohne weiteres ge-
geben. — Punkt ¢ ist gegen a
und b durch die Stibe s, und s,

\ | festgelegt. Von a’ aus ist also
\ As, und von V' aus As, in Rich-
\ tung von s, bzw. s, anzutragen.
\ Die Lote auf beiden Richtungen
\ ergeben ¢. — Punkt d ist gegen
\ | a und ¢ durch die Stibe s, und
= s, festgelegt. Daher sind die

| Strecken As, von o' und As, von
\l ¢ anzutragen. Die Lote auf bei-
|
|
|
[
|

den ergeben den Punkt 4. —
Damit ist der Verschiebungsplan
gegeben. Die vom Pol a’ aus ge-
Fig. 91a. messenen Strablen a'¢’ und o'd’
: b4’ ergeben die vollstindigen Verschie-
bungen der Punkte ¢ und d.

Beziiglich der Richtung, in der die Lingeni#nderungen As an-
zutragen sind, gilt folgende Regel. Man trage As in der Richtung
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an, in welcher der gesuchte Punkt sich gegen den bereits bekannten
anderen Endpunkt des Stabes s bewegt. Ist z. B. wie in unserem
Falle angenommen wurde, s, gezogen, so bewegt sich b von a fort
pach unten. Daher ist A4s, von 4’ aus nach unten aufgetragen. —
Der Stab s, und ebenfalls s, ist gedriickt angenommen, so daB sich
¢ auf a und b zu, d. h. nach links bewegt. Im Sinne dieser Be-
wegung sind die Strecken

As, von @' und 4s, von \C s d

¥’ aus aufgetragen. — Ent-

sprechendes gilt fiir den k> s 5y S5
Punkt d, wobei s, gezogen s, Sy R
und s, gedriickt ange-  %Z% ) o

nommen ist.

2. Als Gegensatz zu
diesem Beispiel des Krag-
tragers soll nunmehr der
in Fig. 92 dargestellte ein-
fache Balken auf zwei L
Stiitzen besprochen werden. A

Erste Losung: Hier '
liegt bei keinem der Stiabe N
die Richtung fest. Von \
den Stiben s, und s, ist N

4. c’
die Verschiebung des Punk- Wl
tes a gegeben (gleich Null); N |

somit wire, da die GroBen N/
As als berechnet anzu- | /&5\»
nehmen sind, die Verdre- 07,
hung eines dieser Stébe, Fig. 92a.

etwa von s,, vorerst noch
zu bestimmen. Zu diesem
Zweck wird bekanntlich der Stab s, mit dem Kriftepaar 1 belastet,

1
d. h. in den Endpunkten a und ¢ des Stabes wird je eine Kraft --
s

1
angebracht. Diese Belastung (P,==1) liefert die Spannkrifte S’.
Dann ergibt sich die Verdrchung A, aus der Arbeitsgleichung

, S8
Ap=2/8 pp-
Ist in dieser Weise A¢, berechnet, so kann die Lage von ¢’
angegeben werden, und zwar auf dem vorhin (unter a) angegebenen

Wege. Man trigt vom Pol o’ aus die Lingendnderung As, an und
errichtet in deren Endpunkt ein Lot von der Linge

0, =s,-do,.

Der Endpunkt des Lotes ist der Punkt ¢. — Damit ist die Grund-

lage fiir die Anwendung der vorhin erliuterten Grundaufgabe ge-

geben; denn alle weiteren Knotenpunkte sind gegen bekannte Punkte

durch je zwei Stibe festgelegt.
Pirlet, Statik. IL 1.

-]
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Zweite Losung: Soll es dagegen vermieden werden, durch
Rechnung die Drehung eines Stabes (s,) und damit die Verschiebung
eines zweiten Punktes (hier c) festzulegen, so kann auch die ver-
schobene Lagé irgendeines Stabes, etwa des Stabes s,, d. h. die Ver-
schiebungen der Punkte ¢ und d, zunidchst willkiirlich angenommen
werden. Zeichnet man unter dieser Annahme den Verschiebungsplan,
so wird dieser den Auflagerbedingungen nicht geniigen; fiir den Punkt e
wird sich, ebenso wie fiir den Punkt a, eine beliebig gerichtete Ver-
schiebung ergeben, wihrend e sich in Wirklichkeit nur horizontal
und a iberhaupt nicht verschieben kann. Daraus folgt, dafl der erste
Verschiebungsplan, der in Fig. 95 durch die Punkte a’ bis ¢’ gegeben
ist, nachtriglich korrigiert werden muB.

Zu diesem Zwecke denke man sich das als starr betrachtete
System derart gedreht, dall die Auflagerbedingungen erfiillt werden,
d. h. in unserem Falle, da} die Gesamtverschiebung fiir den Punkt a
gleich Null und fiir ¢ horizontal wird. Die Bewegung "0, welche
dabei ein einzelner Punkt ¢ zum Pol hin macht, ist mit der Bewegung O’

des ersten Verschie-
A 0

/i{’ bungsplanes geome-

S trisch zu einer resul-

e / tierenden Verschiebung
r;,/ / +’7 zusammenzusetzen

(s. Fig. 93). — Es fragt
sich also nur noch, wie
der Verschiebungsplan
fir die nachtrigliche
Drehung sich ergibt. —
Dreht sich eine
starre Scheibe, die in
Fig. 94a als einfaches
Dreieck angenommen
ist, um einen beliebigen
Pol O, so sind die Ver-
schiebungen, die wir in
Fig. 94b. Fig. 94a. gewohnter Weise als sehr
klein annehmen, fiir die
einzelnen Punkte a, b, ¢ der Scheibe proportional der Entfernung r

vom Pol und senkrecht zu den Polstrahlen Oa, Ob, Oc.
Trigt man diese Verschiebungen aa”, bb”, cc” von einem Punkte O

aus in der zugehérigen Richtung auf (Fig. 94b), so ist

0a":0":0" =r :r,:r

e

Da somit z. B. im Dreieck Oa”b” die Seiten Oa” und Ob” propor-
tional den Polstrahlen Oa und Ob des Dreiecks Oab sind, ferner
die entsprechenden Seiten aufeinander senkrecht stehen und daher
auch die eingeschlossenen Winkel gleich sind, so sind die Dreiecke
einander ahnlich. Dies gilt von jedem Einzeldreieck wie von der
gesamten Figur. Insbesondere ist auch die der gedrehten
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Scheibe (hier abc) entsprechende Figur (@"b"¢") der System-
figur (abc) dhnlich, und ihre Seiten stehen senkrecht zu
denen derScheibe (abc). (Esist z.B. in Fig. 94 a”¢” | ac, b"¢” | be,
a’t” | ab).

Sind demnach zwei Punkte der Fig. 94b, etwa a” und 3", auf
Grund irgendwelcher Bedingungen, gegeben, so kann die gesamte
Ahnlichkeitsfigur gezeichnet werden.

Beachtet man diese Eigenschaften, so ergibt sich fiir die Kombi-
nation der beiden eingangs erwihnten Verschiebungspline der folgende
Weg. Als Beispiel diene wieder das in Fig. 92 benutzte Fachwerk.
Der erste Verschiebungsplan sei unter der Annahme gezeichnet, daB
von dem Stabe s;, dessen veréinderte Lage willkiirlich sein soilte,
der eine Endpunkt d fest-
liegt und ¢ sich gegen d in
der Stabrichtung um die Lin-

genénderung 4s, verschiebt. N4
Von dieser Annahme aus- e
gehend, seien die Punkte ¢, %

a, ¥, ¢ gefunden (Fig. 95). Mit
diesen Verschiebungen sind
diejenigen zusammenzusetzen,
die durch eine Drehung des
Systems entstehen, so dafl
die endgiiltigen Gesamtver-
schiebungen a”a’, V'V, ...,
¢”"¢ sich ergeben. Von diesen
muB3 die erste, nimlich a”a’,
gleich Null sein, da a sich
nicht verschiebt, die letzte
¢’¢’ muB horizontal sein, da
e sich auf der Horizontalen
bewegt. Der Punkt ¢” muB
also auf der Horizontalen
durch ¢ liegen, und der
Punkt ¢” muBl mit @’ zusam- Fig. 95.

menfallen. Der zweite geome-

trische Ort fiir ¢” ergibt sich aber daraus, daB a”¢” senkrecht zu ae
(Systemfigur) liegen muB. Damit ist ¢” gegeben, und es bleibt nur
"noch iiber a”¢” die dem System ahnliche Figur einzuzeichnen. Deren
Lage ist dadurch gegeben, daB die einzelnen Seiten senkrecht zu
den entsprechenden Seiten der Systemfigur stehen miissen. — Damit
sind die gesuchten Gesamtverschiebungen gefunden; sie sind durch
die Strecken b"¥, ..., ¢"¢ dargestellt?).

" n
e

1) Es sei noch darauf hingewiesen, daB3 die vertikalen Komponenten der
durch den Verschiebungsplan gefundenen Verschiebungen mit den Ordinaten
der Biegungslinie des Systems iibereinstimmen miissen.

7*
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Zur weiteren Erliuterung der Ausfiilhrungen iiber Forménde-
rungen und Biegungslinien ist in dem hier folgenden Anhang ein
Zahlenbeispiel ausfiihrlich behandelt.

¢) Anhang: Zahlenbeispiel.

Es sollen die Forminderungen des in Fig. 96 dargesteliten Fachwerk-
trigers unter der angegebenen Belastung untersucht werden. Die Ermittelung

20t 20t 20t 20t 20t tzot }Zot
T707302503509505ﬂ0672
Vs
Us

U7 G % G 7 gF }
b= om 3m |

2m |P

R

Fig. 96.

der Stabspannkrifte hat das in der folgenden Tabelle angegebene Resultat
geliefert. Die Tabelle enthilt auch die Stablingen und die Querschnitte; be-
stimmte Profile sind hierfiir nicht angernommen.
1. Zuerst sollen einige Verschiebungen bestimmt werden, und zwar:
1. die Senkung des Punktes 4,
2. die horizontale Verschiebung des Punktes 12,
3. die Drehung der Geraden V,.
Hierfiir wird die Arbeitsgleichung benutzt:

E.[ik]:Z's'%‘i.

Die Belastungen 1 in Richtung der gesuchten Verschiebungen sind in

72

(n]
R
~
L
3
Sl
Ol

Fig. 97a. Fig. 97b.

P den Fig. 97a—c dargestellt. Sie erzeugen
700 die in der Tabelle angegebenen Spann-
krifte 8, §” und S”. Die Bildung der
Summenausdriicke ist dann in der Tabelle

1 .

1 50_10 00 Tm, durchge_fuhrt.

. Mit den aus der Tabelle entnom-
Fig. 97c. menen Summenwerten ergeben sich fol-
gende Verschiebungen, wobei der Elasti-

zititsmodul zu 2000 t/cm? angenommen ist:
1. Senkung von Punkt 4ist%=0',466 cm,

2000
. . ., 395,99
2. Horizontalverschiebung von Punkt 12ist 2000 — 0,198 em,

2735 -
e

V,
7

3. Drehung von V, (in BogenmaB) ist
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II. Weiterhin soll nunmehr die Biegungsiinie des Untergurts fiir die
gegebene Belastung festgestellt werden. Hierzu bedarf es der Bestimmung
der elastischen Gewichte.

Diese sollen zuerst bestimmt werden nach der Formel (Gl. 40):
Sks
Bw,= D)§ 2 — 55 45E.

In Fig. 98 ist die Systemfigur dargestellt, und an die einzelnen Stibe
sind die Werte E-4s sowie die Spannungen o (in t/fcm®) angeschrieben. Die
Werte S’ sind aus den Fig. 99a—e zu entnehmen.

7 =735 3 -725 &5 -725 6 735 8 128,57 17 128,57

72
NS 0,833 0,30 7Tz Y
wha Z ) fd N2 e, 5\\ ) S 0,90 0 9(73
5 B IS W HF SRS 8 0 7 O
ol L35 -135 -135 5949
-~ 2 9900 4 -0900 7 0,300 9
Flg. 98. P
ol
S
[o)
0,01 . i}
~ 01 = 7 o 222505 |
S Lo, S Q ) N
Fig. 99a. ” qo71 Fig. 99d. 201 o T,
Uy 2 Uy Uy
z 212 1.7 o 2
A 7750 27750 1750 5t 7
-901
« 7 17)
] o I o 8l
Fig. 99b. S %X -
'8 780§ S Fig. 99e.
, % %, &
750 750 750
-0,01
03 e~ 2 (S
V)
8% Sho 002)& S
Fig. 99e. 0,01 S )
U 7 Uy
7 2z 7
750 750 750
(— 0,0067)-(— 87,5) (V)
~+0,0067 -(— 88,33) (V)
_ | o012 . 16254 (D) X
E-wi =11 (—0012) -(—16254)(Dy) [ =T 663

=+ (—0,010) -(—135,0) {0,
40,010 - 1350 (U,

(— 0,0067)-(— 88,33)(V,)
+(—0,0067)-(— 90,0) (V)

0,012 -(— 162,54) (D, ;
E-wy— 10,012 -(+162,54 (p3§ ==+ 3,66.
+ (—0,010) -(— 125,0) (0,)
+ (— 0,010) -(—125,0) {0,)
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-+ 0,0067 -(— 90,0) (V)
-+ (— 0,0087)-(— 98,75) (V)

—0,012) - 162,54 (D,
E-wy= +(+0,012) -——}*:16'2,54 (Dj =268
40,010 -(—135,0) (Uy)

4+ (—0,010) - +1850 (O

-+ 0,010 -(— 93,75) (V)
+ (—0,012) - - 162,54 (D,)
E-w,—{ -+ (— 0,0105). + 142,83 (D,) = — 7,31.
-+ 0,0100 -(— 135,0) (U,
-+ 0,0105 -(— 149,97) (Uy)
(— 0,0067)-(— 93,75) (V)
40,0211 - - 142,83 (D;)
E-w5 =1 -} (— 0,0200). - 128,57 (0;) [ = — 4,52.
—+ (—0,0200)- 1+ 128,57 (Oy)
‘ 40,0211 - (— 142,83) (U,)
AuBerdem gilt fiir die Bestimmung der elastischen Gewichte die Gl. (39)

E-w,=E-A49,, — oy tg@n—+ 0n-tg @n.

Es handelt sich um die Biegungslinie des in Fig. 100 durch stérkere
Linien gekennzeichneten Stabzuges, d. h. des Untergurts. Die Winkeldnde-
rungen 4% sind umgekehrt gleich den Winkelinderungen 4%, so daB auch gilt:

E'wm:_‘E'A"?m'—G)n'tgq)rn+61l'tgq7n~

Die Winkel ¢’ setzen sich aus einzelnen Winkeln des Fachwerks zu-
zusammen; die Winkelinderung von 49, ist zum Beispiel (s. Fig. 100):

(L})
o
%1 ‘\}«

Ny

&

Fig. 100.

EAY=—FE-A49'=—E(d¢; - Aoy + Aay).

Die Winkelinderungen 4« sind nach Gl (836) zu bestimmen. Somit ist
die Entstehung der Ansitze fiir die elastischen Gewichte (s. folgende Seite) aus
den angegebenen Formeln zu erklaren.

NB. In den folgenden Zahlenrechnungen sind neben den einzelnen Zeilen
diejenigen Stibe (0.U, D, V) angegeben, deren Spannungen in diesen Zeilen
vorkommen.

41

1
cotg oy = —

\

| o— -

Cotg Uy == *1.5’ N

cotg ¢z, == 0.
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4 % (— 0,875 — 0,901) 4-0. . . v, D,
Baw——)+ 0 ... +1’5 0,9 — 0,901) D,0,
+ (—0901—09%L ! 5[ 0,901 — (— 0.833) | V, Dy, DU,
-
—_I_ 1736_1,5.1,801—1,.5.1,801—90—@}_+6,63.
LT 15
+1,L5[ 0,833 — (— 0,901)] 0. v, D,
4o, + -1‘3 0,833 — (—0,901)] | 0, D,
Ewy=—y 45
+=2(—0833—0901) 0. 0, D,
10 -5 (—09—0901) v, V,
0,068 18017
=— Tpp 150068 — 151784 — = | = 1 366,
(L1 15
= [ 0,901 — (— 0,9)] -+ =2 [ 0,901 — (— 0.9)] | D,V D, T,
T ) 15
oy =—1 L 21 09—0,901) - 0... U, D,
{Lo... ﬁilg(—o, 37 —0901) |V, D,
1,601 1,338
—_—- T —_ =
s T L= 2,68 .
~L]5[+0,901'—( 09371412 [+0901—(_09)r D,V,D,U,
Ew,——]+ % [ 0,908 — (— 0,944)] - § 110,903 —(—0,944)] L D, U, D, V,
— l (— 0,944) U,
_ 1838+15 101 L84 1840 132,
15 3
g (— 0,937 —0,903) +é[~0,937—(—o,944)j V. D,V,U,
B O -8 (0,857 — 0,903) 0, D,
5 ) --8[40,857—(—0,903)] 0. .. 0, U,
1
+§<_0,944)—1<— 0,903) U,U,
— {—34—0+M—3 0,046 - 3- 1760—— 0041J —— 452,

Es ergeben sich also auf Grund beider Berechnungsarten dieselben Werte.

Mit den errechneten elastischen Gewichten soll nun zundchst die rech-
nerische Ermittelung der Biegungslinie durchgefiihrt werden.

Zu diesem Zwecke denken wir uns einen einfachen Balken von der
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ganzen Tragerlinge mit den elastischen Gewichten belastet und ermitteln zu-
erst die Auflagerkrifte (s. Fig. 101).

1452 iﬁ Tz,ﬁe lerz Tlm
2

) 7y ry, s l
A=l3ezs B-Y1563
Fig. 101.
5 4 3 2 1
Aigwl—{—sz—(—F‘w;}—}——gw4—{——6—w5:3,423.

B=A4-+3w="17663.
Die weitere Berechnung geschieht in der iblichen Weise tabellarisch.

| | | *
m Qm “ Am ; Qm <hom : Mm —1 -Mm -21%[(%

| | i
1 -+ 3,423 i 150 | - 51345 | — -+ 513,45 | 10,2567
2 —3,197 | 150 | — 47955 | - 51345 | 33,90 | 40,0169
3 —6,857 | 150 | —1028,55 ‘ 4 8390 | — 994,65 | — 04973
4 —4,177 | 150 | — 62655 | — 99465 | —1621,20 | —0,8106
5 43,143 | 150 | - 471,45 | —1621,20 | —1149,75 | — 0,5749
6 7,663 | 150 | 114945 | —1149,75 — —

Werden die Ordinaten aufgetragen, so ergibt sich das Polygon
0—1—2-8—4-5—6—0 (Ordinaten [mk’]; vgl. die allgemeinen Ausfiihrungen
in § 8a). Dies Polygon stellt noch nicht die Biegungslinie dar; die richtige
SchluBlinie ergibt sich vielmehr aus der Uberlegung, daB der Punkt O keine
Verschiebung erfahrt und daB der Knotenpunkt 9 am Kopf der Pendelsidule
sich um ein bekanntes MaB senkt, ndmlich um die Verkiirzung der Pendel-
210%20,0875 cm. So ergibt sich die
SchluBlinie 4 B. Die Drehung der SchluBlinie aus der Lage O—O in die Lage
A—B ist durch die Ordinate 0,0875 im Punkte 4 gegeben. Dieser Wert ist
bereits die endgiiltige Verschiebung des Punktes 9, und somit sind die ge-
suchten Durchbiegungen zwischen A—B und dem Polygon 0—1—2—-38—4—-5—6 zu
messen (vgl. die oberen Zahlen in Fig. 102). 8

In Fig. 103 ist die graphische A
Ermittlung der Biegungslinie dar- h
gestellt. (Vergl. das Zahlenbeispiel S. 84ff.
nebst den Angaben iiber die MaBstibe.)
Die Polweite H mufl, wenn die Ordinaten
im richtigen MafBstabe erhalten werden
sollen, statt 1 den Wert 1-E haben, weil
mit den E-fachen w-Gewichten gerechnet
wird. Wenn im LingenmaBstab 1:100 ge-_ 4

siule. Diese ist aber (s. Fig. 98) gleich

R
a0
<L
<

sein, oder H=— wenn man die Fig. 102.

5-200"'
Ordinaten im Mafstabe 5:1 erhalten
will. Wenn dieser MaBstab, wie in Fig. 102, so auch in Fig. 103 gewiihlt werden

soll, mul die Polweite den Wert haben: H :?8%: 4 (Einheiten).  Hier

sind die Werte in halber GréBe aufgetragen. —
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Die Festlegung der SchluBlinie geschieht hier genau so wie bei der rech-

nerischen Ermittlung des Polygons.

II1. Die Biegungslinie liefert bekanntlich nur Verschiebungskomponenten.

5

*0Q

Fig. 103a. Fig. 103b.

Zur Bestimmung der voll-
stindigen Verschiebun-
gen dienen die Verschie-
bungspléine. Das genauere
Verfahren hierfiir ist das soge-
nannte Stabzugverfahren
(S.911f). Es moge ein Stabzug,
der simtliche Knotenpunkte
enthilt, in das Fachwerk ein-
gelegt werden nach MaBgabe
von Fig.104. Die Winkeldnde-
rungen dieses Stabzuges werden
errechnet; es handelt sich hier
stets um die an der unteren

Fig. 104.

Seite des Stabzuges gelegenen Winkel. Die Winkeldnderungen sind in Fig. 104
eingeschrieben. Die Gleichungen fiir ihre Berechnung sind im folgenden ange-
geben; zu beachten ist, daB sich einzelne Winkel aus zwei anderen Winkeln zu-
sammensetzen und ferner bei den Knotenpunkten des Untergutes, z. B. 2, die

Winkelénderung 49, = — 49,' ist (s. Fig. 104).

Die Berechnung der Winkel-

anderungen erfolgt nach Gl. (36), die Spannurgen ¢ sind in Fig. 98 angegeben.

Winkelénderungen 49 Stab )
49, =1,5[0 — 0,901] = — 1,352 U, D,
A9y = 1,5]— 09— 0,901] = -+ 2,702 0, D,
A9, —1,5[0,9 — (— 0,901)] =} 2,702 U, D,
A9, ——1,5[— 0,838 — (— 0,901)] — — 0,102 0, D,
A9, = ¢ 0,901 — (—0,8) 1,5 [(+-0,901 — (—0,833)] =+ 3,736 | D,¥, D, 0,
Ay = il_s (— 0,8 — 0,901) 1 1,5 (— 0,9 — 0,901) = — 3,836 V.D,U, D,
A48, =1.5 (0,9 — 0,901) = 0,02 0,D,
49, =1.5(- 0,9 —0,901) = — 2,702 U, D,
4 1

Ay =— (0,903 —(—0,944)] — 3 [--0,908 — (—0,987) =—3,076 | D, T, D,V
A= — 3 [— 0,937 — 0,908] — 5 [— 0,937 — (— 0,944), V. DY, U,

—3(0,857 — 0,903) = -} 0,751 0,D,
A9y, =3 (— 0,903 — 0,857) % — 0,903 — (— 0,8)] = — 5,316 U, 0,

1) Diese Kolonne gibt die Systemstibe an, deren Spannungen o in die
nebenstehenden Werte 49 eingehen (vgl. Fig. 96).
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Nunmehr ist noch von einem Ausgangsstabe die Drehung gegen eine
feste Gerade zu bestimmen. Es ist nicht né6tig, daB hierzu gerade der erste

Stab benutzt wird. Hier werde vielmehr der Stab 89 (s;) (s. Fig. 104), dessen
Drehung bereits berechnet vorliegt, als Ausgangsstab gewihit.

Die E-fache Drehung von s, ist berechnet zu 2,735 im Sinne des Uhr-
zeigers (s. S. 100). Der Stab s, dreht sich in derselben Richtung um 3,076
(= 49,) gegen 8,, also um den Winkel v,==2,735- 3,076 = 5,811 gegen
eine feste Gerade. Weiter folgt

o == 5,811 — 0,751 = 5,060
und = 5,060 45,316 = 10,376 .

Fiir die Lote ergibt sich daher:
0y =1y -8, = 2,735-100 = 273,5
O10°= W, +8y = 5,811-158 1= 918,1
011 == Wio 80 == 5,060- 50 -= 253
010 = W, - 8y, == 10,376-150 == 1556
NB. Alle Verdrehungen sind multipliziert mit dem Elastizititmodul .

Die Einheit, d.h. der MaBstab, ist also die gleiche 0"

fiir die Lote o wie fiir die Liingeninderungen A4s; ° 1 1
Ss ] 4P 7,.

(E-As::,vl;;); letztere finden wir in der Tabelle S.101. 9 /

Analog ergeben sich, unter Beachtung des Dre- - ,
hungssinnes, riickwirts die Winkel 9 und Lote o fiir \\ 7'{ /
/

die Stiibe s, bis s,; es bedarf weiter keiner Erlaute- \ 4
rung zu der folgenden Rechnung. \\ /1
wo= 2,735 — 2,702 — |- 0,033, v
5=1803, o —- 59, \
we= 0,033 — 0,002 =-0,031, \/ I
85 =100 g =-+ 31, /4\ }
wy= 0,031 — 3,336 — — 3,805, \£ %
8 =150 , 0y =+ — 878 \ 5
1y = — 3,805 -} 8,736 -—= — 0,069, 0" 3
8, =100 , 0= — 6,9, T
g == — 0,069 — 0,102 = — 0,171, f
8, = 1803, 0,—— 30,8, |
Wo == — 0,171 4 2,702 == }- 2,531, !
5.=100 ,  gy——+253 !
= 2,681 -+ 2,702 = - 5,233 , !
8= 1803, o ==-1-9435 }
Yo = 5283 — 1,352 = |- 3,881, |
$==100 , g~ 1-388,1. }
Mit diesen Werten 4s und ¢ kann der Verschie- }
bungsplan nach MaBgabe der allgemeinen Darlegungen ]
auf S. 92 ff. gezeichnet werden. In Fig. 105 ist die !
Konstruktion durchgefiihrt. Die sehr kleinen Werte 1‘
s> 0g, 0, sind hierbei gleich Null gesetzt. Der MaB- !
stab sei derartig, daB einem Werte o=9225 eine '
Strecke von 1 cm entspricht. InWirklichkeit entspricht }
eine = i 225 225 |
m Werte p — 225 eine Strecke von F = 5000 |l
0,1125em. Die Verschiebungen sind also im MaB- '
stabe 1:0,1125 im Verschiebungsplan dargestellt, d. h. 7'

man erhilt die wirklichen Verschiebungen, wenn man Fig. 105.
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Fig. 106.

dieWerte derZeichnung mit 0,1125
multipliziert. Zur Erldauterung des
Verschiebungsplanes in Fig. 105
sel noch folgendes bemerkt.

Man kann von dem Punkt ¢
ausgehen und der Reihe nach die
Verschiebungen der Punkte links
(8,7,6%,...,0) wie rechts (10,
1V, 12') von der Geraden 8 —9 des
Stabzuges (Fig. 104) bestimmen.
Man erhédlt so den Punkt O, der
sich nicht verschiebt (Pol des Ver-
schiebungsplanes), und damit auch
die (durch die senkrechte und
horizontale Komponente darge-
stellte) Verschiebung des Punktes
9 (Fig. 105).

Hierbei ist zu beachten, da3
von der Drehung des Stabes s,
gegen die urspriingliche Richtung,
d. h. gegen die Vertikale, ausge-
gangen und als positive Drehung
diejenige im Sinne des Uhrzeigers
gewiihlt wurde. Die Werte v stel-
len also die Gesamtdrehungen der.
einzelnen Stibe gegen die Verti-
kale dar, und aus threm Vorzeichen
ergibt sich die Richtung, in der
die Werte o-=s-yp aufzutragen
sind. So ist z B. vy, und damit
auch g, positiv, also gz nach rechts
aufzutragen; o,, ist ebenfalls po-
sitiv, und das ergibt die aus
Fig. 105 ersichtliche Richtung des
(auf AU, errichteten) Lotes nach
rechts unten und damit den Punkt
10’. Um 11’ zu erhalten, ist der
positive Wert o,; nach rechts ein-
zuzeichnen. Dagegen bewegt sich
z. B. der Punkt 3, da g, negativ
ist, nach links unten (sehr kleine
Verschiebung). Der Wert o, ist
aber wiederum (von 3’ aus) nach
links anzutragen, da einem posi-
tiven g, eine Drehung im Sinne
des Uhrzeigers entspricht. Damit
darf die Frage nach der Richtung
der Lote ¢ wohl als geniigend
klargestellt angesehen werden.

Man héitte natiirlich auch
von dem unverschieblichen Fuf8-
punkt der Pendelstiitze als Pol
ausgehen und die horizontale und
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vertikale Verschiebung von 9 durch Rechnung bestinmmen konnen. Von 9 aus
konnten dann alle weiteren Punkte in iiblicher Weise bestimmt werden.

SchlieBlich ist noch in Fig. 106 der Verschiebungsplan nach dem
Williotschen Verfahren gezeichnet. Hierbei ist die Lage des Stabes 23
willkiirlich angenommen, d.h. Punkt 2’ und die Richtung, und es ergibt sich
ein Plan, der die Auflagerbedingungen nicht erfiillt. Der zweite Verschiebungs-
plan (dhnliche Systemfigur) ergibt sich dann aus der Bedingung, daB Punkt O
iiberhaupt keine Verschiebung erfihrt, und daB die vertikale Verschiebung
gleich der Verkiirzung der Pendelsdule ist.

Daraus folgt ohne weiteres, wie die dhnliche Systemfigur liegen muB.

Der MaBstab ist 1:0,075. Denn die Werte E-A4s sind im MaBstabe 150
=1cm aufgetragen. Also ist As=1cm in der Zeichnung gleich 150: E
=150:2000=0,075 cm. Die wirklichen Verschiebungen der Punkte ¢ sind
gleich "3 (s. S. 98).

In Fig. 106 ist auch noch gezeigt, wie aus dem Verschiebungsplan die
Biegungslinie gewonnen wird. Man hat nur nétig, die Vertikalkomponenten
der Verschiebungen seitlich zu projizieren?).

III. Auflosung der Elastizitatsgleichungen.

Die im vorigen Abschnitt dargestellte Berechnung der Ver-
schiebungen des Grundsystems, d. h. der Koeffizienten der Elastizi-
titsgleichungen, bildet den ersten Teil der Behandlung einer jeden
Aufgabe. Sind die Koeffizienten bestimmt, so bleibt im zweiten
Teile die Losung der Gleichungen, d. h. die Ermittelung der iiber-
zdhligen GroBen, zu erledigen. Um diesen Teil der Aufgabe handelt
es sich im folgenden.

Die Auflésung von » linearen Gleichungen mit » Unbekannten
ist an und fiur sich einfach. Indessen bietet die zahlenmaBige Durch-
fithrung der Aufgaben doch gewisse praktische Schwierigkeiten, die
es notig machen, zwischen verschiedenen méglichen Wegen zu wihlen.
Wir benétigen fiir den praktischen Gebrauch einen Rechnungsgang,
der sich bei jeder Art und jedem Umfang der Aufgabe nach all-
gemeinen Regeln schnell und einfach durchfiihren 146t, bei dem eine
mit der Rechnung fortschreitende Kontrolle mdéglich ist und die
Einfliisse der unvermeidlichen Ungenauigkeiten der Rechnung sich
moglichst wenig geltend machen. Gerade die Frage der Fehler-
einfliisse ist von grofler praktischer Bedeutung und mufBl beim Ver-
gleich verschiedener Losungswege an erster Stelle in Betracht ge-
zogen werden. Es wird sich zeigen, dafl ein an sich einfaches und
naheliegendes Verfahren, nidmlich die bekannte Rechnung mit Deter-
minanten, welche bei rein mathematischer Behandlung der Aufgabe
meist zuerst angefithrt wird, sich fiir einigermafien verwickelte Auf-
gaben nicht als zweckmiBig erweist. Als empfehlenswerte Losung soll
ein allgemeines Verfahren angegeben werden, welches an die in an-
deren ‘Wissensgebieten verwandte, von Gaull gelehrte Eliminations-

1) Zu dem bisher behandelten Kapitel iiber elastische Forminderungen
vergleiche man die eingehenden Literaturverzeichnisse in den Lehr-
biichern von Miiller-Breslau und Mehrtens (s. Vorwort).
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methode ankniipft. Diese Losung ist iibersichtlich und fiir alle Auf-
gaben, auch die verwickeltesten, gleich einfach anzuwenden; zudem
gestattet sie eine mit der Rechnung fortschreitende Kontrolle.

GauB hat die nach ihm benannte Eliminationsmethode ver-
offentlicht in der Abhandlung: ,Disquisitio de elementis ellipticis
Palladis ... “ (,Untersuchung iiber die elliptischen Bahnen der
Pallas... ). Diese Arbeit iiberreichte er am 25. November 1810
der Gottinger Akademie der Wissenschaften. Seitdem ist dieses Ver-
fahren mit seinen zweckméfBigen Bezeichnungen in der Astronomie
und Vermessungskunde allgemein angewandt worden und wegen seiner
Vorziige bis heute in Gebrauch geblieben. Man findet z. B. eine
néhere Darstellung in dem bekannten ,Handbuch der Vermessungs-
kunde“ von Jordan (I. Band, Ausgleichungsrechnung nach der Methode
der kleinsten Quadrate).

A. Das allgemeine Verfahren.

Darstellung der Unbekannten X als Quotienten zweier
Determinanten »-ten Grades.

§ 10. Allgemeine Darstellung der Ausdriicke fiir die
Unbekannten X.

Die Ausfithrungen zu diesem Verfahren sollen auf die einfachsten
Fille der zwei- und dreifach statisch unbestimmten Systeme be-
schrinkt werden; denn bei einer mehr als dreifachen Unbestimmt-
heit werden wir diesen Weg nicht einschlagen. Der Gang dieser
bekannten Losung wird hauptsédchlich deshalb hier nochmals ange-
geben, weil er vielfach fiir einfache Aufgaben in Gebrauch ist.

a) Aufgaben mit zwei Unbekannten. Die Elastizitdtsgleichungen

lauten:
X, [aa]+ X, -[ab] = —[am];
X, [ba] £ X, -[bb] = — [bm].
Um X, zu bestimmen und X, zum Verschwinden zu bringen

multiplizieren wir die erste Gleichung mit [bb], die zweite mit — [ab]
und addieren beide. Man erhilt:

v __ [am)-(50]— [bm]-[at]
e [aa]-[bb] —[ba] [ad]”

Ebenso findet man X,, indem man die erste Gleichung mit
—[ba], die zweite mit [aa] multipliziert und beide addiert:
[bm]-[aa]— [am]-[ba]

[aa]-[bb] — [ba]-[ab]

Die Ausdriicke im Zihler und Nenner heilen Determinanten,

und zwar sind es hier Determinanten zweiten Grades. Man schreibt

unter Verwendung der bekanntén symbolischen Bezeichnung der
Determinanten die Ausdriicke auch wie folgt:

X,——
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e N =
Xe="Tlaa][at]]’ **= " |[aa][at]] "
[ba][bb] L [ba][bb]

Die Nennerdeterminante ist fiir beide Werte X die gleiche; sie
enthilt die Koeffizienten in gleicher Anordnung, wie sie in den ge-
gebenen Gleichungen stehen.

Man unterscheidet (horizontale) Zeilen und (vertikale) Kolonnen
der Determinante; bekanntlich konnen die Zeilen mit den Kolonnen
vertauscht werden, ohne daBl der Wert der Determinante sich
andert.

Die Zihlerdeterminanten entstehen dadurch, daB in der Nenner-
determinante eine Vertikalkolonne ersetzt wird durch die Absolut-
glieder der Gleichungen, und zwar treten diese Absolutglieder bei X,
an die Stelle der Koeffizienten von X,, bei X, an die Stelle der
Koeffizienten von X,. Soviel ist zunichst beziiglich der Anordnung
der Determinanten zu sagen.

Was ihre Auswertung anbelangt, so erfolgt diese in dem ein-
fachen Falle der Determinanten zweiten Grades durch kreuzweise
Multiplikation der Diagonalglieder, wobei das zweite Produkt das
negative Vorzeichen erhilt. Uber die Auswertung von Determinanten
héheren Grades soll im folgenden Abschnitt das Notwendigste gesagt
werden.

b) Aufgaben mit drei und mehr Unbekannten. Die Elastizitéts-
gleichungen fiir den Fall dreier Unbekannten lauten:

X,-[aa] 4- X, -[ab] 4- X, - [ac] = — [am]
X,-[ba] - X, - [bb] + X -[be] =— [bm]
X, [ca] + X, -[eb] 4 X, -[ce] = — [em]

Bei mehr als drei Unbekannten wéren die Reihen auf der
linken Seite der Gleichungen entsprechend fortzusetzen. Auf die
einfache Umformung der Gleichungen, welche zu den Werten der
Unbekannten fithrt, soll hier nicht ndber eingegangen werden. Es
moge geniigen, die Ausdriicke fir die einzelnen GroBen X im Hin-
blick auf die Ergebnisse des vorigen Abschnittes anzugeben.

Die Unbekannten X ergeben sich als Quotienten von Deter-
minanten »-ten Grades, wobei in den Zihlerdeterminanten die ein-
zelnen Kolonnen der Nennerdeterminante durch die Absolutglieder
ersetzt werden, ganz entsprechend dem vorhin unter a) besprochenen
Fall. Bei Aufgaben mit drei Unbekannten entstehen folgende Aus-
driicke:

) [am][ab] [ac] ,
[bm][bb][be] i
o leml[eb][ec]| _ 4,
e |[aa][ad] [ac] i A
[ba][bb][be] }
[[ea] [cb] [ec] |
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Da die Nennerdeterminante A bei allen X die gleiche ist, so
erhdlt man:

1 | [aa][am] [ac]] A
X,——=[ba][bm][bc] =— =
Azlca][cm][cc]‘ A
und
1 [aal[ab] [am]| A
Xc:———i[ba_][bb][bm] E———
A [cal[ct][em]| 4

Die Anordnung der Determinanten entspricht also genau der-
jenigen beim Fall zweier Gleichungen.

Beziiglich der Auswertung der Determinanten sollen hier
einige allgemeinere Gesichtspunkte angegeben werden.

Jeder Einzelkoeffizient einer Determinante »-ten Grades hat eine
sogenannte Unterdeterminante (» —1)-ten Gradés. Hierunter
versteht man diejenige Determinante (v — 1)-ten Grades, welche iibrig
bleibt, wenn man die Zeile und die Kolonne, welcher der betreffende
Koeffizient angehort, wegstreicht. Ist z. B. nach der Unterdeter-
minante des Gliedes [ac] in der ersten Zeile der Zihlerdeterminante
A4, gefragt, so ist die erste Zeile und die dritte Kolonne zu streichen,
und es bleibt die Unterdeterminante 4., zweiten Grades:

A — [bm][bb]"
2= [om] [cb]

Zur Bestimmung der Unterdeterminante A,, des Gliedes [b0]
der Nennerdeterminante wire die zweite Zeile und die zweite Kolonne
fortzustreichen, und man erhilt:

4y, — [aalfac]
=" [ca] [cc].

Hierbei ist indessen jede Unterdeterminante mit einem be-
stimmten Vorzeichen zu versehen. Um dies angebeben zu koénnen,
beachte man die folgende einfache Regel. Man numeriert, wie nach-
stehend angegeben, die Zeilen und Kolonnen:

1 2 3

1 ‘ [aa] [ab][ac] [
2 |[ba][bb][be]!
'\ {ea] [eb] [cc]|

Gehort das Glied, dessen Unterdeterminante gesucht wird, der
i-ten Zeile und der k-ten Kolonne an, so ist das Vorzeichen der
Unterdeterminante positiv, wenn (¢ - k) eine gerade, dagegen negativ,
wenn (i} k) eine ungerade Zahl ergibt.

4,, wiirde also das positive Vorzeichen erhalten, weil [ac] der
3-ten Kolonne und der 1-ten Zeile angeh6ért und 3 41 =4 eine
gerade Zahl ist. Dasselbe gilt fir 4,,(2 +2=4). Dagegen wiirde
die zu [ab] gehorige Unterdeterminante das negative Vorzeichen
haben, da [ab] der ersten Zeile und der zweiten Kolonne angehért
(2 4 1 = 3 = ungerade).
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Nach diesen einleitenden Erklirungen kann die Auswertung
einer Determinante angegeben werden. Jede Determinante »-ten
Grades stellt sich namlich dar als ein Aggregat von »-Produkten;
den ersten Faktor dieser Produkte bilden die einzelnen Glieder irgend-
einer Reihe (oder Kolonne), wihrend als zweite Faktoren die zu den
betrefienden Gliedern dieser Reihe gehorigen Unterdeterminanten
einzusetzen sind. Welche Reihe dieser Darstellung zugrunde liegt,
ist gleichgiiltig. Bei den Zahlerdeterminanten wird man zweckmiBig
die Reihe der Absolutglieder, multipliziert mit ihren Unterdeter-
minanten, anschreiben.

Hiernach erhilt man z. B. im Falle dreier Unbekannten fiir

Xb:—%’l den folgenden Wert
l[ba] [be]| | " [aa] [ac], [aa] [ac]"
x,—— O Leal fee] T [ea) [oe]| 1" [pa) (be]
v bbd] [be], b] [a ! tlabd] [ac]®
- e oe] — P ] o] - - 55] 2]

Man beachte die Vorzeichen; die Zahlerdeterminante ist nach
den Gliedern der zweiten Kolonne (Absolutglieder), die Nennerdeter-
minante nach den Gliedern der ersten Kolonne aufgelost.

In diesen Ausdruck konnte man fiir die Unterdeterminanten
2. Grades die frither angegebenen Aggregate einsetzen. — Durch
diese Art der Auflésung der Zihlerdeterminanten erhdlt man die
Absolutglieder, d. h. die von der #uBleren Belastung abhingigen
Werte, als Faktoren der Unterdeterminanten (v — 1)-ter Ordnung.
Diese Form des Ausdrucks ist ihrer Ubersichtlichkeit wegen sowie
auch fiir die praktische Verwendung zweckm#Big, wie sich im folgenden
noch ndher zeigen wird.

Bei Systemen von y-facher statischer Unbestimmtheit
gelten die gleichen Regeln. Bezeichnet man wie bisher die Nenner-
determinante mit A, die Zihlerdeterminante einer Unbekannten X;
mit 4;, so stellt sich X; in der folgenden Form dar:

Xi:—ﬁ:_%{[am]”dai_‘—[bm]'Abi+‘ .. _i— [nm]'A'ni} (41)

Hierbei bedeutet allgemein A, ; die Unterdeterminante des Gliedes
[km], d. h. jene Determinante (» — 1)-ter Ordnung, welche von der
Determinante der gegebenen Gleichungen iibrig bleibt, wenn man
die Zeile und Kolonne des Gliedes [km] wegstreicht, wobei das Vor-
zeichen der Unterdeterminante nach der vorhin angegebenen Regel
festzustellen ist. In A, gibt der erste Index k die Zeile, der zweite
¢ die Kolonne an, der das Glied [¢m] angehdrt. Denn bei Bestim-
mung von X; ist die Reihe oder Kolonne der Koeffizienten von X,
also [ai], [b¢], ..., [ni] zu ersetzen durch die Absolutglieder [am],
[om], ..., [nm].

Pirlet, Statik. II. 1. 8
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Diese wenigen Angaben iiber die Rechnung nach dem all-
gemeinen Verfahren fiir die einfachsten Fille moégen fiir die hier
vorliegenden Zwecke geniigen.

§ 11. Die verschiedenen Arten der Anwendung der Ausdriicke
fiir die Unbekannten X.

a) Untersuchung des Einflusses ruhender Belastung. Die
Ergebnisse des vorigen Paragiaphen ermdglichen ohne weiteres die
Angabe der Werte X, wenn alle Koeffizienten, sowie auch die Ab-
solutglieder der Elastizitdtsgleichungen berechnet vorliegen. Nun sei
schon hier darauf hingewiesen, daf wir — bei jeder Art der
Losung der Gleichungen — die von der &ulezen Belastung
unabhingigen Koeffizienten stets zuerst berechnen, sowohl
bei ruhender wie bei beweglicher Belastung. — Bei der
Untersuchung des Einflusses ruhender Belastung werden auch die
Absolutglieder, also die von der dufleren Belastung abhéngigen Werte,
berechnet. In diesem Falle sind also alle GroBen, die in den Deter-
minanten vorkommen, gegeben, und die Bestimmung der Werte X
kann nach den im vorigen Abschnitt angegebenen Gleichungen und
Regeln erfolgen. Zu den Aufgaben mit ruhender Belastung ist dem-
nach nichts weiteres zu sagen.

. b) Untersuchung des Einflusses beweglicher Belastung. Ein-
fluBlinien der Unbekannten X. Handelt es sich, wie bei den Auf-
gaben des Briickenbaues, um die Untersuchung beweglicher Belastung,
so legt man der Rechnung eine wandernde Last 1 zugrunde und
ermittelt die EinfluBlinien der zu berechnenden statischen GroBen S.
Jede GroBle S setzt sich aus den » Unbekannten X zusammen, ge-
mifl der Gleichung

S:SOJFSCL" a_;—Sb‘Xb-{_""_{—Sn'Xn'

Die Werte S,, §,,..., S, sind Konstante und von der &ulleren
Belastung unabhingig. Nur S, und die Werte X &ndern sich mit
der Belastung, so dal deren EinfluBlinien zu ermitteln sind.

Zunidchst handelt es sich also um die EinfluBlinien der Unbe-
kannten X. Hierzu bedarf es einer geeigneten Deutung des durch die
Gleichung (41) gegebenen Ausdrucks fiir eine Unbekannte X,;. Es ist:

Xy fam] Ay [bm] Ay ] 4,,).

Alle Werte 4 sind konstante Grofen, die nur abhéngig sind
von den Koeffizienten auf der linken Seite der Elastizitdtsgleichungen,
die nicht mit der duBeren Belastung wechseln. Diese Koeffizienten
sollen, wie vorhin hervorgehoben wurde, berechnet vorliegen. Des-
gleichen seien alle Determinanten 4 aus diesen Koeffizienten zahlen-
miBig berechnet angenommen.

®) Erste Art der Bestimmung der X-Linien. Zusammen-
setzung von Biegungslinien. Die Werte [am], [bm], ..., [am],
fir die man nach dem Maxwell’schen Satz auch [ma], [mb], ..., [mn]
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schreiben kann, stellen Verschiebungen des Punktes m (Angriffspunkt
von P,) infolge der Belastungszustinde X =1, X,=1,..., X, =1
dar (vgl. § 83b). Der Punkt m ist je nach der Laststellung ver-
schieden. Die Verschiebungen sdmtlicher Punkte m, in denen die
wandernde Last 1 angreifen kann, werden fiir alle genannten Be-
lastungen X gewonnen, wenn die » Biegungslinien fiir die einzelnen
Zustinde X =1 gezeichnet werden (§ 8¢). Alsdann findet man eine
Ordinate der X,-Linie an einer bestimmten Stelle m, indem man
die fiir diesen Punkt m gefundenen Ordinaten der »-Biegungslinien
nach Gl. (41) mit den Unterdeterminanten A4_;, 4, ., ..., 4, multipliziert
und addiert. Die Gesamtsumme ist durch die Nennerdeterminante A
zu dividieren. In dieser Weise ist fiir eine Reihe von System-
punkten m zu verfahren, so dafl eine geniigende Anzahl von Ordi-
naten der X,-Linie bestimmt wird; durch Verbindung der Endpunkte
dieser Ordinaten kann alsdann die X,-Linie gezeichnet werden. Hier-
nach ergibt sich die folgende Regel zur Bestimmung der X-
Linien durch Zusammensetzung der Biegungslinien fiir die
einzelnen Belastungszustinde X=1.

Aus den vorher ermittelten, von der duBleren Belastung unab-
héngigen Koeffizienten der Elastizititsgleichungen berechnet man
zuniichst die Unterdeterminanten 4_;, 4, ., ..., 4, sowie die Nenner-
detérminante 4. — Alsdann werden — rechnerisch oder zeichnerisch —
die » Biegungslinien des Grundsystems fiir die Zustinde X =1,
X,=1,..., X, =1 ermittelt (nach den Angaben in § 8). Fiir einzelne
Systempunkte m, zu denen man die Ordinaten der X-Linie ermitteln
will, setzt man nach Gl. (41) die mit den entsprechenden Unterdeter-
minanten 4,; multiplizierten Ordinaten der Biegungslinien zusammen
und dividiert diese Summe durch die Nennerdeterminante 4. Die
Verbindungslinie der Endpunkte der so gefundenen Einzelordinaten
liefert die gesuchte X;-Linie. (Vgl. das folgende Zahlenbeispiel.)

Zahlenbeispiel. Es handele sich um die Untersuchung des in Fig. 107
dargestellten Tragers auf 5 Stiitzen fiir bewegliche Belastung (P, =1t).

lerfﬂ)

A I3
¢ & & = 2
l<-——.5m — gm ﬂl< 6m ' 5m—>4|
e s (I

Fig. 107

Die Elastizitdtsgleichungen haben die in § 10b angegebene allgemeine
Form. Die Berechnung der Koeffizienten hat die im folgenden Gleichungssystem
angegebenen Werte geliefert!). (Einheit t und m; alle Verschiebungen
sind multipliziert mit 0,3. Die Konstante EJ ist fortgelassen.)

) Diese Koeffizienten [i%] sind berechnet nach der Gleichung (s. Gl. 28):
EJ-[ik]= [ M; M, ds,
wozu die M,-, M;-, M.-Flichen (Momentenflichen fiir X,, X,, X, = 1) geniigen.
Bei der Auswertung der Integrale sind die in § 7b angegebenen geschlossenen
Ausdriicke mit Vorteil zu verwenden.

R*
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40-X, 1+5269-X, 12875-X.=— am,
52,69- X, +94864 XbT5656 X.=—[bm]
28,75-X,-+ 56,56-X, -1-40-X. -=—lem.
Die Gleichung zur Berechnung von X — nur diese soll hier besprochen
werden — lautet wie folgt

x
| ‘bbbl [be
l_cm cb] [ee) |

Xe= =4 = " V{ad][ab] [ac |
bajbb]lbc
fealfed [ec

Die Auflosung der Derminanten ergibt (vgl. § 10):

X, —— _[am (bb ccJ rbc’ rcb‘)—'bm] ('ab’ [ch—-'ac] [cb'

-{—[cmi (;ab] Lch lacl- [bb")
—+[cal-([ab]-[bc] —[ac}-[bD])"
Die hier vorkommenden Unterdeterminanten ergeben folgende Zahlen-
werte:

Aaa = 3794,56 — 3199,0336 — 595,5264
Apa—21076 —1626,1 —4815
Ayq = 2980,1464 — 2727,34 — 252,8064.

Mit diesen Werten findet man fiir die Nennerdeterminante :
A =5719.

Somit lautet die Gleichung fiir X,, wenn man die Unterdeterminanten
durch 4 dividiert:
Xo=—20,10413-[am] -+ 0,08419-bm] — 0,04420-[cm].

Wir ermitteln nunmehr die Biegungslinien des Grundsystems, d. h. des
einfachen Balkens A B, fiir die Belastungszustinde X,—1, X,=1, X.—1
(Werte [am], [bm], [cm]). Diese sind in Fig. 108 dargestellt. —

[Die Ermittlung der Biegungslinien erfolgt nach den in § 8 angegebenen
Regeln. Da es sich um ein vollwandiges System handelt, werden die Momenten-
flichen fiir die fraglichen Belastungen X =1, fiir welche die Biegungslinien
konstruiert werden sollen, gezeichnet. Die elastischen Gewichte w, die in den
einzelnen Teilpunkten m der Balkenachse aufzubringen sind, erhdlt man aus
den Ordinaten der Momentenfliche nach der Gleichung (39b)

8
Wi = 6E.nI M, + M)+ 6EJ 2 M+ M,).

Der Faktor EJ ist als Konstante ebenso wie bei allen sonstigen Ver-
schiebungen fortgelassen, da er sich im Zihler und Nenner der Werte X heraus-
hebt. — Die Ordinaten der Biegungslinien sind nach der Gleichung:

[im] =M,
berechnet (s. § 8a), indem die Momentenflichen des mit den Gewichten w be-
lasteten Balkens ermittelt werden. Entsprechend den von der &uBeren Be-
lastung unabhingigen Verschiebungen sind auch "diese Ordinaten mit 0,3 zu
multiplizieren.] — -

Um aus diesen Biegungslinien die X,-Linie zu finden, berechnen wir fiir
die Teilpunkte m des Balkens die Werte X, nach der vorhin fiir X, angegebenen
Gleichung. Dies soll hier nur fiir einen einzigen Teilpunkt m, im Abstande
10 m vom linken Auflager, angegeben werden (s. Fig. 108, 109).
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Fir m sind die folgenden Werte der Ordinaten der Biegungslinien ge-
funden:

Fig. 109.

fam] == — 56,25; [bm)=—88,88; [em]=— 50,00.
Somit erhélt man nach der vorhin angegebenen Gleichung fiir X,:
X, =0,10413-56,25 — 0,08419-88,88 -} 0,0442-50,00 = 0,584

Dies wire die gesuchte Ordinate X, in dem genannten Punkte m.
In genau der gleichen Weise sind fiir die iibrigen Tei'punkte die Ordi-
naten X, zu berechnen. Die Verbindung ihrer Endpunkte ergibt die in Fig. 109
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dargestellte X, - Linie; bei exakter Rechnung miissen sich in den Stiitzpunkten
die Ordinaten 0 bzw. 1 ergeben. — In eben dieser Weise sind die iibrigen
X-Linien (X, und X,) zu bestimmen.

p) Zweite Art der Bestimmung der X-Linien. Biegungs-
linien zu einem zusammengesetzten Belastungszustand. Statt
durch Zusammensetzung der » Biegungslinien 1Bt sich eine X-Linie
auch direkt als Biegungslinie zu einem zusammengesetzten Belastungs-
zustand darstellen.

Nach Gl. (41) hat X; den Wert:

Xy=— i (am)- 4y, + [om] Ayt - [om)-4,)

Der Klammerwert kann aufgefafit werden als eine Verschiebung
des Punktes m, hervorgerufen durch die Lasten 4, in Richtung von
X,, 4;; in Richtung von X, usw.bis 4, ; in Richtung von X,,. (Denn man
beachte, daf z. B. [6m] = [mb] die Verschiebung von m infolge X, =1
darstellt, daB somit [bm]- A, aufgefaBt werden kann als Verschiebung
von m infolge einer Last 4,; in Richtung von X,. Entsprechendes gilt
fiir die iibrigen Glieder der Klammer.) — Auf diese Weise 1468t sich X

deuten als die mit der Konstanten L multiplizierte Verschiebung

A4
des Punktes m infolge der Lastengruppe A, in a, 4,;, in b, ...,
4,,in n, d. h in den Angriffspunkten und in Richtung der Un-
bekannten.
Daraus folgt, daBl die EinfluBilinie fiir eine Unbekannte
X, dargestellt werden kann als Biegungslinie des Grund-
systems fiir eine zusammengesetzte Belastung durch die
Unterdeterminanten 4, 4,,,..., 4,, in den Punkten a, b,
.., n. Die Ordinaten dieser Biegungslinie ergeben, mit
—% multipliziert, die Werte X,.
NB. Anstatt der Ordinaten der Biegungslinie kann man auch

die erwiahnten Lasten mit —% multiplizieren. Dann liefert die
Biegungslinie direkt die EinfluBlinie fir X, (vgl. das nachstehende
Zahlenbeispiel).

Zahlenbeispiel. Will man auf diesem Wege die vorhin berechnete
X,-Linie des Trigers auf 5 Stiitzen bestimmen, so sind die bereits errechneten
Werte (vgl. das vorstehende Zahlenbeispiel)

Aaa . Apa
- = 0,10413; — 1=

als Lasten aufzubringen, denn die Gleichung fiir X, lautet:

+0,08419; — Aj“ = —0,0442

Anmerkung. Handelte es sich um ein Fachwerksystem, so bestdnde
der einzige Unterschied darin, daB die Einzelverschiebungen und die elastischen
Gewichte w nach Gl. (40) aus den Spannkriften S zu berechnen wiren. — Bei
der Verwendung der Biegungslinien fiir die Belastungen X=1 wiirde in
dieser Gleichung S; die Werte S,, S, bzw. S. annehmen; im anderen Falle
wiirden die Werte Sy fiir den zusammengesetzten Belastungszustand (Fig. 110)
gelten.



§12. Allgem. Darstellg.d.Unbekannt. X eines o-fach statisch unbestimmt.Systems. 119

X, = — 0,10413-[am] + 0,08419 - [bm] — 0,0442.[cm)].

Man erhilt die in Fig. 110 dargestellte Lastengruppe mit der zugehdrigen
Momentenfliche. Die hierzu konstruierte Biegungslinie gibt die X,-Linie.

A a b c B
To,p.moi -Emm +T 008419 10,0««2 To,mma
]
]
I
|
]

Fig. 110.
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-0 165’ 7>

+a0/l52<

Fig. 110a.

+0.275525

Ganz entsprechend der vorhin grgebenen Erlauterung sind in diesem Falle
die elastischen Gewichte nach der nimlichen Gleichung (39 b) zu berechnen. Die
dort auftretenden Momente M gelten jetzt fiir den in Fig. 110 dargestellten
zusammengesetzten Belastungszustand, dessen Momentenfliche in Fig. 110a an-
gegeben ist. Jetzt erhdlt man ohne weiteres

Xo=M,,

d. h. X, ist gleich dem Moment des mit den elastischen Gewichten w be-
lasteten Balkens A4 B.

B. Eliminationsverfahren mit den iiberziihligen X
als Unbekannten. [Erste Methode]?).

- §12. Alligemeine Darstellung der Unbekannten X eines
o-fach statisch unbestimmten Systems (Tabelle I).

a) Das zweifach statisch unbestimmte System. Um den Ge-
dankengang dieses Verfahrens zu erliutern, betrachten wir zu-
nichst den einfachsten Fall der Aufgabe, ndmlich das zweifach
statisch unbestimmte System.

Die Elastizitétsgleichungen lauten:

X,-[aa] + X, -[ab] = — [am];|
X, [ba)+ X,-[0b) = — [bm).
Um die zweite Unbekannte X, zu berecfmen, wird die erste

[ab]

Gleichung mit ~faal multipliziert und zur zweiten addiert; hierbei

fallt X, heraus, da [ab]=[ba]. Man erhilt:

1) Eine zweite Darstellung der Unbekannten X ist im spdteren Ab-
schnitt D gegeben. Dort sind die Werte X direkt als Aggregate der Ver-
schiebungen [am], [bm], ..., 'rm! des Grundsystems dargestellt.
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[ab]
ab
o —L )
[aa]
Wird der so berechnete Wert X, in die erste Gleichung ein-
gesetzt, so ergibt sich fiir X :

X,=—

[am] [ab]

[aa] [aa-]ﬂ‘ b’

wobei fiir X, der vorstehende Wert einzusetzen ist.

Die vorstehende rechnerische Entwicklung la8t eine einfache
statische Deutung zu.

Der Zihler von X, kann als eine Verschiebung des Punktes m,
d. h. des Angriffspunktes der #uBleren Last P, , gedeutet werden;

[ab]

X,——

[bm] stellt die Verschiebung von m infolge X, —1 und — [aa] [am]
b

die Verschiebung von m infolge der Last X ————% dar; denn
i b

[am] gilt fiir X ==1. Diese Lastengruppe X, =1 und X, _~%%

ist in Fig. 111 dargestellt. Man erkennt, daB eine Beziehung zwischen

[ab]

den beiden Lasten besteht, und zwar ist ——[*af die im Punkte o
a

des einfach statisch unbestimmten Systems durch X,=—1 hervor-
gerufene Wirkung X (Fig. 111a). Dies folgt aus der fiir das ein-

a &
Fig. 111. TM/ T =
“faaj 7
a b
AN 7
Fig. 111a. = ‘TXf’ =
fach statisch unbestimmte System giiltigen Elastizititsbedingung
X, [aa) = — [am]
oder:
v —_lam)
’ [aa]

Wihit man ndmlich als duflere Belastung P, die Last X}, —1
(Fig. 111), so tritt b statt m in [am] ein, und man erhilt:

- [ab]
Ne=—gal’
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Wenn aber somit die in Frage stehende Lastengrugpe (s. Fig. 111)
zu ersetzen ist durch die Einzellast X, =1 am einfach statisch un-
bestimmten System, so kann die Verschiebung von m in-
folge dieser Lastengruppe gedeutet werden als Verschie-
bung von m infolge eben dieser Last X,—1 am einfach
statisch unbestimmten System. Deshalb bezeichnen wir diese
Verschiebung, d. h. den Zihlerwert von X,, mit [mb.1], d. h. Ver-
schiebung von m infolge X, —1 am einfach statisch unbestimmten
System. (Vgl. zu der Bezeichnung S. 21.)

Zu beachten ist, daBl die Last X, =1 nicht mehr am Grund-
system, sondern am einfach statisch unbestimmten System wirkt. Dieses
System soll der Unterscheidung halber als Hauptsystem?) bezeichnet
werden. Der Grad der Unbestimmtheit des Hauptsystems wird durch
einen Zahlenindex (hier 1) angegeben; dieser ist durch einen Punkt
von den Buchstaben, die den Ort (hier m) und die Ursache (hier
X, =1) der Verschiebungen kennzeichnen, getrennt. (Vgl. S.21.)

Ganz entsprechend stellt der Nennerwert von X,, namlich

b
[bb] — %a%-[ba], die Verschiebung des Punktes b des Grundsystems
infolge der genannten Lastengruppe dar, nimlich infolge 1 in X,

b . . . .
und —%]— in X,. Dieser Wert ist somit aufzufassen als die Ver-

schiebung von b infolge der Last X, —1 am einfach statisch un-
bestimmten Hauptsystem und demnach mit [bb.1] zu bezeichnen.
Also erhalten wir fir X, die Form:
[bm.1]
X,—=—t
b [6b.1]
Diese Gleichung entspricht derjenigen fiir X, beim einfach
statisch unbestimmten System:
X —_lam].
@ [aa]” .
die Unbekannte X, erscheint ebenfalls hier in der Form eines Quo-
tienten zweier Verschiebungen. —

Nachdem auf diese Weise die Unbekannte X, berechnet ist und
damit als bekannt angesehen werden kann, bleibt nur mehr eine
Unbekannte, namlich X , zu bestimmen, d. h. es ist ein einfach
statisch unbestimmtes System unter dem EinfluB der nunmehr be-
kannten Last X, und der gegebenen duBleren Last P, zu berechnen.
Die Frage lautet also: Wie groB wird die Unbekannte X, des ein-

fach statisch unbestimmten Systems infolge der beiden Lasten
P, in m
und
bm.1] . . . . :
—[—[%JJ in b (in Richtung von X)?

1 ,Hauptsystem“ im Gegensatz zum statisch bestimmten ,Grundsystem®.
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Die Unbekannte X, infolge P, hat den Wert

___[am]
Xo——Taa]
Infolge X, —1 wird:
P [ab]
@ aa)’
. . [bm.1] .
_—— d:
also infolge der Last X 56 .1] wir
—__[ad] - __lab] (ﬁ E’ﬂ-&])
X, = — [aaj X, oder Y, = aa] 5b.1])

Also wird insgesamt
¥ — [am] M

¢« [aa] [ad] (— [[bb;”;:’]> ’

d. h. wir erhalten den bereits vorher angegebenen Ausdruck.

Damit ist eine einfacke und anschauliche Deutung der vorhin
auf rechnerischem Wege gefundenen Ausdriicke gegeben. Wir wenden
nunmehr unter Umgehung der rechnerischen Losung den vorstehenden
Gedankengang auf das dreifach unbestimmte System an, um alsdann
den allgemeinen Weg ohne weiteres folgern zu konnen.

b) Das dreifach statisch unbestimmte System. Beim drei-
fach statisch unbestimmten System handelt es sich um die drei Un-
bekannten X, X,, X,, von denen wir die letzte X, (wie vorhin X;)
zuerst bestimmen. Zu diesem Zwecke betrachten wir X als einzige
Unbekannte am zweifach statisch unbestimmten Hauptsystem
(Fig. 112a).

a [ c
Fig. 112. < ? =
Aa ) e
By =1
a l ) ¢
Fig. 112a. < 2 ~n = &
Az
0, =1
a i b L‘TXC (bekarnt)
Fig. 112b. & S T Y
4
yr’n" 2 Ae
Fig. 112¢. X
T,(a bekannt =2

Alsdann ergibt sich X,, ebenso wie vorhin X,, als Quotient
zweier Einzelverschiebungen dieses (zweifach statisch unbestimmten)
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Hauptsystems, und zwar jetzt als Quotient der beiden Verschiebungen
des Punktes ¢ infolge P, und infolge X —1.
Man erhilt:

Nunmehr kann X, als bekannt gelten und somit X, aus den
gegebenen Lasten P, und X, bestimmt werden. X, wird als einzige
Unbekannte am einfach unbestimmten Hauptsystem infolge der
beiden bekannten Lasten P, und X, angesehen (s. Fig. 112b). X,
ergibt sich fir jede Last als Quotient von Verschiebungen des ein-
fach statisch unbestimmten Hauptsystems. Also wird:

[bm.1] [be.1]

N ="p.1] T [pb.1]

Das erste Glied stellt den EinfluB der &uBeren Last P,, das
zweite denjenigen der vorhin berechneten Kraft X, dar. Wire ndm-
lich X =1, so wiirde dadurch der Wert
[be.1]
X,— bt

b [bb.1]
hervorgerufen; denn es ist dies nur ein Sonderfall der allgemeinen
Gleichung

 [bm.1]
BT T e a)

indem statt m (giiltig fir P,,—1) jetzt ¢, entsprechend X, =1,

n

eintritt. Die Last X, ruft dann naturgemil den X, -fachen Wert
hervor, also

(be-1]
5.1 %
Hierzu tritt der EinfluB} der dulleren Last P, , nimlich — —[W

und es entsteht insgesamt der oben angegebene Wert von X,. —

Da jetzt auller X, auch X, als bekannt angesehen werden kann,
so bleibt als letzte und einzige Unbekannte X,, die sich nach den
Regeln fiir das einfach unbestimmte System berechnet (Fig. 112c¢).
Man erhilt auf Grund der gleichen Uberlegungen als Gesamteinflufl
der gegebenen &ufleren Last P, und der als bekannt anzusehenden
Lasten X, und X, den Wert:

1) Man konnte auch schreiben: [em.3] =0 (Elastizititsbedingung), d. h.
die Verschiebung von ¢ infolge P, am dreifach unbestimmten System =0.
Es ist:

fem.81=[cm.2 4-[cc.2]- X, =0,

d. h. gleich dem Einfiu von P, und X, auf das zweifach unbestimmte System
(Fig. 112a). Hieraus ergibt sich der obige Wert fiir X,.
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[am] [ab] [ac]
¢ [aa) [aa] *7 [aa] "
Fir X, und X, wiren die vorhin angebenen Ausdriicke ein-

zusetzen. Die Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle iibersicht-
lich zusammengestellt.

Xa -Xb Xr,-
_lam _fbm.1] _em.2]
laal bb.1] fee. 2]
ab]~X,,
an
lac] ‘ bc 1]
- aai X . bb 1 X

Die Summe der Glieder einer Vertikalkolonne gibt die be-
treffende Last X. In der obersten Horizonalreihe stehen die Quo-
tienten, die den EinfluB der duBleren Belastung P, auf die jeweiligen
Unbekannten X darstellen. — Handelt es sich nur um zwei Un-
bekannte X, und X,, so erhdlt man auch diese aus vorstehender
Tabelle, wenn man die Glieder mit dem Buchstaben ¢, also die dritte
Zeile und Kolonne fortlifit. Dies erkennt man ohne weiteres, wenn
man die frither beim zweifach unbestimmten System gefundenen
Werte X, und X, der beiden Unbekannten mit denen der Tabelle
vergleicht.

¢) Das ¢-fach statisch unbestimmte System!). Schon vorher
(im Abschnitt b) zeigte sich, daB die Unbekannten des dreifach
statisch unbestimmten Systems durch Fortsetzung der Reihen und
Kolonnen in der Tabelle fiir das zweifach unbestimmte System ge-
funden werden konnten; umgekehrt ergaben sich die Werte X, und
X, des zweifach unbestimmten Systems aus der vorstehenden Tabelle
fiir das dreifach unbestimmte System durch Fortstreichen der letzten
Reihe und Kolonne.

Beim p-fach unbestimmten System sind die ¢ Unbekannten X,
X,, X, ... bis X, zu bestimmen. Die vorherigen Uberlegungen
fihren zu der fo]genden ibersichtlichen Darstellung der Lasten X
(Tabelle I), die durch einfache Fortfilhrung der Reihen vorstehender
Tabelle gefunden wird. Die Summe der Glieder einer Vertikalreihe ¢
ergibt die betreffende Last X; diese stellt sich dar als Funktion
der folgenden Lasten X,, X;, ... bis X und des in der obersten
Zeile stehenden Emﬂusses der auBeren "Lasten P,. Die letzte Un-
bekannte X _ ergibt sich als Quotient zweier Verschiebungen des
(o— 1)- fach statisch unbesimmten Hauptsystems.

1) Hier ist fiir den Grad. der statischen Unbestimmtheit der Buchstabe o
statt wie frither m oder » gewidhlt worden; dies erschien fiir die folgenden
tabellarischen Zusammenstellungen zweckméBiger, da der Buchstabe m, der n
vorangeht, bereits zur Kennzeichnung der duBleren Belastung verwandt wurde.
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Verwendung der Tabelle. Sind » Unbekannte X vorhanden
(v-fache staticche Unbestimmtheit), so kommen » Vertikalkolonnen
und » Horizontalreihen der Tabelle in Frage; die iibrigen (9 —v)
bleiben auBer Betracht. Bei den » Horizontalreihen ist als oberste
stets die in der Tabelle obenstehende Reihe anzuschreiben, welche
den Index m (EinfluB der duBeren Belastung P,) enthilt.

AuBer dieser ersten Reihe kommen dann noch die folgenden v — 1
unteren Reihen in Frage. So zum Beispiel widren beim vierfach un-
bestimmten System (v—4) die vier Unbekannten X, , X,, X, X,
durch die nebenstehende Zusammenstellung gegeben. Hierbei kamen
aus der Tabelle I nur die vier ersten Reihen und Kolonnen in Frage.

X“ Xb ‘ Xc ,Xd
_lam] bm.1° cm.2 [dm .3
aa T bb.1 ce.2 dd.3]
labd]
" aa Y
lac be. 1, ..
T B0
ad bd. 1 S ed. 2
~aa X ~ bbo1 e, N

Man erkennt also, dal die Tabelle I alle Unbekannten X
fiir jedes beliebig hochgradig unbestimmteSystem angibt. —
Die Koeffizienten der GréBen X sind von der #&uBleren Belastung
unabhingige feste Werte, die als ,,Festwerte“!) bezeichnet werden
sollen. Es bleibt jetzt nach Darstellung der allgemeinen Ausdriicke
fiir die Unbekannten X nur noch die Frage zu erledigen, wie sich
die (zahlenmiBige) Ausrechnung gestaltet, insbesondere wie die
Koeffizienten der Werte X in der Tabelle I zu bestimmen sind.

§ 13. Berechnung der Unbekannten X (nach Tabelle I) bei
rubender Belastung, Temperaturinderungen und
Widerlagerverschiebungen.

a) Berechnung der Verschiebungen der einzelnen Hauptsysteme.
Die Darstellungen des vorigen Paragraphen lassen erkennen, daB eine
Unbekannte X, unter Verwendung der Werte der folgenden Unbekann-
ten X, bis X, berechnet wird; daher miissen die auf X, folgenden
Unbekannten X, bis X vorher ermittelt werden. Die Ausrechnung
wiirde also mit X, zu beginnen haben, und dieser Wert wire in die
Gleichung fiir X, der Wert von .X, und X in die Gleichung fiir X,
einzusetzen usf.,, mdem man riickwirts fortschreitet bis X,. Die zuerst
zu berechnende letzte Unbekannte X, stellt sich dar a]s Quotient

1) Der Begrift ,Festwert“ gewinnt eine besondere Bedeutung bei einzelnen
Aufgaben, z. B. beim kontinuierlichen Triger (Festpunkte) — (s. III. Band).
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zweier Verschiebungen des (¢ —1)-fach unbestimmten Systems, die
somit zuvor zu bestimmen wiren.

Anmerkung. Jede Vertikalkolonne der Tabelle 1, d. h. jeder Wert X,
enthilt Quotienten von Verschiebungen der einzelnen Hauptsysteme (Festwerte),
und zwar wichst der Grad der Unbestimmtheit dieser Hauptsysteme von 0
auf p—1, wenn g Unbekannte vorhanden sind. Dabei ist jeder Unbe-
kannten ein bestimmter Grad der Unbestimmtheit des Haupt-
systems zugeordnet. Wie die Tabelle I zeigt, enthalten die Vertikal-
kolonnen:

fur X, nur Verschiebungen infolge X, =1 am 0fach statisch unbestimm-
ten Hauptsystem (Grundsystem)
fir X, nur Verschiebungen infolge X, =1 am 1fach st. u. H.

XC n ” b2l XC e l ” 2 ” ” " ”
" X([ ” ” " X[[ = 1 ” 3 ” ” »
usw.
Den Buchstaben a, b, ¢, . . ., r ist also in Tabelle I ein bestimmter Zahlen-

index zugeordnet. Die Beziehungen sind durch die folgende Zusammenstellung
gegeben.
Tabelle II.
Beziebungen zwischen Buchstaben (Index der Unbekannten) und

Zahlenindex (Grad der Unbestimmtheit des Hauptsystems) in den Vertikal-
kolonnen der Tabelle der Unbekannten (Tabelle I).

Index

der Unbekannten a| b i ¢ d 1 ¢ f g b kil
‘ \ : ‘ L
Grad der Unbestimmt- ‘ ‘ ! ! “ f I ;
heit d. Hauptsystems . | 0 1 {2 /8 4516 }7/8 9 10 ...

Man weiB also damit ohne weiteres, daB z. B. bei der Unbekannten X,
nur Verschiebungen infolge X, =1 und zwar des 7fach statisch unbestimmten
Hauptsystems in Frage kommen; der Nennerwert der in Frage kommenden
Quotienten der Verschiebungen (s. Tabelle 1) kann nur [hh.7] sein.

(NB. Dies gilt natiirlich nur, soweit nicht die vorher berechneten, nach-
folgenden Unbekannten X; bis X,, die als Faktoren der Festwerte auftreten,
in Betracht gezogen werden; denn diese sind aus Verschiebungen von Haupt-
systemen berechnet, die einen hiheren Grad der Unbestimmtheit aufweisen.)

Die Festlegung dieser Beziehungen zwischen Buchstaben und
Zahlenindex ist fiir die folgenden Darstellungen von Wichtigkeit.

Wir fragen also zundchst nach der Art der Berechnung der
Verschiebungen der einzelnen Hauptsysteme, da diese Werte
zur Bestimmung der Groflen X bekannt sein miissen. — Hierzu be-
trachten wir etwa den in der Einleitung zu § 12 gefundenen Ausdruck
fiir die Unbekannte X, des 2fach statisch unbestimmten Systems:

[ab]
Ab:_[%}l:_@_]l?l_[_],
[bb.1] [bb]—%:—%-[ba]

Die Werte [bm.1] und [bb.1] stellen sich hiernach als Diffe-
renz zweier Verschiebungen dar; die erste, also der Minuend, hat
die gleichen Buchstaben [bm] bzw. [bb] wie [bm.1] bzw. [bb.1],
aber den nichst niedrigeren Zahlenindex (0 statt 1), die zweite
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Verschiebung ist mit einem Festwert multipliziert. Im Nenner dieses
Festwertes entsprechen die Buchstaben (a) dem durch den Zahlen-
index der Verschiebungen (0) gekennzeichneten Hauptsystem (siehe
Tabelle II).

Um nun auf Grund der vorstehenden Angaben die in Frage
stehenden Differenzen nach einer einfachen Regel anschreiben zu
kénnen, ist insbesondere zu beachten, dafBl die Ausdriicke.
rein algebraisch betrachtet, zu 0 werden. Denn es wird:

bm—ib-am=bm—bm:0,
aa

b — 2 e —bp —b =0,
aa

indem sich im zweiten Gliede jedesmal die beiden GréBen a in
Zihler und Nenner fortheben.

Ganz dieselben Gesichtspunkte gelten fiir alle Verschiebungen
eines beliebig hochgradig statisch unbestimmten Hauptsystems. Diese
einfachen Beziehungen gestatten, diese GréBen ohne weitere Uber-
legungen einzuschreiben.

Zur Erliuterung der Regel mogen einige Werte, die in der Ta-
belle I vorkommen, hier angegeben werden. Man schreibe zum
Beispiel:

[bd.1]=[bd] faa]

Das erste Glied hat die gleichen Buchstaben wie der Wert [bd.1]
und den néchst niedrigen Zahlenindex 0; der Nenner des Festwertes
kann nur [aa] sein, da nur Verschiebungen des Grundsystems (In-
dex 0) auftreten. Der Zdhler des Festwertes und der nebenstehende
Faktor miissen nun so gewidhlt werden, daB der Gesamtwert, al-
gebraisch betrachtet, zu 0 wird. Dies ist nur zu erreichen durch
die GroBen [ab] und [ad]; dabei ist es gleichgiiltig, welche von bei-
den zum Zihler des Festwertes gemacht wird. Man erhilt also:

— [ab]
[bd.1]=[bd] [aa] [ad].

Es handle sich zweitens um den Wert [¢d.2]. Man schreibe:

d.2]=[cd. 1] — =",
[ed-2]=[ed-1] = T35 7]
Der Nenner kann nur [bb.1] sein, da die Verschiebungen den
Index 1 haben. Um den Gesamtwert algebraisch zu O zu machen,
ist demnach zu schreiben:

[d.2] = [ed.1] — g,—cz{il]'[bd-ﬂ’

denn die beiden noch einzusetzenden Verschiebungen ([bc¢.1] und
[bd.1]) miissen auBer den beiden Buchstaben b des Nenners [bb.1]
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noch die beiden Buchstaben ¢ und d des ersten Gliedes [¢d.1] ent-
halten, damit algebraisch der Wert 0 herauskommt.

SchlieBlich soll noch eine Verschiebung des 8fach statisch un-
bestimmten Systems, etwa [km.8], gesucht werden. Man schreibe:

[km.8]=[km.7] ]

Der Nenner [h].7] ergibt sich gemidB der Tabelle II, da nur
die Verschiebungen des 7fach unbestimmten Systems eingehen. Da-
mit der Gesamtwert algebraisch zu O wird, ist zu schreiben:

[hE.7]
(0. 7] fhm.7].

In dieser Weise lassen sich alle in der Tabelle I bei der Be-
stimmung der Unbekannten X auftretenden Werte ohne weiteres an-
schreiben.

[NB. DaB8 die vorhin rein mechanisch aufgestellten Ausdriicke
sich auch auf Grund einer statischen Deutung ergeben, ist selbstver-
standlich. So z. B. ergibt sich [c¢d.2] als Verschiebung des Punktes ¢
infolge der Last X;=—1 am 2fach unbestimmten System. Die Ver-
schiebung von ¢ am 2fach unbestimmten System infolge X,—1
(Fig. 113a) kann auch aufgefaBt werden als Verschiebung von ¢ am

[km.8] = [km.7] —

. a b c a
Fig. 118a. & Y ) rey
I
a b c d
Fig. 113b. & = =
A 7

1fach unbestimmten System, hervorgerufen durch die Last X,—1
und die in b durch X; =1 hervorgerufene Last X, (Fig. 113b). Diese

letztere Last ist aber gleich —F;Z—H Daher wird:
bd.1
[ed.2] =[cd.1] ——%bb'l}-[cb.l] .

Dieser Ausdruck ist identisch mit dem vorhin angeschriebenen
Wert, da wegen des Maxwellschen Satzes [¢b.1]=[be.1] ist. Wiirde
man [c¢d.2]=][dc.2] als Verschiebung von d auffassen, so erhielte
man den Wert genau in der vorhin angeschriebenen Form.] —

Aus den vorstehenden Ausfiihrungen ergibt sich, daB sich jede
Verschiebung eines Hauptsystems von »-facher Unbestimmtheit aus
den Verschiebungen des Systems vom néichst niedrigeren Grade statischer
Unbestimmtheit in einfacher Weise darstellen 1da6t. Wir werden

Pirlet, Statik. IL 1. 9
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somit bei den Verschiebungen des 1fach unbestimmten Systems
beginnen und allméhlich zu den folgenden Werten fortschreiten.

Damit ergibt sich die folgende Regel zur Berechnung der
Koeffizienten der Tabelle I, d. h. der Verschiebungen der ein-
zelnen Hauptsysteme:

Aus den zuerst errechneten Verschiebungen des Grund-
systems, deren Ermittlung stets zu Beginn der Ldsung
vorzunehmen ist, bilde man die Quotienten (Festwerte) der ersten
Vertikalreihe der Tabelle I. Hierauf berechne man die Verschie-
bungen des 1fach statisch unbestimmten Hauptsystems, die sich
nach den obigen Angaben aus den Verschiebungen des Grundsystems
und den vorerwihnten Festwerten zusammensetzen. Aus diesen
Verschiebungen (Index 1) ergeben sich die Quotienten (Festwerte)
der zweiten Vertikalreihe der Tabelle. — Hierauf bestimme man
die Verschiebungen des 2fach unbestimmten Hauptsystems (dritte
Reihe), wobei die vorberechneten Verschiebungen des 1fach unbe-
stimmten Systems und die zuletzt gefundenen Festwerte der zweiten
Reihe einzusetzen sind. In dieser Weise ist fortzufahren bis zum
Ende der Tabelle. (Vgl. das folgende Zahlenbeispiel.)

b) Berechnung der Unbekannten X bei ruhender Belastung.
Nach den Angaben des vorigen Abschnittes a) sind die Festwerte
der Tabelle I zahlenmafig auszuwerten; dies ist bei jeder Aufgabe
zuerst zu erledigen. Handelt es sich nun um die Untersuchung des
Einflusses ruhender Belastung und sind ‘die Absolutglieder [am],
[bm], [em], ... der Grundgleichungen berechnet. so kénnen auch die
Quotienten in der obersten Horizontalreihe der Tabelle I ermittelt
werden. Alsdann ist alles, was fiir die Berechnung der Unbekannten
notwendig ist, gegeben; denn jede Unbekamnte X ist durch Sum-
mierung der Glieder einer Vertikalkolonne nach Tabelle I zu be-
stimmen. Mit der Rechnung ist bei der letzten Unbekannten X,
zu beginnen, und riickwirts nach den Angaben der Tabeile I fort-
schreitend, findet man die weiteren Werte X bis hinauf zu X,. (Vgl.
die Angaben in § 11.)

¢) Berechnung der Unbekannten X bei Temperaturinderungen
und Widerlagerverschiebungen. Der Einfluf der Temperatur oder
der Widerlagerverschiebungen berechnet sich in gleicher Weise nach
Tabelle I wie derjenige einer duBleren Belastung. Denn die Grund-
gleichungen (Abschn. I), sind dieselben, nur treten an die Stelle der
Absolutglieder [am], [bm], [em] ... die Werte [at], [bt], [ct] ... bzw.
[aw], [bw], [cw],.... Die Tabelle I behilt also ihre Form, nur
ist der Buchstabe m in den Gliedern der obersten Horizontalreihe
durch den Buchstaben ¢ (Temperaturanderungen) bzw. w (Wider-
lagerverschiebungen) zu ersetzen. i

Zahlenbeispiel zur Berechnung der Unbekannten X und der
Formidnderungen.

o) Zur Erlauterung soll der in Fig. 107 dargestellte Triager fiir eine
bestimmte ruhende Belastung berechnet werden. Die Belastung sei eine
Einzellast 1t im Abstande 10 m vom linken Endauflager. Hierfiir sind zv.
niichst die Verschiebungen [am], [bm], [em] zu berechnen. Im vorliegenden
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Falle konnen diese direkt aus den in Fig. 108 dargestellten Biegungslinien ent-
nommen werden. Man findet [am] = — 56,25, [bm]= — 88,88, [em]=—50,00.
Damit ergibt sich die folgende Tabelle der 0,30fachen Werte der Ver-
schlebungen des Grundsystems.

a J b ‘[ ¢ m Festwerte
o | 4000 | 52,69 { 2875 | — 5625 _
— d -
b | 5269 94864 l 56,56 | — 88,88 —%"1:_1,317
¢ | 2875 5 56,56 ! 40,00 | — 50,00 —-%C}:—O,HQ

Aus diesen Verschiebungen und den daraus zu bildenden Festwerten er-
geben sich die Verschiebungen und Festwerte des 1-fach statisch unbestimmten
Hauptsystems wie folgt:

. [0b.1]=94,864 — 1,317-52,69 = 25,458,
[bc.1]=156,56 — 1,317.28,75 = 18,689,

[bm.1]— — 88,88 —1,317-56,25 — — 14,799,
[cc.1] = 40,00 — 0,719-28,75 — 19,336,
[em.1] = — 50,00 - 0,719-56,25 = — 9,556.

Der Ubersicht halber werden auch diese Verschiebungen mit den sich
aus ihnen ergebenden Festwerten tabellarisch zusammengestellt.

Tabelle der Verschiebungen des 1fach unbestimmten Haupt-

systems.
a E’ b ll c m I Festwert
T el R - | - -
— 25458 | 18,689 | — 14,799 —
_ osse] el g
¢ 18,689 | 19,336 | — 9,556 [bb.1]~—0,734

Als Verschiebungen des 2fach statisch unbestimmten Hauptsystems
kommen nur zwei Werte in Betracht, nimlich
[ce.2)= 19,386 — 0,734-18,689 = 5,616,
[em.2] = — 9,556 — 0,734 - (— 14,799) = 1,306.
Damit sind alle GriéBen zur Bildung der Tabelle I gegeben. Die folgende
Berechnung der drei ersten Zeilen der Tabelle I bedarf daher keiner Erldaute-

rung. Die Ergebnisse X,, X,, X, in der untersten Zelle sind durch Addition
der. Werte in den Vertikalkolonnen gefunden.

X, ; X, X,
— 56,25 —14,799 . 1,306
— _+1,406[ ~ 95458 =-}0,581} — 5616 0,233
—1,317-0,752  ——0,990 — —
0,719 (—0,233) — 1-0,168|— 0,784 -(— 0,238) = 0,171 —
X, —-0,584] X,=--0,752] X.=—— 0233

9%
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B Das gleicheSystem ist fiir die in Fig. 114 dargestellten Wider-
lagerverschiebungen zu berechnen,
Die in Richtung der (nach oben) positiven Auflagerdriicke eintretenden
Verschiebungen haben die folgenden Werte:

Verschiebung des Punktes I’ (linkes Lager) . . . . . -2 em,
” » LI S [aw.3] = —3 om,
” » ” b.. ... .. [bw . 3] == 0
» » » Ce v v v v a [ew.3]=—2 cm,

» » » 1" (rechtes Lager) . . .=-1 cm.
g

Fir die Absolutglieder [aw], [bw], [cw] der Grundgleichungen gilt allgemein
der Ausdruck

[iw] =[iw] — [iw.3].
Hier stellt [iw.3] den gegebenen Wert der Verschiebung des Widerlagers i
des 3fach unbestimmten Systems dar, also die in der Fig. 114 angegebenen

Z’V@ a b Ci +”MAZ”
a . e
Fig. 114.

Verschiebungen. Dagegen bedeutet [iw] die Verschiebung von i infolge der
Widerlagerverschiebungen des Grundsystems. Nach Gl. (31) gilt fiir [{w] der
Ausdruck (s. S. 50).

[tw] = — 2 L;-[lw.8];

L; sind die Auflagerdriicke infolge X;=1 am Grundsystem, [lw.3] die ge-
gebenen Verschiebungen der Angriffspunkte ! dieser Auflagerkrifte.
Hiernach erhélt man in unserem Falle

i 20 5 - >
fawi=— 2 L, -lw.8] = ( 25 -2 — 25 -1 -+ 1,80,
[bw)=— X L;-[lw.3]= ( 55 1) 1,44,
5
R )
[cw] =— 3 L.-[lw.3 < 25 25 > -+ 1,20.

Somit ergibt sich
[aﬁ;]: law] — [aw.8] =+ 1,80 — (— 8) = - 4,80,
[bw] = [bw] — fbw 3]=-+4+144—0 =L 144,
[cw] [ew] — [ew.8] =+ 1,20 — (— 2) = -} 3,20.
Die Losung der Grundgleichungen liefert hiernach folgende Er-
gebnisse:

[b#.1] = [bw] — (]’ [aw] = 1,44 — 1,317-4,80 = — 4,8816,

]
[e®.1] = [c] — [%‘;—j @] = 8,20 — 0,719-4,80 — — 0,2512,
[e®.2]=[cw.1]— [[2217 2[5, 1] = — 0,2512 — 0,734 (— 4,8516) = -} 3,33.

Fir die Unbekannten infolge der Widerlagerverschiebungen
erhilt man also, wenn man, wie friither die Nennerwerte, so auch jetzt die
Zihler mit EJ multipliziert,
[ew.2] 3,38

Xo=— fcc.2] — 5616

— 0,593 - EJ,
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. [bﬁ;.l]_&__]' 4,8816 0,734. .
X, ~ b1 [65 1) X, = +25458+ 0,593 =+ 0,628-EJ,
[aw] [abd] _lac] 4,80
Xe=—Tq (e T @a T T @

-+ 0,719-0,598 = — 0,521 - EJ.
NB. Man beachte, daB die Nennergrofen die 0,30fachen Werte der

eigentlichen Verschiebungen darstellen. Daher sind die vorstehenden Ergeb-
nisse X noch mit 0,30 zu multiplizieren.

Ein zweiter Weg zur Bestimmung der Unbekannten ergibt sich,
indem man in den vorstehenden Ausdriicken die Werte [64w.1] und [cic.2] als
Summenausdriicke nach Gl. (31) berechnet.

Es ist

pw.l)=—3XL, - [lw.3].
Die Belastung Xp.1==1, welche die Auflagerdriicke Ly.1 erzeugt, ist in Fig. 115

dargestellt.
& 2
I B
Kap=-1317 Ap=?
Fig. 115.
Man erhilt
11 20
P _ 1.2 —_
L'=-—1 5% 1- 3% -(—1,817) =+-0,6136,
14 5
"”____ __ P —
LV=—1 % 1 55 -(—1,317) = — 0,3366.
Also
(bw.1]=—10,6136-2 — 1,317 (— 3)+1-0 — 0,3366- 1) = — 4,841.
Ferner ist
lew.2] = — X Le.2-[lw.3].
Die Lastengruppe X,.,=1 ist in Fig. 116 dargestellt.
a b c
Fig. 116. 7 i ?
Aac=*0247 Ape==4734 A=t
N s T o g
Fig. 116a.? = . X ,(1, ray i
Man findet hierfiir
L’ = — 0,80 (4 0,247) — 0,44 (— 0,734) — 0,200 -1 = — 0,07464,
L' = — 0,20 (+ 0,247) — 0,56 (— 0,734) — 0,800-1 = — 0,4384.
Somit ergibt sich
few.2)= —[—0,07464-2 1- 0,247 (—3) — 0,734-0 +1-(— 2) — 0,4384 -1} =
=~} 3,329.

Dieser Wert wire noch mit EJ zu multiplizieren.

Im ibrigen sind mit diesen Werten die Unbekannten wie vorhin zu be-
rechnen.

7) Es soll die Verschiebung (vertikale Durchbiegung) [ki.3] des
Punktes k berechnet werden, wenn das System, wie vorhin, mit
einer Last P;—=1 im Abstande 10 m vom linken Balkenende be-
lastet ist. (s. Fig. 116a.)
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[ki.3] ist identisch mit [¢k.3], d. h. der Verschiebung von ¢ infolge
P.=1.
Die Berechnung von [k%.3] kann durch Zusammensetzung aus der Ver-
schiebung [k} des Grundsystems und dem Beitrag der durch P, hervorge-
rufenen Unbekannten erfolgen, und zwar nach der Gleichung

(ki.8] = ki + ka] X, - kb]- X, + kel- X,.

Die durch P; hervorgerufenen Unbekannten haben die vorhin berech-
neten Werte
X,=-+40,584; X,=-10752; X,=—0,233.

Die Koeffizienten dieser Unbekannten sind aus den Biegungslinien (siche
S. 117) zu entnehmen:

[ka] = — 42,88; [kb] = — 81,76;
[ke] = — 52,87.

Da wir die Durchbiegungen nach
unten positiv rechnen wollen. so miissen
die vorstehenden Verschiebungen infolge
der nach oben wirkenden Krifte X —1
das negative Vorzeichen haben. Der

Faktor Ej ist bei allen Verschiebungen

fortgelassen. Zu beachten ist, daB die
vorstehenden Werte die mit 0,30 multi-
plizierten Verschiebungen darstellen.

Fig. 117. Das noch fehlende erste Glied ki
berechnet sich wie folgt (s. Fig. 117):
ki) = O,SO-f M M, dx— —130 6-3,20 - »g— 3,20-5,44 - -Z—-[G (2-3.20 4+ 5,44)

-+ 3,20 (2-5,44 - 3,20)] = 78,76.
Somit ergibt sich
0,30-"%k¢.3 = 13,76 — 42,88- 0,584 — 81,760,752 — 52,87-0,233 — — 0,447
ki .8 = —149.

(NB. Auch bei diesem Endwert fehlt noch der Faktor _—:,lj. Die Di-

mensionen sind die gleichen wie bei den Verschiebungen im Zahlenbeispiel
S. 115, also Meter und Tonnen. Um in einem bestimmten Falle den zahlen-

méfigen Wert der Verschiebung zu erhalten, wire der Faktor 7437 und zwar

in m und t zuzufiigen. Der Endwert ergibe sich dann in Metern.)

Die Berechnung von [k%.3] kann zweitens durch Auswertung des Summen-

ausdrucks
[ki.3] "ka Mi. 3-‘1? _fw o Mids

EJ
erfolgen. (8. Gl 27, S. 47))
Die Momente M; 3 sind die Ordinaten der Momentenfliche fiir P;=1
am 3fach statisch unbestimmten System. Die Werte der drei Unbekannten
infolge P; sind bereits berechnet und ergeben zusammen mit P; die in Fig. 118a
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dargestellte Belastung des Grundsystems. Fig. 118b zeigt die entsprechende
Momentenfliche (M;. s-Fliche).

lpz' =1 Belastung ~F=1
! [ -
+0585 +0762 -0233
My 5~Fldche
*3’105 /[71‘023\9_
Flg 118b. A\A/ Wg}zyj L

-07575
/!A/Wk ~Fliche

Fig. 118¢. & = = l = N
4=1

Fig. 118a. &

Die Belastung P, =1 wirkt am Grundsystem, und zwar braucht dieses
nicht das Grundsystem zu sein, welches bei der Berechnung der Unbekannten X
verwandt wurde. Wir wihlen vielmehr das System an dem Py augrelft, s0,
dafl die Rechnung moghchst einfach wird, d. h. wir verwenden die vier Einzel-
balken (Fig. 118¢), in die das System iibergeht, wenn man iiber den Stiitzen
Gelenke anbringt. Dann erstreckt sich niamlich die Mj-Fliche und damit auch
das Integral fiir [k4.3] nur iiber die eine Offnung. (Vgl. S. 38))

Es wird:

4.3 — S 1,50 (2-0,3295 L 0,868) — 1,50 2.0,3295 — 0,239)
. : )
(k9.3 — — 1,46.

0) Es soll die Verschiebung (vertikale Durchbiegung) iw.3] des
Punktes i berechnet werden, wenn die in Fig. 114 angegebenen
Widerlagerverschiebungen auftreten.

Die Berechnung kann erstens durch Zusammensetzung der Ver-
schiebung [iw] des Grundsystems und des Beitrages der Unbekannten er-
folgen:

dw. 3] ==[iw! -+ [ia]- X, [ib]- X, + [ic]- X,.

Die Werte X infolge der Widerlagerverschiebungen sind vorhin (s. 8) be-
rechnet worden; die Werte [ia!, [ib], [ic] sind aus den Biegungslinien (siehe
S. 117) zu entnehmen. ,Der Wert [2w] berechnet sich zu

/15 L 10

\
Hwl=—X1I, {lw.S]——w—\\éb - 55 ):——1,60.

Also erhilt man
Hw.3] = — 1,60 - (— 56,25)- (— 0,521) - (— 88,38) (--- 0,628)
—+ (— 50,00)- (— 0,593) = - 1,54.
Dieser Wert erhilt noch den Faktor EJ.

Dieser Wert kann aber auch zweitens als Summenausdruck nach
Gl. (31) berechnet werden:

[iw.8 =— 3 L;.3-Tw.3,.

L;.3 sind die Auflagerdriicke infolge P;=1 am 3-fach unbestimmten
System. Die drei Unbekannten fiir diese Belastung sind bereits bekannt
(s. Fig. 118a).

Aus P;=1 und diesen Lasten X,, X,, X, berechnen sich die Auflager-
krifte I’ und L’ an den Balkenenden wie folgt:
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L’ = 0,60 — 0,800,584 — 0,440,752 - 0,20- 0,238 = — 0,1515,
L" = 0,40 — 0,200,584 — 0,560,752 -+ 0,80-0,233 = - 0,0485.
Somit ergibt sich
[¢w.8]=—[—0,1515-2 10,584 - (— 3) -+ 0,752.0 — 0,233 - (— 2) 4- 0,0485-1;
=} 154.
(Multiplikationsfaktor E.J.)

§ 14. EinfluBlinien der Unbekannten X bei beweglicher
Belastung.

a) Die Darstellung der Werte X in Tabelle I als Grundlage
fiilr die Ermittelung der X-Linien.

Auch fiir die Untersuchung des Einflusses beweglicher Belastung
ist der Gang der Rechnung aus der Tabelle I zu ersehen. Die letzte
Unbekannte X ist durch die Gleichung gegeben:

X':_[rm.QM}l,

’ [rr.o—1]
d. h. X ist wie die Unbekannte eines 1-fach unbestimmten Systems
als Quotient zweier Verschiebungen des Hauptsystems, und zwar
hier des (o — 1)-fach statisch unbestimmten Hauptsystems, dar-
gestellt. Man kann also sagen: die Ordinaten [rm.o—1] der
Biegungslinie des (9—1)-fach unbestimmten Hauptsystems fiir die
Belastung X =1 sind direkt proportional dem Werte X _; Propor-
tionalitatsfaktor ist der von der Stellung der &uleren Last unab-

hingige Wert — —[——i—— 17’ wobei [rr.9—1] die Verschiebung des
ry

Angriffspunktes » der Unbekannten X infolge X, =1 am Haupt-
system darstellt. Daraus folgt, daB die Biegungslinie fiir .X =1
(am Hauptsystem) zugleich die EinfluBlinie fiir X, darstellt, und

zwar ist der Multiplikator —- 1 —=.
rr.o—1]

Bei den iibrigen Unbekannten X stehen die entsprechenden
Quotienten (EinfluB der &uBeren Lasten auf das Hauptsystem) in
der obersten Reihe der Tabelle I. Es sind gleichfalls Werte, deren
Zihler sich als Ordinaten der Biegungslinien der einzelnen (statisch
unbestimmten) Hauptsysteme darstellen. Der Grad der Unbestimmt-

heit dieser Hauptsysteme steigt an von O (bel _[[T]l) bis (o —2)
(bei ——[im—g—:——z]) — Aber auBer diesen Werten der obersten
lg9-0—2]

Horizontalreihe kommen in jedem Wert X, die weiteren Unbekannten
(X, bis X ) vor, und zwar multipliziert mit einem Festwert. Die
Ordinaten der EmﬂuBIlnle einer solchen Unbekannten X, setzen sich
also zusammen aus den Ordinaten der Biegungslinie fiir X;=1 am
zugeordneten Hauptsystem (mit dem entsprechenden Multiplikator)
und den Ordinaten der Einfluflinien aller auf X, folgenden Un-
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bekannten X, bis X,. Letztere sind als vorher berechnet an-
zunehmen.

Betrachtet man zum Beispiel den vorhin erwihnten Fall des
4-fach unbestimmten Systems (s. Tabelle S. 126), so ist die X,-
Linie (X, ist die letzte Unbekannte) gegeben als Biegungslinie des
3-fach unbestimmten Hauptsystems, entsprechend dem Ausdruck:

[dm.3]

X,=———.

‘ d [dd.3]
Fiir die vorherige Unbekannte X, dagegen gilt ein zusammen-

gesetzter Ausdruck, ndmlich

X — [em.2]  [ed.2]
e [ee.2]  [ee.2] T¥
Das erste Glied ist die mit einer Konstanten — 1 multipli-

[cc.2]

zierte Ordinate der Biegungslinie des 2-fach unbestimmten Haupt-
systems fiir die Belastung X =—1. Das zweite Glied gibt die Ordi-
nate der X,-Linie, ebenfalls multipliziert mit einer Konstanten, und

[ed. 2]
zwar dem Festwert — .

[cc. 2]
aus den Ordinaten der Biegungslinie fiir X =—1 am 2-fach un-
bestimmten Hauptsystem und den Ordinaten der X,-Linie. Ent-
sprechendes gilt fiir die X,-Linie. Es sind zusammenzusetzen die
Ordinaten der Biegungslinie des einfach unbestimmten Hauptsystems
fiir die Belastung X, == 1 mit den Ordinaten der X - und X,-Linie,
entsprechend dem Ausdruck:
[bm.1] [be.1] x (bd.1]

[bb.1] [bb.1] T¢ [bb.1] T ¥

Bei der X -Linie tritt noch die Biegungslinie fiir X, —1 am
0-fach unbestimmten Hauptsystem (Grundsystem) hinzu; diese Biegungs-
linie ist zusammenzusetzen mit den vorher bestimmten X,-, X - und
X,-Linien. :

Aus alledem folgt, daf sich die Einfluflinien der Un-
bekannten X, bis X, durch Zusammensetzung der Biegungs-
linien fiir die Zustinde X, —1, X,—1, ..., X, =1 am 0-, 1-,

.., o—1-fach statisch unbestimmten System ergeben. Man

beginnt mit der letzten, der X -Linie, und bestimmt riickwirts fort-
schreitend, der Reihe nach die X Xy Xpms o bis X -Linje. Jede
dieser X-Linien, etwa die X,-Linie, setzt sich zusammen aus der
Biegungslinie fiir X;=— 1 an einem zugeordneten, »-fach unbestimmten
System, und den vorher gefundenen EinfluBlinien fiir die (auf X))
folgenden Unbekannten X,, X,, ..., X,. Die letztgenannten Einfluf3-
linien sind dabei mit einem Festwert gemidll Tabelle I zu multipli-
zieren.

Es handelt sich also zundchst darum, die Biegungslinien der
einzelnen Hauptsysteme, d. h. von Systemen ansteigender statischer
Unbestimmtheit zu ermitteln.

Die X -Linie setzt sich also zusammen

X,=—
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b) Ermittlang der Biegungslinien der statisch unbestimmten
Hauptsysteme. Belastungszustinde X,.o, X;.1, Xc.2, ... =1.
Belastungsschema. Tabelle III. :

Um eine einfache Bezeichnung zu erhalten, schreiben wir die
ebengenannten Belastungen X=—1 am 0, 1, 2, ... (0 — 1)-fach un-
bestimmten Hauptsystem, wie folgt:

Xoo=1, Xp1=1, X, =1, Xg3=1bjs ... X, ,_y=—1.

Der Grad der Unbestimmtheit des Hauptsystems, an dem eine
Last X,—1 wirkt, wird also gekennzeichnet durch den neben ¢ an-
gesetzten Zahlenindex. Die Zusammengehorigkeit die Buchstaben a,
b, ¢, ... und Zahlen 0, 1, 2, ... ist wiederum durch die Tabelle IT
gegeben. —

Um nun etwa die Biegungslinie fiir die Belastung X4 3==1
zeichnen zu konnen, miissen die drei zunichst unbekannten Lasten
in @, b und ¢ aufgesucht werden, da X;3=—=1 am dreifach un-
bestimmten Hauptsystem wirkt (Fig. 119a). Diese drei Unbekannten,
die mit der Last 1 in 4 zusammen eine am Grundsystem wirkende

Belostung Ay 3 =7
4 c

Fig. 119a. é = o =
Iy
Fig. 119b. £ 4 - a 2
—T:Yaa’ T/’@d TXCJ T/liiff

Lastengruppe bilden (Fig. 119b), werden durch zwei Indizes gekenn-
zeichnet, und zwar soll der erste Index (a, b, ¢, d) den Punkt angeben,
in dem die GroSe X angreift (Ort der erkung von X), der zweite
Index (hier d) soll die Belastung (Ursache) andeuten, durch die
der Wert X erzeugt wird (hier X, =1).

Allgemein soll eine GroBe X;,*) mit zwei Indizes die im
Punkte ¢ (Angriffspunkt von X) in Richtung von X; durch
die Last X,—1 am Hauptsystem hervorgerufene Kraft X
bedeuten, wobei als Hauptsysbem das der Last X, zugeordnete
statisch unbestimmte System in Frage kommt. So z. B. wiirde X p
die in d auftretende Last bedeuten, die durch X =1 am (6fach un-
bestlmmten) Hauptsystem hervorgerufen wird. = (Der Unbekannten
X, ist ein 6-fach unbestimmtes Hauptsystem zugeordnet. Tabelle II.)

Um die Lasten X, X,, und X, infolge X33 =1 zu bestimmen,
bedarf es nur der gleichen Uberlegungen wie sie in § 12 bei der
Darstellung der Unbekannten X angestellt wurden. Nach den dortigen

1) Diese Lasten X;; einer Lastengruppe X =—1 sind natiirlich wohl zu
unterscheiden von den Unbekannten X, der Aufgabe.
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Ergebnissen koénnen die gesuchten Werte ohne weiteres angeschrieben
werden. — Bestimmt man zunéchst X ,, so ist dies eine Unbekannte
am zweifach unbestimmten Hauptsystem infolge X, =1 (s. Fig. 120a).
Sie ergibt sich demnach aus der Gleichung
. [cd.2]
Kea=— [ec.2]
(4 ist statt m in der allgemeinen Gleichung einzusetzen, denn die
duBlere Belastung P, ist hier X,=1 (Fig. 120a). Da nunmehr die

m

X=7
. a b c dT i
Fig. 120a. & z rey 7
7‘\)fcd
gé A
. a b ct cd dT dd
Fig. 120b. &~ = W”f_J -2
Jod ekar)
A A
) @ »| 22 CT ed dT*dd
Fig. 120c. < y r-S
TXad bekanrt

beiden Lasten in ¢ und % gegeben sind, li3t sich X, ; als Unbekannte
am 1fach unbestimmten Hauptsystem angeben, und zwar als Folge
der beiden genannten Lasten X ; und X, ,=1 (Fig. 120b). Man erhilt:
b be.
Xyq= [ d 1] 1_'[ C}l
T [bb.1] [bb.1]
wobei fiir X,; der vorhin bestimmte Wert einzusetzen wire.

Aus den nunmehr bekannten Lasten X,, und X,, und der ge-
gebenen Last X,;,=1 findet man die letzte Unbekannte X , am
Grundsystem (s. Fig. 120c¢) nach folgender Gleichung:

x,——ledl_ lee] o lab]
“ [aa] [aa] "¢ [aa]

Die gefundenen Werte werden in iibersichtlicher Form (dhnlich

wie in Tabelle I, S. 125) zusammengeschrieben.

'Xcd

Belastung Ad 3=—1.

Xu(l ‘Abl[ ‘ Xc(I 1 de
rab ‘ 1 ‘
—_ J .Xb,[ . } . i
S — S
fac] el 1 ‘
—[aaj-X”‘[ | bl) 1 "X'('(I i
[ad] RS | cd. 2
—_—— JEO e 8 PR e 1
(aa] ! Ba. 1} ! ce.2) !
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In dieser Tabelle ist wiederum (ihnlich wie in Tabelle I, S.125),
jede Einzellast X durch die Summe der Glieder einer Vertikalreihe
gegeben. Der Aufbau der Tabelle ist — bis auf die erste Zeile —
ganz entsprechend dem der Tabelle . Nur die erste Horizontal-
reihe (Glieder mit dem Index m, dem Kennzeichen der auBeren Be-
lastung) fehlt, da eine #uBere Belastung P, nicht vorhanden ist.
Insbesondere sind die Multiplikatoren der Gréfen X dieselben wie
frither, ndmlich gleich den Festwerten. —

Beziiglich der Verwendung der vorstehenden Tabelle ist zu be-
achten, daf3 sie zugleich die iibrigen Lastengruppen X, ,=—1 und
X,.1=1 angibt. Es hétten sich z B. fur die Belastung X, =1
am 2-fach unbestimmten Hauptsystem die Werte ergeben:

[be.1] B [ac] [ab]
X, = 551 1 und X, == [aa]'l [aa] Xoe

Wiirde man auch diese Werte in der bisherigen Anordnung an-
schreiben, so erhielte man dasselbe, was sich in der vorstehenden
Tabelle, S. 139, beim Verschwinden der Glieder mit dem Buchstaben d
ergebe. Man erkennt dies, wenn in der Tabelle die letzte Kolonne
und die letzte Zeile mit dem Index d fortgestrichen wird. Hierbei
wire naturgemédf bei den Lasten X in @ und b der zweite Index ¢
(statt d) einzusetzen, als Kennzeichen der Belastung X, ;= 1. Ebenso
wirde man den nichstfolgenden Belastungszustand X, ,=—1 durch
entsprechende Erweiterung der Tabelle finden, d. h. durch Ansetzen
einer unteren Horizontalreihe von folgender Form:

[ae] | _[be.1] | fee.2] | [de.3] | ;
[aa) (bb.1] [cc.2] [dd.3] |

Hier wire alsdann bei den Lasten X als zweiter Index e ein-
zusetzen, da es sich um X, ,=—1 handelt.

Man erkennt also, dal die Tabelle, bis zum letzten Belastungs-
zustand X, 1 =1 fortgesetzt, alle Lastengruppen X; ,==1 in iiber-
sichtlicher Anordnung darstellt. Werden entsprechend der Tabelle
S. 125 die Lasten des Zustandes X, ,—; angeschrieben, ndmlich X,,,
Xyr, Xer... bis X,.,., so sind damit zugleich alle vorherigen Be-
lastungen (Lastengruppen) X, =1, X; ;=1, X, 2=1 bis X,.,.-5=1
gegeben. Denn es ist nur eine entsprechende Zahl von horizontalen
und vertikalen Reihen fortzustreichen, um eine der sonstigen Be-
lastungen entnehmen zu konnen. Der letzte Belastungszustand
X,.o—1=1 stellt also das Schema aller Belastungen X=1
dar und mége daher als Belastungsschema bezeichnet
werden. Die nebenstehende Tabelle III gibt das Belastungsschema
fir ein 10-fach unbestimmtes System (9-fach unbestimmtes Haupt-
system; letzte Last X,, s. Tabelle II).

Wie dieses Belastungsschema fortzusetzen wéire, wenn weitere
Unbestimmtheiten hinzukdmen, leuchtet ohne weiteres ein. Wiirde
eine nichste Unbekannte X, in Frage kommen, so wire [ als zweiter
Index (statt k) bei den Werten X zu setzen und eine weitere Reihe
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anzufiigen. Die Glieder dieser Reihe sind durch die Fortsetzung der
Vertikalkolonnen gegeben. — Will man aus dem Schema irgendeine
von den andern neun Belastungen, etwa X,;.; = 1 entnehmen, so kommen
nur die oberen drei Reihen der Tabelle bis zur Reihe d in Frage.
X,, wire =1 zu setzen, und bei den einzelnen Lasten X ,, X, .,
X_, als zweiter Index, der den Lastangriff kennzeichnet, der Buch-
stabe d statt & zu wihlen. Es wiirde sich also die schon vorhin
(s. 8.139) dargestellte Lastengruppe X3 ;=1 ergeben.

In dieser Weise konnen alle Belastungen X;,; =1, X, =—1...
bis X; 9=1 aus dem Belastungsschema entnommen werden.

Damit sind die notwendigen Unterlagen gegeben, um fiir diese
Belastungen (Lastengruppen) die Biegungslinien zu zeichnen, da alle
Lasten der einzelnen Gruppen bekannt sind und am Grundsystem
wirken. (Wie zu einer gegebenen Belastung die Biegungslinie eines
statisch bestimmten Systems ermittelt wird, ist in § 8 dargelegt
worden.) Aus diesen Biegungslinien setzen sich, wie in Abschnitt a
gezeigt wurde, die EinfluBlinien der Unbekannten X zusammen.
Daher bleibt jetzt nur noch die Art dieser Zusammensetzung der
X-Linien zu besprechen (vgl. das folgende Zahlenbeispiel, I. Teil:
Die Biegungslinien infolge X, =1, X; 1=1, XM:I).

¢) Verschiedene Rechnungsarten zur Ermittlung der EinfluB-
linien der Unbekannten X.

«) Zusammensetzung aus den Ordinaten der Biegungs-
linien der einzelnen Hauptsysteme. Wenn in der beschriebenen
Weise die Biegungslinien der einzelnen Hauptsysteme bestimmt sind,
so konnen die X-Linien nach den Ausfiihrungen auf S. 136 ff. durch
Zusammensetzung der Ordinaten der Biegungslinien gefunden werden.

Die Aufgabe liegt dann ganz dhnlich wie beim allgemeinen Ver-
fahren (§ 11, b, S.114), wo ebenfalls ¢ Biegungslinien zu Einflu3-
linien zusammenzusetzen waren. Dort waren indessen o Biegungs-
linien des Grundsystems fiir die Zustinde X,, X,... bis X, =1
vorausgesetzt. Hier handelt es sich um die Zusammensetzung von
Biegungslinien der einzelnen Hauptsysteme von ansteigender sta-
tischer Unbestimmtheit, und zwar derjenigen fiir die Belastungen
AYu_(): 1, Xb.1= 1, Xc.2: 1... bis X,.‘(QAU: 1. Wie auf S. 136ff.
bereits gezeigt wurde, ergibt sich eine X, -Linie durch Zusammen-
setzung der Biegungslinie fiir X;—1 am zugeordneten Hauptsystem
und der folgenden X-Linien, d. h. der EinfluBlinien fiir X, bis X,.
Dies 1aBt die Tabelle I ohne weiteres erkennen und ist frither ndher
erortert worden (s. § 14a). Die Art der Zusammensetzung erfolgt
wie frither beim allgemeinen Verfahren: fiir die einzelnen Punkte m,
deren Ordinaten bestimmt werden sollen, sind die Ordinaten des
jeweiligen Punktes m aus den in Frage kommenden Biegungslinien
(bzw. EinﬂuBlinien) zu entnehmen, mit den Festwerten zu multi-
plizieren und gemifBl Tabelle I zu addieren.

Zahlenbeispiel. Als Beispiel diene wiederum der schon mehrfach be-
handelte Triger auf 5 Stiitzen. Zunédchst sind die EinfluSlinien fiir X4.0 =1,
Xp.1=1 und X, 2=1 zu bestimmen. Die Biegungslinie fiir Xq.0=1 liegt
bereits vor (Fig. 108).
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Biegungslinien?) fiir die Belastungen X, o=1, X; =1,
X.2=1. EinfluBlinie der Unbekannten X,?).
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!) In den eingetragenen Zahlenwerten der Ordinaten sind die Multiplika-
toren u bereits beriicksichtigt. %) EinfluBlinie fiir X, siehe Fig. 109.
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Beim Zustande X, =1 ist:

Beim Zustande X..2=1 ergeben sich die Lasten X,,, X;., X, aus der
folgenden Zusammenstellung, die der Tabelle III (Belastungsschema) entspricht.
Sind somit die Lasten der einzelnen Gruppen der Xgs.0, der Xp.1, der
X..2=1 gegeben, so kionnen die Biegungslinien in bekannter Weise gezeichnet
werden (vgl. S. 116). Es entstehen dann die in Fig. 121 a—c dargestellten
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Biegungslinien infolge der Lasten Xq.0=1,
Xp.1=1, Xc.2=1. Die Ordinaten der
entsprechenden Biegungslinien sind multi-
pliziert mit den Multiplikatoren
R 1 1
Y T aae] T b1 T Tee.2]
Aus den Biegungslinien der Werte
Xa.0, Xp.1, Xc.2=1 an den verschiedenen
Hauptsystemen ergeben sich die X-Linien,
d. h. die EinfluBlinien der Unbekannten,
wie folgt. Die Biegungslinie fiir X, 2=1
ist bereits die EinfluBlinie fiir X, (X -Linie).
Fir X, gilt (s. Tabelle I)
x __[bm.1]  [be.1]
YT T b.1] b1 T
d. h. zu den Ordinaten der Biegungslinie

1
ot Xoa—1 (baw.—— 1) sind
fir Xp.1 1<zw 55 1] sind die
[be.1]

mit — [bb.1] multiplizierten Ordinaten
der X, Linie hinzuzufiigen. Die Zusammen-
setzung der Ordinaten der einzelnen Punkte
m erfolgt in der gleichen Weise wie bei dem
Zahlenbeispiel zu § 11. So entsteht die in
Fig. 122 dargestellte EinfluBlinie fiir X, —
Will man z. B. die Ordinate im Abstande
10 m vom linken Endauflager finden, so er-
gibt sich diese nach der Gleichung
[bm.1]  [be.1]
Xp=— [bb.1] _Wb_.l“]'x“
=-}0,581—0,734-(—0,228),
= -} 0,748.
Nunmehr kann auch die EinfluBlinie fiir
X, gefunden werden durch Zusammensetzung
1. der Biegungslinie fiir Xq.0=1,
2. der EinfluBlinie fiir X,, multipli-

ziert mit — 22 1317,
[aal
3. der EinfluBlinie fiir X,, multipli-
. . [ac]
ziert mit — ——;
aa

denn es ist nach Tabelle I:
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L [ac]
S CO B R O

Diese EinfluBlinie fiir X, wurde auf anderem Wege bereits auf S. 117 ermittelt.

B) Zusammensetzung der Belastungen zwecks direkter
Ermittelung der EinfluBlinien (X-Linie) als Biegungslinie.
Anstatt die Ordinaten der EinfluBlinien in der vorhin erlduterten Weise
zusammenzusetzen, kann man natiirlich auch, ebenso wie es beim
allgemeinen Verfahren angegeben wurde (vgl. § 11, b, §), eine Zu-
sammensetzung der Belastungen vornehmen und die Einflu$3-
linie direkt durch Auftragen einer Biegungslinie finden. Zur Er-
lauterung diene die Tabelle auf S. 126, welche die Werte des 4-fach
unbestimmten Systems enthélt. Die X ,-Linie wird direkt als Biegungs-
linie fiir den Belastungszustand X, 3=1, (bzw. X3 3=—=— [7171—3—]>
gefunden. Die diesem Belastungszustand entsprechenden Lasten X,
X, X,ound X, sind aus dem Belastungsschema zu entnehmen. —
Fir X, gilt die Gleichung

___[em.2]  fed.2]
Xe=""eo2] " [eo.2] Xe

oder mit Einsetzung des Wertes von X:

[em.2] [ed. 2] [dm . 3]
Xo=— [cc.2] — [ee.2] <_ [dd.3]>'

Diese Gleichung besagt: Die Biegungslinie fiir die Belastung

1 .

X, o—— [?é—2] und diejenige fir Xd'3:_[ol_dl.§] siné zu addieren,
wobei die letztere mit einer Konstanten, n#mlich dem Festwert
—[CL2] zu multiplizieren ist. Diese Kombination der beiden Bie-

[ec.2] ,

gungslinien erzielt man dédurch, daB man die Summe der Lasten (X ,)

1
[&‘.‘2-] und Xd_3 =

.. . d.2
tere multipliziert mit dem Festwert — [cd.2]

Tee2]

der Belastungszustinde X, ,— — letz-

1 —
[dd.3]
, zugleich wirken laBt.

Man wird also die Lasten:

X

ac?

X,, X, <Zustand Xc,gz’—ﬁ>

und

1
Xall’ de; Xcd’ .de <Zustand Xd.3:—[d—da>,

letztere mit dem erwihnten Multiplikator (Festwert) multipliziert,
zugleich aufbringen, d. h. es wirkt
Pirlet, Statik. II 1. 10
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cd.2
ma Xac——l—[c—é.—é}— ad?

[ed.2
in b: X,, [0—027] .

. [ed.2]

moe ce™ [cc.2]] cd?

. [ed.2
in d: - [00.2-]]— ad?
. 1 1 .
wobei X“:_[cvca und de:—-m ist

Ganz entsprechendes gilt fiir X,. Dort ist die folgende Gleichung
zu benutzen:

Xb:_[bm.l] [be.1] X — [bd.1]

[bb.1] [bb.1] Tob.1]

Aus dieser Gleichung geht hervor, daf die Ordinaten der X -
und X -Linie (EinfluBlinien) mit den]emgen der Biegungslinie fiir

1
X4 (Blegungshme fir die Belastung Xbl:_ﬁfm) zu kombi-
nieren sind. Zu diesem Zwecke setze man die Lasten der ent-
1
sprechenden Gruppen, d. h. die Lasten von Xb_lz!wl—] und

die vorher fiir die X - und X,-Linie berechneten Lasten zusammen,
wobei die Lasten der beiden letztgenannten Gruppen (X - und X ;-Linie)
mit den in der Gleichung fiir X, angegebenen Festwerten zu multi-
plizieren sind.
SchlieBlich gilt fir X  die Gleichung:
X [am] [ab] [ﬁﬂ X, — [ad] X,

" faa) " faa) ** 7 aa) ¥ [aal
Es sind also die bei der X,-, X - und X,-Linie benutzten
Einzellasten X (mit den vorstehenden Festwerten multipliziert) zu

kombinieren mit der Last — —— in a, die fir die EinfluBlinie fiir

[aa]
X, o verwandt wird.
Aus alledem geht der folgende Gang der Berechnung hervor.
Ist X, die letzte Unbekannte, so bestimmt man zuerst die Lasten
X, X,,....X,, des Zustandes X, ,— =1 und multipliziert sie mit

ar?

der Konstante ———L——. Diese Lasten sind durch das Be-
[rr.(e —1)]

lastungsschema gegeben. Die Biegungslinie zu diesem Belastungs-

zustand ist die EinfluBlinie fiir X,. — Die Einflullinie der vor-

herigen Unbekannten X ist ebenfalls durch Aufzeichnen einer ein-
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zigen Biegungslinie zu einem zusammengesetzten Belastungszustande
zu ermitteln. Die Lasten X dieses Zustandes setzen sich zusammen
aus denjenigen des vorhin bestimmten Belastungszustandes X, ,—y)

— 1 (Multiplikator ist ein Festwert) und den Lasten
- [rr.(e—1)] )
Xaq’ .qu - .qu des Zustandes Xq_(g_g):—m, d. h. der
1
Last X = — ——————= am (0— 2)-fach unbestimmten Hauptsystem.
e l9g-(0 —2)] (e=2) PRy

Ebenso sind — nach MalBgabe der Tabelle I, S. 125 — fiir die
EinfluBllinie der vorherigen Unbekannten X, die Lasten X der beiden
vorher bestimmten EinfluBlinien, nédmlich der X . und X -Linie, und

1

der Lastengruppe X, (,_5———F+——=
gruppe 4, (o —s3) [pp.(o— 3)]
So ist fortzufahren bis zur ersten Unbekannten X,. Fiir eine
der iibrigen Unbekannten, etwa X,, erhdlt man die Lasten X durch

1
[@a.s) "™
derjenigen aller folgenden X-Linien von X,... bis X, und zwar
kommt bei den Lasten jeder einzelnen Gruppe (X-Linie) der durch
die Tabelle I gegebene Multiplikator in Frage. — Es sind also
die Einzellasten X der einzelnen Biegungslinien der sta-
tisch unbestimmten Hauptsysteme mit den Lasten X der
vorher ermittelten Einflufilinien der nachfolgenden Un-

bekannten zusammenzusetzen.

zu verwenden.

Zusammensetzung der Lasten X des Zustandes X; 3=

Zur weiteren Erlduterung diene als Zahlenbeispiel wiederum
der bisher benutzte Triger auf 5 Stiitzen. Die Ermittlung der Be-
lastungen zeigt folgende schematische Rechnung.

Zahlenbeispiel. Belastungen zur Ermittlung der EinfluBlinien fiir X,,
X,, X, des Balkens auf 5 Stiitzen (vgl. die Tabelle S. 148).

Die Lasten des Zustandes X..2 =1 wurden bereits auf S. 144 gefundén,

und hier nur mit —-[Tcl—ﬁz—- 0,1781 multipliziert. Die betreffenden Werte

zur Ermittlung der X, -Linie sind in Zeile 1) angegeben.
Die beiden Lasten X,, und X, (s. Fig. 121, S.143) des Zustandes Xp.1 =1

sind mit — —[ﬁl_iT:—O’O?)gg multipliziert [Zeile 2)]; hierzu addiert sind die
mit —{22'1%2—0,734 multiplizierten Lasten [Zeile 1)] der X -Linie, so daB

sich insgesamt [Zeile 2)-| 3)] die in Zeile 4) angegebenen Lasten ergeben, die
zur Bestimmung der X,-Linie dienen. Vgl. den Ausdruck:
bm.1] [be.1]

BT Ty

Entsprechend sind die Lasten der X,-Linie [Zeile 8)] durch Zusammen-
setzung der in Zeile 5), 6), 7) angegebenen GriBlen gefunden.

10%
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X, X, X,
1) Xeo=— [-01—2—] (s. S. 144) —0,0442 | 40,1307 | —0,1781
1 1 .
[be.1] . bed] B B
3) | — 5 1] Xes =5 P 0,734 | -+ 0,0324 0,0959 | +0,1812
4) | Belastung fiir X,; Zeile2)}-3) | 400841 | —0,1352 | 40,1312
1 |
5) - Xa.O _ [a‘a]‘ i bl 0,0250 L \— —_— -
[ab] < " {ad] > ! _ -
6) | — Xy |— 2 =—1817) | —0,1108 | -0,1781 | —0,1728
)| T Taa Y\ faa) = T o1
[ac] <~ facl oo, > [
7 ~ laa] X, faa] = 0,719 +09318 | —0,0939 :io,i%o
8) | Belastung fiir X,; 5)4-6)-7) — 10,1040 } -} 0,0842 l — 0,0448

Man sieht, daBl die Belastung fiir X, mit der auf S. 119 nach dem all-
gemeinen Verfahren ermittelten Belastung iibereinstimmt.

§ 15. Ermittlung statischer Griofien § aus den Unbekannten X.

Sind die Unbekannten X des Systems infolge der &ufleren Be-
lastung gefunden, so kann die Berechnung irgendwelcher statischer
Grofen S, etwa der (nicht als Unbekannte gewéihlten) Auflagerdriicke.
der Momente oder Stabkrifte usw. erfolgen. Man denke sich die
nunmehr bekannten Werte X als #duBlere Lasten am System ange-
bracht; sie haben fiir die Beanspruchung die gleiche Bedeutung wie
die gegebenen duBeren Lasten. Der Gesamteinflul S muB sich nach
den Ausfithrungen in § 3, b (Superpositionsgesetz) nach der folgenden
Gleichung berechnen (s. Gl 11):

8=8,+8,-X,+8, X, +...+ 5 X,.

S, ist der Wert § im Grundsystem, hervorgerufen durch die
duBere Belastung allein. Die Multiplikatoren sind konstante, die
von der #uBeren Belastung unabhiingig sind. Sie geben die Werte S
infolge der Belastungen X —1, X, ==1...X,=—1 am Grundsystem.

Bei beweglicher Belastung sind in vorstehender Gleichung
die Werte S, sowie alle Werte X mit der ‘Stellung der dufleren Last
P, =1 vera.nderhch Es sind also die EinfluBlinien dieser Werte,
d. h. die S,-Linie und simtliche X- Linien, zur S-Linie zusammen-
zusetzen, WObel die GroBen S,, S,...S,, dle als Mult,lphkatoren der
X auftreten, konstante, von der Laststellung unabhéngige Werte') sind.

1) Die Zusammensetzung erfolgt wiederum, indem man fiir eine Anzahl
von Punkten m die Ordinaten nach vorstehender Gleichung aus den ent-
sprechenden Ordinaten der S,-Linie und der X-Linien zusammensetzt.
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Zahlenbeispiel. Der als Beispiel dienende Triger auf 5 Stiitzen sei
belastet mit einer Einzellast von 1 t im Abstande 10 m vom linken Endauf-
lager. Das Stiitzmoment fiber der Stiitze a soll' bestimmt werden.

Das Grundsystem ist ein einfacher Balken von 25 m Spannweite. Daher

wird :

S, = -%2—6: 3 mt,
Sa:.—lé—iqéz———zimt,
Sb:_,léél.5:—2,2mt‘
8, = ~1—2~.5§—-5:—1mt.

Die Werte X,, X,, X, fir die angegebene Belastung konnen hier aus
den EinfluBlinien (Fig. 109, 122, 121¢) entnommen werden. Es ist:

X,= 0584,
X,= 0,748,
X, = —0,298.

Folglich wird das fragliche Stiitzmoment:
8=3—4-0,584 —2,2.0,748 4 1-0,228 = — 0,7536 mt.

Handelt es sich etwa um die EinfluBlinie fiir das genannte Stiitz-
moment, so ist die vorhin fiir eine einzelne Ordinate erledigte Rechnung fiir
simtliche Ordinaten durchzufithren. — Die S,-Linie ist dabei mit der X,-,
X;-, X,.-Linie zusammenzusetzen. Die X-Linien sind nach einem der bisher

Lirnflulilime
Jir aas Stitzenmoment ber a

Fig. 123.

besprochenen Verfahren zu bestimmen; die S,-Linie ist die EinfluBlinie der
gesuchten statischen GroBe, also des Momentes bei a, im Grundsystem, und
bildet somit ein Dreieck mit der Ordinate 1%?0:4 .. bei a. Der Wert S
ist fiir eine Anzahl Systempunkte nach der Gleichung:

S=8,+8.X,+8X,+8.X,=

Sot (=49 Xa+(—22) X + (=D X,

zu berechnen. So z. B. erhilt man die Ordinate der S-Linie in dem vorhin
betrachteten Punkte m (10 m vom linken Auflager) aus der Gleichung:

§=23—4.0,584—2,2.0,748 -|- 1.0.228 = — 0,7536,
wie schon oben gefunden wurde. In gleicher Weise sind die Werte S fiir die
iibrigen Systempunkte zu berechnen, so daB sich die oben (Fig. 123) dar-
gestellte Einflulinie des Stiitzmomentes bei a ergibt.
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C. Eliminationsverfahren mit den Grifien X, ,, X,.,,
X.,.2... X, ,_1 als Unbekannten).

§ 16. Statische Deutung und Berechnung der Unbekannten
Xa.0, Xp1, Xeuz-.. o

a) Gleichungen fiir die Unbekannten.

«) Die Unbekannten als Quotienten zweier Verschie-
bungen. Bei der bisher besprochenen Losung der Elastizitéats-
gleichungen nach dem Eliminationsverfahren setzen sich die Un-
bekannten X (nach Tabelle I, S. 125) aus. Quotienten von Ver-
schiebungen der einzelnen statisch unbestimmten Hauptsysteme zu-
sammen. Als Unbekannte der Aufgabe waren die Uberzihligen X
des Systems gewihlt; aus diesen wurden die statischen GréSen §
nach Gleichung (11) berechnet.

len

Fig. 124a. & ray
an
Fig. 124b. & ras I R
b,
|
Fig. 124c. & pay Y =
T/’sz

Es ist indessen nicht notwendig, die Uberzihligen X als die
Unbekannten anzusehen; man kann vielmehr die statischen GroBen S,
wie in Abschnitt b noch ndher gezeigt werden soll, auch aus solchen
Werten errechnen, die sich als Quotienten zweier Verschiebungen
eines statisch unbestimmten Hauptsystems ergeben. Es sind dies
die uns bereits bekannten Werte X, ¢, X3.1, X, 2... X, (0—1), d. h. die
infolge P, am 0-, 1-, 2-... (0 — 1)-fach statisch unbestimmten Haupt-
system auftretenden Kriifte. Da diese Krifte die einzigen iiber-
zdhligen GréBen an dem jeweiligen Hauptsystem sind (vgl. Fig. 124),
so stellen sie sich als Quotienten zweier Verschiebungen dieser Haupt-
systeme dar, und zwar fiir den Fall einer 4ulleren Belastung P,
in der Form:

_ [am]
Xa.O’*‘—W>
Xb.1=~[[';)’z_'ll]], L. (42)
[em . 2]
Xog=— [cc.2]’

1) Anwendungen dieses Verfahrens finden sich im 2. Teil des II. Bandes,
z. B. bei der Behandlung des beiderseits eingespannten Rahmens.
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Im Fall einer Temperaturinderung lauten die Gleichungen:

__[ed
Xa.O'— [aa]7
Xb.1=—%%, . (43)
[¢t.2]
Xep=— Tec.2]’

Im Fall von Widerlagerverschiebungen gelten die folgen-
den Gleichungen:

__ [ew]

Xu.O— [[l—azJ’

Xb.l;—%%%]], PR 27
 [ew.2]

Xc_.z—-— [cc.2]’

B) Die Unbekannten als Quotienten zweier Summen-
ausdriicke. Es ist friiher (siehe § 13a) gezeigt worden, wie die
Verschiebungen der einzelnen Hauptsysteme aus den vorher berech-
neten Verschiebungen des Grundsystems durch allméhlich fortschrei-
tende schrittweise Zusammensetzung bestimmt werden. — Man kann
natiirlich diese Verschiebungen der Hauptsysteme mit Hilfe der
Arbeitsgleichung auch als Summenausdriicke darstellen und erhilt
dann firr die Unbekannten folgende Ausdriicke: Bezeichnet man eine
beliebige Unbekannte mit X, und wirkt diese am »-fach statisch
unbestimmten Hauptsystem, so gilt fiir den Fall einer duBeren
Belastung P, die Gleichung (siehe Gleichung 42):

__[z'm.v]

[tc.7] "

Hierfiir 148t sich bei biegungsfesten Stabwerken nach
Gleichung (27) (S. 47) schreiben, wenn man mit M;,, N;,, Q;, die

Momente, Normalkrifte, Querkrifte infolge X;,=1 (X;=1 am
v-fach unbestimmten Hauptsystem) bezeichnet:

X =

ds ds J‘ ds
MoMiy =5 | Ny Ve s+ [ Q0 Qi
f oMo gy fNON' mF )09 gy

(., ,ds , ds f , ds
fMi.v E—J——}—fN” E—F——I— Qr,.v %G—F

[NB. Dabei kann man im Nenner bei den quadratischen
Gliedern den einen Faktor M;,, N;,, 0O;., durch die entsprechende
GroBe M;, N;, @, im Grundsystem ersetzen (vgl. § 5b, GL 19¢ u. 19d)].

‘Yi.v:
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Man erhilt also die Unbekannten der Gleichungen (42) in folgender
Form, wobei wir der einfacheren Schreibweise wegen nur den Bei-

trag der Momente einsetzen:

ds
fMoMc%ﬁ

chzm

: ds
MM, ,_
f M( ‘)EJ

¥7 (0__1);__
fM’ o~ EJ

)

. (45)

Bei F ac hwerken lauten die entsprechenden Gleichungen:

38,8, —>
Xa.O - Osa E"SF s
ZS“?EF‘
38,81 ESF
Xp1=— pan
Z'Sb.12ﬁ
ESuSeagp
Xc‘.z = S—_ )
: =52 g
ZSOS, (g—l)isf
X o—ty=—=—— pab
Zsr (o0—1) __E_F_

. (46)

Hier bedeuten die Werte S;, die Spannkrifte infolge X;_, am
v-fach statisch unbestimmten Hauptsystem. In dem Nennerwert
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kann wiederum der eine Faktor S;, (in §;,% durch §;, d.h. durch
S infolge X;=—1 am Grundsystem ersetzt werden.

Im Fall einer Temperaturinderung andern sich die Zahler-
werte der Unbekannten. Es wird:

Bei biegungsfesten Stabwerken:

At .
fMae—h—ds+fNaetods
Xa,o —_ - T
fM 245
s EJ
At
be.l'STds_‘_be.lEtods
Xy = ,
Jan g
A | ()
j‘Mc.2£'7ds+J‘Nc.2'Et0ds
h
Xc.2 — T T T TTTh F*'—'——,
: M, 52 ——
fl 2RI
At
X Mro—n e ds+ | Nrg—n-e-tyds
Xr.(g—l):‘ ds N
M, , 1 —
f“@”m
Bei Fachwerken:
.
5% Ep
28y .16ts
Xpq _—:_.a__bL‘;f,
2812
LRy "
Xc.2 :-—_._.__ZSC'Z‘S'L'S’
: 2 5
2Sc.2 EF
28, 0—_1)-Ets
X,._(g_,):_v%,
2 r .0—‘ 2
Sre—v' 77

Im Falle von Widerlagerverschiebungen erhélt man durch
Auflésung der Gleichungen (17e) (Abschnitt I, S. 28) fiir eine Un-
bekannte X; , den Ausdruck:

[790.%]

.&:—mﬂ...u..wm
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NB. Hierbei ist der Zahler [{w.»] nicht zu verwechseln mit der
gegebenen Verschiebung [¢w.»] des Angriffspunktes ¢ der unbekannten
Auflagerkraft X;; [¢w.»] ist jener Ausdruck, der durch schritt-
weise Zusammensetzung aus den Verschiebungen [¢w] der Grund-
gleichungen (17¢) ebenso entsteht wie [¢m.»] oder [it.7]; er stellt die
Wirkung all der einzelnen Widerlagerverschiebungen und der dadurch
auftretenden Uberzihligen auf die Verschiebung des Punktes ¢ dar.

Mit Riicksicht auf Gleichung (31) (S. 50) kann man fiir den
Zshler [¢w.v] schreiben:

[iw.v]= — ZLi.v-[lw.v],

wo Li.v die Auflagerkrifte im »-fach unbestimmten Hauptsystem in-
folge X;=—1 und [lw.»] die gegebenen (geschitzten) Verschiebungen
der Angriffspunkte ! der Auflagerkrifte in Richtung dieser Krifte
bedeuten.

Somit erhalt man fiir vollwandige Systeme wie auch fiir Fach-
werke die folgenden Gleichungen:

_ —2L,[lw.y]
__——2[11,,1 [lul’)’]
Xor = (bb.1]
- 3Ls[lwy) N (1)
S P ) B
L 3Ly y[lw]
Xy g(—y=— [1"7‘.(9—71)}

Fiir die Nennerwerte sind die in den fritheren Gleichungen ver-
wandten Summenausdriicke einzusetzen (vgl. das Zahlenbeispiel S. 132).

Man erkennt, daB zur Berechnung der Unbekannten als Quo-
tienten zweier Summenausdriicke die inneren Krifte M; ,, N;.,, O;.,
(bzw. bei Fachwerken die Spannkrifte S;,) und die Auflagerdriicke
L;., zu berechnen sind. Man hat also bei vollwandigen Systemen die
Momente, Normalkrifte und Querkrafte, sowie die Auflagerdriicke in
den einzelnen statisch unbestimmten Hauptsystemen infolge der
Lasten X;=—1, bei Fachwerken die entsprechenden Stabkrifte und
Auflagerkrifte zu berechnen. Wie diese Wirkung von X; ,=1 sich
ergibt, werden die folgenden Ausfilhrungen (Abschnitt b) zeigen
(GL 51). :

Bei dem zuletzt betrachteten Verfahren haben die Unbekannten
die gleiche einfache Form eines Quotienten wie beim 1-fach unbe-
stimmten System. Auch hier sind also die Biegungslinien der ein-
zelnen Hauptsysteme zugleich die der EinfluBlinien der Unbekannten.
Es fragt sich jetzt nur, wie die Wirkung dieser neuen Unbekannten
zu denken ist und wie man aus ihnen beliebige statische GroSen
berechnet.
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b) Wirkungsweise der Unbekannten Xg,0, X3.1, X,.2 ... als
Lastengruppen am Grundsystem, — Berechnung statischer Gré8en S
(EinfluBlinien).

Um die Wirkung einer solchen Kraft, etwa X,,, auf das
Grundsystem zu erhalten, betrachte man diese Kraft zusammen
mit den zugehorigen, in @ und b auftretenden Lasten X, wund
X, als eine am Grundsystem wirkende Lastengruppe, bestehend
aus den drei Kriften X ,, X, und X, (s. Fig. 125). Denn die
Last X,, kann nicht auftreten, ohne zugleich in ¢ und b die
zugehorigen Wirkungen hervorzurufen. Wirkt X.,—;, so treten
in @ und b die bekannten aus dem Belastungsschema (Tabelle IIT,
Seite 140) zu entnehmenden Krifte X , X, auf (siehe Fig. 125),

ac?

Belastung Ay, =7

a b c
< £
T/Yac T’ch TXCC =7
- _lac]_ (@bl y .y
faa] " [aa] b (687
Fig. 125

die sich aus der Bedingung ergaben, daB die Verschiebungen
von @ und b in Richtung von X, bzw. X, gleich O sind. Nimmt
die Kraft in ¢ einen beliebigen Wert X, » an, so treten in ¢ und
b gleichfalls die X, ,-fachen Werte der vorgenannten Lasten X,
und X, 6 auf. — Man kann allgemein sagen: Die Wirkung der
Unbekannten X;, am »-fach statisch unbestimmten Haupt-
system ist also gleich derjenigen einer Lastengruppe (X_,,
X, X,;... X;;) auf das Grundsystem. Dies gilt von allen Un-
bekannten X, Xp.1, Xc.2 ... X, (p—1y. Die gleiche Auffassung lag
iibrigens auch bereits den Ausfithrungen in § 12 zugrunde, wo wir
den rechnerisch gefundenen Werten fiir X eine statische Deutung
gaben.

Auf Grund dieser Auffassung erledigt sich nun die Frage nach
dem EinfluB einer solchen Unbekannten X;, (etwa X, ,) auf eine
statische GroBe § ohne weiteres. Der Wert S z B, der lediglich
infolge X, =1 auftritt, sei mit S, ; bezeichnet. Er stellt den EinfluB
der Lastengruppe X, =1, d. h. der Einzellasten X, X, , X  dar.

ac? be?

Da §,, §,, S, den Groflen X, — X, — X =1 entsprechen, so ist
Sc.? == Sa Xac + Sb Xbc + Sc XCc’

wo S,, 8,, S, die Werte § im Grundsystem infolge X, —1, X, =1,
X =1 bedeuten. Allgemein gilt:

Sivo =280 Xai~+ 8o Xoe+ Sc- Xei+ ... 8i Xue, . . (1)
X, X,;... X, die Einzellasten der Gruppe X;,==1 be-

wo X b

i’
deuter;z.
Wenn S, . infolge X, =1 auftritt, so erhdlt man infolge X,.»

den Wert S,.2-X,.; entsprechend ist der EinfluB eines beliebigen
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Unbekannten X;, gleich §;,-X;,. Zu dem EinfluB der einzelnen
Unbekannten tritt derjenige von P, auf das Grundsystem, d.h. der
Wert S, hinzu, also die gleiche GroBe wie beim fritheren Verfahren
(Wert S, wenn alle Unbekannten gleich 0 sind). Somit wird ins-
gesamt:

S8=28,+ 84 Xa.0+ Sp.1- Xp.1+ Se.2- Xe2+ ... 8 o—1 Xr.(o—p - (62)

Aus den vorstehenden Angaben erkennt man ohne weiteres, wie
die EinfluBlinien einer Unbekannten und einer statischen Gréfle S
sich ergeben. Die EinfluBlinie einer Unbekannten X, ist
identisch mit der Biegungslinie fiir X;—1 am v»-fach unbe-
stimmten Hauptsystem oder, was dasselbe ist, mit der Bie-
gungslinie des Grundsystems infolge der Lastengruppe
X;.,=1, d.i. der Einzellasten X ,, X, X . ;;- Diese Einzel-
lasten smd durch das Belastungsschema (SIehe Tabe]]e III, Seite 140)
gegeben, so dafl es keiner weiteren Angabe bedarf.

Sind in dieser Weise die EinfluBlinien der Unbekannten X, ,,
Xp.1, Xeo .. Xy (p—1) gefunden, so erhédlt man durch ihre Zusammen-
setzung mit der .S,-Linie die Einflullinie einer statischen GréBe S
(z. B. eines Momentes u. dgl.), und zwar nach MaBgabe der vor-
stehenden Gleichung (52). Die Multiplikatoren S;, der X-Linien
sind durch Gleichung (51) gegeben.

NB. Ein Beweis fiir die Richtigkeit des vorhin erliuterten
Rechnungsganges ergibt sich aus den folgenden Ausfithrungen iiber
das verallgemeinerte Eliminationsverfahren (siehe Abschnitt E), das
den unter C behandelten Rechnungsgang als Sonderfall in sich
schlieB3t.

Zahlenbeispiel. A. Berechnung der Unbekannten X und sta-
tischer Gr6Ben 8 fiir eine gegebene d4uBere Belastung.

a) Ruhende Belastung. Es soll wieder der Tridger auf 5 Stiitzen
untersucht werden, und zwar zunichst fiir eine ruhende Last P,=1t im
Abstande 10 m vom linken Endauflager. — Die Unbekannten ermitteln wir
nach Gleichung (42), wobei die Verschiebungen der unbestimmten Hauptsysteme
durch Zusammensetzung aus denen des Grundsystems gefunden werden kdnnen.

Mit den schon im Zahlenbeispiel S. 130 auf diese Weise errechneten Werten
ergibt sich:

__lam]
X, o= [aa] — 1,406.
[bm, 1]
Xy =— b 1)-_0581
lem.2]
X, g=— [cc.2]_ 0,233.

Die Berechnung einer beliebigen statischen GréBe S erfolgt dann gemi8
Gleichung (52) nach der Formel:

8 =258, 82.0Xs.0+ 8p.1 Xp.1-+} Sc.2 Xc.2.
Handelt es sich etwa um ein Moment M, so lautet die Gleichung:
M=M,+ Ms.0Xa.0}+ Mp.1 Xo.1 -+ M2 Xc.2.
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Die Werte M,, M,.0, My.1, M..2 koénnen dabei entnommen werden aus den
Momentenflichen fiir die Belastung P, am Grundsystem (M,-Fliche) und fiir
die Lastengruppen Xs.0, Xb.1, Xc.2=1 (Ma.o-, Mys.1-, M;.3-Fliche). — Die
M,-Fliche ist ein Dreieck nach Fig. 126a. — Die M, o-Fliche ist gleich ‘der
M,-Fliche (Fig. 126b). — Um die My, 1-Flache zu finden, hat man die Last
Xp.1==1 am 1-fach unbestimmten Hauptsystem anzubringen, bzw. die aus dem
Belastungsschema sich ergebende Lastengruppe X, =1, X, —=— %Z} =—1,317.
Die zu dieser Belastung gezeichnete Momentenfliche ist die Mj.1-Fliche.
(Fig. 126c). — Ebenso finden wir die M;.e-Fliche, indem wir die aus dem Be-
lastungsschema sich ergebende Lastengruppe fiir X¢.2 =1, ndmlich X,.=1,
[be.1] - _ lac] [ab] .
—[bbl]*‘——oy‘34) -Xac—_[‘{a} 'ch [m'Xbc—
—0,719—1,317.(— 0,734) = 0,247

als Belastung aufbringen. Die dazu gezeichnete Momentenfliche ist die M..»-
Flache (Fig. 126d).

Xbc:

[

Fig. 126a.

My—Fldche

Fig. 126b.

Ma_ 0 ‘/'-/0"6‘/72

A
197/ /Al

a
Fig. 126¢. y Y %
AN %
\V § Wy, 1 ~Fldiche

Fig. 126d.

§ E:: /%2 ~Fldche

Aus diesen Momentenflichen sind dann fiir den Punkt, dessen Moment
zu bestimmen ist, die Werte M,, Ma.0o, My.1, M.2 zu entnehmen. Das be-
reits frither auf anderem Wege berechnete Stiitzenmoment M, bei a (vgl. das
Zahlenbeispiel in § 15) ergibt sich z. B. wie folgt:

M,=3 -+ (—4)-1,406 -} 3,069.0,581 -+ (— 0,378)-(— 0,233) = - 0,753.

b) Bei beweglicher Belastung sind fiir die Unbekannten X4.0, Xb.1,
X;.» die EinfluBlinien zu bestimmen. Wie oben gezeigt wurde, sind diese ge-
geben durch die Biegungslinien der einzelnen (0-, 1-, 2-fach unbestimmten)
Hauptsysteme fiir die Belastungen Xg.0=1, Xp.1=1, Xc.e=1, oder, was
dasselbe ist, es sind die Biegungslinien des Grundsystems zu ermitteln fiir die
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Lastengruppen Xg.0==1 (bestehend aus X,,=1), Xp.1=1 (bestehend aus
X;3=1, X,5—=—1,317) und X¢.2 =1 (bestehend aus X,, =1, X; .= — 0,734,
X,.=0,248). Diese Biegungslinien des vollwandigen Systems werden gefun-
den, indem man (nach § 8) entweder die Momentenflichen fir Xg.0=1,
Xpa1=1, Xp.2=1 (M,-, Mp.1-, Me.2-Fliiche) als Belastungen auf den einfachen
Balken aufbringt und dazu das Seilpolygon zeichnet (Mohrscher Satz), oder
indem man die elastischen Gewichte nach der Formel

ETwp =" (2 My - 3,) + 5 2 M, M)

errechnet und zu diesen Gewichten das Seilpolygon (rechnerisch oder zeichne-
1
risch) bestimmt. Diese Biegungslinien sind noch mit den Werten — Taa]’

—_ [—ﬁ s _[»C.‘}-é] zu multiplizieren; im Zahlenbeispiel § 14, c), Seite 142, sind
die EinfluBlinien ermittelt und in Fig. 121a—c aufgetragen.

Will man nun die EinfluBlinie fiir eine beliebige statische Grofie S be-
stimmen, etwa fiir das Stiitzmoment M, bei a, so errechnen sich deren Ordi-

naten nach Gleichung (52):
8=28, 4 8a.0 Xa.0+Sb.1 Xp.1 4 Sec.2 Xe.2,

M,=M | My.0Xg.0+ Mp.1 Xp.1 - Me.2 Xe.2.
Darin sind die Werte My.0, Mp.1, M,.2 konstante, von der duBeren Belastung
unabhiingige Werte, hervorgerufen durch die bekannten Belastungen Xg.o0,
Xbv.1, Xe.2=1; sie kénnen aus den Momentenflichen Fig. 126b—d entnommen
oder nach Gleichung (51) errechnet werden, also wie folgt:
Ma.O = Ma =—4.
My1=M, X,, -+ M, = (— 4)-(1,31725) + (— 2,2) = — 3,069.
Meo=M, X,.-+My-X,,+ M, = (— 4)-0,24826 |- (— 2,2)-(— 0,73411)

—+(—1)=-—10,378.

Mit diesen Werten sind die Ordinaten der EinfluBlinien fiir Xgz.0, Xp.1, Xe¢.2
zu multiplizieren und zu denen der EinfluBlinie fiir M, am Grundsystem zu
addieren. Letztere ist hier ein Dreieck, welches sich iiber den ganzen Balken
erstreckt und in a die grofte Ordinate 5 = 4 hat (siehe Fig. 127).

also hier

Linflublime fir M,

Fig. 127.

Fiir den Punkt m im Abstande 10 m vom linken Endauflager ergibt sich
somit die Ordinate der EinfluBlinie (M,-Linie) wie folgt:
M, =3—4-1,406 -} 3,069-0,581 -} 0,378-0,233 == — 0,753 mt.

In gleicher Weise sind die Ordinaten der iibrigen Punkte zu berechnen.
c) Einen zweiten Weg zur Ermittlung der Unbekannten Xg.0,
Xp.1, Xo.2 bei gegebener (ruhender) Belastung liefert Gleichung (45). Die er-
forderlichen Momentenflichen sind in Fig. 126a—d aufgetragen. Unter An-
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wendung der geschlossenen Ausdriicke § 7b findet man (sémtliche Werte sind
mit dem konstanten Wert EJ multipliziert):

5 20 400
2 Jg— 2 .42 1 20 g2 """
f]lla ds—3 4 —{—3 -4 3

9
be.12d3= —g— 38,0692 -} o [3,069 (2-3,069 — 3,262) -+ (— 3,262) (— 3,262.2

+3,069)] -+ 8,262 =P,

5 9
ch.zeds= 5 - 0,378 4 - [— 0,378 (—2.0,878+1,176)+1,176 (2-1,176—0,378)]

6
- FD’”G (2-1,176 — 2,193) — 2,193 (— 2-2,193 -+ 1,176)]

5 56,17
_— 2 2
+ 52193 —.

fMOM,, ds:%(—4)-3+~5—[—4(2-3—}—6)—3(2-6+3)]

+ 0.9 6="20
fMMb.lflS=%~3~3,069+F[3,069(2.3+6)_0’448(2,6+3>]
+%[— 0,448.
(2-6 - 4,4) — 3,262 (2-4,4 + 6>]+%4,4 (— 8,262) — — 14;,83 .

0,378)-3 % — 0,378 (2-3 4 6) 4 0,485 (2-6 -} 3)]

fMoMc.adsz g
4

-+ s (0,485 (2-6 - 4,4) 4 1,176 (2-4,4 |- 6)]
6
-+ 3 [1,176 (2-4,4 1+ 2) — 2,193 (2-2 } 4,4)]
5 12,804
—{—§2-(—— 2,193) = 3
Damit erhdlt man durch Bildung der Quotienten die Werte (vgl. S.156):
Joon
EJ — 562,5
Xp.0=— =— =
2.0 = f 400 1,406
M2 —=
ds
Xp.1 —fMO Mb.lm— — 1788 o581
T fM , ds T 25458
b.1 m
ds
rM M2~
EJ 12804 0.228.

Xez= =T 5617
Mc 2%
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D. Eliminationsverfahren mit den Uberzihligen X als
Unbekannten [zweite Methode].

§ 17. Darstellung der Unbekannten X als Funktionen der Ver-
schiebungen [@m], [bm], ..., [rm] des Grundsystems.

a) Darstellung der Unbekannten als Funktion der Verschiebungen
[am], [bm.1], [cm.2]....

In der Tabelle I (S.125) sind die Werte der Uberzihligen X
dargestellt. Die Summe der Glieder einer Vertikalkolonne gibt die
betreffende Unbekannte. Jede Unbekannte, z. B. X, enthilt die als
bereits berechnet anzunehmenden Werte der nachfolgenden Unbe-
kannten X;—X,. Diese letztere, also X  stellt sich als Quotient
zweier Verschiebungen des (9—1)-fach unbestimmten Hauptsystems
dar. Wirde man diesen Wert in die vorherige Kolonne (Unbe-
kannte X, s Tabelle I) einsetzen, so wiirde sich X, lediglich aus
Quotienten von Verschiebungen zusammensetzen. So konnte man fort-
fahren und die gefundenen Werte X, und X in die Kolonne fiir
X, einsetzen und so fort bis hinauf zu X,. Dann wire jede Uber-
zahlige lediglich aus Quotienten von Verschiebungen dargestellt, und
zwar von Verschiebungen der einzelnen Hauptsysteme ansteigender
statischer Unbestimmtheit. Jeden dieser Ausdriicke einer Unbe-
kannten X konnte man so ordnen, dafl alle Glieder mit [am], alle
mit [bm.1], alle mit [cm.2] usw. je fir sich zusammengestellt
wiirden.

Diese Darstellung suchen wir jetzt zu gewinnen, und zwar er-
reichen wir dies am einfachsten unter Anwendung des zuletzt (siehe
Abschn. C) verwandten Gedankenganges auf folgendem Wege.

Jede statische GréBe S kann aus der Gleichung berechnet
werden:

S=28,+ 840 Xgo+8.1-Xps+8co-Xeo+....

Dije Bedeutung dieser Grofen wurde im letzten Abschnitt erldutert.
— Wir wenden diese Gleichung an auf die Uberzihligen X des
Systems, die wir ja gleichfalls als statische Grofen S auffassen
kénnen.

Untersuchen wir z. B. die erste iiberzihlige Gréfe X, und
fragen nach den. Multiplikatoren § der Unbekannten in voriger
Gleichung.

X, Sy, d.h. X_ infolge P, (am Grundsystem); S, =0

Se0, 7 X, ” Xy o=1; Sg.0o=1
Sp1, » X, n Xpi1=1; Spa=X,,
Sc,2a ” Xa ” Xea=1; Sc.2:Xac

Sr.(g—l), ” Xa ” Xr.(g——l); Sr.(g—l):Xar-
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s ist wohl ohne weiteres klar, dall z. B. S, hier derjenige Wert
von X ist, der infolge X, »=1, d. h. infolge X =1 am 2-fach un-
bestimmten System hervorgerufen wird. Diesen Wert nannten wir
X,,; es ist die in X wirkende Einzellast der Lastengruppe X, ,=1.
So stellen hier alle Multiplikatoren S die in a wirkenden Lasten
der verschiedenen Lastengruppen X, o, Xp.1, X2 ... Xy (,—y=1 dar.

Diese Werie sind uns nicht mehr unbekannt; sie sind durch
das Belastungsschema Tabelle IIT, S. 140 gegeben.. Dort ist eine
Lastengruppe X;.o=—1 dargestellt. Die erste Vertikalkolonne gibt
uns die Last X, ;, also den Multiplikator Sx.9 von X; ¢. — Bekannt-
lich gibt das Belastungsschema, wenn man die Reihen und Kolonnen
fortsetzt bzw. begrenzt, auch fiir jeden anderen Belastungszustand
die Einzellasten der Lastengruppen X;,=1. Z. B. wiirde man X, ,
erhalten, wenn man die Tabelle III bei der dritten Kolonne ab-
schlieBen und X,,— 1 setzen wiirde (Lastengruppe X, ,=1).

Wir konnen also fiir die erste Uberzihlige X, schreiben:

Xa:Xaa'Xa.O +Xab 'Xb.l+Xac'Xc.2 —l_ e Xar'Xr.(Qfl)-

Setzen wir fur die GroBen X,.,, X3.1.... ihre Werte ein, so
ergibt sich:
x——q.leml_x [lbmi) y lem2] o lrm(e—1)]
@ [aa] @b [bb.1] a¢ [ee.2] @ [rr.(o—1)]
Wir fithren folgende Abkiirzungen ein:
1 —
[aa]_/u’u’
1
[bb.1]
r e e (89
T ee2] M
1

[rrle—1]~ ™
Dann erhalten wir
X=Xy - [am) Xy - [bm. 1] Xyt [om.2] 4 ...
+ X, [rm.(e—1)].
Die gleichen Uberlegungen fiithren zu entsprechenden Ausdriicken
fiir die folgenden Uberzihligen. Handelt es sich z. B. um die dritte
Unbekannte X,, so ist der Wert X, infolge X; o=1 und X, ;=1

naturgemaB gleich 0, weil hierbei in ¢ keine Lasten wirken. Die
Reihe beginnt erst bei X, =1 infoige X, :=1. Man erhilt:

Xc——:ch'Iuc [cm.?] +Xcd'lud [dm'3] + M Xcr'lu’r [rm.(g— 1)]'

Wir schreiben die Unbekannten in einer Tabelle zusammen und er-
halten folgende Darstellung:
Pirlet, Statik. IL 1. 11
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Wie die Tabelle zu verwenden ist, ergibt sich aus dem Ver-
gleich des vorhin ermittelten Wertes fiir X, oder X, mit den ent-
sprechenden Kolonnen der Tabelle.

Jede Uberzihlige X, ergibt sich als eine Summe von Produkten,
und zwar auf folgende Weise:

Jeder Wert X, einer beliebigen Vertikalkolonne ¢ wird mit den
beiden auf der gleichen Horizontalen stehenden GréBen der Kolonne I
und II multipliziert, also mit u, und [km.»]. Die Summe simtlicher
Produkte gibt die Unbekannte X.

Wie die Lasten X;, aus dem Belastungsschema zu ermitteln
sind, wurde bereits vorhin bei der Bestimmung der Unbekannten X,
angedeutet. Die in Tabelle IIT z. B. dargestellten Lasten X, , bis
X, des Belastungszustandes X; =1 geben die simtlichen Werte X
der horizontalen Reihe k in vorstehender Tabelle. Um die ent-
sprechenden Werte der Reihe 7 zu erhalten, wire der Belastungs-
zustand X; 3=—1 zu bestimmen, d. h. die Tabelle III wire fiir
X,;;=1 bis zur 8. Reihe zu entwickeln.

Die durch vorstehende Tabelle dargestellte Berechnung der Un-
bekannten X lduft bei beweglicher Belastung darauf hinaus, die
EinfluBlinien der X aus den Biegungslinien der einzelnen Haupt-
systeme ansteigender statischer Unbestimmtheit zusammenzusetzen.
Diese Biegungslinien setzen sich nun aber wiederum zusammen aus
solchen des Grundsystems. Darum mufl es auch mdglich sein, die
vorhin gefundenen Ausdriicke der Uberzihligen X als Funktionen
der Verschiebungen des Grundsystems, also der Werte [am], [bm],
[em],.... [rm] zusammenzusetzen. Wie diese Zusammensetzung in
einfacher Weise erfolgen kann, dariiber soll im folgenden eine néhere
Untersuchung angestellt werden.

b) Darstellung der Unbekannten als Funktion der Verschie-
bungen [am], [bm], [em], ... [rm].

Wir betrachten den vorhin ermittelten Ausdruck fiir eine Uber-
ziahlige, etwa X . Dieser Wert lautet:

Xe:ch lu’c'[cm'z]_l_Xcd‘lud'[dm'g]+ e Xcr'lu’r'[rm'(e—l)J‘

Die Werte [¢m.2], [dm.3] ... sind Ordinaten der Biegungslinien
fir die Belastungszustinde X, ,=1, X3 s==1... bis X, ¢, =1.
Diese Belastungszusténde sind die uns bekannten Lastengruppen,
die wir der Veranschaulichung halber in Fig. 128 nochmals dar-
stellen.

Wir denken uns einen Triger auf (9 --2) Stiitzen mit den o
Unbekannten (Stiitzendriicken) X, bis X,. In Fig. 128 sind einige
Lastengruppen nebst den zugehérigen Momentenflichen angedeutet.
Gem#B dem vorstehenden Ausdruck fiir X, konnte man die EinfluB-
linie fiir X, auf folgendem Wege erhalten. Man multipliziert die
Lasten X, X, ,, X, in Fig. 128b mit den Konstanten X, -u, und

11*
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Grundsystem und Angriffspunkte @ bis » der Uberzéhligen X, bis X,.

a b ¢ 4 ¢ f L ¢ 7
S T ’ ' i ' ' M l ' 2
Fig. 128a.
| Belastungszustond A, ,=1
Q‘W £
PP AN o
Fig. 128b.
E(——-‘rl\ d Belastungszustand Ay 3=1

b__¢
NN I — =

Belastungszustand A, o-77
\{y/ll\ |
K K X T

Fig. 1284.

ermittelt die Biegungslinie; desgleichen multipliziert man die Lasten
X, bis X,, (Fig. 128¢) mit X ,-u, und ermittelt die Biegungs-
linie; entsprechend verfihrt man mit allen folgenden Lastengruppen
bis zur letzten X_, wo man alle Lasten mit den konstanten X, - u,
multipliziert und die Biegungslinie zeichnet. Hiernach wéren ge-
méfB der Gleichung fiir X, die Ordinaten dieser simtlichen Biegungs-
linien zusammenzusetzen.

Nun kann man, anstatt die Biegungslinien einzeln zu ermitteln
und sie dann zusammenzusetzen, auch direkt eine einzige Biegungs-
linie zu einem zusammengesetzten Belastungszustand ermitteln, d. h.
man kann die Zusammensetzung in den Belastungsordinaten vor-
nehmen.

Wir fragen also: welches sind die in den Punkten a, b,¢,...7
wirkenden Lasten, deren Biegungslinie direkt die X -Linie liefert?
_ Wir wollen diese Lasten mit X, , X, , X, X;,, ... X, X,
X, . bezeichnen (s. Fig. 129).

Fig. 129.

Man erkennt ohne weiteres, daB wir die Lasten X in jedem
einzelnen der Punkte & bis r finden, wenn wir die vorhin in dem



§ 17. Statische Deutung u. Berechnung der Unbekannten Xg.0, X5.1, Xc.2. 165

betreffenden Punkte wirkenden, in Fig. 128 angeschriebenen Lasten
mit den angegebenen Faktoren multiplizieren und addieren.

Es wird also z. B.

Xa.c:luc'Xac'ch —I—AuzI'Xad'Xcd_i_lu’e'Xae.Xce_l_ v lu‘r'Xar'Xcr’

Kbc:luc'Xbc'ch_i_lud'de'Xcd—I_Iu’s"Xbe'Xce—I_ - lu’r'Xbr'XcW
i(cc: /u("ch'ch—I_tud"Xcd' Xcd—'—/u'e’Xce'Xee _}— e :u‘r'Xcr'Xcr’
X, == X(lr'Xcr’

X, = e Xgg Xog+ 1, Xgo X, 4.0, 2

X = u-X X

re “r re cr’

Diese Ausdriicke ergeben sich nun, wie man sieht, in einfachster
Weise aus Tabelle IV: Man multipliziert die Werte der Vertikal-
kolonne ¢ mit den auf gleicher Horizontalen stehenden Werten der

einzelnen Kolonnen a, b, ¢, ... » und den zugehdrigen Multipli-
katoren u.

Also die Last X , wiirde sich in folgender Form ergeben
(Xcd:()):

‘ch :lud.de.‘YczI +1ue'Xde'Xee+ ct /u'r'Xdr"Xcr'

Allgemein kann man sagen: Eine Last in der zur Bestim-
mung von X; dienenden Lastengruppe ergibt sich aus
Tabelle IV wie folgt:

Man multipliziert die Glieder der Vertikalkolonne 4
mit den Gliedern der Kolonne %k, multipliziert jedes
dieser Produkte mit dem (in Kolonne I links) auf gleicher
Horizontalen stehenden Multiplikator ¢ und addiert die
Ergebnisse.

Die Biegungslinie zu der Lastengruppe X -X,”., X,

liefert die EinfluBlinie fiir X;. Man kann den Wertai;(i somit a.uf:il
in der Form schreiben:

X;= Xai-[am] -+ Xpi- [bm] -+ Xoi-[em] + ... X,i-[rm]. (54)

Anmerkung 1: Die Last Xy der zu X; gehorigen Lastengruppe muB
naturgemil gleich der Last X;; der zu Xj gehdrigen Lastengruppe sein. Denn
in beiden Fidllen werden die gleichen Kolonnen ¢ und %k miteinander multi-
pliziert. Es ergibt sich also:

Xei=Xik . - - « « « « . . . (59)

Anmerkung 2: Es bedarf wohl keiner Erwahnung, daf Gl. (54) in gleicher
Weise einen Weg fiir die Untersuchung ruhender Belastung angibt.
Wenn hiernach die Lasten X ermittelt sind, ergibt sich die Unbekannte, d. h.
speziell ihr Zahlerwert, aus den Verschiebungen des Grundsystems infolge der
duBeren Belastung P,. Diese Verschiebungen nehmen wir in gewohnter Weise
als berechnet an.
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Anmerkung 3: Bestimmt man die infolge der Lastengruppen Xa,, A;,, L.
X,; auftretenden Momente M;, Normalkrifte N, und Querkrifte Q nach der
Gleichung:

M M,. XaiJ%Mb sz_L‘M ‘fc:;"'J[’.X;i’ l

Ni=N, Xyi+ Ny Xy NoXpit .. Ny Kpis |+ - - (36)
Q Qa aiTQb Xb;+Q Xei—{_ Q Xri; ]
so kann man X; auch aus folgender Gleichung finden:
ds -
,_fM M’EJ+IN -N; - F+f Qo @ g - - - 060
Diesen Ausdruck kann man aus der vorhin (s. Gl. 54) angegebenen Gleichung
fir X; ableiten, wenn man fir [am’, (bm], em, ... rm! die Summenwerte

emsetzt Man erhalt dann, wenn “der Emfachhelt halber nur die Momente be-
riicksichtigt werden:

- ds ds |
=X 1 -+ g
X, X.,,fM(,MuEJ Xb,fMM,, . X,,fM s
e , - . ds
:IMGLX,,iM,+Xbi-MT...A M = M"”’F}

c¢) Erliuterung des Rechnungsganges. Zahlenbeispiel.

Nach den vorstehenden Ausfithrungen gestaltet sich der Rech-
nungsgang wie folgt:

Nachdem die Verschiebungen des Grundsystems und der ein-
zelnen statisch unbestimmten Hauptsysteme berechnet sind, wird
die Tabelle der Festwerte ermittelt. Diese liefern die Unterlagen
fiir das Belastungsschema (s. Tabelle III, S.140), welches die einzelnen
Lastengruppen X, =1, X; 1=1, X, 2==1 zu berechnen gestattet.
Damit ist die vorstehende Tabelle IV gegeben; diese sei hier noch-
mals fiir ein 5-fach statisch unbestimmten System dargestellt, an
dem der weitere Rechnungsgang erlautert werden soll.

Die in einer Horizontalreihe stehenden Lasten, z. B. X, bis X,
der Reihe d, geben die Einzellasten der Lastengruppe

Xd'g _ 1, (de: 1).
Tabelle IV fiir ein 5-fach statisch unbestimmtes System.

a i b ¢ d l e
Ha Xaa ‘
“ Xao | Xow i
o | K | K| X I
Ha Xoa I ' )E;1177 Xeu " Xau !
e o X | X | X K

Um nun die Lasten A 2 bis X zu erhalten, d. h. diejenige Lasten-
gruppe, welche nach Gl. (54) direkt die Uberzahhge X, liefert, multi-
plizieren wir die erste Vertikalkolonne a mit samtlichen Vertikal-
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kolonnen a bis e unter jeweiliger Zufiigung des Faktors u. Man
erhilt folgende Tabelle der Werte X, , bis X, .

Tabelle der Lasten Xaa bis )_(ea.

—
l
-
!

/tb'ng tnXap Xy

l‘c‘Xac'Xbr ,”c'Xac'Xce

-2 - - I
lld'ﬁad i Kaa Ko | e Kaa-Xeu .Uu'Xm['de“

,”e'X?ze /’e'Xae'Xbc ,uu'Xae'Xce !’c‘Xae‘Xde 1‘ /*‘c'Xae'Xge

Y= Xﬂ a E Xb a —X'z- a X{[ a ‘ Xe a
Die Summe der Produkte einer Vertikalkolonne ergibt die be-

treffende Last X, bis X .

Um die Werte X, bis X,, zu finden, ist die Kolonhe b in
obiger Tabelle mit sadmtlichen Kolonnen a bis e zu multiplizieren.

Dabei ist leziba, also bekannt. Man erhilt folgende Tabelle:
Tabelle der Lasten X,, bis X,,.

1y X

2
bb

2
'““'X{w e Xper Xee

2 . .
.Ua'de ta Xy g Xea | e Xpa-Xaa

#e'Xz(, [ue'Xbe'Xre pe Xper Xue b Xpe - X,o

S= Xao Xy X Xas l Xeo =X,y

Entsprechend ergeben sich die folgenden Tabellen fiir die
Unbekannten X, bis X,.

Tabelle der Lasten X, bis X, .

2
/‘zI'Xcrl futl'-Xt'(I'de

Mo XeerXae | 1o Xeew Xov

| ¥ e e ‘ X

lev Xm-

tg

I
)
f
:Hi
g
|
B
gl
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Tabelle der Lasten X,, bis X,,.

-2
/ld'Add

|
; /"e'-X?ie /‘e'-Xde“Xee
|

1
- i

- — - — ‘ —
- Xml:Xda : de-:de 1 ‘YU/I:XJ(‘ led i Xed

I |

Die Lasten X_,, X,,, X ,, X, X,, sind ohne weiteres gegeben,
und zwar durch den Belastungszustand X, =1, d. h. durch das
Belastungsschema (Tabelle ITI). Dieser Belastungszustand ist jedoch
noch mit u, zu multiplizieren. Nun bestehen aber gemiB Gl.(55)

wiederum die Beziehungen:

‘Xae:Xea; be:Xeb; Xce:Xec; ‘Ydered'

Also sind auch die letzten Lasten der vorhin errechneten Gruppen
(s. vorstehende Tabellen) von vornherein gegeben. Es bedarf also
bei den einzelnen Gruppen nur der Berechnung von 4, bzw. 3, bzw. 2,
bzw. 1, Lasten X, insgesamt also sind bei diesem 5-fach statisch un-
bestimmten System nur 14 2-}3-+4=10 Lasten X fiir die
Gruppen der simtlichen 5 Unbekannten zu berechnen.

Allgemein sind bei einem n-fach statisch unbestimmten

System
14+2484+4+...(n—1)=%(n—1)n
Lasten X zu berechnen.
Zahlenbeispiel. Zur Erlduterung des Verfahrens berechnen wir die
fraglichen Lastengruppen bei dem frither behandelten Triger auf 5 Stiitzen
(s. S. 115). Die Verschiebungen des Grundsystems (s. S. 116), sowie die Fest-

werte und damit die Lastengruppen Xg.0=1, Xp.1=1, X, 2=1 sind be-
reits berechnet (s. S. 131). Fiir die Werte u erhalten wir:

1 1
Uy = — “aa] === 0,025,
1 1 .
o= gpa] = 25458 = — 00392,
1
—— 1 — __0178.
fhe 5,616 0,178

Die Tabelle IV ergibt also folgende Werte:

pa—— 0,025 | Xua—1 | |
\
|

up=—0,0392 | X, =—1,317"' X;, =1

h

o= — 0178 | Xoo— 10248 Xpo——0734| X.ome1
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Die fiir X, giiltigen Lasten X.e, X,}a, X, ergeben sich nach den vor-
stehenden Regeln wie folgt:
X,q=—1-0,025 — 1,317-1,317.0,0392 — 0,248.0,248.0,178 — — 0,104,

Xpa=--1,317-1-0,392 - 0,248.0,734.0,178 == -1 0,084
Xoq== -t X,o=— 0,248.0,178 = — 0,044.

Von den fir X, giiltigen Lasten Xo0, Xpp, X.p ist:
Xov=Xp,— - 0,084,
Xps=—1-0,0392 — 0,734.0,734.0,178 — — 0,135,
Xoo=Xpo=tte-Xpo =+ 0,734-0,178 = -1- 0,130.

Die Lasten X,., X;., X,. sind gleich X,., X,., X.., also durch Ta-
belle IV gegeben (Multiplikator u«,).

Es waren also nur 6(3;—1) = 8 Lasten X zu berechnen. Die Gleichungen
fir die Uberzahligen (s. Gl 54) lauten:
X,=—0,104 [am -+ 0,084 [bm’ — 0,044 [em],
Xy =+ 0,084 {am] — 0,135 bm] -+ 0,130 [em],
X, =— 0,044 {am] -+ 0,130 [bm] — 0,178 [em].

Hiernach sind die Uberziihligen X fiir jede Belastung gegeben, nachdem
die Absolutglieder [@m}, bm], [cm berechnet sind.
Die Ergebnisse stimmen mit den frither gefundenen Werten iiberein (vgl.

S. 116 u. S. 148).

E. Verallgemeinertes Eliminationsverfahren.
Lastengruppen Y mit teilweise willkiirlichen
Einzellasten sind die Unbekannten?).

§ 18. Die Elastizititsgleichungen und die Berechnung der
Unbekannten Y.

a) Die Unbekannten ¥. Bezeichnungen.

Die in § 10 bis 17 besprochenen Lésungsverfahren liefern die Un-
bekannten X, die identisch sind mit den Uberzihligen des Systems;
diese Lasten X wirken neben den &uBeren Kriiften P, am Grund-
system.

Die Unbekannten der Aufgabe brauchen nun aber keineswegs
identisch mit den iiberzdhligen GroBen X zu sein. Dies zeigt ins-
besondere das vorhin behandelte Verfahren. Dort wurden die GroBen
Xao, Xp.1, Xo.2... als Unbekannte verwandt, also Krifte, die an
statisch unbestimmten Hauptsystemen wirken. Wir sahen dabei, daB
diese Unbekannten eigentlich Lastengruppen darstellen; die Einzel-

') Dieses Verfahren muBte der Vollstindigkeit wegen gleichfalls hier an-
gegeben werden, weil wir es zur Erklirung gewisser gebrauchlicher Berech-
nungsmethoden einzelner Systeme bendtigen. Zur rechnerischen Durchfiibrung
von Aufgaben wird man diese Losung wegen ihres Umfanges im allgemeinen
nicht anwenden. Wir werden spéiter bei der Berechnung hochgradig statisch
unbestimmter, und zwar speziell symmetrischer Systeme, vereinzelt von diesem
Verfahren mit Vorteil Gebrauch machen.
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lasten dieser Lastengruppen wirken in Richtung einzelner der iiber-
zihligen GroBen. So bedeutet z. B. die Unbekannte X, , diejenige
Kraft, die am 2-fach statisch unbestimmten System im Punkte ¢
dem Angriffspunkt der Uberzihligen X)) infolge P, wirksam wird
gFig. 130a). Anstatt die Kraft X, , als Einzellast am 2-fach statisch

n
a b c d e
Fig. 130a. & = = T r-N

N

Fig 130b. & T T T
Koc Ky Ko

unbestimmten Hauptsystem anzusehen, kann man sie auch im Verein
mit den beiden in ¢ und b auftretenden Lasten als eine aus 3 Kriften
X,., X,,, X, bestehende Lastengruppe betrachten, die am Grund-
system wirkt (Fig. 130b). Das ist insbesondere auch durch die Form
fir den Beitrag der Unbekannten X, . zu einer statischen GréBe S
zum Ausdruck gebracht:

SeoXeo=(S,-X,,+8,-X,.,+5,-X,) X... (vgl. Abschn. C).

Der infolge X, =1 auftretende Wert S (nimlich S, ,) ist hiernach
der Gesamteinflul der Lastengruppe X, , X, , X, auf das Grund-
system; die Einzellasten dieser Gruppe, - welche den Zustand X,..=—1
darstellen, sind zahlenm&Big gegebene und durch das Belastungs-
schema (siche § 14, Tabelle III, S. 140) dargestellte GroBen.

Allgemein stellt bei diesem Verfahren eine Gréfle X;, =1 eine
Gruppe von » 41 gegebenen Lasten X ., X,.. X, ... X, dar, die
in den Punkten a, b, ¢...i wirken. X, ist gleich 1; alle folgenden
Lasten X, ,, X;,, X, ... X, d. h. die in den auf ¢ folgenden Punkten
wirkenden Lasten sind gleich 0.

Diese Angaben iiber das frither besprochene Verfahren sind hier
noch einmal wiederholt worden, weil dieses groBe Ahnlichkeit mit
der hier in Frage stehenden verallgemeinerten Methode hat. ja
eigentlich einen Sonderfall der letzteren darstellt. —

Wir gehen némlich jetzt einen Schritt weiter und wahlen neue
Gruppen als Unbekannte, die wir mit Y bezeichnen wollen, und zwar
sollen bei all diesen Gruppen Y; in samtlichen Angriffspunkten der
iiberzihligen GroBen, also in a, b, ¢ ... r Einzellasten X ;, X,

X, ... X, wirken. Der Ort, wo eine Einzellast wirkt, ist alsglwwder
durch den ersten Index, die Ursache, d. h. hier die Gruppe, der die
Einzellast angehort, durch den zweiten Index gekennzeichnet. Diese
Lasten X ; bis X, wollen wir zunichst in willkiirlicher Groe an-
nehmen. Wir werden aber sehen, dal wir mit Hilfe gewisser Neben-
bedingungen die Werte bis X,;, also X, X,;, X,;...X,,; berechnen,
so dafl nur die Lasten X, X,.... X; w1llkurhch blelben d. h. also

jene Lasten, die beim fruheren Verfahren die Werte X, =1,
in=Xh.=...X“.:0 hatten.
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Die Unbekannten Y, Y,, ¥, ... Y, werden wir aus den Elasti-
zitatsbedingungen berechnen. Ihre Verwendung zur Berechnung sta-
tischer GroBen S entspricht ganz derjenigen der fritheren Gréflen X, o,
Xp.1, Xeg... Xyo—y). Der Beitrag einer Unbekannten Y, zu einer
GroBe S ist gleich &,Y;, wo &, den Wert S infolge Y,=1 bedeutet,
d. h. die Wirkung der Lastengruppe Y,—1 auf das Grundsystem. —
Nach diesen einleitenden Ausfithrungen besprechen wir nunmehr den
Gang des Verfahrens.

Bezeichnungen. In den fritheren Rechnungen bedeutete:

[in] die Verschiebung von i (Angriffspunkt der Uberzihligen X)
in Richtung von X, infolge X, =1 am Grundsystem;

[im] die Verschiebung von 7 infolge der duleren Lasten P, am
Grundsystem;

[¢m.v] die Verschiebung von i infolge der &uBleren Lasten P,
am »-fach statisch unbestimmten Hauptsystem.

Wir fragen nunmehr nach der Verschiebung von i infolge
Y,=1. d h. infolge der Lastengruppe X ,, X,,, X, X, , und
bezeichnen diesen Wert mit [/K]. Offenbar erhalten WII‘ dafur nach
dem Superpositionsgesetz den Ausdruck:

[K]=[ia] - X, +[ib] X, + [ic] X, + ... [ir] X, . (88)

Es sei noch darauf hingewiesen, dafl man den vorstehenden
Wert [{ K| auch bezeichnen kann als die virtuelle Arbeit, welche die
Last X;=—1 leistet wihrend der durch die Lastengruppe Y, =1
hervorgerufenen Verschiebung des Punktes ¢, bzw. als die Arbeit,
die die Gruppe Y, =1 leistet wihrend der durch die Last X,=1
hervorgerufenen Verschiebung ([iK]=[Ki]). Will man sich diesen
Gedankengang veranschanlichen, so betrachte man die Fig. 131. [¢ K]
wire die Verschiebung, die der Punkt ¢ infolge der Belastung Y,
erfahrt, bzw. die virtuelle Arbeit, welche die Last X,=—1 leistet,
wihrend der durch die Lastengruppe Y, =1 hervorgerufenen Ver-
schiebung des Angriffspunktes ¢ von X, (siehe Fig. 131a). — Vertauscht

M M Tm... o Mar Mo
4 i[/b/r/ /] /e

Verschiebungszustand Yz, =1

Pay 7AY
Ar=7
Belastungszustand Xy=7
Fig. 131a.

man den Belastungs- und Verschiebungszustand, d. h. denkt man
sich wihrend der Verschiebungen infolge X,=1 die Lasten X_,.

X, X, ... X, der Lastengruppe Y, — 1 wirkend, so hat die dabei
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von der Gruppe Y,=1 geleistete Arbeit ebenfalls den Wert [iK]
bzw. [Ki] (siehe Fig. 131b).

o
a % c g r

i/ b1/ L/W

Verschrebungszustand X, =7

ol LT Lol
A VAR Ko A

rk
Belastungszustand ¥, =1
Fig. 131b.

Wir fragen nunmehr nach der Arbeit, welche die Lasten-
gruppe Y, =1 beim Verschiebungszustand Y,=1 leistet,
und bezeichnen diese GréBe mit [JK|. Um diesen Wert anzugeben,
beachte man, dafl die Arbeit der Lastengruppe Y, =1 sich zusammen-
setzt aus den Arbeiten, welche die Einzellasten dieser Gruppe, also
die Krifte

Koo g Xopooon Yo Xy

wahrend der Verschiebung ihrer Angriffspunkte @, b, c...q, v leisten.
Da die Verschiebungen infolge der Lastengruppe Y,=—1 in Betracht
kommen, so handelt es sich um die Gréflen
[aJ], [8J], [¢J]...[q¢]]). [rJ].

Man erhilt also fiir die gesuchte Arbeitssumme den Ausdruck:
[JE]==[aJ] X + [0T] Xy + [ T] X A+ - [T ] X+ [T 1 X, (B9)

Die Fig. 132 veranschaulichen diesen Gedankengang.

Kombiniert man die Verschiebungen infolge ¥,=1 (Fig. 132b)
mit den Lasten X, bis X, des Belastungszustandes Y, —1 (Fig.132a),

Mak Mar Mc/r. ‘- Mox  Mow
| | | |

I AN

Befastungszusiand ¥, =7

Verschiebungszustand ¥,=7
Fig. 132a.

so erhdlt man den vorstehenden Wert [JK] (siehe Gleichung 59).
Fragt man dagegen nach der Arbeit der Lastengruppe Y,=1
(Fig. 132b) wihrend der Verschiebungen infolge des Zustandes Y, =1
(Fig. 132a), so erhilt man den Wert [KJ]:

[EJ]= [0K] X, +[bK] X, + [cK] X, +... [rK]X,,.
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Mai Vbz’ TXL‘Z'- <. Mq’i TXr[
| | | I |

BLelastungszustand ¥, =71

o

a] by Ve . .. /] rJ]

Verschiebungszustand Y;=1
Fig. 132b.

Es gilt die Gleichung:
[JK|=[KJ]. . \

. . (60)
(Maxwellscher bzw. Bettischer Satz.)

NB. Auch in den Bezeichnungen [JK] bzw. [KJ] entspricht
der erste Buchstabe dem Verschiebungszustand, der zweite dem Be-
lastungszustand, also &hnlich wie bei [¢k] der erste Buchstabe i den
sich verschiebenden Punkt (Ort der Verschiebung), der zweite k die
Belastung (Ursache der Verschiebung) kennzeichnet.

b) Erweiterung der Elastizitiitsgleichungen. Die frither ver-
wandte Form der Elastizititsbedingungen lautete:

[im.o]=0.

Sie besagt: Die Verschiebung des Punktes 1 des p-fach un-
bestimmten Systems infolge der &ulleren Belastung P, ist gleich 0,
oder auch, was dasselbe ist, die Arbeit der Last X,—1 wihrend
des wirklichen Verschiebungszustandes (das ist P, am g-fach un-
bestimmten System) ist gleich 0.

Statt dessen kann man aber auch schreiben:

[Jm.o]==0, . . . . . . . . . (6])

d. h. es gilt dauch die erweiterte Bedingung: Die Arbeit der
Lastengruppe Y,=1 wahrend des wirklichen Verschiebungs-
zustandes (P, am o-fach unbestimmten System) ist gleich 0.
— Dies leuchtet ohne weiteres ein; denn die zweite (erweiterte) Be-
dingung folgt aus der ersten. Ist nimlich die Arbeit fir X,—1
gleich 0, so ist sie es auch fiir ein Vielfaches von 1, etwa fiir X, = X, ;
ferner gilt das, was fiir X, besteht, auch fir X , X,, X ... X,
d. h. auch die Arbeit der Lastengruppe Y;=—1, also der Lasten X,
X,,, X,;...X,;, hat den Wert 0, was durch Gleichung (61) aus-
gedriickt ist. ,

Bei dem wirklichen Verschiebungszustand des statisch unbe-
stimmten Systems, der in der Gleichung (61) durch den Index m ge-
kennzeichnet ist, wirken als Ursache auller der Belastuug P, noch
die Unbekannten Y. Man erhilt also:

[J4)-Y,+[JB]Y,+[JC]Y,+...[JR] Y, 4 [Jm]=0 . . (62)
Denn die Arbeit von Y;—1 (gekennzeichnet durch den Buch-
staben J) beim wirklichen Verschiebungszustand setzt sich nach dem

rid
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Superpositionsgesetz zusammen aus der Arbeit wihrend der Ver-
schiebungen infolge der &uBeren Lasten P, (letztes Glied [J, ]) und
aus den Arbeiten wihrend der Verschiebungen infolge der Un-
bekannten Y. Der Verschiebungszustand infolge einer Lastengruppe
Y, =1 wird durch den zweiten Buchstaben K in [J K| gekennzeichnet.
Riihrt der Verschiebungszustand von einer Lastengruppe Y, her, so
ist der dementsprechende Beitrag zur Arbeitssumme gleich [JK] Y.
Entsprechendes gilt fiir alle Unbekannten Y.

Was durch Gleichung (62) fiir den Belastungszustand ), aus-
gedriickt wurde, gilt allgemein fiir jede der einzelnen Lastengruppen

Y,, Y,, Y, ...Y,, und man erhdlt somit folgende Elastizitits-

gleichungen:
[A4] ¥, [AB]Y, F[AC]Y ..[AR]Y, = [4n],
[AB]Y,-L [BB]Y, - [BC]Y, ... [BR]Y,— — [Bm],
[CA] Y, [CB]Y, +[CC] ¥, ... [CR]Y,—— [Cn]. @ (63)
[RA]Y, -+ (RB]Y, | [RC]Y, - ...[RR]Y, — —[Rm], )

Dieses Gleichungssystem entspricht in der &duBleren Form dem
frither zur Berechnung der Uberzihligen X verwandten. Ferner sind
auch hier — was fir das Folgende wichtig ist — die entsprechenden
Koeffizienten seitlich der Diagonalglieder gleich. da nach Gleichung (60)
die Werte [JK] und [KJ] identisch sind.

¢) Losung der Elastizititsgleichungen. Darstellung der Lasten-
gruppen ¥ —1. Das Belastungsschema (Tabelle V).

«) Die Nebenbedingungen zur Ermittlung der nicht
willkiirlichen (bedingten) Lasten X, der einzelnen Lasten-
gruppen Y=1. Um auch hier jede Unbekannte Y als einfachen
Quotienten zu erhalten, werden wir versuchen, in Gleichung (63) die
Koeffizienten der seitlich der Diagonale stehenden GroBen Y, d. h.
die Koeffizienten [JK] mit ungleichen Buchstaben, zu 0 zu machen.
Dann ergibt sich namlich jede Unbekannte aus einer Gleichung mit
einer Unbekannten, und zwar in der Form:

—[m]
' [JJ]

Um die erwahnten Koeffizienten [JK| zum Verschwinden zu
bringen, werden wir iiber die bisher willkiirlich angenommenen Einzel-
lasten X;, der verschiedenen Lastengruppen Y, entsprechend ver-
figen. Es stehen uns bei ¢ Gleichungen (entsprechend den ¢ Un-
bekannten Y, bis Y,) im ganzen }o (¢ — 1) Bedingungsgleichungen
von der Form

. (69

[JE]=0

zur Verfiigung. Der Faktor j riihrt daher, daB in Gleichung (63) je
zwei entsprechende Koeffizienten seitlich der Diagonale den gleichen
Wert haben, wie bereits hervorgehoben wurde. Es- lassen sich also
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ebensoviele von den vorher willkiirlich angenommenen Lasten X der
Lastengruppen Y=1 aus diesen Bedingungsgleichungen berechnen.
Da jede Gruppe Y,;= 1 im ganzen ¢ Einzellasten (X ;, X,., X ;... X))
aufweist, also zusammen g-o0=— 0 Werte X, vorhanden sind, so

bleiben
*—3e(e—1)=3e(+1)
willkiirlich zu wéhlende Lasten iibrig. — Es fragt sich daher zu-
niichst, auf welche Weise wir die o (¢ — 1) bedingten Lasten X,
bestimmen, die wir von der Gesamtsumme (o? Lasten X;,) dazu
auswihlen.
Hierbei gehen wir zweckmiBig wie folgt vor. Die Lasten

X Xba’ Xca"'Xra
des Zustandes Y, =1 werden alle willkiirlich gew#hlt. Die Lasten

Xab’ Xbb’ ch e Xrb
der Gruppe Y, =1 wihlen wir willkiirlich bis auf eine, und zwar
bis auf die erste X ,, so daB also X,,, X , ... X _, beliebige Zahlen-
werte annehmen. Zur Bestimmung dieser einen Last X , benutzen
wir die Bedingungsgleichung

aa’

[AB]=0,
so daB sich also X , aus einer Gleichung mit einer Unbekannten
ergibt.
Die Lasten
Xac’ Xbc’ ch"'ch

der GruppeY,=1 wihlen wir willkiirlich bis auf die beiden ersten
X,, und X, ; zur Bestimmung dieser beiden Werte X , und X,

benutzen wir die Bedingungsgleichungen

[40]=0,

[BC]=0,
so daB sich die beiden bedingten Lasten der Gruppe Y,—1 aus
zwel Gleichungen mit zwei Unbekannten ergeben. — So ist fort-

zufahren; von den Lasten der Gruppe Y,=1 bestimmen wir die
drei ersten X _,, X,.,, X,, aus drei Gleichungen mit drei Un-
bekannten, namlich aus

[4D]=0,
[BD]=0,
[cD]=o0.

SchlieBlich gelangt man so zur letzten Gruppe X —1, wo nur
eine, namlich die letzte Last X, , willkiirlich ist, wihrend die (¢ — 1)
anderen aus den Bedingungen

[4 R]=0,
[BR] =0,

[C R]=0,

[QR]—0
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sich ergeben. Man hat also der Reihe nach eine Gleichung mit einer,
zwei Gleichungen mit zwei, usf. bis ¢ — 1 Gleichungen mit ¢ Un-
bekannten aufzulGsen, also insgesamt

142434 (e—1)—3(—1)

Gleichungen mit ebensovielen Unbekannten. Die Unbekannten dieser
Gleichungen sind die nicht willkiirlichen, d. h. bedingten Lasten der
Gruppen Y =1.

p) Allgemeine Darstellung der bedingten Lasten X,
in den einzelnen LastengruppenY, =1. Das Belastungs-
schema.

Wir werden versuchen, auch jetzt alle Unbekannten zusammen-
hingend in einer &hnlichen schematischen Anordnung darzustellen,
wie frither im Belastungsschema (siehe Tabelle III). Zu diesem
Zwecke betrachten wir der Reihe nach die einzelnen Bedingungs-

gleichungen.
Die Lasten der Gruppe Y,=1, némlich
X Xpoo X, ... X,
werden sidmtlich willkiirlich gewahlt. — Von der Gruppe Y, =1

wahlen wir
Xbb’ ch’ X‘db rb

willkiirlich; zur Bestimmung der Last X, , benutzen wir die Be-
dingungsgleichung:
[AB]=0.

[4B] stellt die Arbeit der Lastengruppe ¥, =1 beim Verschiebungs-
zustand Y, =1 dar, und wir kdnnen daher schreiben (s. Gl 59):

[AB]=[4a] X,, + [40] X,, 4~ [4c] X, +...[47] X,, = 0.

Wir bringen die w111kurhchen Lasten X,, bis X, auf die rechte
Seite der Gleichung und erhalten:
[da]-X,, = —[4b] X,, —[Ac] X,, — [4d] X,,...[47] X,
Die rechte Seite stellt die Arbeit der willkiirlichen Lasten
der Gruppe Y,—1 beim Verschiebungszustand Y,=1 dar,
und wir bezeichnen diese Arbeitsgré8e mit [AE] Der Strich
iiber B deutet also an, daf nur die willkiirlichen Lasten der Gruppe
Y,=1 in Frage kommen. Also erhélt man:.
__[4B]
ab ™ [Aa] .

Von der Gruppe Y,—1 sind die Lasten X, X3, ... X, will-
kiirlich; zur Bestlmmung der beiden ersten Lasten X und X,
dienen die Bedingungsgleichungen

[4C]=0,
[BC]=0.
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Diese GroBen stellen Arbeitssummen der Lastengruppe Y, =1 dar,
und zwar [4C] beim Verschiebungszustand ¥, =1 und [BC] beim
Verschiebungszustand ¥, —1. Man kann somit schreiben :

[40)=[4a] X, [40] X, 4 [Adc] X Ar]X =0,
[BO’]:[Ba]X + [Bb] X, ,+[Bc] X + 1 X, ,=0.
Bezeichnen wir die Arbeiten der willkiirlichen Lasten mit [4C] bzw.

[BC ] und bringen sie auf die rechte Seite, so erhalten wir die beiden
folgenden Gleichungen zur Bestimmung X, und X,

[Aa) X, [4b] X,, = —[4C).
[Ba) X,, - [Bb] X,,=—=—[BC].
Hieraus ergibt sich:
: — __ [Ba]
o laBi—iBd.40) P97 4a MCJ
[4a][Bb] — |Ba][4b] (B — [[ ]] 40|

Diese Form von Zahler und Nenner entspricht den frither gefun-
denen Ausdriicken (vgl. § 12), und wir wihlen daher auch die ent-
sprechenden Bezeichnungen:

[Ba—ﬁ m[B@:ﬂBaﬂ,

Aaj
: Ab) o
[Bb] — A‘a] -[Ba]==[Bb.1].
Man erhalt somit *
__ [BC.1]
&”“_wbm

Setzt man X, 6 in die erste der beiden Bedingungsgleichungen ein,
so findet man die Last X :

[AC]  [A4b]
T T T dal T e

>

Damit sind die beiden bedingten Lasten X , und X, der Gruppe
Y,=1 gefunden.

In gleicher Weise konnte man die entsprechenden Lasten der
nichsten Gruppen Y =1 ermitteln. Man erkennt aber schon jetzt,
daB die Form der Ausdriicke sowie ihre Reihenfolge dem friiheren
Verfahren ganz und gar entsprechen, so daBl sich die folgenden
Lastengruppen ohne weiteres angeben lassen. So z. B. wiirden fiir
die nichste Lastengruppe Y,=1 die nicht willkiirlichen (bedingten)

Lasten X ,, X,,, X,, sich aus folgenden Gleichungen bestimmen:

[AD]=0,
[BD]=0,
[CD] =0.

Pirlet, Statik. IIL 1. 12
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Man erhils:
__[¢D.2)
Kea=— [Cc.2]’
¥ [BD.1]  [Be.1]
ba7""" [Bb.1]  [Bb.1] ¥
__[4D]_ [4d] (40]
Koo =" [4a] ~ [da) Tea T [dq) oo

Wir schreiben diese Werte in der von frither gewohnten Weise
zusammen und erkennen den iibersichtlichen Aufbau der Ausdriicke
fir die Einzellasten X der Gruppe ¥ ,==1.

Xaa Xoo | Ko | Fea | Xew | X
[40] |
~[@a ¥ |
[44) [Be.1l], | - “3 i o
[Aa]X“’ _[Bb.l]X“‘ g
_[4D) _[BD.1] | _[0D.2] Xee | X X,
[4a] (Bb.1] [Cc.9] i

Die Summe der Glieder einer Vertikalkolonne gibt die betreffende
Last X_, bis X ,;; die willkiirlichen Lasten X,, bis X, wiirden in
die folgenden Kolonnen einzusetzen sein. Die in der untersten
Horizontalreihe stehenden Quotienten enthalten im Zihler die Ar-

beiten aller willkiirlichen Lasten X, bis X ;, was durch D gekenn-
zeichnet ist.

Von besonderem Interesse ist die Beziehung zwischen den Lasten
der Gruppe Y;=1 und den vorherigen ¥, =1 und Y,=1. Der
Vergleich 138t namlich folgendes erkennen. Streicht man die un-
terste Horizontalreihe fort und schreibt in der néichst vorhergehenden

C statt ¢ und setzt noch die willkiirlichen Lasten X,, bis X, ein,
so stellt die dadurch.erhaltene Gruppe den Belastungszustand ¥,—1
dar. Streicht man auch die vorletzte Horizontalreihe fort, schreibt

B statt b und setzt noch die willkiirlichen Lasten X,, bis X , ein,
so hat man den Belastungszustand ¥,=1. Man erkennt also, dafl
allgemein die Darstellung der letzten Gruppe Y, =1 zugleich das
Schema fiir alle vorhergehenden LastengruppenY, ,Y,,Y, ... liefert,
d. h. wir haben wiederum das, was wir frilher das Belastungs-
schema nannten. —

Die Quotienten des Belastungsschemas sind von der &uBleren
Belastung unabhingige, feste Werte und sollen deshalb wie friiher
als Festwerte bezeichnet werden.

Wir geben wiederum (vgl. 8. 180) das Belastungsschema fiir ein
10-fach statisch unbestimmtes System an, wo es sich also um die
Unbekannten Y, bis Y, handelt. Das Belastungsschema ist gegeben
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durch die Darstellung der Lastengruppe Y,—1 (vgl. Tabelle V).
Es stellt zugleich alle iibrigen Lastengruppen Y =1 schematisch dar.
So z. B. erhélt man die bereits vorhin angegebene Lastengruppe
Y,=1, indem man nur die Reihen (a), 4, ¢, d in Betracht zieht
und die Lasten Xiar Xoa» Xpg--- X, willkiirlich wéhlt; an Stelle
des Buchstabens k tritt der Buchstabe d im Index der Lasten X

ein, und entsprechend ist in der untersten Zeile D statt K zu setzen
(vgl. die Lastengruppe Y,=1, 8. 178).

d) Angaben zur zahlenmiBigen Ausrechnung der Lasten-
gruppen ¥ =1. Der Gang der Berechnung der im Belastungsschema
vorkommenden GroBen ist der folgende:

Die Lasten X, , X, , X  ...X,, der Gruppe Y ,—1 wihle
man willkiirlich und. berechne nach Gleichung (58) die Werte [4a),
[Ab], [Ac]...[Ar]. Aus diesen erhdlt man die Quotienten der
ersten Vertika,lkolonne des Belastungsschemas. — Alsdann wihle
man die Lasten X,,, X ,, X,, ... X , der Gruppe ¥Y,=1 willkiir-
lich und berechne nach Glelchung (69) zwecks Bestimmung der be-
dingten ersten Last X , dieser Gruppe den Wert [4AB] aus den

willkiirlichen Lasten. Ist hiernach B
. [4 B]
ab [ Aa]

gefunden, so sind die gesamten Lasten X der Gruppe Y,—1 ge-
geben. — Hierauf verfahre man entsprechend mit den folgenden
Gruppen Y=1 und beachte die Beziehungen zu den Arbeiten der
vorherigen Gruppen Y. Bei Y, =1 wihlt man X , X, ... X  will-
kiirlich; fiir die bedmgten Lasten X,, und X gelten die
Gleichungen:

— [AC]
x ey PP
[Bb.1] [Bb]——lgb—]] [Ba)
___[40)  [4¥]
Ko™ da] ~ [da)

Die hierbei vorkommenden ArbeitsgroBen enthalten die bereits be-
kannten, vorher bestimmten LastengruppenY,=1 und Y,=1, so-
wie die willkiirlichen, also ebenfalls bekannten Lasten der Gruppe
Y,=—1. Die Einzelwerte sind also nach Gleichung (58) bzw. (59)
leicht zu bestimmen. — Beziiglich der Zusammensetzung des
Zahlers und Nenners ist zu beachten, dal das erste Glied, z. B. [B 6],
den Buchstaben nach mit dem zu berechnenden Ausdruck, also
[BC.1], iibereinstimmt, aber den nichstniedrigeren Zahlenindex hat;
daB ferner das zweite Glied so gestaltet ist, daB der Gesamtwert
der Differenz, algebraisch betrachtet, zu 0 wird. Denn bei rein
algebraischer Auffassung von [BC.1] hebt sich 4 und a im Nenner
12*



gegen die beiden gleichen Werte im Zihler, und es bleibt BC— B C==0.
AuBlerdem erkennt man, daB hinter dem Minuszeichen als erster
Faktor des Produktes ein Festwert auftritt, wobei Zihler und Nenner
stets nur einen, und zwar den gleichen groien Buchstaben (ohne Strich)

enthalten (%f—]]

im Nenner ist ein kleiner, im Zihler ebenfalls ein kleiner und nur
dann ein groBer mit Strich, wenn ein solcher schon in dem auf
der linken Seite stehenden Glied auftritt!). — Unter Beachtung
dieser Eigentiimlichkeiten der Ausdriicke wiren die mit dem
Index 1 versehenen Arbeitsgruppen der zweiten Vertikalkolonne X,,
zu berechnen. Ganz entsprechend ist mit den folgenden Kolonnen

wire also z. B. unmdglich). Der zweite Buchstabe

1) Den Buchstaben a, b, ¢, d ... sind ebenso wie frither (vgl. Tab. II,
S. 127) die Zahlen 0, 1, 2, 3 ... zugeordnet.
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Ta-
Belastungsschema Lastengruppe YL_I
Xox Xy X X
48] |
[Aa] Xo¥ ‘
_[44d [Be.1]
~laa) X Bb.1] X*
(4d) (Bd.1] . [cd.2]
_TMX’”“ [Bb.1] Xax T 0c.7] Xax
[de] [Be.1] .. [Ce.2] [De.3]
T [44a] Xer [Bb.1] Xer T [Cc.2] Xex " [Dd.3] Ko
[Af] [Bf.1] [Cf.2] __[Dr.3]
~ [da) X7 1Bb.1] 27 _TCez) | [Da 3] A7k
_[44] & _ [Bg.1] & _ [Cg.2] _[Dg.3]
[Aa) “°F [Bb.1] <% [Cc.2] *7F T [Dd.3] vk
[4h] [Bh.1] _ [Ch.2] _ [Dh.3]
T daq] X [Bb 1]’1‘“‘ ~[Ce.2] M T Dd3) Y
[44] [Bi.1] .. [Ci.2] ? [Di.3] .
~ (da] ik T [Bb.1] T [Ce2] | T as e
[4K] _[BE.1 _[CK.2] ‘ _[DK .3
[4a] [Bb.1] [Cc.?2] j (Dd.3)
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belle V.
(Zugleich Schema der Lastengruppen Y, =1, ¥, =1, Y.=1... usf.)
Xex Xrk Xk Xak X ’ .69
LET-4]
T [Ee. 4]
_ [Eg.4] [Fg.5]
(Ee.4) X% T [Ff.5) Yok
__ [Eh.4] [Fh.5) __[Gh.6]
B R R 7
| ; N i
_[Ei4) | [Fi.5] [Gi.6) [Hi.T)
[mea] |~ (rrs) Kok 'T@*@’X N
_[EK.4] __[FK.5] __[GK.6) _[HE.7] __[JK.8] Xex
[Ee.4] [Ff.5] T [Gyg.6) [(Hh.7) [Ji.8]
zu verfahren, wobei ebenfalls die erwihnten Regeln gelten. Man

schreibe z. B.:

[Ce.2)=[Cc.1] — "

Der in Frage kommende Festwert muBl, da der Index 1 in Frage
kommt, den Nenner [Bb.1] haben; im Zihler ist zundchst der grofBle
Buchstabe B einzusetzen, den auch der Nenner [Bb.1] enthilt; der
kleine Buchstabe stimmt mit dem des ersten [Cc.1] iiberein. Der
Festwert lautet also

__[Be.1]

(Bb.1]

Damit ist, wenn der Wert von [Cc.2], algebraisch betrachtet, zu O
werden soll, auch der letzte Faktor gegeben, und der Ausdruck
lautet:
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[Be.1]
[Bb.1]

In gleicher Weise erhilt man z. B. die folgenden Werte, die wir zur
Erlduterung der gegebenen Regel anschreiben:

[Cc.2]=[Cc.1] —

.[Cb.1].

[¢D.1]— [¢D] — [[‘;D]] (Cal,
(BD.1]—[BD] — Mm[Bﬂ
(Cb.1]— [Cb] — [[j % [Cal.

[¢D.2]—[CD.1] — [[1;1; 11] [cb.1].

Damit kann dieses einfache Verfahren als geniigend Kklargestellt
betrachtet werden; fiir alle hoheren Grade der statischen Unbe-
stimmtheit gelten die gleichen Regeln.

e) Darstellung der Unbekannten Y.

@) Die Unbekannten als Quotienten zweier Summen
duBerer Arbeiten.

Nachdem in dieser Weise die Lasten X, ; der einzelnen Lasten-
gruppen Y,=—1 ermittelt sind, lassen sich nach den Gleichungen (58)
und (59) die ArbeitsgréBen [Jm] und [JJ] im Zihler und Nenner
einer jeden Unbekannten Y, [s. Gleichung (64)] ohne weiteres an-
geben. TFiir die einzelnen Unbekannten gelten die Gleichungen:

o [Am]
© 44y
- [Bm]
BT B
_ [em) N ()]
ey’
[Bm]
Y':_U?—RT'

Nach diesen Gleichungen sind die Biegungslinien fiir die ein-
zelnen Belastungszustinde Y,==1 zugleich die Einflulinien der Un-
bekannten Y, Der Nennerwert [JJ] von Y, stellt die Arbeit der
Lastengruppe Y;=1 beim Verschlebungszustand infolge Y,=1 dar
und kann nach Glelchung (59) berechnet werden.

f) Die Unbekannten als Quotienten zweier Summen
innerer Arbeiten (als Funktion der Momente usw.).

Statt der #uBeren Arbeiten kann man auch unter Anwendung
der Arbeitsgleichung die inneren einsetzen und erhilt die nach-
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stehenden Werte Y, wobei wir hier der Einfachheit halber nur die
Arbeit der Momente, nicht auch der Normal- und Querkrifte an-

schreiben.
f MOSJR ds
Y, = ——~—-—d——— ,
. s
Jme
f M, W?wds
Y, =
: jm N ()]
2)32 ds
. 0
Y, —
oy
Hier bedeuten — wie frither — die Werte M, die Momente infolge

der &uBeren Belastung P, am Grundsystem, die Werte 9t; dagegen
die Momente infolge der Lastengruppe Y,=1. Die Werte 9, sind
nicht zu verwechseln mit den GroBen M,;, welche den einzelnen Zu-
stinden X, =1 entsprechen.

f) Berechnung der GroBen S. Eine GréBie S, Moment, Nor-
malkraft oder Spannkraft eines Fachwerkes, berechnet sich nach der

Gleichung:
§=8+¢6,Y,+6,Y,+6Y,+...6Y,.. . . (67)

Dabei stellt S, den Wert von S dar, der infolge der am Grund-
system w1rkenden duBeren Belastung P auftritt; &, sind die Werte
von S, die infolge der einzelnen Zustinde Y,=1 auftreten dabei
hat man sich das Grundsystem mit der ]ewelllgen La.stengruppe Y, =1
belastet zu denken, also mit den Lasten '

X, X, X,

ai’ b ri’

Deshalb hat &; den Wert:
@i:Sa'Xai+Sb'Xbi+ScXci_l_"'S Xri’ . (68)

wo §,, 8, S,... S, die Werte der statischen Grofe S fiir die Be-
lastungen X =1, X, =1, X,=1... X =1 bedeuten.

g) Zahlenbeispiel. Als Zahlenbeispiel behandeln wir den Trager auf
5 Stiitzen (s. S. 115), und zwar wollen wir wiederum das Stiitzenmoment M,
bei a fiir eine Belastung P,, =1t im Abstande 10 m vom linken Endauflager
bestimmen (s. § 15, S. 149).

Wir wihlen also als Unbekannte drei Lastengruppen Y,, Y,, Y,. Die
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Gruppen Y =1 bestimmen wir, wie folgt (die Werte fiir die Verschiebungen des
Grundsystems sind aus dem Zahlenbeispiel S. 116 zu entnehmen):
Die Lasten der Gruppe Y,—1 wihlen wir willkiirlich, etwa
Xoa= 6, Xpa=—2, X.a=4.
Jetzt ergibt sich nach Gleichung (58):
[Aa]l=[aa] X,.+ [ab] X,o+ [ac] Xca
=40-6 4 52,69-(— 2) 4 28,75-4
== 249,62 .
[48) = [ba] Xoo+ [bB] Xsu + [be] X
—52,69-6 |- 94,864 - (— 2) - 56,56 - 4
= 352,652.
[de]=[ca] Xoo—+[cb] Xso+ [cc] X0
=28,75-6 4 56,56 - (— 2) |- 40-4

219 38.
I 1) N
(da— 1,4128.
Von der Lastengruppe Y, =1 wihlen wir willkiirlich
Xbb:5; X,-b:—?).

Dann ergibt sich: _
[AB]=[4b] X,s - [4dc] X,
= 352,652 5 + 219,38 (— 3)

=1105,12.

[AB] 1105,12
=2 o ST 4,497,
Xas [dal 249,62 4427

[Ba] =l[aa] X.s 4 [ab] X4y +[ac] X.»
=40 (— 4,427) - 52,69-5 + 28,75-(— 3)
=0,1116.
[Bb]=1[ba] X,s + [0b] X405+ [bc] X.s
== 52,69 (— 4,427) -}- 94,864 -5 -} 56,56 - (— 3)
== 71,370.
[BC:' = [Ca] Xal/ —:— [CbJ Xbb + [CC] X,,b
= 23,75 (— 4,427) -+ 56,56 -5 -- 40-(— 3)
= 35,518.
Von der Gruppe Y,=1 wihlen wir willkiirlich
X..=2.
Sodann finden wir:
[AC] =[Ac] X..= 219,382 — 438,76.
[BC)=[Bc] X.. = 35518-2 = 71,086.
[4C]
[4a] [Ba]
0,1116
249,62

[BC.1]= [BC]—

= 71,086 —

—70,839.

[4b]
[Bb.1]— [BY] — 7o [Ba]
0,1116

249,62

-438,76

=171,370 —

=71,213.
[BC.1] 70839
—BbA  Tigiz o994

.852,652

Xpo=
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[4C] [Ab] , 43876 352652
Xae=—"Fa] ~ [da) X*— " 249,62 — sa96z (— %999
— —0,35%4.

Damit ergeben sich die Werte:

[Ca]l=[aa] Xac+[ad] X;.+ [ac] X..
=40-(— 0,3524) 4 52,69-(— 0,9948) |- 28,75-2
= — 9,0083.

[Cb]=[ba] X..+[b]] X, [bc] X,.
== 52,69 (— 0,3524) | 94,864 - (— 0,9948) - 56,56-2
= 0,1872.

[Ce]l=[cal-Xo.+ [c¢b] Xy + [cc] X,
==28,75-(— 0,3524) + 56,56 - (— 0,9948) - 402

= 13,606.
Die Werte Y ergeben sich nach den Gleichungen:

v lam]

“TT [44)’

~ [Bm]
Yo=—=1pp)’

. [COm]
Yoo = g

Darin ist (siehe Gleichung 58):
[Am] =-[am] X, [
== (— 56,25)-6 -
== — 859,740.
[Bm] ==[am] X, -+ [bm] X;5 + [em] X,
= (— 56,25) (— 4,427) 4 (— 88,88) 5 4 (— 50) (— 3)
— — 45,369.
[Cm] =[am] X, [bm] X, } [em] X,
= (—56,25) (— 0,3524) - (— 88,88) (— 0,9948) |- (— 50)-2
= 8,235.
[AA}==[da] X,,+[Ab] X, + [Ac] X.o
== 249,626 -+ 352,652 (— 2) + 219,384
= 1669,94.
[BB] = [Bd] Xab + [Bb] Xbb+ [BC] ch
=0,1116-(— 4,427) + 71,370-5 - 85,518-(— 3)
= 249,804 .
[CCl=[Ca) X,.+ [Cb) X,.+ [Cc] X,
== (— 9,0083) (— 0,3524) + 0,1872-(— 0 9948) --18,606-2

m] Xy, + [em] X..,
- (— 88,88) (— 2) 4~ (— 50)-

—30,200.

Also ist: — 359.740
Yo—— "’1%"69;94 — 02134,
Y, — — _24495’25% —0,1816,
Y, — f%’(%, — 02727,

Zur Berechnung einer statischen GréBe S dient die Gleichung (67):
§=8,-+8,Y,+6,Y,+-6,Y,.
Fiir das gesuchte Stiitzenmoment lautet also die Gleichung:
M-—=My++ MY, M Y, -+ M, Y.
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Die Momente M,, M,, M. ergeben sich nach Gleichung (68), wobei die Mo-
mente M,, M;, M., M, aus dem Zahlenbeispiel S. 156ff. zu entnehmen sind.
ED}a_—'_ Ma Xaa'+_ Mb Xba+McXca
(—4)-64+(—22)(—2)+(—1D-4
— 23,6.
9-nb — Ma Xab _'_‘ Mb Xbb + Mc ch
(- 4)(— 4427+ (—22)-54-(—1):(—3)
—9,709.
m}c:Ma Xar+ Mb Xbc+ Mt'Xcr
= (— 4) (— 0,3524) + (— 2,2)-(— 0,9948) -1 (— 1)-2
= 1,598.

M —3 4 (— 23,6)-0,2154 4 9,709-0,1816 -} 1,598-(— 0,2727)
— — 0,756.

NB. Ein weiteres Zahlenbeispiel findet sich in der Abhandlung des Ver-
fassers: ,Zur Frage der Verwendung vereinfachter Elastizititsgleichungen bei
der Berechnung mehrfach statisch unbestimmter Systeme“. Vgl. die Zeitschr.
»,Der Eisenbau“, Jahrg. 1915, Heft 7, S. 167 bis 176.

Il

I

Also

§ 19. Zusammenhang zwischen dem verallgemeinerten und
dem vereinfachten (unter D beschriebenen) Eliminationsver-
fahren.

Wihlt man von den willkiirlichen Lasten X, der Lastengruppen
Y=1 alle bis auf die erste — O und diese erste, also X ,, X,,.
X,,.., X,,=1, so erhdlt man das im Abschnitt D beschriebene
vereinfachte Eliminationsverfahren. An die Stelle der groBen Buch-
staben 4, B, C, ..., R treten die kleinen Buchstaben a, b, c,..., r.
Dies ergibt sich aus folgenden Uberlegungen:

Da bei allen Lastengruppen Y, =1 von den willkiirlichen Lasten
X,y --- X, nur die eine Last X,, vorkommt und diese den Wert 1
hat, so sind die Bezeichnungen (4), B, C,..., Rdurch(a), b, ¢,..., r
zu ersetzen. — In der ersten Vertikalkolonne des Belastungsschemas
(s. Tabelle V, S.180) geht A in a iiber, da Y,—1 nur die Last
X,,=1 aufweist. — In den ArbeitsgréBen der folgenden Kolonnen,
die sich alle als Differenzen darstellen, werden die Zihler der Fest-
werte im zweiten Glied zu 0. Darum bleibt iiberall nur das erste
Glied (der Minuend) iibrig, und dieses nimmt den Wert an, der
beim vereinfachten Verfahren vorkommt. So z. B. wird:

[Ba]
_1 _ B — A — == b . .
[Be.1]= [Be]— o [Ae]—[Be) = [be.1]
Denn [Ba] bedeutet die Verschiebung von a infolge der Lasten-
gruppe Y,=—1; diese besteht aus den Lasten 1 in & und — -[[;LZ%

in @, und zwar ist der letztere Wert aus der Bedingung bestimmt,
daB die Verschiebung von a gleich 0 sein soll ([ab.1]=0). Somit
ist [Ba]=—0 und es bleibt von |Bc.1] nur das erste Glied [Bc]
iibrig, welches die Verschiebung von ¢ infolge der vorher angefiihrten
Lastengruppe Y, =1, d. h. infolge X, =1 am 1-fach statisch unbe-
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stimmten System, darstellt. Diese Verschiebung ist aber mit [¢b.1]
oder [b¢.1] zu bezeichnen, und es wird somit [B¢.1]=[bc.1]. Ebenso
1aBt sich von den Gliedern der dritten und der folgenden Kolonne
des Belastungsschemas (Tabelle V, S. 180) zeigen, daB beim Uber-
gang vom allgemeinen zum besonderen Verfahren die grofen Buch-
staben durch die kleinen zu ersetzen sind. Es wird z. B.

. [Cb.1] . . L
[Cd.2]==[Cd.1] —L—Bm.[Bd.l] =[Cd.1]=[Cd]==[cd.2].
Der Wert [Cb.1] ist nidmlich=0; denn es gilt die Gleichung:
_ [Ca)  1p—
[Cb.1]=[Cb] — [Aa] [4b] =0,

wo sowohl [Cb] wie auch-[Ca] =0 sind. Dies folgt daraus, daB [C}]
bzw. [Ca] die Verschiebungen der Punkte b bzw. & beim Belastungs-
zustand Y,=1, d.h. X, =1, darstellen und die Lasten dieser Gruppe
X.2=1 aus den Bedingungen bestimmt sind, daB sowohl b wie a
die Verschiebung O haben. Fiir den iibrigbleibenden Wert [Cd.1]
gilt die Gleichung:

(0a.1]—[cd] — LY [ 4a) —[ca]

' [Aa] ’

da [Ca]=0 ist. Der Wert [Cd] stellt die Verschiebung von d in-
folge Y,=—1, d. h. infolge X, =1, dar und ist daher mit [d¢.2]
oder [¢d.2] zu bezeichnen.

In dieser Weise ist auch fiir alle weiteren Kolonnen des Be-
lastungsschemas der in Frage stehende Nachweis zu fiihren.

In den Werten der einzelnen Unbekannten Y, stellt der Zihler
[Jm] die Verschiebung vom m infolge der Gruppe Y,=1 dar, d. h.
infolge der Last X,=1 am »-fach unbestimmten Hauptsystem;
darum ist:

[Im] =[im.»].
Der Nenner [JJ] bedeutet die Arbeit der Lastengruppe Y,==1 beim
Verschiebungszustand ¥, =—1. Also ist:

[JI]=[Ja] X;; 4 [Jb] X;; + [Je] X,; 4. .+ [TR] X, + [J4] X,
Hierbei ist X,,==1, alle folgenden Lasten X, X,.,..., X, sind =0.
Nun ist aber:

[Ja]=[Jb]l=[J¢]=...=[Jh]=0.
Denn die Lasten X ;, X, ., ..., X, des Zustandes Y,=—1,d.h. X, ,=1
am w-fach unbestimmten Hauptsystem, sind aus den Bedingungen
errechnet, daB die Verschiebungen der Punkte a, b, ¢, ..., k, d. h. vor-
stehende Werte [Ja], [Jb], [Jc], ..., [Jh]==0 sind. Also bleibt:

(JT)=[Ji] X;;=[Ji]- 1 =[Ji].
[J?] ist aber die Verschiebung von ¢ infolge der Lastengruppe ¥;,=—1

oder der Last X,=1 am v»-fach unbestimmten Hauptsystem. Also
gilt die Gleichung:
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[JJ]=[ii.»]
und somit Y, —X;,—— [ﬂf] )
‘ [¢d.v]

Es ergeben sich also die fritheren Gleichungen fiir die Unbekannten:

Y =X, 0=— wa)’
fbm.1]
Y,=Xp1= ‘[’b"b‘“lj»
. fem.2]
¥ e Xeo=— [(072}7 >

- __irm.(o—1)]
T e = T o)

Die Gleichung fiir eine statische GréBe S:
§=58,+8,¥,+ &Y, +3,¥, ... &7,
nimmt dementsprechend, da &,=§; , ist, die frithere Form an:
S=So+‘ 2.0 Xa.o+Sb.1 Xb.l“f“ *‘ r.(0—1) Xr.(g—l),

wo S;., die statische Grofie S infolge X;,=1, d. h. X;=1 am
v-fach unbestimmten System bedeutet?).

F. Rechenproben und Fehlerwirkungen.

§ 20. Priifung der Rechnung bei Anwendung des Eliminations-
verfahrens.

Von besonderer Wichtigkeit fiir die praktische Durchfithrung einer
Aufgabe sind die Rechenproben. Damit diese aber wirklichen Wert
haben, miissen sie zwei Bedingungen geniigen: zuerst mull es mdglich
sein, die Koeffizienten der zu lésenden Gleichungen auf ihre Richtigkeit
zu priifen; sodann muf} die Losung selbst durch Proben sténdig gepriift
werden konnen. Diese Priifung soll aber nicht erst am SchluB der
Rechnung vorgenommen werden kénnen, sondern neben der Rechnung
herlaufen, d. h. mit der Rechnung fortschreiten; nach jedem Einzel-
abschnitt des Losungsganges mufl man sich von der Richtigkeit der
bis dahin erledigten Rechnung iiberzeugen kénnen. Diesen Bedin-
gungen geniigen die im folgenden angegebenen Rechenproben.

a) Priifung der Elastizititsgleichungen, d. h, der Verschie-
bungen des Grundsystems.

Um die Koeffizienten der Grundgleichungen auf ihre Richtigkeit
zu priifen, berechnet man die Summe der Glieder der einzelnen Reihen
(oder Kolonnen) auf einem zweiten Wege.

1) Zu §18 und § 19 vgl.: a) Miiller-Breslau, Graphische Statik, Band II,
I. Teil, S. 151 (4. Aufl.). b) A. Hertwig, Zeitschrift fiir Bauwesen 1910: , Uber
die Berechnung mehrfach statisch unbestimmter Systeme und verwandte Auf-
gaben in der Statik der Baukonstruktion®.
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Betrachtet man eine Reihe der von der 4uBBeren Belastung
unabhingigen Verschiebungen des Grundsystems (vgl. die Ela-
stizitits-Gleichungen 8. 23), etwa die Reihe i, so ist die Summe
durch folgenden Ausdruck gegeben, den wir mit [¢s] bezeichnen:

[ia] - [b] +[ic) ...+ [er)=[is]. . . . . (69)

Diese Summe ist aufzufassen als die Verschiebung des Punktes ¢
(Angriffspunkt von X;) in Richtung von X, infolge der Lasten

X, =1, X,=1, X, =1...bis X =1.
Denkt man sich alle diese Lasten X —1 zugleich am System
wirken (Fig. 133; Belastung X =1) und bezeichnet die dabei auf-
a b c z n
v ey L v LB

Belastungszustand X; =171

Fig. 133.
tretenden inneren Krafte mit M_, N, @, so ergibt die Arbeits-
gleichung:
isl= [ G0+ [N [y a0
Beim Fachwerk wird entsprechend:
[is]:ZSi%'—;,, N | 4 )

wo S, die Stabspannkrifte infolge der Lasten 1 in Richtung sémt-
licher X ... bedeuten.

Diese Gleichungen bieten ein Mittel, um die Summe der Koeffi-
zienten in einer Reihe der Verschiebungen des Grundsystems mit
Hilfe eines zusammengesetzten Belastungszustandes zu berechnen.
Man hitte dazu also die Momente, Normal- und Querkrifte (bzw.
beim Fachwerk die Spannkrifte) infolge der Belastung 1 in Rich-
tung sdmtlicher X zu ermitteln. Werden, wie es vielfach geschieht,
bei einem biegungsfesten Stabwerk nur die Momente beriicksichtigt.
die Normal- und Querkrifte dagegen vernachléssigt, so tritt an Stelle
der Gl (70) die Gleichung:

M ds

[is]=|M,"25 - - . . .. . . (109)

Zur Priifung der Grundgleichungen ist also auBer den
(04 1) Momentenflichen bzw. Krafteplanen (o fiir die ¢ Be-
lastungszustinde X=1 und 1 fir die &uBere Belastung)
noch eine weitere Momentenflache bzw. ein weiterer Kriafte-
plan fiir die zusammengesetzte Belastung X —1, d.h. 1 in
Richtung sdmtlicher X, zu ermitteln. — Mit den hieraus ge-
fundenen Werten M_ bzw. S, sind nach den Gl. 70 und 70a die
Summe der Koeffizienten der Unbekannten als Summenausdriicke
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zu berechnen. Beide Werte miissen, wenn richtig gerechnet sein
soll, iibereinstimmen.

Anmerkuug: Es ist klar, daB die GroBen M, und S, die folgenden Werte
haben:
Ms:-Ma+Mb+Mr+ .. ‘J,w"Mr:
8;=8,+8+S.+...+8,.
Zu beachten ist jedoch, daB bei Bildung der Werte Ms und Ss auf
diese Weise etwaige Fehler in einzelnen Momentenflichen unbemerkt bleiben.

Die bisherigen Ausfithrungen betrafen lediglich die Koeffizienten
der Uberzihligen. Es ergibt sich von selbst, daB die Reihe der
Absolutglieder nach denselben Gesichtspunkten zu behandeln ist.

Es ist
[ma]l 4 [mbd] 4 [me] 4... 4+ [mr]=[ms], . . . (7?)

d. h. die Summe der Absolutglieder ist gleich der Verschiebung von
m infolge der Lasten 1 in Richtung simtlicher X. Hier hat [ms]
den Wert:

M, ds N_ds Q,ds
[ms]—f BT No~ o7 fQO .. (73)
Beim Fachwerk gilt der Ausdruck: v
[ms ~—2S0EF. Y 2 )]

Speziell im Falle rubender Belastung werden gemédf den
fritheren Angaben auch die Absolutglieder stets zahlenmiBig be-
rechnet. Die Priiffung ist dann nach den vorstehenden Gleichungen
durchzufiihren.

Bei beweglicher Belastung, wo man EinfluBlinien zeichnet, er-
geben sich die Absolutglieder als Ordinaten von Biegungslinien.
Hier konnte man zwecks Priifung die Biegungslinie fiir die zusammen-
gesetzte Belastung 1 in Richtung s@mtlicher X zeichnen; deren
Ordinate an einer Stelle m, miiBte alsdann gleich der Summe der
Ordinaten der einzelnen Biegungslinien an eben dieser Stelle m sein.

In der vorbeschriebenen Weise sind die Glieder der einzelnen
Reihen der Koeffizienten zu priifen. Man erhilt dadurch die Werte

las], [bs], [es], ..., [rs].

Jede dieser Grofen [is] kann auch gedeutet werden als die Ar-
beit der Last X;=—1 beim Verschiebungszustand X =1 (d. h.
Lasten 1 in Rlchtung samtlicher X). Die Summe dieser Werte ist
somit die Arbeit eben dieser Lastengruppe X ,—1 bei dem gleichen
Verschiebungszustande infolge dieser Lastengruppe, also ein Wert,
dem entsprechend die Bezeichnung [ss] zukommt. Es ist also

[as]+[bos]Fles]+ ... F[rsl=[ss].. . . . . .(7B)

Fiir {ss] erhilt man durch Anwendung der Arbeitsgleichung:
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d ds ? ds
[ss]=J‘M§~}%+J‘N§EF+J » i*ai', R (76)

bzw. beim Fachwerk:

[88]=ZS:-EST' N ()

Der Wert [ss] stellt die Summe sdmtlicher Koeffizienten
der Unbekannten der Elastizitdtsgleichungen dar. Viel-
fach begniigt man sich mit dieser einzigen Probe und verzichtet
auf die Prifung jeder einzelnen Reihe. Allerdings weill man nicht,
wenn diese Probe nicht stimmt, in welcher Reihe der Fehler zu
suchen ist, so daff dann doch jede einzelne Reihe zu priifen ist.

Sind in der vorbeschriebenen Art die Verschiebungen des Grund-
systems gepriift, so weil man, da die Grundlage der Rechnung
richtig ist und mit der Losung der Gleichungen begonnen werden
kann.

Sollen demnach die Verschiebungen des als Beispiel benutzten
Trigers auf 5 Stiitzen geprift werden, so ist die in Fig. 134a an-
gegebene Belastung aufzubringen, welcher die in Fig. 134b aufge-

a b

c
§ p Belastung AXs=7 T, T, E
|
|

Fig. 134a.

]
]
|
z
|
{

Fig. 134b.

zeichnete Momentenfliche entspricht. Durch Ausfiihrung der Inte-
grationen kann man sich leicht davon iiberzeugen, dafl die Proben
stimmen. Im allgemeinen wird man jede Reihe der Verschiebungs-
tabelle priufen. — So z. B. ergibt sich die folgende Kontrolle der
Reihe b der Verschiebungen des Grundsystems (vgl. das Zahlenbei-
spiel zu § 10, S. 115): Die Summe der in der Rechnung benutzten
Verschiebungen hat den Wert

[ba] + [b] -+ [bc] = 52,69 + 94,864 -} 56,56 — 204,114,

Dieser Wert mull gleich sein

[bs]= [ M, M,ds.

Die M,-Fliche (Belastung X, =1) ist ein Dreieck mit der Ordinate
l%:6,16 in b und den Ordinaten 2,20 in ¢ und 2,80 in c.
Somit erhilt man
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[bs]— 2 7,20-2,20 % [2,20 (27,20 1 11,16) }- 6,16 (2- 11,16 - 7.20)]

5
-+ % [6,16 (2-11,16 -+ 7,80) -+ 2,80 (2- 7,80 -+ 11,16)] - 5 2:80-7,80

= 680,38.
Da in dem Zahlenbeispiel (S. 115) die 0,30fachen Werte der Ver-
schiebungen verwandt wurden, so ist auch das letzte Ergebnis mit
0,30 zu multiplizieren. Man erhilt

[bs]==0,30-680,38 = 204,114;
also stimmen beide Rechnungen iiberein. — Will man sich mit einer
einzigen Kontrolle fiir alle (von der Belastung P, unabhingigen)
Verschiebungen begniigen, so ist wie folgt zu rechnen. Die Summe
der von der &uBeren Belastung unabhingigen Verschiebungen hat
den Wert:
94,864 | 2 (40 - 52,69 - 28,75 - 56,56) — 450,864
Dieser Wert mull gleich sein
[s5] :fM? ds.

Man findet:
b 9 .

ss|= 2. 7,22 —17,2(2-7,2 11,16) L 11,16 (211,16 - 7.20)]
3 6 J T i ]

+ % [11,16 (211,16 4 7,8) - 7,8 (2-7,8 - 11,16)]

5
4 787 =1502,88.

Multipliziert man diesen Wert wiederum mit 0,30, so ergibt sich der
vorhin gefundene Wert
[ss]=450,864.

b) Priifung der Losung der Gleichungen (d. h. der Verschie-
bungen der einzelnen Hauptsysteme).

Die Losung der Gleichungen, die in § 11 und 12 ndher dar-
gestellt ist, besteht der Hauptsache nach in der Berechnung der
Verschiebungen der einzelnen statisch unbestimmten Hauptsysteme.
Aus diesen setzen sich alle in Frage kommenden Werte zusammen.
Darum besteht auch die Priifung der Losung der Gleichungen in
der Priifung der genannten Verschiebungen. — Nun geht man gemiB
den friiheren Ausfithrungen von den Verschiebungen des Grundsystems
zu denen des 1-fach unbestimmten Hauptsystems iiber usw. bis zu
den Verschiebungen des (o —1)-fach unbestimmten Hauptsystems.
Hierbei werden die Verschiebungen der einzelnen Hauptsysteme nach
den gleichen Gesichtspunkten gepriift wie die des Grundsystems. Auch
jetzt werden die einzelnen Reihen dadurch kontrolliert, daB man die
Summe der Glieder einer Reihe auch auf einem zweiten Wege. be-
rechnet, und zwar benutzt man dazu die bereits beim Grund-
system errechneten Summenwerte. Dies mége zunichst an



§ 20. Priifung der Rechnung bei Anwendung des Eliminationsverfahrens. 193

den Verschiebungen des 1-fach unbestimmten Hauptsystems erldutert
werden. Die Tabelle der Verschiebungen ist hier noch einmal dar-
gestellt.

Tabelle der Verschiebungen des 1-fach unbestimmten

Hauptsystems.
a J b | ¢ “ d | e..." m
a | — ‘ — - = —_— —
b [pb.1] [be.1] | [bd.1] [bm.1]
e | [ebea] [ce.1] \ [ed.1] em.1]
¢ | | [ab1] | [de1] I Y
e | [eb ] | [ecd] | [de.1] [em.1]
7‘ [P S (N I E— iv_\ IR — .
“ 1
, |

Die Summe der Glieder einer Reihe ¢ lautet
[ib. 1)+ [ic.1]F[id. 1]+ ... o [er.1].

Das Glied [ia.1] ist gleich O (Elastizititsbedingung: Beim 1-fach
unbestimmten System ist die Verschiebung von @ gleich 0); wir
konnten es uns also hinzugesetzt denken. Man erkennt, daB die
vorstehende Summe die Verschiebung des Punktes ¢ des 1-fach un-
bestimmten Systems infolge der Lastengruppe X,=1, d. h. infolge
(x,, X,, X,, X;,...,X,=1 darstellt. Die obige Summe wird dem-
nach mit {{s.1] bezeichnet.

Hierfiir gilt (vgl. § 12) die Gleichung:

. . as .
[ts.1]=[is] — %E&l]-[m]. S (£:))
Man sieht, daB auBer den Verschiebungen [aa] und [a¢] noch
die bereits bei der Kontrolle der Verschi¢bungen des Grundsystems
benutzten Werte [¢s] und [as] auftreten, deren richtiger Wert be-
kannt ist. Die Kontrolle besteht also darin, daB die Summe der
Glieder der Reihe ¢ gleich sein muBl dem vorstehenden Ausdruck
[is.1], der aus den bereits gepriiften Verschiebungen des Grund-
systems zu berechnen ist.
Entsprechendes gilt fiir jede andere Reihe der Tabelle, auch
fiir beliebige Absolutglieder, wo also die Gleichung gilt:

[bm.1] 4 [em.1])+[dm.1] 4 ...+ [rm.1] =[sm.1]

. [as]
—[sm] [aa] lam]. . . . . . .. . .(79
Wie frither, so kann auch hier wieder die Summe sidmtlicher
Reihen, also aller Verschiebungen des 1-fach unbestimmten Haupt-
systems (auBer den Absolutgliedern) ermittelt werden. Man erhilt:
Pirlet, Statik. IL 1. 13
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(bs.1] - [es.1] 4 [ds.1]+ ... +[rs. 1] =s5.1]
:[88J~%~[as]. N - 1))

Auch die hier vorkommenden Werte sind bei der Priifung der Ver-
schiebungen des Grundsystems bereits berechnet.

Was hier fiir die Tabelle der Verschiebungen des 1-fach unbe-
stimmten Systems dargelegt wurde, gilt natiirlich entsprechend auch
fir die Verschiebungen aller folgenden Hauptsysteme. Fiir die
Priifung der Verschiebungstabelle des 2-fach unbestimmten Haupt-
systems, die hier dargestellt ist, gelten folgende Gleichungen:

Tabelle der Verschiebungen des 2-fach unbestimmten

Hauptsystems.

a b ¢ | d e f... m
el | B
e | [ec.2] fed.2] 7 ,[7076.2]— R [cm.ZJ7
Y’ 1 [de.2) [dd.2] [de.2] |...| [dm.2]

e | [ec.2] [ed.2] lee.2] |...| [em.2]
| Ifee 7 (fa.2] | [fe.2] | rme

Die Summe der Verschiebungen einer Reihe i hat den Wert:
[ic.2] +[id. 2]+ [de. 2] + ... + [ir.2] =[is. 2].
Es ist [s. Gleichung (78)] '
[bs.1]

[is.2]=[is. 1] — [66.1] [bi.1].

Fir die Summe der Absolutglieder ist zu schreiben

[em.2]+[dm.2]+ [em.2]+ ... [rm.2] = [sm.2].
Hierbei ist [s. Gleichung (79)]:
o . [bs 1]
[sm.2] =[sm.1] [56.1]
Fiir die Summe sémtlicher von der &uBeren Belastung unabhanglgen
Verschiebungen gilt die Gleichung [s. Gleichung (80)]:
[bs.1]
= —=.[bs.1
[6b.1] 'L J-
In allen diesen Glelchungen sind die Koeffizienten bereits bei der
Priiffung der Verschiebungstabelle des 1-fach unbestimmten Systems
berechnet worden.

-[bm.1].

[ss.2]=[ss.1] —
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Diese wenigen Erlduterungen mégen geniigen. In gleicher Weise
ist die Priifung aller folgenden Tabellen der Verschiebungen statisch
unbestimmter Hauptsysteme durchzufiihren.

§ 21. Fehlerwirkungen.

Die Untersuchung des Einflusses, den die mehr oder minder
unvermeidlichen Fehler auf die Ergebnisse der Berechnung statisch
unbestimmter Systeme ausiiben, ist von grofler praktischer Bedeu-
tung. Aber ebenso groB sind die Schwierigkeiten, die sich einer be-
friedigenden Losung dieser Aufgabe entgegenstellen. — Fiir unsere
Zwecke wire es von Interesse zu wissen, ob bei einer vorliegenden
Aufgabe eine bestimmte Fehlerart {iberhaupt unberiicksichtigt bleiben
kann oder aber wie weit man die Genauigkeit treiben mull, wenn keine
unzuldssigen Fehler in den Endergebnissen auftreten sollen. — Hier-
fiir lassen sich indes keine allgemeinen Regeln angeben. Denn die
Fehlereinfliisse hingen von Einzelheiten ab, die mit der Art der
Aufgabe von Fall zu Fall wechseln. Was das eine Mal als ver-
schwindend gering zu vernachlédssigen wére, kann im anderen Falle
von bedeutendem EinfluB sein. Weitere Schwierigkeiten liegen darin,
daB die Voraussetzungen fiir die Giiltigkeit der Lehrsitze zur Be-
rechnung der Fehler in vielen Fillen nicht erfiillt sind und ins-
besondere die Annahme iiber die Art und GréBe der zu untersuchen-
den Fehler auf unsicheren Schétzungen beruhen.

Aug diesen und anderen Griinden kann durch eine Erérterung
der Frage nach den Fehlereinfliissen nur bezweckt werden, Anhalts-
punkte zu gewinnen, um bei der Losung von Aufgaben die fiir die
Fehlerwirkungen wichtigen Besonderheiten zu erkennen, damit man
solchen Einfliissen gegebenenfalls die notige Beachtung schenkt.
Weiterhin konnen diese Untersuchungen dazu dienen, die in der
Praxis des statischen Rechnens beobachtete Tatsache, dall gewisse
Fehlereinfliisse praktisch belanglos sind, zu erkliren bzw. die Be-
dingungen festzustellen, von denen die Giiltigkeit oder Allgemeinheit
entsprechender Folgerungen abhéngt.

a) Fehlerquellen. Relative Abweichung und relativer
mittlerer Fehler. Nach den fritheren Darlegungen zerfillt die
Aufgabe der Berechnung statisch unbestimmter Systeme in zwei Teile:
die Berechnung der Koeffizienten  der Grundgleichungen und die
Losung dieser Gleichungen. Somit sind auch die in Frage kommenden
Fehler nach diesen Gesichtspunkten zu unterscheiden.

Die Fehler, die bei der Berechnung der Koeffizienten der Grund-
gleichungen vorkommen, sind verschieden je nach der Art der Er-
mittlung dieser GroBen, d. h. je nachdem eine rechnerische oder
zeichnerische Methode verwandt wird.

Werden die Verschiebungen [ik] des Grundsystems durch Rech-
nung ermittelt, so gestattet man sich zwecks Vereinfachung der
Rechenarbeit in vielen Fillen gewisse Vernachldssigungen, worauf

13*
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frither schon hingewiesen wurde (vgl. S.51). Man beriicksichtigt
z. B. beim biegungsfesten Stabwerk lediglich den Beitrag der Momente,
vernachlissigt also den EinfluB der Normal- und Querkréfte, oder
man rechnet mit geschitzten Querschnitten, die man in Ermangelung
der noch zu bestimmenden richtigen Werte bei einer ersten Rech-
nung verwendet. Diese Fehler in den Koeffizienten stellen ,Ab-
weichungen® gegeniiber den richtigen, fehlerlosen Werten dar; sie
wiirden sich bei jeder Wiederholung der Rechnung in gleicher Grofe
ergeben. Diese Abweichungen bedingen eine entsprechende Ab-
weichung des Ergebnisses der Rechnung. Die Bedeutung einer
solchen Abweichung eines Resultates wird man nach ihrem Verhiltnis
zur fehlerhaften GroBe beurteilen. Man wird z. B. eine Abweichung
von 1/,°/, oder 1°/, noch als geringfiigig, eine solche von 5°/, und
dergl. als zu hoch bezeichnen. Es folgt daraus, daB wir das Ver-
hiltnis der ,,Abweichung® zur fehlerhaften Grofe, d. h. die ,relative
Abweichung¥, zu untersuchen haben.

Die Natur der Fehler wird eine andere, wenn wir die Ver-
schiebungen des Grundsystems durch Zeichnung, etwa aus Ver-
schiebungsplénen, bestimmen. Bei jeder Wiederholung des Verfahrens
wiirde man fiir gewohnlich einen andern Wert fiir eine Verschiebung
finden. Man konnte bei n-maliger zeichnerischer Bestimmung einen
Mittelwert als den wahrscheinlichen, der Wahrheit am nachsten
kommenden Wert ansehen und die Unterschiede v der gefundenen
Einzelwerte gegenitber dem Mittelwert zur Berechnung eines so-
genannten ,mittleren Fehlers“ benutzen. Dieser mittlere Fehler u
wire nach den Regeln der Ausgleichsrechnung aus der Gleichung
zu bestimmen:

U= —_[vz] ’

n—1

wenn n die Zahl der Beobachtungen (Einzelbestimmungen) angibt.
Das Zeichen [ ] bedeutet in gewohnter Weise Summation iiber alle
(n) Werte v (vgl. Jordan, Handbuch der Vermessungskunde, I. Band).

Diesem mittleren Fehler der Einzelverschiebungen wiirde wieder-
um ein mittlerer Fehler des Rechnungsergebnisses entsprechen. Auch
hier werden wir nach dem Verhaltnis des Fehlers zur fehlerhaften
GroBe, d. h. nach dem ,relativen mittleren Fehler“ fragen, den
wir mit m bezeichnen (im Gegensatz zu dem mittleren Fehler u).

Wenn nun auch eine wiederholte Bestimmung (Beobachtung)
der Rechnungsgréffen in der Statik nicht iiblich ist, so rechnen
wir doch mit den zuletzt gekennzeichneten Fehlern wie mit eigent-
lichen ,mittleren Fehlern“. Man wird etwa einen Unterschied der
durch Zeichnung gefundenen Verschiebungen gegeniiber der Wirk-
lichkeit schitzen, z. B. */, mm, und diesen Wert wie einen mittleren
Fehler behandeln. ‘

Bei alledem ist zu beachten, daB durch diese Uberlegungen nur
eine Grundlage fiir die Anwendung der Sitze der Ausgleichsrechnung
geschaffen werden soll, durch die wir einige allgemeine mathematische
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Ausdriicke zur Beurteilung der fiir die Fehlerwirkungen wichtigen
Einzelheiten herzuleiten suchen, Auf eine eigentliche Berechnung
von Fehlern wird man in den meisten Féllen verzichten. Neben
den in der Einleitung dieses Kapitels angefiihrten Griinden ist es
insbesondere die Riicksicht auf den erforderlichen Zeitaufwand, die
es nahelegt, von den Fehleruntersuchungen abzusehen.

Neben den bisher erwihnten Fehlern der Koeffizienten der
Grundgleichungen treten sodann auch Fehler bei der Lésung
dieser Gleichungen auf. Hier sind es insbesondere die Rechen-
fehler, die bei der Bildung von Produkten und Quotienten infolge
der mehr oder minder unvermeidlichen Abrundungen auftreten.
Rechnet man nach dem allgemeinen Verfahren (siehe Abschnitt ITI, A),
so hat man es mit Aggregaten von Produkten zu tun, bei denen
Stellenabstriche unvermeidlich sind. — Bei Anwendung des Elimi-
nationsverfahrens sind im Zéhler und Nenner der Lasten X,, oder
der Unbekannten X, Produkten- und Quotientenbildungen notwendig,
wobei gleichfalls Abrundungen oder Stellenabstriche vorzunehmen
sind. — Gerade diese Fehler verdienen ganz besondere Beachtung,
wie die folgenden Rechnungen zeigen werden.

b) Gleichungen zur Berechnung der relativen Abweichungen
und des relativen mittleren Fehlers,

«)Fehler der Unbekannten X. Die Unbekannten X eines n-fach
statisch unbestimmten Systems stellen sich je nach der Art der Losung der
Elastizitatsgleichungen in verschiedener Form dar. Beim allgemeinen
Verfahren erhidlt man jede Unbekannte als Quotient zweier Deter-
minanten n-ten Grades, beim Eliminationsverfahren als Quotient
zweier Verschiebungen des (n — 1)-fach statisch unbestimmten Haupt-
systems. Beide Félle sind im Grunde nur &HufBlerlich verschieden;
denn wenn man die Verschiebungen des Hauptsystems im einzelnen
zerlegte und durch die Verschiebungen des Grundsystems ausdriickte,
so ergdben sich ebenfalls die erwihnten Determinanten n-ten Grades.
Stets stellt sich also ein Wert X als Quotient dar, dessen Zihler
und Nenner Funktionen von Verschiebungen des Grundsystems sind;
hierbei ist besonders zu beachten, daf ein Teil dieser Verschiebungen
im Zahler und Nenner gemeinsam vorkommen. Es besteht also
zwischen Zahler und Nenner eine Abhingigkeit.

Wir legen daher unseren Rechnungen folgende Form des Quo-
tienten zugrunde:

:’f.(il Xy - - ',£_2 x?‘*??r}{?jjl‘ ceYs—15 Ygy Lsd1- -‘xm)
9@ Xy on T,

Die GréBen x, bis ., und z,;, bis z,, kommen im Zihler
und Nenner gemeinsam vor, und zwar als Veridnderliche der Funk-
tionen f und g.

Zur Berechnung der Abweichung von ¢ behandeln wir
die kleinen Abweichungen der GréBen x und y wie Differentiale
und bilden das totale Differential von ¢:
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1 f
do=——df— L dg.
7= i

Dividiert man noch, um die relative Abweichung zu erhalten, beide
Seiten durch ¢ und setzt statt der Differentiale die Abweichungen &,
so erhilt man:

6,p_f‘,i Eg
' » f g’
wobei
o= X et I
. m aqe
97 ox ~

Bezeichnet man die relatlven Abweichungen mit e, so ist

bg—e—e, . . . . . . . . . (8]
Dies liefert den Satz: Die relative Abweichung eines Quo-
tienten ist (fiir kleine Anderungen der EinzelgréBen) gleich
der Differenz der relativen Abweichungen vom Zéahler und

Nenner.
Anmerkung: Will man die héheren Potenzen der Abweichungen, die vor-

hin vernachlissigt wurden, beriicksichtigen, was bei endlichen Anderungen ¢,
und ¢, notwendig wird, so schreibe man

/ tr ‘
PO s o/ S f*f/ _fr_rf 1 f .
Tyt g s\ 9 g\, & e )
) g g\] + 5 \1#\777‘7# 1+ &g
Si
1 g
da i T SO folgt
1477 112
Ty Ty
L7 (fr, — z) 1
® r g 1+%

Mit der bereits eingefiihrten Bezeichnung e fiir die relative Abweichung wird

der genaue Wert:
1
etp:(e,-—eg)ﬁ_z. N (1Y)

Man sieht, daB der Verbesserungsfaktor ﬂl-T nur von der Abweichung des
g

Nennerwertes abhéngt ; ist ¢, klein gegen g, so geht Gleichung (81 a) in die frithere

Form (81) iiber.

Man konnte nun die Gleichung (81) weiter entwickeln, indem man die
Ableitungen der Zéhler- und Nennerdeterminante nach den fehlerhaften GroBen
einsetzte. Indessen geniigen die bisherigen Angaben zur Erledigung der all-
gemeinen Fragen, deren Beantwortung angestrebt wird.
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Zur Berechnung des mittleren Fehlers unseres Quotienten ¢
benutzen wir den Satz der Ausgleichungsrechnung, welcher angibt, in
welcher Weise sich die mittleren Fehler beobachteter GroBen auf die
hieraus durch Rechnung abgeleiteten GroBen iibertragen. Wenn

X—="F(z,,z,...)
eine Funktion der unabhingig beobachteten Gré8en x darstellt, so ist

Vo) + (o)
MF= oz, Uag | — -5

wo die Werte i die mittleren Fehler der = darstellen. Die hier-
nach erforderlichen partiellen Differentialquotienten von ¢, in dem
alle z und y voneinander unabhingige GroBen darstellen mogen,
nehmen folgende Werte an:

of oy
o 'éE_fa—x
Fiir », bis x,_; und .., bis z,_: T:—‘,;
i o =
fiir x_ bis x_: %:_f;.?@,g,;
" 5 ox g9° o0x
fiir y, bis y,: L — L2
oy g 9y

Summiert man die Quadrate der Produkte aus diesen Differential
quotienten und den mittleren Fehlern u der betreffenden GréBen
so ergibt sich, wenn man nach den Zahler- und Nennergréfen ordnet-

= | S+ DL
DG 2G| S

/2 G

m

Dabei ist das Zeichen ¥ fiir die Summation iiber die Glieder mit
den Indizes 1
1, 2,8, ...,r—1,s4+1, ..., m
zu verstehen.
Bildet man durch Division mit ¢? das Quadrat des relativen
Fehlers, so wird, wenn man die Wurzel zieht:

V(-2 3L 2

oder wenn man fiir die relativen mittleren Fehler die Bezeichnung m
wihlt,

‘/ 2 ﬁf a9
=V mi4+m; — e 3% Tm uz .. . (82)
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Falls nicht, wie bisher, angenommen war, die mit gleichen Fehlern
behafteten Groflen «, bis #, im Zahler und Nenner gemeinsam auftreten,
sondern zwischen letzteren hinsichtlich der fehlerhaften GréBen keine
Abhingigkeiten bestehen, geht die Gleichung (82) iiber in die folgende:

m,—=Vm: fmi . . ... . . (82a)

Dies ergibt — unter genannter Voraussetzung — den Satz: Der
relative mittlere Fehler der Quotienten zweier mit Beob-
achtungsfehlern behafteter voneinander unabhidngiger
GroBen ist gleich der Quadratwurzel aus der Summe der
Quadr ate der relativen Fehler von Zihler und Nenner.

f) Abweichung und mittlerer Fehler der GréB8en S. Esist

S=8,+8,X +8X,+...+58,X,,

wo S;, S,, S, ..., S, als fehlerlos angesehen werden sollen und nur
die X als Funktionen fehlerhafter Groflen x mit gewissen Fehlern
behaftet sind.

Es sei

Xb=¢b(x1, Tyy ooy T,)5

Xn:(pn(mv Loy +nes xm)’
Die Werte X sind hier der kiirzeren Schreibweise wegen in ein-
facherer Form angesetzt, da fiir die folgenden Ergebnisse diese Form
gleichgiiltig ist. KEs ist aber nicht erforderlich, dafl in jedem X die
gleichen fehlerhaften Groflen vorkommen, vielmehr konnen diese
GroBen teilweise oder alle in den einzelnen X verschieden sein;
dadurch wird in dem Wesen der Rechnung nichts geéndert.
Die relative Abweichung e, 148t sich ohne weiteres angeben:

63 1

eg — S S ( *€x, + S c€xy _,_ _i— SX”)

k=n L—m
1
o Ssem= Y s
k—a i=1
oder als Funktion der (ebwa vorher bestlmmten) relativen Abwei-
chungen ex:

)
xl

k=n
ZSXeX,, N
k=a

der mittlere Fehler von S ergibt sich wie folgt:

s = Z<ax”ﬂ> 2”’1{2 kax}

Sl SalE) o guatn i)

i=1 =q
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wo die Wertegruppe af die Kombinationen zweiter Ordnung der

GroBen a bis n durchliuft, also (:) = ZL—QLZ—) Werte annimmt. Lost

man die eckige Klammer auf, so erhdlt man, indem noch die Reihen-
folge der Summation wechselt:

c \ 0X,0X
= 3y 3 () s S, 3 ey
k=a i=1 ap OZ 8.1‘ i
oder wenn man noch nach Division durch S§? die Wurzel zieht:

1 13 Xa "'X
e 3V S st 0 S, 05
L*a v

or, oJa;

1=e¢e

oder

aX aX,;

‘/ZSX My,

k=a «f

(84)

Diese Gleiehung geht, falls keine Bez1ehungen zw1sehen den Grofien X
hinsichtlich der fehlerhaften Gr6Ben bestehen, in folgende Form iiber:

:;VZSXWL I (2 1Y)

k=a
Folgerungen aus den vorstehenden Rechnungsergebnissen.

Die vorstehenden Rechnungen bringen deutlich zum Ausdruck,
welche Umsténde fiir die Wirkungen der Fehler von Wichtigkeit sind.

Was zunéchst den Fehler der Unbekannten X anbelangt, so ist
in jenen Féllen, wo wir nach der relativen Abweichung fragen, die
Gleichung zu benutzen:

& &
Y
Hiernach heben sich die relativen Abweichungen von Zihler und
Nenner teilweise gegeneinander auf. Indessen kann auch je nach
dem Vorzeichen der auftretenden GroBen die Differenz zur Summe
werden, so daBl sich die beiden relativen Fehler addieren. Dabei
kommen sowohl die Vorzeichen der Abweichungen der Verschiebungen,
deren Funktionen f und ¢ sind, als auch die der Ableitungen von
f und ¢ nach diesen Verschlebungen sowie endlich die von f und ¢
in Betracht. — Der Fehler nimmt aber insbesondere dann einen
hohen Wert an, wenn der Zahler f und der Nenner g klein sind. —
Es erklart sich somit die in der Praxis des statischen Rechnens,
besonders bei einfachen Aufgaben beobachtete Erscheinung, daf ge-
wisse, frither schon erwihnte Vereinfachungen der Rechnung (vgl.
§ 7, a) von geringem Einflusse auf die Ergebnisse sind. Bei der Ver-
nachldssigung der Normalkrifte oder der Forménderung der Fiillungs-
stdbe in den Verschiebungen hebt sich der Fehler des Ziahlers gegen
den des Nenners in den meisten Fillen teilweise auf. Dasselbe gilt

e¢=ef~e
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von der Verwendung fehlerhafter Querschnitte. — Ob und inwieweit
diese Vernachlissigungen allgemein, insbesondere bei verwickelten
Aufgaben, von Einflu sind, 148t sich nicht sagen, da diese Fehler-
wirkungen nach Art und Umfang von mancherlei Nebenumstinden
abhingen, so z. B. von der Form des Systems und der Belastungsart.
Es miissen hieriiber in der Praxis des Rechnens noch weitere Er-
fahrungen gesammelt werden, ehe man iiber diese Frage N&heres
angeben kann.

Zahlenbeispiel. Zur Erliuterung der Verschiedenheit der Fehler
wirkungen sei als Zahlenbeispiel das Ergebnis der Berechnung eines Trigers
auf 4 Stiitzen angefiihrt, welches zeigt, wie verschiedenartig in einer Aufgabe
die Wirkungen absolut gleicher Abweichungen je nach der Art der Vorzeichen
sein konnen.

Es ergab sich:

X,—— [ma]-[bb] —[mb] [ab]  93,06-44,44 — 51,90-62,86

[aa} [bb] — [ab]® T 105,38-44,44 — 62,86°
4136 — 3262 874
74683 —3951 732
Es soll angenommen werden, daB die Verschiebungen eine relative Ab-
weichung von + 29, haben kénnen. Die zu berechnende Abweichung von X,
ist in Prozenten des fehlerhaften und des fehlerlosen Wertes angegeben.
Erster Fall: Nur die Werte [ma] und [mb] sind fehlerhaft, die iibrigen,
von der duBleren Belastung unabhingigen Werte seien fehlerlos errechnet:
a) Beide Abweichungen haben das gleiche Vorzeichen:
2 4136 — 3262
100 4136 — 3262
In Prozenten des fehlerhaften Wertes ebenfalls rd. 29,
b) Eine der beiden Abweichungen hat das entgegengesetzte Vorzeichen:
2 4136 + 3262

=1,194.

Cr ’:20/0.

o —— . — 0
e =100 2053 — 3328 — 20 lo-
In Prozenten des wahren Wertes:
2 41363262
% =150 4136 — 3262 100 lo-

Zweiter Fall: Alle Verschiebungen sind fehlerhaft.
a) Die Abweichungen haben im Zihler und Nenner im Minuend negative,
im Subtrahend positive Vorzeichen. Der Wert X, lautet also:
94,92-45,33 — 50,86-61,60
Xo= 107,49-45,38 — 61,602 1,087,
er = 9%, bzw. 10°/,.
b) Die Abweichungen wechseln bei den Gliedern des Zihlers das Vor-
zeichen:

X — 91,20-45,33 — 61,60- 52,94
77 107,49-45,33 — 61,602
e, = 32°/, bzw. 479/,.

In dem zuletzt erwihnten Fall hatten Zihler und Nenner zwei gleiche Gréien

[bb] und [ab] gemeinsam; da die Ableitungen nach diesen im Zihler und

Nenner die gleichen Vorzeichen hatten, so muBten, weil Zahler und Nenner

positiv waren, die Einfliisse dieser Groflen sich stets teilweise gegeneinander

aufheben; wenigstens konnten sie sich nicht summieren. — Die entgegen-

=90,81.
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gesetzte Wirkung der gleichen Ursachen zeigt sich dagegen bei der zweiten
statischen Unbekannten desselben Beispiels, und zwar deshalb, weil hier der
Zihler negativ wird.

x _ [mb][aa]l — [ma]{ad] 51,90-105,38 — 93,06-62,86
= — =

[aa] [60] — [ab?  44,44-105,38 — 62,862
381

Macht man z. B. die gleichen Annahmen wie beim Fall 2 a, so wird
X, — :12,9}1)’3,4? —91,20-61,60
¢ 45,33.107,49 — 61,602
ez = 1129], bzw. 880°/,.
Das Resultat wird also vollig unbrauchbar, auch dann, wenn man statt 29/,
eine wesentlich geringere Abweichung der Einzelverschiebungen annimmt.
Handelt es sich um Fehler, die nicht mehr im Zihler und Nenner
gemeinsam vorkommen, wie z. B. Abrundungsfehler beim Multipli-
zieren, so werden die Wirkungen im allgemeinen ungiinstiger. Die
Gleichung;

— 10,0673,

my="Vm? 4 m}

laBt erkennen, wie in solchen Fillen die Fehler des Ziahlers und
Nenners sich zusammensetzen.
Erst wenn die gleichen fehlerhaften Gréfien in Zahler und Nenner
zugleich auftreten, tritt unter der Wurzel noch das negative Glied
2 of og ,
f-g Gxox'"
hinzu. Man sieht aber, daB auch hier die Vorzeichen der Ableitungen
sowohl des Zihlers wie des Nenners dafiir bestimmend sind, ob das
negative Vorzeichen sich nicht etwa in ein positives verwandelt. —
Auch die Gleichungen fiir die relativen mittleren Fehler lassen er-
kennen, daB namentlich die GréBe des Zihler- und Nennerwertes
(f und g) von hervorragendem EinfluB ist.

Zur Erlduterung diene das vorstehende Zahlenbeispiel, und
zwar soll fir alle Verschiebungen, die wir uns als Strecken (in mm)
aus der Zeichnung entnommen denken, ein mittlerer Fehler u an-
genommen werden. Es wird nach Gleichung (82):

o ‘/17280 28885 2-16332
me, =V g7 T3 T siaise
= 1-V0,02262 - 0,056391 — 0,05105 = -0,16:

fir u =3 mm wird m_ =~ 49%.
a

‘/26450 28905 2.14000

3810 | 732 (—881)-732
= 1 'V0,1820 4 0,05391 -+ 0,1004 = ~ 11+ 0,58

ir u=—1 — 14,50,
fir y=;mm wird m,, = 14,5%,.
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Was weiterhin den Fehler der statischen GréBen S an-
belangt, so soll hier nur darauf hingewiesen werden, daBl man die
Bedeutung einer Fehlerart eigentlich nur nach ihrem Einfluf auf
die GréBen S beurteilen kann. Denn die Praxis des Rechnens zeigt,
dal der Wert § im Verhiltnis zu den Einzelgliedern S, und S, X,
in den meisten Fillen gering ist, und deshalb konnen an sich ge-
ringfiigige Fehler der Unbekannten X einen erheblichen EinfluBl auf
das Ergebnis S ausiiben. Dies 148t auch die Gleichung (84) fiir den
relativen mittleren Fehler m_  erkennen, durch welche die Art der
Zusammensetzung der Fehler der X gekennzeichnet ist.

Freilich hat die Verwendung der gleichen fehlerhaften GréBen
in den einzelnen Werten X den Vorzug, da3 die Fehlereinfliissse sich
vielfach gegeneinander aufheben [Gleichung (84)]. Dieser Vorteil fillt
indessen fort, wenn die Fehler in den cinzelnen Grofen X ver-
schieden sind, was z. B. fiir die Abrundungen bei den Produkt- und
Quotientbildungen gilt. — Diese Verhéltnisse werden durch das nach-
stehende Zahlenbeispiel erldutert.

Zahlenbeispiel. Fir den relativen mittleren Fehler einer Griofie S
eines 3-fach unbestimmten Systems, wo die drei Werte X Funktionen der
namlichen fehlerhaften Verschiebungen sind (Fehler 1°/)), wurde folgender
Wert gefunden:

10/
my = ek V161,2 4 580,07 | 158,76 — 889,02
o 1 0/0 no 90!
~ 1486 /900,03 — 889,02 — ~ 2,2°/,.

Man erkennt, wie das letzte (negative) Glied, welches den Einflul der Be-
ziehungen der X zueinander ausdriickt, sich in der Hauptsache gegen das
erste (Wirkung der Fehler in den einzelnen X) aufhebt. — Denkt man sich
dagegen den Fall, da8 die fehlerhaften GréBen in jedem X einer besonderen
Beobachtung entsprichen und diese jedesmaligen Beobachtungen in der Rech-
nung verwendet wiren, so ergibe sich wegen der Unabhingigkeit der X von-
einander der Wert
/
M= lljé% V900,03 = ~ 20),.

Ein derartiger Fall wiirde bei Abrundungsfehlern der einzelnen Produkt- und
Quotientbildungen vorliegen. Daher verdienen gerade diese Rechenungenauig-
keiten besondere Beachtung.

Aus all diesen Griinden lassen sich auch kaum Grenzen an-
geben, bis zu welchen gewisse Fehler der Einzelverschiebungen oder
der Produkt- und Quotientbildungen als praktisch zulissig bezeichnet
werden konnten, weil dies alles — namentlich in Hinblick auf die
Grofen S — zu sehr von den Eigenschaften des Einzelfalles abhingt.
Man wird wohl sagen konnen, da man sich am zweckmiBigsten bei
jeder Rechnung iiber die Fehlerempfindlichkeit der Ausdriicke ein
Urteil zu bilden sucht, um daraus beziiglich der Genauigkeit die
erforderlichen Schliisse zu ziehen. Erst eine ausreichende Erfahrung
im zahlenmiifigen Rechnen wird fiir diese Fragen den rechten Blick
verleihen.
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Zur Frage der GroBe des Zihler- und Nennerwertes
der Unbekannten X. Die vorher besprochenen Gleichungen zur
Bestimmung des Fehlers der Unbekannten X zeigen iibereinstimmend,
daB die GroBe des Zahler- und Nennerwertes der X — und zwar
ohne Vorzug voreinander — von ganz besonderem EinfluB auf die
Fehlerwirkungen sind. Die Fehler nehmen insbesondere dann einen
hohen Wert an, wenn Zihler und Nenner der Unbekaunten klein
sind oder gar sich dem Wert O ndhern. — Solche Fille kommen
bei praktischen Aufgaben vor, und es entsteht die Frage, ob dieser
Mangel sich beheben lif3t.

Die Zihler- und Nennerwerte der Unbekannten X, die sich als
Quotienten von Déterminanten darstellen, nehmen stets dann geringe
Werte an, wenn in den Elastizititsgleichungen die Verschiebungen
seitlich der Diagonale der Grofle nach nicht wesentlich verschieden
sind von den Diagonalgliedern. Dies ist z. B. beim Balken auf
n Stiitzen der Fall, wenn man die Stiitzendriicke als Unbekannte
wihlt. Es tritt ganz besonders deutlich zutage, wenn etwa die mitt-
leren Stiitzen, die Triger der Unbekannten, wie in Fig. 135 dar-
gestellt, nahe aneinanderriicken

L L ®

Fig. 135.

Bei diesem Beispiel des Trégers auf n Stiitzen erhdlt man
wesentlich giinstigere Gleichungen, wenn man statt der Stiitzendriicke
die Stiitzenmomente als Unbekannte wéhlt. Dann ergeben sich die
Elastizitdtsgleichungen in der Form, welche als die der sogenannten
Clapeyronschen Gleichungen bekannt ist, in denen die meisten Ver-
schiebungen zu 0 werden.

Dieses einfache Beispiel lehrt, dal man bei mehrfach statisch
unbestimmten Aufgaben nicht das erste beste Grundsystem wihlen,
sondern priifen soll, mit welchen iiberzihligen Grofen man moglichst
giinstige Rechnungen erhilt. In manchen Féllen wird sich dies erst
durch Proberechnungen entscheiden lassen; denn durch die Anderung
des Grundsystems werden nicht nur die Elastizititsgleichungen, son-
dern auch die weiteren Rechnungen beeinflult. — Wir werden bei
den spiteren Anwendungen der in diesem Teil behandelten allge-
meinen Verfahren noch Gelegenheit haben, in besagter Hinsicht die
verschiedenen Losungen einzelner Aufgaben zu vergleichen.

Es gibt auch Fille, wo der Mangel, der sich
in kleinen Werten der Zihler- und Nennerdetermi-
nannten der Unbekannten X &uBert, sich nicht so
einfach durch Wahl eines andern Grundsystems be-
seitigen 148t, wo vielmehr die ungiinstigen Verhalt-
nisse mehr oder minder in der Natur des Systems
liegen. Ein solches Beispiel ist in Fig. 136 dar-
gestellt, welches einen 2-fach unbestimmten Bogen Fig. 136.
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mit FuBgelenken zeigt. Hier ndhern sich die Zihler- und Nenner-
groBen um so mehr dem Wert O, je tiefer das Zugband nach unten,
also in die Nihe der Kiampfergelenke verschoben wird. — In der-
artigen Fiallen, die bei praktischen Aufgaben nur vereinzelt auftreten,
ist stets, wie man auch das Berechnungsverfahren wihlen mag, eine
moglichst genaue Auswertung aller EinzelgroSen erforderlich.

Liegen Aufgaben mit einer groBen Anzahl von Unbekannten vor,
d. h. handelt es sich um die Untersuchung hochgradig statisch un-
bestimmter Systeme, so ist erfahrungsgemif in den meisten Fillen
eine weitgehende Genauigkeit erforderlich. Die Zahlenrechnungen zu
den Aufgaben der folgenden Teile werden dies erkennen lassen.
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