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Vorwort. 
Das vorliegende Buch, das den Zweck verfolgt, Studierende geo­

physikalischer Wissenschaften mit der Methodik der operatoren­
miWigen Lasung der in der Geophysik auftretenden Differential­
gleichungen bekannt zu machen, geht auf Ubungen zurtick, die ich 
im Sommer-Semester 1939 an der Friedrich-Wilhehns-Universitii.t, 
in Berlin abgehalten habe. Da mit Rticksicht auf die Studierenden 
der ersten Semester nur die Kenntnis der Elemente der h6heren 
Analysis vorausgesetzt werden konnte, habe ich auf eine funk­
tionentheoretische Grundlegung der Operatorenrechnung ver­
zichtet und zunachst die Realisierung der rationalen Operatoren 
durch Potenzreihenentwicklungen eingeleitet, weiterhin jedoch be­
sonders fUr die Realisierung der Exponential- und singularen Ope­
l'atoren das in enger Beziehung zur funktionentheoretischen Be­
grtindung stehende CARsoNsche Integral zur Erlautening heran­
gezogen. Obgleich die Operatorenrechnung vollstandig und all­
gemeinel' in der Theorie der LAPLAcE-Transformation enthalten ist 
und yom rein mathematischen Standpunkt aus besser durch letztere 
zu el'setzen ware (G. DOETSCH), bietet die Operatorenmethode 
neben den bekannten Vorztigen fUr den Praktiker auch in padago­
gischer Hinsicht den Vorteil, daB sie wohl am leichtesten dazu be i­
tragt, die bei den Studierenden geophysikalischer Disziplinen noch 
vielfach vorhandene Scheu vor der Behandlung von Differential­
gleichungen zu tiberwinden, und meine diesbeztiglichen guten Er­
fahrungen haben in Verbindung mit dem weitgehenden Entgegen­
kommen der Verlagsbuchhandlung Julius Springer, fUr welches 
derselben aufrichtigst zu danken mir hier gestattet sei, den AniaB 
zur Vet6ffentlichung dieser Schrift gegeben. 

Um die Brauchbarkeit des vorliegenden Buches fUr die Stu­
dierenden del' Geophysik zu verbessern, habe ich neben einem ein­
leitenden Kapitel tiber Differentialgleichungen noch ein zweites, 
verhaltnismaBig ausftihrliches Kapitel tiber die in del' Geophysik 
Anwendung findenden Differentialgleichungen der mathematischen 
Physik eingeschaltet, welches zugleich das Verstandnis fUr die im 
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letzten Kapitel behandelten geophysikalischen Anwendungen del' 
Operatorenrechnung erleichtern diirfte. 

Den Herren cando rer. nat. J. BEHRENDTS und stud. rer. nat. 
K. HUBNER sei an diesel' Stelle fiIr das Lesen del' Korrektur und 
die Anfertigung des Namen- und Sachverzeichnisses herzlich ge­
Uankt. 

Berlin, den 18. Januar 1940. 
Meteorologisches Institut del' Universitat. 

H. Ertel. 



Inhaltsverzeichnis. 
Einleitung 

1. Allgemeines tiher Differentialgleichungen 

1. Definition . . . . . . . . . . . . . . . . . 
2. Einteilung der Differentialgleichungen. . . . . 
3. Integrale linearer Differentialgleichungen . . 
4. Anfangs- und Randbedingungen. Eigenwertprobleme 
5. Simultane Differentialgleichungen. . . . . . . . . 

Seite 

1 
2 
6 

13 
17 

n. Differentialgleichungen der mathematischen Physik 20 

A. Gewiihnliche Differentialgleichungen . . 20 

]. Bewegungsgleichungen der Punktdynamik, bezogen auf ein 
Inertialsystem . . . . . . . . . . . . . 20 

2. Bewegungsgleichungen der Punktdynamik, bezogen auf ein ro­
tierendes Koordinatensystem . . . . . . . . . . . . . . . 22 

3. Bewegungsgleichungen eines Elektrons im elektromagnetischen 
Feld ............. 25 

4. Schwingungsgleichungen . . . . . 27 

B. Partielle Differentialgleichungen 37 

1. Potentialgleichungen ...... 37 
2. Hydrodynamische Gleichungen . . 41 
3. Elektrodynamische Gleichungen . . . . . . . . 49 
4. Die Differentialgleichungen der Ausgleichsvorgange 53 

ITT. Operatorenrechnung . . . . . . . . . . . . . 59 

I. Definitionen. Differentialoperatoren. HEAVISIDES Verschie-
bungssatz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 

2. Integraloperatoren. Elementare Formeln der Operatorenrech-
nung . . . . . . . . . . 66 

3. Der Entwicklungssatz . . . 73 
4. Das DUHAMELsche Integral . 76 
5. Das CARsoNsche Integral. . 80 
6. Exponentialoperatoren. . . 84 
7. Singulare Operatoren . . . . . . . . • . . . . . . 88 
8. Realisierung und Transformation von Operatoren durch be-

stimmte Integrale. ABELsche Integralgleichung. . 91 



VI Inhaltsverzeichnis. 
Seite 

IV. Geophysikalische Anwendungen der Operatorenrech-
nung ............... . 96 

1. Elektronenbewegung in der Ionosphare . 96 
2. Elektrische Wellen in der Ionosphare. . . 99 
3. Harmonische vVasserwellen. . . . . . . 101 
4. Stationare Driftstrome im homogenen Ozean. . . 104 
5. Eigenschwingungen abgeschlossener Wassermassen ..... 108 
6. Ausgleich von Salzgehaltsstorungen im Ozean durch Turbulenz 111 
7. Warmeleitung im Erdboden . . . . . . . 115 
8. Nichtstationare Driftstrome im homogenen Ozean 121 

Liter a turv er ze i c h ni s 

Operatorentabelle .. 

Namen- und Sachverzeichnis 

Druckfehlerberichtigung. 
Seite 53. In Zeile 2 von oben 

Ez statt Ex. 

127 

129 

131 

Seite 96. Die untere Grenze des Integrals der vorletzten Gleichung muLl 
heiLlen T statt 0 . 

Seite 108. FuLlnote. Geburtsdatum ERMAN 

1874 statt 1784. 



Einleitnng. 
In den let:zten Dezennien haben sich immer mehr Teilgebiete 

del' Geophysik vom beschreibenden Anfangsstadium heraus zum 
Rang explikativer Wissenschaften erhoben, welche Entwicklung 
in theoretischer Hinsicht durch eine weitgehende Anwendung del' 
mathematischen Methoden del' klassischen theoretischen Physik 
gekennzeichnet ist. So zieht die Geophysik z. B. die Theorie del' 
Warmeleitung zur Beschreibung del' Temperaturverhaltnisse des 
Erdbodens heran, benutzt die klassische Hydrodynamik zur Unter­
suchung del' ozeanischen und atmospharischen Bewegungsvor­
gange und verwendet die Elektronentheorie erfolgreich zur Er­
klarung del' elektrischen Vorgange in den hochsten Atmospharen­
schichten. Infolge diesel' Methodik ist ein Naturgesetz in der Geo­
physik zunachst meist in Form einer Differentialgleichung vom 
Typus del' sog. Differentialgleichungen der mathematischen Physik 
mit den dazugehi.irigen Anfangs- und Randbedingungen gegeben, 
deren Integration den endlichen Ablauf des Vorgangs ergibt, del' 
dann durch Vergleich mit Messungen die Zulassigkeit odeI' Unzu­
lassigkeit del' bei del' Aufstellung der Differentialgleichung voraus­
gesetzten Grundannahmen erkennen laBt. Die Integration del' in 
del' Geophysik vorwiegend verwendeten linearen Differential­
gleichungen mit konstanten Koeffizienten wird besonders dem mit 
den klassischen Integrationsmethoden weniger vertrauten An­
fanger vielfach durch die OperatorenrechmLng (auch symbolische 
Differentialrechnung genannt) erleichtert, welche die Integration 
auf eine vorwiegend algebraische Rechnung mit denDifferentiations­
und Integrations-Symbolen zuriickfiihrt und erst das symbolische 
Ergebnis in Funktionen umdeutet (Realisierung von Operatoren). 

I. Allgemeines iiber Differentialgleichungen. 
1. Definition. 

Eine Gleichung zwischen Funktionen (von einer oder mehreren 
unabhangigen Variablen) und deren Differentialquotienten (nach 
einer odeI' mehreren unabhangigen Variablen) heif3t Differential­
gleichung. Die unabhangigen Variablen ki.innen darin auBerhalb 
del' Fuilktionen und ihrer Differentialquotienten noch explizit auf­
treten. 

Ertel, Operatorenrechnung. 
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2. Einteilung der DHferentialgleichungen. 
Wir betrachten zunachst Differentia1g1eichungen, in denen nur 

eine Funktion ~p (t, x, y, z . .. ) der unabhangigen Variablen t, x, 
y, z . .. zusammen mit diesen Variablen und mit Differential­
quotienten der Funktion '!{J (t, x, y, z ... ) nach einer oder mehreren 
unabhangigen Variablen auftritt. 

1m einfachsten :Fall ist '!{J nur eine Funktion der einen Va­
riablen t, also '!{J = '!{J (t). Bezeichnen wir die Differentialquotienten 
von '!{J nach t in iib1icher Weise mit 

d 1j! ,d2 1j! "d3 1j! '" 
it ='!{J 'dt2 ='!{J 'dt3 ='!{J 

so hat eine Beziehung zwischen '!{J und den Ab1eitungen '!{J', '!{J", ~p'" 
usw., in der gemaB Definition die unabhangige Variable t auch 
noch exp1izit vorkommen kann, diefolgende Form 

(1) F(t, '!{J, '!{J', '!{J" ... ) =0, 

wobei Fein Funktionssymbol bedeutet. Eine Funktionsbeziehung 
der vorstehenden Art heiBt gewohnliche Differentialgleichung. Das 
Adjektiv "gew6hnlich" solI kennzeichnen, daB es sich urn eine 
Differentialgleichung fUr eine Funktion einer Variablen hande1t 
und solI Differentialgleichungen dieser Art von den partiellen 
Differenti'hlgleichungen unterscheiden,. in denen partielle Ablei­
tungen von Funktionen mit mehreren Variablen auftreten. 

Unter einer gewohnlichen Differentialgleichung versteht man also 
eine Gleichung zwischen einer abhiingigen Variablen '!{J (t) und deren 
Ableitungen nach der unabhiingigen V. ariablen t, wobei die unab­
hiingige Variable t aufJerhalb der Funktion'IjJ (t) und ihrer Ablei­
t~tngen noch explizit a'll:fireten kann. 

Beispiel: Die Gleichung 

'!{J'" + tln'!{J = ° 
(m = Konstante) stellt eine Be:ziehung zwischen der Funktion '!{J 
= '!{J (t) und ihrer dritten Ableitung '!{J'" dar, in der die unabhangige 
Variable t auBerha1b del' Funktionen'!{J und '!{J'" noch in del' 
Form tm auftritt. 

1st die h6chste del' in GL (1) auftretenden Ableitungen '!{J', '!{J", 
'!{J'" . .. die n-te, die mit ~p~n) bezeichnet werde, so nimmt die 
Beziehung (1) die Form 

(2) F (t, '!{J, '!{J', '!{J" ... '!{J(n») = ° 
an und heiBt dann genauer "gew6hnliche Differentialgleichung 
n-ter Ordnung" . 
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Wenn die FunktionF (t, 1p, 1p', 1p" ... 1p(n») eine ganze rat,ionale 
Funktion ihrer Argumente t, 1p, 1p', 1p" ... 1pn) ist, so heiBt rfrad 
der Differentialgleich~tng del' hochste vorkommende Grad eines 
Gliedes del' Differentialgleichung, wobei als Grad jedes Gliedes die 
Summe del' in ihm auftretenden Exponenten de?' abhiingigen Ver­
anderlichen und ihrer Ableitungen bezeichnf3t wird 1. 

Beispiel: Gegeben sei die gewohnJiche Differentialgleichung 
2.0rdnung 

1p Y1p" - t = 0. 

Wird diesel be durch Quadrieren rational gemacht, so ergibt sich 

1p21p" -t2 = 0, 

welche Differentialgleichung nach vorstehender Definition vom 
3. Grad ist. 

Ist der Grad = 1, so heiBt die Differentialgleichung linear; 
sie ist dalm stets in del' Form darstellbar 

(3) 
ao (t) 1p(n) + a1 (t) 1p(n-l) + ... 
a"-l (t) 1p' + an (t) 1p - S (t) = 0, 

worin an (t), a1 (t), ... an (t) und S (t) vorgegebene stetige Funk­
tionen von t bedeuten. Fiihrt man das Funktionssymbol L" (1p) 

fUr die Linearform 

(4) 
Ln (1p) = ao (t) 1p(n) + a1 (t) 1p(n-l) + ... 

+ a"-l (t) 1p' + an (t) 1p 

ein, so gestattet Gl. (3) die kiirzere Schreibweise 

(5) 

Die auf del' rechten Seite stehende Funktion S (t) heiBt "Sto­
rungsfunktion" , welche Bezeichnungsweise auf eine astronomische 
Anwendung (Theorie del' Planetenbahnen mit Beriicksichtigung 
del' wechselseitigen Anziehung del' Planeten) zuriickzufUhren ist. 
Verschwindet die StOrungsfunktion fill aIle in Betracht kommenden 
Werte del' unabhangigen Variablen t: 

S (t) = 0, 

so resultiert aus (5) die homogene Gleichung 

(6) . LIZ (1p) = 0, 

1 Es sei hierzu bemerkt, daB in der mathematischen Literatur vielfach 
auch eine andere Definition des Grades einer Differentialgleichung gebrauch­
lich ist. 

1* 
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wahrend die mit der Storungsfunktion auf der rechten Seite vel'­
sehene Gl. (5) inhomogen genannt wird 1. 

Ein besonders einfacher Fall linearer Differentialgleichungen 
liegt Yor, wenn die in der Linearform (4) auftretenden n + 1 
Koeffizienten ao (t), a1 (t), ... an (t) nicht Funktionen yon t sind, 
sondern samtlich konstante Werte haben, die wir mit aD, aI' 
a 2 · •. a" bezeichnen wollen (aD -+ 0, an -+ 0). Es ist dann 

(7) 
Ln ('IjJ) = aD 'IjJ(n) + a1 'IjJ(n-l) + ... 

+ an--1 'IjJ' + an 'IjJ 

eine Linearform mit konstanten Koeffizienten, und die mit diesel' 
Linearform gebildeten Gleichungen 

(8) Ln ('IjJ) = S (t) 
und 

(9) 
sind (gewohnliche) lineare Differentialgleichungen (n-ter Ordnung) 
mit konstanten KoeJJizienten; Gl. (8) ist inhomogen, Gl. (9) homogen. 
1m folgenden behandeln wir nur Differentialgleichungen (gewohn­
liche und partielle) mit konstanten Koeffizienten. 

Die yorstehend erlauterten Begriffe finden sinngematl auch auf 
partielle Differentialgleichungen Anwendung. Es sei 'IjJ = 'IjJ 
(t, x, y, z ... ) eine Funktion del' unabhangigen Variablen t, x, y, Zoo. 

Die partiellen Ableitungen del' Funktion'IjJ nach diesen Variablen 
bezeichnen wir in iiblicher Weise mit 

o'IjJ Olj! O'IjJ O'IjJ 
(fT = 1Pt, a x = 'ljJx, a y = 'ljJy, aZ- = 'ljJz, ... , 

02'IjJ 02'IjJ OZ'IjJ o"lj! 
ax dt = 'ljJxt, 0 x2 = 'ljJxx, ox oil = 'ljJx", oxaz = 'ljJxz, ... , usw. 

Eine Funktionsbeziehung, welche die Funktion'IjJ (t, x, y, Z, . .. ), 

partielle Ableitungen diesel' Funktion und gegebenenfalls noch 
die unabhangigen Variablen explizit enthalt, hat also die Form 

(10) F (t, x, y, Z, ... ; 'IjJ; 'ljJt, 'ljJx, ... ; 'ljJxtJ 'ljJxx, ... ) = ° 
und heiBt partielle DiJJerentialgleichung. Wie bei den gewohnlichen 
Differentialgleichungen bestimmt die Ordnung del' hochsten Ab­
leitung die Ordnung der DiJJerentialgleichung. 

1 In der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen wird die Be­
zeichnung homogen vielfach auch noch in einem anderen Sinne gebraucht, 
indem eine Differentialgleichung 1. Ordnung F (t, 'IjJ, 'IjJ') = 0 "homogen" 

genannt wird, wenn sie auf die Form Ij/ -- f (T) = 0 gebracht werden kann 

(f bedeutet ein Funktionssymbol). 
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Beispiele: Die partielle Differentialgleichung 

(11) 0'IjJ + 04'IjJ = 0 a t a X4 

ist von 4. Ordnung, die folgende: 

0'IjJ 2 (02 'IjJ 02 'IjJ 02 'IjJ) 
(12) at - a 0 x2 + a yO + a Z2 = Q (x, y, z, t), 

von 2. Ordnung (a2 = Konstante, Q (x, y, z, t) = gegebene Funk­
tion). Beide G1. (11, 12) sind linear, da di.e Funktion 1p und ihre 
Ableitungen nur in linearen Termen und nicht miteinander multi­
pliziert auftreten; die G1. (11) ist homogen, hingegen ist die G1. (12) 
inhomogen mit der StOrungsfunktion Q (x, y, z, t). 

0'IjJ 0'IjJ 0'IjJ a 'IjJ 
(13) A at + B a x + ° a y + D (]z = S (x, y, z, t) 

ist eine (inhomogene) lineare partielle Differentialgleichung ] . Ord­
nung mit konstanten Koeffizienten (A, B, 0, D). 

Von besonderer Wichtigkeit fUr die Physik und Geophysik 
sind die linearen partiellen Differentialgleichungen 2.0J·dnung mit 
konstanten Koeffizienten. Enthalt die Funktion 1p nur zwei unab­
hangige Variable, z. B. x und y, also 1p = 1p (x, y), so lautet die 
Normalform einer linearen partiellen Differentialgleichung 2. Ord­
nung mit konstanten Koeffizienten: 

(14) IX 02'IjJ + R02'IjJ + 2 ~'IjJ_ +f(x o'p O.J!) - 0 ox2 {Joy2 Y oxoy ,y,1p'ox' oy -

(f = Funktionssymbol; der Faktor 2 bei 2 Y wurde aus spater er­
sichtlichen ZweckmaBigkeitsgriinden eingefUhrt). Aus dieser 
Normalform ergeben sich durch Spezialisierung der Konstanten IX, 

f3 und Y sowie der Funktion f = f (x, y, 1p, ~~ ,~~) physikalisch 

wichtige Differentialgleichungen. 

1. Fall: Wir wahlen 

IX = f3 = 1, Y = 0, f = O. 

Es resultiert aus (14) die "zweidimensionale Potentialgleichung" 

a' 'IjJ a' 'IjJ 
(15) a X2 + a 1/2 = O. 

2. Fall: Wir wahlen 

IX = 1, f3 = -1, Y = 0, f = O. 
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Es resultiert aus (14) die "Wellengleichung" 
cP1jJ a2 1jJ 

(16) a xi -- a y2 = 0. 

3. Fall: Wir wahlen 
a ~' 

IX = 0, f3 = -1, Y = 0, f = a-x' 
Es resultiert aus (14) die "Wiiromeleitungsgleichung" 

(17) a1jJ_ a2 1jJ - ° ax ay2-' 

Es bezeichne e die Determinante 

(18) e = I ~ ~ I = IX f3 - y2. 

Die Differentialgleichung (14) heiBt dann 
von elliptischem Typ, wenn e> 0, 
von hyperbolischem Typ, wenn e < 0, 
von parabolischem Typ, wenn e = 0. 
Unser 1. Fail ergibt e = 1 > 0, d. h. die zweidimensionale 

Potentialgleichung (15) ist von elliptischem Typ; der 2. Fall ergibt 
e = -1 < 0, d. h. die Wellengleichung (16) ist von hypel'­
bolischem Typ. Der 3. Fall ergibt e = 0, die Warmeleitungs­
gleichung (17) ist somit von paraboIischem Typ. 

3. Integrale linearer nifferentialgleichungen. 
Als Losung einer Differoentialgleichung bezeichnet man eine 

Funktion der unabhangigen Variablen t, x, y, z ... , welche fiir 
die abhangige Variable 1p (t, x, y, z ... ) in die Differentialgleichung 
eingesetzt, diese fiir aile in Betracht kommenden Werte del' un­
abhangigen Variablen erfiillt. Da es sich bei der Ermittlung der 
Losung einer Differentialgleichung gewissermaBen um die Verall­
gemeinerung des gewohnlichen Integrationsproblems handeIt und 
man zudem in vielen Fallen die Auflosung tatsachlich auf die Aus­
fiihrung von Integrationen zuriickfiihren kann, pflegt man statt 
Losung einer Differentialgleichung a\lch haufig Integral dero Diffe­
roentialgleichung zu sagen; die Auffindung der Losung heiBt In­
tegration dero Differentialgleichung. 

Ein Int,egral einer gewohnlichen Differentialgleichung n-ter 
Ordnung, das n willkiirliche (frei verfiigbare) Konstanten enthalt, 
die sich nicht auf eine geringere An",ahl reduzieren lassen 1 , heiBt 

1 Zur Erklarung sei hierzu bemerkt, daB z. B. del' Ausdruck a log (b xl/a) 

mit den Konstanten a und b nul' eine frei verfiigbare Konstante c = ba ent­
halt, denn es ist a log (b xl/a) = log (ba x) = log (c x). 
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vollstiindiges oder allgemeines Integral der vorgelegten Differential­
gleichung. Hinsichtlich der Existenz der Integrale wird in der 
Theorie der Differentialgleichungen bewiesen, daB jede Gleichung 
(bzw. jedes System von Gleichungen, vgl. S. 17) immer ein Inte­
gral zuliiBt, wenn die Stetigkeit der auf den linken Seiten stebenden 
Funktionen vorausgesetzt wird. 

Ein Integral einer gewohnlichen Differentialgleichung n-ter 
Ordnung, das weniger als n wiilkiirJiche (frei verfiigbare) Kon­
stanten enthiilt, heiBt partikuliires Integral der vorgelegten Diffe­
rentialgleichung. Man erhiilt partikuliire Integrale aus dem all­
gemeinen Integra'!, indem man den nKonstanten des ailgemeinen 
Integrals spezielle Werte gibt. 

Beispiel: Die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung 

d2 'IjJ 
(19) dt2+k2'1f=0 

(k = vorgegebene Konstante =1= 0) besitzt das allgemeine Integral 

(20) 'If = l1. cos (kt) + c2 sin (kt) 
mit den willkiirlichen Konstanten C1 und co; bildet man niimlich 
aus (20) 

(21) dO V' _ k2 j (k . kt } di2 - - t c1 cos t) + Co sm ( ) 

und substituiert (20) und (21) in die vorgeJegte Differentialgleichung 
(19), so wird diese fiir aile Werte von t identisch erfiillt. Speziali­
siert man die willkiirlichen Konstanten c1 und C2 im allgemeinen 
Integral (20) wie folgt: 

J) l1 = 1, G2 = 0, 
oder 

2) c1 = 0, Cz = 1, 
so erhiilt man die beiden partikuliiren Integrale 

(22) 'lfl = cos (kt), 'lfz = sin (kt) . 

Es seien 'lfl' 'lf2' 'lfa .. . 'lfn n partikuliire Integrale der linearen 
homogenen Differentialgleichung (6) bzw. (9): 

Ln ('If) = 0, 
wobei das Symbol Ln ('If) durch (4) oder (7) erkliirt ist. Das System 
der n partikuliiren Integrale 'lfl' 'lf2' 'lfa' .. 'lfn heiBt . linear unab­
hiingig, wenn fiir aIle in Betracht kommenden Werte der unab­
hiingigen Variablen t die Gleichung 

(23) Al 'If] + A z 'lf2 + ... + An 'lfn = ° 
mit den Konstanten AI> A 2 •.• An nur fur Al = A z = A3 ... 
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= A" = 0 bestehen kann, andernfalls heiBen "PI' "P2' ... "Pn linear 
abhiingig. Die beiden partikularen Losungen (22) sind z. B. linear 
unabhangig, denn die Gleichung 

Al cos (kt) + A2 sin (kt) = 0 

kann bei beliebigen Werten von t nur fiir Al = A2 = 0 bestehen. 
Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die line are Un­
abhangigkeit des Systems der partikularen Integrale "PI' "P2' "P3 ... "Pn 
der Differentialgleichung (6) b:z;w. (9) ist das Nichtverschwinden del' 
WRONsKlSchen Determinante l 

"PI"P; "P',' ... "PI(n-l) 
"P2"P~ "P'; ... "P2(n-l) 

(24) *0, 

"Pn"P~"P;;' . '''Pn(n-l) 

die aus den n partikularen Integralen und ihren Ableitungen bis 
zur (n-1)-ten Ordnung zu berechnen ist. 

Beispiel: Fiir n = 2 hat die WRONsKIscheDeterminante die Form 

W = I"PI"P~ 1= "PI"P: -"P2"P;' 
: "P21fl2 

Mit den partikularen Integralen (22) wird 
W = cos (kt)· k cos (kt) + sin (kt)· k sin (kt) = k -,'- 0, 

d. h. die partikularen Integrale (22) sind linear unabhangig. 
Ein linear unabhangiges System "PI> "P2' ... "PI! oder in kiirzerer 

Bezeichnungsweise "Pi (i = 1,2, ... n) von partikularen Integralen 
der homogenen linearen Differentialgleichung Ln ("P) = 0 heiBt 
Fundamentalsystem. Die Kenntnis desselben gestattet die Auf­
stellung des allgemeinen Integrals der homogenen linearen 
Differentialgleichung Ln ("P) = 0 in del' Form 

(25) "P = <1. "PI + C21fl2 + ... + Cn "Pn 

oder in kiirzerer Schreibweise 
It 

(26) "P = E Ci "Pi 
1 

mit den n willkiirlichen KODstanten Ci (i = 1,2, ... n). Denn 
da jedes partikulare Integral"Pi (i = 1, 2, ... n) der Differential­
gleichung 
(27) Ln ("Pi) = 0 (i = 1,2, ... n) 

1 JOSEF MARIE WRONSKI (gebiirtiger Deutscher namens HOENE), 

Mathematiker und Philosoph, 1778-1853. 
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geniigt, erhiilt man durch Multiplikation jeder del' vorstehenden 
n Gleichungen (27) mit je einer willkiirlichen Konstanten Ci 

(i = 1,2, ... n) und Addition: 

odeI' 

(28) 

n 

E Ci L" (1jJi) = 0 
1 

Mithin geniigt die n willkiirliche Konstanten Ci (i = 1, 2, ... n) 
enthaltende Funktion (26) der linearen homogenen Differential­
gleichung Ln (1jJ) = 0 und stellt somit deren allgemeines Integral 
dar. 

Das allgemeine Integral der homogenen linearen Differential­
gleichung 
(29) Ln (1jJ) = 0 

ist also darstellbar in der Form 
n 

(30) 1jJ = E Ci 1jJi, 
1 

worindie Funktionen 1jJi (i = 1,2, ... n) n linear unabhangige Par­
tihtlarlOsungen der vorgelegten Differentialgleichung (Fundamental­
system) und die Ci (i = 1, 2, ... n) n willkurliche Konstanten be­
deuten. 

Zwecks Integration der inhomogenen linearen Differential­
gleichung (5) bzw. (8): 

Ln (1jJ) = S (t), 

ermitteln wir zunachst das Fundamentalsystem der entsprechen­
den homogenen Gleichung Ln (1jJ) = O. 1st ~i (i = 1,2, ... n) 
dieses Fundamentalsystem, so ist 

o n 0 

(31) 1jJ=ECi1jJi 
1 

das allgemeine Integral der homogenen Gleichung, also 

(32) 

1st ferner .; e~n partikulares Integral der inhomogenen Glei­
chung, also 

(33) Ln (~) = S (t), 

so erhalten wir durch Addition der Gleichungen (32) und (33): 

Ln (~ +;p) = S (t) , 
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mithin geniigt die n willkiirliche Konstanten Ci (i = 1,2, ... n) 
enthaltende Funktion 

n * 11, 0 * 
(34) 'IfJ = 'IfJ + 'IfJ = 2) Ci 'lfJi + 'IfJ 

der inhomogenen linearen Differentialgleichung Ln ('IfJ) = S (t) und 
stellt somit deren allgemeines Integral dar. 

Das allgemeine Integral der inhomogenen linearen Differential­
gleichung 

(35) L" (1p) = S (t) 

erhiilt man durch Addition eines partikuliiren Integr-als;P derselben 

zum allgemeinenIntegml ~ der entspr-echenden homogenen Gleichung. 
Beispiel: Ein par-tikuliir-es Integml der inhomogenen linearen 

Differ-entialgleichung 2. Ordnung 
d2 1J! 

(36) ([fJ + a,2'IfJ = K cos (bt) 

(K, a, b = Konstanten; lal =1= Ibi) lautet 
* K cos (bt) 

(37) 'IfJ = (a2 --=---62) , 

wie man leicht bestatigt, indem man aus (37) 

d2 * -b2 

~ = ('--b2 ) K cos (bt) 
dt2 a -

bildet und dazu die mit a2 multiplizierte Gl. (37) addiert, wodurch 

d2 * 
d :; + a2 ~ = K cos (bt) 
. t 

o 
resultiert. Das allgemeine Integml 'IfJ der aus (36) durch Nullset.zen 
der Storungsfunktion S (t) = K cos (bt) hervorgehenden homo­
genen Differentialgleichung 

lautet gemaB (20): 

d 21J! 
- I a2 ." =0 dt2 T , 

(38) ~ = c1 cos (at) + c2 sin (at), 

und somit ist nach (34) die Summe von (38) und (37): 

(39) 
. K cos (bt) 

'IfJ = c1 cos (at) + c2 sm (at) + (a2 _ b2) 

das allgemeine I ntegml deT vor-gelegten inhomogenen Differential-
gleichung (36). . . 

In gleicher Weise erhiilt man das allgemeine Integml e%ne~ ~n­
homogenen linearen pa?iiellen Differentialglel:chung durch Adddwn 



Integrale linearer Differentialgleichungen. 11 

cines partikularen Integrals dieser Differentialgleichung zum all­
gemeinen Intpgral der zugehOrigen homogenen partiellen Differential~ 
gleichung. Das allgemeine Integr'al eineT partiellen Differential­
gleichung n-ter Ordnung mit m unabhiingigen VaTiablen t, x, y, z, ... 
ist eine Losung\ welche n willkilrliche Funktionen rjJi (i = 1, 2, ... n) 
von m-J Variablen enthiilt, die entweder gewisse deT unabhiingigen 
VaTiablen t, x, y, z, ... oder Kombinationen derselben sein konnen. 

Beispiele: 1. Wir betrachten eine Funktion '1jJ = '1jJ (x, y) del' 
unabhangigen Variablen x und y; in dem in Frage kommenden 

Bereich del' x, y-Ebene mtigendie beiden Ableitungen a~ ~yund o~ ~x 
existieren und stetig sein, so daB sie nach einem Satze del' Diffe-

rentialrechnung iibereinstimmen: o~ ~y 
Differentialgleichung 

a2 'IjJ 
(40) Oxay=O, 

02 'IjJ D' t' II oy OX . Ie par Ie e 

die nach den Ausfiihrungen auf S.6 von hyperbolischem Typ 
ist, besitzt daB allgemeine Integral 

(41) '1jJ = rjJl (x) + rjJ2 (y), 

worin rjJl und rjJ2 zwei willkilrliche Funktionen von je eineT Variablen 
bedeuten. Differentiation von Gl. (41) zuerst nach x und dann 
noch nach y ergibt: 

:: = rjJ; (x), 
02 'IjJ ·---0 oy ox - • 

Differentation in umgekehrter Reihenfolge fiihrt zum gleichen 
SchluBergebnis: 

0'IjJ. 02 'IjJ 
a:y=rjJ2(Y)' OXOy=O. 

2. Die partielle Differentialgleichung (Wellengleichung) fiir die 
Funktion 'If) = '1jJ (x, t) 

02 'II' 02 'IjJ 
(42) at2-a2 ox2 = 0, 

die nach den Ausfiihrungen auf S. 6 ebenfalls von hyperbolischem 
Typ ist (a2 = Konstante), besitzt das allgemeine Integral 

43) '1jJ = rjJl (x + at) + rjJ2 (x - at), 

worin rjJl und rjJ2 zwei willkilrliche Funktionen von je eineT Kom­
bination der beiden unabhiingigen VaTiablen bedeuten. Setzen wir 

; = x + at, 17 = x - at, 

1 Vgl. S.6. 
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und fiihren die Bezeichnungen ein: 

([>' (I:) = d (P1 
,£" d I; , 

([>' ( ) = d (P2 
2 'Yj d 17 ' 

([>" (I:) = d' (P1 
,£" d 1;' ' 

(/>" ( ) = d' (P, 
2 'Yj d 172 ' 

so ergibt sich aus G1. (43) durch Differentiation: 

a ?P = ([>' <3J. + ([>' 017 = ([>' +([>' 
ax 'ax 'ax ' 2 

und 

(44) 

ferner 

und 

(45) 

Multiplikation von G1. (44) mit a2 und Subtraktion von G1. (45) zeigt, 
daB die partielle Differentialgl. (42) erfiillt wird durch die zwei 
willkiirlicheFunktionen ([>1 und ([>2 enthaltende Lasung G1. (43), die 
somit das allgemeine Integral del' Differentialg1. (42) darstellt. 

3. Die inhomogene Wellengleichung 

(46) 02 ?fJ 02 ?fJ __ a2 _ = K cos (et -- bx) a t2 a X2 

(K, a, b, e = Konstante, labl =1= lei) besitzt z. B. das partikulii1'e 
Integral 

(47) * K 1fJ = (a2 b2 _ c2) cos (ct - bx), 

denn es ist 

02 ~ -c2 K 
:;--t2 ------ cos (ct -- bx) 
u (a2 b'-c2 ) , 

A' ~ -b2 K a x2 = -ta2 b2 _ c2) cos (ct - bx), 

woraus 

folgt. Das allgemeine Integral iP der zu (46) gehOrendr:.n homo-
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genen Gleichung (42) ist durch (43) gegeben, daher stellt 

(48) 111 = cP (x + at) + cP (X - at) + ~~----- cos (ct - bx) r 1 2 (a2 b2 _ C2) , 

das allgemeine Integral der inhomogenen Gleichung (46) dar. 

4. Anfangs- und Randbedingungen. Eigenwertprobleme. 
Das allgemeine Integral einer gewohnlichen Differentialgleichung 

n-ter Ordnung fiir eine Funktion 1p (t) bedeutet geometrisch eine 
von n Parametern, namlich den n willkiirlichen Integrations­
konstanten (Ci' i = 1,2, ... n) abhangige Kurvenschar (Integral­
kurvenschar) in der t,1p-Ebene. Die Auswahl einer bestimmten 
Kurve aus dieser Schar erfolgt durch Vorgabe von nBedingungen, 
die zur Bestimmung der n willkiirlichenKonstanten Ci (i = ],2, ... n) 
dienen und die Anfangs- bzw. Randbedingungen genannt werden. 
Zur Auswahl einer Kurve aus del' Integralkurvenschar einer ge­
wohnlichen Differentialgleichung 1. Ordnung (eine Integrations­
konstante enthaltend) kann also z. B. ein Punkt vorgeschrieben 
werden, durch den die Kurve verlaufen solI; bei einer Differential­
gleichung 2. Ordnung kann z. B. ein Punkt und die dortige Tan­
gentenrichtung zwecks Bestimmung del' zwei Konstanten del' Inte­
gralkurvenschar vorgeschrieben werden usw .. 

Beispiel: Es solI aus del' Integralkurvenschar 
(49) 1p = cl cos (at) + c2 sin (at), 
die das allgemeine Integral del' Differentialgleichung 

d2 'IjJ 
(50) Jt2 + a2 1p = 0 

darstellt (a2 = Konstante =1= 0), diejenige Kurve bestimmt werden, 
die den Anfangsbedingungen 

'IjJ = 0 und:; = 1p' = v fUr t = 0 

geniigt (v = Konstante). Diese Bedingungen konnen auch wie 
folgt geschrieben werden: 
(51) 1p(0) = 0, 1p' (0) = v. 
Man findet zunachst aus Gl. (49): 

1p (0) = cl . 

SolI diesel' Ausdruck gemaB Gl. (51) vel'schwinden, so muB also 
cl = 0 seill, wodurch sich Gl. (49) auf 
(52) 1p = c2 sin (at) 

reduziert. Ftieraus folgt: 
d'IjJ , 
IT = 1p = aC2 cos (at), 
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also 
'IjJ' (0) = a C2 , 

welcher Ausdruck nach Gl. (51) gleich v sein solI. Es ist somit 
C2 = via und damit nach Gl. (52) 

l' 
'IjJ = - sin (at) 

a 

dis Losung, die der Differentialgleichung (50) mit den Anfangsbe 
dingungen (51) genugt und die keine willkiirlichen Konstanten mehr 
enthalt. 

In besonderen Fallen kannen die Anfangs- bzw. Grenzbedin­
gungen z. T. durch andere Forde1·ungen, beispielsweise Periodizitat 
del' Lasung, Verschwinden im Unendlichen usw. ersetzt werden. 

Beispiel: Es solI die fiir 0 < x ;;;;;: + 00 del' Differentialgleichung 
d2 1p 

(53) d x2 - a2 'IjJ = 0 (a> 0) 

geniigende Funktion'IjJ (x) bestimmt werden, die fiir x = 0 den 
Wert 

(54) 
1 

'IjJ(O) ="2 
hat (Anfangsbedingung) und im Unendlichen verschwindet: 
(55) lim'IjJ (x) = o. 

x+ oo 
Es ist 

'ljJ1 = e+ ax, 'ljJ2 = e- ax 

ein System linear unabhangiger PartikularlOsungen del' Gl. (53), 
da die WRONsKIsche Determinate (vgl. S.8) den von Null ver­
schiedenen Wert 

w ='ljJ1'IjJ~-'ljJ2'IjJ: =-a 

hat. Somit ist nach Gl. (30) 
'IjJ = ci e+ ax + C2 e- ax 

das allgemeine Integral von G1. (53). Damit Gl. (55) erfiillt ist, muE 
~ = 0 gewahlt werden; Zllr Erfiillung del' Anfangsbedingung (54) 

muE c2 =! sein. Also ist 

1p=le- ax 
2 

die der Differentialgleichung (53) und den Bedingungen (54) und (55) 
genugende Losung. 

Bei den partiellen Differentialgleichungen dienen die Anfangs­
bzw. Randbedingungenzur Bestimmung der willkiirlichen Funk­
tionen WI' W2 , ••• Wn , die im allgemeinenIntegral einer partiellen 
Differentialgleichung n-ter Ordnung auftreten (vgl. S. ll). Dem-
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entsprechend haben hier die Randbedingungen die Form vor­
gegebener Funktionen von m--l unabhangigen Variablen, wenn die 
in der Differentialgleichung auftretende Funktion m unabhangige 
Variable enthiilt. 

Beispiel: Es genuge die Funktion1p = 1p (x, t) in dem Variablen­
bereich (Grundgebiet) - 00 ;;;;: x ;;;;: + 00, 0 < t ;;;;: + 00 der line­
aren und homogenen partiellen Differentialgleichung 

(56) a!p + c o!p = 0 at ax 
(c = Konstante), wahrend fiir t = 0 die Funktion1p (x, t) mit einer 
vorgegebenen Funktionf (x) ubereinstimmen solI, d. h. die An­
fangsbedingung lautet: 
(57) 1p (x, 0) = f (x) . 

Man sieht zunachst, daB 
(58) 1p (x, t) = ifJ1 (x - ct) 
das allgemeine Integral der vorgelegt,en Differentialgleichung (56) 
mit einer willkiirlichen Funktion ifJ1 der einen Variablenkombi· 
nation x - ct = ~ darstellt. Es ist namlich 

und 

also 

a q)1 d q)10 t; d q)l 
at =a;y-at" =-ca;y-

o q)l + a q)1 _ 0 at cox - , 
womit der vorgelegtenDifferentialgleichung geniigt wird. Aus (58) 
folgt 

1p (x, 0) = ifJ1 (x), 
und der Vergleich mit der Anfangsbedingung (57) liefert 

ifJ1 (x)=f(x), 
so daB aus Gl. (58) 
(59) 1p(x,t) =f(x-ct) 
foJgt, welche L6sung der Differentialgleichung (56) und der An­
fangsbedingung (57) geniigt, und somit die gewUnschte L6sung dar­
stellt. 

Wenn in einer homogenenlinearen Differentialgleichung linear 
ein unbestimmter Parameter auftritt, fUr den durch Randbedin­
gungen, Periodizitatsforderung usw. derartige Werte zu bestimmen 
sind, daB das Problem eine nicht identisch verschwindende (nicht­
triviale) L6sung besitzt, so liegt ein Eigenwertproblem vor. 



16 Allgemeines iiber Differentialgleichungen. 

Beispiel: Es sind die Werte eines positiven Parameters t. zu be­
stimmen, fUr welche die Differentialgleichung 

d"f{J 
(60) d x" -!- A <p = ° 
mit den Randbedingungen 

(61) <p(o) =0, <p(n) =0, 
nichttriviale Losungen besitzt und die entsprechenden Losungen 
zu ermitteln. Nach (49, 50) ist 

<p = ('1 cos O/I· x) -!- c2 sin cjl.f. x) 

das allgemeine Integral der Gleichung (60). Die erste der Rand­
bedingungen (61) liefert ~ = 0; es verbleibt 

(62) <p = c2 sin (V.f. x) , 
welcher Ausdruck fur x = n nur verschwindet, wenn ent,weder 

(a) 
oder 

(b) vr = ± 1, 2, 3, ... 
Der Fall (a) wiirde die triviale Losung 

<p (x) ° to;;;;; x ;;;;; n) 
zur Folge haben und ist auszuschlieBen. Der Fall (b) hingegen 
zeigt, daB nichttriviale Losungen existieren fiir die Eigenwerte 

(63) An=n2 , (n=±1,2,3, ... ), 
namlich diedann durch Gl. (62) bestimmten dazu gehOrenden Eigen­
funktionen 
(64) <pn=c2 sin(nx), 
die den Differentialgleichungen 

d" f{Jn , 
(65) ?r0- -!-An<p = 0 (n = 1,2,3, ... ) 

und den Randbedingungen (61), d. h. 

(66) <pn(O) = 0, <pn(n) =0 (11 = 1,2,3, ... ) 
genugen. Zu zwei verschiedenen Eigenwerten Am und An gehorende 
Eigenfunktionen <pm und <pn genugen den Differentialgleichungen 

d" f{Jm , 
dx" -!-Am<pm = 0, 

d" f{Jn , 
;Tx' -!-A,,<pn = O. 

Multipliziert man die erste Gleichung mit <pn, die zweite mit <pm, 
subtrahiert die so entstehenden Gleichungen und integriert die 
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Differenz tiber das Grundgebiet (0, :n:), so resultiert 

In ( d2 q;m d" q;",) I'" f(Jn d X2 - f(Jm d x2 d X + (Am - An) f(Jm f(Jn d X = 0. 
o 0 

Das erste Integral auf der linken Seite kann 

I'" d ( d q;m d q;n) (d q;m d q;n)' I'" dx f(Jndx -f(Jma;x d X = f(Jn dx -f(JmTx 
o 0 

geschrieben werden und verschwindet auf Grund der Randbedin­
gungen {66); es verbleibt 

'" 
(Am-Jon) I f(Jmf(Jnd X = 0, 

o 
oder wegen Am =1= An: 

n 

(67) I f(Jmf(Jn dx = 0, (m =1= n). 
o 

Die durch vorstehende Gleichung ausgedrtickte Eigentlchaft 
der Eigenfunktionen (64) heiBt Orthogonalitat. Durch passende 
Wahl der wiUkiirlichen Konstanten C2 kannen die Eigenfunktionen 
normiert werden: 

n JT 

(68) I f(J/' dx = (C2)2 • I sin2, (nx) dx = I, 
o 0 

wozu es wegen 
n 

(69) I sin2 (nx) dx = ; 
o 

nur notwendig ist, c2 = V ! zu setzen. Die :Funktionen 

'2 
(70) f(Jn = 11 n sin (nx) (n = 1,2,3. ' .) 

bilden dann ein normiertes Orthogonalsystem. 

5. Simultane Differentialgleichungen. 
Bisher haben wir nur Falle betrachtet, bei denen eine abhangige 

Variable'lfJ (t) bzw. 'lfJ (t, x, y, z ... ) aus einer Differentialgleichung 
mit den dazugehorigen Anfangs- bzw. Grenzbedingungen zu be­
stimmen war. Nunmehr mage der Fall betrachtet werden, daB 
m Funktionen ul ' U 2' us' ... U m von einer (t) oder mehreren (t, x, 
y, z, ... ) unabhangigen Variablen in einem System von m Differen­
tialgleichungen vorliegen. Wir beschranken uns auf Systeme von 

Ertel,Operatorenrechnung. 2 
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Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten und be­
trachten zunachst ein System von gewohnlichen Differential­
gleichungen, indenen die abhangigen Variablen Ui (t) (i = 1,2,3, ... 
m) nur Funktionen der einen unabhangigen Variablen t sind. 

Ein System von m gewohnlichen Differentialgleichungen kann 
stets auf die Form eines Systems von m Gleichungen 1. Ordnung: 

r 
dUl f dt + 1 (t, U 1' U 2 , ..• U m ) = 0, 

dU2 
dt +f2 (t,u1, U 2, .. . U m) = 0, 

I ~ ;:: ~ 1m (t:~, ."~,:) ~ 0, 

(71) 

oder kiirzer 

(72) ~~i + Ji (t, Ul> 'U2' •.. U m) = 0, i = 1,2, ... m 

gebracht werden, worin fi (i = 1,2, ... m) Funktionssymbole 
bedeuten. Dann wiirde beispielsweise eine 2. Ableitung auftreten, 

etwa ~2t:l, so fiihrt man eine neue (m + 1 )-te Funktion 

dU l 
Urn + 1 =([t 

ein und hat die weitere Gleichung 

d Um+l 
--a;t-

Der Fall, daB in jeder der Funktionen fi in (72) auBer der un­
abhangigen Variablen t nur eine abhangige Variable und gerade 
die i-te auftritt, also 

dUm f 
(l-t- + m(t, U m) =0 

liefert m voneinander 1tnabhiingige Differentialgleichungen 1. Ord­
nung und bietet nichtsNeues. Treten aberin denfi (i = 1,2, ... m) 
auch andere abhangige Variablen als nur Ui auf, wodurch die 
Gleichungen des Systems (71) bzw. (72) miteinander verknupft 
sind, so liegt ein System von simultanen gewohnlichen Differen-
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tialgleichungen vor. Raben die Funktionenfi speziell die Form 

fl = an u1 + a12 U2 + ... + aIm Um - 81 (t), 
f2 = a21 Ur + a22 U2 + ... + a21n Urn -- 82 (t). 

fm =amlUl+am2U2 + ... +amm U m -8m (t), 
oder in kiirzel'er Schreibweise 

m 

fi = 17k aile Uk - Si (t) (i = 1,2, ... m) 
I 

mit den Konstanten aik (i, k = 1,2, ... m) und den Storungs-
funktionen 8i (t) (i = 1, 2, ... m), so nimmt das System (71) 
bzw. (72) die Form an: 

d~ () at + an u1 + ar2 u2 + ... + arm U m = 81 t , 

dU2 
(73) dt +a21 'l11 +a22 u2 + ... +a2m Um =82 (t), 

dUm 
dt + amI U1 + am2 U2 + ... + amm Um = 8 III (t), 

oder in kiirzerer Schreibweise: 

(74) 
d tli '!'., at + .2., k aik Uk = 8i (t), (i = 1, 2, ... m) 

und heiBt System 8imultaner linearer Differentialgleichungen 1. Ord­
nung mit lcon8tanten Koeffizienten. Das System heiBt homogen, 
wenn alle 8i (t) = 0 (i = 1,2, ... m) und wird dann D'ALEMBERT­

sches System genannt. Die Integration eines Syst.ems (73) werden 
wir spater behandem (vgl. S. 97). 

Enthalt ein System simultaner linearer Differentialgleichungen 
nur zwei abhangige Variable (uI> 'U2), so ist es oft zweckmaBig, das 
System in eine Differentialgleichung fUr die komplexe Funktion 1 

(75) w = 'ltr + i u2 

iiberzufiihren (i = V-I). Betrachten wir z. B. das folgende, in 
der Geophysik bedeutsame System simultaner partieller Differen­
tialgleichungen 

(76) 

1 Eine komplexe Funktion ist nicht mit einer Funktion eine1' komplexen 
VeTiindedichen zu verwechsem. 

2* 
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mit gegebenen Konst.anten Q und P, wahrend u1 und U 2 Funktionen 
der unabhangigen Vari!1b1en t und z darstellen. Schreibt man 
wegen i2 = - 1 die erste dieser Gleichungen (76) wie folgt: 

(} U 1 ·2 n (}2 U 1 _ 0 at+ ~ ~,: U2 -V azo - , 
und addiert hierzu die mit i muitipli:l.ierte zweite Gleichung, so 
folgt mit Riicksicht auf Gl. (75) fiir die komplexe Funktion w 
die Differentialgleichung 

(} w. (}2 w 
(77) at + ~ Q w - p (} Z2 = 0, 

deren Integral wieder erne komplexe Funktion ist, sich also in der 
Form 

(7S) w = U1 + i U2 

mit den reellen Funktionen U1 = U1 (z, t), U2 = U2 (Z, t) dar­
stellen laf3t. Aus (75) und (7S) folgt 

(79) u1 + iU2 = U1 + iU 2 , 

und die Gleichsetzung der reellen und imagrnaren Teile liefert in 
den Gleichungen 
(SO) Ut = U1 , U 2 = U2 

die L5sungen des Systems (76). 

II. Differentialgleichungen der 
nlathematischen Physik. 

A. Gewohnliche DUferentialgleichungen. 
1. Bewegungsgleichungen der Punlitdynamik, bezogen auf 

ein Inertialsystem. 
Wir bezeichnen mit x, y, zein rechtwinkliges Kartesisches 

+z 

a b 

Koordinatensystem, mit t 
die Zeit. Das Koordinaten­
system wahlen wir stets als 
Rechtssystem, bei dem eine 
Drehung von der positiven 
x-Achse zur positiven y-

+x Achse (auf kiirzestem We­
ge)vonder positivenz-Ach­
se gesehen als Rechtsdre­
hung (d. h. als Drehung 

Abb.1. Kartesische Koordinatensysteme. 
a - Rechtssystem, b = Linkssystem. 

entgegen dem Bewegungs­
sinn des Uhrzeigers) er-
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scheint. Mit m bezeichnen wir die Masse des Massenpunktes. 
Die Aufgabe der Punktdynamik besteht dann darin, die Be­
wegung des Massenpunktes unter dem EinfluB gegebener Krafte 
durch Angabe der Lagekoordinaten x (t), y (t), z (t) des Massen­
punktes als Funktionen der Zeit fUr aIle Zeiten t > ° eindeutig 
zu bestimmen, wenD fUr die Zeit t = ° Anfangslage und An­
fangsgeschwindigkeit gegeben sind. Der yom KoordinatennuIl­
punkt zur jeweiligen Position des Massenpunktes x (t), y (t), z (t) 
fUhrende Vektor 
(81) r (t) = x (t), Y (t), z (t) 
heiBt Ortsvektor; durch einmalige Differentiation nach der Zeit 
ergibt sich daraus der Geschwindigkeitsvektor 

dt 
(82) dt = tJ (t) - v", (t), Vy (t), V z (t) 

mit den GeschwindigkeitskO'Ynponenten 

dx dy dz 
(83) v", = dT ' Vy = dt ' Vz = dT ' 
und nochmalige Differentiation ergibt den Beschleunigungsvektor 

du 
(84) dt = 0 - b"" by, bz 

mit den Beschleunigungskomponenten 

d v", d' x b d Vy d' y d Vz d' z 
(85) b", = (ft- = d t' , y = a:t = d t2 ' bz = at = (iff. • 

Eine Bewegung heiBt geradlinig und gleichformig, wenn 0 = 0, also 
tJ = konstanter Vektor; ist tJ = 0, so ist der Massenpunkt relativ 
zum zugrundegelegten Koordinatensystem in Ruhe. Die mathe­
matische Fassung des 1. NEWToNschen l Bewegungsaxioms (GALI­
LEIsches 2 Tragheitsgesetz), wonach ein Karper im Zustand der 
Ruhe oder der geradlinigen und gleichformigen Bewegung verharrt, 
solange er nicht durch Kriifte gezwungen wird, seinen Bewegungs­
zustand zu andern, lautet also 

d2 t du 
(86) dfl = dt = 0, 

und ein Koordinatensystem, in bezug auf welches das Traghcits­
gesetz gilt, heiBt Inertialsystem. Rotierende Koordinatensysteme 
sind keine Inertialsysteme, da z. B. ein Massenpunkt, der sich in 
einem Inertialsystem geradlinig und gleichfarmig bewegt, in bezug 
auf ein relativ zu diesem Inertialsystem rotierendes Koordinaten­
system keine geradlinige Bahn beschreibt. Die in der Geophysik 

1 ISAAC NEWTON, englischer lVIathematiker und Physiker, 1643-]727. 
2 GALILEO GALILEI, italienischer Naturforscher, 1564-1642. 
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gebrauchlichen, mit der rotierenden Erde fix verbundenen Ko­
ordinatensysteme sind also keine Inertialsysteme. 

Unterliegt der frei bewegliche Massenpunkt der Einwirkung 
einer Kraft 

(87) S't _ K x , K y, K z, 

so besagt das 2. NEWToNsche Bewegungsaxiom: Die Beschleuni­
gung ist der wirkenden Kraft proportional und erfolgt in Hichtung 
der Kraft; der Proportionalitatsfaktor ist die reziproke Masse, also 

1 
1J = - sr, d. h. nach Gl. (84): 

m 

(88) 
dl.l 

m --- = St' 
d t ' 

oder in Komponentendarstellung: 
d v,: K d Vy d Vz 

(89) ma:t= x, m(ft=Ky, m(ft=Kz, 

bzw. 

(90) 

sind mathematische Fassungen des 2. NEWToNschen Bewegungs­
axioms. sr kann eine Funktion von x, y, z, t sein; die Integration 
des Systems (90) liefert 6 Integrationskonstanten, die durch die 
Anfangsbedingungen fUr x (0), y (0), z (0), Vx (0), V1f (0), Vz (0) zu 
bestimmen sind. 

2. Bewegungsgleichungen der Punktdynamik, bezogen aui ein 
rotierendes Koordinatensystem. 

Die Rotation eines Koordinatensystems wird durch einen Dreh­
vektor \1J beschrieben, dessen Richtung mit der momentanen Ro­
tationsachse derart zusammenfallt, daB die Drehung des Systems 
von der Spitze von \1J aus gesehen als Rechtsdrehung (vgl. S. 20) 
erscheint, und dessen absoluter Betrag I\1JI = w mit der Winkel­
geschwindigkeit der Drehung urn diese Achse iibereinstimmt. Bei 
einem mit der rotierenden Erde fix verbundenen Koordinaten­
system hat \1J die Richtung der Erdachse und weist zum nordlichen 
Himmelspol, da dann die W est-Ost-Rotation der Erde eine Rechts­
drehung im Sinne der S. 20 gegebenen Definition darstellt. Der 
Absolutbetrag von \1J ist 

(91) 1\1J[ = w = ~~ = 7 292'10-5 sec-I. Sterntag , 

Die kraftefreie Bewegung eines Massenpunktes wird im rotierenden 
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Koordinatensystem an Stelle der fUr ein Inertialsystem geltenden 
Gleichung (86) durch die Gleichung 

d\.1 
(92) m([t =.3 + 2 m [lJ, \1)] 

beschrieben, in der .3 die durch die Rotation bedingte Zentrifugal­
kraft und 2 m [tJ, \1)] die ablenkende Kraft der Erdrotation oder 
Corioliskraftl bedeutet, die fur jeden relativ zum rotierenden 
System bewegten Massenpunkt auf tritt, denn iJ bedeutet in (92) die 
Geschwindigkeit relativ zum rotierenden System. Hat der Dreh­
vektor \1) im rotierenden System die Komponenten Wx, Wy, Wz, so 
ist die Komponentendarstellung des Vektorprodukts [iJ, \1)]: 

(93) 
f [iJ, \1)]x = Vy Wz - Vz W y , 

1 [iJ, \1)]y = Vz Wx - Vx Wz, 

[tJ, \1)]z = Va: Wy - Vy wx. 

Unterliegt der Massenpunkt noch der Attraktion Il{ des Brdkorpers, 
so ist die Bewegungsgleichung (92) folgendermaBen zu erweitern: 

(94) m ~~ = 12{ + .3 + 2 m [tJ, \1)], 

in der ill = ill + B das Gewicht, d. h. die mit der Masse m multi­
pIizierte Schwerebeschleunigung 9 bedeutet: ill =m g. Die Gl. (94) 
kann daher auch 

(95) 
du 
([t = 9 + 2 [lJ, \1)] 

geschrieben werden; der Term 2 [iJ, \1)] heiBt CorioIisbeschleuni­
gung. Da die Schwerebeschleunigung als Gradient eines Potentials, 
des Schwerepotentials (]J darstellbar ist: 
(96) 9 = - grad (]J, 

oder in Komponentendarstellung: 
at[> at[> atP 

(97) gx = - ax' gy =. a y , gz = - ~, 

kann die Gl. (95) auch auf die Form 

(98) g~ = - grad (]J + 2 [ll, \0], 

oder in Komponentendarstellung: 

( d Vx a t[> 
dt = - ax + 2 (wz Vy - Wy v z), 

Idvy at[> I dt = - ... ay + 2 (wx Vz - W z vx), 

I d Vz a t[> l at = - a i- + 2 (Wy Vx - OJx v y ), 

(99) 

1 GASPARD GUSTAVE CORIOLIS, franzosischer Mathematiker (1792-1843). 
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gebracht werden. Geben wir dem mit der Erde fix verbundenen 
Kartesischen Koordinatensystem die folgende Orientierung, wobei 
der Nullpunkt mit einem Punkt auf der Erdoberflache in der geo­
graphischen Breite cp zusammenfallen mage: x-Achse gegen Osten 
(tangential zum Breitenkreis), y-Achse gegen Norden (tangential 
zum Meridian), z-Achse vertikal, so hat ttl die Komponenten 

Wa; =0, Wy =wcoscp, W z =wsincp, 
und die Bewegungsgleichungen (99) nehmen die Form an: 

r d Va; alP. a:t = - ax + 2 w sm cp Vy - 2 w cos cp VZ , 

Jdvy alP . 'l a:t = - a y - 2 w sm cp Va; , 

d Vz a IP 
dT- = - () z + 2 w cos cp Va; . 

(100) 

GemaB Definition des Vektorprodukts ist die Coriolisbeschleuni­
gung 2 [tl, ttl] senkrecht zu tl und ttl, d. h. es verschwinden die 
skalaren Produk te 
(101) 
und 
(102) 

2 [tJ, ttl] ttl = 0 

2 [IJ, 1'0] tJ = 0 . 

Die Gl. (101) driickt aus, daB die Coriolisbeschleunigung in 
eine Breitenkrei8ebene fallt, wahrend Gl. (102) besagt, daB aus der 
ablenkenden Kraft der Erdrotation keine Arbeit gewonnen werden 
kann. Skalare Multiplikation der Gl. (98) mit tJ ergibt mit Riick­
sicht auf Gl. (102): 

(103) du d (V2) 
U dt = d t 2 = - tJ grad <P, 

worin V = Vt1" -= Vv; + '/,.; + v~ den Absolutbetrag von tl }:ledeutet. 
Enthalt <P die Zeit nicht explizit (kon8ervative8 SY8tem) , also 
(104) <P = <P (x, y, z), 

(<P = <P (x, y, z, t) ergibt ein nichtkonservative8 System), so ist 

dIP alPdx alPdy alPdz 
(105) dt = a x dt + aydt +a-zdt =tJ grad <P, 

und aua Gl. (103) folgt 

oder auch 

(106) 
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d. h. die Summe der kinetischen Energie m ~ und der potentiellen 

Energie m (/J des Massenpunktes bleibt bei der Bewegung konstant 
(Energiesatz). 

3. Bewegungsgleichung eines Elektrons im 
elektromagnetischen Feld. 

Der Massenpunkt be sitze eine elektrische Ladung e; in einem 
elektrischen Feld mit der Feldstarke 

~_Ex, E y, Ez 
unterliegt dann 'der Massenpunkt einer Kraft 

(107) Sf = e 0;. 

Sindkeine weiterenKrafte vorhanden oder etwa vorhandene andere 
Krafte (SClhwere) zu vernachlassigen, so lautet die Bewegungs­
gleichung in einem 1nertialsystem nach (88) und (107): 

db 
(108) m[[t = e ~ 

1st noch ein magnetisches Feld mit der Feldstarke 

~_Hx, H y, Hz 
vorhanden, so unterliegt infolge der Bewegung der elektrisch ge­
ladene Massenpunkt noch der pouderomotorischen Kraft 

(109) : [0, ~] 

(c = Lichtgeschwindigkeit.) und die Bewegungsgleichung (108) ist in 

(llO) db . ( 1 ) mdt = eO; + C [0, ~] 

zu erweitern; die auf der rechten Seite stehende Gesamtkraft heiBt 
Lorentzkraftl. Es muB bemerkt werden, daB die vorstehende 
Gleichung insofern nicht streng richtig ist, als die bei groBen Ge­
schwindigkeiten merkbar werdende Massenveranderlichkeit einer­
seits, sowie andererseits die Riickwirkung des durch die beschleu­
nigte Bewegnng der elektrischen Ladung erzeugten elektromagne­
tischen Feldes auf die Ladung selbst nicht beriicksichtigt ist, denn 
die in Gl. (llO) auftretenden Felder ~ und ~ sind gegebene (aufge­
pragte) Felder. Doch geniigt die Gl. (llO) fiir geophysikalische 
Anwendnngen, beispielsweise zur Untersuchung der Beeinflussung 
der Ausbreitung elektrischer Wellen durch ionisierte Schichten der 
hOchsten Atmosphare (lonosphare). 

1 HENDRIE: ANTOON LORENTZ, niederlandischer Physiker, 1853-1928. 
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Die Komponentendarstellung der Vektorgleichung (1l0) lautet: 

r d v;; _ fE 1 l 
mIt - e I x + c (Hz Vy - Hy vz) f' 

J d Vy J 1 \ 
(Ill) ) mIT =e)Ey +c(Hx vz-Hz Vx)" 

l m ddV; = e {Ez + ~ (Hy Vx - Hx vy)). 

Sind in einem gewissen Feldbereich die Komponenten der ma­
gnetischen Feldstarke samtlich konstant, so ist das Magnetfeld 
in diesem Bereich homogen und die Gleichungen (Ill) fUr die Bewe­
gung eines elektrisch geladenen Massenpunktes in einem 1nertial­
system sind mit den Bewegungsgleichungen fUr einen ungeladenen 
Massenpunkt relativ zu einem mit konstanter Winkelgeschwindig­
keit ttl rotierenden System (vgl. S. 23) mathematisch aquivalent. 

Beziehen wir die Gl. (1l0) auf ein rotierendes Koordinaten­
system, dessen Rotation durch einen Drehvektor f fx, fy, fz zu 
beschreiben ist, so ist entsprechend dem Ubergang von (86) zu (92) 
die Gleicbung (1 10) auf derrechten Seitedurcb die durch die Rotation 
des Systems bedingte Zentrifugalkraft 3 und die durch die Bewegung 
relativ zum rotierenden System bedingte Corioliskraft 2 m [\.J, fJ zu 
erweitern: 

dtJ . . 1 ) 
(1l2) m(ft = e( ~ + c [\.J, $)] + 3 + 2 m [\.J, fJ· 

1st ein. elektriscbes Feld relativ zum rotierenden System nicbt vor­
banden: ~ = 0, so wird 

dtJ 3 2 I . e~l (U3) m dt = + m ell, T + 2 me . 

Wablt man T so, daB 

·+~=O T 2me 

wird, d. b. prazessiert das rotierende System mit del' Winkel­
geschwindigkeit 

(1l4) 
_ e ~ 
i=---2me 

um die Ricbtung des magnetischen Feldes $), so unterliegt der 
elektrisch geladene Massenpunkt in diesem System nicht mehr einer 
ponderomotorisr,hen Einwirkung durch das Magnetfeld, da 

[ e~]_ 
\.J, f +2mc =0, 

welcher Satz als LARMoR-Theorem! bekannt ist. 

1 Sir JOSEPH LARMOR, englischer Mathematiker und Physiker, geb. 1857. 



Schwingungsgleichungen. 27 

4. Schwingungsgleichungen. 
Wenn der zeitliche Verlauf einer physikalischen GroBe I = I (t) 

durch eine Gleichung der Form 

(115) I (t) = M + A sin (~; t + B) 
gegeben ist, so schwankt die GroBe I zwischen dem Maximal­
wert M + A und dem Minimalwert M - A period1".sch mit der 
Periode T, denn es ist 

I(t) =/(t + nT) (n = 0, 1,2 ... ) 

und man sagt, I (t) vollfiihrt erne harmonische Schwingung mit der 
Schwingungsda?ier T urn den Mittelwert M: 

n'J.l 

M = nIT J I (t) d t = r 
" 

Die Abweichung vom Mittelwert I (t) - I = 1p (t) vollfiihrt gemaB 

(116) 1p (t) = A sin (2;:t + B) 
auch erne harmonische Schwingung mit derselben Schwrngungs­
dauer T urn den Mittelwert Null. A heiBt die Amplitude der 

Schwingung, das Argument (2; t + B) die Phase, B die Phasen­

konstante, ~I = l/TdieFrequenzoderSchwingungszahlundroo =2n/T 
die Kreislrequenz. Schreiben wil' fiir GJ. (116) 

(117) 1p = A sin (roo t + B), 

bilden 

d2 1j! 2 A . ( B) d t2 = - roo sm roo t + 
und substituieren hierin G1. (117), so folgt die Schwingungsgleichung 

d2 'ljJ 
(ll8) dt2+ro~1p=0. 

Das allgemeine Integral diesel' Gleichung ist nach (49) und (50) 

(119) 1p = c1 cos (roo t) + c2 sin (roo t), 

und diese Gleichung ist mit (ll7) wegen 

sin (roo t + B) = sin B cos (roo t) + cos B sin (roo t) 
identisch, wenn 
(120) c1 = A sin B, c2 = A . cos B, 

d.h. die beiden willkiirlichen Integrationskonstanten C1 und c2 in (ll9) 
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bestimmen Amplitude und Phasenkonstante der Schwingung gemaB 
den aus (120) folgenden Gleichungen 

(121) A = l/c~ +-c~ , B = arctg (~~). 

Del' Koeffizient co~ in del' Schwingungsgleichung(llS) bedeutet 
physikalisch das Quadrat del' Kreisfrequenz und ermoglicht sofort 
die Bestimmung del' Schwingungsdauer. Liegt beispielsweise die 
Bewegungsgleichung eines mathematischen Pendels in del' Form 

d2 1jJ g 
(122) d t2 +T'IJ' = ° 
VOl', die fUr kleine Winkelabweichungen 'IJ' von del' Gleichgewichts­
lage gilt und in del' l die Pendellange und g den Absolutbetrag del' 
Schwerebeschleunigung bedeutet, so ergibt del' Vergleich mit 
Gl. (llS) 

also wegen COo = 2 niT: 

(123) 

Schwingungsgleichungen vom Typus (llS) beschreiben freie 
Schwingungen; die Kreisfrequenzcoo (bzw. die Frequenz 'V = oJo/2n) 
freier Schwingungen wird auch Eigenfrequenz genannt. 

Setzen wir in den Bewegungsgleichungen (9) fUr einen Massen­
punkt 

(124) Kx=-kx, Ky=O, Kz=O, 

und verstehen unter x die Abweichung des Massenpunktes von 
seiner Gleichgewichtslage x = 0, so bedeutet Gl. (124), daB del' 
Massenpunkt einer del' Entfernung x proportionalen Kraft in del' 
x-Richtung unterliegt, wenn k eine positive Konstante (Kraft pro 
Langeneinheit) bedeutet, und die Bewegungsgleichung wird nach 
Gl. (90) und (124): 

d2 x 
m ({fI. = - kx, 

odeI' 

(125) 

woraus wir sofort schlieBen konnen, daB del' Massenpunkt eine 
harmonische Schwingung mit del' Kreisfrequenz 

(126) 11k 
co = /--o 'm 
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urn die Gleichsgewichtlage vollfiihrt: 

(127) x = A sin (wo t + B) 

Bilden wir aus G1. (125) durch Multiplikation mit ~ ~ = Vx die 

Gleichung 
dvx k d x 

Vx de + m x di = 0, 
so folgt daraus 

(128) :t (m 'O~2 + k~ )= 0 

als Form des Energiesatzes, wobei 
m· 'Ox2 

E kin = -2-
die kinetische und 

x, 
E pot = k2 

die potentielle Energie bedeutet. Bilden wir die Mittelwerte beider 
Energieformen fur eine Periode: 

llnd 

T - IJ Ekin = T Ekin d t 
o 

T 

E pot = ~ J Epotdt . 
o 

Aus G1. (127) folgt zunachst 

Vx = Wo A cos (wo t + B), 
daher ist 

(129) 
- mA2 w 2 ~ 
Ekin = ~T-" . j cos2 (wo t + B) d t. 

o 

Fur E]1Ot folgt aus G1. (127) mit Rucksicht auf G1. (126) 
T T 

(130) Epot = ~2: . J sin2(wot + B)dt = ~2;5. J sin2 (wot + B) dt. 
o 0 

Nun ergeben die beiden Integrale 
T 

und 

J 1 = (cos2 (wo t + B) d t 
0' 

l' 

J 2 = JSin2 (wo t + B) d t 
o 
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den gleichen Wert: 

(131) 

delID es ist 
l' 

(132) J1 + J 2 =J d t = T 
() 

und 
:r 

(133) J1 - J 2 = J cos [2 (wo t + B)] d t = 0, 
o 

wobei von der elementaren trigonometrischen Formel 

(134) cos2 (wo t + B) - sin2 (wo t + B) = cos [2 (wo t + B)] 
Gebrauch gemacht wurde. Aus (132) und (133) folgt Gleichung 
(131) und damit: 

- A2 
Ekin = m4wo2, 

- A2 
EpOI = m 4 w2 , 

d. h. die Mittelwerte der kinetischen und potentiellen Energie 
stimmen iiberein. 

Vollzieht sich die Bewegung des Massenpunktes in einem wider­
stehenden Mittel, so ist eine die Bewegung hemmende Reibungs­
kraft Rx in Rechnung zu stellen; die Annahme, daB die Reibung 
der jeweiligen Geschwindigkeit des Massenpunktes proportional 
ist, fiihrt auf den Ansatz 

da; 
(135) R x =-2b·vx=-2b·-

d t' 

worin 2 b eine Reibungskonstante bedeutet (der Faktor 2 wurde 
aus ZweckillaBigkeitsgriinden eingefiihrt). Bei Einfiihrung del' 
Reibung ist die Bewegungsgleichung (125) in 

m d2 a; = __ k x _ 2 b '!~ 
, d t2 d t ' 

d.h. 
d' a; b d x k 

(136) rl t2 + 2 m dt+ m x = 0 

zu erweitern. Das allgemeine Integral von Gl. (136) ist durch 
b 

---- t 

(137) X = A e m sin (wo t + B) 
mit der Eigenfrequenz 

(l38) 
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gegeben. Durch zweimalige Differentation der aus (137) folgen­
den Gleichung 

b +-t 
X e m = A sin (wo t + B) 

erhalt man namlich 

d2 x b d X b2 + !!.- t . (IT> + 2 m at + m2) e m = ~ w~ A sm (wo t + B), 

wora u s mit R iicksich t auf (138) sofort die Gleic-hung (136) resultiert. 
Das allgemeine Integral (137) stellt eine gedampjte Schwingung 
mit zeitlich abnehmender Amplitude und einer gegeniiber der 
Eigenfrequenz (126) einer ungedampften Schwingung verklei­
nerten Eigenfrequenz (138), also vergrof3erten Schwingung8dauer 

(139) 
2n 

dar. Zwei im Abstand einer Periode aufeinanderfolgende Elonga­
tionen x (t) und x (t + T) sind nach G1. (137) durch 

b 
--t 

x (t) = A e m sin (wo t + B) 
-!!.-(t+ T) 

x (t + T) = A e m sin (wo t + B) 

gegeben, da Wo T = 2 :n;; das Verhaltnis beider Elongationen ist 
b 

x(t) +m T 

x (t+-p) = e 

Den natiirlichen Logarithmus (log) dieses Amplitudenverhalt­
nisses, also die GroBe 

x (t) b 
(140) logx(t+ T) = m T 

bezeichnet man seit GAUSS! als das logarithmi8che Dekrement der 
gedampften freien Schwingung, die somit durch die Anfangs­
amplitude A, die Eigenfrequenz Wo (138), die Phasenkonstante 
B und das logarithmische Dekrement (140) eindeutig charak­
terisiert ist. Die Bewegung wird nach G1. (138) aperiodisch, wenn 

(~)2 :;::: ~ , der Fall (!!..)2 = k heiBt aperiodi8cher Grenzjall. Da 
m - m m m 

im aperiodischen Grenzfall Wo = 0, reduziert sich Gl. (137) auf 
_!!'-t 

x = A sin B . e 1n 

1 KARL FRIEDRICH GAUSS, deutscher Mathematiker, 1777-1855. 
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welche Gleichung nicht mehr das allgemeine Integral der Diffe­
rentialgl. (136) darstellt, da A sin B = 0 1 nur eine willkiirliche 
Konstante bedeutet (vgl. S. 6). Man bestatigt aber sofort durch 
Differentiation, daB auch 

b 
--t 

X = O2 t e In 

ein partikulares Integral von Gl. (136) fiir ! = (! r ist, so daB 

--'>- t 
X = (01 + O2 t) e In 

das allgemeine Integral von Gl. (136) fiir den aperiodischen Grenz­
fall darstellt. 

Die Einwirkung auBerer Krarte, die mathematisch als Starungs­
funktionenJ (t) auf den rechten Seiten der Gleichungen fUr un­
gedampfte [Gl. (125)] bzw.gedampfteSchwingungen [Gl. (136)] dar­
zustellen sind, fUhrt zu erzwungenen Schwingungen; die Differential­
gleichungen erzwungener Schwingungen haben also die Form: 

d2 x k 
(141) at" + m x=J(t) 

(ungedampfte Schwingung) bzw. 

(1,12) :!3+ 2~dx . ~x =J(t) 
'" dt2 mdtTm 

(gedampfte Schwingung). Fiihren wir die entsprechenden Eigen­
frequenzen Wo nach den Gleichungen (126) bzw. (138) ein, so 
k6nnen die Gleichungen (14;1,142) wie folgt geschrieben werden: 

d2 x 
(14;3) dt2 +wgx=J(t), 

(ungedampfte Schwingung) bzw. 

d"x bdx (b2 ) (14;4;) ([t2 + 2 m at + m2 + w~ X = J (t) 

(gedampfte Schwingung). Wir betrachten zunachst die unge­
dampfte erzwungene Schwingung (14;3) unter der Annahme, daB 
die erregende Kraft J (t) periodisch ist: 

(14;5) J (t) = F cos (w t + H) , 

worin F die Amplitude, H die Phasenkonstante und w die Frequenz 
der erregenden Kraft bedeutet, von der wir zunachst annehmen, daB 
sie von der EigenJrequenz Wo verschieden sei: w 9= wo' Die dann 
aus (14;3) und (14;5) folgende Schwingungsgleichung 

a,. x 
(14;6) dt2 + w,; X = F cos (w t + H) 
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besitzt nach (36) und (39) das allgemeine Integral 

. cos (w t + H) 
(14:7) x = cl cos (wo t) + c2 sm (wo t) + (wE _(2) , 

das nach (120, 121) auch auf die Form 
P 

(148) x = A cos (wo t + B) + (w& _(2 ) ·cos (w t + H) 

gebracht werden ka1lll, worin das allgemeine Integral der zu 
Gl. (146) gehorenden homogenen Gleichung die freie Schwingung 
(Eiyenschwinyuny) 

(149) 
und 

Xl = A cos (wo t + B), 

(150) x = F cosi~!:+-_ Ii) 
2 (W~_W2)' 

ein partikulares Integral der inhomogenen Gl. (146), die erzwunyene 
Schwinyuny darstellt. Die durch (147) bzw. (148) dargestellte 
Schwingung ist fUr A =1= 0 im allgemeinen keine harmonische, und 
we1lll die Frequenzen Wo und W inkommensurabel sind, wiederholt 
sich ein Schwingungszustand uberhaupt nie wieder. 

Der }'all der Resonanz liegt vor, we1lll die Frequenz W der er­
regenden Kraft mit der Eigenfrequenz Wo ubereinstimmt : W = wo' 
Das partikulare Integral (150) verliert da1lll seinen Sinn und ist 
durch 

(151) 
p·t . 

x2 =2-· sm (wo t +H) 
wo 

zu ersetzen, welche Losung besagt, daB die Amplitude -2P •t im 
wo 

Resonanzfall linear mit der Zeit unbeschrankt wachst. DaB 
(151) ein partikulares Integral der inhomogenen Gleic,hung (146) 
fUr W = Wo darstellt, bestatigt man sofort durch Differentiation: 

d X2 P . p·t 
Tt=2W;;'sm(wot+H) + 2 'cos(wot+H) 

d2 x 2 P P 
di' =-fcos(wot+H) +zcos(wot+H) 

p·t 
- 2 Wo sin (wo t + H) , 

also 
d2 X 2 F ( I H) ., (it2 = ·cos lOot T -w~ x2 , 

in Ubereinstimmung mit (146) fUr w = woo 
Wir kehren wieder zum resonanzfreien Fall zuruck und geben 

der Gl. (148) durch Einfiihrung zweier neuer Konstanten a und b, 
Ertel, Operatorenrechnung. 3 
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definiert durch 

die folgende Form: 
x = a { cos (roo t + B) + cos (ro t + H) } 

+ b {cos (roo t + B) - cos (ro t + H)}. 
(152) 

Auf Grund der trigonometrischen Formeln 

cos ex + cos {J = 2 cos (IX ~ .8) cos (IX 2.8), 

R 2 . (IX +.8) . (IX - .8) cos ex - cos fJ = - sIn.~ SIn -2- , 

schreiben wir fUr G1. (152): 

153 x = 2acos ((wo_2 W)t + B 2 Hl' cos((Wo~ W) t + B~ H] 

( ) -2bsin ((wo2 W)t+ B 2 H].sin(((()o~W)t+B~Hl 
und haben damit die Schwingung als Superposition zweier modu­
lierter Schwingungen 

sl=2a'cos ((~o2 ~~)t+B 2 H].cos[(WotW)t+B~H] 
(154) [(W -W) B_H]. ((W + W) B+ Hl s2=-2b'sin _0_2- t +-2- 'sm ~ t + --2---

J 

dargestellt, bei denen sich die Amplituden von Schwingungen der 

mittleren Frequenz Wo ~ W periodisch mit der kleineren Modu-

lationsfreq'tfenz Wo 2 W andern (Schwebungen). 

~~/\f~~ U \/ 
Abb.2. Schwebuugeu. Welle 8, mit w, -1- w = 12, B = H = :re. 

wo-w 

Wir betrachten noch abschlieBend die durch eine periodisch 
wirkende Kraft hervorgerufenen Schwingungen eines gedampften 
Systems, die nach (142) und (145) durch die Differentialgleichung 

d 2 x b d x k 
(155) d t2 + 2 m dt + m X = F cos (w t + H) 

beschrieben werden. Das allgemeine Integral dieser Gleichung ist 
gleich der Summe x = Xl + x2 , worin Xl das allgemeine Integral 
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der (155) entsprechenden homogenen Gleichung (136) und X 2 ein 
partikulares Integral der inhomogenen Gleichung (155) darsteIlt. 

FUr xlfanden wirin (137), .~ > (~)2 vorausgesetzt: 
m m 

b 
--t 

Xl = A e m sin (wo t + B) 
mit der durch (138) gegebenen Eigenfrequenz wo·Fur x 2 

machen wir den Ansatz 
(156) X 2 = M cos (w t + N) 
mit noch zu bestimmenden Konstanten M und N. Es ist dann 

~"-:.2 = _ w2 M cos (w t + N) dP , 

bdx bwM. 2 - - = - 2 --' SIn (w t ..L N) m dt m I, 

k kM 
-X =-cos (wt + N), 
m m 

so daB die Gleichung (155) durch den Ansatz (156) befriedigt 
wird, wenn 

M (! - w2) • cos (w t + N) - 2 b :11-1 sin (w t + N) 

" = F cos (w t + H), 
welche Gleichung fUr aIle Werte von t bestehen muB, also auch fur 
t + N = 0 und t + N = nj2. 1m ersten Fall ergibt sich 

( 
k ' 

M m -w2 ) =F·cos (H -N), 

im zweiten: 

bwM (:n ') . -2-;yn:-. =Fcos 2+N-N=-F.Slll(H-N), 

so daB durch 

bzw 

(157) 

und 

(158) 

bw 
2-m 

tg(H-N) =-k--
--w2 
m 

F 

M = --;=1 I( C;==k ===c==.) 2==;:;:=:b' w' 
V m -w + 417i,2" 

3* 
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die Konstanten M und N des partikularen Integrals (156) be­
stimmt sind. Die Gl. (157) zeigt, daB zwischen der Phase der er­
regenden Kraft und der Phase del' erzwungenen Schwingung die 
Phasendifferenz 

(159) s = H - N = arctg ( k2 b: .)' 
--w 
.m 

besteht, die positiv oder negativ sein kann,je nachdem ~ ~ w2 ist; 
m 

die Gl. (158) gibt das Amplitudenverhaltnis 

M 1 
(160) a =- = . 

F V!(~_~.)2+4b2W2 r m m2 

zwischen erzwungener Schwingung und erregender Kraft. Die 
durch die periodiBche Kraft 

j (t) = F cos (w t + H) 

erzwungene Schwingung hat also die Form 

(161) x2=aFcos(wt+H-s), 
so daB durch 

_!'.-t 
(162) x = A e m sin (wo t + B) + a F cos (w t + H - 8) 

das allgemeine Integral der Differentialgleichung (155) gegeben 
ist. Die freie Schwingung Xl klingt im Verlauf der Zeit ab, es ist 
dann nach hinreichend langer Zeit nur noch die erzwungene 
Schwingung x2 (161) vorhanden. Deren Amplitude aF erreicht 
einen Maximalwert fUr eine bestimmte Frequenz Q der erregen­
den Kraft, die Resonanzjrequenz 

(163) Q =I/~ _ 2('~)2 
'In m' 

die sich aus der Bedingung 

(164) (}~) = 0 
w=Q 

leicht erl'echnen laBt. Ersichtlich ist die Resonanzjrequenz fJ nach 
Gl. (163) kleiner alB die durch Gl. (138) gegebene Eigenjrequenz Wo 

der freien Schwingung. 
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B. Partielle Differentialgleichungen. 
1. Potentialgleichnngen. 
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Nach dem NEWTONschen Gravitationsgesetz betragt die At­
traktionskraft zwischen einem Massenpunk.t mit der Masse rn und 
einer zweiten Masse M im Abstand r voneinander 

Mm 
(165) K = -f--1.2 , 

worin f = 6,66'10-8 g-l cm3 sec-2 die Gravitationskonstante be­
deutet und das negative Vorzeichen andeutet, daB die Kraft den 
Abstand r zu verkleinern sucht. Ruht die Masse JYI im Ursprung 
eines Kartesischen Koordinatensystems (x, y, z), so ist 

(166)r2 = x2 + y2 + Z2. 

Die Komponenten der Feldstarke, d. h. der auf einen Massenpunkt 
mit der Masse 1 wirkenden Kraft, sind durch 

K M x K' 
F", = +-cos(r,x) =-f2'-, Fy = + Mcos(r,y) m r r 

M Y I K M z =f2' -, Fz= ,-cos (r, z) = - f2'-
'r l' m l' r 

gegeben und ableitbar aus dem Gravitationspotential 

(167) V = _j M + const. 
r 

gemaB 

(168) F",=_o~ F =_o~ F =_~ ax' yay, z OZ 

oder kurz (zs, F"" F y, Fz) 

(169) zs, = - grad V. 
Mit Rucksicht auf die aus (166) folgenden GleichungelJ 

or x or y or z 
ox=r' (;y=-:;:-' a-Z=r 

bilden wir 

of,,, _ + 3fM x2 _f""11 
a x - 1'5 '1'3 ' 

oFy = + 3fM 2 _fll! 
a y r5 Y 1'3 , 

oFz = + 3fM Z2 -f~ a z r5 r3 ' 

und erhalten durch Addition 

(170) ~Fx +oFy +oFz __ O ax oy oz - . 
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oder in vektoranalytischer Schreibweise: 

(I71) div f\' = 0, 
welche Gleichung aufJerhalb der gravitierenden Massen gilt. Sub­
stitution von Gl. (168) in Gl. (170) ergibt die LAPLAoEsche Glei­
chung! 

a"v a"v a"V 
(172) a x" + a y" + a z" = 0, 

fUr welche auch die Bezeichnungsweise 

(173) LlV=O 
ublich ist, wobei 

a' a2 a2 

(174) Ll = a x' + a y' + a Z2 

als LAPLAOEScher Differentialopera,tor bezeichnet wird. Gleich­
bedeutend damit ist die aus (169) und (171) folgende Schreib­
weise 
(175) div grad V = o. 

Rotiert das Koordinatensystem mit der Winkelgeschwindig­
keit w.um die z-Achse, so hat fUr einen Punkt im Abstand j ;;2 + 'y2 
von der z-Achse die Zentrifugalbeschleunigung (,3 Z"" Zy, Zz) 
den Wert 

18: = W2'j/X2 + y2, 

und die Komponenten: 

I x y 
Z", = 81' -== =w2 ·x, Zy = 181-= =w2 .y, Vx2+ y' Vx" + y2 
Zz =0, 

die gemiW 

(176) 

d. h. 
(177) 8 =-grad W, 
aus dem (Zentrifugalbeschleunigungs-)Potential 

1 
(178) W = --2 W2 (x2 + y2) 

ableitbar sind, erfUllen die Gleichung 

(179) ?~"'- + azy + azz =2w2 
ax ay az ' 

oder in vektoranalytischer Schreibweise: 

(180) div 8 = 2 w2 . 

1 PIERRE SIMON DE LAPLACE, franzosischer Mathematiker und Astronom, 
1749-1827. 
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Die Substitution von (176) bzw. (177) in (179) bzw. (180) ergibt: 

(181) 

Fiir ein mit del' rotierenden Erde fix verbundenes Koordinaten­
system (x, y, z) bedeutet w die Winkelgeschwindigkeit del' Erd­
rotation, V das Gravitationspotential, V + w = rp das Schwere­
potential, aus dem die Schwerebeschleunigung 9 = gx, gy, gz gemaB 
den Gleichungen (96, 97) abzuleiten ist. Dieses Schwerepotential 
genugt, wie'man durch Addition von (172) und (181) findet, del' 
Differentialgleichung 
(182) Ll rp = - 2 w2 

fur jeden Punkt auf3erhalb gravitierender Massen. Es sei hierzu 
bemerkt, daB in del' Geophysik auch vielfach die Kraftfunktion 
1jJ = - rp + const., aus del' sich die Schwerebeschleunigung gemaB 

(183) 9 = + grad 1jJ, 

d.h. 

(184;) 

ableitet, als "Potential" bezeichnet wird; das so definierte Poten­
tial (= Kraftfunktion) genugt dann fUr jeden Punkt auBerhalb 
gravitierender Massen an Stelle von (182) del' Gleichung 

(185) Ll1jJ = 2 w2• 

Wir ziehen die Benutzung des Potentials rp an Stelle del' Kraft­
funktion"P deshalb VOl', weil rp mit del' potentiellen Energie pro 
Masseneinheit identisch ist (vgl. S. 24;). 

In del' Potentialtheorie ~ird gezeigt, daB fUr Punkte innerhalb 
gravitierender Massen die LAPLAcEsche Gleichung (172, 173) durch 

(186) Ll V = 4; nf e, 
zu ersetzen ist, worin e die Dichte del' Materie im betrachteten 
Punkt bedeutet; die Gl. (186) wird PorssoNsche Gleichung1 ge­
nannt. Die entsprechende Verallgemeinerung del' Differential­
gleichung (182) des Schwerepotentials fUr Punkte innerhalb gravi­
tierender Massen lautet 

(187) Ll rp =4nfe-2w2 
und heiBt verallgemeinerte POISsoN8che Gleichung; die entsprechende 
Gleichung fiir die Kraftfunktion 1jJ ist: 

Ll1jJ = -4;nfe + 2w2 • 

1 SIM)J:ON DENIS POISSON, franzosischer Physiker und Mathe matiker , 
1781-1840. 
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Die verallgemeinerte POISsoNsche Gleichung gestattet eine 
Anwendung beziiglich der Frage der Stabilitat rotierender Himmels­
korper. Wir benut2'en dazu den GAussschen Integralsatz, der das 
Raumintegral der Divergenz eines Vektors ~ in ein OberfIachen­
integral der Normalkomponente ~"des Vektors, erstreckt iiber die 
den Raum begrehzende Oberflache, transformiert: 

(ISS) Iff div ~dT =fflBnda 
(d l' = Raumelement, d a = Oberflachenelement, n = auBere 
Normale). Fiir l8 = grad lfJ nimmt der Integralsatz von GAUSS 
die Form an: 

(lS9) 

worin 
de]) an = grad" lfJ = n . grad lfJ, 

unter n den Einheitsvektor in Richtung der auBeren Normalen 
verstanden. 1st lfJ das Schwerepotential, so ist die Schwerebe­
schleunigung 9 = - grad lfJund n' grad lfJ = -n' 9 = -g cos (n, g) 
> 0, solange 9 zum Innern des Himmelskorpers gerichtet ist, da 
dann cos (n, g) = cos (IS00) = -I, wobei angenommen ist, daB 
die OberfIache eine NiveaufIache des Schwerepotentials dar­
stellt, auf welcher ja grad lfJ senkrecht steht. Es muB somit, wenn 
diese Bedingung ii berall auf der 0 berfIac he erfiillt ist, nach G1. (IS9) 
auch 

Iff LllfJd1'>O 
sein. Substituieren wir G1. (lS7) in diese Bedingung, bezeichnen 
mit M = fff e d l' und l' =Iff d T Masse und Volumen des Him­
melskorpers, so folgt 

oder 
(190) 

wenn em =M /1'die mittlereDichte desHimmelskorpers bedeutet. 1"01'­

mel(190) besagt, daB die Stabilitat eines rotierenden Himmelskor-
pers gewiihrleistet istfiir Rotationsgeschwindigkeiten (() < V 2 n f em 
und heiBt Stabilitalstheorem von POINCARl?.1. Fiir die Erde mit der 
mittleren Dichte em =5,52 gr cm-3 ist V'i,icfem = 15,2'10-4 sec-I, 
(() = 7 ,29 .10-5 sec-I. 

1 HENRI POINCARE, franzosischer Mathematiker und Physiker, 1854 
bis 1912. 
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2. Hydrodynamische Gleichungen. 
Wir betrachten hier nur ideale Fliissigkeiten, bei denen (im 

Gegensatz zu den ziihen Fliissigkeiten) das Gesetz des isotropen 
Drucks gilt, wonach der im Innern oder an der Begrenzung de.r 
stromenden Fliissigkeit auf ein Flachenelement wirkende Druck 
von der Richtungsorientierung des Flii.chenelements unabhangig 
ist. Es werden im folgenden die nachstehenden Bezeichnungen ver­
wendet: x, y, z = mit der rotierenden Erde fix verbundenes Kar­
tesisches Koordinatensystem, t = Zeit, p = p (x, y, z, t) = Druck, 
e = e (x, y, z, t) = Dichte, tJ = tJ (x, y, z, t) = Geschwindigkeits­
vektor mit den Komponenten Vx, vy , Vz • 

Die auf die Masseneinheit und auf ein rotierendes System be­
zogenen Bewegungsgleichungen der Punktdynamik (95) bzw. (98) 
sind flll' Fliissigkeitsbewegungen durch die Druckkraft pro Massen­
einheit zu erganzen, die durch 

1 
(191) --grad p 

e 
oder in Komponenten: 

lap lap lap 
-(iox' -(ioy' - Q OZ' (192) 

gegeben ist. In Richtung der inneren Normale eines zur Zeit t 
zwischendenKoordinatenxundx +dx, yundy + dy, z und z +dz 
liegenden Volumenelements d x d y d z mit der Masse e d x d y d z 
wirkt namlich an der Stelle x, y, z des Stromungsfeldes die Druck­
kraft p dy dz auf die zur x-Achse senkrechte Begrenzungsflache 
dy dz, hingegen wirkt an der Stelle x + dx, y, z auf die im Ab­
stand dx befindliche Begrenzungsflache dy dz die Druckkraft 

J op j 
- p (x + dx, y, z) dydz = -jP +a-xdxJdydz, 

wobei das Minuszeichen dadurch bedingt ist, daB fiir die Flache 
dy dz an der Stelle x + dx, y, z die innere Normale die Richtung 
der negativen x-Achse hat. Die resultierende Druckkraft in Rich­
tung der positiven x-Achse ist daher 

f 0\ a 
pdydz -jP +a~dxJdydz =-o~dxdydz, 

bezogen auf die Masse e dx dy dz, pro +z 

Masseneinheit also __ 1 ~ p. Inahnlicher e u x 
Weise findet man die y- und z-Kompo­
nente, und die Erganzung der Bewegungs­
gleichungen (98) bzw. (99) durch die 
Druckkraft (191) bzw. (192) ergibt die +x 

f . nd K d· b h Abb. 3. Zur Ableitung der Druck-au rot~ere e oor ~naten ezogenen y- krafte bei Fliissigkeitsbewegungen. 
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drodynamischen Bewegungsg1eichungen 

d tl 1 
(193) "dt= - grad ([> -e- grad p + 2 [D, ttl], 

bzw. 

fdVx =-~~-~~J!+2(w v -w v) I dt oX l20 X zy yz, 
) d Vy 0 ([> lop 
) crt = --ay- 12 fry + 2 (wx vz-wzvx), 

\dvz 0([> lap l crt = - (fZ-e-ifZ" + 2 (w y Vx -Wx v y ), 

(194) 

Die hierin auf den linken Seiten stehenden totalen Ableitungen 
d tl d V.t d Vy d Vz d . d"d 1 db' 11 D'ff dt crt' dt' dt wer en tn tVt ue 1e 0 er su stanlte e 1 e-

rentialquotienten genannt, da sie Anderungen einer Eigenschaft 
(hier z. B. D) desse1ben Tei1chens (nicht desselben Raumpunktes) 
bestimmen; ihre Umwandlung in partielle Differentialquotienten 
ist durch folgende Uberlegung moglich; Es sei "p = "p (x, y, z, t) 
eine hydrodynamische FeldgroBe, z. B. i.J, e usw.; fUr ein sich zur 
Zeit t am Orte x, y, Z befindendes Teilchen ist dort "P = "P (x, y, z, t) 
eine "Eigenschaft" des Teilchens. Betrachten wir nun die Feld­
groBe "P zur Zeit t + d t an einem benachbarten Ort x + d x, 
y + d y, z + d z, so ist dort V' (x + d x, y + d y, z + d z, t + d t), 
aber dieser Wert ist nur dann eine Eigenschaft desselben Teilchens, 
wenn dasselbe in der Zeit d t vom Ort x, y, z an den Ort x + d x, 
y + d y, z + d z gekommen ist, wenn also dx = Vx d t, d y = Vy d t, 
dz = Vz d t. Nun ist allgemein 

d =~'IJdt+01j!dx+o1j!d +~Jdz 
"P ot ax oy y OZ ' 

jur dasselbe Tei1chen gilt also 

(195) 

oder kiirzer 

(196) 

d1j! O'lJ 01j! o!p o'lJ - = - + Vx--- + v -- + v -dt ot ox Yoy zoz' 

d1j! 01j! -- = ~~- + (D grad) 1IJ dt ot ., 

womit die individuelle oder substantielle A.nderung : v: in einen 

loka1en Antei1 ~ ~ und einen konvektiven Anteil (D grad) "P zerlegt 

worden ist. Es ist also nach G1. (196) 

dtl otl 
"dt =a-t + (n grad) \J, 
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womit Gl. (193) in 

00 1 
(197) at + (0 grad) \.J = - grad (/J - (J grad p + 2 [0, to] 

mit der Komponentendarstellung 

j OVr + Vx 0 V.r + v, ?~ + v 0 v" = _ ~ _ ~ 0 p 
ot ox Yoy zoz ox (lOX 

+ 2 (WZvy - Wy vz), 
o Vy 0 Vy 0 Vy 0 Vy 0 cJ> lop 

(198) a-t+vxax;+VyC;y+vz oz =-ay-eoy I + 2 (wxvz -Wz v x), 

o Vz + Vx 0 Vz + V 0 Vz + v 0 Vz = _ ocJ> _~ 0 p 
ot ox Yoy zoz OZ (lOZ 

+ 2 (wyvx-WxVy), 
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iibergeht. Dieses sind die hydrodynamischen Bewegungsgleichungen 
in der sog. EULERschen Forml, die zur Bestimmung der flinf un­
bekamlten Funktionen tJ (- Vx, Vy, vz ), p und (j noch zwei weitere 
Gleichungen erfordern, namlich die hydrodynamische Konti­
nuitatsgleichung, welche die mathematische Fassung des Gesetzes 
der Erhaltung der Materie im Stromungsfeld darstellt, und eine 
thermodynamische Gleichung zwischen p und (j. 

Zwecks Ableitung der Kontinuitatsgleichung betrachten wir ein 
beliebiges, aber raumJestes Volumen T, das die Masse fff (j d T ent­
halt. Durch ein Oberflachenelement d a von T flieBt in der Zeit­
einheit die Masse «(j tJ)· n' d a = (j v II d a aus, wenn n den Einheits­
vektor in Richtung der aufJeren Normalen bedeutet. Der gesamte 
AusfluB durch die Oberflache ist also in der Zeiteinheit ff (j Vn d a 

und bedingt eine Massenabnahme - :t I II (j d 7: = -II I~ ; d7: im 

raumfesten Volumen 7:, so daB als AusdrtlCk der Erhaltung del' 
Materie die Gleichung 

- III~;d7: = II (jv l1 da 
bestehen muB, die durch Anwendung des Integralsatzes von 
GAUSS (vgl. S.40) auch 

- I I I ~-t d 7: = J I I div «(j \.J) d 7: 
odeI' 

J J J {~ I + div «(j \.J)} d T = 0 

1 LEONHARD EULER, deutscher Mathematiker und Physiker, 1707-1783. 
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geschrieben werden kann. Da diese Gleichung fiir ein beliebiges 
Volumen gilt, muB der Integrand selbst verschwinden: 

(199) ~; + div (e tI) = 0, 

welche Beziehung die Kontinuitatsgleichung in vektoranalytischer 
Form darstellt und in ausfiihrlicher Schreibweise also 

(200) ~e +~ev." +~~ +~evz = 0 at ox oy oz 
lautet. 

Mittels der Formel 

(201) div (e 11) = (tJ grad) e + e div tJ, 

oder in ausfiihrlicher Schreibweise: 

(202) ~evx +~evy + a I.! vz = vx?~ + va_I.! + v ~ ox oy oz ox Yoy zoz 
+ 0 (0 V.r, + ~1'y + ~'1!~') 

" a x a y a z ' 

erlaubt die Kontinuitatsgleichung (199) bzw. (200) auch folgende 
Darstellung: 

(203) 

bzw. 

(204) 

de d' 0 -_. + fl IV tJ = 
dt" ' 

~I.! + e (?~ + 0 v~ + o~) = 0 
dt ox oy OZ ' 

worin :; die su bstantielle oder individuelle Dichteiinderung be­

deutet. Verschwindet dieselbe: :; = 0, so andert sich die Dichte 

eines Teilchens bei der Bewegung nicht; derartige Fliissigkeiten 
heiBen inkompressibel, im Gegensatz zu den kompressiblen Fliissig-

keiten (z. B. Gase), bei denen ~; =1= O. Fiir inkomprcssible Fliissig­

keiten nimmt somit die Kontinuitatsgleichung (203) bzw. (204) 
die einfache Form an: 

(205) div tJ = 0, bzw. °ov; + 001'; + ~ :z = 0, 

und es liegen dann fiir inkompressible Fliissigkeiten in dem System 
(198) zusammen mit Gl. (205) vier Gleichungen zur Bestim­
mung der vier GroBen v"" xv, Vz und p var; fiir kompressible 
Fliissigkeiten liefert der 1. Hauptsatz der Thermodynamik eine 
weitere Gleichung zur Bestimmung von e. 
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Bezeichnet d Q eine infinitesimale, der Masseneinheit eines 
idealen Gases zugefiihrte Warmemenge, U = Co T + const. die 
innere Energie des idealen Gases (T = absolute Temperatur, 
Co = spezifische Warme bei konstantem Volumen), d W die vom 
Gasquantum infolge Volumenanderung geleistete Arbeit, so lautet 
derl. Hauptsatz der Thermodynamik: 

(206) d Q = Co d T + d W, 
in welcher Gleichung d Q und d W im aBgemeinen keine totalen 
Differentiale sind. Fiir ideale Gase und reversible Zustands­
anderungen ist die Gasarbeit durch 

(207) (
1 

d tV = P d V = p d'e-) 

gegeben, unter V = lie das spezifische Volumen (= Volumen der 
Masseneinheit) verstanden; dann nimmt Gl. (206) die Form 

(208) d Q = C1) d T + p d ( ~ ) 
an, wozu wir noch bemerken, daD aBe darin auftretenden Energie­
formen mit derselben MaDeinheit (erg oder cal) zu messen sind, 
wodurch sich die Anbringung eines Umrechnungsfaktors zwischen 
mechanischer und kalorischer Energie (mechanisches Warme­
aquivalent) eriibrigt. Wird aus Gl. (208) die Temperatur mittels 
der Zustandsgleichung idealer Gase 

(209) p = R T e 
(R = Gaskonstante) eliminiert, so folgtunterBenutzung der spezi­
fischen Warme bei konstantem Druck 

cp = Co + R, 
sowie des Verhaltnisses cplco = x, das fiir Luft (bzw. zweiatomige 
Gase) z. B. den Wert x = 1,40 hat, 

(210) d Q =_.~l~ ~ (d P - xdJI). 
(u~l)e P e 

Der wichtige Spezialfall d Q = 0 (adiabatischeZustandsanderungen) 
liefert hieraus die PorssoNsche Gleichung 

(211) ~ = (~)'" , 
Po ,eo 

worin Po und eo sich auf den Anfangszustand beziehen. In (198), 
(200) und (211) liegt dann ein System von fiinf Gleichungen zur 
Bestimmung der fiinf GroDen Vz, Vy, v z, p und e fiir den Spezialfall 
adiabatischer Zustandsanderungen vor. 

Bei der Losung hydrodynamischer Aufgaben sind fiir ideale 
Fliissigkeiten folgende Grenzbedingungen zu beachten: Grenzen 
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zwei verschiedene Fliissigkeiten (durch Indizes lund 2 gekenn­
zeichnet) mit del' beiderseits dauernd durch dieselben Fliissigkeits­
partikel gebildeten inneren Grenzflache F (x, y, z, t) = ° anein­
ander, so muB an del' Flache eine dyna'ln'ische GrenzJliichenbedingung 

(212) PI = P2 
(Stetigkeit des skalaren Drucks) und eine kine'lnatische GrenzJliWhen­
beding'l1,ng 

(213) (vnh = (Vn)2 
(Stetigkeit der N or'lnalko'lnponente der Geschwindigkeit) erfiillt wer­
den. FUr eine Jreie OberJliiche (iiber del' sich keine weitere Fliissig­
keit befindet), ist 

(214) P = ° 
zu setzen; an einer Jesten, ruhenden Begrenzung muB 

(215) Vn = ° 
sein, da dort die Fliissigkeitsbewegung nur tangential zur Begren­
zung erfolgen kann. 

Diehydrodynamischen Gleichungen (194) bzw. (198) erlaubenfiir 
geophysikalischeAnwendungen eine Vereinfachung, diedadurch be­
dingt ist, daB die in der Hydro- und Atmosphare auftretenden 
Vertikalbeschleunigungen gering sind und in erster Annaherung 
vernachlassigt werdendiirfen, die Vertikalkomponente der CORIOLIS­
Beschleunigung mit einbegr:ffen; auch der durch die Vertikal­
geschwindigkeit bedingte Anteil der CORIOLIs-Beschleunigung 
(- 2 w cos Cp'vz, vgl. S.24) ist zu vernachlassigen. Mit del' auf 
S.24 getroffenen Koordinatenwahl vereinfachen sich somit die 
hydrodynamischen Gleichungen (194) folgendermaBen, wobei noch 
zu beriicksichtigen ist, daB bei unserer Koordinatenwahl die 
Komponenten der Schwerebeschleunigung durch 

a(]) a(]) a(]) 
--ax-=O, --ay =0, -az =-g 

gegeben sind: 

(216) 
f d V,x I a p . - = - - - + 2 W Sln m V 

dt (! ax ' Y' 

1 d Vy I a p . 
CIT = - e By - 2 W sm cp Va;, 

und 

(217) ° =-g- ~ ~~. 
Die Gl. (217) heiBt statische Grundgleichung und findet in del' 

Meteorologie und Ozeanographie eine weitgehende Anwendung. 
Bei geringen Geschwindigkeiten und gering en raumlichen Ande-
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rungen derselben ist es zulassig, den nichtlinearen konvektiven 

A '1 (d) "b o\). d \) a\)+ ( d) nte! II gra iJ gegenu er at m dt = -?it iJ gra iJ zu ver-

nachlassigen, wodurch eine wesentliche Vereinfachungder Gleichun­
gen (216) eintritt: 

J a Vx lop . 
at = - e a x + 2 OJ sm qJ Vy , 

l OVy lop . 
1ft = - e a y - 2 OJ sm qJ vx, 

(218) 

welche Gleichungen fur inkompressible Flussigkeiten in bezug auf 
die zu bestimmenden GraBen linear sind. Von den raumlichen 
Anderungen der Geschwindigkeitskomponenten: 

J' ", a v-" a V,r 

ox Tii az 
a Vy a Vy a Vy I a, 

ay- az 
a Vz a Vz a Vz 

.0 x ay az 
uberwiegen groBenordnungsmaBig die Terme °ov: und;~ (also die 

vertikalen Anderungen der Horizontalkomponenten) bei den in der 
Atmosphare und im Ozean vorkommenden Bewegungen und be­
ding en zusammen mit der die Turbulenz charakterisierenden un­
regelmaBigen Durchmischung von Flussigkeitsquanten mit ver­
schiedenen Geschwindigkeiten das Auftreten einer horizontalen 
Schubspannung mit den Komponenten 

(219 T a v,; T ov~ 
) x=f.laz' y=f.laz· 

Hierin bedeutet f.l = f.l (x, y, z, t) eine von der Stabilitat des 
Massen- und Stromungsfeldes abhangige Funktion, die als Aus­
tauschkoeffizient (fUr den Impuls) oder als Turbulenzreibungs­
Koeffizient bezeichnet wird (Dimension: gr+1 cm~1 sec-I). Andert 
sich die Schubspannung mit der Hohe z, so wirken auf zwei hori­
zontale, den Abstand dz aufweisende Begrenzungsflachen dx dy 
eines Massenelements e dx dy dz nicht die gleichen Schubspan­
nungen, so daB deren Differenzen 

(T x + a 0;" dZ) dx dy - T x dx dy 

bzw. 

( T y + a o~y dZ) dx dy - T y dx dy 
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pro V olumeneinheit eine resultierende Kraft mit den Komponenten 

aT", bzw. aTy 

az az 
und pro M asseneinheit: 

1 () Tx 1 a Ty 
(220) Rx = eaz ' Ry = e a z ' 

zur Folge haben, die als Turbulenzreib~£ng bezeichnet wird und die 
nach G1. (219) durch die vertikalen Ableitungen der horizontalen 
Geschwindigkeitskomponenten folgendermaBen ausgedriickt wer­
den kann: 

(221) H~ = ~ aaz (.u aaV
:)' Ry = ~ a(}z(.u (}(}v:). 

In manchen Fallen ist es zulassig, .u als Konstante zu betrach­
ten, wodurch sich die Ausdriicke (221) vereinfachen: 

~2 (}2V 
(222) R -1!..-~ R -1!..-~ 

x - e a Z2' Y - e () Z2 • 

Das Verhaltnis 1!..- = v (cm2 sec-I) wird kinematische Zahigkeit ge­
e 

nannt. Es lauten dann die durch die Turbulenzreibung in der 
Form (222) erganzten Bewegungsgleichungen (218) : 

(223) Tt-2OJsmrpvy =-e C7X + v az2 ' I () v", . 1 () p ()" V;c 

a Vy. 1 () P (}2Vy 
-(}-t + 2 OJ sm rp V;c = - e ay + v ()Z2 , 

welche Gleichungen vielfache Anwendungen in der Ozeanographie 
und dynamischen Meteorologie finden. 1m Ozean ist .u von der 
GroBenordnung 1-10 gr cm-1 sec-I, in der Atmosphare 1-100 gr 
cm-1 sec-I. 

AbschlieBend erlautern wir noch einige Begriffe der Hydro­
dynamik: Ein stationares Stromungsfeld liegt vor, wenn die lokale 

zeitliche Anderung :t aller FeldgroBen verschwindet. Nur in einem 

stationaren Stromungsfeld fallen die Stromlinien, das sind Linien, 
die an jeder Stelle des Stromungsfeldes in Richtung des dort vor­
handenen. Geschwindigkeitsvektors verlaufen, mit den Trajektorien 
(Teilchenbahnen) zusammen. Die Stromung in einem Gebiet, wo 
an allen Punkten rot lJ =1= 0 ist, heiBt Wirbelstromung; rot iJ ist 
ein Vektor mit den Komponenten 

() Vz a Vy rotx lJ = -----
() y (}z ' 

(224) () V;c a vz 
roty iJ = -az-ax' 

a Vy () Vx rot iJ = -- - - - . z () x () y 
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Hingegen liegt eine PotentialstrOm'Ung fUr ein Gebiet vor, in welchem 
an allen Punkten rot tJ = 0 gilt; in diesem Fall kaml der Geschwin­
digkeitsvektor als Gradient einer skalaren Funktion, des Ge-
8chwindigkeitspotentials (H. v. HELMHOLTZ l ) dargesteIlt werden: 
(225) tJ = - grad "P, 
und es gilt der Satz, daB fur Bewegungen inkompressibler Flussig­
keiten, die aU8 dem Zustand der Ruhe heraus beginnen. stets ein 
Geschwindigkeitspotential existiert; fur kompressible Flussig­
keiten gilt dieser Satz nur dann, wenn fUr aIle Teilchen die Dichte (! 
allein eine Funktion des Druckes ist: (! = f (p), die fur alle Teilchen 
die gleiche sein mu{3. Derartige Fliissigkeiten heiBen barotrop (V. 
BJERKNES2) zum Unterschied von den baroklinen Flussigkeiten, 
bei denen die Funktionf noch Parameter enthiiJt, die von Teilchen 
zu Teilchen verschieden sind (z. B. die Temperatur). 

3. Elektrodynamische Gleichungen. 
Ein isotropes Dielektrikum ist in elektromagnetischer Hinsicht 

charakterisiert durch die Materialkonstanten 8 = Dielektrizitats­
konstante und fl = magnetische Permeabilitat, sowie durch die 
Vektoren '1: = dielektrische Verschiebung und 53 = magnetische 
Induktion, die mit der elektrischen Feldstarke (2 bzw. der magneti­
schen Feldstarke Sj durch die Gleichungen 
(226) 'l) = 8 (\;, 

(227) \8 = fl Sj, 
verknupft sind und den Bedingungen 
(228) div'l) = div (8 (2;) = 0, 
(229) div \8 = div (fl Sj) = 0, 
genugen, die das Fehlen von wahren elektrischen Ladungen und 
wahrem Magnetismus im isotropen Dielektrikum ausdrucken. 1m 
Vakuum sind 8 und fl gleich 1. Wahrend fUr aIle bekannten Sub­
stanzen 8 > 1 ist, kann fl auch < 1 sein (diamagnetische Korper). 

Nach der Theorie von MAXWELL3 ist die zeitliche Anderung der 
dielektrischen Verschiebung einem elektrischen Strom aquivalent 
(Verschiebungsstrorn) und mit dessen Magnetfeld durch die Glei­
chung 

(230) 
o(l; 

c rot Sj = 8-o t 
1 HERMANN VON HELMHOLTZ, deutscher Physiker und Physiologe, 1821 

bis 1894. 
2 VILHELM BJERKNES, norwegischer Physiker und Meteorologe, geb.1862. 
3 JAMES CLERK MAXWELL, englischer Physiker, 1831-1879. 

Ertel, Operatorenrechnung. 4 



50 Differentialgleichungen der mathematischen Physik. 

verkniipft .(c 
stellung 

(231) 

Lichtgeschwindigkeit), deren Komponentendar-

r 
c (~_Hz - 0 H y) = c 0 Ex 1 oy oz ot' 

C (00~X_Oo~Z)=8~0~Y, r 

I e (0 Hy _ 0 Hx\ = 8 ~ Ez 
ox oy) ot'J 

1. Tripel der lVIAXwELLSchen Gleichungen heif3t. 
Das FARADAYSche Induktionsgesetz1 findet nach FR. NEU­

MANN2 seinen mathematischen Ausdruck in der Gleichung (232) 

(232) t rc: 0 .n c ro ~ = - ,u of ' 

deren Komponentendarstellung 

( c (OEz _OE~) = _ oHx 1 
lOY oz flot'l 

(233) J c (0 Ex _ ~~Z') = _ Il 0 Hy l( 

1 oz ox {""ot' 

l c (~EY - 0 Ex) = _ fl 0 Hz JI oX oy ot' 
auch 2. Tripel der lVIAXwELLschen Gleichungen genannt wird. Die 
Gleichungen (230) bzw. (231), (232) bzw. (233) sowie die Gleichun­
gen (228) und (229), die fUr konstante Werte von 8 und fl die 
Formen 

(234) diva; = 0 d. h. 0 Ex + ~§!! +~ Ez = 0 , ox oy oz ' 
und 

(235) div Sj = 0, d. h. ~oH: + Oat + °o~z = 0 

annehmen, bilden das vollstandige System der MAxWELLschen 
Gleichungen fUr ein isotropes Dielektrikum (homogener Isolator). 

FUr leitende Substanzen mit der spezifischen Leitfahigkeit A und 
der wahren elektrischen Ladungsdichte e sind die Gleichungen 
(228) und (230) wie folgt zu erweitern: 

(236) div (8 (5;) = 4 n e , 

(237) 

1 MICHAEL FARADAY, englischer Physiker und Chemiker, 1791-1867. 
2 FRANZ ERNST NEUMANN, deutscher Physiker und Mineraloge, 1798 

bis 1895. 
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wahrend die Gleichungen (229) und (232) unverandert bestehen blei­
ben. Der Term A. (§; = fl'in Gl. (237) stellt die Leitl1ngsstromdichte 
(= Leitungsstrom pro Flacheneinheit senkrecht zum Strom) dar. Be­
steht der Strom nach Auffassung der Elektronentheorie in einem 
Konvektionsstrom elfilktrisch geladener und mit der Geschwindig­
keit i.1 im Vakuum (8 = Il = I) bewegter Korpuskeln, so ist u = en, 
und das System der e1ektromagnetischen Gleichungen nimmt nacb 
der Elektronentheorie die Form an: 

;7(r 
(238) c rot Sj = at + 4 n e i.1 , 

(239) 

(240) 
(241) 

;7~ c rot (§; = -- .-
;7 t ' 

div C:r = 4 n e , 
div Sj = 0 . 

Aus Gl. (238) folgt durch Divergenzbildung mit Rucksicht 
darauf, daB die Divergenz eines Vektors, der die Rotation eines 
anderen Vektors darstellt, identisch verschwindet: 
(242) div (rot Sj) = 0 , 
die Beziehung 

;7 div (r . 
-;7-t- + 4 n dlV (e tl) = 0 , 

die in Verbindung mit Gl. (240) die Kontinuitatsgleichung del' Elek­
trizitat 

(243) ~ ~ + div (e tl) = 0 

1iefert; die Geschwindigkeit i.1 ist mit 'i und Sj auch noch durch die 
auf S. 25 betrachtete Gleichung (1l0) verknupft. 

An der Grenzflache zweier homogener Isolatoren, die durch die 
Konstanten 9' Ill' bzw. 82, 1l2' charakterisiert sein mogen, sind fo1-
gende Grenzbedingungen zu berucksichtigen: 

I. Die zur Grenzflache tangentieUen Komponenten der elektri­
schen Feldstarke C:r sind stetig. 

2. Die zur Grenzflache tangentiellen Komponenten der magne­
tischen Feldstarke Sj sind stetig. 

Mit Hilfe des Systems der MAXWELLschen Gleichungen er­
geben sich aus vorstehenden zwei Bedingungen noch fo1gende Be­
dingungen fur die zur Grenzflache normalen Komponenten der 
dielektrischen Verschiebung SD und magnetischen Induktion lB, 
falls auf der Grenzflache keine wahren Flachenladungen vorhanden 
sind: 

3. Die N ormalkomponente der dielektrischen Verschiebung ist 
stetig. 

4* 
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4. Die Normalkomponente der magnetischen Indulction ist stetig. 
1st die x, y-Ebene eines Kartesischen Koordinatensystems die 

Grenzflache, so lauten die Bedingungen 1 bis 4: 

1. (Exh = (EX)2' (Eyh = (EY}2 , 

2. (HX)l = (HX}2' (Hyh = (HY}2' 
3. 81 (Ezh = 82 (EZ}2 , 

4. III (Hzh = fl2 (HZ}2 . 

Von diesen sechs Gleichungen (Bedingungen) sind jedoch, wie 
bemerkt, nur vier voneinander unabhiingig, da sich aus diesen die 
weiteren zwei Bedingungen mit Hilfe der MAXWELLS chen Gleichun­
gen ergeben. 

Wir benutzen nun die vektoranalytische Identitat 

(244) rot (rot ~) = grad (div j{5) - LI ~, 
von deren Richtigkeit man sich leicht durch Ausrechnung in Kom­
ponenten uberzeugt, und in der LI den LAPLACESchen Differential­
operator (vgl. S. 38) bedeutet, zur Ableitung von Wellengleichun­
gen aus dem System der MAXwELLschen Gleichungen fur Isola­
toren. Multiplizieren wir Gl. (230) mit fl und differentiieren partiell 
nach t, so folgt zunachst 

8 fl ~2 t? = c rot (fl ~~) • 

Substituieren wir hierin Gl. (232), so resultiert 
a2 !:r 

8 fl at" = - c2 rot (rot a:) , 

woraus mit Rucksicht auf Gl. (244) 

8 fl ~ t~ = c2 LI ~ - c2 grad (div C¥) 

und wegen Gl. (234) 

(245) 

folgt. Durch eine analoge Rechnung kann man fUr ~ die Diffe­
rentialgleichung 

(246) 

erhalten. Diese Gleichungen stellen WellengleicMtngen fUr die 
Ausbreitung der elektrischen und magnetischen Feldstarke in 
homogenen Isolatoren dar. Zur leichteren Diskussion derselben 
betrachten wir z. B. von Gl. (245) nur die z-Komponente: 

e p, a2 Ez 
C2 ----aiF = LI E z , 
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und nehmen ferner an, daB E z von y und z nicht abhangt, d. h. 
daB Ex in allen Punkten einer zur y,z-Koordinatenebene parallelen 
Ebene den gleichen Wert hat (ebene Welle): 

e'" o· Ez o· Ez 
(247) C2 ~ 0 x' . 

Diese Gleichung ist vom Typus der S. 11 betrachteten einfachen 
Wellengleichung (42) mit dem allgemeinen Integral (43): 

(248) Ez = WI (x + at) + W2 (x - at), 
wobei WI> W2 zwei willkiirliche Funktionen bedeuten und a nach 
Gl. (247) und (42) den Wert 

c 
(249) a =-

]I e '" 
hat. Physikalisch bedeuteta die Forlpflanzungsgeschwindigkeit der 
Welle, denn betrachten wir z. B. das partikulare Integral 

Ez = W2 (x- at), 
so behalt Ez einen konstanten Wert, wenn x - at = const., d. h. 
Ez hat einen und denselben Wert fur aIle die Orte (x) und Zeiten (t), 
die durch x - at = const. miteinander verknupft sind, so daB 
sich die Welle ohne Deformation mit der Geschwindigkeit 

dx 
at =a 

in Richtung der positiven x-Achse ausbreitet. Entsprechend gibt 
WI (x + at) eine Ausbreitung mit der Geschwindigkeit 

dx at =-a, 

d. h. mit gleichem Absolutbetrag in Richtung der negativen 
x-Achse. Die elektrische Feldstarke breitet sich also in einem 
homogenen Isolator mit der durch Gl. (249) gegebenen Geschwin­
digkeit aus, im Vakuum (8 = fJ, = 1), also mit der Geschwindigkeit 
(250) a=c, 
d. h. mit Lichtgeschwindigkeit (Vakuumlichtgeschwindigkeit). 
Analog kann der Nachweis fUr die gleiche Ausbreitungsgeschwin­
digkeit der magnetischen Feldstarke gefUhrt werden (Elektro­
magnetische Lichttheorie). 

4. Die Differentialgleichungen tIer Ausgleichsvorgange. 
Von ganz anderer Art als die im vorhergehenden Kapitel be­

trachtete wellenformige Ausbreitung der elektrischen und magneti­
schen Feldstarke in Isolatoren sind die quasistationaren Ausbrei­
tungserscheinungen in elektrischen Leitern. Quasistationar im 
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Sinne der Elektrodynamik heiBt ein Vorgang, der so lang sam er­

folgt, daB der Term e 00 ~ in G1. (237) gegeniiber dem Leitungs­

stromterm 4:n; it Q; vernachlassigt werden kann, so daB die G1: (237) 
sich auf 
(251) c rot ~ = 4 :n; it Q; 
reduziert. V oraussetzung fiir die Z ulassigkeit einer quasistationaren 
Betrachtungsweise ist, daB die Lange des Stromleiters als hin­
reichend klein gegeniiber der Wellenlange betrachtet werden kann. 
Multipliziert man G1. (251) mit fl und differentiiert partiell na,ch t, 
so folgt zunachst: 

o@: (' o~) 4 :n; it fl ot = c rot fl (){ , 

und Substitution von G1. (232) ergibt weiter: 

4nA,u o<f = --rot (rot~) 
c' 0 t ' 

woraus nach G1. (244) 

4n~,u 0o@:=LlQ;-grad(divQ;) 
c t 

folgt. Enthalt der Leiter keine wahre elektrische Ladung und ist 
seine Dielektrizitatskonstante konstant, so ist nach G1. (236) 
div Q; = 0 und daher 

(252) 

mit 
c' (253) a2 = -- . 

4nA,u 

Die G1. (252), die z. B. fiir die Theorie der durch erdmagnetische 
Variationen induzierten Erdstrome Bedeutung hat, ist von der 
Wellengleichung (245) grundverschieden. In der Wellengleichung 
geht die Zeit quadratisch ein; vertauscht man darin also t mit -t, 
so bleibt sie ungeandert, welcher Umstand in physikalischer Hin­
sicht die Darstellung eines umkehrbaren (reversiblen) Vorgangs be­
deutet, wahrend die Differentialgleichung (252) einen nichtum­
kehrbaren (irreversiblen) Vorgang beschreibt, durch den im Ver­
laufe derZeit ein Ausgleich vorhandener Unterschiede eintritt. 

Warmeleitung und Diffusion sind klassische Beispiele fiir Aus­
gleichsvorgange. Die Theorie der Warmeleitung basiert auf der 
von FOURIERl eingefiihrten Annahme, daB in einem isotropen 

1 JEAN BAPTISTE JOSEPH FOURIER, franzosischer Mathematiker, 1772 
bis 1837. 
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Korper, dessen Teile ungleiche Temperatur (T) aufweisen, ein 
Warmestrom 15 in Richtung des Temperaturgefalies - grad T 
flieBt, del' auf die ~u grad T senkrechte Flacheneinheit bezogen 
durch 
(254) 15 = -lgrad T 
gegeben ist, in welchem Ansatz l eine (u. U. temperaturabhangige) 
Materialkonstante, die W iirmeleitfiihigkeit bedeutet; 121 steUt also 
die in del' Zeiteinheit durch eine zu grad T senkrechte Flachen-. 
einheit hindurchtretende Warmemenge dar (Warmestromdichte). 
1st T ein beliebiges, die Masse 111 edT enthaltendes Volumen mit 
del' Oberflache a, so ist die in T enthaltene Warmemenge gleich 
[11 c e T d T, worin c die spezifische Warme und e die Dichte del' 
Substanz darstelit, und die Abnahme diesel' Warmemenge in del' 
Zeiteinheit: 

-;JII ce TdT =- III ce ~oidT, 
muB dem durch die Oberflache a austretenden Warmestrom (n = 
auBere Nol'male) 

11 n 6 d a = - III grad" T d a 
gleich sein, sofel'll es sich um einen festen Korper handelt, bei dem 
ein zusatzlichel' konvektiver WiirmefluB nicht auftreten kann. Es 
muB somit die Gleichung 

I I Ice 00 ~ d T = II l gl'adn T d a 
bestehen, die mit Hilfe des Integl'alsatzes von GAUSS (vgl. S. 40) 
auch 

I I Ice 00 ~ d T = I I I div (l grad T) d r 
geschl'ieben werden kann und aus del' 

(255) 00 ~ = :e div (l grad T) 

folgt, da das Volumen T ganz beliebig war. 1st die Warmeleit­
fahigkeitl konstant (homogener isotl'oper Korper), so wird wegen 
div (grad T) = LI T: 

(256) 

wol'in 

o T _ 2 A T at-a LJ , 

a2 = ~ ce 
eine neue Konstante, die Temperaturleitfiihigkeit bedeutet (Dimen­
sion von a2 : cm2 sec-I). 
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Die G1. (256) hat die Form der G1. (252) und heiBt Differential 
gleichung der Wiirmeleitung (in isotropen festen Korpern). Wenn 
die Temperatur nur von einer Koordinate (x) abhangt, spricht man 
von eindimensionaler Warmeleitung, deren Differentialgleichung 
nach (256) also 

(257) 

lautet. Ist aa ~ = 0, so liegt ein stationiires Temperaturfeld vor, 

fUr das nach G1. (256) die LAPLAcEsehe Gleiehung 

Ll T =0 
gilt. 

Zur eindeutigen Bestimmung des Temperaturfeldes und seiner 
zeitliehen Anderungen sind folgende Anfangs- und Grenzbedin­
gungen zu beaehten: 

Anfangsbedingung: Zur Zeit t = 0 muB das Temperaturfeld 
T(x, y, z, 0) = F (x, y,z) des betrachtetenKorpersvorgegebensein. 

Grenzbedingungen: An der Oberfliiche des betraehteten Korpers 
muB fUr aIle Zeiten die Temperatur T, oder deren Normalableitung 

~ ~, oder eine lineareKombination beider GroBen vorgegeben sein. 

An einer inneren Begrenzungsfliiche, die zwei homogene isotrope 
Korper mit den Warmeleitfahigkeiten Al bzw. A2 trennt, muB 

(258) T1 = T2 
und 

(259) Al (~~) 1 = A2 (~~)2 
sein; G1. (258) druckt die Stetigkeit der Temperatur, G1. (259) die 
der Normalkomponente des Warmestroms aus. 

Bei der Diffusion entsprieht der Warmestromdiehte (254) 
eine dem Gefalle der Konzentration - grad K (Dimension der 
Konzentration K:gr em-3) proportionale Konzentrationsstrom­
diehte, und die der Differentialgleichung (256) analoge Diffusions­
gleichung (FIOK1) enthalt an Stelle der Temperaturleitfahigkeit a2 

den Diffusionskoeffizienten J2: 
(260) a K =f2 Ll K at· 

Fur die Warmeleitung in stromenden inkompressiblen idealen 
Fliissigkeiten (tJ = Gesehwindigkeitsvektor) gilt an Stelle von 
GI. (256) die Gleiehung 

dT aT 
(261) at = (ft + (tJ grad) T = a2 Ll T, 

1 ADOLF FICK, deutscher Physiologe, 1829-1901. 



Die Differentialgleichungen der Ausgleichsvorgange. 57 

die noch den konvektiven Anteil (lJ grad) T enthalt; fUr kom­
pre88ible (ideale) FlU88igke'iten tritt hierzu noch ein der Kompressi­
bilitat Rechnung tragender Term 

a1v p :t (~) = (u -1) T div (lJ), (u = cplcv ) 

so daB die Warmeleitungsgleichung 

(262) aa ~ + (lJ grad) T + (u -1) T div (0) = a2 L1 T 

lautet, worin die Temperaturleitfahigkeit durch 
Ie 

(263) a2 =-
Q Cv 

gegeben ist. 
Bei der Behandlung von Warmeleitungsvorgangen in begrenzten 

Korpern ist es oft zweckmaBig, die Anfangsbedingung in Form 
einer trigonometrischen Reihe (FouRIERsche Reihe) vorzugeben. 
Es liege z. B. ein lineares Warmeleitungsproblem (257) fur das 
Intervall ° < x < 2 n mit den dazugehorigen Grenzbedingungen 
fUr x = ° und x = 2 n vor. Genugt die Anfangstemperatur 
T (x, 0) = J (x) den sog. DIRICHLETSchen BedingungenI, d. h. ist 
J (x) im Intervall (0,2 n) uberall eindeutig, endlich und integrier­
bar und weist J (x) ferner in dies em Bereich nul' eine endlicheAnzahl 
von Maxima und Minima sowie nur eine endliche Anzahl von Un­
stetigkeitsstellen auf, so gilt die Reihenentwicklung 

(264) 
100. 

J (x) = 2 ao + In {an cos (n x) + bn sm (n x)} 

mit folgenden Bestimmungsgleichungen fUr die Entwicklun!J8-
koeJJizienten an (n = 0, 1,2 ... ) und b" (n = 1,2,3 ... ): 

(265) an = ! J J (x) cos (n x) dx, (n = 0,1,2, ... ) 
o 
2.n: 

(266) b" = ! J J (x) sin (n x) dx, (n = 0,1,2, ... ) 
o 

(bo = 0). An einer Unstetigkeitsstelle x = l; liefert die Reihe 
(264) das arithmetische Mittel der beiderseitigen Funktionswerte 
J (l; - 0) und J (l; + 0), wobei J (l; - 0) den Funktionswert 
unmittelbar vor der Unstetigkeitsstelle und J (l; + 0) unmittelbar 
nach der Unstetigkeitsstelle bedeutet. Erstreckt sich das Intervall 

1 PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET, deutscher Mathematiker, 1805 
bis 1859. 
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von - n bis + n, so gilt Gl. (264) fur dieses Intervall mit der 
Koeffizientenbestimmung 

+" 
(267) an = ! J f (x) cos (n x) dx, 

-n 

+" 
(268) bn = ! J f (x) sin(nx) dx, 

-n 

nx ' 
(n = 0, 1,2 ... ). Ersetzt man x durch L' so erhiiJt man eine 

Streckung des Intervalls: - L < x < + L, und es gilt unter den 
oben genannten Voraussetzungen die Reihenentwicklung 

00 

(269) f (x) = ~ ao + ~n{an cos (n; x) + bn sin (~£ x) l 
mit der Koeffizientenbestimmung 

(270) 
+ L ( , 

an = ~ J f (x) cos ;~ x) dx, 
-L 

(271 ) 

(n = 0,1,2 ... ). Die Koeffizientenbestimmungen (265, 266, 267, 
268) sowie (270, 271) beruhen auf der infolge der DIRICHLET­
schen Bedingungen zulassigen gliedweisen Integration der mit 

cos(n x) oder sin (n x) bzw. cos (n; x) oder sin (;11: x) multipli­

zierten Reihen (264) bzw. (269) in Verbindung mit den folgenden 
Orthogonalitatsrelationen (vgl. S. 17) der trigonometrischen Funk­
tionen: 

+ " f 0, wenn m =1= n, 
(272) J cos (m x) cos (n x) dx = l n, " m:: n ::: 0, 

-;n; 2 n, " m - n ._- 0, 

+;n; I 0, wenn m =1= n, 
(273) } sin (m x) sin (n x) dx = 1 n, " m = n > 0, 

.. 0, m =n =0, 

+ IT I 0, wenn m =1= n, 
(274) _~ sin (m x) cos (n x) dx =~: :: : : :: g: 

LaBt man in Gl. (269) mit (270) und (271) L-+ 00 gehen, wo-
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durch das Intervall auf - 00 ~ x ;;;;; + 00 gestreckt wird, so er­
hiilt man, wie in der haheren Analysis gezeigt wird, durch einen 
Grenziibergang das FouRIERsC'he Integral 

+00 +00 

(275) f(x) =2~Jd'/JJf(~)cos['/J(x-md~, 

das unter den folgenden Voraussetzungen gilt: 

1. Das Integral /i (x) dx ist unbedingt konvergent. 

2. f (x) hat in jedem endlichen Teilintervall nur eine endliche 
Anzahl Maxima und Minima. 

3. Wenn f (x) fiir x = C unstetig wird, so ist unter f (C) das 

arithmetische Mittel ~ {f (C - 0) + f (C + 0») zu verstehen. 

(Eine weitereBedingung fiir den physikalisch bedeutungslosen 
Fall, daB f (x) in einzelnen Punkten unendlich wird, unterdriicken 
wir hier.) 

Die Theorie der Warmeleitung bedient sich oft des FOURIER­
schen Integrals (275) zur Darstellung der anfanglichen Tem­
peraturverteilung T (x, 0) = f (x) in einem unendlich ausgedehn­
ten linearen Karper. 

III. Operatorenrecbnnng. 
1. Definitionen, Differentialoperatoren, REA VISIDEs 

Verschiebungssatz. 
Ein Operator ist ein Symbol fli.r eine Rechenvorschrift, die auf 

eine rechts vom Operator stehende Objeldfunktion auszuiiben ist 
und dadurch eine Resultatjunktion ergibt. Der 1. Grundoperator 
der Operatorenrechnung ist der Differentiationsoperator D, der bei 
Anwendung auf eine Objektfunktion f (t) die zum Differential-

quotienten ddf(t) = l' (t) fiihrende Rechenvorschrift 
t . 

(276) D f (t) = lim f (t + h) - f (t) = l' (t) 
h-+O h 

bedeutet. In dieser Gleichung stellt l' (t) die Resultatfunktion dar. 
Enthalt die Objektfunktionf (t, x, y, z ... ) mehrere unabhangige 
Variable, so unterscheiden wir die sich auf die einzelnen Varia bIen 
t, x, y, z ... beziehenden partiellen Ableitungen durch die Opera-
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toren Dt , D x , D y , D z • •. , also: 

t , X, y, Z . . • 1m h 
h-+O 

oj 

[D 
f (t ) =1' j(t+h,x,y,z ... )-j(t,x,y,z ... } 

(277) = at' 

1D f(t · )-1' j(t,x+h,y,z ... )-j(t,x,y,z ... ) 
x , x, y, z . .. - 1m 1 

h-+O f~ 

-OJ - ox 
usw. 

Wiederholte Anwendung desselben Operators fiihrt auf die 
iterierten Operatoren 

(278) D·D = D2, D·D2 = D3, ... , D·D"-l = Dn, 

die beiAnwendung auf die Objektfunktionf (t) also die Ableitungen 

D2 f (t) = 1" (t), D3 f (t) = 1''' (t) ... , D" f (t) = j<") (t) 

ergeben. Bedeutet a eine Konstante, so ist nach den Regeln del' 
Differentialrechnung 

dn dn 
-- af(t) = a-f (t), 
d tn d tn 

also operatorenmaBig geschrie ben: 

(279) Dn af (t) = a Dn f (t), 

d. h. eine GroBe, auf die del' Operator nicht einwirkt, kann nach 
links oder rechts durch den Operator hindurchgezogen werden. Ent­
sprechend gilt z. B.: 

(280) D~f (x) F (y) = F (y) D; f (x), 

(281) D~f (x) F (y) =f (x) D~ F (y). 
Fur den Grundoperator und die iterierten Operatoren gilt nach 

den Regeln del' D:fferentialrechnung das distributive Gesetz: 

D (u (t) + v (t) + ... } = D u (t) + D v (t) + ... , 
Dn {u (t) + v (t) + ... ) = Dn u (t) + Dn v (t) + ... . 

Auch eine Funktion F (D) des Grundopemtors D, die auf eine 
rechts vom Funktionssymbol stehende Objektfunktionf (t) ein­
wirkt, bedeutet eine Rechenvorschrift zur Anwendung auf die Ob­
jektfunktion und wird verallgemeinert als Operator bezeichnet. So 
bedeutet z. B. die Funktion (a, b, c = Konstanten) 

F (D) = a D2 + b D + c 
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des Grundoperators D bei Anwendung auf die Objektfunktionf (t) 
die folgende Rechenvorschrift: 

d2 f df 
F (D) f (t) = a d t2 + b dt + c f . 

Eine lineare Kombination von iterierten Grundoperatoren bis 
zur n-ten Ordnung mit den konstanten Koeffizienten ao' aI' a2 , ••• 

an-I, an: 

(282) Ln (D) = a o Dn + ~ Dn-I + ... + an-l D + an, 

(ao + 0, an + 0) heiBt linearer Differentialoperator n-ter Ordnung 
mit konstanten Koeffizienten. FUr derartige Operatoren gilt das 
kommutative Gesetz der Algebra, d. h. ist 

(283) N m (D) = bo Dm + bl Dm-1 + ... + bm- 1 D + bm 

ein zweiter linearer Differentialoperator m-ter Ordnung (m ~ n; 

bo + 0, bm + 0) mit konstanten Koeffizienten, so ist 

(284) Ln (D) N m (D) = N m (D) Ln (D). 

Unter dem zu Ln (D) inversen Operator I n (D) versteht man 
einen Operator, der die durch Ln (D) symbolisierte Rechenvor­
schrift aufhebt, so daB die Resultatfunktion mit der Objekt­
funktion iibereinstimmt: 

(285) I n (D) Ln (D) f (t) = f (t), 

welche Beziehung unter Fortlassung der Objektfunktion auch 

(286) JrdD) L" (D) = I 
geschrieben werden kann, und es empfiehlt sich ersichtlich dafiir 
die Schreibweise 

(287) Lnl(D) Ln (D) = D;;1 (D) Ln (D) = 1, 

also 

(288) I n (D) = L-;1 (D), 

zwecks Ubereinstimmung mit den Regeln der Algebra. 
Wir betrachten nun z. B. die lineare inhomogene Differential­

gleichung (8) (vgl. S.4) mit konstantem Koeffizienten: 

ao 'ljJen ) + ~ 'ljJen- 1) + ... + an-l 'IjJ' + an'IjJ = S (t), 
die in operatorenmiWiger Schreibweise also 
(289) Ln (D) 'IjJ = S (t) 

lautet. Zur Ermittlung eines Integrals dieser Differentialgleichung 
ist es notwendig, den durch den Operator Ln (D) symbolisch dar­
gestellten DifferentiationsprozeB riickgangig zu machen, was nach 
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unsern vorstehenden Ausfiihrungen dureh Anwendung des zu Ln (D) 

inversen Operators £";:1 (D) erreieht wird: 

(290) VJ = r;;:1 (D) S (t), 

oder in gleiehwertiger Sehreibweise: 

(291 ) 1 
VJ = Ln(D)S(t), 

welehe Gleiehullgen eine Losung der Differentialgleiehullg (289) in 
symbolischer Form darstellen. Die weitere Aufgabe besteht dann 
darin, den auf den reehten Sei ten von (290) bzw. (291) auftretenden 

Operatorenausdruck L;:l (D) S (t) bzw. Ln \D) S (t) zu realisieren, 

d. h. in eille Resultatfunktioll der Variablen t iiberzufiihren. Hierfiir 
liefert die Operatorenreehnung versehiedene Mogliehkeitell; ein 
einfaeherWeg ist z. B. folgender: Man entwickle den Operator 
L;:l (D) in eine Reihe llach steigendell Potenzell von D, als sei 
dieser Grundoperator eine algebraisehe GroBe: 

(292) L;:l (D) = Co + c1 D + c2 D2 + ... = im Cm Dm, 
o 

worin Cm (m = 0, 1,2 ... ) die Entwieklungskoeffizienten bedeuten. 
Es folgt dann aus (290) und (292): 

(293) VJ = L;:l(D) S (t) = im Cm Dm S (t), 
o 

worin also Dm S (t) die m-te Ableitullg von S (t) bedeutet. 
Liegt z. B. die Differentialgleiehung (a, b = Konstanten) 

(294) dip a - b t2 ([t- VJ-

vor, die in Operatorensehreibweise 

lautet, so ist 

(D - a) VJ = b t2 

1 
'" =-- bt2 
r D-a 

eine symbolise he Losung. Nun ist weiter 

1 1 1 1 1 ( D D2 D3 ) 
D-a = - (a-D) = -cr;' (l-~) =-(1, 1 +(i+ a2 +a.~ +"', ' 
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also 
l( D D2 D3 ) 

'" = - - 1 + - + -'-- + - + .. ' b t2 
T a a a2 a3 

= _ ~ (t2 + 12 t2 + D2 t2 + ~ t2 + ... ) 
a a a2 a3 

= _ ~ (t2 + 2 t + ~) 
a a a' 

welche Lasung ein partikulares Integral von Gl. (294) darstellt. 

Ersichtlich brauchte die Entwicklung von:v! a nicht iiber D2 

hinausgefiihrt werden, weil aIle hoheren Ableitungen von t2 ver­
schwinden. 

Von besonderer Bedeutung fiir die physikalisch wichtigen 
Differentialgleichungen sind Operatoren von der Form F (D2), die 
den Grundoperator D quadratisch enthalten. Liegt z. B. die Diffe­
rentialgleichung 

~2t~ + k2 1f1 = S (t) 

vor, die in Operatorenschreibweise 
(D2 + k2) 1f1 = S (t) 

lautet, so ist 
I 

1f1 = Jj2 + k2 S (t) = F (D2) S (t) 

eine symbolische Lasung. Wird F (D2) nach steigenden Potenzen 
von D2 entwickelt: 

00 

(295) F (D2) = Co + 1; D2 + c2 (D2)2 + ... =.Em Cm (D2)m, 
o 

so ergibt die Anwendung von F (D2) auf eine Sinus- oder Kosinus­
funktion 

bzw. 

wegen 

bz>y. 

S (t) = sin (at + b) 

S (t) = cos(at + b) 

D2 sin (a t + b) = (- a2 ) sin (a t + b), 

(D2)m sin (a t + b) = (- a2)m sin (a t + b), 

D2 cos (at + b) = (_a2 ) cos (at + b), 
(D2)m cos (a t + b) = (- a2)'" cos (a t + b), 

nach Gl. (295): 
00 

F (D2) sin (a t + b) = sin (a t + b).Em Cm (- a2)m, 
o 
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bzw. 
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00 

F (D2) cos (a t + b) = cos (a t + b) Lm Cm (- a2)"'. 
o 

Die auf den rechten Seiten der beiden letzten Gleichungen 
auftretende Reihe 

Lin Cm (- a2)m 
u 

ist aber nach Gl. (295) gleich F (- a2), geht also aus dem Operator 
F (D2) hervor, indem man D2 ersetzt durch das negative Quadrat 
des Koeffizienten der unabhangigen Variablen in der Sinus- bzw. 
Kosinusfunktion, auf die der Operator F (D2) angewandt wird. 
Wir erhalten somit die wichtigen Formeln: 

(296) F (D2) sin (a t + b) = F (- a2) sin (a t + b), 

(297) F (D2) cos (a t + b) = F (- a2) cos (a t + b). 

Ala Anwendung dieser Formeln betrachten wir die inhomogene 
Schwingungsgleichung (vgl. S.32) 

(298) :2t~ + w~ x = A cos (w t + B), (iwl =1= Iwo!) 

deren Operatorenschreibweise 
(D2 + w~) X = A cos (w t + B), 

eine symbolische Lasung 
1 1 

x = D~ A cos (w t + B) = A· D2 + 2 cos (w t + B) + Wo Wo 

hat, die von der Form 
A·F (D2) cos (w t + B) 

ist, mit 

(299) F (D2) = D2 ~ W5 

Nach Gleichung (297) ist dann 
x = A·F (D2) cos (w t + B) = A·F (- w2) cos (w t + B), 

so daB 
1 

(300) x = A· -"-2 cos (w t + B) Wu-W 

ein Integral der Differentialgleichung (298) darstellt (partiku­
lares Integral), da nach Gleichung (299) 

F{-w2 ) = ~-. 
wo-w2 

Die Lasung fUr den Resonanzfalljwj = jWol werden wir spater 
besonders betrachten. 
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Wenden wir die Entwicklung (295) fUr den Operator F (D2) 
auf die Exponentialfunktion e± a t an, so ergibt sich wegen 

D2 e ± a t = (+ a2) e ± at, 
und 

die Formel: 
(301) F (D2) e±at =F (a2) e±at 

Die Objektfunktion sei von der Form eat f (t); wir bilden nach­
einander durch Differentiation: lD eatf(t) =eatDf(t) +eataf(t) =eut(D +a)f(t) 

(302) ~~.e~.t ~.(~). ~ .:.:.:.(~(~.~.2~~~t). ~ ~~: ~ ~~ ~ .~).~ ~t~. 
Dn ea t f (t) = ea t (D + a)n f (t). 

Hierin bedeutet z. B. (D + a)2 f (t) = (D2 + 2 a D + a2) f (t) 
d.h. 

(D + a)2 f (t) c= D2 f (t) + 2 aD f (t) -1- a2 f (t), 

und entsprechend 

(D + a)n f (t) = (Dn + ( ~ ) Dn-l a -1- ( ~ ) Dn-2 a2 -1- ... + an) f (t) 

= D" f (t) + a ( ~ ) Dn-l f (t) -1- a2 ( ~ ) Drt-2 f (t) +- ... -: art f (t) 

mit den Binomialkoeffizienten ( Ie) (k = 0, ], ... n). Wenden wir 

die Entwicklung eines Operators F (D) nach steig end en Potenzen 
von D (vgl. S. 62): 

(303) F (D) = Co +- c1 D + C2 D2 +- ... = IncnDn, 
o 

auf eine Objektfunktion ea t f (t) an, so erhalten wir mit Riicksicht 
auf die Gleichungen (302) 

F(D)eatf(t) =eat Incn(D +-a)"f(t), 
o 

oder 
(304) F (D) eat fit) -' eat F (D +- a) f (t), 

da nach Gl. (303): 

F (D + a) = 2~nCn (D -1- a)n. 
o 

Die GJ. (304) zeigt, daB eine Exponentialfunktion ea t nach links 
Ertel, Operatorenrechnnng. ij 
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durch den Operator F (D) hindurchgezogen werden kann, wenn 
im Operator F (D) der Grundoperator D durch D + a ersetzt 
wird. Setzen wir in Gl. (304) D - a an Stelle von D und ver­
tauschen die beiden Seiten der Gleichung, so resultiert: 
(305) ea t F (D) f (t) = F (D - a) ea t f (t) , 
welche Gleichung besagt, daB eine Exponentialfunktion ea t nach 
recht8 durch den Operator F (D) hindurchgezogen werden kann, 
wenn im Operator F (D) der Grundoperator D dUr'ch D - a er­
setzt wird. 

Vertauscht man a mit - a, so lauten die Gleichungen (304) 
bzw. (305): 
(306) F (D) e-at f (t) = e-at F (D - a)f (t) , 
bzw. 
(307) e-at F (D)f (t) = F (D + a) e-at f (t) . 

Die Gleichungen (304, 305) bzw. (306, 307) stellen den sog. 
HEAVISTDESchen Ve1·8chiebung88atz darl. 

2. Intl'graloperatoren, elementare Formeln 
dl'r Operatorenrechnung. 

Der 2. Grundoperator der Operatorenrechnung ist der Inte­
gration8operator, der mit D-l bezeichnet wird: 

t 

D-1f(t) =/ dtf(t). 
o 

Derselbe hatie auch fUr das unbestimmte Integral 

D-l f (t) = / dtf (t) 

eingefiihrt werden konnen, jedoch ziehen wir die Definition mit 0 
als unterer Grenze des Integrals vor, weil damit eine Einfiihrung 
der Anfangs- bzw. Grenzbedingungen bei der operatorenmaBigen 
Lasung der Differentialgleichungen von selbst erfolgt (vgl. S. 71). 
Die Grundoperatoren D und D-l sind dann aber nur kommutativ, 
weIll f (0) = 0, denn es ist 

t 

D-l D f (t) = J dt :t f (t) = f (t) - f (0) , 
o 

t 

D D-1f (t) = :J dtf (t) = f (t) , 
o 

also 
(D D-l - D-l D) f (t) = f (0) . 

1 OLIVER HEA.VlSIDE, englischer Elektrophysiker, 1850-1925. 
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Durch wiederholte Anwendung des Integrationsoperators D-1 

erhalt man die iterierten Operatoren 
D-2 = D-l D-l, D-3 = D-l D-2, .. ,D-n = D-l D-(n-l), 

die bei Anwendung auf die Objektfunktionj (t) also die Integrale 
t t t t t 

D-2j(t) =Jdt Jdtj(t), D-3j(t) =Jdt Jdt Jdtj(t) 
o 0 0 0 u 

t t t 

D-nj(t) =Jdt Jdt ... Jdtj(t) 
o 0 0 
~ 

n 

bedeuten, wozu wir hier ffu spatere Anwendungen noch die niitz­
liche Formel 

t t t t 

(308) Jdt J~t ... Jdtj(t) = (n 1 l)J j(O (t-C),,-l dC 
o 0 0 0 
'---v---' 

n 

vermerken, durch die das n-fache Integral auf ein einfaches zuriick­
gefiihrt wird; (n -I)! = }'2-3 ... (n - 2). (n -1). Der Inte­
grationsoperator kann auch auf eine konstante Objektfunktion 
j (t) = c angewandt werden, wobei wir die Konstante ohne Be­
schrankung der Allgemeinheit gleich Eins setzen k6nnen, da ein 
konstanter Faktor durch den Operator nach links hindurchgezogen 
werden kann: 

D-l C = C D-l 1 . 

Es bedeutet nun 
t 

D-q = J d t 1 = t , 
o 

ferner 
t t 

D-2} = Id t Id t 1 2' o 0 
t t t 

t3 t3 

D-3j = Jdt Jdt Jdtl = 2·3 = 3!' 

also allgemein: 

(309) 

o 0 0 

D-n 1 = tn 
n! ' 

(n = 0, 1,2, ... ), welche Gleichung somit die Realisierung des 
iterierten Operators bei Anwendung auf die Objektfunktion 1 dar­
stellt. Wir werden kiinftig, sofern MiBverstandnisse nicht zu be­
ffuchten sind, den "Faktor" 1 unterdriicken, also fiir Gl. (309) 

5* 
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einfacher 

(310) 

schreiben. 

Operatorenrechnung. 

D-n = tn 

n! 

Hierzu sei bemerkt, daB wir uns im folgenden gemaB Definition 
t 

des Integrationsoperators D-l = J dt mit Null als unterer Grenze 
o 

des Integrals auf Funktionen der unabhangigen Variablen t fur 
t > 0 beschr·iinken, sofern nicht ausdriicklich eine Erweiterung auf 
negative Argumentwerte vermerkt wird. Entsprechendes gilt fiir 
Funktionen mehrerer Variablen. Hier definieren wir die inversen 
Grundoperatoren D~I, D;I, ... durch 

t x 

Dt 1 =I d t , D-;l = J d x, .... 
o 0 

Diese Beschrankung auf positive Argumentwerte bedeutet keinerlei 
Einschrankung bei der Anwendung der Operatorenrechnung auf 
physikalische Aufgaben und hat zudem den Vorteil, durch An­
wendung der inversen Grundoperatoren sofort die Anfangs- bzw. 
Randbedingungen einzufiihren, wie folgendes Beispiel zeigt: 

i'i1p(x,t) +c a1jl (x,t) =0 
a t a x ' 

D~l {~; + C ~ ~} = 1p (x, t) -1p (x, 0) + C D-;:l Dx 1p = 0 . 

Es sei nun 

(311) F (D) = Co + ~ D-l + c2 D-2 + ... = .In en D-n 

die Entwicklung eines Operators F (D) nach fallenden Potenzen 
von D; wird dieser Operator auf die Objektfunktion 1 angewandt, 
und jeder Operatorenterm Cn D- n gemaB (309) bzw. (310) reali­
siert, so steUt 

(312) 
~-. tn 

F(D) =F(D) 1 = ~nCnnl 
o 

die F (D) bzw. F (D) 1 entsprechende Resultatfunktion dar, wobei 
die Konvergenz der auf der rechten Seite von Gl. (312) stehenden 
unendlichen Reihe in jedem Fall zu priifen ist. Es sei z. B. (a = 
Konstante) : 

(313) 
1 

F(D)=--
l-aD-l 
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Entwicklung nach failenden Potenzen von D ergibt 

F (D) = 1 + aD~l + a2D-2 + ... = Lna" D~n, 
o 

woraus sich durch Realisierung jedes Terms gemiW Gl. (310): 

die Resultatfunktion 

(314) 

n 11, 

anD~n =~ 
n! 

ergibt. Die rechtsstehende unendliche Reihe konvergiert fiir aile 
endlichen Werte von at und stellt die Exponentialfunktion eat 

dar, so daB Gl. (314) die Form 

(315) __ 1 __ = eat 
1-aD-l 

allllimmt. Vertauscht man hierm a mit - a, so folgt weiter: 

(316) 1 + :D-l = e-at • 

Hierzu sei noch bemerkt, daB die linken Seiten von (315) 
und (316) durch algebraische "Erweiterung" des Zahlers und 
Nenners mit D auch 

(317) D D -- bzw.-­
D-a D+a 

geschrieben werden kOllllen, ohne daB sich die Resultatfunktionen 
andern, da die Operatoren (317) dieselben Entwicklungen nach 
steigenden Potenzen von D~l haben wie die linken Seiten von 
Gl. (315) bzw. (316): 

(318) D ___ =eat 
D-a ' 

(319) D ~ a =e-at • 

Die Formeln (315, 316) bzw. (318, 319) sind von der Form der 
symbolischen Gleichung 
(320) F (D) = h (t) , 
oder ausfiihrlicher: 

(321) F (D) 1 = h (t) , 

welche symbolischen Gleichungen so zu verstehen sind: Die rechis­
stehende Resultatfunktion h (t) ist das Ergebnis der Einwirkung des 
Operators F (D) aUf die Objektfunktion 1. 



70 Operatorenrechnung. 

Addiert man (31S) und (319), so folgt 

D D __ + __ =eat +e-at 
D-a D+a ' 

und bringen wir die Operatorenausdrucke der linken Seite auf den 
Hauptnenner (D - a)' (D + a) = D2 - a2, so resultiert 

worin 
stellt. 

(322) 

D2 1 ___ =_ (eat + e-at) 
D2-a2 2 ' 

die rechte Seite den hyperbolischen Kosinus 
Es gilt somit die symbolische Gleichung 

D2 
D2-a2 = Cos (at). 

Cos (a t) dar-

Entsprechendhatte man durch Subtraktion von Gl. (31S und (319) 
die symbolische Gleichung 

(323) ~- =~Sin (at) D2_a2 a 

fiir den hyperbolischen Sinu8 

Sin (a t) = ~ (eat - e-at ) 
2 

erhalten. Zwischen den Gleichungen (323) und (322) besteht der 
folgende einfache Zusammenhang: Ubt man den Operator 

d 
D=-dt 

von links auf Gl. (323) aus, so ergibt sich Gl. (322): 
D D2 Id. 

DD-2 -O=D2 -2 =-d-Slll(at)=Cos(at). -a- -a a t 

Auf Grund der Gleichungen (i = V - I) : 

(324) e+iat = cos (a t) + i sin (a t) , 

(325) e-iat = cos (a t) - i sin (a t , 

bestehen zwischen den trigonometrischen Funktionen (sin, cos) 
und den hyperbolischen Funktionen (Sin, Cos) folgende Zusammen­
hange: 

(326) 
eiat + e- iat . 

cos (at) = 2 =Cos(~at), 

. eia t_ e-iat 1 . . 
(327) slll(at) = 2' =---;-Slll(~at). 

t t 

Ersetzt man also in Gl. (322) a durch i a, beachtet (i)2 = - 1 und 
Gl. (326), so resultiert: 

(32S) 
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Entsprechendfindet man aus Gl. (323) mit Riicksicht auf Gl. (327): 

(329) D 1. ( ) 
D 2 +-2 = - SIn at. 

a. a. 

Die vorstehend gewonnenen Formeln erlauben uns z. B., die 
homogene Schwingungsgleichung (50): 

d2 1j! 
(330) dt2 + a2'IjJ = 0 

operatorenmaBig 
gegeben: 

zu lOsen. Als Anfangsbedingungen seien vor-

(331) 'IjJ (0) = 0, 
(332) 'IjJ' (0) = v = const. 

t 
(vgl. S. 13). Uben wir auf Gl. (330) den Operator r dt = D-l aus, 

,; 
so resultiert mit Riicksicht auf Gl. (332) : 

d 1j! _ V -L D-l a2 1f) = 0 d t I ., 

oder 

~ ~ + a2 D-l 'IjJ = V • 

Nochmalige Anwendung des Operators D-l fiihrt wegen Gl. (331) 
auf 

'IjJ + a2 D-2'IjJ = D-l V = V D-l , 
welche Gleichung 

(1 + a2 D-2) 'IjJ = v D-l 

geschrieben werden kaml und die symbolische Losung 
1 D-l 

'IjJ = 1 + a.2 D-2 v D-l = V . 1 + a.2 D-2 

besitzt, die auch ("Erweiterung" mit D2) auf die Form 
D 

(333) 'IjJ = v D2 +-a2 

gebracht werden kann, da D2 ~ a2 dieselbe Entwicklung nach 
D-l 

fallendenPotenzen von D besitzt wie 1 + a.2 D-2' Aus Gl. (333) folgt 

dann nach Gl. (329): 

(334) 'IjJ =~sin (at), 
a. 

in Ubereinstimmullg mit der S. 14 gefundenen Losung. 
FaBt man a in Gl. (318) als stetig veranderlichen Parameter 

auf, so kann man sich durch Differentiation von Gl. (318) nach a 
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neue Operatoren mit den dazugeharigen Resultatfunktionen ver­
schaffen: 

ergibt z. B. 

o D 0 ___ =~eat 
octD-ct oa 

D -t at 
(D-a)2 - e , 

woraus man durch weitere Differentiation 
D t2 ____ =_eat 

(D-a)3 2 
D _ t3 at ----- --e 

(:1:15) (D - a)4 2·3 ' 

D tn - 1 _ _____ = __ eat 
(D-a)n (n-I)! 

erhiUt. In i:ihnlicher Weise resultiert aus Gl. (319): 
D tn-l 

-:------=--:-:- e- a t 
(D + a)n (n - I)! 

(:336) 

Einen weiteren wichtigen Operator erhi:ilt man aus Gl. (319), 
wenn man auf beiden Seiten dieser Gleichung 1 subtrahiert: 

woraus weiter 

odeI' 

_!L -1=e-at-1 
D+a ' 

D-(D+a) = e-at -1 
D + ct 

(337) _1_ =~ (1 _ e- at) 
D+ct a 

folgt; entsprechend gilt: 
1 1 1 

(338) D_a=---a(l-eat )=--a(eat -1). 

Zwecks Realisierung von Operatoren ist manchmal die An­
wendung des HEAVIsIDEschen Verschiebungssatzes (vgl. S.66) 
sehr niitzlich. Betrachten wir z. B. den Operator 

D(D-a) 
(339) F (D) = (D-a)2 + b2 ' (a ~ 0) 

der beispielsweise bei der operatorenmi:iBigen Lasung von Diffe­
rentialgleichungen £iiI gedi:impfte Schwingungen auftritt (vgl. 
S.31). Gesucht sei die Resultatfunktion h (t), die sich durch 
Anwendung des Operators (339) auf die Objektfunktion 1 ergibt: 

(340) h(t) = D(D-a) =F(D)l=F(D). 
- (D-a)2 + b2 
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Multiplizieren wir diese Gleichung mit e- at, so folgt 
e- at D (D-a) 

e-ath(t) = (D-a)2+b2 

73 

oder durch Anwendung des HEA. VIsIDEschen Verschiebungssatzes 
in der Form (307) : 

(341) e- at h (t) = (D + a) D e-a t 
D2+b2 . 

Nun ist nach Gl. (319): 

womit aus Gl. (341) 

D e- at =-­
D+a 

-at _(D+a)D. ~ __ ~ 
e h (t) -1)2-+ b2 D+a - D2 + b2 

resultiert, und dieses Ergebnis bedeutet nach Gl. (328): 

e- a t h (t) = cos (b t) , 
d. h. 
(342) h (t) = ea t cos (b t) . 

Somit folgt aus (340) und (342): 
D(D-a) _ at b ) 

(343) (D 2 b' - e COS ( t , 
-a) + " (a~O). 

In ahnlicher Weise findet man: 
D 

(344) (D_a)2+b2 
ea t sin (b t) 
__ b- (a~O). 

3. Der Entwicklungssatz. 
Es sei die Differentialgleichung 

d~ k2 - 0 
dt2 - '1jJ-

operatorenmaBig zu lOsen mit folgenden Anfangsbedingungen: 

(345) 

(346) 

'1jJ' (0) = b , 

lJl (0) = a. 
t 

Einmalige Anwendung des Operators f dt = D-l auf die Diffe-
o 

rentialgleichung ergibt: 

~ i - k2 D--l '1jJ = '1jJ' (0) = b , 

wahrend nochmalige Operation mit D-l auf 

'1jJ - k2 D-2 '1jJ = b D-l + '1jJ (0) = b D-l + a 
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fiihrt, welche Gleichung 

(1 - k2 D-2) 1p = b D-l + a 

geschrieben werden kann und die symbolische Lasung 

b D-l + a a D2 + b D 
(347) 1p =1-k2D-2= D2-k2 

besitzt, deren Umdeutung in eine Resultatfunktion auf die Auf­
gabe fiihrt, einen Operator zu realisieren, der sich in der Form 

f(D) aD2+bD 
F(D) D2-k2 

als Quotient zweier ganzer rationaler Funktionen von D darstel1t, 
wobei F (D) von gleichem (a =F 0) oder haherem (a = 0) Grad 
als f (D) ist. In entsprechender Weise wiirde sich die Lasung 
einer homogenen linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung 
mit konstanten Koeffizienten: 

L,,(D)1p = 0, 

wobei Ln (D) durch Gl. (282) erklart ist, in der :Form 1p = ~(f2) 
darstellen, worin F (D) eine ganze rationale Funktion n-ten Grades 
und f (D) eine solche gleichen oder niederen Grades bedeutet. Es 
ist F (D) mit dem linearen Differentialoperator Ln (D) der vor­
gelegten Differentialgleichung identisch: 

(348) F (D) - L,,(D) , 

wahrendf (D) von den zugeharigenAnfangsbedingungen abhangt, 
wie am Beispiel (347) ersichtlich ist. 

Die Gleichung n-ten Grades 

(349) F (D) = 0 

in der wir DaIs algebraische GraBe auffassen, habe die n vonein­
ander und von Null verschiedenen Wurzeln av a2 , a3 ... an, d. h.: 

und 
(350) 

F (D) = (D-a1 ) (D-a2) •.• (D-an ) 

F(am)=O, (m=1,2, ... n); 

femer fiihren wir die Bezeichnungen 

und 

F' (D) = dF (D) 
dD 

F' (am) = ('dF (D))' (m = 1, 2, ... n) 
dD D=am 

ein. Es gilt dann, me in der Analysis gezeigt wird, die Partial-
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bruchentwicklung 

(351) f(D) = frO) + "m i(am) 
F (D) F (0) .L.,; am F' (am) 

t 

D 
D-am ' 

die eine algebraische Identitat darstellt. Setzt man namlich 

D = 0, so ergibt sich zunachst ~ ~~)) = ~ i~)) ; multipliziert man 

Gl. (351) mit F (D) und vollzieht den Grenziibergang D-+ ai, 
wo ai eine del' n-Wurzeln del' Gleichung (350) bedeutet, so ver­
schwind en alle Terme mit Ausnahme des i-ten, fUr den sich 

. f f (ai ) F (D) I 
f(ai) = lIm 1 .. F'( .) D D- ./ 

D -+ ai la, a. a. 

frail . [F(D)-F(ai)~ 
=~(.) hm 1 D-. r=f(ai) 

a. D-+ai l a, 

ergibt. Wenn D den Differentiationsoperator bedeutet, EO ist (351) 
also ein gebrochener rationaler Operator, in welchem del' Grad des 
Zahlers gleich odeI' kleiner als del' des Nenners ist, und seine An­
wendung auf die Objektfunktion 1 ergibt dann die Resultat­
funktion 

(352) 

da nach Gl. (318) 
D amt 

-=--~= e 
D-am 

amt 
e 

Die Gleichungen (351, 352) stellen den sog. Entwicklungssatz 
del' Operatorenrechnung dar (HEAVISIDES expansion theorem) ; die 
Gl. (351) ist die allgemeinere Form, die auch Anwendungen auf 
eine Objektfunktion S (t) =1= 1 erlaubt, wozu es notwendig ist, die 
Ausdriicke 

D 
D _ a S (t) (m = 1,2,3 .. . n) 

m 

ZU realisieren (vgl. S. 79). 

1m obigen Beispiel (34;7) ist: 

f (0) 
F (0) = 0, 

F (D) = D2_k2 = (D-k) (D + k), 

a"1= +k) a2 =-k, 

p' (D) = 2 D , F' (~) = 2 k , P' (a2 ) = - 2 k 
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~F' (a1) = 2 k2 , a2F' (a2) = 2 k2 , 

f (D) = a D2 + b D , 

f (~) = a k2 + b k , f (a2) = a lc2 - b lc , 
und somit 

aD2+bD =0 +aJc2+~ +kt ak2-bk -kt 
D2 _ k2 2 k2 e + 2 k~ e 

d. h. nach Gl. (347): 

(353) 1fJ = a Cos (lc t) + % Sin (lc t) . 

Jedoch sollte dieses Beispiel hier nur zur Erlauterung des Ent­
wicklungsi?atzes (351, 352) dienen, denn man hatte das Resul­
tat (353) schneller aus der Form 

D2 D 
1fJ = a D2 _ k2 + b D2_ k2 

von (347) mittels (322) und (323) erhalten. 

4. Das DUHUIELsche Integral. 
Die Anwendung des Entwicklungssatzes in der Form (351) 

auf erne Objektfunktion S (t), die nicht den konstanten Wert 1 
hat, erfordert die Realisierung von Operatorenausdriicken der Form 

D 
D----- S (t) , (m = 1,2,3 ... n) 

-arn 

fUr die wir eine Moglichkeit bereits auf S. 62 in der Entwicklung 
des Operators nach steigenden Potenzen von D kellllengelernt 
haben. Eine andere Realisierungsmoglichkeit bietet das DUHAMEL­
sche Integral!, das allgemein fUr einen Operatorenausdruck 

F (D) S (t) 

die Resultatfunktion liefert, wenn fUr den Operatorenausdruck 

F (D) 1 =F (D) 
die Resultatfunktion h (t) bekannt ist: 

F (D) = h (t). 
Wir nehmen an, daB der Operator F (D) sich in eine Reihe nach 

fallenden Potenzen von D entwickeln laBt: 

(354) F (D) = Co + c1 D-1 + c2 D-2 + ... = .In Cn D-n , 

so daB die ResuItatfunktion h (t) = F (D) 1 sich nach Gl. (312) 

1 JEAN MARIE CONSTANT DUIIAJI'lEL, franzosischer Mathematiker, 1797 
bis 1872. 
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in del' Form 

(355) 

ergibt. Wenden wir den Operator F (D) auf die Objektfunktion S (t) 
an: 

(356) F (D) S (t) = 2~1L cnD-n S (t), 

und hierauf nochmals den Integrationsoperator D-l, so resultiert 

(357) D-l F (D) S (t) = ;I) Cn D-(n + 1) S (t) , 

wobei zur Rechtfertigung del' gliedweisen Integration auf del' 
rechten Seite die gleichmiWige Konvergenz del' Reihe (356) vor­
ausgesetzt wurde. Ersetzen wir nun in del' Gleichung (308): 

1 I 

D-nf(t) = (n-l)!Jf(') (t __ ,)n-l d" 
() 

f (t) durch S (t) und n durch n + 1, so erhalten wir 
t 

(358) D~ (n+ 1) S (t) = j S (') ~ n;)" d" 
o 

und die Substitution von G1. (358) in G1. (357) liefert 
00 t 

(359) 
D-l F (D) S (t) = ;I}' Cn JS (') (t n!i;)" d, 

IJ IJ 
t 00 

=Jd r S (r) ~nc iL-')" ':. .s ~ n n! . 
o 0 

Nach G1. (355) ist abel' 
00 

~ (t-,)" . 
~ncn -n!- = h (t-I;) , 

o 

so daB G1. (359) die Form 
t 

(360) D-l F (D) S (t) = J h (t - ') S (') d, 
o 

amlimmt. Uben wir auf diese Gleichung die Operation D = ddt 

aus, so folgt das gesuchte Resultat: 
t 

(361) F (D) S (t) = ddJh (t-') S (') d" 
o 
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welches die Resultatful1ktion vonF (D) S (t) in Form des DUHAMEL­
schen Integrals darstellt. Die Lasung (361) kann noch durch 
die zwei gleichwertigen Formeln 

t 

(362) F (D) S (t) = h (0) S (t) - J S (C) :~ h (t - C) d C 
o 

und 
t 

(363) F (D) S (t) = h (t) S (0) + J h (t - C) ~ ~ ~) d C 
o 

dargestellt werden, deren erste man durch Ausfiihrung der Diffe­
rentiation 

t t :t J h (t - C) S (C) d C = h (t - t) S (t) + J d h ~ -; ~} S (C) d C 
o 0 

mit Riicksicht auf 
d d 

([th (t -C) = - dl;h (t -C) 

und h (t - t) = h (0) erhalt. Die Gl. (363) ergibt sich dann aus 
Gl. (362) durch partielle Integration. 

Als Anwendungsbeispiel fiir das DUHAMELsche Integral be­
trachten wir die operatorenmaBige L6sung der inhomogenen linea­
ren Differentialgleichung 1. Ordnung 

d1j1 
(364) (ft- a1jJ =1 (t) , 

mit der Anfangsbedingung 1jJ (0) = A. Es folgt zUl1achst aus 
t 

Gl. (364) durch einmalige Anwendung des Operators J dt = D-l: 

d. h. 

o 

1jJ - a D-l1jJ = 1jJ (0) + D-l l (t) = A + D-l l (t) , 

(1 - aD-I) 1jJ = A + D-l l (t) 

mit der symbolischen Lasung 

j 1jJ = A 1 _ ~ D-l + 1 !::~_l 1 (t) 
(365) D D-l 

= A D _ a + 1 _ a D-l 1 (t) . 

Der erste Term laBt sich nach Gl. (318) realisieren und liefert 

(366) 
D A-- =Aeat , 

D-a 

d. h. das allgemeine Integral der zu (364) geharigen homogenen 



Das DUHAMELsche Integral. 79 

Gleichung. Den zweiten Term schreiben wir 

r 1 1 1 
D-l 1 _ D-lf(t)=D-l.D·D--· 1- D-lf(t) 

(367) a a t = D-l D D a f (t) , 

so daB er in der Form (360) mit 

F (D) = DD a 

erscheint. Nun ist 
h(t) =eat 

nach G1. (318) die Resultatfunktion fiir F (D) 1 = D D a 1 ; dann 

ist ferner 
h (t -e) = e a(/-i) , 

und nach G1. (360): 
t t 

(368) D-l D D af (t) = I ea(t-i) f (e) de = eat Ie- ae f (C) dC , 
o 0 

somit ist nach (365), (366) und (368) 
t 

(369) 'If = Ae ltt +eatIe-aif(C)dC 
o 

das vollstandige Integral der inhomogenen Gleichung (365). 

Aus G1. (368) ergibt sich durch Anwendung des Differentiations­
operators: 

t 

(370) ~f(t) =~eatJ·e-a\f(C)dC 
D-a dt ' o 

wodurch die Anwendung der Partialbruchzerlegung (351) auf eine 
Objektfunktion S (t) in folgender Weise realisierbar wird: 

(371) I f(D) S (t) = f(O) S (t) 
F(D) F(O) 

1st S (t) = 1, so ergibt sich 
t I e amt ( ) e am t 1 earn t e-am i de = _ l_e- arnt = -, 

o am a,n 
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und wegen 
d t \ 
dt{eamtJe-amC dC( = e a", t 

o 

kommt man auf Gleichung (352) zuruck. 
1st die Objektfunktion S (t) in Gl. (361) zugleich eine Resultat­

funktion, die sich aus der Anwendung eines Operators H(D) auf 
die Objektfunktion 1 ergibt: 

H (D) 1 = H (D) = S (t) , 

so gilt nach Gl. (361): 
t 

(372) F(D)H(D) =ddtJh(t-C)S(C)dC. 
o 

Setzt man im rechtsstehenden Integral 

t - C = ~ , dC = - d ~ , 

so erhiiJt man die gleichwertige Darstellung: 
t 

(373) F (D) H (D) = :t J h (~) S (t _.- ~) d ~ . 
o 

1st also ein auf die Objektfunktion 1 wirkender Operator darstell­
bar in der Form F (D) H (D) 1 = F (D) H (D), und sind 

F (D)l = F (D) = h (t) 
und 

H (D) 1 = H (D) = S (t) 

die Resultatfunktionen fiir die Operatoren F (D) und H (D) allein, 
so ist F (D) H (D) durch (372) bzw. (373) darstellbar, welches 
Ergebnis als Multiplikation8satz der Operatorenrechnung be­
zeichnet wird. 

5. Das CARSONsche Integral. 
Es liege beispielsweise die Differentialgleichung 

(374) d21p + a d1p+b 1ll =0 
d t2 d t -r 

vor mit gegebenen Anfangsbedingungen"P (0) und "P' (0). Die 
operatorenmaBige Lasung erhalten wir durch zweimalige Inte­
gration: 

dd~ + a"P + b D-l "P ="P' (0) + a "P (0) , 

"P + a D-l "P + b D-2 "P = "P' (0) D-l + a"P (0) D-l + "P (0), 
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und folgende Umformungen: 

(1 + a D-l + b D-2) 'IfJ = ['IfJ' (0) + a'IfJ (0)] D-l + 'IfJ (0) , 
1jJ (0) + [a 1jJ (0) + 1jJ' (0)] D-l 

'IfJ= 1+aD-l+bD-2 ' 
d.h. 

(.375) = 1jJ (0) D2 + ra1jJ (0) + 1jJ' (O)]D = h (t) 
'IfJ D2+ aD + b ' 

worin h (t) die sich aus dem vorstehenden Operator ergebende Re­
sultatfunktion bedeutet. 

N unmehr betrachten wir das eine Funktionaltransformation ver­
mittelnde LAPLAcEsche Integral 

00 

(376) F (D) = D f e- i. D h (A) d A , 
tJ 

in welchem h (A) nach (375) eine der Differentialgleichung (374), 
d.h. 

(377) h" (A) + a h' (A) + b h m = 0 , 

mit den Anfangsbedingungen 

(378) h (0) = 'IfJ (0) , h' (0) = 'IfJ' (0) 

geniigende Funktion darstellen solI und F (D) eine gleich naher 
zu bestimmende Funktion des positiven "Parameters" D be­
deutet. Partielle Integration der Gleichung (376) ergibt, wenn 
lim: e- AD h (A) = 0, 
)._00 

00 

F (0) = h (0) + fe-I'D h' (A) dJ.., 
o 

woraus (durch Multiplikation mit D) 
00 

(379) D F (D) = h (0) D + D J e- A D h' (A) d A 
tJ 

foigt. Nochmalige partielle Integration fiihrt auf 
co 

D F (D) = h (0) D + h' (0) + f e- AD h" (A) dA, 
o 

wenn lim e- i. D h' (A) = 0, woraus sich nach Multiplikation mit D 
A-+OO 

00 

(380) D2 F (D) = h (0) D2 + h' (0) D + DJ e- AD h" (A) dJ.. 
() 

ergibt. Nunmehr bilden wir durch Multiplikation von G1. (376) 
Ertel,Operatorenrechnung. 6 
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mit b, sowie von Gl. (379) mit a und Addition der so behandelten 
Gleichungen zu Gl. (380): 

(D2 + aD + b) F (D) = h (0) D2 + [a h (0) + h' (0)] D 

"" 
+ f e- J.D {h" (}.) + a h' (Ao) + b h (A») dA, 

o 

in welcher Gleichung aber das Integral wegen (377) verschwin­
det, so daB 

F (D) = h (0) D2 + [a h (0) + h' (0)] D 
D2 + aD + b ' 

oder wegen Gl. (378) 

(381) F (D) = 'IjJ (0) D2 + [a'IjJ (0) + 'IjJ' (0)] D 
D2 + aD + b 

resuItiert. Der Vergleich von (381) mit (375) ergibt: 

F (D) = h (t), 

d. h. zur Resultatfunktion h (t-) gehOrt der (auf 1 einwirkende) Ope­
rator F (D), der sieh dureh das Integral (376) ergibt, das in dies em 
Zusammenhang als CARSONsches IntegraP bezeichnet wird. Oder 
anders ausgedriickt: Die Realisierung des Operators F (D) = F (D) 1 
ist aquivalent mit der Bestimmung der Resultatfunktion h (t) aus der 
Integralgleichung (376). Der hier am Beispiel einer Differential­
gleichung 2. Ordnung gefiihrte Beweis kann leicht mit Hilfe der 
durch partieUe Integration aus Gl. (376) folgenden Gleichungen 
(n = 1,2,3 ... ) 

Dn F (D) = Dn h (0) + Dn - 1 h' (0) + Dn - 2 h" (0) 

(382) co 

-f-- ... D h(n-l) (OJ + D fe-AD hln) (A) dA 
o 

auflineare Differentialgleichungen belie big hoher Ordnung mit kon­
stanten Koeffizienten erweitert werden. 

Das CARSONsche Integral bildet ein wichtiges Hilfsmittel der 
Operatorenrechnung (vgl. S.88). Die von uns bisher betrach-­
teten, auf die Objektfunktion 1 einwirkenden Operatoren hatten 
auch samtlich mit Hilfe des CAR30Nschen Integrals realisiert wer-­
den k6nnen. Es gilt beispielsweise, D und a als Parameter auf-­
gefaBt (D + a > 0): 

"" f e- (D + a) J. dA. = _I_ 
f) D+a' 

1 JOHN RENSHAW CARSON, amerikanischer Elektroingenieur, geb. 1887. 
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also 
co 

DJ e-DJ. (e- a },) dA = D ~. 
" 

Der Vergleich mit GI. (376) liefert 

F (D) = ~- h (A) = e- ai. D+a' , 
d. h. es gilt gemaB 

F (D) 1 = F (D) = h (t) 

die folgende Realisierung : 
D __ =e- at 

D+a 

in Ubereinstimmung mit Gl. (319). Ein anderes Beispielliefert das 
Integral (D > 0) 

00 

Je- DA cos (aA)dA = D2~a2' 
" Es ist dann 

00 J D2 
D e- Di, cos (aA) dA = ---

o D2 + a2 ' 

und hier liefel't del' Vergleich mit Gl. (376): 
D2 

F (D) = D2+ a2' h (A) = cos (aA) , 

d. h. es gilt gemaB 
F (D)1 = F (D) = h (t) 

die folgende Realisiel'ung 
D2 

D--.,-----.= cos (a t) , -+ a-

in Ubereinstimmung mit Gl. (328). 
Ersetzt man im CARsoNschen Integral (376) D durch k D 

und A durch )./k (k = positive Konstante), so resultiert 
00 

(383) F(kD)=DJe-J.Dh(~)dA, 
o 

d. h. hat der auf die Objektfunktion 1 angewandte Operator F (D) 
die Resultatfunktion h (tl, so ergibt die entsprechende Anwendung 
des Operators F (k D) die Resultatfunktion h (t/k) : 

(384) F (kD) 1 =F (kD) '- h (t/k), 

welche Beziehung als .ilhnlichkeitssatz der Operatorenrechnung be-

6* 
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zeichnet wird. Er findet in physikalischen und geophysikalischen 
Aufgaben Anwendung zur Elimination unbequemer Konstanten 
durch Transformation der KoordinatenmaBstabe bzw. des Zeit·· 
maBstabes. 

6. Exponentialoperatoren. 
Die bisher betrachteten Operatoren waren samtlich rationale 

Operatoren; gewisse Aufgaben fiihren jedoch auch auf nicht 
rationale Operatorenausdriicke, von denen wir hier die Exponen-

1 

tialoperatoren e - Ii sowie e-D , und im nachsten Kapitel die singu-
1 

Wren Operatoren iD, D-2 usw. sowie Kombinationen derselben 
mit Exponentialoperatoren betrachten wollen. 

1 

Nehmen wir an, der Operator e - Ii wirke auf die Objektfunktion 
1 ein: 

1 

F (D) 1 = F (D) = e - Ii , 
1 

so erhalten wir durch Entwicklung von e -:j) nach fallenden Poten­
zen von D gemaB Gl. (3ll): 

1 00 

-- D-l D-2 ~ 1 
e D = 1--- + --- = .L..tn (_)n_D-n 

I! 2! . . . 0 n!' 

und die Realisierung jenes Terms nach Gl. (310) ergibt die fiir alle 
Werte von t konvergente Reihe 

1 00 

-- t t2 ~""I tn 
(385) e D = 1-(1!)2 + (2!)2-'" =.L..t ll (_)n (n!)2' 

o 

Vergleichen wir diese Reihe mit der Reihenentwicklung der 
BESSELschen 1 Zylinderfunktion O-ter Ordnung: 

x 2 X4 ~ x2n 

(386) J o(x)=I- 22(1!)2 + 24(2!)2--···· =.L..t (-) "221Z (n!)2 

so ergibt sich x = 2 {t und damit 
1 

(387) e - Jj = J 0 (2 it) . 

o 

Unter Verwendung des A.hnlichkeitssatzes (384) erhalt man 
daraus die allgemeinere Formel (a = positiver Parameter = 11k) 

a 

(388) e-]5 =Jo (2j1at). 

1 FRIEDRICH WILIIELM BESSEL, deutscher Astronom, 1784-1846. 
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Zwischen J o (x) und der BESSELschen Zylinderfunktion l.Ord­
nung J 1 (x) besteht der Zusammenhang 

(389) J l (x) = _ dJ;~X) 

+X 

-q, 
Abb.4. Die BESSELschen Zylinderfunktionen J o (x) und J , (x). 

Differentiiert man Gl. (388) nach dem Parameter a und be­
achtet, daB 

aa d (2]1 at) aa 
in Verbindung mit Gl. (389) 

aJo ~:at) = -Jl (2 vat) .11 ~. 
ergibt, so resultiert: 

1 --
1 -- 1/ t ;-15 e D = a J 1 (21 at) , (390) 

welche Formel sich spater als niitzlich erweisen wird. 
Ist die Objektfunktion1 (t) mit den n ersten Ableitungen im 

Intervall (t, t + a) eindeutig und stetig, so gilt die TAYLORSche 
Formel l 

(391) f 
1 

1 (t + a) = 1 (t) + l' (t) ~! + 1" (t) ;; 
(n-1) 

+ 1(n-1) (t) a . R 
•.. (n--1)! + n 

mit dem Restglied Rn = 1 (n) (t + {} a) a:', worin {} eine im all­
n. 

gemeinen nicht naher bestimmbare Zahl des Intervalls 0 < {} < 1 
ist. Im folgenden wollen wir annehmen, daB 1 (t) belie big oft 

1 BROOK TAYLOR, englischer Mathematiker, 1685-1731. 
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differentiierbar ist; gilt dazu lim Rn = 0, so erhiilt man aus 

G1. (391) die TAYLORSche Reihe 

(392) 
I f (t + a) = f (tL+ -If l' (t) 
t 

+ ~~ f" (t) + ... 

deren Operatorenschreibweise 

f aD a2D2 
f (t + a) = f (2 + TI f (t) + 2! f (t) + ... 

l ~ anDn 
= ~n -'nT- f (t) 

o 

(393) 

als Anwendung des nach steigenden Potenzen von D entwickelten 
Operators 

00 

DaD a2 D2 '" an Dn 
e a = 1 + -1' + -2"- + ... = ~n --,---.. n. 

(l 

auf die beliebig oft differentiierbare Objektfunktionf (t) aufgefaBt 
werden kalUl : 

(394) eaD f(t) =f(t + a). 

Untel' den gleichen Voraussetzungen fUr die Objektfunktionf (t) 
gilt 

(395) e-aDf(t) =f(t-a), 

welche Beziehungen auch auffolgende Weise zu erhalten sind: Das 
Ergebnis von 

e- aD f (t) 

wird eine von t und dem Parameter a abhiingige Resultatfunktion 
H (t, a) sein, also 

(396) e-aDf(t) =H(t,a). 

Unter del' Annahme, daB wir den Operator e-aJ) nach dem Para­
meter a differentiieren diirfen, erhalten wir 

oH(t,a) =-De-aDf(t) =-~e-aJ)f(t) = __ oH(t,a) 
aa at at ' 

d. h. 

(397) 

welche Differentialgleichung das allgemeine Integral 

(398) H (t, a) = l/J (t - a) 
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mit der willkiirliehen, einmal stetig differentiierbaren ]j'unktion (jJ 

besitzt (vgl. S.15). Aus Gl. (396) folgt fUr a = 0: 

H (t, 0) = f (t) , 
also aus Gl. (398): 

t/J (t) = f (t) , 
und somit gilt 

H (t, a) = f (t - a) , 

woraus sich in Verbindung mit (396) die Gleichung (395) ergibt. 
Wenn die fur die Objektfunktionf (t) angenommenen Voraus­

setzungen nieht zu treffen, indem beispieIsweise f (t) = 0 ist fUr alle 
t < 0, so gilt, wie sich mit Hilfe des CARsoNschen Integrals zeigen 
liWt, GIeichung (395) in der Form: 

(399) e- aD f (t) = ( f (t - a) , fUr t > a , 
1 0 ,,, t<a. 

Als AnwendungsbeispieI fUr den Exponentialoperator e- aD be­
trachten wir die operatorenmailige Lasung der Differential­
gleichung (56) mit der Anfangsbedingung (57): 

01p 01p 
at + c 0 x = 0, 1p (x, 0) =f(x) , 

wobei fUr die Anfangsbedingungf (x) die fur die Objektfunktion 
in Gl. (395) notwendigen Voraussetzungen erfullt sein magen. Ein­

t 

malige Anwendung des Operators J d t = Dt-l also des zum par-
D 

tiellenDifferentialoperator Dt = :t (vgl. S. 60) inversen Operators 

ergibt: 

1p -1p (x, 0) + Dt-l c~: = 0, 

oder bei Verwendung des Operators Dx = aOx: 

'lfJ + c Dt-l Dx 'lfJ = 1p (x, 0) = f (x) , 
d.h. 

(1 +CDt-lDx)'1p =f(x), 

mit der symbolise hen Lasung 
1 

1p = l-LcD-1D f(x), 
I t x 

bzw. 
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Setzen wir hier c Dx = a, so kann in der symbolischen L6sung 

(400) 
Dt 

'IjJ = Dt + af(x} 

der Operator 

D t +a 
gemaB (319) realisiert werden: 

Dt ___ = e- a t = e- e t D," 
Dt + a 

so daB aus Gleichung (400) 

'IjJ = e-etDxf(x} 

und damit nach Gleichung (395) 

'IjJ =f(x- ct} 

folgt, in Ubereinstimmung mit Gleichung (59). 

7. SinguHire Operatoren. 
Zwecks Realisierung des singuliiren Operators V D = D'j, sub­

stituieren wir in dem bestimmten Integral 

(401) ~ jI n = J- e-f-" d fl 
2 

o 

eine neue Variable A. durch fl = V A. 15 mit dem Parameter D: 
00 

1 ,/- _ f -AD] 1 / D d ' 2"rn- e 2"VT 11., 

o 

woraus durch Multiplikation mit 21/ D V n 

(402) 

00 

VJ5 = DJ" e- J• D J 1 tdA 
tVn A J o 

folgt. Wird DaIs Differentialoperator aufgefaBt, so stellt (402) 
. das CARsoNsche Integral fUr den singularen Operator F (D) = liD 
dar, und der Vergleich mit (376) liefert . die zum Operator 

F (D) 1 = F (D) gehOrende Resultatfunktion h (A.) = -; 1 ,so daB 
v n}. 

zufolge der Aquivalenz des CAllsoNschen Integrals (376) mit 



Singtliare ()peratoren. 89 

F (D) 1 = F (D) = h (t) die Realisierung des singularen Operators 
VD durch 

(403) 

gegeben ist. 
Der Beweis fiir die Realisierung (403) ist auch noch in an­

derer Weise zu fiihren. Betrachten wir z. B. das unbestimmte 
Integral 

f 1 ~TX2 = arctg (x) + c , 
aus dem wegen arctg (00) = :n:/2 und arctg (0) = 0 das bestimmte 
Integral 

co 

r 1 ~XX2 =; 
" folgt, woraus durch die Substitution x = y/V D 

00 ,- ~ f D 
VD =: D+y2dy 

o 
resultiert. 

Wird Dais Differentialoperator D = dd aufgefaBt, so ergibt die 
Dt 

Realisierung von D + y2 nach Gl. (319): 

_D __ =e-y't 
D+y2 ' 

so daB V D nunmehr durch Auswertung des Integrals 
co 

1/ D = ~ f e- y' t d y 
n 

o 

realisiert werden kann. Die Substitution y = lI/V (fiihrt das In­
tegral auf 

zuriick und damit ergibt sich nach (401) 

VD = ~ . ~ lin = _1_ 
nVt 2 ]fni 

in Ubereinstimmung mit Gleichung (403). 
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Aus (403) erhalten wir durch liuksseitige Anwendung des 
Integrationsoperators D-l. 

d.h. 

(404) 

Ein anderer wichtiger Operator, namlich y.v e-VD , kann durch 
Anwendung des bestimmten Integrals 

(405) 2 f""- a'-~ e- 2 q = Yn e a" d tX , 

o 

(q = positiver Parameter) realisiert werden. Mit 2 q = liD erhalt 
man aus Gl. (405) zunachst: 

e- Vn = :n.f: -a'- :a' dtX, 

o 

welches Integral durch die Substitution tX = V~ D , den Operator 

D ( = :t) als positiven Parameter aufgefaBt, in 
00 1 

e-JiD = vDJe - i, D {e-4 l'fl dA 
lin). 

o 

iibergeht, woraus sich durch Multiplikation mit yn das CARSONsche 
Integral 

fUr den Operator 

V.v e- V:D 1 = D e- ]fD 

1 
e- 4 ;, 

mit der Resultatfunktion h (A) = --=- ergibt. Es gilt somit die 
lin }, 

Realisierung 

(406) 
1 

,1- V- e- 4T 
vD e- D =--. 

lin t 

Ersetzt man darin D durcha2 D (a = positive Konstante) , so 
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ergibt der Ahnlichkeitssatz (384) mit k = a2 die Realisierung des 
allgemeineren Operators 

a' 

liD e-"VD=~ ;-
ln t 

(407) 

eine Gleichung, die in der"Theorie der Ausgleichsvorgange auftritt. 
Schlie131ich seinoch bemerkt, daB aus Gl. (403) bzw. (404) durch 

Anwendung der Grundoperatoren D bzw. D-l weitere Operatoren 
realisiert werden kannen, z. B. 

D'I, = D YD = __ I_t_ S/, 
2}1n , 

D-'j, =D-l~ = 4_ t'i" 
yD 3 lin 

us\\'. 

8. Realisierung und Transformation von Operatoren durch be­
stimmte Intl'grale. ABELsche lntt'gralgleichung. 

Die Aufgabe, einen (auf 1 angewandten) Operator von der Form 
F (V jj) zu realisieren, kann auf die Realisierung des Opera torsF(D) 1 
wie folgt zuruckgefiihrt werden: Es sei 

F (D) = h (t) , 

also h (t) die Resultatfunktion des Operatorenausdrucks F (D) ]. 
In dem entsprechenden CARsoNschen Integral 

co 

.f (D) = DJ e- J• D h (A) di, 

" ersetzen wir D durch VD : 
00 

(408) F(VD) =I {fje-J·]iDh(A)d;,. 

" 
Nun ist nach Gl. (407): 

VD e-,qfD = ~ 
ynt' 

und somit ergibt Gt (4:08): 
00 ).2 

(4:09) F(VD)= ~fe-4ih(A)di', 
1'n t 

o 
womit die Aufgabe gelast ist. 
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Es sei beispielsweise 
1 

F(D) = 15' 

also nach Gl. (310) 

Zu realisieren sei 
h (t) = t, h (A) = A . 

1- 1 
F (V D) = /~. 

lD 
Nach Gl. (409) ist 

Substituieren wir C = ,1.2/4 t , 2 t d C = A d A , so ergibt sich 
00 

1 2 ,- f -, 2 ,-
y .. _=y_l't e dC= r-lt, 

D n. lin 
tl 

in Ubereinstimmung mit Gl. (404). 

Es sei jetzt ein Operator von der Form F (~) zu realisieren; ist 

F (D) = h (t) , 

also h (t) die Resultatfunktion des auf 1 angewandtenOperators 
F (D), so ersetzen wir im zugehorigen C.ARsoNschen Integral 

1 
D durch D: 

(410) 

00 

F (D) = D J e- J. n h (A) d A 
n 

(1) rOO 1 -~ 
F 15 =. 75 e D h (A) dA . 

Il 

Nach Gl. (390) ist nun 
J. I_ 

I -- 1, t y-
D e D = V T J1 (2 At), 

woril1 J1 die BESsELsche Zylinderfunktion 1.0l'dnung bedeutet. 
Somit el'gibt sich nach Gl. (410): 

00 

(411) F ( ~ ) = YT J J1 (2 YE) ~ d A 
o 

als Lasung del' gestellten Aufgabe. 
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Es sei z. B. gemiiB G1. (404) 

F (D) = _1 = 2 Vt = h (t) 
VD Vn 

bekannt, gesucht wird die Realisierung von 

F(~)=VD. 
Nach G1. (411) ist wegen h (A) = V2 Vi: 

n 
00 

Vn =211 !I Jd2 VTI)dA 
o 

Substituiert man hierin A = '2, dA = 2, d" so resultiert 
oc 

VIi = 4 V ~ I J1 (2 Vt ') , d, . 
II 

In der Theorie der Zylinderfunktionen wird gezeigt, daB das Inte­
gral den Wert 1/4 t besitzt, so daB sich in Ubereinstimmung mit 

Gl. (403) VIi=V 1 ergibt. 
nt 

Die Theorie del' Warmeleitung fiihrt auf einen Operator von 
del' Form 

(412) ekD', (k> 0) 

wie folgendes Beispiel z.eigt: Es sei die DifferentialgleiCihung der 
Warmeleitung (257) 

(-00;;:;; x;;:;; + 00) 

fiir einen unbegrenzten linearen Leiter zu integrieren unter Be­
riicksichtigung der Anfangsbedingung T (x, 0) =f (x). Man er­
hiilt zunachst aus der Differentialgleichung durch linksseitige An-

t 
wendung des Operators f d t = Dt-l: 

o 
T - T (x, 0) - a2 Dt-l D",2 T = 0 

a 
( D", = ax) odeI' 

(l-a2Dt-lD",2) T =f(x), 

mit der symbolischen Lasung 
1 Dt 

(413) T = l_a2D-17J2 f(x) = D -a2D 2f(x). 
t '" t '" 
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Der Operator 

Dt -a2 Da;2 

kann hinsichtlich der Variablen t durch (318) realisiert werden: 

Dt , 2 
=---::-C~ - et a- Da; Dt -a2Da;2 - , 

so daB die symbolische Lasung (413) nun 

(414) T=ea'tDif(x) 

geschrieben werden kalll, worin ein Operator von der Form 
(412) mit k = a2 t > 0 auf tritt, der auf die Anfangsbedingung 
f (x) (= anfangliche Temperaturverteilung) auszuiiben ist. 

Zur Transformation dieses Operators auf einen bereits reali­
sierten Operator substituieren wir in dem bestimmten Integral 

,U = A + IX, wobei IX ein ree11er Parameter sein solI; wir erhalten: 
+00 

V;= Ie-A2-2aJ,-a2 dA, 

oder 

Setzen wir IX = a Vi" Da; , also 
+00 

(415) a'tD" - I r -J.2-2AaVtDxd" e a; --= e I" 
}In. 

iiben diesen Operator auf f (x) aus und beachten, daB gemaB 
Gleichung (395) 

e-2AaVtD·~f(x) = f(x - 2 aUt), 

so resultiert aus (414) und (415): 

(416) 

+00 

T= ,~Ie-;·'f(x-2aA.Vt)dA, 
tn 

eine 3,US der Theorie der Warmeleitung bekannte Lasung. 
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Wir betrachten abschlieBend noch den fiir ein geophysikalisches 
Problem wichtigen Spezialfall n = ~~~ der ABELschen Integral-
gleichung1 -

t 

f(t)=J~l,;dA' (O<n<l) 
o (t -A) 

also die Integralgleichung 

(417) 

t 

J 'IfJ(A) f (t) = Y_ d}. , 
t-A 

o 

in der f (t) eine vorgegebene und '!{J (A) die gesuchte Funktion be­
deutet. 

Nach Gl. (4;03) ist 

dann ist 

(41S) 

V- 1 
D = -=- = h (t) , 

Yn t 

t 

YD'!{J(t) =~J~QLdA 
dt Vn(t-A) 

o 

die Realisierung des auf '!{J (t) einwirkenden Operators Vl) auf 
Grund des DUII.AMELschen Integrals (361), und die der links-

seitigen Einwirkung des Operators D = :t unterworfene Gleichung 

(417) lautet also in Operatorenschreibweise: 

D f (t) = my D'!{J (t) , 
woraus fiir '!{J (t) sofort die symbolische L6sung 

1 Y-
(419) '!{J (t) = Vn D f (t) 

folgt. Die Anwendung des DUHAMELschen Integrals ergibt die 
Realisierung des Operatorenausdrucks auf der rechten Seite von 
Gleichung (4;19) in del' Form 

t 

V D f (t) = ~j. f (A) d A , 
d t Vn(t-I\) 

o 

die man auch sofort aus (41S) durch Vertauschung von '!{J (t) 
mit f (t) erhalt, so daB die Substitution der vorstehenden Gleichung 
in (419) auf 

t 

(420) (t) = ~ ~J f(l\) dA 
'!{J n dt Yt-A 

. " 
1 NIELS HENRIK ABEL, norwegischer Mathematiker, 1802-1829. 
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fiihrt, welehe Gleiehung die Auflasung der ABELsehen Integral­
gleiehung fUr n = ~ darstellt. Die Lasung der z. B. in der Theorie 
des Erdbebenstrahls auftretenden Form 

t 

f (t) =J ljJ (J'L d)' 
Vt-}. 

T 

der ABELsehen Integralgleiehung mit -,:=1= 0 als unterer Grenze des 
Integrals kann auf die Lasung (4;20) dureh die Substitution 
). = 1; + -,: zuriiekgefiihrt werden; man erhalt zunaehst 

oder 

t-T 

f (t) =J ljJ (C + r) d 1; , 
V(t-r) - C 

" 
t 

f (t + -,:) =JljJ (C + .J d 1; , 
Vt-C 

" welehe Gleiehung von der Form (417) ist ull,d naeh Gleiehung 
(420) dureh 

t 

'IfJ (t + -,:) = 1 ~ff (C + .) d1; , 
ndt Vt-C 

I) 

gelOst wird. Setzt man hierin 1; + T =). , so folgt 
t+-r 

(t+-,:)=~~f f(A) d)', 
'IfJ n d t V(t + -r) - A 

o 

und Ersatz von t + -,: dureh t ergibt daraus 
t 

(t) =~~J~d)' 
'IfJ n dt Vt-A 

T 

als Lasung. 

IV. Geophysikalische Anwendnngen 
der Operatorenrechnnng. 

1. Elektronenbewegung in der Ionosphiire. 
Einem Kartesisehell, Rechtssystem (x, y, z) geben wir am erd­

magnetise hen Aquator in der Ionosphare folgende Orientierung: 
+ z-Aehse vertikal aufwarts, +y-Aehse gegen (magn.) Norden, 
+x-Aehse gegen (magn.) Osten. Die Komponenten des erd-
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magnetischen Feldes.S) sind dann: Ha; = 0, Hy = H, Hz = 0, 
wobei H den Absolutbetrag von Sj bedeutet. Beginnt ein zur 
Zeit t = 0 ruhendes Massenteilchen (Elektron, Ion) mit der 
Masse m und der elektrischen Ladung e unter dem Einflu13 der 
Schwerebeschleunigung 9 = (0,0, - g) zu fallen, so tritt infolge 

der Bewegung die elektromotorische Kraft!!"- [b, Sj] auf (vgl. S.25), 
c 

so daB die Bewegungsgleichung in Vektorschreibweise 

d'O e 
mdt=mg+c[b,Sj] 

lautet, oder in Komponentendarstellung bei der von uns getroffenen 
Koordinatenwahl: 

d Va; e H -+-v -0 dt me z- , 

(421) =0, 

d Vz e H 
([t- m-;;Va; = -g, 

(vg1. G1. (llI»; zu diesem System simultaner Differentialgleichun­
gen geharen die Anfangsbedingungen 

Va; (0) = 0 , Vy (0) = 0, Vz (0) = 0 . 
dv 

Aus d: = 0 und Vy (0) = 0 folgt· v1J (t) = 0 (t > 0), d. h. die Be-

wegung erfolgt in der x, z-Ebene, so daB wir an Stelle von (421) nul' 
das System 

(422) 

eH 
DVa; +-Vz = 0, 

mc 
eH 

- - Va; + D Vz = - g , 
mc 

mit den Anfangsbedingungen 

(423) Va; (0) = 0 V z (0) = 0 

zu betrachten brauchen; dabei haben wir uns in den Gleichungen 
(422) bereits der Operatorenschreibweise bedient. 

Wir bestimmen aus (422) nun Va; und Vz so, als ob die Opera­
toren D in (422) algebraische GraBen waren, d. h. wir bilden die 
Det.erminanten: 

D 
(424) eH 

me 
Ertel, Operatorenrechnung. 

+eH 
me 

D 

7 



98 Geophysikalische Anwendungen der Operatorenrechnung. 

und 

0 +eH 
me 

-IJ D 

(425) 

D 0 

eH =-gD, 
me 

-g 

aus denen sich die Unbekannten v'" und Vz wie folgt bestimmen: 

g(~) 
v'" = , 

D2+ (~~r 
(426) 

(427) 
gD 

Vz =- D2+(~~r· 
Die Rea.lisierullg der darin auftretelldell Operatorell ergibt 

dann die gesuchtell Losullgell v", (t) , Vz (t). Fiir (427) folgt aus 
Gleichullg (329), wenn wir zur AbkiirzUllg 

(428) 

einfiihren : 

(429) 

eH 
W=­

me 

Vz = - fL sin (w t) . 
0) 

Um (426) zu realisieren, schreiben wir: 

gO) _ D-l D 
V'" = D2 + 0)2 - g.W D2 + 0)2 ' 

indem auf Grund der Anfangsbedingullg v", (0) = 0 die Opera­
toren D-l D hier kommutativ sind (vgl. S. 66): D-l D = D D-I 
= 1. Nun ist t 

D-l_D __ = fSin (0) t) d t = ~ {I - cos (w t)1 , 
D2 + 0)2 0) 0)2 j 

u so daB sich 

(430) v", = ! {I-COS (wt)} 

als Losung ergibt. Die z-Komponente (429) ist rein periodisch 

mit der Periodendauer T = 2 n; die x-Komponellte enthii.lt aber 
0) 
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dazu einen konstanten Anteil .JL , der positiv ist und somit eine 
ill 

mittlere Bewegung ("Driftstrom") mit der Gesehwindigkeit 

(431) 
T 

V x = ~ JVx dt = !L T ill 
o 

gegen (magn.) Osten ergibt. Fur ein einfaeh ionisiertes Stiekstoff­
molekiil ist z. B. w = 95 sec-I; mit g = 978 em see-2 (am Aquator) 
ergibt sieh vx von der GroBenordnung 10 em sec-I. Wenn N die 
Zahl der Ladungen (e) pro Volumeneinheit bedeutet, so ist eN Vx 

die elektrisehe Stromdichte, deren dureh tageszeitliehe Verande­
rung von N bedingte Sehwankungen von CHAPMAN 1 zur El'­
klarung der sonnentagigen erdmagnetisehen Variationen heran­
gezogen wurden. 

2. Elektrische Wellen in der Ionosphiire. 
Unterhalb der Ionosphare verhalt sieh die Atmosphare hin­

siehtlieh der Ausbreitung elektriseher Wellen praktiseh wie das 
Vakuum mit s = ,It = 1, so daB hier die Fortpflanzung der elek­
trisehen Wellen fUr alIe Frequenzen w naeh Gl. (249) mit del' 
Vakuumlichtgeschwindigkeit c erfolgt. Beim Eindringen der elek­
trischen Wellen in die N Ladungstrager (der Masse m) pro Vo­
lumeneinheit enthaltende Ionosphare lindert sich w nicht, wohl 
aber die Fortpflanzungsgeschwindigkeit, die hier mit a bezeichnet 
werde. Eine Gleiehung von der Form 

f ( kx x + ky Y + kzZ)l 
(432) Ex = Ax eos)w t - a , I 

(w = Kreisfrequenz) stellt daml die x-Komponente der elektrischen 
Feldstarke @; einer ebenen Welle dar, die sich mit der Geschwindig­
keit a in einer durch die Richtungskosinus 

(433) kx = cos (s, x) , ky = cos (s, y) , kz = cos (s, z) 

bestimmten Strahlrichtung s ausbreitet, wobei zwischen den 
Richtungskosinus kx, ky, kz die Beziehung 

(434) k x2 + ki + kz2 = I 

besteht. Ein elektrischer Ladungstrager wird durch die sich peri­
odisch andernde elektrisehe Feldstarke der Welle inSehwin­
gungen versetzt, die naeh (108) dureh die Gleiehung 

6 _ du _ d2 r _ e @; 
-Tt - dt2 - m 

1 SIDNEY CHAPMAN, englischer Mathematiker und Physiker, geb. 1888. 

7* 
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beschrieben werden k6nnen, wenn wir das erdmagnetische Feld 
und die ponderomotorische Kraft der magnetischen Feldstarke der 
elektromagnetischen Welle unberiicksichtigt lassen. Bei mehreren 
elektrischen Ladungstragern miissen die den einzelnen Ladungs­
tragern entsprechenden Ortsvektoren r dureh Angabe der Ko­
ordinaten Xo = iX, Yo = {J, z~ = y der Gleichgewichtslagen der ein­
zelnen Ladungstriiger unterschieden werden, d. h. es ist nicht, wie 
beim einzelnen Ladungstrager, r = r (t), sondern 

(435) r = r (iX, (J, y, t) , 

und daher 

(436) 

zu schreiben, fiir die elektrische Stromdichte also: 

(437) CV N or 
<\l=e\)= e­at 

wahrend die Bewegungsgleichung die Form 

02 r e 
(438) at2 = m Q; 

annimmt. Das System der Gleichungen der Elektronentheorie 
(vgl. S. 51) lautet jetzt: 

a (¥; or 
(439) c rot S) = at + 4nNeat ' 

(440) c rot Q; = _ a ~-
at' 

zusammen mit (438) und 

(441) div SJ = 0, div Q; = 0, 

wobei mit div Q; = 0 wahre elektrische Ladungen ausgeschlossen 
sind. Aus Gleichung (439) folgt durch partielle Differentiation 
nach t mit Riicksicht auf (438), (440) und (441) sowie (244) die 
Gleichung: 

(442) C2 L1 IS' = 02 (¥; + 4 Ne2 rc:. 
~ at2 n m ~, 

deren x-Komponente 
1 02 Ne2 

L1 E x - -Ex-4n--Ex = 0 . c2 a t2 · m c2 ' , 

oder in Operatorenschreibweise 

IDx2 +Dy2 +Dz2_~Dt2-4n Ne2lE -0 (443) \ c2. mC2J x-

lautet. Der linksstehende Operatorenausdruck ist in samtlichen 
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Grundoperatoren D x, D y, Dz, Dt von del' Form F (D2), und sub­
stituieren wir in (443) die Welle (432): 

r D 2 + D 2 + D 2 1 D 2 4 N e2 l (.t kx x + ky Y + kzZ) 
\ x y z - c2 t - n In c2 J cos OJ - a 

=0, 

so kann (297) angewandt werden, wodurch sich sofort 

w2 w2 Ne2 

- -2 (kx2 + ky,2 + kz2 ) + -. - 4 n --2- = 0 
a C" me 

odeI' wegen (434): 

ergibt. Durch Auflasung diesel' Gleichung nach a findet man ffu 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit del' elektrischen Welle den 
Ausdruck 

(444) 
a =V--;=='74=n=N""T e""2 

I--m-w-2 

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit (Pha8enge8chwindigkeit) del' 
Welle ist also im ionisierten Medium grofJer als im Vakuum; sic 
hangt ferner von del' Kreisfrequenz OJ ab, ist also ffu verschiedene 
Frequeru;en verschieden (Di8per8ion). Del' Vergleich von (444) mit 
(249) zeigt, daB die Ionosphare hinsichtlich del' Ausbreitung elek­
trischer Wellen als ein Medium mit, del' Dielektrizitatskonstante 

4nNe2 
8=1---­

mw2 

und dem Brechung8index 
_ c _ V-l-~nNe2 

n -a; - -rn:;;)2 

aufgefaBt werden kal1ll, welche GraBen durch die MAXwELLsche 
Relation n = Vi miteinander verknlipft sind. 

3. Harmonische Wasserwellell. 
Die ungestOrte freie Obel'flache eines in den hol'izontalen Rieh­

tungen unendlich ausgedehnten Gewassel's del' gleichfal'migen 
Tiefe H mach en wir zul' hol'izontalen x, y-Ebene eines Karte'li­
schen Koordinatensystems, dessen z-Achse wil' abwal'ts positiv 
zahlen. Es ist also z = Odie ungestal'te Oberflache und z = H 
del' Boden des Gewassers. Es sei Z; die aufwal'ts positiv gezahlte 
Erhebung del' Oberflache libel' die Gleichgewichtslage z = 0; hat z; 
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die Form 

(445) C = A cos a (x - ct) 

mit A = Amplitude, a = 2t ' A. = Wellenlange, c = FortpfIan­

zungsgeschwindigkeit, so liegt eine in Richtung der positiven 
x-Achse fortsehreitende harmonische Welle vor, deren Fort­
pflanzungsgeschwindigkeit (Phasengeschwindigkeit) c zu bestim­
men sei. Da die Wellen parallel zur y-Achse verlaufen, konnen wir 
die Rechnung auf die vertikale x, z-Ebene beschranken. 

Die hydrodynamischen Bewegungsgleichungen (198) lauten 
dann bei Vernachlassigung der nichtlinearen Geschwindigkeits­
terme sowie der CORIOLIsbeschleunigung: 

a Vx a 1jJ a Vz a 1jJ 
(44,6) at - a;; , at = --az' 
wobei wir 

(447) 

gesetzt haben. Ferner gilt die Kontinuitatsgleichung fUr inkom­
pressible Flussigkeiten (205) in der Form 

(448) 
a Vx a Vz 
0;-+,,=0. 
u x u z 

Aus (446) und (448) folgt dann fiir die Funktion 1p sofort die 
zweidimensionale Potentialgleichung (vg1. S. 5): 

a2 1jJ a2 1jJ 
(449) a x2 + a Z2 = 0 . 

Hierzu treten folgende Randbedingungen: Fur z = H muB auf 
Grund der kinematischen Grenzflachenbedingung (vgl. S. 46) fiir 
aIle Zeiten Vz = 0 sein, d. h. nach der zweiten der Gleichungen 
(446): 

(450) a 'I' = 0 fiir z = H . a z ' 

An der freien OberfIache ist auf Grund del' dynamischen Grenz­
flachenbedingung (vgl. S.46) fiir aIle Zeiten' p = 0, ferner hat 
fiir einen Punkt der Oberflache C das Schwerepotential den Wert 
cP = g C, wenn wir dem Potential del' Gleichgewichtslage den 
Wert Null erteilen. Dann ist nach G1. (447) 

(451) 1p=gC,furz=O 

eine weitere Randbedingung. Ferner kann fur die OberfIache 

1)z = - ~ ~ gesetzt werden, wobei das Minuszeichen dadurch be-
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dingt ist, daB wir z nach unten, (; aber nach oben positiv zahlen. 
Dann ist nach der zweiten Gleichung von (446) 

(452) ~~ = ~2t~ , fiir z =0 . 

Es liegen dann in dem System (450, 451, 452) drei Gleichungen 
zur Erfiillung von zwei Randbedingungen und zur Bestimmung 
der in Gleichung (445) noch unbestimmten Konstanten c vor. 

Die Gleichung (449), die in Operatorenform 

(453) (Dx2 + D z2) 'ljJ = 0 

lautet, unterwerfen wir der linksseitigen Einwirkung des Ope­
z 

rators Dz -1 = J d z; wir erhalten mit Riicksicht auf (452): 
o 

02 r 
(Dz -1 Dx2 + Dz) 'ljJ = 0 t2~ = Dt2 (; . 

Nochmalige Anwendung von Dz -1 ergibt mit Riicksicht auf 
Gleichung (451) : 

(Dz-2Dx2 + 1)'ljJ = Dz-1Dt2(; +g(;, 

woraus die symbolische Lasung 
1 D -lD2 

'ljJ = D -2 D 2 + 1 g (; + D -~ D 2 t+ 1 z;, 
z x z x 

oder 

(4;54) 
_ I DZ2 Dz Dt2\ 

'ljJ - I g Dz2 + Dx2 + Dz2 + Dx2 J (; 
folgt. Substituieren wir hierin fiir (; den Ausdruck (445) und 
wenden fiir die Operatoren Dt2 und Dx2 die Gleichung (297) an, so 
ergibt sich 

J D z2 Dz 
(455) 'ljJ =Acosa(x-ct)tgDz2_a2-a2c2 Dz2_a2J' 

woraus nach den Gleichungl'n (322) und (323) 

(456) 'ljJ = A cos a (x - ct) { g Cos (a z) - a c2 Sin (a z) j 

folgt. Die Ableitung dieses Ausdrucks nach z: 

~~ = a A cos a (x - ct) {g Sin (a z) - a c2 Cos (a z)} 

solI gemii.13 Gl. (450) fiir z = H verschwinden, wodurch sich die 
Bestimmungsgleichung 

(457) g Sin (aH) -ac2 Cos (a H) = 0 
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fiir c ergibt. Durch Einfiihrung des hyperbolischen Tangens 

T . (aH) = Sin (aH) 
g Cos (a H) 

erhalt man aus (457) mit a = 2 n fiir die Fortpflanzungs­
}. 

geschwindigkeit c der Wasserwellen die Gleichung 

(458) = 1/ gAT (2 n H) 
c V2n g A • 

Aus dieser Gleichung ergeben sich zwei Spezialfalle fiir 2 ~ H ~ I 
k W 11 W 2nH# W (urze e en, tiefes asser) und -;:- <; I (lange ellen, 

flaches Wasser). 1m ersten Fall gilt 

und daher 

(459) 

im zweiten Fall gilt 

und somit 

(4;60) 

Tg C~ H)-+l 
c = l(gA 

V2n' 

T .(2nH) 2nH g -- -+--
, ). ). 

c=VgH. 

Hier ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von der Wellen­
lange unabhangig. 

4. Stationare Driftstrome im homogenen Ozean. 
Wir betrachten das stationare Stromungssystem, welches sich 

in einem unendlich ausgedehnten homogenen Ozean unendlicher 
Tiefe infolge eines dariiber wehenden konstanten Windes nach hin­
reichend langer Zeit ausbildet, indem der durch den Wind an der 
Meeresoberflache ausgeiibte Tangentialdruck das Oberflachen­
wasser in Bewegung setzt und sich diese Bewegung durch die 
innere (turbulente) Reibung des Meerwassers in immer gro13ere 
Tiefen ausbreitet. Der Bewegungszustand wird beschrieben durch 

die aus (223) fUr den stationaren Fall (00 ~x = :~Y = 0) und 
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fehlenden Druckgradienten (~~ = ~ : = 0) folgenden Gleichungen 

d2 Va; sin!p 
-d 2 + 2 w --e Vy = 0 . 

Z fl ' 

d2 Vy sin !p 
dz2 - 2 w -;;:- e Va; = 0 . 

(461) 

Das Koordinatensystem (x, y, z) sei ein Kartesisches Links­
system mit abwiirts positiv zu zahlender z-Achse, wahrend die 
x, y-Ebene mit del' Meeresoberflache z = 0 zusammenfallt. Die 
Gleichungen gelten in vorstehender Form fiir die Nordhemisphare 
(fiir die Siidhemisphare ware cp mit - cp zu vertauschen). Die 
Komponenten des Tangentialdrucks des Windes an del' Meeres­
oberflache sind 

(462) (d Va;) (d VY) 
Ta; = - P, """""dZ 0' Ty = - P, ----riZ o ' 

und als vorgegebene konstante GraBen zu betrachten. Mit del' 
Abkiirzung 

2 2 - 2 sin!p'e a - w----
fl 

lassen sich unter Einfiihrung del' komplexen Geschwindigkeit 
(i=V-1) 

(463) w = Va; + ivy 

die Gleichungen (461) in 

(464) 

zusammenfassen; unter 

(465) S = Ta; + i Ty = - p, (dd:)o 
verstehen wir den aus (462) und (463) folgenden komplexen Tan­
gentialdruck. 

Als Randbedingung haben wir fiir die Mecresoberflache z = 0: 

(466) 
S 

wahrend fiir groBe Tiefen (z-+ (0) das Verschwinden des Be­
wegungsfeldes zu fordern ist: 

(467) w = 0 , fiir z-+ 00 • 

Aus del' Gleichung (464) erhalten wir nun durch linksseitige An-



106 Geophysikalische Anwendungen del' Operatorenrechnung. 

z 

wendung des Operators Dz-l = J dz mit Riicksicht auf (466): 
u 

dw . S --%2a2 Dz-l w =--
d Z fl ' 

und nochmalige Anwendung von Dz -1 ergibt 

(468) . 2 2 D -2 D '-1 S W - % a z Wo = W - z -, 
fl 

wobei Wo die komplexe Geschwindigkeit an der Meeresoberflache 
bedeutet: 

(469) Wo = Va; (0) + ivy (0) . 

Die Gleichung (468): 

(1 - i 2 a2 Dz -2) W = Wo - Dz -1 ~ , 
p. 

hat die symbolische Lasung 

1 

oder 

S 

S 

fl 

die nach (322) und (323) durch 

(470) C ()/2--;') Sin (a zi 2 i) S 
W = os a z' % Wo - -

" a )12 1: It 

realisiert ist. Dabei ist V2'i = 1 + i, wie durch Quadrieren mit 
Ri1cksicht auf i 2 = - 1 sofort bestatigt werden kann. Driickt man 
die hyperbolischen Funktionen in (470) durch Exponentialfunk­
tionen aus, so erhiilt man: 

1'-; lIS 1 
W = J e+ az ·2. Wo--=_I 

2 I a i2 i fl J 
,- r 1 S \ + ,1 e - a z }2 i Wo + --=- _ 

2 \ a Jf2 i fl I 

(471 ) 

woraus sofort ersichtlich ist, daB die Bedingung (467) nur erfiillt 
ist, wenn 

1 S 
(472) W o--= - =0, 

a V2 1: fl 

welche Gleichung die Beziehung zwischen Oberflachenstrom und 
Tangentialdruck des Windes darstellt. Setzt man (Vo = Absolut­
betrag des Oberflachenstroms) 

Va; (0) = Vo cos 0: , Vy(O) = Vosino:, 
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und orientiert das Koordinatensystem derart, daB der Wind in 
Richtung der +y-Achse weht: Ta; = 0, S = i Ty = iT (T = Ab­
solutbetrag des Tangentialdrucks) so folgt aus Gl. (472): 

d. h. 

also 

(473) 

und 

(474) 

Vo COSiX + i VosiniX = _1-= fi T = -I- (1 + i), 
,u a ]12 ,u a 

V TV· T ° COSiX = -2-' ° SIn iX = -2-,ua ,ua 

tg iX = I , iX = n/4 ( = 45°) 

T l' 
V ° = ,-t -a-V-2" = V;-;=;2O=w==:si:=n=f[!=.=(!=fI' 

Die Gleichung (473) besagt, daB der Oberflachenstrom gegen­
tiber dem Wind (Tangentialdruck) auf der Nordhemisphare urn 
45° nach rechts abgelenkt ist; der komplexe Oberflachenstrom 
ist also in der Form 

(475) Wo=Vocos(~) +isin(~) = Voei : 

darstellbar. Die Losung (471) reduziert sich jetzt wegen (472) auf 

w = Wo e- a z V~i = Wo e- a z (1 + i) , 

woraus durch Substitution von (475) 

w = Voe- az ei (n/4-aZ) 

oder nach Gleichung (463) 

Va; + i Vy = Vo e- a z cos (n14 - az) + i Vo e- a z sin (n/4 - az) 

folgt, so daB also in 

(476) 
Va; = Voe-azcos (nI4-az) , 

Vy = Voe- az sin(nI4-az) , 

in Verbindung mit Gleichung (474) die Losungen des Systems (461) 
mit Berucksichtigung der Randbedingungen (466) und (467) vor­
liegen. Diese Losungen besagen, daB der Strom unter Abnahme 
der Geschwindigkeit mit zunehmender Tiefe nach reehts dreht; die 
Verbindung der Endpunkteder mitzunehm.ender Tiefe aufein­
anderfolgenden Geschwindigkeitsvektoren ergibt eine logarith 



108 GeophysikaJische Anwendungen der Operaotorenrechnung. 

mische Spirale (EKMAN-Spirale!). In einer Tiefe z = H, bestimmt 

+y T 

+$ 

Abb. 5. EK~IAN-Spirale. 

durch a H = n , also 

H=V-~, e w smcp 

ist die Amplitude des Stroms auf den 
e-n-ten Teil (e- n = 0,0432) des Ober­
fla.chenstroms gesunken und dabei hat 
der Strom gegenliber dem Oberflachen­
strom um 180 0 gedreht; hier ist prak­
tisch die Grenze des winderzeugten 
Meeresstroms erreicht. H heiBt EK­
MANsche Reibungstiefe. 

5. Eigenschwingungen abgeschlossener Wassermassen. 
Durch Luftdruckschwankungen und besondere Windverhalt­

nisse konnen die in Seen abgeschlossenen Wassermassen zu freien 
Schwingungen angeregt werden, die auf Grund eines lokalen, von 
der Bevolkerung der Dfer des Genfer Sees gebrauchten Namens 
in der Limnologie (Seenkunde) Seiches genannt werden. Die 
Schwingungen besitzen je nach der Dimension des Sees Perioden 
von einigen Minuten bis einigen Stunden, erfolgen also relativ lang_ 
sam, so daB wir die quasistatische Betrachtungsweise anwenden 
konnen, nach welcher der Druck durch die statische Grund­
gleichung (217) lnit hinreichender Genauigkeit gegeben ist. Wir 
legen die x-Achse in Richtung der Langsachse des Sees, zahlen die 
z-Achse nach oben positiv und brauchen, da wir Querschwingungen 
nicht betrachten wollen, die y-Abhangigkeit der vorkommenden 
GroBen nicht zu berlicksichtigen. Der See habe die Lange,L, 
reiche von x = 0 bis x = Lund werde dort von vertikalen Dfern 
begrenzt, so daB dort auf Grund der kinematischen Grenzflachen­
bedingung (vgl. S.46) vX stets verschwinden muB: 

(477) Vx = 0 , fUr x = 0 und x = L . 

Die gleichforlnige Tiefe des Sees sei H. 1st C die Oberflachen­
storung, so ergibt die statische Grundgleichung (217) den Druck 
in der Hohe z liber dem Seeboden z = 0 zu 

H+ C fop 
P - PH +;; = - 0 z dz = + g e (H + C - z) , 

z 

VAGN WALFRIED EKMAN, schwedischer Ozeanograph und Physiker, 
geb.1784. 
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oder 

(478) P = g e (H + , - z) , 

da der Druck PH + c an der freien Oberflache verschwindet (vgl. 
S.46). Die erste der hydrodynamischen Bewegungsgleichungen 
(218) lautet dann, da die Coriolisbeschleunigungunberiicksichtigt 
bleiben kann: 

(479) 

welche Gleichung zeigt, daB Va; von z unabhangig sein muB, da 
1; =, (x, t). Dann folgt aber aus der Kontinuitatsgleichung 

oVa; 0 Vz 
a;;+az=O 

durch Integration mit Riicksicht auf Vz = 0 fUr z = 0 : 

oder wegen 

OVa; 
(vZ)HH =-(H +') ox' 

oC 
(VZ)H + ~ = at 

und Vernachlassigung von' gegen H auf der rechten Seite: 

oC OVa; 
(480) at = -H ax' 

Durch partielle Differentiation nach t und Substitution von 
Gl. (479) ergibt sich hieraus die Wellengleichung 

(481) 

mit c = l'g H (vgl. S. 104). Aus .Gleichung (479) folgt, daB die 
Bedingungen (477) aquivalent sind mit 

(482) ~~ = 0 , fLir x = 0 und x = L . 

SchlieBlich sei fUr x = 0 die dortige periodische Wa.sserstands­
anderung , von der Form 

(483) '0 = A cos (2;'7 t + B) , 
worin T die (noch zu bestiromende) Schwingungsdauer bedeutet. 

Wir schreiben die Gleichung (481) operatorenmaBig 

(484) (Da;2 - !2 Dt2) , = 0, 
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x 

wenden linksseitig den Operator Dx -1 = J dx an und erhalten 
o 

wegen (482): 

(Dx- !2 Dx-1Dt2) , = O. 

Nochmalige Allwendung des Operators Dx -1 ergibt mit Riick­
sicht auf (483): 

( 1 - ~2 Dx -2 Dt2) , = A cos (2; t + B) , 
mit der symbolischen LOsung 

D} (2nt \ 
'=A----1-cos T + B), 

Dx2 -2 Dt2 ' , 
c 

in welcher der Dx-Operator gemiW (322) realisiert werden kann: 

(' x ) (2 n ) , = A Cos eDt cos T t + B , 

oder 

, = ~ (e+ ~ D t + e-~ D t) cos (2; t + B). 
Die Anwendung von (394) bzw. (395) ergibt weiter: 

, = A cos f~ (t +~) + B} + A cos{2n (t-~) + Bl 
2 IT c 2 T c J' 

welches Resultat mit Hilfe der auf S. 34; angegebenen trigono­
metrischen Formel fUr die Summe zweier Kosinusfunktionen iiber­
sichtlicher 

(485) (2 n) (2 n ) , = A cos Tc x cos rF t + B 

geschrieben werden kann. Die Ableitung 

a C = _ 2 n A sin (~ x) cos ( 2 n t + B) ox Tc Tc T 

erfiillt die erste del' Bedingungen (482); damit auch die zweite 
dieser Bedingungen erfiillt ist, muE 

(486) . (2nL) 0 SIn ----rrc = 

sein, was nur moglich ist, wenn die bisher noch unbestimmte 
Schwingungsdauer T einen der diskreten Werte Tn (n = 1,2,3 ... ) 
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annimmt, die sich aus der (486) genugenden Gleichung 

2TnL =nn (n = 1,2,3 ... ) 
n C 

ergeben. Diese Eigenwerte des vorliegenden Problems: 

(487) T n =2L= 2L , 
nc n VgH 

stellen die moglichen Schwingnng8perioden dar. Die dazugehorigen 
Schwingnng8formen werden durch die entsprechenden Eigen­
fnnktionen 

(488) 
'n= A cos (c2

;', x) cos C;nt + B) 
= A cos (n; x) cos C ;nt + B) 

bestimmt. Diese Eigenfunktionen stellen 8tehende Wellen dar, bei 

denen die sich aus n; X = ; (2 m - 1) ergebenden Punkte 

X=L'C;;l) (m=1,2,3 ... n) 

der Seenoberflache ZiU allen Zeiten mit der Gleichgewichtslage zu­
sammenfallen (Knotenpnnkte). FUr eine einknotige Schwingung 

Abb. 6. Schema der ein· und zweiknotigen Seiches. 

ist also x = ~ L der Knotenpunkt, fUr eine zweiknotige Schwin­
gung (n = 2, -m = 1,2) liegen die Knotenpunkte an den Stellen 
x = t Lund x = £- L usw .. 

6. Ausgleich von Salzgehaltsstorungen im Ozean durch 
Turbulenz. 

Del' Ausgleich von Salzgehaltsunterschieden im lVIeerwasser 
wird (bei fehlender Konvektion) durch eine der Diffusionsgleichung 
(260) analoge Differentialgleichung 

(489) 
1) 02 (f 

--eoz 2 
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beschrieben, in der a den Salzgehalt (pro Masseneinheit), z die 
(abwarts positiv gezahlte) Vertikalkoordinate, e die Dichte des 
Meerwassers und'YJ den von der Intensitat der Turbulenz abhan­
gigen Austauschkoeffizienten fiir die Eigenschaft "Salzgehalt" be­
deutet. Salzarmes Niederschlagswasser, das auf die Meeresober­
flache z = 0 niederfallt, ist dort in seiner physikalischen Wirkung 
einer flachenhaften Salzsenke aquivalent, die pro Zeit- und 
Flacheneinheit eine Salzmenge -..2 aufbraucht, welche einer 

Salzstromdichte - 'YJ ~ ~ (analog der Warmestromdichte, vgl. S.55) 

unmittelbar an der Meeresoberflache z = 0 entspricht: 

(490) 

Die dadurch an der Meeresoberflache einsetzende Herabsetzung 
der Salzkonzentration breitet sich bei Andauer der Senke (490), 
d. h. wahrend des Niederschlags, infolge Turbulenz in immer 
tiefere Schichten aus, wahrend nach dem Aufhoren des Nieder­
schlags ein von unten nach oben fortschreitender Ausgleich der 
niederschlagsbedingten Salzgehaltsstorung infolge des Turbulenz­
vorgangs einsetzt. 

Beim Einsetzen des Niederschlags zur Zeit t = 0 sei der mit. 

der Tiefe konstante Salzgehalt ;" vorhanden; ..2 in (490) ist 
als eine durch den zeitlichen Verlauf der Niederschlagsintensitat 
bedingte Zeitfunktion anzusehen,..2 =..2 (t), die wahrend der 
Niederschlagsdauer T positiv ist : 

..2 (t) > 0 , fiir 0 ~ t ~ T , 

hingegen Null fUr alleZeiten nach dem Aufhoren des Niederschlags : 

..2 (t) = 0 , fur T < t . 

Die Differenz a (z, t) -; = S genugt dann der Differential­
gleichung 
(491) as _ !l a2 s = 0 

ate a Z2 

und nach (490) der Randbedingung 

(as) =E(t). 
(492) a z z = 0 'YJ" 

ferner ist 
* (493) S = a - a = 0, fiir z-+- 00 , 

d. h. das Verschwinden der Storung fiir groBe Tiefen zu fordern. 
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Die Differentialgleichung (491), die mit der Abkiirzung 'YJle= a2 

in Operatorenschreibweise 
(Dt - a2 Dz2) S = 0 

lautet, unterwerfen wir der linksseitigen Einwirkung des Opera-
z 

tors Dz -1 = J dz und erhalten mit Riicksicht auf (492): 
o 

a2 
(Dz -1 Dt - a2 Dz) S = - - .2 (t) , 

17 
und durch nochmalige Anwendung der Dz -I-Operation: 

(494) (Dz -2 Dt - a2) S = - a2 So (t) - Dz -1 a 2 .2 (t) , 
17 

worin So den Wert von S fiir z = 0 bedeutet, der nicht durch eine 
Randbedingung vorgegebenist. Aus Gl. (494) folgt die symbolische 
Losung 

welche hinsichtlich des Operators Dz gemaB (322,323) realisiert 
werden kann: 

oder 

(495) 

z - (= vn;).E(t) S = Cos (- iDt) So (t) + a Sin . IT) -, 
a J Dt 17 

S = ~ -I- : VDt {s (t) + _1 ~.2 (t) 1 
2 e 0 liD; 17 J 

~ - : VDt {s (t) _ 1 a.2 (t) I . + 2 e 0 VDt '1 J 

Damit die Bedingung (493) erfiillt ist, muB 
a 1 ~ 

(496) So (t) + - V- kJ (t) = 0 
17 Dt 

sein; diese Bedingung ergibt den zeitlichen Verlauf der Ober­
flachensalzgehalts - Storung So (t) = (J (0, t) - i7 in Operatoren­
form, d. h. 

(497) 

Hieraus folgt 

a 1 ~ S (t) = - - - kJ (t) . 
o 17m 

Dt So (t) = - ~ flit.2 (t) , 
17 

Ertel, Operatorenrechnnng. 8 
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welcher Ausdruek entspreehend (403) unter Anwendung des Du­
HAMELsehen Integrals (361) dureh 

t 

a a f· 17(C) D t So (t) = - -at V~--= dC 
1) . n(t-C) 

o 

realisiert werden kann. Operation mit Dt-l ergibt hieraus mit 

Riieksieht auf Dt-l Dt So (t) = 8 0 (t) - So (0) = So (t) und ~ = 1 : 
1) V(1) 

t 

(498) 8 0 (t) = - ~l-J 17(0 dC, 
Vn1)Q Vt C 

" als Lasung der Operatorengleiehung (497). Der zeitliehe Verlauf 
des Salzgehaltes a (0, t) an der Meeresoberflaehe z = 0 wird also 
dureh 

(499) 

clargestellt. 

t 

., 1 J 17(C) a (0, t) = a- V- V_dC 
n1)Q t-C 

o 

Die Lasung fUr die Tiefen z > 0 erhalten wir, inclem wir die 
aus (495) und (496) folgende symbolise he Lasung 

- ~ Vn-eat a 
(500) 8 = - --- -.2 (t) 

m1) 

realisieren; zunaehst folgt aus vorstehender Gleiehung: 

(501) Dt 8 = - ~ VDt e - : Vilt.2 (t) . 
1) 

Nun ist naeh Gleichung (407): 
z' 

- -~VDt e- 4a't 
VDte a 1=--=h(t), 

vnt 
und somit erhalten wir dureh Anwenclung des DUHAMELSehen 
Integrals (361): 

t 

(502) VDte - : Vnt .2 (t) = :Je-/a'~t'-').2 (C) dC 
(t-n 

o 

und damit die Realisierung von (501) in cler Form 
t 

1 0 f: - 4 1) ~t~ C) 

Dt 8=-Vn1jQ0tj· Vt-C .2(C)dC. 
o 
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Anwendung des hier wieder mit Dt kommutativen Operators 
Dt-l fUhrt auf t 

(503) S = - _l_fe- 4'7 ~/~~).2 (') d, , 
Vn1)(! Vt C 

o 

welche Li:isung fiir z = ° in Gleichung (498) iibergeht. 
Setzen wir in Gleichung (499) 

.2 (t) =.2 = const. fiir ° ;;;;; t ;;;;; T, 

.2 (t) = ° fiir t > T , 

so erhalten wir 

a (0, t) = ; - (/21,' ) ft, fUr ° ;;;;; t ;;;;; T , 
1n1](! 

a(0,t)=;_(/21,' )Ut-vt-T} , fiir t~ T. 
}nlJ (! 

Die maximale Salzgehalts­
starung (q)wirdfUrt = T (= En­
de des Niederschlags) erreicht: 

o 12.Jf/. 58 788101172f-

. 
q = a-a (0, T) 

21,'VT 
- Vn1](!' 

Wahrend des Niederschlags 
erfolgt also die Ausbildung der 
Starung nach dem Gesetz rr 

I I I I 

Abb.7. Zeitlicher Verlauf einel' 
niederschlagsbedingten Salz­
gehaltsstiirung an der J'rIeeres­
oberfHiche. (Ende des Nieder-

schlags fiir tiT = 1.) 

(504) 
. It 
a - a (0, t) = q 11-11 ' (0 ;;;;; t ;;;;; T) , 

dieselbe erreicht dann ihren Maximalwert q fiir t = T , und gleicht 
sich nach dem AufhOren des Niederschlags gemaB 

* f It /-t-l 
(505) a-a(O,t) =q\} T-l' T-11 (t ~ T) 

wieder aus, ein Ergebnis, das sich mit den Beobachtungen in guter 
Ubereinstimmung befindet. 

7. Warmeleitung im Erdboden. 
Es soIl untersucht werden, in welcher Weise sich periodische 

Temperaturanderungen an der Erdoberflache (z = 0) in den Erd­
boden hinein fortpflanzen. Dabei nehmen wir den Erdboden als 

8* 
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homogen und isotrop mit der Temperaturleitfahigkeit a2 an; ferner 
sollen keine seitlichen Temperaturunterschiede auftreten, so daB 
die Temperatur T nur von der Tiefe z und von der Zeit abhangt, 
wodurch sich die Warmeleitungsgleichung (256) auf 

aT (j2T 
(506) at = a2 a Z2 

reduziert. An der Erdoberflache z = 0 andere sich die Ober­
flachentemperatur To periodischnach dem einfachen Gesetz 

(507) To =AcosC:t) (fUr z =0) 
mit der Periode'i um den Mittel~ert To = 0, welche Festsetzung 
aber keine Einschrankung bedeutet, da wir den Nullpunkt der 
Temperaturskala fiir unsere Zwecke willkiirlich festlegen konnen. 
Die Temperaturschwankungen miissen mit der Tiefe abklingen, 
weshalb wir 

(508) T = 0 , fiir z-+ + 00 

fordern konnen. 

Wir schreiben die Gleichung (506) in Operatorenform 

(Dz2 - ~ Dt ) T = 0 , 

z 

iiben von links die Operation Dz -1 = J dz aus und erhalten mit der 
o 

Abkiirzung (~ T) fiir (a,;, T) _ zunachst 
uZ 0 uZ z--O 

(Dz - Dz-1 ~:) T = (~~)o, 
und daraus durch nochmalige Anwendung von Dz-1 mit Riicksicht 
auf (507): 

(' D_2D) (aT) 
l-~ T=To +Dz-1 az 0' 

welche Gleichung die symbolische Losung 

besitzt; dieselbe kann hinsichtlich des Operators Dz nach (322, 
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323) realisiert werden, da To und (Oa~) 0 nur Funktionen von t sind: 

Sin (~vn) 
( z m) a t (0 T) T = Cos a I Dt To + a vn;.. az 0' 

oder 

T = ~ e + ~ V D t f T + ~ (0 T) } + _~ e- ~ VDt f T _ ~ (.0 T) I 
2 I 0 vn; OZ 0 2 I 0 vn; oz of 

Zur ErfiiIlung der Bedingung (508) muB 

T-L~(?~)=O o I VDt 0 Z 0 

sein, wodurch sich die symbolische Losung unter Elimination von 

~(OT) auf vn; OZ 0 

_3...1fDt 
(509) T = e a To 

reduziert. Schreiben wir mit der Abkiirzung w = 2 n die Rand-
7: 

bedingung (507) gemaB (324, 325) in der Form 

A . t . t 
To=~(etw +e-t W) 

2 

und substituieren diese Gleichung in (509), so erhalten wir 

T = ~ (e--;VDt"eiwt+e-~VDt"e-iwt), 
oder nach dem Verschiebungssatz in del' Form (304): 

A (-3...YDt+i:; -3...,(Dt-iW) (510) T = 2 ei w t • e a + e - i en t • e a V ~ . 

Nun konnen die Operatoren e - .; Pt + i en und e - ~ Y Dt - i en in 
Potenzreihen nach steigenden Potenzen von Dt entwickelt werden 
(vgl. S. 62): 

(511) 

(512) 

In diesen Reihen konnen aber aIle Terme bis auf die ersten 
(fo, (/0) gestrichen werden, da inGl. (510) die Operatoren auf die 
(nicht besonders hingeschriebene) Objektfunktion 1 einwirken und 
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die Ausdriicke Dt 1 = Dt2 1 = Dt3 1 = ... = 0 zu setzen sind; 
andererseits erhalten wir die Koeffizienten fo und go durch Null­
setzen von Dt in den Gleichungen (511,512), also 

(513) 
Z r-- z /--- -VDt + iw - -l/iw e a l=e a , 

(514) 

flO daB sich die Losung (510) auf 

(515) T=~(eiwte-';Viro +e-iwte-~}!-iW) 

reduziert, die sich durch Benutzung der Formeln 
;-;- l+i ;-. l-i T'L = ----==--, l-~ =-=-

1/2 112 
weiter vereinfacht: 

A -!...l/w J i(wt_!...,I_w) -dwt-!"'l/{;;) 1 
T=2e a 21 e aV2 +e \ a 2 f' 

Del' Klammerausdruck in vorstehender Gleichung ist aber 

gleich 2 cos (w t -: V~) , so daB wir die Losung 

T -A -~~ (2nt Z lin) - e cos --- -
TaT 

(516) 

erhalten, da ja w = 2 n gesetzt wurde. 
T 

Die Amplitude del' in den Erdboden eindringenden Temperatur­
welle klingt also nach dem Gesetz 

,-

(517) A (z) = A e - ~ V : 
mit zunehmender Tiefe ab; bezeichnet man als Eindringungstiefe 
die Tiefe h, in del' die Amplit,ude A (h) auf den e - 2 "'-ten Teil 
(e- 2n = 0,00187) del' Amplitude A an del' Erdoberflache ge­
sunken ist: 

flO ergibt sich 

(518) 

A (h) -~ ,;;;­
-:::;r-=e-2n=e a VT, 

h=2aV:n-r. 

FUr zwei verschiedene Perioden (z. B. tagliche und jahrliche) 
verhalten sich also die Eindringungstiefen wie die Quadrat-
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wurzeln aus den Perioden: 

hl!h2 = Vi1!i2· 

Schreibt man Gl. (516) in del' Form 

T = A e - -% V: cos 2 :n; (i _ z '), 
T 2 a VnT 

119 

so zeigt del' Vergleich mit einer fortschreitenden (gedampften) 
Welle del' Wellenlange A: 

A (z)· cos 2 :n; ( ~ - n ' 
daB die Eindringungstiefe (nach obiger Definition) gleich del' 
Wellenlange ist: h = A. Die Fol'tpflanzungsgeschwindigkeit del' 
Temperaturwelle ist 

(519) v =!: = 2 al/n , 
T . T 

die Schwingungsperiode bleibt beim Eindringen del' Welle in den 
Erdboden unverandert. 

Nach del' hier in den Gleichungen (511-514) verwendeten Me­
thode laBt sich iibrigens del' auf S. 64, unerledigt gebliebene Re­
sonanzfall 

I 
D2 + w2 cos (w t) 

behandeln. Wil' betrachten zu diesem Zweck die Objektfunktion 

ei W t = cos (w t) + i sin (w t), auf die wil' den Operator -D2 I 2 aus­+w 
iiben: 

__ l_eiwt 
D2 + w2 

Del' Vel'schiebungssatz (304) ergibt hier: 

1 . t . t I . t ___ e'w = e'w = e'w =--:-~~ . 
D2 + w2 (D + i W)2 + w2 D2 + 2 i D w 

= ei OJ t ~ ___ --.!._ 
D D + 2iw 

Wil'd hier D + 12 i w nach steigenden Potenzen von D ent­

wickelt: 

D/2iW=2!W· I +1 D =2!w(1-2~w+(2~:ri-· ... )' 

2iw 
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so ergibt sich bei Anwendung des Operators D +12 i co auf die Oh­

jektfunktion 1: 
1 =_1 __ 1 = 1 

D+2ico D+2ico 2ico 
und somit 

1 i w t ei w t 1 i w t t . i w t t 
D2 + co2 e = 2 i co D = 2 i co = - ~ ~ 

woraus durch Gleichsetzung der reellen und imaginaren Anteile 
die Gleichungen 

(520) D2 ~ co2 cos (w t) = 2tco sin (w t) 

(521) D2 ~ co2 sin (w t) = - 2 ~ cos (w t) 

resultieren. 
Nach diesem Exkurs fiber den Resonanzfall der einfachen 

Schwingungsgleichung betrachten wir hier noch die Realisierung 
des in der Theorie der Ausgleichsvorgange auftretenden Operators 

(522) e- aVD = e-aJ!D 1 , (D = Dt = oat) . 

Aus (407) erhalten wir durch Integration fiber den Para­
meter a: 

a a 

(523) j. J a' - -a 15 1_ yD e V da=-= e 4tda. 
Vn t 

o 0 

Die linke Seite der vorstehenden Gleichung ergibt 

a 

y D J e- a Vv d a = 1 - e- a VI) , 
o 

somit ist nach Gleichung (523) 

Durch die Substitution' = ~f7 erhalten wir hieraus 
2 r t 

a 

(524) 



Nichtstationa.re Driftstrome im homogenel1 Ozean. 121 

Nun stellt 

(525) 

das aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Fehlertheorie be­
kannte GAusssche Fehlerintegral dar; somit erhalten wir nach 
Gleichung (424) in 

(526) e- a Yn = 1 - ifJ (2 ~) 
die gesuchte Realisierung des Operators (522). 

8. Nichtstationare Driftstrome im homogenen Ozean. 
Das stationiire Driftstromfeld eines homogenen, unendlich 

ausgedehnten und unendlich tiefen Ozeans (vgl. S. 104) kann als 
Ergebnis einer zeitlich unendlich langen Einwirkung des den Tan­
gentialdruck an der Meeresoberfliiche bedingenden konstanten 
Windes angesehen werden. Urn die zeitliche Ausbildung eines der­
artigen Stromsystems durch einen zur Zeit t = 0 einsetzenden 
konstanten Wind zu untersuchen, miissen wir uns der nicht­
stationiiren hydrodynamischen Gleichungen bedienen: 

a Vx • fJ, a2 Va; 
at - 2 OJ sm cp Vy = !! -azil' , 
avy • fJ, a2 Vy 
at + 2 OJ sm cp Vx =!! a Z2 , 

(527) 

im iibrigen behalten wir die Bezeichnungsweise des Kap. IV, 4 
mit Ausllahme gewisser Abkiirzungen fiIT KOllstantenkombina­
tionen bei. Durch Einfiihrung der komplexen Geschwindigkeit 
w (z, t) analog (463) k6nnen die Gleichungen (527) III 

(528) aw+. 2 . fJ,a2 W 
- ~ OJSlnmw =-­at' !! a Z2 

zusammengezogen werden. Mit den Abkiirzungen 

(529) 2 OJ sin cp = A., !! = a 2 

I"' 

schreiben wir (528) in del' Operatorenform 

(530) 
z 

und erhaltendurcheiumalige Anwendungdes Operators Dz-l =1 d z 
o 
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mit Riicksicht darauf, daB 

(531) S (t) = S = - fk --(aw) 
a Z 0 

den komplexen Tangentialdruck des Windes an der Meeresober­
flache z = ° darstellt: 

{Dz - Dz-I a2 (Dt + iA)} W = - ~ , 

und daraus durch nochmalige Anwendung der Dz -I-Operation: 

(532) {l- Dz-I a2 (Dt + iA)} W = Wo - Dz-I ~ , 

wobei 

(533) Wo = Vx (0, t) + i Vy (0, t) 

die komplexe Geschwindigkeit an der Meeresoberflache bedeutet, 
die nicht durch eine Randbedingung vorgegeben ist. Hingegen 
haben wir 

(534) W = 0, fiir z~ 00 

zu fordern. 
Nun besitzt die Gleichung (532) die symbolische Losung 

DZ2 Dz (8) 
W = Dz2_ a2(Dt +iA) wo- Dz2_ a2(Dt +iA) f1,' 

die hinsichtlich des Operators Dz nach den Gleichungen (322, 
323) realisiert werden kann: 

Sin (a z llDt + i}.) (8) 
W = Cos (a z 1 Dt + iA ) Wo - ,I . • ., 

a rDt + u. f1, 

d.h. 

(535) 

W =~e+azVDt+iJ:fw _ 1 (8)1 
2 lOa i Dt + i A f1 I 

+~e-azVDt+TIfw + 1 (~)I 
2 lOa llDt + iA f1 J . 

Zur Erfiillung der Bedingung (534) ist 

(536) WO - aiDt1+iA (*) =0 

zu fordern, welche Gleichung die Beziehung zwischen Oberflachen­
strom und Tangentialdruck im nichtstationaren Fall liefert. 
Zwecks Realisierung multiplizieren wir diese Gleichung von links 
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mit e i}. t: 

und erhalten durch Anwendung des Verschiebungssatzes in der 
Form (305): 

woraus weiter 

resultiert. Die linke Seite kann nach (4;18) realisiert werden, 
so daB sich 

ergibt, woraus durch Anwendung des hier mit Dt wieder kommu­
tativen Operators Dt-l 

(537) 

ergibt, da wir a2 = elft gesetzt hatten. 
Bei konstantem Tangentialdruck in Richtung der +y-Achse 

fUr t > 0 ist 

und die Gleichung (537) reduziert sich auf die Lasung 

die sich durch die Substitution t -- C = ~ in 

(538) 

vereinfacht. Mit Riicksicht auf (533) ergeben sich daraus durch 
Gleichsetzung der reellen und imaginaren Anteile die FREDHoLM-
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schen Losungen1 : 
t 

(539) Va; (0, t) = T JSin (A~) ;1 , 
v'n.u e v~ 

o 
t 

(540) Vy (0, t) = ,;_ cos (A ~) ,~ , T J d~ 
vn.u e v~ 

o 

welche Gleichungen die zeitliche Ausbildung des Oberflachen­
stroms unter dem EinfluB eines zur Zeit t = 0 einsetzenden und 
fUr t > 0 konstant bleibenden Tangentialdrucks T y= T durch 
FRESNELsche Integrale2 ausdrucken. 

FUr t-+ 00 ergeben die FRESNELschen Integrale 

(541) 

00 00 

J' . d~ r d~ dn 
sm (A ~)]It =. cos (A ~) 11[ = V 2 A ' 

o 0 

Abb.8. CORNU-Spirale. 

womit man aus (539,540) die Be­
ziehungen des stationaren Drift-. 
stromfeldes (473, 474) erhalt. Die 
graphische Darstellung der Losungen 
(539, 540) zeigt, daB der Endpunkt 
desGeschwindigkeitsvektors inForm 
einer CORNU - Spirale3 gegen den 
Punkt 

{
Va; (0, (0) = Vy (0, (0) 

(542) T 

= V2T.ue 
(Die Zahlen bedeuten Pendelstunden; 
Pendelstunde = sidetisehe Stunde/sin 'P.) konvergiert, der dem stationaren 

Zustand entspricht. 
Die Losung fur Tiefen z > 0 erhalten wir durch Realisierung 

des aus (535) und (536) folgenden Operatorenausdrucks 

(543) 

1 ERIK IVAR FREDHOLM, schwedischer Mathematiker und Physiker, 
1866-1927. 

2 AUGUSTIN JEAN FRESNEL, franzosischer Ingenieur und Physiker, 1788 
bis 1827. 

3 MARIE ALFRED CORNU, franzosischer Physiker, 1841-1902. 
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bzw. mit S = iT (T = const. fiir t> 0): 

(544) w = __ t_' _T e-azYDt + iA • 

fI a yDt + iA 

Multiplikation mit ei ). t und Anwendung des Verschiebungs­
satzes (305) liefert 

i).t _ ~ -azjwt iJ.t e w - ,1_ e e, 
fI a VDt 

und durch Anwendung des Operators D t folgt weiter 

(545) D i). t _ i T ,ID - a Z VDi' i J. t te W--V t e e. 
fla 

Nun ist nach Gleichung (407): 

und die Anwendung des DUHAMELSchen Integrals (361) liefert die 
Realisierung 

(546) 

t 

- -. iJ e- 4 (t-(;) .• ~ 
a'z' 

YDte-az]lDt e,)·t=- -===e"dl,;, 
iJ t ]In (t-') 

o 
so daB aus Gleichung (545) 

t 

D At _ iT iJ e- 4 (t-(;) "d r J a'z' 

te' w- --- ---e" I, 
fI a ]Iii iJ t ]It , 

o 

folgt, woraus durch Anwendung des hier mit Dt = :t kommuta­

tiven Operators Dt-l und durch nachfolgende Multiplikation mit 
e- i ). t die Lasung 

(547) 

resultiert, die durch die Substitution t - l,; = .; in 

(548) 
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iibergefiihrt wird. Die Gleichsetzung der reellen und imaginaren 
Anteile beider Seiten ergibt fiir die Geschwindigkeitskomponenten 
die Losungen 

(549) 

(550) 

t 

T J-~ d? vx (z, t) = ,,-- e 41' g sin ().~) ,r;::-' 
vn~g V? 

o 
t 

T J ez' d'; 
Vy (z, t) = y_ e - 4;f cos ().. ~) ,r;;-' 

n~g v.; 
o 

die auch fUr z = 0 gelten und dann die Komponenten des Stroms 
ander Meeresoberflache in Ubereinstimmung mit den Gleichungen 
(539, 540) ergeben. 
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Operatoren-Tabelle. 

Nummer 
Operator 1 Objektfunktion Resu!tatfunk-tion der Forme! 

im Text 

D- n 1 
t n 

(310) 
n! 

D 
I eat (318) D-a 

D 
I e-a t (319) D+a 

D t n - 1 
I ea t (335) 

(D-a)" (n-1)! 

D t ,,-1 
I - a t (336) """""---e 

(D + a)" (n-I)! 

D2 
I Cos (a t) (322) D2_a2 

D 
I Sin (a t) 

(323) D2_a2 a 

D2 
I cos (a t) (328) "D2 +0,2 

D 
I 

sin (a t) 
(329) ---

D2 +0,2 a 

D (D =F a) 
1 e ± a t cos (b t) (343) (D =F 0,)2 + b2 

D 
1 

+ a t sin (b t) 
(344) ----- e- --b-

(D =:= 0,)2 + b2 

e- aD 
(f(t),t>O itt-a), t >0, 

(399) l. 0 , t< 0 0 , t<a a --
e D 1 Jo (2 Vat) (388) 

I a , t 
De -15 1 Va"J1 (2 Vat) (390) 

1 n ganzzahlig, a > O. 
Ertel, Operatorenrechnung. 9 
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I 
NUll1ll1er 

Operator Objektfuuktion Resultatfunktion der Forme! 
ill1 Text 

Vn 1 
1 

v;t (403) 

1 
1 

VD 

2 V-
V n t 

(404) 

a' 
VD e-a]lD 1 

e-4t 
(407) 1rn-t·· 

e- aV D 1 1- 1>(2n) (526) 

F(D2) sin (a t + b) F (_a2) sin (a t + b) (296) 

F(D2) cos (a t + b) F (-a2) cos (a t + b) (297) 

1 t . 
-- cos (w t) + 2 w sm (wt) (520) 

D2+W2 

1 
sin (w t) 

t 
--- - 20) cos (0) t) (521) 
D2+W2 

In den folgenden Formeln bedeutet h (t) = F (D) 1 . 

F(kD) 1 h(~) 
,k 

(384) 

t 

F(D) f (t) d I at h(t-~)f(Od~ (361) 

" 
00 

F(fD) 1 _ r e- :: h (A) d}. 
Vn t •. 

(409) 

(I 

00 

F(~) 1 Vt ( Jd2 VA t) h (J,) dA 
.rr (411) 

u 
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