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Vorwort.

Das vorliegende Buch, das den Zweck verfolgt, Studierende geo-
physikalischer Wissenschaften mit der Methodik der operatoren-
miBigen Losung der in der Geophysik auftretenden Differential-
gleichungen bekannt zu machen, geht auf Ubungen zuriick, die ich
im Sommer-Semester 1939 an der Friedrich-Wilhelms-Universitit
in Berlin abgehalten habe. Da mit Riicksicht auf die Studierenden
der ersten Semester nur die Kenntnis der Elemente der hheren
Analysis vorausgesetzt werden konnte, habe ich auf eine funk-
tionentheoretische Grundlegung der Operatorenrechnung ver-
zichtet und zunichst die Realisierung der rationalen Operatoren
durch Potenzreihenentwicklungen eingeleitet, weiterhin jedoch be-
sonders fiir die Realisierung der Exponential- und singuléren Ope-
ratoren das in enger Beziehung zur funktionentheoretischen Be-
grimdung stehende Carsonsche Integral zur Erldutering heran-
gezogen. Obgleich die Operatorenrechnung vollstindig und all-
gemeiner in der Theorie der Laprace-Transformation enthalten ist
und vom rein mathematischen Standpunkt aus besser durch letztere
zu ersetzen wire (G. DomrscH), bietet die Operatorenmethode
neben den bekannten Vorziigen fiir den Praktiker auch in pidago-
gischer Hinsicht den Vorteil, daf sie wohl am leichtesten dazu bei-
trigt, die bei den Studierenden geophysikalischer Disziplinen noch
vielfach vorhandene Scheu vor der Behandlung von Differential-
gleichungen zu iiberwinden, und meine diesbeziiglichen guten Er-
fahrungen haben in Verbindung mit dem weitgehenden Entgegen-
kommen der Verlagsbuchhandlung Julius Springer, fiir welches
derselben aufrichtigst zu danken mir hier gestattet sei, den AnlaR
zur Verdffentlichung dieser Schrift gegeben.

Um die Brauchbarkeit des vorliegenden Buches fiir die Stu-
dierenden der Geophysik zu verbessern, habe ich neben einem ein-
leitenden Kapitel iiber Differentialgleichungen noch ein zweites,
verhaltnisméaBig ausfithrliches Kapitel iiber die in der Geophysik
Anwendung findenden Differentialgleichungen der mathematischen
Physik eingeschaltet, welches zugleich das Verstdndnis fiir die im
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Vorwort.

letzten Kapitel behandelten geophysikalischen Anwendungen der
Operatorenrechnung erleichtern diirfte.

Den Herren cand. rer. nat. J. BEBRENDTS und stud. rer. nat.
K. HBNER sei an dieser Stelle fiir das Lesen der Korrektur und

die Anfertigung des Namen- und Sachverzeichnisses herzlich ge-
dankt.

Berlin, den 18. Januar 1940.
Meteorologisches Institut der Universitét.

H. Ertel.
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Einleitung.

In den letzten Dezennien haben sich immer mehr Teilgebiete
der Geophysik vom beschreibenden Anfangsstadium heraus zum
Rang explikativer Wissenschaften erhoben, welche Entwicklung
in theoretischer Hinsicht durch eine weitgehende Anwendung der
mathematischen Methoden der klassischen theoretischen Physik
gekennzeichnet ist. So zieht die Geophysik z. B. die Theorie der
Wirmeleitung zur Beschreibung der Temperaturverhiltnisse des
Erdbodens heran, benutzt die klassische Hydrodynamik zur Unter-
suchung der ozeanischen und atmosphérischen Bewegungsvor-
ginge und verwendet die Elektronentheorie erfolgreich zur Er-
klarung der elektrischen Vorgénge in den héchsten Atmosphéren-
schichten. Infolge dieser Methodik ist ein Naturgesetz in der Geo-
physik zunichst meist in Form einer Differentialgleichung vom
Typus der sog. Differeniialgleichungen der mathematischen Physik
mit den dazugehorigen Anfangs- und Randbedingungen gegeben,
deren Integration den endlichen Ablauf des Vorgangs ergibt, der
dann durch Vergleich mit Messungen die Zulédssigkeit oder Unzu-
lassigkeit der bei der Aufstellung der Differentialgleichung voraus-
gesetzten Grundannahmen erkennen 148t. Die Integration der in
der Geophysik vorwiegend verwendeten linearen Differential-
gleichungen mit konstanten Koeffizienten wird besonders dem mit
den klassischen Integrationsmethoden weniger vertrauten An-
finger vielfach durch die Operatorenrechnung (auch symbolische
Differentialrechnung genannt) erleichtert, welche die Integration
aufeine vorwiegend algebraische Rechnung mit denDifferentiations-
und Integrations-Symbolen zuriickfithrt und erst das symbolische
Ergebnis in Funktionen umdeutet (Realisierung von Operatoren).

I. Allgemeines iiber Differentialgleichungen.

1. Definition.

Eine Gleichung zwischen Funktionen (von einer oder mehreren
unabhéngigen Variablen) und deren Differentialquotienten (nach
einer oder mehreren unabhéngigen Variablen) heiflt Differential-
gleichung. Die unabhingigen Variablen kénnen darin aufBlerhalb
der Funktionen und ihrer Differentialquotienten noch explizit auf-
treten.

Ertel, Operatorenrechnung. 1



2 Allgemeines tiber Differentialgleichungen.

2. Einteilung der Ditferentialgleichungen.

Wir betrachten zunéchst Differentialgleichungen, in denen nur
eine Funktiony (¢, #, y, z...) der unabhéingigen Variablen ¢, z,
y,2 ... zusammen mit diesen Variablen und mit Differential-
quotienten der Funktion v (¢, %, ¥, z . . .} nach einer oder mehreren
unabhingigen Variablen auftritt.

Im einfachsten Fall ist ¢ nur eine Funktion der einen Va-
riablen ¢, also y == y (¢). Bezeichnen wir die Differentialquotienten
von y nach t in {iblicher Weise mit

dy _ , &y w By

=Y oge =V oge =V
so hat eine Beziehung zwischen v und den Ableitungen ', 3", "’
usw., in der gemiB Definition die unabhbéngige Variable? auch
noch explizit vorkommen kann, die folgende Form

(1) F oy o,y ..)=0,

wobei F' ein Funktionssymbol bedeutet. Eine Funktionsbeziehung
der vorstehenden Art heifit gewdhnliche Differentialgleichung. Das
Adjektiv ,,gewohnlich’‘ soll kennzeichnen, dafl es sich um eine
Differentialgleichung fiir eine Funktion einer Variablen handelt
und soll Differentialgleichungen dieser Art von den partiellen
Differentialgleichungen unterscheiden,.in denen partielle Ablei-
tungen von Funktionen mit mehreren Variablen auftreten.

Unter einer gewohnlichen Differentialgleichung versteht man also
eine Gleichung zwischen ciner abhdngigen Variablen vy (t) und deren
Ableitungen nach der unabhingigen Variablen t, wobei die unab-
hingige Variable t auferhalb der Funlktion vy (f) und threr Ablei-
tungen noch explizit auftreten kann.

Beispiel: Die Gleichung

" Py =0
(m = Konstante) stellt eine Beziehung zwischen der Funktion y
= o () und ihrer dritten Ableitung ¢'"* dar, in der die unabhéingige
Variablet auBerhalb der Funktioneny und 4"’ noch in der

Form t™ auftritt.
Ist die hochste der in Gl (1) auftretenden Ableitungen 3/, ¢,

v’ ... die n-te, die mit y™ bezeichnet werde, so nimmt die
Beziehung (1) die Form
(2) F@ p v, v’ ... p®) =0

an und heifit dann genauer ,,gewdhnliche Differentialgleichung
n-ter Ordnung‘*.
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Wenn die Funktion F (t, g, ', v’ . . . ) eine ganze rationale
Funktion ihrer Argumentet, v, ¥', ¢'' ... 9™ ist, so heit Grad
der Differentialgleichung der hochste vorkommende Grad eines
Gliedes der Differentialgleichung, wobei als Grad jedes Gliedes die
Summe der in thin auftretenden Exponenten der abhingigen Ver-
dnderlichen und ihrer Ablettungen bezeichnet wird .

Beispiel: Gegeben sei die gewdhnliche Differentialgleichung
2. Ordnung

ply" —1t=0.
Wird dieselbe durch Quadrieren rational gemacht, so ergibt sich
yry — =0,

welche Differentialgleichung nach vorstehender Definition vom
3. Grad ist.

Ist der Grad =1, so heit die Differentialgleichung linear;
gie ist dann stets in der Form darstellbar

3) ao (£) Y™ + ay (1) p»— D + ...
@y Y + @ @)y — 8 () =0,
worin a, (£), a; (), . . . . (!) und 8 (f) vorgegebene stetige Funk-

tionen von ¢ bedeuten. Fithrt man das Funktionssymbol L, (y)
fiir die Linearform

(4) Lo (y) = a0 () p + a; () 9~V + ..
+ Ony (t) (4 + ay (2) k7
ein, so gestattet Gl. (8) die kiirzere Schreibweise

Die auf der rechten Seite stehende Funktion S (£) heiBt ,,St6-
rungsfunktion, welche Bezeichnungsweise auf eine astronomische
Anwendung (Theorie der Planetenbahnen mit Beriicksichtigung
der wechselseitigen Anziehung der Planeten) zuriickzufiihren ist.
Verschwindet die Stérungsfunktion fiir alle in Betracht kommenden
Werte der unabhéngigen Variablen ¢:

S () =0,
so resultiert aus (5) die homogene Gleichung
(6) Ly (p) = 0,

1 Es sei hierzu bemerkt, daB in der mathematischen Literatur vielfach

auch eine andere Definition des Grades einer Differentialgleichung gebriuch-
lich ist.

1*



4 Allgemeines iiber Differentialgleichungen.

wihrend die mit der Stoérungsfunktion auf der rechten Seite ver-
sehene GI. (5) inhomogen genannt wird 1.

Ein besonders einfacher Fall linearer Differentialgleichungen
liegt vor, wenn die in der Linearform (4) auftretenden n - 1
Koeffizienten a, (£), a; (t), . . . an (t) nicht Funktionen von ¢ sind,
sondern simtlich konstante Werte haben, die wir mit a,, a,
@y . . . @, bezeichnen wollen (@, 5= 0, a, = 0). Es ist dann

0 Ln () = a0yt 4-ay pln=4 ..
+ Y Ay

eine Linearform mit konstanten Koeffizienten, und die mit dieser
Linearform gebildeten Gleichungen

(8) L () =8 (¢)
und
9 Ly, (yp) =0

sind (gewohnliche) lineare Differentialgleichungen (n-ter Ordnung)
mit konstanten Koeffizienten; GL. (8) ist inhomogen, Gl. (9) homogen.
Im folgenden behandeln wir nur Differentialgleichungen (gewdhn-
liche und partielle) mit konstanten Koeffizienten.

Die vorstehend erlduterten Begriffe finden sinngema8 auch auf
partielle Differentialgleichungen Anwendung. Es sei p = o
(¢, , y, z . . .) eine Funktion der unabhéngigen Variablent, z, y, z...
Die partiellen Ableitungen der Funktion y nach diesen Variablen
bezeichnen wir in iiblicher Weise mit

dy 9y __ dy __ 0y _

gt Yoy T Vo gy T Vg T Ve

>’y &Py >’y oy .
dwdr VG T Ve aay T Vv, T Yer o W

Eine Funktionsbeziehung, welche die Funktiony (¢, 2, ¢, 2, .. .),
partielle Ableitungen dieser Funktion und gegebenenfalls noch
die unabhéngigen Variablen explizit enthilt, hat also die Form

(10) Ft, 2, 9,2, ...5 9 Wi Yo, ... Pup, Pam,...) =0

und heilt partielle Differentialgleichung. Wie bei den gewohnlichen
Differentialgleichungen bestimmt die Ordnung der héchsten Ab-
leitung die Ordnung der Differentialgleichung.

"1 In der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen wird die Be-
zeichnung homogen vielfach auch noch in einem anderen Sinne gebraucht,
indem eine Differentialgleichung 1. Ordnung F (¢, v, ') = 0 ,,homogen*

genannt wird, wenn sie auf die Form ' — f %) = 0 gebracht werden kann

(f bedeutet ein Funktionssymbol).
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Beispiele: Die partielle Differentialgleichung

(11) ot Tom =0
ist von 4. Ordnung, die folgende:
oy oy 0%y
2 e (R =@y a,

von 2. Ordnung (a? = Konstante, @ (2, ¥, 2, t) = gegebene Funk-
tion). Beide Gl. (11, 12) sind linear, da die Funktion ¢ und ihre
Ableitungen nur in linearen Termen und nicht miteinander multi-
pliziert auftreten; die Gl. (11) ist homogen, hingegen ist die Gl. (12)
inhomogen mit der gtérungsfunktion @ (z, ¥, 2, t).

(13) B0 4D =8y

ist eine (1nhom0gene) lineare partlelle Differentialgleichung 1. Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten (4, B, C, D).

Von besonderer Wichtigkeit fiir die Physik und Geophysik
sind die linearen partiellen Differentialgleichungen 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. Enthilt die Funktion ¢ nur zwei unab-
hiingige Variable, z. B.  und y, also = p (%, y), so lautet die
Normalform einer linearen partiellen Differentialgleichung 2. Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten:

oy oy Oy\ _
(14)  « W+ﬁ +27 5594 +f<9€: Yo Ps 5z 3@) =0

(f = Funktionssymbol; der Faktor 2 bei 2 y wurde aus spéter er-
sichtlichen ZweckmaBigkeitsgriinden eingefiihrt). Aus dieser
Normalform ergeben sich durch Spezialisierung der Konstanten ,

fund ¢ sowie der Funktion f = f ( z, ¥, 1/), T g ) physikalisch

wichtige Differentialgleichungen.
1. Fall: Wir wihlen
a=f=1,9=0, f=0.
Es resultiert aus (14) die ,,2weidimensionale Potentialgleichung

0® 02
(15) ity =0
2. Fall: Wir wahlen

a=1,8=—1,9=0,f=0.
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Es resultiert aus (14) die ,,Wellengleichung*

>y Py .
(16) B rr i
3. Fall: Wir wihlen
oy
8=0,f=~1,9=0f=2",
Es resultiert aus (14) die ,,Wirmeleitungsgleichung'*
oy Py
(17) A
Es bezeichne & die Determinante
[
18 @:""V\zgx — 2
(18) ’ v B B—y
Die Differentialgleichung (14) heifit dann
von elliptischem Typ, wenn @ >0,
von hyperbolischem Typ, wenn O <0,
von parabolischem Typ, wenn 0 = 0.

Unser 1.Fall ergibt ® =1 >0, d.h. die zweidimensionale
Potentialgleichung (15) ist von elliptischem Typ; der 2. Fall ergibt
® =-—-1<0, d.h. die Wellengleichung (16) ist von hyper-
bolischem Typ. Der 3. Fall ergibt @ =0, die Wirmeleitungs-
gleichung (17) ist somit von parabolischem Typ.

3. Integrale linearer Differentialgleichungen.

Als Losung einer Differentialgleichung bezeichnet man eine
Funktion der unabhingigen Variablent, x, %,z ..., welche fiir
die abhéngige Variable  (f, %, ¥, z . . .) in die Differentialgleichung
eingesetzt, diese fiir alle in Betracht kommenden Werte der un-
abhéngigen Variablen erfiillt. Da es sich bei der Ermittlung der
Losung einer Differentialgleichung gewissermafen um die Verall-
gemeinerung des gewShnlichen Integrationsproblems handelt und
man zudem in vielen Fillen die Auflésung tatsdchlich auf die Aus-
fithrung von Integrationen zuriickfithren kann, pflegt man statt
Lissung einer Differentialgleichung auch biufig Integral der Diffe-
rentialgleichung zu sagen; die Auffindung der Loésung heilt In-
tegration der Differentialgleichung.

Ein Integral einer gewthnlichen Differentialgleichung n-ter
Ordnung, das % willkiirliche (frei verfiigbare) Konstanten enthilt,
die sich nicht auf eine geringere Anzahl reduzieren lassen?, heifit

i Zur I*Efﬁérung sei hierzu bemerkt, dal z. B. der Ausdruck a log (b z1/a)
mit den Konstanten ¢ und b nur eine frei verfiigbare Konstante ¢ = b* ent-
halt, denn es ist a log (b x1/8) = log (b* 2) = log (¢ x).’
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vollstiindiges oder allgemeines Integral der vorgelegten Differential-
gleichung. Hinsichtlich der Existenz der Integrale wird in der
Theorie der Differentialgleichungen bewiesen, daf} jede Gleichung
(bzw. jedes System von Gleichungen, vgl. S.17) immer ein Inte-
gral zulaBt, wenn die Stetigkeit der auf den linken Seiten stehenden
Funktionen vorausgesetzt wird.

Ein Integral einer gewdhnlichen Differentialgleichung n-ter
Ordnung, das weniger als n willkiirliche (frei verfiighare) Kon-
stanten enthilt, heiBt partikuldres Integral der vorgelegten Diffe-
rentialgleichung. Man erhédlt partikuldre Integrale aus dem all-
gemeinen Integral, indem man den »Konstanten des allgemeinen
Integrals spezielle Werte gibt.

Beispiel: Die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung

a2y
(19) 7z Ty =0
(k = vorgegebene Konstante - 0) besitzt das allgemeine Integral
(20) P = ¢, cos (k) -+ c, sin (kf)

mit den willkiirlichen Konstanten ¢; und ¢,; bildet man nimlich
aus (20)

21) TV — — 1oy cos (k) + ¢, sin (&)}

und substituiert (20) und (21)in die vorgelegte Differentialgleichung
(19), so wird diese fiir alle Werte von ¢ identisch erfiillt. Speziali-
siert man die willkiirlichen Konstanten ¢; und ¢, im allgemeinen
Integral (20) wie folgt:

e =1,¢ =0,
oder

2) ¢, =0, ¢, =1,
so erhdlt man die beiden partikuldren Integrale
(22) py = cos (kt), p, = sin (k) .

Es seien vy, v, 9, . . .9, n partikulire Integrale der linearen
homogenen Differentialgleichung (6) bzw. (9):
Ly (y) =0,

wobei das Symbol Ly, (y) durch (4) oder (7) erklért ist. Das System
der n partikuliren Integrale v,, v, ;. ..y, heillt linear unab-
hingig, wenn fir alle in Betracht kommenden Werte der unab-
héngigen Variablen ¢ die Gleichung
(23) Avyy + 4o+ .+ Aupr =0
mit den Konstanten 4,, 4,...4, nur fir 4, = 4, =4,...
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= A, = 0 bestehen kann, andernfalls heilen y,, v,, . . . ¢y linear
abhdngig. Die beiden partikulidren Losungen (22) sind z. B. linear
unabhingig, denn die Gleichung

A; cos (kt) + Aysin (k) =0

kann bei beliebigen Werten von ¢ nur fiir 4, = A, = 0 bestehen.
Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die lineare Un-
abhingigkeit des Systems der partikuldren Integrale p;, 95,95 . . . pa
der Differentialgleichung (6) bzw. (9) ist das Nichtverschwinden der
WronsKischen Determinante!

Y1 1/)£ 1,0:,: TG
Yo, W, . . Pl
(24:) W B R :;: 0 ,

wﬂw;’b'(/Jﬂ' . "l/)n(‘n'_l)

die aus den n partikuliren Integralen und ihren Ableitungen bis
zur (n—1)-ten Ordnung zu berechnen ist.

Beispiel: Fiir n =2 hat die WroNsgIsche Determinante die Form

W= V¥
(P2
Mit den partikuliren Integralen (22) wird
W == cos (kt)-k cos (k) + sin (kt)-ksin (kt) =k # 0,
d. h. die partikuldren Integrale (22) sind linear unabhéingig.

Ein linear unabhéngiges System yy, v,, . . . ¢, oder in kiirzerer
Bezeichnungsweise y; (¢ =1, 2, . . . n) von partikuliren Integralen
der homogenen linearen Differentialgleichung L, () = 0 heillt
Fundamentalsystem. Die Kenntnis desselben gestattet die Auf-
stellung des allgemeinen Integrals der homogenen linearen
Differentialgleichung L, () = 0 in der Form

g =P, — P2 ;-

(25) py=06p+ 6yt ... +Cutn

oder in kiirzerer Schreibweise

(26) P = Z; C; i

mit den n willkiirlichen Kobstanten ¢; (2 =1,2,...#n). Denn

da jedes partikulére Integraly; (¢ =1,2,...n) der Differential-
gleichung

(27) Ln(y;) =0 (t=12,...m)

1 JoseF Marie WRoNswkI (gebiirtiger Deutscher namens HorNE),
Mathematiker und Philosoph, 1778—1853.
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gentigt, erhdlt man durch Multiplikation jeder der vorstehenden
n Gleichungen (27) mit je einer willkiirlichen Konstanten ¢;
(t=1,2,...n)und Addition:

Zl'ci Ly (1/»5) =0
oder

1

Mithin geniigt die » willkiirliche Konstantene; (¢ =1,2,...n)
enthaltende Funktion (26) der linearen homogenen Differential-
gleichung L, () = 0 und stellt somit deren allgemeines Integral
dar.

Das allgemeine Integral der homogenen linearen Differential-
gleichung

(29) Ln(p) =0

18t also darstellbar in der Form

(30) Y= Zl’ i Pi,

wortn-die Funktionen w; (1 = 1,2, ... n) n linear unabhingige Par-
tikularlosungen der vorgelegten Differentialgleichung (Fundamental-
system) und die ¢; (4 = 1,2, ... n) n willkirliche Konstanten be-
deuten.

Zwecks Integration der imhomogenen linearen Differential-
gleichung (5) bzw. (8):
Ly (y) =8 (),

ermitteln wir zundchst das Fundamentalsystelg; der entsprechen-
den homogenen Gleichung L, (yp) = 0. Ist p; (¢ =1,2,...0)
dieses Fundamentalsystem, so ist

0 s 0
(31) Y= 21' C i
das allgemeine Integral der homogenen Gleichung, also

(32) L.(y) = 0.

Ist ferner 22 etn partikuldres Integral der inhomogenen Glei-
chung, also

(33) L, () =8 ),
so erhalten wir durch Addition der Gleichungen (32) und (33):

Ln('l; +’$) :S(t),
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mithin gentigt die » willkiirliche Konstanten ¢; (+ =1,2,...n)
enthaltende Funktion

(34) p=p+p=api+p
der inhomogenen linearen Differentialgleichung L, (y) = § (¢) und
stellt somit deren allgemeines Integral dar.

Das allgemeine Integral der inhomogenen linearen Differential-
gletchung

erhdlt man durch Addition eines partikuliren Imtegrals ¢ derselben
z2um allgemeinen I ntegmlz(/j) der entsprechenden homogenen Gleichung.

Beispiel: Ein partikulires Integral der inhomogenen linearen
Differentialgleichung 2. Ordnung

(36) T 1 @y — K cos (b)
(K, @, b = Konstanten; |a| + |b|) lautet

= K cos(b)
(37) Y = (aZ:bg) E

wie man leicht bestétigt, indem man aus (37)

dy _ _—b
e Rl o= K cos (bt)
bildet und dazu die mit a? multiplizierte Gl. (37) addiert, wodurch
d? 1; *
i - a?yp = K cos (bt)

resultiert. Das allgemeine I'ntegml;/)) der aus (36) durch Nullsefzen
der Storungsfunktion S (f) = K cos () hervorgehenden homo-
genen Differentialgleichung

d 2,
Elt—zy +aty =0
lautet geméf3 (20):

(38) P = ¢, cos (at) + ¢y sin (at),

und. somit ist nach (34) die Summe von (38) und (37):
: . K bt

(39) p = ¢, cos (at) + ¢, 8in (at) + (a:is_(bz))

das allgemeine Integral der vorgelegten inhomogenen Differential-

gleichung (36). ) )
In gleicher Weise erhdlt man das allgemeine Integral einer vn-

homogenen linearen partiellen Differentialgleichung durch Addition
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ewnes portikuldren Integrals dieser Differentialgleichung zum all-
gemeinen Integral der 2ugehorigen homogenen partiellen Differential-
gleichung. Das allgemeine Integral einer partiellen Differential-
gleichung n-ter Ordnung mit m unabhingigen Variablen t, x, y, 2,. ..
ist esne Losung, welche n willkiirliche Funktionen @; (1 =1,2,...n)
von m—1 Variablen enthdlt, die entweder gewisse der unabhdngigen
Variablen t, z, y, z, . . . oder Kombinationen derselben sein kénnen.

Beispiele: 1. Wir betrachten eine Funktiony =y (2, y) der
unabhéngigen Variablen z und y; in dem in Frage kommenden
a2
Rl X T
existieren und stetig sein, so daB sie nach einem Satze der Diffe-

rentialrechnung iibereinstimmen: Ty _ Py
‘T oxdy  odyox’

Bereich der «, y-Ebene mogen die beiden Ableltungen

Die partielle
Differentialgleichung

a2y
(40) Gay = 0,

die nach den Ausfibrungen auf S.6 von hyperbolischem Typ
ist, besitzt das allgemeine Integral

(41) ‘ p =D, (2) + Dy (),

worin @, und D, zwei willkiirliche Funktionen von je einer Variablen
bedeuten. Differentiation von Gl. (41) zuerst nach z und dann
noch nach y ergibt:
oy , o0y
ﬁ:@l(x), amzo.
Differentation in umgekehrter Reihenfolge fithrt zum gleichen
SchluBergebnis:
9y _ D (y) Py 0
oy 2 \Y)s ox oy

2. Die partielle Differentialgleichung (Wellengleichung) fiir die
Funktion y =y (z, )

>y P’y

(4’2) atz——a’z'é;{’—oa
die nach den Ausfithrungen auf S. 6 ebenfalls von hyperbolischem
Typ ist (a? = Konstante), besitzt das allgemeine Integral

43) p =@ (z +at) + Dy (x — ai),

worin @; und @, zwei willkiirliche Funktionen von je einer Kom-
bination der beiden unabhdngigen Variablen bedeuten. Setzen wir

E=zx+at, n=12x—at,

1 Vel S.6.
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und fithren die Bezeichnungen ein:

, d & B d @
@1(§)=d—§1’ @2(’7)24_172’
" dz @ B a2 @,
D (&) = “ﬂ}él , D (7i)=d—772‘2a

so ergibt sich aus Gl. (43) durch Differentiation:

R R A L N
und
(44) o o,
ferner
W, 0 b —a o
und
(45) Y — () + D).

Multiplikation von Gl. (44) mit e?und Subtraktion von GI. (45) zeigt,

daB die partielle Differentialgl. (42) erfiillt wird durch die zwei

willkiirliche Funktionen @, und @, enthaltende Losung Gl. (43), die

somit das allgemeine Integral der Differentialgl. (42) darstellt.
3. Die inhomogene Wellengleichung

2 2
(46) 7Y@ ¥Y — K cos (et — ba)

(K, a, b, ¢ = Konstante, lab| = |c|) besitzt z.B. das partikuldre
Integral

* K
(47) Y = m co8s (Ct -— bx),
denn es ist
) —c K
5T = (@ ey 008 (¢t — bx),
2% 9 —»K
T = @E o (¢t — bx),
woraus
2 o 2 o
Zt:) —«azg;f = K cos (¢t — bx)

folgt. Das allgemeine Integral § der zw (46) gehdrenden homo-
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genen Gleichung (42) ist durch (43) gegeben, daher stellt

48) p = (z+al) + D, (z—at) -+ @ngK—_-f@ cos (¢t — ba)

das allgemeine Integral der inhomogenen (leichung (46) dar.

4. Anfangs- und Randbedingungen. Eigenwertprobleme,

Das allgemeine Integral einer gewshnlichen Differentialgleichung
n-ter Ordnung fiir eine Funktion ¢ () bedeutet geometrisch eine
von n Parametern, ndmlich den » willkiirlichen Integrations-
konstanten (¢;, ¢ =1, 2,...n) abhingige Kurvenschar (Integral-
kurvenschar) in der f,yp-Ebene. Die Auswahl einer bestimmien
Kurve aus dieser Schar erfolgt durch Vorgabe von n Bedingungen,
die zur Bestimmung der n willkiirlichen Konstanten¢; (2 =1, 2, ...%)
dienen und die Anfangs- bzw. Randbedingungen genannt werden.
Zur Auswahl einer Kurve aus der Integralkurvenschar einer ge-
wohnlichen Differentialgleichung 1. Ordnung (eine Integrations-
konstante enthaltend) kann also z. B. ein Punkt vorgeschrieben
werden, durch den die Kurve verlaufen soll; bei einer Differential-
gleichung 2.0rdnung kann z. B. ein Punkt und die dortige Tan-
gentenrichtung zwecks Bestimmung der zwei Konstanten der Inte-
gralkurvenschar vorgeschrieben werden usw. .

Betispiel: Es soll aus der Integralkurvenschar

(49) Y = ¢, cos (at) 4 ¢, sin (at),

die das allgemeine Integral der Differentialgleichung
a2y

(50) Ty —o0

darstellt (a® = Konstante == 0), diejenige Kurve bestimmt werden,
die den Anfangsbedingungen

=20 undzll—;pzw’:v fir t =0

geniigt (v = Konstante). Diese Bedingungen kénnen auch wie
folgt geschrieben werden:

(51) p(0) =0, ' (0)=w.
Man findet zundchst aus Gl. (49):
p(0) =¢.

Soll dieser Ausdruck gemiB Gl. (51) verschwinden, so muB also
¢; = 0 sein, wodurch sich Gl. (49) auf
(52) P == Cy sin (af)
reduziert. Hieraus folgt:
dy

g7 =¥ = acycos (at),
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also

‘P' 0)=a Cas
welcher Ausdruck nach Gl. (51) gleich » sein soll. Es ist somit
¢, = vja und damit nach Gl. (52)

P = —Z— sin (at)

dis Liosung, die der Differentialgleichung (50) mit den Anfangsbe-
dingungen (51) geniigt und die keine willkiirlichen Konstanten mehr
enthilt.

In besonderen Fillen kénnen die Anfangs- bzw. Grenzbedin-
gungen z. T. durch andere Forderungen, beispielsweise Periodizitit
der Losung, Verschwinden im Unendlichen usw. ersetzt werden.

Beispiel: Es soll die fiir 0 <<z < 4 co der Differentialgleichung
(53) ‘Z_%—azwzo (@ > 0)

geniigende Funktion y (x) bestimmt werden, die fiir « = 0 den
Wert

1
(54) p(0) =5
hat (Anfangsbedingung) und im Unendlichen verschwindet:
(565) limy (z) =0.
e g
Es ist

Y=ty =W
ein System linear unabhéngiger Partikularldsungen der Gl. (53),
da die WronsEIsche Determinate (vgl. S.8) den von Null ver-
schiedenen Wert

W=wy,—py, =—a

hat. Somit ist nach Gl (30)

P==c et fce— W
das allgemeine Integral von Cl.(53). Damit Gl. (55) erfiillt ist, mufl
¢, = 0 gewdhlt werden; zur Erfilllung der Anfangsbedingung (54)

1 . .
muB ¢, = 3 sein. Also ist

I
die der Differentialgleichung (53) und den Bedingungen (54) und (55)
gentigende Losung.

Bei den partiellen Differentialgleichungen dienen die Anfangs-
bzw. Randbedingungen zur Bestimmung der willkiirlichen Funk-
tionen @;, @,, . . . Dy, die im allgemeinen Integral einer partiellen
Differentialgleichung n-ter Ordnung auftreten (vgl. S.11). Dem-



Anfangs- und Randbedingungen. Eigenwertprobleme. 15

entsprechend haben hier die Randbedingungen die Form vor-
gegebener Funktionen von m-—1 unabhéngigen Variablen, wenn die
in der Differentialgleichung auftretende Funktion m unabhingige
Variable enthélt.

Beispiel: Es gentige die Funktion y = p (z, t) in dem Variablen-
bereich (Grundgebiet) — o0 < < -+ o0, 0 <<t < 4 co der line-
aren und homogenen partiellen Differentialgleichung

: oy 9y
(¢ = Konstante), wihrend fiir { =0 die Funktion y (z, ) mit einer
vorgegebenen Funktion f (#) iibereinstimmen soll, d. h. die An-
fangsbedingung lautet:

(57) y(z,0) =f(2).
Man sieht zunichst, daB
(58) y (2,1) = By (& — o

das allgemeine Integral der vorgelegten Differentialgleichung (56)
mit einer willkiirlichen Funktion @, der einen Variablenkombi-
nation x — ct = & darstellt. Es ist ndmiich

09, dP0¢ 4P,

29t dE o0t d&
und

o0, d® & | 4B

“or ~CdE qx TOaE >
also

0 Dy 0 L

31 TC5z =Y

womit der vorgelegten Differentialgleichung geniigt wird. Aus (58)
folgt

(4 (z, O) = ¢1 (x):
und der Vergleich mit der Anfangsbedingung (57) liefert

¢1 (CU) :f (x)’
so daf3 aus Gl. (58)
(59) y (2,0 =f(z—ec)
folgt, welche Losung der Differentialgleichung (56) und der An-
fangsbedingung (57) gendigt, und somit die gewlinschte Losung dar-
stellt.

Wenn in einer homogenen linearen Differentialgleichung linear
ein unbestimmter Parameter auftritt, fiir den durch Randbedin-
gungen, Periodizititsforderung usw. derartige Werte zu bestimmen
sind, dafl das Problem eine nicht identisch verschwindende (nichi-
triviale) Losung besitzt, so liegt ein Higenwertproblem vor.
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Beisprel: Es sind die Werte eines positiven Parameters A zu be-
stimmen, fiir welche die Differen’rialgleichung

(60) Ththg =0
mit den Randbedingungen
(61) 90)=0, ¢ =0,

nichttriviale Losungen besitzt und die entsprechenden Losungen
zu ermitteln. Nach (49, 50) ist

@ == ¢, COS (VI- ) 4 ¢y 5in (]/}._ x)

das allgemeine Integral der Gleichung (60). Die erste der Rand-
bedingungen (61) liefert ¢, = 0; es verbleibt

(62) @ = ¢y 8in V2 ),

welcher Ausdruck fiir x = 7 nur verschwindet, wenn entweder
(a) ¢y, = 0,

oder
(b) Ji=+1,2,3....

Der Fall (a) wirde die triviale Losung

p)=0 (0 <z <m)
zur Folge haben und ist auszuschliefen. Der Fall (b) hingegen
zeigt, daB nichttriviale Liisungen existieren fiir die Eigenwerte

nimlich diedann durch Gl. (62) bes’rlmmten dazu gehorenden Eigen-
Sfunktionen

(64) @n = €y 8in (nx),
die den Differentialgleichungen
(65) PO dup =0 (n=1,2,3,..)

und den Randbedingungen (61), d. h.

(66) @n(0) =0, pu(@) =0 (n=1,2,3,..)
geniigen. Zu zwei verschiedenen Eigenwerten 4, und 4, gehérende
Eigenfunktionen ¢, und @, gentigen den Differentialgleichungen

d? @
a ;;m ”‘}‘Z-Vn Pm = 0,

dztpn
da _}"Z,L(pn = 0.

Multipliziert man die erste Gleichung mit ¢, , die zweite mit @,
subtrahiert die so entstehenden Gleichungen und integriert die
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Differenz iiber das Grundgebiet (0, 7z), so resultiert

Fld a2 . r
f<¢n7(xp—2”L—¢m ﬁ)dm—{—(lm——ln)f(pm(pndxzﬁ
0 O

Das erste Integral auf der linken Seite kann

F d dtpm dlpn . dtpm d(pn
fﬂ(%?f; “‘Pmdx>d”—(¢"t e “‘7”"75>
o

geschrieben werden und verschwindet auf Grund der Randbedin-
gungen (66); es verbleibt

(a,n_—zn)f¢pm¢n,d z =0,

oder wegen A, % A,:

7T

o

(67) f¢m¢Pndm: 0, (m=*mn).

Die durch vorstehende Gleichung ausgedriickte Eigenschaft
der Eigenfunktionen (64) heiBit Orthogonalitit. Durch passende
Wahl der willkiirlichen Konstanten ¢, kénnen die Eigenfunktionen
normiert werden:

(68) f(PnZ dx = (c)* - f sin2 (nx) dx = 1,
WozUu es wegen

T . o
(69) f sin? (nx) de = 5

o

1/ 2 . .
nur notwendig ist, ¢, = V — Zu setzen. Die Funktionen

(70) P = ]/—7_2{ sin(mz) (n—=1,2,3..)

bilden dann ein normiertes Orthogonalsystem.

5. Simultane Differentialgleichungen.

Bisher haben wir nur Fille betrachtet, bei denen eine abhdngige
Variable w (£) bzw. ¢ (¢, x, ¥, 2 . . .) aus einer Differentialgleichung
mit den dazugehérigen Anfangs- bzw. Grenzbedingungen zu be-
stimmen war. Nunmehr mége der Fall betrachtet werden, daB
m Funktionen %, u,, %,, ... %, von einer () oder mehreren (f, z,
¥, %, . . .) unabhingigen Variablen in einem System von m Differen-
tialgleichungen vorliegen. Wir beschrinken uns auf Systeme von

Ertel, Operatorenrechnung. 2
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Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten und be-
trachten zunichst ein System von gewthnlichen Differential-
gleichungen, in denen die abhéngigen Variablen u; (t) (4 =1, 2, 3, . ..
m) nur Funktionen der einen unabhingigen Variablen ¢ sind.
Ein System von m gewdhnlichen Differentialgleichungen kann
stets auf die Form eines Systems von m Gleichungen 1. Ordnung:

du
d_t_l + S ug Uy, - un) =0,
du

(1) 77 Tl b v ) =0,
du
o f (b, g, ) = 0,

oder kiirzer

d .
(72) T ity ) =0, i =1,2,...m
gebracht werden, worin f; (¢ =1,2,...m) Funktionssymbole

bedeuten. Dann wiirde beispielsweise eine 2. Ableitung auftreten,

2
etwa, @ uy , 8o filhrt man eine neue (m -+ 1)-te Funktion
an ¢

. _du

Um +1= it
ein und hat die weitere Gleichung

d Um 3~ 1 . d? Uy

dt  —ae -
Der Fall, daB in jeder der Funktionen f; in (72) auBer der un-
abhéngigen Variablen ¢ nur eine abhingige Variable und gerade
die ¢-te auftritt, also

d

dt —i"fl. (t’ ul) = 0:

d Uy

dt ‘1’f2 (t> U’z) =0,

dUm

&T +fm (t9 'u'm) =0

liefert m vonetnander unabhingige Differentialgleichungen 1. Ord-
nung und bietet nichts Neues. Treten aberindenf; (t =1,2,...m)
auch andere abhéngige Variablen als nur u; auf, wodurch die
Gleichungen des Systems (71) bzw. (72) miteinander verkniipft
sind, so liegt ein System von simultanen gewthnlichen Differen-
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tialgleichungen vor. Haben die Funktionen f; speziell die Form

i =anwy +aps + . g un — 8 (t),
Jo =G U + %y o Qg U — S, (),

fm = Gy Uy Gy U .+ - . = Qi Uy, — Sy (E),
oder in kiirzerer Schreibweise
m
fi=2anm—s@) (=12 .m
1
mit den Konstantenag (3,5 =1,2,...m) und den Stérungs-

funktionen s; (f) (¢ =1, 2, ...m), so nimmt das System (71)
bzw. (72) die Form an:

du
1—}—auu1 +a12u2 ...+a»1m.um :81(6)>

d
(73) 072 d Aoy Uy Bpp Uy F . b By U = S, (E),

d ’ll«m
Uy Uy + A Ug F+ - - - G Yo = S (L),

oder in kurzerer Schreibweise:

d ug

(74) T +>kamu;h—sz(t) (t=1,2,...m)
und heifit 8 ystem sumultaner linearer Differentialgleichungen 1. Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten. Das System heiBt homogen,
wenn alle s; (t) = 0 (i = 1,2, ...m) und wird dann D’ ALEMBERT-
sches System genannt. Die Integration eines Systems (73) werden
wir spéter behandeln (vgl. 8. 97).

Enthilt ein System simultaner linearer Differentialgleichungen
nur zwei abhingige Variable (uy, u,), so ist es oft zweckmiBig, das
System in eine Differentialgleichung fiir die komplexe Funktion?!

(75) W= + U,
iiberzufithren (¢ = }:—T) Betrachten wir z. B. das folgende, in

der Geophysik bedeutsame System simultaner partieller Differen-
tialgleichungen

g;f*!?uzwug—ﬂ——o,
(76)

0 Uy 0 0% uy 0.

71 "M Ve =

1 Eine komplexe Funktion ist nicht mit einer Funktion einer komplexen
Verdnderlichen zu verwechseln.

2*
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mit gegebenen Konstanten £2 und », wihrend «; und u, Funktionen
der unabhéngigen Variablen¢ und z darstellen. Schreibt man

wegen 32 = — 1 die erste dieser Gleichungen (76) wie folgt:
0u | . Py
W—!—Z .Q‘u2—‘—"1}57—0,

und addiert hierzu die mit ¢ multiplizierte zweite Gleichung, so
folgt mit Riicksicht auf Gl. (75) fir die komplexe Funktion w
die Differentialgleichung

0*w

(77) aa_*t”+¢gw—vaz2=0,

deren Integral wieder eine komplexe Funktion ist, sich also in der
Form

(78) w="U, +1U,

mit: den reellen Funktionen U, == U, (z,1), U, = U, (2,t) dar-
stellen 14Bt. Aus (75) und (78) folgt

(79) C o wy tiu, = Uy +3U,,

und die Gleichsetzung der reellen und imagindren Teile liefert in
den Gleichungen

(80) b=y, uy="U,

die Losungen des Systems (76).

IL. Differentialgleichungen der
mathematischen Physik.

A. Gewihnliche Differentialgleichungen.

1. Bewegungsgleichungen der Punktdynamik, bezogen auf
ein Inertiaisystem.

Wir bezeichnen mit =z, y,z ein rechtwinkliges Kartesisches
7 4z Koordinatensystem, mit ¢
! die Zeit. Das Koordinaten-
4 system wihlen wir stets als
Rechtssystem, bei dem eine
Drehung von der positiven
z-Achse zur positiven y-
x *&  Achse (auf kiirzestem We-
ge)vonder positivenz-Ach-
se gesehen als Rechtsdre-
A hung (d. h. als Drehung

Abb, 1. Kartesische Koordinatensysteme. eptgegen dem Bt?wegungs-
a = Rechtssystem, b = Linkssystem. sion des Uhrzeigers) er-
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scheint. Mit m bezeichnen wir die Masse des Massenpunktes.
Die Aufgabe der Punktdynamik besteht dann darin, die Be-
wegung des Massenpunktes unter dem EinfluBl gegebener Krifte
durch Angabe der Lagekoordinaten z (¥), y (£), 2z () des Massen-
punktes als Funktionen der Zeit fiir alle Zeiten ¢ > 0 eindeutig
zu bestimmen, wenn fiir die Zeit { =0 Anfangslage und An-
fangsgeschwindigkeit gegeben sind. Der vom Koordinatennull-
punkt zur jeweiligen Position des Massenpunktes z (t), y (f), z ()
fithrende Vektor

(81) () =x(), y @), 2()
heiBt Ortsvektor; durch einmalige Differentiation nach der Zeit
ergibt sich daraus der Geschwindigkeitsvekior

dr
(82) a7 = V) =we(t), vy (), v (F)
mit den Geschwindigkeitskomponenten
d dy dz
(83) Vo = o Uy =gy s U T g7
und nochmalige Differentiation ergibt den .Beschleunigungsvekior
do
(84) Sr="b_bs, by, b,

mit den Beschleunigungskomponenien
_dw_@a o dy &y du i
Tde T de Y T dr T de P de T de
Eine Bewegung heif3t geradlinig und gleichférmig, wenn b = 0, also
p = konstanter Vektor; ist v = 0, so ist der Massenpunkt relativ
zum zugrundegelegten Koordinatensystem in Ruhe. Die mathe-
matische Fassung des 1. NEwToNschen! Bewegungsaxioms (GaLI-
r.EIsches? Trigheitsgesetz), wonach ein Kdrper im Zustand der
Ruhe oder der geradlinigen und gleichformigen Bewegung verharrt,
solange er nicht durch Krdfte gezwungen wird, seinen Bewegungs-
zustand zu dndern, lautet also

d?r  dp
(86) TFoa =
und ein Koordinatensystem, in bezug auf welches das Tragheits-
gesetz gilt, heillt Inertialsystem. Rotierende Koordinatensysteme
sind keine Inertialsysteme, da z. B. ein Massenpunkt, der sich in
einem Inertialsystem geradlinig und gleichformig bewegt, in bezug
auf ein relativ zu diesem Inertialsystem rotierendes Koordinaten-
system keine geradlinige Bahn beschreibt. Die in der Geophysik

(85) by

1 Isaac Newron, englischer Mathematiker und Physiker, 1643—1727.
2 GaLiLEo GariLer, italienischer Naturforscher, 1564—1642.
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gebriuchlichen, mit der rotierenden Erde fix verbundenen Ko-
ordinatensysteme sind also keine Inertialsysteme.

Unterliegt der frei bewegliche Massenpunkt der Einwirkung
einer Kraft

(87) =K., Ky, K,

so besagt das 2. NEwroNsche Bewegungsaxiom: Die Beschleuni-
gung ist der wirkenden Kraft proportional und erfolgt in Richtung
der Kraft; der Proportionalititsfaktor ist die reziproke Masse, also

b = & d.h. nach Gl (84):

dy
(88) m ar = ﬁ,
oder in Komponentendarstellung:
d vy _ d vy o d vy .
(89) md—t-——Ka,, m&T——«Ky,mdt ——Kz,
bzw.
d*r dry >z

sind mathematische Fassungen des 2. NEwTOoNschen Bewegungs-
axioms. § kann eine Funktion von 2z, y, 2, ¢ sein; die Integration
des Systems (90) liefert 6 Integrationskonstanten, die durch die
Anfangsbedingungen fiir x (0), v (0), 2 (0), vz (0), vy (0), v, (0) zu
bestimmen sind.

2. Bewegungsgleichungen der Punktdynamik, bezogen auf ein
rotierendes Koordinatensystem.

Die Rotation eines Koordinatensystems wird durch einen Dreh-
veltor v beschrieben, dessen Richfung mit der momentanen Ro-
tationsachse derart zusammenfillt, daBl die Drehung des Systems
von der Spitze von v aus gesehen als Rechtsdrehung (vgl. S. 20)
erscheint, und dessen absoluter Betrag 10| =  mit der Winkel-
geschwindigkeit der Drehung um diese Achse iibereinstimmt. Bei
einem mit der rotierenden Erde fix verbundenen Koordinaten-
gystem hat v die Richtung der Erdachse und weist zum nérdlichen
Himmelspol, da dann die West-Ost-Rotation der Erde eine Rechts-
drehung im Sinne der 8. 20 gegebenen Definition darstellt. Der
Absolutbetrag von o ist

27

5
(91) ‘mi = = m = 7,292'10 sec™ I,

Die krdftefrete Bewegung eines Massenpunktes wird im rotierenden
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Koordinatensystem an Stelle der fiir ein Inertialsystem geltenden
Gleichung (86) durch die Gleichung

(92) m32 — 3 4 2m [, w]

beschrieben, in der 3 die durch die Rotation bedingte Zentrifugal-
kraft und 2m [v, ] die ablenkende Kraft der Erdrotation oder
Corioliskraft! bedeutet, die fiir jeden relativ zum rotierenden
System bewegten Massenpunkt auftritt, denn v bedeutet in (92) die
Geschwindigheit relativ zum rotierenden System. Hat der Dreh-
vektor tv im rotierenden System die Komponenten wsz, wy, @z, S0
ist die Komponentendarstellung des Vektorprodukts [, iv]:

[D, m]x = Uy Wz — Vz Wy,
(93) [Dy m]y =V Wg — Vz Wz,
1 v, W], = v2 0y — vy Wz
Unterliegt der Massenpunkt noch der Astraktion ¥ des Krdkorpers,
so ist die Bewegungsgleichung (92) folgendermafien zu erweitern:

(©4) iy =%+ 8+ 2m o, wl,

in der ¢ = A + 3 das Gewicht, d. h. die mit der Masse m multi-
plizierte Schwerebeschleunigung g bedeutet: & =m g. Die Gl (94)
kann daher auch

d
(95) =g +2[,
geschrieben werden; der Term 2 [, 0] heifit Coriolisbeschleuni-
gung. Da die Schwerebeschleunigung als Gradient eines Potentials,
des Schwerepotentials @ darstellbar ist:

(96) g =—grad @,
oder in Komponentendarstellung:
(97) gx=~—g7?, gy=~g~§, gz=~2—z—,
kann die Gl. (95) auch auf die Form
(98) % = —grad @ + 2 [v, w],
oder in Komponentendarstellung:
[g% = “%? + 2 (w2 vy — wy ),
(99) I = gg—’ 1 2 (0 0, — @, v2),
lg:i = ~g? + 2 (g vz — Wz vy),

1 GaspARD GusTAVE CORIOLTS, franzésischer Mathematiker (1792—1843).
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gebracht werden. Geben wir dem mit der Erde fix verbundenen
Kartesischen Koordinatensystem die folgende Orientierung, wobei
der Nullpunkt mit einem Punkt auf der Erdoberfliche in der geo-
graphischen Breite ¢ zusammenfallen mége: z-Achse gegen Osten
(tangential zum Breitenkreis), y-Achse gegen Norden (tangential
zum Meridian), z-Achse vertikal, so hat tv die Komponenten

wy =0, w,=wcosp, o, =wsing,
und die Bewegungsgleichungen (99) nehmen die Form an:

| %’_":_«g—?—{—Zwsm(pvym.‘choswvz,
(100) !%;’l:_g—zf—mesinqwa;,
l%=_g§+2wcos¢vx.

Gemal Definition des Vektorprodukts ist die Coriolisbeschleuni-
gung 2 [v, 0] senkrecht zu v und w, d.h. es verschwinden die
skalaren Produk te

(101) 2 [0, w] 0 =0
und
(102) 2[p, )]0 =0.

Die GI. (101) driickt aus, daBl die Coriolisbeschleunigung in
eine Breitenkreisebene fillt, wihrend Gl. (102) besagt, daB aus der
ablenkenden Kraft der Erdrotation keine Arbeit gewonnen werden
kann. Skalare Multiplikation der Gl. (98) mit v ergibt mit Riick-
sicht auf Gl. (102):

(103)

do _d [v*
dt  di\2

): -— b grad @,
worin v = V’B; = |/v; + ©; + v} den Absolutbetrag von v bedeutet.
Enthilt @ die Zeit nicht explizit (konservatives System), also
(104) @ = D (z,9,2),
(P = @ (v, y, 2, t) ergibt ein nichthonservatives System), so ist

dd o0Pdx 0Pdy  0DPdz
und aus Gl. (103) folgt

d [

i <? + @ ) =0,
oder auch

(106)

&‘l&

o2
t(m—z——}—m (D) =0,
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’02
2
Energie m @ des Massenpunktes bleibt bei der Bewegung konstant
(Emergiesatz).

d. h. die Summe der kinetischen Energie m —- und der potentiellen

3. Bewegungsgleichung eines Elektrons im
elektromagnetischen Feld.

Der Massenpunkt besitze eine elektrische Ladung ¢; in einem
elektrischen Feld mit der Feldstirke

@ _ Ew, Ey; Ez
unterliegt dann ‘der Massenpunkt einer Kraft
(107) R =eGC.

Sind keine weiteren Krifte vorhanden oder etwa vorhandene andere
Krifte (Schwere) zu vernachlissigen, so lautet die Bewegungs-
gleichung in einem Inertialsystem nach (88) und (107):

dy

(108) mor=eC
Ist noch ein magnetisches Feld mit der Feldstirke
Sg E-ny Hy: HZ

vorhanden, so unterliegt infolge der Bewegung der elektrisch ge-
ladene Massenpunkt noch der ponderomotorischen Kraft

(109) = [v, 9]
(c = Lichtgeschwindigkeit) und die Bewegungsgleichung (108) ist in
(110) m> :e((&' + ig[m@])

zu erweitern; die auf der rechten Seite stehende Gesamtkraft heilit
Lorentzkraft!. Es muBl bemerkt werden, daB die vorstehende
Gleichung insofern nicht streng richtig ist, als die bei grofien Ge-
schwindigkeiten merkbar werdende Massenveridnderlichkeit einer-
seits, sowie andererseits die Riickwirkung des durch die beschleu-
nigte Bewegung der elektrischen Ladung erzeugten elektromagne-
tischen Feldes auf die Ladung selbst nicht beriicksichtigt ist, denn
die in Gl. (110) auftretenden Felder € und $ sind gegebene (aufge-
prigte) Felder. Doch geniigt die Gl. (110) fiir geophysikalische
Anwendungen, beispielsweise zur Untersuchung der Beeinflussung
der Ausbreitung elektrischer Wellen durch ionisierte Schichten der
hochsten Atmosphére (Tonosphire).

. 1 HenNprIR ANTooN LoreNTZ, niederlindischer Physiker, 1853-—1928.
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Die Komponentendarstellung der Vektorgleichung (110) lautet:

d v, 1 ]
md_;)”:e{Ex—{—7(szy—Hyvz)},
d vy 1
(111) ! md—gfze{Ey+7(Hx v.— H, v2)|,
d 1
mﬁ:e{lﬂz—k?(ﬂyvx_f]zvy)}.

Sind in einem gewissen Feldbereich die Komponenten der ma-
gnetischen Feldstirke simtlich konstant, so ist das Magnetfeld
in diesem Bereich homogen und die Gleichungen (111) fiir die Bewe-
gung eines elektrisch geladenen Massenpunktes in einem Inertial-
system sind mit den Bewegungsgleichungen fiir einen ungeladenen
Massenpunkt relativ zu einem mit konstanter Winkelgeschwindig-
keit 1o rotierenden System (vgl. 8. 23) mathematisch dquivalent.

Beziehen wir die Gl. (110) auf ein rotierendes Koordinaten-
system, dessen Rotation durch einen Drehvektor = fz, fy, f: zu
beschreiben ist, so ist entsprechend dem Ubergang von (86) zu (92)
die Gleichung (110) auf derrechten Seite durch die durch die Rotation
des Systems bedingte Zentrifugalkrafs 3 und die durch die Bewegung
relativ zum rotierenden System bedingte Corioliskraft 2 m [p, {] zu
erweitern:

112)  mir—e(C 4y, @])+ 8+ 2mv,fl.

Ist ein elektrisches Feld relativ zum rotierenden System nicht vor-
handen: € =0, so wird '

dy . )
(113) mﬂ_3+2m\n,y+2m4.
Wihlt man § so, dafl

P +g2 =0

2mec

wird, d.h. prizessiert das rotierende System mit der Winkel-
geschwindigkeit

L
(114) r= 2 me
um die Richtung des magnetischen Feldes §, so unterliegt der
elektrisch gelademe Massenpunkt in diesem System micht mehr einer
ponderomotorischen Einwirkung durch das Magnetfeld, da

PRRSLIE

2 me

welcher Satz als LarMor-Theorem?! bekannt ist.

1'Sir JosEPH LARMOR, englischer Mathematiker und Physiker, geb. 1857.
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4, Sehwingungsgleichungen.

Wenn der zeitliche Verlauf einer physikalischen Grofie f = f (1)
durch eine Gleichung der Form

(115) F(t) = M 4+ Asin @?t + B')

gegeben ist, so schwankt die GroBef zwischén dem Maximal-
wert M + A und dem Minimalwert M — 4 periodisch mit der
Periode T', denn es ist

FO =f@¢+nT) (n=0,1,2..)

und man sagt, f (t) vollfiihrt eine harmonische Schwingung mit der
Schwingungsdauer T um den Mittelwert M:

nT

1 —
u :ﬁ,ff(t)dtzf.

Die Abweichung vom Mittelwert f (2) -«f“——— w (8) vollfithrt gemal
(116) () = A sin (gg—,”t 4 )

auch eine harmonische Schwingung mit derselben Schwingungs-
dauver T um den Mittelwert Null. A4 heiBt die Amplitude der

Schwingung, das Argument (2—1,7—% -+ B\) die Phase, B die Phasen-

konstante, » = 1/T die Frequenz oder ;S’cmluingungszahl und wy =22 /T
die Kreisfrequenz. Schreiben wir fir Gl. (116)

(117) w = A sin (w,t + B),
bilden
a2y 2 .
e — ! 4 sin (wgt + B)
und substituieren hierin GI.(117), so folgt die Schwingungsgleichung
a2y
(118) Wﬂogzp:o.
Das allgemeine Integral dieser Gleichung ist nach (49) und (50)
(119) P = €, ¢08 {wy T) - ¢, 8in (@, 1),

und diese Gleichung ist mit (117) wegen

sin (wy t + B) = sin B cos (wg t) + cos B sin (wq f)
identisch, wenn
(120) ¢, =Asin B, ¢;,=A - cos B,

d.h. die beiden willkiirlichen Integrationskonstanten ¢, und ¢yin (119)
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bestimmen Amplitude und Phasenkonstante der Schwingung gemif
den aus (120) folgenden Gleichungen

(121) A=y fe, B _arotg<fl>.
Co

Der Koeffizient w? in der Schwingungsgleichung (118) bedeutet
physikalisch das Quadrat der Kreisfrequenz und erméglicht sofort
die Bestimmung der Schwingungsdauer. Liegt beispielsweise die
Bewegungsgleichung eines mathematischen Pendels in der Form

d*y
(122) Ly =0
vor, die fiir kleine Winkelabweichungen ¢ von der Gleichgewichts-
lage gilt und in der [ die Pendellinge und g den Absolutbetrag der

Schwerebeschleunigung bedeutet, so ergibt der Vergleich mit
Gl. (118)

also wegen wy = 2 7/ T
(123) T =2 n] —

Schwingungsgleichungen vom Typus (118) beschreiben freie
Schwingungen ; die Kreisfrequenz w, (bzw. die Frequenz » = m/27)
freier Schwingungen wird auch Eigenfrequenz genannt.

Setzen wir in den Bewegungsgleichungen (9) fiir einen Massen-

punkt
(124) Ky =—kx, K, =0, K, =0,

und verstehen unter x die Abweichung des Massenpunktes von
seiner Gleichgewichtslage z = 0, so bedeutet Gl (124), daB der
Massenpunkt einer der Entfernung 2 proporticnalen Kraft in der
z-Richtung unterliegt, wenn & eine positive Konstante (Kraft pro
Lingeneinheit) bedeutet, und die Bewegungsgleichung wird nach
Gl. (90) und (124):
d*x

m e = —kx B
oder

dz
(125) it ko,

woraus wir sofort schliefen konnen, daBl der Massenpunkt eine
harmonische Schwingung mit der Kreisfrequenz

3
(126) wo =1,
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um die Gleichsgewichtlage vollfiihrt:

(127) % = 4 sin (wy ¢t + B)

Bilden wir aus Gl. (125) durch Multiplikation mit ‘;—f = v, die
Gleichung

Ve g T T O
so folgt daraus
a vz? x?
(128) d—t<m~2—+ké)=0
als Form des Energiesatzes, wobei
a2
Ein = ﬁ_;_x,
die kinetische und
2
By = b

die potentielle Energie bedeutet. Bilden wir die Mittelwerte beider
Energieformen fiir eine Periode:

L F
Biin = fEkm di
i3

und

T

1

Byt = 7 | Bprlt
Aus Gl. (127) folgt zundchst ’
vy = Wy A cos (wyt + B),

daher ist

T
(129) By =525 [ o @ot + By dt.

)

Fiir Epy folgt aus Gl (127) mit Riicksicht auf Gl. (126)

— Ak P Aoy F
(130) Bpoy =57 * fs1n2(w0t+B)dt= - 'fsmz (wot + B) dt.

[}
Nun ergeben die beiden Integrale
T
Jy =feos2(w0t + Bydt

v

0
und

T
J, = [sin? @yt + B)dt
0
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den gleichen Wert:
(131) Jy=dy =,
denn es ist
’

(132) Sy Jy=[dt =T
und '

T
(133) Jy— Ty = [cos [2 (@t + B dt =0,

Q
wobei von der elementaren trigonometrischen Formel

(134) cos? (wq t + B) —sin® (wy ¢t + B) = cos [2 (wy ¢ -+ B)]
Gebrauch gemacht wurde. Aus (132) und (133) folgt Gleichung
(131) und damit:

. Az
Epin = m—4-(002,

2

E—pot = m {i_"w2>
d.h. die Mittelwerte der kinetischen und potentiellen Energie
stimmen iiberein.

Vollzieht sich die Bewegung des Massenpunktes in einem wider-
stehenden Mittel, so ist eine die Bewegung hemmende Reibungs-
kraft R, in Rechnung zu stellen; die Annahme, daB8 die Reibung
der jeweiligen Geschwindigkeit des Massenpunktes proportional
ist, fithrt auf den Ansatz
(135) Ry=—2by = —26 2%,
worin 2 b eine Reibungskonstante bedeutet (der Faktor 2 wurde
aus ZweckmiBigkeitsgriinden eingefiihrt). Bei Einfithrung der
Reibung ist die Bewegungsgleichung (125) in

d*x dx
bl —9op 2t
Mo = kx—2b 770
d. h.
#z  bdae, k
zu erweitern. Das allgemeine Integral von Gl. (136) ist durch
b

— =t
(137) x=2Ae " sin(w,t -+ B)
mit der Eigenfrequenz

S A
(138) Wy = —(—>

m m
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gegeben. Durch zweimalige Differentation der aus (137) folgen-
den Gleichung
+2
xe " = Asin(wyt + B)
erhalt man nimlich

t

b
bdx b2> "m o ?)As'm(wot—f—B),

d: z

(W T2nT Tw
woraus mit Riicksicht auf (138) sofort die Gleichung (136) resultiert.
Das allgemeine Integral (137) stellt eine geddmpfte Schwingung
mit zeitlich abnehmender Amplitude und einer gegeniiber der
Eigenfrequenz (126) einer ungedidmpften Schwingung verklei-
nerten Eigenfrequenz (138), also vergréfBerten Schwingungsdaver

(139) /L S

/ ..]i . b\2
V(=
dar. Zweiim Abstand einer Periode aufeinanderfolgende Elonga-

tionen z (¢) und z (¢ + T) sind nach Gl (137) durch
b

-2
z()=Ae ™ sin(wyt -+ B)

— 2

)
x(t+T)=Ade ™ sin (wy ¢t + B)
gegeben, da w, I' = 2 7z; das Verhiltnis beider Elongationen ist

b
a() _ tRT
s+ 1) ¢

Den natiirlichen Logarithmus (log) dieses Amplitudenverhalt-
nisses, also die GroBe

) z(t) b
bezeichnet man seit Gauss! als das logarithmische Dekrement der
geddmpften freien Schwingung, die somit durch die Anfangs-
amplitude 4, die Eigenfrequenz w, (138), die Phasenkonstante
B und das logarithmische Dekrement (140) eindeutig charak-

terisiert ist. Die Bewegung wird nach Gl. (138) aperiodisch, wenn
<£>2 = % , der Fall <;ﬂb—>2 = % heilit aperiodischer Grenzfall. Da

m
im aperiodischen Grenzfall w, = 0, reduziert sich Gl. (137) auf

2 —Z

x=AsinB-e " =Ce ™

1 KARL 1::RIEDRICH Gavuss, deutscher Mathematiker, 1777-—1855.
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welche Gleichung nicht mehr das allgemeine Integral der Diffe-
rentialgl. (136) darstellt, da 4 sin B = €| nur eine willkiirliche
Konstante bedeutet (vgl. S.6). Man bestitigt aber sofort durch
Differentiation, daB auch

b

-

x=Cyte ™

ein partikuldres Integral von GIl. (136) fﬁr;lfb— = (%)2 ist, so dafl

b
— ¢
z = (C; + Cyt) e
das allgemeine Integral von Gl.(136) fiir den aperiodischen Grenz-
fall darstellt.

Die Einwirkung duBerer Krifte,die mathematisch als Stérungs-
funktionen f () auf den rechten Seiten der Gleichungen fiir un-
geddmpfte [Gl. (125)] bzw. geddmpfte Schwingungen [Gl. (136)] dar-
zustellen sind, fithrt zu erzwungenen Schwingungen; die Differential-
gleichungen erzwungener Schwingungen haben also die Form:

d?
(141) et —a=f
(ungeddmpfte Schwingung) sz
bde x

(gedimpfte Schwingung). Fiihren wir die entsprechenden Higen-
frequenzen w, nach den Gleichungen (126) bzw. (138) ein, so
konnen die Gleichungen (141, 142) wie folgt geschrieben werden:

d2
(143) TETeie=r0),
(ungeddmypfte Schwingung) bzw.

bd b \
(144) dt2+2md”§+(ﬁ+wo>x=f(t)

(gedampfte Schwingung). Wir betrachten zunichst die unge-
démpfte erzwungene Schwingung (143) unter der Annahme, daf}
die erregende Kraft f (f) periodisch ist:

(145) f@) =Fcos(wt -+ H),

worin F die Amplitude, H die Phasenkonstante und o die Frequenz
der erregenden Kraft bedeutet, von der wir zunéichst annehmen, da}
sie von der Eigenfrequenz w, verschieden sei: @ ¢ w,. Die dann
aus (143) und (145) folgende Schwingungsgleichung

(146) dt2+w z=Fcos(wt -+ H)



Schwingungsgleichungen. 33

besitzt nach (36) und (39) das allgemeine Integral

(147) x = ¢, coS (g 1) + Cy8in (wy ) + cos (@t + H)

(@] — )
das nach (120, 121) auch auf die Form
F
(148) x = A cos (wyt + B) -}—(W@os(wt—l—ﬂ)

gebracht werden kann, worin das allgemeine Integral der zu
Gl. (146) gehorenden homogenen Gleichung die freie Schwingung
(Ergenschwingung)

(149) z; = A cos (wyt + B),
und

cos (wt+ H)
(150) xy =F (@ o)

ein partikuldres Integral der inhomogenen Gl. (146), die erzwungene
Schwingung darstellt. Die durch (147) bzw. (148) dargestellte
Schwingung ist fiir 4 5= 0 im allgemeinen keine harmonische, und
wenn die Frequenzen @, und @ inkommensurabel sind, wiederholt
sich ein Schwingungszustand iiberhaupt nie wieder.

Der Fall der Resonanz liegt vor, wenn die Frequenz w der er-
regenden Kraft mit der Eigenfrequenz wg tibereinstimmt: e = .
Das partikulidre Integral (150) verliert dann seinen Sinn und ist
durch

Ft .
(151) T, =— *8in (wy t + H)

2 w,
zu ersetzen, welche Losung besagt, daBl die Amplitude fth im

Resonanzfall linear mit der Zeit unbeschrinkt wichst. Daf
(151) ein partikuldres Integral der inhomogenen Gleichung (146)
Hir w = w, darstellt, bestdtigt man sofort durch Differentiation:

dxy  F . Ft

T2, sm(wot—I—H)—{—? cos (wy t + H)

2

%gzzg—cos (wpt + H) —}—gcos (wot 4 H)

——]%wosin(wot-i—ﬂ),

also

d2x2 F 2

—g = cos (ot + H) — w? x,,

in Ubereinstimmung mit (146) fir 0 = w,.
Wir kehren wieder zum resonanzfreien Fall zurtick und geben
der Gl. (148) durch Einfithrung zweier neuer Konstanten a und b,

Ertel, Operatorenrechnung. 3
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definiert durch
a-+b=A
F

4—b =
o} — w?

die folgende Form:

x =a{cos (wyt + B) +cos(wt + H)!
+ b{cos (w,t + B) —cos (wt + H)}.

Auf Grund der trigonometrischen Formeln

cos & —|—cosﬁ—_—200s<“+ﬁ>cos<o—‘—;—ﬁ>,
cosa—«COSﬁz—QSin< +ﬁ> sm( —ﬁ>,

2 2

schreiben wir fur Gl. (152): o

@ = 2a cos Kﬁgﬁ))t +—B;;—~H] -cos[<w°+ “’>t + B+ ]
— 9 sin [(”Og‘“)t +B;H} . sin [(“’ﬁ “’)t +1}_+JZ}

und haben damit die Schwingung als Superposition zweier modu-
lierter Schwingungen

31:2(1,'COS [( >t+B H] COSI:(G%_i(9>t—|—B_;H}

m ) 2 [ 2

dargestellt, bei denen sich die Amplituden von Schwingungen der

mittleren Frequenz 2o ;_ @ periodisch mit der kleineren Modu-

(152)

(153)

(154)

lationsfrequenz 2o 2— ? andern (Schwebungen).

TP e PP

)
Abb. 2. Schwebungen. Welle s, mitZ" Z =12, B =H = =,
yp—

Wir betrachten noch abschlieiend die durch eine periodisch
wirkende Kraft hervorgerufenen Schwingungen eines geddmpften
Systems, die nach (142) und (145) durch die Differentialgleichung
(155) dtz+2;‘fif+—x—ﬁ’eos(wt+ﬂ)
beschrieben werden. Das allgemeine Integral dieser Gleichung ist
gleich der Summe z = x, + @,, worin z; das allgemeine Integral
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der (155) entsprechenden homogenen Gleichung (136) und =, ein

partikuldres Integral der inhomogenen Gleichung (155) darstellt.

2
Fiir @, fanden wirin (137), 7% > (%) vorausgesetzt:

b

—2y
z, =Ae ™ sin(wyt 4 B)

mit der durch (138) gegebenen REigenfrequenzw,. Fir z,
machen wir den Ansatz

(156) 2o =Mcos(wt + N)
mit noch zu bestimmenden Konstanten M und N. Es ist dann
2
dg%f = —w? M cos (wt -+ N),
bdx boM .
2;;;37:'—‘2 po Sln(wt+N),

k kM
o & =, - cos (¢t + N),

so daB die Gleichung (155) durch den Ansatz (156) befriedigt
wird, wenn
M (%—wz)-cos (ot + N)~2wasin (wt + N)

m
= Fcos (w¥ -+ H),
welche Gleichung fiir alle Werte von ¢ bestehen muf, also auch fiir
t+N=0und t+ N =x/2. Im ersten Fall ergibt sich

M (ﬁ—wz\) — Frcos (H — N,

im zweiten:
bowM ‘7 ‘ .
—2T = F cos (»E—FN-—N):—F-sm (H—N),

so dafB durch

b_w
bg (H — N) = 5—=
—
bzw mzb_w .
(157) N = H —arctg| —— )
m
und
(158) M= r

3I*
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die Konstanten M und N des partikuliren Integrals (156) be-
stimmt sind. Die Gl. (157) zeigt, daBl zwischen der Phase der er-
regenden Kraft und der Phase der erzwungenen Schwingung die
Phasendifferenz
bw -
2 —_
(159) ¢ = H — N = arctg (T’”_

e
m

besteht, die positiv oder negativ sein kann, je nachdem — = w?ist;
m

die Gl (158) gibt das Amplitudenverhiltnis
(160) B ==

zwischen erzwungener Schwingung und erregender Kraft. Die
durch die periodische Kraft

f@) =Fcos(wt + H)
erzwungene Schwingung hat also die Form
(161) z, =0 Fcos(wt+ H-—g¢g),
so dafl durch

(162) c—Ade ™ sin (wyt + B) +aFcos (wt + H —¢)

das allgemeine Integral der Differentialgleichung (155) gegeben
ist. Die freie Schwingung z, klingt im Verlauf der Zeit ab, es ist
dann nach hinreichend langer Zeit nur noch die erzwungene
Schwingung z, (161) vorhanden. Deren Amplitude «F erreicht
einen Maximalwert fiir eine bestimmte Frequenz £ der erregen-
den Kraft, die Resonanzfrequenz

ik b2

(163) Q= V—ﬁ~ 2(%) ,

die sich aus der Bedingung

(164) (Z»a";) —0
W=

leicht errechnen 148t. Ersichtlich ist die Resonanzfrequenz £2 nach
Gl. (163) kleiner als die durch Gl. (138) gegebene Ligenfrequenz wg
der freien Schwingung.
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B. Partielle Differentialgleichungen.

1. Potentialgleichungen.

Nach dem Newroxschen Gravitationsgesetz betrigt die At-
traktionskraft zwischen einem Massenpunkt mit der Masse m und
einer zweiten Masse M im Abstand » voneinander
(165) E=—f¥r,
worin f = 6,66-10—2 g~ cm3sec—? die Gravitationskonstante be-
deutet und das negative Vorzeichen andeutet, dafi die Kraft den
Abstand r zu verkleinern sucht. Ruht die Masse M im Ursprung
eines Kartesischen Koordinatensystems (z, y, z), so ist

(166) 72 = g2 + ¢% 1 22,

Die Komponenten der Feldstirke, d. h. der auf einen Massenpunkt
mit der Masse 1 wirkenden Kraft, sind durch

K M =z K
Fa; = "‘I—%COS (7’, x) :—fF'T, Fy = "i"‘ ECOS (7‘, y)
M K M =z
:fT«Z . —Z , Fp=+4 . €08 (r2) =—fz" -

gegeben und ableitbar aus dem Gravitationspotential

(167) V= ——%’4 -+ const.
gemif3

2V oV v
(168) Fo=—tg Py = — 30, Fom— 53
oder kurz (§ = Fa, Fy, F,)
(169) ¥ =—grad V.

Mit Ricksicht auf die aus (166) folgenden Gleichungen
ar xz dr Y or =z

3z r’ ay r’dz r
bilden wir

9F, M, M

Ve = P

aF,

M 9 M
oF M M
5, = T3 EE e
und erhalten durch Addition
(170) oF, oFy dF,

9z Tay T =0
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oder in vektoranalytischer Schreibweise:
(171) divy =0,
welche Gleichung auperhalb der gravitierenden Massen gilt. Sub-

stitution von Gl. (168) in Gl. (170) ergibt die Larracmsche Glei-
chung?

oV 2V
(172) J o 8y~+az2= ’
fir welche auch die Bezeichnungsweise
(173) AV =0
iiblich ist, wobei
(174) A—61~+81/~+az3

als Lapracgscher Differentialoperator bezeichnet wird. Gleich-
bedeutend damit ist die aus (169) und (171) folgende Schreib-

weise
(175) div grad V =0.

Rotiert das Koordinatensystem mit der Winkelgeschwindig-
keit w um die z-Achse, so hat fiir einen Punkt im Abstand x® 2

von der z-Achse die Zentrifugalbeschleunigung (8 = Zs, Z,, Z,)
den Wert

8 =ara
und die Komponenten: :
B e = Bl = ety
Z, =0,

die gemiB
ae)  z——0, 7, -0, 7, - %
d. h.
(177) B=-—grad W,
aus dem (Zentrifugalbeschleunigungs-)Potential
(178) W= a? (& + 1)
ableitbar sind, erfiillen die Gleichung

Ziy Zy Z
(179) 2 O s,
oder in vektoranalytischer Schrelbwelse.
(180) div § =2 2.

1 PIERRE SIMON DE LAPLACE, franzésischer Mathematiker und Astronom,
1749-—-1827.
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Die Substitution von (176) bzw. (177) in (179) bzw. (180) ergibt:

W W
(181) T Ty
Fiir ein mit der rotierenden Erde fix verbundenes Koordinaten-
system (x, y, z) bedeutet o die Winkelgeschwindigkeit der Erd-
rotation, V das Gravitationspotential, V +- W = @ das Schwere-
potential, aus dem die Schwerebeschleunigung g = gz, gy, §- gemaf
den Gleichungen (96, 97) abzuleiten ist. Dieses Schwerepotential
geniigh, wie' man durch Addition von (172) und (181) findet, der
Differentialgleichung

(182) AD=—20?

fiir jeden Punkt auperhalb gravitierender Massen. Es sei hierzu
bemerkt, daB in der Geophysik auch vielfach die Krafifunktion

o* W .
+'a*zé*:A W :—2(})2.

9 = — @ + const., aus der sich die Schwerebeschleunigung gema
(183) g = -+ grad p,
d. h.
- oy oy oy
(184:) gf@*""l_ﬂs gy‘—'}“a‘&; gz*‘_l—'a“z':

ableitet, als ,,Potential‘‘ bezeichnet wird ; das so definierte Poten-
tial (== Kraftfunktion) geniigt dann fir jeden Punkt auBerhalb
gravitierender Massen an Stelle von (182) der Gleichung

(185) Ay =20

Wir ziehen die Benutzung des Potentials @ an Stelle der Kraft-
funktion ¢ deshalb vor, weil @ mit der potentiellen Energie pro
Masseneinheit identisch ist (vgl. S. 24).

In der Potentialtheorie wird gezeigt, dafl fiir Punkte innerhalb
gravitierender Massen die Larracesche Gleichung(172,173) durch

(186) AV =4=xnfp,

zu ersetzen ist, worin g die Dichte der Materie im betrachteten
Punkt bedeutet; die Gl. (186) wird Porssonsche Gleichung! ge-
nannt. Die entsprechende Verallgemeinerung der Differential-
gleichung (182) des Schwerepotentials fiir Punkte innerhalb gravi-
tierender Massen lautet

(187) AP =4nfo—20

und heiBt verallgemeinerte Porssonsche Gleichung; die entsprechende
Gleichung fir die Kraftfunktion  ist:

Ay =—4dafo + 2w

1 SIMI::ON. DEexis Porsson, franzosischer Physiker und Mathematiker,
1781—1840.
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Die verallgemeinerte Porssonsche Gleichung gestattet eine
Anwendung beziiglich der Frage der Stabilitit rotierender Himmels-
kérper. Wir benutzen dazu den Gaussschen Integralsatz, der das
Raumintegral der Divergenz eines Vektors % in ein Oberflichen-
integral der Normalkomponente 8, des Vektors, erstreckt iiber die
den Raum begrenzende Oberfliche, transformiert:

(188) [[[ div@dr =[[®ndo

(d T = Raumelement, d ¢ = Oberflichenelement, n = &uBere

Normale). Fiir 8 = grad @ nimmt der Integralsatz von Gauss
die Form an:

(189) [[[adar=[[224s.

worin
aa—ij =grad, ® =n-grad @,

unter n den Einheitsvektor in Richtung der duBleren Normalen
verstanden. Ist @ das Schwerepotential, so ist die Schwerebe-
schleunigung g = — grad @ und n-grad @ =—n-g=—g cos(n,q)
> 0, solange g zum Innern des Himmelskorpers gerichiet ist, da
dann cos (1, g) = cos (180°) = — 1, wobei angenommen ist, daB
die Oberfliche eine Niveaufliche des Schwerepotentials dar-
stellt, auf welcher ja grad @ senkrecht steht. Es mufl somit, wenn
diese Bedingung tiberall auf der Oberfliache erfiillt ist, nach Gl. (189)
auch

[[fd0ac=0
sein. Substituieren wir Gl. (187) in diese Bedingung, bezeichnen
mit M :f/'f pdt und T :[ff d t Masse und Volumen des Him-
melskérpers, so folgt )

dmfM—20?t >0,
oder
(190) < 27f om,
wenn pp, =M /T die mittlereDichte desHimmelskérpers bedeutet. For-
mel (190) besagt, daB die Stabilitéit eines rotierenden Himmelskor-
pers gewahrleistet ist fiir Rotationsgeschwindigkeiten o< V2 n?gm
und heiBt Stabilitdtstheorem von Poincaril. Fir die Erde mit der
mittleren Dichte g,, =5,52 gr cm—2 ist /2 7t fom=15,2-10"*gec™,
o =17,29-10"5gec 2.

1 Henr1 PoiNcarE, franzdsischer Mathematiker und Physiker, 1854
bis 1912.
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2. Hydrodynamische Gleichungen.

Wir betrachten hier nur ideale Fliissigkeiten, bei denen (im
Gegensatz zu den zdhen Fliissigkeiten) das Gesetz des isotropen
Drucks gilt, wonach der im Innern oder an der Begrenzung der
stromenden Flissigkeit auf ein Flachenelement wirkende Druck
von der Richtungsorientierung des Flichenelements unabhingig
ist. Es werden im folgenden die nachstehenden Bezeichnungen ver-
wendet: , ¢, 2 = mit der rotierenden Erde fix verbundenes Kar-
tesisches Koordinatensystem, ¢ = Zeit, p = p (=, ¥, z, f) == Druck,
o =p (2, 9,2, t) = Dichte, v = (2, y, 2, {) = Geschwindigkeits-
vektor mit den Komponenten v, vy, ;.

Die auf die Masseneinheit und auf ein rotierendes System be-
zogenen Bewegungsgleichungen der Punktdynamik (95) bzw. (98)
sind fiir Flissigkeitsbewegungen durch die Druckkraft pro Massen-
einheit zu ergiinzen, die durch

(191) -—%grad P
oder in Komponenten:
1op lop l1op

gegeben ist. In Richtung der inneren Normale eines zur Zeit ¢
zwischenden Koordinaten xund x 4+ dx, yundy + dy, z und z - dz
liegenden Volumenelements d # d y d z mit der Massepdz dy dz
wirkt ndmlich an der Stelle z, ¥, z des Stromungsfeldes die Druck-
kraft p dy dz auf die zur z-Achse senkrechte Begrenzungsfliche
dy dz, hingegen wirkt an der Stelle  + dz, y, z auf die im Ab-
stand dz befindliche Begrenzungsfliche dy dz die Druckkraft

—p(x +dz, y,2)dydz = {p—{—a dx[dydz

wobei das Minuszeichen dadurch bedingt ist, da8 fiir die Fliche
dy dz an der Stelle x + dz, y, z die innere Normale die Richtung
der negativen x-Achse hat. Die resultierende Druckkraft in Rich-
tung der positiven z-Achse ist daher

[ 9P 2. __9p
pdydz —\? + 37cdxi dydz = .—3—xdx dy dz,

bezogen auf die Masse o dx dy dz, pro *Z !
Masseneinheit also _Lor . Indhnlicher —f - k,

edzx K
Weise findet man die y- und 2z-Kompo- yd ¢
nente, und die Ergénzung der Bewegungs- g ; ,ﬂﬂ
gleichungen (98) bzw. (99) durch die
Druckkraft (191) bzw. (192) ergibt die *T

Abb. 3. Zur Ableitung der Druck-

auf rotierende Koordinaten bezogemen hy- igzfiebei Flissigkeitsbewegungen.
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drodynamischen Bewegungsgleichungen

(193) %:—grad@—%gradg) 12 fo, ],
bzw.
ddv: :——~%§ zgz—l—,?(wzvy——wyvz)
(194) {%=~aa—f—%%?+2(wxvzﬂwzvx),
{d—”;z:»«%?“—zgfu(wm—wwy)

Die hierin auf den linken Seiten stehenden totalen Ableitungen
dy__dve dvy du,
dt~ dt’ dt ’ dt
rentialquotienten genannt, da sie Anderungen einer Eigenschaft
(hier z. B. v) desselben Teilchens (nicht desselben Raumpunktes)
bestimmen; ihre Umwandlung in partielle Differentialquotienten
ist durch folgende Uberlegung moglich; Es sei v = v (%, ¥, 2, t)
eine hydrodynamische Feldgrofe, z. B. v, p usw.; fiir ein sich zur
Zeit t am Orte z, y, z befindendes Teilchen ist dort v = p (=, ¥, 2, f)
eine ,,Eigenschaft‘ des Teilchens. Betrachten wir nun die Feld-
grole y zur Zeitt -~ dt an einem benachbarten Ort z + d z,
y+dy,z+dz soistdortw(x+da,y+dy,z+dz t -+ dt),
aber dieser Wert ist nur dann eine Eigenschaft desselben Teilchens,
wenn dasselbe in der Zeit d ¢ vom Ort z, %, z an den Ort x + d «,
y +dy, z 4+ dzgekommen ist, wennalsodx = v, di,dy = v, d 1,
dz = v,dt. Nun ist allgemein

werden individuelle oder substantielle Diffe-

dy =201 +20az + ”d + %4,
Jiir dasselbe Te'ilchen gilt also

dy _ 2y oy oy oy
(195) @i T T Uy T
oder kiirzer
d
(196) Sr=50+ (0 grad) p,
womit die individuelle oder substantielle Anderung —— in einen

lokalen Anteil 5? ” und einen konvektiven Anteil (v grad) y zerlegt
worden ist. Es ist also nach GI. (196)

do an
ng‘t‘**— (U grad)n,
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womit Gl. (193) in

1
(197) g—z—{— (v grad) v = — grad @—7gradp + 2 [v, o]
mit der Komponentendarstellung
s dvy 0y dve 0D 1op
BT e Ty T, T T 9w i
2 ? 2 2 +2(waz% T
vy vy Uy vy 1op
A98) 5t Tl gy T G, T T Ty pay
+ 2 (wa vz — w, V),
0 vz 0 vz 0 vz oD 1op
T Ty T, T zaz =9 ga:
+ 2 (y v — Wz vy),

iibergeht. Dieses sind die hydrodynamischen Bewegungsgleichungen
in der sog. EvLERschen Form?, die zur Bestimmung der finf un-
bekannten Funktionen v (== vs, vy, v;), p und g noch zwei weitere
Gleichungen erfordern, ndmlich die hydrodynamische Konti-
nuititsgleichung, welche die mathematische Fassung des Gesetzes
der Erhaltung der Materie im Stréomungsfeld darstellt, und eine
thermodynamische Gleichung zwischen p und p.

Zwecks Ableitung der Kontinuititsgleichung betrachten wir ein
beliebiges, aber raumfestes Volumen 7, das die Masse o d T ent-

hilt. Durch ein Oberflichenelement d ¢ von 7 flieBt in der Zeit-
einheit die Masse (p v)'n-d ¢ = g v, d ¢ aus, wenn n den Einheits-
vektor in Richtung der dufBeren Normalen bedeutet. Der gesamte
AusfluB durch die Oberfliche ist also in der Zeiteinheit f f pv.da

und bedingt eine Massenabnahme — = tff f 0dT =-— f j f 51 ¢ drim

raumfesten Volumen 7, so daB als Ausdruck der Erhaltung der
Materie die Gleichung

[ 3ax=[[erto

bestehen mufl, die durch Anwendung des Integralsatzes von
Gavuss (vgl. S.40) auch

—[[J5iar=]]] v ewa

ff —{~d1v gb)}dr—()

oder

1 LeoNHARD EULER, deutscher Mathematiker und Physiker, 17071783,
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geschrieben werden kann. Da diese Gleichung fiir ein beliebiges
Volumen gilt, mufl der Integrand selbst verschwinden:

(199) %2 1 aiv (o) =0,

welche Beziehung die Kontinuititsgleichung in vektoranalytischer
Form darstellt und in ausfijhrlicher Schreibweise also

(200) ai+agvl +ang +agvz#0
lautet.
Mittels der Formel
(201) div (pv) = (v grad) p + p divy,
oder in ausfithrlicher Schreibweise:
pon 20 2B,

+o <3av;+avy _’_61)2)

erlaubt die Kontinuititsgleichung (199) bzw. (200) auch folgende
Darstellung:

(203) 24 pdivy =0,
bzw.
do Ove , Ovy 0 vy
(204) ety ) =0

worin % die substantielle oder individuelle Dichiednderung be-

deutet. Verschwindet dieselbe: gf = 0, so dndert sich die Dichte

eines Teilchens bei der Bewegung nicht; derartige Fliissigkeiten
heilen inkompressibel, im Gegensatz zu den kompressiblen Fliissig-

keiten (z. B. Gase), bei denen # 0. Fiir inkompressible Fliissig-

keiten nimmt somit die Kont1nu1tatsg1elchung (203) bzw. (204)
die einfache Form an:

avr dvy , 0z

(205) divp =0, bzw. - + ay +aé

und es liegen dann fiir inkompres31ble Fliissigkeiten in dem System
(198) zusammen mit Gl (205) vier Gleichungen zur Bestim-
mung der vier GréBen vs, 2y, v, und p vor; fiir kompressible
Fliissigkeiten liefert der 1. Hauptsatz der Thermodynamik eine
weitere (leichung zur Bestimmung von g.
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Bezeichnet d @ eine infinitesimale, der Masseneinheit eines
idealen Gases zugefithrte Warmemenge, U = ¢, T' + const. die
innere Energie des idealen Gases (7' = absolute Temperatur,
¢, = spezifische Wirme bei konstantem Volumen), d W die vom
Gasquantum infolge Volumeninderung geleistete Arbeit, so lautet
der 1. Hauptsatz der Thermodynamik:

(206) d@ =c¢c, dT +adW,

in welcher Gleichung d @ und d W im allgemeinen keine totalen
Differentiale sind. Fiir ideale Gase und reversible Zustands-
anderungen ist die Gasarbeit durch

(207) szpdV:pd(%)

gegeben, unter ¥V = 1/p das spezifische Volumen (= Volumen der
Masseneinheit) verstanden; dann nimmt Gl. (206) die Form

(208) dQ:cvdTJrfpd(%)

an, wozu wir noch bemerken, daf alle darin auftretenden Energie-
formen mit derselben Mafieinheit (erg oder cal) zu messen sind,
wodurch sich die Anbringung eines Umrechnungsfaktors zwischen
mechanischer und kalorischer Energie (mechanisches Wiarme-
aquivalent) eriibrigt. Wird aus Gl. (208) die Temperatur mittels
der Zustandsgleichung idealer Gase

(209) p=RTp
(R = Gaskonstante) eliminiert, so folgt unter Benutzung der spezi-
fischen Wirme bei konstantem Druck
¢y =0 + R,
sowie des Verhéltnisses cp/c, = %, das fiir Luft (bzw. zweiatomige
Gase) z. B. den Wert % = 1,40 hat,
1 pydp__ de
(210) de(x——l)g(p %Q>.
Der wichtige Spezialfall d @ = 0 (adiabatische Zustandsanderungen)
liefert hieraus die Poissonsche Gleichung
P g\
@ w=la)
worin p, und g, sich auf den Anfangszustand beziehen. In (198),
(200) und (211) liegt dann ein System von fiinf Gleichungen zur
Bestimmung der fiinf GroBen v, vy, vz, p und g fiir den Spezialfall
adiabatischer Zustandsinderungen vor.
Bei der Losung hydrodynamischer Aufgaben sind fiir ideale
Fliissigkeiten folgende Gremzbedingungen zu beachten: Grenzen
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zwei verschiedene Fliissigkeiten (durch Indizes 1 und 2 gekenn-
zeichnet) mit der beiderseits dauernd durch dieselben Fliissigkeits-
partikel gebildeten inneren Grenzfliche F (z,y,2,t) =0 anein-
ander, so mul} an der Fliche eine dynamische Grenzflichenbedinguny
(212) P =P

(Stetighkest des skalaren Drucks) und eine kinematische Qrenzflichen-
bedingung

(213) (Vuh = (Vn)g

(Stetigkeit der Normalkomponenie der Geschwindigkeit) erfillt wer-

den. Fiir eine freie Oberfldche (iiber der sich keine weitere Fliissig-
keit befindet), ist

(214) p=20
zu setzen; an einer festen, ruhenden Begrenzung mull
(215) vy =0

sein, da dort die Flissigkeitsbewegung nur tangential zur Begren-
zung erfolgen kann.

Diehydrodynamischen Gleichungen (194) bzw. (198) erlauben fiir
geophysikalische Anwendungen eine Vereinfachung,die dadurch be-
dingt ist, daB die in der Hydro- und Atmosphire auftretenden
Vertikalbeschleunigungen gering sind und in erster Anniherung
vernachlissigt werden diirfen, die Vertikalkomponente der Corioris-
Beschleunigung mit einbegr.ffen; auch der durch die Vertikal-
geschwindigkeit bedingte Anteil der Corioris-Beschleunigung
(— 2w cos @+v,, vgl. S.24) ist zu vernachldssigen. Mit der auf
S. 24 getroffenen Koordinatenwahl vereinfachen sich somit die
hydrodynamischen Gleichungen (194) folgendermafen, wobei noch
zu beriicksichtigen ist, daB bei unserer Koordinatenwahl die
Komponenten der Schwerebeschleunigung durch

09 0D a(D
—W:O’ Ty =0, B i

gegeben sind :

[dvx_——i@+2wsin(pvy,
(216) di 00
ldl!——————{—al)——2wsin v
dt 0dy P V=
und ;
Lop
(217) 0=— — e

Die Gl. (217) heil3t statische G—rundglez'chung und findet in der
Meteorologle und Ozeanographie eine Weltgehende Anwendung.
Bei geringen Geschwindigkeiten und geringen réumlichen Ande-
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rungen derselben ist es zuldssig, den nichtlinearen konvektiven
Anteil (v grad) v gegenuber ov mzz = %l; 4 (b grad) v zu ver-
nachlissigen, wodurch eine Wesenthche Vereinfachung der Gleichun-
gen (216) eintritt:

dvg 10p .
’ at———Eﬁ—[—waln(pﬂy,
@19 l 9y _ 19p 2 w sin
Bt gay “@SR@s

welche Gleichungen fiir inkompressible Fliissigkeiten in bezug auf
die zu bestimmenden GroBen linear sind. Von den riumlichen
Anderungen der Geschwindigkeitskomponenten:

oy
a”l}z

Dvy Ovr 0w
dz o0y o0z
9vy Ju 9w

0z
aﬂz

oz
9v: @
dx 0y 0z

iiberwiegen gréBenordnungsméBig die Terme —— a nd (also die

vertikalen Anderungen der Horlzonta]komponenten) be1 den in der
Atmosphire und im Ozean vorkommenden Bewegungen und be-
dingen zusammen mit der die Turbulenz charakterisierenden un-
regelmafBigen Durchmischung von Flissigkeitsquanten mit ver-
schiedenen Geschwindigkeiten das Auftreten einer horizontalen
Schubspannung mit den Komponenten

R

(219) Ty =pl%,

v
Ty =up aa:
Hierin bedeutet u = u (%, y,2,t) eine von der Stabilitit des
Massen- und Strémungsfeldes abhingige Funktion, die als Aus-
tauschkoeffizient (fir den Impuls) oder als Turbulenzreibungs-
Koeffizient bezeichnet wird (Dimension: gr+! cm—2sec—1). Andert
sich die Schubspannung mit der Héhe z, so wirken auf zwei hori-
zontale, den Abstand dz aufweisende Begrenzungsflichen dz dy
eines Massenelements g dz dy dz nicht die gleichen Schubspan-
nungen, so daf} deren Differenzen

(Tx + a—f—;dz) do dy — Ty dz dy
bzw.

(Ty + %?dz) dedy — Ty dx dy



48 Differentialgleichungen der mathematischen Physik.

pro Volumeneinheit eine resultierende Kraft mit den Komponenten

3T, ATy
72 PV e
und pro Masseneinheit:
107, 13Ty

2 =% -2
(2-’0) Rx_QaZ’ y—eazz
zur Folge haben, die als Turbulenzreibung bezeichnet wird und die
nach Gl. (219) durch die vertikalen Ableitungen der horizontalen
Geschwindigkeitskomponenten folgendermafen ausgedriickt wer-
den kann:

19 dus 19 duy
221) R”_Eﬁ<” —a‘;)’ By =553t 57 )
In manchen Fillen ist es zulissig, p als Konstante zu betrach-
ten, wodurch sich die Ausdriicke (221) vereinfachen:
_ p 0w _ B Ry

(222) R, =855, By =54

Das Verhiltnis £ = y (cm? sec™1) wird kinematische Zihigkeit ge-

nannt. Es lauten dann die durch die Turbulenzreibung in der
Form (222) ergénzten Bewegungsgleichungen (218):

dvs L 13p | ®u
(223) J;a_t”“sm‘“y_ zl’aa'ﬁ”ngw
Vy . ____ﬂ_p vy

l —at+2wsm<pvm— Qay+vaz2,

welche Gleichungen vielfache Anwendungen in der Ozeanographie
und dynamischen Meteorologie finden. Im Ozean ist u von der
Grofenordnung 1-10 gr cm—7'sec™?, in der Atmosphére 1-100 gr
cm~!sec!.

AbschlieBend erliutern wir noch einige Begriffe der Hydro-
dynamik: Ein stationdres Stromungsfeld liegt vor, wenn die lokale

zeitliche Anderung a% aller Feldgrofien verschwindet. Nur in einem

stationidren Stromungsfeld fallen die Stromlinien, das sind Linien,
die an jeder Stelle des Stromungsfeldes in Richtung des dort vor-
handenen Geschwindigkeitsvektors verlaufen, mit den T'rajektorien
(Teilchenbahnen) zusammen. Die Strémung in einem Gebiet, wo
an allen Punkten rot v 5= 0 ist, heiBt Wirbelstromung; rot v ist
ein Vektor mit den Komponenten

_ 6112 al)y

JI I‘Ota;b-—— ‘a—y‘—"‘*'a‘z—,

__ vz Qdwvz

(224:) I'Ot-yb =37 —‘a—x,
rot; b = Ovy_ 0ve

Tz dy
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Hingegen liegt eine Potentialstrémung fiir ein Gebiet vor,in welchem
an allen Punkten rot v = 0 gilt; in diesem Fall kann der Geschwin-
digkeitsvektor als Gradient einer skalaren Funktion, des Ge-
schwindigkeitspotentials (H. v. HELmuOLTZ!) dargestellt werden:
(225) v = —grad y,

und es gilt der Satz, daB firr Bewegungen inkompressibler Fliissig-
keiten, die aus dem Zustand der Ruhe heraus beginnen, stets ein
Geschwindigkeitspotential existiert; fiir kompressible Fliissig-
keiten gilt dieser Satz nur dann, wenn fiir alle Teilchen die Dichte o
allein eine Funktion des Druckes ist: p = f (p), die fiir alle Teilchen
die gleiche sein mufi. Derartige Fliissigkeiten heillen barotrop (V.
BiserrnEs?) zum Unterschied von den baroklinen Flissigkeiten,
bei denen die Funktion f noch Parameter enthilt, die von Teilchen
zu Teilchen verschieden sind (z. B. die Temperatur).

3. Elektrodynamisehe Gleichungen.

Ein isotropes Dielektrikum ist in elektromagnetischer Hinsicht
charakterisiert durch die Materialkonstanten ¢ = Dielektrizitéts-
konstante und g = magnetische Permeabilitit, sowie durch die
Vektoren ® = dielektrische Verschiehbung und B == magnetische
Induktion, die mit der elektrischen Feldstéirke € bzw. der magneti-
schen Feldstirke  durch die Gleichungen '

(226) D =¢C,
(227) B =ub,
verkniipft sind und den Bedingungen
(228) div® =div (¢ €) =0,
(229) div B = div (4 §) =0,

geniigen, die das Fehlen von wahren elektrischen Ladungen und
wahrem Magnetismus im isotropen Dielektrikum ausdriicken. Im
Vakuum sind ¢ und g gleich 1. Wéahrend fiir alle bekannten Sub-
stanzen ¢ > 1 ist, kann y auch <1 sein (diamagnetische Korper).

Nach der Theorie von MaxwgLL? ist die zeitliche Anderung der
dielektrischen Verschiebung einem elektrischen Strom dquivalent
(Verschiebungsstrom) und mit dessen Magnetfeld durch die Glei-
chung

(230) oot § =& O

1 Hermany voN HermuoLrz, deutscher Physiker und Physiologe, 1821
bis 18%4.

¢ ViLHELM BJErENES, norwegischer Physiker und Meteorologe, geb. 1862.

8 James CLERk MaXWwELL, englischer Physiker, 1831—1879.

Ertel, Operatorenrechnung. 4
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verkniipft (¢ = Lichtgeschwindigkeit), deren Komponentendar-
stellung

/9H: 3 Hy\ _ 0Ea
(5 az>—8*a7’l
9H: 9H:\_ 3Ry

(231) (az—ax>“ EDN

o (2Hy_3H» _ 3E ‘
9z oy —8-67’J

1. Tripel der MaxwrLLschen Gleichungen heift.
Das Farapavsche Induktionsgesetz! findet nach Fr. NEU-
MANN? seinen mathematischen Ausdruck in der Gleichung (232)

(232) crot € = —‘u—aa-%,
deren Komponentendarstellung
0B _0E,) _ 0
dy az | I l
233 o (0Bs 88N 0Hy
(233) l ¢\ 7z o —H e i
c 0By 0Ez\ 6Hz
{ (Bx y) = T #5i0

auch 2. Tripel der Maxwerrschen Gleichungen genannt wird. Die
Gleichungen (230) bzw. (231), (232) bzw. (233) sowie die Gleichun-
gen (228) und (229), die fiir konstante Werte von ¢ und u die
Formen

(234) 3 s a;zy BEz

divE =0, d.h. 5~ +=5 "+~ =0,
und
o 9 H, qu
(235) dive —0,d. b 00 Oy OF:

annehmen, bilden das vollstindige System der MaxwELLschen
Gleichungen fiir ein isotropes Dielektrikum (homogener Isolator).

Tiir leitende Substanzen mit der spezifischen Leitfihigkeit A und
der wahren elektrischen Ladungsdichte g sind die Gleichungen
(228) und (230) wie folgt zu erweitern:

(236) div (¢ 05) =4mnp,
(237) crot&f)—s —}—4762.63

1 MicuarL Farapay, englischer Physiker und Chemiker, 1791—1867.
? Franz ErNsT NEUMANN, deutscher Physiker und Mineraloge, 1798
bis 1895.
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wihrend die Gleichungen (229) und (232) unverdndert bestehen blei-
ben. Der Term A ¢ = & in GL (237) stellt die Leitungsstromdichie
(= Leitungsstrom pro Flicheneinheit senkrecht zum Strom)dar. Be-
steht der Strom nach Auffassung der Elekironentheorie in einem
Konwvektionsstrom elektrisch geladener und mit der Geschwindig-
keit v im Vakuum (e = u = 1) bewegter Korpuskeln, so ist § = gv,
und das System der elektromagnetischen Gleichungen nimmt nach
der Elektronentheorie die Form an:

(238) oot § =% + dmpn,
(239) crot & = — 29,

(240) div€ =4mo,

(241) div =0.

Aus Gl. (238) folgt durch Divergenzbildung mit Riicksicht
darauf, daB die Divergenz eines Vektors, der die Rotation eines
anderen Vektors darstellt, identisch verschwindet:

(242) div (rot ) =0,
die Beziehung )
9WE 4 4ndiv(ov) =0,
die in Verbindung mit Gl. (240) die Kontinuitdtsgleichung der Elek-
trizitdt

(243) %—i +div(gw) =0

liefert ; die Geschwindigkeit v ist mit € und § auch noch durch die
auf 8. 25 betrachtete Gleichung (110) verkniipft.

An der Grenzfliche zweier homogener Isolatoren, die durch die
Konstanten g, y,, bzw. &, py, charakterisiert sein mégen, sind fol-
gende Grenzbedingungen zu beriicksichtigen:

1. Die zur Grenzfliche tangentiellen Komponenten der elektre-
schen Feldstirke € sind stetig.

9. Die zur Grenzfliche tangentiellen Komponenten der magne-
tischen Feldstdrke  sind stetig.

Mit Hilfe des Systems der MaswEeLLschen Gleichungen er-
geben sich aus vorstehenden zwei Bedingungen noch folgende Be-
dingungen fiir die zur Grenzfliche normalen Komponenten der
dielektrischen Verschiebung ® und magnetischen Induktion %,
falls auf der Grenzfliche keine wahren Flichenladungen vorhanden
sind:

3. Die Normalkomponente der dielekirischen Verschiebung ist
stetig.

4%
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4. Die Normalkomponente der magnetischen Induktion ist stetig.
Ist die z, y-Ebene eines Kartesischen Koordinatensystems die
Grenzfliche, so lauten die Bedingungen 1 bis 4:

L (Bz)y = (Ba)p, (Hy)y = (Hy)s,
2. (Hz)y = (Ha)y, (Hy)y= (Hy)s ,
3. & (B2)y = & (Hy)s
4. pa (H)y = s (He)s .

Von diesen sechs Gleichungen (Bedingungen) sind jedoch, wie
bemerkt, nur vier voneinander unabhingig, da sich aus diesen die
weiteren zwei Bedingungen mit Hilfe der MaxwEerLLschen Gleichun-
gen, ergeben.

Wir benutzen nun die vektoranalytische Identitit
(244) rot (rot B) = grad (div ) — A4 B,
von deren Richtigkeit man sich leicht durch Ausrechnung in Kom-
ponenten iiberzeugt, und in der 4 den LarLacEschen Differential-
operator (vgl. S. 38) bedeutet, zur Ableitung von Wellengleichun-
gen aus dem System der Maxwzrrschen Gleichungen fiir Isola-
toren. Multiplizieren wir Gl. (230) mit g und differentiieren partiell
nach i, so folgt zunidchst

2 € 29
oy = crot <“'a‘?> .
Substituieren wir hierin Gl. (232), so resultiert
2
e‘u%Tg = — c2rot (rot §) ,
woraus mit Riicksicht auf Gl. (244)
eu %%? =¢*> A ¢ — ¢? grad (div €)

und wegen Gl. (234)

epn € y
(245) 5E A€
folgt. Durch eine analoge Rechnung kann man fiir § die Diffe-
rentialgleichung

ep 9
(246) SEE=a9
erhalten. Diese Gleichungen stellen Wellengleichungen fir die
Ausbreitung der elektrischen und magnetischen Feldstirke in
homogenen Isolatoren dar. Zur leichteren Diskussion derselben
betrachten wir z. B. von Gl. (245) nur die z-Komponente:

ep 0° B,
¢ e =4
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und nehmen ferner an, dafl E, von y und z nicht abbingt, d. h.
daB Ein allen Punkten einer zur y,z-Koordinatenebene parallelen
Ebene den gleichen Wert hat (ebene Welle):

en 0*E;, O*E;
(247) T o
Diese Gleichung ist vom Typus der 8. 11 betrachteten einfachen
Wellengleichung (42) mit dem allgemeinen Integral (43):

(248) E, = @, (x + at) + D, (x — at),

wobei @,, D, zwei willkiirliche Funktionen bedeuten und @ nach
Gl. (247) und (42) den Wert

(249) a

o c
Veu
hat. Physikalisch bedeuteta die Fortpflanzungsgeschwindigkest der
Welle, denn betrachten wir z. B. das partikulidre Integral
E, = ®,(z—at),
so behilt E, einen konstanten Wert, wenn x — at = const., d. h.
E,hat einen und denselben Wert fiir alle die Orte (x) und Zeiten (¢),
die durch z— at = const. miteinander verkniipft sind, so daf
sich die Welle ohne Deformation mit der Geschwindigkeit
dx
a—'t* =a

in Richtung der positiven z-Achse ausbreitet. Entsprechend gibt
@, (x + at) eine Ausbreitung mit der Geschwindigkeit

dx

dt
d.h. mit gleichem Absolutbetrag in Richtung der negativen
z-Achse. Die elektrische Feldstirke breitet sich also in einem
homogenen Isolator mit der durch GI. (249) gegebenen Geschwin-
digkeit aus, im Vakuum (¢ = y = 1), also mit der Geschwindigkeit,
(250) a=c,
d.h. mit Lichtgeschwindigkeit (Vakuumlichtgeschwindigkeit).
Analog kann der Nachweis fiir die gleiche Ausbreitungsgeschwin-
digkeit der magnetischen Feldstirke gefithrt werden (Elektro-
magnetische Lichitheorie).

—_—_—a,,

4, Die Differentialgleichungen der Ausgleichsvorginge.

Von ganz anderer Art als die im vorhergehenden Kapitel be-
trachtete wellenférmige Ausbreitung der elektrischen und magneti-
schen Feldstdrke in Isolatoren sind die quasistationdren Ausbrei-
tungserscheinungen in elektrischen Leitern. Quasistationdr im
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Sinne der Elektrodynamik heifit ein Vorgang, der so langsam er-

folgt, daf der Term ¢ aa_% in Gl (237) gegeniiber dem Leitungs-
stromterm 4 7 A € vernachlissigt werden kann, so daB die G1: (237)

sich auf

(251) crot H =4n i€

reduziert. Voraussetzung fiir die Zulissigkeit einer quasistationiren
Betrachtungsweise ist, daB die Liénge des Stromleiters als hin-
reichend klein gegeniiber der Wellenlinge betrachtet werden kann.

Multipliziert man GI. (251) mit u und differentiiert partiell nach ¢,
so folgt zunichst:

. 2€ 9
iy a7 —corot (M —a-?>,
und Substitution von Gl (232) ergibt weiter:

dxludG .
g = rot (rot €),
woraus nach Gl. (244)
4—2# %Z’: = A € — grad (div )

folgt. Enthilt der Leiter keine wahre elektrische Ladung und ist
seine Dielektrizitdtskonstante konstant, so ist nach Gl. (236)
div € = 0 und daher

0

@

(252) W-——azél@
mit

e
(253) a =y

Die Gl. (252), die z. B. fiir die Theorie der durch erdmagnetische
Variationen induzierten Erdstréme Bedeutung hat, ist von der
Wellengleichung (245) grundverschieden. In der Wellengleichung
geht die Zeit quadratisch ein; vertauscht man darin also f mit —f,
so bleibt sie ungeéndert, welcher Umstand in physikalischer Hin-
sicht die Darstellung eines umkehrbaren (reversiblen) Vorgangs be-
deutet, wihrend die Differentialgleichung (252) einen nichium-
kehrbaren (irreversiblen) Vorgang beschreibt, durch den im Ver-
laufe der Zeit ein Ausgleich vorhandener Unterschiede eintritt.
Wiirmeleitung und Diffusion sind klassische Beispiele fiir Aus-
gleichsvorginge. Die Theorie der Wirmeleitung basiert auf der
von FoURIER! eingefiihrten Annahme, daB in einem isotropen

1 JeaN BarTisTE JosEPE FoURIER, franzosischer Mathematiker, 1772
bis 1837.
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Kérper, dessen Teile ungleiche Temperatur (7) aufweisen, ein
Wirmestrom © in Richtung des Temperaturgefilles — grad 7'
fliefit, der auf die zu grad 7' senkrechte Fldcheneinheit bezogen
durch

(254) & =-—Agrad T

gegeben ist, in welchem Ansatz A eine (u. U. temperaturabhéngige)
Materialkonstante, die Wdrmeleitfihigkeit bedeutet; |Z| stellt also
die in der Zeiteinheit durch eine zu grad T senkrechte Flichen-
einheit hindurchtretende Warmemenge dar (Warmestromdichte).
Ist 7 ein beliebiges, die Masse f f f o d T enthaltendes Volumen mit

der Oberfliche g, so ist die in 7 enthaltene Wirmemenge gleich
[[[ o T dv, worin ¢ die spezifische Warme und ¢ die Dichte der

Substanz darstellt, und die Abnahme dieser Wirmemenge in der

Zeiteinheit :
A eemar——[feelan

mull dem durch die Oberfliche ¢ austretenden Wéarmestrom (1 =
duBere Normale)

[[n&do=— [[Agrad, Tdo

gleich sein, sofern es sich um einen festen Kérper handelt, bei dem
ein zusitzlicher konvektiver Warmefluf} nicht auftreten kann. Es
muf somit die Gleichung

”fceaa—fdf=ffﬂgradnl’da

bestehen, die mit Hilfe des Integralsatzes von Gauss (vgl. S. 40)

auch
[[[eo’Far=[[aiviagrndriz

geschrieben werden kann und aus der

oT 1 .
(255) 2T oo div (A grad 1"
folgt, da das Volumen v ganz beliebig war. Ist die Wirmeleit-

fahigkeit A konstant (homogener isotroper Kérper), so wird wegen
div (grad T) =

(256) A,
worin
a? = 3
co

eine neue Konstante, die Temperaturleiifihigkeit bedeutet (Dimen-
sion von a2: cm? sec—1).



56 Differentialgleichungen der mathematischen Physik,

Die Gl. (256) hat die Form der Gl. (252) und heiBt Differential
gleichung der Wirmeleitung (in isotropen festen Koérpern). Wenn
die Temperatur nur von einer Koordinate (x) abhéngt, spricht man
von eindimensionaler Warmeleitung, deren Differentialgleichung
nach (256) also

(257) a0
lautet. Ist E;—]; =0, so liegt ein stationdres Temperaturfeld vor,
fiir das nach GI. (256) die LapPracmEsche Gleichung
AT =0
gilt.

Zur eindeutigen Bestimmung des Temperaturfeldes und seiner
zeitlichen Anderungen sind folgende Anfangs- und Grenzbedin-
gungen zu beachten:

Anfangsbedingung: Zur Zeit ¢ =0 mufl das Temperaturfeld
T(x, y, 2, 0) = F(x,y,2z) des betrachteten Kérpers vorgegebensein.

Grenzbedingungen: An der Oberfliche des betrachteten Koérpers

muB fiir alle Zeiten die Temperatur 7', oder deren Normalableitung

orT T o . .
EP oder eine lineare Kombination beider Gréflen vorgegeben sein.

An einer inneren Begrenzungsfliche, die zwei homogene isotrope
Korper mit den Wirmeleitfihigkeiten 4, bzw. 4, trennt, mufB

(258) T,="T,
und
(259) PCES 2T

t\an) = "2\on

1 2
sein; Gl. (258) driickt die Stetigkeit der Temperatur, Gl. (259) die
der Normalkomponente des Warmestroms aus.

Bei der Diffusion entspricht der Wirmestromdichte (254)
eine dem QGefille der Konzentration — grad K (Dimension der
Konzentration K:gr cm—2) proportionale Konzentrationsstrom-
dichte, und die der Differentialgleichung (256) analoge Diffusions-
gleichung (F1ck!) enthilt an Stelle der Temperaturleitfihigkeit a?
den Diffusionskoeffizienten f%:

(260) Kpar

Fir die Warmeleitung in strémenden inkompressiblen idealen
Fliissighetten (v = Geschwindigkeitsvektor) gilt an Stelle von
Gl. (256) die Gleichung

aT o7
(261) - =57
1 Aporr Ficg, deutscher Physiologe, 1829—1901.

+wgrad) T =a24 T,
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die noch den konvektiven Anteil (v grad) 7' enthdlt; fir kom-
pressible (ideale) Fliissigkeiten tritt hierzu noch ein der Kompressi-
bilitdt Rechnung tragender Term

1 d /1 .
o P ilg) =D TAT ), =)
so dafl die Wirmeleitungsgleichung
262) 2T 1 (0grad) T 4 (x—1) T'div (o) =a* A 7
lautet, worin die Temperaturleitfihigkeit durch
5 A
(263) @ =

gegeben ist.

Bei der Behandlung von Wirmeleitungsvorgéingen in begrenzien
Kérpern ist es oft zweckmifBig, die Anfangsbedingung in Form
einer trigonometrischen Reihe (FouriERsche Reihe) vorzugeben.
Es liege z. B. ein lineares Wirmeleitungsproblem (257) fiir das
Intervall 0 << # << 2z mit den dazugehérigen Grenzbedingungen
fir x =0 und x =27z vor. Geniigt die Anfangstemperatur
T (x,0) = f (x) den sog. DiricHLETschen Bedingungen?, d. h. ist
f (x) im Intervall (0, 2 =) iiberall eindeutig, endlich und integrier-
bar und weist f (x) ferner in diesem Bereich nur eine endliche Anzahl
von Maxima und Minima sowie nur eine endliche Anzahl von Un-
stetigkeitsstellen auf, so gilt die Reihenentwicklung

(264) [ () = ‘;““o -+ Zn {an cos (n ) + b, sin (n x)}

mit folgenden Bestimmungsgleichungen fiir die Entwicklungs-
koeffizienten a, (n =0,1,2.. ) und by(n =1,2,3...):

(265) an = [f (@) cos (n2) de, (n=0,1,2,...)
(266) b= [f@)sin(na)ds, (n=0.1,2,..)

(bp = 0). An einer Unstetigkeitsstelle x = { liefert die Reihe
(264) das arithmetische Mittel der beiderseitigen Funktionswerte
f@&—0) und f (¢ + 0), wobei f ({ —0) den Funktionswert
unmittelbar vor der Unstetigkeitsstelle und f (£ 4 0) unmittelbar
nach der Unstetigkeitsstelle bedeutet. Erstreckt sich das Intervall

! PeTER GuUsTAv LEJEUNE DIRICHLET, deutscher Mathematiker, 1805
bis 1859.



58 Differentialgleichungen der mathematischen Physik.

von —z bis + 7, so gilt Gl. (264) fiir dieses Intervall mit der
Koeffizientenbestimmung

4
(267) @n :-}Z—ff(x) cos (n @) dz,

+
(268) b= [ #(@) sin () da,

—
(n =0,1,2...). Ersetzt man z durch T%  so erhslt man eine

Streckung des Intervalls: — L < << + L, und es gilt unter den
oben genannten Voraussetzungen die Reihenentwicklung

(269) f (=) :%% 4 j’n{an cos (7%1 x) -+ b, sin (ILZL? x)}

mit der Koeffizientenbestimmung

(270) G :%ffL(x) cos (?%I x) dx,
)

+ L .
@71) by = [ (x)sin (”Li’ x) dz,
)

(n =0,1,2...). Die Koeffizientenbestimmungen (265, 266, 267,
268) sowie (270, 271) beruhen auf der infolge der DIRICHLET-
schen Bedingungen zulissigen gliedweisen Integration der mit
nn nn

e
zierten Reihen (264) bzw. (269) in Verbindung mit den folgenden
Orthogonalititsrelationen (vgl. S. 17) der trigonometrischen Funk-
tionen:

cos(n x) oder sin (n x) bzw. cos( x) oder sin z multipli-

+ = l 0, wenn m =% n,
(272) f cos (mx)cos (nx)de =] =, ,, m=n>0,
—x l2n, ,, m=mn=20,

+ [ 0, wenn m = n,
@13) [sin(mo)sin(ma)de = @ ., m=n>0,
— 1 0 ,, m=mn =270,

+ 7 0, wenn m =% n,
(274) j gsin(mzx)cos (ma)ydx =4 0, ,, m=n>0,
— 0, ,, m=n=0

LaBt man in Gl. (269) mit (270) und (271) L— ~ gehen, wo-
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durch das Intervall auf — oo < x =< -+ oo gestreckt wird, so er-
hilt man, wie in der hoheren Analysis gezeigt wird, durch einen
Grenziibergang das FouriErsche Integral

oo b

@75)  fl@) =g [dv[](E) cos Iy (@ — 8 dE,

—0  — 00

das unter den folgenden Voraussetzungen gilt:
1. Das Integral ff(x) dz ist unbedingt konvergent.

2. f(x) hat in jedem endlichen Teilintervall nur eine endliche
Anzahl Maxima und Minima.

3. Wenn f (z) fiir « = unstetig wird, so ist unter f ({) das
arithmetische Mittel %{ fE—0+7C+ 0)} zu verstehen.

(Eine weitere Bedingung fiir den physikalisch bedeutungslosen
Fall, daB f (z) in einzelnen Punkten unendlich wird, unterdriicken
wir hier.)

Die Theorie der Wirmeleitung bedient sich oft des FOURIER-
schen Integrals (275) zur Darstellung der anfinglichen Tem-

peraturverteilung 7' (x, 0) = f (2) in einem unendlich ausgedehn-
ten linearen Korper.

III. Operatorenrechnung.

1. Definitionen, Differentialoperatoren, HEAVISIDES
Yerschiebungssatz.

Ein Operator ist ein Symbol fiir eine Rechenvorschrift, die auf
eine rechts vom Operator stehende Objekifunktion auszuiiben ist
und dadurch eine Resultatfunktion ergibt. Der I.Grundoperator
der Operatorenrechnung ist der Differentiationsoperator D, der bei
Anwendung auf eine Objektfunktion f () die zum Differential-

quotienten % = f’ (¢) fithrende Rechenvorschrift
(276) Df (@) :hlfh f_(tjj%-;fﬂ — 1

bedeutet. In dieser Gleichung stellt f’ (¢) die Resultatfunktion dar.
Enthilt die Objektfunktionf (¢, x, .2 .. .) mehrere unabhingige
Variable, so unterscheiden wir die sich auf die einzelnen Variablen
t, x,9,2... beziehenden partiellen Ableitungen durch die Opera-
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toren Dy, D., D,, D,..., also:

D ft, x, y,2...) :limf(l—}—h,a:,1,z...}2—f(t,x,y,z...)
h—>0

_of

= a0

Dy f (o, y,2...)=1lim
k>0

_af
T 0w
usw. :
Wiederholte Anwendung desselben Operators fihrt auf die
sterierten Operatoren
(278) D-D=D? D-D*=D3, ..., D-Dv1! = D",
die bei Anwendung auf die Objektfunktion f (¢) also die Ableitungen

DAf(t) =f" (@), D f @) =f"" (@) ..., D"f (&) =™ ()
ergeben. Bedeutet a eine Konstante, so ist nach den Regeln der
Differentialrechnung

9
(77) fho+hbyz..)—ftxyz2..)
h

dn dn
L oafr@) =a > f(@),
LAY adt”f()
also operatorenméifig geschrieben:
(279) Draf(f) =aDrf (1),

d. h. eine GréBe, auf die der Operator nicht einwirkt, kann nach
links oder rechts durch den Operator hindurchgezogen werden. Ent-
sprechend gilt z. B.:

(280) Dy f (z) F (y) = F (y) D f (2),
(281) Dyf (@) F (y) =f (2) Dy F ().
Fiir den Grundoperator und die iterierten Operatoren gilt nach
den Regeln der Dfferentialrechnung das distributive Gesetz:
Diu(y+v®)+..., =Du@ +Do@®) +...,

Drlu(t) +v () +...) =D u(t) +Dro(t)+....
Auch eine Funktion F (D) des Grundoperators D, die auf eine
rechts vom Funktionssymbol stehende Objektfunktion f () ein-
wirkt, bedeutet eine Rechenvorschrift zur Anwendung auf die Ob-

jektfunktion und wird verallgemeinert als Operator bezeichnet. So
bedeutet z. B. die Funktion (@, b, ¢ = Konstanten)

F(D)y=aD?+bD te¢
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des Grundoperators D bei Anwendung auf die Objektfunktion f (¢)
die folgende Rechenvorschrift:

FD) f)=ald+0H 1oy

Eine lineare Kombination von iterierten Grundoperatoren bis
zur n-ten Ordnung mit den konstanten Koeffizienten ay, a;. as, - . .
Ap—15 Q-

(282) L,(D)=ayD" +a, D1+ ... +a, 1D+ a,,

(ag %= 0, an %= 0) heilt linearer Differentialoperator n-ter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten. Fir derartige Operatoren gilt das
kommutative Gesetz der Algebra, d. h. ist

(283) NpD)=by D™ +b, D" +...4+b,1D + by
ein zweiter linearer Differentialoperator m-ter Ordnung (m
by # 0, by, # 0) mit konstanten Koeffizienten, so ist

(284) Ly (D) Ny (D) = N (D) L (D).

Unter dem zu L, (D) ¢nversen Operator J, (D) versteht man
einen Operator, der die durch L, (D) symbolisierte Rechenvor-
schrift aufhebt, so daB die Resultatfunktion mit der Objekt-
funktion iibereinstimmt:

>
=

= n;

(283) Ju (D) Ly (D) f () = f (©),
welche Beziehung unter Fortlassung der Objektfunktion auch
(286) o (D) Ly (D) =1

geschrieben werden kann, und es empfiehlt sich ersichtlich dafiir
die Schreibweise

(287) L—i(—ﬁ) L, (D) = Ly (D) L, (D) =1,
also
(288) Jo (D) = L' (D),

zwecks Ubereinstimmung mit den Regeln der Algebra.

Wir betrachten nun z. B. die lineare inhomogene Differential-
gleichung (8) (vgl. S.4) mit konstantem Koeffizienten:

20 "P(m +a, 1/)("-1) + .ot a "/)’ + oy = 8 (#),

die in operatorenmifBiger Schreibweise also
(289) Lo (D)y =8 (t)
lautet. Zur Ermittlung eines Integrals dieser Differentialgleichung
ist es notwendig, den durch den Operator L, (D) symbolisch dar-
gestellten Differentiationsproze riickgéingig zu machen, was nach
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unsern vorstehenden Ausfithrungen durch Anwendung deszu L, (D)
inversen Operators L, " (D) erreicht wird:

(290) v =1L, (D)8 (t),

oder in gleichwertiger Schreibweise:

1
(291) Y= Lo (D) S (t),

welche Gleichungen eine Lésung der Differentialgleichung (289) in

symbolischer Form darstellen. Die weitere Aufgabe besteht dann
darin,denaufden rechten Seiten von (290) bzw. (291) auftretenden
Operatorenausdruck L, " (D) § () bzw. T (D) S (t) zu realisieren,
d.h.in eine Resultatfunktion der Variablen ¢ {iberzufiithren. Hierfiir
liefert die Operatorenrechnung verschiedene Moglichkeiten; ein
einfacher Weg ist z. B. folgender: Man entwickle den Operator

Lt (D) in eine Reihe nach steigenden Potenzen von D, als sei
dieser Grundoperator eine algebraische GréBe:

(292) L, (D) =c¢cy+¢,D +cyD®+ ... =2me,Dm,
[t}

worin ¢, (m =0, 1, 2 . . .) die Entwicklungskoeffizienten bedeuten.
Es folgt dann aus (290) und (292):

(293) w = L7 (D)8 (t) = Zn ¢ D™ 8 (8),
0

worin also D™ § (¢) die m-te Ableitung von S (f) bedeuntet.
Liegt z. B. die Differentialgleichung (@, & = Konstanten)

(204) Y ay—=br

vor, die in Operatorenschreibweise
(D—a)y =>bt
lautet, so ist
p = bt
eine symbolische Losung. Nun ist weiter

1 1 1 1 D, D D
D=a™ " {@a—D) :—E'(I_Q z—*<l+ Tate T )
a
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also

s L

Q| &’r—

D3 '
(2—|—Et2—{-?ﬁt2—{—ﬁt2+...)

b ( g 20, 2
welche Losung ein partikuldres Integral von Gl (294) darstellt.

Ersichtlich brauchte die Entwicklung von »D—l_—a nicht iiber D?

hinausgefithrt werden, weil alle hoheren Ableitungen von #? ver-
schwinden.

Von besonderer Bedeutung fiir die physikalisch wichtigen
Differentialgleichungen sind Operatoren von der Form F (D?), die
den Grundoperator D quadratisch enthalten. Liegt z. B. die Diffe-
rentialgleichung

Y =80
vor, die in Operatorenschreibweise

(D + Ry =8 ()
lautet, so ist

p= eSO =FDYS®

eine symbolische Losung. Wird # (D?) nach steigenden Potenzen
von D? entwickelt:
(295) F (D?) = ¢y + ¢ D? + ¢y (D22 + . .. = Zm oy (DB)™,

0

so ergibt die Anwendung von F (D?) auf eine Sinus- oder Kosinus-
funktion

S (t) = sin (at + b)

bzw.
S (t) = cos(at + b)
wegen .
D?sin (at +b) = (—a?)sin (at + b),
(D2 sin (at -+ b) = (— a?)®sin (at + b),
bzw. )

D2cos (at 4 b) = (— a?®) cos (at + b),
(D¥mcos (at + b) = (—a?)"cos (at + b),
nach GI. (295):

F (D¥sin (at + b) =sin (at + b) fm Cm, {(— a®)™,
0
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bzw.
F (D?) cos (at + b) =cos (@t + b) Em Cm, (— 2.
[

Die auf den rechten Seiten der beiden letzten Gleichungen
auftretende Reihe

)

Zm Cpy (— a®)™
0

ist aber nach Gl. (295) gleich F' (— a?), geht also aus dem Operator
F (D?) hervor, indem man D? ersetzt durch das negative Quadrat
des Koeffizienten der unabhingigen Variablen in der Sinus- bzw.
Kosinusfunktion, auf die der Operator F (D?) angewandt wird.
Wir erhalten somit die wichtigen Formeln:
(296) F (D¥sin (@t + b) = F (—a?)sin (at 4 b),
(297) F (D% cos (at + b) =F (— a?) cos (at + b).

Als Anwendung dieser Formeln betrachten wir die inhomogene
Schwingungsgleichung (vgl. S.32)

(298) W 4+ o2z = Acos (wt+ B), (o # o)

deren Operatorenschreibweise
(D? 4 w’) x = A cos (wt -+ B),
eine symbolische Losung

z = DZ—I— Acos(wt+B)

hat, die von der Form
A-F (D?¥ cos (wt + B)

D2+ cos(wt+B)

ist, mit

(299) F(D?) —

Nach Gleichung (297) ist dann
2=A-F(D%cos (wt+ B) =A-F(— w?cos (wt + B),

so daB

(300) z=A 1— cos (@t -+ B)

0

b
D'y’

ein Integral der Differentlalglelchung (298) darstellt (partiku-
lires Integral), da nach Gleichung (299)

F(—w?) =

w—w?’
Die Losung fiir den Resonanzfall jw| = |w,| werden wir spiter
besonders betrachten.
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Wenden wir die Entwicklung (295) fiir den Operator F (D?)
auf die Exponentialfunktion e*#¢ an, so ergibt sich wegen

D2etat — (4 g?) exot,

und

(DZ)m etat — (+ az)m e:i;at’
die Formel:
(301) F (D?)exat — F (a?) e+ ot

Die Objektfunktion sei von der Form e?t f (¢); wir bilden nach-
einander durch Differentiation:
D et'f(t) =e*Df@) +e*taf(t)=e (D +a)f( )
DRestf (i) =t a (D +a)f () + e D (D +a)f ()
(302) = e (D +aP f (1),
i).n. e.a.t.f. (t) = e.a.t. (‘b + ;1.)1;.}0.@.. ....................
Hierin bedeutet z. B. (D + a)2f () = (D* +2a D 4 a2 f ()
d. h.
(D +a)?f(t)=D2f(t) +2aDf(t) + af(t)

und entsprechend

(D -+ a)r f (1) = {Dn + (?{) D"“la—{—(g | Dvrar 4 a’l}f(t)
=D f (1) +a< J Dt +a2< [ SUR RO
mit den Binomialkoeffizienten (k =0,1, n). Wenden wir

die Entwicklung eines OperatorsF (D) nach steigenden Potenzen
von D (vgl. S. 62):

(303) F(D)=cy+o¢, D+ey D2p-... = Duc, Dn

auf eine Objektfunktion ea! f (£) an, so erhalten wir mit Riicksicht
auf die Gleichungen (302)

F(Dyestf 1) = est >, (D + a)y'f (1),
oder
(304) F(D)estf@) = e F (D + a) f (2)
da nach GL (303):

FD+a)= Drey(D + ay
Die Gl. (304) zeigt, daB eine Exponentialfunktion e*! nach links

Ertel, Operatorenrechnung. 5
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durch den Operator F (D) hindurchgezogen werden kann, wenn
im Operator F (D) der Grundoperator D durch D 4-a ersetzt
wird. Setzen wir in Gl (304) D —a an Stelle von D und ver-
tauschen die beiden Seiten der Gleichung, so resultiert:
(305) e F(D)f()) =F (D—a)e*' f (1),
welche Gleichung besagt, daf eine Exponentialfunktion e*¢ nach
rechts durch den Operator F (D) hindurchgezogen werden kann,
wenn im Operator F (D) der Grundoperator D durch D —a er-
setzt wird.

Vertauscht man ¢ mit — a, so lauten die Gleichungen (304)
bzw. (305):

(306) F(D)eatf(t) = e st F (D—a)f (1),
bzw.
(307) et F (D)f (1) =F (D +a)e=e/ £ (1)

Die Gleichungen (304, 305) bzw. (306, 307) stellen den sog.
HEeavistpEschen Verschiebungssatz darl.

2. Integraloperatoren, elementare Formeln
der Operatorenrechnung.

Der 2. Grundoperator der Operatorenrechnung ist der Infe-
grationsoperator, der mit D~ bezeichnet wird:

t
D1f () :ﬂf dif (t) .
Derselbe hitte auch fiir das unbestimmte Integral

Df () =[dif 2
eingefithrt werden kénnen, jedoch ziehen wir die Definition mit 0
als unterer Grenze des Integrals vor, weil damit eine Einfiihrung
der Anfangs- bzw. Grenzbedingungen bei der operatorenmé8igen
Lésung der Differentialgleichungen von selbst erfolgt (vgl. S. 71).
Die Grundoperatoren D und D~ sind dann aber nur kommutativ,
wenn f (0) = 0, denn es ist

2
DiDfO) = [a L 1) =0 —10),

t
DD () = [dif0) =1 0),

also
(DD*—D1D)f(t) =f(0).

1 Orver Hravisipg, englischer Elektrophysiker, 1850—1925.
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Durch wiederholte Anwendung des Integrationsoperators D'
erhéilt man die iterierten Operatoren
D2=D1D1 D=3 =D"1D2 . D—*=D"1D—r—1
die bei Anwendung auf die Objektfunktion f () also die Integrale

D2f(f) — fdt fdt F(), D-3F(t) = fdt fdt fdt £
D-nf () —at fdt L fdtf(t)

L
n

bedeuten, wozu wir hier fiir spitere Anwendungen noch die niitz-
liche Formel

|4 4
308) fa far. .. fdtf(t)— ff(é‘)(t—é” rag

R e
[

vermerken, durch die das n-fache Integral auf ein einfaches zuriick-
gefiihrt wird; (o —1)! =1-2-3...(n—2).- (n —1). Der Inte-
grationsoperator kann auch auf eine konstante Objektfunktion
f @) = ¢ angewandt werden, wobei wir die Konstante ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit gleich Eins setzen kénnen, da ein

konstanter Faktor durch den Operator nach links hindurchgezogen
werden kann:

Dig=¢D11.
Es bedeutet nun

ferner
¢

D21 _jdt fdtl

1]

D~ 31—fdtfdtjdt1 - L=7,

also allgemein:

. "
(309) pr1=*L,

2
?[ )
=

(m=0,1,2,...), welche Gleichung somit die Realisierung des
iterierten Operators bei Anwendung auf die Objektfunktion 1 dar-
stellt. Wir werden kiinftig, sofern MiBverstdndnisse nicht zu be-
fiirchten sind, den ,,Faktor‘ 1 unterdriicken, also fir Gl (309)

5*
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einfacher

(310) D—1 — _tﬁ

n!
schreiben.

Hierzu sei bemerkt, da wir uns im folgenden gemaB Definition

t
des Integrationsoperators D—1 = f dt mit Null als unterer Grenze

0

des Integrals auf Funktionen der unabhéngigen Variableni fir
t > 0 beschrinken, sofern nicht ausdriicklich eine Erweiterung auf
negative Argumentwerte vermerkt wird. Entsprechendes gilt fiir
Funktionen mehrerer Variablen. Hier definieren wir die inversen

Grundoperatoren D[‘l, D:l, ... durch
t z
D' =[dt, D' =[dw,....
0 0

Diese Beschrankung auf positive Argumentwerte bedeutet keinerlei
Einschrinkung bei der Anwendung der Operatorenrechnung auf
physikalische Aufgaben und hat zudem den Vorteil, durch An-
wendung der inversen Grundoperatoren sofort die Anfangs- bzw.
Randbedingungen einzufithren, wie folgendes Beispiel zeigt:

dy(w,1) dy(x,)
3t % s

:0’

.y (0 7} "~
DTV 4+ o0 =y (@, t) — (2,0) + ¢ D7 Doy = 0.

Es sei nun

o

(Bll) FD)=c¢cy+ D+ D24 ... = Zn ¢, D—

die Entwicklung eines Operators F' (D) nach fallenden Potenzen
von D; wird dieser Operator auf die Objektfunktion 1 angewandst,
und jeder Operatorenterm ¢, D—" gemifl (309) bzw. (310) reals-
siert, so stellt

: v in
(312) F(D)=F (D)1 = Z" o
die F (D) bzw. F (D) 1 entsprechende Resultatfunktion dar, wobei
die Konvergenz der auf der rechten Seite von Gl. (312) stehenden
unendlichen Reihe in jedem Fall zu prifen ist. Hs seiz. B. (@ =
Konstante):

(313) FD)=—"
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Entwicklung nach fallenden Potenzen von D ergibt

oo

F(D)=1+aD?+aD2+4 .. = duag Dn,
woraus sich durch Realisierung jedes Terms gemafi Gl. (310):
at D7 —= a's
nt
die Resultatfunktion
1 5 ar
(314) == 2"

ergibt. Die rechtsstehende unendliche Reihe konvergiert fiir alle
endlichen Werte von ot und stellt die Exponentialfunktion e*
dar, so daB GL (314) die Form

1
- et
(315) i—ep—1"° .
annimmt. Vertauscht man hierin ¢ mit — a, so folgt weiter:
1
P — L 5 4
(316) Tap=i=¢""

Hierzu sei noch bemerkt, daf die linken Seiten von (315)
und- (316) durch algebraische ,,Erweiterung‘ des Zahlers und
Nenners mit D auch

D D
(317) D—a bV 5
geschrieben werden kiénnen, ohne daB sich die Resultatfunktionen
dndern, da die Operatoren (317) dieselben Entwicklungen nach
steigenden Potenzen von D~ haben wie die linken Seiten von
Gl. (315) baw. (316):

(318) le:_d —ent,
(319) D_% et

Die Formeln (315, 316) bzw. (318, 319) sind von der Form der
symbolischen Gleichung

(320) F (D) =h(t),
oder ausfiihrlicher:
(321) F D)yl =h(,

welche symbolischen Gleichungen so zu verstehen sind: Die rechis-
stehende Resultatfunktion b () ist das Ergebnis der Einwirkung des
Operators F (D) auf die Objektfunkiion 1.
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Addiert man (318) und (319), so folgt
D D _
p—athra = T
und bringen wir die Operatorenausdriicke der linken Seite auf den
Hauptnenner (D — a): (D + a) = D?— a?, so resultiert
- D? —l(e“‘—l—e—“t)
D2—g2 " 2 ’

worin die rechte Seite den hyperbolischen Kosinus Cos (at) dar-
stellt. Es gilt somit die symbolische Gleichung

D2
(322) DT——az == COS (a/ t).
Entsprechend hatte man durch Subtraktion von GI. (318 und (319)
die symbolische Gleichung

(323) D —LSin(at)

DE_q?
fiir den hyperbolischen Sinus
Sin (a 1) = -5 (% — e~o9)

erhalten. Zwischen den Gleichungen (323) und (322) besteht der
folgende einfache Zusammenhang: Ubt man den Operator

D=2
von links auf Gl. (323) aus, so ergibt sich Gl (322):

D D? 1 d .
D=t = g5 @) = Cos (at).

Auf Grund der Gleichungen (3 =V —1):
(324) etiat —=cos (@) + isin (ad),
(325) et —cos (@) —isin (@t ,

bestehen zwischen den trigonometrischen Funktionen (sin, cos)
und den hyperbolischen Funktionen (Sin, Cos) folgende Zusammen-
hinge:

etat e—tat

(326) cos (at) = 3 =Cos (1at),

(327) sin (a 1) = ﬁf‘_i_;:“_i‘ - %Sin Gat).

Ersetzt man also in Gl. (322) & durch ¢ @, beachtet (¢)2 = — 1 und
Gl. (326), so resultiert:

(328) D cos (at) .

D2+a2
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Entsprechend findet man aus Gl. (323) mit Riicksicht auf Gl. (327):
D
DE L@

Die vorstehend gewonnenen Formeln erlauben uns z. B., die
homogene Schwingungsgleichung (50) :

(330) dt2 gus aty
operatorenmifBig zu l6sen. Als Anfangsbedingungen seien vor-
gegeben:
(332) v’ (0) = v = const.
t
(vgl. 8.13). Uben wir auf Gl. (330) den Operator [dt =D aus,

so resultiert mit Riicksicht auf Gl. (332):

(329) = % sin (a ?).

dw 1 g2 —
77 —v+ Dy =0,

oder

vy 2 —1 gy —

; +atDly =w.
Nochmalige Anwendung dés Operators D1 fiithrt wegen Gl. (331)
auf
py+ @Dty =D"1y=0D1,

welche Gleichung

1+4+aD2)y=0vD1
geschrieben werden kann und die symbolische Losung

1 D1
= VT reD—
besitzt, die auch (,,Erweiterung‘‘ mit D?) auf die Form
D

(333) Y= 5

gebracht werden kann, da dieselbe Entwicklung nach

D
D
fallenden Potenzen von D besitzt wie I _I_D2 7575 Aus Gl. (333) folgt
dann nach GL (329):

(334) Y :—Z—sin (@t),

in Ubereinstimmung mit der 8. 14 gefundenen Losung.
Faflit man o in Gl (318) als stetig verinderlichen Parameter
auf, so kann man sich durch Differentiation von Gl (318) nach a
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neue Operatoren mit den dazugehorigen Resultatfunktionen ver-
schaffen:

i L o i eal
daD—a da
ergibt z. B.
D
. ol
D—ap tett,
woraus man durch weitere Differentiation
D 2 i
D—ap 2%
D — _ﬁ eat
(335) (D—a)t™ 2:3° 7
D th—1 at
(D—ap  (n—I)!

erhialt. In ahnlicher Weise resultiert aus Gl. (319):

D n—1 _
(336) Drap —m—1n® "

Einen weiteren wichtigen Operator erhilt man aus Gl. (319),
wenn man auf beiden Seiten dieser Gleichung 1 subtrahiert:

D — p—at

Dia l=e 0t -1,
woraus weiter

,lltD_(%ﬂ gt ]
oder

1 1 et
(337) D_’_a:;(l—e L4
folgt; entsprechend gilt: .
o by ey e

(338) = a (1 —est) = a (e® 1).

Zwecks Realisierung von Operatoren ist manchmal die An-
wendung des HEavisipDEschen Verschiebungssatzes (vgl. S.66)
sehr niitzlich. Betrachten wir z. B. den Operator

_ D(D—a) -
(339) F (D) “D—af LB’ (@2 0)
der beispielsweise bei der operatorenméfligen Losung von Diffe-
rentialgleichungen fiir geddmpfte Schwingungen auftritt (vgl.
S.31). Gesucht sei die Resultatfunktion % (f), die sich durch
Anwendung des Operators (339) auf die Objektfunktion 1 ergibt:

. _ DD—a) _
(340) M) =p—grip =T (D) 1=F (D).
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Multiplizieren wir diese Gleichung mit e—¢¢, so folgt
. _¢"¢D(D—a)
b)) = e
oder durch Anwendung des HravisibEschen Verschiebungssatzes
in der Form (307):

— (D+a)D _
(341) e ath(t)=_ﬁ+b2 at,
Nun ist nach Gl. (319):
et D
e at —D—}-a,
womit aus Gl. (341)
(D+a)D D D2

e %h (1) =

D*Ye Dfae DFFB
resultiert, und dieses Ergebnis bedeutet nach GIl. (328):
e~ ®th () = cos (b?),

d. h.
(342) h(t) = et cos (bt).
Somit folgt aus (340) und (342):
(343) D — et cos (b)), (420).
In dhnlicher Weise findet man:
D atgin (b1
(344) Oap 8= T, (@z0).

3. Der Entwicklungssatz.
Es sei die Differentialgleichung

g—zg—— Byp=0
operatorenméflig zu lésen mit folgenden Anfangsbedingungen:
(345) ¥ (0)=0b,
(346) p(0)=a.

¢
Einmalige Anwendung des Operators f dt = D~ auf die Diffe-
]

rentialgleichung ergibt:

wahrend nochmalige Operation mit D1 auf
py—k2D 2y =bD"14y(0)=bD11Lgq
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fithrt, welche Gleichung
1—BD2%y=bD"1+a
geschrieben werden kann und die symbolische Lésung

_bD—'+a _aD*+bD
(347) Y= D —=" D2
besitzt, deren Umdeutung in eine Resultatfunktion auf die Auf-
gabe fithrt, einen Operator zu realisieren, der sich in der Form
fD) aD*+bD
FD)~ DE_i2
als Quotient zweier ganzer rationaler Funktionen von D darstellt,
wobei F (D) von gleichem (¢ # 0) oder héherem (a = 0) Grad
als f (D) ist. In entsprechender Weise wiirde sich die Losung

einer homogenen linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten:

L,(D)y =0,

wobei L, (D) durch Gl. (282) erklart ist, in der Form o ) A%)
darstellen, worin F' (D) eine ganze rationale Funktion n-ten Grades
und f (D) eine solche gleichen oder niederen Grades bedeutet. Ks
ist F (D) mit dem linearen Differentialoperator L, (D) der vor-
gelegten Differentialgleichung identisch:

(348) F (D)= L,(D),
wahrend f (D) von den zugehdrigen Anfangsbedingungen abhéingt,
wie am Beispiel (347) ersichtlich ist.

Die Gleichung n-ten Grades
(349) F(D)y=0
in der wir D als algebraische GroBe auffassen, habe die # vonein-
ander und von Null verschiedenen Wurzeln a,, a5, a5 . . . @y, d. h.:

F (D) =(D—ay) (D —ay) ... (D—ay)

und
(350) Fla, =0, (m=1,2,...%);
ferner fithren wir die Bezeichnungen
y _4dF (D)
D) =5
und

F (@) = <%(DQ>D=¢ZM (m=1,2,...m)

ein. Es gilt dann, wie in der Analysis gezeigt wird, die Partial-
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bruchentwicklung

£(D) " f (@) D
651) +Z 4 F(a) D—a,

die eine algebralsehe Identltat darstelit. Setzt man n#mlich

D =0, so ergibt sich zunichst: /1 (%)) Ff((_?))); multipliziert man

Gl (351) mit F (D) und vollzieht den Grenziibergang D—»a;,
wo @; eine der n-Wurzeln der Gleichung (350) bedeutet, so ver-
schwinden alle Terme mit Ausnahme des i-ten, fiir den sich

[ flay F (D)

f (al) =1)]-j—1>11 o 1ai.F, (“1;) D__ a.l
S g, FOFe
T o, D= 1@

ergibt. Wenn D den Differentiationsoperator bedeutet, =o ist (351)
also ein gebrochener rationaler Operator, in welchem der Grad des
Zihlers gleich oder kleiner als der des Nenners ist, und seine An-
wendung auf die Objektfunktion 1 ergibt dann die Resultat-
funktion

(352) ’}(D f (O -+ Zm e

da nach Gl. (318)
D N e“mt
D—a,
Die Gleichungen (351, 352) stellen den sog. Entwicklungssatz
der Operatorenrechnung dar (HEAVISIDES expansion theorem); die
Gl (351) ist die allgemeinere Form, die auch Anwendungen auf

eine Objektfunktion § (£) s« 1 erlaubt, wozu es notwendig ist, die
Ausdriicke

D—a,
zu realisieren (vgl. S. 79).
Im obigen Beispiel (347) ist:

fO)
7oy~

F(D)=D*—k=(D—k)(D+h,
a1:+k5 a’z—_—'—k,
F'(D)=2D, F (&) =2k, F' (ay) =—2k
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al'F’(a'l):2k2: a2F'((l2):9k2,
f(D)y=aD*+bD,
fla) =alk®+bk, f(a) =ak:—blk,

und somit
aD2+bD__ ok?4bk +Et aglk2-—bk —Ikt
e =0t e e 27z ©
d. h. nach GI. (347):
(353) p = a Cos (k1) + & Sin (k1) .

Jedoch sollte dieses Beispiel hier nur zur Erlduterung des Ent-
wicklungssatzes (351, 352) dienen, denn man hitte das Resul-
tat (353) schneller aus der Form

D
w:apz__kz+bD2_k2

von (347) mittels (322) und (323) erhalten.

4. Das DUHAMELsche Integral.
Die Anwendung des Entwicklungssatzes in der Form (351)
auf eine Objektfunktion S (), die nicht den konstanten Wert 1
hat, erfordert die Realisierung von Operatorenausdriicken der Form

D
;f_a,mS(t), (m=1,2,3...n)

fir die wir eine Moglichkeit bereits auf 8. 62 in der Entwicklung
des Operators nach steigenden Potenzen von D kennengelernt
haben. Eine andere Realisierungsméglichkeit bietet das D uRAMEL-
sche Integrall, das allgemein fiir einen Operatorenausdruck
‘ F (D) 8(t)
die Resultatfunktion liefert, wenn fiir den Operatorenausdruck
F (D)1 =F (D)
die Resultatfunktion & (t) bekannt ist:
F(Dy=h().
Wir nehmen an, daf der Operator J' (D) sich in eine Reihe nach
fallenden Potenzen von D entwickeln lafBt:

4

(354) F(D)=cy -+, Dt +ca D24 ... = )ung, D,
0
so daB die Resultatfunktion & (¢) = F (D)1 sich nach Gl (312)

1 JeaN MaRIE CONSTANT DUHAMEL, franzésischer Mathematiker, 1797
bis 1872.
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in der Form

oo
n

(355) bty =D enr

ergibt. Wenden wir den Operator ¥ (D) auf die Objektfunktion S ()
an:
(356) F (D) 8S{)= " ¢, D™ 8 (1),

und hierauf nochmals den Integrationsoperator D1, so resultiert

©

(357) D F (D) S () = dne, D~ + D 8 (),

wobei zur Rechtfertigung der gliedweisen Integration auf der
rechten Seite die gleichmifBige Konvergenz der Reihe (356) vor-
ansgesetzt wurde. Ersetzen wir nun in der Gleichung (308):

—1 . 1 L n—
D2F ) =Gy [f O 0 e,
f @) durch S (f) und » durch » -+ 1, so erhalten wir

(358) D+ g (1) = J 8 (¢ i:@, “ac,
und die Substitution von Gl. (358) in Gl. (357) liefert

DAF (D)8 ()= Vnc S =" g
(359) f n!

(J

\ :fd:S(_cmncn —r
Nach GL (855) ist aber ' ’

oo

t— )
e ki,
0
so daB3 Gl. (359) die Form

£
(360) DF (D)8 (1) =[ht—0) 8 @) dL

annimmt. Uben wir auf diese Gleichung die Operation D = ‘

4
dt
aus, so folgt das gesuchte Resultat'

(361) F (D)8 () fk t—2)S @) de,
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welches die Resultatfunktion von I’ (D) § (¢) in Form des DUBAMEL-
schen Integrals darstellt. Die Losung (361) kann noch durch
die zwei gleichwertigen Formeln

(362)  F (D)8 (t) =h(0)8 () fs(; Lha—yaz
und
(363)  F(D)S @) =h(t)S( 0)+fkt~c:)d“)dc

dargestellt werden, deren erste man durch Ausfithrung der Diffe-
rentiation

dtjh — 08 @)L =h@Et—18( t)+f””‘dt 8@ de

mit Rueksmht auf
d

und % (t —1t) = k& (0) erhalt. Die Gl. (363) ergibt sich dann aus
Gl. (362) durch partielle Integration.

Als Anwendungsbeispiel fir das Dumamursche Integral be-
trachten wir die operatorenméifige Losung der inhomogenen linea-
ren Differentialgleichung 1. Ordnung

d
(364) S—ayp=f)

mit der Anfangsbedingungy (0) = 4. BEs folgt zundchst aus
t

Gl (364) durch einmalige Anwendung des Operafoorsfdt =
b
p—aDly =y (0) +Df@) =4+ DS,
(l—aDYy=A+D2f()
mit der symbolischen Lésung
ek
. )

Der erste Term 148t sich nach Gl. (318) realisieren und liefert

d. h.

(365)

D
(366) Am;‘Aeat,

d. h. das allgemeine Integral der zu (364) gehdrigen homogenen
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Gleichung. Den zweiten Term schreiben wir

- L —p-t.p- L. !
[ Do f O = D7D e S )
(367) 5
— p—1
l =D D—a f (t) ’
so daB er in der Form (360) mit
D
F (D) = 5
erscheint. Nun ist
h () = eat
nach Gl. (318) die Resultatfunktion fir F (D)1 :_j%)——al; dann

ist ferner
h(t—C) =—eclt—0,
und nach Gl. (360):

t ¢
(368) DApT_fi) = [eat=0 @) =cut[emat @) dL,

somit ist nach (365), (366) und (368)

t

(369) p=Aeat +eatfe—a5f(5)dé-

das vollstindige Integral der inhomogenen Gleichung (365).

Aus Gl. (368) ergibt sich durch Anwendung des Differentiations-
operators:

t
(370) f(t z_eatfe af ) de,

0

wodurch die Anwendung der Partialbruchzerlegung (351) auf eine
Objektfunktion S (¢) in folgender Weise realisierbar wird:

ID) gy — (0)

i

~|—2 afﬁ.(,:y;) g—{e“mfj‘e*“mCS(C)dC}.

Ist 8 () = 1, so ergibt sich

(371) l

¢
At Gy, t
em - emt—
e“m‘fe-“mc df=— (1——e nt) — enr —1
s am / am

b
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und wegen

B
C% J[‘e % ‘fe"“m‘: d C} =gt
kommt man auf Gleichung (352) zuriick.

Ist die Objektfunktion 8 (¢) in Gl.(361) zugleich eine Resultat-
funktion, die sich aus der Anwendung eines Operators H(D) auf
die Objektfunktion 1 ergibt:

HD)l =HD)=8(@®,
so gilt nach Gl (361):

(372) F (D) H dfh t—0) 8@ dc.

Setzt man im rechtsstehenden Integral

5o erhdlt man die gleichwertige Darstellung:

(373) FOHD =% [h©sc—sac.

Ist also ein auf die Objektfunktion 1 wirkender Operator darsteli-
bar in der Form F' (D) H (D)1 = F (D) H (D), und sind

F(D)l =F(D)="h(@
und

H(D)l =HD)y==8()

die Resultatfunktionen fiir die Operatoren F (D) und H (D) allein,
so ist F (D) H (D) durch (372) bzw. (373) darstellbar, welches
Ergebnis als Multiplikationssatz der Operatorenrechnung be-
zeichnet wird.

b. Das CARSONsche Integral.
Es liege beispielsweise die Differentialgleichung

(374) dto—}—a Y b by =0

vor mit gegebenen Anfangsbedingungen y (0) und %’ (0). Die
operatorenméfBige Losung erhalten wir durch zweimalige Inte-
gration:

_’l/; +a,qp+bD”1y)=1p' (0)+a1/’(0) ’
p+aDly +bD2y =y (0) D +ay(0) D + ¢ (0),
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und folgende Umformungen:

(1 +aD™+bD?) yp=[9y(0) +ay0)] D +y(0),
 (0) + [a g (0) + 9’ (0)] D~

L WP = ) R
d. h.
_w(0) D 4+ [ay (0) + v (0)]D

worin A () die sich aus dem vorstehenden Operator ergebende Re-
sultatfunktion bedeutet.

Nunmehr betrachten wir das eine Funktionaltransformation ver-
mittelnde Larracesche Integral

(376) P(D)=D[erh@)di

in welchem % (1) nach (375) eine der Differentialgleichung (374),
d. h.

(377) B'(A) +ab' (2) +bh(}) =0,
mit den Anfangsbedingungen
(378) h(0) =y (0), &' (0) = v (0)

geniigende Funktion darstellen soll und F (D) eine gleich ndher
zu bestimmende Funktion des positiven ,,Parameters’® D be-
deutet. Partielle Integration der Gleichung (376) ergibt, wenn
lime 2D h (A) = 0,

A0

F(0)=h(0) + fe-“)h' A dA,
woraus (durch Multiplikation mii(; D)
(379) DF(D):h(O)D+Dfe—‘Dk’ ) d A
folgt. Nochmalige partielle Integrail':ion fithrt auf
DF (D) =h(0) D + I (0) +f°;~ PD R (YA,

wenn lim e~*? B’ (1) = 0, woraus sich nach Multiplikation mit D

(380)  D2F (D) — b (0) D® + b’ (0) D -+ Df 1 anyy
ergibt. Nunmehr bilden wir durch Multlphkatlon von GI. (376)

Ertel, Operatorenrechnung. 6
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mit b, sowie von Gl (379) mit & und Addition der so behandelten
Gleichungen zu Gl. (380):

(D*+aD +b) F (D) =k (0) D* + [ah (0) + &' (0)] D

[ ) ok (B bR A,

in welcher Gleichung aber das Integral wegen (377) verschwin-

det, so daf}
k(0) D* 4 [ah (0) + A7 (0)] D

FD) = D*faD+0b ’
oder wegen Gl. (378)
_%(0) D*+[ay (0) + v (0)]D
(381) F (D) = D aD D
resultiert. Der Vergleich von (381) mit (375) ergibt:
F(D)y=0n(@,

d. h. zur Resultatfunktion h-(t) gehért der (auf 1 einwirkende) Ope-
rator F (D), der sich durch das Integral (376) ergibt, das in diesem
Zusammenhang als CArsonsches Integrall bezeichnet wird. Oder
anders ausgedriickt : Die Realisierung des Operators F (D) =F (D) 1
ist dquivalent mit der Bestimmung der Resultatfunktion b (t) aus der
Integralgleichung (376). Der hier am Beispiel einer Differential-
gleichung 2. Ordnung gefiihrte Beweis kann leicht mit Hilfe der
durch partielle Integration aus Gl. (376) folgenden Gleichungen
(n=1,2,3..)

| DMF (D) = D"k (0) + D"~ 1k (0) + D"~ 2 k" (0)

382) !
(382) ] +...DAr"V0) + Dfe-whm> (A)di

auflineare Differentialgleichungen beliebig hoher Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten erweitert werden.

Das Carsonsche Integral bildet ein wichtiges Hilfsmittel der
Operatorenrechnung (vgl. S.88). Die von uns bisher betrach-
teten, auf die Objektfunktion 1 einwirkenden Operatoren hétten
auch simtlich mit Hilfe des CArsonschen Integrals realisiert wer-
den koénnen. Es gilt beispielsweise, D und ¢ als Parameter auf-
gefalt (D 4+ a > 0):

o0

, 1
~Dtoigp L
Uf"’ dh=p51s

1 JorN RENsEAW CARSON, amerikanischer Elektroingenieur, geb. 1887.




Das Carsonsche Integral. 83

also
- D
— DA (p—ak —__
Dofe Pi(eet)dn =5
Der Vergleich mit Gl. (376) liefert

F (D) :D—].)g’ by =eot,
d. h. es gilt gemiB
F(D)1 =F (D) = h ()
die folgende Realisierung:
D
D+a

in Ubereinstimmung mit G1.(319). Ein anderes Beispiel liefert das
Integral (D > 0)

— et

oo

fe—D* cos (ad)dA D

) =pia
Es ist dann
Dofrm cos (@) dh = o
und hier liefert der Vergleich mit Gl (376):
D2
F (D) = Diigl’ h(A) =cos(al),

d. h. es gilt gemiB
F (D)l =F (D) =h()
die folgende Realisierung
D2
D4 a?
in Ubereinstimmung mit Gl. (328).
Ersetzt man im Carsoxschen Integral (376) D durch % D
und 4 durch 1/k (k = positive Konstante), so resultiert

= cos (at),

(383) F(kD)=Dfe 42 n(%) a1,

d. h. hat der auf die Objektfunktion 1 angewandte Operator ¥ (D)
die Resultatfunktion % (¢), so ergibt die entsprechende Anwendung
des Operators F (k D) die Resultatfunktion 4 (¢/k):

(384) F (D)l =F (kD) =h(tk),
welche Beziehung als Ahnlichkeitssatz der Operatorenrechnung be-
6%
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zeichnet wird. Er findet in physikalischen und geophysikalischen
Aufgaben Anwendung zur Elimination unbequemer Konstanten
durch Transformation der KoordinatenmaBstibe bzw. des Zeit-
mafstabes.

6. Exponentialoperatoren.

Die bisher betrachteten Operatoren waren simtlich rationale
Operatoren; gewisse Aufgaben fithren jedoch auch auf nicht

rationale Operatorenausdriicke, von denen wir hier die Exponen-
1

traloperatoren ¢ 2 sowie e=?, und im néchsten Kapitel die singu-
1

liren Operatoren YD, D 2 usw. sowie Kombinationen derselben
mit Exponentialoperatoren betrachten wollen.
1
Nehmen wir an, der Operator e D wirke auf die Objektfunktion
1 ein:

F(D)1 =F (D) =e

2

- El._n

so erhalten wir durch Entwicklung von e P nach fallenden Poten-
zen von D gemill Gl. (311):
v . -
_ pt D2 1
e D = 1 —"'—ﬁ‘ + ——2—!“—‘ ce e = Zn' (___)1L_7L_!_D-n’
und die Realisierung jenes Terms nach Gl. (310) ergibt die fiir alle
Werte von ¢ konvergente Reihe

1
D £2 i
(385) e Dzl—“(l—ffﬁ@!—)é“-- Z ()" -

Vergleichen wir diese Reihe mit der Relhenentwmklung der
Bessurschen! Zylinderfunktion 0-ter Ordnung:

22 24 x2n
(386) Jy(x) =1— (112 + 5 @ T Z " g e (n1y?

so ergibt sich z =2 YVt und damit

1 —
(387) e D=J,(2Vt).
Unter Verwendung des Ahnllchkeltssatzes (384) erhilt man

daraus die allgemeinere Formel (¢ = positiver Parameter = 1/k)
a

(388) e P=J,2Vat).

L Friepricy WiLnecm BrsseL, deutscher Astronom, 1784—1846.
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Zwischen J, (x) und der Busserschen Zylinderfunktion 1.0Ord-
nung J, (%) besteht der Zusammenhang

dJy(x)
(389) Iy (@) = ——
10
()
451~ \ \Vita)
0
+T
_05L_.

Abb. 4. Die BEesskLschen Zylinderfunktionen Jo () und Jy (z).

Differentiiert man Gl. (388) nach dem Parameter ¢ und be-
achtet, daf

3J,(2Vat) dJ,(2Vat) 9(2Vat)

da d(2Vat) da
in Verbindung mit Gl. (389)
aJO (82;/ at) - Jl (2 ],/‘a—t) 'Vzt
ergibt, so resultiert:
1 —
(390) Le 7):]/5@(21/?&),

welche Formel sich spéter als niitzlich erweisen wird.

Ist die Objektfunktion f (§) mit den = ersten Ableitungen im
Intervall (¢, ¢ 4- a) eindeutig und stetig, so gilt die TavyLorsche
Forme]?

v 1’ 2
| feta=fo+f O+ O
(391) l ( H CL(” -1
n-—
mit dem Restglied B, =f® (¢ + & a) g; , worin ¢ eine im all-
gemeinen nicht niher bestimmbare Zahl des Intervalls 0 < 9 < 1
ist. Im folgenden wollen wir annehmen, daf f(f) beliebig oft

! Brook TayvLOR, englischer Mathematiker, 1685—1731.
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differentiierbar ist; gilt dazu lim R, = 0, so erhilt man aus
7 — 0

Gl (391) die Tavrorsche Reihe
] fl+a)=fO+5 1 @)+ 580+
(392) I — Zn%f(n) (t) ,

deren Operatorenschreibweise

| fe+a f@+1J ey O
393 n Dr
( ) l _2 aD~f(t

als Anwendung des nach stelgenden Potenzen von D entwickelten
Operators
e

auf die beliebig oft differentiierbare Ob]ektfunktlon f (@) aufgefafit
werden kann -

(394) etPft) =f¢+a).

Unter den gleichen Voraussetzungen fiir die Objektfunktion f (f)
gilt
(395) et Df@) =f{t—a),

welche Beziehungen auch auf folgende Weise zu erhalten sind: Das
Ergebnis von

e oD f(t)

wird eine von ¢ und dem Parameter o abhidngige Resultatfunktlon
H (1, a) sein, also

(396) e—aDf(t) = H (L, a) .

Unter der Annahme, dafl wir den Operator e=¢” nach dem Para-
meter a¢ differentiieren diirfen, erhalten wir

0 H (t, _ o 0 H (1,
8 - —Demanf() =—Jemerf ) =— 2L,
d. h.
0H 0H
(397) ' W‘l‘-a—t:(),

welche Differentialgleichung das allgemeine Integral
(398) H@ 0 = —a)
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mit der willkiirlichen, einmal stetig differentiierbaren Funktion @
besitzt (vgl. 8.15). Aus Gl. (396) folgt fiir @ = 0:

H({t,0) =1,
D) =f),

H(ta) =f(t—a),

woraus sich in Verbindung mit (396) die Gleichung (395) ergibt.

Wenn die fiir die Objektfunktion f (§) angenommenen Voraus-
setzungen nicht zutreffen, indem beispielsweise f (f) = 0 ist fiir alle
t < 0, so gilt, wie sich mit Hilfe des CarsoxNschen Integrals zeigen
1486, Gleichung (395) in der Form:

also aus Gl (398):

und somit gilt

(399) 6“‘“Df(t):{f(t_(;a): f,ljl‘:zg;

Als Anwendungsbeispiel fiir den Exponentialoperator e¢=¢2 be-
trachten wir die operatorenméifige Losung der Differential-
gleichung (56) mit der Anfangsbedingung (57):

0 0
a_”t’+05%’:=0, v (z,0) = f(=) ,

wobei fiir die Anfangsbedingung f (#) die fiir die Objektfunktion
in GL (395) notwendigen Voraussetzungen erfiillt sein mégen. Ein-

|2
malige Anwendung des Operators f dt = D;7! also des zum par-
o

tiellen Differentialoperator D; = % (vel. 8. 60) inversen Operators
ergibt:
-1 oy _
p—y(x,0)+ D C5w =0,
oder bei Verwendung des Operators D, =

p4+eD Dy =y (w,0) =f(x),
d. h.
(I +eD7 Do)y = f(2),
mit der symbolischen Losung
: 1
Y =11, @
bzw.

t
szt-i-cDa;f(x)'
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Setzen wir hier ¢ D, =a, so kann in der symbolischen Losung

D,
(400) y = —lT—i——df (%)
der Operator

D,

D e
gemif (319) realisiert werden:
. i — g @t — g—¢tD,
D, +a ’

so daB aus Gleichung (400)
p =e ¢t D f(a)
und damit nach Gleichung (395)
p=flz—ci)
folgt, in Ubereinstimmung mit Gleichung (59).

7. Singulire Operatoren.

Zwecks Realisierung des singuldren Operators VD = D'" sub-
stituieren wir in dem bestimmten Integral

(401) Vm= ’ e d
I
eine neue Variable A durch y = VA D mit dem Parameter D:

o0

1= —ipl1/D
-2-1/n_fe D2]/7dz,

0

woraus durch Multiplikation mit 21/%

(402) VD =D f ~ip L4z
Y EA

folgt. Wird D als Differentialoperator aufgefallt, so stelit (402)

‘das Carsonsche Integral fiir den singuliren Operator ¥ (D) =VD
dar, und der Vergleich mit (376) liefert -die zum Operator

F (D)1 = F (D) gehérende Resultatfunktion & (1) = Vj—_}’ so daB
A

zufolge der Aquivalenz des CaRsoNschen Integrals (376) mit
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F (D)y1 = F (D) = & (t) die Realisierung des singulédren Operators
VD durch
1

4 VD =
(403) VD =—

gegeben ist.

Der Beweis fiir die Realisierung (403) ist auch noch in an-
derer Weise zu filhren. Betrachten wir z. B. das unbestimmte
Integral

’. TTa Z—arctg(x)—%—C

aus dem wegen arctg (co) = /2 und arctg (0) = 0 das bestimmte

Integral
” dx _ =n
) 1422 2
[

folgt, woraus durch die Substitution z = y//' D

D 2 D
D=2 f 5oy
V]
resultiert.

Wird D als leferentla,loperator D =_— aufgefaﬁt so ergibt die
Realisierung von ——— nach GI. (319):

D — p—yt
Dy T
so daB /D nunmehr durch Auswertung des Integrals .

D+2

’ 2 o0 .
D — 2 | -t
]D_n.[eﬂdy
[}

realisiert werden kann. Die Substitution y = w/'t fithrt das In-

tegral auf
— 2 3 )
]’/D = e~ qd
aVt f #
0
zuriick und damit ergibt sich nach (401)

VD= L yvm =

w}

2
14 1/~ V?t_t
in Ubereinstimmung mit Gleichung (403).
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Aus (403) erhalten wir durch linksseitige Anwendung des
Integrationsoperators D—1

t
= dt
DVD = Dp-+=21L (%,
V=)Vt
d. h.
1 2
— =V,
(404) 75 ]GV

Ein anderer wichtiger Operator, nimlich VD e=V?, kann durch
Anwendung des bestimmten Integrals

- o« q2
(405) e 20 == [¢ i,

(¢ = positiver Parameter) realisiert werden. Mit 2 g = I'D erhilt
man aus Gl (405) zunéchst:

— 9 e D
e*VD=/__/‘e ‘ot g,
ki3
! s

welches Integral durch die Substitution o = VA D, den Operator
D( = ;—t) als positiven Parameter aufgefalBlt, in

- -1
5 _yp |2l
e e

itbergeht, woraus sich durch Multiplikation mit VD das Carsonsche
Integral

S
VD e—VD — Dfem ;'D{e—_“} di
. V72
fiir den Operator
VDe=VD1=De-VD

1

mit der Resultatfunktion A (1) = P’] /_i; ergibt. s gilt somit die
/T A
Realisierung
1
(406) VD e—V0 = £ **

Vat
Ersetzt man darin D durch a? D (@ = positive Konstante), so
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ergibt der Ahnlichkeitssatz (384) mit & = o? die Realisierung des
allgemeineren Operators

(407) VD e—alB — ¢4

eine Gleichung, die in der Theorie der Ausgleichsvorgénge auftritt.

SchlieBlich sei noch bemerkt, daB aus Gl. (403) bzw. (404) durch
Anwendung der Grundoperatoren D bzw. D~ weitere Operatoren
realisiert werden konnen, z. B.

D% =DVD = — ¢,
2Vx
1 4
_D_:’/Q'——:D—ld,: __ta/': N
VD 3=

usw.

8. Realisierung und Transformation von Operatoren durch be-
stimmte Integrale. ABELsche Integralgleichung.
Die Aufgabe, einen (auf 1 angewandten) Operator von der Form
F (VD)) zu realisieren, kann aufdie Realisierung des Operators F(D) 1
wie folgt zuriickgefiihrt werden: Es sei
| F(D)="h(),
also % (t) die Resultatfunktion des Operatorenausdrucks F (D) 1.
In dem entsprechenden Carsonschen Integral
7(D) = D[e—wh Ay d2
ersetzen wir D durch VD :
(408) 7 (D) :[Vﬁ o= VDR () di.
Nun ist nach Gl. (407):

iz

VD e~#VD = & 21
[ VH
und somit ergibt Gl. (408):
o lg
(409) 7 (D) = ]—;ﬁ-[ T TRmda,

womit die Aufgabe geldst ist.
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Es sei beispielsweise

also nach Gl. (310)

Zu realisieren sei

h 1
1/ T/
0D) ==
Nach Gl. (409) ist
oo Zg
17%:1/17 [ ¢ TTHdA.
n -

0

Substituieren wir { =A2/4¢, 2¢dl =Ad A, so ergibt sich

o

1 2 I T —¢ 2 I

-iz—:H d T t,

Pt Al R
0

in Ubereinstimmung mit Gl. (404).
Es sei jetzt ein Operator von der Form F (%) zu realisieren ; ist
FD)y=nr(@),

also h (¢) die Resultatfunktion des auf 1 angewandten -Operators
F (D), so ersetzen wir im zugehdrigen CarsoNschen Integral

F(D):Dfe—wh(z)dz

D durch

bl'—

(410) F(—ID—> =f—113e“%k(z)dz.

0

Nach Gl. (390) ist nun
5 e D —]/ L, @Vit),

worin J; die BEssgLsche Zylinderfunktion 1.0rdnung bedeutet.
Somit ergibt sich nach Gl. (410):

(411) F(%) =7 foJl @ Vﬁ)l%’l)da

als Losung der gestellten Aufgabe.
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Es seiz. B. gemiB Gl. (404)

1 2 vy
bekannt, gesucht wird die Realisierung von
1 S—
F (3> =D .

Nach Gl (411) ist wegen h (1) = 172: Va:
7

VD =2]/%j J, @2Vit)da
Substituiert man hierin A =2, d4 =2 d{, so resultiert
VD — Wéﬁl @Viocde.

In der Theorie der Zylinderfunktionen wird gezeigt, daf das Inte-
gral den Wert 1/4 ¢ besitzt, so daB sich in Ubereinstimmung mit
Gl (403) VD = lt
7T
Die Theorie der Warmeleitung fithrt auf einen Operator von
der Form

(412) kD' (k> 0)
wie folgendes Beispiel zeigt: Es sei die Differentialgleichung der
Wirmeleitung (257)

oT  L,eT

fiir einen unbegrenzten linearen Leiter zu integrieren unter Be-

riicksichtigung der Anfangsbedingung 7 (x,0) =f(x). Man er-

hélt zundchst aus der Differentialgleichung durch linksseitige An-
t

ergibt.

wendung des Operators f dt =D,
T— T (2,0)—aD; 1 D2 T =0
(Dx = %) oder
(1—a2 D, DA T =f (),
mit der symbolischen Losung

1 D,

(413) T = m:@;éf(x) = Dmf(w) :
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Der Operator
D,

kann hinsichtlich der Variablen ¢ durch (318) realisiert werden:
D,

D, —a2D,2

so daB die symbolische Losung (413) nun

(414) T — et Dy f (1)

geschrieben werden kann, worin ein Operator von der Form
(412) mit k& = a®t > 0 auftritt, der auf die Anfangsbedingung
S (x) (= anféngliche Temperaturverteilung) auszuiiben ist.

Zur Transformation dieses Operators auf einen bereits reali-
sierten Operator substituieren wir in dem bestimmten Integral

2 2
= et " Dy R

V7 = f e~ *du
u =2 + o, wobei « ein reeller Parameter sein soll; wir erhalten:

,}_m
i oA Y
Vnzje Bozar—ag)

— 00

-} 00
eazz%fe~lz—2aldz‘
7T

Setzen wir & = a Vi Dy , also

oder

(415) ¢a*t D} :i_fe—"’—““‘m’xdz,
Yz

iiben diesen Operator auf f(z) aus und beachten, daB gemiB
Gleichung (395) _

e—22altDf (2) = f(x — 2aAl¥),
so resultiert aus (414) und (415):

. + s —_
(416) T:%fe—“f(x«2aﬂ/t)dl,
7T

eine aus der Theorie der Wiarmeleitung bekannte Lésung.
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Wir betrachten abschlieBend noch den fiir ein geophysikalisches
Problem wichtigen Spezialfall # = ! der AsELschen Infegral-
gleichung?

t
f(t)f v di, (0<n<l)
Je—n"

also die Integralgleichung
t

(417) 1 J Vt-—ld}

in der f () eine vorgegebene und v (4) die gesuchte Funktion be-
deutet.
Nach Gl. (403) ist

/D=1 =
D T h (),
dann ist
13
(418) Dy (t) = dt TE—

die Realisierung des auf y (f) emvmrkenden Operators VD auf
Grund des Dumamrrschen Integrals (361), und die der links-

seitigen Einwirkung des Operators D = (i—tun‘t«erworfene Gleichung

(417) lautet also in Operatorenschreibweise:
Df@t)y=VaVDy),

woraus fiir p () sofort die symbolische Losung

1 —
(419) p () =y=VDf )

folgt. Die Anwendung des DumamELschen Integrals ergibt die
Realisierung des Operatorenausdrucks auf der rechten Seite von
Gleichung (419) in der Form

die man auch sofort aus (418) durch Vertauschung von (1)
mit f () erhilt, so daB die Substltutlon der vorstehenden Gleichung
in (419) auf

2
(420) p () = ndt V{(—?z“

! NierLs HENRIK ABEL, norweglseher Mathematiker, 1802—1829.
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fithrt, welche Gleichung die Auflésung der ABELschen Integral-
gleichung fiir n = | darstellt. Die Losung der z. B. in der Theorie
des Erdbebenstrahls auftretenden Form
t
v (4)
1) = | —L dA
f® Vie7

der ABErschen Integralgleichung mit 74 0 als unterer Grenze des
Integrals kann auf die Losung (420) durch die Substitution
A ={ + 7 zuriickgefiihrt werden; man erhilt zunichst

t—7

JVo—n—2" 7’
oder
i
(p (L4 7)
bt = S —-d0,
1+ j T
welche Gleichung von der Form (417) ist und nach Gleichung
(420) durch
t
_1adffC+n)
Pt +7) = ndtf e,

gelost wird. Setzt man hierin { 4- 7 =4, so folgt
t4-7
_ 14 f)
0

1

und Ersatz von ¢ 4+ 7 durch ¢ ergibt daraus

t
1 4 f@)

als Losung.

IV. Geophysikalische Anwendungen
der Operatorenrechnung.
1. Elektronenbewegung in der Ionosphiire.

Einem Kartesischen Rechtssystem (z, v, 2} geben wir am erd-
magnetischen Aquator in der Ionosphare folgende Orientierung:
- z-Achse vertikal aufwirts, 4-y-Achse gegen (magn.) Norden,
+a-Achse gegen (magn.) Osten. Die Komponenten des erd-
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magnetischen Feldes $ sind dann: H,; =0, H, =H, H, =0,
wobei H den Absolutbetrag von § bedeutet. Beginnt ein zur
Zeit t =0 ruhendes Massenteilchen (Elektron, Ion) mit der
Masse m und der elektrischen Ladung e unter dem Einfluf} der
Schwerebeschleunigung g = (0, 0, — g) zu fallen, so tritt infolge

der Bewegung die elektromotorische Kraft% [v, ] auf (vgl. 8.25),
so daf die Bewegungsgleichung in Vektorschreibweise

d

lautet, oder in Komponentendarstellung bei der von uns getroffenen
Koordinatenwahl:

d vy, e H
Tt Tme =0
dvy

(421) L =0,
4% eH
dt me 8= 9

(vgl. GL. (111)); zu diesem System simultaner Differentialgleichun-
gen gehoren die Anfangsbedingungen

5 (0) =0, v, (0) =0, v, (0) =0.
d
A“S%L:O“nd vy (0) = 0 folgt* v, (t) =0 (£ > 0), d. h. die Be-

wegung erfolgt in der , 2-Ebene, so da8 wir an Stelle von (421) nur
das System

I D”w+%7}zzoy
(422) e H
l ‘—m—CU:I:“P‘D”z:"‘g:

mit den Anfangsbedingungen
(423) v (0) =0 v, (0) =0

zu betrachten brauchen; dabei haben wir uns in den Gleichungen
(422) bereits der Operatorenschreibweise bedient.

Wir bestimmen aus (422) nun v, und v, so, als ob die Opera-
toren D in (422) algebraische GroBen wiren, d. h. wir bilden die
Determinanten:

H
D +e— ‘e H\ 2
m e — D2 °H
(424) eH D = D* + (m c) ’
T me

Ertel, Operatorenrechnung.

-3



98 Geophysikalische Anwendungen der Operatorenrechnung.

und
e H
0 +m __eH
(425)
D 0
e H :_'gD7

aus denen sich die Unbekannten v, und v, wie folgt bestimmen:

(426) oy (%>

el

m C
_ 9D
-
D2+<9£>

mc

(427 Wy = —

Die Realisierung der darin auftretenden Operatoren ergibt
dann die gesuchten Losungen vg () , v, (£). Fiir (427) folgt aus
Gleichung (329), wenn wir zur Abkiirzung

(428) _H
mc
einfithren:
(429) vy =— % sin (w1) .
Um (426) zu realisieren, schreiben wir:
gw _ D
Vo= Taypar =900 Hg

indem auf Grund der Anfangsbedingung v, (0) =0 die Opera-
toren D1 D hier kommutativ sind (vgl. 8.66): DD = D D!

= 1. Nunist .

L D (sin(@t,, 1) |
D1D2+wz_f « dt—w2{1 cos (@ 1);
go daB sich
(430) Ua;:%{l_cos (wt)}

als Losung ergibt. Die z-Komponente (429) ist rein periodisch

mit der Periodendauer T' = %; die s-Komponente enthilt aber
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dazu einen konstanten Anteil —Z)— , der positiv ist und somit eine

mittlere Bewegung (,,Driftstrom‘‘) mit der Geschwindigkeit
s
- 1
(431) M.—_ﬁfmdt:%

gegen (magn.) Osten ergibt. Fir ein einfach ionisiertes Stickstoff-
molekiil ist z. B.w = 95 sec™; mit g = 978 cm sec—2 (am Aquator)
ergibt sich 0, von der GréBenordnung 10 cm sec™. Wenn N die
Zahl der Ladungen (e) pro Volumeneinheit bedeutet, so ist ¢ N v,
die elektrische Stromdichte, deren durch tageszeitliche Veriande-
rung von N bedingte Schwankungen von CHAPMAN! zur Er-
klirung der sonnentdgigen erdmagnetischen Variationen heran-
gezogen wurden.

2. Elektrische Wellen in der Ionosphire.

Unterhalb der Ionosphire verhalt sich die Atmosphéire hin-
sichtlich der Ausbreitung elektrischer Wellen praktisch wie das
Vakuum mit ¢ = g =1, so daB hier die Fortpflanzung der elek-
trischen Wellen fir alle Frequenzen w nach Gl. (249) mit der
Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢ erfolgt. Beim Eindringen der elek-
trischen Wellen in die N Ladungstriger (der Masse m) pro Vo-
lumeneinheit enthaltende Ionosphire dndert sich w nicht, wohl
aber die Fortpflanzungsgeschwindigkeit, die hier mit ¢ bezeichnet
werde. Eine Gleichung von der Form

kye +Fk,y + kzz>l
e )]

(@ = Kreisfrequenz) stellt dann die z-Komponente der elektrischen
Feldstirke € einer ebenen Welle dar, die sich mit der Geschwindig-
keit @ in einer durch die Richtungskosinus

(433) ky = cos (s, %), ky =cos (s, y), k, = cos (s, z)
bestimmten Strablrichtung s ausbreitet, wobei zwischen den
Richtungskosinus kg, &y, k, die Beziehung

(434) k2L k2L E2=1

besteht. Ein elektrischer Ladungstriger wird durch die sich peri-
odisch dndernde elektrische Feldstirke der Welle in Schwin-
gungen versetzt, die nach (108) durch die Gleichung

pdv_dr_ e
Tdt detT m
1 SipNEY CHAPMAN, englischer Mathematiker und Physiker, geb. 1888.

7*

(432) B, = A4, cos {w <t —

a

€
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beschrieben werden kénnen, wenn wir das erdmagnetische Feld
und die ponderomotorische Kraft der magnetischen Feldstirke der
elektromagnetischen Welle unberiicksichtigt lassen. Bei mehreren
elektrischen Ladungstrigern miissen die den einzelnen Ladungs-
trigern entsprechenden Ortsvektorent durch Angabe der Ko-
ordinaten xy = o, Yo = P, 2y =y der Gleichgewichislagen der ein-
zelnen Ladungstrdger unterschieden werden, d. h. es ist nicht, wie
beim einzelnen Ladungstriger, t = t (¢}, sondern

(435) r=1{x 9,1,
und daher
ot 0%t
zu schreiben, fiir die elektrische Stromdichte also:
(437) §=ov=Nelt
wihrend die Bewegungsgleichung die Form
438 Pr_tg
(438) E " m

annimmt. Das System der Gleichungen der Elektronentheorie
(vgl. 8. 51) lautet jetzt:

06 ot
(439) crot § =5, +4aNes,
(440) crot & :Ja_if,

zusammen mit (438) und
(441) divH =0, div€ =0,

wobei mit div € = 0 wahre elektrische Ladungen ausgeschlossen
sind. Aus Gleichung (439) folgt durch partielle Differentiation
nach ¢ mit Riicksicht auf (438), (440) und (441) sowie (244) die
Gleichung:

2 (% 2
(442) eae =22 yaal%¢,
deren z-Komponente
1 92 Ne?
ABe— o yple—dn s B =0,

oder in Operatorenschreibweise

Nezl
chJ

( 1
(443) {Dx2+Dy2+Di—gDa2—4n E,=0

lautet. Der linksstehende Operatorenausdruck ist in sémtlichen
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Grundoperatoren Dy, D,, D,, D, von der Form F (D?), und sub-
stituieren wir in (443) die Welle (432):

1 Nez|
{sz 4+ D2+ Dzz——wc;D32~—47zWT‘zz}cosw<t—

= 0 5
so kann (297) angewandt werden, wodurch sich sofort
2 2 N 2
— e P+ B2 + S —dm 0

mes

kxx—{—kyy—{—kzz)

a /

oder wegen, (434):
w? w? Ne?
—wtE T, s=0
ergibt. Durch Auflgsung dieser Gleichung nach « findet man fiir
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen Welle den
Ausdruck

(444)

‘/ 1— 47 Net
m w?

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit (Phasengeschwindigkeit) der
Welle ist also im ionisierten Medium grdfer als im Vakuum; sie
hingt ferner von der Kreisfrequenz o ab, ist also fiir verschiedene
Frequenzen verschieden (Dispersion). Der Vergleich von (444) mit
(249) zeigt, daB die Ionosphére hinsichtlich der Ausbreitung elek-
trischer Wellen als ein Medium mit, der Dielektrizitdtskonstante

47 Ne?

g=1—
m w?

und dem Brechungsindew

. V " 4nNet
e “Tmaw?

aufgefalit werden kann, Welche GréBen durch die MaxwgLLsche
Relation n = /¢ miteinander verkniipft sind.

3. Harmonische Wasserwellen.

Die ungestorte freie Oberfliche eines in den horizontalen Rich-
tungen unendlich ausgedehnten Gewissers der gleichformigen
Tiefe H machen wir zur horizontalen z, y-Ebene eines Kartesi-
schen Koordinatensystems, dessen z-Achse wir abwirts positiv
zihlen. Es ist also z = 0 die ungestorte Oberfliche und z = H
der Boden des Gewissers. Es sei { die aufwirts positiv gezéhlte
Erhebung der Oberfliche iiber die Gleichgewichtslage z = 0; hat {
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die Form
(445) { = A cosa(x—ct)
mit A = Amplitude, a = 277[ , & = Wellenlinge, ¢ = Fortpflan-

zungsgeschwindigkeit, so liegt eine in Richtung der positiven
z-Achse fortschreitende harmonische Welle vor, deren Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit (Phasengeschwindigkeit) ¢ zu bestim-
men sei. Da die Wellen parallel zur y-Achse verlaufen, kénnen wir
die Rechnung auf die vertikale xz, z-Ebene beschrinken.

Die hydrodynamischen Bewegungsgleichungen (198) lauten
dann bei Vernachlissigung der nichtlinearen Geschwindigkeits-
terme sowie der CorroLisbeschleunigung:

v, vy 0v, dy
(446) Tl F U e AP
wobei wir
(447) y=>0+7

gesetzt haben. Ferner gilt die Kontinuitdtsgleichung fir inkom-
pressible Fliissigkeiten (205) in der Form

dv, 0u,
7z T =0

Aus (446) und (448) folgt dann fir die Funktion y sofort die
zweidimensionale Potentialgleichung (vgl. S. 5):

P2y
(449) '_WWLa%ZO'

(448)

0 x?

Hierzu treten folgende Randbedingungen: Fiir z = H muB auf
Grund der kinematischen Grenzflichenbedingung (vgl. S. 46) fiir
alle Zeiten v, == 0 sein, d. h. nach der zweiten der Gleichungen
(446):

(450) %%:O,fﬁrz:ﬂ.

An der freien Oberfliche ist auf Grund der dynamischen Grenz-
flichenbedingung (vgl. S.46) fir alle Zeiten p = 0, ferner hat
fiir einen Punkt der Oberfliche { das Schwerepotential den Wert
® =g, wenn wir dem Potential der Gleichgewichtslage den
Wert Null erteilen. Dann ist nach Gl. (447)

(451) w=g(, fir z=0

eine weitere Randbedingung. Ferner kann fir die Oberfliche

», = —% gesetzt werden, wobei das Minuszeichen dadurch be-
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dingt ist, dafl wir z nach unten, { aber nach oben positiv zihlen.
Dann ist nach der zweiten Gleichung von (446)

9y _ 0% _
(452) 5.5 fir 2 =0,

Es liegen dann in dem System (450, 451, 452) drei Gleichungen
zur Erfiillung von zwei Randbedingungen und zur Bestimmung
der in Gleichung (445) noch unbestimmten Konstanten ¢ vor.

Die Gleichung (449), die in Operatorenform
(453) (D2 + DAy =0

lautet, unterwerfen wir der linksseitigen Einwirkung des Ope-
2
rators D, = f d z; wir erhalten mit Ricksicht auf (452):
0

(DADS + D)y = 3= D2t
Nochmalige Anwendung von D,™! ergibt mit Riicksicht auf
Gleichung (451):
(D: 2D + 1)y =D, DEL +g¢,

woraus die symbolische Lésung

D, D
Y= D-2D2 1gC+D—2D2+IC
oder
D2 D, Dg
(454) 2 2

w=l9Dz2 T D2 Dzz_l_szJ’C

folgt. Substituieren wir hierin fir { den Ausdruck (445) und
wenden fiir die Operatoren D2 und D,? die Gleichung (297) an, so
ergibt sich

D2
(455) zp:Acosa(x———ct){gpz 3 — & czpzz_z.az[’

woraus nach den Gleichungen (322) und (323)
(456) yp=4 cosa(w—ct){gCos (@ z) — ac®Sin (az)}
folgt. Die Ableitung dieses Ausdrucks nach z:

g—t =a A cos a(x—ct){g Sin (a2) —a ¢ Cos (@ 2)}

soll gemdfl Gl. (450) fir 2 = H verschwinden, wodurch sich die
Bestimmungsgleichung

(457) g Sin (e H)—ac?Cos (e H) =0
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fiir ¢ ergibt. Durch Einfihrung des hyperbolischen Tangens

__Sin (a H)
Tg (e H) =6 s m

erhilt man aus (457) mit a = 2771 fir die Fortpflanzungs-

geschwindigkeit ¢ der Wasserwellen die Gleichung

o . g_/l 2x H
(458) G_VznTg( T ) |
Aus dieser Gleichung ergeben sich zwei Spezialfalle fiir f#l >1
2n H

(kurze Wellen, tiefes Wasser) und — <1 (lange Wellen,

flaches Wasser). Im ersten Fall gilt

Tg (2 7; H> ~1
und daher
_1/9%
(459) ¢ = VZ ~

im zweiten Fall gilt
T (2 n H 27 H
E\Ta )T
und somit
(460) c=VgH.

Hier ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von der Wellen-
linge unabhingig.

4, Stationire Driftstrome im homogenen 0zean.

Wir betrachten das stationfire Stromungssystem, welches sich
in einem unendlich ausgedehnten homogenen Ozean unendlicher
Tiefe infolge eines dariiber wehenden konstanten Windes nach hin-
reichend langer Zeit ausbildet, indem der durch den Wind an der
Meeresoberfliche ausgeiibte Tangentialdruck das Oberflichen-
wasser in Bewegung setzt und sich diese Bewegung durch die
innere (turbulente) Reibung des Meerwassers in immer gréBere
Tiefen ausbreitet. Der Bewegungszustand wird beschrieben durch

. ) dv, Oy,
die aus (223) fir den stationdren Fall = = 0) und

ot ot
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fehlenden Druckgradienten (g—g—: = g-fj = 0) folgenden Gleichungen
d? v, i
| SEere®len 0,
2 2
(461) B o )
S
1 dzf—?co M(pgvx:O.

Das Koordinatensystem (x, 4, z) sei ein Kartesisches Links-
system mit abwirts positiv zu zihlender z-Achse, wahrend die
z, y-Ebene mit der Meeresoberfliche z = 0 zusammenfillt. Die
Gleichungen gelten in vorstehender Form fiir die Nordhemisphére
(fir die Stidhemisphéire wire ¢ mit — @ zu vertauschen). Die
Komponenten des Tangentialdrucks des Windes an der Meeres-
oberfliche sind

d o, d v,
(462) To=—p <T> Ty =—p (T) :

und als vorgegebene konstante Griéfen zu betrachten. Mit der
Abkiirzung

2a2 =20 20

lassen sich unter Einfithrung der komplexen Geschwindigkeit

(i =V—1)

(463) w =z + oy
die Gleichungen (461) in
d?w .

(464) d22~—12a2w=O
zusammenfassen ; unter

. d
(465) §=1T, ‘l—@Ty:#M(d_zZ)

[

verstehen wir den aus (462) und (463) folgenden komplexen Tan-
gentialdruck.
Als Randbedingung haben wir fiir die Meeresoberfliche 2 = 0:

d 8
(466) (7”;-) -—2,

withrend fiir groBie Tiefen (z—»oc) das Verschwinden des Be-
wegungsfeldes zu fordern ist:

(467) w=0, fir z—>o00.
Aus der Gleichung (464) erhalten wir nun durch linksseitige An-
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F4
wendung des Operators D, = f dz mit Riicksicht auf (466):

(fru-_zQazDz—lw M——S,
und nochmalige Anwendung von D,? ergibt
(468) w—i2a D, ~2w, — w—-D;lg,

wobei w, die komplexe Geschwindigkeit an der Meeresoberfliche
bedeutet:

(469) wo = vz (0) + i vy (0).
Die Gleichung (468):
1—i2a?D,2)w =w, — D,1 S—,
hat die symbolische Losung
1 D1 S

4

eI T 2@ p 2 T 2ai D2
oder
D2 D, 8
e T e T D —i%a w’
die nach (322) und (323) durch
(470) w = Cos(a2V2¢) wo — Sin(azy27) §
’ ay2i I
realisiert ist. Dabei ist 27 = 1 + %, wie durch Quadrieren mit
Riicksicht auf 2 = — 1 sofort bestatigt werden kann. Driickt man

die hyperbolischen Funktionen in (470) durch Exponentialfunk-
tionen aus, so erhilt man:

, w:_%e4—az ZT_[ _____/?E]
(471) | o [( a]2z l;{
l e [ +a]’2¢ m’

woraus sofort ersichtlich ist, daB die Bedingung (467) nur erfiillt
ist, wenn

1 N

72 —_—— — =0,

(472) YT yET B
welche Gleichung die Beziehung zwischen Oberflichenstrom und
Tangentialdruck des Windes darstellt. Setzt man (¥, = Absolut-
betrag des Oberflichenstroms)

vg (0) = Vycosa, v, (0) = Vysina,
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und orientiert das Koordinatensystem derart, da der Wind in

Richtung der + y-Achse weht: T; = 0,8 = ¢ Ty =+ T (T = Ab-
solutbetrag des Tangentialdrucks) so folgt aus Gl. (472):

. . 1 . T .
Vocosa + 4 Vysinx =—f:}[z—T :m(l +1),

pay2
d. h.
V,cos =T V, si =
0 = 2‘u 2’ 0 SINn X — 2—/1,“

also

(473) tga =1, o =n/d (= 45°)
und

(474) 14 r r

o ,ua]/2—_ |/2wsin<p'g,u.

Die Gleichung (473) besagt, daB8 der Oberflichenstrom gegen-
itber dem Wind (Tangentialdruck) auf der Nordhemisphire um
45° nach rechts abgelenkt ist; der komplexe Oberflichenstrom
ist also in der Form

(475) w, =V, cos (%) + 7sin (%) =7V, ¢ T

darstellbar. Die Losung (471) reduziert sich jetzt wegen (472) auf
w = woe—an—Z—’l — woe—uz 1+ %) s
woraus durch Substitution von (475)
w = V() etz giln/d—az
oder nach Gleichung (463)
Vet tvy=Vye %%cos (Tj4 —az) -+t Ve *?sin (/4 — az)
folgt, so daB also in
[ vy = Ve %%cos (mjd —az),
| vy = Vye ¢Zsin (B[4 —a z),

(476)

in Verbindung mit Gleichung (474) die Losungen des Systems (461)
mit Beriicksichtigung der Randbedingungen (466) und (467) vor-
liegen. Diese Losungen besagen, dafl der Strom unter Abnahme
der Geschwindigkeit mit zunehmender Tiefe nach rechts dreht ; die
Verbindung der Endpunkte -der mit zunehniender Tiefe aufein-
anderfolgenden Geschwindigkeitsvektoren ergibt eine logarith
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mische Spirale (Exkman-Spirale?). In einer Tiefe z = H, bestimmt
b T durch ¢ H =7, also

H :]/ £
gwsing’

ist die Amplitude des Stroms auf den
¢~ “-ten Teil (e~ = 0,0432) des Ober-
flichenstroms gesunken und dabei hat
der Strom gegeniiber dem Oberflichen-
P strom um 180° gedreht; hier ist prak-
%  tisch die Grenze des winderzeugten

Meeresstroms erreicht. H heifit Ex-
Abb. 5. EXMAN-Spirale. MaNsche Reib“ng“ief €.

5. Eigenschwingungen abgeschlossener Wassermassen.

Durch Luftdruckschwankungen und besondere Windverhéalt-
nisse kénnen die in Seen abgeschlossenen Wassermassen zu freien
Schwingungen angeregt werden, die auf Grund eines lokalen, von
der Bevslkerung der Ufer des Genfer Sees gebrauchten Namens
in der Limnologie (Seenkunde) Seiches genannt werden. Die
Schwingungen besitzen je nach der Dimension des Sees Perioden
von einigen Minuten bis einigen Stunden, erfolgen also relativ lang-
sam, so daB wir die quasistatische Betrachtungsweise anwenden
koénnen, nach welcher der Druck durch die statische Grund-
gleichung (217) mit hinreichender Genauigkeit gegeben ist. Wir
legen die z-Achse in Richtung der Léngsachse des Sees, zihlen die
z-Achse nach oben positiv und brauchen, da wir Querschwingungen
nicht betrachten wollen, die y-Abhéngigkeit der vorkommenden
Grofen nicht zu beriicksichtigen. Der See habe die Lénge. L,
reiche von 2 = 0 bis « = L und werde dort von vertikalen Ufern
begrenzt, so daB dort auf Grund der kinematischen Grenzflichen-
bedingung (vgl. S.46) vy stets verschwinden muf3:

(477) vy =0, fir x =0 und # = L.
Die gleichférmige Tiefe des Sees sei H. Ist { die Oberflichen-

stérung, so ergibt die statische Grundgleichung (217) den Druck
in der Hohe z iiber dem Seeboden z = 0 zu

H+ ¢
]

Vaen WarrrRIEp ExmaN, schwedischer Ozeanograph und Physiker,
geb. 1784.
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oder
(478) p=goH +{—2),

da der Druck pgm . an der freien Oberfliche verschwindet (vgl.
S.46). Die erste der hydrodynamischen Bewegungsgleichungen
(218) lautet dann, da die Coriolisbeschleunigung unberiicksichtigt
bleiben kann:
479)

0 v,

9% op 2¢
ot

— 1 . __

T T edx oz’

welche Gleichung zeigt, dafi »: von z unabhéngig sein muf}, da
{ ={ (z,¢). Dann folgt aber aus der Kontinuititsgleichung

dv, 0w,

7z Tz 0
durch Integration mit Riicksicht auf v, = 0 fir z =
0v,
(vz)H—’rC :”—(H +C)'ab§:
oder wegen
o¢

@y =53
und Vernachlissigung von { gegen H auf der rechten Seite:
c 0,
(480) S=—Hz".
Durch partielle Differentiation nach ¢ und Substitution von
Gl. (479) ergibt sich hieraus die Wellengleichung

2L ,0¢

mit ¢ =7g H (vgl. 8.104). Aus Gleichung (479) folgt, daB die
Bedingungen (477) dquivalent sind mit

(482) g—%:o,fﬁr z=0und 2 =L.

SchlieBlich sei fiir # = 0 die dortige periodische Wasserstands-
anderung ¢ von der Form

(483) Lo = 4 cos (Q%t -+ B> ,

worin T' die (noch zu bestimmende) Schwingungsdauer bedeutet.
Wir schreiben die Gleichung (481) operatorenmBig

(484) (D — 5D e =0,
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wenden linksseitig den Operator Dy™1 = f dx an und erhalten
wegen (482):

] 1

(Dx — & Dt 1)3) r=0.

Nochmalige Anwendung des Operators D; 1 ergibt mit Riick-
sicht auf (483):

1 2wt
(1 — LD Dﬁ): — 4 cos ( A B)
mit der symbolischen Losung

D2
[=A i cos(w—l—B)

Dp— ci D2

in welcher der Dg-Operator gemiB (322) realisiert werden kann:

{ = A Cos (%Dt)cos(%zt —|-B),

&= %(e*’% Dy e_% Dt)COS <27nt + B>.
Die Anwendung von (394) bzw. (395) ergibt weiter:
. A [ | A 2n 1
= B —= B
- o) s =) o8

welches Resultat mit Hilfe der auf S.34 angegebenen trigono-
metrischen Formel fiir die Summe zweier Kosinusfunktionen iiber-
sichtlicher

_ 2% 2n
(485) { = A cos <ﬂ w) cos (74 + B)

oder

geschrieben werden kann. Die Ableitung

0  2mA . [2= 2n

52 e sm(T?w)cos(? t 4+ B)
erfiillt die erste der Bedingungen (482); damit auch die zweite
dieser Bedingungen erfullt ist, muf3

(486) sin (2;‘61‘) —0

sein, was nur moglich ist, wenn die bisher noch unbestimmte
Schwingungsdauer T einen der diskreten Werte T, (n =1, 2, 3...)
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annimmt, die sich aus der (486) geniigenden Gleichung

2n L
W:nﬂ (n=1,.,,3 )
ergeben. Diese Eigenwerte des vorliegenden Problems:
2L 2L

487 T, =2 — 22
(487) ==

stellen die mdglichen Schwingungsperioden dar. Die dazugehérigen
Schwingungsformen werden durch die entsprechenden Eigen-
Sfunkitonen

‘ Cn:ACOS<CZTn x)cos (2;,” -+ B)
(488) *
i :Acos<lLLl x) cos <)Tn -+ B)

bestimmt. Diese Eigenfunktionen stellen stehende Wellen dar, bei

denen die sich aus nTﬂ x = g« (2 m — 1) ergebenden Punkte

x:L-(zm_l> (m=1,2,3...n)

2n

der Seenoberfliche zu allen Zeiten mit der Gleichgewichtslage zu-
sammenfallen (Knotenpunkie). Fiir eine einknotige Schwingung

o -
P + o~ N
- / N\,
- / \
//
e

x2=0 x=l, z=0 x=L

Abb. 6. Schema der ein- und zweiknotigen Seiches.

ist also @ = } L der Knotenpunkt, fiir eine zweiknotige Schwin-
gung (n =2, m = 1, 2) liegen die Knotenpunkte an den Stellen
x = 1Lundyc_zLusvv

6. Ausgleich von Salzgehaltsstérungen im Ozean durch
Turbulenz.

Der Ausgleich von Salzgehaltsunterschieden im Meerwasser
wird (bei fehlender Konvektion) durch eine der Diffusionsgleichung
(260) analoge Differentialgleichung
do 7 d%c
9t g 0zt

(489)
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beschrieben, in der ¢ den Salzgehalt (pro Masseneinheit), z die
(abwirts positiv gezéhlte) Vertikalkoordinate, ¢ die Dichte des
Meerwassers und # den von der Intensitdt der Turbulenz abhin-
gigen Austauschkoeffizienten firr die Eigenschaft ,,Salzgehalt* be-
deutet. Salzarmes Niederschlagswasser, das auf die Meeresober-
fliche z = 0 niederfallt, ist dort in seiner physikalischen Wirkung
einer flichenhaften Salzsenke &dquivalent, die pro Zeit- und
Fliacheneinheit eine Salzmenge — 23 aufbraucht, welche einer

Salzstromdichte — g—: (analog der Warmestromdichte, vgl. S.55)

unmittelbar an der Meeresoberfliche z = 0 entspricht:
oo
(490) 3= (’75’5)z= .

Die dadurch an der Meeresoberfliche einsetzende Herabsetzung
der Salzkonzentration breitet sich bei Andauer der Senke (490),
d.h. wihrend des Niederschlags, infolge Turbulenz in immer
tiefere Schichten aus, wihrend nach dem Aufhéren des Nieder-
schlags ein von unten nach oben fortschreitender Ausgleich der
niederschlagsbedingten Salzgehaltsstérung infolge des Turbulenz-
vorgangs einsetzt.

Beim Einsetzen des Niederschlags zur Zeitt = 0 sei der mit

der Tiefe konstante Salzgehalt o vorhanden; 3 in (490) ist
als eine durch den zeitlichen Verlauf der Niederschlagsintensitit
bedingte Zeitfunktion anzusehen, 3 = > (f), die wihrend der
Niederschlagsdauer T' positiv ist:

St>0,firo<t<T,
hingegen Null fiir alle Zeiten nach dem Aufhéren des Niederschlags:

St =0, fir T <+¢.

Die Differenz o (z, t) —a=8 geniigt dann der Differential-
gleichung

o8 n 28
(491) ETR T =0
und nach (490) der Randbedingung
28 X
(492) (67>z =29,
ferner ist
(493) 8=g—0c=0, fir 2—>o ,

d. h. das Verschwinden der Storung fiur grofie Tiefen zu fordern.
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Die Differentialgleichung (491), die mit der Abkiirzung 5/p= a?
in Operatorenschreibweise

(Diy—a? D2 S =0
lautet, unterwerfen wir der linksseitigen Einwirkung des Opera-
tors D, = fz dz und erhalten mit Riicksicht auf (492):
" (D Dy —a? Dy) 8 =——%22 ()
und durch nochmalige Anwendung der D, '-Operation:
@4) (DD —)S=—a S () —D LT,

worin 8, den Wert von 8 fiir z = 0 bedeutet, der nicht durch eine
Randbedingung vorgegeben ist.. Aus Gl. (494) folgt die symbolische
Lisung

D}z D,
S = Z’—“So @) + 2 &3
2 Dt 2 Dt K
P ]

welche hinsichtlich des Operators Dz gemall (322, 323) realisiert
werden kann:

(=12)
S:Cos( VDg)SO )+ @ Sin Zl«),

VD,
oder
B F Leswl
(495) ! ? L J
| +%;7W%Sm—f“ ﬁ
Damit die Bedingung (493) erfﬁllt ist, muf}
(496) S, ) + = VD' ) =0

sein; diese Bedingung ergibt den zeitlichen Verlauf der Ober-
flichensalzgehalts - Storung S, () = ¢ (0,¢) — & in Operatoren-
form, d. h.

(497) 8o (¢) =— 2.

el
VD,
Hieraus folgt

DS, () =— 1D X @),

Ertel, Operatorenrechnung. 8
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welcher Ausdruck entsprechend (403) unter Anwendung des Du-
maMELschen Integrals (361) durch

¢
_ad [ X
PSv0 =— i [ g

o

realisiert werden kann. Operation mit D;™! ergibt hieraus mit
Riicksicht auf D, D; 8, (t) = 8, () — S, (0) = 8, (¢) und %z !

t Ven'
1 Z(0)
498 S, (t) =— ——-d{,
( ) 0() V:’t_’l")—en Vt-:z. C

als Losung der Operatorengleichung (497). Der zeitliche Verlauf
des Salzgehaltes ¢ (0, ¢) an der Meeresoberfliche z = 0 wird also
durch

¢

.1 T EE
(499) G (0,8) =6 Vﬁﬁjﬁ?@dé

[

clargestellt.
Die Losung fiir die Tiefen z > 0 erhalten wir, indem wir die
aus (495) und (496) folgende symbolische Lisung

2
Vs
500 §=—-22 "2y
(500) Tl
realisieren; zunichst folgt aus vorstehender Gleichung:
— z n.
(501) DtSZ—%VDte_FVDtZ’(t).
Nun ist nach Gleichung (407):
ZZ
— *yD; Tiatt
VD, e alPiy _e ** =ht),
Va't

und somit erhalten wir durch Anwendung des DumamELschen
Integrals (361):

i
22

602 Ve s~ %fﬁ’z’ ©ac

und damit die Realisierung von (501) in der Form
t

1 @ 6—477£:::C_)-
DS =——- = — ac.
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Anwendung des hier wieder mit D; kommutativen Operators

D, fihrt aunf :

1 T G—D
503 8 =— dZ,
(503) wa =20

welche Losung fir z = 0 in Gleichung (498) ithergeht.
Setzen wir in Gleichung (499)
2 @) =2 =const. fir 0 <t < T,
St =0 fir i>17T),
so erhalten wir ) 5

a(0,t):$—<V:>1t fir0<¢<T,

a(O,t)=;~< ){yt Vi—T} , fire= 7.

4

Die maximale Salzgehalts— 0726456789 Wzl
stérung (¢) wird fiirt = T (= En- P T
de des Niederschlags) erreicht:

q =;'—a(0, T)

23T
T
V ne Abg 7. IZﬂeit;lil():hgr Verlauf einer
i 3 a ; nieders i Salz~
Wahrend 'des Nle.del SChla’gS gehaltsgtﬁi‘ll%;ge alril%tgl Me%rés—
erfolgt also die Ausbildung der | oberilache. (Jinde dos Nieder-
Stérung nach dem Gesetz A chlags fr /T =1.)
R —
¢ —
(504) 6—a(0,0) =gk, 0 <t <),

dieselbe erreicht dann ihren Maximalwert ¢ fiir £ = 7', und gleicht
sich nach dem Aufhéren des Niederschlags gemaB

(505) o—a(0,1) IVL—"/i_l1 ¢ =T

wieder aus, ein Ergebnis, das sich mit den Beobachtungen in guter
Uberemstlmmung befindet.

7. Wirmeleitung im Erdboden.

Es soll untersucht werden, in welcher Weise sich periodische
Temperaturdnderungen an der Erdoberfliche (z = 0) in den Erd-
boden hinein fortpflanzen. Dabei nehmen wir den Erdboden als

8%
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homogen und isotrop mit der Temperaturleitfihigkeit a? an ; ferner
sollen keine seitlichen Temperaturunterschiede auftreten, so dafl
die Temperatur 7' nur von der Tiefe z und von der Zeit abhingt,
wodurch sich die Wiérmeleitungsgleichung (256) auf

LY,
ot 02°

reduziert. An der Erdoberflichez =0 &ndere sich die Ober-
flachentemperatur 7', periodisch nach dem einfachen Gesetz

(506)

27t
T

(507) T,— A cos( ) (fiir z — 0)

mit der Periode v um den Mittelwert 7', = 0, welche Festsetzung
aber keine Einschrinkung bedeutet, da wir den Nullpunkt der
Temperaturskala fiir unsere Zwecke willkiirlich festlegen kénnen.
Die Temperaturschwankungen miissen mit der Tiefe abklingen,
weshalb wir

(508) T =0, fir 2z— -+ oo
fordern konnen.

Wir schreiben die Gleichung (506) in Operatorenform
1
(Dzz — Dt) T—0,
z
itben von links die Operation D, = f dz aus und erhalten mit der
0

Abkiirzung (%711)0 fiir (%g) . zunichst
2z =

D 21
(p.—223) 7 = (53).,

und daraus durch nochmalige Anwendung von D,~! mit Riicksicht
auf (507):

' DD, 2T
b2,
welche Gleichung die symbolische Losung

P P g, P [T
B D 0 D, \0z/o
Dr—t DA

z a? z a2

besitzt; dieselbe kann hinsichtlich des Operators D, nach (322,
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323) realisiert werden, da 7', und (%g) nur Funktionen von # sind:
0

Sin (i yﬁ)
% a “t) 0T
r e (18] 1o ),

1 +2vp a (3T 1 —2VD, o (9T
f=ge {ﬂ+i§6ﬂﬁ+5e {%"wz@Jq

Zur Erfillung der Bedingung (508) muf}
a (0T
— =] =0
To + VDt ( 0 z)o

sein, wodurch sich die symbolische Losung unter Elimination von

@ (AT uf
i (o),
K4
(509) T=e¢ “WTO

reduziert. Schreiben wir mit der Abkiirzung w :f‘)—:— die Rand-
bedingung (507) gemifB (324, 325) in der Form

Tozg(eimt +e~itw)
und substituieren diese Gleichung in (509), so erhalten wir

2 g P R—
T::%(e_EVDteiwt_}_e—EVDte—iwt),

oder nach dem Verschiebungssatz in der Form (304):
z — 2 -
(510) T:f_g_(eiwt.e_"zil/l)t—!-’bw+e_iwt.e—-—a-l/3t-—zw).

z /‘_ﬁ, -2

% . ——VD;+tow ., ——=VDi—iw,
Nun kénnen die Operatoren e ¢ )P und e ¢ V ! in
Potenzreihen nach steigenden Potenzen von D, entwickelt werden

(vgl. S.62):

(511) J?ﬁ””=n+ﬂa+ﬁm+“q

= Dy—iw
(512) e an ' =go+nD+gD2+....

In diesen Reihen kénnen aber alle Terme bis auf die ersten
(fo» 90) gestrichen werden, da in Gl. (510) die Operatoren auf die
(nicht besonders hingeschriebene) Objektfunktion 1 einwirken und
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die Ausdricke D;1 = D21 =D21 = ... =0 zu setzen sind;
andererseits erhalten wir die Koeffizienten f, und g, durch Null-
setzen von D; in den Gleichungen (511, 512), also

I P z T

(513) il O T A
z N 2 5/

(514) e—-;]/l)t—’bwl :eﬂ—]/—zw’

so daB sich die Lésung (510) auf

—Ziie R TAr
(515) T:f;;(emte Ak fe—iotg <) ”)

reduziert, die sich durch Benutzung der Formeln

y 1—}—7, T l———i
l ]/? ’] ]/E

s.]

weiter vereinfacht:

p o4 HE ) i)

2 [

Der Klammerausdruck in vorstehender Gleichung ist aber

gleich 2 cos (w t ——% ]/ —%) , so daBl wir die Lgsung

(516) T:Ae‘%l/??cos(@__]/”)

erhalten, da ja w = 3;— gesetzt wurde.

Die Amplitude der in den Erdboden eindringenden Temperatur-
welle klingt also nach dem Gesetz

!

(517) AR =A4 ¢l

mit zunehmender Tiefe ab; bezeichnet man als Eindringungstiefe
die Tiefe b, in der die Amplitude A (h) auf den e—27-ten Teil
(e—27 = 0,00187) der Amplitude 4 an der Erdoberfliche ge-

sunken ist:
By
Ay e— 27 — 6——“—@
A_ - i H
s0 ergibt sich

(518) h=2almz.

Fiir zwei verschiedene Perioden (z. B. tégliche und jahrliche)
verhalten sich also die Eindringungstiefen wie die Quadrat-



Wirmeleitung im Erdboden. 119

wurzeln aus den Perioden:
LS :V"&/Tz-
Schreibt man Gl. (516) in der Form

T =Ae_£“]/%cos,2n<i— z \),

T 2a¥nr

so zeigt der Vergleich mit einer fortschreitenden (geddmpften)
Welle der Wellenliinge A:

A (z)-cos?yz(é———z—),

A

dafl die Eindringungstiefe (nach obiger Definition) gleich der
Wellenldnge ist: o =4 . Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der
Temperaturwelle ist
) e

(519) v:;:Qa,]/?,
die Schwingungsperiode bleibt beim Eindringen der Welle in den
Erdboden unverindert.

Nach der hier in den Gleichungen (511-—514) verwendeten Me-

thode 148t sich iibrigens der auf S. 64 unerledigt gebliebene Re-
sonanzfall

1
m () (w t)
behandeln. Wir betrachten zu diesem Zweck die Objektfunktion
- . . 1
et®t = cos (w #) -+ ¢ sin (w t), auf die wir den Operator DY 1 gt A0S
itben:
4_1« etot
D2 4 ? )
Der Verschiebungssatz (304) ergibt hier:
1 ptot — gliot 1 — glot 1
D* + o (D + t )2 + w? D4+22Dw
— gt l __ﬁ_l__
DD+2iw
. . 1 .
Wird hier Disia nach steigenden Potenzen von D ent-
wickelt:
1 _ v 1 _ 14 oD oDp
D+2iw_27‘70'1+ D T 2iw 240 ' (2im)? )
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80 ergibt sich bei Anwendung des Operators T—I—%ﬁ; auf die Ob-
jektfunktion 1:

1 _ 1,1
D+2iw D+2i0"  2iw
und somit
1 iwt 6iwt 1 eimtt . e’iwtt
DPrer® T2iwD " 2i0 . ' Za

woraus durch Gleichsetzung der reellen und imagindren Anteile
die Gleichungen

1 t .
(520) T ot cos (wt) = o Sin (w B)

1 . t
(521) m S ((}J t) _ — 2—(0 coSs (CO t)
resultieren.

Nach diesem Exkurs iiber den Resonanzfall der einfachen
Schwingungsgleichung betrachten wir hier noch die Realisierung
des in der Theorie der Ausgleichsvorgénge auftretenden Operators

(522) VD —gaV 1, (D=D,=2).
5

Aus (407) erhalten wir durch Integration iber den Para-
meter a:

(523) Vb‘fe_”ﬁda=]%fe—4ida.

Die linke Seite der vorstehenden Gleichung ergibt

a
]/Efe““VFda:I——eﬁ"VE,
0

somit ist nach Gleichung (523)
s [ _
e—eVD = 1~——Je sida.
i
Durch die Substitution = _%_ erhalten wir hieraus

2Vt

@

2/t
(524) e’“VB=1——V2T?Je“5Zde.
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Nun stellt
T

(525) : gb(x):ifr:ﬂdc

Vo
0
das aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Fehlertheorie be-
kannte Gavusssche Fehlerintegral dar; somit erhalten wir nach
Gleichung (424) in

(526) e—a¥D 1 -cb<2’]‘[?>

die gesuchte Realisierung des Operators (522).

8. Nichtstationiire Driftstrdme im homogenen Ozean.

Das stationdre Driftstromfeld eines homogenen, unendlich
ausgedehnten und unendlich tiefen Ozeans (vgl. S.104) kann als
Ergebnis einer zeitlich unendlich langen Einwirkung des den Tan-
gentialdruck an der Meeresoberfliche bedingenden konstanten
Windes angesehen werden. Um die zeitliche Ausbildung eines der-
artigen Stromsystems durch einen zur Zeit¢ = 0 einsetzenden
konstanten Wind zu untersuchen, miissen wir uns der nicht-
stationdren hydrodynamischen Gleichungen bedienen:

29, . u 9%y

l —é—t———QwSIH(p Uy :—Eﬁ,

(527) | dv, Mazvy
l —a—t+2wsm(pvx=? 52

im tbrigen behalten wir die Bezeichnungsweise des Kap. IV, 4
mit Ausnahme gewisser Abkiirzungen fiir Konstantenkombina-
tionen bei. Durch Einfiihrung der komplexen Geschwindigkeit
w (z,1) analog (463) kénnen die Gleichungen (527) in

u 02w

ow . .

zusammengezogen werden. Mit den Abkiirzungen

(529) 2wsinp=24, /i:az’
schreiben wir (528) in der Operatorenform
(530) {DP—a* (D, +id)}w=0

k4
und erhalten durcheinmalige Anwendung des Operators D,~1 = f dz
[
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mit Riicksicht darauf, daB

(531) St =8=—pu (aai;’)o

den komplexen Tangentialdruck des Windes an der Meeresober-
fliche z = 0 darstellt:

8
{Dz — D, 1a? (D, + 711)} w = —
und daraus durch nochmalige Anwendung der Dz‘l-Operation:
(532) {1 —D,*a?( Dt+'&l}w—w0—D~ ,—l,
wobei
(533) Wy = vy (0, %) + ¢ vy (0, 1)

die komplexe Geschwindigkeit an der Meeresoberfliche bedeutet,
die nicht durch eine Randbedingung vorgegeben ist. Hingegen
haben wir

(534) w =0, fir z2— o
zu fordern.
Nun besitzt die Gleichung (532) die symbolische Losung
Dzz DZ

WEDr—a (D, +id) 0T

(i)
D2 —a*(D, + ik \K)’

die hinsichtlich des Operators D, nach den Gleichungen (322,
323) realisiert werden kann:

w = Cos (a2} D, -}—zl)wo_m_

Sin (az]Dt—!—zZ)
()

a,l‘/Dt—{—z/l
d. h.
1 BT 1 S
— —_ p+azVD +z}.[ ____hﬂ____l
sam | T (#)
1 N ey 1 N
_——anD+7,l{ __]
| e S ()

Zur Erfiilllung der Bedingung (534) ist
(536) Wy <S_> —0
a¥Ds+ ik

zu fordern, welche Gleichung die Beziehung zwischen Oberflédchen-
strom und Tangentialdruck im nichtstationdren Fall liefert.
Zwecks Realisierung multiplizieren wir diese Gleichung von links
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mit e?4¢;
; ettt 1 8
67’ltw0: ™ 5 _)
@ YD, 4ii \M,

und erhalten durch Anwendung des Verschiebungssatzes in der
Form (305):

PAt
pilt g ZLL(S“ )
0 a ]/B; i H
woraus weiter
it LT st
Dy (e** wo)zlet ”

resultiert. Die linke Seite kann nach (418) realisiert werden,
so daB sich

t
0 1 8(0)ére

ergibt, woraus durch Anwendung des hier mit D; wieder kommu-
tativen Operators D; !

4
1 (8@t

(537) ettt g, = 2
* Vape) Vi—t
0

ergibt, da wir a? = p/u gesetzt hatten.
Bei konstantem Tangentialdruck in Richtung der --y-Achse
fiir £ > 0 ist
S =8=04+:¢T,=1:T,

und die Gleichung (537) reduziert sich auf die Lisung

¢ ¢
iTeih [ gt ip [emiAE—0
Wy = di= d

Vrue | Vi—¢ Vape) Vi—¢ <

die sich durch die Substitutiont -—¢ = £ in

¢
il [t

538 Wy = o | ——
(538) * Yape| VE

dé

vereinfacht. Mit Riicksicht auf (533) ergeben sich daraus durch
(Heichsetzung der reellen und imagindren Anteile die FREDHOLM-
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schen Losungen?:

¢
T . d&
539 2 (0, 8) = —— s
(539) vz (0, 1) Vn,ugfsm (A &) Vi
t
(540) vy (0,%) = Vniuefcos V) {j—; ,

o

welche Gleichungen die zeitliche Ausbildung des Oberflachen-
stroms unter dem EinfluBl eines zur Zeit ¢ = 0 einsetzenden und
fiir £ > 0 konstant bleibenden Tangentialdrucks 7y = T durch
FresneLsche Integrale? ausdriicken.

Fiir {—> « ergeben die FrEsNELschen Integrale

s a¢ de _ /@
541 sin (A£) = =[cos (A &) —= ZV-— )
(541) j CRES f an -z
o o
+y g womit man aus (539, 540) die Be-
- ziehungen des stationdren Drift-

stromfeldes (473, 474) erhilt. Die
53¢  graphischeDarstellung der Losungen

E (539, 540) zeigt, daB der Endpunkt

Z desGeschwindigkeitsvektorsin Form
g einer CoRNTU - Spirale® gegen den
Punkt
vz (0, 00) = vy (0, 0)
- (542){ _ T
Abb. 8. CorNU-Spirale. ' V22ue

(Die_Zahlen bedeuten Pendelstunden; i ioni
Pendelstunde — siderische Stundojsin »r; KODVeTglert, der dem  stationdren

Zustand entspricht.
Die Lésung fiir Tiefen z > 0 erhalten wir durch Realisierung
des aus (535) und (536) folgenden Operatorenausdrucks

(543) W= WP g
wa ]/Dt + 14
! Erix Ivar Frepmorm, schwedischer Mathematiker und Physiker,
1866—1927.

* AveusTiN JEAN FRESNEL, franzdsischer Ingenieur und Physiker, 1788
bis 1827.

3 Marie ALFRED CORNU, franzdsischer Physiker, 1841—1902.
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bzw. mit § =¢ T (T = const. fir ¢ > 0):
w — iT_e—azl/Dt+il'
wa YD, + ik

Multiplikation mit ¢??! und Anwendung des Verschiebungs-
satzes (305) liefert

(644)

tT —azyD, iit
—e e,
ya]/Dt

und durch Anwendung des Operators D; folgt weiter

eiit gy

545 Dtei“wzi}—' D, e 42V Pe gt At
na
Nun ist nach Gleichung (407):
a*z*
'D. ~az1/])_tl=e 4t =N,
VD e T (t)

und die Anwendung des DuHAMELschen Integrals (361) liefert die

Realisierung
¢

a®z?
— — Tie—0
(546) VD;e—azVDy em:afe ST gitgr,

8t) yat—o)
0
so daB} aus Gleichung (545)
: a2
. 0 T 0 e 40t—0
D gttty — ° 9 etdr
‘ wayn 04 yi—t
folgt, woraus durch Anwendung des hier mit D, = ;% kommuta-

tiven Operators D! und durch nachfolgende Multiplikation mit
e~ %*t die Lisung
t

¢z
T e dut—8
(547) w = 2 f T =0 gy
Y —
Vo ye—¢

resultiert, die durch die Substitutioni —¢ = £in

t

i T — 2% e qe
(548) w = — fe iut es
Vrpe 13

0
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ibergefiihrt wird. Die Gleichsetzung der reellen und imagindren
Anteile beider Seiten ergibt fiir die Geschwindigkeitskomponenten
die Losungen

2

T — 22 dé&
2z ) t == dpé TS,
(549) vz (2, 1) mfe #¢ gin (A &) Ve
’ 7
T — 22 z; de
(650) vy (2, 8) = s fe 48 cos (A &) e

0

die auch fir z = 0 gelten und dann die Komponenten des Stroms
ander Meeresoberfliche in Ubereinstimmung mit den Gleichungen
(539, 540) ergeben.
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Operatoren-Tabelle.

Nummer

Operator* Objektfunktion Resultatfunktion der Formel
im Text
- tn
D 1 T (810)
D at
5 1 e (318)
D —at
Pia 1 e (319)
D ¢ n—1
1 - 335
D—a n—1Dr (839)
= 1
D 1 e (336)
(D + a)* (n—1)!
2
Dzll - 1 Cos (a ) (322)
D Sin (a £)
i 1 —— (323)
D2
s 1 cos (@ t) (328)
D sin (e t)
Dra ! o (329)
D(D Ta -
5 I( - +)b2 1 ¢ %% cos (b 1) (343)
D +tat 5&1 (b t)
kT Ee 1 e 7 (344)
(t > >O (t—a , & [73
—aD [ J() [ S ) t > (399)
. | 0,t<0 | 0 ,i<a
e D 1 Jo(2Vat) (388)
1 _9 [t _
5e D 1 ]/ —-Jy(2Vat) (390)

! n ganzzahlig, a >0.

Ertel, Operatorenrechnung.
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Operatoren-Tabelle.

Nummer
Operator Objektfunktion Resultatfunktion der Formel
im Text
VD 1 1 (403)
Vn t
1 2
o 1 =1V 404
_ _e
VD e eVD 1 ¢ st (407)
V 7Tl
-aVD 1 1 q,('_'L 526
e 0 (626)
F (D% sin (a t + b) F(—a*)sin(aé -+ b) (296)
F (D?) cos (@t -+ b) F(—a?) cos(at -+ b) (297)
1 b 5
o cos (o 1) T 5,5 (1) (520)
1 i t — cos (w t) 521
DT i ot sin (w t) EPS 0] (521)
In den folgenden Formeln bedeutet % (t) = F (D) 1.
.
F (kD) 1 h (—k«) (384)
d !
F (D) o 7i [Pe—ns@dc | @
L[
F(D 1 e fa“ﬂh(z) di 409
(V. D) Tt (409)
1 — — h(A) .
F (T) 1 Vi ‘le 2 Va t)vﬁ da (411)

a
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