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Vorwort.

Ein Lehrbuch iiber Differentialgleichungen zu schreiben, das, wie
es ein rechtes Lehrbuch soll, nach allen Seiten hin in die Probleme,
den Geist, die Methoden und die Ergebnisse der Theorie einfiihrt, so daB
der Leser von da aus jeder Originalarbeit mit Verstindnis als etwas
nicht allzu fremdem gegeniibertreten kann, das scheint eine Unmog-
lichkeit zu sein.

So ergibt sich von selbst ein Bescheiden und so wird ein ein-
fiihrendes Buch immer nur eine Auswahl aus dem Stoff bringen kénnen.
BeeinfluBt durch meinen personlichen Geschmack, habe ich die Aus-
wahl getroffen. Dabei habe ich mich bemiiht, nicht Dinge beiseite
zu lassen, von deren Pflege auch in unseren Landen ErsprieBliches
erwartet werden kann. Ein auch in diesem Sinne modernes Buch
fehlt auf dem Gebiete der Differentialgleichungen. DaB es niitzlich
wire, ein solches zu schreiben, habe ich mir bei der Abfassung des
vorliegenden Werkes stets vor Augen gehalten. FEin Blick ins Inhalts-
verzeichnis wird des Niheren lehren, wie ich meiner Aufgabe nach-
zukommen suchte. Wie weit ich sie geldst habe, mag man nach der
Lektiire entscheiden.

Bei der Korrektur verdankte ich freundliche Ratschlige den Herren:
Courant, Kerékjdrto, H. Kneser, Knopp, Lettenmeyer, Perron.

Berlin, April 1923.
L. Bieberbach.
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Einleitung.

Unter einer gewéhnlichen Differentialgleichung versteht man eine
Beziehung
dy d?y d"y\ .
flon & 2 o Ta)=0

zwischen einer Funktion y(x) der einen Variablen x und den Ab-
leitungen dieser Funktion. Wenn Ableitungen bis zur xn-ten Ordnung
einschlieBlich vorkommen, so spricht man von einer Differential-
gleichung n-ter Ordnung. So ist also z. B.

ay .
E;——x—-y—O

eine Differentialgleichung erster Ordnung.

da? ay
T2 Fy=0
dagegen ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. Die Be:
nennung Ordnung bezieht sich also auf die Hochstordnung der vor-
kommenden Ableitungen und ist nicht mit dem fiir einige Differential-
gleichungen noch zu erklarenden. Begriff des Grades zu verwechseln.

Wir werden z. B.

ay .

oder
dy 9
i TFYy=0
linear oder vom ersten Grad nennen, weil links eine lineare Funktion

:: und y steht. Das Adjektiv gewdhnlich bezieht sich darauf,
daB es sich um Funktionen y(x) einer Variablen x handelt. Es setzt
diese Differentialgleichungen in Gegensatz zu den particllen, bei
welchen es sich um Funktionen von zwei oder mehr Variablen handelt.

So ist also z. B.

von y’==

eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung.
Bieberbach, Differentialgleichungen. 1



2 Einleitung.

Es kann auch vorkommen, daB ein System von mehreren Dif-
ferentialgleichungen fiir mehrere Funktionen einer Variablen vorgelegt
ist. Immer aber ist die Aufgabe der Theorie darin zu sehen, die
Eigenschaften derjenigen Funktionen zu ermitteln, welche einer vor-
gelegten  Differentialgleichung oder einem Sysiem wvom Differential-
gleichungen gemiigen. Die geringste Forderung ist es, einen expliziten
Ausdruck fiir diese Funktionen zu finden. Wichtiger ist es, heraus-
zubekommen, wie der funktionentheoretische Charakter, also z. B. der
Verlauf des Kurvenbildes der losenden Funktionen, von den Eigen-
schaften der Differentialgleichung abhdngt und aus denselben bestimmit
werden kann. Es erhebt sich die Frage, wie unter mehreren Lisungen
eine mit gegebenen Eigenschaften zu finden ist, es handelt sich darum,
den numerischen Verlauf einer als vorhanden erkanmien Lisung zu
finden, und viele dhnliche Aufgaben werden der Theorie vom mathe-
matischen Griibelgeist, vom Interesse des physikalischen, chemischen,
astronomischen oder technischen Praktikers gestellt. Allen diesen
allerverschiedensten Aufgaben muf eine Theorie der Differentialgleichungen
Rechnung tragen. Sie hat die Aufgaben zu klassifizieren und die Mittel
zu threr Bewtiltigung bereitzustellen, so daf jeder Spezialfall dann nuy
noch eine mehr oder weniger grofe Einzelarbeit verlangt.

Unsere nichste Aufgabe wird es sein, die einfachsten Differential-
gleichungen erster Ordnung zu untersuchen. Sie sollen von der Form
ay
dr (x7 y)
sein. Dabei sei f(x,y) in einem gewissen Bereich der x-y-Ebene
als eindeutige und stetige Funktion gegeben?).

Unter einer Lésung oder einem Integral einer Differentialgleichung
verstehen wir irgendeine der Differentialgleichung geniigende, also
differenzierbare Funktion. Ihr geometrisches Bild heiBt Integralkurve,

Wir wollen uns an Hand einer geometrischen Deutung zunichst
eine ungefihre Vorstellung iiber die zu erwartenden Ergebnisse ver-
schaffen.

Das geometrische Bild einer gewdohnlichen Differentialgleichung
erster Ordnung ist ein Richtungsfeld. Die Differentialgleichung erlaubt
es namlich, in jedem Punkt des Definitionsbereiches von f(x,y) die
Ableitung der gesuchten Funktion, d.i. die Steigung der gesuchten
Kurven zu berechnen. Wir konnen uns dieselben in jedem Punkt
durch ein Geradenstiick markiert denken, welches die verlangte Rich-

1) Wegen der Begriffe ,Bereich®“ und ,stetige Funktionen von zwei
Variablen* vgl. man z. B. meinen Leitfaden der Differentialrechnung, 2. Aufl,,
auf S. 115 und auf S. 116.



Einleitung. 3

tung hat?). Fig. 1 veranschaulicht das Richtungsfeld der Differential-
gleichung i

dx y°

Man kann natiirlich nicht in jedem Punkt, aber doch in einigen,
die Richtungen markieren und so schon eine gewisse Vorstellung
iiber den Verlauf der Losungen

erlangen.  Man kann dazu offen- 4

bar in jedem Punkt des Be- —+ —
reiches beginnen, von da ein ~ N
Stiick Weges in der verlangten / ~— T~ \
Richtung gehen bis zu einem / T AN

Nachbarpunkt. Man wird dort / / /  +
wieder die verlangte Richtung | | 7N
einschlagen?) bis zu einem™ | | | |

Nachbarpunkt, dort wieder zu \ \ N1/ / | /
der verinderten neuverlangten \ ~ .1l 7
Richtung iibergehen usw. So AN

bekommt man etwa das Bild N\ ~4+ -
der Fig. 2. Man wird so durch N — —
jeden Punkt des Bereiches vor- 1
aussichtlich eine Kurve finden.

Gegen die Uberlegung kann man einwenden, dal man ja eigent-
lich schon sofort nach dem Verlassen des ersten Punktes die Rich-
tung dndern miiBte, nicht erst nach einer Weile, wenn anders
die gefundene Kurve iiberall
die verlangte Richtung einhalten
soll. Doch kann man sich mit der
— spiter durch einen biindigen
SchluB zu bestitigenden — Vor-

stellung trosten, daB man sicher /
eine gewisse Anndherung an
die wirkliche Losungskurve er-
halten wird, wenn man nur Fig. 2.

nie zu lange ein und dieselbe

Richtung einhélt. Eine gewisse Stiitze kann ja auch diese Hoffnung
schon vorlidufig in einer Reminiszenz aus der Integralrechnung finden.

Fig.

¥

1) Den Inbegriff eines Punktes und eines durch ihn gehenden Geraden-
stlickes, also analytisch das Zahlentripel (#,y,y’) nennen wir Linienelement.

%) Es konnte zweifelhaft sein, in welcher der beiden mdglichen Richtungen
man die Tangente im neuen Punkt zu verfolgen hat. Indessen ist es doch
klar, dafi man so vorgehen wird, dafi entweder die Abszissen » stdndig wachsen
oder stdndig abnehmen. Nimmt man auf diese Vorschrift Riicksicht, so kann
man nie im Zweifel sein, wie man weitergehen wird.

1*



4 Einleitung.
Betrachten wir namlich den speziellen Fall

2 — 1 (x),

so haben wir es gerade mit der Grundaufgabe der Integralrechnung
zu tun und wir wissen, daB3 dort tatsichlich die Naherungskurven bei
fortgesetzter Verfeinerung des Verfahrens gegen das Integral konver-
gieren. Die einzelnen Niherungen sind ja weiter nichts, als die
geometrischen Bilder der Niherungssummen, welche man bei der
Definition des bestimmten Integrales zu benutzen pflegt. Ersetzt man
nimlich die Kurve des Integranden durch ein Treppenpolygon und
zeichnet die Integralkurve dieses Treppenpolygons, so hilt diese Ge-
rade in den einzelnen Teilintervallen je eine feste Richtung ein. Diese
bei der ,graphischen Integration® benutzen Kurven sind es, die als
einfacher Spezialfall dessen auftreten, was wir auch bei den Differential-
gleichungen antrafen.

Wir wollen aus unserer Uberlegung die Vermutung entnehmen,
daf durch jeden Punki unseves Bereiches genau eine Integralkurve dey
Differentialgleichung gehen muf, oder analytisch ausgedriickt, daf es
genau eine dey Differentialgleichung genmiigende differenzierbare Funktion
y (x) gibt, die fiir x = x, den gegebenen Wert y = vy, annimmi, voraus-
gesetzt, daf3 der Punkt mit den Koordinaten x,vy, dem gegebenen Be-
reiche angehort, in welchem f(x,y) gewisse moch ndher anzugebende
Eigenschaften besitzt.

Wir wenden uns nun dazu, in einigen Fillen auf einem ersten
primitiven Wege die Losungen einer vorgelegten Differentialgleichung
wirklich alle anzugeben. Wir werden dann stets das eben Gefundene
bestitigt finden, wie denn auch fiir

& =1

die gewiinschte Losung bekanntlich durch

y =$ff(x)dx—i—y0

gegeben ist.

Man kann sich auch in dem vorhin gewéhlten Beispiel, losgelost
von jeder allgemeinen Methode?), leicht davon iiberzeugen, daB unsere:
Vermutung zutrifft. Denn da die Integralkurve den Punkt (x,y) mit

der Steigung —g passiert, muB} sie nach den Regeln der analytischen
Geometrie auf der Verbindungsgeraden dieses Punktes mit dem Ko-

) Wir werden bald eine solche auf unsere Differentialgleichung anwend-
bare Methode kennen lernen.



Einleitung. 5

ordinatenursprung?!) senkrecht stehen. Da sie also jeden ihrer Punkte
in derselben Richtung passiert, die auch der durch diesen Punkt
gehende, im Koordinatenursprung zentrierte Kreis einschligt, so sind
also die Kreise solche Kurven, welche iiberall die verlangte Richtung
besitzen. Durch

Xy =2
miissen also Losungskurven dargestellt sein. Man rechnet leicht nach,
daB die aus der Gleichung

%2 + y2 — 72
gewonnenen Funktionen tatsichlich der Differentialgleichung geniigen.
Denn differenziert man die Gleichung nach x, so hat man

x+yy'=0.
Also ist wirklich
r__ X
y e
DaB unsere Niherungskonstruktion eine gewisse Anniherung an die
Kreise liefert, wird man nicht verkennen, Ubrigens springen sie ja

in Fig. 1 recht deutlich in die Augen.

1) Deren Richtungstangens ist ja %, so dafi das Produkt der beiden Stei-
gungen tatsdchlich — 1 ist.



Erster Abschnitt.
Gewohnliche Differentialgleichungen
erster Ordnung.

I. Kapitel.
Elementare Integrationsmethoden.

§ 1. Die Trennung der Variablen.

Wir wollen die Methode zunichst an der Differentialgleichung

dy x
ixT53=0
darlegen. Die Methode geht von der — zunichst unbewiesenen —

Annahme aus, daBl diese Gleichung Losungen besitzt. Denkt man
sich dann fiir y eine der Losungen der Gleichung eingesetzt, so muB
die Gleichung
ay
Yig = — %
identisch in x. gelten. Namentlich muB also das Integral der linken
Seite dem der rechten gleich sein. Das liefert
(4
dy R et
Zo
Das Integral linker Hand wird durch die Substitutionsmethode
berechnet, indem man durch y = (x) als neue Integrationsvariable y
selbst einfiihrt. Setzt man y(x,)=1y,, so findet man

y?_yOZ *x02__x2
2 2
Setzt man dann x> + y,* =%, so hat man in

x? 4 y2 =2
eine algebraische Gleichung, welcher die gesuchte Losung geniigen muB.



§ 1. Die Trennung der Variablen. 7

Umgekehrt sieht man auch leicht, daB jede dieser Gleichung ge-
niigende Funktion y (x) eine Lésung der Differentialgleichung ist. Damit
ist dann der anfinglich noch ausstehende Beweis fiir die Existenz der
Loésungen nachtréglich erbracht.

Bemerkung: Alle in diesem Kapitel zu besprechenden Methoden gehen
von der Annabme aus, dafi Losungen existieren, und jedesmal kann dieser Be-
weis dadurch nachgetragen werden, daf man hinterher verifiziert, dafi die
gefundene Losung tatsdchlich der Differentialgleichung gentigt. Wir wollen
aber diese eintdonigen Verifikationen in der Folge weder durchfithren noch er-
wihnen, zumal wir auch im folgenden einen allgemeingiiltigen Beweis fiir die
Existenz der Losungen kennen lernen werden.

Eine Differentialgleichung gilt stets dann als geldst oder, wie
man auch sagt, als infegrieri, wenn es gelungen ist, eine Losungskurve
durch einen beliebig gewdhlten Punkt des zugrunde gelegten Bereiches
zu finden. Das ist in unserem Beispiel der Fall. Verlangt man nam-
lich einen Kreis durch den Punkt (x,, y,) der oberen oder der unteren
Halbebene, so mul man nur % = x4 y,? setzen.

Die eben dargelegte Methode bleibt stets anwendbar, wenn die
vorgelegte Differentialgleichung die Form

ay _ ()

iz o)
besitzt. Dabei mdge f(x) im Intervall ¢ < x < b, @(y) dagegen im
Intervall ¢ <y < B stetig erklirt sein. ¢@(y) soll daselbst iiberdies
von Null verschieden sein!). Der Bereich, in dem wir die Differential-
gleichung studieren, ist dann das Rechteck a <x<b, ¢« <y < B.
Man kann die Gleichung so schreiben:

P (3) 2 =1 (x).

Denkt man sich wieder fiir y irgendeine bestimmte Lsung eingesetzt, so
kann man wie oben integrieren, und findet

yfyw (y)dy =sz(x)dx

als eine Gleichung fiir diejenige Losung, welche fiir x = x, den Wert y,
annimmt. Wenn die Funktionen f(x) und ¢ (y) nicht zu kompliziert
sind, wird man nun mit der weiteren Untersuchung der Lésung keine
Schwierigkeiten mehr haben. In komplizierteren Fillen kann es aber
geschehen, daB mit diesen einfachen Schritten erst die geringste Arbeit
geleistet ist. Ein solcher Fall tritt z. B. dann ein, wenn in einem
Punkt (x,, y,) des Rechtecks f(x,)= ¢ (y,) =0 ist.

1) Nullstellen von ¢ (y) werden der Behandlung zugénglich, wenn man
# und y vertauscht. So miissen nur die Stellen x,, y, aufier Betracht bleiben,
wo f(x;) =@ (¥,) =0 ist. Solche ,singulire* Stellen werden uns spiter niher
beschiftigen,



8 I,1. Elementare Integrationsmethoden.

Haufig tritt der Fall ein, daB erst nach Einfilhrung einer neuen
unbekannten Funktion oder nach Einfiihrung einer neuen unabhingigen
Variablen der eben eingeschlagene Weg gangbar wird. So hat z. B.

dy
ar=% +y
nicht die bisher zugrunde gelegte Form. Wihlt man aber
v=x-+y
als neue unbekannte Funktion, so wird die Differentialgleichung
dv
d—%— =7 + 1.
Nun konnen die Variablen getrennt werden. Man findet dann
v+41 .
og ;l:)_—}-_i =X — X,
oder
v=— 14 (v, 1) e= %,
Also wird

y=—2x—1-+4+{1 4 x5+ y,) e* 2.
Dabei ist noch v,= x, 4 y, gesetzt. Tatsichlich stellt diese Glei-
chung eine Funktion dar, die fiir x = x, den Wert y, annimmt.

Durch die gleiche Substitution werden bei allen Differential-
gleichungen von der Form

o =rfl+y)
die Variablen trennbar.

Ahnlich behandelt man y’= f(ax + 8v).

Es gibt eine weitere ziemlich umfassende wichtige Klasse von
Differentialgleichungen, in welchen sich durch eine einfache Substi-
tution die Variablen trennen lassen. Ich meine die homogenen Diffe-
rentialgleichungen. Sie haben die Form:

ay _ (v
ax =T (;) :
Hier hilft die Substitution
v=2,
X

durch die v als neue unbekannte Funktion eingefiihrt wird. Die
Differentialgleichung wird dann

v x4 v=f(v)
o=

Y =
X

oder

Die Variablen sind also getrennt. Will man aber hier die Methode
von S. 7 verwenden, so muB man durch f(v) — v dividieren und also
neben x == 0 auch f(v) — v = 0 voraussetzen. Dadurch gehen aber

gewisse Losungen der Differentialgleichung % =f <%> verloren. Wenn
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namlich die Zahl & der Gleichung f(¢) — ¢« = O geniigt, so ist y =cx
eine Losung jener homogenen Gleichung.

In wieder anderen Fillen fiihren andere Substitutionen auf eine
homogene Differentialgleichung. Fiihrt man z. B. in

d
(x—y)+ 22y L=0
v=y* ein, so erhdlt man die homogene Gleichung
v dv
Auf homogene Differentialgleichungen lassen sich im allgemeinen
auch die folgenden zuriickfiihren:

dy _ As+By+C
dx = ax—+by+c '

Falls namlich C =0 und ¢=0 ist, so ist die Gleichung bereits
homogen. Durch eine passende Transformation kann man aber diese
Gestalt herstellen. Der Gedanke ist der: Man betrachte die beiden
Geraden

Ax+By+4+C=0, ax—+by+c=0.
Man bringe durch eine passende Verschiebung des Koordinaten-
systems, also durch eine Substitution der Form:

x=u+h y=v+k
den Schnittpunkt der beiden Geraden in den Koordinatenanfang. Das
geht immer, wenn die beiden Geraden nicht parallel sind. Dieser
Fall werde also zunichst ausgeschlossen.
Durch die Substitutionsgleichungen wird also sowohl eine neue

Variable wie eine neue unbekannte Funktion eingefiihrt. Man findet

leicht, daB
av d_y

du  dx
ist. Die Substitution liefert also zunichst
dv __AutBv+(dr+Bri+C)
du =~ au-tbv+(ak+bktc)
Hier sind dann die %,% aus den beiden Gleichungen
Ah+Bk+C=0, ah+bk+4+c=0
zu bestimmen. Diese sind lésbar, weil die beiden Geraden nicht
parallel sein sollen. Die transformierte Gleichung ist dann homogen.
Wenn aber die beiden Geraden parallel sind, so kann man die
Gleichung #nicht auf eine homogene Gleichung zuriickfilhren, aber man
kann fiir b & 0 die Differentialgleichung so schreiben:

B B
S (axtbyto)+Cc—=°

ay _ b "
ax+by+c

arx
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Dann fithre man durch

v=ax-+by-+c
eine neue unbekannte Funktion v ein. Die Gleichung wird dann
B B ¢

l(dv >~_§f+cr b
b \dx a) == v

dv __(Btap+Cb—Be

ax ' v

oder

Dabei ist angenommen, dal 4 0 sej. Der Fall 5 = 0 erledigt sich
ja von selbst.

§ 2. Lineare Differentialgleichungen.

Die linearen Differentialgleichungen haben die Gestalt

d

T+ @)y +o#) =0
Die Koeffizienten f(x) und ¢ (x) mogen in einem Intervall stetig er-
klart sein. Zur Integration der linearen Differentialgleichungen fiihrt
der Ansatz y = .y, durch den zwei Hilfsfunktionen u(x) und v (x)
eingefithrt werden. Die Gleichung wird dann

u(@ +fo)+u'v+@=0.
Nun bestimme man v aus der Gleichung:
(1) v+ f(®)v=0.
Dann bleibt fiir «:

wWo+@=0.

In beiden Gleichungen konnen dann die Variablen getrennt werden.
Man findet

z
-Jtmas
V= 1y,e %o
Daher wird
z
1 & +ff@ds
uz—v—ftp(x)e %o dx 4 u,.
0z
So hat man schlieBlich:
z
~ffrmaz +.rf(x)dz
Yy = vye %o {uo——ftpxe”u dx}
Dann wird

~Jf(x)wz +J'f(x)dm
y=e¢ % !yo"fwxe”" dx}

das Integral unserer leferentlalglelchung, welches fir x =, den
Wert y, annimmt.
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Wir wollen die Integration der linearen Gleichung noch etwas
anders darstellen. Zwar ist es im Grunde genau das Gleiche, doch
wollen wir die Gelegenheit benutzen, um an einem einfachen Beispiel
die Methode der Variation der Komstanien kennen zu lernen. Wenn
in der Gleichung

Y+ f®)y+ox)=0
@ (x)=0, die Gleichung also, wie man sagt, homogen') wire, so wiren
die Variablen getrennt und man finde als allgemeines Integral

z
-[fwde
y=ce Zo
Dabei ist ¢ eine beliebige Konstante?), die Integrationskonstante. Der
Grundgedanke der neuen Methode ist es nun, in die inhomogene
Gleichung
Y+ 1(0)y+ 9 (x) = 0,

in der also nun ¢@(x) nicht identisch verschwindet, mit dem Ansatz

z
—J'f(x) dz

y=c(x)e %
hineinzugehen, also die Konstante in ¢(x) zu variieren, d. h. durch
eine noch zu bestimmende Funktion von x zu ersetzen. (Man erkennt
jetzt wieder das Produkt von zwei Funktionen, das bei der ersten
Darstellung den Ausgang bildete.) Man findet dann

z
-Jraae
e % +@(x)=0

und berechnet daraus ¢ (x). Leicht findet man dann die schon vor-
hin angegebene Auflésungsformel wieder.

Auf die linearen Gleichungen 148t sich die Bernoullische Diffe-
rentialgleichung

Y+ @)y +e@)y"=0 (ns1)

zuruckfithren. Man hat sie nur so zu schreiben:

yry -yt f(x) + @ (x) =0,
1) Das Wort homogen wird also jetzt in anderem Sinne gebraucht als
bei den Differentialgleichungen
ay <y>
adx f ¥

auf S. 8. Jetzt bezieht es sich darauf, daf die linke Seite eine homogene
Funktion von 9’ und y ist, wihrend es sich frither darauf bezog, daf die rechte
Seite eine homogene Funktion von x und y war. Vorhin war iiberdies die
homogene Funktion von nullter Dimension, jetzt ist sie von erster Dimension.

%) Sie war vorhin mit v, bezeichnet.
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um zu erkennen, daB die Substitution v = y1~* auf die lineare Gleichung

! vV v-flx) o) =0

1—n

fiihrt.

Oft erwcist es sich als niitzlich, von der Differentialgleichung fiir
die unbekannte Funktion y(x) zur Differentialgleichung fiir die Um-
kehrungsfunktion «x(y) iiberzugehen. Ist namlich x(y) bestimmt, so
ist natiirlich damit auch implizite y(x) bekannt; jedenfalls sind zu
seiner Bestimmung keine Differentialgleichungen mehr zu lésen. Oft
ist aber die Differentialgleichung der Umkehrungsfunktion leichter an-

greifbar.
Wenn z. B. die Gleichung
d o -
éz (¥%siny — yx) =1

vorgelegt ist, so wird daraus
d : 9
d—i +yx —siny.x*= 0.

Das ist eine Bernoullische Gleichung fiir x, die wir integrieren konnen.

§ 3. Einparametrige Kurvenscharen.

In einem Bereich B sei die Funktion y (x,y) eindeutig und stetig
erklart. Thre Werte im Bereich B erfiillen dann eine gewisse Strecke
einer Zahlengeraden, der ¢-Achse. Versteht man dann unter ¢ irgend-
einen Wert aus diesem Intervall, so definiert die Gleichung

y(x,y)=c
eine Kurve des Bereichs B. Kurven, die zu verschiedenen ¢-Werten
gehoren, schneiden sich nicht im Bereiche B, weil in diesem Bereich
y(x,y) eine eindeutige Funktion ist. Die Gesamtheit dieser Kurven
bildet eine einparametrige Kurvenschar, ¢ heiBt der Parameter der
Schar. Eine solche Schar kann auch durch eine Gleichung der Form

@ (x.y,¢) =0
definiert sein. Es wird dann im allgemeinen nicht zu jedem x-y-Paar
nur ein ¢-Wert gehdren. Es werden vielmehr im allgemeinen durch
jeden Punkt des Bereiches B mehrere Kurven der Schar gehen. Die
Auflésung

¢ —v (%)
ergibt dann eine mehrdeutige Funktion vy (x,y), z B. die mit zwei
Vorzeichen wihlbare Quadratwurzel. Wir wollen voraussetzen, daB
@ (%,9,¢) in einem gewissen Gebiete G der x, y, ¢ eine eindeutige
stetige Funktion von x,y, ¢ ist, die stetige partielle Ableitungen nach x,

nach y und nach ¢ besitzt; %Zi sel von Null verschieden. In der Um-
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gebung eines jeden solchen der Gleichung ¢ (¥, y,c)= 0 geniigenden
Wertetripels %, y,,c, werden dann die bekannten Sitze iiber implizite
Funktionen verwendbar, und man hat daher in der Umgebung einer
jeden solchen Stelle (x,,y,) eine oder mehrere eindeutige und stetige
Auflésungen
c=y(x,9).

Wir setzen nun weiter voraus, daB w(x, y) mit stetigen ersten Ab-
leitungen versehen sei. Dann gilt der Satz:

Die Kurven einer jeden einparametrigen Kurvenschar geniigen
einer Differentialgleichung erster Ordnung.

Wenn man namlich die Gleichung

c=v(x9)
nach x differenziert, so bekommt man
0_ ¥ | 2wdy
0% oy dx’
und dies ist schon die gewiinschte Beziehung zwischen x,y,y" der
durch unsere Gleichung dargestellten Kurven.

Ist die Schar in der allgemeinen Form

¢ (%y,0)=
gegeben, so wird analog
0 op d
24T —0.
Eliminiert man dann ¢ aus diesen beiden letzten Gleichungen, so er-
hélt man die gewiinschte Differentialgleichung.
Zwei Beispiele werden die Dinge vollends klarlegen.

Die Tangenten einer Kurve

n=f(£)

machen eine solche einparametrige Kurvenschar

y=FfE&+r1@E(x—28
aus. £ ist der Parameter der Schar. Differenziert man nach x, so
findet man natiirlich
Y =f"(§)
fiir die Richtung der Tangenten. Nun hat man & aus beiden Gleichungen
zu eliminieren, wenn man nicht die beiden Gleichungen

y=r@+7x—8

Y =1
etwa als eine Parameterdarstellung der Differentialgleichung selbst
ansehen will. Tatsidchlich werden wir uns spiter mit Differential-

gleichungen befassen, die in dieser Form gegeben sind oder auf
diese Form gebracht werden kénnen.



14 I,1. Elementare Integrationsmethoden.

Wenn z. B.
n=74§
die vorgelegte Kurve ist, so hat man

y=£§"+2&(x—§)

y = 2&.
So erhilt man die Differentialgleichung

und

y= 3—)4—“—|—y' (\x—-:;») oder 9% —d4xy +4y=0

der Parabeltangenten.

Durch
X2yt =2
ist die Schar der konzentrischen Kreise gegeben. Also wird
x+yy =0

die Differentialgleichung der Schar.
Ebenso wird
2yy' —1=0
die Differentialgleichung der Parabelschar

y*=x-+C.

§ 4. Exakte Differentialgleichungen.

Die Bemerkungen des vorigen Paragraphen fiihren uns zu einer
weiteren Integrationsmethode.

Wenn namlich die Koeffizienten P(x,y) und Q(x, y) einer Dif-
ferentialgleichung P -- Q4" == 0 der Integrabilititsbedingung

aP _ 8Q
9y~ ox
genligen — solche Differentialgleichungen heiflen exaki —, so gibt

es nach bekannten Sitzen der Integralrechnung eine Funktion ¢ (x, y),
deren Ableitungen P und Q sind. Dann besagt aber die Differential-
gleichung, die man dann in der Form

op | dpady
ox T
schreiben kann, weiter nichts, als daf lings einer jeden Integralkurve
der Differentialgleichung die Funktion ¢ (x,y) einen festen Wert an-
nimmt. Dann wird also ¢ (x,v)=C die Schar der Integralkurven.

Wenn z. B. die Gleichung

o d
x"—{—ygd%%:O

vorliegt, eine homogene lineare Gleichung, die man auch nach S. 10
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behandeln konnte, so ist sicher die Integrabilititsbedingung fiir die
Koeffizienten erfiillt. Man berechnet dann bekanntlich die Funk-
tion @(x,y) so: Da die x-Ableitung von ¢ den Wert x? besitzt, so
findet man

o= [z 4 yio) =% 4 v().

Hier bedeutet y(y) eine Funktion von y, die nun aus der Bedingung
zu bestimmen ist, daB

oy 9
oy y
sein soll. Das liefert aber
y'(y) = 9>
Also wird
y3
() =g+
So finden wir
3+ 3
o="5"+o.

DaB die Ableitungen dieser Funktion die richtigen Werte haben, be-
statigt man leicht. So sind also

2 4yi=C

die Losungen unserer Differentialgleichung. Wiinscht man insbesondere
die Integralkurve durch den Punkt x,y,, so wird

2%+ 9 =x® + 9
deren Gleichung.

§ b. Der integrierende Faktor.

Wenn die Koeffizienten der Differentialgleichung

P(x,9)+ Q)% =0

nicht der Integrabilitatsbedingung geniigen, so kann man doch hoffen
dieselbe durch Multiplikation mit einer geeigneten Funktion M (x, y),
die man Multiplikator oder auch integrierender Fakior nennt, in eine
exakte Differentialgleichung zu verwandeln. Denn wenn man annimmt,
daB die Differentialgleichung Losungen besitzt, und daB die Schar
ihrer Losungskurven durch

p(x,y)=c
gegeben ist, so mubB die Differentialgleichung auf die Form
o
dy EY’
dx g

oy
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gebracht werden konnen. Daher muB3

oy
P ox
Q  op
oy
sein. Daraus folgt
dp op
ox 0y
P Q0

Setzt man den gemeinsamen Wert dieser beiden Quotienten gleich M/ (x, ),
so findet man, daB

op op
%—_MP, Vayr_MQ

ist, daB also tatsichlich die Differentialgleichung
iy
MP-+4 MQ 70

exakt ist. Wie kann man nun aber eine solche Funktion M wirklich
bestimmen? Da die Funktionen MP und MQ der Integrabilitits-
bedingung geniigen miissen, so findet man fir M die partielle Dif-
ferentialgleichung

d(MP) _ 3(MQ)
= e

Man kann sie auch so schreiben:
oM oM opP 0
Py~ 5Z+M<5?_a_g) = 0.
Man mag geneigt sein, die Integration dieser partiellen Differential-
gleichung fiir schwieriger zu halten, als die der urspriinglich vor-
gelegten gewohnlichen Differentialgleichung. Indessen muf3 man be-
denken, daB man fiir unsere Zwecke nur irgend eine, lange nicht die
allgemeinste Losung der partiellen Differentialgleichung braucht. Und
tatsdchlich ist es oft leicht, aus dem bloflen Anblick der Gleichung
eine ihrer Loésungen zu finden. Einige Beispiele mogen dies klar-
legen.
Wenn etwa
1(or _00)

Q\dy ox

nur von x abhingt, so kann man der partiellen Differentialgleichung
durch eine Funktion geniigen, die nur von x abhidngt. Denn macht

man die Annahme
oM
oy =%

so reduziert sich die partielle Differentialgleichung auf

o ()

Jay ox
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oder M P,g,

Daraus findet man sofort

M=c¢
Die linearen Differentialgleichungen konnen z. B. auf diese Weise

integriert werden. Doch sind dies natiirlich nicht die allgemeinsten
hierher gehérigen Differentialgleichungen. Denn auch

. ay
y+xy—+siny 4 (x4 cosy) = =
kann so integriert werden. Ein Multiplikator ist ¢?. Das allgemeine
Integral wird
e®(xy + siny) =c.

Manchmal kann man Vorteil aus der Kenntnis des Zusammen-
hanges zwischen den verschiedenen Multiplikatoren ein und derselben
Differentialgleichung ziehen.

Wenn nimlich M (%, y) ein Multiplikator, und f(x, y) =c das all-
gemeine Integral®) einer gewihnlichen Differentialgleichung sind, so ist
auch M-f etn Multiplikator. Denn man rechnet nach:

?(MfP)__2(MfQ) — 2T ap — 2 arq 4 20D _fa<MQ>

0y ox
_ dy 0f of dy
—_MQ<dxay 5;) wegen MP‘f"MQ; =
— ofdy
=0 wegen + Gydx =

Da weiter das allgemeine Integral auch in der Form

p(f)=c¢
geschrieben werden kann, wenn man unter ¢ (w) eine willkiirliche
differenzierbare Funktion versteht, so ergibt sich, da auch

. o M-9(f)
ein Multiplikator ist.

Wenn umgekehri der Quotient zweier Multiplikatoren M, und M,
nicht von x und y unabhdngig ist, so stellt
Ml

M,

1) Vorbehaltlich einer spidteren schirferen Begriffsbestimmung werde
unter einem allgemeinen Integral irgend eine einparametrige Schar von Inte-
gralen der Differentialgleichung verstanden.

Bieberbach, Differentialgleichungen. 2
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das allgemeine Integral der Differentialgleichung dar. Wenn niamlich

af _ dy

ax M 1P + M 1Q ax
und

g _ dy

7r = M P+ M0
gilt, so stellen sowohl

fx,y)=c wie @@®y)=C

das allgemeine Integral dar. Liangs einer jeden Integralkurve haben
also sowohl f wie ¢ konstante Werte. Die Werte von ¢ sind also be-
kannt, wenn man die von f kennt. Daher kann ¢ als Funktion von
f dargestellt werden. Nun hat man aber

dop __ M, (P+Qy) M,

af — M (P+Qy" M’

Da aber weiter, wie wir eben sahen,

p="F(f)
ist, so ist auch
do ’
P ()
Daher ist wirklich
M.
W=F0=

das allgemeine Integral.

Man kann von diesen Bemerkungen auch auf die folgende Weise
zur Integration von Differentialgleichungen Gebrauch machen. Es sei
etwa ein Multiplikator von

WP+ 2+ @ +9)y =0

zu bestimmen. Wir schreiben die Differentialgleichung so:

(® 4 2%y) + (x +yy) = 0.

Betrachtet man dann erst einmal die beiden Differentialgleichungen

y?+#% =0  und  x4yy=0
gesondert fiir sich, so ist man leicht in der Lage, die samtlichen
Multiplikatoren einer jeden derselben zu bestimmen. Die erste be-
sitzt den Multiplikator x =3y~ % und x~2% 4 9~ 2% = ¢ ist ihr allgemeines
Integral. Also ist
x—sy—3F<x—2+ y—2>

der allgemeinste Multiplikator der ersten Gleichung. Ein Multiplikator
der zweiten ist 1 und x? 4- 9% = ¢ ist ihr allgemeines Integral.

Also ist '

f(x®+y?

ihr allgemeinster Multiplikator. Wenn es nun gelingt, eine Funktion
u finden, die als Multiplikator der beiden Differentialgleichungen zu-
gleich brauchbar ist, so ist dieselbe auch ein Multiplikator der wur-
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spriinglich gegebenen Differentialgleichung. Es kommt also darauf an,
der Bedingung

x—sy—3F<x—2 + y—e) —_ f(xﬁ _|__ y‘.’)

zu geniligen. Man sieht leicht, daB es hinreicht

[ +99) (6 +)7%  wnd Pty s by
zu wihlen. Daher ist

(2 + y?)=*h
ein Multiplikator der gegebenen Differentialgleichung. Man bestitigt
dies leicht.

§ 6. Die Clairautsche Differentialgleichung und
Verwandtes.

Die Differentialgleichungen

werden am zweckmiBigsten dadurch behandelt, daB man

y' =1
als neue unbekannte Funktion einfiihrt. Kennt man ndmlich erst ein-
mal ¢’ als Funktion von x, so setze man diese nur in die gegebene
Differentialgleichung, um damit eine Gleichung zwischen x und y allein
zu erhalten. Man verifiziert dann, daB sie ein Integral der Differential-

gleichung liefert. Den Verlauf des Verfahrens wollen wir uns jetzt
am Beispiel der Clairautschen Differentialgleichung

y=xy"+ 1)
etwas niher ansehen. Um eine Differentialgleichung fiir die neue
unbekannte Funktion

‘=19

zu bekommen, differenzieren wir

y=xp+(p)
nach 2. So finden wir
p=p+xp" +1(p)p

P’ (x+ () = 0.
=0

5+ (p)=0.

oder
Also ist entweder
oder aber

%
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Im ersten Falle wird

p=c.
y = xc -+ £(0)

das allgemeine Integral. Das ist also eine Schar von geraden Linien,
Im zweiten Falle aber wird

x = —f(p)
y=xp+f(p),
y=—2pf @)+ 1)

zusammen gibt eine Parameterdarstellung einer bestimmten Kurve
der x,y-Ebene mit p als Parameter, die gleichfalls der Differential-
gleichung geniigt. Denn auch fiir diese Kurve wird, wie man leicht
ausrechnet,

Daher wird dann

Dies mit

d. h. mit

y =9

Diese Einzelkurve, die zu dem schon gefundenen allgemeinen Integral
noch hinzutritt, nennt man ein singuldres Integral, wahrend man im
Gegensatz. dazu die im allgemeinen Integral enthaltenen Einzel-
integrale als paritkulire Integrale bezeichnet. Das Vorkommen
solcher singuldrer Integrale, das Taylor zum ersten Male im Jahre 1715
bemerkte, scheint im Widerspruch mit unseren seitherigen Auf-
fassungen iiber die Integrale der Differentialgleichungen zu stehen.
Wir wollen daher ibr Vorkommen mit dem allgemeinen Integrale in
Zusammenhang bringen und damit eine Aufklirung geben, die
Lagrange 1774 gefunden hat. Zu dieser Aufklirung fiihrt uns die
Bemerkung, daB im Falle der Clasrautschen Differentialgleichung
das singulire Integral einfach die Enveloppe der einparametrigen
Kurvenschar des allgemeinen Integrales ist. Will man namlich die
Enveloppe der Geradenschar

= xc + f(c)

bestimmen, so hat man bekanntlich?) diese Gleichung nach dem

1) Ohne auf eine allgemeine Theorie der Enveloppen einer beliebigen
Kurvenschar eingehen zu wollen, sei hier nur so viel gesagt. Bei den
Geradenscharen

y=uxc+f(c)

mogen vorab die folgenden Bemerkungen Platz haben. Da die Schargeraden
einander nicht parallel sind, so schneiden sich je zwei derselben. Wenn man
eine Kurve sucht, die von den Geraden der Schar beriihrt wird, so kann man
sich gegenwirtig halten, dafi zwei geniligend benachbarte Tangenten sich in
der Nidhe ihrer Beriihrungspunkte schneiden und dafi der Beriihrungspunkt der
Geraden ¢ als Grenzlage des Schnittpunktes der beiden Geraden ¢ und ¢-}- &
fir #-— 0 aufgefafit werden kann. Der Schnittpunkt aber bestimmt sich aus
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Parameter ¢ zu differenzieren und dann aus beiden Gleichungen ¢ zu
eliminieren. So findet man hier fiir die Enveloppe

= —f()

y = xc + f(c)-
Das ist aber gerade die Parameterdarstellung des singuliren Inte-
grales. Da aber nun die Enveloppe von den Kurven des allgemeinen
Integrals berithrt wird, so geniigen auch ihre Linienelemente der
Differentialgleichung, Unter einem Linienelement verstanden wir ja
ein Wertetripel %, vy, ¥ oder geometrisch einen Punkt %, y ver-
einigt mit dem Richtungstangens einer ihn passierenden Geraden.
Da dann aber alle Linienelemente der partikuliren Integrale der
Differentialgleichung geniigen, so geniigt auch ein jedes Linien-
element, das ein sqlches partikulires Integral mit der Enveloppe im

;:ien beiden Gleichungen
y=sxc+1()
y=xC+hr+flc+h
oder auch aus den beiden Gleichungen
y=xc+()
0 N1

Geht man nun zu %2 —» 0 tiber, so erhdlt man, wie im Text angegeben wurde,
zur Bestimmung des Punktes, in dem die Gerade ¢ die Enveloppe beriihrt,
die beiden Gleichungen

y=2e+f@) g Y=l O+
0=z+4f"(9), x=—1"(0),

die man also als eine auf den Parameter ¢ bezogene Darstellung der Enveloppe

auffassen mag. Man iuberzeugt sich weiter leicht, daf die Enveloppe in ihrem

Punkt ¢ von der Schargeraden ¢ berithrt wird. Denn die Gleichung der Tangente
an die Enveloppe im Punkte ¢ wird ja

y=xc+f(0).
Bei diesen letzten Darlegungen ist stillschweigend angenommen, dafi die
beiden Gleichungen
x=—1"(c)

y=—cf" )+ ()
tatsichlich eine Kurve bestimmen. Das ist nur dann nicht der Fall, wenn
f’(c) von ¢ unabhingig ist. Sei etwa f’(c)=q4. Dann wird f(c)=ac b,
also die Enveloppe durch den Punkt

¥x=—a, y=0b
geliefert. Tatsdchlich bestehen dann ja auch die Losungen der Differential-

gleichung
y==xy'+ay'+b
y=xc-+4ac-4b,

¥=—=—a, y=10

aus den geraden Linien
die alle durch den Punkt

hindurchgehen.
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Beriihrungspunkt gemeinsam hat, der Differentialgleichung. Da aber
die Enveloppe nur solche Linienelemente besitzt, so ist es nicht ver-
wunderlich, daB die Enveloppe der partikulidren Integrale der Diffe-
rentialgleichung geniigt. In diesen Bemerkungen ist schon das all-
gemeine Gesetz begriindet, daB stets die Enveloppen der partikuldren
Integrale als singulire Integrale der Differentialgleichung geniigen.

Auch bei der Lagrangeschen Differentialgleichung
)+ o()=0

erlaubt es die Einfithrung von
Y =,
die vorzunehmenden Auflosungsprozesse erst nach der Integration aus-
zufithren. Fithrt man ndmlich 9" = ein und differenziert nach x,
so erhilt man
L+pf(@)+yf @) + ¢ )¢ = 0.

Fiihrt man nun noch y statt x als unabhingige Variable ein, so erhilt man

L+ 8(B) + 91 B2 5o+ ¢/ (B)p5E — 0

fir p(y). Geht man Zur Umkehrungsfunktion y(p) iber, so wird
2 (LHDFB) +y b1 (B) + b0 (B) = O

und das ist eine lineare Differentialgleichung fiir y(p).

Hat man aus ihr y als Funktion des Parameters $ bestimmt, so
liefert die Differentialgleichung selbst leicht auch x als Funktion dieses
Parameters. DaBl man so wirklich die Losungen in Parameterdarstellung
gefunden hat, verizifiert man leicht durch Einsetzen in die Differential-
gleichung.

Ganz ahnlich .verfahrt man auch bei den anderen Differential-
gleichungen, die zu Beginn dieses Paragraphen aufgefithrt wurden.

§ 7. Ziel und Tragweite der elementaren Integrations-
methoden.

Nach unseren Erfahrungen kann man es wohl als das Ziel der
elementaren Integrationsmethoden bezeichnen, geschlossene Ausdriicke
fiir die Losungen von Differentialgleichungen zu finden. Als Hilfs-
mittel werden dabei die elementaren Funktionen und die Quadraturen,
d. h. die unbestimmten Integrale zugelassen. Es ist ja ein bekannter
Satz von Liouville, daB man nicht alle unbestimmten Integrale, auch
wenn die Integranden elementare Funktionen sind, durch elementare
Funktionen ausdriicken kann. Elementar heiflen dabei alle Funktionen,
die sich durch endlich oftmalige Anwendung algebraischer, exponen-
tieller und logarithmischer Prozesse explizit darstellen lassen. Ebenso
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sollen jetzt noch endlich viele Quadraturen zugelassen werden. Es
ist wieder ein Satz von Liowville, daB man nicht alle Differential-
gleichungen erster Ordnung auf diese Weise 16sen kann. Die Bei-
spiele, an denen das Liouville gezeigt hat, gehéren dem Gebiet der
sogenannten Riccatischen Differentialgleichungen an. Darunter ver-
steht man eine Differentialgleichung von dieser Gestalt:

(1) Y =y (%) + &y (%) y + a5 (¥)y°

Euler, dessen ,Institutiones calculi integralis auch heute noch die
reichste Sammlung elementar integrierbarer Differentialgleichungen
enthalten, hatte sich damit befaBit, elementar 1ntegrlerbare Fille der
speziellen Riccattschen Gleichung

2 y' 4+ y?=axm (a = Konstante)

zu finden. Sein Ergebnis ist dieses: Es ldft sich Trennung der
Variablen stets dann erreichen, wenn der Exponent m unter Verwendung
einer ganzen positiven Zahl k in einer der beidem Formen

— 4k d — — ik
=%rr1 oaer =1
geschrieben werden kann. Im ersten der beiden Fille macht man die
Substitution _— -1
J— m P YR
&=, m +1
und gelangt so zu der Differentialgleichung
' 2___ % m it — — 3
AR A —(m+1)2t mit # h—q"
In einer solchen geht man dann mit der Substitution
1 1 2
t=. Z=53—5
weiter und gelangt zu
: —4(k—1)
2 —_ )
22 = (m+1)2 mit ”“2(k—1)+1‘

Somit kommt man durch mehrmalige Verwendung solcher Substitu-
tionen in allen erwihnten Féllen nach endlich vielen Schritten
zu einer Differentialgleichung

Y 4yi=«
mit konstantem @, in welcher also die Variablen getrennt sind. Als
Grenzfall £ — oo ist unter den Riccatischen Gleichungen auch noch

Y+t =ax?
enthalten. Hier fiihrt die Substitution y =—1— zu einem der schon behan-
delten Typen. Liouville hat nun gezeigt, daB die hier aufgefiihrten die
einzigen Fille sind, in welchen spezielle Riccatische Gleichungen

elementar integrierbar sind. Damit hat er Beispiele von Differential-
gleichungen gegeben, welche nicht elementar integrierbar sind. Die
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Liouvillesche Arbeit, auf die wegen des Beweises verwiesen werden
muB, steht in Liowvilles Journal de mathématiques, Bd. 6 (1841).

Der Leser wird noch ein Wort iiber die allgemeine Riccatische
Gleichung (1) vermissen. Sie wird durch die Substitution

(3) = X Tdr

in die lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung

(4) agu” — (o) + e e)u’ + ago?u=0

iibergefiihrt!). Der von Euler behandelte spezielle Typus (2) fithrt auf
u” —axmy =20,

Z%ik_l elementar integriert werden kann. Elementar

sind weiter diejenigen dem allgemeinen Typus(1)angehérigen Gleichungen

zu integrieren, in welchen

die also fiir m =

’
oy . .
@ty = €, - + a, =¢, ist (wo ¢, und ¢, Konstantensind).

Denn dann bekommt die lineare Differentialgleichung (3) konstante
Koeffizienten und kann daher, wie wir S.116ff. sehen werden, elementar
behandelt werden. Bei Betrachtung der linearen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung werden wir nochmals auf die Riccatischen zuriick-
kommen und dann noch einen allgemeinen Satz iiber dieselben kennen
lernen.

II. Kapitel.

Die Methode der sukzessiven Approximationen und
verschiedene Anwendungen derselben.

Die bisher verwendeten Methoden sind recht primitiv und dem-
entsprechend ist ihre Tragweite gering. Natiirlich kann man in hin-
reichend einfachen Fillen ErsprieBliches mit denselben erzielen, aber
in komplizierteren Fillen werden die Resultate rechnerisch recht um-
stindlich. Daran #ndern auch nichts die Uberlegungen, durch die
Lie die Theorie der elementaren Integrationsmethoden auf eine
systematische Basis gestellt hat. Auch ist die Ausbeute fiir die Unter-
suchung der funktionentheoretischen Natur der Losungen und ihres
numerischen Verlaufes sehr gering, ganz abgesehen davon, daB es,
wie wir sahen, Fille gibt, wo diese Methoden gar nicht zum Ziele
filhren konnen.

Es ist daher an der Zeit, daB wir uns wieder auf unsere Auf-
gabe besinnen und uns nicht in das Studium der Losungsmethoden

1) Jede lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung kann durch
Umkehrung dieses Prozesses auch in eine Riccatische verwandelt werden,
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verlieren und nicht dariiber die Losungen selbst vernachldssigen. Dies
ist auch der Grund, weswegen ich hier auf Lie nicht niher eingehe?).

Wir wollen zunichst eine bequeme, gut konvergente Methode
zur niherungsweisen Integration von Differentialgleichungen kennen
lernen. Wir werden uns dabei auch gleichzeitig vergewissern, daf
in der Tat jede Differentialgleichung Losungen besitzt, und damit
zugleich die S. 4 ausgesprochene Vermutung beweisen.

§ 1. Das Verfahren der sukzessiven Approximationen,

Zunichst wollen wir den folgenden Satz beweisen.

Existenztheorem: In der Differentialgleichung

dy
1) 5 =f%y)
sei (%, y) in einem gegebenen konvexen Bereiche®) B der x y - Ebene stetig

und geniige fiir jedes dem Bereiche angehirige Punktepaar (x,y,) und
(%, ¥o) der Lipschitzschen Bedingung

[F(x9) — F(%9) | S M|y, — 9],

wo M eine passende, von x, von y, und y, unabhingige positive Zahl ist.
In B sei ferner |f(x,y)| < M. Es seien weiter a und b zwei positive
Zahlen, die der Bedingung

b>aM

gentigen, und fiir die das Rechieck R:
(x— | <a, |y—y|<b

dem Bereiche B angehort. Dann gibt es gemaw eine samt threr ersten
Ableitung in |x — x| < a stetige Funktion y = @ (%), die der Diffe-
rentialgleichung (1) geniigt, fir die also in |x — x,| < a

¢’ (¥) =1 (%, 9 (%))

gilt, und die zugleich durch den Punkt (%, y,) hindurchgeht, fir die
also @ (%) = ¥, ist.

1) Sophus Lie hat in seinem gemeinsam mit Georg Scheffers herausgegebenen
Buch: Vorlesungen @ber Differentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen Trans-
formationen (Leipzig 1891) eine eingehende Theorie der elementaren Integrations-
methoden gegeben. Man vergleiche auch den gerade herausgekommenen Bd. ITI
der gesammelten Abhandlungen von Lie.

%) Unter einem ,Bereiche der » y - Ebene“ werde ein fiir allemal eine
Punktmenge dieser Ebene verstanden, die eine passende um jeden ihrer Punkte
gelegte Kreisscheibe gleichfalls enthdlt und die aufierdem aus nur einem Stlick
besteht, so daf man also je zwei ihrer Punkte miteinander durch einen dem
Bereiche angehdrigen Polygonzug verbinden kann. Enthidlt der Bereich tiber-
dies die geradlinige Verbindung eines jeden ihm angehdrigen Punktpaares,
so heifit er konvex.
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Die im Satz genannte Lipschitzsche Bedingung ist sicher dann
erfilllt, wenn f(x,y) eine in B stetige partielle Ableitung nach y be-

sitzt. Denn wenn diese dann in B der Ungleichung

0 .
%l < M gentigt,

dann lehrt der Mittelwertsatz, daB die Lipschitzsche Bedingung er-
fiillt ist.

Um zum Beweis das Verfahren der sukzessiven Approximationen
einzuleiten, geht man von irgendeiner stetigen bei x,, differenzierbaren
Funktion y, (%) aus, die nur der Anfangsbedingung y, (%,) = ¥, geniigen
und auBerdem dem Bereich. B angehéren mége. Man kann als solche
erste Naherung y,(x) etwa die Konstante y, (x) =y, wihlen. Man kann
aber auch, und das wird zweckmiBiger sein, den Polygonzug nehmen,
den wir schon auf S.3 erwihnt haben und der den bekannten Niherungs-
summen der bestimmten Integrale entspricht. Aber wie dem auch sei,
irgendeine solche erste Niherung y, (x) bildet den Ausgangspunkt. Die
weiteren Niherungen werden auf folgende Weise erhalten. Wire schon

D f (9, @)

so wire ¥, (x) eine Losung. Dies wird selten so sein. Daher setze
man

D5 — £ (%, 90 (%)

und bestimme hieraus y, (x) so, daB y,(x,) =y, wird. Dann wird
offenbar

y, (%) = yo+zf £ (%, 9 (%) dx.

ay,

Nun bestimmt man y, so aus —-* = f(x, 9, (x), daB y, (x,) = y, wird,
7
und findet Yy (£) = yo+ J F(% v, (%)) dx.
Zo
Alligemein wird
ayn

d7=f<x’yn—1)

und also Yo (%) = ¥o+ ff'(x, Yoy (%) d .

Wir wollen zeigen, daB der lim y, (x) existiert und daB die
nrw
Grenzfunktion y(x) = lim y,_(x) eine Losung der vorgelegten Diffe-
n—r»wo

rentialgleichung ist. Zunidchst erdrtere ich die Frage, ob man die
angegebenen Schritte tatsdchlich ausfithren kann. Das geht dann und
nur dann, wenn die Kurven y =y, (x) fiir das Intervall |x —x,| < a
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alle dem zugrunde gelegten Bereich angehéren. Fiir y, (v) wurde
dies vorausgesetzt. Fiir die anderen y, (x) aber wird.

x
|9 (2) = 90 | < [1£(%, v0oa) | d2 < M| 2 — 50|
Zo
Die Seitenlingen des Rechtecks R sind 24 und 2b. Nun ist
b
a < Iy
angenommen. Daher liegen fiir |x — x,| < a alle Néherungskurven

¥, (%) im Rechteck R.
Weiter bemerkt man, daB

l 1 (%) — v, (%)

l\ x— %

beschrankt ist. Unter N eine passende Zahl verstanden, hat man also

|91 (%) — 9o (%) | S N | % — |-

Ferner wird

1y2(x)_y1(x)l=|xf(f(x’ ¥1) — f(x’yo))dxléMle|y1 (x)—yo(x)idx‘

z
[%— 2"
SMN|[[|x— x| dx| =M N E0L,
Zo
Allgemein wird, wie man durch vollstindige Induktion nachweist,

|V (%) — ¥, 1 (%)] gMn—l.N.M;n!@f_
Denn nimmt man

|
| Yoy (8) — ¥, g (1) S M"—2.N'7

als richtig an, so folgt aus

Iln—1
— %

(n :_lj !

1u(2) = s ()= S {10 3,) 5 3
daB ’

1

lyn(x) - yn-l(‘x>| < Mif{yn—l - yn—‘.‘.ldxl < ‘Wﬂ_l'N"x—’.{o .

ist.
Die Reihe
(%) =lim y, (x)
=90 (*) + (90 = % (%) + . F (Y () — Yoy () + -

konvergiert hiernach absolut und gleichmaBig fiir alle ¥ mit |x—x,|<a.
Die Konvergenz ist mit der der Reihe fiir die Exponentialfunktion
vergleichbar. Sie ist also eine sehr gute. Wegen der gleichmiBigen
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Konvergenz ist y(x) stetig in |x — x| <a. Da y, (x) in R verluft,
ist f(x,y,) erklirt und eine stetige Funktion von x. Aus

Yo (%) = yo"}‘xff(x’ Vu_1) 4%

ergibt sich fiir » — oo, weil y,_,— v gleichmibBig fiir alle | x — %y |< a,

Daraus folgt

So haben wir also eine Losung der Differentialgleichung ge-
funden, die der gegebenen Anfangsbedingung geniigt. Wir wollen
uns noch iiberzeugen, daB sie tatsichlich die einzige LOsung ist.
Denn nimmt man an, Y (x) und y(x) seien zwei Lésungen, die der
Bedingung

Y (%) =Y (%) = %,
geniigen. u sei das Maximum der Differenz |Y (x) — y(x)| fiir
%< x < %)+ o ist dabei eine Zahl, iiber die wir gleich noch
niher verfiigen werden. Dann ist

f%Y) = fxy) | <MY —y][.
V' —y'=f(xY)—f(xy)

Y—y|SMpjxs—%|SMup-a.

Sei nun weiter ¢:e<i so ist
2M’

]Y(x)—y(x),g»;i fur x,<x < xp o,

Aus

folgt weiter

was nur dann keinen Widerspruch gegen die Definition von u be-
deutet, wenn u =0 ist. Dann fallen aber zwischen x=x, und
x = %,+ o beide Lésungen zusammen. Ebenso schlieBt man im
Intervall x)— ¢ < x < x, usw. Tatsichlich existiert also nur eine
Losung bei gegebener Anfangsbedingung?!). Der eingangs ausge-
sprochene Satz ist also nun in allen Teilen bewiesen. Die Gesamt-
heit der nach ihm vorhandenen Integrale machen das allgemeine Inte-

1) Man kann unschwer unser Ergebnis dahin erginzen, daf es
aufier der gefundenen keine Losung gibt, fiir die lim f(x) =y, ist. Wenn
. T2
man also von einer Losung f(x) nur voraussetzt, daf sie fiir », <x <#,-+a
“differenzierbar ist, und daB lim f (x) =y, ist, so ist sie schon mit der im Existenz-
z->a,
theorem angegebencn identisch.



§ 1. Das Verfahren der sukzessiven Approximationen. 29

gral der Differentialgleichung aus. Jedes einzelne derselben heift ein
partikulires Integral. (Vgl. dazu die vorldufige Erklirung S.17.)

Bemerkung: 1. Unsere Beweisfilhrung 146t nicht erkennen, inwieweit
die gemachten Voraussetzungen fiir die Richtigkeit der Behauptungen not-
wendig sind. In dieser Hinsicht hebe ich folgendes hervor. Fiir die Existenz
der Losungen reicht die Stetigkeit von f(x,s) hin. Erst fiir die Einzigkeit
der Losung, d. h. ihre eindeutige Bestimmtheit durch die Anfangsbedingungen
mufi eine weitere Bedingung wie die Lipschitzsche gefordert werden. Dies
hat zuerst Peano erkannt. Einen besonders durchsichtigen Beweis hat Perron
Annalen 76 gegeben. Dafi die Einzigkeit der Losung ohne Lipschitz - Be-
dingung verloren gehen kann, sieht man schon an der Differentialgleichung

y'=vIr]
2
an der Stelle x=9=0. Denn y=0 und y:%—

durch diesen Punkt. Vgl. auch S. 83ff.

2. Die Gilite der Konvergenz unseres Verfahrens, d. h. die Zahl der Schritte,
welche man nétig hat, um eine gewisse Anndherung an die Integralkurve zu

X

" ] sind zwei Losungen
x
1

erzielen, hiingt wesentlich von der Zahl M, d.h. von dem Maximum von %

in dem Rechteck ab. Man kann sich geometrisch leicht {iberlegen, dafi man
es in einem gewissen Mafie in der Hand hat, durch eine passende Substitution,
die geometrisch auf eine Drehung des xy - Koordinatensystems hinauslduft,
hier einigermafien giinstige Verhiltnisse zu schaffen. Schon S.8 war von der
geometrischen Deutung der Differentialgleichung die Rede. Ihr geometrisches
Aquivalent war ein Feld von Linienelementen. Man kann demselben eine ge-
wisse Ubersichtlichkeit dadurch verschaffen, dafi man die Linien einzeichnet,
in deren Punkten Linienelemente gleicher Richtung liegen. Wir wollen sie

die Isoklinen der Differentialgleichung nennen. Wenn nun aif einen grofien

Wert hat, so bedeutet das geometrisch, dafi sich auf den Parallelen zur
y-Achse die Richtung der Linienelemente rasch dndert, daf also diese geraden
Linien die verschiedenen Isoklinen in rascher Folge durchsetzen. Wenn man
also das Koordinatensystem so legt, daf die Isoklinen einigermafien senkrecht

zur Richtung der x-Achse stehen, so wird im neuen System ;—f einigermafien
klein werden und dann wird die Konvergenz unseres Verfahrens besser. Das
kommt auch bei der geometrisehen Durchfithrung der Methode der sukzessiven
Approximationen zur Geltung.

3. Schon im vorigen Abschnitt wurde erwidhnt, dafi ein Unendlichwerden
von f(»,y) nicht notwendig ein singulires Vorkommen zu bedeuten hat. Es
kann einfach auf der Lage des Koordinatensystems beruhen, und bedeuten,
dafi eine Losung der y- Achse parallel wird. Schon damals stellten wir fest,
dafi man dem durch Anderung des Koordinatensystems, also z. B. durch Ver-

1
fx9)
konnen wir wieder zum Ziele gelangen. Aber es bleibt mifilich, daf z. B.
die Methode der sukzessiven Approximationen liber eine solche Stelle weg
nicht konvergiert. Auch die weitere Verlagerung des Koordinatensystems wird
keine voll befriedigende Antwort geben. Diese bekommt man erst, wenn man
zu einer Parameterdarstellung tibergeht. Man kann dann etwa durch irgend-

tauschung von x» und y, begegnen kann, Wenn also stetig bleibt,

. . d . . .
eine Gleichung 7";-: @ (¥, ¥) mit stetigem ¢ (¥,y) den Parameter ¢ einfithren.
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Tragt man ndmlich rechts die Gleichung y = f(+) einer Losung ein, so ge-
winnt man hieraus durch Quadratur ihre Parameterdarsiellung!), wobei noch
der =0 entsprechende Punkt auf jeder Ldsung beliebig w#hlbar bleibt, wie
es der noch auftretenden Integrationskonstanten entspricht. Durch Einfithrung

dieses Parameters ¢ kann man dann statt % = f (», y) auch schreiben % =f¢

und so diese eine Differentialgleichung durch das System #'=g¢, y'=f.p
ersetzen. Ein entsprechender Existenzsatz lehrt dann wieder, daB es unter ent-
sprechenden Bedingungen fiir f und ¢ genau eine Losung gibt, die fiir t =1,
die Werte %, und y, annimmt. Denkt man noch an die Willkiir in der Wahl
des ¢ =0 entsprechenden Punktes, so kann man auch sagen, es gehe nach wie
vor durch jeden Punkt x,, y, genau eine Losung,

Man kann nun aber auch auf Systeme direkt die Methode der
sukzessiven Approximationen ohne jede nennenswerte Anderung iiber-
tragen und so auch noch allgemeinere Systeme betrachten wie z. B.

dy
o =ry )
a
=e(® %),

Hier wird man dann x, y, z als drei Raumkoordinaten deuten. Geo-
metrisch bedeuten dann diese Gleichungen wieder, daBl jedem Raum-
punkt aus einem gewissen Bereich ein Linienelement zugeordnet wird.
Und dann geht wieder durch jeden Punkt eine Losung. Ich formuliere
nun gleich den Satz fiir das allgemeinste System:

d .
D f gy (= 1,2.m)

Die Funktionen f;(%,y,, ... Y,) seien in einem gewissen Bereich der
x,y;, also z. B. in dem Intervall |x — x| < a, |y —v0| < b, ein-
deutig und stetig erklirt und es sei die Lipschitz- Bedingung

erfiilli. Dann gibt es genau n in einer gewissen Umgebung von x stetige
und mit stetigen ersten Ableitungen versehenme Fumktionen y,(x), welche
diesen Differentialgleichungen gemiigen, und fiir welche y;(xg) = v ist.

Kommt insbesondere auf der rechten Seite x nicht vor, so kann
man x als einen Parameter ¢ auffassen und zu einem eine Gleichung
weniger umfassenden System iibergehen. Durch jeden Punkt des
%, y,-Raumes geht dann genau eine Losung, die das urspriingliche System
in Parameterdarstellung liefert. Denken wir insbesondere an das ebene
System zuriick, wo also zwei auf einen Parameter ¢ bezogene Diffe-
rentialgleichungen x’ = f(x,y), ' = g (%, y) vorliegen, soist dieser Riick-
gang auf eine Gleichung nur dann nicht méglich, wenn an einer Stelle

ax

. d
1) Es wird also i:qo(x, f ), also t:f(p(x’ Fe)”

dt
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%y Yo Sowohl f(x,,y,) wie g(x,, ¥,) verschwinden. Dann wollen wir
diese Stelle eine singulire nennen. Wir werden solche singuldre
Stellen bald noch ausfiithrlicher behandeln. Hier sei nur einiges an-
gefiihrt, was aus unseren seitherigen Darlegungen von selbst sich er-
gibt. Der fiir Systeme ausgesprochene Existenzsatz ist auch hier ohne
weiteres anwendbar. Es gibt genau eine Losung, welche fiir £ =1,
die Werte x, und y, annimmt, das ist eben die Lésung x = x,, y = y,;
der geometrisch in der x-y-Ebene keine Kurve, sondern eben nur der
singuldre Punkt entspricht. Auch hier ist wieder?) zu bemerken, daB
unsere Beweisfithrung die Behauptung mit umfaBt, daB es auch keine
weiteren Losungen gibt, die fiir /— 7, gegen x, und y, konvergieren.
Wohl aber kann es weitere Losungen geben, welche fiir {— oo
gegen x, und y, konvergieren. So sind ja z. B. fiir die Differential-
gleichung

dy v

dx  x’
deren singulirer Punkt x = y = 0O ist, alle Geraden y = mx Losungen.
In Parameterdarstellung kann man das System x’ = x, y’ =y wihlen
und

x=c¢lx,, y=¢ely,
werden Losungen, welche fiir f— — oo gegen x = 0 und gegen y = ()
streben.

§ 2. Die graphische Darstellung der Differential-
gleichungen,

Fiir unsere Zwecke ist die Darstellung vermittelst der Isoklinen
die wichtigste. Wir haben oben schon dargelegt, dall eine Differen-
tialgleichung

2 —f(xy)

jedem Punkt eines Bereiches B, in dem f(x,y) eindeutig, stetig und
mit stetigen Ableitungen erster Ordnung versehen sein soll, eine
Richtung zuordnet, und daB also eine Differentialgleichung durch ein
Feld von Linienelementen graphisch dargestellt wird Um nun in
diese Darstellung eine gewisse Ubersichtlichkeit zu bringen, verbinden
wir die Punkte des Bereiches, welchen die gleiche Richtung zugeordnet
ist, durch Kurven, die wir Isoklinen nennen. Wir versehen die einzelnen
Isoklinen mit Nummern und merken uns in einem nebenan verzeich-
neten Richtungsplan die zugehérigen Richtungen an ?).

1) Vgl, die Fufinote 1) auf S, 28.

?) Man konnte natiirlich auch gerade Linien der verlangten Richtung an
die Isoklinen selbst zeichnen. Es wiirde aber Wirrwarr geben, wollte man sie
hier so lang wihlen, dafi man mit einiger Sicherheit dann durch andere
Punkte Parallelen dazu ziehen kann.
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In Fig. 8 verzeichnen wir das Bild der Differentialgleichung
dy ¥
=y

Fig. 4 zeigt die Differential-
gleichung

% =" +9?,

wobei der kleinste Kreisradius als
Lingeneinheit gedacht ist.

Eine besondere Eigentiimlich-
keit weisen die Linienelemente der
linearen Differentialgleichungen auf.
Diejenigen Linienelemente namlich,

Fig. 3a. Fig. 3b. welche zu Punkten mit gleicher Ab-
szisse gehoren, sind auf einen festen

Punkt hingerichtet. Wenn nidmlich die Differentialgleichung

y +1(®)y+gx)=0
gegeben ist, so gehért das Linienelement des Punktes xy der Geraden
n=y—(f®)y+g&)(¢—=»
an. Das Linienelement des Punktes xy, aber liegt auf
1=y, — (f®)y, + () (¢ — x).

Beide Geraden schnei-
den sich im Punkt

1
§=x+f—(x_)’
_ &=
="

dessen  Koordinaten
also nur von x, nicht
von y oder y, ab-
hingen. Man kann da-
her die Leitkurve

1
§=x+fo)’

statt des Isoklinenfel-
des verwe‘nden, wenn Fig. 4a. Fig. 4b.
man zu jedem ihrer
Punkte die zugehorige Abszisse derjenigen Linienelemente anmerkt,
welche auf diesen Punkt hingerichtet sind. Natiirlich kann man vou
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hier aus auch leicht das Isoklinenfeld selbst zeichnen. Fig. 5 zeigt
das Bild der Differentialgleichung

y'=yx+1
mit der Leitkurve

1 1
§=x—;: 77=—;

7 —né—1=

Will man also z. B. das
zum Punkt (2, 3) gehorige
Linienelement finden, so
sucht man den Punkt der
Leithyperbel, dessen Ordi-

nate = — 1 ist und ver-
bindet ihn mit (2, 3). Dies
liefert die Richtung des Fig. 5.

Linienelementes (vgl. Fig.5;
an die Hyperbelpunkte sind die Abszissen x angeschrieben).

Will man etwa ausgehend von der Leitkurve die Isoklinen zeichnen,
etwa die zu y' = 2 gehorige Kurve, so lege man durch alle Punkte
der Leitkurve Parallele zu der gewiinschten Richtung der Linienelemente
und bringe diese mit den zu den einzelnen Kurvenpunkten gehorigen
Parallelen zur y-Achse zum Schnitt. So erhilt man zu jeder Abszisse

denjenigen Punkt, dessen Li-
nienelement die gewiinschte
Richtung hat.

Sowohl Isoklinenfeld wie
Leitkurve konnen auch mit
Vorteil verwendet werden,
wenn es sich darum handelt,
in der schon angedeuteten
Weise eine erste Niherungs-
l6sung der Differentialglei-
chung zu zeichnen. Fig. 6 zeigt
eine solche fiir die Differential-
gleichung

y ="+
Man kann die Niherungen natiirlich dadurch verbessern, daB man
die Isoklinen dichter wihlt. Auch empfiehlt es sich, in dem Gebiet
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Isoklinen die Niherungskurve nicht
mit einer der auf den Isoklinen vorgeschriebenen Richtungen zu
zeichnen, sondern dazu das arithmetische Mittel der auf beiden vor-
Bieberbach, Differentialgleichungen. 3

Fig. 6.
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geschriebenen Richtungen zu verwenden. DaBl dies Verfahren bei
geniigender Verfeinerung gegen die wahre Losung konvergiert, werden
wir bald beweisen und dabei gleichzeitig auch die Giite der bei jedem
Schritt erreichten Ndherung abschitzen.

§ 3. Wie beurteilt man die Giite einer Niherung?

Wenn man fragt, wie gut eine Niherung mit der gewiinschten
Losung iibereinstimmt, so verlangt man damit eine Abschitzung der
Differenz zwischen der Niherung und der Losung. Oben, bei der
zeichnerischen Behandlung der Differentialgleichung, waren wir in Ver-
suchung, schon zufrieden zu sein, wenn wir nur sahen, daB die be-
treffende Funktion angenihert der Differentialgleichung geniigt, oder
anders ausgedriickt, wenn sich herausstellte, daB die Richtungen der
Losungen angenihert mit den in den Punkten der Kurve im Feld
vorgeschriebenen Richtungen iibereinstimmten. Und hier erhebt sich
das Problem. Ich formuliere es so: Man hat zwei Differentialgleichungen

d
;l—z=f(x:y)’

&Yt Y) A Y).

Man wiinscht zu wissen, wie groB3 die Differenz zweier Losungen der
beiden Gleichungen sein kann, wenn diese Losungen den gleichen
Anfangsbedingungen geniigen. Man wird natiirlich erwarten, daB ein
kleines 4 (v,Y) einen geringen Unterschied der Lésungen bedingt,
oder mit anderen Worten, daBl die Losungen sich stetig mit der
Differentialgleichung #ndern. Es soll sich aber auch darum handeln,
den Unterschied der Lésungen abzuschitzen.

Man braucht nur wieder die Losungen nach der Methode der
sukzessiven Approximationen zu konstruieren. Dabei ergibt sich die
Beantwortung unserer Frage mit Leichtigkeit. Zur Erleichterung der
Rechnung wollen wir in beide Differentialgleichungen mit der gleichen
ersten Niherung hineingehen. Als solche wihlt man am besten eine
Lésung der zweiten Differentialgleichung, weil man sonst angesichts
der wenigen iiber A (x,Y) gemachten Voraussetzungen nicht sicher
ist, daB das Verfahren konvergiert. Diese erste Nidherung sei

Yo (%) = Y, ().
Die Losungen sollen so bestimmt werden, daB sie fiir x = x, den
Wert y =y, erhalten. Ich setze weiter voraus, dall

sei. Dann finde ich zunichst die beiden Niherungen

Y4 (x) =% +xfwf(x’ Yo (x)) ax
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und z z
Y (#) =%+ [ (% 9,(#)dx + [ A(x,y,(x))dx
Zo Zo
Ibr Unterschied kann so abgeschitzt werden
| Y, (%) — 9, (%) < 0% — %]
Daher wird weiter?)
[F(#9) — (6 Y) | < M|Y, —y, | <OM|x — x].
So erhidlt man dann die Abschitzung
Y, (x)—yg(x)l—‘
(4
— 1[4 ¥ — e ) dxt (4 (5 V) ds| < o g 20l
%o
Daraus ergibt sich wieder leicht

£ (5, Y) — £(5,99)| < M| ¥y — 3y | < 8M* 2L L g0 )5 — s,

—f—d[x—xol

Und daraus findet man

Yy — gy <o MRl gppla=mnl | gy ),
Durch vollstindige Induktion bestidtigt man leicht, daB allgemein
Y, =y < oMt ER gt B R0 g s s, .

Da aber nun fiir die Lésungen Y (x) und y(x) selbst
Y(3) = y() = lm (¥, (x) — 5, (4)}
wird, so findet man aus unseren Abschitzungen leicht:
Y (2) — 9()| < 8|2 — x| eM1osal
Diese Formel ist es, die wir gewinnen wollten.

Sie bringt u. a. zum Ausdruck, daf sich bei festen Anfangs-
bedingungen die Liosungen stetig mit der Differentialgleichung dndern.

Ich wende dies insbesondere an auf den Fall, daB die rechie
Seite der Differentialgleichung stetig von einem Parameter p abhdngt,
genauer, daf sie und die partiellen Ableitungen nach x und y stetige
Funktionen von x,y und dem Parameter u sind. Dann hingen awuch

1) M hat dieselbe Bedeutung wie auf S.25. Uberhaupt sollen auch hier
die dort tiber f gemachten Voraussetzungen gelten. Fur 4 wird die Lipschitz-
Bedingung nicht gefordert, wohl aber soll |4 | <43 in dem damals und auch
jetzt zugrunde gelegten Bereich gelten. Daneben mag man etwa die Stetig-
keit oder abteilungsweise Stetigkeit von A4 (v,y) voraussetzen. Unsere An-
nahme tiber Y, (#) hat natiirlich zur Folge, daf alle Y;(») mit Y (#) ilberein-
stimmen. Es ist aber zweckmifiig das in der Schreibweise nicht zum Ausdruck
zu bringen.

g
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die Losungen stetig von u ab. Wenn auferdem f(%,y, u) eine Ab-
lettung nach u besitzt, die ihrerseits stetig von x, vy, u abhdngt, so be-
sttzen auch die Liosungen stetige erste Ableitungen nach u.

Zum Beweis bilde man den nach u genommenen Differenzen-
quotienten auf beiden Seiten der Gleichung

ay (#, ¢
(F) T)=f(x,y(x, #)> 1) -
Man erhalt
a (y (”1/"+A,“)_:‘y(xn“)> _ eyt dy,u+-4w) —f#x 9,0
ax Au o Au '
Dafiir kann man kurz schreiben?)
d (4y\ _of Ay
(H) E(Z‘,})'—@(%Y‘l"?d%/“f‘ﬁdﬂ)ﬂ
0 .
+ Ly +ddy,ut94p)  (0<8<1).
Das ist also eine Differentialgleichung fiir den Differenzenquotienten g—%,

eine Gleichung, deren Koeffizienten an der Stelle 4 u =0 noch
stetig von dem in die Losung eingehenden Parameter 4 u abhingen.
Fir Au— 0 gehen die Koeffizienten der Differentialgleichung in die
der linearen Differentialgleichung

; d
(G) = 25 ®y,m)z+ Z—Z(x’ Y 1)

iiber. Man wird vermuten, dal die bei x; verschwindende Losung
von (H) bei diesem Grenziibergang Au— 0 stetig in die bei x, ver-
schwindende Losung von (G) iibergeht. Daher besitzt g—r‘ fir Au—0
einen Grenzwert, und somit ist die bei x, der Bedingung y(x,) =y,
geniigende Losung von (F) eine differenzierbare Funktion von u. Den
Beweis erbringt man am besten durch direkte Integration der linearen

Gleichung (G) (vgl. S.10). Die dort gegebene Auflésungsformel 148t
die Richtigkeit unserer Vermutung sofort erkennen.

Bemerkung: Alle Ergebnisse tibertragen sich unverdndert auf Systeme,

§ 4. Abhingigkeit von den Anfangsbedingungen.

Der naiven Anschauung liegt die Auffassung nahe, daB eine
geringe Anderung der Anfangsbedingungen auch nur eine geringe
Anderung der Lésung nach sich zieht. Wir wollen die Richtigkeit dieser
Ansicht bestitigen und zugleich eine Abschitzung der Loésungsinde-

1) Im Falle, wo f(x,y,u) analytisch von y,u abhingt, entwickle man
rechts nach Potenzen von Ay und Adu.
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rung gewinnen. Auch hierzu leistet die Methode der sukzessiven
Approximationen gute Dienste. Es sei etwa

dy

=Y
die Differentialgleichung, und die Anfangsbedingung fiir die Lésung
Y (x) sei

Y (%) = %5

fir die Losung y(x) aber sei y(x,) =1y, -+ ¢, wo |&| < 7 sei
Dann sei etwa

Yo(x):yo . yo(x)=3’o+5 .
Y, (%) =9+ [ F(x, Vo) dx 9, (%) =1y, +¢ +,,f £, ¥4 (%) dx

@ z
Yy() =30+ 1w Ydx 3 @)=y, +e+ [ 1y, (0)dx.
Zg Zo
Daraus gewinnt man
Y () = 5 (0) | <+ My |x— x|
[Yo(#) — 3 (0)| <+ My |x— x|+ My
Vollstindige Induktion lehrt allgemein

| #—%!®

| % — 7, |®

V(%) —yu()| <n+Myla—zo|+ M9 =00 .+ M"Yy
Durch Grenziibergang folgt
Y (%) = y(2)| < meM 2=l

Wir haben damit zugleich auch die GroBe des Einflusses ab-
geschitzt, welchen eine Anderung der Anfangsbedingungen auf den
Verlauf der Integralkurve duBerstens haben kann. Hitte es sich uns
lediglich darum gehandelt, aufzuweisen, daB die Losung stetig von y,
abhingt, so hitte die Bemerkung geniigt, daB die Niherungslésungen
stetig von y, abhingen und daB die Reihe

Yo+ 2V — Ya-1)

gleichmiBig in y, konvergiert. Das folgt einfach daraus, daB die
Abschétzungen von der speziellen Wahl von y, unabhingig sind, wo-
fern nur (x,, y,) ein Punkt aus dem S. 25 eingefiihrten Rechteck ist.
Man gehe nur unter diesem Gesichtspunkt die Betrachtungen von
S. 26ff. erneut durch!

Die Losungen sind also stetige Funktionen der Anfangsbedingungen

y =%, %)
Ich werde nun weiter zeigen, daB die Losungen auch differen-

zierbare Funktionen der Anfangsbedingungen sind, daB also y(x,y,)
nach y, differenziert werden kann.

.
[#—%["
n!
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Zu diesem Zwecke beachte ich, daB natiirlich die eben benutzten
Néaherungslosungen nach y, differenzierbar sind und schitze diese Ab-
leitungen ab. Da ¢ die Differenz von Y (x) und y,(x) ist, so hat man

@z
n—V, F# 9 @) — (% Yo%)
_1.;._1_1-}—1 =Y. @ dx <1+ M|x — %].
Also ist auch

LSRR AEEEAL

Ebenso wird

Ny [fenfet 4,

&

Also wird fiir e—o0
dy, f dyl
=22 1 d
ay, +

Also

dyﬂ "“"‘o ’

dyo
Allgemein findet man

"y" <14 M|z—xy| .. 4 M E0l

Hieraus schheBt man leicht, daB die Reihe

yd (yn - yn-:L)
- dyo

absolut und gleichmiBig konvergiert. Daher ist bekanntlich auch

y (%, ¥,) = lim y, (%, ¥,)
n->wo

l—i—M’x—on—M2I

nach y, differenzierbar. Denn es gilt
d(}’n Yn - 1)
=1
dy + 2 0

Da die Reihe gleichmdBig in vy, konvergiert, so hdngt d%—:f—
sogar stetig von vy, ab. °

Die Betrachtungen dieses Paragraphen iibertragen sich wieder
unverindert auf Systeme. Hieraus oder auch direkt kann man weiter
schlieBen, daB die Losungen auch stetig von dem Anfangswert x,
abhingen. Man kann sie also in der Form

1) Y= @ (% %o, %)
schreiben und bat dann in @(x; %,,,) eine samt ihren Ableitungen

erster Ordnung stetige Funktion .vor sich. Man kann diese Gleichung
nach y, auflésen und schlieBen, da die Auflésung

Vo= (%, 9, %)
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sclbst samt ihren ersten Ableitungen stetig von x,y, x, abhingt. Die
Auflésung von (1) ist nidmlich einfach durch

Yo = @ (%05 %, )
gegeben. Wenn man nimlich mit (x, y) einen Punkt der durch (x,, y,)
gehenden Losung bezeichnet, so ist diese Losung auch durch diesen
Punkt bestimmt. Demnach muB insbesondere die durch x,y be-
stimmte Losung durch x,y, gehen. Also ist

Yo =P (%0 % %),
und diese Funktion ist samt den ersten Ableitungen stetig in den
mehrerwiahnten Rechtecken.

Bemerkung: 1. Ubrigens kann man die hier eben behandelte Frage auf
das S. 36 erledigte Problem zurlickftihren. Man mache dazu nur in

d
® E=f@9
die Substitution y =Y +4-¢. Dann geht eine Lsung von (D), die fiir ¥ = x,
den Wert y, hat, in eine Ldsung von
dY
——=F#Y+e)

tber, die bei » = #, den Wert y, - ¢ hat. So bekommt man aber etwas weniger
weitgehende Ergebnisse.

2. Dieselbe Uberlegung erlaubt es auch, den Einfluf einer gleichzeitigen
Anderung von Anfangsbedingung und Differentialgleichung zu beurteilen.
Wenn man dies z. B. auf Differentialgleichungen anwendet, deren rechte Seite

fx vy, 0
stetig von x,y und einem Parameter u abhiéngt, so erkennt man, daf die
Losung, welche fiur » =, den Wert y, annimmt, stetig von den beiden Varia-
blen y, und u abhangt Denn eine gleichzeitige geringe Anderung von 9, und
u zieht eine geringe Anderung von f(v,y,u) und also eine geringe Anderung
der Losung y nach sich.

§ b. Die Cauchysche Polygonmethode.

Cauchy hat die bekannte zur Definition des bestimmten Integrales
dienende Methode auf Differentialgleichungen iibertragen. Wir haben
den Ansatz dieser Methode schon mehrfach zur niherungsweisen Inte-
gration verwendet. Schon Euler lehrte ein genidhertes Integral dadurch
finden, daB man vom Anfangspunkt aus in der dort vorgeschriebenen
Richtung ein Stiick weit vorgeht, in einem gewissen Punkte dann zu
der dort vorgeschriebenen Richtung ilbergeht, um diese ein Stiick ein-
zuhalten usw. Ich will das Verfahren auch so beschreiben. Unter
allen moglichen Isoklinen ist eine gewisse Zahl aufgezeichnet. Nur
ihre Richtungen werden zur Zeichnung der Integralkurve verwendet.
Man geht vom Anfangspunkt in der dort vorgeschriebenen Richtung
vor bis zur néchsten Isokline, um dann in der auf ihr vorgeschriebenen
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Richtung ein Stiick voranzugehen bis auf die folgende Isokline usw.
Cauchy zeigte, daB dies Verfahren Funktionen liefert, die gegen das
wirkliche Integral der Differentialgleichung konvergieren, wenn man
nur die zu benutzenden Isoklinen geniigend dicht aneinandergelegt
hat. Wir wollen den Nachweis aus unseren seitherigen Darlegungen
entnehmen und zugleich zeigen, wie man die erreichte Genauigkeit
jederzeit abschitzen kann, Namentlich die Darlegungen des vorletzten
Paragraphen werden das alles érmdglichen. Die Euler-Cauchysche
Methode lauft offenbar darauf hinaus, in dem zwischen zwei Isoklinen
gelegenen Bereiche das Richtungsfeld als konstant anzunehmen, und
zwar so, daB in jedem Punkt die Richtung vorgeschrieben wird, welche
die eine der beiden Isoklinen angibt. Zwischen zwei Isoklinen ist
also das Feld stetig, wihrend es beim Ubergang iiber eine Isokline
einen Sprung erfihrt.

Die Cauchysche Methode verlangt also die Einfithrung eines
allerdings unstetigen Hilfsfeldes und einer Hilfsdifferentialgleichung
Y =F(xY)
die das gegebeneFeld und die gégebene Differentialgleichung %—3’? =f(x9)
approximieren. Die Funktion F (x, Y) ist dabei so erklirt: Aus dem
urspriinglichen Feld wird eine Anzahl von Isoklinen J, J,, ... heraus-

gehoben. Auf jeder werde je ein Punkt, namlich

(%0 ¥0)s (%2 91) -+
genommen. Dann sei auf J, und zwischen

Jo uwnd  J:F (% Y)=/f(%0 %)
auf J, und zwischen J, und J,: F (%, Y)=f(x,, ¥,) usw.
Ich schreibe dann die Hilfsdifferentialgleichung so
iy
&Y P Y)+{F (5 ¥)— f(5 ¥)}.

Setze ich dann noch F — f= A4, so werden die Betrachtungen von
S. 34ff. anwendbar, obwohl F unstetig ist und also auch nicht der
Lipschitzschen Bedingung geniigt. Jedenfalls soll f(x,y) der Lip-
schitzschen Bedingung geniigen und daher konvergieren die auf

ay

Ty =F (%)
beziiglichen Niherungen y,. Die auf .

iy

beziiglichen Niherungen Y, sind aber offenbar alle identisch, wenn
man eben fiir Y, die genaue Losung Y (x) dieser Differentialgleichung,
das bekannte Euler-Cauchysche Polygon, nimmt. Diese Tatsachen
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geniigen aber, um die Betrachtungen von S. 34 ff. anwendbar zu machen.
Man findet daher fiir den Unterschied zwischen der genauen Losung
durch (x,, y,) und der Euler-Cauchyschen Niherung

Y (%) =y (2)] < 8w — g | 1777
Dabei ist offenbar § weiter nichts als eine obere Schranke fiir die
Schwankung von.f(#, y) zwischen zwei aufeinanderfolgenden Isoklinen,

Diese kann beliebig klein gemacht werden, wenn man die Isoklinen
hinreichend dicht wahlt. Man hat also das Resultat:

Wenn die fiir die Euler-Cauchysche Naherung benutzten Iso-
klinen so nahe gewihlt sind, daf zwischen zwei aufeinanderfolgenden
die Schwankung von f(x,y) kleiner als & bleibt, und wenn ferner im
ganzen Bereich f(x,y) der Lipschitzschen Bedingung vom S. 25 ge-
ntigt, so ist der Unterschied zwischen der gemauen Losung von

dy

o =f = y)
und der Euler-Cauchyschen Naherung kleiner als
8| x — x| MRl

Man erkennt hieraus, daB es von Vorteil ist, eine etwas andere
Hilfsgleichung einzufiihren. Man approximiere namlich das Feld
zwischen zwei gezeichneten Isoklinen nicht durch den auf der einen von
beiden vorgeschriebenen Wert, sondern vielmehr durch das arith-
metische Mittel aus den auf beiden vorgeschriebenen Werten. Da-
durch wird der Fehler, z. B. in dem Fall, wo f(x,y) zwischen je
zwei gezeichneten Isoklinen monoton verliuft, auf die Hilfte herunter-
gedriickt.

§ 6. Integration durch Potenzreihen.

Wenn man die spezielle Voraussetzung macht, daB f(x, y) eine
analytische Funktion seiner Argumente ist, so werden auch die Losungen
der Differentialgleichung

ay
i = (%)

analytische Funktionen. Wir wollen uns.davon iiberzeugen.

Ich setze voraus, daB f(z w) fiir |z —zy|<a und jw—w,| < b
eine eindeutige analytische Funktion der beiden komplexen Variablen
z und w sei!). Es soll eine Losung der Differentialgleichung

dw
=1 ®v)
gefunden werden, die fiir z = z, den Wert »w = », annimmt. 2z, und w»,

1) Sie soll also nach z und nach w differenzierbar sein und als Funktion
der beiden Variablen z und w stetig sein.
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konnen dabei beliebige komplexe Werte sein. Man kann auch jetzt
die Losung nach der Methode der sukzessiven Approximationen finden.
Nur miissen jetzt einige Abschitzungen etwas anders gewonnen werden.
Wir bendétigen vor allem eine Abschitzung

[ (5w) —F(2%w)| S M|w, —w,|.
Diese gewannen wir S. 26 aus dem Mittelwertsatz'). Hier muB etwas
anders geschlossen werden. Man muB ja nur erkennen, daB

{f__(._“":_wx) —f (2,w,)

w, —

<M

ist bei passender Wahl von M. Nun ist aber dieser Differenzen-
quotient selbst eine analytische Funktion fiir |z — z,| < o, |0, — w, | <7

und |w, —w,| 7. (Fiir w,—w, kommt ja %}(z, w,) heraus.) Daher

gibt es eine Schranke M, wie wir sie suchen. Wir diirfen ruhig an-
nehmen, daBl sie so gewahlt ist, daB auch

[f(zw)| <M
gilt fir |z —z,| <9, |w.—w,| <r. Wir kénnen nun wie auf S. 26
die Methode der sukzessiven Approximationen ansetzen. Wir wihlen

nur aus bald ersichtlichen Griinden als erste Niherung w, (z) eine
analytische Funktion. Ich setze z. B. w,(z) =w,. Dann wird

%
w, (2)=w, +ff(z’ w,) dz
%0
leicht erkennt man nun auch, daB es eine Zahl M gibt, so da3
(1) |w,(2) —w,| <M|z— 2]
bleibt. Denn w, (2) ist ersichtlich eine analytische Funktion und kann

also in eine Potenzreihe entwickelt werden, die in der Umgebung
von z =z, konvergiert. Sie sei etwa

w, (2)=1wy+¢, (2—2,)+---
Dann wird
w‘z—(?;;% =C¢ ...

auch eine Potenzreihe und daher ist die Existenz der Zahl M gesichert.
Damit ist man nun in der Lage, genau wie auf S. 27 die weiteren
Niherungen abzuschitzen, wofern man nur geradlinig von z, nach z
integriert. Wir miissen uns nur noch &hnlich wie auf S. 27 ver-
gewissern, daB das Einsetzen der gefundenen Niherungen w, (2) in
f (2 w) zu analytischen Funktionen f (2, w, (2)) fihrt. Dazu ist eben
erforderlich, daB die Werte, die w, (z) annimmt, dem Kreis | w— w,| < b

1) Der Leser vergleiche zum folgenden stets die entsprechenden Dar-
legungen von S. 27.
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angehoren. Nun ist aber wegen w, (z)=w,+ f f(zw,_,)dz und

wegen (1) durch vollstindige Induktion
|2, (2) —wy| S M|z — 7.
‘Beschrinke ich mich also auf den Kreis
b
I =% } é M’
so ist sicher |w, (z) —w,| <b. Firr diese z ist also unsere Uber-

legung vollig in Ordnung. Wir gelangen durch sie zu einer gleich-
miBig konvergenten Folge von analytischen Niherungsfunktionen, die

daher fiir |z — z,]| g gegen eine gleichfalls analytische Grenz-

funktion konvergiert. Dlgse ist dann die gesuchte Losung der Diffe-
rentialgleichung. DaB es keine weitere gibt, die denselben Anfangs-
bedingungen geniigt, erkennt man, wie auf S. 28.

Als analytische Funktion kann man sie in eine Potenzreihe

w(z)=1wy+c, (2— 7))+ ...

entwickeln. Da man nun einmal wei, daB man ihre Koeffizienten
so wihlen kann, daB sie eine Ldsung der Differentialgleichung dar-
stellt, so kann man ihre wirkliche Bestimmung auch auf anderem
bequemerem Wege vornehmen. Dazu bietet sich die Methode der
unbestimmten Koeffizienten dar. Man geht mit der Reihe in die
Differentialgleichung hinein und bekommt dadurch gewisse Bedingungs-
gleichungen fiir die Koeffizienten, aus welchen man sie berechnen
kann.

Wenn niamlich der Differentialgleichung

%z—;—f(z’ w) = Yag(z — z) (w_wo)k

die Funktion
w=w,+ c (2 —2)+ ...
geniigen soll, so sind zur Bestimmung ihrer Koeffizienten ¢, nur die
Ableitungen von w an der Stelle z, zu berechnen. Denn es ist ja
1 d*w
“ = %7 a2k

z = Zo
Man entnimmt aber sofort der Differentialgleichung, daB

dw

¢, = 5
1 dz

3 = f (29, wo) = g,
2-—20

ist. Differenziert man die Gleichung einmal nach z und setzt z = z,,
so findet man
atw

of| dw
Ll + 5

aZUw wo dl

2l ¢y =

=801 416

z=1z, az’w=w z=1z,
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So weiterfahrend kann man sukzessive die Koeffizienten berechnen.
Denn jede neue Gleichung erlaubt es, einen weiteren Koeffizienten
durch die vorher schon bestimmten auszudriicken.

Auch die weiteren Betrachtungen von S. 34ff. lassen sich nun un-
verindert iibertragen. Insbesondere lehrt die Uberlegung von S. 36,
daB die Losungen analytisch von den Anfangsbedingungen abhingen
und analytische Funktionen eines selbst analytisch in die Differential-
gleichung eingehenden Parameters sind.

Auch auf Systeme lassen sich die Betrachtungen ohne weiteres
iibertragen.

§ 7. Ubertragung der Sémpsonschen Regel.

In der Integralrechnung lernt man verschiedene Formeln zur
numerischen Quadratur kennen. Die bekannteste ist die Simpsonsche
Regel, die lehrt, daB das Integral

ad

T =[x ax

angendhert durch die Formel

LW =2¢@+ 4 (a E) @+ n)

ausgewertet werden kann. Die Giite der Ubereinstimmung kommt
dort darin zum Ausdruck, daB die Entwicklungen von J (h) und von
J, (k) nach Potenzen von % bis zu den Gliedern vierter Ordnung
einschlieBlich {ibereinstimmen. Auch kennt man Formeln zur Ab-
schitzung des Fehlers.

Es ist ein gemeinsamer Zug aller dieser Formeln, den Integral-
wert niherungsweise durch eine lineare Funktion geeignet gewéhlter
Funktionswerte auszudriicken. Rumge hat es zuerst unternommen,
nach diesem Gedanken Néiherungsformeln zur Auflésung von Diffe-
rentialgleichungen zu gewinnen. Kuffa') hat in Verfolg dieser Unter-
suchungen durch eine lingere Rechnung folgendes Ergebnis ge-
funden.

Dasjenige Integral der Differentialgleichung

% = f(%, ),
welches fir x=x, den Wert y, besitzt, wird fir x = x, | » ange-
nihert durch die folgende Runge-Kutiasche Formel dargestellt:

y(xo+h)=yo+%(K1+ 2K, + 2K, + K,).

1) Zeitschrift fiir Math. u. Phys. 46, 1901
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Hier ist
(x yo)

X, 2: yO

[

K
K,

2

Kh)

f(xo+
Ks_f(xo+2’ Yo T {{Zh)’

K,=f(%+h yo+ Ksh).
Entwickelt man sowohl die Losung, wie diese Ndherung nach Po-
tenzen von k, so. erhidlt man Ubereinstimmung bis zu den Gliedern
vierter Ordnung einschlieBlich.

Was nun die Abschitzung des Fehlers anlangt, den man bei An-
wendung dieser Regel begeht, so gewinnt man durch einige Rechnung
auf Grund des Taylorschen Satzes das folgende Ergebnis. Der Unter-
schied zwischen der wahren Losung y, und der Naherungslosung y,
durch den Punkt (x,, y,) geniigt der Ungleichung

—x |5 NS —
‘yw__y”|<6MN|:r] N?|1|IN ll
Dabei ist folgendes vorausgesetzt: Im Gebiete B:|x — x| < a,
|y — 9,| < b geniigt f(x,y) samt seinen partiellen Ableitungen der
vier ersten Ordnungen den folgenden Bedingungen:

(%, )| < M,
a(t+k)f ‘N
oaisyE i (& L3).

Ferner soll
|2 — %N <1
aM < b
sein,. Ich will die dazu fithrenden Rechnungen nicht reproduzieren.
Auf eine Aufstellung zhnlicher Fehlerabschitzungen im komplexen
Gebiet kann verzichtet werden.
Ich will z B. fiir x = 0,2 dasjenige Integral von

y=x+y

berechnen, welches fir x = 0 verschwindet. Die Niherungsformel
liefert 0,0214, die genaue Loésung

y=¢e" —x—1
ergibt auf vier Dezimalen genau gleichfalls 0,0214.

Die Approximation ist also besser als sie die allgemeine Ab-
schitzung erwarten lieB. Denn diese liefert fir M =1, N=1, ¢ = 0,1,
b=10,2 immerhin als duBersten moglichen Fehler noch 102:. Hitte
man fiir x = 0,1 gerechnet, so hitte man als méglichen Fehler nur
%7 gefunden. Will man auch fir 0,2 eine gréBere Genauigkeit er-

reichen, so kann man erst den Wert der Losung fiir 0,1 berechnen
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und dann mit dem gefundenen Wert als Anfangswert nochmals die
Kuttasche Regel anwenden. Man hat dann aufler dem zweimal vor-

% noch den Fehler zu beriicksichtigen, der
davon herriihrt, da man am Anfang des zweiten Intervalles einen um

kommenden Fehler von

héchstens -1(‘0; ; falschen Anfangswert verwendet hat. Das macht aber nach

S. 37 fir den Wert der Lésung bei 0,2 hdchstens 1—3—4 aus. Daher

findet man durch zweimalige Anwendung der Kuttaschen Regel in
der eben angegebenen Weise die Loésung fiir x = 0,2 bis auf einen

Fehler von dullerstens 10

III. Kapitel.
Diskussion des Verlaufs der Integralkurven.

§ 1. Elementare Betrachtungen.

Es soll sich in diesem Abschnitt darum handeln, rein qualitativ
einen Uberblick iiber den Verlauf der Integralkurven zu bekommen,
also z. B. Orientierung iiber ihr Steigen und Fallen zu erhalten,
iiber ihre Konvexitit und Konkavitit, ihre Wendepunkte und einige
weitere Dinge, die wir bald angeben werden. Zunidchst soll in diesem
Paragraphen iiber die eben schon bestimmt genannten Fragen Auf-
schluB gegeben werden. Wenn die Differentialgleichung f(x, y, ¥') =0
vorgelegt ist, so trennt die Kurve f(x,,0) = 0 die Teile des Richtungs-
feldes, in welchen die Integralkurven steigen von denjenigen, wo sie
fallen. Diﬁerenziert man die Differentialgleichung nach x, so erhilt
man f,+f, 3’ -+ 1,y =0.

Daher hegen die Wendepunke der Integralkurven auf der Kurve,
deren Gleichung sich durch Elimination von y’ aus

f(x 9, 9)=0, + af

ergibt. Die Teile derselben, wo 5‘7}% = 0 ist, kommen dabei offenbar

im Allgemeinen nicht in Betracht. Diese Kurve trennt also auch die Teile
des Richtungsfeldes, wo die Integralkurven konkav sind, von denjenigen,
wo sie konvex sind. Ohne weiteren Zusatz kénnen diese Angaben nur
dann verwendet werden, wenn die Differentialgleichung in der Form
y’ = F (x, y) vorgelegt ist, und wenn dabei F(x, y) in einem Bereich
B als eindeutige Funktion erklirt ist. Dann wird F (x, y) = 0 der Ort
horizontaler Richtung der Integralkurven und

oF oF
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wird der Ort der Wendepunkte. Wir wollen an einem Beispiele die
Verwertung der Angaben niher kennen lernen.

Es sei zunichst 9’ =1 - xy vorgelegt. Der Ort horizontaler
Tangenten ist die Hyperbel 1 4 xy = 0, wihrend die Wendepunkte
auf der Kurve dritter Ordnung x 4 y 4 2y = 0 liegen*). Beide Kurven
sind in Fig. 7 punktiert eingetragen. Schon diese wenigen Bemer-
kungen erlauben es, zu erkennen, daB die Integralkurven den in Fig. 7
verzeichneten ungefihren
Verlauf haben miissen.
Man kann durch Betrach-
tung der Isoklinen der
Genauigkeit der Zeich-
nung noch etwas zu Hilfe
kommen, z. B. beachten,
daBl die Achsen stets
unter 45 Grad durchsetzt
werden. Aber nicht alle
Integralkurven kénnen die
x-Achse treffen. Auch
solche Kurven sind in
Fig. 7 zu sehen. Wenn
man nimlich etwa eine
Kurve, die im Punkte (-1, — 1) beginnt, fir wachsende x verfolgt,
so fillt sie stindig, verfolgt man sie aber fiir abnehmende x, so steigt
sie an, bis sie die punktierte Hyperbel trifft. Hier ist sie horizontal,
um dann bei weiter abnehmendem x wieder zu fallen.

Fig. 7

§ 2. Singulire Punkte.

Wir haben S. 26ff. bewiesen, daB unter gewissen Voraussetzungen
durch jeden Punkt eines Gebietes B nur eine Losung der Differential-
gleichung vy’ = f(x,y) geht. Die Voraussetzungen aber waren diese:
f(x,y) sollin B eindeutig und stetig sein und der Lipschitz-Bedingung

[, 9,) — F(%,, Y2) | S M|y, — v, |

geniigen. Dabei ist M eine von x» und dem Wertepaar y,y, nicht
abhingende feste Zahl. Wir wollen uns nun die Frageé vorlegen, in-
wieweit die Bedingungen auch notwendig sind fiir die Giiltigkeit des
Ergebnisses. Zunichst wollen wir uns erinnern (vgl. S. 29), daB die
bloBe Stetigkeit von f(x,y) schon die Existenz der Losungen zur

1) Da fiir grofie positive y dieser Ausdruck positiv ist, fiir grofie nega-
tive aber negative Werte annimmt, so hat in der Tat jede Integralkurve auf
dieser C; einen Wendepunkt. Ob der Ort der Wendepunkte wirklich nur aus
Wendepunkten besteht, bedarf ja auch der Uberlegung.
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Folge hat. Wenn nur f(x,y) eine stetige Funktion ist, so geht durch
jeden Punkt von B mindestens eine Losung hindurch. Aber ohne
weitere Voraussetzungen iiber f(x,y) kann man nicht nachweisen, daB
durch jeden Punkt nur eine Losung geht. Tatsichlich kann man
Differentialgleichungen mit stetigem f(x,y) angeben, welche mehrere
Losungen durch ein und denselben Punkt schicken. Das gilt schon
von der einfachen Differentialgleichung

y'=+Vy[.

Denn ihre Loésungen sind neben y =0 die Parabeln
y=1(x+h)?  (fir x>~ h)Y)
y=—31(x+h) (fir 5< —h),

welche bei x = — h die x-Achse beriihren.

Aber erinnern wir uns an die Definition der Losung: Ldsung heiB3t
jede differenzierbare Funktion, welche der Differentialgleichung geniigt.
Daher sind auch solche Kurven als Losungen anzusprechen, welche
aus einem geradlinigen Stiick und einem Parabelbogen bestehen. Z. B.

y=0 fir <0
y=14%* fir x>0
Ein weiteres Beispiel ist dieses: Die Losungen sollen durch fol-
gende Kurven geliefert werden
y=g¢ fir y<0
y=px*  fir 0<y<x®
y==x"+y fir y>a"
Daraus ergibt sich fiir das f(x,y) der Differentialgleichung
f(xy)=0 fir y<O
f(xy)= 2% fir 0y <L ®

f(x,y)=2x fir y2>x2

Dies so fiir alle x,y erklirte f(x,y) ist offenbar durchweg stetig?).
Gleichwohl gehen durch den Koordinatenanfangspunkt unendlich viele
Losungen, nimlich die zwischen y = 0 und y = x? gelegenen Para-
beln y = Bx2.

Man hat zeigen koénnen, daB stets dann, wenn durch einen Punkt,
wo f(x,y) stetig ist, mehrere Losungen gehen, dieselben zwischen
zwei duBersten Losungen liegen und den von beiden gebildeten
Winkelraum liickenlos ausfiillen.

(e, B, y Parameter
der Kurvenscharen)

1) Fur ¥ < —h wiire y’ nicht mebr positiv, so daf also nur diese Parabel-
bogen der Differentialgleichung gentigen.
%) Fiir (#,y) = (0,0) folgt dies daraus, dafi fiir alle (v,y) | f (#,y) | £ 27| ist.
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Eine hinreichende Bedingung dafiir, daB eine stetige Differential-
gleichung durch jeden Punkt nur eine Losung schickt, haben wir in
der Lipschitz-Bedingung erkannt. Der allgemeineren Frage nach zu-
gleich notwendigen und hinreichenden Bedingungen wollen wir nicht
nihertreten.

Nun will ich weiter noch Differentialgleichungen betrachten, bei
welchen die Stetigkeit des Richtungsfeldes in einzelnen Punkten unter-
brochen ist.

Eine Stelle, wo eine oder die andere Voraussetzung unseres Existenz-
satzes von S. 25 nicht erfiilllt ist, soll stets eine singulire Stelle
heiBen.

Ich beginne mit einigen ganz einfachen, aber, wie wir sehen
werden, typischen Beispielen:

1. Ich betrachte zunichst
4y _y

dx x

und will den Verlauf der Losungen dieser Differentialgleichung in der N#he
des Koordinatenanfanges untersuchen. Da die Losungen die Geraden y=cx
sind, so zeigt sich, dafi alle Integralkurven den Koordinatenanfang passieren.
Denn jede Integralkurve ist durch einen ihrer Punkte (x,, 9,) festgesetzt. Die

durch diesen Punkt gehende Integralkurve ist y = Y0 . Tatsichlich ist ja auch
2

0
3—; fir (#,y)=(0,0) nicht stetig, und das ermoglicht es, daf durch den Punkt

nicht eine, sondern alle Losungen gehen. Aber nicht jede Unstetigkeit am
Koordinatenanfang hat diese Folge.

2. Wir brauchen nur die Gleichung

dy _ 'y

dx x

zu betrachten, um dies einsehen zu lernen, Man findet nimlich y =cx@ als
Losungen. Je nach der Beschaffenheit von a zeigen diese aber verschiedenes
Verhalten, Den Fall 2 =1 haben wir ja schon vorweggenommen. Ist aber a
tiberhaupt positiv, so erkennt man genau wie unter I, dafi nach wie vor alle
Integralkurven durch den Koordinatenanfang gehen. Sie beriihren dort alle bis
auf eine die x-Achse, wenn 4> 1 ist. Sie berithren alle bis auf eine die
y-Achse, wenn a <1 ist.

Zu den Losungskurven gehéren namentlich auch die #- und die y-Achse.
Wir sagen in all den bisher behandelten Fillen, es liege in (0,0) ein Knoten-
punkt der Losungen vor. Fiir die x-Achse erkennt man es, wenn man » und
y in der Differentialgleichung vertauscht, was stets als zuldssig angesehen
werden soll. Besser noch geht man zu einer Parameterdarstellung der Diffe-
X %;: % = gy liber.

Ein ganz anderes Bild bieten die Fille @ <~ 0 dar. Dann sind nimlich
durch

rentialgleichung, also z. B = x,

y:cxa

nHyperbeln® dargestellt, deren Asymptoten die x- und die y-Achse sind.
Diese beiden Geraden gehoren auch nach wie vor zu den Lésungen. Wir
Bieberbach, Differentialgleichungen. 4



50 I, 8. Diskussion des Verlaufs der Integralkurven.

sagen in diesem Falle, es liege ein Saitelpunkt vor weil die Integralkurven
dhnlich aussehen wie die Héhenlinien in der N#he eines Gebirgssattels.

In allen diesen Fillen gibt es also Integralkurven durch den Koordinaten-
anfang, also durch den singuldren Punkt der Differentialgleichung. Darunter
waren immer mindestens zwei Geraden. Nur eine Gerade kommt unter den
Integralkurven von

3. ¢/ =f‘,,‘;':ﬂ vor. Die Integralkurven sind nimlich

y=2x(c+log|x|)
und darunter kommt nur die Gerade » =0 vor. Wir haben also noch einen
Knotenfall.

Nun werden wir endlich noch Fille kennen lernen, wo gar keine Kurven

durch den singuldren Punkt gehen.

4. So sind z. B. die Integralkurven von

dy_ _*

dx ¥
die Kreise

x24+yt=c.

Wenn die Integralkurven sich geschlossen um den singuliren Punkt
herumlegen, spricht man von einem Wirbelpunkt.

5. Endlich betrachte ich noch die Differentialgleichung der logarith-

mischen Spiralen: dy  x+ay

dx ax—y

Zur Integration dieser Gleichung fithrt man am besten Polarkoordinaten
durch

X=7COS¢Q
y=rsin ¢
ein. Dann wird die Gleichung
dr va
do - '
Also sind wirklich die logarithmischen Spiralen
r=cea®

die Losungen. Diese durchsetzen bekanntlich alle Strahlen durch den Ursprung
unter einem festen Winkel, dessen Tangens % ist. Daf dies der Fall ist, kann

man ja auch direkt aus der Differentialgleichung ablesen. Setzt man n#mlich

und

so kann man ja die Differentialgleichung so schreiben

y'=tg(ato).
Jedesmal dann, wenn die Integralkurven sich asymptotisch um den sin-
guliren Punkt herumwinden, spricht man von einem Strudelpunkt.
Die hier untersuchten Beispiele sind nun zunichst typisch fiir die homo-
gene Differentialgleichung
dy Ax+ By
dx  Cx+Dy’
wie wir im nichsten Paragraphen sehen werden. Sie sind aber auch typisch
fur eine ausgedehnte weitere Klasse von Differentialgleichungen (§ 6).
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§ 3. Die homogene Differentialgleichung ¢’ = 5%1%'

Da nach den Erfahrungen des vorigen Paragraphen geradlinige
Integrale durch den Koordinatenanfang hiufig eine gewisse Rolle
spielen, so wollen wir versuchen, etwaige derartige Geraden zu
Koordinatenachsen zu machen. Ich will daher zusehen, welche Verein-
fachungen die Differentialgleichung durch eine lineare Koordinaten-
transformation erfahren kann. Ich setze an

E=ax+ By
@ {n=ww—kéy'
Dann erhalte ich

dn _y+4-9y"

a8 afpy’’

Waren nun £=0 und # =0 Integralgeraden, so miiBte die
Differentialgleichung die Gestalt

a1 (4 konstant)

besitzen. Ich will daher versuchen, durch passende Wahl der «, g,
y, 6 die Differentialgleichung auf diese Gestalt zu bringen. Das fiihrt zu
7(Cx+ Dy)+d6(4x+By) _ ,yx-+9dy
«(Cz~+Dy)+p (Az+ By) ax 4By’
Setze ich dann ]
l="
=2

so habe ich zu verlangen, daB
x(yC+84)+ v(yD+6B) =4, (yx+ dy)
#(«C + p4) + y (@D + B B) = Iy (ex + By)
ist. Das fiihrt zu
@ (7(C—4)+é4=0 . {cx(C—-l,)—{—ﬁA:O
\yD+8(B—1)=0 @D+ f(B —Ay) =0
Das sind zwei Paar linearer Gleichungen mit je zwei Unbe-
kannten, die in ihren Koeffizienten iibereinstimmen, Sollen dieselben
losbar sein, so miissen 4, und ], die beiden Wurzeln der quadrati-
schen Gleichung

4 B—pu
(3) C—u D !:0
oder
2 _
sein. u?—u(B+C)— (4D —BC)=0

Wenn diese Gleichung zwei voneinander verschiedene Wurzeln
besitzt, so gehéren dazu vermoége der zwei Paar linearer Gleichungen
(2) vier Zahlen &, 8, y, 6, deren Determinante ¢d — fy von Null
verschieden ist. Denn man findet z. B. fiir AD 5= 0:

w:f=—A:(C—14,), y:6=—A4:(C— 1)
4%
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Fir AD = 0 aber wird B=1,, C==1,. Dann wird y =0 und man
darf ¢ sowohl wie 8 von Null verschieden nehmen. Daher ist nun
durch (1) wirklich eine lineare Substitution erklirt, welche die Diffe-
rentialgleichung auf die Form
0 5-i1
bringt. Dann sind auch § =0 und # = 0 Integralgeraden, so daB
es also fiir 4, 5= 4, stets zwei Integralgeraden gibt. Wenn nun die 4,
und 1, reell sind, so sind sofort einige der im vorigen Paragraphen
besprochenen Fille wieder zu erkennen. Wenn aber die 1, und 4,
konjugiert komplex sind, so bleibt erst noch zu untersuchen, welcher
der im vorigen Paragraphen besprochenen Fille sich unter dieser
komplexen Form verbirgt. Um das zu erkennen, mache ich die neue
Substitution
E=s-+1t
n=s—1t
So erhdlt man die Differentialgleichung
1—it!  dys—it ,  dt
T~ Lefir VOV =as

die sich auch in der Form

sATh
T st HG— L)

mit reellen Koeffizienten schreiben 146t. Man erkennt also den Fall
des Strudelpunktes. Die Integralkurven werden Spiralen, es sei denn, daf3
A+i=0

ist. Dann sind es geschlossene Kurven (Ellipsen). Es liegt also ein
Wirbelpunkt vor.

Nun bleibt noch der Fall zu behandeln, wo die quadratische
Gleichung (3) zwei zusammenfallende Wurzeln hat.

Ich behandele erst den Fall, daB die Gleichungen (2) identisch
erfillt sind, Dann muBl aber A =D =B und 0= C sein, so daf}
wieder die Gleichung

tl

y' =2
mit lauter geradlinigen Integralkurven vorliegt. Sind aber die Glei-
chungen (2) nicht identisch erfiillt, so konnen wir die eine Gerade,
welche dann herauskommt, immerhin durch eine lineare Substitution
zur £&-Achse machen. Wir miissen dazu nur in (1) die Koeffizienten
«, B aus (2) bestimmen, die y, ¢ aber zunichst noch beliebig an-
nehmen. Dadurch wird dann die gegebene Differentialgleichung auf
die Form

dn _ atb

!
ag &
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Cz+Dy

gebracht. Diese Gleichung kann aber nur eine einzige Integralgerade
besitzen. Denn sonst hitte auch die urspriingliche deren mehrere.
Man kénnte deren zwei durch eine Substitution der Form (1) zu Inte-
gralgeraden machen. Man konnte also die Gestalt (4) erreichen, und
es lige somit doch bei der Gleichung (3) einer der schon behandelten
Fille vor. Daher muBl nach der quadratischen Gleichung

| a  b—u
=0
1 1—u 0
auch b =1 sein. In der so erhaltenen Differentialgleichung
dn _ aktn
23 &
mache man nun weiter die Substitution 5 = az,. Dann geht sie in
dny _ Etm
& 3

iiber und die haben wir schon im vorigen Paragraphen untersucht.

Von Koordinatentransformationen abgesehen, sind also die im
vorigen Paragraphen studierten Fille die einzigen, welche bei den in
der Uberschrift dieses Paragraphen genannten Differentialgleichungen
vorkommen.

Ich merke noch die rechnerischen Ergebnisse der Uberlegungen
an. Unsere Differentialgleichungen zerfallen zunichst mit Riicksicht
auf die Gleichung (8) in drei Klassen:

Klasse I: (B— C)?+44D>0
, I (B—CP+44D<0
, 1 (B—C)2444D=0.

Bei Klasse I kann das allgemeine Integral auf die Form

(yx + 6y)™™ (ax + By)"* = const.

gebracht werden. 1, und 4, sind die beiden Wurzeln der Gleichung (3).
o, B, y, 6 konnen aus (2) berechnet werden. Wenn dann A, und 4,
gleiches Vorzeichen haben, d. h. wenn

AD—-BC <O
ist, so haben wir einen Knotenpunkt. Wenn aber 4, und 1, ver-
schiedene Vorzeichen haben, wenn also

AD - BC>0
ist, so liegt ein Sattelpunkt vor?!).

Bei Klasse II kann gleichfalls das allgemeine Integral auf die

Form
(yx+ 69)™" (ex + By)"* = const.

1) Der Fall AD— BC==0 bietet kein Interesse, weil dann der Zihler
Az By durch den Nenner Cx -} Dy teilbar wird und sich also die Differential-
gleichung auf y’ — konst. reduziert.
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gebracht werden. Das ist keine reelle Schreibweise. Die Betrach-
tungen von S. 50 und von S. 52 lehren aber, wie dieselbe zu erhalten
ist. Man findet beim Ubergang zur Polarkoordinaten, wenn man be-
achtet, daBl ¢x + fy und yx -} 6y konjugiert komplex wird,

A+ y—a)z+ 6-Py
(ex 4 By) (yx 4 0y) =ce =t M e oy,

Es liegt im allgemeinen ein Strudelpunkt und ausnahmsweise ein
Wirbelpunkt vor. Insbesondere arten die Spiralen in Ellipsen aus,
wenn 1, + 4, =0 ist. Thre Gleichung wird

lex 4 By =c.
Setzt man
o=, + i,
B =B+ 1B,

so wird ihre Gleichung
(@ % + Byl + (a2 + oy = c.
Bei der Klasse III liegt wieder ein Knotenpunkt mit einer ein-
zigen Geraden
wx + fy=0

vor, deren Koeffizienten «, f sich aus (2) bestimmen.

§ 4. Allgemeine Sitze iiber den Verlauf der Integral-
kurven im reellen Gebiet.

Die bloBe Anwendung der Sitze iiber die stetige Abhingigkeit
der Integralkurven von den Anfangsbedingungen 14Bt weitgehende
schliisse iiber den Verlauf der Integralkurven einer Differential-

gleichung
dy _Q(*9)

dx~ Pz, y)

zu in einem Gebiete B, wo Zihler und Nenner als eindeutige und
stetige mit stetigen ersten Ableitungen nach x und y versehene
Funktionen erklirt sind. Es erweist sich fiir die Betrachtung als
zweckmiBig, die Integralkurven auf einen Parameter ¢ zu beziehen
und also die Differentialgleichungen in der Form

Y =Py, L=0(y)
anzunehmen. Bei den folgenden Darlegungen stiitze ich mich im
wesentlichen auf eine Arbeit von Bendixson: Acta mathematica,
Bd. 24 (1900).

Wir haben schon weiter oben festgestellt, daB zu jedem
Punkt x = x,, y =y, des Gebietes B genau eine Losung gehdrt, fiir

die lim x (f) = %,, lim y(§) =y, ist. Eine Anderung des Wertes #,,
t>to tt
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welchen man dem Punkte zuordnet, indert an der Lésungskurve x = x (2),
y =y () nichts; dadurch indert sich nur die Parameterdarstellung.
Das folgt sofort daraus, daB eine Substitution #, = ¢ 4- » die Differen-
tialgleichungen, auf deren rechter Seite ja der Parameter fehlt, nicht
indert. Eine solche durch einen Punkt x,, y, festgelegte Losung
wollen wir nun auf ihrem weiteren Verlauf verfolgen. Sie moge
etwa von x,, y, ausgehend ein Stiick weit nach der Methode der
sukzessiven Approximationen durch eine Reihe dargestellt sein. Ist
dann x,, y, mit dem Parameterwert f, ein weiterer durch diese Dar-
stellung erfaBter Punkt der Losung, so konnen wir fir x,, v,, ¢, er-
neut das Verfahren der sukzessiven Approximationen ansetzen und
so die Loésung ein Stiick weiter verfolgen. Nun sind zwei Fille
denkbar, entweder kann man dabei bei fallenden oder bei wachsenden
Parametern nicht iiber einen gewissen endlichen Grenzwert T des
Parameters hinauskommen, oder aber man kann dabei zu beliebig
groBen Werten des Parameters gelangen. Es geniigt dabei vollig,
wachsende Parameter zu betrachten. Der andere Fall wird durch die Sub-
stitution ¢, = — # auf diesen zuriickgefiihrt. Zunéchst ist leicht zu sehen:
Wenn man bei der Fortsetzung nicht zu beliebig groBen Parameter-
werten gelangen kann, wenn also die obere Grenze T der erreichbaren
Parameterwerte endlich ist, so kann die Lésungskurve fiir gegen T
wachsende Parameterwerte nicht im Inneren des Bereiches B bleiben.
Denn aus
PEGy@®)| <M, [QE®y®)| <M fir 4,<t<T
folgt
|2(8) — 2 ()| <Mt — 4], |y (t) —y (&) <Mt — 1]

Das bedeutet aber die Existenz der Grenzwerte

limx(f) =a, limy()=25.
t>T t->T

Diese konnen aber nach der vorhin erwihnten Feststellung von S. 31
nicht im Innern des Bereiches B liegen, weil man sonst die- Loésung
fiir T ibertreffende Parameterwerte verfolgen koénnte. Man gelangt
also mit #— T an den Rand des Bereiches.

Im anderen der beiden unterschiedenen Fille kann man die
Losung fiir beliebig groBe Parameterwerte. verfolgen. Hier will ich
den Spezialfall vorwegnehmen, daB beide Grenzwerte

lim x(¢), lim y(¢)
t> o t>o
existieren. & und b seien die beiden Grenzwerte. Dann ist, wie ich
zeigen will,
P(a, )=0 und Q(a, b)=0,

wofern nicht (2, b)) am Rande von B liegt. Wire nimlich z. B.
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P(a, b) & 0, so wire jedenfalls fiir geniigend groBe ¢ z. B. fiir £ >m

1PE@,y0)] > 252,
Daher wire durch Integration
2@ — 5 (m)| > 2520 — m)

so daB also gegen Annahme lim x(t):oo sein miiBte. Solche
t> ®

Stellen nun, fiir welche P(a, b)) =0 und Q(a, b) = 0 ist, nenren wir
singuldre Stellen der Differentialgleichung. Durch einen solchen Punkt
geht nimlich einmal die Losung x = a, y = b, welche das allgemeine
Existenztheorem liefert. Es ist aber nach dem eben Festgestellten
nicht ausgeschlossen, daB unter Umstinden noch eine weitere Inte-
gralkurve diesem Punkte fiir {— oo zustrebt. Auch stellt ja die vom
Existenztheorem gelieferte Losung x =4, y =105 in der x-y-Ebene
keine eigentliche Kurve dar. Schon die Betrachtungen des vorigen
Paragraphen haben uns einigen AufschluB iber die hier etwa zu er-
wartenden Moglichkeiten gegeben.

Ich wende mich nun zu dem allgemeinen Fall. Jetzt sollen also
die Punkte [% (), y(f)] fiir t— o0 einen oder mehrere Hiufungspunkie
in B besitzen. Es soll also im Inneren von B Punkie geben, demen
[x(2), v(t)] fiér beliebig groPe t beliebig nahe kommi. Am Rande von
B und in singuldren Punkten sollen dagegen solche Hdiufungspunkie
nicht liegen. Dann ist die Kurve €: x = x(f), y = y(t) entweder selbst
etne geschlossene Kurve, oder aber die Haufungspunkie fir ¢ — oo liegen
auf einer anderen geschlossenen Integralkurve.

Diese Aussage entspricht der schon fiir den Fall der Existenz
der Grenzwerte gemachten besonderen Feststellung. Denn die einem
singuldren Punkte (a, b) entsprechende Losung x =a, y =05 gehort
zu den geschlossenen Losungen, insofern als auf ihr zu verschiedenen
Parameterwerten derselbe Punkt gehort.

Zum Beweise unterscheide ich zwei Félle. Ich nehme zunichst
an, ein Haufungspunkt gehore der Losung L selbst an. Die Losung
soll also einem ihrer Punkte fiir beliebig groBe ¢ beliebig nahe kommen.
Dann ist die Losung notwendig geschlossen,

Als geschlossene Losung wird also, um es noch einmal zu
wiederholen, eine Losung  angesprochen, auf welcher zu einzelnen
Punkten mehrere Parameterwerte gehoren. D. h. also: einen solchen
Punkt passiert die Kurve nicht allein fir ¢ =1¢;, sondern noch fiir
einen anderen Wert ¢, 4 k. Daraus folgt aber, daB auch beliebige
Parameterwerte £, -7 und #, 4 % + v dieselben Punkte ergeben (S. 55).
Die simtlichen Kurvenpunkte sind also durch die zwischen £, und ¢, -+ &
gelegenen Parameterwerte bereits erschopft.
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Ich will jetzt zuerst beweisen, daB die Losung notwendig ge-
schlossen ist, wenn einer ihrer zu {— oo gehorigen Haufungspunkte
auf ihr liegt. Wenn P ein solcher Haufungspunkt ist, so denke ich
mir in demselben die Kurvennormale. Dieselbe muB in der Nihe
von P unendlich oft von der Losung getroffen werden, falls diese
nicht geschlossen ist. Denn sei @ irgendein weiterer, geniigend nahe
bei P gelegener Punkt der Lésung. P gehore zum Parameter p, Q zum
Parameter ¢g. Dann lehrt der Satz von der stetigen Abhdngigkeit der
Lésungen von den Anfangspunkten, daB3 in einem beliebig gegebenen
Parameterintervall p.-— 6§ <t < p -+ die Losung von den zu den
um g—p groBeren Parameterwerten ¢ — § <t << ¢+ 4 gehorigen
Losungspunkten nur wenig abweicht, wofern nur @ hinreichend nahe
bei P gewihlt ist. Stellt man also diese Uberlegung fiir eine gegen
P konvergierende Folge von Punkten (, an, deren Parameterwerte
g,— 0o streben, so erhilt man unendlich viele Kurvenbogen, die be-
liebig nahe an dem um P abgegrenzten Bogen entlang laufen, wenn
die Kurve nicht etwa selbst geschlossen ist. Dann fallen ja alle
diese Bogen zusammen. Nehme ich also an, die Kurve sei nicht
geschlossen, so miissen alle diese Bogen die Normale iiberschreiten,
und zwar miissen sie alle in hinreichender Nihe von P bei wachsen-
den Parameterwerten die Normale im gleichen Sinne iiberschreiten.
Auch dies folgt ja aus der Stetigkeitsbetrachtung, weil doch in hin-
reichender Niahe von P nur geringe Richtungsunterschiede der Inte-
gralkurven vorkommen. Dies aber fiihrt zu einer gestaltlichen Un-
moglichkeit. Denn P, sei z B. ein weiterer Punkt der Losung auf
der Normalen. Der Kurvenbogen PP, und das Normalstick PP, be-
grenzen dann einen Bereich, aus welchem die Losung nie wieder
austreten oder in den sie nie wieder eintreten kann, da sie ja das
Normalenstiick PP,, wenn iiberhaupt, so nur immer im selben Sinne
iiberschreiten kann. Daraus folgt, daB auf der Normalen die Schnitt-
punkte in derselben Reihenfolge aufeinander folgen, wie die zugehorigen
Parameterwerte auf der Kurve. Hier konnte also P nicht Hiufungs-
punkt der Schnittpunkte sein. Die Losung muB also-in diesem Falle
selbst geschlossen sein.

Ich betrachte nun den anderen Fall. P sei ein Hiufungspunkt,
der micht auf der zu untersuchenden Losung L liegt. Alsdann will ich
zeigen, daB die durch P gehende Losung L’ geschlossen ist. Jeden-
falls ist sofort zu sehen, daBl jeder Punkt der durch P gehenden
Losung L’ ein Hiufungspunkt von L ist. Das folgt wie eben aus
Stetigkeitsgriinden durch Betrachtung einer sich gegen P hiufenden
Folge von Punkten von L. Sind niamlich S und §’ geniigend nahe
beieinander gelegene Punkte von L und L’, so betrachte man die-
jenigen Integralkurven, die fiir ¢ = £, durch S oder S’ gehen. Fiir ein
beliebiges Interwall ¢, <¢ < T sind sie dann um so weniger vonein-
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ander verschieden, je niher S und S’ beieinander liegen. Daher kann
auch L’ keinem singuldren Punkt und auch nicht dem Rande von B
beliebig nahe kommen, weil sonst dasselbe (gegen Annahme) fiir L
zutreffen miiBte!). Daher muB nun auch L’ im Innern von B Haufungs-
punkte besitzen, die nicht singuldr sind. Diese Hiaufungspunkte liegen
aber notwendig auf L’. Anderenfalls sei R ein solcher Hiufungs-
punkt von L’. Dann mache ich im Punkte R bei L' dieselbe Be-
trachtung wie im vorigen Falle im Punkte P bei L. Die durch R
gehende Losung heie dann L”. Auf ihr errichte ich in R die Nor-
male und schneide diese mit L’. Wieder erkenne ich, daB3 auf dieser
Normalen die Schnittpunkte mit L’ in derselben Reihenfolge liegen
wie die zugehdrigen Parameterwerte auf L’. Es seien also R,, R,,
Ry drei solche Schnittpunkte und #, < #, < #, die zugehérigen Para-
meterwerte. Nun aber kann man einsehen, daB zwischen R, und R,
sowohl wie zwischen R, und R; die Normale nur einmal von L ge-
schnitten werden kann. Daraus wiirde dann folgen, dal R, nicht
Hiufungspunkt von L sein kann. Denn an L’ laufen doch, wie wir
gerade sahen, Bogen von L entlang. Um also z. B. zu erkennen,
daB die Normale zwischen R, und R, nur einmal von L geschnitten
werden kann, muB man nur bemerken, daB alle etwa vorhandenen
Uberschreitungen, falls nur R,, R,, R, geniigend nahe an R gewihlt
sind, im selben Sinne erfolgen miiBten. Da aber der Bogen R,R,
von L’ und das Geradenstiick R, R, einen Bereich begrenzen, miiBten
die Uberschreitungen abwechselnd in der einen oder der anderen Rich-
tung geschehen. Daher muB R auf L’ liegen. Denn die gegenteilige
Annahme fijhrt zu Widerspriichen. Daher ist L’ geschlossen.

Unser Satz ist damit bewiesen. Er kann aber noch durch die
folgenden Bemerkungen erginzt werden. Die Kurve L ist jedenfalls
eine Spirale, die sich in immer engeren Windungen an L’ heran-
legt. L’ nennt man einen Grenzzykel. Daraus ergibt sich weiter, daB
alle Lésungen, welche nur irgendeinmal geniigend nahe an L’ heran-
kommen, solche Spiralen sein miissen. Um das zu erkennen, er-
richte ich in einem Punkte R von L’ eine Normale nach der Seite,
auf der die Spirale liegt. Ich wihle die Normale so kurz, daB alle-
mal die Spirale L die Normale im selben Sinne {iberschreitet. Dann
wihle ich auf dieser Normalen irgendeinen Punkt und lege durch
denselben eine Lésung. Auch diese schmiegt sich dann fir {— oo
der Losung L’ an. . Denn wenn etwa ihr Anfangspunkt zwischen den
beiden Schnittpunkten R, und R, von?) L mit der Normalen liegt,
so verlauft die neue Lésung immer auf derselben Seite von L in deren

1) In dem Falle also, wo neben anderen auch solche Hiufungspunkte da

sind, lehrt unsere Betrachtung, daf jedenfalls ein ganzer, beiderseits von

singuliiren Punkten begrenzter Bogen von L’ von Haufungspunkten besetzt ist.
%) R, sei der ndher an R gelegene.
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Nihe. Ich verfolge sie bis zum nichsten Schnittpunkt mit der Nor-
malen. Der muB aber nun zwischen R, und R liegen, weil sonst die
neue Losung L schneiden miiBte.

Ich schlieBe noch einige Betrachtungen iiber das Verhalten der
Lésungen in der Umgebung einer geschlossenen Losung an. DaB
eine geschlossene Losung von einer Schar geschlossener Lésungen
umgeben sein kann, haben wir schon im vorigen Paragraphen am
Beispiel

dx dy
a= "V aT*
gesehen. Hier sind die Losungen die Kreise um den Ursprung als
Mittelpunkt. DaB auch in der Umgebung einer geschlossenen Losung
Spiralen liegen kénnen, und noch manches andere, sieht man an dem
Beispiel

d o . 1
‘g:——y—}—é(x“—I—yﬂ—l)xsm?Tl

¥y fir x* 471
TR AT
dt y y 22 +92 1
ax

dx "
Aber =7 und =% fir 2 4 y%=1.

Fiihrt man namlich Polarkoordinaten ein (x = 7 cos #, y= 7sin ),
so werden diese Gleichungen

dy . 1 .
2173267('2—1)51“;51—1 fir r=£1
dr .
E_‘) == 0 ﬁlr Y = .
Unter den Losungen sind also den unendlich vielen Nullstellen von
sin '—,1_—1 entsprechend unendlich viele Kreise enthalten, die sich gegen

den Kreis # =1 hiaufen. Zwischen zwei aufeinanderfolgenden dieser
Kreise verlaufen aber die Losungen als Spiralen, die sich um jeden
der beiden Grenzkreise herumwinden. Dazwischen hingt namlich »
monoton von ¢ ab.

Es fallt auf, daB sich die Differentialgleichung zwar in der Um-
gebung der isolierten Kreise analytisch verhilt, daB sie aber auf
dem Hiaufungskreis selbst nicht analytisch ist. DaB tatsichlich so
etwas im analytischen Fall nicht vorkommen kann, ist leicht einzu-
sehen. Ich will ndmlich zeigen, daB in der Umgebung einer ge-
schlossenen Losung, auf der sich die Differentialgleichung analytisch
verhilt, entweder nur geschlossene Losungen oder nur Spiralen
liegen. Nehme ich nidmlich an, gegen eine geschlossene Losung
hiuften sich andere geschlossene Losungen, dann errichte ich in
einem Punkt P der Hiufungslosung eine Normale, und fiihre auf dieser
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Normalen den Abstand s von P als Parameter ein. Durch einen be-
liebigen Punkt s der Normalen lege ich eine Losung. Diese verfolge
ich in Richtung wachsender Parameter, bis sie zum ersten Male wieder
die Normale trifft. Das geschehe bei der Bogenlinge s,. Dann ist
nach S. 44 s, eine analytische Funktion f(s) fiir alle s, die zu Punkten
der Normalen aus der Umgebung der Hiufungslgsung gehoren. Fiir
diejenigen unendlich vielen Werte s aber, welche geschlossene Losungen
bestimmen, ist dann f(s)=s. Da dies aber nun in einem Intervall,
in dem f(s) analytisch ist, unendlich oft der Fall ist, so ist nach be-
kannten Sitzen iiber analytische Funktionen fiir alle s:f(s)=s und
das heifit, daB3 alle Losungen aus einer gewissen Umgebung der Hiu-
fungslosung geschlossen sein miissen.

Ich fiige noch eine Bemerkung iiber das Verhalten geschlossener Li-
sungen bet hinreichend geringey Abinderung der Differentialgleichung an.

Dafl bei hinreichend geringer Abianderung einer Differential-
gleichung geschlossene Losungen wieder in geschlossene Ldsungen
iibergingen, wird man schon angesichts des letzten Beispieles, in dem
man ja ¢ beliebig klein wihlen kann, nicht behaupten wollen. Wohl
aber kann man eine solche Aussage machen, wenn man von einer
Differentialgleichung mit einer einfachen und isolierten geschlossenen
Lisung ausgeht. Darunter will ich eine Lésung verstehen, an die sich
von auBlen und innen andere Losungen spiralig anschlieBen. Daher
die Benennung isoliert. Es moge aber auBerdem der Windungssinn
der Spiralen auBen und innen derselbe sein. Nur dann soll die ge-
schlossene Losung einfach heiBen. Alsdann gilt der Satz, daf eine jede
andere Differentialgleichung, die in einer gewissen Umgebung dieser
geschlossenen Lisung hinreichend wenig von der ersten verschieden ist,
in dieser Umgebung selbst eine geschlossene Losung besitzi. Zum Beweise
betrachte ich wieder die schon vorhin eingefiihrte Funktion s, = f(s),
die aber jetzt, wo die Differentialgleichung nur den in diesem Para-
graphen allgemein iiblichen Voraussetzungen geniigt, eine stetige mit
stetiger Ableitung versehene Funktion von s ist. Die entsprechende
Funktion fiir die abgeinderte Differentialgleichung sei s, = g(s). Hier
ist nun dem geringen Unterschied beider Differentialgleichungen ent-
sprechend die zweite Funktion nur wenig von der ersten verschieden.
Nach unseren Voraussetzungen ist nun in der Umgebung der ge-
schlossenen Kurve f(s) von einerlei Vorzeichen und es wird genau
einmal f(s) = s. Daher gilt das gleiche auch fiir die Funktion g’(s).
Wir haben genau eine geschlossene Losung fiir diese, die dazu noch
in der Nihe der geschlossenen Losung der urspriinglichen verliuft.
Unsere Betrachtung 148t auBerdem deutlich erkennen, inwiefern die
Voraussetzung, daB die geschlossene Losung einfach sei, wesentlich
ist. Anderenfalls braucht tatsichlich die Gleichung s = g(s) keine L&-
sung zu besitzen.
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Uber geschlossene Lésungen gilt nun weiter der folgende Satz:
Im Inneren einer jeden geschlossemen Liosumg L liegt mindestens ein
singulirer Punkt der Differentialgleichung. Eine im Innern der ge-
schlossenen Losung L beginnende Integralkurve muB fiir alle Parameter-
werte im Inneren bleiben. Wenn also im Inneren kein singulidrer Punkt
liegt, so muB eine solche Losung entweder selbst geschlossen sein
oder sich fiir {-»o00 und fiir £-» — oo spiralig um je einen Grenz-
zykel herumwinden. Ich filhre eine Hilfsfunktion f(x,, y,) ein. Die-
selbe sei gleich dem Inhalt, welchen die durch x,, y, bestimmte Lo-
sung umschlieBt, falls dieselbe geschlossen ist; sie sei aber dem von L
umschlossenen Inhalt F gleich, wenn die durch x,, y, bestimmte Lésung
eine Spirale ist. Diese Funktion f(x,,y,) besitzt dann im Inneren
von L eine untere Grenze, welche kleiner ist als der von L um-
schlossene Inhalt . Denn im Inneren muf ja mindestens eine weitere
geschlossene Kurve verlaufen, weil sich sonst die Spiralen entweder
einem singuldren Punkt nihern miiBten; oder aber es miiBten die
Spiralen sich fiir {— -+ 0o und fiir {—» — 0o demselben Grenzzykel
ndhern. Das aber liBt sich durch die mehrfach benutzte Stetigkeits-
betrachtung widerlegen, weil ein Vorzeichenwechsel von ¢ die Richtung
eines jeden Linienelementes umkehrt. Ich markiere eine Folge von
Punkten, deren zugehorige Funktionswerte gegen die untere Grenze kon-
vergieren, und wihle die Punktfolge so, daf} sie in L einen Grenzpunkt
besitzt. Dieser Punkt (g, b) ist notwendig singulir. Anderenfalls ginge
nidmlich durch denselben eine Losung L. Ware diese geschlossen,
so gibe es in ihrem Innern eine weitere geschlossene Loésung auf
der f(x,, ¥,) einen kleineren Wert als in der Nihe von (g, b) hitte.
Das kann nicht sein. Also miiBte die Lésung durch (4, b) eine Spirale
sein, Dann wire aber f(a, b) = F, also wire auch fiir alle Punkte
aus der Umgebung von (g, b) die Funktion f(x,, ¥,) = F. Denn durch
alle diese Punkte gehen dann wegen der stetigen Abhingigkeit der
Losungen vom Anfangspunkt Spiralen. Da somit die Annahme, daB
(a, ) nicht singuldr ist, zu Widerspriichen fiihrt, muB (g, b) ein singu-
lairer Punkt sein.

Man kann, wie man leicht sieht, und wie der Leser des niheren
durchiiberlegen moége, aus den vorausgegangenen Betrachtungen den
folgenden SchluB3 ziehen:

Eine Losung L, die fiir alle t ganz in einem einfach zusammen-
hingenden Bereich verlduft, der in seinem Inneren hichstens eine singulire
Stelle P enthilt, ist entweder eine P umschlicfende geschlossene Kurve,
oder ist eine Spirale, die sich einem solchen Gremzzykel anschlieft, oder
ste miindet im singuliren Punkt, oder sie ist eine Spirale, die sich an
eine Losung anschlieft, die sowohl fiir t— - 0o wie fiir t— — 0o im
singuliren Punkt miindet.
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Ich beschlieBe diese gestaltlichen Betrachtungen mit dem folgen-
den niitzlichen Satz. Eime singulire Stelle P sei von einem Kreise
umschlossen, in dem Reine weiteren singuldren Stellen liegen. Von zwei
Punkten seiner Peripherie mogen Losungen L, und L, ausgehen, die
in P miinden. Diese mogen zusammen mit der Peripherie des Kreises
etnen Bereich G bestimmen, in welchem keine wettere in P miindende
Lésung verlduft. Dann kann man wm einen auf L, und esnen auf L,
gelegenen Punkt (P, und P,) durch Kreisbogen .aus B solche Gebiete
ausschneiden, daf jede Losung, die in dem einen beginni, auch das
andere Gebtet passiert.

Ersichtlich ist dies eine Verallgemeinerung des Satzes von der
stetigen Anderung der Losungen bei Anderung der Anfangswerte.
Man kann diesen ja offenbar in ganz dhnlicher Weise formulieren.
Zum Beweise errichte ich in den beiden Punkten.P, und P, Nor-
malen, die in B hineinfilhren, und die so kurz sind, daB sie einander
nicht treffen, und verbinden ihre Endpunkte in G durch einen Kurven-
bogen. Der von P, P P, P, begrenzte Bereich sei B’. Alsdann lasse
ich in der Nachbarschaft von P, auf der Normalen in R eine Losung
beginnen. Diese kann nicht in P miinden. Sie kann nicht geschlossen
sein, da es sonst neben P noch singulire Punkte gibe, sie kann
sich aus demselben Grund keiner geschlossenen Losung anschmiegen,
sie kann sich aber auch keiner mit beiden Enden in P miindenden
Loésung anschmiegen, da dies sich mit unseren Annahmen nicht ver-
tragt. Also muB sie einmal wieder B’ verlassen. Das muB} auf einem
Punkt der Verbindungslinie P, P, geschehen. Ich darf ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit annehmen, daB dieser Austritt S weiter
von P, ab, also niher an P, heran, als der Beginn R liegt. Den
Anfangspunkt lasse ich sich nun stetig auf P, hin bewegen. Dann
bewegt sich der Endpunkt S stetig von P, weg einer Grenzlage
zu.' Ich behaupte, daB diese Grenzlage P, sein mull. Denn
anderenfalls sei V der zwischen P, und P, gelegene Grenzpunkt.
Ich behaupte, dafl die durch ihn gehende Losung in P miinden miiBte.
Anderenfalls miiBte sie irgendwo die Verbindungslinie P, P, zum
zweiten Male in einem inneren Punkte U schneiden. Dann aber
miiBten aus Stetigkeitsgriinden alle in der Nachbarschaft von ¥ be-
ginnenden Losungen auch ein zweites Mal in der Nihe von U die Ver-
bindungslinie P, P, treffen. Das widerspricht aber der Definition von V.
Andererseits kann aber die in ¥ beginnende Lsung nach Voraussetzung
nicht in P miinden. Also muB V mit P, zusammenfallen. Darin liegt
aber der Beweis unseres Satzes. In G verlaufen also die Ldsungen
dhnlich wie in der Umgebung eines Sattels. Wegen weiterer Séitze
iiber gestaltliche Verhiltnisse sei auf die Arbeit von Bendixson ver-
wiesen. Ich gehe jetzt zu Anwendungen auf konkrete Differential-

gleichungen {iber.
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Bemerkungen. 1, Wir haben die S#tze dieses Paragraphen fir Dif-
ferentialgleichungen gewonnen, welche der Lipschitz-Bedingung gentigen. Brou-
wer hat in einigen Arbeiten tiber stetige Vektorverteilung auf Oberflichen in
den Amsterdamer Berichten von 1910 den allgemeineren Fall von nur stetigen
Differentialgleichungen behandelt und dort entsprechende Ergebnisse gewonnen.
Namentlich gilt auch der Satz von S. 61 fiir diesen allgemeineren Fall,

2. Hinsichtlich der Ubertragung dieser Sitze tiber den Gesamtverlauf von
Losungen auf Systeme ist noch wenig bekannt., Wir werden insbesondere
spidter bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung n#her auf die Dinge ein-
gehen, Hier liegen weitergehende Untersuchuungen vor.

§0. Die Differentialgleichungen x™ % =ay-+bx-B(x,y)

Ihrer besonderen Wichtigkeit wegen will ich diese Differential-
gleichungen nun zuerst behandeln. %(x, y) sei dabei eine Potenzreihe,
die keine Glieder von niedrigerer als der zweiten Dimension enthilt
und die in der Umgebung von (0,0) konvergiert. Von dem zu ge-
winnenden Ergebnis werden wir auch schon im folgenden Paragraphen
eine Anwendung machen. Ich beginne mit dem Fall 1. m eine un-
gerade ganze Zahl, a <0.

Zunichst wihlen wir eine Umgebung des Ursprungs, in welcher
kein weiterer singuldrer Punkt liegt., Als solche Umgebung kann ein
parallel den Koordinatenachsen orientiertes Rechteck genommen werden.
Es wird durch die Lésung x = 0 in zwei Teilrechtecke zerlegt, die wir
getrennt zu betrachten haben. Zunichst wahle ich die Zahl § > 0 so,
daB die Punkte (0, 4) und (0, — ) dem Rechteck angehéren und daB

ad+ B(0,6) <0
—ad+ PO, —8)>0
ist. Dann kann man weiter die Zahl ¢ > 0 so wihlen, daB das von

den Geraden x = +¢ y= 14 begrenzte Rechteck ganz im erst-
genannten enthalten ist und daB fir [¥| <e

ad + bx + P (x, 6)< 0,
—ad+bx+B(x, —8) >0

gilt. Ich betrachte dann zunichst denjenigen Teil des kleineren Recht-
ecks, in dem x < 0 ist. In ihm gibt es, wie ich zeigen will, genau
eine Losung der Differentialgleichung, welche im Ursprung miindet.
Ich lege nun durch irgendeinen inneren Punkt P der Begrenzungsstrecke
y =0 dieses Rechtecks eine Losung der Differentialgleichung. Da in

diesem Punkt und in seiner Umgebun dy > 0 ist, so verlaBt diese

Losung mit zunehmendem x das Rechteck. Ebenso steht es auf der
gegeniiberliegenden Rechteckseite. Verfolgt man daher eine solche
Losung fiir abnehmende x ins Rechteck hinein, so muB sie die Recht-
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eckseite x = — ¢ treffen. Ich lasse nun den Anfangspunkt P auf
y =0 gegen den Punkt (0, §) konvergieren. Die Punkte, in welchen
die zugehérigen Losungen die Rechtecksseite x = — ¢ treffen, hingen
dabei stetig von der Lage des Punktes P ab und riicken monoton auf die
Rechteckseite y = — § zu. Sie streben daher einer Grenzlage S zu, wenn
P seiner angegebenen Grenzlage zustrebt. Legt man dann durch S eine
Losung, sa muB dieselbe im Ursprung miinden. Denn man kann sie
bis zum Verlassen des Rechtecks verfolgen. Dies kann nur auf
y = + & oder im Ursprung geschehen. Denn x = 0 ist eine sonst von
Singularititen freie Lésung und vertikale Tangenten kommen auf der
zu untersuchenden Losung nicht vor. Wenn aber die Losung durch S
in einem inneren Punkt einer der beiden Rechteckseiten y = 4- ¢
endete, so miiBte das .aus Stetigkeitsgriinden bei allen Loésungen
durch S beiderseits benachbarte Punkte ebenso sein. Das widerspricht
aber der Definition von S. Die Losung durch S muB also im Ur-
sprung miinden. Dies ist aber auch die einzige in der Rechtecks-
hilfte x < 0 gelegene Losung, welche im Ursprung miindet. Anderen-
falls seien nimlich y, (x) und y,(x) zwei derartige Losungen. Dann
hat man

xm ‘iyl_;_"ﬁl) =(y; — ¥, (a4 f(x).

x

Hier ist f(x) = EB»A(’E’,—?;})-:'T‘B@J&) eine Funktion von x, die sich nach
17 78
Potenzen von x, y, und y, entwickeln 1aBt und die fir x =0 ver-

schwindet, Daher gibt es eine Zahl ¢ derart, daf

IF@)| < g{ fiir |x| < o.
Ist dann — o < x, < 0, so ist (fir x; < x < 0)
fﬁz.(ﬁ)dz
zm
93 (%) — ¥o (%) = [y, (%) — ¥a (%5)] €™
Daher ist
z
1 AP

32 (8) — 95 (1)) > |9 (50) — ¥ ()] ¢ * °
> ’y1 (xo) — Y (xo)’

und das widerspricht der Annahme, daB y, (x) und y,(») im Ursprung
miinden sollen. In der Rechteckhilfte x << O gibt es also genau eine
im Ursprung miindende Lésung. Das gleiche ist in der Rechteck-
hilfte ¥ > Q0 der Fall. Das erkennt man am raschesten, indem man
diesen Fall auf den vorigen durch Vorzeichendnderung von x zu-
riickfiihrt.

Ich komme zum Fall 2: m ungerade ganze Zahl, a > 0.
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Ich konstruiere ein Rechteck genau wie im vorigen Fall. Jetat
ist aber fir |x|<e
ad+bx+ P (x,6) >0,
—ad+bx+ P(x, —38)<O.

Ich betrachte zuerst die Hilfte x>0 des Rechtecks. Eine in
diesem beginnende Losung kann bei abnehmendem x nach diesen
Ungleichungen das Rechteck weder auf y = -4 noch auf y = — ¢
verlassen. Sie kann ihm aber auch nicht {iber x = Q entrinnen. Sie
muB} also entweder im Ursprung miinden oder geschlossen sein oder
sich einer geschlossenen anschmiegen. Die beiden letzten Fille sind
ausgeschlossen, weil sonst im Rechteck weitere singulire Punkte ligen.
Also minden alle Lésungen im Ursprung. Ebenso schlieBt man in
der Hilfte x < 0 fiir wachsende x. -Jetzt ist also der Ursprung ein
Knoten, insofern als alle im Rechteck beginnenden Lésungen im Ur-
sprung miinden.

Im Falle 3: m gerade ganze Zahl, @ <0 sind keine neuen Er-
érterungen mehr noétig. Fiir x << 0 schlieBt man wie eben auf ein
Knotengebiet und fiir x > 0 greift die Uberlegung von Fall 1 wieder
Platz. In x> 0 liegt also nur eine im Ursprung miindende Lésung.

Im Falle 4: m gerade ganze Zahl, a >0 schlieft man fiir x > 0
wieder auf Knoten und fir x < 0 auf eine einzige im Ursprung
miindende Losung.

Die Fille @ = 0 erfordern eine eindringendere Behandlung. Auch
sie sind erledigt, wie wir sehen werden, wenn allgemein davon die
Rede sein wird, wie man jede analytische Differentialgleichung

ay _ % (”:_ZV_)

dx — B(x,9)
in der Nidhe des Ursprungs behandeln kann. Da wird sich zeigen,
daB man alles auf die eben behandelten Typen zuriickfiihren kann.

Es wird nun aber noch von Interesse sein, zu sehen, wie man
in allen diesen Fillen die unter Umstinden nur in einem Exemplar vor-
handene, im Ursprung miindende Losung wirklich berechnen kann.
Das geschieht mit Hilfe einer von Bendixson herrilhrenden Methode
der sukzessiven Approximationen. Man kann sie auch im Knotenfall
zur Berechnung der Losungen bis in den Ursprung hinein verwenden.
Uberhaupt erhdlt man so auch eine neue rechnerische Herleitung
unserer Ergebnisse. Perron hat in einer schénen Arbeit (Math.
Annalen 75) mit dieser Methode dann noch wesentlich allgemeinere
Differentialgleichungen von der Form

(1) =f(x,y)

erledigen kdnnen, wo dann fiir ¢ (%) und f (%, ¥) nur gewisse Stetigkeits-
Bieberbach, Differentialgleichungen. 5
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bedingungen erfiillt zu sein brauchen. Ich moéchte mich aber hier
damit begniigen, fiir den erwihnten Fall die Methode zu schildern.
Es geniigt, den Fall m =1, @ < 0 zu betrachten.
Dann nehme man als erste Ndherung y, = 0 und bestimme ¥, aus

x%:ayl—{—bx—i—%(x, 0)

so, daB entweder lim y, (x)==0 oder lim y(x) =0 ist. Ich will
x>4+0 z>»—0
den zweiten Fall weiter verfolgen. Man iiberlegt sich leicht, daB

0

yy = (— x)“f [bx + B (%, 0)](— x)* " ldx

x

der gestellten Forderung geniigt. Dann trage man y, ein und setze
0

v = (— 0 [ [b%+ B (% 9] (— 9" 'dx

x

So fahre man weiter. Die gefundenen Funktionen y, konvergieren
dann gleichmiBig gegen eine Grenzfunktion y, welche der Differential-
gleichung geniigt und fir die lim y(x)=0 ist. Das Nahere der

x> —0
Beweisfithrung moge der Leser sich entweder selbst zurechtlegen oder

bei Bendixson oder Perron nachlesen.

§ 6. Die Differentialgleichungen 3—1 = ‘é,i igfzi ‘: g’ :; .

Unter ziemlich allgemeinen Voraussetzungen kann man den Satz
aussprechen, daB fiir das Verhalten der Losungen dieser Differential-
gleichung in der Umgebung von x=y==0 das Verhalten der
Losungen von

dy Ax+By

dx  Cx+Dy

in der Umgebung desselben Punktes maBgebend ist. Der Punkt
x=1y=0 soll auch fir die vorgelegte Differentialgleichung ein
singulirer sein, es sei also 6 (0,0)=¢(0,0)=0. Obwohl unsere
Uberlegungen meist viel allgemeiner gelten, wollen wir uns weiter
einer formal einfacheren Darstellung zuliebe auf den Fall beschrinken,
daB § und & als Potenzreihen in #, ¥ gegeben sind, die mit Gliedern
frithestens zweiter Dimension beginnen. Die Determinante der linearen
Glieder AD — BC sei von Null verschieden. Wir schreiben
auBerdem die Differentialgieichung in Parameterdarstellung:

9% — Cx+ Dy + B, (%)

(M
2 — 4%+ By + $,(%9).



. . . . dy _Az+By+d(z,y)
§ 6. Die Differentialgleichungen i2= CoiDytiea 9 67

Ich beginne mit dem einfachsten Fall. Die beiden Wurzeln 4,, 4,

der charakieristischen Gleichung
C—i1 D |

v |
() | 4 B—1
seten reell und mit dem gleichen Vorzeichen versehen. Dann lift sich
eine Umgebung um den Ursprung abgrenzen, derart, dap die durch die
Punkte dieser Umgebung hindurchgehenden Losungen alle in den singu-
liren Punkt hineinlaufen.

=0

Wie wir wissen, kann man durch eine Koordinatentransformation
die Differentialgleichungen auf die Gestalt

Q) %y =A% + By (%15 91)
vy = % + Ay, + By (%15 ¥,)
bringen. Dabei sind 1, und 1, die beiden Wurzeln der charakte-
ristischen Gleichung und w ist nur dann von Null verschieden, wenn
Ai=14, ist. B,, B, sind wieder zwei Potenzreihen, die keine Glieder
nullter oder erster Dimension enthalten. Ich nehme zunichst u =0
an. Dann betrachte ich x? 4 y?, d.i. das Quadrat der Entfernung
der Punkte auf einer Losungskurve vom Ursprung. Man hat durch
Differenzieren
%%+ 9190 =421 + A¥] + %, B + 9, B,

Grenzt man somit eine geniigend kleine Umgebung um den Ursprung
ab, so besitzt darin dieser Ausdruck stets dasselbe Vorzeichen wie
A, x2 4+ 4,42, Dies ist aber eine definite Form, da A, und A, gleiches
Vorzeichen besitzen. Sind z. B. 4, und 1, positiv, so ndhert sich also
bei abnehmendem Parameterwert die Losungskurve stindig dem Ur-
sprung. Die Losungskurven miinden alle im Ursprung. Wir werden
spiter sehen, daB sie sogar in bestimmten Richtungen einmiinden.
Vorldufig zeigen wir aber nur, daB sie sich asymptotisch dem Ur-
sprung ndhern. Denn kime z. B. die Losubgskurve nicht auf niher
als ¢ an den Ursprung heran, so wire auf derselben die Ableitung
%,%, 4+ y,9," stindig oberhalb einer angebbaren Schranke. Und daraus
kénnte man abschitzen, daB einer Anderung des Parameters ¢ etwa um
die Einheit eine Verkleinerung der Entfernung um einen Betrag ent
sprechen miiBte, der selbst oberhalb einer wesentlich positiven Schranke
bliebe. Das widerspricht aber der Annahme, daf die Entfernung der
Lésungskurve oberhalb o bleibt fiir beliebig groBe Werte von &.

Ahnlich kann man im Falle schlieBen, wo u = 0, also die beiden
GroBen 1, und 1, gleich sind. Dann betrachte man den Ausdruck

7 + Ryl
der ja fiir positives % definit ist. Differentiation liefert

%%, + Ry, v = 4, %7 + kpxyy, + kA, y7 4 %, B, 4 ky, B,
5*
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und das ist nun fiir geniigend kleines positives & in einer geniigend
kleinen Umgebung des Ursprungs wieder definit. Daher schlieBt man
genau wie eben, dall alle Losungen in den Ursprung einmiinden.

Offenbar versagen diese Uberlegungen fiir den Fall, wo die Wurzeln
der charakteristischen Gleichung zwar reell sind, aber verschiedenes
Vorzeichen besitzen. Wohl aber bleiben sie anwendbar in dem Falle,
wo die Wurzeln der charakteristischen Gleichung konjugiert imaginir
sind. Setzt man dann

j'1=/"'1_l"i/u'2: }'2=:u1—ilu‘3’

so kann man durch Koordinatentransformation nach S. 52 die Diffe-
rentialgleichungen auf die Form

) {’ﬁl =%+ ey, + By (%, 9;)
¥ = — pa%; + py; + By (%, 9,)
bringen, wo wieder die Potenzreihen ,, P, erst mit den Gliedern
zweiter Dimension beginnen. Wir betrachten wieder x? | 2, dessen
Ableitung
%%+ 9,9, = py (4] +91) + %, B, + 3, P,

ist. Betrachten wir den Fall u, & O niher. In einer geniigend kleinen
Umgebung des Ursprungs ist also wieder x,x,” 4 y,y," definit, und
daraus folgt wieder, daB} alle Losungen dieser Umgebung in den Ur-
sprung einmiinden. Ist aber u, =0, so gilt ein solcher Schluf nicht
und die Erinnerung an den friiher betrachteten Strudelpunkt lehrt auch,
daB jetzt nicht mehr immer die Losungen in den Ursprung miinden
miissen. Zur Klirung dieser Dinge sind tiefergreifende Erdrterungen
notig, die wir noch zuriickstellen wollen. Zur Entscheidung dariiber,
ob jetzt Strudel oder Wirbel vorliegt, reichem micht mehr die Glieder
erster Ordnung hin. Unsere Betrachtung 1aBt bisher noch nicht den
spezifischen Unterschied zwischen Knoten und Strudel oder Wirbel
erkennen, den wir in dem vorvorigen Paragraphen bei den homogenen
Gleichungen herausgearbeitet batten. Bevor wir uns also dem noch
ausstehenden Fall reeller 4, und A, mit verschiedenem Vorzeichen zu-
wenden, wollen wir diese Frage noch erértern. Es wird sich wieder
zeigen, daB bei reellen Wurzeln gleichen Vorzeichens stets der Knoten-
fall vorliegt. Da gehen also, aufler bei 4, = 4,, die Losungen alle
bis auf zwei unter Berilhrung derselben Geraden in den Ursprung
hinein. Diese beiden laufen in zwei um z verschiedenen Richtungen
in den Ursprung hinein. Bei komplexen Wurzeln aber liegt Strudel
oder Wirbel vor.

In dieser Hinsicht wollen wir einen von Bendixson herrilhrenden
Satz angeben, der in gewissem MaBe die Entscheidung liefert, wenn
er auch die vorgelegte Frage nicht vollstindig erledigt. Der Satz
bezieht sich sogar auf etwas allgemeinere Differentialgleichungen.
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Ich will ihn in dieser allgemeinen Fassung aussprechen, dann aber
nur fiir unseren Fall beweisen. An der Beweismethode wird dabei
nichts Wesentliches verloren gehen. Der Satz bezieht sich auf Dif-
ferentialgleichungen von der Form

(2) = Xut B(59)

H =Y, + % (%9).

Dabei sind X, und Y,, ganze rationale homogene Funktionen m-ter
Ordnung, wihrend die Potenzreihen %, und B, Glieder m-ter oder
niedrigerer Ordnung nicht enthalten. Der Satz lautet dann: Eine
Losung der Differentialgleichung, welche tm Ursprung miindet, ist eni-
weder eine Spirale oder sie miindet mit einer bestimmien Tangente ein.
Diese geniigt der Gleichung xY, —y X, =0.

Ich beschrinke mich, wie schon gesagt, beim Beweis auf den
Fall m=1. Man fiihrt Polarkoordinaten ein: x = g cos &, y = p sin .
Die Differentialgleichungen werden dann

3) {9’ =g{cos?- X, (cosd, sind})+sindY, (cos#, sind )} + 0P, (0, )
®'=cos .Y, (cosd, sind) — sin X, (cos &, sin?) -+ ¢%B, (0, ¥

Es gibt dann eine Zahl R, so daB die beiden Funktionen %, und $,
sich fir o < R, — oo <& < + oo nach Potenzen von g entwickeln
lassen. Man kann nun eine Zahl T so bestimmen, daB fiir
¢t > T die nun ndher zu betrachtende in den Ursprung miindende
Losung ganz im Kreise ¢ < R bleibt. Denn wahrend man sich auf
der Losung dem Ursprung nidhert, muB f-—»oco streben. Jedenfalls
darf man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, da man
fir wachsende ¢ auf der Losung dem singuliren Punkt zustrebt. BloBe
Vorzeicheninderung von ¢ bringt dies ja notigenfalls mit sich. Wire
nun aber fiir ein endliches ¢ =1+

limx(¢) =0, limy(#)=0,

t>1 [ 2 7
so erhielten wir nach S. 31 einen Widerspruch mit der Tatsache, daB es
doch eine andere Losung gibt, welche fiir { =17 die Werte x = 0 und
y =0 annimmt; das ist namlich die triviale Losung x =0, y =0,
fir die also x# und y fiir alle £ den Wert Null haben.

Wir diirfen also annehmen, daB fiir £ > T die zu betrachtende
Lésung ganz im Kreise ¢ < R liegt und daB sie fiir — oo gegen
den Ursprung konvergiert. Wir hatten schon Polarkoordinaten g, ¢
eingefithrt. Deuten wir diese wieder als rechtwinklige Koordinaten
einer neuen Ebene, so verlduft die zu betrachtende Losung fiir ¢ > T
ganz im Streifen 0. < ¢ < R und strebt fiir £-—»o00 gegen die Gerade
o=0. Wir fragen nach den Grenzpunkten, die die Punkte der



70 1, 8. Diskussion des Verlaufs der Integralkurven.

Kurve dabei auf g =0 bestimmen und beweisen, da es deren
nicht mehr als einen geben kann. Dieser Nachweis ergibt sich
besonders leicht in dem Fall, wo xY, — yX, nicht identisch ver-
schwindet. Dann gibt es ndmlich nur endlich viele Werte & fiir die

(4) cos .Y, (cos §,sin @) — sin #- X, (cos §,sin¥) =0

ist. Wenn dann unsere Losung auf ¢ =0 zwei verschiedene Grenz-
punkte hat, # =a und ¥ =g, so wihlen wir einen Wert &=y
zwischenbeiden, fiirden cosy- Y, (cosy, siny) —siny- X, (cosy, siny)==0
ist und wihlen R so klein, daB fiir 9=y, o <R auch &' 0 ist.
Dann kann also die den Streifen 0 < o < R durchsetzende Gerade
©® =y von unserer Losung nur einmal iiberschritten werden, denn
wegen des festen Vorzeichens von ¢’ miiBten alle Uberschreitungen
in der gleichen Richtung geschehen, also entweder in Richtung
wachsender oder in Richtung abnehmender . Daher mufl unsere
Losung entweder stindig oberhalb oder stindig unterhalb der Ge-
raden ¢ = y bleiben. Daraus folgt, daB sie nur einem Grenzpunkt
auf g = 0 zustreben kann. Liegt dieser im Unendlichen, so bedeutet
das offenbar, daB die entsprechende Losung in der x-y-Ebene eine
Spirale ist, da sie jede Gerade durch den Ursprung dann unendlich
oft durchsetzt. (Die Geraden ¢ =49, ¢ =d,42x ... der g-9-
Ebene geben ja alle dieselbe Gerade der x-y-Ebene.) Ist der Grenz-
punkt aber ein endlicher Punkt ¢ = &, so bedeutet dies, daB unsere
Losung in der x-y-Ebene in bestimmter Richtung « in den Ursprung
einmiindet. Diese Richtung ist durch die ¢#-Koordinate des Punktes
auf ¢ =0 bestimmt, dem die Losung in der g-¢-Ebene zustrebt.
Dieser -Wert aber geniigt der Gleichung (4). Denn auch ¢ =0
ist Losung der Differentialgleichungen (3). Der Grenzpunkt ¢ = «
muB also ein singulirer Punkt fiir diese Differentialgleichungen sein
und daher muB dort (4) erfilllt sein. Das bedeutet aber doch, daB
lings der Tangente
st xY, —yX, =0

Nun bleibt noch der Fall iibrig, daB xY, — y X, identisch ver-
schwindet. Dann ist offenbar

2Y, =yX, = a,xy,

wo a, konstant und =0 ist.
Also wir sind in dem Falle, wo X, =g,z und Y, = 4,y. In Polar-
koordinaten werden dann die Gleichungen:

o = 0ay+0* B, (0, ?)
B = o1 Sp,,(cos &, sin ) -+ "2 P, (0, ).

Dabei ist 7 eine passende positive oder verschwindende Zahl und
Sp., ein Polynom, von der durch den Index angegebenen Ordnung.
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Durch die Gleichung %’;‘: o filhren wir nun lings der zu unter-

suchenden Losung einen neuen Parameter # ein. Dann werden die
Differentialgleichungen
(5) o' =a,+e%,
B = 0" Seyr+ 0" B,

Nun sei ¢ =« irgendein Punkt auf 9=0. Es ist ein reguldrer
Punkt fiir das Gleichungssystem (5). Daher geht durch diesen Punkt
genau eine Losung. Ihr entspricht in der x-y-Ebene eine Losung,
die in der Richtung « in den Ursprung einmiindet. Umgekehrt ent-
spricht auch jeder Losung der Gleichungen (2), welche in der Rich-
tung « in den Ursprung einmiindet, eine Losung von (5), welche
durch g == 0, % = ¢ hindurchgeht. Da dies aber ein regulirer Punkt
ist, so gibt es auch nur eine Ldsung von (2), welche unter der
Richtung « in den Ursprung einmiindet. Ich betrachte weiter die
durch g =0, 9 =« 27 gehende Losung von (5). Ilhr entspricht
dieselbe Losung von (2). Beide Kurven der o-¢-Ebene schneiden
fir hinreichend kleines R aus dem Streifen 0 < ¢ < R ein Gebiet G
aus, das als umkehrbar eindeutiges Bild von ¢ < R der x-y-Ebene
anzusprechen ist. In diesem Gebiet miissen nun die Bilder aller
anderen Losungen von (2) liegen, welche durch Punkte ¢ < R hin-
durchgehen. Da nun bisher ja « ganz beliebig war, so haben wir
in jeder Richtung durch den Ursprung genau eine Losung. Dieser
entspricht eine durch g =0, & =« hindurchgehende. Alle so er-
haltenen Losungen von (5) bedecken nun aber offenbar das Gebiet G
vollstindig; d. h. durch jeden Punkt dieses Gebietes geht genau eine
der gefundenen Losungen hindurch. Das folgt sofort daraus, daB
diese Losungen stetig vom Anfangspunkt ¢ =0, ¢ = « abhingen.
Daher sind damit alle Lésungen von (2) im Gebiete ¢ < R erschopft.

Wenden wir nun diesen Satz von Bemdixson an. Er lehrt dann
jedenfalls, daB in dem Falle, wo unsere charakteristische Gleichung
komplexe Wurzeln hat, nur spiralige Losungen in- den Ursprung
miinden konnen. Denn die Gleichung fiir die Tangenten wird dann,
unter Zugrundelegung der Normalform (1) unserer Differential-
gleichungen:

Hy (27 +97) =0,

und diese hat ja keine reellen Nullgeraden. Aber aus dem Satz von
Bendixson ergibt sich im allgemeinen nicht, daB im Falle reeller
Wourzeln der charakteristischen Gleichungen die Losungen alle unter
bestimmten Tangentenrichtungen in den Ursprung miinden. Diesen
SchluB 1aBt nach unserem Beweisgang der Satz von Bemdixson nur
in dem Falle zu, wo x Y, — y X, identisch verschwindet. Das ist also
der Fall, wo in (I”) 4, = 4, und u = 0 ist. Uberhaupt folgt aus diesem
Satze, daB alle dem Nullpunkt zustrebenden Losungen unter bestimmten
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Richtungen dort ankommen, falls das nur bei einer derselben so ist.
DaB auch in dem noch ausstehenden Fall kein Wirbel vorliegt, werden
wir bald erkennen.

In den bisher betrachteten Fillen gehen jedenfalls alle einer ge-
wissen Umgebung des Ursprungs angehérige Losungen durch diesen
hindurch, falls nur eine derselben das tut. Wir wenden uns jetzt dem
Falle zu, daB} die charakteristische Gleichung reelle Wurzeln von ver-
schiedenem Vorzeichen besitzt. Diese seien dann 1, =1>0 und
Ag=—1"< 0. Dann kann man die Differentialgleichungen auf die

Form
(6) x:=).x+5131(x,y)
y = “—1'3’ + s‘Be(x’ y)
bringen. Da es uns vor allem auf die den Ursprung passierenden

Losungen ankommt, so machen wir die Substitution y = xy,. Dann
finden wir fiir y, die Differentialgleichung

(7> xfiﬁ=“(l+1')y1+x$1(x1: 2’1)'
ax A+ xPy (2, 91)

Dabei sind wieder §, und P, neue Potenzreihen, die nach Potenzen von x
und y, fortschreiten. Wir miissen diejenigen Losungen dieser Gleichung
aufsuchen, die fiir x— O endlich bleiben, oder doch so schwach un-
endlich werden, daB xy, — O strebt. Wir wollen zunichst diejenigen
Loésungen von (7) suchen, die durch x =0, y, = 0 hindurchgehen.
Dazu gehért namentlich x = O selbst. Dieser Losung entspricht aber
bei den Gleichungen (6) nur die triviale Lésung x =0, y = 0. Wi
wissen aber von S. 63/64, dal es noch genau zwei weitere Losungen
von (7) durch den Ursprung gibt. Diesen entsprechen dann Losungen
von (6), welche durch den Ursprung gehen und dort y = 0 beriihren.
Es gibt deren also genau zwei, von denen iibrigens die eine die posi-
tive, die andere die negative x-Achse beriihrt. Genau ebenso konnen wir
dann mittels der Substitution x = yx, zwei Losungen von (6) ausfindig
machen, welche durch den Ursprung gehen und dort x = O beriihren.
Damit sind dann alle Losungen bestimmt, welche im Ursprung eine
dér beiden Koordinatenachsen beriihren. Der Satz von Bendixson lehrt
aber dann weiter, daB alle dem Ursprung zustrebenden Loésungen von
(6) dort unter bestimmten Tangenten ankommen. Weiter lehrt der
Satz von Bendixson, daB als solche Tagentenrichtungen nur die beiden
Koordinatenachsen in Betracht kommen. Daher haben wir dann alle
Losungen durch den Ursprung gefunden. Es sind genau vier. Je zwei
beriihren eine der beiden Koordinatenachsen von verschiedenen
Seiten herkommend.

Ich stelie nun zunichst zusammen, was wir bis jetzt fiir die in
der Uberschrift dieses Paragraphen genannten Differentialgleichungen
erreicht haben. Im Falle reeller Wurzeln der charakteristischen
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Gleichung gehen bei gleichem Vorzeichen sidmtliche einer gewissen
Umgebung des Ursprungs angehérige Losungen in diesen hinein. Das
gleiche ist im Falle komplexer Wurzeln der Fall, es sei denn, daB3 die
Wourzeln rein imaginir sind. Dieser Fall ist noch unentschieden. Im
Falle reeller Wurzeln von verschiedenem Vorzeichen gehen genau vier
Losungen in den Ursprung hinein. Im Falle komplexer Wurzeln
wurde weiter erkannt, daB die im Ursprung miindenden L&sungen
Spiralen sind. DaB sie im Falle reeller Wurzeln gleichen Vorzeichens
in bestimmten Tangentenrichtungen einmiinden, wurde erst in einem
Spezialfall gezeigt und bleibt jetzt noch allgemein zu zeigen. Unsere
letzthin angestellten Betrachtungen setzen uns dazu jetzt instand. Die Ent-
scheidung fillt besonders leicht in dem Fall, wo die beiden Wurzeln
der charakteristischen Gleichung verschieden sind. Die beiden in Be-
tracht kommenden Tangentenrichtungen sind dann aus
(8) x%(Ax+ By) —y(Cx+ Dy)=0
zu bestimmen. Sie sind, wie man leicht sieht, verschieden, sind es
doch die Richtungen der geradlinigen durch den Ursprung gehenden
Losungen der zugehdrigen homogenen Gleichungen. Wir diirfen das
Koordinatensystem so legen, daBl die Koordinatenachse x =0 in
keine dieser Richtungen fillt. Wir machen in den Gleichungen (I) die
Substitution: y = x%. Sie filhrt uns auf die Differentialgleichung
©) dn __A+By—7(C+Dy)+ 2P (#,7)
dx 2C+Dxn+ 2Py (%, 1)

fiir . Ihre auf der Losung x = O gelegenen singulidren Punkte werden
durch
(99 A+Bn—n(C+Dn)=0
gegeben. Es sind also deren zwei voneinander verschiedene, deren
n-Koordinaten mit den Richtungen der eventuellen Tangenten iiberein-
stimmen. In der Umgebung dieser beiden singuliren Stellen gehort
diese Differentialgleichung dem in der Paragrapheniiberschrift ge-
nannten Typus an. Wie man aus der Losung x = O sieht, sind die
Wurzeln der zugehoérigen charakteristischen Gleichungen beide Male reell.

Daher lehren die Betrachtungen dieses Paragraphen, daB durch
jeden der beiden singulidren Punkte auBer x = 0 noch weitere Losungen
hindurchgehen. Daraus folgt, durch Eintragen dieser fiir x — 0 gegen
bestimmte Grenzwerte konvergierenden Funktionen in y = zx, daB
durch den Ursprung gewisse Losungen von (I) mit bestimmter Tan-
gentenrichtung hindurchgehen. Daher gehen nach S. 71/72 alle im
Ursprung miindenden Lésungen in bestimmten Richtungen in diesen
Punkt hinein. Gleichzeitig wird erkannt, daB in jeder der beiden
moglichen Richtungen Losungen im Ursprung miinden,

Nunmehr ist es leicht, zu zeigen, daB tatsichlich ein Knotenpunkt
vorliegt, daB3 also tatsichlich alle Losungen bis auf zwei mit der einen
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der beiden Tangenten einmiinden. Zu dem Zweck miissen wir zeigen,
daB der eine der beiden singuldren Punkte von (9) auf x =0 ein
Knoten, der andere ein Sattel ist, daB also in den einen alle, in den
anderen nur vier Losungen einmiinden. Zwei von diesen vier werden
durch x = 0 selbst absorbiert, den beiden anderen entsprechen dann
zwei mit der einen der beiden moéglichen Tangenten einmiindende
Losungen von (I), wihrend alle iibrigen dem Verhalten des anderen
singuldren Punktes von (9) entsprechend in der anderen Richtung ein-
miinden. Um nun diese Verhiltnisse der beiden singuliren Punkte von
(9) einzusehen, muBl man sich ihre charakteristischen Gleichungen an-
sehen. Falls 9, und 7%, die beiden singuliren Punkte auf x = O sind,
so werden, wie man leicht nachpriift,

(C+D771"““)(D(’71—772)+/‘>=0

(C+ Dy — 1) (D (g — 7,) + ) =0
ihre charakteristischen Gleichungen. Um zu sehen, daB3 im einen Fall
die beiden Wurzeln verschiedenes, im anderen aber beide gleiches
Vorzeichen haben, ist nur festzustellen, daB das Produkt aller vier
negativ ist. Dies Produkt ist aber

— (C+ Dn,)(C + Dny)a® (n, — ny)*-
Und das ist wegen (9') gleich
— (CB — AD)d®-(n, — n,)-
Diese Determinante ist aber positiv, denn nach (I’) ist sie das Produkt
der beiden /, 4,, die gleiches Vorzeichen haben.

Etwas weitliufiger ist es, die gleichen Feststellungen im Falle
gleicher Wurzeln der charakteristischen Gleichung zu machen. Wir
kniipfen an (I”) an, wo wir 1, = 4,, u == 0 zu nehmen haben. Der
Fall 1, =4,, u=0 ist ja bereits erledigt.

Hier liegen aber nun gerade die Verhiltnisse vor, die wir bei
(9) zu vermeiden suchten. Denn « = 0 wird jetzt gerade die einzige
noch mogliche Tangentenrichtung. Daher machen wir jetzt in (1”)
die Substitution x, =y, und schreiben dann wieder y statt y,.
So bekommen wir

’ —puE+ 9B, (&, )

(10) d T Ly uly+yi R (8, )’

wo P, und B, Potenzreihen in &, y sind. Jetzt sind wir also auf eine
Differentialgleichung von der in diesem Paragraphen immer betrachteten
Gestalt gestoBen, bei der aber die Koeffizientendeterminante der linearen
Glieder Null ist. Die charakteristische Gleichung hat jetzt eine ver-
schwindende und eine nicht verschwindende Wurzel. Fiir uns handelt
es sich nur darum, zu erkennen, daB mindestens eine von y = 0 ver-

und
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schiedene Losung dieser Gleichung im Ursprung miindet. Denn y =0
entspricht ja der trivialen Losung x =0, y =0 der Gleichung (I”).
Als Gleichung fiir die mdéglichen Tangenten ergibt sich jetzt £y = 0.
Wir suchen also eine Lésung zu bestimmen, die in der Richtung & = 0
in den Ursprung miindet. Dazu machen wir den Ansatz & =y2z.
Das fiihrt zu der folgenden Differentialgleichung fiir z:

= Thit B )
Ly+%: (,2)

Dabei sind wieder §, und 9P, Potenzreihen, die nur Glieder zweiter
und hoherer Ordnung enthalten. DaB aber diese Differentialgleichung
Losungen besitzt, welche im Ursprung miinden, ist uns bereits bekannt.

So haben wir also mindestens eine Losung von (I”) gefunden,
die in Richtung von x =0 im Ursprung miindet. Nach dem Satz
von Bendixzson miinden daher alle in bestimmten Richtungen im
Ursprung. Da aber nur die Richtung x = 0 in Betracht kommt, so
miinden alle Losungen in dieser Richtung im Ursprung.

Damit ist nun die Diskussion der Differentialgleichungen

ay _ Ax+4By-+%P, (x,y)

dx =~ Cx+Dy+Py (%)

in dem in Aussicht genommenen Falle, da AD — BC == 0 ist, zu Ende
gefiilhrt. Man kann das Ergebnis dahin aussprechen, daB fiir das quali-
tative Verhalten der Losungen in der Nihe des Ursprungs in der Regel
allein die linearen Glieder maBgebend sind. Diese bestimmen sogar die
Richtungen, in welchen die Losungen im Ursprung miinden. Freilich
konnten wir bisher im Falle rein imaginarer Wurzeln der charakte-
ristischen Gleichungen nicht den Wirbelfall vom Strudelfall trennen.
Hier sind eben tatsichlich die linearen Glieder nicht mehr allein maB-
gebend. Das erkennt man sofort an zwei Beispielen. So wird

) —x—248
T oy+298
durch die geschlossenen Kurven
% 4 y? 4 x* + y* = konst.
gelost. Hier liegt also ein Wirbel vor. Dagegen liegt bei
p_ —x=y (49D

M P

ein Strudel vor. Denn in Polarkoordinaten wird diese Gleichung

o' =o®.

. o . 1
Ihre Losungen sind die Spiralen g = — CETh

Da wir jetzt an eine Stelle gekommen sind, wo im Falle einer
nichtanalytischen Differentialgleichung die Dinge anders liegen kénnen,
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so will ich auch dafiir noch ein Beispiel geben. Ich betrachte die
Differentialgleichung

1
#+ (@ +yh)ysin o

dy _ +y*
dx R . 1 -
—y+(*%+y ),1's1n;?+‘yTz

Fiihrt man Polarkoordinaten ein, so wird sie
1
’ 3
== sin —
=20 e

und daraus erkennt man, den unendlich vielen gegen Null sich hiufen-
den Nullstellen der rechten Seite entsprechend, daB der Differential-
gleichung durch unendlich viele Kreise mit dem Nullpunkt als Mittel-
punkt geniigt wird. In einem von zwei aufeinanderfolgenden derartigen
Kreisen begrenzten Ring liegen aber keine weiteren geschlossenen
Integrale. Denn in einem solchen Ring ist ¢’ von einerlei Vorzeichen.
Die hier verlaufenden Integralkurven wickeln sich also spiralig um
die Begrenzungskreise herum.

Kehren wir zuriick zum analytischen Fall. Es hat seinen Sinn,
danach zu fragen, wie man nun bei einer vorgelegten Differential-
gleichung entscheiden kann, ob sie zum Strudelfall oder zum Wirbel-
fall gehort. Man kennt dafiir zwei verschiedene Methoden, eine von
Poincaré und eine von Bendixson. Die Poincarésche beruht auf fol-
genden Gedanken. Wenn eine Schar geschlossener Integralkurven
den Ursprung umschlieen soll, so wird man die Gleichung derselben
in der Form F == konst. annehmen diirfen. Es liegt nahe, es hierbei
einmal mit einer Funktion F zu versuchen, die sich nach Potenzen
von % und y entwickeln 1aBt. Fiir F ergibt sich dann aus den Diffe-
rentialgleichungen die Bedingung

dF oFdx oF dy
O0=3¢ =owat Toyar

Um F dieser Bedingung gemiBl bestimmen zu konnen, denken
wir uns die Entwicklung von F nach homogenen Polynomen der x, y
geordnet:

F=F 4+F,+4...
Dabei ist also F, ein homogenes Polynom k-ter Ordnung. Die Diffe-
rentialgleichung diirfen wir nach S. 68 in der Form

d
%:—y—l—Xg—Jf—...

ay
T x+Y,+...

annehmen. Daraus erkennt man sofort, daB F, = 0 sein muB. Ebenso
leicht findet man F,=x?--y?. Denn auf einen konstanten Faktor
kommt es bei der Bestimmung von F nicht an. Und ferner hat man
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die Bedingung, daB nach Ordnung von ar nach homogenen Poly-

dat
nomen alle diese einzelnen Polynome verschwinden miissen. Fiir das
Polynom F, findet man hiernach die Bedingung

o0F;, aFy

(11) y—a—x—x»5;=Gk.
Dabei ist G, ein Polynom kten Grades, das sich aus der Differential-
gleichung und denjenigen F,; zusammensetzt, deren Ordnung niedriger
als & ist. Zur weiteren Rechnung fiihrt man am bequemsten Polar-
koordinaten ein: ¥ = gcos®}, y = gsin¥. Dann erkennt man leicht,
daB fiir ein homogenes Polynom k-ten Grades gilt

G, = 0" 3(p, cosnd + g, sinnd).

In der Fourierreihe kommen dabei nur solche Glieder vor, deren
Nummer # dieselbe Paritit hat wie 2 und & nicht iibertrifftt. Man sieht
auch leicht ein, daB umgekehrt diese Bedingung dafiir hinreichend ist,
daB das g*-fache der Fourierreihe ein homogenes Polynom k-ten Grades
ist. Setzt man dann F,= 0" @ (¥) und G, = o"y (¥), so wird aus der
Gleichung (11) die folgende:

— =
Man kann ihr also dann und nur dann geniigen, wenn das Absolut-
glied in der Fourierreihe fiir y (9), d.i. also po= 0 ist. Das ist fiir
ungerades % offenbar von selbst erfiillt, da ja Qky)(ﬂ) ein homogenes
Polynom sein soll. Fiir ungerades % ist dann ¢ () eindeutig bestimmt,
da doch auch in @ () das Absolutglied Null sein muB. Bei geradem
k indessen bedeutet Verschwinden von p, eine besondere Bedingung,
und jetzt ist auch ¢ (9) nur bis auf eine additive Konstante bestimmt.
Ich bebaupte nun, dal das Verschwinden der $, eine notwendige
Bedingung fiir das Vorliegen eines Wirbels ist. Nehme ich nimlich
an, diese Bedingung des Verschwindens der p, sei bis zur Nummer
k= 2n erfiillt, fir k= 2% selbst aber sei sie nicht mehr erfiillt,
dann kann man eine Funktion ¢(J) aus

— 2 — (9 — 1y

bestimmen. Das ist gleichbedeutend mit der Bestimmung eines zu-
gehorigen homogenen Polynoms aus der Gleichung

dFy,  dF;,
ox oy

=Gy, — 7o (¥* + ¥*)"
Nun setze ich

F=3%"4-y*4+ F,+...+F,,.
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Dabei mogen die F,,... F,,_, ..., aus den Gleichungen (11) bestimmt
sein. Dann fallen in dem Ausdruck

dF

‘at
alle Glieder von kleinerer als 2#u-ter Ordnung weg, wihrend das
Glied 2#n-ter Ordnung

— po(#* + 5"

wird. Daraus folgt, dafl in geniigender Nihe des Ursprungs %—I; von
einerlei Vorzeichen ist. Ich will annehmen, es sei das negative. Dann
folgt hieraus, daB auf einer dieser Umgebung des Ursprungs angehérigen
Integralkurve x = x (£), y = y (£) bei wachsendem Parameter ¢ die Funk-
tion F monoton abnimmt. Mit wachsendem £ nihert sich also die
Integralkurve immer mehr dem Ursprung. Sie miindet also entweder
in denselben fiir £~ 00 oder aber sie hat eine Kurve F = ¢ als Grenz-
zvkel. Nun aber koénnen in unserem Falle einer analytischen Diffe-
rentialgleichung und einer analytischen Funktion F nur endlich viele
Kurven F = ¢ Integralkurven sein. Denn aus F — ¢ findet man als
Gleichung der Integralkurve y = f(x,c), und dies hingt analytisch
vom Parameter ¢ ab. Wenn diese Funktion nun fiir unendlich viele
sich gegen Null hiufende Werte von ¢ der Differentialgleichung ge-
niigte, so miite dies nach allgemeinen Sitzen iiber analytische
Funktionen fiir alle ¢ so sein, wiahrend wir doch von einer Inte-
gralkurve ausgingen, auf der F sich monoton &ndert, statt kon-
stant zu sein. Somit gibt es in unserem Falle, wo ein p,==0
ist, in einer gewissen Umgebung vom Ursprung keine geschlos-
senen Integralkurven. Daher miissen alle einer solchen Umgebung
angehorigen Integralkurven im Ursprung miinden. Daher ist fiir den
Wirbelfall das Verschwinden aller p, eine notwendige Bedingung.
DafBl sie auch hinreicht, zeigt Potncaré durch den Nachweis, daB
die fir F so zu findende unendliche Reihe konvergiert. Doch will
ich darauf nicht mehr eingehen.

Lieber will ich noch die Methode von Bendsxson schildern. Dieser
setzt von vornherein die Differentialgleichung in Polarkoordinaten an.
Man kann sie dann, wie man leicht sieht, auf die Form

do 2

d,g,—9°1('9)+9 () + ...
bringen. Diejenige Ldsung, welche fiir ¢ == 0 den Wert g, annimmt,
hingt analytisch von g, ab (S. 44). Sie 14Bt sich also fiir hinreichend
kleine g, in eine fiir alle 0 < & < 2a konvergente Reihe

0 (9, 00) = @0, (¥) + 00" 4, (%) +- - .
entwickeln. Aus g (0, g ) = g, folgt %, (0) =1, u, (0)=0(k=2,3...).
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Trigt man diese Reihe in die Differentialgleichung ein, so erhilt man
fir die #, die folgenden Differentialgleichungen

du
E}l =40 ('9)

d
—d—? = 1y, (9) + u," ¢y (9)

%u?; = 14y ¢, (8) + 204 %y 04 (F) + ,° ¢5 ().

Die Losungen sind durch die bei ¢ = 0O vorgeschriebenen Werte
vollig bestimmt. Fiir die Geschlossenheit der Losungen ist hinreichend,
daB die u, periodische Funktionen der Periode 2z sind. Diese Be-
dingung ist aber auch notwendig. Denn wiren etwa u,, u,, ... %,
periodisch, #, ,, aber nicht periodisch, so sei z. B.

u,.+1(2n) — uv+1(0) =d<0.
Dann wird

e(27, @) — @0, @o) = e’ **[4 + 2o (s +1(27) — % +1(0) + .. ]
Daher ist fiir hinreichend kleine g,
e (27 go) — (0, 0p) < 0.

0(0, @0) > 0(27,00) > 0 (47, 00) > -

Daher wird @ = 0 unendlich oft von jeder Loésung getroffen.
Die Bedingung ist also auch notwendig.

Man muB sich aber vor Augen halten, daB die Tragweite dieser
Betrachtungen begrenzt ist. Sie enthalten insbesondere bisher keine
Rechenvorschrift, nach der man in einem konkreten Fall vorgehen
kann. In dieser Richtung liegt nur eine Arbeit von Dulac (Bull. des
sc. math. 32 (1908)) vor, der fiir die Differentialgleichungen

ay _—y+a+brytes
dx ¥+ a 4% + by xy +-c,9°
die Diskussion vollig durchgefithrt hat. Hier geniigen 8 der unend-
lich vielen Bedingungen, wie man bei direkter Ausfilhrung der Inte-
gration sieht.

Ich will noch erwihnen, wie man im Sattelfall die vier reellen
Losungen durch den Ursprung wirklich finden kann. Bendixson hat
zu diesem Zweck ein Verfahren der sukzessiven Approximationen er-
sonnen, das dem S. 86 besprochenen durchaus analog ist und das
ich daher nicht mehr néher erértern will.

Zum SchluB dieser Betrachtungen noch den Hinweis, dal in der
Arbeit von Bendixsbn eine Methode entwickelt wird, die das Verhalten
der Losungskurven einer jeden Differentialgleichung

Also wird

ay — B (% 9)
iz By(% )
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in der Nahe deés Ursprungs festzustellen erlaubt. Durch eine Kette
bilinearer Transformationen wird eine jede solche Differentialgleichung
auf die in diesemm und dem vorigen Paragraphen ausfiihrlich dis-
kutierten Typen zuriickgefiihrt.

Bemerkung: 1. In zwei neueren Arbeiten in der Math. Zeitschr.
hat Perron den Gegenstand dieses Paragraphen erneut vorgenommen und in

weitem Umfang die Bedingungen fiir d(z, y) und &(z, y) angegeben, unter
denen der Satz dieses Paragraphen richtig bleibt.

2. Die Ubertragung der vorliegenden Ergebnisse auf Systeme hat bisher
nur diirftige Ergebnisse gezeitigt. Sie beschrinken sich wesentlich auf die
durch gewisse Reihenentwicklungen gewonnene Erkenntnis, da im Falle, wo »
der Wurzeln der charakteristischen Gleichung einen negativen Realteil haben,
eine y-parametrige Schar von Losungen fiir {— oo gegen den Ursprung kon-
vergiert. Wenn z. B. alle diese Wurzeln positiv reell sind, so kann dies ganz
analog wie S, 67 bewiesen werden. Ein dem allgemeinen Satz dieses Paragraphen
entsprechender ist bisher nicht bekannt. Doch hat das Wenige, was bekannt
ist, schon filr Fragen der Mechanik wichtige Dienste getan, Vollstindig kann
man natiirlich analog zu § 3 die Diskussion filr Systeme linearer Gleichungen
mit konstanten Koeffizienten durchfithren. Doch mdchte ich diese Dinge, fiir
die wir anliflich der linearen Gleichungen zweiter Ordnung noch Proben
bekommen werden, nicht mehr verfolgen.

§ 7. Uber die Verteilung der singuliren Stellen.

Man darf immer annehmen, daB durch eine vorgelegte Differen-
tialgleichung einem jeden Punkt einer geschlossenen Fliche eine sie
berithrende Richtung zugeordnet sei und daB es sich also darum
handelt, auf der geschlossenen Fliche Kurven zu finden, die jeden
Punkt in der dort vorgeschriebenen Richtung passieren. Denn
wenn zundchst eine der seither betrachteten Differentialgleichungen
9’ = f(x,y) in einem Bereiche der x-y-Ebene eindeutig erklirt ist, so
kann man ein Stiick dieses Bereiches durch stereographische Projektion
auf eine Kugeloberfliche projizieren und dann die in einem Stiick dieser
Fliache vorliegende Erkldrung der Differentialgleichung iiber den Rest
der Fliache so ergédnzen, daB eine auf der geschlossenen Kugeloberfliche
erklirte Differentialgleichung herauskommt. Dieser Gedanke gibt auch
die Moglichkeit an die Hand, die bisher besprochenen Ergebnisse auf
Differentialgleichungen der Form f(x,y,9’) =0 zu {libertragen, wo
etwa f(%,y,y’) ein Polynom sein mdge. Dann ist das Problem,
diese Gleichung zu untersuchen, nach Poincaré gleichwertig mit der
Untersuchung der Differentialgleichungen

as_ _of dy_ _of
at = ez at T " oz

az _of | _of

at =3 T oy

auf der Fliche f(x,y,2) =0 und somit haben wir wieder eine Diffe-
rentialgleichung, die jedem Punkt einer geschlossenen Fliche in ein-



8 7. Uber die Verteilung der singuléiren Stellen. 81

deutiger Weise eine sie beriihrende Richtung zuordnet. Tatsdchlich
definieren diese drei Differentialgleichungen Raumkurven, deren Pro-

jektion auf die x-y-Ebene -Z—i:%—:%:z liefert, so daB also diese
Projektionen der Differentialgleichung f (%, y, ¥') = O geniigen. Tatséch-
lich liegen diese Raumkurven auf der Fliche f(%,v,2) =0, falls man

ihre Anfangspunkte darauf wiblt. Denn lings der Kurven ist — = 0.

An diesen Ansatz kénnen wir also ankniipfen, wenn wir jetat
noch einen allgemeinen Satz iiber die Verteilung der Singularititen
vornehmen wollen.

Nach Poincaré ordnen wir einer jeden isolierten singuldren Stelle S
einer Differentialgleichung einen Index § zu. Mit Birkhoff erklaren
wir ihn so: Man lege um die singulire Stelle eine geschlossene
Kurve &, welche aus endlich vielen, stetig differenzierbaren
Bogen besteht und auBer S keine andere singulire Stelle umschlieBt.
Durchliuft man dieselbe im positiven Sinn, so erfihrt dabei das
Linienelement der Differentialgleichung eine Drehung 2j.7. 4 heiBt
dann Index der singuliren Stelle. Man erkennt ja auch sofort, daB
die ganze Zahl { von der Wahl der umschlieBenden Kurve unab.
hiingig ist. Denn bei stetiger Anderung derselben miite sich auch j
stetig dndern und bleibt daher als ganze Zahl unverédndert. Diesen
Index kann man durch die Zahl der Beriihrungen darstellen, welche
die geschlossene Kurve @ mit den Losungskurven der Differential-
gleichung besitzt. Versteht man nimlich unter 4 den Winkel, um
den man im positiven Sinn die in den positiven Sinn von € weisende
Kurventangente drehen muB, um sie in das Linienelement der Diffe-
rentialgleichung iiberzufiihren und beachtet man, dafl die Tangente
selbst beim Umlauf sich um 2z dreht, so sieht man, daB 2jn =2=n
+ der Anderung von ¢ beim Umlauf ist. Falls nun aber eine Losungs-
kurve die geschlossene § von aullen beriihrt, so erfolgt ein Durch-
gang von 8 durch ein Vielfaches von n im abnehmenden Sinn, bei
einer Berithrung von innen erfolgt ein Durchgang durch ein Viel-
faches von sz im wachsenden Sinn, wihrend im Falle einer Aufen.
Innen-Beriihrung nur eine Erreichung eines Vielfachen von x, aber kein
Durchgang stattfindet. Wir zihlen also eine solche Beriihrung sowohl
als eine AuBen- als eine Innenberithrung. Dann ist offenbar die
Gesamtinderung von § gleich (] — A)n, wo J die Zahl der Innen-
beriihrungen, A die Anzahl der AuBenberiihrungen ist. Somit
haben wir

. J—A+2
j="—g "

Nach Bendixson kann man den Index einer singuliren Stelle in
Zusammenhang bringen mit der Zahl der die geschlossene Kurve €
passierenden, durch den singuldren Punkt hindurchgehenden Losungen 4,

Bieberbach, Differentialgleichungen. 6
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und mit der Zahl der bei Durchlaufung von @ angetroffenen ge-
schlossenen Knotengebiete ». Wir sagen dabei, ein Bogen von § pas-
siere ein offenes Knotengebiet, wenn alle Losungen, die durch innere
Punkte dieses Bogens bestimmt sind, in den singuldren Punkt einmiinden.
Mit den Losungen durch die Endpunkte eines Bogens ist dann das gleiche
der Fall. Ein geschlossenes Knotengebiet liegt vor, wenn in einem Punkt
eine Losung die Kurve @ beriihrt und wenn sie von da aus nach
beiden Seiten verfolgt in den singulidren Punkt einmiindet. Diese im
singulidren Punkt geschlossene Losung grenzt daher ein Gebietab, in dem,
wie man leicht auf Grund des S. 61 angegebenen Satzes einsieht, nur
Losungen gleicher Art verlaufen kénnen. Jedem solchen geschlossenen
Knotengebiet entspricht daher eine innere Beriihrung von §, wihrend bei
offenen Knotengebieten weder duBere noch innere Beriihrungen von § zu
verzeichnen sind. Endlich bleiben nun noch Bogen von § iibrig, durch
deren Innenpunkte Losungen hindurchgehen, auf welchen man zum
zweiten Male diesen Bogen von § trifft, wenn man sie in dasInnere von §
verfolgt. Durch die Enden eines solchen Bogens gehen dann Losungen,
welche in den singuliren Punkt einmiinden. Wir wollen dann sagen,
diese beiden Losungen seien Verlingerungen voneinander oder auch
sie Dbildeten eine durch den singuliren Punkt hindurchgehende
Losung. Auf einem von den beiden Enden einer solchen Lésung
bestimmten Bogen liegen nun, wie man leicht sieht, duBlere und
innere Beriihrungen, und zwar so, daB die Zahl der &uBeren Be-
rilhrungen die der inneren um Eins iibertrifft. Der Leser moge die
kleine hierzu fiihrende gestaltliche Uberlegung selbst anstellen, aus-
gehend von der Bemerkung, daB eine nahe beim einen Ende des
Bogens beginnende Losung nahe beim anderen Ende das Innere
von ¢ wieder verliBt. Diese Losung verfolge man nun in ihrer
stetigen Abhingigkeit vom Anfangspunkt. Diese Uberlegungen fithren
unter der Voraussetzung, daB jeder der drei Fille in nur endlicher
Anzahl auftritt, zu der Relation 1 —x = 2(j—1).

Wir betrachten nun eine geschlossene Fliche vom Geschlecht p,
auf der eine Differentialgleichung mit eindeutigen stetigen und der
Lipschitz-Bedingung geniigenden Koeffizienten gegeben sei. Sie mége
endlich viele singulidre Stellen aufweisen. Wir zerlegen dann durch
irgendwelche Jordansche Kurvenbogen mit stetig sich &ndernder
Tangente die geschlossene Fliche in endlich viele einfach zusammen-
hingende Gebiete, deren jedes an seinem Rand keine, in seinem
Inneren nicht mehr als eine singulidre Stelle besitzen moge. Diese
Einteilung der Oberfliche kann als ein Polyeder aufgefalt werden,
und so hat man nach dem Eulerschen Polyedersatz zwischen der
Anzahl ¢ der Ecken, & der Kanten, und f der Flachenstiicke die Be-
ziehung

et+f—k=2—2p.
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Falls nun in einer Ecke » Kanten zusammenstoBen, so gilt noch
e

Jv,=2k. Wir bestimmen nun fiir jedes der Gebiete den Index j.
1

Dabei ist der Index derjenigen Gebiete, die keine singulire Stelle
enthalten, Null. Ferner heben sich die Anteile, welche Beriihrungen
von Lésungen mit inneren Kantenpunkten zuzuschreiben sind, gegen-
seitig auf, wenn man die Summe aller Indizes bildet. Denn eine
solche Beriihrung ist fiir das eine der angrenzenden Gebiete eine
innere, fiir das andere eine AuBere. Es bleiben also nur die Be-
rithrungen mit Losungen in den Ecken der Gebiete. Geht aber eine
Losung durch eine Ecke, so passiert sie dort das Innere zweier Ge-
biete und beriihrt die ¥ — 2 anderen von auBlen. Es sei denn, daB
eine Losung eine Ecke in einer Kantenrichtung passiert. Man darf
aber immer die Einteilungslinien so wihlen, daB dies nicht der Fall
ist. Somit hat man in einer Ecke v — 2 duBere Beriihrungen. Bildet
man nun die Summe der Indizes iiber alle Bereiche, so wird sie

dieser Summe -—2”—‘—;—2 -+ f gleich. Denn alle inneren und duB3eren

Berithrungen heben sich einander auf, mit Ausnahme der in den
Ecken stattfindenden Beriihrungen. Somit wird

Si=etf—k=2—2p.

§ 8. Singuldre Lésungen.

Schon gelegentlich der Clairautschen Gleichung lernten wir auf
S. 20 das eigentiimliche Vorkommen von singuldren Losungen kennen.
Wir machten damals auch die Erfahrung, daBl durch einzelne Punkte
zwel sich dort beriihrende Integralkurven gingen. Die singulire Lésung
trat als Enveloppe der die Clasrautsche Gleichung lésenden Geraden-
schar auf. Nun wollen wir von einer ganz anderen Seite an die
singuldren Lésungen herangehen.

Wir betrachten eine Differentialgleichung

1) f(xy,9")=0.

f(x,v,9) sei samt seinen drei partiellen Ableitungen erster Ordnung
fir alle in Betracht kommenden Linienelemente eindeutig und stetig.
Die in Betracht zu ziehenden Linienelemente seien etwa: (x,y) aus
einem Bereich B,y beliebig.

Um die seither aufgestellten Sitze anwendbar zu machen, muB
erst die Aufldsung nach 9’ bewerkstelligt werden. Dariiber gibt ge-
wohnlich der bekannte Satz iiber implizite Funktionen AufschluB. Er
lehrt folgendes: Wenn man ein Wertetripel x,,y,,, hat, das der
Gleichung (1) geniigt, und wenn fiir dies Wertetripel die Ableitung

of
3y’ (%690 %0)
6*
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nicht auch verschwindet, so gibt es in einer gewissen Umgebung
von (x,,9,) eine &inzige wohlbestimmte eindeutige stetige Funktion

3/2 F (x vy):

die der Gleichung (1) geniigt und die fiir x=x,, y=1y, den Wert y/ = y/
annimmt. Im allgemeinen werden so zu jedem Wertepaar, d. h. zu
jedem Punkt x,,y, mehrere Werte g,/ und damit mehrere Funktionen
y' = F(x,y) gehoren, die der Differentialgleichung geniigen. Gewisser-
maBen wird das Feld der Linienelemente aus mehreren Schichten be-
stehen. Eine besondere Rolle miissen nach allem aber jedenfalls die
Linienelemente spielen, welche auch noch der Gleichung

(2) L(w9,9)=0

geniigen. Alle diese Linienelemente werden von den Punkten der-
jenigen Kurve getragen, deren Gleichung sich durch Elimination von
y" aus den beiden Gleichungen

(3) f(x,9,9)=0, %(x,y,y'): 0

ergibt. Wir nennen diese Kurve die Diskriminantenkurve. Denn ihre
Punkte liefern diejenigen Wertepaare x,y, zu welchen zusammen-
fallende Wurzeln 4’ der Gleichung

f (x »Ys y,)_ =0
gehoren. Die Linienelemente, die den beiden Gleichungen (3) ge-
niigen, heilen singulire Linienelemente.
Betrachten wir z. B. die Differentialgleichung

yi=x.

Ihre singuldren Linienelemente geniigen den beiden Gleichungen
yi=x
29" =0.

Sie sind alle der x-Achse parallel und liegen auf der Kurve x = 0. Man
stellt weiter leicht den Verlauf der Integralkurven fest. Nur fiir positive x
sind reelle Integralkurven vorhanden. Dieselben besitzen in den
Punkten der Diskriminantenkurve Spitzen.

Die Losungen sind y =+ 2%’ c. Den beiden Schichten

y'= +4Vx und y'= — Vx entsprechend gehen durch jeden Punkt
mit positiver Abszisse zwei Integralkurven hindurch.
Ich betrachte weiter die Gleichung

y'i=y.
Hier geniigen die singuldren Linienelemente den beiden Gleichungen
’a
y =Yy

29"'=0.
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Sie sind also wieder der x-Achse parallel und liegen auf der Kurve y = 0.
Diese Kurve ist daher selbst Lésung und die iibrigen Integralkurven

(x+¢)® . . . . . . .
=0 beriihren dieselbe. Wir sagen in diesem Fall, die Dis-

kriminantenkurve sei singuldre Losung. Wir verstehen also unfer einer
singuldren " Losung eine aus lauter singuliren Linienelementen auf-
gebaute Losung. Nach der Definition der Diskriminantenkurve kann
eine singuldre Losung also nur aus einzelnen Bogen der Diskriminanten-
kurve bestehen. Denn diese ist der Ort der Punkte, welche singulire
Linienelemente tragen. Aber das erste Beispiel lehrt zugleich, daf} die
Diskriminantenkurve ganz und gar nicht immer eine singulire Losung
der Differentialgleichung ist. Damit dies einmal der Fall ist, miissen
vielmehr noch besondere Zusatzbedingungen bestehen. Diese wollen
wir jetzt herleiten. Wir miissen ja nur feststellen, unter welchen Um-
stinden die Richtung der Diskriminantenkurve mit der in ihren Punkten
vorgeschriebenen singulidren Feldrichtung iibereinstimmt. Wenn dies
lings eines Bogens derselben der Fall ist, so ist dieser Bogen singulire
Lésung. Um aber die Richtung der Diskriminantenkurve zu bestimmen,
hat man nur ihre Gleichung (3) zu differenzieren. Das liefert aber

8fdy 8f dy
+6ydx 2y’ dx =0.

Da aber lings der Diskriminantenkurve

of __
ay’'
ist, so erhdlt man die Bedingung

ax " oy dx

Soll daher das g der Diskriminantenkurve mit dem y’ des Feldes iiber-

einstimmen, so muB

+ y-0

sein. Daher erhidlt man zur Bestimmung der singuliren Losungen die
drei Gleichungen

( f(%y,9)=0
o) Ly, =0
af(x Y y)+ (x y,9)-y'=0.

Wenn umgekehrt eine Kurve den sich durch Elimination des Para-
meters A aus den drei Gleichungen
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f(x y:4) =0
(x y,4)=0
of
5 (v, ) ! ary(x,y,z).}.= 0

ergebenden beiden Bedingungen geniigt, so ist sie eine singuldre
Losung der Differentialgleichung, falls nicht auch noch fiir alle ihre
Punkte

af (x y,4) =0
ist. Denn wenn man zur Bestlmmung der Richtung die erste der

drei Gleichungen differenziert, so erhilt man unter Beriicksichtigung
der zweiten:

+ y =0.
Daher ist nach der dritten
To—n=0
Hieraus ergibt sich wegen der auf % beziiglichen Bedingung
y' =2,

so dafy also fiir das y’ der Kurve f(x,y,9’) =0 gilt. Sie ist also
eine Losung, und zwar eine singulire, wegen des Bestehens der
zweiten der drei Gleichungen. Die drei Gleichungen (4) zusammen

t %(x,y,y’):[co legen also die singuliren Losungen fest.

Man sieht aus den vielen fiir eine singulire Losung notwendigen
Bedingungen, daB im allgemeinen die Diskriminantenkurve nicht sin-
gulire Losung sein wird. Sie wird vielmehr im allgemeinen Ort der
Spitzen der Integralkurven sein (vgl. das erste Beispiel). Ubrigens
kann sehr wohl auch die Diskriminantenkurve Losung sein, ohne aus
singuldren Linienelementen zu bestehen. Sie kann mit anderen Worten
auch nichtsinguldre Losung sein. So ist es z. B. bei

(O =2+ —1)=0.
Fiir die singuliren Elemente mufB3 noch
2y (y —1)+9y*—x+y=0
sein. Elimination von 4 liefert als Diskriminantenkurve

(x =y —r+1)°=
Auf x =4y sind 9 = 0 die singuldren Richtungen. Auf y=12x —1
sind y = 1 die singuliren Richtungen, y = x ist aber Ldsung, ohne
singulire Losung zu sein. Das kommt also dadurch zustande, daB
ein anderer Zweig, der durch f(%,9,9)=0 definierten Funktion
y' = F (x,y) lings der Diskriminantenkurve deren Richtungen liefert.
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Nach diesen Darlegungen is es klar, daB eine jede Enveloppe
einer Schar von Integralkurven, d. h. eine jede Kurve, die in jedem
ihrer Punkte von einer Integralkurve beriihrt wird, eine singulire
Lésung ist, im Sinne der vorhin aufgestellten Definition. Denn da
durch jedes ihrer Linienelemente zwei verschiedene Integralkurven
gehen, mufl der vorhin erwidhnte Satz iiber implizite Funktionen in
seiner Anwendung auf die Linienelemente der Enveloppe -versagen?).
Solche Linienelemente nannten wir aber singulir. Die Enveloppe
besteht also nur aus singuldren Elementen.

Man darf aber nicht umgekehrt schlieBen wollen, daB alle singu-
laren Losungen als Enveloppen einer Schar ven Integralkurven auf-
gefaBt werden konnen. Es ist also nicht immer der Fall, daB die
singuldre Losung in ihren Punkten von anderen Integralkurven be-
riihrt wird.

Einige Beispiele sollen die Verhiltnisse klarstellen. Man kann
schon bei der Clairautschen Gleichung beginnen. Ich betrachte die
Tangenten der kubischen Parabel

y = 8.
Sie geniigen der Clairautschen Gleichung
() 27(y —y'x)"=4y"%.
Wenn man die singuliren Integrale derselben sucht, so hat man noch
die beiden Gleichungen
(8) 54(y —y'x)x 4 12y"* =0
(7) —54(y —y'x)y" +y'54(y —y'x) =0
aufzustellen. Da (7) identisch erfiillt ist, so hat man zur Auffindung
der singuldren Losungen nur y' aus (5) und (6) zu eliminieren. Das
fithrt auf

108-49'8x% — 1449’4 = 0.
Daher ist entweder

y'=0
oder
y' = 3x2,
Die erste Moglichkeit fiihrt zu der singuliren Losung
y=0,
die zweite zur Leitparabel
y = x3.

) Es sollen nur solche Linienelemente betrachtet werden, fiir die aa—f,

. y
existiert. Ebenso mag die Moglichkeit beiseite bleiben, daf man zwar in der
Umgebung des betreffenden Linienelementes die Gleichung f(#,9,9)=0
nach y' auflosen kann, daf aber fir die aufgeloste Gleichung y'=f(x,y) die
Lipschitzbedingung nicht erfullt ist. Auch so konnte es ja kommen, daf

mehrere Lésungen durch das Linienelement gehen.
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Wihrend diese als Enveloppe der die Clatrautsche Gleichung be-
friedigenden Geradenschar aufzufassen ist, gibt es keinerlei Integral-
kurven, die die Gerade y == 0 in ihren einzelnen Punkten beriihrten.
Sie ist keine Enveloppe. Trotzdem besteht sie aus singularen Linien-
elementen. Diese Erscheinung tritt stets bei den Wendetangenten
der Leitkurve einer Clasrautschen Differentialgleichung auf.

Wenn namlich

=f(¢)

die Gleichung der Leitkurve ist, so sind

y—rfE)=1"(&x—¢

die Gleichungen ihrer Tangenten. S.13 haben wir gelernt, wie man
die Differentialgleichung einer solchen Kurvenschar bestimmt. Sie er-
gibt sich durch Elimination von & aus den beiden Gleichungen

y— &) =1 kF—¢
y'=r(&)

Zur Bestimmung der singuliren Losungen dieser Clatrawutschen
Gleichung hat man zu beachten, daB f’(£) eine eindeutige Funktion
ist, daBl sich also die eventuellen Doppelwurzeln bei Auflésung der
ersten Gleichung nach & ergeben miissen. Daher findet man die Be-

dingungen fiir die singuliren Losungen, wenn man die &-Ableitung
dieser ersten Gleichung Null setzt. Das liefert aber

(&) x—§&=0.
x—&=0
f'(&=0.

Der erste Fall liefert die Leitkurve. Der zweite Fall fiihrt zu den
Wendetangenten, da ja die Wendepunkte durch f”(§)= 0 charakteri-
siert sind. (Zu den Wendetangenten zihlen wir also alle Tangenten, die
in héherer als der ersten Ordnung die Kurve beriihren.)

Also

und

Warum gerade diese Wendetangenten mit zu den singuliren
Losungen, also auch mit zu der Diskriminantenkurve gehdren, 1aBt
sich am vorigen Beispiel der Gleichung

27(y —9y'x)?=4y’®

leicht erliutern, wenn man beachtet, daB von den Punkten des in
Fig. 8 schraffierten Gebietes drei Tangenten an die Parabel gehen,
von den Punkten des nicht schraffierten Gebietes aber nur eine. Beide
Gebiete werden naturgemidB durch die Diskriminantenkurve getrennt.
Denn das ist deren geometrische Bedeutung.



§ 8. Singulidre Losungen. 89

Ich betrachte noch ein zweites Beispiel, in dem die singuliren
Lésungen nicht als Enveloppen auftreten. Das ist der Fall bei der

Differentialgleichung

y'2= y8,
Ihre Losungen sind

. 4

Y=o

Dazu kommt noch die sin-
gulire Losung

y=0.
Sie wird von keiner ande-
ren Integralkurve im End-
lichen beriihrt, tritt vielmehr
als gemeinsame Asymptote
aller Integralkurven auf, die
sich ihr beliebig nahe an- Fig. 8.
schmiegen. Diese gehen
nimlich auseinander durch Parallelverschiebung in Richtung der x-

Achse hervor. Wenn daher eine der Kurven, z. B. y =xi“ (Fig. 9,

Fig. 9.

fir x > 20 nur um 3} hochstens von y = Q abweicht, so kann ich
sie so parallel verschieben, daB eine Kurve entsteht, die schon fiir
% > %, nur noch um ;5 von y =0 abweicht. x, kann dabei ganz
beliebig gewihlt werden. Denn
4
Y=o r0—ag)"
ist die gewiinschte Kurve.



90 I, 4. Differentiaigleichungen erster Ordnung im komplexen Gebiet.

4. Kapitel.

Differentialgleichungen erster Ordnung
im komplexen Gebiet.

§ 1. Feste und bewegliche Singularitéiten.

Fiir z-Werte, welche einem abgeschlossenen Bereiche B der kom-
plexen z-Ebene, und fiir w-Werte, welche einem abgeschlossenen
Bereiche G der komplexen w-Ebene angehéren, sei f(z, w) eine ein-
deutige, bis auf gewisse Singularititen regulire analytische Funktion.
Uns wird hier insbesondere allein der Fall beschiftigen, daB f(z, w)
in dem Bereiche durchweg von rationalem Charakter ist. Dann wollen
wir f(z, w) als Quotient zweier in dem Bereiche regulirer Funktionen
_hzw
" fa(z,w)
zugrunde gelegten Bereiche regulir sind. Dann stellen wir uns die
Aufgabe, die Losungen der Differentialgleichung

dw  f,(z, w)
(1) a f 'sla (= w—)
in diesem Bereiche zu untersuchen. Solche Losungen sind durch
ihre Anfangsbedingungen bestimmt, und wir wissen von S. 41 her fol-
gendes: Wenn die Anfangswerte z,, w, so gewihlt sind, daBl f(z,w)
an dieser Stelle reguldr ist, daB also mit anderen Worten daselbst
der Nenner nicht verschwindet, dann gibt es genau eine in der Um-
gebung von z, eindeutige regulire Funktion w(z), fir die w(z,) = 1w,
gilt, und die der Differentialgleichung geniigt. Wir wissen weiter,
daB es auch keine andere nichtanalytische dieser Bedingung ge-
niigende Losung gibt, ja man kann der Fusnote ') von S. 28 sogar

entnehmen, daB es keine weitere der Bedingung lim f(z)= w, ge-
2»2g

annehmen. Es sei also f(z,w) » wo f,(z,w) und f,(z, w) im

niigende Losung gibt.

Die weitere Aufgabe ist es nun, mit Hilfe funktionentheoretischer
Methoden eine solche durch thre Anfangsbedingungen festgelegte Losung
durch analytische Forisetzung in threm weiteren Verlauf zu verfolgen. Wo
sind z. B. die Singularititen einer solchen Losung zu suchen? Ich
nehme an, bei Fortsetzung lings eines bestimmten Weges kdnne man
bis an eine Stelle z, aus B heran, nicht aber iiber dieselbe hinaus ge-
langen. Hier sind nun zwei Fille zu unterscheiden. Entweder kon-
vergiert bei Annidherung an die Stelle 20 die Funktion @ (z) einem be-
stimmten Grenzwert zu oder nicht. Ich betrachte erst den zweitgenann-
tenFall. Es wird sich zeigen, daf} er nur dann eintritt, wenn £, (z,, ) =0
ist fiir alle w. Da namlich’ der Nenner f,(z,%) im Bereiche G regulir
ist, so gibt es in G nur endlich viele Stellen w; fiir die f,(z,, w,)=0
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ist, falls nicht f,(zy,w)=0 ist. Man umgebe sie und auch w = oo
durch Kreise, iiber deren Kleinheit noch zu verfiigen sein wird. Dann
kann man eine von der Kleinheit der Kreise abhingende Zahl g so
bestimmen, daB fiir |z — z,| < ¢ die Wurzeln w von £, (z,%) = 0 alle
im Innern dieser Kreise liegen. Dann gibt es eine Zahl M derart,
daB fiir |z —z,| < ¢ und fiir ein jedes nicht diesen Kreisen an-
gehorige w stets |f,(z,w)| > M gilt. Wihlt man nun die Kreise ge-
niigend klein, so muB} es beliebig nahe bei z, auf dem der Fortsetzung
zugrunde gelegten Wege Stellen geben, wo die Werte der Losung
auBerhalb oder auf der Peripherie jener Kreise liegen. Denn sonst
miifte gegen die Annahme w (z) fiir z— 2, gegen einen Grenz-
wert konvergieren. Da aber zu jeder dieser Stellen somit ein endlicher
Konvergenzkreis gehért, dessen Radius stetig vom Entwicklungsmittel-
punkt abhingt, so koénnen bei Anndherung an z, die Konvergenz-
radien nicht gegen Null streben. Somit ist tatsichlich nur der erste
der beiden aufgezihlten Fille wirklich méglich. Wenn also die Fort-
setzung iiber z, hinaus nicht moglich ist, ohne daB f, (z,, w )= 0 fiir alle
w, so muB w(z) einem bestimmten Grenzwert w, zustreben. Die
Betrachtung lehrt dann auBerdem, daB f, (2, ®,) = O ist. Somit
haben wir drei Fille zu unterscheiden.

Entweder ist f,(z, w)=0 in der Umgebung von w, fiir
kein anderes w erfiillt, oder aber es ist f,(z,,w) fiir alle w Null
Beide Male sei f, (25, #,) = 0. Im ersten Falle also, wo zwar
fa(Zy, wy) =0 ist, aber f,(2z,,w) = 0 fir w <= w, in der Umgebung
von w,, sprechen wir von einer beweglichen Singularitit. Denn der
Grenzwert w,, mit dem wir in z, ankommen, hingt offenbar von den
Anfangswerten der untersuchten Loésung ab. Es erweist sich dann
also bei der Fortsetzung lings desselben Weges eine andere Losung
unter Umstidnden in 2, als nicht singuldr, falls sie ndmlich fiir z— 2,
einen von w, verschiedenen Grenzwert hat. Im zweiten Falle aber,
wo fo(z, w) =0 ist fiir alle w, liegt eine feste Singularitit vor. Denn
nun ist jede Losung bei Anndherung an z, in der gleichen Lage. Der
dritte noch zu unterscheidende Fall ist der, daB auBer f,(z,, ®,)=0
auch f, (2y»w,) =0 ist. Dies soll also in den beiden ersteren Fillen
nicht so sein.

Der erste der eben aufgezihlten Fille ist sehr leicht zu, erledigen.
In diesem Falle nimlich, wo zwar f, (z,, %,) = 0 ist, in der Umgebung
von w, aber f,(z,, w) nicht weiter verschwindet, ist offenbar in der
Differentialgleichung

dz oz, w
) T
die rechte Seite in der Umgebung von z,, w, regulir. Die rechte
Seite verschwindet zwar fiir z,,w,, aber sie verschwindet nicht fiir z,
und beliebiges w. Daher kommen in der Entwicklung der- rechten
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Seite Glieder vor, die von z — z, unabhingig sind. Das niedrigste
derselben sei vom Grade #. Dann laBt sich diejenige Losung, welche
fir w=w, den Wert z, besitzt, in eine Potenzreihe dieser Form ent-
wickeln:
z=zy+c (w—wy ™14 ...
Die Umkehrung derselben lehrt, daB » in der Umgebung von gz,
1

nach Potenzen von (z-—zo);”"'—l entwickelt werden kann. Es liegt also
fir die Loésung ein m - 1-bldttriger algebraischer Verzweigungspunkt
vor. Die Lage desselben hingt aber von den Anfangswerten ab.
Denn verlangen wir diejenige Losung, welche fiir w = w, den Wert z,
annimmt, so finden wir fiir dieselbe eine Reihe

=z ta(w—w)+...,
in der jetzt der Koeffizient &, der ersten Potenz nicht verschwindet,
falls nur w, hinreichend nahe bei w, liegt, nimlich so nahe, daB
fa (2, @y) :{: 0 ist. Dann wird aber

w=w1—]—all(z—z0)+...

in der Umgebung von z, reguldr und das lehrt, daB die Verzweigungs-
stelle tatsdchlich verschiebbar ist.

Im zweisten der drei Fille, wo f(z,,w)= 0 ist fiir alle w, wiirde
die gleiche Uberlegung nur zu der Losung z =z, fiihren, mit der
wir fiir unseren Zweck weiter nichts anfangen konnen. Bei An-
niherung an eine derartige Singularitit zweiter Art kann nun tat-
sichlich die Losung w (z) unbestinmt werden. So ist ja z B. die
allgemeine Losung von

dw w
dz ~ 2®
1
die Funktion w=Ce ¢. Das wird bei Anniherung an 0 lings der
imaginidren Achse tatsichlich unbestimmt.

Eine groBe Menge von Untersuchungen befaBt sich damit, bei
gegebener Differentialgleichung die Natur der Losungen in der Nihe
einer solchen festen singuliren Stelle z, zu untersuchen. Briot und
Bouguet haben die Untersuchungen begonnen, Picard, Poincaré, Dulac,
Bendixson, Horn und neuerdings Malmquist haben sie gefordert.
Ich verweise wegen allem Weiteren auf eine Arbeit von Malmgquist
im Arkiv fé6r matematik astronomi och fysik, Bd. 15, wo auch die
Literatur erwihnt ist. Hier sei nur so viel gesagt: Den Aus-
gangspunkt der Untersuchung bildet immer ein Zweig der Ldsung,
welcher einem bestimmten Grenzwert w, zustrebt, wenn sich z auf
einem passenden Wege der singulidren Stelle nihert. Dieser Wert w,
erfiillt aber dann immer mit z, zusammen die Gleichung f, (2,4, w,) = 0.
Dies folgt sofort aus der schon mehrfach angestellten Uberlegung,



§ 1. Feste und bewegliche Singularititen. 93

welche an (2) ankniipft. Diese Gleichung wire ja dann in der Um-
gebung von z,, w, regulir. Aber ihre einzige Losung, welche fiir
w— 1w, gegen z, strebt, ist z =z, das aber nicht Umkehrung der
jetzt zu betrachtenden Losung sein kann. Somit bekommt man An-
schluB an die singuldren Stellen der dritten Art, welche wir im reellen
Gebiet schon ausfithrlich untersucht haben. Wir haben bei diesen
Betrachtungen endliche z, und w, angenommen. Aber man wei}, wie

man durch die. Substitutionen %—:3 oder lw:' w dem Unendlich-

fernen beikommt. Wir werden die Untersuchung der Umgebung
dieser singulidren Stellen in diesem Buche nicht weiter verfolgen, uns
nur in einem spiteren Paragraphen noch mit der Bestimmung der-
jenigen Losungen befassen, welche in einer solchen singulidren Stelle
algebraisches Verhalten besitzen.

In diesem Paragraphen mochte ich nur noch die Frage be-
handeln, fir welche Differentialgleichungen nun nur feste Verzweigungs-
punkte vorhanden sind. Wir beschrinken uns dabei von vornherein
auf Differentialgleichungen (1), in welchen die rechte Seite rational
ist. Zihler und Nenner sollen also ganze rationale Funktionen sein.
Die festen singuldren Stellen sind diejenigen Stellen z,; fiir welche
der Nenner fiir alle w verschwindet. Dazu diejenigen z-Werte, fiir
welche Zihler und Nenner fiir passende w-Werte gleichzeitig ver-
schwinden. Dazu kommt eventuell noch der unendlich ferne Punkt,

wenn der Ubergang zu z =;~ die Stelle 3 = 0 zu den festen Singulari-

taten iberfiihrt. Die Substitution z—_—-lg aber fiihrt die Differential-
gleichung (1) in

1
dw fl(%’ w) 1
f;(gaw)

iber. Und hier kann man alle gewiinschten Feststellungen leicht
machen. AuBerhalb dieser festen Singularititen besitzt also ein jedes
Integral nach unseren Uberlegungen allenfalls noch Pole und algebra-
ische Verzweigungen.

Soll nun also eine Differentialgleichung (1) der angegebenen
Art nur feste Verzweigungspunkte besitzen, so muB der Nenner der
rechten Seite fiir jedes z,, fiir das er iiberhaupt verschwindet, un-
abhingig von w verschwinden. Daher kommt im Nenner das w gar
nicht vor. Die Differentialgleichung muf3 daher von der Form

dw
=0(nw)

sein, wo @(z, w) ein Polynom in w ist. Damit sind bewegliche al-
gebraische Verzweigungspunkte ausgeschlossen, in welchen w endlich
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bleibt. Nun miissen noch diejenigen ausgeschlossen werden, in welchen
w unendlich wird. Daher mache ich die Substitution w = }15‘ Damit

geht die Differentialgleichung (1) in

aw 2 ( 1)
(4) dz — P\ m
iiber. Nun muB wieder der Nenner von w unabhingig sein (nachdem
man etwaige gemeinsame Faktoren von Zihler und Nenner entfernt

hat). Daher kann ¢(z,w) in w hochstens vom zweiten Grade sein.
Damit haben wir den Satz:

Die einzigen rationalen Differentialgleichungen mit nur festen Ver-
zweigungspunkten sind die vom Riccatischen Typus:

. dw 2
(3) E:Ao(z)—]—Al(z)w—{—Ae(z)w .
Bemerkung. Auch fiir die allgemeineren Differentialgleichungen
f(xvy)ﬂf’) =0;

wo f(#,y,%’) ein Polynom in x,y, y’' ist, wurde durch Fuchs und Poincaré
das Problem geldst, alle Differentialgleichungen mit nur festen Verzweigungs-
punkten zu bestimmen. Das Ergebnis ist dieses: Das allgemeine Integral ist
entweder eine algebraische Funktion, oder aber man kann die Differential-
gleichung durch eine algebraische Substitution entweder auf eine Riccatische
oder auf die Differentialgleichung

v =g(x)V (1-9%)(1-ky?)

transformieren.

" Aus unseren bisherigen Ergebnissen ergibt sich leicht ein dem
Picardschen Satz fiir ganze transzendente Funktionen entsprechender
Satz fiir die Losungen unserer Differentialgleichungen. Er lautet: In
der Differentialgleichung

dw
7 — (&)
set die rechte Seite eine rationale Funktion. w(z) sei ein Integral
derselben, welches eine unendlich vieldeutige Umkehrungsfunktion z (w)
besitzt. Dann gibt es nur endlich viele Ausnahmewerte W, fiir welche
die Gleichung w(z)==W mnur endlich viele Losungen bestizt.

Zum Beweise betrachtet man die Differentialgleichung

dz 1

T~ 7w’
welcher die Umkehrungsfunktion unseres Integrals geniigt. Feste
Singularititen und Singularititen dritter Art derselben sind nur in
endlicher Zahl vorhanden. Wir betrachten eine Stelle W, welche nicht
zu diesen festen Singularititen geh6rt. An dieser Stelle nimmt die
Funktion z(w) Werte an, unter denen, wie ich zeigen will, unendlich
viele verschiedene vorkommen. Es ist ndmlich jeder Zweig unserer
Funktion an der Stelle W von. algebraischem Charakter. Ein jeder
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Zweig aber ist durch seinen bei W angenommenen Wert festgelegt.
Da aber die Funktion nach Voraussetzung unendlich vieldeutig ist,
und da jeder ihrer Zweige auf jedem, die angegebenen Singularititen
vermeidenden Weg bis nach W fortgesetzt werden kann, nimmt die
Funktion z(w) an der Stelle W unendlich viele verschiedene Werte
an. Darin liegt der Beweis unseres Satzes.

Dieser Satz legt die Frage nach den endlich vieldeutigen Inte-
gralen der Differentialgleichung (1) nahe. Derartigen Fragen wenden
wir uns nun zu.

§ 2. Differentialgleichungen mit eindeutigen Integralen.

Im vorigen Paragraphen wurde schon bewiesen, daB die einzigen
rationalen Differentialgleichungen ohne verschiebbare algebraische Ver-
zweigungen die Riccatischen sind. Daher sind jedenfalls auch die
Differentialgleichungen, welche nur eindeutige Integrale besitzen, bei
welchen also iiberhaupt keine, also auch keine verschiebbaren Ver-
zweigungen vorkommen, unter den Riccatischen zu suchen. Die Be-
dingungen dafiir, daB eine Riccatische Gleichung nur eindeutige Inte-
grale besitzt, sind noch unbekannt. Fiir andere Differentialgleichungen
hat aber Malmquist den folgenden schonen Satz bewiesen (Acta mathe-
matica Bd. 36):

dw

Wenn die rationale Differentialgleichung — = f (z,w) keine

Riccatische ist, so ist jedes eindeutige Integral derselben eine ratio-
nale Funktion.

Zum Beweis sind zwei von Boutroux herriihrende Hilfssitze iiber
das Wachstum der Integrale rationaler Differentialgleichungen bei
Anndherung an singuldre Stellen notwendig. Ich verweise wegen des
Beweises derselben auf die Darstellung von Malmgquist.

Hilfssatz I: In der Differentialgleichung

d
£=00+clw+ coe Fc, " (n>1)
seien die ¢, rationale Funktionen von z. f(z) sei ein Integral dieser
Gleichung, welches auBerhalb eines gewissen Kreises |z| > 7 auBer
bei z = o0 keine Singularitit besitzt. Dann gibt es eine Zahl u und

eine Zahl R, so daB fiir [z]| > R stets |f(2)| < |z|" gilt.

— fi (5 w)

f: (2 w)
habe der Zihler in @ den Grad #,, der Nenner in » den Grad #,, und es
sei m, =m, 2. w (z2) sei eine Losung dieser Gleichung, welche fiir
| 2| > 7 keine anderen Singularititen als z = oo besitzt. w,(z) geniige
der Gleichung f, (2, w) = 0. w (z) habe in | z| > 7 keine andere Singu-

Hilfssatz II: In der rationalen Differentialgleichung %
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laritit als 2 = co; es sei fiir endliche z aus |z| > 7 nie w (2) = w, (2).
Dann gibt es zwei Zahlen 7, und R, so daf
'w—_l—tm<1zl ' fir 2] >R.

Auf Grund dieser Hilfssdtze kann nun der Satz von Malmquist recht
einfach bewiesen werden. Es sei nimlich w (z) eine eindeutige Lésung der
Differentialgleichung. Mit Ausnahme der festen Singularititen der Diffe-
rentialgleichung besitzt also diese Funktion keine anderen Singularititen
als Pole. Trigt man nun diese Funktion in den Nenner ein, so wird

1 cine eindeutige Funktion von 2, die nur noch an den festen
f 2 (Z, w (‘7))

Singularititen und den Singularititen dritter Art der Differentialglei-
chung singulir sein kann. An den Polen von w (z) ist dies ohne

weiteres klar. An den reguliren Stellen von w (z) kann aber f, (z,w)
nicht verschwinden. Denn sonst wire daselbst g%: 0. Der Zihler

kann nimlich nicht gleichzeitig verschwinden, weil dies nur an den
Singularititen dritter Art der Differentialgleichung passieren kann. Be-

4+ ————= an einer singu-
B} . : hpw)
liren Stelle zweiter oder dritter Art z, der Differentialgleichung etwas

trachten wir also nun das Verhalten von

niher. Man kann dort 1 in eine Laurent-Reihe entwickeln

fa
1

1
AT <z—zo) + Bz — 2)-
Hier ist bekanntlich G (3) eine ganze Funktion. Wendet man nun
den zweiten Hilfssatz auf die verschiedenen Linearfaktoren des Nenners f,
an, so schlieBt man leicht, daB es eine Zahl g gibt, derart, daB}

19

1
T | <1
ist in einer gewissen Umgebung von z,. Daraus folgt wieder, dab
fiir jede positive Zahl ¢ in einer gewissen Umgebung von z, die Ab-

schitzung gilt 1
65

Daher gilt fir die ganze Funktion G (3) fiir geniigend groBe 3 die
Ungleichung s
GEI<s™ "

Daher ist G (3) ein Polynom. Daher hat also m keine anderen

<la—sl

Singularititen als Pole. Und daher ist es eine rationale Funktion ¢ (2).
Da demnach w(z) der algebraischen Gleichung

geniigt, ist @ (z) eine algebraische Funktion. Da sie aber eindeutig sein
sollte, so ist w (z) rational, wie bewiesen werden sollte.
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Malmquist hat in der gleichen Arbeit einen analogen Satz iiber
rationale Differentialgleichungen mit endlich vieldeutigen Integralen
bewiesen. Er ist auch damit {iber den Inhalt der Vermutungen und
Beweisversuche Painlevés, dem man die Fragestellung verdankt, weit
hinausgegangen. Dieser weitergehende Satz lautet:

Wenn eine rationale Differentialgleichung i—‘: = f(2, w) ein endlich
vieldeutiges Integral besttzt, so ist dasselbe emtweder eine algebraische
Funktion, oder aber man kann die Differentialgleichung durch eine
Substitution der Form

w4
W BT 4 B
in die Riccatische Gleichung

dw 2
=% tawtamw

v —=

siberfithren. In dieser sowohl wic in der Substitution sind dabet alle
Kotffizienten rationale Funktionen von 2.

Wegen des etwas langwierigen Beweises dieses Satzes sei auf
die Originalarbeit von Malmquist verwiesen.

Bemerkung: Von Hermite rihrt der folgende Satz her, den er in seinem
Cours d’analyse angibt und fir den auch in Picards Traité d’analyse ein Beweis
zu finden ist (Bd. 3, S. 62). Wenn f (2,,2,) ein Polynom ist, so ist das aligemeine
Integral der Gleichung f (w, w)=0 nur dann eindeutig, wenn die algebrassche
Kurve f (z,,2,) =0 vom Geschlecht 0 oder 1 ist.

§ 3. Das Verhalten der Integrale in der Ndhe der singu-
liren Punkte.

Leicht sind hier die festen singuliren Stellen z, erledigt, fiir die
nach S.91 der Nenner f, (7, w) identisch in w verschwindet. Am
besten iibersieht man das bei Einfilhrung eines Parameters #, mit
dem sich dann die Differentialgleichung so schreiben 1aBt:

d

S —f(zw),
dz

_d_t- = fg (Z, w).

Man sieht, dal jetzt z= z, ein Integral der Differentialgleichung ist.
Genau wie S. 55/566 kann man schlieBen, daB nur durch diejenigen seiner
Punkte w, eine weitere Lsung hindurchgehen kann, flir die zugleich
auch f, (z,, w,) = O ist. Auf solche singulire Stellen konzentriert sich
daher die ausgedehnte Literatur des Gegenstandes, ungeachtet mancher
anderen Frage, die man hier analog den im reellen Gebiet gewonnenen
Ergebnissen stellen kénnte.
Bieberbach, Differentialgleichungen, 7
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Sehr weitschichtig!) ist nun die Literatur, welche sich mit den
singuldren Stellen z,, w, befaB, fiir welche f, (z,, w,)==0 und f, (z,, w,) = 0
ist. Das Ziel ist es, das funktionentheoretische Verhalten der Lésungen
in der Nihe dieser singuliren Stellen zu untersuchen, d. h. also z. B.
die Raschheit der Anndherung einer Losung an eine solche singulire
Stelle, den Aufbau ihrer Riemannschen Fliche in der Nihe einer solchen
Stelle zu iibersehen oder, was ein zunichst bescheideneres Ziel ist,
iiberhaupt nur einen Uberblick iiber die Gesamtheit derjenigen Lésungen

zu gewinnen, fiir die lim f(z)=w, gilt, sei es, daB dabei der Limes
2>2
im {iblichen Sinne der Anndherung durch beliebige Nachbarpunkte z

gemeint ist, sei es, dafl dabei nur an die Anndherung an z, lings
eines bestimmten Weges gedacht ist. Das sind alles Fragen, iiber
die trotz der Fiille der vorliegenden Literatur und der Unmenge
erarbeiteter Einzelergebnisse wenig wirklich Abgerundetes und Ab-
schlieBendes vorliegt. Hier mag es nun unsere Aufgabe sein, uns
wenigstens eine Vorstellung zu verschaffen iiber diejenigen Losungen,
welche in der singuliren Stelle von algebraischem Charakter sind,
Und zwar soll das fiir diejenigen Klassen von Differentialgleichungen
geschehen, um die wir uns auch in dem Abschnitt iiber die reellen
Integralkurven bemiihten, das sind also wesentlich die Differential-
gleichungen

dw Cz+4+Dw+ R, (2, w)

dz ~ Az+Bw+ P, (z,w)
%, und P, sind dabei Potenzreihen in z und w, die nur Glieder zweiter
und hoherer Ordnung enthalten.

Ich werde die Frage nach den Ldsungen, welche fiir 2 = 0 ver-
schwinden und dort algebraischen Charakter haben, nun nach der
alten Methode von Briof und Bougquet zur Entstheidung bringen. Zu
dem Zwecke gehe ich mit dem Ansatz

?
w=¢x0z_q--{—..., (@ == 0)
1
also einer nach Potenzen von z¢ fortschreitenden Reihe in die Diffe-
rentialgleichung hinein. Diese letztere schreibe ich zu diesem Zwecke so:

(42 +Bw+ %, @)% — (Cz+ Dw+ B, () = 0.

Nun frage ich nach den Gliedern, die bei der Eintragung unseres
Ansatzes die niedrigste Ordnung bekommen. Das ist eine Uber-
legung, welche ganz #hnlich wie in der Theorie der algebraischen

mit 4D — BC %= 0.

Funktionen zur Bestimmung von u =—§ fiilhrt. Sucht man die Glie-

der niedrigster Ordnung zusammen, so leuchtet zunichst ein, daB}

1) Vgl. S. 92.



§ 8. Das Verhalten der Integrale in der Nihe dér singuliren Punkte. 99

man dabei aus i—': das Glied niedrigster Ordnung zu verwenden hat.

Jetzt nehme ich etwa an, zwei Glieder A4, z:1wh.q z#~1 aus dem
ersten und A,z%w#h aus dem zweiten Summanden bhitten gleiche
Ordnung. Dann muB also

o, +huntp—1=c-+pbu

sein. Das kann man auch so schreiben:

o+ B+ 1) p=a,+ 1+ Bypu.

Daraus entnimmt man nun eine geometrische Vorschrift zur Auf-
findung der Glieder niedrigster Ordnung. Man markiere sich in einem
rechtwinkligen &#-Koordinatensystem einmal die Punkte (e,, 8, 1),
die den im ersten Faktor des ersten Summanden vorkommenden Glie-
dern A,z*1wh entsprechen, dann die Punkte (¢, + 1, f,), die den
Gliedern A4,z%w#s des zweiten Summanden entsprechen. Alle diese
Punkte liegen im ersten Quadranten.

Dann betrachte man die Schar der zueinander parallelen geraden
Linien

§4-un=20.

In jedem der markierten Punkte bekommt die linke Seite einen
bestimmten Wert. Die Frage nach den Gliedern niedrigster Ordnung
ist nun gleichbedeutend mit der Frage nach denjenigen Punkten, fiir
welche diese linke Seite moglichst klein wird. Um den betreffenden
Punkt oder die betreffenden Punkte zu finden, lege man die Gerade
zundchst bei festem u so, daB sie alle markierten Punkte auf der einen
Seite hat und verschiebe sie dann parallel mit sich, bis sie zum ersten
Male einen markierten Punkt trifft. In diesem hat dann & 4 u# seinen
kleinsten Wert, So hat man zunidchst bei festgehaltenem u zu ver-
fahren. Hat man nun bei festem u einen solchen Punkt gefunden,
so kann man unter Anderung von u die Gerade noch so lange
drehen, bis ein zweiter Punkt auf sie zu liegen kommt, Fiir diese
Punkte bekommt dann & - un den gleichen Wert, wihrend der Aus-
druck fiir keinen anderen Punkt einen kleineren Wert hat. Hiernach
ist klar, wie man zur Bestimmung der Glieder niedrigster Ordnung
zu verfahren hat. Man verschiebe zunidchst die #z-Achse parallel mit
sich in den ersten Quadranten, bis markierte Punkte darauf liegen
und bestimme dann auf dieser Geraden den dem Ursprung am
nichsten gelegenen unserer Punkte. Um diesen drehe man dann die
Gerade gegen den Uhrzeigersinn so lange herum, bis ein zweiter
Punkt darauf zu liegen kommt. Es kann dabei zugleich noch ein
dritter darauf zu liegen kommen. Jedenfalls gehe man nun auf der
gedrehten Gerade vom Drehpunkt aus bis zum am weitest abgelegenen
Punkt vor und drehe dann um diesen die Gerade entgegen dem Uhr-
zeigersinn weiter. So fiahrt man fort, bis die Gerade auf die &-Achse

7*
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gefallen oder ihr parallel geworden ist. Dann hat man ein gegen den
Ursprung konvexes Polygon bekommen, das unsere markierten Punkte
vom Ursprung trennt. Jede seiner Seiten hat die Eigentiimlichkeit,
daB die nicht auf ihr gelegenen Punkte Glieder der Differential-
gleichung bestimmen, die beim Einsetzen unserer Reihe Glieder er-
geben, deren Ordnung groBer ist als die der Glieder, deren Punkte
auf der Polygonseite liegen. Das der Polygonseite entsprechende u
entnimmt man leicht aus der Gleichung & -+ nu = § der Polygon-
seite. Es ist sicher rational, da ja auf der Polygonseite mindestens
zwei unserer Punkte liegen. Die geschilderte Methode kann in ver-
schiedenen Fillen versagen. Herr Perron hat mich darauf aufmerksam
gemacht. Z.B. kann es sein, daB ein Punkt (,, f, + 1) mit einem
dw w
a: %o
wo nur (1,1) zu markieren ist, die Methode versagen. Die Gleichung
fir g ist hier identisch erfiillt. Das Zusammenfallen zweier Punkte
verschiedener Art kann auch zur Folge haben, daf die Polygonmethode
falsche Exponenten liefert. Das ist z. B. bei
dw _ jw42z"
dz z
der Fall. Hier sind die Punkte erster Art (1, 1) und zweiter Art (1, 1),
(m + 1, 0) zu markieren. Somit wiirde die Methode nur u = m liefern.

Punkt (¢, 4 1, ,) zusammenfillt. Dann wird, wie z. B. bei

(m positive ganze Zahl)

m
Andererseits aber ist w = ocoz’fr -+ ’:—’} bei beliebig wihlbarem ¢, das

allgemeine Integral. Es gibt also iiberhaupt keines, dessen -Glied
niedrigster Ordnung von der Form gyz™ wire. Endlich kann die
Polygonmethode noch dann versagen, wenn eine Polygonseite durch
zwei Punkte gleicher Art bestimmt wird. Denn in der Gleichung fiir
u miissen Punkte verschiedener Art vorkommen. Jedenfalls muf3 so-
mit in jedem einzelnen Fall gepriift werden, ob die Methode etwas
Brauchbares liefert oder nicht.

In unserem konkreten Fall, wo die Determinante der linearen
Glieder nicht Null ist, darf man nach S.67 im Falle 1, &4, die
Differentialgleichung in dieser Form annehmen:

(D) dw __hut+Bew

: Az Lz+P, (z,w)’

Auf diesen Fall wollen wir uns beschrinken, Hier ist nun der Punkt(1,1)
zu markieren. Er ist sowohl ein Punkt erster Art, wie ein Punkt
zweiter Art. (0,2) und (2, 0) sind sicher nicht vorhanden. Jedenfalls
entnimmt man daraus schon, daB das vorhin eingefiihrte Polygon
zwei Seiten hat. Die eine fiihrt von (1,1) auf die n-Achse zu oder ist
ihr parallel, die andere von (1,1) auf die £-Achse zu, oder ist dieser
parallel. Von den beiden entsprechenden Werten u ist der eine groBer
als Eins und der andere kleiner als Eins. Die eine Gerade kann nur
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dann der 75-Achse parallel sein, wenn auf dieser selbst keiner der
markierten Punkte liegt. Dann aber kommt im Nenner kein von z
freies Glied vor und z=0 ist also Losung. Damit ist dann schon
eine in (0,0) regulire Losung gefunden. Ebenso schlieft man, daB
die eine Gerade nur dann der 7-Achse parallel ist, wenn w =0
Lésung ist. Ich will weiter annehmen, daB keiner dieser Fille vorliegt.

Dann kommen also sowohl Punkt (0, #) wie (s, 0) vor. Dann

ist der eine der beiden Werte von u = g eine ganze Zahl, der andere

das Reziproke einer ganzen Zahl. Denn das eine Mal muf} man (1, 1)
mit einem Punkt (0, #), das andere Mal mit einem Punkt (n, 0) ver-
binden. Hier ist nach dem vorhin Gesagten » > 2. Das liefert die
Gleichungen

l4pu=mnu
oder
l1+u=mn
fir u.
Und darin liegt die Behauptung. Um nun weiter festzustellen, ob

rd

den so bestimmten Werten von £ auch wirklich Lésungen.entsprechen,
machen wir in der Differentialgleichung die folgende Substitution
z=13%, w=3w.
Dabei nehmen wir p und g als teilerfremde positive ganze Zahlen,

von denen, wie wir wissen, immer eine gleich 1, die andere groBer
als 1 ist. Dann wird die Gleichung

dw
[1 37+ B (3% 37w)] (P37 'm + spga—}
— [4437w + B, (3% 371)] ¢3¢~ = 0.
Die niedrigste vorkommende Potenz von 3 kann man jedenfalls aus
dem Glied ablesen, das zum Punkt (1,1) fiihrt. Dies ist aber z. B.
das Glied 4, z. Daher kommt als niedrigste 3-Potenz in allen Gliedern

3t?-1 vor. Dadurch kann man durchdividieren. Dann wird die
Gleichung

(G) (/11+%s(g,,m))(pm+5m’)——[12m+$4(3,m)]q=O.1)

Man kann sie auch so schreiben:

0 (Aaq — 44 p) 4 Bs (3, v)
3 (A, - B3 (3, W) )

Dies endlich kann man so schreiben

o(B455) sm
]

w' =

' =

1) Die Potenzreihen P,, B,, ... enthalten wieder nur Glieder zweiter
und héherer Ordnung.
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Nun handelt es sich darum, festzustellen, ob diese Gleichung
eine bei 3 =0 regulire Losung besitzt. Dies kann sicher nur dann
der Fall sein, wenn es einen Wert w = ¢, gibt, der mit 3 =0 zu-
sammen den Zihler zum Verschwinden bringt. Denn nur an einer
Stelle, wo Zihler und Nenner verschwinden, kann nach dem Existenz-
theorem eine andere Losung die Losung 3z = O treffen. Dieser jetzt
zu bestimmende fp-Wert ist dann zugleich das Absolutglied in der
Entwicklung von w (3) nach Potenzen von 3 Die Gleichung, der er
geniigen muB, erhilt man am bequemsten aus der Form (G) unserer
Differentialgleichung. Denn der hernach entwickelte reziproke Nenner
hat auf diese Frage keinen EinfluB,

Machen wir uns zundchst noch einmal die Bestimmung von u
klar. Man hat dazu zwei Glieder gleicher Ordnung in z nétig. Das
eine aber ist immer das zum Punkt (1, 1) filhrende aus den linearen
Gliedern stammende. Das andere miissen wir aus den Potenzreihen
P, oder B, holen. Es kommt dafiir immer ein Glied in Betracht,
dessen reprisentierender Punkt auf die &-Achse oder auf die #-Achse
zu liegen kommt, und zwar ist unter allen auf einer dieser Achsen
liegenden Punkten immer der zu nehmen, der dem Ursprung am
nichsten liegt. Man sieht sofort, daB dazu auf der &-Achse das
niedrigste von w freie Glied aus §, (z,w), auf der #-Achse aber das
niedrigste von z freie Glied in der Entwicklung von %, verwendet
werden muB3. Seien diese Glieder etwa bp_y2z™=* und a,_;w"'.
Dann findet man daraus sofort die beiden Gleichungen

1+u=m
l4pu=mnpu
fir die beiden Werte von u. Diese beiden u-Werte also sind dann:
n=m — 1 und u = " -1:—1 .

Mit dieser Kenntnis gehen wir jetzt wieder an die Frage heran, von
der wir uns vor kurzem trennten. Wir tragen im Zihler der rechten
Seite von Gleichung (G) auf S.101 ein: 3= 0 und w = ¢,. Wir wollen
zu den beiden eben bestimmten Werten von u die sich daraus fiir ¢,
ergebenden Gleichungen aufschreiben. Die Rechnung fithrt auf diese
beiden Gleichungen:

Aym — 1) eg— Agtty — b1 =0
A0+ ap_10y""t — dgotg(n — 1) =0.

Setzt man dann noch w=e,+ W, so wird die Differential-
gleichung:
whiZh? 4y 6w

3

W=
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In unseren beiden Fillen sieht das insbesondere so aus:

(a) W' WMM )+‘$7(s,
a -

(b) W =

Unsere Aufgabe ist es nun, diesen Gleichungen durch Funk-
tionen zu geniigen, welche bei 3==0 regulir sind und dort ver-
schwinden.

Die Losung dieser Aufgabe geschieht durch den Beweis des
folgenden Satzes:

Wenn in einer Differentialgleichung
z%———f(z,w):aw—}—bz-%—...
a keine ganze positive Zahl ist, so besitzt sie genau eine bei z =10
reguldre und dort verschwindende Losung.
Ich gehe zum Beweis mit dem Ansatz
w=oz+ 02" ...

in die Differentialgleichung hinein. Zur Bestimmung des Koeffi-
zienten ¢, findet man dann sofort die Gleichung
o, —ae, —b=0.

Man hat also
b

Rl
Das versagt also nur in dem Falle a = 1. Zur weiteren Rechnung
ist es zunichst bequem, durch den Ansatz

w= (= +w)

eine neue unbekannte Funktion w (z) einzufiihren, fiir die auch w (0) = 0
ist. Fiir diese findet man dann die Differentialgleiehung

44

z%’:(u-—l)m—{—b’zﬁ—....

Auf sie kann man dieselbe Uberlegung anwenden. So sieht man,
daB nach endlich vielen Schritten der Koeffizient von w entweder
einen Realteil kleiner oder gleich Null bekommt, es sei denn, daB
urspriinglich dieser Koeffizient eine ganze positive Zahl war. In
diesem Falle wird nach endlich vielen Schritten der Koeffizient Eins
und dann erreicht damit das Verfahren sein natiirliches Ende.

Nun beginnt der eigentliche Existenzbeweis, fiir den ich den Vor-
aussetzungen des Satzes entsprechend den Realteil von a kleiner oder
gleich Null annehmen darf. Dieser Existenzbeweis beruht auf der



104 1I,4. Differentialgleichung erster Ordnung im komplexen Gebiet.

Methode der unbestimmten Koeffizienten. Man macht wie vorhin
den Ansatz
w=0z+ ez +...,

erhilt Gleichungen zur Bestimmung der Koeffizienten und hat dann
die Konvergenz der gefundenen Reihe zu beweisen. Dies geschieht
nach der sogenannten Majorantenmethode. Man findet nidmlich, daB
die Kaeffizienten der gefundenen Reihe absolute Betrige besitzen,
kleiner als die Betrage der Koeffizienten, die man erhalten hitte, wenn
man die Methode der unbestimmten Koeffizienten auf die Auflosung
einer passenden Gleichung w = @ (z,w) angewandt hitte. Dies gilt
es jetzt zu erkennen.

Durch Differentiation gewinnt man aus der Differentialgleichung

2w’ ={(zw)

” I_df
zw"’ 4w =

dn-1) f
Zw(”) + (’ﬂ —_ 1)'1!)(”_1) = —d’z—n*:l— .

Tragt man hier z=0, w=0 ein, so gewinnt man die folgenden
Gleichungen zur Bestimmung der w,®, also auch der «,:

w, = (gg)o +wy a

nw‘”’:(ﬂ) +. twm™a

0 "/, ' o
Das sind lauter lineare Gleichungen. Man erkennt sofort, daB die
Losungen w,® nicht verkleinert werden, wenn man & durch seinen
Realteil und die iibrigen Koeffizienten in der Entwicklung von f(z, w),
durch ihre absoluten Betrige ersetzt. Des weiteren werden die
Losungen nicht verkleinert, wenn man links die Koeffizienten der
w,® alle durch 1 ersetzt!) Dann aber erhilt man gerade die
Gleichungen, welche die Methode der unbestimmten Koeffizienten bei
Anwendung auf die Gleichung w = ¢ (2, w) liefern wiirde. Dabei hat man
unter ¢ (z, w) die Funktion zu verstehen, deren Potenzreihenentwicklung
man aus der von f(z, w) dadurch erhilt, da man alle Koeffizienten
mit Ausnahme desjenigen von w selbst durch ihre absoluten Betrige er-
setzt. Der Koeffizient von w aber wird durch seinen Realteil ersetzt.

Denn dann liefert fortgesetztes Differenzieren die Gleichungen

r_ d?’)
%o _<dz 0

1) Setzt man a=o |18, so folgt aus x << 0, daB |n —aP=|n—a|>|
pZll—apP4-#=|1—al®. Also wird [n—a|=1—a.
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Nach dem Satz iiber implizite Funktionen') konvergiert aber die
Potenzreihe, welche aus den aus diesen Gleichungen zu berechnenden
Koeffizienten gebildet wird, in einer gewissen Umgebung von z = 0.
Also ist das gleiche erst recht fiir diejenige Reihe der Fall, die man
aus der Differentialgleichung findet, denn diese hat kleinere Koeffi-
zienten. Unser Satz ist damit bewiesen.

Ich kehre zu den beiden Differentialgleichungen (a), (b) der S. 103
zuriick, um auf sie den jetzt bewiesenen Satz anzuwenden. Er lehrt,
daB (a) und (b) jedenfalls dann ein bei 3= 0 regulires und ver-

schwindendes Integral besitzten, wenn die Zahl M;ﬂ keine ganze

1
positive Zahl ist. Daraus wieder folgt, daB die Differentialgleichung (D)
von S. 100 zwei Integrale von algebraischem Charakter besitzt?), falls

nicht 2*— ,.,p —L% eine ganze positive Zahl ist.
Nun blelbt noch der Fall zu untersuchen, wo 2~—- hp — 219 eine ganze
1
positive Zahl ist. Dabei kann entweder 2 =h =1 (e b (n—l )—h

1 1
oder schlieBlich jede der beiden eine ganze positive Zahl sein. Es

geniigt, einen der Fille weiter zu betrachten. Kniipfen wir etwa an
die Gleichung (a) der S.103 an. Durch den S. 103 beschriebenen
ProzeB kann man den Koeffizienten von W zu 1 machen. Dabei
kommt dann eine - Differentialgleichung dieser Gestalt heraus

i LTS TS0)

Wir haben festzustellen, ob sie reguldre, bei 3 =0 verschwindende
Integrale besitzt. Wenn zundchst b = 0 ist, so kann der beschriebene
ProzeB noch fpftgesetzt werden. Denn man mache den Ansatz

W =W,
dann findet man fiir W, die Gleichung

Wl’ = P* (8’ w
Dabei ist nun P*(3, W,) eine nach Potenzen von 3 und W, fort-
schreitende Reihe, die auch Absolutglied und lineare Glieder ent-
halten kann. Diese Differentialgleichung besitzt nun bei 3= 0 keine
Singularitit mehr. Man kann sie mit einem bei 3= 0 beliebig vor-
gegebenen Anfangswert integrieren. In diesem Falle hat nun die
Differentialgleichung (D) eine ganze Schar von einem Parameter

abhingender algebraischer Integrale. Das ist der Fall M—l—;lq = ganze
1

1) Vgl. z. B. mein Lehrbuch der Funktionentheorie, Bd. I, S. 192.
%) Eines ist reguldr, das andere entspricht in seinen » —1 Zweigen,
die zyklisch um z-=—=0 zusammenh#ingen, den n — 1 Wurzeln der Gleichung

fir o,
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positive Zahl mit der Nebenbedingung, daBl die vorhin genannte Zahl
b=0 ist. Ich komme zu dem Falle, wo diese Zahl b 4+ 0 ist. Dann
besitzt die Differentialgleichung (I"), von der wieder die Rede ist, iiber-
haupt kein bei 3 = 0 verschwindendes regulires Integral. Denn der Ansatz

W, =83+ --.
fiihrt dann auf die Gleichung
/30 =b+ 130:

die nur fiir b = 0 erfiillt werden kann.

SchlieBlich ist noch zu beachten, daB nach den Betrachtungen,
die wir schon S. 100 iiber die Tragweite der Methode anstellten, keine
Gewihr dafiir gegeben ist, daB nicht noch weitere bei z = 0 alge-
braische Integrale von (D ) existieren. Der doppelt zihlende Punkt (1, 1)
konnte dazu Anlal geben.

Bemerkung: Die vorstehenden Darlegungen enthalten eine Methode zur
Bestimmung der durch den Ursprung gehenden Integrale, welche dort alge-
braischen Charakter besitzen. Freilich lassen die Ergebnisse an Einfachheit
und Allgemeinheit manches zu wiinschen iibrig. Man wire nicht berechtigt,
daran Kritik zu iiben, wenn man nichts Befriedigenderes aussagen konnte. In
der Tat aber kann man mit anderen von Picard und Poincaré benutzten Methoden
weiterkommen, z. B. erkennen, dafi stets mindestens ein Integral von algebra-
ischem Charakter durch den Ursprung geht. Zur Darlegung dieser Methoden
sind Hilfsmittel aus der Theorie der partiellen Differentialgleichungen nbtig.
Der Grundgedanke dieser Methoden ist ndmlich der, alle Losungen auf die
Form F (¢, w)=c zu bringen. Dabei ist ¢ die Integrationskonstante. F (z, w)
aber mufi dann der partiellen Differentialgleichung

ou ou
5 e T 5w hi="0

geniigen, Es handelt sich darum, Aussagen iliber den analytischen Charakter
dieser Funktion F (z, w) in der Umgebung des Ursprungs zu machen.



Zweiter Abschnitt.

Gewohnliche Differentialgleichungen
zweiter Ordnung.

1, Kapitel.
Die Existenz der Ldésungen.

§ 1. Die Methode der sukzessiven Approximationen.

Wir koénnen uns kurz fassen, denn es handelt sich im wesent-
lichen um eine Ubertragung des bei den Differentialgleichungen erster
Ordnung Gesagten. Wir nehmen die Differentialgleichung in der Form

v =f(*9,5)

an und setzen voraus, daB f(x,y,y’) in einem gewissen Bereich des
(%,9,9")-Raumes eindeutig und stetig erklirt sei und partielle Ab-
leitungen

of o

oy’ 9y’
- besitze. Wir werden beweisen, daf8 es dann zu jeder dem Bereich an-
gehorigen Anfangsbedingung, d. h. zu jedem Werietripel %4, ¥4, ¥g, das
als System der Koordinaten eines inneren Bereichpunkies aufgefafst werden
kann, eine und nur eine zweimal stetig differenzierbare Losung

y=y(x)
gibt, die fiir x = x, den Wert y, annimmt und deren Ableitung an der
Stelle x, den Wert yg hat.

Man kann geometrisch den Sachverhalt auch so aussprechen:
Ein gewisser Bereich der x-y-Ebene ist vorgelegt; jedem Punkt sind
gewisse zuldssige Richtungen zugeordnet. Das Wertetripel x, v, 9/,
wo %,y einem Bereichpunkt, y’ einer zuldssigen Richtung in diesem
Punkt zugehéren, werde als Koordinatentripel eines Punktes des drei-
dimensionalen Bereiches aufgefaBt. Diese Punkte machen einen Be-
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reich aus, in dem f(x,y,y") eindeutig und stetig erklirt ist und Ab-
leitungen Z_;’ ;yi, besitzt. Dann geht durch jeden Bereichpunkt der
%-y-Ebene in jeder zulissigen Richtung gemaw eine Lisung.

Man fafit den Satz am besten als Spezialfall eines etwas all-
gemeineren iiber Systeme vom Differentialgleichungen auf. Setzt man
ndmlich ¥’ = 2z, so ist die Gleichung zweiter Ordnung gleichbedeutend

mit dem System erster Ordnung

# = f(x.9,2)

Y =z
mit zwei unbekannten Funktionen y(x) und z(x). Das allgemeinste
derartige System hat die Gestalt

:V’ =@ (x: Y, Z)

2 U v
Dabei sollen ¢(x,y,2) und w(x,y,2) in einem gewissen Bereich
K:|x—x|La,|y—v,| £b,|2— 25| < ¢ des x-y-z-Raumes als ein-
deutige und stetige Funktionen erklirt sein, welche stetige partielle Ab-
leitungen erster Ordnung nach ¥y und z besitzen. Da man

y=y(x und z=2z(x)
als die Gleichungen einer Raumkurve auffassen kann, so lautet der
hier zu beweisende Satz so, daB durch jeden Punkt des Bereiches K
genau eine Losungskurve des Systems (1) gehs.

Der Beweis kann wie auf S. 25ff. nach der Methode der sukzes-
siven Approximationen erbracht werden. Nur eines sei hervorgehoben.
Alle Uberlegungen sind daran gebunden, daB die bei dem Verfahren
gewonnenen Niherungsfunktionen stets Kurven aus dem Bereich K
darstellen., Denn sonst wiirde das Einsetzen in die Funktionen ¢, v
nicht moglich sein, da diese nur im Bereich K zur Verfiigung stehen.
Offenbar ist dazu eben nur zu fordern, daB die Funktionen |y, (x) — v, |
und |z, (¥) — z,| nicht zu groB werden. Wegen der wieder geltenden
Ungleichungen der Form

[ (#) = Yo | <M |z — x|

|2, (%) — 20| < M|z — 7|
ist dazu aber nur zu verlangen, daB das Intervall |x -— x,| nicht zu
groB wird.

Wenn also z. B. ¢(x,7,2) und y(#,y,2) im Bereich a <x < b
fiir beliebige y und z stetig differenzierbar sind, so entfallen diese
Bedingungen und das Verfahren der sukzessiven Approximation kon-
vergiert im ganzen Intervall ¢ < x <b. In diesem ganzen Intervall
sind also y(x) und z(x) stetige Funktionen. Wenn f(x,y,y’) eine
analytische Funktion ist, so kann der Satz dahin erginzt werden, daB
auch die Losungen analytisch sind.
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Auch die frilher bewiesenen Sitze iiber die stetige Abhingig-
keit der Losungen von den Anfangsbedingungen und vom Parameter
lassen sich ohne weiteres {ibertragen.

§ 2. Geometrische Veranschaulichung.

Ahnlich wie Differentialgleichungen erster Ordnung kann man
auch Differentialgleichungen zweiter Ordnung geometrisch veranschau-
lichen. Jeder Gleichung zweiter Ordnung entspricht ein Kriimmungsfeld.
Denn die Gleichung ordnet jedem Linienelement x,y,y’ den Wert
f(x,y,y') fir die zweite Ableitung y” zu. Dadurch ist aber der
Kriimmungskreis der Integralkurve bestimmt. Die Differentialgeometrie
jehrt ja, daB

—3

2
y = !/1 '*‘?,’ —
y i
1497
§=x — 7 ’
149"
"7=y+ yu_“

den Kriimmungsradius und den Kriimmungsmittelpunkt festlegen. Man
kann sich hiernach niherungsweise die Konstruktion einer Integralkurve
so denken: Man fixiere zunichst das Anfangselement, also Anfangs-
punkt und Anfangsrichtung. Alsdann bestimme man den zugehérigen
Kriimmungskreis und gehe auf demselben ein Stiick weiter. Man halte
an und bestimme zu der letzten Kreisrichtung den neuen zugehérigen
Kriimmungskreis und gehe auf diesem ein Stiick weiter usw.

Man hat also nun nicht mehr nur eine Anfangsbedingung nétig,
um eine Losung festzulegen, sondern deren zwei. Es geniigt nicht,
den Anfangspunkt zu kennen, es muB auch die Anfangsrichtung in
diesem Punkt gegeben sein, um die Losung festzulegen. Die Losungen
bilden also eine zweiparametrige Schar von Kurven. Als Parameter
koénnen ja die zu einer bestimmten Abszisse x gehérigen Ordinaten
und ersten Ableitungen angesehen werden.

Man iiberzeugt sich leicht, daB auch umgekehrt jede zweipara-
metrige Kurvenschar unter den nétigen Differenzierbarkeitsbedingungen
als Losungsschar einer Differentialgleichung 2. Ordnung aufgefaBt
werden kann. Denn aus der Schargleichung

@(* ¥, a,5)=0
und den abgeleiteten Gleichungen
.+ ¢,¥' =0, .
Poe T+ 200,V + @y @,y =0
wird man im allgemeinen g und b eliminieren kénnen und dadurch
eine Differentialgleichung 2. Ordnung erhalten.
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Wichtig ist es uns, daB man die vorhin gegebene geometrische
Deutung manchmal zur vollen Integration einer Differentialgleichung
ausbeuten kann. Ich will das am Beispiel

" — 9 L+ (' =)
x2+y2

kurz darlegen. Man findet fiir den zum Linienelement x,, y,, y,’ ge-
horigen Kriimmungsmittelpunkt die Koordinaten

E— (% —¥6") %' — 2 % %o

2 (% Y9 — ¥0)

% =9+ 2499

1= 2wy — %)
Eliminiert man y,/, so hat man die Gleichung des Ortes der Kriim-
mungsmittelpunkte aller zum Punkt x,, y, gehorigen Linienelemente.
Man findet die gerade Linie

28 x,+ 20y, =%+ ¥,°-
Sie ist einfach die Mittelsenkrechte der Strecke vom Ursprung nach
dem Punkt #,, y,. Daher sind die Kriimmungskreise die Kreise durch
den Ursprung und durch x,, y,. Da fiir jedes Linienelement eines
solchen Kreises die gleiche Konstruktion gilt, so besteht er aus lauter
Kriimmungselementen der Differentialgleichung und daher ist jeder
dieser Kreise eine Integralkurve. So erkennt man, daB die Integral-
kurven aus der Gesamtheit der Kreise durch den Ursprung bestehen.
Thre Gleichung ist also
(¢ — @) + (y — B)* = a® 402,

Man verifiziert leicht noch nachtriglich durch Rechnung die Richtig-
keit dieses Resultates.

Nun zu den Systemen von zwei Gleichungen mit zwei unbe-
kannten Funktionen. Seien also die rechten Seiten des Systems

b

dy dz
T =2® ¥z, o=y

in einem Bereich eindeutig, stetig und stetig differenzierbar erklart.
Jedem Punkt ist dann eine Richtung zugeordnet und die Integrale
sind geometrisch als Raumkurven zu deuten, die jeden Punkt in der
dort vorgeschriebenen Richtung passieren. Die Grund- und AufriB-
methode der darstellenden Geometrie gibt leicht einen Gedanken zur
niherungsweisen Konstruktion der Integralkurven an die Hand: Man
geht vom Anfangspunkt aus ein Stiickchen in der dort vorgeschriebenen
Richtung weiter, im so erreichten Punkt geht man zu der dort vor-
geschriebenen Richtung iiber und verfolgt sie ein Stiickchen usw.
Will man im Reellen — nur davon ist bei diesen Konstruktionen
die Rede —— die Genauigkeit dieser Niherungen priifen, so muB man
sich wieder an die Darlegungen des vorigen Paragraphen erinnern.
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Denn betrachten wir z. B. noch einmal die Gleichungen 2. Ordnung.
Man kann sie sich durch die Flichen

fx,9,2)=c¢c
im x-y-z-Raum dargestellt denken. Unsere Niherungsmethode lauft
dann darauf hinaus, in dem Raum zwischen zwei aufeinanderfolgenden
dieser Flichen y” konstant zu nehmen. Kennt man also die Schwan-
kung von f(x, y, z) zwischen zwei solchen Flichen, so lduft unsere
Niherung darauf hinaus, das gegebene System

durch ein System

dz

Ezf(ny’z)+A(x: y:z):

dy

— =g

ax
zu ersetzen, in dem A(x, y, 2) dem Betrag nach nicht groBer ist als
die erwidhnte Maximalschwankung. Daher kann man an Hand der
Methode der sukzessiven Approximationen die Giite der Niherung ‘ab-

schitzen.
Ahnlich kann man bei der fiir Systeme angegebenen Niherung

vorgehen. Man fiihre wieder etwa die Flachen :—: = konst. im x-y-z-

Raum ein. Sie sind
y (%, ¥, z) = konst.

Auf diesen Flachen variiert noch ?{:'} Zwischen zwei solchen Fliachen

ersetzt nun unsere Niherungsmethode die Integralraumkurven durch
gerade Linien, deren 2’ mit dem auf der einen Fliche fest vorgeschrie-
benen iibereinstimmt und deren y’ mit demjenigen iibereinstimmt, das
in dem Flichenpunkt herrscht, durch den die Gerade geht. Diese
Geraden sind also windschief und sie erkliaren zwischen den beiden
Flichen das benutzte Niherungsfeld. Seine Richtungen seien durch

/4
dji'l=¢7(x’ ¥, z)‘!_A(x! ¥, 2),

d
=y 30+ BEy,2)

gegeben, dann konnen 4 und B dem Betrag nach die Schwankung
der Funktionen @ und y zwischen zwei aufeinanderfolgenden der ein-
gefilhrten Flichen nicht iibertreffen, Damit werden die frilheren Me-
thoden wieder anwendbar.
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2. Kapitel.

Elementare Integrationsmethoden.

§ 1. Einige Typen von Differentialgleichungen.
Bei der Gleichung
Y =r
ermoglicht ein kleiner Kunstgriff leicht die Integration. Multipliziert
man namlich die Gleichung mit %', so hat man
Yy =9y"f(y)
Integriert man beide Seiten nach x, so erhilt man
397 =[r0)ay -+

und das ist dann eine durch Trennung der Variablen zu behandelnde
Differentialgleichung 1. Ordnung.

Auch
ey Y =)
14Bt sich elementar integrieren. Man fiihrt 4’ = $ als neue unbekannte
Funktion ein und reduziert damit die Gleichung auf eine der 1. Ordnung

P =r(p)-

Das liefert sofort

I
(2) x_fm

Um nun aber weiter zu integrieren, miiBte man erst nach p auflésen.
Daher ist es besser, $ als Parameter aufzufassen. Dann hat man ja
schon x in Parameterdarstellung. Um das noch fehlende y zu be-
kommen, geht man von

aus und findet

_(2
®) r=J gt

(2) und (3) stellen, wie man leicht verifiziert, in jedem Stetigkeitsintervall
von f(p), in dem f(p)=+0, eine Losung von (1) dar.
Auch die allgemeineren Gleichungen
f(x,9,9")=0

werden durch die Einfilhrung von y’ =4 sofort auf Gleichungen
1. Ordrung zuriickgefiihrt:

f(x p,p')=0.
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An
f(y”> ¥ y) =0
kommt man durch Vertauschung von x und y heran. Dadurch wird
die Gleichung zu

”

G )0

ein Typus, von dem gerade die Rede war.

Bei
yl y” -
f (x s >y_’ 7) =0
fihrt der Ansatz

zum Ziel. Man hat dann
y' =uy
y'=uy' +u'y=u'y +uty.
Trigt man dies in die Gleichung ein, so wird sie
f(x, %, u?+u')=0.
Diese letzte Gleichung zusammen mit

y'=uy
sind mit der gegebenen Gleichung gleichwertig.

§ 2. Die Differentialgleichung der Kettenlinie.

Diese Differentialgleichung gehért zwar zu den schon im vorigen
Paragraphen behandelten Typen. Wir wollen aber an ihrem Beispiel
erkennen, daB es hiufig schwieriger ist, die Integrationskonstanten so
zu bestimmen, dal den gegebenen Anfangsbedigungen geniigt wird,
als alle Losungen der Differentialgleichung zu bestimmen. Gerade
diese Fragen stehen bei den Gleichungen zweiter. Ordnung im
Mittelpunkt des Interesses. Es ist nur ein ganz spezieller Fall der
Randwertaufgaben, d.i. der Bestimmung der Integrationskonstanten
aus gegebenen Bedingungen, wenn man diejenige Lésung verlangt,
welche fir x=2x, den Wert y, und deren Ableitung daselbst
den Wert y,/ annimmt. Bei der Aufgabe der Kettenlinie handelt es
sich darum, die Gestalt einer Kette von gegebener Linge zu be-
stimmen, die zwischen zwei gegebenen Punkten aufgespannt ist.
In mathematischer Formulierung besagt dies: man soll diejenige
Loésung von

Y = VT
finden, welche fiir ¥ = x, den Wert y, und fiir ¥ = x, den Wert y, hat und
deren zwischen diesen beiden Punkten (x,, y,) und (x,, y,) gelegener
Bogen die Linge L hat. Es scheint auffillig, daB man drei Bedingungen
Bieberbach, Differentialgleichungen. 8
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an die zwei Integrationskonstanten stellen kann. Man sollte meinen,
daB die beiden Bedingungen, die darin liegen, daB die Kettenlinie
durch zwei gegebene Punkte gehen soll, schon zur Bestimmung der
beiden Integrationskonstanten ausreichten. Wie sich dieser scheinbare
Widerspruch aufklirt, wird sich bald zeigen. Tragt man 9’ =4 in
die Gleichung ein, so hat man

p = VTP
zu integrieren. Das liefert)
— W Ginp | k.
Daraus folgt
y'=p=6in(x—h)l

Nochmalige Integration liefert also
1
y = Tﬁof(x— h) A hy.

Nun wird die Lange des Kettenlinienstiickes zwischen x, und x,

Zy
L =fV1 +y'%dx = fy” dx = 7 (in (x, — hy)A — Gin (v, — 1) 1)

+ “1 I3 -
= For (T e (M5 ).
Also haben wir die Bedingung

1) = 2gof (PTAh i in (M R0 7).

1) Dabei ist in bekannter Weise der hyperbolische Kosinus durch
T 4e”? . Ry —
Cof#=- "y—=cosix (1 =y=1)

der hyperbolische Sinus durch
eZ —e” &
Ginxy=—- g = —isinix
erkldrt. Daraus ergibt sich
Cof2x - Gin?xr=1

und

aCojx . dGinxy _

R P Ginx wund P Cof »
Die Umkehrungsfunktionen sind

ArCofr und WUrSinx.
Fiir sie findet man in bekannter Weise
d Uc Cof » 1 At Ginxy _ 1
=——— und ———— = .
ax \/xi—-l dx \/1‘*‘”2

Mit Hilfe der oben angegebenen Beziehungen zu den trigonometrischen Funk-
tionen lassen sich leicht die goniometrischen Formeln iibertragen, die wir im
Text zum Teil benutzen werden.
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Ferner aber haben wir die beiden ,Randbedingungen® fiir Inter-
vallanfang und -ende:

1
Yo = T@Df (xo -— hl)ﬂ. + kg,
1
Y= T(&’f(’ﬁ —h) A+ hy.
Subtraktion beider liefert
(2) Yy — Vo= —f- Gin (@i%ﬂih’ ﬂ.) Gin <x’ ;x° ) .

Die beiden Bedingungen (1) und (2) miiliten also fiir die eine Inte-
grationskonstante s, bestehen. Es erscheint ausgeschlossen, da3 man 4,
diesen beiden Forderungen gemif wihlen kann. Vielmehr muB man
auch noch den Koeffizienten 1 der Differentialgleichung als unbestimmt
ansehen. Dann wird sich zeigen, dal man 4, und A so wihlen kann,
daB die beiden Gleichungen (1) und (2) erfiillt sind. Das hat physi-
kalisch einen wohl bestimmten Sinn, denn der Koeffizient 1 ist gleich
dem Quotienten aus dem Gewicht der Ketteneinheit und der Horizontal-
komponente der Kettenspannung. Diese letztere hingt aber von der
Kettenlinge, und damit von den Randbedingungen ab in einer Art und
Weise, die eben erst nach Integration der Differentialgleichung in der
nun gleich anzugebenden Weise ausfindig gemacht werden kann. Ich
eliminiere zunichst 4, aus (1) und (2), indem ich beide quadriere und
subtrahiere. Das liefert

] 2 4 : 17
L* — (y; — ¥p)* = 35 Gin® (L?{Ql>

oder
X — X
gn "o
DR TR AR O
1% #1— %
3 2
Setze ich
B=F g g oypd VEZUAZW)
2 % — %, ’
so habe ich also die Gleichung
Giné __ «

&
nach & aufzulésen. Das liefert mir den Wert von 4. Die Aufldsung
geschieht graphisch oder mit Hilfe einer hyperbolischen Sinustafel®).
Man sieht sofort, da3 das wegen x, > x, und nach der physika-
lischen Bedeutung von 4 notwendig positive § durch a eindeutig be-
stimmt ist. Somit ist auch der Parameter A durch die Seillinge
und die Intervallinge eindeutig festgelegt. Kennt man erst einmal £,

Yy Z. B. Jahnke-Emde: Funktionentafeln mit Formeln und Kurven.

Leipzig 1909.
8‘
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so bietet ersichtlich die Bestimmung zunichst von 4, aus (2) und
dann von k, mit Hilfe von Tafeln keine wesentlichen Schwierigkeiten.
Es mag auffallen, daB nur fir ¢ << 1 sich Gerade = «£ und Sinus-
kurve 5 = Gin & auBerhalb des Nullpunktes schneiden, denn diese geht
unter 45 Grad durch den Nullpunkt. Der innere Grund hierfiir liegt
darin, daB doch sicher die Seillinge grofer sein muB als der Ab-
stand der beiden durch das Seil zu verbindenden Punkte. Der Quotient
beider Lingen ist aber gerade «.

Man iiberzeugt sich {ibrigens leicht durch geometrische Betrach-
tungen, daB fiir jeden Wert des Parameters 4 genau eine Kettenlinie
von passender Linge durch die beiden gegebenen Punkte geht. Denn
alle Kettenlinien gehen, wie ein Blick auf ihre Gleichung zeigt, bei
festem A durch Parallelverschiebungen auseinander hervor. Man erhilt
also alle Losungen durch einen der beiden Punkte, wenn man eine
Kettenlinie an diesem Punkt entlang schiebt. Dann nimmt sie aber ein
einziges Mal eine Lage an, bei der sie auch durch den anderen Punkt geht.

§ 3. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten

Koeffizienten.
Diese haben die Gestalt
¢y v + gy + hy = f(x).

Dabei sind g und # Konstanten, f(x) irgend eine in einem gegebenen
Intervall stetige Funktion. Wenn dieselbe identisch Null ist, so haben
wir es mit der homogenen Gleichung

(2) y"+gy' +hy=0

zu tun. Wenn f(x) nicht identisch Null ist, so nennt man (1) eine in-

homogene Gleichung. Wir beschiftigen uns zunichst mit der homogenen.
Man kann sie stets auf die Gestalt

(3) ¥ +ey=0
bringen und dann nach den allgemeinen Methoden von S. 112 weiter
behandeln. ¢ ist dabei wieder eine Konstante. Ich will auf diese
Transformation erst mit ein paar Worten eingehen, obwohl das nicht
die eigentliche Methode zur Behandlung der linearen Differential-
gleichungen ist.

Man kann jede) lineare Differentialgleichung
(3) V' @ (%)Y + o (#)y = ()
durch die Substitution

y=uv

1) Die Anwendbarkeit der Methode ist an die Bedingung geknlipft,
daf ¢’ (x) stetig ist.
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mit passend gewihltem # auf die Gestalt

v+ p(x)-v=f(x)
bringen. Geht man nimlich mit y =#.v in die Gleichung (3)
hinein, so wird sie zunichst

0" u 0 (20 (x)u) + v(u” + @, (%) 4 @y (%) u) = f(x).
Bestimmt man dann aber % aus der Bedingung

2u’ + @ (x)u=0,
so wird die Gleichung

v u—+ v (u + @, (%)’ + @y(x) u) = f(x)

oder ausfiihrlicher
1 1
o v g~ (B 20)) | = (%) -

Wenn aber namentlich ¢, = ¢ und ¢, = # konstant sind, so wird
hieraus
' i -
v <g—— —4—>v=f(x).

Das ist eine Gleichung mit konstanten Koeffizienten.

Indessen mag es dem Leser iiberlassen bleiben, diese Integrations-
methode zu Ende zu filhren. Hier mochte ich lieber ein anderes
Verfahren zur Darstellung bringen. Es beruht darauf, daB man mit
dem Ansatz

y =e"  (r konstant)

in die Differentialgleichung (1) hineingeht. Das mége zunéichst an
3) y'+ey=0
auseinandergesetzt werden. Unser Ansatz fithrt hier auf

erx(,.s + C) =0;
unterdriickt man den Faktor e”#, so hat man die quadratische Gleichung

r?4+c=0

fiir ». Man bekommt so also die beiden Lésungen

yl == g\[:sz',

Vg == .e—\/:ﬂ’ .
Scheinbar ist damit nun nicht viel gewonnen. Denn wir haben zwei
ganz spezielle Losungen gefunden. Unser eigentliches Ziel aber ist
es doch, die allgemeine Losung zu finden, die zwei willkiirliche Integra-
tionskonstanten enthilt. Denn erst dann kann man diese Konstanten
so zu bestimmen suchen, dal die Losung zwei vorgebbaren Anfangs-
bedingungen geniigt, daB sie also z. B. einen gegebenen Punkt in
gegebener Richtung passiert, daB fiir sie also y(x,) = y,, ¥/(,) = y,’ ist.

Da setzt aber wieder eine ganz allgemeine Eigenschaft aller linearen

homogenen Differentialgleichungen ein. Ist nimlich y(x) Losung irgend-
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einer linearen homogenen Differentialgleichung, so ist auch jedes kon-
stante Multiplum Y (x) = yy (x) derselben eine Losung. Denn es wird ja

V' +@(#)Y + @)Y =7 (" + (05" + @, (%)) = 0.
Ebenso ist die Summe zweier Lésungen y, und y, wieder Losung.
Denn es ist ja

(1 +92)" + (0 (51 + 95) + @0 (%) (v1 + 32)
= (y," + @, (%) 3" -+ @o(¥) ;) + (%" + @1 (%) ys’ + @o(*)y,) = 0.
Wenn wir dies auf Gleichung (3) anwenden, so wird also
y =, eV—cz | cee‘\/?”
gleichfalls Losung der linearen Differentialgleichung
y"+ ey =0.
Dabei sind ¢, und ¢, zwei willkiirliche Konstanten. Damit haben wir
nun in der Tat die allgemeine Losung gefunden. Denn man sieht
leicht ein, daB man ¢, und ¢, so bestimmen kann, daf sowohl die
Losung wie ihre Ableitung fiir ¥ = x, gegebene Werte annehmen.
Dazu sind ja nur die beiden Gleichungen
yo — Cl e\/;cxo + Co e~ —cxo’
yo’ = Cl "/: A‘Crg\/:% — cg V“_T; e—\"’:éwo

nach ¢, und ¢, aufzulésen. Man erkennt aber beim Versuch sofort,
daB dies stets moglich ist, wenn nur ¢ nicht verschwindet. Das sei
also vorausgesetzt. Wir haben also tatsichlich die allgemeine Losung
unserer Differentialgleichung gefunden. Wir wollen sie uns noch etwas
niher ansehen. Wir gehen zunichst auf den Umstand ein, daB sie nicht
stets in reeller Gestalt auftritt. Das ist dann der Fall, wenn ¢ < 0 ist.

Wenn aber ¢ > 0 ist, so haben wir z. B. in

y—————‘—gyg = cosVex
und 9112;;‘{% —sinVcx

zwei reelle Losungen und in

y=c,cosVecx4c,sinVex
eine zweiparametrige Schar von solchen, wenn wir nur den ¢, und ¢,
beliebige reelle Werte beilegen. DaB dies dann wieder die allgemeine
Losung ist, ergibt sich natiirlich schon aus den vorigen Darlegungen,
kann aber auch leicht noch einmal nachgepriift werden.

Ich will lieber gleich fiir die allgemeine lineare homogene Diffe-
rentialgleichung die Frage behandeln, wann zwei spezielle Losungen
y, und y, ein Fundamentalsystem bilden, d. h. wann man alle Losungen
durch lineare Kombination derselben darstellen kann. Es wird sich
ergeben, daB dies stets dann der Fall ist, wenn ihr Quotient nicht
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konstant ist. Jedenfalls darf dann keine derselben identisch ver-
schwinden. Um das einzusehen, haben wir nur zu fragen, wann die
beiden Gleichungen

Yo = €1 ¥1 (%) + Ca ¥ (%0)>
Yo = ¢ 91 (%) + €2 32 (%)
nach ¢, und ¢, auflosbar sind fiir beliebige x,, y, und y,/. Man er-
kennt sofort in
Yo Y1 — ¥ Y2+ 0
die notwendige und hinreichende Bedingung!). Dann ist aber sicher

nicht der Quotient 3’7‘ konstant. Denn aus

2
Y1 = ¢,
folgt y, =cy,’
und das zieht :
Ya Y1 Y1 ¥ =0
nach sich. Umgekehrt folgt aus
Yo' ¥1— ¥ Vo= 0,
in jedem Intervall, in dem weder y, noch y, verschwinden, daB

9 %
Y1 Y2’
also daf3
logy, =logy, +logh
oder daf

yi="hy,
ist. Beim Ubergang iiber eine Nullstelle x, von y, oder y, kann
aber diese Konstante sich nicht dndern, weil doch die Ableitungen
y,’ und y,’ in x, stetig und von Null verschieden sind?).
Wenden wir dies allgemeine Ergebnis auf unseren speziellen Fall
an, so sehen wir sofort, daB

cosVcex und sinVex

ein Fundamentalsystem bilden,

Man erkennt bei konstantem ¢ einen wesentlichen Unterschied der
Losungen fiir ¢ < 0 und fiir ¢ > 0 darin, daB im zweiten Fall periodische
2x
Ve

!) Ist diese Bedingung an irgendeiner Stelle #, erfiillt, so ist sie aus Stetig-
keitsgriinden auch gleich in einem diese Stelle umgebenden Intervall erfullt.
Uberdies lehrt Formel (F) von S. 120, daf sie dann sogar in dem diese Stelle
enthaltenden Stetigkeitsintervall von ¢, (») tiberall erfitllt ist.

%) S. 148 wird ausdriicklich bewiesen werden, daf sich in einem Intervall,

wo die Koeffizienten der Differentialgleichung stetig differenzierbar sind, die
Nullstellen der Losungen keinen Hidufungspunkt besitzen konnen.

Funktionen mit der Periode herauskommen, wihrend im ersten Fall
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die Losungen keine reelle Periode besitzen. Die Frage nach Losungen

durch zwei gegebene Punkte soll spiter behandelt werden. Jetzt

wollen wir erst die Frage nach den allgemeinen Losungen bei den

tbrigen Gleichungen mit konstanten Koeffizienten weiter behandeln.
Die Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten

¥ +gy +hy=0
1468t sich mit demselben Ansatz y = e7? integrieren. Er filhrt auf die
quadratische Gleichung
r?+gr+h=0.
Wenn dieselbe zwei reelle verschiedene Losungen 7, und 7, hat, so ist
y = eNn® |- cyen”
die allgemeine L§sung. Wenn aber g2 —4h < 0 ist, so geht man
im Interesse der Realitit der Losungen besser zu den trigonometrischen
Funktionen iiber. Dann hat man in

v - —
-5% 4h—g® . V4h—g?
y=¢ 2 (clcos‘/Tgx—l—c,zsm‘/ 5 —g—x>

die allgemeine Losung.

Wenn aber 4 h — g?=0 ist, so hat die quadratische Gleichung
nur eine Wurzel und man bekommt nur eine Lésung der Differential-
gleichung und hat also auch kein Fundamentalsystem. Man kann

g
g ps o —5%
natiirlich sofort verifizieren, daB in diesem Falle neben ¢ 2 auch

xe ®
eine Losung ist. Aber es ist wohl angemessener, einen systematischen
Weg zu kennen, der zu dieser Losung hinfiihrt. Den gibt es in der Tat.
Die Kenntnis einer speziellen Losung erlaubt es ndinlich stets, eine lineare
homogene Differentialgleichung zweiter Ovdnung auf eine erster Ordnung

zuriickzufiihren. Ich will dies bei dieser Gelegenheit darlegen. Wenn
ndmlich y, eine Losung der Differentialgleichung

. Y+ @, (%)Y + @o(2)y =0
ist, so hat man

v+ @ (%) v, + @ (%) y, = 0.

Eliminjert man aus diesen beiden Gleichungen ¢, (%), so findet man

vy, — 'y + @ (%) (¥ ¥, — v, y) =0
oder

d
Py ()= — 7 log(¥"y, — 3/ y)-
Also gilt fiir jedes Losungspaar v, y,

(F) A T
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wo unter y eine geeignete Konstante verstanden ist. Das ist aber eine
lineare Differentialgleichung erster Ordnung zur Bestimmung von y(x).

Man kann die Zuriickfilhrung auf eine Gleichung erster Ordnung
auch noch in anderer Weise bewerkstelligen. Man bezeichne wieder
mit y, eine schon bekannte Losung und gehe mit dem Ansatz

Yy=Yv

in die Differentialgleichung hinein. Dann findet man wieder

v v+2y v + 30"+ gy v+ @y, 0" + @y v=0.
Da aber y, der Differentialgleichung geniigt, so wird daraus

¥ 9"+ (29, + @99 = 0.
Setzt man noch »’ = #, so hat man
’ v _
“ —}—u(2;;—+—<p1>—0
und y:yl-fudx.
Die Anwendung auf unser konkretes Beispiel konstanter Koeffizienten
sel dem Leser iiberlassen. Doch sei bemerkt, daB man hier auch durch

einen Grenziibergang zur anderen Losung gelangen kann. Wenn nim-
lich die charakteristische Gleichung

r*+egr+h=0
von y'+gy' +hy=0
zwei verschiedene Losungen etwa ¢ und g - A hat, so ist auch
e(9+h)a; 0%
h

eine Losung der Differentialgleichung. Geht man aber zu % -0 iiber,

so wird hieraus gerade

-9,
z
x6°" =xe 2

Auch dies fithrt zu der neuen Lésung hin. Jetzt ist also

9,
y=¢ ? (a+bx)
mit Konstanten ¢ und b das allgemeine Integral.

Ich gehe nun zur inhomogenen Gleichung iber. Es gibt eine
auf beliebige lineare Gleichungen zweiter Ordnung anwendbare Methode,
die Variation der Konstanien, welche stets die Integration der in-
homogenen Gleichung erlaubt, wenn man ein Fundamentalsystem der
homogenen kennt. Die Losung der inhomogenen kann dann auf zwei
Quadraturen zuriickgefiihrt werden. Sei die Differentialgleichung etwa

Y+ o (¥)y + @ (%)y =1 (x)
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und sei y, (%), ¥,(%) ein Fundamentalsystem der zugehérigen homo-
genen Gleichung. Dann gehe ich mit dem Ansatz

y==0 (x) Y1 + ca(x)y‘z

in die inhomogene Gleichung hinein. Diese wird dann

)"y ¢y, + 2 ¢y 26y + 9% "4y
+ @0 YT @i Y+ Py @Y
+ @01 Y+ PG Y = [ (%)
Die unterstrichenen Glieder ergeben zusammen natiirlich Null. Dann
fordere ich weiter
(1) ¢y, + ¢y, =0.
Dann ist auch

clll yl + 62” ya _|_ cll yll + 021 ygl —_ 0
und so bleibt ibrig
(2) ¢y + ¢ vy = f(%)-
Aus den beiden Gleichungen (1) und (2) ergibt sich sofort

%) Yy 4%
(x) y1 ya ¥2' 91

Zo

+1’

z
f)ydx

o(8) = | ———2—~+h,.

2(> 3’2’3’1’_3’113’9“}— b

Zo

y =, (®)y, + & (%) ya + Ay + Py vy
die allgemeine Lésung der inhomogenen Gleichung. 4, und h, sind
dabei die willkiirlichen Konstanten.
Ein wichtiger Spezialfall mége noch besonders behandelt werden.
Das ist die Gleichung

So wird also

y" 4+ Ady=Acosbx (i a, b sind konstant).

Statt der Durchfiihrung der eben dargelegten allgemeinen Methode
erweist sich hier der Ansatz

y= f-Acosbx
mit konstantem f als zweckmiBiger. Er fiihrt zu der Bedingungs-
gleichung

—po+Ap=1

fir 8; so wird

A .
y = ,l—b*‘CObe

eine Losung der inhomogenen Gleichung. Man kann aber dann leicht
alle angeben, wenn man nur beachtet, dab die Zufiigung irgend-
einer Lésung der homogenen Gleichung stets eine neue Losung der
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inhomogenen Gleichung liefert und daf3 die Differenz zweier Losungen
der inhomogenen Gleichung stets eine Lgsung der homogenen ergibt.
Daher ist

cosbx - hycosVix -+ hysinV ix

A4
Y= I—b?
das allggmeine Integral unserer Gleichung. Dies Verfahren versagt
nur, wenn A= b2? wird. Aber man kann dann durch Grenziibergang
leicht eine Losung der inhomogenen Gleichung finden. Jedenfalls ist

nimlich stets
A cosbx—cosyix

biyA Vi—b
eine Losung der inhomogenen Gleichung, solange noch V1= b ist.
Macht man aber hier den Grenziibergang b—V A, so erhilt man

A . ary
~“_xsinVix
2y
und das ist ersichtlich eine Losung der inhomogenen Gleichung

y"'+Ay=AcosVix.

Nahe verwandt mit den Gleichungen mit konstanten Koeffizienten
sind die Gleichungen
y'+ Ly + Ly —o.
g und % sind dabei wieder konstant. Man kann sie iibrigens durch
die Substitution
x = ét
auf Gleichungen mit konstanten Koeffizienten zuriickfithren. Darin
liegt schon, daB der Ansatz
y = x¢
zum Ziel filhren muB. Er filhrt ja in der Tat auf die Bedingungs-
gleichung
ele—1)+ge+h=0.

Hat dieselbe zwei gleiche Wurzeln, so sind
1-g 1-¢
y,=%2 und y,=2x 2% logx

Loésungen, die ein Fundamentalsystem bilden.

Bemerkung. Wir hatten auf S. 24 die Riccatische Gleichung (1) der
S. 28 durch die Substitution (3) in die lineare Gleichung (4) ubergefiihrt,
Durch diese Substitution wird nun auch aus dem allgemeinen Integral der
einen das allgemeine Integral der anderen, wobei noch ein konstanter Faktor
der Losungen der linearen unerheblich bleibt. Wenn nun %, und u, zwei
Losungen von (4) sind, welche durch die Anfangsbedingungen wu, (x)) =0,
u (%) =1, uy (%) =1, u,’ (%)) =0 festgelegt sein mdgen, so ist somit

1 cyu, + cpuy’
Oy CiUy + CoUy

y::
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das allgemeine Integral der Riccatischen Gleichung. Insbesondere ist also

1 —yye (%) w4y

@y — ¥y o (%) Wy + Uy

dasjenige Integral, welches bei x, den Wert y, hat. Es hingt also linear von
der willkiirlichen Konstanten ab. Das bedeutet geometrisch, daf das Doppel-
verhiltnis von irgend vier Ldsungen konstant ist.

y:

3. Kapitel.
Diskussion des Verlaufes der Integralkurven.

§ 1. Geschlossene Integralkurven.

Nichst den Gleichungen erster Ordnung, deren Ldsungen wir
in ihrem qualitativen Verlauf ausfiihrlich betrachtet haben, sind die
Gleichungen zweiter Ordnung Gegenstand vielfaltiger Untersuchung
gewesen. Es handelt sich dabei einerseits um lineare Differential-
gleichungen, die wir in den nichsten Paragraphen ausfiihrlich be-
handeln wollen. Andererseits sind die Losungen gewisser nichtlinearer
Differentialgleichungen eingehend durchforscht. Ich will hier im An-
schluB an eine Arbeit von Birkhoff') mehr referierend als beweisend
das Wesentlichste herausheben. Die Gleichungen, welche wir be-
trachten wollen, sind von relativ spezieller Gestalt. Es sollen die
Eulerschen Gleichungen gewisser definiter Variationsprobleme sein.
Die Aufgabe, Kurven so zu bestimmen, daB das Integral

73
(1) ]—_—th(x, y, ¥, y)dt
moglichst klein wird, fiihrt auf die beiden Differentialgleichungen
d (0F oF d (0F oF
@ i) —m=0 &) -5 =0

die man die Eulerschen Gleichungen des Variationsproblemes nennt.
Die Funktion F sei samt ihren ersten und zweiten Ableitungen in
einem gewissen Bereiche stetig.

DaB die gesuchten Kurven den beiden Differentialgleichungen
geniigen miissen, sieht man nach den Regeln der Variationsrechnung
leicht so ein:

Es sei x =x(f), y = y(¢) eine Kurve, welche die Punkte (x,, y,)
und (x,, y,) verbindet; x und y seien zweimal stetig differenzier-
bar; ¢, und ¢ sollen die entsprechenden Werte des Parameters ¢
sein. x=x()+en, (), y=19() -+ &ny(t) stelle eine benachbarte
Kurve dar, welche dieselben Punkte verbindet, es sei also

1) Dynamical systems with two degrees of freedom. Transactions of the
Am. math. soc. 18, 199—300. 1917.
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Ny (t) = 0, (t,) = m, (o) =17, (¢,) =0; die 7, und 7, seien stetig
differenzierbar; ¢ sei ein Parameter. Fiir diese Kurve wird das Integral

3%
7 =th(x teny, v+ eny, o +en, ¥ eny)dt,

und diese Funktion von ¢ soll fir ¢=0 ein Minimum besitzen.
Daher muB die Ableitung nach ¢ fiir ¢ = 0 verschwinden. Differentiation
aber liefert

17
(L, oF L, 0F L OF | ,0F
0 ‘*J‘i’h‘a;"!“m 30 T Mgy T ay/}dt
to
Durch partielle Integration kann man dies Integral auf die
folgende Form bringen:

4
oF d (9F\) oF d (0F
0 =ﬂ’71{a7 - a(a—,»j + 7 {@ T (a;)}J dt.

to
Die ausintegrierten Bestandteile fallen dabei weg, weil #, und 7,
am Anfang und Ende des Intervalles verschwinden sollen. Soll nun
aber dieses Integral bei beliebiger Wahl der Funktionen #, und 7,
verschwinden, so miissen, wie man leicht nachweist, die beiden
Klammern Null sein. Das sind aber gerade die linken Seiten der
beiden Eulerschen Differentialgleichungen. Wegen genauerer Be-
grindung dieses letzten Schlusses muB auf die Lehrbiicher der
Variationsrechnung verwiesen werden, wenn es der Leser nicht vor-
ziehen sollte, den einfachen Beweis sich selbst zurechtzulegen.

Einem Leser, welcher dieser Betrachtung aufmerksam gefolgt
ist, wird sich die Bemerkung schon aufgedringt haben, dall den
beiden Differentialgleichungen (2) nicht nur diejenigen Kurven ge-
niigen, welche dem Integral (1) einen kleineren Wert erteilen, als
alle geniigend benachbarten Kurven, sondern auch die, fiir welche es
groBer wird als fiir die Nachbarkurven, sowie iiberhaupt alle die
Kurven, fiir welche es einen stationdaren Wert bekommt, d. h. fiir
welche jene Ableitung nach ¢ fiir e=0 und beliebige 7, und 7,
verschwindet. Wegen dieses Sachverhaltes nennt man auch die L&-
sungen von (2) mit einem etwas neutralen Namen: Extremalen.

Die Frage, deren Losung das Weitere gewidmet ist, ist nun die
nach den geschlossenen Extremalen. Fir die Methoden, die wir ein-
schlagen, ist die Heranziehung des Variationsproblemes charakte-
ristisch. Wir erhalten damit zugleich eine Probe fiir das Eingreifen
der Variationsrechnung in die Theorie der Differentialgleichungen.
Das sind Dinge, die sich leicht noch viel weiter verfolgen lieBen,
und ein anderes Buch dieser Sammlung wird noch mehr die Bedeu-
tung dieses Ansatzes hervorheben. Die Schwierigkeiten, auf die sich
hier die Methode wird einstellen miissen, liegen darin, daB3 die Art des
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Minimums noch recht verschieden sein kann. D. h. die Menge der
Kurven, innerhalb deren die geschlossene Extremale ein Extrem liefert,
kann recht verschieden sein. Z. B. kleinerer Integralwert als alle ge-
niigend benachbarten Kurven, oder nur kleinerer Wert als gewisse
geniigend benachbarte Kurven oder auch nur iiberhaupt stationirer
Charakter. Man muB nur an die analogen Verhiltnisse bei den Maxima
und Minima der Funktionen einer oder zweier Verdnderlichen denken,
um sich klar zu machen, daB es auch Extremalen geben wird, die
gar keine Minimaleigenschaften besitzen. Sie werden den Sattelpunkten
der Flachen entsprechen.

Birkhoffs Verdienst gegeniiber seinen Vorgingern ist es, alle
diese verschiedenen Vorkommnisse ausgenutzt zu haben. Er hat allen
diesen Moglichkeiten durch besondere Methoden Rechnung getragen.
Wir wollen’ im Folgenden darzustellen versuchen, welche Gedanken
da ausschlaggebend sind.

Die Beweismethoden stiitzen sich namentlich auf einen bestimmten
Satz der Variationsrechnung, den wir nun zuerst angeben wollen und
dessen Heranziehung die Beschridnkung auf Variationsprobleme be-
stimmter Art, nimlich auf die sogenannten positiv definiten Variations-
probleme erfordert.

Zunichst sei daran erinnert, daB8 jedenfalls F(x, y, «,y’) eine
positiv homogene Funktion von %’ und y' von der Ordnung Eins
sein muB, d. h. es muB F(x,y, kv, ky)=kF(x,y, «,y) sein fir
k> 0. Der Sinn dieser Voraussetzung ist der: Unabhingigkeit des
Integrales von der Wahl des Parameters ¢.

Das Variationsproblem heif3t definit, wenn in dem zugrunde-
gelegten Bereich der x, y fiir beliebige #’ und 4’ die Funktion
F,(%,v,%,9") von einerlei Vorzeichen ist. Dabei kann F, durch

621: —=+*F

oy
definiert werden. Im Falle des Minimums muf namentlich F, >0
sein, und das wollen wir weiter voraussetzen. Diese Voraussetzungen

sind z B. fir F=Vax 1+ 2bxy +cy” -+ ax + By erfilllt, wenn man
a>0, ac — b? > 0 voraussetzt. Zu unserem Problem gehért also fiir
« = f =0 namentlich das der geoditischen Linien auf einer Flache,
deren Linienelement durch s'? = ax’* 4-2b#' 3/ + ¢y'® erklért ist. Der
Satz der Variationsrechnung lautet nun so: Wenn die Funktion F-mit
ihren Ableitungen der beiden ersten Ordnungen in einem Bereich B
der x, y, fiir beliebige x’, §' stetig ist, wenn F, >0 ist, so kann
man jedem inneren abgeschlossenen Teilbereich eine Zahl R zuordnen,
derart, daB man jeden Punkt desselben mit jedem anderen, der von
ihm um nicht mehr als R entfernt ist, durch einen Extremalenbogen
verbinden kann, der ganz im Kreis vom Radius R um den Ausgangs-

1
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punkt verlduft und der dem Integral (1) einen kleineren Wert erteilt,
als jede andere im Kreis verlaufende, die beiden Punkte verbindende
abteilungsweise stetig differenzierbare Kurve. Setzt man, wie es von
nun an geschehen soll, weiter voraus, daB F > O sei, fir alle x, y
des Bereiches und beliebige «’, 9/, so ist der Integralwert sogar kleiner
als der zu irgendeiner anderen im Teilbereich verlaufenden, die beiden
Punkte verbindenden Kurve gehorige Integralwert. Ein allen aufgezahlten
Voraussetzungen geniigendes Variationsproblem heift positiv und positiv
definit!). Beim erwdhnten Problem der geoditischen Linien sind alle
Voraussetzungen erfiillt.

Die Problemstellung selbst ist uns auch bei den Gleichungen
erster Ordnung nicht fremd gewesen. Man rufe sich nur den Satz
von S.61 ins Gedichtnis zuriick. Er behauptet unmittelbar die Existenz
von geschlossenen Integralkurven in Bereichen folgender Beschaffen-
heit: Legt man durch einen Punkt des Bereiches eine Integralkurve,
so verliBt sie in ihrem weiteren Verlauf den Bereich nicht und
miindet auch nicht in einem singuliren Punkt.

Hier wollen wir Bereiche heranziehen, die in folgenden Sinne
konvex sind: Verbindet man zwei geniigend nahe beieinander gelegene
Punkte des Bereiches durch eine Extremale, so gehort dieser Extremalen-
bogen vollstindig dem Bereich an. Konvex in diesem Sinne wird also
z. B. eine geschlossene Fliche sein, und wenn wir weiterhin beweisen,
daB es in einem konvexen Bereich geschlossene Extremalen gibt, so
liegt darin insbesondere der Satz begriindet, daB es auf geschlos-
senen Flichen geschlossene geoditische Linien gibt.

Zunidchst suchen wir geschlossene Extremalen vom Minimaltypus,
die also einen kleineren Integralwert liefern sollen als glle benach-
barten Kurven. Da gilt folgender Satz:

Vorgelegt ist ein konvexer Bereich®) G. In seinem Inneren liegt
eine geschlossene rektifizierbare Kurve €, fiir welche J < J, ist bei
passender Wahl von J,. € soll wnicht unter Festhaltung von J < J,
innerhalb G auf einen Punkt stetig zusammengezogen werden kinnen.
Dann kann © stetig in eine geschlossene Extremale deformiert werden,
fir welche auch J < J, ist und die vom Minimaltypus ist, entweder
in bezug auf alle gendigend benachbarten Kuyven, oder doch wenigstens
in bezug auf die thr auf einer ihrer beiden Seiten geniigend benach-
barten Kuyven. In diesem letzteren Falle ist sie eine Randkurve des
Bereiches.

1) Wegen des Beweises sei z. B. auf Bolza: Variationsrechnung, S. 274 ff.
verwiesen.

%) Statt dessen geniigt es auch, vorauszusetzen, daf man an diejenigen
Randkurven, die nicht konvex sind, mit Kurven, deren J<C J, ist, nicht be-
liebig nahe herankommen kann.
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Der Beweis dieses Satzes beruht auf einer von Signorini (Palermo
Rendiconti 33 (1912)) zuerst verwendeten sinnreichen Methode. Durch
sie wird das Problem auf eines der gewohnlichen Minima zuriick-
gefiihrt.

Wir gehen zunidchst von der in G gegebenen Kurve € zu einem
aus Extremalenbogen gebildeten Polygon iiber. Dazu teilen wir € in
# Teilbogen ein, derart, daf lings eines jeden derselben das Integral

einen Wert bekommt kleiner oder gleich?) —{Lﬂ und derart, daB man

Anfang und Ende eines jeden Bogens auf Grund des gerade er-
wihnten Satzes durch je einen Extremalenbogen verbinden kann. #
sei {iberdies so groB gewahlt, daB irgend zwei Punkte des Bereiches
sich auf Grund des angefiihrten Satzes aus der Variationsrechnung
durch einen Extremalenbogen verbinden lassen. Das aus diesen Ex-
tremalenbogen gebildete Polygon € — das nicht frei von Selbst-
iiberschneidungen zu sein braucht — erteilt dem Integral auch einen
Wert kleiner oder gleich J,. Ferner kann man das Polygon ¢’ durch
stetige Deformation aus @ herstellen. Um das einzusehen, betrachte
man einen einzelnen der # Bogen von €. Man lasse einen Punkt P
diesen Bogen durchlaufen und betrachte dabei stindig den Extremalen-
bogen, welcher vom Ausgangspunkt zu P hinreicht. Dieser andert
sich stetig mit P. Und so geht der Extremalenbogen durch stetige
Abinderung aus dem entsprechenden Bogen von ¢ hervor. Nunmehr
betrachte man in G irgendwelche »n Punkte P; folgender Art. Je zwei
aufeinanderfolgende sollen um weniger als eine Zahl ¢ voneinander
entfernt sein. Diese sei kleiner als die S. 126 erklirte Zahl R, so
daB also beide Punkte durch einen Extremalenbogen verbindbar sind.
Weiter aber sei o so klein gewdhlt, daB der zugehorige Integralwert
kleiner als Jn—" ist.

Der Integralwert des so durch P,...P, bestimmten Polygons
werde als Funktion der P; mit J(P,...P,) bezeichnet. Dies ist dann
eine stetige Funktion der P;, die in einem gewissen Bereich eines
2 n-dimensionalen Raumes der Koordinaten (x,, y,) der P, erklart ist
und in diesem Bereiche nur Werte unter J, annimmt. Dieser Bereich
kann aus mehreren getrennten Stiicken bestehen; wir betrachten den-
jenigen zusammenhingenden Teilbereich, dem der reprisentierende
Punkt des zuerst erhaltenen Polygones @ angehort. In einem ge-
wissen Punkt € dieses Bereiches besitzt J(P,...P,) sein absolutes
Minimum in bezug auf diesen Bereich. Diesem Punkt entspricht eine
Kurve, welche durch stetige Abidnderung aus @' gewonnen werden

) Dazu geht man auf der Kurve von einem beliebig gewihlten ersten

Teilpunkt so lange weiter, bis der Integralwert gerade gleich 'Z—"— geworden ist.
n

Hier legt man den zweiten Teilpunkt hin usw.
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kann. Denn man kann ja im Pi-Bereich den Minimumspunkt § mit
dem Ausgangspunkte §’ verbinden. Jedem Punkt der Verbindungs-
linie entspricht ein Extremalenpolygon, und diese 4ndern sich stetig
mit dem reprisentierenden Punkt. Nun aber muB das dem absoluten
Minimum entsprechende Polygon § eine einzelne geschlossene Extre-
male sein. Ich nehme zum Beweise an!), es kidme eine Ecke vor.
Sie moge bei P, liegen. Die Bogen P, P, und P, P; bilden die

Ecke. Das iiber beide erstreckte Integral ist hochstens gleich 2%.

Nehme ich auf jedem der beiden Bogen in hinreichender Nihe der
Ecke P, einen Punkt P’ und P, an, so kann man beide sicher
durch einen einzigen Extremalenbogen verbinden, iiber den das Inte-
gral einen kleineren Wert bekommt als iiber PP, P,/. Also ist

auch das iiber P, P,’'P,’ P, erstreckte Integral kleiner als %J—“

Daher kann man auf dem Bogen P,’ P,’ einen Punkt P,’ so bestimmen,
daB sowohl das Integral iiber P, P," P, wie das Integral iiber P/, P/, P,
J

kleiner sind als - Daher kann man nun P’, sowohl mit P, wie

mit P, durch je einen Extremalenbogen verbinden; fiir beide wird
das Integral kleiner als —{Z" Uber P, P/, P, wird iiberdies das Inte-

gral kleiner als iiber P, P, P/ P, und dies war kleiner als das iiber
P, P,P;. Ersetzt man also die Ecke P, durch P, so erhilt man
ein neues Polygon, das ein kleineres Integral liefert. Das widerspricht
der Minimaleigenschaft des Polygons P,, P,, ..., P,. Also besteht
unser Extremalenpolygon aus einer einzigen geschlossenen Extremalen.
Sie kann im Inneren oder auch im Rand des Bereiches verlaufen.
A vpriori wire es aber auch denkbar, daB sie nur einzelne Punkte
mit dem Rande gemeinsam hat. Dies kann aber noch durch besondere
hier nicht durchzufithrende Betrachtungen als unméglich erkannt werden.
Ebensowenig will ich hier des niheren ausfithren, daB die geschlossene
Extremale einen Integralwert liefert, der von keiner ihr im Bereiche
geniigend benachbarten Kurve unterschritten werden kann,

Als Anwendung des so bewiesenen Satzes ergibt sich z. B. fol-
gendes: Auf jeder geschlossenen Fliche, deren Geschlecht mindestens
Eins ist, gibt es geschlossene geoditische Linien in unendlicher Anzahl
Denn man iiberzeugt sich leicht, daBl es unendlich viele geschlossene
Kurven von topologisch verschiedenem Typus gibt, d. h. Kurven, die
sich nicht auf der Fliche ineinander deformieren lassen.

Unser bewiesener Satz behauptet ganz und gar nicht, daB jeder
mehrfach zusammenhingende konvexe Bereich geschlossene aller-
kiirzeste Extremalen in seinem Inneren enthilt. Tatsichlich gilt auch

1) Ich verdanke die nun folgende Schlufiweise Herrn stud. math.R.Brauer.
Bieberbach, Differentialgleichungen. 9
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ein solcher Satz nicht, wie man an dem Beispiel eines zweifach zu-
sammenhingenden Stiickes einer passend gewihlten Rotationsfliche
sehen kann. Dieselbe moge dadurch entstehen, daB man das iiber

— ggxé% gelegene Stiick der Kurve y = sinx um die sie nicht
treffende Gerade y = — 2 rotieren liBt. Das zweifach zusammen-

hingende Stiick ist von zwei aufeinanderfolgenden Kehlkreisen begrenzt.
Alle dem Fldchenstiick angehorigen Kurven sind ldnger als diese Kehl-
kreise. Diese Kurven des absoluten Minimums liegen also nicht im
Bereichinneren. Gleichwohl befinden sich in dem Bereich geschlossene
Extremalen, nidmlich der Kreis der weitesten Ausbuchtung. Unsere
Methode liefert also keine Handhabe, die Existenz derselben zu erkennen.
Darin liegt schon eine Andeutung fiir die Tragweite der Methode.
Man kann daritber mit Birkhoff noch eingehendere Erorterungen an-
stellen. Jedenfalls wird es notig, andere Methoden auszudenken, mit
welchen man auch die anderen Sorten von geschlossenen Extremalen
gewinnen kann. Andere, d. h. solche, die nicht einen kleineren Integral-
wert liefern als alle geniigend benachbarten Kurven.

Zunichst fithren wir die von Birkhoff im Unterschied zu der
eben besprochenen Minimummethode als Minimaxmethode ersonnene
ein. Dieses Minimaxprinzip geht von der Tatsache aus, daBl die
ersten Ableitungen einer Funktion auch in einem Punkte verschwin-
den, an den zwei oder mehr sonst getrennte Bereiche anstoBen, in
welchen die Funktion kleiner ist als in dem Punkt selbst. Solche Punkte
sollen Minimaxpunkte heiBen. Die um Eins verminderte Zahl der eben
erwahnten anstoBenden Bereiche ist die Vielfachheit, mit der im nach-
folgenden Minimaxprinzip jeder Minimaxpunkt in Ansatz zu bringen
ist. Uber ihre Existenz gilt folgendes

Minimaxprinzip: FEine Funktion | sei in einem abgeschlossenen
Bereich B des n-dimensionalen Raumes eindeutig und analytisch. Sie
besitze in diesem Bereiche | Minima bei P, P,, ..., P,. Keine zwei
dieser Punkte sollen durch Kurven verbindbar sein, auf welchen J kon-
stant 1st.  Jedesmal dann, wenn es mdiglich ist, zwei dieser Punkie
(P;, P,) in B durch eine Kurve zu verbinden, lings deren fiir irgend-
ein festgewdhltes J: J < J, ist, soll es moglich sein, dieselbe stetig
tn eine andere im Inneren von B gelegene zu deformieren, welche auch
P, und P, verbindet und lings deven auch J < J, ist. Ist dann der
Bereich m-fach zusammenhdngend), so gibt es in demselben minde-
stens m -1 — 1 Minimaxpunkte.

Ich will nun nicht zu weit in die Begriffsbildungen der Analysis
situs hineingehen. Sie ist ein Sorgenkind der modernen Mathematik,
auf dem aber gleichwohl groBe Hoffnungen ruhen. Sie wird, wenn

1) Dieser Begriff wird gleich erkldrt werden.
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nicht alles triigt, noch einmal zu den grundlegenden Kapiteln der
Analysis zdhlen. Ein Beleg dafiir werden gerade auch die in diesem
Paragraphen weiter anzustellenden Betrachtungen sein. Sie werden
zeigen, wie unsere Fragestellung mit Notwendigkeit auf die Verwendung
der Analysis situs hindringt. So werden die Ergebnisse der Analysis
situs von Jahr zu Jahr wichtiger fiir die Analysis. Ich will nur er-
kliren, wann der Zusammenhang einer Mannigfaltigkeit mindestens m
heiBen soll. Das soll dann der Fall sein, wenn es in der Mannig-
faltigkeit s geschlossene Kurven €,, G,, ..., €, gibt, die vonein-
ander linear unabhingig sind. Dabei wird die lineare Abhingigkeit
so erklirt: Zunichst sind fiir die Betrachtungen der Analysis situs
zwei Kurven gleichwertig oder, wie man sagt, homolog, wenn man
sie durch stetige Deformation innerhalb der Mannigfaltigkeit ineinander
iiberfilhren kann. Eine Kurve heiBt insbesondere homolog Null, wenn
man sie in der Mannigfaltigkeit auf einen Punkt zusammenziehen
kann. So ist z. B. ein GroBkreis auf einer Kugel homolog Null. Aber
die Meridiankurve eines Ringwulstes, wie er durch Rotation eines
Kreises um eine ihn nicht treffende Gerade seiner Ebene entsteht,
ist nicht homolog Null auf der Ringflache.

Weiter setzt es nun die lineare Unabhingigkeit der Kurven G,,
¢€,, ..., €, voraus, daB keine derselben homolog Null sein soll. Ferner
sollen keine zwei derselben einander homolog sein. Es soll aber
endlich auch keine lineare Verbindung jener Kurven homolog Null
sein. Eine lineare Verbindung von Kurven ist wieder eine geschlossene
Kurve, die man etwa so erhalten kann: Man durchlaufe z. B. erst ¢,
von einem seiner Punkte P aus, bis nach P zuriick und gehe dann
von da aus auf einer mit €, homologen Kurve weiter!). Dabei
schadet es nichts, wenn sie auBler in P die erste auch noch in anderen
Punkten trifft. Man gelangt so wieder zu P zuriick und kann dann
auf einer anderen mit €, homologen Kurve weitergehen oder auch
erst noch eine weitere mit §, homologe Kurve durchlaufen usw. Auf
diese Weise kann man natiirlich auch geschlossene Kurven erhalten,
welche homolog Null sind. Man braucht ja nur etwa eine geschlos-
sene Kurve dadurch herzustellen, daB man @, erst in einem Sinne
und eine damit homologe gleich hinterher im anderen Sinne durch-
lauft. Diese auf ¢, fallende, aber umgekehrt durchlaufene Kurve werde
mit §,~! bezeichnet. Unter

G- Ga2e...  (5;,= £ 1)?)

versteht man eine Kurve, die man erhilt, wenn man nacheinander

1) Eine solche gibt es, weil man doch offenbar jede Kurve durch stetige
Deformation auf der Fliche in eine andere iiberfilhren kann, die einen ge-
gebenen Punkt enthilt.

%) Dabei schreiben wir statt € auch @2,

9#
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au @“n usw. durchliuft. €, ... €, heiBen dann linear abhingig,
wenn eine geeignete Zusammensetzung
Coy + Con
auf einen Punkt zusammengezogen werden kann. Dabei diirfen nie
€, und €,~! nebeneinander stehen.

Nach dieser Definition ist die Oberfliche einer Kugel von null-
fachem Zusammenhang. Denn eine jede geschlossene Kurve ist homo-
log Null. Die Oberfliche des vorhin erwidhnten Ringwulstes ist min-
destens einfach zusammenhingend. Denn auf ihr gibt es geschlos-
sene Kurven, die nicht homolog Null sind.

Nach diesen Erklirungen kann nun das Minimaxprinzip durch
die folgenden Uberlegungen bewiesen werden. Die Werte von J
in den einzelnen Minimumspunkten seien der GroBe nach geordnet
J.£J, £...£J,. Punkte mit J < J, gibt es also iiberhaupt nicht.
Ist aber ]’ eine Zahl gréBer als J,, so gibt es Punkte der Mannig-
faltigkeit, in welchem J < J’ ist. Ist insbesondere ]’ nur wenig
groBer als J,, so werden diese Punkte eine gewisse Umgebung von
P, ausmachen oder sie werden Umgebungen mehrerer Punkte aus-
machen, falls in mehreren verschiedenen der Punkte P,, ..., P, das
absolute Minimum angenommen wird.

Diese Umgebungen miissen nicht aus der allerndchsten Um-
gebung einzelner Punkte bestehen, weil ja z. B. J lings eines ganzen
Kurvenbogens seinem absoluten Mimimum gleich sein kann. Aber
jedenfalls kommen fiir Werte J’, die geniigend nahe an [, liegen,
sa viele getrennte Umgebungen heraus, als es Punkte P, gibt, in
welchen ] das absolute Minimum annimmt. Denn wir haben an-
genommen, daB keine zwei derselben durch eine Kurve verbindbar
sind, auf welcher J konstant ist. In dem Augenblick, wo dann J’
tiber den nachst kleineren Wert der sukzessiven Minima: J, hinaus-
wichst, treten neue von den seitherigen zunichst getrennte Umgebungen
auf. Da aber fiir groBe J’ schlieBlich die Umgebungen den ganzen
Bereich ausfiillen, so miissen Verschmelzungen der verschiedenen
Umgebungen irgendwann vorkommen. Es soll nun festgestellt werden,
daB diese Verschmelzungen gerade in den Minimaxpunkten erfolgen.
Dies ist ohne weiteres einzusehen, wenn die Verschmelzung zweier
Umgebungen im Inneren des Bereiches erfolgt. Denn wenn die beiden
Umgebungen zusammenkommen, so geschieht dies in Punkten, an die
zwel verschiedene Bereiche anstoBen, in welchen J kleiner ist als in
dem Verschmelzungspunkt selbst. Es ist aber weiter leicht festzu-
stellen, daB stets Verschmelzungen im Inneren von B auftreten miissen.
Denn nehmen wir an, die Umgebungen der Punkte P, und P, ver-
schmolzen in einem Randpunkt, in welchem J = J” sei. Dann kann
man P; und P, iiber diesen Punkt hin miteinander durch eine Kurve
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verbinden, auf der J < J” ist. Nach unseren Voraussetzungen kann
man diese aber stetig in eine andere ganz in B gelegene deformieren,
die auch P, und P, verbindet und lings der auch J < J” ist. Daher
muB3 es auch einen Verschmelzungspunkt beider Umgebungen im
Inneren von B geben. Nun bleibt noch abzuzihlen, wieviele solche
Verschmelzungspunkte mit Sicherheit auftreten miissen. Da alle Um-
gebungen verschmelzen miissen, so miissen mindestens [ — 1 Ver-
schmelzungen auftreten. Ferner aber miissen noch gewisse weitere
Verschmelzungen auftreten, um zu bewerkstelligen, daB3 der durch die
Verschmelzungen entstehende Teilbereich von B den gleichen Zu-
sammenhang wie dieser bekommt Dazu sind mindestens weitere m
Verschmelzungen nétig, wie man sich leicht klarmachen kann. So
kommt die angegebene Mindestzahl # -/ — 1 der Minimaxpunkte
heraus. Man kann sich iiberzeugen, daB dabei die vorhin eingefiihrte
Vielfachheit der Minimaxpunkte in gehériger Weise beriicksichtigt ist.

Die Verwertung des Minimaxprinzips fiir die uns beschiftigenden
Probleme will ich an einer bestimmten Frage darlegen, namlich dem
Problem, ob es auf einer beliebigen geschlossenen Fliche vom Ge-
schlecht Null geschlossene geoditische Linien gibf. Vom Geschlecht
Null ist dabei eine Fliche, welche vom Typus der Kugel ist, die also
durch jede ihrer geschlossenen Kurven in zwei Kalotten zerlegt wird.
Bei diesem Problem leistet offenbar die friiher benutzte Minimum-
methode nichts. Aus dem S. 127 aufgestellten Satz folgt nichts iiber die
Existenz geschlossener geoditischer Linien. Das Minimaxprinzip aber
fihrt nun zu dem folgenden Satz: Weif3 man, daf auf der geschlossenen
Fliche vom Geschlecht Null 1 geschlossene Extremalen vom Minimum-
typus liegen, so folgt davaus die Existenz von mindestens |1 weiteren
vom Minimaxtypus. Aus diesem Satz folgt also namentlich fiir [ = 0 die
Existenz mindestens einer geschlossenen geoditischen Linie auf einer
geschlossenen Fliche vom Geschlecht Null

Der Beweis stiitzt sich auf den folgenden, einleuchtenden, hier
nicht niher zu begriindenden Satz aus der Analysis situs!). Wir be-
trachten eine Schar von geschlossenen Jordankurven auf einer ge-
schlossenen Fliche vom Geschlecht Null. Die Kurven sollen stetig
von einem Parameter { abhingen. Sie sollen sich fiir 2~ 0 auf einen
Punkt P der Fliche und fiir {—1 auf einen anderen von P ver-
schiedenen Punkt Q der Fliche zusammenziehen. Andere ,Nullkurven*
als diese beiden sollen in der Schar nicht vorkommen. Nun betrachte
man zunichst eine Kurvenschar S, in der sich nie zwei verschiedene

1) Herrn von Kerékjart6 verdanke ich die folgende Bemerkung: Der
erste Teil des Satzes ergibt sich aus S. 71/72 von Gétt. Nachr. 1922 (Kerékjarto:
Uber Kurvenscharen auf Flichen). Der zweite Teil des Satzes folgt aus dem
Brouwerschen Satze iiber die Invarianz des Abbildungsgrades bei stetigen
Deformationen (Math. Ann. Bd. 71, S. 105).
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Kurven treffen. Dann gehort zu jedem Punkt R der Fliche mindestens
ein Parameterwert ¢ derart, daB die diesem Parameterwert entsprechende
Kurve durch den Flicherpunkt hindurchgeht. Diese Behauptung bleibt
aber auch fiir jede stetig von einem Parameter abhingende Schar
richtig, die aus einer Schar S durch stetige Abidnderung hervorgeht.
Auch eine solche Schar kann nicht aus lauter Nullkurven bestehen.

Betrachten wir also irgendeine solche Kurvenschar, Das Inte-
gral J unseres Variationsproblemes wird lings einer jeden Kurve der
Schar einen bestimmten Wert haben, der stetig von dem Parameter ¢
abhingt. J’sei das Maximum dieser Funktion von ¢. Dann bestimme man
die Zahl # so groB, daB irgend zwei Punkte der Fliche, deren Entfer-
nung kleiner ist als die in dem Satz von S. 126/127 vorkommende Zahl R,
durch einen Extremalenbogen verbunden werden konnen, dessen zu-

14
gehoriger Integralwert nicht groBer ist als %—. Somit kann man durch

stetige Abianderung aus jeder Kurve der Schar ein Polygon aus héch-
stens # Extremalenbogen herstellen. Diese Polygone hiangen wieder
stetig vom Parameter { ab und ziehen sich fiir #— 0 auf den Punkt P
fir #— 1 auf den Punkt Q zusammen. Die Koordinaten (x;, y,) der
n Ecken P, eines solchen Polygons deuten wir wieder als Koordinaten
in einem 2#-dimensionalen Raume. Jedem Punkte eines gewissen Be-
reiches D desselben entspricht dann ein Polygon, und jeder Schar von
Polygonen, die in der beschriebenen Weise sich aus einem Punkt P
entwickelt und auf einem Punkt @ zusammenzieht, entspricht eine
Kurve jenes Bereiches. Insbesondere entspricht den Nullkurven, d. h.
den in einen einzigen Punkt ausgearteten Kurven, eine gewisse zwei-
dimensionale geschlossene Fliche, die in umkehrbar eindeutiger ste-
tiger Beziehung zu den Punkten unserer geschlossenen Fliche vom
Geschlecht Null steht.

Die erwihnten, den Polygonscharen entsprechenden, Kurven ver-
binden zwei Punkte dieser zweidimensionalen Flache miteinander,
konnen aber nicht durch stetige Abidnderung ganz in diese Fliche
hineingebracht werden. Denn diese stetige Abdnderung bedeutet eine
stetige Abanderung der Polygonschar; einer Kurve in jener zweidimen-
sionalen Fliche aber wiirde keine Polygonschar entsprechen, sondern
eine Schar von Nullkurven, die ersichtlich nach unserem Satz nicht als
Grenzlage einer Polygonschar herauskommen kann. Daher kann der
Bereich des 2#-dimensionalen Raumes nicht nullfach linear zusammen
hingend sein. Die Zahl m des Minimaxprinzips ist also mindestens
Eins. Ferner aber haben wir mindestens einen Punkt in unserem
2n-dimensionalen Raume, in welchem [ ein Minimum hat, das sind
die den Nullkurven entsprechenden Punkte (J = 0). Dazu kommen
die ! nach Voraussetzung vorhandenen geschlossenen Extremalen
vom Minimumtypus. Daher liefert das Minimaxprinzip mindestens
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14147—1=1-1 geschlossene Extremalenpolygone vom Mini-
maxtypus?).

DaB dies Polygon wieder aus einer einzigen geschlossenen Extre-
malen besteht, kann man fiir alle Variationsprobleme beweisen, welche
noch eine weitere jetzt neu vorauszusetzende Eigenschaft besitzen. Sie ist
bei dem Problem der geoditischen Linien, das uns gerade beschiftigt,
erfiillt. Sie soll darin bestehen, daB keine diskontinuierlichen, d. h. mit
Ecken versehene Losungen vorkommen. In der Variationsrechnung
wird gelehrt, daB diese Bedingungen damit gleichbedeutend sind, daff
in keinem Punkt g; oder Z; fiir verschiedene Wertepaare (¥, y')
gleiche Werte bekommen. Nimmt man nun an, das Minimaxpolygon
habe eine Ecke P,, so denke man sich dieselbe auf einer beliebigen
von einem Parameter 7 abhingigen Kurve x =1x(7), y =1y (1) ver
schiebbar. 7 = 0 entspreche der Minimaxlage von P,. Das Integral J
wird dann eine Funktion J (v), deren Ableitung nach 7 wegen der
Minimaxeigenschaft bei 7 = 0 verschwindet. Diese Ableitung wird

. [(0F oF . [(OF oF o [,
aber?) % [(a;,>1— (5’—:—,)2] +y [(5;,)1 - <6_y—’>J' Dabei sind %, y die
Ableitungen von # (z), ¥ () und (g;) , (%;) sind die Werte von

1 3
g; fir die beiden die Ecke in P, bildenden Extremalenrichtungen;
analog bei a{,

Da diese Ableitung aber, wie gesagt, bei willkiirlicher Wahl
0F 9F
24 3y’
gleiche Werte haben, wenn wirklich in P, eine Ecke vorhanden sein
soll. Dies widerspricht der neuen Voraussetzung, so daB also das
Minimaxpolygon keine Ecken hat. Es besteht somit aus einer ein-
zigen geschlossenen Extremalen. Diese kurze Beweisskizze mag hier
geniigen.

Es ist von vornherein einleuchtend, daB man auch mit Hilfe
dieser Minimaxmethode keinen AufschluB3 iiber die Gesamtheit der
geschlossenen Extremalen gewinnt. So liefert ja die Methode z. B.
nur den Nachweis fiir die Existenz mindestens einer geschlossenen
geoditischen Linie auf einer geschlossenen Fliche vom Geschlecht
Null, wihrend es deren doch, wie z. B. auf der Kugel, unendlich
viele geben kann. Da setzt nun eine weitere sehr feinsinnige, in
ihren Grundziigen auf Posncaré zuriickgehende Methode ein. Ich
berichte wieder iiber ihre Ausgestaltung durch Birkhoff.

von %, 9 Null sein soll, so miilten fir verschiedene x’, ¢

1) Dafi die einzige im Minimaxpunkte aufier den schon hier berihrten
noch vorkommende Voraussetzung auch erfilllt ist, kann man leicht einsehen.

?) Vgl. z. B. Bolza: Variationsrechnung S. 367.
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Zunichst die folgende niitzliche geometrische Deutung der Be-
wegungszustinde. Wir reden vom Bewegungszustand; indem wir den
Parameter ¢ als Zeit auffassen. Ein einzelner Bewegungszustand ist
dann durch Angabe von %, y, %', 9/, also von vier Koordinaten, be-
stimmt. Der Mannigfaltigkeit der Bewegungszustinde entspricht eine
Punktmenge in einem vierdimensionalen Raum. Normieren wir den
Parameter ¢ in geeigneter Weise, so machen wir die Beobachtung,
daB wir es mit einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit im vier-
dimensionalen Raum zu tun haben. Wir kénnen die Einheit der Zeit-
messung z. B. so wihlen, daB F =1 ist. Das ist dann die Gleichung
der erwihnten Fliche im vierdimensionalen Raum, deren Punkte die
Bewegungszustinde reprisentieren. Einer geschlossenen Extremalen
entspricht wieder eine geschlossene Kurve in dieser dreidimensionalen
Mannigfaltigkeit. Einer jeden Extremalen entspricht eine Kurve, die
wir, um einen kurzen Namen zu haben, aus einem bald deutlichen
Grund Stromlinien nennen. Die weiteren Darlegungen kniipfen nun
an die Einfilhrung einer geeigneten zweidimensionalen Fliche an,
welche in jedem geniigend groBen Zeitintervall von allen Stromlinien
durchsetzt wird. Diese Flache, welche wir Schnittfliche nennen wollen,
wird auBerdem von geschlossenen Stromlinien begrenzt und von allen
anderen Stromlinien unter einem von Null verschiedenen Winkel
getroffen, der aber bei Anniherung an den Rand wie die erste
Potenz der Entfernung vom Rande gegen Null strebt. Es liegt
natiirlich nicht auf der Hand, daB es eine solche Schnittfliche gibt,
aber Birkhoff hat fiir ziemlich allgemeine Klassen von Variations-
problemen die Existenz der Schnittflichen nachgewiesen.

Ich gehe hier nicht auf die Beweisfithrung ein, sondern begniige
mich mit der Angabe, daB die Existenz der Schnittfliche durch
Birkhoff bewiesen wurde z. B. fiir das Problem der geoditischen
Linien auf den geschlossenen Flichen, deren Geschlecht Null iiber-
trifft, und fiir das Problem der geoditischen Linien auf geschlossenen
Flichen vom Geschlechte Null unter der zusitzlichen Voraussetzung,
daB keine geschlossenen geoddtischen Linien vom Minimumtypus
ohne Doppelpunkte vorhanden sind. Ich begniige mich mit dieser
Angabe und will nun weiter den Grundgedanken der Methode unter
Beschrinkung auf das Problem der geoditischen Linien darlegen.
Die Methode beruht auf der Einfilhrung einer mit den Stromlinien
eng verkniipften Transformation der Schuittfliche in sich. Jede Strom-
linie trifft, wie vorausgesetzt wurde, in jedem geniigend groBen Zeit-
intervall die Schnittfliche. Verfolgen wir also eine nicht dem Rande
angehorige Stromlinie von einem Schnittpunkt aus fiir wachsende
Zeiten weiter, so folgt aus dieser Voraussetzung, daB sie die Schnitt-
fliche noch ein zweites Mal treffen muB. So wird jedem Punkt der
Schnittfliche ein wohl bestimmter anderer zugeordnet, namlich der
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nichste Treffpunkt der ihn passierenden Stromlinie. So ist also
dem Variationsproblem eine umkehrbar eindeutige und, wie man
leicht sieht, auch stetige Transformation der Schnittfliche in sich zu-
geordnet. Geschlossene Stromlinien miissen offenbar durch Punkte
der Schnittfliche gehen, die nach endlich oftmaliger Anwendung der
Transformation in die Ausgangslage zuriickgefithrt werden. Denn eine
geschlossene Stromlinie hat nur endlich viele Schnittpunkte mit der
Schnittfliche gemeinsam. Unsere Transformationen der Schnittfliche
in sich besitzen nun auBerdem noch eine positive Integralinvariante.
D.h. es gibt eine auf der Schnittfliche erklirte positive Funktion p derart,
daB das [{p df erstreckt iiber zwei bei der Transformation einander
entsprechende Teile der Schnittfliche denselben Wert hat. Dies ist
leicht einzusehen. Ich filhre die Uberlegung an dem Beispiel der
geoditischen Linien vor. Wir filhren der Bequemlichkeit wegen in
der dreidimensionalen Mannigfaltigkeit der Bewegungszustinde ge-
eignete Koordinaten ein. Zunichst fiihren wir auf der Fliche, deren
geoddtische Linien untersucht werden sollen, isotherme Koordinaten
ein. Dadurch wird das Linienelement auf die Form

S =axy) @+
gebracht, wo a(x, y) eine positive analytische Funktion ist. Der Para-
meter ¢ lings der Extremalen werde wieder durch a(v"44y")=1
normiert. Dann werden, wie man nach leichter Rechnung sieht, die
Differentialgleichungen der geodatischen Linien.
” ’2 rat Az
ax’ +a,x —{—ayx y —Q;——O,
(3)
a,

ay”—i—axx’y’—}—ayy’e—— ge=0.

Da nun aber &' und j an die Bedingung a(x” + y*) = 1 gekniipft
sind, liegt es nahe, einen Parameter ¢ so einzufithren, daB

, 1
‘x——l.—‘;COS(p,
v
@ o
Yy = ——=s1in@

a

’
wird. Dann liefert die Differentiation von ¢ = arctgii, nach ¢:

LA 4

(5) ¢ =axy" —y ).
Aus den beiden Gleichungen (3) findet man dann

(6) ,=1(axy'~ayx’)zlaxsinw—a,,cos<p
2 a 2 a2 ’

so daB (4) und (6) nun die Differentialgleichungen der Stromlinien
sind. x, y, ¢ sind Parameter in der dreidimensionalen Mannigfaltig-
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keit der Bewegungszustinde. Schreibt man (4) und (6) in der Form

' =X(x, y, ¢)
(7) V=Y v ¢),

’

¢ =D(x 5 ),

so sieht man sofort, daB X + Y, + @, =0 ist. Das erinnert an
die Kontinuititsgleichung der Hydrodynamik der inkompressiblen
Fliissigkeiten. Und tatsdchlich kann man auch hier den SchluB ziehen,
daB das Volumen [[fdxdydg eines beliebigen Bereiches bei der
durch die Gleichungen (7) definierten Stromung unverdndert bleibt.
Zu dem Zwecke ist nur zu zeigen, daB das iiber die Oberfliche eines
Bereiches erstreckte Integral der zu dieser Oberfliche normalen Ge-
schwindigkeitskomponente der Strémung Null ist. Nun sind aber
X, Y, @ die drei Geschwindigkeitskomponenten. b sei der Ge-
schwindigkeitsvektor, & der Vektor der Flichennormalen. Dann ist
f{fv-&df erstreckt iiber die Oberfliche des Bereiches das Oberflichen-
integral der Normalkomponente der Geschwindigkeit; p-£ ist dabei
das innere Produkt der beiden Vektoren, also da & ein Einheitsvektor
ist, der Normalkomponente der Geschwindigkeit gleich. Nach dem
Gaufschen Satz der Integralrechnung ist aber dies Oberflichenintegral
gleich dem Volumintegral

— (X, +Y,+ Pp)dxdydyp.
Hier ist aber das Integral Null, und somit ist unsere Behauptung be-
wiesen. Wir wenden das Ergebnis insbesondere auf einen Strom-
faden an, d. h. wir legen durch die Punkte eines zweidimensionalen
Fliachenstiickes die Stromlinien hindurch und verfolgen dieselben bis
zu irgendeinem anderen zweidimensionalen Flichenstiick hin. Der
von diesen beiden Flichenstiicken und den durch ihre Rinder gehen-
den Stromlinien begrenzte Bereich ist der Stromfaden. Da an den
von den Stromlinien gebildeten Rindern die Normalkomponente der
Geschwindigkeit Null ist, so bleibt vom Oberflichenintegral nur das
iiber die beiden zweidimensionalen Flichenstiicke erstreckte iibrig und
die Summe dieser beiden Oberflichenintegrale der Normalkomponente
der Geschwindigkeit ist Null. Dabei sind aber immer die duBeren
Normalen zu nehmen. Die eine derselben weist in die Stromrichtung,
die andere in die entgegengesetzte Richtung. Daher kénnen wir auch
sagen, das Integral der Normalkomponente der Geschwindigkeit hingt
von der Wahl des zweidimensionalen durch den Stromfaden gelegten
Flachenstiickes nicht ab, wenn man dabei immer die nach der Be-
wegungsrichtung genommene Normalkomponente der Geschwindigkeit
verwendet. Die Stromung fithrt eben in der Zeiteinheit durch alle
Querschnitte des Stromfadens die gleiche Fliissigkeitsmenge hindurch.
Wenden wir dies insbesondere auf die Schnittfliche und zwei auf ihr
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durch die Strémung ineinander iibergefilhrte Fliachenstiicke an, so
sind dies gerade zwei Querschnitte eines Geschwindigkeitsfadens. Die
Normalkomponente der Geschwindigkeit ist eine positive Funktion
und das Oberflichenintegral derselben ist die gesuchte Integralinvari-
ante. Das Problem der geschlossenen Extremalen lduft somit jetzt
auf die Frage nach denjenigen Punkten der Schnittfliche hinaus, die
bei einer umkehrbar eindeutigen Transformation derselben mit posi-
tiver Integralinvariante fest bleiben. Darauf war schon Poincaré auf-
merksam geworden und er hat in seinem letzten geometrischen
Theorem versucht, in einem bestimmten Falle die Existenz solcher
Fixpunkte zu beweisen. Birkhoff hat dann spiter den Beweis wirk-
lich erbracht. Dies letzte Poincarésche Theorem aber ist dieses: Wenn
eine umkehrbare eindeutige und stetige Transformation eines Kreis-
ringes (begrenzt von zwei konzentrischen Kreisen) eine positive Integral-
invariante besitzt, stetig aus der Identitit erzeugt werden kann und dabei
beide Randkurven in verschiedener Richtung transformiert werden, so
sind mindestens zwei Fixpunkte vorhanden. Birkhoff hat in seiner Arbeit,
iiber die ich hier berichtet habe, noch weitere analoge Sitze ausge-
sprochen und bewiesen. Aber es mag das Gesagte geniigen, um zu zeigen,
in welch weitem MaBe Sitze der Analysis situs fiir die Zwecke der
Theorie der Differentialgleichungen nutzbar gemacht werden koénnen.

Als Beispiel zu der Theorie dieses Paragraphen bietet sich das Problem
der Attraktion eines Massenpunktes von 2 festen Zentren. Von einem mehr
formalen Standpunkt aus wird uns dies Problem spiter noch (S. 231) beschéftigen.
Wegen der Diskussion des Bewegungsverlaufes vergleiche man z. B. Charlier:
Die Mechanik des Himmels, I, S. 117ff.

§ 2. Die Lésungskurven linearer Differentialgleichungen.

Schon auf S. 116/117 haben wir gelernt, da man die Diffe-
rentialgleichung
Y+ b)Y +ax)y =1
durch die Substitution
y = R IOL 2
auf die Gestalt

v+ v{q ®) — (@) —352 (x)} = f (%) Ap@adz

bringen kann. Wir wollen weiterhin annehmen, daBl eine Differential-
gleichung von der Form
(1) Y' +e®)y=0
vorgelegt sei.

An die Spitze stelle ich die schon S. 108 erwihnte Bemerkung,
daB eine jede Losung in jedem Stetigkeitsintervall des Koeffizienten
o(x) samt ihrer ersten Ableitung stetig ist. Damit ist folgendes ge-
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meint: Die in der Umgebung von x = x, durch y(x,) = v,, ' (%,) = ¥,
festgelegte Losung ist nicht allein in der nichsten Umgebung dieser
Stelle, sondern in dem vollen Stetigkeitsintervall von g(x), welchem
x, angehort, als stetige Funktion definiert. Um das zu erkennen, ist,
wie schon damals festgestellt wurde, im wesentlichen nur der Nach-
weis nétig, daB in jedem solchen Intervall das Verfahren der suk-
zessiven Aproximationen zu einer gleichmiBig konvergenten Reihen-
darstellung der Losung fiihrt. Dies ist aber hier sehr leicht zu sehen.
Es moge etwa diejenige Losung bestimmt werden, welche bei x = %,
den Wert y, und die Ableitung 1 hat. Als erste Nadherung wahle
ich y = y,.
Dann wird die zweite Naherung

(1) Y, = ~fzfz9y0dx dx + (x — x,) + ¥, -

Lo %o

Allgemein wird fiir die »-te Niherung

=—J f@yn JAxdx, + (% — %) + v, -

Zo Zo

Daher ist

ly—y,.1\<Pff|yn_ — yue |dxdx  (Jo(®)| <P).

Zo Zo
Nun aber folgt aus (1)
% *

]y1_yo|<lx_x0|+P|y0|*'**

Daher ist
‘ ¥ — xn [

|y —3a| <P RE L2y, 12

und daraus findet man durch vollstindige Induktion

Pn 1 ‘x—onun 1 |_x_x0fun

|90 — Yn—1] < —(*“—T—FP"] Yo @
Daher konvergiert die Reihe

Yo+ 01— o)+ -+ (¥n R
gleichmiBig in jedem Stetigkeitsintervall, in dem es eine Schranke P
gibt, so daB |g(x)| < P ist; daB das eine Losung ist, erkennt man in
der von S. 28 bekannten Weise.

Wir wollen nun versuchen, festzustellen, welche Schliisse das Vor-
zeichen von g (x), sowie die Schranken, zwischen welchen diese Funktion
liegt, hinsichtlich des qualitativen Verlaufs der Lésungen zulassen.

Ich will als ersten Fall den betrachten, daB im Intervall ¢ < x < b

o(x) <0
ist. Dann ergibt sich aus

7’

Y'=—oe(x)y,
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daB stets y und y” gleiches Vorzeichen besitzen, daBl also eine jede
Losung oberhalb der x-Achse ihre Hohlung nach oben, unterhalb der
x-Achse ihre Hoéhlung nach unten kehrt. Fiir die Losungen kommen
daher bis auf Vorzeichen nur die in Fig. 10 angedeuteten drei Typen
in Betracht. Keine nicht durchweg

verschwindende Lo&sung kann da-

her im Intervall a < x < b mehr

als eine Nullstelle besitzen.

Der zweite Fall sei der, da3

fira<x<h
e(x) >0
ist. Dann folgt aus der Differential-
gleichung
Y'=—0@®y,
daBl stets y und 9" werschiedene Vorzeichen besitzen. Eine jede
Losung kehrt also ihre Ho6hlung der x-Achse zu, auf ihr liegen
die Wendepunkte. Man darf aber daraus nicht etwa schlieBen, daB
nun alle Losungen fiir GroBe x die x-Achse schneiden. Das ist
zwar bei den Lgsungen von
y'+y=0
der Fall. Denn das allgemeine Integral ¢, cos x - ¢, sin x dieser Gleichung
kann ja auch in der Form C,sin(x -+ C,) geschrieben werden. Es
ist aber z. B. nicht bei der Losung y =Vx von y"—|—%%y= 0
der Fall. '

Um diese beiden Fille voneinander trennen zu kénnen, muB der
EinfluB der GréBe von g(x) in Betracht gezogen werden. Da nidmlich,
wie wir eben sahen, schon allein der Umstand, ob ¢ gréBer oder
kleiner als Null ist, mancherlei Schliisse zuliBt, so wird zu erwarten
sein, daB eine ungefihre Schitzung von g im Intervall noch weitere
Schliisse erlaubt. So wird man darauf gefiithrt, die Lisungen wver-
schiedener Differentialgleichungen miteinander zu vergleichen. So wie
wir eben mit gewissen Losungen von y” = 0 verglichen, wollen wir
jetzt mit den Losungen anderer Differentialgleichungen ’

2 2’4 o(x)z=0
vergleichen.

Ich wende mich zunichst wieder zu g < 0. In dieser Hinsicht
gilt nun der folgende Satz:

In (1) sei 9 <o, aber micht p=o. Durch die Bedingungen
¥ (%) = ¥o, ¥ (%o) = ¥, sei ein positives Integral y(x) von (1) festgelegt.
2(%) sei das Integral von (2), welches die gleichen Anfangsbedingungen
erfiillt. Dann gilt vy > z fiir x > x,,.
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Aus den beiden Differentialgleichungen liest man ohne weiteres
die Relation ab:

(3) y'z2—2"y4 (o —0)yz=0.
Integration derselben liefert
z
(4) yi—2y=—[(e—o)yzdx.
Zo

Da aber fiir x > x, sowohl y wie z positiv sind, da ferner ¢ < ¢ ist,
so ist also ¥’z — 2’y >0 fiir ¥ > x,. Daraus folgt

y’ zl
y 7
Nochmalige Integration ergibt
¥ z
Yo 2"
Also ist wegen y, = z, wirklich
y > 2.

Der Beweis gilt, solange z > 0 bleibt. Wird aber z << 0, so
ist erst recht y >0 > z.

Als Vergleichsdifferentialgleichungen bieten sich ohne weiteres z. B.
die mit konstanten Koeffizienten dar. Da diese durch Exponential-
funktionen gelGst werden, so gewinnt man hier mit leichter Miihe
z. B. folgendes Ergebnis:

Wenn in (1) der Koeffizient ¢(x) fiir alle x > x, negativ ist, und
wenn lim o (x) = — a® gilt, so hat man fiir grofe x die Abschitzung:

>0 .
Cel=n2z < y(x) < Celatnz, (a > 0)
wober C und 7 beliebig wdhlbare positive Konstanten sind.
Beweis: Fir die Differentialgleichung
P —brz2=0
besitzt das Integral

by, -+ — byo_yo’ —bx—
‘_gb_,eb(z zo) | 0 20 o—b(@ xo):z<b,x>

die gewiinschten Anfangswerte. Hat man nun etwa die Aufgabe, die
Integrale der Differentialgleichung

Y +o(x)y=0
abzuschitzen, fiir den Fall, daB

lim ¢ (%) = — a?

T > 0
gilt, so liegt also von einem gewissen x ab — o zwischen (a — ¢)?
und (a +¢)?. Daher hat man fiir y die Abschitzungen

a— Lt _ oyt
y > ( ,gz%f%’)&e(a—s) (@—20) |- Q%%T)& ¢ —(a—e) (&—2o)

.(“+8)y0+y0’ (@+¢) (x—20) (_a+s)yi—;on’ —(@+e¢) (®—2p)
y< 2(a-t¢) ¢ )+ 2(a+¢) ¢ .
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Da nun aber jedenfalls fiir jedes positive g

lim 2&:#) _
z >0 e(b+n)w
und

-z

lim TN

>0

gilt, so folgt aus unserer Abschitzung insbesondere die folgende
Cele—nz y < Celarme,

Diese gilt nach beliebiger Wahl der positiven Zahlen C und % von
einem gewissen x-an.

Fiir allgemeinere Differentialgleichungen besitzt man aus Mangel
an geeigneten Vergleichsdifferentialgleichungen keine &hnlich guten
Ergebnisse. Gewisse andere naheliegende Uberlegungen fiihren zu
viel weniger guten Abschitzungen.

Nunmehr sei eine Differentialgleichung

Y +e*)y=0
vorgelegt. g (x) sei jetzt flir x > x, stetig und positiv.

Ich beginne mit der folgenden Bemerkung. Im Endlichen kinnen
sich die Nullstellen eines nicht identisch verschwindenden Integrales
nicht hiufen. Denn in jedem Intervall aus x > x, ist jede Losung
samt ihrer Ableitung stetig. Dies folgt daraus, dal die Methode der
sukzessiven Approximationen eine in jedem Intervall aus x > x, gleich-
miBig konvergente Reihe liefert (S. 140). Wenn nun bei x —= & etwa
eine Hiufungsstelle von Nullstellen lige, so miilite dort das betreffende
Integral samt seiner Ableitung verschwinden?'). Es wire also identisch
Null, da jede Losung durch ihren eigenen und den Anfangswert ihrer
Ableitung eindeutig bestimmt ist.

Betrachte ich nun zwei Integrale y, und y, derselben Differential-
gleichung und nehme an, daB sie ein Fundamentalsystem bilden, daB
also keines derselben identisch verschwinde und daB ihr Quotient
nicht konstant sei, dann liegt zwischen je zwet Nullstellen des etnen
Integrales mindestens eine Nullstelle des anderen®).

Denn fiir je zwei Integrale hatten wir schon auf S. 120 die Formel

Y19y =¥, =0
gewonnen, die man leicht findet, wenn man aus den beiden Gleichungen

y1”+9y1 =0
¥y 40y, =0

1) Man kann bei der Bildung der Differenzenquotienten stets diese Null-
stellen verwenden. Dann ist der Differenzenquotient stets Null und durch
Grenzllbergang auch der Differentialquotient.

%) Daraus folgt ein zweiter Beweis daftir, daf die Nullstellen einer L&-
sung keinen Hdufungspunkt besitzen, Denn in diesem miifite dann jede andere
Ldsung gleichfalls verschwinden.
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o eliminiert. Integriert man nun zwischen zwei Nullstellen & und g
von y,, so erhilt man

(5) Ya(m)y,' (m) = 95 (&) y," ().

Man darf nun annehmen, daBl & und % zwei aufeinanderfolgende Null-
stellen sind und daBl zwischen beiden y, > 0 ist. Dann ist jedenfalls
,'(§)>0 wnd y/(y) <0.

Man darf weiter annehmen, daB y,(4)>0 sei'). Dann lehrt die
Formel (5), daB v, () < O sein muB. Daher liegt zwischen & und 7
mindestens eine Nullstelle von y,. Da man aber ebenso schlieBen
kann, daB zwischen zwei Nullstellen von y, mindestens eine von y,
liegt, so kann man das Ergebnis dahin verschirfen, daB zwischen
zwes  aufeinanderfolgenden Nullstellen der einen Losung genauw eine

der anderen liegt.

Man erkennt daraus schon, daB zwischen dem Abstand der auf-
einanderfolgenden Nullstellen und dem Koeffizienten g (x) ein abschitz-
barer Zusammenhang bestehen muB. Ihn wollen wir jetzt ergriinden.

Dazu fiihrt eine dhnliche Bemerkung wie bei ¢(x) < 0. Wieder
gilt in gewissem Umfang die Bemerkung, daf3 die Differentialgleichung
mit groferem o die kleineren Integrale besitzi. Um sie scharf zu
fassen, nehme ich an, es seien zwei verschiedene Differentialgleichungen

Y'+e(*)y=0
(6) " _

4 o(x)z=0
vorgelegt und es sei g(x) L o(x) fir « <x < f. Man gewinnt dann
sofort die Formel
(7) YV'z—2"y=(c—yz.
Ich nehme nun an, daB y und z bei ¥ = x, verschwinden und dort
die gleiche Richtung haben. Integriere ich dann die Formel (7) von x,
bis x (¢ L xy < x < f), so finde ich

z
8) yz—72y=[(o—o)yzdx.
Zo
Hieraus folgt fiir x > x,, und wenn y und z positiv sind,

yz—2y>0.

1) Wire auch y, () =0, so gingen beide Losungen durch Multiplikation
mit dem Quotient ihrer Richtungsgrofien in diesem Punkte auseinander hervor.
Sie haben ja dann bei x=§ den gleichen Wert Null und unterscheiden sich
nur in den dort vorgeschriebenen Ableitungen ' (£), die bei keiner — die
nicht identisch Null ist — Null sein kann. Durch Multiplikation einer solchen
Losung mit einer geeigneten Konstanten bleibt der Wert 4 (£) & 0 erhalten,
wihrend man 4’ (£) jeden beliebigen Wert verschaffen kann. Linear unab-
héngige Integrale haben also keine gemeinsame Nullstelle. Wire aber y, (§) <0,
so diirfte ich zu —y, iibergehen, weil dabei die Lage der Nullstellen nicht
gedndert wird.
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Also wird
d (y\ _yYz2—y7
2 (5) =T >0

fir x > x,. Also wichst % Da aber lim ¥ =1 ist, so ist
Z->%y

(9) y>z fir x> x,
und unter der Annahme, daB y und z positiv sind.

Bis zur ndchsten Nullstelle der Integrale besitzt also jedenfalls
die Differentialgleichung mit groferen Koeffizienten das kleinere Inte-

gral, wenn beide in gleicher Richtung steigend durch thre gemeinsame
Nullstelle x, hindurchgehen.

Bei groBeren Koeffizienten der Differentialgleichung liegen also
insbesondere die Nullstellen nidher beieinander als bei kleineren.
Ich ziehe zur weiteren Prizisierung des Resultates die Differential-

gleichung
'+ a'z2=0

mit konstantem Koeffizienten heran.
yo’ s
(10) s =" sina(x - x)

ist dasjenige Integral derselben, welches fiir x = x, verschwindet und
dessen Ableitung dort den Wert y,’ besitzt. Gilt nun fiir o(x) in
dem Intervall « < x < B die Abschitzung 0 <m < o < M, so gilt
fir das durch y(x,)=0, ¥ (x,)=1v, > 0 festgelegte Integral der-
selben die Abschitzung

(11) y> ‘/ 2 sinVM (x — x,)
sicher in dem kleineren der beiden Intervalle

% <r <%+ — und % <x<B.
Fiir die nachste Nullstelle x, von y gilt also insbesondere

~.

T
xl—xoz—_.

Gehort dem Intervall ¢ < ¥ < B noch die nichste Nullstelle %, von
y selbst an, so gilt auch die Abschéitzung

(12) y <X ‘/  sin Vm(x — x,).

Insbesondere hat man also dann

Bieberbach, Differentialgleichungen. 10
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Wir fassen das FErgebnis so zusammen: Wenn tn dem Intervall
«<x< P
0<mZe(x)EM
ist, so git fir den Abstand Ax zweier aufeinanderfolgender dem.
Intervall o < x < B angehoriger Nullstellen x, und x, von y die Ab-
schdtzung
(18) T <ax< X
‘/M - - \/m

Hiernach kann man die Anzahl # der Nullstellen, welche eine
Lésung v in dem Intervall ¢ < x < B besitzt, abschitzen. Ich be-
schrinke mich dabei auf den Fall, daB « und x, zusammenfallen.
Man hat ja sofort

14 Pt ym<n<P=%yi1.
( ) 4 —_ - T

4

Man kann unser Ergebnis noch folgendermaBen verschirfen.
Man betrachte zwei Integrale y(x) und z(x) der beiden Differential-
gleichungen (6), welche beide bei x, verschwinden. LaBt man dann
% wachsen, so wird die k-te Nullstelle {, von z(x) vor der k-ten Null-
stelle 7, von y(x) angetrofien. Diese Behauptung ist nach dem vor-
stehenden jedenfalls fiir die erste auf w, folgende Nullstelle richtig.
Wir beweisen sie fiir die k-te durch vollstindige Induktion.

Ich nehme also die Behauptung fiir die m-ten Nullstellen als be-
wiesen an. Die m-te Nullstelle {,, von z wird also vor der m-ten
Nullstelle 5, von y angetroffen. Dann konstruiere ich eine Ldsung
9, (%) von (6), welche in [  verschwindet, und suche ihre in der Rich-
tung wachsender x folgende Nullstelle. Da aber y, zwischen %, und
fm+1 Mindestens eine Nullstelle haben muf, so liegt die gewiinschte
folgende noch vor #,.; und daher liegt auch (.1 VOr #,.q.

Eine weitere Vervollstindigung erhalten unsere Betrachtungen
durch die Bemerkung, daB die Lage der Nullstellen stetig von einer
Anderung der Differentialgleichung abhingt. Um die Aussage zu
prizisieren, will ich annehmen, es sei eine Differentialgleichung

(15) ¥ +e(x )y=0

vorgelegt, in welcher fiir ein gewisses Intervall x, < x <, der
Koeffizient eine stetige Funktion des Parameters 4 sei. Dann be-
trachte man wieder eine bei x, verschwindende Losung, welche dort
die Ableitung y’(x,) =1 besitzen mége. Man wandere von x, in
Richtung wachsender x und es sei ,(4) die nte hier angetroffene
Nullstelle. Sie hingt dann stetig von 4 ab. Dies folgt unmittelbar
daraus, daB, wie wir schon von S. 109 wissen, die angegebene Losung
y(x, 4) stetig von A abhingt. Um das zu erkennen, wihle man einen
bestimmten Wert 1=, fir den man die Stetigkeit untersuchen will.
Man grenze um 7, (4,) ein Intervall ab, in dem keine weitere Nullstelle
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von y(x, 4,) liegt. An Anfang und Ende soll also y(x, 4,) ver-
schiedenes Vorzeichen haben. Fir alle 4-Werte, welche hinreichend
wenig von ], verschieden sind, besitzt dann y (x, 1) wieder an Anfang
und Ende verschiedenes Vorzeichen, und daher besitzt auch fiir diese
A-Werte y(x, 1) in dem Intervall mindestens eine Nullstelle. Da man
das Intervall beliebig klein und die brauchbare 1-Anderung entsprechend
wihlen kann, so folgt hieraus die stetige Abhidngigkeit der Nullstelle
vom Parameter, sowie erst feststeht, daB in dem Intervall nicht mehr
als eine Nullstelle liegen kann. Dies aber folgt sofort daraus, daf3
man das Intervall so klein wihlen kann, daB darin 9’ (x, 1) einerlei
Vorzeichen besitzt. Ferner wihle man die i-Anderung so klein, daB
dabei das Vorzeichen der Ableitung erhalten bleibt.

Nunmehr bringe ich diese Stetigkeitsbetrachtung mit der seit-
herigen eines wachsenden positiven Koeffizienten g (%, 4) in Verbindung
und setze nun also voraus, daB in (15) go(x, ) bei festem x aus
%y < x <, eine stetige positive monoton wachsende Funktion von 4
sei. Dann kann man die seitherige Betrachtung noch dahin ergénzen,
dafl die n-te Nullstelle 1, (,1) mit wachsendem A nach links riickt, daB
also 7, (1) eine monoton abnehmende Funktion ist. Das folgt ja ohne
weiteres aus der schon oben festgestellten Tatsache, dafi die #n-te
Nullstelle einer Losung der Gleichung mit groBerem Koeffizienten
vor der n-ten Nullstelle einer Losung der Gleichung mit kleinerem
Koeffizienten angetroffen wird. Nimmt man nun endlich noch an,
daB ¢ (x,4) fir A oo einer Grenzfunktion o (x) gleichmiBig zustrebe,
so liegt die Vermutung nahe, und man kann es auch leicht beweisen,
daB die Lage der Nullstellen einer Grenzlage zustrebt, welche durch
die Nullstellen einer Losung der Grenzgleichung bestimmt ist. Von
besonderem Interesse ist aber hier ein nicht unmittelbar in dieser
Aussage enthaltener Fall, nimlich der, daB o(x,4) gleichmiBig gegen
Unendlich strebt fiir A—o00 und x, <x <, d h also, daB fiir
hinreichend groBe 1 im ganzen Intervall einschlieBlich der Enden
o(x, 4) iiber jeder gegebenen Schranke liegt. Man erkennt sofort
aus (14), daB dann mit wachsendem A die Zahl der Nullstellen im
Intervall beliebig groB werden wird.

Betrachten wir also z. B. die Differentialgleichung

y" +4e(x)y =0,
wo o(x) > 0 fiir xy <x < x, so ist zunidchst nach S. 141 klar, daB
fir 2<C0 eine bei x, verschwindende Losung keine weitere Nullstelle
im Intervall besitzt. Das gleiche gilt nach (14) fiir geniigend. kleine
positive 4. Andererseits aber besitzt die Losung fiir geniigend groBGe 4
beliebig viele Nullstellen im Intervall. Diese #ndern sich stetig mit 4
und zwar so, dal3 sie bei wachsendem A nach links, bei fallendem 4
nach rechts riicken. Die Anzahl der Nullstellen im Intervall x, < ¥ < %,
10*
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kann sich also nur in dem Augenblick idndern, wo eine Nullstelle
mit dem Intervallende zusammenfillt, Es gibt also unendlich viele
verschiedene Werte von 1: (4; <1, <1;... seien sie) derart, daB
fir jeden derselben, die am Anfang des Intervalles verschwindende
Losung auch am Ende des Intervalies verschwindet. Diese Werte
sind durch die Zahl der Nullstellen, welche die zugehorige Losung
auBerdem im Intervall besitzt, charakterisierbar. Die zu 1, ge-
horige Losung besitzt nidmlich keine weitere Nullstelle im Intervall.
Die zu 4, gehorige einé weitere und so fort. Ohne weiteres lifit
sich diese Uberlegung auch auf die Differentialgleichung

Y+ (o) +ie@)y=0,
wo ¢ und ¢ in x, < x < x stetig sind und wo auBerdem in diesem
Intervall g (x) >0 ist, libertragen. Wegen der zu Beginn dieses Para-
graphen wieder besprochenen Substitution kann man damit das Er-
gebnis auch auf die allgemeinere Differentialgleichung

Y'+p@y 4+ (g@)+ o)y =0
iibertragen, wenn nur ihre Koeffizienten p, ¢, ¢ in x, <x<x,
stetig sind und dort auBerdem ¢ > 0 ist. So erhalten wir endlich
den folgenden Satz, den wir mit Klein das Oszillationstheorem
nennen wollen: Es gibt unendlich viele verschiedene Werte 4, << Ay << .. .,
die sogenannten Eigemwerte, filr die es eine bis auf einen konstanten
Faktor bestimmte Ldsung von

Yy + @+ Aoy =
gwbt, welche am Anfang und Ende des Intervalles verschwindet. Die
2u A, gehorige Losung, die sogenannte i-te Eigenfunktion, besitzt im
Intervdll xy < x < x, genau ¢ — 1 Nullstellen auPer den an den Enden
gelegenen.
Die Verteilung der Eigenwerte soll nun f{iir die spezielle Diffe-
rentialgleichung
¥ +dex)y=0
noch etwas niher untersucht werden. Es sei m < po(x) < M.
Ich werde zeigen, daB
B>
" B-apM
ist, daBl also namentlich die Reihe

1
) Y
‘.I;."

konvergiert. 1  soll also der Eigenwert sein, dessen Eigenfunktion
Nullstellen im Intervall besitzt. Es ist nimlich nach Formel (14) auf
S. 146

n< P22y n.
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Also ist wirklich
ne. 7%
Daher konvergiert die Reihe der reziproken Eigenwerte. Analog
findet man noch
J nlem?

n<?m°

§ 3. Randwertaufgaben.

Das Ostzillationstheorem des vorigen Paragraphen ist ein erstes
Beispiel fiir eine ganz neuartige Fragestellung. Bisher hatten wir
eine Losung immer durch ihren Wert und den Wert ihrer Ableitung
an einer Stelle festgelegt. Schon bei der Kettenlinie und jetzt wieder
tritt uns die Aufgabe entgegen, eine Losung dadurch festzulegen, daB
fir zwei Werte von x die Werte der Losung gegeben werden. Da
diese in dem von diesen beiden Stellen begrenzten Intervall zu unter-
suchen ist und die Losung somit durch Bedingungen an den Réindern
des Intervalles festgelegt werden soll, so sprechen wir von einer Rand-
wertaufgabe, Es gibt deren noch andere. Es wird immer darauf
ankommen, durch zwei Bedingungen die beiden Integrationskonstanten
festzulegen. Diese Bedingungen mogen durch zwei Gleichungen zwi-
schen den Werten von y(x) und y’(x) an den Enden des Intervalles
%o <x< %, geliefert werden, und zwar wollen wir uns auf den Fall
beschrinken, daB eine lineare Differentialgleichung

1) Y +b@)Y +g@)y =7
vorgelegt ist, und dafl zwei lineare Gleichungen die Randbedingungen
liefern. Diese werden allgemein so aussehen:

@) 61Y (%) + 0y’ (%) +dyy (%) + dgy’ (x,) = f
71 (%) + 75y (%) + 613’("1) =+ aﬂy’(’ﬁ) =@.

Wir teilen die Randwertaufgaben zunichst in homogene und in-
homogene ein. Bei den homogenen sind sowohl Differentialgleichung
wie Randbedingungen homogen, d. h. es verschwinden sowohl in (1)
wie in (2) die rechten Seiten, so daB also wie im vorigen Paragraphen
eine Loésung nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt sein kann.
Bei den inhomogenen ist mindestens eine der rechten Seiten in (1)
und (2) von Null verschieden. Die Randwertaufgabe, die uns im
vorigen Paragraphen begegnete und die auch bei der Kettenlinie
vorlag, wollen wir die erste nennen. Hier sind also an den Intervall-
enden die Werte der unbekannten Funktion vorgeschrieben. Von der
zweiten wollen wir reden, wenn an Anfang und Ende der Wert der
Ableitung gegeben ist. Dariiber hinaus gibt es noch mancherlei
andere, denen wir keine besonderen Namen geben wollen. Wir
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werden uns auch in dieser Darstellung wesentlich auf die erste Rand-
wertaufgabe beschrinken, zumal ja in dieser Sammlung ein anderes
speziell den Randwertaufgaben gewidmetes Werk erscheinen soll.
Es handelt sich ja hier auch um ein weites, in den letzten Jahren
besonders intensiv untersuchtes Arbeitsfeld.

Ich beginne mit einer allgemeinen Beziehung zwischen homo-
genen und inhomogenen Randwertaufgaben, die in den linken Seiten
von (1) und (2) iibereinstimmen. Da gilt der Satz: Die inhomogene
Aufgabe ist stets dann losbar, wenn die zugehirige homogene keine
Liosung besitzt. Ist aber die homogene losbar, so besitzt eine zugehirige
inhomogene nur dann Losungen, wenn die rechien Seiten moch gewisse
Zusatzbedingungen erfillen, ist also tm allgemeinen nicht losbar. Diese
Alternative erinnert an eine bekannte Alternative aus der Theorie
der linearen algebraischen Gleichungen, und tatsidchlich folgt auch
unser Satz unmittelbar aus diesem algebraischen. Wenn nidmlich y,
und ¥, ein Fundamentalsystem der zu (1) gehérigen homogenen
Gleichung bilden, so ist nach S.122 die allgemeine Lésung von (1)
selbst durch

@

: i fw'(f)yg & dat—y, J?r(f)yl & dae  [r®a
(3) [¥'1 (%) Ve (%) — ¥, (%) ¥'a(%)] ¢ + C1 %1 + Ce Y2

gegeben. Die beiden Randbedingungen (2) laufen dann aber stets
auf zwei lineare Gleichungen zwischen den C, und C, hinaus, deren
rechte Seiten verschwinden, wenn ein homogenes Problem vorliegt.
Im Fall der ersten Randwertaufgabe

yE)=1F y@E)=¢9
sehen diese Bedingungsgleichungen z. B. so aus:

C, 9, (%) +Cayy (%) =1 . . .
4) Y1 ("1);‘"73@ ak—y, (”1)5!."3’1 as !1"75
Cl Y1 (xl) + Cg Y2 (xl) =~ 9" (%) ¥2 (%) — 0 (#o)we' (%)

Daraus fliéBt aber unmittelbar die behauptete Alternative. Betrachten
wir insbesondere ein homogenes Problem, so sehen wir, dal das-
selbe nur dann losbar ist, wenn die Determinante

y1(x0)y2<x1)—yz(xo)y1(x1)
verschwindet. Ist diese nicht Null, so. ist jedes inhomogene Problem
lésbar. Dieses ist aber fiir den Fall des Verschwindens der Deter-
minante sicher nur dann l6sbar, wenn die rechten Seiten der
Gleichungen einer bekannten linearen Gleichung geniigen. Ist ins-
besondere f= ¢ = 0, so miissen die rechten Seiten iiberhaupt ver-
schwinden. Diese Bedingung kann leicht in einer etwas anderen
Form angegeben werden. Wiéhlen wir nimlich im Fundamental-
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system y, als Losung des homogenen Problems, so ist in (4)
¥,(%,) =0, y,(x,) &= 0 und daher lautet die Bedingung fir das Ver-

schwinden der rechten Seite von (4) offenbar, daB f 7(5) y,(§)dE=0

sein muB. In diesem Falle ist die Aufgabe auch tatsachllch 16sbar
und man bekommt die Losung, wenn man in (3) C,=0 eintrigt.
Die Losung hingt dann — wieder wie beim algebraischen Problem —
noch von einem Parameter C, ab.

Ich kniipfe noch einmal an (3) an, um dieser Formel noch eine
etwas andere Gestalt zu geben. Ich nehme dabei an, den ersten
homogenen Randbedingungen kénne fiir die zu (1) gehorige homogene
Gleichung nicht geniigt werden, und will mit Hilfe von (3) diesen
homogenen Randbedingungen fiir die inhomogene Gleichung (1) zu
geniigen suchen. Um dieser Formel eine bequeme Gestalt zu geben,
lege ich y, und y, durch die Anfangsbedingungen y, (x,) = ¥, (x,) =0
und die Zusatzbedinguug y,"(x,) ¥, (%) — ¥, (%) ¥a' (%) = 1 fest. Dann
kann man die Lésung von (1) entweder in der Form

z z Z1
y=y1fyard£ - yafyj rdé — y1fy2"d5
Zo Zo Zo
oder in der Form

z x .zo
y=— vy [y, 7dE+y, [ yardé+y, [y, rdE
F7 z, £

schreiben. In keiner der beiden Schreibweisen tritt die Gleich-
berechtigung der beiden Punkte x, und x, hervor. Man kann aber
die Formel noch ein wenig anders schreiben, so daB x, und x,
symmetrisch in die neue eingehen. Man nimmt das arithmetische
Mittel von beiden und findet

Y= 2J {31 (%) ¥2(&) — ¥1(8) ya( x)}r(€)ds
+ %If 191(®)7a(8) — 1(8) 32 (@)} 7(§) @&

— 1[0 @98 + 3 O, 7€) a2
Nun setzt man ”
G= ¢ =y, (§)yq(x) fiir T, <é<w
=58y, @) fir 2<é<a.

Dabei ist offenbar G(x, &) = G(& x). Man nennt diese Funktion die
Greensche Funktion des Randwertproblems. Sie geniigt in jedem der
beiden Intervalle % <x<LE und £y < x, der Differential-
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gleichung (1). Bei x = ¢ ist sie zwar stetig, aber ihre Ableitung er-
leidet dort eine sprunghafte Anderung. Es ist nidmlich

36 el (O)ya(®) — 3 ©)y,(8) = 1.

5% |g—0 0% |g+0
Dann kann man schreiben

() y=—fbwﬂdﬂﬁ-

Manchmal bietet es Vorteile, von der Zusatzbedingung
¥y’ (%) ¥a (%) — ¥1(%0) ¥4 (%,) = 1 abzusehen. Alsdann beachte man,
daB ¥, (x)y4(x) — ¥, (%) y5 () konstant ist, und setze

_ Y1 (%) 9, (8) — @%@ 4

© O ) = T — n @ O~ W i R SFSE
— 918 9:(%) @y L.
T @O =90 & — (%)% (%) firé<x <,

Die Formel (5) bleibt dann richtig.

§ 4. Nihere Betrachtung der Eigenfunktionen von

y'+(c+1Qy=0.

Wenn man zwei zu verschiedenen Eigénwerten gehorige Eigen-
funktionen multipliziert und ihr Produkt mit g (x) liber das Intervall
%, bis x, integriert, so erhdlt man Null Man sagt, je zwei Eigen-
funktionen verschiedener Nummer seien zueinander orthogonal. Wir
setzen g(x) > 0 und stetig differenzierbar voraus. Man hat nimlich

yu +(6(0) + 2, 0()y, =0,

ym + (6 (#) + 4,,0(x) ¥, = 0.
Multipliziert man die erste Gleichung mit y,, die zweite mit y, und
subtrahiert, so hat man

Y Ym = YmYn = (A — 4,) @ (%) ¥ V,u-
Integriert man von x, bis x,, so kommt

Zo

21
(s = 4) [ Y Vm QA% = (Ynym — Ym¥yn)| =0.

E 2 Zy

Daher ist wegen 4, =4,

und das ist der analytische Ausdruck fiir die Orthogonalitit der beiden
Eigenfunktionen?).

1) Daraus folgt auch, daf alle Eigenwerte reell sind. Unter Eigenwert
verstehen wir dabei irgendeinen reellen oder komplexen Wert von 4, fiir
den die homogene Differentialgleichung eine am Anfang und Ende des Inter-
valles, aber nicht tiberall im Intervall verschwindende Lésung besitzt. Denn
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Weiter ist wegen g > 0
fg (x)y,2(x)dx =+ 0.

Da eine jede Eigenfunktion nur bis auf einen konstanten Faktor be-
stimmt ist, so sollen dieselben durch Multiplikation mit geeigneten
Faktoren so normiert werden, daB

fo)y,(x)dx=

ist. Es wird sich zeigen, daB die so normierten Eigenfunktionen be-
schriankt sind, daB es also eine von # unabhingige Zahl M gibt,
derart, daB fiir alle #» und alle x in x; < x < x,

|va ()| = M
gilt.

Wir werden dies Resultat als eine unmittelbare Folgerung aus
einer asymptotischen Abschitzung der Eigenfunktionen gewinnen.
Damit meinen wir eine niherungsweise Bestimmung der zu groBen
A-Werten gehorigen Eigenfunktionen. Da fiir groBe 4 die Anderungen,
welche ¢ und g im Intervall erfahren konnen, einen relativ geringen
Einflub auf die Werte von ¢ + 1¢ haben, so wird man diese als
nahezu konstant ansehen diirfen. Somit liegt die Erwartung nahe,
daB man die Eigenfunktionen niherungsweise durch einen Ausdruck

dieser Form wird darstellen konnen

(1) Y =z, (x) cos{l/lj Vodx} + 2z, (x)sin{ V4 f\/odx}

Wir haben dariiber hinaus im Sinn, fiir beliebige von Eigen-
werten A; verschiedene 1 ein Fundamentalsystem der Gleichung asym-
ptotisch darzustellen. Insbesondere werde das durch y, () =1, (x,) =0
festgelegte gewihlt. Diese beiden konnen ja dann kein konstantes
Verhiltnis besitzen, weil sie sonst bei x, und bei x, verschwinden,
und also Eigenfunktionen wiren.

mit jedem komplexen Eigenwert A tritt auch sein konjugiert komplexer 7 als
Eigenwert auf. Dazu gehdren konjugiert komplexe Eigenfunktionen ¢ (x) und

— z N
@ (¥), flir die also flg (*) @ (¥) @ (x) dx =0 sein miifite. Da aber o (¥)>0 ist

Zo
und @ ()@ (#) =0 ist, so muf ¢ (x)=0 sein, Reelle Eigenwerte 1 besitzen
auch stets bis auf konstante Faktoren reelle Eigenfunktionen. Denn wire ¢ (#)
eine zu dem reellen Eigenwert 4 gehérige komplexe Eigenfunktion, so wiren
auch @ (*) und also auch das reelle ¢ (#) + ¢ (v) Eigenfunktionen. Alle zu
demselben Eigenwert gehorige Eigenfunktionen sind aber bis auf konstante
Faktoren einander gleich.
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Trigt man den Ausdruck in die Differentialgleichung ein, so
erhilt man

Y”+(0+240)Y =2z,"cosé -} 2,"siné
(2) — 2/ 2ViVosiné — 2, Vi (Vo) sin& + 02, cOS &
+ 2z, 2 ViV cosé +z, VT(VE)'COSS + 6z,siné&.

x
Dabei ist zur Abkiirzung & = V2 [ Vg dx gesetat.
%o

Nun soll hier 2, und z, so bestimmt werden, daB nur die beiden

ersten Glieder iibrighleiben. Um das aufs beste zu erreichen, schreibe
to —ta Ta —ta
e +e . e —e
e, sing = :

2 ? 24

sammen, welche 3 =z - 72, und ebenso die, welche 3, =2z, — 1z,
enthalten. Beide Gliederaggregate setze ich dann einzeln Null. Das
liefert die beiden Gleichungen

—2iViVe s + 4 (—iVi(Ve) +0)=0,
29ViVes +4(VAi(Ve) +o)=

Aus ihnen findet man?)

3 =d, expfh—i Vi (\@);-F_q dx,

ich cosq = und fasse die Glieder zu-

24 yive

—iyi \/@ —0
3o = dy €% {)f 20y ve dx

Also kann ich z. B. setzen

=D —sin | ———dx,
Ve f2\/1 Ve

x
[}
DVQ cos!z‘/z‘/édx,
Zo
wo D jetzt eine reelle Konstante ist. Trage ich dies in (1) ein, so
erhalte ich ein Y=Y, fir das die Anfangsbedingung Y, (x,) =0
erfiillt ist.
Also kann ich nun z. B.
Y1=€—/1§ ( —‘/—‘/de—l/lfl/gdx>
o

X9

1) exp bedeutet , ¢ hoch“.
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setzen. Eine ganz analoge Betrachtung liefert fiir eine bei x, ver-
schwindende Losung Y, den niherungsweisen Ausdruck

z z
Y2=-1—-Sin( ﬁ%ﬁdx—-ﬁj\/gdx).
E z1

Fiir die weitere Untersuchung sollen nun die in der Theorie der
analytischen Funktionen einer Variablen A bereitliegenden Hilfsmittel
herangezogen werden. Wir lassen daher weiterhin fir 1 beliebige
komplexe Werte zu. Dann werden die durch eine bestimmte An-
fangsbedingung y(x,) = 0, ¥ (x,) = 4 festgelegten Losungen eindeutige
und analytische Funktionen von A, deren regulires Verhalten, wie wir
noch genauer sehen werden, nur dann eine Unterbrechung erleidet,
wenn 4 einem Eigenwert J, gleich wird.

Wir wenden uns nun der Frage zu, wie nahe die Y, und Y, die
entsprechenden Losungen y, und y, der Differentialgleichung approxi-
mieren. Dazu haben wir zunidchst festzustellen, bis auf welchen Fehler
die beiden Funktionen der Differentialgleichung geniigen. Man ent-
nimmt leicht aus (2), daB die Einsetzung von Y, den Wert

M, (%) cos ‘/If‘/gdx-;- M, (3)sin ‘/If‘/gdx
%o o

Vi

®3)
ergibt.
Dabei sind M, (4) und M, (4) Funktionen von x und 4, die fiir
groBe 1 unter einer festen Schranke liegen. Daraus erkennt man,
dab fiir alle A-Werte, deren Imaginirteil einen absoluten Betrag unter-
halb einer festgewahlten Schranke besitzt und deren Realteil einen
hinreichend groBen Betrag hat, die linke Seite der Differentialgleichung

bis auf einen Fehler von der Form —]% zu Null gemacht wird. Dabei

ist M eine von 1 unabhingige feste Zahl. Daraus wieder folgt, daB
sich Y, von einer Losung y, der Differentialgleichung, welche die
gleichen Anfangsbedingungen bei x, besitzt, um einen Fehler gleicher
Art unterscheidet.

Das ergibt sich aus dem aus S. 109 folgenden Satz iiber die
einer Differentialgleichung ungefahr geniigenden Funktionen. Ein
ganz entsprechendes Ergebnis gewinnt man fiir Y,. Daraus kann
man z, B. entnehmen, daB die geniigend groBen Eigenwerte bis

auf einen beliebig kleinen Fehler durch V1 [ Vodx —#inm gegeben
x

sind. Wir benutzen dies, um daraus auch eine Abschitzung der
Greenschen Funktion fiir 1 von grolem absolutem Betrag zu er-
halten. Dabei ist die eben noch vorhandene Beschrinkung des Real-
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teils stérend. Man entnimmt aber der Formel (8) sofort, daB diese
Bedenken schwinden, wenn wir statt der Funktion Y, (x, 4) die Funktion
— Yl (x9 ]‘)
U= Y, )
betrachten. Denn dann stehen in Zihler und Nenner von

9"+ (4499,
trigonometrische Glieder und der Quotient bleibt fiir groBe 1 beschrinkt,
wenn man dabei 4 nur auf einen Bereich beschrinkt, dessen Rand
eine feste Entfernung von allen Eigenwerten hat. Es ist leicht, diese
Angabe durch Schitzungen im einzelnen zu erhirten. Doch will ich
darauf nicht ndher eingehen. Dies ), unterscheidet sich nun von
einem y,, das bei x, verschwindet, dort die gleiche Richtung hat und
der Differentialgleichung geniigt, um einen Fehler von der Form

'%' Ebenso schlieBt man bei Y,. Daraus folgt sofort nach der
Definition der Greenschen Funktion, dafl eine aus den Y,, Y, analog
gebildete Funktion sich von der Greenschen Funktion um einen Fehler
gleicher Art unterscheidet. Man kann somit die Greensche Funktion
fiir groBe A abschitzen, wenn man die ebenso aus den Y,, Y, gebildete
Funktion zu schitzen vermag. Man rechnet aber leicht nach, daB
‘diese abgeidnderte Green sche Funktion selbst fiir groBe 4 auf die Form

I—‘Z/—Yﬂ gebracht werden kann. Dabei ist N eine Funktion, die fiir
groBe A unterhalb einer festen Schranke M bleibt. Daraus wieder folgt,
daB die Greemsche Funktion selbst fiir groBe 1 stindig unter einer

Schranke -]—‘%. liegt. Bei allen diesen Abschitzungen hat man sich

aber stets von den Eigenwerten A, fernzuhalten. Man kann also z. B.
o . . . A+ 4
auf Quadraten abschitzen, deren vertikale Seiten in Punkten Ltgﬁ'—‘

die reelle- Achse treffen.

Bemerkung: Auf die zu Beginn erwidhnte Differentialgleichung lassen
sich alle Sturm-Liouville schen Differentialgleichungen zurlickfithren. Diese sind
im allgemeinsten Fall von der Form

d ( dy) _
P k;; +o(#)y+io(*)y=0,
k (%), o (x) sollen dabei positiv stetig differenzierbare Funktionen sein. Macht
man hier die Substitution z
ax
2=\ —,

k
0

so geht die Gleichung in die seither immer behandelte spezielle
dﬁ
ZEto@R@y+ie@r®y=0

Uiber. Daher gelten alle bisher bewiesenen Sitze auch {ir die allgemeine
Sturm-Liouvillesche Differentialgleichung.
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§ 5. Uber die Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach
den Eigenfunktionen eines Randwertproblemes.

Wenn wir insbesondere die Differentialgleichung
y' +iy=0
betrachten und fiir das Intervall 0 < ¥ <z die erste Randwertaufgabe
vorlegen, so sind
A, =n?

n
die Eigenwerte und

y==sinnx

sind die zugehorigen Eigenfunktionen.

Es ist bekannt, daB man jede samt ihrer ersten Ableitung bis
auf endlich viele Spriinge stetige Funktion f(x) im Intervall 0 < x < n
in eine Reihe von der Form
(1) () = Sa,-sinnx
entwickeln kann?). Die Koeffizienten ergeben sich leicht aus den
Orthogonalititsbedingungen

T
[fsinnx-sinmxdxzo, n=m
0
(2) -
l fsin‘-’nxdx:%.
0

Setzt man ndmlich die Reihe (1) als gleichmiBig konvergent voraus,
multipliziert sie mit siny ¥ und integriert von 0 bis z, so erhilt man
wegen (2)

3) ay=§ff(x) sinvxdx.
o

Ganz analog kann man auch die Koeffizienten einer nach be-
liebigen Eigenfunktionen fortschreitenden Reihe unter Verwendung
der Orthogonalititsbedingungen ausdriicken. Es seien etwa

vy (%), wa(#) ...
eine Folge von Funktionen, welche den Orthogonalititsbedingungen

2%
[ vaynodz=0, nm
(4) o
Jwledr=1
o
geniigen. Nimmt man an, die Reihe
fx)= Sa,y,(x)

1) Man vergleiche z. B. die Seiten 78 ff. meines Leitfadens der Integral-
rechnung.
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konvergiere gleichmiBig, so gewinnt man, genau wie oben, die Koeffi-
zientendarstellung

®) tn=] 1)y (o).

Es handelt sich aber nun darum, festzustellen, unier welchen
Voraussetzungen eine gegebene Funktion in eine nach Eigenfunkiionen
fortschreitende Rethe entwickelt werden kamn. Ich nehme dabei an,
die y, () seien die Eigenfunktionen der ersten Randwertaufgabe einer
Differentialgleichung y” 4~ (6 + 19) y = 0, wo g¢(x) > 0 sei. Unter Ver-
wendung der Greemschen Funktion kann man leicht den folgenden
Satz aufstellen:

Eine jede Funktion f(x), die eine Integraldarstellung

) 1) =J G ) ne)as

besitzt, kann in eine gleichmifig konvergenic Reihe
Fl) = 3 a,v,(x)
entwickelt werden.

Einer solchen Integraldarstellung sind aber namentlich die zwei-
mal stetig differenzierbaren Funktionen fihig, welche am Rand des
Intervalles verschwinden. Denn eine solche Funktion f(x) kann als
Losung einer Differentialgleichung

(7) y'+ @+ ioy=F"+(6+ig)f=—h(x)

aufgefaBBt werden, und dann kann man sie also in der Form

fx)= le(x, Eh(E)dé

darstellen.

Der ausgesprochene Entwicklungssatz wird bewiesen sein, sowie
es gelungen ist, die Greensche Funktion selbst in eine solche Reihe
zu entwickeln. Denn wenn etwa

G(x8)=2e(E)wy(x)
eine gleichmiBig konvergente Darstellung der Greemschen Funktion
ist, so trage man das in (6) ein. Dann wird

)=y (x)-f ., (&) h(8)dE.

Zo
DaB hier die Koeffizienten in anderer Gestalt erscheinen, ist unwesent-
lich und besagt nichts gegen die Moglichkeit, die Koeffizienten awuch
in der vorhin gewonnenen Form darzustellen.
Somit kommt es also darauf an, zu beweisen, dafl man die
Green sche Funktion in der angegebenen Weise nach Eigenfunktionen
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entwickeln kann. Dies kann man auf Grund der im vorigen Para-
graphen gewonnenen asymptotischen Abschitzungen tatsichlich be-
weisen.

Zu dem Zwecke kniipfen wir an die erste Darstellung
(6) von S. 152 der Greenschen Funktion der Differentialgleichung
y” + (6 -+ 49)y =0 an, indem wir dort in dem von ¢ unabhingigen
Nenner &= x, setzen:

¥, (%, 0) 35 (£, 4) .
G(x, & )= — };‘—(}—17)—;—(;;% fir x, <x L€

Ye (xvi) Y1 (E)l) fii
= — =20t o fir f <y <L x,.
¥y (1, 1) 9y (%1,4) ¢ ="="1

Normiert man hier die y,, y, durch die von 4 unabhingigen An-
fangsbedingungen

yo (v, H=—1, y/(x,)=—1,

so ist aus dieser Darstellung ersichtlich, daB G (x, &, 1) fiir jedes Werte-
paar x, & eine analytische Funktion des Parameters 4 ist. Wenn aber
4 einem Eigenwert 4, gleich wird, verschwindet der Nenner, und man
sieht, daB dort die Funktion einen Pol besitzt. Tatsdchlich werden
wir sehen, daB sie beim Eigenwert ], einen einfachen Pol vom

Residuum
— (%) y; (8)

besitzt, wobei mit y,(x) die zum Eigenwert i, gehorige durch

fl%'g 0dé =1
Zo

normierte Eigenfunktion bezeichnet ist. Der Nenner y, (¥,,4) ist jeden-
falls eine analytische Funktion von 4, die auch in der Umgebung von
A = A, reguldr ist und dort verschwindet. Wir wollen feststellen, daB
sie dort eine einfache Nullstelle hat. Zu dem Zwecke setze ich die
Entwicklung

(8) Vi )=y, (% )+ @A —2)n(x, )+ ...
an. Hier ist mit # ein Koeffizient bezeichnet, dessen Berechnung
unsere nidchste Aufgabe istt Geht man mit ihr in die Differential-

gleichung hinein und ordnet nach Potenzen von 4 — 4;, so sieht man,
daB 5 eine Losung der Differentialgleichung

9) 2"+ @+ 4e)n+oy, =0

ist, und zwar eine Losung, welche bei x = x, verschwindet, weil ja
dort y, (x, 1) fiir alle 2 verschwinden soll. Diese Losung kann aber
nicht auch bei x = x, verschwinden. Denn sonst wire ja die erste
Randwertaufgabe auch fiir diese inhomogene Gleichung (9) ldsbar.
Dies kann aber nach S.151 nur dann der Fall sein, wenn gy, zu y,
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orthogonal ist. Das hieBe aber, es miiBite f 0y,2d& =0 sein, was

doch offenbar nicht der Fall ist. Also hat y, (xl, 2) bei A, eine ein-
fache Nullstelle. Es gilt noch ihr Residuum zu bestimmen. Dazu ist
offenbar nur noch die eben eingefiihrte Funktion #(x, 4;) bei x = x,
wirklich zu berechnen. Wir haben aber bisher nur die eine An-
fangsbedingung # (x,,4,) = 0 fiir dieselbe erwdhnt. Die andere ist
7' (%,,4;)=0, da ja die y,(x,4) fiir alle 4 in der gleichen Richtung
den Punkt x, passieren sollen. Dann wird aber nach leichter Rechnung

23
(%, &) = — f@yl ) 1.')9’2 (& 4,)dé.
Zo
Das Residuum wird also
_Y (%, L) yo (5, ) ..
_W fir x, <x <L 6§,

Y (A y, (&, &) .
= fir £<x< % .
Nun ist aber
p,(x) = 2514 (x, A)

V— 1y (%1, &) u)
die normierte Eigenfunktion. Ebenso ist
¥y (5, 4)
Y, (,’t) I 4 2R e I

V= &)
Die Funktion y,(x, 4,) ist bis auf einen Faktor dieser Eigenfunktion
gleich. Denn sie verschwindet ja bei x, und damit auch bei x,und
hat bei x, wie y, die Ableitung — 1. Sie stimmt also mit y, (x, 4) iiberein.
Daher wird tatsidchlich

k AOLAG)
das Residuum und '

_wi®wi@)

A—4

der Hauptteil von G(x,&,1). Wir leiten nun die Partialbruchreihe
fir G(x, &, 2) her. Man gewinnt sie sofort, indem man

1 G(x,&,n)
2n'if u—Aa dpu

Q
iiber ein groBes Quadrat () mit dem Koordinatenanfangspunkt als Mittel-
punkt integriert. Seine Seiten sollen den Koordinatenachsen parallel
sein und eine soll in der Mitte zwischen 4, und 1, ., die reelle Achse
treffen. Dann liefert der Residuensatz

G(x, 6 4) = ZW"(x)%@‘F 27,1]‘(;_({#(”.

Dabei ist iiber alle im Quadrate hegenden 4, zu summieren. Und
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nun ist zu zeigen, daB dies Integral fir n— oo gegen Null strebt.
Dies folgt aber aus der Abschitzung von G(%, &, u), die wir im vorigen
Paragraphen gewonnen haben. Danach ist ndmlich auf dem Rand
des Quadrates

M
}G(x,é,,u)l<ﬁ,

wo M eine vom Quadrat unabhingige Zahl ist. Denn die Rénder
der benutzten Quadrate haben alle eine Entfernung von simtlichen
Eigenwerten, die oberhalb einer festen Schranke liegt. Die Entfernung
zweier aufeinanderfolgender Eigenwerte strebt ndmlich fiir groBe Num-

mern nicht gegen Null, weil dieselben ja mit immer groferer An-
km
z

f‘/§ dx
Zo

Daher geht der Rest fiir #—o00 gleichmiBig gegen Null und
man findet die gleichmiBig konvergente Darstellung

niherung nach S. 155 durch 4, =

gegeben sind.

X
(10) G é1)=3 W"ik)iff(—a

und dies ist die gesuchte Entwicklung der Greemschen Funktion nach
den Eigenfunktionen wy, ().

Uberdies ergeben sich nun aus dieser ,Bilinearformel“ (10) die
Koeffizienten einer zu entwickelnden Funktion f(x), welche den
Randbedingungen geniigt, in der Form (5). Denn man gehe von
(6) aus und trage hier das aus (7) bestimmte A (£) und die Bilinear-
form (10) ein. Durch partielle Integration beseitige man f” und
driicke das dabei neu hinein kommende vy, durch — (s +1.0)y,
aus. Der Leser moge die Rechnung selbst durchfiihren.

§ 6. Die Besselsche Differentialgleichung
2
v+ 2y +(1-2%)y=o.

Ich behandle sie als Beispiel zu den allgemeinen Erorterungen
der vorstehenden Paragraphen, obwohl dabei nicht alle Voraussetzungen
jenes Paragraphen erfiillt sind.

Zunichst wollen wir feststellen, daB diese Differentialgleichung,
wie auch n? beschaffen sein mag, ein bei x = 0 endliches Integral
besitzt. Zu dem Zweck gehen wir mit dem Ansatz

y=2x"v (n>0)

in die Differentialgleichung hinein. Eine leichte Rechnung ergibt dann
fiir v die Differentialgleichung

2"+ 2n+ 1) 4-x0=0.

Bieberbach, Differentialgleichungen. 11
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Wir versuchen nun, derselben durch eine Potenzreihe
V=ay+4 a, %+ a,x* + ...
zu geniigen. Setzt man sie ein, so erhilt man
2V ==ag% + a,%* + ...+ G - agp x2MF2
@Cn4+1)Y=02n+1)a, +22n+1)a,x+3(2n 4 1)az2>+...
+(2n+1)(2m + 2)asy2x2mt!
+@Cn+1)(2m -+ 3)agmizx®™t 4 ...
2 =2a,8 + 6a,2" ... + (2 m 4+ 2)(2m 4 1) agy o x2MH!
+@2m+3)2m—12)agmigx®mt. ..
Da die Summe Null sein soll, so geniigt man der Gleichung, wenn

man die Koeffizienten der einzelnen x-Potenzen Null setzt. Das fiihrt

zu den Gleichungen
a, =0

ay+4(n+1)a, =0
({1+3(2n+3)a3=0

dom+ Gamye 2 (@m 4 2) (nt 0+ 1) =0
Gams1+ Gamis (2m + 3)(2 (1 4 m) - 3) = 0.
Man berechnet daraus
a, =0

1 -
n—+—la0

Ay = —

2

N

11 1 1 1
92mm! nt+1l nt2 Tuim 4o

arm = (— 1)

A2m+1 — 0.
So findet man als Losung schlieBlich

m=oo 1 1 n

o) b=y (- )m L,
m=0 2t )
h=0

Da diese Potenzreihe nun offenbar einen von Null verschiedenen Kon-
vergenzradius hat, so ist nachtriaglich einzusehen, daB unser Verfahren,
das ein gliedweises Differenzieren der Reihe usw. benutzte, in Ord-
nung ist.

Die Methode, die wir hier verwendeten, hei3t Methode der un-
bestimmten Koeffizienten. Wir werden sie noch hiufig bei der Inte-
gration der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung verwenden.

Ich setze nun noch wie iiblich

1 _1
o= n T+
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und bezeichne

.xntem

, 2 m 1 1 1
L e R P
Man nennt die hierdurch dargestellte ganze Funktion die Besselsche
Funktion n-ter Ordnung?).
Uber ihre Nullstellen und ihr Verhalten fiir groBe Werte des
Argumentes bekommen wir bequem AufschluB, wenn wir durch

die Substitution

1
Yy = - V4
22
von der Besselschen Differentialgleichung zu einer anderen iibergehen,

in der die erste Ableitung fehlt. Die durch

erklirte Funktion geniigt dann, wie eine leichte Rechnung zeigt, der
Differentialgleichung

g (1= e

Da mit wachsendem x der Koeffizient gegen Eins strebt, so strebt
nach S. 146 der Abstand zweier aufeinanderfolgender Nullstellen mit
wachsender Nummer gegen ;. Daher gilt nach S. 149 fiir die u-te
Nullstelle «,, " ‘ a

S EE-C T

fir jedes &>0 von einem gewissen u=u(e) an. Also ist z. B.
¢, ~ un. Die Amplituden der einzelnen Wellen sind beschrénkt.

Die Amplituden von J, (x) streben daher sogar wie L_ gegen Null

vV
Nunmehr betrachte ich die Funktion
(4) @ (%) =z (Ax) = Vix J, (2%).
Sie geniigt der Differentialgleichung
. , s 4n%-1
0 o4 (-4 g

1) Wir wollen uns jetzt nicht dabei aufhalten, nachzuweisen, dafi das
gefundene das einzige bei # = (0 endliche Integral ist. Denn spiter, S. 183, wird
sich das aus allgemeinen Methoden ganz von selbst ergeben. Bei nicht ganz-
zahligem % allerdings kann man sich davon sehr leicht im Rahmen der eben
angestellten Rechnung tiberzeugen. Man braucht nur statt wie eben in dem
Ansatz y ="y # positiv zu nehmen, mit y=2""y(n>0) in die Gleichung
hineinzugehen. Man findet dann wieder filr v eine konvergente Potenzreihe.
Aber y wird nun bei x:=0 unendlich, unterscheidet sich-also von der ersten
Losung nicht blofi um einen konstanten Faktor und bildet daher mit dieser
zusammen ein Fundamentalsystem. Daher sind alle anderen Losungen bei x = 0
unendlich. Die Durchflihrung zeigt, dafi nur fiir nicht ganzzahliges # ein neues
Integral gefunden wird. Filr ganzzahlige » aber wird J_,(x) sinnlos. Wie
man hier ein zweites nicht endliches Integral findet, wird sich S. 183 ergeben.

11*
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Ich fasse A als Parameter auf und suche ihn so zu bestimmen, daB
die Differentialgleichung Losungen besitzt, welche bei ¥ = 0 und bei
x =1 verschwinden. Dies ist dann der Fall, wenn 1 einer Null-
stelle &, von J (x) gleichgesetzt wird. Denn Ve, J (e,x) ist ja bei
x =0 Null; aber es ist auch fiir x =1 Null. Denn es ist ja J (&,)=0.
Diese Eigenfunktionen sind nun naturgemiB beschrinkt. Sie sind nach
S. 157 auch zueinander orthogonal. Sie sind aber noch nicht normiert
und man kann im Zweifel sein, ob sich die Betrachtungen des § 5
ohne weiteres iibertragen lassen. Denn in mancher Beziehung sind
die dort gemachten Annahmen hier nicht erfiillt. Einmal ist der

Koeffizient o (¥, 1) = 1> — —4—’12;—1 hier nicht beschrinkt. Ja er wird
X

sogar, wenn nicht # <1 ist, bei ¥ =0 negativ unendlich. Es wird
sich daher empfehlen, durch eine direkte Betrachtung zu zeigen, daB
die Eigenfunktionen auch nach ihrer Normierung noch beschrinkt sind.
o, und o, seien zwei beliebige Werte des Parameters 1, also nicht
gerade Eigenwerte. Ich schreibe die beiden Differentialgleichungen

4n%—1

P+ <°‘u2 *“—;z—> Pu=0

o+ (5 = 22 g, — 0

an, multipliziere die erste mit ¢,, die zweite mit ¢, und subtrahiere
PPy — @) P = (F — @.°) Pu Py
Nun integriere ich von Null bis Eins und erhalte
1
h)p, (1) = ¢ (1) gu (V) = (@° — &%) [ puepsdz.
Wenn insbesondere «, und e, zwei verschiedene Eigenwerte sind,

dann ist
#(1)=g.(1)=0,

1
()f(p,,(p,,dx =0

und wir haben aufs neue die Orthogonalititseigenschaft. Nun schreibe
ich aber bei beliebigen «,, &, das Resultat unter Verwendung von (4) so:

\/“,u‘ Oy Oy Js' () Jn (0v) — v Ja' (av) Ja (ot

Ot‘u+£xv Oy — Cp
und mache den Grenziibergang «,—«,. Nach den Regeln der
Differentialrechnung erhilt man dann

Yo Jo () — T, (@) T o) — et J(@) T, (04) = af Pudx

Wihlt man nun fiir @, einen Eigenwert, so hat man wegen [, (,) =0

1
Jndx=a 1)

1
=Of(p,,~¢p,,dx
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Dividiert man also die
Pre (x)
durch

aﬂ < In (“ﬂ)

so erhidlt man die normierten Eigenfunktionen

/2 1 \/ 2x
Yu (x): ;/4 T(“ﬂ (P,u( ) Ta (e ) ] (“/4 )
deren Quadrat von Null bis Eins integriert den Wert 1 liefert.

In den [, (e, x) schreiben sich die abgeleiteten Orthogonalitits-

relationen so:
1

[ %], (@.2)- 7, (0 5) dz = 0 (e 7)

0
1
Of 2 J2 (e x)dx =1 5% (e)-

Bemerkung: Noch ein ganz anderes Randwertproblem tritt uns bei
den Besselschen Funktionen entgegen. Wir setzten
V27 Ja vz
Y= )
und zeigten, dafi man jede fiir 0 <x <1 zweimal stetig differenzierbare und
bei ¥ =0 und » =1 verschwindende Funktion f(#) in eine Reihe

flx)= Zayy, (%)
entwickeln kann. Bezeichnen wir mit F (x) eine in 0<»<1 zweimal stetig
differenzierbare Funktion, die nur bei x=1 verschwindet, so gilt fir
fx= \/;F () unser Entwicklungssatz. Streicht man nun auf beiden Seiten aus
den y, (¥) und aus F (x) den Faktor \/;, so erhilt man folgenden Entwicklungs-
satz: Jede in 0 < » <1 zweimal stetig differenzierbare Funktion, die bei
#=1 verschwindet, 1aBt sich in eine gleichmifiig konvergente Reihe
Z bv]n (Olr x)

entwickeln. Diese Darstellung gilt nach ihrer Herleitung iiberall, aufier bei
x=0. Hier braucht sie nicht immer zu gelten. Denn z. B. verschwinden
bei =0 fiir »> 0 alle Funktionen J, («y#), wdhrend F (») dort nicht zu ver-
schwinden braucht. Hier haben wir es also bei der Differentialgleichung

22"+ 2y + (A —n?)y =0
mit folgendem Randwertproblem zu tun: Bei x = 0 wird Endlichkeit, bei x =1
Verschwinden der Eigenfunktion verlangt,

Ein #dhnliches Randwertproblem kommt auch bei den Kugelfunktionen
vor. Hier bei den Legendreschen Polynomen handelt es sich um die bei # = -+ 1
und bei » = —1 endlichen Losungen von

a : dy) _
}Zx((l_”z)ﬁ + iy =0.

Wir werden sie spiter S. 197 ff. bestimmen lernen.



166 11, 3. Diskussion des Verlaufes der Integralkurven.

§ 7. Zusammenhang mit der Theorie der Integral-
gleichungen.

Die hier dargestellte Methode zur Behandlung der Randwertauf-
gaben und des Entwicklungssatzes ist sehr weiter Verallgemeinerun-
gen fihig und man kann auf ihr eine volle Theorie aller Randwert-
aufgaben aufbauen. Von Poincaré ausgehend ist das namentlich in
Arbeiten von Birkhoff') und von Hilb?) hervorgetreten. Auch greift
diese Theorie in die allgemeinen Theorien ein, denen wir uns nun
zuwenden wollen.

Wir diirfen dieses Gebiet nicht verlassen, ohne wenigstens in
groBen Ziigen den Zusammenhang der Randwertprobleme mit der
Theorie der Integralgleichungen aufzudecken. Wir zeigen ihn wieder
am Beispiel der ersten Randwertaufgabe. Es sei in der Differential-
gleichung

1) y" +(o44do)y =0

o so beschaffen, daB fiir y” + 6y = 0 die erste Randwertaufgabe nicht
l6sbar ist (also z. B. ¢=0). Dann besitzt diese Gleichung, wie wir
wissen, eine Greensche Funktion G(x,&). Somit gilt nach S. 152 fiir
die an den Intervallenden verschwindende Losung von (1') die homo-
gene Integralgleichung

(@) v = — 16 (mHe(e)y@ s,

Ebenso findet man fiir die an den Rindern verschwindende Losung
der inhomogenen Gleichung

(") Y' + (0 +20)y = h(x)

die inhomogene Integralgleichung

@) y=—1]6w0e@y@det [ 6o

Unsere Sitze lehren also, daB die Alternative besteht, wonach ent-
weder die homogene oder die inhomogene Integralgleichung losbar
ist. Beide zugleich sind aber nur fiir gewisse Funktionen A (x) l16sbar.
Ferner wissen wir, dal die homogene Gleichung nur fiir gewisse
Eigenwerte 1, durch gewisse Eigenfunktionen ¢;(x) losbar ist. Diese
Sitze sind Spezialfille der gleichlautenden Sitze iiber allgemeinere
lineare Integralgleichungen mit symmetrischem Kern K (x,4). Sym-
metrisch soll dabei der Kern heiBen, wenn K (x, &)= K (&, x) ist.

1) American Transactions, Bd. 9.

2) Math. Annalen 71.
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Wir betrachten dann die beiden Integralgleichungen:

@) P )+ 2] Kx g @) as =,
) P+ K (9 (©)dE = y(6).

Uber den Kern ist dabei vorauszusetzen, daB er stetig ist fiir
% Lx L x,, %< &L v, oder daB er doch wenigstens quadratisch
integrierbar ist, d. h. dal das Integral

T 2,

S JIK@ ePdxde

To Zo
konvergiert. Die von unseren Randwertproblemen herkommenden
Integralgleichungen sind anscheinend nicht mit einem symmetrischen
Kern versehen. Denn der Kern scheint G(x,&)(£) zu sein. Man
kann aber, z. B, die Integralgleichung (2’) sofort aucl so schreiben

e ml —— — —_—
@) @) Ve 42 Ve)C(x8Ve®)-v(§)Ve(§)dé=o0.
Zo
Setzt man dann
y@) Ve =9, Ve@GC(x &Vel®)=K(x 2

so geht sie in die Gleichung (3’) iiber. Man kann die Theorie dieser
Integralgleichungen selbststindig entwickeln, wie es Fredholm, Hilbert,
E. Schimidt getan haben, und hat damit einen neuen Zugang zu den

Randwertproblemen. Auch der Entwicklungssatz gilt fiir die Eigen-
funktionen dieser allgemeineren Integralgleichungen. Jede in der Form

f(x)=leK(x, E)h(E)dE

darstellbare stetige Funktion f(x) 148t sich nach Eigenfunktionen ent-
wickeln.

Es ist hier nicht der Ort, diese allgemeine Theorie der Integral-
gleichungen zu entwickeln, obwohl uns spiter bei den partiellen Diffe-
rentialgleichungen ein etwas allgemeinerer Typus begegnen wird. Hier
werde nur noch auf ein gewisses Analogon zum Entwicklungssatz, die
sogenannte Volistindigkeitsrelation, hingewiesen. Auch im allgemeinen
Fall sind die Eigenwerte alle reell und die Eigenfunktionen zuein-
ander orthogonal. Daher gelten auch fiir die Darstellung der Ko-
effizienten bei der Entwicklung einer Funktion nach Eigenfunktionen
die bekannten Integraldarstelluugen. Sei nun etwa u(x) eine nach
Eigenfunktionen entwickelbare und v (x) eine beliebige stetige Funktion.

Dann ist jedenfalls
L7}

u(®) = S, (%) [ u(&) e, )dé.

%o
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Daher wird

fu <xdx=2f v (x) @, (x) dx f(f)qov(ws-

Die Sache ist nun die, daB diese ,,Vollstindigkeitsrelation* in den hier
betrachteten zu Differentialgleichungen gehérigen Fillen auch dann
gilt, wenn u(x) eine beliebige stetige Funktion ist. Ich gehe auf den
Beweis nicht ein, sondern bemerke nur, daB er darauf beruht, daf
man jede stetige Funktion durch eine entwickelbare mit beliebiger
Genauigkeit approximieren kann. Ihren Namen Vollstindigkeitsrelation
hat sie daher, daB3 sie das System der Eigenfunktionen als ein voll-
stindiges charakterisiert. Fehlte darin eine Funktion, so konnte die
Relation offenbar nicht richtig sein. Denn fehlte z. B. ¢, (x), so konnte
nicht

f¢12dx“2{f(f71 v (x)dx )}

sein, denn rechts stehen lauter Nullen.

IV. Kapitel.

Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung
im komplexen Gebiet.

§ 1. Lage der Singularititen der Losung.

w und z mogen zwei komplexe Variable bedeuten. Dann erklirt,
wie wir schon von S. 108 wissen, die Differentialgleichung

f(w"’ w’)w: Z) = 0:

in welcher f(w”,w’,w,z) eine analytische Funktion ihrer Argumente
sein moge, eine zweiparametrige Schar analytischer Funktionen. Will
man, ausgehend von der Differentialgleichung, die Natur dieser Lo-
sungen untersuchen, so ist es eine Hauplaufgabe, die Lage der
singuldren Stellen und ndichstdem ihre Natur festzustellen. Diese Auf-
gabe ist im allgemeinen recht kompliziert. Darauf deutet schon der
Umstand hin, daB gewohnlich die Lage der Singularititen der Parti-
kularintegrale von den Anfangswerten abhingt, durch welche dieselben
festgelegt sind. Betrachtet man z. B. die zweiparametrige Schar von
Funktionen

———}—,3 (e, B Scharparameter),

Z—a
so sieht man leicht, daB dieselben der Differentialgleichung

0+ aw’=0
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geniigen. Man kennt allgemein durch die Untersuchungen von Pain-
levé') die Bedingungen, die bestehen miissen, wenn die Losungen
einer Differentialgleichung zweiter Ordnung nur feste, also nicht mit
den Anfangsbedingungen verschicbbare Verzweigungspunkte und wesent-
lich singuldre Stellen besitzen sollen. Doch wollen wir hier auf diese
schonen, aber schwierigen Untersuchungen nicht niher eingehen, son-
dern uns mit der Feststellung begniigen, dal bei den linearen Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung nur feste Singularititen auftreten.
Das entnimmt man ohne weiteres dem Existenzbeweis, den wir S. 108
mit Hilfe der sukzessiven Approximationen gefilhrt und den wir
schon S.139/140 fiirs reelle Gebiet durch einige Bemerkungen er-
ganzt haben. Wir wiesen schon damals darauf hin, daB im Reellen
das Verfahren in jedem x-Intervall konvergiert, in dem die Koeffizien-
ten stetig sind. Jetzt gilt fiir die Differentialgleichung

@' +pH)w +q()w+r(z)=0
im komplexen Gebiet eine ganz analoge Aussage. Um sie prizis
fassen zu konnen, fithren wir den Begriff ,,Stern der Differentialgleichung
mit dem Mittelpunkt z = z,* ein. Ich lege durch den Punkt z = 2,
in der komplexen z-Ebene eine beliebige Halbgerade. Im Punkte z = z,
mogen die Koeffizienten bzw. ein Zweig derselben reguldr sein. Ich
setze dieselben ldngs der Halbgeraden fort, solange das fiir alle Ko-
effizienten auf einmal geht. Sowie ich aber an eine singuldre Stelle
eines der Koeffizienten komme, halte ich ein. Die Strecke von z =z,
bis zu diesem singuldaren Punkt gehort dann dem Stern an. Der Stern
1st definiert als der Bereich, der von der Gesamtheit der erklirten
Strecken gebildet wird. Sind die Koeffizienten mehrdeutig, so gehort
zu jeder in z=z, reguliren Zweigauswahl derselben ein solcher
Stern.  Wenn man nun, wie S. 140 angegeben, nach dem Verfahren
der sukzessiven Approximationen diejenige Losung der Differential-
gleichung konstruiert, die an der Stelle z = z, den Wert w = w, be-
sitzt und deren Ableitung w’(z,) == w,’ ist, so konvergiert der Pro-
zeB im ganzen Inneren des eben eingefiihrten Sternes. Um das ein-
zusehen, braucht man ja nur einen weiteren Punktz =z, aus dem

Sterninneren zu nehmen und die Konvergenz auf der Strecke ;Ovz_l zu
betrachten. Wenn der Leser von diesem Standpunkt aus das Ver-
fahren erneut durchdenkt, so wird er sofort die Richtigkeit unserer
Behauptung bestatigt finden. Es ist eine niitzliche Ubung fiir den
Leser, dies ohne weitere Anleitung selbstindig zu unternehmen?).

1) Man vgl. die Literaturangaben in der Enzyklopddie, Bd.II, 2, S. 590ff.

2) Man kann iibrigens die Richtigkeit eines Teiles unserer Behauptung
tiber lineare Differentialgleichungen aus dem entnehmen, was uns von S. 24
Uber die Riccatischen Differentialgleichungen bekannt ist.
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Wir haben also den Satz: An allen Stellen der z-Ebene, iiber
welchen keine Singularititen der Koeffizienten von (1) liegen, sind die
sdmtlichen Losungen dieser Differentialgleichung reguldr.

An den singuliren Stellen der Koeffizienten selbst konnen Singu-
larititen der Losungen auftreten. Es kann aber auch geschehen, daB
einzelne Losungen da noch regulir sind. Insofern erweisen sich auch
hier die Singularititen noch als beweglich. Auch ist die Natur der
Singularitdten fiir die einzelnen Lésungen verschieden, Fest sind
die Singularititen nur insofern, als nur iiber einer ganz bestimmten
Kategorie von z-Stellen Singularititen liegen konnen.

Uber die Natur der Singularititen kann man auch relativ leicht
AufschluB gewinnen. Das soll im folgenden Paragraphen geschehen.
Es geniigt, wenn wir dabei nur auf die homogenen Differential-
gleichungen achten, weil wir ja seit S. 121 wissen, wie man die Inte-
gration der inhomogenen Differentialgleichung auf die der homogenen
zuriickfithren kann,

§ 2. Die Natur der Singularititen.

Wir betrachten nur isolierte Singularititen der Koeffizienten. Hier
diirfen wir uns auf solche beschrinken, in deren Umgebung die
Koeffizienten eindeutig sind. Denn die Mehrdeutigkeit kann man
bekanntlich durch Einfithrung geeigneter uniformisierender Parameter
auf Eindeutigkeit zuriickfiihren. Es modgen also in der Umgebung
von z ={ die Koeffizienten der Differentialgleichung

1) w" + p(2)w 4 q(x)w =0
eindeutig und ' regulir sein. Im Punkte z = { selbst soll aber fiir
einen oder fiir beide die Regularitit aufhoren. Betrachten wir nun
irgendein Fundamentalsystem w, (z) und w,(z) der Differentialgleichung
und sehen zu, wie sich die Funktionen beim Umlauf um die singu-
lare Stelle dndern. Ich schlage um 2z ={ einen Kreis, in dem die
Koeffizienten mit Ausnahme der Stelle z = { keine weiteren Singu-
laritdten haben sollen. z:=z, sei eine Stelle in diesem Kreis. Ich
betrachte zwei zum Punkte z, gehorige Funktionselemente P, (z — z,)
und B, (z — z,) des Fundamentalsystems w, (2), @, (z) und setze diese
beiden Elemente lings eines Weges fort, der z = { einmal im posi-
tiven Sinne umschlieBt. Dadurch entstehen aus den Ausgangselemen-
ten zwei neue Elemente, deren Quotient nicht konstant ist, die also
auch ein Fundamentalsystem ausmachen. Da man alle Losungen
aus dem Fundamentalsystem durch Kombination mit konstanten Ko-
effizienten erhdlt, so erfihrt jedes Fundamentalsystem beim Umlauf
um die singulire Stelle eine lineare Substitution

W, (2) =aw, + buw,

W,(2) = cw, 4 dw,.



§ 2. Die Natur der Singularititen. 171

Wenn erst einmal fiir ein Fundamentalsystem diese Umlaufssub-
stitution bekannt ist, so kann man aus ihr entnehmen, welchen Ein-
flud ein Umlauf um die singulire Stelle auf irgendeine andere Losung

w(z) =cw, + fuw,

besitzt. Sie geht nimlich durch den Umlauf in

«(aw, + bwy) + B(cw, + dw,)
iiber. Man kann nun stets mindestens eine Losung auswiahlen, die sich
beim Umlauf um die Stelle mit einem Faktor multipliziert. Dazu hat
man ja nur die «,f so zu wihlen, daB

(2) a(aw, +bw,) + B(cw, + dw,) = 1 (ew, + Bw,)
ist. Dabei ist 4 ein noch zu bestimmender Faktor. Schreibt man
die Gleichung anders, so lautet sie

wy(e(a —2) + Bc)+wy(ab+ f(d—2))=0.
Da aber w, und w, ein Fundamentalsystem bilden, so kann sie
nur dann erfiillt sein, wenn

(3) agla—A)FBc=0
eb+pd—2)=0
ist. Sollen aber diese beiden Gleichungen durch Werte ¢ und B 16s-
bar sein, die nicht beide verschwinden, so muB 1 eine Wurzel von
a—1 ¢

(4) bod—1

sein. Bestimmt man 1 aus dieser Gleichung und trigt einen der ge-
fundenen Werte in (38) ein, so kann man aus diesen Gleichungen die
«, B bestimmen und erhilt damit diejenigen Losungen, die beim Um-
lauf sich nur mit einem Faktor multiplizieren. Es wird zwei solche
Losungen geben, wenn die beiden Wurzeln 4, und 4, der Funda-
mentalgleichiing (4) verschieden sind. Diese beiden Funktionen machen
dann selbst cin Fundamentalsystem aus, denn ihr Quotient kann dann
nicht konstant sein.

Wir wollen noch einen Augenblick bei diesem Fall stehen bleiben
und uns die Gestalt dieser multiplikativen Lésungen noch etwas niher
iiberlegen. Die Funktion

o

logl,
L logl
®) (- 0™ =e-0n (n="557)
multipliziert sich ebenfalls mit dem Faktor 4y, wenn z die Stelle {
umlduft. Wenn also ein Element von w, (z) sich beim Umlauf auch
mit A, multipliziert, so ist
AN
(="
in der Umgebung von z = { eindeutig und kann also in der Um-
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gebung dieser Stelle in eine Laurent-Reihe entwickelt werden. Daher
hat jede multiplikative Losung die Gestalt

(z — {)m. S'av (z—10)".

Wie man aber, ausgehend von der Differentialgleichung, die Ex-
ponenten y und die Koeffizienten der Laurent-Reihe wirklich ermittelt,
wird im nichsten Paragraphen darzulegen sein.

Jetzt wollen wir uns den Fall, daB die Fundamentalgleichung zwet
gleiche Wurzeln besitzt, etwas niher ansehen. Man wird dann im alige-
meinen nur eine multiplikative Lésung zur Verfiigung haben. Tatsichlich
zeigt die nihere Betrachtung, daB in die anderen L4sungen dann im
allgemeinen ein Logarithmus eingeht. Um das einzusehen, wihle ich
ein passendes Fundamentalsystem. Als erste Funktion eines solchen
nehme ich namlich die eine sicher vorhandene multiplikative Lésung.
Die andere lasse ich beliebig. Dann erfihrt das neu gewihlte Fun-
damentalsystem beim Umlauf eine Substitution dieser Art:

W, =iw,
W, =cw, +dw,.

Frage ich hier wieder nach den multiplikativen Losungen, so misscn
das natiirlich die gleichen sein wie bisher. D. h. die zur neuen Sub-
stitution gehorige Fundamentalgleichung muB auch zwei gleiche
Wurzeln haben. Sonst gidbe es zwei Losungen mit verschiedenen
Multiplikatoren, und die hitten sich dann auch schon aus der ersten
Fundamentalgleichung ergeben miissen. Die neue Fundamentalgleichung

wird aber
A4 o |
[ d—4i

Damit ihre beiden Wurzeln 4, sind, muff 4 =4, sein. Unser Funda-
mentalsystem erfahrt also die folgende Umlaufssubstitution

W, =1w,

W, =cw, 4+ 4w,.

0.

Der Quotient
wy
hat daher diese Umlaufssubstitution
W e L

. . . [4 .
Er erfihrt also beim Umlauf einen Zuwachs um o> genau wie

log(z — ).

211,
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Daher ist die Differenz
B log(z —¢)

w, }.;an
in der Umgebung der singuliren Stelle eindeutig und kann somit
wieder in eine LaurentReihe entwickelt werden. Daher besitzt w,
diese Gestalt

+ + @
(& — O {A-log (2 — 0)- Jay (s — 27 + Sz~ 2.
Somit haben wir den folgenden Satz:

Man kann in der Umgebung einer singuliren Stelle etn Funda-
mentalsystem stets so wdhlen, daf} seine Lisungen in der Umgebung
der singuliven Stelle entweder Entwicklungen von der Form

[0, — ¢ — O)nSa, (z — 0
(6a) _::c
wy = 273, 0)

oder Entwicklungen von der Form
+
wy=(@E—nla -0

(6b) o o
w, = (2 — O {4 log (z — 0) X4, (s — O+ Ib, (2 — 1)"}

besitzen.

Wie bestimmt man nun 7,5 7qp A und die Koeffizienten der
Laurent-Reihen aus der Differentialgleichung? Bevor wir dazu iiber-
gehen, wird es niitzlich sein, noch ein Wort iiber das Verhalten der
Losungen im Unendlichen zu sagen. Um im Unendlichen eine Funk-
tion zu untersuchen, hat man erst

1
Z=—
3

einzufiihren. Durch diese Substitution geht die Differentialgleichung (1)
in die folgende tiiber:

d’w | dw 2 1 1 1 1

w g sl e =o.
Ihre Losungen hat man dann in der Umgebung von 3—0 zu be-
trachten,

§ 3. AuBerwesentliche und wesentliche Singularititen.

Wenn die in den Losungen des vorigen Paragraphen vorkom-
menden Laurent-Reihen hochstens endlich viele negative Potenzen ent-
halten, so wollen wir sagen, es liege eine auferwesentliche Singularitit
der Differentialgleichung, enthilt aber auch nur eine derselben un-
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endlich viele negative Potenzen, so sagen wir, es liege cine wesent-
liche Singularitdt der Differentialgleichung vor. Statt ,auBerwesentlich
singulire Stelle®, sagt man auch ,Stelle der Bestimmtheit®, weil dann
die Lésungen bel Anniherung an diese Stelle bestimmten Grenzwerten
zustrebt.

Wenn eine Differentialgleichung an der Stelle z =4 nur eine
auBerwesentliche Singularitit besitzen soll, so miissen die Koeffizienten
gewissen Bedingungen geniigen, die wir jetzt angeben wollen, um als-
dann die im vorigen Paragraphen gestellte Aufgabe fiir die auler-
wesentlichen Singularititen zu losen.

Nehmen wir also an, die Lawurent-Reihen enthielten nur endlich

. . . . . w,

viele negative Potenzen. Dann bilden wir den Quotienten uf. Da
. . . . 1 .

aber das reziproke einer Laurent-Reihe mit endlich vielen negativen

Potenzen sich als Potenzreihe mit nur positiven Potenzen darstellen

1aBt, so laBt sich %? so schreiben
1

(1) 2 =(z—a)=n{dlog(z — &)+ (z — @) B(z — @)} (B (0) % 0),

Wy
wo » eine passende negative ganze Zahl ist und wo mit F(z — a)
weiterhin stets eine nur positive Potenzen enthaltende Potenzreihe be-
zeichnet werden soll. Das Glied mit dem Logarithmus kann dabei
evtl. wegfallen. Steht es da, so ist iiberdies 7, =7 zu nehmen.
Nun wissen wir aber von S. 120 her, daB man mit Hilfe irgend zweier
Partikularlésungen einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung

w' +p)w + q(2)w =
fiir 4 (2) die Darstellung hat

", ”
Yy W, W, W

()  pl)= -ttt 2 loglwe (%))

Nun aber rechnet man aus

(3) d% ('%) = (r,— 1) (z — @) n"1{Alog(z — a) + (z — a) P (z — a)}

w,
4

+(z—a)rn {z__a +v(z—a) 1Rz —a)+ (z — a) B’ (z — a)}
(4) @ =(z— )+ P,(z —a) (B,(0) + 0)").

In (3) kommt nun aber tatsichlich kein Logarithmus vor. Denn

. . d .
entweder ist 4 =0, oder es ist 7, =7,. Daher hat T <:%2> die
1
Gestalt

;;(w—2> =(z—a)*P(z—a).

w

') p ist also eine passende ganze Zahl.
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Also besitzt sowohl die logarithmische Ableitung von (3) wie die
von (4) bei z=a einen Pol von hochstens erster Ordnung. Somit
hat auch #(z) bei z=a einen Pol von héchstens erster Ordnung.
Aus der Gleichung
w4 p (2w, +g()w, =0
gewinnt man
y—
g5 =~ 2-—1p2)
Nun ist aber
w, = (2 —a)""". Rz — a).
’
Daher hat 35 bei z=a einen Pol von hochstens erster Ordnung, wihrend
1

der von %}l— héchstens die zweite Ordnung hat. Daher hat auch ¢.z)

einen Pol von hochstens zweiter Ordnung.
So hat man den Satz: Wenn die Differentialgleichung
w” L p(2)w’ 4 g(2)w=0

an der Stelle z = a nur Losungen mit auferwesentlichen Singularititen
besitzt, so muf3 sie in der Umgebung von z=a die Gestall

" P z—a ' B, (z—a) _
(5) w _\‘}; »';’":& w >1_ 77(Z—‘7a)2 w_O
haben. D. h. der erste Koeffizient hat dort eimen Pol von hichstens
erster Ordnung, der zweite Koeffizient einen Pol von hdchstens zweiter
Ordnung.

DaB die hier fir eine Stelle der Bestimmtheit gefundene Be-
dingung auch hinreichend ist, hat Fuchs durch Aufstellung der Po-
tenzreihenentwicklung der Losungen bewiesen. Man sieht es aber
nach “einem von Schlesinger und in besonders einfacher Form von
Birkhoff*) herrihrenden Verfahren am schnellsten so ein: Man
fihre die Differentialgleichung (5) durch die Substitution w, = w,
w, =(z — a)w’ in das System

R G SR

w, = W, =W, u
1 z—a’ 2 2 z2—a z—a

iiber. Seine Koeffizienten, das sind die Faktoren, mit denen w, und
w, multipliziert sind, haben nur Pole erster Ordnung und somit gibt
es eine Zahl M > 1, so daB in der Umgebung |z — (| <7, dieser
Stelle die Koeffizienten unter ZJ_V_I bleiben. Daher hat man

a|
b wy < S (| o L,

Y [
—y (1w - |w,

lw,)| <

)

&
i

"y Man vgl. G. D. Birkhoff: Trans, of thc Am. math. Soc. 11 (1910).
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Setzt man nun W = |w, |+ |w, |2, so ist weiter fir |z —a|=7
0 4 M
<2 {lw ] lwy B<tw.

Also ist

_AM _ologW 4M
r = 9dr = v
und daraus
S\ —4M
W< W, (7 ©<r<n)
X .

—aM
Daraus folgt sofort, daB fiir geniigend kleine 7 auch |w, | < W, (;)

0
ist. D.h. also: Das Produkt

] @y | I zE—a I4M

bleibt in der Umgebung von z = a unter einer festen Schranke und
daher konnen in der Entwicklung von w, nach Potenzen von z — a
nur endlich viele negative Potenzen auftreten, so daB3 also eine auBer-
wesentlich singuldre Stelle vorliegt.

§ 4. Auflésung einer Differentialgleichung in der Nihe
einer auBlerwesentlichen singuliren Stelle.

Die weitere Aufgabe der Theorie ist es nun, iiber das Verhalten
der Losungen in der Nihe einer auBerwesentlichen oder einer wesent-
lichen Singularitit ndheren AufschluB zu gewinnen. Wir werden uns
in diesem Buche auf die ausfiihrliche Behandlung der auBerwesentlich
singularen Stelle beschrinken und am Schlusse dieses Paragraphen
nur kurz {iber die entsprechenden Verhiltnisse bei wesentlich singu-
laren Stellen referieren.

Zur wirklichen Berechnung der Losungen bedient man sich der
Methode der unbestimmten Koeffizienten. Es liege also bei z = a
eine auBerwesentlich singuldre Stelle vor.

Ich schreibe die Differentialgleichung so:

L)=@Fz—aPw"+(z—a)P,z—a)w' + PB(z—a)w=0
und setze '
Bz —a)=Se(z—a), B(z—a)=3p(z—a)
und bilde zuniachst

Qz—a) =(z—a) (2 4).
Hier ist

fh)=X1@0z—aF

TTM

und man hat
fo) =404 — 1)+ dey+ B,
fk()‘)__' l“k_{"ﬂk k=1,2
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Geht man also nun in die Differentialgleichung mit dem Ansatz

+ o
w=(z—aF ¢ (z—a)

hinein, so erhilt man eine gewisse Laurent-Reihe, die verschwinden
muB. Dazu ist notwendig, daB ihre sdmtlichen Koeffizienten ver-
schwinden. Das fiihrt auf die unendlich vielen linearen Gleichungen:

afole+ B+ Fahle+h+eyfinlet+h+... =0
(1) eyfole+ 1)+ cofyle+1)+cifole—k) +csf(e+1)... =0
cofo(@) +cyfi(@)+eafale)+-..=0
c—1fo(9— 1)+C_2f1(9— 1)+"'=0

mit den unendlich vielen Unbekannten ...c_,...c_,¢;¢, €. Die
Gleichungen sind nur wenig einfacher als die, welche man erhalten
hitte, wenn man fiir die Koeffizienten der Differentialgleichung bei
z=a beliebige eindeutige isolierte Singularititen zugelassen hitte.
Man ist auch tatsidchlich imstande, solche Gleichungssysteme aufzu-
16sen. Wir wollen darauf aber nicht eingehen, sondern verweisen
den interessierten Leser auf zwei Abhandlungen von Kock in den
Acta mathematica Bd. 16 und 17. Hier beschrinken wir uns auf die
auBerwesentlich singulire Stelle; wir diirfen daher den Ansatz in

w=(z— a)g-ﬁc,(z— a)”

abindern?!). Setzt man also in den linearen Gleichungen die c_
¢_,... alle Null, so werden die Gleichungen

¢ fo(0) =0,
e fole+1)+cfile41)=0,
cfole+2)+efile+2)+cfh(e+2) =0.

1’
-2

Wir werden sie auflésen und auch g bestimmen. Wihlt man nim-
lich g so, daB}

(2) fol@=ele—1)+oey+ =0

ist und 4Bt ¢, willkiirlich, so kann man aus der zweiten Gleichung c,
berechnen, dann aus der dritten ¢, usw,, es sei denn, daB fiir das ge-
wihlte ¢ und eine der ganzen positiven Zahlen % auch ein f, (o + k) = 0
wird. Dies ist dann der Fall, wenn die beiden Wurzeln der quadratischen
Gleichung (2) sich um eine ganze Zahl unterscheiden. Sollte dies einmal

1) Die endlich vielen negativen Potenzen konnen durch geeignete Wahl
des Exponenten g berlicksichtigt werden.
Bieberbach, Differentialgleichungen. 12
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eintreten, so verwende man diejenige der beiden Wurzeln g, welche den
groBten Realteil hat. Fiir diese gelingt dann die Bestimmung der ¢, .

Wir haben so scheinbar unsere Aufgabe geldst und aufs neue
erkannt, daB Differentialgleichungen von der im vorigen Paragraphen
bestimmten Gestalt tatsichlich bel z=a nur eine auBerwesentliche
Singularitit aufweisen. Aber es bleibt noch eine Liicke: Konvergiert
denn auch die gefundene Reihe? Dies verstiinde sich nach den all-
gemeinen Resultaten von S.175/176 von selbst, wenn wir hitten zeigen
konnen, daB die eben gefundenen Loésungen ¢, die einzigen Lo-
sungen der Gleichungen (1) sind. Aber gerade das ist nicht geschehen
und auch nicht immer der Fall. Es bleibt uns somit nichts weiter
ibrig, als den Konvergenzbeweis direkt zu erbringen. Da

fole+n)=(e+mn)(e+n—1)+(¢+ne+p
ist, so hat man von einem gewissen # = N an:
(fole+mn)|>]e[+n.
Daher ist von # =N an
(le[+n)ley| <lesallfilet+n) |- lepsllfale+m) + .+ <ol fulo+2) -
Also
eul <lepoa| [ea] 181 1]+ lenoal [laa| 4 [ Bol] 4+ o] [l |+ [Ba]]-
Aus den N ersten Gleichungen ergeben sich gewisse Werte ¢, ¢,...cy_, -
Man wiahle N positive Zahlen 4, d,, d,,...,dy_, irgendwie so, daB
leol <dgicy| <dys|ey| <dysonnjon | <dy,
gilt. Nun bestimme man unendlich viele positive Zahlen dy, dy,,,--.,
aus den Gleichungen

oy B o e Aok e+ o)
Ay = d, {1y F B+ Ay { g Bal b do{ |+ 1,1}

*,

Dann hat man auch
ECN]<dN’ lewpa | <dwyyr oo
Wenn man nun zeigen kann, daB die Reihe

2 dn (Z - a)"
in einem gewissen Kreis um z = a konvergiert, so gilt das bekannt-
lich auch fiir die Reihe
Ye,(z—a)".
Setzt man nun noch
b, =d, |
(4) by =dy —do{ie |+ 18]}

bN—:-l = dN—l - dN—g{iall + ’ﬂl} T T dd{’.“N—1|+]ﬂN—1‘}
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und entwickelt den Quotienten

by + b, (z—a)+ b, (z—a)2+ . by_ 1(z—a)l‘"l
1—(lay| + B, )) e —a) — ... = (|ey| + B ) (z —@)"
nach Potenzen von z — g, so erhilt man eine Potenzreihe

o te(z—a)+...+e(z—a)"+....

Fir ihre Koeffizienten erhidlt man aber die Gleichungen

b0=eo
b.1 =€ — eo{lal‘ + rﬂ1|}
byoy = exoy — ex_g {|ta] + 1B} — - — eo{leawy| + |Bv_}

0= ey —ey_ 1{|C‘1I+II31I}_ -'_eo{[“Nl"_'ﬂNl}

Das sind aber gerade die Glelchungen (3) und (4) welchen die d,

geniigen. Daher gilt
e, =4a, © (m=01,..)

Nachdem wir so gezeigt haben, daB durch die gefundene Reihe
ein Element der Losung dargestellt wird, steht natiirlich aus allge-
meinen funktionentheoretischen Griinden fest, dafl der Konvergenzkreis
der Reihe bis zum nichsten singuliren Punkt reicht. Die Gleichung

9(9_1)+Qa0 +ﬂo=0,

aus welcher wir ¢ bestimmten, heit die Fundamentalgleichung. Wenn
dieselbe zwei Wurzeln hat, deren Differenz keine ganze Zahl ist, so
liefert unsere Betrachtung gleich die beiden L&sungen eines Funda-
mentalsystems. Unterscheiden sich aber die beiden Wurzeln um eine
ganze Zahl, so erhalten wir nur eine Losung. Dieselbe ist durch die-
jenige der beiden Wurzeln bestimmt, welche den groBten Realteil
besitzt. Die bedeutsame Rolle, die hier die Wurzeln spielen, deren
Differenz eine ganze Zahl ist, kann nicht iiberraschen. Denn von
S. 177 her wissen wir ja schon, daB die Exponenten nur bis auf
ganze Zahlen bestimmt sind. Dem trugen wir auch schon Rechnung,
indem wir die Losung in der Form

w=(2—a)P(z—a)
ansetzten.

Wenn nun also die Differenz der Wurzeln eine ganze Zahl ist,
so wird es sich darum handeln, eine weitere Lésung zu finden, die
mit der schon bekannten zusammen ein Fundamentalsystem bildet.
Die Mittel dazu stehen seit S. 120 bereit, denn damals lernten wir
schon durch Kenntnis einer Losung die Ordnung der Differential-
gleichung reduzieren. Wir lernten:

12*
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Wenn w, eine Losung der Differentialgleichung

" +pE)w +q(x)w=0
ist, und wenn man w = w, f udz setzt, so geniligt # der linearen
Differentialgleichung erster Ordnung:

, zw,’
—L = 0.
W u (224 p)
Tragen wir hier
w, =(z—a)"P(z—a), p
ein, so wird die Gleichung
20,+
u'—{—u(——i—‘—_%"—}—%“z——a)):O.

Bezeichnet man die zweite ,kleinere* Wurzel . der Fundamental-
gleichung (2) mit g,, so kann man hierfiir schreiben:

1 -
u’—l—u(izg—_‘a—gz-{—ﬂss (z—a)) =0.
Hier ist aber, wegen der Wahl von g,

Q1 — 9y

_ Bz—a) oyt z—a)t...
~ z—a z—a

und damit auch
1+, —@="
eine positive ganze Zahl. Aus der Gleichung fir # findet man sofort

u=(2—a)" B, (z— a).

Somit wird die andere Losung des Fundamentalsystems

w=w, [udz=w, {Adlog(z —a)+ (z — a) "' P, ( — @)}
=(z—a)® A-log(z—a) P(z—a)+ (2 — a)® P, (z — a).
Wir kénnen das Resultat so aussprechen:
@, und o, seien die beiden Wurzeln der Fundamentalgleichung (2).
Es moge R(0y) = R(0,) sein. Dann besitzt die Differentialgleichung

(z—a)
_a)2

in der Umgebung von z=a stets ein Fundamentalsystem von der Gestalt

w, = (2~ a)" $(z — a)

wy=(2— a)*-A-log(z—a)- B(z— a)+ (z — a)* B*(z2 — a).
Wenn die Differenz o, — 0, keine ganze Zahl ist, so fallt stets das mit dem
Logarithmus behaftete Glied weg. Man hat dann die Konstante A gleich
Null 2u setzen. Wenn aber die Differenz o, — o, eine ganze Zahl ist,
dann ist im allgemeinen A von Null verschieden. Der Konvergenzkreis
der beiden hier vorkommenden Potenzreihen reicht bis zum ndchsten
singuldren Punkt.

=0

wu_*_wf%x(Z—“)_{_w S»B(s;

zZ—a
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Bemerkung: Es kann sehr wohl der Fall eintreten, daf an einer
singuldren Stelle der Differentialgleichung alle Losungen reguldr sind. Das
trifft z. B, bei z=0 fiir

2
=0

2
w’ —w—tw
z z

zu. Denn ein Fundamentalsystem derselben ist
w, =2,
w, = 2%,

Eine singuldre Stelle, in der sich alle Integrale regulir verhalten, nennt man
einen Nebenpunkt.

Nun berichte ich kurz iiber die Ergebnisse, welche bei wesent-
lich singuliren Stellen erzielt worden sind. Den AnschluB an das
vorhergehende gewinnt man durch die Frage, ob es nicht auch im
Falle wesentlich singuldrer Stellen einzelne Integrale gibt, die sich
in deren Umgebung bestimmt verhalten, die sich also durch eine

Reihe (z — a)%-P (2 — a) darstellen lassen. Man kennt aus Arbeiten
von H.wv. Koch und Perron') die notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen fiir das Vorhandensein solcher Integrale. Aber man be-
kommt so eben nur in seltenen Fillen AufschluB iiber ein oder das
andere Integral. Einen Schritt weiter kommt man durch die Thomé-
schen Normalreihen?). Man geht nimlich mit diesem Ansatz in die
Differentialgleichung hinein:
y=1¢e"9y.

Dabei wird schon angenommen, da der singulire Punkt im Unend-
lichen liegt. Das ist ja auch keinc Beschrinkung der Allgemeinheit.
In dem Ansatz bedeutet g(z) ein Polynom; dies ist so zu bestimmen,
daB fiir # eine Differentialgleichung herauskommt, der man durch
eine Reihe

w=#3(;)

formal geniigen kann. Aber auch nur formal, denn die Reihen diver-
gieren im allgemeinen. Trotzdem liefern diese Reihen, welche also

die Form
gl2) 0 1
ez P (7)

haben, gewissen Aufschluf iber das Verhalten der Ldsungen in der
Nidhe der wesentlich singuliren Stelle. Sie sind nidmlich asympto-
tische Darstellungen derselben bei zunichst geradliniger Anndherung.

1 H.v. Koch: Acta math., Bd. 18. 0. Perron: Math. Ann. 70. E. Hilb:
Math. Ann, 82.

) Crelle’s Journal von Bd. 83 an.
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Damit ist folgendes gemeint. Zu jeder Normalreihe
1
e?® . 20 (co—}—cl —{-)

Y4
gehort ein Integral y derart, daB fiir jedes m
Cm Em

y = eg(Z),z£’<co+‘..+Z_1n_+;7M>
ist, wo ¢, — O fiir m—o0. Diesen Satz hat Poincaré fiir den Fall
bewiesen, daB die Koeffizienten der zu behandelnden Differential-
gleichung

Po(@)w" + 1 (D)0 + Py () w =0
ganze rationale Funktionen sind. Fiir diesen Fall kann man auch
noch eine einfache Aussage iiber die Bestimmung von g(z) machen.
Es werde angenommen, daBl die Grade der p,:h 4 ik seien. Dann
sei C; der Koeffizient von z* in p, und man betrachte die Gleichung

Cot®*+Ciae+C,=0.

Sind ihre Wurzeln alle voneinander verschieden und bezeichnet man
dieselben mit e, so gibt es genau zwei Normalreihen, deren expo-

®%? sind, die also so aussehen

"Lz 0 1

ez ‘,B (7) .
Der Zusammenhang mit den durch die Reihen asymptotisch dar-
gestellten Integralen wird in diesem Falle durch den folgenden Satz

von Poincaré hergestellt. Zu jedem ¢, gehort genau ein Integral y,,
fiir das die Beziehung gilt:

nentielle Bestandteile die e

lim % — .
z>w Yk
Was nun aber allgemeinere Differentialgleichungen mit nicht-
rationalen Koeffizienten anlangt, so sind zu ihrer Behandlung zwei
Schritte nétig. Einmal iibertrage man —— was keine sonderliche Miihe
macht — die hier geschilderten Dinge auf Systeme von zwei linearen
Gleichungen erster Ordnung mit zwei unbekannten Funktionen und
mit rationalen Koeffizienten. Als deren Spezialfall hat man ja be-
kanntlich die Gleichungen zweiter Ordnung aufzufassen. Dann aber
wird der AnschluB an diese Ubertragung durch einen grundlegenden
Satz von Birkhoff erzielt, der lehrt, daB man jede Gleichung zweiter
Ordnung (oder allgemeiner jedes System) durch eine lineare Trans-
formation
Y=oy + e,y (=1, 2)
auf ein System mit im oo reguliren Koeffizienten transformieren kann.
Wegen der einzelnen Zitate verweise ich auf den Enzyklopidieartikel
von Hilb.
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§ . Anwendung auf die Besselsche Differentialgleichung.
Die Besselsche Differentialgleichung
n
w=0

wll

besitzt bei z= 0 eine auBerwesentlich singuldre Stelle. Die Funda-
mentalgleichung wird:

ole—1)+po—n?=0.
Ihre beiden Wurzeln sind somit

& =" (wenn R (n) > R (—n)).
Q= —*"n

Schon diese kurze Bemerkung lehrt nach einem Blick auf die
Formeln des vorigen Paragraphen, daB3 es, falls nicht gerade » rein
imagindr ist, tatsdchlich stets nur eine Losung (die erste oben aufge-
schriebene) gibt, welche bei z= 0 endlich bleibt. Damit haben wir
eine Frage beantwortet, die wir auf S. 103 vertagt hatten.

Es wird eine niitzliche Ubung fur den Leser sein, das folgende
Ergebnis selbstindig zu gewinnen:

Wenn # keine ganze Zahl ist, dann sind J,(2) und J__(2) die
beiden Lésungen eines Fundamentalsystems, Wenn aber # eine ganze
Zahl ist, dann verliert J_, (z) seinen Sinn, weil einige seiner Koeffi-
zienten unendlich werden. Alsdann wird die zweite Losung des Funda-
mentalsystems:

J,.(2)-log z
- ny 20T ()R 9nBy,_gyr it 2
_{2” Yn—1)12""4 ( 1,) + ¢ 2,) ST 1)1}

+Zm"_ Sl %m'{l MT-IQ,,}J

T L2%t Ml (n i m)!

Ich will dem Leser zur Herleitung dieses letzten Ergebnisses eine auch
sonst niitzliche Anleitung geben. Wenn wir nach der im vorigen
Paragraphen verwendeten Methode rechnen wollten, so hitten wir die
Ja' (2)
RAP)
wickeln zu miissen. Das vermeidet man, wenn man in die Gleichung
mit dem durch unser allgemeines Resultat nahegelegten Ansatz

= 2" 3 (a, + b, logz)z"
hineingeht. Die Methode der unbestimmten Koeffizienten liefert dann
leicht das gewiinschte Ergebnis. Wir haben diese Methode nicht im
vorigen Paragraphen angewandt, weil wir sonst die Rechnung wieder
durch einen Konvergenzbeweis hitten erginzen missen. Der ergab
sich bei der Betrachtung des vorigen Paragraphen ganz von selbst.

Unbequemlichkeit, erst den Quotienten in eine Potenzreihe ent-
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Der Leser sieht aber an diesem Beispiel, daB es in praxi bequemer
sein kann, Wege einzuschlagen, deren direkie theoretische Begriindung
schwieriger wire, oder anders ausgedriickt, die zur Ableitung allge-
meiner Sitze zu holprig sind.

§ 6. Differentialgleichungen der Fuchsschen Klasse.

Man sagt, eine Differentialgleichung w" 4  (z)w’ -+ ¢(z)w = 0 gehore
der Fuchsschen Klasse an, wenn sie nur auBerwesentlich singulire Stellen
besitzt. Der erste Koeffizient besitzt dann im endlichen nur Pole héchstens
erster Ordnung, der zweite nur Pole héchstens zweiter Ordnung. Uber
das Verhalten der Koeffizienten im Unendlichen miissen wir jetzt noch
AufschluB gewinnen. Schon S. 173 haben wir durch die Substitution

2 = —
]
das Unendliche nach 0 gebracht. Wir werden sagen bei z = 0o liege
eine auBerwesentliche Singularitit, wenn die S. 173 angegebene trans-
formierte Differentialgleichung bei 3 = 0 eine auBerwesentliche Singu-
laritit besitzt. Damit nun aber der erste Koeffizient

2 _1 (L)
508 3

der transformierten Gleichung bei 3= 0 einen Pol héchstens erster

Ordnung habe, muB8 die Entwicklung von p(%) so aussehen:
1
P(‘s‘)=a1&+“e$2+""
D. h. in der Umgebung von z=co muB die Entwicklung von p (2)
so aussehen

p(z)=alé+a2—;§—{—...,

p(2) hat also dort eine Nullstelle erster Ordnung. Somit muB p(z)
eine rationale Funktion mit nur Polen erster Ordnung sein. Versteht
man unter ¢, ...¢, die Gesamtheit der Stellen, an welchen p(z) oder
¢(z) Pole haben, so besitzt () folgende Gestalt:
(1) p(z):%% (p(a) =(z—a,)(z — &)...(2—@a,)),
wo der Zihlergrad um mindestens eins kleiner ist als der Nennergrad.
Man braucht natiirlich an sich in den Nenner nur die e; zu schreiben,
die wirklich Pole von #(z) sind. Fiir die weitere Betrachtung ist es
zweckmiBiger Zihler und Nenner noch mit den Faktoren z — e, zu
erweitern, die von Polen des ¢(z) herriihren. Untersuchen wir nun den
zweiten Koeffizienten

1 1

7 (;)
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der transformierten Gleichung. Soll er bei 3=0 einen Pol von
héchstens zweiter Ordnung haben, so muB} die Entwicklung von q(—];)

so aussehen
q(%>==ﬂ232+-~--
Also folgt
q@=%

Daraus findet man, daB ¢(z) eine rationale Funktion von folgender
Gestalt sein muB

(2) 10=_28  pw=t—a)..c—a))

Der Zihlergrad muB3 dabei um mindestens zwei Einheiten kleiner sein
als der Nennergrad. Dabei ist wieder «,...e, die Gesamtheit der
Stellen, an welchen p (z) oder ¢(z) Pole besitzen.

Umgekehrt gehdrt natiirlich auch eine Differentialgleichung, deren
Koeffizienten die eben angegebene Gestalt besitzen, der Fuchsschen
Klasse an. Man kann die gefundenen Bedingungen auch mit Hilfe
der Partialbruchzerlegung zum Ausdruck bringen.

Sind nidmlich

Ay
Z— oy
B, c
CEPN=—Sg=1

die Partialbruchzerlegungen fiir die Koeffizienten einer Differential-
gleichung

pe)=2%

(3)

w" +p(2)w +q(z)w =0

der Fuchsschen Klasse, so muB

limp(z)=0 limg(z)=0 limz.¢(2)=0
Zr® zZ>® z2>®

sein!). So kann man nidmlich die gefundenen Bedingungen ausdriicken.
Den beiden ersten Bedingungen haben wir schon dadurch Rechnung
getragen, dafl wir in den obigen Partialbruchzerlegungen keine addi-
tiven ganzen Funktionen angebracht haben. Die letzte Bedingung
aber fiihrt zu der Gleichung

3C,=0.

1) Unsere Betrachtung 14fit tiberdies erkennen, daf z= 00 nur dann eine

regulire Stelle der Differentialgleichung ist, wenn iiberdies noch lim z p(z2) =0
Z2>w

und lim 22 ¢ (2) =0 gilt.
z>®
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Wir wollen noch die Fundamentalgleichung des unendlichfernen
Punktes aufschreiben. Dazu miissen wir nur die Fundamentalgleichung
der transformierten Gleichung bei 3 = 0 aufschreiben. Setzen wir

hm!2-——~p< )} = lim {2—z;b(z)}:a

3—)0 z> ®
lim L - q ( > -zllrgz‘q(z) =4,
so wird die Fundamentalgleichung

ele—1)+eao+p=0.

Das Fundamentalsystem des unendlich fernen Punktes sieht dann so aus

_;@:‘3< )
wy— - Alogz-B (7] + %),

Ist # die Anzahl der im endlichen gelegenen singuliren Stellen,
so hat man noch den Satz, daf dic Summe aller Wurzeln aller cha-
rakteristischen Gleichungen n — 1 betrigt. Er beruht auf dem funktionen-
theoretischen Satz, daB die Summe der Residuen einer rationalen
Funktion Null ist. Nun aber ist die Fundamentalgleichung der singu-
liren Stelle e, wenn man die Darstellungen (1), (2) verwendet

. g (o) hew)
ol 1)+¢’(a ERCZT

Andererseits ist aber
g {ew)
@' (o)
das Residuum von p(z) bei «,, wahrend die Summe der beiden Wur-
zeln der Fundamentalgleichung
_ #le)
@' (ex)
wird. Im Unendlichen ist das Residuum 2 — ¢, die Summe der
Wurzeln 1 — ¢. Daher wird die Summe aller Wurzeln um » — 1
groBer als die Summe der Residuen, also gleich » — 1, da diese
verschwindet.
Schreiben wir noch die Fundamentalgleichung unter Verwendung
der Partialbruchzerlegungen (3) auf. Sie lauten:

ele—1)+ 4,0+ B, =0
9(9_1)+(2_ZAk)Q+2(Bk+Ckak):O
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§ 7. Die hypergeometrische Differentialgleichung.

Eine jede Differentialgleichung der Fuchsschen Klasse muBl im
Endlichen mindestens eine singulire Stelle haben. Denn sonst waren
die Koeffizienten konstant. Aber die Differentialgleichungen mit kon-
stanten Koeffizienten gehoren nicht der Fuchsschen Klasse an, es sei
denn, dal w'"” = 0 vorgelegt ist. Denn die Koeffizienten anderer
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten werden ja im
Unendlichen nicht Null und ihre Integrale haben, wie wir von S. 120
wissen, im Unendlichen wesentlich singulire Stellen,

Differentialgleichungen aber, welche im Endlichen gerade einen
singuliaren Punkt haben, sind von der Form

A , B
z—aw + (z—a)?

w” w=20.

Auch sie haben wir schon S. 123 zu integrieren gelernt. Diese Diffe-
rentialgleichung hat iiberdies noch z= o0 als singuldre Stelle, falls
nicht 4 =B =0 ist. Denn dies ist nach FuBnote') von S. 185 die
Bedingung dafiir, daB z = oo eine reguldre Stelle ist.

Der nichst einfachste Fall ist also der, daB drei singulire Punkte
vorhanden sind. Sie mogen bei 0, 1, co liegen?). Die Wurzeln ihrer
Fundamentalgleichungen moégen

(Qo,x, 00,2), (91,1, 01,2), (Qw,h Qw,2)

sein. Seit Riemann bezeichnet man eine jede Lésung einer solchen
Differentialgleichung mit

0, 1, 00
P | 001 01,1 Q0,1 Z*
Qo2 012 04,2

Man zdhlt ndmlich leicht nach, daB die Anzahl der in die Koeffi-
zienten der Difterentialgleichung eingehenden Parameter 5 ist. Nim-
lich zwei Koeffizienten im Zihler von ¢ (z) und drei im Zéhler von ¢(z).
Ebenso groB ist aber die Zahl der in den Ausdruck der P-Funktion
eingehenden Parameter: 6 Fundamentalwurzeln, deren Summe 2 ist.
Man wird somit erwarten, da man die Koeffizienten der Differential-
gleichung durch diese 5 neuen Parameter ausdriicken kann. Wir
wollen das nachher auch tun, vorab aber bemerken, daBl ein gleiches
Resultat bei mehr als drei singuliren Stellen nicht zu erwarten ist.
Denn bei # endlichen Singularititen hat man in den Differential-
gleichungskoeffizienten

n+nt+2n—1=4n—1

1) Das lifit sich ja durch eine lineare Transformation stets erreichen.
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Parameter. Ferner hat man # singuldre Stellen und 2#% -+ 2 Funda-
mentalwurzeln. Da aber die Summe derselben wieder fest ist, so sind
das noch 2#% -+ 1 Parameter. Daher hat man bei dieser Zihlung

3n41

Parameter. Beide Zahlen stimmen nur fiir » = 2 iberein. Die iiber-
schiissigen in die Differentialgleichung eingehenden # — 2 heifen die
akzessorischen Parameter. Man kann — &dhnlich wie bei Randwert-
aufgaben — versuchen, sie durch weitere den Losungen auferlegte
Bedingungen zu bestimmen. Man erhilt so mannigfache Oszillations-
theoreme, die spiter noch ein wenig niher berithrt werden konnen.

Vorab wollen wir bei den Differentialgleichungen mit drei singu-
liren Punkten stehen bleiben. Durch die Substitution

w=z{1—2pr-W

kann man erreichen, daB bei O und 1 je eine der Fundamental-
wurzeln verschwindet. Die beiden charakteristischen Wurzeln bei oo
bezeichnet man dann mit ¢, §, die zweite Fundamentalwurzel von 0
hat man sich gewéhnt, mit 1 — » zu bezeichnen. Beriicksichtigt man
dann noch, daB die Summe aller 1 sein muB, so wird die zweite
Wurzel des Punktes 1:

y—a—pf.
Das Symbol der neuen P-Funktion wird also
0 1 0o
P 0 0 o« =z

t—y y—a—8 p )

Nun sollen die Koeffizienten der Differentialgleichung durch e, §, y
ausgedriickt werden. Das gelingt am besten durch Heranziehen der
Partialbruchzerlegung der Koeffizienten und unter Verwendung der
SchluBformeln der letzten Paragraphen. Denn dort kann man direkt
die Ausdriicke der Koeffizienten der Partialbruchzerlegung durch die
Fundamentalwurzeln ablesen. Man findet so als Ausdruck der Differential-
gleichung
—7+(1+a+ﬂ)ﬁw;+__“ﬁ w—0.

2(z—1) z2(z—1)

Sie heiBt , hypergeometrische Differentialgleichung aus einem bald
anzugebenden Grunde.

Unsere nichste Aufgabe ist es, die Fundamentalsysteme der drei
singuldren Punkte anzugeben. Ich beginne mit z =0, und will zu-
ndchst annehmen, daB y keine negative ganze Zahl und nicht Null
ist. Dann gehort zu der Fundamentalwurzel 0 ein bei z = 0 regu-
lares, dort nicht verschwindendes Integral. Man kann es somit nach
S. 177 mit der Methode det unbestimmten Koeffizienten berechnen

w"
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und darf dabei etwa annehmen, daB es bei 2 =0 den Wert Eins
hat. Die so normierte Funktion bezeichnet man mit

F(tx, B, 7, z).

Die Methode der unbestimmten Koeffizienten liefert nach leichter
Rechnung, die der Leser selbst ausfithren moége,

. . (e +1)- 1
Fle,f,7,2)=1 —l—%’—:z—}— Jl‘_;_y).('::_ﬂm?)—)z‘z%—...

Sie heillt die hypergeometrische Reihe, geht sie doch fir ¢=1,
fg=y in die geometrische Reihe iiber. Ihr Konvergenzkreis ist
der Einheitskreis. Sie konvergiert auBerdem fiir alle «, 8, y, wofern
nur y keine negative ganze Zahl ist, und konvergiert auBerdem gleich-
miBig in den «, §, . Denn das sind Parameter, die stetig in die
Differentialgleichung eingehen.

Zur Berechnung der zweiten Funktion des Fundamentalsystems
fiihrt im Falle, wo y keine ganze Zahl ist, die folgende Bemerkung.
Wenn man in der hypergeometrischen Differentialgleichung die Sub-
stitution

W=z-lew

macht, so erhdlt man eine neue hypergeometrische Differentialgleichung.
Denn die Fundamentalwurzeln werden jetzt: Bei 2 =0: y — 1, 0, bei
2=1: 0,y —a—p, bei z=00: « —y 41, §—y -+ 1%): Setzt man
daher

g=a—y+1, Bi=f—y+1, p,=2-—y,

so erkennt man, daB der neuen Differentialgleichung die hypergeo-
metrische Funktion F(e,, f,, y,, 2) geniigt. Daher ist

w, =27 Fle—y+1, f—y+1, 2—y,2)

das andere Integral des Fundamentalsystems der gegebenen Differential-
gleichung. Natiirlich kann man dies auch auf dem Wege der Rech-
nung bestitigen.

Nunmehr ist es auch leicht, fiir die Stellen Eins und Unendlich
Fundamentalsysteme anzugeben. Macht man nimlich in der hyper-
geometrischen Differentialgleichung die Substitution

3=1—2,
so wird dieselbe
w/l_‘—7+°‘+ﬂ+l+(1+“—ﬂ)ﬁ ’

af .
3G 1) vriG-n Y0

Setzt man nun
o

1=a f=F rn=1+at+pf—y,

1) Wenn z. B. w= (l)“-qs (Zl) ist, so wird W = (%)“—”1513 (l>

z z
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so kann man sie auch so schreiben:

"o —71+(li"“1+ﬂx)8 ’ af
v 3G—1) T

Demnach ist

F(“l’ ﬂl’ Y1 3)’ 31_7’F(“1 — "N +1, /31 N +1, 2— 71 3)

ein Fundamentalsystem derselben bei 3 = 0. Daher wird
Fe,fy 14+at+f—y, 1—2
A —2pFF(y—f, y—e, 1—a—f+y 1—2)
ein Fundamentalsystem der urspringlichen bei 2z =1, falls nicht
y — « — B eine ganze Zahl ist.
Macht man andererseits die Substitution
1
b=

so entsteht eine Differentialgleichung mit drei singuliren Punkten
0, 1, o0, deren Fundamentalwurzeln

(@h), O y—a—p), (0,1—y)
sind. Setzt man daher .
W = 8—0‘. w,
so wird die Differentialgleichung hypergeometrisch mit den Funda-

mentalwurzeln: (0, 8 — «), (0, y — ¢ — f), (¢, @ — y 4 1). Daher ist

Fle,e—y-+1, 14a—48,3)
o FBB—y+1, 1—a+B, )

ein Fundamentalsystem derselben bei 3 = 0. Daher ist
(—:-)GF(a, e—y—+1,14a— 4, 1~>
(GYF(p 1+8—r 148—a 1)

z

ein Fundamentalsystem der urspriinglichen bei z=o0, falls « — §
nicht ganzzahlig ist.

§ 8. Analytische Fortsetzung einer einzelnen Lésung.

Es ist in diesem einfiihrenden Buche nicht meine Aufgabe, eine
erschopfende Theorie der hypergeometrischen Differentialgleichung zu
geben. Vielmehr sehe ich meine Aufgabe darin, einen Uberblick iiber
die wesentlichsten bisher behandelten Probleme und einen Einblick
in die zu ihrer Losung ersonnenen Methoden zu geben. Daher will
ich auch nicht nidher auf die Bestimmung der Fundamentalsysteme
eingehen in den Fillen, wo die bisher bestimmten Fundamental-
systeme versagen, wenn also z. B, y eine ganze Zahl ist. Methodisch
wiirden ja diese Fille nichts Neues mehr bieten,
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Lieber will ich mich jetzt der Frage zuwenden, wie man die
analytische Fortsetzung einer einzelnen Losung bestimmen kann. Wenn
z. B. F(e, f8, y, 2) vorgelegt ist, so erhebt sich beispielsweise die Frage,
wie sich dieselbe in der Nidhe von z =1 oder von 2 ==oc verhilt,
iiberhaupt allgemein die Frage nach ihrer Anderung, wenn z einen
geschlossenen Weg in seiner Ebene beschreibt.

Nun ist es nach den fritheren Darlegungen auf Grund der Me-
thode der sukzessiven Approximationen sofort moglich, jede Losung
in einem Stern der Differentialgleichung darzustellen. Ein solcher zum
Mittelpunkt z, gehorender Stern hat zur Grenze die jenseits 0 oder 1
gelegenen Stiicke der von z, nach 0 und 1 gezogenen Strahlen. Es fragt
sich somit nur, wie sich die Losung bei Uberschreitung der den Stern
begrenzenden Linien idndert. Weil man das erst fiir jede Stelle, wo
der zu untersuchende geschlossene Weg eine solche Linie iiberschreitet,
so ist die gestellte Aufgabe gelost. Es wird also nur darauf an-
kommen, Umliufe um einzelne singuldre Punkte zu untersuchen. Es
ist dazu zweckmaBig, nicht F (e, f, y, 2) fiir sich zu betrachten, son-
dern die beiden Funktionen

W = F(e, 8,7, z)
wy,=2"7Fla—y+1, B—y+1, 2—y,2),

welche das Fundamentalsystem bei z =0 bilden, gleichzeitig neben-
einander zu betrachten. Am bequemsten gelangt man zum Ziele,
wenn man den Quotienten w,
betrachtet. Wir wollen untersuchen, welche Abbildung diese Funktion
von der oberen Halbebene J (2) > O vermittelt. Wir werden erkennen,
daB die Halbebene in ein schlichtes Kreisbogendreieck iibergefiihrt wird.

Ich setze die «, §, y als reell voraus. Dann leuchtet ein, daB
Zihler und Nenner von w auf der Strecke 0 << z < 1 reell sind. Ferner
ist die Ableitung von w niemals Null, besitzt also stets einerlei Vor-
zeichen. Denn es ist ja

s Wy wy —ww)/
=T
Nach S. 120 hat man aber
w, w, — w, w," = ce~ /P,

Dieser Ausdruck kann nur an einer singuliren Stelle der Differential-
gleichung verschwinden. Daraus folgt, daB durch w das Stiick 0 < z <C 1
der reellen Achse in ein monoton durchlaufenes Stiick der reellen
w-Achse iibergefithrt wird, wofern man sich fiir denjenigen Zweig von
21-7 entscheidet, der fiir 0 < 2 < 1 positiv reell ist.

Was wird nun aus der negativen reellen Achse? Setzt man
z=7re'? in der oberen Halbebene, so wird fiir negative 2z

2 = rei®,
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Daher hat man
Z1~7 = yl-7 ge(l—y)

zu nehmen. Da wieder »' = 0 ist, so geht die negative reelle Achse
in ein monoton durchlaufenes Stiick der Geraden

argw =m (1 —y)
der w-Ebene iiber, Beide bisher genannten Geradenstiicke bilden
also einen Winkel von (1 — p) miteinander. Nun bleibt noch die

reelle Achse
z2>1

iibrig. Betrachten wir zunichst einmal in der Umgebung von z=1
den Quotienten der beiden Funktionen, durch die wir vorhin S. 189
in der Umgebung dieses Punktes ein Fundamentalsystem darstellten.
Dann erkennt man genau wie eben, daB durch diesen Quotienten
z>1 in eine gerade Strecke iibergefiihrt wird. Da nun aber w», und
w, bei der Fortsetzung in der Umgebung von z =1 in lineare Funk-
tionen der eben benutzten beiden Losungen iibergehen, so wird w
eine gebrochene lineare Funktion des eben benutzten Quotienten. Und
daher wird durch w die Strecke z > 1 auf einen Kreisbogen abge-
bildet. Derselbe muB mit den beiden schon eingefithrten Strecken
zusammen ein Dreieck bilden. Denn wenn z die reelle Achse durch-
lauft, so mubB sich w aus funktionentheoretischen Griinden reproduzieren.
Denn sonst enthielte die obere Halbebene weitere Singularititen, Daher
wird die reelle Achse auf eine geschlossene Kurve abgebildet, und
zwar wie wir sahen, auf den Rand eines Kreisbogendreiecks. Somit
wird wieder aus funktionentheoretischen Griinden die obere Halbebene
auf dies Kreisbogendreieck selbst abgebildet. Welche Winkel besitzt
dasselbe nun in den zwei noch iibrigen Ecken? Zu dem Zwecke hat
man nur den Charakter der Abbildung zu untersuchen, die der Quo-
tient der beiden in der Umgebung von z =1 und z = co betrachteten

ausgezeichneten Losungen vermittelt. Denn unser Quotient w—“ 1st ja
1

bei 2=1 und z=occ als lineare Funktion dieser Quotienten dar-
stellbar und lineare Abbildungen sind ja winkeltreu. Nun aber wird
jener Quotient bei z=1
capg Fly=Byv—a,1—a—fF+y, 1—2)

— a—f
(1 z)y Fle,, 1+a+f—yp, 1—2) ’

Bei z = oo aber wird er

<l>ﬂ_aF<ﬂ. 14—y, 14—, +)
V4

Man erkennt sofort, daB dadurch die reelle Achse bei z==1 in zwei
unter dem Winkel n(y — ¢ — f) aneinanderstoBende Geraden iiber-

F<“a “_7’+11 1+0‘—ﬁv ":“)
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gefiihrt wird, wahrend bei z = co der Winkel n (# — &) herauskommt.
So haben wir das Resultat:
Durch die Abbildung

w == Wy — g7 F(“"'}”{‘l‘y B—y+1, 2—y, 2)

@, Fe, 8,7, 2)

wird die Halbebene auf ein Kreisbogendreieck abgebildet, das die
drei Winkel #(1 — ), n(y — « — B), #a( — «) besitzt. Ich kiirze ab
l=1—y, p=p—a—f, v=§—c.

Die mehr funktionentheoretische Frage nach der Berechnung der
Eckenkoordinaten dieses Dreiecks will ich nicht anschneiden, auch die
damit zusammenhingende Frage nach den Anderungen, die unser Quo-
tient und damit auch der Zdhler w», und der Nenner w, bei Umlaufung
der singuldren Stellen erfahren, will ich nicht behandeln. Es mag
geniigen, die allgemeine Natur des Ergebnisses festgestellt zu haben.
Jedenfalls wird einem Umlauf von 2z um einen singuldren Punkt eine
lineare Substitution des Quotienten entsprechen.

Ich will nur in gewissen Spezialfillen die qualitative Natur des
Ergebnisses noch etwas weiter verfolgen. Nach dem Spiegelungs-
prinzip geht ndmlich die untere Halbebene dann gleichfalls in ein
Kreisbogendreieck iiber. Denke ich mir weiter die Riemannsche Fliche
von w(z) in ihre Halbebenen zerlegt und diese lings der drei Strecken
0<z<1, 2>1, 2<0 jeweils aneinandergeheftet, so erhalte ich als
Bild der Riemanmmschen Fliche einen aus lauter Kreisbogendreiecken
aufgebauten Bereich.

Besonderes Interesse bietet nun der Fall, wo dieser Bereich
schlicht ist, wo also kein Stiick der Ebene mehrfach von den Kreis-
bogendreiecken bedeckt wird. Dazu ist lediglich erforderlich, daB3 die
Winkel 4z, um, va von der Form

7T T T

1 m’ w

sind, wo I, m, n ganze Zahlen bedeuten. Durch sukzessive Spiegelung
der Dreiecke an den freien Randern erhilt man nadmlich ein Dreiecks-
netz. Man wird vor allen Dingen verlangen miissen, daB3 dieses Netz
in der Umgebung eines jeden Eckpunktes eines Dreiecks die Ebene
einfach und lickenlos bedeckt. Dies wird aber gerade durch die ein-

gefilhrte Winkelbedingung gewihrleistet. Betrachten wir z. B. die Ecke,
an der der Winkel % liegt, und spiegeln das Dreieck an einer von

dieser Ecke ausgehenden Seite, so erhalten wir ein weiteres Dreieck,
das an das erste anst6Bt. Der von beiden gebildete Bereich ist unter
anderem von zwei von der Ecke ausgehenden Kreisbogen begrenzt,

welche einen Winkel von %’—t gegeneinander bilden. Beildufig bemerkt,

ist dieser Bereich nun das Bild einer vollen von 1 bis oo ldngs der
Bieberbach, Differentialgleichungen. 13
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reellen Achse aufgeschnittenen z-Ebene. Spiegele ich den Bereich
erneut an einem seiner von der gleichen Ecke ausgehenden Kreisbogen,

. . . . . . 4
so erhalte ich einen neuen an diese Ecke wieder mit dem Winkel 2 =
anstoBenden Bereich. Wenn ich so an den freien Rindern im ganzen

n-mal spiegele, so erhalte ich # jeweils mit dem Winkel 2% an

die Ecke anstoBende Bereiche, deren jeder aus zwei zueinander
spiegelbildlichen Kreisbogendreiecken besteht. Diese #-Bereiche be-
decken die ganze Umgebung der Ecke gerade einmal liickenlos.

Schraffiert man diejenigen Hilften der Bereiche, welche Bilder der
oberen Halbebene sind, so besteht jeder Bereich aus einer schraffierten
und einer nicht schraffierten Hilfte. (Vgl. Fig. 11, die fiir n =4 ge-
zeichnet ist.) Je zwei schraffierte Hilften
gehen durch eine gerade Anzahl von Spie-
gelungen auseinander hervor. Eine solche
gerade Anzahl von Spiegelungen ist aber
gleichbedeutend mit einer linearen Ab-
bildung, welche die gemeinsame ZXcke
festliBt. Die so erhaltenen linearen Ab-
bildungen lassen sich alle als Wieder-
holungen (Potenzen) einer derselben dar-
stellen. Wenn man namlich zwei benach-
barte schraffierte Bereiche ins Auge faBt,
so hingen sie durch eine lineare Abbildung zusammen, deren Wieder-
holungen die iibrigen linearen Abbildungen ergeben. Natiirlich handelt
es sich um elliptische lineare Abbildungen, deren #-te Potenz die iden-
tische Abbildung ist, also um Substitutionen der Periode #.

In diesen Betrachtungen liegt begriindet, dal die Abbildung in
der Umgebung einer jeden Ecke einen schlichten Bildbereich liefert.
Man kann weiter schlieBen, daB der ganze Bildbereich schlicht ist.
Ich will diesen Beweis nicht vollig durchfithren, sondern nur einige
Gesichtspunkte hervorheben, die bei der Anlage des Beweises zur
Geltung kommen. Insbesondere hat man die nachstehend unterschiedenen
drei Fille auch beim Beweis gesondert zu behandeln, Als Muster dient
dabei immer die Beweisfilhrung, die man in meinem Lehrbuch der
Funktionentheorie S. 239/240 fiir die Schlichtheit der durch das ellip-
tische Integral erster Gattung vermittelten Abbildung findet. In dem
Falle, wo die Dreiecke nur eine endliche Kreisscheibe erfiillen, hat man
den dort benutzten Rationalititsradius im kreisgeometrischen Sinne zu
nehmen. Im Falle der Vollebene hat man sich der auf einer Kugelober-
fliche iiblichen (elliptischen) MaBbestimmung zu bedienen.

Die erwihnte Tatsache der Schlichtheit hat zunichst zur Folge,
daf3 die Umkehrungsfunktion unserver Abbildungsfunktion eindeutig ist.

Fig. 11.
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Sie ist weiter eine automorphe Fumktion. Die linearen Abbildungen
nimlich, welche die verschiedenen Bilddreiecke der z-Ebene ineinander
iiberfiihren, bilden eine Gruppe. Da in jedem der Bildbereiche die
Umkehrungsfunktion dieselben Werte annimmt, so bleibt sie ungeéndert,
wenn man auf ihr Argument irgendeine Transformation dieser Gruppe
ausiibt. Solche Funktionen nennt man aber awufomorphe. Somit fithren
unsere an die Differentialgleichung anschlieBenden Uberlegungen hin-
iiber zur Theorie der automorphen Dreiecksfunktionen.

Ich will noch ein Wort iiber ihre Klassifikation anschlieBen.
Diese hingt von dem Wert der Summe

1 1 1
" 4+ - -+ -

ab. Ist diese gleich Eins, so ist die Winkelsumme unseres Drei-
ecks 7. Daraus erschlieBt man, daB} dasselbe geradlinig angenommen
werden kann. Man kann ndmlich durch eine lineare Substitution
stets erreichen, daB zwei seiner Seiten geradlinig sind. Nimmt
man nun eine weitere Ecke beliebig an, so muBl durch dieselbe
unter vorgeschriebenem Winkel gegen die schon vorhandene gerade
Seite desselben ein Kreisbogen gelegt werden, der die dritte Seite
wieder unter vorgeschriebenem Winkel trifft. Dadurch ist aber, wie
man leicht einsieht, der Kreisbogen bestimmt. DaB aber in un-
serem Falle eine dritte gerade Dreiecksseite die Winkelsumme zu =,

d. h. —}- —+ lm -+ —’11— zu 1 macht, ist selbstverstindlich. Durch Ausiibung

der zugehorigen Gruppe erhilt man eine liickenlose Bedeckung der
vollen Ebene mit unendlich vielen kongruenten Dreiecken.
Ein weiterer Fall ist der, dab

1 1 1
Tt a1
ist. Dann ergibt sich, daB die ganze Ebene mit endlich vielen ent-

sprechenden Dreiecken bedeckt wird. Nun bleibt noch der Fall

1 1 1

Tt a <1
Alsdann gibt es einen Kreis, der auf den drei Dreiecksseiten senk-
recht steht. Zwei der Dreiecksseiten darf man nidmlich wieder gerad-
linig annehmen. Ihr Schnittpunkt werde als Mittelpunkt des gesuchten
Orthogonalkreises gewédhlt. Zieht man nun von ihm aus die beiden
Tangenten nach dem Kreise, welchem die dritte Dreiecksseite an-
gehort, so steht der mit der Tangentenlinge als Radius beschriebene
Kreis auf dem Seitenkreis senkrecht. So kann man bei jedem nicht
geradlinigen Dreiecke schlieBen, also auch dann, wenn die Winkel-
summe 5 iibertrifft. Hier aber, wo sie kleiner als z ist, kann man

weiter schlieBen, daf wunser Kreisbogendreieck villig dem Innern des
13*
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Orthogonalkreises angehdrt. Denn wegen der Winkelsumme liegt das
Dreieck ganz im Inneren des geradlinigen Dreiecks mit den gleichen
Ecken. Die Tangenten beriihren somit jedenfalls quferhalb dieses
Dreiecks den Kreis. Daher liegt der die Seite enthaltende Kreishogen
und damit das ganze Dreieck im Inneren des Orthogonalkreises.
Durch eine Spiegelung an einer Dreiecksseite geht aber nun der Ortho-
gonalkreis in sich iiber. Daher liegen alle Dreiecke des Netzes ganz
im Inneren des Orthogonalkreises, und man kann, wie hier nicht niher
ausgefiihrt werden soll, zeigen, daB sie dies Innere einfach und liickenlos
bedecken. Die Peripherie des Orthogonalkreises ist natiirliche Grenze
fiir die automorphe Funktion, weil sich gegen jeden Punkt der Peripherie
die Dreiecke haufen und die Funktion in einem jeden Dreieck jeden
Wert annimmt.

Ich schlieBe diese Darlegungen mit einem knappen Hinweis auf
die allgemeinen Probleme, die sich ergeben, wenn die Differential-
gleichung mehr als drei singuldre Punkte besitzt. Wir haben schon
oben (S. 187) festgestellt, daB dann die Koeffizienten nicht eindeutig
durch die singularen Stellen und die Wurzeln ihrer Fundamental-
gleichungen festgeleg: sind, sondern daB dann noch akzessorische
Parameter bleiben. Beispielsweise hat eine Differentialgleichung der
Fuchsschen Klasse mit vier singuldren Stellen a, b, ¢, co die Gestalt

w

1 , (11—« 1— 1—
w W( + _/:+ y)—{-—(Z_a)(z—b)(z_c)(AZ—{—B):O

\Z—a 4 z2—cC

a, b, ¢ besitzen die fundamentalen Wurzelpaare

(0, ), (0,8), (0,9),

wahrend die fundamentalen Wurzeln é,, J, des unendlich fernen Punktes
sich aus den Gleichungen ¢ + § 4y + 6, + 8, = 2, 6,0, = 4 ergeben.
B fungiert also als akzessorischer Parameter. Wenn alles reell ist, kann
man ihn z. B. durch die Zahl der Nullstellen festlegen, die eine Lo-
sung der Gleichung in einem gegebenen Intervall haben soll. Das
wire also eine Festlegung im Rahmen eines Oszillationstheorems.
Man kann aber auch nach funktionentheoretischen Gesichtspunkten
vorgehen. Wenn wieder die Gleichung z. B. reell ist, so wird wieder
die obere Halbebene auf ein Kreisbogenviereck abgebildet. Zu diesem
gehort aber im allgemeinen kein Kreis, der auf seinen samtlichen
Seiten senkrecht steht. Man kann aber verlangen, den akzessorischen
Parameter so zu bestimmen, daB ein Orthogonalkreis auftritt, Fordert
man auBlerdem noch, daB die Umkehrung des Quotienten zweier Lo-
sungen eine eindeutige automorphe Funktion wird, so ist dadurch der
akzessorische Parameter sogar eindeutig festgelegt. Ich begniige mich
damit, den Charakter der Probleme anzudeuten. Ein weiteres Ein-
dringen in dieselben muB dem Spezialstudium des Lesers vorbehalten
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bleiben. Man vergleiche dazu insbesondere Klein: Math. Ann. 64
und H3ilb: Math. Ann. 66, 68.

In einer letzten Bemerkung dieses Paragraphen werde noch auf
ein beriihmtes Problem hingewiesen, Unsere Darlegungen haben klar
gezeigt, daB jeder Differentialgleichung eine bestimmte Gruppe von
linearen Substitutionen zugehoért. Das ist die Gruppe derjenigen linearen
Substitutionen, welche ein Fundamentalsystem erfihrt, wenn man z
irgendwelche Wege in seiner Ebene durchlaufen 14Bt. Diese Gruppe
heilt Monodromiegruppe der Differentialgleichung.

Unter dem Namen Riemannsches Problem ist nun die folgende
umgekehrte Frage geldufig: Wenn man Monodromiegruppe und singu-
lire Stellen a ... a, einer Differentialgleichung der Fuchsschen Klasse
vorgibt, gehort dann dazu auch immer eine Differentialgleichung, die
diese singuliren Punkte und diese Monodromiegruppe besitzt? Hilbert
und Plemelj haben mit Hilfe der Theorie der Integralgleichungen
dies Problem geldst, und der letztere hat sogar einen Uberblick iiber
die Mannigfaltigkeit der Losungen geben kdnnen. Birkhoff hat ein
analoges Problem fiir Differentialgleichungen mit wesentlich singuldren
Stellen gegebener Natur formuliert und geldst. Wegen der Literatur-
angaben werde wieder auf die Enzyklopéddie verwiesen.

8§ 9. Legendresche Polynome.

Besonderes Interesse verdienen die Polynome, welche der hyper-
geometrischen Differentialgleichung geniigen. Die Methode der un-
bestimmten Koeffizienten, welche immer auf die hypergeometrische Reihe
filhrt, lehrt dann, daBl diese Reihe abbrechen muf3. Dies ist aber nur
dann moglich, wenn « oder B eine negative ganze Zahl ist. Die so
entstehenden Polynome nennt man nach Jacobs, der sie zuerst all-
gemein betrachtet hat, Jacobische Polynome. Jacob: hat auch eine zu
(1) von S. 199 analoge interessante Darstellung derselben als mehrfache
Ableitung angegeben. Wir wollen dieselbe fiir den wichtigsten Spezial-
fall der alteren Legendreschen Polynome hernach herleiten. Diese
Legendreschen  Polynome erhdlt man, wenn man in der hyper
geometrischen Reihe

ae=k+41, p=—~F, y=1
(¢ > 0 ganze Zahl) setzt. Genau genommen sind dies allerdings noch
nicht die Legendreschen Polynome, sondern der den Legendreschen
entsprechende Spezialfall der Jacobischen. Die Legendreschen selbst
erhilt man, wenn man die singuldren Punkte der Differentialgleichung
nach — 1, 4+ 1, co legt, statt nach 0, 1, co. Macht man somit in
der hypergeometrischen Differentialgleichung die Substitution

1—7¢
g == 3’
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so geht sie in die Differentialgleichung
aw
1—7) 5 —2r ~+k(k+ Nw=0

der Legendreschen Polynome iiber. Das k-te derselben ist also durch

P@=F(k+1, —&1,17

gegeben. Die Jacobische Darstellung derselben erhilt man wie folgt:
Wenn man die hypergeometrische Reihe nach z differenziert, so
erkennt man sofort, dal die Ableitung als hypergeometrische Funktion

°‘y;’31:(a+1,/3+1,y+1,z)

geschrieben werden kann. Durch Wiederholung dieses Differenzierens
erkennt man allgemein die Richtigkeit der Gleichung

d* F (e, B, v, 2)
dz®

e 1)) BN

Die Ableitungen der hypergeometrischen Reihe sind also selbst hyper-
geometrische Funktionen, und zwar geniigt die #n-te »™ derselben
der Differentialgleichung

dw™

T L A (O N R e Ll
+(e+n)(B+nwm=0.
Multipliziert man diese Gleichung mit
zy+n—1.(z — 1)a+ﬁ'—y+n,

so erkennt man leicht, daB man sie in der Form

d dw™
y+n(y __ at+f-y+n+1
dz{z (z—1) dz }

i (“ ._1._ n) (ﬂ + n)z)’+n—‘1 (z _— 1)a+ﬂ'—‘7+n w('n)
schreiben kann. Differenziert man dies n-mal, so erhilt man
dn+1

dzn+

J— (a -+ ) ﬂ+ !zy+n 1(2__ 1)a+ﬂ y+nw(n)j

dz

(n)
{z”’”(z _ 1)a+ﬂ y+n+1dw }

Bildet man diese Gleichung der Reihe nach fiir die Werte
#n=0,1,..., R —1 und multipliziert sie miteinander, so erhilt man

k
_d_k {z7+lc—1 (2’ _ 1)a+ﬂ—y+k w(k)}
z

=(—1*a(at1)...(a+k—1)F(B+1)... (B-+k—1) 21 (z—1)*+F~11p.
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Wenn nun insbesondere die hypergeometrische Reihe mit dem Glied
k-ten Grades abbricht, so wird die k-te Ableitung eine Konstante und
man kann der letzten Gleichung eine Darstellung von w als k-te
Ableitung entnehmen. Fiir den Fall der Legendreschen Polynome
werde dies noch fertig ausgerechnet. Die k-te Ableitung von

Flk+1, —k 1, 2)

wird aber ersichtlich

+D(E+2) ... @R DR (@R
k! = 1)'—k!—'

Somit erhilt man die Darstellung

(—1¥ @2k a*

*—";T»—d—?c(z”(z — 1) =Ck+1)(k+2)...(2k) k! w.
Also wird

(___ l)k a*
=% T (2% (z — 1)),

Geht man von hier durch die Substitution z = 121 zu den echten
Legendreschen Polynomen iiber, so findet man

11 &
(1) Pt) =g (@ — 1)k

Man kann die Differentialgleichung derselben auch in der Form

d dw

2la—m% L e+ 1)w=0

schreiben. Mit ihrer Hilfe leitet man leicht nach den Regeln der
partiellen Integration die Orthogonalititseigenschaften derselben her.

Man findet
+1

+1
2
fP,f (v)dr =337 an(Z)Pm (v)dr = 0. (nEm)

B! -1
Man kann jede in dem Intervall —1 <7< 41 zweimal stetig
differenzierbare Funktion f(z) in eine nach Legendreschen Polynomen
fortschreitende Reihe entwickeln:

+1
f(t)=2Ya,P,(1), wo a, = 2”;1ff(r)Pn (r)d.

Vorab bemerke ich noch, dal die Legendreschen Polynome die
Losungen der folgenden Randwertaufgabe sind:

Wie muBl man den Parameter 4 wahlen, damit die Differential-
gleichung

(D) 2la -2 +iw=0
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Losungen besitzt, welche in dem abgeschlossenen Intervall
—1<Lr<+1
endlich sind? -

Die seitherigen Darlegungen zeigen, daB jedenfalls fiir 1 =k (k + 1)
mit ganzem positiven 2 solche Losungen in den Legendreschen Poly-
nomen vorliegen. Sie sind aber zugleich, wie man beweisen kann,
die einzigen Losungen der Randwertaufgabe.

Ich will indessen diese Betrachtungen nicht weiter ausfithren. Ich
will auch darauf verzichten, hier den Entwicklungssatz zu beweisen.
Er wiirde entweder etwas tiefer, als bisher geschehen, in die Theorie
der Integralgleichungen hineinfithren oder aber noch weitere Entwick-
lungen iiber die Legendreschen Polynome erfordern. Zunichst ndmlich
wiirde es sich darum handeln, die P, (r) abzuschitzen, um die Kon-

vergenz der Reihe P (1) P
n n E
PAOLAG

n(n 4 1)

und der Reihe a, P, (r) zu gewinnen, welche f(x) darstellen soll.
Von hier an kann man dann den Darstellungssatz entweder ganz
dhnlich beweisen, wie das z. B. fir Fowuriersche Reihen in meinem
Leitfaden der Integralrechnung dargelegt ist, oder man kann den Dar-
stellungsbeweis der Theorie der Integralgleichungen entnehmen. Als
Bindeglied ist dann der Nachweis nétig, daB die Reihe

Py (%) Pa(8)

n(n+1)
mit der Greemschen Funktion des Randwertproblemes identisch ist.
Dabei aber ergeben sich einige Schwierigkeiten, weil nimlich die
Gleichung

d dw
Fa-m)=o
selbst die Lésung w = konst. besitzt, welche der Randbedingung ge-
niigt. Es liegt also gerade der Ausnahmefall vor, den wir oben bei-
seite lieBen.

Hier hilft man sich nun so: Man wiahle einen Wert von 1 aus,
der nicht Eigenwert der Differentialgleichung (D) ist. Er sei 1 ==«.
Alsdann schreibe man die Differentialgleichung so

a dw
-+ etnw=0 @=i-q

Sie ist alsdann vom Sturm-Liouvilleschen Typus, den wir S. 156 be-

sprachen. Die Eigenfunktionen sind nach wie vor P,(z) und diese

gehoren zu den Eigenwerten n(n -+ 1) — «. Die Betrachtungen von

S.153ff. lehren dann ohne weiteres die Giiltigkeit des Entwicklungssatzes,

denn ebenso wie die Konvergenz von Y P (#) Pa (6)
~ n(n+1)

e

beweist man die




Dritter Abschnitt.

Partielle Differentialgleichungen
erster Ordnung.

§ 1. Einige allgemeine Betrachtungen.

Unter einer partiellen Differentialgleichung versteht man eine
Gleichung zwischen den unabhingigen Variablen, einer unbekannten
Funktion und den partiellen Ableitungen derselben nach diesen un-
abhingigen Variablen. Dabei wird angenommen, daB mehr als eine
unabhingige Variable vorkommt. Anderenfalls lige namlich eine ge-
wohnliche Differentialgleichung vor. Eine partielle Differentialgleichung
wird durch Nullsetzen einer Funktion der genannten Gr6Ben zum Aus-
druck gebracht. Insbesondere heiBt die Gleichung von der ersten Ord-
nung, wenn sie nur Ableitungen erster Ordnung enthidlt. Eine Glei-
chung erster Ordnung mit zwei unabhéngigen Veranderlichen %, y und
einer abhidngigen Verdnderlichen z sieht also aus:

(1) f(x, 9,2 9,9 =0.
Dabei sind in iiblicher Abkiirzung mit p und ¢ die Ableitungen Z-:;

und Z—; der gesuchten Funktion z (x, ¥) bezeichnet worden. Die Funk-

tion (%, y, 2z, p, ) soll in einem gewissen Bereich B der «, y, z, p, ¢
eindeutig und stetig sein und daselbst stetige erste Ableitungen besitzen.
Es soll auBerdem vorausgesetzt werden, daB fiir ein der Gleichung (1)

geniigendes Wertesystem dieses Bereiches niemals % und %t beide

zugleich verschwinden. Es ist keine Beschrinkung der Allgemeinheit,

wenn wir in der Umgebung der zu betrachtenden Stelle g—; als von

Null verschieden voraussetzen. Dann kann man nach dem Satz iber
implizite Funktionen in der Umgebung eines jeden der Gleichung (1)
geniigenden Wertsystemes aus B die Gleichung (1) nach p auflésen
und so ¢ als eindeutige, stetige, mit stetigen ersten Ableitungen ver-
sehene Funktion p=¢ (x,y,z,q) darstellen.
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Was ist die geometrische Bedeutung einer partiellen Differential-
gleichung erster Ordnung? Eine gewodhnliche Differentialgleichung
erster Ordnung ordnet jedem Punkte ein oder mehrere Linienelemente
zu. Die Differentialgleichung integrieren heiBt da, Kurven zu finden,
die aus lauter Linienelementen der Differentialgleichung aufgebaut
sind. Hier liegen die Dinge &hnlich. Den Inbegriff von fiinf Zahlen
%,9¥,2,p,q nennen wir ein Flichenelement. Der Punkt x,y, z ist
sein Triagerpunkt. $ und ¢ geben die Stellung der hindurchgehenden
Ebene { —z=p(& — %)+ q(n — y) an. Rechtwinklige cartesische
Koordinaten &, #, { mogen dabei der Betrachtung zugrunde liegen.
Finem jeden Punkte des zugrunde gelegten Bereiches ordnet also die
partielle Differentialgleichung Fliachenelemente zu. Vorauszusetzen ist
dabei, daf3 die Differentialgleichung einem gegebenen Punkte x,, v,, 2,
des zugrunde gelegten Bereiches iiberhaupt ein Flichenelement zuordne,
daB es also zwei weitere Zahlen p, und g, gebe, so daB (1) erfillt
ist. Nach unseren Voraussetzungen lehrt dann der Satz iiber implizite
Funktionen, dafB3 allen hinreichend wenig von p, verschiedenen Werten
von p genau ein der Differentialgleichung (1) geniigender, wenig von
g, verschiedener Wert ¢ zugeordnet ist. Mit anderen Worten: die dem
Punkte x,, y,, 2, zugeordneten sich stetig an §,, g, anschlieBenden
Flichenelemente bilden eine einparametrige Schar. Sie umbhiillen, geo-
metrisch gesprochen, einen Kegel, dessen Spitze im Punkte x,, y,, 2,
liegt. Freilich kann dieser Kegel auch ausarten. Wenn z. B. die ge-
gebene Differentialgleichung eine lineare Beziehung zwischen $ und ¢
ist, wenn sie also die Form p -+ g (%, y) ¢ =~h(x,y) besitzt, dann
gehen alle Flichenelemente durch eine Gerade. Solche Differential-
gleichungen heiBen daher linear. Der Kegel artet also hier in ein
Biischel aus?).

Was bedeutet es nun, die Differentialgleichung zu integrieren?
Man soll eindeutige Funktionen z = z(x, y) finden, die der Differential-
gleichung geniigen. Geometrisch bedeutet das die Auffindung von
Flichen, welche aus Flichenelementen der Differentialgleichung auf-
gebaut sind, oder anders ausgedriickt: welche in jedem ihrer Punkte
den zugehorigen Kegel beriihren.

Aus diesen Bemerkungen kann man schon einige Anhaltspunkte
fir die Integration gewinnen. Nehmen wir irgendeine Integralfliche
als gegeben an. Ich betrachte einen ihrer Punkte. Dort besitzt sie
ein bestimmtes Flichenelement, welches den Kegel dieses Punktes in
einer Mantellinie berithrt oder durch die Achse der Biischels geht.
Jedem Punkt der Fliche ist so eine Fortschreitungsrichtung zugeordnet.
Man kann auf der Fliche durch Integration gewdohnlicher Differential-
gleichungen diejenigen Kurven bestimmen, welche diese Richtungen

1) Ndheres siehe S. 204.
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stets einhalten. Bringt man dann noch in jedem ihrer Punkte das
Flachenelement der Integralfliche an, so erhdlt man einen Integral-
streifen. Unter Streifen also sollen die langs einer beliebigen Kurve
aneinandergereihten Flichenelemente verstanden sein. Doch diirfen
sie langs der Kurve nicht ganz beliebig gewahlt werden, sondern so,
daB man den Streifen auf eine Fliche legen kann. Ist also

(2) x=x(), y=y@), z=z0), p=050 g=4q@

die Parameterdarstellung eines Streifens und z = z(x, y) eine Fliche,
der er angehdrt, so muB die Beziehung z(f)= z{x(f), y(¢)} gelten.
Daraus folgt durch Differentiation, daB fiir einen Streifen die Relation
7 =pa 4 gy erfillt sein muB. Das filhrt uns zu der

Definition: Unter einem Streifen verstehen wir eine einparametrige
Schar von Flichenelementen (2). Die Funktionen (2) sollen eindeutig
und stetig setn und stetige Ableitungen besitzen fir ein bestimmies
Intervall a <t < b, und es soll in diesem Intervall fiir sie die Be-
ziehung 2 = px' -+ q+ besichen.

Ein solcher Streifen soll insbesondere ein Integralstreifen heiBen,
wenn seine Flichenelemente der Differentialgleichung geniigen, wenn
also identisch in ¢ die Beziehung f{x(¢), ¥(¢), z(¢), p(£), ¢(¢)} = O be-
steht. Wir werden erkennen, daB man gewisse Integralstreifen, die
wir charakieristische nennen werden, durch Integration eines Systems
gewohnlicher Differentialgleichungen ohne vorherige Kenntnis einer
Integralfliche gewinnen kann, und daB man jede Integralfiiche dann
aus solchen Streifen aufbauen kann. Damit wird es dann ein Haupt-
ergebnis unserer Untersuchung sein, dafl man - die Integration der
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung auf die eines Systems
gewohnlicher Differentialgleichungen zuriickfithren kann.

§ 2. Lineare Differentialgleichungen.

Am leichtesten ist es, diesen Gedanken fiir die linearen Differential-
gleichungen durchzufithren. Hier bilden ja die einem einzelnen Punkt
zugeordneten Flichenelemente ein Biischel. Wir betrachten nun ins-
besondere diejenigen Integralstreifen, deren Trigerkurven jeden Punkt
in der Richtung der Trigergeraden seines Ebenenbiischels passieren.
Daher miissen die Tragerkurven dieser Integralstreifen — wir nennen
sie kurz Charakteristiken oder charakteristische Kurven — einem System
gewdohnlicher Differentialgleichungen geniigen, das so aussehen muB:

dy .
d—x:(p]_(x' y: Z)!

dz- .
iz = Pa(% ¥, 2).

Denn diese Gleichungen bringen gerade zum Ausdruck, daB jedem



204 III. Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung.

Raumpunkt ein Linienelement zugeordnet ist. Es ist auch sehr leicht,
die Funktionen ¢, und ¢, aus den Koeffizienten der linearen partiellen
Differentialgleichung

(3) ptgqg=nh
zu berechnen. Sind namlich p, =&, ¢, == 0 und p,, g, 5 0 die Stellungen
zweier Ebenen des Biischels, so ergeben
{—z2=h(¢—2x)
C—2=pE— %)+ q(n—y)
die beiden Gleichungen der Trigergeraden des Biischels im Punkte
%, ¥, z. Da aber zwischen p = p, und g =g, & 0 die Gleichung (3)
besteht, so werden diese beiden Gleichungen
{—z2=h(f—x)
{—z=h(l—2)—gg(§ — %)+ g(n—y)

oder
’ f—z n—y __
(4) E—x ks E—x &
Daher ordnen die Differentialgleichungen
dz ay
) Fral ir &

jedem Punkt ein Linienelement zu, dessen Triagergerade die beiden ange-
gebenen Gleichungen (4') besitzt. Die Gleichungen (4) geben also die
Differentialgleichungen der charakteristischen Kurven an. Wir haben
schon im vorigen Paragraphen gezeigt, wie man auf einer Integral-
fliche ldngs einer ihrer Kurven einen Integralstreifen konstruieren
kann. In einem Gebiet der (x, y, z) nun, in welchem g und % ein.
deutig und stetig und mit stetigen ersten Ableitungen versehen sind,
geht durch jeden Punkt eine Charakterstik hindurch. Wir suchen nun
insbesondere auf einer Integralfliche eine charakteristische Kurve, um
langs derselben dann in der Fliche einen charakteristischen Integral-
streifen zu konstruieren. Gibt es aber auf jeder Integralfliche charak-
teristische Kurven, so ist nun die Richtigkeit der folgenden wichtigen
Bemerkung einzusehen: FEine Charakteristik, welche einen Punkt mit
einer Integralfliche gemein hat, verliuft ganz in thr, d. h. es gibt einen
an den Punkt anschliefenden Bogen derselben, der der Integralfliche
angehort. Die Wichtigkeit dieser Bemerkung liegt darin, daB man
darnach mit jedem Punkt einer Integralfliche eine volle ihr angehoérige
Kurve (aus den Differentialgleichungen (4)) kennt.

Der Beweis ergibt sich aus folgender Uberlegung: Wenn z = F(x,y)
eine Losung der partiellen Differentialgleichung ist, so hat z — F (x,y)
lings jeder Charakteristik einen konstanten Wert, wofern nur die
y-Koordinaten derselben Werte besitzen, fiir welche F (x,y) mit
stetigen ersten Ableitungen versehem ist. Denn tragen wir eine Charak-
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teristik y = y (x), z =2(x) in 2 — F(x, y) ein und differenzieren nach z,
so ergibt sich

dx 13— —P—4gs

Wegen der partiellen Differentialgleichung (8), welcher F(x,y) ge
niigt, ist aber h—p—gg=0. Also ist tatsichlich lings der Charak-
teristk z — F (x, y) = konst. Wenn also fiir einen Punkt derselben
z— F(x,y)=0 ist, so gilt dies fiir einen ganzen Bogen derselben.

Hiernach ist sofort klar, daB eine jede mit stetigen ersten Ab-
leitungen versehene Integralfliche aus Charakteristiken aufgebaut ist.
Man ziehe nur auf der Fliche eine Kurve, die selbst keine Charakte-
ristik ist und lege durch ihre Punkte die Charakteristiken. Dann liegen
diese alle auf der Fliche und bedecken einen gewissen Teilbereich
derselben liickenlos. Von hier ist nur ein Schritt zur Idee eines
Existenzbeweises. Man geht von einer beliebigen Raumkurve aus und
legt durch ihre Punkte die Charakteristiken. Dann kann man vermuten,
daB die von ihnen gebildete Fliche eine Integralfliche ist.

Um aus dieser vagen Idee einen auf feste Voraussetzungen ge-
griindeten Satz zu machen, stelle ich die ganzen Uberlegungen auf
eine neue Basis, auf Grund deren man weitergehende Ergebnisse er-
zielt, als es die wohl mogliche Weiterfiilhrung der seitherigen Ge-
dankenginge gestatten wiirde.

Ich lege der Betrachtung einen Bereich B der x, y, z zugrunde, in
welchem die Koeffizienten g und 4 der partiellen Differentialgleichung (3)
eindeutig und stetig sind und stetige erste Ableitungen besitzen. Durch
jeden Punkt x,, 4, 2, von B geht dann genau eine Charakteristik

(5) y =, (%, %4, ¥o» %) 2= yy(%, %g» Yo, Z)-

Hier ist nun nach S. 38 sowohl v, wie y, stetig in seinen Argu-
menten und besitzt nach jedem derselben eine stetige erste Ableitung.
Dies gilt fiir alle x,, y,, 2z, aus B und ein gewisses, x, umgebendes
Intervall der . Nunmehr wible ich auf der Ebene x = x, einen Be-
reich, dessen Punkte dem Bereiche B angehoren. Durch jeden derselben
lege ich die Charakteristik. Dann erfiillen die auf diesen Charakteristiken
gelegenen Punkte einen gewissen drei-dimensionalen Teilbereich G véllig.
Dall ndmlich die von den Punkten der Charakteristiken gebildete Punkt-
menge ein Bereich ist, folgt so: Es sei P ein Punkt in B auf einer
der Charakteristiken. Dann geht nach S. 38 durch jeden P hin-
reichend benachbarten Punkt von B eine Charakteristik, welche die
Ebene x = x, gleichfalls in einem Punkt des auf x == x, gewihlten
Bereiches trifft. Es sei nun (%, y, 2) ein solcher Punkt aus P, dann ist

(6) Yo =, (%9, %, 9, 2), 2o = Yy (%gs %, 95 2)
der Punkt der Ebene x = x,, in welchem die Charakteristik durch
(x,y,2) diese Ebene trifft. Diese Gleichungen sind also die Auf-
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16sung der Gleichungen (5). Dies wieder bedeutet, daB durch die
Transformation (5) auf die Punkte des Bereiches G eine umkehrbar
eindeutige Transformation ausgeiibt wird.

Nunmehr will ich durch die Substitution (5), (6) in G statt der
%,9,2 die neuen Koordinaten zx, y,, z, einfilhren. Denn ein jeder
Punkt von G ist ja durch seine Abszisse x und durch Angabe des-
jenigen Punktes y,, z, der Ebene x = %, bestimmt, in welchem die ihn
passierende Charakteristik diese Ebene trifft.

Die Charakteristiken bekommen nun die Gleichungen y, = konst.
und z, = konst. Daher gehen bei dieser Transformation die Differential-

gleichungen (4) der Charakteristiken in die Gleichungen %:O,

Z%:O iber. Es ist auch leicht zu iibersehen, was bei der Trans-
formation aus der partiellen Differentialgleichung (3) wird. Die Flichen-
elemente von (3) waren beliebige durch die Tangenten der Charak-
teristiken gehende Ebenen. Daraus werden nun Flichenelemente durch
die Parallelen zur x,-Achse. Deren Koordinate p, ist also stets Null,
wiahrend die Koordinate g, ganz beliebig ist. Daher muBl $,—= 0 die
transformierte partielle Differentialgleichung sein. Ihr geniigen also be-
liebige von x unabhingige Funktionen: z, = w(y,). Dies sind also die
Integrale. Dabei darf w (y,) eine willkiirliche Funktion sein, deren
Stetigkeit wir voraussetzen, die aber nicht differenzierbar zu sein

braucht, wenn sie der Differentialgleichung %% = (0 geniigen soll.

Nun zuriick zu der Integralfliche, welche wir durch eine beliebige
Raumkurve legen wollten. z, = w(y,) und x, = w,(y,) seien die Glei-
chungen dieser Raumkurve. Dann ist sofort in z, = w (y,) eine Integral-
fliche gegeben und es leuchtet ein, daB man sie erhilt, indem man
durch die Punkte der Raumkurve die Charakteristiken, d. h. hier die
Parallelen zur x,-Achse legt. Freilich kénnen hier Fille eintreten, in
welchen man doch zu keiner Integralfliche gelangt. Wenn etwa die
gegebene Kurve selbst eine Charakteristik ist, so kommt offenbar
keine Fliche heraus. Denn alle durch ihre Punkte gelegten Charak-
teristiken fallen dann zusammen. Es muB also vorausgesetzt werden,
daB die gegebene Kurve keine Charakteristik ist. Des weiteren aber
sollte unter einem Integral stets eine stetige eindeutige Funktion ver-
standen werden, welche stetige erste Ableitungen besitzt. Daher werde
jetzt noch vorausgesetzt, daB w(y,) eine eindeutige stetige Funktion
und dal auch die Ableitung stetig ist. Offenbar liefert die Kurve
2, =1w(y,) der Ebene x = x,, dieselbe Integralfiiche wie die gegebene
zo=1w(y,), x=1w,(y,). Sie ist die orthogonale Projektion der ge-
gebenen auf diese Ebene. Ich will daher die weitere Erorterung an
eine solche Kurve der Ebene x == x, ankniipfen. Ich will dabei weiter
zur Vermeidung von Selbstdurchdringungen der Integralfliche an-
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nehmen, daB3 diese Kurve keine Selbstiiberkreuzung besitze und frei sei
von Singularititen wie Spitzen und dergleichen. Dann haben wir den Satz:
Durch jede stetig differenzierbare Kurve der Ebene x = x, geht genau
eine mit stetigen ersten Ableitungen versehene Integralfliche der partiellen
Differentialgleichung (3). Man erhilt sie, indem man durch die Punkte
der gegebenen Kurve die Charakteristiken legt. Man kann also die
Fliche durch G verfolgen. Macht man nimlich die Transformation
riickgangig, so wird aus der Integralfliche von p, =0 eine von (3).

Die Frage, ob es auch durch nicht stetig differenzierbare Kurven
zo = w(y,) Integralflichen geben kann, wird durch unsere Uberlegungen
nicht beriihrt, da wir die Differenzierbarkeit von w(y,) forderten, ohne
zu priifen, ob diese Forderung notwendig ist. Es geniigte uns, so zu
dem aufgestellten Satz zu gelangen.

DaB aber nur eine mit stetigen ersten Ableitungen- versehene
Integralfliche durch die gegebene Kurve gehen kann, folgt aus der
S. 205 angestellten Betrachtung, wonach die durch die Punkte der ge-
gebenen Kurve gehenden eindeutig bestimmten Charakteristiken alle
auf der Integralfliche liegen.

Ich mache zu dem Satz noch diesen niitzlichen Zusatz: Wenn
die Koeffizienten der Differentialgleichung (3) analytisch sind und wenn
in der Gleichung der Anfangskurve z,=1w(y,) die Funktion w (y,)
analytisch ist, so ist auch die dadurch bestimmie Liosung analytisch.
Dies folgt aus den Sitzen von S. 44 iiber die analytische Abhingigkeit
der Losungen gewdhnlicher Differentialgleichungen von den Anfangs-
bedingungen genau so, wie hier der stetige und stetig differenzier-
bare Charakter der Integralflichen aus den entsprechenden Voraus-
setzungen und Sitzen iiber gewdhnliche Differentialgleichungen folgte.

An unserem Satze fillt sofort auf, da in die Losungen der
partiellen Differentialgleichungen willkiirliche Funktionen eingehen, und
daB eine Losung durch Angabe einer Anfangskurve bestimmt werden
kann. So ist also hier das Analogon zur Theorie der gewdhnlichen
Differentialgleichungen beschaffen. Damals gingen willkiirliche Kon-
stanten in die Losungen ein und diese wurden durch einen Anfangs-
punkt festgelegt.

Dies Eingehen willkiirlicher Funktionen mag noch bei einem
Spezialfall etwas niher betrachtet werden. Es sei die lineare Diffe-
rentialgleichung

@ e =0

vorgelegt. Die Charakteristiken bestimmen sich jetzt aus den Diffe-
rentialgleichungen
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Auf den Charakteristiken ist also jetzt z = konst. Sie kdnnen somit
als Hohenlinien der Integralflichen angesprochen werden. Nun seien

Vo=, (% %, ¥) 2p=12
die Charakteristiken. Man sieht sofort, daB

2=, (% % ¥)
ein Integral der partiellen Differentialgleichung ist. Es ist nidmlich
die durch die Kurve 2z, = y, der Ebene x = x, gehende Integralfldche.
Man rechnet auch sofort nach, daf die angegebene Funktion der
partiellen Differentialgleichung geniigt. Denn differenziert man lings
einer Charakteristik nach x, so erhdlt man
0 oy, d 0 0

0= S = e )
und das bedeutet, daB y, der partiellen Differentialgleichung (7) ge-
niigt. Legt man aber durch die stetig differenzierbare Kurve z, = w(y,)
der Ebene x = x, die Integralfliche, so wird diese z = w {wl (%9, %, y)}
In der Tat stellt ja auch die Gleichung w (y,) = konst. dieselbe Kurven-
schar der x-y-Ebene dar, wie die Gleichung , = konst. Wenn also
z =1y (%, y) irgendein Integral der partiellen Differentialgleichung (7)
ist, so ist auch z=1w(y) ein solches, und zwar bei willkiirlich ge-
lassenem stetig differenzierbarem eindeutigen w und passender Wahl
von i das allgemeinste. Der Leser vergl hierzu die Darlegungen,
die wir S.14 zum Zwecke der Integration gewohnlicher Differential-
gleichungen anstellten.

Ich fiige noch an, daB z. B. das allgemeine Integral der Differential-

gleichung
ou ou ou
(8) o Ty gt k=0
in der Form u=w(y,, y,) geschrieben werden kann. Dabei ist
w (tv t,) eine willkiirliche Funktion zweier Variablen und « = v, (¥, ¥, 2)
und % =, (%, ¥, z) sind zwei voneinander unabhingige Integrale
der Differentialgleichung, d. h. zwei Integrale, von welchen nicht das
eine als Funktion des anderen aufgefaBt werden kann. Man gewinnt
dies Ergebnis leicht aus der Betrachtung der Differentialgleichungen
der Charakteristiken. Diese sind jetat
dy dz du

=gy, So=hxy2, - =0
Als y, und y, kann man z. B. die Funktionen wahlen, mit deren
Hilfe sich die Charakteristiken so aufschreiben lassen

Yo = 1 (%> % > 2),

Zg = Yy (%o %, ¥, 2);
Uy ==1U.
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Noch eine letzte Bemerkung: Stellt man ein Integral von (3)
durch eine Gleichung u(x, y,z)=0 dar, so ist u=u(x, y, z) ein
Integral von (8) und umgekehrt. Es sei eine kleine Recheniibung
fir den Leser, diese Behauptung nachzupriifen. Man wird auBerdem
bemerken, dal man so jede Differentialgleichung

0z 0z
flo 90 5 55)=0
in die Form

ou  Ou 6u>
F<x> Yy, 2, '5;: 'a_y": —)=0

iiberfithren kann, eine Gleichung also, in der die unbekannte Funktion %
nur in ihren Ableitungen eingeht.

Beispiel. Wenn die Funktionaldeterminante

jof of

! ox oy

dp O i
ox ay |

identisch verschwindet, so ist f eine Funktion von @. Denn die partielle Dif-
ferentialgleichung

0zdp 0z0¢ 0
Gx 0y 0y 0x
besitzt das Integral
z=w{p},

wo w {@} eine willkiirliche stetig differenzierbare Funktion von ¢ bedeutet.
Weiter ist z = f(»,v) ein Integral. Dies 146t sich aber auf die Form z = w {¢}
bringen. Man bestimme nimlich w {@} aus w {@ (%),9,)} = [ (¥, ¥,), indem man
dabei x, als fest, y, als variabel ansieht. Durch die angegebene Gleichung ist
jedenfalls w {@} als eindeutige stetig differenzierbare Funktion in jedem Inter-

vall der y, bestimmt, in dem %Z—j nicht verschwindet. Man kann bei dieser

Uberlegung auch #, und 9, in ihren Rollen vertauschen und erkennt so, daf
f eine Funktion von ¢ ist, in der Umgebung einer jeden Stelle, wo die par-
tiellen Ableitungen von ¢ nicht beide verschwinden.
Daher ist
z=w{p}

das allgemeine Integral der partiellen Differentialgleichung. Auch der Satz iiber
die Funktionaldeterminante ist damit bewiesen.

§ 3. Die allgemeine Gleichung erster Ordnung.

Wir verfolgen auch hier den Gedanken, der schon im vorigen
Paragraphen der Theorie der linearen Gleichung zugrunde lag, und
den wir am SchluB des ersten Paragraphen formuliert haben. Wir
betrachten irgendeine Integralffiche. Auf ihr wihlen wir einen be-
liebigen Punkt. Das Element dieser Fliche in diesem Punkt gehort

Bieberbach, Differentialgleichungen. 14
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einem gewissen Kegel von Flichenelementen an, welche alle der
gegebenen partiellen Differentialgleichung geniigen. Diese sei

(1) f(x 9 2p,9)=0.

f moge dabei in einem Bereich B der %, y, z, p, ¢ die S. 201 auf-
gezdhlten Eigenschaften besitzen. Das Flichenelement wird eine be-
stimmte Mantellinie des Kegels beriihren. Durch dieselbe wird auf
der Fliche eine bestimmte Fortschreitungsrichtung festgelegt. Wir
werden diese Richtung bestimmen und erhalten so auf der Fliche
Differentialgleichungen einer Kurvenschar. Dann aber wird sich ein
Unterschied gegen den linearen Fall ergeben. Dort konnten die so
festgelegten Charakteristiken auch ohne Kenntnis der Integralfliche
aus diesen Differentialgleichungen bestimmt werden. Denn jedem
Raumpunkt war da ganz unabhingig von der gewihlten Integralfliche
nur eine bestimmte Richtung zugeordnet, weil der Kegel in ein Biischel
ausartete, dessen Trigergrade die apgegebene Richtung festlegte. Hier
aber ist jedem Punkt ein ganzer Kegel von mdglichen Richtungen
zugeteilt. Man kann aber annehmen, daBl man eine Auswahl unter
diesen Fortschreitungsrichtungen wird treffen koénnen, wenn man statt
der charakteristischen Kurven die charakteristischen Streifen betrachtet.
Denn dann hat man in der Streifenbedingung 2’ = px’ -}- ¢y das Fort-
schreitungsgesetz der Streifenebenen zur Verfiigung und mit deren
Hilfe wird man dann die richtigen Mantellinien ausfindig machen kénnen.
Wir schreiten zur Durchfiihrung.

Zunichst bestimmen wir die Mantellinien des Kegels, der von
denjenigen Integralelementen umbhiillt wird, deren Tragerpunkt der
Punkt %, y, z ist. Soll der Punkt x =¢, y =1, z=_ auf der Ebene
mit den Koordinaten P, Q liegen, so mu3 die Beziehung

PE+Qn—0=0
bestehen. Andererseits lautet die in Ebenenkoordinaten P, () ge-
schriebene Gleichung derjenigen Punkte, in welchen das Flichen-
element $, ¢ den Kegel beriihrt

+Q af qZZ

Der Vergleich beider Glelchungen fuhrt zu der Proportion
of 0 0
Fimil= a; aZ (ﬁap+ f)
als Gleichung der auf dem Element p, ¢ gelegenen Mantellinie. So-
mit muB fir eine Kurve x(¢), y(f), z(¢), welche im Punkte %, y, z
diese Mantellinie beriihren soll — das wird ja von den Charakteristiken
verlangt — die Proportion

dx dy dz _ of of of
i dtde T op ag <Pap+ )
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bestehen. Nun wihlen wir den Kurvenparameter ¢ so, daB

dx __of
dr  3p
ist. Dann haben wir bis jetzt diese 3 Gleichungen?):
dx
@ =
ay
(2) s

dz
S = b af,

Gehen wir nun wieder zuriick zu der Integralfliche, auf der wir
einen charakteristischen Integralstreifen bestimmen wollten. Sie geniigt
der Gleichung (1). Daher sind auch die Gleichungen richtig, welche
sich hieraus durch Differentiation nach x und nach y ergeben:

fottob+rfybe+12.=0,
fy+fg'q+fp'py+fq'qy:0'
x=2x(f), ..., ¢g=gq(f) seien nun die Gleichungen des gesuchten
Streifens. Dann miissen fiir diesen auch die beiden eben auf-
geschriebenen Gleichungen erfiilllt sein, Das fiihrt nach Beriicksich-
tigung von ¢, = p, und von (2) zu

f+fop+2E =0,
fy+iog+3=o0.

Also haben wir nun im ganzen fiir die 5 Streifenkoordinaten x, , z, , ¢
die 5 Differentialgleichungen

x'=p,
v =T,

(3) = pf,+qf,
p=—"f—10f
q,:“_fy—qu'

Untér geringer Abidnderung des bisherigen Sprachgebrauches
definiere ich nun: Unter etnem charakieristischen Streifen ist ein Streifen
zu versiehen, welcher diesen 5 Differentialgleichungen (3) geniigt.

Inwieweit ein solcher Streifen tatsichlich die Eigenschaften be-
sitzt, von denen wir vorhin ausgingen, wird nun weiter zu iiberlegen
sein. Zuvor aber miissen wir die Voraussetzungen angeben, auf die
wir uns weiter stiitzen wollen. In einem gewissen Bereiche der

1) Der Kiirze halber bezeichnen wir dabei die Ableitungen von f durch

of

angefiigte Fufmarken, also z. B. f, = P usw.

14*
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%, ¥, 2, p, q sei f(x, ¥, 2, p, q) samt seinen Ableitungen der beiden
ersten Ordnungen eindeutig und stetig. Es sei auBerdem, wie wir
schon S. 201 festlegten, fiir die zu betrachtenden Flichenelemente?)
nicht auch noch g—: b%f = 0. Die Voraussetzung betreffend die
Ableitungen der beitden ersten Ordnungen hat zur Folge, daBl wieder
alle die Stetigkeitssitze {iber die Losungen des Systems (3) von ge-
wohnlichen Differentialgleichungen verfiighar werden, von denen auch
im vorigen Paragraphen Gebrauch gemacht wurde. Die blofBe Stetig-

keit der ersten Ableitungen wiirde dazu nicht reichen.

Als erste Frage legen wir uns die vor, ob jeder charakteristische
Streifen ein Integralstreifen sei. Tragen wir, um das zu sehen, in die
linke Seite von (1) die Koordinaten eines Streifens ein, so findet man
durch Differentiation nach dem Streifenparameter ¢

ford 6, 12 + ot 1,4
Nach den Differentialgleichungen (3) ist das aber Null. Somit hat f
lings eines jeden charakteristischen Streifens einen konstanten Wert.
Man driickt das auch dadurch aus, daB man sagt: f sei ein Integral
der Differentialgleichungen (3). Wenn also ein charakteristischer Streifen
durch ein Integralelement hindurchgelegt wird, so ist er ein Integral-

streifen. Denn in diesem Anfangselement ist f= 0 und daher gilt
lings des ganzen Streifens f= 0.

Wir suchen nun #hnlich wie bei den linearen Differential-
gleichungen durch eine Anfangskurve eine Integralfliche zu legen.
Wir wihlen zu dem Zwecke eine Anfangskurve x =x(t), y==y(1),
z=2(7r). Dabei sollen diese 3 Funktionen samt ihren ersten Ab-
leitungen in einem Intervalle ¢ <t < f eindeutig und stetig sein.
Unsere erste Aufgabe muB es nun sein, durch diese Anfangskurve
einen Anfangsstreifen zu legen, damit wir zur Integration des
Systems (3) die richtigen Anfangsbedingungen bekommen. Dieser
Anfangsstreifen muf3 natiirlich ein Integralstreifen sein. Zur Bestim-
mung der beiden weiteren Funktionen $(r) und ¢(zr) des Anfangs-
streifens bekommen wir somit die beiden Gleichungen

f(x(), y(@), 2(), p(2), ¢(1)) =0,
@) —p@a () —q(@)y (x)=0.

Um nach dem Satze iiber implizite Funktionen ihrer Auflosbarkeit
sicher zu sein, mufl man erst einmal in einem Punkt 7, eine Auf-

0 . .
1) Flichenelemente, fiir die neben f=0 auch %:%:0 ist, heifien
singuldr. Vgl. die entsprechende Definition bei gewdhnlichen Differential-

gleichungen.
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16sung p,, g, besitzen'), und man mubl weiter sicher sein, daB die
Funktionaldeterminante .
Lyw—Lrw

lings des Kurvenbogens nicht verschwindet. Diese letztere Voraus-
setzung besagt, daB die Anfangskurve nicht nur keine charakteristische
Kurve sein soll, sondern daf3 sie nicht einmal einen der Kegel von
Integralelementen berithren soll. Die andere Bedingung besagt aber,
daB ihre Richtung in einem Punkt zum zugehodrigen Kegel so liegen
soll, daB man durch sie eine Tangentialebene an den Kegel legen
kann, eine Bedingung, die ganz und gar nicht immer erfiillt ist. Sind
aber beide Bedingungen erfiillt, so erhdlt man anschlieBend an die
gewihlte zu 7, gehorige Losung zwei in ¢ < v < B samt den ersten
Ableitungen stetig differenzierbare Funktionen  (z), ¢(z), die mit den
drei gegebenen x(z), y(z), z(vr) einen Anfangsstreifen von Integral-
elementen festlegen.

Wir haben damit durch die Anfangskurve einen stetig differenzier-
baren Integralstreifen gelegt. Durch jedes seiner Flichenelemente
geht nun ein einziger charakteristischer Streifen hindurch. Ich werde
zeigen, daB diese Streifen alle einer Integralfliche angehoéren. Seien
etwa
@) z=x@t7, y=yt1), =201, p=pF7, =97
die charakteristischen Streifen. Dann geben die drei ersten Funktionen
eine Parameterdarstellung der durch die Charakteristiken gebildeten
Fliche. Es ist nun aber zu beweisen, dafl die beiden anderen Funk-
tionen die Tangentialebenen der Fliche festlegen. Sowie wir das ein-
gesehen haben, ist die Uberzeugung, daB eine Integralfliche vorliegt,
gefestigt.

Nach Cauchy, von dem die Theorie der Charakteristiken herriihrt,
erbringt man diesen Nachweis wie folgt. Man hat zu zeigen, daB fiir
die 5 Funktionen diese beiden Gleichungen

0z 0x oy
®) ot = Par Tl
0z 0x o0y
(6) or — Po T 50

richtig sind. Denn dann muB eben p die x-Ableitung, ¢ die y-Ab-
leitung von z sein. Die erste der beiden Gleichungen ist wegen des
Systems der gewdhnlichen Differentialgleichungen von selbst erfiillt.
Die zweite aber ist wenigstens lings des Ausgangsstreifens richtig.
Wenn wir den Parameterpunkt { = 0 der Charakteristiken stets auf

1) Das ist z. B. der Fall, wenn als Anfangskurve: z=w (y) in der Ebene
% = %,, als Differentialgleichung eine von der Form p =g (x, ¥, 2z, ¢q) gewihlt
wird.
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der Ausgangskurve wahlen, so ist also die zweite Gleichung fiir { = 0
richtig. Um zu sehen, daB sie auch fiir die anderen {-Werte richtig
ist, betrachten wir

82 cy
H="_ 0" 2

T ot
und zeigen zunachst, daB

oH
=Y
ist. Diese Ableitung wird ndmlich?)
OH _ #z  opox  , Px 090y Oy
3¢ otor  atar  Parer atar Jasor

Differenziert man aber (5) nach 7z, so erhilt man

0 2 _0p0x  Fx 040y Ty
T 9tor 9t ot Pataz—aza?_ dtoc

. . H
Subtrahiert man dies von aa—t’ so bekommt man

0H 617 ox op 0x | 0q0y  0q0y

Pt ot ot Z)t 0t dr ot ot o’
=, () A (gD

Da aber nun f(%, y, z, p, ¢) =0 wird?), wenn man x(f, ) usw. ein-
tragt, so hat man noch

ma,Jr—f,, za,+fp +fq

Also wird
oH ox ay 0z
¢ _pﬁa_;—i_qug— f:za;’
— —f-H.
Daher ist
—/f dt

Da aber nun, wie gesagt, H (O) 0 ist, so ergibt sich hieraus, daB

fir alle ¢ und 7
H=0

ist. Damit haben wir erkannt, daB wir tatsichlich eine Integralfliche
durch die Ausgangskurve legen konnen. Es fragt sich noch, ob es

1) Dafi diese Ableitungen existieren, folgt aus unserer Annahme, dat
f#,v,2,0,q) samt seinen Ableitungen der beiden ersten Ordnungen stetig sein
soll. Daraus ergab sich schon, daf x (¢,7), ¥ (¢,7) usw. stetige Ableitungen

nach 7 haben. Da aber nun z.B. %j:—:fp (*yv,z,p,q) ist, so sieht man so-

fort, dafi auch 56— (%) existiert und stetig ist. Vgl auch S. 217.)
T

2) Weil dies fiir £ =0 gilt und weil f lings (3) konstant ist.
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die einzige ist, oder ob es mehrere gibt. Wir werden erkennen, daB
die Integralfliche eindeutig bestimmt ist, sowie man sich fiir einen
bestimmten Anfangsstreifen durch die Anfangskurve entschieden hat.
Hier hat man ja im allgemeinen die Wahl zwischen mehreren Mog-
lichkeiten. Um also zu beweisen, daB es nur eine Integralfliche
durch den Anfangsstreifen gibt, werde ich zeigen, daf} 2 Integral-
flichen, welche ein nichtsingulires Flichenelement x, y,z,5,9, &e-
meinsam haben, sich lings des ganzen durch dieses Element bestimmten
charakteristischen Streifens berithren. Zu diesem Zwecke betrachte
ich die folgende durch den Trigerpunkt des gemeinsamen Elementes
gehende Kurve auf einer jeden der beiden Integralflichen: Die x-y-
Projektion der Kurve soll den Bedingungen

o L (a3 250 9), B (5 9)s 25 9)),
%Z#M%%ZWy%P@w%quD

geniigen. Fir diese ist dann naturgemiB

dz
=1, 1 af,

und lings derselben ist dann nach der S. 211 angesteliten Uber-

legung auch

dp
H:_fx__ﬁp’

A e —f,~ g

D. h. also, an jenes gemeinsame Element schlieBt sich auf beiden
Flichen derjenige charakteristische Streifen an, der durch das gemein-
same Element bestimmt ist. Die Uberlegung kann versagen, wenn
das gegebene Element singuldr ist, weil dann in ihm f, und f, ver-
schwinden. Dann liegt namlich ein singulidrer Punkt der Differential-
gleichung

dy _To

dx fr
vor, welche mit den beiden vorhin angeschriebenen gleichbedeutend
ist. Es ist ja dann unsicher, ob durch den Punkt x,, y, eine Losung
geht. Zwar haben die Gleichungen (7) Losungen, die fiir ¢ =1, die
Werte x = x,, ¥y =y, haben. Indessen fallen dieselben fiir alle { mit
% =%y, Y =19, Zusammen.

Wir wollen zusammenfassen und zugleich noch einmal die Voraus-
setzungen hervorheben, die man machen muB, damit alle vor-
genommenen Operationen legal sind. Auch soll der Bereich der
x-y-Ebene festgestellt werden, fiir den wir die partielle Differential-
gleichung geldst haben. In einem gewissen Bereich (B) des x-y-z-p-g-
Raumes moge f(x, ¥, 2, p, ¢) samt seinen partiellen Ableitungen erster
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und zweiter Ordnung endlich und stetig sein. Dadurch wird er-
reicht, daB fiir die Differentialgleichungen der charakteristischen Streifen
alle die Voraussetzungen erfiillt sind, die wir friiher fiir die Integration
der Systeme von gewdhnlichen Differentialgleichungen gemacht haben.
Wenn z. B. f(x, 9, 2 p,q) und die Ableitungen, sowie die rechten
Seiten der gewdhnlichen Differentialgleichungen fiir

(K)!x—x0|<d, ly—9ol<<d, |z—2|<d, [P — po| << d, lg—gol < d

dem Betrage nach unter M > 1 liegen, so geht durch das mnicht-
singuldre Flichenelement x,, ¥,, 2, p, ¢, e€in einziger Streifen,
welcher den Ungleichungen

a d d d
2= x  <gpr 1y =9l <<ypr 12 =2y 10—l <3p
d
lg— g0l < 37

geniigt. Es modge nun ein von singuldren Elementen freier Anfangs-
streifen in (K) gegeben sein:

x=x2(), y=9(), 2=2(0, p=70), ¢=4q(r) (¢<r<p)

Die 5 Funktionen mogen eindeutig sein und stetige Ableitungen
besitzen. Ferner sei d der Abstand des Streifens vom Rand des
Korpers K.

Dann geht durch jedes Element 7 des Anfangsstreifens ein ein-
ziger charakteristischer Streifen x = x (¢, 7) usw., der den Bedingungen

| % (2 7) ——x(r)]<%usw.

geniligt. Diese Streifen ergeben in ihrer Gesamtheit eine Integral-
fliche (4).

Der Nachweis, daB hiermit eine Integralfliche gewonnen ist, be-
nutzte auf S. 214 die ersten Ableitungen der 5 Funktionen nach ¢
und 7 sowie die Ableitungen

0%x %y 0%z
otor’ otar’  otor
nebst der Vertauschbarkeit der Differentiationsfolge. Tatsachlich folgt
aus unseren Annahmen, dal die genannten ersten Ableitungen stetig
sind und daB
0 [ox
ot (ﬁ)

stetig ist. Daraus ergibt sich aber bekanntlich die Vertauschbarkeit
der Reihenfolge der Differentiationen. DafB die ersten Ableitungen
der 5 Funktionen nach 7 stetig sind, wurde S.212 schon erwihnt.
DaB die ersten Ableitungen nach ¢ stetig sind, ergibt sich aus den

Differentialgleichungen sofort, da durch diese ja‘;—:(usw. durch x ()
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usw. selbst dargestellt sind. Daher ergibt die Differentiation der

Differentialgleichungen nach z auch die Stetigkeit von 56? (?;) usw.

Durch den Anfangsstreifen geht daher eine einzige Integralfliche.
Diese Aussage ist im folgenden Sinne zu verstehen: Zwei Integral-
flichen, welche den Anfangsstreifen enthalten, enthalten auch die
ganzen an seine Elemente anschlieBenden charakteristischen Streifen
fiir p

|2 (8, 7) — 2 (1) <37 usw.

Wenn man die hiermit abgeschlossene allgemeine Theorie auf
die frilher behandelten speziellen Fille anwendet, so findet man die
damaligen Resultate wieder. Das mige etwa an

pt1xy)g=g®y)
kurz dargelegt werden. Fiir die charakteristischen Streifen findet man
zunédchst die 5 Gleichungen
d

%=L %=ﬂm% §=&%?=—m&&,£=—WH1y
Da aber die 3 ersten nur x, y, z enthalten, so kénnen sie zur Be-
stimmung der charakteristischen Kurven dienen und man kann daher
auf die beiden letzten verzichten, da schon diese Kurven zum Aufbau
der Integralflichen ausreichen.

Immerhin mag es auffallen, daB wir damals eine von 2 Inte-
grationskonstanten abhingige, also zweiparametrige Schar von charak-
teristischen Kurven erhielten, wihrend wir im allgemeinen Falle eine
dreiparametrige Schar von charakteristischen Streifen bekommen.
Der Grund dafiir ist der, daB in jenen speziellen Fillen durch jede
charakteristische Kurve eine einparametrige Schar von charakteristischen
Streifen geht, wihrend im allgemeinen Fall verschiedene charakteri-
stische Streifen auch lings verschiedenen Kurven aufgereiht sind.

§ 4. Uber die Integration der fiir die charakteristischen
Streifen aufgestellten Differentialgleichungen.
Jede Beziehung
% %5 p q)=0,
die als Identitéit in ¢ zwischen den 5 Funktionen x (¢), y(¥), z(¢), p(¢),
¢ () besteht, welche den charakteristischen Gleichungen geniigen, nennen
wir ein Integral derselben. Ein solches Integral kennen wir schon lange:

f("’y’z:?b’ Q)Zc‘
Wir haben ja schon auf S. 212 festgestellt, daB lings eines jeden
charakteristischen Streifens f(x, 9, z, , ¢) einen festen Wert hat. Da
uns aber nur Integralstreifen interessieren, so lautet unser erstes
Integral:

(1) f(% 32 ¢)=0.
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Die Sache ist nun die, daB man nun eigentlich noch 4 weitere
Integrale notig hitte, um die fiinf unbekannten Funktionen bestimmen
zu konnen. Man kann aber beweisen, daf durch die Kenninis eines
weiteren von (1) unabhingigen Integrals das System der fiinf Differential-
gleichungen (3) auf S. 211 auf ein anderes Sysiem von nur zwei gewohn-
lichen Differentialgleichungen zuriickgefiihrt werden kann. Die Be-
stimmung aller Integralflichen der partiellen Differentialgleichung lauft
dann auf Eliminationsprozesse heraus. Sei namlich

(2) f1 (xy Y 2 P, q) =a
ein weiteres Integral, so kann man im allgemeinen $ und ¢ aus den

zwei Gleichungen (1), (2) ausrechnen und erhilt dann zwei Differential-
gleichungen?): .
0z
il 2L CAR )
(3) 0z .
Gy = Pal® 9, 2)
Ihre Integration kann (§ 5) auf die zweier gewdhnlichen Differential-

gleichungen zuriickgefiihrt werden. Damit die Auflésung der zwei
Gleichungen nach p, g moglich sei, darf die Funktionaldeterminante?)

fofs
f 1p f 1q
nicht identisch in x, 9, 2, p, ¢ verschwinden. Das meinen wir, wenn
wir sagen, die zwei Integrale sollten voneinander unabhingig sein.
Das Verschwinden der Funktionaldeterminante wiirde namlich be-
deuten, daB man eine der zwei Funktionen f, f, als Funktion der
anderen auffassen kann. Wir beschrinken nun iiberdies die Betrach-
tung auf die Umgebung solcher Flichenelemente, fiir die die Funk-
tionaldeterminante nicht verschwindet. Die ¢, und ¢, sind ihrer Her-
kunft nach in einem gewissen weiter zugrunde zu legenden Bereich
mit jhren Ableitungen der vier ersten Ordnungen stetig.

Damit es nun aber Funktionen z(x,y) gebe, die den beiden
Gleichungen (3) geniigen, muB eine Integrabilititsbedingung:

op _ 04

oy  ox
oder ausfihrlicher geschrieben:

0y | 09y __ 0Py | 09y
Oy T e PTG T P

1) Der Kiirze der Darstellung zuliebe sei im folgenden angenommen,
daB f, f;, [, usw. in einem gewissen Bereich B der x, ¥, 2, p, ¢ viermal stetig
differenzierbar seien. An sich wiirde oft auch die Existenz einer geringeren
Zahl von Ableitungen ausreichen. Ich midchte aber keinen Wert darauf legen,
diese Seite der Sache zu weit ins einzelne zu verfolgen.

%) Mit f; ,, f1 4 usw. bezeichne ich im folgenden die Ableitungen von f, nach

P, g usw,
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erfilllt sein. Differenziert man aber die beiden Gleichungen (1) und
(2), durch deren Auflésung nach p und ¢ ja (3) entstand, nach x
und 4, so erhdlt man:

fobfobtlybatlypa,=0  fy+fig+1fyp,+1frg=0
f1z+f1z'75 +f1p'1>x+f1q'qm =0 f1y+flz'q+f1p.Py+ flq.qy = O'

Bestimmt man hieraus p, und g, und setzt die gefundenen Werte
einander gleich, so erhilt man die Integrabilititsbedingung

(£ =0, + 10y — f(fy + fi @) 4 Fi, (f 1. 8)

(4) _(flz_i_flz'i))fp::o
oder anders geschrieben:
0 1 0 1 afl afl
bty Lt D, af) + R (— 1= 1)

#)

Sie besagt also, dabB

+g—’;‘(—fy—ﬂq)=0-

fi (x: ¥ 2 P, Q)
ein Integral der partiellen Differentialgleichung (4) sein mufB, wenn
die beiden Gleichungen (1) und (2), oder was dasselbe ist, die beiden
Gleichungen (3) durch ein und dieselbe Funktion z(x, y) sollen er-
fiilllt werden konnen.

Die Gleichung (4) bringt aber gerade zum Ausdruck, daB (2)
ein Integral des Systems der charakteristischen Differentialgleichungen
ist. Schreibt man nidmlich die Bedingung hierfiir auf, so erhilt man
gerade (4). Jede Funktion f, (%, ¥, 2, p, q), die dieser linearen partiellen
Differentialgleichung geniigt, nimmt also ldngs eines jeden charak-
teristischen Streifens einen konstanten Wert an. So haben wir er-
kannt, daB fiir unsere beiden Gleichungen (3) die Integrabilitits-
bedingung stets erfiillt ist.

Damit haben wir beildufig den schon aus den Betrachtungen von
S.208 ersichtlichen Satz gewonnen, daB die Integration der charak-
teristischen Differentialgleichungen mit der Integration der angegebenen
linearen partiellen Differentialgleichung gleichwertig ist. Aus ihr
kann man also Funktionen f,, wie wir sie gerade eben herangezogen
haben, gewinnen. Kennt man ein solches f, (x, ¥, 2, $, ¢), so kann
man nach unseren Darlegungen erwarten, dal sich gewisse Integral-
flichen von (1) durch Integration des Systems (3) gewinnen lassen.
Ob und wie dies zu bewerkstelligen ist, soll erst im folgenden Pa-
ragraphen dargelegt werden. Dabei wird sich auch ergeben, welchen
Nutzen die Kenntnis gemeinsamer Integrale der beiden partiellen Dif-
ferentialgleichungen fiir die Bestimmung der Charakteristiken besitzt.

Man nennt [f, f,] einen Klammerausdruck und sagt, f und f,
ligen in Involution, wenn [f, f,] =0 ist. Da [f,, f] = — [f, f,], so ist
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f=konst. auch ein Integral der zu f, =0 gehorigen charakteri-
stischen Differentialgleichungen.

Bemerkung. Unsere Betrachtungen beweisen gleichzeitig noch einen
etwas anderen Satz: Jedes gemeinsame Integral zweier partiellen Differential-
gleichungen F=0 und F, =0 geniigt auch der Gleichung [F, F,]==0. Ist
diese also nicht wie in den Fillen, auf die es uns eben ankommt, identisch
erflillt, so ist sie eine neue Gleichung fiir die gesuchten gemeinsamen Integrale
und wir haben damit jetzt 3 Gleichungen, welchen dieselben gentigen miissen
Nunmehr aber kann man offenbar schon durch reine Eliminationsprozesse ent-
scheiden, ob iiberhaupt ein gemeinsames Integral vorhanden ist.

Man kann die Integrationsarbeit ganz sparen, wenn man noch
ein weiteres Integral f, von [f, ] = 0 kennt, das iiberdies mit f, in
Involution liegt. Denn dann gelten fiir die charakteristischen Integral-
streifen die 3 Gleichungen

f=0, fi=a, f=a,.

Kann man sie nach ¢, g, z auflésen, so hat man damit ein von 2
Parametern abhingendes Integral von f= 0 ohne jede Integrations-
arbeit. Um das einzusehen, differenziere man die 3 Gleichungen
nach x und y. So erhdlt man

a) fx_*—fzp_l_fz(zz_i))—l_fppxjr qua‘, =0,

b) fl:c—l_ flzp + fl:(zz - p> _'_flppm >+_ fqua: = O’

) fou+ fard + fa, (2, — p) -+ faple + f2g4 = 0,

d f,+ 19+ r1(,—9+1p,+ 14, =0,

e) fly +flzq+ f1z(zy - Q)‘f— f1,,Py + f1q qy = O’

f) f2y+fﬂzq+f2z( - )_I_f?pp —}_f?qqy_o

Man multipliziere a) mit 62 d) mit 2‘ b} mit gﬁi e) mit gg

Dann berechne man
R R N R
Das liefert
[ﬁ fl] + (za: - p)(fzflp - flzfp)+ (zy - q)(fzflq - flzfq)
+ (qa: - py)(qulp - fqup) =0

Ebenso findet man analoge Relationen durch Verbindung von
f mit f,, und f, mit f,. Da aber die 3 Funktionen f, f,, f, in
Involution liegen, so kommen schlieBlich diese linearen Gleichungen

heraus.
L (zz—p)(fzflp flz ) (2 9(f, fiq— flzf)
+ 9e— )(ff flq ) - ’
IL (zx—p)(fzf‘.’.p fa. 1, ) (z 9(f, foq— fa:fq>
-+ (qa: py}(fq fﬂp fsqf)z 0
1L (zx“‘ib)(fufep"‘fsz flp) + (zy"q)(fufzq—fnzﬂq)
+(qz_pu)f1qf?p——f2qf1p>=0
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Um zu erkennen, daB nach diesen Gleichungen z, = 9, z,=¢, ¢,=p,
sein muB}, kann man sich entweder auf das aus bekannten Deter-
minantensitzen folgende Nichtverschwinden der Determinante dieses
Gleichungssystems berufen oder aber man kann den folgenden Weg
einschlagen: Man fiige noch die wegen des Verschwindens sdmtlicher
Koeffizienten richtigen Gleichungen hinzu, die sich ergeben, wenn
man f oder f, oder f, je mit sich selbst kombiniert. Dann betrachte
man z. B. die drei Gleichungen: I, II von oben und

(z, = P)(ff, — 1,L) + (2, = Q(f.f ) — £,£) + (@. — ) (f f, — F,£) = 0.

Diese drei Gleichungen kann man auch so schreiben:

— Al e, — )+ 1,2 —q}+f1,,{f p) + 1, (q, — p,)}
+ f {f e, — D —£,(q, — p >},

0= —fy,{f,(z, — >+fz—q}+f.,p{f p)+1,(q, — p,)}
+ f {f.(, p)}

0= —f{f, z,— ) +F,(z,— }+f{f P+ 1. —p,)}
+ 1 {fe,— 9 —1,(g,—p >}-

Da aber die Funktionaldeterminante von f, f,, f, nach z, p, ¢ nicht
verschwinden soll, so folgt hieraus

fplz. — )+ 1, (z,— ) =0,
fz, —p)+ 1,0, —,) =0,
f.zy—q9)— f,(@.— p,)=0.
Ebenso erhdlt man drei weitere Gleichungen in welchen f, oder f,

die Stelle von f einnehmen. Da nun aber die Funktionaldeter-
minante

alf, fu fo)
d(z ?:9q) 4:0

sein soll, so muB3 mindestens eine zweireihige Determinante der Matrix

fy 1y
i)
fgp fgq

von Null verschieden sein. Es sei z. B.

fp fq |$0
flpflq’ l .

Dann folgt aus den Gleichungen
fplz. =)+ f,(z, —q) =0
flp(z.r - 1)) + flq(.zy - q) = O’
daB z, =p, z, =g ist. Ebenso schlieBt man ¢, = b,
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§ 5. Uberbestimmte Systeme von partiellen Differential-
gleichungen.

Fir eine unbekannte Funktion mégen zwei partielle Differential-
gleichungen vorgelegt sein. Man nennt das System iiberbestimmt,
um auszudriicken, dafl die Zahl der unbekannten Funktionen kleiner
ist als die Zahl der Gleichungen. Es handelt sich darum, die ge-
meinsamen Integrale dieser beiden Differentialgleichungen zu finden.
Man tberzeugt sich leicht, daB nicht immer solche gemeinsame Inte-
grale vorhanden sind. Denn man darf annehmen, und das wollen

wir tun, daB die beiden Gleichungen nach %z und :; aufgelost seien.

Es sei das System

0z ,
5 =P:(%, ¥, 2),

0z
= gu(x7.9

(1)

gegeben. ¢, und ¢, sollen dabei samt ihren partiellen Ableitungen
der vier ersten Ordnungen in einem gewissen Bereiche B des x-y-z-
Raumes eindeutig und stetig sein. Dann leuchtet ein, daB es nur
dann stetige Funktionen z(x, y) geben kann, die diesen beiden Diffe-
rentialgleichungen geniigen, wenn das Gesetz von der Vertauschung
der Reihenfolge der Differentiationsfolge erfiillt ist. Das liefert die
,Integrabilititsbedingung“

| 0z 0z
Pry T Pregy = Paut Pa,
oder
(1) Pry T Pr P = Py, Po Py

Hier sind nun zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem diese Gleichung
identisch in %, y, z,$,q erfilllt ist oder nicht. Im letzteren Falle
ist sie, wie wir schon im vorigen Paragraphen hervorhoben, eine
neue Gleichung fiir ein eventuelles gemeinsames Integral der beiden
gegebenen Gleichungen (1) und man kann nun durch reine Elimi-
nationsprozesse entscheiden, ob die beiden Gleichungen iiberhaupt
gemeinsame Integrale haben. Man kann ja die drei Gleichungen (1)
(1') z. B. als drei Gleichungen fiir z, p, ¢ auffassen.

Der andere Fall, den wir weiter betrachten wollen, ist der, daf}
diese Gleichung (1’) identisch erfiillt ist.

Zur Bewiltigung des Integrationsproblemes kann man &hnlich
verfahren, wie in dem bekannten Fall der Quadratur, wo z nicht selbst
vorkommt. Wir sehen also erst einmal in der ersten der beiden
Gleichungen y als Parameter an. Sie ist dann als gewdhnliche Diffe-
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rentialgleichung fiir eine Funktion z(x) aufzufassen. Ihr allgemeines
Integral sei
(2) 2= (%, y, %, 2,) oder zy=@(%y 9, %, 2).

Hier kann natiirlich die Integrationskonstante z, eine beliebige Funktion
des Parameters y sein. Es sei etwa

zy=1u(y)
gesetzt. Dann ist weiter u(y) so zu bestimmen, daf3

2= (%, y, %, # ()
auch der zweiten Gleichung (1) geniigt. Das fithrt auf die Bedingung:

o Odp du
=5y, @[5y, 2 w ().
Also wird
%y, u(¥)] o
(3) d_u_%(x,y,tp[x,y, 0, ¥¥ 3y
dy g

ou
eine gewdhnliche Differentialgleichung zur Bestimmung von #(y).!)
Tatsichlich iiberzeugt man sich auf Grund der Integrabilititsbedingung
leicht, daB die rechte Seite dieser Gleichung nur von % und y ab-
hiangt, von x dagegen unabhingig ist. Dazu muB nédmlich die x-Ab-
leitung der rechten Seite verschwinden, also
T (00 0 19) e Py (| 00) o
du \ox op 0x ou ox 0y 2 oy/ 9x ou
sein. Da aber nun

=g (v, 9, )
ist, sb ergibt sich auch
P9 _on  opy 0v
0x 0y oy op oy
e 09, 99

oxdou ~ dp du’

Tragt man dies ein, so wird die zu verifizierende Gleichung

o (0 O, 0 0
2l 52 gy 20 20 )
Der Ausdruck in der Klammer verschwindet aber wegen der Inte-
grabilititsbedingung. Das allgemeine Integral dieser Gleichung (3)
sei also

u=u(y, vy ty) oder wuy=u(y, y,n).
Dann wird

t= {59, 50 u(y, v 4} Oder wy= [y, ¥, @ {50, 3.5, 73]

") Diese beiden letztgenannten gewdhnlichen Differentialgleichungen sind
die schon zu Beginn von § 4 auf S. 218 erwihnten,
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die einparametrige Schar derjenigen Integralfiichen, welche den beiden
Gleichungen (1) geniigen. Damit ist nun die Lésung von (1) und
damit, wie schon § 4 angekiindigt, die Losung der charakteristischen
Differentialgleichungen auf die von zwei gewohnlichen zuriickgefiihrt.
Die Betrachtung fithrt unter Beriicksichtigung der Ergebnisse des
zweiten Kapitels aus dem ersten Abschnitt zu dem folgenden

Satz: Durch jeden Punkt x,v,2, des Bereiches B geht genau eine
Losung des Systems (1), die eindeutig und stetig differenzierbar von
X, Y, %o, Vor 2o abhdngt.

Es gibt noch eine zweite, die Mayersche Methode zur Integration
der Gleichungen (1). Lassen schon die vorigen Darlegungen erwarten,
daBl durch jeden Punkt x,, y,, 2, des zugrunde gelegten Bereiches
genau eine Integralfliche geht, so 148t die jetzt darzulegende Mayersche
Methode besonders deutlich die Richtigkeit dieser Vermutung erkennen.
Eine Stiitze hat sie ja auch von vornherein in der Tatsache, daB die
beiden Differentialgleichungen (1) jedem Raumpunkt genau ein Flichen-
element zuordnen.

Die Mayersche Methode geht darauf aus, unmittelbar die Schnitt-
kurven zu bestimmen, die eine durch den Punkt x,,y,, 2, gelegte
zur z-Achse parallele Ebene aus der Integralfliche ausschneidet. Die
Gleichung einer solchen Ebene sei etwa

X — %y =At,
Y= Yo=pt.
Schneidet man sie mit der Fliache
z=1z(x,9),

so erhdlt man fiir die Schnittkurve

z2=2z(%g+At, Yo+ ut).
Differenziert man nach #, so erhilt man
dz

T Py (% + A8, yo + put, 2) A+ @, (% AL, Yo + 1, 2)
als Differentialgleichung der Schnittkurven. Fiir ¢ = 0 wird ¥ = %, und
y =1%,- Daher benétigen wir diejenige eindeutig bestimmte Ldsung,
welche fir {=0 den Wert z, annimmt. Aus den so bestimmten
Schnittkurven

X =%, + At,

Y=Y T nt,

z2={[ (24 8, 4, p)
kann man dann durch Elimination von ¢ und des Richtungsparameters
A:u die Gleichung der Integralfliche gewinnen.
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§ 6. Das vollstindige Integral.

Wir kniipfen wieder an die in § 4 abgebrocherren Entwicklungen
an. Inzwischen haben wir gelernt, wie man aus den dortigen Diffe-
rentialgleichungen (3) das z(x,y) bestimmt. Ihrer Herkunft aus (1)
und (2) von § 4 entsprechend enthalten diese Gleichungen noch einen
Parameter ¢, den wir hinfort mit 2, bezeichnen wollen. Die Integra-
tion von (3) liBt einen weiteren Parameter @, hinzutreten. Wir er-
halten also durch Integration von (3) eine zweiparametrige Schar
() 2=V (% 9, a, ay)
von Integralfiichen. Bei gegebenem a4, kann man immer g, auf eine
Weise so bestimmen, daB die Fliche durch den Punkt x,y,2, geht.
Wegen (2) kann man aber den Parameter 4, so wihlen, dafl im
Punkte x,7,2, dabei ein beliebiges der ihm durch (1) zugeordneten
Flichenelemente auftritt. Daher wmfaPt die Schar (5) im zugrunde
gelegten Bereiche sdmtliche Flichenelemente der partiellen Differential-
gleichung. Daher nennt man (5) ein vollstdndiges Integral der partiellen
Differentialgleichung (1) S. 217.

Aus dem vollstindigen Integral muB man jedenfalls die urspriing-
liche partielle Differentialgleichung wieder gewinnen koénnen. Denn
die Gleichungen

[(2=V(*y, 4, a,),

oV
) p =5 v 0 )

ov .
1=y 0, 0)

sind doch weiter nichts als eine auf die Parameter a,, a, bezogene Para-
meterdarstellung der partiellen Differentialgleichung f(x,9,2,$,q) = 0.

Aus den drei Gleichungen (5’) sind ja in der Tat g, und g,
als eindeutige, stetige, mit stetigen Ableitungen versehene Funktionen
der x,v, 2,4, ¢ bestimmt. Denn nach der im vorigen Paragraphen
beendeten Herleitung des vollstindigen Integrals wird g, die Zahl,
welche S. 223 mit u, bezeichnet war. Somit wird

@y =4 [Yo, %, ¥, (%, V> %, 7)].

Freilich steckt hierin noch ¢,. Und zwar hingt # stetig diffe-
renzierbar von @, ab. Aber nach S. 218 wissen wir schon, daB
ay= 1,0, v, 2, . q).

Noch sei bemerkt, daB man das vollstindige Integral auch nach
dem zweiten in § 4 angegebenen, jede weitere Integration vermei-
denden Weg aus drei in Involution liegenden Integralen f= 0,
fi=a,, fy=a, gewinnen kann, wobei dann die Auflésungen nach
a, und g, auf der Hand liegen.

Bieberbach, Differentialgleichungen. 15
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Man wird erwarten, daB man aus diesem vollstindigen Integral
durch Eliminationsprozesse alle Integrale von (1) erhalten kann. Die-
selben konnen in der Tat stets als Enveloppen einer passend ge-
wihlten einparametrigen im vollstindigen Integral enthaltenen Schar
von Integralflichen aufgefaBt werden. Um das einzusehen, gehen
wir von einem Anfangsstreifen aus, der eine gewisse Integralfliche
bestimmen moége. Durch ein jedes Element dieses Streifens geht
genau eine Fliche aus dem vollstindigen Integral. Nach S. 215 hat
dieselbe mit der durch den Anfangsstreifen bestimmten Integralfliche
den ganzen durch das Ausgangselement bestimmten charakteristischen
Streifen gemeinsam, beriihrt letzteren also lings der Tragerkurve des
Streifens. Den verschiedenen Elementen des Ausgangsstreifens ent-
sprechend erhalten wir so eine einparametrige Schar von Flichen
aus dem vollstindigen Integral, welche die gewiinschte Integralfliche
einhill. Wenn = (r), y = y(r), 2 =2(s), p=p(t), g=g(r) der
Ausgangsstreifen ist, so kann man nach den dargelegten Eigenschaften
des vollstindigen Integrales ¢, und @, als eindeutige Funktion aus

2(t)=V (x(), (), ay, a,),
(3") p(1)=V,(x(), y(): a,, a,),

q(r)= v, (%), y(@), a5, a,)
berechnen. «,(v), a,(7) ergeben sich iiberdies als stetig differenzierbare
Funktionen, falls x(z), y(t), 2(z), p(7), g(v) stetige erste Ableitungen
besitzen. Dies folgt sofort aus den vor wenigen Zeilen gegebenen
Betrachtungen.

Somit stellt nun
2=V(x,v, a,(r), a4(7))

die gewiinschte einparametrige Teilschar des vollstindigen Integrales
dar. Die Enveloppe bekommt man aus

© (1=7ier a0 a0,
0="V,a,/(v) +Vy-a)/(7)

durch Elimination von 7. Nach der Herleitung ist die Enveloppe

eindeutig bestimmt.

Fiir festes 7 stellen die beiden Gleichungen (6) eine charakte-
ristische Kurve dar. Die Stellung der Flichenelemente langs derselben
gewinnt man aus
(7) { p= I/’x(x’ y’ al (1)’ a? (t))’

g=1V, (*, 5, a, (1), a5 (7)) -
So ist fiir jedes einzelne z durch (6) und (7) ein charakteristischer
Streifen bestimmt. Freilich steht die Wahl des Parameters ¢{ lings
derselben noch dahin. Will man sie so treffen, wie das in den



§ 6. Das vollstindige Integral. 2927

charakteristischen Differentialgleichungen angenommen war, so muB
man zu (6) und (7) noch eine jener Differentialgleichungen, z. B.

dx

=
hinzufiigen. Hat man aus (6) und (7) dann z. B. y, 2, $, ¢ als Funk-
tionen von x bestimmt, so kann man aus dieser letzten Gleichung
durch eine Quadratur den Zusammenhang zwischen x und ¢ finden.
Doch ist dieser Schritt ja nicht nétig, da im allgemeinen an einer
bestimmten Wahl des Parameters ¢ nichts gelegen sein wird.

Zusammenfassend haben wir somit iiber die Integration der cha-

rakteristischen Differentialgleichungen das folgende Ergebnis gewonnen:

Wenn man neben
f(x: Vs 2, 15,9)=0

f1(x’ ¥: 2 P, 9) =a,
der charakieristischen Differentialgleichungen gefunden hat, so ist
neben Eliminationsprozessen und einer Quadratur zur Bestimmung der
Charakteristiken nur noch die Integration einer gewdhnlichen Differential-
gleichung erster Ordnumg zu leisten®). Man bekommt alle charakie-
ristischen Integralstreifen aus dem vollstindigen Integral

2=V(x,9,a,,a,),
wenn man die vorhin eingefithrien

a,(7), 4, (), a;/(7), ay'(v)

als vier willkiirliche Konstanten

ein weiteres Integral

ay a, aq a,
ansetzt und die Gleichungen
2=V (x,y,a,,4a,),
0= Val'“s -+ Va,‘“u
p="V,(%Y,a45a,),
9= Vy(x’ Y, @y, @)

nach %, 9,2, p,q auflist. Von den g4 willkiirlichen Konstanten sind
aber nur 3 wesentlich.

Wir schlieBen noch einige Bemerkungen an, deren Zweck es ist,
dem bisher benutzten Begriff des vollstindigen Integrales eine etwas grofiere
Allgemeinheit zu geben. Bis jetzt waren die vollstindigen Integrale als zwei-
parametrige Scharen von Integralflichen erklidrt, wie sie durch das Verfahren
von § 4 und 5 erhiltlich waren. Wenn uns aber nun eine zweiparametrige Schar
von Integralflichen vorgelegt ist, die in einem gewissen Elementebereich alle
nichtsinguldren Elemente umfafit, so stellen wir uns die Frage, inwieweit wir
diese Schar zu den in diesem Paragraphen dargelegten Zwecken verwenden
konnen.

1) Man denke an die Mayersche Methode.
15%
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Dazu werde noch angenommen, daf sich aus den drei Gleichungen (5') 4,
und g, als eindeutige stetig differenzierbare Funktionen von 7 ergeben. Dann
bleiben, wie man leicht sieht, alle weiteren Uberlegungen richtig., Diese ein-
deutige Auflésbarkeit aber ist sicher gewihrleistet, wenn die Funktionaldeter-
minante zweier der drei dort vorkommenden Funktionen V,V,,V, nach a, a,

von Null verschieden ist.
Immer dann wollen wir also in Zukunft z=V (x,y, a,, ,) ein vollstindiges
Integral nennen, wenn man die drei Gleichungen
e=V, p=V,, ¢q=V,
eindeutig nach a,, a, auflésen kann fiir alle f(»,y, z, p, q¢) =0 geniigenden

%,9,%,p,q eines gewissen Bereiches der (v, y, 2, p, q), d. h. wenn die Funktional-
determinante von zwei der drei Gleichungen nach a,, a, von Null verschieden

ist fiir die (», ¥, 2, p, g¢) des Bereiches.

§ 7. Integration einiger spezieller Differentialgleichungen.

Es gibt verschiedene Sorten von partiellen Differentialgleichungen,
fiir die man leicht ein vollstindiges Integral finden kann.

Wenn z. B. die Clairantsche Differentialgleichung
z=xp+yq+ 19

vorgelegt ist, so ist die zweiparametrige Ebenenschar
z=a, %+ ayy +f(a;, a,)

ein vollstindiges Integral. Denn tatsichlich umfassen diese Ebenen

die siamtlichen Flichenelemente der partiellen Differentialgleichung.

Die der Clasrautschen Gleichung geniigenden Flichenelemente, deren

Tréagerpunkt &, , { ist, liegen in Ebenen, welche sich aus den fol-

genden beiden Bedingungen ergeben:

{=a,&+ayn+f(ay; ay),
z—C{=a,(x—&+a,(y—)

Sie besitzen also die Gleichungen

z=a,x+a,y +f(a,, a,).

Wenn weiter eine Differentialgleichung der Form
g=1(9)

vorgelegt ist, so hat man zur Bestimmung weiterer Integrale der
charakteristischen Gleichungen die lineare Differentialgleichung

ou ou , ou ou
"oy T Ch— =5, =0

zu betrachten. Ersichtlich ist

u=p
ein Integral derselben. Daher hat man zur Bestimmung eines voll-
stindigen Integrales p und ¢ aus

qa="1(p,¥),
p=a,

f

l
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auszurechnen. Also ist aus
p=a,,
g=f (al’ y)
das vollstindige Integral zu ermitteln. Man findet
t— a5+ [ flay ) dy+ay.
Als drittes Beispiel wihle ich eine Verallgemeinerung des vorigen
f(x, ) =2¢(v, 9
Man sagt hier, die Variabeln seien getrennt.
Ein Integral von
%
%&—%&+%@@-m&—%&+%&=0
ist hier offenbar
u=f(xp)-
Zur Bestimmung des vollstindigen Integrales hat man somit $ und
g aus
f(%, p) = a,,
gy, 9)=a,
zu ermitteln, ein Ergebnis, das man auch unmittelbar aus. der
partiellen Differentialgleichung entnehmen kann. Man mége etwa
p=o @ a),
. 9=v (y’ a1)
finden. Dann ist
i=[o(x a)de+ [y, a)dy+a,
das vollstindige Integral.
Sei viertens

f(zp,9)=0
vorgelegt, so hat man
ou ou ou ou ou
aj;fp'l-@fq‘*ﬂa’;(?ﬂ,‘f‘qm“ﬁ?ﬁ_a_qqu:o

zu betrachten. Ein Integral ist jedenfalls

9
M _— ; .
Die Auflésung der Gleichungen
g—a,p=0,
) f(z,4,9=0
moge
p=9 (ap Z),

q=a,¢(a,, 2)
ergeben. Dann bekommt man das vollstindige Integral in der Form

f 4z =x-ta,y+a,.

9 (ay,2)
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Bemerkung: Man kann ilbrigens die letzte Differentialgleichung auch
auf den schon behandelten Typus

Fly,p,9)=0
umformen, indem man x und z ihre Rollen vertauschen 1l#ft. Soll n#imlich
durch
¢ 1=z(%9)
x als abhiingige, z als unabhiingige Variable eingefiihrt werden, so hat man

ox
1=P'a—z“ )

ox
0=p 3y +gq.
Also wird die Differentialgleichung
ox
1 oy
N & %
2z 0z
ist also vom angegebenen Typus, der dadurch ausgezeichnet ist, das aufer

den partiellen Ableitungen nur eine der unabhiingigen Variablen, die abhingige
gar nicht vorkommt.

§ 8. Differentialgleichungen, in welchen die unbekannte
Funktion nicht explizite vorkommt.
Es sollen Differentialgleichungen der Form
h(x,y,p,q):O
untersucht werden. Zunichst bemerkt man sofort, daB die fiinf cha-

rakteristischen Gleichungen in zwei Gruppen zerfallen. Sie‘ werden
nidmlich dx

dy
ﬁ—:hp’ FTEERCE
b__ g, %a_
dt ®?  qr y’

dz
=0kt ah,
Da aber z selbst in % nicht vorkommt, so kann man aus dieser

letzten Gleichung z durch eine Quadratur bestimmen, sobald erst die
vier anderen Funktionen aus den vier iibrigen Gleichungen bestimmt sind.
Kennt man vollends irgendeine einparametrige Schar von Integralen
2=V (% v,a)
der partiellen Differentialgleichung, und zwar so, daB in einem gewissen
ﬂ) KA <_a_z> stetig und von
ox/’ da

. . . 0
Beyeich der xy eine der Ableitungen —a—a< 3y

Null verschieden ist, so ist oV
Fa

ein Integral der charakieristischen Gleichungen.

c

Unter unseren Voraussetzungen ist ndmlich
z=V(x,y,a)+ b
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nach S. 228 ein vollstindiges Integral der partiellen Differentialgleichung,
Denn man kann z=V +38, p=V,, ¢=V, nach g, b auflésen.
Daher kann man den S. 227 aufgestellten Satz anwenden. Danach
findet man die Charakteristiken aus.
2=V (x,y,a)+ b

'a—a' =C.
Hier also ergeben sich ihre x-y-Projektionen aus

ov

—— == C.

da

§ 9. Anwendungen in der Mechanik.

Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen sind von besonderer
Wichtigkeit fiir die ebene Bewegung eines Massenpunktes, auf welchen
eine zeitlich konstante Kraft wirkt, welche ein Potential U (x, y) besitzt.
Die Bewegungsgleichungen werden nidmlich dann, wenn die Masse
des Punktes Eins gesetzt wird,

@x_ _ v
ar T ax’
a'y oU
ar dy ’
Setzt man %:5 = $ und %’ = ¢ und fiihrt noch die kinetische Energie
- pﬁ +q9
T= 2
ein, so hat man auBerdem
4 _oT  dy_oT
at = ap° at— aq’
wihrend man die beiden ersten Gleichungen so schreiben kann:
ap_ 93U
dt ax’
¢ _ 09U
at oy’
Fiihrt man nun noch die Energie
E=T+4+U
ein, so hat man schlieBlich fiir die Bewegung diese vier Gleichungen:
dx
( 7 = Ep
dy
2_F,
(1) dat q
ap E
a: - T2
dg
dat Ey'
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Das sind aber nach § 8 die vier zu
z 2 + 2,2
(2) 5t + U y)=2c (¢ = konst.)

gehorigen charakteristischen Gleichungen, so daBl also die Integration
der Bewegungsgleichungen gleichwertig ist mit der partiellen Diffe-
rentialgleichung (2). Man nennt sie die Hamiltonsche Gleichung der
Bewegung. (Ihr Bestehen bringt den Energiesatz zum Ausdruck.)
Die Bahnkurven der Bewegung sind dann die x-y-Projektionen der
Charakteristiken dieser Differentialgleichung. Zur Lésung des mecha-
nischen Problems bedarf man also nur eines vollstindigen Integrales
dieser Gleichung. Zu seiner Auffindung ist oft die Einfilhrung neuer
unabhingiger Variabler zweckmiBig, weil man dadurch z. B. oft die
Gleichung auf eine der in § 7 behandelten zuriickfilhren kann.

Als Beispiel werde die Anziehung eines Massenpunktes nach
zwei festen Zentren betrachtet. Die beiden Zentren sollen bei +1
auf der x-Achse liegen. Man fiihrt elliptische Koordinaten ein.
Dazu betrachtet man die Kegelschnitte

#2 y? ‘
(3) a1+;.+ag+;.:—=1 <a1>ﬂ2>0unda1—ag=1)

mit den Brennpunkten x = 41, ¥y = 0. Durch jeden Punkt der Ebene
gehen zwei Kegelschnitte der Schar hindurch, eine Ellipse und eine
Hyperbel. Die Ellipse kommt heraus, wenn der Parameter 1 der

Ungleichung 4y A >0
2

geniigt. Hyperbeln erscheinen, wenn-
—a, <A< —a,
ist. Ist aber x,y ein beliebiger Punkt der Ebene, so besitzt die

Gleichung

4) x"(aa—|~l)—{—y’(al—}—i.)—(al—{—}.)(ag—{—}.):O

fir 1 stets zwei Wurzeln 4, und 4, (4, >4,), von welchen jeder der
beiden Ungleichungen je eine geniigt. Man erkennt das, wenn man
nur die Vorzeichen des Ausdrucks fir 4 =400, —a,, —a, be-

trachtet. Setzt man also die beiden Gleichungen
2% (ag 4 4,) + 9% (a, + 4y) = (2, +4) (2, + 4,)
2% (ag + Ag) + ¥* (ay + Ag) = (a, + 4y) (a5 + 4y)
an, so kann man daraus x? und 4% durch 4, und J, ausdriicken.
Man findet
= OTWOEN — 0,4+ 1) (0, + 1)

a, — Gy

g = LRGN (g, 4 1) (0 + ).

ag —a,

(3)
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Durch 4, und 4, ist also in jedem Quadranten genau ein Punkt fest-
gelegt. Man nennt 4, und 1, seine elliptischen Koordinaten,

Wir miissen nun die Entfernungen des Punktes (x,y) von den
beiden Zentren in elliptischen Koordinaten ausdriicken. Man hat

=x—12 -y =249 — 2241

=@x+1°2+92=2"F+y"42x+ 1.
Nun rechnet man aber nach (5) leicht aus, daB

Pty =a, +a,+ 4+
ist. Daher findet man
’2=2a1+11+lz’2v(a1+}')(“1+2' {Va1+]~ Vm}e
R'=2a,+ b+ A+ 2V(a, + 1) (& + d)={Va, + 1, + Va, + 4}
Also

r=Va,+4, —Va,+1,
R=Va,+i+Va +i,.

Daher wird nun das Potential

U ™ _ M <m1+m.)\/al+11+<m,—mg>x/2+lg
o r R Ah—y
Fiir die partielle Differentialgleichung bendtigen wir weiter den Aus-
druck von 2% und durch und 22, Man findet aber aus (5)
ox A 0hy’

2x=wf+m3f+@f+m%%
0= (ay+ 1) 22 | (s, 4-2,) 32
0= (@, +45) 52 + (@ + &) 52

—ay=(a+ 1)k 1 m+mﬁ

Also
0k 2x(ag+4y) 0y 2x(ag )
ox T W=l 0x h—&
%_23’(“1'*‘11) %__23'(“1___)
dy  A—2 dy 1= Ag
Nun wird

2z + 2z = ( > (M + 4iy) +2 gz gz (4,45, + llu)'?y)
+ ((a—];) (12::; "I‘ }'27)'
Daraus findet man

22 +123 (az >z (ay + 4y) (a3 +4y) (az )ﬂ @+ ) @y + %)
4 o4 11“12 31 _1
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Die Hamiltonsche Gleichung wird also

() @+ ) @+ ) — 252 Var T 4, + (Z) (00 + o) (0 + 40
o+ ey T, = o (3, — Ay).

Hier sind aber die Variablen getrenmt und daher findet man nach
S. 229 durch Einfilhrung zweier neuen Integrationskonstanten 4 und b
das vollstindige Integral:

J‘ a+c7~;+m‘+m”\/al'F'1 f mgg—ﬁ “—h
2 = dll (a1+l,)(%+11) + dlﬁ (al'*‘;-z)(as'i'lﬂ) +b'

Daher wird unter Benutzung der weiteren Integrationskonstanten g

die Gleichung der Bahnkurven. Soll der Massenpunkt die Stelle x,y,
mit gegebener Geschwindigkeit passieren, so ist die Bahnkurve ein-
deutig bestimmt. Denn aus der Energiegleichung
2 2 my  m

iyt 2R e
entnimmt man den Wert von ¢. Tridgt man den in die Gleichung
der Bahnkurve ein, so liefert die Bedingung, daf3 dieselbe mit gegebener
Geschwindigkeit durch den Punkt w,y, gehen soll, die Bestimmung
der Integrationskonstanten « und f§.

Um nun auch noch den zeitlichen Ablauf der Bewegung zu er-
kennen, achten wir darauf, wie die Losungen der partiellen Differential-
gleichung (2) von ¢ abhidngen. Wir fiigen also dies ¢ den unabhingigen
Variablen zu und beachten, dal dann die Ableitung von z nach dieser
neuen unabhingigen Variablen in (2) nicht vorkommt. Stellt man fiir
die so aufgefaBte partielle Differentialgleichung (2) die charakteristischen
Differentialgleichungen auf!), so sind die Gleichungen (1) noch durch
die beiden folgenden zu erginzen:

dc d [0z
=0 3=
Daraus entnimmt man also, daB
0z
% ={ + T
ist, und damit ist dann noch der zeitliche Ablauf der Bewegung ge-

regelt. 7 ist dabei eine neue Integrationskonstante, durch die der Null-
punkt der Zeitzdhlung bestimmt wird. Die Bahnkurven der Bewegung

1) Die hier im Vorbeigehen benutzte Theorie der partiellen Differential-
gleichungen mit mehr als zwei unabhéingigen Veriinderlichen wird S. 249 n#her
begriindet werden.
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lassen sich eingehend diskutieren. Man lese das z. B. bei Charlier:
,,Die Mechanik des Himmels*“ nach. Es ist ein Beispiel zu den S. 124 ff.
behandelten Differentialgleichungen.

§ 10. Transformationstheorie der partiellen Differential-
gleichungen.

Am einfachsten sind die Punkttransformationen, die durch
X=X, 9,2
® Y=Y(x 2
Z=2Z(%,9,2)
drei neue Variable X, Y, Z einfiihren. Dabei sollen diese drei Funk-
tionen in einem gewissen Bereich der x, y, z eindeutig und stetig
sein, sollen  stetige erste Ableitungen und eine nichtverschwindende
Funktionaldeterminante besitzen. Will man mit ihrer Hilfe eine par-
tielle Differentialgleichung transformieren, so betrachte man eine

Fliche ¢ (%, y, z) = 0 und deren Bildfliche. p, ¢ mbgen die partiellen
Ableitungen sein, die sich aus

¢, +99,=0
ergeben. Analog sind P und Q erklirt. Fiir die Bildfliche findet man

v Gx+ 5 P)H o, G+ P) +o(fr+ 7 p) =0
oder, sobald ¢, =0,

(5 + 5P —e(Z+Z )+ (% +EP)=0

oder
ox ay 0z
_ PixT 5% 5
- ox dy oz "
B —p 3z — 9%z + 7z
Ahnlich

ox oy 0z
. P79+ 957 57

ox oy 9z °
Pz 15z 7 5z

Diese beiden letzten Gleichungen zusammen mit (1) lehren, wie durch
die Punkttransformation die Flichenelemente x, y, z,p, ¢ in die
Flichenelemente X, Y, Z, P, Q ibergehen.

Es fragt sich, ob man zur Transformation der partiellen Diffe-
rentialgleichungen nicht auch allgemeinere Transformationen der
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Flichenelemente gebrauchen kann. Ganz beliebige Transformationen
der x, 9, 2z, p, g sind jedenfalls nicht brauchbar, denn aus den Ele-
menten einer Fliche sollen doch wieder die Elemente einer Fliche
werden. Jedenfalls mufi also bei Einfilhrung einer einparametrigen
Schar von Elementen jedesmal, wenn

?=pa +qy
Z'=PX' +QY'

sein und umgekehrt. Tatsichlich bestitigt man leicht, da8 fiir unsere
Punkttransformationen diese Bedingung erfiillt ist.

Sie ist gleichwertig damit, daB es einen von Null verschiedenen Fak-
tor g (v, ¥, 2, p, q) geben soll, so daB fiir die Transformationsformeln

lX=X(x,y,z,1),q)

ist, auch

Y=Y(x, y,2, 9,9

(3) Z=27Z(x,9,2, 0,9
P=P(x’ ¥, %, P,Q)
Q:Q(x’ v, %, 0, q)

4) Z—PX' — QY = —px' —qY)

.gilt. Solche Transformationen sollen weiterhin Beriihrungstransfor-
mationen heiBen. Wir setzen dabei wieder die fiinf Funktionen (3)
in einem gewissen Bereich der «x, 4y, z, p, ¢) und ihre ersten Ab-
leitungen als stetig und von nichtverschwindender Funktionaldeter-
minante voraus.

Ein Beispiel einer solchen Beriihrungstransformation liefert der
Ubergang zu Ebenenkoordinaten. Dabei will man eine jede Fliche
nicht als Ort ihrer Punkte, sondern als Ort ihrer Tangentialebenen
auffassen. Zwischen den Ebenenkoordinaten X,Y,Z muBl dann eine
entsprechende Gleichung bestehen. Wir fiihren die Ebenenkoordinaten
X,Y, Z durch die Lestgleichung
(5) Z+z2=Xx+Yy
ein. Soll eine Ebene mit den Koordinaten X, Y, Z im Punkte %, y, 2
eine Fliche ¢(x, v, z) =0 mit den Tangentialebenenstellungen p, ¢
beriihren, so muf3
(6) X—p
(7) Y=g¢
sein. Aus (5), (6), (7) kann man im Verein mit ¢ (x, y, z)=0 die
Bedingung entnehmen, die zwischen den X, Y, Z bestehen muB.

) Eventuell auch nur fiir die durch eine Gleichung f(x,y,z,p, =0
verbundenen #, y, z, p, ¢ des Bereiches,
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Daher bekommt man durch Differentiation die Stellungen P, Q der
Tangentialebenen dieser Bildfliche:

0z 0z
et st X+ YL

=x-+p 57( + qa—A
Also wegen
0z _
Fr'am P ax + a Y
0Z
(8) P=>5=
Ebenso
0Z

(8), (6), (7), (8), (9) legen also die dem Ubergang zu Ebenenkoordi-
naten entsprechende Transformation der Elemente fest. Sie ist eine
Beriihrungstransformation, denn nach (5) wird

4+ =Xx+X4+Yy+Yy
—X'P—-YQ=—(—ps —qy).

Diese Beriithrungstransformation — Einfithrung von Ebenenkoordinaten —
ist es, die fiir die partiellen Differentialgleichungen unter dem Namen
Legendresche Transformation vielfache Verwendung gefunden hat.

Man kann leicht diese eben besprochene Beriihrungstransformation
verallgemeinern, indem man statt einer linearen Leitgleichung von
einer beliebigen Leitgleichung

(%) w(*,9,2X,Y,2)=0

ausgeht. Die gleichen Uberlegungen wie oben liefern zur Bestimmung
der Transformation noch die vier folgenden Gleichungen

oder

(6") Y, + 9, p=0
(7) v, +v,q=0
(8 yx+yzP=0
(9) yy—+ vz Q=0.

Auch hier bestitigt man leicht, daB eine Beriihrungstransformation
vorliegt, wofern man natiirlich noch voraussetzt, daB die Funktional-
determinante der fiinf Gleichungen (5’) bis (9') nicht verschwindet und
zwar sowohl hinsichtlich der %, y, z, p, ¢ wie hinsichtlich der X, Y,
Z,P,Q.

Man kann ausgehend von der Leitgleichung (5') und der Be-
dingung (4) auch auf einem mehr systematischen Weg zu den Trans-
formationsformeln gelangen. Denkt man sich namlich in (5") die Trans-
formationsformeln eingetragen, so muB eine Identitit in den x, y, z,
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$, ¢ herauskommen. Also muB3 nach Einfilhrung einer einparame-
trigen Schar von Elementen bei Differentiation nach dem Parameter
der Schar
y' =0
sein. Jedesmal dann also, wenn y’=0 ist, muB auch (4) gelten.
Das fiihrt zu dem Ansatz
(Z — PX' — QYY) —o(d — px’ — qy)=1¢/,
wo A ein noch zu bestimmender Faktor ist. Ausfiihrlicher geschrieben
lautet diese Gleichung
(Z —PX —QY)—o(@ — px' — q¥)
=1, ¥ + v,y + .7 +yxX +yrY +yz 7).
Soll dies fiir beliebige &', 4/, 7', X', Y’, Z' richtig sein, so miissen
die folgenden Gleichungen gelten:

1= Adyg —eo =1y,
P=—1lyx +op=Ay,
Q= —Adyy +eg=1y,
oder
yx+yzP =0 v, Tv,p=0
yr+yzQ=0 v, +v,g=0.

Das sind aber genau die frither gefundenen Beziehungen.

Die Legendresche Transformation und ihre eben besprochene
Verallgemeinerung ordnen der Leitgleichung (5") zufolge jedem Punkte
%g: Yo» 2o €ine Fliche zu, deren Gleichung

Y (%gs Y9 200 X, Y, Z) =0

ist. Durchlduft dann zx,, y,, 2, seinerseits eine Flidche, so erhilt man
eine zweiparametrige Fliachenschar, deren Enveloppe sich offenbar
aus (5'), (6"), (7') bestimmen liBt. So wird auch geometrisch der
Charakter der Beriihrungstransformation deutlich. Des weiteren aber
146t diese Beobachtung erkennen, daB es eine Illusion wire, zu
glauben, daB nun auch wirklich jede Fliche x, y, z in eine Fliche
der X, Y, Z iiberginge. Vielmehr kénnen da Ausartungen vorkommen.
Das erkennt man deutlich, sobald man sich etwa fragt, was durch
die Legendresche Transformation aus einer Ebene der %, ¥, z entsteht.
Léings emer Ebene z. B. sind p und ¢ und damit nach (6), (7) X und
Y konstant. Sei etwa

z=ax+by-+c
die zu transformierende Ebene, so wird
X=aua
Y =h»,

ferner nach (5)
Z= —c.
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Dagegen

P=y

Q=y.
Also erhilt man als Bild der Ebene die Gesamtheit aller Flichen-
elemente mit dem gemeinsamen Trigerpunkt

(X,Y, 2)=(a, b, —c).

Jedenfalls kommt also keine echte Fliche heraus, sondern ein Spezial-
fall dessen, was Lie einen Elementeverein nannte. Unter einem Ele-
menteverein versteht ndmlich Lie eine Schar von Flichenelementen,
die der Relation
Z=px +qy

geniigen. Beriihrungstransformationen sind also dadurch charakterisiert,
daB sie jeden Elementeverein in einen Elementeverein iiberfiihren.
Ein Beispiel eines Elementevereins hatten wir in dem eben schon
besprochenen Biindel, in dem die Funktionen x(f), y(¢), z(f) kon-
stante Werte haben, also %' =4 =2 =0 gilt. Ein weiteres Beispiel
bildet die Gesamtheit aller Ebenen durch die Tangenten einer Kurve

r==x(t), y=9(0), z2=2(),
denn die Bedingung dafiir, daB eine Ebene durch diesen Kurvenpunkt

z—z@W)=p(x—x(@)+q(y —y()

die Kurventangente
x=2x(t) 4 2" ()=

y=y®+y [
z=2z()+ 2 (f)r
durch diesen Punkt enthilt, lautet doch gerade
?=px' +qy.
In einen solchen ,kurvenartigen® Elementeverein wird durch die
Legendresche Transformation z. B. jede abwickelbare Fliche iiber-
gefiihrt. Denn lings der geradlinigen Erzeugenden einer solchen
Fliche é&ndert sich die Stellung der Tangentialebene nicht. Den
Flichenelementen einer geradlinigen Erzeugenden entspricht daher
ein Biischel von Flichenelementen, und das Bild der Fliche wird eine
einparametrige Schar solcher Biischel. Die Trigergeraden der Biischel
berithren die Kurve der Trigerpunkte in denselben.
Es mége eine Aufgabe fiir den Leser sein, diese Betrachtung
rechnerisch noch zu vervollstindigen.
Weitere Beispiele von Beriihrungstransformationen erhilt man,
wenn man von einem Paar von Leitgleichungen

(10) v, (x,9,2, X,Y,2)=0
w?(x’ y: Z, X, Y, Z)_-—_.O
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ausgeht. Diese beiden Gleichungen sollen nach Eintragung der
Transformationsformeln zu Identititen werden. Fiir eine einpara-
metrige Schar von Elementen wird dann

w;,’ =0

Q/J‘a’ =0
und diese beiden Gleichungen sollen die Identitdt (4) nach sich ziehen.
Das fiihrt zu dem Ansatz

Z—-PX — QY, - Q(Z,— px’ - 43/)=7~1%' +;'21/’2,
mit zwei noch zu bestimmenden Faktoren 4, und 4,. Da diese
Gleichung wieder fiir beliebige #', ', 2, X’, Y’, Z’ gelten soll, so
fiihrt der oben schon verwendete Elementenvergleich zu
1= lLyiz+dvyz
(11,) P=—lyix—Ayex
Q= —Ayrivr— dyey
—e=hy,+ Ly,
”
(117) ep =4 v, + ¥y,
g =4y, T Ay,
Diese sechs Gleichungen zusammen mit den beiden Gleichungen (10)
ergeben acht Gleichungen zum Bestimimen der acht Funktionen
X,Y,Z,P,Q, 0,4, 4. Aus (11) folgt leicht
(y1x+v1zP)d + (wex +wezP)dy =0
(Wir+v12Q) 4 + (yar + y220)4 = 0.

Also muBl — wenn nicht 4, = 1, = 0 sein soll

(12) | vix+y1zP Wax'l“%zp!:O
] vir+v1zQ0  vyavy+ y2z0
sein, ebenso kommt aus (11”)

(12”) I"l’m'*" LY 4 Yo, + Vo, P —0.

lviy + %19 ¥yt ¥aed
Aus (10) und (12"”) kann man dann im allgemeinen X,Y, Z be-
stimmen. Dann liefern (11”) g, 4,, 4, bis auf einen gemeinsamen
Faktor. Dann normiert die erste Gleichung (11’) diesen Faktor und
die beiden anderen liefern P und Q.

Auch der geometrische Sinn solcher Transformationen ist leicht
zu erkennen. Die beiden Gleichungen (10) ordnen jedem Punkt
%5 Yo % €ine Kurve des X,7Y, Z-Raumes zu und umgekehrt. Die
drei Gleichungen (10) und (12”), aus denen ja die dem Element
X,Y,Z,P,Q entsprechenden x,y,z zu bestimmen sind, bedeuten
geometrisch, daB #x, y, z so zu wihlen sind, daB die durch (10) dar-
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gestellte Kurve der X, Y, Z das Element X,Y, Z, P, Q beriihrt. Da-
her entspricht den Elementen der Flidche x, y, z eine zweiparametrige
Schar von Kurven, eine sogenannte Kongruenz von Kurven. Die
Fliche selbst geht in die von den Kurven der Kongruenz beriihrte
Fliache, also in die sogenannte Brennfliche der Kongruenz iiber.

Als naheliegendes Beispiel bietet sich der Fall dar, daf die
Gleichungen , und ¢, in beiden Variablenreihen linear sind.
Z. B. seien

Y—y=0
Z—z+Xx=
die beiden Leitgleichungen. Dann wird (12”)
~X4p=0.
Danach liefern die Gleichungen (11”)
+eo =+ }'2
+eog=—4;
Ferner folgt aus (11")
1=14,
also
e=1
hh=—4q
Also
P=—x
_ Q=gq.
Also haben wir im ganzen
X=9p
Y=y
Z=12z—px
P=—yx
Q=g

Diese Transformation wird unter dem Namen Eulersche Transfor-
mation viel verwendet.

Wihlt man endlich drei Leitgleichungen, so kommt man zu den
zuerst besprochenen Punkttransformationen zuriick.

Nach den vorstehenden Erorterungen hat man wunter einer Be-
rithrungstransformation eine Transformation (3) mit nichtverschwin-
dender Funktionaldeterminante zu versichen, fiir die auferdem eine
Identitit (4) mit nmicht identisch in %, y, z, p, q verschwindendem ¢ gilt.

Wir wollen uns nun zunichst davon iiberzeugen, daB von diesen
beiden Bedingungen die erste — auf die Funktionaldeterminante be-
ziigliche -—— wegfallen darf. Diese kann nimlich nur da verschwinden,
wo o verschwindet. Sie ist nidmlich bis auf das Vorzeichen die dritte
Potenz von g.

Bieberbach, Differentialgleichungen. 16
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Der Beweis dieser Behauptung sowie viele Anwendungen der
Beriihrungstransformationen stiitzen sich wesentlich auf die sogenannte

bilineare Invariante. Wir nehmen zwei Elementevereine: x (£), . .., ¢(¢) mit
(13" 7 =px' 4 qy

und %(7), ..., ¢(r) mit

(18") E—pi+q9.

Dabei sollen also Striche Ableitungen nach dem Parameter ¢ des ersten
Vereins, Punkte Ableitungen nach dem Parameter 7 des zweiten Ver-
eins bedeuten. u(x,y,z2,p,q) sei eine auf beiden Vereinen stetig
differenzierbar erklirte Funktion. Ebenso sollen x (¢), x(z)... stetig
differenzierbare Funktionen sein in gewissen Intervallen

a<t<h, e <t<p.
Dann haben wir

(18") W=Dty 4 Sy R Ty T
Setzt man abkiirzend
du ou ou
! ax oz TP%
(131V)

au_ou o
dy oy 9 0z’
so kann man nach (13') fiir (13") schréiben

U 4 d“v

(14) W=y

Analog hat man
du , du

. . oun , ou
(14”) =% ;73"!‘551"1“5‘1
Diese Beziehungen wollen wir insbesondere auf X, Y, Z, P, Q anwenden.
Nun aber hat man zwischen den Funktionen (3) mit einem g = 0 die
Beziehungen

(1) Z —PX — QY =o(/ —px' —qy)
und
(") Z—PX - QV=o(t—pi—gi).

Daher findet man aus (15') durch Differentiation nach 7
7 —PX —PX —QY — QY =¢o( — px’ — qv)
+o# —px'—p¥ —qy —qY)
und ebenso aus (15”) durch Differentiation nach ¢
2 —PX—PX —QY—QYV =¢ (:—p%—q9)
+o( —pi—p¥' —qV—qy).
Beachtet man noch (13') und (13”) und zieht beide Gleichungen von-
einandér ab, so kommt

(1) PX—PX 4 QY- QY =o(p/s—P¥¢Y—qy)
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P’ % —px' -+ ¢y — qy istdie gesuchte bilineare Invariante, deren
Bedeutung fiir die Anwendung der Berithrungstransformationen auf
partielle Differentialgleichungen sich bald zeigen wird, Zunichst wenden
wir sie an, um die schon erwidhnte Beziehung zwischen ¢ und der
Funktionaldeterminante zu finden. Ersetzen wir in (16) X Y, P ) Q
durch ihre aus (14”) fiir u =X, Y, P, Q folgenden Werte und beachten,
daB (16) fiir beliebige %, ¥, p, ¢ gelten muB, so folgt durch Vergleichen
der beiden Seiten

¥ y X Y
e =X LY -G P -5
Qy'z_X’+aQY’ Z;XP =

7
(1) <—-QP—‘ X’—*—dQY’———P’—‘?—Xv
dx dx
,_dP_,  dQ ., _ay
_Qq_a—j,—X_'}— Y — dy ay

Daneben stellen wir die vier sich aus (14) fir =X, Y, P, Q er-
ergebenden analogen Beziehungen. Trigt man sie in (17) ein, so
kommen Identititen zum Vorschein. Koeffizientenvergleich der ', 4/, 9', ¢
auf beiden Seiten bringt zum Ausdruck, daB das Produkt der folgen-
den beiden Determinanten ¢ und 4 den Wert g* hat:

dX dX X 0X
dx dy op oq
dy dY Y Y
dx dy 3p oq
dP dP 9P 9P |’
dx dy 9p oq
49 dQ 99 2@
dx dy op dq

P 9Q 84X 3Y
9p op op op
aP 3Q X AY
o 9q 9q dg
AP dQ dX dY
dx dx dx dz
AP dQ dX dY
dy dy dy dy

Da man aber die hier vorkommenden Determinanten durch Ver-
tauschen von Zeilen und Kolonnen ineinander iiberfilhren kann,
so folgt

4=9.
16*
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Also 5 = ot
oder
0=+ o°.
Wenden wir das nun auf die zu untersuchende Funktionaldeterminante
der Beriihrungstransformation (3) an. Sie ist

oder nach (13")

aP 4P 9P oP oP

Trigt man aber in (15') die sich aus (13") fir u=X,Y, Z, P, Q
ergebenden Werte ein, so erhilt man

0z 0X Y
e P 0% =
0z aX Yy
w Pl =0t
8z 8X Y
(A) 3y Py T ij‘ = —0q
0z 0X oY
w T 9% =0
0z 0X oY
a0 " Pag =0
Aus den drei ersten Gleichungen folgt wegen (13!V) noch
iz ix dy
= PH T4
(B) iz iy

aXxX
=Pyt
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Daher kann man die Funktionaldeterminante auch so schreiben (wenn
man die erste Zeile mit P, die zweite mit Q multipliziert und beide
von der dritten abzieht):

dX dX 08X X X
dx dy 9z @p ogq

0 0 o 0 0 |=pd=+¢"

dQ dQ 2Q aQ a9
dx dy 0z op aq

Also ist die Funktionaldeterminante = 3 0® und kann nur verschwinden,
wenn © verschwindet.

Nachdem nunmehr unsere allgemeinen Betrachtungen iiber Be-
riihrungstransformationen zu einem vorliaufigen Abschluf3 gediehen
sind, ist es Zeit, niitzliche Anwendungen auf die Theorie der partiellen
Differentialgleichungen zu machen. Durch die Beriihrungstransforma-
tion wird namlich eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung
in eine andere partielle Differentialgleichung erster Ordnung iibergefiihrt.
Denn zunichst mége durch die Substitution (3) aus der Relation

f(x,y,z»ﬁ,Q)=O

F(X,Y,Z,P,Q)=0

werden. Da nun aber aus jedem Elementeverein durch Berithrungs-
transformation ein Elementeverein wird, so geht insbesondere jeder
Integralverein der ersten in einen Integralverein der zweiten iiber !). Da
aber nicht jede Fliche in eine Fliche iibergeht, so kann man nicht
behaupten, daB die Integralflichen der beiden einander entsprechen.
Vielmehr gilt, wie eben bewiesen, eine solche Angabe nur fiir den
allgemeineren Begriff des Integralvereins. Dies mull man also bei
Anwendung der Berithrungstransformationen auf Differentialgleichungen
stets im Auge behalten.

die Relation

Die bilineare Invariante 1483t weiter erkennen, daB aus den charakte-
ristischen Streifen der einen Differentialgleichung die charakteristischen
Streifen der anderen werden. Das soll heiBen: aus den charakteristi-
schen Differentialgleichungen der einen und ihren Lésungen werden
die charakteristischen Differentialgleichungen der transformierten Dif-

1) Ein Integralverein ist ein Elementeverein, dessen Elemente alle der
partiellen Differentialgleichung gentigen,
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ferentialgleichung und deren Losungen.
wir in die Bilinearinvariante als Streifen

?=px'+qy

III. Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung.

Um das einzusehen, tragen

einen charakteristischen ein. Dann hat man aus den charakteristischen
Differentialgleichungen

Also wird

PX—PX+QY— QY =o(—%Ls

Wegen f(x, v, 2, p, 9) =

Also hat man

y =

’
x =
’

of
op
of
og

’

_‘—_Q

P=-

¢=-

i

dx

af
'd—y"o

of

—

PX—PX 4+QY—-QY
dF 3 oF adF oF -
= —e(gx X+ P+ 5V +50).

af . of .
dyy oq q>

F(X,Y,Z, P, Q) ist dies aber gleich —oF .

Da dies aber fiir beliebige X, Y, P, Q gelten muB, so folgt

X' = Q%—;
Y = gg—g
P = —g%
Q’=—ej—§-

Ferner aber hat man wegen (3) und ¢ = px’+ ¢y

Z=PX+QY =

+o(PL5+0%):

Bis auf den Faktor ¢ hat man also die charakteristischen Differential-

gleichungen von F=0.

genau ein Streifen

RS N R
nn
ISR

I

(-
(-
(-
(.

(t—

Den Faktor ¢ aber kann man ruhig
streichen, da ja der Parameter ¢ durch einen entsprechenden anderen
ersetzt werden kann.

Ein Beispiel einer Beriihrungstransformation ist uns schon auf
S. 214 begegnet. Dort integrierten wir die charakteristischen Differen-
tialgleichungen und fanden, daB durch jedes Element %, y,, 2,, Do 9o

tys %os Yor 20> Po> 90)

CL)
)
-)
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geht. Wihlt man insbesondere die x,, y,, 24, P¢> ¢o auf einem An-
fangsstreifen, so liegen auch die %, y, z, p, ¢ fiir alle ¢ auf einem
Streifen. Wir fanden insbesondere
¢

dz dx dy _;rf‘dt dz, dzx, dy,
Fotr—a=et (P -a)
Daher ist insbesondere jetzt die Funktionaldeterminante der x, vy, z,
p, ¢ nach den x,, ¥, Zy, Po» go von Null verschieden; denn

- ffzdt

e i
verschwindet nicht und ist endlich, solange f, endlich ist.

Mit Hilfe unserer Sitze liber Beriihrungstransformationen kénnen
wir nun auch in eleganter Weise die Ergebnisse wieder gewinnen,
die wir S. 227 iiber die Integration der charakteristischen Gleichungen
mit Hilfe eines vollstindigen Integrales der zugehérigen partiellen
Differentialgleichung gewonnen haben. Es sei also

(18) z=V(x, 9, P, Q)
ein vollstindiges Integral der Differentialgleichung

f(x y, 2, ,9)=0.
Dann kénnen nach S. 228 P und Q durch Auflésung aus (18’) und
=
ox
ov
9= ay
als Funktionen von x und y gewonnen werden. Es geniigt aber hier,
P und Q nur aus (18”) als Funktionen von #,y,z zu gewinnen.

Als neue Variable X, Y fithren wir nun noch

(18”)

oV

(19) | X
oV

Y=%

ein. Dann gilt jedenfalls
V=p2+qy +XP+Y(

V' —(XP) —(YQ)=px 449y —PX —QY".

Ich sctze
(20) Z=z—V4+XP+YQ.
Mithin

Z’—PX’~—QY’=z’—V'+XP’+YQ’=z’—px’—qy’.
Also bestimmen die Gleichungen (18”), (19), (20) eine Beriihrungs-
transformation. Man bekommt die transformierte partielle Difterential-
gleichung, indem man % und y aus (18’), (19) und (20) eliminiert.

also
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Also wird
FX,Y,Z,P,Q)=Z—XP—-YQ=0.

Die transformierte Differentialgleichung ist also eine Clasrautsche
Differentialgleichung und man erkennt somit gleichzeitig, daBl man
durch Berithrungstransformationen jede partielle Differentialgleichung
erster Ordnung in diese Clairautsche und damit natiirlich auch in
jede andere partielle Differentialgleichung erster Ordnung iiberfiihren
kann. Die charakteristischen Differentialgleichungen der transfor-
mierten partiellen werden nun aber

X=—X
Y=-Y
' =—7
P= P—P=0.
0= 0-¢=o0.
Also werden die charakteristischen Streifen
Y4+mX =0
Z+nX =0
P=a
Q =b,

wo a, b, m, n willkiirliche Konstanten sind. Sollen das insbesondere
Integralstreifen sein, so muB noch
Z—PX—-QY=0
sein. Das liefert
—nX —aX+bmX=0.

Also n = — a -} bm. Die Integralstreifen sind daher
Y4+mX=0
Z—aX—-0Y=0
P=a
Q=5

Also werden die Losungen der zu f==0 gehorigen charakteristischen
Differentialgleichungen bestimmt durch

oV ov
g T "Map=

=V 9P, Q+XP—a+Y(Q—0)=0
P=q Q=

In V ist also iiberall 4, b statt P, Q zu schreiben. Die charakteristi-
schen Integralstreifen werden insbesondere
v ., oV
7% T ™5 =0
oV oV
z—V(x,9,a,b)=0, ?—'b_;’q=5}
und dies ist das Ergebnis, das wir von S. 227 her kennen.
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§ 11. Verallgemeinerung auf den Fall von n unabhingigen

Verdnderlichen.
%y, %, - .., X, Seien u unabhingige Verinderliche, z sei die ge-
suchte Funktion derselben. Zur Abkiirzung werde
0z
5‘;k'=pk (k=1,2,,'n)

gesetzt. Dann sei die Differentialgleichung

[(%y. %, 25Dy Pay +-rP) =0 oder kurz  f(x,2,$) =0
vorgelegt. lhre linke Seite soll fiir ein gewisses Gebiet der 24 -1
Variablen x,z,p samt ihren Ableitungen der beiden ersten Ordnun-
gen eine stetige Funktion sein.

Die Vermutung liegt nahe, daB jetzt die folgenden Differential-
gleichungen die Rolle der charakteristischen iibernehmen

dx ap
! W=ty =yt (k=127
| S=tfut ot bal

Als Aufgabe werde gestellt, durch eine #—1-dimensionale Mannig-
faltigkeit R, _, des n + 1-dimensionalen Rn 4+ der (x, z) eine #-dimen-

sionale Integralfiiche zu legen. Diese R, _, sei durch

xk=¢pk(‘[1--~7n—1)} (k:l,,,,,n)
2=g@(... 7, )
gegeben. Dabei seien die @ in einem gewissen Bereich der 7 stetig
differenzierbar. Zunichst miissen wir noch voraussetzen, daB sich durch
diese R, _, ein Anfangsintegralstreifen legen lasse. Ein Streifen ist
hier an die Bedingung

0z 0x 0x,
5‘; = ﬁ]_ = + _I_ pn ot
gebunden. Den # — 1 Parametern 7, entsprechend miissen also fiir
einen Integralstreifen durch die R, _, die folgenden Gleichungen gelten:

ox 0%,
afk ﬁlar;"}‘ +1>"6r (k=1,2,...,n——-1)
fx,z,$)=0.

Nehmen wir an fir 7, =17,©, d h x, =21, z=2° gebe es eine
Losung p, = 5, dieser Gleichungen und die Funktionaldeterminante

fpx e fpn
o 9%
07, o,
0% 0 Fn

61,, 1 0Tp_y
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sei an dieser Stelle von Null verschieden!). Dann gibt es nach be-
kannten Sitzen eine Umgebung jener Stelle (x©,2° der R, _,, fiir
die die Gleichungen l6sbar sind. Die Losungen hingen stetig und
differenzierbar von den Parametern ab. Damit ist ein Anfangsstreifen
bestimmt.

Ein Element eines solchen Anfangsstreifens ist durch 2# -+ 1
Anfangswerte x,, z,, p, charakterisiert. Wir legen durch dasselbe einen
charakteristischen Streifen, indem wir diejenige Losung der charakte-
ristischen Differentialgleichungen bestimmen, welche fir /=0 in
%y, 25 Do Ubergehen. Ein solcher charakteristischer Streifen ist ein
Integralstreifen, weil sein zu f#=0 gehoriges Anfangselement der
partiellen Differentialgleichung f(,, 2y, $,) = 0 geniigt. Trigt man
nimlich in f(x,z,p) die 2# + 1 den Streifen bestimmenden Funktionen
x=x(t), z=2(f), p=2() ein und differenziert nach /, so kommt

St 124 3y,
=2fmkfpk+fz21"kfrk Zﬁq‘( +fpk_0

Daher indert sich f(x,2,p) mit ¢ nicht. Da aber fiir £ =0 das ver-
schwindende f(x,, 2y, p,) herauskommt, so ist f(x,z,p) = 0 fiir alle ¢,
d. h. die in der angegebenen Weise bestimmten charakteristischen
Streifen sind lauter Integralstreifen.

Die den charakteristischen Streifen angehérigen Elemente (x, 2, p)
sind somit lauter Integralelemente. Erfiillen sie aber auch eine Integral-
fliche?

Nach den Existenz- und Stetigkeitssitzen iiber gewéhnliche Diffe-
rentialgleichungen hingen die charakteristischen Streifen fiir einen ge-
wissen Bereich der Parameter (7,?) stetig und stetig differenzierbar von
den Parametern ab:

dxk

:¢k(1’t)
z=@(z,1) (k=1,..,m).
ﬁk=’l’k(7’t)

Fiir jede einparametrige Schar derselben ist die Streifenbedingung er-
filllt. Fir die Schar, die durch Konstanthalten aller ¢ charakterisiert
ist, sahen wir das eben schon, Fiir die Schar, welche durch Kon-
stanthalten von irgend # — 1 anderen der x-Parameter 7, ¢ erhalten
wird, ist es noch zu zeigen. Wir haben also zu zeigen, dal z. B.

0z

gilt. Fir £=0 ist das richtig. Um es allgemein zu bestitigen,

0%
0Ty

1) Dies ist z. B. stets dann der Fall, wenn die R,_, diese ist:
% =konst, z=@ (%3,..., %)
und die Differentialgleichung die Form p, =g (%,..., #n, 2, Pg, ..., Pn) hat.
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differenziert man nach ¢ ganz wie auf S. 214 und beachtet die charak-
teristischen Differentialgleichungen. Der Leser moge die kleine Rech-
nung selbst zu Ende fiihren.

Damit ist noch immer nicht erkannt, daB die gefundene #-para-
metrige Schar von Integralelementen eine R, erfiillen. Denn wenn
z. B. die charakteristischen Streifen alle in den Anfangsstreifen hinein-
fielen, so wiirden wir eben nichts anderes als diese R, _, selbst er-
halten. Dies Hineinfallen ist nun aber durch unsere Voraussetzungen
ausgeschlossen. Denn wire ein charakteristischer Streifen, z, B. der
durch 7, =17, (k=1,2,...,n — 1) charakterisierte auf der R _, ge-
legen, so miiBte es gewisse Funktionen 7, =7, (f) geben, so daB
identisch in ¢

_dx,  O0pkou
T =28 =2%, a1

wédre. Dann miiite aber die oben S. 249 als von Null verschieden
angenommene Determinante verschwinden. Gerade ihr Nichtverschwin-
den gibt die Gewihr, daB wir eine Integralfliche gefunden haben.

Den Nachweis, daB die gefundene Integralfliche die einzige
durch die gegebene R, _, ist, wird der Leser ganz wie auf S.215
fihren konnen. Man muB dazu nur nachweisen, daB zwei Integral-
flichen, welche ein Flichenelement gemeinsam haben, auch den ganzen
durch dies Element bestimmten charakteristischen Streifen gemeinsam
haben.

Diese Bemerkung ist es denn auch, die es erlaubt, die oben fiir
den Fall zweier unabhingiger Variabler entwickelte Theorie der wvoll-
stdndigen Integrale auf diesen allgemeineren Fall zu iibertragen,

Ich mochte dazu den zweiten, sich der Beriihrungstransformationen
bedienenden Weg einschlagen. Die Theorie dieser Transformationen
1at sich ohne alles Weitere auf den jetzt vorliegenden Fall von # un-
unabhingigen Verinderlichen iibertragen. Der Leser moge sich das
selbst im einzelnen durchiiberlegen. Wir wollen also nun zusehen,
wie man aus einem vollstindigen Integral die Losungen der charak-
teristischen Differentialgleichungen gewinnen kann. Wie man ein
vollstindiges Integral konstruieren kann, wollen wir uns dann zum
SchluB3 iiberlegen.

(21) Z=V(xy,..,%,,P,...,P)

sei ein vollstindiges Integral von
f(#1e s %5 2,815 b,) = 0.
Es soll also mdglich sein, die Gleichungen (21) und

oV oV
(22 b= b= g

fir die f= 0 geniigenden x,z,p aus einem gewissen Bereich nach
den P aufruldsen. Fiir n der # 4 1 Gleichungen (21), (22) sei die zu-
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gehorige Funktionaldeterminante von Null verschieden. Die Ableitungen
der beiden ersten Ordnungen seien fiir V stetig., Wir setzen

_ _ v v
(23) XI_E,...,X,,__ 3B

(24) ®=X,P,+X,P,+...+X,P,,
(25) Z=z2—V+4 &

und stellen genau wie oben fest, daB die durch (22), (23), (25) er-
klarte Transformation eine Beriihrungstransformation ist. Die trans-
formierte Differentialgleichung gewinnt man durch Elimination von
Py P, aus (21), (23) und (25).

Dieselbe wird
(26) Z=XP +...+X,P,,
also wieder eine Clairautsche Differentialgleichung, Die transformierten
charakteristischen Differentialgleichungen werden daher

X! =—X, (1=1,2,...,n)
7= —Z
P/= 0 (1=1,2,...,n)
Also werden die Charakteristiken
(X, +mX =0 (k=2,...,n)
(27) Z4+nX, =0
i P, =aq (1=1,2,...,n)

wo die a,,m, willkiirliche Konstanten sind. Fiir die Integralstreifen
liefert (26) insbesondere

n=—a,+a,my,F-azm;+...4a,m,.
Daher werden die Losungen der urspriinglichen zu f(x,y,2,$,9)=0

gehorigen charakteristischen Differentialgleichungen gegeben durch (22)

und durch

ov ov .
ov ov

(28) ov
Z——V(xl,...,x”,dl,...,an)—]—'ala—P;—l—...'i—ﬂn'a—-P;—r'na—*P;:O.

Insbesondere werden also die charakteristischen Infegralstreifen ge-
geben durch
v,V -
j dar T Miga =0 (k=2,...,n)
(29) 2=V (%, %,,a,,..,a,)=0
oV(x,a),.
¢i=—é—x—‘—(z=1,2...n).
Wegen des umkehrbar eindeutigen Charakters der Beriihrungstrans-
formationen miissen die Losungen durch (28) bzw. (29) véllig und
eindeutig bestimmt sein. Denn dies ist bei (27) so.
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Es bleibt nun die Konstruktion eines vollstindigen Integrals iibrig.
Dazu ist es nétig, die Betrachtungen der §§ 5 und 6 zu ibertragen.
Die dort verwendeten Klammerausdriicke sind jeizt so zu erkliren:

=G5+ G ) L )
e, <8x1 + pl) 6pg (Bx, + P2> aa:,,<aa;f,,+agi’n> ’

Man sieht genau wie damals ein, daB es darauf ankommt, 7 —1
samt ihren Ableitungen der beiden ersten Ordnungen stetige Funktio-
nen f,...f,.; U finden, die unter sich und mit f in Involution
liegen, und zwar so, daB das System

f=0,fi=0a,.  fr1=0_4

nach p,, ..., p, auflosbar ist, d. h. eine nicht verschwindende Funktional-
determinante hat. Dann erfiillen eben wegen der Involutionsbedingung
die » sich fiir die p ergebenden Funktionen die Integrabilititsbedingungen
und man kann die entstandenen # Differentialgleichungen

0g

%
integrieren. Dabei kommt noch eine letzte Integrationskonstante a,
herein und die entstehende Funktion

=(p'.(xl,...,xn,z,al,...,an_l) 1=1,2,..,n)

2=V Xy, -0 %y A5+, 4)
ist ein vollstindiges Integral von f= 0. Die Integrationsarbeit kann
man sich wie damals zum Teil sparen, wenn man noch eine weitere
mit f,f;,..., f,—, in Involution liegende Funktion f, kennt. Kann man
dann das Gleichungssystem

f=0,fi=ay,...f,=a,
nach z,$,,...,p, auflésen, so kann man daraus durch eine Quadratur
ein vollstindiges Integral von f=0 finden. Das moge der Leser
an Hand der S. 220 gegebenen ausfiihrlichen Darlegungen nachpriifen.
Wir wollen uns die hier vorliegenden Verhiltnisse noch etwas deut-
licher vor Augen fiihren.

Wir kénnen das letzte Ergebnis auch so aussprechen: Kennt man

n -+ 1 wechselweise in Involution liegende Integrale

f=0’f1=a1""’fn=an
des Systems der charakteristischen Gleichungen, so kann man die n — 1
noch fehlenden Integrale durch bloBe Differentiations- und Eliminations-
prozesse verbunden mit Quadraturen ermitteln. Die Kenntnis von
2#n Integralen ermdoglicht es ja erst, die 2# einen charakteristischen
Streifen bestimmenden Funktionen zu gewinnen'). Aus den # -1

1) Dabei wird allerdings von der durch die Differentialgleichungen vor-
geschriebenen Wahl des Parameters ¢. abgesehen.
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in Involution liegenden Integralen gewinnt man nidmlich, wie wir
sahen, durch Quadraturen ein vollstindiges Integral und daraus durch
Differentiationsprozesse n — 1 weitere Integrale der charakteristischen
Differentialgleichungen.

Dies Ergebnis kann man nun aber auch direkt durch Vermitt-
lung einer Berithrungstransformation ohne den Umweg iiber das voll-
stindige Integral gewinnen, Dabei erweist sich alsdann auch die zur
Bestimmung des vollstindigen Integrals nétige Quadratur als iiber-
flissig. Um das einzusehen, ist es notig, die Theorie der Berithrungs-
transformationen noch etwas weiter zu verfolgen. Wir kniipfen wieder
an die Uberlegungen des § 10 an. Wir ergidnzen zunichst die da-
maligen Betrachtungen durch den folgenden Satz: Wenn die Trans-
formationen :
X, =X,(x,2,p)

Z=2Z(x2,p) (t=1,2,....m)
P,=P,(x,z2p)

etne Beriihrungstransformation bilden, wenn also die Bedingung

Z'— YP X/ =0@ — Xp;5)) (¢ 0)
besteht, dann gelten dic folgenden Involutionsbedingungen
X, X, ]=0 (hhk=1,2,...,n)
[X,Z] =0 (1==1,2,....n)
[P,,P]=0 (G h=1,2,..,n)
[X,P,]=0 ik i, k=1,2,...,n)
[XpPl=—0¢ (t=1,2,...,n)
[Z,P] = — 0P, (t=1,2,...,n)

Zum Beweis denken wir uns die Formel (14) von S, 242 fir »
Variable aufgeschrieben und tragen darin die aus (17) folgenden Werte
der x’,p’ ein. Dann erhdlt man

ow' = S[Pyu) X — S[X, u] P/,

Dies wende man der Reihe nach auf » = X, Z, P, an. Dann ergeben
sich die angegebenen Involutionsbeziehungen. Man kann diesen Satz
umkehren: Es seten n -+ 1 Funktionen X;, Z vorgelegt. Die X, sollen
voneinander unabhdngig sein; d. h. es sollen Funkiionen sein, fir
welche nicht alle n-reihigen Determinanten der Matrix

axX, X, oX, X

dx,’ """ dx, 2p,’ " 0pn

dX, iX, 08X, X,
dx """ dx,  Bp.7 " Opa }

verschwinden. Die X, sollen wechselweise und mit Z in Involution
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liegen. Dann kann man auf genau eine Weise n Funktionen P, bestimmen,
foir die
72— 3P X/ =9 — Zp;%)
gilt.
Fir die P ergehen sich die Beziehungen 4 und B von S. 244.
Diese sehen jetzt so aus:

0Z 0X,
A,=—"——3P,—=0
kT 0pk Lapy (k=1,2,....n)
iz iX,

Die Frage ist also zunichst, ob man diese 2# Gleichungen durch
passende Wahl der P, erfiillen kann. Wir haben zu beweisen, daB
dies auf genau eine Weise maglich ist. Jedenfalls folgt aus dem
Nichtverschwinden der angegebenen Matrix, daB man # unter den
2 n Gleichungen fiir die P, ausfindig machen kann, aus welchen sich
die P; eindeutig bestimmen lassen. Dann ist zu zeigen, daB diese
P, auch den iibrigen # Gleichungen geniigen. Zum Beweise bilde ich

2<Akj—i(:—Bkz—2)=[Z’Xi]—ZPk[Xk’Xi]ZO
(t=1,2,...,n)

Wenn man nun aus # der 2x Gleichungen 4, =0, B, =0 mit
nicht verschwindender Determinante die P, berechnet hat, so bleiben
hier gerade » homogene lineare Gleichungen fiir die »# dabei noch
nicht benutzten 4,, B, iibrig. Nun iiberzeugt man sich aber leicht,
daB man annehmen darf, daB in der nichtverschwindenden Determi-
nante keine zwei Kolonnen vorkommen, in welchen die X ; nach
einem x und p gleicher Nummer differenziert sind. Denn wenn diese
Determinanten alle verschwinden, so wiren, wie man leicht iiberlegt,
auch alle andern Null. Wir diirffen auch um so mehr diese Annahme
machen, als wir nachher nur diesen Fall benttigen. Die Determi-
nante dieses ‘Gleichungssystems ist aber dann genau die desjenigen
Systems, aus dem wir gerade die P, bestimmt hatten, ist also von
Null verschieden. Daher miissen auch die anderen # der 4,, B, ver-
schwinden. Den Wert von ¢ entnimmt man dann aus der hier ent-
sprechenden ersten der Gleichungen (4) von S. 244,

Nun kénnen wir den S. 252 angefilhrten Satz leicht direkt be-
weisen. Denn es sollen uns ja # 4 1 Funktionen gegeben sein, deren
Funktionaldeterminante hinsichtlich der z,$,,...,, nicht verschwindet,
Diese sollten weiter paarweise in Involution liegen. Diese Funktionen
seien

Z=f(x’z’i>)’ X1=f1(x:3,f’)y X,l=f”(x,2,p).

Wir konstruieren Funktionen P,...,P,, welche diese zu einer Be-
rihrungstransformation erginzen. Aus der die charakteristischen
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Gleichungen bestimmenden Funktion £ wird also nun Z. Daher gehen
die charakteristischen Gleichungen iiber in

X/=0

Z'=0

P! = — P, (1=1,2,...,n).
Die Losungen sind also

X;=a

Z=a,

Pi::cie"‘ (i:1,2,...,n).

Sieht man also von der Wahl des Parameters ¢ ab, so werden
die Integrale der urspriinglichen charakteristischen Differentialgleichungen

f=0,f;=a,(i=1,2,...,n), P,+bP, =0(k=2,3,..,n).

Man kann somit tatsichlich die iibrigen # — 1 Integrale durch Diffe-
rentiation und Auflésung linearer Gleichungen gewinnen, falls auller
f=0 noch » weitere mit f und untereinander in Involution liegende
voneinander unabhingige Integrale der charakteristischen Differential-
gleichungen bekannt sind.

Auch diese Uberlegungen lassen wieder die zentrale Stellung des
vollstindigen Integrals erkennen. Denn lost man die Gleichungen
f=0,f,=ay,....,f,=a, nachz,p,,...,p, auf, so erhilt man ja in z
gerade ein vollstindiges Integral und in den p, seine Ableitungen. Noch
bleibt aber die Frage offen, wie man ein solches vollstindiges Integral
findet. Die Bestimmung desselben kann man z. B. auf die Auffindung
solcher # -- 1 in Involution liegenden Integrale zuriickfithren. Und die
sukzessive Berechnung solcher zu den vorher schon bestimmten in
Involution liegenden Integralen lauft ersichtlich nach der Definition
der Klammerausdriicke auf die Auflésung eines Systems linearer
partieller Differentialgleichungen hinaus. Ich will diese Uberlegungen
aber nicht weiter verfolgen, zumal in den nachfolgenden Betrachtun-
gen eine allgemeine Methode zur Behandlung beliebiger Systeme von
partiellen Differentialgleichungen enthalten ist.

Unsere seitherigen Betrachtungen lassen noch die Frage offen,
welchen Vorteil man aus der Kenntnis einiger mit f und untereinander
in Involution liegenden Integrale ziehen kann. Sie enthalten ndmlich
die Antwort auf diese Frage nur fiir den Fall, daB man »#4-1 solcher
in Involution liegenden Integrale kennt. Friiheren Erwagungen kann
man aber die Antwort auf diese Frage entnehmen fiir den Fall, daB
man # solche in Involution liegende Integrale kennt, und unter der
Annahme, daB man die Gleichungen

f=0,fi=ap. . fuy =0,

(unter f; die Integrale verstanden) nach den p; auflosen kann. Dann
kann man #hnlich wie S. 225 durch eine Quadratur ein vollstindiges
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Integral bestimmen. Wir wollen aber nun die Frage allgemein auf

rollen. Wir wollen die Methode angeben, auf die die Untersuchungen

von Lie gefiihrt haben. Sie fithrt zu einer sehr eleganten Antwort

auf die Frage, welchen Vorteil man aus der Kenntnis einiger in 'In-

volution liegenden Integrale fiir die Integration ziehen kann.
Gegeben seien die in Involution liegenden Integrale

(30) f=0,fi=a,...f,=a.

Zunichst kann man nun einen ersten Schritt machen, der genau dem
entspricht, den wir in dem Falle machten, wo # -+ 1 in Involution
liegende Integrale gegeben sind. Wir suchen die £ 4 1 Gleichungen
nach %2 -1 der Ableitungen aufzulésen. Zu dem Zweck miissen wir
noch annehmen, daB die f; mit den Ableitungen der beiden ersten
Ordnungen in einem gewissen Gebiet der x,2,p stetig und eindeutig
sind, sowie daB die Matrix

of o
6p, " b,
of  Of
6" pn

denRang k 4 1 besitzt. Es ist dann keine Beschrinkung der Allgemein-
heit, wenn wir annehmen, daB man di¢ Gleichungen (30) nach den
P15 Pryq auflosen kann, Diese Auflosung moge ergeben

7, =<P1(x,3,15k+‘_,-.-f>n)
(31) ! 0 =0a(0 2 Praa- 5

l Prvs = Pusr (%> 2 Drga - By)-

In dem Falle, wo n 4 1 Integrale bekannt waren, bestimmten wir
dann ein gemeinsames Integral aller, und dies erwies sich als das
vollstindige Integral. Es war eben dann allen diesen Gleichungen
bei festen @,...a, nur ein einziges Integral gemeinsam. Im Falle,
wo #n Integrale bekannt waren, war ihnen eine einparametrige Schar
von Integralen gemeinsam. Heranziehung der iibrigen g, fiihrte wieder
zum vollstindigen Integral. Diese Erfahrungen legen es nahe, nun
nach einer # — k-parametrigen, den Gleichungen (31) gemeinsamen
Schar von Integralen zu fragen in der Hoffnung, so wieder zu einem
vollstindigen Integral zu gelangen. Nun aber wissen wir von S. 220,
dafl jedes den Gleichungen (31) gemeinsame Integral auch den Glei-
chungen [p, — ¢;, p, — @,] = O geniigt. Im Bestreben, diese Klammer-
ausdriicke zu bilden, werden wir gewahr, daB} sie identisch verschwinden,
daB also auch die Funktionen p;, — ¢, paarweise in Involution liegen.

Dies wollen wir nun zunichst beweisen. Es gilt also der Satz:

Wenn die x Funktionen F,,.. ., F, stetige erste Ableitungen haben
und in Involution liegen, wenn sie hinsichtlich der p, ..., in einem
Bieberbach, Differentialgleichungen. 17
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gewissen Bereich eine nichtverschwindende Funktionaldeterminante be-
sitzen, und wenn sich durch Auflésung der Gleichungen

(32) F,=a,...F,=a, nach p,...p,

[ Py = @1 (%: 2, Puyy o »
(83) e

ergibt, so liegen auch die p, — ¢, in Involution.

Trigt man die Lésungen (33) in die Gleichungen (32) ein, so
entstehen gewisse Identititen, durch deren Differentiation sich ergibt

aF, | {,0F, ap,

dxl =00, dxl - A=1,2,..,m,
aF, 0F 09, N
+20p,ap 0 o=pu+1,...,n
Da ab 'trd%—— ¢ ud 0 i
a aber weite E_E? (@, — p,) un ap 7; (@» — py) ist, so

kann man diese Gleichungen auch so schrelben

aF, _ ¢ aF ap,—9,)
dx, ;510 dxz, ’
aF, __ {oF; op,—9o,)

o8, _}—1917 27,

Diese gelten nun beide fir A=1, 2,...,#. Denn man sieht leicht,
daB die nur fiir Ai=u 4 1,...,n abgeleitete zweite auch fiir die klei-
neren 1 mit Selbstverstindlichkeit gilt. Daraus ergibt sich nun sofort

FoFd= 3 5 (e )

Schreibt man diese Gleichungen fiir 2 =1, 2,...,# auf und beachtet

das Nichtverschwinden der Funktionaldeterminante g—%l‘ 727))’ SO er-
gibt sich daraus

”22—2[750”‘(%’ Po— ®s] =0 (0=1,2,.., 1)

Diese schreibe man wieder fiir k=1, 2,...,# auf und schlieBe dann

aus dem Nichtverschwinden der genannten Determinante, daf3

[1’9"“?’9: Po— @s] =0 (9,0:1,2,...,”).

Die rechien Seiten der Gleichungen (31) also, die wir oben durch
Auflosung des Involutionssystems (30) erhalten haben, liegen selbst in
Involution. Unser Ziel ist es, ein von # — k Parametern abhingiges ge-
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meinsames Integral dieser Gleichungen zu finden. Es liegt nahe?),
den Gleichungen ein Integral abzugewinnen, das fir z, = 2,@, ...,
Bprr = {7, 10

Z= 1t GraKips T T 2%,
iibergeht. Dabei sind a,,,,...,a, die gewlinschten Parameter. Wir
werden das ein vollstindiges Integral des Involutionssystems nennen.
Es liegt nahe, mit der sogenannten Mayerschen Transformation

X = 5,04y, % =20+ 9 Ve By = xzﬂx + V1 Vi1

in die Gleichungen hineinzugehen. Dabei gehen die Gleichungen (31)
in die folgenden iiber

0z
iy, =Pt VetttV P = @y
0z
(34) 3, =y, Ps = Dy,
0z
T Y1 Pr+1 k+1

Wenn es nun tatsichlich ein der angegebenen Anfangsbedingung ge-
niigendes Integral gibt, so mubl dies schon durch die erste Gleichung
bestimmt sein. Denn die Anfangsbedingung lautet jetzt

(84") Z=a, , + 4 0% e + -+ a,%, fiiry, =0, d h. fir x, = x,9.

Wir werden also dies Integral der ersten Gleichung bestimmen und
nachweisen, dal es von selbst auch den anderen Gleichungen geniigt,
Dies Integral der ersten Gleichung gewinnt man nach S. 250
dadurch, daB man durch die Anfangsmannigfaltigkeit einen Anfangs-
streifen legt. Nach S. 250 geht das bei unserer Wahl des Anfangs-
streifens immer. So gehéren nun zu dem Anfangspunkt x,.,
=by,,...x, =0, Anfangs-p-Werte p, ., =@, ,,....P,=a,. Der
Anfangs-z-Wert ist dann a,,, + 4,,,0,,,+ ... +4a,b,. Durch diese
Anfangswerte fir =0 ist eine LOosung der zur ersten partiellen
Differentialgleichung gehorigen charakteristischen Gleichungen

: 0xg 0B, opo _d P .
(35) by, = T ope’ By i (fo=k+2,..,n)
0z L 0D,
— == o usw.
0% k%‘a ¥ 0pe
bestimmt. Diese sei
%y =% (V1> Vor > Vur Gy -+~ B> Dy -+ B,)
2 =2 (Y5 Var- s Vs Gggq - B ‘bkﬂ...b")
usw.

1) Vgl. oben S. 228 die Bemerkung bei der Definition des vollstindigen
Integrals.
17*
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Dann ist durch diese Gleichungen unmittelbar eine Parameterdarstellung
der durch unsere Anfangsbedingung festgelegten Integralfliche gegeben.
Die b; sind dabei die Parameter der Darstellung. Nun ist es leicht,
zu verifizieren, daB dieses Integral auch den iibrigen partiellen Ditfe-
rentialgleichungen geniigt. Um das einzusehen, bilde ich

0%z - 0P, | 09, 92 aPd,

0y, 09 0y 0z dy;  dy;

Avs [Z— @, p,— &,] = 0%) folgt aber

od, dd, X (m 2%, 09, d¢>
0y, dy o=k +2 dxp 0P O0po dxg

Wegen der charakteristischen Gleichungen aber ist dies

00 dd, {', <a¢, dpg+@g_x_g_) 0.

Byl dy; ,k+2 O0pe dt dz, dt
Also wird
d o, d(b,
dyi dyl

Also wird durch Integration nach #

0z
Da aber fiir = 0 die Integrationskonstante Null ist, so ist sie iber-

haupt Null und wir haben

oz

T Y
wie wir beweisen wollten.

Das gefundene Integral ist ein vollstindiges Integral der ersten
partiellen Differentialgleichung (34) in einer gewissen Umgebung der
Anfangsmannigfaltigkeit. Denn fiir # =0 hat die Funktionaldetermi-
nante der z, p, (¢ = k+ 2,...,n) hinsichtlich der a, den Wert Eins.

Somit kann man die Gleichungen

Z =V (Y1 Yare s Vit1s Fhs2s o o5 %)
v
(36) P = 3y
v
P =,

nach den g, auflssen. Von oben wissen wir bereits, daBl auch die
Gleichungen

1) Bei Anderung der Variablen bleibt die Involutionsbeziehung erhalten.
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ov
2 =
' v
Dr+1 = 5met

nach a,...a, auflésbar sind. Denn diese waren ja aus den Glei-
chungen f =0, f, = a,, ..., f, = a, durch Auflésung nach den p, ... pr4
entstanden. Diese Werte der 4,...a, kann man in (36) eintragen.
Damit hat man das FErgebnis, daB man die Gleichungen

Z =V (Y1 Yor - Yet1s Khs2s -5 % ),

oV
p1—a_x:)
: ov
bn= 5a

nach den a...a, auflosen kann. Damit aber erweist sich

2=V (% %) = V(¥ Ya . Vit1> Trt2s+- %,,)

nicht nur als Integral der urspriinglichen partiellen Differentialgleichung
f = 0, sondern sogar als vollstindiges Integral derselben. Somit ist
bewiesen, daf die Kenntnis von k-1 in Involution liegenden Inte-
gralen von f=0, also die Kenninis der Integrale f=0, fi=a, ...
fr=a, es erlaubt, die Integration von f=0 auf die Integration einer
einzigen partiellen Differentialgleichung ;Ti= D, mit nw—k unab-
hdngigen Variablen zuriickzufiihren. Gleichzeitig aber lehrt unsere Be-
trachtung, daf die Kenntnis von k-1 in Involution licgenden Inte-
gralen der charakteristischen Gleichungen S. 249, ndmlich der Integrale
f=a, fy==0a,...f,—a, es erlaubt, dies System auf ein nur noch
2n — k — 1 Gleichungen umfassendes (35) zuriickzufiihren, das wieder
als System der charakteristischen Gleichungen einer partiellen Diffe-

rentialgleichung ‘%? = @, aufiritt.
1

Ich schliee diesem Hauptergebnis unserer bisherigen Erorte-
rungen einige Bemerkungen an. Zunichst enthalten unsere Betrach-
tungen eine Inicgrationstheorie der Systeme partieller Differentialglei-
chungen mit einer unbekannten Funktion. Man kann nidmlich die
Untersuchung eines beliebigen solchen Systems von partiellen Diffe-
rentialgleichungen stets auf die Integration eines Involutionssystems
zuriickfiihren. Dies geht deshalb, weil doch fiir jedes gemeinsame
Integral zweier Gleichungen auch der betreffende Klammerausdruck
verschwinden muB. Mehr als # -} 1 voneinander unabhingiger solcher
Gleichungen kénnen aber fiir ein Integral nicht bestehen. Denn aus
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# -+ 1 solchen voneinander unabhéngigen Gleichungen kann man durch
Auflésung schon z und die Ableitungen p eindeutig finden. Entweder
sind dann fiir diese die iibrigen Gleichungen von selbst erfiillt, und
dann hat man ein Integral oder man kommt zu Widerspriichen, die
sich auch schon darin #duBern konnen, daB die g fundenen p nicht
die Ableitungen des gefundenen z sind, Dazu ist ndmlich nach S.253
gerade notwendig und hinreichend, daBl die Klammerausdriicke der zur
Auflésung benutzten Gleichungen verschwinden. So schlieBt man leicht,
daB man in dem Falle, wo iiberhaupt gemeinsame Lésungen da sind,
nach endlich vielen Schritten auf ein Involutionssystem gefiihrt wird.
Und dies kann man nach den vorstehenden Betrachtungén behandeln.
Wegen weiterer Einzelheiten muB3 auf Spezialwerke, wie z. B. Goursat:
Vorlesungen iiber die Integration der partiellen Differentialgleichungen
erster Ordnung verwiesen werden.

Eine zweite Bemerkung: Unsere seitherigen Betrachtungen geben
noch keinen AufschluBl dariiber, welchen Vorteil man aus der Kennt-
nis einiger untereinander nicht in Involution liegenden Integrale fiir
die Integration ziehen kann. Dariiber liegen auch abschlieBende
Untersuchungen von Lie vor, die auch in dem erwidhnten Werke von
Goursat zur Darstellung gebracht sind. Sie gipfeln darin, daB der
Vorteil, den man aus ihrer Kenntnis ziehen kann, bestimmt ist durch
die Zahl der in Involution liegenden Integrale, welche man aus den
gegebenen zu bilden vermag. Diese Andeutung mag hier geniigen.

Ein aus k- 1 Gleichungen von # unabhingigen Verdnderlichen
bestehendes Involutionssystem hat nach unseren Uberlegungen ein
von # — k Parametern abhingendes Integral gemeinsam. Es hat die
Eigentiimlichkeit, daB man die Gleichungen (36) nach diesen n — k&
Parametern auflosen kann. Eliminiert man nun aus den k-1 Glei-
chungen des Involutionssystems die % ersten Ableitungen, so erhalt
man eine partielle Differentialgleichung fiir 2z als Funktion der » — %
letzten Ableitungen, in die x,...x, nur als Parameter eingehen. Das
gefundene # — k-parametrige gemeinsame Integral geniigt auch dieser
neuen Gleichung, und zwar ist es nach der Definition des vollstindigen
Integrales ein vollstindiges Integral dieser neuen Gleichung. Die hin-
sichtlich der xg.;...x, gebildeten charakteristischen Gleichungen der
neuen partiellen Differentialgleichung koénnen daher mit Hilfe dieses
vollstindigen Integrales in bekannter Weise integriert werden:

ov ov
—é*;e— 957;;:0, Q=k+2,...,n
37 2 =V (x,..,%, a,,...,4a,),

ov
pg :—879 (Q=k+1,...,n).
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Dabei sind die b, neue willkiirliche Konstanten: Man gewinnt die
Losungen der charakteristischen Gleichungen als Funktionen von x,
durch Auflésung dieser Gleichungen nach denxg 11, ..., %,, 2, Pes1, -+ P,y
Nun aber wissen wir, dal uns mit diesem vollstindigen Integral der
neuen partiellen Differentialgleichung zugleich ein vollstindiges Integral
der urspriinglichen gegeben ist, wofern wir nur noch die & im Invo-
lutionssystem steckenden Parameter a,...q, mit heranziehen. Die
Losungen der urspriinglichen charakteristischen Gleichungen gewinnt
man dann durch Auflésung aus dem nachfolgenden Gleichungssystem:

v v ‘

Gag TP =0 e=1,2...n ¢+#)

(38) 2 =V (ByseeerXyy Byyennsay)
oV

lpﬂ’::a_x; (e=1,2,...,n).

In diesen Gleichungen sind die Gleichungen (37) enthalten.

Wir kénnen den Zusammenhang, der hiernach zwischen den cha-
rakteristischen Gleichungen der neuen partiellen Differentialgleichung
und den charakteristischen Gleichungen der alten besteht, noch deut-
licher hervortreten lassen. Hat man ndmlich die neuen charakteristischen
Gleichungen integriert, so kennt man hiernach die Auflosungen der
Gleichungen (37). Man kennt also die Koordinaten x;y...x, der
Charakteristiken, allerdings noch nicht als Funktionen des Para-
meters x;,; allein, sondern es gehen noch die % ersten Koordinaten
als Parameter ein. Diese aber kann man dann als Funktionen des
Parameters x;.; bestimmen, ohne noch einmal auf die Gleichungen
zuriickgehen zu miissen. Man kann vielmehr aus den Integralen der
neuen charakteristischen Gleichungen jedes Integral der neuen par-
tiellen aufbauen. Namentlich also kann man dann auch ihr durch
die Anfangsbedingung (34’) bestimmtes, vollstindiges Integral an-
geben. Dies ist aber gerade das dem ganzen Involutionssystem ge-
meinsame vollstindige Integral, das also auch der urspriinglichen
partiellen Differentialgleichung geniigt. Und zwar ist es ein voll-
standiges Integral derselben, wenn man noch die Parameter a,...q,
beachtet, von denen es ja auch abhingt. Mit anderen Worten also
kann man aus der Kenntnis irgendeines vollstindigen Integrales der
neuen partiellen erst die Losungen der neuen charakteristischen
Differentialgleichungen, aus diesen alsdann ein vollstindiges Integral
der alten partiellen, und daraus endlich die Lésungen der gegebenen
charakteristischen Gleichungen gewinnen. Damit ist also folgende
Regel zu deren Integration gewonnen: Falls man k mit f und unter-
einander in Involution liegende unabhingige Integrale kemnt, so eli-
miniert man aus dem Involutionssystem k der Ableitungen der unbe-
kannten Funktion. Fiir die so entstandene neue partielle Differential-
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gleichung bilde man das System der charakteristischen Gleichungen.
Auf ihre Integration ist damit bis auf Eliminationsprozesse die Inte-
gration des vorgelegien Systems zurtickgefiihrt.

Schlufibemerkung. Werfen wir einen Blick zuriick auf die hiermit
abgeschlossene Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung,
so wird sich uns der Eindruck einer gewissen Kiimmerlichkeit aufdringen.
Bei den gewdhnlichen Differentialgleichungen iippiges Leben, wohlausgestaltete
Theorien voll Saft und Kraft; hier aber bleibt alles in der formalen Integra-
tionstheorie stecken. Man erhiilt Rezepte, wie man theoretisch dies oder jenes
ausrechnen kann, man erhilt keinen Aufschluf iiber die Natur der Losungs-
flichen, ihre Singularititen z. B., iiber geschlossene oder algebraische Integrale.
Wir haben ein Gebiet hinter uns, dem der Modernismus der Mathematik noch
kein neues Leben eingehaucht hat.



Vierter Abschnitt.

Partielle Differentialgleichungen
zweiter Ordnung.

I. Kapitel.

Allgemeines.

§ 1. Existenzsatz.

Unsere Ergebnisse im Gebiete der partiellen Differentialgleichungen
erster Ordnung legen es nahe, zunichst einmal den Versuch eines
dhnlichen Vorgehens zu wagen. Wir wollen also auch jetzt durch
Anfangsstreifen Losungsflichen hindurchlegen. Ich setze dabei voraus,
daB3 die Funktion

F(x,9,2,p,¢71s5s,1),
durch deren Nullsetzen die partielle Differentialgleichung zweiter
Ordnung
(1) BV 5 G oy a0 sxay o
entsteht, eine eindeutige analytische Funktion ihrer Argumente in
einem gewissen fiir dieselben zugrunde gelegten Bereich sei. Zur
Abkiirzung werden wir hiufig setzen
0z 0z 0%z 0%z 0%z

P=% 1 5 "“ @ STy oy

Unter einem Streifen verstehen wir wieder fiinf analytische

Funktionen

x=x(u), y=yW), z=2z(u) p=>pu), g=q(),
die fiir einen gewissen Bereich des Parameters u eindeutig und
reguldr sind und die noch der Streifenbedingung

(2) Z=px+qy

geniigen. Bei Gleichungen erster Ordnung ergab sich die Moglich-
keit, im allgemeinen durch eine gegebene Kurve einen Integralstreifen
hindurchzulegen. Die partielle Differentialgleichung und die Streifen-

F( 9z 0z 0%z 0%z a"z) -0
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bedingung ergaben nimlich zwei Gleichungen, aus weclchen man im
allgemeinen zwei der 5 Funktionen, z. B.  und ¢, durch die 3 anderen
ausdriicken kann. Hier bei den Gleichungen zweiter Ordnung entfillt
diese Moglichkeit wegen des Auftretens der zweiten Ableitungen 7, s, ¢.
Daher erweitern wir unsere Begriffsbildung durch Einfiilhrung von
Streifen zwetter Ordnumg und nennen zur Unterscheidung die bisher
schlechthin Streifen genannten Gebilde Streifen erster Ordnumg. Unter
einem Streifen zweiter Ordnung verstehen wir nun 8 in einem ge-
wissen Bereich des Parameters # eindeutige regulare analytische
Funktionen !

v=x(u), y=y(u), z=2zu), p=17pu), ¢=qu), r=r(u),
s=s(u), t==t(u)),

die noch gewissen Streifenbedingungen geniigen miissen. Eine solche
ist zunichst einmal die fiir die 5 ersten Funktionen bestehende
Gleichung (2), die auch jetzt wieder erfiillt sein soll. Dazu kommen aber
noch zwei weitere, die aus der gleichen Quelle flieBen. Wir finden
sie, wenn wir uns vorstellen, daB der durch die fiinf ersten Funktionen
bestimmte Streifen erster Ordnung einer Fliche angehort, deren zweite
Ableitungen 7, s, ¢ sind. Dann muf} lings des Streifens

, (' —rx L5y,

( ) A {lq’ = 3§ xl + tyf

sein, und das sind die beiden neuen Streifenbedingungen.

Nunmehr wollen wir also versuchen, durch einen Streifen erster
Ordnung eine Integralfliche zu legen. Wir werden damit beginnen,
erst einmal einen Integralstreifen zweiter Ordnung hindurchzulegen.
Es gilt also jetzt, 3 Funktionen

v (u), s(u), t(u)
aus den 3 Gleichungen (1) und (3) zu gewinnen. Bei der Moglich-

keit, die 8 Gleichungen aufzulésen, spielt ihre Funktionaldeterminante
eine Rolle. Ich setze zur Abkiirzung

o0F . oF oF
P=5 2=55 T="
Dann ist diese Funktionaldeterminante
xl yl 0 l ’
0 & v | =Py — 3¢y 4 Ta"
P2 T

Setzt man nun voraus, dal man ein erstes Element zweiter Ordnung

Xy = % (o), ++ -y fo==1(up)

hat, das den 3 Gleichungen geniigt und fiir das die Determinante
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nicht verschwindet, so kann man nach einem bekannten Satz iiber
implizite Funktionen fiir einen gewissen Bereich |u — u,| <4 die
Auflésung bewerkstelligen und fiir diesen Parameterbereich also einen
Integralstreifen zweiter Ordnung bestimmen. Man sieht, wie hier eine
gewisse Ausnahmerolle diejenigen Integralstreifen zweiter Ordnung
spielen werden, fiir die die Gleichung

(4) Py’ —3Say +Ta"=0

besteht. Diese wollen wir charakieristische Streifen zweiter Ordnung
nennen.

Es wire nun weiter zu zeigen, daB durch einen nichtcharakteri-
stischen Streifen zweiter Ordnung genau eine Integralfliche hindurch-
geht. Um aber bei diesem Nachweis unangenehmer Rechnerei aus-
zuweichen, wollen wir durch eine gewisse Transformation zu einem
einfacheren Falle iibergehen. Zunichst will ich die Trigerkurve des
nicht charakteristischen Streifens in die x-Achse iiberfiihren. Zu dem
Zwecke fiihre ich statt x den Parameter # als eine unabhingige Ver-
anderliche ; ein und setze auBerdem y=1vy — y(u), 3=z — z(u)-
Dies setzt also voraus, dal man x =x(u) nach # auflésen kann, daB
also die Ableitung «’ (#) nicht verschwindet. Durch diese Trans-
formation geht unser Streifen in einen neuen Streifen iiber — wie
man leicht nachrechnet. Er erstreckt sich ldngs eines Stiickes der
r-Achse. Soll er kein charakteristischer Streifen sein, so darf also
jene Determinante nicht verschwinden. Da aber jetzt lings des
Streifens §f = O ist, so darf jetzt T nicht verschwinden. Daher kann
man in der Umgebung des gegebenen Streifens die partielle Diffe-
rentialgleichung nach ¢ auflésen. Wir diirfen daher die weitere Be-
trachtung an eine Differentialgleichung der Gestalt

(5) t=f(x92p5,¢7>5)

ankniipfen. Hier ist f(x,y, 2, p, ¢, 7 s) eine eindeutige analytische
Funktion in einem gewissen Bereich ihrer Argumente; gegeben ist
ein lings einer Strecke der x-Achse erstreckter Streifen erster Ord-
nung. Durch ihn geht, wie wir schon wissen, gerade ein Streifen
zweiter Ordnung. Es soll gezeigt werden, daB durch diesen genau
eine Integralfliche geht. Dieser Nachweis kann jetzt ohne sonderliche
rechnerische Schwierigkeit erbracht werden. Es handelt sich also
darum, eine Losung z(x, y) von (5) zu finden, so daB z(x, 0)=0,
p(x,0)=0%), ¢(x, 0) = g(x) ist. Durch eine weitere Transformation
kann man die Aufgabe erneut ein wenig vereinfachen. Ich setze
nimlich an

2z =2z—yq(%).

1) Dies folgt daraus, dafi jedes Element des Streifens durch die »- Achse geht.
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Dann wird
pr=p—99 ¢,=q—q(x),
rn=r—yq, s,=s—¢, t =t.

Die Differentialgleichung geht dadurch in eine neue derselben Art iiber.

Die Aufgabe lautet also jetzt: Es ist ein Integral von (5) zu

bestimmen, so daB
z(% 0)=0, p(x,0)=0, ¢q(x,0)=0

ist. Diese Aufgabe kann nun leicht durch Potenzreihenentwicklung
gelost werden. Es ist keine Beschrinkung der Allgemeinheit, anzu-
nehmen, daB das Intervall der x-Achse, in dem der Streifen gegeben
ist, den Punkt x = 0 enthdlt. Dann ist also die Aufgabe die, das
gesuchte Integral nach Potenzen von x und y zu entwickeln. Fir die
zweiten Ableitungen erhdlt man zunichst die 8 Gleichungen

=f(®y 20975,
P =14 +sy,
ql =3 xl + ty’,
wie sie ja fiir einen Streifen zweiter Ordnung gelten miissen. Trigt
man hier die Bestimmungsstiicke des Streifens erster Ordnung bei
=10, y=20 ein, so werden diese Gleichungen

t=17(0,0,0,0,0,7s5),

0=y,

O=s
und man entnimmt ihnen =0, s=0,¢=7(0,0,0,0,0,0,0). Betreffs
der hoheren Ableitungen von z sieht man ohne weiteres ein, daB die

. otz "z
Ableitungen —-= und ——
oxt dy-ox*!

sie kénnen durch Differentiation von z(x,0) und von ¢(x, 0) nach x
erhalten werden. Da aber beide zu differenzierende Funktionen iden-
tisch in x verschwinden, so sind diese Ableitungen auch Null. Die
noch zu berechnenden Ableitungen enthalten also alle eine mindestens
zweimalige Differentiation nach y. Somit konnen sie durch Differen-
tiation von ¢ erhalten werden. In ¢=f(x,y, 2, p, ¢, 7, s) stehen aber
rechts nur Ableitungen, die eine hochstens einmalige Differentiation
nach y enthalten. Differenziert man also ¢ z. B. #-mal nach %, so
1Bt sich diese Ableitung somit durch andere ausdriicken, die eine
héchstens einmalige Differentiation nach y enthalten. Diese sind aber,
wie schan festgestellt, bei x = y = 0 alle Null. Somit sind auch alle
Ableitungen bekannt, in welchen eine héchstens zweimalige Differen-
tiation nach y vorkommt. Differenziert man aber ¢ #-mal nach «x
und m-mal nach y, so erscheint diese Ableitung ausgedriickt durch
andere, in welchen eine hochstens (m — 1)-malige Differentiation nach

in x= 9 =0 alle verschwinden, denn
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y vorkommt. Somit kann man auch diese Ableitungen rekurrent
ausrechnen, Somit sind bei x = y = 0 alle Ableitungen des gesuchten
Integrales eindeutig bestimmt, und es fehlt nun nur noch der
Nachweis, daB die so fiir die Integralfliche gefundene Potenzreihe
konvergiert. Dieser Nachweis wird mit Hilfe der von Cauchy er-
fundenen Majorantenmethode gefithrt. Diese Methode kniipft daran
an, daB sich nach der eben angesteliten Uberlegung die héheren Ab-
leitungen linear aus gewissen niedrigeren ausdriicken lassen, mit ge-
wissen Koeffizienten, welche weiter nichts sind als die Ableitungen
von f(x,% 2, $,¢ rs)an derStellex =y =z=p=g=r=5=0.
Wir ziehen daher zum Vergleich eine andere partielle Differential-
gleichung heran, deren Funktion f (x, y, z, $, ¢, 7, s) bei x = y = 0 lauter
groBere Ableitungen hat, Dann hat die nach dem gleichen Verfahren
fiir ihre den gleichen Anfangsbedingungen geniigende Losung zu fin-
dende Potenzreihe sicher gréBere Koeffizienten. Kénnen wir nun aber
irgendwie die Konvergenz dieser neuén Reihe in einem gewissen
Bereich der x und y feststellen, so folgt daraus auch die Konvergenz
derjenigen Reihe, welche der ersten Differentialgleichung geniigt.
Um eine geeignete derartige Majorante angeben zu kénnen, nehme
ich an, f(x,9,2, 0,9, 7s) sei fir [x|<p, |¥v|<o, ..., [s|<e@
reguldr!) und der Betrag von f lage in diesem Bereiche unter M. Dann
lehrt der Cauchysche Koeffizientensatz der Funktionentheorie, daf
bei x =y=0

1 ] avl+‘l'g+ A +v7f |

n! ooy, 1'7!|ax"1, 9972 ...y 05”7

<M

ist. Die entsprechenden Ableitungen von
o M
=20 —=y)...(1—y%)

sind nun aber gerade diesen Schranken gleich. Es ist nimlich

V:

V = 2 M-xm...s",
r1+re+ ... +1’1ZO
Daher ist
t=17V

als majorante Gleichung zu brauchen. Aber man iibersieht nicht so-
fort, daB sie ein unseren Anfangsbedingungen geniigendes Integral
besitzt. Daher benutzen wir eine andere Majorante.

Am einfachsten ist wohl der folgende Weg. Man gehe zunichst
zu einem System iiber, das mit der’ Gleichung

(6) t= V(x7 Y2, 0,01 s)

1) Da es natlirlich keine Beschrinkung der Allgemeinheit ist, aber for-
male Vereinfachungen mit sich bringt, werde weiterhin ¢ =1 angenommen.
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gleichbedeutend ist!). Dies System ist

Z, =2,

fay = oo \

2y, = V%, 9 2,5 Zgr Zgs Zgy» Z3,)-

Es ist unter den Anfangsbedingungen

(7) 2,(%,0)=0, 2,(x,0)=0, 2 (x 0)=0
zu integrieren und entsteht offenbar aus der Gleichung zweiter Ord-
nung (6), indem man
' 2=2, p=12, g=2
setzt. Und umgekehrt stehen 3 Funktionen, welche dem System und
den Anfangsbedingungen geniigen, in der Beziehung zueinander, daB
I =2y, 4 =2, ist. Der Leser wird das leicht nachrechnen. Wir
denken uns nun M so gewihlt, daB auch z, und Zy,» d.o 1 s dem
Betrag nach kleiner als M sind, Dazu muf3 offenbar nur M > 1 gewihlt
werden, was ohne Beschrinkung der Allgemeinheit geschehen kann,
Alsdann setzen wir folgende majoranten Gleichungen an

[ — M o
W 1l-9)1=-91-2)1—2) 1—2)1—2z2.) 01—z,
(8) 2o mm o e o M ,
W Q=)0 =p) Q=) (L—2) L—a) (1 —2.) (1~ z.)’

M
o0 = @m0 (=) =) =) (T— 5] (1= )
DaB das wirklich Majoranten sind, bestitigt man ohne weiteres, denn
bei der Entwicklung der rechten Seiten, d. i
M.Exkgyk231"232’622316225%‘22&,
kommen doch alle moglichen Potenzprodukte wirklich vor und ihre
Koeffizienten sind alle positive ganze Zahlen.

Die majoranten Gleichungen sind also unter den Anfangs-
bedingungen (7) zu integrieren. Da auch diese wie die 3 Gleichungen
vollig symmetrisch in den 38 unbekannten Funktionen aufgebaut
sind, ist der Ansatz 2, = 2, = 2z, = 3 erlaubt, und es bleibt somit nur
die eine Gleichung erster Ordnung

0% . M )

dy (1= 01—y A= 1~
unter der Anfangsbedingung (¥, 0)= 0 zu integrieren und zu zeigen,
daB3 die Losung in der Umgebung von x = y = 0 nach Potenzen von
x und y entwickelt werden kann. Daf3 aber die Lésungen von ana-
lytischen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung mit analy-
tischen Anfangsbedingungen analytisch sind, 1aBt die frither gegebene
Integrationstheorie erkennen.

1y Man hitte natiirlich auch von Anfang an zu einem System iibergehen konnen.
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§ 2. Charakteristiken.

Im Laufe unserer Betrachtungen iiber das Existenztheorem sind
wir auf die Charakteristiken gefiihrt worden. Und zwar verstanden
wir unter einem charakteristischen Streifen zweiter Ordnung die

8 Funktionen
x(u), vony s(u), t(u),

welche der partiellen Differentialgleichung (1) bzw. (5), den 3 Streifen-
bedingungen (2), (3) und der Gleichung (4) geniigten. Ahnlich wie
die charakteristischen Streifen erster Ordnung bei den partiellen
Differentialgleichungen erster Ordnung, spielten auch hier diese Streifen
eine Ausnahmerolle beim Existenzsatz. Es gelten auch weiterhin fur
sie dhnliche Sitze wie bei den Gleichungen erster Ordnung. Ich
will aber nur kurz bei diesen Dingen verweilen, so interessant sie an
sich sein moégen. Der Grund ist der, daB die Betrachtungen zu einer
Integrationstheorie der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung nicht ausgebaut werden konnten. Es ist nicht gelungen, die
allgemeine Gleichung zweiter Ordnung auf ein System von gewdhn-
lichen zuriickzufiihren. Ob das méglich ist, ist noch eine offene Frage.
Das ist auch der Grund, aus dem wir mit dem Existenzsatz nicht
wie bei den Gleichungen erster Ordnung iiber den analytischen Fall
hinausgedeihen konnten, und daB sich hier nicht der Existenzsatz
organisch einer Integrationstheorie einfiigt. Ich will somit nur ohne
Beweis einige Sitze iiber Charakteristiken hervorheben. Zunichst
sicht man, daB es zwei Scharen von Charakteristiken gibt, da die
Gleichung (4) vom zweiten Grade ist. Verfolgt man aber die Sache
niher, so erkennt man, daBl aus unserer Definition nur 6 gewo6hnliche
Differentialgleichungen fiir die 8 Streifenfunktionen flieBen. Ein Streifen
zweiter Ordnung ist also nicht durch eines seiner Elemente bestimmt.
Wenn man auch beweisen kann, daB auf jeder Integralfliche durch
jedes ihrer Elemente ein ihr angehdriger charakteristischer Streifen
zweiter Ordnung gelegt werden kann, so erhidlt man damit doch
keine Integrationstheorie, wie bei den Gleichungen erster Ordnung,
wo man nur durch die Elemente eines nichtcharakteristischen Anfangs-
streifens die dadurch bestimmten charakteristischen Streifen hindurch-
legen mufite. Durch einen jeden charakteristischen Streifen zweiter
Ordnung kann man unendlich viele Integralflichen hindurchlegen.
Sie haben liangs dieses Streifens eine Berithrung zweiter Ordnung.
Falls zwei Charakteristiken zweiter Ordnung verschiedenen Scharen
angeh6éren und ein Element zweiter Ordnung gemeinsam haben,
so geht durch beide genau eine Integralfliche hindurch. Diese Be-
merkung flieBt aus einem allgemeinen von Goursat angegebenen
Existenzsatz, den wir auch bald bei gewissen linearen Differential-
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gleichungen bestitigt finden werden. Dieser Satz sagt kurz aus, daB
man durch zwei einander schneidende Raumkurven genau eine Integral-
fliche legen kann. Genauer formuliert sind die folgenden Voraus-
setzungen zu machen. Die beiden gegebenen analytischen Raumkurven
sollen von einem Punkte ausgehen und zwei von diesem Punkte
ausgehende Triagerkurven von charakteristischen Streifen beriihren.
Diese beiden Streifen sollen verschiedenen Scharen angehéren. Dann
geht durch beide Kurven gerade eine Integralfliche, welche sich in
der Umgebung der Koordinaten x,, y, des Schnittpunktes nach
Potenzen von & — x, und y — y, entwickeln 14Bt. Zundchst kann man
durch eine Transformation der x, y erreichen, dal die beiden Kurven
der x-z- bzw. der y-z-Ebene angehdren. Denn durch eine lineare
Transformation der x, ¥ kann man zunichst bewerkstelligen, daB die
Tangenten der beiden Kurven in diese Ebenen fallen und daB der
Schnittpunkt beider Kurven auf die z-Achse fillt. Die Gleichungen
der beiden Kurven sehen dann so aus:

{y:asx”—}-..., {x:b,zy"Jr...,
z=f() z=¢(y)

und nun mache man die neue Transformation

Yo=Yy — A & ...,
= —byy?....
Damit fallen die beiden Kurven in die beiden erwihnten Ebenen hin-
ein. Nun kann man endlich noch durch-eine Transformation von 2
allein erreichen, daff die beiden Kurven in die #- und in die y-Achse
fallen. Wenn nidmlich jetzt z = f(x) und z = g(y) die beiden Kurven
sind und also z(x,y) der Bedingung
2(0,0)=2,, 2(0,y)=g (), z(x,0)= f(x)
geniigt, so setze man
n=z2—f(x—e0)+2

und nun ist z,(0,9)=0, 2z,(*¥,0)=0. Somit kann man sich beim
Beweis auf den Fall beschrinken, dall ein Integral der Differential-
gleichung (5) durch die x- und die y-Achse hindurchgelegt werden
soll. Es soll also z,(x, 0) =z, (0, y) = 0 sein. Nun aber war noch
angenommen, daB die beiden gegebenen Kurven in ihrem Schnitt-
punkt Charakteristiken berithren. Somit muB3 die Gleichung (4),
welche die Richtungen der Charakteristiken im Koordinatenanfangs-
punkt bestimmt, durch x’ =0 sowohl wie durch "= 0 erfiillt sein.
Wenn nun aber im Ursprung die Integralfliche durch die beiden
Koordinatenachsen hindurchgehen soll, so muB die x-y-Ebene dort
ihre Tangentialebene sein, also ist im Ursprung $ =¢=-0. Das er-
kennt man ja auch durch Differentiation von z(x, 0) bzw. z(0, y).
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Daraus folgt noch, daB im Ursprung auch 7 =¢= 0 sein muB. Soll
nun also (4) im Ursprung durch z’= 0 sowohl wie durch y'=0 er-
fiillt sein, so muB im Ursprung P =0 und T = 0 sein. Dabei sind
diese Funktionen fiir die Werte x =y =2=p=¢g=r=1¢=0 und

fiir s= £(0, 0, ..., 0) 7u bilden. Da aber P——2f und T= -
ist, so muB in der Umgebung des Ursprungs die Differentialgleichung (5)
sa aussehen

s=a-t+bxtcytdztept+fg+...

Die Glieder » und ¢ fehlen also, a, b, c¢,... sind Konstanten,
und die nicht aufgeschriebenen sind alle vom zweiten oder hoheren
Grade. Nunmehr kann der Beweis durch die Majorantenmethode zu
Ende gefiihrt werden,

§ 3. Monge-Ampéresche Differentialgleichungen.

Das sind Differentialgleichungen von folgender Gestalt:

9) 0=A-+Rr+Ss+Tt+E(rt —s?.

Die Koeffizienten sind analytische Funktionen von x, 9,z $, ¢. Sie
umfassen also namentlich auch die in den Ableitungen 7, s, ¢ linearen
Differentialgleichungen, fiir die E = 0 ist. Einem wichtigen Sonder-
fall derselben werden wir uns bald des niheren zuwenden. Hier soll
es sich um die Feststellung handeln, daB man in gewissen Fillen
die Integration auf die von partiellen Differentialgleichungen erster
Ordnung zuriickfilhren kann. Dies hdngt mit Besonderheiten zusammen,
welche die Charakteristiken der Monge-Ampéreschen Gleichungen auf-
weisen. Man kann ndmlich Streifen erster Ordnung angeben, welche
Triager aller charakteristischen Streifen zweiter Ordnung sind. Fiir
einen charakteristischen Streifen zweiter Ordnung miissen namlich
neben der partiellen Differentialgleichung (9) noch die beiden Glei-
chungen (3) sowie die Gleichung (4) gelten. Diese lautet hier so:

(10) (R+E)y”™ —(S—2Es)x’y' +(T+Enz" =0-
Nun folgt aber aus (3), daB
ty”® +2sx’y +ra’t =a"p +y'q’
ist. Daher kann man statt (10) auch schreiben
{11) Ry —Sx'y'+ Tx" + E(x'p'+y'¢)=0.
Loést man endlich (3) nach 7 und # auf und trdgt das Gefundene in
(9) ein, so wird wegen (11) auch noch
(12) Ax'y'+Rp'y' +Tq'x' +Ep'q =
Ein Streifen erster Ordnung nun, fiir welchen die beiden Gleichungen

(11) und (12) gelten, soll ein charakteristischer Streifen erster Ord-
Bieberbach, Differentialgleichungen. 18
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nung heifen. Aus der eben angestellten Betrachtung folgt, daB jeder
charakteristische Streifen zweiter Ordnung einen solchen erster Ord-
nung enthdlt, oder mit anderen Worten, dal die 5 ersten Funk-
tionen eines charakteristischen Streifens zweiter Ordnung einen charak-
teristischen Streifen erster Ordnung bestimmen. Umgekehrt kann man
auch zeigen, daB unter der Zusatzannahme, daBl S* —4RT 4+ 4EA+0
ist, d. h. daB die beiden Scharen der Streifen zweiter Ordnung nicht
zusammentfallen, jeder charakteristische Streifen erster Ordnung in
einem charakteristischen Streifen zweiter Ordnung enthalten ist; diese
hingen noch von .einem Parameter ab. Doch will ich dem nicht
weiter nachgehen. Die charakteristischen Streifen erster Ordnung miissen
sich nun ebenso wie die Streifen zweiter Ordnung in zwei Scharen
zerlegen lassen. Diese Zerlegung bewerkstelligt man leicht, wenn
man von der Zerlegung der Streifen zweiter Ordnung in zwei Scharen
ausgeht. Zu dem Zweck l6ése man die Gleichung (10) nach y’:x”
auf. Man findet wegen (9)

(13) i: S—2Es+S*—4RT+4E4A
Py 2(R + Ei)
als die beiden Wurzeln. Nennt man nun die beiden Wurzeln der
Gleichung
(13" 1»+SI+RT—-—EA=0

4, und Z,, so kann man fiir (18) auch kurz schreiben
y'(R+Et)+ Esx'+2,2"=0
y' (R4 Et)+ Esx’ 4 2,2"=0.
Wegen (3) kann man dafiir aber wieder schreiben
{14a) y'R+Eq +4x'=0
(14Db) y'R-+Eq + 1,2 =0.
Verwendet man nun (14a) oder (14b) genau so wie vorhin (11), so

findet man unter Beriicksichtigung von (12), daB ncben (14a) auch
noch

(15a) ¥ T4 Ep' +1,9'=0
gelten muB, und daB neben (14b) auch noch
(15b) T +Ep'+1,y' =0

sein muB. Damit sind nun die beiden Scharen der Charakteristiken
erster Ordnung getrennt. Die eine Schar ist definiert durch (2),
(142), (15a), die andere durch (2), (14b), (15b).

Auf jeder Integralfliche von (9) liegen nun sowohl Charakteri-
stiken der ersten wie der zweiten Art. Beide fallen iibrigens fiir
A, == A, zusammen.

An der Spitze der Integrationstheorie steht nun der Safz, daf
eine jede Fliche, welche aus solchen Charakieristiken erster Ordnung
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aufgebaut ist, eine Integralfliche von (9) ist. Ich will also annehmen,
ein Fliachenstiick werde durch eine einparametrige Schar von Charak-
teristiken erster Ordnung liickenlos iiberdeckt, und zwar sei

x=2x(u,v), ... g=q(#, v)
eine Parameterdarstellung des Flichenstiickes und seiner Ableitungen,
wobei diese Funktionen analytische Funktionen und v = konst. die

Charakteristiken seien. Also gelten fiir jedes v lings eines Streifens
der Fliche die Gleichungen
yR+Eq +2,2'=0
Ep' 4 9'4, +Tx =0
p—9y's —rx'=0
— 't +q —sx'=0.

Dabei nehme ich also an, es lige gerade ein Streifen der ersten
Sorte vor. Im anderen Falle schlieBt man ganz analog. Die beiden
letzten Gleichungen bringen ja nur zum Ausdruck, daB ein Streifen
auf einer Fliche vorliegt. FaBt man die 4 Gleichungen als 4 lineare
Gleichungen fiir &/, y’, ', ¢’ auf und beachtet, daB lings eines Streifens
einer Flache z==f(x,y) diese Funktionen nicht alle verschwinden
konnen, so muf3 die Determinante des Gleichungssystemes Null sein.
Das ist aber im Fall E 4= 0, in dem Falle also, wo (9) nichtlinear
ist, bei Beriicksichtigung von (13’) gerade (9). Ist aber (9) linear, so
gilt der SchluB nicht. Will man auch in diesem somit hier uner-
ledigten Fall einer in den Ableitungen linearen Differentialgleichung
zu einer Charakteristikentheorie gelangen, so muBl man wesentlich
umstindlicher verfahren. Man vgl. das Werk von Goursat iiber diesen
Gegenstand. ‘

DaB auch umgekehrt jede ‘Integralfliche so entsteht, beruht auf
der frither angefiihrten Bemerkung, daf eine jede Integralfliche von
(9) aus charakteristischen Streifen zweiter Ordnung aufgebaut ist, in
Verbindung mit der anderen Bemerkung, daB in jedem Streifen zweiter
Ordnung einer der ersten enthalten ist, '

Die ganze weitere Schwierigkeit der Integration liegt also jetzt
darin, die Charakteristiken erster Ordnung zu bestimmen und aus
ihnen Flichen aufzubauen. Diese Aufgabe erinnert an die analoge,
welche wir bei den partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung
bereits gelost haben. Tatsichlich kann man nun unsere jetzige
etwas kompliziertere Aufgabe auf die frithere zuriickfilhren und damit
gleichzeitig auch angeben, inwiefern die jetzige Aufgabe schwieriger
ist als die frithere. Die Zuriickfiihrung gelingt dadurch, daB man
partielle Differentialgleichungen erster Ordnung angibt, deren Charak-
teristiken sdmtlich in einer der beiden Scharen unserer jetzigen
Charakteristiken erster Ordnung enthalten-sind. Sei also

18%
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(16> V(x: Y 2 1); lZ) =0
eine solche partielle Differentialgleichung erster Ordnung. Die ge
wohnlichen Differentialgleichungen

.,—_?I,
=%
,_ov
=%
Y4 ov
(17) Z—?5+4M
14 av
P ===t
0V oV
- oy 1%z

bestimmen ihre Charakteristiken. Die Frage lautet: wann sind mit
diesen Gleichungen notwendig auch die drei Gleichungen (2), (14a),
(15a) oder (2), (14b), (156b) einer unserer Scharen von Charakteri-
stiken erster Ordnung der Gleichung (9) erfiillt? Tragen wir, um das
zu erkennen, die Gleichungen (17) z. B. in die erste der beiden
Gruppen, also in (2), (14a), (15a) ein, so ist (2) von selbst erfiillt,
und die beiden anderen filhren zu den beiden linearen partiellen
Differentialgleichungen

ov oV ToV i oV

5w TPo " Eap " Eig = O

ov v 4,8V RoV

, oy " 9% TEap Edq

welchen V geniigen muB. Aus der anderen Schar von Charak-
teristiken wiren analog ‘die beiden Gleichungen

av , 8V TV AoV
TP T Ep T Eag T °

8V , 8V 1,0V RV

o 79 " Eap Eag O

gewonnen worden. Wenn somit die Charakteristiken von (16) sdmi-
lich in einer unserer beiden Scharem von Charakteristiken erster Ord-
nung enthalten sein sollen, -so muf} notwendig V entweder den beiden
partiellen Differentialgleichungen (18a) oder den beiden (18b) geniigen.
Diese notwendige Bedingung ist aber auch hinreichend. Nehmen wir
also z. B. an, V geniige den beiden Gleichungen (18a), dann sind fiir
die durch (17) bestimmten Charakteristtken von ¥V =0 notwendig
auch die Gleichungen (2), (14a), (15a) erfiillt. Fiir (2) ist das wieder
selbstverstiandlich, und die beiden anderen verifiziert man einfach durch
Einsetzen von (17) in (14a) und (15a). Da nun aber nach S. 275
jede aus einer der beiden Charakteristikenscharen erster Ordnung
aufgebaute Fliche eine Integralfiiche von (9) ist, so konnen wir also
unser Ergebnis nun anch so aussprechen: Falls V einem der beiden

(182)

(18b)
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Gleichungspaare (18a) oder (18b) geniigt, so ist jede Integralfliche von
(16) auch Integralfiiche von (9). Wir nennen dann V ein erstes
Integral von (9).

Man kann auch umgekehrt aus unseren Betrachtungen leicht den
SchluB ziehen, daB die simtlichen Integrale von (16) nur dann auch
(9) geniigen kénnen, wenn V einem der beiden Gleichungspaare (18a)
oder (18b) geniigt. Je nach der Zahl von unabhingigen Integralen
eines der beiden Paare linearer partieller Differentialgleichungen (18a)
oder (18b), die man zu bestimmen in der Lage ist, wird man nun die
Integration der Gleichung (9) mehr oder weniger vollstindig beherrschen.
Kennt man insbesondere zwei unabhingige Integrale eines der beiden
Systeme (18a) oder (19b), V, und V,, so geniigt auch ¥, — ¢ (V,) dem
gleichen System, wenn ¢ eine willkiirliche Funktion ist. Dann ist
neben ¥, =0 und ¥V, =0 auch ¥V, — ¢ (¥,)==0 ein Integral von (9),
d. h. jede Losung von V, — @(V,)=0 geniigt auch (9). Dann ist
also die Integration von (9) restlos erledigt.

Das fiir die Integration der Systeme von partiellen Differential-

gleichungen erster Ordnung mit einer Unbekannten Erforderliche ist
bereits auf S. 222 vorgebracht worden.
- Es ist aber zu bemerken, daB die Zahl der iiberhaupt vorhan-
denen unabhingigen Integrale von vornherein feststeht.” Sie ist von
Fall zu Fall verschieden. Nach S. 220 geniigt ndmlich jedes Integral,
das zwei linearen partiellen Differentialgleichungen A (¥V)=0 und
B(V) =10 geniigt, auch der Gleichung [4, B]=0 und das kann eine
neue, nicht von selbst erfiillte sein?).

Wir betrachten nun noch ein Beispiel aus der Flichentheorie,
die auch das Hauptanwendungsgebiet dieser Theorien ist. Es handelt
sich darum, die" Differentialgleichung der abwickelbaren Flichen zu
integrieren, also um den Nachweis, daB alle Flichen mit lauter
parabolischen Punkten abwickelbar sind. Diese Aufgabe liuft auf
die Integration der Differentialgleichung

(19) rt—s?=0
hinaus. Die beiden Scharen von Charakteristiken erster Ordnung
fallen hier zusammen. Denn die Gleichung (13’) wird hier 12 =0

und ihre beiden Wurzeln sind also 4, =4, = 0. Daher sind jetzt
die Charakteristiken erster Ordnung aus den Gleichungen

g=0,9"=0, 2—px'—gqy'=0
zu bestimmen. Fiir die Integrale 7 ergeben sich die Gleichungen
oV oV ov ov
w TP =0 Htimg=0

1) Der eben benutzte Klammerausdruck wurde S. 219 erklirt.



278 IV, 1. Allgemeines.

Wir erkennen sofort, daB V, =25, V,=4¢q, V=2 — px — gy drei
Integrale sind. Also sind auch

g=f(), z—px—qy=2¢(@)
Integrale von (19). Die zweite ist eine Clairautsche Differential-
gleichung, und deren Theorie lehrt, daB man alle Integrale derselben
als Einhiillende der Ebenenschar
z—cx—w(c)y=g(c),

wo w(c) eine willkiirliche Funktion ist, erhilt, Die Integralflichen
sind also alle abwickelbare Flichen. Aber z==cx - f(c)y--d ist
auch ein vollstindiges Integral der Gleichung ¢ = f(p), so daB diese
auch nichts Neues mehr liefert.

§ 4. Lineare Differentialgleichungen.

Darunter versteht man wieder eine Differentialgleichung, welche
die unbekannte Funktion z und ihre sidmtlichen Ableitungen nur
linear enthilt. Sie ist also von der Form

(20) ag? +ays +agt +b,p+byg4cz+d=0.

Die Charakteristiken erfahren hier eine weitere Spezialisierung. Die
Gleichung (4)

(21) agy’ — 2,5y’ +a,x"" =0

nimlich, welche die Charakteristiken definierte, enthilt jetzt nur noch
%, 9, legt also gewisse Kurven der x-y-Ebene fest, die wir jetzt kurz
als Charakteristiken bezeichnen wollen. Wir werden dieselben jetzt
nur dazu verwenden, um eine Einteilung der linearen Gleichungen
anzugeben und um dieselben auf gewisse Normalformen zu trans-
formieren. Dabei benutze ich die leicht zu verifizierende Tatsache,
'daB bei Koordinatentransformation Charakteristiken in Charakteristiken
iibergehen. Ich nehme zunichst an, die beiden Scharen von Charak-
teristiken fielen nicht zusammen. Dann kann ich dieselben als
Koordinatenlinien nehmen und mir die Frage vorlegen, wie eine auf
ihre Charakteristiken x = konst. und y = konst. als Koordinatenlinien
bezogene lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung aus-
sieht. Soll aber die Gleichung (21) sowohl fiir x’ =0 wie fiir y'=0
erfilllt sein, so muB g,==0 und 4, =0 sein. Somit sieht die Glei-
chung dann so aus

(22) a,s +bp+byg+cz24+d=0.

Diese Normalform wollen wir nur beibehalten, wenn die Charak-
teristiken reell sind. Wir wollen dann sagen, die Gleichung sei vom
hyperbolischen Typus und (22) sei eine Normalform derselben. Sind
die Charakteristiken imaginir, so sagen wir, die Gleichung sei vom
elliptischen Typus. Hier kommt man leicht zu einer reellen Normalform,
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indem man verlangt, x -4 1y = konst. und x — ¢y = konst. sollten die
Charakteristiken sein. Dann muf die Gleichung (21) so aussehen:
a(®®+9") =0, d h. es muB g,—a,—=a und 4, =0 sein.
Dann wird also

a(r+1t)+0,p+b,g+cz24+d=0
eine Normalform des elliptischen Typus. Auf dhnliche Weise kann man
leicht eine weitere Normalform des hyperbolischen Typus bekommen.
Man verlange, daB x -}-y = konst. und x — y = konst. die Charak-
teristiken seien. Dann muB (21) so aussehen: a (x'® — 3'%) =0, d. h.
es ist ay= —a,=a und 4, =0. Also wird

a(r —8)+bp+ tyg+cz4+d=0
eine weitere Normalform des hyperbolischen Typus.

Den noch iibrigen Fall, wo die beiden Scharen von Charak-

teristiken zusammenfallen, nennt man den parabolischen Fall. Jetzt
nehmen wir x = konst. als Charakteristikenschar doppeltzihlend. Dann

mub sich (21) auf q, x’® = 0 reduzieren. Also wird
agt +b,p+-b,9+cz+d=0

Normalform im parabolischen Fall.

II. Kapitel.
Hyperbolische Differentialgleichungen.

§ 1. Die Laplacesche Kaskadenmethode.

Ihr Ziel ist es, durch Quadraturen eine hyperbolische Differential-
gleichung zu integrieren. Die Gleichung

0%z

(1) ;;;;;—i—a(x,y)g‘f;—l-b(x,y)gg—}—c(x,y)z—}-d(x,y):0

kann man leicht auf die Form bringen

(2 %(g—;+az>—}—b(g§—|;az>—hz+d=0.
Dabei ist zur Abkiirzung

(3) h=22 4 ab—o

gesetzt. Man kann dafiir auch schreiben

() O ey — bz d=0,

indem man

() 7y = % +az

setzt. Ist dann 4 = 0, so ist offenbar (4) eine Gleichung fiir 2, allein, die



280 IV, 2. Hyperbolische Differentialgleichungen.

man als gewdhnliche lineare Differentialgleichung erster Ordnung
sofort integrieren kann. Hat man z, bestimmt, so erhilt man aus (5)
wieder ohne weiteres z.

Ist aber k<=0, so eliminiere man z aus (4) und (5), um eine Glei-
chung fiir z, allein zu erhalten. Sie ist wieder vom hyperbolischen Typus
und kann ganz analog weiter behandelt werden. Wenn ihr % Null
ist, kann sie durch Quadratur gelést werden. Sonst fiihrt der Ansatz
auf eine neue Gleichung usw. Es werden aber nur vereinzelte Fille
sein, denen man so beikommen wird. Immerhin hat man noch einen
zweiten analogen ProzeB zur Verfligung, indem man die Rollen von
x und y vertauscht.

Ist z. B. 2 ; s
’ =z oz _ 0%
(1) 8% 0y ox oy 0
vorgelegt, so wird A= 0. Man hat
0z,
2 = 0.

Also wird z, =¢-@(y), wo @(y) eine ,willkiirliche“ Funktion von y
ist. Demnach findet man fiir z die Differentialgleichung

Sf—l—e”z =+ ().
Demnach wird »
z=exp(— ye*)-{y(x) + ¢ [ @ (y) exp (ye*) dy}
mit einer zweiten willkiirlichen Funktion y (x) die allgemeinste Losung
von (1'). exp(x) bedeutet dabei wieder ¢2.

§ 2. Die Riemannsche Integrationsmethode.

Ihr Ziel ist es, durch einen gegebenen Streifen erster Ordnung
ein Integral von (1) zu legen. Dabei werde angenommen, daB dieser
Streifen iiber keiner Charakteristik liegt. D. h. also: Es seien lings
einer Kurve €, die weder der x-Achse noch der y-Achse parallel sein
moge, die Werte von z, p, ¢q vorgeschrieben, derart, daB die Streifen-
bedingung erfiillt ist. Der Einfachheit halber werde angenommen, da$3
diese stetig differenzierbare Kurve von keiner Parallelen zu einer
Koordinatenachse in mehr als einem Punkte getroffen werde. € ge-
hére weiter einem Bereiche an, in welchem die Koeffizienten von (1)
stetige Funktionen seien, und lings der Kurve seien auch z, p, ¢ als
stetige Funktionen vorgeschrieben.

Man kann z. B. den Ansatz so machen: Lings der Kurve sei
z=@(x)+v(@), p=¢'(x), ¢g=1y’(y). Ein erstes Verfahren zur
Losung dieses Problemes wird durch die Methode der sukzessiven
Approximationen geliefert, deren Ansatz wir hier nur kurz erliutern
wollen, ohne die Konvergenzbetrachtung niher auszufiihren, Zunichst
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. 2
ist es leicht, die Gleichung 5‘9}}% 4~ d = 0 unter der angegebenen
Anfangsbedingung zu integrieren. Denn ihr geniigt

() +w(» —[[d-dzdy.
Dabei ist das Doppehntegral iber den Bereich der Fig. 12 zu er
strecken.
Als nichsten Schritt integrieren wir

0%z, 02y 0z,

87:63/_'_ * 05 + =0 4
mit der folgenden Anfangsbedmgung. z, soll auf
¢ verschwinden. lhre Lésung im Punkte (&, ) ist
das iiber die Fliche der Fig. 12 erstreckte

02z 0z,
GG a)ma Joo

usw. Dann 1aft sich beweisen, daB die Reihe Fig. 12.

Zo 2+ -
gleichmiBig konvergiert und der gegebenen Gleichung (1) unter den
vorgeschriebenen Anfangsbedingungen geniigt. Ich fithre die Kon-
vergenzbetrachtung nicht durch, weil wir schon mehrfach Gelegenheit
hatten, solche Konvergenzbeweise unter ganz ihnlichen Umstinden
zu erbringen.

Die Riemannsche Integrationsmethode, der ich mich jetzt zu-
wende, gestattet es oft, ohne solche Reihenentwicklungen das Problem
zu losen. Ich kniipfe zunidchst an die homogene Gleichung an. Ich
nehme also in (1)d =0 an, und will somit die Differentialgleichung

(6) st+apt+bgt+cz=0

behandeln. Die Riemannsche Integrationsmethode geht von der so-
genannten Greenschen Formel aus. Ich bezeichne den Differential-
ausdruck auf der linken Seite von (6) abkiirzend mit @(z). Versucht

man dann partielle Integration auf f f v@(#)dxdy anzuwenden, so
wird man ganz von selbst auf die Greensche Formel gefiihrt:

() ST 08w —um@)dxdy = [ (Pdy — Qdx)

Hier ist das Doppelintegral iiber einen Bereich, in dem die Koeffi-
zienten und die Funktionen # und v mit den. vorkommenden Ab-
leitungen stetig sind, zu erstrecken. Es ist 9 der adjungierte Diffe-
rentialausdruck

_ 0% d(av) _ 0(bv)
M (v) = oxoy  ox  dy +ev
und es ist
1 0(uv) v
P=g il —u( — av)
_ 1 0(uv) ov
= 3ot —u(5, —bv).
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Das Kurvenintegral ist iiber den Bereichrand zu erstrecken, so daB
das Innere zur Linken bleibt. Wir werden die Formel hernach aus-
schlieBlich auf einen Bereich (Fig. 12) anwenden, der einesteils von
einem Bogen der Kurve ¢ begrenzt ist, auf dem die Anfangs-
bedingungen fiir » vorgeschrieben sind, und von zwei Charakteristiken
durch einen Punkt (4, ), in welchem wir die Lésung # zu berechnen
wiinschen. Fiir » wihle ich also die gesuchte Losung von £(u) =
und fiir v wihle ich eine noch ndher zu bestimmende Losung von
M (v) =0. Dann ist also

J(Piy—Qdx—o,

mit anderen Worten ist also nach Fig. 12

Az Az Ai
JPay— [Qax+ [(Pdy—Qdx)=0
Ag Ay Az
oder

Ag Ag
(11v)a, = 5 (uv)a, + 3 (wv)4, —Afu(vy—av)dy—{-Afu(vx- bv)dx

A
+Af (Pay —Qdx) .

Nun wihle ich insbesondere v so, dall auf 4,4,

v, — av = 0
und daB auf 4, 4,:
v, —bv=20

ist. Das ist also gleichbedeutend damit, zu fordern: Auf 4,4, sei

y
v_exp(f (& y)dy) auf 4, 4, selv—exp(fbx, n) dx)’). Ob es

solche Integrale von M (v) == 0 stets gibt, blelbt noch zu untersuchen,
ist aber schon auf S. 271/272 gelegentlich erwdhnt worden. Somit wird
schliefllich ?)

Ay
4 1) = Bwida, + B, + ] Pdy—Qan).

DaB die so gefundene Losung wirklich den Anfangsbedingungen und
der Gleichung geniigt, bedarf keiner niheren Erorterung, weil wir ja
gerade vorher sahen, daB man mit Hilfe der Methode der sukzessiven
Approximationen den Existenzbeweis der Losung erbringen kann.
Die jetzige Betrachtung fiigt den Nachweis hinzu, daB es nur eine
solche Losung gibt. Denn jede mufl durch die gefundene Formel
dargestellt werden. Ubrigens konnte man auch unschwer direkt an
der gefundenen Formel verifizieren, daB sie die gestellte Aufgabe 18st.

1) Vgl. die Erkldrung dieses Zeichens auf S. 280.
?) Im Punkte 4, ist ndmlich v (§, ) =1.
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Als wiinschenswert bleibt nur noch die Klirung der Frage, ob es
eine Losung von 9t (v) =0 gibt, die auf zwei Charakteristiken ge-
gebene Werte hat. Diese Frage soll am Ende dieses Paragraphen
erledigt werden. Hier mogen nur noch ein paar Bemerkungen Platz
greifen.

Zunichst die Bemerkung, daB unsere Methode auch die Losung
der inhomogenen Gleichung unter den vorgeschriebenen Anfangs-
bedingungen gestattet. Man trage eben nur fir % die betreffende
Losung ein, und findet dann durch die gleiche Betrachtung diese
Losung von (1)

4
(& n)=3uv)a, + 3 uv), —I—J(de —de)—{—ffvd-dxdy.

Unschwer kann man iibrigens ganz analoge Formeln auch fiir die
andere hyperbolische Normalform gewinnen. Es sei also jetzt

0%u  0%u ou o1
Dann hat man

m (1)) 0%y 2% d(av)  2(bv)

I 2y ox oy
0 (uv) '
=2 —2u(o, — av)
0 (uv) ( 1 )
Q= 2y u v, —Ebv

und die Greensche Formel (7).

Mit ihr verfihrt man genau wie eben und erhilt schlieBlich als
Losung von g(u)==0 diesen Ausdruck

Ay A&y
uv uv
wig ) =" L (pay gan
A &
An Stelle der Fig. 12 tritt jetzt die Fig. 13, wo
die Geraden wieder Charakteristiken sind. vist 4/
wieder bestimmt durch die Forderung Fig. 13.

M(v) =0 und v=exp <J‘a—(x’—17_—|2_L——§) dx) auf (4,4,)

§
y

¥ = exp (fﬂs—_%—i’—i) dx> auf (4,4,).

]

Zum SchluB dieses Paragraphen moge noch angegeben werden,
wie man mit Hilfe der sukzessiven Approximationen das neue An-
fangswertproblem 16st, auf das wir bei der Riemannschen Methode
gestoBen sind. Es soll sich also um die Aufgabe handeln, die
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Gleichung (6) unter den Anfangsbedingungen z = f(x) fiir y =y, und
z=g(y) fiir ¥ =, zu l6sen. Dabei sollen diese Bedingungen auf
gewissen von (x,, ¥,) ausgehenden Strecken der Geraden x = x, und
y =1y, erfiillt sein. Diese sollen in die Richtung der wachsenden
% bzw. y weisen und einem Bereiche angehéren, in dem die Koeffizienten
der Gleichung stetig sind. Damit im Punkte (x,,y,) die Stetigkeit
keine Unterbrechung erleidet, soll noch vorausgesetzt werden, daB

f(x,) = @ (¥,) ist. Dann ist jedenfalls z,= f(x)+ @ (¥) — f(x,) eine
Funktion, welche die Anfangsbedingungen erfiillt. Sie. gentigt der

—-O Alsdann bestimme man z, aus der

Gleichung

0z, [ 9z
May—{— —l—b —}—czO—O

so daB es auf x =x, und auf y= yo verschwindet, setze also

zy
z, = —ff(az(,x + bz, +czp)dx-dy.
Zo Yo
Alsdann bestimme man analog z, und allgemein werde z, aus
0%z, az,, az,,

(9) 5xay+ 1_'_ 1+czn 1—"0
so bestimmt, daf es auf X =%, und auf y =1y, verschwindet.
Dann ist

2=2zy+ 2, ...
die gewiinschte Losung von (6). Dies ist bewiesen, sowie nur er-
kannt ist, daB diese Reihe samt den Reihen ihrer ersten Ableitungen
gleichmiBig konvergiert. Es gilt doch fiir eine jede Teilsumme

S, =2+ 2+ ... +2z,

z y
sy 0Sp—
S, = %, —J‘J‘<a Sax 1 b—ay—‘ + csn_1> dxdy
Zo Yo
und daraus folgt durch Grenziibergang zu #-— 00

f.f( 8x+b +cz)dxdy

Zo Yo

und daraus durch Differentiation

6x6y+ ax+b —}—rz-O

Auf den Konvergenzbeweis selbst will ich nicht niher eingehen. Auch
er unterscheidet sich nicht von den Betrachtungen, die wir frither
zu gleichem Zweck angestellt haben.

Der eben besprochene Ansatz ist auf die homogene Gleichung
besonders zugeschnitten. Man kann ihn aber durch geringe Ab-
dnderung so einrichten, daB er fiir die inhomogene Gleichung (1)
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und fiir noch allgemeinere Gleichungen zum Ziel fithrt. Man gehe
nur dazu von der gleichen ersten Niherung z, aus wie eben, be-
stimme auch jetzt wieder rekurrent die #-te Niherung aus der
#—1-ten durch die Gleichung

talzzip et fes,  4d=0,

indessen so, daB sie auf x = x, und auf y =y, die verlangten An-
fangsbedingungen besitzt. Man hat also

02,
o0x 0y

(10) o, _ff( Vet by g, ) dudy

Zo Yo
zu setzen. Jetzt wird die gesuchte Losung nicht mehr die Summe
der z,, sondern vielmehr der Grenzwert der z, oder, anders aus-
gedriickt, die Summe der Reihe

r=zy4 (2, —2) + .+ (2, — 2,_0) + .-

Denn es ist ja durch Grenziibergang #—-o0 aus (10) zu finden

z ¥y
2=z, — f’f(azz—{—bzy—{—cz-l,—d)dxdy

Zo Yo
und daraus durch Differentiation alles Gewiinschte.
Dieser Ansatz nun ist es, der auch fiir allgemeinere Gleichungen
wie z. B. die in der Flichentheorie wichtige
2z
dxdy

zur Losung des gleichen Problemes fiihrt.

(11) =sinz

Ein Wort ist nur noch dariiber zu sagen, daB die Lésungen durch
die Anfangsbedingungen eindeutig bestimmt sind. Man kann sie im
Rahmen der Methode der sukzessiven Approximationen durch die
gleichen Uberlegungen gewinnen, die zum Konvergenzbeweis fiihren.
Wenn nimlich z eine beliebige, den Anfangsbedingungen geniigende
Lésung z. B. von (11) ist, so ist jedenfalls

z y
z:zo—}-fjsinzdxdy,
Zo Yo
wo wieder z, = f(%)+ @(y) — f(x,) sei. Ferner gilt auch fiir die
n-te Naherung

z y
2, =2, +f [sinz,_ dxdy,
. To Yo
also haben wir

z Y
z—znzff(sinz—sinzn_l)dxdy.

Zo Yo
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Nun ist

z y
|z — 2| = [ [sinzdzdy| < |z —x,| |y — |

To Yo

z y

fz~21}=[ff(sinz— sinz,)dxdy
Zo Yo
z y
:{J‘J‘2sinz—--—cos +~°dxdv|
zoyo

<}fflx—¥0J[y—-yoldxdy] ¥_,;"{0r22\y ,Vo\".

Zo Yo

Daraus gewinnt man durch vollstindige Induktion

lx“xo|n+ \y Yo m+1

[((r+1)1]® ’
so daB es also nur eine Losung gibt, weil hiernach z —»z strebt.
Ahnlich schlie8t man auch in anderen Fillen.

|z —2,] <

§ 3. Die Differentialgleichung der schwingenden Saite.

Die freien Schwingungen einer lings der x-Achse ausgespannten
Saite werden durch die Differentialgleichung
oz N
(12) Er i 0
beschrieben., ¢ bedeutet darin die Zeit, z die Entfernung von der
geradlinigen Gleichgewichtslage. In a® = —z; bedeutet S die Spannung,

o die Masse der Lingeneinheit, so daB also in dem von uns allein
zu betrachtenden Fall der homogenen Saite 4 eine positive Konstante
ist. Die Charakteristiken sind in diesem Falle x - a¢ = konst. und
x — at =konst. Das bedingt einen geringen Unterschied gegeniiber
den bisher betrachteten Fillen. Man iibertrigt aber auch auf ihn
ohne sonderliche Schwierigkeit die angestellten Betrachtungen.

Wir betrachten nun eine an ihren beiden Enden bei x = 0 und
bei x =1 eingeklemmte Saite. Es soll also fiir alle #: z(0, {)=0
und z (/, #)=0 sein. Ferner ist die Anfangslage und die Anfangs-
geschwindigkeit der Saite gegeben. D. h. fiir =0 soll z(x, 0) = f(x)

und ‘}i (x,0) = F(x) sein. Zunichst kann man die Riemannsche

Methode anwenden, um in einem beliebigen Punkte (x, #) des in Fig. 14
schraffierten Bereiches die Losung zu berechnen. Dieser Bereich ist
namlich seitlich von den beiden durch die Saitenenden gehenden
Charakteristiken begrenzt. In einem inneren Punkt ist nach dem
Riemannschen Verfahren die Lésung durch f(x) und F (x) allein
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bestimmt. Man findet nimlich in dem Punkte (x, #), dessen Charakte-
ristiken { =0 in ¢« = x — at und f=x - at treffen mogen
1.1:+at
(18) (s, n="EZ0TLEXED L F [E e,
z—at
Damit ist das Problem nun erst fiir gewisse x und ¢
gelost und es gilt nun, unter Berlicksichtigung der an
den Saitenenden vorgeschriebenen Bedingungen den
Bewegungsverlauf auch fiir andere Zeiten zu be- Fig. 14.
stimmen. Dies erzwingt man nach Riemann durch
einen Kunstgriff. DaB namlich die Riemannsche Methode nicht zur
Berechnung der Losung in einem grofleren Bereiche brauchbar ist,
liegt darin begriindet, daB f(x) und F(x) nur fir 0 <x -l gegeben
sind. Man erklirt nun in einer zweckmiBigen Weise diese Funktionen
iiber dies Intervall hinaus, so daB die zugehdrigen Losungen bei
x=0 und bel x =1 fir alle Zeiten verschwinden. Zu dem Zweck
setze man fest
f(— %)= —7Fk) flx+2l)=f(x
F(—x)= —F(x) F(x+2l)=F(x).

Damit sind dann die beiden Funktionen filir alle x erklirt, wenn man
sie fiir 0 <x <! kennt. Die Riemannsche Losung (13) verschwindet
dann, wie man sich leicht iiberzeugt, tatsichlich bei x == 0 und bei
x =1 fiir alle ¢. Ahnliche Uberlegungen fiihren auch zur Beherrschung
des Falles, wo an den Saitenenden ein anderer Bewegungszustand
vorgeschrieben ist.

Ich will nun noch auf eine etwas andere Methode hinwiesen. Das
ist die Trennung der Variablen. Geht man namlich mit dem Ansatz

2=u(x)v(t)

in die Gleichung der schwingenden Saite hinein, so geht diese in

73 "
1v u

a® v 7
iiber. Da die rechte Seite nur von x, die linke nur von ¢ abhiingt,
so miissen beide ein und derselben Konstanten: — 4? gleich sein. Also
erhalten wir die beiden gewdhnlichen Differentialgleichungen
w +Pu=0
v+ 142y =0
und sind damit in der Lage, einige Losungen der Gleichung zu be-
stimmen. Es sind die Losungen
#w=rc,cosdy+¢c,sinlx
v=d,cosalt - d,sinalt,
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die man so erhdlt. Sollen dieselben aber bei x =0 und bei x =1
verschwinden, so muB3 ¢, =0 und A= nTn sein, und es bleiben nur

diese Losungen als brauchbar iibrig:

sinnl” <d cos 22 t+ dy sm“?”t)

Da nun aber die Gleichung (12) linear und homogen ist, so kann
man durch Addition bekannter Losungen neue finden, und somit sind
auch die Summen

Ssin "% (dy, cos %4 4 4, sin "7 1)
n

Losungen. Nunmehr ist man auch in der Lage, durch passende Be-
stimmung der Koeffizienten beliebige Anfangszustinde der Losung
vorzuschreiben. Man wird ndmlich durch die Anfangsbedingungen
auf die beiden Gleichungen

f(x)=2'dm5in%§x

an

F(x)=— 3d,,

2% sin" T x
i

gefiihrt und steht so vor dem bekannten Problem aus der Theorie
der Fourierschen Reihen. Freilich enthilt dieser Gedankengang nur
dann die volle Losung des Problems, wenn diejenigen Reihen, welche
aus den fiir f(x) und F(x) erhaltenen durch zweimalige Differentiation
entstehen, selbst gleichmaBig konvergieren.

III. Kapitel,
Elliptische Differentialgleichungen.

Die Theorie der elliptischen Differentialgleichungen ist viel kom-
plizierter und gestaltenreicher als die der hyperbolischen. Es kann
sich daher in dieser einfithrenden Darstellung nur darum handeln, einen
Uberblick iiber die Probleme und die Wege zu ihrer Lésung zu geben.
Z. B. ist ja die Potentialtheorie weiter nichts als die Theorie der
speziellen elliptischen Differentialgleic'hung

'—axa-I—

Es ist also auch nicht unsere Absicht, hier eine volle Potential-
theorie zu entwickeln. Vielmehr wollen wir, allerdings gerade an Hand
dieser Differentialgleichung, nur einen Uberblick zu gewinnen suchen.
Diese Bevorzugung der Differentialgleichung Awu = 0 rechtfertigt sich
auch dadurch, daB ja der Ausdruck einer jeden elliptischen Differential-
gleichung in der Normalform mit A% beginnt.
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§ 1. Die Greensche Formel.

u (%, y) und v (¥, y) seien beide in einem gewissen Bereiche B
zweimal stetig differenzierbar. Eine geschlossene abteilungsweise stetig
differenzierbare Kurve besteht aus endlich vielen in Ecken zusammen-
stoBenden Bogen differenzierbarer Kurven. Sie sei frei von Selbstiiber-
kreuzungen, gehére dem Inneren von B an und begrenze einen Teil
dieses Bereiches. Dann gewinnt man leicht durch partielle Integration die
folgende Greensche Formel

ff(uAv—vAu)dxdyzf{(uvm—vuz)dy— (uvy—vuy)dx},
in welcher das Kurvenintegral so iiber den Rand zu erstrecken ist,
daB dabei das Innere zur Linken bleibt, und wo das Doppelintegral
iilber den von der Kurve umschlossenen Bereich zu nehmen ist.

Die Formel behilt unveridndert ihre Giiltigkeit auch fiir mehrfach
zusammenhingende Integrationsbereiche, die von mehreren Kurven
begrenzt werden. Das Kurvenintegral ist dann eben nur iiber den
vollen Rand zu erstrecken und zwar immer so, daB dabei das Innere
zur Linken bleibt. Fithrt man in jedem Randpunkt zwei neue
Koordinaten s und # ein, so daBl die mit der Durchlaufungsrichtung
gleichgerichtete Tangente s-Achse und die nach innen gerichtete Normale
n-Achse wird, so ist im Punkte x, y,:

% — %y =cos(xs)s — sin(xs)n

Yy —yo=-sin(xs) s 4 cos (xs)n.

Somit ist
ox 0y oy 0x
s on’ s~ on’
also 1ist
ou ou o0y o0n 0x
on  8xds ' 3y os’

Fihrt man also s als neue Integrationsvariable ein, so kann man die
Greensche Formel auch so schreiben:

(1) J'J‘(uAv——vAu)dxdy:f(v%—u%%)ds.

Trigt man in ihr fiir # eine beliebige Losung der Gleichung du = 0
und vy =1 ein, so kommt

@) ;L: ds =0.
Eine weitere Anwendung ist diese: Man bestitigt leicht, daB
v == log %

eine Potentialfunktion ist, d. h. der Potentialgleichung
Ay, =0

Bieberbach, Differentialgleichungen. 19
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geniigt. Dabei ist » die positive Entfernung des variablen Punktes %, y
von einem festen Punkte £, %, also

P=E—&+0—9
Diese Potentialfunktion log-l7 ist nicht durchweg regulir, Sie weist

vielmehr bei (x,y)= (£, ) eine Unterbrechung der Stetigkeit auf.
Fir » will ich nun in (1)

v=log%—i—v1

eintragen, wo v, eine reguldre Potentialfunktion sein moége. Damit
die Formel anwendbar wird, muB3 ich einen Bereich zugrunde legen,
in welchem der Punkt (£, #) nicht enthalten ist. Einen solchen kann
ich aus einem Bereich B, welcher £, # enthilt, dadurch herstellen, daB
ich aus ihm eine geniigend kleine Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt
&, n weglasse, iiber deren Rand dann also auch das Kurvenintegral
zu erstrecken ist. Somit folgt aus der Greemschen Formel

= )t [ (o2 as o,
) {

Dabei ist das erste Integral iiber den Rand @ des Bereiches B, das
zweite iiber den Kreis zu erstrecken (Fig. 15). Das Kreisintegral
ist aber

}”{log—i—%—— ;—(log )}rdgv —{—f{vla u%}}rd(p.
0

Fir 7—>0 ist log—l;-r—» 0. Daher wird dabei der erste Summand

des ersten Integrales zu Null. Es ist aber —réa;log (71;> — 1 fiir

7—> 0 und daher wird bei diesem Grenz-
oL iibergang der zweite Summand des ersten
Integrales 2m# (&, %). Das letzte end-
lich wird flir — O wieder Null. Da da-

bei aber das iiber den Rand @€ erstreckte
Integral nicht beeinfluBt wird, so kommt
heraus
1 on 0v
8w a)=— (oo i) ds
b)

Fig. 15. Somit sind wir in der Lage, eine Po-
tentialfunktion im Inneren eines Bereiches

durch ihre Werte und die Werte ihrer Ableitungen am Rande des
Bereiches wirklich darzustellen und wir sind im Einklang mit dem
Satze von S. 267, wonach die Losung durch einen Streifen bestimmt
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sein muB. Die Funktion ist, wie wir wenigstens fiir analytische
Streifen noch von damals wissen, durch diesen Streifen eindeutig
bestimmt. Das hat aber hier zur Folge, daB man den Randstreifen
einer Potentialfunktion, welche im Inneren von B regulir sein soll,

nicht beliebig vorschreiben kann. Denn auch die Funktion log%

mit Unstetigkeitspunkt im Bereichinneren ist ja durch ihren Randstreifen
bestimmt. Zu diesem gehort also keine im Inneren des Bereiches
regulire Potentialfunktion. Es erhebt sich also die Frage, zu welchen
Randstreifen Potentialfunktionen gehéren, welche im ganzen Bereich-
inneren regulir sind. Die Antwort auf diese Frage gewinnt man durch
weitere Spezialisierung der Funktion v, die bisher bis auf ihre
logarithmische Unstetigkeit ganz willkiirlich war. Wire es mdglich,
sie so einzurichten, daB sie am Rande verschwindet, so wiirde sich

die Formel
- 1 ov
(4) u(&, ) =y |us-ds

)
ergeben, und wir hitten den Safz, daf3 eine in B regulire Potential-
funktion durch thre Randwerie bestimmi ist. Eine solche Funktion v
wollen wir als Greensche Funktion des Bereiches bezeichnen. Wir
schreiben
v==G(%7y,§1),

um auch ihren Aufpunkt (5,17) kenntlich zu machen. Dort wird sie also
unendlich wie log iy, und am Rande verschwindet sie. Die Frage

ist aber nun, ob eine solche Greemsche Funktion stets existiert. Vor
der allgemeinen Erorterung dieser Frage weise ich auf einen be-
sonderen Fall hin. Es sei z. B. £, 5 der Mittelpunkt eines Kreises
vom Radius R. Dann kann man

v=log§ (r? = x® 4 97

. 1 . . .
nehmen. Dann wird g—z— = — Z—: =+ (weil n die innere Normale ist).
Wir haben somit fiir den Wert einer Potentialfunktion im Mittelpunkt

eines Kreises diesen Ausdruck durch die Randwerte

(5) w(§, n) =g [u(R, ¢)dp.

Der Wert im Mittelpunkt kann somit als arithmetisches Mittel der

Randwerte angesprochen werden. Er ist somit stets kleiner als der

groBte Randwert und diesem nur dann gleich, wenn die Funktion

am Rande konstant ist. Schon diese Bemerkung geniigt nun aber,

um tatsidchlich zu beweisen, dal} eine in einem Bereiche B regulire
19*
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Potentialfunktion durch ihre Randwerte bestimmt ist. Denn wenn #,
und #, zwei in B reguldre Potentialfunktionen gleicher Randwerte sind,
so ist auch #, — u, eine Potentialfunktion, welche am Rande des
Bereiches verschwindet. Wire sie nun nicht im Bereiche iiberall Null,
so miiBte sie darin ein Maximum oder ein Minimum haben und es ist
keine Beschriankung der Allgemeinheit anzunehmen, daf3 es ein positives
Maximum sei. Alsdann schlage man um eine Stelle, wo die Funktion
diesem Maximum gleich ist, einen dem Bereiche angehorigen Kreis. Da
sie im Mittelpunkt dem arithmetischen Mittel der Randwerte gleich ist,
ihren grofiten Wert aber daselbst annimmt, so muf} sie am Rande iiberall
diesem groBten Werte gleich sein. Da dies fiir jeden Kreis um den Maxi-
mumpunkt gilt, so ist sie’im groften um diesen in B schlagbaren
Kreis konstant. Durch Heranziehung weiterer Kreisscheiben schlieBt man
hieraus leicht, daB die Funktion im ganzen Bereiche konstant sein muB.
Da sie aber am Rande verschwindet, so muB sie auch im Inneren
verschwinden. Eine im Bereiche B regulire Potentialfunktion ist also
durch ihre Randwerte eindeutig bestimmt. Die gleiche SchluBweise
fiithrt auch zu dem allgemeinen Satz, daf keine nichtkonstante Potential-
funkiion im Inneren eines Regularititsbereiches thren groften oder
kleinsten Wert annimmd.

Zur Entscheidung der Frage, ob eine Potentialfunktion durch
ihre Randwerte bestimmt ist, haben wir also die Greensche Funktion
in ihrer Allgemeinheit nicht mehr nétig. Sie kann nun nur noch
dazu dienen, die Funktion in ihrer Bestimmtheit durch die Randwerte
wirklich aufzuschreiben. Dabei erhebt sich aber dann die weitere
Frage, ob etwa diese Randwerte willkiirlich vorgeschrieben werden
konnen, ob es also Potentialfunktionen gibt, die in B regulir sind,
und die am Rande von B gegebene Werte haben.

§ 2. Die erste Randwertaufgabe beim Kreis.

Die eben formulierte Aufgabe nennt man die erste Randwert-
aufgabe. Sie entspricht der ersten Randwertaufgabe, mit der wir uns
schon bei den gewdhnlichen Differentialgleichungen befalit haben.
Damals waren bei der ersten Randwertaufgabe die Werte der Funktion
an den Rindern (Enden) eines Intervalles gegeben. Bei anderen
Randwertaufgaben kamen auch noch die Randwerte der Ableitungen
vor. Solche Probleme haben auch hier ihre Analoga.

Am einfachsten gelingt nun die Losung der ersten Randwert-
aufgabe im Falle des Kreises. Ich wihle den Kreis |z| < R der z-Ebene
und befasse mich zunichst mit der Konstruktion der Greenschen
Funktion. Man wird am leichtesten durch die folgende heuristische Be-
trachtung daraufgefiihrt: Es ist aus der Funktionentheorie gelaufig, daB
jede zweimal stetig differenzierbare Potentialfunktion Realteil einer bis auf
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eine rein imaginire additive Konstante bestimmten analytischen Funk-
tion einer komplexen Variablen z = x -4y ist!). So gibt es auch
zur Greenschen Funktion G (x, y, &, %) eine konjugierte Potential-
funktion H (x, y, &, 1), so daB G i H(=[(z)) eine analytische
Funktion ist. Auch e~/@ = @(z) ist eine analytische Funktion und
dann ist G = —log | (z)|. Somit ist ¢ (z) eine im Kreise analytische
Funktion, welche an seinem Rande den konstanten absoluten Betrag
Eins hat und welche im Punkte { =& 4 ¢# desselben verschwindet.
Sie hat dort zudem eine einfache Nullstelle und hat keine anderen
Nullstellen im Bereiche. Die Funktion w = ¢ (2) leistet somit eine
schlichte Abbildung des Kreises auf den Kreis |w|< 1. Daher muB
@ (z) eine lineare Funktion sein, und zwar ist ¢(z) :;:—%—;—l die ge-
wiinschte lineare Funktion. Sie ist nicht die einzige, die unseren
Zwecken geniigt. Man erhalt andere, wenn man die angegebene mit
einer Zahl vom Betrage Eins multipliziert. Aber diese filhren natiir-
lich zu derselben Greemschen Funktion. Fiir diese findet man somit
die Darstellung
12—L]-R R

(6) G, y,¢, n)——logm(il—*g*)-
Man verifiziert leicht, daBl die
auf diesem heuristischen Wege
gefundene, durch (6) darge-
stellte Funktion wirklich alle
Eigenschaften der Greenschen €
Funktion besitzt. Die Nach-
prifung sei dem Leser iiber-
lassen. Zur Lésung der ersten
Randwertaufgabe durchdie For-
mel (4) benétigen wir nun noch
die Ableitung der Greenschen
Funktion nach der nach innen Fi

. ig. 16.
gerichteten Normalen.

. ... 0G . . . .
Setzt man z = re‘?, so ist 3, Veiter nichts als die negative Ab-

leitung von G nach r gebildet fir » = R. Da liefert aber leichte
Rechnung das Ergebnis
oG R*—|C]?

) on = RFZLE
Setzt man noch { = ge*”?, so kann man nach dem Kosinussatz der
Trigonometrie auch schreiben:

a—G . R‘."f@2

on  R(R*4 g*—2Rgcos(d—g¢)

1) Sie ist somit beliebig oft stetig differenzierbar.
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und somit wird die erste Randwertaufgabe durch das folgende Potsson-
sche Integral gelost:

2n
_ 1 (- u (R, )
(8) u (e, 0)—§;fm+ F—2Rgcos (017"
0

Freilich ist diese Formel nun nur unter der Voraussetzung be-
wiesen, daB es eine regulire Potentialfunktion gibt, welche die ge-
gebenen Randwerte besitzt. Aber man kann nun nachtriglich unter
ziemlich allgemeinen Annahmen iiber die Randwerte zeigen, daB das
Poissonsche Integral eine Potentialfunktion darstellt, welche die ge-
gebenen Randwerte besitzt. Dazu wiirde z. B. die Annahme aus-
reichen, daB die Randwerte abteilungsweise stetig sind. Ich ziehe es
indessen vor, auf einem etwas anderen Wege die Existenz einer Po-
tentialfunktion mit gegebenen Randwerten nachzuweisen. Ich betrachte
dazu eine analytische Funktion, deren Realteil die gesuchte Potential-
funktion mit den gegebenen Randwerten sein soll. Da diese ana-
lytische Funktion nun im Kreise regulir ist, so kann man sie in eine
in diesem Kreise regulire Potenzreihe entwickeln. Dann hat man
also eine Potenzreihe dieser Form
(9) a2 (a,=a/+ia]).

Ihr Realteil ist die gesuchte Potentialfunktion. Fiir diese hat man
also die Reihe

(10) 1" (a, cosnp — asinng).

Fiir » = R ist dies eine trigonometrische Reihe, welche die gegebenen
Randwerte darstellt, falls sie da noch konvergiert. Es ist auch leicht
zu sehen, daB jede Reihe (10) in ihrem Konvergenzkreis eine Poten-
tialfunktion darstellt. Ohne weiteres leuchtet das in dem Falle ein,
wo auch die konjugierte Reihe

(11) 37" (a,)sinng + a,” cosng)

konvergiert. Dann ist nimlich die Summe beider die Potenzreihe (9),
welche eine analytische Funktion darstellt, deren Realteil jene Reihe
ist. Nur dieser Fall ist fiir das folgende nétig. Ich nehme nun an,
die Randwerte seien so beschaffen, daB die sie darstellende Fourier-
sche Reihe (10) die ndtigen Konvergenzeigenschaften hat. Das ist
z. B. dann der Fall, wenn die Randwerte als Funktion von ¢ mit
ihren Ableitungen der beiden ersten Ordnungen stetig sind. Alsdann
folgt aus der Integraldarstellung der Koeffizienten, dafl ihre Summe

wie Zniz konvergiert. Und daraus ergibt sich, daB auch die konjugierte

Reihe und damit die Potenzreihe am Rande konvergiert. Aus dem
Abelschen Grenzwertsatz') folgt alsdann, daB bei Annidherung an den

1) Vgl. z. B. mein Lehrbuch der Funktionentheorie I, S. 27. Der Satz lautet:

Wenn f(z) = Ja, zn bei z =z, konvergiert, so ist lim f(z) = Xa, zn.
n z2-»2o
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Rand die Potenzreihe den durch die Randreihe dargestellten Werten
zustrebt. Daher strebt auch die Reihe, welche die Potentialfunktion
darstellt, bei Ann3herung an den Rand den gegebenen Randwerten
zu, und die Randwertaufgabe ist fiir diesen allerdings ziemlich spe-
ziellen Fall gelost. Dieser Weg ist mancherlei Verallgemeinerungen
fahig. Ich will aber diesen Betrachtungen nicht nachgehen, sondern
nur noch das weitestgehende Resultat erwidhnen, iiber das man
heute verfiigt: Wenn die Randwerte durch irgendeine im Lebesgue-
schen Stnne integrierbare Funktion gegeben sind, so stellt das Poisson-
sche Integral im Kreisinneren eine regulire Polentialfunktion dar,
welche bei radialer Anndherung an einen, nicht einer gewissen Ausnahme-
menge vom Mafl Null angehirigen Randpunkt den gegebenmen Rand-
werten zustrebt.

Soviel iiber die Losung der ersten Randwertaufgabe fiir den
Kreis. Nun ist leicht zu sehen, daB damit die erste Randwertaufgabe
auch fiir alle diejenigen einfachzusammenhingenden Bereiche gelost
ist, die. man auf die Fliche eines Kreises so konform abbilden kann,
daB dabei die Stetigkeit der Abbildung am Rande gewahrt bleibt.
Denn wenn ® = f(z) diejenige analytische Funktion ist, welche den
Bereich so auf |w| < 1 abbildet, daB dabei der Aufpunkt { in w =0
iibergeht, so ist —log|f(z)| die Greensche Funktion des Bereiches,
und man kann eine dem Poissonschen Integral dhnlicHe Formel an-
setzen.

Man kann aber auch die Lisbarkeit der Randwertaufgabe sofort so
erschlieBen. Durch die Abbildung w = f(z) geht der Rand des Bereiches
in stetiger Weise in die Peripherie des Kreises iiber. Die am Rande
des Bereiches vorgeschriebenen Randwerte gehen somit in bestimmte
Werte am Rande des Kreises iiber. Man 16se mit diesen Randwerten
die Randwertaufgabe fiir den Kreis. Diese Potentialfunktion ist Real-
teil einer analytischen Funktion ¢ (w). Dann ist ¢ {f(2)} eine im
Bereiche analytische Funktion, deren Realteil eine Potentialfunk-
tion ist, welche die gegebenen Randwerte besitzt. Das ist ohne
weiteres klar.

Da man nun aber heute aus der Theorie der konformen Ab-
bildung weiB, daB man jeden von einer Jordanschen Kurve, d. h. einer
stetigen Kurve ohne Selbstiiberschneidungen begrenzten Bereich auf
einen Kreis so konform abbilden kann, daB auch am Rande noch
die Stetigkeit der Abbildung gewahrt bleibt, so ist also auch fiir
solche Bereiche die erste Randwertaufgabe losbar, fiir Randwerte,
welche den gleichen Bedingungen geniigen, wie sie beim Kreise an-
gegeben wurden.

Zur numerischen Behandlung der Randwertaufgabe bieten sich
somit alle die Wege dar, welche zur numerischen Behandlung der
konformen Abbildung herangezogen werden.
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Bemerkungen. 1. Dem direkten Beweis, daf das Poissonsche Integral zum
Beispiel fiir stetige Randwerte eine Potentialfunktion dieser Randwerte dar-
stellt, liegen folgende Gedanken zugrunde. Zunichst ergibt sich durch Diffe-
rentiation unter dem Integralzeichen, dafi eine Potentialfunktion vorliegt. Daf
sie aber die gegebenen Randwerte besitzt, zeigt sich so: Durch konforme Ab-
bildung wird aus einer Potentialfunktion wieder eine Potentialfunktion, Soll
man nun in einem Punkte P, der einem Peripheriepunkte nahe liegt, die
Potentialfunktion berechnen, um zu erkennen, daf sie daselbst von dem vor-
geschriebenen Randwerte nur wenig abweicht, so mache man eine konforme
Abbijldung des Kreises, die P in den Mittelpunkt tiberfiihrt. Der Wert im
Mittelpunkt wird dann das arithmetische Mittel der durch die Abbildung ab-
getinderten Randwerte, Bei dieser Abbildung geht nun aber ein gewisses
Kreisbiischel in die Geraden durch den Mittelpunkt tiber. Es sind die Kreise,
welche durch P gehen und die Peripherie senkrecht durchsetzen, Die Winkel,
welche sie in P miteinander bilden, sind den Winkeln ihrer geradlinigen Bilder
im Mittelpunkt gleich. Je n#ber nun P an der Peripherie liegt, um so grofier
ist der Winkelraum derjenigen Geraden, welche aus Kreisen hervorgehen,
welche in der Nghe von P die Peripherie treffen. Die verpflanzten Randwerte
werden also auf sehr grofien Bogen der Peripherie nahezu dem Wert gleich
sein welcher in dem P benachbarten Peripheriepunkt vorgeschrieben ist, und
das arithmetische Mittel wird also auch diesem Werte um so mehr gleichkommen,
je ndher P an dem Rande liegt.

2. H. A, Schwarz, dem die Theorie der Potentialfunktionen so viel
zu danken hat, hat als Erster die Losbarkeit der Randwertaufgabe fiir allge-
meinere Klassen von Bereichen auf einem Wege erkannt, den wir noch
kurz skizzieren wollen. Es ist die berithmte Methode des alternievenden Ver-
fahrens. Sie ist auf Bereiche zugeschnitten, die man mit endlich vielen anderen
dachziegelartig so bedecken kann, daf fiir jeden dieser Ziegel die Randwert-
aufgabe losbar ist. Die Ziegel diirfen dabei nicht fiber den Bereichrand
hintibergreifen, Die Methode ist also z. B. anwendbar, wenn der Rand aus
endlich vielen Bogen analytischer Kurven besteht. Denn eine analytische
Kurve ist dadurch definiert, dafi man sie durch eine in ihrer Umgebung ana-
lytische Funktion auf eine gerade Linie abbilden kann?!). Dadurch geht aber
auch ein gewisser an einem geniigend kleinen Bogen derselben nach dem
Bereichinneren zu gelegener Bereich in einen Halbkreis iiber, den man dann
leicht auf einen Vollkreis abbilden kann.
Nehmen wir also nun einen Bereich an,
der von endlich vielen solcher Ziegel
bedeckt ist. Dann ist offenbar nur zu
zeigen, dafi man auch fiir einen aus zwei
/ solchen Ziegeln aufgebauten Bereich die
Randwertaufgabe losen kann. Und da
4’ setzt nun das geistreiche alternierende

Verfahren ein. In Fig. 17 sind zwei

Fig. 17. solche Dachziegel gezeichnet. Wir sehen

vier Kurvenstticke. Auf L, und L, sind

Randwerte gegeben, zu denen eine im grofien Bereich reguldre Potentialfunktion
konstruiert werden soll. Man gebe zunidchst auf L, irgendwelche Randwerte vor,
so dafi dann auf L, L, eine stetige Randfunktion des linken Ziegels gegeben ist.
Man bestimme die in diesem Ziegel regulire Funktion, welche die erw#hnten
Randwerte hat. Diese Funktion w, hat auf L, gewisse Werte, die die auf L,

o

1) Ihre Koordinaten sind also analytische Funktionen eines reellen Para-
meters ¢.
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schon gegebenen zu stetigen Randwerten am rechten Ziegel ergéinzen. Mit diesen
Randwerten l6se man fiir den rechten Ziegel die Randwertaufgabe und erhilt
eine Funktion u,, die wieder auf L, gewisse Werte hat, die die auf L, ge-
gebenen zu Randwerten am linken Ziegel erginzen. Mit diesen 16se man
wieder die Randwertaufgabe f{lir den linken Ziegel und fahre so immer mit
beiden Ziegeln abwechselnd fort, Dann konvergieren die so erhaltenen Po-
tentialfunktionen in einem jeden Ziegel gegen eine Potentialfunktion, und
beide Grenzfunktionen stimmen in dem beiden Ziegeln gemeinsamen Gebiete
tiberein, so dafi wir also eine im grofien Bereich reguldre Potentialfunktion
mit den gegebenen Randwerten erhalten haben.

3. Alter noch als diese Methode ist die Methode des Dirichletschen Prinzips.
Sie beruht auf der Betrachtung des Variationsproblems

D(u, u) E‘gf{(g‘:)g—f- <%t>2} dx dy = Min.

Die Aufgabe ist die: Man soll eine in einem Bereich B zweimal stetig dif-
ferenzierbare Funktion finden, welche diesem Integral einen kleineren Wert
erteilt als alle anderen zweimal stetig differenzierbaren Funktionen, welche am
Rande von B dieselben Werte haben wie die gesuchte. Wenn es eine solche
Losung gibt, so schliefit man #hnlich wie auf S. 125, daf die betreffende
Funktion der Gleichung Au =0 gentigen muf. Es ist aber nicht von vorn-
herein einleuchtend, daf es unter allen Funktionen gegebener Randwerte eine
gibt, welche dem Integral einen kleineren Wert erteilt als die {ibrigen. Schluf-
methoden, welche von der Evidenz dieser Tatsache ausgingen, wurden durch
die Kritik von Weierstrap zu Fall gebracht. Schwarz ersann so als Ersatz seine
Methode des alternierenden Verfahrens. Inzwischen aber ist es im Anschluf an
Hilbert gelungen, den fehlenden Existenzbeweis nachzutragen. Es gibt somit
unter allen in einem Bereiche zweimal stetig differenzierbaren Funktionen
mit gegebenen Randwerten eine, welche dem Dirichletschen Integral einen
moglichst kleinen Wert erteilt. Das ist die Potentialfunktion, welche diese
Randwerte besitzt. Auf den Beweis will ich nicht niher eingehen, zumal ja
ein anderes Buch dieser Sammlung sich ausfiihrlich mit diesen Dingen be-
schiftigt.

Sehr einfach ist es allerdings, einzusehen, dafi eine am Rande regulire
Potentialfunktion dem Dirichletschen Integral einen kleineren Wert erteilt, als
jede andere reguldre Funktion gleicher Randwerte. Denn sei u eine Potential-
funktion und #+v irgendeine andere regulire Funktion gleicher Randwerte,
also v =0 am Rande, dann ist

D(u+v, u+v)=D (u, u)+2D (u,v)+ D (v, v).
Hier ist
D (u, v) =ﬂ(u,-vz +uy,v)dxdy
gesetzt, Nun aber ist
d |
3;D(u+sv, u 4 ev) | O:O:Z_H'(u,v,—}—uyvy)dxdy‘
&=
Also ist
Dwu+v, u+v)=D(u,uw)+D(v,v)>D(u, u).

4. Auf einem ganz anderen Wege hat kiirzlich Perror die Randwertauf-
gabe geldst (Math. Ztschr. 1923). Er gewinnt die Potentialfunktion einfach als
untere Grenze derjenigen stetigen Funktionen, die am Rande zu grofie Werte
annchmen und im Inneren der Ungleichung A« < 0 gentigen.
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Durch eine jede dieser Methoden erscheint nun auch die Existenz
der Greemschen Funktion von Au = O sichergestellt. Denn nach ihrer
auf S. 291 gegebenen Definition liduft jhre Bestimmung auf die Be-
rechnung einer im Bereiche reguliren Funktion hinaus, deren Rand-

werte die von log —17— zu Null erginzen. Mit der Losung der ersten

Randwertaufgabe ist also auch die Existenz der Greemschen Funktion
gesichert. Sie spielt fiir die Gleichung A# = 0 eine analoge Rolle,
wie die frither eingefiihrte Greensche Funktion eines Randwertproblemes
einer gewdohnlichen Differentialgleichung. Eine Anwendung mag das
noch erhirten. Es moge sich etwa darum handeln, diejenige Lésung
der inhomogenen Gleichung

(12) du={(x,y)

zu bestimmen, welche am Rande des Bereiches gegebene Werte be-
sitzt. Zu dem Zweck bezeichne ich mit u, die Potentialfunktion, welche
diese Randwerte besitzt, und setze # ==wu, - #,. Dann geniigt u,
wieder der Differentialgleichung (12) und hat die Randwerte Null,
Nur um die Bestimmung von #, handelt es sich also noch. Ich
kniipfe an die Greensche Formel S.289 an und setze darin fiir u
die gesuchte Losung #, von (12) ein, fir vy wahle ich die Greensche

Funktion, die ich wieder in der Form G = log—-ly -+ v, schreibe. Dann

mufBl man zunichst wieder um den Aufpunkt &, 7 der Greemschen
Funktion einen kleinen Kreis schlagen, sein Inneres vom Bereich weg-
lassen, im Doppelintegral iiber diesen Restbereich und im Kurven-
integral iiber seinen vollen Rand integrieren. Das Kreisintegral wird
ganz auf dieselbe Weise wie S. 290 berechnet, und man findet dafiir
den Wert

2ru, (&, 7).

Das Randintegral wird zu 0 und das Doppelintegral zu

—[fG-raxay,

und so hat man diese Darstellung der Losung unserer Aufgabe

w6 n) = — 5= [,y & m) F(x, y) dxdy.

Sie ist abgeleitet unter der Voraussetzung, dal eine Ldsung existiert.
Man muf also nur noch hinterher verifizieren, dal’ %, der Differential-
gleichung geniigt. Das gelingt durch direktes Differenzieren, wie der
Leser selbst nachpriifen moége.
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§ 3. Die Differentialgleichung du + iu=0.

Wir legen uns fiir diese Differentialgleichung wieder die erste
Randwertaufgabe vor. Von vornherein wird man erwarten, daB hier
dhnliche Verhéltnisse vorliegen, wie bei der ersten Randwertaufgabe
bei gewohnlichen Differentialgleichungen, daBl also die Aufgabe nicht
immer eine Losung besitzt. Wir kénnen auch mit Hilfe der uns zur
Verfiigung stehenden Methoden fast unmittelbar einen vollen Einblick
in die Verhiltnisse gewinnen. Nach den SchluBbetrachtungen des
vorigen Paragraphen geniigt nidmlich eine am Rande eines Bereiches B
verschwindende Losung von

(13) Au+Au=0

der linearen homogenen Integralgleichung?)
i
(13) w(en) =g, [J Gy, & nyulx y)dsdy.

Aus deren uns von S.166 bekannten Theorie folgt aber der
volle AufschluB iiber unser Randwertproblem. DaB damals alles fiir
einfache Integrale ausgesprochen wurde, macht keinen Unterschied aus.
Alles bleibt unverdndert bestehen, auch flir Doppelintegrale, welche
iiber beliebige Bereiche erstreckt werden. Zwar ist hier der Kern
G(x,y, &, 5) nicht stetig, aber er ist quadratisch integrierbar, d.h.

[JIJ 16wy & n] axayasay

konvergiert, und daher bleibt die damalige Theorie unverdndert ver-
wendbar. Somit folgt, daB nur fiir gewisse Werte des Parameters 4,
die sogenannten Eigenwerte, das Problem losbar ist. DaB diese Eigen-
werte samtlich positiv sind, ist von vornherein leicht einzusehen. Denn
nehmen wir z. B. an, zu einem negativen Werte von A gehore eine
Eigenfunktion, welche im Bereiche irgendwo ein positives Maximum
besitze. Dann ist einmal nach den Regeln der Differentialrechnung in
diesem Punkte A# < 0, andererseits aber wegen 1< 0 und % >0
auch Au << 0, so daB an dieser Stelle die Summe beider nicht Null
sein konnte. Also sind alle Eigenwerte positiv. Diese Eigenwerte
4, sind reell und hédufen sich nirgends im Endlichen, ja sie sind so

. 1 .
verteilt, daBl 2;—73 konvergiert.
i

Zu jedem Eigenwert gehéren endlich viele linear unabhingige
Eigenfunktionen, und man darf annehmen, daB dieselben zueinander

1) Durch Differenzieren unter dem Doppelintegral kann man hieraus den
Schlufi ziehen, dafi u zweimal stetig differenzierbar ist.
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orthogonal sind. Ebenso sind die zu verschiedenen Eigenwerten ge-
horigen Eigenfunktionen orthogonal, d. h. es ist

jl;f(pn(x>y)(pm(x’ y)dxdy:O,

und man hat den Entwicklungssatz, wonach man jede zweimal stetig
differenzierbarc, am Rande verschwindende Funktion in eine nach
Eigenfunktionen fortschreitende Reihe entwickeln kann. Denn jede
zweimal stetig differenzierbare Funktion ¢ (x, y), welche am Bereichrand
verschwindet, kann man mit Hilfe der Greenschen Funktion, also des
Kernes der Integralgleichung, so darstellen

p(&m=—[] Gy &nfxydrdy.

Dabei ist f(¥,y)= A gesetzt.

Ich will nun diese Folgerungen aus der allgemeinen Theorie
durch ein weiteres Eingehen aut die Besonderheiten der Differential-
gleichung (13) noch etwas erginzen.

Zunichst will ich auf das physikalische Problem hinweisen,
dem diese Differentialgleichung entspringt. Es ist das Problem der
Schwingungen einer Membran, die an ihrem Rande eingespannt ist.
An sich werden diese Schwingungen durch die Differentialgleichung

Z—jf =ctAz
beherrscht. Dabei ist ¢? eine von Spannungszustand und Material ab-
hingige Konstante. Ahnlich wie S. 286 bei der schwingenden Saite
fiihrt der Ansatz
z=v(t)u(x,y)
zur Trennung der Variablen. Er liefert fiir #(x,y) die Differential-
gleichung

Au=—1§ku,
c

die also mit der hier betrachteten iibereinstimmt.

Aus den hieraus gefundenen Einzellésungen setzt man, genau
wie bei der schwingenden Saite, allgemeinere Losungen additiv zu-
sammen. Dem Entwicklungssatz entspricht wieder die Aufgabe, eine
solche Losung den Anfangsbedingungen anzupassen.

Des weiteren will ich in einem speziellen Fall die Losungen des
Problems wirklich angeben. Es sei der Fall der quadratischen Membran.
Hier liegt es nahe, mit dem Ansatz u = f(x)-g(y) in die Gleichung (13)
hineinzugehen, falls man annimmt, daBl das Quadrat parallel zu den
Koordinatenachsen orientiert ist.

Dadurch findet man fiir £ und g die beiden Differentialgleichungen

f"+a’f=0, ¢ +b%g=0, wo a®-0%2=12
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und schlieBt so, daB diese Ldsungen in Betracht kommen:
u = (c,cosax | cysinax)(d, cosby 4 d,sinby).
Das Quadrat sei nun von den Geraden
x=0, y=0, x=m, Yy=am

begrenzt. Sollen dann die Losungen am Rande des Quadrates ver-
schwinden, so zeigt sich, daB allein noch

(14) csina xsinby

iibrig bleibt und daB dabei a =m und b = » sein mu, wo m und
#n ganze Zahlen sind. Fir 1 kommen somit nur die Werte

)

in Betracht. Das sind die Eigenwerte. Freilich steht zunichst noch
dahin, ob wir so alle Eigenwerte gefunden haben. Dies aber folgt
sofort daraus, dal man willkiirliche Funktionen nach unseren Eigen-
funktionen (14) entwickeln kann. Ein solcher Entwicklungssatz gilt
ja nur fiir das vollstindige System aller Eigenfunktionen. Tatsédchlich
aber 1aft sich ganz analog wie in der Theorie der Fourierschen
Reihen beweisen, daB man jede zweimal stetig differenzierbare Funktion
f(x,y), welche am Rande des Quadrates verschwindet, in eine Reihe

=ma+ne

fx,9)=c, ,sinmxsinny
entwickeln kann, deren Koeffizienten

27 2m

Copm = %f J‘f(x, y)sinm xsinnydxdy
0 0

sind. Wir finden hier auch bestatigt, daB3 verschiedene Eigenfunktionen
zueinander orthogonal sind, denn es ist ja

7 27
fsinmxsinny sinkxsinlydxdy
0

R —

T 27
sinm x sink x dx-fsinny sinlydy = 0.
0

Ot

Zum gleichen Eigenwert 1 ==m? -}- n? gehoren offenbar alle die Eigen-
funktionen sinmxsinny, fir welche 4= m? 4 #® den gleichen Wert
hat. Zur gleichen durch den Eigenwert bestimmten Schwingungsdauer
gehoren daher oft mehrere linear unabhingige Eigenfunktionen. Auch
deren lineare Kombinationen gehoren zur gleichen Schwingungsdauer,
Sucht man diejenigen Stellen der Membran auf, fiir welche wihrend der
ganzen Schwingung Ruhe herrscht, also die Knotenlinien der Schwin-
gung, so erhilt man die in der Akustik unter dem Namen Klang-
figuren bekannten Kurven, deren mannigfaches Aussehen also dem
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Umstande entspringt, daB zu einem und demselben Eigenwert ver-
schiedene Eigenfunktionen gehéren koénnen.

Ich wende mich nun wieder allgemeineren Fragen zu und stelle
mir die Aufgabe, AufschluB iiber die Verteilung der Eigenwerte und
ihre Abhingigkeit vom Gebiet zu gewinnen. Es handelt sich also
hier um die Ubertragung derjenigen Ergebnisse, welche wir frither
anldBlich des Oszillationstheorems iiber die Verteilung der Eigenwerte
der Differentialgleichung y” 4 19y = 0 gewonnen hatten. Neuerdings
sind in der uns hier beschiftigenden Frage durch Arbeiten von Weyl‘)
und Courant®) erhebliche Fortschritte erzielt worden, um deren Dar-
stellung es sich hier handeln soll. Ich berichte tber die von Courant
entwickelte Methode der Variationsrechnung. Diese Beziehungen
zu einem Variationsproblem beruhen auf dem folgenden Satz: Denkt
man sich die Eigenwerte der Grofe nach geordnet, und dabei jeden
Eigenwert seiner Vielfachheit®) nach aufgeschrieben 4, <1, < ..., so
ist der n-te Eigenwert A, der kleinste Wert, welchen das Integral D (¢, @)
annehmen kann, wenn zum Vergleich alle in B stetigen und mit stetigen
ersten und zweiten Ableitungen versehewen am Rande verschwindenden
Funktionen zugelassen werden, welche den wetteren Bedingungen

(15) ffcpuidxdy=0, (i=1,2,..., n—1)
B

(16) [fgrdxdy =1

B
gendigen. Die u; sind dabei die zu den 1, gehdrigen durch

f f uldxdy =1

B
normierten Eigenfunktionen, wobet also jetzt jedem A, gevade eine Eigen-
funktion zugeordnet ist. Das Minimum von D (p, ) wird filr die n-te
Eigenfunktion u, angenommen.

Der Beweis dieser Tatsache gelingt so: Durch partielle Integration
gewinnt man zunichst die Formel

D(pp)=—[fwdpdxdy.

Wir bedienen uns nun der von S.167 bekannten Vollstindigkeits-
relation

_£f(pdtpdxdy=%]J;fq)uidxdy-.£fd @-u;dxdy.

Y) H. Weyl: Math. Annalen 71, Crelles Journ. 141, 143.

%) R. Courant : Math. Zeitschr. 7.

3) Das ist die Zahl der linear unabhiingigen zu ihm gehorigen Eigen-
funktionen. Dafi diese Anzahl endlich ist, wird in der Theorie der Integral-
gleichungen bewiesen. Man vgl. (138). Siehe z. B. E, Schmidt, Math. Ann. 63,
S. 445.
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Nun ist aber wegen des Verschwindens von ¢ und #; am Rande
nach der Greenschen Formel (1) von S. 289

ffA(p-uidxdy=ff<p-Auidxdy= — 3 oudxdy.
B B B

Somit wird
(17) Dig.g) = Sh{[f pudxds}.
Nun ist aber nach der Vollstindigkeitsrelation wegen (16)
1= {;f(p?dxdy: %‘{‘gf(puidxdy}?.
Weiter aber ist nach (15)
_£fqou,.dxdy=0 fir 1=1,2,..., n — 1.

Daher wird

Das Gleichheitszeichen kann hierbei nur stehen, wenn in (17) nur
diejenigen Integrale von Null verschieden sind, welche zu den 1,
gleichen Eigenwerten gehoren. Dann ist aber wegen des Entwick-
lungssatzes ¢ eine der zugehérigen Eigenfunktionen, fiir die also
allein das Minimum angenommen wird. Cowurant hat diese schon
linger bekannte Extremaleigenschaft der Eigenfunktionen so umge-
staltet, daB sie fiir die weiteren Schliisse brauchbar wird. Sie krankt
niamlich noch an dem Ubelstand, daB man zur Charakterisierung
der n-ten Eigenfunktion sich auf die Eigenfunktionen mit kleinerer
Nummer beziehen muB. Zu dieser Umgestaltung gelangt man durch
die folgenden Uberlegungen. Statt der Nebenbedingungen (15), (16)
wollen wir der Funktion ¢ die Zusatzbedingungen (16) und

(18) fffpvidxdy:O (i=1,2,..., n~—1)
B

auferlegen. Dabei sollen die v, irgendwelche in B stetige Funktionen
sein. Fiir hiernach zuldssige Funktionen @ besitzt das Integral D (g, @)
eine untere Grenze, welche von den v, ...v,_, abhingt und daher
mit d(vl... "’n—x) bezeichnet werden soll. Dann ist

Ay v, ) KA, =d(ug...u,_,).

Zum Beweise ist nur zu zeigen, daB man bei beliebiger Wahl der
Yoo Up_gs wofern diese nicht den %, ... u, _, gleich sind, eine Funk-
tion @ bestimmen kann, fiir die D(¢p, ¢) < 4, ist. Eine solche Funktion
@ kann man z. B. als lineare Verbindung ¢, u, 4 ... ¢, u, der u,
herstellen. Denn die ihr aufzuerlegenden Bedingungen (18) und {16)
bedeuten # — 1 lineare homogene Gleichungen fiir die ¢, nebst der
Gleichung Y ¢?= 1. Dem kann man aber durch passende c; stets
geniigen. Diese Funktion verschwindet auch am Rande und ist wie
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die Eigenfunktionen zweimal stetig differenzierbar. Fiir sie wird aber
nach (17)

n
D(p, 9)= Z ke

Also ist D(p, @) < 1, wegen <}n+1 Somit haben wir den fol-
genden Satz: Es seten v, ...v,_, tn B stetige Funkiionen, und
d(v,...v,_,) sei die uniere Grenze der Werte, welche D (@, @) an-
nimms, wenn @ irgendeine tn B zweimal stetig differenzierbare am
Rande verschwindende Funktion ist, welche den Bedingungen (16) (18)
gendigt. Dann ist A, gleich dem Maximum, welches d (v, ...v,_,) bei be-
licbiger Wahl der v, ...v,_, annchmen kann. Das Mammum wird
ervetcht fiir v, ==y, ...V, _, =, _,, ¢ =1u,.

In diesem Satz kann man die Voraussetzungen noch ein wenig
erweitern. Nach einer in der Variationsrechnung viel verwandten
SchluBweise kann man namlich eine jede stetige abteilungsweise stetig
differenzierbare Funktion samt ihrem Integral durch eine zweimal
stetig differenzierbare Funktion beliebig genau approximieren, und
daraus ergibt sich natiirlich die Giiltigkeit des Satzes auch fiir solche
Funktionenklassen ¢, die zwar stetig, aber nur einmal abteilungs-
weise stetig differenzierbar sind.

Diesen Satz koppelt man nun nach Courant mit folgendem all-
gemeinen Prinzip. Man stelle sich vor, daB man zur Konkurrenz nur
solche Funktionen zuliBt, welche auBer den ihnen bisher auferlegten
Bedingungen noch einigen weiteren geniigen, also mit anderen Worten:
innerhalb einer engeren Klasse von Funktionen ¢ wird das Maximum
jener unteren Grenze gesucht, Fiir eine engere Funktionenklasse kann
aber die untere Grenze nicht kleiner sein als fiir die weitere Funk-
tionenklasse, und daher kann das Maximum der unteren Grenze nicht
abnehmen. Ebenso nimmt das Maximum der unteren Grenze nicht
zu, wenn die Konkurrenzbedingungen fiir ¢ erleichtert werden.

Aus diesen Betrachtungen kann man nun z. B, den Schluf3 ziehen,
daB be: Vergroflerung des Gebietes die Eigenwerte nicht zunehmen.
Betrachtet man nidmlich zwei Gebiete B, und B,, von denen das
zweite ein Teil des ersten sein mdge. Dann konnen die in B, zwei-
mal stetig differenzierbaren Funktionen ¢, welche am Rande von B,
verschwinden, offenbar aufgefaBt werden als Funktionen, welche in
dem groBeren Gebiete B, abteilungsweise stetig differenzierbar sind,
dazu aber am Rande von B, und in dem nicht zu B, gehdrigen
Teile von B, verschwinden. Das ist also eine engere Funktlonen-
klasse als die zur Definition der Eigenwerte fiir B, benutzte. Daher
sind die Eigenwerte des kleineren Gebietes sicher nicht kleiner als
die Eigenwerte des groBeren. Genauer: der n-te Eigenwert des klei-
neren Gebietes ist nicht kleiner als der n-te Eigenwert des grofleren
Gebietes.
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Man kann diesen SchluB leicht verallgemeinern fiir den Fall, daB
jenes Teilgebiet von B, nicht aus einem Stiicke, sondern aus mehreren
punktfremden Teilgebieten von B, besteht. Fiir dieses aus mehreren
Teilen bestehende Gebiet erhdlt man aber die Eigenwerte als Gesamt-
heit der Eigenwerte der einzelnen Teilgebiete. Somit ist der #u-te
Eigenwert des groBen Gebietes nicht grofer als die n-te Zahl in der
Reihe der der GroBle nach geordneten Eigenwerte der Teilgebiete.

Andersgewendet kann man sagen: Die Anzahl der unterhalb einer
Schranke 1 liegenden Eigenwerte von B ist nicht kleiner als die Summe
der entsprechenden Anzahlen fiir die Teilgebiete.

Wir schlieBen die Feststellung an, daBl der n-te Eigenwert sich
stetig mit dem Gebiete 4dndert. Dabei wird unter einer ,Gebiets-
dnderung unter &“ eine Abbildung

¥ =x+¢(%9)

Y =y+h(x9)
des Gebietes B auf ein anderes B’ verstanden, die jeden Punkt um
weniger als ¢ aus seiner Lage verschiebt und bei der sich die ersten
Ableitungen von g und k von den ersten Ableitungen von x und y
selbst um weniger als ¢ unterscheiden. Dabei unterscheidet sich also
die Funktionaldeterminante der Abbildung von 1 um weniger als eine
mit ¢ gegen Null strebende Zahl o(1)!). Jede in B erklirte Funktion
geht bei der Abbildung in eine in B’ erklirte iiber, und das
Dirichletsche Integral der in B erklirten Funktion ¢ unterscheidet
sich von dem Dirichletschen Integral der in B’ erklirten transfor-
mierten Funktion ¢ nur durch einen Faktor, der nach 1 strebt, wenn

¢ — 0 konvergiert. Wenn nidmlich M die Funktionaldeterminante be-
deutet, so wird

oate =[50+ )+ Z52F + B2+ 2o (a- 0 527
I

Also

Da(p. ¢) = (1 + o) [ [ {2} + &2} dx’dy'+o(1)ﬂg°°,§;’ dx’ dy
X

=(1+0(1)) Dx (9, ¢) 4 o(1) ff—;—y"-';dx ay .

Nun ist aber

b

op 0
”a:’;a"jdx iy < Dp (9, 9).

1) Damit soll immer eine mit ¢ gegen Null strebende Zahl bezeichnet
werden.

Bieberbach, Differentialgleichungen. 20
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Also
Dg(p, ) =(1+ 0(1)) Dp (p, ).

Ferner wird bei der Transformation

Jfrassr= {5
B B’

f‘ftpv;dxdy=”<pvidx;;—y—’ (i=1,2,..., n—1)
B ‘B

Nun ersetze man die Funktionen v; durch v, M e vi’ und mult-
pliziere @ mit einem fiir ¢ wenig von 1 verschiedenen konstanten

Faktor — so entstehe ¢’ — daB wieder
[[oaxdy =1,
BY
ffzp’vidx’dy’:() (1=1,2,..., n—1)
B'

gilt, so wird
D3(p, )= (1+0(1)) Dy (¢ ¢').-

Da nun aber weiter mit den v, auch die v, alle moglichen Funk-
tionensysteme durchlaufen, so kann sich das Maximum der unteren
Grenze der rechten Seite von dem der linken nur um cinen Faktor
unterscheiden, der nach 1 strebt, wenn &-— 0 riickt. Damit ist die
stetige Anderung der Eigenwerte mit dem Gebiet erkannt.

Die gewonnenen Ergebnisse werden wir nun fiir die Frage einer
Abschitzung des #n-ten Eigenwertes dadurch ausniitzen, daB wir das
Gebiet durch andere, bequemer zugingliche approximieren. Als solche
bieten sich Quadratpackungen dar. Wir werden nimlich jetzt gleich
sehen, daB man fiir solche aus aneinandergelegten Quadraten aufgebaute
Bereiche die Eigenwerte leicht abschitzen kann.

Vorher mufB3 indessen noch auf einige Verallgemeinerungen hin-
gewiesen werden, deren Beweise den hier vorgefiihrten durchaus analog
sind. Diese Verallgemeinerungen beziehen sich auf etwas andere
Randwertprobleme. Das sind einmal die zweite Randwertaufgabe, bei

der das Verschwinden der Normalableitung Zin‘ am Rande gefordert
wird und zweitens die beide umfassende dritte Randwertaufgabe, bei
der Z—: + ou =0 am Rande gefordert wird. Dabei ist ¢ eine am

Rande stiickweise stetige Funktion. Die k-ten Eigenwerte konnen
auch bei diesen allgemeineren Problemen ganz analog durch Extremal-
eigenschaften charakterisiert werden. Die betreffenden Sitze lauten
ganz analog wie die hier bewiesenen, nur daB der Funktion ¢ stets
die betreffende Randbedingung aufzuerlegen ist. Bei der zweiten Rand-
wertaufgabe handelt es sich auch nach wie vor um das Variations-
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problem D (g, ¢) = Min. Bei der dritten jedoch tritt statt dessen das
Variationsproblem

D(p, p)+ [o@?ds =Min
Rand

auf. Fir die zweite und die dritte Randwertaufgabe ist noch ein Zu-
satz von Interesse und Wichtigkeit. Man kann statt der den Rand-
bedingungen genmiigenden Funktionen beliebige nur den anderen vor-
geschriebenen Bedingungen geniigende Funktionen nehmen., Bei dey
Extremalfunktion stellt sich dann die betreffende Randbedingung von
selbst ein. Man kann nidmlich eine jede keiner Randbedingung unter-
worfene Funktion ¢ und gleichzeitig ihr D (@, @) beliebig genau ver-
mittelst einer der Randbedingung geniigenden approximieren.

Zunichst iiberlegen wir uns parallel zu den fritheren Ausfithrungen
einiges iiber die Abhingigkeit der Eigenwerte der zweiten Randwert-
aufgabe vom Gebiet, soweit wir dessen spiter benétigen. Das Gebiet
B werde durch gewisse Jordan-Kurven in eine Anzahl Teilgebiete B,
zerlegt. Dann ist der #n-te Eigenwert 1’ der zweiten Randwertaufgabe
des ganzen Gebietes nicht kleiner als der #n-te Wert in der Reihe der
der GroBe nach geordneten entsprechenden Eigenwerte aller dieser
Teilgebiete. Wihrend bei der Bestimmung von 1, den Vergleichs-
funktionen keinerlei Bedingung vorgeschrieben, aber die Stetigkeit in
B verlangt wird, lasse man jetzt zum Vergleich alle Funktionen zu, die
zwar in den Teilgebieten B; stetig und abteilungsweise stetig differen-
zierbar sind, die aber beim Ubergang von einem Teilgebiet in ein be-
nachbartes einen Sprung erleiden diirfen. Das zu diesem erweiterten
Bereich von Vergleichsfunktionen gehoérige Maximum der unteren Grenze
sei 4. Dann ist jedenfalls 1 ” <1 ' Diese Zahl erweist sich leicht
als die n-te Zahl in der Reihe der Eigenwerte der B;. Sie ist also
nicht groer als der u-te Eigenwert des Gesamtgebietes B. Das Er-
gebnis kann man auch so aussprechen: Af (1) ...+ 43 (1) = A (3).
Hier ist A% (1) die Zahl der Eigenwerte der zweiten Randwertaufgabe
von B,, welche unter 1 liegen. » ist die Zahl der Teilgebiete.

Was weiter die stetige Abhingigkeit der Eigenwerte vom Gebiet
anlangt, so muB man bei der Ubertragung dieses Satzes auf die all-
gemeineren Randwertaufgaben dafiir Sorge tragen, daB die Rand-
kurven der approximierenden Gebiete sich auch in ihren Richtungen
approximieren. Dann 148t sich der Satz wieder iibertragen.

Wir sind nun auch imstande, die zu verschiedenen Randwert-
problemen gehorigen #-ten Eigenwerte ihrer GroBe nach miteinander
zu vergleichen. Hier gilt der Satz, daB der n-te Eigenwert A, der
ersten. Randwertaufgabe nie Rleiner ist als der n-te A, der zweiten und
dap bei nichtnegativem o der n-te Eigenwert der dritten tmmer zwischen
beiden liegt. Hiervon will ich nur den auf die erste und die zweite
Randwertaufgabe sich beziehenden Teil beweisen, wiewohl sich auch

20*
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der Rest der Behauptung &duBerst einfach ergibt. Man nehme ein Teil-
gebiet B’ von B und 4, sei sein n-ter auf die erste Randwertaufgabe
beziiglicher Eigenwert. In dem Extremalproblem nun, welches den
n-ten Eigenwert %k, der zweiten Randwertaufgabe charakterisiert, werde
der Funktion ¢ die zweite Bedingung auferlegt, in B auBerhalb von B’
zu verschwinden. Dadurch wird das zugehdrige Extremum nicht ver-
kleinert. Es ist aber mit dem Eigenwert i} identisch, der sich also
als nicht kleiner wie %k, erweist. Wenn man nun das Gebiet B’ hin-
reichend wenig von B verschieden wihlt, so ist auch 1; von 1, be-
liebig wenig verschieden. Also ist auch dieser #-te Eigenwert von B
bei der ersten Randwertaufgabe nicht kleiner als der #-te Eigenwert
von B bei der zweiten Randwertaufgabe. Ist 4 (1) die Zahl der Eigen-
werte der ersten Randwertaufgabe unter 1, 4* (1) die Zahl der Eigen-
werte der zweiten Randwertaufgabe unter 1, so kann man das Er-
gebnis durch 4 (1) £ A*(4) ausdriicken.

Nun sind wir geriistet, um zur Abschitzung der Eigenwerte zu
schreiten.

Wir hatten schon auf S. 801 die zur ersten Randwertaufgabe ge-
hérigen Eigenfunktionen des Quadrates von der Kantenlinge 1 bestimmt.
Durch ganz analoge Betrachtungen wiirden wir bei einem Quadrat

der Kantenlinge e die sm—’l—:ism ﬁ‘;’iz als Eigenfunktionen und die

2
Zahlen %(l’ +m?), I,m=1,2,8... als Eigenwerte finden. Als
Eigenfunktionen der zweiten [Randwertaufgabe findet man auf dem

gleichen Weg cosB;—*cos ﬁ:—y, und :—:(l" +m?), ,m=0,1,2...
sind die zugehérigen Eigenwerte. Die Zahl der Eigenwerte, die kleiner
als 1 sind, ist also mit der Zahl der ganzzahligen Losungen der Un-
gleichung

aﬂ'
le—f—m“<l?

identisch. Dabei sind bei der ersten Randwertaufgabe nur solche
Losungen zu nehmen, deren ganze Zahlen beide grofer als Null sind.
Bei der zweiten Randwertaufgabe sind dagegen alle nichtnegativen
Werte zu nehmen. Somit sei 4 (4) die Zahl der Eigenwerte unter 4 bei
der ersten, A*(4) die entsprechende Zahl bei der zweiten Randwert-
aufgabe. Diese Anzahlen karin man leicht schitzungsweise bestimmen.
Man findet

AD =214 0caVD uwnd A*()= i+ dcaVi.

Dabei ist ¢ eine von a und A unabhingige Zahl, # und ¢ liegen
zwischen — 1 und 4 1. Das erkennt man etwa so: Man denke sich
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die Geraden parallel zu
den Koordinatenachsen gezeichnet, welche diese Achsen in ganzzahligen
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Punkten treffen. Die Schnittpunkte dieser Geraden sind die Punkte
mit ganzzahligen Koordinaten. Wir wollen sie iiblicherweise Gitter-
punkte nennen, Die Frage ist nun, wieviele Gitterpunkte innerhalb

. . . a?® .. .
des ersten Quadranten im Kreise vom Radius }.?— liegen, und je

nachdem, ob es sich um A*(1) handelt oder um A4 (1), sind die am
Rande des Quadranten gelegenen Gitterpunkte mitzuzihlen oder nicht.
Betrachten wir erst den Fall 4*(4). Die Anzahl ist kleiner als der vierte
Teil aller im Kreise gelegenen Gitterpunkte. Diese Anzahl ist nun
aber gleich der Anzahl derjenigen Gitterquadrate, welche ganz dem
Kreisinneren angehéren. Diese Anzahl ist aber gleich dem Kreisinhalt
vermindert um die Anzahl derjenigen Quadrate, welche Punkte mit
der Kreisperipherie gemein haben. Diese Anzahl ist aber hdochstens
gleich dem Kreisumfang dividiert durch die Kantenlinge des Quadrates,
die aber hier Eins ist. Daraus flieBt sofort die fiir 4*(4) angegebene
Formel. Im Falle 4 (4) sind auBerdem noch die auf den Koordinaten-
achsen gelegenen Gitterpunkte abzuziehen, deren Anzahl aber hochstens
dem Radius des Kreises gleich ist und das gibt wieder nur eine
Anzahl von der GroBenordnung aVi. So folgt auch die fiir 4 (1)
gegebene Formel.

Nun betrachten wir ein Gebiet, das aus endlich vielen Quadraten
der Kantenlidnge ¢ aufgebaut ist. Diese Quadrate seien Q, und Ag, (4)
und A4, (4) seien die zugehorigen Anzahlen. Dann folgt zunichst aus
unseren Sitzen iiber die Bezichung zwischen den Eigenwerten der
Teilgebiete zu den Eigenwerten des Gesamtgebietes, daB

Ag, () + -+ Ag, (N S A @)

AL+ 4 48, () = 4* @)
Andererseits folgt aber nach S. 307, daB 4 (1) < 4*(4). Also haben wir
o)+ + Ao, () =4 () <4, (W) + .- + 4§, (4).

Daraus folgt aber sofort

A()=L1+6cavi.

und daB

Hier ist f der Flidcheninhalt des Gebietes, C wieder eine feste von a
und A unabhidngige Zahl. @ aber liegt zwischen — 1 und 1.

Denkt man nun daran zuriick, daB die Eigenwerte stetig vom
Gebiete abhingen und daB man jedes Gebiet durch eine Quadrat-
packung approximieren kann, so ergibt sich fiir jedes Gebiet vom
Inhalt f bei der ersten Randwertaufgabe

AN f
hmT"G'

Ao
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Ich fiihre die zum scharfen Beweis notigen Betrachtungen nicht ndher
durch. Bemerkenswert ist nur noch, da3 diese asymptotische Formel
unverdndert auch fiir die Eigenwerte der beiden anderen Randwert-
aufgaben gilt, dal sich also im asymptotischen Verhalten der Eigen-
werte die verschiedenen Randwertaufgaben gar nicht unterscheiden.

§ 4. Verallgemeinerungen.

Die im Vorstehenden gewonnenen Ergebnisse sind in vieler Be-
ziehung typisch. Man kann’ sie zu erweitern suchen entweder durch
Verallgemeinerung der zugrunde gelegten elliptischen Differential-
gleichung, aus der wir ja immer die Glieder mit den ersten Ab-
leitungen weggelassen haben. Ferner sind Verallgemeinerungen mog-
lich durch Heranziehung allgemeiner Bereiche, da wir uns ja bisher
wesentlich auf einfach zusammenhingende beschriankt haben. Endlich
kann man an die Betrachtung allgemeinerer Randwertprobleme heran-
treten. Wir haben uns ja im allgemeinen-auf das erste beschrinkt
und nur gelegentlich andere erwihnt. Die Ergebnisse, die sich in
diesen anderen Fillen erzielen lassen, sind mutatis mutandis die
gleichen, wie wir sie in unseren Fillen gewonnen haben. Methodisch
verlangen die allgemeineren Probleme manch anderes Hilfsmittel.
Sukzessive Approximationen filhren nur in gewissen Fillen, z. B.
bei geniigend kleinen Bereichen, zum Ziel. Zugkriftiger ist diese
Methode bei gewissen nichtlinearen Differentialgleichungen vom ellip-
tischen Typus, aus denen ich z B. die vielbehandelte du = e“
nennen méchte. Das alternierende Verfahren bleibt gleichfalls an-
wendbar. Aber erschwert wird immer alles durch die Moéglichkeit,
daB gerade fiir die vorgelegte Differentialgleichung das betreffende
Randwertproblem nicht l6sbar ist. Das hingt mit den Eigenwerten
zusammen, die man erhilt, wenn man in die Differentialgleichung
noch einen Parameter einfiihrt. Die Theorie der Integralgleichungen
oder die Methode der unendlich vielen Variablen fiihrt hier iiberall
zum Ziel, sobald man sich nur in diesen allgemeineren Fillen ein
Fundament geschaffen hat, das in der direkten Behandlung einer
Differentialgleichung vom Typus

L(u)EAu+a%1;—l—b%;=0

besteht. Hier ist die erste Randwertaufgabe genau wie bei du = 0
stets losbar, man erhilt eine Greensche Funktion und kann dann an
die allgemeinere Differentialgleichung

Lu)y+cu+d=0
beispielsweise mit der Methode der Integralgleichungen erfolgreich

herangehen. Der allgemeinste Satz, den man bisher fiir L(u)=0
erhalten hat, ist dieser: Vorgelegt sei ein beschrinkter irgendwie — nur
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niemals durch einzelne isolierte Punkte!) — begrenzter Bereich B. In
einem Kreise, der diesen Bereich umfaf3t, sei eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion ¢ (x,y) gegeben, die also am Rande des
Bereiches B gewisse Werte annimmt. Dann besitzt die Gleichung
L(u)=0 genau eine im Bereiche B zweimal stetig differenzierbare
Loésung, die im Bereiche und an seinem Rande stetig ist und am
Rande mit der gegebenen ¢ {ibereinstimmt. Man verdankt dies Er-
gebnis wesentlich Lebesgue und Lichtenstein (vgl. z. B. des letzteren
zusammenfassende Darstellung in Bd. 15 der Sitzungsberichte der
Berliner mathematischen Gesellschaft).

Fir die zweite und dritte Randwertaufgabe 14Bt sich bei der
Differentialgleichung L (#) =0 kein ganz so glattes Ergebnis aus-
sprechen, weil fiir sie schon das Problem unlésbar sein kann. Statt
dessen ist es dann natirlich fiir jede zugehdrige inhomogene Gleichung
l6sbar, wie das ja zu erwarten ist.

IV. Kapitel.
Parabolische Differentialgleichungen,

§ 1. Existenz und Unitit der Losungen.

Die Theorie der parabolischen Differentialgleichungen ist bei
weitem nicht so durchgearbeitet und entwickelt, wie die der hyper-
bolischen oder die der elliptischen. Schon bei den einfachsten Fragen
der Existenz und Unitit st68t man auf unerledigte Probleme. Ich
will mich im folgenden damit begniigen, an Hand der Differential-
gleichung der linearen Wirmeleitung einen Einblick in die Verhilt-

) Z. B. gibt es keine in 0<%+ 52 < 1 reguldre Potentialfunktion, die in
diesem Kreis stetig ist, fiir 4?4 92 =1 den Wert Eins hat und die fiir x =y =0
verschwindet. Zu jedem ¢>> 0 gehorte dann ndmlich ein 7, (8), so daf die Funk-
tion fir % 4 y2=7,? einen Betrag unter & hitte. Daher wire sie in dem Ring
7,2 <#%+ 4% <1 kleiner als die Potentialfunktion

7,
log 2451
jgf_H? 08 %, 7

, WO =
(14n)logr, 1419
und grofier als die Potentialfunktion

€

log 1"——alog’r0
L4 — 0

(1 —o0) log 7, WO TG

Beide haben auf 224 9%?=1 den Wert 1. Auf #24 9% =y? hat die erste den
Wert 5, die zweite den Wert —e. Fiir 6 — 0 gilt v, 0. Ftr jedes r &= 1
streben aber beide Funktionen nach Null. Also mufi auch die zwischen beiden
gelegene gesuchte Potentialfunktion an jedem inneren Punkte des Bereiches
verschwinden.
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nisse zu geben, Es ist dabei keine Beschrinkung der Allgemeinheit,
wenn ich die Diﬁ‘erentialgleichung
*u

(1) =0

zugrunde lege. Charakteristiken sind jetzt die Geraden ¢ = konst. Die
Analogie der hyperbolischen Differentialgleichungen legt die folgende
Frage nahe: Man betrachte einen Bereich B, wie ihn Fig. 18 zeigt.
Er ist auBer durch eine Charakteristik noch durch einen Kurven-
bogen L begrenzt. Nach den allgemeinen Existenzsitzen ist eine
Losung der Gleichung (1) jedenfalls bestimmt, wenn man einen nicht-
charakteristischen Anfangsstreifen vorgibt. Die Losung muf} also be-

. . " . ou
stimmt sein, wenn man lings L die Werte von # und von -z vor

schreibt. Zunichst will ich auf einen merkwiirdigen
Umstand hinweisen, welcher der Stellung der para-
bolischen Differentialgleichung zwischen den hyper-
bolischen und den elliptischen entspricht: Es reichen
L nimlich manchmal die Werte von « selbst lings der
Kurve hin, um die Lésung zu bestimmen, falls man
noch die Zusatzforderung stellt, daB sie in dem von
der Kurve L und der Charakteristik begrenzten Be-
reiche zweimal stetig differenzierbar sein soll. Auf
—1 5 4 der Charakteristik hat man also ebensowenig wie bei
den elliptischen Gleichungen etwas vorzuschreiben. Dort
sind ja auch die Charakteristiken imaginir. Allerdings
ist die Losung durch ihre Werte auf L nur in einem besonderen Fall
bestimmt, nimlich dann, wenn die Kurve wie in der Figur links
von der Charakteristik liegt. Liegt sie rechts, so ist die Lésung nicht be:
stimmt. Nach Volferra, dem man diese Bemerkung verdankt, beweist
man die Unitit der Losung im ersten Falle (Fig. 18) folgendermaBen.
Man nehme an, es gibe zwei Losungen, die im Bereiche regulir sind
und auf L die gleichen Werte haben. Dann verschwindet ihre Differenz
u auf L und geniigt im Bereiche der Gleichung (1). Demnach ist

au
o= ffe(5 - p)ons
— au 10u? ou\?
ff 3;r ax —Qﬁ"}dxdt_ff<ﬁ>dxdt
ou
= _f dt —_ —fu"dx—ff dxdt

Rand

u
= —éfu’dx —jj i dxdt.
3 B

Fig. 18.
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Daher muBl #» = 0 sein auf der Charakteristik und —g = (0 im Bereiche.

Also ist w = 0 im Bereiche.

Anders im zweiten Falle. Dann erscheinen die obigen Rand-
integrale mit entgegengesetzten Vorzeichen, und man kann daher nicht
den gleichen SchluB ziehen. Betrachten wir z. B. die Ldsung

% = Cosxe~t— }cos 2 xe 4t

der Gleichung (1) Sie verschwindet auf der Kurve
1 cos 2%

_1 cosax

92 cosx

Sie ist in der schematischen Fig. 19 als Kurve L zur An-
schauung gebracht.

In den physikalischen Problemen der Wirmeleitung
sind es andere Randwertprobleme, die im Vordergrund
des Interesses stehen. Dort handelt es sich um die
Wirmeleitung in einem lings der x-Achse erstreckten__1 ___ .
linearen Leiter. In diesem Leiter ist u = f(x) fiir /=0 pig. 19.
vorgeschrieben.

Handelt es sich auBerdem um einen bei ¥ =0 und x =1 be-
grenzten Leiter, so ist weiter noch der Wiarmezustand an den Enden
fiir alle Zeiten vorgeschrieben, also z. B. % (0, {) = @ (£), (I, ) = p(¢).
Durch diese Anfangsbedingungen ist im begrenzten Leiter die Lésung
eindeutig bestimmt. Ob es stets eine den Bedingungen geniigende
Losung gibt, soll uns hernach erst, im AnschluB an die Methoden zu
ihrer wirklichen Aufstellung beschiftigen. Hier soll nur erst die
Unitit der Losung erortert werden. Man beweist sie folgendermaBen:
Gibe es zwei Losungen gleicher Anfangs- nnd Randbedingungen, so
wire auch die Differenz eine Losung, welche nun an den Leiterenden
fir alle Zeiten verschwindet und welche auch fiir £ == 0 verschwindet.
Diese Differenzlosung werde mit u bezeichnet. Man betrachte das
Integral

i

(2) 10 = [y ax.
Dann wird ’
- fuir x~f
! 4 2
f ) an= = [() ax.
; ;

Demnach ist %tl <0 und weil J(0)=0 ist, so wire J <O0.
Nach Formel (2) ist aber J > 0. Also muB J = 0 sein. Alsoist 4=0.
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§ 2. Der lineare begrenzte Leiter.

Ahnlich wie bei der schwingenden Saite bedient man sich am
besten der Methode der Partikularlésungen, um in dem letztbehandelten
Randwertproblem neben einem Beweis fiir die Existenz der Losung
auch diese selbst sofort zu gewinnen. Gehen wir ndmlich wieder
mit dem Ansatz

u=v(x)w(t)

in die Gleichung (1) hinein, so erhalten wir
’

ﬂ w
v w
und daher muB es eine Konstante 12 geben, so daB
v Av=0,
w4+ Aw=0
ist. Somit sind die Funktionen
u = (a, cos Vix+a,sinVix)eit
Losungen. Sollen sie fiir x =0 und fir x =1 bei beliebigem ¢ ver-
nifg (n=0,1,2,...) sein. Durch
Addition erhilt man neue Losungen. Also sind

schwinden, so muB} ¢, =0, 1=

n? a2

u(x, t):Z,’cnsinn—Zi-e “

Losungen. Diese passe man nun dem Anfangszustand an. Fiir¢=0
sollte % (x, 0) = f(x) sein. Das liefert die Gleichung

()= Se,sin52,
und wir haben wieder AnschluB an die Theorie der Fowurierschen
Reihen. Fiir stetige und stetig differenzierbare Funktionen z. B. ist
also das Problem lgsbar.

Wenn die Enden nicht stindig aut der Temperatur Null gehalten
werden, sondern wenn etwa an dem Ende x = 0 die konstante Tem-
peratur %, an dem Ende x =/ die konstante Temperatur u, vor-
geschrieben ist, so fithrt der Gedanke, dal sich nach hinreichend
langer Zeit eine proportionale Temperaturverteilung einstellen wird,
dazu, die Losung in der Form

X
0=ty -ty — 1)+ v

anzusetzen. Da aber, wie man sofort sieht,

x
o 4 7 (“1 - “0)
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selbst eine Losung ist, so geniigt v der gleichen Differentialgleichung
und wir sind auf das gerade behandelte Problem zuriickgekommen.
Diese Methode der Partikularlésungen fithrt auch noch in vielen
anderen Fillen zum Ziel und ist z. B. auch bei der Differential-
gleichung
®u au
PP

—qu=20

verwendbar. Ich will das aber nicht weiter verfolgen.

§ 3. Der unbegrenzte Leiter.

Hier soll liangs der ganzen unbegrenzten x-Achse eine Funk-
tion f(x) gegeben sein und es fragt sich, ob man stets eine
Losung von (1) finden kann, fiir die u(x, 0) = f(x) ist, und weiter,
ob diese Losung eindeutig bestimmt ist. Fir f(x) wird man natiir-
lich zum mindesten die Stetigkeit voraussetzen wollen. Obwohl dies
Problem von physikalischer Seite viel bebandelt worden ist, so ist
doch die von dieser Seite gegebene Losung vom mathematischen
Standpunkt aus noch nicht voll befriedigend. Die Physiker bedienen
sich einer Erweiterung der Methode der Partikularlésungen und schlieBen
so: Die Funktion

— g 4t
U == 0y e
geniigt jedenfalls der Differentialgleichung. Daher ist auch

1 _la-82

f(&)me T4t

eine Losung. Und daher geniigt auch

1 e It 1
— & g&
- [row a

der Differentialgleichung. Tatsichlich kann man nun, wie ich hier
nicht ndher ausfilhren will, unter der Voraussetzung eines stetigen
und beschrinkten f(x) beweisen, daB diese Funktion der Differential-
gleichung geniigt und daB fiir #— 0 gilt

u(x,t

_(x—§)®
Fx) E}T(l)z‘/ntff e

Unser Problem wire damit gelost. Aber die Unitit der Losung, die
man nach physikalischer Analogie vermuten mdéchte, bleibt unbewiesen
und ist auch nach der im vorigen Paragraphen benutzten Methode
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jedenfalls nicht ohne weitere Einschrinkungen fiir die Anfangs-
funktion f (x) zu beweisen.

Ahnlich gelingt es auch, das im ersten Paragraphen schon er-
wihnte Problem der durch einen Anfangsstreifen bestimmten Losung
zu losen. Wir kniipfen also wieder an den dort in Fig. 18 dar-
gestellten Bereich an und werden zunichst eine Greemsche Formel
fiir den Bereich gewinnen. Wir bezeichnen

®u  ou
L(u) = v el
und nennen

o 0
M) =75+ 7
den adjungierten Differentialausdruck. Dann ist
.”‘vﬂ(u)—uém (v)) dédt-—fj{ (vu, —uv,) — a(uv)}det
=(‘{ vu,—uv,)dt —}—r{uvdf —i—fuvdé.

Nun wihle man als % eine Losung von £(x) =0 und fir v
eine noch niher festzulegende Losung von M (v)= 0. Dann wird

fuvdé':rf(vu —uv)dr+ fuvdf
f

Kann man nun die Losung v so wihlen, daB
(3) im [ wodé =u(x, f)
>t 4

wird, so gewinnen wir eine Formel, die unser Problem lost. Wir
wihlen nach den Erfahrungen zu Beginn dieses Paragraphen

1 _ 8
— I v
v 7) 2\/7:(!—1)8

Wirklich 148t sich dann bei stetiger Funktion « (&, 7) = f(£) (3) beweisen.
Daher finden wir

(%, t):—_f(vuz—uvm)dr—}—fuvdf.
@

Es fillt auf, daB hier auch die Ableltung —u vorkommt, wihrend doch

im Falle der Fig. 18 die Losung schon durch ihre Werte auf L be-
stimmt war. Aber unsere Formel gilt ja allgemein, also auch fiir den
Fall der Fig. 19, wo die Kurve L rechts von der Charakteristik liegt,

Offen blieb bisher noch die Frage, ob man im Falle der Fig. 18
auf der Kurve L die Werte der Losung als stetige Funktion beliebig
vorschreiben kann, so daBl dazu immer eine im Gebiete regulire
Lésung dieser Randwerte gehort. Ich fiige an, daB der Beweis fiir
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die Existenz dieser Losung von Holmgren (Arkiv for matematik, Bd. 3,
4, 5) und von E. E. Levi (Annali di matematica, ser. 3, Bd. 14) er-
bracht wurde, unter Heranziehung von Hilfsmitteln aus der Theorie
der Integralgleichungen.

Unsere Ausfilhrungen werden einen unfertigen Eindruck hinter-
lassen. Das ist ihre Absicht und ich nehme es gern mit in Kauf,
wenn ein unfertigerer Eindruck entsteht, als es dem heutigen Stand der
Dinge vielleicht entspricht. Es mag noch manche erwihnenswerte
Einzelheit geben. Aber es ist mir nur erwiinscht, wenn meine Dar-
stellung den Leser veranlaBt, sich an den Quellen noch niaher zu
orientieren und wenn er so weiter in diesen Gegenstand eindringt,
der noch manchen Forscher beschiftigen kann. Ubrigens wird auch ein
anderes Buch dieser Sammlung die hier berithrten Dinge wieder vor-
nehmen.
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