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Vorwort.

Das in diesem Buche dargestellte Verfahren zur Berechnung
statisch unbestimmter Tragwerke soll als ein Versuch betrachtet
werden, eine geniigend allgemeine Methode fiir jene Félle zur Ver-
fligung zu stellen, wo die iiblichen schulmiBigen Berechnungsweisen
bei der Anwendung versagen oder zumindest cinen Umweg bedeuten.
Dic Schwierigkeiten, die die Untersuchung von vielfach statisch un-
bestimmten Systemen nach den Methoden von Mohr und Castigliano,
die auf den Begriff der Formanderungsarbeit aufgebaut sind, bieten,
sind bekannt. Zahlreich und mannigfaltig sind daher die Bemithungen,
derartige Tragwerke durch Betrachtung des geometrischen und elasti-
schen Zusammenhanges der einzelnen Glieder — im Gegensatze zu den
sich auf den Arbeitsbegriff stiitzenden gebrauchlichen Methoden —
zu berechnen. Doch beschrinken sich diese Arbeiten meist auf ein
engbegrenztes Gebiet; die zurechtgelegten Verfahren sind in erster
Linie auf den Sonderfall zugeschnitten und lassen sich nicht leicht
auf andere Fille {ibertragen. Aus diesem Bediirfnisse nach einer in
jedem Falle verwendbaren Methode zur Ermittlung der statisch un-
bestimmbaren GréBen, die die Mingel und die Weitldufigkeit der
tiblichen Berechnungsweisen vermeidet, ist diese Arbeit entstanden.

Viele Leser werden in diesem Buche Zusammenhinge und
Beriihrungspunkte mit eigenen Arbeiten und den Veréffentlichungen
anderer Forscher finden. Dies ist bei den vielfachen Bestrebungen
der letzten Jahre, die Methoden der Baustatik auszubauen und fiir
besonders schwierige Systeme handliche Formeln und Berechnungs-
verfahren aufzustellen, begreiflich. Hier sei nur Axel Bendixsens
»Methode der «-Gleichungen zur Berechnung von Rahmenkonstruk-
tionen, Berlin 1914, erwihnt, da diese Abhandlung ihnliche Ziele
verfolgt wie die vorliegende Verdffentlichung. Leider scheint diese
bemerkenswerte Arbeit noch wenig bekannt geworden zu sein.



v Vorwort.

Die vorliegende Schrift enthilt zunidchst eine allgemeine Dar-
stellung der Elastizititsbedingungen der Methode des Viermomenten-
satzes, an die sich im folgenden Abschnitt die Aufstellung der beson-
deren Formen dieser Bedingungsgleichungen fiir Tragwerke aus
geraden oder schwach gekriimmten Stiben unveridnderlichen Quer-
schnittes anschlieBt. In § 7 dieses Abschnittes wird gezeigt, wie u. U.
noch eine weitere Vereinfachung des Rechnungsganges durch Ein-
fihrung der HifsgréBen I erzielt werden kann. Die Ausfithrungen
dieses Absatzes weisen aber auch auf jene Grenzen hin, die der zweck-
maBigen Anwendung dieser HilfsgroBen gezogen sind. Wer das
oben erwiahnte Buch von Bendixsen kennt, wird hier leicht den
Beriihrungspunkt zwischen der Methode des Viermomentensatzes und
dem Verfahren des genannten Verfassers herausfinden, aber auch die

Grenzen erkennen, die diesem Verfahren bei der Anwendung ge-
steckt sind.

Bei der Auswahl der Beispiele, die den dritten umfangreichsten
Abschnitt fiillen, war ich bemiiht, die vielfachen Anwendungsmoglich-
keiten der vorgefithrten Methode zunachst an einfacheren, dann an
schwierigeren Beispielen zu zeigen. Ich habe es bewuBt vermieden,
gewisse Kunstgriffe, wie z. B. den der Zerlegung der Lastgruppen in sym-
metrische und spiegelsymmetrische Laststellungen, zu beniitzen, um
nicht eine etwaige Einfachheit des Rechnungsganges vorzutiuschen, die
nicht der Methode des Viermomentensatzes gut geschrieben werden
kann. Bei der praktischen Anwendung wird man natiirlich in geeig-
neten Fiallen eine weitere Kiirzung der Untersuchung durch Benulzung
derartiger Lastanordnungen gerne anstreben. Eine Reihe von Beispielen
wurden auch zahlenmiBig durchgerechnet, da erst bei einer derartigen
Behandlung die ZweckmiaBigkeit des Verfahrens erprobt werden kann.
Es war auch notwendig darzutun, daB die zur Bestimmung der Uber-
zihligen dienenden Gleichungen, selbst bei grofler Zahl und Be-
schrinkung auf wenige Dezimalstellen in den Beiwerten, geniigend
genaue Ergebnisse liefern. Gerade in dieser Richtung liegt ja einer
der hauptsichlichsten Mingel der gebrauchlichen Methoden.

Der folgende Abschnitt ist der Anwendung des neucn Verfahrens
zur Darstellung von Biegelinicn gewidmet. Die beiden letzten Ab-
schnitte enthalten die Darstellung der FElastizititsbedingungen fur
Tragwerke mit Staben von stetig verdnderlichem Querschnitt und
endlich fiir Tragwerke von beliebiger Form und Querschnittsgestaitung.
Auch hier wurden dic allgemeinen Ergebnisse an Beispielen erlautert.
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Im Anhange wurden die wichtigsten Formeln und Tafelwerte fiir den
Gebrauch nochmals iibersichtlich zusammengestellt.

Ich lege dieses Buch, das aus dem Bediirfnisse der Praxis heraus
in erster Linie fiir den ausiibenden Statiker geschrieben ist, den
Fachgenossen mit dem Wunsche vor, es nicht nur zu lesen und als
wissenschaftliche Studie zu betrachten, sondern gegebenen Falles auch
einen Versuch zu wagen, das dargelegte Verfahren anzuwenden. Die
verhiltnismaBig geringe Miihe, die es kostet, sich mit dem Wesen
der Methode vertraut zu machen, wird sicherlich ihren Lohn finden.

An der Ostfront, im Februar 1918.

Friedrich Bleich.
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Einleitung.

Jede Art der Berechnung statisch unbestimmter Systeme fuBt auf
dem Grundgedanken, Beziehungen zwischen den elastischen Verschie-
bungen ausgezeichneter Punkte des Tragwerkes aufzustellen, um derart
Bedingungsgleichungen — die sogenannten Elastizititsbedingungen —
zur Ermittlung der statisch nicht bestimmbaren GroBen im Systeme
zu erlangen. Diese Elastizitdtsbedingungen werden in der Regel durch
Anwendung des Prinzips der virtuellen Geschwindigkeiten auf passend
gewihlte Belastungszustinde des betrachteten Tragwerkes (Mohr)
oder aus der Gleichung der Formianderungsarbeit mittels der Sitze
von Castigliano und Friankel erhalten. So schon diese Ver-
fahren und so allgemein ihre Anwendungsmoglichkeiten auch sind, so
ist doch nicht zu verkennen, dall insbesondere bei vielfach statisch
unbestimmten Systemen meist die Ubung und Geschicklichkeit des
erfahrenen Statikers bei der Auswahl der statisch nicht bestimmbaren
GroBen notwendig sind, um die Losung der gestellten Aufgabe ohne
ein UbermaB an Rechenarbeit zu erméglichen, falls nicht diese Me-
thoden, was hiaufig genug vorkommt, praktisch ganz versagen, denn sie
geben, und das muB als ihr Hauptnachteil bezeichnet werden, keine
Anhaltspunkte fiir die zweckmiBige Auswahl der iiberzihligen GréBen?).

Bei Systemen mit biegungssteifen Elementen treten in den nach
dem iiblichen Verfahren gewonnenen Elastizititsgleichungen Integral-
ausdriicke auf, die in jedem Einzelfalle neu ausgewertet werden miis-

1) Man erinnere sich nur der zahlreichen Verdffentlichungen iiber die
Berechnung vielfach statisch unbestimmter Systeme, wie Vierendeeltriger, mehr-
stielige Rahmen u. 4, Tragwerke, die alle, unter Vermeidung der Methode der
Forminderungsarbeit, mittels Betrachtungen iiber den geometrischen Zusam-
menhang der einzelnen Teile des Systems, die gestellten Aufgaben zu 16sen
suchten. Die wenigen Ausnahmen hiervon lassen nur den Verdacht aufkommen,
dafi die Anwendung der Methode der Forminderungsarbeit erst moglich wurde,
nachdem die Eigenschaften der behandelten Tragwerke durch vorangehende
Arbeiten auf geometrischer Grundlage geklirt und erst hierdurch Anhalts-
punkte fiir die zweckmiifiige Wahl der statisch nicht bestimmbaren Grofien
gewonnen wurden.

Blecich, Viermomentensatz. I
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sen. Es steht daher die Methode in dieser Hinsicht sicher gegen
jedes andere rechnerische Verfahren an Brauchbarkeit zuriick, das die
Integration der Elastizititsgleichungen schon in ihrer allgemeinen
Form erlaubt, so daB die Elastizititsbedingungen in jedem Sonderfalle
unmittelbar in Form gewdhnlicher Gleichungen angeschrieben werden
kénnen?). Die Erkenntnis dieser Schwierigkeiten des iiblichen Ver-
fahrens hat wohl zu Versuchen gefithrt, durch zweckmiBige Deutung
der Integralausdriicke in den Elastizititsgleichungen die Berechnung zu
vereinfachen. Doch ist es auf diesem Wege, von den Arbeitsgleichungen
ausgehend, nicht gelungen, ein geniigend allgemeines Verfahren,
das nicht bloB auf eine bestimmte, oft engbegrenzte Systemgruppe
beschriankt blieb, zu entwickeln.

Die Losung der Aufgabe, die Berechnung der statisch nicht be-
stimmten Tragwerke mit biegungssteifen Stiben auf die Losung eines
Systems von Elastizititsgleichungen zuriickzufiihren, ohne daB zu ihrer
Aufstellung im Einzelfalle die Durchfiihrung von Infinitesimalopera-
tionen, die den Rechnungsgang erheblich verlingern, notwendig ist,
d. h. die Lésung der Aufgabe einer allgemeinen Integration
der Elastizititsbedingungen muBte auf einem ganz anderen Wege
gesucht werden.

Das Wesentliche des in diesem Buche dargestellten Berechnungs”
verfahrens besteht in folgendem: Fir eine Reihe besonderer Punkte
des Systems, der sogenannten ausgezeichneten Punkte, wird
die Kontinuititsbedingung, das ist die Bedingung der Unverin-
derlichkeit des Winkels, den zwei im ausgezeichneten Punkte zu-
sammenstoBende und dort steif verbundene Stibe oder Stabteile
miteinander einschlieBen, aufgestellt. Diese Kontinuititsbedingung
erscheint in Form einer Gleichung zwischen Differentialquotienten,
deren Betrige in allgemeiner Form berechnet werden konnen. Das
Ergebnis dieser Integration der Kontinuititsbedingung wird durch den
Viermomentensatz dargestellt, so genannt, weil diese Gleichung
eine Verkniipfung zwischen den vier Endmomenten der beiden im
betrachteten Punkte steif angeschlossenen Stibe oder Stabteile dar-
stellt. Da die Zahl der Kontinuititsbedingungen im allgemeinen nicht
ausreicht, um samtliche Unbekannten zu bestimmen, zu denen auBler
den statisch nicht bestimmbaren GréBen auch die Verschiebungen der
ausgezeichneten Punkte, die ebenfalls in die Viermomentengleichung
eintreten, gehoren, so werden auf Grund geometrischer Betrach-
tungen noch weitere Zusammenhinge zwischen diesen Verschiebungen

) Unter Integration ist die Ausrechnung der Differential- und Integral-
ausdriicke der Elastizititsbedingungen verstanden. So stellen z. B. die Cla-
peyronschen Gleichungen die integrierten Elastizititsbedingungen fir den
durchlaufenden Balken vor.
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aufgestellt. Diese Zusammenhidnge werden durch die Winkel-
gleichungen ausgedriickt. Viermomenten- und Winkelgleichungen
bilden die Gesamtheit der Elastizititsbedingungen unseres Ver-
fahrens. Nach Elimination der Verschiebungsgrofen und Ersatz der
in den Viéermomentengleichungen vorkommenden Kraftgrofen und
Stablangenidnderungen durch Ausdriicke, die nur die dufleren Krifte
und die tiberzidhligen GréBen enthalten, werden so viele lineare
Gleichungen gewonnen, als statisch nicht bestimmbare GréBen vor-
handen sind. Diese Gleichungen bilden das System der Bestim-
mungsgleichungen. Wie man erkennt, ist das Verfahren im
wesentlichen ein geometrisches, im Gegensatze zu den von Maxwell
und Mohr gegebenen Methoden, die als mechanische Methoden an-
gesprochen werden konnen?)

Die Vorziige des hier dargestellten neuen Verfahrens, das wir
die Methode des Viermomentensatzes nennen wollen, sind z T.
schon aus den vorangefilhrten knappen Darlegungen zu erkennen.
Der Zusammenhang zwischen den Formanderungen einerseits und den
angreifenden und widerstehenden Kriften andererseits, kurz, das so-
genannte Kraftespiel, tritt in jedem Punkte der Rechnung deutlich zu-
tage. Sind die statisch nicht bestimmbaren GroBen einmal bekannt,
so konnen, meist unter Zuhilfenahme der Zwischenergebnisse der
Rechnung, Fragen nach den Formianderungen, deren Beantwortung
unerlaBlich ist, wenn das Kriftespiel im untersuchten Systeme klar er-
kannt werden soll, ohne viel Mithe erledigt werden. In dieser Hin-
sicht wird sich unser Verfahren der iiblichen Methode an Anschau-
lichkeit iiberlegen erweisen.

Als Hauptvorzug aber muB der Umstand bezeichnet werden,
daf3 die Auswahl der statisch nicht bestimmbaren GroBen erst nach
Aufstellung der Elastizititsbedingungen erfolgt; sie kann daher so ge-
troffen werden, dalb die Rechenarbeit auf ein Kleinstmafl beschriankt
wird, denn z. T. rein arithmetische Uberlegungen zeigen, nachdem
die Gleichungen bereits festgelegt sind, in jedem Einzelfalle den Weg,
wie unter Wahrung weitgehender Arbeitsokonomie die Uberzihligen
auszuwiahlen sind. Die einfache und tbersichtliche Form der Vier-
momenten- und Winkelgleichungen erleichtert in hohem MaBe die
Entscheidung iiber den weiteren Rechnungsgang. Vielfach weisen die
Gleichungen selbst auf bestimmte KraftgréBen hin, so dafl im gewissen
Sinne von einem selbsttatigen Auswihlen der statisch nicht bestimm-
baren GroBen gesprochen werden kann. Im allgemeinen erweist sich

1) Maxwell faft z. B. das Fachwerk als eine Maschine auf, mittels welcher
eine treibende Kraft P (Last) einen Widerstand S (Stabkraft) iberwindet. ,On
the calculation of the equilibrium and stiffness of frames.“ Phil. Mag. 1864,
Bd. 27, S. 294.

%
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der ganze Rechnungsgang, wie aus den Beispielen ersichtlich werden
wird, bedeutend kiirzer als bei den iiblichen Methoden. Dies tritt
vornehmlich bei mehrfach statisch unbestimmten Systemen deut-
lich hervor, da in vielen Fillen bereits die angesetzten Viermomen-
tengleichungen die Bestimmungsgleichungen fiir die Uberzihligen
vorstellen, oder diese durch einfache Umformungen daraus gewonnen
werden konnen, was bei der gebrauchlichen Methode erst nach Durch-
filhrung von kiirzeren oder lingeren Integrationen, die bei unserem
Verfahren ganz entfallen, moglich ist. Das hier erdrterte Verfahren
fiihrt auch zu der bemerkenswerten Erkenntnis, daf3 die EinfluBlinien
der Uberzihligen, unabhingig von der Art des Tragwerkes und dem
Grade seiner Unbestimmtheit, aus wenigen unveridnderlichen Stamm-
linien (Stammfunktionen) in einfacher Weise dargestellt werden
konnen, wodurch die Ermittlung dieser Linien, insbesondere bei hoch-
wertig statisch unbestimmten Systemen, bedeutend erleichtert wird.



I. Die Elastizitdtsbedingungen der Methode
des Viermomentensatzes.

§ 1. Das Bildungsgesetz ebener Systeme.

Jedes Tragwerk — auch das Fachwerk — kann als Steifrahmen
aufgefaBt werden. In diesem Sinne sind die Erorterungen dieses
Abschnittes als vollkommen allgemein giiltig aufzufassen.

Unter einem ebenen Steifrahmen verstehen wir ein Trag-
gebilde, das aus geraden oder gekriimmten Stiben, die miteinander
steif oder gelenkig verbunden sind, besteht. Die Zahl der Stibe,
deren Verbindungen untereinander, sowie die Lagerung des ganzen
Systems miissen @ so be-
schaffen sein, dafl ein in
der Systemebene unver-
schiebliches Tragwerk ent-
steht, wenn von den elasti-
schen Forméanderungen ab-
gesehen wird. Sind simt-
liche Knotenpunkte als Ge-
lenke ausgebildet gedacht,
dann geht das eigentliche
Rahmentragwerk in ein Abb. .

Fachwerk iiber.

Das Grundsystem. Wir bezeichnen als einfaches Grundsystem
einen aus beliebig vielen Elementen gebildeten ebenen, geschlossenen
Rahmen mit iiberall steifen Ecken, dessen dufere Krifte bekannt
und untereinander im Gleichgewicht sind (Abb. 1).

Unter Element verstehen wir dabei einen geraden oder ge-
krimmten Stab oder Stabteil, der zwischen zwel ausgezeichneten
Punkten liegt.

Ausgezeichnete Punktfe. Wir nennen ausgezeichnete Punkte
eines Systems alle jene Punkte, in denen unter Wahrung des
elastischen Zusammenhanges der dort zusammentreffenden Stibe oder

,7 2

wo

oo
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Stabteile Unstetigkeiten auftreten. Hierher gehoren: steife Ecken,
Punkte, in denen mehr als zwei Stibe zusammenstoBen, wobei we-
nigstens zwei derselben miteinander steif verbunden sein miissen,
endlich jene Punkte, in denen das Trigheitsmoment eines sonst in
seiner Achsenfiihrung stetig verlaufenden Stabes eine plétzliche An-
derung erfihrt.

Gelenkpunkte gehoren nicht zu den ausgezeichneten Punkten,
da dort der elastische Zu-
sammenhang gestért ist. In
Abb. 2 sind: Punkt o und 1
ausgezeichnete Punkte der
ersten Art, Punkt 2z und 5
ausgezeichnete Punkte der
zweiten Art und die Punkte 3
und 4, in denen die Quer-
schnitte plétzliche Anderun-
gen erleiden, ausgezeichnete
Punkte der dritten Art.

Zuriickfiihrung der Tragwerke auf einfache Grundsysteme. Es
laBt sich nun zeigen, daB jedes Tragwerk aus dem dreifach statisch
unbestimmten einfachen Grundsystem abgeleitet werden kann:

1. Durch Einschalten von Gelenken entsteht der zweifach, der
einfach statisch unbestimmte und der statisch bestimmte Ring.

2. Jeder offene einfache Rahmen kann in einen geschlossenen
Rahmen verwandelt werden, wenn man die Auflager durch Stibe ver-
bindet, die gewisse Auflagerwiderstinde in ihrer Wirkung ersetzen.

2

Abb. 2.

)

Abb. 3.

a) Der in Abb. 3a dargestellte geschlossene Rahmen mit dem in
4 und B steif angeschlossenen Stab AB, dem wir das Trigheits-
moment J=o00 zuschreiben, ersetzt, als Balken gelagert, den dreifach
statisch unbestimmten eingespannten Rahmen der Abb. 3b.

b) Ist der Stab AB einerseits fest, anderseits gelenkig ange-
schlossen (Abb. 4a), dann entsteht das in Abb. 4b dargestellte zwei-
fach statisch unbestimmte Tragwerk.
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c) Wenn sowohl in 4 als auch in B Gelenke vorgesehen sind
(Abb. 5a), im ibrigen aber der Querschnitt des Stabes AB, F=cx,
so kann diesem geschlossenen Systeme der in Abb. 5b zur Dar-

Abb, 4.

stellung gebrachte Zweigelenkrahmen mit unverschieblichen Kiampfern
zugeordnet werden. Ist der Stabquerschnitt F' endlich, dann liegt der

Zweigelenkrahmen mit Zugband vor.

d) Sind zwei SchluBstibe vorgesehen, von denen der eine steif
angeschlossen, der zweite als Pendel wirkt (Abb. 6a), so entspricht

diese Anordnung dem in Abb. 6b dargestellten Tragwerk. Ist bei 4
statt der steifen Ecke ein Gelenk vorhanden, dann geht der Rahmen

in den frei aufliegenden Balken iiber.
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Die in den Abb. 3 bis 6 verzeichneten Tragsysteme konnen weiter
durch Einschalten von Gelenken in Systeme von niedrigerem Grade
statischer Unbestimmtheit verwandelt werden. Im System der Abb. 3
diirfen ein, zwei oder drei Gelenke eingeschaltet werden. Das System
der Abb. 4 gestattet die Anordnung von einem oder zwei Gelenken.
Wird in Abb. 5 ein Knoten gelenkig gemacht, so entsteht der Drei-
gelenkbogen. Das System der Abb. 6 erlaubt noch die Anbringung
eines Gelenkes.

) V4 b) LY
= 00 “
Abb. 7.
23 Z
J=00
Abb. 8
)

.

%)

Py

Abb. 10.

3. Denkt man sich den Stab AB in den Abb. 3 bis 6 nach unten
gekriimmt, dafiir aber die Rahmenstibe in der Verbindungslinie 4 B
gerade gestreckt, so ersetzen diese Anordnungen der Reihe nach:
den beiderseits eingespannten Balken (Abb. %), den einerseits ein-
gespannten, anderseits mit festem Gelenk versehenen Tragbalken
(Abb. 8), den beiderseits mit festem Gelenk versehenen geraden Stab
(Abb. 9) und endlich den gewodhnlichen Balken (Abb. 1o0).

Wir sehen somit, wie durch Einschaltung von Gelenken sowie
durch passende Annahmen iiber die Steifigkeit und die Querschnitts-
beschaffenheit einzelner Stibe des Grundsystems sich sdmtliche mog-
lichen Tragsysteme, die aus einem einfachen Stabzug bestehen und
in zwei Punkten gestiitzt sind, ableiten lassen.
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4. Alle ibrigen moglichen Tragwerke lassen sich aus Verbin-
dungen von mehreren einfachen Grundsystemen entwickeln.

SchlieBt man an das Grundsystem abeda (Abb. 11) einen zweiten
Rahmen cefgd an, so entsteht ein zweifaches Grundsystem, das sechs-
fach statisch unbestimmt ist, und in die beiden einfachen Grund-
systeme abcda und cefgdc, die die Seite ¢d gemeinsam haben, zer-
fallt. Wir setzen wie beim einfachen Grundsystem voraus, daB
samtliche AduBeren Krifte bekannt und untereinander im Gleich-
gewichte sind. In derselben Weise, wie das zweifache System, kon-
nen auch drei- und mehrfache Grundsysteme geschaffen werden. Sind
neinfache Grundsysteme
zu einem Tragsysteme < e
vereinigt, so sprechen
wir von einem n-fachen f
Grundsystem, das 3n-
fach statisch unbestimmt
ist, wenn die &AuBeren
Krifte gegeben sind. %

Sowie sich aus dem ein- a

fachen Grundsystem die Abb. 11,

Reihe der moglichen

Tragwerke durch Einschalten von Gelenken und durch Wahl passender
Querschnitte bestimmter Stibe ableiten 14Bt, so lassen sich in der glei-
chen Weise auch aus dem allgemeinen n-fachen Grundsystem alle bei der
gegebenen Stabzahl und Stabanordnung méglichen Tragsysteme ent-
wickeln. Da wir hinsichtlich Stabzahl und Stabanordnung keine ein-
schrinkende Annahme gemacht haben, so folgt daraus, daB jedes
nur denkbare Tragsystem sich auf ein ein- oder mehrfaches Grund-
system zuriickfithren lafBt.

Abb. 12 stellt ein
Beispiel eines vierfachen
Grundsystems vor. Es
zerfillt in die vier ein-
fachen  Grundsysteme
abedea, aedfa, cdfghc
und ¢dfic und ist 4><3
== 12fach statisch unbe-
stimmt. Es ist hierbei
zu beachten, daB die
Art der Zerlegung der
Grundsysteme eine ge-
wisse Willkiir zulaBt; so
konnen an Stelle der
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ersten zwei eben genannten Grundsysteme auch die Systeme abcedfa
und abedea treten, da man sowohl f an das System abcdea als auch
e an das System abcdfa anschlieBen kann. Einige Beispiele mogen
das voranstehend Erorterte veranschaulichen.

A g

Abb. 13.

Abb. 13a zeigt ein dreifaches Grundsystem, das in seiner Wir-
kungsweise dem in Abb. 13b dargestellten dreifeldrigen Rahmen mit
vier eingespannten Stindern entspricht.

A B
) L
R J=o00 -4

a) Abb. 14. b)

Aus diesem Grundsystem kann durch Einschalten von vier
Gelenken (Abb. 14a) ein Abb. 14b gleichwertiges System geschaffen
werden. Es ist zu beachten, dafl der Stab 4B ohne Unterbrechung
durch die Gelenke steif durchlauft.

o>

Abb. 15,

Ein aus ecinem vierfachen Grundsystem entwickeltes Tragwerk
zeigt Abb. 15a. Es ist, wie leicht einzusehen, dem in Abb. 15b ge-
zeichneten vierfeldrigen durchlaufenden Balken gleichwertig. Ebenso
leicht ersichtlich ist, daB die in den Abb. 16a und b dargestellten
Systeme cinander ecrsetzen konnen.

Abb. 16a ist aus einem dreifachen Grundsystem durch Ein-
schalten von vier Gelenken entstanden. Daher 9 — 4= 5fach sta-
tisch unbestimmt.
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Der einfache geschlossene Rahmen der Abb. 17b, der duBerlich
dreifach statisch unbestimmt ist, 1aBt sich auf ein zweifaches Grund-
system, das in Abb. 17a zur Darstellung gebracht ist, zuriickfithren.

Abb. 16.

Jedes Fachwerk mit n Feldern kann aus einem n-fachen Grund-
system abgeleitet werden,
wenn man in den Knoten
Gelenke anordnet.

Es sei noch bemerkt,
daB diein den Abb. 3 bis 17
gezeichneten geraden Stibe

auch durch gekriimmte a) &)

Stibe ersetzt werden kon- -4 ) T
nen, da wir die Grundsy- J

steme aus geraden oder ge- — v b 51
kriimmten Stiben zusam- %

mengesetzt erkliart haben. Abb. 17.

§ 2. Die Ermittlung der statisch unbestimmbaren GréSen im
einfachen Grundsystem.

Wie im vorangehenden Absatze gezeigt wurde, lift sich je-
des Tragsystem aus Grundsystemen ableiten. Gelingt es nun, die
iiberzihligen GroBen des einfachen Grundsystems zu berechnen, so
ist damit auch ein allgemeines Verfahren gegeben, das bei wieder-
holter Anwendung auf mehrfache Grundsysteme oder auf aus solchen
abgeleitete Tragwerke deren statisch nicht bestimmbaren GroBen
liefert. Unsere Aufgabe lauft also zunidchst auf die Berech-
nung des dreifach statisch unbestimmten einfachen Grund-
systems hinaus.
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a) Die Kontinuititsbedingung,

Fir jeden ausgezeichneten Punkt kann eine Kontinuitits-

bedingung aufgestellt werden.

Diese Bedingung besagt, daBl die

Endtangenten beider in einem ausgezeichneten Punkte zusammen-
treffenden und dort steif verbundenen Stibe oder Stabteile (Elemente)

Abb, 18.

vor und nach der Formianderung den
gleichen Winkel miteinander ein-
schlieBen.

Das in Abb. 18 dargestellte
Grundsystem sei durch den Angriff
einer im Gleichgewichte stehenden
Lastgruppe verzerrt, wobei die Sehne
des Stabes ab in ihrer Richtung fest-
gehalten gedacht ist. Die Verzer-
rungsfigur ist in der Abbildung strich-
liert angedeutet. Wir betrachten nun

zwei benachbarte Elemente des Grundsystems, und zwar die Stibe
k—1, kund %k k-1 in ijhrem elastischen Zusammenhange vor

und nach der Verzerrung.

In Abb. 19 sind die beiden ins Auge

gefaBten Stibe in beiden Lagen herausgezeichnet.

SYabactkse

Abb. 19.

Bezeichnet ¢ den Winkel, den die Tangenten der in k zusammen-
stoBenden Stabenden vor der Verformung miteinander einschlieBen,
¢’ den Winkel nach derselben, so besagt die Kontinuititsbedingung,
daB @=¢  sein muB. Aus Abb. 19 ist ohne weiteres ersichtlich,
daB dann der Winkel 4¢,, um den sich die Tangente im Punkte k
des Stabes I, bei der Verschiebung und Verzerrung dreht, gleich
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sein muf dem Tangentendrehwinkel Ad¢,,, des Stabes [, ,,.
Somit ist

Adgpy=A4¢,,,.

Nun setzt sich jeder der beiden Winkel aus zwei Teilen zusam-
men. In Abb. 20 sind die einzelnen aufeinanderfolgend gedachten
Verschiebungs- und Verzerrungszustinde des Stabes k — 1, k zur
Darstellung gebracht. Denken wir uns nun den Stab unverzerrt
parallel zu sich verschoben, bis k nach ¥ gelangt (strichlierte Stab-
achse in Abb. 20), dann um den Winkel 4 gedreht, bis die Stabsehne

k- —-———————————— 1—}———':-;— i
urspringl J‘mba://‘szz\\' ~ _=Z /'\\ l, "/ 7
paralel verschoben _\ — " —
\ k-7 _ - /]
- /
ursprangl. J}‘aéa\aé}‘ : ,
nach der Srabarehung > 3
Stabackse nach der ¢ Mg~
Verdirehung und Verzerrung. 2

Abb. 20.

ihre endgiiltige Richtung erreicht (strichpunktierte Stabachse) und end-
lich verzerrt, so hat sich bei diesen schrittweisen Verschiebungen die
.Stabtangente in % bei der Drehung um den Winkel & zunichst eben-
falls um ¥ gedreht, um schlieBlich bei der darauffolgenden Verzerrung
nach einer weiteren Verdrehung um den Winkel 4 ¢° ihre endgiil-
tige Lage zu erreichen.

Somit ist fiir jeden der beiden Stibe

dp=Ag°+9
und die oben angegebene Bedingung geht iiber in

A‘P19+’9k=d¢1?+1+’9k+1'

Die Winkel ¢, und ¢, ,, die die relative Lage der verscho-
benen Knotenpunkte k — 1/, %' und k4 1’ beschreiben, bezeichnen
wir als Stabdrehwinkel.

Betrachtet man die Stabsehnenrichtung als Abszissenachse und
den linken Stabendpunkt als Koordinatenanfangspunkt, bezeichnet man
weiter mit ¥ den Winkel, den die Stabtangente in k im unverzerrten
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Zustande mit der Abszissenachse bildet (Abb. 20), so bestehen fiir
jeden Stab die Gleichungen:

__[dy o [d(y +4 y)}
tg;'—[de=? und  tg(y+4¢)=|— bt
Unter y sind die Ordinaten der urspriinglichen Stabachse be-
zogen auf die Stabsehne, unter Ay die Verschiebungen der Stab-
punkte in Richtung senkrecht zur gedrehten Stabsehne verstanden
(siche Abb. 20). =z ist o oder I zu setzen, je nachdem die obigen
Gleichungen auf den Stab 1, , oder I, angewendet werden.

Nach einer bekannten trigonometrischen Formel ist nun

t A¢°
ey +49) = LELT ST — (g 4+ 499)(x + A9 te ),

wobei wegen der Kleinheit des Winkels A4¢°
tgdp®=4dg¢°
gesetzt wurde.
Nach Ausfiihrung der Multiplikation und Vernachlissigung der
kleinen Glieder zweiter Ordnung entsteht

tg(y -+ 4¢°) =tgy 4 4¢°(x 4 tg%y).

Aus diesem Zusammenhange folgt

t Ag® —t
4¢°= g(y_I'_—i—fg)‘zy g7=[tg(7+A‘Po)—tg?’]°°527‘

Nach Einfiihrung der Differentialquotienten geht diese Gleichung

iiber in
ddy
0 ___
d¢ -—[ P :ng cos?y.

Wendet man diese Formel auf die oben ausgesprochene Be-
dingung
Adp,=Adg, .,

an, so erhilt man die Kontinuitdtsbedingung in der Form

K k41
Die Zeiger k und k- 1 zeigen das Stabfeld an, auf welches sich das
Gleichungsglied bezieht.

In dem Sonderfalle, in dem die Elemente gerade sind, ist der
Winkel y = o, daher cos?y = 1 (Abb. 21) und die Kontinuititsbedingung
nimmt die einfachere Gestalt an

dAyJ" [dAy k1 B ,
[Tw -5 L=o+ﬁ,‘-—0k+,_o e .. T
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Diese Gleichung gilt selbstverstindlich auch dann, wenn die bei-
den steif vereinigten Stibe in eine Gerade fallen (Abb. 22).

Abb, 21.

Ist der ausgezeichnete Punkt dadurch gekennzeichnet, daf3 er den
Grenzpunkt zwischen zwei Stababschnitten mit verschiedenen Trigheits-
momenten bildet, so haben ,

die Winkel y der Grund- @A
gleichung 1) die aus Abb. —— / '@’\

23 hervorgehende Bedeu- P % fer 7
tung. Bei geraden Stiben %
ist wieder y==0 und es Abb. 22.

gilt dann Gleichung 1").

Die Gleichung 1) stellt die allgemeinste Form der Kontinuitits-
bedingung dar, weshalb wir in der weiteren Entwicklung von dieser
Gleichung ausgehen werden.

Abb. 23.

Da die Kontinuititsbedingung 1) eine Beziehung zwi-
schen den Forminderungen zweier benachbarter Elemente
darstellt, so ist sie eine Art Elastizititsbedingung, die zur
Bestimmung der statisch unbestimmbarenGréBen im Systeme
dienen kann. Es fragt sich nun: Wie groB ist die Zahl derartiger
im einfachen Grundsystem aus = Stiben aufstellbaren Kontinuitits-
bedingungen und reicht diese Zahl aus, um samtliche iiberzihligen
GroBen und sonstigen Unbekannten im Grundsysteme zu berechnen?
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Wir betrachten ein einfaches Grundsystem aus » Elementen, dessen
eine Seite in ihrer Richtung festgehalten ist. Die Kontinuititsbedin-
gungen der Form 1) enthalten die Differentialquotienten der Verschie-
bungen Ay und die Stabdrehwinkel. Diese Verschiebungen und so-
mit auch ihre Differentialquotienten lassen sich als Funktionen der
suBeren Krifte und der drei Uberzihligen des Grundsystems dar-
stellen. Die Gesamtheit der Kontinuititsbedingungen fiir das ins Auge
gefaBte Grundsystem enthilt demnach die duBeren Krifte, die statisch
nicht bestimmbaren GroBen und n — I Drehwinkel, da ein Stab vor-
aussetzungsgemal als festgehalten den Drehwinkel Null hat. Da die
auBeren Krifte des Grundsystems als bekannt angenommen werden,
so verbleiben in den Kontinuititsbedingungen an Unbekannten:

3 statisch unbestimmbare GroBen
n —1I Stabdrehwinkel,

zusammen 74 2 Unbekannte. Thnen stehen bei x ausgezeichneten
Punkten n Kontinuititsbedingungen der Form 1) gegeniiber, so daB3
es notwendig erscheint, zwei weitere Beziehungen zwischen den Un-
bekannten aufzusuchen, um die gestellte Aufgabe losen zu konnen.

b) Die Winkelgleichungen.

Die Kontinuititsbedingungen beschreiben den elastischen Zusam-
menhang je zweier aufeinanderfolgender Elemente des Grundsystems.
Nun ist es noch notwendig, die geometrische Unverinderlichkeit des
ganzen Rahmengebildes, d. h. die Bedingung, daB der geschlossene
Rahmen auch nach der Verzerrung ein geschlossener Rahmen bleibe,
in Form von Elastizititsgleichungen festzulegen.

Abb. 24.

Der geschlossene Stabzug 1,2 ...n der Abb. 24 gehe nach der
Verzerrung in den strichliert gezeichneten Stabzug 1/, 2’...n' iiber,
wobei sich die Stabsehnen, und nur diese sind in der Abbildung dar-
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gestellt, um die Stabdrehwinkel §,, &, ... #,_, drehen. Stab 1 —n sei
hierbei in seiner Richtung festgehalten gedacht, da es nur auf die Ver-
drehung der Stibe gegeneinander und nicht auf eine Verdrehung des
ganzen Gebildes ankommt. Wir projizieren nun die beiden Stabpoly-
gone auf zwei aufeinander senkrecht stehende Achsen x und y. Die
x-Achse falle mit der Stabsehne I —#x zusammen, der Achsen-
ursprung liege in 1. Soll jeder der beiden Stabziige eine geschlossene
Figur bilden, so muB3 die Summe der Projektionen aller Vieleckseiten
auf die beiden Achsen x und y Null sein. Demnach ist

fiir das unverzerrte Stabvieleck

2lcose=0 und 2lsina=o0,
und fiir das verzerrte Stabvieleck

Zlcosa'=0 und 2l'sind =o.

Die Winkel ¢ bzw « sind am niedriger bezifferten Stabende, von der
Richtung der positiven z-Achse ausgehend, entgegengesetzt dem Sinn
der Uhrzeigerbewegung zu zdhlen, wie dies in Abb. 24 durch Pfeile
angedeutet ist.

Wir filhren nun '=1-} 4] und ¢’=« —¥¢ ein. Einem posi-
tiven Al entspricht somit eine Stabverlingerung, einem posi-
tiven ¢ eine Verkleinerung des Winkels «; der Stab dreht
sich demnach bei positivem ¢ um sein niedriger beziffertes Ende im
Sinne der Uhrzeigerbewegung. Diese Festsetzungen wollen wir fest-
halten?).

Fiir einen beliebigen _Stab gilt demnach
U cos &/ = (I} A1) cos (¢ — #) = (I - 4l)(cos ¢ | I sin ),

wobei, wegen -der Kleinheit des Winkels ¢, cos$#=1 und sin9¢ =19
gesetzt wurde. Nach Ausfiilhrung der angedeuteten Multiplikation folgt

UVcosa’=lcosae+ Alcosa+9-Ising,
hierbei wurde das Glied Al.9-sine als klein von der zweiten GroBen-
ordnung vernachlissigt.
In derselben Weise findet man
Usin ' = (I + 4{) sin (@ — #) = (1 4 A1) (sin ¢ — & cos a)
oder
Using'=Isinag -} Alsineg — ¥l cosa.

) Wegen des Zusammenhanges der Winkelgleichungen mit den Kon-
tinuitiitsbedingungen, in denen ebenfalls die Drehwinkel ¢ auftreten, wurde
einer Verkleinerung des Winkels « ein positives ¢ zugeordnet.

Bleich, Viermomeutensatz. 2
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Nach Einsetzen in die eingangs aufgestellten Summengleichungen
gewinnt man

Zlcosa+2Alcosa 4 2¢-lsina=o0
2lsing 4 ZAlsing — 2P-lcosa=o.

Die ersten Glieder dieser beiden Gleichungen sind Null und die
Formeln nehmen daher die einfache Gestalt an

ZAlcosa—+ Zd-lsina=0
SAlsina — Z9-Icosa=0 2)

Diese beiden Gleichungen werden als Winkelgleichungen be-
zeichnet. Die Summenzeichen erstrecken sich auf alle Stibe des
Systems, ob diese gelenkig oder steif angeschlossen sind. Das Vor-
zeichen der einzelnen Summenglieder hiangt vom Vorzeichen der Winkel-
funktion des Winkels ¢ ab. Die Al bedeuten die Lingenidnderungen
der Stabsehnen und sind Funktionen der Lingskrifte, Temperatur-
anderungen und der verbiegenden Momente bei gekriimmten Stiben.
Die Al und ¢ werden als Unbekannte zunidchst positiv angenommen.

In den vorstehenden Entwicklungen wurde die x-Achse mit einer
Rahmenseite zusammenfallend angenommen, und dieser Rahmenseite,
als festgehalten, der Drehwinkel Null beigelegt. Dies muB keines-
wegs immer der Fall sein; man kann jede beliebige Richtung als
Projektionslinie wahlen, d. h. der Winkel ¢ kann auf eine beliebig
gewihlte Gerade mit Richtungssinn bezogen werden, nur mufl diese
Gerade im Grundsysteme selbst, also gegen irgendeinen Stab desselben,
festgelegt sein.

Die beiden Winkelgleichungen bilden die fiir die Berechnung
des Grundsystems noch notwendigen Elastizititsbedingungen. Damit
ist auch die Aufgabe, die {iiberzdhligen GréBen im einfachen Grund-
systeme zu bestimmen, im Prinzipe gelost. Kontinuititsbedingungen
und Winkelgleichungen stellen beim n-stibigen einfachen Grundsystem
die n- 2 Elastizititsbedingungen vor, aus denen die n -2 Unbe-
kannten (Stabdrehwinkel und Uberzihlige) ermittelt werden konnen.
Sie gelten in der Form der Gleichungen 1) und 2) unab-
hingig von der Stabform und der Querschnittsgestaltung,
haben daher allgemeine Bedeutung.

§ 3. Anwendung auf beliebige statisch unbestimmte Tragsysteme.

Wir betrachten zunichst die aus einem einfachen Grundsystem
abgeleiteten Trager. Durch Einschalten eines Gelenkes in einem
ausgezeichneten Punkte fillt eine iiberzihlige GroBe, also eine Unbe-
kannte, fort, ebenso entfillt aber auch eine Kontinuitatsbedingung, da
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im Gelenkpunkte keine Kontinuitdt besteht. Bei zwei Gelenken fallen
zwei Unbekannte und zweiKontinuititsbedingungen fort usw. Man erkennt
somit, daf} das Gleichgewicht zwischen der Zahl der Unbekannten und
der Zahl der zu ihrer Berechnung dienenden Elastizititsbedingungen
in jedem Falle fiir alle nach den Regeln des § 1 aus dem einfachen
Grundsysteme abgeleiteten Tragwerke ungestort bleibt, womit die
Moglichkeit der Berechnung beliebiger Tragwerke dieser Gruppe mit
Hilfe der Kontinuititsbedingungen 1) und der Winkelgleichungen 2)
dargetan ist.

Liegt der Gelenkpunkt nicht in einem ausgezeichneten Punkte
des Grundsystems, wie in Abb. 25, so bleibt die Zahl der Kontinuitits-
bedingungen  unverindert,
aber die Zahl der Stabdreh- g
winkel ¢ wird um Eins ver-
mehrt, da den Stabteilen ag
und ¢gb verschiedene Dreh-
winkel zukommen. Dafiir
entfillt aber eine Uberzih-
lige, wodurch das Gleich- .
gewicht zwischen der Zahl Abb. z5.
der Unbekannten und der
Zahl der Elastizititsbedingungen wieder hergestellt ist.

Liegt ein mehrfaches Grundsystem vor, so sind zunichst zwei
Fille zu unterscheiden:

1. Fall. Zwei aneinandergeschlossene Grundsysteme haben nur
einen Stab gemeinsam. Fiir jedes einfache Grundsystem kénnen
so viele Kontinuititsbedingungen angesetzt werden als es ausgezeich-
nete Punkte besitzt, aulerdem je zwei Winkelgleichungen. Haben
die aneinandergeschlossenen Grundsysteme p, ¢, » ... ausgezeichnete
Punkte und sind insgesamt f einfache Grundsysteme zu einem Trag-
werk vereinigt, so betrigt die Gesamtzahl der Elastizitidtsbedingungen

prag+r4...+2p
Denken wir uns nun vom ersten einfachen Grundsystem eine Seite
festgehalten, ihren Stabdrehwinkel ¢ also Null gesetzt, so betrigt
die Zahl der unbekannten Stabdrehwinkel um 1 weniger als die Zahl
der ausgezeichneten Punkte dieses Feldes. Auch die Zahl der Stab-
drehwinkel der anschlieBenden Grundsysteme ist je um 1 kleiner als
die Zahl der ausgezeichneten Punkte, da der Stabdrehwinkel der ge-

meinsamen Seite schon im vorangehenden Felde als Unbekannte ge-
zahlt wurde.

Es liegen demnach

P—1)+g—0)+0r—1)+...+38

2%
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Unbekannte vor, wenn wir beachten, daB ein f-faches Grundsystem
3p-fach statisch unbestimmt ist. Die Gesamtzahl der Unbekannten
ist demnach gleich der Zahl der Elastizititsbedingungen, d. i.

pHg+r+ ... +2p

2. Fall. Sind zwei oder mehr Stibe den beiden aneinandergereihten
einfachen Grundsystemen gemeinsam, wie z. B. in Abb. 26, so zeigt
eine einfache Uberlegung, daB in solchen Fillen so viel Drehwinkel
aus der Zahl der Unbekannten herausfallen als gemeinsame Stibe
vorhanden sind. Gleichzeitig vermindert sich aber auch die Zahl der
Kontinuititsbedingungen, da fiir die zwischen den Anschlufpunkten a

und b liegenden ausge-

a 3 zeichneten Punkte nur ein-

\ mal Kontinuititsbedingun-
gen angesetzt werden diir-
fen, und zwar entweder

z bei Betrachtung des Sy-

stems I oder II. Die be-

treffenden Kontinuititsbe-

dingungen sind in beiden

14 Systemen identisch, zihlen

Abb. 26. also nur einmal. Entfallen

y gemeinsame Stabdreh-

winkel als Unbekannte, so koénnen »-— 1 Kontinuititsbedingungen

weniger aufgestellt werden, so daB der Unterschied zwischen der Zahl

der Kontinuitatsbedingungen und der Zahl der unbekannten Stabdreh-

winkel, genau wie bei Fall 1, fiir jedes einfache Grundsystem Eins

betragt. Es ist demnach auch hier die Zahl der Unbekannten gleich
der Zahl der Elastizititsbedingungen.

Beachtet man noch zum Schlusse, da hinsichtlich des Einflusses
der Gelenke auf die Zahl der Unbekannten und die Zahl der Elasti-
zititsbedingungen das gleiche gilt wie beim einfachen Grundsysteme,
so ist der Beweis erbracht, daB3 jedes beliebige statisch unbestimmte
System mit Hilfe der Kontinuititsbedingungen und der Winkelglei-
chungen berechnet werden kann.

Wir wollen noch einen Satz iiber mehrfache Grundsysteme be-
weisen, dessen Kenntnis fiir die praktische Anwendung des Verfahrens
wichtig ist. Dieser Satz lautet:

StoBen in einem Tragwerksknoten o Stibe zusammen,
die simtlich steif angeschlossen sind, so lassen sich fiir
diesen Knoten nur p— 1 voneinander unabhingige Kontinui-
titsbedingungen aufstellen.
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Da p Stibe angeschlossen sind (Abb. 27), so kann jeder dieser
e Stibe, mit einem der iibrigen vereinigt gedacht, eine Kontinuitits-
bedingung liefern.  Die
Zahl der so méglichen Be-
dingungen ist gleich der
Zahl der Kombinationen zu
zwel Elementen ohne Wie-
derholung, d. 1.

£

,le—1) 7

2 Abb. 27.
Wir greifen nun eine
beliebige Kontinuititsbedingung heraus, z. B. die, welche sich auf
Stab 1 und Stab y bezieht. Diese lautet:

’_%@]1‘305"71 - {%}1 cos?y, 4- 8 — &, =o.

Weiter jene, die die Stibe 1 und » 4+ I umfaBt:

Lde Jy

Subtrahiert man beide Gleichungen, so entsteht

dAy] R dA N
[,Exy‘ COsTyy — [Tzl;q} +1COS'77+1 +&—411=0,

I
il—éﬂ] cos?y, — [f{%i} cos’y, 4149, — P, 1=0.
v+1

d. i. eine Kontinuititsbedingung zwischen Stab » und » 4- 1, die aber
schon in der Gesamtzahl der mdglichen Bedingungen enthalten ist.
Verbindet man einen beliebigen Stab der Reihe nach mit den iibrigen
o — I Stiben zu Kontinuititsbedingungen, so erhidlt man g — 1 Glei-
chungen, die voneinander unabhidngig sind. Durch Subtrahieren von
je zwelen konnen Kontinuititsbedingungen abgeleitet werden, deren
Gesamtzahl der Zahl der Kombinationen aus (¢ — 1) Elementen zu
zwel Elementen ohne Wiederholung gleich ist. Diese Zahl 2/ betragt
,_—De—2)
2 .
Da die Gesamtzahl aller Kontinuititsbedingungen z ist, so ist die Zahl
der iiberhaupt moglichen, voneinander unabhingigen Kontinuitits-
bedingungen z — 2/, demnach
_ele—D—(e—1l—2 _

Z— 2 — I
2 @ ’

was zu beweisen war.

Es werde noch bemerkt, daB} es im Grunde genommen gleichgiiltig
ist, welche von den méglichen Kontinuititsbedingungen eines Knotens
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angesetzt werden. Bedingung ist nur, daf3 sie voneinander unabhingig
sind, wobei man sich bei der Auswahl der Kombinationen nur von
ZweckmaBigkeitsgriinden hinsichtlich der Vereinfachung der Berech-
nung leiten lassen wird.

Bei der Anwendung der Winkelgleichungen auf mehrfache Grund-
systeme oder auf aus solchen abgeleitete Tragwerke wird man in
Anwendung des am Schlusse der Darstellung der Winkelgleichungen
auf S. 18 Gesagten alle Einzelrahmen, in die das betrachtete System
zerfillt, auf eine und dieselbe Projektionsgerade, die am zweckmaBig-
sten eine Auflagerverbindungslinie ist, beziehen. Doch steht es auch
frei, fiir jeden einfachen Rahmen oder fiir eine Gruppe derselben je
eine andere Bezugsgerade fur den Winkel ¢ zu wihlen.

Einige Beispiele sollen die Zuriickfilhrung der Tragsysteme auf
Grundsysteme und das Gleichgewicht zwischen der Zahl der Elastizi-
tatsbedingungen und der Unbekannten zeigen.

I. Der in Abb. 28 dargestellte Halbrahmen ist einfach statisch
unbestimmt. Mit gerissenen Linien sind die Erginzungsstibe zum
geschlossenen Rahmen dar-
gestellt. An Unbekannten
zahlen wir: eine statisch un-
bestimmbare GroBe und drei
Stabdrehwinkel, da vier Stabe
vorliegen, von denen der Stab
AB in seiner Richtung fest-
gehalten ist und daher keine

Abb. 28. Verdrehung erleiden kann.

Insgesamt vier Unbekannte.

Zu ihrer Ermittlung dienen zwei Kontinuitdtsbedingungen fiir die ausge-

zeichneten Punkte 4 und C, sowie die beiden Winkelgleichungen.
Somit vier Gleichungen.

2. Eingespannter Bogen nach Abb. 29. Dieses Tragwerk ist drei-
fach statisch unbestimmt. Als Unbekannte kommen nur drei Uber-
zahlige in Betracht, weil 4 und B fest sind und daher simtliche
Stabdrehwinkel verschwinden.
An Elastizititsbedingungen lie-
gen vor: zwel Kontinuitatsbedin-
gungen fir die ausgezeichneten
Punkte 4 und B, sowie eine
Winkelgleichung, da in der
zweiten Winkelgleichung, wie
man sich leicht iiberzeugt, simt-
liche Glieder Null sind. Zusam-
men also drei Gleichungen.
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3. Der Eingelenkrahmen der Abb. 30 ist zweifach statisch unbe-
stimmt. Unbekannt sind: zwei Uberzihlige und vier Stabdrehwinkel,
somit liegen sechs Unbekannte vor. Zu ihrer Berechnung dienen
vier Kontinuititsbedingungen fiir die Punkte 4, B, E und F sowie
zwel Winkelgleichungen, somit sechs Gleichungen.

4

4. Der Doppelrahmen nach Abb. 31 ist vierfach statisch un-
bestimmt. Den fiinf wirklichen Systemstiben entsprechen fiinf Stab-
drehwinkel; Stab 4 C B hat den Drehwinkel ¢ =—= 0. Zusammen mit den
vier Uberzihligen sind neun Unbekannte zu ermitteln. An Be-
dingungsgleichungen liegen vor: fiinf Kontinuititsbedingungen, und
zwar je eine flir die Punkte D und F und je zwei fur die Punkte E

£ Vi £ v

a) )

A4 c LM, J=00 4 = oo V-4
2 2 g "L"-"_};
’ ZA
W
Abb. 3r1.

und C, wo je drei Stibe zusammenstofen. Die beiden Gleichungen
fir Punkt C sind aber miteinander identisch, da beiden Stab CE ge-
meinsam ist und die von den Zusatzstiben A ( und CB herriihrenden
Glieder, wegen J=o00, verschwinden. Die sechs moglichen Kontinuitits-
bedingungen verringern sich somit auf fiinf. Hierzu kommen fiir jedes
Rahmenfeld zwei Winkelgleichungen. Insgesamt stehen daher zur Berech-
nung der neun Unbekannten 5--4==9 Gleichungen zur Verfiigung.

5. Das in Abb. 32 dargestellte dreifeldrige Tragwerk ist dreifach
statisch unbestimmt, da in den AuBenfeldern je ein Gelenk angeordnet
ist. Neben den drei Uberzihligen zihlen wir neun Stabdrehwinkel,
also insgesamt zwolf Unbekannte. An Gleichungen liegen vor: fiir
die Eckpunkte E und H je eine, fiir die Punkte F und G, wo drei



24 Die Elastizitdtsbedingungen der Methode des Viermomentensatzes.

Stabe zusammenstoen, je zwei Kontinuitdtsbedingungen, zusammen
also sechs Kontinuititsgleichungen. Dazu treten noch 3><2=6
Winkelgleichungen, daher insgesamt zw6lf Gleichungen.

6. In Abb. 33 ist ein Zweigelenkrahmen mit zwei gelenkig an-
geschlossenen Zwischenriegeln dargestellt. Dieses Traggebilde ist
dreifach  statisch  unbe-
stimmt. Berticksichtigt man,
daBl neun Stabdrehwinkel
in Betracht kommen, so
sind insgesamt zwolf Un-
bekannte zu bestimmen.
Dieser Zahl von Unbekann-
ten stehen  gegeniber:
sechs  Kontinuititsbedin-
gungen fiir die ausgezeich-
neten Punkte C, D, E, F,
G und H, und 3><2=26

Abb. 33. Winkelgleichungen; zusam-
men zwolf Gleichungen.

7. Der unterspannte Balken (Abb. 34) ist einfach statisch unbe-
stimmt. Die Auszdhlung ergibt: an Unbekannten: eine Uberzahlige
und sieben Stabdrehwinkel,
zusammen acht; an Glei-
chungen: zwei Kontinuitits-
bedingungen und sechs
Winkelgleichungen, zusam-

Abb. 34. men ebenfalls acht. Hier-

bei wurde der Stabdreh-

winkel eines der acht Stibe als gegeben angenommen, da ja ein
Stab in seiner Richtung festzuhalten ist.

8. Der einerseits eingespannte, anderseits beweglich gelagerte
Balken 4B sei mit dem Stabpaar CE und ED steif verbunden
(Abb. 35). Das so entstandene Tragsystem ist vierfach statisch unbe-
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stimmt. Fiigt man die Zahl der unbekannten Stabdrehwinkel fiir die
finf Stibe des gegebenen Systems und fiir den fingierten Stab BF
hinzu, so sind ingesamt zehn Unbekannte zu bestimmen. Zu ihrer

£

ZA
Abb. 35.

Ermittlung dienen: sechs Kontinuititsbedingungen, und zwar je eine
fir die Punkte 4 und E und je zwei fiir die Punkte C und D; dann
2>< 2 =4 Winkelgleichungen fiir die beiden geschlossenen Figuren
ABF und CDE; insgesamt zehn Gleichungen.

9. Der Vierendeelbalken (Abb. 36) ist bei n Feldern 3n-fach sta-
tisch unbestimmt. Die Zahl der Unbekannten betrigt demnach 3n

L]

Uberzihlige, zu denen bei 3n -} I Stiben, 3n Stabdrehwinkel hinzu-
kommen, also 6n. An Bestimmungsgleichungen stehen zur Ver-
fiigung: fiir jedes Rahmenfeld vier Kontinuititsbedingungen und zwei
Winkelgleichungen, insgesamt 6n Bedingungsgleichungen.

Abb. 36.



II. Tragwerke aus geraden oder schwach
gekriimmten Stidben mit unverdnderlichem
Querschnitt.

§ 4. Der Viermomentensatz.

Fir die nachstehenden Entwicklungen gelten die folgenden ein-
schrinkenden Voraussetzungen:

1. Die Querschnittsabmessungen der einzelnen Elemente des
Tragwerks sind klein gegeniiber den Stablingen, so daB es erlaubt
ist, vom EinfluB der Querkrifte abzusehen und die inneren Krifte
und Forminderungen gekriimmter Stibe in der gleichen Weise zu
ermitteln wie bei geraden Stiben.

2. Der Kriimmungshalbmesser gekriimmter Stibe ist an allen
Stellen groB genug und der Wolbungspfeil zwischen zwei ausgezeich-
neten Punkten geniigend klein, um die Neigung' der Stabachse gegen
die Stabsehne bei Ermittlung der Formianderung vernachldssigen oder
durch einen Mittelwert ersetzen zu diirfen.

3. Tragheitsmoment und Querschnittsfliche sind innerhalb eines
Elementes unveranderlich.

Wir betrachten einen aus einem Grundsystem herausgeschnittenen
Stab »—1 (Abb. 37). Die Mittelkraft aller links vom Punkte r liegen-
den duBeren Krifte werde mit R bezeichnet. Ihre Teilkrifte parallel
und senkrecht zur Stabsehne r—1 seien ¥V und H. Mit P kenn-
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zeichnen wir die duBeren Krifte im herausgehobenen Stabfelde selbst.
Auch diese Krifte werden in ihren Angriffspunkten in die Teilkrifte
P, und P, zerlegt. Fiir das Biegungsmoment M, im Punkte m mit
den Ordinaten z und y finden wir, wenn wir die Bezeichnungen der
Abb. 37 beachten und die Momente wie iiblich positiv zdhlen, falls
sie am rechten festgehalten gedachten Stabteil angreifend im Sinne
der Uhrzeigerbewegung drehen:

M, = V(e +9)+ Hy— S B, (e— ) — S B,y — 1)

Da Vx,=M" ist, wobei M" das Moment von R, bezogen auf einen
unendlich nahe rechts von r gelegenen Punkt bedeutet, so wird

ﬂg:Mq4m+H@~§a@—@—én@—w

Setzt man =1, so geht M_ in M' iiber, wobei der links von I
gelegene unendlich nahe Punkt den Bezugspunkt fir das Moment M*
darstellt. Es ist demnach

M=Mr|+Vi— EPv(l—a)—i-—EPhb
0
und daraus

r=2 X 50—

Fiibrt man diesen Wert von V in die Gleichung fiir M ein, so
entsteht

SPb.

N]H

oM~

M=t X ey 23 20—~ 3R e —0)

'—*-EPhb—EPh(?/—b)'
1% 0

Die vier Summenausdriicke stellen das Moment des frei auf-
liegenden mit den Lasten P belasteten Balkens » — [ vor, wenn man
sich das feste Lager in [ angeordnet denkt. Wir bezeichnen dieses
Moment mit 9%,. Die Gleichung fiir M, nimmt daher nach Umord-
nung die einfache Form an

M= (s =5l fmytm, L g

wobei H die in die Stabsehnenrichtung fallende Teilkraft von R ist.
H wird positiv gezdhlt, wenn es den Stab auf Zug beansprucht. y ist
positiv, wenn der Stab nach auflen, negativ, wenn der Stab nach dem
Rahmeninnern gekriimmt ist. Gleichung 3) gilt natiirlich auch, wenn
an Stelle der bisher vorausgesetzten Einzellasten zwischen r und I
irgendeine andere Art der Belastung in Betracht kommt, da sich jede
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Belastung letzten Endes mit geniigender Anndherung auf ein System
von Einzellasten zuriickfiihren 14Bt. Die Momente M* und M’ nennen
wir die AnschluBmomente.

Unter den eingangs gemachten Voraussetzungen kann die Diffe-
rentialgleichung der elastischen Linie eines Stabes (Elementes) in der
Form geschrieben werden

EJcos?'(pM:——M .
dx? z

Ay ist wie in § 2 die Anderung der Stabachsenordinate durch
die Verzerrung, M_ das Biegungsmoment im Punkte m, E und J Elasti-
zititsmaB und Trigheitsmoment des Stabes (Abb. 37). ¢ bedeutet
eine mittlere Neigung der Stabelemente gegen die Stabsehne.

Die zweimalige Integration der Differentialgleichung ergibt

z

BJ'dy=— [ pdz+ Cx+ G,
wenn zunachst 0

z
Of M de—p,
eingefithrt und Jcos® o =J’ gesetzt wird.

Um die Festwerte €, und C, zu bestimmen, setzen wir, da sich
die Ordinaten y der Stabachse auf die Stabsehne beziehen,

fir x=o Ady=o0
fir x=1 dy=o
und finden .
CI:%J‘IU’:dx
0
, == 0.

Die Gleichung der elastischen Linie nimmt damit die Form an

l T

EJ’Ay:%C-f,uzdx—f,uxdx.
0 0

Um die Betriage der fiir die Kontinuitiatsbedingungen notwendigen
Differentialquotienten zu erhalten, differentiieren wir die voranstehende
Losung und finden !

ad 1
EJI —d;y=7f,u,zdx~—~,u“.
0

Durch partielle Integration gelangen wir zu der allgemein

giltigen Verkniipfung
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f”zdw =xu, ——J‘x Cf;:: dx = a:,ur—J‘Mxxd;z,

1 l
f,uxdx =lu,— foZEdCII,
0 0

wenn u, den Wert von p_ fiir =1 bedeutet.
Mit diesem Ausdrucke fiir das bestimmte Integral geht die Glei-
chung des gesuchten Differentialquotienten uber in

mithin ist

EJ’dAy o, — fM wda.

Beachtet man, daB u,— u, die durch M definierte Momenten-
fliche von x bis I ist, weiter, daB das durch | geteilte Integral in
der letzten Gleichung den rechten Auflagerdruck der ganzen Momenten-
fliche vorstellt, so 1aBt sich die rechte Seite dieser Gleichung, als die
zur Momentenfliche M als Belastung gehorende, negativ genommene
Querkraft %, an der Stelle x deuten (Satz von Mohr). Sonach
konnen wir auch schreiben

EJ,dAJ

x———é}ix..........d,)
Zwecks Verwendung dieses wichtigen Ergebnisses fiir die Kon-

tinuititsbedingung bestimmen wir die Sonderwerte des Differential-
quotienten fiir x==1 und x=o0. Es ist offenbar

[‘i‘i@J __ B
dx ,,-:_-l_— EJ)

[d/] v A

@z ] B

wenn mit ¥ und B die von der Momentenfliche M_ herriibrenden

Auflagerkrifte im linken bzw. rechten Endpunkt bezeichnet werden.
Die Verkniipfung der Gleichungen 5) mit der Kontinuititsbedin-

gung 1) liefert die Beziechung

5)

cos?y cos®

k Vi+1 9

— — — — ?, ., =0,

EJ' C053 k+EJk+1COS q) k+1 + k+1

wobei siamtliche Gl1eder mit — I multlphziert wurden. Setzt man fir

schwach gekriimmte Stibe genau genug cos®y:cos® ¢ = I, so entsteht

B Wers S+d =0 ... ... 6

E + EJk+1 _]— k+1 * M )

Durch die Zeiger k und k-t 1 wird die Zugehorigkeit der einzelnen Glie-
der zu den durch die Gleichung 6) in Verbindung gebrachten Stiben [,
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und 7, , festgelegt. E wurde zeigerlos belassen, da wir das Elasti-
zititsmaBl in allen Stiben gleich groB annehmen wollen.

Gleichung 6) stellt, unter den eingangs angefiihrten einschrankenden
Bedingungen, die integrierte Kontinuitatsbedingung vor. FaBt man
die Momentenflichen der durch 6) verkniipften Stibe als Belastungen
auf, so stellen B, und 9, , die von dieser Belastung herriihrenden
Balkenwiderstinde im Zusammenhangspunkte k vor.

Abb. 38.

Wir haben in Gleichung 3) einen Ausdruck fiir das Biegungs-
moment M_ fiir den allgemeinsten Belastungsfall eines Elementes ge-
funden. An Stelle der Momente
Mr und M’ fihren wir fiir den
Stab I, die AnschluBmomente
M;_; und M; entsprechend
den beiden Endpunkten k — I
la ! 6 und % ein, ebenso Mj und Mj .,
: T fir den Stab [, ,, dessen End-

~
}

Z

—
!
|
1

|
L

punkte % und k-1 sind
(Abb. 38). Alle iibrigen Kraft-
groBen und Abmessungen, die
sich auf die durch die Konti-
nuitatsbedingung in Zusammen-
hang gebrachten Stibe I, und
l,,, beziehen, werden durch
die Zeiger k und k- I unter-
— schieden. Wir konnen daher
Abb. 39. schreiben

3

-? -
o

ﬁ,_ﬂi
e )
<,

Y N
et e -
o

9

— ——3n
)

fiir Stab 7,:

x
M, = Mz—l(I "‘%) + Mlgj + Hyy, + Mz,
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fir Stab byt
x
= (1 —2) £ 3l b By B

Die durch M, definierten Momentenflichen zerfallen sonach fiir
jeden Stab in vier Teile; wir bestimmen deshalb die Auflagerkrifte %8,
und %, ,, zweckmiBigerweise fiir jeden Teil getrennt. Aus Abb. 39,
in der die einzelnen Momentenflichen unter der Annahme, daB M7,
M! und H Eins sind, dargestellt erscheinen, findet man leicht

fir die Momentenfliche a)

1 1
by=7350b Or1=35l+1>
fir die Momentenfliche b)
1 1
by=350b Q1 =75 bt
fir die Momentenfliche c)
E—1 £+1
_ Ek__gk = §k+1 6l‘,j:l
kT k—l—-— 1 ak+1_— k+1 1 1 .
) k k+1 k+1

&1 und 6":‘: sind die statischen Momente der zwischen Stab-
achse und Stabsehne gelegenen Flichen &, bzw. @, .. - Der untere
Zeiger stimmt mit dem Stabzeiger iiberein, der obere Zeiger gibt den
Bezugspunkt an, durch den die Momentenachse geht.

Die Werte von 9B, und 9, ,, infolge der zunichst nicht niher
bestimmten Feldbelastung (Moment M,) bezeichnen wir mit B und
Ay s

Fir das Gesamtmoment M, gilt somit

@5"—
B, = Mj_ g +M"k+H + 8%,

rl 1 &1
Ay 3= My k;I‘}‘Mk k+l+Hk+1 L, +21k+1’

damit geht Gleichung 6) iiber in

- N SRV SN +%k}+

1 %
+ EJ, ., [Mkf k::l + Mty k6+1+Hk+1 ls +2Ik+1]

— O+ B =0

Wir multiplizieren nun mit 6 EJ,, wobei J, ein beliebig ge-
wéhltes Trigheitsmoment bedeutet, losen die Klammern auf, ordnen
die Gleichung und fithren

61:—1

Jo _p
=1
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ein. !’ heiBe die reduzierte Linge des Stabes. Wir erhalten
danach

, , 1l
My U+ 2 MU+ 2 Myl + Mi oy Uiy 6 Hi @ ‘i’;+
k

74 .
+6 Hy 1 @175 — 6B (% — ) =N . . . 7)
k1

Mit N haben wir das von der Belastung abhingige Glied be-
zeichnet. Es ist

4 ’
N——6ur P _wr, g
U Uit

Gleichung 7) tritt an Stelle der Kontinuititsbedingung in die
Gesamtheit der Elastizititsbedingungen ein, sie enthilt keine Diffe-
rentialquotienten mehr, erscheint also als das Integral der Kon-
tinuititsbedingung 1). Da sie eine Funktion der vier Anschlub-
momente der beiden zusammenhingenden Stibe darstellt, so wollen wir
Gleichung 7) in ihrer allgemeinsten Form als Viermomentensatz be-
zeichnen. Die nach diesem Satze im Sonderfalle aufgestellten Elasti-
zititsbedingungen heiBen dann Viermomentengleichungen. Vier-
momenten- und Winkelgleichungen bilden somit das System der
Elastizititsbedingungen, aus denen, wie wir sehen werden, die Be-
stimmungsgleichungen fiir die Ermittlung der iberzihligen GréBen
herausgelost werden. Die Kontinuititsbedingung 1) selbst hat fiir die
hier betrachtete Tragwerkgruppe keine praktische Bedeutung mebhr,
an ihre Stelle ist der Viermomentensatz getreten. Das Belastungs-
glied N hingt nur von der Belastung der beiden durch die
Viermomentengleichung verkniipften Stibe ab und ist un-
abhiangig von der Belastung der iibrigen Elemente.

Kommen nur gerade Stibe in Betracht, so fallen die Glieder
mit H fort, da die Flichenmomente & Null sind. Der Satz nimmt
dann die einfachere Form an:

My L A2 ML A2 ML M — 6 BT (9 — By y) =N
7)
Fiir den besonderen Fall, dal im Punkte k¥ nur zwei gerade

Stibe zusammenstoBen, wie beim einfachen Grundsystem, geht die
letzte Gleichung in den bekannten Dreimomentensatz iiber.

M,_, L+ 2M, (lk,+lk,+ D+ My lkl+1 — 6EJ¢(07;_'91‘+1) =N.7")

Man erkennt hier ohne weiteres die Clapeyronschen Gleichungen
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wieder, wenn man die Drehwinkel ¢ durch die Differenzen der Knoten
verschiebungen ersetzt.

In der vorangehenden Darstellung wurden jene Momente positiv
gezihlt, welche, an dem rechten festgehalten gedachten Stabteil an-
greifend, im Uhrzeigerbewegungssinne drehen. Diese Festsetzung muf
noch mit Riicksicht auf zusammengesetzte Rahmenformen erganzt
werden. Wir denken uns jedes Rahmentragwerk zu einem einfachen
oder mehrfachen geschlossenen Rahmen erginzt und die ausgezeich-
neten Punkte jedes Einzelrahmens von einem beliebigen Punkte aus
im Sinne der Uhrzeigerbewegung beziffert. Dann ist, um links und
rechts festzulegen, der Beschauer so aufzustellen, daB er die niedrigere
Ziffer zur linken Hand hat. Unsere Festsetzung besagt demnach, daB
die Momente dann positiv gezihlt werden, wenn sie den
Stab gegen das Innere des Einzelrahmens, also gegen den
im Innern stehenden Beschauer zu wdélben trachten.

Die Viermomentenglei-
chungen werden nun fiir S
jeden einzelnen Rahmen ge-
maf Satz 7 in der Reihen-
folge, die durch die eben 2
angegebene Bezifferung i
festgelegt ist, angeschrie-

Q

a

ben. Samtliche Anschlufmo-

mente dieser Gleichungen a q
werden mit einer Ausnah- Abb. 40.

me positiv angenommen.

Diese Ausnahme bezieht sich auf die Endmomente jener Stibe, die zwei
benachbarten Einzelrahmen gemeinsam sind, wie z. B. Stab ¢d in
Abb. 40. Dieser Stab wird als Glied des Rahmens abed bei Auf-
stellung der Viermomentengleichung im Sinne ¢ — d durchlaufen. Seine
Endmomente werden hierbei positiv angenommen. Als Stab des Rah-
mens cefgd wird aber cd beim Ansatz der Momentengleichungen
dieses Rahmens im umgekehrten Sinne von d nach ¢ durchfahren;
der Beschauer steht jetzt auf der anderen Seite des Stabes, so daf3
Punkt d als niedrigere Ziffer zu seiner linken Hand ist. Nun ist der
Sinn der positiv drehenden Momente durch die angesetzten Glei-
chungen des Rahmens abc¢d, soweit Stab ¢d in Betracht kommt, be-
reits festgelegt. Vom Rahmen cefgd gesehen sind diese Momente
jetzt negativ drehend. Sie sind daher das zweitemal mit negativem
Vorzeichen einzufithren. Wir erhalten daher folgende Vorzeichenrcgel:
Samtliche AnschluBmomente sind positiv in die Vier-
momentengleichungen einzufithren, mit Ausnahme der An-
schluBmomente jener Stibe, die zwei benachbarten Einzel-

Bleich, Viermomentensatz. 3
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rahmen gemeinsam sind. Diese sind einmal positiv, einmal
negativ in die Viermomentengleichungen einzusetzen.

Die Sehnenkrifte H sind positiv, wenn sie den Stab zu verlingern
trachten. Die Fliche @ oder deren statische Momente & sind positiv
zu zdhlen, wenn der gekriimmte Stab nach auBen, negativ, wenn der
Stab gegen das Rahmeninnere gewoélbt ist. Bei krummen Stdben, die
zwei benachbarten. Feldern gemeinsam sind, wird deshalb @ und &
einmal positiv, einmal negativ in den Viermomentengleichungen er-
scheinen.

Berechnung des Belastungsgliedes N,

Es bleibt noch iibrig, die mit N bezeichnete rechte Seite der Vier-
momentengleichung 7) — das Belastungsglied — auf Grund der
Formel 8) fiir einzelne praktisch wichtige Lastsysteme zu berechnen.

a) Belastung der Stibe I, und I, ., durch Einzellasten P, und P, , ,,
die senkrecht zur Stabsehne gerichtet sind. Abb. 41a.

Abb. 41.

Die Momentenfliche 3¢, fiir eine EinzellastTP im Abstande a
vom linken Auflager ist in Abb., 41b dargestellt. Die Auflagerkrifte
%P und BP sind leicht zu berechnen. Bezeichnet_man das Moment
in der Entfernung a mit M, so folgt zunichst

%P__:%[%.%a—i-m(l )(+ t— ))} gé—tl—l—a);

nun ist 1
—a
M, =P - ;T
mit welchem Betrage sich

w1l
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ergibt. Vertauscht man @ mit (!l —a), so erhdlt man auf kurzem
Wege 9P, und zwar

Pl—a l—a )“‘:l
P~ — .
=% [1 ( i
Gleichung 8) geht mit diesen Werten, wenn man eine Gruppe paral-
leler Lasten ins Auge faBt, iiber in

aﬁ

l— a)}
——2Pk+1(l—a)k+1l,£+1(l—-(l2¢5) o o e 9)
-1

Bezeichnet man die von den besonderen Systemabmessungen
unabhingigen Teile in N mit f; und f,, nimlich

A A e,

so 1aBt sich Gleichung 9) in der Form schreiben

N=—LUZPrfoi—lbi1let1 ZPit1 fr. . . . 9)

Abb, 42.

f, und f, sind Funktionen der Verhiltniszahlen 2 baw. l—-l-a
und koénnen ein fiir allemal in Tafeln vorberechnet werden. Derartige

Tafeln der Funktionen f, und f,, die wir als Stammfunktionen
bezeichnen, und die bei der Darstellung der EinfluBlinien eine wich-

. . NI . a
tige Rolle spielen werden, sind im Anhange fiir T von 0,0I zu 0,01
steigend enthalten.

3‘
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b) Die geraden Stibe sind durch ein System paralleler Einzellasten
belastet, deren Richtuug im allgemeinen gegen die Stabrichfungen ge-
neigt ist. Abb. 42.

Wir bezeichnen die Winkel, die die Stibe I, und I, , mit einer
Geraden x —x, die senkrecht zur Lastrichtung steht, einschlieBen,
mit @, und e,,,. Jede Last wird in zwei Teilkrifte senkrecht und
parallel zur Stabrichtung zerlegt, wie dies Abb. 42 zeigt. Da bei
geraden Stiben der EinfluB der Langskrifte auf die Momente Null
ist, so bleibt fiir jeden Stab ein System von senkrecht zur Stabrichtung
wirkenden Kriften zuriick, fiir welche die Beziehung 9 oder ¢ gilt.

Wir finden somit, wenn wir Gleichung 9’ benutzen,

N=—1bl/ cosey ZPfy —boyr [y  c05 0, ZPy s fy
oder
N=— 23U 2P fo— Ay b1 2Py fy - . . . II)
A, und 1, sind die Projektionen der Stablingen [, und [,

auf die Richtung  — . f, und f, werden fiir die Verhiltnisse —l;—
ul

A

oder —- den vorerwihnten Tafeln entnommen.

¢) Belastung durch gleichformig verteilte Streckenlasten p, bzw. p, .
in den Stabfeldern I, und I, ,. Abb.43.

rALA9

I
1

Abb. 43.

Setzt man in Gleichung 9) fiir P den Wert pdx und fiir das
Summenzeichen das Integralzeichen, so erhidlt man

ao+'§ lo+§
, a,’ , I_(l—“);:ﬂ
Ny=—2nl | % I"‘_l;e‘ AT —Py g legy |0 — s By, dw
ﬂo—'g‘ ao——g-

und nach Ausfiihrung der” Integrationen

2
N,=—pili[a, 8]k [1 _4 a04 ;;ﬂg]k

) a)e
— D1 l;£+1[(l-—ao)5]k+1[l"—4(l Z;Z +B’]k+~l 2)
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d) Totale gleichformig verteilte Belastung p, bzw. p,., in den
Stabfeldern I, und I, ,.

Fiihrt man in Gleichung 12) =1 und ao=% ein, so wird

1 1
N,,‘“‘=——Tpkl;2l?,—Tpk+1l:£+1l,§+1 .. . I3)

¢) Belastung durch Drehmomente p, und w, ., in den Feldern
L ound L, .. Abb.44.

Das Moment u greife
in m im Abstande a von
der linken Stiitze an. Abb.
44a. Es wird positiv ge-
zahlt, wenn es vom Rah-
meninnern gesehen, im
Sinne der Uhrzeigerbewe-
gung dreht.

Mit den Bezeichnungen
der Abb. 44b, die die Mo-
mentenfliche M, darstellt,
findet man zunichst:

%P:%[_ﬂ:ﬁl% ot (l—z—la)“(a+ l—a)]

-2 fs(e))

ferner YP aus dem Betrag von BP, wenn man ¢ durch (| —a) er-
setzt und beachtet, daB YP negativ ist. Man erhilt sonach

r l——a)"‘J
rP___ M _ )
A v 6l|_I 3( 7

Mit diesen Werten nimmt Gleichung 8) die Form an

l—a

a\? ’
N =— My, lk' [I —3 (T) Jk+ My+1 lk’+ 1 [I —3 (—-l—) ]k+1 14)

J) Belastung durch Einzellasten P, parallel zur Stabsehne. Abb. 45.

In Ubereinstimmung mit den Annahmen bei der Aufstellung des
vollstindigen Ausdruckes fiir M, (Gleichung 3 S. 27) fassen wir 4 als be-
wegliches, B als festes Lager des Balkens 4 B auf, so daB in den End-
punkten die senkrechten Auflagerwiderstinde 4 und B und auBer-
dem in B die wagerechte Last P, zur Wirkung kommt. Abb. 45a.
a und b sind die Koordinaten des Angriffspunktes der Last P,.



38 Tragwerke aus geraden oder schwach gekrlimmten Stiben usw.

Die Momentenfliche 148t sich zweckmifBig in zwei Teile zerlegen:
In das iiberschlagene Dreieck, Abb. 45b, und in die krummlinig be-
grenzte schraffierte Momentenfliche mit den Ordinaten P,y, Abb. 45c.

g 1%

Abb. 45.

Die erstgenannte Fliche stimmt mit der Momentenfliche unter e) iiber-
ein, weshalb man unter Verwertung der oben gewonnenen Ergebnisse,
wenn u==P,b gesetzt wird, findet

— B[] wr =B [is(3)]
wr =Dt B ="t )

Bezeichnet man das statische Moment der schraffierten Momenten-
fliche der Abb. 45c von a bis I, bezogen auf den rechten bzw. linken
Endpunkt, mit 88 und 34, so ist

B 4
AP = QT und  B,P = —s—l—,

und Gleichung 8) geht iiber in

- a\? 17/ l—a\?
M=—nBfLb |1 =37 k+P;. bivabasa |T— 33 e

1 I
FOREL I ORI L )
k
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8;~' und 8fT] sind die statischen Momente der zwischen Stab-
achse und Stabsehne gelegenen Fliche von a bis | des Stabes L,
bzw. I, ,, bezogen auf k— 1 bzw. Kk} 1.

§ 5. Die Berechnung der Lingendinderungen A7 in den Winkel-
gleichungen.

Wir fassen den einem Tragwerke entnommenen Stab »-—1 als
Balken auf, der in r ein festes, in I ein in Sehnenrichtung beweg-
liches Lager besitzt, mit den AnschluBmomenten M* und M? der
Sehnenkraft H und der Feldbelastung P belastet ist, und berech-
nen die Verschiebung 4! des Punktes ! in der Richtung der Sehne
infolge dieser Belastung. Abb. 46.

Abb. 46.

Betrachtet man die stetig gekrimmte Stabachse als Stabeck
mit unendlich vielen, unendlich kleinen Seiten, die sich bei der
Belastung um die Drehwinkel ¢ drehen, so kann die Gleichung der
elastischen Linie bei Vernachlissigung der Neigung der Stabelemente
gegen die Stabsehne auch in der Form geschrieben werden:

i,
2 — M,

9, ist der Drehwinkel des Elementes ds und M, das Biegungs-
moment an der Stelle x. Aus dieser Verkniipfung zwischen ¢, und
M, folgt nach dem in § 4 abgeleiteten Satze (Gleichung 4) die Be-
ziehung

EJ9,——R, . ... ..... 16)

R, ist die Querkraft an der Stelle z, wenn der Balken r —1 mlt
der durch M, beschriebenen Momentenfliche belastet ist.

Um nun einen Zusammenhang zwischen dem Winkel ¢, und den
Lingenanderungen zu finden, wenden wir die erste Winkelgleichung
auf unser Stabvieleck an. Mit Riicksicht auf die unendlich kleinen



40 Tragwerke aus geraden oder schwach gekriimmten Stdben usw.

Elemente von der Linge ds geben wir dieser Gleichung die Gestalt
1 7
fAdscosa—{—fﬂxdssina——Al=0.

0 0
Wir setzen nun fiir den Bogen

Adscosa=—l%%§cosa—{—attdscos a,

wobei F der Stabquerschnitt, ¢, die Ausdehnungsziffer fiir 1° Tem-
peraturdnderung, ¢ die Temperaturschwankung ist. N_ bedeutet die
Normalkraft im Elemente ds an der Stelle . Im Einklange mit der
beim Ansatze der Differentialgleichung getroffenen Vereinfachung
setzen wir N, gleich der Sehnenkraft H und erhalten somit, wecan
wir noch beachten, dafl dscosa=dx ist,

H
Adscosa——ﬁdac—[—attdx.

Die Einfithrung dieses Ausdruckes in die Winkelgleichung ergibt,
da dssina==dy geschrieben werden kann,

!

H
E’F dx—}—atfdx+ 9, dy—dl=o0
0

und daraus
1

Al:%—}—attl—i— B, dy=o0.
0
Benutzt man fir ¢, den Wert aus Gleichung 16), namlich:
b
B =%,
x EJ

s0 entsteht
!

Hl
— =+ il Eme dy .

Diese Gleichung 148t deutlich den im § 2 unter b) erwdhnten drei-
fachen Ursprung der Sehnenlingenianderung 4! erkennen. Wir heben
den von der Biegung herriihrenden Teil, den wir mit 47, bezeichnen

wollen, heraus; setzen also
!

0



Die Berechnung der Liéngenidnderungen Al in den Winkelgleichungen. 41

Durch partielle Integration gelangt man zu der Beziehung

d
fs{xdy =R,y ——fy ds;‘ der="%"R_y ——foydw;

somit nimmt A, da fiir x=0 und =1, y=o0 ist, den Wert an

!

Al — ‘E‘f M yde.

Nach Einbringen des vollstdndigen Ausdruckes fiir M, (Gl. 3, Seite27) wird

I

A, — EJ{ y(l ac)dx—}———jyxdx—}—Hfo—l——f?ﬁydw

Nun bedeuten
I3 !
fy(l—-—x)dac:@l und fyacdx=@'
0 0

die gleichen Flichenmomente, denen wir bereits in der Viermomenten-
gleichung begegnet sind. &' ist das Moment der zwischen Stabachse
und Sehne gelegenen Fliache bezogen auf den rechten, & das statische
Moment der gleichen Fliche bezogen auf den linken Stabendpunkt.

Ferner ist
7

x
fy“dx:zf%ydw:z@w
0 0

wo &, das statische Moment der obenerwdhnten Fliache bezogen auf
die Stabsehne bedeutet.
Wir bezeichnen schlieBlich das Lastglied

l
fm yde—=a
0

und erhalten den Gesamtbetrag der Lingendnderung Al in der Form

m NI, st6)

Das Vorzeichen der KraftgroBen M, H und 9, sowie der Ordi-
naten y ist nach den in § 4 getroffenen Vereinbarungen festzusetzen.
t ist fiir eine Temperaturzunahme positiv einzufiihren. In Abb. 45 haben
wir samtliche Kraftgr6Ben positiv angenommen. Dieser Anordnung
entspricht im einzelnen eine Zunahme der Sehnenlinge, welcher
Zunahme wir im vorangehenden das positive Vorzeichen von Al
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zugeordnet haben. Einem positiven 41 entspricht somit eine Sehnen-
verlingerung, einem negativen eine Sehnenverkiirzung.

Ist der Stab, was meistens der Fall sein wird, nach einer sym-
metrischen Achsenlinie geformt, deren Fliche wir mit @ bezeichnen,
so gewinnt Gleichung 17) etwas einfachere Gestalt, und zwar:

Al=%+a,tl+-ﬁ%’—[§(M'+M’)—|—‘2Hd5a+G], . 17)

worin ¢ der Abstand des Schwerpunktes der Fliche @ von der Stab-

sehne ist.
Fiir den Fall der Belastung mit einer Einzellast P=—1 1dBt sich
bei symmetrischen Stiben das Lastglied @ in der Form

G=gil?
darstellen, wo g eine von der Stabform und dem Laststellungsverhaltnis %

abhingige Funktion, § den Pfeil in Stabmitte bedeutet. Da wir es
nur mit schwach gekriimmten Stiben zu tun haben, wird es angingig
sein, die Achsenlinie stets durch eine Parabel zu ersetzen, wodurch
die Moglichkeit gewonnen wird, die Funktion g im voraus zu be-
rechnen.

Fir eine Last 1 im Abstande ¢ vom linken Auflager ist

fir x<a 9.Rz=l—_l—ax,

fir x>a mz=%(l——x).
Die Gleichung der Achsenlinie lautet bei der Pfeilhdhe f§
f
y= ﬂlT z(l—zx),

somit ist

I a ]
G=J‘9ﬁmydx=%—:—[l7afx" (l—=) dx+i;— w(l——w)’dm}
0 0

a

(== +4]

Damit ist die Funktion g gegeben durch

=36 =6 +6)

Im Anhange ist g fiir verschiedene Werte von 5;- in einer Tafel

o~

<Q

dargestellt.
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Fiir parabelformige Achsenlinien gilt ferner:
®=21f und o=£%f}

Mit diesen Werten findet man den Betrag von A1 fiir die Belastung
mit der Einzellast P

H l
A= Pt eyt [+ 30) + & B Pot). . 177)

g ist, der Stellung der Last P entsprechend, aus der Tafel zu ent
nehmen.

§ 6. Die Darstellung der EinfluBlinien der statisch nicht bestimm-
' baren GroSen; Zusammenfassung.

Die Gesamtheit der Elastizitidtsbedingungen besteht aus den Vier-
momenten- und Winkelgleichungen.

Die Viermomentengleichungen sind Funktionen der Knoten-
momente M, der Sehnenkrifte H und der Stabdrehwinkel . Sie
konnen schematisch in der Form

f(MH3)=N
geschrieben werden.

Die Winkelgleichungen
sind Funktionen der Seh-
nenlingenianderungen A1
und der Stabdrehwinkel &.
Wir schreiben daher sym-
bolisch

@ (419) =o0.

Es sei nun das Ele-
ment {—I, ¢, und nur
dieses, im Abstande g vom
Punkte ¢— 1 mit der Last
P=1 belastet. Die Last
sei senkrecht zur Stabsehne
gerichtet. Nach  Glei- Abb, 47.
chung 9) nimmt das Last- ‘
glied N in den beiden zu den ausgezeichneten Punkten ¢+— I und ¢
gehorenden Viermomentengleichungen folgende Werte an:

1—a)®
N,._1=——(l—a),.l,.'(1——( lea) )‘=F1’
2

N,-=—a,.l,.’(1——%>=ﬁg.
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Diese beiden Ausdriicke, die Funktionen dritten Grades von a
sind, bezeichnen wir mit F; und F,. Da a mit (! —a) vertauscht
werden kann, so stellt die F)-Linie das Spiegelbild der F,-Linie vor.

Nachdem die andern Felder unbelastet sind, werden alle iibrigen
N-Werte Null. Das System der Viermomentengleichung hat daher

die Form
fi MHY)=o

fp(MHY)==0
fi-a (M H?) =F,
f;(M H ’9) =F,
f,(MH$)=o.
Eliminiert man mit Hilfe der Winkelgleichungen die Drehwinkel 9,

so erhilt man ein neues System von Gleichungen, deren Zahl der
Anzahl der Uberzihligen entspricht und die die Form haben
D (MHAl)=¢, F,+c,F,.

Die Beiwerte ¢, und ¢, sind aus den Koeffizienten von M, H
und 4! entstanden und hingen somit nur mit den Abmessungen
des Systems zusammen, sind also Festwerte.

Die Sehnenkrifte H, die Momente M und die Dehnungen Al
stellen Funktionen der Belastung und somit Funktionen der verdnder-
lichen GréBe a, sowie der Uberzihligen X vor. Wir wollen zunichst
untersuchen, wie diese Abhingigkeiten von ¢ beschaffen sind. Zu
diesem Zwecke betrachten wir ein beliebiges einfaches Grund-
system, als dessen Uberzihlige wir die Momente M, und M, und die
Stabkraft H, ansehen. Abb. 47.

Fiir das Eckmoment M, finden wir

M,=M +Hh}Ac.
Da A linear abhingig ist von a, so ist auch M, mit a durch lineare

Beziehungen verbunden.
Fir eine beliebige Sehnenkraft H, gilt die Beziehung

H, = — Acos -+ H, sinf.
Durch 4 wird auch H, eine lineare Funktion von a.
Soweit Al von den Endmomenten M und den Sehnenkriften H
abhingt, ist auch fiir 41 der lineare Zusammenhang mit a gewahrt.
Nur die durch 9, von der Belastung abhingige Funktion G in 41

(bei gebogenen St'a'.ben) kann verschiedene Formen annehmen, wes-
halb auch der damit zusammenhingende Teil von 47 in verschiedenster



Die Darstellung der Einflufilinien d. statisch nicht bestimmbaren Grofien. 45

Weise mit a verkniipft sein kann. Wir bezeichnen die Funktion von
a, die diesen Zusammenhang ausdriickt, mit G (a).
Al kann demnach geschrieben werden

Al=u"a+ "+ G (a).
Das, was flir das einfache Grundsystem gilt, besteht auch fiir jedes
andere System zu Recht, das aus einfachen Grundsystemen abgeleitet
wird. Wir konnen daher die Momente M, die Kriafte H und
die Dehnungen Al eines beliebigen Systems in der folgenden allge-
meinen Form darstellen:

M=aX,+pX,+...+ua-+tv

H=dX +X,+...+uad -+

A= X A X, A w0+ 6@+ G
wenn mit X, X, ... die Uberzihligen bezeichnet werden.

Die Koeffizienten «, 8, &, 8 ... u, v, w/, v usf. hingen von den
Abmessungen des Systems ab. Setzt man die vorstehenden Ausdriicke

in die Bestimmungsgleichungen ein, so wird man bei n Uberzihligen
ein System von n Gleichungen folgender Art erhalten:

mX, +nX, +pX;+. .= F +F, + /G (a) + " Gyp(a) . - .
+da-te.
Die Auflosung dieses Gleichungssystems nach den Unbekannten
X,, X, ... liefert eine beliebige Unbekannte X als Funktion der Gro3en
F,, F,, G(a) und ¢ und zwar:

X=c,F,+c, F, G (a)+"Gy(a) .. .da—+e.
In allen Unbekannten kehren die Funktionen F, und F, sowie
G (a) immer wieder.
F, und F, koénnen wir unter Hinweis auf Formel ¢’) S. 35 die

Form geben
Fi=—f1ll und F,=—fIll,

wobei f, und f, die oben erwdhnten Stammfunktionen sind.

Die Funktionen @ (a), die nur dann auftreten, wenn im Trag-
werk gekriimmte Stdbe vorhanden sind, hingen von der Stabachsen-
form ab und koénnen, wie wir gesehen haben, in die Gestalt

G=gfl*
gebracht werden. f ist der Kriimmungspfeil des Stabes.
da e ist eine gerade Linie, die die Endordinaten des Einflulinien-

zweiges festlegt, da die Funktionen £, f,und ¢ fiir %: o und %:I

die Ordinaten Null aufweisen.
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Da die Stabachsen bei geringer Kriimmung als Parabeln angesehen
werden konnen, so unterscheiden sich die Funktionen G,, G, ... nur
durch einen konstanten Faktor voneinander. Ihre Summe kann daher
geschrieben werden:

E,Gl (a)—}-c_"Ge (@)+ - .. =g((?fxl12+‘?’f2l22 +..)=0y.

Somit entsteht unter Benutzung der Gleichungen fiir ¥, und F,

X=Af,+ Bf,+ Cg+da-e.
4, B und C sind Festwerte, die nur mit den Abmessungen des Sy-
stems zusammenhédngen.

Man erkennt somit, daBl das vorgefithrte Verfahren auch fiir
die Darstellung der EinfluBlinien der Uberzihligen insofern Vor-
teile bietet, als es bei den hier betrachteten Systemen nicht mehr
notwendig ist, Biegelinien zu berechnen und zu zeichnen. Aus zwei
Grundlinien f, und f, und aus der g-Linie lassen sich samtliche
EinfluBlinien nach Auflésen der Bestimmungsgleichungen zusammen-
setzen. Man hat im allgemeinsten Falle, unabhingig vom Grade der
statischen Unbestimmtheit, nur drei bekannte Linien zu addieren und
von einer Geraden abzutragen. Besondere Vorteile bieten sich natur-
gemiaB bei Tragwerken, die nur aus geraden Stiben bestehen. Dort
stellt X nur eine lineare Verkniipfung der beiden Stammfunktionen
f, und f, vor.

Zusammenfassung. Am Schlusse der allgemeinen Ausfithrungen
iiber die Berechnung der statisch unbestimmbaren Grofen in Systemen
mit geraden oder schwach gekriimmten Staben angelangt, moge eine
kurze Zusammenfassung des Rechnungsganges gegeben werden.

1. Nachdem das Tragwerk durch passende Zusatzstibe zu einem
einfachen oder mehrfachen geschlossenen Rahmen erginzt ist, werden
fir jedes Rahmenfeld so viele Viermomentengleichungen angesetzt, als
ausgezeichnete Punkte vorhanden sind, wobei man jeden einfachen
Rahmen im Sinne der Uhrzeigerbewegung, von einem beliebigen
Punkte beginnend, durchliuft. Die AnschluBmomente jener Stibe,
die zweien benachbarten Rahmen gemeinsam sind, werden in dem
einen Felde positiv, im andern Felde negativ in Rechnung ge-
stellt. Alle iibrigen AnschluBmomente und die Sehnenkrafte H sind
positiv einzufilhren. Es ist, wenn verschiedene Belastungsmoglich-
keiten in Betracht kommen, zweckmaBig, die Viermomentengleichungen
ohne Riicksicht auf die Art der Belastung anzusetzen, d. h. also, die
rechte Seite der Gleichungen mit N zu bezeichnen und mit diesem
allgemeinen Werte einstweilen zu rechnen.

2. Fiir jedes Rahmenfeld werden zwei Winkelgleichungen an-
geschrieben. Die 4! und & sind zunidchst positiv anzunehmen. Das
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Vorzeichen der Winkelfunktionen wird durch die Neigungswinkel «
der Stabsehnen gegen die Richtung der Projektionslinie & —x be-
stimmt, welche Winkel von der von links nach rechts gerichteten
Parallelen zu x — x, die im niedriger bezifferten Stabendpunkte an-
gesetzt wird, entgegengesetzt dem Sinne der Uhrzeigerbewegung zu
zahlen sind. Siehe die Pfeile in der Abb. 24 auf S.16. Als Bezugs-
linie & —  fiir die Winkel ¢ kann jede beliebige Gerade der Trager-
ebene, die zum Tragwerk festgelegt ist, gewahlt werden.

3. Die Stabdrehwinkel ¢ werden aus den Gleichungen eliminiert,
worauf so viel Bestimmungsgleichungen gewonnen werden, als statisch
nicht bestimmbare Groflen vorhanden sind. Diese Bestimmungs-
gleichungen gelten fiir jede Art der Belastung, da sie nur die all-
gemeine Bezeichnung N enthalten.

4. Wahl der Uberzihligen X und Einfiihrung der Ausdriicke fiir die
AnschluBmomente M, Sehnenkrifte H und Dehnungen 41, sowie Ein-
fiilhrung der der Belastung entsprechenden Werte der N. Die M, H
und 4l sind hierbei als Funktionen der Belastung, Temperaturinde-
rung und der Uberzahligen X darzustellen. Bei der Aufstellung
dieser statischen Beziehungen sind, in Hinsicht auf das Vorzeichen
der Momente, die Stibe von jenem Rahmen aus zu betrachten, in
dessen Viermomentengleichungen sie positiv eingefithrt wurden. Bei
Ermittlung der Langenanderungen A1, soweit sie von bekannten oder
in ihrer Richtung durch Annahmen festgelegten &uBeren Kriften,
wozu auch die Auflagerreaktionen gehéren, herrithren, sind die Sehnen-
krifte mit positivem Vorzeichen zu versehen, wenn sie den Stab
zu verldngern, mit negativem Vorzeichen, wenn sie den Stab zu ver-
kiirzen trachten.

5. Auflosung der so erhaltenen, endgiiltigen Bestimmungsglei-
chungen nach den Unbekannten X.

6. Sind EinfluBlinien aufzutragen, dann setze man nach der Auf-
stellung der Bestimmungsgleichungen fiir die rechten Gleichungsseiten
die abgekiirzten Bezeichnungen F, und F, und stelle nach Auflosung
dieser Gleichungen die EinfluBlinien mit Hilfe der Tabellen der Funk-
tionen f,, f, und g im Anhange zusammen. Wo dies zweckmiBig
erscheint, kann von der eben angegebenen Reihenfolge abgewichen
werden, wie dies auch aus einzelnen der nachfolgenden Beispiele er
sehen werden kann.

§ 7. Einfiihrung der HilfsgréBen I'.

Die Hauptschwierigkeit in der Berechnung hochwertig statisch
unbestimmter Systeme liegt in dem Umstande, daB8 die Uberzihligen
aus einem Gleichungssysteme mit einer groBen Zahl von Unbekannten
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berechnet werden miissen. Das vorgefilhrte Verfahren gibt nun ein
Mittel an die Hand, durch Einfilhrung neuer HilfsgroBen unter Um-
stinden die Zahl der Bestimmungsgleichungen und die Anzahl der
Glieder in den Gleichungen zu verringern, wodurch die Berechnung
derartiger Tragwerke in hohem MaBe vereinfacht wird.

Wir betrachten ein ifach statisch unbestimmtes Traggebilde aus
geraden Stiben mit n Knotenpunkten und r Stdben. Jeder Knoten
liefert » — 1 Viermomentengleichungen, wenn v die veridnderliche An-
zahl der in einem Knoten steif angeschlossenen Elemente bedeutet.
Ferner stehen uns 2p Winkelgleichungen zur Verfiigung, falls das
System in p Einzelrahmen zerlegt werden kann. Durch die Gesamt-
heit dieser Gleichungen sind die Unbekannten der Rechnung, d. s. die
Uberzihligen und Drehwinkel, bestimmt.

Fassen wir zunidchst die Winkelgleichungen fiir sich ins Auge.
Ihre Anzahl kann kleiner, gleich oder groBer sein als die Zahl der
unbekannten Drehwinkel. Betrdgt, wie oben festgesetzt, die Stabzahl
r, so ist die Zahl der unbekannten Drehwinkel  — I, sonach

2Sr—1.

Wenn 2p=r—1I ist, so sind die Drehwinkel sdmtlicher Stibe
bereits durch den geometrischen Zusammenhang der Stibe festgelegt.
Denkt man sich statt der steifen Knoten Gelenke angeordnet, so
stellt die so entstehende ,Ersatzfigur® ein statisch bestimmtes un-
verschiebliches Fachwerk vor. Der Beweglichkeitsgrad oder der Frei-
heitsgrad der Ersatzfigur ist Null

In dem Falle, wo 2p <r — 1 ist, reichen die Winkelgleichungen
nicht aus, um samtliche Drehwinkel zu berechnen. 2jp-Winkel koénnen
als Funktion der iibrigen dargestellt werden, die schlieBlich mit Hilfe
der durch die Momentengleichungen gegebenen, elastischen Zusammen-
hinge gleichzeitig mit den Uberzihligen bestimmt werden. Die Ersatz-
figur stellt keine unverschiebliche Stabverbindung mehr vor. Ihr Frei-
heitsgrad e betragt

e=r—1I—2p.

e Stabe wiren somit hinzuzufiigen, um aus der Ersatzfigur ein
unverschiebliches Fachwerk herzustellen.

- Ist 2p>r— 1, dann stellt die Ersatzfigur ein statisch unbe-
stimmtes Fachwerk vor. Die Winkelgleichungen gestatten die Be-
rechnung der Uberzihligen der Ersatzfigur. Der Freiheitsgrad ist, da
keine Beweglichkeit vorhanden ist, Null.

Wir haben somit zwei Fille zu unterscheiden:

1. Der Freiheitsgrad der Ersatzfigur ist Null
2. Der Freiheitsgrad der Ersatzfigur ist von Null verschieden.
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Wir besprechen zunichst Systeme der ersten Art. Die Anschlub-
momente der Viermomentengleichungen wollen wir in etwas anderer
Weise, als es bisher der Fall ge-
wesen ist, bezeichnen. Sind ¢, 8 4 =
die Knotenpunktsziffern des Sta- 4
bes l,5, so werden seine An-
schluBmomente M,# und Mg* ge-
nannt. Der untere Zeiger weist
auf den Anschluf3knoten hin, beide by
Zeiger Dbezeichnen den Stab, s
fir welchen "das Moment gilt.
Ahnlich lauten die AnschluB-
momente der iibrigen in a zusammenstoBenden Stibe, Abb. 48, M,
und M,%, M,° und M;* usw.

Fir jeden Knotenpunkt werden die Viermomentengleichungen
aufgestellt, indem jedesmal ein Stab der Reihe nach mit den andern
in dem betreffenden Knoten fest angeschlossenen Stiben in einer
Gleichung zusammengefaBt wird. Die Momentengleichungen fiir
den Knoten « lauten, wenn die zwei benachbarten Gliedern ge-
meinsame reduzierte Lange herausgehoben und fir 6 EJ,=p ge-
schrieben wird:

(Mﬁa + ZMaﬁ) l:lﬁ + (ZMGY + Mya) l:xy — 0 (19049 - ’190;?) = Nal
(Mg - 2 M) lop - (2 M® - M3%) U5 — @ (Fap — Das) = N2
(Mg 2 MoP) lop + (2 Ma® 4 M) U, — @ (Fap— Das) = N

Abb. 48.

Wir setzen nun ganz allgemein:
M ~+-2MHN G, =T, uwd M+ 2M#),=1I» . 18)
Der untere Zeiger der HilfsgroBe I stimmt jeweilig mit dem unteren

Zeiger jener MomentengroBe iiberein, die mit dem Faktor 2 ver-
sehen ist.

Aus den Definitionsgleichungen 18) folgen die Formeln
I

3.

M} = (2D — )

L 19)
Mp=——(Ir—T,}
31)./4
Die Viermomentengleichungen nehmen daher die Form an:
If + It — @ (ap—Day) = Nt
L4 10— g (Bay— Pas) — Vot
Faﬂ+rae_9(ﬂaﬂ——ﬁae) =Na3

Bleich, Viermomentensatz. 4
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Die Drehwinkel & sind, da der Freiheitsgrad der Ersatzfigur
unserer Annahme gemdifB Null ist, durch die Winkelgleichungen be-
stimmt und ebenso wie die Belastungsglieder N als gegebene GroBen
zu betrachten. Wir machen hierbei stillschweigend die weiter unten
noch naher zu erdrternde Voraussetzung, daB die in den Winkel-
gleichungen auftretenden Stablingeninderungen entweder Null oder
ihrer GroBe nach bekannt sind. FaBt man nun die Stabdrehwinkel-
differenzen mit den rechten Gleichungsseiten in einen Zahlenwert B
zusammen, so kann man schreiben:

If Ty =B,
I‘aﬂ"‘l"I'az(,:-Bm2
Faﬂ_}_FaszBas

In allen diesen auf den Knoten ¢ beziiglichen Gleichungen tritt die
GroBe I,f auf. Wir bezeichnen sie als Hauptwert der Hilfs-
groBen I' fir den Knoten « Es lassen sich daher alle vom
Knoten & abhidngigen I'-Werte (d. s. jene, welche mit dem unteren
Zeiger ¢ versehen sind) durch den Hauptwert I,# ausdriicken. So-
nach gilt

'yt =B —TI,f

I=B>—1T,*

[i=B3—TI/ %)

In gleicher Weise lassen sich die I'-Werte der anderen Knoten-
punkte durch die betreffenden Hauptwerte ausdriicken. Die Gesamt-
zahl der unbekannten Hauptwerte der I'-GroBen betrigt daher x,
wenn das Tragwerk n Knoten, in denen Stidbe steif angeschlossen
sind, besitzt. Mit der Aufstellung der Beziehungen 20) zwischen den
I'-Werten wurden samtliche Verknlipfungen, die die Elastizitdts-
bedingungen liefern, ausgeniitzt. Sie ergeben hochst einfache Zu-
sammenhinge zwischen den Unbekannten I, die verwendet werden
konnen, um auf Grund der statischen Beziehungen, die zwischen den
HilfsgroBen I' bestehen, die Bestimmungsgleichungen abzuleiten.

Wir stellen zu diesem Zwecke fiir jeden Knoten die Bedingungs-
gleichung

2ZM=o

auf. Die Zahl derartiger Gleichungen ist gleich der Knotenzahl ». Fiihrt
man mittels der Formeln 19) die HilfsgroBen I" ein und benutzt man
ferner die Formeln 20), um siamtliche I-GroBen bis auf die » Haupt-
werte zu eliminieren, so erhilt man schlieBlich ein System von n Be-
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stimmungsgleichungen mit » Unbekannten, womit die Berechnung
eines ¢-fach statisch unbestimmten Systems auf die Auflésung eines
Systems linearer Gleichungen mit n Unbekannten zuriickgefiihrt er-
scheint. Das Verfahren ist natiirlich nur dann zweckmiBig, wenn
n <1 ist, was hiufig genug der Fall ist.

Um ein Urteil iiber die Anzahl der Glieder einer Bestimmungs-
gleichung zu erhalten, stellen wir die Gleichgewichtsbedingungen fiir
den Knoten « auf. Diese lautet:

Mpf4+My+MS+...+m=o0,
falls m ein etwa vorhandenes in « angreifendes Lastmoment bedeutet.

Driickt man nun M,8, M,*, M,%. . . durch die HilfsgréBen I" mittels
der Formeln 19) aus, so treten die GroBen I,AI*, I, I, I'0%* . ..
in die Gleichgewichtsbedingung ein. Da » Knotenpunkte durch
» Stibe mit dem Punkte « verbunden sind, so lassen sich die Hilfs-
groBen unserer Gleichung durch die » Hauptwerte der verbundenen
Knoten und durch den Hauptwert des Knotens & ersetzen. Insgesamt
zahlt demnach eine Bestimmungsgleichung » 4 1 Unbekannte. Die
Zahl der Glieder einer Gleichung ist sonach beschrinkt, was der
Vereinfachung der Rechnung bei der Auflésung der Gleichungen
zugute kommt.

Fithrt einer der Stibe (Stiitzenstab) nach einem Lagerpunkt (be-
wegliches Lager, Gelenk, Einspannung), so zdhlt dieser Lagerpunkt
nicht als Knoten, da keine Gleichgewichtsbedingung fiir ihn aufgestellt
werden kann, dementsprechend fillt auch, wie man sich an einem
Beispiel leicht iiberzeugen kann, ein Hauptwert der I-GroBen aus.
In die Zahl » der Knoten sind daher nur jene Punkte aufzunehmen,
von denen mindestens zwei Stibe ausgehen, wobei hochstens der eine
ein Stiitzenstab sein darf. Zusatzstabe, die den Rahmen schlieBen, sind als
Stiitzenstibe anzusehen. Gehen daher von einem Knoten Stiitzenstibe
aus, so verringert sich die Zahl der Glieder der zu diesem Knoten ge-
horenden Bestimmungsgleichung um die Anzahl der Stiitzenstibe. Sind
die Auflagerpunkte durch einen Zusatzstabzug untereinander verbunden,
so sind diese Stibe bei der Bestimmung des Freiheitsgrades e als ein
Stab zu zahlen, da allen der gleiche Drehwinkel (Null) zukommt.

Liegt ein Tragwerk der zweiten Art vor, dessen Ersatzfigur Be-
weglichkeit besitzt — der Freiheitsgrad sei ¢ —, so kann im wesent-
lichen der gleiche Berechnungsgang eingeschlagen werden.

Unter derselben Voraussetzung, daB die Stablingenanderungen
Null sind oder, wenn von Null verschieden, zundchst als bekannt
anzusehen sind, konnen mit Hilfe der Winkelgleichungen, deren
Zahl jetzt um e kleiner ist als die Zahl der unbekannten Stabdreh-
winkel, ¢ von ihnen als Hauptwerte der Drehwinkel ausgewahit

4%
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und die iibrigen durch diese Hauptwerte ausgedriickt werden. Die
Viermomentengleichungen, aus denen wir die HilfsgroBen I" durch ihre
Hauptwerte bestimmen, enthalten demnach noch e Hauptwerte der
Drehwinkel. Somit treten diese n 4 ¢ Hauptwerte (I*Groen und Dreh-
winkel) in die n Gleichgewichtsbedingungen ein. FaBt man die Dreh-
winkelhauptwerte zunichst als bekannte GroBen auf, so lassen sich
die n Gleichungen wie oben auflésen und man erhilt die » Haupt-
werte der I*GroBen als lineare Funktionen der e Hauptwerte der
Drehwinkel. Um endlich diese zu bestimmen, stellt man noch e passend
gewahlte Gleichgewichtsbeziehungen auf, in welchen man die Momente
und Langskrifte durch die Hauptwerte der HilfsgroBen I" und der
Drehwinkel ¢ ersetzt. Die Berechnung lauft also auf die Auflésung
zweier Systeme linearer Gleichungen mit #» und e Unbekannten, oder
auf die Losung eines Systems mit n -} ¢ Unbekannten hinaus. Wie
leicht einzusehen, ist das Verfahren nur dann zweckmifBig, wenn e
cine kleine Zahl ist.

Wir haben in den voranstehenden Darlegungen die Voraussetzung
gemacht, daB die Stablingeninderungen als bekannt anzusehen,
oder mit andern Worten, daB sie unabhingig von den Unbekannten
unserer Rechnung sind. Dies ist im allgemeinen nur dann der Fall,
wenn die Langeninderungen von Wirmeschwankungen herriihren.
Sollen auch die von den Stablingskraften hervorgerufenen Lingen-
anderungen Beriicksichtigung erfahren, weil ihre Vernachlissigung
nicht statthaft ist, so ist deren GroBe schitzungsweise einzufithren.
Man geht dann so vor, dal man die 4] zuniachst Null setzt, mit den
so bestimmten Werten der Unbekannten die Stablingeninderungen
ermittelt und fiir eine zweite Berechnung beniitzt. Mit diesem Vorgange
ist gewohnlich keine Mehrarbeit verbunden, da fast immer eine wieder-
holte Berechnung zwecks schrittweiser Anpassung der Querschnitte not-
wendig ist. Theoretisch lige wohl keine Schwierigkeit vor, die Berech-
nung auch in Hinsicht auf die Wirkung der Lingskrifte genau durchzu-
fiilhren, doch gingen damit meist jene Vorteile verloren, die wir durch
Einfihrung der HilfsgroBen I' angestrebt haben.

Das in der Abb. 49a zur Darstellung gebrachte zweifeldrige
Tragwerk ist 6fach statisch unbestimmt. Die Ersatzfigur zeigt cin-
fache Bewegungsmoglichkeit, da durch Anbringung eines Stabes, z. B.
der strichliert gezeichneten Strebe in Abb. 49c, ein unverschiebliches
Fachwerk entsteht. Auch die Auszihlung der Abb. 49b, in der die
Zusatzstabe eingezeichnet sind, ergibt e==r—1—2p=1. Es ist
niamlich r==6, da 5 wirkliche Stibe und die als ein Stab zu zihlenden
Zusatzstabe vorhanden sind; weiter ist 2p = 4, also gilt: ¢=5 — 4 =1I.
Die Zahl n der Knoten mit mindestens zwei Stiben betrigt 3 (die
unteren Knoten in Abb. 49b sind nicht zu zihlen, da dort nur Stiitzen-
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stibe zusammentreffen), der Freiheitsgrad e ist I, sonach wird die
Berechnung dieses 6fach statisch unbestimmten Systems durch die

Einfiilhrung der HilfsgroBen I' auf
n—+e=4 Gleichungen zuriick-
gefiihrt.

Wiirden die Stiitzen statt der
Einspannung gelenkige Auflagerung
aufweisen, so sinkt der Grad der
statischen Unbestimmtheit auf 3
herab. Bei Einfilhrung der Hilfs-
groBen I" wiirde die Zahl der Be-
stimmungsgleichungen wie oben
vier betragen, da sich weder » noch
e geindert haben. In diesem Falle
wire die Anwendung des in diesem
Abschnitte erdrterten Verfahrens
unzweckmiBig, da die Losung der
Aufgabe nach der frither dargestell-
ten allgemeinen Methode auf bloB
drei Bestimmungsgleichungen fiihrt.
Wie man aus diesem Beispiele er-

a)
. 2
)
h L‘./v=_°.°_._.i_______4
o- — o
7
s
- c)
e
s
Abb. 49.

sieht, ist es sehr einfach, von Fall zu Fall zu entscheiden, ob mit
der Einfiihrung der HilfsgréBen I" Vorteile verbunden sind oder nicht.
Beispiel 12 in § 8, sowie § 11 zeigen Anwendungen des Verfahrens

mit den HilfsgroBen I



III. Beispiele fiir die Anwendung der
Methode des Viermomentensatzes.

§ 8. Tragwerke, die aus einem einfachen Grundsysteme abgeleitet
werden.

1. Beispiel. Der in Abb. 50 zur Darstellung gebrachte Zwei-
gelenkrahmen ist einfach statisch unbestimmt. Uber die Art der Be-
lastung werden spiter Annahmen getroffen werden, nachdem der erste
Teil der Berechnung ohne Riicksicht auf die Belastungsweise durch-
fiihrbar ist und dabei einfachere Aufschreibungen gestattet.

Abb. so.

Die Eckmomente bei C und D werden mit M, und M, bezeichnet.
Wir beginnen mit der Aufstellung der Dreimomentengleichungen (da
es sich um einen einfachen Rahmen handelt, geht die allgemeine
Viermomentengleichung in die Dreimomentengleichung iiber), und zwar
fir die Stabpaare ACD und CDB, wobei zu beachten ist, dafBl die
Momente in 4 und B Null sind. Wir beginnen die erste Gleichung
bei Punkt 4 und gehen iiber ¢ nach D. Die zweite Gleichung be-
ginnen wir bei Punkt C und gehen iiber D nach B. Bei allen An-
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schreibungen halten wir die vorgeschriebene Pfeilrichtung, siehe Abb.50b,
genauest ein.

Mit den Bezeichnungen der Abb. 50 nehmen die Dreimomenten-
gleichungen 7”) die Form an

2M, (b + )+ M, — 6 EJ (9, — 9,)=N,,

M, s+ 2M, (5" + b)) — 6 BT (8, — F) =N, ,
hierbei wurde als J, das Triagheitsmoment J des Querriegels gewahlt.
Die gestrichenen GroBen sind die reduzierten Lingen.

Vernachlissigt man die Wirkung der Lingskrifte, setzt also alle
Al=o0, so lauten die Winkelgleichungen

2¥-lsina=o0, — 2%-lcosa=0.

Fihrt man fiir den Riegel ssina=h, —h, und scosa=1 ein, be-
achtet man weiter die in der Abbildung durch Pfeile angedeutete
Zahlrichtung der Winkel a, so ist

h101+(hz_h1)'92"“h2'93=0’
dl=0.

Das letzte Glied der ersten Winkelgleichung ist negativ, da fiir den
Stab h,, @« >z, daher sina < o ist.
Aus den Winkelgleichungen folgt:

191=‘Z—j193=k03, 8, —o.

Nach Einfilhrung in die Momentengleichungen erhdlt man
2M, (b +§)+ M, —6EJkI;=N,,
M8+ 2M,(s +n")+ 6 EJ9=N,.
Multipliziert man die zweite Gleichung mit ¥ und addiert sodann

beide Gleichungen, so gewinnt man die Bestimmungsgleichung
fir die Berechnung der einen Uberzihligen:

M2 + &)+ k8] B [§ -+2 (b’ + ) [ — N, + k5, . a)
Damit ist die Aufgabe im Prinzipe gelést. Wir haben eine Gleichung
gefunden, die, neben den iibrigen statischen Beziehungen angewendet,
die Berechnung des gegebenen Systems ermoglicht.

Wir benutzen nun die Gleichung a), um fiir drei verschiedene
Belastungsfille die Uberzihlige zu ermitteln.

1. Wagerechte Last P im Abstande a vom Fufgelenk A. Abb. 51.
Wir wihlen als Uberzihlige den Horizontalschub H und erhalten

M,=Pa—Hh und M,=—Hbh,.
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Ferner ist (Gl 9) S. 35)
2
N,=—Pah,/ (I—;—,) und N,=o,
1
somit geht Gleichung a) iiber in

(Pa— i) [2(0 + &)+ k] — Hh [/ +2 (b’ + )]
==——-Ph1'a<1— 2)

a
r2)’
aus welcher Gleichung H in der Form

pla (i)
2

H= B’ 1’ b)
e By B
gewonnen wird, wo § §
J J J
h"=h‘f’ h2’=hgz, s'=37—=s
- ~
4 1\

e———ul

Abb. s2.

Da N,=—Phhf, ist, so hitte man auch schreiben konnen:
R’ a R’
Bt 2B )+
P s h, 8 P a
H=;‘ % %G ='2_ K1f2+'Kz—h— ’
1+k+k’+—sl,—+_;“;_k2 1
wobei K, und K, Festwerte sind, die nur von den Systemabmessungen

abhingen, wihrend f, der Tabelle der Stammfunktionen im Anhange
entnommen werden kann.

2. Lotrechte Last P im Abstande a vom Eckpunkte C. Abb. 52.
Es ist
S M,=—Hh, M,——Hb,.
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N, und N, sind durch Gleichung 11) bestimmt und zwar

’ l— 2
N,=—Pl¢f,=—Ps l—a) (1——£~—l$—9>

2
und N2=—Pl.s-’f2=—Ps’a<I—-‘;—2).
Gleichung a) nimmt daher folgende Gestalt an:

—th[z(hl’—l—s’)—{—ks']—th[s’+2(h2'+s’)k]
—— Py [(l-——a) (1—-(l = “)2)'—-ka(x——‘;—:)]

und dara‘;sl=£ hil{(I_j‘l_‘_)_(I_il)s—}—k[%_(%)s]}
2 I+k+k?+%,—’+'hs—?),k2

Benutzt man die Stammfunktionen, so kann man einfacher schreiben:

l
“(f1+kf‘z)
"zli by ht Bt =§[st1+K4f2]'
R

H=—

3. Es soll auch der Fall untersucht werden, daB die Riegellast
auBerhalb der Stiitzweite 4 — B angreife. Last P, in Abb. 52.
Dieser Fall kann als Belastung des Stinders mit einem Moment
u=—P,c aufgefaBt werden. Die Lastglieder N, und N, nehmen
jetzt gemidB Gleichung 14) folgende Werte an:
2

h
N1=P10h1’(1_3'h_2>=— 2P, ch,/,
N,=o0.
Ferner besteht
M,=—P,c—Hh,,

M,=—Hkh,,
somit geht die Bestimmungsgleichung a) iiber in
—(Pyc + Hh)[2(h'+5) + k'] —Hhy[s' + 2 (b +5) k] =— 2P.ch, .
Daraus ermittelt man H in der Form
Pc k+2
Ry

B==zh N -
R N L

d)
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Zum Schlusse mogen die Verschiebungen der Eckpunkte ¢ und D
fir den Belastungsfall 1. ermittelt werden.
Aus den Winkelgleichungen wurde gefunden:

P, =k, ¥,=o0.
Aus der zweiten Momentengleichung folgt, da N,=o0 ist,

By=— g (M8 + 22 (¢ + )]

I

~ T 6EJ

[(Pa— Hh,)s —2Hh, (s +1,)]

und somit die wagrechte Verschiebung A4y, des Punktes D

Ay, =h9y=

—gmr P w5
sy | Po—H (420 +22 i)

Die wagrechte Verschiebung des Punktes C ist dann

h
Aye=01h1=i— ﬁsh1=h203=AyD,

Abb. 3.

somit muf} sich der Stab CD parallel zu sich
verschieben, siehe Abb. 53, was auch un-
mittelbar aus 4, ==0 folgt.

Verfolgt man den oben angegebenen
Rechnungsgang und vergleicht ihn mit der
Berechnung nach dem iiblichen Verfahren,
so erkennt man deutlich die Vorteile der
neuen Methode. Mit der schon nach weni-
gen Aufschreibungen bestimmten Gleichung a)
ist die Aufgabe fiir jede beliebige Belastung
gelost; ebenso konnen alle die Form-
anderungen betreffenden Fragen mit Hilfe
dieser Gleichung und der ihr vorangehenden

Zwischenergebnisse beantwortet werden.
Ist es notwendig, EinfluBlinien aufzutragen oder eine groBere
Zahl von H-Werten zu berechnen, dann leisten die Tafeln der f,-

und f,-Werte, wie man leicht

—a—ot” erkennen kann, ausgezeichnete
%M, J M% 2) Dienste.
% 7

'l‘ ¢ - 2, Beispiel. Der beiderseits
4 J 'w eingespannte gerade Stab,'Abb.
AT 3 54 ist zweifach statisch unbe-

7 ~ — . . .

o g stimmt. Um einen einfachen

Abb. s54.

geschlossenen Rahmen zu er-
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zielen, denken wir uns einen in 4 und B fest angeschlossenen Stab mit
=00 hinzugefiigt. Abb. 54b.

Wenn man beachtet, daB der Drehwinkel # des Stabes 4 B Null
ist, so lauten die beiden Dreimomentengleichungen fiir die ausgezeich-
neten Punkte 4 und B bei Belastung durch eine Einzellast P im Ab-
stande @ vom linken Stabende

ZMll—-I—]M;l:—Pl(l_a)(I_(l_??—Q?)’

2
M1l+2le=—Pal(I—a)

—l?‘ .
Aus diesen beiden Gleichungen folgt unmittelbar

a(l—a) at(l—a
M1=—P—l;—)—— und M, =— —(lﬁ )

3. Beispiel. Der geschlossene, ringsum durch den Innendruck p
belastete Rahmen — Abb. 55 — verlangt mit Riicksicht auf die Sym-
metrieverhiltnisse bloB die Berechnung einer einzigen Uberzihligen,
da alle vier Eckmomente untereinander gleich sind. Die Dreimomen-
tengleichung fiir eine beliebige Ecke lautet daher

Mo 4-2M (@ + V) Mb'=—1pda®—1pt'p.

Samtliche Drehwinkel ¢ sind, da die Seitenwinde bei der Form-
dnderung keine Verdrehung erfahren,

Null. Aus der Dreimomentengleichun M g
g
folgt
/2 /12
M 2 ZCTVE
12 a0
Setzt man
ad=a, V=1> i,
b
so wird
J,
3 bs_i
M=— ot Jy
p .
t a—}—b£
Jy Abb. 5s.

4. Beispiel. Der beiderseits eingespannte, einmal geknickte, sym-
metrische Balken nach Abb. 56 sei durch eine im Scheitel ¢ an-
greifende Einzelkraft P belastet. Die beiderseitige Einspannung denke
man sich durch einen festgehaltenen Stab 4 B mit unendlich groBem
Trigheitsmoment hervorgerufen. Es liegen sonach drei ausgezeichnete
Punkte 4, B und C vor, fiir welche die Dreimomentengleichungen anzu-
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schreiben sind. Es ist dabei zu beachten, daB die reduzierte Linge I/
des Stabes 4 B Null ist, da sein Triagheitsmoment J unendlich groB ist.
Die betreffenden Glieder fallen mithin in den Dreimomentengleichungen

Abb. s6.

fort. Beginnt man mit der Aufschreibung bei Punkt B und schreitet
in der in Abb. 56 angegebenen Pfeilrichtung fort, so lauten die Momenten-
gleichungen:

2M, s + M8 -6 EJH, =o,

M, +4M,s + M8’ — 6 EJ (9, —9,)=0,

M, +2M;s’ —6EJH,=o0.

Setzt man s’=s—f=s und dividiert mit dieser GroBe, so nehmen

die Gleichungen die einfache Form an:
2 M, +M,=—¢?,

M, + 4 M, + My = (9, — 9,) )
M, +2M,=¢9,

Hierbei wurde

J
= gesetzt.

Die Winkelgleichungen lauten, wenn mit 4s, die Dehnung des
Stabes AC, mit 4s, die des Stabes BC bezeichet wird,

L s+ 4s)+ 10, — ) =0
h l b)
;(As} —Ase)_;('%_*_”e):o

Wiirde man die Dehnungen As Null setzen, den EinfluB der Léngs-
krifte also vernachlissigen, so wiren gemiaB den Gleichungen b) die
Stabdrehwinkel und somit auch simtliche Momente nach Gleichung a)
Null. Die Scheitelkraft P wiirde die beiden Stiabe nur durch Langskrifte
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beanspruchen, die Wirkung der
Einspannung und der Einflu} des
steifen Knotens Ckidme in diesem
Falle gar nicht zum Ausdrucke.
Durch die beiden Glei-
chungen b) sind die Stabdreh-
winkel 4 bestimmt. Faft man
die Momente M,, M, und M
der angesetzten Momentenglei- 4
chungen als Uberzihlige auf, so Igf
koénnen aus den Gleichungen a)

T NG

.. Abb.
diese Uberzihligen durch die 57
Stabdrehwinkel ausgedriickt werden. Es wird
; e
1_——_'2(3’9 — ), M2=%(‘91_'9‘z)’ s="’z(01—3ﬁ2)’ ©)

Damit ist die Aufgabe allgemein gelost.
Wir machen nun beziiglich der Richtung von P zwei Annahmen:
1. Last P senkrecht zur Stabsehne AB. Abb. 57.
Da Asl=As,=As ist, so folgt aus den Gleichungen b)

d4s  und 192=—2—lhs—As N

b=— zhs

‘Mit Bezug auf Abb. 57 ist nun
M,=M, + i:il — Hh
und darum
M —M, Pl
Tk 4h
Die Stabspannung § eines Schenkels ist

P M —M 1 P(h l“)
S—-—zsma Hcosa———fh Zs -5—4-5;,

H=

Die Stabdehnungen A4s betragen demnach

Ss P ( l“’)
As— 25 — ().
S=EF 2hEF(M M)—zr\tTa) - - ©
Aus den Gleichungen c) folgt
M, =My = —¢9,
M, =09, S 3

M, —M,——209,
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Fiigt man den Wert fiir M, — M, in die Gleichung e) ein, so. erhalt
man 4s als Funktion von ¥, welche Verkniipfung, in d) eingesetat,
eine Gleichung zur Bestimmung von ¢, liefert:

v l P l
=—Zus [2‘901 2hEF  2EF (H”A,_h)]
und daher
S S 2 )
P 27s T P Is
1= 2 = 2 -
§ L I P 4EF, T
I+ 3F e Bt3F g
Ist 9, bekannt, so sind auch die Momente aus den Gl. f) bestimmt:
P s
BN 7Y A
s 3l J
P s
I ST
s 3l J

An das eben erhaltene Ergebnis wollen wir eine wichtige Be-
merkung anschlieBen. In der Gleichung fiir 3, ist das zweite Nenner-
glied sehr klein gegen das erste und kann praktisch immer vernach.
lassigt werden. Es betrigt, wenn der Scheitelwinkel nicht zu stumpf
ist, meist weniger als !/,,, des ersten Gliedes. ¢ nimmt dann die
einfachere Form an:

P s
17 4EF 1*

Das ist aber der Wert, den man fiir ¢, erhélt, wenn man in den
Eckpunkten Gelenke annimmt. Es war also die genaue Berechnung
der Stabkraft §, die oben durchgefiihrt wurde, nicht notwendig, es
hitte geniigt, P in die beiden Stabkomponenten zu zerlegen, um
dann rechnerisch oder zeichnerisch die Verschiebung des Scheitel-
punktes unter Annahme von Gelenken in den Eckpunkten und somit
auch den Drehwinkel ¢, zu finden. Sein so ermittelter Wert in die
Gleichungen c) eingesetzt, hitte dann auf einfachste Weise die gesuch-
ten Momente ergeben. An diesen Verhiltnissen dndert sich auch nichts,
wenn man sich an Stelle des unendlich steifen Zusatzstabes A B einen
Stab mit endlichem Querschnitt gesetzt denkt. Von dieser wichtigen
Eigenschaft der Stabdreiecke mit steifen Ecken werden wir bei der
Anwendung unserer Methode auf die Berechnung der Nebenspannungen
im Fachwerke Gebrauch machen.
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2. Last P parallel zur Stabsehne AB.
Aus Abb. 58 entnehmen wir

M,— M—£§%%——+@ H)h 1’+MjM Hh
und somit

_ P MM M
H= 2 + 2h h

Da nun M—l—g——j—l@=—M2 ist, CA*

was aus den allgemein giil-

. . VA
tigen Gleichungen c) hervor- 72 M- ¢ 5 N-M,
geht, so vereinfacht sich der - A
Ausdruck fiir H und zwar wird Abb, 58.
P 2M
H=2> 2%
h

Damit konnen die Stabspannungen S, und S, ermittelt werden. Wir
finden:

S, = (—‘—P;—h—]—y——l——l'—l—)sma-}—(l’ H)cosa

h b l M — Mh
—priqp T LTy 2

2s 2 2s

h2$

M —Mhr K M
=P+ Ty

und

S,=-—[(£}i-|—l—[1——l—_—%) sina+Hcosa]

l
——|phr P 1 MMk %_L]
o [Pls 22.9+ l s+2h23
8
=~ [pp TR
8, =—2_8, und somit ist auch Ads, =—4s,.

Aus den Gleichungen b) geht dann unmittelbar hervor:
3, — 9, '-=o,
daher ! ’

2h
’91=192="I?A'91'
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Aus den Gleichungen c) folgt unter Benutzung dieser Zusammen-
hinge zwischen den Stabdrehwinkeln &

M=o, M,=—M——20,.
Weiter ist
s [Ps | 2M, h]_L[Ps h]
Asl—EF{l += 5= wFl T %)

Aus der Gleichung fiir ¢, gewinnt man mit diesem Werte von 4,
2 P
L A

1 ls EF L 1 sl s
und daraus
9 _ 2P hs
V" EF B\’

rrr g (y)

Auch hier ist das zweite Nennerglied, wenn der Schenkelwinkel
nicht zu spitz ist, verhiltnismdBig klein gegen das erste. Wird es
vernachléssigt, so geht ¢, iiber in
2P hs
EF 1»’
in den Wert des Drehwinkels fiir gelenkig aneinander geschlossene
Stibe. Auch hier gilt somit das unter 1. Gesagte.

9, =

Zum Schlusse berechnen wir noch die genauen Werte von M, und M, :

Ph Ph
h\: , FI®’ My=+—7v 75
s 6J s 6J

5. Beispiel. Fiir den
beiderseits eingespannten,
symmetrischen Parabel-
' 2) bogen, Abb. 59, sind die
EinfluBlinien der iiberzdh-
ligen Gr6Ben fiir Belastun-
gen senkrecht zur Stab-
sehne zu entwickeln. Durch

| l mﬂ]]m ! ) Einschalten eines unend-
4 %@“ H ﬂ l g £ lich steifen Stabes zwischen

% = 7 A und B, der in diesen
Abb. 59. Punkten steif an den Bo-

gen angeschlossen ist, ge-

winnt man ein einfaches Grundsystem, aus dem die Dreimomenten-
gleichungen fiir die beiden ausgezeichneten Punkte 4 und B abgeleitet

M,——

le
!
|
|
|
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werden koénnen. Bezeichnet man mit Riicksicht auf die Belastung
durch eine Einzellast die rechten Seiten gemiB den Ausfilhrungen
auf S. 43 und 47 mit —F, bzw. — F,, so lauten die Momenten-
gleichungen folgendermaBen:

2 MU+ M, + 6H@Bll~2=-—1i’1,
Ml 2 My 6 HG oy =—F,.

Die Stabdrehwinkel der beiden das Grundsystem bildenden Stibe
sind Null, da 4 und B fest sind, weshalb die Glieder, die von ¥
abhidngen, in den vorstehenden Gleichungen entfallen.

Weiter ist I'==1cos?y, und weil es sich um eine symmetrische
Parabellinie handelt, sind

l 2 .1 I,

die statischen Momente der schraffierten Fliche & (Abb. 59b) be-
zogen auf die Endpunkte 4 bzw. B.

Die Momentengleichungen nehmen daher nach Division mit [

die Form an: :

F.

2M1-|—M2+2Hf=——l,l

7 e e . . . 2)

M +2M,+2Hf=— 7’!

Da, wie schon oben erwihnt, der einzige in Betracht kommende

Stabdrehwinkel Null ist, ebenso auch der Winkel «, den die Stab-

sehne mit der festgehaltenen Richtung AB einschlieBt, so liefern

beide Winkelgleichungen, wie man sich leicht iiberzeugt, die einzige

Beziehung
Adl=o.

Aus Gleichung 1), die fiir symmetrische Achsenlinien gilt, folgt dann:

Hl 1 [ ]

Rk Y tl=o0 . . b

EF+E'J[2 (M, +M,)+2HPo+G | +a,tl )
Mit den Beziehungen a)und b) sind die drei Bestimmungsgleichungen
zur Ermittlung der drei Uberzihligen gegeben. Wie ein Blick auf
diese Gleichungen lehrt, ist es am besten, die darin vorkommenden
Momente M, und M, und die Langskraft H als Uberzihlige aufzufassen.
Durch Addition der Gleichungen gewinnt man ohne weiteres

4 F,+7F,
M1-|—M,=——3—Hf———‘—§-l,—’-,

Bleich, Viermomentensatz. 5
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fihrt man diese Momentensumme in b) ein, so erhilt man H in der
Form
G— dj 5 —I_, 2 -{—EJa,tl
z 31
H=— J 2 )
—I_f;l + 2P0 -—~§ f¢

Setzt man fiir
O=21f und fir Po=2if2f=2If"

und
F,=fll, F,=fll, G=gfP,
so wird
EJa
(f1+7;)+ et
—— ii+ii e 9
Ffl ' 451,

Damit ist die EinfluBlinie fir den Horizontalschub H des Bogens
bestimmt. Fiir die Funktionen f,, f, und g kann man die im An-
hange berechnete Tabelle benutzen. Da f, spiegelsymmetrisch zu f,

. . . l . .
ist, so ist f, 4 f, eine zu x=_ symmetrische Linie, und da auch g

symmetrisch ist, so zeigt die H-Linie in bewug auf die durch x= %

gehende Vertikale Symmetrie.
Nach Subtraktion der Gleichungen a) erhilt man

k- F

3

—_4g, HTE
M4 =—2Hf— S

Die zweite Gleichung wurde schon oben erhalten. Beide Be-
ziehungen liefern

B2k Zge b —2

=2yt — S Hf = (h,—2f)— S Hf .
M=§__—_2_F1_3Hf=—(f—2f)_z.ﬂf )
2 3ll 3 3 1 2 3

Damit sind auch die EinfluBlinien fir M, und M, festgelegt. Es ge-
niigt die Ausrechnung einer der beiden Linien, da sie spiegelsym-
metrisch sind.

Man bestimmt zundchst die H-Linie und mit ihrer Hilfe die
EinfluBlinien der Momente M, und M, .



Tragwerke, die aus einem einfachen Grundsysteme abgeleitet werden. §7

6. Beispiel. Der aus zwei eingespannten Stindern und gelenkig
gelagertem Riegel bestehende einfache Rahmen der Abb. 60a ist ein-
fach statisch unbestimmt. Das Ersatzsystem zeigt Abb. 60b. Als
Elastizitdtsbedingungen kommen zwei Momentengleichungen und zwei
Winkelgleichungen in Betracht, welchen vier Gleichungen eine Uber-
zihlige und drei Stabdrehwinkel als Unbekannte gegeniiberstehen.

_§;
aJiI
.

Die Momentengleichungen lauten, falls man bei der Aufstellung
mit dem Stab AB beginnt, im Sinne der Pfeile fortschreitet und
beachtet, daB die reduzierte Linge des Zusatzstabes 4B Null ist,

2Mh'+ 6EJ9, =N, ]
ZMghg,_6EJ'l,s=N2 * 8 ° e o o o o a’)

Die Winkelgleichungen ergeben, wenn man die Stablingenianderungen
unberiicksichtigt 14B8t, die Beziehungen

UA +"92 (ha _hx)_',shs =0,

dl=o0,
somit ist

p=129, wd d=o.
M
Die Beziehungen a) liefern somit

2M1h1'+6EJ%?—08=N1,
1

2M,h' —6EJ9,=N,.

Multipliziert man die zweite Gleichung mit by

-2 und addiert beide
hl

Gleichungen, so erhdlt man
h
2M b,/ + ZMsh‘z”:l =N, + ';;g; N,
1 1

5‘
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als Bestimmungsgleichung fiir die Uberzihlige, welche Gleichung wir
unter Einfilhrung von

J.
Bl =h X,  b'=h
1 1 J1 2

in der Form schreiben wollen

J. I
M1h12?‘2‘+M2h2$=?(k1N1+heNa)' .+« .. b)
1

Wir wenden nun diese Formel auf den
in Abb. 61 dargestellten Belastungsfall an.

Als iiberzihlige GroBe wahlen wir
die wagerechte Teilkraft der Riegel-
spannung Xseca. Es gilt dann, falls X
als Druck angenommen wird?),

M, = — Py~ Xh,,
M, =+ X,

und

N1=—-i’h1“”%fl, N,=o.
1

Abb. 61,

Mit diesen Werten geht die Be-
stimmungsgleichung iiber in:

J, I
X(hls + h_‘s Tl> =Pyh12— ?Phls fl .
2

Daraus ergibt sich

Yy I
B, 2l
X=P 2 —G—.
(h2> T
14-{-2) =
hl J‘l

f, wird fiir verschiedene Werte von -’:-/— aus der Tabelle im An-
hange entnommen. 1

§ 9. Tragwerke, die aus mehrfachen Grundsystemen abgeleitet
werden.

7. Beispiel. Als einfachstes Beispiel mehrfeldriger Systeme wollen
wir den an beiden Stabenden eingespannten durchlaufenden Balken
betrachten. Abb. 62. Dieser Triger ist bei n Feldern (n 1)-fach

") Bei der Aufstellung der folgenden Gleichgewichtsbeziehungen ist jeder
Stab so zu betrachten, wie bei der Aufstellung der Viermomentengleichungen,
Siehe die gefiederten Betrachtungspfeile in Abb, 61.
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statisch unbestimmt. Das geschlossene Ersatzsystem wird durch Hinzu-
fiigung eines beliebig geformten Stabes, der die Enden o und n ver-
bindet und unendlich groBes Trigheitsmoment besitzt, geschaffen.

a)
A0 7 2 k-7 Ar7 n-7 72|
T T
J7 274 ‘é b2 % % % 4*7 % % ‘% &
1, 21 : L & /cﬂ"" "_‘ /s

Abb. 62.

Da n-+I ausgezeichnete Punkte vorhanden sind, so konnen
ebenso viele Dreimomentengleichungen angeschrieben werden, die zur
Ermittlung der n -} I statisch unbestimmten Gr68en ausreichen. Wir
beginnen mit dem Zusatzstab und schreiten iiber Punkt o in der
Richtung gegen I usw. wie es die Pfeile in Abb. 62b andeuten, fort.
Das erste Glied der ersten Dreimomentengleichung, das sich auf den
Zusatzstab bezieht, verschwindet, da dessen reduzierte Linge wegen
des unendlich groBen Trigheitsmomentes Null ist.

Die Momentengleichungen nehmen daher folgende Gestalt an:

2M,l’' + M1’ + 6 EJ, 9, = N,
M1, —|—2M( +m+Ml’—6EJ( 2)—

M, _ 1l +2M( +lk+1)+Mk+1 k+1 6EJ('9 _ﬂk+1)_
s My (s 1) M1 — BT, (5,_ — 8)=N,
1/ +2M,1'—6EJ,=N,.

Das sind die bekannten Clapeyronschen Gleichungen. An Stelle
der bei freigelagerten Enden auftretenden Bedingungen M;=o0 und
M,=o treten die erste und letzte Momentengleichung, die die Ein-,
spannungsbedingungen aussprechen. Man kann diese Glelchungen
auch so ableiten, daB man den Dreimomentensatz auf je ein wei-
teres hinzugefiigte Endfeld- von beliebiger Stiitzweite I, bzw. I, ,
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anwendet. Das Trigheitsmoment der beiden Zusatzstibe ist dann
J=00 anzunehmen. Abb. 62c.

8. Beispiel. Das in Abb. 63 dargestellte symmetrische, dreifeldrige
Tragwerk ist dreifach statisch unbestimmt. Die EinfluBlinien der
passend  auszuwihlen-
den statisch unbestimm.
baren GroBen sind fiir
lotrechte Belastung zu
ermitteln. Die Berech-
nung erfolgt unter Ver-
nachlassigung der Wir-
kung der Lingskrifte
aufdieFormianderungen.

Wir bezeichnen die
Knotenmomente der in
den Punkten 1 und 2 zu-
sammenstof3endenStibe

VA
“r

vg*m—
&

& T T TG T= T G A (siche Abb. 63b) mit
Abb. 63. M}, M, M,° baw. M},
My, M.

Da zwei steife Knotenpunkte mit je drei zusammentreffenden
Stiben vorhanden sind, so konnen 2-.(3 —I)==4 Viermomenten-
gleichungen aufgestellt werden. Das linke Feld liefert eine Momenten-
gleichung, die das Stabpaar A1(C; umfaft, das Mittelfeld zwei Glei-
chungen fiir die Stabpaare C, 12 und 12 C, und das rechte Feld schlie§3-
lich eine Gleichung fiir C,2 B. Wir weichen aber hier von der Regel
der feldweisen Aufstellung ab und wahlen die Stabverbindungen
A1C,, A12, 12B und C,2B. Die Momentengleichungen lauten
demnach, wenn man die Vorzeichenregel der Momente beachtet,
ohne Riicksicht auf die Art der Belastung:

M} +2M K — 6EJ (8, —9,)=N,
2MML 2 ML+ ML — 6 EJ (9, — 95) =N,
My 4 2ML 42 M7l — 6 ET (9, — 9) =N, e )
—2Myh +2M7l —6EJ(¥, —9)=N, )
Hierin ist
J J
ll’=l1-j:, lg'=l,—j;, W=h,

1) Hiétte man die Momentengleichungen nach der Regel feldweise auf-
gestellt, so wire M,® bereits in der vorangehenden Gleichung aus dem
Mittelfelde mit -|--Zeichen behaftet aufgetreten. Vom dritten Feld aus gesehen,
#ndert somit M sein Vorzeichen.
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wobei das Trigheitsmoment J der Stinder als J, gewidhlt wurde.
AuBer diesen vier Momentengleichungen kénnen 3-.2=6 Winkel-
gleichungen angesetzt werden. Diese lauten:

—h¥y+hd=0 —hd,+hd=0 —hd, +hd =0
l,9,=o0 ;=0 l,9y=o0.
Es ist sonach
Y= =30 =0
und Yy="70, =9, =39,=19,
welches Ergebnis auch ohne Zuhilfenahme der Winkelgleichungen
durch eine einfache Uberlegung hitte gefunden werden konnen.

Fiihrt man die Werte b) in a) ein, so vereinfachen sich die Vier-
momentengleichungen und man erhalt

2M!l +2M*h+ 6EJ9=N,
2M} 2 Ml - Myt =N,
Ml + 2 M -2 Ml =N,
—2Mph+2M71l'—6EJ3=N,.
Addiert man die erste und letzte Gleichung, so fillt 4 aus dem

Gleichungssystem heraus und man gewinnt drei Bestimmungsglei-
chungen zur Ermittlung der drei Uberzihligen, und zwar:

M +2MPh—2MPh+2M,1 =N, + N,
2 ML+ 21 + ML =N, Co )
M l‘a' + 2M2’ l‘z’ + 2M,y l1’ =N,

Wir betrachten nun zwei Belastungsfalle:

b)

I. Last 1t im ersten Felde im Abstande a von der linken Endstiitze;

2. Last 1* im Mittelfelde im Abstande 4, vom Knotenpunkt I.

Um die rechten duBeren EinfluSlinienzweige zu bestimmen, ist
es nicht notwendig, auch das dritte Feld zu belasten, da mit Riick-
sicht auf die Symmetrie der Anordnung die Berechnung der beiden
Zweige 1 und 2 geniigt. Allerdings setzt dies voraus, daB die aus-
gewihlten Uberzihligen ebenfalls symmetrische Anordnung zeigen.

Als Uberzihlige wihlen wir die Auflagerkrifte 4 und B, sowie
den Horizontalschub H.

Aus Abb. 64 folgt:

I. fiir Last 1* im Endfelde
Mi=A41 —1(l, —a) M!=BIl, — Hh
Mr=A4l, —1(l, —a)— Hh M,y =Bl
My =Hh My=—Hh.
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72
Weiter ist:
N1=—F2=_le1ll" N2=_Fi='_le1l1" Ny=N,=o0.
2. fiir Last 1t im Mittelfelde:
M!=Al, M}!=BIl,—Hh
M =Al, — Hbk M,'=BI,
M =Hh M= —Hh.
7t 72
A "éﬁr—i "52/%’ g
Z Z !‘/;11 "Zv 7
A N 5
L .
p— Z; Z,
G z
1-Liwe
A-Lie
72 +
/
/
/
/4
Abb. 64.
Ferner gilt:
N,=—F,=—fibl Ny=—F,=—fhl N,=N,=o.

Nach Einfilhrung dieser Werte gehen die Gleichungen c) iiber in
1. Last 1t im Endfelde

-

P}

A4+ B2 117.27
st )42t (b8
z‘+3(l+%§)—i zi ‘2(‘“?)

d)



Tragwerke, die aus mehrfachen Grundsystemen abgeleitet werden. 73

Hierbei wurden die Werte [, und [,’ durch die ausfiihrlicheren Be-
zeichnungen ersetat.
Addiert man die beiden letzten Gleichungen d), so erhilt man

A+B=(1—i)—f—*l—1£kl+3ﬂlh ks

ll 2 lﬁ Jl 1
wenn
I
k= . . e
=317 )
2 ', J;

gesetzt wird.
Mit diesem Wert von 4 B ergibt sich H aus der ersten

Gleichung in der Form
I, J

2
I— l,J;k
hJ
(3k1—|— )

wobei K, ein nur von den Abmessungen des Systems abhingiger,
stets positiver Faktor ist. Die beiden AuBenzweige der H-Linie lassen
sich somit mittels der f,-Linie in einfachster Weise bestimmen. Be-
nutzt man nun die Gleichung von H, so kann man aus den Glei-
chungen d) 4 und B ermitteln, man erhilt zunichst

B? J,
A4 B—2E 5+ (- 1)L,

1

H=——

f —Klfa, . . . . f)

Amp(s—8) b hdy
I 2 1, J,
wobei
I
bTI R .
2 ', J;

ist, und daraus

il ) Brbn) s 2o 3)ome
R P

K, und K; sind, ebenso wie K,, Festwerte, die nur mit den
Systemabmessungen verkniipft sind. Der linke AuBenzweig der 4-Linie
ergibt sich demnach durch Abtragen der K, f,-Linie von der Geraden

I— ;—, die durch den Punkt 1 geht und iiber 4 die Ordinate 1 hat.

1
Die Festwerte K, und K, sind stets positiv. Den rechten AuBenzweig
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der A-Linie berechnet man als Spiegelbild der B-Linie aus der
Gleichung B= — K, f,. Siehe die Abb. 64.

2. Last 1t im Mittelfelde.

Die drei Bestimmungsgleichungen lauten jetzt:

A+B+2Hﬁ-_-J-
l J) 3. h fil .
_1___.__ =11 2
A(I+Z J,/ o2 2Hl1 21’ 9
A 3,0 él,
*"+B(I+l J> o

Der weitere Vorgang ist der gleiche wie oben; durch Addition
der beiden letzten Gleichungen i) gewinnt man

AfB=3H Tk — L+ h

k, hat die gleiche Bedeutung wie oben.
Die Einfithrung von 4 - B in die erste der drei Bestimmungs-
gleichungen liefert H, und zwar:

k
— (h+f)=EK'(+f). .. k
2~~( k42 A J>

Weiter wird auf dem gleichen Wege wie frither gefunden

A== LG+ 25— 1)

_"[I“’ (fi 1)+ K (f, —f2>]’
B—— (K G+ — 2 (1)
=—[ 2(f1Tf2)‘—K3'(f1“‘f2)]'

Damit sind samtliche EinfluBlinienzweige festgelegt. An einem Zahlen-
beispiel soll noch die zahlenmaBige Auswertung der gewonnenen
Formeln mit Hilfe der Tafel der f-Werte im Anhange gezeigt werden.

Zahlenbeispiel ).

Es sei:

l,==10m, l,=15m, h=g5m,

) Mit dem Rechenschieber gerechnet.
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Damit findet man die Festwerte k, und k, gemifi den Gleichungen e) und g)

und zwar:

a) Aufienzweige der Einfluflinien.

1— 2 2.0353
K, = 3 =0,173,
2..1. <z.i.2+3.o 353)
2 2 !
1 2 I
2::(1 —{—-?~z-o,545> —0,173-Z-z=
I 2 I
Ka_—_—Z (1 —§-2~o,545) -—o,x73-z-2=

=0,353,

S=0,545.

0,345,

—0,0184.

[Gleichungen f) und h).]

In der folgenden Tabelle sind unter Benutzung der Tafel auf S. zr1 die
Ordinaten der Einflufilinien fiir die Aufien6ffnung zusammengestellt,

Tafel 1. Aufienzweige der Einflufilinien.
A-Linie
“ . H-Linie A= (1 - %) — K. f, B-Linie
L ? H=—Kf, a - B=—K,f,
I— T K, f, 4

o o o 1,000 o 1,0000 o
0,1 0,099 — 0,0171 0,9000 0,0342 0,8658 0,0018
0,2 0,192 — 0,0332 0,8000 0,0662 0,7338 0,0035
0,3 0,273 — 0,0473 0,7000 0,0942 0,6058 0,0050
0,4 0,336 — 0,0581 0,6000 0,1158 0,4842 0,0002
9,5 0,375 — 0,0048 0,5000 0,1293 0,3707 0,0069
0,6 0,384 — 0,0664 0,4000 0,1325 0,2675 0,0071
0,7 0,357 — 0,0618 0,3000 0,1231 0,1769 0,0060
0,8 0,288 — 0,0499 0,2000 0,0994 0,1006 0,0053
0,9 0,171 — 0,0296 0,1000 0,0590 0,0410 0,0032
1,0 o o o o o o

b) Mittelzweige der Einflufilinien.

K/ —

9,353

I 1
23 <3A0,353+2-2-;>

K9'=o,173i—-2=0,0865,

Ko 15 0545
3

10

=0,204.

=0,173,

[Gleichungen k) und 1).]
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In Tafel 2 sind die Ordinaten fiir die Mittelzweige der Einflufilinien be-

rechnet.
Tafel 2. Mittelzweige der Einflufilinien.
Werte der H-Lini A-Linie und B-Linie
4 |Funktionen _ T A= (K () B (L — 1)
A ftrfefi—fs H-K!(f,+1) B
f1 fs Ks’(f1+fs) Ks’(fl"‘fs) 4 B
ol o o o o o o o o o
o,1l0,171/0,099 | 0,270 | 0,072 0,0468 0,0233 0,0147 |— 0,0380|— 0,0086
0,2/0,288/0,192 | 0,480 | 0,096 0,0830 0,0415 0,0196 | — 0,0611|— 0,0219
0,3[0,357/0,273 | 0,630 | 0,084 o,1089 0,0545 0,0172 |—0,0717|— 0,0373
0,4/0,384/0,336 | 0,720 | 0,048 0,1245 0,0613 0,0098 |— 0,0711|— 0,05I§
0,5/0,375/0,375 0,750 | © 0,1297 0,0649 o — 0,0649|— 0,0649
o,gio,33b 0,384 0,720 | — 0,048 0,1245 0,0613 — 0,0098 |— 0,0515|— 0,071
0,7}0,273/0,357 | 0,630 |— 0,084 0,1089 0,0545 | —0,0172 |— 0,0373|— 0,0717
0,8|0,192/0,288 | 0,480 | — 0,096 0,0830 0,0415 — 0,0196 |— 0,0219{— 0,0611
0,9/0,099/0,171 | 0,270 |— 0,072 0,0468 0,0233 — 0,0147 |— 0,0086/— 0,0380
10 o o o o o o o o o
In Abb. 64 ist der allgemeine Verlauf der Einfluilinien fiir H und 4 dar-
gestellt.

9. Beispiel. Die dreischiffige Halle mit vier eingespannten Stindern
und gelenkig aufgesetzten Bindern (Abb. 65a) ist dreifach statisch un-

L
|

f
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bestimmt.. Das Ersatzsystem zeigt Abb. 65b. Ausgezeichnete Punkte
sind die StinderfuBpunkte, sowie die Knoten E und F, somit kénnen
sechs Momentengleichungen angesetzt werden?). Fiigt man die
3 >< 2 = 6 Winkelgleichungen hinzu, so stehen zw61f Elastizititsbedin-
gungen zur Verfiigung. Unbekannt sind: Drei Uberzihlige und neun
Stabdrehwinkel, zusammen also zwo6lf GroBen. Bei -der Aufstellung
der Momentengleichungen (nach dem Dreimomentensatz) beginne
man mit dem linken AuBenfeld, und zwar bei Punkt B und schreite
im Sinne der eingezeichneten Pfeile fort. Im zweiten Fach beginne
man bei Punkt C, im dritten Fach bei Punkt D. Jene Glieder der
Momentengleichungen, welche die reduzierte Lange des Zusatzstabes
als Beiwert enthalten, entfallen, da die reduzierte Linge des Zusatz-
stabes wegen des unendlich groBen Triagheitsmomentes Null ist.
Die sechs Dreimomentengleichungen lauten, wenn man J, als
J, wahlt:
Erstes Feld:
2M, b+ 6EJ, 9, =N, .
Zweites Feld:
- ZMaha’_I‘[xsha’+6EJ;’98=Nw
‘—'Mshgl— 2M5(h2'+h3')— 6EJ2('I98 —194)=N3: o o a)
ZMe(ha’ + hsl) + Myhy' — 6EJ, (9 — '97) =N,,
M b, 4 2Mgh,' — 6EJ, 9, =N
Drittes Feld:
2M,h'—6EJ,9,=N,.

Die Winkelgleichungen nehmen, wenn man die von den Langs-
kriften herrithrenden Forminderungen vernachlissigt, folgende einfache
Gestalt an (siehe Abb. 65b):

Erstes Feld:
+ 1,9, 4 ssine-9, — by 9y =0
scosa-9,=0.

Zweites Feld:
—{—-hgﬁs—l—hst?‘——hsﬂo—hgﬁ.,———o + . ... b

Jy=0.
Drittes Feld:

+ hy ¥, —ssine-9; —nh, 9 =0
scosq-¥g=0.

. 1) D.ie Punkte B und C liefern wohl vier Momentengleichungen, doch
stimmen je zwei Gleichungen miteinander tiberein,
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Aus den Winkelgleichungen folgt ohne weiteres:
Py =0 =19;=o0,

h h
8, =L O =kb,, By = 20, =kd,.
1 1

1=

Mittels dieser Beziechungen kann man aus den beiden ersten und
aus den beiden letzten Momentengleichungen je einen der Stabdreh-
winkel eliminieren, z. B. ¥, und #,, und so vier Gleichungen gewin-
nen, von denen die ersten zwei den Winkel §;, die andern zwei den
Winkel 4, enthalten. Wir finden also, wenn wir 6 EJ,=p setzen,

| 2M,h/ +ekdy=N,,
—2Mhy' — Myh' 409 =N,
und daraus nach Entfernung von
2M, b+ 2k Myh) + kMh' =N, —kN,.
In der gleichen Weise:
Mhy' + 2M;h,' — 09, =N,
2M,h' — k9, =N,
und daraus, wenn man ¢, eliminiert,
— 2k M,h, +2M,h' —kMgh,' = Ny—kN; .

Aus der ersten und letzten der in Rede stehenden vier Gleichungen
folgt aber auch

2 N,
908——_7'&[1"1"}",‘—1’
)|
2 N,
919‘7—'—-73[4’1/1’—'—1:—.

Die Einfiihrung dieser Werte in die mittleren zwei Momentengleichungen
der Gruppe a) und in die mittlere der Gleichungen b) liefert, wenn
man noch die beiden oben erhaltenen winkelfreien Gleichungen hinzu-
fiigt, folgendes System von fiinf Gleichungen:

2 N, )
— M, hy — 2M5(h3'+hs’)+7“M1h1’+ ed, =N, +'Tl’
2 N,
Me(h1'+hs’)+Mshs’_'_—MAh;- eds=N, +_,;°"

2M, b’ + 2k My by + kM b =N, — kN, - d)
2M,h' —kM,h,'— 2k M,h,' =N-—kN,,

b (U, + M) — (9, — 99 2 =5 (B +X0)
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Addiert man die beiden ersten Gleichungen und entfernt die ent-
stehende Winkeldifferenz mittels der letzten Gleichung, so erhilt
man das endgiiltige System der drei Bestimmungsgleichungen in
der Form:

(3 — 36) by -+ 23, — 3) (O + o) + 3+ 30) (x4 32 1, 2

I h,
— N+ N+ () ),
2M,hy 22 2k M,y 4k M, hy— N, — kN,
1

2M,h, %—kM,,h, — 2k Myh, =N, —kN,,

wobei fiir die reduzierten Langen die ausfiihrlich geschriebenen Werte

J;

T2
1J1’

h'=nh
eingefiihrt wurden.

hy' =h,, hy' = hg

UL

Abb. 66.

Als iiberzahlige GroBen wihlen wir die wagerechten Teilkrifte
der Riegeldriicke, X,, X, und X;, Abb. 66, und bestimmen fiir einige
Belastungsfille den Zusammenhang zwischen den Momenten M, bis M,
und den vorerwahnten X-Kriften und der Belastung.

1. Belastungsfall: Die Riegel sind lofrecht belastet. Es gilt in diesem
Falle, falls man die Krifte X als Zugkrifte annimmt,

My=—Xh,, My =—X hy — X, (h, + hg),
My =— X, (hy + hg) + X3 by , M, =—X;h,,
My =X hy, _Mo=—X2hs’

sdmtliche NeWerte sind Null.
Da die Momente M, bis M, von P unabhingig, alle N-Werte
aber Null sind, so verschwinden die rechten Seiten der Bestimmungs-
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gleichungen e). Simtliche Zahlerdeterminanten sind daher Null. Dar-

aus folgt
X =X,=X,=o0
und somit
M, =M,=M;=M,=o.
2. Belastungsfall. Die Stinder h, und h; sind mit p¥m bzw. p't/m
gleichférmig tber ihre ganze Lange belastet. Abb. 66. Es gilt, wenn
man die Riegel als gedriickt ansieht,

M=—p 1

171

, h
M,=p'hy (hz + ;) + X h, — X, (h2 -+ k),
M, =X, (hy ~+ Tg) — Xy,

M, = X,h,,
h‘z
My=p = — X, hy,
M=X2h3;
3J T I 3
Ny=—_ph’F, Ny=— Pk N=N=N=N—o.

Fithrt man diese Werte in das Gleichungssystem e) ein, so gelangt
man zu den Bestimmungsgleichungen fiir die Uberzihligen X von

der Form:

[ k24 — h2(1+ ) }X ~+ 2(hy + hy) (b, + 2hy) X,
A (R FE

_3 phr?’ ( i)_e p'hy 2 2
4 k I+ hs J1+ 4 (3h8 +4h2 +6h‘2h3)’
2 [h22+ k hlz:fz} Xl - h2 (Zh«z + 3h3)X2

1

32’ Jy Pl
4 k J, 2

(4hy + 3hy),

— by (2h, 4 31,) X, +z[h2+ hy jJXazo.
Wir schreiben die Gleichungen in der vereinfachten Gestalt
X, +BX,+aeX,=2Z, y X, —eX,=17,,
—eX,+yX,=o.
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Aus den beiden letzten Gleichungen folgt
Z, € P>
=21 ' X und X, =—=-_X,.
, 75 % = %
Damit geht die erste Gleichung iiber in

& (14
X, (/3—1—20‘7):21“7%»

somit wird
z,— %z
Xy=— 7“ €
B+ 2 >
und schlieBlich
o
7 e A ? Zy

R
4
o
& Z1*7Z‘z
X3_7 ae
ﬁ+2—7—

Zum Schlusse moge noch die Berechnung der Knotenverschiebungen,
die von der wagerechten Belastung p und p’ herriihren, gezeigt werden.
Aus den Gleichungen c) auf S. 78 folgt:

2 N,
03:_k_M1h1,+k_1‘
N,
0 r___
. kQMh k@

Mit den Werten von N, und o erhilt man, da N, Null ist,

By=— 6kEJ(ZMh'+' ph)

= 3lcEJ 7 Ml

somit ist auch ¥ und ¢, bekannt, namlich:
P, =kd, und Gy=kd,.
Die erste Winkelgleichung des Mittelfeldes liefert:

h
0‘—06=h—:(07_03)

Bleich, Viermomentensatz. 6



82 Beispiele fiir die Anwendung der Methode des Viermomentensatzes.
und die dritte Gleichung des Gleichungssystems a) auf S. 77
I I
04='93+6__EI|:M'2;‘2+2M5(}‘2 + hg) — zp'hss_l’
somit auch
06=03(1+."1) fy g, 4t [M hy - 20, (hy - hy) — — p'h, 3].
hs hs 7 6 E J‘2 272 5\""2 3 4 3

Mit den so berechneten Stabdrehwinkeln ergeben sich die wagerechten

Verschiebungen der oberen Stinderpunkte (Abb. 65) wie folgt:
A4G=9h,, AE=19Y;h,, AK="90hy, + O, by,
AH=199h1? AF=4Y,h,, AL="3,h, + F¢h,.

Diese Werte reichen in der Regel aus, um iiber die Steifigkeit des
Tragsystems AufschluB zu erhalten. Die Kenntnis der Formédnderungen
der Stibe zwischen den Knotenpunkten ist meistens nicht notwendig;
um ein ungefihres Bild zu erhalten, geniigt es, aus dem Momenten
verlauf die Vorzeichen der Momente und die Momenten-Nullpunkte
(Inflexionspunkte der elastischen Linien) zu entnehmen und durch die
verschobenen Endpunkte die elastischen Linien beildufig einzuzeichnen.

10. Beispiel. Als ein Muster fiir die Ermittlung der Uberzahligen
in einem vielfach statisch unbestimmten Systeme moge die Berechnung
der in Abb. 67 dargestellten dreischiffigen Halle, einer Tragwerksform,
die im Eisenbetonbau hiufig Anwendung findet, ausfiihrlich behandelt
werden. Das Tragwerk ist neunfach statisch unbestimmt; es gestattet,
da acht einfache Knoten und zwei Knoten mit je drei AnschluB-
stiben vorliegen, die Aufstellung von 8 4 2.2 =12 Viermomenten-
gleichungen und von 2.3 =6 Winkelgleichungen. Diesen achtzehn
Gleichungen stehen achtzehn Unbekannte gegeniiber und zwar: neun
Uberzihlige und neun Drehwinkel

Die Belastung des Tragwerkes besteht aus dem Winddruck auf
die Seitenwidnde und einer gleichférmig verteilten Belastung der Dach-
flachen, vom Eigengewicht oder Schneedruck herriihrend, die in den
Seitenhallen sich auf alle Fille iiber die ganze Dachfliche, in der
Mittelhalle aber unter Umstinden nur iiber die eine Dachhilfte er-
strecken soll. Es ist natiirlich von Fall zu Fall jene Lastanordnung
zu wihlen, die fiir die zu berechnende GréBe einen Hochstwert liefert.
Die allgemeine Untersuchung fithren wir fiir den in der Abb. 67a darge-
stellten Belastungsfall durch, wobei wir den Winddruck fiir die Langen-
einheit mit %, die lotrechte Belastung der AuBlenhalle mit p’, die der
Mittelhalle mit p” bezeichnen. Setzt man in den Endergebnissen alle
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Belastungswerte bis auf einen Null, so erhilt man den EinfluB dieser
Belastung fiir sich allein.

Abb. 67.

Unter Bezugnahme auf Abb. 67b, in der die Umlaufrichtungen
durch Pfeile angegeben sind, lauten die Momentengleichungen:

erstes Feld:
2M b+ Mgh' + 6EJY, =N,,
M +2M (8 + )+ M, — 6EJ (D, —&,)=N,,
M,s' +2M,s' — 2Mh,' — Mybh,' — 6 EJ (9, — ;) =N, *);
zweites Feld:
2M,h, + Mh,'+6EJd =0,
Myhy' + 2 Myhy' 42 My by ‘}“’Mhs’ —6EJ (9, —¥,)=N,,

’
Moha’ + 2M7(h3'+ lz’) + Mv’le"‘l" 6HG ll% - 6EJ('94 - ‘95) =Ny,
_— ]

1) Aus Griinden der Symmetrie wurden M, und M;, vom Mittelfelde aus
gesehen, positiv angenommen. Diese Momente erscheinen demnach in dieser
Gleichung mit negativem Vorzeichen.

6*
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r ’ ’ l, ’
ML A2 M (1 + )+ My Ry +6H@l_2'2"— 6 EJ (3 —3,) =Ny,
2

M) k) 4+ 2 M+ 2 M by ++ M, by — 6EJ (¥, —¥,)=0o0,
M by +2M, by — 6EJ 9y =o0;
drittes Feld:
— M/ b —2M) b+ 2M S+ M s — 6EJ (9, —8,)=o0,
M/s +2 M/ (s + 1)+ M,'h'— 6EJ (9, —9,)=o,
M’y +2M'h—6ETH ' =o0.
Als J, wurde das Trigheitsmoment J des Mittelhallenbinders
angenommen.
H bedeutet die Sehnenkraft in diesem Stabe, & das statische
Moment der zwischen Sehne und Stabachse gelegenen Fliache, be-

zogen auf einen der Endpunkte.
Die Winkelgleichungen haben die Form?):

erstes Feld:

Ad,1cos o+ 1,9, + (by — b)) ¥, — by =0,
4,1+ 4, lsineg— 4,1 — 1,9, =0;

zweites Feld:

A1+ by Oy + kg P, — by ¥, — by ¥ =0,
A1+ 4,1 — 41— 41 —1,9,=0;

drittes Feld:

4, Lcos @+ hy Oy’ — (hy — hy) ¥/ — b, 9" =0,
A/ 1— A lsing—A4/'1—1,9,=o0.

Der EinfluB der Langskrifte werde vernachlissigt, da er, wie wir
uns spater liberzeugen werden, unerheblich ist. Da wir aber die Wir-
kung von Temperaturinderungen kennen lernen wollen, so diirfen
die Dehnungen A4l nicht ohne weiteres Null gesetzt werden. Es
darf auch nicht iibersehen werden, daB bei dem gebogenen Stab des
Mittelfeldes die Anderung der Sehnenlinge infolge der Biegung be-
riicksichtigt werden mubB.

Nimmt man iiberall gleiche Temperaturdnderung an, so gilt mit
Hinsicht auf die Symmetrie des Tragwerkes

1) In den folgenden Gleichungen wurden die Stabdehnungen 4! mit jenem
Zeiger versehen, den der zu dem betreffenden Stab gehdrende Drehwinkel &
besitzt. Um Verwechslungen zu vermeiden, wurde der Zeiger unmittelbar nach
dem Zeichen A gesetzt.
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Al=A4"l=A4%,, A,l=4,'1=4s,
Agl=A4;,"1=A4h,, Al=A41=A4h,,
Al=A41,.
Ferner setzen wir
sina=h2_j1. und cosa=£‘—,
s s

mit welchen Werten die Winkelgleichungen folgende Gestalt annehmen:

—|—h0 A+ (hy— 1)) 8y — by ¥y =0,
Ahl—AIa2+As2—

Al2+h2793+h3‘94—h304"h203’=0’

l, 0, =0,

As——}—h2ﬁ' (hy — hy) O, — b, 0 =0,
—hy

—Ah —+ 4h, —As——ﬁ — L9/ =o0.
s
Aus der zweiten, vierten und letzten Gleichung folgt:
9, — — Ah—Ah +h —“hlAs _kf_hﬁ t+l'——~at—0
S ll ll a)
b Ah1 h, —7l1A_§=h2—hla _l—ﬁat——:o
N ll ll S ll t ll ’

¢ =o.
«, bedeutet die Ausdehnungsziffer fiir 1¢ Temperaturschwankung.
Aus den drei iibrigen Gleichungen ergeben sich damit:

191_—_»}’2—'193——Asl—lzl—=klt93—attll—=k )

173
hy s hy Iy

——Nt’

h I, 1 ,
?'= ;;?793’_*_AS‘;T:’ﬁﬁs’_*—“tt:—l:klﬂsl“}_Np

Aal, Al

(194 — 9 )= Ts‘ - ('9 3) T —ky (ﬁs - 03)'

3
Zur Abkiirzung wurde

h h l
ke, =2, k, =2 d N,=q,t-*
"= . 3 un «, i,

gesetzt. Der ausfiihrliche Wert fiir 47, wird spiter eingefiihrt werden.
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In den ersten zwei Viermomentengleichungen ersetzen wir nun
¥, durch ¢, und bezeichnen

6EJ=p.
Somit lauten die ersten vier Gleichungen:
2M by + Myh)'+k 09 =N, oV,
M1h1,+2M3(h1,+3,)+M43,_k1003=N2—QNt’
M33,+2M43,—2M5h’2,_M2he’+903=N
2Mh, ++ M,h + 00, —o0.

Ebenso ersetzen wir in den letzten zwei Gleichungen 9" durch ¢,
und gelangen zur folgenden Gleichungsgruppe:

M b+ 2M,) b, — o9 =o,

— M, by —2Mh) +2M s + M, — 08, =0,
M s 4 2M/ (s +h')+ M '+ k09, = N,
M/ h'+2M"h' — ko9, =pN,.

Um ¢, und 194' zu eliminieren, addieren wir die fiinfte und sechste
Gleichung, sowie die siebente und achte und gewinnen hierdurch

M2h2,+ 2M5 h?’ + 3Mih3, + M7 (3h3, + 212’) + M?’ l?’
’
+6H@%§———903=N4 4N
2
M‘l,h?, + 2M5, h?’ —l— 3M6, hs’ + M7’ (3 h3’ _}_ 2l2’) + M7 l?’

l’
5t ed =N,.

Wenn man endlich die mittleren zwei Gleichungen addiert und die
entstehende Differenz (9," —¥,) durch die Differenz (9, — 9,) aus-
driickt, so findet man noch die Beziechung

M6 h3 + M7 (2 h3 + 3 l?’) _’_ M7’ (2 h3’ + 312,) + Mﬂ’ h3,
L, A1,
+12H@ 'l"zg__le(ﬂsl_ﬂs)_*—Q“};i:Ns +Na'
2 3
Damit haben wir an Stelle der urspriinglichen achtzehn Gleichungen
elf Gleichungen mit elf Unbekannten (neun Uberzihlige und zwei
Drehwinkel) erhalten.
Nun beseitigen wir die GroBen 9, und 9"
Aus der vierten und fiinften Gleichung des reduzierten Glei-
chungssystems findet man
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0¥y =—2M,h'— Mh,/,

0% =M'"h'+2M, 1, .
Nach Durchfiihrung der Rechnung erhdlt man folgende neun Be-
stimmungsgleichungen, wobei zur Vereinfachung an Stelle der zweiten

Gleichung die Summe der ersten und zweiten, statt der siebenten
Gleichung die Summe der siebenten und achten gesetzt wurde:

2M b/ — 2k Myh) + Myh,' —k, Mgh,' =N, +-oN,,
3M b+ My(3h, + 28') + M, =N, + N,
— 3Mh,' + M, 4 2M,s’ — 3M.h,' = N,,
—3M, b+ M +2M —3M b’ =0,
3M R+ My (30 +25) + M=o,
M b — 2k My by 4 M b — k, M,/ =¢N,,
3Myhy + 3Myhy + 3Myhy' + M. (3hy + 20,) 4 M1,

1
+3H® =N, +N,, <)

3M, by 4 3M )+ 3 M hy' 4 M (3hy' + 21y) + M1y
ln’
+3HD L= Ny,

— 2k, (M2 + Mz’) he’ —k, (1‘[5 -+ 'Ms’> }lel —+ (M, + Me;’) hsl
’ , , &b
+ (M, + M, )(z B 31, +,3h,,,>
3

. 0) 6G _ 1,
D= | = — 2 a,t.
+I2Hq<212+113 'N:")_'_Nﬂ h3 +thlt{
In den letzten Gleichungen wurde fiir
L,
C=o*
2
und fiir
1 [ , .
AZ.Z:-—‘*‘J: LZA (M.’. +M7 )+ ZH(I)O'-“—G j: Oltt’2 )
eingefiihrt.

Wir wiahlen als statisch unbestimmbare GroBen die Momente
MM/, M,M,, M;M,’, M,M/, sowie die Sehnenkraft H des Stabes [,
im Mittelfelde.

1) Die Dehnung M*If'{ wurde wie bei den iibrigen Stdben vernachlissigt.
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Mit Hilfe der Abb. 68 findet man folgende Gleichgewichts-
beziehungen?):

h
My —= M, + Hyhy =M, + Hh, — (My— M,) k, +wh, (’2_1+hs>’
h
My= M, M, =M, + My~ Hh, — (My— M) k, +wh, (?1+hs)’

My = M+ M, + (B + By by — o (B -

= 3,30, — (U — B Gy )0 (B ) ),

2

d)

M/ =M, H hy—M,+ Hh,— (M, — M)k, ,
M) =M+ M/ =M+ M+ Hh, — (M, — M)y,
M) =M, + M, +(H/+ H,)h,

=M, M, — (M’ — M)k, ++ H(hy, +hy).

Nach Einfiilhrung dieser Werte in die Gleichungen c) erhilt man
das endgiiltige System der Bestimmungsgleichungen, und zwar zunachst
die ersten sechs Gleichungen:

1) Bei der Aufstellung dieser Beziehungen beachte man die Bemerkung
tiber das Vorzeichen der Momente in Punkt 4 der Zusammenfassung auf
Seite 47.
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M1 (2h1, - k12 ha,) —3 k1 M‘zha, + Ms(h1, + k1% ha') - leh‘z h‘z’

=akh’w—+N,+oN,,
3M1h;'+Ma(3h1’+23’)—|—M4s'=N1—|-N,, e)
— 3k, M, b, — 6 M, b, + M, (¢ + 3k ')+ 2 M, s’ — 3Hhyh,’
=3ah’ w4 N,
— 3k, M,'h,' — 6 M, hy/ + M,/ (s 4 3k, b))+ 2 M, — 3Hhyhy) =0,
3M, b’ + M/ (3h'+25)+M,/'s=o0, o
M'(2k —k,2h))— 3k, M, by’ + My (b + K,2 b)) — Ky Hhyhy'

=QN2.
Hierbei wurde zur Vereinfachung fiir
h
h (3 h) =

geschrieben.

Die nichsten beiden Gleichungen des Systems c) benutzen wir,
um durch Addition und Subtraktion zwei neue Gleichungen abzuleiten,
in denen schlieBlich mittels der Gleichungen d) alle Momente durch

die Uberzihligen ausgedriickt werden.
Man erhdlt mit den Substitutionen

)+
by 2hy 1, =,
hy = 2hy' +£;—,==¢2,
3 (hs'+z;+%)=,,,
die Gleichungen
by (My M) @, 4 (M, 4 M) (@, + 1)) — ey (Mg + M) @,
+ (M, + M) (p, — b))+ 2H [tplha + (b 1, A +¢%]
= 5 (e Ny ) — w (b )+ (1)
by (M — M) @+ (My — M) (@, + b)) — By (Mg — M)
+ (M, — M) (9, — 1)
=§(N4 + N, —N,)—w l:a(h,‘ +n))+8 (hs'+ fg_’)]




90  Beispiele fiir die Anwendung der Methode des Viermomentensatzes.
b (M, + M) (y — kyhy') + (M + My)) (p — 3K, 1))
— ke (M —+ M) (w — Ky b))+ (M, + M)y
l ’
+2H [hz(hs,_kehel) ~+ (kg +hg) (y — 1)+ 6 @( . +{_>] f)
3

21,

, , , 6G l
= Ny Ny — w[a(hy'—k b))+ B (9 —hg)] — Iy + Qj:;“tt'
3

Die Gesamtheit der Bestimmungsgleichungen zerfillt in drei
Gleichungsgruppen, wobei sich die Systeme e) und €’) nur in den
Betragen der rechten Gleichungsseiten unterscheiden. Setzt man nun
in den Gleichungen e) die Glieder, die M, und H enthalten, auf die
rechten Seiten und bezeichnet diese zusammenfassend mit a,, a,, a,,
so erscheinen nach Einfilhrung der Zahlenwerte auf den linken Seiten
dieser drei Gleichungen und nach Auflosung derselben die Momente
M,, M, und M, als lineare Funktionen von a,, a, und a, dargestellt.
Diese Losungen konnen auch ohne weiteres fiir die Gleichungen e’)
verwendet werden, da die Beiwerte der Unbekannten in beiden Glei-
chungsgruppen dieselben sind. Nun ersetzt man in den so berechneten
sechs Losungen die aq-Werte durch ihre tatsiachlichen Betrige, d. h.
man bestimmt die Momente M,, M,, M, und M, M), M, als Funk-
tionen der iibrigen drei Uberzihligen M,, M," und H und fithrt die
so gewonnenen Ausdriicke in die Gruppe f) ein, wodurch man zu drei
Gleichungen mit den drei Unbekannten M,, M,” und H gelangt, die
daraus bestimmt werden kénnen. Damit sind auch alle andern Uber-
zahligen gegeben. Die Berechnung des neunfach statisch unbestimm-
ten Tragwerkes lauft somit auf die Auflésung zweier Gleichungs-
gruppen mit je drei Unbekannten hinaus.

Wir ermitteln schlieBlich noch die Betrige fiir die Belastungs-
glieder N. Es ist

N,=—3wh'h?,

Ny=—%iwh h?>—3p'¢1?,

Ny=—3¢§17

N,=—3%whyh?, 2
Ny=—1whyh*— 0"l L,?

Ny=—gz 7' lL'1"

Bei der Berechnung von Ny und Ny wurde die Gleichung 12)

auf S. 36 benutzt. Fiir g, wurde %, fiir g, % gesetzt.
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Zahlenbeispiel ;

Wir wihlen folgende Tragwerksabmessungen, und nehmen an, dafi der
Mittelbogen nach einer Parabel gekriimmt ist.

l,=8m, ly=12m, f=1,50 m, 8= 8,06 m,
h, =5 m, hg=6m, hy=2m,
J J J J
=3, =g =2,
A Je A
somit ist:
k1=h—g=l,2, kg=—hi=3,
1 3

L3
l”=l’c°52y=~l;‘7-{——?_§6_ﬂ=9’6 9,

J
=16,12 m, h/=h, —=15m, hy =hy——=12m,

Jy s

J
hs’ = hs —— =4 m.
R Js
Ferner gilt fiir den Mittelbogen

¢=§lgf= 12 m?,

6———%]’:0,6 m.

Mit diesen Zahlen findet man die Festwerte
¢, =124 84 9,6 =129,6 m, Q=128 4 3,2=23,2m,
v=3(4-+9,6-6)=1588 m,

o =27 m? und B =29 m?,

sowie

Das von der Kriimmung des Mittelhallenbinders herrithrende Glied ist

nach Seite 41 durch die Gleichung gegeben

l
6G 6
Tfh?f””‘””’
0

worin I}, das statische Moment des nach Abb. 69 belasteten Balkens von
lg=12 m Stiitzweite bedeutet.

Nun ist G 2—>.

l pll I |
fiir w<—2— Smx=~§-93(31g—43’)1

; ” I ..
fir o> — M, =2l (e —2); Abb, 6g.
fiir y setzen wir y= ‘;—’; xl—ux).

']
af l?

1) Bei der Parabel ist tgy = daher cos?y = - ——

ARSI

L
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Somit folgt
ls

z 123
f S Uaﬂag—w) (3l — 42) da +flgwa2—w>2dw]
0 0 [

2

=1 rrps
3 'L,
demnach

6G _ 7"
hy 5

r
T l,2=259,2 p”.
Wir berechnen ferner die von der Belastung abhingigen Grofien N nach den
Gleichungen g).
Nach Einfithrung der Zahlenwerte erhilt man:

N1=—93y75 w, N2=_93175w—'257192p'7
N3='_257192.p’1 Ni=—3w,
Ny=—4w—194,4 ", Ny=—151,29".

Die Gleichungen e) lauten sonach
12,72 M, — 43,20 M, + 32,28 M, =a, ,
45,00 M1 + 77700 M3 =y,
— 43,20 M, — 72,00 M, -} 59,32 M, =a,.
Thre Auflosung liefert
100 M, = 2,464 90 @, -}- 0,10569 a, — 1,478 96 a, ,
100 M, = — 2,62609 @, }-0,95251 @, }0,20837@a;, ¢ . . . . h)
100 M, = — 1,43605 @, -} 1,23309 @, +} 0,86164 q; .
Nun ist in den Gleichungen e)
a, = 86,40 H-- 295,05 w -+ o N,
a, = — 16,12 M, — 187,50 w — 257,92 ',
a, = 216,00 H— 32,24 M, + 972,00 w — 257,92 p.
Mit diesen Betrigen wird
M, = 0,4598 M, — 1,0649 H — 7,2990 w -+ 3,5419 p’ -} 0,024 65 ¢ N,
M, = —o,2207 M, — 1,8500 H— 7,6151 w — 2,9941 p’ — 0,02663 o N,, ¢ h’)
M; = — 0,4765 M, -} 0,6200 H} 1,8243 w — 5,4023 p' — 0,01436 o N, .

Die Losungen der Gleichungen e’) unterscheiden sich von den Losungen h’)
nur dadurch, dafi die von w und p' abhingigen Glieder Null sind. Sie haben
sonach die Form

Ml, = 0,4598 M.;’ ~— 1,0649 H + 0,024 65 QNI )
M, = — o0,2207 M, — 1,8500 H — 0,02663 o N, .. ..
M) = —o0,4765 M,/ — 0,6200 H— 0,01436 o N, .
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Die Gleichungen f) nehmen nach Ausrechnung der Beiwerte die Gestalt an
35,52 (M, + M,’) + 41,60 (M; + M) — 35,52 (M; + My') + 17,60 (M, + M)
4 428,80 H= — 829,07 w — 115,20 p”,
27,84 (M, — M,’) -} 35,20 (M, — M,") — 27,84 (My; — M,") 4 11,20 (M, — M)
= — 643,47 W — 14,40 p”
27,36 (M, + M,") — 49,20 (M, + M) — 27,36 (M, -+ M,') - 58,80 (M, + M,")
+ 593,60 H= — 729,20 w — 604,80 p"” — 3,750 N -

Aus den Gleichungen h’) und h”) bestimmt man nun die Momentensum-
men bzw. -differenzen mit den Zeigern 1, 2 und 3 und fiihrt die Werte in die
vorstehenden Gleichungen ein, Als Ergebnis dieser Rechnung finden wir:

41,676 (M, -+ M) 4 155,185 H=

= — 188,222 w — 193,143 p’ — 115,2 p” — 0,5556 ¢ N;
29,498 (M, — M) = — 121,426 w — 143,614 p' — 14,4 9" Y
95,276 (M4 ‘+‘ MA’) + 683,442 H=

= — 854,249 w — 392,023 p’ — 604,8 p"’ — 8,505 o N,

In den Gleichungen i) sind nurmehr die Unbekannten M,, M, und H
vertreten. Aus der mittleren Gleichung folgt unmittelbar:

(M, — M))= — 4,1163 w — 4,8687 p' — 0,4881 p”.

Die beiden anderen Gleichungen, die nur (M, + M,’) und H als Unbe-
kannte enthalten, ergeben nach der Auflosung:

(M, + M,") =+ 0,2866 w — 35,1953 p’ -+ 1,1041 p” - 0,06863 0 N,
H = —1,2899 w -} 0,1507 p’ — 1,0389 p" — 0,02200 ¢ N,.

Aus der Summe und aus der Differenz der Momente M, und M,/ findet
man leicht M, und M,’ selbst. Mit diesen Momentenwerten und dem Betrage
von H sind durch die Formeln h’) und h”) auch die anderen Unbekannten ge-
geben. Man findet so:

M, = —6,8056 w -} 1,0677 p’ + 1,2479 p” —+ 0,06386 ¢ N;
M, = — 4,8063 w — 2,1623 p’ 41,8540 p” -} 0,00650 ¢ N; .
M, = 1,9368 w —2,9112 p’ — 0,7909 p”’ — 0,04435 ¢ N¢ SR
M, = —1,9143 w — 5,0320 p’ -+ 0,3080 p”" 4 0,03432 ¢ N;

M, = 42,3858 w— 0,2355 p’ -+ 1,4723 p” - 0,06386 ¢ N,
M,' =+ 1,8995 w — 0,2428 p’ - 1,7463 p” -} 0,00650 ¢ N;

37

M/ = —1,8487 w4 o0,1712 p' — 1,0234 p" — 0,044350 N; - )
M) = 2,2014 w —0,1633 p’ 40,7961 p” -}-0,03432 ¢ N,

H = —1,2899 w-}-0,1507 p’ — 1,0389 p” — 0,022009 N, . . . i)

Damit ist die Aufgabe im Grunde genommen gelost. Fiir jede Stelle des
Tragwerkes konnen Moment und Querkraft, sowie die Langskraft auf Grund der
Gleichgewichtsbeziehungen festgestellt werden. Setzt man in den Losungen p',
2P und N, Null, so erhilt man die Unbekannten fiir den Winddruck w auf die
Seitenwinde. Nimmt man w, p” und N, Null an, so findet man den Einfluf einer
Belastung p’ des linken Seitenfeldes auf die Uberzihligen. Vertauscht man
die gestrichenen Momentengréfien mit den ungestrichenen, so liefern diese



94  Beispiele fir die Anwendung der Methode des Viermomentensatzes.

Formeln auch den Einfluf einer Belastung des rechten Seitenfeldes. Ebenso
geht man vor, um den Einfluf einer Totalbelastung der Mitteloffnung fest-
zustellen. Wihlt man w, p’ und N; Null, so geben die voranstehenden Formeln
die Wirkung der Belastung der linken Hilfte des Mittelhallenbinders. Nach
Vertauschung der gestrichenen und ungestrichenen Momente erhdlt man den
Einfluf der Belastung der rechten Binderhalfte. Durch Summation der beiden
Teileinfliisse kann die Wirkung der Gesamtbelastung erhalten werden. Auf
dhnliche Weise lassen sich auch die Einfliisse aller anderen iiblichen Last-
anordnungen berechnen.

In Anwendung des eben Gesagten mdgen einige Belastungsfille eingehen-
der behandelt werden.
1. Bleibende Belastung.

Das Eigengewicht nehmen wir in allen Feldern mit 0,33 t/qgm an. Bei
einer Binderentfernung von 6 m ergibt das p’ — p"” = 2,0 t/m.

// §\| '
/ 5“".
_D
S
ro‘)é l\a\ y
Qo - 7478
- g :
I/ R -
W R e
(b =+ 53%
My=r 3705 M,=1+2,390
Abb. yo0.

Wir berechnen auf Grund der Formeln i), i) und j”), in denen w und
N, Null gesetzt werden, die unserer Belastung entsprechenden Momentenwerte.
Diese Zahlen finden sich in Tafel 3, Reihe 1 eingetragen. Vertauscht man
nun M, mit M, M, mit M, usw., so entsteht die Zahlenreihe 2, die
die Momentenwerte flir die Belastung der rechten Gebdudeh#lfte angibt. Die
Wirkung der Totalbelastung weist die Ziffernreihe 3 aus, die die Summen-
betrige aus 1 und 2 enthdlt, Aus diesen Werten berechnet man leicht auf
Grund der Gleichgewichtsbeziehungen d) auf S. 88 die iibrigen Anschlufmomente
(siehe die untere Hilfte der Tafel 3), um den Verlauf der Momente iibersicht-
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lich darstellen zu kénnen. Das Momentendiagramm ist in Abb. 70 ersichtlich
gemacht?).

2. Schneebelastung.

Diese Belastung sei ebenfalls iiber die ganze Dachfliche gleichformig
verteilt angenommen. Da 8=0,075 t/qm ist, so ergibt sich fiir die Berech-
nung p' = p” =6-.0,075 =0,45 t/m.

Man erhdlt die Zahlenwerte der Kolonne 4, wenn man die der Kolonne 3

.. O o qs s
mit -—’Tj—s- = 0,225 multipliziert,

3. Winddruck auf die Winde.

Der Berechnung wurde ein Winddruck von w = o0,150t/qm zugrunde ge-
‘legt; dies liefert w=—6.0,150 =10,900 t/m. Mit diesem Werte wurde auf Grund
der Formeln j), ") und j”), in denen p’, p” und N, Null gesetzt wurden, die
Reihe 5 in Tafel 3 berechnet und der Verlauf der Momente in Abb. 71 ein-

getragen.
Tafel 3. Momentenwerte in mt,

Bleibende Last p' =p” =2t/m

g <%
Loy B anld 2 .u’g'gg & O
7] [Y] (7] = w
§5825 /88355 3% |eE=s| ixg
k=1 ‘eSS Vg 8| Gesamt- ) E8 g0 =Y
qumg wn g - ] ” TES g ok+l
g e 8 ,8|8a5a belastung 8 Te3 8.8
Bl -~ .
S |[56g80E|5802E | (Summe S X §_2—g~ll Ea
= |SMaMS | S5555| 1und2) 2 S8 e
&’}.Eg-sw&s"g‘-’m < “53
=EERILEE ER . §-
1 2 3 4 5 6
mt mt mt mt mt mt
M, + 4,631 +2,474 + 7,108 + 1,597 — 6,125 + 2,299
Mﬁi - 0;6 17 + 3,007 + 2,390 + 0:538 - 4:326 _-_'-. 0,234

M | +2474 + 4,631 + 7,105 + 1,597 + 2,147 + 2,299

M, — 7,404 — 1,704 —9,108" | —2,048 + 1,743 F 1,597
M, —9,448 + 1,266 — 8,182 — 1,841 — 1,723 + 1,236
M/ + 1,266 — 9,448 — 8,182 — 1,841 + 1,081 =+ 1,236
M | —1,704 — 7,404 —9,108 | —2,048 — 1,664 F 1,597
Hp .| —1,766 — 1,766 — 3,552 —0,779 — 1,161 F 0,792
M, + 0,534 | 40,120 | +3,566 | +o,157
M, — 7,648 | —1,721 + 1,843 + 1,393
M, — 14,752 | —3,319 + 1,321 + 0,191
M/ —14,752 | —3,319 | —102¢ | Fo,91
My — 7,648 | —1721 | 41,208 | +1,393
MY + 0,534 | +o,120 | —0,683 F o157

4. Einflufi einer Temperaturinderung.
Es ist: l
hy
1) Beim Mittelbalken darf nicht der Einfluf der Sehnenkraft H auf die
Momente {ibersehen werden. Fir die Bogenmitte ist z. B.:

Muwe=M,+ 0" ® + Hf = — 14,752 4 36 — 5,328 =} 15,920 mt.
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Wir wihlen EJ= 15000 tm? und ¢=20% dann wird mit o, = 1:80000:

Ve

T
iy

-4683

’

Hs

£86% =%,
r{d '”

32

Yyrabel

> 9522 ==l

«=2872

Me=r3783
o
&

42,747

#y

Mym=4326

Mp=-g 725

8
9N,=6-tsooog 8oooo 3

Abb. 71.

Die berechneten Momenten-
werte sind in der Vertikalreihe 6
der Tafel 3 angefiihrt.

Den Schluffi dieses Beispieles
moge die Ermittlung der Knotenver-
schiebungen infolge Windbelastung
der Winde (Wind von links) machen.

Wir haben auf S. 87 gefunden:

edy=—2M;h' — M;hy,
2 My hy' + M'hy' .

daraus ergibt sich unmittelbar:

edy =

h;
b= — (2, + M),

Bt
By = 9_’ (2 My’ + My).

Mit h)=12m
und @ =6EJ=90000 tm?.

erhilt man unter Benutzung der Mo-
mentenwerte der Reihe 5 in Tafel 3:

¥4 =} 0,000678
#3 =} 0,000365.
Damit ist auch &, und 4, ge-
geben, und zwar:
¥, = k93 = 0,000814,
¥/ =k, =+ 0,000438.
Weiter findet man aus den Mo-
mentengleichungen des Mittelfeldes
(siehe die Gleichungen auf S. 83 u.84):
6 EJ (93 — 9,) = Myhy' 2 Myhy'
+ 2 Mohy' + My by’ — N,
6 EJ (9, — 9y) = M,'hy'+2 My'hy/
+ 2 Mhy + M'hy .
Nach dem Einsetzen der Zahlen-

werte der Momente aus Tafel 3,
Reihe 5 erhdlt man:
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6 EJ (9 — ¥,) =} 57,30,
6EJ (9, — 3)=-+}1042?)
somit unter Benutzung der oben errechneten Werte von ¢, und 4;’:
57,30
P =9 — —6—1,1}7= -+ 0,000041,
10.42
‘(9" = 193' -+- -6—‘E—J,= + 0,000472.

Alle iibrigen Stabdrehwinkel sind Null. Die Knotenpunkte erleiden sonach
nur wagerechte Verschiebungen 4, die wir mit dem kleinsten Momenten-
zeiger des betreffenden Knotens bezeichnen, und zwar:

83 = h, ¥, = 0,000814- 500 = 0,407 cm

8, = hy¥; =0,000678-600 = 0,407 cm

6, =0, + hy ¥, =0,407 4 0,000041-200 = 0,415 cm
0y’ =h, ¥,/ = 0,000438-500 = 0,219 cm

8, = hy¥;' = 0,00036%>600 = 0,219 cm
6,/ =96,/ + hy?, =0,219 4 0,000472-200 ==0,313 cm.

Benutzt man diese Verschiebungswerte und die Anhaltspunkte, die das
.Momentdiagramm, Abb. 71, fiir die Lage der Inflexionspunkte (Momentennull-
punkte) und fir die Richtung der Verbiegung bietet, dann lLifit sich ein an-
schauliches Bild von dem Verzerrungszustand des Tragwerkes herstellen, ohne
dafi es notwendig wire, die genaue Form der elastischen Linien zwischen zwei

Knoten rechnerisch festzulegen. Abb, 72 zeigt die Verzerrungsfigur in 200-
facher Ubertreibung.

Abb. 72,

Die eben ermittelten Verschiebungswerte wollen wir benutzen, um die ein-
gangs gemachte Voraussetzung, daf der Einfluf der Lingskréfte auf die Form-
dnderungen gering sei und daher vernachldssigt werden konne, zu iiberpriifen.
Zu diesem Zwecke betrachten wir den Binderstab I, des Mittelschiffes. Seine
Sehnenkraft wurde filr Windbelastung mit:

H=— 1,161t (Druck)
bestimmt. (Siehe Reihe 5 in Tafel 3.)

1) Das positive Vorzeichen der Drehwinkel 4 besagt, daf die Ver-

drehung derart erfolge, daf die Winkel o der Winkelgleichungen verkleinert
werden.

Bleich, Viermomentensatz. 7
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Nimmt man im Zusammenhange mit dem oben gewihiten E.J-Betrage
EF= 300000t an, so ergibt sich die Zusammendriickung des Stabes l,, wenn
man die Lingskraft, genau genug, tiberall gleich H setzt.

1,161-12,00
300000

4dl= ==0,000047 m == 0,0047 Cm.

Um diesen Betrag hat sich der Stab ab (Abb. 72) verkiirzt. Denkt man
sich die Wirkung dieser Verkiirzung nur bei Punkt b zum Ausdruck kommend,
welche Annahme die ungiinstigste ist, die wir machen konnen, so ist die Ver-
schiebung in Abb. 72 um den Betrag 0,0047 cm zu grof angegeben. Der
Fehler betrigt in Hundertteilen )

__100-0,0047

f o3 1,50 v. H.

Der angegebene Verschiebungszustand des Systems ist demnach im
Punkte b mit einem Fehler behaftet, dessen obere Grenze 1,5 v. H. betrigt.

Macht man eine #hnliche Berechnung fiir die beiden Binderstibe der
Ausenfelder, so findet man die betreffenden Fehler (mit E F=200000t gerech-
net) mit

fi=o067v.H. und f,=1,56v.H.

Die Fehler der aus dem angendhert bestimmten Verschiebungszustand
ermittelten statisch unbestimmbaren Grofien werden sich in der gleichen
Grofienordnung bewegen.

11. Beispiel. Die Berechnung des bekannten Lohsetrigers, dessen
Uberzihligen meist mittels Niherungsverfahren bestimmt werden, ge-
staltet sich selbst bei beliebiger Form und Querschnittsanordnung der
beiden Gurtbogen verhdltnismidBig einfach und iibersichtlich. Das
Tragsystem ist in Abb. 73 dargestellt. Die Berechnung wird hier
fir den Fall von = gleich breiten Feldern durchgefiihrt, unter der
Annahme, daB Lasten nur in den Knotenpunkten iibertragen werden
kénnen?).

Bei n Feldern ist das System n-fach statisch unbestimmt. Die
Momente in den Obergurtknotenpunkten werden mit M?, die in den
Untergurtknoten mit M% bezeichnet. Die Neigungswinkel der Ober-
gurtstaibe gegen die Verbindungslinie o—n nennen wir ¢, die des
Untergurtes f.

Da die Pfosten gelenkig angeschlossen sind, so kommen sie fiir
die Momentengleichungen nicht in Betracht, wir denken sie uns bei
der Aufstellung derselben weggehoben. Man hat es daher beim Ansatz
der Momentengleichungen nur mit einem einfachen geschlossenen Rah-
men aus 2nStdben, der in o und » Gelenke hat, zu tun. Es sind somit
2(n— 1) ausgezeichnete Punkte vorhanden, denen 2n— 2 Dreimo-

1) Eine genaue Berechnung mittels der Arbeitsgleichungen bei unverin-
derlichem Querschnitt der Tragbalken wurde vom Verfasser in: ,Vom Wett-
bewerb um den Umbau der Aspernbriicke tiber den Donaukanal in Wien,
Eisenbau 1915, Heft 3—s5, mitgeteilt,
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mentengleichungen entsprechen. Wir beginnen bei Punkt o und
schreiten im Obergurt nach rechts fort. Den Untergurt sollten wir
dann der Regel gemidB von n gegen o durchschreiten. Da aber beide
Hilften durch Gelenke getrennt und auch sonst keine gemeinsamen
Stibe vorhanden sind, das System der Dreimomentengleichungen
des Obergurtes also vollstindig unabhingig von dem des Unter-
gurtes ist, so steht es frei, fiir den Untergurt eine andere Reihen-
folge zu wihlen. Wir werden demnach_auch den Untergurt von links
nach rechts durchschreiten. Fiir beide Gurte sind dann positive Mo-
mente solche, welche die Stibe nach unten zu wolben trachten.

RO

Abb. 73.

AuBer den 24— 2 Momentengleichungen konnen bei n Feldern
2n Winkelgleichungen aufgestellt werden, so daB zur Berechnung
samtlicher Unbekannten, d.s, n Uberzihlige und 3n — 2 Stabdrehwinkel,
4n — 2 Gleichungen zur Verfiigung stehen.

Den EinfluB der Lingeninderungen der Gurtstibe infolge der
Stabliangskrifte und Temperaturinderungen wollen wir mit in Rechnung
ziechen. Es ist nun nicht notwendig, simtliche Dreimomenten- und
Winkelgleichungen anzuschreiben, da sie gesetzmiBigen Bau haben
und sich nur durch die aufeinanderfolgenden Zeiger ihrer Glieder unter-
scheiden.

7#
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Wir wihlen einen beliebigen Punkt & aus und stellen fiir diesen
Punkt die Momentengleichung des Ober- bzw. Untergurtes auf. Mit
den Bezeichnungen der Abb. 73 finden wir:

fiir den Obergurt:
Mi_, 0/ +2Mi (o) + 0y 1)+ My, 00— o — 9y ,)=0 ] a)
fiir den Untergurt: .
My 2 M () +w/ )+ Mioyw/yy — oY — s 1)'_—0I
Hierin ist 0o—6EJ,

wobei J, ein beliebig gewahltes Tragheitsmoment bedeutet, mit dem
die Werte ¢ und o’ in der bekannten Weise berechnet werden. Setzt
man in den Gleichungen a) der Reithe nach k=1,2...n—1I, so
erhilt man die simtlichen 2n — 2 Dreimomentengleichungen.

Wir stellen nun die Winkelgleichungen fiir das k-te und k +- 1-ste
Feld auf, wobei die Lingeninderungen der Pfosten als unerheblich ver-
nachlissigt werden. Die Gleichungen lauten fiir das k-te Feld:

Ao, cos ¢, — Au, cos B =y, Py + 3,° 0, sin ¢, — b, 3,°
+ &% u, sin f, =0
Ao, sin ¢, -+ A, sin p, — $,°0, cos ¢, 9, *u, cos =0
und fiir das k -} 1-ste Feld:

Aoy cosayy— Ay 08Py I B0+ Dy 10, sine
— Il 0 T Oyt SiD By =0

A0, 1y SNG4y F- Aty g SNy ) — Fp 0,14 COSGyy
A+ 0% 4y Wy COS By y = 0.

Wir setzen nun:
0Cos==ucosf}=24

osina=Atgae und wusinf=~1tgp

und erhalten, wenn wir die Gleichungen in etwas anderer Reihen-
folge schreiben:

Ao, cos &, — Auy, cos B, — (b, 32 — By 9% _y)
+ (9,0 tg a4 D tg Bi) =0
A0, cosay y — Au, ., cos By, — (M 1841 — B9
4 A (9% 4118 4 +0z+1 tg Py =0
Ao, sin ¢, + Aw, sin f, — A(9,20 — I ¥)=0 }

. . u
Aoy, sine 4 duy sin i, — 2y —Feyy)=0

b)
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Wir ziehen nun die beiden Momentengleichungen a) voneinan-
der ab

Mi—y o/ —Mi—yw/~2 [Mi (o) +o0; 1) — Mk (w42 ;)]
+Mi g0 =My —e (i — 08 o, — Ik, )=0.
Ebenso subtrahieren wir die Winkelgleichungen c) voneinander
Aoy sing, — A 0,y siney 4 dw, sinf— Auy  sinfy
— A0 —I%) A% o, — %) =0.

Die beiden letzten Glieder der so erhaltenen neuen Gleichungen sind,
wenn man von den Faktoren 1 und o absieht, einander gleich, und
wir gewinnen daher aus beiden Gleichungen die Beziehung

My 10— My_ 1% 12 [M; (Okl+ 04 11)— My (w1

0 ’ u ’
FMigy 0 43— Mie g yy—r=0, . . . . . d
wo

rk=%[d opsine,— Ao, sine, 4 dw,sin i — Au, sinp, ] d)

bedeutet.
Gleichung d) enthdlt keine Drehwinkel mehr, sie ist demnach
eine Bestimmungsgleichung. Da fiir £ der Reihe nach 1, 2 ... n—1I

gesetzt werden kann, so stehen n— 1 Gleichungen der Form d)
zur Verfiigung. Um die letzte noch fehlende Beziehung zu bestim-
men, geht man folgendermafBen vor:

Aus der ersten der Winkelgleichungen c¢) berechnet man

A% =29% — (4 o, sinq, + Aw, sin B,)
Nach Einfiihrung dieses Ausdruckes fiir 29% in die erste der Winkel-
gleichungen b) entsteht
(40, cos o,— Au, cos f,) — (A oy sin e, 4 A w, sin ) tg
+- 2 9% (tg o~ 18 ) — (b Pk — Iy B _,) =o.
Derartige Gleichungen kénnen in der Zahl » aufgestellt werden. Die erste
enthdlt bloB h,9,? die zweite die Differenz h, 93 —h, 97, die dritte

hy¥3 — h, 95 usf. Addiert man diese n Gleichungen, so heben sich
samtliche Glieder h¥* weg und die Summengleichung erhilt die Form

n

2 [4 0, (cos &, — sin ey, tg B,) — A u,(cos B, sin B, tg B,)]

k=1

=— DR A(tg e, 2By
k=1
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Da nun A(tge,-tgp,)=h,—h,_, ist, so nimmt die obige

. . sin
Gleichung, wenn noch auf der rechten Seite tgf durch p ersetzt
cos

und auf gemeinsamem Nenner gebracht wird, folgende Gestalt an:

D% —lh_)=—t . ... ... . e
k=1

wobei

t_z{ cos (e, + By) — Au _L] L)

cos f, k¥ cosp,
ist.
Wir multiplizieren jetzt die Momentengleichungen des Obergurtes
in der Gruppe a) der Reihe nach mit h,, h, ... h und addieren

sodann. "
Man erhalt:
n-—1
Z[Mz—l o2 M (o) 0,4 1) + Miyy 011l
k=1

n—1

— QZ (0% — %4 1) h=0.

Wir schreiben das zweite Summenglied, in seine Elemente zer-
legt, in ubersichtlicher Form an:

ﬁghl —9%h,
+ 95 h, — I b,
-+ 19§h3 — Dahy

[ 0o
On_gly_o—On_1hy_y
o (/]
+Ip_ by —Onh, _,
Nun ist, wenn man je zwei ibereinander stehende Glieder zu-
sammenfafdt,

Fi(hy — ho) ~+ 95 (h, — h1)+"9§ (hg —hy) 4 - - +0z_1(hn—1 - hn—‘.’.)
-+ (hyy— iy 1) = ,2_*1 D3 (lye— )

wobei zur Vervollstindigung des Zahlenbildes das erste und letzte
Glied durch %, und #,, die beide Null sind, erginzt wurden. Der so
gewonnene Summenwert ist aber bereits durch Gleichung e) bestimmt
und man gelangt somit zur letzten Elastizititsbedingung:
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n—1

Z(MZ—-ka’—}‘ 2 M;(Okl+ok,+1) -+ M; ., 0 +1) b +ot=o.

k=1
Wir formen den linksstehenden Summenausdruck noch um. Zu
diesem Zwecke schreiben wir drei aufeinander folgende Glieder der
Summe ausfiihrlich an, namlich

/] ’ o ’ r 0 ’
Miso)_  hy_y+2Mi_ (o) ~+0) ly_y + Myo/ Iy,
’ o ’ ’ 70 ’
+ My 0y, -+ 2 Mj (o, +0k+1)hk+Mk+1ok+1"k
[ ’
+ M0,y hy s + ...
Somit treten immer drei Glieder von M° mit gemeinsamem Zeiger
auf, der voranstehenden Gleichung kann daher folgende endgiiltige

Form gegeben werden:

n—1

gMZ[ok'(hk_l—|—2hk)—l—ok’“(zhk—l—th)]—]-gt=o.. 1)

Es bleibt noch iibrig, die in den Elastizitdtsbedingungen d) und f)
vorkommenden Momente M und Lingendnderungen Al in den Aus-
driicken 7 und t durch die » Uberzihligen, die tunlichst zweckmiBig
auszuwahlen sind, zu ersetzen, um zu den Bestimmungsgleichungen zu
gelangen. Mit Riicksicht auf die einfachen statischen Beziehungen,
die zwischen Obergurt- und Untergurtknotenmomenten bestehen, wihle
man die eine Halfte dieser Momente, z. B. die Obergurtknotenmomente,
als n— 1 Uberzahlige. In der Gleichung f) sind dann, wenn man zu-
nichst vom Gliede gt abschen will, keine Anderungen mehr vor-
zunehmen. In den n— 1 Elastizititsbedingungen d) ist der Ersatz des
M® durch das M° desselben Feldes sehr einfach, es wird auch
hierdurch die Zahl der Glieder in den Gleichungen nicht vermehrt,
was fiir die Auflosung der Gleichungen wichtig ist. Als letzte Uber-
zahlige wahle man die Horizontalkraft H, die in den Verbindungs-
punkten o und n vom Oberteil auf den Unterteil iibertragen wird, weil
sich durch diese Kraft alle Stablingskrifte und somit die in den
Gliedern r und t enthaltenen Lingeninderungen Ao und Aw cinfach
ausdriicken lassen. Der Vortell, den unsere Methode durch Fest-
stellung der Elastizititsbedingungen vor der Wahl der Uberzihligen
bietet, ist hier, wo es sich um die Auflosung einer grofien Zahl von
Gleichungen handelt, besonders einleuchtend. Wollte man z. B. die
Hingestangenkrifte als Uberzihlige benutzen, so wiirde man sofort nach
Aufstellung der statischen Beziehungen erkennen, daB sich die Zahl
der Gleichungsglieder bedeutend vermehren und hierdurch die Arbeit
der Ermittlung der Unbekannten aus den Gleichungen vervielfachen
wiirde.
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Behufs Aufstellung der Gleichgewichtsbeziehungen betrachten wir
Abb. 74, die die linke Hilfte des in einem beliebigen Felde knapp
neben den Knoten k entzwei geschnit-

ls tenen Tragwerkes darstellt. Die im

Ober- und Untergurt iibertragenen

._y’%_// Schnittkrifte sind die Momente M,’

N G und M,", die Knotenmomente unserer
Y%

Momentengleichungen, ferner die wage-
rechte Schubkraft H, welche im Ober-
N und Untergurt gleich ist, nachdem wir
I % nur lotrechte AduBere Krifte voraus-
* ko" setzen wollen, und schlieBlich die Quer-

\ég__,/f krifte ¢ und Q¢. Das Moment aller
links vom Schnitte liegenden duBeren

lé‘ Krifte, bezogen auf die unendlich nahe

Abb. 74. neben den Knoten gefithrte Schnitt-

linie s—s, sei Q,1,=M,. Die ein-

zige in Betracht kommende Gleichgewichtsbeziehung lautet daher,

wenn simtliche Momente auf den Obergurtschwerpunkt der Schnitt-
stelle bezogen werden:

My~ ME+ Hiy,— M, =07)

und daraus
MY——M{—Hh+M,, . . .. ... ...8)
Es ist hierbei gleichgiiltig, wo die i Beren Krifte angreifen, ob
an dem Obergurt, Untergurt oder zwischen beiden Gurten an den
Hingestangen. Fithrt man fiir simtliche M* den Wert nach Glei-
chung g) ein, so nehmen die Elastizititsbedingungen d) und f) zu-
nichst die Form an

M, _, (0 +w))+2 M, (o) w40 s+ DM (01t wls)
+H[u’k’(hk—1+2hk)+u’k+1(2hk+hk+1)] T
et =, - )+ 2 M () 04 1) T+ My 94
LE!M;‘ log (g1 42 By) +-04 4 s (2 Pyt )] +et=o.

Da eine Verwechslung zwischen Obergurt und Untergurt nicht
mehr moglich ist, so haben wir den oberen Zeiger o weggelassen, be-
merken aber ausdriicklich, daB unter M, das Moment im Knoten k
des Obergurtes verstanden wird. Gleichung f), die wir hier nochmals
eingestellt haben, ist unverindert geblieben.

1) Die Momente M,° und M, sind in Abb. 74 gemifi den Festsetzungen
am Beginn dieses Beispiels positiv drehend angenommen.
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Nun haben wir noch die Aufgabe, die Ausdriicke r und ¢ zu be-
rechnen. Zu diesem Behufe miissen die Lingeninderungen 4o und
44 durch die Uberzihligen ausgedriickt werden. Da der EinfluB
dieser Glieder auf die Unbekannten verhiltnismiBig gering ist, so ge-
niigt es, die Stablingskrafte O und U durch die Gleichungen

0O=—Hcosa, U= Hcosf

zu beschreiben. Hierbei ist der EinfluB der Querkrifte des Trag-
werkes auf die Stablingskrifte vernachlissigt. Mit Riicksicht auf die
in Abb. 74 angenommenen Richtungen der Schnittkrifte H ergibt
sich O als Druckspannung, U als Zugspannung, was wir durch Vor-

setzen des — -Zeichen vor O beriicksichtigt haben. Es ist somit
0cose ucosf
Ao= ——Hﬁo—’ Adu= *E—F’u—.
Da ocosa=ucosf==12 ist, so wird
A . A
AO——H—W und Au:HW

Mit diesen Werten geht rk iiber in

J, .
rk=6H[_F smozk+1—+— F“ —=L-sing, — kﬂsmﬂwx}h)
und gt in

J, cos (e, -+ ﬂk .
=—6H}'Z[ cos B, F"Cosﬂj - )

Wie man erkennt, sind » und ¢ nur von H abhingig und stellen Zu-
satzglieder der Koeffizienten dieser Unbekannten vor. Die Bestim-
mungsgleichungen fiir die statisch unbestimmbaren GréBen M, M,.
M, _, und H nehmen daher die folgende endgiiltige Gestalt an:

n—

M,y (0 +w))+2 M, (0] +w/+0, 1, T s )My 4 (0444 + 1)
+H[u,:<h,,_,+zhk>+u,:+1<z ) +

J, . J, . «J
46 csma — —¢ sing — —£sin ¢ _sin
k F2+1 k+1 7 ﬂ"+F'i+1 Br+1
"‘Wtk—J.“k""zmk(“k’+“k'+1)+§mk+1“k,+1 + . ...k

n—1
é'Mk[ok'(hk-x +2h)+ o)1, 2l 1y +1)]
—6H}.Z [JCOS(ak+ﬂk)+ I’ ]=o o

cos B, cos B,
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J
Beachtet man, daB —17: als Quadrat eines Tragheitshalbmessers ¢

aufgefaBt werden kann, so erkennt man, daB das Zusatzglied im Bei-
wert von H in den Gleichungen k) klein gegen das Hauptglied ist
und in der Regel vernachlassigt werden kann, da das Schlankheits-
verhaltnis der Gurtstibe kaum kleiner als 20 sein wird. Man ist
hierzu um so mehr berechtigt als sine¢ und sin § meist kleine Briiche
sind und auflerdem nur die Differenzen zweier aufeinanderfolgenden
Briiche zu beriicksichtigen sind. Der von den Stabquerschnitten ab-
hingige Beiwert von H in Gleichung 1) darf dagegen nicht vernach-
lassigt werden.

Die Berechnung des Lohsetrdgers ist somit auf ein System von
n—7I Dreimomentengleichungen mit H-Glied der Form k) und auf
eine Gleichung 1), die alle Unbekannten enthilt, zuriickgefiihrt. Die
Berechnung der Unbekannten erfolgt am zweckmaiBigsten durch schritt-
weise Elimination. Da M —o0 ist, so enthilt die erste der Glei-
chungen k) nur die Unbekannten M,, M, und H. Driickt man M,
durch M, und H aus und filhrt den Wert hiervon in die folgende
Gleichung ein, so kann man aus dieser M, durch M, und H dar-
stellen. Auf diese Weise kann man aus jeder Gleichung eine Un-
bekannte durch M, und H bestimmen, bis auf die n—1I-te Gleichung,
aus der dann M, uhmittelbar als Funktion von H hervorgeht. Mit
dieser Beziehung zwischen M, und H kénnen die sémtlichen unbe-
kannten Momente durch H definiert werden. Diese Werte in die
Gleichung 1) eingesetzt, liefern endlich H und somit alle iibrigen Un-
bekannten.

Da es sich fast immer um die Ermittlung der EinfluBlinien der
iiberziahligen GroBen handelt, so empfiehlt sich die Einhaltung des
folgenden Vorganges:

Man berechnet zuniachst die Koeffizienten der Unbekannten nach
den Vorschriften der Gleichungen k) und 1), am besten in Form einer
Tafel, da sich aus einer solchen die Summenausdriicke leicht be-
stimmen lassen. Bei symmetrisch gebauten Tragwerken, die meistens
vorliegen werden, geniigt natiirlich die Berechnung der Beiwerte fiir
eine Trigerhilfte, nur ist etwas Vorsicht bei Ermittlung der Summen-
ausdriicke geboten, damit kein Glied verloren gehe, oder zweimal be-
riicksichtigt erscheine. Nun denkt man sich die Last 1 der Reihe nach
in jedem Knoten angebracht und bestimmt rechnerisch oder durch
Zeichnung die zugehérigen Momentendreiecke der 9R-Linien. In einer
zweiten Tafel werden nun mit Hilfe der gerechneten oder der Zeich-
nung entnommenen 9¢-Werte die dreigliedrigen Ausdriicke der rechten
Seiten der Gleichungen k) zusammengestellt. Fiir jede Laststellung
werden derartige n—1I Zahlen in einer Tafel zusammengestellt.
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Bei symmetrischen Trigern geniigt es, nur die halbe Zahl der Last-
stellungen zu beriicksichtigen, indem nur die Knoten der einen Trager-
hilfte einschlieBlich eines bei gerader Felderzahl vorhandenen Mittel-
knotens der Reihe nach mit P=1 belastet werden.

Bei der Auflsung der Gleichung geht man nun so vor, da man
fir die Beiwerte der Unbekannten die berechneten Zahlenwerte
einfiihrt, die rechten Gleichungsseiten aber zunichst mit Buchstaben
bezeichnet und diese Buchstaben wihrend der Auflésung beibehilt.
Die Gleichungen sehen daher folgendermaBen aus:

By M, +y, My, + 6, H=a,
ay M, + By My ~+y, My, H=a,

w, B ... sind hierin Zahlenwerte. Man erhilt nach Aufldsung der Glei-
chungen die Unbekannten in der Form

M=/"1“1+/"2%+/"sa3+' . '+/l(n—1a11—1
My My - - sind ebenfalls Zahlen. Nun erst setzt man fiir a,,a,...
der Reihe nach die Zahlenreihen ein, die der Belastung der einzelnen
Knotenpunkte entsprechen und bestimmt in einer Tafel die Produkte
und Summen. Aus den so errechneten Ordinaten lassen sich die
EinfluBlinien der Unbekannten mit Hilfe des Satzes von der Gegen-
seitigkeit der Wirkungen einfach zusammenstellen.

Abb. 75.

Die Auflésung der Gleichungen wird bedeutend erleichtert,
wenn man die Elimination von zwei Seiten beginnt, das heiBt von der
ersten und n — Isten Gleichung aus und gegen die Mitte fortschreitet.
Man gewinnt durch diesen Eliminationsvorgang schlieBlich zwei Glei-
chungen, die auer H noch zwei unbekannte Momente enthalten, die sich
somit als Funktionen von H darstellen lassen. Der weitere Vorgang ist
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genau der gleiche wie er oben beschrieben wurde. Ist das Tragwerk sym-
metrisch zur Mitte gebaut, dann geniigt die zahlenmiBige Durchfiithrung
der Elimination in der einen Hailfte der Gleichungen. Man erhilt
die Ergebnisse fiir die zweite Hilfte, wenn man in den ersterrech-
neten Resultaten M, gegen M, _,, M, gegen M,_, usw., ebenso a,
gegen a,_,, a, gegen a,_, usw. vertauscht. Im ibrigen sei auf das
Zahlenbeispiel in § 10 hingewiesen.

Sind die statisch nicht bestimmbaren Gréen einmal bekannt,
dann lassen sich auf Grund einfacher statischer Beziehungen die Mo-
mente (Kernmomente) fiir einen beliebigen Gurtpunkt ableiten.

Um auch die Pfostenkrifte zu bestimmen, denken wir uns das
Tragwerk, wie dies in Abb. 75 dargestellt wurde, in zwei Hilften zer-
legt und die Schnittkrafte angebracht. Fiir das Moment im Knoten k
des Obergurtes gilt, wenn die zuBeren Lasten am Untergurt wirkend
angenommen werden,

M,=m, — Hy.

Hier ist m, das Moment der Hingestangenkrifte links von %, be-
zogen auf den Punkt %.

Nun ist bei der Feldweite 1

My sy =m,+1Qk
wenn @7 die Mittelkraft aller links von k--I gelegenen Hinge-
stangenkrifte, einschlieBlich der Schnittkraft Z,, bezeichnet.

Es ist also
z My — M
¢ = Tara "
und daher
—0? z My, —m, M—my_,
—Zk'_Qk_Qk—l'_ 1 - 1

I
=7 (Mg .y — 2y -y _,)

Driickt man zum SchluB die Hilfsmomente m durch die Uberzihligen
M und H gemaB der erstangefilhrten Gleichung aus, so entsteht

I H "
Zk=_‘T(Mk+1_2Mk+Mk—1)—T(yz+1_2yz+yz_1)' . m)

12, Beispiel. Ein bemerkenswertes Beispiel fiir die Vorteile, die
das in diesem Buche dargestellte Berechnungsverfahren bei der Unter-
suchung vielfach statisch unbestimmter Systeme bietet, liefert der Fall
des vielfeldrigen Rahmens mit eingespannten Stindern und steifen
Ecken, wie er in Abb. 76 dargestellt ist. Die groBe Zahl der statisch
nicht bestimmbaren Grofen gestaltet die Untersuchung dieses Trag-
systems nach der Methode der Formianderungsarbeit sehr schwierig,
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weshalb vielfach Naherungsverfahren eingeschlagen wurden. Wir werden
zeigen, daB sich bei zweckmaBiger Ausnutzung der durch die Methode
des Viermomentensatzes gebotenen Hilfsmittel, insbesondere durch die
Einfiihrung der HilfsgroBen I, die Berechnung derartiger Tragwerke
verhiltnisméBig einfach gestaltet. Da bei n Feldern n -} 1 mehrstdbige
Knoten vorhanden sind und die Ersatzfigur (sieche § 7) einfache Be-
wegungsmoglichkeit besitzt, so kann die Ermittlung der iiberzahligen
GroBen auf die Lésung von n -2 Gleichungen zuriickgefiihrt werden.

/ 7 2 k-7
i " ,
0.

| %

| ] ?

| |

be—2,—

Abb. 76.

-~

Folgende Bezeichnungsweise wird sich als zwecktunlich erweisen:

Die Riegelknoten werden von links nach rechts mito, 1,2 ... n
beziffert. Der Zeiger des rechten Riegelendpunktes gibt den Zeiger
fir den Riegel ab. Es wird also der Stab k— I bis k, [, genannt.
Die Stiitzen erhalten den Zeiger des oberen AnschluBpunktes. Ist
dieser k, so heiBt die Stiitze h,. Die Momente in den AnschluB3-
punkten eines Riegels bezeichnen wir mit dem gleichen unteren
Zeiger, wie die zugehorige Stablinge, und unterscheiden die beiden
zu einem Stab gehérenden AnschluBmomente durch die oberen Zeiger
rund . M, ist demnach das Moment am rechten Stabende des Riegels
l, M,! das Moment am linken Stabende des gleichen Riegels. Fir
das obere AnschluBmoment und das untere Einspannungsmoment der
Stiitze h, schreiben wir M,° und M*. Der Stabdrehwinkel des Riegels
l, wird mit &, der der Stitze h, mit §,? bezeichnet.

Fiir jeden Riegelknoten werden nun die Momentengleichungen
angesetzt. Die Punkte 0 und n liefern je eine Gleichung, die Zwi-
schenpunkte je zwei Gleichungen. AuBerdem gibt jeder Stiitzenful-
punkt der Einspannung wegen je eine weitere Viermomentengleichung,
wenn man sich die einzelnen Felder durch einen SchluBstab mit un-
endlich groBem Querschnitt zu geschlossenen Rahmen erginzt denkt.

Im ganzen verfiigen wir iiber 3n -} 1 Viermomentengleichungen,
zu denen noch 25 Winkelgleichungen hinzukommen, so daB das
System der Elastizititsbedingungen, von dem wir ausgehen, aus
5n+41 Gleichungen besteht, denen 3n Uberzihlige und 221
Stabdrehwinkel als Unbekannte gegeniiberstehen.
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Die Momentengleichungen fiir den Riegelknoten % lauten:
(f 2 MY (2 M4 Y 1) — 0 (8, — 8] — N } )
(Me2 MO My +ME )Ly —0(B— 0,1 ) =N+ Nk,
und fiir den darunterliegenden Einspannungspunkt der Stiitze 1,
Mi+2Mph —od%=0 . ... .. ...Db

Einige Erlauterung bedarf die Bezeichnungsweise der rechten
Gleichungsseiten. Wir setzen nur die Riegelstibe als belastet voraus,
die Stiitzen aber, seien zwischen Kopf- und FuBpunkt unbelastet. Die
rechte Seite jeder Viermomentengleichung besteht im allgemeinen
aus zwei Teilen, von denen der erste den EinfluB der Belastung des
linken Feldes, wenn man beim Anschreiben der Momentengleichung
von links nach rechts fortschreitet, der zweite den EinfluB des fol-
genden rechts liegenden Feldes angibt. Wir bezeichnen hier jeden Teil
mit N. Der FuBzeiger k gibt an, von welcher Feldbelastung das
Glied herrithrt, und der obere Zeiger [ oder r, ob das betreffende
Feld fiir diese Momentengleichung linkes oder rechtes Feld ist, da
N/} und N7 im allgemeinen voneinander verschieden sind.

Wir fassen nun die in den Klammern stehenden Momentensum.-
men samt den Faktoren !’ oder ' in Ubereinstimmung mit den Dar-
legungen in § 7 als neue Unbekannten (HilfsgroBen I”) auf und setzen

(M} +2 M) = X7 (M2 My2) by =Y,° }

(]”kr +2 Mkl) lk, = Xkl (Mko + 2 Mku) k’ =T ) C)

Der untere Zeiger von X und Y steht im Einklang mit dem
unteren Zeiger der Momente, gibt also den Stab an, auf den sich
diese HilfsgréBen beziehen. X, gilt somit fir den Fk-ten Riegel
Y, fiir die k-te Stiitze. Der obere Zeiger stimmt jeweils iiberein mit
dem oberen Zeiger jenes Momentes, das mit dem Faktor 2 versehen ist.
Die Anzahl der HilfsgroBen X und Y ist gleich der Anzahl der in
unseren Momentengleichungen vorkommenden Momente.

Nach Einfilhrung der GroBen X und Y in die Momentenglei-
chungen a) und b) nchmen diese folgende Gestalt an:

X7+ Y0 — o, —92) =N/} }

X,{—{—Xé_,_l ‘"9(0k—’9k+1)=Nkl+N;+1
qu——gﬂ,‘” =0

.d)

Wie man erkennt, gewinnen die Elastizititsbedingungen nach
Einfithrung der Unbekannten X und Y sehr einfache und iibersichtliche
Form, dic dic Ausscheidung einzelner Unbekannten und eine hierdurch
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bewirkte Verringerung der Zahl der Bestimmungsgleichungen leicht
ermdglicht. Zur Beseitigung der Drehwinkel aus den Gleichungen d)
beniitzen wir die Winkelgleichungen, die fiir ein beliebiges Feld lauten:

AL b 95, — N 9=0 } &
Ah,_, — Ah, — 1,9, =0 )

Wir setzen fest, dal die Stabdehnungen A7 und Ak nur dann
beriicksichtigt werden sollen, wenn sie von Temperaturinderungen
herrtihren; der EinfluB der Stablingenidnderungen infolge der Normal-
krafte soll als gering vernachlassigt werden. Sind die Stiitzen gleich
hoch oder in der Linge nur wenig verschieden, so ist der Ausdeh-
nungsunterschied 4k, _, — Ak, Null oder doch sehr klein, weshalb
er gleichfalls unberiicksichtigt bleiben kann. Somit finden wir aus.
der zweiten Winkelgleichung

=y=—...=0...=0,—o0. . .....0

Die erste der Gleichungen e) liefert, da A1, die Dehnung des.
Stabes [, infolge der Temperaturanderung, als gegebene Grol3e betrachtet
wird, einen Zusammenhang zwischen zwei aufeinanderfolgenden Stiitzen-
drchwinkeln; da bei n - 1 Stiitzen n derartige Gleichungen vorhanden
sind, so konnen simtliche Stiitzendrehwinkel durch einen von ihnen
ausgedriickt werden. Wir wihlen hierzu #,?; es erscheinen daher
diese Drehwinkel durch die folgenden Gleichungen mit §, verkniipft.

by 9P =0y 02+ 41,
hy .0 == hy O~ AL, + A,

k
hkﬂkv =h0 79'Ov+§Al e e e e e e g)

n
h, 32 =hy 0" + S 41
1

Die Gleichungen f) und g) gestatten die Elimination samtlicher
Stabdrehwinkel aus den Elastizititsbedingungen d) bis auf den Winkel
®,°. Die Beziehungen d) nehmen mithin dic Gestalt an

k
A’kr__{_yko._}_g,’l(l 1901)=Nkl__ Q.ZAlt
hy -
X7+ Xy, =N 4 Ni, - .. .. .h)

k
h 0 -

U _0.0 Vo S Al
lk e hk ° hk %
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Die Dehnungen Al wurden mit dem Zeiger ¢t versehen, um an-
zudeuten, dal es sich um Lingenidnderungen der Riegel infolge
Wirmeschwankungen handelt.

Die Zahl der Gleichungen h) betrigt, wie wir bereits oben fest-
gestellt haben, 3n— 1. Die Zahl der in diesen Gleichungen auf-
tretenden Unbekannten X und Y ist bei 2n- 1 Stiben, 4n- 2;
hierzu kommt noch der Drehwinkel 4%, so daB3 die Gesamtzahl der Un-

bekannten 4n - 3 betrigt. Da aber die Glei-

C%" k’%fﬂD chungen h) die Gesamtheit der Elastizititsbe-
dingungen, die nach Verwendung der Winkel-

R gleichungen ibrigbleibt, darstellt, so miissen

| ¢ zwischen den Grében X und Y noch n-2
U statische Beziehungen bestehen, die wir zur

Abb. 77. weiteren Berechnung heranziechen und mit den
Elastizititsgleichungen in Verbindung bringen?).

Zur Erlangung dieser Beziehungen benitzen wir folgende Gleich-
gewichtsbedingungen:

1. Die Summe aller in einem Riegelknoten angreifenden Mo-
mente ist Null.

2. Die Summe aller auf das Tragwerk wirkenden wagerechten
duBeren Krifte ist Null

Bedingung 1 gibt bei n-}1 Riegelknoten n-}1 Gleichungen,
Bedingung 2 eine Gleichung, womit die fehlenden n-}-2 Zusammen-
hidnge aufgestellt erscheinen.

Aus 1 gewinnen wir unter Hinweis auf Abb. 77 Gleichungen von

der Form
—M M —M! =0 . ... .. .. . i)

Aus den Definitionsgleichungen c) folgt gleichzeitig

I

My} = 317 (2 X} — X))
Mk”:i (2 X7 —X,)
)
M0 = 3 ;kr (Y, —Y,Y)
M= 3‘;:/ (Y —Y).

') Man erinnere sich der allgemeinen Ausfiihrungen iiber diese Frage
in § 7.
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Die Verkniipfung der Gleichungen i) mit den Formeln k) liefert
die Gleichgewichtsbedingungen in der Form

I

I I
— (21 _qu)‘+“l:7(2 X, —X)— X}, —Xr,,)=0.])

hk le
Nun ergeben die Gleichungen h) die folgenden einfachen Zusam-

menhinge:

X7 =—Y, —gh 0°+N’——Zdl‘

X Yk—1+9

hy

k
Yk"=gzqz90" + QZA It
hk hk 1

Samtliche Unbekannten X und Y sind somit durch die
GroBen Y° und 9,? ausgedriickt. Wir fiihren die Beziehungen m) in
die Gleichgewichtsbedingungen 1) ein, multiplizieren mit der beliebig

gewahlten reduzierten Linge !/ und gelangen zu nachstehendem
Gleichungssystem:

l/ N 1) 1/
o c o c d
Yk-li7+2Yk(f+,T'f+l >+Yk+1l,
3 k k k +1 k+1
’ ’ ’ ’ ’
T R T i . W, &y
P (RS 05 b1 P n)
1’ 1/
=—c‘(2Nkl—Nk')__/—(2Nk'+1_‘th+1)
b lk+1
L L1 1 L /
—gat[ k-1 + k( ____}_2 ) k1 % ]
‘ hk—llk by, by, by By 1l 41
Fiir den pfachen Drehwmkel ©#? wurde D gesetzt; demnach ist
D=6EJ, 9.

An Stelle von A1t wurde ¢,tl eingefiihrt, somit wird
ZAZ‘ attzl—attL

L, bedeutet die Summe der Riegellingen von o bis zum Punkte .
Das vollstindige Gleichungssytem wird aus der fir das k-te
Feld giiltigen Gleichung n) erhalten, indem man k der Reihe nach

1y Aus den Gleichungen h) wird zunichst X, , gefunden. Durch Ver-
ringerung die Zeigerziffern um 1 wird daraus X,! abgeleitet.

Bleich, Viermomentensatz. 8
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o, I, 2, ..., n setzt. Fir k=0 und %k=n denke man sich
einen o vorangehenden beziehungsweise n nachfolgenden Stab hinzu,
setze aber alle auf diese Stdbe beziiglichen Glieder Null. Die zweite
und vorletzte Gleichung ist bis auf den Klammerwert des Temperatur-
gliedes vollstindig. In diesem Klammerwert entfillt bei der zweiten
Gleichung das erste Glied, bei der vorletzten Gleichung das letzte Glied.
Die Gleichungen n) haben die Form von Dreimomentengleichungen,
doch unterscheiden sie sich von diesen durch das von §,? herriihrende
Zusatzglied. Sie konnen kurz in der Form geschrieben werden:

G Yy 28 Y0+ Y0+ D=N, 47, 00, t.

N, ist der von der Feldbelastung, 7,0¢,t der von der Tempe-
raturinderung der Riegel abhingige Teil der rechten Gleichungsseite.
Die n - 1 Gleichungen n) enthalten n - I Unbekannte Y° und den
Stiitzendrehwinkel 3,7,

Die noch fehlende Gleichung leiten wir aus der Gleichgewichts-
bedingung 2 ab. Diese lautet:

n n
S H+ 3 Pi=o.
k=0 k=1

H ist die wagerechte Auflagerkraft in [den StiitzenfuBpunkten,
P} die Summe aller in der Riegelachse des k-ten Feldes wirken-
den wagerechten Krifte,

Zwischen H, und den Stiitzenmomenten besteht, wenn
man die Abb. 78 beachtet, die Beziehung

AR
( Mo—M¥—Hh =0.
7/;; Mihin st T e

I
Hk = h—k (Mk° - Mk“) ’

& oder nach Einfilhrung der HilfsgroBen Y durch die For-

meln k) .
Hk:W(Yko—Yk“)'
% Nun ist % Mk
3
L X “=956”+£2Alt=9ﬁ0‘)’+(X't9&‘,
. k hk 0 hk 1 hk hk
e somit . .
T ¢

Die Gleichgewichtsbedingung nimmt daher nach Multiplikation aller
Glieder mit »,? die Form an

n h " ho n n Lk
Shve—n Sts——n: Drd o B L9
E=o0 k k=0 ¥ k=1 k=0
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Mit dieser Gleichung haben wir die letzte noch fehlende Bestim-
mungsgleichung zur Ermittlung der Gr6Ben Y° und des Drehwinkels ¥,°
gefunden. Unsere Aufgabe ist somit im Grunde genommen geldst.

Die Gleichungen n) und o) weisen den gleichen Bau auf, wie
die Bestimmungsgleichungen fiir den Lohsetriger. Ihre Auflésung kann
daher nach dem gleichen Eliminationsverfahren erfolgen, wie dort.

EinfluBlinien der GroBen Y° und 9,°.

In der Mehrzahl der Fille wird es notwendig sein, EinfluBlinien
zur Untersuchung des Tragwerkes heranzuziehen. Ihre Darstellung
auf Grund der allgemeinen Losungen der Bestimmungsgleichungen
macht keine Schwierigkeiten. .

Bezeichnet man die rechte Sgite der Gleichungen n) mit g,
@, Gy, ...a,, die der Gleichung o) mit ap und behilt man diese
allgemeinen Zahlen bei der Auflésung bei, wihrend fiir die Beiwerte
der Unbekannten die tatsichlichen Zahlenwerte eingefithrt werden, so
nehmen die allgemeinen Losungen der Bestimmungsgleichungen n)
und o) die Form an:

Yo=mnra+mba ...+ pf o0+ ute+...
+ lu’nk a, + luDk ap p)

D=wa,+va+- .-+ %18 +ve+...+r.a,+rpap
u und » sind Zahlenwerte, die aus den Beiwerten der Gleichungen n)
und o) entstehen.

Zwecks Ermittlung des EinfluBlinienzweiges im 4-ten Riegelfelde
denken wir uns dieses Feld mit der Einzellast P==1 an beliebiger
Stelle belastet. Da die iibrigen Felder unbelastet sind, so sind alle

N-Werte unserer Gleichungen mit Ausnahme von N} und N Null. Fiir
die Belastung mit P=1 ist aber

Np=— 1yl

Ny=—fLY,
wenn f, und f, die Stammfunktionen sind.

Nun ist
l ’
a’i—1=""’lc?(2 Ny —N}),
1 .
@ = 77(2 N}—NY)

und daher '

o =Lh—1h))
a;=—1(2f, — )L
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wihrend alle anderen a-Werte einschlieBlich ap Null werden. Die
Lésungen p) vereinfachen sich daher bedeutend und lauten jetzt:

o,k k
Yy =un'ya_,+ufq }
D=v;_,0,_,+»aq

.. P)

Mit den vorangehend dargestellten Werten vor a; _, und a, gehen

die Gleichungen p’) iiber in
Y, =lpr i —1f)—pkEf,—1)]L
D=1y, _,(2f,—1F)—»(2fh— )L .
Wir setzen
2f,—fo=®, und 2f,—f =09,

und erhalten die Gleichungen der EinfluBlinien der Uberzihligen in
der endgiiltigen Form

Y = pk LB, —pkl D, .. .. ... T)
D—v, LU/ B —»l/P,. . . . .. ....:5)

i—17%

1

Setzt man der Reihe nach k=0,1,2,... n und bei festgehal-
tenem k jedesmal ¢=1,2,...n und wihlt man aus den allgemeinen
Losungen, die den Zeigern k und ¢ entsprechenden Zahlenwerte der u
aus, so kénnen nach Formel r) alle EinfluBlinenzweige samtlicher Unbe-
kannten Y,° berechnet werden. Gleichung s) liefert, wenn man der
Reihe nach i=1,2,...n setzt, die Zweige der D-Linie, falls man
die zugehorigen »-Betrige den allgemeinen Losungen entnimmt. Die
Funktionen @, und @, sind in allen Unbekannten und in allen Zweigen
dieselben.  Sie werden mittels der Tafelwerte von f, und f£, fiir die
ausgewahlten Zwischenpunkte berechnet. Die Ermittlung samtlicher
EinfluBlinienordinaten ist somit auf die Berechnung von Ausdriicken
der Form 4 @, + B @, zuriickgefiihrt.

Mit Hilfe der Y’ und D-Linien kénnen alle iibrigen EinfluBlinien
leicht abgeleitet werden. Aus den Formeln k) und m) findet man

M} = _I‘/ [(2 Yo, +Y0)+ (2 o + %> D+-(2 Nk'—Nkl)]
3 by Iy
oder

I h h l

[ 0 0 0 _ 0 —|E t

Mk_3lk,[(2Yk _1+Yk)—}-(zhk_l+hk)D} (3¢1) . t)
und ebenso

e ot )] 5o)

k—1




Tragwerke, die aus mehrfachen Grundsystemen abgeleitet werden. 117

Hierbei ist das SchluBglied (%" @1) bezw. (%" @2) nur beim k-ten

Zweig der EinfluBlinie hinzuzufiigen.
Ferner besteht

und schlieBlich

Rahmentriger mit FuBgelenken.

Die Gleichungen fiir Rahmentriger mit gelenkig aufgesetzten
Stiitzen lassen sich an der Hand des voranstehend Dargelegten sehr ein.
fach ableiten. Da die Momente M* Null sind, so entfallen die
Viermomentengleichungen b), auBerdem gewinnt man aus den Defi-
nitionsformeln c) eine einfache Beziehung zwischen Y;° und Y,* Es
ist namlich, wenn man in c) M¥*=0 setzt,

2Moh =Y, und MOoh/ =Y
und daher Y= % Y.

Im iibrigen bleiben die Zusammenhinge zwischen den GréBen X und Y
und zwischen den Riegelmomenten unverandert.

Die Einfihrung von Y;° in die Gleichgewichtsbedingungen liefert
jetzt folgende Be:stimmungsgleichungen:

Yo lc’+2Yo(lc’+3lc, lc’ )_}_YO _LL_
Y AR A R
he U by (1] '’ h 1’
D{_Q_L 24’.(& c ) 0 ¢ J
+ hk-—llk’+ Iy, lk’+lk’+1 +hk+1 A
1’ 1
::l_c'_(ZNkl—Nkf)_ llc (2N —N)
k k+1
L, 1’ L1 1 L 1
—eat [Brmade g STafle 4 K ) g Dol
£k, L Iy, lk, [ Pty besq
I
dd —— Y,°
und da K 2 h )
i fol I Gy S
1st, so folgt - et Z B !
7 D e DPh. 0
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Die Gleichungen n') enthalten nur in den Beiwerten der Unbe-
kannten Y, und D, sowie im Temperaturgliede unwesentliche Ab-
weichungen gegeniiber den Gleichungen n). Ihre Gestalt ist die gleiche
geblieben. In o’) entfallen im Vergleiche zu o) die von D und den Tem-
peraturschwankungen abhingigen Glieder. Da in den Formeln n’) die
Lastglieder die gleichen sind wie in n), so erfahren auch die Formeln
fir die EinfluBlinien der ¥° und D keine Anderungen. Ebenso unver-
dndert bleiben die Gleichungen fiir die M,!- und M’ -Linien.

Fir M,° gilt jetzt

und fiir H, die bereits vorangehend angefiihrte Formel.

Zahlenbeispiel,

Das zu untersuchende Tragwerk ist in Abb. 79 Seite 123 er-
sichtlich gemacht. Es besitzt fiinf Offnungen mit den Stiitzweiten 15,
15, 20, 15, 15 m. Die Stiitzenhohe betrdgt durchwegs 8 m. Die Quer-
schnittsmafle sind in der Skizze eingeschrieben.

Tafel 4. Beiwerte der Unbekannten ¥,” und D.

l ’ l ’ l ’ l ’
ﬂ = + + —, = 3 77 —l_ 357 r
UL h lk +1
I I

k W he B 14

o —_ I 1,889 1,667

1 0,889 1 2,778 4,333

2 0,889 1 3,889 7,667

3 2,000 1 3,889 7,667

4 0,889 I 2,778 4,333

5 0,889 I 1,889 1,667

Die erste Aufgabe ist die Ermittlung der Beiwerte in den Be-
simmungsgleichungen n). Sie wurde in Tafelform (Tafel 4, oben)

durchgefiihrt. Die der Berechnung zugrunde gelegten reduzierten
Langen sind:

V=1'=1l'=Il'=3-15=45m
l)=1.-20=20m

ho’;—_— hl’zh‘l,zh({, :h; =}l,5,.-——“’l/,= 58 :40 m.
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Als 1/ wahlen wir #’ und finden damit die Verhaltniszahlen

S (4 :L=_9:0’889

A A A KT

’
-l—c7 = io- == 2
ly 20
l ’
=
Samtliche Verhaltnisse &’— sind 1.

U
Um die durch die Symmetrie des Tragwerks hervorgerufenen
GesetzmiaBigkeiten im Bau der Bestimmungsgleichungen n) ausniitzen
zu konnen, vereinigen wir das Glied y, D mit der rechten Scite der

Gleichung und setzen
’
a =, — ;. D,

so daB die Gleichungen die einfache Form annehmen

3,778Y,°+ 0,889 ¥,*=a,’
0,899 Y,°+ 5,550Y,°+ 0,880, =aq,’
0,889 ¥,°+ 7,778 ¥,° 4 2,000 ¥,’=a,’
2,000 Y,° 4 7,778 Y,° + 0,889 ¥, = a,’
0,889Y,°+ 5,556 ¥, 0,889Y,°—=a
0,880Y,°+4 3,778 ¥,° =a,’

Die Auflosung dieses symmetrischen Systems durch Elimination
macht wenig Miihe'), wir finden

’ ’ ’ ’

Y= 025526 a) — 0,04493 a," 4- 0,00551 a," — 0,00144
—+ 0,00024 a,’ — 0,00005 &,

Y%= — 0,04493 a,' -+ 0,19089 a,” — 0,02340 a," - 0,00613 a,’
— 0,00102 a,” 4 0,00024 a,/

Y= 0,0055I g, — 0,02340 a,” }- 0,14073 a,’ — 0,03689 a,
-+ 0,00613 a,” — 0,00144 a;’

Die weiteren Unbekannten Y,°% Y,° und Y,° erhilt man aus den
vorstehenden Ausdriicken, indem man bei den GroBen Y° und o die
Zeiger derart vertauscht, daB an Stelle von o, 1, 2, ... 5 die Zeiger 5, 4,
3,...0 treten.

1) Man sehe dariiber die ausfiihrlichen Erérterungen auf S. 142 nach.
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Nun fihren wir fir @, den Ausdruck a, — y, D wieder ein und
erhalten nach Durchfithrung der Zahlenrechnung:

Y= 0,27526 4, — 0,04493 a, + 0,00551 a, — 0,00144 a,
~-0,00024 a, — 0,00005 a;, — 0,29622 D

Y,% = —0,04493 ¢, 4 0,19089 a, — 0,02340 a, -+ 0,00613 a,
—0,00102 a, - 0,00024 a; — 0,61587 D
Y,’= 0,0055I ay— 0,02340 a, -} 0,14073 a, — 0,03689 a,
-+ 0,00613 a, — 0,00144 a, — 0,72805 D
Y,% = — 0,00144 a, -+ 0,00613 a, — 0,03689 a, }- 0,14073 a,
— 0,02340 a, - 0,0055I g, — 0,72805 D

Y= o,00024 @y — 0,00102 a, -+ 0,00613 a, — 0,02340 a,
-} 0,19089 a, — 0,04493 a;, — 0,61587 D
Y%= — 0,00005 a, -} 0,00024 a, — 0,00144 a, -+ 0,0055TI a,

— 0,04493 a, + 0,27526 a; — 0,29622 D

Y= 0,23457a,+ 0,12791 a, -+ 0,09064 a, -} 0,00064 a,
—+-0,12791 a, -} 0,23457 a;, — 3,28028 D

Die Bestimmungsgleichung o) lautet, wenn man
setzt,

Wir multiplizieren mit 5 und gewinnen die einfache Gleichung:
5
EYk°~—6D:5aD.
k=0

5
Die Summe 37,° wurde oben durch Addition der Losungen Y°
k=0

bestimmt. Nach Einsetzen des Summenwertes gelangt man zur

allgemeinen Lésung von D, namlich:

D =0,025277 a, -+ 0,013783 a, -} 0,009767 a, -} 0,009767 a,
—+0,013783 a, -+ 0,025277 a;, —0,53878ap . . .])

Mit Hilfe dieser Gleichung kann man schlieBlich die allgemeinen
Formeln fiir diec Y° angeben, und zwar:
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Y= 026778 a,— 0,04901 a, - 0,00262 a, — 0,00433 a,
— 0,00384 a, — 0,00753 a; +- 0,15960 ap
Y,%= — 0,06050 a, -+ 0,18240 a, — 0,0204T a, -}- 0,00012 a,
— 0,0095T a, — 0,01534 @, -+ 0,33182 ap
Y,%=-—o0,01290 @y — 0,03344 a, —+-0,13362 a, — 0,04400 ag
— 0,0039I g, — 0,01985 a, + 0,39226 ap

I

Y,%=—0,01985 g, — 0,00391 a, — 0,04400 a, + 0,13362 a, )
— 0,03344 a, — 0,01290 a; +- 0,39226 ap
Y,’=—0,01534a, — 0,0095I a, - 0,000I2 a, — 0,02941 a,
-+ 0,18240 a, — 0,06050 a; + 0,33182 ap
Y%= — 0,00753 a, — 0,00384 a; — 0,00433 a, -}- 0,00262 a,
— 0,0490T1 a, -} 0,26778 a; -+ 0,15960 ap

In den allgemeinen Losungen I) und II) liegen sdmtliche Zahlen-
werte u und », die zur Darstellung der EinfluBlinien nach den oben
abgeleiteten Formeln benétigt werden, als Beiwerte der a-Grofen vor.

Wir wollen die Ordinaten der EinfluBlinien fiir je 9 Zwischen-
punkte eines Feldes berechnen, weshalb es noch notwendig ist, die
Werte der Funktionen @, und @, fiir diese Zwischenpunkte zu er-
mitteln. Wir bedienen uns hierzu der Tafel der Stammfunktionen
f, und f, im Anhange und finden:

Tafel 5. Werte der Funktionen @, und @,.

| 1 |
| ! ‘
‘ll, o 0,1 I 0,2 | 0,3 l 0,4 1‘ 05 | 06 | o7 ‘ 0,8 i 0,9 1,0
l | : | i
| ] 1 1
D, o 0,243{0,384 0,44l;0,43210,375;0,288io,18930:0961°,027l o
D, o 0,027 0,096 |0,189 ' 0,288 0,375 !0,432 0,441 ;0,384 {0,243 | ©

In der Tafel 6, S. 122 ist die Bzrechnung der EinfluBlinic von D
dargestellt. Da diese Linie spiegelsymmetrisch ist, so sind nur die
Ordinaten bis zur Mitte des Mittelfeldes ausgewiesen. Die vollstindige
Linie zeigt Abb. 7gb).

In gleicher Weise berechnet man die Ordinaten der EinfluBlinien
fir Y,% Y,% Y,% aber weil diese Linien unsymmetrisch sind, fiir
samtliche fiinf Felder. Y,% Y,° Y.° sind dic Spiegelbilder dieser
Linien.

Gleichung r) liefert unter Benutzung der Beiwerte g aus den
allgemeinen Losungen folgende Formeln fiir die EinfluBlinienzweige:
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Feld Y,? Y, Y,°
I 160,68 P, -} 29,40 B, |— 36,30 P, — 109,44 By| — 7,74 D, -} 20,04 D,
2 — 29,40 b, — 1,57 D, 109,44 D, -} 17,64 D, | — 20,04 D, — 80,16 B,
3 2,10 P, 4 3,46 ¢, |— 23,52 b, — o,10 P, 106,88 &, -}- 35,20 P,
4 — 2,60 P, 1 2,30 P, 0,07 &, 45,71 b, | — 26,40 D, + 2,35 P,
5 —2,30P, 44,52 P, | — 5,71 ;49,20 P, — 2,35 P, 4 11,88 D,

Tafel 6. Berechnung der EinfluBlinie D.
D=A9, — B9P,, A=wy,_ 11’ B=vw,1/ .

1—=1" "’

i L | we, - 4 B + D
o,1 + 3,463
0,2 + 5,031
0,3 + 5,126
0,4 +4,171

I 600 0,02528 | 0,01378 | 15,168 8,268 0,5 + 2,588
0,6 +0,797
0)7 - 0)779
0,8 — 1,719
0,9 — 1,600

o,I + 1,851
0,2 + 2,612
013 + 2)538
04 + 1,884

2 600 0,01378 | 0,00977 8,268 5,862 ¢ 0,5 + 0,902
0,6 — 0,151
0,7 — 1,022
0,8 — 1,457
0,9 — 1,201
o,1 + 1,688
0,2 + 2,251

3 8oo 0,00977 | 0,00977 | 7,816 | 7,816 0,3 + 1,970
0.4 + 1,126
0,5 o

Die Y?°-Linien sind in Abb. 79c bis €) ersichtlich gemacht. Ein
Vergleich der Ordinatenwerte der D- und Y%Linien zeigt, daB die Werte
von D verhiltnismiBig klein gegeniiber den Betrigen von Y° sind.
Der Einflu von D auf die Momente ist daher nicht groB. Bei ersten
Anniaherungen wird man sonach D und somit §,° Null setzen kénnen,
wodurch die Rechnung einigermaBen vereinfacht wird. Bei einer
genaueren Berechnung aber ist die Beriicksichtigung von D meist
unerlaBlich, insbesondere dann, wenn einseitige Belastung eines Feldes
in Frage kommen kann. Bei Totalbelastung der Felder ist die Wirkung
von D klein, sie nimmt von den Enden gegen die Mitte rasch ab,
was eine Betrachtung der EinfluBlinie von D sofort lehrt.
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Abb. 79.
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Bei der praktischen Anwendung des hier dargelegten Rechnungs-
ganges ist es nicht notwendig, die Y%Linien abzutragen — es geschah
hier nur, um den EinfluB von D zu veranschaulichen, — sondern man
berechnet unmittelbar mit Hilfe der Zahlenformeln fiir die verschie-
denen Y° auf S. 122 oben und mittels der Gleichungen t), u) und v)
die Zahlenausdriicke fiir die EinfluBlinienzweige der Momente und Auf-
lagerkrafte H, die sich alle auf die Form 4@, - B®, bringen lassen.

Die allgemeinen Gleichungen n) und o) sollen noch verwendet
werden, um die GroBen D und Y° fiir den Fall zu bestimmen, daB
die Riegel infolge einer Temperaturschwankung ihre Lingen &dndern.
Wir wihlen ¢=+ 35°C.

Die rechte Seits der Gleichung o), die mit ap bezeichnet wurde,
nimmt folgenden Wert an:

I
ap~att92h, _g)(;,; o (15304 50+ 65+80)¢

35-240
— 80000 40

Fiir p setzen wir
0=6EJ,=4-10°tm*
und finden damit
ap =+ 1050 tm?

Die Werte a, bis a, [rechte Seite der Gleichungen n)] haben, falls
nur die Wérmewirkung berﬁcksichtigt wird, die Form:

L A Ly, U

Aoy o €l v ey ol
Nach Einsetzen der Zahlenwerte erhilt man

ao=— 0,833 0¢,t = 1458tm?

a,=— 4,0630q,t =4 7110 ,

a,=—16,0420a,t =12807,4 ,

a; = —16,042 0a,t =F2807,4 ,

a,=—17,6040a,t =F3080,7 ,

a,=— 7,5000a,t =_J1312,5 ,

Mit den ermittelten Werten von @, kann man unter Benutzung
der allgemeinen Lésungen I) und II) S. 120 u. 121 die Betrige von
D und Y° und somit auch die Werte der Momente und Auflagerkrifte
infolge der Wirmeschwankungen berechnen.

Wir bestimmen hier nur D. Durch Einbringung der Zahlenwerte
der « in I) berechnet man

D=3 709,7 tm?
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Da D=9, ist, so wird
D___ 7097

19‘0” _ —— ==

0 400000=$0’OOI774’

mithin die Verschiebung des Punktes o in wagerechter Richtung
6y = hy ¥,? = 800:0,001 774 = 1,42 cm.

Das negative Vorzeichen von 9, bedeutet, dall der Winkel, den
die Stiitze h, mit der SchluBlinie durch die StiitzenfuBpunkte einschlieB3t,
bei Temperaturerhohung vergroBert wird, die Stiitze bewegt sich
sonach nach auBen. Die groBe Verschiebung von 1,42 cm laBt
natiirlich bedeutende Momente in Stiitzen und Balken erwarten. Der
EinfluB -der Wirmeschwankungen ist bei derartigen Systemen be-
deutend. Er wichst mit der Felderzahl

§ 10. Berechnung des Vierendeeltrigers.

Die UmriBilinie des Trédgers sei beliebig gestaltet, nur die Quer-
schnittsausbildung der Gurte sei an die einschrinkende Bedingung
gekniipft, daB in jedem Felde die reduzierte Linge des Obergurt-
stabes gleich der reduzierten Linge des Untergurtstabes sei. Im
iibrigen kann der Querschnitt der Gurtstibe beliebig wechseln. Die
Querschnittsgestaltung der Pfosten unterliege keiner Einschriankung.

Fiir die Gurtstibe eines Feldes gilt demnach

’ ’

o'=u,
also
oJ’ —u—Jc
J° g
oder
Jo____o_ 2)
7, AR

d. h. die Tragheitsmomente der Gurtstibe eines Feldes verhalten sich
so wie die zugehorenden Stablangen. Langeren Stiben entspricht dem-
nach ein groBeres Trigheitsmoment; gleichlange Stabe eines Feldes
haben gleiches Trigheitsmoment. Diese Verhiltnisse treffen bei aus-
gefiihrten Tragwerken der Vierendeelbauart in der Regel gut zu, falls
nicht besondere Griinde fiir die stirkere Ausbildung eines Gurtes
vorliegen.

Die in den Abb. 80a, b, c dargestellten Tragwerkformen, die in
jedem Felde gleiche Obergurt- und Untergurtlinge aufweisen, miissen
unserer Voraussetzung gemaB auch im Ober- und Untergurt eines
Feldes gleiches Tragheitsmoment besitzen. Bei den Tragwerken der
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Abb. 81 a, b, ¢, die durch verschiedene Gurtlingen in einem Felde
gekennzeichnet sind, sind nach Wahl der aufeinanderfolgenden Trig-
heitsmomente eines Gurtes die Trigheitsmomente des zweiten Gurtes
durch die Forderung a) festgelegt. Fiir alle Stibe gilt, daB der
Querschnitt zwischen zwei Knotenpunkten unverinderlich sel.

)]

Abb. 8o. Abb, 81.

Da das nfeldrige Tragwerk aus n einfachen Grundsystemen ent-
standen ist, so ist es bei statisch bestimmter Lagerung, die wir
zunichst voraussetzen wollen, 3 n-fach statisch unbestimmt. Wie bereits
in § 3, S. 25 gezeigt wurde, konnen 6« Elastizititsbedingungen
zur Ermittelung der 3n Uberzihligen und 3n Drehwinkel aufgestellt
werden. Den EinfluB der Lingenianderungen der Gurtstibe wollen
wir, da er u. U. erheblich wird, in der nachfolgenden Rechnung be-
riicksichtigen. Die Lingeninderung der Pfosten kann in jedem Falle
vernachlissigt werden. Die Belastung bestehe aus Einzellasten, die
in den Knotenpunkten angreifen und in die Pfostentichtung fallen.

Die aufeinanderfolgenden Pfosten werden von links nach rechts
mit o, I, 2, ...n bezeichnet (Abb. 82). Die zwischen den Pfosten
k—1 und % gelegenen Gurtstibe erhalten den Zeiger k.

Es bedeuten ferner:

M} und M.’ die Gurtmomente unmittelbar links bzw. rechts
vom Obergurtknoten £k,

M} und M; die Gurtmomente unmittelbar links bzw. rechts
vom Untergurtknoten k,

M} und M{ die Momente im oberen bzw. unteren An-
schluBpunkte des Pfostens k,

2)

2
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o, und u, die wahren Lingen des Ober- bzw. Untergurtes
zwischen den Pfosten k— I und %,
s, die reduzierte Linge der Gurtstibe dieses Feldes,
h, und h,’ die wahre und die reduzierte Liange des Pfostens k—#,

a, den Neigungswinkel des Obergurtstabes o, gegen die Auf-
lagerverbindungslinie,

B, den Neigungswinkel des Untergurtstabes u, gegen die Auf-
lagerverbindungslinie,

40, und 4w, die Stablingeninderungen der Gurtstibe o, und u,
infolge der Lingskrafte und Temperaturinderungen,

3., %%, 42 die Stabdrehwinkel der Stibe o,, u, und h,.

Abb. 82.

Da jedes Feld vier ausgezeichnete Punkte aufweist, so ‘k6nnen
je vier Momentengleichungen angesetzt werden. Es geniigt, wenn die
Aufschreibung fiir ein Feld, z. B. fiir das zwischen den Pfosten h,_,
und h, liegende, durchgefiihrt wird. Wir durchschreiten die Stibe
dleses Feldes, bei Punkt k — I des Untergurtes beginnend, im Sinne
der Uhrzeigerbewegung und gewinnen folgende Viermomentenglei-
chungen:
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- M_kv— o =2 M b 2 M s+ MY 8
e (P — ﬁko) = o)
My s/ 2 Mls/ 42 M2 b+ M2 b —e (30 —9r)=o0
Meh + 2 M—;cv b +2 Mps!+ Ekr— 5 —e@r—dr)=o
]‘ch s My s/ -2 M2l —Mr k),
—o@r—Br_)=0

Hierbei wurde fiir

6EJ,=¢
geschrieben. Die rechten Seiten sind Null, da wir nur Knotenbelastung
vorausgesetzt haben. Addiert man je zwei Gleichungen des Systems b).
die gleiche Pfostenmomente enthalten, also je die erste und vierte,

und je die zweite und dritte, so erhalt man zunidchst zwei neue
Gleichungen:

—3(MP M) b/ +2(M 4 ﬂky— ) s+ M+ M))s,
+eo(®’ =9 )=o
3 (Mkv—'_ Mkv) hk’+ 2 (Mkl + Mkl) Sk, + (Mk'—l + Mk’,’— 1) Sk'
—o(®’—d")=o.
Zur Beseitigung der Drehwinkel aus den vorstechenden Beziehungen
beniitzen wir die Winkelgleichungen, die wir unverandert aus dem
vorangehenden Beispiele des Lohsetrigers iibernehmen kénnen, da

das Stabnetz, geometrisch aufgefaBt, dasselbe ist. Die Gleichungen
lauten fiir das k-te Feld (siehe Gl b) und c), S. 100:

Ao, cos o, — Au, cos B, — (b, 3,2 — by, F°_ 1)
+2 ("()/co g+ '01;“ tgf) =0 . ©)
Ao, sin ¢, + Aw, sin f, — A& —3 )=o0.
Man konnte nun fiir die Differenz (9,°— 9,") in den obigen
Momentengleichungen den Wert aus der zweiten Winkelgleichung ein-
fihren. Nun ist aber der EinfluB des Gliedes 4o, sin¢, + 4 u,sin f,,

auf die GroBe der Uberzihligen praktisch so geringfiigig, daB wir es,
ohne nennenswerten Fehler zu begehen, vernachlissigen und

B —d =0 . . . ... .... 49

setzen konnen. Gleichung d) ist fir die in Abb.8oa und b dar-
gestellten Tragwerksformen bei lotrechter Belastung strenge richtig.

1) Die Pfostenmomente ﬂ,}’_, und M;’_, wurden negativ eingefiihrt, da
man sich das Vorzeichen dieser Momente durch die Momentengleichungen
des links vorangehenden Feldes bei entgegengesetzter Durchschreitungsrichtung
des Stabes h,_, als positiv festgelegt denken muS.
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Um die Anzahl der Unbekannten zu verringern, beriicksichtigen
wir die statischen Beziehungen, die zwischen den drei Momenten eines
Knotens bestehen. Aus der Bedingung, daB die Summe der Momente
an einem herausgeschnittenen Knoten Null ist, folgt fiir jeden Ober-
gurt- bzw. Untergurtknoten:

Mr=M!—M* und M?=M!—M",

womit die voranstehenden Gleichungen iibergehen in

—3Mt + Mkl~ WL YU A __l‘_ IVTI;T— DB +2s)) ]
+ M+ MY =o .
_ o . e
(M7 M) s+ M4 M) (30 +2s)) t
—3 (Mkr + Mkr) h/:, =0.

Derartige Gleichungen kénnen in der Zahl 2n aufgestellt werden.
FaBt man die in den Klammern stehenden Momentensummen als
Unbekannte auf, so ist leicht zu erkennen, daBl nur 2u verschiedene
Momentensummen moglich sind, daher kénnen diese 2#n GroBen
aus den Gleichungen e) ermittelt werden. Ihre Berechnung ist sehr
einfach. Da die rechten Seiten durchwegs Null sind, so verschwinden
die Zahlerdeterminanten samtlicher Unbekannten und es folgt:

M!+Ml!—o0 und M7+Mr—
oder

Ml=—M! und  Mr=—M7 .. ... f

Wir gelangen damit zu 2#» sehr einfachen Bezichungen zwischen den
Gurtmomenten. Die Gleichungen f) besagen, daB Ober- und
Untergurtmomente eines Feldes paarweise der GroBe nach
geich sind und, vom Innern des Feldes gesehen, entgegen-
gesetzten Drehsinn haben. Von den 32 Bestimmungsgleichungen
zur Ermittelung der Uberzihligen haben wir somit 2x in den
Gleichungen f) gefunden. Es bleibt daher nur noch die Aufstellung
von n weiteren Gleichungen iibrig.

Wir gehen zu diesem Zwecke nochmals auf die Ausgangs-
gleichungen b) zuriick, um durch eine neue Verbindung eine weitere
Gruppe von winkelfreien Gleichungen zu gewinnen. Wir benutzen
hierzu die ersten zwei Gleichungen, die mit %, _, und h, multipliziert
und sodann addiert werden. Es entsteht:

- (Ecv— 1 + 2 Mkv— 1) hk’— 1 hk -1 + (]V‘[_kv + 2 M;l)) hk, hk
My s 2k b)) M s (- A2 k)
—o[— W=ty 2 )+ (h,—h,_,)]=o0.

Bleich, Viermomentensatz. 9
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Die erste Winkelgleichung kann in der Form geschrieben werden:
— (30—l 9F_ 1)+ 3" (hy— My y) =—(d 0, cos ,— A u, cos B),

wenn man beachtet, daB nach Glelchdng d) 9,’=49," ist, und daB die
Beziehung besteht:

A(tg ot t8 ) =M—hy_,

Aus Momenten- und Winkelgleichungen folgt die winkelfreie Beziehung:

(Mk 1+2Mk 1)hk—1 k>>1+(ﬁkv+2Mk”)h’k'h
+Mr_ s @Ry Ah) M s (2 k)
+o(40, cose,— du,cos f,)=0.

Wir beseitigen noch die Pfostenmomente, indem wir sie wie oben
durch die benachbarten Gurtmomente ersetzen, und erhalten:

_( l—-1+2Mkl—1)hk, k—1+( k—1+2Mk—1)hk—1 E—1

+ M-, 5 (2 hk—1+hk)+(Mkl+ 2 MY by b+ M} s (b + 2 1)

— M+ 2M7)h b+ o(do,cosa, —Adu, cos B)=0.. . . . .g)
Da x derartige Gleichungen aufgestellt werden kénnen, so haben

wir in den Gleichungen f) und g) die 3 Bestimmungsgleichungen

gefunden, die die Ermittelung der Uberzihligen erméglichen.

Unsere Aufgabe ist es
nun, die 4# Gurtmomente
dieser Gleichungen durch die
auBeren Lasten und die zweck-
miBig zu wiahlenden Uber-

@) zdhligen auszudriicken. Wir
betrachten zu diesem Zwecke
Abb. 83.

In der oberen Abbildung
sind die Schnittkrifte fiir einen
Schnitt unendlich nahe links -

% PN vom Knoten %k eingetragen
'ﬁ" ' > 1 Das Moment der &duBleren
N Krifte sei durch £, 1, =M,
' gegeben. Da zunichst nur
N %) lotrechte in die Pfostenrich-

S -tung fallende Knotenlasten
#3 und Auflagerkrifte vorausge-

-7 w22 setzt werden, so ist die wage-

I s rechte Komponente der Schnitt-
" K It kraft im Obergurt gleich der

Abb. 83. wagerechten Komponente der
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Schnittkraft im Untergurt desselben Feldes. Wir bezeichnen diese Teil-
kraft mit X,. T,” und 7," sind die lotrechten Komponenten der Schnitt-
krifte an den Schnittstellen beider Gurte. Die Gesamtkraft aus X, und
T, nennen wir die Feldkraft im kten Felde des Ober- bzw. Unter-
gurtes. Sie ist nicht zu verwechseln mit der Lingskraft des Ober-
bzw. Untergurtes, da die Feldkraft keineswegs in die Gurtrichtung fillt.

Die Momentengleichung fiir den Obergurtknoten k lautet somit
(Abb. 83 a): _

—M!+M M, — X, h,=—o0.

Unter Benutzung der Gleichungen f) erhilt man daraus:

%_thk

M=
k 2 2

h)

In derselben Weise findet man M,’, wenn man einen Schnitt
unendlich nahe rechts vom Knoten k in Betracht zieht (Abb. 83b).
Die Momentengleichung wird jetzt

— MM AWy — X =0
und daraus bei Benutzung der vereinfachenden Beziehungen f):
My Xyia By

Mr—
k 2 2

h’)

Es ist also gelungen, die Obergurtmomente M! und M” durch die
duBeren Momente ¢ und’durch die Feldkraftkomponenten X auszu-
driicken, somit sind auch die Untergurtmomente durch diese GroBen
bestimmbar und wir finden daher

—= m, , X, b

Mkl J— ___Mkl:.___.l_

MT— _..__k. __uu
Mkf——Mkr— 2 +

Ebenso konnen die in der Gleichung g) vorkommenden Langeninde-
rungen leicht durch die GroBen X dargestellt werden, nimlich:

O, cosa, 0,

Ao, cos a, = EFS iattokcosak——EF-i-a td,
U _cosf -u X u
Au, cos B, =% kb — "k k.
S " EF

wobei +¢ die Temperaturdifferenz des Obergurtes gegen den Untergurt

bezeichnet. Somit ist ‘

o(do,cosa, — Au, cos B,) = — 6 X, [ok%—{—ukl",—f%}i—GEJca,tl,‘.
* S 3|

9#
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Bei der Aufstellung der Ausdriicke fiir die Langeninderungen
wurde stillschweigend vorausgesetzt, daf die Feldkraft gleich der Gurt-
langskraft ist, was, wie schon oben bemerkt wurde, nicht richtig
ist. Gewohnlich ist aber die Neigung der Feldkraft gegen die Gurt-
richtung nicht allzu groB, so daB es erlaubt erscheint, bei der Er-
mittlung des an sich nicht betrichtlichen Gliedes, das den EinfluB
der Lingeninderungen darstellt, die oben benutzte Vereinfachung ein-
zufiihren?).

Samtliche Momente und Lingeninderungen der Bestimmungs-
gleichungen g) kénnen daher als Funktionen der n Grofen X, die
wiralsUberzahlige wihlen wollen, dargestellt werden. Die Gleichung g)
nimmt nach Einfihrung der Werte aus den Formeln h), i), k) die
endgiiltige Form an:

Xk -1 hk’-— 1 hkg— 17 Xk |:hk’- 1 hk‘a— 1 + 2 Sk’ (hkg— 1 + hk -1 hk + hk2> + hk’ hkg

A J,
+12 (Ok ka_o ~+ 'F;u‘):l + X1 h,; 2

=My 8 @Iy + 1)+ T 8 by +20)) F 12 EJ eyt dy . 1))
Hierbei ist & der Reihe nach 1, 2,...n zu setzen. Die rechten Seiten
der ersten und letzten Gleichung des Systems 1) weichen etwas von
der allgemeinen Form ab.

Die erste Gleichung lautet:

v [y (g g+ 5, (2 g + b))+ My 5, (g + 2 )]

und die letzte Gleichung:
e =TT [?D?'n-—l 5‘”’ (2 hn—l + hn) + 9)2,, (sn’ (2 hn + hn—-l) + hn hn’)]'

Ist M, und M, wie beim frei aufliegenden Balken mit lotrechter Bela-
stung Null, dann fillt diese Unterscheidung fort.

Die n Gleichungen I) reichen aus, um die Gréfen X und somit
alle anderen Werte zu bestimmen. Die Ermittelung der Uberziahligen
ist damit auf die Aufldsung eines Systems dreigliedriger Gleichungen
der Form 1) zuriickgefiihrt.

Wir hitten den Rechnungsgang insofern abkiirzen konnen, als
wir nach Feststellung der Gleichungen f) diese einfachen Zusammen-

1) Es steht nattirlich nichts im Wege, die Berechnung dieses Einflusses
genau durchzuftihren, Fiir die Gurtkraft § ist dann zu setzen

S=ZXcosa-Tsinax,

wenn o die Neigung des Gurtes gegen die Wagerechte bedeutet, T kann man
ebenfalls durch X ausdriicken und erbilt ein Zusatzglied im Beiwert von X,
wie oben, aufierdem ein weiteres von It abhiingiges Glied auf der rechten Seite.
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hinge zwischen Ober- und Untergurtmomenten in die beiden ersten
Gleichungen b), die zur Ableitung der dritten Gruppe der .Bestim-
mungsgleichungen benutzt wurden, eingefilhrt hitten. Die etwas
lingere Darstellung wurde gewihlt, um den Eliminationsvorgang, der zu
den 3 n Bestimmungsgleichungen fiihrt, klarer zum Ausdruck zu bringen.

Fir den Paralleltriger nehmen die Gleichungen 1) besonders
einfache Form an. Wir setzen h,_,=h,=h und s'=1/, der redu-
zierten Feldweite, weiter F,’—=F,“=F, und erhalten

, A J,
Xk—lhk’—l—Xk[hk—1+6lk,+hk’+24%§ﬁv——k:|+Xk+1hk,
A _
=_-37"(§)th_1—|—§)th)+IZEJcattlk. . . . . m)

Das Glied 24%%— ist gewohnlich klein und kann wenigstens bei
k
vorlaufigen Berechnungen vernachlissigt werden.

Der Vorgang der Auflosung des Gleichungssystems ist der gleiche
wie bei der Auflésung der Gleichungen des Lohsetrigers. Nur liegt
hier die Sache insofern einfacher, als kein von H abhingiges Glied
vorhanden ist. Wir enthalten uns hier weiterer Erorterungen, da der
Rechnungsgang an einem Zahlenbeispiel weiter unten ausfiihrlich
dargestellt werden wird.

In den vorangehenden Darlegungen wurden die duBeren Krifte
als lotrecht gerichtet vorausgesetzt. Nun wollen wir noch unter-
suchen, welche Anderungen
die Bestimmungsgleichungen
1) erleiden, wenn in den
Knotenpunkten wagerechte
Krafte angreifen.

Solange die &uBeren
Lasten in die Pfostenrich-
tung fallen, sind die wage-
rechten Teilkrifte X der
Feldkraft fiir Ober- und Un- h
tergurt gleich groB. Es ist I
in diesem Falle auch fiir A
die GroBe des duBeren Mo- Abb. 84.
mentes M, gleichgiiltig, ob
der Bezugspunkt k im Ober- oder Untergurt gelegen ist. All dies ist
nicht mehr der Fall, wenn wagerechte duBere Krifte hinzutreten.

Wir haben die Gleichungen h) und k') in der Weise bestimmt,
daB wir die Momentensumme in Bezug auf den Obergurtknoten %
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als Momentenpunkt gebildet haben. Die in diesen Gleichungen auf-
tretenden X-Krifte sind demnach die wagerechten Komponenten
der Feldkrifte des Untergurtes. Halten wir das fest, dann ergibt
sich unter Hinweis auf Abb. 84 die wagerechte Komponente der
Obergurtfeldkraft im kten Felde mit

k—1
X =X'—3H

Da nun X,° und X,* ihrem absoluten Werte nach nicht mehr
gleich sind, so dndert sich hierdurch das unter dieser Voraussetzung
abgeleitete, von den Gurtlingskriften herrithrende Zusatzglied der
Gleichung 1).

Es ist jetzt

k—1
Ok cos e, -0, (Xk - 2 H)

Ao, cosa, = EF’ +a,to, cosa, — — EF° +a,ti,,
U,cosf-u, X"“u
Au, cos f, ——* E’Fk,:‘ k=Eka“k’
somit folgt
o (40, cos e, — Au,cos )
T r—1
=—6Xk“[ok—1;77°5—|—ukf%}—|—6ok%%2Hi6EJcattlk ... K)
k k k1

Mit diesem Gliede nehmen die Bestimmungsgleichungen die
Form an:

k—lhk,—l w1 X I:k—x ko +2s/ (b2 +hk—1hk+hk2)+
J,
+ k) 1E 12 (OkFo "|‘“kF )] F X b P
:_—[mk—lsk (2hy +hk)+mlc'9k (-1 + 2 k) +

k—1
+120k—ﬁ—,J“—o§H}qlleJcattlk.. A §
k

Die Gleichung ') unterscheidet sich somit nur durch das von
> H abhingige Glied auf der rechten Seite von der Gleichung 1),
Durch den oberen Zeiger w wurde angedeutet, daB die aus dieser
Gleichung errechneten Werte der Uberzihligen X sich auf den
Untergurt beziehen.

Vernachlissigt man, was unter Umstdnden erlaubt ist, die Wirkung
der Gurtlingskrifte, dann fillt auf der rechten Seite das unterscheidende
Zusatzglied weg und die Gleichung ') geht in die Gleichung 1) iiber.
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EinfluBlinien der Uberzihligen.

Nach der Auflésung der Bestimmungsgleichungen erhilt man die
Unbekannten X in der Gestalt

X=pya,+pya,+p0+.. -+ o+ +p,a,. . 0

My My ... sind Zahlenwerte, die sich aus den Beiwerten der Unbekannten
im Gleichungssysteme ergeben. Die a, a, ... sind die zunichst un-
bestimmt gelassenen rechten Seiten der Gleichungen 1).

Um nun die EinfluBlinien der Uberzihligen zu finden, belastet
man der Reihe nach die einzelnen Knoten mit P==1, bestimmt hierfiir
die Werte ¢ und mit Hilfe der Losungen n) die Einzelwerte der
Unbekannten X, aus denen dann die EinfluBlinien zusammengestellt
werden. Bei symmetrischen Trigern geniigt natiirlich die Berechnung
fiir eine Tragerhilite.

Aus der Tatsache, daB der Beiwert der mittleren Unbekannten
in den Gleichungen 1) bedeutend gréBer ist als die Beiwerte der rechts
und links stehenden Gleichungsglieder, folgt, daB in dem Ausdrucke n)
der Unbekannten X, der Beiwert u, weitaus groBer ist als alle iibrigen
Zahlenwerte. Die Beiwerte x4 nehmen vom Gliede u, a, rasch nach
beiden Seiten ab. In erster Annzherung kann daher auch

X =t @,

gesetzt werden. Fiir genaue Berechnungen geniigt die Beriicksichtigung
je zweier Glieder vor und hinter u, a,, alle anderen Glieder konnen
Null gesetzt werden. Mit dieser Eigenschaft der Losungen n) hédngt
in weiterer Folge auch die bemerkenswerte Form der EinfluBlinien
der Uberzihligen X zu-

sammen. In Abb. 85 ist ¢ Az % 7e
eine solche EinfluBlinie
dargestellt. Scharf betont
sind nur die Punkte @ und
b, wihrend die Knicke ¢
und d nur wenig merklich
sind. Die Teile 0 — ¢ und
d—n weichen so wenig Abb. 8s.

von der geraden Linie ab,

daB selbst bei groBerem ZeichnungsmaBstab die Kriimmung dieser
Zweige nicht zum Ausdruck kommt. Fiir Vorberechnungen geniigt
daher die Ermittelung der zwei Punkte @ und b der EinfluBlinie, die
dann mit 0 und n geradlinig verbunden werden. Fiir genauere Be-

rechnungen empfiehlt es sich, auch noch die Punkte ¢ und d zu be-
stimmen.
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Niherungsverfahren.

Obwohl die Auflosung des Gleichungssystems 1) selbst bei vielen
Gliedern keine besonderen Schwierigkeiten macht, ist es doch zweck-
mibBig, fiir Vorberechnungen einfache Bestimmungsgleichungen fiir die
Uberzihligen X zur Hand zu haben. Diese kénnen nach dem Vorbilde
Engessers?') in der Weise gewonnen werden, daB man den EinfluB}
der Verbiegung der Pfosten vernachlissigt, deren Trigheitsmoment
also unendlich groB annimmt; dementsprechend werden die reduzierten
Lingen h,' Null und in den Gleichungen 1) verschwinden die AuBen-
glieder. Die Gleichungen nehmen jetzt die einfache Form an:

2X, 8. [’y ly Iy A =5/ [ W3 (2R +Py) + Dy (b, +-2h)
und daraus
X =mk—1(2hk—1+hk)+mk(hk—1+th) .. .. 0
£ 2(hl_y by by £ 1) ‘

Die so berechneten Werte entsprechen den Stammwerten
Engessers. Sie weichen allerdings manchmal nicht unerheblich von
den genauen Werten ab, doch sind sie, wie man sieht, unabhingig
von der Querschnittsgestaltung der aufeinanderfolgenden Gurtstibe,
weshalb sie fiir eine Vorberechnung, um vorlaufige Anhaltspunkte fiir
die Querschnittsgestaltung zu erhalten, sehr gut zu verwenden sind.
Um die EinfluBlinien zu bestimmen, geniigt es, zwei Werte von X,
nach Formel o) zu berechnen, indem man die Last T im Knoten t — 1
und hierauf im Knoten % aufstellt und die zugehorigen IM-Werte er-
mittelt.

Bogentriger der Vierendeelbauart.

Es soll noch der Fall untersucht werden, daB das Vierendeel-
tragwerk statisch unbestimmt gelagert ist. Als Beispiel wéhlen wir

N

LR
Adn 7 3 7 5B
Abb. 86.

den Zweigelenksbogen (Abb. 86). Die Lasten greifen mittels Hange-
stangen am Untergurt an.

1) Prof. Dr.-Ing. Fr. Engesser, Die Berechnung der Rahmentriger.
Berlin 1913.
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Zu den 3 n Unbekannten des Balkentragers tritt noch eine weitere
Unbekannte, der Bogenschub H, hinzu. Dementsprechend benétigen
wir auch eine weitere Elastizititsbedingung. Die festen Kémpfer-
gelenke denken wir uns durch einen Stab mit unendlich groBem
Querschnitt, der die Auflagerpunkte verbindet, ersetzt. Da kein neuer
ausgezeichneter Punkt hinzutritt, so konnen auch keine weiteren
Momentengleichungen aufgestellt werden. Dafiir aber konnen zwei
neue Winkelgleichungen, die sich iiber das Stabeck erstrecken, das
vom Untergurt und dem Zusatzstab gebildet wird, angesetzt werden.
Die eine Winkelgleichung bestimmt das unbekannte H, die zweite
einen weiteren, neu hinzugekommenen Stabdrehwinkel, da durch Hin-
zutveten des Verbindungsstabes 4 B die Zahl der Stabdrehwinkel um
Eins vermehrt wurde.

Die beiden Winkelgleichungen lauten mit Bezug auf Abb. 86:

n n

S du,cos B, + 3w, ¥, sin f, =0
k=1 k=1

n n p)
S Adw,sin g, — S u, P, cos f,=0
k=1 k=1

Da an Stelle des duBeren Momentes 9%, -das Moment M, — Hy,
tritt, so kommt in jeder der n Bestimmungsgleichungen I') ein von
H abhingiges Glied, dhnlich wie beim Lohsetrager, hinzu. Driickt
man nun in den Gleichungen p) die ¥, durch die Unbekannten und
duBeren Lasten aus, so erhilt man eine weitere Gleichung zur Er-
mittlung von H,

Man kann nun unter Verwertung der Rechnungsergebnisse fiir
den Balkentriger einen kiirzeren Weg zur Bestimmung des Bogen-
schubes H einschlagen. Wir denken uns zu diesem Zwecke das
Balkentrigersystem einmal mit den gegebenen Lasten, das zweitemal
mit der zundchst unbekannten Kraft H belastet. Diesen beiden Be-
lastungszustinden entsprechen die Unbekannten X, P und X, H; dann
ist der tatsichliche Wert der Uberzihligen im Bogentriger

X =XF|+XH.
Dementsprechend ist auch

h=9L+92
oder :
kzﬁkp + Hﬁkﬂzl
und ebenso

Adu,=AdurP +-HAuHE=1,

wenn mit ¢, =1 der Drehwinkel des kten Gurtstabes und mit 4 4, #=1
die Léngendnderung des Stabes u, fiir den Belastungszustand H =1



138 Beispiele fiir die Anwendung der Methode des Viermomentensatzes.

bezeichnet werden. Die erste der Gleichungen p) nimmt nun folgende
Gestalt an:

n n n
kg S #,F sinf, +Hk glu,ﬁkﬂ =lsin g, —|—k _21A uFcosp,

n
+Hk§1A wB=1cos f,=o,
woraus sich

n n
kgluk $,P sin g, —{-—k§1A w,F cos B,
H=— —— —

n n
kE w3 E=1sinf 4 F AuH=1cosf,
=1 =
bestimmt. e
Betrachten wir den Zéhler niher. Das Produkt w,®2 sinf, ist
gemiaB Abb. 87 nichts anderes als die wagerechte Verschiebung des
Punktes k infolge der Stabdrehung, wenn der Punkt k—1 fest-
gehalten ist; ebenso ist Au,P cosf, die wagerechte Verschiebung
des Punktes % infolge der Stablingendnderung. Somit wird

n n
0% — 3 w, 8,7 sin §, +Ef' uP cos B,

die wagerechte Verschiebung des Punktes B des Balkentrag-
werkes unter der Wirkung der Lasten P, wenn 4 festgehalten wird.

Kommt nur eine einzige Knotenlast P=—1, wie dies bei der
Berechnung der EinfluBlinien der Fall ist, in Frage, so kann man
vom Satze iiber die Gegenseitigkeit der Verschiebungen Gebrauch
machen und schlieBen: Die wagerechte Verschiebung 1911; des
Punktes P durch die lot-
rechte Last 1 im Knoten m
ist gleich der Verschiebung
des Punktes m im lotrech-
ten Sinne, wenn der Trager
mit H=1 belastet wird.
Der Ziahler bedeutet also
die Ordinate der Biegungs-
linie (fiir lotrechte Verschie-
bungen) im Punkte m, wenn
auf das System die Last
H=1 wirkt. Damit istauch
die EinfluBlinie fiir H ge-
geben; man braucht bloB die Ordinaten der Biegungslinie mit dem
Nenner der Gleichung r) zu dividieren. Auch dieser Nenner kann, wie
eine einfache Uberlegung lehrt, als wagerechte Verschiebung des Punk-
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tes B fiir den Lastzustand H==1 gedeutet werden. Der Bogen-
schub H kann demnach geschrieben werden

6H=1

m

Hz——(sg:l.'.........r,)

Der Vorgang bei Berechnung des Bogentragers nach Vierendeel-
bauart ist sonach folgender:

Man ermittelt die EinfluBlinien der GroBen X fiir den Balken-
trager, wie dies oben beschrieben wurde, sowie die Werte der Gré8en X
fiir den Lastzustand H=1. Die diesem Belastungszustande ent-
sprechenden Werte der Uberzihligen bezeichne man mit X. Nun
bestimmt man noch die Drehwinkel §,#=! aus n— I Gleichungen
der Form

200, — ) =—[vh-18 T 20 (8 T8/ +1) T ¥r1%'+4]

.—stk’(hk—1+2hk)—Xk+1 See1@hth), S s
wo k der Reihe nach 1, 2, ... n— I zu setzen ist') und aus der
bisher noch nicht benutzten zweiten Winkelgleichung p). Aus diesen
‘insgesamt n Gleichungen koénnen die n fraglichen Stabdrehwinkel
berechnet werden. Sind einmal die Gurtdrehwinkel bekannt, so lassen
sich nach dem weiter unten in § 12 gezeigten Verfahren die Biegungs-
linie und der Betrag des Nenners der Gleichung r') mittels eines
Verschiebungsplanes unschwer ermitteln. Damit ist die H-Linie ge-
funden und somit sind auch die endgiltigen X-Werte bzw. deren
EinfluBlinien durch die Beziehung

X=XP}HX

festgelegt.

Aus dem Umstande, daB die X-Werte bei Belastung mit der
Bogenkraft H fiir .Ober- und Untergurt verschieden sind, erkennen
wir, daB beim Bogentriger wohl die Gurtmomente eines Feldes gleich,
die Gurtlingskrifte aber verschieden sind. Sollen aber die Trigheits-

1) Die Gleichungen s) sind leicht gefunden. Man stellt fiir zwei aufein-
.anderfolgende Gurtstibe die Viermomentengleichung auf; diese lautet:

M s +2Mis 2 M sy, +Mby sy —e Ge—Bry,)=0.

Nun ersetzt man die Obergurtmomente gemifi den Gleichungen h) und h’)
durch die #ufieren Momente ¢ und die Uberzihligen X. Das dufiere Moment
im Punkte %k des Obergurtes ist nun

Mp=— 1Yk,

wobei yy die Ordinate des Obergurtpunktes k bedeutet (Abb. 86). Nach Durchfiih-
rung der angegebenen Substitutionen und Einfihrung der Momentenwerte I
erhdlt man die Gleichung s). Bei n Gurtstiben kdnnen = — 1 derartige
Gleichungen aufgestellt werden.
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momente beider Gurtstibe, bei gleichen Stablingen z. B., gleich sein,
so muB der eine Gurt, der den grofleren Stabquerschnitt” erfordert,
in der Trigerebene etwas gedringter gebaut werden, was meist leicht
‘zu erreichen ist, da der Unterschied gew6hnlich nicht sehr groB ist.
Durch zweckmaBige bauliche Durchbildung kann daher eine Forderung
erfiillt werden, die die Berechnung der hier in Rede stehenden Trag-
werksart iiberaus vereinfacht.

Den gleichen Weg, den wir hier bei Bestimmung des Horizontal-
schubes H beschrieben haben, schligt man auch ein, wenn der
Vierendeeltriger als durchlaufender Balken gelagert ist oder einem
Hiangegurt als Versteifungstrager dient. Man berechnet das 3mn-fach
statisch unbestimmte System unabhingig von den durch die Lagerung
oder sonstigen Verbindungen gegebenen Uberzihligen und legt das
so bestimmte System der weiteren Berechnung als Hauptsystem zu-
grunde, ein Vorgang, wie er ja jedem Statiker gelaufig ist. Auf die
Identitat der Gleichung r’) mit der im gebrauchlichen Verfahren be-
nutzten Beziehung braucht hier nicht ausdriicklich verwiesen zu werden.

Zahlenbeispiel.

Der in Abb. 88 dargestellte Bogentriger in Vierendeelbauweise habe 6o m
Stiitzweite. Die Pfeilhdhe des Untergurtes betrage 9 m, die Tréigerh6he am
Scheitel 2 m, die Pfostenh6he am Auflager 6 m. Die Gurtknotenpunkte liegen
auf Parabeln, In der Abbildung sind die auf Grund der vorstehenden Angaben
berechneten Stablingen eingeschrieben. Wir nehmen ferner an, dafi simtliche
Obergurtstibe gleichen Querschnitt haben und wihlen das Trégheitsmoment

!
5

¥

. 72X 5,00=6000m

Abb. 88,

des Obergurtes als J,. Die reduzierten Lingen 8’ der Obergurtstibe sind somit
gleich den wahren Lidngen 8. Da nun Ober- und Untergurt, entsprechend den
Voraussetzungen unserer Rechnung, in jedem Felde die gleiche reduzierte
Lange haben sollen, so folgt, dafi die reduzierte Linge eines Untergurtstabes
gleich der wahren Liénge des Obergurtstabes des gleichen Feldes ist. Fiir die
Grofien g/ unserer Gleichungen sind daher die in Abb. 88 eingeschriebenen
Obergurtlingen einzuftihren.

Fiir die Pfosten gelten folgende Querschnittsannahmen:
Jo _ Je Jo_do_Jdo_, To_

_ 7 = —_—— — = — =— —_———=3

A TR U N A X
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Sonach berechnen sich die reduzierten Lingen der Pfosten wie folgt:
Ky=600m, I,=4,78m, h'y=756m, h';=600m,
h,=4,88m, W;=633m, hg=0600m.

Wir untersuchen zunichst das Tragwerk als Balkentriger, ermitteln also
die Uberzihligen X, die die wagerechten Komponenten der Feldkrifte dar-
stellen, aus den Bestimmungsgleichungen 1) Seite 132. In Tafel 7 sind die
Beiwerte der Unbekannten in den Gleichungen 1) dargestellt. Wegen der
Tréigersymmetrie wurde die Berechnung nur fiir die linke Trigerhélfte durch-
gefiihrt.

Tafel 7.

Berechnung der Beiwerte der Bestimmungsgleichungen 1).

=l s by bRy By =hy/— b~ + 28 v+ R B2

J. NAL
4, =12 (OkIT:,‘f"“ka—cu) )

h h' | b B2 2| hy—y ¥, 8/ B, 4, | B 4
k k k % "k k k k 3 k 3 k

m m m3 m? m? m? m m3 m3 ms3
o | 6,00 | 6,00 | 216,00 | 36,00
1 4,73 4172 rogzzz 22,85 fg’z‘; 87,53 | 5,23 1230,78 7,5 | 1248,28
2 |3, 108,03 | 14,2 21 1 1 I
3 | 300 | 600 | “Saoe | oo | 13t | 33%63 | S9 | s14s6 | 73 | 52506
4 |244 4,88 | 2904 | 595 7’? 22,27 | 5,05 | 307,97 | 7,5 | 31547
5211|633 2817 | 445 5’,_,2 15,55 | 5,02 | 213,33 | 7,5 | 220,83
6 | 2,00 | 6,00 | 24,00 | 4,00 4 12,67 | 5,00 | 178,87 | 7,5 | 186,37

Die Bestimmungsgleichungen lauten somit, wenn man beide Seiten der
Gleichungen mit — 1 multipliziert,

1) Da die Werte 4, klein gegeniiber B, sind und nur wenig voneinander
abweichen, so setzen wir sie einander gleich und berechnen 4, fiir die
mittelsten Gurtstibe, deren Léngenénderungen den grofiten Einfluf auf die
Unbekannten X ausiiben. )

Bezeichnet J, das Tridgheitsmoment der mittelsten Gurtstdbe, so ist

%=i der Trigheitsradius dieser Stibe und wir finden daher fiir 4;, wenn

0, =, = A eingeflihrt wird, wo 4 die Feldweite bedeutet,
. i\®
Ay =12414 oder A,=2473 (T) ;

% ist das Schlankheitsverhiltnis, das wir mit 20 annehmen wollen, Wir er-

mitteln schliefilich, wenn fiir 4= 5m eingefiihrt wird,
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~+ 12483 X, — 1092 X, =a,
—109,2 X, + 793,4X, —108,0 X; =aq,
— 1080 X, 4 522,1 X; — 54,00X, =a,
— 54,00 X, + 315,5X, — 29,04 X; =a,
— 29,04 X, 4+ 2208 X, — 28,17 X, =aq,
— 2817 X, + 1864 Xy — 24,00X, =a,
— 2400X, + 1864 X, — 28,17 X; =a,
— 28,17 X, + 2208 X, — 29,04 X, =g,
— 29,04 Xy + 3155 X, — 54,00 X,,=a,
— 54,00X, + 522,1 X, — 1080 X, =a,,
— 1080 X, + 7934 X,,— 1092 X,,=a,,
—109,2 X, -} 12483 X, =0y,

Wir schreiben nun die ersten beiden Gleichungen nochmals an (S. 143),
derart, daf die Glieder mit gleichen Unbekannten untereinander stehen, multipli-
zieren wechselweise mit den Beiwerten von X, und addieren sodann. Die so
entstehende neue Gleichung a) ist frei von X,. Um nicht iiberfliissige Ziffern
mitzufilhren, wurden simtliche Beiwerte der Gleichung a) mit 1ooo dividiert.
Es geniigen, unbeschadet des angestrebten Genauigkeitsgrades, vier Stellen.
Unter a) setzen wir nun die dritte Gleichung des voranstehenden Systems,
multiplizieren wechselweise mit den Beiwerten von X, und addieren, wodurch
X, aus der Gleichung b), die in der Aufschreibung ebenfalls mit 1000 dividiert
erscheint, verschwindet. In dieser Weise schreiten wir bis Gleichung e) fort,
die die Unbekannten X, und X, enthilt,

Nun denken wir uns den gleichen Eliminationsvorgang von der letzten
Gleichung ausgehend durchgefiihrt, derart, daf zunidchst X ,, dann X, usw. aus-
gesondert werden. Da die zweite Hilfte der Gleichungen aus der ersten ge-
wonnen wird, wenn man statt X,, X ,, statt X,, X, usw. ebenso statt g, a,,,
statt a,, @,, usw. setzt, so erhidlt man das Endresultat dieses Aussonderungs-
vorganges ohne jede Rechnung aus Gleichung €), wenn in dieser Gleichung Xg
durch X, und umgekehrt ersetzt und fiir a,, a,,, fir a,,a,, usw. geschrieben
wird. Das Ergebnis ist Gleichung e’). Auch diese Gleichung enthilt blof
die Unbekannten X, und X,. Durch €) und €’) sind diese beiden Uberzihligen
bestimmt.

Wir eliminieren aus e) und ¢’) X, und gewinnen X4 als lineare Funktion
der Grofien a. Benutzen wir diesen Wert der Unbekannten X fiir Gleichung d),
so erhalten wir X, und in der gleichen Weise weiter nach riickwirts schreitend
alle iibrigen Unbekannten bis X, als Funktionen der Grofien a.

Schon aus den Gleichungen a) bis e) erkennt man, dafi die Beiwerte
der a, von einem bestimmten Gliede an, nach beiden Seiten rasch abnehmen.
Es ist daher, nachdem X, bestimmt ist, nicht mehr notwendig, bei der schritt-
weisen Berechnung der iibrigen Unbekannten alle Glieder mitzufiihren. Im
vorliegenden Falle geniigen je drei Glieder vor und hinter dem mafigebenden
grofiten Glied, da nur vier Stellen zu beriicksichtigen sind. Das mafigebende
Glied ist in der Rechnung durch fetteren Druck gekennzeichnet.
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+ 1248,3 X, — 109,2 X, =aq,
10972 ‘Xl + 79374 X2 _ 108,0 Xa = a’2

109,2
1248,3

a)...+ 978,9 X, — 134,9 X;=0,1092 a, 4 1,249 a,| 108,0
— 108,0 X, + 522,1 X; — 54,00 X, = a, 978,9
b) ...+ 496,5 X, — 52,86 X,=0,01179 a, 40,1349 a, + 0,9798 a; | 54,00
— 54,00 X; 4 315,5 X, — 29,04 X == a, 496,5
C) e + 153,8 X4 — 14,42 X5=01036367 a, 1)+0)°27295 a2+0a05286a‘3 29,04
~+0,49654,
— 29,04 X, -+ 220,8 X, — 28,17 Xy=a, ’ ! 153,8
d)...+ 33,54 X; — 4,333 X3=0,0,1849 a, }0,0;2118 a, -} 0,0,15350,| 28,17

~+o0,01442 a, 40,1538 a,

— 28,17 X, -+ 186,4 X, — 24,00 X, —a, | 3354

€) ...+ 6,130X, — 0,805 X, =0,045209 @, + 0,0,5966 a, +0,0,4324 a, 6,130
—+ 0,044062 a4} 0,0,4333 a; - 0,03354 a4

e)... — 0,805 X; -} 6,130 X, + 0,03354 a, -} 0,0,4333 a5 +-0,0,4062 @, |0,8050
—+0.0,4324 @+ 0,055966 @;,+0,045209

39,93 X4 = 0,0002651 a, - 0,002490 @, - 0,02656 a; -} 0,2056 a,
- 0,02700 @, 4 0,003488 a4 4 0,0003270 a,
1000 X = 0,0072 @; + 0,0675 a, -+ 0,7192 a, + 5,567 a; - 0,7311 @,
-+ 0,0945 ag + 0,0089 a,
33,54 X = 0,0002118 @, -} 0,001566 a, | 0,01471 a, 40,1569 ay
—+ 0,02412 a4} 0,003168 a, -}- 0,000410 a,
1000 X, = 0,0065 @, - 0,0468 a; -+ 0,4368 a, 1 4,678 a, —-0,7192 a4
-+ 0,0945 a, 40,0122 a,
153,8 X, = 0,0006367 @, -}~ 0,007389 a, |- 0,05353 @3 +- 0,5028 a,
—+0,06746 a; - 0,01037 ag-}-0,00136 a,
1000 X, = 0,0042 @, -+ 0,0480 a, 40,3480 a; + 3,269 a, -+ 0,4386 a,
-+ 0,0675 a5+ 0,0088 a,
496,5 X, = 0,01201 a, - 0,1374 @, 40,9973 @, 4 0,172 8 @, - 0,02318 a;
~+ 0,00356 a,
1000 X, =0,0242 @, -} 0,2768a,+2,009a, --0,3480 @, 0,0468a;
-+ 0,0072 a,
978,90 X, =o,1125 @, -} 1,287 a, 4 0,2710 @, -}- 0,04695 a, + 0,00633 a,
1000 X, =0,1149 @, + 1,315 a, 40,2768 a, -} 0,0480 @, - 0,0005 a;
1248,3 X, = 1,013 a4, -+ 0,1436 a,--0,3023 a; - 0,0524 @,
1000 X, = 0,8112 a, + 0,1149 a, |- 0,0242 a, - 0,0042 @,

Nachfolgend sind die Werte der Uberzihligen X nochmals fibersichtlich
zusammengestellt, wobei fiir die weitere Rechnung eine Dezimalstelle abgeworfen

1) Der kiirzeren Schreibweise wegen wurde z. B, statt 0,0006 ..., 0,0,6...
gesetzt.
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wird und dementsprechend auch das drittvorhergehende und drittfolgende Glied
des mafigebenden Gliedes unterdriickt werden. Ein grofierer Genauigkeitsgrad
ist zwecklos, da beim Auftras en und Ubertragen der Einflufilinien in den tiblichen
Zeichnungsmafistaben die vierte Stelle nicht mehr mit Sicherheit mitgefiihrt
weiden kann, Die Werte der Unbekannten X, bis X, gewinnt man aus den
oben berechneten Gleichungen, wenn man die Zeiger der Unbekannten und
a-Grofien durch die Zeiger der symmetrisch gelegenen Grofien der rechten
Tragerhilfte ersetzt.

1000 X, = 0,811 a, 4-o,115 @, ~ 0,024 a,

1000 X, ==o,115a, + 1,315a, + 0,277 a; 4-0,048 a,

1000 X, ==0,024 @, + 0,277 @, + 2,009 a; -} 0,348 @, 40,047 a;

1000 X, =0,048 a, + 0,348 a; -+ 3,269 a, -+ 0,439 a, | 0,068 a,

1000 X; ==0,047 @; + 0,439 a, + 4,678 @, +- 0,719 @, 40,095 @, - 0,012 a5 ?)

1000 Xg = 0,068 @, -+ 0,719 a;, + 5,567 ay + 0,731 @, -+ 0,095 @, - 0,009 a, *)

1000 X, == 0,009 @, -} 0,095 a; -+ 0,731 ay + 5,567 a, + 0,719 @z -} 0,068 a,

1000 X, == 0,012 @; -+ 0.095 a; 40,719 a, | 4,678 a; + 0,439 a, -+ 0,047 a,,

1000 X, ==0,068 a, | 0,439 a; 4 3,269 a, 4 0,348 a,, - 0,048 a,,

1000 X,,==0,047 @, - 0,348 a; + 2,009 a,,+ 0,277 a,, - 0,024 a,,

1000 Xu = 0,048 Ay - 0,277 a10+ 1,315 a’11+ 0,115 @y

1000 X,, == 0,024 a,,+} 0,115 a,, -}- 0,811 a,

Die nichste Aufgabe ist die Bestimmung der Grofien g, fiir die ver-

schiedenen Laststellungen. a, hat allgemein die Form:

@y == oy My —+ fr My, -
Tafel 8 enthilt die Berechnung der Beiwerte o und f,.

Tafel 8. Berechnung der Beiwerte oy und f§,.
=8 (2hy—1+h), Bp=38 (hp—1+2hy).

k 8/ by 2hyy+ly | by t2hy X ‘ B
m m m m m? m?
o 6,00
I 5,23 4,78 16,78 15,56 123,762 81,37
2 5,15 |- 3,78 13,34 12,34 68,70 63,55
3 5,09 3,00 10.56 9.78 53,75 | 49,78
4 5,05 2,44 8,44 7,88 42,62 39,79
5 5,02 2,11 6,99 6,66 35,09 33,43
6 5,00 2,00 6,22 6,11 31,10 30,55
7 5,00 2,11 6,11 6,22 30,55 31,10
8 5,02 2,44 6,66 6,99 33,43 35,09
9 5,05 3,00 7,88 8,44 39,79 42,62
10 5,09 3,78 9,78 10,56 49,78 53,75
11 5,15 4,78 12,34 13,34 63,55 68,70
12 5,23 6,00 15,56 16,78 81,37 123,762)

') Da die Beiwerte von a, und a, in X, und X, verhiltnisméfiig grofi
sind, wurde bei diesen beiden Unbekannten ausnahmsweise noch ein weiteres
Glied b riicksichtigt,

%) Hier erscheinen noch die Glieder hyh, und hy, h,,’ = 36 hinzugefiigt.
Siehe die Bemerkung zu Gleichung 1) auf S. 132.
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In Tafel 9 S. 146 sind die Ordinatenwerte der I, -Linien fiir die aufeinan-
derfolgenden Knotenbelastungen zusammengestellt und neben jeder I, -Reihe
mittels der Werte o und f; das zugehdrige @, berechnet. In den letzten Ver-
tikalreihen finden wir die der Belastung mit H= — 1 entsprechenden 9%- und
a-Werte sowie das von den Lingskriften abhingige Zusatzglied (Gleichung 1)
dargestellt. Die Momente 0, sind hierbei auf den Obergurt bezogen.

Mit Hilfe der in Tafel g berechneten q,-Werte konnen, unter Benutzung
der oben zusammengestellten Formeln fiir die Unbekannten X;, die Ordinaten
der Einfluflinien berechnet werden. Der Vorgang werde an der Berechnung
von X, gezeigt.

Es ist 1000 X, = 0,048 a, -} 0,348 a; -} 3,269 @, + 0,439 a; | 0,068 ;. Die
Zahlenrechnung fiihrt man wie folgt iibersichtlich durch:

Last in 1 \ 2 3 4 5 “ 6
|

- - -
0,048 @, 28| 39 35 31, 27 23
0,348a, | 143 | 286 | 335 | 298 |

3,269 @, 955 | 1912 | 2867 | 3127 | 2736 | 2346
0,439 a 94 | 188 | 282 376 |
0,068 a, 11| 23 34 45 !

1ooo X, | 1231 | 2448 | 3553 | 3877 | 3475 | 2087

Man ermittle immer eine ganze Horizontalreihe der vorstehenden Tafel,
da der eine Faktor hierbei unveridndert bleibt, was beim Arbeiten mit dem
Rechenschieber oder auf der Rechenmaschine von Vorteil ist. Die erste Zeile
erhilt man, wenn die a,-Werte der zweiten Zeile (k= 2) der Tafel g mit 0,048
multipliziert werden, Die zweite Zeile wird durch Multiplikation der dritten
Zeile (k=3) der Tafel 9 mit 0,348 gewonnen usf. Nach Summation findet
man die aufeinanderfolgenden Einfluilinienordinaten fiir die Punkte 1 bis 6 in
der Schlufizeile nebeneinander stehen. In Abb. 89d ist die Einflulinie fiir
X, aufgetragen. Die Aste der Linie links von 2 und rechts von § wurden
durch geradlinige Verbindung der abgetragenen Punkte 2 und 5 mit den Auflager-
punkten ound 12 gefunden. Demgem#f war die Berechnung der ersten und letzten
Kolonne in der Darstellung von X, tiberfliissig. Wie man sich leicht tiberzeugt,
weicht der unter 1 stehende Ordinatenwert nur wenig vom Halbwert der
folgenden Ordinate ab. Punkt 1 liegt daher nahezu auf der Verbindungs-
geraden o—z. Ahnliches gilt fiir 6 und die folgenden Punkte. Bei der prak-
tischen Durchfiihrung der Rechnung ist es daher nicht notwendig, alle -
Werte zu bestimmen. Es geniigt die Ermittelung der durch die stark ge-
zeichneten Stufenlinien eingerahmten Werte der Tafel 9.

In der Abb. 89 sind die auf dem vorbeschriebenen Wege ermittelten
Einflulinien fiir die Uberzdhligen X, bis X, zur Darstellung gebracht. Die
Berechnung des gegebenen Tragwerkes als Balkentriger ist som.t, soweit
die Ermittelung der statisch unbestimmbaren Gréfien in Frage kommt, vollendet.
Da die X-Werte positiv sind, so besteht die bei der Aufstellung der Gleich-
gewichtsbeziehungen getroffene Annahme zu Recht (Abb. 83 S. 130). Der
Obergurt wird gedriicki, der Untergurt gezogen.

Die in der Abb. 89 gestrichelt eingetragenen Einfluflinien entsprechen jenen
EinfluBwerten, die bei Vernachldssigung der Gurtlingskrifte gefunden werden.
Der Unterschied ist fiir die Stibe in Trigermitte am gréfiten und nimmt gegen
die Auflager hin ab. Von X, an ist der Unterschied schon so klein, dafi er
in dem gewdhlten DarstellungsmafBstabe nicht mehr deutlich zum Ausdruck

Bleich, Viermomentensatz. Io
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kommt. Im tibrigen sei auf die Bemerkungen iiber die Vernachlissigung des
Einflusses der Normalkréfte am Schlusse dieses Paragraphen verwiesen.

A, 7 4'?
j 5 )
(Vg’ 7 2 3 )
9
3
$ 8 3
X 7 Sz 9 %
)
q 9
X¢ 2 g a S
3 § § 2)
N o3
=
==
- o
X‘ B4 4 5 5
N IN e
g § § & )
=z
\\ //
7
N //
=g
As # 5 5 7
y 3 § & .
I Va )
N 7
X 7’
Mafistab der N
Ordinaten \\\ Abb. 89.
1 cm =2t -
\\ —=

Mit Hilfe der Gleichungen k) und A’) findet man die Gurtmomente bzw.
deren Einflufllinien fiir den Balkentriger mit

Ml =3, — X hy),
M =1 (W — Xy 41 ly)
und fiir die Anschlufmomente der Pfosten
h
M =M — M= (X1 — X[

10*
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Die Gurtlingskrifte sind

fiir den Obergurt 0, =X, [_cos o+ sin

2

o I )
k (tg oy, — tgﬂ,‘)] +—; 2, sin &y,

fir den Untergurt U, =X, [cos Br — sx_nzﬂ_,‘ (tg oy, —tg ﬂ,‘)] + —:~ £y sin By .

£, ist die Balkenquerkraft im k-ten Felde. Der Obergurt ist gedriickt, der

Untergurt gezogen.
Die Pfostenldngskraft V¥, ist durch die Formel gegeben

V= k2+1(tga"+1_tgﬂ"*")—Tk(tgak_tgﬂk)i‘—f-

P, ist die Knotenlast im Punkte k. Das -{--Zeichen gilt, wenn die Last am
Obergurt, das —-Zeichen, wenn die Last am Untergurt angreift. Ergibt sich
V) positiv, so sind die Pfosten gedriickt, andernfalls gezogen.

Bei der Einfiihrung der Werte fiir die Winkelfunktionen sin und tg ist
auf das Vorzeichen der Winkel o und f zu achten. Die Vorzeichen dieser
Funktionen in den vorstehenden Formeln gelten fiir Tragwerke von der Form
Abb. 82, also fiir rechts steigende Obergurte und fiir rechts fallende Unter-
gurte. Hat einer der Gurte entgegengesetzte Steigung, so ist das Vorzeichen
vor den betreffenden Funktionen sin und tg umzukehren.

Wir benutzen die a;-Werte der letzten Vertikalreihe der Tafel 6, um
noch die Gréfie der Uberzihligen fiir den Lastzustand H=1 zu finden.

Nach Einfiihrung der @, in die Formeln von X, bis X, auf Seite 144
findet man

fx"=—1y25°t, f4“=_3’482 t,
X =—1,882¢t, XY= —4,402t,
f,"=—2,586 t, f,"=—4,926t.

Die Werte wurden mit dem oberen Zeiger 4 versehen, um anzudeuten,
dafi es sich um die wagerechten Komponenten der Feldkr#fte des Untergurtes
handelt, nachdem sich die in Rechnung gesetzten Momente I} infolge H=— —1
auf die Obergurtknoten beziehen.

Die Berechnung des Horizontalschubes H erfordert die Kenntnis der
Stabdrehwinkel einer Gurtung bei Belastung durch H=—=—1. Wir benutzen
zu ihrer Bestimmung die Gleichungen s) auf S. 139 und die zweite Winkel-
gleichung p) von S. 137. Die Ordinaten y, der Gleichungen s) beziehen sich
auf die Obergurtpunkte; fir die Uberzihligen X sind die oben gefundenen
Werte einzufithren. Die Berechnung ist in Tafel 10 durchgefiihrt,

Die Gleichungen s) liefern die zg-fachen Differenzen der Drehwinkel,
die wir in Kolonne 10 ausgewiesen finden, In der néchsten Vertikalreihe sind
simtliche Drehwinkel durch &, ausgedriickt. Die Summe dieser Glieder wird
nun in die Winkelgleichung eingeftihrt und liefert, wie wir sehen werden,
den Wert von #; und somit auch den Wert aller anderen Drehwinkel.

Die Winkelgleichung zur Berechnung von 9, lautet:

n n
2 duy sin B, — D w By cos B, =o.
k=1 k=1

Die erste Summe ist Null, da Adu, in symmetrisch zur Mitte gelegenen Stében
gleich grofi und sin g, in der linken Trégerhilfte positiv, in der rechten nega-
tiv ist. Setzt man w, cosf, =21 und multipliziert mit 29, da unsere Tabelle
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die 2p-fachen Drehwinkelwerte aufweist, so entsteht die einfache Beziehung

n
> 209, =o0.
k=1

Diese Summe haben wir in Kolonne 11 gefunden. Es ist somit
1086,0 424 0¥, ==0

und 299, = —90,5. Mit diesem Werte wurde sodann aus Kolonne 11 die
Wertreihe 12 berechnet.

In der letzten Vertikalreihe 13 sind die 2p-fachen Werte der Ver-
kiirzungen der Untergurtstibe zusammengestellt, weil es notwendig ist, den
Einfluffi der Normalkrifte bei der Ermittlung der Biegungslinie infolge H= — 1
zu beriicksichtigen. Thre Berechnung zeigt die FuBinote zu Tafel 10. Es wurden
hierbei die gleichen Vereinfachungen benutzt wie bei der Aufstellung des von

den Langskriften herrithrenden Zusatzgliedes in Tafel 7; —;— wurde wie dort

20 angenommen, .

Die Darstellung der Biegungslinie und der Verschiebungsgriofie des
Punktes B aus den oben berechneten ¥- und 4u-Werten wird in § 12 S. 156 ff. ge-
zeigt werden. Dort soll auch das vorliegende Zahlenbeispiel fortgefiihrt werden.

Den SchluB dieses Absatzes mogen einige Bemerkungen iiber
die GroBe der Fehler, die durch Vernachlissigung der Gurtlingen-
anderungen bei Berechnung der Uberzihligen im Vierendeeltriger
entstehen, bilden.

Man findet in der Literatur des Vierendeeltragers vielfach die
Anmerkung, daB der EinfluB der Formidnderungen durch die Normal-
krifte auf die GroBe der Uberzihligen unerheblich ist und ohne
weiteres vernachlissigt werden kann. Dies ist, in so allgemeiner
Fassung wenigstens, keineswegs richtig. Die Verhiltnisse liegen viel-
mehr folgendermalen:

Der EinfluB der Gurtdehnungen auf die statisch unbestimmbaren
Grofen und auf die daraus abgeleiteten Momentenwerte hingt von
zwei Umstinden ab: I. Vom Schlankheitsgrad (Ii) der Gurtstibe und
zwar derart, daB mit abnehmendem Schlankheitsgrad der Einfluf der
Normalkrifte groBer wird. 2. Vom Verhidltis (2/1), d. i. das Ver-
hiltnis von Fachhoéhe zur Fachbreite, derart, daB bei gleichem
Schlankheitsgrad mit zunehmender Fachhohe der EinfluB der Normal-
krafte kleiner wird. Bei breitgebauten Gurtstiben und niedrigen
Feldern wird der EinfluB der Normalkrifte auf den Wert der Uber-
zahligen groBer sein, als bei schlanken Stiben und hohen Feldern.
Den EinfluB der Feldhohe (bei gleicher Feldweite) erkennen wir deut-
lich in unserem Beispiel (Abb. 89). In der Tragermitte, wo die Trager-
hohe gering ist, betrigt der Unterschied zwischen dem genauen und
dem Niherungswert von X, etwa 5 v. H. Bei X ist er, wie die Ab-
bildung lehrt, geringer und wird bei X, unmerklich. Eine zahlen-
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mibBige Grenze fir die Notwendigieit, den EinfluB der Lingskrifte
berticksichtigen zu miissen, laBt sich nicht gut angeben, da zwei
Umstiande vorhanden sind, die die Grofie des Einflusses bestimmen.
Es ist aber leicht, sich in jedem Sonderfalle tiber die beiliufige Hohe
dieses Einflusses Rechenschaft zu geben. Hat man die Beiwerte B,
(Tafel 7), d.s. die Beiwerte der mittleren Glieder der Bestimmungs-
gleichungen, berechnet, so geniigt eine tiberschliagige Bestimmung des
Zusatzgliedes A, (Tafel 7), um zundchst zu sehen, ob es unberiick-
sichtigt bleiben kann oder nicht. Ist der Unterschied zwischen B, und
(B, ~f-4,)n v. H, so ist auch der Unterschied zwischen dem genauen
und dem angendherten Wert von X, beildufig » v. H. Danach kann
man seinc EntschlieBungen richten.

Es sei aber bemerkt, dafl die Einbeziehung der Gurtidngskrafte
in die Rechnung so geringe Mithe macht, dal es empfehlenswert ist,
bei allen genaueren Berechnungen darauf Riicksicht zu nehmen. Die
gesamte Mehrarbeit erstreckt sich auf die Berechnung der einen Wert-
reihe 4, in Tafel 7. Diese Arbeit kann, meist ohne Schaden, noch
dadurch verringert werden, dal man den Wert von A, fir alle Stibe
gleich annimmt und nach dem Schlankheitsgrad des niedrigsten Feldes
bemilBt, wie dies oben fiir die Triagermitte geschehen ist. In diesem
Falle ist nur eine einzige Zahl auszurechnen.

Bei der Festsetzung der zuldssigen Fehlergrenze der Unbekannten X
darf nicht iibersehen werden, daB eine Abweichung vom genauen
Werte von X in erhohtem MafBe in die daraus berechneten Gurt- und
Pfostenmomente Ubertragen wird. Fur das Gurtmoment J},! haben
wir gefunden

Ml=3iM, —X.h,).

M, erscheint hicr als Differenz zweier Zahlen. Ein Fehler in X,
wird sich daher in M’ in erhohter Weise bemerkbar machen.

Fiir eine in Trigermitte (Punkt 6) stchende Einzellast P= 1t ist
M, =15 mt. Das zugehorige X betragt, wie wir aus Abb. 89 ent-
nehmen, 6,014 t; h, ist 2 m, somit

M=} (15,000 — 2.6,014)==1,486 mt.
Ist X, um 5 v. H. groBer, d.i. X/==6,314, so wird
Myl =3(15000 —2-6,314)=1,186 mt.

Das mit dem angenidherten Werte von X, ermittelte M/ ist so-
mit um 20 v. H. zu klein.

Diese Unterschiede konnen bei statisch unbestimmt gelagerten
Systemen noch grofler werden, da dort weitere mit Fehlern behaftete
Glicder hinzutreten.
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§ 11. Die Berechnung der Nebenspannungen im Fachwerkiréiger.

Das Fachwerk mit steifen (vernieteten) Knotenpunkten stellt einen
vielgliedrigen Steifrahmen vor, dessen innere Krifte sich nach der
Methode des Viermomentensatzes genau bestimmen lassen. Ihre Be-
rechnung bietet ein ausgezeichnetes Beispiel fiir die Anwendung der
in § 7 eingefithrten HilfsgroBen I Fiir den Gang der Untersuchung
ist es hierbei gleichgiiltig, ob das Fachwerk iiberzihlige Stibe besitzt
oder nicht.

Hat das Fachwerk n Knotenpunkte, so betrdgt, wie man leicht
nachpriifen kann, die Gesamtzahl der Uberzihligen, falls der Trager
eine Dreieckskette darstellt, 3 — 6. Fiir jeden iiberzihligen Stab treten
die beiden AnschluBmomente und die Stablingskraft als weitere Un-
bekannte hinzu. Bei der Ermittlung der Nebenspannungen eines f-fach
statisch unbestimmten Fachwerkes sind somit, wenn man von den
Stabdrehwinkeln absieht, 3(n-f)— 6 Unbekannte zu berechnen.
Gelingt es, - die Stabdrehwinkel unseres Rahmensystems unabhingig
von der Ermittlung der Nebenspannungen genau genug darzustellen,
so sind diese Winkel fiir unsere Berechnung als bekannt zu betrachten,
womit die Voraussetzung fiir die Anwendung des in § 4 erdrterten
Verfahrens mit den HilfsgroBen I' gegeben ist. Da der Freiheitsgrad e
der Ersatzfigur Null ist, so erscheint die Benutzung der HilfsgroBen
besonders zweckmaBig, wodurch die Berechnung der 3(n-f)—6
Unbekannten auf die Auflésung von n Gleichungen zwischen den GréBen
I zuriickgefiihrt wird.

Wir haben bei der Untersuchung des Stabdreieckes mit. steifen
Ecken (Beispiel 4, S.59ff) gefunden, daB die Stablingskrifte und
Drehwinkel bei beliebiger Knotenbelastung nur wenig von jenen Werten
abweichen, die man erhilt, wenn man in den Eckpunkten Gelenke
anordnet. Was fiir das einzelne Dreieck gilt, gilt auch fiir die Drei-
eckskette. Wir konnen daher an Stelle der aus den Winkelgleichungen
zu berechnenden Drehwinkel jene Stabdrehwinkel in die Viermomenten-
gleichungen einfiihren, die unter der Voraussetzung gelenkiger Knoten-
verbindungen fiir die gleiche Belastung ermittelt wurden. Es scheiden
demnach die Drehwinkel und die iiberzihligen Stablingskrifte als Un-
bekannte aus, da sie auf Grund der gegebenen Belastung nach den
Lehren der Fachwerkstheorie- berechnet oder zeichnerisch bestimmt
werden konnen. Die Aufgabe liuft somit auf die Bestimmung der
Biegungsmomente, die durch einen gegebenen Verschiebungszustand
der Fachwerksknoten in den Stiben entstehen, heraus.

In der Regel werden die Lasten nur in den Knotenpunkten an-
greifen, die rechten Seiten der Viermomentengleichungen sind daher
Null. Sitzen aber Lasten zwischen den Knotenpunkten oder ist der
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Einflub des Eigengewichtes langer Stibe mit zu beriicksichtigen, oder
sind endlich einzelne Stibe in den Knotenpunkten exzentrisch an-
geschlossen, so ist der der Feldbelastung entsprechende Wert von N
(rechte Seite der V1ermomenteng1e1chung) einzufiihren. Im {ibrigen
kann die Rechnung in der gleichen Weise durchgefiilhrt werden wie
bei bloBer Knotenbelastung. Bei einseitigen Stabanschliissen ist das
hierdurch entstehende Biegungsmoment aus der bekannten Stabkraft
(nach der Fachwerkstheorie berechnet) und der bekannten Exzentrizitat
zu ermitteln und der hiermit berechnete Wert N, (nach Formel 14)
auf der rechten Seite der betreffenden Viermomentengleichungen ein-
zufiihren.

Fassen wir das bisher Gesagte kurz zusammen: Die Ermittlung
der Nebenspannungen eines f-fach statisch unbestimmten Fachwerkes
mit # Knotenpunkten 1iBt sich auf die Aufstellung von 3(n—f)—6
Viermomentengleichungen mit ebenso vielen Unbekannten zuriickfuhren.
Die Ermittlung der Unbekannten erfolgt nach Einfilhrung der Hilfs-
groBen I' aus n Gleichungen, die zunichst die sogenannten Haupt-
werte liefern, womit alle anderen Unbekannten durch die einfachen
Beziehungen zwischen ihnen und den Hauptwerten festgelegt sind.

Wir beziffern die aufeinanderfolgenden Knotenpunkte von links
nach rechts mit 1, 2, ... n, wie das in Abb. go fiir einige heraus-
gegriffene Punkte gezeigt ist. Die Stibe bezeichnen wir mit dem
Zeiger jener Knoten, die sie verbinden, so daB s, die Lénge des
Stabes bedeutet, der die Knotenpunkte o und g verbindet. Die An-
schluBmomente des Stabes s,z heiBen Mz* und M,A. Beide Zeiger
weisen auf den Stab
hin, auf den sich die
Momente beziehen, der
untere Zeiger gibt den
Momentenpunkt selbst
an. M,? bedeutet dem-
nach das Moment im
AnschluBpunkte (Kno-
ten) a des Stabes sqp,
Mg das Moment im J
AnschluBpunkt (Knoten) ADb. 9o.

p des gleichen Stabes.

Mit Bezug auf Abb. 9o bezeichnen somit M*—2 M¥—1, M}, Mrt2
die Biegungsmomente der Stibe S;_s k, Sk—1,%> Sk, k+1> Sk, k42 1M
AnschluBpunkte k. Mit &,4 ist der Drehwinkel des Stabes s,z be-
nannt. Die vorgeschlagene Bezeichnungsweise hat den Vorteil, daB
sie einfach ist und auch bei jeder anderen von der Dreieckskette
abweichenden Fachwerksform angewendet werden kann.
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Fiir jeden Knoten werden nun die Viermomentengleichungen
aufgestellt. Fiir den Knoten k lauten diese Gleichungen, wenn wir
den Stab s;_, ; der Reihe nach mit den anderen in k angeschlossenen
Staben zusammenfassen:

(ME o2 ®) sh—oy e+ (2 MET - MEy) Shma i
- 9(’71:—2,1: — Oy, Ic)= Y
(M s+ 2 ME?) s - (2 Mg - M 4y) bk
_Q(ﬂk—Z,k — Uy, k+1)=0
(ME—o+2 M%) oo i+ (2 MET2 - Mi o) 55, 1o
- Q(ﬁk-z,k — O, k+2)= Y

In diesen Gleichungen bedeutet

J
S’aﬂzs"ﬂJ[:ﬂ und Q=6EJ0,

wenn J, ein beliebig gewihltes Tridgheitsmoment ist.
Wir setzen nun allgemein

(Maﬁ + 2Mﬂ")s;ﬂ=rﬁ“
(M/;“ + 2 ﬂ[aﬁ) .S‘:,/g= I
Der obere Zeiger der neuen Unbekannten I stimmt jeweilig mit

dem oberen Zeiger jenes Momentes iiberein, das mit dem Beiwert 2
versehen ist.

. b)

Aus b) leitet man die Transformationsformeln ¢) ab, nidmlich:

I
[a:~—~ - « I3 ]
My 3¢ (zrﬁ Fa)

«p

I
M=y LS = 1)

Die Viermomentengleichungen a) nehmen dann die Form an
Lr=2 - LF =t —o (P —2, . — Pr—1,0) =0
Fkk_z—l-[‘kk_*'l——g(’l?k_g,k—ﬂk,k+1)=0 e . d)
DE=2 o LF 2 — o (Jg—s, g — O, k42) = O
Dic Drchwinkeldifferenzen der Gleichungen d) sind uns der Grofe
nach bekannt. Wir schreiben daher kirzer fiir )
9(1975—2,16——1910—1,70): sz:é usw.

und driicken simtliche HilfsgroBen des Knotens k durch den Haupt-

wert I, aus.  Somit finden wir
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k—1__ .k~ k-2
Fk = kD) _» Fk ]

Fkk+1 — kD',:té _ Fkk—z Il
Fkk—{-?: kD',ﬁng _Fk7c~—2J

Gleichungen der Form e) konnen fiir jeden Knotenpunkt an-
geschrieben werden, wobei fiir die GroBen D die Zahlenwerte ein-
zufithren sind. Nun setzen wir fiir jeden Knoten die Gleichgewichts-
bedingung

M=o

an, wie dies § 7 lehrt, driicken die Momente mit Hilfe der Formeln c)
durch die HilfsgroBen I' aus, eliminieren sodann samtliche Hilfs-
groBen bis auf die n Hauptwerte vermittels der Beziehungen e), wo-
durch die n Bestimmungsgleichungen der Hauptwerte der Hilfsgrofien I”
gefunden sind. Thre Auflosung liefert diese Hauptwerte und somit
auch die Betriage der ibrigen HilfsgroBen und Momente.

Bei Fachwerken nach Art der Abb. go (Dreiecksketten) sind die
Gleichungen fiinfgliedrig. Tritt in einem Knoten ein weiterer Stab
hinzu, so vermehrt sich die Zahl der Gleichungsglieder fiir diesen
Knoten um Eins.

Diejenigen Leser, die sich bereits mit dem Problem der Neben-
spannungen beschiftigt haben, werden erkannt haben, daB der hier
vorgefithrte Berechnungsgang mit der von Engesser vorgeschlagenen
Methode zur Berechnung der Nebenspannungen ibereinstimmt und
dall die Haupiwerte der HilfsgroBen I” mit den von Mohr in seiner
damit verwandten Berechnungsmethode der Nebenspannungen benutzten
Knotendrehwinkeln ¢ in sehr cinfachem Zusammenhange stehen.

Es ist namlich

I
@ o 9.

Wir sind nach Ansetzen der Viermomentengleichungen und nach Ein-
filhrung der HilfsgroBen I’ gewissermaffen zwanglaufig zu jener Lo-
sung gelangt, die in der Literatur der Nebenspannungen als die e¢in-
fachste Methode erkannt wurde. Bei allen andern bisher bekannt ge-
wordenen Verfahren ist die Zahl der zu lésenden Gleichungen gréBer.



IV. Die Ermittlung der Forminderungen

von Stabziigen und die Darstellung der

Biegelinien nach der Methode des Vier-
momentensatzes.

§ 12.

Die Viermomentengleichungen beschreiben den Zusammenhang
zwischen den inneren und duBeren Kriften einerseits und den Form-
anderungen anderseits, sie konnen daher unmittelbar zur Berechnung
der Verschiebungen gewisser Punkte des Tragwerkes dienen, Fiir die
Beurteilung der Forminderungen der aus steifen Stiben zusammen-
gesetzten Tragsysteme kommt weniger das Verformungsbild des ein-
zelnen Stabes, als vielmehr die Gestaltung der Verzerrungsfigur des
ganzen Tragwerkes in Frage. Diese ist aber in erster Linie durch
die Verschiebungen der ausgezeichneten Punkte und der Gelenkpunkte
des Systems bedingt. Wo es notwendig erscheint, kann die Zahl
der ausgezeichneten Punkte fiir die Berechnung der Forminderungen
beliebig vermehrt werden, da jeder Punkt eines steifen Stabes als
ausgezeichneter Punkt angesehen werden kann wund eine weitere
Elastizititsbedingung liefert. Sind die Verschiebungen dieser Punkte
einmal bekannt, so lassen sich, wenn dies unter Umstinden notwendig
ist, Verschiebungen von weiteren Zwischenpunkten mit Hilfe der
Differentialgleichung der elastischen Linie leicht berechnen. Meist
geniigt aber die Kenntnis der Bewegung der ausgezeichneten Punkte
und der Lage der mit den Momentennullpunkten iibereinstimmenden In-
flexionspunkte, um ein fiir die Zwecke der Praxis ausreichendes Ver-
formungsbild herzustellen. Wir wollen daher die Aufgabe, die Form-
inderungen eines statisch bestimmten oder statisch unbestimmten Sy-
stems zu ermitteln, als erledigt betrachten, wenn es gelungen ist, die
Verschiebungen der ausgezeichneten Punkte und Gelenkpunkte des
Systems, unter Beriicksichtigung der durch die Lagerung gegebenen
Bedingungen, darzustellen.
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In einzelnen Beispielen der §§ 8 und 9 wurde bereits gezeigt,
wie in einfachen Fallen aus den Drehwinkeln &, deren Werte
sich als Zwischenergebnisse der Berechnung vorfanden, die Verschie-
bungen bestimmt werden. Da es sich bei vielfeldrigen Rahmen-
systemen meist um die Darstellung der Verschiebungen der aus-
gezeichneten Punkte eines aus dem System herausgegriffenen zu-
sammenhidngenden Stabzuges handelt, so bleibt noch iibrig, ein ein-
faches Verfahren anzugeben, wie aus den aus Momenten- und
Winkelgleichungen gewonnenen Stabdrehwinkeln die Verschiebungen
aller besonderen Punkte eines solchen Stabzuges bestimmt wer-
den konnen. Vorher ist es aber notwendig, die Frage der Ermitt-
lung der Drehwinkel fiir einen zusammenhédngenden Stabzug kurz zu
erortern.

Abb. 91.

Wir betrachten zu diesem Zwecke einen aus irgendwelchem
Tragwerk entnommenen Stabzug von = Stiben (Abb. 9I), der in o
gelenkig oder durch Einspannung festgehalten ist und in n entweder
auf gegebener Bahn beweglich gelagert, oder ebenfalls gelenkig
bzw. durch Einspannung festgehalten ist. Ebenso konnen auch
andere Punkte des Stabzuges beliebig gestiitzt oder sonstwie mit den
iibrigen Teilen des Tragwerkes zusammenhidngen. Diese Lagerungen
und Verbindungen kommen in der GroBe der inneren und duBeren
Krafte zum Ausdruck, die wir uns samtlich als gegeben vorstellen,
insbesondere die Momente in bzw. unendlich nahe rechts und links
von den ausgezeichneten Punkten des Stabzuges. Wir setzen nur
voraus, daB der Stabbogen keine freischwebenden Gelenke aufweise.

Bei n Stdben sind n Drehwinkel zu bestimmen. Zu ihrer Er-
mittlung stehen nur n — I Momentengleichungen fiir die zwischen den
Endauflagern liegenden n — 1 ausgezeichneten Punkte zur Verfiigung.
Durch diese Momentengleichungen ist die Lage der Stibe zueinander
festgelegt. Ein Winkel bleibt noch willkiirlich, der so zu bestimmen
ist, daB die Punkte o und n des Stabbogens in die festgehaltene
Linie 0 —n fallen. Der Zusammenhang zwischen der Geraden o — =
und dem Stabzug kann nun durch eine Winkelgleichung, die den
ganzen Stabzug umfaBt, beschrieben werden.
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Die Viermomentengleichungen weisen, wenn wir nur gerade
Stabe ins Auge fassen wollen, die Form auf

Mr_, 8, +2M} Sk, +2Mrs/  + Ml Skl+ ,—6EJ (3 —P,,,)
pr— Nk .
Daraus folgt

(O — Py 1)
I ’ ’ ’ ’ H
~ 6RJ (M) +2M! s/ +2M7 s/ -+ M, s/, — N 21)

N, ist das von der Feldbelastung abhingige Glied, es wird Null,
wenn die Lasten nur in den Knotenpunkten angreifen. Da samtliche
GroBen der rechten Seiten der Gleichungen 2I) als bekannt voraus-
gesetzt werden, so lassen sich die Differenzen je zweier aufeinander-
folgender Drehwinkel in einer Tafel berechnen.

Die Winkelgleichung lautet

n n
k§1A s, sin e, —;Elﬂk §,COS @, == 0.
Wird der Einflul der Normalkrifte vernachlissigt, so fallen die ersten
Summenausdriicke in den Winkelgleichungen fort. Aber selbst dort,
wo dies nicht der Fall ist, kann der erste Teil der Winkelgleichung
vernachldssigt werden, da er entweder genau Null oder nur wenig
davon verschieden ist. Man kann ndmlich die Summen immer in
zwel im Werte gleiche oder wenig voneinander abweichende Teil-
summen zerlegen, die wegen der Winkelfunktion sine, mit verschie-
denen Vorzeichen behaftet sind.

Den Bestimmungsgleichungen fiir die Drehwinkel ¢ konnen wir
daher nach dem Vorhergesagten die Gestalt

l4
— =2 . . . . . . ... 2T)

und
n

}_jlilkﬁk—_«o.........zz)

geben, wobei 2, die bei der Ausrechnung der rechten Seite der Glei-
chung 21) gefundene Zahl ist und 4, die Projektion von s, auf die Ge-

rade o —-n darstellt.
Driickt man sidmtliche Drehwinkel mittels 21’) durch ¥, aus, so

entstchen Gleichungen von der Form
=1, — &,

worin, wie man sich leicht iiberzeugt,

k-1
e -
¢k—~21‘zk.
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Nach Einfilhrung dieser Beziehungen in Gleichung 22) erhilt man

n n
01 2'11;—‘25;‘1,‘:0,
k=1 k=1
mithin

n
I
0,=1~.Jk§lk§k, B %)

wenn L die Entfernung der Punkte o und = bedeutet.
Mit ¥, sind auch alle iibrigen Drehwinkel gegeben.

Auf einen bemerkenswerten Zusammenhang der Gleichung 21)
mit der Formel fiir die elastischen Gewichte eines Stabbogens sei
hier verwiesen.

Setzt man fiir alle Punkte M,}= M," = M,, was beim einfachen
Stabzug der Fall ist, und nimmt man nur Knotenbelastung, also
N,=0 an, so stimmt die rechte Seite von Gleichung 21) mit der
von Miiller-Breslau angegebenen Gleichung der elastischen Gewichte
eines Stabbogens genau iiberein?). Das elastische Gewicht ist demnach
gleich der Differenz zweier aufeinanderfolgender Stabdrehwinkel. Dieser
Zusammenhang geht natiirlich auch aus der Ableitung der Formeln
fir die elastischen Gewichte hervor. Man kann sich den Zusammen-
hang auch klarmachen, wenn man das Krafteck, das zur Darstellung
der Biegungslinie dient, betrachtet. Der Winkel, den zwei aufeinander-
folgende Polstrahlen miteinander einschlieBen, stimmt mit der »-fachen
Differenz der Drehwinkel zweier benachbarter Stibe iiberein, wenn »
den VerzerrungsmaBstab der Zeichnung bedeutet. Der Einfithrung der
Winkelgleichung in die Rechnung entspricht die Durchfiihrung eines
Polwechsels bei der Darstellung der Biegungslinie, um den Auflager-
bedingungen zu geniigen?®). Der Einflul der Normalkrifte erscheint
in unseren Gleichungen, im Gegensatze zu dem von Miiller-Breslau
angegebenen vollstindigen Ausdruck fiir die elastischen Gewichte, nicht
beriicksichtigt. Dieser Gegensatz ist nur scheinbar, die Wirkung der
Normalkrafte wird, wie wir w. u. sehen werden, bei der Darstellung
des Verschiebungsplanes nachtriglich’ in Riicksicht gezogen werden.

Wir wollen noch den Fall eines frei schwebenden Zwischen-
gelenkes im Stabbogen der Erorierung unterziehen. Abb. 92 stellt

1) Miiller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. Dritte
Auflage, Leipzig 1904, S. 174.

?) Im allgemeinsten Falle (verschiedene Momente rechts und links vom
Knoten) wiirde die Gleichung fiir die elastischen Gewichte mit den Bezeichungen
von Miiller-Breslau lauten:

1[4, A —
om= g |7 My 2 ML) 4 2 @ M+ M |
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einen solchen Stabzug vor. Die Enden sind entweder, wie in der
Zeichnung angenommen, gelenkig gelagert oder weisen eine andere
Art der Lagerung auf Bei n Stiben kénnen nur mehr n—2
Momentengleichungen aufgestellt werden. Es miissen daher beide
Winkelgleichungen zu Hilfe genommen werden, um die » unbekannten
Stabdrehwinkel zu be-
stimmen. Da die Dreh-
winkel links vom Gelenk
g und die Drehwinkel
rechts vom ¢ in den
Momentengleichungen
nicht zusammenhingen,
so kann man samtliche
Drehwinkel der linken
Seite durch ,, die der rechten Seite durch ¥, ausdriicken. Fiihrt man
die so gewonnenen Werte der Stabdrehwinkel in die beiden Winkel-
gleichungen ein, so gelangt man zu zwei Gleichungen fiir ¢, und 9,
welche GroBen daraus berechnet werden konnen. Mithin sind auch
alle anderen Stabdrehwinkel eindeutig festgelegt.

Wir gehen nun dazu iiber, die Verschiebungen aus den Stab-
drehwinkeln und Stabdehnungen darzustellen.

Fiir den Stabzug o0, 1, 2, ... n in Abb. 93a seien nach Ermittelung
aller inneren und #uBeren KraftgroBen die Stabdrehwinkel 9,, &,, ... &,
sowie die Stabdehnungen 4,, 4,, ... 4, bestimmt worden. Fiir die
weitere Untersuchung werden wir daher & und 4 eines jeden Stabes
als gegebene Grofen betrachten.

In Abb. 93b sind die ersten zwei Stibe in ihren Lagen und
Lingen vor und nach der Verzerrung vergroBert herausgezeichnet.
Punkt o sei festgehalten. Infolge der Stabdehnung 4, gelangt der
Punkt 1 nach 1’ und nach der Stabdrehung um den Winkel 4,
nach 1”, derart, daB die Verschiebung 1’—1” senkrecht zur Stab-
richtung, die wir mit §, bezeichnen wollen, der Bedingung 6, =1, 9,
geniigt. FaBt man 4, und 8, als Vektoren auf, so ist die Gesamt-
verschiebung 1 — 1”7 durch die Vektorsumme

a, =449
gegeben. ! !

Nun denken wir uns*den Stab I, bei unverinderter Léinge parallel

zu seiner urspriinglichen Lage verschoben, so daf Punkt 2 nach 2 ge-
langt und hierbei den Weg a, zuriicklegt. Wegen der Stabdehnung
4, gelangt 2z nach 2 und infolge der Drehung endlich 2’ nach 27,
wobei die Verschiebung 8, =1,9, betrigt. Die Gesamtverschiebung
des Punktes 2 ist wieder die Vektorsumme der drei Verschiebungs-
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vektoren q,, 4, und 4,, so daB
ag=a,+ 4,4 6,.
Durch hnliche Uberlegungen finden wir

0y =10, + 4y + 05
4=+ 4,48,

Man kann daher einen Verschiebungsplan folgender Art zeichnen
(Abb. 93 c): Von einem Punkte O (Pol) ausgehend, trigt man in einem

und allgemein

2

Abb. 93.

beliebig gewahlten MaBstab zunidchst 4, seiner Richtung und GréBe
nach auf (0—1’ in Abb. 93 ¢), fiigt an dem Endpunkt 1’ die Strecke 6,
ihrer Richtung und GréBe nach an. O—1” ist mithin die Ver-
schiebung @, des Punktes I unseres Tragwerkes. Nun setzt man an
1”, 4, an, an dessen Endpunkt 2’ die Verschiebung J, und gelangt
so nach 2”. 0—2” stellt die Verschiebung a, des Punktes 2 vor.
Ebenso werden die Punkte 3", 4” usw. bestimmt. Ihre Lage zum
Pol O gibt im MaBstabe der Zeichnung die Verschiebung des be-
treffenden Punktes nach Richtung und GroBe an.

Da bei der Berechnung der $#-Werte die Auflagerbedingungen
bereits beriicksichtigt wurden, so ergibt der Verschiebungsplan die
tatsachlichen Verschiebungen der Punkte 1, 2,...n.

Bleich, Viermomentensatz. 124
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Mit der Aufzeichnung eines Verschiebungsplanes in der Art der
Abb. 93 ¢ ist die Aufgabe, die Verriickungen bestimmter Punkte des
Tragwerkes zu finden, gelost. Hierbei ist es gleichgiiltig, ob der
betrachtete Stabzug Gelenke besitzt oder nicht, da ihre Wirkung,
ebenso wie die der Lagerung oder sonstiger Verbindungen, schon bei
der Berechnung der Drehwinkel zum Ausdruck kommt. Der Einflu
der Stablingskriafte wird durch Eintragen der Verschiebungsvektoren
4 in den Verschiebungsplan beriicksichtigt.

Aus den Verriickungen lassen sich leicht Blegungshmen fiir
bestimmte Richtungen darstellen, indem man die in dieser Richtung
genommenen Verschiebungskomponenten in bekannter Weise von
einer Geraden abtrigt. (Siehe die Komponenten &, und #, in Abb. 93c).

Wir haben bisher die einzelnen Stababschnitte als Gerade be-
trachtet. Es macht nun gar keine Schwierigkeiten, den gleichen
Rechnungsgang auch auf schwach gekriimmte Stibe zu iibertragen.
In z (Gl 21’) tritt dann noch ein von der Sehnénkraft H abhingiges
Glied hinzu. AuBerdem ist bei der Berechnung der GréBen 4 noch
der EinfluB der Stabbiegung auf die Stabdehnung nach Formel 17)
zu bestimmen.

Das dargestellte Verfahren wird nachstehend an einem Beispiele
erprobt werden.

Beispiel (Fortsetzung des Zahlenbeispiels aus § 11).

Nachdem bereits in § 11 die 2p-fachen Betrige der Gurtdrehwinkel 9,
und der Stabdehnungen 4, berechnet wurden, bleibt nur noch die Darstellung
des Verschiebungsplanes ibrig, um die Einfluflinie des Horizontalschubes H
auftragen zu konnen.

Samtliche fiir die Herstellung des Verschiebungsplanes notwendigen Werte
sind in Tafel 11 tibersichtlich zusammengestellt. Da sich der Horizontalschub
H als Quotient zweier, aus dem gleichen Plane zu entnehmenden Verschie-
bungen darstellt, so fillt der Faktor 2p, mit dem die Grundwerte ¥ und 4
multipliziert erscheinen, am Schlusse fort, weshalb die Darstellung des Planes
mit den in der Tabelle angegebenen 2p-fachen Verschiebungswerten durch-
gefiihrt wurde.

Tafel 11. Zusammenstellung der 2p%,- und 204, -Werte
zum Verschiebungsplan Abb. 94.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 1I 12

2 o %, |—90,5|—88,4|—78,8/—59,9/—38,4|—13,8/+13,8/+38,4|+59,9|+78,8/+88,4/+90,5
8 | 571 5042 5,30| 5,15|5,06 | 501 |5,01 |506 |5,I5 |5,30 |542 |571

2008, 517|— 479|— 418|— 308|— 194|— 69 |+ 69 |+ 194|+ 308|+ 418|+ 479+ 517

204u}—6 |—8 |—11 |—14 |—17 |—19 |—19 |—17 |—14 |—11 |8 |—6

In Abb. 94a ist der Verschiebungsplan gezeichnet. Der Pol o entspricht
dem linken festgehaltenen Kidmpferpunkt 4. Da die Berechnung der Dreh-
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winkel die 9-Werte fur die linke Trigerhilfte mit negativem, fiir die rechte
Hilfte mit positivem Vorzeichen liefert, so bedeutet das, dafi durch die Stab-
verdrehung die Winkel g in der rechten Hilfte vergrofiert, in der linken

“g
d
"97‘97 7 "%“95
~5%
Maf3stab der2p_fackhen ¢ 91
Verschiebungen

200 Einkerten=17cm

IR\

29
N
EEEEEE
N\\\\\\\\\QQ%

Nafsstabd der Ordinalten: K

7cm = 0, 4C
Abb. 94.

verkleinert, die Knotenpunkte also gehoben werden. Wir tragen dement-

sprechend die Verschiebungen 20,8, nach aufwirts auf. Die Richtung dieser

Verschiebungen ist durch die Normalen zu den im Plane von einem beliebigen
*
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Punkte P aus abgetragenen Stabrichtungen gegeben?). Da der Untergurt bei
H= —1 Druck erfihrt, so sind die Verschiebungen Au, von rechts nach
links abzutragen?). Die Vektoren o1, oz usw. geben sodann die 2p-fachen
Betrige der tatsichlichen Verschiebungen der Knotenpunkte 1, 2 usw. an.

Bestimmt man im Plane die Abstinde der Punkte 1, 2, 3, ... von der
x-Achse, so erhdlt man die 2p-fachen Werte der lotrechten Verschiebungs-
komponenten dieser Punkte. Dividiert man die Betrdge dieser Ordinaten mit
dem Betrag der wagerechten Verschiebung 2pdp des Punktes B, so gewinnt
man die Ordinaten der H-Linie, die in der Abb. 94b zur Darstellung gebracht
ist. Unsere Darstellung bietet somit den Vorteil, Zdhler und Nenner der
Gleichung fiir die Uberzihlige H aus einem Verschiebungsplan entnehmen
zu konnen.

Bei Vernachlidssigung der Stabdehnungen Aw hitte sich, wie man sich
aus dem Verschiebungsplan leicht iiberzeugt, H um rd. 10 v. H. zu grofi er-
geben.

1) Es ist viel zweckmiBiger, die Stabrichtungen in der Weise der Abb. 94
darzustellen, als den ganzen zusammenhingenden Stabzug, wie dies vielfach
iiblich ist, aufzutragen, Wihlt man in letzterem Falle den Langenmafistab zu
klein, so sind die Stabrichtungen nicht genau genug festgelegt, wéhlt man ihn
grofier, so macht das Ziehen der Parallelen Schwierigkeiten,

2) In der Abb. g4a ist in der Beschriftung der Verschiebungen ¥#s und
Aw der Faktor 29 weggelassen worden, um die Ubersichtlichkeit der Zeich-
nung zu fordern.



V. Tragwerke aus geraden oder schwach

gekriilmmten Stdben mit innerhalb der Stab-

felder stetig verdnderlichem Tragheits-
moment.

§ 13. Die Viermomentengleichungen.

In § 4 haben wir die Integration der Kontinuititsbedingung fiir den
Fall von Stiben mit unverdnderlichem Querschnitt durchgefithrt. Wenn
auch die Aufgabe, Systeme zu berechnen, deren Stibe stetige oder
unstetige Querschnittsinderungen aufweisen, zurlickgefithrt werden
kann auf die Berechnung von Tragwerken mit Stiben konstanten
Querschnitts, und zwar in der Weise, dal man sich die Stabe in
Teilfelder zerlegt denkt, innerhalb welcher der Querschnitt als unver-
anderlich angenommen werden kann, womit nur die Zahl der aus-
gezeichneten Punkte und somit die Zahl der Viermomentengleichungen
erhoht wird, so ist doch nicht zu tibersehen, daB durch diese Ver-
mehrung der Elastizititsbedingungen die Berechnung u. U. bedeutend
erschwert wird. Da anderseits gerade der moderne Eisen- und Eisen-
betonbau der Baustoffersparnis wegen oder aus Schonheitsriicksichten
vielfach Stabe mit verinderlichem Querschnitt benutzt, der Einflu
dieser Verianderlichkeit auf die GroBe der Uberzihligen aber nicht
ohne weiteres vernachlissigt werden darf, so erscheint es notwendig,
die Methode des Viermomentensatzes auch auf derartige Tragwerke
auszudehnen, d. h. die Integration der Kontinuititsbedingung fiir den
Fall auszufithren, daB die Tragheitsmomente J der im ausgezeich-
neten Punkte zusammenhingenden Elemente stetig veranderlich sind.

Es ist nun klar, daB diese Integration nur dann durchfiihrbar ist,
wenn das Gesetz, nach welchem sich das Triagheitsmoment andert,
fir jeden Stab von vorneherein festgelegt ist. Nun ware eine allzuweit
gehende, jedem moglichen Sonderfall angepaBte Verfolgung der tat-
sachlichen Querschnittsverhiltnisse in der Baupraxis ohne besondcren
Vorteil; wichtig ist nur, daB der Kleinst- und GroBtwert des Tragheits-
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momentes innerhalb eines Stabfeldes beriicksichtigt erscheinen.

Wir

machen daher fiir unsere Untersuchung folgende Voraussetzungen:

N
SN

S

S

N~
S

S
RS
/‘ -~

K

Abb. 95.

1. Das Gesetz, nach welchem
sich die Tragheitsmomente adndern,
sei gleichgiiltig, maBgebend bleibe
nur das Verhiltnis des kleinsten
zum groBten Trigheitsmoment.

2. Die die tatsichliche Ande-
rung der reziproken Werte der Trig-
heitsmomente beschreibende Funk-
tion der Abzisse z (i-Linie) werde
bei unsymmetrischen Stiben
durch das Geradeliniengesetz,
bei symmetrischen Stiben durch
das Parabelgesetz vertreten.

Es werden demnach zwei Fille
der Betrachtung unterzogen werden:

a) Stiabe mit unsymmetrischem

Verlauf der J-Linie;

b) Stibe mit symmetrischem
Verlauf der J-Linie.

In Abb. 9g5a und b sind die beiden idealisierten Fille dargestellt,
wobei die Linie der reziproken Trigheitsmomente als ;-Linie bezeichnet

wurde.

a) Unsymmetrische Stibe.

Fir das Tragheitsmoment eines Zwischenquerschnittes gelte die
einschrinkende Bestimmung, daB er der GroBe nach zwischen den

N P

) RS

Abb. g6.

Tragheitsmomenten der Endquer-
schnitte liege; mit anderen Worten:
die Linie der tatsiachlichen Trag-
heitsmomente darf keine Maximum-
oder Minimumstellen aufweisen.
Bezeichnet man mit Jj, und J;/
die tatsachlichen Triagheitsmomente
des linken bzw. rechten Endquer-

. . . I
schnittes, so ist, wenn die 7-Werte

nach einer geraden Linie verlaufen sollen, nach Abb. 96

I ——
J,

I

2

Gtz
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. 2J,Jy
somit Jm—J+J,,.........24)

wobei J, nicht das tatsichliche, sondern ein ideales Tragheitsmoment
in Stabmitte bedeutet. Ferner ist nach Abb. g6

I I x\(1 1\ 1 o x\T,—J,
7—.7,,"!‘(I 27)(70_7‘)_J +<I 2 z> A

oder m m m
bl

wobel
a=—l-7"‘—;(.)—'];)— e e e e e e e e . 24)

bedeutet. « kann positiv oder negativ sein, je nachdem J, = J, ist.
Hierbei nimmt ¢ alle Werte von -} 1 bis —1I an. ¢=0 entspricht
Jo=1J,, d.i. der Stab mit unverinderlichem Querschnitt.

Das Verhiltnis ‘—Tj"l fihren wir in die Differentialgleichung der

Biegungslinie des Stabes ein, indem wir beiderseits des Gleichheits-
zeichens mit J, multiplieren und erhalten mit Jy, = J,, cos® ¢:

EJ, ‘M Y I}ﬂ M,
demnach

EJ} dddj’ - [1 —{—a(x——z %)] M,
oder

EnE A_y ——M,—a M,
wenn man )

(1 —2 -?)Mx=Mx’

setzt.

Der Losung dieser linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung
kann die Form gegeben werden:

dy=Ady,+ady,
worin 4y, und 4y’ die Teillosungen sind, falls die rechte Seite nur
aus M, oder M, besteht. Demgemi8 ist auch

ddy dAy
dx =

dAyo +

und die Kontinuititsbedingung I) lautet mithin
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A z=1 A z=0 / =1
T e K
k

L k+1 x k

adqy z=0
—-[a d:::/ COSZ?’J + % —d=o.

Der erste Teil dieser Gleichung in Verbindung mit dem Gliede
¢, — 9, ,, stimmt mit der Kontinuititsbedingung fiir Stibe mit unver-
dnderlichem Querschnitt iiberein, da Ay, zum Momente M, gehort.
Die Ausrechnung dieser zwei Glieder, nach Einfilhrung des vollstin-
digen Ausdruckes fiir M, ergibt somit die Viermomentengleichung %)
in § 4, nur ist an Stelle des unverdnderlichen Tragheitsmomentes J,
in Ubereinsimmung mit der hier zugrunde gelegten Differential-
gleichung, das durch Gleichung 24) definierte ideale Trigheitsmoment
der Stabmitte J_ zu setzen. Die beiden letzten Glieder stellen einen
Zusatz zu der Viermomentengleichung fiir Stibe unverdnderlichen
Querschnittes vor, den wir nun bestimmen wollen.

Da die Differentialgleichung fiir 4y’ den gleichen Bau zeigt wie
die Ausgangsgleichung in § 4, so konnen samtliche dort gewonnenen
allgemeinen Ergebnisse der Integration fiir die Berechnung des Zu-
satzgliedes verwertet werden; nur ist an Stelle M, M’ zu setzen und
J,, statt J einzufithren.

Insbesondere finden wir nach den Gleichungen 5)

rdAy’J . B’
oe

dx

- EJ, cos® g’

I:dAy’} o A

dx Jg—o EJ, cos® g’

wo U und ¥’ die linken und rechten Auflagerdriicke der durch
das Gesetz von M, gegebenen Momentenfliche bedeuten.

Bezeichnen wir den ersten Teil der Kontinuitdtsbedingung, den wir
uns durch die mit — 6EJ, dividierte Viermomentengleichung 7) er-

vV 1
6EJ,
die Verschicbungen der Endpunkte, die durch die Drehwinkel ¢ in un-
seren Gleichungen zum Ausdruck kommen, bereits in V beriicksichtigt
erscheinen, so konnen wir unter Benutzung der oben angegebenen Aus-

setzt denken, kurz mit — und nehmen darauf Bedacht, daB

1) Wir haben bei der Integration der Kontinuitdtsbedingung in § 4 die

Gleichungen mit — —-— multipliziert, was bei Einfilhrung des Integrations-

6EJ,
ergebnisses in unsere Kontinuititsbedingung wieder riickgéngig gemacht wer-
den musf,
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driicke fiir die Grenzwerte der Differentialquotienten die Kontinuitits-
bedingung in die Form

v 1 I
_6EJ " EJk%k,——ak+1 EJ k1 9‘[k,+1=0 . . 25)
c m m

bringen, wobei wie in § 4 cos?y:cos®p==1 gesetzt wurde. Da

o)

x

ist, so folgt nach Einfilhrung des vollstindigen Ausdruckes fiir M,
(Gleichung 3) in § 4

[ I T L
—}-(1—2%)93&2.

Wir ermitteln nun der Reihe nach fiir die einzelnen Glieder die
Auflagerdrucke o' und ¥, und zwar

c) mz:(l—z—?)y:

Wir nennen
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die reduzierte Achsenlinie, und bezeichnen die statischen Momente

der zwischen der Linie 3’ und der Stabsehne gelegenen Fliche be-

zogen auf den rechten bzw. linken Endpunkt mit @'? und &'7, dann ist
, @’l '

a =——l— und b = 7

d) mz_—.<1——2—7->9)2x:

Da das Gesetz von 9, zunidchst unbekannt ist, so benutzen wir
fir die Auflagerdrucke die allgemeinen Bezeichnungen

AP  und B'P
Die voranstehenden Werte der Auflagerdrucke ergeben
/k_
B, =— M} L3 -+ H, —— 4 BT

@”i“
k 1 _{"th—f«l

Der untere Zeiger der Flichenmomente &' stimmt mit dem
Stabzeiger iiberein, der obere Zeiger gibt den Bezugspunkt fir das
Moment an. Mit den Werten von 8," und %', , geht die Gleichung 25),
nachdem alle Glieder noch mit ——6EJ multipliziert wurden, iiber in

r k+1
%[k-i'l——M + k+1

rE—1
v+6ak:}%[ AR }
T, [l @”fc“
+6ak+1J {Mr 6 +Hk+1 P +2Ik+1J=
oder
’ ! fe— l/
V— o ML+ oy ML+ 60, H G 11—%
k
, ) 1,
+'6ak+1Hk+1©k,fi:‘;l = -+ 6q, §BlcP k +6“k+19[ki1 =o.
lk+1 lk+1

Nach Einfiigen des vollstindigen Ausdruckes fiir V gemaf3 Glei-
chung 7) erhdlt der Viermomentensatz fiir unsymmetrische Stdbe
schlieBlich die Gestalt

Mr_ 1 —]—(2— ak)Mllk + 2t ) ML M (A
’ l/ ’
T OH, [ ) 6, R [ agh

BT, (9, — ) =N .« . e e e ... 26)
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hierbei ist das Belastungsglied
’ ’
N =N-— 6tck%,"P'—ll"~'~— 6c,,, W, lliT-l C..27)
k E+1
unter N das Lastglied der Viermomentengleichung %) verstanden.
Die Viermomentengleichung 26) hat im wesentlichen den gleichen
Bau wie die Gleichung 7), sie unterscheidet sich von dieser nur durch
die geidnderten Beiwerte einzelner Glieder. Sind diese Koeffizienten
einmal festgelegt, so ist die weitere Rechnung in der gleichen Weise
durchzufithren, wie bei den Systemen mit Elementen von unverinder-
lichem Querschnitt. Wichtig ist hierbei die Tatsache, dall der von
den Drehwinkeln abhingige Teil der Gleichung 26) im Vergleich zu
Formel %) unveridndert geblieben ist.

Es bleibt noch iibrig, das Belastungsglied N’ zu bestimmen. Wir
fiihren die Berechnung nur fir zwei Félle durch. 1. Einzellasten senk-
recht zur Stabsehne und 2. gleichformig verteilte senkrecht zur Stab-
sehne gerichtete Vollbelastung.

1. Belastung der Felder 1), und U,y durch Einzellasten P und
Py, 1 senkrecht zur Stabsehne, im Abstande @ bzw. @y 1 vom linken
Stabende.

Fir M, gilt
wenn < a smx=1>(z—a)fl€,
z
%) x>a me:Pa(I———l—),
daher findet man fir M’
B A T
o> w/=ra(i—25)(x—2),

ferner die Auflagerdricke 9’2 und ®B'P der zu M, gehérenden

Momentenfliche
a

1 3
+P%f<x——2%)<I—--:l£>'(l—x)dx= (I;Pla(I——%) ,
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a

l—a x)x
/P — —_—2 ) 2d
B P ] f(l 2l ] xdx

0

l
+P—;if(1 _z% (1—§>-xdx=— %Pl(l—a)(—%)s.

Mithin lautet N’

@, \? ’ 44y )
N'=N-+P.e L/ (1 —a), ) T G bt (T

k

Damit ergibt sich der Gesamtwert des Belastungsgliedes, wenn man
N nach Gleichung 9) S. 35 einfiigt und fiir ein System paralleler
Lasten das Summenzeichen vorsetzt,

vt In g =) () = ()]

k

teatins S g (g o= ) e (= 3),

28)
Den von ﬁ;— abhingigen Teil der beiden Summenausdriicke fassen

wir unter der Bezeichnung ¢, und ¢, zusammen, derart, daB3

ST A PO

. 29)
n=f (=)=« (3)]
ist. Mithin erhilt Gleichung 28) die Gestalt
N=—L12P o, —1 L, 2P . ¢ 28)

Ist nur ein einzelnes Feld mit P=1 belastet, dann geht N’ iiber
in F,' bzw. F,’, welche Funktionen nun die Werte

Fy=—q, 1l Fy=—g,ll
annehmen.

Zur Erleichterung der Berechnung von ¢, und ¢,, die sich auf
dic Form ¢, =A, + B, ¢, @,=A,— B, « bringen lassen, sind fiir

verschiedene Verhiltnisse von f;- die Beiwerte 4 und B im Anhange

in Tafel III zusammengestellt.
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2. Qleichformig verteilte Vollbelastung py und Py 1 der Stibe
lk und lk+1 .

Setzt man in Gleichung 28) fiir P, pda und an Stelle des Summen-
zeichens das Integralzeichen, so erhilt man

!

e ) D)o ()]
N, pklklkflk<1 L I+l {7 kda
0

1
2
— .. 1 fa"‘“‘(I—-—ak“-)[(z——i) a(I-—i)J da.
Pr+1te+a k+t) Ly Lo I + ) ot

Wir berechnen daher

[ L Y

!

[l Dl=) +el Y ae=(r5)5

0

und

Somit finden wir

Py e o P
NP, = zk' b lk/ (I - "sk') - ITTH lk2+ 1 lk’+1 (I 'JF "kgi) . 30)

b) Symmetrische Stédbe.

Unter der Voraussetzung, daf3 die Linie der reziproken Trigheits-
momente (i-Linie) durch eine Parabel zweiter Ordnung ersetzt werden
kann, besteht unter Hinweis auf Abb. 97 folgende Beziehung:

I 1 z\2/ I I I z\ J, —J,
L I—2—) [ — )= I—2-—-) -m_"0
J Jm + ( ! ) (']0 Jm) Jm + ( ! ) Jm"TO
oder :
2
ﬁ.—;—x—{—a(I——zﬁ), 31) '
d / z |z .
wobel wie frither % s Faratel %
” .o
o == _Jl”_:_J.o ... 311) : L'Z/”/ei :
Jo fe—z—nd :
bedeutet. « ist positiv oder nega- ~ 4 -

tiv, je nachdem J,_ =.J, ist. Abb. 97.
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Fiihrt man, wie oben, das Verhaltnis JJ’” in die Differentialgleichung

der elastischen Linie ein, so lautet diese Gleichung

2 2
S A
oder
2,
EJ":‘ d___ki?_/_ —_ — M -—_ aﬂ’[ ”,
da? “ N
wobei

.
bedeutet. Auch hier hat die Losung der Differentialgleichung die Form

Ay = Ay, + ady’,
weshalb auch die Kontinuititsbedingung die gleiche Gestalt wie oben
annimmt; nur sind fir 9B,” und 9/, , die den gednderten Werten
von M entsprechenden Ausdriicke von ®,” und A"y, einzufiihren.
Es ist nun

2 2 2
e rlo s o) ol e

Wie unter a) bestimmen wir auch hier fiir die einzelnen Glieder
von M,” der Reihe nach die Betridge der Auflagerdrucke a” und p”
der Teilmomentenflichen. Wir finden:
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11

PR U . A
b’ = lf(l 2 l> ] a:dx—Isl.

0

x 2
c) m,= 1—2)y:

Deutet man .
<1_2£> y—y
Yy

wieder als reduzierte Achsenlinie und nennt man die statischen Mo-
mente der Flache zwischen y” und der Stabsehne, bezogen auf den
rechten bzw. linken Stabendpunkt, &”! und &7, so ist

ﬂlll "y

ﬂ” . © und b// —_ &

l l
d) m,= (I —2 —a;—>-§)ﬁxz
Die von 9%, abhingigen Teile der Auflagerdrucke bezeichnen

wir zunachst kurz mit

QII,P und ?B”P-
Hiermit ergeben sich die Auflagerdriicke 8,” und %’ ; der Kon-
tinuitdtsbedingung mit
8, k1
% =M, k+ k 15+H +§B”P
b
"1
@ +1 "p
Ho o,
beta
Somit gewinnen wir aus Glelchung 25) nach Einsetzen der Be-

trige fur %,” und Az’+1 und nachdem wir alle Glieder mit — 6EJ,
multipliziert haben, die Beziehung

J ”k_-l "np
V+6akjk [Mkr—l O+Mk ¢+ H, "”“_‘“‘!‘53 1]

15’
” k41
S
= +%££1]

QIh”-P-lszr"H—l + My k+1 + H,

J, 2l lz+1
+ 60, 4, I;;J.'I [‘Mk 15 My, + Hy 4, L.,
oder

« « «
V- kMk’—x ,+is"l£Mkllk,+4”‘§iMkrll+1+ ML
L

c " 1Z’
~+ 6, H, @kﬂk~11 + 6«,,, H, H, Gt 4—’-_;-’-‘44»6(1“23/‘_"P7_

k +1 k

U llc+1 —
+6ak+12[k+1 ==0.
k+1
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Fithrt man schlieBlich fiir V den vollstindigen Betrag der Glei-
chung 7) ein, so lautet der Viermomentensatz fiir symmetrische Stébe
mit stetig verinderlichem Querschnitt:

(s+ ) a2 (x4 2 a0y o (e 2% oy,

(24 !’ f—
(e ) a1 o 61 [ e

+6 ,,Hl’;“[@k+1+a@"k+l]k+1—6mw — O )=N". 32)

Das Belastungsglied N” ist

[ L
N"=N-—6“k%k"P“lL—6ak+1Ql;c’il lk+1 ... 33)
. k k+1

N ist das Lastglied der Momentengleichung %).

Nach Feststellung der Beiwerte auf Grund der Abmessungen
der Stibe [, und [, ,,, wobei bei krummen Staben an Stelle der
wirklichen Achsenlinie y die reduzierte Achsenlinie y” tritt, erhdlt man
Viermomentengleichungen von der gleichen Gestalt wie bei Systemen
mit Stiben unverinderlichen Trigheitsmomentes, weshalb auch die
weitere Untersuchung den gleichen Weg nehmen kann.

Ermittlung des Belastungsgliedes N".

I. Belastung der Stibe U, und Uiy durch Einzellasten Py und
Py senkrecht zur Stabsehne, im Abstande ay bzw. axi1 vom
linken Stabende.

Es ist

fir x<a M/=P(—a)-

x

Nla

x 2
(1—27>’
fir x>a Mx”=Pa<I—%>(I—2%>-,

damit folgen fiir die Auflagerdriicke %”? und $"? die Formeln

a l

%("P=P-l--€qf(1—z—laz>2%-(l—x)dx%—P?f(I-Z%)2(1——) (I—2)dx

0 a

= £ rtae— ) e 0 (o]
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l

a
— 2 2
wr—p [ (1a ) fomie 27 (o) () o

0 a

=3—I0Pla(1——) [1+~——4( ) +6< H

Wir finden somit N”

2 3
s x— e fo ol]
k k
@ a l—a 1—
k;l‘Pk+llk+1ak+1 (I—lk_H) [I"l"——l - <“—> -\-6( ] >Jk+1

k+1

und schlieBlich nach Einfihrung des Wertes von N fiir eine Gruppe
paralleler Einzellasten

weSnge e e DT,
el -

_Z_SE("Z“>2[2_3(17“)2]}H1 . 34)

Bezeichnet man den von (;- abhingigen Teil der beiden Suminen

mit ¢,” und ¢, so daB

=3l oo D=2 s (5)

und 35)

T {(r+;) -+ =)

ist, so lautet

=—1 lkZ — Lt b ZPIH-I @, . . . 34)
Setzt man in ¢, fir —a, a, sO geht die Linie in ¢, iiber;

@,’ ist somit das Spiegelbild von Py
Fiir den Fall, daB bloB ein Feld mit der Einzellast 1 belastet ist
(EinfluBlinien), geht N" in die Funktionen F,” und F,” iiber, und zwar:

Fl” —_—— (pll l l, und F‘J” —_ (pzl l l’.

Zur Berechnung der Funktionen ¢, und @), die die Form
¢’ = A+ Be annchmen, dient die Tafel IV im Anhange auf S. 217.

Bleich, Viermomentensatz. 12
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2. Gleichférmig verteilte Vollbelastung p, und p,,, der
Stabe I, und ., .
Aus Gleichung 34’) leiten wir die Beziehung ab:
l l

N)'=—pb lk'f%’ A0 —Pryy by lkl+1f%’d a-
0 0

Die Ausrechnung der bestimmten Integrale auf Grund der For-
meln 35) fir ¢, und ¢," liefert

” I 2 a I 2 , a
N, :—Zpklk lk’(I_‘§k>—'Zpk+1lk +1bies (1_‘"“5'1) ... 39

§ 14. Die Ermittlung der Lingendnderungen A7 in den Winkel-
gleichungen; Beispiele.

Wir schliefen uns eng an den Gedankengang in § 5 an, der die
Berechnung der Langenauderungen 41 fiir Staibe mit unverinderlichem
Querschnitt zeigt, weshalb wir uns in den folgenden Darlegungen
etwas kirzer fassen werden. Die Formeln fiir die Anderungen 41
der Stabsehnen bei symmetrischen und unsymmetrischen Stiben kénnen
unter einem entwickelt werden, da beiden Fillen die gleiche Differential-
gleichung zugrunde liegt. Der in § 13 benutzten Ausgangsgleichung
geben wir jetzt die Form:
dd,
dz
J,, ist bei unsymmetrischen Stiaben durch Gleichung 24) festgelegt, die
eine Verkniipfung der beiden ungleichen Endquerschnitte J, und J/
darstellt. Bei symmetrisch gebauten Stiben ist J,, das tatsichliche
Tragheitsmoment im Mittelquerschnitt. Unter ¢, wird, wie in § 5,
der Drehwinkel eines unendlich kleinen Stabelementes ds mit der
Abzisse z verstanden. ¢ ist in beiden Fallen der durch Formel 24)
erlauterte Zahlenwert.

]II—; ist durch die Gleichungen gegeben:

bei unsymmetrischen Stidben

EJ, =—M,—aM,.

A_fm:Mx’::(x —2%>Mx=w(x)Mm,
bei symmetrischen Stiben

— z\2

M, =M= (I —2 ) M, =w(x)M,.

Wir bezeichnen den von z abhiingigen Beiwert in beiden Fillen mit o(z)
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Aus der Differentialgleichung folgt unter Benutzung des in § 4
abgeleiteten Satzes iliber die Querkraft der Momentenfliche

EJ,9,—=—%R, —aR,,

wo R, zur Momentenfliche M_ und ﬁz zur Flache Jlfx gehoren.
Aus § 5 entnehmen wir die aus der Winkelgleichung entwickelte
Beziehung fiir die Lingeninderung 41

z———+a,tz+fa dy.

F,, bedeutet eine passend gewihlte mittlere Querschnittsfliche. Der
von der Stabbiegung herrithrende Teil von 41, d.i. 4],, nimmt nach
Einfiihrung des Betrages fiir 4, den Wert an:

1
a1, —fﬁ dy—-——- f&R dy — AT, f%ﬁ dy .

Nun ist

1
f&ﬁxdy=-—‘!Mxydx

und ebenso
fs% dy:-fM o@ydz,

wenn man fiir Mx den Betrag M_ w(x) setzt. w(z)-y haben wir
im vorangehenden Abschnitt als reduzierte Achsenlinie 3y’ bzw. y”

bezeichnet. Wir nennen sie jetzt in beiden Fillen 37 und erhalten

! 1
Alb=L szydx+anz§dx.
EJ, |.
0 0

Nach Einsetzen des ausfiihrlichen Wertes von M_ nimmt diese
Gleichung folgende endgiiltige Form an, falls man, wie vorher, die
einzelnen Integralausdriicke als Flichenmomente deutet.

I

M= [ @B+ T (€ 4 @)+ 2 H(E, 408

@ ted).

&, &, éx und G haben die gleiche Bedeutung wie die GroBen
&, e, ©, und G (siehe S. 41), nur ist zu ihrer Bildung an Stelle
der Stabachsenlinie y die reduzierte Achsenlinie y zu setzen.

12%*
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Fiir unsymmetrische Stibe gilt

g——— I—Zi Y,
l

fiir symmetrische Stibe

p— x‘z
y=(1——2—l~> Y.

Der Gesamtwert 41 betragt somit
Hi 1 [ . e
A= gt et g [ @+ @)+ @ + &)+

+2H(@x+a€m)+(G-}—a§)]. 74

Bei symmetrischen Stiben kann die Gleichung noch in die ein-
fachere Form gebracht werden:

A= i | 5 P+ D+ +

+2H(©¢+aa)+(G+a5)], - 74

unter @ und @ die Flichen zwischen der Stabsehne und den Achsen-
linien y bzw. y verstanden. '

Bei geradachsigen Stiben ist der Klammerausdruck Null und 41
beschriankt sich auf

HI
Al = —-— : c e e 37
! EFM—}—attl Coe . 37")

Beispiele.

1. Beispiel. Es ist die Einflufilinie des Stlitzenmomentes M, des in Abb. 98
dargestellten durchlaufenden Balkens mit zwei gleichen Feldern darzustellen.
Die Feldstiitzweite sei !, das Verhiltnis der Endtrigheitsmomente eines Feldes

J'=4Jp.

1
s

Abb. 98.

Nach Formel 24) (unsymmetrischer Stab) ist das ideale Tr#igheitsmoment
Jn fur die Feldmitte der linken Offnung

2.4'709 =-—8—-J0»

I =
" sd, s
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J;
daher a.—:.j_"___;=i-

b
0
ftir die rechte Offnung ist sonach
T s
welchen Wert man auch erhdlt, wenn man J, nach Formel 24) berechnet
und damit ¢ bestimmt.
Die Momentengleichung lautet somit (Formel 26)

=3l MV (2 —*s) My V= N?)
28 M, =N,

N r
M':W:T,W%:oﬁy%l'

oder

somit

Mit Hilfe der Tafel auf S. 215 finden wir mit «=o0,6 flir den linken Zweig
der Einfluflinie:

a/l 0,1 0,2 3 0,4 9,5 0,6 0,7 018 9,9
@a 0,0985 0,1882 0,2617 0,3130 0,3375 00,3322 0,2953 0,2266 0,1273
M/l o,0352 0,0672 0,0934 0,1118 0,1205 0,1186 0,1055 0,0809 0,0455

In Abb. g9 ist die Einflufilinie dargestellt. Zum Vergleiche wurde die Ein-
fluflinie fiir den Triger unveridnderlichen Querschnitts strichliert eingezeichnet.

A c V3

Abb. 99.

2. Beispiel. Die Anwendung der Formeln fiir den symmetrischen
Stab soll an der Berechnung des in Abb. 100 dargestellten Briicken-
rahmens, dessen oberer Riegel gegen die Mitte abnehmendes Trigheits-
moment aufweist, gezeigt werden. Dieser Riegel, dessen Achse ge-
kriimmt ist, soll zur Vereinfachung der Rechnung als gerade betrachtet
werden. Die Abmessungen sind in Abb. 100 eingeschrieben. Die
Belastung bestehe in einer wagerechten Einzellast W, die im linken
oberen Eckpunkt angreift.

Wir bezeichnen die 4 Ecken des als Balken gelagert ge-
dachten Rahmens, von links unten beginnend, mit 1 bis 4 und geben

1) Eigentlich liegen Stibe mit gekriimmter Stabachse vor; da aber H sehr
klein ist, so unterdriicken wir die von den Sehnenkriiften abh#ingigen Glieder.



182 Tragwerke mit innerhalb d. Stabfelder stetig verénderl, Triigheitsmoment.

den 4 Eckmomenten die gleichen Zeiger (Abb. rox). Die reduzierte
Linge des Quertrigers sei b/, die des Riegels »’ und die der Pfosten J'.
Die dazugehérenden Drehwinkel wurden mit ¢, und 9! bzw. 9,7
bezeichnet. ¢,, der Drehwinkel des Quertrigers, ist voraussetzungs-
gemifl Null

. AN pepp——
l— «l"k’awam ,
I F2gomom I /‘% & ey ?’u_.]
| | Z
- r
k=000 8 G ¥
©
' I w' p A
» I ',%-oﬂmm'
————— - z ' -0
A WOm—————p A;Plf ¥ |
Abb. 100, Abb, r1o01.

Wenn wir bei Punkt 1 beginnen und fiir den Ansatz Gleichung 32)
benutzen, wobei bei den geraden Stiben ¢ ==0 zu setzen ist, so lauten
die Momentengleichungen:

MKz M, [h'-{_(x-l-fg‘i‘) ¢+ (x-{—%) M, ¥ — 6EJ,(9]—b) =0,

(x +§) M 4236, x +355) VW | MK — 6 BT, (9, — ;) =o,
My 42 M, (K + )+ M, ¥ — 6 BT, 8,7 =0,
M, 2 36, (4 + 1)+ 34, K 6 B, 9, —o.

Bei Vernachlissigung der Lingeninderungen haben die Winkel-
gleichungen die einfache Gestalt:

hdl—hdr=0o0, bd,=o,
PHl=">9r=9>9, und 4,=o0.

Wir fiilhren dieses Ergebnis in die Momentengleichungen eir,
setzen zur Abkiirzung

somit

W (1428 =, (I—]——:—)r’———-l,
’ 6EJ,=p
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und erhalten
M K+2Mx+ MA—od,=0,
M,A +2Myx+MK-+eod,=o,
M, +2 M, (K 4 ¥)+ M, 0 — e 8, =o,
MY 2 M, (0 K) - M, ¥ o8, =o.
Da das System dreifach statisch unbestimmt ist, so reichen diese
vier Gleichungen zur Berechnung der drei Uberzihligen und des Stab-

drehwinkels ¢, aus. Nach Addition der zwei ersten und zwei letzten
Gleichungen entsteht

(M, + M4)h'+(M2 +Ms)(2 “+;')=°’
(M, + M) (36" + 2 K) 4 (M, + M) ' =o.
Betrachtet man die Momentensummen als Unbekannte, so liegen

zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten vor. Da die rechten Seiten
Null sind, so ist

M,=—M, und @ My=—M,.. . ... 3
Die Subtraktion innerhalb der Gleichungspaare liefert
(M1—M4)h,+(-Ms'—Ms)(2 x—121)—203,=0,
(M, — M) (V' 2 )+ (U, — M) K+ 209, —o.
Nach Beseitigung von ¢, durch Addieren dieser Gleichungen folgt
(O, — M) (¥ +3¥)+ (i, — My) (2 — A4-H)=0. . . b)
In a) und b) haben wir die drei winkelfreien Gleichungen ge-

wonnen, aus denen die drei Uberzihligen bestimmt werden konnen.
Nach Ausscheidung von M, und M, aus b)

mittels der Beziehungen a) findet man schlieB- s 7
lich: re z | w
2

P
M, 3K) + 3, (25— A W)=o. o) Ep
Gleichung c) enthilt noch zwei Unbe-
k®nnte, es ist daher noch notwendig, die sta-
tischen Beziehungen zwischen M, und M, in
Rechnung zu ziehen. Bei der Auswahl der -
Uberzihligen lassen wir uns von den bisheri-
gen Ergebnissen leiten. Da zwischen 1 und t'#‘-f-f
4 sowie 2 und 3 keine Lasten angreifen, so l
ist die Momentenlinie im oberen und unteren 7 '}'
Riegel eine Gerade. Aus den Bestimmungs-
gleichungen a) geht hervor, daB die Momen- Wf _
tennullpunkte in Riegelmitte liegen. Schneidet Abb. 102.
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man den Rahmen an diesen Stellen durch, so entsteht die in Abb. 102
dargestellte Gleichgewichtsfigur. Nennt man die Querkraft im Mo-
mentennullpunkt des oberen Riegels T, dann ist die Querkraft @
im Quertrager

h
— W T
¢ b
Nun ist
—Ml=(Wﬁ—-T>3:i(Wh—-Tb),
b 2 2 ’
M,=_Tbp.

2

Gleichung c) geht damit tiber in

—(Wh—Tb)(t' +31)+Tb(2x—A+1)=0
und mithin

h bl 4
p—wh V3 -
b V44l 42x—14
womit die Aufgabe geldst ist, da mit d) auch die Momente M, und M,
bestimmt sind.

Zahlenbeispiel.
Nach Abb. 100 ist, falls wir J, =J, wihlen,
KW=h=15m,
g Je 0,008
V=bg-=to o m=333m,
r'=>0 Je 1o, 01008 =25m,
0,0032

ferner ist nach Gleichung 31°)

_ Jn—4dJ, _ 0,0032 —0,0160

3
A 0,016

:_018y

somit ist
x=h’+(l-}—3§> =154 (1 —0,32)25=32m,

l:(l+%.>¢'=(1—-0,16)-25=21m.

Mit diesen Werten findet man

—wls 333445
T= 10 3,33—{—60—{—()4_’21 =0,682 W.

Bei gleichbleibendem Trdgheitsmoment des Riegels lautet die Formel
fir T, wenn man in der Gleichung d) a=o0 setzt,

77 ho VAW
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Fithrt man z. B. fiir J, das arithmetische Mittel der Trigheitsmomente in
der Mitte und am Ende ein, so erhilt man:

0,0032 -} 0,0160

J,= 2 = 0,0096 m*
und damit
¥ =10 0,0080 _ g 23m
~ 77 0,0096 33
Somit
8
3 w4833 o

2 101,66

Der Unterschied betrdgt beildufig 5 v.H., ist also verhiltnismifig klein.
Mit abnehmender Pfostenh6he nimmt dieser Unterschied aber bedeutend zu.



VI. Tragwerke allgemeinster Form.

§ 15. Die Viermomentengleichungen.

Die vorangehenden Untersuchungen erstreckten sich auf gerade
oder schwach gekriimmte Stibe, deren Trigheitsmomente entweder
unveranderlich waren oder einfachen Gesetzen folgende stetige Ande-
rungen aufwiesen. Nun gibt es eine groBe Gruppe von praktisch
wichtigen Tragwerken, bei denen diese Voraussetzungen iiber Stab-
form und Querschnittsgestaltung nicht erfiillt sind. Ihre Berechnung
nach der Methode des Viermomentensatzes konnte allerdings in
der Weise erfolgen, dal man — wie schon einmal auseinander-
gesetzt wurde — die einzelnen irgendwie geformten und im Quer-
schnitt beliebig wechselnden Stibe durch Einschalten von zweckmiBig
gewihlten ausgezeichneten Punkten in Teilstabe zerlegt, derart, daB
innerhalb der Teilstiicke die Voraussetzungen, auf welchen die
vorangehenden Untersuchungen aufgebaut wurden, geniigend genau
erfilllt erscheinen. In vielen Fillen aber wird dieser Vorgang zu einer
groBen Zahl von Viermomentengleichungen fithren, aus denen zu-
nichst die den eingeschalteten ausgezeichneten Punkten zukommenden
Momente, sowie die hinzugetretenen Stabdrehwinkel ausgesondert wer-
den miissen, um die Zahl der Gleichungen zu verringern.

Es liegt der Gedanke nahe, diese Arbeit der Ausscheidung der
Zwischenmomente und Zwischendrehwinkel, die nur HilfsgréBen dar-
stellen, nicht der Rechnung im Einzelfalle aufzubiirden, sondern in
allgemeinster Form ein fiir allemal zu erledigen. Nachdem es sich
gezeigt hat, dafl die durch den Viermomentensatz dargestellte Ver-
kniipfung der AnschluBmomente, Sehnenkrifte und Stabdrehwinkel
die Ermittlung der statisch unbestimmbaren GréB8en in hohem MaBe
erleichtert, so werden wir bestrebt sein, die Ausscheidung der Zwischen-
momente und Zwischendrehwinkel so zu gestalten, daB das Ergebnis
dieser Elimination, die sich auf die Gleichungen zweier elastisch zu-
sammenhingender Stibe erstrecken wird, einen Zusammenhang zwi-
schen den vier AnschluBmomenten, Sehnenkriften und den beiden
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Stabdrehwinkeln (Drehwinkel der Stabsehnen) bilde. Mit anderen
Worten: Das Eliminationsergebnis soll in allgemeinster Form einen
fiir beliebig geformte Stibe giiltigen Viermomentensatz darstellen. Da
die in § 2 unter b) abgeleiteten Winkelgleichungen keinen einschrin-
kenden Bedingungen hinsichtlich' der Stabform oder Querschnittsaus-
bildung unterliegen, so bleibt — falls es gelingt, den angestrebten
Viermomentensatz abzuleiten — der Berechnungsgang der in diesem
Absatze zu erorternden Systeme der gleiche wie bei den in Abschnitt II
betrachteten Tragwerken, und alle Vorteile, welche sich aus dieser
Methode im vorangehenden ergeben haben, kommen somit auch der
Berechnung von Tragwerken allgemeinster Form zugute.

Wir untersuchen zwei aufeinanderfolgende Stibe eines Tragwerks
k—1, k und k k-1, die in k steif verbunden sind (Abb. 103). In
den Schnittstellen k—1 und k-1 werden die AnschluBmomente
M7_, und M}, ,, die Sehnenkrifte H, und H,  ,, sowie die Quer-
krifte @, _, und Q, ,, iibertragen. Dem Zusammenhang des Punktes k
mit den iibrigen Teilen des Systems tragen wir in der Weise Rech-
nung, daB wir die Momente unendlich nahe links und rechts von %
mit M;! und M," verschieden annehmen und eine juBere Kraft R,
als Mittelkraft der Lings- und Querkrifte aller iibrigen in %k an-
geschlossenen Stibe hinzufiigen.

Abb. 103.

Die stetig gekriimmten Stibe denken wir uns durch Stab-
vielecke mit geniigend groBer Seitenzahl ersetzt, so daB jedes Element
eines solchen Stabzuges als geradlinig und mit unveranderlichem Quer-
schnitt behaftet angesehen werden kann. ‘Die Lasten moégen nur in
den Knickpunkten angreifen. Die Momente in den Punkten,2.. .1

. n— I bezeichnen wir mit M,, M, ... M; M, _,; die zu den

§ " n

Stiben s,, s, ... ;... s, gehorenden Drehwinkel mit 3,9,...9,...9,.
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Wir stellen nun, bei Punkt 1 beginnend, die Viermomenten-
gleichungen auf. Da der Stab I, n— I Zwischenpunkte aufweist, so
konnen fiir diesen Stab n — I Momentengleichungen angesetzt werden.
Ebenso konnen n-— 1 Dreimomentengleichungen fiir den Stab 7, ,
angeschrieben werden, wobei n in jeden der beiden Fille eine andere
Zahl bedeuten kann. SchlieBlich steht noch eine Viermomentengleichung
fir den Punkt k zur Verfigung. Die hier erwahnten drei Gruppen
von Gleichungen bezeichnen wir mit a), b) und c). Sie lauten:

Stab 1,

My s +2M, (s +s)+ M,s,) —o (P, —9,)= )

M, s, +2M, (s, 33')—§-1[ Sy —9(19 —¥y)=0 2

M, o5,y +2M,_, (n—1+s )+ Mis —e@,_, —P)=0
Stab 7,

Mrs 4 2M (s, +s,)+M, sy —o®, —0,)=

M.s‘,—[——zM(s2 +33)+M g’ — (02——193)=0 . b)

M,_, n—1+2 1(3n—1+3 )+I‘/IL+1 s, —e@,_,—9,)=0

Punkt &

M5 2, 3 My s M, — @@ E— D) —o . . o)

In der letzten Gleichung wurden die Glieder, je nach ihrer Zu-
gehorigkeit zu Stab [, bzw. | durch den dariiber gesetzen Zeiger k
oder k- 1 unterschieden.

Gleichung c) stellt bereits den gesuchten Zusammenhang zwi-

schen den AnschluBmomenten der beiden Stibe dar. Es ist nur noch
k E+1
notwendig, M, _, und M, ebenso ¢ % und ¢ *+* aus dieser Gleichung

zu entfernen und durch die vier AnschluBbmomente der beiden be-
trachteten Stibe, deren Sehnenkrafte und Stabdrehwinkel auszudriicken.

Wir benutzen daher die Gruppe a), um &%, die Gruppe b), um

k k41
9,k+1 zu bestimmen. M, _, und M, konnen ebenso wie alle iibrigen

Zwischenmomente in statische Beziehung zu den AnschluBmomenten
und Sehnenkriften gebracht werden.

Nun reichen die n— 1 Gleichungen a) nicht aus, um daraus die
n Drehwinkel zu bestimmen, es mufl daher noch eine Winkelgleichung
zu Hilfe genommen werden. Gleiches gilt auch fiir die Ermittlung
der Drehwinkel aus dem Gleichungssystem b).

k+1°
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Den Winkelgleichungen geben wir die Form:

fiir Stab 1,
2.43 sina, —219 s;cosa,+ 9.0, =o,
=1 =1
fir Stab [,
n
S As;sina; — 203cosa—}—0k+l k41 =0.
=1 t=1
¢, und §, , sind die Drehwinkel der Sehnen, also die Dreh-
winkel der Stibe 7, und 7 __ .
Setzt man
S;s;
AS‘_—EFi
und

s;cos =24,
wobei §; die Lingskraft im Stabe s; ist, so nehmen die Gleichungen
folgende Gestalt an:
fiir Stab 1,
58, s,
IE‘F' sin ¢; _leﬁz_‘_l B, =o,
1= =1

fiir Stab |

k+1
o8, s
. .E.F Sll’llX——-thﬂ'—i—lk*_l k+1— 0~
1=1 1=1
Wir multiplizieren nun die Gleichungen a) der Reihe nach mit

den Abzissen z,, ®, ... ;... x,_, (sieche Abb. 103) und addieren so-
dann. Dies ergibt:

My s w4 M [2(s) 4 5)) 2, + 8y’ @] 4= My (85 @y 2 (s34 85) @y -
+sg w4 M s w2 (s s ) @ s 2]
+ oM, s w2 (s ), )
+Mts,) z, —e[(¥ —F) 2 4 (3 — )z, A
+ (O, =)z, ]=0.
Nun ist
(9, — )2 - (B — D)7y b o By — )2,y
= (2, — (@) O+ (o —2) I+ + (&, y — 2, o) 2, D
=49, + A+ A, 0 — 2,7,
—S 19— 1,9,

=1
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Aus der Winkelgleichung fiir den Stab I, folgt aber

n
Zl‘ lﬂ—}—z ”sma

=1 =1
Fihrt man diesen Zusammenhang oben ein und bezeichnet man

die Beiwerte der Momente mit Iy, Ly, ..., Ly, - Ly, ., Ly,
so entsteht die Gleichung:

lk’[Mkr~lw0+le1+ AMy A M, Y, +Mk=¢,.]
—ol, %, F ol 9k —-92[ ”sma] =0,
i=1 k

woraus der Betrag von — o ¥ F folgt:

—od = 1’/’0+M1'/’1+ AMy, A M,y + My,

Z[ : ’smoc}.

Um @ &%+ zu finden, multipliziert man die Gleichungen b) der Reihe

nach mit o/, «,’...2;...«,_,, wenn allgemein z/=1, _, — x, bedeutet

1 n

(Abb. 103) und erhilt nach der Addition:

Mrs x4 M, [2(s) - 85) @)+ 85 0, T+ My [sy' 2, +- 2 (s +85) '+
R Y B RERRE o AN b N U SN E A SIS N
+.--+ M, 1[3 1%y 2(s, oy s @ ]

+ Ml s 2 — e —d)x) + (P, — )z .
+@pr — ),/ ]=0.
Es ist jetzt
@, —d)z, + O, — )z +... + @, —9,)=z,
=% —(@ —)h— — (2 ,— &)
=y — W) — A% —... — 4,9,

lk+1 22’101

Aus der Winkelgleichung fiir Stab !

k+1

. +1 entnehmen wir

n
2}'.‘01’ bt k+1+ZE sin ¢,

=1 =1

1) Durch den Strich bei ,_, und y, soll hervorgehoben werden, daf
diese beiden Beiwerte im Vergleich zum allgemeinen Gesetz von ; noch un-
vollstindig sind. Es fehlt das den Faktor x, enthaltende Glied.
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somit lautet die obenstehende Gleichung, wenn jetzt fiir die Beiwerte
i %o bwr ¥ oo bwa ¥y -+ Ly, v, geschrieben wird,

lk+1[Mklw0 +M11/)1+ "}_th+ -+ M, 1'Pn—1+" k+11pn,]

+obis1 P — 0l O FTT +QZ[ 1 ’sma:l + =°
k+1

und mithin

Q’ﬂlk'{'l:Mkr@o,_!_lel’_i_ +M'P. + —I— 1’4’1;—1 +Mk +IQPn

-+ Qﬂkﬂ—-}— @ 2[—— 51na:|k+l.

Wir filhren nun &% und @dF*+! in Gleichung c) ein und
gewinnen

[ k—1'l’0+Mx"/’1+ M, v, 1+Mk "Pn]k
‘f‘[Mk"Po'+ Y+ M, 1’Pn~1 +Mk+1’l’n]k+1

n
J
E+1) ' S;s, =% sine;
1%
1 F,

t=1

6 n
——l—Z S ~—sma —-]—-

_6E‘]c(ﬁk k+1)_—0

Durch die beiden ersten Glieder der Gleichung c) ist y,_, und
y, vervollstindigt worden, weshalb v, und v, geschrieben wurde.
Gleiches gilt fiir , und %, die durch das 3. und 4. Glied der
Gleichung c) ergianzt wurden. Die Klammer- und Summenzeiger ¥ und
k -+ 1 wurden hinzugefiigt, um erkennen zu lassen, auf welchen
Stab sich die Klammer- oder Summenausdriicke beziehen.

Wir beseitigen noch die Zwischenmomente, indem wir setzen:
fiir Stab [,
x.’ X,
M,=M,_, f + M/ f + H,y; -+ MF,
k k
fir Stab [,

M, =M l + k+ll 'I‘ +1?/i+§m¢k+1'

1) Die Werte y,’ und w, sind unvollstindig, weshalb sie durch einen
Strich ausgezeichnet sind.
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Hierdurch entsteht:

z,’ z_
Mk’-l[@vo+w1—‘+-~+%-1 n ‘J
lk lk k

®, T, _ |
_*—J/Ikl[wll_l_'_"'_’—wn—l ”l . —l_wnj
k k

—{—M’[%—i—wl --—-i— S l“‘J

E+1-k+1

' Z, r’
Hkﬂ{w, B By
k+1 k+1
+ H, ['/’1y1+'4’2 Yo+ T Y1 Yo l]k

k+1

+H, o [ v v Yl
_____2 S@S,——Slna + k+ZSls—sm('
k,,’:l k+1 i=1

- 6E'Ic(19k_ k+1):—[9ﬁ1 Y, + My p, +o M, ’Pn—1]k
—_[gﬁl wll +m2 4’2,+- ot —l—%n—l Wnl—l]k+1

oder

L—1Z'/’zl + M} Zw’l@+Mrk+12’vw’l —‘— k+1"+£‘/’@l_‘"

k+1

+H 2w1y1+Hk+1k+1 'l’;yt

=0
n n

6
~ 7 ES, A Jc. sin ¢, —-}— k+1) S;s; % sine; — 6 EJ, (9, — 9, ,)

ki=—=1 k+1 =1

=_£§m,.wi-—k+£'m,.w; < 1))
i=0 i=0

Gleichung 38) stellt die Viermomentengleichung fir
Tragwerke mit Stiben allgemeinster Form dar. Sie zeigt
im wesentlichen den gleichen Aufbau wie der in § 4 entwickelte
Viermomentensatz, nur treten an Stelle der einfachen Beiwerte der
Gleichung 7) Summenausdriicke, in welchen sich die Elastizitits-
verhiltnisse der gekriimmten Stibe, ihre Form und Querschnitts-
gestaltung auspragen. Nach Ermittlung dieser Beiwerte kann die
Rechnung in der gleichen Weise durchgefiihrt werden wie bei geraden
oder schwach gekriimmten Stiben. Allerdings enthélt Gleichung 38)
noch zwei von den Lingskraften § abhangige Glieder, die in Gleichung 7)
fehlen; die Betrage dieser Glieder sind aber stets so klein, daB ihre
Vernachlassigung ohne belangreichen EinfluB auf das Ergebnis ist.
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" Es ist somit gelungen, die Vorteile der Methode des Viermomenten-
satzes auch auf die Berechnung beliebig geformter Systeme auszu-
dehnen. Die Mehrarbeit, die hier zu leisten ist, besteht nur in
der Berechnung der Beiwerte der Viermomentengleichungen. Fiir die
leichte Elimination der Drehwinkel & ist es von Bedeutung, daBl das
Glied 6 EJ, (3, —¥,,,) unverandert geblieben ist.

Wir gehen nun dazu iiber, den Summenausdriicken der Glei-
chung 38) eine fiir die tafelmaBige Berechnung geeignete Form zu
geben. Es ist ganz allgemein:

Yy = ’;‘ [s/ @y 2 (s 8 0) @+ 811 %344
== ; (s (@i—y +2 %)+ 8/, 22 2,,,],
v = % [s/ 0 —2y) 2 (s/Fs/ s ) U —2) 574, (—24y)
=3(s{ + /14 “‘; [/ (@ -y +22) 45/, (22,4 2]
=3(s{ +s/11)—wi-
Somit gelten fiir jedes Stabelement die Gleichungen:
¥ = ';‘ (s (%ioy F22) + 8/, (22, +2,4,)] ] .. 30)
v/ =304 s/s) —w; i

In dieser Form lassen sich die yp-Werte in Tafelform leicht be-
rechnen und Produkte und Summen daraus bilden.

Man bilde zunachst

n
Z%“?
i=0

und findet damit

n , n n
DvHE=y—YvI .. .. 40
t=0 1=0 1=0

ebenso berechne man zuerst

und damit

n 2! n n z
Zw"l—';—_—Z wi’—z 'q)i’-l—l e e e e e 4[)
1=0 =0 1=0

Bleich, Viermomentensatz. 13
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Zwecks Uberpriifung beachte man die Beziehung:

Z"/’a_‘_zw"% e e e e e . 42)

Endlich berechne man mittels der ;- und w‘.’-Reihe noch die

Summenwerte
n n
!’
D vy und o Dlyly,
i=0 i=0

Wohl in der Mehrzahl der Fille wird es moglich sein, die
Zwischenpunkte I, 2...n— I so zu wihlen, da die Sehnenabschnitte
Ays Ay ... A, eines Stabes untereinander gleich werden. Die Berechnung
von v, und y, wird hierdurch wesentlich vereinfacht.

Da jetzt .
x, =11
ist, so erhalt man

—[s 3i—1) 48/, (3i41)] . ... 39)

und somit die Summenbetrage in der Form:

n n
Swti== 3y,
=0 1=0

womit sich auch
n
Zw, ~Zw, ~2w’ Cee . 40)
ergibt. i=0

Ahnlich findet man die mit ' zusammengesetzten Summen, wenn
=3 (s + 8/ 1) —w; ist, mit

2’ =~2%

n
Zw.—~—2w.—%2%’i~ C 4t
i=0

Ist der Stab nach einer symmetrischen Linie geformt und sind
die Querschnitte symmetrisch gelegener Punkte gleich, so ist die y'-
Linie das Spiegelbild der w-Linie und es gelten die einfachen Zu-
sammenhange:

und

43)
21% ;==;%¢¥x{—‘2yﬂ zyﬁ i)

t=0 1=
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somit geniigt die Berechnung einer y-Reihe, woraus dann alle Summen-
werte gefunden werden konnen.

Ferner gilt
n n ,
Svy,=3% v - o o o o . oL 44)
i=0 i=0

Fiir einen unsymmetrischen Stab sind somit drei mit  und
zwel mit y gebildete Summen zu ermitteln. Fiir einen symmetrischen
Stab sind zwei mit xr zusammengesetzte Summen und eine mit y
gebildete Summe zu berechnen.

Das Lastglied N.
Das Lastglied hat die Form

n n
Ne—— mi%—ﬂgsﬂtiw,f e e -« . . 45)
i=0 i=0

Es besteht aus zwei Teilen, die von den Belastungen der Stibe
l, und { . herrihren. Kommen nur unverschiebliche Lasten in
Frage, so ermittelt man rechnerisch oder zeichnerisch die Ordinaten
der M,-Linie und bestimmt tabellarisch die Produkte und Summen-
betrige nach Gleichung 45). Uber die Form der Lastglieder bei der
Darstellung von EinfluBlinien wird weiter unten noch gesprochen werden.

§ 16. Berechnung der Dehnungen 47 in den Winkelgleichungen;
EinfluBlinien; Beispiel.

Da die Viermomentengleichungen nicht zur Ermittlung samtlicher
Unbekannten ausreichen, so sind, wie bei Systemen mit geraden Staben,
zwei Winkelgleichungen fiir jeden Einzelrahmen anzusetzen!). Bei der
Aufstellung der Winkelgleichungen kann man sich die krummen oder
gebrochenen Stiabe durch ihre Sehnen ersetzt denken. Es erscheint nur
notwendig, die in den Winkelgleichungen auftretenden Dehnungen 41
fir den besonderen Fall stark gekriimmter Stibe darzustellen.

Wir gehen hierbei von der zweiten Winkelgleichung fiir das Stab-
eck aus, die eine wurde bereits auf S. 189 verwendet; sie lautet:

n n
S ds;cosq;— A1+ 3 Y, s;sine; =0
t=1 =1

oder

n n
SAds;cose;— A1+ 33 (y;—y;—,)=0.
i=1 t=1

1) Diese Winkelgleichungen sind nicht mit den sich auf einen einzelnen
Stab beziehenden Winkelgleichungen auf S. 189 zu verwechseln.

13*
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Fiihrt man fiir - s; den ausfiihrlichen Betrag ein, wobei s;cos a; =4,
gesetzt wird, so erhdlt man fir 4 die Gleichung

n n
Al:Z%%+attl+2ﬁi(yi“yf—l)~
i=1" " i=1
Hierin bedeutet §; die Lingskraft des i-ten Stabteiles, F; sein
Querschnitt. ¢, ¢l ist die Langenénderung der Stabsehne bei gleich-
miBiger Erwirmung des Stabes um t°
Aus den Gleichungen a) S. 188 1iBt sich nun die Summe
29,(y;—y,;_,) berechnen. Man multipliziert zu diesem Zwecke die
Gleichungen der Reihe nach mit den Stabordinaten y,, y,...y,_, und
addiert sodann. Dies licfert:

Mrs'y, 4 M, (2 (s, 3" vy 180 v ) - My [82y, 12 (85" 83") 9 +85"95']
M5y 2 (5 s ) v s Vi
+ M, s 1 Yn-a T2 (8 =1 82) Y—a) + M, Y,
_—6EJ0[(191_192)y1+(0‘3—_03)y2+"‘+(6n~1—0n)yn—-1]:0'
Nun ist
(01—02)?/1—*_(192_'93)?/2”11— e +(ﬂn——l_0n)yn—l = "
0 — 9By 4 (s — 1By - s —0) B, = S 00— v,

Damit ist die fragliche Summe in der Gleichung fiir A7 ge-
funden. Sie erscheint durch die AnschluBmomente M’ und M! und
durch die Zwischenmomente ausgedriickt. Sondert man genau wie
oben die Zwischenmomente aus, indem man die statischen Beziehungen
von S. IQI unten benutzt, und fithrt man fiir die in eckigen Klam-
mern stehenden Beiwerte der vorstehenden Gleichung die Bezeich-
nung g, ein, so erhilt man die Bezichung

n n ’ n n n
6E‘7020i(ys’_yi—1>=M72xi%+ MlZlia‘;i“i“HZZ;y;‘f‘Z M 2
1=0 1=0 t=0 t1=0

=1

Es folgt somit fiir die Dehnung 41 der Ausdruck

n
8,2,
Al=21'7’ﬁ}i—{—attl

1=1

n B n n n
&X,; X,
+"6‘EJ M'ZZV‘Z‘ ‘1L‘MIZZ."IL + HZZ;‘%‘ +2?m.-x.- - 46)
el §=0 i=0 i=0 i=0
Gleichung 46) weist den gleichen Bau auf wie Formel 17). Das

von den Stabkriften §; herrilhrende Summenglied kann, wenn nicht
vernachldssigbar, mit einem Mittelwert von S;| F; berechnet werden.
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Fiir die Berechnung der GroBen y, und der daraus abgeleiteten
Summen kommen folgende Formeln in Betracht:

6=58 Wiea +20)+8/ 120+ Yisl) - - - . 47)

und die Summenbeziehungen

n n

D=2 v

=0 im0 T )
27517”‘2‘4 Y;-

Die Summenwerte Xy, y, und Xy/y, sind bereits von der Ermittlung
der Beiwerte der Viermomentengleichungen her bekannt.

Bei symmetrischen Stidben ist

i—?-—Zx,T—Zwlyl .« « .+« .+« 49

t=0

-

Es sind also mit der xi~Re1he nur die Summen

n n
Sy, uwd  IMy,
t=0 =0

neu zu bestimmen.

Die EinfluBlinien der Uberzihligen.

Die Ermittlung der EinfluBlinien erfolgt nach der Auflosung
der Bestimmungsgleichungen in der Weise, dal man sich der Reihe
nach die einzelnen Felder mit der wandernden Last P=1 belastet
denkt und die diesen Belastungen entsprechenden Betrige der Last-
glieder in die Losungen einsetzt. Alle Felder bis auf eines sind hierbei
unbelastet, weshalb in den Viermomentengleichungen simtliche Last-
glieder bis auf zwei, in den Gleichungen fiir 4! simtliche Last-
glieder bis auf eines Null sind. Die Gleichung eines EinfluBlinien-
zweiges erscheint daher als Funktion von blo 3 Lastgliedern. Be-
zeichnen wir diese Lastglieder, dhnlich wic dies in § 6 geschehen

ist, mit f‘l. ﬁ2 und G, so gilt

- n

F,=—3 My,
i=o0

- n

F—— S,
i=0

- n

G = ; M, 2,
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Da 9, eine Funktion der Lastabzisse a ist, so erscheinen

auch f’l, 17'2 und G als Funktionen der Lastabzissen a.. Wihrend
aber bei geraden oder schwach gekriimmten Stiben unverinderlichen
Querschnitts die Funktionen F, und F, fir alle EinfluBlinien die
gleiche Gestalt haben (Stammfunktionen), wechseln in unserem Falle

die Funktionen f‘l und f}a, je nach der verschiedenen Gestaltung der
miteinander verkniipften Stibe, von Zweig zu Zweig ihre Form. Es
sind daher fiir jeden Stab, vor Ermittlung der EinfluBlinien, die Funk-

tionen 131, 1?; und @, die durch die Linienfilhrung und Querschnitts-
gestaltung des Stabes ge-
kennzeichnet sind, zu be-
rechnen.

Fir eine im r-ten
Punkte im Abstande a,
vom linken Stabende
stehende Einzellast P=1
y; ist die Momentenlinie ein

Abb. 104. Dreieck mit der Spitze
iiber » (Abb. 104).
Die Scheitelordinate der 9t,-Linie betrigt

S,

und die Tangenten der Neigungswinkel der beiden Dreieckseiten ihrem
absoluten Werte nach

L ]

F——wf-—-“

a a,
tga=I—-—l—', tgﬂ:—lf—.
Somit finden wir
——Z’sm w,——[(z—a)Zw. ‘+al_%:w. zJ
=—2‘sm W.=—[l—a Zw. +a2w, z] b 50)
1=r+41
n
a=2msxt=(l th ’+ thl .
=0 i=r+1

Die Produkte y;‘.’—:;i usw. sind von der Berechnung der Beiwerte

der Momentengleichungen bzw. Dehnungsgleichungen her bekannt. Man
bildet damit fiir die aufeinanderfolgenden Werte von r=1, 2... die
Teilsummen, entsprechend den Gleichungen 50), dann deren Produkte mit
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den zugehérigen Lastabstinden a, bzw. (l — a,) und gewinnt so die auf-
einanderfolgenden Ordinaten der Fu F und G-Linien des ins Auge
gefaBten Stabes.

Die EinfluBlinien der Uberzihligen selbst stellen sich in der Form

X=mF,+nF,+pG

dar, wo m, n und p Zahlenwerte sind, die sich aus der allgemeinen
Losung der Bestimmungsgleichungen ergeben.

Bei symmetrisch gebauten Stiben vereinfacht sich die Berechnung
insofern, als die y’-Linie das Spiegelbild der y-Linie wird, womit auch
die ﬁ-Linie als Spiegelbild der f‘l-Linie erscheint. Die G-Linie wird
eine symmetrische Linie.

An einem Zahlenbeispiel soll die praktische Anwendung der
aufgestellten Gleichungen gezeigt werden.

Zahlenbeispiel.

Die in Abb. 105 zur Darstellung gebrachte gewdlbte Briicke mit
Mittelpfeiler besitzt zwei gleiche Offnungen von je 24 m Spannweite
und 5 m Pfeilhohe. Die Kidmpferstirke betrigt 1,30 m, die Scheitel-
stirke 0,0 m. Der 10 m hohe Mittelpfeiler ist oben 2,00 m, unten
3,50 m breit. Die Achsenlinie der Gewoélbe ist nach einer Parabel
gekriimmt.

Abb. 105.

Die zundchst zu loésende Aufgabe ist die Berechnung der Bei-
werte der Viermomentengleichungen und der Gleichungen fiir die
Dehnungen 41 Den Bogen teilen wir fiir die Untersuchung in acht
Teile mit je gleicher Horizontalprojektion, den Pfeiler in drei gleich
lange Teile. Die der tafelmdBigen Berechnung der Beiwerte zugrunde
gelegten MaBe sind der Abb. 106 zu entnehmen. Als Trigheits-
moment eines Stababschnittes wurde das Tragheitsmoment des jewei-
ligen Mittelquerschnittes gewihlt. Als J wurde das mittlere Tréagheits-
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moment des ersten Bogenabschnittes in die Rechnung eingefithrt und

hiermit die Verhiltnisse —¢ in den nachfolgenden Tafeln festgelegt.

. L
L—.;oo—-l-—.zoo—-l—-| -300-""—I ‘300—-!

a)

Abb. 106.

Die Berechnung der Beiwerte der Viermomentengleichungen fiir
einen Bogen zeigt Tafel 12, fiir den Pfeiler Tafel 13. Tafel 14 weist
die Ermittlung der Beiwerte der Dehnungsgleichung fiir den Bogen
auf. Da der Bogen symmetrisch ist, so geniigt die Ermittlung von
2y, 2y,iund 2'y,y,, um alle Beiwerte der Viermomentengleichungen
berechnen zu kénnen. Fiir die Darstellung der Lingenidnderung A!
erweist sich die Berechnung einer Summe, d.i. X'y, y;, ausreichend.
Der gegen oben verjiingte Pfeiler verlangt dagegen die Ausrechnung
von drei SummengroBen, Zy;, Zy,i und Zy/i. Da er geradachsig
ist, sind die mit y; und y;, zusammengesetzten Beiwerte Null

Tafel 12.

Berechnung der Beiwerte der Viermomentengleichungen fiir den
Bogen.

Y= %[81'(3"—' D484, (314 1)]-

. J, . .

i 8 7: 8 [3i—1|3i41| vii | Y | v
o — — — —_ 1 0,46 o o o

I 3,71 | 1,00 [ 3,71 2 4 3,09 3,09 | 2,19 6,67
2 3,38 | 1,28 | 4,33 5 7 7,35 | 1470 | 3,75 | 27,55
3 3,04 | 1,69 [ 5,31 8 10 13,92 | 41,76 | 4,69 | 65,28
4 3,02 | 2,28 | 6,89 [§ 13 20,67 82,68 | 5,00 | 103,35
5 3,02 | 2,28 | 6,89 14 16 22,68 | 113,40 | 4,69 | 106,37
6 3,14 | 1,69 | 5,31 17 19 21,57 | 129,42 | 3,75 | 80,8g
7 3,38 | 1,28 4,33 | 20 22 21,03 | 147,21 | 2,19 | 46,05
8 3,71 | 1,00 | 3,71 23 —_ 10,67 85,36 o o
p) 121,44 | 617,62 436,16
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Somit ist 2"’*‘%" 612’62 = 77,20,

xl
2, L —l—= 121,44 — 77,20 = 44,24,
, x
Z;% 7= 2, Vi = 4424

Z”' 1 Zvi 1 77,20,
P— 4 P

E ;Ui E Y= ,2 .

Y ¥ = v/ y;=436,2

Tafel 13.

Berechnung der Beiwerte der Viermomentengleichungen fiir den
Pfeiler.

pr= [ Gi— D8l G+, W =36 8 —w,

., J . . . .
i & 73:‘ 8 |3i—13it1| i | wii |3G6/48L)| vl | vl
ol — - — —_ I 0,19 o 1,71 1,52 o
1 | 3,33 {0,1714 | 0,571 2 4 0,80 0’80 2,65 1,85 1,85
2 | 3,33 |0,0939 | 0,313 5 7 0,97 1,94 1,51 0,54 | 1,08
3] 3,33]|0,0569]| 0,190 | 8 — 0,51 | 1,53 0,57 0,06 | 0,18
2 2,47 | 4,27 3,97 | 3,II
: x 4,27
somit 2 ""T =- 3 =1,42,

' & xr _  3IT
Swrte Su S =3 oy,
’ x’
D)W =397—1.04=2,3.
Zwecks Uberpriifung bestimmen wir noch 21/)"% nach der Formel

Zw.-’%=2w;—2%—?—=2,47—1,42=I,os,

in guter Ubereinstimmung mit dem oben gefundenen Wert.
Die Berechnung der Tafel 14 liefert:

Zx.-%’*—‘Zz,-%=2w.-y.-= 436,161),
th’yi = 3621,03.

1) Aus Tafel 13 entnommen.
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Tafel 14.
Berechnung der Beiwerte filr die Lingenéinderung 4l des Bogens.

10=8 Wiy +2y)+8/+1CY~+Yis,)-

i 8/ Yo | Yi—1 2y | 29+ Y 1 XY
o — o — 2,19 8,12 o
I 3,71 2,19 4,38 8,13 51,45 112,68
2 4,33 3,75 9,69 12,19 106,69 400,09
3 5,31 4,69 13,13 14,38 168,80 791,67
4 6,89 5,00 14,69 ] 14,69 202,43 1012,15
5 6,89 4,69 14,38 13,13 168,80 791,67
6 531 | 3,75 12,19 9,69 106,69 400,09
7 4,33 2,19 8,13 4,38 51,45 112,68
8 3,71 o 2,19 —_ 8,12 o
z ’ { 3621,03

In Abb. 107 ist das 6fach statisch unbestimmte Tragwerk mit
den Erginzungsstiben dargestellt. Die Bezeichnungen der Momente
und Sehnenkrifte sind dieser Abbildung zu entnehmen. Da vier aus-
gezeichnete Punkte 4, B, C und D vorhanden sind, wovon Punkt C zwei
Momentengleichungen liefert, so konnen insgesamt 5 Viermomenten-
gleichungen aufgestellt werden. Wir verfiigen ferner iiber 4 Winkel-
gleichungen, zusammen also iiber g Gleichungen, die zur Berechnung
der 6 Uberzihligen und 3 Drehwinkel geniigen.

Bei der Aufschreibung der Viermomentengleichungen muB die
Umfahrung der einzelnen Grundsysteme im Sinne der Uhrzeiger-
bewegung erfolgen, weil samtliche Gleichungen unter der Voraus-
setzung abgeleitet wurden, daBl die Abzissen x von links nach rechts
gezdhlt werden und die Reihenfolge der Momente mit ihren Bei-
werten in den Momentengleichungen durch diesen Fortschreitungssinn
festgelegt ist. ' :

Wir beginnen bei Punkt 4 und schreiten iiber C nach D im ersten
Rahmen und von D beginnend iiber C nach B im zweiten Rahmen
fort. Hierbei wird der Stab CD zweimal durchschritten. AuBer dem
Vorzeichenwechsel der AnschluBmomente des Stabes CD ist wegen
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der Unsymmetrie dieses Stabes noch zu beachten, daB beim zweiten
Durchschreiten fiir z, &’ und fiir y, ' zu setzen ist, da beim ersten
Male die Abzissen & von oben nach unten, das zweitemal von unten
nach oben zu zihlen sind.

Die nach Gleichung 38) aufgestellten Vlermomentenglelchungen
lauten daher, wenn die Lastglieder zunidchst mit a,, a,... bezeichnet
werden:

77,20 Mg + 44,24 M{+ 4362 H, + 09, = a,,
44,24 My ~+ 77,20 Mg+ 2,93 M° -+ 1,04 M* -+ 436,2 H,

—e(d, —03)—(1%,

1,04M°+x,42M"——gz98=0, .. a)
— 1,04 M* — 2,93 M° + 77,20 M{+ 44,24 M+ 436,2 H,
— (P —1,)=a,,

44,24 MC'r + 77,20 MB + 436,2 Hg —Q /‘9:3 =a, .
Ferner gelten die Winkelgleichungen:

linkes Feld rechtes Feld
As,—I;h=0, Asy, 9 h=0,
—Adh —9, 1l =0, dh + 9,1 =o0.

- Wir vernachlidssigen den EinfluB der Normalkrifte, setzen daher
A h, die Zusammendriickung des Pfeilers, Null. Aus den Winkel-
gleichungen folgt dann:
I
P =19d,=o0, ﬂsz—z—h(Asl———Asg) .
sowie die Gleichung )
As, +ds,=o0.
Fiir die Betrdge 4 s, und 4s, finden wir nach Formel 46) unter
Benutzung der Summenwerte aus den Tafeln 12 und 14

04 s, — 436,2 (M4 -+ M)+ 3621,0 H, + ay ,}
. 04 s,= 436,2 (Mg + Mg)+ 3621,0 H, 4 a,,

wobei die Belastungsglieder mit 4, und a, bezeichnet wurden.

Da die Gleichungen a) 6 Momente und 2 Sehnenkrifte ent-

halten, so beseitigen wir die Momente M° und M* des Pfeilers durch
die statischen Beziehungen:

M° = Mg — M§, }
M"* =M — M§— (H, — H)h.
Vor Einfilhrung dieser Zusammenhinge in die Gleichungen a)

addieren und subtrahieren wir je die erste und letzte, zweite und
vorletzte Gleichung und gewinnen so folgende zwei Systeme:

)

d)
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Durch Addition:

77,20 (M4 + Mg) -+ 44,24 (Mo =+ o)+ 436,2 (H, + Hy)=a, +a,,
44:24 (M4 + Mg) 4 77,20 (M¢ —+ M) + 436,2 (H, ~+ Hy) = a, + as,
As,+As,=0, .
wenn wir zu dieser Gruppe noch die letzte. der Gleichungen b)
hinzufiigen.
Durch Subtraktion:
77,20 (M4 — Mp) -+ 44,24 (M§ — M$) -+ 436,2 (H, — Hy) =a, — a,
44,24 (M4 — Mg) 77,20 (Mg — M§) -+ 5,86 M° -+ 2,08 U™
+436,2(H, — H,) + 2 0¥ =a, —ag,
1.04 M° 4+ 1,42 M* — 0¥, =0.
Nach FEinfihrung der Verkniipfungen b), ¢) und d) entstehen
die Gleichungen:
77,20 (M4 Mp) + 44,24 (Mg -+ M§) -+ 436,2 (H, + H,) = a,+a,,
44,24 (Mg~ Mp) -+ 77,20 (MG + M)+ 436,2 (H, 4 H,) = 0, +-ay,
436,2 (M4 Mp) -+ 436,2 (M¢ -+ M§) -+ 3621,0 (H, + H,)
= — (a5 1 @)
77,20(M4— Mp)+ 44,24 (Me — M)+ 436,2 (H,— H,) = a, —a,,
87,86(M 4 — Mp)+128,76(M§ — M) +777,5 (H,— H,)
=y — g — 55 (a5 — a), f)
21,81 (M — Mp)-19,36(M¢é — M¢)-+-195,25 (H, — H,)
— o (ay—ay).
Jedes der beiden Gleichungssysteme enthélt blof drei Unbekannte,

falls man die in den Klammern stehenden Summen und Differenzen
‘als solche auffaf3t.

Die Auflésung von e) liefert:

My -+ Mg = 0,045756 (a, + a,) + 0,015416 (a, 4 ay)
~+0.007369 (a; + a),

My +Ms = 0,015416(a, -+ a,) -+ 0,045756 (a, + a,)
+-0,007369 (a, +a,),

H, + H, = —0,007369 (a, + a,) — 0,007369 (a, + a,)

— 0,002052 (a, + a,),
und von f):

M, — Mg = 0035144 (a, — a,) — 0,000685 (a, — a,)
4 0,003858 (a, — ay).,
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M{ — M§ = — 0,000685 (4, — @,) + 0,019376 (1, — a,)
-+ 0,001845 (a; — a,).
H, — H, = — 0,003858(a, — a,) — 0,001845 (a, — a;)

— 0,000870 (a, — ay) -
Daraus folgen die Betriage der Uberzihligen mit:

M4 4= 0,040450 a, + 0,007366 a, 4 0,008051 a, | 0,005306«,
~+- 0,005614 a, -+ 0,0017564,,
M = 0,0053064, + 0,008051a, + 0,007366 a, 4 0,040450a,
—~+ 0,001756 a, + 0,005614a,.
Mg =  0,007366 a, + 0,032566a, - 0,013190 a; +- 0,008051 a,
—+0,004607 a, 4 0,002762q,, "
Mg = 0,00805Ia, + 0,0I131904, - 0,032566a, + 0,0073664, g)
' —+-0,002762 a; + 0,004607 a,,
H, = — 0,005614a, — 0,004607 a, — 0,002762 a, — 0,0017564,
— 0,001461 ¢, — 0,00059I q,,
H, = —0,001756 a, — 0,002762 a, — 0,004607 a, — 0,005614a,
—0,00059I g, — 0,001461q,.

Mit der Feststellung der Gleichungen g) ist die Aufgabe der Er-
mittlung der statisch {berzihligen Gréfen im untersuchten Trag-
werke gelost. Es bleibt nur noch die Bestimmung der a-Gro8en auf
Grund der angenommenen Belastung iibrig, womit dann durch die
Formeln g) die Zahlenwerte der Unbekannten gegeben sind. Wir
wollen diese Formeln benutzen, um die EinfluBlinien der Uberzéhligen
darzustellen.

Darstellung der EinfluBlinien.

Den beiden Offnungen entsprechend, besitzen die EinfluBlinien
zwei Zweige. Die zugehorenden Betrige der Belastungsgrofen ¢ unserer
Losungen sind:

Linker Zweig der EinfluBlinie

“1=F1’ g =0, a5=é,
“2=f‘2’ a,==0. ay =0
Rechter Zweig der EinfluBlinie .. . h
a, =0, a3=f7’1. g =0,
a2=o, a4=ﬁ3; a8=é'

Die 17“- und f‘e-Linien sind einander spiegelbildlich gleich, weshalb
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die Ermittlung der f;-Linie und der G-Linie geniigt, um alle Einflu-
linien darstellen zu konnen. Die zahlenmaBige Berechnung zeigen
die Tafeln 15 und 16.

Tafel 15.
Ermittlung der ﬁ,-Linie.

F’______% [(l—a,) Ef,w;i-i—ar ﬁ ;"(8"‘"‘)] .
i=0 i=r+1

o — Freyd
s < |9 T
. . r | +Ne | ®, - -
ifl—a|pii?) | Syt T |*| = < 5 —8 K, F,
) = >
| s i I by
= A
24 o o o 3,68 [350,22 o o

o [

21 3,09| 3,09| 64,89 3|21,63 [328,59| 985,77 |1050,66 | — 131,33
18 14,70| 17,79| 320,22 644,10 |284,49| 1706,94 | 2027,16 | — 253,39
15 41,76| 59,55| 893,25| 969,60 {214,89| 1934,01 | 2827,26 | — 353,41
12 82,68|142,23| 1706,76 | 12 | 82,68 |132,21| 1586,52 | 3293,28 | — 411,66
9 |113,40|255,63|2300,67|15|68,04 | 64,17| 962,55} 3263,22 | — 407,90
6 |129,42|385,05|2310,30 | 18| 43,14 | 21,03| 378,54 268884 | — 336,10
3 |147,21|532,26| 1596,78 | 21 | 21,03 o o 1596,78 | — 199,60
[ 85,36|617,62 o 24 o —_ —_ o o

O NSt p W N~ O

1) Es ist némlich in unserem Falle:

wl

x 1 . 1 .
vig=7gwt wd yr=ayp@E—i.

?) Aus der Tafel 12 entnommen.
Tafel 16,
Ermittlung der G-Linie.

~ 1 r . i ,
G=?[(l-—ar) Suite Su@—19|.
=0

| S

t=r41

A < -

Ro & , ;
A, A IR A X © 2 8@ 3
¥ Z‘ ) ll" .zx‘t ' ? EE, \:ﬁ “r ;é:; G G

=0 i~ | - N 1370\ KN

=, =g g
ol 8,12/ o o |24 o 64,96{3425,24| o o o o
1] s1,45) 51,45) 51,45/21| 1080,45 | 360,15/3065,09| 3| 9195,27 | 10275,72|1284,5
2| 106,69(213,38| 264,83|18] 4766,94 | 640,14/2424,95| 6|14549,70| 19316,64|2414,6
3] 168,80|506,40| 771,23|1511568,45 | 844,00(1580,95| 9|14228,55 | 25797,00/3224,6
4] 202,43/809,72]1580,95/12|18971,40 | 809,72| 771,23|12| 9254,76 | 28226,16/3528,3
5] 168,80/844,00(2424,95| 9|21824,55 | 506,40 264,83| 15| 3972,45 | 25797,00|3224,6
6 | 106,69|640,14|3065,09| 6/18390,54 | 213,38 51,45/18| 926,10} 19316,64/2414,6
71 51,45/360,15/3425,24| 3{10275,72| 51,45] ©O |2I o 10275,72|1284,5
8 8,12| 69,96|3495,20| 0 o () — |24 _— o o

1) Der Tafel 14 entnommen.
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Die Gleichungen der EinfluBlinienzweige der drei Uberzihligen
M4, My und H, lauten mithin auf Grund der Formeln g) und h):

linke Zweige
My= 0,040450 F, } 0,007366 F, }-0,005614 G,

Mé« = 0,007366 131 ~+ 0,032566 17’2 -+ 0,004607% G, ¢ - i)
H, = — 0,005614 17'1 —0,004607 f‘g — 0,001461 G;

M;— Lrnre

|

|4 = Lome

' d) 7cm= 2 Momenteneinferten

M “Linre ¢ 1cm = 4 Momenteneinherten
Abb. 108.
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rechte Zweige

M, 4= o0,008051 ﬁ‘l -+ 0,005306 I7‘2 —+ 0,001756 G, .
My = 0,013190 F, - 0,008051 F, - 0,002762 G, { * * "
H, =——0,002762 F, — 0,001756 F, — 0,000591 G.

Die Berechnung der EinfluBlinienordinaten nach den Formeln i)
1aBt sich mit dem Rechenschieber sehr schnell durchfiihren. Das
Ergebnis ist in den Abb. 108 a bis ¢ veranschaulicht, die die EinfluB-
linien der drei KraftgroBen My, M} und H, aufweisen. Die Mpg-
M5- und H,-Linien sind die Spiegelbilder der drei dargestellten
Kurven. Der Vollstindigkeit halber wurden mit Hilfe der Formeln d)
auf S. 203 die EinfluBlinien der Pfeilermomente M° und M" berechnet
und in den Abb. 108d und e zur Darstellung gebracht.



Anhang.

Zusammenstellung der Formeln und Tafelwerte.

(Die Formeln sind mit den gleichen Nummern wie im Text versehen.
Die in Klammer gesetzte Zahl gibt die Textseite an, um die Gleichung dort
rasch auffinden zu konnen.)

Kontinuitdtsbedingung.

ddyl* N ddy e+t »
[’(i;:—} cos*yk——[ ia cos’y, O —F =0 . 1)(S 14

x=1 z=0

Ay ist die Verschiebung eines Stabpunktes in der Richtung senkrecht

zur Stabsehne infolge der Forminderung, wenn die Stabendpunkte
festgehalten gedacht sind;

y der Winkel, den die Tangente an die Stabachse im Zusammenhang-

punkte k der beiden Stibe I, und [, , mit der Stabsehne bildet.
Bei geraden Stiben ist y =o0;

¥ Stabdrehwinkel, jener Winkel, um den sich die verschobene Stab-
sehne gegeniiber ihrer urspriinglichen Richtung gedreht hat.

Winkelgleichungen.

2Adlcose+ Xdlsine=o, ,
. . 2) (S. 18)
ZAlsin ¢ — ZPlcosa=0.

Al sind die Langendnderungen der Stabsehnen;

¢ die Stabdrehwinkel (siehe unter Gl 1);

« die Neigungswinkel der Stabsehnen gegen eine beliebig gewihlte
Richtung. Uber die Zahlrichtung der Winkel « siche S. 17.

Viermomentensatz fiir Tragwerke mit geraden oder schwach ge-
kriimmten Stdben unverdnderlichen Querschnittes.

. ~ 1,
My lk, + 2 Mkl l/:' +2 M ll;l+1 + Mkl+1 lz.-'+1 +6 H, SR lhz
k

l ’

+6H,,, @’,ﬁiil—%ﬂ —6EJ,(3,— %, ,)=N. . 7)S. 32)
k +1

Bleich, Viermomentensatz.,
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U =1 % cos %y die reduzierte Stablinge;

J, ein beliebig gewahltes Tragheitsmoment;

J das Tragheitsmoment des betreffenden Stabes;

y siehe unter Gleichung 1);

H die Sehnenkraft;

©,k—1 das statische Moment der Fliche ®,, d.i. der zwischen Stab-
achse und Stabsehne gelegenen Fliche des Stabes [, bezogen
auf den linken Stabendpunkt k—1;

@kﬂi das statische Moment der Fliche @, , des Stabes |
zogen auf den rechten Endpunkt k- 1;

¢ die Stabdrehwinkel (siehe unter Gl. 1);

N das Belastungsglied. Siehe die Formeln 8—15.

k+1° be-

Stofen im Punkte k nur zwei steif verbundene Stibe zusammen,
dann geht die Viermomentengleichung in die Dreimomenten-
gleichung iber:

l ’
M, llk + 2 M, ( +lkl+1)‘}_*uk+1 L'y, + 0 H, @kk_ll_ke—
3

et 1L
+ 6 Hy iy kill‘br —6EJ, (9, — 1 ))=N . ... 7)
k +1
Bei geraden Stiben verschwinden in den Gleichungen 7) und 7')
die Glieder mit H.
Belastungsglied N.

Die Stibe [, und [, sind mit senkrecht zur Stabsehne
gerichteten Kriften belastet:

e ]
bits I+12Pk+1 — s [1_(l7a>2:lk+l .+ 9) (5 35)

k+1

a ist der Abstand der Last P vom linken Stabende;
! siche unter Gl. %)

oder N=—UL U/ 2P fo—l U/ 2P fy . o 9) (S 35)

f, und f, sind die Stammfunktionen. Siehe Gl. 10).

Stammfunktionen.
l—a{I (_l—a)eJ

hi== P

=1 (]

Siehe die Tafcl der Stammfunktionen auf S. 211.

10) (S. 35)



Zusammenstellung der Formeln und Tafelwerte, 211

1. Tafel der Stammfunktionen £, und f,.

a a a

a
[ fl fe T fx fz _l‘ fx fz ‘l“ fl fz

0,01 !o,0197o 0,01000 | 0,26/0,33478/|0,24242 | 0,51/0,37235/0,37735 | 0,76.0,22618|0,32102

O,
o,
o,
o,

o
0)
o
o
o

O’
o
o
o
o

o
o
o
o

E]

bl

o
o
o
0)
o

;12 |0,19853/0,11827 | 0,3710,37995/0,31935 0,62/0,32513]
,1310,21150,0,12780] 0,38/0,38167|0,32513 063'031935037995 0,880,11827/0,19853
,14 10,22394(0,13726 | 0,39/0,38302|0,33068 064031334037786 0,89/0,10867|0,18503
,15 |0,23588/0,14662 | 0,400,38400|0,33600 0,65(0,30712/0,37538 | 0,90!0,09900[0,17100

,17 10,25821/0,16509 | 0,42/0,38489/0,34591 | 0,67|0,29406

,02 10,03881/0,01999 | 0,27/0,34098/0,25032 | 0,52(0,36941|0,37938 | 0,77/0,21783(0,31347

03 0,05733/0,02997 | 0,28/0,34675/0,25805 | 0,53/0,366180,38112 | 0,78/0,20935/0,30545
04 10,07526(0,03994 | 0,29/0,35209|0,26561 | 0,54/0. 36266‘0 38254 | 0,79/0,20074|0,29696
05 10,09262/0,04988 | 0,30/0,35700|0,27300 | 0,550,35888/0,38362 | 0,80/0,19200|0,28800

,06 |0,10942/0,05978 | 0,31/0,36149|0,28021 | 0,56 0,3548210,38438 0,81/0,18314|0,27856

07 10,12564/0,06966 | 0,32/0,36557(0,28723 | 0,57/0,35049 0,38481 | 0,82/0,17417/0,26863

108 0,14131/0,07949 | 0,3310,36924(0,29406 | 0,580,34591/0,38489 | 0,83/0,165090,25821
,09 10,1564310,08927 | 0,34/0,37250|0,30070 | 0,59 |0 34108 0,38462 | 0,84/0,15590/0,24730
,10 |0,17100/0,09900 | 0,350,37538/0,30712 | 0,60 0 ,33600!0,38400 | 0,85/0,14662(0,23588

11 |0,18503(0,10867 0360377860,31334 061033068‘038302 0,86/0,13726/0,22394

10,38167 | 0,8710,12780l0,21150

16 |0,24730/0,15590 | 0,41/0,38462/0,34108 | 0,66/0,30070,0,37250 | 0,91/0,08927|0,15643
0,3692410,92/0,07949 0,14131
18 [0,26863|0,17417 | 0,43|0,38481|0,35049 | 0,68 0,28723‘0,36557 0,93/0,06966/0,12564

;19 0,278560,18314 | 0,44,0,38438/0,35482 | 0,69|0,28021(0,36149 | 0,94|0,05978/0,10942
0,20 |0,28800/0,19200 | 0,45(0,38362(0,35888 | 0,70|0,27300|0,35700 | 0,95|0,04988/0,09262
,21 |0,29696/0,20074 | 0,46 0,38254/0,36266 | 0,71]0,26561
,22 |0,30545(0,20935 | 0,47,0,38112|0,36618 | 0,72/0,25805
,23 [0,31347/0,21783 ] 0,48/0,37938/0,36941 | 0,73/0,25032(0,34098 | 0,98/0 01999 0,03881

(035209 0,96/0, 03994|o ,07526
0,34675 | 0,97/0,02997,0,05733

24 0,32102/0,22618 | 0,49|0,37735|0,37235 | 0,74/0,242420,33478 | 0,99/0,010000,01970

,25 (0,32812/0,23438 | 0,50/0,37500|0,37500 | 0,75|0,23438|0,32812| 1,00/ o | o

Die geraden Stdbe sind gegen die Lastrichtung geneigt:
N_"'}‘l ZP f2_-2“k+1 k+12P+1f1 .. IT) (S 36)

4 ist die Projektion der Stablinge ! auf eine zur Lastrichtung senk-
rechte Gerade.

Gleichféormig verteilte Streckenlast p, bzw. p ., der
Stabe I, und I, senkrecht zur Stabsehne gerichtet:

N,=—up, Wl Bl | [ ”itagj “ L

4(—a)+p 8
— P b1 [0 —a0) Bl s [I - ‘L‘“Z(’)}«z_‘"‘“ . 12) (S. 36)
k+1
p Belastungslinge;

o Abstand der Laststreckenmitte vom linken Stabende.

Totale gleichférmig verteilte Belastung p, bzw. p,
der Stdbe I, und I, ,, senkrecht zur Stabsehne gerichtet:

NptOt':_'}pk LW — 5P bl by o o L 13) (S.37)

14*
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Belastung der Stibe/, und [, durch die Drehmomente

ty und p e

, , a\? ;s l—a\?

Ny=—pmb | T—3 7 + 1l ea | I—3 14) (S.37)
k k41

u das Angriffsmoment. Es wird positiv gezihlt, wenn es, vom Rahmen-
innern gesehen, im Sinne der Uhrzeigerbewegung dreht;

a ist der Abstand des Ortes von u vom linken Stabende (siehe
Abb. 44 auf S. 37).

Belastung durch zur Stabsehne parallel gerichtete Einzel-
lasten P* und P*+! in den gekrimmten Stiben I, und 1, ,:

/k . a)\? k177 l—a)?
-Nh=_Ph lk bkLI_3 'l— +‘Ph lk+1bk+1 I—3 1
k kt+1

L/ L
+ 6P gkt L6 BEHUEELGTL L 15) (S 39)
(]

k +1

a ist der Abstand des Lastangriffspunktes vom linken Stabende;

b der Abstand des Lastangriffspunktes von der Stabsehne;

8k—1 das statische Moment der zwischen Stabachse und Stabsehne
gelegenen Fliache des Stabes I, von a, bis [, bezogen auf den
Punkt k—1;

Qiii das statische Moment der zwischen Stabachse und Stabsehne
gelegenen Fliche des Stabes [, , von a, , bis [ ., bezogen auf
den Punkt k1.

Langenianderung A4l der Stabsehne.
Hl , I & er ]
—_ — = 12
Al EF+a’tl+E’J[M' ; —+ M 7 +2HG,+ @G| . 17) (S. 41)

H ist die Sehnenkraft, positiv, wenn nach auflen gerichtet;

F die Querschnittsfliche des Stabes;

a, die Ausdehnungsziffer fiir 1° Temperaturanderung;

M?* und M! die AnschluBmomente in den Stabendpunkten 7 und I;

& und &' die statischen Momente der zwischen Stabende und Stab-
achse gelegenen Fliche @, bezogen auf die Stabendpunkte ! und r;

@, das statische Moment der Fliche @, bezogen auf die Stabsehne

!
G=f§))txz/d:v,
(1]

wobei I, das von der Stabbelastung herrithrende Balkenmoment,
y die Ordinate der Stabachsenlinie, bezogen auf die Stabsehne
als Abzissenachse, bedeuten.
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Ist die Funktion y (Stabachsenlinie) symmetrisch zu z =—l2-, so ist

Al-——-%—}-a,tl—{——gj[g(M’—}—M’)—I—ZH@GH-G} - 17) (5 42)

Bei geraden Staben ist der Klammerausdruck Null
Bei parabelformigen Stabachsenlinien 1aBt sich G fiir Lasten
senkrecht zur Stabsehne in der Form darstellen:

G=fl’2Pyg.
g ist eine von % abhingige Funktion;
f der Pfeil der Parabel.
Siehe die nachstehende Tafel I

II. Tafel der Funktion g fiir parabelférmige Stabachsenlinien.

s=ifeimn. =3[ (§)3]

-% o 0,05 o,10 0,15 0,20 0,25 0,30

g o 0,01659 | 0,03270 | 0,04792 | 0,06187 0,07422 | 0,08470
a

T 9,35 0,40 . 0,45 0,50 0,55 0:60 0165

g 0,09309 | 0,09920 ’ 0,10292 | 0,10417 | 0,10292 | 0,09920 | 0,09309
a

T 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 1,00

g 0,08470 | 0,07422 | 0,06187 | 0,04792 | 0,03270 | 0,01659 | o

Ermittlung der Forménderungen.

Berechnung der Drehwinkel.

@—) =2, . . . . . 2I) (S.158)

wenn
1
5= BT [(My_y s +-2Ml!s) +2 M7 s/, + M} s/, —N,].
c.
Bedeutung der Bezeichnungen siehe unter Gl. 7).
1 n
ﬁ1=521k5k. .« . . . 23)(S.159)
k=1

4, die Projektion des Stabes s, auf die Verbindungslinie der End-
punkte des Stabzuges;



214 Anhang.

L die Lange der Projektion des ganzen Stabzuges auf diese Ver-
bindungslinie;

E—1
=22
1
Tragwerke mit Stiben stetig verdnderlichen Tridgheitsmomentes.

a) Unsymmetrische Stibe.

Ideales mittleres Triagheitsmoment J,, .

2J,Jy
I = +J,...... 24) (S. 167)
0
Jp, und J/ sind die Trigheitsmomente des linken bzw. rechten End-
querschnittes.
Querschnittsziffer «.
In— o ) (S. 16
="Mt ... 24') (S. 167)
0 .

¢« kann alle Werte von — 1 bis —|—I annehmen.

Viermomentensatz.

Mkr—ll’+(2_ak)Mll’+(2+ak+1)Mrl4’+1+Mkl+1lkl+1
ll
+6H b 7 (€1 1], 46 k+1l‘2+1 [&* !+ a@* 1, ,

—6EL(0k—«9k+1)= e e e e e e ... 26) (S.170)

&1 und &k+1! sind die statischen Momente der zwischen Stabachse
und Stabsehne gelegenen Fliche der Stibe [, bzw. 1, . ,, bezogen
auf k—1 bzw. k4 1;

©,/¥~1 und &%+1 die statischen Momente der zwischen Stabsehne
und reduzierter Stabachsenlinie gelegenen Fliche der Stibe [,
bzw. I, ,,, bezogen auf k—1 bzw. k| I.

Reduzierte Stabachsenlinie.

—(:—=3)
y__—_ I—2~l— 'y

y Ordinate der Stabachse, bezogen auf die Stabsehne als Abzissenachse.

Lastglied N’

Belastung der Stibe I, und [, durch Einzellasten P,
und P, ., senkrecht zur Stabsehne im Abstande 4, bzw. a,,,
vom linken Stabende:
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MR e |
—ligs lk,+12P"+1(‘ll)k+1<I_Ta)kﬂ[(z—;)_{_a (I_;_z)%]k“

28) (S. 172)
oder
N,=—lklk'2Pk‘Pz"—lk+1 L1 2Py o 28) (S.172)
2
r=t (=)= +e(=1)]
29) (S. 172)

o=t 2 [+ ()]

III. Tafel zur Berechnung der Funktionen ¢, und ¢, fiir verschie-
dene Querschnittsziffern «.

¢,==4,+ B, «, pg=A,— By .

P1 Pa
4, B, 4, B,

a P Ps
V| 4 | B | 4 | B

o o [ o .

0,05 | 0,09262 |0,04287 | 0,04988| 0,00012 |} 0,55 | 0,35888 |0,05012 | 0,38362 | 0,07487
0,10 | 0,17100 |0,07290 | 0,09900| 0,00090 || 0,60 | 0,33600 |0,03840 | 0,38400 | 0,08640
0,15 | 0,23588 |0,09212 | 0,14662| 0,00287 || 0,65 | 0,30712 [0,02787 | 0,37538 | 0,09612
0,20 | 0,28800 |0,10240 | 0,19200| 0,00640 || 0,70 | 0,27300 {0,01890 | 0,35700 | 0,10290
0,25 | 0,32812 |0,10547 | 0,23438| 0,01172 |} 0,75} 0,23438 |0,01172 | 0,32812 | 0,10547

0,30 | 0,35700 |0,10290 | 0,27300| 0,01890 || 0,80 | 0,19200 |0,00640 | 0,28800 | 0,10240
0,35 ] 0,37538 |0,09612 | 0,30712| 0,02787 || 0,85 | 0,14662 |0,00287 | 0,23588 | 0,09212
0,40 | 0,38400 |0,08640 | 0,33600| 0,03840 '| 0,90 | 0,09900 |0,00090 | 0,17100 | 0,07290
0,45 | 0,38362 |0,07487 | 0,35888| 0,05012 .| 0,95 | 0,04988 |0,00012 | 0,09262 | 0,04287
0,50 | 0,37500 |0,06250 | 0,37500 0,06250{ 1,00 o o o o

Gleichf 6rmig verteilte Vollbelastung p, bzw. p ., der

Stdbe [, und [ ,:

’ p Q p ’ &
Np=_‘7k lkelk'(l_?)_%lk‘zﬁ-llk +1 (I_{_—"s#) . 30) (S' 173)

b) Symmetrische Stibe.

Querschnittsziffer a.

7 ce e e o 31) (S 173)

J,, Tragheitsmoment in Stabmitte;
Jp Trigheitsmoment an den Stabenden;
a kann alle Werte von — 1 bis -+ 0o annehmen.
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Viermomentensatz.

(-2t 2 (s 20 oy 4 (e 2% ) 2y,

+ (I+a_k5t1‘) My b+ 6Hkl—:§ [t + a@" 1],

ll
+6 B, B[S a @] — 6 BI(B,— b, ) =N. . . 32)
kot (S. 176)

©*—1 und &%+ sowie &”¥—1 und &”*+1 haben die gleiche Bedeutung
wie unter a).

Reduzierte Stabachsenlinie.

2
=3
y Ordinate der Stabachse, bezogen auf die Stabsehne als Abzissenachse.

Lastglied N”.

Belastung der Stibe I, und [, ,, durch Einzellasten P,

und P,,, senkrecht zur Stabsehne im Abstande a, bzw. a, .,

vom linken Stabende:

gD+,
el g

+1
l—a\? ] —a\?
___2_a( a) {2—-3(———)]} ..... . . 34) (S 177)
5 l ! k+1
oder
N'=— /2P — b1 b1 ZPy @ o o o 34) (S.177)

=t S B
st N e )50 L0 15
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IV. Tafel zur Berechnung der Funktionen ¢,' und ¢, fiir verschie-
dene Querschnittsziffern «.

¢, =4,+ B, «, p3=A4;+ By .

a P1 Pe |
l 4, B, 4, | B

Py Ps
A, B, 4, B,

°
l

o o o o o

0,05 | 0,09262 [0,03066 | 0,04988| 0,00988 || 0,55 | 0,35888 {0,04386 | 0,38362 | 0,04401
0,10 | 0,17100 |0,04674 | 0,09900| 0,01909 || 0,60 | 0,33600 |0,04385 | 0,38400 | 0,04500
0,15 |0,23588 [0,05335 | 0,14662| 0,02711 || 0,65 | 0,30712 |0,04323 | 0,37538 | 0,04691
0,20 | 0,28800 [0,05432 | 0,19200/ 0,03359 || 0,70 | 0,27300 |0,04152 | 0,35700 | 0,04958
0,25 |0,32812 |0,05245 | 0,23438| 0,03838 || 0,75 | 0,23438 |0,03838 | 0,32812 | 0,05243

0,30 | 0,35700 |0,04958 | 0,27300| 0,04152 || 0,80 | 0,19200 |0,03359 | 0,28800 | 0,05432
0,35 | 0,37538 |0,04691 | 0,30712| 0,04323 || 0,85 | ©,14662 |0,02711 | 0,23588 | 0,05335
0,40 | 0,38400 |0,04500 | 0,33600| 0,04385 || 0,90 | 0,09900 |0,01909 | 0,17100 | 0,04674
0,45 | 0,38362 |0,04401 | 0,35888| 0,04386 || 0,95 | 0,04988 |0,00988 | 0,09262 | 0,03066
0,50 | 0,37500 |0,04375 | 0,37500| 0,04375 || 1,00 o

Gleichformig verteilte Vollbelastung p, bzw. p,, , der

Stabe 1, und [, ,:

« a
Ny=— %_’i AN (I ”?) — 1‘0% A A (I — 'Esil> . 36) (S. 178)

Lingeninderung A4l der Stabsehne.

fiir unsymmetrische Stibe:
_ B I My gy M :
M=o et | T (a8 + (@ +e@)+

+2H(@,48) @ +e@)|, . .. . 3) (S 180)

fir symmetrische Stibe:

Hl ;
Al:fﬁ;‘*‘“etl

5 B(@+a®) O+ M)+ 2H(G,+08,)+(@+ad)).
m 37)) (S. 180)
F,, ist ein mittlerer Wert der Querschnittsfliche des Stabes;
H, M", M', a, t haben gleiche Bedeutung wie in Gl 17);
@' und &' sowie &'t und @' haben dieselbe Bedeutung wie in Gl. 17),
wobei sich &'! und @'7 auf die reduzierte Stabachse beziehen;
©, und &, sind die statischen Momente der zwischen Stabsehne
und Stabachsenlinie bzw. reduzierter Stabachsenlinie gelegenen
Fliche @ bzw. &, bezogen auf die Stabsehne.
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Reduzierte Stabachsenlinien:

fir unsymmetrische Stdbe:

o=
Yy = I Y

=(i—23)
y=I—2~l— Y.

Lastglieder @ und @':

fiir symmetrische Stibe:

] l
G=[ M, yde, ¢ =[ My dx.
0 0

Tragwerke mit Stiben beliebiger Form- und Querschnittsgestaltung.

Viermomentensatz.
n
R DR WL L N o

i=0 i=0 i=0 k+1

n
+HZ%%+kHH£WM
1=0

=0

ZS et sma +l _HZS,Sl%,—smU —6EJ, (%, —9,,,)

k+1 =1

=—E§mi%—-k+£§miw{. .« . . . 38) (S 192)
=0 =0

Die Bedeutung der Groen x;, xi’, ¥;» §; ist aus der Abb. 103 S. 187 zu
erkennen.

X x z, |
y,=s, (Jl—l‘+ 2 'f) +8/41 (2‘;‘ + _lu>’
wi =3+ s/ 1)—wi-

Es bestehen noch die Beziehungen:

39) (S 193)

n ’ n n
\ ' r; 7 QU X, .
Dl =wi— 2w o 40) (5 193)
1==0 =0 1=0
n 2! n n

i X, o
2wl =X = Swig e 550y

=0 t=-0

n , n

X, - X, . N
SusoSwn e
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Sind die Sehnenabschnitte gleich, also x;=144, so ist

%=%[3z‘,(3"'—1)+5{+1(3i+I)] .

und
n x. 1 n
Zwi%z‘;ZQPii'
1=0 i=0

Bei symmetrischen Stdben ist

Sy u, =2y, Syl =2y, .
und
Zvivi=2v/y;
Langendanderung Al der Stabsehne.
n
S, 4,

Al— Y2i% o

é:E’F Fatl

- 43) (S 194)
. 44) (S. 195)

T Mz’xz Yy, -—+H2M,+2sm 2

1=0
l'=8"<yi 1+27/' +si,+1(2 Yi 1+ Yisr)
—ZL_ZW ys ]
z,
,,ZL=21'Uiy1..
1=0

Bei symmetrischen Stdben:

Zytl 2/%zl“—2'/}yt

8

g D

1=0

EinfluBlinien.
_ r n 2!
1171 = [(l - a’r 2 u,z l ‘—1 a/ y‘wi' 'l1':| >
1==0 1=r+1
x,
(l—a Y 1-—“ ar *
== fe—er e S]

n

= (l—ar)Z xi —_l—'~ .i_, ar ! Xi W; :

i=0 {1

46)(b~196)
47) (S-197)

48) (S. 197)

49) (S. 197)

50} (S. 198)
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Neu bearbeitet von Prof. Dr.-Ing. Max Enfllin in Stuttgart. Mit 297 Text-
figuren. Preis gebunden M. 18,—.

Einfiihrung in die energetische Baustatik. Einiges iiber die
physikalischen Grundlagenderenergetischen Festigkeitslehre von Carl Kriemler,
Professor der Technischen Mechanik an der k. Technischen Hochschule in
Stuttgart. Mit 18 Textfiguren. Preis M. 2,40.

Aufgaben aus der technischen Mechanik. Von Professor Ferd.
Wittenbauer, Graz.

I. Band: Allgemeiner Teil. Dritte, verbesserte Auflage. 816 Aufgaben

nebst Losungen. Mit 610 Textfiguren. Preis gebunden M. 6,40.

II. Band: Festigkeitslehre. Zweite, verbesserte Auflage. 591 Aufgaben

nebst Losungen und einer Formelsammlung. Mit 490 Textfiguren.

Preis M. 6,—; gebunden M. 6,30.

III. Band: Fliissigkeiten und Gase. Zweite, verbesserte Auflage.

586 Aufgaben nebst Losungen und einer Formelsammlung. Mit

396 Textfiguren. Preis M. 9,—; gebunden M. 10,20.

Festlgkeltslehre nebst Aufgaben aus dem Maschinenbau und der Baukon-
struktion. Ein Lehrbuch fiir Maschinenbauschulen und andere technische Lehr-
anstalten sowie zum Selbstunterricht und fiir die Praxis. Von Ernst Wehnert,
Ingenieur u.Oberlehreran derstadt. Gewerbe- u. Maschinenbauschule in Leipzig.

I. Band: Einfiihrung in die Festigkeitslehre. Zweite, verbesserte
und vermehrte Auflage. Mit 247 Textfiguren. Preis gebunden M. 6,—.
II. Band: Zusammengesetzte Festigkeitslehre. Mit 142 Text-
figuren. Preis gebunden M. 7,—.

Bau und Berechnung gewolbter Briicken und ihrer Lehr-

geriiste. Drei Beispiele von der Badischen Murgtalbahn. Von Dr.-Ing.
Ernst Gaber, Gr. Bauinspektor. Mit 56 Textabbildungen.
Preis M. 6,—; gebunden M. 7,—.

Eisenbahn-Balkenbriicken. Inre Konstruktion und Berechnung nebst
sechs zahlenmiBig durchgefiihrten Beispielen. Von Ingenieur Johannes
Schwengler. Mit 84 Textfiguren und 8 lithographischen Tafeln.

Preis kartoniert M. 4,—.
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Vorlesungen tiber Eisenbeton. von Dr.-Ing. E. Probst, ord. Professor
an der Technischen Hochschule zu Karlsruhe. Erster Band: Allgemeine
Grundlagen. — Theorie und Versuchsforschung. — Grundlagen fiir die statische
Berechnung. — Statisch unbestimmte Trager im Lichte der Versuche. Mit
171 Textfiguren. Preis gebunden M. 18,—.

Untersuchungen an durchlaufenden Eisenbetonkonstruk-

tionen. Versuchsvorbereitungen und Ausfithrungen von Prof. H. Scheit,
Geh. Hofrat, Direktor der Kgl. Siichs. Mechan.-Technischen Versuchsanstalt
in Dresden. — Versuchsplan, Entwurf, Bearbeitung der Ergebnisse und Schluf3-
folgerungen von Dr.-Ing. E. Probst, Privatdozent an der Kgl. Technischen
Hochschule in Berlin. Mit 52 Textfiguren. Preis M. 5,—.

Uber das Wesen und die wahre GroBe des Verbundes

zwischen Eisen und Beton. von Dr.-Ing. Adolf Kleinlogel. Mit
5 Text- und 9 Tafelfiguren. Preis M. 2,40.

Vereinfachte Berechnung eingespannter Gewolbe. von Dr-
Ing. Kogler, Stadtbaumeister und Privatdozent in Dresden. Mit 8 Text-
figuren. Preis M. 2,—.

Schubwiderstand und Verbund in Eisenbetonbalken auf
Grund von Versuch und Erfahrung. Von Dr.-Ing. R. Saliger, ord. Pro-
fessor der k. k. Technischen Hochschule in Wien. Mit 25 Tabellen und
139 Abbildungen. Preis M. 5,—.

Berechnung des kontinuierlichen Balkens mit verinder-
lichem Triigheitsmoment aufelastisch drehbaren Pfeilern

sowie Berechnung des mehrfachen Rahmens mit geradem Balken nach der
Methode der Fixpunkte. Von Dr.Ing. Erast Suter, Oberingenieur der
Wayss & Freytag A.-G. in Neustadt an der Hardt. Preis M. 4,—.

Berechnung der Einsenkung von Eisenbetonplatten und

Plattenbalken. von Dr.-Ing. Karl Heintel, Regierungsbaumeister.
Mit 37 Figuren. Preis M. 2,60.

Ein neues Verfahren zur Bestimmung exzentrisch be-

lasteter Eisenbetonquerschnitte. von Dr.-Ing. Walther Kunze.
Mit 3 Textfiguren. Preis M. 1,—.

Versuche mit Eisenbetonstiitzen. von Geh. Reg.-Rat Prof. ¢. Lang.
Preis M. 1,20.

Armierter Beton. Monatsschrit fiir Theorie und Praxis des gesamten Beton-
baues. InVerbindung mit Fachleuten herausgegeben von Dr.-Ing. E. Probst,ord.
Professor an der Techn. Hochschule Karlsruhe, und M. Foerster, Geh. Hofrat,
ord. Professor a. d. Techn. Hochschule Dresden. Erscheint seit 1908 in monat-
lichen Heften und kann durch den Buchhandel, die Post oder auch von der
Verlagsbuchhandlung zum Preise von 20 M. fiir den Jahrgang bezogen werden.
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