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Vorwort.

Wenn ich ,,Zeiger* sage statt — wie es bisher iiblich war — ,,Vek-
toren, so schlieffe ich mich einem Brauche an, der sich seit einigen
Jahren allmahlich einfiihrt. Nach diesem werden solche Verriickungen in
der Ebene, die den Rechenregeln der (gewohnlichen) komplexen Zahlen
folgen, als,,Zeiger** bezeichnet, und der Name ,,Vektor‘‘ wird beschrinkt
auf Grofen, die den Regeln der (rdumlichen) Vektorrechnung geniigen.
Man hat dann den Vorteil, daB verschiedene Dinge auch verschiedene
Namen haben.

Zeiger werden heute zur zeichnerischen Beschreibung stationirer
Zustéinde von Wechselstromsystemen allgemein angewendet. Auch die
komplexe Berechnung solcher Zustéinde hat sich so stark eingefiihrt,
daB sie nicht mehr besonders empfohlen zu werden braucht. Als Student,
als Ingenieur und als Lehrer habe ich immer wieder erfahren, daf der
Anfinger auf ganz betrichtliche Schwierigkeiten st6Bt, wenn er fiir
ein neues -Problem das Zeigerbild aufzeichnen oder die Losung durch
komplexe Berechnung finden will. Ein Teil dieser Schwierigkeiten ist
darauf zuriickzufithren, daB der Anfinger natiirlicherweise noch nicht
die nur durch Ubung zu gewinnende Sicherheit im Umgang mit Zeigern
und komplexen GroBen hat. Der Hauptteil der Schwierigkeiten liegt
aber wohl im Ubergang von der physikalischen Erscheinung zum Zeiger-
bild und zur komplexen Gleichung und geht darauf zuriick, daB man
oft von nicht ausreichend strengen Formulierungen der Grundgesetze
und der darin vorkommenden Gréflen ausgeht. Aus diesem Grunde
habe ich in das Buch zwei voneinander unabhingige Hauptabschnitte
aufgenommen, von denen der erste zur Hauptsache den komplexen
Zahlen und Zeigern, der zweite dagegen einigen besonders wichtigen
Grundbegriffen und Grundgesetzen der Elektrizititslehre gewidmet ist.

Der Hauptabschnitt § 1 hilt sich im iiblichen Rahmen. Dariiber
hinaus werden mit Riicksicht auf weitverbreitete Unklarheiten lediglich
noch die Frage der Grofengleichungen, der Winkel und des Abbildungs-
mafstabes gestreift. Im Hauptabschnitt § 2 muBte ich dagegen einigen
Dingen den Kampf ansagen, z. B. den folgenden. — Bezugspfeile (Zihl-
pfeile) werden zur Festlegung von Bezugssinnen (positiven Zahlrich-
tungen) von Strémen allgemein angewendet. Nur zu oft fehlt aber —
selbst in hervorragenden Werken — jede Angabe iiber die Bezugssinne



v Vorwort.

von Spannungen. — Obwohl festgelegt ist, daB die elektromotorische
Kraft in der Richtung des Potentialanstieges, die Spannung dagegen in
der Richtung des Potentialabfalles positiv ist, werden beide GroSen
noch immer durcheinandergeworfen. — Bei den Kirchhoffschen
Regeln wird noch hiufig von den aus der (leichstromlehre iibernomme-
nen ,,Stromrichtungen gesprochen, obwohl dies bei Wechselstrom-
problemen sinnlos wird.

Um das Auffinden der zitierten Gleichungen und Textstellen zu er-
leichtern, verwende ich ein besonderes System der Numerierung : Die Ab-
schnittnummer, die Absatznummer, die Gleichungsnummer, die Ab-
bildungsnummer und die Anmerkungsnummer stimmen im Hauptteil
miteinander iiberein, und die Nummer des obersten Absatzes jeder
Seite dient (statt der Seitenzahl) als Leitnummer. Die Einzelheiten
erklirt die nachfolgende Zusammenstellung.

§ 213 = Abschnitt 213, d. h. 3. Unterabschnitt des Ober-
abschnittes 21, der selbst der 1. Unterabschnitt
des Oberabschnittes 2 ist.

§ 213.4 = 4. Absatz von Abschnitt 213.
. —.5 = 5. Absatz des vorher angegebenen Abschnittes.
Abb.213a= ,,a-te’" Abbildung von Abschnitt 213.

(213i) = ,,i-te’* Gleichung von Abschnitt 213.
213b

Anm.213bf

Sucht man beispielsweise den Absatz §213.6, so blittert man an
Hand der links oben und rechts oben stehenden Leitnummern. Dabei
folgt § 213.6 offenbar nach §213.4 und kommt vor §214.

Zeitschriften zitiere ich nach dem ,,Kurztitelverzeichnis technisch-
wissenschaftlicher Zeitschriften. Dabei bedeutet die erste Zahl die
Bandnummer, die zweite (in Klammern) die Jahreszahl und die dritte
die Seitenzahl. ,

Herr Dipl.-Ing. Walter Stutz hat die Reinschrift des Manuskriptes
besorgt. Er hat mich auch in liebenswiirdiger Weise beim Durchlesen
der Korrekturen unterstiitzt. Herrn Professor Dr. Louis Locher
danke ich fiir einige Ratschlige in mathematischen Fragen.

Winterthur, im April 1936.

,b-te Anmerkung zu Abschnitt 213.

Max Landolt.
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§1

Komplexe Zahlen und Zeiger. §1
Einige allgemeine Grundlagen. §11
Zahlen und GréBen. §111

—.1) Man unterscheidet zwischen reinen oder unbenannten Zahlen,
wie 27, —15,3, 4]/2_ usw., und benannten Zahlen, wie 1500 kW,
— 20,5 cm, 220 ]/5 Volt usw. Benannte Zahlen werden wir Iiachfolgend
als GroBen bezeichnen.

—.2) Um GroBenanzugeben, bedient man sich gleichartiger, bekannterVer-
gleichsgréfen, die man Einheiten nennt. So ist z. B. die Leistungsein-
heit kW selbst eine Leistung. Der Zahlenwert oder die MaBzahl einer
GroBe geben an, das Wievielfache der Einheit eine anzugebende GroSe
ausmacht. Diesen Festsetzungen!!1? entspricht der Satz: Eine GréBe
ist das Produkt aus ihrem Zahlenwert und ihrer Einheit. Be-
Zeichnet man allgemein eine GréBe mit G, ihren Zahlenwert mit {G} und
ihre Einheit mit [(], so 146t sich dieser Satz durch die Gleichung

|G={G}.[G][ (111a)

ausdri ken. Fiir die Leistung N = 1500 kW werden {N} = 1500 und
[N] = kW.
—.3) Zur Messung einer GréBe mul eine gleichartige Einheit verwendet
werden. So kann man z. B. Leistungen nur in Leistungseinheiten aus-
driicken. Die Art einer Grofie wird durch ihre Dimension gekenn-
zeichnet1'?, So haben die GréBe 1500 kW und die Einheit kW beide
die Dimension Leistung.
—.4) Eine und dieselbe GréBe kann man durch verschieden grofle Ein-
heiten messen, wenn diese nur alle von derselben Dimension sind wie
die anzugebende GroBe. So kann man z. B. eine Leistung in W, kW,
PS8, erg/s ausdriicken. Sind [G] und [G]” zwei verschiedene Einheiten
derselben Dimension wie die Gréfie ¢ und sind {G} und {@}" die ent-
sprechenden Zahlenwerte, so gelten die zwei Gleichungen
_ G={Gy[¢] und @G={G}[G]". (111b u.c)
. 12 Die hier vertretenen Auffassungen stiitzen sich auf das Normblatt DIN 1313.
H1b (leichartige GroBen haben dieselbe Dimension. Gré8en derselben Dimension

brauchen aber nicht gleichartig zu sein. So haben z. B. das Drehmoment und die
Arbeit die gleiche Dimension, ndmlich: Kraft X Lénge. — Bei Mafsystemen mit vier
passend gewihlten Grundeinheiten kommt einer GroBe nur eine einzige Dimension
zu. Damit dies auch bei den CGS-Systemen der Fall ist, muB man entweder die

Permeabilitit oder die Dielektrizititskonstante des leeren Raumes als vierte
Grundeinheit hinzunehmen.

1 Landolt, Komplexe Zahlen und Zeiger. 1



§111.4 Komplexe Zahlen und Zeiger.

Aus ihnen findet man die wichtige Beziehung

{ey _ L&)

@ = er- (111d)
MiBt man eine Gré6B8e mit zwei verschieden grofen Einheiten,
so verhalten sich die Zahlenwerte umgekehrt wie die Ein-
heiten. MiBt man z. B. die Leistung 1500 kW nicht in kW, sondern
in der tausendmal kleineren Einheit W, so erhilt man 1500000 W.
—.5) Formelzeichen, wie N, z, % usw. kénnen je nachVerabredung GréBen
oder Zahlenwerte sein. Sind es GréBen, so bezeichnet man die zwischen
ihnen aufgestellten Gleichungen als GréB8engleichungen. Andernfalls
sind es Zahlenwertgleichungen. Gleichungen zwischen Einheiten
sind ein Sonderfall von GroBengleichungen, sie heilen Einheiten-
gleichungen. Beispiele fiir Einheitengleichungen sind

1min = 60 s (111e)
und 1 kW = 102 mkg/s i, (111£)

—.8) Oft wiinscht man eine aus einer gegebenen GroBengleichung be-
rechenbare Gréfle in einer vorgegebenen Einheit zu erhalten und gleich-
zeitig die AusgangsgréBen in bestimmten Einheiten zu verwenden. Man
kann hiezu die gegebene GroBengleichung auf die erwiinschten Ein-
heiten zuschneiden. Sie heiBt dann zugeschnittene GroBenglei-
chung. Es sei beispielsweise die Gréfengleichung

N =2anM (111g)

gegeben und man wiinsche die Leistung N in kW zu erhalten, die Dreh-
zahl n in U/min und das Drehmoment M in mkg einzusetzen. Wir er-
weitern hiezu (111g) mit U/min, mit mkg und mit kW und erhalten so
n M TU/min - mkg
U/min mkg W KW
Nun ist zu beachten, daB die Einheit U keine Dimension hat und folg-
lich in Umrechnungen gleich 1 gesetzt werden darf. Beriicksichtigen wir
weiter (11le u. f), so finden wir

N =2n

U/min - mkg 1
kW T 60 - 102
und damit n M
Ulmin mkg
N — U/min mkg (111h)

975
Sind in einem Anwendungsfalle » = 500 U/min und M = 2925 mkg ge-
geben, so liefert die zugeschnittene GréBengleichung (111h) das Ergebnis

500 - 2925
N = 975 kW = 1500 kW.

e Den guf der linken Seite dieser Gleichungen stehenden Faktor 1 kann man
auch weglassen, ohne daBl damit etwas gedndert wiirde.

2



Einige allgemeine Grundlagen. §111.7

—.7) In §111 und in den meisten der nachfolgenden Abschnitte sind unter
den allgemeinen Zahlzeichen stets GréBen verstanden. Die zwischen ihnen
aufgestellten Gleichungen sind daher GréBengleichungen. Rechnet man
mit den Haupteinheiten eines auf 4 Grundeinheiten aufgebauten MaB-
systems, z. B. mit dem MaBsystem von Giorgi'*d (Meter, Kilogramm-
Masse, Sekunde, Ohm), so gelten sie ohne weiteres auch als Zahlen-
wertgleichungen.

Winkel in der Ebenel!?2, § 112

—.1) Das Wort Winkel wird in zwei verschiedenen Bedeutungen ge-
braucht. Die Planimetrie arbeitet mit vorzeichenlosen Winkeln. Wir
wollen sie Offnungswinkel nennen. Die analytische Geometrie rech-
net im Gegensatz hierzu mit Winkeln, die positiv oder negativ sein
kénnen. Zur Unterscheidung nennen wir solche Winkel Drehwinkel.
Ein Drehwinkel beschreibt die Verdrehung einer Anfangsrichtung in
eine Endrichtung. Erfolgt diese entgegen dem Drehsinn des Uhr-
zeigers, so erklirt man den Drehwinkel als positiv, im andern Falle als
negativ. Diese Festsetzungen sind in der Mathematik und in verwandten
Gebieten allgemein iiblich, obwohl sie weitgehend willkiirlich sind. Nach-
folgend brauchen wir das Wort Winkel immer im Sinne von Drehwinkel.
—.2) Versuchen wir einen Winkel durch eine Anfangs- und durch eine
Endrichtung, die durch die Pfeile % und € gegeben sein mogen, festzu-
legen, so ist diese Angabe vieldeutig. Man kann nédmlich die Anfangs-
richtung im Gegenuhrzeigersinn oder im Sinne des Uhrzeigers und iiber-

dies in Bruchteilen einer

Umdrehung oder in mehr £

als einer ganzen Um- . uA

drehung in die End- ¢\ 5 /y -y
richtung iiberfithren. Um

Eindeutigkeit zu errei- B g P
chen, wenden wir des- )

halb noch den Winkel-

bogenan (Abb.112a). Er

ist ein Stiick eines Kreis- A

. . Abb. 112a. Bezeichnung der Winkel @, «, (A, 8) und y
bogens. Sein Mittelpunkt  durch Winkelbogen tiir den Fall, das die Pfefle 9, 04, % und
. . B die Anfangs- und die Pfeile €, OF, 3B und W die Endrich-
ist der Schnittpunkt der tungen festlegen.

11d By wurde von der IEC (Internationale Elektrotechnische Kommission)
im Jahre 1935 angenommen [Elektrotechn. Z. 56 (1935) S.1112]. — Einige fiir
dieses MaBsystem geltende Haupteinheiten sind in Tafel 1 zusammengestellt.

1122 Die nachfolgenden Festsetzungen widersprechen teilweise den Angaben von
Normblatt DIN 1312. Es werden dort im Abschnitt ,,Winkel zweier gerichteter
Geraden in der Ebene‘ negative Winkel ausgeschlossen. Dies erscheint indessen
dem Autor als mit den Bediirfnissen der Schwingungslehre unvereinbar.

1* 3



§112.2 Komplexe Zahlen und Zeiger.

beiden Pfeile oder ihrer Verlingerungen. Sein Bogen liegt auf dem bei
der Verdrehung bestrichenen Teil der Ebene. Er fingt an auf dem die
Anfangsrichtung bezeichnenden Pfeil oder dessen Verlingerung und
endet auf dem die Endrichtung bezeichnenden Pfeil oder dessen Ver-
lingerung. Insbesondere liegen sein Anfangs- und sein Endpunkt in
bezug auf den gemeinsamen Schnittpunkt auf derjenigen Seite, nach der
der in der Richtung Schaft—Spitze beweglich gedachte Pfeil fliegt. Den
Endpunkt des Winkelbogens kennzeichnen wir durch eine Spitze. Oft
dient es zur Klarheit, wenn man den Anfangspunkt mit einem kleinen
Kreislein versieht 12D,

—.3) Der Betrag eines Winkels ist ein Offnungswinkel. Beiihm kommt
die Auseinanderhaltung der Anfangs- und der Endrichtung nicht in
Frage. Wir bezeichnen ihn deshalb durch einen spitzenlosen oder durch
einen beidseitig mit Spitzen versehenen Winkel-
‘ bogen (Abb.112b). In der Rechnung kennzeich-
& \4gi-/or net man den Betrag eines Winkels durch zwei
senkrechte Striche, wie das auch fiir den (ab-
soluten) Betrag einer gewdhnlichen Zahl iiblich
] ist. HeiBt ein Winkel @, so ist demnach fiir seinen

Betrag |@| zu schreiben.
—.4) Den Winkel selbst kann man nun wie folgt
A" definieren. Ein Winkel ist das Verhéltnis der
Abb. 112D, Bercichmme ds Liange eines Winkelbogens (lingsdes Umfanges
gemessen!) zu seinem Radius; Winkelbdgen,
die im Gegenuhrzeigersinne weisen, sind als positiv, andere
als negativ zu betrachten. Der Radius ist stets eine vorzeichenlose
(positive) Lénge. Sind ¢ der Winkel, b die positive oder negative
Linge des Bogens und R der Radius, so gilt demnach die Gleichung

=75 (112a)

Als Quotienten von zwei Lidngen sind Winkel dimensionslose GroSen,
also reine Zahlen.

—.5) Ein positiver Winkel, der die Endrichtung so weit dreht, bis sie zum
ersten Male mit der Anfangsrichtung zusammenfillt, der also eine volle
Umdrehung beschreibt, hat bekanntlich den Wert 6,2831853 ... oder
2m. Um fiir Winkel, die einen natiirlichen Bruchteil einer vollen
Umdrehung darstellen, bequeme Zahlen zu erhalten, hat man dem Winkel

12> Tn der Literatur werden in sehr vielen Abbildungen die Winkelbogen beid-
seitig mit gleichen Spitzen versehen, so daf man die Anfangs- und die Endrichtung
nicht voneinander unterscheiden kann. Das Vorzeichen des Winkels kann aus
solchen unvollstindigen Darstellungen ohne die Zuziehung weiterer Mitteilungen
natiirlich nicht entnommen werden.

4



Einige allgemeine Grundlagen. §112.5

2 7t auch den Wert 360° (sprich: 360 Grad) beigelegt. Man errechnet
hieraus 1° = 27/360 = 0,01745329 . ... Fiir praktische Rechnungen
gelten genau genug

1

1° = 573 und 57,3°=1. (112Db u. ¢)
—.6) Unterscheiden sich zwei Winkel um positive oder negative Vielfache
von 27, so bringen sie bei gemeinsamer Anfangsrichtung eine gemein-
same Endrichtung hervor. Fiir viele Zwecke darf man deshalb den
Winkel —240° durch den Winkel - 120° ersetzen. Winkel, die auer-
halb des Bereiches —2m- - - 4+ 27 liegen, werden, wenn immer mog-
lich, vermieden. Meist strebt man darnach, mit Winkeln der Bereiche
—me+-+ +m oder 0...27 auszukommen. Die trigonometrischen
Funktionen Sinus, Kosinus, Tangens, Kotangens zeichnen sich da-
durch aus, daB sie fir alle Werte ¢ + k2x dasselbe Ergebnis
liefern, wenn k Null oder eine ganze positive oder negative Zahl
ist. Dabei ist indessen zu betonen, daB ein Winkel ¢ + £ 2 7z niemals
dem Winkel ¢ gleich ist. Gibt man von einem Winkel nur die Anfangs-
und die Endrichtung an und 148t man den Winkelbogen weg, so ist der
Winkel nur bis auf ganze Umdrehungen genau bestimmt. Dies geniigt
dann, wenn man sich nur fir seine trigonometrischen Funktionen in-
teressiert. Angaben wie sin (2, %) oder cos <t AOE reichen daher in sol-
chen Fillen vollstandig aus, obwohl sie hinsichtlich des Winkels streng-
genommen vieldeutig sind.

Summen und Differenzen von Winkeln in der Ebene. §113
—.1) Ist die Summe der Winkel «, §, 9, ... zu bilden, so ist diese wie bei
gewohnlichen Zahlen zu berechnen, da ja jeder Winkel eine reine Zahl
ist. HeiBlt die Summe ¢, so wird

p=ax+pB+y+ - (113a)
Dabei konnen die Winkel «, f, 9, . . . einzeln oder alle positiv oder ne-
gativ sein. Um die geometrische Bedeutung der Winkelsumme zu er-
kennen, fithren wir die Winkel nach (112a) als Quotienten ein. Es sei

_ b _ ba _ bs _ b
‘;D—R‘p; “_R“: ﬁ_R_ﬂ, ’}’—Ry>
Nach (113a) erhalten wir dann
by ba | bg | by
PR R TR TR T
und daraus
. Ry Ry Ry
b(p—-btx—‘a + bﬂEE +by-1Ty + LI

Dieses Ergebnis ist in Abb. 113a geometrisch dargestellt. Der Winkel-
bogen b, setzt sich zusammen aus den auf den Radius R, reduzierten

5



§113.1 Komplexe Zahlen und Zeiger.

Winkelbogen b,, bs,b,, . ... Der Summenwinkel entsteht durch An-
einanderreihen der gegebenen Winkel unter Beriicksichtigung ihrer Vor-
zeichen. Die Endrichtung der vorher behandelten Winkel ergeben die
Anfangsrichtung fiir jeden neu anzureihenden Winkel. Der Winkelbogen

Abb. 113 a. Zeichnerische Ermittlung der Summe ¢ =a-+g+7.

des Summenwinkels erstreckt sich von der Anfangsrichtung zur End-
richtung des letzten Winkels.

—.2) Ist von einem Winkel & ein Winkel § zu subtrahieren, also die
Differenz ¢ zu bilden, so ist wie oben wie mit gewohnlichen Zahlen
zu rechnen. Es sei ¢ =o—p. (113b)

Wie frither erhalten wir hieraus

D Ko *\’!/%_)

Abb. 113b. Zeichnerische Ermittlung der Differenz ~ Abb. 113c. Zeichnerische Ermitt-
p=a—p. lung der Differenz ¢ = —f + o.

Der Winkelbogen des Differenzwinkels erstreckt sich dann von der An-
fangsrichtung des vorzeichenlos (positiv) in (113b) stehenden Winkels
bis zur Anfangsrichtung des abzuziehenden Winkels. — Abb. 113 ¢ ist nach
der Gleichung ¢ = — f# + « konstruiert, die aus (113 b) durch Umstellung
hervorgeht. Das Ergebnis bleibt dasselbe, wie dies auch fiir gew6hnliche
Zahlen der Fall ist. — Statt einen Winkel § zu subtrahieren, kann man
auch den Winkel — 8 addieren. Es ist dann nach der Gleichung

R R
by = ba ¥ + (—bg) oE
@ a‘l_( ﬁ)R/;




Begriff der komplexen Zahl und der komplexen GrofBe. §113.2

zu konstruieren, was in Abb. 113d dargestellt ist. Sobald mehr als
zwei Winkel zu kombinieren sind, ist dies immer zu empfehlen.

—.3) Der Winkelbogen b,, des Summen- oder Differenzwinkels ist immer
so zu legen, daB er ganz auf den Bogen zu liegen kommt, den die auf den

,6 (/4
e d
ﬁw =
Abb.113d. Zeichnerische Abb. 113e. Zeichnerische Ermittlung der Summe ¢ =« + A mit
Ermittlung der Summe falscher Eintragung des Winkelbogens bqj.

@=20o+(—p).

Radius R, reduzierten Winkelbogen der auf der andern Gleichungsseite

stehenden Winkel zusammen bilden. Keinesfalls darf er mit diesem
Bogen zusammen den gemeinsamen Mittelpunkt einschlieBen, wie dies
in Abb. 113e dargestellt ist.

Begriff der komplexen Zahl und der komplexen Grofe. §12

Die Lésung quadratischer Gleichungen. § 121

—.1) Ist eine quadratische Gleichung von der Form 22+ pz 4 ¢ =0 zu
l6sen, so bringt man bekanntlich ihre linke Seite auf die Form a? 4 2a b
+ b2, deren Wurzeln - (a - b) lauten. Um dies zu erreichen, addiert

man auf beiden Seiten der Gleichung den Ausdruck (%)2~ q¢. Man er-

hilt so «% + % px + (5)2:: (g>2— q - Zieht man nun auf beiden Seiten

die Wurzeln aus, so geht die Gleichung tiber in :t(:v + g) =+ l/ ( g_)z —q.

DarausergebensichschlieBlich die beiden Lésungen z, == ——g— —i—]/ ’ (g)z —q
__2 _ (¢, PV ks ;

und z, = 3 l 5 g . Aus dem Ausdruck 5) —4 kénnen die

Wurzeln nur dann ausgezogen werden, wenn er positiv, also groBer als
Null ist. Trifft dies nicht zu, so 148t sich als Ergebnis der Wurzelziehung
keine reelle oder gewohnliche (positive oder negative) Zahl angeben,
denn es existiert keine reelle Zahl, die ins Quadrat erhoben eine
negative Zahl gibt. . ’

—.2) Es soll nun vorausgesetzt sein, da der Ausdruck (g) — ¢ negativ

sei, also die frithere Voraussetzung nicht erfille. Es sei nun k eine po-
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§121.2 Komplexe Zahlen und Zeiger.

2
sitive Zahl, und es gelte weiter der Ansatz —k? = (—g) — ¢. Fir die
beiden Losungen erhilt man dann =z, = — %’i—}— V—1k und z, = — g

— 1/?115 z; und z, sind nun keine reellen Zahlen mehr, sie sind viel-
mehr Zahlenpaare. Diese bestehen aus zwei Gliedern. Das eine ist
eine reelle Zahl, also ein Vielfaches von 1; das andere ist das -k fache
Vielfache der unberechenbaren Wurzel aus — 1. Diese beiden Bestand-
teile konnen nicht zu einer reellen Zahl zusammengezogen werden, denn
alle reellen Zahlen sind Vielfache von 1, enthalten aber den Ausdruck 1/ —1
nicht als (einmaligen) Faktor.

Komplexe Zahlen. § 122
—.1) Nicht nur bei der Losung quadratischer Gleichungen, sondern auch
bei anderen Problemen st6ft man auf solche Zahlenpaare, deren all-
gemeine Form a -+ y———l b lautet. Man nenntsie komplexe Zahlen!?22,
was wortlich iibersetzt zusammengesetzte Zahlen bedeutet. . Zur Ver-
einfachung der Schreibweise setzt man

j= + =1, (122a)

Fiir eine komplexe Zahl ist damit a + b zu schreiben!?2¢, Hierin ist §
eine neue Einheit, die keine reelle Zahl ist. Man nennt sie imaginire
Einheit!?d, Der sie enthaltende Teil einer komplexen Zahl wird als
ihr imaginédrer Teil oder kiirzer als ihr Imaginérteil bezeichnet.
Der neben der imagindren Einheit stehende Faktor ist der Zahlenwert
des Imagindrteiles. Der andere Teil einer komplexen Zahl ist ihr reeller
Teil oder kiirzer ihr Realteil. Dieser fillt mit seinem Zahlenwert zu-
sammen, da seine Einheit 1 ist.

—.2) Oft wiinscht man der Kiirze halber komplexe Zahlen durch einen
einzigen Buchstaben wiederzugeben. Um sie von den allgemeinen Zahl-
zeichen der reellen Zahlen zu unterscheiden, werden wir zur Kenn-
zeichnung komplexer Zahlen Frakturbuchstaben, meist 3 (sprich:
Deutsch-Z oder Z-Komplex) verwenden!??¢. In der Schreibschrift

22 Sje wurden zur Hauptsache im 18. Jahrhundert erfunden. Man nennt
sie gelegentlich auch gewoéhnliche komplexe Zahlen, um sie von den viel-
gliedrigen, den sog. héheren komplexen Zahlen zu unterscheiden.

122 Die Mathematiker verwenden den Buchstaben ¢ statt j. Da aber in der
Elektrotechnik s international den Augenblickswert des Stromes bedeutet, brauchen
die Elektrotechniker durchwegs j.

122¢ Finige Autoren ziehen, offenbar in Anlehnung an die bei Vektoren iibliche
Schreibweise, a + bj vor.

124 Tmaginar bedeutet eingebildet, bildlich. Diese wortliche Ubersetzung wird
heute allgemein als sinnlos betrachtet.

122¢ Diese Bezeichnungsweise wird in nicht deutsch sprechenden Lindern nicht
benutzt. Dort werden gelegentlich fette Buchstaben oder Buchstaben mit dariiber-
gesetztem Querstrich angewendet.

8



Begriff der komplexen Zahl und der komplexen GroBe. §122.2

braucht man vorteilhaft die Buchstaben des deutschen Alphabetes!?2f.
Als Ausweichzeichen werden auch Buchstaben mit dariibergesetztem

Punkt verwendet. So werden wir z. B. @ (sprich: Phi-Punkt oder
Phi-Komplex) schreiben. Ferner wollen wir den Realteil einer komplexen
Zahl 8 mit Z, und den Zahlenwert des Imagmartelles mit Z, bezeichnen.
Es gilt dann die Identitéit

B=2+in) az2b)

—.3) DaB Z, der Realteil und Z, der Zahlenwert des Imaginirteils der
komplexen Zahl 3 sind, driickt man durch die Identitdten

szsﬁe(g)[ und |zyssm_(§)_ (122¢ u. d)

aus. Fir (122b) erhalten wir dann

|3 =%Re(8) + im(3)|. (122e)

—.4) Der Realteil und der Zahlenwert des Imaginérteils einer komplexen
Zahl konnen beliebige positive oder negative Zahlen sein. Ist der Zahlen-
wert des Imaginirteils eine negative Zahl, gilt also Z, = —|Z,|, so

wére nach (122b) Zy +i(—|Zy)) (122£)

zu schreiben. Der Kiirze halber nimmt man aber das Minuszeichen vor
das 7 und schreibt .
] Z— 17, (122g)

Z. B. schreibt man statt 5 + j(—2,5) stets 5 — 72,5.

—.5) Wird der Realteil einer komplexen Zahl zu Null, so nennt man sie
imaginédre Zahl. Wird dagegen der Imaginérteil zu Null, so geht sie
in eine reelle Zahl iiber. Sind beide Teile Null, so sagt man, die
komplexe Zahl sei Null. Der Gleichung

3=0 (122h)
entsprechen somit die zwei Gleichungen
Zy=0 und Z,=0. (1221 u. k)

—.6) Fir die Gleichheit zweier komplexer Zahlen macht man folgende
naheliegende Festsetzung: Zwei komplexe Zahlen sind einander
dann und nur dann gleich, wenn sie gleiche Realteile und
gleiche Imaginarteile haben. Die zwischen den beiden komplexen
Zahlen 3, und 3, geltende Gleichung

31 = 3e (1221)

122f Pigr Leser, die es nicht kennen, enthilt Tafel 2 eine Schriftvorlage.



§122.6 Komplexe Zahlen und Zeiger.

kann somit ersetzt werden durch zwei Gleichungen zwischen reellen
Zahlen, nimlich durch

le = Zgz und Zly = Zgy. (122m u. n)

—.7) Geht man von der Gesamtheit der positiven Zahlen aus, so kann
man durch die Subtraktion einer gréBeren von einer kleineren auf die
negativen Zahlen kommen. Gegeniiber der Subtraktion bilden somit
die positiven Zahlen allein kein in sich geschlossenes System, wohl aber
die Gesamtheit der positiven und der negativen Zahlen. Durch die Ra-
dizierung (Wurzelausziehung) kommt man aber von den negativen zu
den komplexen Zahlen. In bezug auf die Radizierung bildet daher auch
die Gesamtheit der positiven und negativen Zahlen kein solches System.
Die komplexen Zahlen, die die positiven und negativen Zahlen als Son-
derfille enthalten, bilden dagegen in bezug auf die sieben Grundopera-
tionen (addieren, subtrahieren, multiplizieren, dividieren, potenzieren,
radizieren, logarithmieren) ein in sich geschlossenes System. Durch
fortgesetzte Anwendung der sieben Grundoperationen kommt man
nicht iiber die komplexen Zahlen hinaus. Dies ist die Ursache ihrer
grofen Bedeutung.

Geometrische Darstellung komplexer Zahlen, Zeiger. § 123

—.1) In der Zeichnungsebene seien eine z-Achse und eine von dieser aus
um einen positiven rechten Winkel verdrehte y-Achse gegeben. Fiir
beide Achsen sei dieselbe Linge als Einheit festgelegt. Die Lage irgend-
eines Punktes P der Zeichnungsebene 148t sich dann durch zwei Ko-
ordinaten Z, und Z, eindeutig bestimmen (Abb.123a). Dabei gilt Z, fiir

7 die z-Achse und Z, fiir die y-Achse.

ar Wiirden die beiden Koordinaten

Un nicht auf den ihnen zugeordneten

T — S N N B B Achsen verwendet, so bestimmen sie
-3 -2 7 0 7 2 § 4 5§ ¢ . . .

i z im allgemeinen einen andern Punkt

der Zeichnungsebene. Die beiden

i 1 , Koordinaten bilden somit ein geord-

- netes Zahlenpaar wie der Realteil und

Abb. 123a. Geometrische Darstellung der  der Imaginidrteil einer komplexen

komplexen Zahl 5 — 72,5 durch den Punkt P.
Zahl. Betrachtet man Z, als den

Realteil und Z, als den Zahlenwert des Imaginirteils einer komplexen
Zahl, so entspricht jedem Punkt der Zeichnungsebene eindeutig eine
komplexe Zahl und umgekehrt. Der Punkt P mit den Koordinaten Z,
und Z, stellt somit die komplexe Zahl Z, 4 jZ, geometrisch dar.

—.2) Da die geometrische Darstellung der komplexen Zahlen hauptséich-
lich durch Gaul bekanntgeworden ist, bezeichnet man die Zeichnungs-
ebene in diesem Zusammenhang als die GauBsche Zahlenebene. Der
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Begriff der komplexen Zahl und der komplexen GréBe. §123.2

Kiirze halber nennt man die die Realteile tragende Achse reelle Achse
und die die Imaginéirteile tragende imaginire Achse.

—.3) Die Lage des die komplexe Zahl § darstellenden Punktes haben wir
durch ein Kreislein angedeutet, dessen Mittelpunkt der anzugebende
Punkt ist. Statt dessen kénnen wir nach Abb. 123b auch einen vom Null-
punkt des Koordinatensystems aus gezeichneten Strich mit Spitze ver-
wenden, wenn wir verabreden, daB der Punkt selbst am duBersten Ende
dieser Spitze liege. Einen solchen Strich nennt man Zeiger'??, ebenen
Vektor, Diagrammvektor, oft

auch nur Vektor. Nun gelten aber ‘Z_

fiir-die uns hier interessierenden Ge-

bilde — abgesehen von der Addition T

und der Subtraktion — andere =5 =7 7 I~g % R
Rechengesetze als fiir die gewohn- -1 x
lichen Vektoren. Zur Vermeidung 2

von MiBverstdndnissen wollen wir da- il

her den Namen Zeiger bevorzugen. Fiir
die zeichnerische Ausfiihrung eines
Zeigers unterscheiden wir den FuB-
punkt, den wir durch ein Kreislein darstellen, den Schaft und
die Spitze. Aus Abb.123b entnehmen wir, daB die Projektionen
des Zeigers auf die Real- und die Imagindrachse die Zahlenwerte des
Real- und des Imaginérteils der dargestellten komplexen Zahl ab-
bilden. Von der Veranschaulichung komplexer Zahlen durch Zeiger
werden wir nachstehend fortgesetzt Gebrauch machen.

Abb. i23b. Zeiger der k(;mplexen Zahl
5—42,5.

Verschiedene Formen einer komplexen Zahl. § 124

—.1) Die bisher gebrauchte FormZ,4-;jZ, einer komplexen Zahl wollen
wir nachstehend zur Unterscheidung von andern Formen als die ge-
wohnliche Form einer komplexen Zahl bezeichnen.

Die trigonometrische Form und die Kennellysche Form. § 1241
—.1) Die durch die Gleichung
Z=+VZ:+ 22 (1241a)

definierte Zahl Z heiit Betrag oder Modul der komplexen Zahl
3=2,+7Z,. Bei gewohnlichen Zahlen wird der (absolute) Betrag
durch zwei senkrechte Striche angedeutet. Man verwendet dieses
Zeichen in erweiterter Bedeutung auch bei komplexen Zahlen und
schreibt —
|z =13l|. (1241b)

122 Nach Kiipfmiiller, K.: Einfithrung in die theoretische Elektrotechnik,
S. 117. Berlin: Julius Springer 1932.
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§1241.2 Komplexe Zahlen und Zeiger.

—.2) Die durch die beiden Gleichungen

cosQ = (1241¢c)

und

NN NN

sing = (12414)

definierte Zahl ¢ heiit Phase, Abweichung, Arcus, Argument
oder Winkel der komplexen Zahl 3=2,+jZ,. Unter Verwendung der
Arcusfunktionen kénnen wir auch

@ = arc cos(—ZZ—"> und @ = arc sin(—ZZ—”> (1241 e u.f)

schreiben. Den Inhalt dieser beiden Gleichungen faBt man schlieBlich

noch in der kurzen Form
@ = arc @J (1241g)

zusammen. Aus (1241lc u. d) ergibt sich durch Division

tggp = gﬂ (1241h)
Die Phase 148t sich aus diesen Gleichungen immer nur bis auf ganze
Vielfache von 27 bestimmen (§ 112. 6). Beschrinkt man die Bezeich-
nung @ auf einen in den Bereichen O : .. 427 oder — 7 - - - + 7 liegen-
den Hauptwert, so muB in den Gleichungen statt ¢ strenggenommen
immer ¢ + k 27 geschrieben werden, wobei k£ Null oder irgendeine ganze
positive oder negative Zahl ist. Der Bequemlichkeit halber wird der
Summand % 2z jedoch stets weggelassen, wenn dies ohne nachteilige
Folgen geschehen kann. Auch hier wollen wir es so halten.

—.3) Aus (1241c u. d) folgen ferner
Zy=2Zcosp und Z,= Zsing. (12411 u. k)
Durch Einsetzen in § = Z, + jZ, finden wir

|8 = Z(cosp + §sing) | (1241 1)

Die rechte Seite dieser Gleichung heifit trigonometrische Form oder
Normalform einer komplexen Zahl1?42,

12412 Bej der Umrechnung der gewéhnlichen in die trigonometrische oder in
die Kennellysche Form ist (1241a) fiir den Rechenschieber nicht bequem. Man
errechnet zuerst ¢ aus (1241h) und dann Z aus (1241i) oder (1241k). Wer hiu-
fig solche Umrechnungen zu machen hat, verwendet mit Vorteil das von Wallot
gegebene Rezept. Wallot, J.: Theorie der Schwachstromtechnik, S. 67. Berlin:
Julius Springer 1932.
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Begriff der komplexen Zahl und der komplexen GréBe. § 12414

—.4) Stellt man die komplexe Zahl 3 nach § 123 durch einen Punkt mit
den Koordinaten Z, und Z, geometrisch dar (Abb. 1241a), so erkennt
man an (1241a) und unter Anwendung des Satzes von Pythagoras,
daB der Betrag Z durch den Abstand des Punktes vom Koordinaten-
nullpunkt ausgedriickt wird. Dabei ist aller- y
dings Voraussetzung, dafl die Zahl 1 auf bei- 3

den Achsen und auf der vom Koordinaten- %
nullpunkt zum 3 entsprechenden Punkt fiih-
renden Verbindungslinie durch dieselbe Strecke
dargestellt wird. Weiter erkennt man, da8
die Phase wiedergegeben wird durch den Win- g
kel, um den diese Verbindungslinie gegeniiber AT \
der positiven Hailfte der reellen Achse ver- L
dreht ist. Man hat hiezu nur (1241c u. d) auf Z o+ z
die rechtwinkligen Dreiecke anzuwenden. Wéh-
rend eine komplexe Zahlin gewShnlicher Form  Abb. 1241a. Zeigerbild einer
einen Punkt durch seine geradlinig-rechtwink- é‘;’ﬁ"lﬁ 25, Zfihls',s, > 6 lon4d,
ligen Koordinaten festlegt, bestimmt die tri- ¢ = 114710"
gonometrische Form derselben komplexen Zahl denselben Punkt durch
seine Polarkoordinaten.

—.5) In der gewshnlichen Form hat eine komplexe Zahl die Gestalt einer
Summe, in der trigonometrischen Form erscheint sie dagegen als Pro-
dukt. Der -eine Faktor dieses Produktes ist der Betrag. Er bestimmt
allein den Abstand des der komplexen Zahl entsprechenden Punktes
vom Koordinatennullpunkt. Der zweite Faktor hat hierauf keinen Ein-
fluB. Rechnet man seinen Betrag nach (1241a) aus, so findet man tat-
séchlich —H/cosz(p + sin2¢p = 1. Er legt dagegen ausschliefllich den
Winkel fest, um den der Punkt aus der reellen Achse verdreht ist. Er
heiit deshalb Dreher oder Versor. Hat eine komplexe Zahl einen
konstanten Betrag, aber eine verinderliche Phase und damit einen ver-
dnderlichen Dreher, so beschreibt der ihr entsprechende Punkt einen
Kreis mit dem Koordinatennullpunkt als Mittelpunkt. Sind dagegen
die Phase und damit der Versor konstant und ist der Betrag verdnder-
lich, so bewegt sich der Punkt auf einem Strahl, der im Koordinaten-
nullpunkt einsetzt.

—.6) Im Interesse einer kurzen Schreibweise setzt man nach einem Vor-
schlage von A. E.Kennelly!%1b

1241¢

/® = cosp + jsing (1241 m)

1245 lectr, Wid., N. Y. 23 (1894) S. 17.
124l Statt /@ (sprich: Dreher @) schreiben einige Autoren auch cisg.
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§ 1241.6 Komplexe Zahlen und Zeiger.

Mit der Kennellyschen Schreibweise geht (12411) iiber in

3 =172/ (1241n)

Hierfiir kann man nach (1241g) auch

= |3 |/arc(3) (1241 0)

schreiben. Die Kennellysche Schreibweise der trigonometrischen Form
wird nachstehend kurz als Kennellysche Form einer komplexen
Zahl bezeichnet 12412,

—.7) Beriicksichtigt man, daB die Funktionen cosg und sing fir die
Zahlen ¢ und ¢ + k 27 dieselben Werte annehmen, wenn % eine ganze
Zahl ist, so findet man an Hand von (1241m) die Beziehung

/9 =/® + k2n, k= ganze Zahl. (1241p)

Ferner berechnet man nach (1241m) leicht folgende besondere Werte
des Drehers.

J0=/0°=1; /m|2=/90°=]; /—m/2=/—90°=—j; /m=/180°=—1;

[27m[3=/120°= —1/2 + j}3[2; /4nm/3=/240° =—1/2 — jV3/2.

—.8) Sind zwei komplexe Zahlen einander gleich, so haben sie gleiche
Realteile und Imaginédrteile (§ 122.6). Nach den Formeln von § 1241.2
und § 1241.3 haben sie dann auch gleiche Betrige und gleiche Dreher.
Umgekehrt folgt aus der Gleichheit der Betrige und Dreher auch die
Gleichheit der Realteile und der Imaginirteile. Es gilt deshalb ohne
Widerspruch mit § 122.6: Zwei komplexe Zahlen sind einander
dann und nur dann gleich, wenn sie gleiche Betridge und
gleiche Dreher haben. Die zwischen den beiden komplexen Zahlen
3, und 3, geltende Gleichung

81 = 3. (1241q)

ist somit gleichwertig den zwei Gleichungen

|81]=182] wund Jarc(8,) = /arc(8,). (1241r u.s)

Wegen der Periodizitdt der trigonometrischen Funktionen Kosinus und
Sinus folgt aus der Gleichheit der Dreher nicht die Gleichheit der Phasen,
sondern nur

arc(3,) = arc(3,) + k2. (1241t)

Man kann (1241q) auch durch (1241r u. t) ersetzen und sagen: Zwei
komplexe Zahlen sind einander dann und nur dann gleich,
wenn sie gleiche Betrige haben und wenn ihre Phasen sich
gleichsindodersichumganze Vielfachevon 2w unterscheiden.

14



Begriff der komplexen Zahl und der komplexen Gréfe. §1242

Die Ezxponentialform. § 1242
—.1) Es muB hier als bekannt vorausgesetzt werden, dal man trigono-
metrische Funktionen und Exponentialfunktionen durch Potenzreihen
darstellen kann. Insbesondere wird hier davon ausgegangen, daBl die
Gleichungen

5 7

ing =% —
sing =1 — 95 T g s Tas s ey T (12429)
— 1}72 (]J4 . (ps
cosp=1—1 5 +15.3.2  1-3-3.4.5.6 + o (1242D)
2 3 .’Z4
e=1+I+15+iss+trasst - (2420

gelten. Multipliziert man (1242a) mit j und addiert man sie zu (1242b),
so erhilt man
3 4 5

q* . 9 . 4 _
Ites 1234 /Ta3.45

coscp—}-jsinqo:l—}—j%—ﬁ——

Da nach (122a) § lediglich eine andere Schreibweise fiir —H/_——‘lm ist,
findet man durch Ausmultiplikation die Gleichungen

Ger=—¢% (GeP=—1¢% (e)=9¢, (GeP=1¢ -
Diese gestatten

y 5
cos @ —}—7s1n<p_1—|—m +(W) + 1(7(5 3 + 7 (;993 4+ 1.2(7.(?’:).4.5—%

zu schreiben. Setzt man voriibergehend jp = x, so erkennt man, dafl
die rechte Seite dieser Gleichung die in (1242c¢) enthaltene Potenzreihe
der Exponentialfunktion e® ist. Es gilt daher die unter dem Namen
Eulersche Formel bekannte Gleichung

leosqo + jsing = ef‘?9| . (12424)

Damit geht (12411) tber in
' |3 =2¢7|. (1242¢)

Dies ist die Exponentialform einer komplexen Zahl. Der in ihr ent-
haltene Faktor ¢/? ist der Dreher.

—.2) Die in §1241.6 eingefithrte Kennellysche Form einer komplexen
Zahl kann man auch als Sonderschreibweise der Exponentialform an-
sprechen.

Konjugiert komplexe Zahlen. §125
—.1) Unterscheidet sich eine komplexe Zahl von einer andern komplexen
Zahl nur durch das Vorzeichen des Imaginérteiles, so wird sie als zur
andern konjugiert bezeichnet. Konjugiert bedeutet auf deutsch an-
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§125.1 Komplexe Zahlen und Zeiger.

gefiigt, gepaart. Nachfolgend werden konjugiert komplexe Zahlen durch
das Zeichen ~ als solche kenntlich gemacht. Fiir die zu 8 konjugierte

komplexe Zahl wird 3125® (sprich: Z-konjugiert (komplex)) geschrieben.
Da sich die Realteile von 3 und 3 nicht unterscheiden, gilt

Re(3) = Re (3)]- (125a)

DefinitionsgemiB gilt dagegen fiir die Zahlenwerte der Imaginérteile die
Gleichung

3m(3) = —3m(3)|. (125b)

Es ist beispielsweise die komplexe Zahl Zl +jZ, konjugiert zu Z, —jZ,.
Ebenso ist aber auch Z, —jZ, zu Z, + jZ, konjugiert. ‘
—.2) Stellt man die beiden komplexen

y Zahlen 3 und 3 nach §123 geo-
3 Inl(3) metrisch dar, so liegen die beiden
| —~ Punkte 3 und 3 spiegelbildlich zur
Le7 93 reellen Achse (Abb. 125a). Man kann
Re(B) *7 ( \ aus (1241a) oder aus der geo-
%(3) o Z * metrischen Darstellung erkennen,
*7 are. . .
B |~ daBzueinander konjugierte komplexe
Zahlen denselben Betrag haben. Es
3 Inl3) gilt die Gleichung
Abb. 125a. Zeigerbild der zueinander konju- | 3 == ‘ 8 ‘ . (125 c)
gierten komplexen Zahlen 8 und g Es sind

Re(8) = —4, Jni) =3 181=5. a8 porner entnimmt man aus (1241c

u.d) oder aus der geometrischen
Darstellung, daB die Phasen zweier zueinander konjugierter komplexer
Zahlen entgegengesetztes Vorzeichen haben. Es gilt demnach die
Gleichung

arc(g) = —arc(3)]. (125d)

Komplexe GréBen und ihre Veranschaulichung § 126
durch Zeiger.

—.1) Das Produkt aus einem Zahlenwert (reine Zahl) und einer (dimen-
sionsbehafteten) Einheit ist eine GroBe (§ 111.2). Ganz entsprechend be-
zeichnen wir das Produkt aus einer komplexen Zahl und einer Einheit
als komplexe GroBe. Solche treten zwar in der Natur nicht unmittel-
bar auf. Sie haben aber mittelbar eine groBle Bedeutung. Es tritt nim-
lich haufig der Fall ein, daB es bequemer ist, einer wirklich vorhandenen

%2 Maufig wird dafiir auch 3* oder 3 geschrieben.
16



Begriff der komplexen Zahl und der komplexen GréBe. §126.1

GroBe einen gedachten Partner zuzufiigen und mit beiden zusammen
als komplexe GroBe zu rechnen, statt mit der wirklichen Gréfe allein.
Dieser Umstand liegt der komplexen Behandlung von Wechselstrom-
problemen zugrunde (§ 32).

—.2) Da die Einheiten wie als Faktoren auftretende Zahlen zu behandeln
sind, hat man sie entweder zum Betrag oder zu Real- und Imaginérteil
zu schlagen. Fiir den komplexen Widerstand (300 -+ 4 800) 2 ist bei-
spielsweise Z, = 300 £ und Z, = 800 2. Die fiir komplexe Zahlen auf-
gestellten Formeln gelten somit ohne weiteres auch fiir komplexe Grofen.
—.3) Wiekomplexe Zahlen kann man auch komplexe Gré8en durch Zeiger
veranschaulichen. Hierbei werden GroSen beliebiger Dimension durch
Langen wiedergegeben. Der GroBe & moge der Zeiger &' entsprechen.
Den Zusammenhang zwischen & und &' vermittelt der MaBstab M,
nach dem die Abbildung entworfen ist. In Anlehnung an den bei tech-
nischen Zeichnungen und in der Kartographie bestehenden Brauch
wollen wir festsetzen: Die wirkliche GréBe geht durch Multipli-
kation mit dem MaBstab in den sie darstellenden Zeiger iiber.
Dieser Satz lautet in Gleichungsform

OM=¢. (1264a)
Gilt im Sinne von §111.2 @ = {®} [®] und &' = {'}[®'], so folgt

hieraus

_{&}(6]
M= G0 |- (126b)
Hiernach ist der MaBstab selbst eine GréBe. Es gilt daher der Ansatz
M ={M}[M]. (126¢)
Er hat den Zahlenwert &
() = ‘?{(—5% (1264)
und die Einheit
@1]
= ; 12
(] = 15 (126¢)

—.4) Wird beispielsweise in Abb. 126a der Widerstand 800 £ durch
eine 2 om lange Strecke abgebildet, so erhalten wir nach (126b) fiir
den MaBstab

2 ecm cm
M_SOOQ—4OOQ'

Ebenso erhalten wir fiir eine technische Zeichnung, die die Abmessungen
eines Maschinenteiles im Verhiltnis von 1 m auf 100 mm verkleinert,
100 mm _ 1

1m ~ 10°
Dieser MaBstab ist der Quotient von zwei Lingen. Er hat somit keine

Dimension, er ist eine reine Zahl. Seine Einheit ist die Einheit der ge-
wohnlichen Zahlen, also 1.

M:

2  Landolt, Komplexe Zahlen und Zeiger. 17



§ 126.5 Komplexe Zahlen und Zeiger.

—.5) Statt daB man den MaBstab nach (126b) in Form eines Quotienten
angibt, zieht man héufig die Aussage vor, daBl der Lédngeneinheit [®']
des gezeichneten Zeigers in Wirklichkeit die GréBe %[@] entspreche.
Im Interesse einer knappen Formulierung bedient man sich hierzu des
Zeichens =~ (sprich: entspricht)!?62 TFiir die obenerwahnten Beispiele
erhalten wir so

lecm 22002 wund Imm=21cem.

Diese Methode verwendet Abb. 126b. Das Entsprechen kann man auch
dadurch ausdriicken, daB man an eine bestimmte Strecke des Bildes die

. _om 2 WL
Q»M o L4082 ,\\\’__—‘
% ¥ o]
V7%
3 3 3
oo
|
X wo
2
R R R R
T 1 T
g 2w woR
a b c d

Abb. 126. Zeigerbilder des komplexen Scheinwiderstandes (300 -4 7800) 2 mit verschiedenen
Methoden der Angaben des MaBstabes.

ihr in Wirklichkeit entsprechende Gré8e anschreibt, wie dies in Abb. 126¢
geschehen ist.

—.6) SchlieBlich kann man MaBstibe auch durch beschriftete Skalen an-
geben, wie dies Abb. 126d zeigt. Da wir hier nur solche Bilder betrachten,
in denen die wirklichen GréBen den sie abbildenden Lidngen proportional
sind, geniigt die Angabe je eines Punktes auf jeder Achse. Ublich ist es,
jenen Punkt hervorzuheben, durch dessen Abstand vom Nullpunkt die
Einheit der wirklichen GroBe abgebildet wird. Diese Methode wurde
— zwar nicht fiir komplexe GroBen, aber fir komplexe Zahlen — in
den Abb. 1241a usw. angewendet. '

—.7) Nach (126a) gehort zur Grofe & der Zeiger &= ®M. Wir werden
aber der Einfachheit halber an die Zeiger stets das Zeichen der abzu-
bildenden GréBe & und nicht das Zeichen ®’ des Bildes anschreiben.
Dies ist ja auch bei den MaBangaben technischer Zeichnungen iiblich.
Eine Abbildung, in der durch Zeiger GréBen veranschaulicht werden,
nennen wir Zeigerbild. Man sagt auch Zeigerdiagramm und Vek-
tordiagramm.

1262 Pieses Zeichen ist in Normblatt DIN 1302 in der angegebenen Bedeutung
festgelegt.
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Rechnungsregeln fiir komplexe Zahlen und komplexe GroBen. §13

Rechnungsregeln fiir komplexe Zahlen und komplexe Grifen. §13

—.1) Fiir die komplexen Zahlen sind durch Verabredung Rechnungsregeln
festzusetzen. Diese diirfen sich selbstverstindlich nicht gegenseitig
widersprechen, sie miissen vielmehr unter sich vertréglich sein. Uberdies
diirfen sie auch mit den fiir die gewthnlichen Zahlen geltenden Regeln
nicht im Widerspruch stehen. Da eine komplexe Zahl, deren Imaginér-
teil Null wird, in eine gewohnliche Zahl iibergeht, miissen auch die fiir
komplexe Zahlen vereinbarten Rechnungsregeln dann in die fiir die ge-
wohnlichen Zahlen geltenden Regeln iibergehen, wenn alle Imaginérteile
Null gesetzt werden. Es hat sich gezeigt, dall man dann ein liickenloses
System von Rechnungsregeln erhilt, wenn man unter Beachtung der
Definition j = —|—1/jl und der Nichtzusammenzéhlbarkeit von 1 und j
die fiir gewohnliche Zahlen geltenden Regeln auf die komplexen Zahlen
iibertragt.

—.2) Nachstehend ist der Einfachheit halber stets nur von komplexen
Zahlen die Rede. Alle Regeln gelten aber auch fiir komplexe GroBen.

Addition. § 131

—.1) Bei den reellen Zahlen bedeutet die Addition ein Weiterzdhlen
um so viel, als die Summanden angeben. Ubertrigt man dies auf die
komplexen Zahlen, so bedeutet die Addition ein Weiterzihlen im reellen
Teil und im imaginéren Teil. Sind die in gewdhnlicher Form gegebenen
komplexen Zahlen 3, 3,, 35... zu addieren, so gilt demnach die
Gleichung

(814 8ot 8ot =L+ Zay + L+ (Zy + Dy +Zyt--) |- (131a)

Ein weiteres Zusammenziehen ist nicht méglich. Die Summe komplexer
Zahlen ist im allgemeinen wieder eine komplexe Zahl. Der Realteil
dieser komplexen Zahl ist die Summe der Realteile der Summanden
und ihr Imaginirteil die Summe der Imaginérteile. Dies driicken die
beiden Gleichungen aus

Re(Br+ B2+ Bs+ ) = Zo, + Zo. + Zy, + -+, (131D)

'\C}m(81+82+83+"‘):Zyl"F'Zy2+Zy3+"" (1310)
Man addiert komplexe Zahlen, indem man ihre Realteile
und ihre Imaginérteile addiert.

—.2) Ganz gleich wie fiir die Addition reeller Zahlen gelten auch fiir die
Addition komplexer Zahlen das Vertauschbarkeitsgesetz (kommutatives

fesetz) B+ 8. =8+ B (1314)
und das Verbindungsgesetz (assoziatives Gesetz)
81+ (B2t Bs) = (81 + Bo) + Bs- (13Le)
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§131.3 Komplexe Zahlen und Zeiger.

—.3) Sind die komplexen Zahlen nicht in der gewohnlichen Form gegeben,
so koénnen ebenfalls Rechnungsgesetze fiir die Addition aufgestellt
werden. Die Gesetze werden jedoch nicht einfach und sind daher fiir
praktische Rechnungen ungeeignet. Solche komplexe Zahlen werden
deshalb zuerst auf die gewthnliche Form umgerechnet, summiert und
wieder zuriickverwandelt. :
—.4) In der geometrischen Darstellung entspricht dem Weiterzéhlen im
reellen und im imaginéren Teil ein Aneinanderreihen der Abszissen und
der Ordinaten der die komplexen Zahlen wiedergebenden Punkte der
Zeichnungsebene. Sind 3; und 3, zu addieren, so erfolgt dieses An-
einanderreihen der Koordinaten
dadurch, dal man die fir 3,
geltende Zeichnung parallel ver-
“ schiebt, bis der Nullpunkt in
den 3, darstellenden Punkt P,
% 3, % fallt. Abb. 131a zeigt das Er-
) . 2 %l gebnis dieses Vorgehens. Die
L 2re(37+829 den Betrag Z, darstellende
U ﬁ’ Strecke OP, wird dabei auch
arallel verschoben. Wir ent-
% O % s C Eehmen der Abbildung, daB
{&pr.zlsl a. Atﬁﬁozn de}'skgn;plexen Zame1111 381 =(_3 man von dem 81 darstellenden
+72 und 8. _:télh’mgl.n geometrischer Dar: Punkte Pl za dem 81 + 82
darstellenden Punkte P durch
zwei verschiedene Konstruktionen gelangen kann. Man kann entweder
die Koordinaten Z, und Z, anreihen oder die dem Betrage Z, ent-
sprechende Strecke so antragen, daf sie mit der Abszissenachse einen
Winkel einschlieSt, der gleich der Phase ¢, ist. Fiir die zeichnerische
Durchfiihrung der Addition ist es somit gleichgiiltig, ob die Summanden
in der gewohnlichen oder in einer andern Form gegeben sind.
—.5) Vertauscht man die Reihenfolge der beiden Summanden, so findet
man fir den 3, 4+ 3, darstellenden Punkt P dieselbe Lage wie vorher
in Ubereinstimmung mit (131d).
—.6) Bilden wir die komplexen Zahlen durch Zeiger ab, so gilt fiir die
Addition folgende Vorschrift, die wir Abb. 13l1a entnehmen: Man
findet den 3, + 3, darstellenden Zeiger, indem man von den
B; und 3, darstellenden Zeigern den einen durch Parallel-
verschieben so an den anderen anreiht, dafl sein FuBpunkt
in die Spitze des andern fallt. Der gesuchte Zeiger hat
seinen FuBpunkt im FuBlpunkt des nichtverschobenen und
seine Spitze in der Spitze des verschobenen Zeigers. Diese
Konstruktion nennt man geometrische Addition und auch vek-
torielle Addition. Letzteres deshalb, weil die Addition der (raumlichen)
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Rechnungsregeln fiir komplexe Zahlen und komplexe GroBen. §131.6

Vektoren nach derselben Vorschrift erfolgt. — Bei der zeichnerischen
Ausfiithrung der geometrischen Addition sucht man mit moglichst wenig
Linien auszukommen. Liegen die

beiden Zeiger 3, und 3, schon —

mit dem Nullpunkt des Koordinaten-

systems als Fullpunkt — gezeichnet

vor, so findet man die Spitze von

81+ 8, am einfachsten als Schnitt-

punkt der durch die Spitzen von 3
B; und 3, gezeichneten Parallelen 3,

zu 3, und 3,. Abb.131b =zeigt I =~ Y
diese Konstruktion. — Sind dagegen )

3; und 3, zahlenmiBig gegeben, Abb. 1gileb'zeﬁ%?%?ﬁ%ﬁ“g‘;ogoﬁ}ez?g.’ wenn
so zeichnet man mit dem Nullpunkt

als FuBpunkt zuerst den einen Zeiger auf. Dessen Spitze verwendet
man als FuBpunkt fir den andern. Abb.131c zeigt diese Konstruktion.
—.7) Fassen wir den Realteil 7
einer komplexen Zahl als kom-
plexe Zahl mit zu Null geworde-
nem Imaginérteil auf und ebenso
den Imaginéirteil als komplexe hy 20°

g

i

Zahl mit zu Null gewordenem 2 2
Realteil, so erscheint diese i ,
komplexe Zahl als Summe 81 =

zweier komplexer Zahlen, deren +1 +6 z
Zeiger aufeinander senkrecht
stehen (Abb. 131d zeigt ein b, 131c. Konstruktion von 6 + j2 + 4 /120°.
Beispiel). Wir koénnen somit

auller komplexen Zahlen auch reelle und imagindre Zahlen (§ 122.5)
durch Zeiger veranschaulichen.

—8) Gilt 3 = 3; + 3,, so bezeichnet man 3, und 3, haufig als die
Komponenten von 3, insbesondere dann, wenn sich die Phasen
von 3, und 3, um 90° unterscheiden, wenn also
die 3; und 3, veranschaulichenden Zeiger auf-
einander senkrecht stehen. Das Wort Kom-
ponente ist ein lateinisches Kunstwort und be-
deutet etwa Zusammensetzende.

. . . Abb.131d. Zeigerbild einer
—.9) Sind mehrmals zwei komplexe Zahlen in  komplexen Zahl, doren

. . . Realteil und Imaginérteil
geometrischer Darstellung zu addieren, so addiert gip Zeiger  dargestellt

man zuerst zwei, fiigt dann die dritte hinzu und so sind,

weiter. Die Reihenfolge der Summanden spielt nach (131d) keine Rolle.
—.10) Sind zwei zueinander konjugiert komplexe Zahlen 3 und é zu
addieren und sind beide in der gewShnlichen Form gegeben, so wird
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§131.10 Komplexe Zahlen und Zeiger.

nach (131a) unter Beachtung von (122¢) und (122d)

8+ 3 = Re(d) + Re(3) + i[3m(3) + Jm(B)].
Daraus finden wir unter Beriicksichtigung von (125a) und (125b)

3+ 3=2%Re(3)|. (1311)

Sind dagegen 3 und é in der Kennellyschen Schreibweise gegeben,
so erhalten wir nach (1241n), (125¢) und (125d)

8+ 8 =18|/arc8 + |8 /—are3.
Dividieren wir durch |3, ersetzen wir dann die rechte Seite unter

Beachtung von (1241g) mit Hilfe von (1241m), so finden wir mit Be-
riicksichtigung der Vorzeichen

/arc3 -+ /—arcd = 2 cos(arc8) (131g)

und damit schlieBlich
8«}—%:2]3[0%(&1‘08} . (131h)
Subtraktion. § 132

—.1) Entsprechend der Subtraktion reeller Zahlen erklirt man die Diffe-
renz 3; — 3, der komplexen Zahlen 3; und 3, als diejenige komplexe
Zahl, zu der 3, addiert 3, ergibt. Die Definitionsgleichung lautet somit

(81 — Ba) + B2 =31 (132a)
Als Summe der beiden komplexen Zahlen (8, — 3,) und 8, ist die
linke Seite der Gleichung selbst eine komplexe Zahl. Da diese und
die rechts des Gleichheitszeichens stehende komplexe Zahl einander
gleich sein sollen, miissen sich ihre Realteile und die Imaginérteile gleich
sein (§ 122.6). An Stelle von (132a) diirfen wir somit unter Beachtung
von (122e)

Re(81— Ba) + Zes =21, und  Jm(8; — Bo) + Zoy = Zyy

schreiben. Da alle hier auftretenden Glieder reelle Zahlen sind, erhalten
wir daraus die zwei Gleichungen

Re (31 — Bo) = Z1z — Zas, (132Db)
Sm(& - 8&) = Zly - Zzy- (132¢)

Fassen wir den Realteil und den Imaginérteil der Differenz wieder zu-
sammen, so wird schlieflich

|81“82,:Z11_Z2y+j(zly_z2y)'- (132d)

Man subtrahiert komplexe Zahlen, indem man ihre Real-
teile und ihre Imaginérteile subtrahiert. Wie bei den reellen
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Rechnungsregeln fiir komplexe Zahlen und komplexe Groflen. §132.1

Zahlen gelten das Vertauschbarkeits- und das Verbindungsgesetz (kom-
mutatives und assoziatives Gesetz) bei der Subtraktion nicht. .

—.2) Ist 3; Null, sind also sowohl Z,, als auch Z,, Null (§122.5), so
schreiben wir wie bei reellen Zahlen, nachdem wir 8, in 3 umbenannt

haben, 0—3—=—3. (132e) 7

In Anwendung von (132b u. c¢) finden wir In-8)
Re(—3) = —Re(3) (1328) N

und N | \ER 3
Sm(—3) = —Jm(3). (132g) Wi L R48),

Gilt beispielsweise 3 = 2 — j2,5, so wird Re(3) » Vil

= 2 und nach § 1224 Jm(3) = —2,5 und wir K]

finden nach (132fu.g) —3 = —2 -+ §2,5. — Be- Sul8l——

rechnen wir nach (1241a u. b) die Betriage ]—3‘

und | 3|, indem wir auler (132b u.c) noch (122cu.d) ~ #bb- 1822 Z;;‘léﬁégﬂ%ieg

beachten, so wird ‘ —i25 und - 3" tiir
—3/=13I (132h) '

Berechnen wir weiter die Phasen arc(—3) und arc(3) nach § 1241.4,

so finden wir o\ 3) — are(3) + 180° + £360°. (132i)

Dabei kann & den Wert Null haben oder irgendeine beliebige ganze
Zahl sein. Abb. 132a veranschaulicht diese Zusammenhénge.
—.3) Wir kénnen (132d) in die Form

81 — 82 =Zi.+ (“Zu) -+ j(Zly -+ (‘“Zzy))
umschreiben und dann mit Hilfe von (132f u. g) den negativ genom-
menen Realteil und den negativ genommenen Zahlenwert des Imaginér-

teils von 3, durch den Realteil und den Zahlenwert des Imaginérteils
von — 8, ersetzen. So erhalten wir

]81—82:81+(——82)|- (132k)

Statt eine komplexe Zahl zu subtrahieren, kann man die
zu ihr negative komplexe Zahl addieren.

—.4) Fir die geometrische Darstellung kénnen wir sowohl nach (132d)
wie nach (132k) konstruieren. Abb. 132b zeigt das Ergebnis.

—.5) Fiir den Fall, daf} die komplexen Zahlen durch Zeiger abgebildet
sind, kénnen wir Abb. 132b entnehmen, daBl man fiir die Ermittlung
des die Differenz 3; — 3, darstellenden Zeigers den Zeiger 3, ver-
kehrt — in bezug auf die Vorschrift von § 131.6 — an den Zeiger 3,
anzureihen hat. Wir kommen so zu folgender Vorschrift: Man findet
den 3, — B, darstellenden Zeiger, indem man an den 3, den
Be darstellenden Zeiger durch Parallelverschieben so an-
reiht, daB beide Spitzen zusammenfallen. Der gesuchte
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§132.5

Komplexe Zahlen und Zeiger.

Zeiger hat seinen FuBpunkt im FuBpunkt des 3, und seine

Spitze im FuBpunkt des 3, darstellenden Zeigers.

. Y
g %
y)
V4 7
YA £z P
2 Xy, %
Z, Y %y,
Zzz J +7 18~ 21'1 Wzl— M’ﬂ%’
#7 Alh=—1)
%
%, by

Abb. 132b. Subtraktion der komplexen Zahl 3, = —2
+ 73,5 von der komplexen Zahl 8, = 6 + j 2 in geome-

trischer Darstellung.

3

3,
z
N

Abb. 132¢. Konstruktion von 3; — 8., wenn die Zei-
ger 8, und 8, vorliegen.

X4
720°
+2 \
+7|- 3 "
i 8
+ +6 z
3-3;

Abb. 132d. Konstruktion von 2 + j 6 — 4 /120°.

Diese
Konstruktion ist die geo-
metrische Subtraktion.
Fiir die zeichnerische Durch-
fithrung sind wieder zwei
etwas verschiedene Wege

- moglich. — Liegen die bei-

den Zeiger 3, und 3, schon
mit dem Nullpunkt des Ko-
ordinatensystems als FuB-
punkt gezeichnet vor, so
findet man die Spitze von
31— 8. am einfachsten als
Schnittpunkt von zwei Hilfs-
linjen. Die eine ist die
Parallele zu 3, durch die
Spitze von 3,. Die andere
tragt 3; — B,. Sie ist die
durch den Nullpunkt gezo-
gene Parallele zu der Geraden,
die durch die Spitzen von
3; und 3, geht. Abb. 132c
zeigt diese Konstruktion. —
Sind dagegen 3; und 3,
zahlenmiBig gegeben, so
zeichnet man mit dem Null-
punkt als FuBpunkt 3; auf
und verwendet dessen Spitze
als Spitze fiir 3,. Abb. 132d
veranschaulicht dieses Vor-
gehen. — Beide Verfahren
héatten wir unter Benutzung
der in § 132.1 gegebenen
Definition der Differenz un-
mittelbar aus den fir die
Addition geltenden Kon-
struktionen herleiten kénnen.

—.6) Fiir das Aufzeichnen des Zeigerbildes von Ausdriicken der Form

8=81_82+83_"'+,"'

hat man bald die Vorschrift der geometrischen Addition, bald die der
geometrischen Subtraktion anzuwenden. Zur Vermeidung von Fliichtig-
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Rechnungsregeln fiir komplexe Zahlen und komplexe Grofen. §132.6

keitsfehlern ist es empfehlenswert, solche Ausdriicke auf die Form

3=81+(=8)+8s+(—--)+---
umzuschreiben, um dann ausschlieBlich nach der Vorschrift der geometri-
schen Addition konstruieren zu koénnen.
—.7) Ist die Differenz von zwei konjugiert komplexen Zahlen zu bilden,
so findet man analog wie in § 131.6 die Gleichungen

8 —3=1723m(3)|, (1321)

/arc8 — /—arcd = j2sin(arc 3) |, (132m)

8 — 3 = j2|8|sin(arc ). (132n)

Multiplikation. . § 133

—.1) Bei den reellen Zahlen wird das Produkt zweier Summen durch
gliedweises Multiplizieren berechnet. Wenden wir dies auf komplexe
Zahlen an, die in gewo6hnlicher Form gegeben sind, so erhalten wir

(Zf’l + 7Zy1) (Z% + ija) = Z%Zivz + jzﬁhzmz + Zitljzyz + ijl jZ?!z'

Beriicksichtigen wir, da3 das Quadrat der imagindren Einheit gemiB
der Definition (122a) gleich —1 wird, und ordnen wir die verschiedenen
Glieder, so erhalten wir als Produkt von zwei in gewdéhnlicher Form
gegebenen imagindren Zahlen 3; und 3, den Ausdruck

| 8180 = Ze. %o, — 2. 20, + 1B By, + Za ) |- (1330)

Das Produkt zweier komplexer Zahlen ist somit im allgemeinen wieder
eine komplexe Zahl. '
—.2) Sind die beiden komplexen Zahlen in der Kennellyschen Form

b ird
gegeben, so wir 8182 = ZuZy /9y /s
Das Produkt der beiden Dreher /¢, und /@, soll vorerst allein betrachtet

werden. Beriicksichtigen wir nach (1241m) die Bedeutung der Dreher,
so erhalten wir durch Ausmultiplizieren

COS @, COS P, — sin; sing, -+ j[sing; cos@, + cos, sinp,]
= 008 (@; + @) + 7 sin(py + o).

Wenden wir fiir die rechts stehende komplexe Zahl wieder die Kennelly-
sche Form an, so erhalten wir

[P1/P2=/P1+ P2 (133D)

und daraus dann

3132 = Z1Z, /Pt @s (133¢)
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§133.2 Komplexe Zahlen und Zeiger.

Nach § 1241.8 folgt hieraus

|8182| =ZyZy, und /arc(3;8s) = /91 + ¢,- (133d u.e)

—.3) Sind die komplexen Zahlen in Exponentialform (1242e) gegeben,
so findet man mit Anwendung der fiir reelle Produkte geltenden
Rechenregeln B18e = %, Zyeimrt o), (133f)
—.4) Die Einfachheit der Formeln (133¢) und (133f) zeigt, dall sich die
Kennellysche Form und die Exponentialform fiir die Multiplikation
besonders eignen. Man multipliziert komplexe Zahlen, indem
man ihre Betrdge multipliziert und ihre Phasen addiert. Es
kann leicht gezeigt werden, dafl diese Regel auch dann noch gilt, wenn
mehr als zwei komplexe Zahlen zu multiplizieren sind. Man kann sich
ferner durch Ausrechnen leicht davon iiberzeugen, dafl fiir die Multi-
plikation komplexer Zahlen wie bei der Multiplikation reeller Zahlen

P das Vertauschbarkeitsgesetz
¥ (kommutatives Gesetz)

3182 = 8281, (133g)

das Verbindungsgesetz (asso-
ziatives Gesetz)

G B1(823s) = (8182) 35 (133h)
und das Verteilungsgesetz
(distributives Gesetz)

*1 B1(82 + Bs) 1333
| 2 = 8182+ B8138s (133%)
4 gelten.
A P —.5) Die Gleichungen (133d)
—"’] +7 % und (133e) deuten auch den
Weg an, wie zwei komplexe

Abb. 133a. Geometrische Multiplikation der komplexen . .
Zahlen 8, = 1,5 +7 0,5 und 8, = 1+ 7 2. — Man macht  Zahlen geometrisch zu multi-

gﬁ,}iﬁf glflz,gniles?}éfgfc%f E;i{ﬁé%;ﬁ;; \(':nlélliidi Rlizieren sind.' In Abb. 133a
‘orhiilt 80 das #n O (4 1) Py §hnliche Dreiock 02.p. S04 8y und 3, nach §123
geometrisch dargestellt. Er-
ganzt man OP, =Z, zu einem dem Dreieck O(+1)P,; dhnlichen Drei-
eck OP,P und bezeichnet man OP mit Z, so wird
Z 7
Zy  1°
Man erhélt daraus fiir den Abstand Z die Gleichung
Z=27,Z,.
Anderseits ist der Winkel P,OP der Phase ¢, gleichgemacht. Bezeichnet
man den Winkel (41)OP mit ¢, so wird daher

Q=@+ @r.
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Rechnungsregeln fiir komplexe Zahlen und komplexe GroSen. §133.5

Der Punkt P entspricht somit einer komplexen Zahl, deren Betrag
Z = 71Z, und deren Phase ¢ = @; + ¢, ist. Der Punkt P ist daher
die geometrische Darstellung der komplexen Zahl 3;8,. Damit ist
gezeigt, wie das Produkt komplexer Zahlen geometrisch durch die
Konstruktion éhnlicher Dreiecke gefunden werden kann.

—.6) Denken wir uns 3, und 3, 8, in Abb. 133a durch Zeiger OP, und OP
veranschaulicht, dann zeigt sich, daf} ein Zeiger 3, durch Multiplikation
mit der komplexen Zahl 3; um arc(8,) verdreht und auf das | 3, |fache
gestreckt wird. Fiir | 8| <1 wird er dagegen gestaucht. Man bezeichnet
daher den Multiplikator -eines Produktes, d. h. den Faktor, mit dem
multipliziert wird — in unserem Beispiel 3, —, als Drehstrecker.
Ein Drehstrecker vom Betrage 1 streckt und staucht nicht, er ist ein
Dreher. Der Dreher /¢ dreht um den Winkel ¢, j dreht um 90° vor-
wirts, —j um 90° riickwiirts. Die imaginire Einheit heift deshalb
auch rechtwinkliger Dreher.

—.7) Sollen insbesondere zwei zueinander konjugiert komplexe Zahlen
miteinander multipliziert werden, so finden wir nach (133c) unter
Beriicksichtigung von (125¢ u. d)

= [3? fare(8) — arc(8) = [3[* /0.
Da der Dreher Null den Wert —+1 hat (§ 1241.7), wird schlieBlich

—13p| (133k)

Man kann diese Zusammenhinge auch einer entsprechenden geometri-
schen Darstellung entnehmen.

Division. § 134
—.1) Entsprechend der Division reeller Zahlen erklirt man den Quo-

tienten % der komplexen Zahlen 8, und 3, als diejenige komplexe
2
Zahl, die mit 3, multipliziert 3, ergibt. Die Definitionsgleichung lautet

somit (81> 3 =3, (134a)

Als Produkt der beiden komplexen Zahlen %— und 3, ist die linke Seite

der Gleichung selbst eine komplexe Zahl. Wir berechnen sie nach (133c¢)
und finden unter Beachtung von (1241n, b u. g)

g*; Z, /are(§>+ Py =Zy [Py .
Aus der Gleichheit der links und rechts stehenden komplexen Zahlen
folgen die Gleichungen (§ 1241.8)

131
13,

Zy =12, und arc(g)+tp2-tp1

27



§134.1 Komplexe Zahlen und Zeiger.

Da alle hier auftretenden Glieder reelle Zahlen sind, erhalten wir
daraus die zwei Gleichungen

% —Z (134b)
arc(% ) =@ — @,. (134c)

Wegen der Periodizitit der Funktionen Kosinus und Sinus gilt

/P1 ‘¢’2+k26=/‘¥71“¢2’
und wir erhalten 3
1

/arc(8) /oL — 75 (134d)

Multiplizieren wir (134d) mit (1341)), so wird schlieBlich
g; =7 7= (134e)
Schreiben wir dieses Ergebnis auf die Exponentialform um, so wird
& D, (1341)

Diese Formel deckt sich mit der fiir die Division von Potenzen ge-
wohnlicher Zahlen geltenden Rechenregel. Die Einfachheit von (134e
u. f) zeigt, daB sich die Kennellysche Form und die Exponentialform
fir die Ausfithrung der Division vorziiglich eignen. Man dividiert
komplexe Zahlen, indem man ihre Betrige dividiert und
v P ihre Phasen subtrahiert. Durch

/ Ausrechnen kann man sich leicht
davon iiberzeugen, dafl wie bei der

Division reeller Zahlen das Ver-

, teilungsgesetz (distributives Gesetz)
-

181 J'_ /82 /81 2
134
\, T =3, (1349)
gilt.
_ Z —.2) In Abb.134a sind 3, und 3, geo-

metrisch dargestellt. FErgédnzt man

13 . :
ps O(+1) zu einem dem Dreieck OP, P
dhnlichen Dreieck O(+1)P und be-
& zeichnet man OP mit Z, so wird
Abb. 134a. Geometrische Division der zZ 7z,
komplexen Zahlen 8, = 1,5 4 70,5 und 1 Z
8:=1+4+42. — Man dreht das Drei- 2

eck OP,P, um —¢,, zieht durch +1 .
auf der a-Achse die Parallele zu P P, und man erhilt fiir den Abstand Z die
bringt sie zum Schnitt mit O P/ und erhilt 3

so das zu O P, P, dhnliche Dreieclk O(+1)P. Glemhung 7 = é

Zy "
Anderseits ist der mit ¢ bezeichnete Winkel (-+1)0P dem Winkel P,0P,
gleichgemacht, und es wird somit

@ =—@,+ @;.
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Rechnungsregeln fiir komplexe Zahlen und komplexe GréBen. §134.2

Der Punkt P entspricht somit einer komplexen Zahl, deren Betrag
gleich g—l und deren Phase gleich ¢, — @, ist, also % Ahnlich wie
2 2

das Produkt kann somit auch der Quotient von komplexen Zahlen
geometrisch durch die Konstruktion eines dhnlichen Dreieckes gefunden
werden.

—.3) Wirerweitern %—1 mit der zum Nenner konjugiert komplexen Zahl 3,.

2
Unter Beachtung von (133k) erhalten wir so

B 81?)2
B Bl (134h)

Man kann somit einen Quotienten von komplexen Zahlen durch Er-
weitern mit der zum Nenner konjugiert komplexen Zahl in einen
Quotienten mit reellem Nenner verwandeln. Von dieser Moglichkeit
macht man héufig Gebrauch, wenn die beiden zu dividierenden kom-
plexen Zahlen in gewshnlicher Form gegeben sind. Sobald der Nenner
reell ist, kann man das Ergebnis durch Ausscheiden des Realteiles
und des Imagindrteiles in die gewohnliche Form umschreiben. Mit
B1=12y,+ jZy,wnd By = Zy, + jZ,, wird 3y = Zy, — jZ,,, und man
erhilt nach (134h)

Zio+iLyy __ Znnlos+ 2y 2

— szZu:—ZmZzy
'sz_l‘?Zzy Zgz‘l'zgy

Z3s + Zsy
—4) Aus (134c) folgt fir 3;=1/0 = 1(§ 1241.7) und 3, = 3 = | 3| /arc3

arc(—%) — —arc(3).
Mit Beachtung von (125d) wird daraus

Sl (1341)

arc(:;l);) = arc (3) . (134k)

—.5) Soll insbesondere die komplexe Zahl § durch die zu ihr konjugiert

komplexe Zahl 3 dividiert werden, so erhalten wir nach (134e) unter
Beriicksichtigung von (125¢) und (125d)

% —/2arc3. (134 1)

—.6) Es soll noch der Quotient von zwei Drehern bestimmt werden.
Nach § 1241 ist ein Dreher eine komplexe Zahl, deren Betrag Eins ist.
Wir erhalten deshalb durch Anwendung der Quotientenformel (134e)

% = /%1~ ¢ (134m)
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§134.6 Komplexe Zahlen und Zeiger.

Ist die Phase des Zihler-Drehers Null, so wird dieser selbst nach § 1241.7

gleich Eins, und es gilt 1

7 =/—. (134n)
Fiir den rechtwinkligen Dreher wird insbesondere
1 .
Potenzierung!®a, § 135

—.1) Fiir einen positiven ganzzahligen Exponenten # kénnte man die Po-
tenz 8" wie bei reellen Zahlen als Produkt von # Faktoren 3 definie-

ren. Es gilt dann 3"=38-8...8 (n Faktoren 3). (135a)

Verwendet man fiir 3 die hier sehr bequeme Exponentialform
Z el (#tk2a) 1850 5o erhilt man durch wiederholte Anwendung der
Multiplikationsregel (§ 133.4)

I8n — Zneile+k2mn | (135b)

Diese Gleichung ermoglicht auch dann eine Berechnung der Potenz,
wenn n eine ganz beliebige reelle oder komplexe Zahl ist. Man be-
trachtet daher (135b) als eigentliche Definitionsgleichung der Potenz.
—.2) Es sei die Potenz 338 zu bestimmen. Wir verwenden hiezu 3, in’
der Exponentialform Z,¢/(@®+%27) ynd 3, in der gewdhnlichen Form
Zig, + §Zy,. Aus (135b) folgt dann

81’32 — Z?lZ'Zz‘(']'ZM/) ej(¢1+k2”.) (Z2z+7Z2y) .

Unter Verwendung des natiirlichen Logarithmus des Betrages Z, gilt
Z, = (@),
und es wird dann
8;& — eln(Z1)(Z22+7Z2y) +i(Qr+tk27) (Z2at+iZ2y) |

Multiplizieren wir nun die Exponenten aus, so wird schliellich

8?2 = olIn(Z)) + Zoo—(p1+k27) Z2yl of In(Z1) Zay +(pr+k27) Z2a] | (185¢)

Die rechte Seite dieser Gleichung ist eine komplexe Zahl in Exponential-
form. Die erste e-Potenz ist der Betrag, die zweite der Dreher. Die
Potenz einer komplexen Zahl ist somit wieder eine komplexe Zahl,
selbst wenn der Exponent eine komplexe Zahl ist. Das Ergebnis ist

%2 Die §§ 135, 136 und 137 sollen lediglich zeigen, daB die sieben Grund-
operationen im Gebiete der komplexen Zahlen moglich sind. Fiir das Verstédnd-
nis der nachfolgenden Abschnitte sind sie belanglos.

13 Tm Sinne von § 1241.3 ist hier der Summand k 2x zu beriicksichtigen.
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Rechnungsregeln fiir komplexe Zahlen und komplexe GroBen. §135.2

allerdings vieldeutig, da & Null oder jede ganze positive oder negative
Zahl sein kann.
—.3) Wenden wir z. B. (135¢) auf 1/ an, so finden wir mit 1 = 1¢/©+%27
dj= 1
und §=0 7 17 = pl0-0—(©@+k27)1] gj[0+1+k27+ 0]
1/ = e7k27, - (135d)

Fiir k=1, 0 und —1 erhalten wir die Werte 0,00187, 1 und 535,43.

oder

Radizierung!®a, § 136
—.1) Setzen wir wie bei reellen Zahlen
" 1
V3 =238"|: (136a)
so wird nach (135b)
"o 1 jq7+k2:z
V8 =2re ™ |. (136Db)

Diese Gleichung betrachtet man als Definitionsgleichung, selbst wenn n
eine komplexe Zahl ist.

—2.) Um 81/§1 zu berechnen, verwenden wir mit 3, = Z,, + jZ,, nach

(134h) und nach § 125.1 1 Tau— %0,

, 3 Z.+2,
und finden nach (135Db) 2zt Zay
In(Z) Zoat (@i tk2m) 2oy —I0(Z0) Loyt (g1+h2) 2o

Bz — 2 2 2 2
V8:=c¢ Zaztlay e ZaatZay . (1360¢)

Die Wurzel einer komplexen Zahl mit komplexen Wurzelexponenten
ist somit eine vieldeutige komplexe Zahl.

—.3) Wenden wir z. B. (136b) auf ?i/f an, so wird mit 1 = 1¢/0
k2n

T—é s
?/T = cos(?) + jsin (MTJE)

Wegen der Periodizitdt der Funktionen Sinus und Kosinus ergeben sich

5

fur alle moglichen Werte von k nur die drei Losungen 1, — -21— + j—; R
R £)
g " 1a

oder nach (1242d)

Logarithmierung!®a, § 137

—.1) Wir definieren den natiirlichen Logarithmus einer komplexen Zahl
wie bei den reellen Zahlen durch die Gleichung

ens — 3. (137a)
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§137.1 Komplexe Zahlen und Zeiger.

Wir machen fiir In 8 versuchsweise den Ansatz

In3 =Re(n) + jIm(n3), (137b)
und erhalten damit
efe(nB)+73m(n3) — 8 .
Verwenden wir fiir § wieder die Exponentialform Ze/(#+%27) g0 wird
Meng) fImng) — Zgilp+k2m)

Von der linken Seite ist die erste e-Potenz ein Betrag, die zweite ein
Dreher. Die Gleichung zerféllt somit in

6éﬁe(lng) =7

und
SMB) — gilp+kam)
Daraus finden wir
Re(lng) = LnZ
und
Sm(lng) =@ + k2x.

Der Ansatz nach (137b) ist dadurch gerechtfertigt und wir finden

|1n8=LnZ—l—j(<p+k2n)l. (187¢)

—.2) Berechnen wir mit dem Ansatz Z = Z¢/0 den Logarithmus einer
positiven reellen Zahl nach (137¢), so finden wir

InZ =1InZ -+ jk2x. (1374d)

Daraus erkennen wir, dal wir unter dem in (137c¢) stehenden LnZ
nur den Hauptwert des Logarithmus zu verstehen haben, der sich fiir
k=0 ergibt.

—.3) Fiir den Logarithmus einer negativen reellen Zahl vom Betrage Z
finden wir mit Hilfe des Ansatzes —Z = Z /™ nach (137c)

In(—2)=InZ + j(x + 2km). (137 ¢)
So finden wir z. B. fiir den Hauptwert von In(—10) als Ergebnis
Ln(—10) = 2,30259 + j=.

—.4) Nun wollen wir noch den Logarithmus von 3, zur Basis 3, unter-
suchen. Es gilt die Definitionsgleichung

Boloed: = 3, . (1374)
Ersetzen wir hier 3, durch e8: so finden wir
(eln Be) D08 32 — 3; und (8- 0e8) — 31
Nehmen wir beidseitig den natiirlichen Logarithmus, so wird
In3,-3log8, =In3,
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Einige Grundbegriffe. §137.4

und daraus schlieBlich mit (137 c)

InZ, + j(gy + 2ka=)
Beloo _ 1 1
log 3, InZ, + j(@, + 2k7)

Es ist somit der Logarithmus einer komplexen Zahl zu einer kom-
plexen Basis eine vieldeutige komplexe Zahl.

(137¢g)

Einige Grundbegriffe und Grundgesetze §2
der Elektrizititslehre.

—1.) Die Vorbedingung fiir die richtige Losung eines Problems mit irgend-
welchen mathematischen Mitteln ist ein richtiger Ansatz der Ausgangs-
gleichung. Hierzu gelangt man nur, wenn man iiber prézise Formulierun-
gen der Grundgesetze und genaue Definitionen der darin enthaltenen
GroBen verfiigt. FEinige der fir die Wechselstromtechnik wichtigsten
Grundbegriffe und Grundgesetze werden nachstehend zusammengestellt.
Eine gewisse Breite der Darstellung kommt dort zur Anwendung, wo
erfahrungsgemifB unprizise Auffassungen und Formulierungen héaufig
sind.

Einige Grundbegriffe. § 21
Der Zweipol. § 211

—1.) Ein elektrischer Stromkreis besteht aus verschiedenen Strom-
zweigen, Stromkreisteilen oder Stromkreiselementen. Diese sollen hier
mit Zweipol?''® bezeichnet werden. Es sei definiert: Ein Zweipol
ist ein Stiick eines Stromkreises, das beid-
seitig durch je einen Pol (Klemme) abgegrenzt
ist. Beispielsweise koénnen Widerstinde, Spulen, Q
Apparate oder ganze Maschinen Zweipole sein. Zeich-
nerisch wird ein Zweipol durch eines der in Abb. 211a
gezeigten Symbole dargestellt. Ein elektrisches Schal- snp. 211a. Drei gra-

tungsschema ist ein Plan, der angibt, wie die einzelnen Phische Symbole fir
einen nicht néher be-

Zweipole zu einer Schaltung verbunden sind. stimmten Zweipol.
Der Bezugssinn. § 212
Begriff und Angabe des Bezugssinnes. § 2121

—1.) Fiir die meisten bei Wechselstromproblemen auftretenden GroSen,
wie elektrische Stréme, elektrische Feldstirken, elektrische Spannungen,
magnetische Induktionen, Induktionsfliisse, magnetische Feldstéirken,

#1a Per Zweipol ist ein Begriff, der sich in der fernmeldetechnischen Literatur
durchzusetzen beginnt. Er ersetzt die Ausdriicke Stromzweig, Stromkreisteil und
ahnliche in vielen Fillen so vorteilhaft, daB es sich rechtfertigt, ihn auch in die
allgemeine Elektrizititslehre einzufithren.
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§2121.1 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitdtslehre.

magnetische Spannungen, elektrische Durchflutungen, Drehwinkel,
Drehzahlen und Drehmomente sind am Orte ihres Auftretens zwei
einander entgegengesetzte Richtungssinne ihres Bestehens moglich.
Davon kommt die eine der betreffenden Grofe zu, wenn diese positiv,
und die andere, wenn sie negativ ist. Soll die Angabe des Vorzeichens
des Wertes einer GréBe einen bestimmten Sinn haben, so mufl fest-
gesetzt sein, welcher der beiden mdéglichen Richtungssinne den positiven
Werten entspricht. Mit andern Worten, es mull angegeben sein, auf
welchen Richtungssinn eine Aussage Bezug hat, der Bezugssinn?2!2
mul} festgelegt sein.

—2.) Wir definieren: Der Bezugssinn einer GroBe ist diejenige
Richtung, die der GréBe dann zukommt, wenn ihr Wert

positiv ist. Ist der Wert
einer GroBe negativ, so ist
ihre Richtung dem Bezugssinn
. R entgegengesetzt.
“y %i _E —.3) Fir die Angabe des Be-

zugssinnes sind Bezugs-

s pfeile und Doppelindexe

gebrdauchlich. Bald ist die

Abb. 2121a. Verwendung von Bezugspfeilen zur An- : 5 s

gabe des Bezugssinnes eines in einem Widerstande eie, bald die andere der bei
flieBenden Stromes 4, einer in einer offenen Anker- den Methoden bequemer_

spule induzierten Spannung u:, eines in einer Trans-
formatorsiule bestehenden Induktionsflusses @, und  —.4) Nach der erstenMethode
der Drehzahl n einer Welle. . . ..

, wird der Bezugssinn (positive

Richtung) einer GréBe in einer mehr oder weniger schematisierten

Zeichnung der betrachteten Vorrichtung durch einen eingetragenen

4 5 Pfeil angedeutet. Dieser Pfeil heiit Bezugspfeil 121D,

— UL Abb.2121a veranschaulicht einige Anwendungsbeispiele.

Abb. 2121b. Fest~ . - . .
logung von Fix. .5) Nach der zweiten Methode wird der Bezugssinn

punkten 4 und B gjner GroBe durch den Hinweis auf die in diesem Rich-
an einem Wider-

stand zwecks An-  tungssinn bestehende Aufeinanderfolge von zwei Fix-
gabe des Bezugs- . . .
sinnes durch einen  punkten festgelegt. Hierzu werden den beiden Fix-
Doppelindex. punkten Buchstaben zugeordnet und diese dann in der
gewiinschten Reihenfolge als Doppelindex an das Buchstabensymbol
angehdngt, das die zu beschreibende GrofBle kennzeichnet. Die beiden
Fixpunkte bezeichnen wir als Anfangs- und Endpunkt des Zwei-

poles. Der Buchstabe des Anfangspunktes erscheint als erster, der

2212 Die Bezeichnung Bezugssinn findet sich erstmals bei Albert von Brunn:
Die Bedeutung des Bezugssinnes im Vektordiagramm. Bull. schweiz. elektro-
techn. Ver. 13 (1922) S. 385 u. 449. Statt Bezugssinn sagt man héufig, aber
weniger deutlich, positiver Zdhlsinn. Im Franzdsischen heiit es sens positif.

#21» Die Bezeichnung Bezugspfeil fithrte ebenfalls Albert von Brunn ein,
s. 222 Man sagt auch Zahlpfeil. :
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Einige Grundbegriffe. §2121.5

Buchstabe des Endpunktes als zweiter im Doppelindex. Der Bezugssinn
eines Stromes iy, verliuft demnach von B nach 4 (Abb. 2121b).
—6.) Einen besondern Namen fiihrt der Bezugssinn eines ganzen Strom-
kreises oder magnetischen Kreises. Wir definieren: Der Bezugssinn
einer GréBe, die lings einer Masche (d. h. lings eines in sich
selbst zuriickfiihrenden Weges) be- '
steht, heit Maschenumlaufsinn. ___qnnnn \ N
Er kann ebenfalls durch einen Bezugs-
pfeil festgelegt werden. Ein Anwen- O
dungsbeispiel zeigt Abb. 2121c. Da- " i

. . 4
gegen versagt hier die Methode der !
Doppelindexe. Zur eindeutigen Fest- “Snisufsinncs duroh einen Bezngeptoil.
legung des Maschenumlaufsinnes miis-
sen mindestens drei Fixpunkte gewahlt werden, was auf einen drei-
fachen Index fithrt. Diese Komplikation 146t sich vermeiden, indem
man als Index ein mit einer Pfeilspitze
versehenes Kreislein verwendet. So NAAL—— e
legen beispielsweise die Angaben @
und @, . fiir die in Abb. 2121d dar-
gestellte Lage der Fixpunkte denselben > >
BI&SChenumlajufSHln feﬁt' . Abb. 2121d. Festlegung von Fixpunk-
—.7) Wird ein und dieselbe physika- ten 4, B und C an einem in sich ge-
. . . . . schlossenen Stromkreis zwecks Angabe
lische Erscheinung durch zwei Grofen  des Maschenumlaufsinnes durch einen
mit  entgegengesetztem Bezugssinn dreifachen Index.
ausgedriickt, so folgt aus der Definition des Bezugssinnes, da diese
beiden Grofen einander entgegengesetzt gleich sind

gap= —9B4 |- (2121a)

BeiUmkehrung des Bezugssinnesist das Vorzeichender GréBe
zu tauschen. FlieBt beispielsweise in Abb. 2121b ein elektrischer
Strom von der Stdrke 5 A von links nach rechts, so ist er fiir den Bezugs-
sinn AB positiv. Es besteht somit die eine Gleichung i, = (+) 5 A.
Anderseits ist er fiir den Bezugssinn B4 negativ. Dies fithrt zu der

zweiten Gleichung i;, = —5 A. Eliminieren wir aus beiden Aus-
driicken 5 A, so finden wir in Ubereinstimmung mit (2121a) i, 5 = —ip .
Der Bezugssinn vm Schaltungsschema. § 2122

—1.) Bestehen lings eines Zweipols verschiedene Groéfen, denen eine
Richtung zukommt, in einem Widerstand, z. B. Strom und Spannung,
50 ist es im allgemeinen am bequemsten und daher zu empfehlen, fir
alle diese GroBen denselben Richtungssinn als positiv zu betrachten,
d. h. fir alle einen gemeinsamen Bezugssinn zu verwenden. Es ist
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§2122.1 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitatslehre.

dann zu dem Zweipol nur ein einziger Bezugspfeil zu zeichnen (Abb.2122a),
oder die Buchstabensymbole der verschiedenen GréBen erhalten dann

— i alle denselben Doppelindex. Das
O——O—.‘) o.___<<_>_c, Gegenteil davon sind entgegen-
e gesetzte Bezugssinne (Abb.2122b).

Abb.2122 a. Der Be- . . . .
zugspfeil eines Zwei-  Abb. 2122b.  Ent-  —2.) Sind mehrere Zweipole zwischen
poles legt einen fiir  gegengesetzte  Be- . .

alle in ihm auftreten-  zugssinne fiir Stroms  zwel Sammelschienen oder Knoten-

den Grofen gemein-  und Spannungueines .
samen  Bezugssinn Zweipoles. punkten parallel geschaltet, so ist
fest.

es in vielen Fillen bequem, ihnen
die Bezugssinne so zuzuordnen, daB fiir alle dieselbe Sammelschiene
oder derselbe Knoten Anfangspunkt und die andere Sammelschiene
oder der andere Knoten Endpunkt

, , . y wird (Abb. 2122¢). So verteilte Be-
zugssinne wollen wir als zuein-
ander parallel bezeichnen. Sind

l l Kg mehrere Zweipole in Reihe ge-
schaltet, so ist es oft bequem,

ihnen Bezugssinne so zuzuordnen,
daf der Endpunkt des einen Zwei-
poles zum Anfangspunkt des an-
schlieBenden Zweipoles wird (Abb. 2122d). So festgelegte Bezugs-
sinne bezeichnen wir als fortlaufend. Die beiden Bezugssinne von

Abb. 2122d. Fortlaufende Bezugssinne fiir in Abb. 2122e. Gegenparallele Bezugssinne eines
Reihe geschaltete Zweipole. Zweipoles.

Abb. 2122¢. Parallele Bezugssinne fiir parallel
geschaltete Zweipole.

Abb. 2122e verbinden dieselben Klemmen. Wir bezeichnen sie ins-
besondere als gegenparallel.

—.3) Fiir eine nur aus Zweipolen bestehende Masche sind fortlaufende

und parallele Bezugssinne Festsetzungen, die sich gegenseitig ausschlie-

Ben. In Abb. 2122f laufen beide Be-

l zugssinne mit dem Maschenumlauf-

l ¥ sinn, in Abb.2122g 14uft dagegen ein

Bezugssinn dem Maschenumlaufsinn

Abb. 2122f. Die Abb. 2122g. Ein
beiden Bezugssinne Bezugssinn  lauft ent gegen.

laufen mit dem dem Maschenum- — 3 i : 3
Mascht;numlaui- laufsinn entgegen. '4) Smd em ele_ktms‘ch_er und  ein
sinn. magnetischer Kreis miteinander ver-

kettet, so setzen die Gesetze, die die elektrischen und die magnetischen
GréBen miteinander verkniipfen, voraus, dafl die Bezugssinne der beiden
Kreise einander nach einer Rechtsschraubung???# zugeordnet sind.

21222 Pie Rechtsschraubung und verwandte Begriffe legt Normblatt DIN 1312 fest.
36



Einige Grundbegriffe. §2122.4

Dieser entspricht das Rechtsgewinde, mit dem die normalen Schrauben

und die Korkzieher und Bohrer ausgeriistet sind. Dreht man eine

solche Schraube bei festgehaltener Mutter oder

die Mutter bei festgehaltener Schraube nach

rechts oder nach links herum, so entsprechen

sich die Drehrichtung und die Fortschreitungs-

richtung des bewegten Teiles nach einer Rechts-

schraubung (Abb. 2122h).

—b.) Ist der Bezugssinn eines Teiles des elek-

trischen oder magnetischen Kreises festgesetzt,

so findet man den ihm nach einer Rechts-

schraubung zugeordneten Maschenumlaufsinn  Abb. 2122h.  Drehrichtung

des andern Kreises auf folgende Weise. Man Eﬁirfgfﬁ:g‘%;ﬁ‘é‘éﬁrgjﬁﬁﬁﬂﬁ%%

versieht denjenigen Kreis, fiir den der Bezugs-  guioior ot Rechtsgewinde

sinn eines Teiles feststeht, mit einem gleich- Rechteschraubung.

laufenden Maschenumlaufsinn und denkt sich in den andern Kreis,

dessen Maschenumlaufsinn zu bestimmen ist, eine Schraube in
der Léangsrichtung eingeschraubt
(Abb. 2122iu. 2122k). Dreht man

Abb. 2122i. Gegeben ist der Bezugssinn des Abb. 2122Kk. Gegeben ist der Bezugssinn des
Spulendrahtes, gesucht ist der Bezugssinn des Eisenkernes, gesucht ist der Bezugssinn des
Eisenkernes. stromfiihrenden Drahtes.

die Schraube in Richtung des Maschenumlaufsinnes des ersten Kreises,
so gibt ihr Fortschreitungssinn den gesuchten Bezugs- oder Maschen-
umlaufsinn. A A

—6.) Werden in einem Schal- e 7 —
tungsschema einlagige, rechts-
gewickelte Spulen gezeichnet,  ,,\ 51001 pej ciner  Abb.2122m. Bei einer
so kann man die beiden sich  einlagigen, rechtsge-  einlagigen, linksgewickel-
. wickelten Spule koén- ten Spule sind zwei ver-
nach einer Rechtsschraube ent-  nen der Bezugssinn der  schiedene  Bezugspfeile
. ‘Wicklung und des Ker- notig, um die Bezugs-
sprechenden Bezugssmne der nes durch einen einzi- sinne der Wicklung und
. . gen Bezugspfeil richtig des magnetischen Kernes
Wlehmg und des magnetISChen angegeben werden. richtig anzugeben.
Kernes durch einen einzigen
Bezugspfeil vollstdndig richtig angeben, wie dies in Abb. 21221 dar-

gestellt ist. Fur einlagige linksgewickelte Spulen findet man durch
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§2122.6 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizititslehre.

Anwendung der in § 2122.5 gegebenen Regel, daB die beiden Bezugs-
sinne durch zwei gegeneinander weisende Bezugspfeile darzustellen sind.
Dieses Ergebnis ist in Abb. 2122m veranschaulicht. Im Interesse der
Einfachheit ist es daher zu empfehlen, bei der Aufzeichnung eines Schal-
tungsschemas einlagige, rechtsgewundene Spulen zu bevorzugen.

—.7) Besteht eine Spule aus mehreren Drahtlagen, so folgen rechts- und
linksgewundene Lagen abwechslungsweise aufeinander. Ist die Lagen-
zahl ungerade, so treten die Drahtenden an den beiden verschiedenen
Spulenenden aus dem Wicklungsraum aus. Der Richtungssinn der
vom Drahtanfang zum Drahtende gerade gezogen gedachten Verbin-
dungslinie stimmt dann mit der Richtung des Bezugspfeiles des ma-
gnetischen Kreises iiberein, wenn die erste und die letzte Drahtlage
rechtsgewunden sind.

—.8) Ist ein magnetischer Kreis mit zwei elektrischen Stromlkreisen ver-
kettet, so ist es in vielen Féllen zweckmiBig, die Bezugssinne beider
Wicklungen so festzulegen, daB sich durch Zuordnen nach der Rechts-
schraubung fiir den magnetischen Kreis ein gemeinsamer Maschen-
umlaufsinn ergibt. Sind die Anfangs- und Endpunkte zweier Wick-
lungen so festgelegt, daf3 dies der Fall ist, so werden diese Wicklungen
oder deren Bezugssinne nach Wallot222? als gleichsinnig be-
zeichnet. Fithren zwei gleichsinnige Wicklungen Stréme gleichen Vor-
zeichens, so unterstiitzen sich ihre Felder im gemeinsamen magnetischen
Kreis. Anderseits sind Wicklungen dann gegensinnig, wenn ihre
durch Festlegung der Anfangs- und Endpunkte gegebenen Bezugssinne
im gemeinsamen magnetischen Kreis nach der Regel von § 2122.5 auf
zwei einander entgegenlaufende Maschenumlaufsinne fithren. Es ist
zu beachten, dafl es nicht von der Ausfithrungsart zweier Wicklungen,
sondern nur von der Festlegung ihrer Anfangs- und Endpunkte abhéingt,
ob sie gleich- oder gegensinnig sind.

Der Bezugssinn von Drehwinkeln. § 2123

—1.) Nach § 112.4 sind Winkel positiv, wenn sie im Gegenuhrzeigersinn
verdrehen. Fiir den Uhrzeigersinn sind sie negativ. Diese allgemein
ibliche Verabredung bedeutet, dal der Gegenuhrzeigersinn der Bezugs-
sinn fiir Drehwinkel ist. Er braucht deshalb in den Abbildungen nicht
noch besonders angegeben zu werden. Dies wire nur nétig, wenn man
eine der allgemeinen Abmachung entgegengesetzte ‘Festsetzung treffen
wollte.

—2.) Werden bei der Angabe von Drehwinkeln in den Schreibweisen
X UB und @y Doppelindexe verwendet, so hat dies mit dem Bezugs-
sinn nichts zu tun, sondern es wird angegeben, dal der Drehwinkel

220 Wallot, Julius: Theorie der Schwachstromtechnik, §171, S.122.
Berlin: Julius Springer 1932.
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Einige Grundbegriffe. §2123.2

von der durch den ersten Buchstaben bezeichneten Richtung bis zu
der durch den zweiten Buchstaben bezeichneten Richtung fiihrt (§ 112).

Die Bestimmungsstiicke sinusférmig verdnderlicher § 213
GroBen von Wechselstromkreisen.

—.1) Sinusférmig verinderliche Spannungen, Stromstdrken, Durch-
flutungen, magnetische Feldstéirken, magnetische Induktionen, Induk-
tionsfliisse und so weiter sind sinusférmig-verdnderliche GréBen von
Wechselstromkreisen. Statt dieses schwerfélligen Ausdrucks wollen wir
der Kiirze halber nachstehend harmonische Schwingungen und
in allgemeinen Beispielen auch Sinusstréme sagen. Der Ausdruck
harmonische Schwingung rechtfertigt sich dadurch, daB die Ergebnisse
allgemein fiir solche gelten, nicht nur fiir sinusférmig verdnderliche
GroBen von Wechselstromkreisen.

—.2) Eine harmonische Schwingung oder ein Sinusstrom geniigen der
Gleichung “
1 =1sin(2xft + @,). (213a)
Dabei ist ¢ der Augenblickswert oder Momentanwert und i der
Scheitelwert oder die Amplitude. Der Ausdruck 27:f¢ 4 @, ist die
Phase und ¢, die Anfangsphase??2 Die Konstante f heifit Fre-
quenz, sie hat die Dimension einer reziproken Zeit. Ihr Zahlenwert
gibt an, wie viele volle Schwingungen auf die Zeiteinheit entfallen. Fiir
die Kreisfrequenz o gilt

w = 2nf. (213Db)
Fiir solche Werte der Zeit ¢, die sich um Vielfache der Periodendauer
T =1/f (213 ¢)

unterscheiden, ergeben sich gleiche Augenblickswerte. Zeichnet man
den Augenblickswert 7 in Funktion der Zeit ¢ in einem geradlinig-
rechtwinkligen Koordinatensystem auf, so entsteht die bekannte Sinus-
linie. Man bezeichnet die ganze Figur als Linienbild oder Linien-
diagramm des Sinusstromes.

—.3) Die Stromstirke eines Wechselstromes, deren Augenblickswert ¢
dem Ansatz

9= 'L'Acos(wt + @) (2134d)

gentiigt, ist ebenfalls ein Sinusstrom, denn fir ¢; = +90° 4 ¢; wird
cos(wt + @;) = sin(wt + ¢f).
Wir werden nachstehend stets den Ansatz nach (213d) verwenden.

282 Nach J. Wallot: Theorie der Schwachstromtechnik, § 52, S. 30. Berlin:
Julius Springer 1932.
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§213.4 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizititslehre.

—.4) In der Elektrotechnik wird meist nicht der Scheitelwert ; eines Sinus-

stromes, sondern sein Effektivwert I genannt. Es ist dies der iber

eine Schwingungsdauer bestimmte quadratische Mittelwert des Augen-
blickswertes 7. Es ist

Lu . -

At i

VR I=+V—/i2dt. (213¢)
fi N\ ’s

//\Z ” Zwischen Effektivwert und
— =i Scheitelwert vermittelt bei
% Sinusstromen dieBeziehung
a P =+Y2I. (2181
—.5.) Sind eine Sinusspan-
P |\wt+ c Qs .
jJ nung % und ein Sinusstrom ¢
—? F gegeben nach den Ansédtzen

u =1 cos(wt 21
Abb. 213a. Linienbild zweier gleichfrequenter harmoni- ( +¢u) ( 3g)
scher Schwingungen ¢ und % mit den Scheitelwerten : und

und 4, den Anfangsphasen ¢; und ¢«, der Phasenver- . o

schiebung ¢, der Kreisfrequenz « und der Schwingungs- ? =1 C08 ((A)i + (Pi) > (213}1)
dauer 7. Fiir einen bestimmten Zeitpunkt ¢ sind die Phasen
o+ @; und wit-+ @, angedeutet. Die Anfangsphase @u

ist negativ.

so bezeichnen wir

lo =i — o (130)
als die Phasenverschiebung des Stromes gegeniiber der Span-
‘nung. Hiufig wird auch nur Phasenverschiebung gesagt. Abb. 213a
zeigt das Linienbild fiir einen positiven Wert von ¢. Ist die Phase
wt 4+ @; des Stromes grofer als die Phase wt + ¢, der Spannung, so
ist der Strom der Spannung in der Phase voran. Einen solchen Strom
bezeichnet man als voreilend. Ebenso ist ein Strom nacheilend,
wenn seine Phase kleiner als die Phase der Spannung ist. Bei vor-
eilendem Strom wird die Phasenverschiebung positiv, bei
nacheilendem negativ. Allgemein wird die Spannung als Bezugs-
grofle angenommen, so daBl Vor- und Nacheilung im gewdohnlichen
Sprachgebrauch immer fiir den Strom gelten.
—.6) Setzt man die Anfangsphase ¢, der Spannung zu Null an, so wird
nach (213i) die Anfangsphase ¢; des Stromes gleich der Phasenver-
schiebung ¢. Statt den Ansitzen (213g) und (213h) erhdlt man dann

% = % cos(wt) (213k)

und -
t =1cos(wt + ¢). (2131)

Einem positiven Werte der Phasenverschiebung ¢ entspricht - dann
wieder der voreilende Strom und umgekehrt?!3?,

280 Hiufig findet man auch den Ansatz i = 4 cos (w? — @), in dem positive
Werte von ¢ dem nacheilenden Strom entsprechen.
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Einige Grundbegriffe. §214

Spannung, Potential und elektromotorische Kraft. § 214

—.1) Gesetze kénnen nur dann scharf formuliert werden, wenn fiir die
durch sie in Beziehung gebrachten GréBen eindeutige Definitionen vor-
liegen. Fiir mehrere in der Elektrizititslehre wichtige GréBen besteht
eine Mehrzahl von Auffassungen und Definitionen, so daB die not-
wendige Eindeutigkeit nicht vorhanden ist. ‘

—.2) Bei einer ersten Gruppe von GréBen sind die Definitionen wohl un-
bestritten. Thr gehoren die Stromstérke, die Ladung, die elektrische
Feldstérke und andere an. Eine zweite Gruppe bilden einige magnetische
GroBen, vorweg die magnetische Feldstdrke und die Permeabilitét.
Diese sind gegenwirtig sehr umstritten, treten jedoch bei der komplexen
Behandlung von Wechselstromproblemen kaum stérend in Erscheinung.
Die dritte Gruppe umfalt die Begriffe elektrische Spannung, elektro-
motorische Kraft und dhnliche. Je nach der Definition, die man fiir
sie wihlt, nimmt das Zeigerbild einer Maschine oder eines Apparates
eine andere Gestalt an. Es werden deshalb in den nachfolgenden Ab-
schnitten die Groéfen der dritten Gruppe nidher erértert. Als Basis
dienen dabei die in Normblatt DIN 1323 2142 niedergelegten Festsetzungen
des Ausschusses fiir Einheiten und FormelgréBen.

Allgemeiner Begriff der Spannung. § 2141

—.1) Gegen Ende des 18. Jahrhunderts fithrte Alessandro Volta das
Wort Spannung (auf italienisch: tensione) in die Elektrizitéitslehre ein.
Es hat seither mehrmals neue Bedeutungen angenommen, ohne dafl
die fritheren jeweils vorher untergegangen waren. So kommt es, daB
heute eine Mehrzahl von verschieden alten Spannungsbegriffen neben-
einander bestehen2412, Nachstehend soll erliutert werden, was wir
unter Spannung verstehen wollen.

—.2) Normblatt DIN 1323 legt fest: ,,Ein mit der Elektrizitits-
smenge ¢ geladener kleiner Korper lege im elektrischen
,Felde einen Weg s zuriick. Dabei leisten die Feldkrifte
»an dem Korper eine mechanische Arbeit A. Dann schreibt
»man dem Wege s eine elektrische Spannung U = A4/Q zu.
,»Die elektrische Spannung hat den gleichen Zahlenwert
»und das gleiche Vorzeichen wie die Arbeit am Triger der
,»Einheit der positiven Elektrizititsmenge. Bemerkung:
»Die Spannung bezieht sich auf ein Linienstiick.«

242 Frlguterungen hiezu s. J. Wallot: AEF. Verhandlungen des Aus-
schusses fiir Einheiten und Formelgrofien in den Jahren 1907 bis 1927, S. 22.
Berlin: Julius Springer 1928; ferner: Elektrotechn. Z. 47 (1927) S. 552 und 41
(1920) S. 641 u. 660.:

242 Bmde, Fritz: Die Geschichte des Spannungsbegriffes. Elektrotechn. Z.
42 (1921) S. 169.
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§2141.3 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitatslehre.

—.3) ,,Unter einer Spannungsdifferenz ist die Differenz zweier
»Spannungen zu verstehen. Sie bezieht sich auf zwei
,,Linienstiicke.« :

—.4) ,Fallt der Endpunkt des Weges mit seinem Anfangs-
»punkt zusammen, so heiBt der Weg ein geschlossener. Die
mzugehorige Spannung bezeichnet man als Umlaufspan-
,snang U .“

—.5) Die von den Feldkriften lings des Weges s geleistete Arbeit 4
148t sich als Integral der lings der einzelnen Wegelemente ds geleisteten
Arbeitsbeitrige d A darstellen. Dieses Integral ist lings des ganzen
Weges s zu bilden. Ein Arbeitsbeitrag d4 ist gleich dem Produkt aus
der Kraft P, dem Kosinus des Winkels von der Richtung der Kraft
bis zur Richtung des Wegelementes cos (P, ds) und dem Wegelement ds.
Ist der Weg s durch seinen Anfangspunkt 4 und seinen Endpunkt B
gekennzeichnet, so wird demnach ‘

U 4 iij_f_iji o :/P cos(P, ds) ds . /'EP cos(P, ds)ds
BT T T T Q ) Q N

Da die durch die (konstante) Ladung @ dividierte Kraft P elektrische
Feldstirke € heiit, gelten die Gleichung

B
Usp=[Ccos(C, ds)ds (2141 a)
A

und der Satz: Die von einem Punkte 4 lings eines Weges s bis
zu einem Punkte B bestehende elektrische Spannung ist
gleich dem liangs des Weges s vom Punkte 4 bis zum
Punkte B erstreckten Linienintegral der elektrischen Feld-
stirke 241D,

—.6) Besteht der Weg von 4 bis B aus den n Teilstiicken 44,
AA4,, ..., 4, B, so wird

B A A
[Gcos(G, ds)ds = [Geos(C, ds)ds + [G cos(C, ds) ds l
A A A,

B (2141Db)
—l—-'--i—f@cos(@, ds)ds. J
An-1

Bezeichnen wir die lings dieser n Teilstiicke bestehenden Spannungen
mit Uy 4,5 Ugyaps - Uy, _, 5> 0 gelten nach (2141a) die Gleichungen

Ay A B
Ulzfﬁ‘icos(@,ds)ds, Uzzf@oos(@,ds)ds, . Un:f(fcos((ﬁ, ds)ds

A Al An -1

24P Dieser Zusammenhang gilt ganz allgemein, auch wenn der Weg nicht
ausschlieBlich in Luft, sondern in einem andern Dielektrikum oder gar in einem
Leiter oder bald im einen, bald im andern verliuft.
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Einige Grundbegriffe, §2141.6

und wir erhalten .
Usp=Ugua,+Upga,+ -+ Us,_,B. (2141¢)

—.7) SchlieBt sich der Weg AB in sich selbst, fillt also der Anfangs-
punkt 4 mit dem Endpunkt B zusammen, so gilt fiir die elektrische
Umlaufspannung die Gleichung

Uo= PGcos(C, ds)ds (2141d)

oder
Uo=Uuua;,+Ugu,+Usyu,+ -+ Usp_4- (2141e)

—.8) In Abb. 2141a ist ein elektrisches Feld durch Feldlinien (Kraft-
linien) dargestellt. Die Richtung der in einem Punkte vorhandenen Feld-
starke ist durch die in jenem
Punkte bestehende Tangente der
Feldlinie gegeben. Das MaB fiir
den Betrag der Feldstirke wird
durch die Dichte der Feldlinien
dargestellt. Wird das Feld durch
eine oben liegende positive und eine
unten liegende negative Ladung
hervorgebracht, so hat die Feld-
stirke zur -Hauptsache die Rich-
tung von oben nach unten. An  Abb.2141a. Veranschaulichung der Ermittiung
verschiedenen Stellen des Weges —oidamire & mad Goe g os Llonntogral dor
sind die Feldstirke € und das

Wegelement ds nach Betrag und Richtung eingezeichnet. Dabei sollte
genau genommen das Wegelement unendlich kurz sein.

—.9) Wird das von 4 bis B gebildete Wegintegral der elektrischen Feld-
stédrke positiv, so ist die Arbeit, die die Feldkrifte an einer positiven
und sich von 4 nach B bewegenden Ladung leisten, positiv. Man sagt
dann, die Spannung U, sei positiv. Der Drehwinkel (G, ds) heile .
Bestimmen wir nun die Spannung Uy, , die fiir die gegen vorher um-
gekehrte Integrationsrichtung besteht, so haben wir von B nach 4
zu integrieren. Dabei bleiben fiir jeden Wegpunkt die Betrige der Feld-
stirke und des Wegelementes gleich grof wie vorher. Dagegen tritt
an Stelle des Drehwinkels « der Drehwinkel « - 180° auf, da das
neue Wegelement ds’ gegeniiber dem alten Wegelement um 180° ver-
dreht ist. War urspriinglich dA4 = Gcos(x)ds, so wird jetzt d4’
= Ecos(x + 180°)ds’. Da die Kosinusse von um 180° verschiedenen
Drehwinkeln einander entgegengesetzt gleich sind, wird der Wert jedes
Arbeitsbeitrages fiir die neue Integrationsrichtung umgekehrt gleich
dem Wert, der der urspriinglichen Integrationsrichtung entspricht,
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§2141.9 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitatslehre.
d4"= —dA. Es gilt daher die Gleichung
Uyp=—Ug,|. (21411)

Die elektrische Spannung ist demnach eine GréBe, die bei Vorzeichen-
wechsel ihren Richtungssinn umkehrt. Es muB deshalb ein Bezugssinn
angegeben werden, wenn die Angabe des Vorzeichens eines Spannungs-
wertes eine eindeutige Aussage darstellen soll. Dieser Bezugssinn ist
nach § 2121 durch einen Doppelindex — wie oben — oder durch Ein-
zeichnen eines Bezugspfeiles in das zugehdrige Schaltungsschema fest-
zulegen. Fir die elektrische Umlaufspannung gilt analog

Uy =—Us. (2141 g)

Die Verschiedenheit des Bezugssinnes (Richtung des Integrationsweges)
ist durch die beiden entgegengesetzt weisenden Pfeilspitzen angedeutet.

Wirbelfreies elektrisches Feld und elekirisches Wirbelfeld. § 2142

—.1) Wird die Umlaufspannung fiir alle ganz innerhalb eines gewissen
Raumgebietes moglichen geschlossenen Wege zu Null, so bezeichnet
man das elektrische Feld dieses Raumgebietes als wirbelfrei und das
Raumgebiet selbst als frei von Spannungswirbeln. Die mathematische
Formulierung dieses Zustandes lautet

U,=0. (2142a)

Wird dagegen die Umlaufspannung fiir einige oder fiir alle innerhalb
eines gewissen Raumgebietes moglichen geschlossenen Wege von Null
verschieden, so bezeichnet man das Feld in diesem Raumgebiet als
elektrisches Wirbelfeld. Es treten in ihm Spannungswirbel auf. Die
mathematische Formulierung dieses Zustandes lautet

Us == 0. (2142D)

—.2) In differentieller, vektorieller Form lautet die Bedingung fiir die Wirbel-
freiheit rot€ = 0, was sich mit Hilfe von (2141d) aus (2142a) ersehen 14Bt.

Wechselspannung. § 2143

—.1) Wir wollen die Spannung betrachten, die von einem Punkte 4 bis
zu einem Punkte B besteht, wenn diese beiden Punkte einem Wechsel-
stromsystem angehéren. Beispielsweise sollen sie auf zwei verschiedenen
Drahten einer Wechselstrom-Fernleitung liegen. Die gesuchte Spannung
soll fiir zwei verschiedene Wege s, und s, bestimmt werden. Abb. 2143a
veranschaulicht zwei Wege, fiir die wir der Einfachheit wegen anneh-
men, daf sie in der durch die beiden Dridhte gegebenen Ebene
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Einige Grundbegriffe. § 2143.1

liegen sollen. Nach (2141a) finden wir fiir die Augenblickswerte der
lings der beiden Wege bestimmten Spannungen fiir fortlaufende Be-
zugssinne die Ansitze 4

? |
U1 4B =f@3 cos(€, ds)ds s’i o
A‘ I

$1

und Abb. 2143a. TFestlegung
zweier in Luft verlaufender

A
J— A ‘Wege s; und s, zwischen
Usp4 /@ cos(C, ds) ds. zwei, auf verschiedenen
B Drihten einer Wechsel-
Sz strom-Fernleitung liegen-

Nach (2141b) finden wir fiir den Augenblicks- den. Puniten 4 und B.
wert der Umlaufspannung der aus s; und s, gebildeten Masche

B 4
uo = B Ccos(C, ds)ds =Af@ cos (G, ds)ds —I—Bf@ cos (G, ds)ds
= Ui 4B + Uop4- & 82

Hieraus wird uo = u, 5 — %545, Wenn wir beriicksichtigen, daB die
Spannung ., bei Umkehrung ihres Bezugssinnes nach (2141f) ihr
Vorzeichen wechselt. Durch Umstellen finden wir schlieBlich

Uy gp = Uz p + Ug- (2143a)
—.2) Ist mit dem aus s, und s, gebildeten geschlossenen Weg ein ver-
dnderlicher- magnetischer FluB verschlungen, was z. B. der Fall ist,
wenn die betrachtete Wechselstrom-Fernleitung Strom fiihrt, so wird
die Umlaufspannung nach dem Induktionsgesetz (224a) von Null ver-
schieden. Die zwischen den beiden Punkten 4 und B lings der Wege 8
und s, bestehenden Spannungen u, , , und u, , 5 sind daher nach (2143a)
etwas voneinander verschieden. Bei Wechselstromproblemen ist die
Spannung zwischen zwei Punkten strenggenommen eine unendlich
vieldeutige GroBe, solange nicht der Weg angegeben ist, fiir welchen
die Aussage gelten soll.

Klemmenspannung. § 2144

—.1) Wir definieren: Die Klemmenspannung eines Zwei-
poles ist die liangs seines duBeren Weges bestehende
Spannung. Dieser ist die kiirzeste Linie, die auBer-
halb des Zweipoles verlduft und seine Klemmen ver-
bindet. In Abb. 2144a ist er eingezeichnet. Meist wird spp. 2144a.
er indessen nicht besonders angegeben, auch in den folgenden pDarstelung
Abbildungen ist er meist fortgelassen. VIR cimes
—.2) Bei praktischen Messungen der Klemmenspannung bildet

der Spannungsmesser (Voltmeter oder Oszillographenschleife) mitseinen
Vorwiderstéinden und Zuleitungen den Weg, 14ngs dem durch Bestimmung
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§2144.2 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitatslehre.

des entstehenden Stromes das Linienintegral der Feldstirke, also die
Spannung gemessen wird. In den meisten vorkommenden Fillen
werden die Unterschiede zwischen den fiir verschiedene Wege, also
z. B. fiir verschiedene Lage der Zuleitungsdrihte meBbaren Klemmen-
spannungen so klein, daB sie sich der Beobachtung entziehen. In der
Umgebung von Leitungen, die groBe Strome fithren, sind dagegen bei
der Messung kleiner Klemmenspannungen deutliche Unterschiede be-
merkbar 2142, Man verwendet fiir die Messung den in § 2144.1 erwéhn-
ten kiirzesten, in Luft verlaufenden Weg zwischen den zwei Klemmen.
Mufi das MeBinstrument abseits aufgestellt werden, so verdrillt man
die beiden aus dem duBeren (kiirzesten) Weg abzweigenden Zuleitungen
des Instrumentes, damit keine zusétzliche Verkettung mit magnetischem
FluB zustande kommt.

Potential, Potentialdifferenz. § 2145

—1.) Wir wollen die Spannung betrachten, die von einem Punkt A4 bis
zu einem Punkt B besteht. Dabei sollen diese beiden Punkte zwei
stromfiithrenden Leitern angehéren und in einem wirbelfreien Feldgebiet
liegen. Zwischen den beiden Punkten sollen, z. B. nach Abb. 2143a,
zwei Wege s; und s, gegeben sein, die ebenfalls ganz innerhalb des
wirbelfreien Gebietes liegen. Die Spannungen ldngs dieser Wege seien
U 45 Und %y, 5. Zwischen ihnen und in der aus s, und s, gebildeten
Masche bestehenden Umlaufspannung ug gilt dann (2143a). Die Um-
laufspannung wird zu Null, da das Feldgebiet, in dem sie gebildet wird,
nach Voraussetzung wirbelfrei ist. Es gilt somit die Gleichung

Ui ap = U 4B

die beiden Spannungen von 4 bis B sind einander gleich.

—.2) Die Bedingung der Wirbelfreiheit ist in der Umgebung stationirer
Gleichstrome erfiillt. In der Umgebung von Wechselstrémen kann da-
gegen das elektrische Feld nur insofern als angenidhert wirbelfrei be-
trachtet werden, als die Umlaufspannung o neben den Spannungen u, , 5
und u, 4 » vernachlissigbar klein ist. Dies ist fiir praktische Spannungs-
messungen meist, wenn auch nicht immer 2442 der Fall, da starke
Wirbelgebiete gewshnlich nur im Innern von Maschinen und Apparaten
auftreten.

—.3) Innerhalb des betrachteten wirbelfreien Feldgebietes hingt die
Spannung vom Punkte 4 zum Punkte B nicht mehr von der Lage
des Weges ab, solange dieser ganz innerhalb dieses Feldgebietes ver-

2442 Q4 7. B., wenn zur Oszillographierung eines sehr starken, etwas welligen
Gleichstromes die die Stromschleife speisende Spannung an einem Hochstrom-
Nebenwiderstand abgegriffen wird, wie dies beim Betrieb elektrolytischer Bader
durch Einankerumformer oder Quecksilberdampfgleichrichter der Fall sein kann.
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Einige Grundbegriffe. §2145.3

liuft. Man kann daher allen Punkten eines wirbelfreien elektrischen
Feldes Zahlenwerte p 21452 beilegen, als deren Differenz sich die Span-
nung berechnen 148t. Ein solcher Zahlenwert heilt Potential. Man
findet daraus die von einem Punkte A4 bis zu einem Punkte B be-
stehende Spannung, indem man vom Potential des Anfangspunktes A
das Potential des Endpunktes B abzieht. So wird '

Ugap = P4 — PB|- (2145a)

—.4) Die Spannung erscheint so als Differenz von zwei Potentialen, als
Potentialdifferenz. Spannung und Potentialdifferenz sind somit
fir wirbelfreie Felder gleiche Grofen. In einem Wirbelfeld kann man
nicht mehr von Potentialen und Potentialdifferenzen sprechen, dagegen
existiert der Begriff der Spannung, vorausgesetzt, dafl ihr Weg an-
gegeben ist.

—.5) Um einen festen Ausgangspunkt zu haben, setzt man willkiirlich
PErae = 0. (2145Db)

Die Folge davon ist, dafl die Spannung von einem Punkt bis zur Erde
seinem Potential gleich ist.

Spannungsdifferenz. § 2146

—.1) Nach der in § 2141.3 gegebenen Definition ist die Spannungs-
differenz die Differenz zweier Spannungen. Sie bezieht sich auf zwei
Linienstiicke. So ergibt sich z. B. in § 2143.1 die Umlaufspannung g
als Differenz der Spannungen w, ,, und u,,,. Sie bezieht sich auf die
beiden Wegstiicke s; und s,.

—.2) Die Spannungsdifferenz ist ein Begriff, der nur selten benstigt
wird. In vielen Féllen wird es filschlicherweise statt Potentialdifferenz
oder Spannung gebraucht.

Elektromotorische Kraft. § 2147

—.1) In einem wirbelfreien elektrischen Feld ruhe ein stromloser Leiter.
Besteht von einem auf ihm liegenden Punkt 4 bis zu einem ebenfalls
auf ihm liegenden Punkt B eine Spannung u,,, so schreibt man dem
Leiterstiick AB eine eingeprigte elektromotorische Kraft e,

2452 Der AusschuBl fiir Einheiten und FormelgréBen schligt in seinem Ent-
wurf 42 ,,Sonderliste der Formelzeichen fiir den Elektromaschinenbau‘ (Elektro-
techn. Z. 53 (1932) S. 140) als Hauptzeichen P und als Ausweichzeichen ¢
vor. In der Physik wird immer ¢ geschrieben. Im Text ist p gewdhlt, um einen
Augenblickswert anzudeuten.
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§ 2147.1 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizititslehre.

zu?472, Sje wirkt (ist positiv) in der der Spannung entgegengesetzten
Richtung:

] eap= —Usp|. (2147a)
Statt eingeprigte elektromotorische Kraft wird oft — kiirzer aber

weniger exakt — nur elektromotorische Kraft oder EMK gesagt.
—.2) Die eingeprigte elektromotorische Kraft ist der
elektrische Ausdruck fiir atomare Vorginge, die die
positive und negative Elektrizitit auseinandertreiben.
Solche Vorginge treten in galvanischen, in Thermo-
und in Photoelementen auf. In Abb. 2147a be-
wirken sie eine positive Ladung der Kupferplatte Cu
und eine negative Ladung der Zinkplatte Zn. Die
auf diesen Platten liegenden Ladungen sind die
Ursache eines elektrischen Feldes. Dieses sucht die
Ladungen wieder zu vereinigen (neutralisieren) und
findet seinen Ausdruck in der Spannung. Je mehr
Elektrizitit getrennt wird, desto héher steigt die

Abb. 21478, Yolta-Tle- Ladung der Platten und damit die Spannung. Es

und Kupferplatte Cu  stellt sich ein Gleichgewichtszustand ein, wenn die

in verdiinnter Schwe- . .
felsdure. Langs der go- trennende elektromotorische Kraft und die ver-

gelchmeten, nggg i einigende Spannung entgegengesetzt gleich groB sind.
aller e&ie”;ﬁrd;‘il aom  Die eingeprigte elektromotorische Kraft sitzt nur
flatte fihren, besteht  jn den Inhomogenitétsstellen eines Leiters (z. B.
e gleiche Spannung. . . . .

‘ Ubergangsschicht Lésung-Metallplatte). Die Span-
nung besteht dagegen innerhalb und auBerhalb des Elementes lings

aller Wege, die von einem Pol zum andern fiihren.

—.3) Ersetzt man in (2147a) die Spannung u, , mit Hilfe von (2145a),
so findet man fiir die eingeprégte elektromotorische Kraft die Gleichung

leas =p5 — pal- (2147b)

Ist die elektromotorische Kraft in einem stromlosen Leiter fiir den
Bezugssinn 4B positiv, so ist das Potential des Endpunktes B hoher
als das Potential des Anfangspunktes A.

—.4) Analog wie man die Spannung als Wegintegral der elektrischen Feldstirke
definiert, kann man auch die eingeprigte elektromotorische Kraft als Wegintegral
einer eingeprigten-elektrischen Feldstarke auffassen. Diese ist der durch

2472 Dieser Name enthilt das Wort Kraft, obschon die damit bezeichnete
Grofle durchaus keine Kraft im Sinne der Mechanik ist. Sie hat vielmehr wie die
Spannung die Dimension: Arbeit/elektrische Ladung. Trotz seiner physika-
lisch verfehlten Bildung ist der Name elektromotorische Kraft in alle Sprachen
eingedrungen.

48



Einige Grundbegriffe. §2147.4

Ladung hervorgerufenen (wirklichen) Feldstéirke entgegengesetzt gerichtet. Man
kommt so zu der Gleichung

B
ess = [, cos(C,ds)ds. (2147 ¢)
A

Eingeprdgte Spannung. § 2148
—.1) Statt mit der die Ursache darstellenden eingeprigten elektro-
motorischen Kraft kann man auch mit der sich daraus ergebenden
Spannung rechnen. Sie heifle eingeprigte Spannung u,. Wir
definieren: Die eingeprigte Spannung eines inhomogenen,
in einem wirbelfreien Felde ruhenden Leiters ist das lings
ihm gebildete Linienintegral desjenigen Teiles der elek-
trischen Feldstidrke, der bei Stromlosigkeit vorhanden ist.
Zu diesem Integral leisten nur die Inhomogenitétsstellen Beitrége. Die
eingeprigte Spannung ist wie jede Spannung positiv in der Richtung
vom hohen zum tiefen Potential. Es gilt die Gleichung

Ueyp — —eeAB[. (2148&)

—.2) Die Einfithrung der eingeprigten Spannung rechtfertigt sich dadurch,
daB sie die sehr einfache Formel (231b) zur Bestimmung der Klemmen-
spannung eines Zweipoles aufzustellen gestattet.

Einige Grundgesetze. § 22
Ohmsches Gesetz. § 221

—.1) Das Ohmsche Gesetz ist der Ausdruck dafiir, da die Elektronen
in einem stromfiihrenden Leiter um so schneller laufen, je héher die
im Innern des Leiters in der Achsrichtung vorhandene elektrische
Feldstérke ist. Es lautet: Besteht in einem geschlossenen Strom-
kreis lings eines aus einem homogenen Leiter bestehenden
Zweipoles eine Spannung u, so ist diese gleich dem Produkt
aus der im Zweipol bestehenden Stromstdrke ¢ und dem
Widerstand R des Zweipoles:

|Rz‘:u;. (221a)

Dabei ist der Widerstand eine vom Material und den Ab-
messungen des Leiters abhdngige Konstante. Ist insbesondere
der Leiter von unverdnderlichem Querschnitt ¢, weist er die Linge [
auf und ist ¢ eine als spezifischer Widerstand bezeichnete Kon-
stante des Leitermaterials, so gilt die Gleichung

R:%l, (221 b)

4 Landolt, Komplexe Zahlen und Zeiger. 49



§221.1 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitétslehre.

Wenn der spezifische Widerstand und der Querschnitt des Leiters ver-
anderlich sind, gilt fiir die Berechnung des Widerstandes die Gleichung

!
R:]ﬁdz. (221¢)
R lu,i q
0

(221 a) gilt nur fiir einen fiir Strom und Spannung gemein-
Abb.221a.Zwei- Samen Bezugssinn (Abb. 221a). Fiir entgegengesetzte Be-
pol vom Wider- . . . .
stande Rmitfor ZUgssinne ist — R1 = w zu schreiben.
gg’gﬁm}g Jod  _.2) Enthalt der betrachtete Zweipol eine eingeprigte
mefsanem Be-  elektromotorische Kraft e, 5, besteht er also aus einem

inhomogenen Leiter (galvanisches Element, Thermoelement,

Photoelement), so gilt das Ohmsche Gesetz in der allgemeineren Form

|Risn = wan+ eas|. (221d)

Rechnen wir mit der eingeprdgten Spannung, so finden wir nach

(2148a) .
Riyp=1uyp— Ue, 5

oder
uAB=RiAB+ueAB. (2216)

—.3) Bei den meisten der praktisch wichtigen Fille haben die Spannung
u, p und die elektromotorische Kraft e,, Zahlenwerte von entgegen-
gesetztem Vorzeichen. Damit alle GroBen positive Zahlenwerte anneh-
men, ist es vielfach iiblich, bei Stromerzeugern den Bezugssinn der
Spannung, bei Stromverbrauchern dagegen den Bezugssinn der Span-
nung und des Stromes umzukehren®!2, So erhdlt man dann zwei
fiir besondere Fille zugeschnittene
Formen des Ohmschen Gesetzes.
Fir Stromerzeuger wird

upas = eqp — Rigp, (2211)

A fiir Stromverbraucher

&

Z;M T_— —_+ l Upgy
7]

A

nd (5218 voranageariaton Bogugsdinne. Limks ups = eap+ Rigy. (221g)

S avaher (aiokmalytioches Bagy, ~ Zur Verdeutlichung der besonderen
Wahl der Bezugssinne, die diesen

Gleichungen zugrunde liegt, sind in Abb. 221b die Bezugssinne sowohl

durch Doppelindexe als auch durch Bezugspfeile dargestellt.

—.4) Aus (221e) ist ersichtlich, daBl wir die gesamte Spannung u,p

als Summe von zwei Teilen auffassen kénnen. Davon ist der eine die

2212 (elten fiir Strom und elektromotorische Kraft entgegengesetzte Bezugs-
sinne, so deutet man dies gelegentlich durch den Namen gegenelektromotori-
sche Kraft an.
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Einige Grundgesetze. §221.4

eingepriagte Spannung u,,,, die die eingeprigte elektromotorische
Kraft e, zu Null ergénzt, kompensiert. Anderseits steht der Ri, 5
gleiche Teil zur Verfiigung, um den Strom durch den (Ohmschen) Wider-
stand zu treiben. Zur Unterscheidung von Spannungen anderer Be-
deutung wollen wir ihn deshalb nachstehend stets als Ohmsche Span-
nung oder Widerstandsspannung bezeichnen. Als Buchstaben-
symbol wollen wir hierfiir u, schreiben. Es gilt dann

|u9 - Ri|. (221h)

Hier ist analog wie bei (221a) ein fiir u, und ¢ gemeinsamer Bezugssinn
vorausgesetzt. (221le) geht damit {iber in

Ugp = Ug, , T Mg, (2211i)

Die gesamte Spannung ist die Summe der Ohmschen und der ein-
gepragten Spannung.

—.5) Besteht in einem stromfithrenden homogenen Leiter von einem
Punkte 4 bis zu einem Punkte B eine Spannung u, von positivem
Zahlenwert, so ist nach (2145a) das Potential p, von héherem Zahlen-
wert als das Potential p,. Nach (221a) ist der Strom in Richtung A B
positiv. Es geht somit das Potential von in der Stromrichtung aufein-
anderfolgenden Punkten des Leiters von hoheren Zahlenwerten zu
niedrigeren Zahlenwerten iiber, es besteht lings des Leiters ein Poten-
tialabfall. Er ist als Ohmscher Potentialabfall zu bezeichnen,
wenn auf seine Entstehungsursache hingewiesen werden soll. Volta
hatte zwischen Potential und Spannung nicht unterschieden. Es haben
sich daher statt der Bezeichnung Potentialabfall die weniger fremd
klingenden Namen Spannungsabfall und Ohmscher Spannungs-
abfall eingebiirgert?*'?. Nach den heute geltenden Definitionen sind
jedoch Spannung (§ 2141) und Potential (§ 2145) verschiedene GroBen,
und das Wort Potentialabfall kann daher durch Spannungsabfall nicht
richtig wiedergegeben werden. In diesem Zusammenhange ist das Wort
Spannungsabfall falsch. Es ist auszuschalten, da es viele Unklarheiten
und Schwierigkeiten in der gegenseitigen Verstindigung verursacht?¢
—.6) Das Wort Spannungsabfall wird noch in einem andern Sinne ge-
braucht. Bei galvanischen Elementen (Stromerzeugern) stellt man bei

21® Um den weitverbreiteten Gebrauch zu decken, ist auch in Normblatt
DIN 1323 vom Ohmschen Spannungsabfall die Rede, obwohl sich dies mit den
ibrigen Definitionen des Normblattes schlecht vertréigt. In dem diesem Normblatt
zugrunde liegenden Satz 5 des Ausschusses fiir Einheiten und FormelgroBen 42
heiBit es merkwiirdigerweise Ohmscher Spannungsfall.

e Tn Wallot, Julius: Theorie der Schwachstromtechnik, § 12, S. 7. Berlin:
Julius Springer 1932, wird Spannungsabfall durch Potentialabfall ersetzt. Da-
gegen 1afBt sich nur einwenden, daB es auch ein Potentialanstieg sein kann, wenn
der Strom dem Bezugssinn entgegenflieBt.
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§221.6 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizititslehre.

Belastung eine kleinere Spannung fest als bei Leerlauf. Diesen Span-
nungsriickgang bezeichnet man vollstindig einwandfrei als Spannungs-
abfall. Er wird verursacht durch die bei Belastung im Innern des
Elementes auftretende Ohmsche Spannung. Beide sind einander
zahlenméBig gleich. Trotzdem sind sie nicht identisch gleich, denn
wihrend die Ohmsche Spannung bei Belastung im Leiter wirklich
auftritt, existiert der Spannungsabfall nur als Differenz zweier bei ver-
schiedenen Betriebszusténden, also zu verschiedenen Zeiten, auftreten-
den Spannungen. Der Spannungsabfall geht in eine Spannungs-
erhohung iiber, wenn es sich um einen Stromverbraucher handelt,
z. B. bei einer Akkumulatorenbatterie im Ladezustand. Spannungs-
abfall und Spannungserhéhung sind Sonderfille des allgemeineren
Begriffes Spannungsdnderung.(§ 3334.3).

—.7) Das allgemeine Ohmsche Gesetz (221d) entspricht als Integralgesetz Glied
fiir Glied dem in der Physik gebriduchlichen Punktgesetz

go=C€+G,.

Darin bedeuten ¢ den spezifischen Widerstand, g die Stromdichte, € die durch
die Ladungen bedingte (wirkliche) elektrische Feldstirke, €, die eingeprigte
elektrische Feldstarke. Integriert man lings einer Strecke 4B, so erhilt man
nach (2141a) und (2147c¢) B

f@gAdI =uyp+esp-
A
Ersetzt man das skalare Produkt gd! durch z‘;—Bdl, so erhilt man (221d).

Kapazitiatsgesetz. § 222

—.1) Ein in einem geschlossenen Stromkreis liegender Zweipol soll aus
einem Kondensator von der Kapazitit C bestehen. Er fiihre den Strom s.
Es bestehe vom einen bis zum andern Belag, also am Dielektrikum,
die Spannung u,. Wir werden sie nachstehend als Dielektrikums-
spannung bezeichnen. Fiir Strom und Spannung gelte ein gemein-
samer Bezugssinn (Abb. 222a). Ist der Strom in einem gewissen Zeit-
punkt ¢ positiv, so verursacht er in einem Zeitelement eine positive

Anderung der Ladung ¢, des Belages 4. Im

gleichen MaBe erfahrt die Ladung ¢, des Belages B

eine negative Anderung. Es gilt die Differential-

4 )
: J::; gleichung dgy —idt. (222a)

Abb. 222a. Kondemsator 1uS ist eine Erfahrungstatsache, daB die von den

mit den Beligen 4 und B 3 3 :

und ‘it Hir die Span beiden .Ladungen g4 und g im ZWlschen"raum

nung we und den Strom ¢ der Beldge 4 und B hervorgerufenen Feldstirken

gemeinsamem Bezugssinn. . . . A
proportional mit diesen Ladungen steigen. Dem-

entsprechend steigt auch das vom einen bis zum andern Belag er-

streckte Linienintegral dieser Feldstdrken, d. h. die Spannung u, pro-
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Einige Grundgesetze. §222.1

portional mit den Ladungen. Die als Kapazitit bezeichnete Grofe tritt
als Proportionalititskonstante (reziprok) auf. Es gilt demnach die
weitere Differentialgleichung

du. = 7 das. (222b)

—.2) Eliminieren wir aus (222a) und (222b) die Ladungsénderung dq,,
so erhalten wir fiir den Strom die Differentialgleichung

due
dt

i=0C (222¢)

Losen wir dagegen nach der Spannung auf, so finden wir du, = lcidt
und daraus

usz—é—fidt—i—k . C (2224)

Die Integrationskonstante k ist von Fall zu Fall zu bestimmen.
—.3) An Stelle von (222d) kénnen wir auch

t
1 /.
up = ?/ idt (222¢)
to

schreiben. Statt k tritt in dieser Form die untere Integrationsgrenze #,
als vorliufig unbestimmte Integrationskonstante auf.

Durchflutungsgesetz. § 223

—.1) In Ubereinstimmung mit der Definition der elektrischen Spannung
nach (2141a) definiert man: Die von einem Punkte 4 ldngs eines
Weges s bis zu einem Punkte B bestehende magnetische
Spannung ist gleich dem I&ngs des Weges s vom Punkte 4
bis zum Punkte B erstreckten Linienintegral der magneti-
schen Feldstirke. Bezeichnet man die magnetische Spannung mit V
und die Feldstirke mit §, so gilt demnach die Gleichung
: B 223a

VAB:ngcos(Sg, ds)ds (223a)
4

In Ubereinstimmung mit der elektrischen Umlaufspannung nach (2141d)
gilt fiir die magnetische Umlaufspannung die Gleichung

Vo= P9 cos(, ds)ds|. (223Db)

—.2) Es sei ferner definiert: Die elektrische Durchflutung eines in
sich geschlossenen Weges s ist die Summe derjenigen Strom-
stdrken, die eine diesen geschlossenen Weg als Randlinie
aufweisende, sonst beliebig gelegte Fliche durchstoBen. In

#2382 Zur Erklirung des Begriffes des Linienintegrales s. §§ 2141.5, 2141.8.
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§223.2 EKinige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitatslehre.

diese Summe sind solche Stromstirken, deren Bezugssinne
mit dem frei gewdhlten Bezugssinn der Durchflutung durch
die Fliache laufen, mit unverindertem Vorzeichen und solche,
deren Bezugssinne dem Bezugssinn der Durchflutung ent-
gegenlaufen, mit umgekehrten Vorzeichen einzusetzen. Die
von der Randlinie s begrenzte, von den Strémen durchstoBene Fliche
kann man sich zur Veranschaulichung als ausgespanntes Papier denken.
Bezeichnet man die Durchflutung mit @
(sprich : GroB-Theta) und die Stromstéirken
mit ¢, so gilt demnach die Gleichung

|6 =il (223¢)

Fiir das linke Fenster der in Abb.223a

dargestellten Dreiphasen-Drosselspule ist

z. B. zu schreiben

O =1, + i+ — 1y — 1.

—.3) Es gilt nun erfahrungsgemif das Ge-
illi)gl]gzgl?éssglrgéghz}%emgroﬁgilsﬁk setz: Die magnetische Umlaufspan-
ﬁﬂffisfif’ufel(‘i‘iignlﬁ'ﬁg‘leutﬁgg“@‘_mdDiig nung ist gleich der elektrischen
durchstoBene I;i]i;’g‘z.hat die Rand-  Pyurchflutung ihres Integrations-

weges. Dabeiist vorausgesetzt, daB
sich die Bezugssinne der beiden GroBen nach einer Rechts-
schraubung zugeordnet sind (§2122.6). Es gilt demnach die

Gle}chung l*'I;::@—l 23b (223d)

Verindern sich die die Durchflutung ergebenden Stréme, so werden €@
und damit V, Funktionen der Zeit.
—.4) In (223d) kommt nach Einsetzen von (223 b u. ¢) die Proportionalitat
zwischen Stromstdrke und Wegintegral der magnetischen Feldstarke zum
Ausdruck. Fiir magnetische Kreise mit konstanter Permeabilitit hat
sie zur Folge, dafBl der Stromstirke auch die Feldstérke selbst, die magne-
tische Induktion und der magnetische Induktionsflull proportional sind.
Nennt man den Induktionsfluf3, der durch die Fliche tritt, die den Leiter
einer Spule als Randlinie aufweist??3¢, Spulenflu323d und bezeichnet
man seinen Augenblickswert mit ¥, (sprich: GroB-Psi, (Index) ), so gilt
| %, = Li|, (223e)

228> Dieger Zusammenhang gilt unabhingig von den Stoffen, durch die der
Integrationsweg von V, fiihrt.

223¢ Bilder solcher Flichen zeigt Fritz Emde: Elektrotechn. u. Maschi-
nenb. 30 (1912) S. 976.

2234 Die Begriffe Spulenfluf und WindungsfluB sind im Normblatt DIN 1321
niedergelegt.
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Einige Grundgesetze. §223.4

wenn die Spule den Strom ¢ fiihrt und die Bezugssinne des Spulenflusses
und des Stromes sich nach einer Rechtsschraubung entsprechen. Dabei
wird der Proportionalitétstaktor L als Koeffizient der Selbstinduk-
tion oder als Selbstinduktivitdt bezeichnet. Dagegen wird

¥, = Lyi, + Mi, (2231)

geschrieben, wenn noch ein weiterer den Spulenflu miterzeugender
Strom i, in einer anderen Spule flieBt. Der Proportionalitédtsfaktor M
heift Koeffizient der gegenseitigen Induktion oder Gegen-
induktivitat.

—.5) Der SpulenfluBl kann mit Hilfe der Windungszahl w, eines Wick-
lungsfaktors & (sprich: Klein-Xi) durch den Windungsfluf§ @,2234
(sprich: GroB-Phi, (Index) ¢) ausgedriickt werden. Es gilt der Ansatz

!Tt = wéf@t . (223g)

—.6) Wird (223b) in (223d) eingesetzt, so entspricht das Durchflutungsgesetz
als Integralgesetz dem in der Physik gebriuchlichen Punktgesetz

rotH=g.
Dabei bedeuten $ die magnetische Feldstirke und g die Stromdichte.

Induktionsgesetz. § 224

—.1) Das Induktionsgesetz ist der Ausdruck fiir die Erfahrungstatsache,
daB veridnderliche magnetische Felder elektrische Wirbelfelder hervor-
rufen. Es lautet: Die elektrische Umlaufspannung ist in
jedem Augenblick gleich der negativen Anderungsgeschwin-
digkeit des mit ihrem Integrationsweg verketteten Induk-
tionsflusses. Dabei ist vorausgesetzt, dall sich die Bezugs-
sinne beider GréBen nach einer
Rechtsschraubung zugeordnet sind
(§2122.4). Bedeutet u, die elektrische
Umlaufspannung, @, den Induktionsfluf,
t die Zeit und deutet der Index ¢ den
Augenblickswert an?*2, so gilt demnach
die Gleichung

dd Abb. 224a. In sich geschlossener, teil-

U= — —* (224 a) weise durch Luft fiithrender Integrations-
° dt |° weg mit zugehdrigem Maschenumlauf-
sinn, dem nach einer Rechtsschraubung

ein weiterer Bezugssinn zugeordnet ist.

Abb. 224a zeigt die Zuordnung des
Maschenumlaufsinnes und des Bezugssinnes fiir einen Weg, der sich
zum Teil iiber Zweipole, zum Teil durch die Luft schlieBt.

2242 Um Verwechslungen mit der sehr haufig gebrauchten Phasenverschiebung ¢
zu vermeiden, wird hier die Bezeichnung &, des Augenblickswertes des Induktions-
flusses der einfacheren ¢ vorgezogen.
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§ 224.2 Einige Grundbegriffe.und Grundgesetze der Elektrizititslehre.

—.2) Inder Praxis wendet man das Induktionsgesetz selten auf einen ge-
schlossenen Weg an. Man bevorzugt eine Formulierung, die sich auf
einzelne Zweipole beschrinkt, auch wenn ein solches Gesetz dann weniger
allgemein anwendbar ist als (224a). Zu ihrer Herleitung wollen wir einen
Zweipol AB betrachten (Abb. 224b). Er gehore einer Masche an, mit
der insgesamt der Induktionsfluf @, verschlungen ist. In dem betrach-
teten Zweipol, der beispielsweise eine Drahtspule, ein Apparat oder eine
ganze Maschine mit den Klemmen 4 und B sein kann, sei ein innerer
Weg s’ festgelegt. Dieser fiihrt in der
Achse des Leiters von der Klemme 4
bis zur Klemme B. Nun sei im Sinne
von § 2144 noch der kiirzeste 4ullere
Weg s festgelegt, der ebenfalls von
der Klemme A bis zur Klemme B
fiihrt. Der (Ohmsche) Widerstand
) N des Zweipoles sei B. Mit dem aus s’
Abb. 224 1. Zweipol 4 B mit einem inneren )
Integrationswege s’ und einem sugeren In-  und s gebildeten geschlossenen Wege
tegrationswege s. Bezugssinne fiir die In- . . . .
duktionsfliisse ®; und ¥, sei ein Teil ¥, des gemeinsamen
Flusses @, verkettet. Wihrend in @,
der Induktionsflu aller in der Masche zusammengeschalteten Zweipole
zusammengefalt ist, stellt ¥, nur den InduktionsfluB dar, der in
§ 231 als InduktionsfluBl des betreffenden Zweipoles bezeichnet wird.
Nach (224a) und (2141e) gilt dann

7 d glt
Uap — Uap = — 7>
wenn mit u) 5 die Spannung lings des Weges s" und mit u, ; die Span-
nung lings des Weges s bezeichnet wird. Definitionsgemal (§ 2141.5)
ist w/; p das Linienintegral der elektrischen Feldstéirke lings des Weges s,
also lings der Achse des Drahtes des Zweipoles. Eine dort vorhandene
elektrische Feldstédrke bringt einen elektrischen Strom hervor, es gilt
dort das Ohmsche Gesetz (§221), und man erhilt

4 .
Ugqgp = .RlAB.

Die Spannung u/, 5 stellt also die Ohmsche Spannung dar. Andererseits
ist u, p die Klemmenspannung (§ 2144). Durch Einsetzen und Umstellen
erhalten wir so die beiden folgenden Gleichungen:

. av,
Risp+ ar = Y4B (224Db)
Rigp= sy — 2. (224.)

—.3) Vergleichen wir (224b) mit der in (221e) enthaltenen allgemeinen
Form des Ohmschen Gesetzes, so spielt das Glied d ¥, /dt die Rolle einer
eingepriagten Spannung. In Anlehnung an den dem Gliede Ri,, ge-
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Einige Grundgesetze. §224.3

gebenen Namen Ohmsche Spannung wollen wir daher den Ausdruck
d¥,/dt induzierte Spannung nennen und mit %, bezeichnen:

=20, (2244)

Verwenden wir noch die Bezeichnung u, fiir die Ohmsche Spannung,
so geht (224Db) iiber in
geht ( ) oy ="y + .
—.4) Vergleicht man dagegen (224c) mit der allgemeinen Form des
Ohmschen Gesetzes (221d), so spielt das Glied —dW,/d¢ die Rolle
einer elektromotorischen Kraft. Zur Unterscheidung von eingeprigten
elektromotorischen Kriften wird es daher induzierte elektromoto-
rische Kraft genannt und mit e, bezeichnet:
av,
—=.

€ =

(224 ¢)
Damit geht (224c¢) iiber in
ugsp = Rigp—e.

—.5) Die induzierte Spannung (oder die induzierte elektromotorische
Kraft) behandelt man wie eine GroBe, die im Innern des Leiters des
Zweipoles sitzt. So ist es iiblich, zu sagen, im Zweipol AB trete die
Ohmsche Spannung u, auf, und es werde in ihn die Spannung %, in-
duziert. Nach diesem Sprachgebrauch besteht dann im Leiter des Zwei-
poles AB die Spannung u, 4 %;. Fiir die Umlaufspannung in der aus
s’ und s gebildeten Masche erhdlt man dann

Uo = Uy + U; — Uy =0,

was sich mit (224b) deckt. Die Umlaufspannung u, wird somit zu Null,
wihrend vorher das vorhandene elektrische Wirbelfeld in der von Null
a%,
dt
Einfihrung der induzierten Spannung u, im Zweipol kommt demnach
einer Entwirbelung des in ihm und in seiner unmittelbaren Umgebung
vorhandenen elektrischen Feldes gleich 2#P, Dasselbe gilt fiir die indu-
zierte elektromotorische Kraft.

—.6) Dieser Ersatz des elektrischen Wirbelfeldes durch ein wirbelfreies
elektrisches Feld und eine induzierte Spannung ist in vielen Féllen sehr

zum Ausdruck kam. Die

verschiedenen Umlaufspannung u, = —

224> Dieses Zuriickfithren von Wirbelfeldproblemen auf Probleme des wirbel-
freien Feldes unter Einfithrung von induzierten Spannungen 148t sich vergleichen
mit der in der Mechanik gebrauchlichen Uberfithrung von dynamischen Problemen
auf statische Probleme durch die Einfithrung von Tragheitskriften nach d’Alem-
bert. Erst mit diesen Ersatzkriften wird fiir bewegte Massenpunkte die statische
Gleichgewichtsbedingung erfiillt, wonach fiir Gleichgewicht die vektorielle Summe
der an einem Punkt angreifenden Krifte Null sein mu8.
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§224.6 FEinige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitdtslehre.

bequem. Er hat sich in der Praxis iiberall eingefiihrt. Dagegen haftet
ihm als Nachteil an, dal er das physikalische Bild des Vorganges ver-
deckt. In Wirklichkeit sind die beiden Spannungen «/; p und u,  von-
einander verschieden, wovon man sich durch Messung iiberzeugen kann.
Hiezu mufl man einen Spannungsmesser in den in der Drahtachse ver-
laufenden Weg s hineinverlegen. Man kann dies fiir den Fall, daf der
Zweipol eine Spule ist; so
ausfithren, daBl man den
Leiter als Rohr ausbildet,
einen Spannungsmesser ein-
polig an die Klemme 4 und
den andern Pol mit einem
isolierten Draht durch das
Rohr hindurch zur Klemme
B fiihrt.
—.7) In Abb. 224 ¢ ist ein
Beispiel eines elektrischen
Wirbelfeldes skizziert. Die
dick ausgezogenen Linien
sind Feldlinien, die diinn
ausgezogenen sind Niveau-
linien. Von einer ausge-
zogenen Niveaulinie zur
benachbarten Niveaulinie
(ausgenommen im Innern
des Kisenkerns) besteht
) ) je  dieselbe  Spannung
dukiionstiup. Hibrt, It al4 offens Windung e Stack 2 B. im Gegenuhrzeiger-

Kupferdraht geschlungen. Durch Feld- und Niveaulinien 3 3 -
ist das entstehende elektrische Wirbelfeld dargestellt. Sln‘n +0’1 VOlt'_ Dle_ ge
strichelten Niveaulinien

halbieren diese Spannung. Die beiden Leiterhdlften tragen Ladungen
entgegengesetzten Vorzeichens. Im Augenblick, fiir den die Zeichnung
gilt, ist die Anderungsgeschwindigkeit des Induktionsflusses konstant.
Es tritt daher im Drahte keine Anderung der Ladungsverteilung auf,
d. h. es besteht augenblicklich kein Strom. Der ganze Draht ist eine
Niveaufliche. Lings eines Weges, der den ganzen Eisenkern umschlief3t,
besteht im Gegenuhrzeigersinn die Spannung 0,8 Volt. Der Leiter
selbst trigt hiezu nichts bei. Umschlingt der Weg dagegen keinen
Teil des Eisenkerns, so wird die Umlaufspannung Null. — Abb. 224d
zeigt dagegen ein wirbelfreies elektrisches Feld. Die FluB4dnderung ist
ersetzt durch eine im Draht sitzende induzierte Spannung. Vom Draht-
ende rechts zum Drahtende links besteht wie in Abb. 224c die Span-
nung +0,8 Volt. Léngs des Riickweges durch den Draht besteht nun
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Rechenregeln fiir die Zusammenfassung von Zweipolen. § 224.7

aber die Spannung —0,8 Volt. Die Umlaufspannung wird lings aller
in sich geschlossenen Wege zu Null.

—.8) Ersetzt man in (224d) den Induktionsflul durch das Produkt aus
Induktivitdt L und Strom 7 (§ 223.4), so wird die induzierte Spannung

(2241)

Rechnet man bei zwei ma-
gnetisch gekuppelten Strom-
kreisen mit der Gegeninduk-
tivitdt M, so ist noch das Glied
d%(Mi) zu beriicksichtigen,

und man erhilt

d . d .
Ui, = g7 (Lyy) + ar (M) |.

(224)

—.9) In der in (224a) gegebenen
allgemeinen Form entspricht das
Induktionsgesetz als Integral-
gesetz dem in der Physik ge-
brauchlichen Punktgesetz

dB
rot € = —d—t.

Darin bedeuten € die elektrische
Feldstirke, B die magnetische

Induktion und ¢ die Zeit. Da-

i3 q i i Abb. 224d. Der der Abb. 224c¢ zugrunde liegende ver-

Z
b?I ist in diesen Bezeichnungen dnderliche InduktionsfluB ist durch eine im Kupfer-
nicht besonders angedeutet, daB draht sitzende induzierte Spannung ersetzt worden. ﬁ)as
i i elektrische Feld wird dadurch wirbelfrei. (In beiden
es sich um Augenbhckswerte Abbildungen ist der Eisenkern als Isolator behandelt,
handelt. dessen Dielektrizititskonstante gleich der der Luft ist.)

Rechenregeln fiir die Zusammenfassung von Zweipolen. § 23
—.1) Die nachstehend erwihnten Zusammenhénge sind keine durch die
Erfahrung gefundenen Grundtatsachen. Sie lassen sich vielmehr aus
den Grundbegriffen und Grundgesetzen ableiten. Zur Betonung dieses
Unterschiedes werden sie als Regeln bezeichnet.

Klemmenspannung, innere Spannungen, Strom??la § 231
und InduktionsfluBl eines Zweipoles.

—.1) Den &uBeren Weg eines Zweipoles haben wir in § 2144 fest-
gelegt. Jetzt definieren wir noch: Der innere Weg eines Zweipoles

212 Wir sagen hier und in den folgenden Abschnitten — wie in der Technik
iiblich ist — Strom statt Stromstérke.
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§231.1 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitétslehre.

ist eine Strombahn, die im Inneren dieses Zweipoles dessen
Klemmen verbindet. Die Klemmenspannung « eines Zweipoles
besteht lings seines dufBleren, der Strom ¢ des Zweipoles lings seines
inneren Weges. Spannungen, die lings des inneren Weges bestehen,
bezeichnen wir als innere Spannungen. Der Induktionsfluf %,
eines Zweipoles ist derjenige SpulenfluBl (§ 223.4 u. § 223.5), der mit
der Masche verschlungen ist, die der innere und der duBlere Weg des
Zweipoles zusammen bilden.
—.2) FiirdieWahl der Bezugssinne der vorgenannten GréBen wollen wir hier
ein fiir allemal eine Verabredung treffen, die — sofern nicht ausdriick-
lich etwas Abweichendes festgesetzt wird — in allen folgenden Ab-
schnitten als giilltig vorausgesetzt ist,
auch wenn nicht besonders darauf hingewiesen
wird. Die Bezugssinne der Klemmenspan-
nung, des Stromes und der inneren Span-
nungen werden dadurch bestimmt, daf
fir alle miteinander die eine Klemme
als Anfangs- und die andere als End-
punkt gewédhlt wird.DerMaschenumlauf-
sinn der aus innerem und duBerem Wege
B pchomatisch & gebildeten Maschelduft mit dem Bezugs-
nach  § 23 emgogebenen sinne des Stromes. Der Bezugssinn des
Induktionsflusses ist dem Maschen:-
umlaufsinn nach einer Rechtsschraubung (§2122.4) zuge-
ordnet. In Abb.231la sind die Bezugssinne der Klemmenspannung,
\ der GroBen des inneren Weges, der
______ f‘______*( Masche und des Induktionsflusses durch
vier Bezugspfeile angegeben. Wird der
i Il duBere Weg nicht eingezeichnet, was
iiblich ist, so geniigt fiir die Angabe
~s des Bezugssinnes der Grofen des inne-

—fn"o’\-—i}——"—— ren Weges und der Klemmenspannung
ein einziger Bezugspfeil. Allen diesen
R ‘ Grofen kommt dann ein gemein-

samer (§2122.1) Bezugssinn zu.

i —.3) Fiir den in Abb. 231b dargestell-

ten Zweipol sei A der Anfangspunkt
und B der Endpunkt. Der innere Weg

Abb. 231b. Beispiel eines zum groBten

Teile in einem Kasten liegenden Zvwei- moge teilweise durch einen inhomoge-
PO oon” Grion. e egevetcmer, men Leiter (Drosselspule mit Wider-

stand und Element), teilweise durch
ein D1e1ektr1kum (Kondensator) fithren. Der inhomogene Leiter habe
den Widerstand R und die eingeprigte Spannung wu, (§2148). Die
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Rechenregeln fir die Zusammenfassung von Zweipolen. § 231.3

Kapazitdt der Dielektrikumsstrecke sei . Am Leiter liegt nach (2211i)
die Spannung %, 4 w,. An der Dielektrikumsstrecke liegt die Dielek-
trikumsspannung %, (§ 222). Die lings des ganzen inneren Weges be-
stehende Spannung (Wegintegral der elektrischen Feldstirke) wird da-
mit w, -+ %, + u,. Die Spannung des duBeren Weges (Wegintegral der
elektrischen Feldstéirke) ist die Klemmenspannung . Fiir die lings der
Masche gebildete Unlaufspannung %, 4 %, + %, — % erhilt man nach

(224a) .
ug_{_ue'{—ua_u:"‘_d"t't

und daraus fir die Klemmenspannung
u=u9+(~ld-gti’+ue+ue. (231a)

Betrachtet man nun die in der durch die Masche umrandeten Fliche
a¥y, R . . . . .
sitzende GroBe -+ %J als fiktive innere Spannung, die wir als induzierte

Spannung w,; (§ 224.3) bezeichnen, so erhélt man fiir die Klemmenspan-
nung die iiberaus einfach gebaute Formel

lu=u9+ui+u5+ue (231D)

oder den Satz: Die Klemmenspannung eines Zweipoles ist
gleich der Summe seiner inneren Spannungen. Die éinzelnen
Summanden sind die Ohmsche Spannung u, nach (221h), die induzierte
Spannung w, nach (224d) oder (224f), die Dielektrikumsspannung u,
nach (222d) und die eingeprigte Spannung u, nach § 2148.

—.4) Rechnet man statt mit der eingeprigten Spannung u, mit der ein-
geprigten elektromotorischen Kraft e, und statt mit der fiktiven in-
duzierten Spannung «; mit der ebenso fiktiven induzierten elektromoto-
rischen Kraft e;, so geht mit Beriicksichtigung von (2148a) und (224e)
die Gleichung (231b) iiber in

U= Uy + U — € — €. (231¢c)

Es gilt der Satz: Die Klemmenspannung eines Zweipoles ist
gleich der Summe seiner inneren Spannungen und seiner mit
umgekehrten Vorzeichen eingesetzten inneren elektromoto-
rischen Krédfte. Die Verwendung von zwei verschiedenen Gréflen-
arten, von Spannungen und von elektromotorischen Kréften, fithrt er-
fahrungsgeméf leicht zu Vorzeichenfehlern. Wir bevorzugen daher
(231 D).

—.5) Nach den Festsetzungen von § 231.1 sind fiir die Klemmenspannung
und den Strom eines Zweipoles ein gemeinsamer Bezugssinn oder genauer
parallele Bezugssinne zu wihlen. Wenn die betrachteten Zweipole Ver-
braucher elektrischer Energie (passive Zweipole) sind, ist dies in der
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§ 231.5 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitatslehre.

Literatur allgemein iiblich. Bei den Erzeugern elektrischer Energie
(aktive Zweipole) herrscht dagegen Uneinheitlichkeit in der Wahl der
Bezugssinne. Sehr viele Autoren wihlen fir den inneren und den
duBeren Weg eines Energieerzeugers gegenparallele, fiir einen Energie-
verbraucher dagegen parallele Bezugssinne (§221.3). Sie erhalten so
fiir die Klemmenspannung eines Erzeugers eine Gleichung der Form
U= —Uy — Uy — Ue — U (231d)
und fiir einen Verbraucher (231b).
—.6) Die Uneinheitlichkeit der Wahl der Bezugssinne fiir Erzeuger und
Verbraucher ist eine Quelle fiir Mif3verstindnisse. Dies besonders dann,
wenn iiber die getroffene Wahl keine genauen Angaben gemacht werden.
Im Interesse leichter Verstindigungsméglichkeit sollte man unbedingt
zu einer Vereinheitlichung kommen. Dabei empfiehlt es sich, der in
§ 231.1 niedergelegten Festsetzung den Vorzug zu geben, die fiir Ver-
braucher schon allgemein iiblich ist. Fiir die ZweckméBigkeit der Ver-
einheitlichung in der Wahl der Bezugssinne 1408t sich eine Reihe guter
Griinde angeben.
—.7) Der erste ist der, daB dann die einfachste, ndmlich eine fiir alle Zwei-
pole gleiche Vereinbarung besteht. Ein zweiter Grund liegt darin, daf}
ein Verbraucher stetig in einen Erzeuger iibergehen kann. Eine fiir Ver-
braucher und Erzeuger verschiedene Festsetzung erscheint deshalb als
gekiinstelt und nicht naheliegend. Einen dritten, sehr anschaulichen
Grund bilden die von Oszillographen gelieferten photographischen Auf-
nahmen. Untersucht man die Klemmenspannung und den Strom eines
Zweipoles mit dem Oszillo-
graphen, so werden die bei-
den MeBschleifen nach einem
der beiden in Abb. 23lc
dargestellten Schaltpline an-
geschlossen. Dabei seien die
Anfangsklemmen a,, @, und
Abb. 231¢. Zwei Schaltungen eines Oszillographen zur ~ die Endklemmen e;, e, der
Untersuchung der Klemmenspannung und des Stromes . .
des Zweipoles 4 B. Die Spannungsschleife a, e, ist iiber beiden Schleifen so fest-

einen Vorwiderstand Ry angeschlossen. Die Strom- 1 d . di .
schleife age. liegt an einem Nebenwiderstand Ry gelegt, afl Strome, die in

den Schleifen von der An-
fangs- zur Endklemme flieBen, bei beiden Schleifen gleichgerichtete
Ablenkungen der Lichtzeiger hervorrufen. Wenn die Schaltung des
Oszillographen nach obigen Angaben ausgefiibrt ist, so gelten die
entstehenden Oszillogramme fiir einen fiir Klemmenspannung und
Strom des zu untersuchenden Zweipoles A B gemeinsamen Bezugssinn,
ganz unabhiingig davon, ob dieser Zweipol als Erzeuger oder als Ver-
braucher elektrischer Energie arbeitet. Weitere Griinde liefert das Ver-
halten der Leistungsmesser, der Zihler und der Phasenmeter.
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Rechenregeln fiir die Zusammenfassung von Zweipolen. § 232

Die Knotenregel (erste Kirchhoffsche Regel). § 232

—.1) Diese Regel ist der Ausdruck dafiir, dafi — wie bei einer Fliissig-
keitsstromung — einem Verzweigungspunkt oder Knoten Elektrizitdt
weder zugefithrt noch entnommen werden kann. Sie 148t sich in folgen-
der Form aussprechen: StoBen mehrere Zweipoleineinem Knoten
zusammen, so ist die Summe der in ihnen flieBenden Stréme
in jedem Augenblick gleich Null. In diese Summe sind solche
Strome, deren Bezugssinne vom Knoten weglaufen, mit un-
verindertem und solche, deren Bezugssinne zum Knoten hin-
laufen, mit umgekehrtem Vorzeichen &

einzusetzen. L R f_
]Zi =0|. (232a) =

iy =54
Fiir den in Abb. 232a dargestellten Knoten ist Ti" Z:zj"fj
z. B. die Summe der Stréme in der Form %=

—5A—10A - i3+ TA =0 i and von Then e Bt tonden
Bezugssinnen von vier Strémen.

anzuschreiben.
—.2) Invielen Féllen ist es zweckméBig und — wie leicht einzusehen ist —
auch zuldssig, eine Sammelschiene, einen Apparat, eine ganze Maschine
oder gar einen Netzteil als Knoten zu behandeln. Dabei ist eine Kapazi-
tdt, die zwischen den im Knoten liegenden und auBerhalb gelegenen
Teilen besteht, als an den Knoten angeschlossener Zweipol zu be-

riicksichtigen, wenn sie nicht vernachlissigbar klein ist.

Die Maschenregel und die resultierende Klemmen- § 233
spannung.

—.1) Es seien mehrere Zweipole miteinander zu Maschen verbunden,
wie das beispielsweise Abb. 233 a zeigt. Durch die Einfiihrung induzierter
Spannungen in die Zweipole werden alle mit der Masche verketteten
Anderungen von Induktionsfliissen vorweg beriicksichtigt. Fiir jeden
Zweipol ist dann seine nach (231b) oder (231d) berechnete Klemmen-
spannung der Beitrag an die Umlaufspannung der ganzen Masche. Diese
wird nach (224a) selbst zu Null, da alle mit der Masche verschlungenen
Fluflinderungen schon beriicksichtigt sind. Man erhilt so fiir die Masche

| Su= 0 (233a)

oder in Worten: Fiir jede Mascheistdie Summealler Spannungen
Null, wenn die Wirbel des elektrischen Feldes durch Ein-
fithrung induzierter Spannungen beriicksichtigt werden. In
diese Summe sind solche Spannungen, deren Bezugssinne mit
einem frei gewdhlten Maschenumlaufsinn laufen, mit un-
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§233.1 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitatslehre,

verindertem und solche, deren Bezugssinne dem Maschen-
umlaufsinn entgegenlaufen, mit umgekehrtem Vorzeichen
einzusetzen. Beispielsweise erhilt man
fir die in Abb. 233a angegebene Masche
die Gleichung

Uy + Upe — Ug + Uy + Uy 4 = 0.

—.2) Man versteht unter der resultieren-
den Klemmenspannung einer Reihen-
schaltung von Zweipolen diejenige Klem-
menspannung, die von der Anfangsklemme
des ersten bis zur Endklemme des letzten
Zweipoles dieser Schaltung besteht. Fiir
die Zweipole AB, BC,CD, EF, ..., LM,
M N ist somit u, 5 die resultierende Klem-
Abb, 233a. Aus Zweipolen bestehen-  menspannung. Nach der Maschenregel gilt

des Netz mit einer als Integrations-
weg festgelegten Masche ABCDNA.

Ugp+ uge + 0+ Uyy — usn =0,

und daraus folgt
U N = Ugap + Upe + -+ + Uyn|. (2331)

Fiir eine Reihenschaltung von Zweipolen ist dieresultierende
Klemmenspannung gleich der Summe der Klemmenspannun-
- gen der einzelnen Zweipole, wenn die Wirbel des elektrischen
Feldes durch Einfithrung induzierter Spannungen beriick-
sichtigt werden. In diese Summe sind solche Klemmenspan-
nungen, deren Bezugssinne zum dem Bezugssinn der resultie-
renden Klemmenspannung parallel sind, mit unverdndertem
und solche, deren Bezugssinne zum Bezugssinn der resultie-
renden Klemmenspannung gegenparallel sind, mit umgekehr-
tem Vorzeichen einzusetzen.

Einige LeistungsgroBen. § 24

Die durch Elektrizitdtsleitung aufgenommene § 241
Leistung eines Zweipoles.

—.1) Im Punkte 4 eines elektrischen Feldgebietes (Abb. 241a) bestehe
das Potential p,. Wird eine kleine Priifkugel mit der kleinen elektrischen
Ladung ¢ von A4 lings eines bestimmten, iiber B fithrenden Weges zur
Erde bewegt, so leisten die elektrischen Feldkrifte an dieser Priifkugel
die Arbeit u, ; 9. Esfolgt dies aus der Definition der Spannung (§ 2141.2),
wenn u, ;  die Spannung ist, die vom Punkte 4 ldngs des iiber B fithren-
den Weges bis zur Erde besteht. Nach (2145a) ist nun

UapE = P4 — PE-
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Einige LeistungsgroBen. §241.1

Da das Erdpotential pg stets gleich Null (§ 2145.5) gesetzt wird, folgt

dann _
UsBE = P4-

Fiir die Arbeit der Feldkrifte erhalten wir dann p,q. Bleibt dagegen
die Ladung ¢ im Punkte 4, so kann sie die Arbeit p,q noch leisten. Sie

besitzt somit im Punkte 4 gegeniiber der Erde 4 »
das Arbeitsvermégen oder die potentielle e
Energie O
Wy = Paq-. /
Befindet sich dagegen die Ladung ¢ im Punkte B, / 5
80 erhalten wir analog 4 .
a8
wp = Prq. RSSSSSSSSSS

—.2) Es sei nun X ein nicht niher bekannter Zwei- Destimmter weipol X
pol, der im Innern Wirbelfelder aufweisen moge oder 5 perwen s it dor oo
nicht. Es sei also X beispielsweise ein Draht, eine ~ fegrationsueg dor Kome
Wicklung einer elektrischen Maschine, ein Konden- sind zwei Sammel-
sator. 4 und B seien die beiden Klemmen, i, ; der

Strom. Wihrend der sehr kurzen Zeit d¢ nimmt der Zweipol X an der
Klemme 4 die Ladung ¢, zd¢ auf und gibt die Ladung i, zd¢ an der
Klemme B ab. FEr gewinnt damit einerseits die potentielle Energie
P41, 53¢ und verliert anderseits die potentielle Energie pgi, pdt. Ins-
gesamt nimmt er wahrend der kleinen Zeit d¢ die kleine Energie-

differenz oder Arbeit

dA = (ps — Pp)iapdt
auf. Dabei erhdlt man nach (2145a) fiir die Potentialdifferenz

Pa — Pp = U4B-

Hierin ist u, 5 die Spannung, die von der Klemme 4 bis zur Klemme B
besteht. Vorausgesetzt ist dabei, daBl der zur Bildung der Spannung
notige Integrationsweg s das Wirbelgebiet des Zweipoles X meidet
(§ 2143). Verlegt man diesen Weg s insbesondere als kiirzeste in Luft
verlaufende Verbindung von Klemme zu Klemme (§ 2144.1), so ist u, 4
die Klemmenspannung von X. Fiir die vom Zweipol X wéhrend der
Zeit dt aufgenommene Arbeit erhalten wir damit

dA:uABiABdt- (241&)
—.3) Die Physik gibt fiir den Augenblickswert der Leistung die Definitions-
gleichung a4
=

Setzen wir fiir d4 die sehr kleine Arbeit ein, die der Zweipol X infolge
Elektrizitdtsleitung aufnimmt, so erhalten wir den Augenblickswert der

N,

5 Landolt, Komplexe Zahlen und Zeiger. 6H



§241.3 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitatslehre.

durch Elektrizitdtsleitung aufgenommenen Leistung 12
Nt=’u,ABiA3. (241b)

—.4) Sind die Klemmenspannung u, ; und der Strom ¢, , periodisch ver-
dnderliche Groflen, so interessiert meist nicht der Augenblickswert N,,
sondern der iiber die Periodendauer T' genommene lineare Mittelwert

T
1
N =g [N,
0

Unter Verwendung von (241b) finden wir fiir die mittlere durch
Elektrizitdtsleitung aufgenommene Leistung

T

17/ .
N:T//M'ABlABdt . (24:10)
0

—.5) Ein Vergleich mit (241a) zeigt, dal das Integral von (241 c¢) die wéh-
rend der Periodendauer 7' durch Elektrizititsleitung aufgenommene
Arbeit darstellt. Diese wird positiv oder negativ, je nachdem, ob mehr
Energie aufgenommen oder abgegeben wird. Das gleiche Vorzeichen wie
die Arbeit hat auch die Leistung, da 7' als Betrag nur positiver Werte
fahig ist. Der Sprachgebrauch tbertriagt die Bezeichnungen ,,aufgenom-
men‘‘ und ,,abgegeben‘ von der Arbeit auf die Leistung. So sagt man-
,,Der Zweipol nimmt Leistung auf, wenn N positiv wird, und: ,,Der
Zweipol gibt Leistung ab*, wenn N negativ wird 2P,

—.6) Eine etwas weitergehende Untersuchung zeigt, daB die Verlegung des
Integrationsweges s der Klemmenspannung wu,, auf folgende zwei
Forderungen Riicksicht nehmen muB. Einerseits mufl s auBlerhalb der
vom Zweipol herrithrenden Wirbelgebiete, also aullerhalb des vom Zwei-
pol selbst erzeugten, verinderlichen magnetischen Feldes liegen. An-
derseits muB s so liegen, dafi die aus ihm und dem inneren Weg des
Zweipoles gebildete Masche nicht mit fremden, verdnderlichen magne-
tischen Fliissen verschlungen ist. Diese beiden Forderungen schliefen

2412 AuBer durch Elektrizititsleitung kann ein Zweipol auch auf andere Weise
Leistung aufnehmen, nimlich durch verinderliche elektrische oder magnetische
Felder, ferner mechanisch, thermisch, optisch, chemisch. Sehr oft treten ver-
schiedene Arten von Energietibertragung nebeneinander auf, so dafl ein Zweipol
dann nicht nur durch Elektrizititsleitung Leistung aufnimmt oder abgibt.

21> Tn der Literatur trifft man auch die gegenteilige Festsetzung. Diese ent-
spricht dann dem Ansatz

T
N= %/u“ﬂ:&{dt,
§

der im Gegensatz zu den Festsetzungen von § 2144 fiir Strom und Klemmenspan-
nung eines Zweipoles gegenparallele Bezugssinne verwendet.
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Einige Leistungsgréfien. §241.6

sich genau genommen in den meisten vorliegenden Féllen gegenseitig
aus. Mit praktisch hinreichender Genauigkeit gentigt aber die Fest-
legung des Integrationsweges s nach §2144.1.

Die Wirkleistungsaufnahme, die Blindleistungsab- § 242
gabe und die Scheinleistung eines Zweipoles mit
Klemmenspannung und Strom von Sinusform.

—.1) Die Definition der Blindleistung eines Zweipoles, dessen Klemmen-
spannung und Strom beliebige Kurvenform aufweisen, ist heute noch
umstritten 2222, so daBl nachstehend nur eine auf Sinusform beschrinkte
Definition gegeben wird. Sie ist bis auf das heute noch zur Diskussion
stehende Vorzeichen allgemein anerkannt. Auch bei der Wirkleistung
bestehen hinsichtlich des Vorzeichens noch keine allgemein giiltigen Fest-
setzungen.

Die Wirkleistungsaufnahme eines Zweipoles. § 2421

—.1) Fiir die Klemmenspannung % und den Strom ¢ des Zweipoles sei
nach § 231 ein gemeinsamer Bezugssinn vorausgesetzt. Beide Grofen
sollen in Funktion der Zeit sinusférmig verdnderlich sein. Sie gentigen
dann den Ansédtzen — .
w=U)2 sin(w? + @), (2421 a)
i =112 sin(ot + @) . (2421 b)

—.2) Nun definieren wir: Die Wirkleistungsaufnahme N, eines Zwei-
poles ist seine mittlere durch Elektrizitdtsleitung aufge-
nommene Leistung. Die Wirkleistungsaufnahme ist somit kein
neuer Begriff, sondern lediglich eine Abkiirzung. Statt N, kann man

ebensogut auch N schreiben.
—.3) Fiir die Berechnung von N, dient (241 ¢). Setzen wir fiir die Perioden-
dauer nach (213b u. c) 9

, (2421 c)

w

so wird
T

m=§U1mmewmm+ww.
0
Fithren wir nun zur Abkiirzung ¢ = ¢, — ¢, ein, so gilt ¢, = ¢, + @,
und wir erhalten unter Benutzung des Additionstheoremes fiir
sin[(wt + ¢,) + @] durch Ausmultiplizieren
T T
N,= %UI {cosgvfsinz(wt + @) dit+ sintpfsin(wt—}—tpu) cos(wt+,) dt|.
0 0

2422 Flektrotechn. Z. 53 (1932) S. 596 — Arch. Elektrotechn. 28 (1934) S. 130.
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§ 2421.3 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitétslehre.

Beachten wir (2421 ¢), so finden wir fiir das erste Integral —;:7 und fiir das
zweite Null. Damit wird schlieBlich

| Ny = Ul cosg|. (2421 d)

Der Winkel ¢ = ¢, — @, ist die Phasenverschiebung, die der Strom ¢
gegeniiber der Klemmenspannung » aufweist (§ 213.5).

—.4) U und I konnen als Effektivwerte nach (213e) nur positiv (vor-
zeichenlos) sein. Das Vorzeichen von N,, wird somit nur durch cosg,
letzten Endes also durch ¢ bestimmt. Man sagt: ,,Der Zweipol nimmt
Wirkleistung auf¢‘, wenn N,, positiv ist, und: ,,Der Zweipol gibt Wirk-
leistung ab‘, wenn N, negativ ist. Ein Motor nimmt Wirkleistung
auf, ein Generator gibt Wirkleistung ab (§ 382). Wirkleistung ohne
weiteren Zusatz bedeutet den Betrag | NV,

w 1 °
Die Blindleistungsabgabe eines Zweipoles. § 2422

—.1) Es sollen wieder die Voraussetzungen von § 2421.1 gelten. Dann
definieren wir: Die Blindleistungsabgabe N,2¢222 eines Zweipoles
ist das Produkt der Effektivwerte seiner Klemmenspannung
und seines Stromes und des Sinus der Phasenverscheibung,
die der Strom gegeniiber der Klemmenspannung aufweist.
Es gilt somit die Definitionsgleichung

Ny = Ulsing|. (2422a,)

—.2) Das Vorzeichen von N, wird wieder nur durch ¢ bestimmt. Man
sagt:,,Der Zweipol gibt Blindleistung ab*‘, wenn N, positiv ist, und: ,,Der
Zweipol nimmt Blindleistung???? auf*, wenn N, negativ ist. Ein Konden-
sator gibt also Blindleistung ab, eine Drosselspule nimmt Blindleistung
auf (§382). Blindleistung (ohne weiteren Zusatz) bedeutet |N,].
—.3) Die Blindleistungsabgabe kann man, da die Gleichung

sing = cos(p — 90°)
richtig ist, auch in der Form
Ny = UI cos(p; — (@, + 90°)) (2422Db)

24222 Der Wunsch, fiir voreilenden Strom positive Werte von N, zu erhalten
(§ 53.3), und der allgemeine Brauch, bei voreilendem Strom von Abgabe zu reden,
zwingen dazu, N, im Gegensatz zu N, der Abgabe zuzuordnen. Fiir die Blind-
leistungsaufnahme wird dann
Blindleistungsaufnahme = — N, = —U [ sing.

Eine unnétige Komplizierung bedeutet die Unterscheidung von induktiver
und kapazitiver Blindleistung. Es existieren dann fiir ,,Aufnahme von Blind-
leistung‘“ die beiden Ausdriicke ,,Aufnahme von induktiver Blindleistung‘‘ und ,,Ab-
gabe von kapazitiver Blindleistung®. Fiir ,,Abgabe von Blindleistung* bestehen
die beiden Ausdrucksweisen ,,Abgabe von induktiver Blindleistung* und ,,Auf-
nahme von kapazitiver Blindleistung®.
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anschreiben. Sie wird damit gleich der Wirkleistungsaufnahme eines
Ersatzzweipoles, dessen Klemmenspannung

u* = U]/?sin(wt + @, + 90°)

der Klemmenspannung « des wirklichen Zweipoles um 90° voreilt. Von
dieser Tatsache macht man bei der Messung der Blindleistungsabgabe
Gebrauch, indem man ein MeBorgan, das fiir die Messung der Wirk-
leistungsaufnahme geeignet ist, an eine um 90° verdrehte Spannung
legt.

Die Scheinleistung eines Zweipoles. § 2423

—.1) Die Scheinleistung 2?32 N_ eines Zweipoles definiert man als das
Produkt aus dem Effektivwert seines Stromes und dem Effektivwert
seiner Klemmenspannung. Damit wird

[Ns = UI|. (2423 a)

Als Produkt von zwei Effektivwerten ist die Scheinleistung selbst eine
GroBe, der nur das positive Vorzeichen zukommen kann.
—.2) Wegen des Bestehens der Beziehung

sin?x -+ cos?x =1
folgt aus (2421d) und (2422a) die Gleichung
|3 =2+ 3. (2423b)

—.3) Der Name Scheinleistung ist historisch zu erkliren. Er bedeutet
scheinbare Leistung und rithrt daher, daB man zur Zeit der Herrschaft
des Gleichstromes gewohnt war, das Produkt UI der Leistung gleichzu-
setzen. Bei Wechselstrom war dann die so berechnete Leistung nicht
in Wirklichkeit, sondern nur scheinbar vorhanden.

Die Einheiten der verschiedenen LeistungsgréBen, § 243

—.1) Aus den die Wirkleistungsaufnahme, die Blindleistungsabgabe und
die Scheinleistung definierenden Gleichungen (2421d), (2422a) und
(2423a) geht hervor, dafl jede dieser LeistungsgroBen ein Produkt der

Grofen Spannung und Strom ist. Sie sind daher alle von gleicher Di-

222 Zum Ersatz der Scheinleistung wurde der Name Richtleistung vor-
geschlagen®*®, da sich die Abmessungen einer Maschine oder eines Apparates
teilweise nach dem Produkt UI richten. Man hoffte mit dieser Bezeichnung
den iiblen Eindruck zu vermeiden, den die Vorsilbe Schein- bei Laien gelegentlich
hervorruft. Die bisherige Bezeichnung hat dagegen den wesentlichen Vorteil, da
sie sich international eingebiirgert hat, vgl. puissance apparente, apparent power,
potenza apparente usw.

223> Plektrotechn. Z. 48 (1927) S. 519.
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mension; alle drei sind Leistungen. Als solche sind sie mit Leistungs-
einheiten zu messen, also mit Erg/s, W, mkg/s, PS oder mit Vielfachen
hiervon, beispielsweise mit mW, kW oder MW. Fiir einen Teil eines
Netzes eines Elektrizitdtswerkes, der sowohl Wirk- als auch Blindleistung
aufnimmt, wére demnach unter Beachtung der Bedeutung des Vor-
zeichens (§ 2421.4, § 2422.2) zu schreiben

N, = 600kW, N, = — 400 kW, N, = 722 kW.

—.2) Man strebt in der Praxis allgemein darnach, jede Gré8e schon durch
die Einheit zu kennzeichnen. Statt daB man dann ganze Gleichungen
anschreibt, begniigt man sich mit der Angabe ihrer rechten Seite. Aus
diesem Grunde braucht man die Leistungseinheit W und deren Vielfache
nur fir die Wirkleistung. Zur Hervorhebung des Unterschiedes wird
dagegen die Scheinleistung mit der Einheit Volt-Ampere, abgekiirzt VA,
oder deren Vielfachen gemessen. Aus der Einheitengleichung

1VA=1V:-1A=1W (243a)

geht hervor, daBl VA lediglich eine Umschreibung der Einheit W ist.
Sie hat vollstdndig die Dimension einer Leistung, wird aber stets nur
fiir Scheinleistungen angewendet.

—.3) Fiir die Blindleistung wurde im Jahre 1930 international 432 die Ein-
heit Var festgesetzt>3P. Var ist ein Kunstwort, das sich aus Volt-
‘Ampere-reaktiv ableitet. Der Name Var ist so kurz, dafl auf eine be-
sondere Abkiirzung verzichtet werden konnte. Vielfache werden, wie
bei allen andern Einheiten, durch Vorsetzen der hiefiir bestimmten
Buchstaben gebildet. So existieren beispielsweise mVar, kVar, MVar.
Es gilt die Einheitengleichung

1Var=1W. (243Db)

Auch das Var hat die Dimension einer Leistung. Es wird aber aus-
schlieBlich fiir Blindleistung verwendet. Mit den besonderen Einheiten
fiir die Blind- und die Scheinleistung geniigen fiir das in § 243.1 erwihnte
Beispiel die Angaben

600 kW, —400kVar, 722kVA.

Kraft und Drehmoment stromdurchflossener Spulen. § 244

—.1) Es sollen nach Abb. 341a zwei Spulen I und 2 gegeben sein, von
denen die eine gegeniiber der andern beweglich ist. Die gegenseitige

2432 Flektrotechn. Z. 51 (1930) S. 1350. .

23> Die vorher inoffiziell entstandene und oft angewandte Einheit BkW (Blind-
kilowatt) paBt mit dem Vorbuchstaben B nicht in das allgemeine System, nach dem
Einheitenbezeichnungen gebildet werden. Sie ist daher abzulehnen. Ihr spontanes
Auftreten ist ein Beweis dafiir; da ein Bediirfnis nach einer Blindleistungseinheit
besteht.
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Lage werde durch einen Parameter x beschrieben, der entweder eine
Linge oder ein Winkel sein kann. Er ist eine Funktion der Zeit ¢. Es
ist auch die Gegeninduktivitit M der beiden Spulen eine Funktion von
x und damit von {. Die Widerstinde R;, R, und die Selbstinduktivi-
titen L; und L, sind konstant.

—.2) Nach (224g) finden wir fiir die in der Spule I von den Strémen 4,
und ¢, induzierte Spannung

dzl dM

di,
uzl—“Ll + M z2+1dt'
Beriicksichtigen wir nach (221h) noch die Ohmsche Spannung, so wird
die Klemmenspannung nach (231b)

diy

ul—R@1+L1

di, aM
s+ M5 ;

; Tl

Ebenso finden wir firr die Spule 2

di, di dM
Uy = Ryiy + Ly} + M 1—}— s

Die beiden Spulen nehmen durch Elektrizititsleitung wihrend der sehr
kurzen Zeit dt nach (241a) die Energie d W = u,1,dt + u,i,dt auf. Er-
setzen wir hierin %; und u,, so wird

AW = R,i2dt + Lyi, diy + Mi, diy + iyind M
4 Ry dt - Lyiydiy + Miydiy + iyiyd M.

Dabei verwandeln sich die Energien R, d¢ und R,7; dt nach dem Ge-
setze von Joule in Wirme. Der Rest findet sein Aquivalent in der
von der beweglichen Spule geleisteten mechanischen Arbeit d 4 und in
einer Zunahme d W, der magnetischen Energie W, der beiden Spulen.
Es wird somit

dA -+ AWp= Lyiy di,+ Mi, dig+ 21, iy d M+ Lyiy dig+Miydiy. (244a)

Um hieraus d A berechnen zu kénnen, ist noch die Kenntnis von dW
notig.

—.3) Wir finden dW,, als Differenz der magnetischen Energien W, und
W, die die beiden Spulen in den Zeitpunkten ¢ -+ d¢ und ¢ aufweisen.
W,, entspricht der Gegeninduktivitat M, W, dagegen M - dM. Die
magnetischen Energien der beiden Spulen héngen nicht vom Bewegungs-
zustand ab. Wir koénnen sie daher aus der von den ruhend gedachten
Spulen seit dem Zeitpunkt des Einschaltens aufgenommenen Energie W

berechnen. Beginnt die Zeitrechnung mit dem Einschalten, so wird
¢ ¢
W= [uyiydt + [uyiydt.
0 0
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§244.3 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitétslehre.

Dabei ist

w = Ryiy + L2+ M2,
und ebenso ist V "y "y
Uy = Ryiy + Ly 2 , + M tl

W teilt sich auf in die magnetische Energle Wm und in die nach dem
Jouleschen Gesetz entstehende Wirme. Lassen wir letztere beiseite,
so ergibt sich durch Einsetzen die magnetische Energie zu

¢ t t
W =[L1 iy diy +/M(i1di2 + iy diy) + [Lyiydi,
oder 2 0
W ——L1 —}—lez«—rL 2.
Ebenso wird
t+dt t-+dt t+dt
W :leild_t +/(M + dM) (iy diy + iydiy) +/L2i2 diy,
0 0

(¢ + diy)® + d’2
T — 5 .

Wi =Ly (M dM) Gy + diy) Gy + dig) + L, 220

Multiplizieren wir aus und vernachlissigen wir die mehr als ein Diffe-
rential als Faktor enthaltenden Glieder, da sie von hoherer Ordnung
klein sind, so wird schlieBlich
Wi =Ly 5 4 Lyiydi, + Miyiy + Miy di,
+ Miydiy + dMiyiy + Lyiydiy + Ly o

Bilden wir die Differenz W;, — W, , so wird
AWy = Ly diy + Miydiy + Miydiy + dMiy iy + Lytydi,.
—.4) Nachdem nun dW,, bestimmt ist, finden wir aus (244a)
dA = 11,d M
dA .. adaM
H = 3% d—x— .
Ist der Parameter x eine Léinge [, so ist d4 /d! die augenblickliche Kraft P;,
die die bewegliche Spule in Richtung des wachsenden ! ausiibt. Es wird

und hieraus
(244 b)

.. dM
P, = i1 — FIBE (244.¢)

Ist dagegen x ein Winkel «, der die Lage der Spule beschreibt, dann ist
dAldx das augenblickliche Drehmoment M, %43, das die bewegliche

24 Da der fiir die Bezeichnung des Drehmomentes sonst tibliche Buchstabe
schon fiir die Gegeninduktivitit vergeben ist, verwenden wir hier die Bezeich-
nung M,.
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Einige LeistungsgroBen. §244.4

Spule in der Richtung des wachsenden « ausiibt. Es wird

< .. dM
Mg, =1y, u | (2444d)

Die Kraft P, und das Drehmoment M ;, werden in der Richtung posi-
tiv, d. h. sie wirken in der Richtung, in der die Gegeninduktivitit M
wéchst.

—.5) Bei Wechselstromproblemen interessiert der iiber die Perioden-
dauer 7' genommene lineare Mittelwert P der Kraft P,,

T
P=—;,—fPtdt.
0

Fiir die Anséitze
S 1/511 sin(wt + @),

1y = V2—I2 sin{wt 4+ @,)

erhalten wir aus (244c), analog wie in § 2421, fiir den Mittelwert der
Leistung

am
dar

P = 1,1, cos(p, — q) (244e)

Ebenso finden wir fiir den linearen Mittelwert des Drehmomentes

M, = L1, cos(py— ) o (2441)
Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder fiir §3

sinusformig verinderliche GroBen von
Wechselstromkreisen.

—.1) Im Sinne von § 213.1 sprechen wir in den folgenden Abschnitten
stets von harmonischen Schwingungen und Sinusstrémen an Stelle von
sinusférmig verdnderlichen GréBen von Wechselstromkreisen.

—.2) Die Beschrinkung auf Sinusstrome bedeutet mathematisch ge-
sprochen die Beschrinkung auf die erzwungene Schwingung, auf
den Dauerzustand. Die sich bei Einschaltvorgingen usw. iiberlagernden
freien Schwingungen werden nicht beriicksichtigt. Es werden somit
nur stationdre Vorginge behandelt.

—.3) Komplexe Gréfen werden nachstehend stets in der Kennellyschen
Schreibweise z /¢ angegeben. Wiinscht man sie in die Exponentialform
umzuwandeln, so hat man das Dreherzeichen / durch den Buch-

staben e zu ersetzen, der Phase ¢ den Faktor j vorzusetzen und als
Exponent zu e zu schreiben. Man erhilt so Ze/?.
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§31 Sinusférmig verdnderliche Grofen von Wechselstromkreisen.

Die Veranschaulichung sinusformig verinderlicher GroSen § 31
von Wechselstromkreisen durch Zeiger.

DieMoglichkeit und der Vorteil der Veranschaulichung §311
von harmonischen Schwingungen durch Zeiger.

—.1) Haben harmonische Schwingungen gleiche Frequenz, so geniigen sie
den Ansitzen . 5 '

i, = ]/2[1 cos(wt + ¢q),

g = ]/512 cos(wt + @,).

Sie weisen nur zwei Unterscheidungsmerkmale auf, den Effektivwert
und die Anfangsphase. An Stelle des Effektivwertes kann auch der
Scheitelwert treten, der ihm proportional ist. Ein Zeiger, d. h. ein mit
einer Spitze versehener Strich (Abb. 312a), zeichnet sich nun dadurch
aus, dafl er ebenfalls zwei Bestimmungsstiicke aufweist, ndmlich seine
Linge und den Drehwinkel, der seine Richtung von einer Anfangs-
richtung aus festlegt. Es besteht daher die Moglichkeit, harmonische
Schwingungen durch Zeiger zu veranschaulichen.

—.2) Fir die Benutzung dieser Moglichkeit sprechen folgende drei Vor-
teile. Erstens 148t sich eine Gruppe von Zeigern mit einfachen Mitteln
und mit praktisch ausreichender Genauigkeit in kurzer Zeit aufzeichnen.
Dagegen ist die ebenso genaue Aufzeichnung von Sinuslinien sehr
zeitraubend. Zweitens zeigt ein Zeigerbild die verschiedenen Effektiv-
werte und Phasenverschiebungen viel ibersichtlicher als eine Gruppe
von Sinuslinien. In § 314 wird gezeigt werden, dafl die Summe von
zwei harmonischen Schwingungen durch die geometrische Addition der
diesen entsprechenden Zeigern hinsichtlich Effektivwert und Phasen-
verschiebung richtig wiedergegeben wird. Dasselbe gilt fiir die Differenz.
Nun sind aber die Addition und Subtraktion von Zeigern zeichnerisch
sehr einfach und rasch durchzufithren, wogegen dies fiir Sinuslinien sehr
mithsam ist. Das ist der dritte Vorteil. Insgesamt sind die Vorteile,
die die Veranschaulichung von harmonischen Schwingungen durch
Zeiger gegeniiber der Veranschaulichung durch Sinuslinien bietet, so
bedeutend, daBl man die erstere allgemein bevorzugt.

Effektivwert und Phasenverschiebung harmonischer §312
Schwingungen im Zeigerbild.

—.1) Wir betrachten die drei harmonischen Schwingungen
1, = ]/511 cos(w? + @),
Iy = 1/5]2 cos(w? + ¢;,),
U = V?Ucos(a)t + ).
Beispielsweise seien i; und ¢, Strome, » dagegen eine Spannung. Wir

wollen sie durch die drei Zeiger J;, 3, und 1l veranschaulichen. Hierzu
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Veranschaulichung sinusférmig veridnderlicher GroBen durch Zeiger. §312.1

wihlen wir fiir ¢, und 7, einen MafBistab M, und fiir « einen MaBstab M
und machen die Zeiger so lang, daf fiir ihre Betrige die Gleichungen

ISl =L M, |S|=1,M;, |U=UM, "(312a, b u.c)

gelten. Nun wihlen wir in Abb. 312a fiir alle drei Zeiger einen gemein-
samen FuBpunkt und eine gemeinsame Anfangsrichtung. Gegeniiber
dieser verdrehen wir sie um
die Winkel ¢, , ¢,, und ¢, .
—.2) Fir die Phasenverschie-
bung des Stromes i, gegen-
tiber dem Strome i, finden wir
nach (213i)
Piis = Piu — Pie-

Dies ist in Abb. 312a der  Abb.312a. Zeigerbild der Strome 4,=V214,14 A sin (wt
Winkel, um den der 4, veran- +105% ,=1242,42 A sin (wt—15°) und der Span-

. . nung = ¥2380 V sin (wt + 30°). Die Phasenver-
schaulichende Zeiger gegen-  schiebung von i, gegeniiber i, betrigt 120°. Die Phasen-

iiber dem 7:2 veranschaulichen- verschiebung von i, gegeniiber u betrigt —45°.
den Zeiger verdreht ist. Allgemein gilt der Satz: Die Phasenverschie-
bungen, die harmonische Schwingungen gegeneinander auf-
weisen, sind gleich den Drehwinkeln, um die die sie veran-
schaulichenden Zeiger gegeneinander verdreht sind. Meist
wird die Ausgangsrichtung nicht gezeichnet.

—.3) Falls in einem Problem mit dem Scheitelwert gerechnet wird, kann
man natiirlich die Betrige der Zeiger diesen entsprechen lassen. Prin-
zipiell bleibt es ohne Einfluf} auf das Zeigerbild, ob Kosinus- oder Sinus-
funktionen gegeben sind.

Die Gewinnung der Augenblickswerte harmonischer §313
Schwingungen aus dem Zeigerbild.

—.1) In Abb. 313a sind
die in Abb. 312a enthal-

—om
tenen Zeiger gezeichnet. (/=Mﬂ4
Uberdies ist noch die 724

Zeitachse dargestellt.
Esist dies ein im negati-
ven Drehsinne rotieren-
der Strahl. Seine Win-
kelgeschwindigkeit  ist
umgelhrt gleich der  4tb:fon. Feit o
Kreisfrequenz der har- Zeitachse.
monischen Schwingun-

gen, die durch die Zeiger veranschaulicht sind, sie ist somit gleich —w.
Der gezeichnete Strahl stellt die augenblickliche Lage der Zeitachse
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§313.1  Sinusférmig verénderliche Grofen von Wechselstromkreisen.

dar, die sie im Zeitpunkt ¢ einnimmt. Von ihr sei weiter festgesetzt,
daBl sie im Zeitpunkt Null in die im Zeigerbild gewéhlte Ausgangs-
richtung fallt. Gegeniiber dieser Ausgangsrichtung ist sie dann im
Zeitpunkt ¢ um den Winkel —wt verdreht. Anderseits weisen die
Zeiger U, §;, 8, gegeniiber der Zeitachse die Verdrehungen wi+ g,
wt + @, ot 4 ¢, auf.

—.2) Projizieren wir beispielsweise den Zeiger Il auf die Zeitachse, so
erhalten wir darauf die Strecke OP,. Fiir sie gilt die Gleichung

OP, = || cos(wt + ¢,).

Unter Beachtung dessen, daf wir den Betrag des Zeigers iiber den MaB-
stab M, dem Effektivwert U der zu veranschaulichenden harmonischen
Schwingung entsprechen lassen, erhalten wir nach (312c¢)

OP,= UM,cos(wt + @,).
Anderseits galt u = ]/2— U cos(wt + ¢@,), und wir finden somit
2
M,

Man erhédlt den Augenblickswert der durch einen Zeiger ver-
anschaulichten harmonischen Schwingungausder Projektion
dieses Zeigers auf die rotierende Zeitachse. Diese ist gegen-
iber der Anfangsrichtung des Zeigerbildes um den Winkel
—owt zu verdrehen.

—.3) Verwendet man eine Zeitachse, die gegeniiber der Ausgangsrich-
tung um 90° — w¢ verdreht ist, so wird

OP, = UM, cos(wt — 90° + ¢,)
OP, = UM,sin(wt + ¢,).

u OP,. (313a)

oder

Man kann somit aus der Projektion auf diese besondere Zeitachse die
Augenblickswerte finden, die dem Ansatz

U = VEU sin(wt + @,)
geniigen.
—.4) Statt dafl man die Zeitachse mit der Winkelgeschwindigkeit —w
rotieren 14ft, kann man sie auch stillsetzen und dafiir die Zeiger mit
der Winkelgeschwindigkeit w rotieren lassen. Ein Vorteil ist damit je-
doch nicht zu erreichen.

Die Addition und die Subtraktion harmonischer -§ 314
Schwingungen im Zeigerbild.

—.1) Wir wollen die Stréme

iy =V2I,cos(wt + ;) und iy =7}21I,cos(wt + ¢,)
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Veranschaulichung sinusférmig verdnderlicher Groflen durch Zeiger. § 314.1

addieren. . Den Summenstrom nennen wir ¢,. Dann ist

g = 1y + 1y. (314a)
Setzen wir hier die Ansétze fiir ¢, und ¢, ein und wenden wir das Addi-
tionstheorem auf cos(wt 4+ ¢;) und auf cos(w? + @,) an, so finden wir
iy ="V2[(I cos gy + I,cosp,) coswt— (I sin; + I, sinp,) sinwt]. (314b)

Um das Additionstheorem noch einmal anwenden zu kénnen, machen
wir die Ansitze
I, cospy + I, cosp, = I;cosps, (314c)

I, sinp; 4 I, sin @, = I, sin ¢,. (314d)

Diese zwei Gleichungen sind zuléssig, denn sie definieren zwei Unbe-
kannte, ndmlich I; und ¢,. Aus (314b) wird dann

iy =2 I;cos(wt + ).

Hieran erkennen wir: Die Unbekannte I, ist der Effektivwert und die
Unbekannte @, ist die Anfangsphase des gesuchten Summenstromes.
Durch Quadrieren und Addieren von (314c¢ u. d) finden wir

L+ I, 1,(cosp, cos@, + sing, sing,) + I = I3.
Da I, als Effektivwert nur positiver Werte fihig ist, wird hieraus
Iy = +VI + I I cos(p; — @) + 1. (314e)
Am einfachsten finden wir dann durch Einsetzen in (314c u. d)
I, cos; + I, cos g,
‘H/If + L1 cos(py— o) + I
_ I sing, + I sing,

VT + LTy cos (g — go) + I3
Hierdurch ist ¢; — bis auf ganze Vielfache von 27 — bestimmt.
—.2) Veranschaulichen wir nun die beiden Sinusstréme 4, und ¢, nach
§ 312 durch die Zeiger J; und J,. Wir bestimmen dann einen Zeiger 3,
durch geometrische Addition (§ 131.6) von &, und §,, wie dies Abb. 314a

zeigt. Fiir die Linge |3,| dieses Zeigers finden wir nach dem Satz von
Pythagoras

coS @y =

) (314f)

sin @y (314g)

‘33‘ = +V(|31§ cospy + i%a‘ cos@,)? + ('Sll sin g, + 132‘ sin )2,

Multiplizieren wir aus und wenden wir das Additionstheorem fiir
cos (¢; — ¢,) an, so wird

13%!’_"*'1/‘31'2 + |§V51} [Szlcos(tpl — @) + l32[2~ (314h)

Beriicksichtigen wir noch den AbbildungsmaBstab nach (312a, b u. c),
so erkennen wir, da8 sich (314h) mit (314e) deckt. Der Zeiger , gibt
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§314.2 Sinusformig verdnderliche GroBien von Wechselstromkreisen.

somit durch seine Linge.den Effektivwert I, richtig wieder. Fiir den
Winkel ¢, lesen wir aus Abb. 314a ab

31| cospy + |Fy| cosg .
COS(p;; "\Sl} ].‘%3|l\52’ 2’ (3111)
. S| sin @y + | ksin(p
Sll’l(p3 = ”\Sd 1(,%3‘{’\52] 2.7 (3141{)

Beachten wir wieder den Ma@stab, so gehen (314i u. k) in (314f u. g)
iiber. Der Winkel @;, der sich durch geometrische Addition der Zeiger
§; und J, ergibt, stimmt somit iiber-

K4

§L——- ein mit der Anfangsphase ¢, die sich
fg durch die Addition der Sinusfunktionen

§ ergeben hat.
S|y —.3) Auf gleichem Wege kann man
& zeigen, dafl auch die geometrische Sub-
traktion auf einen Zeiger fihrt, der die
it m Differenz der Schwingungen richtig
—T [SAcosgy H3 ) cos g, T wiedergibt. Es gilt somit die Regel:

Abb. 314a. Geometrische Addition der Harmonische SCthngungen
Zeiger 3y und J,. Der Ausdruck |1 cos9:  kann man addieren und subtra-
wird negativ, da ¢, grofer als 90° ist. . . E A A
hieren, indem man die sie ver-
anschaulichenden Zeiger geometrisch addiert oder sub-
trahiert. Der dabei entstehende neue Zeiger veranschaulicht die
resultierende harmonische Schwingung in gleicher Weise wie die beiden:
zu vereinigenden Zeiger die gegebenen harmonischen Schwingungen.

Der Ersatz von harmonischen Schwingungen durch komplexe § 32
GroBen.
Die Moglichkeit des Ersatzes von harmonischen § 321

Schwingungen durch komplexe Gréfien.

—.1) Die Wiedergabe von harmonischen Schwingungen durch benannte

komplexe Zahlen findet ihre Rechtfertigung in drei grundlegenden

Tatsachen.

--2) Die erste dieser drei Tatsachen ist folgende: Man kann eine har-

monische Schwingung als Realteil einer komplexen GréBe auffassen, die

einen konstanten Betrag und eine proportional mit der Zeit wachsende

Phase aufweist. Es geniige beispielsweise der Sinusstrom ¢ dem Ansatz
i = ]/2 Icos(wt + ¢;). (321 a)

Nach (1241m) wird

V2I/ot + ¢; = V21 cos(wt + ¢;) + 12 Isin(wt + @).

ist, schreiben wir (§ 122.3)
V2Icos(wt + @) = Re(Y21 /ot + ).
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Der Ersatz von harmonischen Schwingungen durch komplexe GroBen. §321.2

Fiir ¢ finden wir damit

i =Re(Y21 /oot -+ y). (321Db)
Wie die Abb. 321a zeigt, kommt der Ersatz von (321a) durch (321b)
in geometrischer Deutung darauf hinaus, daf man die Koordinaten eines
in der Abszissenachse schwingenden Punktes
auffaBt als die Abszisse eines um den Nullpunkt 7|
des Koordinatensystems rotierenden Punktes, -\
dessen Lage durch Polarkoordinaten beschrie-

¥

ben wird. ¢
—3) Nach (133b) wird /jwt+g¢,= /ot /g;. 121
Fassen wir noch I und /¢, zu einer komplexen “ha p

GroBe § zusammen, so gilt 0| VeIcosfutrgy) *

S =7 /(Pia (321 C) g&tl;ll;‘.lizla. GquletrischeDar-

Vi % g von V2Icos(wt+@i)

und wir bekommen und von V2Ijwt + @; durch

;= ERe (_ll:—Q—S M) ) (321 d) die Punkte P und P’.
—.4) Seltener, aber ebenso richtig, ist der Ersatz von

. i = Y2 Isin(ot + @) (321e)
ure —

) i =3m(J23 /ot + @) (3211)
un _

i =3m()23 /wi). (321g)

In der Zeichnung lduft der Ersatz von (321e) durch (321f) darauf hin-
aus, daB man statt der Abszisse die Ordinate verwendet??'2.

—.5) Die zweite grundlegende Tatsache ist die, daB der Realteil einer
Summe von komplexen Zahlen gleich der Summe ihrer Realteile ist
(§131.1) und daB dies entsprechend auch fiir die Differenz der Fall ist.
Es gilt somit die Gleichung

Re(123, /0 t-E)23s/01) =Re (128 /1) +Re (2 3p/@1) . (321D)
—.6) Die dritte grundlegende Tatsache ist die, dafl der Realteil des
Differentialquotienten und des Integrales einer komplexen GroBe mit
zeitlich linear wachsender Phase gleich dem Differentialquotienten

und dem Integral des Realteiles dieser komplexen Grofle sind. Es
gelten die Gleichungen

W7 123 /01) = 7 (Re(123/00), (3211)
¢ ¢

Fe (f}@%/wtdt) = j’me(ﬁg/ia{_tdt). (321k)
to - y to

322 Den den Zahlenwert des Imaginarteiles beniitzenden Ersatz verwendet z. B.
Banneitz, Fritz: Taschenbuch der drahtlosen Telegraphie und Telephonie, S. 49.
Berlin: Julius Springer 1927.
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§3821.6 Sinusformig verdnderliche Gréfien von Wechselstromkreisen.

Uberzeugen wir uns zuerst von der Richtigkeit von (321i). Einerseits ist
me(dt 123 fo t) ( 12 S(cos(ot) + jsin(wt)))
—%e(fdw(—sm(wt ) + j cos(w)) = —Y2S w sin (o).

Anderseits ist

(%E}ie(ﬁ% @j) 1/2\500s(wt —12S wsin (o).

Die linke und die rechte Selte von (321i) sind demnach derselben GréSe
und damit auch einander gleich. Damit ist (321i) bewiesen. Ganz analog
beweisen wir (321k). Einerseits ist

t ¢ t
Re (123 /ot dt = ERe(j 125 cos(wt) dt + fﬂ/23sin(wt)dt>
to - to to

— e(123 5 [sin (@0, — 1123, [cos (D)) =123 [sin (@], -

Anderseits ist

]me(fd/wt>dt_/V2deos(wt dt = ]/_\5—[5111 (@)1

—.7) Man bekommt somit dasselbe Ergebnis, wenn man, statt harmonische
Schwingungen der Form 1/51 cos(wt + @,) zu addieren, zu subtrahieren,
zu differentiieren oder zu integrieren, mit komplexen GroBen der Form
}/2 J /wt dieselben Operationen ausfithrt und nachher den Realteil
nimmt. Fiir die Multiplikation und die Division trifft das nicht zu.

Der Ubergang von der Gleichung zwischen den § 322
harmonischen Schwingungen auf die Gleichung
zwischen den ErsatzgriBen.

—.1) Bei der Behandlung von Problemen stationdrer Wechselstrome st65t
man auf Gleichungen von der Form

¢
. d .
€110 + CIZE’LI-{— 613/%‘“ +

to1
12

Ca1a +C22%12+C23 1y dt + (322a)
toz'
t
. d . ;.
Cnl/bn"i“ Cnggl*l‘;@n‘{**cng/'l/ndt =0

ton

Dabei sind ¢;;, ¢;, usw. von der Zeit unabhingige GréBen; ¢;, ¢, usw.
sind harmonische Schwingungen. Die unteren Integrationsgrenzen ¢,,,
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Der Ersatz von harmonischen Schwingungen durch komplexe Grofen. § 322.1

o, usw. spielen die Rolle von vorldufig unbestimmten Integrations-
konstanten (§ 222.3).

—.2) Nun ersetzen wir in (322a) jede bharmonische Schwingung nach
(321d), wenden dann (321i u. k) an und machen schlieBlich noch von
(321h) Gebrauch. So erhalten wir

t
—_ d —
ER6<611]/2 Sy /ot ¢y %Vﬁi}l Jot+ 013/]/2 S jotdt +

o1

¢
621V232M+6223?V232M+623 ﬁ%z[ﬂtdt + (322Db)

to

: : : . :
Cnlﬁ%n@"‘cnz%l/ggn/ﬂt‘{‘%s [ﬁ%n/ﬂtdt>: 0.

ton

Nun haben wir noch die Differentiationen und Integrationen auszu-
fithren. Mit zweimaliger Beniitzung von (1241m) errechnen wir den
Differentialquotienten

%ﬁ&@ = y'gg%(coswt + jsinwt) = o Y2 S (—sinwt + j coswi)
=j0 )23, (coswt + jsinwt) = jo )23, /ot.
Es gilt demnach die Formel

2123 /ot) = jo (123, /o). (322c)

Ebenso errechnen wir das Integral

¢ ¢
/]/E&M dt:}/é—&/(coswt + jsinwt)dt= %Vi%l-[sinwt —jeoswt];

%2 oy
.1 .. .1
= 51/5%1[005‘” + jsinwi],, = —j gﬁ&(/ﬁ{f - /wtm) .

Nun bezeichnen wir das konstante Glied zur Abkiirzung mit ®;. Es
gilt dann

.1
1231 [0ty = R4, (322d)
und wir finden die Formel

?
[(G23 fot) at = —j % (Y231 o) + &4 (322¢)
tﬂl

6 Landolt, Komplexe Zahlen und Zeiger. 81



§322.2 Sinusférmig verdnderliche Gré8en von Wechselstromkreisen.

Nun wenden wir (322 ¢ u. e) auf (322b) an, klammern 1/5 /ot aus und
finden so T

. .1
Sﬁe{(cnm@h +jwe, Iy — 7‘(5613%1 +

. .1
02182"{‘?0)02232_7;‘02332‘*‘ (3221)

6”18n+jw6”2;’\5'n - 7‘(13 cn38n) 1/5/_60_t + S(%1 + 3?2 + + v@n} =

—.3) Der in der geschweiften Klammer stehende Ausdruck stellt geo-
metrisch einen Punkt dar, der mit der Winkelgeschwindigkeit @ in un-
verdnderlichem Abstand um die Spitze des Zeigers &, + &, +--- + &,
kreist. Nun ist nach (322f) der Realteil dieses Ausdruckes zu allen Zeit-
punkten Null. In der geometrischen Darstellung mufl somit die Abszisse
des kreisenden Punktes dauernd Null sein. Dies ist nur méglich, wenn
der Punkt selbst dauernd im Nullpunkt des Koordinatensystems liegt.
Hiezu miissen einerseits der Zeiger &, + & + -+ + &, und ander-
seits der Abstand des Punktes von der Spitze dieses Zeigers, d. h. der
als Faktor neben 1/2_ /wt stehende Ausdruck, Null sein. Zur Erfiillung von
(3221) mull somit

. .1
i T iwe sy — 7;‘01331 +

. .1
021‘82 + 7600?2 Je ”‘ 7;0.23 R + (322g)

. .1
Cnl'\c}n + 7wcn28n - 7;0113813 =0

gelten. Die Gleichung (322g) ersetzt die Ausgangsgleichung (322a). Sie
weist an Stelle der harmonischen Schwingungen ¢ komplexe Ersatz-
groBen auf, die nach (321¢) die die harmonischen Schwingungen kenn-
zeichnenden Werte als Bestandteile aufweisen. Verschiedene gleich-
frequente harmonische Schwingungen ¢ unterscheiden sich ja nur im
Effektivwert / und in der Anfangsphase g,.

—.4) Rein formal kann man die Gleichung der harmonischen Schwingun-
gen (322a) unmittelbar in die Gleichung der ErsatzgroBen (322g) umfor-
men, indem man folgende Regel beachtet. Man ersetztjedeharmoni-
sche Schwingung ¢ mit dem Effektivwert I und der Anfangs-
phase @, durch die komplexe Gréfie § mlt dem Betrag I und

der Phase ¢,, jedes Operationszeichen dt( ) durch einen
t

Faktor jw und Jedes Operationszeichen f( )dt durch

einen Faktor —)v. Wenn es bequemer ist, kann man den Betrag
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Der Ersatz von harmonischen Schwingungen durch komplexe Grofien. §322.4

der Ersatzgrofe auch dem Scheitelwerte der harmonischen Schwin-
gung gleichmachen. Treten Differentialquotienten hoéherer Ord-

nung auf, so ist jedes Operationszeichen % ( ) durch einen Fak-
tor (jw)" zu ersetzen. Wiinscht man von einer komplexen Ersatzgrofe §
wieder zur harmonischen Schwingung ¢ zurtickzugehen, so bentitzt man
(321d).

—.5) In (322g) kann man die Ersatzgrofen ausklammern. Den dabei ent-

stehenden Faktor der Form (cl 1Hjwe s —3 % ¢ 3) nennt man Operator.

Der Vorteil des Ersatzes harmonischer § 323
Schwingungen durch komplexe GréBen.

—.1) Man kann durch den Ubergang von der zwischen den harmonischen
Schwingungen bestehenden Gleichung auf eine Gleichung zwischen
komplexen ErsatzgréBen an Schriftzeichen sparen und die Rechnung
abkiirzen. Die Griinde sind folgende. Die gebrauchten komplexen Er-
satzgrofen werden einfacher bezeichnet als trigonometrische Funktionen.
Fiir komplexe Grofien besteht im Gegensatz zu den trigonometrischen
Funktionen eine Produktform (Kennellysche Form, Exponential-
form), die viele Operationen erleichtert. Wie der Vorteil in Erscheinung
tritt, sei an einem Beispiel gezeigt, das zum Vergleich einmal mit den
komplexen ErsatzgroBen und einmal mit SinusgréBen durchgerechnet
wird.

—.2) Wir wollen den Effektivwert des Stromes I und die Phasenverschie-
bung ¢ des Stromes berechnen, den eine Drosselspule aufnimmt, wenn
diese an einer Spannung vom Effektivwert U liegt, den Widerstand R
und die Induktivitdt L aufweist. Aus (224b) und (223e) erhalten wir
die Gleichung

Ri+ L% —u. (3232)

Dabei wird als bekannt vorausgesetzt, dall ¢ ein Sinusstrom wird, wenn
% eine Sinusspannung ist und wenn man von den Einschaltvorgéngen
absieht (§ 3.2).

—.3) Fiir die Rechnung mit den komplexen Ersatzgrofien seien

S=I/p uwnd U=U/0=U
angesetzt. Nach der in § 322.4 angegebenen Regel geht (323a) iiber in
R+ jol§="TU.
Durch Auflésung nach  erhalten wir

o~ 1

S R+ jol u.
6* 83



§323.3 - Sinusférmig verdnderliche GroBen von Wechselstromkreisen.

Durch Erweiterung mit dem konjugiert komplexen Nenner wird daraus
R —jwlL

'\05 = T w?l? U. (323b)

Die zugehorige Betragsgleichung lautet nach (1241a)

I_+l/ R2+w2L2 ,

2L2
und wir erhalten fiir den gesuchten Effektlvwert
1
—— 323
_}_1/ Rz w22 ( c)
Dividieren wir (323b) durch (323 c) so erhalten wir die Drehergleichung
, 3 oL
ZLP‘] V R? + w2 L2
Nach der Bedeutung des Drehers /¢ folgt hieraus
cosp = ——t o und  sing—= ——2L__
L) -y 7= Sy
Fiir die Phasenverschiebung selbst ergibt sich
p=0°..—90°.

—.4) Fir die Rechnung mit Sinusstrémen seien
i=12Icos(wt+¢@) und wu= }[2_U cos(wt)
angesetzt. Damit geht (323a) tiber in
R}EI cos(wt 4+ @) + LVQI ;i cos(wt + @) = ]/QUcos(cot) .
Differenzieren und dividieren wir durch den Faktor VQ: so wird
RIcos(wt+ ¢) — wLlsin(wt + ¢) = U cos(wi).
Unter Anwendung der Additionstheoreme der Trigonometrie wird daraus
R (cos (wi?) cosp — sin (w?) sing) — w LI (sin(w?) cosp + cos (wi) sing)
= U cos(wt),
und wir erhalten durch Ordnen
I(Rcosep — wLsing)cos(wt) — I(Rsing + w Leose) sin(w?)
= U cos(wt).
Diese Gleichung ist nur dann fiir jeden Wert von ¢ erfiillt, wenn die
beiden Gleichungen
I(Rcosp — w Lsing) cos(wt) = Ucos(wi)
I(Rsing + o Lcosg)sin(wi) =0

und
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Der Ersatz von harmonischen Schwingungen durch komplexe GroBen. §323.4

gleichzeitig erfiillt sind. Hiezu muB

I(Rcosgp — wLsing) =U (323d)
und I(Rsing + wLcosp) =0 (323e)
sein. Aus (323e) folgt ol

tgp = — %
Daraus entnehmen wir mit vorldufig unbestimmtem Vorzeichen
cosp = ——R_—: und sing = —R——
iVR2+w2L2 ;{:VR2+w2L2
Aus (323d) folgt 1

2

- Rcosp — wLsing

und wir finden durch Einsetzen
1
Y ey
Da der Effektivwert I nur positiv sein kann, muf} fir die im Nenner
stehende Wurzel das positive Vorzeichen gewdhlt werden. Wir finden

dann endgiiltig 1
S
ferner
1 . —wL

COS(p _ und Sln(p = ——

: +YR+o? L2 +/R 4 o [P
und hieraus

p=0°..—90°.

—.5) Die Schwérfé]ligkeit der Handhabung trigonometrischer Funktionen
hat bewirkt, dafl Wechselstromprobleme sehr héufig komplex berechnet
werden.

Der Ubergang von der komplexen Gleichung zum § 324
Zeigerbild.

—.1) Fiir einen Stromkreis sei nach der Regel von § 322.4 die komplexe
Gleichung

. .1 . .1
(611 —!—7wc12~—yzcl3>31+ ""!‘(Cnl'}'?wcn‘z_?;Cns)Sn:O (324 a)

aufgestellt worden. Dabei vertreten die komplexen ErsatzgroBen £
bis 3, die harmonischen Schwingungen ¢ = V21, cos(wt + @,) bis
Ty = ]/2 I, cos(wt 4+ @,). Zur Abkiirzung setzen wir

)

. .1

u, =(611+ JwWe19 — ?7013)81’
. .1

lan(Cm-l- JwCpg — ?'Jcn%>8n
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§324.1  Sinusférmig verinderliche Grofen von Wechselstromkreisen.

An Stelle von (324a) erhalten wir so
L +UL+--+U+U=0. (324¢)
Setzen wir —U, = U¥, so koénnen wir dafiir auch

WL+t + W =U3 (3244)
schreiben.
—.2) Da wir komplexe GréBen durch Zeiger veranschaulichen kénnen
(§ 126.3), gehort auch zu jeder Gleichung zwischen komplexen Ersatz-
grofen ein Zeigerbild. Dabei werden die Betrige unter Vermittlung
eines MaBstabes durch die Léngen der Zeiger dargestellt, und die Phasen
werden unmittelbar durch die Winkel wiedergegeben, um die die Zeiger
aus der Richtung der Realachse verdreht sind. Die Betrige der Ersatz-
groflen sind die Effektivwerte (oder Scheitelwerte), und die Phasen sind
die Anfangsphasen der vertretenen harmonischen Schwingungen (§ 322.4).

—.3) Wir suchen zuerst das Zeigerbild zu (324b). Nach der Produkt-
formel (133c) erhalten wir

/ . .1
l%ll,//am(Cn +jwes— ?ZQs) + @11.

| . .1
= ‘%1“'7‘0612"‘7‘&7013

Wihlen wir die Mafstibe M, und My, so bekommen die §; und 1,
darstellenden Zeiger die Léngen |3, |M; und

[ . .1
Wy [My = |oyy +jwegy — pet] (31| My,

und aus der Realachse sind sie um die Win-
) kel ¢; und

. .10
Py, = aJI'(3<C11 + Jwe— )= C13) + P,

w

verdreht (Abb. 324a). Der Faktor

My
. .1
Cutjwes—j > Ci3

Abb. 324a. Ein Zeiger von der
Linge | 3| M7 wird auf die Lange

. .1
e |8l M (C“JHM”_??;%)E
gestreckt und um den Winkel jst ein Drehstrecker (§133.6), er dreht und
m(”u tiwen— 7';”13) gedreht.  gtreckt den & darstellenden Zeiger, so da der
U, darstellende Zeiger entsteht, wie Abb.3244a
zeigt. Wir konnen in (324b) mit §, ausmultiplizieren. So erhalten wir

; . .1
UL=cp i d+Hiwe s — ?;‘01331- (324e)

1, erscheint hier als Summe von drei Gliedern. Der ¢;;$, darstellende
Zeiger unterscheidet sich von dem §; darstellenden Zeiger nur im Be-
trag. Der erstere hat die Léange c,;|$, | My, der andere |J;|M;. Da j
als rechtwinkliger Dreher (§ 133.6) im Zeigerbild eine Verdrehung von
90° bewirkt, steht der jwe,,S, darstellende Zeiger vorgedreht senk-
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Der Ersatz von harmonischen Schwingungen durch komplexe GroBien. §324.3

recht auf dem Zeiger von &;. Ebenso steht der —j ;1)—0135}1 darstellende

Zeiger zurtickgedreht senkrecht auf dem Zeiger von §;. Den 11, dar-
stellenden Zeiger finden wir nun, indem wir
die Zeiger der Summanden geometrisch ad-
dieren (§ 131.6), wie Abb. 324b zeigt.

—.4) Nun suchen wir die Zeigerbilder von
(324c u. d). Es liegen Summen vor, die
Summanden-Zeiger sind dementsprechend
geometrisch zu addieren. In (324c) ist die
Summe Null, die Spitze des Zeigers von U, ——‘[
fallt somit in den FuBpunkt des Zeigers
von U1;. Dagegen fillt der FuBpunkt von 11}
mit dem Fufipunkt von 1l; zusammen, und
die Spitze von 11} liegt in der Spitze von 11,_,. Fiir n = 4 erhalten
wir beispielsweise Abb. 324¢ u. d.

¥

Abb.324b. Zeigerbild von &, und

. o1
Uy=cuh+ 70’01231—7?01331-

—.5) Die Phasen der komplexen ErsatzgréBen ;... 8,, Uy...1U,
stimmen iiberein mit den Anfangsphasen ¢; ..., , @, ..., der
von ihnen vertretenen ¥ v
harmonischen Schwin-
gungen ty...%,, Uy...%,.
Da man den Nullpunkt
der Zeitzihlung beliebig
wéhlen kann, sind alle
Anfangsphasen nur bis

o . Z
auf eine gemeinsame,
willkiirlich ~ wéhlbare  pb. 324c. Zeigerbild von ~ Abb. 324d. Zeigerbild von
o —— ! —_ *
additive Konstante be- 1, + Uy + U + 11, = 0. Ay + g + Uy = Ug*,

stimmt. Nur die Differenzen @; — ¢;,, ¢; — @, usw. liegen fest, da
sich die Konstante bei der Subtraktion heraushebt. Nun werden
aber die Anfangsphasen durch die Winkel wiedergegeben, um die
die Zeiger aus der Realachse verdreht sind. Da die Anfangsphasen
hinsichtlich einer gemeinsamen additiven Konstanten willkiirlich sind,
sind es auch diese Winkel. Man 146t aus diesem Grunde fiir solche
Zeigerbilder das Koordinatensystem meistens weg. Man begniigt sich
damit, die praktisch allein wichtigen Phasenverschiebungen wiederzu-
geben, und verzichtet auf die Anfangsphasen. Die Lage irgendeines
Zeigers kann man dann beliebig wihlen. Die komplexen GréBen

. .1 . . .1 . . Tl s
C11F j0 0y — J 03 bis ¢,y + jwe,, — j—c,; weisen keine willkiirliche
additive Konstante in ihrer Phase auf. In einem Zeigerdiagramm chne

Koordinatensystem kann man sie daher nicht zur Darstellung bringen.
Dies ist indessen kein Nachteil, da bei der Veranschaulichung harmoni-
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§324.5  Sinusférmig verdnderliche Grofen von Wechselstromkreisen.

scher Schwingungen nur solche Zeiger von Interesse sind, die harmoni-
sche Schwingungen vertreten.

—.6) Die Zeiger, die wir nach obigen Wegleitungen fiir harmonische
Schwingungen erbalten, decken sich mit den Zeigern, die wir nach § 312
bekommen.

Die Moglichkeit des komplexen Ersatzes rdum- § 325
licher Vektoren, die sich zeitlich sinusférmig

dndern.

—.1) Ein raumliches elektrisches Feld kann durch Angabe des in jedem
Punkte des Raumes bestehenden Feldstidrkevektors § beschrieben
werden. Dieser Vektor kann von Punkt zu Punkt nach Betrag und
Richtung verschieden sein. Liegt im Raume ein geradlinig rechtwink-
liges Achsenkreuz fest, so kann man den in einem Punkte bestehenden
rdumlichen Vektor ¢ parallel zu den drei Achsen in drei vektorielle
Komponenten §,, €, und §, zerlegen. Es wird dann

Auch die drei Komponenten kénnen von Punkt zu Punkt verschieden

sein.

—.2) Tritt ein solches rdumliches Feld in einem Problem stationirer
‘Wechselstrome auf, so werden die drei Komponenten in Funktion der
Zeit sinusférmig pulsieren. HEs gelten dann die Ansétze

ot = V2 Cycos(wt + ¢,), G,y =12 G, cos(wt + ),

i 325
€. =126, cos(wt + @) . (8252)

Zur Vereinfachung der Schreibweise kann man dann jede dieser drei
Vektorkomponenten als Realteil eines komplexen Vektors darstellen.
Fir die z-Komponente erhidlt man so

G, = Re (Y26, /oot + @,) = Re(Y26, /0t /ps) .

Setzt man noch

G, =6, /o, .
6, = Re (126, /o, ).

Es ist nun, wie in § 322 gezeigt wurde, moglich und zur Vereinfachung
der Schreibweise iiblich, das Operationszeichen Re( ) wegzulassen
und dann noch durch den Faktor ]/5 Jwt zu dividieren. Statt mit den
drei wirklichen Vektorkomponenten zu rechnen, rechnet man dann noch
mit den drei komplexen Ersatz-Vektorkomponenten

G, 6, wnd G,.

so erhalt man
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Man bedient sich der komplexen rdumlichen Vektoren besonders bei den
Problemen des Wirbelstromes und der elektromagnetischen Welle im
Raum. Es sei hier verwiesen auf:

Kipfmiller, K.: Einfithrung in die theoretische Elektrotechnik, S. 189—201
u. S.249—260. Berlin: Julius Springer 1932.

Die Moglichkeit des komplexen Ersatzes von nicht § 326
sinusférmig verdnderlichen GréBen.

—.1) Eine nicht sinusférmig verdnderliche GroéBe 148t sich dem Realteil
einer benannten komplexen Zahl gleichsetzen, von der nicht nur die
Phase, sondern auch der Betrag in geeigneter Weise verdnderlich sind.
Auf dieser Grundlage und unter Beniitzung der Theorie der Funktionen
komplexer Verdnderlicher lassen sich besondere Rechenverfahren be-
griinden, die sich fiir die Behandlung von Ausgleichsvorgingen eignen.
In die Elektrotechnik wurden sie von O. Heaviside eingefiithrt. Es sei
verwiesen auf:

Wallot, J.: Theorie der Schwachstromtechnik, S.271—294. Berlin: Julius
Springer 1932.

Carson, John R.: Elektrische Ausgleichvorginge und Operatorenrechnung,
erweiterte deutsche Bearbeitung von F. Ollendorff u. K. Pohlhausen. Berlin:
Julius Springer 1929.

Rothe, R., F.Ollendorff, u. K. Pohlhausen: Funktionentheorie und ihre
Anwendung in der Technik. Berlin: Julius Springer 1931.

Sind Wechselstromgr68en komplex ? § 327

—.1) Spricht man von komplexen Strémen, Spannungen usw., so meint
man damit die komplexen Ersatzgréfien, mit denen man an Stelle der
wirklichen GroBen rechnet. WechselstromgrsBen selbst sind nie kom-
plex. Wenn die Losung von Differentialgleichungen auf komplexe Er-
gebnisse fithrt, von denen nur der Realteil giiltig sein kann, so ist daran
der im Losungsverfahren gemachte Ansatz schuld. Dieser kénnte — ab-
gesehen von der dadurch bedingten Erschwerung der Rechnung — auch
so gestaltet werden, dafl das Ergebnis nur die giiltige, reelle Losung auf-
weist.

Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder der harmonischen § 33
Schwingungen einfacher Zweipole.

Allgemeines iiber komplexe Gleichungen und § 331
Zeigerbilder harmonischer Schwingungen.

—.1) Alle komplexen Gleichungen und Zeigerbilder harmonischer Schwin-
gungen stellen nur dann eine sinnvolle Beschreibung von Zusammen-
héngen dar, wenn der Sitz und die positiven Werten zukommende Rich-
tung der schwingenden GroBen festgelegt sind. Fir Wechselstromkreise
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§331.1  Sinusformig verinderliche GréBen von Wechselstromkreisen.

erfolgen diese Festsetzungen am einfachsten durch ein Schaltungs-
schema, in das die Zeichen der GréBen3®3'? und die Bezugssinne (§ 212)
eingetragen sind.

—.2) Man kann die Lesbarkeit von Zeigerbildern dadurch erleichtern,
daB man sie einheitlich aufbaut. Insbesondere empfiehlt es sich, die
Zeiger mit den fiir die dargestellten GréBen beniitzten Zeichen unmittel-
bar zu beschriften und nicht Zwischenzeichen einzufiihren, die in einer
Legende oder sogar im Text erkldrt werden. Weiterhin wollen wir ver-
schiedene GréBenarten noch durch verschiedene Stricharten unter-
scheiden. Dabei halten wir uns an die nachfolgende Tabelle.

Grofe Buchstabensymbol \ Zeichnerische Ausfiihrung des Zeigers
Spannung. . . . . n ‘
Strom . . . . .. R ’ .
. ®
Induktionsflul . . g e

Abb. 331a. Symbole und Stricharten fiir die in Zeigerbildern haufigst gebrauchten, sinusférmig
verinderlichen Grofen von Wechselstromkreisen.

—.3) Den Zeiger, von dem aus die wichtigsten Phasenverschiebungen ge-
messen werden, gewohnlich also den Spannungszeiger, wollen wir hori-
zontal nach rechts zeichnen, wenn dies ohne Mehrarbeit mdglich ist.
Wir bleiben dann in Ubereinstimmung mit der Mathematik, die die
Winkel von der horizontal gezeichneten Abszisse aus mifit. Dies er-
moglicht uns auch die

in der Mathematik ge- al
brauchliche Numerie- 7 w
rung der Quadranten

zu gebrauchen, die in — I
Abb.331 bdargestelltist.

—.4) Da Nacheilungen

N
~

\

5
Nl

—————d

Abb.331b. Die Numerierung
der Quadranten bei horizontal
nach rechts gezeichnetem
Hauptzeiger.

von Strémen gegeniiber
den Klemmenspannun-
gen héufiger darzustel-
len sind als Voreilungen,
kommen die Zeigerbilder

},
zz‘lm
|
|

Abb. 331c. Die Numerierung
der Quadranten bei vertikal
nach oben gezeichnetem
Hauptzeiger.

bei horizontaler Lage des Klemmenspannungsvektors nach rechts unten
zu liegen. Die Erfahrung lehrt, da man aber lieber rechts oben zeichnet.
Um dies zu erreichen, wird sehr hiaufig der Hauptzeiger senkrecht nach
oben gezeichnet. Damit die in der Mathematik tiblichen Beziehungen

312 Meist wird es zweckmiBig sein, die fiir die komplexen GroSen und Zeiger
dienenden Buchstaben zu verwenden. Es kénnen aber auch die Zeichen der Augen-

blickswerte gebraucht werden.
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Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder einfacher Zweipole.  § 331.4

zwischen den Winkeln und den Quadrantennummern bestehen bleiben,
mufBl dann der links neben dem Hauptvektor liegende Quadrant die
Nummer T erhalten. Wir kommen so auf die in Abb. 331c dargestellte
Numerierung der Quadranten?®31b,

Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder der § 332
harmonischen Schwingungen reiner Zweipol-

elemente.

—.1) Wir werden vorerst idealisierte Zweipole untersuchen. Fiir sie er-
geben sich sehr einfache Beziehungen. Wie sich nachher zeigt, lassen
sich die wirklichen Zweipole als aus solchen reinen Zweipolelementen
aufgebaute Schaltungen auffassen.

Reiner Widerstand. § 3321
—.1) Wir wollen den in Abb.3321a schematisch dargestellten idealisierten
Widerstandsapparat betrachten. Er weise ausschlieflich die Eigen-
schaft Widerstand auf. FlieBt in ihm der Strom 3, so

besteht lings seines inneren Weges nach (221a) eine

Spannung, die dem Produkte R37 gleich ist, wenn R der T
nach (221b) berechnete Widerstand ist. Ist » die lings

des &duBeren Weges bestehende Klemmenspannung, so Abb.3321a. Ein
wird die Umlaufspannung u, lings der Masche des inneren v%?;ii‘;‘t‘g,‘:ﬁ“;";f

und &uBeren Weges (§231) Ri — u. Setzen wir voraus, daB Jo*nger Zvel

in unserem idealisierten Apparat der Strom keinen mit reichictem Te-
dieser Masche verschlungenen InduktionsfluB erzeugt und
daB auch nicht aus fremden Ursachen ein solcher FluB vorhanden sei,

dann wird seine Anderungsgeschwindigkeit zu Null, und wir erhalten

nach (224a) Ri—wuw—=0 u M=
C—— K
und daraus w— Ri. (3321a) J M =wq

. . . . Abb. 3321b. Zeigerbild eines
—.2) Sind % und ¢ harmonische Schwingungen, ausschlieBlich Widerstand auf-
so kénnen wir (3321a) nach der Regel von Yjeencen Zweiboles mit fir

§ 322.4 iiberfiihren in die komplexe Gleichung gyneinsamen Bemugssinn, Die

den Daten U =220V und

[u=Rs|. (3321b) I=124.

Nach § 324 finden wir das diese Gleichung veranschaulichende Zeiger-
bild. Es ist in Abb. 3321b gezeichnet.

Induktivitdt. § 3322

—.1) Nun wollen wir die in Abb.3322a schematisch dargestellte idealisierte
Drosselspule untersuchen. Sie weise ausschlieBlich Induktivitat auf.

1> Diese Art der Numerierung wurde von Ernst Schénholzer der IEC
vorgeschlagen. Schweiz. techn. Z. 29 (1932) S. 453.
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§ 3322.1 Sinusformig verdnderliche GréBen von Wechselstromkreisen.

Der Selbstinduktionskoeffizient sei konstant und sei L. Der ausschlie3-
lich im Draht flieBende Strom ¢ ruft dann nach (223e) den Induktions-

fluB ¥, — Li (3322a)

hervor, der mit der aus innerem und duBlerem Wege gebildeten Masche
(§ 231) verschlungen ist. Hat der von Klemme zu Klemme fithrende Draht
einen verschwindend kleinen Widerstand, so ist die lings
l des inneren Weges bestehende Spannung Null. Ist % die
Klemmenspannung, so erhilt man nach (224a)
Abb. 3322a. Ein av,
ausschlieBlich In- 0—u=——>-

duktivitit auf-
weisender Zwei- und daraus

Delchmetem o = (3322b)
zugssinn.
oder unter Beriicksichtigung von (3322a), da L konstant ist,
di
U = L?l“t . (3322¢)

—.2) Sind %, ¥, und ¢ harmonische Schwingungen, so finden wir nach
der Regel von § 322.4 fiir die drei vorstehen-

i .
7 den Gleichungen
1 -90° 7em=2 79V ”
1S 7em 2074 B Yo" 929
yfv 7em=207Ys ]Fg L\S ’ (33 d)
Abb. 3322b. Zeigerbild eines U=jw ﬂ_, (3322¢)
ausschlieBlich Induktivitit auf- V2

Weisendgn Zweipoles, dessen o
Kiemmapanoung cinorecits 1nd [i=joL3]. (33221)
fpr den Spplenfluﬁ anderseits | —

%Igggjlzafg}leo?(?lleét g;?ts]g%ﬁg: Bei magnetischen Groflen ist es iiblich, durch
Daton e §{‘,?‘€{“1}"2 o,‘%e}i die Buchstabensymbole den Scheitelwert zu

und ¥'= 0,141 Vs. bezeichnen. Der in den Gleichungen not-
. . v .
wendige komplexe Effektivwert wird daher in der Form 75 geschrieben.

Loésen wir (3322f) unter Beachtung von (134 0) nach dem Strome auf,

so wird 1
J=—j-z 1. (3322g)

Die in diesen Gleichungen enthaltenen Zusammenhénge veranschaulicht
das in Abb. 3322b gezeichnete Zeigerbild.
—.3) Stellen wir den komplexen Scheitelwert ¥ des Spulenflusses als Pro-

dukt des Scheitelwertes @ des Windungsflusses, der Windungszahl w und
des Wicklungsfaktors & (sprich: Xi) dar und ersetzen wir die Kreis-

frequenz w durch die Frequenz f = 2%, so wird

11:7‘4,44.]‘.@0.5.@')‘ (3322h)
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Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder einfacher Zweipole.  § 3323

Kapazitdit. § 3323

—.1) Nun wollen wir noch den in Abb. 3323a schematisch dargestellten
idealisierten Kondensator betrachten. Kr weise ausschlieBlich Kapa-
zitdt auf. Die Leitungen von den Klemmen zu den Be-

ldgen seien ohne Widerstand. Die ganze, lings des inneren _T_T
Weges bestehende Spannung liegt deshalb am Dielektrikum. T !
Fiihrt dieses keinen Leitungsstrom, so ergibt sie sich nach Abb. 35935, Bin

13 ausschlieflich

(222d) zu % [ i dt, wenn die Kapazitit C betragt. Ist u weender zwel-

pol mit einge-
to zeichnetem Be-

die Klemmenspannung und besteht dauvernd kein mit  Zuession.
der aus innerem und dulerem Wege gebildeten Masche verschlungener
InduktionsfluB, so finden wir nach (224a)

t
%fiﬁ—-u:O
2

oder

’ t
u:%fﬁt (3323a)
to

Abb. 3323b. Zei-

. . . . gerbild eines aus-

—.2) Nun sollen » und ¢ harmonische Schwingungen sein.  schlieglich Kapazi-
i b S

Nach der Regel von §322.4 erhalten wir dann aus (33232)  peveipy ocnden

1 Klemmenspannung

) und Strom gemein-

N=—j =0 1. (3323b)  samen Bezugssinn.

@ Die Abmessungen

. . . entsprechen  den

Losen wir nach dem Strome auf, so wird Daten U =380V

] und 7 = 15,2 A.
F=70CU. (3323c)

Das zu diesen Gleichungen nach § 324 entworfene Zeigerbild zeigt
Abb. 3323b.

Reine Stromquelle. § 3324

—.1) Eine Stromquelle 332*2 jst ein Zweipol, dessen Wirkleistungsauf-
nahme N, negativ ist, der also Wirkleistung abgibt. Schematisch ist
eine Stromquelle in Abb. 3324a dargestellt. Setzen wir s
ihre Klemmenspannung % und ihren Strom 7 als harmo- @
nische Schwingungen und fiir beide im Sinne von § 231.1

einen gemeinsamen Bezugssinn voraus, so gilt (2421d). Fiir Stﬁ)ﬁdﬁﬁ: it
negative Werte von N,, muB somit cosg << 0 sein. Daraus *"fezcictctem
finden wir fiir die Phasenverschiebung des Stromes gegen-

tiber der Klemmenspannung entweder @ = —270°...—90° oder
® = +4+90°...4+270°. Der sich innerhalb dieser Bereiche tatsichlich
einstellende Wert von ¢ richtet sich ausschlieSlich nach dem Zweipol,

22 Statt Stromquelle sagt man auch Stromerzeuger, Zweipolquelle oder
aktiver Zweipol.

93



§ 3324.1 Sinusférmig verénderliche GréBen von Wechselstromkreisen.

der die Stromquelle zu einem vollstindigen Stromkreis schlieft. Da
nach Voraussetzung die Klemmenspannung und der Strom der Strom-
quelle harmonische Schwingungen sind,
lassen sie sich durch komplexe Ersatz-
grofen darstellen und als Zeiger ver-
anschaulichen. Das entstehende Zeiger-
bild zeigt Abb. 3324 b. Die senkrecht zum
Spannungszeiger U gezeichnete Hilfslinie
gibt die Grenzen des Gebietes an, in dem
der Stromzeiger  liegen kann.

—.2) Als reine Stromquelle wollen wir
Abb. 3324b. Zeigerbild einer Strom-  eine Stromquelle dann bezeichnen, wenn
quelle. Der Stromzeiger J kann .

gegentiber dem Zeiger der Klemmen-  ihre Klemmenspannung vom Strome voll-

spannung I um 90°...270° oder . . . ..
um —90° - —270° verdreht sein. Stédndig unabhingig ist.

Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder der § 333
wirklichen Zweipolelemente.

—.1) In den nachfolgenden Unterabschnitten setzen wir von vornherein
voraus, daf} die verdnderlichen Grofen harmonische Schwingungen sind,
so dafl wir von Beginn an mit den komplexen Ersatzgréfien rechnen
kénnen. Der Kiirze halber werden wir statt , komplexe Ersatzgrofie
eines Stromes‘‘ nur ,,komplexer Strom‘ oder auch nur ,,Strom‘ sagen.

Luftdrosselspule. § 3331

—.1) In Abb. 3331a ist schematisch eine Luftdrosselspule dargestellt.
Der angedeutete Bezugssinn gilt fir die Klemmenspannung und den
Strom. Ein metallischer Leiter vom Widerstand R fiihre

% von Klemme zu Klemme. Die ganze Spannung lings des

l inneren Weges dient damit dem Stromtransport im Leiter.
Abb. 3331a. Ist der Verschiebungsstrom des neben dem Leiter liegenden
drosser.  Dielektrikums gegentiber dem gesamten Strom J der Luft-
gouclobnetem  drosselspule vernachlassigbar klein, so ist der Strom (¥ aus-
schlieBlich Leiterstrom, und es wird daher die ldngs des

inneren Weges bestehende Spannung R . Nun erzeugt der Strom einen
mit der aus innerem und dulerem Weg gebildeten Masche verschlungenen
InduktionsfluB, fiir den wir wie in § 3322.2 unter Verwendung des Scheitel-

wertes ‘P/}/g schreiben. Ist U die Klemmenspannung, so erhalten wir
fir die Umlaufspannung der aus innerem und duflerem Weg gebil-
deten Masche RS — 11 und damit nach (224a) und der Regel von § 322.4

U4
) ] I/2
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Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder einfacher Zweipole. §3331.1

oder U—RS 4 '

=R+ jo R
Verwenden wir wie in § 3322.1 den Selbstinduktionskoeffizienten, so
wird

(3331a)

1= +joDng| (33311)

—.2) Nun wollen wir einen Zweipol untersuchen, der aus der
in Abb. 3331b dargestellten Reihenschaltung eines reinen ¢
Widerstandes R und einer reinen Induktivitit L besteht. ut\
Er weist an inneren Spannungen nur eine Ohmsche und
eine induktive auf. Nach (231b) und der Regel von §322.4
gilt daher fiir seine Klemmenspannung

U=+ u. (3331¢c)
Diese Gleichung geht in Anwendung von (221h) und (224d) in (3331a)
iber. Da diese Reihenschaltung auf dieselben Gleichungen fiihrt wie die
Luftdrosselspule, bezeichnet man deren zeichneri ]
sche Darstellung als Ersatzschema der Luft-
drosselspule. Es hat den Vorteil, daf es an-
schaulich zeigt, daf die Klemmenspannung aus
zwei zu addierenden Teilen besteht.
—.3) Die in den drei vorhergehenden Gleichungen
enthalteneri Beziehungen veranschaulichen das
nach § 324 gewonnene Zeigerbild von Abb.3331c.

Damit 11, nicht mit § und ' zusammenfillt, st

Abb. 3331b.
Ersatzschema
einer Luftdros-

selspule.

7em2 10V
7cm 20054

u; U emegosis

- — >

die Reihenfolge von 1, und U, vertauscht.
—.4) Die obigen Ableitungen gelten auch fiir
wirkliche Widerstandsapparate. Das vom In-
duktionsfluf herrihrende Glied ist jedoch bei
diesen meist vernachldssigbar klein gegeniiber
dem durch den Widerstand bedingten.

Drosselspule mit Eisenkern.

Abb. 3331 c. Zeigerbild einer
Luftdrosselspule. Die Ab-
messungen entsprechen
den Daten U = 37,3V, U;
=31,4V, Ue=20V, I
=0,1 A und ¥=0,1414 Vs,
die beispielsweise einem
Normal der Selbstinduk-
tion fiir L=1H, R=200 2
und f= 50 Hz zukommen.

§ 3332

—.1) Bei der Ummagnetisierung von Eisen besteht zwischen der magne-
tischen Induktion B und der magnetischen Feldstirke H ein kompli-
zierter Zusammenhang, der meist zeichnerisch durch die Hysteresis-
schleife gegeben wird. Eine solche zeigt Abb. 3332a. Der rechte Ast
gilt fiir ansteigende, der linke fiir fallende Induktion. Andert die In-
duktion in Funktion der Zeit nach dem Ansatz B, = B coswt, so kann
man fir jeden Wert B, den zugehorigen Wert H, in der Hysteresis-
schleife abgreifen. Trigt man dann B, und H, in Funktion der Zeit
auf, so erhilt man ein Linienbild nach Abb. 3332b. Beide Gréflen er-
reichen im selben Zeitpunkt ihren Scheitelwert. Beziiglich des Null-
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§3332.1 Sinusformig veranderliche Gréfen von Wechselstromkreisen.

durchganges zeigt dagegen B, eine Nacheilung. Diese hat der Erschei-
nung ihren Namen gegeben. Hysteresis ist ein griechisches Kunstwort
und bedeutet auf Deutsch etwa das Spiterkommen oder das Nacheilen.

| \\ A/

/ i t

Abb. 3382a. Hysteresisschleife von Abb. 3332b. Linienbild der Magnetisierung von Dynamo-
Dynamoblech. blech, das eine Hysteresisschleife nach Abb. 3332 a aufweist.

—.2) Ungeféhr dieselbe veranderliche Phasenverschiebung besteht zwi-
schen dem die Feldstirke H, erzeugenden magnetisierenden Strom 7,
und dem durch die Induktion B, bedingten Spulenflul ¥,. Sie kénnen
deshalb nicht gleichzeitig harmonische Schwingungen sein. Will man
sie aber in komplexe Ersatzgrofilen umrechnen und durch Zeiger ver-
anschaulichen, so mufl man sie zuerst (ndherungsweise) durch harmoni-
sche Schwingungen ersetzen. Dabei weist dann der Strom ¢, gegen-
itber dem SpulenfluBl ¥, die (unveréinderliche) Phasenverschiebung ¢

auf. Legen wir nun den ¥, darstellenden Zeiger ¥ in die Realachse,
so gelten folgende Ansétze:

oy
(d. h. arc(¥) = 0) und
S =1In /5. (3332D)

—.3) Infolge der FluBanderungen treten im Eisenkern Wirbelstréme auf.
Sie erzeugen magnetische Felder, zu deren Kompensation die Wicklung
einen kleinen, zusétzlichen Strom ¢,, aufnimmt. Er eilt dem Induktions-
fluBl ¥, beinahe um 90° vor. Ist ¢ ein kleiner Winkel, so gilt der Ansatz

Ty = Iw1/2_cos(wt + 90° —¢),
und es entspricht ihm der komplexe Strom
S = 1,y /90° — &. (3332¢)
Fir den im Leiter fliefenden Strom erhilt man so
S = S + Su- (3332d)
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Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder einfacher Zweipole. §3332.3

Mit § und 1—% gilt nun wie fiir die Luftdrosselspule (3331a) und damit

auch (3331c). Diese und die obenstehenden komplexen Gleichungen
sind in dem Zeigerbild von Abb. 3332¢ veranschaulicht.

—.4) In der Fernmeldetechnik ist es iblich, die Klemmenspan-
nung 11, wie in dem in Abb. 3331c gezeichneten Zeigerbild, in zwei
gegeneinander 90° Phasenverschiebung aufweisende Komponenten zu
zerlegen. Mit den in-Abb. 3332¢. eingefiihrten Bezeichnungen sind dies
11; und 11;. Definieren wir durch die Ansétze

W=~ und W=joLg (3332¢ u. 1)

einen FErsatzwiderstand R’
und eine Ersatzinduktivitit L,
so wird Uy

~,
~9#61 70

0= +jol3| 63829 |

Es gilt dann als Ersatz-
schema der Drosselspule
mit KEisenkern das in
Abb. 3331b gezeichnete Tir- 1,
satzschema der Luftdrossel- '
spule, wenn man u, durch u,
und u, durch u; ersetzt. Die
beiden Ersatzgrofen R’ und
L wollen wir nun berechnen.
Hierzu ist die Kenntnis des I
Winkels notwendig, um den §

gegen Sm verdreht ist. Er ist Abb. 3332c. Zerige;}ti)églil ];:ei;lg'r Drosselspule mit
durch §,, bedingt. Linear mit

der Kreisfrequenz @ wachsen die Wirbelstréme und damit auch §,.
Da der betrachtete Winkel sehr klein ist, gilt mit ausreichender Ge-
nauigkeit der Ansatz

<y

w

I Im 3= b

(73]

' ist hierbei die Kreisfrequenz, fir die der Winkel einem Festwert
gleich ist.
—.5) Aus Abb. 3332¢ lesen wir ab

| = \uilsin(é +20) + |1,
11; ist gegeniiber 1I; um —90° 4 J + %19 verdreht. Es gilt daher
Uy = U, + Hisin(é + ;001,19‘)/—900 + 6+ ;"ﬁ

7 Landolt, Komplexe Zahlen und Zeiger. 97



§3332.6 Sinusférmig veréinderliche Grofen von Wechselstromkreisen.
oder nach (133b) und nach § 1241.7
! =, — 10, s ad 2
W, = U, — jllsin (6 + 2 8) [ + 26

Ersetzen wir U, durch By und UI; durch 7qui, so erhalten wir unter
Berucksmhtlgung von §2 = —1

’ . w | 1]
Durch Vergleich mit dem Ansatz (3332¢) finden wir hier aus
¥ 1
= R—{—wV—Esm(é—}-%ﬁ)/é—l— %,—’6‘;
Da nach Abb. 3332¢ § um 6 + %19 gegeniiber ¥ verdreht ist, und da.
¥ in die Realachse fillt, gilt
§=1 /a +29.
Hiermit und nach (3332a) erhalten wir dann
v, 0 Q)
7_2_—1_ Sin (6 ‘+‘ —07 0) .
In den praktisch vorkommenden Fillen ist  + S},ﬁ ein kleiner Winkel..

Man darf daher mit ausreichender Genauigkeit den Sinus durch den
Winkel ersetzen. So erhalten wir

R=R+ow

R~R+ o I(a+ ﬁ)

%
Aus Abb. 3332¢ lesen wir ferner ab

1] = |1 cos (8 + gﬁ).
1} ist gegeniiber 1, um J 4 %,ﬂ verdreht. Es gilt daher
U = mcos(é + %ﬁ)/@ + g;ﬂ.

Wir gehen wieder wie vorher von 1, auf § iiber und beachten, daB der
Kosinus kleiner Winkel praktisch gleich 1 ist. Dann wird

R
U=jo BI
Durch Vergleich mit dem Ansatz (3332f) finden wir dann

4

L= (3332h)
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Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder einfacher Zweipole. §3332.5

und damit

R~R+ wL(6+—u(;—’,z9) . (3332)

—.6) Nach (2421d) finden wir fir die Wirkleistungsaufnahme
N, = |11] || cosp. Aus der Abb. 3332c konnen wir ablesen |11 |cosg
= |U}|. Weiterhin ist |§| = I, und wir finden so aus (3332e u. i)

|U| cosp = (R + wL(5 + 5719))1
und damit
N,=RI* + wL(é—[—%ﬁ)Iz. (33327)

Die Wirkleistungsaufnahme deckt den im Wicklungskupfer entstehenden
Wirmestrom @, und den im Eisenkern entstehenden Wérmestrom @p, .

Es gilt somit anderseits
Nw = QCu+ QFe ) (3332k)

Nach dem Gesetz von Joule gilt
Qcu = RI*. (33321)

Wir finden somit aus (3332, k u. 1)
Qr=0L(d+ 29I (3332m)

Nach der Bedeutung der Winkel stellt hierin wLdI2 die Hysteresis-
wirme und a)zL%,I2 die Wirbelstromwéirme dar. Beide Ausdriicke

zeigen die nach der Theorie der Eisenverluste zu fordernde Abhéngigkeit
von der Kreisfrequenz. Der in (3332i) auftretende zusétzliche Wider-

stand w L (8 + % 19) reprasentiert somit in einwandfreier Weise die Eisen-
verluste.

—.7) In der Starkstromtechnik ist es tiblich, den Strom § in zwei
gegeneinander 90° Phasenverschiebung aufweisende Komponenten ,

und J, zu zerlegen, von denen J,, mit ¥ in Phase ist. Das in Abb. 3332d
gezeichnete Zeigerbild veranschaulicht diese Zusammenhinge. Defi-
nieren wir durch den Ansatz ‘

y./ J— (e
5= LS, (3332n)

einen Selbstinduktionskoeffizienten L und durch den Ansatz
W; = BpeJre (33320)
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§3332.7 Sinusférmig verdnderliche GréBen von Wechselstromkreisen.

eine Gréfle Ry, so gelten die komplexen Gleichungen

S = Ju+ Jres (3332p)

i =jo L3y, (3332q)
U, = RS, (3332r)
U=+ U,. : (33325)

Wir wollen nun priifen, was fiir eine Schal-
tung reiner Zweipolelemente auch auf diese
Gleichungen fiihrt. (3332s) setzt in Ver-
bindung mit (3332q) und (3332r) die
Reihenschaltung des Widerstandes R und

der Induktivitit L voraus, (3332 p) bedingt
APh e der Starkstromteannii -~ eine Verzweigung. (3332q) und (33320)
zeigen, daf der Induktivitit L die GroBe Ry,

parallelgeschaltet ist. Da &, ein gegeniiber ¥ um 90° voreilender Strom
ist, liegt er mit U; in Phase. R, ist somit ein Widerstand. So erhalten
wir das in Abb. 3332e gezeichnete Ersatzschema
einer Drosselspule mit Eisenkern.

—.8) In den Widerstinden R und Rj, entstehen
die Warmestréme RI2? und Ry, I2. Zusammen sind
sie gleich der Wirkleistungsaufnahme der ganzen
Ersatzschaltung. Es wird

‘ Ny = RI*+ Rp,I>.
apb. 3330¢. Mreatzscheld  Da die Ersatzschaltung und die betrachtete Drossel-
Eisenkern, bestehend aus 3 3 3 3
e o o avs  spule dasselbe Zeigerbild aufweisen, haben sie auch

L, einer reinen Induktivi-  die gleiche Wirkleistungsaufnahme N,,. Nun gelten
tit L und einem reinen, w

denEisenverlustenentspre- aber fiir die Drosselspule (3332k) und (3332 1).
chenden Widerstande Rpe. .
Hieraus folgt Qre = Rpol%, .

Der in dem Widerstand Rj, entstehende Wirmestrom reprisentiert die
Eisenverluste der Drossel. Aus (33320) folgt

Ui= Rp.Ip.

und daraus
Qr. = Uilg,. (3332t)

Der Effektivwert I, ergibt mit dem Effektivwert U, die Eisenverluste.
Jr. heibt daher Eisenverluststrom. Anderseits ist J, der Strom,
der fiir eine verlustireie Magnetisierung notwendig ist. Er heifit ideeller
Magnetisierungsstrom.

Der Kondensator. § 3333

—.1) Gegeniiber dem die Belige eines Kondensators ladenden und ent-
ladenden Stromes &, eilt die am Dielektrikum liegende Spannung 11,
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Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder einfacher Zweipole. §3333.1
um 90° nach, es gilt nach (3323Db)
.1
", =—j 0 Se - (3333 a)

Da der Widerstand R’ des Dielektrikums aber nie wirklich unendlich
groB ist, vermag das in der Spannung U, zum Ausdruck kommende,

von den Ladungen der Belige erzeugte
elektrische Feld im Dielektrikum einen
sehr kleinen Leitungsstrom (% auf-
rechtzuerhalten. Er ist in Phase mit
U,, nach (3321b) gilt

W, = R'R388a.  (3333D)

In den Zuleitungen zu den Beldgen
flieBt der Strom J, er setzt sich aus
Sz und Jp zusammen,

|3 =3¢ + k|-

Weisen die von den Klemmen zu den
Beldgen fithrenden Leiter einen Wider-
stand R’ auf, so bedingt das lings

(3333¢)

Abb. 3333a.

ihnen bestehende elektrische Feld die Spannung 11

(3321b) - 1, = R’S.
Die Klemmenspannung des Kondensators wird
Cju=1n+1,. (3333¢)

Die in diesen komplexen Beziehuhgen zusammen-
gefaften Grofilen werden durch das in Abb. 33334
gezeichnete Zeigerbild veranschaulicht. Dasselbe
Zeigerbild kommt auch der in Abb. 3333b gezeich-
neten Schaltung zu.

—.2) Um die Phasenverschiebung des Stromes &
gegeniiber der Klemmenspannung 11 zu erkliren,
gentigt auch das einfachere, in Abb. 3333 ¢ gezeich-
nete Ersatzschema des Kondensators. Es
entspricht der Aufspaltung des Stromes § in die
zwei gegeneinander 90° Phasenverschiebung auf-
weisenden Komponenten J, und §p, wobei &5 mit
der Klemmenspannung 11 in Phase ist. Nennt
man die Phasenverschiebung, die §, gegeniiber &

aufweist, d, so gilt @+ 6 = 90°. (33331)

K7,

0

Zeigerbild eines XKonden-
sators.

und es wird nach
(3333d)

Abb. 3333b. Ersatzschal-
tung, der das Zeigerbild
von Abb. 3333 a zukommt.

&’l £

e

Szi =

3

Abb. 3333 c. Ersatzschema

fiir einen Xondensator,

bestehend aus einer Ka-

pazitit C und einem, den

Verlusten im Dielektrikum

entsprechenden  Wider-
stand R.

%% Die verwickelten Nachladungserscheinungen ' beriicksichtigen wir sum-

. . 4
marisch in k.
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§ 3333.2 Sinusformig verinderliche Grofen von Wechselstromkreisen.

Nach (2421d)finden wir fiir die Wirkleistungsaufnahme N, = | 11| | § | cos .
Sie setzt sich ganz in Wirme um, ist also ein Verlust. Nach (2422a)
gilt fiir die Blindleistungsabgabe N, = |U1||$|sing. Damit wird

N, cos @

N, ~ sing

= cotgp = tgd.

Da 0 sehr klein ist, diirfen wir den Tangens fiir den Winkel setzen,

und wir erhalten
N,~d0N,. (3333g)

Der Winkel ¢ gibt somit die relative Hohe der Verluste in bézug
auf die Blindleistungsabgabe des Kondensators an.

Wirkliche Stromguelle. § 3334
—.1) Die wirkliche Stromquelle gibt wie die reine Stromquelle Wirk-
leistung ab, unterscheidet sich von ihr aber dadurch, dafl ihre Klemmen-
spannung Il vom Strome  abhéngig ist. In Anlehnung an
das bei der Behandlung galvanischer Elemente Ubliche

U wollen wir der wirklichen Stromquelle ein Ersatzschema
A& zuschreiben, das aus der Reihenschaltung einer reinen

3 Stromquelle mit der eingeprigten Spannung 1,, eines
Li Widerstandes R; und einer Induktivitdt L, besteht 33343,

Abb, 33340, 1S ist in Abb. 3334 a gezeichnet. E, heiit innerer Wider-
Breataschema  stand, und L; nennen wir innere Induktivitat. Tritt
lichen Strom- ein Strom § auf, so sind nach (3321b) und (3322f) noch

auelte. eine Ohmsche Spannung U, = R;§ und eine induzierte
Spannung U; = jwI;J vorhanden. Fiir die Klemmenspannung 11

erhalten wir dann nach (231D)
W=1,+ U, + 1, ' (3334a)

oder

[1=1+ (B +joL) 3| (3334D)

Das zugehorige Zeigerbild enthilt Abb. 3334b. Die Lage des Strom-
zeigers hingt wie bei der reinen Stromquelle von dem Zweipol ab, der
die Stromquelle zu einem geschlos-
senen Stromkreis erginzt.
—.2) Mit der Einfiihrung des Er-
satzschemas nach Abb. 3334 a wollen
wir hinsichtlich der Art der Ent-
Abb. 3334b. Zeigerbild einer wirklichen stehung der drei inneren Spannungen
Stromquelle. u,, U, und U; einige Vorbehalte

542 Die Kapazitit wird hier nicht beriicksichtigt, da sie gewdhnlich keine
Rolle spielt.
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Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder einfacher Zweipole. § 3334.2

machen. So setzen wir mit der Einfithrung von 11, nicht voraus, daf
diese Spannung im Sinne der §§ 2148 und 2147 der Ausdruck atomarer
Vorginge sei, wie sie beispielsweise in einem wechselnd belichteten
Photoelement auftreten. Wir wollen darunter lediglich eine strom-
unabhingige innere Spannung verstehen. So kann beispielsweise 1,
<eine von einem mit Gleichstrom erregten Elektromagneten im betrach-
teten Zweipol induzierte Spannung sein. Ebenso soll 11, lediglich eine
mit § in Phase oder Gegenphase liegende Spannung und 11; eine gegen-
{iber § um 90° vor- oder nacheilende Spannung sein, die dem Strome
selbst proportional ist. R; und L, kénnen somit fiktive Widerstidnde
und Induktivitdten sein, die als solche in besonderen Fillen auch nega-
tiver Werte fihig sind.

—.3) Die Differenz |11,| — |11] heiit Spannungsinderung. Fiir den
Nennstrom der Stromgquelle bestimmt und auf die Klemmenspannung
bezogen heiBlt sie relative Spannungsinderung®?. Bezeichnet
man sie mit &,, so wird

_lw—ju)

= ] (3334¢c)

&
Sie hangt bei konstantem Effektivwert des Stromes offenbar von der
Phasenverschiebung ¢ ab. Je nach den Werten, die diese annimmt,
kann sie positiv oder negativ werden.
—.4) Als Leerlauf einer wirklichen Stromquelle bezeichnet man den Zu-
stand, in dem der Strom § Null ist. Dies ist dann der Fall, wenn der
Stromkreis unterbrochen ist. Die im Leerlauf vorhandene Klemmen-
-spannung heiflit Leerlaufspannung. Bezeichnet man sie mit 11;, so
findet man aus (3334b)
U, =U,. (3334d)

Viele Autoren nennen daher 1, Leerlaufspannung. Nach der hier dar-
gestellten Auffassung ist jedoch 11, eine duBere, 11, dagegen eine innere
Spannung (§231.3). Sie sind zwar gleich grofl, aber nicht identisch.
Sie unterscheiden sich hinsichtlich ihres Sitzes.

—.5) Als KurzschluB einer wirklichen Stromquelle bezeichnet man den
Zustand, in dem die Klemmenspannung Null ist. Dies ist dann der Fall,
wenn die Klemmen einer Stromquelle durch einen Leiter verbunden
-werden, dessen Widerstand und Induktivitdt Null sind. Der dabei auf-
tretende Strom heifit Kurzschlufistrom. Bezeichnen wir ihn mit ,,
so finden wir aus (3334b)

0=1U,+ (B +joL)X

334% Diese Definitionen decken sich mit den textlich allerdings etwas ver-
.schiedenen Festsetzungen der ,,Regeln fiir Bewertung und Priifung von Transfor-
matoren (R. E. T./1930), § 16, und der ,,Regeln fiir die Bewertung und Priifung
elektrischer Maschinen* (R. E. M./1930), § 72.
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§3334.5 Sinusférmig veradnderliche Grofen von Wechselstromkreisen.

oder 1
3= R T iel (3334e)
Setzen wir (3334d) und (3334e) in (3334b) ein, so wird
_nfi— 3 '
n—1,(1— 3. (3334f)

—.6) Wir wollen nun einen geschlossenen Stromkreis betrachten, der aus
einer Stromquelle und einem daran angeschlossenen beliebigen Zweipol
besteht. Dieser hat die Klemmenspannung U¥, den Strom {* und
die Phasenverschiebung ¢*.
. . Gilt fiir ihn wie fir die
u n 0 .. .

Ci> A Stromquelle je ein im Sinne
Y von §231fiir Klemmenspan-

nung und Strom gemein-

b . .
a samer Bezugssinn, so sind

Abb. 3334c. Aus einer Stromgquelle und einem beliebigen . . .
Zweipol bestebende Stromkreise. die beiden in Abb. 3334c

=

©

2
%
[}

e,

gezeichneten Schemata a
und b moglich. Fir das Schema a finden wir nach der Maschenregel und
nach der Knotenregel die Gleichungen

U=-u* J=3*
Ebenso finden wir fiir das Schema b

N=1ux §=-—g*
Diesen beiden Gleichungspaaren entsprechen die in Abb. 3334 d gezeich-
neten Zeigerbilder a und b. Wir lesen aus beiden dieselbe Gleichung

@ = 180° + ¢* (3334¢g)

ab. Sie bestimmt die Pha-
senverschiebung der Strom-
quelle.
—.7) Haufig werden fir

Stromquellen Zeigerbilder
gezeichnet, die zwischen

Abb. 3334d. Zeigerbilder der in Abb. 3334 c dargestellten
Schemata. dem Spannungs- und dem
Stromzeiger Winkel des
Bereiches —90° ... 4- 90° aufweisen. Solche Zeigerbilder setzen Be-

zugssinne nach Schema a von Abb. 3334c¢ voraus und verwenden den
Strom § = 3* und die Spannung U*, sie veranschaulichen somit die
Phasenverschiebung des an die Stromquelle angeschlossenen Ver-
brauchers. Die Klemmenspannung ist dann nach (231d) aus den inneren
Spannungen der Stromquelle zu berechnen.

104



Komplexe Gleichungen und Zeigerbildér gekuppelter Zweipole. §34

Komplexe Gleichungen und Zeigerhilder zusammengesetzter §34
oder gekuppelter Zweipole, deren Induktivitiiten konstant sind.

—.1) Als zusammengesetzt bezeichnen wir einen Zweipol, wenn er
aus verschiedenen Zweipolelementen besteht. Verschiedene Zweipole
sind gekuppelt, wenn zwischen ihnen magnetische oder elektrische Ver-
bindungen bestehen, so da Gebilde mit mehr als zwei Polen (Klemmen)
entstehen. AuBer den Induktivititen setzen wir auch alle vorkommenden
Widerstinde und Kapazitéiten als konstant voraus.

Das Zweispulenproblem, mit Selbst- und Gegen- § 341

induktivitit behandelt.

—.1) Es sollen nach Abb. 341a zwei Drahtspulen I und 2 gegeben sein.

Ihre Widerstinde sind R, und R,, ibre Selbstinduktivitaten L, und L,
und die Gegeninduktivi-

u’i Ly tit M. Nach (231D) er-
i # halten wir allgemein fiir

M die Klemmenspannung
Lz lug u=1u, + u;. (34la)
] 2

Nach (221h) finden wir

Abb. 341a. Zwei Drahtspulen  fiir die Ohmschen Span-
mit im Sinne von § 2122.8 .
gleichsinnigen Bezugssinnen. 1UNZEN %, = R %1 und

Uy, = Byty. Da die In-
duktivititen konstant sind, errechnen wir aus

(224g)

dzl d iy ) dzg

Lz a = lagy
Nach (341a) ergeben sich so die beiden Klem-
menspannungen zu

u; = Ryt + L

+ u? +Mdzl

diy
dat’

di
1de

diy

+u, (341

wy = Ryiy + L,22 4 %2 (3410)
—.2) Sind alle verdnderlichen Groéflen harmo-
nische Schwingungen, so erhalten wir aus diesen
beiden Gleichungen nach der Regel von § 322.4

mit einer kleinen Umstellung die komplexen  Abb.341b. Zeigerbild zweicr
magnetisch gekuppelter Spu-
Gleichungen len, die die Gegeninduktivi-
ul = 7wL1§N51 + 760M32 + Rl%l ’ (341 d) Vz}derstalndeL RlMEund R,
. . (M =16:3,

W, = joLl,S, +joMS, + BS,. (34le) Lyl
Nach § 324 finden wir das zugehdrige Zeigerbild, das in Abb. 341b ge-

zeichnet ist.
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§341.3 Sinusformig veridnderliche GréBien von Wechselstromkreisen.

—.3) Subtrahieren und addieren wir jow M S, in (341d) und jo M §, in
(341e), so erhalten wir bei entsprechender Umstellung

W =joM(F + J) +jo(ly — MU)F; + BiJrs (341f)
W=joM(F+ I) +io(le— M)J, + ByF,- (341¢g)

Die beiden Klemmenspannungen enthalten nun die gemeinsame Kom-
ponente jow M (§; + Jp). Diese kénnen wir auffassen als die Klemmen-
spannung einer Spule mit dem Selbstinduktionskoeffizienten M, die
vom Strome &, + §, durchflossen ist. Von den beiden Differenzen
L, — M und L, — M kann eine negativ wer-
den. Der ihr entsprechende Zweipol wirkt
dann wie ein Kondensator, dessen Kapazitit

¥ aus der Gleichung
N 1

Abb. 341¢c. Abgedndertes Zeiger- Abb. 341d. Ersatzschema fiir zwei magnetisch gekuppelte
bild der in Abb. 341b behandel- Spulen, die die Gegeninduktivitit M, die Selbstinduktivitdten
ten Spulen. L, und L, und die Widerstinde R, und R, aufweisen.

zu berechnen ist. Das zu (341f u. g) gehdrende Zeigerbild ist in Abb. 341c
gezeichnet. Es paBt auch zu der in Abb. 341d wiedergegebenen Schal-

tung, die keine gegenseitige Induktivitit aufweist. Sie ist das Er-
satzschema fiir zwei magnetisch gekuppelte Spulen.

Das Zweispulenproblem, mit resultierendem FluB § 342
und Streuinduktivititen behandelt.

—.1) Bei elektrischen Maschinen ist es iiblich, von den Induktivititen L,
und L, die Streuinduktivitdten S; und S, abzuspalten. Man ver-
wendet hierzu den als Ubersetzung bezeichneten Faktor
W &
T wedy’
in den die Windungszahlen w, und w, und die Wicklungsfaktoren &,
und &, eingehen. Es gelten dann die Definitionsgleichungen

8, =L, —iM, (3421b)

(342a)

Sy=1IL,— =M. (342¢)

322 Piir Transformatoren wird & = &, = I.
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Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder gekuppelter Zweipole. § 342.1

Aus (341d u. e) erhalten wir unter Verwendung der Streuinduktivititen
nach einigen Umstellungen

. " 1 .
W= o Mi(3 + 5 %)+ 0SS+ B, (342d)

. 1 .
I, = 7“’M<31 + E«C}z) + j08,F + By Js- (342 )

—.2) Der Vorteil dieser Formulierung ist der, dal sich die in den beiden
Spannungsgleichungen nunmehr auftretenden Induktionsfliisse leicht
ortlich unterteilen lassen. Die Spulenfliisse 1/§ 81§, und ]/58’2 g, sind die
Streufliisse, die im idealisierten Feldbild je nur mit einer Wicklung
verkettet sind. Anderseits ist der durch die Gleichungen

b, =PMi(q  1a) =P (5 1) (se2n
definierte resultierende oder gemeinsame
FluB ein WindungsfluB}, der von der aus Primér-
und Sekundérstrom resultierenden Durchflutung
im magnetischen Kreis erzeugt wird. Er ist so-
wohl mit der Primir- wie mit der Sekundir-
wicklung verkettet. Er ist beiden gemeinsam.
Man rechnet gerne mit ihm, da er unmittelbar
fir die praktisch wichtige Induktion im magne-
tischen Kreis verantwortlich ist. Unter Verwen-
dung von (b, erhalten wir aus (342d) und (342e)
mit o = 2xf

W=j444]  w & B+20) 8, %+ By Sy, (342¢)
Wy =74,44] - wo & D+ 271 8,3+ R, S, (3421)
Fithren wir noch die vom resultierenden
FluB induzierten Spannungen
W, = j4,44fw, & D,, (342i)
U, = j4,44 fw, &, D,, (342k)
die Streuspannungen
W, =278 %1, Uo=727fS,3, (3421u.m) Abb. 342a. Zeigerbild einer
auf das Zweispulenproblem

und die Ohmschen Spannungen zuriickiiihrbaren elektrischen
M;jclﬁne, z. B. eines Ein-
phasen-Transformators ohne

(342n u. o) Eisenverluste.

o, = B3, oo =Ry,
ein, so erhalten wir schlieflich fiir die Klemmenspannungen
W=, + U, + Uy, (342p)
u, =1u, + U, + Uu,,. (342q)
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§342.3 . Sinusférmig verdnderliche GréBen von Wechselstromkreisen.

—.3) In den praktisch vorkommenden Fillen sind die Streuspannungen
und die Ohmschen Spannungen viel kleiner als die Klemmenspannun-
gen, so dafl die vom resultierenden FluBl induzierten Spannungen und
, dieser FluB selbst nur wenig von den Werten
abweichen, die sich im Leerlauf fir J, =0 er-
geben. Nach (342f) mufl demnach auch der Aus-

1 . ‘
druck &, + % 32 den im Leerlauf auftretenden

Wert beibehalten. Bezeichnet man den priméren
Leerlaufstrom mit §;,, so kann man zur Ab-

kiirzung 1
St Se A B1o (342r)

schreiben. Fiir den resultierenden FluB3 erhalten

wir so

. 2Mi 2M

b, = V;) g Sro = 11/1:5 RITE (342s)
Das (342i, k, 1, m, n, o, p; q, r, 8) veranschau-
lichende Zeigerbild zeigt Abb. 342a.
—.4) Nun multiplizieren wir die Sekundérspan-

nungen mit 4, die Sekundirstréme mit %Lr und
den Widerstand und die Selbstinduktivitdt mit 2.
Abb. 342b. Zeigerbildeiner ~ Wir erhalten so die SekundérgréBfen fiir den Fall,
Pirioe e daB die Sekundirseite ohne Anderung der Lei-
E‘;ﬁﬁver}‘u{;se‘ihﬁfg auﬁ;}g stungsverhéltnisse mit der Windungszahl und
Pﬁmaﬁﬂg;ﬁg}g?gﬁfen 8¢~ dem Wicklungsfaktor der Primirseite ausgefithrt

wire. Man bezeichnet die Sekundirgrofen dann

als auf die Primirseite bezogen. Wir erhalten so die Gleichungen

all, = 1,,, (342t)

U, = 1, + 200 (i28) 52 + (i Ry) 32 . (3421)

Es gilt dann das in Abb. 342b
gezeichnete Zeigerbild, und diesem
entspricht das in Abb. 342¢ dar-
gestellte Ersatzschema des

2] .
Abb. 342 c¢c. Ersatzschema einer auf das Zwei- Elnphasentran sformators

spulenproblem zuriickgefithrten elektrischen i
Maschine ohne Eisenverluste. ohne Eisenverluste.

Symmetrische Stern- und Dreieckschaltungen. § 343

—.1) Wir setzen voraus, dall die auftretenden Strome und Spannungen
vollstindig symmetrisch, also glelch grof3 und um 120 ° phasenverschoben,
und ferner, dafl sie sinusférmig verdnderlich sind. Damit diese Bedin-
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Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder gekuppelter Zweipole. §343.1

gungen erfiillt sein kénnen, miissen die Zweipolelemente fiir jeden Strang
gleich groB und konstant sein. Die Klemmen der Schaltung nennen wir
U,Vund W und die verkettenden Spannungen Uy, Uy und Uy
Wegen der verlangten Symmetrie gelten folgende drei Beziehungen

uUV = 11, HVW = /;L?Qfll und 11WU = /:_24_0"11 (343&)

Die durch die drei Klemmen flieBenden Stréme nennen wir §p, Iy und
Sw. Wie fiir die verketteten Spannungen wird

J =9, Sr=/—120°F und Gy=/—240°3.  (343b)

—.2) Fiir Sternschaltung wihlt man die Bezugssinne der drei Stringe
zweckmiBigerweise 3432 parallel und vom Sternpunkt wegweisend, wie
dies in Abb. 343a geschehen ist. Wegen der Symmetrie der Strome und
wegen der Gleichheit der Zweipole der drei Stringe werden auch die
Sternspannungen symmetrisch. HeiBen sie 11, 11, und Uy, so wird

Up =1, Uy=/—120°U, wuwnd Uy=/—240°1,. (343c)

—.3) Nun legen wir fiir die verketteten Spannungen Integrationswege fest.
In Abb. 343a sind sie entsprechend den in § 343.1 gebrauchten Doppel-
indexen noch mit Bezugspfeilen versehen. Mit der Maschenregel (§233.1)
kénnen wir dann die drei

Gleichungen aufstellen, die

je eine verkettete und zwei # v 7%
Sternspannungen enthalten.

Fiir die verketteten Spannun-

gen finden wir daraus die

drei Ausdriicke

_ 4 >
HUV - uU + 1117, (34:3 d) ADbDb. 343a. Sternschaltungen von Zweipolen mit ein-
. gezeichneten Bezugssinnen der drei Stringe. Rechts
1:[VW - _uV + uW: (343 e) sind auch die Integrationswege und die Bezugssinne der

verketteten Spannungen angegeben.

HWU — —llw + 11U. (343 f)

Beriicksichtigen wir noch die zwischen den Sternspannungen bestehenden
Beziehungen (343c), so wird aus (343d)

Upy= Uy (—1+ /—120°)
und daraus nach (1241m)

Fiir den Betrag des die Sternspannung 11, in die verkettete Spannung 11,

3432 Wéhlt man wie iiblich fiir die Sternspannungszeiger einen gemeinsamen
Anfangspunkt, so entsprechen sich nur fiir vom Sternpunkt wegweisende Bezugs-
sinne das Zeigerbild der Spannungen und das Schaltungsschema Strich fiir Strich.
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§343.3 Sinusférmig verdinderliche GroéBen von Wechselstromkreisen.

iiberfithrenden Drehstreckers erhalten wir unter Benutzung von (1241a)

———72} +73.

Ist ferner ¢ die Phase dieses Drehstreckers, so finden wir nach (1241c u. d)

sinqo:—é—, cosqo:—l/;g, @ = —150°.
Damit wird schlieBflich
Uy =3/=150°Uy. (343g)

Diese Gleichung driickt die bekannte Tatsache aus, daB der Betrag der
verketteten Spannung das ﬁf&che des Betrages der Sternspannung be-
tragt. Sie gibt auBerdem noch die Phasen-
verschiebung an.

—.4) Analoge Ergebnisse lassen sich auch fiir

oy - die Spannungen U, und U, ableiten. Das

in Abb. 343b gezeichnete Zeigerbild stellt

risd Uy die zwischen den verketteten und den Stern-
ﬁ/ Uyy spannungen bestehenden Zusammenhénge

Abb. 343b. Zeigerbild der ver-  zeichnerisch dar. Die in den drei Stringen
ketteten und der Sternspan- . . .

nungen der in Abb. 343a dar- bestehenden Sternstréme sind gleich den
gestellten Sternschaltungen.  quroh die Klemmen flieBenden Stromen Sy,

Iy und Jy, die gelegentlich auch Leitungsstréme genannt werden.

—.5) Fiir die Dreieckschaltung wihlt man fortlaufende Bezugssinne,
die durch die alphabetische Aufeinanderfolge der Klemmenbuchstaben
festgelegt sind, wie dies in Abb. 343c geschehen ist. Die lings der drei

A

v v w == <

Abb. 343c. Dreieckschaltungen von Zweipolen mit eingezeichneten Bezugssinnen der drei Stringe.
Rechts sind auch die Bezugssinne der Leitungsstrome angegeben.

Strange bestehenden Dreieckspannungen sind die verketteten Span-
nungen Uy, Uy und Uy, Sind diese symmetrisch und die Zweipole
der drei Stringe einander gleich, so werden auch die Dreieckstréme
zueinander symmetrisch. HeiBlen sie 3y, Sy und 34y, so wird

vy =3Ja> Jrw=/—120°F, und JFyy = /—240°F,. (343h)

—.6) Nun seien die Bezugssinne der Leitungsstrome §p;, & und 3y als
von der Dreieckschaltung wegweisend eingefithrt. Mit der Knotenregel
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Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder gekuppelter Zweipole. §343.6

(§ 232.1) kénnen wir dann die nachfolgenden drei Gleichungen auf-
stellen, die je einen Leitungsstrom und zwei Dreieckstréme enthalten

Sv=—3Jvv + Jwu, (3431)
Sr=—Jrw + Juv, (343k) 3y >
Jv=—Jwo + Jrw. (3431)
Analog wie in § 343.3 finden wir mit (343h) RZ
Sv = V3 /+150° Syy. (343m)
Diese Gleichung bringt die bekannte Tatsache zum

Ausdruck, daB der Betrag des Leitungsstromes o
das ]/?Tfache des Betrages des Dreieckstromes be- St d{mgelge]r)brggegg
trigt. Es gilt fiir die Strome das in Abb. 343d ge- fog%:m‘}féenlgcﬁ;’{;ﬁfgfn?
zeichnete Zeigerbild. '

—.7) Sind die drei in Stern oder Dreieck zusammengeschlossenen Zweipole
nur iiber die Klemmen miteinander gekuppelt, so kann man jeden fiir
sich allein untersuchen. Man hat hiezu mit der an ihm liegenden
Strangspannung und mit dem in ihm flieBenden Strangstrom zu
rechnen, bei Sternschaltung also mit Sternspannung und Leitungsstrom,
bei Dreieckschaltung mit verketteter Spannung und Dreieckstrom.

—.8) Héufig kommt es vor, daB3 die Zweipole der drei Stringe miteinander
nicht nur iiber die Klemmen, sondern auch direkt magnetisch gekuppelt
sind. Dies ist z. B. bei den verschiedenen Stringen der Wicklung einer
Drehstrommaschine der Fall. Man kann auch dann jeden Zweipol
(Wicklungsstrang) fiir sich allein behandeln, wenn man an Stelle seiner
Induktivitdt mit seiner Drehinduktivitat rechnet. Erzeugt der allein
stromfiithrende Wicklungsstrang U den Spulenflul Li;, so erzeugen nach
der Theorie des Drehfeldes (§ 610.7) alle drei Wicklungsstringe zusammen
den gleichphasigen Spulenflul 4 Li,;, wenn die drei Strangstrome sym-
metrisch sind und wenn die Induktion im Luftspalt lings der Umfangs-
richtung sinusfoérmig verteilt ist. Der EinfluB der stromfiithrenden Nach-
barstringe macht sich nur darin bemerkbar, da der Spulenflul um 50 %
ansteigt. Er ist deshalb vollstdndig beriicksichtigt, wenn man mit der
Drehinduktivitat L, statt mit der Stranginduktivitit L rechnet und
setzt. Ly=4%L (343n)
Komplexe Gleichungen harmonischer Sehwingungen zu- §35
sammengesetzter und gekuppelter Zweipole mit verinder-

lichen Induktivitdten.

—.1) Verdanderliche Induktivitéten treten besonders bei elektrischen Ma-
schinen auf, bei denen Wicklungen ihre gegenseitige Lage &ndern. Die
dabei auftretenden Anderungen des Induktionsflusses beriicksichtigen
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§35.1 Sinusférmig verdnderliche Grofien von Wechselstromkreisen. .

wir durch Einfithrung der induzierten Spannung u,. Fir die von einer
stromfithrenden Wicklung in eine andere Wicklung induzierte Span-
nung erhalten wir nach dem Induktionsgesetz in Beachtung von (224g)

d .
ut:W(Mz).

Sind die Gegeninduktivitat M und der Strom ¢ zeitlich verdnderlich, so
erhdlt man nach den Regeln der Differentialrechnung

di .dM
ui:M}—i—t—*—Zﬁt—. (353/)
Die induzierte Spannung setzt sich somit aus zwei Teilen zusammen.
Der erste ist durch die Verianderlichkeit des Stromes, der zweite ist durch

die Verdnderlichkeit der Gegeninduktivitit bedingt. Wir bezeichnen nun

Up = MZ—: (35Db)

als Transformationsspannung und
un =i 2L (350)
als Rotationsspannung. Fir die induzierte Spannung erhalten wir so
U; = Up -+ Ug. (35d)
Das mit Gleichstrom erregte Polrad und die § 351

Ankerwicklung einer Synchronmaschine.

—.1) Bei einer Synchronmaschine bestehe zwischen der Polradwicklung
und einem Strang der Statorwicklung zur Zeit ¢ die gegenseitige In-
duktivitdt M,. Sie ist eine Funktion der Zeit, da sich infolge der Re-
lativbewegung von Stinder und Polrad die gegenseitige Lage der beiden
Wicklungen dauernd dndert. Im Nullpunkt der Zeitrechnung moge der
Mittelpunkt einer Spulengruppe des betrachteten Statorwicklungs-
stranges in die Mittellinie eines Nordpoles des Polrades fallen. Die Be-
zugssinne seien iiberdies so festgelegt, daB sie im Zeitnullpunkt gleich-
sinnig (§ 2122.8) sind. In solchen Zeitpunkten, in denen sie gegensinnig
werden, hat die gegenseitige Induktivitdt M, negative Werte. Sollen
die vom Polrad im betrachteten Statorstrang induzierten Spannungen
sinusférmig sein, so mufB sich auch die Induktivitdit M, in Funktion
der Zeit sinusformig dndern. Da sie iiberdies im Zeitnullpunkt ein Maxi-
mum ist, gilt der Ansatz
M, = M coswt.

Den das Polrad erregenden Gleichstrom wollen wir mit I bezeichnen.
—.2) Die in den betrachteten Statorstrang induzierte Spannung mége wu,
heien. Nach (35a) wird

dl d(M t
u, = Mcos(wt)ﬁ + Iy (M coswt)

d¢ :
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Da die Anderungsgeschwindigkeit eines Gleichstromes Null ist, wird das
erste Glied Null, und wir finden

Uy = Igw M cos(wi + 90°). (351a)

—.3) Vernachlissigen wir die Kriimmung der Magnetisierungskurve des
Eisens, so werden allfillige Ankerstrome lediglich Induktionsfliisse er-
zeugen, die sich dem vom Polrad gelieferten FluB linear iiberlagern. Die
Spannung wird dann immer als die vom Polrad herriihrende Kompo-
nente der vom gesamten Fluf induzierten Spannung bestehen bleiben.
Sie ist vom Ankerstrom unabhingig und spielt deshalb fiir den Anker-
stromkreis die Rolle einer eingepréigten Spannung (§3334.2). Da sie
(351a) geniigt, kann sie nach § 322 durch die komplexe Spannung 11,
wiedergegeben werden, die vom komplexen Ankerstrom & ganz un-
abhéingig ist.

Der Kommutatoranker im Wechselfeld. § 352

—.1) Bei der Behandlung von Kommutatormaschinen wollen wir wie ib-
lich den Rotor schematisch -durch ein Symbol darstellen, das sich aus
einem zweipoligen Ringanker ableitet.
In Abb.352a ist ein solcher Ring-
anker und in Abb. 352b das daraus
abgeleitete Symbol wiedergegeben. In
einem rechtsgewickel-
ten Ringanker mdoge
ein Strom in Richtung
eines beliebig gewihl-
ten Bezugssinnes iiber . 352D, Zeich.
die eine Biirste ein- nerisches  Symbol
. . eines Kommuta-
Abb. 352a. Zweipoliger Ringanker. Es und iiber die andere torankers mit Be-
O Drshmahl eimgezcichnet© ' austreten. Der Ring- i (bmtenaches)
anker wird dann so ma-
gnetisiert, daB sich sein Feld symmetrisch zur Verbindungslinie der bei-
den Biirsten ausbildet. In der Verlingerung der Spitze des Bezugspfeiles
weist er einen Nordpol und ebenso beim Schaftende einen Siidpol auf.
Es kann somit wie bei einer rechtsgewickelten Spule ein einziger Be-
zugspfeil gleichermafen als Bezugssinn fiir die elektrischen und fiir die
magnetischen Groflen des zweipoligen Ringankers dienen.

—.2) Die meisten Maschinen werden in Wirklichkeit mit vielpoligen Trom-
melankern ausgeriistet. Dabei sind die Wicklungen meist unge-
kreuzt, sie kénnen aber auch gekreuzt ausgefiihrt werden?3522, Bei

%2a Naheres s. Richter, Rudolf: Elektrische Maschinen Bd.1, S.19, 93.
Berlin: Julius Springer 1924.
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§352.2  Sinusformig verdnderliche GréBen von Wechselstromkreisen.

ungekreuzten Wicklungen ist — von der Kommutatorseite aus gesehen —

der radial iber die Biirsten angegebene Bezugssinn der elektrischen

Grofen (Birstenachse) gegen den Bezugssinn der magnetischen GréfBen
(Feldachse) im Gtegenuhrzeigersinn um den einer
halben Polteilung entsprechenden Winkel ver-
dreht, wie dies Abb. 352¢ zeigt. Bei gekreuzten
Wicklungen erfolgt die Verdrehung um densel-
ben Betrag im Uhrzeigersinne. Praktisch lduft
dieser fiir die beiden Wicklungsarten bestehende
Unterschied darauf hinaus, dafl sich bei gleicher
Lage der magnetischen Felder die Polaritit der
Biirsten vertauscht.

Abb. 352 c.  Gegenseitige —-3) von der Kommutatorseite aus betrachtet

raumliche Lage der gleich-
gerichteten Bezugssinne der
elektrischen Grofien (Biir-
stenachsen) und der magne-
tischen GroBen (Feldachsen)
eines 6poligen Kommuta-
torankers mit ungekreuzter

sei in Ubereinstimmung mit der fritheren Fest-
setzung des Bezugssinnes von Drehwinkeln der
Gegenuhrzeigersinn3?? der Bezugssinn fiir die
Drehzahl.

Trommelwickiung. . X
—.4) Eine Kommutatormaschine weise ein lings

des Bohrungsumfanges sinusférmig verteiltes magnetisches Feld auf,
dessen halbe Wellenlénge sich iiber eine Polteilung erstrecke. Die Feld-
achse (Bezugssinn) sei, wie Abb. 352d zeigt, gegen
den Bezugssinn des Ankers im zweipoligen Sche-
ma um den Winkel « verdreht. Fiir die Feld-
« kurve, also fiir die in Funktion des Ankerum-
fanges dargestellte Induktion, gilt der Ansatz

3
ES

@, cosee

Bx:Bcos<x%a oc).

Abb. 852d. Schematische
Darstellung einer Kommu-
tatormaschine, bei der die
Achse des Statorfeldes im
zweipoligen Schema um
den Winkel « gegen die
Ankerachse verdreht ist.

Dabei verstehen wir unter B die Induktion in
der Feldachse, unter x den Abstand des betrach-
teten Punktes des Ankerumfanges von der durch
die positive Ankerhalbachse gekennzeichneten
Nullstelle und unter v die Polteilung. Nach den
Regeln der Trigonometrie kénnen wir diesen Ausdruck in eine Summe
umschreiben. Es wird

B, = Bcosx%cosoc -+ Bcos((x— %) %)sinoc.

Die Feldkurve a8t sich somit als Uberlagerung von zwei Feldkurven

%2> Nach § 76 der ,,Regeln fiir die Bewertung und Priffung elektrischer Ma-
schinen, R. E. M./1930% gilt, von der vom Kommutator entgegengesetzten Seite
aus gesehen, der Uhrzeigersinn als normaler Drehsinn. Eine nach diesen Regeln
normal laufende Maschine weist nach der Festsetzung von § 352.3 eine positive
Drehzahl auf.
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darstellen. Die Achse der Teilfeldkurve B eosx; cosx fallt mit der

positiven Ankerhalbachse zusammen. Dagegen ist die Achse der andern
Teilfeldkurve um den einer halben Polteilung entsprechenden Winkel,
im zweipoligen Schema demnach um 90°, vorgedreht. Die Achsinduk-
tionen der beiden neuen Feldkurven sind B cosx und Bsinx.

—.5) Der vom Stator erzeugte InduktionsfluB, der iiber eine zur Feldachse
symmetrisch gelegene Polteilung besteht, heifle @,. Hat das Feld in
Richtung der Welle der Maschine die Lénge [;, so wird

Beriicksichtigen wir den fiir die Feldkurve gemachten Ansatz, so er-
halten wir durch Auswertung des Integrales

qzst:%rziB.

Der FluB @, ist somit direkt der Induktion B proportional. Dement-
sprechend wird der FluB der ersten Teilfeldkurve @, cosx, da sich
seine Achsinduktion um den Faktor cosx vom Scheitelwert der ur-
spriinglichen Feldkurve unterscheidet. Seine Achse ist die positive
Ankerhalbachse. Analog findet man den Wert &, sinx fir den Flu$l
der zweiten Teilfeldkurve. Der gesamte Flul @, 16t sich somit in zwei
Teilfliisse D, cosx und D, sinx aufspalten, deren Achsen zueinander
senkrecht stehen. Es sei nun vorausgesetzt, daB sich die Induktion B
in Funktion der Zeit sinusférmig éndere. Wegen des fiir die Feldkurve
gemachten Ansatzes dndern dann alle Induktionen, die derselben Halb-
welle angehéren, phasengleich, die der benachbarten Halbwellen gegen-
phasig usw. Daraus folgt, daB auch der Induktionsfluf @, und seine
beiden Komponenten in Funktion der Zeit sinusférmig schwingen. Sie
sind alle in Phase miteinander, solange sinx und cos« positiv sind. Es
besteht ein Wechselfeld. Fiir die Bestimmung der von ihm in den Anker
induzierten Spannungen werden die Wirkungen der beiden Teilfliisse
getrennt untersucht.

—.6) Es sollen vorerst die Rotationsspannungen bestimmt werden, die die
beiden FluBkomponenten hervorbringen. Dabei darf wie mit konstanten
Fliissen gerechnet werden, da die Wirkung der Fluschwankungen nach-
her in den Transformationsspannungen ihren Ausdruck findet. Wie in
Abb. 352e dargestellt ist, soll sich eine Ankerspule, deren Weite gleich
der Polteilung 7 ist, mit konstanter Ankerumfangsgeschwindigkeit v
unter dem Statoreisen wegbewegen. Ihr fiir Strom und Spannung
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§352.6 Sinusformig verinderliche Grofien von Wechselstromkreisen.

geltender Bezugssinn sei so angenommen, daf} er mit dem Bezugssinn des
zugehorigen Stranges der Ankerwicklung lduft, der durch Bezugspfeile
iiber den Biirsten angegeben ist. Der WindungsfluB der betrachteten
Ankerspule heifle ¢, sein Bezugssinn sei dem fiir Strom und Spannung
geltenden Bezugssinn der Spule nach einer Rechtsschraubung zugeord-
net. Ist wieder I, die Linge des Feldes in der Richtung der Welle der
Maschine, so umschlieBt die an der Stelle = liegende Spulenseite nach
einem Zeitintervall d¢ zusitzlich einen Flufi B,l;dx und die andere,

Abb. 352e. Darstellung der Lage einer Windung eines Trommelankers in Bezug auf die Teil-
feldkurve By= B cos ((x — %) %) cosa. Das Koordinatensystem fillt einerseits mit der Abwick-
lung des Ankerumfanges, anderseits mit der Ankerachse zusammen.
an der Stelle x — 7 liegende Spulenseite hat einen FluB B, ,[l;dx aus
der Umschlingung entlassen. Es wird somit die gesamte Anderungs-

geschwindigkeit des Windungsflusses

dp  Bldt— B, ,ldt

a4t
Wegen der als sinusférmig vorausgesetzten Verteilung der Induktion am
Ankerumfang sind die beiden Induktionen B, und B, _, einander ent-
gegengesetzt gleich, da sie Punkten zukommen, die um eine halbe Wellen-
linge auseinander liegen. Die Anderungsgeschwindigkeit des Windungs-

flusses wird damit

de
E = 2liva,

da dx/dt die Ankerumfangsgeschwindigkeit v darstellt. Hat die Maschine
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2p Pole und die Drehzahl n, so wird v = 72pn, und wir erhalten

(fl—': =4LtpnB,.

—.7) Zur gesamten Rotationsspannung tragen alle diejenigen Spulen bei,
die zu einem Ankerstromzweig gehéren, der von einer Biirste bis zur
benachbarten Biirste fithrt. Bei einer Schleifenwicklung liegen die
vorauseilenden Seiten solcher Spulen im Gebiete der Polteilung
x=0...7. Bei Wellenwicklungen liegen sie auch in den andern Pol-
teilungen, jedoch an Stellen mit jeweils praktisch gleicher Induktion.
Ist 2 die totale Leiterzahl der Ankerwicklung, so entfallen auf den
zwischen den zwei aufeinanderfolgenden Biirsten liegenden Wicklungs-
strang z/2a Stibe oder z/4a Windungen, wenn die Zahl der Anker-
stromzweige wie liblich mit 2a bezeichnet wird. Betrachtet man die
Wicklung als vollstindig gleichmiBig lings des Ankerumfanges ver-
teilt352¢, so entfallen auf ein Element dx des Ankerumfanges die voraus-

eilenden Seiten von 4% -;% Windungen. Es wird somit in den zu dx

gehorenden Teil des Wicklungsstranges die Rotationsspannung

= de de

duR:éta T dt

= lizﬁandm
a

induziert. Fiir den ganzen Wicklungsstrang erhalten wir
uRzzgnfozidx. (352a)
0

Soll nun die Wirkung des Flusses @, sinc bestimmt werden, so ist zu

beachten, daB die Induktion B, der Teilfeldkurve B cos ((r — %) %) sinx

angehort. Durch Auswertung des Integrals finden wir dann das Ergebnis

chos v — =) E)sinaljde = D, sinx .
6/ (( 2) z)

Fiir die Rotationsspannung erhalten wir somit
Up = z% n®,sinc .

Nimmt nun der FluBl @, im Laufe der Zeit verschiedene Werte an, so
tut dies auch die Rotationsspannung u5, da sie ihm ja unmittelbar pro-
portional ist. Andern die beiden GréBen sinusférmig, so kann man sie
durch komplexe ErsatzgroBen oder durch Zeiger darstellen. Weist der

%2¢ DaB die Ankerwicklung in Wirklichkeit nicht stetig am Umfang verteilt,
sondern in Nuten untergebracht wird, findet seinen Ausdruck in héher frequenten
Oberschwingungen der induzierten Spannungen, die meistens vernachlissigt werden.
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FluB den Scheitelwert @ auf, so gilt fiir den komplexen Effektivwert
der Rotationsspannung

Ug = Ezgnépsm(x . (352Db)
Hierin ist @ der komplexe Scheitelwert des Windungsflusses. Fiir eine
Wellenwicklung wird @ = 1, fiir eine Schleifenwicklung dagegen ¢ = p.
Je nach dem Vorzeichen der Drehzahl n und des Winkels «, je nachdem
also die Drehrichtung mit der Verdrehung der Feldachse gegen die
Biirstenachse iibereinstimmt oder nicht, sind die Rotationsspannung und
der FluB in Phase oder Gegenphase.

—.8) Werten wir (352a) fiir die der FluBkomponente @, cosx ent-

sprechende Teilfeldkurve B eos(m %) cose aus, so wird das Ergebnis
zu Null. Diese FluBkomponente bringt somit im Anker keine an den
Biirsten in Erscheinung tretende Rotationsspannung hervor. Die in den
einzelnen Windungen auftretenden Teilspannungen heben sich gegen-
seitig auf.

—.9) Wir wollen nun die Transformationsspannungen untersuchen, die
in den Anker induziert werden. Der Windungsfluf3 der in Abb. 352e dar-

gestellten Spule wird z
= [B,l;dz.

Priifen wir nun zuerst die Wirkung der FluBkomponente @, cosex, so
ist zu beachten, daf die Induktion B, der Teilfeldkurve B cos( > COS X

angehort. Durch Auswertung des Integrales finden wir dann das Er-
gebnis
/Beos( >eosle de = sm( )@,coszx.
ds
In die auf das Element dx des Ankerumfanges entfallenden 4—2 —;
Windungen wird dann die Transformationsspannung

1 .
duT:éza—tsm( )dx D, cos

induziert. Fir den ganzen Wicklungsstrang erhalten wir

117
’MT:ZZ—-/SHI< )dm—w D;cosx

T
0

und durch Auflésung des Integrales

1

—_— X .
2:[ adt (Z’,;COS

Up =
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Andert der FluB &, in Funktion der Zeit sinusférmig mit der Kreis-
frequenz w = 2z f und ist @ sein Scheitelwert, so finden wir nach den

Regeln von § 322.4 fiir den komplexen Effektiv-
wert der Transformationsspannung

Wy —j szt fd 352

T“*?l[g“z?if cos« |. (852¢)

Wiederum wird fir die Wellenwicklung ¢ =1
und fiir die Schleifenwicklung ¢ = p. Je nach Up -
dem Werte des Winkels « eilt die Transfor- 2
mationsspannung dem FluB um 90° vor oder 300,352 Zeigorbild eines
nach. ‘Wechselfeld.

—.10) Berechnen wir analog die durch die FluBkomponente @, sinx in-
duzierte Transformationsspannung, so wird sie zu Null. Die in einzelnen
Windungen induzierten Transformationsspannungen heben sich inner-
halb eines Ankerzweiges gegenseitig auf.

—.11) Abb. 352f veranschaulicht die gegenseitige Lage der in (352b u. ¢)
enthaltenen Grofen 1y, 1, und o.

Komplexe Gleichungen fiir Elektronenrohren. § 36

Der Verlauf und die Bezeichnungen der Spannungen  § 361
und Stréme.
—.1) In Schaltungen, die Elektronenréhren enthalten, treten im statio-
néren Zustand periodische Spannungen und Stréme auf, die man als
Uberlagerung eines unverinderlichen und eines harmonisch veréinder-
lichen Teiles auffaft. Den gesamten Augenblickswert bezeichnet man
mit kleinen, die Gleichkomponente mit groflen lateinischen Buchstaben.
Fiir den Augenblickswert der Wechselkomponente verwenden wir kleine
lateinische Buchstaben, die mit einem hochgestellten Strich versehen
sind. So schreiben wir beispielsweise fiir die Anodenspannung

Uy = U, -+ uy . (361a)
Fiir den Effektivwert der Wechselkomponente verwenden wir grofle
lateinische Buchstaben mit hochgestelltem Strich. Fiir den Effektivwert
der Wechselkomponente der Anodenspannung haben wir somit U, zu
schreiben.
—.2) Treten zwischen GréBen, die eine Gleich- und eine Wechselkomypo-
nente aufweisen, Gleichungen auf, so miissen diese von den Gleich- und
Wechselkomponenten je gesondert erfiillt sein, da eine unverénderliche
GroBe einer verdnderlichen Grofe nicht dauernd gleich sein kann. Es
zerfillt deshalb jede Gleichung zwischen solchen Gréfen in eine Gleichung
zwischen den Gleichkomponenten und in eine Gleichung zwischen den
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Wechselkomponenten. Letztere kénnen wir dann nach der Regel von
§322.4 in eine Gleichung zwischen komplexen Ersatzgrofen um-
schreiben. Die komplexen Ersatzgréfen bezeichnet man allgemein mit
Frakturbuchstaben; beispielsweise die komplexe Anodenspannung mit
U,. Dabei gilt nach (321c¢)

U, = Uj /@u; - (361Db)

Nach (321d) erhalten wir dann fiir den Augenblickswert der Wechsel-
komponente

uy = Re()2 1, /oot (361¢)
und fiir den gesamten Augenblickswert
Uy = Uy + Fe (Y21, /o). (361d)
—.3) Oft schreibt man der Kiirze halber auch nur
Uy = U, + 1,. (361d)

u, ist in diesem Falle allerdings nicht mehr der eigentliche Augenblicks-
wert, sondern eine besondere komplexe ErsatzgroBe.

Gitterspannung, Anodenspannung und Anodenstrom  § 362
einer Elektronenrdhre.

—.1) Schaltet man eine Elektronenrshre nach dem in Abb. 362a ge-
zeigten Schema, so erhilt man bei verdnderlicher Gitterspannung w, fir
den Anodenstrom ¢, Kennlinien, deren prinzipieller Verlauf in Abb. 362b
gezeichnet ist. Fiir jeden Wert der mA

Anodenspannung u, gilt eine andere
Kurve. Fir viele Verwendungs- %
zwecke kann man die Kurvenschar %
in dem zur Verwendung gelangen- »
den Arbeitsbereich durch eine Schar / /
von Geraden ersetzen. Es gilt dann % /
die Gleichung %0
. Uy =150V
to = S(uy + Du, — 4), (362a) 8 7MV/
e
Ij ¢ ﬂV/
-
: ¢
| /
1
! /A
= 20 <% ¥ -6 4 0 ¢ & wnV
0= Zzg
Abb. 362a. Schaltungsschema einer Elektronen- Abb. 362b. Anodenkennlinien einer Elektro-
rohre. nenrdhre (Triode).

in der S die Steilheit, D den Durchgriff und A eine positive Konstante
bedeutet. Wenden wir auf die Schaltung von Abb. 362a die Maschen-
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regel (§233.1) an, so finden wir unter Berucksmhtlgung der Ohmschen
Spannung R,¢,, der induzierten Spannung La d t , der Anodenspan-
nung u, und der eingeprigten Spannung U, der Batterie

Rza—]-Ladt—[—ua—Uea——-O

oder di

Uy = Upy — Ry — L, 5t (362D)

—.2) Fithren wir nun alle verdnderlichen GroBen als Summe einer Gleich-
und einer Wechselspannung ein, so erhalten wir mit den Bezeichnungen
nach § 361 aus (362a u. b)

I, + g :S(Ug_'_u;’{"DUa_’_Duz; — 4),

Us+ oy = Uy — BRIy — il — L, 5.

Nach § 361.2 entstehen hieraus je zwei Gleichungen, von denen uns
hier nur die Gleichungen der Wechselkomponenten interessieren. Sie

lauten o = S(u, + Duy),
, . di,
Uy = —Ra’l/a —_ La%‘

Die Wechselkomponenten sind, mindestens nidherungsweise, harmoni-
sche Schwingungen. Aus den vorstehenden Gleichungen erhalten wir
deshalb nach der Regel von § 322.4

Jo= Sy + Dly), (362¢)
W= —RJe — j L e (3624) ugl

—.3) Aus (362c¢) finden wir

Abb. 362 c. Ersatzschema
einer Elektronenrdhre fiir

— 1
u, = T” -+ 5D Se |- (362e) kleine Frequenzen.

Nach § 3334.1 ist dies die Spannung einer
Stromquelle, deren eingeprigte Spannung

n, = — (3621)

D

und deren innerer Widerstand

Abb. 362d. Fiir die Wechselkom-
1 ponenten der Stréme und Span-

o nungen giiltiges Ersatzschema der
RL - (362g) in Abb. 862a dargestellten Schal-

tung.

8D

ist. Thre innere Induktivitit ist Null. Es gilt somit das in Abb. 362¢
gezeichnete Ersatzschema einer Elektronenréhre. Anderseits
gilt (362d) fiir die Reihenschaltung eines Zweipoles mit der Klemmen-
spannung 11, eines Widerstandes R, und einer Induktivitit L,. Hin-
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§362.3 Sinusférmig verinderliche GréBien von Wechselstromkreisen.

sichtlich der Wechselkomponenten entspricht somit der Schaltung von
Abb. 362a das Ersatzschema, das in Abb. 362d gezeichnet ist.

Ga[ =] —.4) An Stelle der eingeprigten Spannung
l_u verwendet man sehr hdufig die eingeprigte
7 u, elektromotorische Kraft. Nach (2148a)
"91 Z;l— 6T P lga findet man aus (362f)

Abb. 362e. Ersatzschema einer Elek- €, = Dl (362h)
tronenrshre fiir Hochfrequenz.

—5.) Die Anode, das Gitter und die Kathode wirken als Belédge von Kon-
densatoren, fiir die das Vakuum der Rohre das Dielektrikum ist. Die
so entstehenden Kapazititen sind auBerordentlich klein. Bei Hoch-
frequenz verursachen sie aber einen Verschiebungsstrom, der neben dem
in ¢, beriicksichtigten Elektronenstrom nicht mehr vernachlissigbar
klein bleibt. Fiir Hochfrequenz gilt daher das in Abb. 362e gezeichnete
Ersatzschema einer Elektronenrdhre.

Ortskurven der Spannungen und Strome von Zweipolen § 37
und Zweipolschaltungen.

—.1) Ein Zweipol oder eine Zweipolschaltung mdge bei konstanter Klem-
menspannung, aber unter verédnderlichen Betriebsbedingungen — z. B.
ein Motor bei verschiedenen Belastungen — nach Betrag und Phasen-
verschiebung verschiedene Stréme aufweisen. Im Zeigerbild ergibt sich
dann ein fester Spannungszeiger und ein nach Lénge und Richtung ver-
dnderlicher Stromzeiger. Fir die Gesamtheit aller moglichen Strom-
zeiger 148t sich der Ort ihrer Spitzen durch eine Kurve oder eine Kurven-
schar angeben. Solche Kurven nennt man Ortskurven. Sie existieren
auch fir verdnderliche Spannung bei konstant gehaltenem Strom oder
fir andere verdnderliche Groflen. In der Geometrie entsprechen ihnen
die geometrischen Orter. Die Praxis hat fiir Ortskurven dann Interesse,
wenn sie von geometrisch einfacher Form, also Gerade, Kreis oder Ellipse
ist. Die bekannteste Ortskurve ist das Kreisdiagramm des Asynchron-
motors.

—.2) In den folgenden Unterabschnitten sprechen wir statt von den
komplexen GroBen % und B der Kiirze halber stets von den sie ab-
bildenden Zeigern % und %B.

—.3) Nachstehend werden nur iiber die Gerade, den Kreis und die
Ellipse®? einige Angaben gemacht. Als ausfiihrliche Bearbeitung des
Stoffes sei auf folgende Werke verwiesen:

%72 Sie entstammen einer Verdffentlichung des Verfassers im Bull. schweiz.
elektrotechn. Ver. 22 (1931) S. 96—99.
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Ortskurven der Spannungen und Stréme von Zweipolen. §37.3

Hauffe, Gerhard: Ortskurven der Starkstromtechnik. Berlin: Julius
Springer 1932. Das Buch enthslt eine ausfithrliche Zusammenstellung der ein-
schligigen deutschen Literatur.

Oberdorfer, Giinther: Die Ortskurventheorie der Wechselstromtechnik.
Miinchen u. Berlin: R. Oldenbourg 1934. Der Autor hilt sich nicht an die im Norm-
blatt DIN 1323 gegebene Definition der Spannung (§ 2141.2).

Gerade. § 371
—.1) Der festgehaltene unveréinderliche Zeiger heifle 9(, der verénderliche
Zeiger sei B. Der Parameter p durchlaufe alle Werte von — oo bis - co
und beeinflusse dadurch ¥ nach Betrag und Richtung. Wir machen
den Ansatz

B = [(p)U.

Unbekannt ist hierin die Funktion f(p) des Parameters p, die als Fak-
tor neben 9 gesetzt, diesen in einen Zeiger ¥ iiberfiihrt, dessen End-
punkt sich auf einer vorgegebenen Geraden bewegt, wenn der Para-
meter p verschiedene Werte annimmt.

—.2) Wie Abb. 371a zeigt, kann L leicht als zweigliedrige Summe dar-
gestellt werden. Der erste Summand ist ein unverdnderlicher Zeiger m¥,
der vom Anfangspunkt von % auf einen Punkt

der vorgegebenen Geraden fithrt. Der zweite

Summand ist das verdnderliche Vielfache eines

unveridnderlichen, in die vorgegebene Gerade

fallenden Zeigers 1. Ist der Parameter p der g -
verdnderliche Faktor, so erhilt man fiir die ge-

suchte Gleichung der Geraden den Ausdruck
myA

|8 = (m + rp)|. (371a) o

Die Konstanten m und t sind benannte kom-  Abb.37la. Zerlegung des
eine Gerade beschreiben-
plexe Zahlen, die als Drehstrecker (§ 133.6) oder den Zeigers % in - cine
Operatoren (§ 322.5) bezeichnet werden. Es ist '
leicht ersichtlich, daB fiir (371a) unendlich viele Losungen moglich sind.
Es gibt auf der Geraden unendlich viele Punkte, in die der Endpunkt
von m9[ fallen kann, dementsprechend sind unendlich viele verschiedene
Werte fiir m moglich. Ebenso kann die Spitze von Y auf unendlich
viele Punkte der Geraden fallen, somit sind auch fiir t unendlich viele
Werte méglich. SchlieBlich kann noch der nach t stehende Faktor irgend-
eine reelle Funktion des Parameters p sein. Durchliuft eine solche nicht
mehr alle Werte von — oo bis + oo, so kann die Gerade degenerieren.
Lautet sie z. B. sinp, so geht die Gerade in eine Strecke mit den durch
die Zeiger (m + t)A und (m — 1)A beschriebenen Endpunkten iiber.

—.3) Als Beispiel wollen wir die Reihenschaltung eines verdnderlichen
Widerstandes R, = R’z und einer Luftdrosselspule vom Widerstand R
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und der Induktivitit L betrachten. Fiir die in Abb. 371b angegebenen
Bezugssinne wird nach (233b), (3321b) und (3331Db)

U=(R+ Rz +jol)§. (371Db)

Soll der Strom bei unverinderlichem x konstant bleiben, so muf die Spitze

des Spannungszeigers 11 auf einer Geraden laufen.

g lg Ordnen wir (371b) nach (371a), so wird
l U=(R+joL + Rzx)3.
# L Fir die in (371a) eingefithrten GroBen finden wir

Abb.371b. Ersatzschema
der Reihenschaltung einer 3 — U, m=R -+ ja)L, T = R/, p=x, A= S

Luftdrosselspule und eines
verdnderlichen Widerstan-

des, Die Zeiger R'xJ und & haben gleiche Phase.

Kreis. § 372
—.1) Es gelten wieder die Bezeichnungen von § 371. Der den Kreis be-
schreibende Zeiger % soll wieder in eine zweigliedrige Summe zerlegt
werden. Bequem ist es, diese Zerlegung nach Abb. 372a vorzunehmen.
Der erste Summand ist der vom FuBpunkt von & zum Kreismittelpunkt
fihrende, unverdnderliche Zeiger m9(. Der zweite Summand ist ein
rotierender Zeiger. Sein Betrag stimmt tber-
ein mit dem Betrag eines unverdnderlichen
Zeigers 19, dessen FuBpunkt im Kreismittel-
punkt liegt und dessen Spitze auf irgendeinen
Punkt der Kreisperipherie fallt. Weist der 1t
in den rotierenden Zeiger iiberfiihrende Dreher
als Phase eine Funktion f(p) des Parameters p
auf, so erhalten wir fiir die gesuchte Glei-
chung des Kreises den Ausdruck

Abb. 372a. Zerlegung des einen
Kreis beschreibenden Zeigers 8

in eine Summe, B = (m +r ﬁ(pf))%{ . (372&)

Wiederum sind unendlich viele Losungen moglich. Einerseits kann t3(
jede beliebige Richtung haben, anderseits kann das Argument des
Drehers irgendeine passende Funktion des Parameters p sein.

—.2) Wahlen wir den Dreher dhnlich (1341),
T+ 5
[0) = vy (872b)
so fiihrt dies fiir die Phase des Drehers auf die Funktion 2arc (¢ + 9p)
des Parameters p. Es wird dann

L = (m + r%{—%)%[. (372¢)

Bringen wir den Klammerausdruck auf den gemeinsamen Nenner ¢ - dp
und setzen wir zur Abkiirzung

me—+té=a und md-+1d=0>H, (3724)
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Ortskurven der Spannungen und Strome von Zweipolen. §372.2

so geht (372a) in die Kreisgleichung

__a-+bp
Y

B A (372¢)

iiber. Fir den Zusammenhang der alten Konstanten nt und t mit den
neuen Konstanten a, b, ¢ und d finden wir nach (372d) die Ausdriicke

_ab—be (3721)

)

und be —abd
¢d — D ( &)

—3.) Wir wollen ein — der Kiirze halber sehr einfaches — Beispiel betrach-
ten. Diein Abb.371b dargestellte Schaltung liege an konstanter Spannung.
Gesucht sei die Ortskurve des Stromes. Aus der zu Abb. 371b gehoren-

den Gleichung (371b) finden wir
1
S=wrmer YA (372h)
Trennen wir im Nenner die vom Parameter 2 unabhéngigen und die
von ihm abhéngigen Glieder, so wird

o 1 .
Diese Gleichung zeigt den Aufbau der Kreisgleichung (372e). Die dort
erwihnten GroBen werden

SB:,U’ a:l, BZO; C:R+]wL, b:_R,, p:x, QI:].].-

Der Stromzeiger ¥ beschreibt somit fiir verdnderliches z einen Kreis.

—.4) Es soll nun noch die Lage und die GroBe dieses Kreises gepriift
werden. Fiir unendlich grofe Werte von z, praktisch also bei Unter-
brechung des Stromkreises, wird der Strom nach (372i) zu Null. Der
Kreis geht somit durch den gemeinsamen Fuipunkt des Spannungs- und

des Stromzeigers. Fiir den Dreh- 1
strecker, der dennachdem Mittelpunkt 7~
weisenden Zeiger ergibt, finden wir // mll ze0. 00 7
nach (372f) I i
. 1R~ O(R+jol) \\
(R+jol)R— (R —jol) R \ 7
und daraus mit Benutzung von (1340) S A_,//
o AT Do, s Srompse 9
mll = —jo—=U. (372k) Rr-350, w=514s-1, L=25mH, Ro=F'z.

Der nach dem Kreismittelpunkt weisende Zeiger ist somit um 90° gegen-
iiber dem Spannungszeiger verdreht.
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—.5) Es ist nun noch zu untersuchen, welches Gebiet des Kreisumfanges
vom Stromzeiger tatsidchlich bestrichen wird. Aus (372i) folgt fiir den
Winkel ¢, um den § gegen 11 verdreht ist (§ 324.3),
. 1

= am(ﬁ“+ R+ ij)‘
Nun wenden wir (134k) an und finden

@ =arc(R 4+ Rz — joL).
Nach (1241c u. d) ergibt sich dann

R+ Rz o —oL

B+ Rap otz M7 R Rap+ ol
Da 2 fiir einen verdnderlichen Widerstand Rz = R'x nur positiver Werte
fahig ist, bleibt cosg stets positiv, und sing ist stets negativ. Fir ¢
sind deshalb nur Werte des Bereiches 0...—90° moglich. Fiir die
Abb. 372b zugrunde liegenden Werte errechnen wir fiir x = 0 als dem
Betrage nach groBten Winkel ¢ = —57° 30",
—.6) Die Gleichung des Kreisdiagrammes des Asynchronmotors nimmt
die Form von (372g) an. Dabei ist dann die Klemmenspannung der
unverdnderliche und der Statorstrom der verdnderliche Zeiger. Der
Schlupf stellt den Parameter dar.

cos@p =

Ellipse. § 373
—.1) Wie die Geometrie der Kegelschnitte lehrt, kann man aus den Halb-
achsen nach folgender Konstruktion Punkte der Peripherie der znuge-
hérigen Ellipse finden. Man schlagt nach Abb. 373a konzentrische
Kreise, die die Halbachsen als Radien aufweisen. Durch das Zentrum
zieht man einen Strahl. Durch seinen Schnittpunkt mit dem kleinen
Kreis legt man eine Parallele zur groBien Achse und durch seinen Schnitt-
punkt mit dem groflen Kreis eine Parallele zur kleinen Achse. Der
Schnittpunkt der beiden Parallelen ist ein Punkt der Ellipse.

—.2) Es sollen wieder die Bezeichnungen von § 371 gelten. Der die Ellipse
beschreibende verdnderliche Zeiger 8 sei wie in Abb. 373a in eine drei-
gliedrige Summe zerlegt. Hat die groBe Halbachse den Betrag a, die
kleine den Betrag b, ist 4 der Betrag des unverinderlichen Zeigers 91,
ist die positive grofe Halbachse um den Winkel y gegeniiber 9 verdreht
und schliet der durch das Zentrum gehende Strahl mit der positiven
groflen Halbachse den Winkel « ein, so gilt die Gleichung

B=mUA+b/y+ oy +(a—bcosa/yy.
Durch Ausklammern von 9 und einige kleine Umstellungen finden wir
b —b
B = (m+ Zlﬁﬁ%cosaﬁ)%.

126



Arbeitsart von Zweipolen und Zweipolschaltungen. §373.2

Ersetzen wir coso nach (131g) durch /,(/x + /—«) und sammeln wir
die Glieder mit gleichen Drehern, so wird

b —b
%z(m—i—%}/y%—oc%—?—ﬁ/y—oc)%{.
Nun verallgemeinern wir noch, indem
wir den Ansatz
x=08+1p)  (373a)

einfithren. Setzen wir anderseits zur

Abkiirzung

azzb/y +o=1 (373b)

und a—5

so erhalten wir fiir die gesuchte Glei-
chung der Ellipse den Ausdruck

l%:(mﬂ/i@JrQ/—ﬁ)%{ . (3734)

—.3) Wird eine der Konstanten t oder g
zu Null, so degeneriert die Ellipseineinen  Abb. 373a. Zerlegung des eine Ellipse
Kreis. Nach dem Mittelpunkt der Ellipse bescmelben&?gdrzigegesrifmle? eine drel-
weist der Zeiger m¥. Wird m zu Null,

so fallt der Mittelpunkt der Ellipse in den FuBpunkt von 9. Die nach
(373b u. c¢) eingefiihrten Abkiirzungen ergeben die beiden Betrags-

leichungen —
T T =l wd =1l

und die beiden Drehergleichungen
/Yy +0=arct und /y—d=arcq.
Aus den beiden Betragsgleichungen finden wir fiir die Betrdge der beiden
Halbachsen a=(t|+ g4, (373e)
b= (] —|q))4. (3731)
Aus den beiden Drehergleichungen errechnen wir fiir den Winkel y, um

den die positive groBe Halbachse gegeniiber dem unverdnderlichen
Zeiger U verdreht ist, das Ergebnis

y = arct ~2— arcq ] (373g)
Arbeitsart von Zweipolen und Zweipolschaltungen. V § 38
Was bedeutet Stromaufnahme und Stromabgabe? § 381

—.1) Jedem Zweipol flieit durch die eine Klemme so viel Strom zu, wie
durch die andere wegflieBt. Ein Zweipol nimmt demnach als Ganzes
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weder Strom auf, noch gibt er Strom ab. Wenn man dennoch von einerh
Zweipol behauptet, er nehme Strom auf oder er gebe Strom ab, so meint
man damit, er nehme elektrische Energie auf, oder er gebe elektrische
Energie ab, und ersetzt bequemlichkeitshalber elektrische Energie durch
das volkstiimlichere Wort Strom.

Aufnahme und Abgabe von Wirk- und Blind- § 382
leistung von Zweipolen und Zweipolschaltungen.

—.1) Wir setzen voraus, dal von
einem Zweipol oder von einer Zwei-
polschaltung die Klemmenspannung,
der Strom und die Phasenverschiebung
bekannt sind. Diesen Angaben lie-
gen im Sinne von §231.1 und
§ 2314 fir Klemmenspannung und
Strom parallele Bezugssinne zu-
grunde. Es hingt dann nach §2421.4
und § 2422.2 nur von der Phasen-
verschiebung ¢ ab, ob der Zweipol
Wirkleistung und Blindleistung auf-
nimmt oder abgibt. Die Ergebnisse

Abb. 382 a. Darstellung des Zusammenhanges . . .
der Arbeitsart eines Zweipoles oder einer sind in Abb. 382a und in der folgen-

Zweipolschaltung mit der Phasenverschie-
bung des Stromes gegeniiber der Klemmen- den Tabelle zusammenfassend dar-

spannung. Der Klemmenspannungszeiger 11 . .
ruht, die Lage desStromzeigers § ist verdnder- geSteut' Zwischen der Phasenver-

lich. Das Verhdltnis der radialen Hohe der i » 3 8
Flichenseioke 1st gleioh dem Verhaltnis dor  Schiebung und der Arbeitsart besteht

Betriige von Wirk- und Blindleistung. ein eindeutjger Zusammenhang.
Pha schiebung des |
Arbeitsart des Zweipoles oder der Smflt)slixele‘s]erggg;iﬁlkl):% dii | S%r?ni ec;eisn
Zweipolschaltung KlemliylllenGs%):émung Quadrant
Aufnahme von Wirkleistung und 0... 90 I
Abgabe von Blindleistung . . . —270 ... —360
Abgabe von Wirkleistung und 90 ... 180 II
Abgabe von Blindleistung . . . —180 ... —270
Abgabe von Wirkleistung und 180 ... 270 II1
Aufnahme von Blindleistung . . - 90 ... —-180 |
Aufnahme von Wirkleistung und 270 ... 360 l v
Aufnahme von Blindleistung . . 0...—9

—.2) W&hlt man im Sinne von § 231.4 fiir Klemmenspannung und Strom
fiir Energieverbraucher parallele, fiir Stromerzeuger dagegen gegen-
parallele Bezugssinne, so treten keine Winkel mit Betrégen tber 90°
auf. Dafiir kommen die Winkel mit Betrigen unter 90° zweimal vor.
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Arbeitsart von Zweipolen und Zweipolschaltungen. § 382.2

Es besteht dann kein eindeutiger Zusammenhang zwischen der Phasen-
verschiebung und der Arbeitsart.

—.3) Bei symmetrischen Dreipolen und Mehrpolen stimmt die Arbeitsart
iiberein mit der Arbeitsart eines Stranges.

Die Angabe der Arbeitsart in der Praxis. § 383

—.1) Um im praktischen Betriebe die Arbeitsart einer Maschine, eines
Kraftwerkes oder eines iiber eine Leitung angeschlossenen Partners fest-
zustellen, verwendet man am einfachsten einen Wirkleistungsmesser
(Kilowattmeter) und einen Blindleistungsmesser (Kilovarmeter). Beide
Instrumente weisen in der Mitte der Skala einen Nullpunkt und beispiels-
weise rechts die Bezeichnung ,,Abgabe‘, links die Bezeichnung ,,Auf-
nahme‘‘ auf. Man macht sich so von den Begriffen Phasenverschiebung
und Leistungsfaktor vollstdndig frei, was im Interesse einer einfachen
Verstindigung liegt, die der Kraftwerksbetrieb erheischt 332,

—.2) Vor der Schaffung des Namens Blindleistung durch den Ausschufl
fiir Einheiten und FormelgréBen bezeichnete man die Arbeitsart
durch Angabe des Leistungsfaktors cos¢ in Verbindung mit den Worten
induktiv oder kapazitiv. Diese und der Leistungsfaktor bezogen sich
nach einer stillschweigenden Uber-
einkunft stets auf den Energie-
verbraucher 3P, Solange nur ein
Energieverbraucher und ein Ener-
gieerzeuger zusammen arbeiteten,
geniigten diese Angaben voll-
sténdig.

U,B\ \ |
A\
0‘K¥\ a«g&- cosq

Leistungsaufnahme /{{

1/ , /0,8
7
M 1,

—.3) Bei gekuppelten Kraftwerken
kommt es vor, dafl ein Kraftwerk A4,
das einem Kraftwerk B Energie
lieferte, zum Bezug von Energie
iibergeht und umgekehrt. Es wur-
den fiir solche Fille die Leistungs-

. . Abb. 883 a. Leistungsfaktormesser fiir gekuppelte
faktormesser mit einer 360° umfas- Kraftwerke. Die Aufschriften ,, Leistungsauf-
senden Skala geschaffen. Abb.383a  jien austithiungen. corhaagen.  Der. Tastre:
zeigt ein Ausfﬁhrungsbeispiel. Bei mentenzeiger entsgli)igl.lté 8c21e:1 Stromzeiger der
diesem ist der Winkel, um den der
Instrumentenzeiger aus der senkrecht nach oben gerichteten Nullage
abweicht, gleich dem Winkel, um den der Stromzeiger gegeniiber dem

332 Nach Kleiner, A.: Bull. schweiz. elektrotechn. Ver. 21 (1930) S. 743 und
Elektrotechn. Z. 52 (1931) S. 1337.

33> Wenn der Energieverbraucher induktiv arbeitet, also Blindleistung auf-
nimmt, gibt der Erzeuger Blindleistung ab, arbeitet also selbst kapazitiv und um-
gekehrt.

jstungsabgabe
@

\(\%‘\‘\\\\\O,S
v\ g
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§383.3 Sinusférmig verdnderliche GroBen von Wechselstromkreisen.

Spannungszeiger verdreht ist. Denkt man sich den Spannungszeiger
als senkrecht nach oben weisend, dann stellt der Instrumentenzeiger
beziiglich der Lage den Stromzeiger dar. Die Skala wird allgemein
nicht mit den Werten des Winkels ¢, sondern seines Kosinus beschriftet.
Den Angaben der unteren Skalenhilfte kommt somit eigentlich das
negative Vorzeichen zu. Das trotzdem angewendete positive Vorzeichen
188t sich nur so rechtfertigen, daB man nach § 3334.7 oben cos¢ und
unten cosg* anschreibt, dafl man sich also oben auf das Kraftwerk
bezieht, in dem das Instrument steht, unten dagegen auf den ange-
schlossenen Partner. Die Angaben ,,Leistungsaufnahme“ und ,,Leistungs-
abgabe‘¢ gelten aber einheitlich fiir das Kraftwerk, in dem das Instrument
aufgestellt ist. Die Bezeichnungen ,,induktiv¢‘ und ,,kapazitiv** beziehen
sich dagegen immer auf den Energieverbraucher; im unteren Teile als
auf den Partner, im oberen auf das Kraftwerk.

—.4) Wendet sich die Ubertragungsrichtung der Wirkleistung, wihrend
der Partner unverdndert Blindleistung aufnimmt, so bewegt sich der
Zeiger beispielsweise vom Quadranten II in den Quadranten I. Der
Zeiger, der auf ,,induktiv‘’ deutete, weist dann auf ,kapazitiv’’ und
tduscht somit einem Uneingeweihten eine Verdnderung der Blind-
leistungsiibertragung vor. Es ergeben sich so Milverstédndnisse, die man
nach § 383.1 durch Verwendung eines Wirk- und Blindleistungsmessers
leicht vermeiden kann.

Darstellung des Luftspaltfeldes elektrischer Maschinen §39
durch verinderliche komplexe Ersatzgrofien und Zeiger.

Darstellung rdumlich sinusférmig verteilter Felder § 391
durch komplexe ErsatzgroBen und Zeiger.

—.1) Wir setzen voraus, da@3 die Luftinduktion ldngs der Umfangsrichtung
der Bohrung der Maschine sinusférmig verteilt und in der Richtung der
Welle der Maschine
iiber die ganze Langel,
konstant ist. I; heilit
im Elektromaschinen-
bau ideelle Feldldnge.
Wir denken uns nun
nach Abb.391a ein Ko-
Abb. 391 a. Bild eines in der Umfangsrichtung der Statorbohrung ordinatensystem mit
einer elektrischen Maschine sinusformig verteilten Luftspaltfeldes. den Achsen Bm und z
eingefiihrt. Dabei ist T die Polteilung der Maschine. Sie mifit lings des
Bohrungsumfanges die halbe Wellenléinge der Induktionskurve. Die ldngs
des Umfanges gemessene Koordinate eines Punktes des Ankerumfanges
heilt #. B, ist die Induktion in der Mantellinie mit der Koordinate x.
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Darstellung des Luftspaltfeldes elektrischer Maschinen. §391.1

Der Winkel v ist die Anfangsphase 32 der Induktion. Es gilt dann der
Ansat
sava B, :Bcos(x%—i—w). (391a)

—.2) In §312 und in § 322 wurde gezeigt, wie Kosinusfunktionen der
Verinderlichen w¢ durch Zeiger und komplexe ErsatzgroBen dargestellt
werden konnen. dJene Betrachtungen sind unabhingig von der Be-
zeichnung und von der Bedeutung der Verdnderlichen. Sie gelten un-
verdndert auch dann, wenn wir als Verinderliche statt des der Zeit ¢

proportionalen Winkels w¢ den der Lénge x proportionalen Winkel % x

verwenden. Wir konnen somit und wollen auch GréBen, die in Funktion
einer Raumkoordinate harmonisch schwingen, durch komplexe Ersatz-
groBen und Zeiger ersetzen. Da es sich hier insbesondere um magnetische
Felder handelt, bei denen man allgemein nicht mit den Effektivwerten,
sondern mit den Scheitelwerten rechnet, wollen wir diese fiir die Betriige
der komplexen ErsatzgroBen und Zeiger verwenden. Die Induktion

B, = Bcos(x; -+ w)
geht somit tiber in die komplexe ErsatzgroBe

B =By, (391D)

die durch’ einen entsprechenden Zeiger veranschaulicht werden kann.

Wechselfeld und Drehfeld. ' § 392

—.1) AlsWechselfeld wird das in Abb. 391a dargestellte Feld dann be-
zeichnet, wenn es eine stehende Welle ist, wenn es sich also an allen Orten
in Funktion der Zeit gleichphasig sinusférmig
andert. Fir seinen Augenblickswert an der Stelle z
zur Zeit ¢ finden wir durch Erweiterung von (391 a) Bt

P1

B,, = Bcos (x; - w) cos(wi + ¢). (392a)

Stellen wir nach §391.2 B cos(x% + 1,0) durch ’
%

den Zeiger B dar, so gehért zu B, der Zeiger 1, s99a  zeichnerische
Darstellung eines Wechsel-

— feldes durch einen pulsieren-
B, = B cos(wt + ). (392b) den Zeiger B:. — Die Spitze

. . . . des Zeigers schwingt sinus-
Die. Abb. 392a zeigt einen Augenblickswert von tormig rwischen den End-
. . . . agen 1 2.
%B,. Vollstindig kann dieser nur durch eine zeit- ¢ "
liche Bilderfolge, also beispielsweise kinematographisch, abgebildet

werden.

#la Hierunter verstehen wir in Analogie mit §213.2 die Phase fiir 2 = 0.
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§392.2 Sinusformig verénderliche GréBlen von Wechselstromkreisen.

—.2) Nach (131g). kénnen wir
/ot + ¢ + /—wt — ¢ = 2cos(wt + @)

schreiben und erhalten so aus (392b)

=%/wt+ B +§/—wt— @B |. (392¢)

Darin sind die beiden Summanden verdnderliche komplexe Ersatz-
groBen konstanten Betrages. Sie sind zeichnerisch darstellbar durch zwei
rotierende Zeiger unverénderlicher Lénge. Von
ihnen dreht der erste mit der Winkelgeschwin-
digkeit w nach links, der zweite mit der Win-
kelgeschwindigkeit —w, also nach rechts. Zu
Ehren von Galileo Ferraris 322 bezeichnet
man die beiden Summanden als Ferraris-
komponenten von 9B,. In Abb.392b ist
ein Augenblicksbild der in (392¢) ausgedriick-

Abb. 392b.  Zerlegung eines  ten Zerlegung gezeichnet.
pulsierenden Zeigers in seine

entgﬁgglagrei:f_e%zgmplggg‘égen{‘de“ —.3) Einer Verdrehung eines Zeigers um

den Winkel 27 entspricht fiir die durch
ihn dargestellte ortliche Sinuswelle eine Verriickung um die Wellen-
linge 27 in Richtung der x-Achse. Den Winkeln wt + ¢ und —wé — ¢
der beiden rotierenden Zeiger entsprechen demnach die Verriickungen

(wt 4+ @) % und —(wt 4+ @) % der durch sie abgebildeten ortlichen
Sinuswellen der Luftspaltinduktion. Die Verriickungen selbst wachsen
proportional mit der Zeit, die Verriickungsgeschwindigkeit betrigt a)%
fiir die eine und —a)% fiir die andere Welle. Mit der Frequenz f = w/2x

erhalten wir fiir die Geschwindigkeiten 27f und —27f. Wegen der
Konstanz des Betrages der beiden rotierenden Zeiger ist die Gestalt der
beiden Wellen von der Zeit unabhingig. Solche mit konstanter Ge-
schwindigkeit und unverdnderlicher Gestalt umlaufende Luftspaltfelder
bezeichnet man als Drehfelder. Entsprechend der Zerlegung eines
pulsierenden Zeigers in zwei entgegengesetzt umlaufende Zeiger kann
man ein Wechselfeld durch zwei entgegengesetzt umlaufende Drehfelder
ersetzen, deren Scheitelwerte halb so groB sind wie der grofite Scheitel-
wert des Wechselfeldes.

Elliptische Drehfelder. § 393

—.1) Wir wollen nun das Feld untersuchen, das durch Uberlagerung von
n gleichfrequenten Wechselfeldern gleicher Wellenlinge entsteht. Dabei

822 Galileo Ferraris erzeugte im Jahre 1885 als erster aus zwei Wechsel-
feldern ein Drehfeld.
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Darstellung des Luftspaltfeldes elektrischer Maschinen. §393.1

sollen diese # Wechselfelder beliebig am Statorumfang einer elektrischen
Maschine verteilt und gegeneinander beliebig zeitlich phasenverschoben
sein. Die gegebenen Wechselfelder lassen sich durch Zeiger von der Form

B, = Bycos(wt + @), By = Bycos(wt+ g,), ... (393a)

darstellen. Zerlegen wir jeden dieser pulsierenden Zeiger nach § 392.2
in seine Ferraris-Komponenten, so erhalten wir » positiv rotierende,
linksldufige Drehzeiger von der Form

%lLt: %M’*“Pl%p SBZLAZ%/wt+¢2§B27 ...
und n negativ rotierende, rechtsliufige Drehzeiger von der Form
EBIRLZ%/_(Ut‘?Jl_%u Bop, =3 /— w0t — @By,

Wegen der Frequenzgleichheit der urspriinglichen Wechselfelder haben
alle linkslaufigen Drehzeiger dieselbe Winkelgeschwindigkeit. Man kann
sie daher summieren und erhélt so einen resultierenden linksldufigen
Drehzeiger B;,. Es wird

Bz, = D% /0t + @By = /01 D'} /90 B
n=1 n=1

Fassen wir zur Abkiirzung die ruhenden Bestandteile zusammen, so wird

By = 371 /pu B (393b)
n=1
und wir erhalten | By, = /wiBy. (393¢)

Ebenso finden wir fiir die Summe der rechtsliufigen Drehzeiger einen
resultierenden rechtsldufigen Drehzeiger

Br, = /— ot By (393d)

mit

EBR = %/:‘_(Pl%n . (3936)

—.2) Aus diesen beiden resultierenden Drehzeigern setzt sich der das
endgiiltige Feld darstellende Zeiger B, zusammen. Es wird

By = /0t By + /—wtBg.

Klammern wir %, aus, so erhalten wir schlieBlich

B ([t + /ot gE) B . (3931)

Der Quotient der komplexen Induktionen B, und %B; ist eine komplexe
Zahl. Durch Vergleich mit (373d) erkennen wir, daf3 (393f) eine Ellipse
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§393.2 Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder fiir Scheinwidersténde.

darstellt. Es werden m = 0, t =1, q = B5/8,, p = wt, A = B,. Der
das gesuchte Luftspaltfeld darstellende Zeiger beschreibt demnach mit
seiner Spitze eine Ellipse, deren Mittelpunkt in seinen Fulpunkt fallt.
Das Feld selbst wird als elliptisches Drehfeld bezeichnet.

—.3) Finzi®32 hat gezeigt, daB der Zeiger B, in gleichen Zeiten gleiche
Flichen bestreicht. Seine Winkelgeschwindigkeit ist somit dort grof3,
wo sein Betrag klein ist und umgekehrt. Das elliptische Drehfeld lauft
demnach mit periodisch schwankender Umlaufsgeschwindigkeit und
weist dabei — bei konstanter Wellenlinge — eine in der Hohe ebenfalls
periodisch_schwankende Gestalt auf. Es ist eine Uberlagerung von zwei
entgegengesetzt umlaufenden Drehfeldern, deren Scheitelwerte ver-
schieden sind. Wird der Scheitelwert des einen Drehfeldes zu Null, so
degeneriert das elliptische Drehfeld in ein gewdohnliches kreisférmiges
Drehfeld. Sind die beiden Scheitelwerte einander gleich, so degeneriert
es in ein Wechselfeld. Es kann auch als Uberlagerung eines Wechsel-
feldes und eines Drehfeldes aufgefallt werden, wenn man

B, = /wt(Br — Bg) + /wiBr + /—wiBp
schreibt. Daraus wird namlich nach (131g)
B; = [wt(Br, — Br) + 2 coswiBg. (393g)

Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder §4
fiir Scheinwiderstinde und Scheinleitwerte.

—.1) Ersetzt man eine Gleichung zwischen harmonischen Schwingungen
nach der Regel von § 322.4 durch eine komplexe Gleichung, so treten
darin komplexe GréBen von verschiedenen Bedeutungen auf 42, Die
einen vertreten harmonische Schwingungen (z. B. Spannungen und
Strome), die anderen enthalten die Leiterkonstanten (z. B. Widerstand,
Induktivitdt) und die Kreisfrequenz. Man nennt sie Operatoren
(§ 322.5). Thnen sind die folgenden Unterabschnitte gewidmet.

Der komplexe Scheinwiderstand. §41

—.1) Der Name Scheinwiderstand ist eine Verdeutschung des Wortes
Impedanz, das frither allgemein gebraucht wurde. Es leitet sich ab
vom lateinischen Zeitwort impedire, das auf Deutsch verhindern,
hemmen bedeutet. Zur Bezeichnung des Scheinwiderstandes sind die
Buchstaben Z und R, gebriuchlich*'?. Um den prinzipiellen Unter-

3982 Arch. Elektrotechn. 22 (1929) S. 576.

a Beispielsweise enthalten (3331b) und (341d) die beiden verschiedenen
Arten von komplexen GroBen.

“* Den Festsetzungen der IEC. entspricht nur Z., siehe: International
Electrotechnical Commission: Letter Symbols, Publication 27. Zu beziehen
durch: General Secretary of the I. E. C., 28, Victoria Street, London S.W. 1. —
Elektrotechn. Z. 35 (1914) S. 689.
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Der komplexe Scheinwiderstand. §41.1

schied gegeniiber dem mit R bezeichneten (Ohmschen) Widerstand her-
vorzuheben, wird nachfolgend ausschlieBlich der Buchstabe Z verwendet.
—.2) Der Scheinwiderstand eines Zweipoles oder einer Zweipolschaltung
ist diejenige GroBe, mit der man den Effektivwert I des durchflieBenden
Stromes multiplizieren muB, um den Effektivwert U der Klemmen-
spannung zu erhalten. Es gilt somit die Definitionsgleichung

|U=z1|. (41a)

—.3) Der komplexe Scheinwiderstand oder der Impedanzope-
rator 3B eines Zweipoles oder einer Zweipolschaltung ist diejenige kom-
plexe Grofle, mit der man den komplexen Strom § multiplizieren muB,
um die komplexe Klemmenspannung 1l zu erhalten. Es gilt somit die

Definitionsgleichun, —_—
itionsgleichung lu=83 ‘ (41h)

—.4) Ersetzen wir in (41b) U und § nach (321 ¢) durch die Effektivwerte U
und I und durch die Anfangsphasen ¢, und ¢,, 16sen wir ferner nach 3

auf, so wird U /p.
: . T I/w
Hieraus wird nach (134m)
U
= Jou— . (41c)

Der komplexe Scheinwiderstand erscheint hier als komplexe GroBe in
der Kennellyschen Form (§ 1241.6). Schreiben wir allgemein

3 =18l /s (41d)
so finden wir, daB der Betrag | 3| gleich ist dem in (41a) definierten
Scheinwiderstand Z. Es ist somit

3| =2. (41e)

Fiir die Phase ¢g finden wir unter Beriicksichtigung der in (213i) ge-
gebenen Definition der Phasenverschiebung ¢y, die der Strom gegen-
iiber der Spannung aufweist,

|¢8=-<pu3 . (419)

Dabei ist g nach § 312.2 der Winkel, der vom Zeiger von U bis zum
Zeiger von § fithrt. Die Phase des komplexen Scheinwiderstan-
des ist entgegengesetzt gleich der Phasenverschiebung des
Stromes gegeniiber der Klemmenspannung.

—.5) Als komplexe GréBe kann man 8 auch auf die gewhnliche Form
umschreiben. So wird nach (122b)

8 = Zy -+ jZ, 110, (41g)
b 7, und Z; stehen hier fiir Z, und Z,. Die Indexe w und b erinnern an Wirk-
und Blindwiderstand (§ 54).
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§41.5 Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder fiir Scheinwiderstdnde.

Dabei fithrt der Realteil Z,, den Namen Wirkwiderstand oder Re-
sistanz, der Imaginirteil Z,4¢ heilt Blindwiderstand oder Re-
aktanz. Zwischen Z,, Z, und @g bestehen die in § 1241 erwéhnten Be-
ziehungen. ‘

—.6) Besteht eine Zweipolschaltung nach Abb. 41a in einer Reihenschal-
tung eines Widerstandes, einer nur Induktivitit aufweisenden Drossel-
spule und eines nur Kapazitit enthaltenden Kondensators, so ist die
Klemmenspannung 11 der Schaltung bei geeigneter Wahl der Bezugs-

1,9 sinne gleich der Summe der Spannungen der

7 L : "6' einzelnen Zweipole (§233.2). Es wird

—119 T1_> —1—1-9 = uR + 11L + 11(}' .

Abb 4"; w m‘d 5 ¢ Fiir die drei Teilspannungen finden wir nach
in ciner Reihenscnaltung eines (3321 D), (3322f) und (3323D)

‘Widerstandes, einer Drosselspule 1
und eines Kondensators. 113=RS, uszw LS und HC’: —j PG '\(\IS .

Durch Einsetzen und Ausklammern wird die Klemmenspannung
L 1
n= (R—}— 7(coL— 55’))8

Vergleichen wir dieses Ergebnis mit (41b), so finden wir fiir den kom-
plexen Scheinwiderstand der Reihenschaltung

. 1
3=R+7(wL—w—0). (41h)
Nach (41g) wird der Wirkwidersténd
Z,=R : (411)
und der Blindwiderstand
1
Zy=wL——5. (41k)

Je nach den Werten von w, L und C wird Z, entweder positiv oder
negativ. Der Blindwiderstand dieser Zweipolschaltung ist damit von

der Frequenz f = —2% abhéngig.

Der komplexe Scheinleitwert. § 42

—.1) DerName Scheinleitwert ist eineVerdeutschung des Fremdwortes
Admittanz. Dieses leitet sich von dem lateinischen Zeitwort admittere
ab, das auf Deutsch zulassen, einlassen bedeutet. Zur Bezeichnung des
Scheinleitwertes dienen die Buchstaben Y und (,. Nachstehend wird
ausschlieBlich der Buchstabe Y verwendet.

—.2) Der Scheinleitwert Y eines Zweipoles oder einer Zweipolschaltung
ist diejenige GroBe, mit der man den Effektivwert U der Klemmen-

e Statt Z; wird hiufig X geschrieben.
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Der komplexe Scheinleitwert. §42.2

spannung multiplizieren muf}, um den Effektivwert I des durchflieBenden
Stromes zu erhalten. Der Scheinleitwert ist somit die zum Scheinwider-
stand reziproke GréBe. Es gilt somit auBer der Definitionsgleichung

lI:iU_l (42a)

(42b)

noch die Gleichung

1
Y:? .

—.3) Der komplexe Scheinleitwert oder der Admittanzope-
rator §) eines Zweipoles oder einer Zweipolschaltung ist diejenige
komplexe GroBe, mit der man die komplexe Klemmenspannung 11
multiplizieren muf, um den komplexen Strom & zu erhalten. Es ist
somit der komplexe Scheinleitwert die zum komplexen Scheinwider-
stand reziproke GroBe, und es gilt auBler der Definitionsgleichung

[3=9u| (42¢)
noch die Gleichung o
1
“Q =3 (42d)

—.4) Ganz gleich wie in § 41.4 fiir den komplexen Scheinwiderstand,
findet man fiir den komplexen Scheinleitwert die Gleichungen

D= /7= v, (42e)
9 =19|/o9, (421)
9| =7, (42g)

Py = Pug |- (42h)

Die Phase des komplexen Scheinleitwertes ist gleich der
Phasenverschiebung des Stromes gegeniiber der Klemmen-
spannung. :

—.5) Als komplexe Grofe kann man auch 9) auf die gewchnliche
Form umschreiben. So wird

Y =T, + ¥, (421)
Der Realteil Y,, heift Wirkleitwert oder Konduktanz, und der
Imaginirteil ¥, wird Blindleitwert oder Suszeptanz genannt.

—.6) Besteht eine Zweipolschaltung nach Abb. 42a aus einer Parallel-
schaltung eines Widerstandes, einer nur Induktivitit aufweisenden
Drosselspule und eines nur Kapazitit enthaltenden Kondensators, so ist
nach der Knotenregel (§ 232) der gesamte Strom S bei geeigneter Wahl
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§42.6 Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder fiir Scheinwiderstande.

der Bezugssinne gleich der Summe der Strome der einzelnen Zweipole.

Es wird S=SR+SL+SC'

Fiir die drei Teilstrome finden wir nach (3321b), (3322f) und (3323b)

1 .1 .
SR::‘EH7 SL=—7w—Lll, Scz——wall.

S¢ Durch Einsetzen und Ausklammern wird der
#Slw B -jm
3 c Strom o 1 ) 1
\3:<§—{—7(w0——ﬁ))11.
Vergleichen wir dieses Ergebnis mit (42c),

Abb. 42a. Wahl des Bezugs- : 3 - 3 4
Shimes 1 sinor Parallascharnny S0 finden wir fiir den komplexen Scheinleit

eines Widerstandes, einer Dros- wert 1 . 1
selspule und eines Kondensators. 2) — E + j (w g — ZE) . (42 k)
Nach (42i) wird hieraus der Wirkleitwert
1
Y, = R (421)
d der Blindleitwert
tna der erwe Y, = 0l — 1. (42m)
wlL
Die Veranschaulichung komplexer Scheinwiderstinde § 43

und Secheinleitwerte durch Zeiger.

—.1) In den nachfolgenden Abschnitten werden wir zur Hauptsache nur
komplexe Scheinwiderstéinde erwidhnen. Fiir die komplexen Scheinleit-
werte gilt alles ganz entsprechend. Man
braucht in den sich ergebenden Formeln
lediglich die Buchstaben 3 und Z durch
die Buchstaben 9) und Y zu ersetzen.

¥

S

N My=27%  —.2) Nach §126 kann man jede komplexe

M%7 GroBe nach Wahl eines passenden Maf-
Y=g stabes durch einen Zeiger veranschau-
lichen. Der Betrag wird durch die Linge
¢8={;;“;§" des Zeigers dargestellt, die Phase wird
T = —% unmittelbar durch den Winkel wieder-
Pu gegeben, um den der Zeiger aus der Real-

oug ~ achse verdreht ist. Wirkwiderstinde
werden durch Zeiger dargestellt, die zur
Realachse parallel sind. Die den Blind-
widerstdnden entsprechenden Zeiger
stehen dagegen senkrecht zu ihr. Wie
Abb. 43 a. Komplexer Scheinwiderstand, lr% §12.6'7 un.d §331'2, beschriften wir
Klemmenspannung und Strom der in  die Zeiger mit den Zeichen der darge-

Abb. 3331¢ behandelten Luftdrossel- .. . .
spule. Willkiirlichist pu=—45° gewihlt. ~ stellten GréfBen, also mit 3,Z,,,7Z,. Da-

an
N
)

R
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Veranschaulichung komplexer Scheinwiderstinde durch Zeiger. §43.2

bei ist es notwendig, den MaBstab M, separat anzugeben. Abb. 43a
zeigt ein Beispiel. Zur Veranschaulichung von (41f) sind darin auch
noch der Klemmenzeiger 11 und der Stromzeiger  eingetragen.

Die Addition von komplexen Scheinwiderstinden §44
und Scheinleitwerten.

—.1) Es soll der komplexe Scheinwiderstand einer Zweipolschaltung (oder
eines zusammengesetzten Zweipoles) bestimmt werden, wenn dieser aus
einer Reihenschaltung von n Zweipolen besteht, deren komplexe Schein-
widerstinde 3;, 85, 8, ... 3, gegeben sind. Wir wihlen fir alle fort-
laufende Bezugssinne. Es wird dann

=== =%N=J

Fiir die resultierende Klemmenspannung 11 wihlen wir einen Bezugssinn,
zu dem die Bezugssinne der einzelnen Zweipole parallel sind. Nach
§ 233.2 wird dann

N=1u+U + U 4 -+ +1,.

Ersetzen wir alle Spannungen nach (41b) durch den zu bestimmenden
und die bekannten komplexen Scheinwiderstinde, so erhalten wir

BF =813+ BaI+ BsI + o+ + BuJ-

Kiirzen wir noch durch &, so wird

|83=8.+8:+8s+ - + 8- (442)

Der komplexe Scheinwiderstand einer Reihenschaltung von Zwei-
polen ist gleich der Summe der komplexen Scheinwiderstinde der ein-
zelnen Zweipole.

—.2) Mit einer genau entsprechenden Ableitung findet man: Der komplexe
Scheinleitwert einer Parallelschaltung von Zweipolen ist gleich der
Summe der komplexen Scheinleitwerte der einzelnen Zweipole. Es wird

?)=@1+2)2+@3+."'+2}~ (44Db)

—.3) Man addiert komplexe GréBen, indem man ihre Realteile und ihre
Imaginirteile addiert (§131). Fiir die rechnerische Summation von
komplexen Scheinwiderstinden und Scheinleitwerten sind daher die
einzelnen Summanden in der gewchnlichen Form anzugeben. Wir er-
halten dann

B3 = Zw,+ 2oyt Zgy 4 - - + Zu,) + §(Zy, + Zy, +Zipy+- - - - + Zy,). (44c)
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§44.4 Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder fiir Scheinwiderstinde.

—.4) 'Wir kénnen komplexe GroBen auch addieren, indem wir die sie ver-
anschaulichenden Zeiger geometrisch addieren (§ 131). Fir die zeich-
nerische Durchfithrung der
7 Zow Konstruktion ist es gleich-
giiltig, ob die darzustellen-
den GréBen in gewohnlicher
3z S 1% oder in der Kennellyschen
Form gegeben sind. Diese
Methode erspart demnach
die fiir die Rechnung notwen-
3 ‘ % dige Umwandlung in die ge-
wohnliche Form. DieAbb.44 a
——] Zw Z, Z veranschaulicht die zeich-

nerische Addition von drei

1cm 21092 99

8 Zp

Abb. 44a. Zeichnerische Addition der drei komplexen

Scheinwiderstinde 8, = (21 4+ j17)2, 8. = 25/45° Q2 komplexen Scheinwider-
und 8 = (12 — j20)2. Als Ergebnis liest man ab .

. 8= (50,6 +714,6) 2. stinden.
Die Reziprokaddition von komplexen Scheinwiderstinden §45

und Scheinleitwerten.

—.1) Es soll der komplexe Scheinwiderstand 3 einer Zweipolschaltung
bestimmt werden, wenn diese aus zwei parallel geschalteten Zweipolen
besteht, deren komplexe Scheinwiderstinde 3; und 3, gegeben sind.
Es ist moglich, diese Aufgabe dadurch zu 16sen, da man aus den kom-
plexen Scheinwiderstéinden 3, und 3, nach (42d) die komplexen Schein-
leitwerte ), und ¥), berechnet, daraus nach (44b) den komplexen Schein-
leitwert ¥) der Parallelschaltung ermittelt und hieraus schlieBlich wieder
nach (42d) den gesuchten komplexen Scheinwiderstand 3 bestimmt.
Diese mehrfachen Umrechnungen sind ziemlich unbequem. Dieser Weg
soll deshalb nur so weit beschritten werden, als er zu einer Formel
fithrt, die den komplexen Scheinwiderstand der Parallelschaltung direkt
zu bestimmen gestattet.

—.2) In Befolgung des oben angegebenen Verfahrens erhalten wir nach

(42d) 1 1
Y, = BN und 9, = 2
Nach (44b) wird daraus

; 1 1
Nach (42d) ergeben sich hieraus die Formeln
1 1 1 -
oder 3
. 102
S= 3t 8 (45b)
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Die Reziprokaddition von komplexen Scheinwiderstdnden. §45.2

Die Zusammenfassung von zwei komplexen GréBen nach (45a) oder
(45b) bezeichnet man als ihre Reziprokaddition. Der Name erklirt
sich durch die Form von (45a). Es folgt somit, daf3 der komplexe Schein-
widerstand einer Parallelschaltung von zwei Zweipolen gefunden
werden kann, indem man die komplexen Scheinwiderstidnde der einzelnen
Zweipole reziprok addiert. Sind mehr als zwei Zweipole parallel ge-
schaltet, so faBt man zuerst zwei davon zusammen, kombiniert den ge-
fundenen komplexen Scheinwiderstand mit dem komplexen Schein-
widerstand eines dritten Zweipoles usw.
—.3) Soll der komplexe Scheinleitwert einer Reihenschaltung von zwei
Zweipolen bestimmt werden, von denen die komplexen Scheinleitwerte
bekannt sind, so kommt man mit einer der vorhergehenden genau ent-
sprechenden Ableitung wieder auf die in (45a) und (45b) enthaltenen
Regeln. Es ist nur der Buchstabe Z durch den Buchstaben Y zu er-
setzen. Nachstehend wird im Text ausschlieBlich von Scheinwider-
stdnden gesprochen. Alles gilt sinngemal3 auch fir Scheinleitwerte.
—.4) Sind die reziprok zu addierenden Scheinwidersténde in den gewdhn-
lichen Formen Z,,, + jZ,, und Z,,, + jZ,, gegeben, so finden wir durch
Einsetzen in (45b) und durch Ausrechnen und Ordnen den etwas um-
stindlichen Ausdruck

lw(Z +Z§ b)+Z2 w(Zl w+Z1 b)2 . Zl b(ZZ w+ Z2 b)2+Z2 b(Zl w+Z1 b)2

T Gt L T Gt L T Gt L+ Lot 2
Sind dagegen die beiden komplexen Scheinwiderstinde in den Ken-
nellyschen Formen Z; /¢, und Z, /@, gegeben, so wird
7, Z, Zysing;+ Zysin @,
3= N Ry AR /<p1+ pa—aretg ey (45)
Liegen schlieBlich die beiden komplexen Scheinwiderstidnde sowohl in
der gewohnlichen als auch in der Kennellyschen Form vor, so wird
Zl Z2 1 1] + Z26

8= s [ T e g W5
Jede dieser drei Formeln bedingt zeitraubende Rechnungen mit groBen
Irrtumsmdoglichkeiten, so dafl das Interesse fiir graphische Lésungen
begreiflich ist.

. (45¢)

Zeichnerische Reziprokaddition von komplexen § 451
Scheinwiderstinden und Scheinleitwerten.

—.1) Dividieren wir (45b) durch 3; und setzen wir zur Abkiirzung

Bi+3.=3" (451a)
so erhalten wir
8 __ B
R=3 (451D)
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§451.1 Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder fiir Scheinwiderstinde.

oder nach (134e) unter Verwendung der Kennellyschen Form

Z Z ,
7/ =g [ (45Lc)

Die links des Gleichheitszeichens stehende komplexe Gréfe ist der rechts
stehenden nur dann gleich, wenn sowohl die Betréige, als auch die Phasen
1 - einander je gleich sind
(§ 1241.8). Aus (451c)
erhalten wir deshalb
die beiden Gleichungen

A

. %= 7 (451d)
T p—@y=p,—¢. (45le)
8 Diesen beiden Glei-

>
. . . _ B1t+3Be .. .
Abb. 451a. Zeichnerische En’mttlung von 3= ~—18f chungen geniigen in
Es wird ¢ — ¢2=¢; — ¢’ und =« gemacht. Abb. 451a die zwei

Dreiecke, die einerseits zwischen 8; + 8, und 8; und anderseits zwi-
schen 3, und 3 liegen, wenn man ihre Winkel je einander gleichmacht.
Y Dann sind es ndmlich &hnliche
Dreiecke, in denen sich die Seiten
wie die Sinusse der ihnen gegen-
iiberliegenden Winkel verhalten.
—.2) Wir kommen auf die folgende
Konstruktionsvorschrift. Man er-
mittelt 3; + 3, aus 3; und 3,
und konstruiert zu dem zwi-
schen 3, -+ 3, und 3, liegen-
den Dreieck ein &dhnliches
Dreieck, das als Seiten 3, und
Abb. 451ﬁ'onzs‘tlﬁkfi?geigagﬁr§I}4i50;’.gi_gkeit der 3 aufweist. Falls es bequemer

ist, kann man ebensogut das zu
dem zwischen 3; 4+ 3, und 3, liegenden #hnliche Dreieck zwischen
3; und 3 ermitteln 4512,

—.3) Stehen insbesondere 3, und 3, aufeinander senkrecht, dann ist 3
das Lot auf die Verbindungslinie der Endpunkte von §; und 3,. Nach
unserer Konstruktion ist ndmlich in Abb. 451b f = «. Nun gilt aber
tgy = Z,/Z, sowie tgx = Z,/Z,. Es ist auch ¥ = «, und somit wird

y =5
d.h. der Punkt 3 liegt auf der Geraden durch 3, und 3,.

512 Fine weitere Konstruktion wurde von H. Rukop angegeben, siehe Arch.
Elektrotechn. 21 (1928/29) 443. Sie wird erwihnt in Fraenckel, Alfred: Theorie
der Wechselstrome, 3. Aufl.,, S. 46. Berlin: Julius Springer 1930.
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Die Reziprokaddition von komplexen Scheinwiderstinden. § 452

Zeichnerische Reziprokaddition von komplexen § 452
Scheinwiderstdnden und Scheinleitwerten
gleicher oder entgegengesetzter Phase.

—.1) Liegen die 3, und 3, veranschaulichenden Zeiger in einer geraden
Linie, so versagen die Konstruktionen von § 451. Fiir diese Fille muBl
daher ein besonderes Verfahren begriindet werden.

—.2) Multiplizieren wir (45b) mit 3, + 3,, so wird 8; 83 + 8,8 = 8: 8.
oder 3,8 = 8,(8; — B), und hieraus folgt

Be 3 =

02 . 452

8= 5-3 (452a)
Hieraus erhalten wir nach (134e) unter Verwendung der Kennellyschen

Form
Z,

y '_/‘Pz ‘PM[_&‘“S]/% arc(8; — 3) - (452D)
Hieraus folgen die Gleichungen
=g (452¢)
g2~ @ =@ —arc(§; — §). (452d)
Beide sind in den in Abb. 452a dargestellten Konstruktionen erfiillt.
¥ ¥

-3)

81 8.

Abb. 452a. Zeichnerische Ermittlung von Sh—v‘—, wenn die Phasen von 8, und 3. gleich

oder entoegengesetzt alelch sind.
Uber 3; und 3, liegen gleichseitige Dreiecke. Es ist daher 4B = Z,
und OC = Z,. Es wird (452¢) durch

00 AB
T 18-

Geniige geleistet, und (452d) wird durch ¢, = ¢ und ¢, = arc(83; — 8)
erfillt.
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§5 Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder fiir Leistungsgrofen.

Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder §5
fiir LeistungsgroBen.

—.1) Wir setzen im ganzen Abschnitt alle Spannungen und Stréme als
harmonische Schwingungen voraus.

Die komplexe Berechnung der Leistungsgrofien eines Zweipoles. § 51
—.1) Nachstehend wollen wir solche Gleichungen fiir die verschiedenen
Leistungsgrofien aufstellen, in die die in § 31 eingefiihrten komplexen
Spannungen und Stréme unmittelbar eingesetzt werden koénnen.

Die komplexe Berechnung der Wirkleistung § 511
eines Zweipoles.

—.1) Ist ¢ = ¢; — ¢, die Phasenverschiebung, die der Strom eines Zwei-
poles gegeniiber der Klemmenspannung aufweist (§ 213.4), so finden wir
nach (2421d) fir die aufgenommene Wirkleistung dieses Zweipoles

N,= Ulcos(¢;— ¢@,). (511a)
Nach (131g) gilt

Damit wird

[Pi— Put /=0t @u

N,=UI 5

Nach (133b) erhalten wir hieraus
Ul/g: [—@u+UI/—9i [gu

N, = ) . (651b)
Fithren wir die komplexe Spannung
U="U/p, (511¢)
und den komplexen Strom
S=1/p; (511d)
ein, so gilt nach § 125.2 fiir die konjugiert komplexe Spannung
U=U/—¢. (511e)
und fir den konjugiert komplexen Strom
S=1/—g. (5111)
Fiir die Wirkleistungsaufnahme erhalten wir damit aus (511b)
Ty n&
N, w = Eﬁ%‘jﬁ (511 g)

Trotz der in der Gleichung vorkommenden komplexen GroBen ist
N, wie in (511a) eine reelle Gréfe.
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Die komplexe Berechnung der Leistungsgroflen eines Zweipoles. § 512

Die komplexe Berechnung der Blindleistungs- § 512
abgabe eines Zweipoles.
—.1) Fiir die abgegebene Blindleistung eines Zweipoles finden wir aus
(2422a) und (213i)

Ny= Ulsin(p;— ¢@,). (512a)
Nach (132m) gilt

J2sin(p;— @u) = /@i — Qu— /— Qi+ @u.

Damit finden wir analog wie in § 511.1

N, = 43— U3 (512D)

Trotz der in der Gleichung auftretenden komplexen GréBen ist natiirlich
N, noch immer reell.

Die komplexe Scheinleistung eines Zweipoles. § 513
—.1) Unter Verwendung der Scheinleistung

N,=UI (513a)
finden wir nach (511a) fiir die Wirkleistungsaufnahme
N, = N;cos(p;— @,) (513D)
und nach (512a) fiir die Blindleistungsabgabe
Ny = N;sin(p; — @,). (513¢c)

Diese Gleichungen lassen folgende Darstellung des Zusammenhanges der
drei Leistungsgrofen zu. Fassen wir fiir ein geradlinig rechtwinkliges
Koordinatensystem die Wirkleistungsaufnahme N, als Abszisse und
die Blindleistungsabgabe N, als Ordinate eines Punktes der Zeichnungs-
ebene auf, so sind die Scheinleistung N, als' Betrag und die Phasen-
verschiebung ¢; — ¢, als Winkel die Polarkoordinaten dieses Punktes.
Nun ordnet man dem Punkt selbst die als komplexe Schein-
leistung N, bezeichnete komplexe GroBe zu. Es gelten dann die De-
finitionsgleichungen

|ifzs:Nw+jN,,[ (513d)

und

|9 = N, /o0 — @] (513e)

Ersetzen wir in (513d) N,, und N, nach (511g) und (512b), so erhalten
wir fiir die komplexe Scheinleistung

%, =13, (5131)

10 Landolt, Komplexe Zahlen und Zeiger. 145



§52 Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder fiir LeistungsgroBen,

Die komplexe Scheinleistung von Zweipolschaltungen. § 52

—.1) Die Begriffe Wirkleistungsaufnahme, Blindleistungsabgabe, Schein-
leistung und komplexe Scheinleistung haben wir bisher (§§ 2421 ...2423,
511...513) nur fir einzelne Zweipole erklart. Jetzt wollen wir sie auf
Zweipolschaltungen erweitern.

Die komplexe Scheinleistung eines zusammen- § 521
gesetzten Zweipoles.

—.1) Ein Zweipol weise die Anfangsklemme 4 und die Endklemme B auf.
Seine komplexe Klemmenspannung sei 11, sein komplexer Strom sei §.
Dieser Zweipol A B sei aus n Teilzweipolen 4, B;, 4, B,, . . . zusammen-
' gesetzt, die in irgendeiner
Schaltung, z. B. nach
Abb. 521 a, miteinander ver-
einigt sind. Es moégen da-
bei auch gegenseitige Induk-
Y > tivitditen vorkommen. Der
APb. 521, ﬁiﬁﬁé‘é&?&? Zax‘é?:i;ogagﬂfi‘g.mmen 2SR Strom S besteht auch in den
Leitungen, die von auflen
an die Klemmen 4 und B angeschlossen sind, und zwar bei 4 mit einem
nach A hinweisenden und bei B mit einem von B wegweisenden Bezugs-
sinn. Die Strome J, 5 Jss ..., I, hdngen nach der Knotenregel
(§ 232) zusammen. Die Wirbel des elektrischen Feldes seien in induzierten
Spannungen der Teilzweipole (§224.4) beriicksichtigt. Die Klemmen-
spannungen 1;, ,, . . . 11, der Teilzweipole sind dann durch die Maschen-
regel (§ 233.1) verkniipft, und die Klemmenspannung 11 ist die resul-
tierende Klemmenspannung (§ 233.2). Die komplexen Scheinleistungen
der einzelnen Teilzweipole nennen wir %, , N, .. ..

—.2) Wir wollen nun die Summe dieser komplexen Scheinleistungen be-
rechnen. Nach (513f) wird

Ry, + N, 4 -+ N, =W, + WSy + - + WS (521a)

Da das elektrische Feld dank der Einfiihrung entsprechender induzierter
Spannungen als wirbelfrei betrachtet werden darf, koénnen wir die
Klemmenspannungen nach (2145a) durch Potentialdifferenzen ersetzen.
Wir legen in jedem Teilzweipol durch die Anfangspunkte 4,,4,,..., 4,
und durch die Endpunkte B, B,, ..., B, Bezugssinne fest. Ersetzen
wir auch die Potentiale nach § 322.4 durch komplexe Gréfen, so wird

111: S’BAI_ SI‘gBl’ u2: S’BAz— g‘BBz’ L) u%: SEAn—" g'BBn'

Kehren wir in allen diesen Gleichungen die Vorzeichen der Imaginér-
teile um, so gehen alle komplexen Gréfen in die zu ihnen konjugiert
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Die komplexe Scheinleistung von Zweipolschaltungen. §521.2

komplexen Grifien tiber (§ 125), die Gleichungen bleiben aber erhalten.
Wir erhalten so

M, = Pu,— Bao Ty = Pao— Ba,» .- W= Fu,— B, (521b)

Aus (521a) wird damit '
R + Ry 4 -+ Ny = B+ Pt + -+
+ B — Bod — Bae — - — Ban-

—.3) Wir betrachten nun einen beliebigen Knotenpunkt K der Schal-
tung, in dem die Zweipole « -+ 1...a + @ -+ v zusammenstoBen.
Fiir die p Zweipole o« + 1, &« + 2,..., o« + p sei K der Anfangspunkt
und fiir die v Zweipole o + u + 1, 0 + 4+ 2, ..., 0+ u + v sei K
der Endpunkt. Die entsprechenden u + » Summanden von (52lc)

(521¢)

weisen alle dasselbe konjugiert komplexe Potential %K auf. Wir klam-
mern es aus den g + v Summanden aus und erhalten fiir sie

EBK (Soc-l—l + Szx+2 + A _l_ 8a+/4 - %a—}—‘u—!—l - Soc-hu—}—?._ T Sa+/¢+v)~

Fir die g Strome J,i1, Jatzs - - -» Jatp st K der Anfangspunkt.
Thr Bezugssinn liuft somit vom Knotenpunkt weg. Umgekehrt liuft
der Bezugssinn fiir die v Strome JFu. 11> Jatutzs -« o> Satutr ZUM
Knotenpunkt hin. Nach der Knotenregel ergéinzen sich somit die in
der Klammer stehenden Stréme zu Null. Die g + » Summanden er-
geben somit die Summe Null.

—.4) Diese Uberlegungen stellen wir fiir jeden Knotenpunkt an, der im
Innern des zusammengesetzten Zweipoles liegt. Fir jeden wird die
Stromsumme Null. Es bleiben dann nur jene Summanden iibrig, die
zu den Punkten 4 und B gehoren. Klammern wir die konjugiert kom-
plexen GréBen ii% , und 5:13 5 aus, so sind diese mit Stromen multipliziert,
die nach der Knotenregel fiir 4 gleich § und fiir B gleich —§ werden.
Wir erhalten somit

Ry, + Mgy + -+ Ny = Bu S — B3
Ersetzen wir di¢ Potentialdifferenz durch die Klemmenspannung, so wird
N, + N, + -+ + N, =1~13.

Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber das, was wir nach (513f) als
komplexe Scheinleistung R, des Zweipoles 4B zu bezeichnen haben. Es
wird somit

N =Ny, + N, + -+ + Ny, |- (6521d)

Die komplexeScheinleistung eines zusammengesetztenZwei-
poles ist gleich der Summe der komplexen Scheinleistungen
seiner Zweipole. Die Schaltung der Zweipole ist ohne EinfluB.
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§ 522 Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder fiir Leistungsgrofen.

Die komplexe Scheinleistung eines Vielpoles § 522
und eines Netzes von Vielpolen.

—.1) Eine Schaltung von Zweipolen, die durch mehr als zwei Klemmen
(Pole) begrenzt ist, bezeichnen wir als Vielpol. Beispielsweise sind mit
Drehstrom gespeiste Objekte Dreipole. Sie gehoren damit zum Begriff
der Vielpole. Ein ganzer Einphasentransformator ist ein Vierpol, ein
dreieck-stern-geschalteter Dreiphasentransformator mit herausgefithrtem
Nulleiter ist ein Siebenpol.

—.2) Die komplexe Scheinleistung eines Vielpoles definieren wir in Ana-
logie zur komplexen Scheinleistung eines zusammengesetzten Zweipoles
wie folgt: Die komplexe Scheinleistung eines Vielpoles ist die Summe der
komplexen Scheinleistungen der zusammengesetzten Zweipole, aus denen
er besteht. Bei einem Einphasentransformator wird diese Summe bei-
spielsweise im allgemeinen kleiner als die komplexe Scheinleistung der
Primiérseite allein oder der Sekundirseite allein. Bertuicksichtigen wir
noch, daB nach § 521.4 die komplexe Scheinleistung jedes der zusammen-
gesetzten Zweipole gleich der Summe der komplexen Scheinleistungen
der einzelnen Teilzweipole ist, so gilt der Satz: Die komplexe Schein-
leistung eines Vielpoles ist gleich der Summe der komplexen
Scheinleistungen der einzelnen Teilzweipole, aus denen er
besteht.

—.3) Wir wollen nun noch ein abgeschlossenes Netz von Vielpolen be-
trachten, beispielsweise ein vollstdndiges Dreiphasen-Vierleiter-Netz.
Driicken wir die Summe der komplexen Scheinleistungen wie in § 521.2
mit Hilfe der konjugiert komplexen Potentiale aus, so erginzen sich wie
in § 521.3 die zu jedem Knotenpunkt gehoérenden Summanden zu Null.
Ein solches Netz weist aber nur Knotenpunkte und keine Pole mehr
auf. Es verschwinden daher alle Summanden. Es gilt somit die
Gleichung -———-——-—————l

Z%s =0 s (522&)

wenn man iiber alle Teilzweipole summiert. Die Wirk- oder die
Blindleistung, die von Zweipolen eines in sich geschlossenen
Netzes aufgenommen wird, mull von den andern Zweipolen
desNetzes abgegeben werden. Esist dies der Satz von Boucherot.

Die Veranschaulichung der komplexen Scheinleistung § 53
dureh Zeiger.

—.1) Nach § 123 und § 126 veranschaulichen wir die komplexe Schein-
leistung %, = N, + jN, mit Hilfe des MaBstabes My, 5% durch einen

%2 Werden x Watt durch die Lange 1 cm dargestellt, so gilt nach (243a u. b)
_oem cm  cm
% VAT 2W — aVar®
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Veranschaulichung der komplexen Scheinleistung durch Zeiger. §53.1

Zeiger. Er fillt je nach den Werten von N, und N, in irgendeinen der
vier Quadranten. Verwenden wir zur Kennzeichnung der Vorzeichen

von N, und N, die in § 2421.4 Blindleistung wird abgegeben

und § 2422.2 eingefiihrten Worte MAkvar o
,,aufnehmen‘ und ,,abgeben‘, so w0k
erhalten wir das in Abb. 53a dar- . N
gestellte Koordinatensystem. *§> z z §
—.2) Wir wollen nun noch den Zu- & &
sammenhang des Scheinleistungs- § 4 §
zeigers eines Zweipoles mit dem N Ky %}
Klemmenspannungszeiger 11 und ;% §
dem Stromzeiger § untersuchen. § o ) %\a
Die Phase ¢y der komplexen s
Scheinleistung ist nach (513e)

gleich der Phasenverschiebung

@; — @,, die der Strom des Zwei-
Abb. 53 a. Koordinatensystem fiir die Veran-

poles gegenﬁber der Klemmen- schaulichung der komplexen Scheinleistung eines
f . 9 Zweipoles. Eingezeichnet ist der der komplexen
spannung aufweist (§213.4). Nun  Scheinleistung 540 kW —7360 kVar entsprechende

Blindlerstung wird augenormmen

ist diese Phasenverschiebung nach Zeiger.
§ 312.2 gleich dem Winkel ¢y, um den der Ny
Stromzeiger  gegeniiber dem Klemmen- gz,

. . . =7
spannungszeiger 11 verdreht ist. Es gilt Mg =0
somit —— Moy

P, = Pugy| " (53Db)

Diese Ubereinstimmung  erleichtert das o o,
Aufzeichnen von Scheinleistungsbildern 33¢. ‘;1
Abb. 53b veranschaulicht den Zusammen- 3
hang. Legen wir den Klemmenspannungs- PN
zeiger in die Abszisse, so haben der Schein-

leistungszeiger und der Stromzeiger dieselbe
Abb. 53b. Der Scheinleistungs-

Rlchtung. . zeiger eines Zweipoles ist gegen-
iiber der Realachse um ebenso-
viel und in derselben Richtung

Der Zusammenhang Zwischen §54 verdreht, wie der Stromzeiger
gegeniiber dem Klemmenspan-
den Komponenten der Spannung, nungszeiger.

des Stromes, des Scheinwiderstandes,

des Scheinleitwertes und der Scheinleistung eines Zweipoles.

—.1) Ist U = U/g, die komplexe Klemmenspannung eines Zweipoles, der
den komplexen Scheinwiderstand 3 aufweist und den komplexen Strom

3P Man beachte den Unterschied gegeniiber (41f) und die Ubereinstimmung
mit (42h).

%¢ Die Ubereinstimmung geht zuriick "auf die Definitionen (2421d) und
(2422a). Sie deckt sich mit Empfehlungen einer Subkommission der Internatio-
nalen Elektrotechnischen Kommission. Elektrotechn. Z. 55 (1934) S. 189.

149



§54.1 Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder fiir LeistungsgroBen.

I /i tihrt, so gilt W= 3F (§ 41.3). Die konjugiert komplexe Span-
nung 1 erhalten wir, indem wir bei jedem neben j stehenden Zahlenwert
das Vorzeichen vertauschen (§ 125). Man kann sich durch Ausmultipli-
zieren leicht davon iiberzeugen, dafl wir n= 3§5 schreiben diirfen.
Setzen wir 3 = Z
wir

+ jZ, an, so wird 3 = Z,, — jZ,. Damit bekommen

U=2,3+i%3 wd U=2,5—i%3. (54a u.b)
Mit (54b) errechnen wir :iann fir die komplexe Scheinleistung nach
(613f) X, =Z,3J — 72, I und hieraus nach (133k)

Ny = Z, 1% — §Z, I2. (54¢)
Da Real- und Imaginédrteil der komplexen Scheinleistung die Wirk-

leistungsaufnahme N, und die Blindleistungsabgabe &V, sind (§ 513), er-
halten wir schliefllich

N,=Z,*| uwnd |N,=—2%1I|. (54d u. e)

—.2) Der Z,,$ darstellende Zeiger ist parallel zum Zeiger von {, wogegen
der 77,5 darstellende Zeiger dazu senkrecht steht, was Abb. 54a ver-
anschaulicht (§ 324). Man bezeichnet

Wy = Z,,§ (541)
als Wirkkomponente der kom-

plexen Spannung oder als komplexe
Wirkspannung und ebenso

W = j 23 (54g)
als Blindkomponente der kom-
plexen Spannung oder als komplexe

Blindspannung. Fir (54a) kén-
nen wir dann schreiben

4

Abb, 54a. Zerlegung des Spannungszeigers 1 _
und des Stromzeigers J in die Wirk- und nN=u,-+Uu,. (54h)
Blindkomponenten. N

Wiirde ein Koordinatensystem vor-
liegen, dessen Realachse die Richtung des Zeigers von J hitte, dann
wiren Z,,I und Z,I die Projektionen von U. Wir bezeichnen

U,=2%,] ud U,=2Z,I (541 und k)

als Zahlenwerte®2 der komplexen Wirk- und der komplexen Blind-
spannung. Fir (54a) erhalten wir dann

UW=U,/p;i+ jUs/¢:. (541)

Anderseits konnen wir (54d u. e) iiberfithren in

| N, =U,I| und sz—UbI'. (54m u. n)
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Zusammenhang zwischen den Komponenten. §54.3

—.3) Unter Verwendung des komplexen Scheinleitwertes §) =Y, +jY,
erhalten wir § = YU und damit

Ny =N(Yp+j¥)l = ¥,U%+ Y, U2,

N,=Y,U?| und |N,,: YbU2|. (540 u. p)

Zerlegen wir nun den Stromzeiger in bezug auf den Zeiger von Abb. 54a
in zwei zueinander senkrecht stehende Komponenten $,, und $,, so
erhalten wir eine Wirkkomponente des komplexen Stromes oder
einen komplexen Wirkstrom und eine Blindkomponente des kom-
plexen "Stromes, einen komplexen Blindstrom. Fiir die Zahlen-
werte®2 des komplexen Wirk- und des komplexen Blindstromes er-
halten wir

I,=Y,U und I,=7Y,U (549 u. 1)

N, =M und | N, = UL (545 u. t)

—.4) Nun erkliren sich die Namen der Komponenten und die Indexe w
und b. Die fiir die Wirkleistung mafBgebenden Komponenten der kom-
plexen Spannung, des komplexen Stromes, des komplexen Scheinwider-
standes und des komplexen Scheinleitwertes sind deren Wirkkompo-
nenten, ebenso sind deren Blindkomponenten mafigebend fiir die Blind-
leistung.

und damit

Die komplexe Berechnung der Kraft oder des Drehmomentes § 55
stromdurchflossener Spulen.

—.1) Fiir die Kraft P und das Drehmoment M; haben wir in § 244.5
Formeln aufgestellt, die die Effektivwerte I; und I, der Stréme der
beiden Spulen und ihre Phasenverschiebung enthielten. Wir koénnen
fir P und M, auch solche Gleichungen aufstellen, in die die komplexe
Form der Stréome unmittelbar eingesetzt werden kann. Analog wie wir
in § 511.1 (511a) in (511lg) uberfithrten, erhalten wir aus (244e u. f)

B1e + X M

P="""

(553)

und

S, %% dM '
Md: 1'\52261\?2~d__“_. (55b)

R

Ba Als Effektivwert ist I nur positiver Werte fahig. Da Z, und Z; positiv
oder negativ sein konnen, ist dies auch fiir die Zahlenwerte U, und U, der Fall.
Ebenso kénnen auch die Zahlenwerte [, und I, positiv oder negativ sein.
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§6 Ubungsbeispiele.

Ubungsbeispiele. §6

Die eingeprigte Spannung ist eine wirklich vorhandene § 601

physikalische GroSe.

—.1) Aufgabe. Es sind 100 gleiche galvanische Elemente mit 100 gleichen
Verbindungsstiicken zu einem in sich geschlossenen Ring vereinigt. Je
die Plusklemme des vorangehenden ist iiber ein Verbindungsstiick an
die Minusklemme des nachfolgenden Elementes angeschlossen. Der
Widerstand eines Verbindungsstiickes und der innere Widerstand eines

%
AT
/ N\

~~———

Abb. 601a. Hundert in Reihe ge-
schaltete Elemente. — #;, = Klem-
menspannung eines Elementes,
u#, = Klemmenspannung eines Ver-

Elementes sind bekannt. Welche Spannung
miBt ein Voltmeter, wenn es an zwei belie-
bige Klemmen angeschlossen wird ?

—.2) Lésung. Die Abb.601a veranschau-
licht die Schaltung, erklirt die verwendeten
Bezeichnungen und zeigt die eingefiihrten
Bezugssinne. Der ganze Ring setzt sich aus
100 gleichen Teilen zusammen, die je aus
Elementen und aus einem Verbindungs-
stiick bestehen. Wegen der vorhandenen
Gleichheit haben die verschiedenen Grofien
in allen Teilen denselben Wert.

—.3) Nach der Maschenregel (§233.1) er-

bindungsstiickes, ¢ = Strom, R;

= innerer Widerstand eines Ele-

mentes, Ry = Widerstand eines
Verbindungsstiickes.

halten wir mit den gewihlten Bezugssinnen
Uy + Uy + Uy F Uy -0 =0,

Die Summanden u, und u, treten je 100mal auf. Es wird somit

100wu; + 100u, = 0

d
oder Uy + uy = 0.

(601 a)
Wird das Voltmeter an zwei aufeinanderfolgende Plusklemmen an-
geschlossen, so miBt es die Spannung %, + %,. Diese wird nach (601a)
zu Null. SchlieBt man es dagegen an zwei aufeinanderfolgende Minus-
klemmen an, so mifit es die Spannung u, + u,. Diese wird ebenfalls
zu Null. Da n .0 = 0 ist, zeigt das Voltmeter nie Spannung an, wenn
man es an zwei beliebige gleichnamige Klemmen legt.

—.4) Nun bleibt noch zu bestimmen, was das Voltmeter mifit, wenn man
es an ungleichnamige Klemmen anschlieft. Von einer Plusklemme zur
darauffolgenden Minusklemme besteht die Spannung u, des Verbin-
dungsstiickes. Fir sie liefert das Ohmsche Gesetz (§ 221)

(601Db)

Fiir den unbekannten Strom liefert das Element eine weitere Gleichung.
Seine Klemmenspannung u, ist die Summe seiner inneren Spannungen

Uy = Ryt
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Eingepréigte Spannung. § 601.4
(§ 231.3). Als solche treten auf die eingeprigte Spannung u,%!3 und
die Ohmsche Spannung u, = R;i. Damit wird
U, = u, + R;1. (601c)
Eliminieren wir aus den drei Gleichungen #; und i, so wird

—u,

R TR,

Durch Elimination von u, und ¢ finden wir dagegen

R,. (601 d)

Ug

ue
TR+ R
SchlieBt man das Voltmeter an ungleichnamige Klemmen an, indem man
es an das Element oder an das Verbindungsstiick legt, so mifit es hin-
sichtlich des Betrages beide Male dieselbe Spannung, es wechselt nur
das Vorzeichen. Auch zwischen beliebigen ungleichnamigen Klemmen
treten keine anderen Spannungen auf. Damit ist die Aufgabe gelost.

Uy

E,. (601e)

—.5) Das Ergebnis macht man sich am besten mit Hilfe des Potential-
begriffes klar. Ist p_ das Potential der Minusklemme (dicker Strich)
eines Elementes, so finden wir nach (2145a) fiir das Potential der Plus-
klemme (diinner Strich) p.=p_ +u. (6011)

Das Potential der darauffolgenden Minusklemme ist
2 o

und in Beriicksichtigung von (601a) somit wieder p_. Der Potential-
anstieg, den das Element bewirkt, wird aufgehoben durch den Potential-
abfall lings des Verbindungsstiickes. Alle gleichnamigen Klemmen
haben somit gleiches Potential.

Die induzierte Spannung (oder die induzierte elektro- § 602
motorische Kraft) ist im Gegensatz zur eingepriigten

Spannung lediglich eine RechnungsgroBe.

—.1) Aufgabe. Um das Joch eines in Betrieb befindlichen Einphasen-
transformators ist ein in sich geschlossener Drahtkreis geschlungen. Er
besteht aus zwei aneinandergeléteten, je 1,2 m langen Drahtstiicken
aus Kupfer und Manganin, die je 1 mm?2 Querschnitt aufweisen. Der
Transformator fiithrt einen sinusférmig verénderlichen Induktionsfluf3,
dessen Scheitelwert 5 - 106 Maxwell und dessen Frequenz 50 Hz betragt.
Welche Spannungen messen zwei an die beiden Lotstellen angeschlossene,
hochohmige Voltmeter, wenn die Zuleitungen des einen ldngs des Kupfer-
drahtes und die Zuleitungen des andern lings des Manganindrahtes
verlegt sind ?

—rr—

Zieht man vor, mit der eingeprigten elektromotorischen Kraft zu rechnen,
so ist in den nachfolgenden Gleichungen %, durch —e zu ersetzen.
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§602.2 Ubungsbeispiele.

—.2) Losung. Die Sachlage ist in Abb. 602a veranschaulicht. Wegen
des hohen Widerstandes der Voltmeter darf der von ihnen gefiihrte
Strom neben dem Strom in der Draht-

schleife vernachldssigt werden. Ferner

11112 mdge nur im Eisen des Transformators

z/ ] ein magnetisches Feld vorhanden sein, so

/ / - 2 daB das elektrische Feld in der Umgebung
o des Joches als wirbelfrei betrachtet wer-

/ den darf. Der durch diese Voraussetzung

Ry - bedingte Fehler vermag das Ergebnis

nicht in spiirbarer Weise zu beeinflussen.

WT —.3) Fiir die aus den beiden Drahtstiicken
bestehende Masche setzt sich die Umlauf-
spannung aus den Ohmschen Spannungen

Abb. 602a, Einphasen-Transformator  deg Kupferdrahtes und des Manganj_n-
mit KurzschluBwindung. — Der vor-

dere Draht besteht aus Kupfer, der drahtes zusammen, es wird

hintere aus Manganin. Es bedeuten

R, den Widerstand des Kupfer- und R. _ N N

den Widerstand des Manganindrahtes, u’G = Ryi + R2Z .

i den Strom in der Drahtschleife, . . .

%, und %, die an den Voltmetern be- INach dem Induktionsgesetz ist die Um-
stehenden Spannungen und 9P; den

InduktionstluB. . laufspannung gleich der negativen Ande-
rungsgeschwindigkeit des mit ihrem Inte-
grationsweg versehlungenen Induktionsflusses. In Anwendung von (224 a)

erhalten wir fiir einen sinusférmig schwmgenden FluB
(B + By)i = —_ﬂ D sin (w )

und hieraus o & cos(wl)

Die aus dem Kupferdraht und dem daneben liegenden Voltmeter ge-
bildete Schleife liegt in einem wirbelfreien Gebiete. In ihr wird die
Umlaufspannung Null. Wir erhalten

U, — RBis =0
und hieraus unter Beriicksichtigung von (602a)
R
= —od 0o 2o
Uy P cos (w )R1+R2

Der Scheitelwert der Voltmeterspannung wird

E,

h=0Pr iR

und daraus ergibt sich fiir den Effektivwert, wenn wir noch die Kreis-
frequenz w durch die Frequenz f ersetzen,

ff@

7 + e (602D)

154



Induzierte Spannung. §602.3

In der aus dem Manganindraht und dem daneben liegenden Voltmeter
gebildeten Schleife wird die Umlaufspannung ebenfalls Null. Wir er-

halten dort Uy + Ryi =0
und errechnen daraus wie vorher

uy = — D cos(wt) i f_sz
und 24 R,

(602c)

N IAS ww

—.4) Rechnen wir mit einer Temperatur von 50° C, so kénnen wir den
Q mm?

spezﬁlschen Wlderstand fir Kupfer zu 0,021 und fiir Manganin

zu 0, 43 ansetzen Damit wird
R, — 0,021 2 2m* 12—‘1 — 0,025 2
m 1n
und
By = 043200 12m 050
m 1 mm

Durch Einsetzen in (602b) erhalten wir damit

27 0,025 Q
U, === . 6 Dbl
1—V§50HZ5 10 MXO,545Q'

Beriicksichtigen wir noch, daB einer Voltsekunde 108 Maxwell ent-

sprechen, so finden wir _—
: |Uy=051V|.

Ebenso erhalten wir
U, = 2 50 Hz 5 - 105 Mx
V2

und durch Ausrechnen
U, = 10,6 \i’

U, und U, sind die beiden gesuchten Spannungen.

—.5) Wir kénnen zur Losung der Aufgabe auch mit der induzierten
Spannung w,; (§ 224.3) rechnen und in dem durch ihre Einfiihrung ent-
wirbelten Feld die Umlaufspannung der aus den beiden Drahtstiicken
bestehenden Masche nach der Maschenregel zu Null ansetzen. So er-

halten wir (Rl + Rz)l + w; = 0.
Fiir die induzierte Spannung gilt nach (224d)

0,52 0
0,545

d .
U; = l—i—téﬁsm(wt).

Fiir den Strom ¢ finden wir wieder (602a). Bei der Ermittlung der Volt-
meterspannungen ist dann die induzierte Spannung nicht zu beriick-
sichtigen, da sie ja in Wirklichkeit nicht in den beiden Drahtstiicken
sitzt. Sie kommt einer Masche immer nur dann zu, wenn diese den
Induktionsflu umschlingt. Sie ist lediglich eine RechnungsgroBe, der
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§ 602.5 Ubungsbeispiele.

man sich dann zu bedienen hat, wenn man fiir eine mit einem Wirbel-
gebiet verschlungene Masche die Umlaufspannung zu Null ansetzen will,
wie wenn die Masche nicht mit dem Wirbelgebiet verschlungen wére.

—.6) Der in § 601.5 zur Erklirung zugezogene Begriff des Potentials ver-
sagt in der vorliegenden Aufgabe. Ist p das Potential der unteren Lot-
stelle, so weist die obere Loétstelle das Potential p — u, auf, und fiir
die untere Lotstelle wird schlieBlich das Potential auch p — u; + u,.
Durch Einsetzen ermittelt man hieraus als zweiten Wert des Potentials
der unteren Létstelle p + w® cos(wt). Durch weitere Umldufe findet
man fiir das Potential der unteren Létstelle weitere Werte, die sich alle
um Vielfache von o @ cos(wt) unterscheiden. Das Potential wird mehr-
deutig und verliert damit seine Existenzberechtigung.

Addition und Subtraktion von Wechselspannungen und § 603
‘Weehselstromen.

—.1) Aufgabe. An ein Drehstromnetz ist ein in Stern geschalteter Dreh-
stromofen angeschlossen, der pro Strang einen Strom von 9,12 A auf-
nimmt. Nun wird noch ein einphasiger Ofen angeschlossen, der einen
Strom von 5,26 A fiihrt. Wie gro8 sind die Stréme in den drei Leitungs-
stringen des Netzes ?

—.2) Zeichnerische Lésung. Setzen wir alle Spannungen und Strome
als harmonische Schwingungen voraus, so kénnen wir sie unter Walil
uyYy  eines passenden MaBstabes durch Zeiger dar-

L
=== stellen (§ 311, § 312). Der gestellten Aufgabe
& entspricht das in Abb.603a gezeichnete Schal-
_— tungsschema. Wir fithren Bezeichnungen ein,
; wahlen Bezugssinne und tragen sie in das
A

Schaltungsschema ein. Die Strome ¢z, 75 und

iy, von denen die Effektivwerte I, Igund I,

i gesucht sind, wollen wir durch die Zeiger 35,

Jg und Jp darstellen. Um diese zu finden,

Biasaad. orchstromofenand  miissen wir aus der Aufgabe die Konstruk-
stromnetz angeschlossen. tionsvorschriften herauslesen.

—.3) Fir die Augenblickswerte liefert die Knotenregel die Gleichungen

/I;R = ’I:U, @S = 7:]7 + 7 und ’I:T = 7:;1) — 1. (6033:, b u. C)

Da ip, und i, einander gleich sind, fallen die sie darstellenden Zeiger Jp
und ¥y zusammen. Der ¢4 darstellende Zeiger Jg ist durch geometrische
Addition der ¢, und ¢ darstellenden Zeiger &, und J zu finden (§ 314.3).
Ebenso findet. man den ¢, darstellenden Zeiger J;, indem man § und
geometrisch subtrahiert. Hiezu miissen erst die Zeiger Jy, §p und Sy
vorliegen. Wir setzen voraus, da der vom Drehstromofen aufgenommene
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Addition und Subtraktion von Wechselspannungen und Wechselstromen. § 603.3

Strom symmetrisch ist, daB also die Effektivwerte der Stréme iy, iy
und %y einander gleich sind und daB 4, gegeniiber 7;;, sowie iy, gegeniiber
iy je —120° Phasenverschiebung auf-
weist. Wahlen wir den MaBstab
- cm
M =13,
von je 2,28 cm Lénge. Den Zeiger
zeichnen wir in Abb. 603b willkiirlich
senkrecht nach oben. Die Richtung
des Zeigers §y konnen wir dann fin-
den, indem ihm gegeniiber , um —120°
(§ 112.4) verdreht sein mufB}. Ander-
seits soll {y gegeniiber §§, ebenfalls
um —120° verdreht sein. Von .dem
Zeiger J ist durch den MaBstab die
Lénge bestimmt, sie betrdagt 1.31 cm.
Seine Richtung finden wir aus der ) ’ )
Uberlegung, daB zwischen der Klem- vy 'g2SfﬁsEégt%gfrie%T%ﬁe&i? g“s
menspannung und dem Strom eines
Widerstandes keine Phasenverschiebung besteht. Die Phasenverschie-
bung des Stromes i gegeniiber dem Strome ¢}, ist gleich der Phasen-
verschiebung der Klemmenspannung « gegeniiber
der Klemmenspannung u,. Zur Ermittlung der
letzteren liefert uns die Maschenregel (§ 232) die
Gleichung % + #y — uy = 0, und daraus folgt

U= Uy — Uy . (603d)

so erhalten wir drei Zeiger

Wir setzen fiir die Sternspannungen wu;, u, und
uy Symmetrie voraus. Die sie darstellenden Zei-
ger Uy, U, und Uy, — denen wir in Abb.603c eine  Abb. 603c. Ermittlung
beliebige Lénge erteilen — liegen je parallel zu des Winkels .

den Stromzeigern Jy, Iy und Jy. Den Zeiger I finden wir dann, in-
dem wir I;; von U, geometrisch subtrahieren. Der Winkel & mift die
gesuchte Phasenverschiebung. Wir kénnen damit den Zeiger & aufzeich-
nen und g und Jy finden. Thre Lingen entnehmen wir der Zeichnung,
sie betragen je 3,48 cm. Fiir die gesuchten Effektivwerte finden wir
somit

|1R:9,12A|, |IS=13,9A|, ’IT=13,9A.

—.4) Rechnerische Lisung. Als harmonische Schwingungen kénnen
wir alle auftretenden Klemmenspannungen und Stréme durch komplexe
Ersatzgrofen wiedergeben. Wir verwenden wieder das in Abb. 603a ge-
zeichnete Schaltungsschema mit den darin eingetragenen Bezeichnungen
und Bezugssinnen. Es gelten wie vorher (603a, b, ¢, u. d) zwischen den
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§ 603.4 Ubungsbeispiele.

Augenblickswerten. Nach der Regel von § 322.4 finden wir daraus fiir
die komplexen Ersatzgrofen

=3, J3s5=3r+F uwnd Jr=3w—3I (603e, f u. g)
U=UUy— Up. (603h)

Aus (603h) kénnen wir die Phasenverschiebung « finden, die die durch 11
wiedergegebene Klemmenspannung gegeniiber der durch 11, wieder-
gegebenen und der durch  wiedergegebene Strom gegeniiber dem durch
Sy wiedergegebenen aufweist. Hierauf kénnen wir dann g und §, aus
(603f u. g) berechnen.

—.5) Da wir die Sternspannungen U;, U, und U, als symmetrisch

voraussetzen, gilt (§ 343)
Uy = Uy /—120°.

und

Damit wird
U= 1117 - lly/ —120°.

Nach (1241m) erhalten wir /—120° = — ——jg, und damit

3, .18
U= uy(?—i—?lg) .
3, .18, . :
Der Drehstrecker 5 F175 ) ist eine komplexe Zahl. Thre Phase finden
wir nach (1241c, d u. a). Es wird :

/3 3
]/ 2 1 2 V3
COS —= —————————— — —_——— .

ER

Somit ist
mit is X — 30°.

Nehmen wir die Anfangsphase ¢;, willkiirlich zu Null an, so wird nach

(321c) und § 1241.7 N
SV = IVprl,V = 9,12 A.

Fiir den gegeniiber J, um o voreilenden Strom finden wir folglich
S = 5,26 A7/30°. '
Da wir 3, 3y, Jp als symmetrische Sternstrome betrachten (§343), gilt
Q= Se/-1200— 0124 /1207,
Nach diesen Vorarbeiten finden wir aus (603f)

Js = 9,12 A + 5,26 A /30°
und aus (603g)
Sr=912A /—120° — 5,26 A /30°.
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Resultierender Strom einer Parallelschaltung. §603.5

Spalten wir die Dreher nach (1241m) auf, so erhalten wir nach (131a)
Jg= 13,68A 1 j2,63A,

Spr=— 912A — 510,52 A.
Fiir die gesuchten Betrédge Iy und I, erhalten wir schlieBlich nach (1241a)
I3 =1392A,
Ip=13,92A].

Aus (603e) finden wir mit [, = 9,12 A

Ip=9,12A].

Resultierender Strom einer Parallelschaltung. § 604

—.1) Aufgabe. Eine Einphasendrosselspule, deren Blindleistung 8 kVar
(§ 243.3) und deren Leistungsfaktor 0,2 betrigt, ist an ein Wechselstrom-

o~
N, 92

o= KX

—
7)) @
3
Abb.604a. Drosselspule und Widerstand, par-
allel an ein Einphasennetz angeschlossen.

n

_Tem
% 7

netz mit der Frequenz 50 Hz und
der Spannung 220 V angeschlossen.
Parallel zur Drosselspule liegt ein
Widerstand, der einen Strom von
20 A aufnimmt. Welchen Strom fiihrt
die Zuleitung, und wie grof3 ist seine
Phasenverschiebung ?

—2) Lésung. Inder Abb. 604asind " 4> 208t Kenattang.
die Schaltung und die gewihlten

Bezugssinne und Bezeichnungen enthalten. Liegt eine eisenhaltige
Drosselspule vor, so wird auch bei sinusférmiger Klemmenspannung der
Strom nicht sinusférmig sein. Wir miissen ihn indessen als sinusférmig
voraussetzen, wenn die gemachten Angaben zur Lésung der Aufgabe
ausreichen sollen. Schon die Frage nach der Phasenverschiebung weist
auf die Voraussetzung der Sinusform hin.

—.3) Fiir den gesuchten Strom § liefern die Knotenregel (§ 232) und die
Regel von § 322.4 die Beziehung

3 =3Jp + Irs (604 a)
nach der in Abb. 604b das Zeigerbild konstruiert ist (§ 324). Der Strom-
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zeiger §p ist nach Betrag und Richtung bekannt, wenn der Klemmen-
spannungszeiger 1l zur Orientierung benutzt wird. Den Stromzelger Sp
haben wir dagegen erst zu ermitteln.

—.4) Durch die Angabe des Lelstungsfaktors der Drosselspule ist die Ver-
drehung ¢, von §, gegeniiber 1l bestimmt. Es ist cosgp, =10,2. Da
in einer Drosselspule der Strom gegeniiber der Klemmenspannung nach-
eilt (§ 3332), kommt fiir ¢, nur ein negativer Wert in Frage. In einem
beliebigen MafBstab errichten wir ein rechtwinkliges Dreieck, dessen mit
dem Spannungszeiger zusammenfallende Kathete den Wert 0,2 und
dessen Hypotenuse den Wert 1 hat. Die Hypotenuse legt dann den ge-
suchten Winkel ¢, fest. Da die Blindleistung der Drosselspule bekannt
ist, laft sich nach (54t) der Betrag der Blindkomponente J;, des
Stromes §,, berechnen. Man erhalt

8 kVar  8-.1000 VA

S| = 520V — a0V — S0:36A.

Als Blindstrom einer Drosselspule weist Jp, gegeniiber der Klemmen-
spannung eine Phasenverschiebung von —90° auf und 148t sich damit
aufzeichnen. Eine Parallele zum Zeiger 11 schneidet die Dreieckhypo-
tenuse im Endpunkt des gesuchten Stromzeigers Jj,.

—.5) Der Strom Jp liegt in Phase zur Klemmenspannung 11. Wir reihen
ihn an $; an und erhalten so nach (604a) den gesuchten Stromzeiger J.
Unter Beriicksichtigung des Malstabes entnehmen wir dem Zeigerbild
den Betrag des resultierenden Stromes. Wir finden

|I:45,6A )

Fiir die Phasenverschiebung lesen wir ab

und damit wird |¢ = —53°|. Der in der Zuleitung flieBende Strom
betrdgt 45,6 A und eilt der Spannung um 53° nach.

Loschdrosselspule von Petersen. § 605
—.1) Aufgabe. Welche Bedingung besteht fiir die Bemessung der Lisch-
drosselspule von Petersen?

—.2) Losung. Die Abb. 605a veranschaulicht die Schaltung der Losch-
drosselspule und zeigt die eingefithrten Bezeichnungen und Bezugssinne.
Ein Strang einer Fernleitung und die Erde bilden die Beldge eines Kon-
densators. Bei geeigneter Verdrillung der Leiter einer Drehstromfern-
leitung sind die Kapazititen, die die drei Stringe gegen Erde aufweisen,
einander gleich. Fiir eine angendherte Behandlung des Erdschluf}-
problems denken wir uns diese Kapazitdten in einem Punkt konzen-
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Loschdrosselspule von Petersen. §605.2

triert, und wir vernachlissigen die im Zuge der Leitung liegenden Wider-
stinde und Induktivititen sowie die Ableitungen und die zwischen den
Leitern - vorhandenen Kapazititen 6052,
—.3) Hat einer der drei Leitungsstringe ErdschluB, so ist er iiber einen
zusétzlichen Zweipol, dessen komplexer Scheinwiderstand 3 sein mége,
mit der Erde verbunden. In
Abb. 605a ist ein Erdschlufl
des Stranges 7' angenommen.
Ist der Sternpunkt des das
Netz speisenden Generators
oder Transformators unmittel-
bar geerdet, so besteht lings T
der ErdschluBverbindung die ls;mlé L'g\eer detos
Sternspannung llT. Es ent-  Drehstromnetz. — Die Erdkapazitéiten der Leitungs-
. . A stringe sind durch die Kondensatoren ¢ schematisch
steht nach (41b) in ihr ein %ar%e_stéellt. Recl}tshbestght eine Erdschluf bedingende
ErdschluBstrom S:uT/8, der erbindung zwischen dem bt\mng T und der Erde.
durch Lichtbogenbildung die Unterbrechung des Erdschlusses erschwert.
Ist der Sternpunkt des Netzes dagegen iiberhaupt nicht geerdet, so
dndern sich beim Auftreten eines Erdschlusses die von der Erde bis zu
den Leitungsdrihten bestehenden Spannungen so weit, bis die von den
Erdkapazititen gefilhrten Strome ¢, Soo, S, und der ErdschluB-
strom § der Knotenregel gentigen.
—.4) Erdet man den Netz-Stern-Punkt nach Petersenb%? iiber eine
zweckméfig bemessene Drosselspule, so kann man erreichen, daf3 schon
die drei von den Erdkapazitidten gefithrten Stréme J¢,, J¢y> J¢p und
der Strom J; der Drosselspule die Knotenregel befriedigen, so daB ein
irgendwo auftretender ErdschluBstrom  immer zu Null werden mubB.
Bei erdschluBfreiem Betrieb sind dann die von der Erde bis zu den
Leitungsdrihten bestehenden Spannungen unbestimmt%%¢. Bei Ein-
tritt eines Erdschlusses nimmt der betroffene Leiter das Potential Null
an, und die Spannungen, die von der Erde bis zu den nicht betroffenen
Leitungsdrihten bestehen, stellen sich entsprechend ein.
—.5) Wir haben nun zu untersuchen, welche Bedingungen zwischen der
Induktivitat der Drosselspule und den Netzkonstanten bestehen miissen,
damit der Erdschluflstrom § verschwindet. Hierzu bestimmen wir den
Strom & allgemein und setzen ihn dann gleich Null. Die Knotenregel
(§ 232) und die Regel von § 322.4 liefern die Gleichung

- 3o + Jez + Jes + For +IJ=0. (605a)

%2 Ohne die Vernachlissigung der Leitungsinduktivitit rechnet A. van
Gastel: Bull. schweiz. Elektrotechn, Ver. 23 (1932) S. 157.

6050 Flektrotechn. Z.40 (1919) S.5 u. 17.

805¢ Tn Wirklichkeit sorgen z. B. schon die Ableitungswiderstdnde fiir eine be-
stimmte Einstellung.

NS
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§605.5 Ubungsbeispiele.

Es bestehen vier nicht dieselben Zweipole aufweisende Maschen. Fiir
diese finden wir nach der Maschenregel (§ 233) und der Regel von § 322.4
die folgenden vier Gleichungen. Dabei beachten wir (3323b), (41b) und
(33221).

.1
Up+ieJe + 83— =0, (605b)
.1
Us +J-53cs 33 —Ur =0, (605c¢)
.1
i =30 +33=0, (605d)
joL3p +Ur — 33 =0. (605¢e)

Wir 16sen nach Sgys Soss Jop und Jp auf und erhalten damit aus (605a)

-1 R
et 83 o C(ln+ 33— e+ Us+ 33 —Na+ 3Y) +F=0. (605
In einem symmetrischen Netz wird die Summe der Sternspannungen zu
Null. Daraus folgt

uR + lls = ‘u{p.

Damit folgt aus (605f), wenn wir nach I auflésen und durch 3wl — Awl—L
kiirzen,
3= 1 : A
——— +i3
—.6) Soll nun der ErdschluBstrom J zu Null werden, so muf (fiir unend-
lich groBen Nenner) die Induktivitét der Loschdrosselspule

1
3 w2C

L=

sein. Die Impedanz der den ErdschluB bewirkenden Verbindung tritt
in dieser Bedingung nicht auf, sie ist somit ohne EinfluB auf die Be-
messung der Loschdrosselspule. In Wirklichkeit wird der Erdschluf-
strom nicht vollstindig zu Null, da die zur Vereinfachung gemachten
Voraussetzungen nicht streng zutreffen.

Spannungsverstirkung von Widerstands- und Drossel- § 606
verstiirkern fiir Niederfrequenz.

—.1) Aufgabe. Fiir einen nach Abb.606a geschalteten Niederfrequenz-
verstirker ist die Spannungsverstirkung 8 = 11, /11, zu berechnen.

—.2) Lésung. Wir haben eine Gleichung zwischen den Gitterspannungen
1, und 11, aufzustellen, aus der wir den Quotienten 11, /11, entnehmen
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Spannungsverstirkung von Widerstands- und Drosselverstirkern. § 606.2

konnen. Im Interesse einfacher Ergebnisse machen wir einige verein-
fachende Annahmen. Die Kapazitit C; sei so groB, daB die Wechsel-
komponente (§ 361) der Spannung u, der Wechselkomponente der
Spannung w, gleich wird. Ebenso sei der durch (), flieBende Strom
neben der Wechselkomponente von 4, vernachlissigbar klein. Betrachten

Abb. 606a. Schaltungsschema eines Nieder- Abb. 606b. Ersatzschema des in Abb.606a

frequenzverstirkers. gezeichneten Niederfrequenzverstirkers.
wir nur die Wechselkomponenten, so gilt nach § 362 das in Abb. 606b
gezeichnete Ersatzschema. Es zeigt die Bezeichnungen der fir die
Wechselkomponenten nach § 361 eingefiihrten komplexen Ersatz-
groflen und die gewéhlten Bezugssinne.

—.3) Wir wenden nun die Maschenregel (§ 233) an und beachten dabei
(3331D), (362e) und (362g). So erhalten wir die zwei voneinander un-
abhédngigen Gleichungen

(Ra+ jo LS+ 5% + Bilda =0, (606.2)
—ggl + RS, —U,,=0. (606 Db)

Eliminieren wir §,, indem wir ihn aus der einen Gleichung berechnen
und dann in die andere einsetzen, so wird

- ual uyl
W. =75 T Ripm R Tialy

Damit wird die Spannungsiibersetzung 11, /11,

R, +jowlL,

B = = D@+ & T jels|

(696¢)

—4) Ist L, = 0, so liegt ein Widerstandsverstirker vor. Fiir ihn
wird R,

S =Dt Ry
Die Spannungsverstdrkung ist unabhingig von der Frequenz. Das ne-
gative Vorzeichen besagt, dafl die beiden Gitterspannungen in Gegen-
phase liegen. Kiirzen wir durch R,, so wird

(6064)

B = —
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R

Hieraus ist leicht ersichtlich, da8 die gréBte Verstirkung fiir 7= 0,
praktisch also fiir sehr hohe Anodenwiderstinde R, erreicht wird:

1
Bnax = - D

—.5) Ist in einem Drosselverstédrker fir hohe Frequenzen w L, sehr
groB gegeniiber R, und R;, so wird auch dort die Verstirkung ein

Maximum 1
%10):00 = D (6066)
Fiir sehr kleine Frequenzen (w = 0) wird dagegen
R, .
%]w:o =" D(E +FR) (6061)

Die Spannungsiibersetzung ist somit frequenzabhingig.

—.6) Betrachten wir w als verdnderlichen Parameter, so hat (606c¢) die
Form der Kreisgleichung (372e). Der Endpunkt des ® veranschau-
lichenden Zeigers beschreibt somit fiir verdnderliche Frequenz einen
Kreisbogen. Durch Vergleich von (606¢) mit (372e) finden wir fiir die
Kreiskonstanten

a=—R,. b=—joLl,, c¢=DR;+R,), dD=jol,D, A=1.

Nach (372f) errechnen wir fiir den Kreismittelpunkt

B 1 Ra
g — e —
' D(R;
S o m¥A=m= L DEEE) 60
3
E Die Punkte RB|,_ o, Blyoo und m

liegen alle auf dem negativen Ast
der Realachse, was in Abb. 606¢
veranschaulicht ist. Es ist nun noch
festzustellen, ob der obere oder der
Abb, 606¢. Ortskurve der Spannungsiber-  Untere Halbkreis den tatséchlichen
setzung eines Droif:é;ir;girkers fiir Nieder- Frequenzen entspricht. Hiezu er-

weitern wir (606c) mit dem kon-
jugiert komplexen Nenner (§ 134.3) und erhalten so
—R,R — R — joL,R,
D({(R; + R + 02 L2) °
Fiir positive Werte der Kreisfrequenz wird hiernach der Imaginérteil
negativ. Es gilt somit der untere Halbkreis.

Realachse

B = (606h)

Bestimmung der Schaltungsbezeichnung eines Drehstrom- § 607
transformators.

—.1) Aufgabe. Aneinem Drehstromtransformator wurde die in Abb.607a
gezeichnete Anordnung der Wicklungen und Verbindungen festgestellt.
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Bestimmung der Schaltungsbezeichnung eines Drehstromtransformators.  § 607.1

Welche Schaltungsbezeichnung kommt ihm nach R. E. T./1930, § 85072
zu ?

—.2) Lésung. Die Aufgabe kann als geldst betrachtet werden, wenn das
Zeigerbild der primir und sekundér induzierten Spannungen ermittelt

%4 14 w
(]
U v w
o [} o
T
i
]
! ! — L
1= 4= 1= 4 B> > —
 —+ [+ |+ < <
:/- :_/- :/_ n, \>112 \.>1]y \>
I+ FT1 Ft <L S 9
L L L
< e . AT - > = -
Tk 1Ts (TS dle <t
=7 T2 ’_,.ygr\ <¢
W 11+ W W I é—/>< 4
- b -/k- -+ - - - - -7 -
-—T -—T T < </ </
—T +T +~Tu 1, = Uy -
- +—T - T | —1 </ </
-1 T T <
— — I— = > =
i i )
i T T
O —— O e e o

Abb. 607a. Schaltung der Oberspannungswicklung (links) und der Unterspannungswicklung
. (rechts) eines Drehstromtransformators.

ist. Dann ist namlich an Hand der in Tabelle 1 von R. E. T./1930, § 8
gegebenen Zusammenstellung der Zeigerbilder verschiedener Schal-
tungen die zugehorige Bezeichnung leicht festzustellen.

—.3) Wie aus Abb.607a unmittelbar hervorgeht, ist die Oberspannungs-
wicklung in Stern geschaltet. Fiir die zugehdrigen Sternspannungen U,
Uy und U, werden parallele und vom Sternpunkt wegweisende Bezugs-
sinne eingefithrt (§ 343.2). Auch die Unterspannungswicklung weist
einen Sternpunkt auf. TFir die einzelnen Stringe sollen wieder parallele
und vom Sternpunkt wegweisende Bezugssinne gewihlt werden. Eine
iibereinstimmende Festlegung der Bezugssinne der Ober- und der Unter-
spannungswicklung ist in der in R. E.T./1930, § 8 enthaltenen Zu-
sammenstellung der Zeigerbilder stillschweigend vorausgesetzt®7P. Da
die Einzeichnung von Bezugspfeilen fiir die ganzen Strange der Unter-

%72 Die im VDE-Vorschriftenbuch enthaltenen ,,Regeln fiir Bewertung und
Priifung von Transformatoren‘‘, Ausgabe 1930 (R. E. T./1930), sind als Sonder-
druck 0532/1930 im Verlage des Verbandes Deutscher Elektrotechniker erschienen.
Der hier interessierende § 8 ist auszugsweise abgedruckt in Hiitte Bd. 2, 25. Aufl.
S. 1035 und 26. Aufl. S.1067. Berlin: Wilhelm Ernst und Sohn.

87t Tiir einen Transformator, der eine Dreieck- und eine Sternwicklung auf-
weist, setzt R. E. T./1930, § 8 fiir die Dreieckschaltung die Festlegung der Bezugs-
sinne nach § 343.5 voraus, wenn fiir die Sternschaltung die Bezugssinne nach § 343,2
gewahlt sind.

165



§607.3 Ubungsbeispiele.

spannungswicklung uniibersichtlich ist, wollen wir die Bezugssinne durch
Doppelindexe festhalten. So schreiben wir fiir die Sternspannungen 11,
Ugp und g4

—.4) Damit wir das Induktionsgesetz in der iiblichen Form (§224.1)
voraussetzen diirfen, ordnen wir die Bezugssinne der drei Sdulen den
Bezugssinnen der Oberspannungswicklung nach einer Rechtsschraubung

zu (§2122.4). Die zugehérigen Induktionsfliisse sind @1, (ﬁz und @3 Die
Bezugssinne der Teilspulen der Unterspannungswicklung ordnen wir den
Bezugssinnen der Siulen wieder mit Riicksicht auf das Induktionsgesetz
ebenfalls nach der Rechtsschraubung zu. Diese Teilspulen und die
Stringe der Oberspannungswicklung sind demnach gleichsinnig (§2122.8).
Da alle sechs Teilspulen dieselbe Windungszahl aufweisen, wird je in
der unteren und in der oberen Teilspule einer Sdule die gleiche Spannung
induziert. Die drei Teilspulenspannun-
gen nennen wir 1I;, U, und U,.
—.5) Die drei Spannungszeiger U, U,
und 1, konnen als gegeben betrachtet
werden. Sie sind in Abb.607b in der
iblichen Lage aufgezeichnet. Nach
§ 3322 sind die FluBzeiger gegeniiber
den zugehoérigen Spannungszeigern um
90° zurtckgedreht. Die in den Teil-
spulen der Unterspannungswicklung in-
Abb. 607h. Zeigerbild der in Abb. 6062 duzierten Spannungen 1, 1, und 1
eingefithrten Flisse und Spannungen. eilen den Flissen um 90° vor. Thre
' Zeiger haben daher die gleiche Rich-
tung wie 1, U, und U,. Die Sternspannungen der Unterspannungs-
wicklung sind die resultierenden Spannungen. Fir sie gelten (§233.2,
§ 322.4) die Glei-
chungen

Uy, lloyzllg—lll,
1101; = 113 - 112,
HOWZ 111 - 113.

4 Nach ihnen ist das

in Abb. 607c¢ fiir

Abb. 607 c. Zeigerbilder der in der Oberspannungs- und —-112 die Unterspannungs-
in der Unterspannungswicklung induzierten Spannungen. \‘/ Wicklung gezeichne te

Zeigerbild konstruiert (§ 324). Dabei sind allerdings — in Uber-
einstimmung mit der Tafel 1 von R. E.T./1930, § 8 — die Summen-
zeiger selbst nicht eingezeichnet, sondern nur die zur Summe aneinander-
gereihten Summanden.

Uy
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Die Arbeitsart einer Drehstrom-Synchronmaschine. §607.6

—.6) Ein Vergleich der fiir die Ober- und die Unterspannungsseite des
Transformators gefundenen Zeigerbilder mit den in der Tafel 1 von
R. E. T./1930 abgedruckten ergibt, da der untersuchten Schaltung die
Bezeichnung C; zukommt.

Die Arbeitsart einer Drehstrom-Synchronmaschine. § 608

—.1) Aufgabe. Man verschaffe sich an Hand eines einfachen Zeigerbildes
einen Uberblick iiber den Zusammenhang von Leistung, Strom und
Phasenverschiebung mit der Erregung einer Drehstrom-Synchron-
maschine.

—.2) Lésung. Da es sich nur darum handelt, einen qualitativen Uber-
blick zu gewinnen, machen wir die vereinfachende Annahme, daB die
Permeabilitdt des Eisens konstant sei. Wir rechnen somit mit einer ge-
radlinigen Magnetisierungskurve. Wir kénnen dann den gesamten, mit
einem Wicklungsstrang des Stators verschlungenen SpulenfluB als Uber-
lagerung eines vom Erregerstrom des Polrades erzeugten und eines von
der Gesamtheit der Statorstréme erzeugten Spulenflusses auffassen
(§351). Die von diesen beiden Spulenfliissen in einem Strang der Stator-
wicklung hervorgebrachten Komponenten der induzierten Spannung
bezeichnen wir mit 11, und 11,.

—.3) Der Betrag von |, wird durch den ankerfremden Erregerstrom
des Polrades induziert. Der Ankerstrom ist — bei Vernachlissigung der
Kriimmung der Magnetisierungskurve — ohne EinfluB. 11, ist daher fiir
den Anker eine eingeprigte Spannung (§ 3334.2).

—4) In U, beriicksichtigen wir dagegen die Ankerriickwirkung. Der
von der Gesamtheit der Statorstréme erzeugte Spulenflufl ist propor-
tional dem Betrag dieser Stréme. Ferner zeigt die Theorie der Drei-
phasenwicklungen, daB der mit einem Wicklungsstrang verschlungene
Spulenflul mit dem Strom des betreffenden Stranges in Phase ist. Die
dem Spulenflul um 90° voreilende induzierte Spannung 1, (§ 3322)
eines Wicklungsstranges eilt somit auch dem Strom dieses Wicklungs-
stranges um 90° vor. Driicken wir den zwischen Spulenflul und Strom
bestehenden Zusammenhang nach (3322d) durch

s
—_— (o
}/2~ = L,J
aus, so finden wir nach (3322f)
U, =jowL,5. (608a)

—.5) Zur Aufrechterhaltung des Stromes im Wicklungsstrang ist wegen
des Widerstandes R eine Ohmsche Spannung

U, =RY



§608.5 Ubungsbeispiele.
b P

notwendig. Fiir die Klemmenspannung finden wir dann (§ 231.2)

n=u0+u+U (608 b)
oder

|U=U+ oL+ B (6080)

Dies ist nach (3334b) die Gleichung einer wirklichen Stromquelle mit
dem inneren Widerstand R, der inneren Induktivitdt L, und mit der
eingepragten Spannung 11,. Bei Synchronmaschinen macht der Betrag
der Ohmschen Spannung rund 1...2% der Klemmenspannung aus.
Wir konnen daher mit fiir einen Uberblick ausreichender Genauigkeit
' 11, vernachlissigen. So erhalten wir

g7 2 U=1,+;X3| (6084)
b, enn wir den gesamten Ankerblindwiderstand

X, =wl, (608¢)

) einfiihren. Veranschaulichen wir (608d) nach Wahl

. eines geeigneten MaBstabes durch ein Zeigerbild
Abb. 608a. Verein- . A
fachtes  Zeigerbild  (§ 324), so erscheint der Klemmenspannungszeiger 11
eines Synchronmo- . .
tors. als Summe eines durch den Erregerstrom bedingten
Zeigers 11, und eines dem Ankerstrom { proportiona-

len und gegen ihn um 90° vorgedrehten Zeigers 11,. Es gilt Abb. 608a.

—.6) Es soll nun eine Synchronmaschine an ein Drehstromnetz konstanter
Spannung angeschlossen sein. Der Zeiger der
A 4  Klemmenspannung 11 eines Wicklungsstranges
4, der Maschine ist dann unveridnderlich. Ist,
z. B. durch Messung mit einem Amperemeter,
der Betrag des Stromzeigers & bekannt, so liegt
damit der Betrag des Spannungszeigers 11, fest.
Da die Spitzen der Zeiger 11 und 1, zusam-
menfallen, muf} der FuBlpunkt von 11, auf einem
Kreis liegen, den wir mit |11,| als Radius und
mit der Spitze von 1 als Zentrum schlagen.
Anderseits liegt durch den Erregerstrom der
Betrag des Spannungszeigers 11, fest. Seine
Spitze liegt auf einem Kreis, der den FuBpunkt
o von 1 als Zentrum und |11,| als Radius auf-
é&}}ér‘}g&hf&%‘f&ﬂng&iz weist. Liegt |11, | zwischen |11| + |U,| und |11
und e‘c’l}frsofé’:lfgg%%ﬁg.“ Sya- —|1,|, so legen die beiden Schnittpunkte der
beiden Kreise zwei mit dem gegebenen Betrag
des Ankerstromes vereinbare Betriebszustinde fest. Fir den Anker-
stromzeiger & ergeben sich so zwei verschiedene Richtungen.

168



Die Arbeitsart einer Drehstrom-Synchronmaschine. §608.7

—.7) Ist insbesondere |11, | groBer als J/|11[2 + |11, |2, so liegen die Schnitt-
punkte P; und P, iiber der zum Zeiger 11 in seiner Spitze errichteten Senk-
rechten (Abb.608b).Von den Stromzeigern fillt dann der eine in den I. und
der andere in den IT. Quadranten (Abb. 382a). Aus der Tabelle von §382.1
ist dann zu ersehen, daBl der betreffende Wicklungsstrang der Synchron-
maschine und damit —da in allen drei Stringen dasselbe passiert — die
ganze Synchronmaschine Blindleistung abgibt und Wirkleistung entweder
aufnimmt oder abgibt. Liegt der Stromzeiger im Quadrant I, so ist es
ein Motor, im andern Fall ein Generator®08a, '
—.8) Ist |11,| kleiner als J|11[% + [11,[2, so entstehen die Schnittpunkte
P, und P, (Abb.608c). Die beiden Stromzeiger fallen in den III. und
IV.Quadranten. Nach Angabe der Tabelle von
§ 382.1 nimmt die Synchronmaschine dann
Blindleistung auf, und sie nimmt Wirkleistung
auf oder gibt solche ab, verhilt sich also als
Motor oder als Generator.
—.9) Ist schlieBlich |11,| gleich V|1[2 + |1, 2,
so fallt der Stromzeiger mit dem Klemmen-
spannungszeiger 11 zusammen, oder er liegt zu
ihm in Gegenphase. Die Blindleistung wird
damit zu Null. Ist eine Synchronmaschine stér-
ker erregt, als dem Nullwerden der Blind-
leistung entspricht, so bezeichnet man sie als
iibererregt. Ist der Erregerstrom dagegen
kleiner, so ist sie untererregt. Die Unter- 2P 608c. e oS
suchung tithrt somit auf die bekannte Tat- und eines untererregten Syn-
. . chrongenerators.
sache, daf} eine iibererregte Synchronmaschine
Blindleistung abgibt und eine untererregte Blindleistung aufnimmt. Es
kommt dies darauf heraus, daf} eine Synchronmaschine ein Zuviel oder
Zuwenig an Magnetisierungsstrom der Gleichstromseite auf der Wechsel-
stromseite durch Abgabe oder Aufnahme von Blindleistung (Magneti-
sierungsstrom) kompensiert. Anderseits ist ersichtlich, daB die Be-
trige des Erregerstromes und des Ankerstromes nicht zu erkennen ge-
statten, ob eine Synchronmaschine als Motor oder als Generator arbeitet.

Einphasen-Reihenschlu- Kommutatormotor in Fahrt- und § 609
in Bremsschaltung.
—.1) Aufgabe. Das Zeigerbild des Einphasen-Reihenschluf3-Kommuta-
tormotors einer elektrischen Lokomotive ist fiir normale Fahrt und fiir
Talfahrt mit Nutzbremsung anzugeben.

%2 Um Phasenverschiebungen zu vermeiden, die auBerhalb des Bereiches von
—90°- -+ 490° liegen, klappt man bei Generatoren hiufig den Stromzeiger will-

kiirlich um 180° um, indem man seinen Bezugssinn umkehrt. Dabei geht selbst-
verstandlich die Eindeutigkeit und die Einfachheit der Zusammenhinge verloren.
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§609.2 Ubungsbeispiele.

—.2) L6ésung. a) Fir normale Fahrt gilt das in Abb. 609a dargestellte
Schema. Dabei ist der mit Riicksicht auf die Kommutation vorhandene
Nebenwiderstand der Wendezihne zur Vereinfachung weggelassen wor-
den. Die Vorginge in den kommutierenden Windungen der Anker-
’ wicklung wollen wir nicht beach-
ten, wir vernachlissigen auch den
von der Wicklung in den Wende-
zdhnen erzeugten und in den Anker
eindringenden Induktionsflu8.

—.3) Die Klemmenspannung 11 des
Motors ist die resultierende Span-
nung der in den einzelnen Zwei-
polen vorhandenen Spannungen
(§ 233.2). Hiebei ist vorausgesetzt,
daB3 das elektrische Feld durch die
Einfithrung induzierter Spannungen
Abb. 609a. Zweipoliges Schema des fiir nor-  entwirbelt worden ist (§224'4)_ Vor-
male Fahrt an den Lokomotivtransformator .

angeschlossenen Einphasen-ReihenschluB- erst wollen wir nun den Zusammen-
Kommutatormotors. Es deuten die Buch- . .
staben a, k, w und f die Anker-, Kompen- hang der einzelnen Spannungen mit

sations-, Wendezahn- und Feldwicklung an. dem Mo tbrstrom 3 angeben

q(”

—.4) Infolge der Reihenschaltung und der getroffenen Wahl der Bezugs-
sinne sind die Stréme aller Wicklungen gleich dem durch den Zeiger
dargestellten Motorstrom. Es ist dies eine Folge der Knotenregel
(§ 232). Wegen des Widerstandes R jeder Wicklung muB} in jeder nach
(3321b) die Ohmsche Spannung R vorhanden sein. Fassen wir die
Ohmschen Spannungen aller Wicklungen zu 11, zusammen, so wird

n, = (2 R)J. (609a)

—.5) Von dem mit einer Wicklung verketteten Spulenflufy trennt man ge-
wohnlich den ausschlieBlich mit dieser Wicklung verketteten Teil, den
sog. Streuspulenfluf}, ab. Da die ihn darstellenden Feldlinien quer durch
die Nuten und um die Wicklungsképfe; also teilweise in Luft verlaufen,
ist er sehr angendhert dem ihn erzeugenden Strom proportional. Er
kann deshalb mit praktisch ausreichender Genauigkeit mit Hilfe des
konstanten Streuinduktionskoeffizienten S analog (3322d) in der Form
]/QVS & geschrieben werden. Ist w die Kreisfrequenz des Motorstromes, so
induziert der Streuflul nach (3322e) in die ihn erzeugende Wicklung
die Streuspannung jwSJ. Fassen wir wieder die Streuspannungen
aller Wicklungen zusammen zu 11, so wird

UL =0 (38)3. (609b)

—.6) Wir wollen nun noch die iibrigen induzierten Spannungen betrachten.
Da der Streuspulenflul vom gesamten Spulenflul schon abgespaltet
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Einphasen-Reihenschlu-Kommutatormotor. § 609.6

worden ist, bleibt fir die Feldwicklung nur noch der mit der Anker-
wicklung verkettete Teil, der sog. HauptspulenfluB}, zu beriicksichtigen.

Er kann analog (223g) in der Form w,& @h als Produkt aus der Win-
dungszahl w, und des Wicklungsfaktors & der Feldwicklung und des Schei-

telwertes des Windungsflusses @, geschrieben werden. Da der Haupt-
spulenfluB dieselbe Kreisfrequenz « aufweist, die der ihn erzeugende
Strom hat, induziert er nach (3322h) in die Feldwicklung die Spannung

Uny = j]-fl—z_wwfgfqz%,,. (609¢)
In die rotierende Ankerwicklung induziert derselbe FluB eine Ro-
tationsspannung 1l,. Nach (352b) wird

lg, = 2 L nd,. (609.4)

V2
Dabei bedeutet z die Leiterzahl der Ankerwicklung, a die Zahl der
Ankerstromzweigpaare, p die Polpaarzahl, n.die Drehzahl. Da der von
der Richtung des Bezugssinnes der Ankerwicklung bis zur magnetischen
Achse (Bezugssinn) der Feldwicklung reichende Winkel o im zwei-
poligen Schema gleich 90° ist, wird der in (352b) auftretende Faktor
sinx zu Kins.

—.7) Die im Anker induzierte Transformationsspannung U, wird Null,
da der in (352c) auftretende Faktor cosx fir « = 90° zu Null wird.
Aus demselben Grunde wirkt die Feldwicklung

nicht transformatorisch auf die Wicklung der i
Wendezéhne und nicht auf die Kompensations- u,

wicklung ein, und ebensowenig wirken diese g
Wicklungen auf die Feldwicklung zuriick. Die !
Kompensationswicklung ist so ausgelegt, daf ; 1, § .

ihre Durchflutung die Durchflutung der Anker- T 8
wicklung insofern kompensiert, daB kein mit
beiden Wicklungen verketteter Hauptflul ent-
steht. Die noch verbleibenden Streufliisse sind
in § 609.5 schon beriicksichtigt. Der Hauptflufl
der Wicklung der Wendezihne wirkt im Anker

Abb. 609h. Zeigerbild eines
Einphasen-ReihenschluB-
Kommutatormotors einer
elektrischen Lokomotive in
normaler Fahrt. Es bedeuten
U die Klemmenspannung, J
den Strom, ¢ die Phasen-

verschiebung, @» den von
der Feldwicklung erzeugten

nur auf die kurzgeschlossenen Windungen, was
wir voraussetzungsgemal vernachlissigen. Die
von ihm in der Wicklung der Wendezihne
selbst induzierte Spannung soll in den Streu-
spannungen beriicksichtigt sein.

—.8) Nach §609.3 erhalten wir nun fiir die

HauptwindungsfluB, U, die
totale Ohmsche Spannung,
15 die totale Streuspannung,
Usr die von Pz in die Feld-
wicklung induzierte Span-
nung, Uge die von Pr durch
Rotation in die Ankerwick-
lung induzierte Spannung.

Klemmenspannung 11 unter Beriicksichtigung der oben eingefiihrten Be-

zeichnungen

U=+ U + W+ Ug,.

(609¢)
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§ 609.8 Ubungsbeispiele.

Wihlen wir fiir den Stromzeiger § die horizontale Lage, so finden wir
hiernach in Beriicksichtigung von (609a) bis (609d) das in Abb. 609b dar-
gestellte Zeigerbild. Da der Zeiger 11, der Drehzahl » proportional ist, tre-
ten kleine Phasenverschiebungen @ nur bei sehr hohen Drehzahlen auf.
—.9) b) Nutzbremsung. Soll die Lokomotive bei der Talfahrt elektrisch
bremsen, so mufl die Kommutatormaschine Wirkleistung an das Netz
zuriickgeben. Nach Abb.382a mull somitder Stromzeigerim Quadranten IT
oder ITI liegen, wenn links neben dem Spannungszeiger 11 der Quadrant I
und rechts von ihm der Quadrant IV liegt. Dieser Zustand wird scheinbar
dann erreicht, wenn es gelingt, den Zeiger 11z, um 180° zu wenden.
Unter Verzicht auf negative Drehzahlen (Riickwirtsfahrt) kann dies
durch Umschaltung der Feldwicklung geschehen. Bei unverindert bei-
behaltenem Bezugssinn wird dann der Feldstrom wegen der Knoten-
regel umgekehrt gleich dem Motorstrom. Mit dem Strom klappen wir

auch den mit ihm in Phase liegenden FluBzeiger @h und die mit diesem
phasengleiche Spannung:ll,, um den gewiinschten Winkel um. Diese
Schaltung ist indessen unhbrauchbar, da sich die Kommutatormaschine
wie ein Gleichstrom-Reihenschlufigenerator selbst erregt. Da die Unter-
spannungswicklung des Lokomotivtransformators einen kleinen Wider-
stand aufweist, treten kurzschluBartige Gleichstréme auf.

—.10) Nach einer von Dr. Hans Behn-Eschenburg angegebenen
Losung®®a speist man die umgeschaltete Feldwicklung unmittelbar
durch den Lokomotivtransformator. Da ihre Klemmenspannung 11,, die
sich von 11, , nur um eine kleine Ohm-
sche und um eine kleine Streuspan-
nung unterscheidet, wesentlich kleiner
ist als die Klemmenspannung 11 des
Ankerzweiges, verwendet man eine
Anzapfung des Transformators, die
den Teil ' der ganzen Spannung U
aufweist. Abgesehen von der Drossel-
spule L, erhdlt man so diein Abb. 609¢
dargestellte Schaltung.

—.11) Fiir die Klemmenspannung 11,
der Feldwicklung finden wir nach der

Abb. 609 c. Zweipoliges Schema des fiir Tal- Maschenregel (§ 233)
fahrt mit Nutzbremsung an den Lokomotiv- ,
transformator angeschlossenen Einphasen- uf + W=0 .
Reihenschluf-Kommutatormotors. Es deuten . .
die Buchstaben @, k, w und f die Anker-, und damit wird
Kompensations-, Wendezahn- und Feldwick- ,
lung an. Lp ist die Bremsdrosselspule. llf = -1 (609f)

92 Diese Schaltung wird zur Nutzbremsung z. B. in vielen Lokomotiven der
Schweizerischen Bundesbahnen angewendet: Bull. schweiz. elektrotechn. Ver. 9
(1918) 8. 239; Bull. Oerlikon 1931 H. 120, S.621; Schweiz. Bauzeitg. 99 (1932) S. 147.
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Das Luftspaltfeld der Stinderwicklung einer Dreiphasenmaschine. §609.11
Lassen wir in Abb. 609d die Zeiger 1l und 1’ senkrecht nach oben
weisen, so geht der Zeiger 11, senkrecht nach unten. Wie in § 609.7
ausgefithrt wurde, erleidet die Feldwicklung keine Riickwirkung von
andern Wicklungen. Sie stellt deshalb
eine eisenhaltige Drosselspule dar und
fithrt als solche einen Strom J,, der
gegentiber der Klemmenspannung 11, um
beinahe 90° nacheilt (§ 3332). Vernach-
lassigen wir die Eisenverluste, so liegt

der Windungshauptflufl (Dk in Phase mit
dem Stromzeiger. Nach (609d) hat da-
mit auch die Ankerrotationsspannung
Up, die gleiche Richtung wie der Strom-
zeiger ;. Der Ankerstrom wiirde sich so
einstellen, daB die Ohmsche Spannung11, =
und die Streuspannung 11, — die jetzt
die Ohmsche und die Streuspannung der

Abb. 609d. Zeigerbild des Motors von
Abb. 609c. Es bedeuten U die Klem-
menspannung, ¥ den Ankerstrom, ¢ die

Feldwicklung nicht mehr enthalten —
die Ankerrotationsspannung Uy zur
Klemmenspannung I erginzen. Hierbei
wiirde J unzulédssig grofl werden, da 11,
und 1 verschiedene Richtung haben.
Um ihm normale Werte zu geben, schal-
tet man in den Ankerzweig die sog.

Phasenverschiebung, 1’ die Klemmen-
spannung der Anzapfung des Loko-
motivtransformators, 11y die Klemmen-
spannung der Feldwicklung, Jr den

Strom der Feldwicklung, ¥ den von
ihm erzeugten HauptwindungsfluB, 1z,
die von ®z in die Ankerwicklung durch
Rotation induzierte Spannung, Uo die
totale Ohmsche und s die totale Streu-
spannung des Ankerzweiges und s die
induzierte Spannung der Bremsdrossel-
spule.

Bremsdrosselspule mit dem Selbst-
induktionskoeffizienten L, ein. Beriicksichtigt man ihren Widerstand
in U, und ist 11, die in ihr induzierte Spannung, so wird die Klemmen-
spannung des Ankerzweiges

U =0g, +U,+ U+ U,. (609g)
Dabei wird nach (3322f)
W =jowl,3J, (609h)
und fiir Ug,, U, und U, gelten (609d), (609b) und (609a).
Das Luftspaltfeld der Stinderwicklung einer symmetrischen § 610

Dreiphasenmaschine.

—.1) Aufgabe. Es ist das Luftspaltfeld zu bestimmen, das in einer sym-
metrisch gebauten und symmetrisch gespeisten Dreiphasenmaschine auf-
tritt.

—.2) Losung. In einer symmetrisch gebauten Dreiphasenmaschine sind
die Spulengruppen der drei Wicklungsstringe U, ¥V und W nach Abb.610a
gleichmafBig lings des Bohrungsumfanges angeordnet. Ist v die Pol-
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§610.2 Ubungsbeispiele.

teilung, so liegen die Symmetrieachsen der Spulengruppen aufeinander-
folgender Stringe je um % 7 auseinander. Wird ein Wicklungsstrang von
Strom durchflossen, so erzeugt er im Luftspalt eine radial gerichtete
magnetische Induktion,
die ldngs des Bohrungs-
umfanges  néherungs-
weise sinusférmig ver-
teilt ist. Ist der Strom
ein Wechselstrom, so
pulsiert sie auch in
Funktion der Zeit sinus-
formig. Da in den drei
Stringen drei phasen-
verschobene =~ Wechsel-
stromeflieBen, entstehen

Abb. 610a. Schematische Darstellung der Verteilung }<1ier drei Induktlonen, die
Spulengruppen der Stidnderwicklung einer symmetrischen Zusa, S

Dreiphasenmaschine. Die Buchstaben U, ¥V und W kenn- u m‘men da gesuchte
zeichnen die Achsen von Spulengruppen der Wicklungs- resultierende Luftspalt-

stringe U, V und W
feld ausmachen.

—.3) Da die drei Induktionen lings des Bohrungsumfanges sinustérmig
verteilt sind, lassen sie sich (§ 391) durch Zeiger darstellen. Der durch
den Strang U hervorgerufenen Induktion entspreche der Zeiger By,.
‘Sein Betrag entspricht der in der Symmetrieachse einer Spulengruppe
des Stranges U auftretenden Induktion. Da diese sich sinusférmig

andert, gilt .
By, = By cos(wi), (610a)

wenn By dem zeitlichen Scheitelwert der Induktion des Stranges U ent-
spricht.

—.4) Die ebenfalls ortlich sinusférmig verteilte Induktion des Stranges V
wird durch den in diesem Strange flieBenden Strom hervorgerufen. Wird
die Maschine durch symmetrischen Dreiphasenstrom gespeist, so sind
die Stréme der drei Stringe gleich groB3 und je um 120° phasenver-
schoben. Dementsprechend ist die Induktion des Stranges V gleich grof3
wie die Induktion des Stranges U, eilt ihr aber um 120° nach. Es gilt
demnach -
By, = Bycos(wt — 120°). (610Db)
—.5) Die Wellenlénge der betrachteten Induktionen ist gleich der dop-
pelten Polteilung 27. Liegen zwei solcher rdumlicher Wellen um die
Wellenlinge 27 auseinander, so schlieflen die sie darstellenden Zeiger
den Winkel 27 ein. Nun ist — wenn wir beide Male dieselbe zeitliche
Phase, also z. B. den Scheitelwert, betrachten — die Induktionswelle
des Stranges V gegeniiber der Welle des Stranges U um % 7 nach rechts
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Das Luftspaltfeld der Standerwicklung einer Dreiphasenmaschine. §610.5

verschoben. Der Zeiger B, ist deshalb um den Winkel —%z gegeniiber
dem Zeiger By, verdreht. Da die Betrige dieser beiden Zeiger wegen
der Gleichheit der Betrdge der sie erzeugenden Stréme einander gleich
sind, gilt

By = /—37By. (610c)

Setzen wir (610c¢) in (610b) ein, so wird
By, = /—§7uBy cos(wt — 120°). (610d)
Ganz analog erhalten wir fiir die Induktion des Stranges W
= /— 47 By cos(wt — 240°). (610¢€)
—.6) HeiBBt die resultierende Luftspaltinduktion %,, so wird
B; = By, + By, + Bw,. (610f)

Unter Verwendung von (610a) und (610e) und unter Ersatz der Kosi-
nusse nach (131g) erhalten wir

B = (} /ot + & /—w1) By
+ (3 /ot —120° + § /— ot + 120°) /=37 By
+ (3 for — 240° + § /—wt 4 240°) /— 4By

Wir wenden (133b) auf die Ausdriicke /w?¢ 4 120° usw. an und beachten
(1241m). So finden wir

By = [+ (1+ /—120° — 32+ /—240° — 4 ) /ool
4+ 31+ /120° — 3 + /240° — 4 7)) /— wt] By .

Wenden wir wieder (1241 m) an, so wird die erste runde Klammer gleich
Null, und fiir die zweite ergibt sich 3. Wir erhalten somit

B, =4 /—wtBy|. (610g)

Die komplexe Zahl /—wt bringt eine Verdrehung um den Winkel —w¢
hervor (§ 392.2). Dieser Winkel wéchst proportional mit der Zeit ¢.
/—ot ist ein Dreher, der als solcher den Betrag 1 aufweist. Der Betrag
des Zeigers %, ist somit unabhéngig von der Zeit gleich dem anderthalb-
fachen Betrage des Zeigers By .

—.7) Deuten wir die Zeiger wieder in Induktionswellen um, so finden wir
folgendes Ergebnis. Das resultierende Luftspaltfeld ist eine sinusformig
langs der Statorbohrung verteilte Induktionswelle, die mit unveréinder-
licher Gestalt lings der Statorbohrung im Sinne des Uhrzeigers rotiert,
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§ 610.7 Ubungsbeispiele.

es ist ein Drehfeld. Die in dieser Induktionswelle vorkommenden In-
duktionen sind um 50% hoher als die Induktionen, die die von
einem einzelnen Wicklungsstrang hervorgebrachte Induktionswelle auf-
weist, wenn dieser den Scheitelwert des Stromes fiihrt.

Frequenzkompensation. § 611
—.1) Aufgabe. Der Spannungspfad von WechselstrommeBinstrumenten,
die fiir stark verschiedene Frequenzen gebraucht werden, soll einen
konstanten Scheinwiderstand aufweisen.
Fo Ly | Ry Le Die Induktivitit L, der MeBspule ergibt
G einen frequenzabhéingigen Blindwiderstand.
Abb. 611a. Schaltung zur Kom- . . .
pensation der Frequenzabhingig- Zur Kompensation dieses Einflusses ver-
keit der Melepule Ra, La. wendet man an StellegewohnlicherVorwider-
stinde besondere Schaltungen. Abb. 611a zeigt eine von H. Kafka 6112
vorgeschlagene Losung. Es ist anzugeben, wie der Kondensator C, und
die Induktivitdt L, zu bemessen sind, wenn der Widerstand R, und die
Induktivitdt L, der MeBspule, der Vorwiderstand R; und der Frequenz-
bereich bekannt sind.
—.2) Losung. Wir berechnen den komplexen Scheinwiderstand der
ganzen Schaltung und driicken aus, da8 er fiir zwei verschiedene Frequen-
zen des gewiinschten Bereiches gleich sein muB.

—.3) Der komplexe Scheinwiderstand des Zweiges 1 wird nach (41h) -

B1= R, +jol,.
Ebenso wird 1
Ba= —7 w0y

Fir den komplexen Scheinwiderstand der Parallelschaltung finden wir
nach (45b) 1
(B, + jo L) (~i )
Bp= 1 =
B+ jol, — ?7@:

8(1 = Ra + ijar

Fir die MeBspule gilt

und fiir die ganze Schaltung wird
R L

! wCy,  C,

8:8¢t+8b:Ra+j0)La+ 1
R1+jWL1_jm

—.4) Als zwei verschiedene Kreisfrequenzen, fir die wir die Schein-

flla 7. Fernm.-Techn. 4 (1923) S. 103.
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Frequenzkompensation. §611.4

widerstinde der ganzen Schaltung tibereinstimmen lassen, wéhlen wir
den Wert 0 (Gleichstrom) und den beliebigen Wert «’. Wir finden fiir

w=0w
B, L

Twe e,

8’0}:&)' - -Ra —|_ jw,La —}— ; 1
By + jo'Ly—j G,
Erweitern wir aber zuerst mit w, so finden wir fir w =0

R,

—ig, t0

Blo—o =Ry + 0+ —— =B, + By.
0+0—7jg
2

Wir kénnen dies auch unmittelbar Abb, 611a entnehmen. Nun setzen
wir die beiden Scheinwiderstidnde einander gleich, subtrahieren auf beiden
.1
Seiten R, und multiplizieren die Gleichung mit B, + jw'L; — j—& -
So erhalten wir ?

o, , L, . B | L 5 p o . B
7R1wLa—szaLl—{——O—z—ym—}—@-Rl—l—lele—-—yw,Oz.

Rechnen wir aus und setzen wir die Realteile und die Imaginérteile je
einander gleich, so wird einerseits
— oL, + B+ D= B (611a)
2 2

und anderseits

R o L,= R o'L,. (611Db)

Aus (611Db) folgt unabhingig von der Kreisfrequenz

|L1 = L,|. (611c)
Damit finden wir aus (611a) fiir C,
2L,
C, = Bt (6114d)

Nach (611d) ist C, frequenzabhingig. Da jedoch eine bestimmte Kapa-
zitit gewihlt werden muB, ist die Frequenzkompensation nicht voll-
standig. Sie stimmt fiir 0 und den beliebig wahlbaren Wert w’, der in
(611d) einzusetzen ist. Ist w’2 L2 klein gegeniiber R?, so wird (611d) fiir
alle Kreisfrequenzen von 0 . .. o’ gut erfilllt, und in diesem Bereich ist
die Frequenzkompensation praktisch erreicht. Die Abweichung des Schein-
widerstandes vom Sollwert R, + R, kann rechnerisch gefunden werden,
indem 8 fiir eine Reihe von Kreisfrequenzen ermittelt wird.

12 Landolt, Komplexe Zahlen und Zeiger. 177



§ 612 Ubungsbeispiele.

Scheinleistungshilanz. § 612

—.1) Aufgabe. Ein Unterwerk speist drei abgehende Leitungen L,, L,,
L,;. An diese gibt es 8000 kW, 10000 kW, 12000 kW Wirkleistung und
8000 kVar, 6000 kVar, 10000 kVar Blindleistung ab. Von einem Nieder-
druckkraftwerk K, bezieht es 24000 kW Wirkleistung und 18000 kVar
Blindleistung. Ein im Unterwerk aufgestellter Phasenschieber P liefert
9000 kVar. Den notwendigen Rest liefert ein Hochdruckwerk K,.
Welche Wirk- und welche Blindleistung gibt K, ab ?

—.2) L6ésung. Die Sammelschienen des Unterwerkes, die drei abgehenden
Leitungen mit den angeschlossenen Netzen, der Phasenschieber und die
zwei Kraftwerke bilden ein geschlossenes Netz, fiir das die Summe der
komplexen Scheinleistungen nach (522a) Null wird %122,

—.3) Unter Beachtung des Zusammenhanges der Vorzeichen und der
Worte ,,aufnehmen® und ,,abgeben¢ (§ 2421.4; § 2422.2) werden die

Mar komplexen Scheinleistungen der
Ny 21 drei Leitungen — von ihnen aus
7;: betrachtet — nach (513d)

5y
T

RNs, = 8000 kKW —j 8000 kVar,

N
T

=27 VR N T TN T T %SLQ =10000 kW —j 6000 kVar,

% s, =12000 KW — §10000 kVar.
— 6‘ 3
- &
-
~72
—7¢
—76
—78

Ebenso finden wir fiir den Pha-
RG> senschieber

Ns, = j9000 kVar
Ty %% und fiir das Niederdruckkraft-
werk

Abb. 612a. Scheinleistungs-Zeigerbild. 9’&3 9 = —24000kW= 7 18000kVar.

22
=24

T T T T T T 1T

Zur Auffindung der gesuchten komplexen Scheinleistung zeichnen wir
in Abb. 612a das Scheinleistungsbild. s, entspricht dem Zeiger, der
es schlieBt. Wir lesen ab 9ts, = —6000 kW — 53000 kVar. Das Kraft-
werk K, hat dem Unterwerk 6000 kW abzugeben und 3000 kVar von
ihm aufzunehmen.

22 Die von den Transformatoren und internen Leitungen des Unterwerkes
aufgenommene Wirk- und Blindleistung wollen wir vernachlissigen, da keine
niheren Angaben vorliegen. Wire dies der Fall, so kénnten sie leicht berticksichtigt
werden. :
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Tafel 1.

Tafeln.

Zusammenstellung einiger wichtiger Gr6Ben und ihrer

Einheiten im Giorgischen Mafsystem und im Zentimeter-Sekunde-
Ampere-Ohm-System.

Einheiten des Einheiten des
Grose Giorgischen MaB- Zentimeter-Sekunde-
systemes Ampere-Ohm-Systemes Bemerkung
Name | Zeichen Name | Zeichen Name Zeichen
rheit . . . . . A Joule l J Joule - J |J=0,102 mkg-Kraft
rehzahl . . . .I = — | st — s™' |oder U/s
rehmoment . .| M (My) Joule | J Joule J
urchflutung . . Q Ampere A Ampere A |auch Amperewindung
nergie w Joule | J Joule J
eldstarke,elektr E - | V/m — V/em
»s magn., H — | A/m — A/em |Afem = 1,25 Oersted
lache . . . . . i F |Quadratmeter m? Quadrat- cm?
zentimeter ‘
luB, Induktions- ') Voltsekunde | Vs |Voltsekunde| Vs =Wb = 108 Mx
Weber Wb Weber Wb
requenz . i Hertz Hz Hertz Hz |[Hz=s""
eschw1nd1gkelt v - i m/s — cm/s
\duktion, magn. B - | Vs/m? —_ Vs/ecm? | Vs/em? = 108 Gs
duktivitdt L,M,S Henry H Henry H [H=20
apazitit s} Farad F Farad F |F=sg/Q
raft . . . . . P - | J/m — Jjem [J/em = 10,2 kg-Kraft
reisfrequenz . .| o - st — st
adung, elektr. . Q Coulomb C Coulomb C [C=As
inge . . . ... I Meter m Zentimeter cm
sistung . . N Watt W Watt W [735W =PS
asse . . ... m Kilogramm | kg — Js?/cm?| kg-Masse = Js?/m?
| =104 Js?/cm?
stential . .p Volt \ Volt v
»annung, elektr. U Volt v Volt v
" magn.; V Ampere A Ampere A
romstirke | Ampere A Ampere A
iderstand R, Z Ohm 0 Ohm Q
it ..o L L I Sekunde S Sekunde = s

Augenblickswerte verinderlicher Groflen werden durch kleine Buchstaben
oder durch den Index ¢, Effektivwerte durch grofe Buchstaben und Schei-
telwerte durch Uberdachen () bezeichnet. Bei magnetischen GroBen — bei
denen der Effektivwert keine Rolle spielt — kommt der grofle Buchstabe dem
Scheitelwerte zu. Beispiele: w, U, 4; b,, ®. Zeiger und komplexe GroéBen werden

durch Frakturbuchstaben oder durch Uberpunkten () gekennzeichnet.

Bei-

Tafel 2. Zusammenstellung der Schriftarten Kursiv, Fraktur, Deutsch.

spiele: U, &.

Ad,a A a % | H,
B, b %, b £# I,
C,c G ¢ £ | J,
D,d ®,0 &< | K,
E,e G e &b~ | L,
Fof &§ 27| M,
Gg 8¢ %y | N,

12*

B9Y %/
T {1 s
i Si 27
E Rt 4.0
1 &l z2vr
m EDl,m Wf,wl
n N, &

0,0 O 0 U«/’V,
P,PSB/PZ’y W’
Q’qD/q¢”7‘Xs
Rr %1 Ra |7,
S, s 8,8 9‘%4"' Z,
T,t L, t 2.4 |

U,ow U, u 2.0 |

B, 0 Yoo
B, 0 2w
&“/ L %g
2,9 Yy
8/5 ;’ 7

N@ege
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Namen- und Sachverzeichnis.

Abgabe von Blindleistung § 2422, § 382

— von Wirkleistung § 2421.4, § 382

Abweichung einer komplexen Zahl
§1241.2

Achse, imagindre §123.2

—, reelle § 123.2

—, Zeit- § 313 )

Addition, geometrische §131.6

— harmonischer Schwingungen § 314,
§ 322

— komplexer Zahlen § 131

—, Reziprok- §45, § 451, §452

—, vektorielle § 131.6

— von komplexen Scheinwiderstinden
und Scheinleitwerten § 44

— von Wechselspannungen und Wech-
selstromen § 603

Admittanz § 42.1

‘Admittanzoperator §42.3

AEF: siehe Ausschul} fir Einheiten und
Formelgrofien

Amplitude § 213.2

Anfangsphase §213.2

Anfangspunkt eines Zweipoles § 2121.5

Anfangsrichtung eines Winkels § 112.1

Anodenspannung § 362

Anodenstrom § 362

Arbeitsart eines Zweipoles § 382, § 383

arc §1241.2

Arcus einer komplexen Zahl §1241.2

Argument einer komplexen Zahl § 1241.2

Aufnahme von Blindleistung § 2422.2,
§ 382

— von Wirkleistung § 2421, § 382

Augenblickswert § 213.2

— im Zeigerbild § 313

Ausschufl fir Einheiten und Formel-
groflen Anm. 214a, Anm. 2145a,
Anm. 221b, §383.2

duBerer Weg §2144.1, §224.2, §231.1

Banneitz, F. Anm. 321a
Behn-Eschenburg, H. § 609.10
Betrag einer komplexen Zahl § 1241.1
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Betrag eines Winkels § 112.3

Bezugspfeil §2121.3

Bezugssinn § 2121

— der verschiedenen Groflen eines
Zweipoles § 231.2

—, entgegenlaufender § 2122.3, §233.1

—, gemeinsamer § 2122.1, §221.1

—, mitlaufender § 2122.3, § 233.1

— von Drehwinkeln § 2123

Bezugssinne, entgegengesetzte §2122.1

—, fortlaufende §2122.2

—, gegenparallele § 2122.2, §233.2

—, gegensinnige § 2122.8

—, gleichsinnige § 2122.8

—, nach einer Rechtsschraubung zu-
geordnete § 2122.4, §223.2, §224.1,
§231.2

—, parallele §2122.2, § 233.2

Blindkomponente § 54.2, —.3

Blindleistung § 2422

—, Abgabe § 2422, § 382

—, —, komplexe Berechnung § 512

Blindleitwert §42.5

Blindspannung § 54.2

Blindstrom § 54.3

Blindwiderstand § 41.5

Boucherot, P. §522.3

Bremsdrosselspule § 609.11

Brunn, A. von, Anm. 2121a u. b

Carson, J. R. §326.1

Darstellung, geometrische, einer kom-
plexen Zahl § 123, §241.4

—, —, einer komplexen GrofBe § 126

Diagrammvektor § 123.3

Dielektrikumsspannung § 222, § 231.3

Dimension §111.3

DINAnm.111a, Anm.112a, Anm.126a,
Anm. 2122a, §214.2, §2141.2,
Anm. 221b, Anm. 223D

Division komplexer Zahlen § 134

Doppelindex § 2121.3

Dreher §1241.5, § 133.6



Namen- und Sachverzeichnis.

Dreher, rechtwinkliger § 133.6
Drehfeld § 392.3, §610.7
—, elliptisches § 393.2
Drehinduktivitat § 343.8
Drehmoment stromdurchflossener Spu-
len §244, §55
Drehstrecker § 133.6
Drehwinkel §112.1
Dreieckschaltung § 343.5
Dreieckspannung § 343.5
Dreieckstrom § 343.5
Drosselspule, Brems- § 609.11
—, Luft- § 3331
—, mit Kisenkern § 3332
Drosselverstiarker § 606.5
Durchflutungsgesetz § 222.3

ebener Vektor §123.3

Effektivwert §213.4

— im Zeigerbild § 312

eingeprigte elektrische Feldstirke
§2147.4

— elektromotorische
§ 221.2

— Spannung § 2148, §221.2, §231.3,
§3334.2, §601

Einheit § 111.2, Tafel 1

—, imagindre § 122.1

Einheiten der Leistungsgréfen § 243

Einheitengleichungen § 111.5

Einphasen-Reihenschluf-Kommutator-
motor § 609

Einphasen-Transformator, Ersatz-
schema § 342.4

Eisenverluststrom § 3332.8

elektrische Durchflutung § 223.2

— Feldstiarke §2141.5

— —, eingeprigte § 2147.4

— Spannung § 2141.2

— Umlaufspannung § 2141.4, —.7,
§2142.1, §224.1

elektrisches Feld, wirbelfreies § 2142.1

— Wirbelfeld § 2142.1

elektromotorische Kraft,
§ 2147.1, §221.2

— —, Gegen- Anm. 221a

— —, induzierte §224.4, § 602

Elektronenrshre, Ersatzschema § 362.3,
—.5

Ellipse, komplexe Gleichung § 373

elliptisches Drehfeld § 393.2

Emde F., Anm. 2141a, Anm. 223b

Kraft §2147.1,

eingeprigte

Endpunkt eines Zweipoles § 2121.5

Endrichtung eines Winkels § 112.1

entgegengesetzter Bezugssinn § 2122.1

ErsatzgroBe, komplexe § 322.3

Ersatzschema der Drosselspule mit
Eisenkern § 3332.4, § 3332.7

— der Elektronenrohre § 362.3, —.5

— der Luftdrosselspule § 3331.2

— der wirklichen Stromquelle § 3334.1

— des Einphasen-Transformators
§342.4

— des Kondensators § 3333.2

— fiir zwei magnetische gekuppelte
Spulen § 341.3

erzwungene Schwingung § 3.2

Exponentialform einer komplexen Zahl

§ 1242

Feld, Dreh- §392.3, § 610.7

—, Wechsel- § 392.1

Feldkurve § 352.4

Feldstdrke, eingeprigte
§2147.4

—, elektrische § 2141.5

—, magnetische § 223.1

Ferraris, L. A. Anm. 392a

Ferrariskomponenten § 392.2

Finzi, G. §393.3

FluB, gemeinsamer § 342.2

—, Induktions- §224.1, §231.2

—, resultierender § 342.2

—, Spulen- §223.4

—, Streu- § 342.2

—, Windungs- § 223.5

Formen einer komplexen Zahl, ver-
schiedene § 124

fortlaufender Bezugssinn § 2122.2

Fraenckel, A. Anm. 451a

freie Schwingung § 3.2

Frequenz § 213.2

Frequenzkompensation § 611

FuBpunkt eines Zeigers § 123.3

elektrische

Gastel, A. van Anm. 605a

GauBsche Zahlenebene §123.2

gegenelektromotorische Kraft Anm.221a

Gegeninduktivitit § 341, §223.4

gegenparallele Bezugssinne § 2122.2

gegenseitige Induktion, Koeffizient der
§223.4

gegensinnige Bezugssinne. § 2122.8

— Wicklungen § 2122.8
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Namen- und Sachverzeichnis.

gekreuzte Wicklung § 352.1

gekuppelter Zweipol § 34.1

gemeinsamer Bezugssinn §2122.1,§231,2

— Flull § 342.2

geometrische Addition § 131.6

— Darstellung einer komplexen GréBe
§ 126

— — — — Zahl §123, §1241.4

— Subtraktion §132.5

Gerade, komplexe Gleichung § 371

gewdhnliche Form einer komplexen Zahl
§124.1

— komplexe Zahl Anm. 122a

Giorgisches MaBsystem § 111.7, Tafel 1

Gitterspannung § 362

gleichsinnige Bezugssinne § 2122.8

— Wicklungen § 2122.8

GroBe § 111

—, komplexe § 126

—, — Ersatz- § 322.3

GréBengleichung § 111.5

—, zugeschnittene §111.6

harmonische Schwingung § 213
Hauffe, G. §37.3

Hauptwert der Phase einer komplexen
- Zahl §1241.2

— des Logarithmus § 137.2
Heaviside, O. § 326

ideeller Magnetisierungsstrom § 3332.8
IEC Anm. 111d, Anm. 331b, Anm. 41a
gm §122.3
imaginére Achse §123.2
— Finheit § 122.1
— Zahl §122.5
imagindrer Teil § 122.1
Imaginirteil §122.1
Impedanz §41.1
Impedanzoperator §41.3
Induktionsflufl eines Zweipoles §231.1
Induktionsgesetz § 224
induktiv § 383.2
Induktivitit § 3322
—, Dreh- § 343.8
—, Gegen- §223.4, §341
—, innere § 3334.1
—, Selbst- § 223.4, § 341
—, Streu- § 342
induzierte elektromotorische Kraft
§ 224.4 u. ff.
— Spannung §224.3 u. ff., §231.3, §602
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innere Induktivitat § 3334.1

— Spannung § 231

innerer Weg § 224.2, §231.1

— Widerstand § 3334.1

Integrationsweg Abb. 21412, §223.3,
§224.1

Internationale Elektrotechnische Kom-
mission sieche TEC

Jj§122.1

Kafka, H. §611.1

Kapazitat § 3323

Kapazititsgesetz § 222

kapazitiv § 383.2

Kennelly, A. E. §1241.6

Kennellysche Form einer komplexen
Zahl § 1241

— Schreibweise einer komplexen Zahl
§1241.6

Kirchhoffsche Regel, erste § 232

Kleiner, A. Anm. 383a

Klemmenspannung § 2144, § 231

—, resultierende § 233

Knotenregel § 232

Koeffizient der gegenseitigen Induktion
§223.4 -

— der Selbstinduktion §223.4

Kommutatoranker § 352

Kommutatormotor, Einphasen-Reihen-
schluB3- § 609

komplexe ErsatzgroBe §322.3

— Grofle §126

— Scheinleistung § 513 u. ff.

— Zahl §122

— —, Abweichung § 1241.2

— —, Addition § 131

— —, Arcus §1241.2

— —, Argument § 1241.2

— —, Betrag § 1241.1

— —, Division § 134

— —, Dreher §1241.5

— —, Exponentialform § 1242

— —, geometrische Darstellung § 123,
§1241.4

— —, gewohnliche Anm. 122a

— —, — Form §124.1

— —, Kennellysche Form § 1241

— —, — Schreibweise § 1241.6

— —, Komponenten § 131.8

— —, konjugierte § 125

— —, Logarithmierung § 137



Namen- und Sachverzeichnis.

Komplexe Zahl, Modul § 1241.1

— —, Multiplikation § 133

— —, Normalform §1241.3

— —, Phase §1241.2

— —, Potenzierung § 135

— —, Radizierung § 136

— —, Subtraktion § 132

— —, trigonometrische Form § 1241

— —, Versor §1241.5

— —, Winkel § 1241.2

komplexer Scheinleitwert §42.3

— Scheinwiderstand § 41.3

Komponente einer komplexen Zahl
§131.8

—, Blind- § 54

—, Wirk- § 54

—, Ferraris- § 393.2

Kondensator § 3333

Konduktanz §42.5

konjugiert komplexe Zahl § 125

Kraft stromdurchflossener Spulen § 244

Kreis, komplexe Gleichung § 372

Kreisfrequenz § 213.2

Kiipfmiiller, K. Anm. 123a, § 325.2

KurzschluBlstrom § 3334.5

Leerlaufspannung § 3334.1
Leerlaufstrom § 342.3
Leistung eines Zweipoles § 241
Leitungsstrom § 343.4
Leitwert, Blind- §42.5, § 54
—, Schein- §42.1, §54

—, Wirk- §42.5, § 54
Linienbild § 213.2
Liniendiagramm § 213.2
linksgewickelte Spule § 2122.6
Logarithmus einer komplexen Zahl §137
Loschdrosselspule § 605
Luftdrosselspule § 3331
Luftspaltfeld § 610

magnetische Feldstirke § 223.1

— Spannung § 223.1

— Umlaufspannung § 223.1
Magnetisierungsstrom, ideeller § 3332.8
Masche §2121.6

Maschenregel § 233.1
Maschenumlaufsinn § 2121.6

MafBstab §126.3 u. ff.

MaBzahl §111.2

mitlaufender Bezugssinn § 2122.3
Modul einer komplexen Zahl § 1241.1

Momentanwert § 213.2
Multiplikation komplexer Zahlen § 133

nacheilender Strom § 213.5

Normalform einer komplexen Zahl
§1241.3

Nutzbremsung § 609.9, —.10

Oberdorfer, G, §37.5
Offnungswinkel §112.1

Ohmsche Spannung § 221.4, § 231.3
Ohmscher Potentialabfall §221.5
— Spannungsabfall § 221.5

— Spannungsfall Anm. 221b
Ohmsches Gesetz § 221
Ollendorf, F. § 326.1

Operator § 322.5

—, Admittanz- §42.3

—, Impedanz- §41.3

- Ortskurven § 37

parallele Bezugssinne §2122.2

Parallelschaltung § 44.2, §45, § 604

Periodendauer §213.2

Petersen, W. § 605

Phase §213.2

—, Anfangs- §231.2

—, komplexe Zahl § 1241.2

—, komplexer Scheinleitwert §42.4

—, komplexer Scheinwiderstand § 41.4

Phasenverschiebung des Stromes gegen-
iber der Spannung §213.5

— im Zeigerbild § 312

Polhausen, K. § 326.1

Potential § 2145

Potentialabfall § 221.5

Potentialdifferenz § 2145

Potenzierung einer komplexen Zahl
§135

Projektionen eines Zeigers § 123

quadratischer Mittelwert § 213.4

Radizierung einer komplexen Zahl § 136
Randlinie § 223.2

Je §122.3

Reaktanz §41.5

Realteil §122.1

rechtsgewickelte Spule § 2122.6
Rechtsschraubung § 2122.4

reelle Achse §123.2

— Zahl §121.1
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Namen- und Sachverzeichnis.

Reellmachen eines komplexen Nenners
§134.3

reeller Teil § 122.1

Regeln fiir die Bewertung und Priifung
elektrischer Maschinen siehe R.E.M.

—————— von Transformato-
ren siehe R.E.T.

Reihenschaltung § 44.1, § 45

ReihenschluB3-Kommutatormotor, Ein-
phasen- § 609

reine Stromquelle § 3324

reiner Widerstand § 3321

relative Spannungsinderung § 3334.3

R.E.M. Anm. 3334b, Anm. 352b

Resistanz § 41.5

resultierende Klemmenspannung §233.2

resultierender Flufl § 342.2

R.E.T. Anm. 3334Db, § 607

Reziprokaddition §45, §451, §452

Richter, R. Anm. 352a

Richtleistung Anm. 24234

Rotationsspannung § 35.1

Rothe, R. § 326

Rukop, H. Anm. 451a

Schaft eines Zeigers § 123.3

Schaltungsbezeichnung eines Dreh-
strom-Transformators, Bestimmung
der § 607

Scheinleistung § 2423

—, komplexe § 513, § 521, §522

Scheinleistungsbilanz § 612

Scheinleitwert § 42.1

—, komplexer § 42,3

Scheinwiderstand § 41.1

—, komplexer §41.3

Scheitelwert § 213.2

Schoénholzer, E. Anm. 331b

Schwingung, erzwungene § 3.2

—, freie § 3.2

—, harmonische § 213

Selbstinduktionskoeffizient § 223.4

Selbstinduktivitit § 223,4. § 341

Sinusstrom § 213

Spannung § 2141

—, Anoden- § 362

—, Blind- §541.3

—, Dielektrikums- § 422.1, § 231.3

—, Dreieck- § 343.5

—, eingeprigte § 2148, § 221.2, § 231.3,
§3334.2, §601

—, elektrische § 2141
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Spannung, Gitter- § 362

—, induzierte § 224.3 u. ff., § 231.3, § 602

—, innere § 231

—, Klemmen- § 2144, § 231

—, Leerlauf- § 3334.4

—, magnetische § 223.1, —.3

—, — Umlauf- §223.1

—, Ohmsche § 221.4, § 231.3

—, resultierende Klemmen- § 233.2

—, Rotations- § 35.1

—, Stern- § 343.2

—, Strang- § 343.7

—, Streu- § 342.2

—, Transformations- § 35.1

—, Umlauf- §2141.4, —.7, §2142.1,
§224.1

—, verkettete § 343.1

—, Widerstands- § 221.4

—, Wirk- §541.3

Spannungsabfall § 221.5

Spannungsinderung § 221.6, § 3334.3

—, relative § 3334.3

Spannungsdifferenz § 2141.3, § 2146

Spannungserh6hung § 221.6

Spannungsfall, Ohmscher Anm. 221b

Spannungsverstirkung § 606

spezifischer Widerstand § 221.1

Spitze eines Zeigers § 123.3

Spule, linksgewickelte § 2122.6

—, rechtsgewickelte § 2122.6

Spulen, Ersatzschema fir zwei magne-
tisch gekuppelte § 341.3

Spulenflu § 223.4

Sternpunkt § 343.2

Sternschaltung § 343.2

Sternspannung § 343.2

Sternstrom § 343.4

Strangspannung § 343.7

Strangstrom § 343.7

Streuflufl § 342.2

Streuinduktivitit § 342

Streuspannung § 342.2

Stricharten fiir Zeiger § 331.2

Strom § 231

—, Anoden- § 362.

—, Blind- §541.2

—, Dreieck- § 343.4

—, Eisenverlust- § 3332.8

—, ideeller Magnetisierungs- § 3332.8

—, KurzschluB- § 3334.5

—, Leerlauf- § 342.3

—, Leitungs- § 343.4



Namen- und Sachverzeichnis.

Strom, nacheilender § 213.4

—, Stern- § 343.4

—, Strang- § 343.7

—, voreilender §213.4 -

—, Wirk- §541.2

Stromquelle § 3324.1

—, reine § 3324

—, wirkliche § 3334

Subtraktion, geometrische § 132.5

— harmonischer Schwingungen § 314

— komplexer Zahlen § 132

— von Wechselspannungen und Wech-
selstrémen § 603

Suszeptanz § 42.5

Synchronmaschine § 351, § 608

Teil, imagindrer §122.1

—, reeller § 122.1

Transformator, Ersatzschema des Ein-
phasen- § 342.4

—, Schaltungsbezeichnung eines Dreh-
strom- § 607 :

Transformationsspannung § 35.1

trigonometrische Form einer komplexen
Zahl § 1241

iibererregte Synchronmaschine § 608.9

Ubersetzung § 342.1

Umlaufspannung, elektrische §2141.4,
—.7, §2142.1, §224.1

—, magnetische §223.1, —.3

ungekreuzte Wicklung § 352.1

untererregte Synchronmaschine § 608.9

Var §243.3

Vektor §123.3

—, ebener § 123.3

Vektordiagramm § 126.7

vektorielle Addition § 131.6

Veranschaulichung einer
GroBe § 126

Versor einer komplexen Zahl § 1241.5

Verstarker § 606

voreilender Strom § 213.5

Wallot, J. Anm. 1241a, § 2122.8, Anm.
213a, Anm. 214a, Anm. 221 ¢, §326.1

Wechselfeld § 392.1

Wechselspannung § 2143

Weg, dullerer § 2144.1, § 224.2, § 231.1

—, innerer § 224.2, §231.1

Wicklung, gekreuzte §352.2

—, ungekreuzte § 352.2

Wicklungen, gegensinnige § 2122.8

—, gleichsinnige § 2122.8

komplexen

Wicklungsfaktor § 223.5, § 3322.3,
§342.1

Widerstand § 221.1

—, Blind- §41.5

—, innerer § 3334.1

—, reiner § 3321

—, Schein- §41.1

—, spezifischer §221.1

—, Wirk- §41.5

Widerstandsspannung § 221.4

Widerstandsverstirker § 606.4

Windungsfluf § 223.5

Winkel § 112

— einer komplexen Zahl § 1241.2

Winkelbogen § 112.2

Wirbelfeld § 2142, § 224.7

wirbelfreies elektrisches Feld §2142.
§224.7

Wirkkomponente §54.2, —.3

Wirkleistung § 2421

—, Aufnahme § 2421, § 382

—, —, komplexe Berechnung § 511

Wirkleitwert § 42.5

wirkliche Stromquelle § 3334

Wirkspannung § 54.2

Wirkstrom § 54.3

Wirkwiderstand § 41.5

Zahl, benannte §111.1

—, gewShnliche komplexe Anm. 122a
—, imaginére § 122.5

—, komplexe §122.

—, konjugiert komplexe § 125

—, reelle §121.1

—, reine oder unbenannte § 111.1
Zahlenebene, GauBsche §123.2
Zahlenpaar § 121.2

Zahlenwert des Imaginirteiles §122.1
— einer GréBle §111.2
Zahlenwertgleichungen §111.5

Zeiger §123, §126

Zeigerbild § 126.7, § 312 u. ff., §324
Zeitachse § 313

zugeschnittene Grofengleichung §111.6
Zweipol § 211

—, aktiver Anm. 3324a

—, Anfangspunkt §2121.5, § 231.3
—, Endpunkt §2121.5, §231.3

—, gekuppelter § 34

—, zusammengesetzter § 34
Zweipolelement, reines § 332

—, wirkliches § 333
Zweispulenproblem § 341, § 342
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Verlag von Julius Springer in Berlin

Theorie der Wechselstrome. Von Dr.-Ing. Alfred Fraenckel.
Dritte, erweiterte und verbesserte Auflage. Mit 292 Textabbildungen.
VI, 260 Seiten. 1930. RM 18.—; gebunden. RM 19.35

Einfihrung in die komplexe Behandlung von Wech-
selstromaufgaben. Von Dr.-Ing. Ludwig Casper. Mit 42 Text-
abbildungen. V, 121 Seiten. 1929. RM 5.94

Die symbolische Methode zur Losung von Wechsel-
stromaufgaben. Einfiihrung in den praktischen Gebrauch. Von
Hugo Ring. Zweite, vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 50 Text-
abbildungen. VII, 80 Seiten. 1928. RM 4.05

Theorien der Elektrizitat. Elektrostatik. Bearbeitet von
A. Gintherschulze, F. Kottler, H. Thirring, F. Zerner. Re-
digiert von W. Westphal. (Handbuch der Physik, Band XII.) Mit 112 Ab-
bildungen. VII, 564 Seiten. 1927. RM 41.85; gebunden RM 44.10

Einflihrung in die Elektrizitatslehre. Von Prof. Dr.-Ing. e. h.
R. W. Pohl, Gottingen. Vierte, groBenteils neu verfaBte Auflage. (Einfiih-
rung in die Physik, Bd. IT.) Mit 497 Abbildungen, darunter 20 entlehnten.
VIII, 268 Seiten. 1935. Gebunden RM 13.80

Einfuhrung in die Theorie der Schwachstromtech-
nik. Von Prof. Dr. phil. J. Wallot, Wissenschaftlicher Mitarbeiter der
Siemens & Halske A.-G., Berlin. Mit 347 Textabbildungen. IX, 331 Seiten.
1932. Gebunden RM 23.—

Einfiihrung in die theoretische Elektrotechnik. von
Prof. K. Kiipfmiiller, Danzig. Mit 320 Textabbildungen. VI, 285 Seiten.
1932. RM 18.—; gebunden RM 19.50

Vorlesungen liber die wissenschaftlichen Grund-
lagen der Elektrotechnik. Von Prof. Dr. techn. Milan Vidmar,
Ljubljana. Mit 352 Abbildungen im Text. X, 451 Seiten. 1928.

' RM 13.50; gebunden RM 14.85

Die wissenschaftlichen Grundlagen der Elektro-
technik. Von Prof. Dr. Gustav Benischke, Berlin. Sechste, vermehrte
Auflage. Mit 633 Abbildungen im Text. XVI, 682 Seiten. 1922.

Gebunden RM 16.20



Verlag von Julius Springer in Berlin

Funktionentherorie und ihre Anwendung in der
Technik. Vortrage von R. Rothe, W. Schottky. K. Pohlhausen,
E. Weber, F. Ollendorff, F. Noether. Veranstaltet durch das AuBlen-
institut der Technischen Hochschule zu Berlin, in Germeinschaft mit dem
Elektrotechnischen Verein, E. V., zu Berlin. Herausgegeben von Professor
Dr. R. Rothe, Berlin, Dr.-Ing. F. Ollendorff, Berlin, und Dr. K. Pohl-

hausen, Berlin. Mit 108 Textabbildungen. VII, 173 Seiten. 1931.
Gebunden RM 16.—-

Potentialfelder der Elektrotechnik. Von Dr.-Ing. Franz
Ollendorff. Mit 244 Abbildungen im Text. VIII, 395 Seiten. 1932.
‘ Gebunden RM 32.—

Ortskurven der Starkstromtechnik. ZEinfithrung in ihre
Theorie und Anwendung. Von Dr.-Ing. Gerhard Hauffe, Dr esden. Mi
101 Textabbildungen. X, 174 Seiten. 1932.

RM 14.50; gebunden RM 15.50

Grundziige der Starkstromtechnik. Tiir Unterricht und
Praxis. Von Dr.-Ing. K. Hoerner. Zweite, durchgesehene und er-
weiterte Auflage. Mit 347 Textabbildungen und zahlreichen Beispielen.
V, 209 Seiten. 1928. RM 6.30; gebunden RM 7.38

Aufgabensammiung fiir Elektroingenieure. Aufgaben
aus dem Gebiet der Starkstromtechnik mit ausfithrlichen Ldésungen.
Von Dozent Dipl.-Ing. Kurt Fleischmann, Mannheim. Mit 59 Abbildungen
im Text und auf 5 Tafeln. VIII, 171 Seiten. 1931.

RM 9.45; gebunden RM 10.80

Aufgabenund Losungen ausderGleich-und Wechsel-
stromtechnik. Ein Ubungsbuch fiir den Unterricht an techni-
schen Hoch- und Fachschulen sowie zum Selbststudium von Professor
H. Vieweger und Ing. W. Vieweger. Zehnte, umgearbeitete Auflage.
Mit 289 Textabbildungen zu 349 Aufgaben und einer Tafel mit Magneti-

sierungskurven. VIII, 341 Seiten. 1931.
RM 10.35; gebunden RM 11.70

Die Elektrotechnik und die elektromotorischen An-
triebe. Ein elementares Lehrbuch fiir technische Lehranstalten und
zum Selbstunterricht. Von Professor Dipl.-Ing. W. Lehmann, Berlin.
Zweite, stark umgearbeitete Auflage. Mit 701 Textabbildungen und
112 Beispielen. VII, 302 Seiten. 1933. RM 12.60; gebunden RM 13.80

Kurzes Lehrbuch der Elektrotechnik. Von Professor Dr.
A. Thomilen, Karlsruhe. Zehnte, stark umgearbeitete Auflage. Mit
581 Textbildern. VIII, 359 Seiten. 1929. Gebunden RM 13.05
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S. 8b.
S. 86.

S. 88.
S.116.

S.121.

S.124.

S.126.

S.127.

S.134.
S.141.

S.143.
S.158.

S.163.

22.
28.

72.

73.
71.

79.

Berichtigungen.

In (132d) ist das erste ,,Z,,* durch ,,Z,,* zu ersetzen.
In der auf (134c) folgenden Gleichung ist ,,7¢ statt ,,0‘° zu schreiben.
In Anm. 135b ist ,,§ 1241.2¢ statt ,,§ 1241.3 zu lesen.

32/33. In §137.4 ist durchwegs ,log3,* statt ,log3,* zu setzen.
71.

Im letzten Glied der obersten Gleichung hat der Index ,,2“ statt ,,1¢
zu lauten.

In der ersten Gleichung fiir W7, ist das Differential ,,dt* durch ,,d%
zu ersetzen.

In der 2. Zeile von §3.3 mull es ,,Z/p“ statt ,;z/p* heillen.

Der Faktor ,,2¢ fehlt in der (314e¢) vorangehenden Gleichung, in (314e,
f und g) vor dem Produkt I I, und in (314h) vor || |Se|-

In (321h) ist das erste ,,+“-Zeichen der rechten Seite durch ,,-1-* zu
ersetzen.

In §324.1 ist ,,5,=}2 I, cos(w?-+@,) anStelle von sia=V2 I cos (@ -+ @,)*
zu setzen.

In der ersten Gleichung von §324.3 ist am Schlusse ,,¢;,* statt ,,p;;
zu lesen.

In der letzten Gleichung von § 325.2 ist ,, /w?‘ statt ,, /<pw“ zu schreiben.

In der ersten Gleichung fiir dg/d¢ im Zahler ist ,,d#¢ durch ,,dx* zu er-
setzen.

In §362.2 ist in der 2. Zeile ,,Wechselkomponente* statt ,, Wechsel-
spannung* zu schreiben. Ferner ist in der zweiten und in der vierten
Gleichung ,,d%, durch ,,d4, und in der vierten ,,i;* durch ,,7, zu
ersetzen.

In der auf (371b) folgenden Zeile ist ,,verdnderlichem* statt ,,unver-
dnderlichem¢ zu lesen.

In §372.5 soll es in der fiinften Zeile von unten ,,R,“ statt , Rz
heiBen. In §372.6 ist ,,(372e)* fiir ,,(372g)* zu schreiben. In der un-
tersten Gleichung feh!t vor dem Bruchstrich ein ,,+ “-Zeichen.

In den vor (373e) stehenden Gleichungen fehlen rechts die Dreher-
zeichen ,,/ «, In (373g) ist ,,+°* statt ,,—* zu schreiben.

In der ersten Zeile ist ,,p* durch ,,f(p)* zu ersetzen.

Die Zshler von (45c¢) sollen lauten:

!’le(Zgw-}_Z;b)+Z2w(Z§W+Z%b)“ und nZ1b(Z§w+ng)+zzb(Zlgw‘l‘ng)“-
In der ersten Zeile von §451.1 ist ,,8,° statt ,,8;° zu lesen. In (451b)
ist rechts ,,8,* durch ,,8,% zu ersetzen.

In (452Db) ist das erste ,,=¢%-Zeichen zu streichen.

In §603.5 wird

3 B £

? (3 . o ““
9008 = e = g -2 .

V()

Statt ,,(696¢)* soll es ,,(606¢)* heilen.

Landolt, Komplexe Zahlen und Zeiger.
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171.
. 173.

178.

. 179.

In §606.6 werden die Kreiskonstanten

oa=—R,, b=-—jL,, ¢c=D(R;+ R,), »=jL,D, p=ow, A=1.
In (606h) ist ,,R durch ,,B;¢ zu ersetzen.

In der 3. Zeile ist ,,& in ,,&/¢ zu verwandeln.

In der letzten Zeile von §609.11 sind ,,(609b)¢ und ,,(609a)¢ zu ver-
tauschen.

In der 6. Zeile von unten ist das zweite ,,=*-Zeichen durch ,,+* zu
ersetzen.

Das Zeichen fiir die Durchflutung ist ,,0% statt ,,2¢. Fir die Induk-
tivitdt ist rechts ,,H = Qs statt ,,H = Q¢ zu schreiben.

Auf die meisten dieser Fehler hat mich in liebenswiirdigerweise Herr
Dr.-Ing. G. Hauffe aufmerksam gemacht, wofiir ich ihm bestens danke.

Winterthur, im September 1936.

Max Landolt.
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