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Vorwort. 

Wenn ich "Zeiger" sage statt - wie es bisher iiblich war - "Vek. 
toren" , so schlieBe ich mich einem Brauche an, del' sich seit einigen 
J ahren allmahlich einfiihrt. N ach diesem werden solche Verriickungen in 
del' Ebene, die den Rechenregeln del' (gewahnlichen) komplexen Zahlen 
folgen, als "Zeiger" bezeichnet, und del' Name "Vektor" wird beschrankt 
auf GraBen, die den Regeln der (raumlichen) Vektorrechnung geniigen. 
Man hat dann den V orteil, daB verschiedene Dinge auch verschiedene 
Namen haben. 

Zeiger werden heute zur zeichnerischen Beschreibung stationarer 
Zustande von Wechselstromsystemen allgemein angewendet. Auch die 
komplexe Berechnung solcher Zustande hat sich so stark eingefiihrt, 
daB sie nicht mehr besonders empfohlen zu werden braucht. Als Student, 
als Ingenieur und als Lehrer habe ich immer wieder erfahren, daB der 
Anfanger auf ganz betrachtliche Schwierigkeiten staBt, wenn er fiir 
ein neues -Problem das Zeigerbild aufzeichnen oder die Lasung durch 
komplexe Berechnung finden will. Ein Teil dieser Schwierigkeiten ist 
darauf zuriickzufiihren, daB der Anfanger natiirlicherweise noch nicht 
die nur durch Ubung zu gewinnende Sicherheit im Umgang mit Zeigern 
und komplexen GraBen hat. Del' Hauptteil der Schwierigkeiten liegt 
aber wohl im Ubergang von del' physikalischen Erscheinung zum Zeiger
bild und zur komplexen Gleichung und geht darauf zuriick, daB man 
oft von nicht ausreichend strengen Formulierungen der Grundgesetze 
und del' darin vorkommenden GraBen ausgeht. Aus diesem Grunde 
habe ich in das Buch zwei voneinander unabhangige Hauptabschnitte 
aufgenommen, von denen der erste zul' Hauptsache den komplexen 
Zahlen und Zeigern, der zweite dagegen einigen besonders wichtigen 
Grundbegriffen und Grundgesetzen der Elektrizitatslehre gewidmet ist. 

Del' Hauptabschnitt § 1 halt sich im iiblichen Rahmen. Dal'iiber 
hinaus werden mit Riicksicht auf weitverbreitete Unklarheiten lediglich 
noch die Frage der GraBengleichungen, del' Winkel und des Abbildungs
maBstabes gestreift. 1m Hauptabschnitt § 2 muBte ich dagegen einigen 
Dingen den Kampf ansagen, z. B. den folgenden. - Bezugspfeile (Zahl
pfeile) werden zur Festlegung von Bezugssinnen (positiven Zahlrich
tungen) von Stramen allgemein angewendet. Nur zu oft fehlt abel' -
selbst in hervorragenden Werken - jede Angabe iiber die Bezugssinne 



IV Vorwort. 

von Spannungen. - Obwohl festgelegt ist, da.B die elektromotorische 
Kraft in der Richtung des Potentialanstieges, die Spannung dagegen in 
der Richtung des Potentialabfalles positiv ist, werden beide Gro.Ben 
noch immer durcheinandergeworfen. - Bei den Kirchhoffschen 
Regeln wird noch haufig von den aus der Gleichstromlehre iibernomme
nen "Stromrichtungen" gesprochen, obwohl dies bei Wechselstrom
problemen sinnlos wird. 

Um das Auffinden der zitierten Gleichungen und Textstellen zu er
leichtern, verwende ich ein besonderes System der Numerierung: Die Ab
schnittnummer, die Absatznummer, die Gleichungsnummer, die Ab
bildungsnummer und die Anmerkungsnummer stimmen im Hauptteil 
miteinander iiberein, und die Nummer des obersten Absatzes jeder 
Seite dient (statt der Seitenzahl) als Leitnummer. Die Einzelheiten 
erklart die nachfolgende Zusammenstellung. 

§ 213 = Abschnitt 213, d. h. 3. Unterabschnitt des Ober
abschnittes 21, der selbst der 1. Unterabschnitt 
des Oberabschnittes 2 ist. 

§ 213.4 = 4. Absatz von Abschnitt 213. 

-.5 = 5. Absatz des vorher angegebenen Abschnittes. 

Abb.213a= "a-te" Abbildung von Abschnitt 213. 

(213i) = "i-te" Gleichung von Abschnitt 213. 
213b} 

Anm.213b = "b-te" Anmerkung zu Abschnitt 213. 

Sucht man beispielsweise den Absatz § 213.6,so blattert man an 
Hand der links oben und rechts oben stehenden Leitnummern. Dabei 
folgt § 213.6 offenbar nach § 213.4 und kommt vor § 214. 

Zeitschriften zitiere ich nach dem "Kurztitelverzeichnis technisch
wissenschaftlicher Zeitschriften". Dabei bedeutet die erste Zahl die 
Bandnummer, die zweite (in Klammern) die Jahreszahl und die dritte 
die Seitenzahl. 

HerrDipl.-Ing.Walter Stutz hat die Reinschrift des Manuskriptes 
besorgt. Er hat mich auch in liebenswiirdiger Weise beim Durchlesen 
der Korrekturen unterstiitzt. Herrn Professor Dr. Louis Locher 
danke ich fiir einige Ratschlage in mathematischen Fragen. 

Winterthur, im April 1936. 
Max Landolt. 
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Komplexe Zahlen und Zeiger. 

Einige allgemeine Grundlagen. 

Zahlen und GroBen. 

§ 1 

§ 1 

§11 

§ 111 

-.1) Man unterscheidet zwischen reinen oder unbenannten Zahlen, 
me 27, -15,3, 412 usw., und benannten Zahlen, wie 1500 kW, 
- 20,5 em, 220 yf Volt usw. Benannte Zahlen werden wir ~achfolgend 
als GroBen bezeichnen. 
-.2) Um GroBenanzugeben, bedientmansichgleichartiger, bekannterVer
gleichsgroBen, die man Einheiten nennt. So ist z. B. die Leistungsein
heitkW selbst eine Leistung. Der Zahlenwert oder die MaBzahl einer 
GroBe geben an, das Wievielfache der Einheit eine anzugebende GroBe 
ausmacht. Diesen Festsetzungen 111a entspricht der Satz: Eine GroBe 
ist das Produkt aus ihrem Zahlenwert und ihrer Einheit. Be
~eichnet man allgemein eine GroBe mit G, ihren Zahlenwert mit {G} und 
ihre Einheit mit [G], so litBt sich dieser Satz durch die Gleichung 

(Ill a) 

ausdrii' ken. FUr die Leistu.ng N = 1500 kW werden {N} = 1500 und 
IN] = kW. 
-.3) Zur Messung einer GroBe muB eine gleichartige Einheit verwendet 
werden. So kann man z. B. Leistungen nur in Leistungseinheiten aus
driicken. Die Art einer GroBe wird durch ihre Dimension gekenn
zeichnet111 b. So haben die GroBe 1500 kW und die Einheit kW beide 
die Dimension Leistung. 
-.4) Eine und dieselbe GroBe kann man durch verschieden groBe Ein
heiten messen, wenn diese nur aIle von derselben Dimension sind wie 
die anzugebende GroBe. So kann man z. B. eine Leistung in W, kW, 
PS, ergjs ausdriicken. Sind [G]' und [G]" zwei verschiedene Einheiten 
derselben Dimension wie die GroBe G und sind {GY und {Gr die ent
sprechenden Zahlenwerte, so gelten die zwei Gleichungen 

G = {GnG], und G = {GY'[G]". (Ill bu. c) 

. 111 a Die hier vertretenen Auffassungen stiitzen sich auf das Normblatt DIN 1313. 
mb Gleichartige GraBen haben dieselbe Dimension. GraBen derselben Dimension 

brauchen aber nicht gleichartig zu sein. So haben z. B. das Drehmoment und die 
Arbeit die gleiche Dimension, namIich: Kraft X Lange. - Bei MaBsystemen mit vier 
passend gewahlten Grundeinheiten kommt einer GraBe nur eine einzige Dimension 
zu. Damit dies auch bei den CGS-Systemen der Fall ist, moB man entweder die 
Permeabilitat oder die Dielektrizitatskonstante des leeren Raumes als vierte 
Grundeinheit hinzunehmen. 

1 Landolt, Komplexe Zahlen und Zeiger. 1 



§ 111.4 Komplexe Zahlen und Zeiger. 

Aus ihnen findet man die wichtige Beziehung 
{Gy [G]/I 
{G}/I [G]' . (lIld) 

MiBt man eine GroBe mit zwei verschieden groBen Einheiten, 
so verhalten sich die Zahlenwerte umgekehrt wie die Ein
heiten. JVIiBt man z. B. die Leistung 1500 kW nicht in kW, sondern 
in del' tausendmal kleineren Einheit VV, so erhiilt man 1500000 W. 
-.5) Formelzeichen, wie N, x, it, usw. konnen jenachVerabredung GroBen 
oder Zahlenwerte sein. Sind es GroBen, so bezeichnet man die zwischen 
ihnen aufgestellten Gleichungen als GroBengleichungen. Andernfalls 
sind es Zahlenwertgleichungen. Gleichungen zwischen Einheiten 
sind ein Sonderfall von GroBengleichungen, sie hei.l3en Einheiten
gleichungen. Beispiele fiir Einheitengleichungen sind 

Imin=60s 

1 kW = 102 mkgjs llle. 

(Ill e) 

(Ill f) 

-.6) Oft wUnscht man eine aus einer gegebenen GroBengleichung be
rechenbare GroBe in einer vorgegebenen Einheit zu erhalten und gleich
zeitig die AusgangsgroBen in bestimmten Einheiten zu verwenden. Man 
kann hiezu die gegebene GroBengleichung auf die erwUnschten Ein
heiten zuschneiden. Sie hei.l3t dann zugeschnittene GroBenglei
ch ung. Es sei beispielsweise die GroBengleichung 

N = 2nnM (Ill g) 

gegeben und man wiinsche die Leistung N in kW zu erhalten, die Dreh
zahl n in U Imin und das Drehmoment M in mkg einzusetzen. WIT eI'
weitern hiezu (lIlg) mit U/min, mit mkg und mit kW und erhalten so 

N = 2n_n_ JYI Ujmin.mkg kW 
Ujmin mkg kW . 

Nun ist zu beachten, daB die Einheit U keine Dimension hat und folg
lich in Umrechnungen gleich 1 gesetzt werden darf. Beriicksichtigen WIT 
weiter (Ill e u. f), so finden WIT 

und damit 

Ujmin. mkg 
kW 

n 

1 
60" 102 

JJf 

N = U/m~;5mkgkW. (Illh) 

Sind in einem Anwendungsfalle n = 500 U/min und JJf = 2925 mkg ge
geben, so liefert die zugeschnittene GroBengleichung (lIlh) das Ergebnis 

N = 5009"7!925 kW = 1500kW. 

111 C Den auf der linken Seite dieser Gleichungen stehenden Faktor 1 kann man 
auch weglassen, ohne daB damit etwas geandert wiirde. 

2 



Einige allgemeine Grundlagen. § 111.7 

-.7) In § III und in den meisten der nachfolgenden Abschnitte sind unter 
den allgemeinen Zahlzeichen stets GraBen verstanden. Die zwischen ihnen 
aufgestellten Gleichungen sind daher GraBengleichungen. Rechnet man 
mit den Haupteinheiten eines auf 4 Grundeinheiten auigebauten MaB
systems, z. B. mit dem MaBsystem von Giorgi11ld (Meter, Kilogramm
Masse, Sekunde, Ohm), so gelten sie ohne weiteres auch als Zahlen
wertgleichungen. 

Winkel in der Eb ene l12a. § 112 

-.1) Das Wort Winkel wird in zwei verschiedenen Bedeutungen ge
braucht. Die Planimetrie arbeitet mit vorzeichenlosen Winkeln. Wir 
wollen sie Offnungswinkel nennen. Die analytische Geometrie rech
net im Gegensatz hierzu mit Winkeln, die positiv oder negativ sein 
kannen. Zur Unterscheidung nennen wir solche Winkel Dreh winkel. 
Ein Drehwinkel beschreibt die Verdrehung einer Anfangsrichtung in 
eine Endrich tung. Erfolgt diese entgegen dem Drehsinn des Uhr
zeigers, so erklart man den Drehwinkel als positiv, im andern Falle als 
negativ. Diese Festsetzungen sind in der Mathematik und in verwandten 
Gebieten allgemein ublich, obwohl sie weitgehend willkLtrlich sind. Nach
folgend brauchen wir das Wort Winkel immer im Sinne von Drehwinkel. 
-.2) Versuchen wir einen Winkel durch eine Anfangs- und durch eine 
Endrichtung, die durch die Pfeile SJX und @ gegeben sein magen, festzu
legen, so ist diese Angabe vieldeutig. Man kann namlich die Anfangs
richtung im Gegenuhrzeigersinn oder im Sinne des Uhrzeigers und uber
dies in Bruchteilen einer 
Umdrehung oder in mehr 
als einer ganzen Um
drehung in die End
richtung uberfuhren. Um 
Eindeutigkeit zu errei
chen, wenden wir des
halb noch den Winkel
bogen an (Abb.1l2a). Er 
ist ein Stuck eines Kreis
bogens. Sein Mittelpunkt 
ist der Schnittpunkt der 

A 
Abb. 112 a. Bezeichnung der Winkel 'P, "', (9r, is) und y 
durch Winkelbogen fiir den Fall, daB die Pfeile m, OA, m und 
!8 die Anfangs· und die Pfeile a;, OE, is und jffi die Endrich· 

tungen festlegen. 

m d Es wurde von der lEe (Internationale Elektrotechnische Kommission) 
im Jahre 1935 angenommen [Elektrotechn. Z. 56 (1935) S. 1112]. - Einige fur 
dieses MaBsystem geltende Haupteinheiten sind in Tafel 1 zusammengestellt. 

112a Die nachfolgenden Festsetzungen widersprechen teilweise den Angaben von 
Normblatt DIN 1312. Es werden dort im Abschnitt "Winkel zweier gerichteter 
Geraden in der Ebene" negative Winkel ausgeschlossen. Dies erscheint indessen 
dem Autor als mit den Bedurfnissen der Schwingungslehre unvereinbar. 
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§ 112.2 Komplexe Zahlen und Zeiger. 

beiden P£eile oder ihrer Verlangerungen. Sein Bogen liegt auf dem bei 
der Verdrehung bestrichenen Teil der Ebene. Er fangt an auf dem die 
Anfangsrichtung bezeichnenden Pfeil oder dessen Verlangerung und 
endet auf dem die Endrichtung bezeichnenden Pfeil oder dessen Ver
langerung. Insbesondere liegen sein Anfangs- und seinEndpunkt in 
bezug auf den gemeinsamen Schnittpunkt auf derjenigen Seite, nach der 
der in der Richtung Schaft-Spitze beweglich gedachte Pfeil fliegt. Den 
Endpunkt des Winkelbogens kennzeichnen wir durch eine Spitze. Oft 
dient es zur Klarheit, wenn man den AnfangsPunkt mit einem kleinen 
Kreislein versieht 112 b • 

-.3) Der Betrag eines Winkels ist einO£fnungswinkel. Beiihmkommt 
die Auseinanderhaltung der ADfangs- und der Endrichtung nicht in 
Frage. Wir bezeichnen ihn deshalb durch einen spitzenlosen oder durch 

y9'l er 
einen beidseitig mit Spitzen versehenen Winkel
bogen (Abb.1l2b). In der Rechnung kennzeich
net man den Betrag eines Winkels durch zwei 
senkrechte Striche, wie das auch fur den (ab-
soluten) Betrag einer gewohnlichen Zahl ublich 
ist. HeiBt ein Winkel q;, so ist demnach fUr seinen 
Betrag I q; I zu schreiben. 
-.4) Den Winkel selbst kann man nun wie folgt 
definieren. Ein Winkel ist das Ver hal tnis der 

Abb. 112b. Bezeichnung des L" . W' k Ib (1" d U f . Betrages eines Winkeis. angeeines In e ogens angs es manges 
gemessen!) zu seinem Radius; Winkelbogen, 

die im Gegenuhrzeigersinne weisen, sind als positiv, andere 
als negativ zu betrachten. Der Radius ist stets eine vorzeichenlose 
(positive) Lange. Sind q; der Winkel, b die positive oder negative 
Lange des Bogens und R der Radius, so gilt demnach die Gleichung 

(1l2a) 

Als Quotienten von zwei Langen sind Winkel dimensionslose GroBen, 
also reine Zahlen. 
-.5) Ein positiver Winkel, der die Endrichtung so weit dreht, bis sie zum 
ersten Male mit der Anfangsrichtung zusammenfallt, der also eine volle 
Umdrehung beschreibt, hat bekanntlich den Wert 6,2831853 ... oder 
2 n. Um £iir Winkel, die einen naturlichen Bruchteil einer vollen 
Umdrehung darstellen, bequeme Zahlen zu erhalten, hat man dem Winkel 

l12b In der Literatur werden in sehr vielen Abbildungen die Winkelbogenbeid
seitig mit gleichen Spitzen versehen, so daB man die Anfangs. und die Endrichtung 
nicht voneinander unterscheiden kann. Das V orzeichen des Winkels kann aus 
solchen unvollstandigen Darstellungen ohne die Zuziehung weiterer Mitteilungen 
natiirlich nicht entnommen werden. 
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Einige allgemeine GrundIagen. § 112.5 

2'Ji auch den Wert 360 0 (sprich: 360 Grad) beigelegt. Man errechnet 
hieraus 1 0 = 2n/360 = 0,01745329 . . .. Fur praktische Rechnungen 
gelten genau genug 

1 0 I 
= 57;3 und 57,3 0 = 1. (1l2b u. c) 

-.6) Unterscheiden sich zwei Winkel urn positive oder negative Vielfache 
von 2 n, so bringen sie bei gemeinsamer Anfangsrichtung eine gemein
same Endrichtung hervor. Fur viele Zwecke darf man deshalb den 
Winkel - 240 0 durch den Winkel + 120 0 ersetzen. Winkel, die auBer
halb des Bereiches - 2 n· .. + 2 n liegen, werden, wenn immer mog
lich, vermieden. Meist strebt man darnach, mit Winkeln der Bereiche 
-n·· . +n oder 0 ... 2 n auszukommen. Die trigonometrischen 
Funktionen Sinus, Kosinus, Tangens, Kotangens zeichnen sich da
durch aus, daB sie fiir alle Werte ({! + k 2n dasselbe Ergebnis 
liefern, weml k Null oder eine ganze positive oder negativeZahl 
ist. Dabei ist indessen zu betonen, daB ein Winkel ({! + k 2 n niemals 
dem Winkel ({! gleich ist. Gibt man von einem Winkel nur die Anfangs
und die Endrichtung an und liiBt man den Winkelbogen weg, so ist der 
Winkel nur bis auf ganze Umdrehungen genau bestimmt. Dies genugt 
dann, wenn man sich nur fUr seine trigonometrischen Funktionen in
teressiert. Angaben wie sin (2U8) oder cos -1: AOE reichen daher in sol
chen Fallen vollstandig aus, obwohl sie hinsichtlich des Winkels streng
genommen vieldeutig sind. 

Summen und Differenzen von Winkeln in der Ebene. § 113 

-.1) 1st die Summe der Winkel IX, {3, y, ... zu bilden, so ist diese wie bei 
gewohnlichen Zahlen zu berechnen, da ja jeder Winkel eine reine Zahl 
ist. HeiBt die Summe ({!, so wird 

({!=IX+{3+y+ .... (1l3a) 

Dabei konnen die Winkel IX, {3, y, ... einzeln oder alle positiv oder ne
gativ sein. Urn die geometrische Bedeutung der Winkelsumme zu er
kennen, fiihren wir die Winkel nach (112a) als Quotienten ein. Es sei 

({!=~:, IX=~:, {3=%, y=~, 
Nach (113a) erhalten wir dann 

({! = b<p = ~ + !!L + ~ + '" 
R<p Re< R(J Ry 

und daraus 
R<p Rep R<p 

b<p = be< Re< + b(J R(J + by Ry + .... 
Dieses Ergebnis ist in Abb. 113a geometrisch dargestellt. Der Winkel
bogen b <p setzt sich zusammen aus den au:{ den Radius R<p reduzierten 
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§ 113.1 Komplexe Zahlen und Zeiger. 

Winkelbogen b .. , bp, by, . . .. Der Summenwinkel entsteht durch An
einanderreihen der gegebenen Winkel unter Beriicksichtlgung ihrer V or
zeichen. Die Endrichtung der vorher behandelten Winkel ergeben die 
Anfangsrichtung fiir jeden neu anzureihenden Winkel. Der Winkelbogen 

Abb. 113 a. Zelchnerische Ermlttlung der Summe cp = .. + P + y. 

des Summenwinkels erstreckt sich von der Anfangsrichtung zur End
richtung des letzten Winkels. . 
-.2) 1st von einem Winkel <X ein Winkel fJ zu subtrahieren, also die 
Differenz cp zu bilden, so ist wie oben wie mit gewohnlichen Zahlen 
zu rechnen. Es sei cp=<x-fJ· (113b) 

Wie friiher erhalten wir hieraus 

b<p = b", ~: - bp ~; • 
DiesesErgebnis ist inAbb.113 b geometrisch dargestellt. Die beiden Winkel 
sind so aneinanderzureihen, daB beide dieselbe Endrichtung aufweisen. 

Abb. 113 b. Zeichnerische Ermittlung der Differenz Abb. 113 c. Zeichnerische Ermitt-
<p = .. - {J. lung der Differenz cp = -{J + IX. 

Der Winkelbogen des Differenzwinkels erstreckt sich dann von der An
fangsrichtung des vorzeichenlos (positiv) in (113b) stehenden Winkels 
bis zur Anfangsrichtung des abzuziehenden Winkels. - Abb. 113 c ist nach 
der Gleichung cp = - fJ + <X konstruiert, die aus (113 b) durch Umstellung 
hervorgeht. Das Ergebnis bleibt dasselbe, wie dies auch fiir gewohnliche 
Zahlen der Fall ist. - Statt einen Winkel fJ zu subtrahieren, kann man 
auch den Winkel - fJ addieren. Es ist dann nach der Gleichung 

bcp = blX ~: + (-bp) ~; 
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Begriff der komplexen Zahl und der komplexen GroBe. § 113.2 

zu konstruieren, was in Abb. 113d dargestellt ist. Sobald mehr als 
zwei Winkel zu kombinieren sind, ist dies immer zu empfehlen. 
-.3) Der Winkelbogen brp des Summen- oder Differenzwinkels ist immer 
so zu legen, daB er ganz auf den Bogen zu liegen kommt, den die auf den 

Abb. 113 d. Zeichnerische 
Ermittlung dcr Summe 

rp=cx+(-f3). 

Abb. 113 e. Zeichnerische "Ermittlung der Summe rp = IX + f3 mit 
falscher Eintragung des Winkelbogens brp. 

Radius Rrp reduzierten Winkelbogen der auf der andern Gleichungsseite 
stehenden Winkel zusammen bilden. Keinesfalls darf er mit diesem 
Bogen zusammen den gemeinsamen Mittelpunkt einschlieBen, wie dies 
in Abb. 113e dargestellt ist. 

Begdff der komplexen Zahl und der komplexen GroBe. 

Die Lasung quadratischer Gleichungen. 

§ 12 

§ 121 

-.1) 1st eine quadratische Gleichung von der Form X2+ px + q = 0 zu 
lOsen, so bringt man bekanntlich ihre linke Seite auf die Form a2 + 2 a b 
+ b2, deren Wurzeln ± (a + b) lauten. Um dies zu erreichen, addiert 

man auf beiden Seiten der Gleichung den Ausdruck (~ r -q. Man er

halt so X2 + ~ px + (f r = (f r -q. Zieht man nun auf beid~n Seiten 

die Wurzeln aus, so geht die Gleichung liber in ±( x + n = ± V (-f r -q. 

DarausergebensichschlieBlichdie beidenLasungenx1 = - ~ + l/(~-r--=-~ 
und X 2 = - : - V ( : r -q. Aus dem Ausdruck (: r - q kannen die 

Wurzeln nur dann ausgezogen werden, wenn er positiv, also graBer als 
Null ist. Trifft dies nicht zu, so laBt sich als Ergebnis der Wurzelziehung 
keine reelle oder gewahnliche (positive oder negative) Zahl angeben, 
denn es existiert keine reelle Zahl, die ins Quadrat erhoben eine 
negative Zahl giht. 
-.2) Es solI nun vorausgesetzt sein, daB der Ausdruck (: Y - q negativ 

sei, also die frlihere Voraussetzung nicht erflille. Es sei nun k eine po-
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§ 121.2 Komplexe Zahlen und Zeiger. 

sitive Zahl, und es gelte weiter del' Ansatz - k2 = (~ r -q. FUr die 

beiden L6sungen erhalt man dann Xl = - ~ + V -1 k und X 2 = - ~ 
- V -1 k. Xl und X 2 sind nun keine reellen Zahlen mehr, sie sind viel
mehr Zahlenpaare. Diese bestehen aus zwei Gliedern. Das eine ist 
eine reelle Zahl, also ein Vielfaches von 1; das andere ist das ± k fache 
Vielfache del' unberechenbaren Wurzel aus -1. Diese beiden Bestand
teile k6nnen nicht zu erner reellen Zahl zusammengezogen werden, denn 
aIle reellen Zahlen sind Vielfache von 1, enthalten abel' den Ausdruck y -1 
nicht als (einmaligen) Faktor. 

Komplexe Zahlen. § 122 

-.1) Nicht nur bei del' L6sung quadratischer Gleichungen, sondern auch 
bei anderen Problemen st6Bt man auf solche Zahlenpaare, deren all
gemeine Form a + -V -1 b lautet. Man nennt sie kom plexe Zahlen 122a > 

was w6rtlich ubersetzt zusammengesetzte Zahlen bedeutet. Zur Ver~ 
einfachung del' Schreibweise setzt man 

(I22a) 

Fur eine komplexe Zahl ist damit a + j b zu schreiben 122c. Hierin ist i 
eine neue Einheit, die keine reelle Zahl ist. Man nennt sie imaginare 
Einheit122d. Del' sie enthaltende Teil einer komplexen Zahl wird als 
ihr imaginarer Teil odeI' kurzer als ihr Imaginarteil bezeichnet. 
Del' neben del' imaginaren Einheit stehende Faktor ist del' Zahlenwert. 
des Imaginarteiles. Del' andere Teil einer komplexen Zahl ist ihr reeller 
Teil odeI' kiirzer ihr Realteil. Diesel' fallt mit seinem Zahlenwert zu
sammen, da seine Einheit 1 ist. 
-.2) Oft wiinscht man del' Kiirze halber komplexe Zahlen durch einen 
einzigen Buchstaben wiederzugeben. Um sie von den allgemeinen Zahl
zeichen del' reellen Zahlen zu unterscheiden, werden wir zur Kenn· 
zeichnung komplexer Zahlen Frakturbuchstaben, meist ,8 (sprich: 
Deutsch·Z odeI' Z.Komplex) verwenden122e. In del' Schreibschrift 

122a Sie wurden zur Hauptsache im 18. Jahrhundert erfunden. Man nenut 
sie gelegentlich auch gewohnliche komplexe Zahlen, um sie von den viel
gliedrigen, den sog. hoheren komplexen Zahlen zu unterscheiden. 

122b Die Mathematiker verwenden den Buchstaben i statt j. Da aber in del' 
Elektrotechnik i international den Augenblickswert des Stromes bedeutet, brauchen 
die Elektrotechniker durchwegs j. 

122c Einige Autoren ziehen, offenbar in Anlehnung an die bei Vektoren iibliche 
Schreibweise, a + bj vor. 

122d Imaginar bedeutet eingebildet, bildlich. Diese wortliche Ubersetzung wird 
heute allgemein als sinnlos betrachtet. 

122e Diese Bezeichnungsweise wird in nicht deutsch sprechenden Landern nicht 
benutzt. Dort werden gelegentlich fette Buchstaben odeI' Buchstaben mit dariiber
gesetztem Querstrich angewendet. 
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Begriff der komplexen Zahl und der komplexen GroBe. § 122.2 

braucht man vorteilhaft die Buchstaben des deutschen Alphabetes l22f• 

Als Ausweichzeichen werden auch Buchstaben mit dariibergesetztem 

Punkt verwendet. So werden wir z. B. dJ (sprich: Phi-Punkt oder 
Phi-Komplex) schreiben. Ferner wollen wir den Realteil einer komplexen 
Zahl .8 mit Z", und den Zahlenwert des 1maginarteiles mit Zy bezeichnen. 
Es gilt dann die 1dentitat 

(122b) 

-.3) DaB Z", der Realteil und Zy der Zahlenwert des 1maginarteils der 
komplexen Zahl .8 sind, driickt man durch die 1dentitaten 

I Z", == me (.8) lund I Zy == 3m (.8) I 
aus. Fiir (122b) erhalten wir dann 

(122c u. d) 

(122e) 

-.4) Der Realteil und der Zahlenwert des 1maginarteils einer komplexen 
Zahl konnen beliebige positive oder negative Zahlen sein. 1st der Zahlen
wert des 1maginarteils eine negative Zahl, gilt also Zy = -I Zy I, so 

ware nach (122b) Z", + i( -IZyl) (122f) 

zu schreiben. Der Kiirze halber nimmt man aber das Minuszeichen vor 
das j und schreibt 

(122g) 

Z. B. schreibt man statt 5 + j(-2,5) stets 5 - j2,5. 
-.5) Wird der Realteil einer komplexen Zahl zu Null, so nennt man sie 
imaginare Zahl. Wird dagegen der 1maginarteil zu Null, so geht sie 
in eine reelle Zahl iiber. Sind beide Teile Null, so sagt man, die 
komplexe Zahl sei Null. Der Gleichung 

.8=0 (122h) 

entsprechen somit die zwei Gleichungen 

Z", = 0 und Zy = O. (122i u. k) 

-.6) FUr die Gleichheit zweier komplexer Zahlen macht man folgende 
naheliegende Festsetzung: Zwei komplexe Zahlen sind einander 
dann und nur dann gleich, wenn sie gleiche Realteile und 
gleiche 1maginarteile haben. Die zwischen den beiden komplexen 
Zahlen ~h und 22 geltende Gleichung 

(1221) 

122f FUr Leser, die es nicht kennen, enthaIt Tafel 2 eine SchriftvorIage. 
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§ 122.6 Komplexe Zahlen und Zeiger. 

kann somit ersetzt werden durch zwei Gleichungen zwischen reellen 
Zahlen, namlich durch 

und (122m u. n) 

-.7) Geht man von der Gesamtheit der positiven Zahlen aus, so kann 
man durch die Subtraktion einer groBeren von einer kleineren auf die 
negativen Zahlen kommen. Gegentiber der Subtraktion bilden somit 
die positiven Zahlen allein kein in sich geschlossenes System, wohl aber 
die Gesamtheit der positiven und der negativen Zahlen. Durch die Ra
dizierung (Wurzelausziehung) kommt man aber von den negativen zu 
den komplexen Zahlen. In bezug auf die Radizierung bildet daher auch 
die Gesamtheit der positiven und negativen Zahlen kein solches System. 
Die komplexen Zahlen, die die positiven und negativen Zahlen als Son
derfalle enthalten, bilden dagegen in bezug auf die sieben Grundopera
tionen (addieren, subtrahieren, multiplizieren, dividieren, potenzieren, 
radizieren, logarithmieren) ein in sich geschlossenes System. Durch 
fortgesetzte Anwendung der sieben Grundoperationen kommt man 
nicht tiber die komplexen Zahlen hinaus. Dies ist die Ursache ihrer 
groBen Bedeutung. 

Geometrische Darstellung komplexer Zahlen, Zeiger. § 123 

-.1) In der Zeichnungsebene seien eine x-Achse und eine von dieser aus 
um einen positiven rechten Winkel verdrehte y-Achse gegeben. Flir 
beide Achsen sei dieselbe Lange als Einheit festgelegt. Die Lage irgend
eines Punktes P der Zeichnungsebene laBt sich dann durch zwei Ko
Drdinaten Zx und Zy eindeutig bestimmen (Abb.123a). Dabei gilt Zx flir 

y die x-Achse und Zy flir die y-Achse. 
2 Wtirden die beiden Koordinaten 
1 

-.1 -2 -1 0 1 .1 5 
-1 

-2 
I----------"p 

-3 

8 
x 

nicht auf den ihnen zugeordneten 
Achsen verwendet, so bestimmen sie 
im allgemeinen einen andern Punkt 
der Zeichnungsebene. Die beiden 
Koordinaten bilden somit ein geord
netes Zahlenpaar wie der Realteil und 

Abb. 123a. Geometrische Darstellung der der Imaginarteil einer komplexen 
kompJexen Zahl 5 - i 2,5 durch den Punkt p. 

Zahl. Betrachtet man Zx als den 
Realteil und Zy als den Zahlenwert des Imaginarteils einer komplexen 
Zahl, so entspricht jedem Punkt der Zeichnungsebene eindeutig eine 
komplexe Zahl und umgekehrt. Der Punkt P mit den Koordinaten Zx 
und Zy stellt somit die komplexe Zahl Zx + jZy geometrisch dar. 
-.2) Da die geometrische Darstellung der komplexen Zahlen hauptsach
lich durch GauB bekanntgeworden ist, bezeichnet man die Zeichnungs
ebene in diesem Zusammenhang als die GauBsche Zahlenebene. Der 
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Begrili der kpmplexen Zahl und der komplexen GroBe. § 123.2 

Kiirze halber nennt man die die Realteile tragende Achse reelle Achse 
und die die Imaginarteile tragende imaginare Achse. 
-.3) Die Lage des die komplexe Zahl.8 darstellenden Punktes haben wir 
durch ein Kreislein angedeutet, dessen Mittelpunkt der anzugebende 
Punkt ist. Statt dessen konnen wir nach Abb.123 b auch einen vom Null
punkt des Koordinatensystems aus gezeichneten Strich mit Spitze ver
wenden, wenn wir verabreden, daB der Punkt selbst am auBersten Ende 
dieser Spitze liege. Einen solchen Strich nennt man Zeiger123a , e benen 
Vektor, Diagrammvektor, oft 
auch nur Vektor. Nun gelten aber 
fiir, die uns hier interessierenden Ge
bilde - abgesehen von der Addition' 

!I 

1 

und der Subtraktion - andere =-t9---3;---:!1:--:0;?o;;:-;---!;--~-+---I~..J.:6:-

Rechengesetze als fiir die gewohn
lichen Vektoren. Zur Vermeidung 
von MiBverstandnissen wollen wir da-

-1 

-3 

-9 
her den Namen Zeiger bevorzugen. Fiir. . 
die zeichnerische Ausfiihrung eines Abb. 123b. Zeiger der komplexen Zahl 

5-;2,5. 
Zeigers unterscheiden wir den FuB-
punkt, den wir durch ein Kreislein darstellen, den Schaft und 
die Spitze. Aus Abb.123b entnehmen wir, daB die Projektionen 
des Zeigers auf die Real- und die Imaginarachse die Zahlenwerte des 
Real- und des Imaginarteils der dargestellten komplexen Zahl ab
bilden. Von der Veranschaulichung komplexer Zahlen durch Zeiger 
werden wir na,chstehend fortgesetzt Gebrauch machen. 

Verschiedene Formen einer komplexen Zahl. § 124 

-.1) Die bisher gebrauchte Form' Z",+ jZy einer komplexen Zahl wollen 
wir nachstehend zur Unterscheidung von andern Formen als die ge
wohnliche Form einer komplexen Zahl bezeichnen. 

Die trigonometrische Form und die Kennellysche Form. 

-.1) Die durch die Gleichung 

,..-Z-=-+--VZ-;,-+-~-'~ 

§ 1241 

(1241 a) 

definierte Zahl Z heiBt Betrag oder Modul der komplexen Zahl 
.8 = z'" + j~y. Bei gewohnlichen Zahlen wird der (absolute) Betrag 
durch zwei senkrechte Striche angedeutet. Man verwendet dieses 
Zeichen in erweiterter Bedeutung auch bei komplexen Zahlen und 
schreibt 

(1241 b) 

. 128 a N ach K ii P f m ii II e r, K.: Einfiihrung in die theoretische Elektrotechnik, 
S. 117. Berlin: Julius Springer 1932. 
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§ 1241.2 Komplexe Zahlen und Zeiger. 

-.2) Die durch die beiden Gleichungen 

und 
(1241 d) 

Zzl cosffJ = z 
• ZII 

SIDffJ = Z 

(1241c) 

definierte Zahl ffJ heiBt Phase, Abweichung, Arcus, Argument 
oder Winkel der komplexen Zahl3 =Z.,+jZy. Unter Verwendung der 
Arcusfunktionen konnen wir auch 

ffJ = arc cos (i) und ffJ = arc sin (1) (1241e u. f) 

schreiben. Den Inhalt dieser beiden Gleichungen faBt man schlieBlich 
noch in der kurzen Form 

1 gJ = arc (2) I 
zusammen. Aus (1241 c u. d) ergibt sich durch Division 

Z 
tgffJ = z"· 

z 

(1241 g) 

(1241 h) 

Die Phase laBt sich aus diesen Gleichungen immer nur bis auf ganze 
Vielfache von 2n bestimmen (§ H2. 6). Beschrankt man die Bezeich
nung ffJ auf einen in den Bereichen o· .. +2n oder -n· .. +n liegen-
den Hauptwert, so muB in den Gleichungen statt ffJ strenggenommen 
immer ffJ + k 2n geschrieben werden, wobei k Null oder irgendeine ganze 
positive oder negative Zahl ist. Der Bequemlichkeit halber wird der 
Summand k 2n jedoch stets weggelassen, wenn dies ohne nachteilige 
Folgen geschehen kann. Auch hier wollen wir es so halten. 

-.3) Aus (1241 c u. d) folgen ferner 

Z., = Z cosffJ und Zy = Z sin ffJ • 

Durch Einsetzen in 3 = Z., + jZy finden wir 

13 = Z(COSffJ + j sinffJ) I· 

(1241i u. k) 

(12411) 

Die rechte Seite dieser Gleichung heiBt trigonometrische Form oder 
Norm alf orm einer komplexen Zahl l241 a. 

124h Bei der U~rechnung der gewohnlichen in die trigonometrische oder in 
die Kennellysche Form ist (1241a) ffir den Rechenschieber nicht bequem. Man 
errechnet zuerst rp aus (1241h) und dann Z aus (124li) oder (1241k). Wer hau
fig solche Umrechnungen zu machen hat, verwendet mit Vorteil das von Wallot 
gegebene Rezept. Wallot, J.: Theorie der Schwachstromtechnik, S.67. Berlin: 
Julius Springer 1932. 
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Begriff der komplexen Zahl und der komplexen GroBe. § 1241.4 

-.4) Stellt man die komplexe Zahl.8 nach § 123 durch einen Punkt mit 
den Koordinaten Z., und Zy geometrisch dar (Abb. 1241a), so erkennt 
man an (1241a) und unter Anwendung des Satzes von Pythagoras, 
daB der Betrag Z durch den Abstand des Punktes vom Koordinaten-
nullpunkt ausgedriickt wird. Dabei ist aller- !I 
dings Voraussetzung, daB die Zahl 1 auf bei
den Achsen und auf der vom Koordinaten
nullpunkt zum .8 entsprechenden Punkt fiih
renden Verbindungslinie durch dieselbe Strecke 
dargestellt wird. Weiter erkennt man, daB 
die Phase wiedergegeben wird durch den Win
kel, "Q.m den diese Verbindungslinie gegeniiber 
der positiven Halfte der reellen Achse ver- _-=l..-_~;!r-+:,...-.1..-~ 
dreht ist. Man hat hiezu nur (1241 c u. d) auf Xx :c 

die rechtwinkligen Dreiecke anzuwenden. Wah-
rend eine komplexe Zahl in gewohnlicher Form Abb. 1241a. Zeigerblld einer 

komplexen Zahl. Es sind 
einen Punkt durch seine geradlinig-rechtwink- Zx = - 2,5, Zy= 5,5, Z= 6,04, 

ligen Koordinaten festlegt, bestimmt die tri- <P= 114° 10'. 
gonometrische Form derselben komplexen Zahl denselben Punkt durch 
seine Polarkoordinaten. 
-.5) In der gewohnlichen Form hat eine komplexe Zahl die Gestalt einer 
Summe, in der trigonometrischen Form erscheint sie dagegen als Pro
dukt. Der -eine Faktor dieses Produktes ist der Betrag. Er bestimmt 
allein den Abstand des der komplexen Zahl entsprechenden Punktes 
vom Koordinatennullpunkt. Der zweite Faktor hat hierauf keinen Ein
fluB. Rechnet man seinen Betrag nach (1241a) aus, so findet man tat
sachlich +-ycos2 cp + sin2cp = 1. Er legt dagegen ausschlieBlich den 
Winkel fest, um den der Punkt aus der reellen Achse verdreht ist. Er 
heiBt deshalb Dreher oder Versor. Hat eine komplexe Zahl einen 
konstanten Betrag, aber eine veranderliche Phase und damit einen ver
anderlichen Dreher, so beschreibt der ihr entsprechende Punkt einen 
Kreis mit dem Koordinatennullpunkt als Mittelpunkt. Sind dagegen 
die Phase und damit der Versor kOnStant und ist der Betrag verander
lich, so bewegt sich der Punkt auf einem Strahl, der im Koordinaten
nullpunkt einsetzt. 
~.6) 1m Interesse einer kurzen Schreibweise setzt man naeh einem Vor
sehlage von A. E. Kennellyl241b 

1 
1 1241c 

~ == eos<p + i sin<p . 

1241b Electr. WId., N. Y. 23 (1894) S. 17. 

(1241m) 

12410 Statt /qJ (sprich: Dreher qJ) schreiben einige Autoren auch cisqJ. 
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§ 1241.6 Komplexe Zahlen und Zeiger. 

Mit der Kennellyschen Schreibweise geht (12411) iiber in 

(1241n) 

Hierfiir kann man nach (1241 g) auch 

(12410) 

schreiben. Die Kennellysche Schreibweise der trigonometrischen Form 
wird nachstehend kurz als Kennellysche Form einer komplexen 
Zahl bezeichnet, 1241 a. 

-.7) Beriicksichtigt man, daB die Funktionen coscp und sinl!! fUr die 
Zahlen I!! und I!! + k 2n dieselben Werte annehmen, wenn k eine ganze 
Zahl ist, so findet man an Hand von (1241m) die Beziehung 

/cp = /cp +_k2n, k = ganze Zahl. (1241 p) 

Ferner berechnet man nach (1241m) leicht folgende besondere Werte 
des Drehers. 

/0=/0°=1; /n/2= /90 0=j; /-n/2=/-900= --j; /n=/1800= -1; 

/2n/3 =/120° = -1/2 + jV3/2; /4n/3= /240° = -1/2 - fl/3/2. 

-.8) Sind zwei komplexe Zahlen einander gleich, so haben sie gleiche 
Realteile und Imaginarteile (§ 122.6). Nach den Formeln von § 1241.2 
und § 1241. 3 haben sie dann auch gleiche Betrage und gleiche Dreher. 
Umgekehrt folgt aus der Gleichheit der Betrage und Dreher auch die 
Gleichheit der Realteile und der Imaginarteile. Es gilt deshalb ohne 
Widerspruch mit § 122.6: Zwei komplexe Zahlen sind einander 
dann und nur dann gleich, wenn sie gleiche Betrage und 
gleiche Dreher haben. Die zwischen den beiden komplexen Zahlen 
21 und 22 geltende Gleichung 

21 = 22 (1241 q) 

ist somit gleichwertig den zwei Gleichungen 

und /arc(21) = /arc(22)' (1241r n. s) 

Wegen del' Periodizitat del' trigonometrischen Funktionen Kosinus und 
Sinus folgt aus'der Gleichheit del' Dreher nicht die Gleichheit del' Phasen, 
sondern nul' 

(1241 t) 

Man kann (1241q) auch durch (12411' u. t) ersetzen und sagen: Zwei 
komplexe Zahlen sind einander dann und nul' dann gleich, 
wenn sie gleiche Betrage haben und wenn ihre Phasen sich 
gleich sind oder sich umganze Vielfache von 2nunterscheiden. 
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Begriff der komplexen Zahl und der komplexen GroBe. § 1242 

Die Exponential/arm. § 1242 

-.1) Es muB hier als bekannt vorausgesetzt werden, daB man trigono
metrische Funktionen und Exponentialfunktionen durch Potenzreihen 
darstellen kann. Insbesondere wird hier davon ausgegangen, daB die 
Gleichungen 
• (I' cp3 cp5 cp7 

smcp = T - 1-=-2--=-3 + 1 .2 3.4.5 - 1.2.3.4.5.6.7 +"', (I242a) 

cp2 cp4 cp6 
coscp = 1 - 1-=-2 + 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6 + ... , (1242b) 

x ~ ~ ~ 
eX = 1 + T + 1-=-2 t 1.2--=-3 + 1.2.3.4 + ... (1242c) 

gelten. Multipliziert man (I242a) mit j und addiert man sie zu (1242b), 
so erhiilt man 

. . l' cp q 2 ,cp3 -t cp4 +' cp5 
cos cp + ? sm cp = + ? T -1--:-2' - ? 1 .2. 3 - 1 .2 . 3.4 ? 1 .2.3.4.5 

Da nach (122a) j lediglich eine andere Schreibweise ft'lr +11=1 ist, 
findet man durch Ausmultiplikation die Gleichungen 

Diese gestatten 
'. _ I j cp I (j cp)2 (j cp)3 (j (1')4 (j cp)5 

cos cp + ? sm cp -I, T ' -1=2 + l.2--=3 + l.2 . 3 . 4 + 1.2.3.4.5 + .,. 
zu schreiben. Setzt man vortibergehend j cp = x, so erkennt man, daB 
die rechte Seite diesel' Gleichung die in (1242c) enthaltene Potenzreihe 
del' Exponentialfunktion eX ist. Es gilt daher die unter dem N amen 
Eulersche Formel bekannte Gleichung 

\ coscp + j sincp = ei'P \. (I242d) 

Damit geht (12411) tiber in 
r-\S-=-Z-ei-''P \. (1242e} 

Dies ist die Exponentialform einer komplexen Zahl. Del' in ihr ent
haltene Faktor ei'P ist del' Dreher, 

-.2) Die in § 1241.6 eingefiihrte Kennellysche Form einer komplexen 
Zahl kann man auch als Sonderschreibweise del' Exponentialform an
sprechen. 

Konjugiert komplexe Zahlen. § 125 

-.1) Unterscheidet sich eine komplexe Zahl von einer andern komplexen 
Zahl nul' durch das Vorzeichen des Imaginiirteiles, so wird sie als zur 
andern konjugiert bezeichnet. Konjugiert bedeutet auf deutsch an-
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§ 125.1 Komplexe Zahlen und Zeiger. 

gefUgt, gepaart. Nachfolgend werden konjugiert komplexe Zahlen durch 
das Zeichen - als solche kenntlich gemacht. Flir die zu 3 konjugierte 

komplexe Zahl wird ,8125a (sprich: Z-konjugiert (komplex)) geschrieben. 

Da sich die Realteile von 3 und ,8 nicht unterscheiden, gilt 

1 me (,8) = me (3) I· (125a) 

DefinitionsgemiiB gilt dagegen fUr die Zahlenwerte der Imaginiirteile die 
Gleichung 

(125 b) 

Es ist beispielsweise die komplexeZahl Zx+jZy konjugiert zu Zx-jZy. 
Ebenso ist aber auch Zx - jZy zu Zx + jZy konjugiert. 

!! 

x 

~-----I~m(m 

-.2) Stellt man die beiden komplexen 

Zahlen 3 und 8 nach § 123 geo
metrisch dar, so liegen die beiden 

Punkte 3 und ,8 spiegelbildlich zur 
reellen Achse (Abb. 125a). Man kann 
aus (1241 a) oder aus der geo
metrischen Darstellung erkennen, 
daB zueinander konjugiertekomplexe 
Zahlen denselben Betrag haben. Es 
gilt die Gleichung 

(125 c) Abb. 125a. Zeigerbild der zueinander konju· 
gierten komplexen Zahlen 8 und 2. Es sind 
iJle(S) = -4, S'ml8l = 3, 181 = 5, arc8 

= 143 0 10'. Ferner entnimmt man aus (1241 c 
u. d) oder aus der geometrischen 

Darstellung, daB die Phasen zweier zueinander konjugierter komplexer 
Zahlen entgegengesetztes Vorzeichen haben. Es gilt demnach die 
Gleichung 

Komplexe GroBen und ihre Veranschaulichung 
durch Zeiger. 

(125d) 

§ 126 

-.1) Das Produkt aus einem Zahlenwert (reine Zahl) und einer (dimen
sionsbehafteten) Einheit ist eine GroBe (§ 111.2). Ganz entsprechend be
zeichnen wir das Produkt aus einer komplexen Zahl und einer Einheit 
als komplexe GroBe. Solche treten zwar in del' Natur nicht unmittel
bar auf. Sie haben aber mittelbar eine groBe Bedeutung. Es tritt niim
lich hiiufig der Fall ein, daB es beque mer ist, einer wirklich vorhandenen 

125. Haufig wird dafiir auch 3* oder ,fh geschrieben. 
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Begriff der komplexen Zahl und der komplexen GroBe. § 126.1 

GroBe einen gedachten Partner zuzuftigen und mit beiden zusammen 
ala komplexe GroBe zu rechnen, statt mit der wirklichen GroBe allein. 
Dieser Umstand liegt der komplexen Behandlung von W echselatrom~ 
problemen zugrunde (§ 32). 
-.2) Da die Einheitenwie als Faktoren auftretende Zahlen zu behandeln 
sind, hat man sie entweder zum Betrag oder zu Real- und Imaginarteil 
zu schlagen. Fiir den komplexen Widerstand (300 + j 800) Q ist bei
spielaweise Z", = 300 Q und Zy = 800 Q. Die fiir komplexe Zahlen auf
gestellten Formeln gelten somit ohne weiteres auch fUr komplexe GroBen. 
-.3) Wie komplexe Zahlen kann man auch komplexe GroBen durch Zeiger 
veranschaulichen. Hierbei werden GroBen beliebiger Dimension durch 
Langen wiedergegeben. Der GroBe ® moge der Zeiger ®' entsprechen. 
Den Zusammenhang zwischen ® und ®' vermittelt der MaBstab M, 
nach dem die Abbildung entworfen ist. In Anlehnung an den bei tech
nischen Zeichnungen und in der Kartographie bestehenden Brauch 
wollen wir festsetzen: Die wirkliche GroBe geht durch Multipli
kation mit dem MaBstab in den sie darstellenden Zeiger tiber. 
Dieser Satz lautet in Gleichungsform 

®M = ®'. 

Gilt im Sinne von § 111.2 ® = {®} [®] 

(126a) 

und ®' = {®'}[®'J, so folgt 
hieraus 

I 
{<W} [@']I 

M = {@}[@] . (126b) 

Hiernach ist der MaBstab selbst eine GroBe. Es gilt daher der Ansatz 

M = {M} [M]. (126c) 
Er hat den Zahlenwert 

(126d) 
und die Einheit 

(126e) 

-.4) Wird beispielsweise in Abb.126a der Widerstand 800 Q durch 
eine 2 cm lange Strecke abgebildet, so erhalten wir nach (126b) fiir 
den MaBstab 2em em 

M = BOOQ = 400Q· 

Ebenso erhalten wir fiir eine technische Zeichnung, die die Abmessungen 
eines Maschinenteiles jm Verhaltnis von 1 m auf 100 mm verkleinert, 

M = 100mm=~ 
1m 10· 

Dieser MaBstab ist der Quotient von zwei Langen. Er hat somit keine 
Dimension, er ist eine reine Zahl. Seine Einheit ist die Einheit der ge
wohnlichen Zahlen, also 1. 

2 Landolt, Komplexe Zahlen und Zeiger. 17 



§ 126.5 KOlllplexe Zahlen und Zeiger. 

~.5) Statt daB man den MaBstab nach (126 b) in Form eines Quotienten 
angibt, zieht man haufig die Aussage vor, daB del' Langeneinheit [®'] 

des gezeichneten Zeigers in Wirklichkeit die GroBe f:~ [®] entspreche. 

1m Interesse einer knappen Formulierung bedient man sich hierzu des 
Zeichens " (sprich: entspricht) 126a FUr die obenerwahnten Beispiele 
erhalten wir so 

1 cm /'- 200[2 und 1 mm ""'" 1 cm. 

Diese Methode verwendet Abb. 126 b. Das Entsprechen kann man auch 
dadurch ausdrucken, daB man an eine bestimmte Strecke des Bildes die 

11 em 

I =QOOQ 
'\-..~" 

<I 
I 

~ 

a b c 

I? 
(J 81J(J 'loon 

d 
Abb. 126. Zeigerbiider des komplexen Schcin,,~derstandes (300 + i 800) Q mit verschiedenen 

Methoden der Angaben des MaBstabes. 

ihr in Wirklichkeit entsprechende GroBe anschreibt, wie dies in Abb. 126c 
geschehen ist. 

~.6) SchlieBlich kann man MaBstabe auch durch beschriftete Skalen an
geben, wie dies Abb. 126d zeigt. Da wir hier nur solche Bilder betrachten, 
in denen die wirklichen GroBen den sie abbildenden Langen proportional 
sind, genugt die Angabe je eines Punktes auf jeder Achse. Ublich ist es, 
jenen Punkt hervorzuheben, durch dessen Abstand vom Nullpunkt die 
Einheit del' wirkIichen GroBe abgebildet wird. Diese Methode wurde 
- zwar nicht fUr komplexe GroBen, abel' fUr komplexe Zahlen - in 
den Abb. 1241a usw. angewendet. . 

~.7) Nach (126a) gehOrt zur GroBe ® del' Zeiger ®'= ®.lJ!J. Wir werden 
abel' del' Einfachheit halber an die Zeiger stets das Zeichen del' abzu
bildenden GroBe ® und nicht das Zeichen ®' des Bildes anschreiben. 
Dies ist ja auch bei den MaBangaben technischer Zeichnungen ublich. 
Eine Abbildung, in del' durch Zeiger GroBen veranschaulicht werden, 
nennen wir Zeigerbild. Man sagt auch Zeigerdiagramm und Vek
tordiagramm. 

126. Dieses Zeichen ist in Norlllblatt DIN 1302 in der angegebenen Bedeutung 
festgelegt. 
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Rechnungsregeln fiir komplexe Zahlen und komplexe GroBen. § 13 

Rechnungsregeln fiir komplexe Zahlen und komplexe GroBen. § 13 

-.1) Fiir die komplexen Zahlen sind durch Verabredung Rechnungsregeln 
festzusetzen. Diese diirfen sich selbstverstandlich nicht gegenseitig 
widersprechen, sie mussen vielmehr unter sich vertraglich sein. Uberdies 
diirfen sie auch mit den fur die gewohnlichen Zahlen geltenden Regeln 
nicht im Widerspruch stehen. Da eine komplexe Zahl, deren Imaginar
teil Null wird, in eine gewohnliche Zahl ubergeht, mussen auch die fur 
komplexe Zahlen vereinbarten Rechnungsregeln dann in die fiir die ge
wohnlichen Zahlen geltenden Regeln ubergehen, wenn aile Imaginarteile 
Null gesetzt werden. Es hat sich gezeigt, daB man dann ein luckenloses 
System von Rechnungsregeln erhalt, wenn man unter Beachtung der 
Definition i = + -V -1 und del' Nichtzusammenzahlbarkeit von 1 und j 
die fur gewohnliche Zahlen geltenden Regeln auf die komplexen Zahlen 
ubertragt. 
-.2) Nachstehend ist der Einfachheit halber stets nur von komplexen 
Zahlen die Rede. Alle Regeln gelten aber auch fur komplexe GroBen. 

Addition. § 131 

-.1) Bei den reellen Zahlen bedeutet die Addition ein Weiterzahlen 
urn so viel; als die Summanden angeben. Ubertragt man dies auf die 
komplex en Zahlen, so bedeutet die Addition ein Weiterzahlen im reellen 
Teil und im imaginaren Teil. Sind die in gewohnlicher Form gegebenen 
komplexen Zahlen 21' 22' 23 . .. zu addieren, so gilt demnach die 
Gleichung 

Ein weiteres Zusammenziehen ist nicht moglich. Die Summe komplexer 
Zahlen ist im allgemeinen wieder eine komplexe Zahl. Der Realteil 
dieser komplexen Zahl ist die Summe der Realteile der Summanden 
und ihr Imaginarteil die Summe del' Imaginarteile. Dies drucken die 
beiden Gleichungen aus 

ffieC81 + 22 + 23 + ... ) = ZXl + Zx, + ZXa + ... , 
3m 1,81 + 32 + 33 + ... ) = ZYI + ZY2 + ZYa + ... . 

(131 b) 

(131 c) 

Man addiert komplexe Zahlen, indem man ihre Realteile 
und ihre Imaginarteile addiert. 
-.2) Ganz gleich wie fur die Addition reeller Zahlen gelten auch fur die 
Addition komplexer Zahlen das Vertauschbarkeitsgesetz (kommutatives 

Gesetz) 31 + 32 = 32 + 31 (131 d) 

und das Verbindungsgesetz (assoziatives Gesetz) 

2* 

(131e) 
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§ 131.3 Komplexe Zahlen und Zeiger. 

-.3) Sind die komplexen Zahlen nieht in der gewohnliehen Form gegeben, 
so konnen ebenfalls Reehnungsgesetze fUr die Addition aufgestellt 
werden. Die Gesetze werden jedoeh nieht einfaeh und sind daher fUr 
praktisehe Reehnungen ungeeignet. Solehe komplexe Zahlen werden 
deshalb zuerst auf die gewohnliehe Form umgereehnet, summiert und 
wieder zuruekverwandelt. 
-.4) In der geometrisehen Darstellung entsprieht dem Weiterzahlen im 
reellen und im imaginaren Teil ein Aneinanderreihen der Abszissen und 
der Ordinaten der die komplexen Zahlen wiedergebenden Punkte der 
Zeiehnungsebene. Sind 21 und 22 zu addieren, so erfolgt dieses An

y einanderreihen der Koordinaten 
dadureh, daB man die fUr 22 
geltende Zeiehnung parallel ver
sehiebt, bis der Nullpunkt in 
den 21 darstellenden Punkt PI 
fallt. Abb. 131 a zeigt das Er
gebnis dieses Vorgehens. Die 
den Betrag Z2 darstellende 
Streeke OP2 wird dabei aueh 

_,f----:lIi~-':-'----;!;-'-;;-J.....__t.7.-_~- parallel versehoben. Wir ent-
ZXa 'r,q ~ 

nehmen der Abbildung, daB 
Abb. 13la. Addition der komplexen Zahlen 2, = 6 man von dem 21 darstellenden 
.+ i 2 und 2, = - 2 + i 3,5 in geometrischer. Dar- Punkte PI ZU dem Dl + D2 

stellung. v v 
darstellenden Punkte P dureh 

zwei versehiedene Konstruktionen gelangen kann. Man kann entweder 
die Koordinaten Zx, und Zy, anreihen oder die dem Betrage Z2 ent
spreehende Streeke so antragen, daB sie mit der Abszissenaehse einen 
Winkel einsehlieBt, der gleieh der Phase fP2 ist. FUr die zeiehnerisehe 
Durehfiihrung der Addition ist es somit gleiehgiiltig, ob die Summanden 
in der gewohnliehen oder in einer andern Form gegeben sind. 
-.5) Vertauseht man die Reihenfolge der beiden Summanden, so findet 
man fUr den 22 + 21 darstellenden Punkt P dieselbe Lage wie vorher 
in -obereinstimmung mit (13Id). 
-.6) Bilden wir die komplexen Zahlen dureh Zeiger ab, so gilt fUr die 
Addition folgende Vorsehrift, die wir Abb. 13la entnehmen: Man 
findet den 31 + 22 darstellenden Zeiger, indem man von den 
31 und 22 darstellenden Zeigern den einen dureh Parallel
versehieben so an den anderen anreiht, daB sein FuBpunkt 
in die Spitze des and ern fallt. Der gesuehte Zeiger hat 
seinen FuBpunkt im FuBpunkt des niehtversehobenen und 
seine Spitze in der Spitze des versehobenen Zeigers. Diese 
Konstruktion nennt man geometrisehe Addition und aueh vek
torielleAddition. Letzteres deshalb, weil die Addition der (raumliehen) 
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Rechnungsregeln fUr komplexe Zahlen und komplexe GraBen. § 131.6 

Vektoren nach derselben V orschrift erfolgt. - Bei der zeichnerischen 
Ausfiihrung der geometrischen Addition sucht man mit moglichst wenig 

l/ 

x 

Linien auszukommen. Liegen die 
beiden Zeiger 21 und 22 schon -
mit dem Nullpunkt des Koordinaten
systems als FuBpunkt - gezeichnet 
vor, so findet man die Spitze von 
21 + 22 am einfachsten als Schnitt
punkt der durch die Spitzen von 
21 und 22 gezeichneten Parallelen 
zu 22 und 21' Abb. 131 b zeigt 
diese Konstruktion. - Sind dagegen 

B b Abb. 131 b. Konstruktion von 2, + 2" wenn 21 und 22 zahlenma ig gege en, die Zeiger 2, und 2. vorliegen. 

so zeichnet man mit dem Nullpunkt 
als FuBpunkt zuerst den einen Zeiger auf. Dessen Spitze verwendet 
man als FuBpunkt fUr den andern. Abb.131 c zeigt diese Konstruktion. 
-.7) Fassen wir den Realteil l/ 
einer komplexen Zahl als kom
plexe Zahl mit zu Null geworde
nemlmaginarteil auf und ebenso 
den Imaginarteil als komplexe 
Zahl mit zu Null gewordenem 
Realteil, . so erscheint diese 
komplexe Zahl als Summe 
zweier komplexer Zahlen, deren ---~:::""------c';;---->'---'---::r:~ 
Zeiger aufeinander senkrecht 
stehen (Abb. 131 d zeigt ein Abb. 131c. Konstruktion von 6 + j 2 + 4/120·. 
Beispiel). Wir konnen somit 
auBer komplexen Zahlen auch reelle und imaginare Zahlen (§ 122.5) 
durch Zeiger veranschaulichen. 
-.8) Gilt 2 = 21 + 22' so bezeichnet man 21 und 22 haufig als die 
Komponenten von 2, insbesondere dann, wenn sich die Phasen 
von 21 und 22 urn 90 0 unterscheiden, wenn also y . 

die 21 und 22 veranschaulichenden Zeiger auf
einander senkrecht stehen. Das Wort Kom-
ponente ist ein lateinisches Kunstwort und be- ;c 

deutet etwa Zusammensetzende. 
-.9) Sind mehrmals zwei komplexe Zahlen in ~~!pi!i! Z~!~~ild;~~: 
geometrischer Darstellung zu addieren, so addiert Realteil und lmaginiirteil durch Zeiger dargestellt 
man zuerst zwei, fiigt dann die dritte hinzu und so sind. 

weiter. Die Reihenfolge der Summanden spielt nach (131d) keine Rolle. 

-.10) Sind zwei zueinander konjugiert komplexe Zahlen 2 und ,8 zu 
addieren und sind beide in der gewohnlichen Form gegeben, so wird 
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§ 131.10 Komplexe Zahlen und Zeiger. 

nach (131a) unter Beachtung von (122c) und (122d) 

8 + 3 = ffie (3) + ffie (3) + j [3m (3) + 3m (3)]· 

Daraus finden wir unter Berucksichtigung von (125a) und (125b) 

13 + 3 = 2ffie (3)1· (131£) 

Sind dagegen 3 und 3 in del' Kennellyschen Schreibweise gegeben, 
so erhalten wir nach (1241n), (125c) und (125d) 

3 + 3 = 13i/arc 3 + 131/----=-arc 3· 

Dividieren wir durch 131, ersetzen wir dann die rechte Seite unter 
Beachtung von (1241g) mit Hilfe von (1241m), so finden wir mit Be
rucksichtigung del' Vorzeichen 

I / arc 3 + I - arc 3 = 2 cos (arc 3)1 

1,md damit schlieBlich 

13 + 3 = 2 13] cos (arc 3) I· 
Subtraktion. 

(131g) 

(131h) 

§ 132 

~.1) Entsprechend del' Subtraktion reeller Zahlen erklart man die Diffe
renz 31 - 32 del' komplexen Zahlen 31 und 32 als diejenige komplexe 
Zahl, zu del' 32 addiert 81 ergibt. Die Definitionsgleichung lautet somit 

(132a) 

Als Summe del' beiden komplex en Zahlen (81 - 32) und 32 ist die 
linke Seite del' Gleichung selbst eine komplexe Zahl. Da diese und 
die rechts des Gleichheitszeichens stehende komplexe Zahl einander 
gleich sein sollen, mussen sich ihre Realteile und die Imaginarteile gleich 
sein (§ 122.6). An Stelle von (132a) diirfen wir somit unter Beachtung 
von (122e) 

ffieC81 - 32) + Z2X = Zlx und 3m(31 - 32) + Z2y = Zly 

schreiben. Da aIle hier auftretenden Glieder reelle Zahlen sind, erhalten 
wir daraus die zwei Gleichungen 

ffie(31 - 32) = Zlx - Z2x, 

3mC81 - 32) = Zly - Z2y' 

(132b) 

(132c) 

Fassen wir den Realteil und den Imaginarteil del' Differenz wieder zu
sammen, so wird schlieBlich 

(132d) 

Man su btrahiert komplexe Zahlen, indem man ihre Real
teile und ihre Imaginarteile subtrahiert. Wie bei den reellen 
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Rechnungsregeln fur komplexe Zahlen und komplexe GroBen. § 132.1 

Zahlen gelten das Vertauschbarkeits- und das Verbindungsgesetz (kom
mutatives und assoziatives Gesetz) bei der Subtraktion nicht. 
~.2) 1st ,~h Null, sind also sowohl Zlx als auch ZlY Null (§ 122.5), so 
schreiben wir wie bei reellen Zahlen, nachdem wir 22 in 2 umbenannt 
haben, 0-8=-2· (l32e) 

In Anwendung von (132b u. c) finden wir 

und 
(132f) ffie( -8) = -ffie(8) 

Sm(-8) = ~·Sm(8). (132g) --:91::-l.h-::1:3)'--~~~ 
Gilt beispielsweise 8 = 2 - j2,5, so wird ffie (2) 
= 2 und nach § 122.4 3m (8) = -2,5 und wir 
finden nach (132f u. g) -8 = -2 + j2,5.-Be
rechnen wir nach (1241au. b) die Betrage 1-21 
und 121, indem wirauBer (132b u.c) noch (122c u.d) 
beachten, so wird 

1-81 = i81· (132h) 

Abb. 132a. Zeigerbild der 
komplexen Zahlen .3=2 
- i 2,5 und -.3 fiir 

k = o. 

Berechnen wir weiter die Phasen arc (- 3) und arc (3) nach § 1241.4, 
so finden wir 

arc (-8) = arc(8) + 180° + k 360°. (132i) 

Dabei kann k den Wert Null haben oderirgendeine beliebige ganze 
Zahl sein. Abb. 132a veranschaulicht diese Zusammenhange. 
~.3) Wir· konnen (132d) in die Form 

81 - 82 = Zl", + (-Z2"') + j (ZlY + (-Z2Y)) 

umschreiben und dann mit Hilfe von (132f u. g) den negativ genom
menen Realteil und den negativ genommenen Zahlenwert des Imaginar
teils von 22 durch den Realteil und den Zahlenwert des Imaginarteils 
von - 22 ersetzen. So erhalten wir 

(132k) 

Statt eine komplexe Zahl zu subtrahieren, kann man die 
zu ihr negative komplexe Zahl addieren. 
~.4) Fur die geometrische Darstellung konnen wir sowohl nach (132d) 
wie nach (132k) konstruieren. Abb. 132b zeigt das Ergebnis. 
~.5) Fur den Fall, daB die komplexen Zahlen durch Zeiger abgebildet 
sind, konnen wir Abb. 132b entnehmen, daB man fiir die Ermittlung 
des die Differenz 21 - 22 darstellenden Zeigers den Zeiger 22 ver
kehrt - in bezug auf die Vorschrift von § 131.6 - an den Zeiger 21 
anzureihen hat. Wir kommen so zu folgender Vorschrift: Man findet 
den 21 - 82 darstellenden Zeiger, indem man an den 81 den 
22 darstellenden Zeiger durch Parallelverschie ben so a,n
reiht, daB beide Spitzen zusammenfallen. Der gesuchte 
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§ 132.5 Komplexe Zahlen und Zeiger. 

Zeiger hat seinen FuBpunkt im FuBpunkt des ih und seine 
Spitze im FuBpunkt des .82 darstellenden Zeigers. Diese 

Konstruktion ist die geo
metrische Su btraktion. 
FUr die zeichnerische Durch
fiihrung . sind wieder zwei 
etwas verschiedene Wege 

'---.J-_...."".Ef,.l--r=z--;-:::--l---;!-~zz,~-r~::.r;'1~ moglich. - Liegen die bei-
~;'1 rpg-18ft den Zeiger .81 und .82 schon 

plr--I------=~~lrk=-1} mit dem Nullpunkt des Ko
ordinatensystems als FuB
punkt gezeichnet vor, so 
findet man die Spitze von 
.81 -.82 am einfachsten als Abb. 132b. Snbtraktion der komplexen Zahl 2. = - 2 

+ i 3,6 von der komplexen Zahl21 = 6 + i 2 in geome- Schnittpunkt von zwei Hills
trischer Darstellnng. 

lJ 

linien. Die eine ist die 
Parallele zu .82 durch die 
Spitze von .81. Die andere 
tragt 21 - .82. Sie ist die 
durch den Nullpunkt gezo
gene Parallele zu derGeraden~ 
die durch die Spitzen von 

.,..--=:::::..~~------~--:c~ .81 und .82 geht. Abb.132c 
zeigt diese Konstruktion. -
Sind dagegen .81 und .82 
zahlenmaBig gegeben, so 

Abb. 1320. Konstrnktion von 21 - 2" wenn die Zei-
ger 21 nnd 2. vorliegen. zeichnet man mit dem Null-

J' 

+1 

punkt als FuBpunkt .81 auf 
und verwendet dessen Spitze 
als Spitze fiir .82. Abb. 132d 
veranschaulicht dieses Vor
gehen. - Beide Verfahren 
hatten wir unter Benutzung 

Abb.132d. Konstrnktion von 2 + i 6 - 4 /120 0 • 

:c der in § 132.1 gegebenen 
Definition der Differenz un
mittelbar aus den fiir die 
Addition geltenden Kon
struktionen herleitenkonnen. 

-.6) Fiir das Aufzeichnen des Zeigerbildes von Ausdriicken der Form 

.8 = .81 - .82 + .83 - ... + .... 
hat man bald die Vorschrift der geometrischen Addition, bald die der 
geometrischen Subtraktion anzuwenden. Zur Vermeidung von Fliichtig-
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Rechnungsregeln fiir komplexe Zahlen und komplexe GroBen. § 132.6 

keitsfehlern ist es empfehlenswert, solche Ausdrucke auf die Form 

3 = 31 + ( - 32) + 33 + (- ... ) + ... 
umzuschreiben, um dann ausschlieBlich nach der Vorschrift der geometri
schen Addition konstruieren zu konnen. 
-.7) rst die Differenz von zwei konjugiert komplexen Zahlen zu bilden, 
so findet man analog wie in § 131.6 die Gleichungen 

I larc3 - l-arc 3 = j2sin(arc3) I, 
3 - 2 = j2131 sin (arc 3). 

Multiplikation. 

(1321) 

(132m) 

(132n) 

§ 133 

-.1) Bei den reellen Zahlen wird das Produkt zweier Summen durch 
gliedweises Multiplizieren berechnet. Wenden wir dies auf komplexe 
Zahlen an, die in gewohnlicher Form gegeben sind, so erhalten wir 

(Z:rl + jZy,) (Zx, + jZy,) = Zx,Zx, + jZy,ZX, + Zx,jZy, + jZy,iZy,. 

Beriicksichtigen wir, daB das Quadrat der imaginaren Einheit gemaB 
der Definition (122a) gleich -I wird, und ordnen wir die verschiedenen 
Glieder, so erhalten wir als Produkt von zwei in gewohnlicher Form 
gegebenen" imaginaren Zahlen 31 und 32 den Ausdruck 

(133a) 

Das Produkt zweier komplexer Zahlen ist somit im allgemeinen wieder 
eine komplexe Zahl. " 
-.2) Sind die beiden komplexen Zahlen in der Kennellyschen Form 
gegeben, so wird <) <) _ Z Z I I 

.01.02 - 1 2 3!.1.~. 

Das Produkt der beiden Dreher ICfJ1 und ICfJ2 soll vorerst allein betrachtet 
werden. Berucksichtigen wir nach (124Im) die Bedeutung der Dreher, 
so erhalten wir durch Ausmultiplizieren 

COSCfJ1 COSCfJ2 - SinCfJ1 sinCfJ2 + j[SinCfJ1 COSCfJ2 + COSCfJl sinCfJ2J 

= COS(CfJ1 + CfJ2) + j Sin(CfJ1 + CfJ2)' 

Wenden wir fur die rechts stehende komplexe Zahl wieder die Kennelly
sche Form an, so erhalten wir 

(133b) 

und daraus dann 

(133c) 
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§ 133.2 Komplexe Zahlen und Zeiger. 

Naeh § 1241.8 folgt hieraus 

l,fh22 I = Zl Z2 und /are(2122) = /Cf!1 + Cf!2' (133d u. e) 
-.3) Sind die komplexen Zahlen in Exponentialform (1242e) gegeben, 
so findet man mit Anwendung der fUr reelle Produkte geItenden 

Reehenregeln 2122 = Zl Z2 ef(cp, + 'P'). (133f) 

-.4) Die Einfaehheit der Formeln (133e) und (133f) zeigt, daB sieh die 
Kennellysehe Form und die Exponentialform fUr die Multiplikation 
besonders eignen. Man muItipliziert komplexe Zahlen, indem 
man ihre Betrage multipliziert und ihre Phasen addiert. Es 
kann leieht gezeigt werden, daB diese Regel aueh dann noeh gilt, wenn 
mehr als zwei komplexe Zahlen zu multiplizieren sind. Man kann sieh 
ferner dureh Ausreehnen leieht davon uberzeugen, daB fur die Multi
plikation komplexer Zahlen wie bei der Multiplikation reeller Zahlen 

p das Vertausehbarkeitsgesetz 
II (kommutatives Gesetz) 

+1 

2122 = 2221' (133g) 

das Verbindungsgesetz (asso
ziatives Gesetz) 

21 (2223) = (2122) 23 (133h) 

und das Verteilungsgesetz 
(distributives Gesetz) 

21 (22 + 23) (133 i) 
= 2122 + 2123 

gelten. 
-.5) Die Gleiehungen (133d) 

+1 :.r: und (133e) deuten aueh den 
Weg an, wie zwei komplexe 
Zahlen geometriseh zu muIti
plizieren sind. In Abb. 133a 
sind 21 und 22 naeh § 123 

Abb. 133a. Geometrische Multiplikation der komplexen 
Zahlen B, = 1,5 + i 0,5 und B, = 1 + i 2. - Man macht 
OP; = IB,I, zieht durch P; die Parallele zu (+ 1) P" 
bringt sie zum Schnitt mit der Verlangerung von 0 P" 
dreht das so entstehende Dreieck OP~P' um 'P, und 

erhalt so das zu O<+l)P, ahnliche Dreieck OP,P. 
geometriseh dargestellt. Er

ganzt man 0 P 2 = Z2 zu einem dem Dreieek 0 ( + I) PI ahnliehen Drei
eek OP2P und bezeiehnet man OP mit Z, so wird 

.Z Zl 
Z2 =T' 

ManerhaIt daraus fUr den Abstand Z die Gleiehung 

Z = ZlZ2' 
Anderseits ist der Winkel P20P der Phase q;1 gleiehgemaeht. Bezeiehnet 
man den Winkel (+ I) 0 P mit q;, so wird daher 
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Rechnungsregeln fur komplexe Zahlen und komplexe Gri:iBen. § 133.5 

Del' Punkt P entspricht somit einer komplexen Zahl, deren Betrag 
Z = Zl Z2 und deren Phase cP = CP1 + CP2 ist. Del' Punkt P ist daher 
die geometrische Darstellung del' komplexen Zahl 2122' Damit ist 
gezeigt, wie das Produkt komplexer Zahlen geometrisch durch die 
Konstruktion ahnlicher Dreiecke gefunden werden kann. 
-.6) Denken wir uns 22 und 2122 in Abb.133a durch Zeiger OP2 und OP 
veranschaulicht, dann zeigt sich, daB ein Zeiger 22 durch Multiplikation 
mit del' komplexen Zahl 21 um arc (81) verdreht und auf das 121 I fache 
gestreckt wird. Fur 1211 <1 wird er dagegen gestaucht. Man bezeichnet 
daher den Multiplikatoreines Produktes, d. h. den Faktor, mit dem 
multipliziert wird - in unserem Beispiel 21 -, als Drehstrecker. 
Ein Drehstrecker vom Betrage 1 streckt und staucht nicht, er ist ein 
Dreher. Del' Dreher /cp dreht um den Winkel cP, j dreht um 90 0 vor
warts, -j um 90 0 rtickwarts. Die imaginare Einheit heiBt deshalb 
auch rechtwinkliger Dreher. 
-.7) Sollen insbesondere zwei zueinander konjugiert komplexe Zahlen 
miteinander multipliziert werden, so finden wir nach (133c) unter 
Berucksichtigung von (125c u. d) 

28 = 1212 /arc(2) - arc (2) = 1212 /0. 

Da del' Dreher Null den Wert +1 hat (§ 1241.7), wird schlieBlich 

(133k) 

Man kal1l1 diese Zusammenhange auch einer entsprechenden geometri
schen Darstellung entnehmen. 

Division. § 134 

-.1) Entsprechend del' Division reeller Zahlen erklart man den Quo

tienten ~: del' komplexen Zahlen 21 und 22 als diejenige komplexe 

Zahl, die mit 22 multipliziert 81 ergibt. Die Definitionsgleichung lautet 
somit 

(~)22 = 21' (134a) 

Als Produkt del' beiden komplexen Zahlen ~: und 82 ist die linke Seite 

del' Gleichung selbst eine komplexe Zahl. Wir berechnen sie nach (133c) 
und finden unter Beachtung von (1241n, b u. g) 

I§~I Z2 /arc(~:) ~ fP2 = ZI/fP1' 

Aus del' Gleichheit del' links und rechts stehenden komplexen Zahlen 
folgen die Gleichungen (§ 1241.8) 

I ~: I Z2 = Zl und arc (~:) + fP2 = fPl' 
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§ 134.1 Komplexe Zahlen und Zeiger. 

Da aile hier auftretenden Glieder reeile Zahlen sind, erhalten wir 
daraus die zwei Gleichungen 

1

211_ Zl 
22 - Z2' 

arc(~~) = ~1 - ~2' 

(134 b) 

(134c) 

Wegen der Periodizitat der Funktionen Kosinus und Sinus gilt 

/~1 - ~2 + k2r5 = /~1 - ~2' 

/arc(~) = /~1 - ~2' 
und wir erhalten 

(134d) 

Multiplizieren wir (134d) mit (134 b), so wird schlieDlich 

~1 = ZZl /~1 - ~21. 
02 2---

(134e) 

Schreiben WIT dieses Ergebnis auf die Exponentialform urn, so wird 

21 = Zl ej('P,- '(2) 

22 Z2 
(134f) 

Diese Formel deckt sich mit der fUr die Division von Potenzen ge
wohnlicher Zahlen geltenden Rechenregel. Die Einfachheit von (134e 
u. f) zeigt, daD sich die Kennellysche Form und die Exponentialform 
fiir die Ausfiihrung der Division vorziiglich eignen. Man di vidiel't 
komplexe Zahlen, indem man ihre Betl'age dividiel't und 

y 

Abb. 134a. Geornetrische Division der 
kornplexen Zahlen ~h = 1,5 + j 0,5 und 
.32 = 1 + j 2. - Man dIeht das Drei
eck 0 P 2 P,um - 'P" zieht durch + 1 
auf der x-Achse die Parallele zu P~ P;, 
bringt sie zurn Sclm:itt mit 0 P~ und erhalt 
so das zu OP2P, ahnliche Dreieck 0 (+ 1) P. 

ihre Phasen subtrahiert. Durch 
Ausrechnen kann man sich leicht 
davon iiberzeugen, daD wie bei del' 
Division reeller Zahlen das Ver
teilungsgesetz (distributives Gesetz) 

21 + 22 = 21 + 22 (134g) 
23 23 33 

gilt. 
-.2) In Abb.134a sind 21 und 22 geo-

:c metrisch dal'gestellt. Erganzt man 
0(+1) zu einem dem Dreieck OP2 P 1 

ahnlichen Dl'eieck 0 ( + l)P und be
zeichnet man OP mit Z, so wird 

Z Zl 
1 Z2 

und man erhalt fiir den Abstand Z die 
Gleichung 

Z =Zl 
Z2 . 

Anderseits ist der mit cp bezeichnete Winkel (+ 1) 0 P dem Winkel P 20 PI 
gleichgemacht, und es wird somit 
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Rechnungsregeln fUr komplexe Zahlen und komplexe GroJ3en. § 134.2 

Der Punkt P entspricht somit einer komplexen Zahl, deren Betrag 

gleich ~: und deren Phase gleich CP1 - 0/2 ist, also ~~. Almlich wie 

das Produkt kann somit auch der Quotient von komplexen Zahlen 
geometrisch durch die Konstruktion eines ahnlichen Dreieckes gefunden 
werden. 
-.3) Wir erweitern ~: mit der zum Nenner konjugiert komplexen Zahl.82' 

Unter Beachtung von (133k) erhalten wir so 

(134h) 

Man kann somit einen Quotienten von komplexen Zahlen durch Er
weitern mit der zum Nenner konjugiert komplexen Zahl in einen 
Quotienten mit reeilem Nenner verwandeln. Von dieser Moglichkeit 
macht man haufig Gebrauch, wenn die beiden zu dividierenden kom
plexen Zahlen in gewohnlicher Form gegeben sind. Sobald der Nenner 
reeil ist, kann man das Ergebnis durch Ausscheiden des Realteiles 
und des Imaginarteiles in die gewohnliche Form umschreiben. Mit 

81 = Z1:l; + iZ1Y und 32 = Z2:V + iZ2Y wird 32 = Z2:v- iZ2Y' und man 
erhalt nach (134h) 

(134i) 

-.4) Aus (134c) folgtfiir 81=1/0 = 1 (§ 1241.7) und 32 = 8 = 131 l arc8 

arcG) = -arc(3). 

Mit Beachtung von (125d) wird daraus 

arc(i) = arc (.8) . (134k) 

-.5) Soil insbesondere die komplexe Zahl 3 durch die zu ihr konjugiert 

komplexe Zahl .8 dividiert werden, so erhalten wir nach (134e) unter 
Beriicksichtigung von (125c) und (125d) 

~ =/2arc8. (1341) 
.8 

-.6) Es soil noch der Quotient von zwei Drehern bestimmt werden. 
Nach § 1241 ist ein Dreher eine komplexe Zahl, deren Betrag Eins ist. 
Wir erhalten deshalb durch Anwendung der Quotientenformel (134e) 

/'Pl 
I~ = /CP1 - CP2' (134m) 
~ 
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§ 134.6 Komplexe Zahlen und Zeiger. 

1st die Phase des ZiLhler-Drehers Null, so wird dieser selbst naeh § 1241.7 
gleieh Eins, u,nd es gilt 1 

h =j-g;. (134n) 

Fiir den reehtwinkligen Dreher wird insbesondere 

(1340) 

Potenzierung135a• § 135 

-.1) Fur einen positiven ganzzahligen Exponenten n konnte man die Po
tenz sn wie bei reellen Zahlen als Produkt von n Faktoren 2 definie
reno Es gilt dann 

(n Faktoren 2). (135a) 

Verwendet man fUr S die hier sehr bequeme Exponentialform 
Zei ('P+k2n) 135b, so erhalt man dureh wiederholte Anwendung der 
Multiplikationsregel (§ 133.4) 

12n=znei<'P+k2n)nl. (135b) 

Diese Gleiehung ermoglieht aueh dann eine Bereehnung der Potenz, 
wenn n eine ganz beliebige reelle oder komplexe Zahl ist. Man be
traehtet daher (135 b) als eigentliehe Definitionsgleiehung der Potenz. 
-.2) Es sei die Potenz Sp· zu bestimmen. Wir verwenden hiezu 21 in' 
der Exponentialform Z1 e j ('P·+k2n) und S2 in der gewohnliehen Form 
Z2X + j Z 2y. Aus (135b) folgt dann 

D.8, _ Z(Z2z+i Z 2Y) ej(tp. +k2n) (Z2z+iZ2Y) 
{)1 - 1 • 

Unter Verwendung des naturliehen Logarithmus des Betrages Z1 gilt 

Zl = e1n (Z,), 

und es wird dann 

2P' = e1n (Zl)(Z2z+iZ2 y)+i('P.+k2n) (Z2Z+iZ2Y) • 

Multiplizieren wir nun die Exponenten aus, so wird sehlieBlieh 

2P' = e[ln(Z,). Z2z-('P,+k2n)Z2 yl eilln(Z,)Z2Y+('P.+k2n)Z2",1. (135e) 

Die reehte Seite dieser Gleiehung ist eine komplexe Zahl in Exponential
form. Die erste e-Potenz ist der Betrag, die zweite der Dreher. Die 
Potenz einer komplexen Zahl ist somit wieder eine komplexe Zahl, 
selbst wenn der Exponent eine komplexe Zahl ist. Das Ergebnis ist 

135a Die §§ 135, 136 und 137 sollen lediglich zeigen, daB die sieben Grund
operationen im Gebiete der komplexen Zahlen moglich sind. Fiir das Verstand
nis der nacbfolgenden Abschnitte sind sie belanglos. 

135b 1m Sinne von § 1241.3 ist hier der Summand k 2", zu beriicksichtigen. 
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Rechnungsregeln fur komplexe Zahlen und komplexe Gro.i3en. § 135.2 

allerdings vieldeutig, da k Null oder jede ganze positive oder negative 
Zahl sein kann. . 
-.3) Wenden wir z. B. (135c) auf Ii an, so finden wir mit 1 = lei (0+k2 n ) 

und i = 0 + il Ii = e[0'0-(0+k2",)1]ei(Od+k2",'0] 
oder Ii = e-k2",. (135d) 

Fur k = 1, 0 und -1 erhalten wir die Werte 0,00187, 1 und 535,43. 

Radizierung135a. § 136 

-.1) Setzen wir wie bei reellen Zahlen 

Iw-s*l, (136a) 

so wird nach (135b) 
1 .'P+k2,. n.-- - 1~ vs = Zn e n (136b) 

Diese Gleichung betrachtet man als Definitionsgleichung, selbst wenn. n 
eine komplexe Zahl ist. 

-2.) Urn 3VSl zu berechnen, verwenden wir mit S2 = Z2Z + iZ2Y nach 
(134h) und nach § 125.1 1 

und findeR nach (135b) 

Z2X - j Z 2Y 

Z~x + Z~Y 
In(Zt) Z • .,+('1'1 +k2"')Z2Y . -In(Z,)Z2Y+('Pl+k2,,,) Z2x 

E.- Z' Z2 1 Z2 Z2 ~/O _ 2x+ 2y 2x+ 2y r 01 - e e (136c) 

Die Wurzel einer komplexen Zahl mit komplexen Wurzelexponenten 
ist somit eine vieldeutige komplexe Zahl. 

3-
-.3) Wenden wir z. B. (136b) auf VI an, so wird mit 1 = leio 

3 .k2:n: fl = i-3-
oder nach (1242d) 

~111 (k2n) + . . (k2:n) r ~ = cos \3 J SIll 3 . 

Wegen der Periodizitat der Funktionen Sinus und Kosinus ergeben sich 

fiir aIle m~glichen Werte von k nur die drei Losungen 1, - ! + i V;, 
1 . Y3 

-2- JT' 

Logarithmierung135a. § 137 

-.1) Wir definieren den naturlichen Logarithmus einer komplexen Zahl 
wie bei den reeIlen Zahlen durch die Gleichung 

I elnE = sl· (137 a) 
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§ 137.1 Komplexe Zahlen und Zeiger. 

Wir maehen fiir In 2 versuehsweise den Ansatz 

In2 = ffie(ln2) + iSm(In2), 
und erhalten damit 

eme(ln2)+i~m(Jn2) = 2. 

(137b) 

Verwenden wir fiir 2 wieder die Exponentialform Zei(cp+k2n), so wird 

eme(lnm ei~m(ln2) = Zef(cp+k2rr). 

Von der linken Seite ist die erste e-Potenz ein Betrag, die zweite ein 
Dreher. Die Gleiehung zerfallt somit in 

eme (Jn2) = Z 
und 

ei~m(Jnm = ei(cp+k2n). 

Daraus finden wir 
ffie(In2) = LnZ 

und 
Sm(In2) = g:; + k2n. 

Der Ansatz naeh (137b) ist dadureh gerechtfertigt und wir finden 

IIn 2 = LnZ + j(g:; + k2n) I. (137e) 

-.2) Bereehnen wir mit dem Ansatz Z = Z eio den Logarithmus einer 
positiven reellen Zahl naeh (137 e), so finden wir 

lnZ = LnZ + jk2n. (137 d) 

Daraus erkennen wir, daB wir unter dem in (137 e) stehenden LnZ 
nur den Hauptwert des Logarithmus zu verstehen haben, der sieh fur 
k = 0 ergibt. 
-.3) Fur den Logarithmus einer negativen reellen Zahl vom Betrage Z 
finden wir mit Hilfe des Ansatzes -Z = Zein naeh (137 e) 

In( -Z) = LnZ + j(n + 2kn). (137 e) 

So finden wir z. B. fUr den Hauptwert von In(-10) aIs Ergebnis 

Ln( -10) = 2,30259 + in. 
-.4) Nun wollen wir noeh den Logarithmus von 21 zur Basis 22 unter
snehen. Es gilt die DefinitionsgIeiehung 

Ersetzen wir hier 22 dureh e1n2" so finden wir 

(eln2z)3210g32 = .~h und e(ln22 . 3'log2,) = 21' 

Nehmen wir beidseitig den natiirliehen Logarithmus, so wird 

ln22 . 2'Iog22 = In21 
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Einige Grundbegriffe. 

und daraus schlieBlich mit (137 c) 

~J,lo \) = LnZl + j('Pl + 2k:n) 
g{)2 LnZ2 + j('P2 + 2k:n) • 

§ 137.4 

(137 g) 

Es ist somit der Logarithmus einer komplexen Zahl zu einer kom
plexen Basis eine vieldeutige komplexe Zahl. 

Einige Grundbegriffe und Grundgesetze 
der Elektrizitatslehre. 

§2 

-1.) Die V orbedingung fiir die richtige Lasung eines Problems mit irgend
welchen mathematischen Mitteln ist ein richtiger Ansatz der Ausgangs
gleichung. Hierzu gelangt man nur, wenn man uber prazise Formulierun
gen der Grundgesetze und genaue Definitionen der darin enthaltenen 
GraBen verfiigt. Einige der fUr die Wechselstromtechnik wichtigsten 
Grundbegriffe und Grundgesetze werden nachstehend zusammengestellt. 
Eine gewisse Breite der Darstellung kommt dort zur Anwendung, wo 
erfahrungsgemaB unprazise Auffassungen und Formulierungen haufig 
sind. 

Eillige Grulldbegriffe. 

Der Zweipol. 

§ 21 

§211 

-1.) Ein. elektrischer Stromkreis besteht aus verschiedenen Strom
zweigen, Stromkreisteilen oder Stromkreiselementen. Diese sollen hier 
mit Zweipol211a bezeichnet werden. Es sei definiert: Ein Zweipol 
ist ein Stuck eines Stromkreises, das beid-
seitig dur,ch je einen Pol (Klemme) abgegrenzt ? 
ist. Beispielsweise kannen Widerstande, Spulen, 0 
Apparate oder ganze Maschinen Zweipole sein. Zeich-
nerisch wird ein Zweipol durch eines der in Abb. 211 a 
gezeigten Symbole dargestellt. Ein elektrisches Schal- Abb. 211a. Drei gra
tungsschema ist ein Plan, der angibt, wie die einzelnen phische Symbole fiir 

einen nicht naher be-
Zweipole zu einer Schaltung verbunden sind. stimmten Zweipol. 

Der Bezugssinn. § 212 

Begriff und Angabe des Bezugssinnes. § 2121 

-1.) Fur die meisten bei Wechselstromproblemen auftretenden GraBen, 
wie elektrische Strame, elektrische Feldstarken, elektrische Spannungen, 
magnetische Induktionen, Induktionsflusse, magnetische Feldstarken, 

211 a Der Zweipol ist ein Begriff, der sich in der femmeldetechnischen Literatur 
durchzusetzen beginnt. Er ersetzt die Ausdriicke Stromzweig, Stromkreisteil und 
ahnliche in vielen Fallen so vorteilhaft, daB es sich rechtfertigt, ihn auch in die 
allgemeine Elektrizitatslehre einzufiihren. 

3 Landolt, Komplexe Zahlen und Zeiger. 33 



§ 2121.1 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitatslehre. 

magnetische Spannungen, elektrische Durchflutungen, Drehwinkel, 
Drehzahlen und Drehmomente sind am Orte ihres Auftretens zwei 
einander entgegengesetzte Richtungssinne ihres Bestehens moglich. 
Davon kommt die eine der betreffenden GroBe zu, wenn diese positiv, 
und die andere, wenn sie negativ ist. Soll die Angabe des Vorzeichens 
des Wertes einer GroBe einen bestimmten Sinn haben, so muB fest
gesetzt sein, welcher der beiden moglichen Richtungssinne den positiven 
Werten entspricht. Mit andern Worien, es muB angegeben sein, auf 
welchen Richtungssinn eine Aussage Bezug hat, der Bezugssinn2121a 
muB festgelegt sein. 
-2.) Wir definieren: Der Bezugssinn einer GroBe ist diejenige 
Richtung, die der GroBe dann zukommt, wenn ihr Wert 

Abb.2121a. Verwendung von Bezugspfeilen zur An
gabe des Bezugssinnes eines in einem Widerstande 
flieJ3enden Stromes i, einer in einer offenen Anker
spule induzierten Spannung Uj, eines in einer Trans
iormatorsaule bestehenden Induktionsflusses .p, und 

der Drebzahl n einer Welle. 

positiv ist. 1st der Wert 
einer GroBe negativ, so ist 
ihre Richtung dem Bezugssinn 
entgegengesetzt. 
-.3) FUr die Angabe des Be
zugssinnes sind Bezugs
pfeile und Doppelindexe 
gebrauchlich. Bald ist die 
eine, bald die andere der bei
den Methoden bequemer. 
-.4) NachdererstenMethode 
wird der Bezugssinn (positive 

Richtung) einer GroBe in einer mehr oder weniger schematisierten 
Zeichnung der betrachteten Vorrichtung durch einen eingetragenen 

Abb. 2121 b. Fest
legung von Fix
punkten A und B 
an einem Wider
stand zwecks An
gabe des Bezugs
sinnes durch einen 

Doppelindex. 

Pfeil angedeutet. Dieser Pfeil heiBt Bezugspfeil 2121 b. 

Abb. 2121 a veranschaulicht einige Anwendungsbeispiele. 
-.5) Nach der zweiten Methode wird der Bezugssinn 
einer GroBe durch den Hinweis auf die in diesem Rich
tungssinn bestehende Aufeinanderfolge von zwei Fix
punkten festgelegt. Hierzu werden den beiden Fix
punkten Buchstaben zugeordnet und diese dann in der 

gewiinschten Reihenfolge als Doppelindex an das Buchstabensymbol 
angehangt, das die zu beschreibende GroBe kennzeichnet. Die beiden 
Fixpunkte bezeichnen wir als Anfangs- und Endpunkt des Zwei
poles. Der Buchstabe des Anfangspunktes erscheint als erster, der 

2121& Die Bezeichnung Bezugssinn findet sich erstmals bei A I bert von B ru nn: 
Die Bedeutung des Bezugssinnes Un Vektordiagramm. Bull. schweiz. elektro
techno Ver. 13 (1922) S. 385 u. 449. Statt Bezugssinn sagt man haufig, aber 
weniger deutlich, positiver Zahlsinn. 1m Franzosischen heillt es sens positif. 

2121b Die Bezeichnung Bezugspfeilfiihrte ebenfalls Albert von Brunn ein, 
s. 2121&. Man sagt auch Zahlpfeil. 
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Einige Grundbegriffe. § 212l.5 

Buchstabe des Endpunktes als zweiter im Doppelindex. Der Bezugssinn 
eines Stromes iBA verlauft demnach von B nach A (Abb. 2121 b). 
-6.) Einen besondern Namen fiihrt der Bezugssinn eines ganzen Strom
kreises oder magnetischen Kreises. Wir definieren: Der Bezugssinn 
einer GraBe, die langs einer Masche (d. h. langs eines in sich 
selbst zuruckfuhrenden Weges) be
steht, heiBt Maschenumlaufsinn. 
Er kann ebenfalls durch einen Bezugs
pfeil festgelegt werden. Ein Anwen
dungsbeispiel zeigt Abb. 2121 c. Da
gegen versagt hier die Methode der 

li d Z . d F Abb. 2121 c. Festlegung des Masehen-
Doppe'n exe. ur em eutigen est- umlaufsinncs durrh einen Bezugspfeil. 

legung des Maschenumlaufsinnes mus-
sen mindestens drei Fixpunkte gewahlt werden, was auf einen drei
fachen Index fUhrt. Diese Komplikation laBt sich vermeiden, indem 
man als Index ein mit einer Pfeilspitze 
versehenes Kreislein verwendet. So 
legen beispielsweise die Angaben (/J G

und (/J ABC fur die in Abb. 2121 d dar
gestellte Lage der Fixpunkte denselben 
Maschenumlaufsinn fest. 
-.7) Wird ein und dieselbe physika
lische Erscheinung durch zwei GraBen 
mit entgegengesetztem Bezugssinn 

r:-r 8 C 
Abb. 2121 d. Festleguug von Fixpunk
ten A, B und 0 an einem in sieh ge
schlossenen Stromkreis zwecks Angabc 
des Maschenumlaufsinnes durch eincn 

dreifachen Index. 

ausgedruckt, so folgt aus der Definition des Bezugssinnes, daB diese 
beiden GraBen einander entgegengesetzt gleich sind 

(2121a) 

Bei Umkehrung des Bezugssinnes ist das Vorzeichen del' GraBe 
zu tauschen. FlieBt beispielsweise in Abb.2121b ein elektrischer 
Strom von der Starke 5 A von links nach rechts, so ist er fiir den Bezugs
sinn AB positiv. Es besteht somit die eine Gleichung (u = (+) 5 A. 
Anderseits ist er fUr den Bezugssinn BA negativ. Dies fUhrt zu del' 
zweiten Gleichung iBA = -5 A. Eliminieren wir aus beiden Aus
drucken 5 A, so finden wir in Ubereinstimmung mit (2121 a) iAB = -iBA . 

Der Bez~tgssinn im Schaltungsschema. § 2122 

-1.) Bestehen langs eines Zweipols verschiedene GraBen, denen eine 
Richtung zukommt, in einem Widel'stand, z. B. Strom und Spannung, 
so ist es im allgemeinen am bequemsten und daher zu empfehlen, flir 
aHe diese GraBen denselben Richtungssinn als positiv zu betrachten, 
d. h. fUr aHe einen gemeinsamen Bezugssinn zu verwenden. Es ist 
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§ 2122.1 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitatslehre. 

dann zu demZweipol nur ein einziger Bezugspfeil zu zeichnen (Abb.2122a), 
oder die Buchstabensymbole der verschiedenen Gro.Ben erhalten dann 

__ . aIle denselben Doppelindex. Das 
~_ 4-~ ~ Gegenteil davon sind entgegen-

~ gesetzteBezugssinne (Abb.2122b). 
Abb. 2122 a. Der Be-
zugspfeil eines Zwei- Abb. 2122b. Ent- -2.) SindmehrereZweipolezwischen 
poles legt einen fiir gegengesetzte Be-
aile in ibm auftreten- zugssinne fiir Strom i zwei Sammelschienen oder Knoten-
den Grol.len gemein- undSpannungueines unk all 1 hI' 
samen Bezugssinn Zweipoles. p ten par e gesc a tet, so 1St 

fest. es in vielen Fallen bequem, ihnen 
die Bezugssinne so zuzuordnen, da.B fiir aIle dieselbe Sammelschiene 
oder derselbe Knoten Anfangspunkt und die andere Sammelschiene 

oder der andere Knoten Endpunkt 
wird(Abb. 2122c). SoverteilteBe-f f f zugssinne wollen wir als zuein-

I. I. l ander parallel bezeichnen. Sind 
t f 'f mehrere Zweipole in Reihe ge-

schaltet, so ist es oft bequem, 
ihnen Bezugssinne so zuzuordnen, 

Abb.2122c. Parallele Bezugssinne fiir parallel da.B der Endpunkt des einen Zwei
geschaltete Zweipole. 

poles zum Anfangspunkt des an-
schlieBenden Zweipoles wird (Abb.2122d). So festgelegte Bezugs
sinne bezeichnen wir als fortlaufend. Die beiden Bezugssinne von 

Abb. 2122d. Fortlautende Bezugssinne fiir in Abb. 2122 e. Gegenparallele Bezugssinne eines 
Reihe geschaltete Zweipole. Zweipoles. 

Abb. 2122 e verbinden dieselben Klemmen. Wir bezeichnen sie ins
besondere als gegenparallel. 
-.3) Fiir eine nur aus Zweipolen bestehende Masche sind fortlaufende 
und parallele Bezugssinne Festsetzungen, die sich gegenseitig ausschlie-

!@t l@i .Ben.InAbb.2122flaufenbeideBe-
zugssinne mit dem Maschenumlauf
sinn; in Abb.2122g lauft dagegen ein 
Bezugssinn dem Maschenumlaufsinn 

Abb. 2122f. Die Abb. 2122g. Ein t 
beidenBezugssinne Bezugssinn liiutt en gegen. 
la'::~he~a~~ g.e:-Si~:~~:~=: -.4) Sind ein elektrischer und ein 

sinn. magnetischer Kreis miteinander ver-
kettet, so setzen die Gesetze, die die elektrischen und die magnetischen 
Gro.Ben miteinander verkniipfen, voraus, daB die Bezugssinne der beiden 
Kreise einander nach einer Rechtsschraubung2122a zugeordnet sind. 

2122. Die Rechtsschraubung und verwandte Begriffe legt Normblatt DIN 1312 fest. 
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Einige Grundbegriffe. § 2122.4 

Dieser entspricht das Rechtsgewinde, mit dem die normalen Schrauben 
und die Korkzieher und Bohrer ausgerustet sind. Dreht man eine 
solche Schraube bei festgehaltener Mutter oder 
die Mutter bei festgehaltener Schraube nach 
rechts oder nach links herum, so entsprechen 
sich die Drehrichtung und die Fortschreitungs
richtung des bewegten Teiles nach einer Rechts
schraubung (Abb. 2122h). 
-5.) 1st der Bezugssinn eines Teiles des elek
trischen oder magnetischen Kreises festgesetzt, 
so findet man den ihm nach einer Rechts-

cb 
I 

CD 
t 

schraubung zugeordneten Maschenumlaufsinn Abb.2122h. Drebriehtung 
d d Kr uf f 1 W M und Fortscbreitungsrichtung 

es an ern eises a 0 gende eise. an einer bewegten Sebraube oder 
. ht d .. Kr' f" d d B Mutter mi~ Reehtsgewinde versle enJemgen ms, ur en er ezugs- entspreehen sieh naeh einer 

sinn eines Teiles feststeht, mit einem gleich- Reehtssebraubung. 
laufenden Maschenumlaufsinn und denkt sich in den andern Kreis, 
dessen Maschenumlaufsinn zu bestimmen ist, eine Schraube in 

der Langsrichtung eingeschraubt 
(Abb. 2122i u. 2122k). Dreht man 

Abb.2122i. Gegeben ist der Bezugssinn des 
Spulendrahtes, gesueht ist der Bezugssinn des 

Eisenkernes. 

Abb. 2122 k. Gegeben ist der Bezugssinn des 
Eisenkernes, gesueht ist der Bezugssinn des 

stromfiibrenden Drahtes. 

die Schraube in Richtung des Maschenumlaufsinnes des ersten Kreises, 
so gibt ihr Fortschreitungssinn den gesuchten Bezugs- oder Maschen
umlaufsinn. 
-6.) Werden in einem Schal
tungsschema einlagige, r e c h t s -
g e wi c k e 1 t e Spulen gezeichnet, 
so kann man die beiden sich 
nach einer Rechtsschraube ent
sprechenden Bezugssinne der 
Wicklung und des magnetischen 
Kernes durch einen einzigen 

Abb.21221. Bei einer 
einiagigen, reehtsge
wiekeiten Spule k6n
nen der Bezugssinn der 
Wieklung und des Ker
nes dureh einen einzi
gen Bezugspfeil riehtig 

angegeben werden. 

A A 

v V 
Abb. 2l22m. Bei einer 
einlagigen, linksgewiekeI
ten Spule sind zwei ver
sehiedene Bezugspfeile 
n6tig, urn die Bezugs
sinne der Wieklung und 
des magnetisehen Kernes 

dehtig anzugeben. 

Bezugspfeil vollstandig richtig angeben, wie dies in Abb. 21221 dar
gestellt ist. Fur einlagige linksgewickelte Spulen findet man durch 
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§ 2122.6 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitatslehre. 

Anwendung der in § 2122.5 gegebenen Regel, daB die beiden Bezugs
sinne durch zwei gegeneinander weisende Bezugspfeile darzustellen sind. 
Dieses Ergebnis ist in Abb. 2122m veranFlchaulicht. 1m Interesse der 
Einfachheit ist es daher zu empfehlen, bei der Aufzeichnung eines Schal
tungsschemas einlagige, rechtsgewundene Spulen zu bevorzugen. 
-.7) Besteht eine Spuleaus mehreren Drahtlagen, so folgen rechts- und 
linksgewundene Lagen abwechslungsweise aufeinander. 1st die Lagen
zahl ungerade, so treten die Drahtenden an den beiden verschiedenen 
Spulenenden aus dem Wicklungsraum aus. Der Richtungssinn der 
yom Drahtanfang zum Drahtende gerade gezogen gedachten Verbin
dungslinie stimmt dann mit der Richtung des Bezugspfeiles des ma
gnetischen Kreises iiberein, wenn die erste und die letzte Drahtlage 
rechtsgewunden sind. 
-.8) 1st ein magnetischer Kreis mit zwei elektrischen Stromkreisen ver
kettet, so ist es in vielen Fallen zweckmaBig, die Bezugssinne beider 
,Wicklungen so festzulegen, daB sich durch Zuordnen nach der Rechts
schraubung fiir den magnetischen Kreis ein gemeinsamer Maschen
umlaufsinn ergibt. Sind die Anfangs- und Endpunkte zweier Wick
lungen so festgelegt, daB dies der Fall ist, so werden diese Wicklungen 
oder deren Bezugssinne nach Wallot2122b als gleichsinnig be
zeichnet. Fiihren zwei gleichsinnige Wicklungen Strome gleichen Vor
zeichens, so unterstiitzen sich we Felder im gemeinsamen magnetischen 
'Kreis. Anderseits sind Wicklungen dann gegensinnig, wenn ihre' 
durch Festlegung der Anfangs- und Endpunkte gegebenen Bezugssinne 
im gemeinsamen magnetischen Kreis nach der Regel von § 2122.5 auf 
zwei einander entgegenlaufende Maschenumlaufsinne fiihren. Es ist 
zu beachten, daB es nicht von der Ausfiihrungsart zweier Wicklungen, 
sondern nur von der Festlegung ihrer Anfangs- und Endpunkte abhangt, 
ob sie gleich- oder gegensinnig sind. 

Der BezulJssinn von Drehwinkeln. § 2123 

-1.) Nach § 112.4 sind Winkel positiv, wenn sie im Gegenuhrzeigersinn 
verdrehen. Fiir den Uhrzeigersinn sind sie negativ. Diese allgemein 
iibliche Verabredung bedeutet, daB der Gegenuhrzeigersinn der Bezugs
sinn fiir Drehwinkel ist. Er braucht deshalb in den Abbildungen nicht 
noch besonders angegeben zu werden. Dies ware nur notig, wenn man 
eine der allgemeinen Abmachung entgegengesetzte 'Festsetzung treffen 
wollte. 
-2.) Werden bei der Angabe von Drehwinkeln in den Schreibweisen 
<}: m)8 und IP21}8 Doppelindexe verwendet, so hat dies mit dem Bezugs
sinn nichts zu tun, sondern es wird angegeben, daB der Drehwinkel 

2122b Wallot, Julius: Theorie der Schwachstromtechnik, § 171, S.122. 
Berlin: Julius Springer 1932. 
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Einige Grundbegriffe. § 2123.2 

von der durch den ersten Buchstaben bezeichneten Richtung bis zu 
der durch den zweiten Buchstaben bezeichneten Richtung fiihrt (§ 112). 

Die Bestimmungsstiicke sinusformig veranderlicher § 213 
GroBen von Wechselstromkreisen. 

-.1) SinusfOrmig veranderliche Spannungen, Stromstarken, Durch
flutungen, magnetische Feldstarken, magnetische Induktionen, Induk
tionsfliisse und so weiter sind sinusformig-veranderliche GroBen von 
Wechselstl'omkreisen. Statt dieses schwerfalligen Ausdrucks wollen wir 
del' Kiirze halber nachstehend harmonische Schwingungen und 
in allgemeinen Beispielen auch Sinusstl'ome sagen. Der Ausdruck 
harmonische Schwingung rechtfertigt sich dadurch, daB die Ergebnisse 
allgemein fUr solche gelten, nicht nur fiir sinusfOrmig veranderliche 
Gl'oBen von Wechselstromkreisen. 
-.2) Eine harmonische Schwingung oder ein Sinusstrom geniigen der 
Gleichung 

i = iSin(2n/t + C[Ji)' (213a) 
A 

Dabei ist i der Augenblickswert oder Momentanwert und i del' 
Scheitelwert oder die Amplitude. Der Ausdruck 2n/t + C[Ji ist die 
Phase und C[Ji die Anfangsphase 213a . Die Konstante / heiBt Fre
q uenz, sie hat die Dimension einer reziproken Zeit. Ihr Zahlenwert 
gibt an, wie viele volle Schwingungen auf die Zeiteinheit entfallen. Fiir 
die Kl'eisfreq uenz w gilt 

w = 2nj. (213b) 

Flir solche Werte der Zeit t, die sich urn Vielfache der Periodendauer 

T = 1// (213c) 

unterscheiden, el'geben sich gleiche Augenblickswel'te. Zeichnet man 
den Augenblickswert i in Funktion der Zeit t in einem gel'adlinig
rechtwinkligen Koordinatensystem auf, so entsteht die bekannte Sinus
linie. Man bezeichnet die ganze Figur als Linienbild oder Linien
diagramm des Sinusstromes. 
-.3) Die Stromstarke eines Wechselstl'omes, deren Augenblickswert i 
dem Ansatz 

I i = i cos (w t + C[Ji) I (213d) 

geniigt, ist ebenfalls ein Sinusstrom, denn fUr C[Ji = +90 0 + !Pi wird 

cos(wt + !Pi) = sin (wt + C[J;). 

Wir werden nachstehend stets den Ansatz nach (213d) verwenden. 

213a Nach J. Wallot: Theorie der Schwachstromtechnik, § 52, S.30. Berlin: 
Julius Springer 1932. 
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§ 213.4 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitatslehre. 

-.4) In der Elektrotechnik wird meist nicht der Scheitelwert i eines Sinus
stromes, sondern sein Effektivwert I genannt. Es ist dies der iiber 
eine Schwingungsdauer bestimmte quadratische Mittelwer~ des Augen-

blickswertes i. Es ist 

1= + V ~ j:2 dt . (213e) 
o 

Zwischen Effektivwert und 
wt Scheitelwert vermittelt bei 

SinusstromendieBeziehung 

~~-------w'~--------~ 

Abb. 213 a. Linienbild zweier gleichfrequenter harmoni
scher Schwingungen i und u mit den Scheitelwerten t 
und ~, den Anfangsphasen <pi und <pu, der Phasenver
schiebung <p, der Kreisfrequenz ro und der Schwingungs
dauer T. Fiir einen bestimmten Zeitpunkt t sind die Phasen 
ro t + <pj und ro t + <Pu angedeutet. Die Anfangsphase <pu 

ist negatlv. 

i = + Y2 I. (213 f) 
-.5.) Sind eine Sinusspan
nung u und ein Sinusstrom i 
gegeben nach den Ansatzen 

u=ucos(wt+cpu) (213g) 
und 

i=icos(wt+cpi), (213h) 
so bezeichnen wir 

I cP = CPi - CPu I (213i) 

als die Phasenverschiebung des Stromes gegenuber der Spano, 
'nung. Haufig wird auch nur Phasenverschiebung gesagt. Abb.213a 
zeigt das Linienbild fiir einen positiven Wert von cpo 1st die Phase 
wt + CPi des Stromes groBer als die Phase wt + CPu der Spannung, so 
ist der Strom der Spannung in der Phase voran. Einen solchen Strom 
bezeichnet man als voreilend. Ebenso ist ein Strom nacheilend, 
wenn seine Phase kleiner als die Phase der Spannung ist. Bei vor
eilendem Strom wird die Phasenverschiebung positiv, bei 
nacheilendem negativ. Allgemein wird die Spannung als Bezugs
groBe angenommen, so daB Vor- und Nacheilung im gewohnlichen 
Sprachgebrauch immer fiir den Strom gelten. 
-.6) Setzt man die Anfangsphase CPu der Spannung zu Null an, so wird 
nach (213i) die Anfangsphase CPi des Stromes gleich der Phasenver
schiebung cpo Statt den Ansatzen (213g) und (213h) erhalt man dann 

u = ucos(wt) (213k) 
und 

i = i cos ( w t + cp). (2131) 

Einem positiven Werte der Phasenverschiebung cP entspricht dann 
wieder der voreilende Strom und umgekehrt213b. 

213b Haufig findet man auch den Ansatz i = i cos (wt - 'P), in dem positive 
Werte von 'P dem nacheilenden Strom entsprechen. 
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Einige Grundbegriffe. § 214 

Spannung, Potential und elektromotorische Kraft. § 214 

-.1) Gesetze konnen nur dann scharf formuliert werden, wenn fiir die 
durch sie in Beziehung gebrachten GroBen eindeutige Definitionen vor
liegen. Fur mehrere in der Elektrizitatslehre wichtige GroBen besteht 
eine Mehrzahl von Auffassungen und Definitionen, so daB die not
wendige Eindeutigkeit nicht vorhanden ist. 
-.2) Bei einer ersten Gruppe von GraBen sind die Definitionen wohl un
bestritten. Ihr gehoren die Stromstarke, die Ladung, die elektrische 
Feldstarke und andere an. Eine zweite Gruppe bilden einige magnetische 
GroBen, vorweg die magnetische Feldstarke und die Permeabilitat. 
Diese sind gegenwartig sehr umstritten, treten jedoch bei der komplexen 
Behandlung von Wechselstromproblemen kaum starend in Erscheinung. 
Die dritte Gruppe umfaBt die Begriffe elektrische Spannung, elektro
motorische Kraft und ahnliche. Je nach der Definition, die man fiir 
sie wahlt, nimmt das Zeigerbild einer Maschine oder eines Apparates 
eine andere Gestalt an. Es werden deshalb in den nachfolgenden Ab· 
schnitten die GroBen der dritten Gruppe naher erortert. Als Basis 
dienen dabei die in Normblatt DIN 1323 214a niedergelegten Festsetzungen 
des Ausschusses fur Einheiten und FormelgraBen. 

Allgemeinef BegTiff def Spannung. § 2141 

-.1) Gegen Ende des 18. Jahrhunderts £tihrte Alessandro Volta das 
Wort Sparinung (auf italienisch: tensione) in die Elektrizitatslehre ein. 
Es hat seither mehrmals neue Bedeutungen angenommen, ohne daB 
die fruheren jeweils vorher untergegangen waren. So kommt es, daB 
heute eine Mehrzahl von verschieden alten Spannungsbegriffen neben. 
einander bestehen 2141a. Nachstehend soIl el'lautert werden, was wir 
unter Spannung verstehen wollen. 
-.2) Normblatt DIN 1323 legt fest: "Ein mit der Elektrizitats. 
"menge Q geladener kleiner Karper lege im elektrischen 
"Felde einen Weg 8 zuruck. Dabei leisten die Feldkrafte 
"an dem Korper eine mechanische Arbeit A. Dann schreibt 
"man dem \Vege 8 eine elektrische Spannung U = AjQ zu. 
"Die elektrische Spannung hat den gleichen Zahlenwert 
"und das gleiche Vorzeichen wie die Arbeit am Trager del' 
"Einheit der positiven Elektrizitatsmenge. Bemerkung: 
"Die Spannung bezieht sich auf ein Linienstuck." 

214a Erlaut.erungen hiezu s. J. Wallot: AEF. Verhandlungen des Aus· 
schusses fiir Einheiten und ForroelgriiBen in den Jahren 1907 bis 1927, S.22. 
Berlin: Julius Springer 1928; ferner: Elektrotechn. Z.47 (1927) S.552 und 41 
(1920) S.641 u. 660. 

2141a Erode, Fritz: Die Geschichte des Spannungsbegriffes. Elektrotechn. Z. 
42 (1921) S. 169. 
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§ 2141.3 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitatslehre. 

-.3) "Unter einer Spannungsdifferenz ist die Differenz zweier 
"Spannungen zu verstehen. Sie bezieht sich auf zwei 
"Linienstiicke. " 
-.4) "Fallt der Endpunkt des Weges mit seinem Anfangs
"punkt zusammen, so heiBt der Weg ein geschlossener. Die 
"zugehorige Spannung bezeichnet man als Umlaufspan
"nung U 0 • " 

-.5) Die von den Feldkraften langs des Weges s geleistete Arbeit A 
laBt sich als Integral der langs der einzelnen Wegelemente ds geleisteten 
Arbeitsbeitrage dA darstellen. Dieses Integral ist langs des ganzen 
Weges s zu bilden. Ein Arbeitsbeitrag dA ist gleich dem Produkt aus 
der Kraft P, dem Kosinus des Winkels von der Richtung der Kraft 
bis zur Richtung des Wegelementes cos(P, ds) und dem Wegelement ds. 
1st der Weg s durch seinen Anfangspunkt A und seinen Endpunkt B 
gekennzeichnet, so wird demnach 

B B 

A fdA ! P cos(P, d8) d8 fBp cos(P, d8) d8 
UAB='Q=~= Q = Q . 

A 

Da die durch die (konstante) Ladung Q dividierte Kraft P elektrische 
Feldstarke @ heiBt, gelten die Gleichung 

B 

UAB = j@cos(@, ds)ds 
A 

(2141 a) 

und der Satz: Die von einem Punkte A langs eines Weges s bis 
zu' einem Punkte B bestehende elektrische Spannung ist 
gleich dem langs des Weges s vom Punkte A bis zum 
Punkte B erstreckten Linienintegral der elektrischen Feld
star ke 2141 b. 

-.6) Besteht der Weg von A bis B aus den n Teilstiicken AA1 , 

A 1 A 2 , ••• , A n _ 1B, so wird 

j@cos(@, ds) ds = !@COS(@, ds) ds + !& cos(@, ds) dS\ 
A A B A, (2141b) 

+ ... + j@cos(@, ds) ds. 
An-1 

Bezeichnen wir die langs dieser n Teilstiicke bestehenden Spannungen 
mit U AA1' U A,A.' ... , U An-,B' so gelten nach (2141a) die Gleichungen 

h k B 

UI = j@cos(@,ds)ds, U2= j@cos(@,ds)ds, ... , Un = j@cos(@,ds)ds 
A A, An-, 

2141b Dieser Zusammenhang gilt ganz allgemein, auch wenn der Weg nicht 
ausschlieBlich in Luft, sondern in einem andern Dielektrikum oder gar in einem 
Leiter oder bald im einen, bald im andern verlauft. 
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Einige Grundbegriffe. § 2141.6 

und wIT erhalten 

U A B = U A A, + U A., A2 + ... + U An _ 1 B • (2141c) 

-.7) SchlieBt sich der Weg AB in sich selbst, fallt also der Anfangs
punkt A mit dem Endpunkt B zusammen, so gilt fUr die elektrische 
Umlaufspannung die Gleichung 

(2141 d) 

oder 
U 0 = U A A, + U A, A2 + U A, A, + ... + U An - 1 A • (2141 e) 

-.S) In Abb. 2141a ist ein elektrisches Feld durch Feldlinien (Kraft
linien) dargestellt. Die Richtung der in einem Punkte vorhandenen Feld-

starke ist durch die in jenem '" '" 
Punkte bestehende Tangente der \ ds \\ 

Feldlinie gegeben. Das MaB fUr 
den Betrag der Feldstarke wird 
durch die Dichte der Feldlinien 
dargestellt. Wird das Feld durch 
eine oben liegende positive und eine 
unten liegende negative Ladung 
hervorgebracht, so hat die Feld
starke zurHauptsache die Rich
tung von oben nach unten. An 
verschiedenen Stellen des Weges 
sind die Feldstarke ~ und das 

8 

Abb.2141a. Veranschaulichung der Ermittlung 
der Spannung U A B durch das Linienintegral der 
Feldstiirke I§ liings des Integrationsweges AB. 

Wegelement ds nach Betrag und Richtung eingezeichnet. Dabei sollte 
genau genommen das Wegelement unendlich kurz sein. 

-.9) Wird das von A bis B gebildete Wegintegral der elektrischen Feld
starke positiv, so ist die Al'beit, die die Feldkrafte an einer positiven 
und sich von A nach B bewegenden Ladung leisten, positiv. Man sagt 
dann, die Spannung U AB sei positiv. Der Drehwinkel (~, ds) heiBe 1X. 
Bestimmen wir nun die Spannung U BA' die fUr die gegen vorher um
gekehrte Integrationsrichtung besteht, so haben wir von B nach A 
zu integrieren. Dabei bleiben fiir jeden Wegpunkt die Betrage der Feld
starke und des Wegelementes gleich groB wie vorher. Dagegen tritt 
an Stelle des Drehwinkels 1X del' Drehwinkel 1X + ISO 0 auf, da das 
neue Wegelement ds' gegenuber dem alten Wegelement um IS0° ver
dreht ist. War urspriinglich dA =~cos(1X)ds, so wird jetzt dA' 
= ~CoS(1X + IS00)ds'. Da die Kosinusse von um IS0° verschiedenen 
Drehwinkeln einander entgegengesetzt gleich sind, wITd der Wert jedes 
Arbeitsbeitrages fUr die neue Integrationsrichtung umgekehrt gleich 
dem Wert, del' der urspriinglichen Integrationsrichtung entspricht, 
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§ 2141.9 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitatslehre. 

dA' = -dA. Es gilt daher die Gleichung 

I UAB = -UBAI· (2141 f) 

Die elektrische Spannung ist demnach eine GroBe, die bei Vorzeichen
wechsel ihren Richtungssinn umkehrt. Es muB deshalb ein Bezugssinn 
angegeben werden, wenn die Angabe des Vorzeichens eines Spannungs
wertes eine eindeutige Aussage darstellen solI. Dieser Bezugssinn ist 
nach § 2121 durch einen Doppelindex - wie oben - oder durch Ein
zeichnen eines Bezugspfeiles in das zugehorige Schaltungsschema fest
zulegen. Fiir die elektrische Umlaufspannung gilt analog 

(2141 g) 

Die Verschiedenheit des Bezugssinnes (Richtung des Integrationsweges) 
ist durch die beiden entgegengesetzt weisenden Pfeilspitzen angedeutet. 

Wirbelfreies elektrisches Feld und elektrisches Wirbelfeld. § 2142 

-.1) Wird die Umlaufspannung fur aIle ganz innerhalb eines gewissen 
Raumgebietes moglichen geschlossenen Wege zu Null, so bezeichnet 
man das elektrische Feld dieses Raumgebietes als wirbelfrei und das 
Raumgebiet selbst als frei von Spannungswirbeln. Die mathematische 
Formulierung dieses Zustandes lautet 

Uo=O. (2142a) 

Wird dagegen die Umlaufspannung fiir einige oder fiir aIle innerhalb 
eines gewissen Raumgebietes moglichen geschlossenen Wege von Null 
verschieden, so bezeichnet man das Feld in diesem Raumgebiet als 
elektrisches Wirbelfeld. Es treten in ihm Spannungswirbel auf. Die 
mathematische Formulierung dieses Zustandes lautet 

(2142b) 

-.2) In differentieller, vektorieller Form lautet die Bedingung fur die Wirbel
freiheit rota; = 0, was sich mit Hilfe von (2141 d) aus (2142a) ersehen laBt. 

Wechselspannung. § 2143 

-.1) Wir wollen die Spannung betrachten, die von einem Punkte A bis 
zu einem Punkte B besteht, wenn diese beiden Punkte einem Wechsel
stromsystem angehoren. Beispielsweise sollen sie auf zwei verschiedenen 
Drahten einer Wechselstrom-Fernleitung liegen. Die gesuchte Spannung 
solI fiir zwei verschiedene Wege S1 und S2 bestimmt werden. Abb.2143a 
veranschaulicht zwei Wege, fiir die WIT der Einfachheit wegen anneh
men, daB sie in der durch die beiden Drahte gegebenen Ebene 
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Einige Grundbegriffe. § 2143.1 

Iiegen sollen. Nach (2141 a) finden wir fur die AugenbIickswerte del' 
langs del' beiden Wege bestimmten Spannungen fiir fortlaufende Be

zugssinne die Ansatze ---..:..;1,--====::--
I , 

und 

B 

UUB = jQ; cos(Q;, ds) ds 
A 

A 

U2BA = jQ;cos(Q;, ds)ds. 
B 

" 

I I 
I I 

81: sal 
I I 

---1,..-.===--=.-,----'--
Abb. 2143a. Festlegung 
zweier in Luft verlaufender 
Wege " und " zwischen 
zwei. auf verschiedenen 
Drahten einer Wechsel
strom-Fernleitung liegen-

Nach (2141 b) finden wir fur den AugenbIicks
den Puukten A und B. 

wert del' Umlaufspannung del' aus Sl und S2 gebildeten Masche 
B A 

Uo. = <jQ;cos(Q;, ds)ds = jQ;cos(Q;, ds)ds + jQ;cos(Q;, ds)ds 
A B 

Hieraus wird Uo. = UUB - U 2AB ' wenn wir berucksichtigen, daB die 
Spannung U 2BA bei Umkehrung ihres Bezugssinnes nach (2141 f) ihr 
Vorzeichen wechselt. Durch Umstellen finden wir schIieBIich 

UIAB = ~L2AB + Uo.. (2143a) 

-.2) 1st mit dem aus S1 und S2 gebildeten geschlossenen Weg ein ver
anderlicher· magnetischer FluB verschlungen, was z. B. del' Fall ist, 
wenn die betrachtete Wechselstrom-Fernleitung Strom fiihrt, so wird 
die Umlaufspannung nach dem Induktionsgesetz (224a) von Null ver
schieden. Die zwischen den beiden Punkten A und B langs del' Wege S1 

und S2 bestehenden Spannungen UUB und U 2AB sind daher nach (2143a) 
etwas voneinander verschieden. Bei Wechselstromproblemen ist die 
Spannung zwischen zwei Punkten strenggenommen eine unendIich 
vieldeutige GroBe, solange nicht del' Weg angegeben ist, fUr welchen 
die Aussage gelten soll. 

Klemmenspannung. 

-.1) Wir definieren: Die Klemmenspannung eines Zwei
poles ist die langs seines auBeren Weges bestehende 
Spannung. Diesel' ist die kurzeste Linie, die auBer
halb des Zweipoles verHiuft und seine Klemmen ver
bindet. In Abb. 2144a ist er eingezeichnet. Meist wird 
er indessen nicht besonders angegeben, auch in den folgenden 
Abbildungen ist er meist fortgelassen. 
-.2) Bei praktischen Messungen del' Klemmenspallllung bildet 

§ 2144 

Abb. 2144a. 
DarsteUung 
des auBeren 
Weges eines 

Zweipoles. 

del' Spallllungsmesser (Voltmeter oder Oszillographenschleife) mit seinen 
V orwiderstanden und Zuleitungen den Weg, langs dem durch Bestimmung 
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§ 2144.2 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitatslehre. 

des entstehenden Stromes das Linienintegral der Feldstarke, also die 
Spannung gemessen wird. In den meisten vorkommenden Fallen 
werden die Unterschiede zwischen den fiir verschiedene Wege, also 
z. B. fiir verschiedene Lage der Zuleitungsdrahte meBbaren Klemmen
spannungen so klein, daB sie sich der Beobachtung entziehen. In der 
Umgebung von Leitungen, die groBe Strome fiibien, sind dagegen bei 
der Messung kleiner Klemmenspannungen deutliche Unterschiede be
merkbar 2144a. Man verwendet fiir die Messung den in § 2144.1 erwahn
ten kiirzesten, in Luft verlaufenden Weg zwischen den zwei Klemmen. 
MuB das MeBinstrument abseits aufgestellt werden, so verdrillt man 
die beiden aus dem auBeren (kiirzesten) Weg abzweigenden Zuleitungen 
des Instrumentes, damit keine zusatzlicheVerkettung mit magnetischem 
FluB zustande kommt. 

Potential, Potentialditferenz. § 2145 

-1.) Wir wollen die Spannung betrachten, die von einem Punkt A bis 
zu einem Punkt B besteht. Dabei sollen diese beiden Punkte zwei 
stromfiihrenden Leitern angehoren und in einem wirbelfreien Feldgebiet 
liegen. Zwischen den beiden Punkten sollen, z. B. nach Abb.2143a, 
zwei Wege 81 und 8 2 gegeben sein, die ebenfalls ganz innerhalb des 
wirbelfreien Gebietes liegen. Die Spannungen langs dieser Wege seien 
u lAB und U 2AB • Zwischen ihnen und in der aus 81 und 8 2 gebildetEln 
Masche bestehenden Umlaufspannung Uo gilt dann (2143a). Die Um
laufspannung wird zu Null, da das Feldgebiet, in dem sie gebildet wird, 
nach V oraussetzung wirbelfrei ist. Es gilt somit die Gleichung 

die beiden Spannungen von A bis B sind einander gleich. 
-.2) Die Bedingung der Wirbelfreiheit ist in der Umgebung stationarer 
Gleichstrome erfiillt. In der Umgebung von Wechselstromen kann da
gegen das elektrische Feld nur insofern als angenahert wirbelfrei be
trachtet werden, als die Umlaufspannung Uo neben den Spannungen u lAB 

und U 2A B vernachlassigbar klein ist. Dies ist fiir praktische Spannungs
messungen meist, wenn auch nicht immer 2144 a, der Fall, da starke 
Wirbelgebiete gewohnlich nur im Innern von Maschinen und Apparaten 
auftreten. 
-.3) Innerhalb des betrachteten wirbelfreien Feldgebietes hangt die 
Spannung vom Punkte A zum Punkte B nicht mehr von der Lage 
des Weges ab, solange dieser ganz innerhalb dieses Feldgebietes ver-

2144& So z. B., wenn zur Oszillographierung eines sehr starken, etwas welligen 
Gleichstromes die die Stromschleife speisende Spannung an einem Hochstrom
Nebenwiderstand abgegriffen wird, wie dies beim Betrieb elektrolytischer Bader 
durch Einankerumformer oder Quecksilberdampfgleichrichter der Fall sein kann. 
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Einige Grundbegriffe. §2145.3 

lauft. Man kann daher allen Punkten eines wirbeIfreien elektrischen 
Feldes Zahlenwerte P 2145a beilegen, als deren Differenz sich die Span
nung berechnen laBt. Ein solcher Zahlenwert heiBt Potential. Man 
findet daraus die von einem Punkte A bis zu einem Punkte B be
stehende Spannung, indem man vom Potential des Anfangspunktes A 
das Potential des Endpunktes B abzieht. So wird . 

IUAB = PA - PBI· (2145a) 

-.4) Die Spannung erscheint so als Differenz von zwei Potentialen, als 
Potentialdifferenz. Spannung und Potentialdifferenz sind somit 
fiir wirbelfreie Felder gleiche GroBen. In einem Wirbelfeld kann man 
nicht mehr von Potentialen und Potentialdifferenzen sprechen, dagegen 
existiert der Begriff der Spannung, vorausgesetzt, daB ihr Weg an
gegeben ist. 

-.5) Um einen festen Ausgangspunkt zu haben, setzt man willkiirlich 

PErde = O. (2145b) 

Die Folge davon ist, daB die Spannung von einem Punkt bis zur Erde 
seinem Potential gleich ist. 

Spannung8difterenz. § 2146 

-.1) Nach der in § 2141.3 gegebenen Definition ist die Spannungs
differenz die Differenz zweier Spannungen. Sie bezieht sich auf zwei 
Linienstiicke. So ergibt sich z. B. in § 2143.1 die Umlaufspannung Uo 
als Differenz der Spannungen uUB und UUB. Sie bezieht sich auf die 
beiden Wegstiicke 81 und 8 2 • 

-.2) Die Spannungsdifferenz ist ein Begriff, der nur selten benotigt 
wird. In vielen Fallen wird es falschlicherweise statt Potentialdifferenz 
oder Spannung gebraucht. 

Elektromotori8che Kraft. § 2147 

-.1) In einem wir belfreien elektrischen Feld ruhe ein stromloser Leiter. 
Besteht von einem auf ihm liegenden Punkt A bis zu einem ebenfalls 
auf ihm liegenden Punkt Beine Spannung U AB ' so schreibt man dem 
Leiterstiick AB eine eingepragte elektromotorische Kraft eAB 

2145 a Der AusschuB fiir Einheiten und FormelgroBen schlagt in seinem Ent
wurf 42 "Sonderliste der Formelzeichen fiir den Elektromaschinenbau" (Elektro
techno Z. 53 (1932) S. 140) als Hauptzeichen P und als Ausweichzeichen q; 
vor. In der Physik wird immer q; geschrieben. 1m Text ist p gewahlt, um einen 
Augenblickswert anzudeuten. 
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§ 2147.1 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitatslehre. 

zu 2147a. Sie wirkt (ist positiv) in der der Spannung entgegengesetzten 
Richtung: 

I eAB = -UABI· (2147a) 

Statt eingepragte elektromotorische Kraft wird oft - kfuzer aber 
weniger exakt - nur elektromotorische Kraft oder EMK gesagt. 

5 

Abb.2147a. Volta-Ele
ment mit Zinkplatte Zn 
und Kupferplatte Gu 
in verdiinnter Schwe· 
felsanre. Langs der ge
zeichneten Wege 1, 2, 
3, 4 und 5 sowie langs 
aller andern, die von 
der einen ZUI andern 
Platte fUhren, besteht 
die gleichc Spannung. 

-.2) Die eingepragte elektromotorische Kraft ist der 
elektrische Ausdruck ffu atomare Vorgange, die die 
positive und negative Elektrizitat auseinandertreiben. 
Solche Vorgange treten in galvanischen, in Thermo
und in Photoelementen auf. In Abb. 2147 a be
wirken sie eine positive Ladung der Kupferplatte Ou 
und eine negative Ladung der Zinkplatte Zn. Die 
auf diesen Platten liegenden Ladungen sind die 
Ursache eines elektrischen Feldes. Dieses sucht die 
Ladungen wieder zu vereinigen (neutralisieren) und 
findet seinen Ausdruck in der Spannung. Je mehr 
Elektrizitat getrennt wird, desto hoher steigt die 
Ladung der Platten und damit die Spannung. Es 
steilt sich ein Gleichgewichtszustand ein, wenn die 
trennende elektromotorische Kraft und die ver
einigende Spannung entgegengesetzt gleich groB sind. 
Die eingepragte elektromotorische Kraft sitzt nUl' 
in den Inhomogenitatssteilen eines Leiters (z. B. 
Ubergangsschicht Losung-Metailplatte). Die Span

fiung besteht dagegen innerhalb und auBerhalb des Elementes langs 
ailer Wege, die von einem Pol zum andern fuhren. 

-.3) Ersetzt man in (2147 a) die Spannung u AB mit Hilfe von (2145a), 
so findet man fur die eingepragte elektromotorische Kraft die Gleichung 

(2147b) 

1st die elektromotorische Kraft in einem stromlosen Leiter ffu den 
Bezugssinn AB positiv, so ist das Potential des Endpunktes B hoher 
als das Potential des Anfangspunktes A. 

-.4) Analog wie man die Spannung als Wegintegral del' elektrischen Feldstarke 
definiert, kann man auch die eingepragte elektromotorische Kraft als Wegintegral 
einer e ingepragtenelektrischen Fe ldstarke auffassen. Diese ist del' durch 

2147> Dieser Name enthalt das Wort Kraft, obschon die damit be:i.eichnete 
GroBe durchaus keine Kraft im Siune der Mechanik ist. Sie hat vielmehr wie die 
Spaunung die Dimension: Arbeitfelektrische Ladung. Trotz seiner physika. 
lisch verfehlten Bildung ist der Name elektromotorische Kraft in aile Sprachen 
eingedrungen. 
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Einige Grundbegriffe. §2147.4 

Ladung hervorgerufenen (wirklichen) Feldstarke entgegengesetzt gerichtet. Man 
kommt so zu der Gleichung 

B 

eAB = !(§;e cos«(§;eds) ds. (2147 c) 
A 

Eingepragte Spannung. §2148 

-.1) Statt mit der die Ursache darstellenden eingepragten elektro
motorischen Kraft kann man auch mit der sich daraus ergebenden 
Spannung rechnen. Sie heiBe eingepragte Spannung u,. Wir 
definieren: Die eingepragte Spannung eines inhomogenen, 
in einem wirbelfreien Felde ruhenden Leiters ist das bngs 
ihm ge bildete Linienin tegral desj enigen Teiles der elek
trischen Feldstarke, der bei Stromlosigkeit vorhanden ist. 
Zu dies em Integral leisten nur die Inhomogenitatsstellen Beitriige. Die 
eingepragte Spannung ist wie jede Spannung positiv in der Richtung 
vom hohen zum tiefen Potential. Es gilt die Gleichung 

(2148a) 

-.2) Die Einfiihrung der eingepragten Spannung rechtfertigt sich dadurch, 
daB sie die sehr einfache Formel (231 b) zur Bestimmung der Klemmen
spannung eines Zweipoles aufzustellen gestattet. 

Einige Grundgesetze. 

Ohmsches Gesetz. 

§ 22 

§ 221 

-.1) Das Ohmsche Gesetz ist der Ausdruck dafiir, daB die Elektronen 
in einem stromfiihrenden Leiter um so schneller laufen, je hoher die 
im Innern des Leiters in der Achsrichtung vorhandene elektrische 
Feldstarke ist. Es lautet: Besteht in einem geschlossenen Strom
kreis langs eines aus einem homogenen Leiter bestehenden 
Zweipoles eine Spannung u, so ist diese gleich dem Produkt 
aus der im Zweipol bestehenden Stromstarke i und dem 
Widerstand R des Zweipoles: 

(221 a) 

Dabei ist der Widerstand eine vom Material und den Ab
messungen des Leiters abhangige Konstante. 1st insbesondere 
der Leiter von unveranderlichem Querschnitt q, weist er die Lange l 
auf und ist (Jeine als spezifischer Widerstand bezeichnete Kon
stante des Leitermaterials, so gilt die Gleichung 

BI· (221 b) 
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§ 221.1 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der EIektrizitatsIehre. 

Wenn der spezifische Widerstand und der Querschnitt des Leiters ver
anderlich sind, gilt fur die Berechnung des Widerstandes die Gleichung 

Abb.221a. Zwel
pol vom Wider
stande R m1tfiir 
Strom i und 
Spannung u ge
meinsamem Be-

zugsBinn. 

I 

R = Ifdl. (221 c) 
o 

(221 a) gilt nur fur einen fiir Strom und Spannung gemein
samen Bezugssinn (Abb. 221a). Fiir entgegengesetzte Be
zugssinne ist - R i = U zu schreiben. 
-.2) Enthalt der betrachtete Zweipol eine eingepragte 
elektromotorische Kraft e AB' besteht er also aus einem 
inhomogenen Leiter (galvanisches Element, Thermoelement, 

Photoelement), so gilt das Ohmsche Gesetz in der allgemeineren Form 

(221d} 

Rechnen wir mit der eingepragten Spannung, so finden wir nach 
(2148a) 

oder 
(221 e) 

-.3) Bei den meisten der praktisch wichtigen FaIle hitben die Spannung 
U AB und die elektromotorische Kraft eAB Zahlenwerte von entgegen. 
gesetztem Vorzeichen. Damit aIle GroBen positive Zahlenwerte anneh
men, ist es vielfach ublich, bei Stromerzeugern den Bezugssinn der 
Spannung, bei Stromverbrauchern dagegen den Bezugssinn der Span
nung und des Stromes umzukehren221a• So erhalt man dann zwei 

8 fiir besondere FaIle zugeschnittene 
---1"---, Formen des Ohmschen Gesetzes. 

I~OA 
+zOA 

--~---A 

Fiir Stromerzeuger wird 

UBA = eAB - RiAB , 

fur Stromverbraucher 

(221 f) 

UBA = eAB + RiBA • (221 g) 

Zur Verdeutlichung der besonderen 
Wahl der Bezugssinne, die diesen 

Gleichungen zugrunde liegt, sind in Abb. 221 b die Bezugssinne sowohl 
durch Doppelindexe als auch durch Bezugspfeile dargestellt. 

Abb. 221 b. Veranschaulichung der in (221 f) 
und (221 g) vorausgesetzten Bezngssinne. Links 
Stromerzeuger (ga)vanisches Element), rechts 

Stromverbraucher (elektrolytisches Bad). 

-.4) Aus (221 e) ist ersichtlich, daB wir die gesamte Spannung UAB 

als Summe von zwei Teilen auffassen konnen. Davon ist der eine die 

221& Gelten fiir Strom und elektromotorische Kraft entgegengesetzte Bezugs
sinne, so deutet man dies gelegentlich durch den Namen gegenelektromotori
ache Kraft an. 
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Einige Grundgesetze. § 221.4 

eingepragte SpamlUng ueAB ' die die eingepragte elektromotorische 
Kraft eAR zu Null erganzt, kompensiert. Anderseits steht der RiAR 

gleiche Teil zur Verfiigung, um den Strom durch den (Ohmschen) Wider
stand zu treiben. Zur Unterscheidung von Spannungen anderer Be
deutung wollen wir ihn deshalb nachstehend stets als Ohmsche Span
nung oder Widerstandsspannung bezeichnen. Als Buchstaben
symbol wollen wir hierfiir u[! schreiben. Es gilt dann 

(221h) 

Hier ist analog wie bei (221 a) ein fiir u[! und i gemeinsamer Bezugssinn 
vorausgesetzt. (221 e) geht damit iiber in 

(221 i) 

Die gesamte Spamnmg ist die Summe der Ohmschen und der ein
gepragten Spannung. 
-.5) Besteht in einem stromfiihrenden homogenen Leiter von einem 
Punkte A bis zu einem Punkte Beine Spannung U AB von positivem 
Zahlenwert, so ist nach (2145a) das Potential PA von h6herem Zahlen
wert als das Potential PB. Nach (221a) ist del' Strom in Richtung AB 
positiv. Es geht somit das Potential von in del' Stromrichtung aufein
anderfolgenden Punkten des Leiters von h6heren Zahlenwerten zu 
niedrigeren Zahlenwerten iiber, es besteht langs des Leiters ein Poten
tialabfalL Er ist als Ohmscher Potentialabfall zu bezeichnen, 
wenn auf seine Entstehungsursache hingewiesen werden solI. Volta 
hatte zwischen Potential und Spannung nicht unterschieden. Es haben 
sich daher statt del' Bezeichnung Potentialabfall die weniger fremd 
klingenden Namen Spannungsabfall und Ohmscher Spannungs
a bfall eingebiirgert 221 b. Nach den heute geltenden Definitionen sind 
jedoch Spannung (§ 2141) und Potential (§ 2145) verschiedene Gr6Ben, 
und das Wort Potentialabfall kann daher durch Spannungsabfall nicht 
richtig wiedergegeben werden. In diesem Zusammenhange ist das Wart 
Spannungsabfall falsch. Es ist auszuschalten, da es viele Unklarheiten 
und Schwierigkeiten in del' gegenseitigen Verstandigung verursacht 221c 

-.6) Das Wort Spannungsabfall wird noch in einem andel'll Sinne ge
braucht. Bei galvanischen Elementen (Stromerzeugel'll) stellt man bei 

221h Urn den weitverbreiteten Gebrauch zu decken, ist auch in Normblatt 
DIN 1323 vom Ohmschen Spannungsabfall die Rede, obwohl sich dies mit den 
ubrigen Definitionen des Normblattes schlecht vertragt. In dem diesem Normblatt 
zugrunde liegenden Satz 5 des Ausschusses fur Einheiten und FormelgroBen 214. 

heiBt es merkwurdigerweise Ohmscher Spannungsfall. 
221c In Wallot, Julius: Theorie der Schwachstromtechnik, § 12, S. 7. Berlin: 

Julius Springer 1932, wird Spannungsabfall durch Potentialabfall ersetzt. Da
gegen laBt sich nur einwenden, daB es auch ein Potentialanstieg sein kann, wenn 
der Strom dem Bezugssinn entgegenflieBt. 
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§ 221.6 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze del' Elektrizitatslehre. 

Belastung eine kleinere Spannung fest als bei Leerlauf. Diesen Span
nungsriickgang bezeichnet man vollstandig einwandfrei als Spannungs
abfall. Er wird verursacht durch die bei Belastung im Innern des 
Elementes auftretende Ohmsche Spannung. Beide sind einander 
zahlenma13ig gleich. Trotzdem sind sie nicht identisch gleich, denn 
wahrend die Ohmsche Spannung bei Belastung im Leiter wirklich 
auf tritt, existiert der Spannungsabfall nur als Differenz zweier bei ver
schiedenen Betriebszustanden, also zu verschiedenen Zeiten, auftreten
den Spannungen. Der Spannungsabfall geht in eine Spannungs
erhohung iiber, wenn es sich um einen Stromverbraucher handelt, 
z. B. bei einer Akkumulatorenbatterie im Ladezustand. Spannungs
abfall und Spannungserhohung sind Sonderfalle des allgemeineren 
Begriffes Spannungsanderung. (§ 3334.3). 

-.7) Das allgemeine Ohmsche Gesetz (221d) entspricht als Integralgesetz Glied 
fur Glied dem in del' Physik gebrauchlichen Punktgesetz 

9 (! = ~ + Q: •• 

Darin bedeuten eden spezifischen Widerstand, 9 die Stromdichte, ~ die dUl'ch 
die Ladungen bedingte (wirkliche) elektrische Feldstarke, ~e die eingepragte 
elektl'ische Feldstarke. Integriert man langs cineI' Strecke AB, so erhalt man 
nach (2141 a) und (2147 c) B 

f(!gd{=~~AB+eAB' 
A 

Ersetzt man das skalare Produkt gd! dUl'ch i ABdl , so erhalt man (221d). 
q 

Kapazi ta tsgesetz. § 222 

-.1) Ein in einem geschlossenen Stromkreis liegender Zweipol solI aus 
einem Kondensator von del' Kapazitat C bestehen. Er fiihre den Strom i. 
Es bestehe vom einen bis zum andel'll Belag, also am Dielektrikum, 
die Spannung Ue • Wir werden sie nachstehend als Dielektrikums
spannung bezeichnen. Fur Strom und Spannung gelte ein gemein
sameI' Bezugssinn (Abb. 222a). 1st del' Strom in einem gewissen Zeit
punkt t positiv, so verursacht er in einem Zeitelement eine positive 

Abb. 222a. Kondensator 
mit den Beliigen A und B 
und mit fiir die Span· 
nung f.'e und den Strom i 
gemeinsamem Bezugssinn. 

Anderung del' Ladung qA des Belages A. 1m 
gleichen MaBe erfahrt die Ladung qB des Belages B 
eine negative Anderung. Es gilt die Differential
gleichung 

dqA=idt. (222a) 

Es ist eine Erfahrungstatsache, daB die von den 
beiden Ladungen qA und qB im Zwischenraum 
del' Belage A und B hervorgerufenen Feldstarken 
proportional mit diesen Ladungen steigen. Dem

entsprechend steigt auch das yom einen bis zum andel'll Belag er
streckte Linienintegral diesel' Feldstarken, d. h. die Spannung U e pro-
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Einige Grundgesetze. § 222.1 

portional mit den Ladungen. Die als Kapazitat bezeichnete GroBe tritt 
als Proportionalitatskonstante (reziprok) auf. Es gilt demnach die 
weitere Differentialgleichung 

1 
dUe = 0 dqA· (222b) 

-.2) Eliminieren wir aus (222a) und (222b) die Ladungsanderung dqA' 
so erhalten wir fiir den Strom die Differentialgleichung 

lie dd~e I. (222c) 

Losen wir dagegen nach der Spannung auf, so finden wir dUe = ~ idt 
und daraus 

(222d) 

Die Integrationskonstante kist von Fall zu Fall zu bestimmen. 
-.3) An Stelle von (222d) Mnnen wir auch 

t 

U e = ~fidt (222e) 
to 

schreiben. Statt k tritt in dieser Form die untere Integrationsgrenze to 
als vorlaufig unbestimmte Integrationskonstante auf. 

Durchflutungsgesetz. § 223 

-.1) In Ubereinstimmung mit der Definition der elektrischen Spannung 
nach (2I4Ia) definiert man: Die von einem Punkte A langs eines 
Weges s bis zu einem Punkte B bestehende magnetische 
Spannung ist gleich dem langs des Weges s vom Punkte A 
bis zum Punkte B erstreckten Linienintegral der magneti
schen Feldstarke. Bezeichnet man die magnetische Spannung mit V 
und die Feldstarke mit S), so gilt demnach die Gleichung 

I 223a 

V AB = j S) cos(S), ds) ds (223a) 

In Ubereinstimmung mit der elektrischen Umlaufspannung nach (2141 d) 
gilt fiir die magnetische Umlaufspannung die Gleichung 

I Vo = CPS) cos(S), ds) dsl· (223b) 

-.2) Es sei ferner definiert: Die elektrische Durchflutung eines in 
sich geschlossenen Weges s ist die Summe derjenigen Strom
starken, die eine dies en geschlossenen Weg als Randlinie 
aufweisende, sonst belie big gelegte Flache durchstoBen. In 

223a Zur Erklarung des Begriffes des Linienintegrales s. §§ 2141.5, 2141.8. 
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§223.2 Einige Grunclbegriffe uncl Grunclgesetze cler Elektrizitatslehre. 

diese Summe sind solche Stromstarken, deren Bezugssinne 
mit dem frei gewahlten Bezugssinn der Durchflutung durch 
die Flache laufen, mit unverandertem Vorzeichen und solche, 
deren Bezugssinne dem Bezugssinn der Durchflutung ent
gegenlaufen, mit umgekehrten Vorzeichen einzusetzen. Die 
von der Randlinie 8 begrenzte, von den Stromen durchstoBime Flache 
kann man sich 'Zur Veranschaulichung als ausgespanntes Papier denken. 

Abb. 223a. Dreiphasige Drosselspule 
mit Bezugssinnen fiir die drei rna· 
gnetisierellden Strome i l , i2 und i3 
nnd fiir die Durchflutung e. Die 
durchstol3ene Flache hat die Rand· 

linie s. 

Bezeichnet man die Durchflutung mit e 
(sprich: GroB-Theta) unddie Stromstarken 
mit i, so gilt demnach die Gleichung 

(223c) 

Fiir das linke Fenster der in Abb.223a. 
dargestellten Dreiphasen-Drosselspule ist 
z. B. zu schreiben 

e = i 1 + i 1 + i 1 - i2 - i 2 . 

-.3) Es gilt nun erfahrungsgemaB das Ge
setz: Die magnetische Umlaufspan
nung ist gleich der elektrischen 
Durchflutung ihres Integrations
weges. Dabei ist vorausgesetzt, daB 

sich die Bezugssinne der beiden GroBen nach einer Rechts. 
schraubung zugeordnet sind (§ 2122.6). Es gilt demnach die 

Gleichung I Vo = e 1223b . (223d) 

Verandern sich die die Durchflutung ergebenden Strome, so werden e 
und damit Vo Funktionen der Zeit. 
-.4) In (223d) kommt nachEinsetzen von (223b u. c) dieProportionalitat 
zwischen Stromstarke und Wegintegral der magnetischen Feldstarke zum 
Ausdruck. Fur magnetische Kreise mit konstanter Permeabilitat hat 
sie zur Folge, daB der Stromstarke auch die Feldstarke selbst, die magne
tische Induktion und der magnetische InduktionsfluB proportional sind. 
Nennt man den InduktionsfluB, der durch die Flache tritt, die den Leiter 
einer Spule alsRandlinie aufweist 223c , SpulenfluB223d und bezeichnet 
man seinen Augenblickswert mit P t (sprich: GroB-Psi, (Index) t), so gilt 

(223e) 

223b Dieser Zusammenhang gilt unabhangig von clen Stoffen, clurch clie cler 
Integrationsweg von V 0 fiihrt. 

223c Bilcler solcher Flachen zeigt Fritz Emde: Elektrotechn. u. Maschi
nenb. 30 (1912) S.976. 

223d Die Begriffe SpulenfluB und WindlmgsfluB sind im Normblatt DIN 1321 
niedergelegt. 
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Einige Grundgesetze. § 223.4 

wenn die Spule den Strom i fiihrt und die Bezugssinne des Spulenflusses 
und des Stromes sich nach einer Rechtsschraubung entsprechen. Dabei 
wird der Proportionalitatsfaktor L als Koeffizient der Selbstinduk
tioil oder als Selbstinduktivitat bezeichnet. Dagegen wird 

(223ft 

geschrieben, wenn noch ein weiterer den SpulenfluB miterzeugender 
Strom i2 in einer anderen Spule flieBt. Der Proportionalitatsfaktor M 
heiBt Koeffizient der gegenseitigen Induktion oder Gegen
induktivitat. 
-.5) Der SpulenfluB kann mit Hille der Windungszahl w, eines Wick
lungsfaktors ~ (sprich: Klein-Xi) durch den WindungsfluB Wt 223d 

(sprich: GroB-Phi, (Index) t) ausgedriickt werden. Es gilt der Ansatz 

(223g) 

-.6) Wird (223 b) in (223 d) eingesetzt, so entspricht das Durchflutungsgesetz 
aIs Integralgesetz dem in der Physik gebrauchlichen Punktgesetz 

rot~=g. 

Dabei bedeuten ~ die magnetische Feldstarke und g die Stromdichte. 

In d u k t ion s g e set z. § 224 

-.1) Das Induktionsgesetz ist der Ausdruck fiir die Erfahrungstatsache, 
daB veranderliche magnetische Felder elektrische Wirbelfelder hervor
rufen. Es lautet: Die elektrische Umlaufspannung ist in 
jedem Augenblick gleich der negativenAnderungsgeschwin
digkeit des mit ihrem Integrationsweg verketteten Induk
tionsflusses. Dabei ist vorausgesetzt, daB sich die Bezugs
sinne beider GroBen nach einer 
Rechtsschraubung zugeordnet sind 
(§ 2122.4). Bedeutet U o die elektrische 
Umlaufspannung, Wt den InduktionsfluB, 
t die Zeit und deutet der Index t den 
Augenblickswert an 224a, so gilt demnach 

die Gleichung I ~ _ d <P, I 
U o dt .' (224a) 

S \ 

\ 
\ 

B 

Abb. 224a. In sieh geschiossener, teiI
weise durch Luftfiihrender Integrations
weg mit zugehOrigem Maschenumlauf
sinn, dem nach einerRechtssehraubung 
ein weiterer Bezugssinn zugeordnet ist. 

Abb. 224 a zeigt die Zuordnung des 
Maschenumlaufsinnes und des Bezugssinnes fUr einen Weg, 
zum Teil iiber Zweipole, zum Teil durch die Luft schlieBt. 

der sich 

224a Um Verwechslungen mit der sehr haufig gebrauchten Phasenverschiebung qJ 

zu vermeiden, wird hier die Bezeichnung <P, des Augenblickswertes des Induktions
flusses der einfacheren qJ vorgezogen. 
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§ 224.2 Einige Grundbegriffe. und Grundgesetze der Elektrizitatslehre. 

-.2) In der Praxis wendet man das Induktionsgesetz selten auf einen ge
schlossenen Weg an. Man bevorzugt eine Formulierung, die sich auf 
einzelne Zweipole beschrankt, auch wenn ein solches Gesetz dann weniger 
allgemein anwendbar ist als (224a). Zu ihrer Herleitung wollen wir einen 
Zweipol AB betrachten (Abb.224b). Er gehOre einer Masche an, mit 
der insgesamt der InduktionsfluB (]>t verschltmgen ist. In dem betrach
teten Zweipol, der beispielsweise eine Drahtspule, ein Apparat oder eine 
ganze Maschine mit den Klemmen A und B sein kann,sei ein innerer 

Abb. 224 b. Zweipol AB mit einem inneren 
Integratlonswege 8' und einem 3uJ3eren In· 
tegratlonswege 8. Bezugssinne ffir die In-

duktionsfliisse <1>, und 'l',. 

Weg 8' festgelegt. Dieser fiihrt in der 
Achse des Leiters von der Klemme A 
bis zur Klemme B. Nun sei im Sinne 
von §2144 noch der kiirzeste auBere 
Weg 8 festgelegt, der ebenfalls von 
der Klemme A bis zur Klemme B 
fiihrt. Der (Ohmsche) Widerstand 
des Zweipoles sei R. Mit dem aus 8' 

und 8 gebildeten geschlossenen Wege 
sei ein Teil P t des gemeinsamen 
Flusses (]>t verkettet. Wahrend in Wt 

der InduktionsfluB aller in der Masche zusammengeschalteten Zweipole 
zusammengefaBt ist, stellt P t nur den InduktionsfluB dar, der in 
§ 231 als InduktionsfluB des betreffenden Zweipoles bezeichnet wird. 
Nach (224a) und (2141e) gilt dann 

, d'1', 
UAB - UAB = - (it, 

weim mit UAB die Spannung langs des Weges 8' und mit UAB die Span
nung langs des Weges 8 bezeichnet wird. DefinitionsgemaB (§ 2141.5) 
ist u'AB das Linienintegral der elektrischen Feldstarke langs des Weges 8', 
also langs der Achse des Drahtes des Zweipoles. Eine dort vorhandene 
elektrische Feldstarke bringt einen elektrischen Strom hervor, es gilt 
dort das Ohmsche Gesetz (§ 221), und man erhalt 

UAB = RiAB • 

Die Spannung uAB stellt also die Ohmsche Spannung dar. Andererseits 
ist UAB die Klemmenspannung (§ 2144). Durch Einsetzen und Umstellen 
erhalten wir so die beiden folgenden Gleichungen: 

(224b) 

(224c) 

-.3) Vergleichen wir (224b) mit der in (221e) enthaltenen allgemeinen 
Form des OhIllSchen Gesetzes, so spielt das Glied dPt!dt die Rolle einer 
eingepragten Spannung. In Anlehnung an den dem Gliede RiAB ge-
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Einige Grundgesetze. §224.3 

gebenen Namen Ohmsche Spannung wollen wir daher den Ausdruck 
'(r'Ptidt induzierte Spannung nennen und mit u. bezeichnen: 

I Ui == dd~t I· (224 d) 

Verwenden wir noch die Bezeichnung ue fiir die Ohmsche Spannung, 
so geht (224 b) iiber in 

-.4) Vergleicht man dagegen (224c) mit der allgemeinen Form des 
Ohmschen Gesetzes (221d), so spielt das Glied -dlJlt/dt die Rolle 
einer elektromotorischen Kraft. Zur Unterscheidung von eingepragten 
elektromotorischen Kraften wird es daher induzierte elektromoto
rische Kraft genannt und mit ei bezeichnet: 

Damit geht (224c) iiber in 

UAB = RiAB - ei' 

-.5) Die induzierte Spannung (oder die induzierte elektromotorische 
Kraft) behandelt man wie eine GroBe, die im Innern des Leiters des 
Zweipoles sitzt. So ist es iiblich, zu sagen, im Zweipol AB trete die 
Ohmsche Spannung ue auf, und es werde in ihn die Spannung u i in
duziert. Nach diesem Sprachgebrauch besteht dann im Leiter des Zwei
poles AB die Spannung ue + ui • Fiir die Umlaufspannung in der aus 
8' und 8 gebildeten Masche erhalt man dann 

U o = ue + Ui - UAB = 0, 

was sich mit (224b) deckt. Die Umlaufspannung Uo wird somit zu Null, 
wahrend vorher das vorhandene elektrische Wirbelfeld in der von Null 

verschiedenen Umlaufspannung U o = - dd~t zum Ausdruck kam. Die 

Einfiihrung der induzierten Spannung u i im Zweipol kommt demnach 
einer Entwirbelung des in ihm und in seiner unmittelbaren Umgebung 
vorhandenen elektrischen Feldes gleich 224 b. Dasselbe gilt fiir die indu
zierte elektromotorische Kraft. 
-.6) Dieser Ersatz des elektrischen Wirbelfeldes durch ein wirbelfreies 
elektrisches Feld und eine induzierte Spannung ist in vielen Fallen sehr 

224b Dieses Zuriickfiihren von Wirbelfeldproblemen auf Probleme des wirbel
freien Feldes unter Einfiihrung von induzierten Spannungen lii.Et sich vergleichen 
mit der in der Mechanik gebrauchlichen Uberfiihrung von dynamischen Problemen 
auf statische Probleme durch die Einfiihrung von Tragheitskraften nach d' Alem
bert. Erst mit diesen Ersatzkraften wird fiir bewegte Massenpunkte die statische 
Gleichgewichtsbedingung erfiillt, wonach fiir Gleichgewicht die vektorielle Summe 
der an einem Punkt angreifenden Krafte Null sein muB. 
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§ 224.6 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze .der Elektrizitatslehre. 

bequem. Er hat sich in der Praxis iiberall eingefiihrt. Dagegen haftet 
ihm als Nachteil an, daB er das physikalische Bild des Vorganges ver
deckt. In Wirklichkeit sind die beiden Spannungen uAB und UAB von
einander verschieden, wovon man sich durch Messung iiberzeugen kann. 
Hiezu muB man einen Spannungsmesser in den in der Drahtachse ver
laufenden Weg 8' hineinverlegen. Man kann dies fiir den Fall, daB der 

I 
I 

I 
I 

I 

, , 
\ 
\ 

\ 
\ 

Abb.224c. Urn einen Eisenkern. der veranderlichen In
duktionsflull fiihrt, ist als offene Windung ein Stuck 
Kupferdraht geschlungen. Durch Feld- und Niveaulinien 

ist das entstehende elektrische Wirbelfeld dargestellt. 

Zweipol eine Spule ist, so 
ausfiihren, daB man den 
Leiter als Rohr ausbildet, 
einen Spannungsmesser ein
polig an die Klemme A und 
den andern Pol mit einem 
isolierten Draht durch das 
Rohr hindurch zur Klemme 
B fuhrt. 
-.7) In Abb. 224 c ist ein 
Beispiel eines elektrischen 
Wirbelfeldes skizziert. Die 
dick ausgezogenen Linien 
sind Feldlinien, die diinn 
ausgezogenen sind Niveau
linien. Von einer ausge
zogenen Niveaulinie zur 
benachbarten Niveaulinie 
(ausgenommen im Innern 
des Eisenkerns) besteh t 
je dieselbe Spannung 
z. B . im Gegenuhrzeiger
sinn + 0,1 Volt. Die ge
strichelten Niveaulinien 

halbieren diese Spannung. Die beiden Leiterhiilften tragen Ladungen 
entgegengesetzten Vorzeichens. 1m Augenblick, fur den die Zeichnung 
gilt, ist die Auderungsgeschwindigkeit des Induktionsflusses konstant. 
Es tritt daher im Drahte keine Auderung der Ladungsverteilung auf, 
d. h. es besteht augenblicklich kein Strom. Der ganze Draht ist eine 
Niveaufliiche. Liings eines Weges, der den ganzen Eisenkern umschlieBt, 
besteht im Gegenuhrzeigersinn die Spannung 0,8 Volt. Der Leiter 
selbst triigt hiezu nichts bei. Umschlingt der Weg dagegen keinen 
Teil des Eisenkerns, so wird die Umlaufspannung Null. - Abb. 224d 
zeigt dagegen ein wirbelfreies elektrisches Feld. Die FluBiinderung ist 
ersetzt durch eine im Draht sitzende induzierte Spannung. Vom Draht
ende rechts zum Drahtende links besteht wie in Abb. 224c die Span
nung + 0,8 Volt. Liings des Ruckweges durch den Draht besteht nun 

58 



Rechenregeln fiir die Zusammenfassung von Zweipolen. § 224.7 

aber die Spannung -O,S Volt. Die Umlaufspannung wird langs aller 
in sich geschlossenen Wege zu N uU. 
-.S) Ersetzt man in (224d) den InduktionsfluB durch das Produkt aus 
Induktivitat Lund Strom i (§ 223.4), so wird die induzierte Spannung 

1 
.= d(Li) 1 

U, dt . (224£) 

Rechnet man bei zwei ma-
gnetisch gekuppelten Strom
kreisen mit der Gegeninduk
tivitat M, so ist noch das Glied 

:t (Mi) zu beriicksichtigen, 

und man erhalt 

1 Ui, = ~ (L1i1) + ~ (Mi2 ) I· 
(224g) 

-.9) In der in (224a) gegebenen 
allgemeinen Form entspricht das 
Induktionsgesetz als Integral
gesetz dem in der Physik ge
brauchlichen Punktgesetz 

d5S 
rot@; =-  dt . 

Darin bedeuten ·@; die elektrische 
Feldstarke, 58 die magnetische 
Induktion und t die Zeit. Da· 
bei ist in diesen Bezeichnungen 
nicht besonders angedeutet, daB 
es sich um Augenblickswerte 
handelt. 

~/ 
~~ 

, , 

Abb. 224d. Der der Abb. 224c zugrunde liegende ver
anderliche Induktionsflui3 ist durch eine im Kupfer· 
draht sitzende induzierte Spannung ersetzt worden. Das 
elektrische Feld wird dadurch wirbelfrei. (In beiden 
Abbildungen ist der Eisenkern als Isolator behandelt, 
dessen Dielektrizitatskonstante gleich der der Luft ist.) 

Rechenregeln fUr die Zusammenfassung von Zweipolen. § 23 

- .1) Die nachstehend erwahnten Zusammenhange sind keine durch die 
Erfahrung gefundenen Grundtatsachen. Sie lassen sich vielmehr aus 
den Grundbegriffen und Grundgesetzen ableiten. Zur Betonung dieses 
Unterschiedes werden sie als Regeln bezeichnet. 

Klemmenspannung, innere Spannungen, Strom 231a § 231 
und InduktionsfluB eines Zweipoles. 

-.1) Den auBeren Weg eines Zweipoles haben wir in § 2144 fest
gelegt. Jetzt definieren wir noch: Der inn ere Weg eines Zweipoles 

231. Wir sagen hier und in den folgenden Abschnitten - wie in der Technik 
iihlich ist - Strom statt Stromstarke. 
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§ 231.1 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitatslehre. 

ist eine Strombahn, die im Inneren dieses Zweipoles dessen 
Klemmen verbindet. Die Klemmenspannung u eines Zweipoles 
besteht liings seines auBeren, der Strom ides Zweipoles langs seines 
inneren Weges. Spannungen, die langs des inneren Weges bestehen, 
bezeichnen wir als innere Spannungen. Der InduktionsfluB P t 

eines Zweipoles ist derjenige SpulenfluB (§ 223.4 u. § 223.5), der mit 
der Masche verschlungen ist, die der innere und der auBere Weg des 
Zweipoles zusammen bilden. 
-.2) Fiirdie Wahl der Bezugssinne dervorgenannten GroBen wollen wir hier 
ein fiir allemal eine Verabredung treHen, die - sofern nicht ausdriick
lich etwas Abweichendes festgesetzt wird - in allen folgenden Ab

Abb. 231a. Schematisch ge
zelchneter Zweipol mit den 
nach § 231.2 angegebenen 

Bezugssinnen. 

schnitten als giiltig vorausgesetzt ist, 
auch wenn nicht besonders darauf hingewiesen 
wird. Die Bezugssinne der Klemmenspan
nung, des Stromes und der inneren Span
nungen werden dadurch bestimmt, daB 
fiir aIle miteinander die eine Klemme 
als Anfangs- und die andere als End
punkt gewahlt wird.DerMaschenumlauf
sinn der aus inner em und auBerem Wege 
gebildeten Masche lauft mit dem Bezugs
sinne des Stromes. Der Bezugssinn des 
Induktionsflusses ist dem Maschen. 

umlaufsinn nach einer Rechtsschraubung (§ 2122.4) zuge
ordnet. In Abb. 231 a sind die Bezugssinne der Klemmenspannung, 

A 

----
u '" 

H 

R 

8 

Abb. 231 b. Beispiel eines zurn groBten 
Telle in einern Kasten llegenden Zwei
poles AB. Die Bezugssinne der verschie-

denen GroBen sind eingezeichnet. 

der GroBen des inneren Weges, der 
Masche und des Induktionsflusses durch 
vier Bezugspfeile angegeben. Wird der 
auBere Weg nicht eingez~ichnet, was 
iiblich ist, so geniigt fiir die Angabe 
des Bezugssinnes der GroBen des inne
ren Weges und der Klemmenspannung 
ein einziger Bezugspfeil. Allen diesen 
GroBen kommt dann ein gemein
samer (§ 2122.1) Bezugssinn zu. 
-.3) FUr den in Abb. 231 b dargestell
ten Zweipol sei A der Anfangspunkt 
und B der Endpunkt. Der innere Weg 
moge teiIweise durcheinen inhomoge
nen Leiter (Drosselspule mit Wider
stand und Element), teilweise durch 

ein Dielektrikum (Kondensator) fiihren. Der inhomogene Leiter habe 
den Widerstand R und die eingepragte Spannung U e (§ 2148). Die 
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Rechenregeln fUr die Zusammemassung von Zweipolen. § 231.3 

Kapazitat der Dielektrikumsstrecke sei C. Am Leiter liegt nach (22li) 
die Spannung u!! + U •• An der Dielektrikumsstrecke liegt die Dielek
trikumsspannung Us (§ 222). Die langs des ganzen inneren Weges be
stehende Spannung (Wegintegral der elektrischen Feldstarke) wird da
mit u!! + u. + us- Die Spannung des aufieren Weges (Wegintegral der 
elektrischen Feldstarke) ist die Klemmenspannung u. FUr die langs der 
Masche gebildete Unlauispannung u!! + u e + Us - U erhalt man nach 
(224a) 

d'l', 
u!! + U. + Us - U = - Cit 

und daraus fiir die Klemmenspannung 

u = u!! + dt: + u. + u.. (23la) 

Betrachtet man nun die in der durch die Masche umrandeten Flache 

sitzende GroBe + dd~ als fiktive innere Spannung, die wir als induzierte 

Spannung ui (§ 224.3) bezeichnen, so erhalt man fur die Klemmenspan
nung die uberaus einfach gebaute Formel 

lu = u!! + Ui + U. + u.1 (231 b) 

oder den Satz: Die Klemmenspannung eines Zweipoles ist 
gleich d~r Summe seiner inneren Spannungen. Die einzelnen 
Summanden sind die Ohmsche Spannung u!! nach (221h), die induzierte 
Spannung ui nach (224d) oder (224£), die Dielektrikumsspannung u. 
nach (222d) und die eingepragte Spannung u. nach § 2148. 
-.4) Rechnet man statt mit der eingepragten Spannung u. mit der ein
gepragten elektromotorischen Kraft e. und statt mit der fiktiven in
duzierten Spannung ui mit der ebenso fiktiven induzierten elektromoto
rischen Kraft ei , so geht mit Berucksichtigung von (2148a) und (224e) 
die Gleichung (231 b) uber in 

u = u!! + U. - ei - e •• (231 c) 

Es gilt der Satz: Die Klemmenspannung eines Zweipoles ist 
gleich der Summe seiner inneren Spannungen und seiner mit 
\lmgekehrten Vorzeichen eingesetzten inner en elektromoto
rischen Krafte. Die Verwendung von zwei verschiedenen GroBen
arte~, von Spannungen und von elektromotorischen Kraften, fiihrt er
fahrungsgemaB leicht zu V orzeichenfehlern. Wir bevorzugen daher 
(231 b). 
-.5) Nach den Festsetzungen von § 231.1 sind fiir die Klemmenspannung 
und den Strom eines Zweipoles ein gemeinsamer Bezugssinn oder genauer 
parallele Bezugssinne zu wahlen. Wenn die betrachteten Zweipole Ver
braucher elektrischer Energie (passive Zweipole) sind, ist dies in der 
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§ 231.5 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitatslehre. 

Literatur allgemein ublich. Bei den Erzeugern elektrischer Energie 
(aktive Zweipole) herrscht dagegen Uneinheitlichkeit in der Wahl der 
Bezugssinne. Sehr viele Autoren wahlen fur den inneren und den 
auBeren Weg eines Energieerzeugers gegenparallele, fUr einen Energie
verbraucherdagegen parallele Bezugssinne (§ 221.3). Sie erhalten so 
fur die Klemmenspannung eines Erzeugers eine Gleichung der Form 

U = - ue - Ui - Ut: - U e 

und fUr einen Verbraucher (231 b). 
(231 d) 

- .6) Die Uneinheitlichkeit der Wahl der Bezugssinne fur Erzeuger und 
Verbraucher ist eine Quelle fUr MiBverstandnisse. Dies besonders dann, 
wenn uber die getroffene Wahl keine genauen Angaben gemacht werden. 
1m Interesse leichter Verstandigungsmoglichkeit sollte man unbedingt 
zu einer Vereinheitlichung kommen. Dabei empfiehlt es sich, del' in 
§ 231.1 niedergelegten Festsetzung den Vorzug zu geben, die fur Ver
braucher schon allgemein ublich ist . Fur die ZweckmaBigkeit der Ver
einheitlichung in der Wahl der Bezugssinne laBt sich eine R eihe guter 
Grunde angeben. 
- .7) Der erste ist der, daB dann die einfachste, namlich eine fUr aIle Zwei
pole gleiche Vereinbarung besteht. Ein zweiter Grund liegt darin, daB 
ein Verbraucher stetig in einen Erzeuger ubergehen kann. Eine fUr Ver
braucher und Erzeuger verschiedene Festsetzung erscheint deshalb als 
gekiinstelt und nicht naheliegend. Einen dritten, sehr anschaulichen 
Grund bilden die von Oszillographen gelieferten photographischen Auf
nahmen. Untersucht man die Klemmenspannung und den Strom eines 

Abb. 231 c. Zwei Schaltungen cines Oszillographen zor 
Untersuchuug der Klcmmenspanuuug uud des Stromes 
des Zweipoles .A B. Die Spauuuugsschleife a. e. ist uber 
einen Vorwiderstand Ru augeschlossen. Die Strom· 

schleife a,e, liegt an einem Nebeuwiderstand RI. 

Zweipoles mit dem Oszillo
graphen, so werden die bei
den MeBschleifen nach einem 
del' beiden in Abb. 231 c 
dargestellten Schaltplane an
geschlossen. Dabei seien die 
Anfangsklemmen aI' a2 und 
die Endklemmen e1 , e2 der 
beiden Schleifen so fest
gelegt, daB Strome, die in 
den Schleifen von der An" 

fangs- zur Endklemme flieBen, bei beiden Schleifen gleichgerichtete 
Ablenkungen der Lichtzeiger hervorrufen. Wenn die Schaltung des 
Oszillographen nach obigen Angaben ausgefiihrt ist, so gelten die 
entstehenden Oszillogramme fiir einen fUr Klemmenspannung und 
Strom des zu untersuchenden Zweipoles AB gemeinsamen Bezugssinn, 
ganz unabhangig davon, ob dieser Zweipol als Erzeuger oder als Ver
braucher elektrischer Energie arbeitet. Weitere Griinde liefert das Ver
halten der Leistungsmesser, del' Zahler und der Phasenmeter. 
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Rechenregeln fur die Zusammenfassung von Zweipolen. §232 

Die Knotenregel (erste Kirchhoffsche Regel). § 232 

-.1) Diese Regel ist del' Ausdruck dafiir, daB - wie bei einer Flussig
keitsstromung - einem Verzweigungspunkt odeI' Knoten Elektrizitat 
wedel' zugefiihrt noch entnommen werden kann. Sie liWt sich in folgen
del' Form aussprechen: StoBen mehrere Zweipole in einem Knoten 
zusammen, so ist die Summe del' in ihnen flieBenden Strome 
in jedem Augenblick gleich Null. In diese Summe sind solche 
Strome, deren Bezugssinne yom Knoten weglaufen, mit un
verandertem und solche, deren Bezugssinne zum Knoten hin
laufen, mit umgekehrtem Vorzeichen 
einzusetzen. 

(232a) 

Fiir den in Abb. 232a dargestellten Knoten ist 
z. B. die Summe del' Strome in del' Form 

-5A - lOA + i3 + 7 A = 0 

anzuschreiben. 

i 1=5A 
ia=-10A 
iv=-7A 

Abb. 232a. Rnoten mit zu ihm 
hiu und von ihm weglaufendcn 
Bezugssinnen von vier Stromen. 

-.2) In vielen Fallen ist es zweckmaBig und -wie leicht einzusehen ist
auch zulassig, eine Sammelschiene, einen Apparat, eine ganze Maschine 
odeI' gar einen Netzteil als Knoten zu behandeln. Dabei ist eine Kapazi
tat, die zwischen den im Knoten liegenden und auBerhalb gelegenen 
Teilen besteht, als an den Knoten angeschlossener Zweipol zu be
riicksichtigen, wenn sie nicht vernachlassigbar klein ist. 

Die Maschenregel und die resultierende Klemmen
spannung. 

§ 233 

-.1) Es seien mehrere Zweipole miteinander zu Maschen verbunden, 
wie das beispielsweise Abb. 233a zeigt. Durch die Einfiihrung induzierter 
Spannungen in die Zweipole werden aIle mit del' Masche verketteten 
Anderungen von Induktionsflii.ssen vorweg beriicksichtigt. Fiir jeden 
Zweipol ist dann seine nach (231 b) odeI' (231 d) berechnete Klemmen
spannung del' Beitrag an die Umlaufspannung del' ganzen Masche. Diese 
wird nach (224a) selbst zu Null, da aIle mit del' Masche verschlungenen 
FluBanderungen schon beriicksichtigt sind. Man erhalt so fiir die Masche 

(233a) 

odeI' in Worten: Fur j ede Masche ist die Summe aIler Spannungen 
Null, wenn die Wirbel des elektrischen Feldes durch Ein
fiihrung induzierter Spannungen berucksichtigt werden. In 
diese Summe sind solche Spannungen, deren Bezugssinne mit 
einem frei gewahlten Maschenumlaufsinn laufen, mit un-
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§ 233.1 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitatslehre •. 

verandertem und solche, deren Bezugssinne dem Maschen
umlauf sinn entgegenlaufen, mit umgekehrtem Vorzeichen 

Abb. 233a. Aus Zweipolen bestehen
des Netz mit einer als Integratlons
wag festgelegten lIiasche AB aD N A. 

einzusetzen. Beispielsweise erhalt man 
fiir die in Abb. 233a angegebene Masche 
die Gleichung 

Ul + UBO - U6 + U 7 + UNA = O. 

-.2) Manverstehtunterder resultieren
den Klemmenspannung einer Reihen
schaltung von Zweipolen diejenige Klem
menspannung, die von der Anfangsklemme 
des ersten bis zur Endklemme des letzten 
Zweipoles dieser Schaltung besteht. Fiir 
die Zweipole AB, BC, CD, EF, ... , LM, 
M N ist somit U AN die resultierende Klem
menspannung; Nach der Maschenregelgilt 

UAB+UBO+ ••• +UMN-UAN=O, 

und daraus foIgt I I 
UAN = UAB + UBO + ... + UMN' (233b) 

Fiir eine Reihenschaltung von Zweipolen ist die·resultierende 
Klemmenspannung gleich der Summe der Klemmenspannun-

. gen der einzelnen Zweipole, wenn die Wirbel des elektrischeIi 
Feldes durch Einfiihrung induzierter Spannungen beriick
sichtigt werden. In diese Summe sind solche Klemmenspan
nungen, deren Bezugssinne zum dem Bezugssinn der resultie
renden Klemmenspannung parallel sind, mit unverandertem 
und solche, deren Bezugssinne zum Bezugssinn der resultie
renden Klemmenspannung gegenparallel sind, mit umgekehr
tem Vorzeichen einzusetzen. 

Einige Leistungsgro.Ben. § 24 

Die durch Elektrizitatsleitung aufgenommene § 241 
Leistung eines Zweipoles. 

-.1) 1m Punkte A eines elektrischen Feldgebietes (Abb. 241a) bestehe 
das Potential P A' Wird eine kleine Priifkugel mit der kleinen elektrischen 
Ladung q von A langs eines bestimmten, iiber B fiihrenden Weges zur 
Erde bewegt, so leisten die elektrischen Feldkrafte an dieser Priifkugel 
die Arbeit uABEq. Es folgt dies ausderDefinition der Spannung(§ 2141.2), 
wenn UABE die Spannung ist, die vom Punkte A langs des iiber B fiihren
denWeges bis zur Erde besteht. Nach (2145a) ist nun 

UABE = PA - PE· 
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Einige Leistungsgrollen. §.241.l 

Da das Erdpotential PE stets gleich Null (§ 2145.5) gesetzt wird, folgt 
dann 

U.d.BE= PA' 

FUr die Arbeit der Feldkrii.fte erhalten wir dann P.d. q • Bleibt dagegen 
.die Ladung q im Punkte A, so kann sie die Arbeit PAq noch leisten. Sie 
besitzt somit im Punkte A gegeniiber der Erde 
das Arbeitsvermogen oder die potentieUe 
Energie 

WA = PAq. 

Befindet sich dagegen die Ladung q im Punkte B, 
:so erhalten wir analog 

-.2) Es sei nun X ein nicht naher bekannter Zwei
pol, der im Innern Wirbelfelder aufweisen moge oder 
nicht. Es sei also X beispielsweise ein Draht, eine 
Wicklung einer elektrischen Maschine, ein Konden
.sator. A und B seien die beiden Klemmen, i.d.B der 

-----+--R 

Abb. 241a. Nlcht niiher 
bestlmmter Zweipol X 
mit den KIemmen .d. und 
B. Der Weg 8 ist der In
tegrationsweg der Klem
menspannung. R und S 

sind zwei Sammel
schlenen . 

Strom. Wahrend der sehr kurzen Zeit dt nimmt der Zweipol X an der 
Klemme A die Ladung iABdt auf und gibt die Ladung i.d.Bdt an der 
Klemme B abo Er gewinnt damit einerseits die potentielle Energie 
PAiABdt und verliert anderseits die potentielle Energie PBiABdt. Ins
gesamt ni~mt er wahrend der kleinen Zeit dt die kleine Energie
differenz oder Arbeit 

dA = (PA - PB)iABdt 

auf. Dabei erhalt man nach (2145a) fUr die Potentialdifferenz 

PA-PB=UAB' 

Hierin ist UAB die Spannung, die von der Klemme A bis zur Klemme B 
besteht. V orausgesetzt ist dabei, daB der zur Bildung der Spannung 
notige Integrationsweg 8 das Wirbelgebiet des Zweipoles X meidet 
(§ 2143). Verlegt man diesen Weg 8 insbesondere als kiirzeste in Luft 
verlaufende Verbindung von Klemme zu Klemme (§ 2144.1), so ist UAB 
,die Klemmenspannung von X. FUr die vom Zweipol X wahrend der 
Zeit dt aufgenommene Arbeit erhalten wir damit 

(241 a) 

-.3) Die Physikgibt fUr den Augenblickswert der Leistung die Definitions
gleichung dA 

Nt = ([t. 

Setzen wir fUr dA die sehr kleine Arbeit ein, die der Zweipol X infolge 
Elektrizitatsleitung aufnimmt, so erhalten wir den Augenblickswert der 
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§ 241.3 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitatslehre. 

durch Elektrizitatsleitung aufgenommenen Leistung 241a 

(241 b) 

-.4) Sind die Klemmenspannung U AB und der Strom iAB periodisch ver
anderliche GroBen, so interessiert meist nicht der Augenblickswert Nt, 
sondern der uber die Periodendauer T genommene line are Mittelwert 

T 

N = ~ (Ntdt. 
() 

Unter Verwendung von (241 b) finden wir fur die mittlere durch 
Elektrizi ta tslei tung a ufgenommene Leistung 

T 
I' . 

N = T J UABtABdt • (241 c) 
o 

-.5) Ein Vergleich mit (241 a) zeigt, daB das Integral von (241 c) die wah
rend der Periodendauer T durch Elektrizitatsleitung aufgenommene 
Arbeit darstellt. Diese wird positiv oder negativ, je nachdem, ob mehr 
Energie aufgenommen oder abgegeben wird. Das gleiche Vorzeichen wie 
die Arbeit hat auch die Leistung, da T als Betrag nur positiver Werte 
fahig ist. Der Sprachgebrauch ubertragt die Bezeichnungen "aufgenom
men" und "abgegeben" von der Arbeit auf die Leistung. So sagt man-: 
"Der Zweipol nimmt Leistung auf", wenn N positiv wird, und: "Der 
Zweipol gibt Leistung ab", wenn N negativ wird241b . 

-.6) Eine etwas weitergehende Untersuchung zeigt, daB die Verlegung des 
Integrationsweges 8 der KlemmenSpannung U AB auf folgende zwei 
Forderungen Rucksicht nehmen muB. Einerseits muB 8 auBerhalb der 
vom Zweipol herruhrenden Wirbelgebiete, also auBerhalb des vom Zwei
pol selbst erzeugten, veranderlichen magnetischen Feldes liegen. An
derseits muB 8 so liegen, daB die aus ihm und dem inneren Weg des 
Zweipoles gebildete Masche nicht mit fremden, veranderlichen magne
tischen Flussen verschlungen ist. Diese beiden Forderungen schlieBen 

241a Au3er durch Elektrizitatsleitung kann ein Zweipol auch auf andere Weise 
Leistung aufnehmen, namlich durch veranderliche elektrische oder magnetische 
Felder, ferner mechanisch, thermisch, optisch, chemisch. Sehr oft treten ver
schiedene Arten von Energieiibertragung nebeneinander auf, so daB ein Zweipol 
dann nicht nur durch Elektrizitatsleitung Leistung aufnimmt oder abgibt. 

241b In der Literatur trifft man auch die gegenteilige Festsetzung. Diese ent-
spricht dann dem Ansatz T 

N = ~ f U.uiBAdt, 
o 

der im Gegensatz zu den Festsetzungen von § 2144 fiir Strom und Klemmenspan
nung eines Zweipoles gegenparallele Bezugssinne verwendet. 
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Einige Leistungsgro13en. § 241.6 

sich genau genommen in den meisten vorliegenden Fallen gegenseitig 
aus. Mit praktisch hinreichender Genauigkeit genugt aber die Fest
legung des Integrationsweges s nach § 2144.1. 

Die Wirkleistungsaufnahme, die Blindleistungsab- § 242 
gabe und die Scheinleistung eines Zweipoles mit 
Klemmenspannung und Strom von Sinusform. 

-.1) Die Definition der Blindleistung eines Zweipoles, dessen Klemmen
spannung und Strom beliebige Kurvenform aufweisen, ist heute noch 
umstritten 242 a, so daB nachstehend nur eine auf Sinusform beschrankte 
Definition gegeben wird. Sie ist bis auf das heute noch zur Diskussion 
stehende Vorzeichen allgemein anerkannt. Auch bei der Wirkleistung 
bestehen hinsichtlich des V orzeichens noch keine allgemein gultigen Fest
setzungen. 

Die Wi'rkleistun(Jsaufnahme eines Zweipoles. § 2421 

-.1) Fiir die Klemmenspannung u und den Strom ides Zweipoles sei 
nach § 231 ein gemeinsamer Bezugssinn vorausgesetzt. Beide GroBen 
sollen in Funktion der Zeit sinusformig veranderlich sein. Sie genugen 
dann den Ansatzen 

u = u(2 sin(wt + q;u), 

i = 1(2 sin(wt + f{Ji)' 

(2421 a) 

(2421 b) 

-.2) Nun definieren wir: Die Wirkleistungsaufnahme N w eines Zwei
poles ist seine mittlere durch Elektrizitatsleitung aufge
nommene Leistung. Die Wirkleistungsaufnahme ist somit kein 
neuer Begriff, sondern lediglich eine Abkurzung. Statt N w kann man 
ebensogut auch N schreiben. 

-.3) Fur die Berechnung von N w dient (241 c). Setzen wir fur diePerioden
dauer nach (213b u. c) 

T- 2.n: 
- w' (2421 c) 

so wird 
T 

N w=: U1!sin(wt+cru)sin(wt+q;i)dt. 
o 

Fuhren wir nun zurAbkurzung q; = q;i - q;u ein, so gilt ({Ji = ({Ju + ({J, 
und wir erhalten unter Benutzung des Additionstheoremes fUr 
sin[(wt + ({Ju) + ({J] durch Ausmultiplizieren 

Nw=!!!.U I [COSq; lsin2 (wt + f{Ju) dt + sinq; !sin(wt+({Ju) cos(wt+({Ju) dt] • 
.n: 0 0 

242& Elektrotechn. Z. 53 (1932) S.596 - Arch. Elektrotechn. 28 (1934) S. 130. 
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§ 2421.3 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitatslehre. 

Beachten wir (2421c), so finden wir fiir das erste Integral~und fiir das 
zweite Null. Damit wird schlieBlich co 

(2421 d) 

Der Winkel cP =qJi - qJu ist die Phasenverschiebung, die der Strom i 
gegeniiber der Klemmenspannung u aufweist (§ 213.5). 
-.4) U und I k6nnen als Effektivwerte nach (2I3e) nur positiv (vor
zeichenlos) sein. Das Vorzeichen von N w wird somit nur durch cosqJ, 
letzten Endes also durch qJ bestimmt. Man sagt: "Der Zweipol nimmt 
Wirkleistung auf", wenn N w positiv ist, und: "Der Zweipol gibt Wirk
leistung ab", wenn N w negativ ist. Ein Motor nimmt Wirkleistung 
auf, ein Generator gibt Wirkleistung ab (§ 382). Wirkleistung ohne 
weiteren Zusatz bedeutet den Betrag 1 N w I. 
Die Blindleistungsabgabe eines Zweipoles. § 2422 

-.1) Es sollen wieder die Voraussetzungen von § 2421.1 gelten. Dann 
definieren wir: Die Blindleistungsabgabe Nb 2422 a eines Zweipoles 
ist das Produkt der Effektivwerte seiner Klemmenspannung 
und seines Stromes und des Sinus der Phasenverscheibung, 
die der Strom gegeniiber der Klemmenspannung aufweist. 
Es gilt somit die Definitionsgleichung 

(2422 a ) 

-.2) Das Vorzeichen von Nb wird wieder nur durch qJ bestimmt. Man 
sagt: "Der Zweipol gibt Blindleistung ab", wenn Nb positiv ist, und: "Der 
Zweipol nimmtBlindleistung2422b auf", wennNb negativ ist. Ein Konden
sator gibt also Blindleistung ab, eine Drosselspule nimmt Blindleistung 
auf (§ 382). Blindleistung (ohne weiteren Zusatz) bedeutet 1 Nb I. 
-.3) Die Blindleistungsabgabe kann man, da die Gleichung 

sing> = cos (g> - 90°) 

richtig ist, auch in der Form 

Nb = U I COS(g>i - (g>u + 90°)) (2422b) 

2422a Der Wunsch, fur voreilenden Strom positive Werte von No zu erhalten 
(§ 53.3), und der allgemeine Brauch, bei voreilendem Strom von Abgabe zu reden, 
zwingen dazu, N ~ im Gegensatz zu N w der Abgabe zuzuordnen. Fur die Blind
leistungsaufnahme wird dann 

Blindleistungsaufnahme = -No = - U I sinq>. 
2422 b Eine unnotige Komplizierung bedeutet die Unterscheidung von induktiver 

und kapazitiver Blindleistung. Es existieren dann fiir "Aufnahme von Blind
leistung" die beiden Ausdriicke "Aufnahme von induktiver Blindleistung" und "Ab
gabe von kapazitiver Blindleistung". Fiir "Abgabe von Blindleistung" bestehen 
die heiden Ausdrucksweisen "Abgabe von induktiver Blindleistung" und "Auf
nahme von kapazitiver Blindleistung". 

68 



Einige LeistungsgroBen. § 2422.3 

anschreiben. Sie wird damit gleich der Wirkleistungsaufnahme eines 
Ersatzzweipoles, dessen Klemmenspannung 

u* = UV2 sin(wt + CPu + 90°) 

der Klemmenspannung u des wirklichen Zweipoles urn 90° voreilt. Von 
dieser Tatsache macht man bei der Messung der Blindleistungsabgabe 
Gebrauch, indem man ein MeBorgan, das fiir die Messung der Wirk
leistungsaufnahme geeignet ist, an eine urn 90 0 verdrehte Spannung 
legt. 

Die Scheinleistung eines Zwe'ipoles. § 2423 

-.1) Die Scheinleistung 2423 a Ns eines Zweipoles definiert man als das 
Produkt aus dem Effektivwert seines Stromes und dem Effektivwert 
seiner Klemmenspannung. Damit wird 

(2423 a) 

Als Produkt von zwei Effektivwerten ist die Scheinleistung selbst eine 
GroBe, der nur das positive V orzeichen zukommen kann. 
-.2) Wegen des Bestehens der Beziehung 

sin2 iX + COS2 iX = 1 

folgt aus (2421 d) und (2422a) die Gleichung 

IN; = N;,,+ mi· (2423 b) 

-.3) Der Name Scheinleistung ist historisch zu erklaren. Er bedeutet 
scheinbare Leistung und riihrt daher, daB man zur Zeit der Herrschaft 
des Gleichstromes gewohnt war, das Produkt UI der Leistung gleichzu
setzen. Bei Wechselstrom war dann die so berechnete Leistung nicht 
in Wirklichkeit, sondern nur scheinbar vorhanden. 

Die Einheiten der verschiedenen LeistungsgraBerr. § 243 

-.1) Aus den die Wirkleistungsaufnahme, die Blindleistungsabgabe und 
die Scheinleistung definierenden Gleichungen (2421 d), (2422 a) und 
(2423a) geht hervor, daB jede dieser LeistungsgraBen ein Produkt der 
GraBen Spannung und Strom ist. Sie sind daher aIle von gleicher Di-

2423a Zum Ersatz der Scheinleistung wurde der Name Richtleistung vor· 
geschlagen 2423\ da sich die Abmessungen einer Maschine oder eines Apparates 
teilweise nach dem Produkt UI richten. Man hoffte mit dieser Bezeichnung 
den iiblen Eindruck zu vermeiden, den die Vorsilbe Schein- bei Laien gelegentlich 
hervorruft. Die bisherige Bezeichnung hat dagegen den wesentlichen Vorteil, daB 
sie sich international eingebiirgert hat, vgl. puissance apparente, apparent power, 
potenza apparente usw. 

2423b Elektrotechn. Z. 48 (1927) S.519. 
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§ 243.1 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitatslehre. 

mension ;alle drei sind Leistungen. Als solche sind sie mit Leistungs
einheiten zu messen, also mit Erg/s, W, mkg/s, PS oder mit Vielfachen 
hiervon, beispielsweise mit mW, kW oder MW. Fiir einen Tell eines 
Netzes eines Elektrizitatswerkes, der sowohl Wirk- als auch Blindleistung 
aufnimmt, ware demnach unter Beachtung der Bedeutung des V or
zeichens (§ 2421.4, § 2422.2) zu schreiben 

N w = 600kW, Nb = -400kW, Ns = 722kW. 

-.2) Man strebt in der Praxis allgemein darnach, jede GroBe schon durch 
die Einheit zu kennzeichnen. Statt daB man dann ganze Gleichungen 
anschreibt, begnugt man sich mit der Angabe ihrer rechten Seite. Aus 
diesem Grunde braucht man die Leistungseinheit W und deren Vielfache 
nur fiir die Wirkleistung. Zur Hervorhebung des Unterschiedes wird 
dagegen die Scheinleistung mit der Einheit Volt-Ampere, abgekiirzt V A, 
oder deren Vielfachen gemessen. Aus der Einheitengleichung 

IVA=IV-lA=IW (243 a) 

geht hervor, daB VA lediglich eine Umschreibung der Einheit Wist. 
Sie hat vollstandig die Dimension einer Leistung, wird aber stets nur 
fiir Scheinleistungen angewendet. 
-.3) Fiir die Blindleistung wurde im Jahre 1930 international 243a die Ein
heit Var festgesetzt 243b. Var ist ein Kunstwort, das sich aus Volt
Ampere-reaktiv ableitet. Der Name Var ist so kurz, daB auf eine be
sondere Abkurzung verzichtet werden konnte. Vielfache werden, wie 
bei allen andern Einheiten, durch V orsetzen der hiefur bestimmten 
Buchstaben geblldet. So existieren beispielsweise mVar, kVar, MVar. 
Es gilt die Einheitengleichung 

1 Var = 1 W. (243b) 

Auch das Var hat die Dimension einer Leistung. Es wird aber aus
schlieBlich fur Blindleistung verwendet. Mit den besonderen Einheiten 
fur die Bli:q,d- und die Scheinleistung genugen fur das in § 243.1 erwahnte 
Beispiel die Angaben 

600kW, -400kVar, 722kVA. 

'Kraft und Drehmoment stromdurchflossener Spulen. § 244 

-.1) Es sollen nach Abb. 341a zwei Spulen 1 und 2 gegeben sein, von 
denen die eine gegenuber der andern beweglich ist. Die gegenseitige 

248a Elektrotechn. Z. 51 (1930) S. 1350. 
24Sb Die vorher inoffiziell entstandene und oft angewandte Einheit BkW (Blind

kilowatt) paBt mit dem Vorbuchstaben B nicht in das allgemeine System, nach dem 
Einheitenbezeichnungen gebildet werden. Sie ist daher abzulehnen. Ihr spontanes 
Auftreten ist ein Beweis dafiir; daB ein Bediirfnis nach einer Blindleistungseinheit 
besteht. 
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Einige Leistungsgr6J3en. § 244.1 

Lage werde dureh einen Parameter x beschrieben, del' entweder eine 
Lange odeI' ein Winkel sein kann. Er ist eine Funktion del' Zeit t. Es 
ist aueh die Gegeninduktivitat M del' beiden SimIen eine Funktion von 
x und damit von t. Die Widerstande R1 , R2 und die Selbstinduktivi
taten Ll und L2 sind konstant. 
-.2) Naeh (224g) finden wir fUr die in del' Spule 1 von den Stromen i 1 

und i2 induzierte Spannung 

di1 M di2 . dJJI 
Ui 1 = Ll dt + dt + ~l at· 

Berueksiehtigen wir naeh (221 h) noeh die Ohmsehe Spannung, so wird 
die Klemmenspannung naeh (231 b) 

R · L di1 Mdi2 . d211 
u 1 = 1 ~l + 1 dt + dt + ~2 at . 

Ebenso finden wir flir die Spule 2 

R . + L d i2 + M d i1 + . d 111 
U 2 = 2 ~2 2 dt dt ~l at· 

Die beiden Spulen nehmen dureh Elektrizitatsleitung wahrend del' sehr 
kurzen Zeit d t naeh (241 a) die Energie d W = u1 i 1 d t + u2 i2 d t auf. Er
setzen wir hierin u1 und u2 , so wird 

d W = Rl if dt + Ll i1 di1 + Mil di2 + i1 i2 dM 

+ R2i~ dt + L2i2 di2 + JYf i2 di1 + i1 i2 dM. 

Dabei verwandeln sieh die Energien Rl ii dt und R2i~ dt naeh dem Ge
setze von Joule in Warme. Del' Rest findet sein Aquivalent in del' 
von del' bewegliehen Spule geleisteten meehanisehen Arbeit dA und in 
einer Zunahme d W m del' magnetisehen Energie W", del' beiden Spulen. 
Es wil'd somit 

Um hieraus dA bereehnen zu konnen, ist noeh die Kenntnis von dWm 
notig. 
-.3) Wir finden dWm als Differenz del' magnetisehen Energien W;n und 
W m' die die beiden Spulen in den Zeitpunkten t + d t und t aufweisen. 
Wm entsprieht del' Gegeninduktivitat .LvI, W~ dagegen M + dM. Die 
magnetisehen Energien del' beiden Spulen hangen nieht vom Bewegungs
zustand abo Wir konnen sie daher aus del' von den ruhend gedaehten 
Spulen seit dem Zeitpunkt des Einsehaltens aufgenommenen Energie W 
bereehnen. Beginnt die Zeitl'eehnung mit dem Einsehalten, so wird 

t t 

W = f U 1 i 1 dt + f U 2 i2 dt. 
o 0 
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§ 244.3 Einige Grundbegriffe und Grundgesetze der Elektrizitatslehre. 

Dabei ist 
. L di1 Mdi2 

ul=Rl~l+ Idt+ de' 
und ebenso ist 

. L di2 M di1 
U 2 = R2 ~2 + 2 dt + dt . 

W teilt sich auf in die magnetische Energie W m und in die nach dem 
J ouleschen Gesetz entstehende Warme. Lassen wir letztere beiseite. 
so ergibt sich durch Einsetzen die magnetische Energie zu 

oder 

t t t 

Wm = IL1i1dil + IM(i1di2 + i2dil ) + IL2i2di2 
000 

~ .~ 

W L t, + M" , L to 
m = 1 2 ~l ~2 --r- 2 2 . 

Ebenso wird 
t+dt t+dt t+dt 

W;n = ILl il dt + I (M + dM) (il di2 + i2 dil) + I L2 i2 d i2 , 
000 

W;n = Ll (iJ +2 di1)2 + (M + dM)(i1 + dil )(i2 + di2 ) + L2 (i2 +2di2)2. 

Multiplizieren wir aus und vernachlassigen wir die mehr als ein Diffe
rential als Faktor enthaltenden Glieder, da sie von haherer Ordnung 
klein sind, so wird schlieBlich 

W;" = Ll i + L1 i1 d i l + Mil i2 + Mil d i2 

+ M i2 dil + dJJ!j i1'i2 + L2 i2 di2 + L2 i . 
Bilden wir die Differenz W;n - W"" so wird 

d W m = Ll i l d i1 + Mil d i2 + M i2 d i1 + d Mil i2 + L2 i2 d i2 . 

-.4) Nachdem nun dW m bestimmt ist, finden wir aus (244a) 

und hieraus 
dA = i1 i2dM 

dA .. dllf 
(IX = %1 %2 !IX' (244b) 

1stder Parameter x eineLange l, so ist dAjdl die augenblickliche Kraft Pt. 
die die bewegliche Spule in Richtung des wachsenden l ausiibt. Es wird 

I
p .. d.iV11 

t = ~1~2dl . (244c) 

1st dagegen x ein Winkel ex, der die Lage der Spule beschreibt, dann ist. 
dAjdex das augenblickliche Drehmoment Mdt 244 a, das (fie bewegliche 

244. Da der fiir die Bezeichnung des Drehmomentes sonst ubliche Buchstabe M 
schon fiir die Gegeninduktivitat verge ben ist, verwenden wir hier die Bezeioh
nung Md. 
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Einige LeistungsgroBen. § 244.4 

Spule in der Richtung des wachsenden (X ausiibt. Es wird 

I~M· .. dM 
~ tl t z a:;.- . (244 d) 

Die Kraft Pt und dasDrehmoment Mdt werden in der Richtung posi
tiv, d. h. sie wirken in der Richtung, in der die Gegeninduktivitat M 
wachst. 
-.5) Bei Wechselstromproblemen interessiert der iiber die Perioden
dauer T genommene lineare Mittelwert P der Kraft Pt , 

Fiir die Ansatze 

T 

P = ~ f Ptdt. 
o 

i 1 = -Y2I1 sin(wt + CPl), 

i2 = -Y2Iz sin(wt + cpz) 

erhalten wir aus (244c), analog wie in § 2421, fUr den Mittelwert der 
Leistung 

(244e) 

Ebenso finden WIT fiir den linearen Mittelwert des Drehmomentes 

Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder fUr 
sinusformig verauderliche GroBen von 
Wechselstromkreisen. 

(244f) 

§ 3 

-.1) 1m Sinne von § 213.1 sprechen wir in den folgenden Abschnitten 
stets von harmonischen Schwingungen und Sinusstramen an Stelle von 
sinusfOrmig veranderlichen GraBen von Wechselstromkreisen. 

-.2) Die Beschrankung auf Sinusstrame bedeutet mathematisch ge
sprochen die Beschrankung auf die erzwungene Schwingung, auf 
den Dauerzustand. Die sich bei Einschaltvorgangen usw. iiberlagernden 
freien Schwingungen werden nicht beriicksichtigt. Es werden somit 
nur stationare Vorgange behandelt. 

-.3) Komplexe GraBen werden nachstehend stets in der Kennellyschen 
Schreibweise z /cp angegeben. vViinscht man sie in die Exponentialform 
umzuwandehI,-so hat man das Dreherzeichen L durch den Buch
staben e zu ersetzen, der Phase cP den Faktor j vorzusetzen und als 
Exponent zu e zu schreiben. Man erhalt so Z ej 'P. 
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§ 31 Sinusformig veranderliche GroJ3en von Wechselstromkreisen. 

Die Veranschaulichung sinnsformig veranderlicher GroSen § 31 
von Wechselstromkreisen durch Zeiger. 

Die Mogliehkei t und der V orteil der Veranseha ulieh ung § 311 
von harmonisehen Sehwingungen dureh Zeiger. 

-.1) Raben harmonisehe Sehwingungen gleiehe Frequenz, so geniigen sie 
den Ansatzen . ,/-

~1 = V 211 cos (co t + tpl)' 

i2 = Y2I2 eos(cot + tp2)· 

Sie weisen nur zwei Unterseheidungsmerkmale auf, den Effektivwert 
und die Anfangsphase. An Stelle des Effektivwertes kann aueh der 
Seheitelwert treten, der ihm proportional ist. Ein Zeiger, d. h. ein mit 
einer Spitze versehener Strieh (Abb. 312a), zeiehnet sieh nun dadureh 
aus, daB er ebenfalls zwei Bestimmungsstueke aufweist, namlieh seine 
Lange und den Drehwinkel, del' seine Riehtung von einer Anfangs
riehtung aus festlegt. Es besteht daher die Mogliehkeit, harmonisehe 
Sehwingungen dureh Zeiger zu veransehauliehen. 
-.2) Fur die Benutzung diesel' Mogliehkeit spreehen folgende drei V 01'

teile. Erstens laBt sieh eine Gruppe von Zeigern mit einfaeh~n Mitteln 
und mit praktiseh ausreiehender Genauigkeit in kurzer Zeit aufzeiehnen. 
Dagegen ist die ebenso genaue Aufzeiehnung von Sinuslinien sehr 
zeitraubend. Zweitens zeigt ein Zeigerbild die versehiedenen Effektiv
'werte und Phasenversehiebungen viel ubersiehtlieher als eine Gruppe 
von Sinuslinien. In § 314 wird gezeigt werden, daB die Summe von 
zwei harmonisehen Sehwingungen dureh die geometrisehe Addition del' 
diesen entspreehenden Zeigern hinsiehtlieh Effektivwert und Phasen
versehiebung riehtig wiedergeg~ben wird. Dasselbe gilt fiir die Differenz. 
Nun sind abel' die Addition und Subtraktion von Zeigern zeiehneriseh 
sehr einfaeh und raseh durehzufuhren, wogegen dies fiir Sinuslinien sehr 
miihsam ist. Das ist del' dritte V orteil. ' Insgesamt sind die V orteile, 
die die Veransehauliehung von harmonisehen Sehwingungen dureh 
Zeiger gegenuber del' Veransehauliehung dureh Sinuslinien bietet, so 
bedeutend, daB man die erstere allgemein bevorzugt. 

Effekti vwert und Phasen verse hie bung harmoniseher § 312 
Sehwingungen im Zeigerbild. 

-.1) Wir betraehten die drei harmonisehen Sehwingungen 

il = y2 II cos (cot + tpi,) , 

i2 = y2I2 eos(cot + f{Ji,), 

u = Y2U cos (cot + tpu). 

Beispielsweise seien il und i2 Strome, u dagegen eine Spannung. Wir 
wollen sie dureh die drei Zeiger SI' S2 und U veransehauliehen. Hierzu 
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Veranschaulichung sinusformig veranderlicher GroBen durch Zeiger. § 312.1 

wahlen wir fiir i l und i2 einen MaBstab M[ und fiir u einen MaBstab Mu 
und machen die Zeiger so lang, daB fiir ihre Betrage die Gleichungen 

1311 = IlM[, 1321 = 12 M[, lUI = U Mu . (312a, bu. c) 

gelten. Nun wahlen wir In Abb. 312a fiir l),lledrei Zeiger einen gemein
samen FuBpunkt und eine gemeinsame Anfangsrichtung. Gegeniiber 
dieser verdrehen wir sie um 
die Winkel CPi,' CPi, und CPu' 
-.2) Fur die Phasenverschie
bung des Stromes i l gegen
iiber dem Strome i2 finden wir 
nach (213i) 

,Dies ist in Abb. 312a der 
Winkel, um den der i l veran
schaulichende Zeiger gegen
iiber dem i2 veranschaulichen

Abb.312a. Zeigerbild der Strome i,= l'214,14A sin(wt 
+ 105 0), i,= 1'242,42 A sin (wt-15 0) und der Span
nung U= V2380V sin(wt + 30°). Die Phasenver
scWebung von i, gegeniiber i, betragt 120°. DiePhasen-

verscWebung von i, gegeniiber u betragt _45°. 

denZeigerverdrehtist. Allgemein gilt der Satz: DiePhasenverschie
bungen, die harmonische Schwingungen gegeneinander auf
weisen, sind gleich den Drehwinkeln, um die die sie veran
schaulichenden Zeiger gegeneinander verdreht sind. Meist 
wird die Ausgangsrichtung nicht gezeichnet. 
-.3) Falls in einem Problem mit dem Scheitelwert gerechnet wird, kann 
man natiirlich die Betrage der Zeiger diesen entsprechen lassen. Prin
zipiell bleibt es ohne EinfluB auf das Zeigerbild, ob Kosinus- oder Sinus
funktionen gegeben sind. 

Die Gewinnung der Augenblickswerte harmonischer 
Schwingungen aus dem Zeigerbild. 

-.1) In Abb. 313a sind 
die in Abb. 312a enthal
tenen Zeiger gezeichnet. 
'Oberdies ist noch die 
Zeitachse dargestellt. 
Es ist dies ein im negati
ven Drehsinne rotieren
der Strahl. Seine Win-
kelgeschwindigkeit ist 
umgekehrt gleich der Abb. 313a. Zeigerbild nach 

Abb. 312a mit eingetragener 
Kreisfrequenz der har- Zeitachse. 

monischen Schwingun-

§ 313 

gen, die durch die Zeiger veranschaulicht sind, sie ist somit gleich -0). 

Der gezeichnete Strahl stellt die augenblickliche Lage der Zeitachse 
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§ 313.1 Sinusformig veranderliche GroBen von Wechselstromkreisen. 

dar, die sie im Zeitpunkt t einnimmt. Von ihr sei weiter festgesetzt, 
daB sie Un Zeitpunkt Null in die im Zeigerbild gewahlte Ausgangs
richtung falit. Gegeniiber dieser Ausgangsrichtung ist sie dann im 
Zeitpunkt t um den Winkel - w t verdreht. Anderseits weisen die 
Zeiger U, 01' 02 gegeniiber der Zeitachse die Verdrehungen w t + CPu' 
wt + CPi1 , wt + CPj" auf. 
-.2) Projizieren wir beispielsweise den Zeiger U auf die Zeitachse, so 
erhalten wir darauf die Strecke 0 P u. FUr sie gilt die Gleichung 

OPu = lUI cos(wt + CPu). 

Unter Beachtung dessen, daB wir den Betrag des Zeigers iiber den MaB
stab M u dem Effektivwert U der zu veranschaulichenden harmonischen 
Schwingung entsprechen lassen, erhalten wir nach (312c) 

OPu = UMucos(wt + CPu). 

Anderseits galt u = 12U cos(wt + CPu), und wir finden somit 

V2-
u = M", OPu • (3I3a) 

Man erhii.lt den Augenblickswert der durch einen Zeiger ver
anscha ulich ten harmonischen Sch wingung a us der Proj ektion 
dieses Zeigers auf die rotierende Zeitachse. Diese ist gegen
iiber der Anfangsrichtung d~s Zeigerbildes um den Winkel 
-wt zu verdrehen. 
-.3) Verwendet man eine Zeitachse, die gegeniiber der Ausgangsrich-
tung um 90° - wt verdreht ist, so wird 

oder 
OPu = UMucos(wt - 90° + CPu) 

OPu = UMusin(wt + CPu). 

Man kann somit aus der Projektion auf diese besondere Zeitachse die 
Augenblickswerte finden, die dem Ansatz 

u = i2u sin(wt + CPu) 
geniigen. 
-.4) Statt daB man die Zeitachse mit der Winkelgeschwindigkeit -w 
rotieren laBt, kann man sie auch stillsetzen und dafiir die Zeiger mit 
der Winkelgeschwindigkeit w rotieren lassen. Ein Vorteil ist damit je
doch nicht zu erreichen. 

Die Addition und die Subtraktion harmonischer § 314 
Sch wingungen im Zeiger bild. 

-.1) Wir wollen die Strome 

il = 1211 cos (w t + CPl) und i2 = i2 12 cos(wt + CP\l) 
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Veranschaulichung sinusformig veranderlicher GroBen durch Zeiger. § 314.1 

addieren. Den Summenstrom nennen wir i3. Dann ist 

ia = il + i2 • (314a) 

Setzen wir hier die Ansatze fUr il und i2 ein und wenden wir das Addi
tionstheorem auf cos(wt + fPl) und auf cos(wt + fP2) an, so finden wir 

i3 = "V2[(I1 COSIPI + 12 COSfP2) coswt- (11 SinfPl + 12 sinfP2) sinw tJ. (314 b) 

Urn das Additionstheorem noch einmal anwenden zu konnen, machen 
wir die Ansatze 

11 COSIPI + 12 COSIP2 = Ia COSfP3' 

I l sin fPl + I2sinIP2 = IasinlPa· 

(314c) 

(314d) 

Diese zwei Gleichungen sind zulassig, denn sie definieren zwei Unbe
kannte, namlich Ia und fP3' Aus (314b) wird dann 

i3 = Y2 Ia cos ((0 t + 1P3) . 

Hieran erkennen wir: Die Unbekannte Ia ist der Effektivwert und die 
Unbekannte fPa ist die Anfangsphase des gesuchten Summenstromes. 
Durch Quadrieren und Addieren von (314c u. d) finden wir 

Ii + IlI2 (coslPl COSfP2 + sinfPl sinfP2) + I~ =.n. 
Da Ia als Effektivwert nur positiver Werte fahig ist, wird hieraus 

Ia = +"Vn + IlI2cos(fPl -1P2) + n· (314e) 

Am einfachsten finden wir dann durch Einsetzen in (314c u. d) 

(314£) 

(314g) 

Hierdurch ist fPa - bis auf ganze Vielfache von 2n - bestimmt. 
-.2) Veranschaulichen wir nun die beiden Sinusstrome il und i2 nach 
§ 312 durch die Zeiger Sl und S2' Wir bestimmen dann einen Zeiger Sa 
durch geometrische Addition (§ 131.6) von Sl und S2' wie dies Abb. 314a 
zeigt. Fiir die Lange I S31 dieses Zeigers finden wir nach dem Satz von 
Pythagoras 

I S3 [ = + "V(I Sll COSfPl + i S21 COSfP2)2 + ([ Sl [ sinlPl + [S2 [ sinfP2)2. 

Multiplizieren wir aus und wenden wir das Additionstheorem fUr 
cos (fPl - fP2) an, so wird 

(314h) 

Beriicksichtigen wir noch den AbbildungsmaBstab nach (312a, b u. c), 
so erkennen wir, daB sich (314h) ~it (314e) deckt. Der Zeiger Sa gibt 
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§ ,314.2 .Sinusformig veranderliche GroJ3en von Wechselstromkreisen. 

somit durch seine Lange.den Effektivwert Is richtig wieder. FUr 'den 
Winkel flJ3 lesen wir aus Abb. 314a ab 

13'11 cos 'PI + 13'21 cos 'P2 (3141') 
cosfIJa = 13'31 ' 
. 13'11 sin 'PI + 13'21 sin 'P2 (3'14k) 

smfIJ3 = 13'31 
Beachten wir wieder den MaBstab, so gehen (314i u. k) in (314£ u. g) 
iiber. Der Winkel flJ3' der sich durch geometrische Addition der Zeiger 

II .~h und 0'2 ergibt, stimmt somit iiber-
'f ein mit der Anfangsphase flJ3' die sich 
~ durch die Addition der Sinusfunktionen 
~ ergeben hat . 
. ~ -.3) Auf gleichem Wege kann man 
c? zeigen, daB auch die geometrische Sub-

traktion auf einen Zeiger fiihrt, del' die 
Differenz del' Schwingungen richtig 

x wiedergibt. Es gilt somit die Regel: 

Abb.314a. Geometrische Addition der Harmonische Schwingungen 
Zeiger5',und3 •. DerAusdruckl3.1 cOS'P. kann man addieren und subtrawlrd negativ, da 'P, groJ3er als 90 0 ist. 

hieren, indem man die sie ver
anschaulichenden Zeiger geometrisch addiert oder sub
trahiert. Der dabei entstehende neue Zeiger veranschaulicht die 
resultierende harmonische Schwingung in gleicher Weise wie die beiden' 
zu vereinigenden Zeiger die gegebenen harmonischen Schwingungen. 

Der 'Ersatz von harmonischen Schwingungen durch komplexe 
Gro8en. 

Die Moglichkeit des Ersatzes von harmonischen 
Schwingungen durch komplexe GraBen. 

§ 32 

§ 321 

-.1) Die Wiedergabe von harmonischen Schwingungen durch benannte 
komplexe Zahlen findet ilire Rechtfertigung in drei grundlegenden 
Tatsachen. 
--.2) Die erste diesel' drei Tatsachen ist folgende: Man kann eine har
monische Schwingung als ReaIteil einer komplexen GroBe auffassen, die 
einen konstanten Betrag und eine proportional mit der Zeit wachsende 
Phase aufweist. Es geniige beispielsweise der Sinusstrom idem Ansatz 

i = 121 cos(wt + fIJi)' (321 a) 
Nach (1241 m) wird 

-y21jwt + fIJi = V21cos(wt + fIJi) + iV21sin (wt + fIJi)' 

Um auszudriicken, daB y21 cos(wt + fIJi) del' Realteil von 121 jwt + fIJi 
ist, schreiben wir (§ 122.3) 

Y2 I cos(wt + fIJi) = ffie(Y2 I jwt + fIJi)' 
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Der Ersatz von harmonischen Schwingungen durch komplexe GraBen. § 321.2 

FUr i finden wir damit 
i = ffieCjl21 /ffJt + ffJ;)' (321 b) 

Wie die Abb. 321a zeigt, kommt der Ersatz von (321a) durch (321 b) 
in geometrischer Deutung darauf hinaus, daB man die Koordinaten eines 
in der Abszissenachse schwingenden Punktes 
auffaBt als die Abszisse eines um den Nullpunkt 
des Koordinatensystems rotierenden Punktes, 
dessen Lage durch Polarkoordinaten beschrie
ben wird. 
-.3) Nach (133b) wird /wt + ffJi = /wt /ffJi' 
Fassen wir noch 1 und /ffJi zu einer komplexen 
GroBe S' zusammen, sogilt 

S' = 1 /ffJi' 
und wir bekommen 

(321 c) 

(321 d) 

y 

o 
Abb. 32la. GeometrischeDar
steIlung von Y2IcoS(rot+'Pi) 
und von V2IJrot + 'Pi durch 

die Pnnkte P und P'. 

-.4) Seltener, aber ebenso richtig, ist der Ersatz von 

i = ,121 sin(wt + ffJi) 
i =S'm (1'2 S' / w t+ cp.;) 

durch 

und 
i = S'm (y'2~ /wt). 

(321 e) 

(321 f) 

(321 g) 

In der Zeichnung lauft der Ersatz von (321 e) durch (321£) darauf hin
aus, daB man statt der Abszisse die Ordinate verwendet 321 a. 

-.5) Die zweite grundlegende Tatsache ist die, daB der Realteil einer 
Summe von komplexen Zahlen gleich der Summe ihrer Realteile ist 
(§ 131.1) und daB dies entsprechend auch flir die Differenz der Fall ist. 
Es gilt somit die Gleichung 

ffie(V2S'dwt± Y2S'dwt± ... ) '-:ffie (V23I!wt) +ffie (Y2S'dwt) ±.... (321 h) 

-.6) Die dri tte grundlegende Tatsache ist die, daB der Realteil des 
Differentialquotienten und des Integrales einer komplexen GroBe mit 
zeitlich linear wachsender Phase gleich dem Differentialquotienten 
und dem Integral des Realteiles dieser komplexen GroBe sind. Es 
gel ten die Gleichungen 

ffie(tt Y2~/wt) = ~lt (ffie (V2S/w t)) , (321i) 

ffie (I V2S'/wt dt) = Iffie(V2S'/w! dt). (32lk) 

321a Den den Zahlenwert des Imagillarteiles beniitzenden Ersatz verwendet z. B. 
Banneitz, Fritz: Taschenbuch der drahtlosen Telegraphie und Telephonie, S. 49. 
Berlin: Julius Springer 1927. 
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§ 321.6 Sinusformig veriinderliche GroBen von Wechselstromkreisen. 

'Oberzeugen wir uns zuerst von der Richtigkeit von (32li). Einerseits ist 

ffie(:t i2~/rot) = ffie(:t i2~(cos{rot)+ iSin{rot))) 

= ffie(i2~ro (-sin{rot) + i COS(rot)) = - i2~ro sin(rot). 

Anderseits ist 

:t ffie(Y2 ~ loot) = :t 12 ~ cos (rot) = - ¥2~ro sin(rot). 

Die linke und die rechte" Seite von (32li) sind demnach derselben GroBe 
und damit auch einander gleich. Damit ist (321 i) bewiesen. Ganz analog 
beweisen wir (321 k). Einerseits ist 

ffie J 12 ~ lrot dt = ffie(1 Y2~ cos (rot) dt + hY2~ sin(rot) dt) 
to to to 

= ffie(12~ ! [sin (rot)];o - iY2~ ! [cos(rot)]:o) = i2~ ! [sin(rot)];o· 

Anderseits ist 

J ffie(i2 ~ lrot) dt = J 12 ~ cos(rot) dt = i2 ~ ! [sin (rot)]; •. 
to to 

-.7) Man bekommt somit dasselbe Ergebnis, wenn man, statt harmonische 
Schwingungen der Form 121 cos (rot + CfJi) zu addieren, zu subtrahieren, 
zu differentiieren oder zu integrieren, mit komplexen GroBen der Form 
12 ~ lro t dieselben Operationen ausfiihrt und nachher den Realteil 
nim~ Fiir die Multiplikation mid die Division trifft das nicht zu. 

Der tJbergang von der Gleichung zwischen den § 322 
harmonischen Schwingungen auf die Gleichung 
zwischen den ErsatzgroBen. 

-.1) Bei der Behandlung von Problemen stationarer Wechselstrome stoBt 
man auf Gleichungen von der Form 

t 

cll il + c12 :t il + c13 fi l dt + 
tOl 

t 

. d . f· d + C21 %2 + C22dt %2 + C23 %2 t 
t02 

(322a) 

Dabei sind Cll , Cu usw. von der Zeit unabhangige GroBen; iI' i2 usw. 
sind harmonische Schwingungen. Die unteren Integrationsgrenzen toI , 
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Der Ersatz von harmonischen Schwingungen durch komplexe GraBen. § 322.1 

t02 usw. spielen die Rolle von vorlaufig unbestimmten Integrations
konstanten (§ 222.3). 

-.2) Nun ersetzen wir in (322a) jede harmonische Schwingung nach 
(321d), wenden dann (321i u. k) an und machen schlieBlich noch von 
(321 h) Gebrauch. So erhalten wir 

ffie(c l1 Y2'0dwt + C12;t fi'0dwt+C13jY2'0dwtdt + 
to 1 

t 

C21 Y2'0dwt+C22;t y2'02/wt + C2sjY2'0dwtdt + 
to 2 

. . . . . . 

cn1 fi'0n/wt+Cn2;t Y2'0n/wt + cns/ Y2Sn/wtdt)= O. 
to n 

(322b) 

Nun haben wir noch die Differentiationen und Integrationen auszu
fiihren. Mit zweimaliger Beniitzung von (1241m) errechnen wir den 
Differentialq uotienten 

d~ fist/wt = Y2'0;t (coswt + jsinwt) = W-V2-'01(-SinWt+jcoswt) 

= jw Y2'01 (coswt + jsinwt) = jwfiSdw~. 

Es gilt demnach die Formel 

(322 c) 

Ebenso errechnen wir das Integral 

t t 

/V2 '0IL(})~ dt= Y2 '0lj (coswt + j sinwt)dt = ! Y2 '0l[Sinwt - j coswt]~Ol 
to 1 to 1 

Nun bezeichnen wir das konstante Glied zur Abkiirzung mit srI. Es 
gilt dann 

(322d) 

und wir finden die Formel 

t 

j(Y2'0dwt)dt = -j! (fiSdwt) + srI· (322e) 
to! 
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§ 322.2 Sinusformig veranderliche GroBen von Wechselstromkreisen. 

Nun wenden wir (322 cu. e) auf (322b) an, klammern i2/rot ausund 
finden so· -

(322 f) 

. . . . . . 
Cnl~n + jrocn2~n - j ~ Cn3~n) ¥2/rot + Sf! + Sf2 + ... + Sfn} = 0_ 

-.3) Der in der geschweiften Klammer stehende Ausdruck stellt geo
metrisch einen Punkt dar, der mit der Winkelgeschwindigkeit ro in un
veranderlichem Abstand um die Spitze des Zeigers Sf! + Sf2 + ... + Sf,.. 
kreist. Nun ist nach (322f) der Realteil dieses Ausdruckes zu allen Zeit
punkten Null. In der geometrischen Darstellung muB somit die Abszisse 
des kreisenden Punktes dauernd Null sein. Dies ist nur moglich, wenn 
der Punkt selbst dauernd im Nullpunkt des Koordinatensystems liegt. 
Hiezu miissell einerseits der Zeiger Sfl + Sf2 + ... + Sfn und ander
seits der Abstand des Punktes von der Spitze dieses Zeigers, d. h. der 
als Faktor neben i2 /rot stehende Ausdruck, Null sein. Zur Erfiillung von 
(322f) muB so'rnit -

r---------------------------, 
C\i +. C\i .1 C\i + 

Cll <\51 Jrocl2 <\5l - J~Cl3<\5l 

C\i +. C\i .1 C\i + C2l <\52 J roC22 <\52 - J ~ C23 <\52 
(322g} 

gelten. Die Gleichung (322g) ersetzt die Ausgangsgleichung (322a). Sie 
weist an Stelle der harmonischen Schwingungen i komplexe Ersatz
groBen auf, die nach (321c) die die harmonischen Schwingungen kenn
zeichnenden Werte als Be~tandteile aufweisen. Verschiedene gleich
frequente harmonische Schwingungen i unterscheiden sich ja nur im 
Effektivwert I und in der Anfangsphase CPi. 
-.4) Rein formal kann man die Gleichung der harmonischen Schwingun
gen (322a) unmittelbar in die Gleichung der ErsatzgroBen (322g) umfor
men, indem manfolgende Regel beachtet. Man ersetztjede harmoni
sche Schwingung i mit dem Effektivwert lund der Anfangs
phase CPi durch die komplexe GroBe ~ mit dem Betrag lund 

der Phase CPi' jedes Operationszeichen :t ( ) durch einen 
t 

Faktor jro und jedes Operationszeichen f ( )dt durch 
1 ~ 

einen Faktor -j-. Wenn es bequemer ist, kann man den Betrag 
w 
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Der Ersatz von harmonischen Schwingungen durch komplexe GroBen. § 322.4 

der ErsatzgroBe auch dem Scheitelwerte der harmomschen Schwin
gung gleichmachen. Treten Differentialquotienten hoherer Ord-

nung auf, so ist jedes Operationszeichen :; .. ( ) durch einen Fak

tor (j w )nzu ersetzen. Wiinscht man von einer komplexen ErsatzgroBe 0 
wieder zur harmonischen Schwingung i zuruckzugehen, so benutzt man 
(32Id). 
-.5) In (322g) kann man die ErsatzgroBen ausklammem. Dendabeient-

stehendenFaktorder Form (Cll + jWCl2 - j ! Cl3) nennt man Operator. 

Der Vorteil des Ersatzes harmonischer 
Schwingungen durch komplexe GroBen. 

§ 323 

-.1) Man kann durch den Obergangvon der zwischendenharmonischen 
Schwingungen bestehenden Gleichung auf eine Gleichung zwischen 
komplexen ErsatzgroBen an Schriftzeichen sparen und die Rechnung 
abkiirzen. Die Grunde sind folgende. Die gebrauchten komplexen Er
satzgroBen werden einfacher bezeichnet als trigonometrische Funktionen. 
Fiir komplexe GroBen besteht im Gegensatz zu den trigonometrischen 
Funktionen eine Produktform (Kennellysche Form, Exponential
form), die viele Operationen erleichtert. Wie der Vorteil in Erscheinung 
tritt, sei an einem Beispiel gezeigt, das zum Vergleich einmal mit den 
komplexen ErsatzgroBen und einmal mit SinusgroBen durchgerechnet 
wird. 
-.2) Wir wollen den Effektivwert des Stromes I und die Phasenverschie
bung cp des Stromes berechnen, den eine Drosselspule aufnimmt, wenn 
diese an einer Spannung yom Effektivwert U liegt, den Widerstand R 
und die Induktivitat L aufweist. Aus (224b) und (223e) erhalten wir 
die Gleichung 

R · L di 
~+ Tt=u. (323 a) 

Dabei wird als bekannt vorausgesetzt, daB i ein Sinusstrom wird, wenn 
u eine Sinusspannung ist und wenn man von den Einschaltvorgangen 
absieht (§ 3.2). 
-.3) Fur die Rechnung mit den komplexen ErsatzgroBen seien 

o = I /cp und U = U /0 = U 

angesetzt. Nach der in § 322.4 angegebenen Regel geht (323a) uber in 

R0+jwL0 =U. 

Durch Auflosung nach 0 erhalten wir 

1 
0= R+jroL u. 
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§ 323.3 . SinuafOrmig veranderliche GrMen von Wechselstromkreisen. 

Durch Erweiterung mit dem konjugiert komplexen Nenner wird daraus 

O! _ R - jooL 
.u - R2+ 002L2 U. (323 b) 

Die zugehorige Betragsgleichung lautet nach (1241a) 

VI R2 + 002L2 
1= + (R2 + 002L2)2 U, 

und wir erhalten ffir den gesuchten Effektivwert 

1 
1= u. +1" R2 + 002 L2 

(323c) 

Dividieren wir (323b) durch (323c), so erhalten wir die Drehergleichung 

R - jooL 
/ q;] = +1" R2 + 002 L2 

Nach der Bedeutung des Drehers /q; folgt hieraus 

R . -ooL 
cOSfP = und SIDfP - -:--:~=:::::;:=o=;; +1" R2 + 002 L2 - +1" R2 + 002 L2 • 

Fiir die Phasenverschiebung selbst ergibt sich 

q; = 0° ... - 90° . 

-.4) FUr die Rechnung mit Sinusstromen seien 

i = Y21 cos (cot + q;) und u = 12U cos (co t) 

angesetzt. Damit geht (323a) iiber in 

R 121 cos (cot + fP) + L 121 ddt cos (cot + fP) = Y2 U cos (co t) . 

Differenzieren und dividieren wir durch den Faktor y2, so wird 

R1 cos (co t + fP) - coLI sin (cot + q;) = U cos (cot) . 

Unter Anwendung der Additionstheoreme der Trigonometrie wird daraus 

RI (cos (cot) cosrp - sin (cot) sinfP) - co LI (sin(cot) cosfP + cos (co t) sinfP) 

= U cos (cot) , 

und wir erhalten durch Ordnen 

I(RcosfP - coLsinrp) cos (cot) -I(Rsinrp + co LcosfP) sin (cot) 

= U cos (cot) . 

Diese Gleichung ist nur dann fiir jeden Wert von t erfiillt, wenn die 
beiden Gleichungen 

und 
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Der Ersatz von harmonischen Schwingungen durch komplexe GraBen. § 323.4 

gleichzeitig erfiillt sind. Hiezu muB 

und 
l(Rcosq; - wLsinq;) = U 

l(Rsinq; + wLcosq;) = 0 

sein. Aus (323e) folgt wL 
tgq; = -T. 

(323d) 

(323 e) 

Daraus entnehmen wir mit vorlaufig unbestimmtem Vorzeichen 

Rd. R coscp = un smq; - ~~=;=::::;c=~ 
±yR2+W 2L2 - ±YR2+w2L2· 

Aus (323d) folgt 
1= 1 U 

Rcos<p-wLsin<p , 

und wir finden durch Einsetzen 
1 

1= U. 
±YR2+~2L2 

Da der Effektivwert I nur positiv sein kann, muB fiir die im Nenner 
stehende Wurzel das positive Vorzeichen gewahlt werden. Wir finden 
dann endgUltig 

ferner 
und 

. -wL 
smq; = +YR2+ w2L2 

q; = 0° ... - 90° . 

-.5) Die Schwerfalligkeit der Handhabung trigonometrischer Funktionen 
hat bewirkt, daB Wechselstromprobleme sehr haufig komplex berechnet 
werden. 

Der Ubergang von der komplexen Gleichung zum § 324 
Zeiger bild. 

-.1) Fiir einen Stromkreis sei nach der Regel von § 322.4 die komplexe 
Gleichung 

(Cll +jwc12 -j! C13)01 + ... + (Cnl +jWCn2-j! Cn3)0n=0 (324 a) 

aufgestelit worden. Dabei vertreten die komplexen ErsatzgroBen 01 
bis 0n die harmonischen Schwingungen i1 = y211 cos(wt + q;n) bis 
i2 = y212 cos(wt + q;n). Zur Abkiirzung setzen wir 

U1 = (Cll + j W c12 - j ! C13) 01 , 
. .. . 
. .. . (324b) 

Un = (Cn! + jWCn2 - j ! Cn3)0n. 
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§ 324.1 Sinusfarmig veranderliche GraBen von Wechselstromkreisen. 

An Stelle von (324a) erhalten wir so 

Ul + U2 + '" + Un -1 + Un = 0 . (324c) 

Setzen wir - Un = U:, SO kannen wir dafiir auch 

UI + U2 + ... + Un -1 = U: (324d) 
schreiben. 
-.2) Da wir komplexe GraBen durch Zeiger veranschaulichen kalmen 
(§ 126.3), gehOrt auch zu jeder Gleichung zwischen komplexen Ersatz
graBen ein Zeigerbild. Dabei werden die Betrage unter Vermittlung 
eines MaBstabes durch die Langen der Zeiger dargestellt, und die Phasen 
werden unmittelbar durch die Winkel wiedergegeben, um die die Zeiger 
aus der Richtung der Realachse verdreht sind. Die Betrage der Ersatz
graBen sind die Effektivwerte (oder Scheitelwerte), und die Phasen sind 
dieAnfangsphasen der vertretenen harmonischen Schwingungen (§ 322.4). 

-.3) Wir suchen zuerst das Zeigerbild zu (324b). Nach der Produkt
formel (l33c) erhalten wir 

UI = ICll +jWCI2 -j! cI311011/arc(cll +iWCI2-j~CI3)+<Pll' 

Wahlen wir die MaBstabe MI und M u , so bekommen die 01 und U2 

darstellenden Zeiger die Langen 1011 MI l~nd 

y 1 UI I·NI u = I cll + j W C12 - i ! c13 il011 M u, 

Abb.324a. Ein Zeiger von der 
Lange 1 ;5,1 MJ wird anf die Lange 

I Cu, + j w c12 - j~'C1311 ,~'hi Mu 

gestreckt und urn den Winkel 

arC(Cll +jwc12 -i (~ C13)gCdreht. 

und aus der Realachse sind sie um die Win
kel <Pi, und 

( . . 1 ') I <Pu, = arc cll + JW C12 - J ~~- C13 T <Pi, 

verdreht (Abb.324a). Der Faktor 

ist ein Drehstrecker (§ 133.6), er dreht und 
streckt den 01 darstellenden Zeiger, so daB der 
U1 darstellende Zeiger entsteht, wie Abb. 324a 

zeigt. Wir kannen in (324 b) mit 01 ausmultiplizieren. So erhalten wir 

(324 e) 

U1 erscheint hier als Summe von drei Gliedern. Der C11 01 darstellende 
Zeiger unterscheidet sich von dem 01 darstellenden Zeiger nur im Be
trag. Der erstere hat die Lange clll0111l1 u, der andere 1011 MI' Da i 
als rechtwinkliger Dreher (§ 133.6) im Zeigerbild eine Verdrehung von 
90 0 bewirkt, steht der i W c12 01 darstellende Zeiger vorgedreht senk-
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Der Ersatz von harmonischen Schwingungen durch komplexe GroBen. § 324.3 

recht auf dem Zeiger von ~h. Ebenso steht del' -j ..!.-C13 ~~h darstellende 
OJ 

Zeiger zuriickgedreht senkrecht auf dem Zeiger von 01' Den U1 dar-
stellenden Zeiger finden wir nun, indem wir y 

die Zeiger del' Summanden geometrisch ad
dieren (§ 131.6), wie Abb. 324b zeigt. 

-.4) Nun suchen wir die Zeigerbilder von 
(324c u. d). Es liegen Summen VOl', die 
Summanden-Zeiger sind dementsprechend 
geometrisch zu addieren. In (324c) ist die 
Summe Null, die Spitze des Zeigers von Un 
falit SOlnit in den FuBpunkt des Zeigers 

Abb. 324 b. Zeigerbild von ;5, und 
von U1 • Dagegen falit del' FuBpunkt von U: 1 U1 = c1131+ jO)C1231- j~C13~1' 
mit dem FuBpunkt von U1 zusammen, und (0 

die Spitze von U~ liegt in del' Spitze von U,,_l' Fiir n = 4 erhalten 
wir beispielsweise Abb. 324c u. d. 

-.5) Die Phasen del' komplexen ErsatzgraBen 01'" 0n' 111 ", Un 
stimmen iiberein mit den Anfangsphasen CfJi, '" CfJin' CfJtt,'" CfJu" del' 
von ihnen vertretenen !J Y 

harmonischen Schwin
gungen i 1 .•• i n , u1 .•. u". 
Da man den Nullpunkt 
del' Zeitzahlung beliebig 
wahlen kann, sind alie 
Anfangsphasen nur bis 
auf eine gemeinsame, 
willkiirlich wahlbare 
additive Konstante be-

u, 
.I' 

Abb. 324c. Zeigerbild von 
U, + u, + u, + u. = o. 

u, 

Abb.324d. Zeigerbild von 
,u, + u, + U, = u, *. 

stimmt. Nul' die Differenzen CfJi, - f{Ji" CfJi, - f{Ju, usw. liegen fest, da 
sich die Konstante bei del' Subtraktion heraushebt. Nun werden 
abel' die Anfangsphasen durch die Winkel wiedergegeben, um die 
die Zeiger aus del' Realachse verdreht sind. Da die Anfangsphasen 
hinsichtlich einer gemeinsamen additiven Konstanten willkiirlich sind, 
sind es auch diese Winkel. Man laBt aus diesem Gl'unde fiir solche 
Zeigerbilder das Koordinatensystem meistens weg. Man begniigt sich 
damit, die praktisch aliein wichtigen Phasenverschiebungen wiederzu
geben, und verzichtet auf die Anfangsphasen. Die Lage irgendeines 
Zeigers kann man dann beliebig wahlen. Die komplexen GraBen 

Cll + jroC12 - j~Ct3 bis cnt + jrocn9 - j"!'-C"3 weisen keine willkiirliche 
OJ • OJ 

additive Konstante in ihrer Phase auf. In einem Zeigerdiagramm ohne 
Koordinatensystem kann man sie daher nicht zur Darsteliung bringen. 
Dies ist indessen kein Nachteil, da bei del' Veranschaulichung harmoni-
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§ 324.5 Sinusformig veranderliche GraBen von Wechselstromkreisen. 

scher Schwingungen nur solche Zeiger von Interesse sind, die harmoni
sche Schwingungen vertreten. 
-.6) Die Zeiger, die wir nach obigen Wegleitungen fur harmonische 
Schwingungen erhalten, decken sich mit den Zeigern, die wir nach § 312 
bekommen. 

Die Moglichkeit des komplexen Ersatzes raum- § 325 
licher Vektoren, die sich zeitlich sinusformig 
andern. 

-.1) Ein raumliches elektrisches Feld kann durch Angabe des in jedem 
Punkte des Raumes bestehenden Feldstarkevektors @; beschrieben 
werden. Dieser Vektor kann von Punkt zu Punkt nach Betrag und 
Richtung verschieden sein. Liegt im Raume ein geradlinig rechtwink
liges Achsenkreuz fest, so kann man den in einem Punkte bestehenden 
raumlichen Vektor @; parallel zu den drei Achsen in drei vektorielle 
Komponenten @;", @;y und @;z zerlegen. Es wird dann 

Auch die drei Komponenten konnen von Punkt zu Punkt verschieden 
sein. 
-.2) Tritt ein solches raumliches Feld in einem Problem stationarer 
.Wechselstrome auf, so werden die drei Komponenten in Funktion der 
Zeit sinusfOrmig pulsieren. Es gelten dann die Ansatze 

@;"t = y2@;"cos(wt + tp,,), @;!It = -y2@;!lcos(wt + tpy),} 
(325a) 

@;zt = -y2@;zcos(wt + tpz). 

Zur Vereinfachung der Schreibweise kann man dann jede dieser drei 
Vektorkomponenten als Realteil eines komplexen Vektors darstellen. 
Fiir die x-Komponente erhalt man so 

Setzt man noch 
@;" = @;", lip., , 

so erhalt man 
@;" = ffie (-y2 a:" Itp,,) . 

Es ist nun, wie in § 322 gezeigt wurde, moglich und zur Vereinfachung 
der Schreibweise ublich, das Operationszeichen ffie ( ) wegzulassen 
und dann noch durch den Faktor y21wt zu dividieren. Statt mit den 
drei wirklichen Vektorkomponenten zu rechnen, rechnet man dann noch 
mit den drei komplexen Ersatz-Vektorkomponenten 

a:", a:!I und a:z • 
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Der Ersatz von harmonischen Schwingungen durch komplexe GroBen. § 325.2 

Man bedient sich der komplexen raumlichen Vektoren besonders bei den 
Problemen des Wirbelstromes und der elektromagnetischen Welle im 
Raum. Es sei hier verwiesen auf: 

Kiipfmiiller, K.: Einfiihrung in die theoretische Elektrotechnik, S. 189-201 
u. S. 249-260. Berlin: Julius Springer 1932. 

Die Moglichkeit des komplexen Ersatzes von nicht § 326 
sinusformig veranderlichen GroBen. 

-.1) Eine nicht sinusformig veranderliche GroBe laBt sich dem Realteil 
einer benannten komplexen Zahl gleichsetzen, von der nicht nur die 
Phase, sondern auch der Betrag in geeigneter Weise veranderlich sind. 
Auf dieser Grundlage und unter Benutzung der Theorie der Funktionen 
komplexer Veranderlicher lassen sich besondere Rechenverfahren be
grunden, die sich fiir die Behandlung von Ausgleichsvorgangen eignen. 
In die Elektrotechnik wurden sie von O. Rea viside eingefiihrt. Es sei 
verwiesen auf: 

Wallot, J.: Theorie der Schwachstromtechnik, S.271-294. Berlin: Julius 
Springer 1932. 

Carson, John R.: Elektrische Ausgleichvorgange und Operatorenrechnung, 
erweiterte deutsche Bearbeitung von F. Ollendorff u. K. Pohlhausen. Berlin: 
Julius Springer 1929. 

Rothe, R., F.Ollendorff, u. K.Pohlhausen: Funktionentheorieund ihre 
Anwendung ~ der Technik. Berlin: Julius Springer 1931. 

Sind WechselstromgroBen komplex 1 § 327 

-.1) Spricht man von komplexen Stromen, Spannungen usw., so meint 
man damit die komplexen ErsatzgroBen, mit denen man an Stelle der 
wirklichen GroBen rechnet. WechselstroJIlgroBen selbst sind nie kom
plex. Wenn die Losung von Differentialgleichungen auf komplexe Er
gebnisse fiihrt, von denen nur der Realteil giiltig sein kann, so ist daran 
der im Losungsverfahren gemachte Ansatz schuld. Dieser konnte - ab
gesehen von der dadurch bedingten Erschwerung der Rechnung - auch 
so gestaltet werden, daB das Ergebnis nur die giiltige, reelle Losung auf
weist. 

Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder der harmonischen § 33 
Schwingungen einfacher Zweipole. 

Allgemeines uber komplexe Gleichungen und § 331 
Zeiger bilder harmonischer Schwingungen. 

-.1) Aile komplexen Gleichungen und Zeigerbilder harmonischer Schwin
gungen stellen nur dann eine sinnvolle Beschreibung von Zusammen
hangen dar, wenn der Sitz und die positiven Werten zukommende Rich
tung der schwingenden GroBen festgelegt sind. Fur Wechselstromkreise 
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§ 331.1 Sinusformig veranderliche Gro.Ben von Wechselstromkreisen. 

erfolgen diese Festsetzungen am einfachsten durch ein Schaltungs
schema, in das die Zeichen der GroBen331a und die Bezugssinne (§ 212) 
eingetragen sind. 

-.2) Man kann die Lesbarkeit von Zeigerbildern dadurch erleichtern, 
daB man sie einheitlich aufbaut. Insbesondere empfiehlt es sich, die 
Zeiger mit den fiir die dargestellten GroBen benutzten Zeichen unmittel
bar zu beschriften und nicht Zwischenzeichen einzufiihren, die in einer 
Legende oder sogar im Text erkliirt werden. Weiterhin wollen wir ver
schiedene GroBenarten noch durch verschiedene Stricharten unter
scheiden. Dabei halten wir uns an die nachfolgende Tabelle. 

GroBe Buchstabensymbol Zeichnerische Ausfiihrnng des Zeigers 

Spannung. 

Strom .. 

Induktionsflu.B .{ 

U 

S 
.p 
if! 

------------------------~C> 
} -----------------t> 

Abb. 331 a. Symbole und Stricharlen fiir die in Zeigerbildern haufigst gebrauchten, sinusformig 
veranderlichen GroBen von Wechselstromkreisen. 

-.3) Den Zeiger, von dem aus die wichtigsten Phasenverschiebungen ge
messen werden, gewohnlich also den Spannungszeiger, wollen wir hori
zontal nach rechts zeichnen, wenn dies ohne Mehrarbeit moglich ist. 
Wir bleiben dann in lJbereinstimmung mit der Mathematik, die die 
Winkel von der horizontal gezeichneten Abszisse aus miBt. Dies er

u 

i , , 
I 

I 

'-----::1 ------1 · 

.HI 

, 
I , 
I 

i 
Abb. 331 b. Die Numerierung 
der Quadranten bei horizontal 

nach rechts gezeichnetem 
Hauptzeiger. 

moglicht uns auch die 
in der Mathematik ge
brauchliche Numerie
rung der Quadranten 
zu gebrauchen, die in 
Abb. 331 bdargestelltist. 
-.4) Da Nacheilungen 
von Stromengegenuber 
den Klemmenspannun
gen haufiger darzustel
len sind als V oreilungen, 
kommen dieZeigerbilder 

--~-~--~--
II 

, 
I , 
I 
I 

Abb.33lc. Die Numerierung 
der Quadranten bei verlikal 

nach oben gezeichnetem 
Hauptzeiger. 

bei horizontaler Lage des Klemmenspannungsvektors nach rechts unten 
zu liegen. Die Erfahrung lehrt, daB man aber lieber rechts oben zeichnet. 
Um dies zu erreichen, wird sehr haufig der Hauptzeiger senkrecht nach 
oben gezeichnet. Damit die in der Mathematik ublichen Beziehungen 

331 a Meist Wird es zweckma.Big sein, die fiir die komplexen Gro.Ben und Zeiger 
dienenden Buchstaben zu verwenden. Es konnen aber auch die Zeichen der Augen
blickswerte gebraucht werden. 

90 



Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder einfachel' Zweipole. § 331.4 

zwischen den Winkeln und den Quadrantennummern bestehen bleiben, 
muB dann del' links neben dem Hauptvektor liegende Quadrant die 
Nummer I erhalten. Wir kommen so auf die in Abb. 331 c dargestellte 
Numerienmg del' Quadranten 331b• 

Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder del' § 332 
harmonischen Schwingungen reiner Zweipol-
elemente. 

-.1) Wir werden vorerst idealisierte Zweipole untersuchen. FUr sie er
geben sich sehr einfache Beziehungen. Wie sich nachher zeigt, lassen 
sich die wirklichen Zweipole als aus solchen reinen Zweipolelementen 
aufgebaute Schaltungen auffassen. 

Reiner Widerstand. § 3321 

-.1) Wir wollen den in Abb. 3321 a schematisch dargestellten idealisierten 
Widerstandsapparat betrachten. Er weise ausschlieBlich die Eigen
schaft Widerstand auf. FlieBt in ihm del' Strom i, so 
besteht langs seines inneren Weges nach (221a) eine 
Spannung, die dem Produkte Ri gleich ist, wenn R del' 
nach (221 b) bereehnete Widerstand ist. Ist u die langs 
des auBeren Weges bestehende Klemmenspannung, so 
wird die Umlaufspannung U o langs del' Masehe des inneren 
und auBeren Weges (§ 231) Ri - 'U. Setzen wir voraus, daB 
in unsel'em ideaIisierten Apparat der Strom keinen mit 
diesel' Masehe versehlungenen InduktionsfluB erzeugt und 

Abb. 3321a. 'Ein 
ausschlieJ3lich 

Widerstand auf
weisender Zwci
pol mit einge
zeichnetem Be-

zugssinn. 

daB aueh nicht aus fremden Ursaehen ein soleher FluB v9rhanden sei, 
dann wird seine Anderungsgesehwindigkeit zu Null, und wir erhalten 

naeh (224a) Ri - u = 0 u 

und daraus 
1L = Ri. (3321a) 

-.2) Sind u und i hal'monisehe Sehwingungen, 
so konnen wir (3321a) naeh del' Regel von 
§ 322.4 iiberfiihl'en in die komplexe Gleiehung 

(3321 b) 

r 

Abb. 3321 b. ZeigerbiId eines 
ausschlieJllich Widerstand auf
weisenden Zweipoles mit fiir 
Klemmenspannung und Strom 
gemeinsamen Bezugssinn. Die 
Abmessungen entsprechen 
den Daten U = 220 V llnd 

I = 12A. 

Naeh § 324 finden wir das diese Gleichung veranschauIichende Zeiger
bild. Es ist in Abb. 3321 b gezeichnet. 

I nduktivitiit. § 3322 

-.1 ) Nun wollen wir die in Ab b. 3322 a schema tisch dargestellte idealisierte 
Drosselspule untersuchen_ Sie weise ausschIieBIich Induktivitat auf. 

331b Diese Art del' Numerierung wurde von Ernst Schiinholzer der lEO 
vorgeschlagen. Schweiz. techno Z. 29 (1932) S.453. 
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§ 3322.1 Sinusfiirmig veranderliche GriiBen von Wechselstromkreisen. 

Der Selbstinduktionskoeffizient sei konstant und sei L. Der ausschlieB
lich im Draht flieBende Strom i ruft dann nach (223e) den 1nduktions
fluB 'l't = Li (3322a) 

hervor, der mit der aus innerem und auBerem Wege gebildeten Masche 
(§ 231) verschlungen ist. Hat der von Klemme zu Klemme fiihrende Draht 

~ 
einen verschwindend kleinen Widerstand, so ist die langs 

J des inneren Weges bestehende Spannung Null. 1st u die 
Klemmenspannung, so erhalt man nach (224a) 

dlJl 
O-u=---' 

dt 
Abb. 3322a. Ein 
ausschlieBlich In
duktivitat auf-
weiscnder Zwei- und daraus 
poi mit einge-

(3322b) zeichnetcm Be-
zugssinn. 

odeI' unter Beriicksichtigung von (3322a), da L konstant ist, 

di 
u=L([i' (3322c) 

-.2) Sind ~(, PI und i 

U 

, _90 0 

o 
lcm£10V 
lcm £ o,1A 
lcm£o,1)is 

Abh. 3322b. Zeigerbild cines 
ausschlieBJich Induktivitiit auf
wei~enden Zweipoles, dessen 
Bezugssinne fill Strom und 
Klemmspannullg {3incl'seits und 
fiir den Spuienflull andcrseits 
sieh naeh ciner Rccht,ssehrau
bung zugeordn ct sind. Die Ah
mcssungen entsprcchen den 
Daten U = 31,4 V, I = 0,1 A 

und '¥ = 0,141 VB. 

harmonische Schwingungen, so finden wir nach 
der Regel von § 322.4 fiIr die drei vorstehen
den Gleichungen 

(3322d) 

(3322e) 

(3322f) 

Bei magnetischen GraBen ist es iiblich, durch 
die Buchstabensymbole den Scheitelwert zu 
bezeichnen. Der in den Gleichungen not-

wendige komplexe Effektivwert wird daher in der Form ~ geschrieben. 

Lasen wir (3322f) unter Beachtung von (1340) nach dem Strome auf, 
so wird 

3=-j~LU. (3322g) 

Die in diesen Gleichungen enthaltenen Zusammenhange veranschaulicht 
das in Abb. 3322b gezeichnete Zeigerbild. 

-.3) Stellen wir den komplexen Scheitelwert P des Spulenflusses als Pro

dukt des Scheitelwertes ifJ des Windungsflusses, del' Windungszahl 10 und 
des Wicklungsfaktors ~ (sprich: Xi) dar und ersetzen wir die Kreis-

frequenz w durch die Frequenz f = ;:' so wird 

U = j 4,44 . f . 10 • ~ • cPo (3322h) 
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Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder einfacher Zweipole. §3323 

Kapazitiit. § 3323 

-.1) Nun wollen wir noch den in Abb. 3323a schematisch dargestellten 
idealisierten Kondensator betrachten. Er weise ausschlieBlich Kapa
zitat auf. Die Leitungen von den Klemmen zu den Be
lagen seien ohne Widerstand. Die ganze, langs des inneren 
Weges bestehende Spannung liegt deshalb am Dielektrikum. 
Fiihrt dieses keinen Leitungsstrom, so ergibt sie sich nach 

..it T-
Abb. 3323a. Ein 

t 

(222d) zu ~ f i dt, wenn die Kapazitat G betragt. 1st u 
ausschlieJlJich 

Kapazitat auf
weisender Zwei
pol mit einge-

to zeichnetem Be-
die Klemmenspannung und besteht dauernd kein mit zugssinn. 

der auS innerem und auBerem Wege gebildeten Masche verschlungener 
1nduktionsfluB, so finden wir nach (224a) 

t 

~ fidt - u = 0 
to 

t oder 

U = ~ fidt. (3323 a) 
to 

-.2) Nun sollen u und i harmonische Schwingungen sein. 
Nach der Regel von § 322.4 erhalten wir dann aus (3323 a) 

I U = -j do31· (3323b) 

L6sen wir nach dem Strome auf, so wird 

3 = jwGU. (3323 c) 

U 

Abb. 3323b. Zei
gerbild eines aus
schlieJllich Kapazi
tiit aufweisenden 
Zweipoles mit fUr 
EJemmenspannung 
und Strom gemein
samen Bezugssinn. 
Die Abmessungen 
entsprechen den 
Daten U = 380 V 
und I = 15,2 A. 

Das zu diesen Gleichungen nach § 324 entworfene Zeigerbild zeigt 
Abb.3323b. 

Reine Stromquelle. § 3324 
-.1) Eine Stromq uelle 3324a ist ein Zweipol, dessen Wirkleistungsauf
nahme N w negativ ist, der also Wirkleistung abgibt. Schematisch ist 
eine Stromquelle in Abb.3324a dargestellt. Setzen wir 
ihre Klemmenspannung u und ihren Strom i als harmo-
nische Schwingungen und fiir beide im Sinne von § 231.1 
einen gemeinsamen Bezugssinn voraus, so gilt (2421 d). Fiir 
negative Werte von N w muB somit cos cp < 0 sein. Daraus 
finden wir fiir die Phasenverschiebung des Stromes gegen

Abb.3324a. 
Stromquelle mit 
eingezeichnetem 

Bezugsslnn. 

iiber der Klemmenspannung entweder cp = -270°· .. -90° oder 
cp = +90° ... +270°. Der sich innerhalb dieser Bereiche tatsachlich 
einstellende Wert von cp richtet sich ausschlieBlich nach dem Zweipol, 

33240 Statt Stromquelle sagt man auch Stromerzeuger, Zweipolquelle oder 
aktiver Zweipol. 
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§ 3324.1 Sinusformig veranderliche GraBen von Wechselstromkreisen. 

der die Stromquelle zu einem vollstandigen Stromkreis schlieBt. Da 
nach Voraussetzung die Klemmenspannung und der Strom der Strom

quelle harmonische Schwingungen sind, 
lassen sie sich durch komplexe Ersatz
groBen darstellen und als Zeiger ver
anschaulichen. Das entstehende Zeiger" 
bild zeigt Abb. 3324 b. Die senkrecht zum 
Spannungszeiger U gezeichnete Hilfslinie 
gibt die Grenzen des Gebietes an, in dem 
der Stromzeiger 3 liegen kann. 

Abb. 3324b. Zeigerblld elner Strom
queUe. Der Stromzelger 3 kann 
gegenfiber dem Zeiger der Klemmen
spannung U um 90· ... 270· oder 
um -90· ... -270· verdreht sein. 

-.2) Als reine Stromquelle wollen wir 
eine Stromquelle· dann bezeichnen, wenn 
ihre Klemmenspannung vom Strome voll
standig unabhangig ist. 

Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder der § 333 
wirklichen Zweipolelemente. 

-.1) In den nachfolgenden Unterabschnitten setzen wir von vornherein 
voraus, daB die veranderlichen GroBen harmonische Schwingungen sind, 
so daB wir von Beginn an mit den komplexen ErsatzgroBen rechnen 
konnen. Der Kiirze halber werden wir statt "komplexe ErsatzgroBe 
eines Stromes" nur "komplexer Strom" oder auch nur "Strom" sagen. 

litJ,ftdrosselspule. § 3331 

-.1) In Abb. 3331a ist schematisch eine Luftdrosselspule dargestellt. 
Der angedeutete Bezugssinn gilt fiir die Klemmenspannung und den 

Abb. 333Ia. 
Luftdrossel

spule mit eln
gezelchnetem 
Bezugssinn. 

Strom. Ein metallischer Leiter vom Wider stand R fiihre 
von Klemme zu Klemme. Die ganze Spannung langs des 
inneren Weges dient damit dem Stromtransport im Leiter. 
1st der Verschiebungsstrom des neben dem Leiter liegenden 
Dielektrikums gegenuber dem gesamten Strom 3 der Luft
drosselspule vernachlassigbar klein, so ist der Strom 3 aus
schlieBlich Leiterstrom, und es wird daher die langs des 

inneren Weges bestehende Spannung R 3. Nun erzeugt der Strom einen 
mit der aus innerem und auBerem Weg gebildeten Masche verschlungenen 
InduktionsfluB, fUr den wir wie in § 3322.2 unter Verwendung des Scheitel-

wertes P/V2 schreiben. 1st U die Klemmenspannung, so erhalten wir 
fur die Umlaufspannung der aus innerem und auBerem Weg gebil
deten Masche R3 - U und damit nach (224a) und der Regel von § 322.4 
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Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder einfacher Zweipole. § 3331.1 

oder 
(3331 a) 

Verwenden wir wie in § 3322.1 den Selbstinduktionskoeffizienten, so 
wird 

(3331 b) 

-.2) Nun wollen wir einen Zweipol untersuchen, der aus der 
in Abb. 3331 b dargestellten Reihenschaltung eines reinen 
Widerstandes R und einer reinen Induktivitat L besteht. 
Er weist an inneren Spannungen nur eine Ohmsche und 
eine induktive auf. Nach (231 b) und der Regel von § 322.4 
gilt daher fUr seine Klemmenspannung 

Abb.3331b. 
Ersatzschema 
elner Luftdros

selspule. 
(3331 c) 

Diese Gleichung geht in Anwendung von (22Ih) und (224d) in (333Ia) 
iiber. Da diese Reihenschaltung auf dieselben Gleichungen fiihrt wie die 
Luftdrosselspule, bezeichnet man deren zeichneri U 

sche Darstellung als Ersatzschema der Luft
drosselspule. Es hat den Vorteil, daB es an-
schaulich zeigt, daB die Klemmenspannung aus 
zwei zu addierenden Teilen besteht. 
-.3) Die in den drei vorhergehenden Gleichungen 
enthalteneri Beziehungen veranschaulichen das 
nach § 324 gewonnene Zeigerbild von Abb. 33~1 c. 

Damit UB nicht. mit ~ und P zusammenfallt, ;3t 
die Reihenfolge von Ui und Ue vertauscht. 
-.4) Die obigen Ableitungen gelten auch fUr 
wirkliche Widerstandsapparate. Das vom In
duktionsfluB herriihrende Glied ist jedoch bei 
diesen meist vernachll:issigbar klein gegeniiber 
dem durch den Widerstand bedingten. 

Drosselspule mit Eisenkern. 

u, u 

1cm~10/l 

1cm"'o,o5A 
1cmfl D,05Vs 

Abb. 3331 c. Zeigerbild einer 
Luftdrosselspule. Die Ab
meSBuugen entsprechen 
deu Daten U = 37,3V, U/ 
=31,4 V, UB = 20 V, I 
=0,1 A und lJI=0,1414 Vs, 
die beispielswelse einem 
Normal der Selbstinduk
tion fiir L=l H, R=200 Q 
und f = 50 Hz zukommeu. 

§ 3332 

-.1) Bei der Ummagnetisierung von Eisen besteht zwischen der magne
tischen Induktion B und der magnetischen Feldstarke H ein kompli
zierter Zusammenhang, der meist zeichnerisch durch die Hysteresis
schleife gegeben wird. Eine solche zeigt Abb.3332a. Der rechte Ast 
gilt fUr ansteigende, der linke fUr fallende Induktion. Andert die In
duktion in Funktion der Zeit nach dem Ansatz Bt = B cosmt, so kann 
man fUr jeden Wert B t den zugehorigen Wert H t in der Hysteresis
schleife abgreifen. Tragt man dann B t und H t in Funktion der Zeit 
auf, so erhalt man ein Linienbild nach Abb. 3332b. Beide GroBen er
reichen im selben Zeitpunkt ihren Scheitelwert. Beziiglich des Null-
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§3332.1 Sinusformig veranderliche GraBen von Wechselstromkreisen. 

durchganges zeigt dagegen Bt eine Nacheilung. Diese hat der Erschei
nung ihren Namen gegeben. Hysteresis ist ein griechisches Kunstwort 
und bedeutet auf Deutsch etwa das Spaterkommen oder das Nacheilen. 

8 

It 

Abb. 3332 a. Hysteresisschleife von Abb. 3332 b. Linienbild der Magnetisierung von Dynamo-
Dynamoblech. blech, das eine Hysteresisschleife nach Abb. 3332 a aufweist. 

-.2) Ungefahr dieselbe veranderliche Phasenverschiebung besteht zwi
schen dem die Feldstarke H t erzeugenden magnetisierenden Strom im 
und dem durch die 1nduktion Bt bedingten SpulenfluB Pt. Sie konnen 
deshalb nicht gleichzeitig harmonische Schwingungen sein. Will man 
sie aber in komplexe ErsatzgroBen umrechnen und durch Zeiger ver
anschaulichen, so mull man sie zuerst (naherungsweise) durch harmoni
sche Schwingungen ersetzen. Dabei weist dann der Strom im gegeri
fiber dem SpulenfluB P t die (unveranderliche) Phasenverschiebung IJ 
auf. Legen wir nun den P t darsteUenden Zeiger P in die Realachse, 
so gelten folgende Ansatze: 

(3332a) 

(d. h. arc(P) = 0) und 
(3332b) 

-.3) 1nfolge der FluBanderungen treten im Eisenkern Wirbelstrome auf. 
Sie erzeugen magnetische Felder, zu deren Kompensation die Wicklung 
einen kleinen, zusatzlichen Strom iw aufnimmt. Er eilt dem 1nduktions
fluB P t beinahe um 90° vor. 1st e ein kleiner Winkel, so gilt der Ansatz 

iw = Iw 1'2 cos(wt + 90 0 
- e), 

und es entspricht ihm der komplexe Strom 

.sw = Iw/90° - e. 

FUr den im Leiter flieBenden Strom erhalt man so 
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Kornplexe Gleichungen und Zeigerbilder einfacher Zweipole. § 3332.3 

Mit 3 und ~ gilt nun wie fUr die Luftdrosselspule (3331a) und damit 

auch (3331c). Diese und die obenstehenden komplexen Gleichungen 
sind in dem Zeigerbild von Abb. 3332c veranschaulicht. 
-.4) In del' Fernmeldetechnik ist es i.iblich, die Klemmenspan
nung U, wie in dem in Abb. 3331 c gezeichneten Zeigerbild, in zwei 
gegeneinander 90° Phasenverschiebung aufweisende Komponenten zu 
zerlegen. Mit den in Abb. 3332c. eingefUhrten Bezeichnungen sind dies 
Ui und U~. Definieren wir durch die Ansatze 

U' = R' 0, 
I' V 

einen Ersatzwidel'stand R' 
und eine El'satzinduktivitat L, 
so wil'd 

IU = (R' + jwL)3\. (3332g) 

Es gilt dann als Ersatz
schema del' Drosselspule 
mit Eisenkern das ill 

Abb. 3331 b gezeichnete Er
satzschema del' Luftdrossel
spule, wenn man U o durch u~ 
und ui du~ch ui er'Setzt. Di~ 
beiden ErsatzgroBen R' und 
L wollen wir nun berechnen. 
Hierzu ist die Kenntnis des 
Winkels notwendig, urn den 3 
gegen 3m verdreht ist. Er ist 
durch 3w bedingt. Linear mit 

und Ui=j wL 3 (3332e u. f) 

Abb. 3332c. Zcigerbild einer Drosselspulc mit 
Eisenkern. 

del' Kreisfrequenz w wachsen die Wirbelstrome und damit auch 3w' 
Da del' betrachtete Winkel sehl' klein ist, gilt mit ausl'eichender Ge
nauigkeit del' Ansatz 

(I)' ist hierbei die Kreisfrequenz, fUr die del' Winkel einem Festwel't {} 
gleich ist. 
-.5) Aus Abb. 3332c lesen wir ab 

I U~ I = I Ud sin (<5 + c:' {}) + I Ue I . 

U~_ ist gegenubel' lli urn -90 0 + <5 + OJ, {} verdreht. Es gilt daher 
OJ 
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§ 3332.5 SinusfOrmig veriinderliche GrODen von Wechselstromkreisen. 

oder nach (133b) und nach § 1241.7 

~ = Ue - i14sin(~ + ;,- {)) /~ + -;;,{)' 

Ersetzen wir Ue durch R 3 und U,; durch i CO ,~, so erhalten wir unter 
Beriicksichtigung von i2 = -I f 2 

U~ ~ R3+col'~Sin(~+ :'{))/~+-;;,{)· 
Durch Vergleich mit dem Ansatz (3332e) finden wir hier aus 

R' = R + co ~Sin(~ + :,{))/~ + :' {) ~ 
Da nach Abb. 3332c 3 um ~ + :' {) gegeniiber P verdreht ist, und da, 

~ in die Realachse fallt, gilt 

3 = I /~ + -;;, {) . 
Hiermit und nach (3332a) erhalten wir dann 

R' = R + co ;1 sin (~+ :' {)). 
In den praktisch vorkommenden Fallen ist ~ + 00, {) ein kleiner WinkeL 

00 

Man darf daher mit ausreichender Genauigkeit den Sinus durch den. 
Winkel ersetzen. So erhalten wir 

R' ~ R + co ~(~ + -~{)). 
,y21 00' 

Aus Abb. 3332c lasen wir ferner ab 

IUiI = 1141 cos (~+ :, {)). 
Ui ist gegeniiber Ui um ~ + w,{) verdreht. Es gilt daher 

00 

Ui = U,; cos (~ + :, {)) /~ + -;;, {) . 

Wir gehen wieder wie vorher von U. auf 3 iiber und beachten, daB der 
Kosinus kleiner Winkel praktisch gleich 1 ist. Dann wird 

11' • '1' 
Ui = 1co-. 

y21 

Durch Vergleich mit dem Ansatz (3332f) finden wir dann 

(3332h}, 
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Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder einfacher Zweipole. § 3332.5 

und damit 

IR' F::i R + wL(15 + -;,{)) I· (3332 i) 

-.6) Nach (2421 d) finden wir fiir die Wirkleistungsaufnahme 
N w = I U II ~ I cosfP· Aus der Abb. 3332c konnen wir ablesen I U I cosfP 
= I U~ I. Weiterhin ist I ~ I = I, und wir finden so aus (3332e u. i) 

und damit 

(3332 j) 

Die Wirkleistungsaufnahme deckt den im Wicklungskupfer entstehenden 
Warmestrom Qou und den im Eisenkern entstehenden Warmestrom Qpe. 
Es gilt somit anderseits 

N w = QOu+QPe· 

Nach dem Gesetz von Joule gilt 

Qou= RIz. 

Wir finden somit aus (3332 j, k u. I) 

Qpe=wL(15 + ;,{))IZ. 

(3332k) 

(33321) 

(3332m) 

Nach der Bedeutung der Winkel stellt hierin wL(JI2 die Hysteresis

warme und w2 L {},Iz die Wirbelstromwarme dar. Beide Ausdriicke 
co 

zeigen die nach der Theorie der Eisenverluste zu fordernde Abhangigkeit 
von der Kreisfrequenz. Der in (3332 i) auftretende zusatzliche Wider-

stand w L ((J + :' {)) reprasentiert somit in einwandfreier Weise die Eisen
verluste. 

-.7) In der Starkstromtechnik ist es ublich, den Strom ~ in zwei 
gegeneinander 90 0 Phasenverschiebung aufweisende Komponenten ~'" 

und ~Pe zu zerlegen, von denen ~'" mit P in Phase ist. Das in Abb. 3332d 
gezeichnete Zeigerbild veranschaulicht diese Zusammenhange. Defi
nieren wir durch den Ansatz 

einen Selbstinduktionskoeffizienten Lund durch den Ansatz 

7· 

(3332n) 

(33320) 
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§3332.7 Sinusformig veranderliche GroBen von Wechselstromkreisen. 

eine GroBe RFe , so gelten die komplexen Gleiehungen 

~ = ~f~ + ~Fe, 
14= jwL~I'-' 
Ue=R~, 

U = 14+Ue · 

(3332p) 

(3332q) 

(33321') 

(3332s) 

Abb. 3332 d. Zeigerbild einer Drossel
spule der Starkstromtecbnik. 

Wir wollen nun priifen, was fUr eine Sehal· 
tung reiner Zweipolelemente aueh auf diese 
Gleiehungen fUhrt. (3332s) setzt in Vel" 
bindung mit (3332q) und (33321') die 
Reihensehaltung des Widerstandes R und 
del' Induktivitat L voraus, (3332p) bedingt 
eine Verzweigung. (3332q) und (33320) 
zeigen, daB del' InduktivitatLdie GroBe RFe 

parallelgesehaltet ist. Da ~Fe ein gegenuber P um 90° voreilender Strom 
ist, liegt er mit Ui in Phase. RFe ist somit ein Widerstand. So erhalten 

wir das in Abb. 3332e gezeiehnete Ersatzsehema 
einer Drosselspule mit Eisenkern. 
-.8) In den Widerstanden R und RFe entstehen 

U die Warmestrome RI2 und RFeI2. Zusammen sind 
sie gleieh del' Wirkleistungsaufnahme del' ganzen 
Ersatzsehaltung. Es wird 

Abb.3332e. Ersatzschema 
einer Drosselspulc mit 
Eisenkern, bestehend a us 
einem reinen Widerstande 
R, einer reincn Indnkthi
tat Lund einem rein en, 
denEisenverlusten entspre
chen den Widerstande Rpc. 

N w = RI2 + RFe I2 . 
Da die Ersatzsehaltung und die betraehtete Drossel· 
spule dasselbe Zeigerbild aufweisen, haben sie aueh 
die gleiehe Wirkleistungsaufnahme N w ' Nun gelten 
abel' fiir die Drosselspule (3332k) und (33321). 
Hieraus folgt QFe = Rpe J2Fe • 

Del' in dem Widerstand RPe entstehende Warmestrom l'eprasentiert die 
Eisenverluste del' Drossel. Aus (~3320) folgt 

und daraus 
(3332t) 

Del' Effektivwert I Fe el'gibt mit dem Effektivwert U,; die Eisenverluste. 
~Fe heiBt daher Eisenverluststrom. Anderseits ist ~I'- del' Strom, 
del' fUr eine vel'lustfreie Magnetisierung notwendig ist. Er heiBt ideeller 
Magnetisiel'ungsstl'om. 

Der Kondensator. § 3333 

-.1) Gegeniiber dem die Belage eines Kondensatol's ladenden und ent· 
ladenden Stl'omes ~~ eilt die am Dielektl'ikum liegende Spannung Ue 

100 



Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder einfacher Zweipole. § 3333.1 

um 90 0 nach, es gilt nach (3323b) 

U - .10,' 
£ - -] wO,0C' (3333 a) 

Da der Widerstand R' des Dielektrikums aber nie wirklieh unendlich 
groB ist, vermag daR in der Spannung U, zum Ausdruck kommende, 
von den Ladungen der Belage erzeugte 
elektrisehe Feld im Dielektrikum einen 
sehr kleinen Leitungsstrom 0'R auf
reehtzuerhalten. Er ist in Phase mit 
U£; naeh (3321 b) gilt 

(3333b) 

In den Zuleitungen zu den Belagen 
flieBt der Strom 0, er setzt sieh aus 
0'c und 0~ zusammen, 

(3333c) 

Weisen die von den Klemmen zu den '<b 
v" Ue 

Belagen fuhrenden Leiter einen Wider- Abb. 3333a. Zeigerbild cines Ronden-

stand R" auf, so bedingt das langs sators. 

Ihnen bestehende elektrisehe Feld die Spannung Ue, und es wird naeh 

(3321b) Ue = R1/0' (3333d) 

Die Klemmenspannung des Kondensators wird 

(3333e) 

Die in diesen komplexen Beziehungen zusammen
gefaBten GraBen werden durch das in Abb. 3333 a 
gezeichnete Zeigerbild veransehaulieht. Dasselbe 
Zeigerbild kommt aueh der in Abb. 3333b gezeieh
neten Schaltung zu. 
-.2) Um die Phasenversehiebung des Stromes 0 
gegenuber der Klemmenspannung U zu erklaren, 
genugt auch das einfachere, in Abb. 3333e gezeich
nete Ersatzsehema des Kondensators. Es 
entsprieht der Aufspaltung des Stromes 0 in die 
zwei gegeneinander 90 0 Phasenversehiebung auf
weisenden Komponenten 0c und 0R' wobei 0R mit 
der Klemmenspannung 11 in Phase ist. Nennt 
man die Phasenversehiebung, die 0c gegenuber 0 
aufweist, 0, so gilt cp + 0 = 90 o. (3333f) 

Abb. 3333 b. Ersatzsehal
tnng, der das Zeigerbild 
von Abb. 3333 a zukommt. 

Abb. 3333 c. Ersatzschcma 
fur eincn Kondensator, 
bestehend aus einer Ka
pazitiit C und einem. den 
VerI us ten im Dielektrikum 
entsprechenden Wider-

stand R. 

3333a Die verwickelten Nachladungserscheinungen beriicksichtigen wir sum
marisch in 0'~. 
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§ 3333.2 Sinusformig veranderliche GroBen von WechBeIstromkreisen. 

Nach (2421 d) finden wir fiirdie WirkleistungsaufnahmeN w = 1 U 1131 costp. 
Sie setzt sich ganz in Warme um, ist also ein Verlust. Nach (2422a) 
gilt fiir die Blindleistungsabgabe Nb= IUI\31 sintp. Damit wird 

N.. cos II' 
-N = -.- = cotgtp = tgd. 

b SIn II' 

Da d sehr klein ist, diirfen wir den Tangens fiir den Winkel setzen, 
und wir erhalten 

(3333g) 

Der Winkel d gibt somit die relative H6he der Verluste in bezug 
auf die Bfindleistungsabgabe des Kondensators an. 

Wirkliche Stromquelle. § 3334 
-.1) Die wirkliche Stromquelle gibt wie die reine Stromquelle Wirk
leistung ab, unterscheidet sich von ihr aber dadurch, daB ihre Klemmen

Abb.3334a. 
Ersatzschema 
elner wirk
lichen Strom-

qlieUe. 

spannung U vom Strome 3 abhangig ist. In A.nlehnung an 
das bei der Behandlung galvanischer Elemente 'Obliche 
wollen wir der wirklichen Stromquelle ein Ersatzschema 
zuschreiben, das aus der Reihenschaltung einer reinen 
Stromquelle mit der eingepragten Spannung Ue , eines 
Widerstandes R .. und einer Induktivitat L-;, besteht 3334a• 

Es ist in Abb. 3334a gezeichnet. R. heiBt innerer Wider-
stand, und L. nennen wir innere Induktivitat. Tritt 
ein Strom 3 auf, so sind nach (3321 b) und (3322f) noch 
eine Ohmsche Spannung Uq = ~i3 und eine induzierte 

Spannung Ui = j OJ L, 3 vorhanden. FUr die Klemmenspann-q,ng U 
erhalten wir dann nach (231 b) 

(3334 a) 
oder 

(3334 b) 

Das zugehOrige Zeigerbild enthalt Abb. 3334 b. Die Lage des Strom
zeigers hangt wie bei der reinen Stromquelle von dem Zweipol ab, der 

Abb. 3334 b. Zelgerbild einer wirklichen 
StromqueUe. 

die Stromquelle zu einem geschlos
senen Stromkreis erganzt. 
-.2) Mit der Einfiihrung des Er
satzschemas nach Abb. 3334a wollen 
wir hinsichtlich der Art der Ent
stehung der drei inneren Spannungen 
Ue , Uq und Ui einige Vorbehalte 

3884a Die Kapazitat wird hier nicht beriicksichtigt, da sie gewohnlich keine 
Rolle spielt. 

102 



Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder einfacher Zweipole. § 3334.2 

machen. So setzen wir mit der Einfiihrung von Uo nicht voraus, daB 
-<liese Spannung im Sinne der §§ 2148 und 2147 der Ausdruck atomarer 
Vorgange sei, wie sie beispielsweise in einem wechselnd belichteten 
Photoelement auftreten. Wir wollen darunter lediglich eine strom
unabhangige innere Spannung 'Verstehen. So kann beispielsweise Uo 

-eine von einem mit Gleichstrom erregten Elektromagneten im betrach
teten Zweipol induzierte Spannung sein. Ebenso solI U(> lediglich eine 
mit 3 in Phase oder Gegenphase liegende Spannung und U,; eine gegen
iiber 3 um 90 0 vor- oder nacheilende Spannung sein, die dem Strome 
.selbst proportional ist. R,; und L,; konnen somit fiktive Widerstande 
-und Induktivitaten sein, die ala solche in besonderen Fallen auch nega-
-tiver Werte fahig sind. 
-.3) Die Differenz 1 Uo 1- 1 U 1 heiBt Spannungsanderung. FUr den 
Nennstrom der Stromquelle bestimmt und auf die Klemmenspannung 
oezogen heiBt sie relative Spannungsanderung3334b. Bezeichnet 
man sie mit 8"" so wird 

IU.I-IUI (3334c) 
8", = lUI 

Sie hangt bei konstantem Effektivwert des Stromes offenbar von der 
Phasenverschiebung p abo Je nach den Werten, die diese annimmt, 
kann sie positiv oder negativ werden. 
-.4) Als Leer la uf einer wirklichen Stromquelle bezeichnet man den Zu
:stand, in dam der Strom 3 Null ist. Dies ist dann der Fall, wenn der 
,Stromkreis unterbrochen ist. Die im Leerlauf vorhandene Klemmen
llpannung heiBt Leerlaufspannung. Bezeichnet man sie mit uo, so 
findet man aus (3334 b) 

Uo = U •. (3334d) 

'Viele Autoren nennen daher U. Leerlaufspannung. Nach der hier dar
,gestellten Auffassung ist jedoch Uo eine auBere, Uo dagegen eine innere 
Spannung (§ 231.3). Sie sind zwar gleich groB, aber nicht identisch. 
Sie unterscheiden sich hinsichtlich ihres Sitzes. 
-.5) AlsKurzschluB einer wirklichen Stromquelle bezeichnet man den 
Zustand, in dem die Klemmenspannung Null ist. Dies ist dann der Fall, 
-wenn die Klemmen einer Stromquelle durch einen Leiter verbunden 
-werden, dessen Widerstand und Induktivitat Null sind. Der dabei auf-
-tretende Strom heiBt KurzschluBstrom. Bezeichnen wir ihn mit 3k' 
'80 finden wir aus (3334 b) 

0= Uo + (R,; + i roL,;):{5k 

3334 b Diese Definitionen decken sich mit den textlich allerdings etwas ver
.8chiedenen Festsetzungen der "RegeIn fiir Bewertung und Priifung von Transfor
matoren" (R. E. T.jI930), § 16, und der "RegeIn fiir die Bewertung und Priifung 
elektrischer Maschinen" (R. E. M.jI930), § 72. 
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§ 3334.5 Sinusftirmig veranderliche GrtiBen von Wechselstromkreisen. 

oder 
~ _ u. 
.uk - - R; + jooL; • (3334 e) 

Setzen wir (3334d)und (3334e) in (3334b) ein, SO wird 

U=Uo(l- gJ. (3334£) 

-.6) Wir wollen nun einen geschlossenen Stromkreis betrachten, der aus 
einer Stromquelle und einem damn angeschlossenen beliebigen Zweipol 
besteht. Dieser hat die Klemmenspannung U*, den Strom S* und 

uDu* is ~* 

a 

uDu* .3 ~* 

b 
Abb.3334c. Aus einer Stromquelle und einem beliebigen 

Zweipol bestehende Stromkreise. 

diePhasenverschiebung cp*. 
Gilt fUr ihn wie fiir die 
Stromquelle je ein im Sinne 
von §23lfiir Klemmenspan
nung und Strom gemein
samer Bezugssinn, so sind 
die beiden in Abb.3334c 
gezeichneten Schemata a 

und b moglich. Fiir das Schema a finden wir nach der Maschenregel und 
nach der Knotenregel die Gleichungen 

U=-U*, S' = S*· 

Ebenso finden wir fUr das Schema b 

U=U*, 

Diesen beiden Gleichungspaaren entsprechen die in Abb. 3334d gezeich
neten Zeigerbilder a und b. Wir lesen aus beiden dieselbe Gleichung 

u 
a 

Abb.3334d. Zeigerbilder der in Abb. 3334c dargestellten 
Schemata. 

cp = 1800 + cp* (3334g) 

abo Sie bestimmt die Pha
senverschiebungder Strom
quelle. 
-.7) Haufig werden fiir 
Stromquellen Zeigerbilder 
gezeichnet, die zwischen 
dem Spannungs- und dem 
Stromzeiger Winkel des 

Bereiches -90 0 ••• + 90 0 aufweisen. Solche Zeigerbilder setzen Be
zugssinne nach Schema·a von Abb. 3334c voraus und verwenden den 
Strom S' = S* und die Spannung U*, sie veranschaulichen somit die 
Phasenverschiebung des an die Stromquelle angeschlossenen Ver
brauchers. Die Klemmenspannung ist dann nach (23Id) aus den inneren 
Spannungen der Stromquelle zu berechnen. 
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Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder gekuppelter Zweipole. § 34 

Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder zusammengesetzter § 34 
oder gelmppelter Zweipole, deren Induktivitiiten konstant sind. 

-.1) Als zusammengesetzt bezeichnen wir einen Zweipol, wenn er 
~us verschiedenen Zweipolelementen besteht. Verschiedene Zweipole 
sind gekuppelt, wenn zwischen ihnen magnetische oder elektrische Ver
bindungen bestehen, so daB Gebilde mit mehr als zwei Polen (Klemmen) 
entstehen. AuBer den Induktivitaten setzen wir auch aIle vorkommenden 
Widerstande und Kapazitaten als konstant voraus. 

Das Zweispulenproblem, mit Selbst- und Gegen
induktivitat behandelt. 

§ 341 

-.1) Es sollen nach Abb. 341a zwei Drahtspulen 1 und 2 gegeben sein. 
rhre Widerstande sind Rl und R 2 , ilire Selbstinduktivitaten Ll und L2 

Abb.341a. Zwei Drahtspulen 
mit im Sinne von § 2122.8 
gIeichsinnigen Bezugssinnen. 

und die Gegeninduktivi-
tat M. Nach (231 b) er-
halten wir allgemein fUr 
die Klemmenspannung 

U = U ll + Ui. (341 a) 

o Nach (221h) finden wir 
fur die Ohmschen Span
nungen u ll , = Rl il und 
uIl2 = R 2i2 • Da die In
sind, errechnen wir aus duktivitaten konstant 

(224g) 

L dil Mdi2 
Ui, = 11ft +dt' 

Nach (341 a) ergeben sich so die beiden Klem
menspannungen zu 

R · L di1 U di2 
711 = 1 ~l + 1 dt + .lIT 1ft ' (341 b) 

(341c) 

-.2) Sind aIle veranderlichen GroBen harmo
nische Schwingungen, so erhalten wir aus diesen 
beiden Gleichungen nach der Regel von § 322.4 
mit einer kleinen Umstellung die komplexen 
Gleich ungen 

Ul = jwL101 + j wM02 + R1:;Sl' (341d) 

U2 = jwL2:;S2 + jWM:;Sl + R2:;S2' (341 e) 

Abb. 341 b. Zeigcrbild zweier 
magnetisch gekuppeIter Spu
Ien, die die Gegeninduktivi
tat 111, die SeIbstinduktivl
ta.ten L, und L2 und die 
Widerstande R, und R, 
aufwciscn. L , : 111 ~ 1,6: 3, 

L2:M~6,2:3. 

Nach § 324 finden wir das zugehOrige Zeigerbild, das in Abb. 341 b ge
zeichnet ist. 
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§ 341.3 SinusfOrmig veranderliche GraBen von Wechselstromkreisen. 

-.3) Subtrahieren und addieren wir j CO M 01 in (341 d) und j co M 02 in 
(341e), so erhalten wir bei entsprechender Umstellung 

U1 = jcoM(01 + 02) + JCO(Ll - M)01 + R101 , 

U2 = jcoM(01 + 02) + JCO(L2 - M)02 + R202 · 

(34lf) 

(341g) 

Die beiden Klemmenspannungen enthalten nun die gemeinsame Kom
ponente j coM (01 + 02). Diese konnen wir auffassen als die Klemmen
spannung einer Spule mit dem Selbstinduktionskoeffizienten M, die 
vom Strome 01 + 02 durchflossen ist. Von den beiden Differenzen 

Abb.341c. Abgeandertes Zeiger
bild der in Abb. 341 b behandel

ten Spulen. 

L1 - M und L2 - M kann eine negativ wer
den. Der fur entsprechende Zweipol wirkt 
dann wie ein Kondensator, dessen Kapazitat 
aus der Gleichung 

_1 = co IL - MI 
wC 

Abb. 341 d. Ereatzsrhema fiir zwei magnetisch gekuppeJte 
Spulen, die die Gegeninduktivitat M, die Selbstinduktivitaten 

L, und L. und die Widerstande R, und R, aufweisen. 

zu berechnen ist. Das zu (341 f u. g) gehOrende Zeiger bild ist in Ab b. 341 c 
gezeichnet. Es paBt auch zu der in Abb. 341 d wiedergegebenen Schal
tung, die keine gegenseitige Induktivitat aufweist. Sie ist das Er
satzschema fur zwei magnetisch gekuppelte Spulen. 

Das Zweispulenproblem, mit resultierendem FluB 
und Streuinduktivitaten behandelt. 

§ 342 

-.1) Bei elektrischen Maschinen ist es ublich, von den Induktivitaten Ll 
und L2 die Streuinduktivitaten 8 1 und 8 2 abzuspalten. Man ver
wendet hierzu den als tTbersetzung bezeichneten Faktor 

(342a) 

in den die Windungszahlen WI und W 2 und die Wicklungsfaktoren ~1 
und ~2 342a eingehen. Es gelten dann die Definitionsgleichungen 

81 = Ll - 11M, (342b) 
1 

8 2 = L2 - ---;;-M. (342c) 
It 

3420 Fiir Transformatoren wird ';1 = ';2 = I. 
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Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder gekuppelter Zweipole. § 342.1 

Aus (34Id u. e) erhalten wir unter Verwendung der Streuinduktivitaten 
·naeh einigen Umstellungen 

U1 =ioo Mii(31 + ! 32) + joo8131 + .R1311 (342 d) 

U2 = jooM(31 + ! 32) + joo82 32 +.R232' (342 e) 

-.2) Der Vorteil dieser Formulierung ist der, daB sieh die in den beiden 
Spannungsgleiehungen nunmehr auftretenden Induktionsfliisse leieht 
ortlieh unterteilen lassen. Die Spulenfliisse y28131 und y28s32 sind die 
Streufliisse, die im idealisierten Feldbild je nur mit einer Wieklung 
verkettet sind. Anderseits ist der dureh die Gleiehungen 

definierte resultierende oder gemeinsame 
Fl u B ein WindungsfluB, der von der aus Primar
und Sekundarstrom resultierenden Durehflutung 
im magnetisehen Kreis erzeugt wird. Er ist so
wohl mit der Primar- wie mit der Sekundar
wieklung verkettet. Er ist beiden gemeinsam. 
Man reehnet gerne mit ihm, da er unmittelbar 

UOf 

(342£) 

fiir die praktiseh wiehtige Induktion im magne- Ut 

tisehen Kreis verantwortlieh ist. Unter Verwen-
dung von tPr erhalten wir aus (342d) und (342e) 
mit 00 = 2nf 

U1 =j4,44f· Wl~l cPr+j2nf8131 +.R131' (342g) 

U2=j4,44f· W2~2cPr+j2nf8232+.R232' (342h) 

Fiihren wir noeh die vom resultierenden 
FluB induzierten Spannungen 

Ur. = j4,44fw1~liPr' 
Ur, = j4,44fw2~2cPr' 

die Streuspannungen 

(342 i) 

(342k) 

Uu• = j2nf.8131 , Uu, = j2nf8232 (3421 u. m) 

und die Ohmsehen Spannungen 

U~l = .R131' U~. = .R232 (342n u. 0) 

Abb. 342a. Zeigerbild elner 
auf das Zweispuienproblem 
zuriickfiihrbaren elektrischen 
Maschine, z. B. elnes Ein
phasen-Transformators ohne 

Eisenveriuste. 

ein, so erhalten wir sehlieBlieh fiir die Klemmenspannungen 

U1 =. Ur. + UUl + U~., (342p) 

(342q) U2 = Ur. + Uus + U~ •• 
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§ 342.3 . Sinusformig verattderliche GrOBen von Wechselstromkreisen. 

-.3) In den praktischvorkommenden Fallen sind die Streuspannungen 
und die Ohmschen Spannungen viel kleiner als die Klemmenspannun
gen, so daB die vom resultierenden FluB induzierten Spannungen und 

Abb. 342b. Zeigerbildeiner 
auf das Zweispulenproblem 
zuriickgefiihrten elektri
schen Maschine, ohne 
Eisenverluste, mit auf die 
Primarseite reduzierten Se-

kundlirgroBen. 

dieser FluB selbst nur wenig von den Werten 
abweichen, die sich im Leerlauf fur 02 = 0 er
geben. Nach (342f) muB demnach auch der Aus-

I . 
druck 01 + --;;- 02 den im Leerlauf auftretenden 

1~ 

Wert beibehalten. ~ezeichnet man den primaren 
Leerlaufstrom mit 0io' so kann ma,n zur Ab
kurzung 

(342r) 

schreiben. Fiir den resultierenden FluB erhalten 
wir so 

(342s) 

Das (342i, k, 1, m, n, 0, p; q, r, s) veranschau
lichende Zeigerbild zeigt Abb. 342a. 
-.4) Nun multiplizieren wir die Sekundarspan-

nungen mit ii, die Sekundarstrome mit ~ und 
u 

den Widerstand und die Selbstinduktivitat mit iii!. 
Wir erhalten so die SekundargroBen fur den Fall, 
daB die Sekundarseite .ohne Anderung der Lei
stungsverhaItnisse mit der Windungszahl und 
dem Wicklungsfaktor der Primarseite ausgefuhrt 
ware. Man bezeichnet die SekundargroBen dann 

als auf die Primarseite bezogen. Wir erhalten so die Gleichungen 

Abb. 342 c. Ersatzschema einer auf das Zwei
spulenproblem zuriickgefiihrten elektrischen 

Maschine ohne Eisenverluste. 

(342t) 

(342u) 

Es gilt dann das in Abb.342b 
gezeichnete Zeigerbild, und diesem 
entspricht das in Abb. 342c dar
gestellte Ersatzschema des 
Einphasen tran sf ormators 
ohne Eisenverluste. 

Symmetrische Stern- und Dreieckschaltungen. § 343 

-.1) Wir setzen voraus, daB die auftretenden Strome und Spannungen 
vollstandig symmetrisch, also gleich groB und um 120 0 phasenverschoben, 
und ferner, daB sie sinusforniig veranderlich sind. Damit diese Bedin-
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Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder gekuppelter Zweipole. § 343.1 

gungen erfiillt sein konnen, mussen die Zweipolelemente fur jeden Strang 
gleich groB und konstant sein. Die Klemmen del' Schaltung nennen wir 
U, Vund W und die verkettendenSpannungen Uuv , Uvw und Uwu ' 
Wegen del' verlangten Symmetrie gelten folgende drei Beziehungen 

Uuv = U, Uvw =/-1200U und Uwu =/-2400U. (343a) 

Die durch die m:ei Klemmen flieBenden Strome nennen wir S'u, S'v und 
S'w. Wie fUr die verketteten Spannungen wird 

(343 b) 

-.2) Fiir Sternschaltung wahlt man die Bezugssinne del' drei Strange 
zweckmaBigerweise 343a parallel und yom Sternpunkt wegweisend, wie 
dies in Abb. 343a geschehen ist. Wegen del' Symmetrie del' Strome und 
wegen del' Gleichheit del' Zweipole del' drei Strange werden auch die 
Sternspannungen symmetrisch. HeiBen sie Uu , Uv und Uw, so wird 

Uu=UJ...' Uv =/-1200UJ... und Uw =/-2400UJ.... (343c) 

-.3) Nun legen wir fiir die vel' ketteten Spannungen Integrationswege fest. 
In Abb. 343a sind sie entsprechend den in § 343.1 gebrauchten Doppel
indexen noch mit Bezugspfeilen versehen. J\lIit del' Maschenregel (§ 233.1) 
konnen wir dann die drei 
Gleichungen aufstellen, die 
j e eine verkettete und zwei 
Sternspannungen enthalten. 
Fiir die verketteten Spannun
gen finden wir daraus die 
drei Ausdrucke 

Uuv = -Uu + Uv, (343d) 

Uvw = -Uv + Uw, (343 e) 

Uwu = -Uw + Uu . (343£) 

If 
\ 
,\ 

\ 

\\ 
\ 

\ 
\ 
\w 

ADD. 343a. Sternschaituugen von Zweipoien mit cin
gezeichneten Bezugssinnen der drei Strange. Rechts 
sind auch die Integrationswege und die Bezugssinne der 

verketteten Spannungen angegeben. 

Berucksichtigen wir noch die zwischen den Sternspannungen bestehenden 
Beziehungen (343c), so wird aus (343d) 

Uuv =Uu (-1 + /-120°) 

und darans nach (1241m) 

Uu V = Uu ( - : - j ~) . 
Fiir den Betrag des die Sternspannnng Uuin die verkettete Spannung Uuv 

343a Wtihlt man wie iiblich fUr die Sternspannungszeiger einen gemeinsamen 
Anfangspunkt, so entsprechen sich nur fiir vom Sternpunkt wegweisende Bezugs
sinne das Zeigerbild der Spannungen und das Schaltungsschema Strich fUr Strich. 
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§ 343.3 SinusfOrmig veranderliche Gro.Ben von Wechselstromkreisen. 

iiberfiihrenden Drehstreckers erhalten wir unter Benutzung von (1241a) 

1-: -J~I=+i3· 
1st ferner cp die Phase dieses Drehstreckers, so finden wir nach (1241 c u. d) 

Y3 
coscp = - 2' 

. 1 
smcp = -2' 

Damit wird schlieBlich 
Uuv = 13 /-150° Uu · (343g) 

Diese Gleichung driickt die bekannte Tatsache aus, daB der Betrag der 
verketteten Spannung das -y3fache des Betrages der Sternspannung be

tragt. Sie gibt auBerdem noch die Phasen
verschiebung an. 
-.4) Analoge Ergebnisse lassen sich auch fiir 
die Spannungen Uvw und Uwu ableiten. Das 
in Abb. 343b gezeichnete Zeigerbild stellt 
die zwischen den verketteten und den Stern
spannungen bestehenden Zusammenhange 

Abb.343b. Zeigerbild der ver- zeichnerisch dar. Die in den drei Strangen 
ketteten und der Sternspan-
nungen der in Abb.343a dar- bestehenden Sternstrome sind gleich den 

gestellten Sternschaltungen. durch die Klemmen flieBenden Stromen 0u, 
0v und 0w, die gelegentlich auch Leitungsstrome genannt werden. 

-.5) Fiir die Dreieckschaltung wahlt man fortlaufende Bezugssinne, 
die durch die alphabetische Aufeinanderfolge der Klemmenbuchstaben 
festgelegt sind, wie dies in Abb. 343c geschehen ist. Die langs der drei 

Abb. 343 c. Dreieckschaltungen von Zweipolen mit eingezeichneten Bezugssinnen der drei Strange. 
Rechts sind auch die Bezugssinne der Leitungsstriime angegeben. 

Strange bestehenden Dreieckspannungen sind die verketteten Span
nungen Uuv , Uvw und Uwu ' Sind diese symmetrisch und die Zweipole 
der drei Strange einander gleich, so werden auch die Dreieckstrome 
zueinander symmetrisch. ReiBen sie 0uv, 0vw und 0wu, so wird 

0UV=0c., 0VW=/-1200 0 c. und 0wu=/-2400 0 c.' (343h) 

-.6) Nun seien die Bezugssinne der Leitungsstrome S'u, 0v und 0w als 
von der Dreieckschaltung wegweisend eingefiihrt. Mit der Knotenregel 
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Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder gekuppelter Zweipole. § 343.6 

(§ 232.1) konnen wir dann die nachfolgenden drei Gleichungen auf
stellen, die je einen Leitungsstrom und zwei Dreieckstrome enthalten 

3u = -3uv + 3wu, (343i) 

3v= -3vw + 3uv, (343k) 

3w= -3wu + 3vw. (3431) 

Analog wie in § 343.3 finden wir mit (343 h) 

3u = 1'3 /+150° 3uv· (343m) 

Diese Gleichung bringt die bekannte Tatsache zum 
Ausdruck, daB der Betrag des Leitungsstromes 
das 1'3fache des Betrages des Dreieckstromes be
tragt. Es gilt fiir die Strome das in Abb. 343d ge
zeichnete Zeigerbild. 

Abb. 343 d. ZelgarbUd dar 
Stem- und Dreieck
strBme der in Abb. 343 c 
dargestellten Schaltungen. 

-.7) Sind die drei in Stern oder Dreieck zusammengeschlossenen Zweipole 
nur tiber die Klemmen miteinander gekuppelt, so kann man jeden fiir 
sich allein untersuchen.Man hat hiezu mit der an ihm liegenden 
Strangspannung und mit dem in ihm flieBenden Strangstrom zu 
rechnen, bei Sternschaltung also mit Sternspannung und Leitungsstrom, 
bei Dreieckschaltung mit verketteter Spannung und Dreieckstrom. 

-.8) Haufig kommt es vor, daB die Zweipole der drei Strange miteinander 
nicht nur tiber die Klepunen, sondern auch direkt magnetisch gekuppelt 
sind. Dies ist z. B. bei den verschiedenen Strangen der Wicklung einer 
Drehstrommaschine der Fall. Man kann auch dann jeden Zweipol 
(Wicklungsstrang) fiir sich allein behandeln, wenn man an Stelle seiner 
Induktivitat mit seiner Drehinduktivitat rechnet. Erzeugt der allein 
stromftihrende Wicklungsstrang U den SpulenfluB Liu , so erzeugen nach 
der Theorie des Drehfeldes (§ 610.7) aIle drei Wicklungsstrange zusammen 
den gleichphasigen SpulenfluB tLiu , wenn die drei Strangstrome sym
metrisch sind und wenn die Induktion im Luftspalt langs der Umfangs
richtung sinusfOrmig verieilt ist. Der EinfluB der stromfiihrenden Nach
barstrange macht sich nur darin bemerkbar, daB der SpulenfluB um 50% 
ansteigt. Er ist deshalb vollstandig berticksichtigt, wenn man mit der 
Drehinduktivitat LA statt mit der Stranginduktivitat L rechnet und 

setzt. 
LA = tL (343n) 

Komplexe Gleichungen harmonischer Schwingungen zu
sammengesetzter und gekuppelter Zweipole mit verander
lichen Induktivitaten. 

§ 35 

-.1) Veranderliche Induktivitaten treten besonders bei elektrischen Ma
schinen auf, bei denen Wicklungen ihre gegenseitige Lage andern. Die 
dabei auftretenden Anderungen des Induktionsflusses beriicksichtigen 

111 



535.1. Sinusformig verii,nderliche Groj3en von WechseIstromkreisen. 

wir durch Einfiihrung der induzierten Spannung U i • FUr die von einer 
stromfiihrenden Wicklung in eine andere Wicklung induiierte Span
nung erhalten wir nach dem Induktionsgesetz in Beachtung von (224g) 

Ui = ;t (Mi). 

Sind die Gegeninduktivitat M und der Strom i zeitlich veranderlich, so 
erhalt man nach den Regeln der Differentialrechnung 

di .dM 
Ui = M d~ + ~df' (35a) 

Die induzierte Spannung setzt sich somit aus zwei Teilen zusammen. 
Der erste ist durch die Veranderlichkeit des Stromes, der zweite ist durch 
die Veranderlichkeit der Gegeninduktivitat bedingt. Wir bezeichnen nun 

di 
UT == Mdt 

als Transformationsspannung und 
. dM 

UR = ~ 7:t 

(35b) 

(35c) 

als Rotationsspannung. FUr die induzierte Spannung erhalten wii- so 

~=~+~. ~~ 

Das mit Gleichstrom erregte Polrad und die 
Ankerwicklung einer Synchronmaschine. 

§ 351 

-.1) Bei einer Synchronmaschine bestehe zwischen der Polradwicklung 
und einem Strang der Statorwicklung zur Zeit t die gegenseitige In
duktivitat M t . Sie ist eine Funktion der Zeit, da sich infolge der Re
lativbewegung von Stander und Polrad die gegenseitige Lage der beiden 
Wicklungen dauernd andert. 1m Nullpunkt der Zeitrechnung moge der 
Mittelpunkt einer Spulengruppe des betrachteten Statorwicklungs
stranges in die Mittellinie eines Nordpoles des Polrades fallen. Die Be
zugssinne seien iiberdies so festgelegt, daB sie im Zeitnullpunkt gleich
sinnig (§ 2122.8) sind. In solchen Zeitpunkten, in denen sie gegensinnig 
werden, hat die gegenseitige Induktivitat M t negative Werte. Sollen 
die vom Polrad im betrachteten Statorstrang induzierten Spannungen 
sinusformig sein, so muB sich auch die Induktivitat M t in Funktion 
der Zeit sinusfOrmig andern. Da sie iiberdies im Zeitnullpunkt ein Maxi
mum ist, gilt der Ansatz 

M t = Mcoswt. 

Den das Polrad erregenden Gleichstrom wollen wir mit IE bezeichnen. 

-.2) Die in den betrachteten Statorstrang induzierte Spannung moge ue 

heiBen. Nach (35a) wird 
dIE d(M coswt) 

~£e = M cos(wt) lit + IE --d-t -. 
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Komplexe Gleichungen von Zweipolen mit veranderlichen Induktivitaten. § 351.2 

Da die Auderungsgeschwindigkeit eines Gleichstromes Null ist, wird das 
erste Glied Null, und wir finden 

(351 a) 

-.3) VernachHissigen wir die Krummung del' Magnetisierungskurve des 
Eisens, so werden allfallige Ankerstrame lediglich Induktionsflusse er
zeugen, die sich dem vom Polrad gelieferten FluB linear uberlagern. Die 
Spannung wird dann immer als die vom Polrad herruhrende Kompo
nente del' vom gesamten FluB induzierten Spannung bestehen bleiben. 
Sie ist vom Ankerstrom unabhangig und spielt deshalb fUr den Anker
stromkreis die Rolle einer eingepragten Spannung (§ 3334.2). Da sie 
(351 a) genugt, kann sie nach § 322 durch die komplexe Spannung Ue 

wiedergegeben werden, die vom komplexen Ankerstrom S' ganz un
abhangig ist. 

Der Kommutatoranker im Wechselfeld. § 352 

-.1) Bei del' Behandlung von Kommutatormaschinen wollen wir wie flb
lich den Rotor schematisch durch ein Symbol darstellen, das sich aus 

~ einem zweipoligen Ringanker ableitet. 
In Abb. 352a ist ein solcher Ring
anker und in Abb. 352b das daraus 
abgeleitete Symbol wiedergegeben. In 
einem rechtsgewickel
ten Ringanker mage 
ein Strom in Richtung 
eines beliebig gewahl
ten Bezugssinnes uber 
die eine Burste ein-

Abb.352a. Zweipoliger Ringanker. Es und uber die andere 
sind die Bezugssinne del' Wicklung und D R' 

del' Dl'ehzabl eingezeichllct. austreten. er lng-
anker wird dann SO ma

-e 
Abb. 352 b. Zeich
nerisches Symbol 
eines Kommuta
torallkcrs mit Be
zllgssilln der Wick
lung (Burstenachse). 

gnetisiert, daB sich sein Feld symmetrisch zur Verbindungslinie del' bei
den Biirsten ausbildet. In derVerIangerung del' Spitze des Bezugspfeiles 
weist er einen Nordpol und ebenso beim Schaftende einen Sudpol auf. 
Es kann somit wie bei einer rechtsgewickelten Spule ein einziger Be
zugspfeil gleichermaBen als Bezugssinn fiir die elektrischen und fii.r die 
magnetischen GraBen des zweipoligen Ringankers dienen. 

-.2) Die meisten Maschinen werden in Wirklichkeit mit vielpoligen Trom
melankern ausgeriistet. Dabei sind die Wicklungen meist unge
k r e u z t, sie kannen a bel' auch g e k r e u z t a usgefiihrt werden 352 a. Bei 

35% Naheres s. Richter, Rudolf: Elektrische Maschinen Bd.1, S.19, 93. 
Berlin: Julius Springer 1924. 
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§ 352.2 Sinusfarmig veranderliche GraBen von Wechselstromkreisen. 

ungekreuzten Wicklungen ist - von del' Kommutatorseite aus gesehen -
del' radial uber die Bursten angegebene Bezugssinn del' elektrischen 
GroBen (Burstenachse) gegen den Bezugssinn del' magnetischen GroBen 

Abb. 352 c. Gegenseitige 
raumliche Lage der gleich· 
gerichteteu Bezugssinne der 
clcktrischen Grallen (Biir
stenachsen) und der magne
tisehen GraBen (Feldaehsen) 
eines 6 poligen Kommuta
torankers mit ungekreuzter 

Trommelwicklung. 

(Feldachse) im Gegenuhrzeigersinn urn den einer 
hal ben Polteilung entsprechenden Winkel vel'· 
dreht, wie dies Abb. 352c zeigt. Bei gekreuzten 
Wicklungen erfolgt die Verdrehung urn densel. 
ben Betrag im Uhl'Zeigersinne. Praktisch Hi-uft 
diesel' ffir die beiden Wicklungsarten bestehende 
Unterschied darauf hinaus, daB sich bei gleicher 
Lage del' magnetischen Felder die Polaritat del' 
Bfirsten vertauscht. 

-.3) Von del' Kommutatorseite aus betrachtet 
sei in Ubereinstimmung mit del' frii.heren Fest· 
setzung des Bezugssinnes von Drehwinkeln del' 
Gegenuhrzeigersinn 352 b del' Bezugssinn fUr die 
Drehzahl. 

-.4) Eine Kommutatormaschine weise ein langs 
des Bohrungsumfanges sinusformig verteiltes magnetisches Feld auf, 
dessen halbe Wellenlange sich uber eine Polteilung erstrecke. Die Feld

Abb.352d. Schematische 
Darstellnng einer Kommu
tatormaschine, bei der die 
Aehse des Statorfeldes im 
zweipoligen Schema urn 
den Winkel " gegen die 
Ankerachse verdreht ist. 

achse (Bezugssinn) sei, wie Abb. 352d zeigt, gegen 
den Bezugssinn des Ankers im zweipoligen Sche~ 
rna urn den Winkel ex verdreht. Fur die Feld· 
kurve, also ffir die in Funktion des Ankerum· 
fanges dargestellte Induktion, gilt del' Ansatz 

Bx = B cos (x : - ex). 

Dabei verstehen wir unter B die Induktion in 
del' Feldachse, unter x den Abstand des betrach
teten Punktes des Ankerumfanges von del' durch 
die positive Ankerhalbachse gekennzeichneten 
Nullstelle und unter T die Polteilung. Nach den 

Regeln del' Trigonometrie konnen wir diesen Ausdruck in eine Summe 
umschreiben. Es wird 

B," = B cos x : cos ex + B cos ( (x - ;)~) sin ex . 

Die Feldkurve laBt sich somit als Uberlagerung von zwei Feldkurven 

352b Nach § 76 der "Regeln fUr die Bewertung und Prtifung elektrischer Ma
schinen, R. E. M./1930" gilt, von der vom Kommutator entgegengesetzten Seite 
aus gesehen, der Uhrzeigersinn als normaler Drehsinn. Eine nach diesen Regeln 
normal laufende Maschine weist nach der Festsetzung von § 352.3 eine positive 
Drehzahl auf. 

114 



Komplexe GIeichungen von Zweipolen mit veranderlichen Induktivitaten. § 352.4 

darstellen. Die Achse der Teilleldkurve B cos x ~ cos IX fallt mit der 
T 

positiven Ankerhalbachse zusammen. Dagegen ist die Achse der andern 
Teilleldkurve um den einer halben Polteilung entsprechenden Winkel, 
im zweipoligen Schema demnach um 90°, vorgedreht. Die Achsinduk
tionen der beiden neuen Feldkurven sind B cos IX und B sinix. 

-.5) Der yom Stator erzeugte 1nduktionsfluB, det iiber eine zur Feldachse 
symmetrisch gelegene Polteilung besteht, heiBe Wt • Hat das Feld in 
Richtung der Welle der Maschine die Lange Ii' so wird 

T T lX-+
" 2 

Wt = fB",li dX . 
T T 

tt~-

:n: 2 

Beriicksichtigen wir den fiir die Feldkurve gemachten Ansatz, so er
halten wir durch Auswertung des 1ntegrales 

2 
Wt = - 7: Ii B . 

;n; 

Der FluB Wt ist somit direkt der 1ndu~tion B proportional. Dement
sprechend wird der FluB der ersten Teilleldkurve Wt cos IX , da sich 
seine Achsinduktion um den Faktor cos IX yom Scheitelwert der ur
spriinglichen Feldkurve unterscheidet. Seine Achse ist die positive 
Ankerhalbachse. Analog findet man den Wert Wt sinlX fiir den FluB 
der zweiten Teilleldkurve. Der gesamte FluB Wt laBt sich somit in zwei 
Teililiisse Wt cos IX und Wt sinlX aufspalten, deren Achsen zueinander 
senkrecht stehen. Es sei nun vorausgesetzt, daB sich die 1nduktion B 
in Funktion der Zeit sinusf6rmig andere. Wegen des fiir die Feldkurve 
gemachten Ansatzes andern dann aIle 1nduktionen, die derselben Halb
welle angeh6ren, phasengleich, die der benachbarten Halbwellen gegen
phasig usw. Daraus folgt, daB auch der 1nduktionsfluB Wt und seine 
beiden Komponenten in Funktion der Zeit sinusf6rmig schwingen. Sie 
sind aIle in Phase miteinander, solange sinlX und COSIX positiv sind. Es 
besteht ein Wechselfeld. Fiir die Bestimmung der von ihm in den Anker 
induzierten Spannungen werden die Wirkungen der beiden Teililiisse 
getrennt untersucht. 

-.6) Es sollen vorerst die Rotationsspannungen bestimmt werden, die die 
beiden FluBkomponenten hervorbringen. Dabei dad wie mit konstanten 
Fliissen gerechnet werden, da die Wirkung der FluBschwankungen nach
her in den Transformationsspannungen ihren Ausdruck findet. Wie in 
Abb. 352e dargestellt ist, soIl sich eine Ankerspule, deren Weite gleich 
der Polteilung 7: ist, mit konstanter Ankerumfangsgeschwindigkeit v 
unter dem Statoreisen wegbewegen. 1hr fiir Strom und Spannung 
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§ 352.6 Sinusfarmig veranderliche GraBen von Wechselstromkreisen. 

geltender Bezugssinn sei so angenommen, daB er mit dem Bezugssinn des 
zugehorigen Stranges der Ankerwicklung Hiuft, der durch Bezugspfeile 
uber den Biirsten angegeben ist. Der Windungs£luB der betrachteten 
Ankerspule heiBe ffJ, sein Bezugssinn sei dem fur Strom und Spannung 
geltenden Bezugssinn der Spule nach einer Rechtsschraubung zugeord
net. 1st wieder l, die Lange des Feldes in der Richtung der Welle del' 
Maschine, so umschlieBt die an del' Stelle x liegende Spulenseite nach 
einem Zeitintervall dt zusatzlich einen FluB B,,).idx und die andere, 

x 

/ ~ .. ~----_/ 

./ 
/ 

/ ~ . J 
Abb.352e. Darstellung del'Lage ciner Win dung cines Trommelankers in Bezug auf die Tell

feldkurve Bx = B cas ((x - il~ ) cas ". Das Kaardinatcllsystcm fallt einerseits mit del' Abwick

lung des Anke1'llmfanges, anderseits mit der Ankerachse zusammen. 

an del' Stelle x - 7: liegende Spulenseite hat einen FluB BX - T li d x aus 
del' Umschlingung entlassen. Es wird somit die gesamte Anderungs
geschwindigkeit des Windungsflusses 

drp Bxl,dt - Bx_Tlidt 
dt - ~-d-t---

Wegen del' als sinusfOrmig vorausgesetzten Verteilung del' 1nduktion am 
Ankerumfang sind die beiden 1nduktionen Bx und Bx-r einander ent
gegengesetzt gleich, da sie Punkten zukommen, die um eine halbe Wellen
lange auseinander liegen. Die Anderungsgeschwindigkeit des Windungs
£lusses wird damit 

da d x/d t die Ankerumfangsgeschwilldigkeit v darstellt. Hat die Maschine 
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Komplexe Gleichungen von Zweipolen mit vel'andel'lichen Induktivitaten. § 352.6 

2p Pole und die Drehzahl n, so wird v = i 2pn, und wir erhalten 

drp 
(It = 4li ipnBx· 

-.7) Zur gesamten Rotationsspannung tragen aile diejenigen Spulen bei, 
die zu einem Ankerstromzweig geh6ren, del' von einer Burste bis zur 
benachbarten Burste fiihrt. Bei einer Schleifenwicklung liegen die 
vorauseilenden Seiten sol011er Spulen im Gebiete del' Polteilung 
x = 0 ... i. Bei Weilenwicklungen liegen sie auch in den andern Pol
teilungen, jedoch an Stellen mit jeweils praktisch gleicher Induktion. 
1st z die totale Leiterzahl del' Ankerwicklung, so entfallen auf den 
zwischen den zwei aufeinanderfoIgenden Biirsten liegenden Wicklungs
strang z/2a Stabe odeI' z/4a Windungen, Welll die Zahl der Anker
stromzweige wie ublich mit 2 a bezeichnet wird. Betrachtet man die 
Wicklung als vollstandig gleichmiWig langs des Ankerumfanges ver
teilt 352C, so entfallen auf ein Element dx des Ankerumfanges die voraus-

z d x 
eilenden Seiten von 4- - Windungen. Es wird somit in den zu d x 

a 7: 

gehorenden Teil des Wicklungsstranges die Rotationsspannung 

z dx drp P 
d1lR = 4a --:;-(jJ = liz(inBxdx 

induziert. Fur den ganzen Wicklungsstrang erhalten wir 

" 
UR = Z ~ n f Bxli dx . 

o 

(352a) 

Soil nun die Wirkung des Flusses (fJt sincx bestimmt werden, so ist zu 

beachten, daB die Induktion Bx der Teilfeldkurve B cos (( x - ;) :) sincx 

angehort. Durch Auswertung des Integrals finden wir dann das Ergebnis 

" JE cos ((x - i) ~) sincx li dx = (fJt sincx. 
o 

Fur die Rotationsspaillung erhalten wir somit 

Pm.· 
UR = z- n'Pt Slncx. 

a 

Nimmt nun del' FluB (fJt im Lame der Zeit verschiedene Werte an, so 
tut dies auch die Rotationsspal1l1ung uR ' da sie ihm ja unmittelbar pro
portional ist ... Andern die beiden GroBen sinusformig, so kann man sie 
durch komplexe ErsatzgroBen odeI' durch Zeiger darstellen. Weist der 

352c DaB die Ankerwicklung in Wirklichkeit nicht stetig am Umfang verteilt, 
sondern in Nuten untel'gebracht wil'd, findet seinen Ausdruck in hoher fl'equenten 
Oberschwingungen del' induziel'ten Spannungen, die meistens vernachlassigt werden. 
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§352.7 Sinusiormig veranderliche GroBen von Wechselstromkreisen. 

FluB den Scheitelwert tf> auf, so gilt fiir den komplexen Effektivwert 
der Rotationsspannung 

I Ip. I UR = Y2 Z a ntf> sin~ . (352b) 

Hierin ist cP der komplexe Scheitelwert des Windungsflusses. Fiir eine 
Wellenwicklung wird a = I, fiir eine Schleifenwicklung dagegen a = p. 
Je nach dem Vorzeichen der Drehzahl n und des Winkels~, je nachdem 
also die Drehrichtung mit der Verdrehung der Feldachse gegen die 
Biirstenachse ubereinstimmt oder nicht, sind die Rotationsspannung und 
der FluB in Phase oder Gegenphase. 

-.8) Werten wir (352a) fur die der FluBkomponente tf>t cos~ ent-

sprechende Teilfeldkurve B cos( x ~) cos~ aus, so wird das Ergebnis 

zu Null. Diese FluBkomponente bringt somit im Anker keine an den 
Biirsten in Erscheinung tretende Rotationsspannung hervor. Die in den 
einzelnen Windungen auftretenden Teilspannungen heben sich gegen
seitig auf. 

-.9) Wir wollen nun die Transformationsspannungen untersuchen, die 
in den Anker induziert werden. Der WindungsfluB der in Abb. 352e dar-
gestellten Spule wird x 

cP = f B:J,zi dx . 
x-r 

Priifen wir nun zuerst die Wirkung der FluBkomponente tf>t cos~, so 

ist zubeachten, daB die Induktion Bx der Teilfeldkurve B cos( x ~) cos~ 
angehort. Durch Auswertung des Integrales finden wir dann das Er-
gebnis x 

f B cos (x ~) cos~ li dx = sin (x ~) tf>tcos~. 
x-r 

z dx 
In die auf das Element dx des Ankerumfanges entfallenden 4a T 

Windungen wird dann die Transformationsspannung 

1 1 . (n) d dup = "4 z~ sm .x~ dx dt tf>tcOS~ 

induziert. Fur den ganzen Wicklungsstrang erhalten wir 

r 

1 1 J". (n) d rn up ="4 Z aT sm x~ dx dt '¥tcOS~ 
o 

und durch AuflOsung des Integrales 

lId 
up = 2n Z a dt tf>tcos~. 
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Komplexe Gleichungen fiir Elektronenriihren. §352.9 

Andert der FluB fjJt in Funktion der Zeit sinusformig mit der Kreis
frequenz ill = 2 'J'C j und ist (j) sein Scheitelwert, so finden wir nach den 
Regeln von § 322.4 fiir den komplexen Effektiv-
wert der Transformationsspannung 

I 1 1· I UT = j (2Za; jfjJcosO(.. (352c) u 

Wiederum wird fiir die Wellenwicklung a = 1 
und fiir die Schleifenwicklung a = p. J e nach 
dem Werte des Winkels 0(. ellt die Transfor-
mationsspannung dem FluB um 90° vor oder Abb.352f. Zeigerbild eines 

Kommutatorankers im 
nacho Wechselfeld. 

-.10) Berechnen wir analog die durch die FluBkomponente fjJt sinO(. in
duzierte Transformationsspannung, so wird sie zu Null. Die in einzelnen 
Windungen induzierten Transformationsspannungen heben sich inner
halb eines Ankerzweiges gegenseitig auf. 

-.U) Abb. 352f veranschaulicht die gegenseitige Lage der in (352b u. c) 

enthaltenen GroBen UR , UT und ci>. 

Komplexe Gleiehungen fiir Elektronenrohren. § 36 

Der Verlauf und die Bezeichnungen der Spannungen § 361 
und Strome. 

-.1) In Schaltungen, die Elektronenrohren enthalten, treten im statio
naren Zustand periodische Spannungen und Strome auf, die man als 
Uberlagerung eines unveranderlichen und eines harmonisch verander
lichen Telles auffaBt. Den gesamten Augenblickswert bezeichnet man 
mit kleinen, die Gleichkomponente mit groBen lateinischen Buchstaben. 
Fur den Augenblickswert der Wechselkomponente verwenden wir kleine 
lateinische Buchstaben, die mit einem hochgestellten Strich versehen 
sind. So schreiben wir beispielsweise fUr die Anodenspannung 

(36Ia) 

Fiir den Effektivwert der Wechselkomponente verwenden wir groBe 
lateinische Buchstaben mit hochgestelltem Strich. Fur den Effektivwert 
der Wechselkomponente der Anodenspannung haben wir somit U~ zu 
schreiben. 

-.2) Treten zwischen GroBen, die eu.e Gleich- und eine Wechselkompo
nente aufweisen, Gleichungen auf, so mussen diese von den Gleich- und 
Wechselkomponenten je gesondert erfullt sein, da eine unveranderliche 
GroBe einer veranderlichen GroBe nicht dauernd gleich sein kann. Es 
zerfallt deshalb jede Gleichung zwischen solchen GroBen in eine Gleichung 
zwischen den Gleichkomponenten und in eine Gleichung zwischen den 
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§ 361.2 Sinusformig veranderliche GroGen von Wechselstromkreisen. 

Wechselkomponenten. Letztere konnen wir dann nach der Regel von 
§ 322.4 in eine Gleichung zwischen komplexen ErsatzgroBen um
schreiben. Die komplexen ErsatzgroBen bezeichnet man allgemein mit 
Frakturbuchstaben; beispielsweise die komplexe Anodenspannung mit 
Ua • Dabei gilt nach (321c) 

Ua = U~ /CPu~ . (361 b) 

Nach (321d) erhalten wir dann fur den Augenblickswert der Wechsel
komponente 

U~ = ffie(i2Ua /wt) 

und fiir den gesamten Augenblickswert 

U a = Ua + ffie(i2Ua /wt). 
-.3) Oft schreibt man der Kiirze halber auch nur 

U a = Ua + Ua • 

(361 c) 

(361d) 

(361d) 

U a ist in diesem FaIle allerdings nicht mehr der eigentliche Augenblicks
wert, sondern eine besondere komplexe ErsatzgroBe. 

Gitterspannung, Anodenspannung und Anodenstrom 
einer Elektronenrohre. 

§ 362 

-.1) Schaltet man eine Elektronenrohre nach dem in Abb.362a ge
zeigten Schema, so erhiilt man bei veriinderlicher Gitterspannung ug fiir 
den Anodenstrom ia Kennlinien, deren prinzipiellerVerlauf in Abb. 362b 
gezeichnet ist. Fur jeden Wert der rnA 

Anodenspannung ua gilt erne andere ia 20 

Kurve. Fiir viele Verwendungs- 18 

zwecke kann man die Kurvenschar 18 
in dem zur Verwendung gelangen
den Arbeitsbereich durch eine Schar 
von Geraden ersetzen. Es gilt dann 
die Gleichung 

ia = S(ug + DUa - A), (362a) 

111 

12 

10 

8 

8 

2 

II 

/ 
II J_ 

V 
Ua=150v/ / / 

/ 10~V; / 
/ 5°1 

/ / 
V l/ ./ 

.!gO -18 -12 -8 II 0 Ii 8 12/1 
Ug 

Abb. 362a. Schaltungsschema einer Elektronen- Abb. 362b. Anodenkennlinien einer Elektro-
rohre. nenrohre (Triode). 

in der S die Steilheit, D den Durchgriff und A eine positive Konstante 
bedeutet. Wenden wit auf die Schaltung von Abb. 362a die Maschen-
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Komplexe Gleichungen flir Elektronenrohren. § 362.1 

regel (§ 233.1) an, so finden wir unter Beriioksiohtigung der Ohmschen 

Spannung R" ia, del' induzierten Spannung La ~i;, del' Anodenspan

nung 'Ua und der eingepragten Spannung Uea der Batterie 

R . -.L L dia + U - 0 a~a I a at 'Ua - ea-

, - U - R . _ L diu 
u" - ea a ~a " d t . 

odeI' 
(362b) 

-.2) Fiihren wir nun aile veranderlichen GraBen als Summe einer Gleich
und einer Wechselspannung ein, so erhalten wir mit den Bezeiohnungen 
nach § 361 aus (362a u. b) 

I a + i~ = S (U g + 'U~ + D Ua + D'U~ - A) , 

U I '-- URI R ." L d 1:a 
(l. T ~("a - eu - a a, - a La - (( at . 

Nach § 361.2 entstehen hieraus je zwei Gleichungen, von denen uns 
hier nUl' die Gleichungen del' Wechselkomponenten interessieren. Sie 
lauten .", ~a = S('Ug + D'U,,), 

, R' L diu 
1La = - a~a - a at· 

Die Wechselkomponenten sind, mindestens naherungsweise, harmoni
sohe Schwingungen. Aus den vorstehenden Gleichungen erhalten wir 
deshalb na-ch del' Regel von § 322.4 

Ua = -Ra0a - jwLa0a. 

-.3) Aus (3620) finden wir 

1 Ua = =il + ln 0a I· 

(3620) 

(362d) 

(362e) 
Abb. 362 c. Ersatzschema 
cineI' Elektronenrohre fiir 

kleine Freqnenzen. 

Naoh § 3334.1 ist dies die Spannung einer 
Stromquelle, deren eingepragte Spannung 

(362£) 

und deren innerer Widerstand 

IRi=S~ 1 
(362g) 

t -u 
---- .. U ~.::£+/?/'" a IJ Iva 

Abb.362d. Fiir die Wechselkom
ponenten del' Strome und Span
mmgen gtiltiges Ersatzschema del' 
in Abb. 362 a dargesteIIten Sehal-

tung. 

ist_ Ihre innere Induktivitat ist Null. Es gilt somit das in Abb. 362c 
gezeichnete Ersatzsohema einer Elektronenrohre. Anderseits 
gilt (362d) fiiI' die Reihenschaltung eines Zweipoles mit del' Klemmen
spannung Uo.' eines Widerstandes R" und einer Induktivitat La' Hin-
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§ 362.3 Sinusformig veranderliche GroBen von Wechselstromkreisen. 

sichtlich der Wechselkomponenten entspricht somit der Schaltung von 
Abb. 362a das Ersatzschema, das in Abb. 362d gezeichnet ist. 

-.4) An Stelle der eingepragten Spannung 
verwendet man sehr haufig die eingepragte 

Ua elektromotorische Kraft. Nach (2148a) 
findet man aus (362f) 

Abb.362e. Ersatzschema. einer Elek
tronenrohre fiir Hochfrequenz. I@e- ~I· (362 h) 

-5.) Die Anode, das Gitter und die Kathode wirken als Belage von Kon
densatoren, fiir die das Vakuum der Rohre das Dielektrikum ist. Die 
so entstehenden Kapazitaten sind auBerordentlich klein. Bei Hoch
frequenz verursachen sie aber einen Verschiebungsstrom, der neben dem 
in ia berucksichtigten Elektronenstrom nicht mehr vernachlassigbar 
klein bleibt. Fiir Hochfrequenz gilt daher das in Abb. 362e gezeichnete 
Ersatzschema einer Elektronenrohre. 

Ortskurven der Spannungen und Strome von Zweipolen 
und Zweipolscbaltungen. 

§ 37 

-.1) Ein Zweipol oder eine Zweipolschaltung moge bei konstanter Klem
menspannung, aber unter veranderlichen Betriebsbedingungen - z. B. 
ein Motor bei verschiedenen Belastungen - nach Betrag und Phasen'
verschiebung verschiedene Strome aufweisen. 1m Zeigerbild ergibt sich 
dann ein fester Spannungszeiger und ein nach Lange und Richtung ver
anderlicher Stromzeiger. Fiir die Gesamtheit aller moglichen Strom
zeiger laBt sich der Ort ihrer Spitzen durch eine Kurve oder eine Kurven
schar angeben. Solche Kurven nennt man Ortskurven. Sie existieren 
auch fUr veranderliche Spannung bei konstant gehaltenem Strom oder 
fiir andere veranderliche GroBen. In der Geometrie entsprechen ilmen 
die geometrischen Orter. Die Praxis hat fur Ortskurven dann Interesse, 
wenn sie von geometrisch einfacher Form, also Gerade, Kreis oder Ellipse 
ist. Die bekannteste Ortskurve ist das Kreisdiagramm des Asynchron
motors. 

-.2) In den folgenden Unterabschnitten sprechen wir statt von den 
komplexen GroBen m und ?B der Kiirze halber stets von den sle ab
bi.ldenden Zeigern m und ?B. 
-.3) Nachstehend werden nur tiber die Gerade, den Kreis und die 
Ellipse37a einige Angaben gemacht. Ais ausfuhrliche Bearbeitung des 
Stoffes sei auf folgende Werke verwiesen: 

37 a Sie entstammen einer Veroffentlichung des Verfassers im Bull. schweiz. 
elektrotechn. Ver. 22 (1931) S.96-99. 
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Ortskurven der Spannungen und Strome von Zweipolen. § 37.3 

Hauffe, Gerhard: Ortskurven der Starkstromtechnik. Berlin: Julius 
Springer 1932. Das Buch enthalt eine ausfiihrliche Zusammenstellung der ein
schlagigen deutschen Literatur. 

Oberdorfer, Giinther: Die Ortskurventheorie der Wechselstromtechnik. 
Miinchen u. Berlin: R. Oldenbourg 1934. Der Autor halt sich nicht an die im Norm
blatt DIN 1323 gegebene Definition der Spannung (§ 2141.2). 

Gerade. §371 

-.1) Del' festgehaltene Ullveranderliche Zeiger heiBe 12l, derveranderliche 
Zeiger sei)8. Del' Parameter p durchlaufe alle Werte von - <Xl bis + <Xl 

und beeinflusse dadurch )8 nach Betrag und Richtung. Wir machen 
den Ansatz 

)8 = j(p)9L 

Unbekannt ist hierin die Funktion f(p) des Parameters p, die als Fak
tor neben I2l gesetzt, diesen in einen Zeiger )8 iiberfiihrt, dessen End
punkt sich auf einer vorgegebenen Geraden bewegt, wenn del' Para
meter p verschiedene Werte annimmt. 

-.2) Wie Abb. 371 a zeigt, kann )8 leicht als zweigliedrige Summe dar
gestellt werden. Del' erste Summand ist ein unveranderlicher Zeiger m 12l, 
del' vom Anfangspunkt von )8 auf einen Punkt 
del' vorgegebenen Geraden fiihrt. Del' zweite 
Summand ist das veranderliche Vielfache eines 
unveranderlichen, in die vorgegebene Gerade 
fallenden Zeigers rl2l. 1st del' Parameter p del' 
veranderliche Faktor, so erhalt man fiir die ge
suchte Gleichung del' Geraden den Ausdruck 

I )8 = (m + rp) l2l l· (371 a) 

Die Konstanten m und r sind benannte kom
plexe Zahlen, die als Drehstrecker (§ 133.6) odeI' 
Operatoren (§ 322.5) bezeichnet werden. Es ist 

Abb.371a. Zerlegung des 
eine Gerade beschreiben
den Zeigers fB in eine 

Summe. 

leicht ersichtlich, daB flir (371 a) unendlich viele Losungen moglich sind. 
Es gibt auf del' Geraden unendlich viele Punkte, in die del' Endpunkt 
von m 21 fallen kann, dementsprechend sind unendlich viele verschiedene 
Werte fill' m moglich. Ebenso kann die Spitze von r\2{ auf unendlich 
viele Punkte del' Geraden fallen, somit sind auch fiir r unendlich viele 
Werte moglich. SchlieBlich kann noch del' nach r stehende Faktor irgend
eine reeIle Funktion des Parameters p sein. Durchlauft eine solche nicht 
mehr· aIle Werte von - <Xl bis + <Xl, so kann die Gerade degenerieren. 
Lautet sie z. B. sinp, so geht die Gerade in eine Strecke mit den durch 
die Zeiger (m + r)12l und (m - t)12l beschriebenen Endpunkten iiber. 

-.3) Als Beispiel wollen wir die Reihenschaltung eines veranderlichen 
Widerstandes Rx = R' x und einer Luftdrosselspule vom Widerstand R 
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§ 371.3 Sinusformig veranderliche GroBen von Wechselstromkreisen. 

und der Induktivitat L betrachten. Fur die in Abb. 371 b angegebenen 
Bezugssinne wird nach (233b), (3321b) und (3331b) 

11 = (R + R'x + jwL)'J. (371 b) 
SoIl der Strom bei unvedinderlichemxkonstant bleiben, so muB die Spitze 

Abb. 371 b. Ersatzschema 
der Reihenschaitllng. ciner 
Luftdrosscispuie und cines 
veriinderlichen Widerstan-

des. 

des Spannungszeigers 11 auf einer Geraden laufen. 
Ordnen wir (371 b) nach (371a), so wird 

11 = (R + jwL + R'x)'J. 

Fur die in (371 a) eingefUhrten GraBen finden wir 

)8 = 11, m = R + jwL, r = R', p = x, 2X = 0. 
Die Zeiger R' X0 und 'J haben gleiche Phase. 

Kreis. § 372 

-.1) Es gelten wieder die Bezeichnungen von § 371. Derden Kreis be
schreibende Zeiger )8 soIl wieder in eine zweigliedrige Summe zerlegt 
werden. Bequem ist es, diese Zerlegung nach Abb. 372a vorzunehmen. 
Del' erste Summand ist del' vom FuBpunkt von )8 zum Kreismittelpunkt 
fuhrende, unveranderliche Zeiger m 2X . Del' zweite Summand ist ein 

Abb. 372a. Zcricgung des cincn 
Kreis beschreibenden Zeigers i8 

in eine ~unlmc. 

rotierender Zeiger. Sein Betrag stimmt iiber
ein mit dem Betrag eines unveranderlichen 
Zeigers r2X, dessen FuBpunkt im Kreismittel
punkt liegt und dessen Spitze auf irgendeinen 
Punkt del' Kreisperipherie falit. Weist der r9l 
in den rotierenden Zeiger uberfuhrende Dreher 
als Phase eine Funktion j(p) des Parameters p 
auf, so erhalten wir fUr die gesuchte Glei-
chung des Kreises den Ausdruck 

(372a) 

Wiederum sind unendlich viele Lasungen maglich. Einerseits kann r2X 
jede beliebige Richtung haben, anderseits kaml das Argument des 
Drehers irgendeine passende Funktion des Parameters p sein. 

-.2) Wahlen wir den Dreher ahnlich (1341), 

c+bp 
/f(p) = c +bp' (372b) 

so fuhrt dies flIT die Phase des Drehers auf die Funktion 2 arc (c + b p) 
des Parameters p. Es wird dann 

)8 = (m + r~! ~~)2X. (372c) 

Bringen wir den Klammerausdruck auf den gemeinsamen Nemler c + bp 
und setzen wir zur Abkurzung 

mc+rc=u und mb+rb=o, (372d) 
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Ortskurven der Spannungen und Strome von Zweipolen. 

so geht (372a) in die Kreisgleichung 

1
}8 = a+bPml 

e +bp 

§ 372.2 

(372 e) 

iiber. Fiir den Zusammenhang der alten Konstanten m und fmit den 
neuen Konstanten a, 6, c und b finden wir nach (372d) die Ausdriicke 

ail - b'C m= -_--
eb - cb 

(372f) 

und be - ab r=,-_--. 
eb - cb 

(372g) 

-3.) Wir wollen ein - der Kiirze halber sehr einfaches - Beispiel betrach
ten. Die in Abb. 371 b dargestellte Schaltung liege an konstanter Spannung. 
Gesucht sei die Ortskurve des Stromes. Aus der zu Abb. 371 b gehoren
den Gleichung (371 b) finden wir 

0; _ 1 U 
<\5- R+R'x+jwL . (372h) 

Trennen wir im Nenner die yom Parameter x unabhangigen und die 
von ihm abhangigen Glieder, so wird 

0; _ 1 U 
<\5 - R + jwL + R'x . 

Diese Gleichung zeigt den Aufbau der Kreisgleichung (372e). 
erwahnten GroBen werden 

(372i) 

Die dort 

}8=~, a=l, 6=0, c=R+jwL, b=R', p=x, m=u. 
Der Stromzeiger ~ beschreibt somit fiir veranderliches x einen Kreis. 

-.4) Es solI nun noch die Lage und die GroBe dieses Kreises gepriift 
werden. Fiir unendlich groBe Werte von x, praktisch also bei Unter
brechung des Stromkreises, wird der Strom nach (372i) zu Null. Der 
Kreis geht somit durch den gemeinsamen FuBpunkt des Spannungs- und 
des Stromzeigers. Fiir den Dreh- U 

strecker, der dennach dem Mittelpunkt 
weisenden Zeiger ergibt, finden wir 
nach (372f) 

IR'- O(R + jwL) 
m = (R + jwL)R'- (R - jwL)R' 

und daraus mit Benutzung von (1340) 

mU = -j 2~L U. (372k) 

x=o ... oo 

Abb. 372 b. Ortskurve de. Stromzeigers 3 
der Schaltung nach Abb. 361 b. U= 380 V, 
R=5il, ru=314.- 1, L=25mH, Rz=R'x. 

Der nach dem Kreismittelpunkt weisende Zeiger ist somit um 90° gegen
iiber dem Spannungszeiger verdreht. 
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§ 372.5 Sinusfarmig veranderliche GraBen von Wechselstromkreisen. 

-.5) Es ist nun noch zu untersuchen, welches Gebiet des Kreisumfanges 
vom Stromzeiger tatsachlich bestrichen wird. Aus (372i) folgt fUr den 
Winkel cp, um den;;) gegen U verdreht ist (§ 324.3), 

cp = arc(R + R'~ + jwL)' 

Nun wenden wir (134k) an und finden 

ip = arc(R + R''J{ - jroL). 

Nach (1241 c u. d) ergibt sich dann 

R+ R"x . -wL 
cosip = (R + R'X)2 + w2 L2' smcp = (R + R'X)2 + w2 L2' 

Da x fur einen veranderlichen Widerstand Rx = R' x nur positiveI' Werte 
fahig ist, bleibt eoscp stets positiv, und sincp ist stets negativ. Fur cp 
sind deshalb nur Werte des Bereiches 0 ... -90 0 moglich. Fiir die 
Abb. 372b zugrunde liegenden Werte errechnen wir fiir x = 0 als dem 
Betrage naeh groBten Winkel cp = -57 0 30'. 

-.6) Die Gleichung des Kreisdiagrammes des Asynchronmotors nimmt 
die Form von (372g) an. Dabei ist dann die Klemmenspannung del' 
unveranderliche und del' Statorstrom del' veranderliche Zeiger. Del' 
Schlupf stellt den Parameter dar. 

Ellipse. § 373 

-.1) Wie die Geometrie del' Kegelschnitte lehrt, kann man aus den Halb
aehsen naeh folgender Konstruktion Punkte del' Peripherie del' zuge
hOrigen Ellipse finden. Man schlagt nach Abb.373a konzentrische 
Kreise, die die Halbachsen als Radien aufweisen. Durch das Zentrum 
zieht man einen Strahl. Durch seinen Schnittpunkt mit dem kleinen 
Kreis legt man eine Parallele zur groBen Achse und durch seinen Schnitt
punkt mit dem groBen Kreis eine Parallele zur kleinen Aehse. Del' 
Schnittpunkt del' beiden Parallelen ist ein Punkt del' Ellipse. 

-.2) Es sollen wieder die Bezeichnungen von § 371 gelten. Del' die Ellipse 
beschreibende veranderliche Zeiger ~ sei wie in Abb. 373a in eine drei
gliedrige Summe zerlegt. Hat die groBe Halbachse den Betrag a, die 
kleine den Betrag b, ist A del' Betrag des unveranderliehen Zeigers 121:, 

ist die positive groBe Halbachse urn den Winkel y gegeniiber 121: verdreht 
und schlieBt del' durch das Zentrum gehende Strahl mit del' positiven 
groBen Halbachse den Winkel IX ein, so gilt die Gleichung 

m m 
~ = nt 121: + b a--±~ A + (a - b) cos IX / Y A . 

Dureh Ausklammern von Il{ und einige kleine Umstellungen finden wir 

( b a-b ) 
~ = nt + A /2'+ IX ~eoslX /r 2L 
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Arbeitsart von Zweipolen und Zweipolschaltungen. §373.2 

Ersetzen wir COSIX nach (13Ig) durch 1/2(jIX + /-lX) und sammeln wir 
die Glieder mit gleichen Drehern, so wird --

~ = (m + a2~ b /y + IX + a2: b /y - IX )m. 
Nun verallgemeinern wir noch, indem 
wir den Ansatz 

IX = (J + t(p) (373 a) 

einfiihren. Setzen wir anderseits zur 
Abkiirzung 

a+b --/y + (J = t (373b) 2A ---
und 

a-b 2T/Y - (J = q, (373c) 

so erhalten wir fiir die gesuchte Glei
chung der Ellipse den Ausdruck 

I ~= (m+t/t(p)+q /-t(p»)m ,. (373d) 

-.3) Wird eine der Konstanten t oder q A--~ 
zu Null, so degeneriert die Ellipse in einen Abb. 373 a. Zerlegung des eine Ellipse 

beschreibenden Zeigers t8 in eine drei-
Kreis. Nach dem Mittelpunkt der Ellipse gliedrige Summe. 

weist der Zeiger mm. Wird m zu Null, 
so fallt der Mittelpunkt der Ellipse in den FuBpunkt von m. Die nach 
(373 b u. c) eingefiihrten Abkiirzungen ergeben die beiden Betrags-

gleichungen a2~ b = It I und a2: b = Iql 

und die beiden Drehergleichungen 

/y + (J = arct und /y - (J = arc q . 

Aus den beiden Betragsgleichungen finden wir fiir die Betrage der beiden 

Halbachsen a = (It I + IqJ)A, (373 e) 

b = (Itl-lqJ)A. (373 f) 

Aus den beiden Drehergleichungen errechnen wir fiir den Winkel y, um 
den die positive groBe Halbachse gegenuber dem unveranderlichen 
Zeiger m verdreht ist, das Ergebnis 

arc! - arcq 
y= 2 • 

Arbeitsart von Zweipolen und ZweipoIschaItungen. 

Was bedeutet Stromaufnahme und Stromabgabe1 

(373g) 

§ 38 

§ 381 

-.1) Jedem Zweipol fIieBt durch die eine Klemme so viel Strom zu, wie 
durch die andere wegfIieBt. Ein Zweipol nimmt demnach als Ganzes 
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§3S1.1 Sinusformig veriinderliche GroJ3en von Wechselstromkreisen. 

weder Strom auf, noch gibt er Strom abo Wenn man dennoch von eineItt 
Zweipol behauptet, er nehme Strom auf oder er gebe Strom ab, so meint 
man damit, er nehme elektrische Energie auf, oder er gebe elektrische 
Energie ab, und ersetzt bequemlichkeitshalber elektrische Energie durch 
das volkstumlichere Wort Strom. 

Aufnahme und Abgabe von Wirk- und Blind
leistung von Zweipplen und Zweipolschaltungen. 

§ 382 

Abb. 382 a. Darstellung des Zusammenhanges 
der Arbeitsart eines Zweipoles oder einer 
Zweipolschaltung mit der Phasenverschie
bung des Stromes gegeniiber der Klemmen
spannung. Der Klemmenspannungszeiger U 
ruht, die Lage desStromze!gers~list verander
lich. Das Verhaltnis der radialen Rohe der 
FIachenstiicke ist gleich dem Verbaltnis der 

Betrage von Wirk- und Blindleistung. 

Arbeitsart des Zweipoles oder der 
Zweipolschaltung 

-.1) Wir setzen voraus, daB von 
einem Zweipol oder von einer Zwei
polschaltung die Klemmenspannung, 
der Strom und die Phasenverschiebung 
bekannt sind. Diesen Angaben lie
gen im Sinne von § 231.1 und 
§ 231.4 fiir Klemmenspannung und 
Strom parallele Bezugssinne zu
grunde. Es hangt dann nach § 2421.4 
und§ 2422.2 nur von der Phasen
verschiebung cp ab, ob der Zweipol 
Wirkleistung und Blindleistung auf
nimmt oder abgibt. Die Ergebnisse 
sind in Abb. 382a und in der folgen
den Tabelle zusammenfassend dar
gestellt. Zwischen der Phasenver
schiebung und der Arbeitsal't besteht 
ein eindeutiger Zusammenhang. 

Stromes gegenuber der Stromes in 
Phasenverschie?ung des I Lage des 

Klemf:te~~:J'nung Quadrant 

Aufnahme von Wirkleistung und 
Abgabe von Blindleistung . . . 

0 
-270 

90 I 
-360 

Abgabe von Wirkleistung und 
Abgabe von Blindleistung .'. . 

Abgabe von Wirkleistung und 
Aufnahme von Blindleistung .. 

Aufnahme von Wirkleistung und 
Aufnahme von Blindleistung . . 

90 
-ISO 

ISO 
- 90 

270 
0 

ISO II 
-270 

270 III 
-ISO 

360 IV 
- 90 

-.2) Wahlt man im Sinne von § 231.4 fur Klemmenspannung und Strom 
fUr Energieverbrancher parallele, fiir Stromerzeuger dagegen gegen
parallele Bezugssinne, so treten keine Winkel mit Betragen uber 90° 
auf. Dafiir kommen die Winkel mit Betragen unter 90° zweimal vor. 
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Arbeitsarl von Zweipolen und Zweipolschaltlingen. § 382.2 

Es besteht dann kein emdeutiger Zusammenhang zwischen der Phasen
verschiebung und der Arbeitsart. 
-.3) Bei symmetrischen Dreipolen und Mehrpolen stimmt die Arbeitsart 
uberein mit der Arbeitsart eines Stranges. 

Die Angabe der Arbeitsart in der Praxis. § 383 
-.1) Um im praktischen Betriebe die Arbeitsart einer Maschine, eines 
Kraftwerkes oder eines uber eine Leitung angeschlossenen Partners fest
zustellen, verwendet man am einfachsten einen Wirkleistungsmesser 
(Kilowattm.eter) und einen Blindleistungsmesser (Kilovarmeter). Beide 
Instrumente weisen in der Mitte der Skala einen Nullpunkt und beispiels
weise rechts die Bezeichnung "Abgabe", links die Bezeichnung "Auf
nahme" auf. Man macht sich so von den Begriffen Phasenverschiebung 
und Leistungsfaktor vollstandig frei, was im Interesse einer einfachen 
Verstandigung liegt, die der Kraftwerksbetrieb erheischt 383a• 

-.2) Vorder Schaffung des Namens Blindleistung durch denAusschuB 
fur Einheiten und FormelgroBen bezeichnete man die Arbeitsart 
durch Angabe des Leistungsfaktors cosq; in Verbindung mit den Worten 
induktiv oder kapazitiv. Diese und der Leistungsfaktor bezogen sich 
nach einer stillschweigenden Vber
einkunft stets auf den Energie
verbraucher383b• Solange nur ein 
Energieverbraucher und ein Ener
gieerzeuger zusammen arbeiteten, 
genugten diese Angaben voll
standig. 

-.3) Bei gekuppelten Kraftwerken 
kommtesvor,daBeinKraftwerkA, 
das einem Kraftwerk B Energie 
lieferte, zum Bezug von Energie 
ubergeht und umgekehrt. Es wur
den fiir solche FaIle die Leistungs
faktormesser mit einer 360 0 umfas
senden Skalageschaffen. Abb.383a 
zeigt ein Ausfuhrungsbeispiel. Bei 
diesem ist der Winkel, um den der 

Abb. 383 a. Leistungsfaktormesser fiir gekuppelte 
Kraftwerke. Die Aufschriften "Leistungsauf· 
nahme" und "Leistungsabgabe" sind nicht bei 
allen Ausfiihrungen vorhanden. Der Instru· 
mentenzeiger entspricht dem Stromzeiger der 

Abb.382a. 

Instrumentenzeiger aus der senkrecht nach oben gerichteten Nullage 
abweicht, gleich dem Winkel, um den der Stromzeiger gegenuber dem 

383a Nach Kleiner, A.: Bull. schweiz. elektrotechn. Ver. 21 (1930) S. 743 und 
Elektrotechn. Z. 52 (1931) S.1337. 

383b Wenn der Energieverbraucher induktiv arbeitet, also Blindleistung auf
nimrnt, gibt der Erzeuger Blindleistung ab, arbeitet also selbst kapazitiv und urn
gekehrt. 
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§ 383.3 Sinusf6rmig veranderliche GraBen von Wechselstromkreisen. 

Spannungszeiger verdreht ist. Denkt man sieh den Spannungszeiger 
als senkreeht naeh oben weisend, dann stellt del' Instrumentenzeiger 
bezuglieh del' Lage den Stromzeiger dar. Die Skala wird allgemein 
nieht mit den Werten des Winkels q;, sondern seines Kosinus besehriftet. 
Den Angaben del' unteren Skalenhalfte kommt somit eigentlieh das 
negative Vorzeiehen zu. Das trotzdem angewendete · positive Vorzeiehen 
laBt sieh nul' so reehtfertigen, daB man naeh § 3334.7 oben eosq; und 
unten eosq;* ansehreibt, daB man sieh also oben auf das Kraftwerk 
bezieht, in dem das Instrument steht, unten dagegen auf den ange
sehlossenen Partner. Die Angaben "Leistungsaufnahme" und "Leistungs
abgabe" gelten abel' einheitlieh fUr das Kraftwerk, in dem das Instrument 
aufgestellt ist. Die Bezeiehnungen "induktiv" und "kapazitiv" beziehen 
sieh dagegen immer auf den Energieverbraueher; im unteren Teile als 
auf den Partner, im oberen auf das Kraftwerk. 

-.4) Wendet sieh die Ubertragungsriehtung del' Wirkleistung, wahl' end 
del' Partner unverandert Blindleistung aufnimmt, so bewegt sieh del' 
Zeiger beispielsweise yom Quadranten II in den Quadranten I. Del' 
Zeiger, del' auf "induktiv" deutete, weist dann auf "kapazitiv" und 
tauseht somit einem Uneingeweihten eine Veranderung del' Blind
leistungsubertragung vor. Es ergeben sieh so MiBverstandnisse, die man 
naeh § 383.1 dureh Verwendung eines Wirk- und Blindleistungsmessers 
leieht vermeiden kann. 

Darstellung des Luftspaltfeldes elektrischer Maschinen § 39 
durch veranderliche komplexe ErsatzgroBen nnd Zeiger. 

Darstellung raumlieh sinusformig verteilter Felder 
dureh komplexe ErsatzgroBen und Zeiger. 

§ 391 

-.1) Wir setzen vorans, daB die Luftinduktion langs del' Umfangsriehtung 
del' Bohrung del' Masehine sinusformig vel'teilt und in del' Riehtung del' 

o.r 

:c 

Abb. 391 a. Bild eines in der Umfangsrichtung der Statorbohrung 
einer elektrischen Maschine sinusfCirmig verteilten Luftspaltfeldes. 

Welle del' Masehine 
uber die ganze Lange li 
konstant ist. li heiBt 
im Elektl'omasehinen
bau ideelle Feldlange. 
Wir denken uns nun 
naeh Abb.391 a ein Ko
ordinatensystem mit 
den Aehsen Bx und x 

eingefUhrt. Dabei ist i die Polteilung del' Masehine. Sie miBt langs des 
Bohrungsurofanges die halbe Wellenlange del' Induktionskurve. Die langs 
des Urofanges gemessene Kool'dinate eines Punktes des Ankerurofanges 
heiBt x. Bx ist die Induktion in del' Mantellinie mit del' Koordinate x. 
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Darstellung des Luftspaltfeldes elektrischer Maschinen. § 39I.l 

Del' Winkel 1fJ ist die Anfangsphase 391 a del' Induktion. Es gilt dann del' 

Ansatz (:n: ) 
Bx = B cos x ~ + 1fJ . (39Ia) 

-.2) In § 312 und in § 322 wurde gezeigt, wie Kosinusfunktionen del' 
Veranderli.chen wt durch Zeiger und komplexe ErsatzgroBen dargestellt 
werden konnen. Jene Betrachtungen sind unabhangig von del' Be
zeichmmg und von del' Bedeutung del' Veranderlichen. Sie gelten un
verandert auch dann, wenn wir als Veranderliche statt des del' Zeit t 

proportionalen Winkels w t den del' Lange x proportionalen Winkel ~ x 
r 

verwenden. Wir konnen somit und wollen auch GroBen, die in Funktion 
einer Raumkoordinate harmonisch schwingen, durch komplexe Ersatz
groBen und Zeiger ersetzen. Da es sich hier insbesondere um magnetische 
Felder handelt, bei denen man allgemein nicht mit den Effektivwerten, 
sondern mit den Scheitelwerten rechnet, wollen wir diese flIT die Betrage 
del' komplexen ErsatzgroBen und Zeiger verwenden. Die Induktion 

Bx = B cos ( x -~ + 1fJ) 

geht somit uber in die komplexe ErsatzgroBe 

(391 b) 

die durch- einen entsprechenden Zeiger veranschaulicht werden kaun. 

Wechselfeld und Drehfeld. § 392 

-.1) AlsWechselfeld wird das inAbb.391a dargestellteFeld dann be
zeichnet, wenn es eine stehende Welle ist, wenn es sich also an allen Orten 
in Funktion del' Zeit gleichphasig sinusformig 
andert. Fiir seinen Augenblickswert an del' Stelle x 
zur Zeit t finden wir durch Erweiterung von (391 a) 

Brt=Bcos(x: +1fJ)cos(wt+rp). (392a) 

Stellen wir nach § 391.2 B cos(X : + 1fJ) durch 

den Zeiger ?B dar, so gehort zu B Xt del' Zeiger 

?Bt = ?Bcos(wt + rp). (392b) 

Die. Abb. 392a zeigt einen Augenblickswert von 
?Bt . V ollstandig kann diesel' nul' durch eine zeit

Pa 
Abb. 392a. Zeichnerische 
Darstellung eines Wechsel
feldes durch einen puisieren
den Zeiger i8t. - Die Spitze 
des Zeigers schwingt sinus
fiirmig z"isehen den End-

lagen P, nnd P,. 

liche Bilderfolge, also beispielsweise kinematographisch, abgebildet 
werden. 

391a Hierunter verstehen wir in Analogie mit § 213.2 die Phase fiir x = o. 
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§ 392.2 SinusIormig veranderliche GroGen von WechseIstromkreisen. 

-.2) Nach (131g). konnen wir 

Iwt + cp+L-wt - cp = 2cos(wt + cp) 

schreiben und erhalten so aus (392b) 

I mt = i Iwt + cpm + i I-wt - cpml· (392 c) 

Darin sind die beiden Summanden veranderliche komplexe Ersatz
groBen konstanten Betrages. Sie sind zeichnerisch darstellbar durch zwei 

Abb. 392 b. Zerlegung eines 
pulsierenden Zeigers in seine 
entgegengesetzt umlaufenden 

Ferraris-Komponenten. 

rotierende Zeiger unveranderlicher Lange. Von 
ihnen dreht der erste mit der Winkelgeschwin
digkeit w nach links, der zweite mit der Win
kelgeschwindigkeit -w, also nach rechts. Zu 
Ehren von Galileo Ferraris 392 a bezeichnet 
man die beiden Summanden als Ferraris
kom ponen ten von mt • In Abb. 392b ist 
ein Augenblicksbild der in (392c) ausgedriick
ten Zerlegung gezeichnet. 

-.3) Einer Verdrehung eines Zeigers um 
den Winkel +2n entspricht fiir die durch 

ihn dargestellte ortliche Sinuswelle eine Verriickung um die Wellen
lange 21' in Richtung der x-Achse. Den Winkeln wt + cp und -wt - cp 
der beiden rotierenden Zeiger entsprechen demnach die Verriickungen 

(wt + cp) 2.. und -(wt + cp) !.... der durch sie abgebildeten ortlichen 
:n :n 

Sinuswellen der Luftspaltinduktion. Die Verriickungen selbst wachsen 

proportional mit der Zeit, die Verriickungsgeschwindigkeit betragt w2.. 
:x 

fUr die eine und - w 2.. fiir die andere Welle. Mit der Freq uenz 1 = w /2 n 
:n 

erhalten wir fiir die Geschwindigkeiten 21'1 und -21'1. Wegen der 
Konstanz des Betrages der beiden rotierenden Zeiger ist die Gestalt der 
beiden Wellen von der Zeit unabhangig. Solche mit konstanter Ge
schwindigkeit und unveranderlicher Gestalt umlaufende Luftspaltfelder 
bezeichnet man als Drehfelder. Entsprechend der Zerlegung eines 
pulsierenden Zeigers in zwei entgegengesetzt umlaufende Zeiger kann 
man ein Wechselfeld durch zwei entgegengesetzt umlaufende Drehfelder 
ersetzen, deren Scheitelwerte halb so groB sind wie der groBte Scheitel
wert des Wechselfeldes. 

Elliptische Drehfelder. § 393 

-.1) Wir wollen nun das Feld untersuchen, das durch Uberlagerung von 
n gleichfrequenten Wechselfeldern gleicher Wellenlange entsteht. Dabei 

392a Galileo Ferraris erzeugte im Jahre 1885 aIs erster aus zwei Wechsel· 
feldern ein I>rehfeld. 
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Darstellung des Luftspaltfeldes elektrischer Maschllen. §393.1 

sollen diese n Wechselfelder beliebig am Statorumfang einer elektrischen 
Maschine verteilt und gegeneinander beliebig zeitlich phasenverschoben 
.sein. Die gegebenen Wechselfelder lassen sich durch Zeiger von der Form 

~1t = ~l cos (cot + £PI)' ~2 = ~2 cos(wt + £P2)' ... (393a) 

darstellen. Zerlegen wir jeden dieser pulsierenden Zeiger nach § 392.2 
in seine Ferraris-Komponenten, so erhalten wir n positiv rotierende, 
linkslaufige Drehzeiger von der Form 

~1Lt= !Iwt + £PI ~l> ~2Lt = !Iwt + £P2 ~2' ... 

und n negativ rotierende, rechtslaufige Drehzeiger von der Form 

~lRt =! I-wt - £PI ~l' 

Wegen der Frequenzgleichheit der ursprunglichen Wechselfelder haben 
aIle linkslaufigen Drehzeiger dieselbe Winkelgeschwindigkeit. Man kann 
sie daher summieren und erhii.lt so einen resultierenden linkslaufigen 
Drehzeiger B Lt' Es wird 

n n 

~Lt = 2) Iwt + £Pn ~n = Iwt l:! l£Pn ~n' 
n=l n=l 

Fassen wir zur Abkiirzung die ruhenden Bestandteile zusammen, so wird 

. n 

~L = 2'! l£Pn ~n (393 b) 
n=l 

und wir erhalten (393c) 

Ebenso finden wir fiir die Summe der rechtslaufigen Drehzeiger einen 
resultierenden rechtslaufigen Drehzeiger 

~Rt = l-wt~R (393d) 
mit 

n 

~R=l:!/-£Pn~n (393e) 
n=l 

-.2) Aus diesen beiden resultierenden Drehzeigern setzt sich der das 
endgiiltige Feld darstellende Zeiger ~t zusammen. Es wird 

~t = Iwt~L + l-wt~R' 
Klammern wir ~ L aus, so erhalten wir schlieBlich 

l~t=(~+~~)~LI· (393f) 

Der Quotient der komplexen Induktionen ~R und ~L ist eine komplexe 
Zahl. Durch Vergleich mit (373d) erkennen wir, daB (393f) eine Ellipse 
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§393.2 Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder fUr Scheinwiderstande. 

darstellt. Es werden m = 0, t = 1, q = 'i8R /'i8L , P = wt, m = 'i8L • Der 
das gesuchte Luftspaltfeld darstellende Zeiger beschreibt demnach mit 
seiner Spitze eine Ellipse, deren Mittelpunkt in seinen FuBpunkt fallt. 
Das Feld selbst wird als elliptisches Drehfeld bezeichnet. 
-.3) Finzi 393 a hat gezeigt, daB der Zeiger'i8t in gleichen Zeiten gleiche 
Flachen bestreicht. Seine Winkelgeschwindigkeit ist somit dort groB, 
wo sein Betrag klein ist und umgekehrt. Das elliptische Drehfeld lauft 
demnach mit periodisch schwankender Umlaufsgeschwindigkeit und 
weist dabei - bei konstanter Wellenlange - eine in der Rohe ebenfalls 
periodisch. schwankende Gestalt auf. Es ist eine Uberlagerung von zwei 
entgegengesetzt umlaufenden Drehfeldern, deren Scheitelwerte ver
schieden sind. Wird der Scheitelwert des einen Drehfeldes zu Null, so 
degeneriert das elliptische Drehfeld in ein gewohnliches kreisformiges 
Drehfeld. Sind die beiden Scheitelwerte einander gleich, so degeneriert 
es in ein Wechselfeld. Es kann auch als Uberlagerung eines Wechsel
feldes und eines Drehfeldes aufgefaBt werden, wenn man 

'i8t = /wt('i8L - 'i8R ) + /wt'i8R + /-wt'i8R 

schreibt. Daraus wird namlich nach (I3Ig) 

'i8t = /wt ('i8 L - 'i8R ) + 2 cos wt 'i8R • 

Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder 
"fur Scheinwiderstande und Scheinleitwerte. 

(393g) 

§4 

-.1) Ersetzt man eine Gleichung zwischen harmonischen Schwingungen 
nach der Regel von § 322.4 durch eine komplexe Gleichung, so treten 
darin komplexe GroBen von verschiedenen Bedeutungen auf 4a. Die 
einen vertreten harmonische Schwingungen (z. B. Spannungen und 
Strome), die anderen enthalten die Leiterkonstanten (z. B. Widerstand, 
Induktivitat) und die Kreisfrequenz. Man nennt sie Operatoren 
(§ 322.5). Ihnen sind die folgenden Unterabschnitte gewidmet. 

Der komplexe Scheinwiderstand. § 41 

-.1) Der Name Scheinwiderstand ist eine Verdeutschung des Wortes 
Impedanz, das fruher allgemein gebraucht wurde. Es leitet sich ab 
vom lateinischen Zeitwort impedire, das auf Deutsch verhindern, 
hemmen bedeutet. Zur Bezeichnung des Scheinwiderstandes sind die 
Buchstaben Z und Rs gebrauchlich 41a. Um den prinzipiellen Unter-

393. Arch. Elektrotechn. 22 (1929) S. 576. 
4a Beispielsweise enthalten (3331 b) und (341 d) die beiden verschiedenen 

Arten von komplexen GroBen. 
41. Den Festsetzungen der IEC. entspricht nur Z., siehe: International 

Electrotechnical Commission: Letter Symbols, Publication: 27. Zu beziehen 
durch: General Secretary of the I. E. C., 28, Victoria Street, London S.W. 1. -
Elektrotechn. Z. 35 (1914) S.689. 
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Der komplexe Scheinwiderstand. §41.1 

schied gegeniiber dem mit R bezeichneten (Ohmschen) Widerstand her
vorzuheben, wird nachfolgend ausschlieBlich der Buchstabe Z verwendet. 

-.2) Der Scheinwiderstand eines Zweipoles oder einer Zweipolschaltung 
ist diejenige GroBe, mit der man den Effektivwert I des durchflieBenden 
Stromes multiplizieren muB, um den Effektivwert U del' Klemmen
spannung zu erhalten. Es gilt somit die Definitionsgleichung 

(41 a) 

-.3) Del' ko mplexe Scheinwiderstand oder del' Impedanzope
rator 3 eines Zweipoles odeI' einer Zweipolschaltung ist diejenige kom
plexe GroBe, mit del' man den komplexen Strom S' multiplizieren muB, 
um die komplexe Klemmenspannung U zu erhalten. Es gilt somit die 
Defini tionsgleich ung 

(41 b) 

-.4) Ersetzen wiT in (41 b) U undS' nach (321c) durch die Effektivwerte U 
und lund durch die Anfangsphasen CPu und CPi' 16sen wiT ferner nach 3 
auf, so wiTd U /'Pu 

3 = Ifrp;' 
Hieraus wird nach (134m) 

U 
3 = T /Cf!u - Cf!i' (41 c) 

Del' komplexe Scheinwiderstand erscheint hier als komplexe GroBe in 
del' Kennellyschen Form (§ 1241.6). Schreiben wir allgemein 

3=13IjrpJj, (41 d) 

so finden wir, daB del' Betrag 13 I gleich ist dem in (41 a) definierten 
Scheinwiderstand Z. Es ist somit 

181 =Z. (41 e) 

FUr die Phase CPs finden wir unter Berlicksichtigung der in (213i) ge
gebenen Definition del' Phasenverschiebung CPU;}' die del' Strom gegen
libel' del' Spannung aufweist, 

(41£) 

Dabei ist CPU;} nach § 312.2 del' Winkel, del' yom Zeiger von U bis zum 
Zeiger von S' fiihrt. Die Phase des komplexen Scheinwiderstan
des ist entgegengesetzt gleich del' Phasenverschiebung des 
Stromes gegeniiber del' Klemmenspannung. 

-.5) Als komplexe GroBe kann man.8 auch auf die gewohnliche Form 
umschreiben. So wird nach (122b) 

3 = Zw + jZb 41b. (41g) 
41 b Zw und Z. stehcn hier fiir Zx und Zy. Die Indexe w und b erinnern an 'Virk

und Blindwiderstand (§ 54). 
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§ 41.5 Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder fiir Scheinwiderstande. 

Dabei fiihrt del' Realteil Zw den Namen Wirkwiderstand odeI' Re
sistanz, del' Imaginarteil Zb 41c heiBt Blindwiderstand odeI' Re
aktanz. Zwischen Zw, Zb und CPs bestehen die in § 1241 erwahnten Be
ziehungen. 

-.6) Besteht eine Zweipolschaltung nach Abb. 41 a in einer Reilienschal
tung eines Widerstandes, einer nur Induktivitat aufweisenden Drossel
spule und eines nul' Kapazitat enthaltenden Kondensators, so ist die 
Klemmenspannung U del' Schaltung bei geeigneter Wahl del' Bezugs-

u,~ sinne gleich del' Summe del' Spannungen der 
.Jln~n~L einzelnen Zweipole (§ 233.2). Es wird 
-uuuu-- u uu U ----..-- U = UR + UL + Uc . 

u; ut ue" 
Abb. 41a. Wahl der Bezugssiuue 
in einer Reihenschaltung eines 
Widerstandes, einer Drosselspule 

Fiir die drei Teilspannungen finden wir nach 
(3321 b), (3322f) und (3323b) 

und eines Rondensators. UR - R 3, UL =iwL3 und Uc= -i w10 3 . 

Durch Einsetzen und Ausklammern wird die Klemmenspannung 

U = (R + i(wL - w1o))3. 
Vergleichen wir dieses Ergebnis mit (41 b), so finden wir fiir den kom
plexen Scheinwiderstand del' Reilienschaltung 

8=R+i(WL- W
I
O)' 

Nach (4Ig) wird der Wirkwiderstand 

und del' Blindwiderstand 
Zw=R 

1 
Zb = wL- wO' 

(41h) 

(41 i) 

(41k) 

Je nach den Werten von w, Lund C wird Zb entweder positiv oder 
negativ. Del' Blindwiderstand dieser Zweipolschaltung ist damit von 

del' Frequenz f = 2w abhangig. 
n 

Der komplexe Scheinleitwert. § 42 

-.1) Del' Name Scheinleitwert ist eineVerdeutschung des Fremdwortes 
Admittanz. Dieses leitet sich von dem lateinischen Zeitwort admittere 
ab, das auf Deutsch zulassen, einlassen bedeutet. Zur Bezeichnung des 
Scheinleitwertes dienen die Buchstaben Y und Gs ' Nachstehend wird 
ausschlieBlich der Buchstabe Y verwendet. 

-.2) Der Scheinleitwert Y eines Zweipoles odeI' einer Zweipolschaltung 
ist diejenige GroBe, mit del' man den Effektivwert U der Klemmen-

41 C Statt Zb wird haufig X geschrieben. 
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Der komplexe Scheinleitwert. §42.2 

spannung multiplizieren muE, um den Effektivwert 1 des durehflieBenden 
Stromes zu erhalten. Der Seheinleitwert ist somit die zum Seheinwider
stand reziproke GroBe. Es gilt somit auBer der Definitionsgleiehung 

(42a) 

noeh die Gleiehung 

(42b) 

-.3) Der komplexe Seheinleitwert oder der Admittanzope
rator ID eines Zweipoles oder einer Zweipolsehaltung ist diejenige 
komplexe GroBe, mit der man die komplexe Klemmenspannung U 
multiplizier!'ln muB, um den komplexen Strom S' zu erhalten. Es ist 
somit der komplexe Seheinleitwert die zum komplexen Seheinwider
stand reziproke GroBe, und es gilt auBer der Definitionsgleiehung 

(42e) 

noeh die Gleiehung 

1 ID ~ I· (42d) 

-.4) Ganz gleieh wie in § 41.4 fUr den komplexen Seheinwiderstand, 
findet man fUr den komplexen Seheinleitwert die Gleiehungen 

I 
ID = U /fPi - fPu, 

ID = I ID I /fP~)l 
IIDI = Y, 

I rrW = fPU;j /. 

(42e) 

(42£) 

(42g) 

(42h) 

Die Phase des komplex en Seheinleitwertes ist gleieh der 
Phasen versehie bung des Stromes gegen ii ber der Klemmen
spannung. 

-.5) Als komplexe GroBe kann man auch ID auf die gewohnliehe 
Form umsehreiben. So wird 

(42i) 

Der Realteil Yv; heiBt Wirkleitwert oder Konduktanz, und der 
Imaginiirteil Y b wird Blindleitwert oder Suszeptanz genannt. 

-.6) Besteht eine Zweipolsehaltung naeh Abb. 42a aus einer Parallel
sehaltung eines Widerstandes, einer nur Induktivitiit aufweisenden 
Drosselspule und eines nur Kapazitiit enthaltenden Kondensators, so ist 
naeh der Knotenregel (§ 232) der gesamte Strom S' bei geeigneter Wahl 
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§ 42.6 Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder fUr Scheinwiderstande. 

der Bezugssinne gleich der Summe der Strome der einzelnen Zweipole. 
Es wird 

FUr die drei Teilstrome finden wir nach (33211», (3322f) und (3323b) 

Abb. 42a. Wahl des Bezugs
sinnes in einer Paralielschaltung 

. eines Widerstandes, einer Dros
selspule und eines Kondensators. 

~ lU vR= R ' 
~ . 1 U vL = -1 wL ' 00= jwOU. 

Durch Einsetzen und Ausklammern wird der 

Strom 0 = (~ + j(wO - :L))U. 
Vergleichen wir dieses Ergebnis mit (42c), 
so finden wir fUr den komplexen Scheinleit-

wert 1.( 1) ID = R + J W 0 - wL . (42k) 

Nach (42i) wird hieraus der Wirkleitwert 

und der Blindleitwert 

1 
Yw= R (421) 

(42m) 

Die Veranschaulichung komplexer Scheinwiderstande 
und Scheinleitwerte durch Zeiger. 

§ 43 

~.1) In den nachfolgenden Abschnitten werden wir zur Hauptsache nul' 
komplexe Scheinwiderstande erwahnen. FUr die komplexen Scheinleit

!I 
werte gilt alles ganz entsprechend. Man 
braucht in den sich ergebenden Formeln 
lediglich die Buchstaben 2 und Z durch 
die Buchstaben ID und Y zu ersetzen. 

~.2) Nach § 126 kann man jede komplexe 
GroBe nach Wahl eines passenden MaB
stabes durch einen Zeiger veranschau
lichen. Der Betrag wird durch die Lange 
des Zeigers dargestellt, die Phase wird 

---1\:-----i~;::-.pJ.-.......,.-:r:~ unmittelbar durch den Winkel wieder

Abb. 43 a. Komplexer Scheinwiderstand, 
Klemmenspannung und Strom der in 
Abb. 3331 c behandelten Luftdrossel
spule. Willkiirllchist '1'u=-45° gewahlt. 
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gegeben, um den der Zeiger aus der Real
achse verdreht ist. Wirkwiderstande 
werden durch Zeiger dargestellt, die zur 
Realachse parallel sind. Die den Blind
widerstanden entsprechenden. Zeiger 
stehen dagegen senkrecht zu ihr. Wie 
in § 126.7 und § 331.2 beschriften wir 
die Zeiger mit den Zeichen der darge
stellten GraBen, also mit 2, Zw, jZb' Da-



Veranschaulichung komplexer Scheinwiderstande durch Zeiger. § 43.2 

bei ist es notwendig, den MaBstab M z separat anzugeben. Abb.43a 
zeigt ein Beispiel. Zur Veranschaulichung von (41£) sind darin auch 
noch del' Klemmenzeiger U und del' Stromzeiger S' eingetragen. 

Die Addition von komplexen Scheinwiderstiinden 
und Scheinleitwerten. 

§ 44 

-.1) Es soll der komplexe Scheinwiderstand einer Zweipolschaltung (odeI' 
eines zusammengesetzten Zweipoles) bestimmt werden, wenn diesel' aus 
einer Reihensehaltung von n Zweipolen besteht, deren komplexe Schein
widerstande 81' 82' 82' ... 8n gegeben sind. Wir wahlen fUr aIle fort
laufende Bezugssinne. Es wird dann 

FUr die resultierende Klemmenspannung U wahlen wir einen Bezugssinn, 
zu dem die Bezugssinne del' einzelnen Zweipole parallel sind. Naeh 
§ 233.2 wird dann 

Ersetzen wir aIle Spannungen naeh (41 b) dureh den zu bestimmenden 
und die bekannten komplexen Seheinwiderstande, so erhalten wir 

Kurzen wir noeh dureh S', so wird 

(Ma) 

Del' komplexe Seheinwiderstand einer Reihensehaltung von Zwei
polen ist gleieh del' Summe del' komplexen Seheinwiderstande del' ein
zelnen Zweipole. 

-.2) Mit einer genau entspreehendenAbleitung findet man: Del' komplexe 
Seheinleitwert einer Parallelsehal tung von Zweipolen ist gleieh del' 
Sum me del' komplexen Seheinleitwerte del' einzelnen Zweipole. Es wird 

(44b) 

-.3) Man addiel't komplexe GraBen, indem man ihre Realteile und ihre 
Imaginarteile addiert (§ 131). Fur die l'eehnerisehe Summation von 
komplexen Seheinwiderstanden und Seheinleitwerten sind daher die 
einzelnen Summanden in del' gewahnliehen Form anzugeben. Wir er
halt en dann 

3 = (ZWI + ZW2 + Zw, + ... + ZWn) + j(Zb1 + Zb, +Zb3 + ... + Zbn)' (Me) 
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§ 44.4 Komplexe GIeichungen und Zeigerbilder fUr Scheinwiderstande. 

-.4) Wir kannen komplexe GraBen auch addieren, indem wir die sie ver
anschaulichenden Zeiger geometrisch addieren (§ 131). Fur die zeich

1cm£JIOlJ 

nerische Durchfiihrung der 
Konstruktion ist es gleich
giiltig, ob die darzustellen
den GraBen in gewahnlicher 
oder in der Kennellyschen 
Form gegeben sind. Diese 
Methode erspart demnach 
die fiir die Rechnung notwen
dige Umwandlung in die ge
wahnlicheForm. DieAbb.44a 

Zw :c veranschaulicht die zeich-

Abb. 44a. Zeichnerische Addition der drei komplexen 
Scheinwiderstande 2, = (21 + j17)!:!, 2, = 25/45°!J 
und 23 = (12 - j20)£J. Als Ergebnis liest mailab 

2 = (50,6 + j14,6)!:!. 

nerische Addition von drei 
komplexen Scheinwider
standen. 

Die Reziprokaddition von komplexen Scheinwiderstanden 
und Scheinleitwerten. 

§ 45 

-.1) Es solI der komplexe Scheinwiderstand 2 einer Zweipolschaltung 
bestimmt werden, wenn diese aus zwei parallel geschalteten Zweipolen 
besteht, deren komplexe Scheinwiderstande 21 und 22 gegeben sind. 
Es ist maglich, diese AUfgabe dadurch zu lOsen, daB man aus den koni
plexen Scheinwiderstanden 21 und 22 nach (42d) die komplexen Schein
leitwerte SJh und ID2 berechnet, daraus nach (44 b) den komplexen Schein
leitwert ID der Parallelschaltung ermittelt und hieraus schlieBlich wieder 
nach (42d) den gesuchten komplexen Scheinwiderstand 2 bestimmt. 
Diese mehrfachen Umrechnungen sind ziemlich unbequem. Dieser Weg 
solI deshalb nur so weit beschritten werden, als er zu einer Formel 
fiihrt, die den komplexen Scheinwidel'stand del' Pal'allelschaltung direkt 
zu bestimmen gestattet. 
-.2) In Befolgung des oben angegebenen Verfahl'ens erhalten wir nach 
(42d) I I 

IDl = 21 und ID2 = 22' 
N ach (44 b) wird daraus 

. I I 
ID = 21 + 22' 

Nach (42d) ergeben sich hieraus die Fol'meln 

(45a) 

oder 
(45b) 

140 



Die Reziprokaddition von komplexen Scheinwidersti1nden. § 45.2 

Die Zusammenfassung von zwei komplexen GroBen nach (45a) oder 
(45b) bezeichnet man als ihre Reziprokaddition. Der Name erklart 
sich durch die Form von (45a). Es folgt somit, daB der komplexe Schein
widerstand einer Parallelschaltung von zwei Zweipolen gefunden 
werden kann, indem man die komplexen Scheinwiderstande der einzeInen 
Zweipole reziprok addiert. Sind mehr als zwei Zweipole parallel ge
schaltet, so faBt man zuerst zwei davon zusammen, kombiniert den ge
fundenen komplexen Scheinwiderstand mit dem komplexen Schein
widerstand eines dritten Zweipoles usw. 

-.3) Soll der komplexe Scheinleitwert einer Reihens ch al tung von zwei 
Zweipolen bestimmt werden, von denen die komplexen Scheinleitwerte 
bekannt sind, so kommt man mit einer der vorhergehenden genau ent
sprechenden Ableitung wieder auf die in (45a) und (45b) enthaltenen 
RegeIn. Es ist nur der Buchstabe Z durch den Buchstaben Y zu er
setzen. Nachstehend wird im Text ausschlieBlich von Scheinwider
standen gesprochen. Alles gilt sinngemaB auch fiir Scheinleitwerte. 

-.4) Sind die reziprok zu addierenden Scheinwiderstande in den gewohn
lichen Formen Z1W + iZlb und Z2W + iZ2b gegeben, so finden wir durch 
Einsetzen in (45b) und durch Ausrechnen und Ordnen den etwas um
standlichen Ausdruck 

.8 = ZlW(Z:W +Z:b)+Z2W(ZlW +Zlb)2 + .Zlb(Z2W +Z2b)2+Z2b(ZlW +Zlb? (45) 
(ZlW+ Z2W)2 + (Zu+ Z.b)2 1 (ZlW+ Z2W)2 + (Zu+ Z2b)2' c 

Sind dagegen die beiden komplexen Scheinwiderstande in den Ken
nellyschen Formen Zt!qJl und ZdqJ2 gegeben, so wird 

.8 - Zl Z2 I + - t Zlsin'Pl+Z2sin'P2 (45d) 
- JI Z~ + 2 Zl Z2 cos ('P2 - 'PI) + Z~ qJ1 fJJz arc g ZI cos 9'1 + Z2 cos 'P2 • 

Liegen schlieBlich die beiden komplexen Scheinwiderstande sowohl in 
der gewohnlichen als auch in der Kennellyschen Form vor, so wird 

(45e) 

Jede dieser drei FormeIn bedingt zeitraubende Rechnungen mit groBen 
Irrtumsmoglichkeiten, so daB das Interesse fiir graphische Losungen 
begreiflich ist. 

Zeichnerische Reziprokaddition von komplexen § 451 
Scheinwiderstanden und Scheinleitwerten. 

-.1) Dividieren wir (45b) durch .81 und setzen wir zur Abkiirzung 

.81 + .82 = .8', (451 a) 
so erhalten wir 

.8 .82 
.82 .8' 

(45lb) 
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§ 451.1 Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder fur Scheinwiderstande. 

oder nach (134e) unter Verwendung der Kennellyschen Form 

Z Zlj' Z jrp - rp2 = Z' rpI - rp . 
2 

(451 c) 

Die links des Gleichheitszeichens stehende komplexe GroBe ist der rechts 
stehenden nur dann gleich, wenn sowohl die Betrage, als auch die Phasen 
1I einander je gleich sind 

81 

(§ 1241.8). Aus (451c) 
erhalten wir deshalb 
die beiden Gleichungen 

Z Zl d 
Z2 = Z' , (451) 

rp-rp2=rpI-rp'. (451e) 

Diesen beiden Glei-
Abb. 451 a. Zeichnerische Ermittlnng von .3 = .3.87.3~' . 

Es wird 'P - <P. = 'PI - rp' und II = IX gemacht. 
chungen geniigen in 
Abb. 451 a die zwei 

Dreiecke, die einerseits zwischen 21 + 22 und .81 'und anderseits zwi
schen .82 und.8 liegen, wenn man ihre Winkel je einander gleichmacht. 

1I Dann sind es namlich ahnliche 
Dreiecke, in denen sich die Seiten 
wie die Sinusse der ihnen gegen
iiberliegenden Wihkel verhalten. 

-.2) Wir kommen auf die folgende 
Konstruktionsvorschrift. Man er-

-~:E-------""---!---:!:' mittel t 21 + .82 a us .81 und .82 
rJ: und konstruiert zu dem zwi-

schen .81 +.82 und .81 liegen
den Dreieck ein ahnliches 
Dreieck, das als Seiten.82 und 

Abb. 451 b. Zum Beweis der Richtigkeit der \) a ufweist. Falls es bequemer Konstruktion nach § 451.3. v 
ist, kann man ebensogut das zu 

dem zwischen .81 + .82 und .82 liegenden ahnliche Dreieck zwischen 
.81 und .8 ermitteln 451a. 

-.3) Stehen insbesondere .81 und .82 aufeinander senkrecht, dann ist .8 
das Lot auf die Verbindungslinie der Endpunkte von .81 und .82' Nach 
unserer Konstruktion istnamlich in Abb. 451 b P = IX. Nun gilt aber 
tgy = ZI/Z2 sowie tglX = ZI/Z2' Es ist auch y = IX, und somit wird 

y = p, 
d. h. der Punkt .8 liegt auf der Geraden durch .81 und .82' 

451& Eine weitere Konstruktion wurde von H. Rukop angegeben, siehe Arch. 
Elektrotechn. 21 (1928/29) 443. Sie wird erwahnt in Fraenckel, Allred: Theorie 
der Wechselstrome, 3. Auf I., S.46. Berlin: Julius Springer 1930. 
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Die Reziprokaddition von komplexen Scheinwiderstiinden. 

Zeichnerische Reziprokaddition von komplexen 
Schein widerstanden und Scheinlei twerten 
gleicher odeI' entgegengesetzter Phase. 

§452 

§ 452 

-.1) Liegen die 21 und 22 veranschaulichenden Zeiger in einer geraden 
Linie, so versagen die Konstruktionen von § 451. FUr diese Faile muE 
daher ein besonderes Verfahren begriindet werden. 

-.2) Multiplizieren wir (45b) mit 21 + 22' so wird 212 + 222 = 2122 
odeI' 212 = 22(21 -,8), und hieraus folgt 

(452 a) 

Hieraus erhalten wir nach (134e) unter Verwendung del' Kennellyschen 
Form 

Z2 Z1 
-z = /CfJ2 - CfJ = 121 _ 31 /CfJ1 - arc (81 - ,8) . 

Hieraus folgen die Gleichungen 

Z2 Z1 
Z 1&-=--31' 

CfJ2 - CfJ = CfJ1 - arc (21 - 2)· 

(452 b) 

(452c) 

(452d) 

Beide sind in den in Abb.452a dargestellten Konstruktionen erfiillt. 

1/ !! 

Abb. 452 a. Zeichnerische ErmittJung von 3 = 2:·~~B2 ' wenn die Phasen von 3, und 3, gIeich 

oder entgegengesetzt gIeich sind. 

Uber 21 und 22 liegen gleichseitige Dreiecke. Es ist daher AB = Zl 
und 00 = Z2' Es wird (452c) durch 

DC AB 
Z -121-21 

Geniige geleistet, und (452d) wird durch CfJ2 = CfJ und CfJ1 = arc (21 - ,8) 
erfiillt. 
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§ 5 Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder fur LeistungsgroBen. 

Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder 
fiir LeistungsgroBen. 

§5 

-.1) Wir setzen im ganzen Abschnitt aIle Spannungen und Strome als 
harmonische Schwingungen voraus. 

Die komplexe Bereehnung der Leistungsgro.Ben eines Zweipoles. § 51 

-.1) Nachstehend wollen wir solche Gleichungen fiir die verschiedenen 
LeistungsgroBen aufstellen, in die die in § 31 eingefiihrten komplexen 
Spannungen und Strome unmittelbar eingesetzt werden konnen. 

Die komplexe Berechnung der Wirkleistung § 5U 
eines Zweipoles. 

-.1) Ist ({I = CPi - CPu die Phasenverschiebung, die der Strom eines Zwei. 
poles gegeniiber der Klemmenspannung aufweist (§ 213.4), so finden wir 
nach (2421 d) fiir die aufgenommene Wirkleistung dieses Zweipoles 

N w = UICOS(CPi- CPu). (511 a) 
Nach (131g) gilt 

2 cos (CPi - CPu) = / <Pi - <pu + / - <Pi + lfJu' 
Damit wird 

N w = U I hi - !p" + / -!Pi + !P ... 
2 

Nach (133b) erhalten wir hieraus 

U I hi / -!P .. + U I / -!Pi /!p" N w = --- ---. 
2 

Fuhren wir die komplexe Spannung 

U = U /lfJu 
und den komplexen Strom 

(551 b) 

(511 c) 

(5Ud) 

ein, so gilt nach § 125.2 fiir die konjugiert komplexe Spannung 

und fiir den konjugiert komplexen Strom 

f5 = I /-lfJi' 

Fiir die Wirkleistungsaufnahme erhalten wir damit aus (511 b) 

I -. ft~+U~ I Nw - 2 .' 

(511 e) 

(5U f) 

(5U g) 

Trotz der in der Gleichung vorkommenden komplexen GroBen ist 
Nw wie in (5Ua) eine reelle GroBe. 
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Die komplexe Berechnung der LeistungsgroBen eines Zweipoles. ~ 512 

Die komplexe Berechnung der Blindleistungs- § 512 
abgabe eines Zweipoles. 

-.1) Fur die abgegebene Blindleistung eines Zweipoles finden wir aus 
(2422a) und (213i) 

Nach (132m) gilt 

j 2 sin(lPi - lPu) = IlPi -~u- - L -lPi + lPu· 

Damit finden wir analog wie in § 511.1 

I - U0 - U31 Nb - 2j . 

(512a) 

(512b) 

Trotz der in der Gleichung auftretenden komplexen GraBen ist naturlich 
N b noch immer reell. 

Die komplexe Scheinleistung eines Zweipoles. 

-.1) Unter Verwendung der Scheinleistung 

Ns = UI 

finden wir nach (511 a) fur die Wirkleistungsaufnahme 

N w = Ns COS(lPi - lPu) 

und nach (512a) fiir die Blindleistungsabgabe 

Nb=Nssin(lPi-lPu)· 

§ 513 

(513a) 

(513b) 

(513c) 

Diese Gleichungen lassen folgende Darstellung des Zusammenhanges del' 
drei LeistungsgraBen zu. Fassen wir fur ein geradlinig rechtwinkliges 
Koordinatensystem die Wirkleistungsaufnahme N w als Abszisse und 
die Blindleistungsabgabe Nb als Ordinate eines Punktes del' Zeichnungs
ebene auf, so sind die Scheinleistung Ns als· Betrag und die Phasen
verschiebung lPi - lPu als Winkel die Polarkoordinaten dieses Punktes. 
Nun ordnet man dem Punkt selbst die als komplexe Schein
leistung SJC8 bezeichnete komplexe GraBe zu. Es gelten dann die De
finitionsgleichungen 

(513d) 

und 

(513e) 

Ersetzen wir in (513d) N w und Nb nach (511g) und (512b), so erhalten 
wir fiir die komplexe Scheinleistung 

(513f) 
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§ 52 Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder fiir LeistungsgroBen. 

Die komplexe Scheinleistung von Zweipolschaltungen. § 52 

-.1) Die Begriffe Wirkleistungsaufnahme, Blindleistungsabgabe, Schein
leistung und komplexe Scheinleistung haben wir bisher (§§ 2421 ... 2423, 
511 ... 513) nur fiir einzelne Zweipole erkHirt. Jetzt wollen wir sie auf 
Zweipolschaltungen erweitem. 

Die komplexe Scheinleistung eines zusammen
gesetzten Zweipoles. 

§ 521 

-.1) Ein Zweipol weise die Anfangsklemme A und die Endklemme B auf. 
Seine komplexe Klemmenspannung sei U, sein komplexer Strom sei 3. 
Dieser Zweipol AB sei aus n Teilzweipolen AlB!, A 2 B2 , ••• zusammen-

gesetzt, die in irgendeiner 
Schaltung, z. B. nach 
Abb. 521 a, miteinander ver-

~ einigt sind. Es mogen da
bei auch gegenseitige Induk
tivitaten vorkommen. Der 
Strom 3 besteht auch in den Abb. 521 a. Beispiel eines aus n Teilzweipolen zusaro

roengesetzten Zweipoles .A B. 

Leitungen, die von auBen 
an die Klemmen A und B angeschlossen sind, und zwar bei A mit einem 
nach A hinweisenden und bei B mit einem von B wegweisenden Bezugs
.sinn. Die Strome 3, 31' 32"'" 3n hangen nach der Knotenregel 
(§ 232) zusammen. Die Wirbel des elektrischen Feldes seien in induzierten 
Spannungen der Teilzweipole (§ 224.4) berucksichtigt. Die Klemmen. 
spannungen U1 , U2 , ... Un der Teilzweipole sind dann durch die Maschen
regel (§ 233.1) verknupft, und die Klemmenspannung U ist die resul
tierende Klemmenspannung (§ 233.2). Die komplexen Scheiilleistungen 
der einzelnen Teilzweipole nennen wir ~Sl' ~82' •••• 

-.2) Wir wollen nun die Summe dieser komplexen Scheinleistungen be
rechnen. Nach (513f) wird 

~Sl + ~82 + ... + ~8n = U1 31 + U232 + ... + Un3n. (521 a) 

Da das elektrische Feld dank der Einfuhrung entsprechender induzierter 
Spannungen als wirbelfrei betrachtet werden darf, konnen wir die 
Klemmenspannungen nach (2145a) durch Potentialdifferenzen ersetzen. 
Wir legen in jedem Teilzweipol durch die Anfangspunkte AI' A 2 , ••• , An 
und durch die Endpunkte BI , B 2 , ••• , Bn Bezugssinne fest. Ersetzen 
wir auch die Potentiale nach § 322.4 durch komplexe GroBen, so wird 

Kehren wir in allen diesen Gleichungen die Vorzeichen der Imaginar
teile um, so .gehen aIle komplexen GroBen in die zu ihnen konjugiert 
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Die komplexe Scheinleistung von Zweipolschaltungen. § 521.2 

komplexen GroBen iiber (§ 125), die Gleichungen bleiben aber erhalten. 
Wir erhalten so 

iiI = ~Al- ~B" ll2 = ~A2 - s,i3B" ... , 11n = s,i3An -s,i3Bn' (521 b) 

Aus (521a) wird damit 

91s1 + IJ}S2 + ... + SJC Sn = s,i3A,0I + ~A202 + .. , } 
+ I,l5nn0n - I,l5B,01 - ~B202 - ... - ~Bn0n' 

(521c) 

-.3) Wir betrachten nun einen beliebigen Knotenpunkt K der Schal-
tung, in dem die Zweipole ex + 1 ... ex + I~ + 'jJ zusammenstoBen. 
Fiir die ~ Zweipole ex + 1, ex + 2, ... , ex + ~ sei K der Anfangspunkt 
und fUr die 'jJ Zweipole ex + ~ + 1, ex + Itt + 2, ... , ex + ~ + 'jJ sei K 
der Endpunkt. Die entsprechenden Itt + 'jJ Summanden von (521c) 

weisen alle dasselbe konjugiert komplexe Potential ~K auf. Wir klam
mern es aus den ~ + 'jJ Summanden aus und erhalten fiir sie 

\)} ('" + '" + + '" ~ '" ~) 1-'K <\50:+1 '50:+2 . . . <\5<>:+li - '50:+1,+1 - <\5"'+,u+2 - ••. - >JO:+,u+,' • 

Fiir die If Strome 0a+!, 00:+2' ' .. , 0<x+.u ist K der Anfangspunkt. 
Ihr BezugsRinn lauft somit vom Knotenpunkt weg. Umgekehrt lauft 
der Bezugssinn fiir die 'jJ Strome 0",+,u+!, 0<>:+1,+2' . , ., ;J",+.u+1' zum 
Knotenpunkt hin. Nach der Knotenregel erganzen sich somit die in 
der Klammer stehenden Strome zu Null. Die III + 'jJ Summanden er
geben somit die Summe Null. 

-.4) Diese Uberlegungen stellen wir fiir jeden Knotenpunkt an, der im 
Innern des zusammengesetzten Zweipoles liegt. Fiir jeden wird die 
Stromsumme Null. Es bleiben dann nm jene Summanden iibrig, die 
zu den Punkten A und B gehoren. Klammern wir die konjugiert kom-- -
plexen GroBen ~A und I,l5B aus, so sind diese mit Stromen multipliziert, 
die nach del' Knotenregel fiir A gleich 0 und fUr B gleich -- 0 werden. 
Wir erhalten somit 

- -
SJCs, + SJCS2 + ... + 9csn = 1,l5A. S' - I.J3B0· 

Ersetzen wir die Potentialdifferenz durch die Klemmenspannung, so wird 

SJCS1 + SJC 82 + ... + SJCSn = ll0 . 
Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber das, was wir nach (513f) als 
komplexe Scheinleistung SJCs des Zweipoles AB zu bezeichnen haben. Es 
wird somit 

(521 d) 

Die komplexe Scheinleistung eines zusammengesetztenZwei
poles ist gleich del' Summe del' komplexen Scheinleistungen 
seIner Zweipole. Die Schaltung del' Zweipole ist ohne EinfluB. 
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§ 522 Komplexe Gleiehungen und Zeigerbilder fUr LeistungsgroBen. 

Die komplexe Scheinleistung eines Vielpoles § 522 
und eines Netzes von Vielpolen. 

-.1) Eine Schaltung von Zweipolen, die durch mehr als zwei Klemmen 
(Pole) begrenzt ist, bezeichnen wir als Vielpol. Beispielsweise sind mit 
Drehstrom gespeiste Objekte Dreipole. Sie gehoren damit zum Begriff 
der Vielpole. Ein ganzerEinphasentransformator ist ein Vierpol, ein 
dreieck-stern-geschalteter Dreiphasentransformator mit herausgefiihrtem 
Nulleiter ist ein Siebenpol. 

-.2) Die komplexe Scheinleistung eines Vielpoles definieren wir in Ana
logie zur komplexen Scheinleistung eines zusammengesetzten Zweipoles 
wie folgt: Die komplexe Scheinleistung eines Vielpoles ist die Summe der 
komplexen Scheinleistungen der zusammengesetzten Zweipole, aus denen 
er besteht. Bei einem Einphasentransformator wird diese Summe bei
spielsweise im allgemeinen kleiner als die komplexe Scheinleistung der 
Primarseite allein oder der Sekundarseite allein. Beriicksichtigen wir 
noch, daB nach § 521.4 die komplexe Scheinleistung jedes der zusammen
gesetzten Zweipole gleich der Summe der komplexen Scheinleistungen 
der einzelnen Teilzweipole ist, so gilt der Satz: Die kom plexe Schein
leistung eines Vielpoles ist gleich der Summe der komplexen 
Scheinleistungen der einzelnen Teilzweipole, aus denen er 
besteht. 

~.3) Wir wollen nun noch ein abgeschlossenes Netz von Vielpolen be
trachten, beispielsweise ein vollstandiges Dreiphasen-Vierleiter-Netz. 
Driicken wir die Summe der komplexen Scheinleistungen wie in § 521.2 
mit Hille der konjugiert komplexen Potentiale aus, so erganzen sich wie 
in § 521.3 die zu jedem Knotenpunkt gehorenden Summanden zu Null. 
Ein solches Netz weist aber nur Knotenpunkte und keine Pole mehr 
auf. Es verschwinden daher aIle Summanden. Es gilt somit die 
Gleichung 

(522a) 

wenn man iiber aIle Teilzweipole summiert. Die Wirk- oder die 
Blindleistung, die von Zweipolen eines in sich geschlossenen 
Netzes aufgenommen wird, muB von den andern Zweipolen 
des N etzes a bgege ben werden. Es ist dies der Satz von Boucherot. 

Die Veransehauliehung der komplexen Seheinleistung 
dureh Zeiger. 

§ 53 

-.1) Nach § 123 und § 126 veranschaulichen wir die komplexe Schein
leistung 918 = N w + iNb mit Hille des MaBstabes M\JI,53a durch einen 

bSa Werden x Watt dureh die Lange 1 em dargestellt, so gilt naeh (243a u. b) 

M _~_ em _~ 
~ \JI, - x VA - x W - x Var . 
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Veranschaulichung der komplexen Scheinleistung durch Zeiger. § 53.1 

Zeiger. Er falit je nach den Werten von N w und Nb in irgendeinen der 
vier Quadranten. Verwenden wir zur Kennzeichnung del' V orzeichen 
von N w und Nb die in § 2421.4 8/intl/eisttlngwirtlabgegeben 

und § 2422.2 eingefiihl'ten Worte A-b kVar 

"aufnehmen" und "abgeben", so 
erhalten wir dasinAbb. 53adar-
gestellte Koordinatensystem. ~ 

~ 
1il> 

~.2} WirwollennunnochdenZu- ~ 

sammenhang des Scheinleistungs- l 
zeigers eines Zweipoles mit dem ~ 

Klemmenspannungszeiger U und 1 
dem Stromzeigel' S' untel'suchen. ~ 
Die Phase ({JfJI, del' komplexen 
Scheinleistung ist nach (513 e) 

JIf 1fT 

gleich der Phasenverschiebung 
({Ji - ({Ju' die der Strom des Zwei
poles gegeniiber del' Klemmen
spannung aufweist (§213.4). Nun 
ist diese Phasen verschie bung nach 

8/indleisltlng wirtl otlf!Jenommell 
Abb. 53 a. Koordinatensystem fiir die Veran
schanlichung der komplexen Scheinleistung eines 
Zweipoles. Eingezeichnet ist der der komplex en 
Scheinleistung 540 kW -i360 kVar cntsprechende 

§ 312.2 gleich dem Winkel ({JuS', urn den der 
Stromzeiger S' gegeniiber dem Klemmen
spannungszeigel' U verdreht ist. Es gilt 
somit 

(53b) 

Diese Ubereinstimmung erleichtert das 
Aufzeichnen von Scheinleistungsbildern 53c. 

Abb.53b veranschaulicht den Zusammen
hang. Legen wir den Klemmenspannungs
zeiger in die Abszisse, so haben der Schein
leistungszeiger und der Stromzeiger dieselbe 
Richtung. 

Der Zusammenhang zwischen 
den Komponenten der Spanmmg, 
des Stromes, des Scheinwiderstandes, 

§ 54 

Zeiger. 

Abb. 53 b. Der Scheirtleistungs
zeiger cines Zweipoles ist gegen
iiber der Realachse um ebenso
viel nnd in derselben Richtung 
verdreht, wie del' Stromzeiger 
gegeniiber dem Klemmenspan-

llungszeiger. 

des Scheinleitwertes und der Scheinleistung eines Zweipoles. 

~.1) 1st U = U /({Ju die komplexe Klemmenspannung eines Zweipoles, del' 
den komplexen Scheinwiderstand .8 aufweist und den komplexen Strom 

53b Man beachte den Unterschied gegenuber (41£) und die Ubereinstimmung 
mit (42h). 

53 C Die Ubereinstimmung geht zurUck· auf die Definitionen (2421 d) und 
(2422a). Sie deckt sich mit Empfehlungen einer Subkommission der Intematio
nalen Elektrotechnischen Kommission. Elektrotechn. Z. 55 (1934) S. 189. 
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§ 54.1 Komplexe Gleichungen und Zeigerbilder fUr LeistungsgroBen. 

'Jm fUhrt, so gilt 11 = 2'J (§ 41.3). Die konjugiert komplexe'Span
nung 11 erhalten wir, indem wir bei jedem neben j stehenden Zahlenwert 
das Vorzeichen vertauschen (§ 125). Man kann sich durch Ausmultipli-

zieren leicht davon iiberzeugen, daB wir 11 = ,8 § schreiben diirfen. 

Setzen wir 2 = Zw + jZb an, so wird 2 = Zw - jZb. Damit bekommen 
wir - - -

U = Zw'J + jZb'J und 11 = ZW'J - jZb'J. (54 a u. b) 

Mit (54b) errechnen wir dann fiir die komplexe Scheinleistung nach 
- -

(513f) ~8 = Zw'J'J - jZb'J'J und hieraus nach (133k) 

~8 = ZwI2 - jZbI2. (54c) 

Da Real- und Imaginarteil der komplexen Scheinleistung die Wirk
leistungsaufnahme N w und die BlindleistlingsabgabeNb sind (§ 513), er
halten wir schlieBlich 

(54d u. e) 

-.2) Der Zw'J darstellende Zeiger ist parallel zum Zeiger von 'J, wogegen 
der jZb'J darstellende Zeiger dazu senkrecht steht, was Abb. 54a ver

y 

Abb. Ma. Zerlegung des Spannungszeigers U 
und des Stromzeigers 3' in die Wirk- und 

Blindkomponenten. 

anschaulicht (§324). Man bezeichnet 

llw = Zw'J (54 f) 

als Wirkkomponente der kom
plexen Spannung oder als komplexe 
Wirkspannung und ebenso 

Ub = jZb'J (54 g) 

als Blindkomponent~ der kom
plexen Spannung oder als komplexe 
Blindspannung. Fiir (54a) kon
nen wir dann schreiben 

(54 h) 

Wiirde ein Koordinatensystem vor
liegen, dessen Realachse die Richtung des Zeigers von 'J hatte, dann 
waren ZwI und ZbI die Projektionen von 11. Wir bezeichnen 

U w = ZwI und Ub = ZbI (54i und k) 

als ZaJ:llenwerte54a der komplexen Wirk- und der komplexen Blind
spannung. FUr (54a) erhalten wir dann 

11= Uw/CfJi+ jUb/CfJi. (541) 

Anderseits konnen wir (54d u. e) iiberfiihren in 

(54m u. n) 
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Zusammenhang zwischen den Komponenten. § 54.3 

-.3) Unter Verwendung des komplexen Scheinleitwertes IlJ = Yw + jYb 

erhalten wir 0 = IlJ U und damit 

und (540 u. p) 

Zerlegen wir nun den Stromzeiger in bezug auf den Zeiger von Abb. 54a 
in zwei zueinander senkrecht stehende Komponenten 0w und 0b' so 
erhalten wir eine Wirkkomponente des komplexen Stromes odeI' 
einen komplexen Wirkstrom und eine Blindkomponente des kom. 
plexen Stromes, einen komplexen Blindstrom. Fur die Zahlen
werte 54a des komplexen Wirk- und des komplexen Blindstromes er
halten wir 

und (54q u. r) 
und damit 

und (54s u. t) 

-.4) Nun erklaren sich die Namen der Komponenten und die Indexe w 
und b. Die flir die Wirkleistung maBgebenden Komponenten der kom
plexen Spannung, des komplexen Stromes, des komplexen Scheinwider
standes und des komplexen Scheinleitwertes sind deren Wirkkompc
nenten, ebenso sind deren Blindkomponenten maBgebend flir die Blind
leistung. 

Die komplexe Bcrcchmmg del' Kraft odeI' des Drehmomentes § 55 
stromdurchflosscncr Spulen. 

-.1) Fiir die Kraft P und das Drehmoment illd haben wir in § 244.5 
Formeln aufgestellt, die die Effektivwerte II und 12 del' Strome del' 
beiden Spulen und ihre Phasenverschiebung enthielten. Wir konnen 
flir P und Md auch solche Gleichungen aufstellen, in die die komplexe 
Form del' Strome unmittelbar eingesetzt werden kann. Analog wie wir 
in § 511.1 (511 a) in (511g) uberfiihrten, erhalten wir aus (244e u. f) 

(55a) 

und 

(55b) 

54a Als Effektivwerl ist I nur positiver Werle fahig. Da Zw und Zb positiv 
oder negativ sein k6nnen, ist dies auch fur die Zahlenwerte U w und Ub der Fall. 
Ebenso k6nnen auch die Zahlenwerle Iw und h positiv oder negativ sein. 
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§ .. 6 

VbllDgsbeispiele. 

Ulmngsbeispiele. 

Die eingepragte Spannung ist eine wirklich vorhandene 
physikalische GroBe. 

§6 

§ 601 

-.1) A ufg abe. Es sind 100 gleiche galvaruscheElemente mit 100 gleichen 
Verbindungsstucken zu einem in sich geschlossenenRing vereiriigt. Je 
die Plusklemme des vorangehenden ist uber ein Verbindungsstuck an 
die Minusklemme des nachfolgenden Elementes angeschlossen. Der 
Widerstand eines Verbindungsstuckes und der innere Widerstand eines 

U1 u Elementes sind bekannt. Welche Spannung 
~t--:I,,-* miBt ein Voltmeter, wenn es an zwei belie-

// z ~ """ bige Klemmen angeschlossen wird? 
I \ -.2) Losung. Die Abb.601a veranschau-
I \ licht die Schaltung, erklart die verwendeten 
I I Bezeichnungen und zeigt die eingefiihrten 
\ J Bezugssinne. Der ganze Ring setzt sich aus 
\ J 100 gleichen Teilen zusammen, die je aus 

\ / Elementen und aus einem Verbindungs-
',- / stuck bestehen. Wegen der vorhandenen 

--_/ Gleichheit haben die verschiedenen GroBen 
Abb. 601 a. Hundert in Reihe ge
schaltete Elemente. - u. = Klem
menspaunung eines Elementes, 
u, = Klemmenspannung eines Ver
bindungsstiickes, i = Strom, Rj 
= innerer Widerstand eines Ele
mentes, R. = Widerstand eines 

Verbindungsstiickes. 

in allen Teilen denselben Wert. 

-.3) Nach der Maschenregel (§ 233.1) er
halten wir mit den gewahlten Bezugssinnen" 

U 1 +U2 +U1 +U2 +'" =0. 

Die Summanden u l und U 2 treten je 100mal auf. Es wird somit 

lOOUI + lOOu2 = 0 
oder 

(601 a) 

Wird das Voltmeter an zwei aufeinanderfolgende Plusklemmen an
geschlossen, so miBt es die Spannung U I + U 2 • Diese wird nach (601a) 
zu Null. SchlieBt man es dagegen an zwei aufeinanderfolgende Minus
klemmen an, so miBt es die Spannung U 2 + U 1 • Diese wird ebenfalls 
zu Null. Da n . 0 = 0 ist, zeigt das Voltmeter rue Spannung an, wenn 
man es an zwei beliebige gleichnamige Klemmen legt. 

~.4) Nun bleibt noch zu bestimmen, was das Voltmeter miBt, wenn man 
es an ungleichnamige Klemmen anschlieBt. Von einer Plusklemme zur 
darauffolgenden Minusklemme besteht die Spannung U 2 des Verbin
dungsstuckes. Fur sie liefert das Ohmsche Gesetz (§ 221) 

(601 b) 

l'iir den unbekannten Strom liefert das Element eine weitere Gleichung. 
Seine Klemmenspannung u l ist die Summe seiner inneren Spannungen 
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Eingepragte Spannung. § 601.4 

(§ 231.3). Als solche treten auf die eingepragte Spammng ue 60la und 
die Ohmsche Spannung ue = Rii. Damit wird 

U 1 = U e + Rii. ( 601 c) 

Eliminieren wir aus den drei Gleich~gen U 1 und t, so wird 

-u 
u2 = R. + R Rv' (601 d) 

, v 

Durch Elimination von U 2" und i finden wir dagegen 

U e R 
U 1 = Ri + Rv V· 

(601 e) 

SchlieBt man das Voltmeter an ungleichnamige Klemmen an, indem man 
es an das Element odeI' an das Verbindungsstuck legt, so miBt es hin
sichtlich des Betrages beide Male dieselbe Spannung, es wechselt nul' 
das Vorzeichen. Auch zwischen beliebigen ungleichnamigen Klemmen 
treten keine anderen Spal1l1ungen auf. Damit ist die Aufgabe ge16st. 

-.5) Das Ergebnis macht man sich am besten mit Hille des Potential
begriffes klar. 1st p _ das Potential del' Minusklemme (dicker Strich) 
eines Elementes, so finden wir nach (2145a) fUr das Potential del' Plus

klemme (dunner Strich) p+ = p_ + u1 • (601£) 

Das Potential del' darauffolgenden Minusklemme ist 

p- + u 1 + u2 

und in Berucksichtigung von (601 a) somit wieder p _. Del' Potential
anstieg, den das Element bewirkt, wird aufgehoben durch den Potential
abfall liings des Verbindungsstuckes. AIle gleichnamigen Klemmen 
haben somit gleiches Potential. 

Die induzierte Spannung (odeI' die induzierte elektro
motorische Kraft) ist im Gegensatz zur eingepragten 
Spannung lediglich eine RechnungsgroBe. 

§ 602 

-.1) Aufgabe. Urn das Joch eines in Betrieb befindlichen Einphasen
transformators ist ein in sich geschlossener Drahtkreis geschlungen. Er 
besteht aus zwei aneinanderge16teten, je 1,2 m langen Drahtstiicken 
aus Kupfer und Manganin, die je 1 mm2 Querschnitt aufweisen. Del' 
Transformator fiihrt einen sinusformig veranderlichen 1nduktionsfluB, 
des sen Scheitelwert 5· 106 Maxwell und dessen Frequenz 50 Hz betriigt. 
Welche Spal1l1ungen messen zwei an die beiden Lotstellen angeschlossene, 
hochohmige Voltmeter, wenn die Zuleitungen des einenlangs des Kupfer
drahtes und die Zuleitungen des andern liings des Manganindrahtes 
verlegt sind ? 

60'" Zieht man Yor, mit d~r eingepragten elektromotorischen Kraft zu rechnen, 
so ist in den nachfolgenden Gleichungen ~te dUTch - e zu ersetzen. 
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§602.2 Ubungsbeispiele. 

-.2) Losung. Die Sachlage ist in Abb. 602a veranschaulicht. Wegen 
des hohen Widerstandes der Voltmeter darf der von ihnen gefiihrte 

Abb. 602a, Einphasen-Transformator 
mit KurzschluJ3windung. - Der vor
dere Draht besteht aus Kupfer, der 
hintere aus Manganin. Es bedeuten 
R. den Widerstand des Kupfer- und R, 
den Widerstand des Manganindrahtes, 
i den Strom in der Drahtschleife, 
u. und u, die an den Voltmetern be
stehenden Spannungen und <P, den 

InduktionsfluJ3. 

Strom neben dem Strom in der Draht
schleife vernachlassigt werden. Ferner 
mage nur im Eisen des Transformators 
ein magnetisches Feld vorhanden sein, so 
daB das elektrische Feld in der Umgebung 
des J oches als wirbelfrei betrachtet wer
den darf. Der durch diese V oraussetzung 
bedingte Fehler vermag das Ergebnis 
nicht in spiirbarer Weise zu beeinflussen. 

-.3) Fiir die aus den beiden Drahtstucken 
bestehende Masche setzt sich die Umlauf
spannung aus den Ohmschen Spannungen 
des Kupferdrahtes und des Manganin
drahtes zusammen, es wird 

Nach dem InduktioLlsgesetz ist die Um
laufspannung gleich der negativen Ande
rungsgeschwindigkeit des mit ihrem Inte

grationsweg verschlungenen Induktionsflusses. In Anwendung von (224a) 
erhalten wir fur einen sinusfOrmig schwingenden FluB 

(Rl + R2)i = - :t qJsin(wt) 

und hieraus . ro<Pcos(rot) 
% = - RI + R2 . (602a) 

Die aus dem Kupferdraht und dem daneben liegenden Voltmeter ge
bildete Schleife liegt in einem wirbelfreien Gebiete. In ihr wird die 
Umlaufspannung Null. Wir erhalten 

U 1 - R1i = 0 

und hieraus unter Berucksichtigung von (602a) 

u1 = -wqJ cos(wt) RI!I R2 

Der Scheitelwert der V oltmeterspannung wird 

A "" RI 
U 1 = WY' RI + R2 ' 

und daraus ergibt sich fiir den Effektivwert, wenn wir noch die Kreis
frequenz w durch die Frequenz t ersetzen, 

154 

23f t"" RI 
U1 =-= Y'R+R' 1'2 1 2 

(602 b) 



Induzierte Spannung. § 602.3 

In del' aus dem Manganindraht und dem daneben liegenden Voltmeter 
gebildeten Schleife wird die Umlaufspannung ebenfalls Null. Wir er· 
halten dort 

und errechnen daraus wie yorher 

~t2 = -wtPcos(wt) Rl ;R2 

U2 = 2", ftP R2 

lJ2 R1 +R2 ' 

und 
(602 c) 

-.4) Rechnen wir mit einer Temperatur yon .50 0 C, so konnen wir den 

spezifischen Widerstand fUr Kupfer zu 0,021 Q mm2 und fiir Manganin 
Q 2 m 

zu 0,43 ~m ansetzen. Damit wird 
m 

R = 0021 n mm2 1,2 ill = 0025 Q 
1 , ill 1 mm2 , 

und 
R = 0 43 Q mm2 ~2 m_ = 0 -? Q 

2 , m 1 mm2 ,tI~ w. 

Durch Einsetzen in (602b) erhalten wir damit 

U 2n 50H - 106 M 0,025 Q 
1 = Jl2 z tI • 1 x «545 n . 

Beriicksichtigen wir noch, daB einer Voltsekunde 108 Maxwell ent· 
sprechen, so finden wir 

Ebenso erhalten wir 

U = ~.~ 50Hz 5 . 106 Mx ~2 Q 
2 Y2 0,545 n 

und durch Ausrechnen 

U1 und U2 sind die beiden gesuchten Spallllullgell. 

-.5) Wir kOllllen zur Losung del' Aufgabe aueh mit del' induziertell 
Spannung ~ti (§ 224.3) rechnen und in dem dureh ihre Einfiihrung ent
wirbelten Feld die Umlaufspannung del' aus den beiden D1'ahtstucken 
bestehenden Masche nach del' Masehenregel zu Null ansetzen. So e1'
halten wir 

Fiir die induzierte Spannung gilt naeh (224d) 

Ui = ;t tP sin (wt) . 

Fur den Strom i finden wir wieder (602a). Bei del' Ermittlung del' Volt
meterspannungen ist dallll die induziel'te Spallllung nicht zu beriick
sichtigen, da sie ja in Wirklichkeit nicht in den beiden,Drahtstucken 
sitzt. Sie kommt einer Masehe immer nur dann zu, wenn diese den 
InduktionsfluB umschlingt. Sie ist lediglich eine ReehnungsgroBe, del' 
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§ 602.5 Ubungsbeispiele. 

man sich dann zu bedienen hat, wenn man fUr eine mit einem "\Virbe]
gebiet verschlungene Masche die Umlaufspannung zu Null ansetzen will, 
wie wenn die Masche nicht mit dem Wirbelgebiet verschlungen ware. 

-.6) Del' in § 601.5 zur Erklarung zugezogene Begriff des Potentials ver
sagt in del' vorliegenden Aufgabe. 1st p das Potential del' unteren Lot
stelle, so weist die obere Lotstelle das Potential p - u1 auf, und fiir 
die untere Lotstelle wird schlieBlich das Potential auch p - u1 + u 2 • 

Durch Einsetzen ermittelt man hieraus als zweiten Wert des Potentials 
del' unteren Lotstelle p + w(/J cos(wt). Durch weitere Umlaufe findet 
man fiir das Potential del' unteren Lotstelle weitere Werte, die sich aIle 
um Vielfache von w(/J cos(wt) unterscheiden. Das Potential wird mehr
deutig und verliert damit seine Existenzberechtigung. 

Addition und Subtraktion von Wechselspannungen und 
Wechselstromen. 

§ 603 

-.1) A ufga be. An ein Drehstromnetz ist ein in Stern geschalteter Dreh
stromofen angeschlossen, del' pro Strang einen Strom von 9,12 A auf
nimmt. Nun wird noch ein einphasiger Of en angeschlossen, del' einen 
Strom von 5,26 A fiihrt. Wie groB sind die Strome in den drei Leitungs
strangen des Netzes? 

-.2) Zeichnerische Losung. Setzen wir aIle Spannungen und Strome 
als harmonische Schwingungen voraus, so konnen wir sie unter Wahl 

UtI- itt eines passenden MaBstabes durch Zeiger dar
stellen (§ 311, § 312). Del' gestellten Aufgabe 
entspricht das in Abb. 603a gezeichnete Schal
tungsschema. Wir fiihren Bezeichnungen ein, 
wahlen Bezugssinne und tragen sie in das 
Schaltungsschema ein. Die Strome i R, is und 
iT' von denen die Effektivwerte I R' Is und IT 
gesucht sind, wollen wir durch die Zeiger ~h, 
~s und ~T darstellen. Um diese zu finden, 

Abb. 603a. Drehstromofen nnd miissen wir aus del' Aufgabe die Konstruk
Einphasenofen, an ein Drell-

strO!!llletz angeschlossen. tionsvorschriften herauslesen. 

-.3) Fur die Augenblickswerte liefert die Knotenregel die Gleichungen 

iR = iu , is = iv + i und iT = iw - i. (603a, b u. c) 

Da iR und iu einander gleich sind, fallen die sie darstellenden Zeiger ~R 
und ~u zusammen. Der is darstellende Zeiger ~s ist durch geometrische 
Addition del' iv und i darstellenden Zeiger~v und ~ zu find en (§ 314.3). 
Ebenso findet man den iT darstellenden Zeiger ~T' indem man ~ und ~w 
geometrisch subtrahiert. Hiezu mussen erst die Zeiger ~u, 0'v und ~w 
vorliegen. Wir setzen voraus, daB del' yom Drehstromofen aufgenommene 
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Addition und Subtraktion von Wechselspannungen und Wechselstromen. § 603.3 

Strom symmetrisch ist, daB also die Effektivwerte del' Strome iu, iv 
und iw einander gleich sind und daB iv gegeniiber iu, sowie iw gegeniiber 
iv j e -120° Phasenverschiebung auf
weist. Wahlen wir den MaBstab 

M- = ~~, so erhalten wir drei Zeiger 

von je 2,28 cm Lange. Den Zeiger S'v 
zeichnen -wir in Abb. 603 b willkiirlich 1r:m,4'IA 

senkrecht nach oben. Die Richtung 
des Zeigers S'u konnen wir dann fin
den, indem ihm gegeniiber S'v um -120 ° 
(§ 112.4) verdreht sein muB. Ander
seits soll S'w gegeniiber S'v ebenfalls 
um -120 ° verdreht sein. Von dem 
Zeiger S' ist durch den MaBstab die 
Lange bestimmt, sie betragt 1,31 cm. 
Seine Richtung finden wir aus del' 
fi bId B d 1 Ab b. 603 b. Ermittlung der Stromzeiger 38 
J er egung, a zwischen er K em- und ;)T aus den Zeigern 3 v , ;)JV und ;). 

menspannung und dem Strom eines 
Widerstandes keine Phasenverschiebung besteht. Die Phasenverschie
bung des Stromes i gegeniiber dem Strome iv ist gleich del' Phasen
verschiebung del' Klemmenspannung u gegeniiber 
del' Klemmenspannung uv ' Zur Ermittlung del' 
letzteren liefert uns die Maschenregel (§ 232) die 
Gleichung u + U w - U v = 0, und daraus folgt 

(603d) 

Wir setzen fiir die Sternspannungen uu, Uv und 
U w Sy=etrie voraus. Die sie darstellenden Zei
ger Uu , Uv und Uw - denen wir in Abb. 603c eine Abb.603c. Ermittlung 

des Winkels a. 
beliebige Lange erteilen - liegen je parallel zu 
den Stromzeigern S'u, S'v und S'w. Den Zeiger U finden wir dann, in
dem wir Uw von Uv geometrisch subtrahieren. Del' Winkel IX miBt die 
gesuchte Phasenverschiebung. Wir konnen damit den Zeiger 0 aufzeich
nen und 08 und S'T finden. Ihre Langen entnehmen wir del' Zeichnung, 
sie betragen je 3,48 cm. Fiir die gesuchten Effektivwerte finden wir 
somit 

-.4) Rechnerische Losung. Als harmonische Schwingungen konnen 
wir aIle auftretenden Klemmenspannungen und Strome durch komplexe 
ErsatzgroBen wiedergeben. Wir verwenden wieder das in Abb. 603a ge
zeichnete Schaltungsschema mit den darin eingetragenen Bezeichnungen 
und Bezugssinnen. Es gelten wie vorher (603a, b, c, u. d) zwischen den 
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§ 603.4 Ubungsbeispiele. 

Augenblickswerten. Nach der Regel von § 322.4 finden wir daraus fUr 
die komplexen Ersatzgro.Ben 

0R = 0u, 08 = 0v + 0 und 0T = 0W - ~ (603e, f u. g) 
und 

U = Uv - Uw. (603h) 

Aus (603h) konnen wir die Phasenverschiebung lX finden, die die durch U 
wiedergegebene Klemmenspannung gegeniiber der durch Uv wieder
gegebenen und der durch 0 wiedergegebene Strom gegeniiber dem durch 
0v wiedergegebenen aufweist. Hierauf konnen wir dann 08 und 0T aus 
(603f u. g) berechnen. 

-.5) Da wir die Sternspannungen Uu , Uv und Uw als symmetrisch 
voraussetzen, gilt (§ 343) 

Uw = Uv /-120°. 
Damit wird 

U = Uv - Uv/-120°. 

N h (1241 ) h It . / 120° 1.1"3 d d . ac m er a en WIT -. = - 2 - J 2' un amlt 

U = Uv (: + j ~) . 
Der Drehstrecker (: + j r;) ist eine komplexe Zahl. Ihre Phase finden 

wir nach (1241c, d u. a). Es wird 

COSlX = V(:r + (~2 
Somit ist 

1 
2' 

3 
2 

Nehmen wir die Anfangsphase fPiv willkiirlich zu Null an, so wird nach 
(321c) und § 1241.7 

0v = Iv/.!E!y = 9,12 A. 

Fur den gegeniiber 0v um lX voreilenden Strom finden wir folglich 

0= 5,26 A/30°. 

Da wir 0u, 0v, 0T als symmetrische Sternstrome betrachten (§343), gilt 

0w = 0v/-120° = 9,12 A /-120°. 

Nach diesen Vorarbeiten finden wir aus (603f) 

08 = 9,12 A + 5,26 A /30 0 

und aus (603g) 
01' = 9,12 A [-120° - 5,26 A /30 0 • 
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Resultierender Strom eiuer Parallelschaltung. § 603.5 

Spalten wir die Dreher nach (I24Im) auf, so erhalten wir nach (I3Ia) 

3s = 13,68 A + j2,63A, 

3T= - 9,I2A - jIO,52A. 

FUr die gesuchten Betrage Is und IT erhalten wir schlieBlich nach (1241 a) 

Is = 13,92 A , 

I T = 13,92 A 

Aus (603e) finden wir mit Iu = 9,12 A 

IIR = 9,I2AI· 

Resultierender Strom einer Parallelschaltung. § 604 

-.1) Aufgabe. Eine Einphasendrosselspule, deren Blindleistung 8 kVar 
(§ 243.3) und deren Leistungsfaktor 0,2 betragt, ist an ein Wechselstrom-

Abb. 604 a. Drosselspule und Widerstand, par
allel an ein Einphasennetz angeschlosseu. 

netz mit der Frequenz 50 Hz und 
der Spannung 220 V angeschlossen. 
Parallel zur Drosselspule liegt ein 
Widerstand, der einen Strom von 
20 A aufnimmt. Welchen Strom fiihrt 
die Zuleitung, und wie groB ist seine 
Phasenverschiebung ~ 

u 

Abb. 604 b. Zeigerbild zu der in Abb. 604 a 
-.2) Losung. In der Abb. 604 a sind dargestellten Schaltung. 

die Schaltung und die gewahlten 
Bezugssinne und Bezeichnungen enthalten. Liegt eine eisenhaltige 
Drosselspule vor, so wird auch bei sinusformiger Klemmenspannung der 
Strom nicht sinusformig sein. Wir mussen ihn indessen als sinusformig 
voraussetzen, wenn die gemachten Angaben zur Losung der Aufgabe 
ausreichen sollen. Schon die Frage nach der Phasenverschiebung weist 
auf die V oraussetzung der Sinusform hin. 

-.3) FUr den gesuchten Strom 3liefern die Knotenregel (§ 232) und die 
Regel von § 322.4 die Beziehung 

3 = 3D + 3R, (604 a) 

nach der in Abb. 604b das Zeigerbild konstruiert ist (§ 324). Der Strom-
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§ 604.3 Obungsbeispiele. 

zeiger 3R ist nach Betrag und Richtung bekannt, wenn der Klemmen
spannungszeiger U zur Orientierung benutzt wird. Den Stromzeiger 3D 

haben wir dagegen erst zu ermitteln. 

-.4) Durch die Angabe des Leistungsfaktors der Drosselspule ist die Ver
drehung ({JD von 3D gegeniiber U bestimmt. Es ist cos({JD = 0,2. Da 
in einer Drosselspule der Strom gegeniiber der Klenimenspannung nach
eilt (§ 3332), kommt fiir ({JD nur ein negativer Wert in Frage. In einem 
beliebigen MaBstab errichten wir ein rechtwinkliges Dreieck, dessen mit 
dem Spannungszeiger zusammenfallende Kathete den Wert 0,2 und 
dessen Hypotenuse den Wert 1 hat. Die Hypotenuse legt dann den ge
suchten Winkel ({JD fest. Da die Blindleistung der Drosselspule bekannt 
ist, laBt sich nach (54t) der Betrag der Blindkomponente 3Db des 
Stromes 3D berechnen. Man erhalt 

1
0< 1 = 8 kVar = 8 ·IQOOVA = 36 36A . 
0Db 220 V 220 V ,. 

Als Blindstrom einer Drosselspule weist 3Db gegeniiber der Klemmen
spannung eine Phasenverschiebung von -90 0 auf und liiBt sich damit 
aufzeichnen. Eine Parallele zum Zeiger U schneidet die Dreieckhypo
tenuse im Endpunkt des gesuchten Stromzeigers 3D' 

-.5) Der Strom 3R liegt in Phase zur Klemmenspannung U. Wir reihen 
ihn an 3D an und erhalten so nach (604a) den gesuchten Stromzeiger 3. 
Unter Beriicksichtigung des MaBstabes entnehmen wir dem Zeigerbild 
den Betrag des resultierenden Stromes. Wir finden 

'I = 45,6AI. 

Fiir die Phasenverschiebung lesen wir ab 

1,37 em 
cos<p = 2,28 em = 0,602, 

,----, 
und damit wird ,({J = -53 0

'. Der in der Zuleitung flieBende Strom 
betragt 45,6 A und eilt der Spannung urn 53 0 nacho . 

Loschdrosselspule von Petersen. § 605 

-.1) Aufgabe. WelcheBedingungbesteht fiirdieBemessung derLosch
drosselspule von Petersen? 

-.2) Losung. Die Abb. 605a veranschaulicht die Schaltung der Losch
drosselspule und zeigt die eingefiihrten Bezeichnungen und Bezugssinne. 
Ein Strang einer Fernleitung und die Erde bilden die Belage eines Kon
densators. Bei geeigneter Verdrillung der Leiter einer Drehstromfern
leitung sind die Kapazitaten, die die drei Strange gegen Erde aufweisen, 
einander gleich. Fiir eine angenaherte Behandlung des ErdschluB
problems denken wir uns diese Kapazitaten in einem Punkt konzen-
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Loschdrosselspule von Petersen. § 605.2 

triert, und wir vernachlassigen die im Zuge der Leitung liegenden Wider
stande und Induktivitaten sowie die Ableitungen und die zwischen den 
Leitern vorhandenen Kapazitaten 605a. 

-.3) Hat einer der drei Leitungsstrange ErdschluB, so ist er iiber einen 
zusatzlichen Zweipol, dessen komplexer Scheinwiderstand ,8 sein moge, 
mit der Erde verbunden. In I? 

Abb.605a ist ein ErdschluB J' 

des Stranges T angenommen. n.t 
1st der Sternpunkt des das ..,yl 

~-;---+--~----r-T 

Netz speisenden Generators L-~I----.J 

oder Transformators unmittel
bar geerdet, so besteht langs 

. ~ ~ 

der ErdschluBverbindung die 
Abb. 605 a. tJber eine Loschdrosselspule L geerdetes 

Sternspannung UT • Es ent- Drehstromnetz. - Die Erdkapazitiiten der Leitungs· 
strange sind durch die Kondensatoren 0 schematisch 

steht nach (41 b) in ihr ein dargestellt. Rechts besteht eine ErdschluB bedingende 
Verbindung zwischen dem Strang T und der Erde. 

ErdschluBstrom 0=UTI,8, der , 
durch Lichtbogenbildung die Unterbrechung des Erdschlusses erschwert. 
1st der Sternpunkt des Netzes dagegen iiberhaupt ni.cht geerdet, so 
andern sich beim Auftreten eines Erdschlusses die von der Erde bis zu 
den Leitungsdrahten bestehenden Spannungen so weit, bis die von den 
Erdkapazitaten gefiihrten Strome 00R' 0os' 00T und der ErdschluB. 
strom 0 der Knotenregel geniigen. 

-.4) Erdet man den Netz-Stern-Punkt nach Petersen605b iiber eine 
zweckmaBig bemessene Drosselspule, so kann man erreichen, daB schon 
die drei von den Erdkapazitaten gefiihrten Strome 0oR, 0os' 00T und 
der Strom 3D der Drosselspule die Knotenregel befriedigen, so daB ein 
irgendwo auftretender ErdschluBstrom 0 immer zu Null werden muB. 
Bei erdschluBfreiem Betrieb sind dann die von der Erde bis zu den 
Leitungsdrahten bestehenden Spannungen unbestimmt 605c. Bei Ein
tritt eines Erdschlusses nimmt der betrbffene Leiter das Potential Null 
an, und die Spannungen, die von der Erde bis zu den nicht betroffenen 
Leitungsdrahten bestehen, stellen sich entsprechend ein. 

-.5) Wir haben nun zu untersuchen, welche Bedingungen zwischen der 
Induktivitat der Drosselspule und den Netzkonstanten bestehen miissen, 
damit der ErdschluBstrom 0 verschwindet. Hi.erzu bestimmen wir den 
Strom S' allgemein und setzen ihn dann gleich Null. Die Knotenregel 
(§ 232) und die Regel von § 322.4 liefern die Gleichung 

0n + 00R + 00s + 00T + 0 = O. (605 a) 
605& Ohne die Vernachlitssigung der Leitungsinduktivitat rechnet A. van 

Gastel: Bull. schweiz. Elektrotechn, Ver.23 (1932) 8. 157. 
605b Elektrotechn.Z.40 (1919) 8.5 u. 17. 
605 C In Wirklichkeit sorgen z. B. schon die Ableitungswiderstande fiir eine be· 

stimmte Einstellung. 

11 Landolt, Komplexe Zahlen und Zeiger. 161 



§605.5 Dbungsbeispiele. 

Es bestehen vier nicht dieselben Zweipole aufweisende Maschen. Fiir 
diese finden wir nach der Maschemegel (§ 233) und der Regel von § 322.4 
die folgenden vier Gleichungen. Dabei beachten wir (3323b), (41 b) und 
(3322f). 

UR + j w1000R + 80 - UT = 0, 

Us + j ~!o 00s + 80 - UT = 0, 

j W10'JOT + 80 = 0, 

j w L 0D + UT - 8'J = 0 . 

(605b) 

(605c) 

(605d) 

(605 e) 

Wir losen nach 'JOR' 00s ' 00T und 'JD auf und erhalten damit aus (605a) 

-U~ +L30 +jwC(UR + 8';3 - UT + Us + 8'J -UT + 8m + 'J= O. (605f) 
JW 

In einem symmetrischen Netz wird die Summe der Sternspannungen zu 
Null. Daraus folgt 

UR + Us = -UT' 
1 

Damit folgt aus (605f), wenn wir nach 0 auflosen und durch 3wC - wL 
kurzen, 

'" j c\5=-----UT · 
__ 1 ___ +j3 
3wO __ 1_ 

wL 

--.6) SoIl nun der ErdschluBstrom 0 zu Null werden, so muB (Htr unend
lich groBen Nenner) die Induktivitat der Loschdrosselspule 

IL=3(~01 
sein. Die Impedanz del' den El'dschluB bewirkenden Vel'bindung tritt 
in diesel' Bedingung nicht auf, sie ist somit ohne EinfluB auf die Be
messung del' Loschdl'osselspule. In Wirklichkeit wird del' ErdschluB
strom nicht vollstandigzu Null, da die zur Vereinfachung gemachten 
Voraussetzungen nicht streng zutreffen. 

Spannungsverstarkung von Widcrstands- und Drosscl
vcrstarkcrn fill Niedcrfrcquenz. 

§ 606 

-.1) A ufga be. Fur einen nach Abb. 606a geschalteten Niederfrequenz
verstarker ist die Spannungsvel'starkung )8 = Ug,/U!h zu berechnen. 

-.2) Losung. Wir haben eine Gleichung zwischen den Gitterspannungen 
Uy, und Uy, aufzustellen, aus del' wir den Quotienten Uy,/Uy, entnehmen 
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Spannungsversta,rkung von Widerstands- und Drosselverstarkern. § 606.2 

kannen. 1m Interesse einfacher Ergebnisse machen wir einige verein
fachende Annahmen. Die Kapazitat Gu sei so groB, daB die Wechsel
komponente (§ 361) del' Spannung ug, del' Wechselkomponente del' 
Spannung ua, gleich wird. Ebenso sei del' durch Gu flieBende Strom 
neben del' Wechselkomponente von i a, vernachlassigbar klein. Betrachten 

+2001/' 
-=--,-

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

-I.. 
L-----4-~44-------=~+~f/ 
L------+~~------~~o 

~----------~------------~-?v 
Abb.606a. Schaltungsschema eines Nieder

frequenzverstiirkers. 
Abb. 606 b. Ersatzschema des in Abb. 606 a 

gezeichneten Niederfrequenzverstarkers. 

wir nur die Wechselkomponenten, so gilt nach § 362 das in Abb. 606b 
gezeichnete Ersatzschema. Es zeigt die Bezeichnungen del' fiir die 
Wechselkomponenten nach § 361 eingefiihrten komplexen Ersatz
graBen und die gewahlten Bezugssinne. 

-.3) Wir wenden nun die Maschenregel (§ 233) an und beachten dabei 
(3331 b), (362e) und (362g). So erhalten wir die zwei voneinander un
abhangigen Gleichungen 

(R ..L. L) ~ + -Uu, + R· "" - 0 a I } W a.va D t.va - , (606 a) 

(606 b) 

Eliminieren wit' 0a' indem wir ihn aus del' einen Gleichung berechnen 
und dann in die andere einsetzen, so wird 

U -Uu, + R Uu, 
g, ='-n i D (Ri +~R~" --c+-}"'"". w-L~a"'7)' 

Damit wird die Spannungsiibersetzung Ug,IUg, 

I)B - - ' Ra + j wLa I 
- D(Ri + Ra + jwLal . 

(696c) 

-.4) 1st L" = 0, so liegt ein Widerstandsverstarker VOl'. Fiir ihn 
wird R 

)B = - D(Ri -+ Ral' (606d) 

Die Spannungsverstarkung ist unabhangig von der Frequenz. Das ne
gative Vorzeichen besagt, daB die beiden Gitterspannungen in Gegen
phase liegen. Kiirzen wir durch Ru , so wird 

)B= ___ 1_. 

D(~: + 1) 
11* 163 



§ 606.4 Ubungsbeispiele. 

Hieraus ist leicht ersichtlich, daB die groBte Verstarkung fiir !i = 0, 
a 

praktisch also fiir sehr hohe Anodenwiderstande Ra erreicht wird: 

1 
~max=- D· 

-.5) 1st in einem Drosselverstarker fiir hohe Frequenzen wLa sehr 
groB gegenuber Ra und R i , so wird auch dort die Verstarkung ein 
Maximum 

(606 e) 

Fiir sehr kleine Frequenzen (w = 0) wird dagegen 

rol Ro . 
i'O 00=0= - D (Rj + Ra)· (606f) 

Die Spannungsubersetzung ist somit frequenzabhangig. 

-.6) Betrachten wir w als veranderlichen Parameter, so hat (606c) die 
Form der Kreisgleichung (372e). Der Endpunkt des ~ veranschau
lichenden Zeigers beschreibt somit fur veranderliche Frequenz einen 
Kreisbogen. Durch Vergleich von (606c) mit (372e) finden wir fiir die 
Kreiskonstanten 

a = -Ra. fl = -jwLa, C = D(R; + Ra), b = jwLaD, 2{ = 1. 

Nach (372f) errechnen wir fiir den Kreismittelpunkt 

I Ra 

m2{=m = - D - D(.R;+RJ (606g) 
11-,."'2, 2 

-I Die Punkte ~ 1",= 00' ~ \00=0 und m 
:::-"*-----:.;;.......--",,....-i~~-R..,.i!\-'l1/QC,-:--;ofJs.-'I! liegen alie auf dem negativen Ast 

der Realachse, was in Abb. 606c 
veranschaulicht ist. Es ist nun noch 
festzustelien, ob der obere oder der 

Abb. 606e. Ortskurve der Spannungsiiber- untere Halbkreis den tatsachlichen 
setzung eines Drosselverstarkers fiir Nieder- Frequenzen entspricht. Hiezu er-

frequenz. 
weitern wir (606c) mit dem kon-

jugiert komplexen Nenner (§ 134.3) und erhalten so 

-RaR - R! - jwL.Ri 
~ = D(Rj + R.)2 + w2L!) (606h) 

Fiir positive Werte der Kreisfrequenz wird hiernach der Imaginarteil 
negativ. Es gilt somit der untere Halbkreis. 

Bestimmung der Sehaltungsbezeiehnung eines Drehstrom-§ 607 
transformators. 

-.1) Aufgabe. An einem Drehstromtransformator wurde die in Abb.607a 
gezeichnete Anordnung der Wicklungen und Verbindungen festgestelit. 
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Bestimmung der Schaltungsbezeiclmung eines Drehstromtransformatol's. § 607.1 

'Velche Schaltungsbezeichnung kommt ihm nach R. E. T.jI930, § s607a 
zu? 

-.2) Losung. Die Aufgabe kann als geli:ist betrachtet werden, wenn das 
Zeigerbild der primar und sekundar induzierten Spannungen ermittelt 

/J 1/ w 
u v w 

~ ______ O- ______ o 

Abb. 607 a. Scilaitllng der Obcrspannungswicklung (links) lind der Unterspannnngswickinng 
(reclits) cines Dreilstromtransformators. 

ist. Dann ist namlich an Hand der in Tabelle 1 von R. E. T.jI930, § 8 
gegebenen Zusammenstellung der Zeigerbilder verschiedener Schal
tungen die zugehorige Bezeichnung leicht festzustellen. 

-.3) Wie aus Abb. 607 a unmittelbar hervorgeht, ist die Oberspannungs
wicklung in Stern geschaltet. Fur die zugehorigen Sternspannungen Uu , 
Uv und Uw werden parallele und vom Sternpunkt wegweisende Bezugs
sinne eingeftihrt (§ 343.2). Auch die Unterspannungswicklung weist 
einen Sternpunkt auf. Fur die einzelnen Strange sollen wieder parallele 
und vom Sternpunkt wegweisende Bezugssinne gewahlt werden. Eine 
ubereinstimmende Festlegung del' Bezugssinne der Ober- und del' Unter
spannungswicklung ist in der in R. E. T./1930, § 8 enthaltenen Zu
sammenstellung der Zeiger-bilder stillschweigend vorausgesetzt607b. Da 
die Einzeichnung von Bezugspfeilen fii.r die ganzen Strange del' Unter-

607. Die im VDE·Vol'schriftenbuch enthaltenen "Regeln fur Bewertung und 
Prufung von Transformatoren", Ausgabe 1930 (R. E. T.j1930), sind als Sonder
druck 0532/1930 im Verlage des Verbandes Deutscher Elektrotechniker erschienen. 
Der hier interessierende § 8 ist auszugsweise abgedruckt in H u tte Bd.2, 25. Aun. 
S.1035 und 26. Auf!. S.1067. Berlin: Wilhelm Ernst und Sohn. 

Il07h Fur einen Transformator, del' eine Dreieck- und eine Sternwicklung auf
weist, setzt R. E. T./1930, § 8 fur die Dreieckschaltung die Festlegung der Bezugs
sinne nach § 343.5 voraus, wenn fur die Sternschaltung die Bezugssinne nach § 343,2 
gewahlt sind. 
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§ 607.3 Ubungsbeispiele. 

spannungswicklung uniibersichtlich ist, wollen wir die Bezugssinne durch 
Doppelindexe festhalten. So schreiben wir fiir die Sternspannungen Uou , 
Uov und Uow· 
-.4) Damit wir das Induktionsgesetz in der iiblichen Form (§ 224.1) 
voraussetzen diirfen, ordnen wir die Bezugssinne der drei Saulen den 
Bezugssinnen der Oberspannungswicklung nach einer Rechtsschraubung 

zu (§2122.4). Die zugehOrigen Induktionsfliisse sind tPI ,tP2 undtP3 • Die 
Bezugssinne der Teilspulen der Unterspannungswicklung ordnen wir den 
Bezugssinnen der Saulen wieder mit Riicksicht auf das Induktionsgesetz 
ebenfalls nach der Rechtsschraubung zu. Diese Teilspulen und die 
Strange der Oberspannungswicklung sind demnach gleichsinnig (§2122.8). 
Da alle sechs Teilspulen dieselbe Windungszahl aufweisen, wird je in 
der unteren und in der oberen Teilspule einer Saule die gleiche Spannung 

uv 

induziert. Die drei Teilspulenspannun
gen nennen wir UI , U2 und U3 • 

-.5) Die drei Spannungszeiger Uu , Uv 
und Uw konnen als gegeben betrachtet 
werden. Sie sind in Abb.607b in der 
iiblichen Lage aufgezeichnet. NacJ: 
§ 3322 sind die FluBzeiger gegeniiber 
den zugehorigen Spannungszeigern urn 
90 0 zuriickgedreht. Die in den Teil
spulen der Unterspannungswicklung in
duzierten Spannungen UI , U2 und U3 

Abll. 607b. Zeigerbild der in Abb. 606a eilen den Flu·· ssen urn 90 0 vor. Ihre 
eingefiibrten Fliisse und Spaunungen. 

Zeiger haben daher die gleiche Rich
tung wie Uu , Uv und Uw. Die Sternspannungen der Unterspannungs
wicklung sind die resultierenden Spannungen. Fiir sie gelten (§ 233.2, 

§ 322.4) die Olei-
-Ut chungen 

Uou = U2 -HI' 
Uov = U3 - H2 , 

-us Ut N ach Ihnen ist das 
in Abb. 607 c fur 

Abb.607c. Zeigerbilder der In der Oberspannungs· und -Ua die Unterspannungs-
in der Unterspannungswicklung induzierten Spannuugen. of wicklung gezeichnete 

Zeigerbild konstruiert (§ 324). Dabei sind allerdings - in Uber
einstimmung mit der Tafell von R. E. T./l930, § 8 - die Summen
zeiger selbst nicht eingezeichnet, sondern nur die zur Summe aneinander
gereihten Summanden. 
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Die Arbeitsart einer Drehstrom-Synchronmaschine. § 607.6 

-.6) Ein Vergleich der fiir die Ober- und die Unterspannungsseite des 
Transformators gefundenen Zeigerbilder mit den in der Tafel 1 von 
R E. T./1930 abgedruckten ergibt, daB der untersuchten Schaltung die 
Bezeichnung 0 3 zukommt. 

Die Arbeitsart einer Drehstrom-Synchronmaschine. § 608 
-. I) Auf gab e. Man verschaffe sich an Hand eines einfachen Zeigerbildes 
einen Oberblick iiber den Zusammenhang von Leistung, Strom und 
Phasenverschiebung mit der Erregung einer Drehstrom-SYll<lhron
maschine. 

-.2) Losung. Da es sich nur darum handelt, einen qualitativen Ober
blick zu gewinnen, machen wir die vereinfachende Annahme, daB die 
Permeabilitat des Eisens konstant seL Wir rechnen somit mit einer ge
radlinigen Magnetisierungskurve. Wir konnen dann den gesamten, mit 
einem Wicklungsstrang des Stators verschlungenen SpulenfluB als Ober
lagerung eines vom Erregerstrom des Polrades erzeugten und eines von 
der Gesamtheit der Statorstrome erzeugten Spulenflusses auffassen 
(§ 351). Die von diesen beiden Spulenfliissen in einem Strang der Stator
wicklung hervorgebrachten Komponenten der induzierten Spannung 
bezeichnen wir mit Ue und Ua • 

-.3) Der Betrag von Ue wird durch den ankerfremden Erregerstrom 
des Polrades induziert. Der Ankerstrom ist - bei Vernachlassigung der 
Kriimmung der Magnetisierungskurve - ohne EinfluB. U. ist daher fiir 
den Anker eine eingepragte Spannung (§ 3334.2). 

-.4) In Ua beriicksichtigen wir dagegen die Ankerriickwirkung. Der 
von der Gesamtheit der Statorstrome erzeugte SpulenfluB ist propor
tional dem Betrag dieser Strome. Ferner zeigt die Theorie der Drei
phasenwicklungen, daB der mit einem Wicklungsstrang verschlungene 
SpulenfluB mit dem Strom des betreffenden Stranges in Phase ist. Die 
dem SpulenfluB um 90 0 voreilende induzierte Spannung Ua (§ 3322) 
eines Wicklungsstranges eilt somit auch dem Strom dieses Wicklungs
stranges um 90 0 vor. Driicken wir den zwischen SpulenfluB und Strom 
bestehenden Zusammenhang nach (3322d) durch 

tfr 
y2" = LaS 

aus, so finden wir nach (3322f) 

Ua = jwLaS· (608a) 

-.5) ?,ur Aufrechterhaltung des Stromes im Wicklungsstrang ist wegen 
des Widerstandes Reine Ohmsche Spannung 

U!.'=RS 
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§60S.5 Ubungsbeispiele. 

notwendig. Fur die Klemmenspannung finden wir dann (§ 231.2) 

(608b) 
oder 

1 U = Ue + (j w La + R) ~ I· (608 c) 

Dies ist nach (3334b) die Gleichung einer wirklichen Stromquelle mit 
dem inneren Widerstand R, der inneren Induktivitat La und mit der 
eingepragten Spannung Ue • Bei Synchronmaschinen macht der Betrag 
der Ohmschen Spannung rund 1 ... 2% der Klemmenspannung aus. 
Wir konnen daher mit fiir einen Uberblick ausreichender Genauigkeit 

Abb. 608a. Verein· 
fachtes Zeigerbild 
cines Synchronffio, 

tors. 

U(l vernachlassigen. So erhalten wir 

I U = Ue + iXa~ I, (608 d) 

wenn wir den gesamten Ankerblindwiderstand 

(608e) 

einfuhren. Veranschaulichen wir (608d) nach Wahl 
eines geeigneten Ma13stabes durch ein Zeigerbild 
(§ 324), so erscheint der Klemmenspannungszeiger U 
als Summe eines durch den Erregerstrom bedingten 
Zeigers Ue und eines dem Ankerstrom ~ proportiona

len und gegen ihn um 90° vorgedrehten Zeigers Ua • Es gilt Abb. 608a. 

-.6) Es solI nun eine Synchronmaschine an ein Drehstromnetz konstanter 
Spannung angeschlossen sein. Del' Zeiger der 
Klemmenspannung U eines Wicklungsstranges 
del' Maschine ist dann unveI'andeI'lich. 1st, 

--1-+-----""1""---1--1-- Z. B. durch Messung mit einem Amperemeter, 

Abb. 608 b. Zeigerbild eines 
ilbererregten SynchronnlotOl'S 
und eines ubererregten Syn-

chrongenerators. 

del' Betrag des StI'omzeigers 3 bekalmt, so liegt 
damit del' Betrag des Spannungszeigers Ua fest. 
Da die Spitzen del' Zeiger U und Ua zusam
menfallen, mu13 del' Fu13punkt von Ua auf einem 
Kreis liegen, den wir mit I Ua I als Radius und 
mit del' Spitze von U als Zentrum schlagen. 
Anderseits liegt durch den Erregerstrom del' 
Betrag des Spannungszeigers Ue fest. Seine 
Spitze liegt auf einem Kreis, del' den Fu13punkt 
von U als Zentrum und I Ue I als Radius auf
weist. Liegt I Ue I zwischen I U I + I Ua I und I U I 
- I Ua I, so legen die beiden Schnittpunkte del' 
beiden Kreise zwei mit dem gegebenen Betrag 

des Ankerstromes vereinbal'e Betriebszustande fest. FiiI' den Anker
stromzeiger ~ ergeben sich so zwei verschiedene Richtungen. 
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Die Arbeitsart einer Drehstrom-Synchronmaschine. § 608.7 

-.7) 1st insbesondere I Ue I groBer als -VI U 12 + I Ua 12 , so liegen die Sehnitt
punkte PI und P2 uber der zum Zeiger U in seiner Spitze erriehteten Senk
reehten (Abb.608b).Vonden Stromzeigern fallt dann der eine in den I. und 
der andere in den II. Quadranten (Abb. 382a). Aus der Tabelle von § 382.1 
ist dann zu ersehen, daB der betreffende Wieklungsstrang der Synehron
masehine und damit - da in allen drei Strangen dasselbe passiert - die 
ganze Synehronmasehine Blindleistung abgibt und Wirkleistung entweder 
aufnimmt oder abgibt. Liegt der Stromzeiger im Quadrant I, so ist es 
ein Motor, im andern Fall ein Generator 608a• 

-.8) 1st I Ue I kleiner als -VI U 12 + I Ua 12, so entstehen die Sehnittpunkte 
P 3 und P 4 (Abb.608e). Die beiden Stromzeiger fallen in den III. und 
IV. Quadranten. Naeh Angabe der Tabelle von 
§ 382.1 nimmt die Synehronmasehine dann 
Blindleistung auf, und sie nimmt Wirkleistung 
auf oder gibt solehe ab, verhalt sleh also als 
Motor oder als Generator. 

-.9) 1st schIieBIieh I Ue I gleieh -VI U 12 + I Ua 12, 
so fallt der Stromzeiger mit dem Klemmen
spannungszeiger U zusammen, oder er Iiegt zu 
ihm in Gegenphase. Die BIindleistung wird 
(lamit zu Null. 1st eine Synehronmasehine star
ker el'regt, als dem Nullwel'den del' Blind
leistung entspricht, so bezeichnet man sie als 
i1 bererl'egt. 1st del' Erregerstl'om dagegen 
kleiner, so ist sie unteI'eI'I'egt. Die UnteI'
suchung fiihrt somit auf die bekannte Tat
sache, daB eine iibererregte Synchronmaschine 

Abb. 608 c. Zeigerbild cines 
untererregtell Synchronn10t01's. 
und dnes untererregten Syn-

chrongrneratol's. 

BIindleistung abgibt und eine untel'el'regte Blindleistung aufnimmt. Es 
kommt dies darauf heraus, daB eine Synehronmasehine ein Zuviel odeI' 
Zuwenig an Magnetisierungsstrom der Gleiehstromseite auf der Wechsel
stromseite dureh Abgabe oder Aufnahme von Blindleistung (Magneti
sierungsstrom) kompensiert. Anderseits ist ersichtlieh, daB die Be
trage des ErregeI'stI'omes und des Ankerstromes nieht zu erkennen ge
statten, ob eine Synchronmasehine als Motor oder als Generator arbeitet. 

Einphasen-Reihenschlufl·Kommutatormotor in Fahrt· und § 609 
in Bremsschaltung'. 
-.1) A ufga be. Das Zeigerbild des Einphasen-ReihensehluB-Kommuta. 
tormotors einer elektl'isehen Lokomotive ist fUr normale Fahrt und fiir 
Talfahrt mit NutzbI'emsung anzugeben. 

608a Um Phasenverschiebungen zu vermeiden, die auBerhalb des Bereiches von 
- 90 0 ••• + 90 0 liegen, klappt man bei Generatoren haufig den StroIDzeiger will
ktirlich um 180 0 um, indem man seinen Bezugssinn umkehrt. Dabei geht selbst
verstandlich die Eindeutigkeit und die Einfachheit der Zusammenhange verloren. 
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§609.2 Dbungsbeispiele. 

-.2} Losung. a} FUr normale Fahrt gilt das in Abb. 609a dargestellte 
Schema. Dabei ist der mit Riicksicht auf die Kommutation vorhandene 
Nebenwiderstand der Wendezahne zur Vereinfachung weggelassen wor
den. Die Vorgange in den kommutierenden Windungen der Anker

u 

wicklung wollen wir nicht beach
ten, wir vernachlassigen auch den 
von der Wicklung in den Wende
zahnen erzeugten und in den Anker 
eindringenden InduktionsfluB. 

-.3} Die Klemmenspannung U des 
Motors ist die resultierende Span
nung der in den einzelnen Zwei
polen vorhandenen Spannungen 
(§ 233.2). Hiebei ist vorausgesetzt, 
daB das elektrische Feld durch die 

__ Einfiihrung induzierter Spannungen 
Abb.609a. Zweipoliges Schema des fiir nor- entwirbelt worden ist (§224.4). Vor
male Fahrt an den Lokomotivtransformator 
angeschlossenen Einphasen-ReihenschluB- erst wollen wir nun den Zusammen-
Kommutatormotors. Es deuten die Buch-
staben a, k, w und f die Anker-, Kompen- hang der einzelnen Spannungen mit 
sations-, Wendezahn- und Feldwicklung an. dem Motorstrom S' angeben. 

-.4} Infolge der Reihenschaltung und der getroffenen Wahl der Bezugs
sinne sind die Strome aller Wicklungen gleich dem durch den Zeiger 3 
dargestellten Motorstrom. Es ist dies eine Folge der Knotenregel 
(§ 232). Wegen des Widerstandes R jeder Wicklung muB in jeder nach 
(3321 b) die Ohmsche Spannung R S' vorhanden sein. Fassen wir die 
Ohmschen Spannungen aller Wicklungen zu Ue zusammen, so wird 

Ua = (~R) S'. (609a) 

-.5} Von dem mit einer Wicklung verketteten SpulenfluB trennt man ge
wohnlich den ausschlieBlich mit dieser Wicklung verketteten Teil, den 
sog. StreuspulenfluB, abo Da die ihn darstellenden Feldlinien quer durch 
die Nuten und um die Wicklungskopfe; also teilweise in Luft verlaufen, 
ist er sehr angenahert dem ihn erzeugenden Strom proportional. Er 
kann deshalb mit praktisch ausreichender Genauigkeit mit Hilfe des 
konstanten Streuinduktionskoeffizienten S analog (3322d) in der Form 
y2 S S' geschrieben werden. 1st ro die Kreisfrequenz des Motorstromes, so 
induziert der StreufluB nach (3322e) in die ihn erzeugende Wicklung 
die Streuspannung froSS'. Fassen wir wieder die Streuspannungen 
aller Wicklungen zusammen zu U", so wird 

(609 b) 

-.6} Wir wollennunnoch die iibrigen induzierten Spannungen betrachten. 
Da der StreuspulenfluB vom gesamten SpulenfluB schon abgespaltet 
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Einphasen-R eihenschluB-Kommutatormotor. § 609.6 

worden ist, bleibt fiir die Feldwicklung nur noch del' mit del' Anker
wicklung verkettete Teil, del' sog. HauptspulenfluB, zu berucksichtigen. 

Er kann analog (223g) in del' Form W/~,p,. als Produkt aus del' Win
d ungszahl wI und des Wicklungsfaktors ~ IdeI' Feldwicklung und des Schei

telwertes des Windungsflusses ,p,. geschrieben werden. Da del' Haupt
spulenfluB dieselbe Kreisfrequenz OJ aufweist, die del' ihn erzeugende 
Strom hat, induziert er nach (3322h) in die Feldwicklung die Spannung 

. 1 . 
UhJ= J GOJw/~/tP,.. (609 c) 

V2 

In die rotierende Ankerwicklung induziert derselbe FluB eine Ro
tationsspannung URa' Nach (352b) wird 

1 p . 
URa = ,[nZ-ntPh . 

r2 a 
(609d) 

Dabei bedeutet z die Leiterzahl del' Ankerwicklung, a die Zahl del' 
Ankerstromzweigpaare, p die Polpaarzahl, nAiie Drehzahl. Da del' von 
del' Richtung des Bezugssinnes del' Ankerwicklung bis zul' magnetischen 
Achse (Bezugssinn) del' Feldwicklung reichende Winkel IX im zwei
poligen Schema gleich 90 a ist, wird del' in (352 b) auftretende Faktor 
sin IX zu Eins. 

-.7) Die im Anker induzierte Transformationsspannung UTa wird Null, 
da del' in .(352c) auftretende Faktor COSIX fur IX = 90 0 zu Null wird. 
Aus demselben Grunde wirkt die Feldwicklung 
nicht transformatorisch auf die Wicklung del' 
Wendezahne und nicht auf die Kompensations
wicklung ein, und ebensowenig wirken diese 
Wicklungen auf die Feldwicklung zuruck. Die 
Kompensationswicklung ist so ausgelegt, daB 
ihre Durchflutung die Durchflutung del' Anker
wicklung insofern kompensiel't, daB kein mit 
beiden Wicklungen verketteter HauptfluB ent
steht. Die noch vel'bleibenden Streuflusse sind 
in § 609.5 schon bel'ucksichtigt. Del' HauptfluB 
del' Wicklung del' Wendez'ahne wirkt im Anker 
nul' auf die kurzgeschlossenen Windungen, was 
wir voraussetzungsgemaB vel'nachlassigen. Die 
von ihm in del' Wicklung del' Wendezahne 
selbst induzierte Spannung solI in den Streu
spannungen berucksichtigt sein. 

-.8) Nach § 609.3 erhalten wir nun fiir die 

URa 

U 

Abb.609b. Zeigerbild eines 
Einphasen-Reihenschlull

Kommutatormotors einer 
elektrischen Lokomotive in 
normaler Fahrt. Es bedeuten 
U die Klemmenspannung, S 
den Strom, rp die Phasen-
vcrschiebung, rPh den yon 
der Feldwieklung erzeugten 
HauptwindungsflulJ, lie die 
totale Ohmsehe Spannung, 
lio- die totale Rtreuspannung, 
Uhf die von if'h in die Feld
wirklung induzicrte Span-
Dung, URa die von rPh durch 
Rotation in die Ankcrwick-
lung induziertei:ipannung. 

Klemmenspannung U unter Beriicksichtigung del' oben eingefiihl'ten Be
zeichnungen (609 e) 
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Wahlen wir fUr den Stromzeiger .0' die horizontale Lage, so finden wir 
hiernaeh in Berueksichtigung von (609 a) bis (609d) das in Abb. 609b dar
gestellte Zeigerbild. Da del' Zeiger URa del' Drehzahl n proportional ist, tre
ten kleine Phasenverschiebungen ffJ nul' bei sehr hohen Drehzahlen auf. 
-.9) b) Nutz bremsung. Soli die Lokomotive bei del' Talfahrt elektrisch 
bremsen, so mu13 die Kommutatormaschine Wirkleistung an das Netz 
zuriickge ben. N aeh Ab b. 382 a mu13 somit del' Stromzeigerim Quadranten II 
odeI' III liegen, wenn links neben dem Spannungszeiger U del' Quadrant I 
und rechts von ihm del' Quadrant IV liegt. Diesel' Zustand wird scheinbar 
dann erreicht, wenn es gelingt, den Zeiger URa um 180 0 zu wenden. 
Unter Verzicht auf negative Drehzahlen (Ruekwartsfahrt) kann dies 
dureh Umsehaltung del' Feldwicklung geschehen. Bei unverandert bei
behaltenem Bezugssinn wird dann del' Feldstrom wegen del' Knoten
regel umgekehrt gleich dem Motorstrom. Mit dem Strom klappen wir 

auch den mit ilim in Phase liegenden Flu13zeiger (j)h und die mit diesem 
phasengleiche Spannung"URa um den gewUnschten Winkel um. Diese 
Sehaltung ist indessen uilbrauchbar, da sich die Kommutatormaschine 
wie ein Gleiehstrom-Reiliensehlu13generator selbst erregt. Da die Unter
spannungswicklung des Lokomotivtransformators einen kleinen Wider
stand aufweist, treten kurzsehlu13artige Gleichstrome auf. 
-.10) Naeh einer von Dr. Hans Behn-Eschenburg angegebenen 
Losung609a speist man die umgesehaltete Feldwicklung unmittelbar 
durch den Lokomotivtransformator. Da ihre Klemmenspannung Uf ' die 

Abb. 609 c. Zweipoliges Schema des !iir Tal
faInt mit Nutzbremsung an den J~okomotiv
traItsfornlator angeschlOl:isenen Einphasen
Reihcnschlull-Rommntatormotors. Es dentcn 
die Buchstaben a, k, w und t die Anker-, 
Rompcnsations-, Wendezahn- 11m] Feldwick-

lung an. Lb ist die Bremsdrosselspnlc. 

sich von Uhf nul' um eine kleine Ohm
sche und um eine kleine Streuspan
nung unterseheidet, wesentlich kleiner 
ist als die Klemmenspannung U des 
Ankerzweiges, verwendet man eine 
Anzapfung des Transformators, die 
den Teil U' der ganzen Spannung U 
aufwcist. Abgesehen von der Drossel
spule Lb erhalt man so die in Abb. 609c 
dargestelltc Schaltung. 

-.11) Fur die Klemmenspannung Uf 

der Feldwicklung find ell wir nach del' 
Maschenregel (§ 233) 

Uf + U'= 0, 
und damit wird 

11f = -U'. (609£) 

609a Diese Schaltung wird zur Nutzbremsung z. B. in vielen Lokomotiven der 
Schweizerischen Bundesbahnen angewendet: Bull. sehweiz. elektrotechn. Ver. 9 
(1918) S. 239; Bull. Oerlikon 1931 H.120, S. 621; Schweiz. Bauzeitg. 99 (1932) S. 147. 
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Das Luftspaltfeld der Standerwicklung einer Dreiphasenmaschine. § 609.11 

Lassen wir in Abb.609d die Zeiger U und U' senkrecht nach oben 
weisen, so geht der Zeiger Uf senkrecht nach unten. Wie in § 609.7 
ausgefUhrt wurde, erleidet die Feldwicklung keine Ruckwirkung von 
andern Wicklungen. Sie stellt deshalb 
eine eisenhaltige Drosselspule dar und 
fuhrt als solche einen Strom 3f , del' 
gegenuber der Klemmenspannung Uf urn 
beinahe 90 0 nacheilt (§ 3332). Vernach
lassigen wir die Eisenverluste, so liegt 

der WindungshauptfluB cPh in Phase mit 
dem Stromzeiger. Nach (609d) hat da
mit auch die Ankerrotationsspannung 
UR" die gleiche Richtung wie der Strom
zeiger 3f . Der Ankerstrom wurde sich so 
einstellen, daB die Ohmsche SpannungUe 
und die Streuspannung U" - die jetzt 
die Ohmsche und die Streuspannung der 
Feldwicklung nicht mehr enthalten -
die Ankerrotationsspannung URa zur 
Klemmenspannung U erganzen. Hierbei 
wurde 3 unzulassig groB werden, da U 11a 

und U verschiedene Richtung haben. 
Urn ihm normale vVerte zu geben, schal
tet man in den Ankerzweig die sog. 
Bremsdrosselspule mit dem Selbst

u 

U' 

Abb. 609 d. Zeigerbild des Motors yon 
Abb. 609 c. Es bedenten U die Klem
menspannung, :J den Anker-strom, ({J die 
Phasenverschiebung, U' die Klemmen
spannung der Anzapfung des Loko
motivtransformators, Ur die Klemmen
spannung del' Fcldwicklung, ;;Sf den 
Strom der Feldwicklung, rj)h den yon 
ihm erzeugten HauptwindungsfluD, llRa 

die von cPh in die Ankerwicklung durch 
l{otation induzierte Spannung, Ug die 
totale Ohmsche unLl U" Llie totale Streu
spaullung des Ankerzweiges nnd Ub die 
induzierte Spannung del' BremsdrosHel-

spule. 

induktionskoeffizienten Lb ein. Berucksichtigt man ihren Widerstand 
in Ue und ist Ub die in ihr induzierte Spannung, so wird die Klemmen
spannung des Ankerzweiges 

U = URa + Ue + U" + Ub • 

Dabei wird nach (3322£) 
Ub = j wLb3, 

und fill URa' U!.' und U" gelten (609d), (609b) und (609a). 

Das Luftspaltfeld der Standerwicklung einer symmetrischen 
Dreiphasenmaschine. 

(609 g) 

(609h) 

§ 610 

-.1) Aufgabe. Es ist dasLuftspaltfeld zu bestimmen, dasineinersym
metrisch gebauten und symmetrisch gespeisten Dreiphasenmaschine auf
tritt. 

-.2) L6sung. In einer symmetrisch gebauten Dreiphasenmaschine sind 
die Spulengruppen der drei Wicklungsstrange U, Vund W nach Abb. 610a 
gleichmaBig langs des Bohrungsumfanges angeordnet. 1st T die Pol-
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§ 610.2 Ubungsbeispiele. 

teilung, so liegen die Symmetrieachsen derSpulengruppen aufeinander
folgender Strange je urn i 7: auseinander. Wird ein Wicklungsstrang von 
Strom durchflossen, so erzeugt er im Luftspalt eine radial gerichtete 

magnetische 1nduktion, 
(/ die langs des Bohrungs

Abb. 610 a. Schematische DarsteUung der Verteilung der 
Spulengruppen der Standerwicklung einer symmetrischen 
Dreiphasenmaschine. Die Buchstaben U, V und W kenn
zeichnen die Achsen von Rpulengruppen der Wicklungs· 

strange U, V und W. 

umfanges naherungs
weise sinusformig ver
teilt ist. 1st der Strom 
ein Wechselstrom, so 
pulsiert sie auch in 
Funktion del' Zeit sinus
formig. Da in den drei 
Strangen drei phasen
verschobene Wechsel
stromeflieBen, entstehen 
drei Induktionen, die 
zusammen das gesuchte 
resultierende Luftspalt
feld ausmachen. 

-.3) Da die drei 1nduktionen langs des Bohrungsumfanges sinusformig 
verteilt sind, lassen sie sich (§ 391) durch Zeiger darstellen. Der durch 
den Strang U hervorgerufenen 1nduktion entspreche del' Zeiger j8 UI ' 
·Sein Betrag entspricht der in del' Symmetrieachse einer Spulengruppe 
des Stranges U auftretenden 1nduktion. Da diese sich sinusformig 
andert, gilt 

j8u, = j8ucos(wt), (610a) 

wenn j8u dem zeitlichen Scheitelwert del' 1nduktion des Stranges U ent
spricht. 

- .4) Die ebenfalls ortlich sinusformig verteilte 1nduktion des Stranges V 
wird durch den in diesem Strange flieBenden Strom hervorgerufen. Wird 
die Maschine durch symmetrischen Dreiphasenstrom gespeist, so sind 
die Strome der drei Strange gleich groB und je urn 120 0 phasenver
schoben. Dementsprechend ist die 1nduktion des Stranges V gleich groB 
wie die 1nduktion des Stranges U, eilt ihr aber urn 120 0 nacho Es gilt 
demnach 

(610b) 

- .5) Die Wellenlange del' betrachteten 1nduktionen ist gleich der dop
pelten Polteilung 27:. Liegen zwei solcher raumlicher Wellen urn die 
Wellenlange 27: auseinander, so schlieBen die sie darstellenden Zeiger 
den Winkel 2n ein. Nun ist - wenn wir beide Male dieselbe zeitliche 
Phase, also Z. B. den Scheitelwert, betrachten - die Induktionswelle 
des Stranges V gegenuber derWelle des Stranges U urn t 7: nach rechts 
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verschoben. Der Zeiger )8v ist deshalb urn den Winkel -in gegenuber 
dem Zeiger )8u verdreht. Da die Betriige dieser beiden Zeiger wegen 
der Gleichheit der Betriige der sie erzeugenden Strome einander gleieh 
sind, gilt 

)8v = / -in)8u· 

Setzen wir (610e) in (610b) ein, so wird 

)8v, = /-l~)8ueos(wt -120°). 

Ganz analog erhalten wir fur die Induktion des Stranges W 

)8Wt = /-tn)8ueos(wt - 240°). 

-.6) HeiBt die resultierende Luftspaltinduktion )8t, so wird 

)8t = )BUt + )8Vt + )8Wt' 

(610c) 

(610d) 

(610e) 

(61Of) 

Unter Verwendung von (61Oa) und (61Oe) und unter Ersatz der Kosi
nusse naeh (131 g) erhalten wir 

)8t = (l /wt + -U-wt))8u 
- --

+ (t Iwt - 120° + t I-wt + 120°) /-t n )8u 

+ (-}Lwt - 240° + t/-wt + 240 0 )/-Jn)8u. 

Wir wenden (133b) auf die Ausdrueke /wt + 120° usw. an und beachten 
(1241m). So find en wir 

)8t = n (I + /-120° - in + /-240° - t!!Jlwt 

+§ (I + l!~Qo - ~-n + /240° - in) L:::-_~t] Eu. 

Wenden wir wieder (l24Im) an, so wird die erste runde Klammer gleieh 
Null, und fur die zweite ergibt sieh 3. Wir erhalten somit 

\)8t = t /-wt)8u[. (61Og) 

Die komplexe Zahl /~ __ wt bringt eine Verdrehung urn den Winkel -wt 
hervor (§ 392.2). Diesel' Winkel wiichst proportional mit der Zeit t. 

/=!-'!! ist ein Dreher, del' als soleher den Betrag I aufweist. Del' Betrag 
des Zeigers )8t ist somit unabhiingig von del' Zeit gleich dem anderthalb
faehen Betrage des Zeigers )8u' 

-.7) Deuten wir die Zeiger wieder in Induktionswellen urn, so finden wir 
folgendes Ergebnis. Das resultierende Luftspaltfeld ist eine sinusformig 
liings del' St'atorbohrung verteilte Induktionswelle, die mit unveriinder
Heher Gestalt liings del' Statol'bohrung im Sinne des LThrzeigers rotiert, 
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es ist ein prehfeld. Die in dieser Induktionswelle vorkommenden In
duktionen 'sind urn 50 % hoher als die Induktionen, die die von 
einem einzelnen Wicklungsstrang hervorgebrachte Induktionswelle auf
weist, wenn dieser den Scheitelwert des Stromes fiihrt. 

Frequenzkompensation. §611 

-.1) A ufg abe. Der Spannungspfad von WechselstrommeBinstrumenten, 
die fUr stark verschiedene Frequenzen gebraucht werden, soli einen 

~ "a -a ~tr 

Abb. 611a. Schaltung zur Rom
pensation der Frequenzabhangig-

keit der Mellspule Ra , La. 

konstanten Scheinwiderstand aufweisen. 
Die Induktivitat La der MeBspule ergibt 
einen frequenzabhangigen Blindwiderstand. 
Zur Kompensation dieses Einflusses ver
wendet man an Stelle gewohnlicher V orwider

stande besondere Schaltungen. Abb. 611a zeigt eine von H. Kafka 611a 

vorgeschlagene Losung. Es ist anzugeben, wie der Kondensator C2 und 
die Induktivitat L1 zu bemessen sind, wenn der Widerstand Ra und die 
Induktivitat La der MeBspule, der Vorwiderstand R1 und der Frequenz
bereich bekannt sind. 

-.2) Losung. Wir berechnen den komplexen Scheinwiderstand der 
ganzen Schaltung und drucken aus, daB er fUr zwei verschiedene Frequen
zen des gewunschten Bereiches gleich sein muB. 

-.3) Der komplexe Scheinwiderstand des Zweiges 1 wird nach (41h) . 

Ebenso wird 

FUr den komplexen Scheinwiderstand der Parallelschaltung finden wir 
nach (45b) 

und fUr die ganze Schaltung wird 

-.4) Als zwei verschiedene Kreisfrequenzen, fUr die wir die Schein-

6lla z. Fernm.-Techn. 4 (1923) S. 103. 
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widerstande der ganzen Schaltung iibereinstimmen lassen, wahlen wir 
den Wert () (Gleichstrom) und den beliebigen Wert w'. Wir finden fiir 
w=w' 

_j~+Ll 
01 R· 'L ro'02 O2 
.u w=o>' = a -I- JW a + 1 

Rl + jro'LI - j-,-o 
ro 2 

Erweitern wir aber zuerst mit w, so finden wir fiir w = 0 

.Rl 0 -1-+ 
0 1 R ~ .ulo>=O = a + 0 -I- 1 

0+ O-j
O2 

Wir konnen dies auch unmittelbar Abb. 611 a entnehmen. Nun setzen 
wir die beiden Scheinwiderstande einander gleich, subtrahieren auf beiden 

Seiten Ra und multiplizieren die Gleichung mit R1 + i w'Ll - i ~o· 
ro 2 

So erhalten wir 

·R'L '2L 'L La . RI -I- Ll - R2 -I- . R'L . RI J 1W a- w a 1+-0 -J----,----O -0 - 1 J 1W 1-J----,----0· 
2 ro 2 2 ' ro 2 

Rechnen wir aus und setzen wir die Realteile und die 1maginarteile je 
einander gleich, so wird' einerseits 

_ '2 L L + La -I- Ll = R2 
W a 1 O2 O2 1 (611 a) 

und anderseits 
(611 b) 

Aus (611 b) folgt unabhangig von der Kreisfrequenz 

(611 c) 

Damit finden wir aus (61Ia) fiir O2 

\
0 2La 

2 = R~+ro'2L! (611 d) 

Nach (611d) ist O2 frequenzabhangig. Da jedoch eine bestimmte Kapa
zitat gewahlt werden muB, ist die Frequenzkompensation nicht volI
standig. Sie stimmt fiir 0 und den beliebig wahlbaren Wert w', der in 
(611d) einzusetzen ist. 1st w'2L! klein gegeniiber Ri, so wird (611 d) fiir 
aIle Kreisfrequenzen von 0 ... w' gut erfiillt, und in diesem Bereich ist 
die Frequenzkompensation praktisch erreicht. Die Abweichung des Schein
widerstandes vom Sollwert Ra + R1 kann rechnerisch gefunden werden, 
indem 3 fiir eine Reihe von Kreisfrequenzen ermittelt wird. 
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§ 612 Ubungsbeispiele. 

Scheinleistungsbilanz. § 612 

-.1) Aufgabe. Ein Unterwerk speist drei abgehende Leitungen L 1 , L 2 , 

L3 • An diese gibt es 8000 kW, 10000 kW, 12000 kW Wirkleistung und 
8000 kVar, 6000 kVar, 10000 kVar Blindleistung abo Von einem Nieder
.druckkraftwerk K1 bezieht es 24000 kW Wirkleistung und 18000 kVar 
Blindleistung. Ein im Unterwerk aufgestellter Phasenschieber P liefert 
9000kVar. Den notwendigen Rest liefert ein Hochdruckwerk K 2 • 

Welche Wirk- und welche Blindleistung gibt K2 ab? 

-.2) L 6 sung. Die Sammelschienen des Unterwerkes, die drei abgehenden 
Leitungen mit den angeschlossenen Netzen, der Phasenschieber und die 
zwei Kraftwerke bilden ein geschlossenes Netz, fUr das die Summe del' 
komplexen Scheinleistungen nach (522a) Null wird 612a. 

-.3) Unter Beachtung des Zusammenhanges del' Vorzeichen und del' 
Worte "aufnehmen" und "abgeben" (§ 2421.4; § 2422.2) werden die 

ffV(Jr komplexen Scheinleistungen del' 
~ 12 dl'ei Leitungen - von ihnen aus 

'~ betrachtet - nach (513d) 
8 

-10 
-12 
-1¥ 
-18 
-18 
-20 -
-22 
-2¥ 

IRSL = 8000 kW -j 8000 kVar, , 
I I, " I • I' IR = 10000 k W - j 6000 k V ar 
8 10'12 1¥ 10 18 2022 2¥ 2828 JOffW SL2 ' 

9cs =12000 kW - jlOOOO kVar. 
L3 

Ebenso finden wir fiir den Pha
senschieber 

IRsp = j 9000 kVar 

und fiiI' das Niederdruckkraft
werk 

Abb. 612 a. Scheinieistungs-Zeigerbild. IRs = -24000kW=jI8000kVar. 
K, 

Zur Auffindung der gesuchten komplexen Scheinleistting zeichnen wir 
in Abb. 6I2a das Scheinleistungsbild. IRSK entspricht dem Zeiger, del' 
es schlieBt. Wir lesen ab IRSK2 = -6000 kW - } 3000 kVar. Das Kraft
werk K2 hat dem Unterwel'k 6000 kW abzugeben und 3000 kVar von 
ihm aufzunehmen. 

612a Die von den Transformatoren und internen Leitungen des Unterwerkes 
aufgenommene Wirk- und Blindleistung wollen wir vernachlassigen, da keine 
naheren Angaben vorliegen. Ware dies del' Fall, so k6nnten sie leicht berlicksichtigt 
werden. 
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Tafeln. 

Tafel 1. Zusammenstellung ellllger wichtiger GraBen und ihrer 
Einheiten im Giorgischen MaBsystem und im Zentimeter-Sekunde

Ampere-Ohm-System. 

Einheiten des Einheiten des 
GroBe Giorgischen MaB- Zentimeter-Sekunde-

Bernerkung systemes Ampere-Ohm-Systemes 
Name ] Zeichen Name ]Zeichen Name ] Zeichen 

rbeit . A Joule I J Joule 
I 

J J = 0,102 mkg-Kraft 
rehzahl _ n - S-1 - S-1 odeI' U/s 
'rehmoment ]yl (ll:[d) Joule 

I 

J Joule J 
'Urchflutung . Q Ampere A Ampere A auch Amperewindung 
nergie _ .. '1 W Joule I J Joule J 
eldstarke,elektr. ' E - i Vim - V/cm 

" 
magn. H - j A/m - A/em A/em = 1,25 Oersted 

lache . F Quadratmeter m2 Quadrat- cm2 

zentimeter 
luB, Induktions- <P V oltsekunde Vs Voltsekunde Vs Vs =Wb = 108 Mx 

Weber Wb Weber Wb 
requenz . • • °1 f Hertz Hz Hertz Hz Hz = S-' 

eschwindigkeit. i V - m/s - cm/s 
lduktion, magn.] B - Vs/m2 - Vs/cm2 Vs/cm2 = 108 Gs 
lduktivitat · :L, JJI, S Henry H Henry H H=Q 
apazitat · i C Farad F Farad F F = s/Q 
raft ! P J/m - J/cm J/cm = 10,2 kg-Kraft · \ 

-

reisfrequenz . OJ -

I 

S-1 - S-1 

1dung, elektr. Q Coulomb C Coulomb C C=As 
inge 

:1 
1 Meter , m Zentimeter cm 

~istung ]I{ Watt 
I 

W Watt W 735W = PS 
asse · i m Kilogramm kg - Js2/cm2 kg-Masse = Js2jm2 

I = 10- 4 Js2/cm 2 

Jtential. P Volt 
I 

V Volt V 
Jannung, elektr'l U Volt V Volt V 

" magn.! V Ampere A Ampere A 
,rom starke , I Ampere A Ampere A 
"iderstand 

I 
R, Z Ohm Q Ohm i Q 

~it .1 t Sekunde I s Sekunde I s 
Augenblickswerte veranderlicher GraBen werden durch kleine Buchstaben 

odeI' durch den Index t, Effektivwerte durch groBe Buchstaben und Schei
telwerte durch Uberdachen C) bezeichnet. Bei magnetischen GraBen - bei 
denen del' Effektivwert kerne Rolle spielt - kommt del' groBe Buchstabe dem 
Scheitelwerte zu. Beispiele: u, U, u; <Pt , <P. Zeiger und komplexe GraBen werden 
durch Frakturbuchstaben odeI' durch Uberpunkten (') gekennzeichnet. Bei
spiele: U, if,. 

Tafel 2. Zusammenstellung del' Schriftarten Kursiv, Fraktur, Deutsch. 

A, a 
B, b 
C, c 
D, d 
E, e 
F, f 
G, g 

12* 

W, a 
\8, Jj 

(I, C 

:!l, b 
Gl', e 
{y, f 
@, g 

Ot,.,w 
$,'.9 

£',y 
~4 

i(,-
/,/' 
Cf, "if 

H, h S,j, f) 
J, ~, i 
J, j ~,i 
K, k sr, f 
L, 1 .\3,1 

1

M, m 9)e, m 
N, n IJC, n 

7'/ 
~ .4:-

1;/ 
<f,.# 
:f...t 
."" I 
WI, d'-V I 
iJt, 4V 

0, 0 10, 0 0: AY 1 v, v 
P, ]J \~, 1J 1, 7" I ft', tv 

Q, q 0, q Cf.9' I X, x 
R, l' ffi, r Jl, 4" , Y, Y 
S, 8 6, f, 5 iJ~ f, ,,' I Z, z 
T, sr, t 1,..1 ! 

U, u U, u M,,;; ! 

l13, tJ 1J, "" 
:i!B, l1J 1JiO,4<J 
I, 6 de, f, 

W, t) 7j, ~ 
3, 3 j, 1 
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Abgabe von Blindleistung § 2422, § 382 
- von Wirkleistung § 2421.4, § 382 
Abweichung einer komplexen Zahl 

§ 1241.2 
Achse, imaginare § 123.2 
_, reelle § 123.2 
-, Zeit- § 313 " 
Addition, geometrische § 131.6 
- harmonischer Schwingungen § 314, 

§ 322 
- komplexer Zahlen § 131 
-, Reziprok- § 45, § 451, § 452 
-, vektorielle § 131.6 
- von komplexen Scheinwiderstanden 

und Scheinleitwerten § 44 
- von Wechselspannungen und Wech-

selstromen § 603 
Admittanz § 42.1 
"Admittanzoperator § 42.3 
AEF: siehe AusschuB fur Einheiten und 

FormelgroBen 
Amplitude § 213.2 
Anfangsphase § 213.2 
Anfangspunkt eines Zweipoles § 2121.5 
Anfangsrichtung eines Winkels § 112.1 
Anodenspannung § 362 
Anodenstrom § 362 
Arbeitsart eines Zweipoles § 382, § 383 
arc § 1241.2 
Arcus einer komplexen Zahl § 1241.2 
Argument einer komplexenZahl § 1241.2 
Aufnahme von Blindleistung § 2422.2, 

§ 382 
- von Wirkleistung § 2421, § 382 
Augenblickswert § 213.2 
- im Zeigerbild § 313 
AusschuB fiir Einheiten und Formel

groBen Anm. 214a, Anm. 2145a, 
Anm. 221 b, § 383.2 

auBerer Weg § 2144.1, § 224.2, § 231.1 

Banneitz, F. Anm. 321a 
Behn-Eschenburg, H. § 609.10 
Betrag einer komplexen Zahl § 1241.1 
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Betrag eines Winkels § 112.3 
Bezugspfeil § 2121.3 
Bezugssinn § 2121 
- der verschiedenen GroBen eines 

Zweipoles § 231.2 
-, entgegeulaufender § 2122.3, § 233.1 
-, gemeinsamer § 2122.1, § 221.1 
-, mitlaufender § 2122.3, § 233.1 
- von Drehwinkeln § 2123 
Bezugssinne, entgegengesetzte § 2122.1 
-, fortlaufende § 2122.2 
-, gegenparallele § 2122.2, § 233.2 
-, gegensinnige § 2122.8 
-, gleichsinnige § 2122.8 
-, nach einer Rechtsschraubung zu-

geordnete § 2122.4, § 223.2, § 224.1, 
§ 231.2 

-, parallele § 2122.2, § 233.2 
Blindkomponente § 54.2, -.3 
Blindleistung § 2422 
-, Abgabe § 2422, § 382 
-, -, komplexe Berechnung § 512 
Blindleitwert § 42.5 
Blindspannung § 54.2 
Blindstrom § 54.3 
Blindwiderstand § 41.5 
Boucherot, P. § 522.3 
Bremsdrosselspule § 609.11 
Brunn, A. von, Anm. 2121 a u. b 

Carson, J. R. § 326.1 

Darstellung, geometrische, einer kom-
plexen Zahl § 123, § 241.4 

-, -, einer komplexen GroBe § 126 
Diagrammvektor § 123.3 
Dielektrikumsspannung § 222, § 231.3 
Dimension § 111.3 
DIN Anm.l11a, Anm.112a, Anm.126a, 

Anm. 2122a, § 214.2, § 214i.2, 
Anm. 221 b, Anm. 223b 

Division komplexer Zahlen § 134 
Doppelindex § 2121.3 
D:eher § 1241.5, § 133.6 



Namen- und Sachverzeichnis. 

Dreher, rechtwinkliger § 133.6 
Drehfeld § 392.3, § 610.7 
-, elliptisches § 393.2 
Drehinduktivitat § 343.8 
Drehmoment stromdurchflossener Spu-

len § 244, § 55 
Drehstrecker § 133.6 
Drehwinkel § ll2.1 
Dreieckschaltung § 343.5 
Dreieckspannung § 343.5 
Dreieckstrom § 343.5 
Drosselspule, Brems- § 609.ll 
-, Luft- § 3331 
-, mit Eisenkern § 3332 
Drosselverstarker § 606.5 
Durchflutungsgesetz § 222.3 

ebener Vektor § 123.3 
Effektivwert § 213.4 
- im Zeigerbild § 312 
eingepragte elektrische Feldstarke 

§2147.4 
- elektromotorische Kraft § 2147.1, 

§ 221.2 
- Spannung § 2148, § 221.2, § 231.3, 

§ 3334.2, § 601 
Einheit § 111.2, Tafel I 
-, imaginare § 122.1 
Einheiten del' LeistungsgroBen § 243 
Einheitengleichungen § Ill.5 
Einphasen-ReihenschluB-Kommutator-

motor § 609 
Einphasen-Transformator, Ersatz-

schema § 342.4 
Eisenverluststrom § 3332.8 
elektrische Durchflutung § 223.2 
- Feldstal'ke § 2141.5 
- -, eingepragte § 2147.4 
- Spannung § 2141.2 
- Umlaufspannung § 2141.4, -.7, 

§ 2142.1, § 224.1 
elektl'isches :Feld, wil'belfreies § 2142.1 
- Wirbelfeld § 2142.1 
elektromotorische Kraft, eingepl'agte 

§ 2147.1, § 221.2 
- -, Gegen- Anm.221a 
- -, induzierte § 224.4, § 602 
Elektronel1l'ohre, Ersatzschema § 362.3, 

-.5 
Ellipse, komplexe GIeichung § 373 
elliptisches Drehfeld § 393.2 
Emde F., Anm. 2141a, Anm.223b 

Endpunkt eines Zweipoles § 2121.5 
Endrichtung eines Winkels § 112.1 
entgegengesetzter Bezugssinn § 2122.1 
ErsatzgroBe, komplexe § 322.3 
Ersatzschema del' Drosselspule mit 

Eisenkern § 3332.4, § 3332.7 
- del' Elektronel1l'ohre § 362.3, -.5 

del' Luftdrosselspule § 3331.2 
del' wil'klichen Stromquelle § 3334.1 
des Einphasen-Transformators 
§ 342.4 
des Kondensators § 3333.2 

- fUr zwei magnetische gekuppeIte 
Spulen § 341.3 

erzwungene Schwingung § 3.2 
Exponentialform einer komplexen Zahl 

§ 1242 

Feld, Dreh- § 392.3, § 610.7 
-, Wechsel- § 392.1 
Feldkurve § 352.4 
Feldstarke, eingepragte elektrische 

§ 2147.4 
-, elektrische § 2141.5 
-, magnetische § 223.1 
Ferraris, L. A. Anm. 392 a 
Ferrariskomponenten § 392.2 
Finzi, G. § 393.3 
FluB, gemeinsamer § 342.2 
-,Induktions- § 224.1, § 231.2 
-, resuItierender § 342.2 
-, Spulen- § 223.4 
-, Stren- § 342.2 
-, Windungs- § 223.5 
Formen einer komplexen Zahl, ver-

schiedene § 124 
fortlaufender Bezugssinn § 2122.2 
Fraenckel, A. Anm. 451 a 
frcie Schwingung § 3.2 
Frequenz § 213.2 
Frequenzkompensation § 611 
FuBpnnkt eines Zeigers § 123.3 

Gastel, A. van Anm. 605 a 
GanBsche Zahlenebene § 123.2 
gegenelektromotorischc Kraft Anm .221a 
Gegeninduktivitat § 341, § 223.4 
gegenparallele Bezugssinne § 2122.2 
gegenseitige Induktion, Koeffizient del' 

§ 223.4 
gegensinnige Bezugssinne § 2122.8 
- Wicklungen § 2122.8 
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gekreuzte Wicklung § 352.1 
gekuppelter Zweipol § 34.1 
gemeinsamer Bezugssinn § 2122.1, § 231,2 
- FluB § 342.2 
geometrische Addition § 131.6 
- Darstellung einer komplexen GroBe 

§ 126 
- - - - Zahl § 123, § 1241.4 
- Subtraktion § 132.5 
Gerade, komplexe Gleichung § 371 
gewohnliche Form einer komplexen Zahl 

§ 124.1 
- komplexe Zahl Anm. 122a 
Giorgisches MaBsystem § 111.7, Tafel 1 
Gitterspannung § 362 
gleichsinnige Bezugssinne § 2122.8 
- Wicklungen § 2122.8 
GroBe § 111 
-, komplexe § 126 
-, - Ersatz- § 322.3 
GroBengleichung § 111.5 
-, zugeschnittene § 111.6 

harmonische Schwingung § 213 
Hauffe, G. § 37.3 
Hauptwert del' Phase einer komplexen 

Zahl § 1241.2 
- des Logarithmus § 137.2 
Heaviside, O. § 326 

ideeller Magnetisierungsstrom § 3332.8 
lEC Anm. I11d, Anm. 331 b, Anm. 41a 
~m § 122.3 
imaginare Achse § 123.2 
- Einheit § 122.1 
- Zahl § 122.5 
imaginarer Teil § 122.1 
lmaginarteil § 122.1 
lmpedanz § 41.1 
lmpedanzoperator § 41.3 
lnduktionsfluB eines Zweipoles § 231.1 
lnduktionsgesetz § 224 
induktiv § 383.2 
lnduktivitat § 3322 
-, Dreh- § 343.8 
-, Gegen- § 223.4, § 341 
-, innere § 3334.1 
-, Selbst- § 223.4, § 341 
-, Streu- § 342 
induzierte elektromotorische Kraft 

§ 224.4 u. if. 
- Spannung §224.3 u. ff., §231.3, §602 
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innere Induktivitat § 3334.1 
- Spannung § 231 
innerer Weg § 224.2, § 231.1 
- Widerstand § 3334.1 
Integrationsweg Abb.21412, § 223.3, 

§ 224.1 
lnternationale Elektrotechni"sche Kom

mission siehe lEC 

j § 122.1 

Kafka, H. § 611.1 
Kapazitat § 3323 
Kapazitatsgesetz § 222 
kapazitiv § 383.2 
Kennelly, A. E. § 1241.6 
Kennellysche Form einer komplexen 

Zahl § 1241 
- Schreibweise einer komplexen Zahl 

§ 1241.6 
Kirchhoffsche Regel, erste § 232 
Kleiner, A. Anm.383a 
Klemmenspannung § 2144, § 231 
-, resultierende § 233 
Knotenregel § 232 
Koeffizient del' gegenseitigen lnduktion 

§ 223.4 
- del' Selbstinduktion § 223.4 
Kommutatoranker § 352 
Kommutatormotor, Einphasen-Reihen-

schluB- § 609 
komplexe Ersatz;groBe § 322.3 
- GroBe § 126 
- Scheinleistung § 513 u. ff. 
- Zahl § 122 
- -, Abweichung § 1241.2 
- -, Addition § 131 
- -, Arcus § 1241.2 
- -, Argument § 1241.2 
- -, Betrag § 1241.1 
- -, Division § 134 
- -, Dreher § 1241.5 
- -, Exponentialform § 1242 
- -, geometrische Darstellung § 123, 

§ 1241.4 
- -, gewohnliche Anm. 122 a 
- -, - Form § 124.1 
- -, Kennellysche Form § 1241 
- -, - Schreibweise § 1241.6 
- -, Komponenten § 131.8 
- -, konjugierte § 125 
- -, Logarithmierung § 137 



Namen· und Sachverzeichnis. 

Komplexe Zahl, Modul § 1241.1 
- -, Multiplikation § 133 
- -, NormaHorm § 1241.3 
- -, Phase § 1241.2 
- -, Potenzierung § 135 
- -, Radizierung § 136 
- -, Subtraktion § 132 
- -, trigonometrische Form § 1241 
- -, Versor § 1241.5 
- -, Winkel § 1241.2 
komplexer Scheinleitwert § 42.3 
- Scheinwiderstand § 41.3 
Komponente einer komplexen Zahl 

§ 131.8 
-, Blind· § 54 
-, Wirk- § 54 
-, Ferraris· § 393.2 
Kondensator § 3333 
Konduktanz § 42.5 
konjugiert komplexe Zahl § 125 
Kraft stromdurchflossener Spulen § 244 
Kreis, komplexe Gleichung § 372 
Kreisfrequenz § 213.2 
Kiipfmiiller, K. Anm.123a, § 325.2 
KurzschluBstrom § 3334.5 

Leerlaufspannung § 3334.1 
Leerlaufstrom § 342.3 
Leistung eines Zweipoles § 241 
Leitungsstrom § 343.4 
Leitwert, Blind- § 42.5, § 54 
-, Schein- § 42.1, § 54 
-, Wirk- § 42.5, § 54 
Linienbild § 213.2 
Liniendiagramm § 213.2 
linksgewickelte Spule § 2122.6 
Logarithmus einer komplexen Zahl § 137 
Loschdrosselspule § 605 
Luftdrosselspule § 3331 
Luftspaltfeld § 610 

magnetische Feldstarke § 223.1 
- Spannung § 223.1 
- Umlaufspannung § 223.1 
Magnetisierungsstrom, ideeller § 3332.8 
Masche § 2121.6 
Maschenregel § 233.1 
Maschenumlaufsinn § 2121.6 
MaBstab § 126.3 u. ff. 
MaBzahl § 111.2 
mitlaufender Bezugssinn § 2122.3 
Modul einer komplexen Zahl § 1241.1 

Momentanwert § 213.2 
Multiplikation komplexer Zahlen § 133 

nacheilender Strom § 213.5 
NormaHorm einer komplexen Zahl 

§ 1241.3 
Nutzbremsung § 609.9, -.10 

Oberdorfer, G, § 37.5 
Offnungswinkel § 112.1 
Ohmsche Spannung § 221.4, § 231.3 
Ohmscher Potentialabfall § 221.5 
- Spannungsabfall § 221.5 
- Spannungsfall Anm. 221 b 
Ohmsches Gesetz § 221 
Ollendorf, F. § 326.1 
Operator § 322.5 
-, Admittanz- § 42.3 
-, Impedanz- § 41.3 

. Ortskurven § 37 

parallele Bezugssinne § 2122.2 
Parallelschaltung § 44.2, § 45, § 604 
Periodendauer § 213.2 
Petersen, W. § 605 
Phase § 213.2 
-, Anfangs. § 231.2 . 
-, komplexe Zahl § 1241.2 
-, komplexer Scheinleitwert § 42.4 
-, komplexer Scheinwiderstand § 41.4 
Phasenverschiebung des Stromes gegen-

iiber der Spannung § 213.5 
- im Zeigerbild § 312 
Polhausen, K. § 326.1 
Potential § 2145 
Potentialabfall § 221.5 
Potentialdifferenz § 2145 
Potenzierung einer komplexen Zahl 

§l35 
Projektionen eines Zeigers § 123 

quadratischer Mittelwert § 213.4 

Radizierung einer komplexen Zahl § 136 
Randlinie § 223.2 
ffie § 122.3 
Reaktanz § 41.5 
Realteil § 122.1 
rechtsgewickelte Spule § 2122.6 
Rechtsschraubung § 2122.4 
reelle Achse § 123.2 
- Zahl § 121.1 
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Reellmachen eines komplexen Nenners 
§ 134.3 

reeller Teil § 122.1 
Regeln fiir die Bewertung und Prii£ung 

elektrischer Maschinen siehe RE.M. 
- - - - - - von Transformato

ren siehe RE.T. 
Reihenschaltung § 44.1, § 45 
ReihenschluB-Kommutatormotor, Ein-

phasen - § 609 
reine Stromquelle § 3324 
reiner Widerstand § 3321 
relative Spannungsanderung § 3334.3 
RE.M. Anm. 3334b, Anm.352b 
Resistanz § 41.5 
resultierende Klemmenspannung §233.2 
resultierender FluB § 342.2 
RE.T. Anm. 3334 b, § 607 
Reziprokaddition § 45, § 451, § 452 
Richter, R Anm.352a 
Richtleistung Anm. 2423 a 
Rotationsspannung § 35.1 
Rothe, R § 326 
Rukop, H. Anm. 451 a 

Schaft eines Zeigers § 123.3 
Schaltungsbezeichnung eines Dreh

strom-Transformators, Bestimmung 
der § 607 

Scheinleistung § 2423 
-, komplexe § 513, § 521, § 522 
Scheinleistungsbilanz § 612 
Scheinleitwert § 42.1 
-, komplexer § 42,3 
Scheinwiderstand § 41.1 
-, komplexer § 41.3 
Scheitelwert § 213.2 
SchOnholzer, E. Anm. 331 b 
Schwingung, erzwungene § 3.2 
-, freie § 3.2 
-, harmonische § 213 
Selbstinduktionskoeffizient § 223.4 
Selbstinduktivitat § 223,4. § 341 
Sinusstrom § 213 
Spannung § 2141 
-, Anoden- § 362 
-, Blind- § 541.3 
-, Dielektrikums- § 422.1, § 231.3 
-, Dreieck- § 343.5 
-, eingepragte § 2148, § 221.2, § 231.3, 

§ 3334.2, § 601 
-, elektrische § 2141 
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Spannung, Gitter- § 362 
-, induzierte § 224.3 u. ff., § 231.3, § 602 
-, innere § 231 
-, Klemmen- § 2144, § 231 
-, Leerlauf- § 3334.4 
-, magnetische § 223.1, -.3 
-, - Umlauf- § 223.1 
-, Ohmsche § 221.4, § 231.3 
-, resultierende Klemmen- § 233.2 
-, Rotations- § 35.1 
-, Stem- § 343.2 
-, Strang- § 343.7 
-, Streu- § 342.2 
-, Transformations- § 35.1 
-, Umlauf- § 2141.4, -.7, § 2142.1, 

§ 224.1 
-, verkettete § 343.1 
-, Widerstands- § 221.4 
-, Wirk- § 541.3 
Spannungsabfall § 221.5 
Spannungsanderung § 221.6, § 3334.3 
-, relative § 3334.3 
Spannungsdifferenz § 2141.3, § 2146 
SpannungserhOhung § 221.6 
Spannungsfall, Ohmscher Anm. 221 b 
Spannungsverstarkung § 606 
spezifischer Widerstand § 221.1 
Spitze eines Zeigers § 123.3 
Spule, linksgewickelte § 2122.6 
-, rechtsgewickelte § 2122.6 
Spulen, Ersatzschema fiir zwei magne-

tisch gekuppelte § 341.3 
Spulen£luB § 223.4 
Stempunkt § 343.2 
Stemschaltung § 343.2 
Stemspannung § 343.2 
Stemstrom § 343.4 
Strangspannung § 343.7 
Strangstrom § 343.7 
StreufluB § 342.2 
Streuinduktivitat § 342 
Streuspannung § 342.2 
Stricharten fiir Zeiger § 331.2 
Strom § 231 
-, Anoden- § 362. 
-, Blind- § 541.2 
-, Dreieck- § 343.4 
-, Eisenverlust- § 3332.8 
-, ideeller Magnetisierungs- § 3332.8 
-, KurzschluB- § 3334.5 
-, Leerlauf- § 342.3 
-, Leitungs- § 343.4 
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Strom, nacheilender § 213.4 
-, Stern- § 343.4 
-, Strang- § 343.7 
-, voreilender § 213.4 
-, Wirk- § 541.2 
Stromquelle § 3324.1 
-, reine § 3324 
-, wirkliche § 3334 
Subtraktion, geometrische § 132.5 
- harmonischer Schwingungen § 314 
- komplexer Zahlen § 132 
- von WechseIspannungen und Wech-

seIstromen § 603 
Suszeptanz § 42.5 
Synchronmaschine § 351, § 608 

Teil, imaginarer § 122.1 
-, reeller § 122.1 
Transformator, Ersatzschema des Ein

phasen- § 342.4 
-, Schaltungsbezeichnung eines Dreh

strom- § 607 
Transformationsspannung § 35.1 
trigonometrische Form einer komplexen 

Zahl § 1241 

iibererregte Synchronmaschine § 608.9 
U-bersetzung § 342.1 
Umlaufspannung, elektrische § 2141.4, 

-.7, § 2142.1, § 224.1 
-, magnetische § 223.1, -.3 
ungekreuzte Wicklung § 352.1 
untererregte Synchronmaschine § 608.9 

Var § 243.3 
Vektor § 123.3 
-, ebener § 123.3 
Vektordiagramm § 126.7 
vektorielle Addition § 131.6 
Veranschaulichung einer komplexen 

GroBe § 126 
Versor einer komplexen Zahl § 1241.5 
Verstarker § 606 
voreilender Strom § 213.5 

Wallot, J. Anm. 1241a, § 2122.8, Anm. 
213a, Anm. 214a, Anm. 221c, §326.1 

Wechselfeld § 392.1 
WechseIspannung § 2143 
Weg, auBerer § 2144.1, § 224.2, § 231.1 
-, innerer § 224.2, § 231.1 
Wicklung, gekreuzte § 352.2 
-, ungekreuzte § 352.2 
Wicklungen, gegensinnige § 2122.8 
-, gleichsinnige § 2122.8 

Wicklungsfaktor § 223.5, § 3322.3, 
§ 342.1 

Widerstand § 221.1 
-, Blind- § 41.5 
-, innerer § 3334.1 
-, reiner § 3321 
-, Schein- § 41.1 
-, spezifischer § 221.1 
-, Wirk- § 41.5 
Widerstandsspannung § 221.4 
Widerstandsversmrker § 606.4 
WindungsfluB § 223.5 
Winkel § 112 
- einer komplexen Zahl § 1241.2 
Winkelbogen § 112.2 
Wirbelfeld § 2142, § 224.7 
wirbelfreies elektrisches Feld § 2142. 

§ 224.7 
Wirkkomponente § 54.2, -.3 
Wirkleistung § 2421 
-, Aufnahme § 2421, § 382 
-, -, komplexe Berechnung § 511 
Wirkleitwert § 42.5 
wirkliche Stromquelle § 3334 
Wirkspannung § 54.2 
Wirkstrom § 54.3 
Wirkwiderstand § 41.5 

Zahl, benannte § 111.1 
-, gewohnliche komplexe Anm.122a 
-, imaginare § 122.5 
-, komplexe § 122. 
-, konjugiert komplexe § 125 
-, reelle § 121.1 
-, reine oder unbenannte § 111.1 
Zahlenebene, GauBsche § 123.2 
Zahlenpaar § 121.2 
Zahlenwert des Imaginarteiles § 122.1 
- einer GroBe § 111.2 
Zahlenwertgleichungen § 111.5 
Zeiger § 123, § 126 
Zeigerbild § 126.7, § 312 u. ff., § 324 
Zeitachse § 313 
zugeschnittene GroBengleichung §111.6 
Zweipol § 211 
-, aktiver Anm.3324a 
-, Anfangspunkt § 2121.5, § 231.3 
-, Endpunkt § 2121.5, § 231.3 
-, gekuppelter § 34 
-, zusammengesetzter § 34 
Zweipolelement, reines § 332 
-, wirkliches § 333 
Zweispulenproblem § 341, § 342 
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Verlag von Julius Springer in Berlin 

Theorie der Weehselstrome. Von Dr.-Ing. Alfred Fraenckel. 
Dr itt e, erweiterte und verbesserte Auflage. Mit 292 Textabbildungen. 
VI, 260 Seiten. 1930. RM 18.-; gebunden RM 19.35 

Einfuhrung in die komplexe Behandlung von Weeh
selstromaufgaben. Von Dr.-Ing. Ludwig Casper. Mit 42 Text
abbildungen. V, 121 Seiten. 1929. RM 5.94 

Die symbolise he Methode zur Losung von Weehsel
stromaufgaben. Einfiihrung in den praktischen Gebrauch. Von 
Hugo Ring. Z wei t e, vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 50 Text
abbildungen. VII, 80 Seiten. 1928. RM 4.05 

Theorien der Elektrizitat. Elektrostatik. Bearbeitet von 
A. Giintherschulze, F. Kottler, H. Thirring, F. Zerner. Re
digiert von W. Westpbal. (Handbuch der Physik, Band XII.) Mit 112 Ab
bildungen. VII, 564 Seiten. 1927. RM 41.85; gebunden RM 44.10 

Einfuhrung in die Elektrizitatslehre. Von Prof. Dr.-Ing. e. h. 
R. W. Pobl, Gottingen. Vierte, grol3enteils neu verfal3teAuflage. (Einfiih
rung in die Physik, Bd. II.) Mit 497 Abbildungen, darunter 20 entlehnten. 
VIII, 268 Seiten. 1935. Gebunden RM 13.80 

Einfuhrung in die Theorie der Sehwaehstromteeh
nik. Von Prof. Dr. phil. J. WalIot, Wissenschaftlicher Mitarbeiter der 
Siemens & Halske A. -G., Berlin. Mit 347 Textabbildungen. IX, 331 Seiten. 
1932. Gebunden RM 23.--

Einfuhrung in die theoretisehe Elektroteehnik. Von 
Prof. K.ImpfmiilIer, Danzig. Mit 320 Textabbildungen. VI, 285 Seiten. 
1932. RM 18.-; gebunden RM 19.50 

Vorlesungen uber die wissensehaftliehen Grund
lagen der Elektroteehnik. Von Prof. Dr. techn.l\Iilan Vidmar, 
Ljubljana. Mit 352 Abbildungen im Text. X, 451 Seiten. 1928. 

. RM 13.50; gebunden RM 14.85 

Die wissensehaftliehen Grundlagen der Elektro
teehnik. Von Prof. Dr. GustRyBenischke, Berlin. Sechste, vermehrte 
Auflage. Mit 633 Abbildungen im Text. XVI, 682 Seiten. 1922. 

Gebunden RM 16.20 



Verlag von Jul us Spr nger in Berlin 

Funktionentherorie und ihre Anwendung in der 
Technik. Vortrage von R. Rothe, W. Seho ttky. K. Po hlhausen, 
E. Weber,F. Ollendorff,F. Noether. VeranstaltetdurehdasAuBen
institut del' Teehnisehen Hoehsehule zu Berlin, in Gemeinsehaft mit dem 
Elektroteehnisehen Verein, E. V., zu Berlin. Herausgegeben von Professor 
Dr. R. Rothe, Berlin, Dr.-Ing. F. Ollendorff, Berlin, und Dr. K. Pohl
hausen, Berlin. Mit 108 Textabbildungen. VII, 173 Seiten. 1931. 

Gebunden RM 16.--

Potentialfelder der Elektrotechnik. Von Dr.-Ing. Franz 
Ollendorff. Mit 244 Abbildungen im Text. VIII, 395 Seiten. 1932. 

Gebunden RM 32.-

Ortskurven der Starkstromtechnik. EinfUhrung in ihre 
Theorie und Anwendung. Von Dr.-Ing. Gerhard Hauffe, Dresden. lYIi 
101 Textabbildungen. X, 174 Seiten. 1932. 

RM 14.50; gebunden RM 15.50 

Grundzuge der Starkstromtechnik. Fur Unterrieht und 
Praxis. Von Dr.-Ing. K. Hoerner. Z wei t e, durehgesehene und er
weiterte Auflage. Mit 347 Textabbildungen und zahlreiehen Beispielen. 
V, 209 Seiten. 1928. RM 6.30; gebunden RM 7.38 

Aufgabensammlung fur Elektroingenieure. Aufgaben 
aus dem Gebiet del' Starkstromteehnik mit ausfiihrliehen Losungen. 
Von Dozent Dipl.-Ing. Kurt Fleischmann, Mannheim. Mit 59 Abbildungen 
im Text und auf 5 Tafeln. VIII, 171 Seiten. 1931. 

RM 9,45; gebunden RM 10.80 

Aufgaben und Losungen ausderGleich-undWechsel
stromtechnik. Ein Ubungsbuch fur den Unterricht an techni
sehen Hoch- und Fachschulen sowie zum Selbststudium von Professor 
H. Viewegel' und lng. 'V. Vieweg·er. Z e h n t e, umgearbeitete Auflage. 
Mit 289 Textabbildungen zu 349 Aufgaben und einer Tafel mit Magneti
sierungskurven_ VIII, 341 Seiten. 1931. 

RM 10.35; gebunden RM 11.70 

Die Elektrotechnik und die elektromotorischen An
triebe. Ein elementares Lehrbuch fiir technische Lehranstalten und 
zum Selbstunterricht. Von Professor Dipl.-Ing. 'V. Lehmann, Berlin. 
Z wei t e, stark umgearbeitete Auflage. Mit 701 Textabbildungen und 
112 Beispielen. VII, 302 Seiten. 1933. RM 12.60; gebunden RM 13.80 

Kurzes Lehrbuch der Elektrotechnik. Von Professor Dr. 
A. Thomiilen, Karlsruhe. Z e h n t e, stark umgearbeitete Auflage. Mit 
581 Textbildern. VIII, 359 Seiten. 1929. Gebunden RM 13.05 



Berichtigungen. 

S. 22. In (I32d) ist das erste "Z2y" durch "Z2x" zu ersetzen. 
S. 28. In der auf (I34c) folgenden Gleichung ist "n" statt ,,0" zu schreiben. 
S. 30. In Anm. 135 b ist ,,§ 1241.2" statt ,,§ 1241.3" zu lesen. 
S. 32/33. In § 137.4 ist durchwegs "logSl" statt "logS2" zu setzen. 
S. 71. 

S. 72. 

S. 73. 
8. 77. 

S. 79. 

S. 85. 

8. 86. 

S. 88. 
S.1l6. 

8.121. 

1m letzten Glied der obersten Gleichung hat der Index ,,2" statt ,,1" 
zu lauten. 
In der ersten Gleichung fiir W;:' ist das Differential "d t" durch "d i l " 
zu ersetzen. 
In der 2. Zeile von § 3.3 muB es "Zlrp" statt "zlrp" heiBen. 
Der Faktor ,,2" fehlt in der (3I4e) vorangehende~Gleichung, in (3I4e, 
fund g) vor dem Produkt 1112 und in (3I4h) vor 1~111~21. 
In (32Ih) ist das erste ,,+"-Zeichen der rechten Seite durch ,,±" zu 
ersetzen. 
In §324.I ist "in= y2 In cos(rot+rpn)" an Stelle von "i2= y2 12 cos(rot+rpn)" 
zu setzen. 
In der ersten Gleichung von § 324.3 ist am Schlusse "rpit" statt "rpll" 
zu lesen. 
In der letzten Gleichung von § 325.2 ist "/rot" statt "Irpx" zu schreiben. 
In der ersten Gleichung fiir drp/dt im Zahler ist "dt" durch "dx" zu er
setzen. 
In § 362.2 ist in der 2. Zeile ,,\Vechselkomponente" statt "Wechsel
spannung" zu schreiben. Ferner ist in der zweiten und in der vierten 
Gleichung "di." durch "di~" und in der vierten "i~" durch "i." zu 
ersetzen. 

S.I24. In der auf (371 b) folgenden Zeile ist "veranderlichem" statt "unver
anderlichem" zu lesen. 

S.I26. In § 372.5 soll es in der fiinften Zeile von unten "Rz " statt "Rx" 
heiBen. In § 372.6 ist ,,(372e)" fiir ,,(372 g)" zu schreiben. In der un
tersten Gleichung fehlt vor dem Bruchstrich ein ,,+"-Zeichen. 

S.I27. In den vor (373e) stehenden Gleichungen fehien rechts die Dreher
zeichen "L'. In (373g) ist ,,+" statt ,,-" zu schreiben. 

S.I34. In der ersten Zeile ist "p" durch ,,/(p)" zu ersetzen. 
S.I41. Die Zahler von (45c) sollen lauten: 

"ZlW(Z~w+Z~b) +Z2W(Z~W+Z~b)" und "Z1b(Z~w+Z~b)+Z2b(Ziw+Zh)". 
In der ersten Zeile von § 451.1 ist ,,32" statt ,,31" zu lesen. In (451 b) 
ist rechts ,,32" durch ,,31" zu ersetzen. 

8.143. In (452 b) ist das erste ,,= "- Zeichen zu streichen. 
S. 158. In § 603.5 wird 

8.163. Statt ,,(696c)" soll es ,,(606c)" heIDen. 

Landolt, Komplexe Zahlen und Zeiger. 



S. 164. In § 606.6 werden die Kreiskonstanten 
a = -R., b = -fL., c = D(R, + Ra), b = fLaD, p = ro, m = 1. 
In (606h) ist "R" durch "Ri" zu ersetzen. 

S. 171. In der 3. Zeile ist ,,;" in ,,;," zu verwandeln. 
S. 173. In der letzten Zeile von § 609.11 sind ,,(609b)" und ,,(609a)" zu ver

tauschen. 
S. 178. In der6. Zeile von unten ist das zweite ,,= "- Zeichen durch ,,+" zu 

ersetzen. 
S. 179. Das Zeichen fUr die Durchflutung ist ,,0" statt "Q". FUr die Induk

tivititt ist rechts "H = Qs" statt "H = Q" zu schreiben. 
Auf die meisten dieser Fehler hat mich in liebenswiirdigerweise Herr 

Dr.-Ing. G. Hauffe aufmerksam gemacht, wofiir ich ihm bestens danke. 

Winterthur, im September 1936. 
Max Landolt. 
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