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Vorwort.

Die Benutzung hoher Betriebsspannungen bei der Ubertragung
der elektrischen Energie auf weite Entfernungen hat bei der Ver-
wendung von Wechselstrémen den Ladestrom gegeniiber dem Nutz-
strom in den letzten Jahren immer mehr in den Vordergrund geriickt.
Diese Tatsache ist allgemein bekannt; iiber den Grad ihrer prak-
tischen Bedeutung hat man aber noch sehr wenig Urteil. Zwar
haben sich Physiker und Elektrotechniker schon seit lingerer Zeit mit
dem Studium des Finflusses gleichmifig verteilter Kapazitit auf
die Fortpflanzung von Wechselstromen in langen Leitungen be-
schiiftigt, so Fleming im AnschluB an das bekannte Deptforder
Ferranti-Phéinomen, H. F. Weber im Anschlufl an die Lauffen-Frank-
furter Energieiibertragung und andere aus mehr theoretischem Inter-
esse; die praktische Starkstromtechnik hat sich aber von der wissen-
schaftlichen Behandlung dieser Fragen ganz abseits gehalten, weil
das fiir deren Bearbeitung ndtige mathematische Werkzeug zu fein
war., Seitdem aber Steinmetz darauf aufmerksam gemacht hat, daBi
die der Physik schon bekannte Verwendung der komplexen GroBen
beim Studium aller sinusartig verlaufenden Wechselstrome sich auch
fir die Losung elektrotechnischer Aufgaben aufierordentlich eignet,
ist die oben genannte Frage in ein ganz neues Licht geriickt. Die
schwierig zu behandelnden partiellen Differentialgleichungen werden
zu einfach zu losenden linearen, und die iiberaus langen und ver-
wickelten Ausdriicke, welche die Vorginge darstellen, werden auBer-
ordentlich viel kiirzer und {bersichtlicher. Von der komplexen
Methode haben Franke bereits am Anfang der neunziger Jahre und
in letzter Zeit besonders Pupin und Breisig fir das Studium der
Fortpflanzung von Telephonstrémen Gebrauch gemacht. Durch die
auBerordentlich interessanten und klaren Vortriige Breisigs im Elektro-
technischen Verein in Berlin bin ich selbst auf die Bedeutung
und fruchtbare Verwendbarkeit aufmerksam geworden, welche der
komplexen Methode auch fir das Studium der Kabelstrome der
Starkstromtechnik zukommt.

Das vorliegende Buch gibt den Inhalt und die Ergebnisse der
Studien wieder, welche ich auf Grund dieser Anregungen ausgefiihrt
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und zum grofen Teil in meinen Vorlesungen tiber Fernleitung von
‘Wechselstromen an der Technischen Hochschule in Berlin besprochen
habe. Es beschrinkt sich ausschlieflich auf die Starkstromtechnik
und auf sinusartig verlaufende Stréme. Die nicht mit komplexen
GroBen zu behandelnden bedeutungsvollen Erscheinungen, welche
bei plétzlichem Stromunterbrechen und Stromschlub auftreten, sind
nicht erdrtert, fiir ihre Vermeidung ist die Draht- und Kabel-
kommission des Verbandes Deutscher Elektrotechniker im Begriff,
Leitséitze zu verdtfentlichen. Auch den EinfluB von Unsymmetrien
in den Leitungen, wie sie bei konzentrischen Kabeln bestehen, oder
bei Drehstrom-Freileitungen dadurch auftreten, daf der mittlere
Leiter den beiden #uBeren in anderer Weise gegeniiber liegt als
diese einander, oder wie sie bei mangelhafter Isolation eines von
mehreren Leitern vorkommen, habe ich nicht behandelt. Diese Vor-
ginge sind selbst bei der Benutzung der komplexen Methode so
verwickelt, daB sie einer besonderen Bearbeitung bediirfen.

Um die Wirkung der gleichmi8ig verteilten Kapazitit moglichst
fir sich zu erkennen, habe ich zunichst das Verhalten einer nur
mit Widerstand und Kapazitit behafteten Leitung studiert und an
einem Zahlenbeispiele rechnerisch und graphisch verfolgt. Die Be-
sprechung dieses Beispieles kehrt deshalb an den verschiedensten
Stellen des Buches wieder und geht stets den Betrachtungen der
wirklichen mit Widerstand, Kapazitiit, Selbstinduktion und Ableitung
behafteten Leitung voran. Zum Studium praktisch ausgefiihrter
Leitungen habe ich die mir von einem groBen deutschen Kabelwerk
giitigst zur Verfiigung gestellten Daten fiir eine Reihe von 10000-
Volt-Kabeln verschiedener Querschnitte benutzt; als typisches Bei-
spiel fiir eine Freileitung ist die bekannte fiir die elektrotechnische
Ausstellung in Frankfurt a. M. 1891 hergestellte Lauffen-Frankfurter
Leitung herangezogen. Den wesentlichen Inhalt des Buches bilden
also allgemeine theoretische Untersuchungen mit dem Endziel der
Entwicklung einfacher Methoden, welche das im praktischen Be-
triebe auftretende Verhalten der Leitungen vorauszuberechnen ge-
statten, und die zahlenméBige Anwendung dieser Methoden auf den
Betrieb der oben genannten Kabel und der Freileitung. Die Zahlen-
beispiele sind gewdhnlich fiir 50, 100, 150 und 200 km berechnet
und in Tabellen zusammengestellt. Uber den Inhalt dieser Tabellen
befindet sich hinter dem allgemeinen Inhaltsverzeichnisse eine be-
sondere Ubersicht. Der Leser wird finden, daf die Ergebnisse mit
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der Lange, Stirke und Betriebsart der Leitung einem bunten kalei-
doskopartigen Wechsel unterworfen und fiir die Vorstellungen des
mit den {iblichen Methoden Rechnenden zum gréften Teil vollig
unerwartet sind. Ich hoffe sie, soweit es an verhiltnismiBig kurzen
Leitungen moglich ist, in den nichsten Jahren durch Messungen in
einem Kabellaboratorium nachpriifen zu konnen, welches ich im
Elektrotechnischen Institut der neuen Technischen Hochschule in
Danzig fiir diesen besonderen Zweck einzurichten beabsichtige. Den
Leser, welcher der Funkentelegraphie Interesse entgegenbringt,
mochte ich auf das Kapitel ber das endliche, am Ende offene
Kabel aufmerksam machen, welches einige Resultate enthalten diirfte,
die auch fiir diesen Zweig der Elektrotechnik Verwendung finden
konnen. Ich selbst aber habe diese Ergebnisse nicht verfolgt, son-
dern mich streng an die Aufgaben der Starkstromtechnik gebunden.

In bezug auf die duBere Einrichtung des Buches mdchte ich
bemerken, daB die Gleichungen in jedem der 12 Abschnitte fiir
sich numeriert sind. Wird auf eine Gleichung in demselben
Abschnitt verwiesen, so ist nur die Nummer angegeben; ist sie in
einem anderen Abschnitt enthalten, so ist ihr auch die Nummer der
Seite beigefiigt.

Mit der Niederschrift des Manuskriptes zu vorliegendem Buche
begann ich im Herbst 1901 in der Absicht, den Inhalt meiner da-
maligen Vorlesungen zu verdffentlichen. Die Ausarbeitung gab aber
soviel Anregungen, da der Stoff unter der Feder auBerordentlich
anwuchs. Ich hiitte, da ich in den letzten Jahren nicht nur durch
meine regelmiBige Unterrichtstitigkeit, sondern auch durch die Ein-
richtung des Elektrotechnischen Instituts der Technischen Hoch-
schule in Danzig sehr in Anspruch genommen war, die Arbeit nicht
durchfithren konnen ohne die sachverstiindige Mitarbeit einer Anzahl
meiner Schiiler und Assistenten, der Herren David, Kade, Dr. Grix,
Dr.Martiny, Radeboldt, Somborn, Tréger und Vollmer, welche
die Herstellung der Zeichnungen und die Ausfithrung der mithseligen
Berechnung der vielen Tabellen iibernommen und mich beim Lesen
der Korrekturen in wirksamster Weise unterstiitzt haben. Es ist
mir ein lebhaftes Bediirfnis, diesen Herren fiir ihre nimmermiide und
treue Mitarbeit an. dieser Stelle meinen herzlichsten Dank zu sagen.

Danzig, im Juni 1905.

G. Roessler.
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I. Die symbolische Methode der Darstellung.

Wenn in der Wechselstromtechnik die Aufgabe gestellt wird,
eine Reihe von sinusartig mit der Zeit verinderlichen GriBen,
Ay sin(wt + «), 4, sin(wt + &,), 4gsin(wt + «3). . ., zu addieren,
so bedeutet dies, daB eine neue, ebenfalls mit der Zeit sinusartig
sich verindernde Grofie A sin(wf -+ «) gefunden werden soll, welche
die Bedingung erfiillt:

Asin(wt -+ «) = 1, (sinwt 4 &) + 4, (sinw? + «,) (1)
+ Ag (sinwt 4+ a4) + . ..
Man kann die gesuchte Amplitude 4 und Phase «, beide, aus dieser
einen Gleichung leicht auf folgende Weise bestimmen. Man lose
die einzelnen Sinusglieder auf und ordne die Ausdriicke nach sinwt
und coswt; dann erhdlt man
sinwt + Acosox + coswt + Asinx

= sinwt (4; cosex; 4+ A, cosxy -+ A; cosag + .. .)

+ coswt (4, sinx; + A4, sinxy + Agsinog + .. .).
Diese Gleichung muf, wie Gl. 1, fiir jeden beliebigen Zeitpunkt ¢
gelten. Betrachtet man sie zunichst fiir den Zeitpunkt wt = 7;,
so wird cosw! = 0 und daher:

Acoso = A4 cosaxy 4 Ay cosax, + Azcosaxg 4 ... (2)
bei wt= (0 dagegen, wobei sinw? = 0 wird, ergibt sich

Adsinx = A4, sinx; + A, sina, 4+ Agsinoy + .. .. (3)
Gl 2 und Gl 3 geniigen fiir die Bestimmung von 4 und &, denn
die Werte ihrer rechten Seiten lassen sich aus den gegebenen Ampli-

tuden und Phasenwinkeln der zu addierenden SinusgréBen leicht
berechnen. FErgibt sich dabei etwa Acosax = B und A4dsinx = C,

- C
s0 ist A =)B2 4+ 2 md tgo — B

Roegler, Fernleitung von Wechselstromen. 1
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Auch auf graphischem Wege kann man 4 und o leicht er-
halten. Man braucht nur (Fig. 1) die Amplituden A, 4,, 4; usw.
gegen eine gemeinsame — etwa horizontal liegende — Richtlinie R
unter den Winkeln &, «,, &5 geneigt aufzutragen: dann ergibt die
SchluBlinie, mit entgegengesetzter Pfeilrichtung versehen, die gesuchte
resultierende Amplitude 4, wie sie die resultierende Kraft ergibe,
wenn die Figur ein Kraftpolygon wire; der Neigungswinkel von A4
gegen die Richtlinie ist die gesuchte Phasenverschiebung «. DaB
dies richtig ist, erkennt man leicht, wenn man die Horizontal- und
Vertikalprojektionen der einzelnen Strecken der Fig. 1 gebildet denkt.
Die Horizontalprojektionen gehorchen dann der Gl 2, die Vertikal-
projektionen der Gl. 3. Wie in der vorliegenden, so soll in allen
weiteren graphischen Darstellungen eine positive Phasenverschie-

Y

Fig. 1.

bung + «, d. h. eine Voreilung, durch Links-Drehung, eine
negative durch Rechts-Drehung des Vektors dargestellt werden.
Gl. 2 und Gl. 3, da sie als Grundlage sowohl fiir die Berech-
nung wie auch fiir die graphische Bestimmung von 4 und x dienen
ktnnen, geben das Wesen der Beziehung der einzelnen Sinusgrifien
der Gl 1 untereinander ebensogut wieder, wie diese Gleichung
selbst. Die Gl 2 und 3 konnen aber zum Ausgange einer ganz
andern und neuen Darstellungsweise fiir die genannte Beziehung
gemacht werden. Wenn man nimlich in Gl 1 die GroBen:

Asin(w? 4+ o),  dysin(wt 4+ o),  dysin(ot + a,), ...

durch die Griofen
Aex,  Ajgm, Adyee .
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ersetzt, also statt Gl. 1 die Gleichung

Ad* = A &% + A ei% + A % 4 L. 4)
schreibt, so folgen auch aus dieser Gleichung die Gl. 2 und 3
unmittelbar, wenn der Exponent ¢ die Einheit des Imaginédren,
Y—1, bedeutet. Man erkennt dies leicht, wenn man in GL 4 die
Exponentialgrofen mit Hilfe der Formel von Moivre nach dem Schema

Aeti* = 4 (cosax + i sine) )

zerlegt und die reellen Teile von den imagindren trennt. Man
erhilt dann
Acoso + ¢ Asinw
= A, cosx; + Ay cosag 4 dycosoy + ... (6)
+ ¢ (d; sine; 4 Ay sinx, + Agsina, + .. ),

woraus sich Gl. 2 und 3 direkt ergeben, wenn man bedenkt, daB
bei einer Gleichung zwischen komplexen GroBen die reellen Teile
unter sich und die imagindren unter sich gleich sein miissen.

Die komplexen ExponentialgroBen sind den SinusgréBen, fir
welche sie oben eingefiihrt worden sind, selbstverstindlich nicht mathe-
matisch gleich; sie kdnnen nur als deren Symbole betrachtet werden.
Nachgewiesen ist bisher nur, daB sie als solche fiir die Addition
von WechselstromgréBen, etwa von Spannungen bei Reihenschaltung
oder von Stromstirken bei Parallelschaltung, genau so verwendet
werden konnen wie die Sinusgrofen selbst. Setzt man fiir die
Symbole zur Abkiirzung die Buchstaben A ein nach dem Schema

Au = A'n eioc" ) (7)
so erscheint Gl. 4 in der Form
A=A1—l—A2—l—A3—|-..., (‘*)

und die Addition von Spannungen oder Stromstirken vollzieht sich
dann bei Wechselstrom in der #uBeren Form des mathematischen
Ausdruckes ebenso einfach wie bei Gleichstrom. Dieser bequemen
duBeren Analogie wegen wollen wir von jetzt an alle Symbole wie
oben durch einfache, steil gestellte, Druckbuchstaben darstellen und
dazu immer diejenigen wihlen, welche in schriger Stellung zur
Bezeichnung der Amplituden der entsprechenden Sinusschwingungen
dienen. Das Symbol

A= feti~ (9

l*
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bedeutet dann also stets eine Sinusschwingung von der Amplitude 4
und der Phase « oder in der graphischen Darstellung eine Gerade 4
mit dem Neigungswinkel -+ « gegen die Richtlinie, d. i. eine Sinus-
schwingung vom wirklichen Werte

Ay = Asin(wt+ «),

wobei der Index ¢ bei 4; auf die Verdnderlichkeit mit der Zeit hin-
deuten soll.

Damit das Symbol auBer der Amplitude 4 auch den zu der
wirklichen Wechselstromgriofe A4; gehérigen Winkel wi¢ + « enthilt,
konnte man es auch schreiben in der Form

Aot (10)

indem man in Gl 9 + i« durch i(wf+ «) ersetzte. Fiihrte man
das Symbol in dieser neuen Form fiir die Sinusgréfien in Gl 1 ein,
so wiirden sich zundichst die Faktoren e/’ anf beiden Seiten weg-
heben, und die weitere Rechnung wiirde ebenso zu den Gl 2 und 3
fithren, wie wenn w# in das Symbol gar nicht eingefiihrt wire,
Die alte und die neue Form des Symbols sind also fiir die bisher
ausgefithrte Rechnung gleichwertig. Sollen beide Formen auseinander
gehalten werden, so mdge die im Ausdruck Gl 9 gegebene als die
reduzierte, die im Ausdruck Gl. 10 gegebene als die vollstindige
bezeichnet werden. Die steilen Buchstaben (A) ohne Index ¢ sollen
fir die reduzierte, diejenigen mit diesem Index (A, fiir die voll-
stindige Form benutzt werden, so da wir also von nun an setzen

At — 4 el(wi+a)

Bei allen zwischen reduzierten Symbolen .{ ¢/* geltenden Glei-
chungen, welche die Form der Gl 4 haben, konnen die Gréfen A
statt als Amplituden auch als effektive Werte betrachtet werden,
denn man kann von den Amplituden zu den effektiven Werten

iibergehen, wenn man alle Amplituden auf beiden Seiten durch 1/§
dividiert. In Féllen, wo es vorbehalten bleiben soll, 4 als Amplitude
oder als effektiven Wert aufzufassen, soll der allgemeine Ausdruck
Modul dafiir gewéhlt werden. Ist A nicht in der reduzierten Haupt-
form Ae'*, sondern in der vollstindigen Form A; = A e/{@i+a) ge.
geben, so kann 4 logisch nur als Amplitnde angesehen werden,
da durch die Einfithrung von ¢ die Abhingigkeit von der Zeit zun
Ausdruck kommt, und . den Maximalwert der dicser zeitlichen
Verdnderung unterworfenen WechselstromgroBe wie bei der ur-
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spriinglichen Sinusform des Ausdruckes bedeuten muB. Bei den
Gleichungen zwischen Gréfien in der vollstindigen Form wiire es
rein mathematisch natiirlich auch erlaubt, die 4 als effektive
Werte aufzufassen.

Bei der praktischen Ausfiihrung von graphischen Darstellungen
kann man, statt Amplituden und Phasenverschicbungen aufzu-
tragen, auch von den Horizontal- und Vertikalprojektionen ausgehen.
Dies gewiihrt den Vorteil, dal man bei der Ausfiihrung von
Zeichnungen mit Reifischiene und Dreieck auskommt. Wenn man
das reduzierte Symbol nach der Formel von Moivre zerlegt, so

erhilt man ,
! A= d¢*= Acosow + 1 Asinn
D e S——

= p +1 q

Man gewinnt dann also in Gestalt von p und ¢ die Projektionen
direkt; der reelle Teil p bildet immer die Horizontalprojektion, der
imaginére ¢ (ohne den Faktor ) die Vertikalprojektion, Beide kénnen
positiv oder negativ sein und sind dann im Sinne positiver und
negativer Abszissen und Ordinaten aufzutragen.
Hat 4 die Bedeutung als effektiver Wert, und bringt man
Ae*auf die Form
ptig=Aee, (11)

so haben natlirlich p und ¢ den V?: Teil der Grofe, die sie hiitten,
wenn .4 die Amplitude bedeutete. Es muB daher stets angegeben
werden, ob die p und ¢ auf Amplituden oder effektive Werte _{
zu beziehen sind.

Geschieht die Addition von Wechselstromgrifien nicht graphisch,
sondern rechnerisch, so ist man nach Gl. 2 und 3 ebenfalls auf
die Addition der Horizontal- und Vertikalprojektionen der Vektoren
angewiesen. Fir die Ausfiihrung von Zahlenrechnungen ist es also
zweckmiBiger, die Symbole iiberhaupt nicht in der Form Ade'*,
sondern in der Form p - ¢q zu schreiben. Wir wollen die letztere
als die Nébenform, .{e’* dagegen als die Hauptform des Symbols
bezeichnen. Der {Tbergang von einer Form in die andere geschieht
dann in folgender einfachen Weise: Ist die Hauptform .1e?* gegeben,
so erhdlt man nach Gl. 11 fiir die Nebenform die GréBen p und ¢
durch die Gleichungen

p=_.lcosx und g¢g= Asinex. (12)
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Ist dagegen die Nebenform p - ¢q gegeben, so erhilt man fiir die
Haupttorm die GroBen 4 und o« durch die Gleichungen

A2 =9p24¢? uwd tga = ;1—7 (138)

Gehorcht eine von den zu addierenden GroBen der Gleichung
-'1t = [’1” SiIl(,Ot,
ist fiir sie also «, = 0, so ist nach Gl. 9 ihr Symbol
Au = An .
Wegen o, = 0 fillt 4, in der graphischen Darstellung mit der
Richtlinie zusammen und die Vertikalprojektion ist 0. Da die Phasen-
winkel aller tibrigen Grofien dann Phasenverschiebungen gegen die

genannte bedeuten, so bildet letztere den Ausgang fiir die Phasen-
zahlung. Die AusgangsgroBe der Phasenzihlung zeichnet sich also

7 #
-5)
(-q)
Iimaz
Fig. 2.

dadurch aus, daB das Symbol in der Hauptform einfach gleich dem
Modul wird, nnd daff in der Nebenform der imaginire Teil wegfillt.
Dient eine Spannung

Ep; = Eppax sinwt
als AusgangsgroBe, und ist die dazugehorige Stromstirke
Jy = Juax sin(wt — o),
s0 sind die Symbole dieser Grofen
Ep = FEpmax und I = Jy,ce 7%,
uud ihre graphische Darstellung ist wiedergegeben in Fig. 2. Ent-
wickelt man fiir I die Nebenform, so findet man

T = Jpax 7%% = Joyax COSK — 2Jpax SID X
S——— S———

= p  —i q
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Die GroBen p und ¢ bilden hier also 2 Komponenten des Stromes,
von denen p in der Phase mit der Spannung zusammenfillt, wihrend
q senkrecht darauf steht. Der reelle Teil p der Nebenform der
Stromstirke bildet also die Wattkomponente des Stromes, der
imagindre Teil ¢ die wattlose Komponente, wenn die Spannung als
AusgangsgroBe fiir die Phasenzihlung dient. Diese von selbst ein-
tretende Trennung der beiden Stromkomponenten ist fiir die Rech-
nung mit der komplexen Methode bedeutungsvoll.

Auch wenn die Spannung nicht als Ausgangsgrofie, sondern
etwa in der Nebenform

EP =P+ iQea (14>
und der Strom dabei in der Form
I pi+ g (15)
gegeben ist, kann man die Wattkomponente des Stromes leicht be-
rechnen. Dieses Verfahren ist wichtig, weil es gleichzeitig zu einer
allgemeinen Methode zur Berechnung der Leistung und des Leistungs-
faktors fiihrt.

Wir denken uns zu diesem Zwecke die Nebenformen von Ep
und I umgewandelt in die Hauptformen durch die Gleichungen

Ep = Pe+ iQe = E])max et (16)
und
I = Pi + “]z = Jmax 3“3 (17)
sodaf also nach Gl. 13
Epmax = ”73 -+ ‘]3 und  Jpax = fo + 43 (18)

ist.  Dann wird

13312 _ EPmax ei0-1) — EPmax cos(d — A) + i Bpmex sin(d — 4). (19)
max Jmax Jmax
Hierin ist (6 — 4) die Voreilung der Spannung gegeniiber der Strom-
stirke und
cos(0 —A)=F
der Leistungsfaktor.

. . . E
Wir erhalten cos(d — 1), indem wir —»IB auch aus den Neben-
formen von Ep und I entwickeln und von den beiden Kormen von

’12 die reellen Teile einander gleichsetzen. Zu diesem Zwecke muf
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der aus den Nebenformen von Ep und I gewonnene Ausdruck fiir

EI_p erst auf die Form p - ¢q gebracht werden, was wir dadurch
. E . .
erreichen, da8 wir den Bruch =P oben und unten mit p — iq

I
multiplizieren. Wir erhalten

Ep_ pet 99 petiqe pi—ig _ pepitqeti
I pitie ptig p—ie  piA @

g Vide = Dol
rita
und, indem wir das angegebene Verfahren der Gleichsetzung jetzt

ausfithren, nach Gl 19 und 20

Epmax Peli + Qe Qs
——=cos(d — 1) = —
=4 pi+qi
Setzt man hierin die durch Gl. 18 bestimmten Werte von Eppax
und Jpayx ein, so ergibt sich

+ (20)

F = COS((S o l) . PePi + Qe Qi B
B IR RN e

ferner die Wattkomponente des Stromes

Jmax F - Jma,x CoS (6 - ;;) = ])g ]]liie:7q_l
Vp?2 + o

und schlieflich die Leistung

Bpmax J; PePi 4 e

4= ——E%E@i COS((S e l) = _3—2_%2._ . (21)

Beziehen wir die p und ¢ nicht, wie in GL 16 und 17

auf die maximalen Werte von E, und ./, sondern auf die effek-
tiven, indem wir auf der rechten Seite der genannten Gleichungen
nicht Eppax und Jpax, sondern E), und J schreiben, so verringern sich

die GroBen p und ¢ auf den V@ - Teil ihres bisherigen Wertes, und
im Nenner der Gl. 21 fillt die 2 weg. Bei dieser Definition der p
und ¢ ist also

A= pevi + qoqi- (22)

Wenn es nicht darauf ankommt, den Leistungsfaktor, sondern
den Winkel der Phasenverschiebung direkt auszudriicken, so be-
rechnet man den letzteren statt aus dem Cosinus ofter besser aus
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der Tangente. Indem man die reellen und die imaginiren Teile der
GL 19 und 20 einander gleich setzt, erhdlt man cos(d — 1) und
sin(d — 1) und hieraus
B A 5 Chb L 23)
8(0 —4) Peli + Qeq:” (28)
Hervorzuheben ist, daBl ein positiver Wert dieses Winkels nach den
obigen Ansitzen immer eine Voreilung der Spannung gegeniiber
der Stromstidrke bedeutet.

Im folgenden soll zunichst die Anwendung der symbolischen
Methode auf das Phinomen der Selbstinduktion besprochen werden.
Wir wéhlen zu diesem Zwecke das Beispiel einer langen, mit Wider-
stand und Selbstinduktion behafteten Leitung.



II. Der StromfluB in Leitungen mit
Selbstinduktion.

Ist Ep, die Spannung zwischen den Enden a, b einer aus Hin-
und Riickleitung bestehenden einfachen Schleife (Fig. 3), w der Wider-
stand, L der Koeffizient der Selbstinduktion der Hin- und Riickleitung
und J; die Stirke des die Leitung durchflieBenden Wechselstromes,

%r, 1L a
—
.L Ty
N | by Zpe
T -
Yo YoLi 4
Fig. 3.

so ist bekanntlich die am Anfange der Leitung herrschende Gene-
ratorspannung

dJ
Ep‘qt: Ej’t"[_th_]“Lﬁ (1)

Der Spannungsverlust in der Leitung ist also wegen der Selbst-
induktion nicht mehr J;2v Volt (Ohmscher Spannungsabfall), wie bei
. dJ L
Gleichstrom, sondern Jyw + L T wobei L in Henry anzugeben ist.
In einem Spezialfalle, fiir den Ep, berechnet werden soll, sei
die an den Enden der Leitung von der Konsumstelle verlangte
Stromstirke .
Ji = Jmax sSin ot (2)
worin @ = 27y ist, und » die sekundliche Periodenzahl des Wechsel-
stromes bedeutet. Die Spannung an derselben Stelle sei

Ep; = Eppaxsin(ot + ¢), (3)
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um ¢ gegen J; voreilend, weil etwa ein Transformator oder Motor
die Belastung bilde. Dann ist

Jyw = Jpax wsin(w?)
und

L (2{: (I)LJmax OOS(wt) = U)LJmax sin (wt + z) (4)

Die Generatorspannung mufl sich dabei ergeben als eine Griofe von
der Form
Epy= Epymaxsin(wt + 9),

denn Ep, muB gegeniiber J; eine bestimmte Voreilung ¢ haben,
d(] v
da nach Gl. 3 und 4 sowohl Ep; wie L Et-Voreilungen ((p und ;)Z )

gegen .J; besitzen. Man erhiilt Ep,max und & unter Benutzung von
Gl. 1 ans der Gleichung

Epymax sin(w? 4 0) = Epmax sin(wt + @) -+ Jpnax w sin ot

+ w LJ,ax sin (wt -+ g)

in derselben Weise wie Amplitude 4 und Phase a aus GL 1, S. 1.
BEs wird
FPgmax €08 0 = EPpax €08 ¢ + Jax W (5)

EPgrnax 80 0 = Epyax sin @ + @ Ldpax . (6)

Zu diesem Frgebnis muf man auch kommen, wenn man statt der
‘WechselstromgriBen ihre Symbole einfiihrt. Die letzteren sind fiir

Ept = Epmax Sin(wt + (p) ...... Ep = Epmax el

Jiw = Jpaxwsinwt . ... w1 = Jypaxw

dJ '
L—~—=w14.],,,axsin(wt+z> S = [ e e?

dt
Epg = Epgaxsin(wt -+ ). . .. .. Ep, = Epjmax €.
Gl 1 auf die Symbole iibertragen, ergibt zunichst
Ep,=Ep+4 Iw 4+ S; (7)

Setzt man hierin die obigen Werte der Symbole cin, und bedenkt
man, daf

P 7T 44

(] . . .

€2 =CoS— -+ 18ln— =1
2 S 2 !
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also
=t L Jpax
ist, so ergibt sich
Epymax €® = EPmax €7 + Jmaxw + 0 L Jpay . (8)

Wenn man darin ¢% und &% nach der Formel von Moivre ent-
wickelt und die reellen Glieder von den imaginéren trennt, so kommt
man wieder auf die Gl 5 und 6.

Fiir die Berechnung von Ejp, nach Gl. 1 waren Ep; und J;w und

dJ
deren Symbole durch die Aufgabe gegeben, L o aber muBte erst durch

d
Ditferentiation von J; berechnet werden, ehe das Symbol dafiir aufgestellt

dJ
werden konnte. Das Symbol fiir LZH kann man aber auch auf
anderem Wege gewinnen. Um es zu bilden, brancht man nicht

— dJ .
erst die Sinusgrofe L—- zu berechnen, man kann vielmehr das

dt
dJ . . .
0t direkt aus dem Symbol fiir J; durch Ditferen-

tiation gewinnen, wenn man nicht mit den reduzierten, sondern mit
den vollstindigen Symbolen rechnet. Das vollstindige Symbol

Symbol von L

fir  J, = Jyax sinwt st Jpax €@ und dasjenige

dJ . . R AN X
fiir = o Jmax sm(wt - g) ist @ Jpax e‘(w‘+'2') = 4 0 Jpax €F©L.

. , dJ
Zu dem zuletzt gewonnenen Symbol 7w Jyay €©? fiir — kommt

dt
man aber auch, wenn man das Symbol Jy,, /! fiir .J; direkt nach
der Zeit differentiiert. Statt des vollstindigen Symbols aus dem
Differentialquotienten von .; kann man also auch den Differential-
quotienten aus dem vollstdndigen Symbol von J; bilden. Beide sind
einander gleich.

Der Satz, daB der Differentialquotient eines vollstindigen
Symbols gleich dem vollstindigen Symbol des Differentialquotienten
ist, gilt ganz allgemein fiir jede SinusgréBe, ja sogar nicht nur fiir
den ersten, sondern auch fiir die hoheren Diffentialquotienten. Wir
erkennen dies, wenn wir die Grole

Ay = Asin(wt - «)
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und ihr vollstindiges Symbol
A glwtta)

betrachten. Fiir diese ergibt sich folgendes:
Differentialquotienten von A4,

(4 ‘
%17 = dcos(wt 4 &) = wAsin(a)t + & 7:)
24
= w24 sin(wt 4 «)
34 ) L 7T
P w3dcos(wt + &) = — w34 sm(wt 4+ o+ %),
Symbole der Differentialquotienten
dﬁit wAei((utia)ei%: /I:wjlez‘(mtj;a)
dt
a4, ,
PR w24 eloite)
as4 ‘ = g
g{é_t —a)3Ae’(“’ii"‘)ez2=~~ Z'w:sAgz((ulIa);

Differentialquotienten der Symbole

;t ‘,_181'((01:{:06) — ,l'a)Aei(o)tj_—_(x)

]riwAe‘(wid':rx) — — wlde(@ita)

a

d 2 A i (oot L (ot
(h(—' w24 T = — g w3 Aeilotia),

Die in den letsten beiden Tabellen ausgerechneten Grdfen stimmen
also iiberein.

Der Satz, daB die Differentialquotienten der Symbole gleich
den Symbolen der Differentialquotienten sind, hat die sehr wichtige
Folgerung, daB man bei allen Gleichungen zwischen Wechselstrom-
groBen und ihren Differentialquotienten von vorn herein mit den
vollstindigen Symbolen rechnen und diese selbst auch differentiieren
darf, als wiren sie Wechselstromgrsfen. Alle Differentialgleichungen,
in die sich die Naturgesetze der Wechselstréme kleiden, kann man
also auch ohne weiteres auf die vollstindigen Symbole der Wechsel-
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stromgrofen anwenden. Fiir die letzteren angesetzt, bekommen sie
aber haufig viel einfachere Formen als auf die GroBen selbst
bezogen, und darin liegt in vielen Fillen der Vorzug der symbo-
lischen Methode. Dazu kommt noch, daB, wenn eine Gleichung
fiir vollstindige Symbole aufgestellt ist, sich die Faktoren e'«?
immer wegheben, und daf sich daher schlieSlich eine Gleichung
zwischen reduzierten Symbolen ergibt. Wie wir sehen werden,
nimmt diese, auch wenn Selbstinduktion und Kapazitit in den
Wechselstromkreis eingeschaltet sind, die Form des einfachen Ohm-
schen Gesetzes fiir Gleichstrom an.

Um die Anwendung dieser Grundsétze zu zeigen, wollen wir
noch einmal Ep, berechnen und dabei von vornherein die symbo-
lische Methode anwenden, als ob eine frithere direkte Rechnung mit
den Wechselstromgrofien gar nicht stattgefunden hitte.

Epy war bestimmt durch die Differentialgleichung:

d.J )
Epy = Epi+ Jw + L', (9)

wobel Ep; und J; als die elektrischen GroBen der Konsumstelle
durch ihre Amplituden Eppax und Jyax und durch den Voreilungs-
winkel ¢ von Ep; gegen .J; gegeben waren. Wir wihlen wieder .J;
als Ausgangsgrofie und setzen also daflir das vollstindige Symbol
Jnax €5 Epmax mub dann dargestellt werden durch das Symbol
Eppax e@te) . Das Symbol fiir LZ—; wird dann L ;—t (Jmax €°%)
=130 Jpax €”t.  Epy hat eine bestimmte Amplitude Epymax
und eine bestimmte Phasenverschiebung & gegen .J;, die festgestellt
werden sollen. Ep,; ist also darzustellen durch das Symbol
Epymax €@+, und man erhdlt daher nach Gl 9

Epgmax gitd) — Epmax e'(@ i) + W Jnax et + i L Tnax et P
und, indem man ¢“! weghebt,
Epgmax e = Epmax e +w Tmax + T L Jnax ) (]—O)

dies ist die schon oben entwickelte Gleichung (Gl. 8), aus welcher
man durch Auflosung der Symbole nach der Moivreschen Formel
und Trennung der reellen und imaginiren GriBen die Bestimmungs-
gleichungen 5 und 6 fiir Ep,max und § ableiten kann.

Gl. 10 bedeutet im Grunde nichts anderes als eine besondere
Form der beiden Gleichungen 5 und 6, welche nach der anf S. 11
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entwickelten alten Methode fiir die Berechnung von J py max und o ver-
wendet werden wiirden. Die neue Form hat aber den Vorzug, zu
weitergehender Vereinfachung in der Auffassung der betrachteten
Wechselstromvorgiinge zu fithren. Wir schreiben zu diesem Zwecke
Gl. 10 in der Gestalt:

Epymax €° = Fpmax €7 + Jmax (w + (o L)

und setzen fiir die reduzierten Symbole Epymax€?, Eppmax e’ und
Jmax Dach der fritheren Vereinbarung die steilen Buchstaben Ep,,
Ep und I ein. Dann ergibt sich die Beziehung

Ep,=Ep+I(w-+iwl).
Setzt man hierin
w+ioLl =R, (11)
so wird
Ep,=Ep +IR.

Diese Gleichung hat also die einfache Form des Ohmschen Gesetzes
fiir Gleichstrom und kann in dieser Form natiirlich ebensogut zur
Berechnung von Ep, bei gegebenem Ep und I wie zur Berechnung
von I bei gegebenem Ep, und Ep benutzt werden. R, welches
dabei die Vereinigung der Wirkungen des Ohmschen Widerstandes
und der elektromotorischen Kraft der Selbstinduktion repriisentiert,
kann bezeichnet werden als der scheinbare Widerstand der Leitung
in komplexer Form.

Die Moglichkeit, das einfache Ohmsche Gesetz fiir Gleichstrom
auch auf die Wechselstromerscheinungen anzuwenden, vereinfacht
die Betrachtung der letzteren wesentlich. Wir werden dies sogleich
an einigen Beispielen erkennen.
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Als erstes Beispiel betrachten wir den Fall, daB (Fig. 4) an
einem induktiven Widerstande von der Grofe w und dem Koeffizienten
der Selbstinduktion L eine Spannung von der Grofie Ep; bestehe,
und suchen den Strom .J; in diesem Widerstande zu bestimmen. Dabei
mége Ep; als Ausgangsgrofe betrachtet und daher Eps = Epmax
gesetzt werden. Der Strom habe dann eine Amplitude Jp.x und
eine Phasenverschiebung ¢ von noch unbekanntem Sinne, sei also

”
gﬂ
LS

> |

darzustellen durch das reduzierte Symbol I = Jp,x €9 ; es sei Gegen-
stand der Aufgabe, Jnax und ¢ festzustellen.

Wenn wir den scheinbaren Widerstand in komplexer Form
wieder

Fig. 4.

w4+iwLl =R

setzen, so ist nach dem Ohmschen Gesetz

[ 1 »_Ep . ‘,,EBL*”‘i
T R wHiwl’

ein Symbol, das nun auf die Form I = J.x€¢? gebracht werden
muB. Am einfachsten wird zu diesem Zwecke der Weg tiber die
Nebenform p -+ 4g eingeschlagen. Man erhilt, indem man oben
und unten mit (w — ¢w L) multipliziert

W+ Epnax . @ L Epmax

= )
w? + w22 w? + w?L?’




Die einfache Induktionsspule. 17

daher ist
0 L Epyax

w . Ep,,,,i,L g = — oL BPnax
w? - o L2

p= W Ll LE und

In dem Symbol I = Jy,x€? in der Hauptform ist also

ST B pmax L
Jmax = VP? + QZ = *VV"pma::; und tg(p = g— = — L)
w? + w22 P w
w
oder ¢ = — arctg "

Schreibt man die Ausgangsgréfie, welche durch das Symbol
Ep = Epmax dargestellt wurde, als Wechselstromgrse in der reellen
Form Ep; = Epmax sinwt, so entspricht das Symbol I = Jpaxe'”

r + Bt

s

Fig. 5.

der GroBe -J; = Jyax sin(w ¢ + ¢). Fiihrt man hierin die gefundenen
Werte von Jnmax und ¢ ein, so wird

Epma.x

»]t _
Jw? + 0? L2

. L
sm(a»t—arctgw )

w
Dieses Ergebnis ist bekannt; auf gewohnlichem Wege LiBt es
sich aber nur durch Auflssung der linearen Differentialgleichung

dJ
Ep; = Jyw + Ld—f gewinnen, wihrend bei der vorliegenden Rech-

nung nur einfache Algebra verwendet wird.

Fig. 5 gibt die graphische Darstellung. FEppax, welches nur
einen reellen Teil hat, ist mit der horizontalen Richtlinie zusammen-
gelegt. Der ebenfalls in diese Linie fallende reelle Teil des Stromes

RoeBler, Fernleitung von Wechselstromen. 2
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bildet die Wattkomponente, und senkrecht darauf steht, nach unten,
weil sie negativ ist, die wattlose Komponente

oL
Wt o L
Der sich aus beiden Komponenten zusammensetzende Gesamtstrom
erscheint gegen die Richtlinie um ¢ nach rechts gedreht, ist also
um ¢ in der Phase zuriick gegen die Spannung.

Als zweites Beispiel wihlen wir wieder den in Kap. I betrach-
teten Fall einer mit Widerstand und Selbstinduktion behafteten Liei-
tung (Fig. 3), nehmen jetzt aber an, daf nicht die Spannung an der
Konsumstelle Ep, sondern die Generatorspannung Ep,, ferner die
elektrischen Daten der Leitung und des an die Konsumstelle an-
geschlossenen Widerstandes bekannt seien. Berechnet werden soll
die Spannung Ep nach GroBe und Phase.

q= — Epmax

Es seien
bei der Leitung bei der Konsumstelle
der wahre Widerstand wy W,
der Koeffizient
der Selbstinduktion L, L,
der scheinbare Widerstand
in komplexer Form R =w+iwL R,=w,-+i0lL,.

Zur Vereinfachung moge dabei w L = s gesetzt werden, so daB auch
R, =w,+ is R, =w, + s,
geschrieben werden kann. Als Ausgangsgrofie wird Ep, gewiihlt,
und daher Ep, = EPgmax gesetzt. Dann ist Ep = Eppax /%, wenn
die gesuchte Phasenverschiebung zwischen Ep; und Ep, mit o be-
zeichnet wird.
Nach dem Ohmschen Gesetz ergibt sich (Fig. 3) wie Dbel
(Gileichstrom
Ep—Ep,

wy + 18,
wy +is; + wy + 18,
Um diesem Ausdruck die Form Hpg.x ¥ zu geben, bringen wir
ihn zuerst auf die Nebenform p 4- ¢g und schreiben ihn zu diesem
Zwecke zunichst in der Form

= Epg max

Wy - 28,

Ep=F R e S
p ]ngax wi + w2 + i(sl + SZ)
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und dann, indem wir der Einfachheit wegen w, 4 w, = w und
s; -+ s, = s setzen, in der einfacheren Gestalt
w, + 18,
Ep=FEp B E
P Pymax =, + s
Um diesen Ausdruck auf die ¥Form p - 7¢ zu bringen, ist er oben
und unten mit (w — ¢s) zu multiplizieren, wobei sich ergibt

Wy W + Sy 8
2 2
Ep = Epjmax

. ws, —w, S
+ v Ep{/max -

w? 4 s? w? 4+ s?
— —
P 7

Aus dieser Nebenform des Symbols gewinnt man die Hauptform
Ep = Epnax ¢, indem man bildet

e Wk - s
~/Pmax — 2 = K, max / N
Epmax = V9 + ¢ = Epyma; w4 s

el
—
—
~

o

[

und
WSy — W,y S (2)

to _—.zz
BT Waw - 8y8’

womit die gesuchte Amplitude und Phase von Ep; gewonnen sind.

Wir wollen dieses Ergebnis noch durch die graphische Dar-
stellung nach der alteren Methode kontrollieren. Zur Aufzeichnung
des Diagramms gehen wir aus von der den Vorgang beherrschenden
Gl 1, 8. 10. Wir ersetzen hierin w durch w; und L durch L,
weil im vorliegenden Falle die Daten der elektrischen Leitung
durch den Index 1 charakterisiert sind, und erhalten daher

d.J
Epy = Jyw, + Ly it + Epy,

worin nach S. 10 und 11

Jiw, = Jypax Wy sinmt
Epy = Epgaxsin(w? 4+ ¢)

dJ . . 7T .
L, o= 0 L Jax Sin ((m‘ - 2) sind.

Da nach der ersten dieser 3 Gleichungen hier der Strom als
Ausgangsgrofie gewdhlt ist, so tragen wir ./ (Fig. 6a) horizontal
als Richtlinie auf. Daran sind anzuschlieBen Fppa,, um @ nach
links gedreht, Jyaxw, parallel und  L; Jynax = 8 Jmax um%z auch

2*
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nach links gedreht. Man erhialt dann als Resultierende Ep,max
num O gegen die Richtlinie nach links gedreht und um y gegen Epp.x
geneigt. In Fig. 6a ist ferner die an dem induktiven Widerstande,
welcher die Konsumstelle bildet, herrschende Spannung Fppax in
die beiden Komponenten: Ohmscher Spannungsabfall J,, %, und elek-
tromotorische Kraft der Selbstinduktion @ Ly Jmax = S5 Jmax zerlegt.
Nach( Fig. 6a ist nun
I prax? Jmax? W5+ Jmax? 53 why 4 8

E]7gmax2 a ("max W, + Jmax w1)2 -+ (Jmax Sy + Jmax 31)5 Cw? -+ ;2

i 0 -— cospsind  s,w —
und tngtg@p_é)zw COSESING S — Wy S

cospcosd + singsind  w,w - 5,8

in Ubereinstimmung mit GL. 1 wnd 2.

4
Sy ll?ml
A ‘B
Wy Imai:
E]Z grnax
L mar
S
F Ty I v/ Ricktline

Fig. 6a.

Sachlich entnehmen wir aus Fig. 6a noch, daB die Selbst-
induktion der Leitung den Spannungsabfall im allgemeinen erhoht.
Wird die Selbstinduktion s; in dem in Fig. 6a dargestellten Falle
geringer, so nihert sich Punkt C dem Punkte B, bis er mit diesem

zusammenfillt. Die Maschinenspannung wird dann Fp,max = FB,
und ihre Phasenverschiebung gegen den Strom wird § = < BFD. Bei
Abwesenheit von Selbstinduktion wird also die notwendige
Maschinenspannung geringer, und ihre Phasenverschiebung gegen
den Strom kleiner; beides ist giinstig fiir den Betrieb, denn mit
der (irdBe der Spannung nimmt die fiir die Maschine aufzuwendende



Abhangigkeit des Spannungsabfalles von der Phasenverschiebung. 21

Erregerstromstirke ab und die Verminderung der Phasenverschiebung
filhrt eine weitere Verringerung des FErregerstromes herbei. Die
Selbstinduktion der Leitung wirkt also in dem gezeichneten Falle
ungiinstig.

Den Einflul, welchen die Selbstinduktion der Leitung bei ver-
schiedener Art der Belastung auf den Spannungsabfall ausiibt, 146t
sich leicht an Fig. Gb iibersehen. Das dort gezeichnete /\ ABC
gibt das in Fig. Ga gezeichnete in verkleinertem Mafistabe wieder.

Um 4 ist der Kreisbogen FFF geschlagen mit einem Radius
AF = Epmax, in demselben MaBstabe wie /\ ABC gegen Fig. Ga
verkleinert. Wie in Fig. 6a stellen also auch in Fig. 6b die Ver-
bindungslinien B die notwendigen Maschinenspannungen ', yax am
Anfang der Leitung ohne Selbstinduktion, die Verbindungslinie F'C
die Maschinenspannung in der Leitung mit Selbstinduktion dar. Die
verschiedenen Neigungen der Strahlen 4 F gegen AB in Fig. 6b be-
deuten verschiedene Phasenverschiebungen der Endspannung gegen
die Stromstirke. Wo AF in der Verlingerung von AB liegt, ist
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Phasengleichheit vorhanden; wo F tiefer liegt, hat der Strom eine
Phasenverzogerung gegen die Spannung, wie in dem iblichen Falle
der Praxis, wo Transformatoren und Motoren benutzt werden; wo
F' hoher liegt, hat der Strom eine Voreilung. Fig. 6b gibt also
in Gestalt der Linien FB und FC die Maschinenspannung an, welche
zur Herstellung einer konstanten Spannung und Stromstirke an der
Konsumstelle bei den verschiedensten Phasenverschiebungen zwischen
diesen GriBen im FKalle einer induktionslosen und im Falle einér
induktiven Leitung aufzuwenden sind.

Die Spannungsabfille in beiden Fillen kann man leicht iiber-

sehen, wenn man die Differenzen FB — F.{ und FC — F4 bildet.
Zu diesem Zwecke ist um B noch der Kreisbogen GGG, um O
der Kreisbogen HHH, beide mit dem Radius AF geschlagen. Die
gestrichelten Strecken FG' = FB-- BG — FB — FA und die stark
ausgezogenen FH — FC — HC = FC — FA geben jetzt also die
Spannungsabfille bei induktionsloser und induktiver Leitung un-
mittel bar an. Man erkennt, da in dem ganzen unteren Quadran-
ten, also bei der praktisch auftretenden Art der Belastung der
Spannungsabfall in der Leitung mit Selbstinduktion groBer ist als
in der induktionslosen, und daB der Unterschied nm so bedeutender
wird, je mehr der entnommene Strom gegen die Spannung an der
Verbrauchsstelle verzogert ist. Eilt der entnommene Strom dagegen
vor, so ist von einer gewissen Voreilung an der Spannungsabfall
in der mit Selbstinduktion behafteten leitung der geringere. Bei
den praktisch auftretenden Belastungsarten wirkt die Selbstinduktion
der Leitung also ungiinstig auf den Spannungsabfall.

Die vorangehenden Betrachtungen gestatten, den EinfluB der
Sclbstinduktion bei allen elektrischen Leitungen und jeder Betriebs-
art zn beriicksichtigen, wenn die Werte von I bekannt sind. Die
Formeln fiir die Berechnung von /. aus den Leitungsdimensionen
folgen im Abschnitt IX im Zusammenhang mit den iibrigen den
Stromfluf beherrschenden Teitungsdaten.



IV. Formeln fiir die Rechnung
mit komplexen Griflen.

Nachdem der Wert der Rechnungen mit komplexen GriBen
erwiesen worden ist, moge hier zur Erhohung der Ubersicht und
zur Erleichterung spiterer Hinweise eine kurze Zusammenstellung
der wichtigsten, bei der Behandlung der Wechselstromprobleme vor-
kommenden Rechnungsoperationen mit diesen Gréfen folgen. Kinige
dieser Operationen sind oben schon benutzt worden.

1. Die Gleichheit komplexer Grofien.
YV+di=py" 449",

Y=p" uwd ¢=4q",

Ist
50 ist
. h. sind zwei komplexe GroBen einander gleich, so sind die reellen
und die imagindren Teile unter sich gleich.

Entsprechendes gilt auch, wenn die komplexen Grofen in der
Hauptform gegeben sind. Ist

Adei* = Bef

so ist

dcosa 44 dsinx = Beosff + ¢ Bsinf
und daher nach dem soeben aufgestellten Satze
slcosx = Beosf
und

dsing = Bsinf.

Durch Division dieser Gleichungen gewinnt man

tgox = tg g,

X = p

also
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und durch Quadrierung und Addition
A=B.

Die Amplituden sowohl wie die Phasenwinkel sind also untereinander
gleich.

2. Die Umwandlung der beiden Formen ineinander.
Die Form 4¢'* wird in die Form p -+ ¢4 verwandelt, indem
p=Acosa und ¢ = Asinx

gemacht wird,
Die Form p + ¢4 wandelt man um in die Form 4 ¢*, indem man

A= Vj)i’ + ¢ wund tgo =]% )

setzt.
*) Hierbei sind selbstverstindlich die Vorzeichen von p und ¢ einzeln
zu berticksichtigen, derart, dal man unterscheidet, ob + 4 aus 4+ p und + ¢

oder aus — » und — ¢ entstand, und ob — % aus — p und + q oder aus

+ p und — ¢ hervorgegangen ist. Ergibt sich z. B. bei + p und + ¢

aus tgo = —,}_ 4 a = 37", so ist nach Fig. ¥
- P

bei ga— "1 o180 — 3

bei tgor = :; o =180° + 37°

bei tgo = ! & = 360° — 370
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3. Algebraische Operationen mit komplexen GroSen.

Hierbei kommt es darauf an, daB die Endgrofen auf die Form
P+ q¢ oder 4e* gebracht werden.

a) Addition und Subtraktion.
Es ist

W+ D)W 49" =W =p")+ (@ £ )i

Sind zwei komplexe Grofen in den Hauptformen 4 e® und Be'#
gegeben, so findet man nach Abschuitt I eine Grofie

Cer = Ae* - Be't,

indem man (Fig. 8a) in einem Linienzuge .{ unter & und B unter 3

Ricktlove Ricktlyze
Fig. 8a. Fig. 8b.

gegen eine Richtlinie geneigt auftrigt. Die SchluBlinie ergibt dann C,
und ihr Neigungswinkel ist y. Sollen A4 und B aus besonderen
Griinden beide von demselben Anfangspunkte aus gezeichnet werden, so
ergibt sich (' als SchluBllinie des Kriftepolygons nach Fig. 8b. Fig. 8b
ist verwickelter als Fig. 8a, da die eine aus fiinf Geraden besteht,
die andere nur aus drei. Die Phasenverschiebungen der drei GroBen
gegeneinander lassen sich aber aus 8b leichter entnehmen, da hier
alle drei Winkel einen gemeinsamen-Scheitel haben, wihrend dies
bei 8a nur fiir zwei Winkel gilt,

Die Subtraktion komplexer GréBen kann unmittelbar aus der
Addition entlehnt werden. Soll der Ausdruck gebildet werden

Beif — (Celv — Jei*,
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so ist diese Beziehung auch darstellbar durch die Gleichung
Cet = de* 4 Bef,

also auch durch Fig. 8a. Diese Figur lehrt also auch Be'# als
Differenz von Ce7 und A ¢ bestimmen: Man trage Ce? und A e'*
von einen Punkt aus auf und verbinde die Endpunkte. Die Ver-
bindungslinie, in der Richtung vom Subtrahendus 4 e'* nach dem
Minuendus Ce'r gerechnet, stellt dann das gesuchte Be'f dar.

Soll die Addition oder Subtraktion der GroBen A e¢’> und Be's
nicht graphisch sondern rechnerisch erfolgen, so ist der Umweg
iiber die Formen (p/ 4 ¢’¢) wnd (p” + ¢”¢) zu wihlen.

b) Multiplikation.
Es ist
W+ +")=0r -7+ @+ )
» q

und
Ao A e = A (") = g,

c¢) Division.
VA
man den Bruch im Z#hler und Nenner mit (p” — ¢”4). Man erhélt dann

Um auf die Form p -+ g7 zu bringen, multipliziere

7 a4

A Ve IV A N S U S s &
Y R Ry C RN L LI
p q
Fiir die Symbole in den Hauptformen gilt
Aes A

T e -a”) 7o
e = T = A
d) Radizierung.

Sind die komplexen GroBen in der Hauptform gegeben, ist
also die Aufgabe gestellt, die Beziehung

VAT = Aot
zu bilden, so erhélt man

Ry aizx’ = {2 61’20(’
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also B
A =pa
und
(X«/
X == 5 .

Sind die komplexen Grofien in der Nebenform gegeben, so
bildet man

V¥ +id =p-+iq

indem man die beiden Seiten der Gleichung ins Quadrat erhebt.
Dann ergibt sich

YV +ig =p*— ¢+ 2pqq,
also

PP =y
und
2r9=4¢

und daher schlieflich

p =tV + ¢+ p)

und S
¢ =V + g =),

Zur Bestimmung des Vorzeichens von p und ¢ muB die Haupt-
form herangezogen werden. Da

« == arct 4

und
o
o/ = arctg ‘I,
_ P
SO 1st
( 1 ¢ q
arctg - = — arctg -
B ) 2 gi)/

Liegt &’ im ersten Quadranten, so liegt « ebenfalls im ersten
Quadranten; d. h.

ist: p' = (4) und ¢ =(4), soist p=(+) und q=(+).
Liegt &’ im zweiten Quadranten, so liegt &« im ersten Quadranten; d. h.
ist: ' =(—) und ¢ =(+), soist p=(4) und ¢=(+).
Liegt &’ im dritten Quadranten, so liegt o im zweiten Quadranten; d. h.
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ist: p=(—) wd ¢ =(—), soist p=(—) und ¢ =(+).
Liegt o’ im vierten Quadranten, so liegt o im zweiten Quadranten; d. h.
ist: = (+) wmd ¢ =(—), soist p=(—) wnd ¢q=(+).

In dieser Zusammenstellung ist auffillig, da p zur Halfte
positiv und zur Hilfte negativ, ¢ aber immer positiv ist. Das gilt
indessen nur fiir die der Betrachtung unterzogene positive Wurzel
von p' +iq . Wird diese negativ, so #ndern sich die Vorzeichen
von p und ¢, so daB im ganzen alle Kombinationen der Vorzeichen
von p und ¢ vorkommen kénnen. Uber die Frage, ob die Wurzel
von p’ -+ ¢4’ positiv oder negativ ist, entscheidet natiirlich die Be-
sonderheit des Problems.

e) Logarithmierung.
Man bringt In(p’ -+ ¢¢’) auf die Form
n(py +iq¢)=p+iq,
indem man bedenkt, da$ nach dieser Gleichung
P+ q = eP+iq — ol . o4
ist. Hieraus ergibt sich

el (cosq - ising) =p' + i¢ .

also
el cosq = )/
und
elsing = ¢,
folglich
P =1+ ¢,
also

p=3%W(p?+q?),
und schlieBlich

also

9
q = arctg ~.
b

Sind die komplexen GrioBen in der Hauptform gegeben, ist
also die Aufgabe gestellt, die Beziehung

In(4 ef®) = A e
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zi bilden, so erhélt man

Ind"+io = Acosax + i Asino,

also
InA4’ = Acosx
und
o' = A4sinwx,
also
A=Y A+ a2
und

’

tgo = Ind”"

4. Multiplikation mit + <.

Die Multiplikation einer komplexen Grofie mit (- ¢) bedeutet
eine Linksdrehung ihres Vektors um 90°, die Multiplikation mit
(— 4) eine Rechtsdrehung um 90° ohne Anderung der GroBe des
Vektors. Der Beweis hierfiir liegt in folgender Formelreihe

e/ £90%) = cos(a -+ 90°) 4 ¢sin (& + 90°) = -+ sinx + 4 cosx
= - 2sina }-¢cosw = i (cosx + ¢sine) = - ¢cix.

5. Proportionen zwischen komplexen Grofen.
Gilt die Proportion

Ae' Ce'r
BeF T Deid’
$0 ist
A C

@@= —= " pily=9) ,
B D

und daher nach 1, S. 24

A_C
B D
und
X —pf=y—9.

Die Vektorenpaare 4, B und C, D sind also einander pro-
portional, und die von ihnen eingeschlossenen Winkel sind einander
gleich. Verbindet man ihre freien Enden durch je eine dritte Seite,
so entstehen also zwei dhnliche Dreiecke.



V. Die Kapazitit von Leitungen.

Denkt man sich die bei einander liegenden Enden zweier
parallelen Leitungen (Fig. 9) an die beiden Pole einer Gleichstrom-
quelle gelegt und an ihren hinteren Enden offen, so nimmt jede von
beiden Leitungen auf ihrer ganzen Linge das Potential des Poles
an, mit dem sie verbunden ist. Das Potential jeder Leitung ist
also auf ihrer ganzen Linge konstant; unter Potential ist dabei be-
kanntlich zu verstehen das Arbeitsvermdgen, welches einer elek-
trischen Masseneinheit an der betrachteten Stelle innewohnt.

Fig. 9.

Ebenso wichtig wie die Kenntnis des Potentials auf den Leitern,
ist aber auch die Kenntnis des Potentials P zwischen ihnen.
Denkt man sich die beiden parallelen Leiter an irgend einer Stelle
durch eine auf beide senkrecht gestellte Gerade geometrisch ver-
bunden, und verfolgt man diese Gerade von einem ILeiter zum
andern, so bemerkt man, daB sich das Potential, mit den Potential-
werten der Leiter als Grenzwerten, kontinuierlich dndert. Die pro
Léngeneinheit des Lotes eintretende Anderung des Potentials ist
entscheidend fiir die GréBe der elektrischen Kraft H, welche in
dem isolierenden Zwischenraum, dem sogenannten Dielektrikum, an
jeder Stelle des Lotes auf eine dort vorhandene elektrische Massen-
einheit (Einheitspol) wirken wiirde. Ist dP die Potentialinderung
lings der Linge dn, so ist

apP

He %"
dn’

(1)
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wobei das Minuszeichen bedeutet, da H in der Richtung des ab-
nehmenden Potentials wirkt. I heiBt auch die Feldstirke im
Dielektrikum.

Der innere Grund des Auftretens dieser Kraft liegt in der An-
sammlung elektrischer Massen auf den beiden Leitern, welche durch
deren Verbindung mit den Generatorpolen verursacht und als Ladung
der Leiter bezeichnet wird. Dem Phinomen der Ladung ist es be-
kanntlich eigentiimlich, dall nur auf der Oberfliche der Leiter, nicht
aber im Innern, sich Massen anhiufen. Der Zusammenhang zwischen
Masse und Kraft ist gegeben durch das Coulombsche Gesetz, wo-
nach zwei Massen m; und m,, die in der Entfernung » voneinander
angebracht sind, mit der elektrischen Kraft

Py

72
aufeinander wirken, wobei u eine Materialkonstante des Dielektrikums
ist. Die hier betrachtete Feldstirke /7 ist die resultierende Kraft,
welche simtliche, auf beiden Leitern angesammelte Massen auf eine
an der betrachteten Stelle des isolierenden Zwischenraumes gedachte
Masseneinheit ausiiben. Der Begriff der elektrischen Feldstirke ent-
spricht also genau dem Begriff der magnetischen, welche auch
nichts anderes bedeutet, als die Grofie der magnetischen Kraft, mit
welcher sidmtliche Massen eines Magnetsystems auf eine an einer
betrachteten Stelle gedachte Masseneinheit wirken.

Wie fir die Betrachtung der magnetischen Vorginge, so 4Bt
sich auch fiir diejenige der elektrischen der Begriff der Kraftlinien
konstruieren. Denkt man sich némlich die betrachtete elektrische
Masseneinheit zunéchst in der Nédhe des Leiters mit hoherem Potential
befindlich, so steht sie unter dem Einflusse einer Kraft, welche sie
von diesem Leiter weg und nach dem Leiter mit niederem Potential
hin bewegt. Die Linie, lings welcher diese Bewegung vor sich
geht, kann in voller Analogie mit einer magnetischen Kraftlinie als
eine elektrische Kraftlinie bezeichnet werden. Wie der Raum
zwischen verschiedenen Magnetpolen, so ist also auch der Raum
zwischen unseren mit verschiedenen Potentialen geladenen Leitern
als mit Kraftlinien erfiillt zu betrachten, welche wie im anderen
Falle vom Nordpol zum Siidpol, so hier vom Leiter hoheren zum
Leiter niederen Potentials {ibergehen. Im vorliegenden Falle parallel
ausgespannter Leiter von einer gegen ihre Entfernung sehr groBen
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Liénge verlaufen die Kraftlinien in einer durch die Achsen beider
Leiter gelegten Ebene einander parallel und senkrecht zu den Leitern
(Fig. 9), gerade wie die magnetischen Kraftlinien zwischen zwei
parallelen ebenen Magnetflichen, deren Entfernung gegen ihre Grofie
gering ist,

Sehr interessant ist es, eine der elektrischen Kraftlinien fiir
sich. niher zu betrachten. An ihrer Austrittsstelle aus dem einen
Leiter in unmittelbarer (unendlicher) Nihe desselben kann nur
die Masse auf den Einheitspol wirken, welche auf dem an der
Austrittsstelle gelegenen Oberflichenelemente sich befindet. Be-
zeichnet man die elektrische Massendichte (d. i. die Anzahl der
Masseneinheiten pro qem) an der genannten Stelle der Oberfliche
mit 6, so lehrt die ndhere Betrachtung, daB die dort auf den
Einheitspol wirkende Feldstirke

Hy=4mop (2)

ist. 'Wenn man also die Grofle der elektrischen Kraft wie bei der
magnetischen durch die Dichte der Kraftlinien darstellt, so ist die
Dichte der aus dem Leiter austretenden Kraftlinien der dort be-
stehenden Massen- oder Ladungsdichte o einfach proportional. Kraft-
linien- und Ladungsdichte sind untrennbar gleichzeitig vorhandene
Quantititen, und der zwischen ihnen bestehende feste Zusammen-
hang ist nur abhiingig vom Stoffe des Dielektrikums.

Denken wir uns nun die Zahl der Masseneinheiten auf den
Leiterflichen, in die ein unendlich diinnes Kraftlinienbtindel miindet,
plotzlich verdoppelt, so verdoppelt sich mit ¢ auch die Feldstirke
H, an der Leiteroberfliche, und damit verdoppelt sich wegen der
Kontinuitit des Kraftlinienflusses im Dielektriknm auch H an
jeder anderen Stelle des Biindels. Mit H muB sich nach Gl 1
auch P an jeder Stelle und damit auch die Potentialdifferenz zwischen
den Mindungsflichen des Kraftlinienbiindels verdoppeln. Demnach
sind auch Potentialdifferenz und Ladungsmenge auf den Endflichen
jedes Kraftlinienbtindels einander proportional, stehen also in einem
konstanten Verhiltnis. Zu jeder Ladungsmenge auf einem Leiter-
stiickchen und dem durch das gleiche Kraftlinienbiindel verbundenen
Stiickchen des anderen Leiters gehort also eine bestimmte Potential-
differenz, oder umgekehrt: wo eine bestimmte Potentialdifferenz
zwischen zusammengehirigen Leiterstiickchen vorhanden ist, muB
auch eine ganz bestimmte Ladungsmenge bestehen, welche der
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Potentialdifferenz proportional ist. Wir bezeichnen die pro Einheit
der Potentialdifferenz, also pro Volt bestehende Ladungsmenge zu-
sammengehoriger, d. h. durch Lote miteinander verbundener Elemente
beider Leiter als die Kapazitit oder das Fassungsvermdgen der Ele-
mente. Bei parallelen Leitungen ist die Kapazitit aller zusammen-
gehorigen Leiterstiickchen natiirlich dieselbe, weil sie sich simtlich
in gleicher relativer Lage zueinander befinden.

Der obige Satz von der untrennbaren Zusammengehorigkeit
von Potentialdifferenz und Ladung gilt nicht nur, wenn die Leitungen
offen sind, sondern dem Gange unserer Ableitung zufolge auch,
wenn sie von einem beliebigen Strome durchflossen werden. Ist
der durch die Leitungen flieBende Strom ein Gleichstrom, so nimmt
die Potentialdifferenz zwischen zuzammengehdrigen Leiterstiickchen
vom Generator nach der Verbrauchsstelle zu bekanntlich linear ab
(Fig. 10), und damit muB auch die Ladungsdichte vom Anfang

E

zum Ende in linearem Verhiltnis geringer werden. AuBler den die
Leitung durchstromenden elektrischen Massen finden wir also bei
Gleichstrom auf jedem Leiter auch ruhende elektrische Massen
angehduft, auf dem einen positive, auf dem andern negative, deren
Dichten wie die Potentialdifferenzen zeitlich unveriinderlich sind
und vom Anfang nach dem Ende sich linear vermindern. Man be-
zeichnet diese Erscheinung als eine Kondensationserscheinung; alle
zusammengehdrigen Leiterstiickchen bilden , Kondensatoren“. Fig. 10
gibt also auBer der Potentialverteilung auch die konstante Ver-
teilung dieser elektrostatisch angehinften oder ,kondensierten‘
Ladungsmengen an.

‘Wihrend bei Gleichstrom diese statische Anh#ufung elektrischer
Massen sogleich bei der Entstehung des Stromes geschieht und
dann, nachdem die Massen einmal ihre Stellen eingenommen haben,
mit der Potentialdifferenz unverdnderlich bleibt und den Vorgang

Roefler, Fernleitung von Wechselstrﬁmen. 3

Fig. 10.
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der Strémung nicht mehr beeinfluft, muB bei Wechselstrom, wo die
Potentialdifferenz zusammengehoriger Leiterstiickchen sich periodisch
mit der Zeit veréindert, auch die Ladungsmenge mit der Zeit periodisch
veréinderlich sein; eine periodische Verdinderung der statisch sich
auf den Leiteroberflichen anhiufenden Massen kann aber natiirlich
nur durch periodisches Zu- und AbflieBen erreicht werden; die Er-
scheinung der elektrostatischen Ladung der Leitung hat also bei
Wechselstrom noch einen besonderen Stromungsvorgang zur Folge,
welcher zu dem eigentlichen Wechselstrome noch hinzukommt.
Man kann ein mit merklicher Kapazitit behaftetes Leitungs-
paar darstellen durch ein Schema wie Fig. 11. Die beiden tiber-
einanderliegenden Zickzacklinien deuten zwei nur mit Widerstand
und Selbstinduktion versehene Leitungen an, die Eigenschaft der
Kapazitit wird repriisentiert durch besondere Kondensatoren, welche
in gleichen Abstinden an einander entsprechende Punkte beider

T
TAddhadn)

Fig. 11.

Leitungen angeschlossen sind. In diese Kondensatoren, die z. B.
aus isoliert einander gegeniiberstehenden Metallplatten oder Stanniol-
blittchen bestehen mogen, kann die Kapazitit der Leiterstiicke ver-
legt gedacht werden. Sind die zwischen den Kondensatoren liegenden
Leiterstiickchen unendlich kurz, und reprisentieren die Kondensatoren
deren unendlich kleine Kapazititen genau, so muB die kiinstliche
Leitung die wirkliche offenbar vollstindig gleichwertig ersetzen. Da
die Kapazititswirkungen hauptsichlich in den Kabeln zur Geltung
kommen, so hat Fig. 11 insbesondere auch als das Schema eines
kiinstlichen Kabels zu gelten.

Hiernach ist zum Studium der Strémungsvorgéinge in kapazitits-
begabten Leitungen zunéchst die Kenntnis des zur Ladung nétigen
Stromes der einzelnen Leiterstiickchen oder der ihre Kapazitit re-
prisentierenden Kondensatoren erforderlich. Zu diesem Zwecke ist
zuerst die GroBe des Ladestromes eines einzelnen Kondensators von
beliebiger Kapazitit zu berechnen, und der Ladestrom der einzelnen
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Kondensatoren in Fig. 11 dem Werte ihrer Kapazititen entsprechend
einzusetzen. Die Berechnung des Ladestromes eines Kondensators
von beliebiger Kapazitit soll im nfichsten Paragraphen ausgefiihrt
werden; an dieser Stelle mogen nur noch einige Angaben iiber den
Kapazititswert von Freileitungen und Kabeln gemacht und die Faktoven,
von denen er abhingt, diskutiert werden.

Wir betrachten zunéichst wieder zwei zusammengehtrige Elemente
paralleler Leiter und denken uns diese dann niher aneinander geriickt
als urspriinglich. Bleiben beide dabei mit der alten Stromquelle in Ver-
bindung, so daf die Potentialdifferenz in beiden Fillen dieselbe bleibt,
so wird der Potentialabfall pro Léngeneinheit einer elektrostatischen

1P
Kraftlinie grofer, also steigt auch der Quotient ;—n und mithin nach

Gl. 1 die elektrostatische Kraft H an dieser Stelle. Mit H aber
steigt auch die auf der Leiteroberfliche angehdufte Elektrizitatsmenge
nach Gl. 2. Eine Verminderung der Entfernung muB also eine Ver-
groBerung der Kapazitit zur Folge haben. Mit der Selbstinduktion
verhiilt es sich umgekehrt, weil diese durch die zwischen den
Leitern vorhandenen magnetischen Kraftlinien hervorgerufen wird
und deren Zahl mit der von den Leitern eingeschlossenen Fliche
abnimmt,

Als technische Einheit fiir die Kapazitit gilt das Farad. Man
versteht darunter die Elektrizititsmenge in Coulomb, welche jeder
der Leiter, wenn beide offen an die Pole eines Gleichstromgenerators
angeschlossen werden, pro Volt Spannungsdifferenz des Generators
aufnimmt. Ist bei einer Potentialdifferenz von P Volt die gesamte
Ladungsmenge fiir jeden der beiden Leiter @ Coulomb, so ist demnach

@ Coulomb
P Volt ’ (3)

Diese Einheit ‘ist aber sehr grofi. Die in der Technik vor-
kommenden Kapazititen erscheinen daher, durch sie ausgedriickt, in
sehr kleinen Zahlenwerten. Man benutzt aus diesem Grunde als
praktische Einheit der Kapazitit meist das Mikrofarad (MF.), d. i. der
millionste Teil des Farads. Selbstverstindlich bezieht man séimtliche
Angaben auf die Léngeneinheit der Leitungen, etwa auf das Kilometer.

Die Messung der Kapazitit vorhandener Leitungen ist demnach
leicht, da die Messung der Potentialdifferenz in Volt und der Ladungs-
menge in Coulomb keine Schwierigkeiten macht.

¢ Farad =

3*
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Die hier betrachteten parallelen Leitungen représentieren sowohl
Freileitungen wie Kabel; bei letzteren werden die Hin- und Riick-
leitungen bekanntlich mit schwachem Drall verseilt oder konzentrisch
gefiithrt, Bel konzentrischen Kabeln macht das Austrocknen der
Isolation der inneren Adern Schwierigkeiten, weshalb verseilte Kabel
hiufiger als konzentrische verwendet werden. Bei dreifach kon-
zentrischen Kabeln fiir Drehstrom kommt noch hinzu, daB infolge der
verschiedenen Durchmesser der drei Leitungen das Verhalten der drei
Ziweige verschieden wird, und dadurch Einseitigkeiten in das System
kommen; fiir Drehstrom werden deshalb heute wohl ausschlieBlich
verseilte Kabel benutzt, Wegen des geringen Abstandes der Adern
ist die Kapazitit der Kabel wesentlich grofer als die der Freileitungen,
die Selbstinduktion dagegen ist geringer. Kabel und Freileitungen
unterscheiden sich in ihren Eigenschaften aber nur quantitativ nicht
qualitativ. 'Wir werden im Folgenden hauptsichlich Kabel betrachten,
da diese die Wirkungen der gleichm#Big verteilten Kapazitit, deren
Studium die Aufgabe dieses Buches ist, am deutlichsten zeigen.
Des einfachen Ausdruckes wegen wollen wir mit solcher Kapazitit
begabte Leitungen schlechthin als Kabel bezeichnen, wenn nicht
speziell von Freileitungen gesprochen werden soll.

Die Formeln fiir die Berechnung der Kapazititen von Freileitungen
und Kabeln aus den Dimensionen folgen im Abschnitt IX zusammen
mit den {iibrigen elektrischen Daten, welche den StromfluB in Lei-
tungen beherrschen.
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Der Kondensator im Wechselstromkreise.

Wir beginnen jetzt mit der im vorigen Paragraphen bei Be-
trachtung der Fig. 11 gestellten Aufgabe, den Ladestrom eines ein-
zelnen Kondensators zu bestimmen. In Fig. 12 ist ein solcher fiir
sich allein gezeichnet; seine Kapazitit sei ¢ Farad, und die Wechsel-
spannung, mit der er gespeist werde, habe die GroBe

Ep; = Eppaxsinwt  (Volt),

®

3
—&-

Fig. 12.

worin @ = 2 sy ist, und » die sekundliche Periodenzahl des Wechsel-
stromes bedeutet. Es soll jetzt festgestellt werden, welchen Strom
in Ampere der Kondensator dann aufnimmt.

Ist die auf jeder Belegung des Kondensators auftretende Ladungs-
menge (; Coulomb, so ist bei einer Spannung von FEp, Volt die
Kapazitit nach Gl. 3, S. 35,

c= —Qi
Epy

Wy =rc- Ep,. 1
Die Ladungsmengen beider Belegungen sind danach der Spannung

proportional und schwanken mit dieser nach dem Sinusgesetz. Wie
schon in Kap. V hervorgehoben wurde, ist diese Verinderung nur

oder
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moglich, wenn zu den beiden Belegungen fortwihrend Klektrizitit
zu- oder abstrémt, oder anders gesprochen, wenn in den Konden-
sator trotz der Isolation der Belegungen ein Wechselstrom fortwéihrend
ein- und ausfliefit. Bezeichnen wir die in der Zeit d{ einstromende
Elektrizititsmenge mit d @, so ist ’

29 _ @)

dt
die sekundlich einstrémende Menge oder die Stromstirke in der Zu-
leitung, da die Stirke eines Stromes in einem Leiter bekanntlich
definiert wird als die Anzahl der elektrischen Massen, welche sekund-
lich durch jeden Leiterquerschitt hindurchtliefen. Setzt man @, nach
GL 1 in GL 2 ein, so erhdlt man fiir den Ladestrom des Konden-
sators den Wert

. . 7
Jy=¢+w -+ Eppaxcoswt=c+ w - Epmaxsm(a)t - 9—)

Der Ladestrom ist also um eine Viertelperiode voraus gegen-
iiber der Ladespannung, und seine Amplitude hat den Wert

Jmax =C-w:- Epmax,
oder unter Berlicksichtigung der Beziehung w = 2xv»
Jmax = 27V ¢ ¢+ Eppax -
Seine Stirke ist also nicht nur der Ladespannung und der Kapazitit,
sondern auch der sekundlichen Periodenzahl des Wechselstromes
proportional.
Zu demselben Ergebnisse fiihrt auch die symbolische Methode.

Driickt man Ep; aus durch das vollstindige Symbol Ep; = FEppax €77,
so erhilt man fiir @ das vollstiindige Symbol

Qt=0EPt=0 . Epmaxeiwl (2&)
und fiir den Ladestrom
d )
It=d—?=c-w-Epmax-ioe’“” (3)

oder nach 4, S. 29,
I; =c: 0+ Eppayef@t+909,
Da andererseits I; allgemein von der Form sein muf
I == Jnax - €@8F7) (4)

so wird auch hiernach Jypax == ¢+ @ + Epmax und ¢ = 90°.
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Wie hierin Jyax durch Epga.x ausgedriickt ist, so kann man
auch das reduzierte Symbol I = Jy, €/ ausdriicken durch das redu-
zierte Symbol Ep = Fppax als Ausgangsgrofe. Man erhilt durch
Vereinigung von Gl. 3 und Gl 4

Tnax €@ =7 ¢ o @ Eppax @@!
Jpax @7 =1+ ¢+ » ¢+ Epmax
und, indem man die Bezeichnungen I und Ep einfiihrt,
I=¢.-¢-w-Ep.

Wir wollen dem Symbol I noch den Index 1 beifligen, um den
gefundenen Wert des Ladestromes von einem andern in den Konden-
sator einflieBenden Strome zu unterscheiden, auf den jetzt ein-
gegangen werden soll. Wir schreiben also

I, =d¢.¢-w-Ep. (5)

Da némlich weder die Belegungen eines Kondensators noch
die einzelnen Leitungen eines Kabels oder einer Freileitung ganz
vollkommen isoliert werden kdnnen, so fliefit zwischen ihnen immer
ein wenn auch kleiner Isolationsstrom ftiber. Der Isolationswider-
stand ist natiirlich ein rein Ohmscher Widerstand ohne Selbst-
induktion. Bezeichnet man ihn fiir den Kondensator mit o, so wird
der genannte Isolationsstrom bei der Kondensatorspannung Hp;

1
=" Fp.
e

Setzt man fiir J; und Ep; die vollstindigen Symbole ein, so ergibt
dies die Gleichung

) 1 .
']max eot — _Q_ Epmax et 3

also schliefilich die Beziehung

1
Jmax = _Q" Epmax .

Diese Beziehung der Maximalwerte gilt auch fiir die reduzierten
Symbole von Spannung und Strom, denn, wie Ep = Epn.x gesetzt
war, 80 ist jetzt auch I = Jna.x, da der Isolationsstrom .J;, welcher
gleiche Phase hat mit Ep;, auch als Ausgangsgriofie fiir die Phasen-
zghlung zu betrachten ist. Charakterisiert man den Isolationsstrom
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durch den Index 2, so wird also

Die Summe aus den Symbolen beider in den Kondensator ein-
flieBenden Stréme ergibt nach den Ausfithrungen in Kap. T das
Symbol fir den Gesamtstrom. Dieser ist also

I=Il+12:(icw+%)5p. (6)

Betrachten wir Ep wie oben bei der Berechnung von I, als
Ausgangsgrofie, so ist

\

I= (ww ‘]L “(1)‘) Epmax (7)

und daher

und der Voreilungswinkel ¢, der Stromstirke gegen die Spannung
nicht mehr 909 sondern

@, = arctg (cwp) . (8)
Bei guter Isolation, d. h. bei groien Werten von ¢, kommt ¢, aber
9090 gsehr nahe.

Gl 6 zeigt deutlich die Wichtigkeit, welche das Studium der
Kondensatorstrome bei der Fernleitung von Wechselstromen durch
- die Entwickelung der heutigen Elektrotechnik gewonnen hat. Der
Strom I ist derjenige Gesamtstrom, welcher in jeden Kondensator
der Schaltanordnung, Fig. 11, einflieBt, wenn die Kondensator-
spannung Ep ist, d. h. er ist der Strom, welcher zwischen zwei
beieinander liegenden Teilchen der Hin- und Riickleitung einer Fern-
leitung bei einer Betriebsspannung Ep iiberstrdmt. Wihrend nun
bei der Ubertragung einer bestimmten Leistung Ep;.J; durch eine
Fernleitung der Nutzstrom .J; um so kleiner wird, je grofer die
verwendete Spannung Ep, ist, nimmt umgekehrt der Kondensator-
strom mit steigender Spannung zu. Je hohere Spannung man also
fiir eine Energieiibertragung verwendet, desto gréfer wird der Konden-
satorstrom gegeniiber dem Nutzstrom, und desto machtvoller treten
die Kondensatorerscheinungen in den Vordergiund. Da die Auf-
gaben der elektrischen Kraftitbertragung auf weite Entfernungen nur
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durch die Verwendung sehr hoher Spannungen geldst werden koénnen,
und daher auch die benutzten Spannungen von Jahr zu Jahr steigen,
so gewinnt das Studium der Kondensatorwirkungen also eine immer
steigende Bedeutung.

Das oben gefundene Ergebnis, daB der Ladestrom I, des
Kondensators um 900 in der Phase vor der Ladespannung voraus
ist, besagt, daB der Kondensator trotz des Ladestromes keinen Effekt
aufnimmt, denn der Effekt eines Wechselstromes ist gleich dem
Produkt aus Spannung, Strom und dem Kosinus der Phasenver-
schiebung, und dieser Kosinus ist hier Null. Der ganze Ladestrom ist
also wattlos, wie auch aus Gl. 5, S. 39, im Zusammenhang mit der
auf 8. 7 gemachten Bemerkung liber die Watt- und wattlose Kom-
ponente des Stromes hervorgeht. Dieses Ergebnis stimmt indessen
mit der Erfahrung nicht ganz iiberein, denn wenn man ein Watt-
meter an einen Kondensator legt, so laBt sich stets eine Effektauf-
nahme nachweisen.

Die Tatsache, daB der Kondensator in Wirklichkeit doch einen
Effekt aufnimmt, riihrt zunichst her von dem unabiinderlichen Auf-
treten des Isolationsstromes. Ist der effektive Wert des letzteren
Jy, s0 hat der von ihm geleistete Effekt im Isolationswiderstande ¢
die GroBe J,20. AuBerdem scheint aber eine Effektaufnahme auch
dadurch zu entstehen, daB die Phasenverschiebung zwischen Lade-
strom ., und Spannung Ep tatsichlich doch von 90° abweicht.
Der Grund fiir diese Erscheinung wird in folgendem gefunden.

Dieim Isolationsmaterial des Kabels, dem sogenannten Dielektrikum,
vorhandene und frither besprochene elektrische Kraft H, welche mit
der Ladespannung ihre GréBe und Richtung periodisch verindert,
hat eine fortwéhrende Umelektrisierung des Dielektrikums zur Folge.
Fir diese Umelektrisierung ist, so nimmt man an, ein Arbeits-
aufwand nétig, wie bei der Ummagnetisierung von Eisen. Wie
im letzteren Falle eine magnetische Hysteresis, so stellt man sich
bei der Umelektrisierung eine dielektrische Hysteresis vor, welche
darin besteht, daB der Grad der Elektrisierung, welche durch die
elektrisierende Kraft A hervorgerufen wird, hinter der Verinderung
dieser Kraft zurtickbleibt. Die Erscheinung der dielektrischen Hyste-
resis ist indessen gerade an Kabeln noch nicht erschépfend erforscht,
ja in letster Zeit wird selbst ihre Existenz angezweifelt.*) Thre

*) Dr. Apt und Mauritius ETZ. 1903, S. 879.
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Kenntnis wire aber von sehr groBier Wichtigkeit, da sie ebenso wie
J, 20 nicht nur einen Arbeitsverlust bedeutet, sondern auch durch Um-
setzung der verzehrten Energie in Wirme eine Erhitzung der Kabel zur
Folge hat. Zur Rechtfertigung aller weiteren SchluBfolgerungen muf
hier aber angefithrt werden, daf die Allgemeingiltigkeit der folgenden
Darstellung nicht unter der Annahme leidet, daf der Ladestrom eine
Voreilung von genau 90° gegentiber der Ladespannung in jedem
Teilchen des Kabels habe. Die abgeleiteten Endformeln-bleiben trotz-
dem giitig, wenn die elektrischen Daten des Kabels entsprechend
korrigiert werden. Diese Daten aber lassen sich aus den End-
formeln, wie gezeigt werden wird, durch einfache Versuche riick-
wirts bestimmen, so daffi daraus eine korrigierte Theorie gewonnen
werden kann.



VII. Das kiinstliche Kabel.

Nachdem im vorangehenden die Mittel zur Berechnung des
Ladestromes gegeben worden sind, kann zunichst das Verhalten
des ganzen in Fig. 11 gezeichneten kiinstlichen Kabels festgestellt
werden. Diese Feststellung fithrt, wie auf Seite 34 dargelegt wurde,
hiniber zu derjenigen der Eigenschaften eines wirklichen Kabels,
wenn man sich die Widerstinde und Kapazititen des kiinstlichen
unendlich klein denkt.

‘Wir betrachten das kiinstliche Kabel zunichst als Kombination
endlicher Widerstinde und Kapazititen und nehmen zur Verein-
fachung an, daB keine Selbstinduktion vorhanden und die Isolation
vollkommen sei. Die Figur, durch welche wir die Verteilung der
Spannung und Stromstirke lings des Kabels darstellen wollen, soll
sich beziehen auf ein ganz bestimmtes Zahlenbeispiel, damit sie
spiter durch eine andere Darstellungsweise der Vorginge nachge-
priift werden kann. Wir nehmen zu diesem Zwecke folgende
Kabeldaten als giiltig an: Der Widerstand der Hin- und Riick-
leitung betrage pro km einfacher Leitung w = 0,455 Ohm, die
Kapazitit pro km einfacher Linge ¢ = 0,17 MF. Der Abstand je
zweier Kondensatoren sei 5 km, so daB also der Widerstand der
Hin- und Riickleitung zwischen zwei Kondensatoren w’ = 5 - 0,455
= 2,275 Ohm und die Kapazitiit jedes Kondensators ¢ = 5-0,17
= 0,85 MF. = 0,85 -10—% Farad betrage.

Als Betriebszustand werde vorausgesetzt am Ende eine Spannung
von Ep, = 1000 Volt und eine Stromentnahme von I, = 10 — 204
Ampere. Bei einer effektiven Spannung von Ep, = 1000 Volt
soll also eine effektive Stromstirke J, = 7102 + 2 ? — 22,36 Ampere
mit einer solchen Phasenverzogerung ¢, hergegeben werden, da8

2
tg gy = — ig , alsog, = — 63°26" und der Leistungsfaktor I =

cos, = 0,447 ist. Die sekundliche Periodenzahl des Wechselstromes
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betrage » — 50. Die Aufgabe soll darin bestehen, festzustellen,
welche Spannungen, Stromstéirken und Phasenverschiebungen dabei
an den verschiedenen Punkten des kiinstlichen Kabels auftreten.

Wir bezeichnen (Fig. 13) die Spannungen an den Kondensatoren
vom Kabelende aus der Reihe nach mit Ep,, Ep,, Ep; usw., die in die
Kondensatoren einflieBenden Strome entsprechend mit J, , J,, J; usw.
und kennzeichnen die Strome J in den Hauptleitungen durch je
einen Doppelindex, der zusammengesetzt ist aus den Ordnungs-
nummern der Kondensatoren, zwischen denen die Stréme flieBen.
Samtliche Werte der Spannungen und Stromstéirken mogen effektive sein.

Die gesuchte Verteilung der Spannung und Stromstirke im kiinst-
lichen Kabel wird dann dargestellt durch Fig. 14 ¢ und 14d (Tafel I);
bei ihrer Aufzeichnung sind die Spannungsabfille in den Leitungen

'[5,5 ]‘rs JJ,!/ JZ.J ‘fl,‘? Jo,z
T > 1
\ Y Y \ Y
Quelle —— T
5 |4 7, % WA 7
£y Eng B, Ly Fprs %), Ep,
Fig. 13.

und die Kondensatorstréme durch die Hilfsfiguren 14a und 14b in
folgender Weise gewonnen worden:

Der Spannungsabfall, den irgend ein Strom ./, , in der Haupt-
leitung zwischen zwei benachbarten Kondensatoren hervorbringt,
ist nach obigem

ePu,y = oy w' = Jy 2,275
Er ist fiir die verschiedenen in dem vorliegenden Zahlenbei-
spiele vorkommenden Stréme .J, , graphisch ermittelt durch Fig. 14a.
Diese Figur ist dadurch gewonnen, daB ein beliebiger Zahlenwert
von J, , horizontal aufgetragen und im rechten Endpunkt dieser
Strecke der nach der obigen Gleichung dazu gehdrige Wert ep, ,
senkrecht darauf gestellt worden ist. Zieht man dann die schrige
Verbindungslinie der Endpunkte der beiden Strecken, trigt auf der
Horizontalen vom linken Ende aus eine andere Strecke J, , ab, und
errichtet man auf dem rechten Ende dieser neuen Strecke ein Lot, so
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schneidet jene schriige Verbindungslinie auf diesem Lote eine Strecke
ab, welche gleich dem Werte ep, , ist, der nach der obigen Gleichung
zu Jy,, gehort, denn es verhalten sich epy ,: . , = epl ,:J) ,, wie
die obige Gleichung es verlangt.

In é#hnlicher Weise sind die Xondensatorstrome ./, durch
Fig. 14b auf Grund der Gleichung

Jo = co Ep, = (0,17 - 106) (27 50) Ep, = 0,0002671 Ep,

graphisch gewonnen. Von den beiden auf Taf. I gezeichneten Figuren
14D bildet die eine die Fortsetzung der andern fiir hohere Werte
von Ep, und J,.

Unter Benutzung der Hilfsfigur 14a und 14b stellen wir die
Spannungs- und Stromverteilung im kiinstlichen Kabel in folgender

Weise dar: Wir zeichnen (Fig. 14 C)A—B = Ep, horizontal und (Fig. 14d)

20 00
— Oy> = — 63026
gegen die Horizontale geneigt. Fiir den Wert .y wird jetzt e,
= epo.1 aus Fig. 14a entnommen und nun, da es als Ohmscher
Spannungsabfall in gleicher Phase mit .Jp; ist, parallel zu der Linie
Jo, der Fig. 14d, an das Ende der Linie Ep, in Fig. 14c ange-
tragen. Ein vom Anfangspunkt in Fig. 14 ¢ nach dem Endpunkte von
epo,. gezogener Strahl (in der Figur nicht gezeichnet) gibt dann
die Spannung Ep; nach GroBe und Phase, denn er erscheint als
Resultierende von KEp, und Jo;%’. Den zu dem Werte Ep, ge-
horigen Kondensatorstrom ./; erhalten wir aus Fig. 14b, und tragen
ihn, da er um 90° in der Phase gegen E, voraus ist, um 90°
gegen Ep, nach links gedreht in Fig. 14d an Jo, an. Der von
dem Anfangspunkte 0 nach dem Endpunkte von .J; gezogene Strahl
gibt dann die Summe von .J,; und JJ;, also nach Fig. 13 den Strom
Ji,2.  Der weitere Gang der Zeichnung ist danach klar. Die
Stréme ./, in Fig. 14d sind immer senkrecht zu stellen auf die
mit gleichen Nummern versehenen Strahlen Ep, in Fig. 14¢, und
die Strecken ep,, in Fig. 14c¢ sind immer parallel zu zeichnen
den Strahlen .J,, von gleicher Nummer von Fig. 14d.

Bei der Betrachtung der Figuren 14c und 14d erkennt man,
daB mit wachsender Entfernung vom Kabelende die Strahlenléingen
Ep, bestindig zunehmen, die Lingen .J, , dagegen erst geringer
werden und dann wachsen. Sehr interessant ist auch die Be-
trachtung der Phasen. Da sich die Strahlen E)p, erst nach rechts

CD = Jy; = 22,36 um einen Winkel ¢, — arctg(
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drehen, bis sie die Kurve fiir ep, , tangieren, und dann wieder
nach links drehen, so erhdlt Ep, gegen Ep, zuerst eine Phasen-
verzogerung, die bis zu einem Maximalwerte zu-, aber dann wieder
abnimmt, bis sie, was in Fig. 14c nicht mehr gezeichnet ist, in
eine Voreilung tibergeht. Die Strahlen J, , drehen sich mit wach-
sendem Abstande vom Kabelende immer mehr nach links, die
Phasenverzogerung von J, , gegen Ep, nimmt also immer mehr
ab und geht schlieBlich, was auch nicht mehr gezeichnet ist, in
eine Voreilung fiber.

Ganz besonders interessant ist die Betrachtung derjenigen
Stelle «, wo ./, , seinen Minimalwert hat (Fig. 14d). Da hier der
Strahl ., , seine geringste Linge, die Kurve .J, also vom Ausgangs-
punkte C der Strahlen den kiirzesten Abstand hat, so muf hier der
Strahl J, , senkrecht auf der Kurve J, stehen. Da aber auch anderer-
seits die GroBen J, senkrecht auf die dazugehérigen Spannungen
Hp, gestellt sind, so liegen an der betrachteten Stelle J, , und Ep,
einander parallel. An demjenigen Orte, wo die Stromstirke
ihren Minimalwert hat, haben also Spannung und Strom-
stirke gleiche Phase. Diese Tatsache 148t sich auch aus
der Gleichung fiir die Arbeitsleistung des durch das Kabel gefiihrten
‘Wechselstromes verstehen. Diese ist an jeder Stelle des Kabels
Epy + Jy y - COS@,, wenn unter ¢, der Phasenverschiebungswinkel
(Epy , Ju ) verstanden wird. Nach dieser Gleichung kann das Kabel
die von ihm weiter zu leitende Arbeitsleistung an der Stelle bei der
geringsten Stromstérke .J, , iibertragen, wo cos g, den hochsten Wert
hat, also @, = 0 ist. An dieser Stelle tangieren die Strahlen Ep,
offenbar die Kurve ep,, in Fig. 14c, da ep,, als Ohmscher
Spannungsabfall in gleicher Phase mit .J, , daher hier auch in glei-
cher Phase mit Fp, sein muB.

Der Gesamtvorgang der Phaseneinstellung lings des Kabels
148t sich nach obigem in folgender Weise darstellen: Die Strom-
stirke, welche am Kabelende wegen der Eigenart der Konsumstelle
eine Phasenverzogerung gegen die Spannung haben muB, strebt mit
zunehmendem Abstand vom Kabelende immer mehr einer Voreilung
zu (in Fig. 14d hat Jy 4 diese Voreilung gegeniiber Hpyo erreicht).
Die Spannung, welche am Kabelende die Voreilung hat, muf zu-
nichst, ehe sie zur Nacheilung gelangt, zur Phasengleichheit iiber-
gehen, Um diese moglichst schnell zu erreichen, bleibt sie zunichst
gegeniiber ihrer Phase am Kabelende zuriick und eilt so der Phase
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der Stromstirke entgegen. Nachdem die Phasengleichheit erreicht
ist, eilen sowohl Stromstirke wie Spannung in der Phase vorwirts,
die Stromstirke aber schneller als die Spannung, bis die Strom-
stirke einen Grenzwert der Voreilung gegeniiber der Spannung
erreicht hat, bei dem sie bleibt. Bei dem speziellen Studium der
Kabeltheorie werden wir sehen, daB dieser Grenzwert im vor-
liegenden Falle, wo nur Leitungswiderstand und Kapazitét vorhanden
ist, 450 betrigt. Aus den obigen Betrachtungen ist dies noch nicht
zu entnehmen. :

Ist der aus dem Kabelende entnommene Strom um ebensoviel
vor der Spannung in der Phase voraus, wie er im obigen Beispiel
verzbgert war, aber sonst von der gleichen Stirke, so daB er also
durch die Gleichung

I, =104 20¢

dargestellt wird, so verteilen sich Spannung und Strom lings des-
selben Kabels nach Fig. 15 (Tafel II). Diese Figur ist in derselben
Weise gewonnen und in demselben MaBstab gezeichnet, wie Figur 14.
AB ist die Endspannung Ep, = 1000 Volt, CD der dem Kabel-
ende entnommene Strom I, = 10 4 204, die Spannungsabfille e p, ,
sind den Stromstrahlen J, , parallel, die Kondensatorstréme J, sind
senkrecht zu den Spannungsstrahlen Ep, gezeichnet, und die GrdBen
von ep, , und J, sind dabei durch die Nebenfiguren (Fig. 15a u. 15b)
gewonnen.

Im vorliegenden Falle des voreilenden Stromes hat nach
Fig. 15¢ u. 15d weder der Strom noch die Spannung einen Minimal-
wert, beide steigen vielmehr mit zunehmender Entfernung vom
Kabelende bestindig an. Der Strom riickt dabei langsamer in der
Phase vor als die Spannung, so daB die Voreilung der Stromstirken
vor der Spannung, die am Kabelende 63926’ betriigt, mit zunehmender
Entfernung vom Ende kleiner wird; sie strebt dabei wie im Falle
der Fig. 14 dem Werte 450 zu, wie spiter auf anderem Wege be-
wiesen werden wird.

In Fig. 16 (Tafel III) ist noch der dritte Fall dargestellt, da8
der entnommene Strom denselben Wert

I, = V102 + 202 == 22,36 Amp.,

aber gleiche Phase wie Ep, hat; die Werte Hp, — AB w. J, = OD
liegen auf einer Geraden. Man sieht, daB auch hier weder Spannung
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noch Strom einen Minimalwert haben, daB beide vielmehr bestindig
ansteigen. Beide riicken dabei in der Phase vor, J, , aber schueller
als Bp,, so daf die Stromstirke mit zunehmender Entfernung vom
Kabelende der Spannung immer mehr voraneilt. Der Grenzwert
der Voreilung ist dabei wieder 459, wie spiter zn beweisen ist.

Die vorangehenden Betrachtungen zeigen deutlich den funda-
mentalen Unterschied der Kapazitit enthaltenden Leitung von jeder
anderen. Wihrend in jeder anderen Leitung die Stromstiirke an jedem
Punkte den gleichen Wert hat, ist sie bei einer von Wechselstrom
durchflossenen kapazitiitbegabten Leitung zu gleicher Zeit infolge
der Abzweigung der Kondensatorstrome in jedem Punkte ver-
schieden. Wie sich die Stromstirke lings der Leitung verteilt,
hiéngt nicht nur von den elektrischen Eigenschaften der Leitung
selbst, sondern sehr wesentlich auch von der Phasenverschiebung
zwischen Spannung und Stromstirke ab, welche die Eigenart der
Verbrauchsstelle am Kabelende mit sich bringt. Bei Phasenverzigerung
von .J, gegen IKp,, welche in den fiblichen Fillen der Praxis, bei
Belastung des Kabels mit Transformatoren oder Motoren am Kabel-
ende vorhanden ist, kann nach Fig. 14 die Stromstirke vom Ende
aus mnach dem Anfange hin abnehmen, so daBl bei entsprechender
Leitungslinge von der Maschine weniger Strom in das Kabel
hineingeschickt zu werden braucht, als am Ende entnom-
men wird. Fir die Projektierung jeder Anlage ist natiirlich die
Vorausberechnung der Stromstirke am Kabelanfang ebenso notwendig
wie die der Spannung, damit die Generatoren fiir die Anlage richtig
gewihlt werden kénnen. Von ebenso groBer Bedeutung ist aber
auch die Vorausberechnung der Phasenverschiebung am Kabelanfang,
welche sich nach den Fig. 14 bis 16 ebenfalls lings des Kabels
verindert. Bekanntlich hiéngt der Spannungsabfall innerhalb einer
Maschine sehr wesentlich von der Phasenverschiebung ab, welche
die von ihr gelieferte Spannung und Stromstirke gegeneinander
haben, derart, daB der Abfall um so kleiner wird, je weniger der
Strom nacheilt, oder je mehr er voreilt. Die Kapazitit, welche die
Stromstiirke zur Voreilung vor der Spannung driingt und eine vor-
handene Verzogerung der Stromstirke vom Ende nach dem Anfange
hin immer mehr abnehmen 148t, wirkt also giinstig auf den Spannungs-
abfall ein, wahrend die Selbstinduktion einer Leitung nach S. 22
durch eine Vergréfierung der Phasenverschiebung den Spannungs-
abfall in der Maschine erhoht.
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Die in den Fig. 14 bis 16 dargestellte Verinderung der
Spannung, Stromstirke und Phasenverschiebung lings der Leitung geht
natiirlich iiber die bei praktisch ausgefiihrten Anlagen vorkommende
weit hinaus, da bei diesen gewdhnlich nur 10 bis 159/, Spannungs-
abfall zugelassen werden; fiir einen tieferen Einblick in die Wir-
kungen der gleichmifiig verteilten Kapazitit hat aber die weiter-
gehende Verfolgung selbstverstindlich groBen Wert. Die hier
benutzte graphische Darstellungsweise hat den Vorzug, daB sie,
gewissermaflen den Gang der Natur selbst verfolgend, ein anschau-
liches Bild gibt, wie bei der Wanderung des Stromes durch das
Kabel die Kapazitit die Eigenschaften dieses Stromes Schritt fiir
Schritt beeinfluft; die Methode hat aber auch den Nachteil, daB
eine an einer Stelle begangene Ungenauigkeit sich auf alle darauf
folgenden iibertrigt und ferner, daB man das Verhalten des Kabels
an keinem Punkte feststellen kann, ohne es an einem vorangehenden
studiert zu haben; bei praktischen Projektierungen, wo es wesentlich
darauf ankommt, fiir die durch die Konsumstelle gegebenen Betriebs-
bedingungen des Kabelendes den elektrischen Zustand des Kabel-
anfanges, also die Betriebsbedingungen der Generatoren, mit einfachen
Hilfsmitteln schnell auszurechnen, wire dies natiirlich unausfiihrbar.
AuBlerdem leidet die Genauigkeit der Ergebnisse auch dadurch, daB
das Kabel aus endlichen und nicht aus unendlich kleinen Strecken
zusammengesetzt gedacht ist. Die Darstellungsweise, der wir uns
jetzt zuwenden, vermeidet diese Nachteile.

Roefler, Fernleitung von Wechselstromen. 4



VIIL
Die Grundgleichungen der Kabelstrome.

Um die Gesetze der Kabelstrome abzuleiten, haben wir aus-
zugehen von einem unendlich kleinen Kabelstiicke, enthaltend zu-
nichst nur eine einfache Hin- und Riickleitung. Da ein kiinstliches
Kabel, wie auf S. 34 nachgewiesen wurde, einem wirklichen Kabel
dquivalent ist, wenn es aus unendlich kleinen Abteilungen besteht,

dr

dr

I Y

€ ————

I
Fig, 17.

g0 denken wir uns die Abteilungen des in Fig. 11 gezeichneten
kiinstlichen Kabels unendlich klein und greifen davon das in Fig. 17
dargestellte Stiick fiir die Betrachtung heraus. Die Linge dieses
Stiickes sel dx, sein Abstand vom Kabelende z, die Spannung
zwischen Hin- und Riickleitung betrage Ep,, die Stromstirke in
beiden Leitungen I,, der in den unendlich kleinen Kondensator ab-
flieBende Strom sei ¢ I, und der unendlich kleine Spannungsabfall in
den betrachteten Stiicken der Hin- und Riickleitung zusammen d Ep,.
Die elektrischen Daten des Kabels, Leitungswiderstand, Selbstinduk-
tionskoeffizient, Kapazitit und Isolationswiderstand sollen, wieder
durch die Buchstaben w, L, ¢ und o dargestellt und in Ohm, Henry,
Farad nnd Ohm gemessen, von jetzt an stets auf die Léange
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von 1 km einfacher Leitung bezogen werden; w und L
speziell sollen Gesamtwiderstand und Selbstinduktion der Hin- und
Riickleitung pro km einfacher Leitung bedeuten. Dann sind also fiir
das betrachtete Kabelstiick von der Lénge da Kilometer die elektri-

schen Daten wdx, Ldx, cdz und dei'

Nach Gl. 11, S. 15, ergibt sich nun fiir das betrachtete Stiick
der Hin- und Riickleitung der scheinbare Gesamtwiderstand in
komplexer Form

dR=wdx+iwLdr= (w4 iwL)dz.

Nach dem fiir die komplexen Gréfen anwendbaren Ohmschen Gesetz
wird also der darin auftretende Spannungsabfall

dEp,=L,dR=1,(w +iwL)dz. 1)
Der in den Kondensator eintretende Strom dI,, als die Summe

des Isolationsstromes und des Ladestromes, ist bei der Kondensator-
spannung Ep nach Gl 6, S. 40

dl, = Elox + - (cdac)a)] Ep.=Ep, (—l— + JTca)) de. (2)
Y

Zur Vereinfachung der Schreibweise soll von jetzt ab der reziproke
Wert des Isolationswiderstandes

1
S
0
gesetzt werden. ¢ bedeutet dann die Leitungsfihigkeit der Isolations-

schicht pro km. Man erhilt daher schlieBlich aus Gl 1

1Ep*

) Lt ion) ®
und aus Gl 2 .

¢ .

d—szpx(g-}—zcw). 4)

Zur weiteren Vereinfachung der Schreibweise sollen ferner im folgenden
die Substitutionen vorbehalten werden:

wL=s cw=ux
w+iwl =R g+ itwe=K (5)

und

*) Bei den Differentialquotienten von Ep und I nach @ soll der Index x
bei Ep und I stets weggelassen werden, da hierbei die Abhingigkeit dieser
Groflen von « selbstverstindlich ist.

4*
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sodaB also s und x» konstante reelle, R und K aber konstante
komplexe Groflen sind. R und K enthalten auBer der Perioden-
zahl des Wechselstromes in o nur die elektrischen Daten des Kabels
(w, L, g und ¢). Gl. 3 und 4 nehmen dann die einfachere Form an:

dEp
T =I-R (6)
und
dl -
%=EP.Z'K‘ (()

Aus diesen kann man leicht Ep, und I, einzeln bestimmen. Ditfe-
rentilert man nidmlich beide nach z, so erhiilt man

a2Ep dI d2I dEp
e —de B T oag K
und, indem man fiir ﬂ und —dEB die Werte nach Gl 6 und 7
dx dzx
einsetzt,
2Ep )
Az Ep,(RK) (8)
und 21

Wir halten fest, daB dabei der Ausdruck (RK) als ein Produkt
komplexer Konstanten selbst eine komplexe Konstante ist, die auBer
der Periodenzahl des Wechselstromes nur die elektrischen Daten des
Kabels enthilt.

Die beiden einander der Form nach gleichen Differential-
gleichungen 8 und 9 sind einfache, lineare Differentialgleichungen
zweiter Ordnung mit der unabhingigen Variabeln z. Thre Losung
ist jetzt unsere Aufgabe; die folgenden Darlegungen sind daher
rein mathematischer Natur.

Wir ersetzen zunichst, um die Lisung fiir beide Gleichungen
giiltig zu machen, Ep, und I, durch y und suchen nun die Diffe-
rentialgleichung

aty
i y(RK) (10)

zu losen. Wir erkennen sogleich, daf eine Auflosung gegeben ist
durch den Ausdruck y = 2%, wobei @ eine richtig zu wihlende Kon-
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stante ist; denn, setzt man diesen Ausdruck fiir y in die Gleichung
az .
ein, so erhdlt man, da (ﬁi = 0%60* wird,
0%e2” = e2“(RK)
2=RK

Der Ausdruck ee# erfiillt also die Differentialgleichung, wenn man

o= *+JRK
setzt. Die Moglichkeit, die Zeichen 4 oder — vor die Wurzel zu

stellen, zeigt, daB es zwei Lisungen der Differentialgleichung gibt.
Setzen wir die positive Wurzel

+JRK =v, (11)

so sind die beiden Losungen also e*¥” und e-¥*. Diese beiden
Ausdriicke sind aber auch dann noch Ldsungen der Gleichung, wenn
man sie mit beliebigen Konstanten multipliziert, also statt ihrer
etwa ¢, e*7® und c,e~"* schreibt, denn, setzt man diese neuen
Ausdriicke fiir ¥ in die Differentialgleichung 10 ein, so heben sich
die Konstanten c¢; und c, wieder weg.

Die gefundenen Ausdriicke heifien bekanntlich partikulire Lisungen
der Differentialgleichung. Die allgemeinste Losung ist die Summe
aus diesen beiden partikuliren Liosungen, also der Ausdruck

Yy==c e 4 cye V%, 12)

DaBi auch dieser Ausdruck in der Tat eine Losung der Differential-

gleichung ist, erkennt man am besten, wenn man die letztere in der Form

azy

da?

schreibt. Da ni#mlich jeder der beiden Ausdriicke c, ¢"* und

C;e~7“ die linke Seite einzeln zu Null macht, so muB auch die
Summe der beiden Ausdriicke zum Werte Null fiihren.

Fiur die weitere Betrachtung der allgemeinen, durch Gl 12
gegebenen Losung wird v = Vﬁf, welche als Wurzel aus dem
Produkt zweier komplexer GroBen selbst eine komplexe GriBe ist,
am besten in der Nebenform p -+ g4 geschrieben. Wir setzen

v=oa-bi. (18)
@ und b sind dann neue Konstanten, welche, wie R und K, nur
durch die Periodenzahl des Wechselstromes und die elektrischen

oder

—y(RK) =
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Daten des Kabels bestimmt sind und stets reell sein miissen, da sie
zur Trennung der komplexen GroBe v in den reellen und imaginiiren
Teil dienen. Die Werte von ¢ und b ergeben sich, unter Benutzung
von Gl 5 aus dem Ansatze

a+bi=v—=JRK =7 +is)(g+ix). (13a)
Hieraus folgt durch Quadrierung
a2 — b2+ 2abi= (wtis)(g+ix)= (wg—sx)+ (sg+wx)-1,

und, indem man die reellen Teile und die imaginiren Teile unter
sich gleich setat,

a? —b2=wg—sx (14)
2ab=s9+ wx, (15)

woraus sich o und b fiir jedes Kabel leicht zahlenmiiflig ausrechnen
lassen. Die allgemeinen Ausdriicke fiir ¢ und b sind

und

a = V?lz {1/"(9"'24_%'_‘;5) (w? 4+ s?) +gw —xs } (16)

b= V% {'1/(g2'—|—_x2) (w? + s2) —gw + xs } 17
Das Einsetzen des durch Gl. 13 gegebenen Wertes von v in
Gl 12 ergibt die Losung

Yy =c et ptbz + Cs e—ax g—1bx (18)

und

oder, indem man ¢’** und e~?** nach der Moivreschen Formel zerlegt,
y = ¢, e*®(cos bz + isin bx) + ¢, e~ " (cos ba — ¢sin bx) (19)

oder schlieBlich, indem man nach cos bz und sin bz ordnet,
1y = (€ *% + ¢, e79%) cos bx + i (c; e — ¢, e %) sin bz (20)

Da 'y sowohl fir Ep, wie auch fiir I, in Gl 8 und 9 sub-
stituiert worden ist, so geben die eben gewonnenen Gleichungen 18,
19 oder 20 gleichzeitig die Formeln fiir die Berechnung von
Ep, und von I,. FaBt man diese Gleichungen als Losungen fir Ep,
auf, so ist I, zu bestimmen durch Gl 6; betrachtet man sie als
Losungen fiir I, so ist Ep, zu berechnen aus Gl. 7. Die Losungen
enthalten dann freilich die noch willkiirlichen Konstanten ¢; und c,,
diese aber sind fest bestimmt durch die Natur der jeweils vor-
liegenden Aufgabe, wie spiitere Beispiele zeigen werden. ¢, und c,
konnen dabei auch komplex werden, wihrend o und b, wie oben
bewiesen wurde, stets reell sein mdiissen.
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Auf eine wichtige Tatsache muB hier noch aufmerksam gemacht
werden, namlich auf die folgende: Alle vorangehenden Betrachtungen
haben zur stillschweigenden Voraussetzung, daB x immer von dem-
jenigen Kabelende aus gezéhlt wird, das vom Generator fern liegt,
nicht aber von dem, welches an den Generator angeschlossen ist.
Wir erkennen dies leicht aus Gl. 6 und 7 welche besagen, daB
bei positivem dx sowohl dEp, wie auch dI, positiv ist, d. h.
daB mit a sowohl Ep, wie auch I, zunehmen. Die Zihlung von
x geschieht also in der Richtung steigender Energie. Wir wollen
von jetzt an durchgehends das vom Generator abgewendete Kabel-
ende als das Ende schlechthin, das an den Generator angeschlossene
als den Kabelanfang bezeichnen.

Soll z am Kabel nicht vom Ende, sondern vom Anfang aus
gezihlt werden, so ist in den Formeln fiir y (also fiir Ep, und I,)
einfach (4 ) durch (—x) zu ersetzen. Wir erhalten also schlieBlich
als Endergebnisse fiir beide Zihlweisen die im folgenden zusammen-
gestellten Formeln.

Zahlung von o vom Kabelende.

Wenn man in Gl. 12 y = Ep, setzt, so wird

Ep,=ce"" 4 c,e 7"
und nach Gl. 6
I — igig _Vv ( v c ~vz) (I)
"TR gz  R\OOT T @) ‘

Setzt man in Gl 12 y = I,, so ergibt sich

und nach Gl 7

IL=ce”+c,e v ]
, (ID)
Ep, Lal v (c1 v — cge—”>. I

T Kde K
Diese beiden Formelgruppen widersprechen sich nicht, denn die
Unterschiede im Bau der beiden Ausdriicke von Ep, und der beiden
Ausdriicke von I, gleichen sich aus durch die Verschiedenheit der

Konstanten ¢, und c,, welche sich jeweils aus der Natur des Problems
fiir beide Formelgruppen ergeben.
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Zihlung von x vom Kabelanfang.

Die folgenden Formeln ergeben sich aus den obigen, durch
Verwandlung von 2 in (— ). Den Gl I entsprechen

Ep,==c e v - cye'*

151))
und v ' N (
Im — E (Cl e-Ve Co pvw)
und den Gl II
I,=ce v +c,e"®
av)
und Ep;=—;;(cle‘”’“ c, e+”>.

In allen obigen Formeln fiir die Stromstiirke bedeutet I, natiirlich
sowohl den Strom in der Hinleitung wie auch den in der Riick-
leitung, welche fir jede Stelle z einander gleich und nur in der
Richtung verschieden sind.

Aus jedem der obigen Gleichungspaare lassen sich die Span-
nungs- und Stromverteilung unter allen Betriebsverhdltnissen be-
rechnen, wenn R und K und daraus v = JRK bekannt sind. Wir
gehen deshalb jetzt zur Berechnung von R und K und den ihnen
zugrunde liegenden elektrischen Daten w, L, ¢ und g aus den
Kabeldimensionen liber. Diese Betrachtungen werden zugleich zur
Aufstellung der Grundgleichungen fiir Drehstromkabel fiithren,

Wenn man auf die Benutzung der komplexen GroBen verzichtet, so ge-
stalten sich die Differentialgleichungen fiir den Wechselstromfluff in Kabeln
in folgender Weise:

Die Spannung an den Enden des in Fig. 17 dargestellten Kabelstiickes
vom Widerstande w dx und vom Selbstinduktionskogffizienten L dx wird

dEp,=J,(wdx)+ (L dw)%f. 21)

In das in Fig. 17 dargestellte Kondensatorstiick fliebt wegen der mangel-
haften Isolation der Strom
Ep,
o

<

dx

=Ep,gdx

und wegen der Kapazitit ¢ de nach Gl 1 u. 2 auf S. 37 u. 38 der Strom

d dE
ﬁ:cdm p
di dt
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Der gesamte in den Kondensator flieBende Strom ist also
d.J,= Ep, (g da) + (c dz) d;;p (22)
Aus GL 21 und 22 ergibt sich
dEp‘=J,w+L%“{ 23)
und % —Epg+ d £ 24)

dJ,
Differentiert man G1.23 nach « und setzt man -&—t nach Gl 24 darin ein, so
x

erhdlt man z B
a Dy *Ep
P ngpt—%(wc-{—gL)»———-i- Lidtf'
Ein ganz entsprechendes Verfahren liefert die Gleichung fiir J;; man erhilt
az J; adJ azJ
i '~ wgJ,+ we+gL) - 4+cL Qe

Die Differentialgleichungen fiir Ep, und Jt sind also unter sich von der
gleichen Form, ebenso wie die Gl. 8 und 9 fir Ep, und I, von der-
selben Form sind. Die Gleichungen fiir Ep, und J; sind aber partielle
Differentialgleichungen zweiter Ordnung, wihrend die Gleichungen fiir Ep,
und I, nur lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung sind. Die Be-
nutzung der komplexen GréBen vereinfacht also die Betrachtung der Kabel-
strome auBerordentlich.
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Kabeldaten aus den Dimensionen.

Die Entwicklung der Formeln, nach denen die grundlegenden
elektrischen Daten w, L, ¢, g der Kabel aus deren Dimensionen be-
rechnet werden konnen, ist eine Aufgabe elektrostatischer und elek-
trodynamischer Betrachtungen und daher von ganz anderer Natur als
die in diesem Buche behandelten Probleme; auf diese Entwicklung
muf} daher Verzicht geleistet werden. Wir beschrinken uns auf eine
blofe Zusammenstellung der erwihnten Formeln und auf eine Erirte-
rung der besonderen Begriffe von w, L, ¢, g fiir Drehstromleitungen und
ihres Zusammenhanges mit denjenigen fiir Doppelleitungen, von denen
allein bisher gesprochen wurde. Diese Betrachtungen werden die
Messung der genannten Grofen auch an Drehstromkabeln lehren
und auch zu den Grundgleichungen fiir den StromfluB in Dreh-
stromkabeln fiihren.

Die elektrischen Daten von einfachen Doppelleitungen
(Schleifen).

Die Konstanten einfacher Schleifen haben die in Tabelle T,
S. 60 angegebenen Werte.

Die Bedeutung der in diesen Formeln enthaltenen Buchstaben
geht aus den zugehorigen Figuren hervor. Alle in diesen Quer-
schnittfiguren eingetragenen Grofen sind in mm auszudriicken. [ ist
die Linge der einfachen Hin- oder Riickleitung, zu messen in km,
¢ die Dielektrizititskonstante und p, der spezifische Widerstand
eines Wiirfels des Dielektrikums von 1 em Seite, gemessen in
Megohm. Die Werte von ¢ und gy sind in Tabelle II enthalten.
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Kapazitit und Ableitung stehen stets in einem konstanten Ver-
haltnis zueinander, wie das auch in Tabelle I zum Ausdruck kommt.
Man erhilt die Ableitung g aus der Kapazitit ¢, indem man ¢ im
Zahler durch gy im Nenner ersetzt und im Zahler die Zahl 0,0241
in 0,272 umwandelt. Die Formeln der Ableitung haben aber keine
groBe praktische Bedeutung, da bei einer fertigverlegten Leitung
durch Abzweigstellen und Anschliisse der Isolationswiderstand zwischen
den einzelnen Leitungen geringer wird. Man rechnet fiir ein fertig-
verlegtes Kabel etwa ¢ = 10 bis 100 Megohm pro km.

Die in Tabelle I gegebene Formel fiir die Kapazitit des kon-
zentrischen Kabels gilt nur fiir gewisse Betriebsverhiltnisse. Der
sich daraus ergebende Wert

Q=c(P— D)

soll die Elektrizititsmenge angeben, welche sich auf jedem der beiden
Leiter anh#uft, wenn beide offen an eine Stromquelle angeschlossen
sind und die Potentialdifferenz zwischen ihnen (P, — P,) ist.
Hat der eine von den beiden Leitern das Potential I, der andere
das Potential P,, so wird aber nicht nur Elektrizitit auf beiden
Leitern angehsiuft, weil sie Kapazitiit gegeneinander haben, sondern
auf dem AuBenleiter auBerdem noch deswegen, weil er Kapazitit
gegen den an Krde gelegten Bleimantel besitzt. Denn die elektri-
schen Massen auf diesem Leiter influieren nicht nur auf dem Innen-
leiter, sondern auch auf dem Bleimantel, elektrische Massen ent-
gegengesetzten Zeichens. Der Innenleiter dagegen hat gegen den
Bleimantel keine Kapazitit, weil er vom AufBenleiter vollstindig wm-
schlossen ist. Entsprechend der Kapazitit zwischen AuBenleiter
und Bleimantel und der zwischen diesen herrschenden Spannung
wird auf beiden eine gleiche Hlektrizititsmenge angehiuft, welche
beim AufBlenleiter zu derjenigen noch hinzukommt, die infolge der
Kapazitit und der Spannung zwischen diesem und dem Jnnenleiter
auftritt. Innenleiter, AuBenleiter und Bleimantel haben also ver-
schiedene Ladungen und fithren, wenn die Leiter mit Wechselstrom
gespeist werden, verschieden starke Strome. Bei den verseilten
Kabeln und bei den Freileitungen wird die Nachbarschaft des Blei-
mantels und der Erde auch nicht ohne EinfluB sein. Beide Lei-
tungen werden aber in gleicher Weise beeinfluft werden, da sie
sich. in gleicher Lage gegen Bleimantel und Erde befinden. Sie
werden sich nur dann verschieden verhalten, wenn sie verschieden
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Tabelle II.
& Os
Jute: 2 Harz + 3 Harzol 2,7 1,2-10% Kath, Dureh-
Papier: mittel, trocken 1,8 1 .10 sci‘l’lfslr;:ﬁ:;ng
»  Harzdl 2,4 0,3-10% || E.T.Z 1904,
» 1 Harz + 3 Harzol 2,75 0,24 - 10" S. 569.
Kautschuk: braun 2 0,1...0,6.10% Grawinkel &
” vulkan., gran EN I... 2’5 -10% Strecker, Hilfs-
Guttapercha: 4,2 1...25.10% bgfhﬁ,oiil-ht\sg{l,
fiir gute Sorten

gut vom Bleimantel isoliert sind. Das verseilte Kabel mit mangel-
hafter Isolation und das normale, konzentrische mit Bleimantel wm-
prefite Kabel zeigt also Unsymmetrien, deren rechnerische Behand-
lung Schwierigkeiten macht. In den oben angegebenen Kapazititen-
formeln fiir Kabel sind nur konzentrische Kabel beriicksichtigt,
deren AuBenleiter keine Kapazitit gegen Erde hat, und verseilte
Kabel, bei denen im Betriebe alle Leiter gleichen Widerstand gegen
den Bleimantel haben.

Die elektrischen Daten von Mehrphasenleitungen.

Wenn, wie bei Mehrphasenstrémen, mehrere Leitungen neben-
einander verlegt sind, so liegen die Verhiltnisse noch verwickelter,
da hier jede Leitung gegen jede andere und auch gegen die Erde
eine Kapazitit hat. Die friiher benutzte Begriffsdefinition der
Kapazitit als derjenigen Elektrizititsmenge, welche in jeder Leitung
einer Hin- und Riickleitung aufgehduft ist, wenn die Potentialdifferenz
zwischen beiden Leitungen 1 Volt betriigt, reicht hier vollends nicht
mehr aus, da nicht nur die Potentialdifferenz gegen eine Nachbar-
leitung, sondern auch die gegen alle andern und gegen die Erde
vorhandene fiir die Anhdufung von elektrischen Massen auf jeder
Leitung maBgebend ist. Da diese Potentialdifferenzen unter sich
verschieden sind und bei Wechselstrémen auch in jedem Augen-
blicke wechseln, so ist es sehr schwierig, die Ladung einer Leitung
durch diese Potentialdifferenzen auszudriicken; es wird vielmehr
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=

eine andere Bestimmungsart und damit auch eine andere Kapazitits-
definition nétig. Wir wollen diese Definition und damit zugleich
auch eine Definition fiir die Ableitung bei Mehrphasenleitungen jetzt
aufzustellen suchen.

Kapazitit und Ableitung.

Man erhilt, wie sogleich gezeigt werden soll, eine eindeutige
Definition der Kapazitit fiir alle hier zu betrachtenden Kombinationen
von Leitungen, wenn man fiir jede Leitung unter Kapazitit versteht:
das Verhiltnis aus der Ladung auf jeder Leitung selbst zu einem
auf dieser Leitung allein herrschenden Wert des Potentials, den
wir als den ,absoluten“ bezeichnen wollen.

Bei jeder zweipoligen Stromquelle unterscheidet schon der
Sprachgebrauch einen positiven und einen negativen Pol. Dieser Aus-
druck ist unter der Vorstellung entstanden, daf man einen Pol mit
positivem und einen mit negativem Potential zu unterscheiden hat,
welche beide der GroBe nach einander gleich und nur im Vorzeichen
voneinander verschieden sind. Werden diese Potentiale mit

P=(+DP) wd P,=(—2P
bezeichnet, so ist also die Potentialdifferenz
Py~ Py =2P; (1)
4+ P und — P sind dabei die ,absoluten“ Potentiale zweier voll-
kommen isolierter Pole, von denen das eine ebenso viel iiber dem
Potential der Erde wie das andere unter diesem Potential liegt.

Nehmen wir an, die zweipolige Stromquelle wiirde mit zwei
offenen Leitungen verbunden, und die Leitungen wiirden dadurch
mit den Elektrizititsmengen + @ geladen, so ist nach der bisher
von uns benutzten Definition der Kapazitit, wenn diese GroBe durch
den Index a charakterisiert wird,

A= 9 . (2)
P, — P,

Nach der neuen Definition soll darunter verstanden werden:
das Verhiltnis aus der Ladung jedes Leiters zum Werte des ab-
soluten Potentials auf dieser Leitung, also

0 —0

ﬁ':?——jf). (3)
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Unter Benutzung von Gl. 1 folgt daher
c=2c".

Es soll nun gezeigt werden, dafi die neue Definition der Kapazitit
in allen praktischen Fillen es auch bei Mehrfachleitungen gestattet, die
Ladung einer Leitung allein durch ihr eigenes Potential unabhingig
von denen der Nebenleiter auszudriicken. Nennen wir in den Fig. 18,

a

A /A

{J tﬂ

Fig. 18.

Fig. 19. Fig. 20.

—D R

19 und 20 z B. die Potentiale der beiden Leiter P; und £, das
Potential der Erde bei Freileitungen und des Bleimantels bei Kabeln
P,, die Kapazitit des ersten Leiters gegen Erde oder Bleimantel
10, die des zweiten ¢z und die Kapazitéit der beiden Leiter gegen-
einander schlieBlich ¢, 9, wobei die Kapazititsbegriffe in der alten
Weise so verstanden werden sollen, da ihre Werte, mit der Po-
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tentialdifferenz zwischen den Leitern multipliziert, die durch diese
Potentialdifferenz hervorgebrachte Ladungsmenge ergeben, so erhilt
man auf Leiter T die Ladungsmenge

wegen der Kapazitit gegen Leiter II Q1,2 = c12 (P1 — D)
wegen der Kapazitiit gegen Erde oder Bleimantel gy, = ¢, (P — FPo)
also insgesamt

Q1= q1,2 + 91,0 = 01,2 (P — Pa) + ¢10(P1 — Po) (3a)
und fiir Leiter IT #hnlich
Q2 = 1 (P — ) +02,0(P2'— Fy).
Setzt man wieder, um zu der neuen Definition iiberzugehen,
Pi=P ud Py= — P

80 wird
Q1= (10 + 2 ¢1,2) Pr — ¢10 P,
Qe = (c20 + 2 o) Po — a0 Py
Bei Freileitungen, wo P, das Erdpotential bedeutet, oder bei Kabeln,

wenn der Bleimantel geerdet ist, ist Py = 0. In diesem Falle ist
daher fiir jeden der beiden Leiter

Q1= (c1,0 + 2¢19) Py,
Q2 = (e20 + 2 ¢9,1) Ps.

Auf jedem der beiden Leiter ist also die Ladungsmenge proportional
dem auf ihm herrschenden Potential P, = P oder P, = — P und
kann allein durch dieses Potential ausgedriickt werden. Die GroBen

(3b)

c10 + 2619 = ¢4,
Ca0 -+ 2021 = ca

kann man demnach als die Kapazititen beider Leiter nach der
neuen Definitionsweise betrachten. Sie sind voneinander verschieden,
wenn ¢;0 und g voneinander verschieden sind, wie bei Fig. 19
oder bei verschiedenen Dimensionen und Abstéinden der beiden Leiter
vom Bleimantel; sie sind aber gleich, wenn ¢, und ¢y, Wie auch ¢y
und cp; einander gleich sind, wie bei Fig. 18 und 20, wo beide
Leiter in gleicher Weise der Erde und dem Bleimantel gegeniiber-
liegen. Setzen wir in diesem Falle

C1,0 = Cg,0 = Co



Kapazitit von Zweileiter- und Drehstromkabeln. 65

und
Cir2 = C31 = C’,
s0 1st 02 —¢
die Kapazitit jedes der beiden Leiter nach der Definition

Q=cP. 4)
Die in Tabelle I angegebenen Kapazititen beriicksichtigen auch die
Kapazititen gegen Erde oder Bleimantel, sie driicken aber die
Ladungsmenge durch die Potentialdifferenz der beiden Leiter gegen-
einander und nicht durch das absolute Potential dieser Leiter aus.
Benutzt man Gleichung 1, so ergibt sich aus Gleichung 4

P

0= 5B —P).

Die in Tabelle I angegebene Kapazitit ist also
(4a)

d. h. halb so gro wie die sich aus der neuen Definition ergebende.

Bei einer symmetrischen Drehstromleitung, d. h. bei einer
solchen, deren Leiter unter sich und von der Erde oder dem ge-
erdeten Bleimantel gleich weit entfernt sind, seien die Potentiale
der drei Leiter und des Bleimantels in einem Augenblick P;, P,, P,
und Py, ferner die Kapazitit der Leiter gegeneinander ¢y, ¢35, a3
und gegen den Bleimantel ¢, ¢0, ¢50. Dann enthilt Leiter I
wegen der Kapazitit gegen Leiter II die Ladungsmenge

q1.2 = C1.2 (P — Py, (4b)
wegen der Kapazitit gegen Leiter III die Ladungsmenge

q1,3 = c1,3 (P, — Py), (4b)
wegen der Kapazitit gegen Erde oder Bleimantel die Ladungsmenge

1,0 = C10 (P1 - Po)» (4b)

woraus sich die Gesamtladungen ergeben:
Qr = 010 (P1 _ Pz) REiGE: (P1 - P:&) =+ 10 (1’)1 - 0)
@ = o1 (P — Py) + o5 (Py — Py) 4 0 (P, — 1) (5)
O = s, (Py — Py) + 032 (Py — Do) + 30 (P — T).
Wegen der symmetrischen Lage der Leitungen konnen wir setzen
C1,2 = (1,3 = Cg 3 = 4 .
(Ha)
01,0 = C20 == C3,0 = C; .
RoefBler, Fernleitung von Wechselstromen. b}
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Infolge einer bekannten Eigenschaft des Drehstromes ist ferner

P+ P+ Py =0; (5b)
man erhilt daher
Q =(e +3) Py —cy Iy
Q= (o +3¢) Py — ¢ Fy (6)
Qs = (o +30) Py — ¢y Iy
Nehmen wir an, da der Bleimantel mit dem neutralen Punkte ver-
bunden sei, also das Potential Null habe, so wird

P 0= 0,
also fiir die drei Leiter allgemein
Q=1(c +3)P. ()
Der Ausdruck
¢=cy -+ 3¢

kann alse als Kapazitit der Drehstromleitung gelten, wenn Dreh-
strom in der Leitung flieBt.

Die Methoden der Messung der Teilkapazititen ¢, und ¢, aus denen
sich die Gesamtkapazititen ¢ der einfachen Doppelleitung und der
Drehstromleitung nach der obigen Darstellung zusammensetzen, er-
geben sich ohne weiteres aus den Gl. 3a und 5 fiir die Ladungs-
mengen, wenn darin Py = 0 gesetzt wird.

Fiir das Zweileiterkabel ist danach auf Leiter I

=Py — By) +c Py,
wenn man diesen an Erde oder Bleimantel legt, d. h.
bei P, =0 = — P,
oder, wenn man ihn mit Leiter II verbindet, d. h.
bei Py =P, Qy=c P =c¢Tl,.

Aus der Ladungsmenge ¢/ auf Leitung I folgt dann der absolute
Wert der Kapazitiit

Q’

7)2—:

o =

(>

und aus der Ladungsmenge (), folgt

_ %

C,
. :
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Bei Drehstromleitungen ist bei Py = 0 nach GL 5 auf Leiter 1
=0 — D)+ (P, — D)+ P

Man erhilt also auf diesem Leiter, wenn man ihn an Erde
legt und die beiden anderen Leiter miteinander verbindet, d. h. bei

P,=0 und P,=P,

Q= —2d P,
nnd wenn man ihn mit Leiter IT und IIT verbindet, d. h. bei
P =P, =P
Qo =106 P, .

Demnach ergibt sich aus der auf I angehiuften Ladungsmenge @’
die Kapazitit

Y
op’
nund aus (), die Kapazitit
o
Cy = ]3; .

Die gesamte Kapazitit ¢ = ¢, + 3 ¢ der Drehstromleitung kann
man auch durch eine einzige Messung erhalten, wenn man einen
Leiter, z. B. Leiter III, an Erde legt und die beiden anderen mittels
einer gut isolierten zweipoligen Stromquelle 14dt. In diesem Falle
ist Py =0, I, =P und P, =—P, also nach Gl 5

G =(+3)P,
woraus sich (¢, 4 3 ¢/) unmittelbar ergibt.

Denkt man sich eine Doppelleitung dadurch in eine Dreh-
stromleitung umgebildet, daB die Riickleitung. durch zwei andere
Leitungen ersetzt wird, die den gleichen Abstand voneinander und
von der Hinleitung haben wie die friihere Riickleitung, so hat sowohl
bei der Bestimmung von ¢, wie auch bei der Bestimmung von ¢
die zu untersuchende Leitung zwei auf P gebrachte Leitungen
neben sich, wihrend sie bei Doppelleitungen nur eine solche neben
sich hatte. Die nachgewiesenen Ladungsmengen ¢, und ¢; werden
daher bei der Drehstromleitung eine andere GroBie haben, als bei
der einfachen Schleife, und daher werden auch die Teilkapazititen
¢ und ¢ bei Drehstrom andere Werte besitzen. Die Rechnung
zeigt aber, daB trotzdem die Gesamtkapazititen

5*
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, ¢==¢, + 2¢ fur die Schleife,
¢=c, + 3¢ fir die Drehstromleitung

einander gleich sind, denn fir die Gesamtladungsmenge @, welche
sich bei dem Potential P, auf der Leitung I ausbildet, wird es
offenbar gleichgiiltiz sein, ob sich auf einer Nachbarleitung das
Potential P, = — P, befindet, oder ob zwei in ganz gleicher Weise
der Leitung gegeniiberstehende Leitungen zusammen das gleiche
Potential P, 4 P, = — P, ergeben. Eine friher fir die Schleife
als Freileitung angegebene Kapazitit ¢, welche auf absolute
Potentiale bezogen ist, kann also ohne weiteres fiir Drehstrom
iibernommen werden. Nach Gl. 4a ist die in der Tabelle I an-
gegebene Kapazitit ¢, zur Berechnung von ¢ nur mit 2 zu mul-
tiplizieren. Fir Drehstromkabel kann die oben fiir eine Zwei-
leiterkabel gegebene Formel allerdings nicht ohne weiteres benutzt
werden, da man hier den zweiten Leiter nicht durch zwei neue
ersetzen kann, welche vom ersten und voneinander den gleichen Ab-
stand haben wie die beiden friither allein vorhandenen Leiter, ohne
daB bei Aufrechterhaltung einer symmetrischen Verteilung der Ab-
stand aller Leitungen vom Bleimantel ge#indert wiirde.

Die besprochene, in den Gl. 6 und 7 niedergelegte Darstellungs-
weise der Kapazitit hat nicht nur den Vorteil einer eindeutigen Be-
stimmung dieser Grofe auch bei Drehstromleitungen, sondern auch den,
dafl die Ladungsmenge bei P, = 0 in jeder der drei Leitungen nur
ausgedriickt ist durch das Potential P dieser Leitung selbst, und
unabhingig gemacht ist von dem Potential der anderen Leitungen.
P heiBt bekanntlich die Phasenspannung. Auch der Tadestrom
jeder Leitung héngt deshalb nur von der Spannung dieser Lei-
tungen ab, er wird nach Gl 5, S. 39,

I, =7cwEp,

wenn die Phasenspannung durch Ep statt durch P ausge-
driickt wird.

Die Ableitung ¢, welche in der Tabelle I fiir die Doppelleitung
der Kapazitit proportional gesetzt war, bleibt auch bei mehrfachen
Leitungen mit demselben Faktor proportional. In der Tat, wenn
z. B. in einem Drehstromkabel die Leitungsfihigkeit zwischen je zwei
Leitungen ¢’ und zwischen jeder Leitung und dem Bleimantel g,
ist, so flieBt von der Leitung I aus:
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nach II der Strom ¢ (P, — P,),
nach III der Strom ¢ (P, — F;),
nach dem Bleimantel der Strom g, (P, — F,).

Diese den Gl. 4b ganz analogen Gleichungen ergeben bei Dreh-
strom, analog Gl 7 einen gesamten von Leitung I abflieBenden
Isolationsstrom von der Stirke

(9o +39) P =9gP,.

Die fiir Drehstromleitungen geltende Ableitung g kann man daher
aus den Kapazititswerten der Drehstromleitung wiederum bestimmen,
indem man wie in der Tabelle I fiir die Doppelleitung & durch

1 und 0,0241 durch 0,272 ersetzt.
Os

Der gesamte von einer Drehstromleitung abflieBende Strom
wird also schlieBlich als Summe des Ladestromes und Ableitungs-
stromes ]

(9 +icw)Ep,

wenn Ep die Phasenspannung ist. Fiir ein unendlich kleines Leiter-
stiickchen von der Linge do erh#lt man daher den unendlich kleinen
Kondensatorstrom

dl = (9 +icw)Epde, (8)

nach Gl. 4, S.51 in volliger &uBerer Ubereinstimmung mit der Formel
fiir den Kondensatorstrom in der Doppelleitung. Wihrend aber dort
Ep die Spannung zwischen Hin- und Riickleitung bedeutet, ist Ep
hier die Phasenspannung, und g und ¢ sind besondere, fiir Dreh-
strom gililtige Werte nach den obigen Angaben.

‘Widerstand und Selbstinduktion.

Das soeben gefundene Ergebnis der Ubereinstimmung von Gl. 8
mit Gl 4 auf S. 51 hat deswegen besondere Bedeutung, weil die
letztere Gleichung eine von den beiden ist, aus welchen wir im
Abschnitt VIII die Grundgleichungen der Kabelstréme abgeleitet haben.
Wenn es gelinge, auch die andere der beiden Gleichungen (Gl 3
anf S. 51) fiir Drehstrom anwendbar zu machen, so wiirden die
frither fiir einfache Schleifen aufgestellten Gesetze bei geeigneten
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Definitionen der Kabeldaten ohne weiteres auch fiir Drehstrom iiber-

nommen werden kdnnen. Wir wollen die genannte Gleichung
dEp=I(w+iwl)dz

jetzt betrachten und untersuchen, ob w und L auf eine solche Form

gebracht werden konnen, daB diese Gleichung auch fiir jede der

drei Drehstromleitungen gilt.

In der obigen Gleichung fiir eine Doppelleitung bedeutet w nach
S. 51 den Widerstand der Hin- und Riickleitung pro km einfacher
Leitung, wdxz den Widerstand von zwei Stiickchen Hin- und Riick-
leitung zusammen, die einem Leiterstiickchen von der einfachen
Lénge da angehoren, und d Ep schliefilich den gesamten Spannungs-
abfall in zwei zusammengehdrigen Stiickchen Hin- und Riickleitung.
Da wir jetzt nur eine der drei Drehstromleitungen zu betrachten
haben, so haben wir unter w nur den Widerstand von 1 km ein-
facher Linge zu verstehen, und unter wdx also den Widerstand
dieses einen Leiterstiickchens. I dzist dann der Ohmsche Spannungs-
abfall in dem genannten Stiickchen des einfachen Leiters allein,
und w ist dabei nur die Hilfte des fritheren Wertes.

Damit auch der durch die Selbstinduktion hervorgerufene Teil
¢1w Ldx des Spannungsabfalls sich allein auf das Stiickchen dz
der einfachen Leitung bezieht, muf auch L entsprechend ausgedriickt
werden. L dx muB jetzt also eine solche GrioBe haben, daB

dJ

nur die in dem Leiterstiickchen dx induzierte elektromotorische
Kraft ist und nicht mehr, wie frither, die in den beiden Leiter-
stiickchen dz der Hin- und Riickleitung zusammen auftretende.
Hier scheinen aber die Verhiltnisse wesentlich verwickelter zu liegen
als bei der einfachen Doppelleitung. Wiahrend dort in der Riick-
leitung derselbe Strom flieBt wie in der Hinleitung, also ein einziger
Strom auf seine Leitung induzierend wirkt, flieBen hier insgesamt
drei Strome, und jeder der drei Leiter erfihrt von allen drei Stromen
eine Induktion. Wir {ibersehen die Verhiltnisse aber sofort, wenn
wir auch bei der einfachen Schleife jeden Leiter fiir sich betrachten.
Auch bei der einfachen Schleife findet, genau genommen, ein ver-
wickelter Vorgang der Induktion statt, da jeder Leiter von sich
selbst, aber auch von dem andern Leiter eine Induktion erfihrt.
Wenn wir den in der Hinleitung flieBenden Strom mit .J,, den in
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der Riickleitung flieBenden entgegengesetzt gerichteten mit (— J5)
bezeichnen, so ist die von jedem der beiden Strome induzierte elektro-
motorische Kraft wieder dem Differentialquotienten der Stromstérke
proportional und wird von einem Koeffizienten bestimmt, der bei der
Induktion eines Leiters auf sich selbst als der Koeffizient der Selbst-
induktion (I/) dieses einen Leiters, und bei der Induktion dieses
einen Leiters auf den anderen als der Koeffizient der gegenseitigen
Induktion (M) der beiden Leitungen bezeichnet wird. Der Leiter,
welcher als Hinleitung betrachtet wird, induziert also eine elektro-

motorische Kraft
dJ

L —
dt

auf sich selbst und erfihrt von dem andern Leiter die Induktion
einer elektromotorischen Kraft

J )

d(—
M
dt

sodaB insgesamt in ihm induziert wird eine E. M. K.
-, dJ
L — M o7
Die niheren Betrachtungen zeigen, daB die Werte von L' und M

21
L'=2. 10‘41(1117 — 0,75) Henry
und 9,
M=2. 10“4l(ln; — 1) Henry

sind, wenn dieselben Bezeichnungen wie oben gew#hlt werden. Die
gesamte in jedem der beiden Einzelleiter induzierte E. M. K. ist daher

(L —M)—_-Z 10- 41(]11 +025)

der Faktor a
2. 10“”(111;;—{—0,25)=L1 9)

kann also als der Koeffizient der Gesamtinduktion bezeichnet werden,
welche jede der beiden Einzelleitungen durch den Strom in der
Hin- und Riickleitung zusammen iiberhaupt erfihrt. Der Koeffi-
zient der Induktion in der gesamten Hin- wnd Riickleitung muf
also doppelt so grof sein, und ist in der Tabelle I fiir die Doppel-
leitung in der Tat auch als doppelt so groB angegeben.
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Auf dieser Grundlage lift sich nun die Gesamtinduktion in
jeder der drei Drehstromleitungen leicht bestimmen. Sind die drei
Stréme Ji4 Jay J54, und bezeichnen wir die Koeffizienten der Selbst-
induktionen der Einzelleitungen mit L', I’ und L' und die Koeffi-
zienten der gegenmseitigen Induktionen mit M, M;3 und Mys so
erfahrt der Leiter I folgende Induktionen:

alJ,

durch seinen eigenen Strom die E. M. K. L’ —dil-,
. . . dd,

durch den Strom in Leiter II die E. M. K. M, — a0
. . . dJ;

durch den Strom in Leiter IIT die E. M. K. M3 —= a0

im ganzen also die Induktion einer E. M. K. von

Rz dJ, a7,
*_‘+Ml2 it +M1’37f['

Da bei Drehstrom
Jii+ Jor+ J5 =0,
und bei einer symmetrischen Drehstromleitung offenbar auch

Myy— Myg= Mys — M

ist, weil alle Leitungen einander in gleicher Weise gegeniiber stehen,
so ergibt sich als gesamte induzierte E. M. K. z. B. in Leitung I
der einfache Wert

T y dJl
(L=t

Auch hier hingt also, trotz des Vorhandenseins von drei Strémen,
die Gesamtinduktion in jeder Leitung schlieBlich nur von dem Strome
in dieser Leitung selbst ab, und der Induktionskoeffizient

I'—M=1I,

ist derselbe, wie er oben durch Gl. 9 bestimmt wurde. DaB L,
fiir Schleife und Drehstromleitung gleich sein muB, konnten wir er-
warten; denn die beiden Drehstromleitungen, welche an die Stelle
der Riickleitung der Schleife treten, miissen ganz gleich wie diese
Riickleitung wirken, da sie den gleichen Abstand von der Hin-
leitung haben wie jene Riickleitung und zusammen denselben Strom
tihren wie diese. Man kann L, danach als den Selbstinduktions-
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koeffizienten eines Zweiges einer Drehstromleitung bezeichnen, und
L, hat die Hilfte des Wertes wie der Selbstinduktionskoeffizient einer
Doppelleitung. Setzen wir unter dem Vorbehalte der jeweiligen be-
sonderen Angabe, fiir welche Stromart die Koeffizienten gelten sollen,
fiir den Selbstinduktionskoeffizienten den Buchstaben L ohne Index,
so ist also der in dem frither aufgestellten Ausdruck

aJ

enthaltene Koeffizient L jetzt gefunden, und der Ausdruck fiir die
Selbstinduktion in einer Drehstromleitung ist auf dieselbe Form ge-
bracht wie bei der einfachen Schleife. Da der komplexe Ausdruck
daftir nach Abschnitt IT

tow(Ldx)l

ist, so erhalten wir durch Vereinigung dieses Betrages mit dem
Ohmschen Spannungsabfall Twdx den gesamten Spannungsabfall in
dem Stiicke da der einfachen Drehstromleitung

dEp=I(w+ i L)dz

in der auch fiir die einfache Schleife giiltigen Form, in die wir ihn
zu bringen strebten.

Die Formeln, welche w, L, ¢ und g bei Drehstromleitungen
aus den Konstruktionsdaten zu berechnen gestatten, sind in Ta-
belle III zusammengestellt.

oS
A

Fig. 21. Fig. 22.
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Tabelle III zeigt in Ubereinstimmung mit den obigen Betrach-
tungen bei Freileitungen fiir w und L halb so grofie, fiir ¢ und ¢
doppelt so groBe Werte wie Tabelle I. Entsprechendes gilt bei
Kabeln fiir w und L, nicht aber fiir ¢ und g. Der Grund, weshalb
sich die Formeln fiir ¢ und ¢ bei Drehstromkabeln in anderer Gestalt
bieten als bei Zweileiterkabeln ist schon auf S. 68 angegeben; er
liegt darin, daB, wenn bei einem Drehstromkabel die GroBen d, o
und D gleich gro8 sind wie bei einem Zweileiterkabel, der Abstand
der einzelnen Leiter vom Bleimantel dennoch verschieden ist. Der
Koeftizient L, welcher sowohl in Tabelle I wie in Tabelle III fiir
Freileitungen und Kabel gleich groB gesetzt ist, ist genau genommen
bei gleichen Werten von 4 und @ wenigstens dann verschieden,
wenn die Kabel mit einer Eisenarmatur versehen sind, weil die
Armatur das die Selbstinduktion erzeugende Magnetfeld der einzelnen
Leiter verstirkt. Die rechnerische Beriicksichtigung dieser Einfliisse
ist aber sehr schwierig; auf eine experimentelle Feststellung kommen
wir sogleich zuriick.

Fiir Fille, wo nicht nur die Berechnung der Gesamtkapazitit,
sondern auch die der Einzelkapazititen von Interesse ist, mogen
hier noch die Formeln fiir ¢, und ¢ fir Freileitungen folgen. Setat
man bei Fig. 18 und Fig. 21

10g47h=p und log%h= q,
so daB die Gesamtkapazitit bei Doppelleitungen bezogen auf die Ge-
samtspannung:

1
¢t =0,0121-71. ——|
r—q
bezogen auf das absolute Potential:
¢=0,0241.1. —1—,
p—9q
bei Drehstromleitungen bezogen auf die Phasenspannung:
1
¢=0,0241.17.
r—1q
ist, so ist bei Doppelleitungen:
1
¢, = 0,0241 . /.
‘ r+a
¢ = 0,0241 - g

- —0)
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und bei Drehstromleitungen:
= 41 0 ——
¢y = 0,024 Py
q
¢ =10,0241-.1. .
’ (r+29)-(p—a)
Zur Verdeutlichung folgen hier fiir die Kapazititsherechnung
von Drehstromleitern zwei Zahlenbeispiele.

Beispiele:

1) Die bekannte, wihrend der Frankfurter Ausstellung 1891
zwischen Launffen und Frankfurt betriebene Drehstrom-Kraftiibertragung
hatte eine aus drei blanken Kupferdréihten von 4 mm Stéirke bestehende
Fernleitung, die auf Isolatoren an Masten in einem gleichschenkeligen
Dreieck mit horizontaler Basis gefithrt waren. Die unteren der drei
Driihte hatten einen Abstand von 100 cm voneinander, der obere einen
Abstand von 116 cm von den unteren, der obere war 686 cm vom
Erdboden entfernt, die Gesamtlinge der Leitung betrug 169,93 rd.
170 km. Aus diesen Daten ergeben sich fiir die obere Leitung die Werte

w=1,3623 Ohm - km—!

L = 0,001323 Henry - km—1
¢ = 0,008737 MF - km—!

¢y = 0,004034 MF - km—!

¢ = 0,001566 MF - km—1.

2) Fir ein 10000 V Drehstromkabel gelten folgende Daten:

Kupferquerschnitt: ¢ = 10 qmm, also: d = 3,57 mm

Abstand der Leiter von Mitte zu Mitte: ¢ = 13,6 mm

Innerer Durchmesser des Bleimantels: D = 39,2 mm

Dielektrizititskonstante: g= 42

Demnach ist:

w = 1,667 Ohm . km—1
L = 0,0004562 Henry - km—1
¢=0,13176 MF .- km—1.

Um einen weiteren Uberblick zu geben, folgen hier in Tabelle IV,
V und VI noch die Konstruktions- und elektrischen Daten, sowie die
Gewichte und Preise einer Reihe von modernen Drehstromkabeln fiir
3000, 5000 und 10000 Volt. Der in diesen Tabellen nicht vermerkte
Isolationswiderstand wird nach der Verlegung bei 159 C zu mindestens
15 Megohm angegeben, sodal g = 0,06667 -10-% zu setzen ist.
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Fir die 10000 V.-Kabel ergeben sich aus diesen Daten die in
den Grundgleichungen in Abschnitt VIII vorkommenden und darum
fiir alle weiteren Betrachtungen wichtigen Gréfien v = a -+ bi und
-1% ; ihre Werte sind fiir die Periodenzahl » = 50 in Tab. VII angegeben.
Diese Tabelle enthilt ferner den spiiter ebenfalls oft benutzten reziproken
Wert von }%, welcher mit u bezeichnet ist, und die Werte von b/a.

Um den Unterschied dieser wichtigen Grofen bei Kabel und Frei-
leitung und auBerdem den Einfluf der Periodenzahl zu zeigen, sind
auch noch die entsprechenden Daten fiir die Lauffen-Frankfurter
Leitung bei Periodenzahlen von » = 50 und » = 40 hinzugefiigt.

Genau genommen sind fir die Untersuchung des Verhaltens
von Kabelleitungen auBer Widerstand, Selbstinduktion, Kapazitit und
Ableitung noch andere GroBen zu beriicksichtigen. Wir sahen schon
auf Seite 41, daB bei der fortwihrenden Umelektrisierung des Iso-
lationsmaterials ein als dielektrische Hysteresis bezeichneter Arbeits-
verlust auftrete, welcher zur Folge hat, daB der Ladestrom jedes
Kabelsttickchens nicht genau 909, sondern eine geringere Voreilung
gegen die Spannung hat. Bei eisenarmierten Kabeln ist ferner
auch mit einem Verluste durch magnetische Hysteresis zu rechnen,
da die von jedem Leiter erzeugten, zu seinem Querschnitt konzen-
trischen Kraftlinien die Fisenarmatur durchstrémen und sie fort-
wihrend ummagnetisieren. Befinden sich in der Nihe der Fern-
leitung andere metallische Massen, so werden darin Wirbelstrome
induziert, welche auf die Leiter induzierend zuriickwirken und darin
elektromotorische Kriifte erzeugen, die zu den bisher betrachteten
hinzukommen. Neben dieser Induktionswirkung iiben alle benach-
barten Leiter auf die Fernleitung auch Kapazititswirkungen aus,
welche dadurch entstehen, daB die in den Fernleitungen stromenden
elektrischen Massen in den benachbarten Leitern entsprechend wech-
selnde Massen entgegengesetzten Zeichens influieren. Bei sehr hohen
Spannungen strahlen ferner die blanken Freileitungen Elektrizitit in
der Form von stillen Entladungen in den benachbarten Luftraum aus*).

*) Einige Mitteilungen tiber darauf beziigliche Versuche s. ETZ.
1902, S. 1067, und 1904, S. 387.

Roefler, Fernleitung von Wechselstrémen. 6
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Es konnte den Anschein haben, als wenn infolge dieser Neben-
wirkungen die von uns aufgestellten Grundgleichungen die Vor-
ginge in Fernleitungen nicht mehr mit geniigender Schirfe darzu-
stellen vermdchten. Wir werden aber sogleich erkennen, dafi dies
nicht der Fall ist, daB diese Gleichungen vielmehr, wenigstens der
Form nach, alle bei elektrischen Fernleitungen iiberhaupt moglichen
Erscheinungen mit umfassen, und daf sie ganz exakt sind, wenn
man den GroBen w, L, ¢ und g eine allgemeinere Bedeutung gibt
als bisher in den von uns auf S. 51 aufgestellten Gleichungen

dEp=(w +twLl)ldz,
dl=(g+twc)Epdz.

Nach diesen Gleichungen setzt sich der Spannungsabfall in
einer Leitung in jedem Stiick von der Linge dz zusammen aus
einer Komponente wl dx, welche gleiche Phase hat wie die Strom-
stirke, und aus einer andern 4w L Idx, welche dieser Stromstirke
um 90° voraneilt. Ganz entsprechend besteht auch der in dieses
als Kondensator betrachtete Stiickchen da eintretende Strom aus
zwei Komponenten, von denen die eine g Ep dx gleiche Phase hat
mit der Spannung und die andere iwcEpdax gegen die Spannung
um 909 voraus ist. FaBt man die Wirkungen von w, L, g und ¢
allgemein als solche Komponenten auf, so lassen sich die oben ge-
nannten Nebenerscheinungen alle so fassen, daB ihre Wirkungen
in dieselben Komponenten zerlegt werden konnen, sodal eine
entsprechende Korrektur von w, L, ¢ und g geniigt, alle diese
Nebenerscheinungen mit einzubegreifen. In der Tat erkennt man
sofort, daB jede in der Leitung an irgend einer Stelle hervor-
gebrachte neue E.M.K. von beliebiger Phase immer in zwei auf-
einander senkrechte Komponenten zerlegt werden kann, von denen
die eine in Phase mit der Stromstirke und die andere um 90°
dagegen verschoben ist, und daB ein beliebiger neuer, in das
Dielektrikum flieBender Strom stets dargestellt werden kann durch
eine Komponente in der Phase der dort herrschenden Spannung und
eine Komponente mit einer Verschiebung von !/, Periode gegen diese.

Die oben erwihnten Nebenerscheinungen lassen sich deshalb
in folgender Weise beriicksichtigen:

Die dielektrische Hysteresis, welche zur Folge hat, daB ein
Ladestrom im Dielektrikum entsteht, der nicht mehr eine Phasen-
verschiebung von 90° gegen die Spannung hat, fiigt zu der unter
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900 flieBenden Komponente noch eine unter 0° gegen die Spannung
flieBende Komponente hinzu, vergroBert also g. Die magnetische
Hysteresis hat zur Folge, daB die im Leiter induzierte E.M. K. der
Selbstinduktion nicht mehr ganz wattlos ist, also nicht mehr unter
900 gegen den Strom wirkt, sondern eine Wattkomponente bekommt,
was durch eine ErhShung von w zu berticksichtigen ist. Die gegen-
seitige Induktion mit benachbarten anderen Metallmassen wirkt auf
die Leitung so zuriick wie die kurzgeschlossene Sekundirwicklung
eines Transformators. Man erh#lt also ein Bild davon, wenn man
z. B. feststellt, wie sich der Primirstrom eines Transformators
dndert, wenn er zuerst leer lduft und dann plstzlich belastet wird.
Nach dem bekannten Kreisdiagramm steigt dieser Strom dabei
derartig, daB sowohl die Watt- wie auch die wattlose Kompo-
nente zunehmen. Man kann die gegenseitige Induktion also durch
eine gleichzeitige Verinderung von w und I beriicksichtigen. Die
durch die elektrostatische Influenz auf Nachbarleiter auftretende
Kondensatorwirkung bedeutet einfach eine Vergroferung der Kapazitit
und wird - daher dargestellt durch eine VergréBerung von e¢. Die
stille Entladung schlieBlich ist nichts als Stromausstrahlung in den
umgebenden Raum, proportional und in Phase mit der Spannung, und
kann also, wie die in das Dielektrikum iibergehende Strémung, durch
eine Vergroferung von ¢ ausgedriickt werden.

Die KorrekturgroBen von w, L, ¢ und ¢ lassen sich durch
Rechnung freilich im allgemeinen nicht feststellen. Die Gesamt-
werte von w, L, ¢ und g konnen, wie spiter gezeigt werden wird,
durch sehr einfache Messungen an installierten Freileitungen oder
ausgefiihrten Kabeln von nicht zu geringer Linge bestimmt werden,
sodal durch einen Vergleich dieser Messungsergebnisse mit den durch
Rechnung aus den Dimensionen bestimmten Werten der genannten
Leitungsdaten ein Urteil iiber die KorrekturgroBen gewonnen werden
kann. Soweit bis heute verdffentlichte Messungen Rechnungen dar-
tiber anzustellen gestatten, ist anzunehmen, daB wenigstens bei
Freileitungen, welche mit Spannungen bis etwa 20000 Volt ge-
speist werden, wesentliche Nebeneinfliisse nicht zu beriicksichtigen
sind, und daB die in diesem Abschnitte gegebenen Methoden zur
Berechnung der Leitungsdaten ausreichen. Diese Messungen be-
diirfen allerdings noch sehr der Vervollstindigung und Vertiefung.

6*



X. Das unendlich lange, am Ende
offene Kabel.

Allgemeines.

Nach der Feststellung der Kabeldaten beginnen wir jetzt mit
der Anwendung der Grundgleichung und fassen zunichst den Fall
des unendlich langen, am Ende offenen Kabels als den theoretisch
einfachsten ins Auge.

Wenn man einen kapazititslosen offenen Leiter mit einem
Pole einer Stromquelle verbindet, so nimmt er bekanntlich auf seiner
ganzen Linge sogleich das Potential dieses Poles an und #ndert
sein Potential mit dem des Poles genau gleichzeitig. FEin mit
gleichmiBig verteilter Kapazitit begabter Leiter zeigt diese Erscheinung
aber nicht mehr. Hier erhdlt nur der Anfang des Leiters sogleich
das Potential des Poles, seine anderen Punkte gewinnen es aber
erst nach einiger Zeit oder {iberhaupt nicht, wenn diese Zeit nicht
zur Verfiigung steht.

Um dies zu erkennen, betrachten wir zunichst ein offenes
Kabel, dessen Anfang plotzlich und dauernd mit einem Pole einer
Gleichstromquelle verbunden wird. In dem Augenblicke, wo dies
geschieht, erhilt der Anfangspunkt selbst sofort das Potential P des
Poles, das sich unmittelbar an ihn anschliefende unendlich kleine
Kabelstiick aber noch nicht, denn dieses bedarf erst dazu einer
seiner Kapazitit entsprechenden TLadung. FErst wenn das erste
Leiterelement seine Ladung erhalten hat, strémt die Elektrizitit
weiter in das sich anschlieBende zweite Element und 1idt auch dieses.
Der Ladungszustand pflanzt sich also nur allméhlich von Leiter-
element zu Leiterelement fort, und damit steigt an jeder Stelle erst
allmahlich, in endlichen Zeitriumen, das Potential von Null auf
den Wert P an, um so langsamer natiirlich, je weiter der betrachtete
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Punkt vom Kabelanfang entfernt liegt und am langsamsten am
Kabelende. Erst wenn einige Zeit verstrichen ist, genau genommen
erst nach unendlich langer Zeit, haben simtliche Punkte das Po-
tential P erreicht, die Stromung hort dann auf, und das Kabel ver-
halt sich fortan wie ein kapazititsloser Leiter.

Wenn der Kabelanfang dagegen mit einer Wechselstrom-
quelle verbunden wird, so muB auch das offene Kabel dauernd von
einem Wechselstrom durchflossen werden, da die Wechselspannung
eine wechselnde Ladung zur Folge hat, und die Anderung der
letzteren nur durch ein Zu- und Abstrémen von Elektrizitit zu
jedem Punkte moglich ist. Durch den Spannungsabfall, welchen
dieser Ladestrom mit sich bringt, mulf die Spannung mit zunehmen-
der Entfernung vom Kabelanfang geringer werden und damit auch
die jedem Kabelteilchen zuzufithrende Ladungsmenge und die dazu
notige Stromstirke abnehmen. In diesem Falle sind also sowohl
Spannung wie Stromstirke nicht nur von der Zeit, mit der sie
sich periodisch veriindern, sondern auch vom Abstand z des ins
Auge gefafiten Kabelpunktes vom Anfang oder Ende abhiingig.
Diese Abhingigkeit bei gegebener Anfangsspannung festzustellen, soll
die Aufgabe des vorliegenden Abschnitts sein.

Aufstellung der Grundgleichungen.

Fir die Losung dieser Aufgabe ist es notwendig, eine deutliche
und einfache Bezeichnungsweise fiir die WechselstromgroBen und
ihre unabhingigen Variabeln konsequent durchzufithren. Wir geben
fortan die Abh#ngigkeit der Spannung und Stromstirke von der
Lage = und der Zeit ¢ wieder durch die Bezeichnungen Ky, ; und
Jz,e und setzen darin, was fiir Spezialfille wichtig ist, die Angabe
der Lage stets voran. So soll z. B. bedeuten Ep, ; eine Spannung
im Punkte z =0 zur Zeit ¢ und Jo,max den Strom im Punkte
@ =0 zu der Zeit, wo er seinen Maximalwert hat, .J, nax die Strom-
stirke an irgend einer Stelle  auch zu der Zeit, wo ihr Maximalwert
anftritt w.s. w. Fehlt der Index der Zeit ganz, und ist nur der
Index der Lage gegeben, so soll der effektive Wert darunter ver-
standen werden; so soll z. B. J, den effektiven Wert der Strom-
stirke an der Stelle x bezeichnen. Entsprechendes soll auch fiir
die Symbole geiten. Die reduzierten Symbole, bei denen die Zeit ¢
eliminiert und nur noch eine Abh#ingigkeit von der Lage x vor-
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handen ist, sind also darzustellen durch Ep, und I,; andere In-
dices, wie z. B. bei Ep, und I, bedeuten dann Spezialfille von x.
Auf dieser Grundlage soll die Spannung am Anfang (z = 0)
des Kabels definiert werden durch den Ausdruck
Epy,1 = Epy, max Sinwt . 1)
Um die gesuchte zeitliche und rdumliche Verteilung der Span-
nung und Stromstirke lings des Kabels festzustellen, benutzen wir
die allgemeinen Gleichungen III auf S. 56, welche lauten
Ep, = c e "+ et 2)
und
I, — 1;' (c =" — cyotve). (3)
Hierin sind jetzt die zundchst noch willkiirlichen Konstanten
¢, und c, fiir unseren Spezialfall zu bestimmen. Diese ergeben
sich aus folgenden Uberlegungen: Am offenen Ende des Kabels
mufl die Stromstirke = 0 sein; denn durch die Endfliche des
Kabels kdnnen keine elektrischen Massen flieBen, ohne das Kadbel
zu verlassen, was der Bedingung des offenen Kabels widerspriiche.
Bei auBerordentlich hohen Spannungen kommt zwar ein Austritt
elektrischer Massen aus der Endfliche als dunkle oder Glimm-
entladung vor, doch kommen so hohe Spannungen fiir die Kabel-
technik noch nicht in Betracht.
Fir z = oo ist also

v , P
I, = R—(cle—” —Cet V) = R (¢ 0 —cyo00) =10

oder ¢+ 0—co0=0.

Diese Bedingungsgleichung ist nur zu erfilllen, wenn entweder
¢, = 1 oo ist, und c, gleichzeitic Werte zwischen 0 und -+ oo bezw.
zwischen 0 und — oo hat, oder wenn ¢, = 0 ist, und ¢, Werte zwischen
0 und - oo aufweist. Die erste Bedingung dieser Alternative kann
aber nicht erfilllt sein, denn sonst wire fir den Kabelanfang
(@ =10) nach Gl 2 ebenfalls Ep, gleich + oo, was der Voraus-
setzung iiber FKp,; widerspricht; also muB die zweite Bedingung
Geltung haben. Aus c, = 0 folgt aber

Ep,=cpe v 4)

und _ Vv
I, = R

ci eV
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Da die am Kabelanfang bestehende Spannung zum Ausgang fiir die

Phasenzéhlung gewihlt wird, so ist hierfiir Epy = FEp; max. Anderer-

seits ist nach Gl. 4 fir £ =0 Ep;=c,, woraus sich ergibt:
Cl = E['o,maxv

also

Ep, = Epymexe™” (5)

und v .
I. = R Epy,max e (6)

Setzt man nach Gl 13, S. 53 v = a -+ b%, so ergibt sich hieraus
Iw — %_E Epo,max p-ur , g—tbu (8)

Diese Gleichungen geben die Spannungs- und Stromverteilung lings
des Kabels in komplexer Form an; sie sind nun zu interpretieren.

Verteilung
von Spannung, Stromstirke und Phasenverschiebung.

Wir beginnen dabei mit der Deutung von Ep,.

Ep, gibt die Spannung in der symbolischen Hauptform
A = Aé&* wobel 4 als Faktor der Potenz von e die Amplitude be-
deutet, und «, der neben ¢ stehende Exponent von e, die Phasen-
verschiebung gegen die AusgangsgroBe angibt. Im vorliegenden
Falle ist also 4 = Epy maxe “* und & = — bw. Ist wt die Phase
der Ausgangsgrofe in einem betrachteten Augenblicke, so stellt
das reduzierte Symbol A = Ae'* allgemein eine Wechselstromgroe

4; = Asin (ot + «)

dar. Im vorliegenden Falle ist also
Bput = Epo max %% sin (0t — bx). (9)
Man sieht, daBl an jedem Punkte x des Kabels die Spannung
sich sinusartig mit der Zeit veréindert, daf aber die Sinusschwingungen
an den einzelnen Punkten Phasenverschiebungen bz gegen die An-
fangsspannung haben, die sich also mit der Lage x #ndern. AuBer-
dem nimmt die Amplitude Epo max ¢~ der Sinusschwingungen vom
Anfang nach dem Ende hin, d. h. mit wachsendem z, ab. Die

letztere Krscheinung bezeichnet man auch als eine Démpfung der
Schwingungen.
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In Fig. 23a stellt Kurve I den Faktor sin (wt — bz) als Funktion

von bz fiir den Zeitpunkt wi =—72£ dar. Als unabhingige Variable
einer Sinusgrofie ist bz dabei als Winkel aufgefafit; bei bekanntem

b wire daraus z in km leicht auszudriicken. Kurve II gibt die
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Fig. 23a.

Amplituden Epo, max 67%% bei Epo max = 1 als Funktion von axz,
wobei auch az als Winkel in Graden ausgedriickt ist. Die GroBen
b und @ sind nach den Gl 16 und 17, S. 54, in der Regel ver-
schieden; fiir die Fig. 23a ist das GroBenverhdltnis b = 3a gewihlt
worden, so daB dieselbe Abszisse z. B. gleichzeitiy axz = 10° und
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bx = 30° bedeutet; die Werte von bz sind unten, die von az oben
eingetragen. Die Kurve II, der Amplituden, nihert sich, wie wir
sehen, asymptotisch dem am Kabelende erreichten Wert 0.

Die Multiplikation der Ordinaten von Kurve I und II ergibt
Kurve IIT, welche also die wahre Verteilung der Spannung im Zeit-

punkte wi? = g darstellt. Kurve III als die Produktkurve aus einer

Sinuskurve und einer schnell abfallenden Exponentialkurve, hat die
Gestalt einer Wellenlinie mit schnell abfallenden Amplituden. Die
Tatsache, daB diese Kurve positive und negative Ordinaten besitzt,
hat die interessante Bedeutung, da in einem Kabel gleichzeitig
positive und negative Spannungen an verschiedenen Punkten vor-
kommen kénnen. Die Phasenverschiebung zwischen den Spannungen
zweier Kabelpunkte ist gegeben durch den Winkelabstand der ent-
sprechenden Abszissenpunkte der dazu gehorigen Sinuskurve (I).
Den Abstand zweier Punkte, an denen die Spannung gleiche Phase
hat, kann man wegen der Wellenform der Kurve III des Spannungs-
verlaufs bezeichnen als eine Wellenlinge: wir wihlen dafiir den
Buchstaben 4. Wenn z um 1 fortschreitet, muff sich also bz in
Gl. 9 um 2x verindern. Man hat daher fiir 1 die Bedingung

b.-l=2xn

2n

A= b

Fiir die Reihe von 10000-V.-Kabeln, deren Dimensionen und
Daten in den Tabellen TV bis VI angegeben sind, hat z. B. 1 bei
v = 50 Perioden die Werte:

Kabel Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8
Ain km 992 1177 1349 1502 1672 1826 1960 2058,
und fir die Lauffen-Frankfurter Freileitung ist 1 = 3973 km. Alle
diese Werte iiberschreiten die bei modernen Kraftiibertragungen vor-
kommenden Kabellingen erheblich.

Mit der wellenformigen Fortpflanzung der elektrischen Schwin-
gungen im leeren Raume hat der betrachtete Vorgang der Wellen-
bildung nichts gemein, denn die Fortptlanzungsgeschwindigkeit, welche
sich fiir die Wellen im vorliegenden Falle ergibe, wire bei der
sekundlichen Periodenzahl » des Wechselstromes sekundlich

27
V=Av= " .y,

b
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lige also bei den oben erwidhnten Kabeln bei » = 50 P. p. S. etwa
zwischen 50000 und 100000 km, wihrend sie bei der Freileitung
etwa 200000 km betriige. v ist demnach weder konstant, noch
fallt es mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen
Wellen im Ather von 3.101° cm pro Sekunde zusammen. Die
Analogie mit elektrischen Wellen ist nur als eine rein duBerliche,

N i
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——0z-&r
Fig. 23D.

durch die Form der Kurve III gegebene, aufzufassen. Dieselbe
Form, die diese Kurve in dem dargestellten Augenblicke und zu
anderen Zeiten aufweist, wiirde auch eine sehr lange Schnur an-
nehmen, wenn man sie an einem Ende befestigte, und mit dem
anderen auf- und niederschliige. Ist nicht b = 3a, sondern b = a,
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so gilt Fig. 23b. Auch hier hat die Kurve der Spannungsverteilung
natiirlich Wellenform, wenn auch der Wellencharakter nicht so
deutlich hervortritt wie in Fig. 23a.

Zur Diskussion des Verlaufes der Stromstérke in unserem
Kabel muB der durch Gl. 8 gegebene Wert ebenfalls erst auf
die Form A = Aé¢'* gebracht werden, indem der Ausdruck fiir
I, so umgewandelt wird, daB 4 nur im Exponenten von e vor-
kommt. Wir machen zu diesem Zwecke vorldufig die vereinfachende
Annahme, daB die Selbstinduktion I, vernachlissigbar, und daf auch
der Isolationsstrom sehr gering, also g = 0 sei: dann wird nach
Gl 16 w 17, S. 54, und GL 5, S. 51,

0 =b= V” ;w und R =, (10)
also a
L= Bpomaxe= (1 + et (11)

Da a, w und Epg max reell sind, so ist also nur (1 -4 4)e~74* anf
die Form e** zu bringen.

B

ax

Fig. 24 a.

Wir bedenken zu diesem Zwecke, daB e-¢4* einen Vektor von
der Linge 1 bedeutet, welcher um ax gegen die Richtlinie nach
auf Seite 29, bedeutet dann ¢e-?%* einen gleich grofen, aber um
90° nach links gedrehten Vektor. Dieser ist in Fig. 24a durch
AB dargestellt. Die Resultierende oder Summe aus beiden Vek-
toren ist also OB. Diese Strecke hat als Hypotenuse des recht-
winkligen Dreiecks OAB einen Wert, der }2 mal so grof ist, wie
jeder von beiden Vektoren und schlieft, da <2 A OB = 450 ist,
einen Winkel von [45° — ax| mit der Richtlinie ein. Der resul-
tierende Vektor ist also darzustellen durch den Ausdruck

9 i (450~ a.s
V‘Z o ( aw)’
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Z

und es wird daher

a2 4w i (450
I;«;Z ” Epo,maxe ztxez(45 (l];)’

oder, wenn man fiir ¢ den durch Gl. 10 gegebenen Wert einsetzt,

I,= V”Epo max €% 490 -a9) (12)

w )
Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem allgemeinen Ausdruck
A= Ao (13)

so sieht man, daB im vorliegenden Falle

4= l/% « Epo, max ™"
w

o = (45° — ax)
ist. Daher ergibt sich in Analogie mit

Ay = Asin (wt + «) (14)
fir .J, ; die Gleichung

und

Ty, ¢ —_—L/i Epo, max ¢~ *"sin (wt + 45°—ax). (15)

Ein Vergleich dieser Gleichung mit Gl 9 zeigt, daB die
Stromverteilung dieselben Eigenarten hat wie die Spannungs-
verteilung: abnehmende Amplitude vom Anfang nach dem Ende hin
und Phasenverschiebung der Stréme an den einzelnen Punkten
gegeneinander. Spannung und Strom stehen an allen Kabelpunkten

in dem konstanten Amplitudenverhiiltnis V;, ihre Phase ist aber

nicht die gleiche, der Strom hat vielmehr in dem jetzt betrachteten
Falle a = b in jedem Punkte des Kabels eine konstante Voreilung
von 450 gegen die Spannung. Fig. 23b, fiir welche die hier ge-
machte Annahme b = @ zutrifft, stellt daher auBier der Verteilung der
Spannung auch die Verteilung der Stromstirke dar, wenn man an-
nimmt, daB, fiir die Darstellung der Stromstirke, Kurve I fiir
einen Augenblick gezeichnet ist, wo w¢ 4 459 = 900, also wt = 450
ist, wihrend bei der Spannung der Zeitpunkt wt = 909, also eine
Achtelperiode spiter, gewihlt war. Hiernach gibt also Kurve III
als Produkt von Kurve I und Kurve II (e-2%) die Verteilung der
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Stromamplituden zu einem Zeitpunkte wieder, welcher um eine Achtel-
periode frither liegt als derjenige, in welchem dieselbe Kurve die
Verteilung der Spannungsamplituden darstellt. Nach Kurve III kann
auch der Strom in demselben Leiter eines Kabels an verschiedenen
Stellen gleichzeitig verschiedenes Vorzeichen haben, was hier noch
auffilliger und interessanter ist als bei der Spannung, da es einen
gleichzeitig bestehenden verschiedenen Stromungssinn der Elektrizitit
in den verschiedenen Stiicken desselben Leiters bedeutet. Da sich
der Strom in der Riickleitung genau so verteilt wie in der Hin-
leitung, nur mit dem Unterschiede, daB er fiir jede Stelle x ent-
gegengesetzte Richtung hat, so stellt ein Spiegelbild der Fig. 23b
in bezug auf die z-Achse die Verteilung des Stromes in der Riick-
leitung dar, wenn die Figur selbst den Strom in der Hinleitung
angibt.

Wire die Annahme, daB L =0 und g =o0 ist, bei der
Betrachtung von I, nicht gemacht worden, so behielte I, die

. bi
durch Gl. 8 gegebene Form bei. Der komplexe Ausdruck g_; i,
worin nach Gl. 5, S. 51, auch R = w 4 tw L = w -} s komplex
ist, wire dabei auf die Form p -+ ¢¢q zu bringen. Setzt man fiir
den vorliegenden Spezialfall in der allgemeinen Formel p = m und

=n, also
v a —+ bi .
§=—R*:m—{—m, (16)
so erhdlt man unter Benutzung von Satz 3¢ auf S. 26
aw + bs bw — as -
= > > n= - - . (1 ()
w? 4 s> w? 4 s?

Die Gleichung fiir den Strom konnte also auch in der Form
geschrieben werden

I, = (7n -+ nq/) EPO, maxe—{ue‘fb,r,

und es wire nun das Produkt (m - ni)e~""* zu einer komplexen
Grofe von der Form e-f% zu vereinigen. Zu diesem Zweck ist
wieder zu bedenken, daf me-*"* einen unter dem Winkel bz nach
rechts gegen die Richtlinie gedrehten Vektor m bedeutet (Fig. 24b)
und n¢e~?®% nach Satz 4, S. 29, einen darauf senkrecht stehenden
nach links gedrehten Vektor von der Linge n. Der resultierende

Vektor hat also nach Fig. 241 die Lénge Wﬁﬁ?ﬁ’ und ist gegen
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die Richtlinie nach rechts gedreht um bz — arctg (2) I, ist also
schlieBlich gegeben durch den Ausdruck

I, =]/’777272V~7—|7—~7_¢—? Epoymaxe‘“-”e‘i(bx‘”c‘g%)- (18a)

Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem allgemeinen Ausdruck
A = 4¢'*, so findet man,

& = (a,rctg% — bac) und A = Wﬁu—]—#}z‘?’ Epo, max €™ .

Setzt man dies in die reelle Form A; = Ap,ysin(wt + «) von A
ein, so erhdlt man fiir den Strom die reelle Form

Iot :—_Vn?q—‘ﬁé Fpo,max €~ 4% sin ((ut —+ arotg% — bx) . (18b)

B

(Ricktlinie

Fig. 24b.

Die Stromaufnahme am Kabelanfang (v = 0) ist also

Jo,1 = Jm? + 12 Epo, max sin (a) t -+ arctg %) ,

und die Beziehung der effektiven Werte J, und E'p, ist gegeben
durch die Gleichung

Jy = Ym? + n? Ep, . (18¢)

Vergleicht man Gl 18b mit Gl 9 flir Ep,,, so sieht man,
da auch in dem vorliegenden Falle einer durch beliebige Werte
von w, ¢, L und g gegebenen Beschaffenheit des Kabels an
jeder Stelle desselben die Stromstirke eine konstante Voreilung
gegeniiber der Spannung hat, und daf Strom und Spannung an
allen Kabelpunkten in einem konstanten Verhiltnis stehen. Die
Voreilung betriigt aber nicht mehr 45° wie bei L = 0 und g = 0,
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n . . .
sondern arctg—, woflir von jetzt an der Kiirze wegen der Buch-
m

stabe f eingefiihrt werden soll, und das genannte Verhiltnis ist

WW Das obige Ergebnis ist bemerkenswert, denn fiir ein
endliches offenes Kabel sind, wie spiter gezeigt werden wird, die
Phasenverschiebung sowohl wie das Amplitudenverhdltnis fiir alle
Punkte des Kabels verschieden. Im vorliegenden Falle ergeben
sich aus den Werten von m und % nach Gl 17 fiir Amplituden-
verhéltnis und Phasenverschiebung die Werte

tg2 0
i i |/
Ym? 4+ n w? I 2 und (19)
w? - g2 — s1g? - 2
I Uik et U (20)

Y o
wobei ein positiver Wert von f eine Voreilung der Stromstiirke
gegeniiber der Spannung bedeutet. Aus der letzten Gleichung folgt
tgﬁ%O, je nach dem xw%gs

ist. Der Strom kann also voraus oder zuriick sein gegeniiber der
Spannung je nach dem Verhiltnis, in dem die elektrischen Daten
des Kabels zn einander stehen. Bei gut isolierten Leitungen, bei
denen g = O gesetzt werden kann, ist der Strom in der Phase
voraus, wie auch Widerstand, Kapazitit und Selbstinduktion be-
schaffen seien. Man erhiilt bei g = 0

4777 9
— 22

ym? +n2 = |/ — -

w? + s2
n DS T
tgf=  — _
gf= V1 t
Aus der letzteren Gleichung kann durch eine trigonometrische

Zwischenrechnung entnommen werden, daf f immer kleiner ist als
459 und zwar um den halben Betrag des Winkels, dessen tangens

und

—2% ist. Nach den letzten beiden Gleichungen vermindert also die

Selbstinduktion bei gegebener Spannung den Strom und auch die
Voreilung des Stromes gegeniiber der Spannung. Die GroBe der
Kapazitit, wenn sie nicht Null ist, hat bei sehr gut isolierten
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Leitungen auf die Phasenverschiebung merkwiirdiger Weise keinen
EinfluB; nur s und w sind entscheidend.

Zur Sicherung des Verstéindnisses folgen hier mnoch einige
Zahlenbeispiele.

Wir wiihlen dazu zunéchst das schon im Kap. VII, S. 43, betrachtete
Kabel mit w = 0,455 Ohm und ¢ = 0,17 M.F., aber g = L = 0.
Fir dieses Kabel ist, wenn es mit einem Wechselstrome von
v =50 P. p. S. gespeist wird, % = 2aye=2x50.0,17.10-8
=53,4+-10-6 und ]/ ¥ = 0,01082. Fiihrt man seinem Anfange

w
eine Spannung FEp, = 1000 Volt zu, so ist der dort in das Kabel
einflieBende Strom nach Gl. 15

Jy = Vﬁ Ep, = 10,82 Amp.
w

und hat, wie wir wissen, eine Voreilung von 45° gegen die
Spannung.

Bei einer Spannung von 5000 Volt flésse schon ein Strom
von 5 -10,82 = 54,10 Amp. in das offene Kabel. Fir dieses
Kabel ist ferner nach Gl. 10

a=0b="1/%*=0,0034857

und die Wellenlinge

27

A= by = 1800 km.

Je 5 km, d. i der Abstand zweier Kondensatoren in dem friiher
betrachteten kiinstlichen Kabel (Fig. 13—16) betragen also den
5:1800 Teil einer Welle oder

3600.5
1800
Hat das soeben besprochene Kabel noch einen Selbstinduk-

tionskoeffizienten L = 4,076 - 10-* Henry, so ergibt sich bei
y = 50 P.p.S.

Ym? +F n? = 0,010629
und

B —=3708.
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Fiir je 1000 Volt Anfangsspannung entsteht daher nach Gl. 18c¢ ein
Strom von Jy = 10,63 Amp.
mit einer Voreilung von f =37°8" gegen die Spannung. Strom-
starke und Stromvoreilung sind also geringer als bei dem selbst-
induktionslosen Kabel, die Voreilung wird aber durch die Selbst-
induktion mehr herabgedriickt als die Stromstirke. Fiir das vor-
liegende Kabel ist ferner
a = 0,0030336 und b= 0,0040052,
demnach §= 1.3203
a
Der Mittelwert von o und b ist 0,0035194, also fast gerade so
groB wie der Wert ¢ = b = 0,0034857 beim induktionslosen Kabel.
Fir die Frankfurt-Lauffener Fernleitung, fiir welche bei 159 C

w = 1,353 Ohm und ¢ = 0,00872 MF.*) war, wiirde sich bei unend-
licher Linge ergeben, wenn man zundchst die Selbstinduktion ver-
nachlissigt, pro 1000 Volt Anfangsspannung eine Stromstérke

Jy = 1,2727 Amp.
mit einer Voreilung von 450 Bei dem vorhanden gewesenen Selbst-
induktionskoeffizienten L = 0,00131 Henry dagegen ergibe sich
unter gleichen Verhiltnissen

Jp = 1,2545 Amp.
und dafiir eine Voreilung von f = 380 10”. Auch hier driickt also
die Selbstinduktion die Stromstirke nur wenig herab, deren Phasen-
voreilung dagegen weit mehr. Fiir die Werte von ¢ und b ergibt sich
ohne Selbstinduktion ¢ = b = 0,0012176 und mit Selbstinduktion

b
a = 0,0010794 und b = 0,0013736, also 0= 1,273. Im letzten

Falle ist der Mittelwert von & und « 0,0012265, also wieder fast
gerade so groB wie im Falle a = 5.

Es folgt hier noch eine Zusammenstellung der Werte ]/m*2 + n?,
d. b. nach Gl. 18¢ der Stromaufnahme pro Volt, und der Werte von
p fir die in Tabelle IV bis VII betrachteten 10000 V.-Kabel von
gleichem Typus und verschiedenen (in der Reihenfolge der Tabelle
steigenden) Kupferquerschnitten bei » = 50 und fiir die Lauffen-
Frankfurter Freileitung bei » = 40 und » = 50.

*) Die hier und im Folgenden, insbesondere auch fiir die Berechnung
aller Tabellen benutzten Daten der Frankfurt-Lauffener Freileitung sind
entnommen aus einem Aufsatze von Breisig ETZ, 1899, S. 418.

RoeBler, Fernleitung von Wechselstromen. 7
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Tabelle VIII.

Die Werte Jm2+n2? und g fir die 10000 V.-Kabel
und die Lauffen-Frankfurter Fernleitung.

Nr. ]/m B
1| 47418 . 10-3 42° 33 197
g 6,3009 . 10-3 410 257 977
3 83530 . 10~ 400 3 53"
4 10,1580 . 10-3 38° 31/ 19"
5 12,4320 . 10-3 36° 247 45"
6 14,9330 . 10-3 330 477 33"
7 17,4640 . 10-3 300 58 39"
8 19,4430 . 10-2 280 27" 28
v =10| 1,2546 . 10-3 38 9/ 44~
» =50 1,3918 . 10-3 360 32/ 25"

Graphische Darstellung durch logarithmische Spiralen.

Das Verhalten von Spannung und Strom im offenen Kabel,
wie es durch die Gleichungen 7 w. 18a

Ep, — Hppy mas 607105 (21)
und -
I, — sz + 12 By max 647 e~ {02=F) (22)

charakterisiert ist, a8t sich noch auf einfachere und iibersichtlichere
‘Weise graphisch darstellen als durch die Fig. 23. Wir erkennen dies
sogleich durch folgende Betrachtung.

Der Ausdruck Ep, = Epj maxe %" e~ stellt einen Vektor
von der Linge Ep) maxe~** dar, welcher um den Winkel bz gegen
die Richtlinie nach rechts gedreht ist. Seine GriSe sowohl wie
seine Lage hingen also von der Grofe z ab. Zeichnet man eine
ganze Reihe solcher Vektoren fiir die verschiedensten Werte von z,
so miissen deren Endpunkte auf einer Kurve liegen, deren
Leitstrahlen durch ihre GroBe und Lage die Spannungsverteilung
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im ganzen Kabel angeben. Die Form dieser Kurve soll nun bestimmt
werden.

Setzt man den Neigungswinkel eines Vektors gegen die Richt-
linie — bz = — o, s0 ist

& 5

und

Bezeichnet man die L#énge der Vektoren kurz mit », so da8
r = Epy,max ¢~ %" wird, so ist schlieBlich

a
7= Epy maxe . (24
7*
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Dies ist die Polargleichung einer logarithmischen Spirale, deren
Leitstrahl » und deren Anomalie « ist. In Fig. 25 ist eine solche
Spirale von der Gleichung

P

also unter der Voraussetzung, daB e = b ist, gezeichnet. Um die
Winkel der Leitstrahlen aller durch Kreise angedeuteten Punkte
klar hervortreten zu lassen, sind die Leitstrahlen bis zu einem
geteilten Kreise gefiihrt, innerhalb der Spirale selbst aber, wo ihre
Lénge leicht zu schitzen und abzustechen ist, sind sie zur Ver-
deutlichung des Bildes nicht eingetragen.

Zur FErleichterung der Aufzeichnung solcher Spiralen, die bei
den weiteren Besprechungen vielfach benutzt werden sollen, ist in
Fig. 26 eine Kurve gezeichnet, welche e~%* als Funktion von ax
im orthogonalen Koordinatensystem darstellt. Um die Entnahme der
Phasenwinkel méoglichst bequem zu machen, ist die Abszisse nicht
in Zahleneinheiten, sondern sogleich in Grade geteilt. Da die Strecke
27t in der Kreisteilung 360° entspricht, so entspricht die Strecke

360 aﬁ) Graden. Diese Gradzahl ist auf der
7

ax einer Anzahl von(

Abszisse angegeben. Ist, wie im allgemeinen Falle, nicht a = b, der
Phasenwinkel also nicht durch ex, sondern durch bz gegeben, so

sind die Abszissenstrecken noch mit — zu multiplizieren, weshalb

a 0
in der Figur bemerkt ist, daB 1° Abszisse (%) Phasenwinkel be-

/

deutet. Wenn es darauf ankommt, auch den Abstand der einzelnen
Kabelpunkte in km vom Anfangspunkte der Z#ahlung anzugeben, so
ist zu bedenken, daB in dem Produkt ax der Faktor « diesen Abstand
360 - ax)o

bezeichnet. Wenn also die Strecke ax einem Winkel von (
a7t

entspricht, so entsprechen einer Strecke von 1 km (z = 1) eine

360 - a\°
Anzahl von ( a) der Abszisse, und umgekehrt bedeutet 1° Ab-

4

2
W()n_c) km Abstand vom Anfang der Z&hlung von .. Auch

dies ist in der Figur angegeben.
Um den Gebrauch dieser Kurve méglichst klar zu machen,
folge hier noch ein Zahlenbeispiel. Es soll fiir ein Kabel von b = 0,004,

szisse (
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-ax
Hurve e

\\v\

T

1%4bscisse- 5 km Abstand vom Kabelanfang  1°Abscisse= (%)?ﬁzz.scrm'm]se 4
Fig. 26.
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und @ = 0,003 eine logarithmische Spirale gezeichnet werden, welche

dem Gesetz
A = 1000 ¢-9%g-1b2 (25)

gehorcht. Die Vektoren sollen dabei von 10 zu 10 Grad der wirk-
lichen Phasenverschiebung (bx) eingetragen werden. Wir greifen
willkiirlich als Beispiel den Punkt der Kurve heraus, fir den die
wirkliche Phasenverschiebung bx = 40° ist. Hierfiir ist die auf

der Abszisse aufzusuchende Gradzahl ex = 40° . % = 30°0. Fir

die Abszisse ax = 30° ergibt Fig. 26: e~2® = 0,592. Daher ist der
gesuchte Vektor 1000 - 0,592 = 592, aufzutragen unter 40° gegen
die Richtlinie nach unten geneigt. Fiir alle anderen Punkte der
Spirale ist entsprechend zu verfahren.

Lautete der Ausdruck fiir A nicht wie in Gl. 25 sondern etwa

A — 1000 e-2%g-7bz-1iy — 1000 6"‘””6‘“”“’7),

so wire der zum Punkte = des Kabels gehérige Strahl nicht unter
dem Winkel bz, sondern unter dem Winkel (bz 4 y) gegen die
Richtlinie nach rechts geneigt aufzutragen, der zum Anfangspunkte
x = 0 gehorige Strahl erhielte den Winkel — y statt 00, kurz
die ganze Spirale drehte sich um yp nach rechts. Wir wollen die
Drehung einer Spirale immer dadurch markieren, daf wir den zu
ihrem Ausgangspunkte x = 0 gehorigen Vektor iiber die iibrigen
Vektoren hinaus ein wenig verlingern. Diese Linie soll zur Unter-
scheidung von der Richtlinie als Ausgangslinie bezeichnet werden.
Ganz allgemein bedeutet schlieflich in einem Ausdruck

A — Aeiaxei(j;bxj;y)

4y, daB die Ausgangslinie um y gegen die Richtlinie nach
links oder rechts zu neigen ist,

+bx, daB die Winkel bx von der Ausgangslinie aus links
oder rechts herum zu zihlen sind,

+ax, daB die Strahlen der Spirale, in dieser Zghlrichtung
verfolgt, an Linge zu- oder abnehmen.

AuBler e-2* in Fig. 26 ist in Fig. 27 noch eine Kurve e¢*4* als
Funktion von ax dargestellt, welche spiiter neben e-4* Verwendung
finden wird. Fiir Kurve I gilt dabei der AbszissenmaBstab unten
und der OrdinatenmaBstab links, fiir Kurve II der AbszissenmaB-
stab oben und der OrdinatenmafBstab rechts. Kurve II gibt also
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Hurveer®
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die Anfangswerte der Kurve I in zwanzigfachem MaBstab wieder.
AuBlerdem gibt die Tabelle IX die Zahlenwerte, welche der Auf-
zeichnung der Kurven in Fig. 26 w. 27 zugrunde liegen.

Fig. 26 und 27 konnen zu allgemeinen Studien an langen
Leitungen, auch bei hoheren Periodenzahlen, benutzt werden. Fiir
praktische Rechnungen kommen nur kleine Werte von ax in Frage.
Bei einer Periodenzahl von » =50 war z. B. bei der Lauffen-
Frankfurter Freileitung nach Tabelle VII @ = 1,172 - 10-3; bei einer
solchen Freileitung wire also pro 100 km Lénge ax = 0,1172 =
6,729 bei den 10000-V.-Kabeln derselben Tabelle liegt dagegen
a zwischen 1,6584 . 10-3 und 5,8349 - 10-3, so daB pro 100 km
Kabellinge bei den verschiedenen Querschnitten ax zwischen der
Grenze liegt: ax = 9,65° und ax = 33,40,
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Allgemeine Gleichungen.

Wir betrachten jetzt den praktischen Fall eines Kabels von
endlicher Lénge I, welches mit seinem Anfange an eine Wechsel-
strommaschine mit der Spannung

Epo, 1 = Epo, max sSinwt oder Epy = Epo, max

angeschlossen ist. Hierfiir gelten nach Seite 56 die allgemeinen
Gleichungen (III)

Ep,=cje " c,et" 1)
v -V +va
Iw:R’(cle F—CyetT), @)

wobei x wiederum vom Kabelanfang an gezihlt wird. Dabel ergeben
sich ¢; und ¢, aus den Bedingungen Ep, = Epg max filr 2 =0,
und I, = 0 fir « = [, da aus den frither angegebenen Griinden am
offenen Kabelende die Stromstiirke 0 sein muB. Man erhilt also
E]’O, max = C; + cz
und
0= 2 (ce~v— cyetv))
R 1 2 ’

woraus sich ergeben,

v Po, max EPO, max
¢ = 1+ g-2v und ¢, = 1 etevl’

Da hierin v=a -+ b, v also eine komplexe GroBe ist, so sind
c; und c, selbst komplexe Grofen.

Einfachere Werte von c¢; und c, erhdlt man, wenn maw «
vom KEnde des Kabels aus zihlt.
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Dann ist nach Seite 55, GL I
pr R cl etve + C26—v:1:
\4
I, = R (c,et7% — cye77%).
Wir nehmen jetzt an, das Kabel miisse an seinem Ende, d. h. bei
x = 0 die Spannung
E])o’ t = E])o, max sinwt? oder Epo = E_‘po) max

fiir irgend eine spéter zu erwartende Stromentnahme zur Verfiigung
halten. Bei dieser Festlegung und da fiir = 0 jetzt I, = 0 ist,
erhalten wir fiir ¢, und ¢, die Bedingungen

E]’O, max = C; + G,

und v
0= ﬁ (cl - c2))
woraus folgt
& EPO, max
=6 = —F—-.

Die Gleichungen fiir die Spannungs- und Stromverteilungen sind
also

B a
Ep, — —Lum (p4ve - o= (4)
— VEPO,max +va v 5
T ®)

Wie in Gl. 16, S. 93, setzen wir hierin

1‘; = m 4+ ne,
oder in der Hauptform

v S 1 9 z‘amtg’1
R= ]/m2+n?e m,

oder indem wir, wie friiher, — = tg f einfithren
m

Ve 2 B
B Ym? 4 n2eif.
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I, nimmt also schlieflich die Form an

E])O ‘max

I, = ]/ 2 1 + 722 b (6 +vae 6—\7]3). (6)

Auch eine andere Form erweist sich fiir spitere Anwendungen als
zweckméBig. Setzen wir

RO R ™
T ==/ = 7
. v JRK K ’
so erhalten wir
1 Epo, max
I, = E poé a ( +vz 6—vx),
wobel
. 1 —z':auﬂc::tg’i 1 4
= m = ——= e~ !B (8)
Vm2 + n? Vm? + n?
ist.

Ep, und I, bestehen demnach mathematisch aus 2 Summanden,
von denen jeder eine durch das Kabel laufende Welle darstellt.

E])O, max

Der Ausdruck — e~V stimmt bis auf den Faktor 1 iiberein

mit Gl 5, S. 87, er bedeutet also eine in der Zihlrichtung von z,
d. h. vom Kabelende nach dem Kabelanfang laufende Sinusschwingung,
mit abnehmenden Amplituden und immer zunehmender Phasen-
verzogerung, wie wir sie auch in dem unendlich Jangen, am Knde
offenen Kabel fanden. Der Ausdruck

Epo,maf +vx_Ep0,ma_x Fax p+ibr
etve = OB gtan gtibs

4

oder in der reellen Form
J
— =222 etargin (wf 4 bx)

bedeutet eine Welle, die in der Zahlrichtung von x gesehen steigende

Amplituden —Eﬂzmax et®¢ und zunehmende Phasenvoreilung gegen
Epo,; aufweist. Betrachtet man diese Wellenbewegung umgekehrt, in
der Richtung vom Kabelanfang nach dem Kabelende, ersetzt man
also @ durch (— z), so nehmen die Amplituden genau in derselben
Weise ab und die Phasenverzogerungen in genau derselben Weise zu,
wie bei der soeben betrachteten vom Kabelende ausgehenden Welle.
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Die nach dem Fnde hinlaufende sowohl wie die von dort zuriick-
laufende Welle haben am Kabelende die Amplitude %‘3{"‘3‘.
Die zuriicklaufende Welle kann offenbar, da sie mit derselben
Intensitdt und Phase beginnt, wie die hinlaufende am Kabelende
aufhort, als die reflektierte Welle der ersteren betrachtet werden.
Von dem Wechselstromgenerator aus strémt demnach eine Spannungs-
welle in das Kabel ein, wird am Ende reflektiert und flieft, immer
stirker geddmpft, nach dem Kabelanfang zuriick. Die resultierende
Spannung an jedem Kabelpunkte entsteht durch die Interferenz beider
Wellen und bildet die Summe aus den beiden Einzelspannungen.

In GL 5 fiir I, stimmt der Ausdruck —%@%’Ee—” bis auf

den Faktor § iiberein mit Gl 6, S. 87. Er bedeutet also eine in
der Zihlrichtung von @, d. h. vom Kabelende nach dem Kabelanfang
hinlaufende geddmpfte Welle mit konstanter Phasenversehiebung
gegen die dazugehdrige Spannungswelle. Der andere Summand
v EPO, max
R 2
in der Spannungsgleichung (4) eine vom Kabelanfang nach dem Kabel-
ende zulaufende geddmpfte Stromwelle dar. Auch der Strom besteht
also aus einer vom Generator in das Kabel einlaufenden, und einer
vom Kabelende reflektierten Welle.

Die Tatsache, daf sich die beiden Stromwellen bei der Inter-
ferenz subtrahieren (Gl 5), wiahrend sich die Spannungs-
wellen addieren (Gl. 4), bedarf noch einer besonderen Fr-
klirung. Die Subtraktion der Stromwellen ist selbstverstindlich,
da man sich den elektrischen Strom als einfachen Massenstrom zu
denken hat. Die Addition der Spannungswellen aber hat folgen-
den Grund: Die Spannung oder Potentialdifferenz zwischen zwei
Punkten bedeutet die Energie, welche eine elektrische Masseneinheit
wihrend des Strémens von einem Punkte zum anderen in Arbeit
umsetzt; ihre Summe fiir beide Wellen bildet die Gesamtspannung.
Betrachtet man den Zusammenhang zwischen Spannung und Strom,
so erkennt man, daB in deren verschiedenem Verhalten kein Wider-
spruch liegt. Die Arbeitsleistung der elektrischen Massen bei der
Fortbewegung durch jedes Leiterteilchen geschieht auf Kosten
des als Spannung bezeichneten Energiequantums; die Kraft,
welche die elektrischen Massen in Bewegung setzt und in ihrer

et7% stellt aus demselben Grunde wie der erste Summand



110 XI. Das endliche, am Ende offene Kabel.

eigenen Richtung treibt, wirkt dabei immer in der Richtung der
abnehmenden Energie. Wenn also die elektrischen Massen bei der
einflieBenden und reflektierten Stromwelle im entgegengesetzten
Sinne flieflen, so bedeutet dies, daB die Richtung der Energie-
abnahme, nicht aber das Vorzeichen der Energie selbst, in beiden
Fillen entgegengesetzt ist. Die Energieabnahmen sind von ver-
schiedenem Sinne, wihrend die Energien selbst gleichsinnig sind.
Von dem Energiestrom kann freilich keine so unmittelbare Vor-
stellung gewonnen werden, wie von dem als Massenstrom zu denkenden
eigentlichen elektrischen Strome.

Darstellung durch logarithmische Spiralen.,

Die beiden Sinusschwingungen, aus denen sich Ep, und I,
zusammensetzen, lassen sich, da sie beide mit der Periodenzahl des
‘Wechselstromgenerators, also unter sich gleicher Periodenzalil, vor
sich gehen, fiir alle Kabelpunkte zu je einer auch sinusartigen
Gesamtschwingung vereinigen. Demnach verindern sich sowohl
Spannung wie Stromstéirke an allen Punkten sinusartig, aber mit
verschiedenen Amplituden und Phasen. Unsere Aufgabe ist es jetat,
die Verteilung der Amplituden und Phasen der Gesamtschwingungen
lings des Kabels festzustellen. Wir betrachten zu diesem Zwecke
zunéchst wieder den einfachen Fall, bei dem ¢ = 0 und L = 0 ist,
also nur Kapazitit und Widerstand vorhanden sind. Da in diesem
Falle a =b, also v=a(1l ++%) und R =w ist, so nehmen die
Gl 4 w 5 fur Spannung und Strom die Form an

Epo,max
D]

et

E x .
Ep, = ]702,11&7 etam gtiar |

e—ox e—iaz (9)
und
a Epo,max

a Epo . N
I, = ‘f~p_9’mﬁe+w (1 4 4)e+iaw . .

—-ax ) g —tax
” 6% (1 4 ¢)e~taes,

Man erhilt die Amplituden und Phasen von Ep, und I, am
einfachsten, indem man die beiden Summanden, aus denen jeder
dieser beiden Ausdriicke besteht, einzeln als logarithmische Spiralen
zeichnet. Zu diesem Zwecke miissen noch die Grofien (1 - 7)e+ie®
und (1 4 4)e~%** in I, zu je einem Ausdrucke nach dem Schema
e vereinigt werden. Wenn man den Ausdruck e-%9%, welcher
einen Vektor von der Linge 1 und einer Rechtsneigung von (ax)°
gegen die Richtlinie darstellt, mit (1 4 ¢) multipliziert, so ergibt
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sich nach den Erorterungen auf S. 91 ein Vektor von der Linge 12
mit einer Voreilung von 45° gegen den alten Vektor. Die friiher
gegebene Begriindung dieser Tatsache laft sich wortlich auf die
Multiplikation des Ausdruckes e%® mit (1 4+ ) ﬁbertragen und

man erhdlt daher, wenn man bedenkt, daB frither 21~ V— ge-
setzt Wurde

w2
Naeh der auf S. 102 im AnschluB an die schematische Formel

fir A gegebenen Ubersicht bedeutet nun:
etargtiaw

_ ki Epo MAX o+az g +iax+i450 ﬁEpo,max —ax p—-iax+045°
I e e~ .(10

eime Spirale, deren Ausgangslinie mit der Richtlinie zusammenfsllt,
und deren Vektoren nach links zu drehen sind und dabei zunehmen;
e—ax g—tax
eine Spirale, deren Ausgangslinie mit der Richtlinie zusammenfillt,
und deren Vektoren nach rechts zu drehen sind und dabei abnehmen;
etaz g+iax + 1450
eine Spirale, deren Ausgangslinie gegen die Richtlinie um 459 nach
links gedreht ist, und deren Vektoren nach links zu drehen sind
und dabel zunehmen;
e~ ax g—10x + 7450

eine Spirale, deren Ausgangslinie gegen die Richtlinie um 45° nach
links gedreht ist, und deren Vektoren nach rechts zu drehen sind
und dabei abnehmen.

Diese Spiralen sind in Fig. 28a u. 29a (Tafel IV u. V.) dargestellt.
Die Winkel in Fig. 28 u. 29 geben az in Graden wieder; die dazu-
gehorigen Werte von ¢+9% und e~%* sind der Tabelle IX entnommen.

Fir den Strom liegt nun nach Gl 10 die Aufgabe vor,
fiir absolut gleiche Werte von (+ a#) und (— ax) die Differenz
der dazugehorigen Vektoren zu bilden, und fiir die Spannung ist
nach Gl 9 die entsprechende Summe festzustellen. Wir er-
halten die Differenz nach Fig. 8a, indem wir die Endpunkte der
zu subtrahierenden Vektoren miteinander verbinden und der Ver-
bindungslinie die Pfeilrichtung des Subtrahendus (Kurve -2} geben.
In Fig. 28a ist Kurve I die erste, Kurve IT die zweite der beiden Spiralen
in Gl. 10. Die vom Mittelpunkte des Kreises ausgehenden Vektoren
sind aber nicht gezeichnet; ihre Enden, die Spiralpunkte, sind viel-



112 XI. Das endliche, am Ende offene Kabel.

mehr direkt miteinander verbunden. Die auf diese Weise er-
haltenen Greraden geben durch ihre Gréfie und ihren Neigungswinkel
gegen die Richtlinie die GriBe der Stromvektoren bis auf den Faktor

V—% Ei)(;mx und ihre Phasenverschiebung gegen die Endspannung

fiir alle Punkte ax an. Die Bildung der Vektorensumme wird
im vorliegenden Falle am besten ausgefiihrt nach Fig. 8b mit folgender
Abdnderung: Der Vektor B wird um sich selbst iber den Anfangs-
punkt des Koordinatensystems verlingert; verbindet man dann den
neuen Endpunkt mit dem Endpunkt von A, so ergibt die Verbin-
dungslinie ebenfalls den Vektor ¢ nach Lage und GroBe. Diese Art
der graphischen Addition vereinigt die Vorziige beider Figuren 8a u. 8b:
Die Figur besteht nur aus drei Geraden 4, B und C, und die zu
addierenden Vektoren 4 und B gehen von demselben Punkte, dem
Anfangspunkte des Koordinatensystems aus. In Fig. 29a ist diese
Art der Darstellung benutzt. I ist die erste Spirale der Gl 9, IT die
zweite Spirale, und I ist aus IT durch Verlingerung der Leitstrahlen
von II um sich selbst iiber den Anfangspunkt des Koordinatensystems
hinaus gewonnen, und moge als Gegenkurve von II bezeichnet
werden. Durch Verbindung der Punkte von I und II’, welche
gleichen Werten von ax angehdren, erhalten wir, bis auf den Faktor

E max . . .
L 02’ ==, die zu diesen Kabelpunkten gehorigen Spannungen nach
E ma. .
GroBe und Phase. Die Faktoren —})-()2’——~’5 fir die Spannung und
/z Epo

py O’m—a‘x fir den Strom sind nicht in die Kurven hinein-
-

gezogen worden, damit diese allgemein giiltig sind und unter Ein-
setzung der entsprechenden Zahlenwerte von Epg max, # und w fir
die Ausrechnung eines jeden Spezialfalles benutzt werden konnen.
Der einfacheren Ausdrucksweise wegen wollen wir die gewonnenen
Vektoren im folgenden kurz als die reduzierten Spannungs- und
Stromvektoren bezeichnen, indem wir sie auf den Fall reduziert
denken, wo jene Faktoren den Wert 1 haben.

Um die Ergebnisse noch iibersichtlicher zu gestalten, sind in
Fig. 28b und 29b die reduzierten Strom- und Spannungsvektoren
parallel ihren in Fig. 28a und 29a gefundenen Lagen noch einmal
je von einem gemeinsamen Ausgangspunkte gezeichnet, und die
nach Fig. 28a und 29a dazugehorigen Winkel (a¢z) sind jedem



Darstellung durch logarithmische Spiralen. 113

Vektor zugefiigt. Da die Neigungswinkel der Vektoren gegen die
Richtlinie die Phasenverschiebung gegen die als Ausgangsgrofie be-
nutzte Endspannung bedeuten, so geben also die Fig. 28b und 29b
ein ibersichtliches Bild der Phase und Griéfie von Spannung und
Stromstirke in jedem Kabelpunkte.

Um klar zu zeigen, welcher Verdnderung von Spannung und
und Strom man bei gleichmidBiger Wanderung {iiber das Kabel
hinweg begegnen wiirde, sind in Fig. 30a die reduzierten Vektoren
von Spannung (Kurve I) und Strom (Kurve II) und in Fig. 30b die
Phasenverschiebungen von Ep, ; (Kurve I) und J, ; (Kurve II) gegen
die Endspannung Epg; noch einmal in orthogonalen Koordinaten
aufgetragen. In Fig. 30b ist auBlerdem noch die Differenzkurve
(Kurve III) der Phasenverschiebungen von Ep,; und .J,; also die
Kurve der Phasenverschiebung zwischen Spannung und Stromstirke
in jedem Kabelpunkt hinzugefiigt.*)

Alle diese Kurven gelten allgemein fiir jedes Kabel mit be-
liebigem Widerstand und beliebiger Kapazitit. Sie werden fiir jeden
besonderen Fall durch den der Fig. 26 beigefiigten Zusatz speziali-
siert, daB jeder Abszissenpunkt einen Kabelpunkt bedeutet, der pro

Grad der Abszisse 2 921%@; Kilometer vom

e . )
360 -4 Kilometer gleich

Kabelende entfernt ist. Die Kurven der Phasenverschiebungen in
Fig. 30b gelten dann unabhingig von den absoluten Werten der
Spannung und Stromstirke unmittelbar. Spannung und Stromstirke
selbst an irgend einem Kabelpunkte erhdlt man aus dem effektiven
Werte der Endspannung Ep,, indem man die Ordinaten der Kurven
_— B » Ej

in Fig. 30a ml‘c—gE (Kurve I) oder Vg}- —59 (Kurve IT) multipliziert.
Fir das auf S. 96 besprochene Kabel, bei welchem ¢ = 0,0034857

und V;;— = 0,01082 war, wiirde also in Fig. 30a jeder Grad Abszisse

je 5,0 km bedeuten, und bei einer Endspannung von Ep, = 1000 Volt
wiren also die Ordinaten der Kurve I mit 500, die der Kurve II
mit 0,01082 - 500 = 5,41 zu multiplizieren.

*) Da die indirekte Konstruktion durch die Spiralen naturgemif
kleine Fehler mit sich bringt, so sind die Kurven in Fig. 30a und 30b
direkt durch besondere Formeln berechnet, die auf S. 117 zusammengestellt
und auf der darauffolgenden Seite erértert sind.

Roegler, Fernleitung von Wechselstromen. 8
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Denkt man sich das Kabel an irgend einem Punkte x abge-
schnitten und diesen Punkt als Anfangspunkt an den Generator

/
/

.24

1/

N

o'/

2,00

/

fo =
9° w0° 20° 30° «40° s0° 60° wW° 80° 90° w0° 10° 120°

—> arx
Fig. 30a.

angeschlossen, so bedeutet x die ganze Linge ! des Kabels. Die
Kurven in Fig. 30 gestatten dann also die Spannungs- und Strom-
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verteilung iiber das ganze Kabel hinweg zu verfolgen, und die
Ordinaten fiir irgend eine Abszisse ax = al geben den elektrischen
Zustand am Kabelanfang und damit die Beanspruchungsweise des
(tenerators an.
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—ax

Fig. 30b.

Wenn die Voraussetzung, da keine Selbstinduktion und kein
Isolationsstrom verhanden sei, fallen gelassen wird, so ist in den
Gleichungen fiir Ep, und I, wieder v = a 4 b7 zu setzen, wobei a
und b die in GL 16 und 17, S. 54, angegebenen Werte haben. Man
erhilt dann

8*
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Ep, = % (e+ax gtibe | ooz e—ibx) 11)

a - bi

und, wenn man in GL 5 R auf die Form m -+ ne¢ bringt, ent-

sprechend Gl 18a, S. 94,

L =)m? + n? E‘%’L‘“ |e+‘“” e”(bﬁamg%)—e‘” e—i(”x—arctg%)] (12)

worin Jm? -+ n? und arctg% = f# wieder die durch Gl 17, S. 93,

angegebenen Werte haben.

Aus diesen Ausdriicken sind die Amplituden und Phasen der
resultierenden Stromstirke fiir jeden Kabelpunkt wieder durch die
Aufzeichnung von vier logarithmischen Spiralen zu gewinnen, wie
oben bei den analog gebauten Ausdriicken Gl 9 und Gl 10.
Die letzteren unterscheiden sich fir Ep, von den jetzt vorliegenden
wesentlich dadurch, da8 es bei GL. 11 und 12 heiBit ¢+* und -7t
bei Gl 9 und 10 dagegen e***” und e-@*. Die neuen loga-
rithmischen Spiralen fiir Ep, weichen also von den alten in der
Art ab, daB die gleichen Vektoren ¢*%* und ¢~%* unter den Winkeln
(bx) und (— ba) statt unter den Winkeln (az) und (— ax) aufzu-
zeichnen sind. Durch diese Anderung der Winkel im Veérhiiltnis
b:a dndern sich die Lagen und Li#ngen der Verbindungslinien ent-
sprechender Punkte, welche E'p, max ergeben, in scheinbar einfacher,
in Wirklichkeit aber in vollig uniibersehbarer Weise, und damit wird
der ganze Charakter der Spiralen ein anderer. Die Methode der Zeich-
nung von Spiralen ist demnach zu einem Einblick in den Einfluf der
Anderung einzelner Daten des Kabels auf das Verhalten desselben
nicht geeignet. Fiir diesen Zweck ist es besser, die Amplituden und
Phasen der resultierenden Spannungen und Stromstirken fiir
jeden Kabelpunkt durch mathemathische Formeln direkt festzulegen,
und an diesen die genannten Einfliisse zu diskutieren.

Yerteilung von Spannung und Stromstirke lings
des Kabels.
Wir erhalten aus den GL 11 und 12 fir Ep, und I, die
resultierenden Amplituden KEp, max und o, max, wenn wir Ep,
und I, auf die Hauptform des Symbols, A = 4¢'*, bringen. Zu
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diesem Zwecke sind die beiden Glieder in jeder Gleichung, welche
¢ im Exponenten von e enthalten, nach der Moivreschen Formel
aufzulosen, die reellen GrdBen sind von den imaginiren zu trennen,
so daB A zundichst in der Nebenform A = p + ¢q gewonnen wird,
und die letztere ist schlieBlich in die Hauptform zu verwandeln,
wobei nach Satz 2 auf S. 24 die Amplitude durch 4 = }p? +¢2
und der Phasenwinkel & durch tgo = ¢/p gegeben ist. Man erhilt
auf diese Weise fiir die Amplitude der Gesamtspannung an irgend
einer Stelle des Kabels

E| X P
—])02’“’& . Yet2ar - e-%ax | 2c0s2bx,  (13)

pr,max =
fiir die Phasenverschiebung zwischen dieser Spannung und der

Spannung am Kabelende
a e—a

o4 r
tg(pr, max ) Epo,max) = m tgbx7 (14)

ferner fiir die Amplitude der Stromstirke

oy X .
Sy max = Jm? + n? —Lg’ma— Ye2er 4 e-2ax — 2cos2bx  (15)

und fiir die Phasenverschiebung der Stromstiirke gegen die End-
spannung des Kabels

e** sin(bx + f) + e~ **sin(bx — p)
ercos(bx + B) — e~ cos(bx — B)’

tg(Jx,max ) EPO, max) = (1 6)

Ehe wir die Ausdriicke fiir Spannung und Stromstirke disku-
tieren, wollen wir sie in Vergleich ziehen mit den Formen, in denen sie
sich frither (Gl. 4 und 6) dargeboten haben, und daraus einige erst
spiter zu benutzende Beziehungen ableiten. Setzen wir in GL 4

_%_(evx + e—vx) — 661:77

so ergibt der Vergleich mit Gl. 13 und 14 unmittelbar, daf

¢ =L Ve2er 4 e-2a7 L 2 cos2ba 17)
und
eax_ 6—ax
tg}/ = W;’(gbx (18)

ist. Setzen wir ferner in Gl. 6

_%_(evx - e—vx) — de'd ,
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so zeigt der Vergleich mit Gl 15 und 16 daB

d = LY | e-20c — 2 cos2ba (19)
und
_ esin(bx + f) + e~ sin(bx — p) o
9= amtge’”cos(bx + pB) —e 2 cos(br —f) po 20
ist.

Die Gl 13 und 15 ergeben die gesuchte Verteilung von
Epymax und Jy max lings des Kabels unmittelbar. Entscheidend
dafiir sind die Ausdriicke unter den Wurzelzeichen, welche sich
auf graphischem Wege am leichtesten {iberblicken lassen. s ist
niitzlich, zu diesem Zwecke zunichst wieder a = b zu setzen, wie
es z. B. bei Kabeln ohne Selbstinduktion und Isolationsstrom der Fall ist,
da dann die Wurzelausdriicke nur Funktionen von 2ax sind und als
solche eindeutig gezeichnet werden konnen. In Fig. 31 ist dies
geschehen. Diese Figur enthiilt als Kurve I zunichst die Kurve
[et2e® 4 ¢-242] als Funktion von 2ez, mit Hilfe der Tabelle IX
iiber ¢t2% und e~%% berechnet, ferner als Kurve II die Kurve
[+ 2cos2ax]. Die Summe der Ordinaten von I und II ist dann
nach Gl. 13 fiir jedes z proportional Ep) max, und die Differenz
ist nach Gl. 15 proportional J2 mac. Diese resultierenden Kurven
sind in Fig. 31 ebenfalls dargestellt und mit y Ep2 max und AJ2 pmax
bezeichnet, wobei y und 1 die genannten Proportionalititsfaktoren
bedeuten. y Epj max und 4 J7 max geben natiirlich auch ein MaB fiir
Epsmax und J; max selbst, wenigstens so weit, daB eine Zu- und
Abnahme der Quadrate auch von einer Zu- und Abnahme der ein-
fachen Werte begleitet ist.

Zur weiteren Verdeutlichung sind in Tabelle X die Wurzel-

werte Je24% 1 ¢-247 L2 cos2ax fir das Intervall 2ax =0 bis
2ax = 3600 zusammengestellt. Diese Werte, welche nach Gl 13
und 15 die Verteilung der Spannung und Stromstirke lings des
offenen Kabels mit der Eigenschaft, da b= a ist, ohne die
Faktoren § E'py max und %]/;n—ziﬁ Epy,max wiedergeben, sind in
Fig. 30a als Funktionen von ax schon einmal graphisch dargestellt.
Die Tabelle enthélt auBerdem die Winkel (Eps max, £Po,max) und
(2, max, £Po,max), nach Gl 14 und 16 fiir b = a berechnet, und
die Winkeldifferenz (J/; max, £Ps,max), d. 1. die Phasenverschiebung
zwischen Spannung und Strom an irgend einer Stelle. Diese Winkel
sind in Fig. 30b schon einmal gezeichnet.
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Maxima und Minima von Spannung und Strom.

Nach Fig. 30a u. 31 nehmen in einem offenen Kabel ohne
Selbstinduktion und mit vollkommener Isolation sowohl Ep, max Wie
I, max vom Ende des Kabels nach dem Anfang hin bestéindig zu, in der
Richtung des wirklichen Stromflusses vom Anfang zum Ende hin also
bestéindig ab. Diese gleichmifige Verinderung von Ep, max und J; max
ist aber keineswegs selbstverstindlich, sondern nur dadurch méglich,
daB die Kurve (2cos2ax) an der Stelle, wo sie von der Kurve
(e+2a2] |- ¢-24%) positiv subtrahiert oder negativ addiert wird, langsamer
abfillt, als die Kurve (et2¢® - ¢~24%) ansteigt. Das einfachste
Mittel zur Untersuchung der Frage, ob es unter besonderen Um-
stinden auch geschehen kann, daB die Kurven Ep, max und Jy max
nicht gleichméBig ansteigen, sondern daB der Anstieg an irgend
einer Stelle durch einen Abfall unterbrochen ist, bietet die Be-
trachtung der Differentialquotienten.

Fassen wir z. B. den Differentialquotienten von

XEM, max = €2%% 4 ¢-29% L 2 cos2by = Y
ins Auge, also den Ausdruck

dy .

P 2 (€24 — e %% — 4bsin2bx,
b

so sehen wir, daB fiir alle Werte von a

bei =0 auch @=O
da

ist, daB also die Kurve Ep} max bei £ = 0 immer mit einem un-
endlich kurzen Stiick beginnt, welches parallel der Abszissenachse
verlduft. Im letzten Endstiickchen eines offenen Kabels ist also
die Spannung immer konstant, wie auch seine elektrischen Daten
sein mdgen. Ob die Spannung in dem sich daran anschlieBenden
Stiickchen steigt oder fallt, hiingt von dem zugehorigen Werte
az . . . .
d%é ab, wie wir durch die Betrachtung der Fig. 32a, b, ¢ sogleich
erkennen werden.

Soll die Spannung hinter dem letzten Kabelstiickchen abfallen
und dann wieder steigen, so muB der Differentialquotient der
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Kurve y (Fig. 32a) vom Anfangswerte % = 0 an zunichst negativ
werden (Fig. 32b) und dann wieder ins Positive eintreten.

Wo die Kurve y ihren Wendepunkt @ hat, hat die Kurve
d?y
dx? dy
mit negativen Werten, geht durch 0, wo Ju den Minimalwert hat

Z—‘Z ihren Minimalwert. Die Kurve

(Fig. 32c¢) beginnt deshalb

S

—> —>T

Fig. 32a. Fig. 32b.

Fig. 32c.

und wird dann positiv. Die Ungleichung
d?y
dx?
kann also als Kriterium dafiir benutzat werden, ob y = y Ep? max

nach dem mit # = 0 beginnenden unendlich kleinen horizontalen
Stiick abfillt oder steigt. Da

dgy__ 2 (p2ax -2azx 2
dx‘-’_4a (624% 4 e~2a%) — 8 )2cos2bx

0 fir z=0
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ist, so wird bei z == 0
d?y
Ex—2 = 8 a2 —_ 8 b2 .
Die Kurve y Ep; max fillt oder steigt also, je nachdem
asb

ist. Tritt ein Abfall ein, so wird dieser um so steiler, und das
Minimum von y Ep?2max liegt um so tiefer, je mehr a von b

b
iiberragt wird. In Fig. 33, wo 0= 1,193 ist, sehen wir ein noch

sehr wenig ausgesprochenes Minimum der Spannung, in Fig. 34,

N

wo — = 1,78, tritt das Minimum schon deutlicher hervor, in Fig. 35,

RIS Q

wo — = 3,58 ist, versucht auBer dem einen sehr deutlich markierten

auch noch ein zweites Minimum sich auszubilden, doch ohne da$
- . b .

es zustande kime. Bei Fig. 36 endlich, wo o= 5,35 ist, wogt

die Kosinuskurve so schnell auf und nieder, daff auch die zweite
Gruppe ihrer negativen Werte noch unter einem so wenig steilen
Anstieg von (e29% 4 ¢-22%) liegt, daB die Summationskurve noch
einmal abfillt, y Ep2 nax also noch ein zweites Minimum erhilt.

b
Bei noch gréBeren Werten von 2 also noch schnellerem Auf- und

Niederwogen von (2 cos2bzx), ist die Bildung einer noch groBeren
Zahl von Maxima und Minima denkbar.

Da Ep, max den Spannungswert eines beliebig langen Kabels in der
Entfernung « vom Kabelende bedeutet, so bedeutet es gleichzeitig
die Spannung am Kabelanfang, wenn das Kabel die Linge ! =«
hat. Besitzt das Kabel die ganze in Fig. 36 gezeichnete Linge,
gilt das rechte Ende der Kurven also fiir den Anfang des Kabels,
so fallt die Spannung demnach von seinem Anfang an zunfichst
schnell, dann auf einer kiirzeren Strecke, in der Nihe des Wende-
punktes der Kurve (y Ep] max), langsamer, darauf wieder schnell
ab, steigt dann an, nimmt wieder ab und steigt bis 