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Vorwort.

Die allseits freundliche Aufnahme, die mein Buch bei seinem
ersten Erscheinen 1928 gefunden hat und die jetzt eine Neu-
auflage erforderlich macht, muB8 ich wohl in erster Linie dem
gesteigerten Interesse zuschreiben, das in der letzten Zeit allen
Fragen der Wahrscheinlichkeitslehre und ihrer Anwendung ent-
gegengebracht wird.

Der wesentliche Inhalt der hier folgenden Vortrige besteht
in der Darlegung einer neuen Auffassung der Wahrscheinlichkeits-
rechnung. Sie ist vor mehr als zwanzig Jahren entstanden und
bedeutete bei ihrer ersten Versffentlichung 1919 einen voélligen
Bruch mit den bis dahin verbreiteten Anschauungen. Inzwischen
ist eine groBe Reihe von Schriften, zum Teil durch meine Ar-
beiten angeregt oder durch sie beeinfluBt, erschienen, in denen ein
mehr oder weniger verwandter Standpunkt vertreten wird. Ich
habe sorgfiltig gepriift, was sich von dem von anderer Seite
Vorgebrachten zur Verbesserung oder Vereinfachung meiner
Theorie verwerten lieB. Der Leser wird den Niederschlag davon
in dem gegeniiber der ersten Auflage stark vermehrten dritten
Abschnitt ,,Kritik der Grundlagen* finden. Auch alle anderen
Teile des Buches sind nach verschiedenen Gesichtspunkten
ergéinzt worden; vielleicht wird die Hinzufiigung eines vollstindig
ausgefiihrten Rechnungsbeispiels am Ende des zweiten Vortrages
dem Anfinger willkommen erscheinen. Der letzte, den physi-
kalischen Problemen gewidmete Teil muBte naturgemifl eine
Erweiterung erfahren im Hinblick auf die neue Wendung, die
der physikalischen Statistik durch die Quantenmechanik gegeben
wurde, eine Wendung iibrigens, die mit der von mir vertretenen
Grundauffassung in bestem Einklang steht. In den Fragen, die
sich mit dem allgemeinen Kausalitdtsproblem beriihren, konnte
ich mich auf Andeutungen beschrinken, da sie in dem kiirzlich
in dieser Sammlung erschienenen ausgezeichneten Werke von
Philipp Frank eingehende Behandlung erhalten haben. So hoffe
ich jedenfalls, dal man das MaB der aufgenommenen Erginzun-



v Vorwort.

gen berechtigt finden und daB die nicht unbedeutende Vermeh-
rung des Umfanges dem Buche nicht zum Nachteil gereichen wird.

Nichts geéindert wurde an der Form der Darstellung, die fiir
den Nichtmathematiker bestimmt ist. Sie verzichtet nicht nur
duBerlich fast vollsténdig auf Formeln, sondern unterlifit auch
alles néhere Eingehen auf Probleme, die sich verniinftigerweise
nur unter Zuhilfenahme der mathematischen Zeichensprache be-
handeln lassen. Dauernd habe ich mich bemiiht, eindeutig und
verstindlich zu bleiben, selbst wenn es auf Kosten der Systematik
ging, und habe mit gelegentlichen Wiederholungen nicht gespart,
wo sie mir niitzlich schienen, um den Leser die Hauptziige des
Gedankenganges nicht aus den Augen verlieren zu lassen. Diesem
Ziel dienen auch die mehrfach eingeschalteten ,,Zusammenfas-
sungen‘ der jeweils erreichten Ergebnisse. Die sechs Abschnitte
des Buches sind wirklich als fortlaufend gesprochene Vortrige
zu denken, die Zwischeniiberschriften sollen nur beim Nach-
blittern die Ubersicht erleichtern. — In den am SchluB bei-
gefiigten Anmerkungen sind neben anderen Literaturnachweisen
auch meine eigenen Veroffentlichungen angefiihrt, die als Er-
ginzung zu dem hier Vorgetragenen in Betracht kommen. Insbe-
sondere sei der mathematisch Interessierte auf meine 1931 erschie-
nenen ,, Vorlesungen iiber Wahrscheinlichkeitsrechnung* verwiesen.

Im Vorwort zur ersten Auflage habe ich groBen Nachdruck
darauf gelegt, meine Ausfilhrungen gegeniiber allen metaphysi-
schen Anspriichen zu distanzieren, die etwa durch das Titelblatt
geweckt werden kénnten. Ich muB auch jetzt sagen, daBl ich
mich durchaus als Mathematiker und Naturwissenschaftler
fiilhle und in der Wahrscheinlichkeitsrechnung nichts anderes
sehe als eine systematische Beschreibung bestimmter beobacht-
barer Erscheinungen mit den gleichen gedanklichen Hilfsmitteln,
wie sie in jedem Teil der exakten Wissenschaften gebraucht
werden. Doch dies soll keine Widmung ,,In philosophos*¢ sein.
Denn klares Denken, gewissenhaftes Priifen aller Aussagen an
der Beobachtung und Unterlassen jeglichen Wortemachens sind
wohl Voraussetzungen, die heute besonders selten erfiillt
werden, aber es gibt auch Philosophen, die ihnen zu geniigen
trachten; und mit diesen wollen wir uns gewifl versténdigen.

Istanbul, im April 1936. Der Verfasser.
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Erster Vortrag.
Definition der Wahrscheinlichkeit.

Wenn ich in aller Kiirze in den Sinn der Gegeniiberstellung
einfithren soll, die in dem Titel dieses Buches zum Ausdruck
gebracht ist, so darf ich vielleicht die scherzhafte AuBerung
eines Englinders zitieren, der einmal gesagt hat, es gidbe drei
Arten von Liigen: erstens die Notliige, die entschuldbar sei,
zweitens die gemeine Liige, fiir die keine Entschuldigung gelten
konne, und drittens die Statistik. Es bedeutet ungefahr dasselbe,
wenn wir gesprichsweise bemerken, mit Zahlen lasse sich ,,alles
beweisen'‘ oder, in Abdinderung eines bekannten GOETHEwortes,
mit Zahlen lassen sich ,,trefflich streiten, mit Zahlen ein System
bereiten‘‘. Dem allen liegt die Auffassung zugrunde, da8 Schliisse,
die auf statistischen Uberlegungen oder auf Wahrscheinlich-
keitsrechnung aufgebaut werden, zumindest sehr unsicher, wenn
nicht geradezu unbrauchbar sind. Ich will gewi nicht bestreiten,
daf vieles Unsinnige und Unhaltbare unter dem Deckmantel
der Statistik auftritt. Aber es ist das Ziel, das ich meinen Aus-
filhrungen stecke, hier zu zeigen, daB man sehr wohl, von stati-
stischen Feststellungen ausgehend, iiber einen gelduterten
und entsprechend préazisierten Wahrscheinlichkeits-
begriff, zu Erkenntnissen und Behauptungen gelangen kann, die
es an , Wahrheitsgehalt und Zuverléssigkeit sowie an prakti-
scher Brauchbarkeit mit den FErgebnissen jedes Zweiges der
exakten Naturwissenschaft aufnehmen kénnen. Ich muf dazu
freilich bitten, mir auf einem langen und gewif§ nicht miihelosen
Wege zu folgen, der uns iiber manche, zunichst vielleicht iiber-
fliilssig scheinende, vorbereitende Gedankenginge zu unserm
Ziele fithren wird.

Mises, Wahrscheinlichkeit. 2. Aufl. 1



2 Definition der Wahrscheinlichkeit.

Berichtigung des Sprachgebrauchs.

»Unsere ganze Philosophie ist Berichtigung des Sprach-
gebrauchs‘, sagt einmal LICHTENBERG; wieviel Streit und wieviel
Irrtiimer wéren in der Geschichte der Wissenschaften vermieden
worden, wenn man diesen Ausspruch immer richtig beherzigt
hiatte! Wir wollen es jedenfalls an Sorgfalt nicht fehlen lassen,
wenn wir zunédchst dem Worte Wahrscheinlichkeit nachgehen,
um allméhlich durch eine ganze Reihe von Uberlegungen hindurch
zu einem geeigneten wissenschaftlichen Begriff der Wahrschein-
lichkeit aufzusteigen. DaB hierin, in der Aufsuchung -einer
verniinftigen Fassung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes, der
Schliisselpunkt fiir die Aufklirung des Verhéltnisses zwischen
Statistik und Wahrheit liegt, habe ich eben angedeutet und
es wird sich in der Folge, wie ich denke, ganz klar herausstellen.

Wir verwenden im gewohnlichen Sprachgebrauch ohne
Schwierigkeit und in mannigfaltiger Weise den Ausdruck ,,wahr-
scheinlich”. Wir sagen, es sei wahrscheinlich, dal es morgen
regnen wird, daBl heute an einem fernen Orte Schnee fillt oder
daB es an einem bestimmten Tage des Vorjahres kilter gewesen
ist als heute. Wir sprechen von der gréBeren oder geringeren
Wahrscheinlichkeit, wohl auch von der Unwahrscheinlichkeit
der Schuld eines Angeklagten oder der Richtigkeit einer Zeugen-
aussage. Wir driicken uns genauer aus, es sei wahrscheinlicher,
bei dieser Verlosung den Haupttreffer zu gewinnen als bei jener
auch nur den kleinsten Gewinn zu erzielen. In allen diesen Fillen
geraten wir auch nicht in Verlegenheit, wenn man uns nach dem
Sinne dieser Wahrscheinlichkeitsaussagen fragt, namlich solange
nicht, als sich der Fragende mit einer Umschreibung des Ge-
sagten zufrieden gibt. Es steht uns dann eine ganze Reihe von
Ausdriicken zur Verfilgung, mit denen wir uns helfen, wir sprechen
von Vermutung, von ungenauem, unvollstindigem oder un-
sicherem Wissen, von Zufall, von stdrkeren oder schwicheren
Griinden des Fiirwahrhaltens usf.

Worterklarungen.

Aber die Schwierigkeiten werden sofort recht grof, wenn
man eine genauere Erklirung oder gar eine Definition von dem,
was ,,Wahrscheinlichkeit’* heiBt, geben soll. Jemand koénnte auf
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den Gedanken verfallen, in einem deutschen Worterbuch nach-
zusehen, was eigentlich das Wort ,,wahrscheinlich bedeutet.
Im dreizehnten Bande von JaroB und WiLHELM GRIMM finden
wir spaltenlange Auskunft. Es heilt da zur Worterklirung:
Probabilis, in alter Zeit ,,der Wahrheit gleich* oder ,,der Wahr-
heit dhnlich®, dann ,,mit einem Schein der Wahrheit*‘, erst seit
der Mitte des 17. Jahrhunderts ,,wahrscheinlich‘; im Englischen
heute noch verylike neben probable. Es folgen eine ganze Reihe
von Belegstellen, in denen der Gebrauch des Wortes, meist
der bei Philosophen, erklért wird. Ich gebe nur einiges wieder:
, weil die Wahrscheinlichkeit etwas ist, so zwischen dem Wahren
und Falschen gleichsam mitten inne ist“, sagt THOMASIUS 1688.
»» Wahrscheinlich heift die Einsicht, wovon das Gegenteil nicht
génzlich widersprechend oder unmdglich ist*, so lehrt REIMARUS
in seiner Vernunftlehre. Und der groBe KanT: ,,Wahrscheinlich
heifit dasjenige, was fiir wahr gehalten, mehr als die Hilfte der
GewiBheit auf seiner Seite hat.“ Vielleicht hat darnach jemand
noch den Wunsch, zu horen, was die heutige Philosophie als
Frucht ihrer jahrhundertelangen Entwicklung zu der Sache zu
sagen weifl. Ich fiihre daher hier wortlich an, was ich in RoBERT
EisLers Worterbuch der philosophischen Begriffe von 1910 ge-
funden habe: ,,Wahrscheinlichkeit ist (subjektiv) ein Grad der
GewiBheit, beruhend auf starken oder iiberwiegenden Motiven
zum Urteilen, so aber, daB diesen Motiven immerhin noch andere
gegeniiberstehen, die beriicksichtigt werden wollen oder sollen;
objektiv wahrscheinlich ist das, was, auf eine Reihe von (objekti-
ven) Griinden gestiitzt, das Denken als wahr anzunehmen, zu
erwarten sich mit gewisser Zuversicht berechtigt weil. Je nach
der Art und Menge der Griinde oder Instanzen, auf die sich
das Wahrscheinlichkeitsurteil und der Wahrscheinlichkeitsschlu
stiitzt, gibt es verschiedene Grade der Wahrscheinlichkeit.
Nun, iiber Wert oder Unwert dieser und dhnlicher ,,philoso-
phischer Erklirungen 1iBt sich nicht streiten. Sie bestehen
stets darin, dafl ein Wort durch andere, meist durch sehr viele
andere, ersetzt wird. Wem die letzteren gelaufiger sind als
das erste, mag in der Gleichsetzung eine Erklirung sehen, ein
anderer wird es jedenfalls nicht kénnen. Wenn jemand besser
versteht, was es heilt, ,,mehr als die Halfte der GewiBheit auf
seiner Seite haben®, als was ,,wahrscheinlich’ bedeutet, so ist
1‘
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das seine ganz personliche Angelegenheit. Eine Berichtigung
des Sprachgebrauchs finden wir in allen diesen Worterklirungen
nicht.

Synthetische Definition.

Was aber mufl man anstellen, um iiber das offenbar unzu-
langliche Worterbuchniveau hinauszukommen? Die Art der
Begriffsbildung, die sich innerhalb der exakten Wissenschaften
in den letzten Jahrhunderten entwickelt hat, weist uns klar und
sicher den Weg, der zum Erfolg fiihrt, wenn anders das, was in
der Mathematik und der Physik unserer Zeit erreicht worden
ist, als ein Erfolg angesehen wird. Nur um die landldufigen,
unexakten Denkgewohnheiten nicht allzu unvermittelt in andere
Bahnen zu zwingen, will ich als Vorbereitung auf die genauen
Formulierungen, die spéter durchgefiihrt werden sollen, ein Beispiel
fortgeschrittener Auffassung des Prozesses der Begriffsbildung
aus einem geisteswissenschaftlichen Gebiete, das dem
Bereich der allgemeinen Bildung nahesteht, anfithren. In seinem
geistvollen Buch iiber den proletarischen Sozialismus sucht
WERNER SOMBART nach einer brauchbaren Definition fiir den
Gegenstand seiner Untersuchung. Nachdem er unter den ver-
schiedenen, dem Sprachgebrauch entnommenen Deutungen
Umschau gehalten, fihrt er fort: ,,Bleibt also nur die Méglich-
keit, den Sozialismus als Idee zu fassen, einen verniinftigen
Begriff zu bilden, d. h. einen Sachverhalt zu bezeichnen, in dem
wesentliche Charakterziige (Merkmale) zu einer lebendigen Einheit
sinnvoll zusammengefiigt sind, einen Begriff, dessen ,Richtigkeit
wir allein aus seiner Fruchtbarkeit als schépferische Idee im Leben
ebenso sehr wie als wissenschaftliche Hilfskonstruktion zu ermessen
vermégen.“ In der Tat enthalten diese Worte fast alles, was das
Wesen wissenschaftlicher Begriffsbildung kennzeichnet. Ich lege
besonderen Nachdruck auf folgende zwei Merkmale, die ich aus-
driicklich hervorhebe: Erstens der Inhalt des Begriffes wird nicht
von irgendeiner Wortbedeutung abgezogen, ist also auch nicht
von einem mehr oder weniger verbreiteten Sprachgebrauch ab-
héngig, sondern er wird kiinstlich aufgebaut und abgegrenzt
und erhilt dann eine geeignete Wortbezeichnung wie ein Schild-
chen aufgesetzt. Und zweitens der Wert der Begriffshildung
wird nicht daran gemessen, ob Deckung mit irgendwelchen ge-
liufigen Vorstellungskreisen erreicht ist, sondern ausschlieBlich
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darnach, was sie als Werkzeug weiterer wissenschaftlicher Unter-
suchungen fiir die Wissenschaft und dadurch mittelbar fiir das
Leben leistet.

Unter Verwendung einer von KanT eingefiihrten Bezeichnung
konnte ich auch sagen: Es ist nicht unsere Absicht, eine analy-
tische Definition der Wahrscheinlichkeit zu geben, sondern
eine synthetische; wobei wir die grundsatzliche Moglichkeit
analytischer Definitionen dahingestellt sein lassen koénnen.

Wahl der Bezeichnung.

Zu der erstangefiihrten Eigenschaft der synthetischen Defi-
nition noch eine Bemerkung: Wer in dem eben erdrterten Sinn
einen neuen wissenschaftlichen Begriff schafft, wird sicher die
Neigung empfinden, ihm einen neuen Namen zu geben, d. h. ein
Wort zu suchen, das nicht durch eine andere, womdglich nahe
benachbarte Verwendung schon belegt ist. Auf diese Weise sind,
da man aus verstindlichen Griinden neue Worte in der eigenen
Sprache nur schwer bilden kann, in groBler Zahl Lehn- und Fremd-
worter als Fachausdriicke in die Wissenschaft gelangt. Die
an sich nicht unberechtigten Bestrebungen der Sprachreiniger
koénnen nur schidlich wirken, wenn sie diesem Tatbestand nicht
Rechnung tragen, sondern durch unbedachte Verdeutschungen
den ProzeB der Begriffsbildung gewissermaflen riickgéingig machen.
Es wire auBerordentlich niitzlich, wenn man fiir den wissenschaft-
lichen Wahrscheinlichkeitsbegriff, den wir im folgenden entwickeln
werden, ein sonst ungebrduchliches Wort, wie etwa ,,Probabilitéat,
setzen wiirde. Allein dies entspricht einmal nicht dem bisherigen
Gebrauch und unentbehrlich sind schlieBlich die Fremd-
worte in der Fachsprache nicht, wie man an vielen Ausdriicken der
Mechanik: Kraft, Masse, Arbeit usw. erkennt; wobei ich freilich
die Andeutung nicht unterdriicken kann, daf manchem, auch
unter den Fachleuten, die sich berufsméaBig mit Mechanik be-
schaftigen, das Verstdndnis fiir diese Begriffe weit besser aufgehen
wiirde, wenn sie durch lateinische Termini statt durch Worte
der Umgangssprache bezeichnet wiren. Schlieflich sind auch
die Forscher nur Menschen, die den gréBten Teil ihres Lebens
hindurch die Sprache in der gewdhnlichen Weise handhaben
und allen Schwierigkeiten der Sprachverwirrung ausgesetzt sind,
der sie sich manchmal nur allzu willig hingeben.
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Der Arbeitsbegriff der Mechanik.

Bevor ich mich jetzt der Erklirung unseres ,,Probabilitits-
begriffes” zuwende, will ich noch kurz die in mancher Hinsicht
éhnlichen Verhiltnisse ins Geddchtnis zuriickrufen, die bei fast
allen Begriffsbildungen in den exakten Wissenschaften vorliegen.
Ich greife z. B. den heute allen Gebildeten gelidufigen Begriff
der Arbeit oder Arbeitsleistung, wie er in der wissenschaftlichen
Mechanik verwandt wird, heraus. Jeder von uns gebraucht das
Wort ,,Arbeit in vielfaltigstem Sinne. Wenn ich schon einzelne
ferner stehende Bedeutungen, wie die in der Verbindung ,,Kapital
und Arbeit”“ oder ,,Arbeit an sich selbst“ und &hnliche, ganz
aufler Betracht lasse, bleibt noch genug iibrig, was mit der Arbeit,
wie sie die exakte Wissenschaft definiert, nichts oder nur sehr
wenig zu tun hat. Die Definition lautet bekanntlich in ihrer
einfachsten Form: Arbeit ist das Produkt aus Kraft und Weg;
genauer: das skalare Produkt von Kraft- und Verschiebungs-
vektor; noch richtiger: das Linienintegral der Kraft. Auf mensch-
liche Verrichtungen angewandt, stimmt das sehr gut — es geniigt
fir den Nicht-Mathematiker, die erste Form der Definition zu
betrachten —, sobald man an das Heben eines Gewichtes, das
Drehen einer Kurbel, das Treten eines FuBhebels denkt. Die
Arbeit ist um so grofer, je grofer das zu hebende Gewicht und
je grofer die Hohe ist, um die es gehoben wird.

Aber wie wenig wird diese in der wissenschaftlichen Mechanik
eingebiirgerte Definition schon den Fillen halbmechanischer Tatig-
keit, beispielsweise dem Schreiben auf der Schreibmaschine, dem
Spielen eines Musikinstruments, gerecht; man wird kaum be-
haupten kénnen, daf hier noch die Produkte aus Kraft und Weg
(der die Arbeit leistenden Finger) ein wesentlich richtiges MaB
der Leistung ergeben. Gar nicht zu reden von der Arbeit, die
der Verfasser eines Buches, ein Kiinstler, ein Arzt leistet. Auch
ein erhebliches Gewicht mit gestrecktem Arm in Ruhe halten,
ist eine schwere Arbeit, obgleich hier das Produkt aus Kraft
und Weg den Wert Null hat; und es ist zumindest sehr zu be-
zweifeln, ob bei Bewegungen, wie sie in Spiel und Sport auftreten,
die nach der mechanischen Theorie berechnete ArbeitsgroBe
ein auch nur annihernd brauchbares MafBl fiir die GroBe der
korperlichen Anstrengung bilden wiirde. Kein Verniinftiger
nimmt heute Anstol an diesen Verhiltnissen, da man sich lingst
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daran gewohnt hat, bei solchen Dingen Sprachgebrauch und
wissenschaftliche Terminologie auseinanderzuhalten. Wer von
»Arbeit“ im Sinne der Mechanik spricht, schaltet schon automa-
tisch die nicht dazu passenden Assoziationen aus, die das Wort
sonst mit sich bringt.

Historische Bemerkung.

DaBl dem nicht immer so war, sondern sich diese Klirung erst
langsam als Frucht einer langen Entwicklung ergeben hat, lehrt
uns zum Beispiel der Streit der Cartesianer und Leibnizianer um
den Begriff der lebendigen Kraft. Ob die ,,Wirkung einer Kraft*
durch das Produkt Masse mal Geschwindigkeit oder das Produkt
Masse mal halbes Geschwindigkeitsquadrat gemessen wird, ist
keine entscheidbare Frage, sondern Sache willkiirlicher Namen-
gebung. Beide Produkte haben ihre Bedeutung in der Mechanik
— wenn man in dem zweiten den Faktor !/, fortlieBe, wire es
auch nicht anders — und welches von ihnen man ,lebendige
Kraft*, welches man ,,BewegungsgréBe‘‘ nennen will, ist gleich-
giiltig. ,,Es kommt nicht darauf an, was sonst mit dem Wort
JKraft’ bezeichnet wird,” sagt ROBERT MEYER einmal, ,,sondern
darauf, was wir mit diesem Worte bezeichnen wollen.

Welche Schwierigkeiten schon kleine Abweichungen zwischen
dem alltédglichen und dem wissenschaftlichen Sprachgebrauch
dem Anfinger bereiten, weill jeder aus der Schulzeit. Dal auch
die langsamste Bewegung eine ,,Geschwindigkeit besitzt, daB
die verzigerte Bewegung eine ,,beschleunigte’ — mit negativer
Beschleunigung — genannt werden muB, da die Ruhe ein Spezial-
fall der Bewegung ist: das alles muB man in der Schule erst
lernen, und in dem Erfassen dieser wissenschaftlichen Sprache
liegen die Elemente der Verstandesbildung. Nur von hier aus
eréffnet sich ein Zugang zum Verstindnis der modernen Natur-
wissenschaft.

Diese Beispiele zeigen aber auch, da8 die Prizisierung des
Sprachgebrauchs, wie ihn die Wissenschaft mit sich bringt, sich
mit der Zeit mehr und mehr verbreitet. Heute gilt schon als
ungebildet, wer die Worte Viereck, Rechteck, Quadrat durch-
einanderbringt und nicht die genauen Begriffsabgrenzungen
kennt. Bald werden viel héhere Anforderungen in dieser Richtung
selbstverstandlich erscheinen.



8 Definition der Wahrscheinlichkeit.

Ziel rationeller Begriffsbildung.

Sicherlich wird man bei der Wahl des Namens fiir einen wissen-
schaftlichen Begriff gewisse Riicksichten der sprachlichen Zweck-
méBigkeit und des guten Geschmacks walten lassen. Aber wesent-
lich ist nicht der Name, sondern der Inhalt. Wichtig ist nur,
daB mit den Definitionen ein niitzliches Ziel erreicht wird.
Als ein solches sehen wir an das Ziel der Wissenschaft iiberhaupt:
Ordnung und Ubersicht in die Vielfiltigkeit der beobachteten
Erscheinungen zu bringen, den Ablauf von Erscheinungsreihen
vorauszusagen und den Weg zu zeigen, auf dem man bestimmte
erwiinschte Vorginge herbeifiihren kann. In jeder dieser Rich-
tungen hat sich das Begriffssystem der klassischen Physik und
innerhalb dieses Systems u. a. der wissenschaftlich-physikalische
Begriff ,,Arbeit* bewihrt. Eine auBerordentlich groBziigige Uber-
sicht iiber eine umfassende Gruppe physischer Vorgénge hat er
uns in dem Gesetz von der ,,Erhaltung der Arbeit* vermittelt.
Dasselbe Gesetz gewihrt die Moglichkeit der Vorausberechnung
mannigfacher Naturvorginge und lehrt den Maschinenbauer
und Elektrotechniker die Abmessungen seiner Maschinenanlagen
zu bestimmen. Niemand wird heute an dem groBen theoretischen
und praktischen Erfolg zweifeln, den die auf exakten Begriffs-
bildungen sich aufbauende Mechanik erzielt hat. Nur ein Einwand,
der gelegentlich gegen die Brauchbarkeit und den praktischen
Nutzen der ,,Rationalisierung” der Begriffsbildung erhoben
wurde, sei hier noch kurz besprochen.

Man kann sagen: Ja, es ist leicht, aus exakt abgegrenzten,
kiinstlichen Begriffen eine Theorie widerspruchslos aufzubauen;
aber wenn man dann die Theorie auf die Wirklichkeit anwenden
will, so hat man es doch nur mit unscharfen Vorgéingen zu tun,
in denen allein die unbestimmteren, ,,natiirlich gewachsenen
Begriffsbildungen Bedeutung haben. Daran ist gewil etwas
Richtiges, ja, es spricht sich hier ein tiefliegender Mangel aller
theoretischen Betrachtung der Wirklichkeit aus. Die Vorginge,
die wir beobachten, die wir erleben, sind stets ungleich ver-
wickelter, als selbst die eingehendsten und schwierigsten Theorien
sie wiedergeben. In dem ganzen umfassenden Tatsachenbestand,
den eine Naturerscheinung aufweist, den Zug, den die Theorie
vielleicht als einzigen darstellt, auch nur zu sehen, ist schon
eine grofie Kunst und nur dem wissenschaftlich Geschulten iiber-
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haupt moglich. Aber es wire verkehrt, oder liegt wenigstens ganz
auflerhalb der Linie der bisherigen vielhundertjihrigen Wissen-
schaftsentwicklung, wollte man, wie es eine moderne Philosophen-
schule, die von BERGSON, verlangt, um der Komplexitit der
Wirklichkeit gerecht zu werden, auf scharfe Begriffe verzichten
und zu den verschwommenen Vorstellungen zuriickgreifen,
die man anschauliche nennt, die in Wahrheit aber nur durch
einen unklaren und unsicheren Sprachgebrauch bestimmt werden.

Zugegebene Unvollkommenheit jeder Theorie.

Wenn ich zum Beispiel hier mit der Kreide eine ,,Gerade
an die Tafel zeichne, was ist das fiir ein auBerordentlich zu-
sammengesetztes Ding gegeniiber dem, was man in der Geometrie
als ,,Gerade zu definieren pflegt! Vor allem ist es keine Linie,
sondern hat eine endliche Breite, ja eigentlich ist es ein drei-
dimensionaler Kreidekérper, mehr noch: eine Anhdufung vieler
kleiner kérperlicher Kreidestiickchen usf. Wer nicht von Kind-
heit an in der Schule den Lehrer zeichnen sah, wird nicht ohne
weiteres verstehen, was dieser Kreidekérper mit der Geraden
zu tun hat, die die kiirzeste Verbindung zweier Punkte heilit.
Und doch wissen wir, daB die exakten, idealisierten Begriffe der
reinen Geometrie unentbehrlich sind, wenn wir uns in unserer
Umgebung zurechtfinden wollen. Wir brauchen die exakten
Begriffsbildungen, weil sie einfacher, d. h. von unseren Verstandes-
kriaften leichter zu bewiltigen sind. Man hat schon versucht,
eine Geometrie aufzubauen, in der es statt ,,unendlich diinner*
Linien nur Streifen von endlicher Breite gibt, aber man ist damit
nicht weit gekommen, weil eine solche Betrachtungsweise doch
nur schwieriger ist als die gewdhnliche. Auch ist ein Streifen
von gegebener Breite nur wieder eine andere Abstraktion von
derselben Art wie die Gerade; nur komplizierter, denn er setzt
ja als Begrenzung beiderseits so etwas wie eine gerade Linie
voraus.

Wir miissen ohne weiteres zugeben, dafB alle theoretischen
Konstruktionen, deren man sich in den verschiedenen Teilen
der Physik, einschlieSlich der Geometrie, bedient — und auch
die Wahrscheinlichkeitsrechnung zéhlen wir zu dieser Gruppe von
exakten Wissenschaften —, nur unzuléngliche Hilfsmittel fiir die
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gedankliche Nachbildung der empirisch erkannten Tatsachen
sind. Allein, da es einen anderen Weg des wissenschaftlichen
Fortschrittes gibt als den, mit dem einfachsten und daher
exakten theoretischen Geriist zu beginnen und es durch all-
maéahliche Hinzufiigung ergénzender Bestandteile auszubauen,
glaube ich nicht. Jedenfalls will ich fiir die Klasse von Erschei-
nungen, die die Wahrscheinlichkeitstheorie behandelt, fiir diesen
Ausschnitt aus der Gesamtheit der physischen Vorginge kein
anderes Ziel anstreben als das, das in der Geometrie, in der
Mechanik und in vielen sonstigen Teilen der Physik bereits erreicht,
in anderen ebenfalls angestrebt ist: eine auf moglichst einfachen,
exakten Begriffsbildungen aufgebaute ,rationelle’ Theorie zu
liefern, die bei aller Unvollkommenheit gegeniiber der
Totalitdt des wirklichen Geschehens doch einzelne
seiner wesentlichen Ziige befriedigend wiedergibt.

Beschriankung des Stoffes.

Nach all diesen Vorbereitungen wollen wir uns jetzt der Auf-
gabe zuwenden, den Wahrscheinlichkeitsbegriff selbst néher zu
umschreiben. Aus dem bisher Gesagten geht schon hervor, dafl
es vor allem notig sein wird, innerhalb des Gebietes, das durch die
vulgére Wortbedeutung ,,wahrscheinlich* gedeckt wird, alles aus-
zuscheiden, was nicht durch die hier zu entwickelnde Theorie
beriihrt werden soll. Ich gebe also zunéchst eine vorlaufige Ab-
grenzung fiir die Geltung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes, die
durch die spateren Ausfilhrungen prézisiert werden wird.

Mit der Frage, ob und wie wahrscheinlich es ist, daf Deutsch-
land noch einmal Krieg mit der Republik Liberia fithren wird,
hat unsere Wahrscheinlichkeitstheorie nicht das mindeste zu
tun. Auch wenn man von der Wahrscheinlichkeit spricht, die
fiir eine bestimmte Lesart einer Stelle in TAcrTus’ Annalen besteht,
befindet man sich ganz auBerhalb des Bereiches unserer Unter-
suchung. Nicht ausdriicklich erwéihnen mufl ich wohl, daB uns
die sogenannte ,,innere Wahrscheinlichkeit” eines Kunstwerkes
hier nichts angeht und der schéne GokmrEsche Dialog ,,Uber
Wahrheit und Wahrscheinlichkeit der Kunstwerke nur durch
einen sehr nebenséchlichen sprachlichen Gleichklang mit unserem
Thema verkniipft ist. Die Fragen nach der objektiven Richtig-
keit der biblischen Erzdhlungen, fiir die ein hervorragender
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russischer Mathematiker, A. MarKOFF, ganz erfiillt von den
Gedankengiingen der liberalen Aufklirungszeit, ausdriicklich die
Autoritit der Wahrscheinlichkeitsrechnung in Anspruch nimmt,
scheiden wir ebenfalls aus und mit ihnen fast alle Fragen der
»Sciences morales®, iiber die der groBe LAPLACE in seinem ,,Essai
philosophique* so anziehend zu sprechen wei. Es ist im tibrigen
fiir den iibertriebenen Rationalismus des 18. Jahrhunderts kenn-
zeichnend, daB er den Geltungsbereich der exakten Wissenschaften
ins Ungemessene auszudehnen suchte; in diesen Fehler wollen
wir nicht verfallen.

Ungefahr an der Grenze dessen, was wir noch in unsere Be-
trachtungen einbeziehen, liegen die friiher sehr viel behandelten
Fragen iiber die Wahrscheinlichkeit von Zeugenaussagen und
gerichtlichen Urteilen, die PoissoN zum Titelproblem seines
berithmten Werkes gemacht hat. Mitten in den Kern trifft man
aber mit der Frage nach der Wahrscheinlichkeit eines Gewinnes
innerhalb eines bestimmten, wohldefinierten, reinen Gliick-
spiels. Ob es lohnend ist, darauf zu wetten, daBl beim Spiel
mit zwei Wirfeln in 24 Wiederholungen mindestens einmal
Doppelsechs erscheint, ob ein solches Ereignis mit ,,Wahrschein-
lichkeit” zu erwarten ist, ja sogar mit ,,wie groer* Wahrschein-
lichkeit, das zu beantworten, fithlen wir uns berufen. Daneben
gibt es Aufgaben von gréBerer sozialer Bedeutung, die wir in
gleicher Weise zu den unseren rechnen, so alle Fragestellungen,
die mit dem Versicherungswesen zusammenhingen, die
Wabhrscheinlichkeit von Todes- oder Krankheitsfillen unter ganz
genauen, wohlumgrenzten Voraussetzungen, die Wahrscheinlich-
keit dafiir, daB ein Versicherungsunternehmen mit einer Pramie
von bestimmter Hohe auskommt usf. Ein drittes Gebiet, neben
dem der Gliickspiele und der sozialen Massenvorginge,
in dem wir mit unserem Wahrscheinlichkeitsbegriff erfolgreich
arbeiten konnen, bilden gewisse mechanische und physika-
lische Erscheinungen, als deren Typus ich etwa das Herum-
schwirren der Molekiile in einem geschlossenen Gasbehélter oder
die unter dem Mikroskope beobachtbaren Bewegungen der Teil-
chen eines kolloidalen Koérpers nenne. Man bezeichnet bekanntlich
als Kolloide jene Ansammlungen fein verteilter, in einem Medium
suspendierter Teilchen, die sich dem freien Auge oder dem fliichti-
gen Beobachter als gleichférmige, deformable Masse darstellen.
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Unbegrenzte Wiederholbarkeit.

Was ist das Gemeinsame an den zuletzt aufgefiihrten Fillen,
was kennzeichnet sie im Gegensatz zu den anderen Anwendungen
des Wortes ,,Wahrscheinlichkeit*, die wir aus unserer Betrachtung
ausgeschieden wissen wollen? Man kann iiber ein gemeinsames
Merkmal, dem wir entscheidende Bedeutung beilegen, nicht im
Zweifel sein: Es handelt sich beim Gliickspiel, bei den Versiche-
rungsproblemen, bei den Gasmolekeln um Vorginge, die sich in
groBer Zahl wiederholen, um Massenerscheinungen oder
Wiederholungsvorginge. Der Wurf mit einem Paar guter
Wiirfel ist praktisch fast unbegrenzt wiederholbar; man denkt
kaum daran, daB die Wiirfel oder der Becher sich allmé#hlich
abnutzen und schlieflich zugrunde gehen kénnten. Haben wir
eine Versicherungsfrage zu untersuchen, so steht uns vor Augen
das groBe Heer der Versicherungsnehmer, die haufige Wieder-
holung des einzelnen Falles, der von der versichernden Gesell-
schaft registriert wird. Auch beim dritten Beispiel liegt das
Massenhafte, die unerme@lich groBe Zahl der Molekiile oder
der kolloidalen Teilchen schon unmittelbar in der Vorstellung.

Anderseits erkennt man ebenso deutlich, da das Merkmal der
weitgehenden Wiederholbarkeit, der Massenhaftigkeit in all den
Fillen fehlt, die ich vorher ausgeschlossen hatte: Die Lage, in
einen Krieg mit Liberia zu geraten, wiederholt sich nicht unbe-
grenzt oft, Unsicherheiten in der Lesart eines Schriftstellers sind
von Fall zu Fall zu verschieden, als daB man hier von Massen-
erscheinungen sprechen konnte, und die Frage iiber die Zuver-
lassigkeit der biblischen Berichte ist eine geradezu einzigartige,
die man unméglich als ein Glied in einer Kette sich wiederholender
gleicher Fragestellungen auffassen kann. Im Falle der Zeugen-
aussagen mufl man mindestens im Zweifel sein, ob geniigende
Einheitlichkeit und Gleichférmigkeit vorhanden ist, damit an
einen Massenvorgang gedacht werden kann.

So stellen wir also einmal fest: Mit dem rationellen Wahr-
scheinlichkeitsbegriff, der die ausschlieBliche Grundlage der
Wahrscheinlichkeitsrechnung bildet, wollen wir nur solche Félle
erfassen, in denen es sich um einen vielfiltis wiederholbaren
Vorgang, um eine in groBen Mengen auftretende Erscheinung,
physikalisch gesprochen um eine praktisch unbegrenzte Folge
von gleichartigen Beobachtungen handelt.



Das Kollektiv. 13

Das Kollektiv.

Ein schones Beispiel fiir einen Massenvorgang, auf den die
‘Wahrscheinlichkeitslehre Anwendung findet, bildet die Ver-
erbung bestimmter Eigenschaften, etwa der Bliitenfarbe, bei
der Aufzucht einer groBen Menge gleichartiger Pflanzen aus
einem gegebenen Samenbestand. Wir konnen hier deutlich
sehen, worauf es ankommt, wenn man von einem Wiederholungs-
vorgang spricht. Man hat zunéchst einen Einzelvorgang vor sich,
d. i. hier die Aufzucht eines Pflanzenindividuums und die Be-
obachtung seiner Bliitenfarbe, sodann die Zusammenfassung
sehr vieler solcher Vorgiinge zu einer Gesamtheit. Die Einzel-
vorgénge unterscheiden sich untereinander durch das ,,Merkmal®,
das den eigentlichen Gegenstand der Beobachtung bildet, in
unserem Beispiel: die Farbe der Bliite. Dadurch, da wir die
Gesamtheit aller Pflanzen auf dieses eine Merkmal hin unter-
suchen, entsteht die Zusammenfassung zu einem Sammelbegriff.
Beim Wiirfelspiel bildet den Einzelvorgang das einmalige Aus-
spielen der Wiirfel aus dem Becher und die darauf folgende Be-
obachtung der geworfenen Augenzahlen. Spielt man mit einer
Miinze ,,Kopf oder Adler*, so ist jeder Wurf ein Einzelvorgang
und das Merkmal ist eben das auf der Oberseite erscheinende
Miinzenbild, der Kopf oder der Adler. Im Problem der Ablebens-
versicherung ist als Einzelvorgang der Lebensablauf des Ver-
sicherten anzusehen, als das zu beobachtende Merkmal etwa
das Alter, in dem er aus dem Leben scheidet, allgemeiner der
Zeitpunkt, in dem der Versicherungsfall eintritt. Wenn wir von
einer Sterbenswahrscheinlichkeit sprechen, so kann sich das
— nach der hier zu begriindenden exakten Auffassung des Wahr-
scheinlichkeitsbegriffes — immer nur auf eine bestimmte Ge-
samtheit von Personen beziehen, z. B. auf die Gesamtheit der
,»dljahrigen versicherten méannlichen Person in Deutschland, die
in nicht gefahrlichen Berufen stehen“. Von der Sterbenswahr-
scheinlichkeit eines bestimmten Individuums, und mag von
ihm noch so viel bekannt sein, konnen wir nicht nur nichts aus-
sagen, sondern dieser Ausdruck hat fiir uns iiberhaupt keinerlei
Sinn. Darin liegt eine der tiefgreifendsten Folgerungen aus unserer
Auffassung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes, auf die ich noch
ausfiihrlicher zuriickkommen werde.

Es ist jetzt an der Zeit, einen Ausdruck einzufiihren, der
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uns fiir die weiteren Auseinandersetzungen sehr niitzlich sein
wird. Wir wollen eine Gesamtheit von Vorgéngen oder Erschei-
nungen, die sich im einzelnen durch irgendein beobachtbares
Merkmal, eine Zahl, eine Farbe od. dgl. unterscheiden, kurz ein
Kollektiv nennen, wobei ich mir noch vorbehalte, gewisse
néhere Prézisierungen zur Definition nachzutragen. Ein Kollektiv
bilden also die von einem Vererbungsforscher geziichteten Erbsen-
pflanzen mit ihrer Unterscheidung in rot- und weiBblithende. Ein
Kollektiv ist die Folge von Wiirfen aus einem Becher mit der
jedesmal sichtbar werdenden Augenzahl, die Gesamtheit der
Gasmolekel, an deren jedem eine bestimmte Geschwindigkeit
beobachtet wird, endlich die Masse der Versicherten, deren
Sterbealter der Registrierung unterworfen wurde. Grundlegend
fir unsere Auffassung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes ist der
Satz: Zuerst muB ein Kollektiv da sein, dann erst
kann von Wahrscheinlichkeit gesprochen werden. Die
Definition, die wir geben werden, kennt iiberhaupt nur die ,,Wahr-
scheinlichkeit eines Merkmals innerhalb eines gegebenen Kollek-
tivs®.
Erster Schritt zur Definition.

Zu dieser Definition in ihrer rohesten Form zu gelangen, ist
nach dem bisher Gesagten nicht mehr schwer. Gehen wir etwa
von dem Fall des Spieles mit zwei Wiirfeln aus. Als Merkmal
eines Wurfes betrachten wir die Augenzahl, die auf den beiden
Wiirfeloberseiten sichtbar wird. Was werden wir die Wahrschein-
lichkeit der Augenzahl 12, also der Doppelsechs, nennen? Wenn eine
groBie Zahl von Spielen ausgefiihrt ist — sagen wir etwa, es seien
zweihundert Wiirfe geschehen —, wird eine verhéaltnismiBig kleine
Zahl, vielleicht fiinf, die Zahl der erschienenen Doppelsechser sein.
Den Quotienten 5:200 = 1/, bezeichnet man dann iiblicherweise
als die Haufigkeit, deutlicher als die ,relative Haufigkeit® des
Erscheinens der Doppelsechs innerhalb der ersten 200 Spiele.
Setzt man das Wiirfeln fort, etwa bis zu 400, dann 600 Spielen
und stellt nach jedem dieser Abschnitte die relative Haufigkeit
der Doppelsechs fest, indem man die Anzahl der im ganzen Spiel-
verlauf erschienenen Doppelsechs durch 400 bzw. 600 dividiert,
so wird man Quotienten erhalten, die von dem zuerst gefundenen
Wert 1/,, mehr oder weniger abweichen. Wenn bei beliebig langer
Fortsetzung des Spielens, bei 2000, 4000 und mehr Wiirfen immer
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noch erhebliche Abweichungen auftréten, kdmen wir gar nicht
dazu, von einer bestimmten Wahrscheinlichkeit der Doppelsechs
zu sprechen. Es ist eine fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie grund-
legende Erfahrungstatsache, die beim Wiirfelspiel sich ebenso
bestitigt, wie bei den anderen friiher angefiihrten Beispielen von
Massenerscheinungen, daf3 die relativen Haufigkeiten der verschie-
denen Merkmale sich weniger und weniger 4ndern, wenn man
die Zahl der Beobachtungen mehr und mehr vergréfert.
Setzen wir fest, dafl wir die Quotienten von vornherein nur mit
einer begrenzten Genauigkeit, z. B. auf drei Dezimalstellen, be-
rechnen, dann wird je nach den Verhiltnissen, von irgendeiner
Zahl von Spielen an, die relative Héufigkeit der Doppelsechs iiber-
haupt dieselbe bleiben. Diesen ,,Grenzwert’ (was dies genauer
heiflt, werden wir noch besprechen) der relativen Héufigkeit, der
notwendig ein echter Bruch, d. h. eine Zahl kleiner als 1, sein mu8,
nennen wir die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten
der Doppelsechs innerhalb des Gesamtspiels mit den
beiden Wiirfeln. Wie groB dieser Bruch ist, ist dabei ganz
gleichgiiltig.
Zwei verschiedene Wiirfelpaare.

Ich habe hier zwei Paare von Wiirfeln, die duBerlich ganz dhn-
lich, fir Vorfithrungszwecke besonders hergerichtet sind. Bei dem
einen Paar findet man durch fortgesetztes Wiirfeln, daB die relative
Hiufigkeit der Doppelsechs sich bei groBer Spielzahl ungefihr dem
Wert 0,028 oder 1/,5 nihert, bei dem anderen Paar ist sie nahezu
viermal so gro. Daf man das eine Wiirfelpaar ein ,,richtiges*,
das andere ,falsch’ nennt, kommt jetzt nicht in Frage, unsere
Wahrscheinlichkeitsdefinition ist in beiden Fillen anwendbar. So
kiimmert sich auch der Arzt, der eine Krankheit diagnostiziert,
nicht darum, ob der Kranke ein Ehrenmann ist oder nicht. Mit
jedem der beiden Paare wurden 1800 Wiirfe ausgefiihrt. Beim
ersten ergab sich 48mal, beim zweiten 178mal das Resultat Doppel-
sechs. Die relativen Héufigkeiten waren also

48 1 178 1
1800 — 37,5 — 0:027 und 450 = 10,1

Dabei haben sich diese Quotienten gegen SchluB der Versuchs-
reihe nur mehr wenig verindert. Nach dem 1500. Versuch be-

trugen sie 0,023 und 0,094

= 0,099.
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und zwischen dem 1500. und dem letzten Wurf wichen sie unter-
einander hochstens um 10 bis 15%, ab.

Ich kann den Versuch des fortgesetzten Wiirfelns hier nicht
ganz durchfiihren, da er geraume Zeit in Anspruch nimmt. Aber
wenn ich nur einigemal mit diesem Wiirfelpaar werfe, so sehen
Sie schon, daB fast jedesmal wenigstens eine Sechs fillt. Bei dem
anderen Paar ist das nicht der Fall. In der Tat laBt sich fest-
stellen, daf die Hiufigkeit Einer Sechs bei diesen Wiirfeln, wenn
man mit nur einem arbeitet, fast genau /4, bei jenen nahezu /; ist.
Wenn Sie den Wahrscheinlichkeitsbegriff, wie wir ihn brauchen,
klar erfassen wollen, miissen Sie sich nur immer wieder dieser
beiden Wiirfelpaare erinnern. Fiir jedes von ihnen gibt es eine
bestimmte Wahrscheinlichkeit der Doppelsechs, aber die beiden
‘Wahrscheinlichkeiten sind weit voneinander verschieden.

Hier haben Sie das ,,Urphénomen der Wahrscheinlichkeits-
lehre in seiner einfachsten Gestalt vor sich. Wir kénnen sagen:
Die Wahrscheinlichkeit, Sechs zu zeigen, ist eine physikalische
Eigenschaft eines Wiirfels, von derselben Art wie sein Gewicht,
seine Wirmedurchlissigkeit, seine elektrische Leitfahigkeit usf.
Ebenso entspricht dem Wiirfelpaar (natiirlich mit EinschluB
der ganzen Anordnung, der es unterworfen wird) neben anderen eine
bestimmte physikalische GroBe : die Wahrscheinlichkeit der Doppel-
sechs. Mit den mannigfachen Beziehungen derartiger GroBen unter-
einander beschéftigt sich die Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Der Grenzwert der relativen Héaufigkeit.

Das Wort ,,Grenzwert*‘, das ich vorhin ohne Erklidrung verwen-
det habe, ist ein Terminus der héheren Mathematik. Wir brauchen
jedoch nicht viel davon zu wissen, wie er von den Mathematikern
definiert wird, da wir ihn nur in einer Weise verwenden werden,
die jeder Laie verstehen kann. Wir wollen die relative Haufigkeit
eines Merkmales, also den Quotienten aus der Anzahl seines Auf-
tretens durch die Gesamtzahl aller Beobachtungen, wie ich schon
sagte, mit einer bestimmten Zahl von Dezimalen rechnen, ohne
uns darum zu kiimmern, wie die spiteren Stellen ausfallen, ob sie
Nullen sind oder andere Ziffern enthalten. Verfolgen wir in dieser
Weise einen Wiederholungsvorgang, z. B. das Spiel ,, Kopf oder
Adler mit einer Miinze, geniigend lange und rechnen wir von Zeit
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zu Zeit die relative Héaufigkeit der Kopfergebnisse mit der fest-
gesetzten Genauigkeit, so kann es eintreten, daf von irgendeinem
Zeitpunkt ab die Héufigkeitszahl sich nicht mehr d&ndert. Nimmt
man nur eine Dezimale, so wird man in der Regel verhaltnismiBig
bald, vielleicht schon nach 500 Wiirfen, finden, daf keine Ver-
dnderung eintritt, daB die relative Haufigkeit, auf eine Stelle
genau, etwa 0,5 betrigt. Rechnet man zwei Stellen, so muBl man
jedenfalls viel weiter gehen. Man wird vielleicht nach je 500 Wiirfen
wieder den Quotienten bilden, somit die relative Haufigkeit des
»Kopfes”“ fiir die ersten 1000, 1500, 2000.... Wiirfe ermitteln
und moglicherweise finden, dafl dann von 10000 ab an der zweiten
Dezimalstelle immer ,,0° steht, also die relative Haufigkeit 0,50
betrigt. Natiirlich kann man so einen Versuch nicht ins Endlose
ausdehnen. Wenn zwei Personen geschickt zusammenarbeiten,
konnen sie es auf etwa 1000 Beobachtungen in der Stunde bringen.
Nehmen wir nun an, man habe zehn Stunden auf die Sache ge-
wandt und bemerkt, daB in den beiden letzten Stunden die relative
Hiufigkeit bei 0,50 — ungeachtet der weiteren Stellen — stehen-
geblieben ist. Ein feinerer Beobachter wird nebenbei die dritte
Stelle des Quotienten ausrechnen und vielleicht finden, daB diese
in der allerletzten Stunde zwar noch Anderungen gezeigt hat, aber
keine groBen. Ein solches Versuchsergebnis fiilhrt den natur-
wissenschaftlich Denkenden auf die Vermutung, daB, wenn man
das Spiel unter gleich bleibenden Umsténden weiter und weiter
fortsetzt, fortsetzen kénnte, auch die dritte, dann die vierte
und schlieBlich jede folgende Dezimale der relativen Héufigkeit
einen festen Wert annimmt. Den Tatbestand, der dieser Ver-
mutung entspricht, bezeichnen wir kurz mit den Worten: Die
relative Haufigkeit des Merkmales , Kopf“ strebt einem
Grenzwert zu.

Wenn wir auf einem Blatt Millimeterpapier eine Kurve auf-
zeichnen, die zu jeder Versuchsnummer als Abszisse die zugehorige
relative Héaufigkeit des ,,Kopf“-Resultates als Ordinate enthilt,
so zeigt die Kurve anfanglich starke Schwankungen nach oben und
unten, nihert sich aber allméhlich mehr und mehr einer horizon-
talen Geraden. SchlieBlich werden die Abweichungen von der
Geraden so gering, daB sie, wie gro3 wir auch den MaBstab wihlen,
nicht mehr deutlich gemacht werden kinnen. Welche Hohenlage
die Gerade hat, ob 0,5 oder 0,6 ihre Ordinate ist, ist gleichgiiltig;

Mises, Wahrscheinlichkeit. 2. Aufl. 2
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nur darauf kommt es an, daB es eine solche horizontale Linie gibt,
in die unsere Kurve iibergeht. Die Ordinate dieser Horizontalen
heilt dann der Grenzwert des aufgetragenen Quotienten, also
der relativen Héufigkeit des ,,Kopf‘‘-Ergebnisses.

Die frither gegebene Erklirung des Kollektivs erginzen wir
jetzt durch folgende Fassung: Ein Kollektiv ist eine Massenerschei-
nung oder ein Wiederholungsvorgang, kurz eine lange Folge von
Einzelbeobachtungen, bei der die Vermutung berechtigt
erscheint, daB die relative Héufigkeit des Auftretens
jedes einzelnen Beobachtungsmerkmales einem be-
stimmten Grenzwert zustrebt. Diesen Grenzwert nennen
wir die ,,Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des Merkmales
innerhalb des Kollektivs®. Dabei ist es natiirlich nicht notwendig,
immer den ganzen schwerfilligen Ausdruck zu wiederholen; ge-
legentlich erlauben wir uns schon, einfach ,,Wahrscheinlichkeit
eines Kopfwurfes zu sagen. Das Wesentliche ist, daB dies wirk-
lich nur eine Abkiirzung bedeutet und daB das Kollektiv, auf das
sich die Wahrscheinlichkeitsaussage bezieht, genau definiert sein
muB. Man sieht jetzt wohl ein, dal von einer Wahrscheinlichkeit
des Ausganges einer Schlacht in unserem Sinne nicht die Rede sein
kann. Hier liegt kein Kollektiv vor und unsere Art zu definieren
versagt genau so, wie wenn man dem Physiker die Aufgabe stellen
wollte, die ,,Arbeit*, die ein Schauspieler beim Vortrag seiner Rolle
leistet, nach mechanischem Maf3 zu messen.

Die Erfahrungsgrundlage bei Gliicksspielen.

Wir miissen dann noch iiberlegen, wie der entscheidende Ver-
such der Wahrscheinlichkeitsermittlung sich in den anderen vorhin
angefiihrten Féllen, bei der Lebensversicherung, bei den Gas-
molekeln gestaltet. Vorerst aber noch eine kurze Bemerkung zu
den Gliicksspielen. Man konnte fragen: Woher nehmen wir eigent-
lich die Sicherheit dafiir, daB ein in der Praxis ausgefiihrtes Gliicks-
spiel sich hinsichtlich der relativen Héaufigkeiten der verschiedenen
Ausgangsméglichkeiten so verhilt, wie eben angegeben wurde?
Besitzen wir wirklich eine ausreichende Stiitze fiir eine so weit-
gehende Vermutung iiber den tatsichlichen Ablauf einer Versuchs-
reihe, von der wir doch nur einen bescheidenen Anfang in jedem
Fall erproben kénnen? Nun, so gering ist das Material nicht, das
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unsere Unterlage bildet. Da sind vor allem die groBen Spielbanken
in Monte Carlo und anderwirts, die in millionenfacher Wieder-
holung dasselbe Spiel immer wieder ausfithren. Die Banken be-
finden sich sehr wohl dabei, nachdem sie ihre Gewinstaussichten
auf Grund der Annahme fester Grenzwerte der relativen Haufig-
keiten vorausberechnet haben. Dafl gelegentlich die Bank ,,ge-
sprengt* wird, spricht durchaus nicht gegen die Voraussetzung.
Einen Gegenbeweis gibe es erst, wenn der seit Griindung der Bank
erzielte Gesamtgewinn erheblich sinken oder gar in Verlust
umschlagen wiirde, wenn also die Bank in Zukunft anndhernd so
viel oder noch mehr verlére, als sie seit Bestand gewonnen hat.
Dag dies einmal eintreten kénnte, wird kein Einsichtiger vermuten.

Ganz dhnlich wie bei den Spielbanken steht es bei den Lotterie-
unternehmungen, die lange Jahre hindurch von einzelnen Staaten
betrieben wurden und stets die beste Ubereinstimmung mit der
Annahme stabiler Werte der relativen Haufigkeiten ergeben haben.
Dies alles berechtigt uns zu der Auffassung, wonach es wirklich
realisierbare Spielvorgénge gibt, fiir die unsere Vermutung zu-
trifft, dafl die relativen Héaufigkeiten der verschiedenen Merkmale
Grenzwerten zustreben. Und nur Vorginge dieser Art wollen
wir in unseren weiteren Ausfithrungen in Betracht ziehen.

Lebens- und Sterbenswahrscheinlichkeit.

Die ,,Sterbenswahrscheinlichkeit*, mit der die Versicherungs-
gesellschaften rechnen, wird nach einem Verfahren ermittelt, das
sich in keinem wesentlichen Punkte von demjenigen unterscheidet,
das wir zur Definition der Wahrscheinlichkeit im Falle des Wiirfel-
spieles benutzt haben. Vor allem gilt es, hier fiir jeden Anwendungs-
fall ein bestimmtes Kollektiv genau abzugrenzen. Ein Beispiel
liefert uns die Herstellung der ,,deutschen Sterblichkeitstafeln aus
den Erfahrungen von 23 Versicherungsgesellschaften‘, die lange
Zeit hindurch in allgemeiner Verwendung standen. Ungefahr
900000 Einzelbeobachtungen an Personen, die bei einer der
23 Gesellschaften auf Todesfall versichert waren, wurden durch-
gefiihrt, ehe die Tafeln mit der Angabe der Sterblichkeit auf-
gestellt werden konnten. Dabei umfaf3te eine Beobachtung jedes-
mal den ganzen Zeitraum vom Eintritt einer Person in die Ver-
sicherung bis zu ihrem Austritt. Eines der betrachteten Kollektivs

2.
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war folgendermaBen festgelegt: Gesamtheit der Manner, die auf
Grund vollsténdiger drztlicher Untersuchung mit normaler Primie
vor Erreichung des Alters von 40 Jahren versichert wurden. Das
dabei zu beobachtende Merkmal war: Eintritt oder Nichteintritt
des Todes innerhalb des 41. Lebensjahres. Fille, in denen aus
irgendeinem Grunde, z. B. wegen Aufgebens der Versicherung, das
Merkmal nicht eindeutig festgestellt werden konnte, wurden aus-
geschieden. Die Zahl der Fille in dieser Kategorie, die bis zu Ende
beobachtet werden konnten, betrug 85020; in 940 Fillen wurde
der Todeseintritt festgestellt. Die relative Haufigkeit betrug also
940: 85020 = 0,01106. Diese Zahl gilt — vorbehaltlich gewisser
Berichtigungen, die hier beiseitegelassen werden diirfen — als die
Sterbenswahrscheinlichkeit im 41. Lebensjahre fiir die betrachtete
Kategorie von Personen, d.h. in unserer Ausdrucksweise als
Sterbenswahrscheinlichkeit innerhalb des vorher genau abge-
grenzten Kollektivs.

DaB man die Zahl von rund 85000 Beobachtungen fiir
ausreichend hielt, um die berechnete relative Haufigkeit schon
als Wahrscheinlichkeit, d. h. als den bleibenden, fiir einen beliebig
groBen Kreis von Fillen sich nicht mehr #ndernden Grenzwert
gelten zu lassen, ist bis zu einem gewissen Grade Willkiir. Niemand
wird meinen, daf3 mehr als die ersten drei Dezimalstellen, also 0,011,
stabil bleiben werden. Jedermann wiirde auch sehr zufrieden sein,
wenn es moglich wire, die Berechnung auf eine noch umfassendere
Grundlage zu stellen; naheliegende praktische Bedenken stehen
dem entgegen. Auch daB die einmal festgestellte Zahl nicht fiir
ewige Zeiten gilt, ist selbstverstdndlich. So geht es auch mit
anderen physikalischen Mafzahlen. Man bestimmt die Gré8e der
Erdschwere an irgendeinem Orte und rechnet mit dem gemessenen
Wert so lange, bis man durch neue Messung eine etwaige Anderung
festgestellt hat; in gleicher Weise verhdlt man sich gegeniiber 6rt-
lichen Veréinderungen. In diesem Sinne begniigt man sich auch
im Versicherungswesen mit dem, was eben erreichbar ist, und
benutzt, solange man keinen besser begriindeten Wert besitzt, die
Zahl 0,011 so, als ob sie der gesuchte Grenzwert wiire. Das heilt,
man rechnet bis auf weiteres damit, dal innerhalb der Gesamtheit
aller kiinftigen Versicherungsnehmer der betrachteten Kategorie
gerade 11 von Tausend im 41. Lebensjahre sterben.

Uber den angegebenen Rahmen hinaus hat aber die Zahl 0,011
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keinerlei Bedeutung. Vollig sinnlos wére es, zu sagen, der jetzt
40jéhrige Herr N. N. habe 119/y, Wahrscheinlichkeit, innerhalb
eines Jahres zu sterben. Denn bildet man beispielsweise ein Kollek-
tiv aus Frauen und Ménnern gemeinsam, so erhélt man nach Aus-
weis der Sterblichkeitstafeln einen etwas kleineren Quotienten fiir
das Alter von 40 Jahren. Herr N. N. gehért aber mit demselben
Recht zu der Gesamtheit der Frauen und Ménner wie zu der der
Minner allein und zu vielen anderen, leicht angebbaren Gesamt-
heiten. Meint man vielleicht, einen um so ,,richtigeren* Wert zu
bekommen, je mehr man von den Eigenschaften des Individuums
beriicksichtigt, d.h. je enger man das Kollektiv abgrenzt, als
dessen Glied man den Einzelfall betrachtet, so gelangt man zu
keinem Ende; schlieBlich bleibt, durch alle seine Eigenschaften
eindeutig bestimmt, das eine Individuum als einziges Glied seiner
Klasse iibrig. Heute pflegen z. B. die Versicherungsgesellschaften
die sogenannte Selektion durch den Versicherungsabschlufl zu be-
riicksichtigen, ndmlich den Umstand, daB Personen, die sich friith
versichern, einen anderen Ablauf ihrer Lebensdauer aufweisen als
in spiterem Alter Versicherte. Die Selektions-Sterbetafeln be-
ruhen auf einer solchen Abgrenzung des Kollektivs, bei der jedes-
mal eine bestimmte Dauer des Versicherungsvertrages im Zeit-
punkte des Todeseintrittes vorausgesetzt wird. Es ist klar, daB
man in dieser oder dhnlicher Richtung auch noch weitergehen
kann, aber wenn man alle Eigenschaften des Individuums in die
Definition des Kollektivs aufnehmen wollte, so bestiinde es eben
aus dem einen Element allein, d. h. ein Kollektiv wire dann iiber-
haupt nicht mehr vorhanden.

Erst das Kollektiv — dann die Wahrscheinlichkeit.

Ich muB noch einen Augenblick bei diesem Punkte verweilen,
der einen charakteristischen Unterschied zwischen meiner Auf-
fassung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes und der bisher iiblichen
bildet. Vorhin formulierte ich schon kurz: Zuerst muf} ein Kollek-
tiv da sein, dann erst kann von Wahrscheinlichkeit gesprochen
werden. Im strengsten Gegensatz dazu erklart aber JoHANNES
voN KRIES in seinem bekannten Buch iiber die Prinzipien der
Wahrscheinlichkeitsrechnung (auf das ich noch zuriickkommen
werde) folgendes: ,,...So werde ich mit einer gewissen Wahr-
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scheinlichkeit annehmen, daBl Cajus, dal Sempronius oder dafB
Titus im Laufe eines Jahres sterben werde. Wenn dagegen von
der Wahrscheinlichkeit eines allgemeinen Falles gesprochen wird,
welcher eine unbestimmte Zahl einzelner Verhaltungsweisen in
sich begreift, etwa der Wahrscheinlichkeit, ,da8 ein jetzt 40jahriger
Mann noch 20 Jahre leben werde‘: so ist klar, da hier das Wort
in einem uneigentlichen Sinne genommen sein mufB, daf wir es
mit einem abgekiirzten Ausdruck zu tun haben. Ein derartiger
Satz hat in der Tat, wenn er mit Wahrscheinlichkeit iiberhaupt
etwas zu tun haben soll, lediglich den Sinn, daf er eine allgemeine
Bestimmung iiber eine beliebige Anzahl einzelner Wahrscheinlich-
keiten trifft.” Demgegeniiber bin ich der Meinung, dafl der ,,un-
eigentliche Sinn“, von dem hier die Rede ist, der einzig zuldssige
ist, der einzige, in dem von Wahrscheinlichkeit innerhalb der
Wahrscheinlichkeitsrechnung gesprochen werden kann. Gerade
an dem Beispiel der Sterbenswahrscheinlichkeit habe ich es eben
erklart, dafl eine andere Auffassung gar nicht méoglich ist, und ganz
allgemein betrachte ich die Einfithrung des Terminus ,,Wahr-
scheinlichkeit innerhalb eines Kollektivs als eine wesentliche
»Verbesserung des Sprachgebrauchs“. Zwei Beispiele aus dem
Alltag mégen dies noch erlédutern.

Wenn in einer Lotterie, die eine Million Lose umfafit, einmal
der Haupttreffer auf das Los mit der Nummer 400000 gezogen
werden sollte, so wiirde man dies dulerst auffallend, ungewohnlich
finden, die Zeitungen wiirden davon als einer Merkwiirdigkeit be-
richten und jeder wire iiberzeugt, hier sei ein sehr unwahrschein-
liches Ereignis eingetreten. Auf der anderen Seite gehért es zum
Wesen einer Lotterie, dal stets solche Einrichtungen getroffen
sind, durch die fiir jede iiberbaupt mogliche Nummer die gleiche
Wahrscheinlichkeit sichergestellt wird. Es hat also das Er-
scheinen der Zahl 400000 genau die gleiche Wahrscheinlichkeit
von ein Millionstel wie das Erscheinen etwa von 786331. Was
liegt da vor? Einen anderen dhnlichen Fall erwihnt LaPLACE in
seinem Essai philosophique: Wenn man mit Buchstabentéfelchen
spielt, indem man aufs Geratewohl Buchstaben aneinanderreiht,
so wiirde man es als ein #duflerst unwahrscheinliches Ergebnis
ansehen, wenn einmal beim willkiirlichen Nebeneinanderlegen von
14 Tifelchen plotzlich das Wort CONSTANTINOPLE dastiinde.
Aber auch hier wird man annehmen diirfen, daB3 der Mechanismus
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des Spieles jeder der 26'¢ Kombinationen aus 14 Buchstaben des
Alphabets die gleiche Wahrscheinlichkeit sichert. Woher
kommen wir also zu der Annahme, dafl dem Erscheinen des ge-
nannten Stadtnamens eine besonders geringe Wahrscheinlichkeit
zuzuschreiben ist?

Die Aufklirung liegt darin, da dem isolierten Einzelereignis:
der Haupttreffer fallt auf Losnummer 400000, iiberhaupt keine
Wahrscheinlichkeit zukommt, sondern daf erst ein Kollektiv de-
finiert sein mufB, ehe das Wort Wahrscheinlichkeit einen Sinn be-
kommt. Nun gibt es Ein Kollektiv, dessen Elemente die Folge
der Einzelziehungen, dessen Merkmale die gezogenen Losnummern
bilden. In diesem Kollektiv hat — unter den erwdhnten Voraus-
setzungen — jede Nummer die gleiche Wahrscheinlichkeit ein
Millionstel. Aber wenn wir von der ,,Unwahrscheinlichkeit*‘ der Zahl
400000 sprechen, so meinen wir ein ganz anderes Kollektiv.
Wir wiirden némlich denselben Eindruck von Unwahrscheinlich-
keit haben, wenn statt 400000 etwa 700000 oder 200000 er-
schienen wire. Also, das Kollektiv, an das wir jetzt denken, weist
als Merkmale des Einzelzuges nur die beiden folgenden auf: ent-
weder hat die gezogene Zahl fiinf Endnullen oder sie hat sie nicht
(Alternative). In diesem Kollektiv besitzt die erstgenannte Mog-
lichkeit die Wahrscheinlichkeit 0,00001, die zweite die Wahr-
scheinlichkeit 0,99999, d. i. eine fast hunderttausendmal so groBe.
Daher ist man berechtigt zu sagen: Innerhalb der Alternative
zwischen einer Zahl mit fiinf Endnullen und einer Zahl anderer
Art besitzt das erste Ereignis eine duBerst geringe, das zweite eine
sehr groBe Wahrscheinlichkeit.

Genau so liegt es in dem zweiten Beispiel. Was uns an dem
Erscheinen der Buchstabenfolge CONSTANTINOPLE auffillt, ist,
daf die 14 Buchstaben einen sinnvollen, lesbaren Ausdruck bilden.
Es gibt aber unter der ungeheuren Zahl von Kombinationen
(2614 ~ 10%%) aus 14 Buchstaben hichstens ein paar Tausend sinn-
volle. Wir denken demnach hier an ein Kollektiv, dessen Elemente
die willkiirlichen Zusammenstellungen von je 14 Buchstaben und
dessen Merkmale ,sinnvolle oder nichtsinnvolle Verbindung*
sind. In diesem Kollektiv hat das zweite Merkmal (,,nichtsinn-
voll‘) eine erdriickend grofe Wahrscheinlichkeit gegeniiber dem
ersten, und dies bringen wir zum Ausdruck, wenn wir sagen, dafl das
vorerwahnte Ereignis ein in so hohem MafBe unwahrscheinliches sei.
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Bei vielen Anwendungen des Wahrscheinlichkeitsbegriffes im
gewohnlichen Leben, wenn sie berechtigt sind, kann man das zu-
gehorige Kollektiv konstruieren. Wo dies nicht méglich ist, hat
der Gebrauch des Wortes mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung
nichts zu tun und eine zahlenméfBige Bestimmung der Wahrschein-
lichkeit ist nicht mdoglich. Anderseits gibt es sicher auch Fille,
in denen die Abgrenzung des Kollektivs in verschiedener Weise
vorgenommen werden kann, und das sind diejenigen, in denen sich
iiber die Groe der betreffenden Wahrscheinlichkeit streiten 143t.
Eindeutig ist nur der Begriff: Wahrscheinlichkeit innerhalb
eines bestimmten Kollektivs.

Wahrscheinlichkeit in der Gastheorie.

Wir kehren zuriick zu der kurzen, vorldufigen Aufzahlung der
Anwendungsgebiete der Wahrscheinlichkeitsrechnung, indem wir
jetzt Fragen der physikalischen Statistik etwasnéher betrachten. Bei
der Beschiftigung mit Gasmolekeln oder einem dhnlichen Problem
liegen die Verhiltnisse nicht wesentlich anders als in den bisher
betrachteten Fillen. Das Kollektiv besteht hier etwa aus der
Gesamtheit der zwischen Zylinderwand und Kolben eingeschlosse-
nen, sich hin und her bewegenden Molekiile. Als Merkmal eines
einzelnen sehen wir beispielsweise die drei rechtwinkligen Kompo-
nenten seiner Geschwindigkeit oder den Geschwindigkeitsvektor
an. Nun ist es allerdings richtig, daB niemand noch den Versuch
gemacht hat, alle Geschwindigkeitsvektoren der Molekel tatsdch-
lich zu messen, zu registrieren und darnach auszurechnen, mit
welcher relativen Haufigkeit jeder einzelne Wert auftritt. Der
Physiker macht vielmehr eine Annahme iiber die GréBe der
relativen Hiufigkeit oder, besser gesagt, iiber ihren (supponierten)
Grenzwert und er priift erst an gewissen Folgerungen, die sich aus
dieser Annahme ergeben, ob sie zutrifft. Man sieht, dal der Fall
nicht so wesentlich anders liegt als die fritheren, wenn auch hier
das Experiment zur Feststellung der WahrscheinlichkeitsgroBe
nicht unmittelbar ausfiihrbar ist. Die Hauptsache bleibt, dafl auch
jetzt die Existenz eines Grenzwertes der relativen Haufigkeit,
eines bei weiterer Vergroferung der Gasmenge nicht mehr ver-
anderlichen Endwertes, die Grundlage aller Uberlegungen bildet.

Will man das Verhéltnis zu dem frither besprochenen Fall der
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durch tatsichliche Zahlung erhobenen Sterbenswahrscheinlichkeit
mittels einer Analogie sich verstindlicher machen, so denke man
an folgendes: Der praktische Geometer kann sich mit einem recht~
winkligen Dreieck beschéftigen, z. B. nach dem Pythagoriischen
Lehrsatz seine Hypothenuse ausrechnen, nachdem er vorher durch
Messung am Objekt festgestellt hat, daB der betreffende Winkel
wirklich hinreichend genau 90° betréigt ; aber er kann in einer anderen
Lage, ohne die Messung des Winkels vorzunehmen, zunéchst voraus-
setzen, daB das Dreieck rechtwinklig ist, dann seine Folgerungen
ziehen und deren Ubereinstimmung mit der Beobachtung priifen.
In dieser Lage befindet sich der Physiker, wenn er statistische Be-
griffsbildungen auf Molekiile oder #hnliche Gebilde anwendet.
Man pflegt in der Physik zu sagen (wobei ich von der neuesten
Entwicklung in dieser Frage absehe), die Geschwindigkeit eines
Molekels usw. sei eine ,,prinzipiell* meBbare GréBe, wenn sie auch
nicht gerade mit den iiblichen MeBwerkzeugen gemessen werden
kann. So kionnen wir hier erkliren, die relative Haufigkeit und ihr
Grenzwert, die Wahrscheinlichkeit, werde auch innerhalb der
physikalisch definierten Kollektivs ,,prinzipiell“indergleichen
Weise beobachtet und gemessen wie in den frither be-
sprochenen Fillen der Gliicksspiele und der sozialen oder biolo-
gischen Statistik.

Historische Zwischenbemerkung.

Das, was ich bis hierher zur Begriindung des Wahrscheinlich-
keitsbegriffes ausgefiihrt habe, widerspricht wohl in weitem Mafle
dem, was in den édlteren Lehrbiichern der Wahrscheinlichkeits-
rechnung als formelle ,,Definition‘‘ der Wahrscheinlichkeit an die
Spitze gestellt wird. Es steht aber durchaus in Ubereinstimmung
mit allen Vorstellungen, die man seit den #ltesten Zeiten in der
Wahrscheinlichkeitsrechnung tatséchlich benutzt. Ganz besonders
deutlich kommt dies in der Darstellung zum Ausdruck, mit der
Po1ssoN sein berithmtes, von mir schon einmal erwiahntes Lehrbuch
iber die ,,Wahrscheinlichkeit der gerichtlichen Urteile“ einleitet.
Er beschreibt, wie auf den verschiedensten Gebieten der mensch-
lichen Erfahrung sich die Erscheinung zeigt, die wir als die Un-
verdnderlichkeit der relativen Héufigkeiten bei groBler Wieder-
holungszahl der Einzelbeobachtungen kennengelernt haben.
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Poisson bedient sich dabei einer Terminologie, die ich bisher
vermieden habe, weil ich Verwechslung mit einem anderen Ge-
dankengang verhiiten wollte, der iibrigens auch von PoissoN in
die Wahrscheinlichkeitstheorie eingefithrt oder doch von ihm
wesentlich geférdert wurde. Er bezeichnet ndmlich den Tat-
bestand der Stabilitét der relativen Héufigkeiten innerhalb ge-
niigend umfangreicher Versuchsreihen als ,,Gesetz der grofien
Zahlen‘ und sieht in dem Bestehen dieses Gesetzes die eigentliche
Grundlage fiirr die Moglichkeit der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
In der Durchfiihrung seiner Untersuchungen geht er dann aller-
dings von der durch LaPLACE eingefiihrten formalen Definition der
Wahrscheinlichkeit aus, iiber die wir noch zu sprechen haben
werden, und leitet schlieBlich aus dieser mit den Methoden der
Analysis einen mathematischen Satz ab, den er nun auch wieder
das ,,Gesetz der groBen Zahlen” nennt. Wir werden spéter sehen,
daB der von Porsson abgeleitete mathematische Satz tatsdchlich
etwas ganz anderes besagt als das, was als allgemeine Erfahrungs-
grundlage in die Anfinge der Theorie eingeht. Diese doppelte Ver-
wendung der gleichen Bezeichnung fiir ganz verschiedene Dinge, die
schon sehr schwere Verwirrung gestiftet hat, wird uns in der Folge
noch beschiftigen. Der vierte Vortrag wird diesem Gegenstand
gewidmet sein. Ich werde dann auch genau die Worte anfiihren,
mit denen Porsson die Erfahrungstatsache der Konstanz der rela-
tiven Hiufigkeiten bei groBen Versuchszahlen als die unumsto8-
liche Grundlage aller Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen festgelegt
hat. Einstweilen méchte ich Sie bitten, dem Ausdruck ,,Gesetz
der groBen Zahlen‘ noch keinen bestimmten Sinn beizulegen.
Jetzt sei nur noch bemerkt, dafl die von mir hier vertretene
Auffassung, die bei Begriindung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes
die Erscheinungsreihe, die Beobachtungsfolge, in den Vorder-
grund stellt und die Wahrscheinlichkeit auf eine relative Héufig-
keit innerhalb dieser Folge zuriickfiihrt, nicht vollig neu ist. Sie
wurde in mehr dialektischer Form ohne unmittelbare Absicht auf
einen Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung von dem Englénder
Jonx VENN in einem Buche ,,Logic of chance® 1866 ausfiihrlich
dargelegt. Die moderne Entwicklung der sogenannten Kollektiv-
maBlehre durch TaroporR FECENER und HemwricE Bruxs steht
der ,,Haufigkeitstheorie’“ der Wahrscheinlichkeit nahe. Am deut-
lichsten hat sich in dieser Richtung Grorc HELM, einer der Mit-



Die Regellosigkeit innerhalb des Kollektivs. 27

begriinder des Energieprinzips, ausgesprochen, in einer 1902 er-
schienen Abhandlung ,,.Die Wahrscheinlichkeitslehre als Theorie
der Kollektivbegriffe. Alle diese und viele weitere, der Kiirze
halber unerwihnt gelassene Ansitze haben jedoch bisher zu einer
vollstindigen Wahrscheinlichkeitstheorie nicht gefiihrt und
nicht fithren kdénnen, weil sie ein entscheidendes Merk-
mal des Kollektivbegriffes nicht erfaBt haben, zu
dessen Besprechung wir uns jetzt wenden.

Die Regellosigkeit innerhalb des Kollektivs.

Nicht alles, was wir iiber ein Kollektiv zu sagen haben, iiber
eine Folge von Einzelbeobachtungen, eine Massenerscheinung
oder einen Wiederholungsvorgang, der den Gegenstand einer
Wahrscheinlichkeitsuntersuchung bilden kann, nicht alles ist
in der einen Forderung eingeschlossen, daB die relativen Héufig-
keiten der verschiedenen Merkmale feste Grenzwerte haben
miissen. Man kann leicht Félle angeben, in denen Grenzwerte
der relativen Haufigkeiten ohne weiteres feststellbar sind, in denen
es aber wenig Sinn hitte, von Wahrscheinlichkeiten zu sprechen.
Gehen wir etwa eine ausgedehnte Landstrafle entlang, an der alle
hundert Meter ein kleiner, alle tausend Meter ein groBerer Mark-
stein aufgestellt ist, so wird sicher, wenn wir nur ein geniigend
langes Stiick des Weges ins Auge fassen, fast genau ein Zehntel
der durchlaufenen Marken das Merkmal ,,groB‘‘ aufweisen. Genau
1/,0 ist die relative Héufigkeit nur, wenn Anfangs- und Endpunkt
der betrachteten Strecke zu den néchsten Kilometersteinen gleich
gelegen sind. Aber je weiter wir wandern, desto kleiner wird, wie
man ohne weiteres einsieht, die duBerste Abweichung zwischen
der relativen Haufigkeit und der Zahl 0,1; mit anderen Worten:
ihr Grenzwert ist sicher 0,1. Man konnte gewiBl auch hier den
Ausdruck anwenden, die ,,Wahrscheinlichkeit“ dafiir, einen
groflen Markstein in der fortlaufenden Reihe anzutreffen, sei 0,1.
DaBl die Namengebung fiir wissenschaftliche Begriffe einen
gewissen Spielraum freiliBt, ist von mir in der Einleitung aus-
fithrlich dargelegt worden.

Es erscheint aber doch zweckmaéBiger, aus Griinden, die wir
gleich erkennen werden, das Besondere, das den jetzt betrach-
teten Fall gegeniiber den fritheren kennzeichnet, nicht unbeachtet
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zu lassen und die Definition des Begriffes , Kollektiv‘ so ein-
zuschréinken, daBl der neue Fall ausgeschlossen bleibt. Wenn
wir als die Folge der Einzelbeobachtungen die fortlaufenden
Feststellungen, ob ein Markstein, der beim Zuriicklegen des
Weges angetroffen wird, ein ,,groBer” oder ein ,kleiner ist,
ansehen, so unterscheidet sich diese Beobachtungsfolge von der
Aufeinanderfolge der Augenzahlen bei einem Wiirfelspiel dadurch,
daB sich leicht ihre GesetzméaBigkeit angeben liBt. Genau
jede zehnte Beobachtung fiihrt auf das Merkmal ,,groB“, jede
andere auf ,klein“. Ist man gerade an einem groBien Stein vor-
iibergegangen, so fragt man gar nicht, ob der nédchste etwa auch
wieder ein grofler sein kann. Hat man aber mit zwei Wiirfeln
Doppelsechs geworfen, so folgt daraus nichts iiber das etwaige
Ergebnis des ndchsten Wurfes und ebensowenig weiB eine Ver-
sicherungsgesellschaft, wenn ein Versicherungsnehmer im 41. Le-
bensjahre gestorben ist, wie es sich mit dem in der Liste zunichst
stehenden verhalten wird, mag die Liste nach welchem Gesichts-
punkte immer angelegt sein. Es ist ein rein erfahrungsméaBiger
Unterschied, der zwischen der einen und der anderen Art von
Beobachtungsfolgen zutage tritt. Wir wollen nun grundsatzlich
daran festhalten, daB nur solche Folgen, die die Eigenschaft
der Gesetzlosigkeit oder ,,Regellosigkeit’’ aufweisen, zu den
Kollektivs gerechnet werden sollen. Es fragt sich nur, wie man
diese Eigenschaft hinreichend prizise erfassen kann, um die
Definition nicht allzu unbestimmt zu lassen.

Formulierung der Regellosigkeit. Stellenauswahl.

Eine geeignete Formulierung fiir die ,,Regellosigkeit‘‘ einer
Folge zu finden, ist nach dem Gesagten nicht schwer. Der wesent-
liche Unterschied zwischen der Folge der Augenzahlen beim
Wiirfelspiel und der regelmaBigen Beobachtungsfolge der Mark-
steine am Wege ist offenbar der, da wir im letzten Fall leicht ein
Auswahlverfahren angeben kénnen, durch das die Héaufigkeits-
zahlen verdndert werden. Fangen wir z. B. bei einem grofen
Stein an und beachten nur jeden zweiten Stein, dem wir begegnen,
80 zeigt sich sofort, daBl die relative Haufigkeit der groBen Steine
nicht mehr ein Zehntel, sondern ein Fiinftel betragt (weil keiner
von den groflen, aber jeder zweite von den kleinen Steinen aus-
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gelassen wird). Wenn wir aber beim Wiirfelspiel versuchen,
nur jeden zweiten Wurf gelten zu lassen oder irgendein anderes,
noch so verwickeltes Auswahlverfahren zu benutzen, so zeigt
sich doch immer, daB die Haufigkeit der Doppelsechs, sobald
nur lange genug gespielt wird, keine andere wird als sie bei dem
urspriinglichen, keinen Wurf auslassenden Spiel mit demselben
Wiirfelpaar gewesen ist. Diese Unmdéglichkeit, die Gewinst.
aussichten beim Spiel durch ein Auswahlsystem zu beeinflussen,
die Unméglichkeit des Spielsystems, ist die charakteri-
stische und ausschlaggebende Eigenschaft derjenigen Beobach-
tungsfolgen oder Massenerscheinungen, die den eigentlichen
Gegenstand der Wahrscheinlichkeitsrechnung bilden.

Also gelangen wir zu folgender Formulierung. Wir ver-
langen von einem Kollektiv, auf das die Wahrscheinlichkeits-
rechnung anwendbar sein soll, die Erfiillung zweier Forderungen:
Erstens muBl die relative Héufigkeit, mit der ein bestimmtes
Merkmal in der Folge auftritt, einen Grenzwert besitzen; und
zweitens: dieser Grenzwert muB unverindert bleiben,
wenn man aus der Gesamtfolge irgendeine Teilfolge
willkiirlich heraushebt und nur diese betrachtet.
Selbstverstdndlich muBl die Teilfolge unbeschrinkt fortsetzbar
sein wie die urspriingliche Folge selbst, also etwa so, da man
jedes zweite oder jedes zehnte Glied der Gesamtheit beibehilt
oder jedes, dessen Nummer eine Quadratzahl oder eine Primzahl
ist usf. Im iibrigen ist der Phantasie bei der Herstellung der
Auswahl jede Freiheit gelassen. Man mu8 nur iiber die Zugehérig-
keit oder Nichtzugehorigkeit eines Spieles zur Teilfolge unab-
héngig von dem Ergebnis dieses Spieles entscheiden, also
durch eine Verfiigung iiber die Nummer oder die Stellenzahl
des Spieles, die man trifft, ehe man den Spielausgang kennt.
Wir nennen daher eine Auswahl, wie sie hier gemeint ist, kurz
eine Stellenauswahl und verlangen somit, daB die Grenzwerte der
relativen Haufigkeiten innerhalb eines Kollektivs gegen Stellen-
auswahl unempfindlich sein sollen. Dabei heifit Stellen-
auswahl die Herstellung einer Teilfolge in der Art, da8 iiber die
Zugehorigkeit oder Nichtzugehérigkeit eines Elements ent-
schieden wird, ohne daB# dabei das Merkmal des Elements, d. i.
der Spielausgang, benutzt wird.
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Das Prinzip vom ausgeschlossenen Spielsystem.

Es erhebt sich nun die Frage, dhnlich wie frither: Woher
wissen wir eigentlich, dafl es Kollektivs gibt, die dieser neuen, weit
gesteckten Forderung geniigen? Auch hier kénnen wir uns nur
auf ein — allerdings sehr reiches — Beobachtungsmaterial stiitzen.
Jedem, der einmal in Monte Carlo war oder eine Beschreibung
der Verhiltnisse in einer Spielbank gelesen hat, ist wohl be-
kannt, welch verwickelte ,,todsichere’* Systeme von gewissen
Spielnarren ausgeheckt und erprobt worden sind, auch immer
wieder von neuem erprobt werden. Dal sie nicht zum gewiinschten
Ziele fiihren, ndmlich zu einer Verbesserung der Spielchancen,
also zu einer Verianderung der relativen Haufigkeiten, mit der die
einzelnen Spielausginge innerhalb der systematisch ausgewihlten
Spielfolge auftreten, das ist die traurige Erfahrung, die iiber
kurz oder lang alle Systemspieler machen miissen. Auf diese
Erfahrungen stiitzen wir uns bei unserer Definition der Wahr-
scheinlichkeit.

Es dringt sich hier ein Vergleich auf, dessen kurzer Bespre-
chung ich nicht aus dem Weg gehen will. Die fanatischen Er-
finder und Erprober der Spielsysteme in Monte Carlo und ander-
wérts weisen eine unverkennbare Ahnlichkeit mit einer anderen
Klasse von ,,Erfindern auf, deren Titigkeit wir heute nur
mit einem gewissen Mitleid zu betrachten gewohnt sind, mit
den seit Jahrhunderten bekannten, niemals aussterbenden Kon-
strukteuren eines ,,Perpetuum mobile”“. Es lohnt, diese Analogie,
die nicht nur eine menschlich-psychologische ist, ein wenig weiter
zu verfolgen. Warum lachelt heute der Gebildete iiber jeden,
der ein Perpetuum mobile zu konstruieren versucht? Nun,
wird er sagen, weil wir von dem Prinzip der Erhaltung der Energie
her wissen, dal eine solche Konstruktion unméglich ist. Was
aber ist das Energieprinzip anderes als ein sehr stark verall-
gemeinerter, vielfiltig verankerter Erfahrungssatz, der in letzter
Linie durch das Fehlschlagen der unzdhligen Versuche, ein Per-
petuum mobile zu bauen, begriindet wurde? Man pflegt heute
oft in der theoretischen Physik das Energieprinzip mit seinen
verschiedenen Auswirkungen geradezu als das ,,Prinzip vom
ausgeschlossenen Perpetuum mobile” zu bezeichnen. Davon,
daB das Energieprinzip sich irgendwie ,,beweisen lasse, kann
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keine Rede sein, wenn man unter ,,beweisen‘‘ nicht eben die
Ubereinstimmung mit allen bisherigen Erfahrungen versteht;
die auBlerordentliche Evidenz, die es fiir uns besitzt, verdankt
es nur der ungeheuren Fiille von Erfahrungsmaterial, das,
abgesehen von den heute nur historisch wichtigen Perpetuum-
mobile-Versuchen, eigentlich in der Gesamtheit aller in der
Technik gebriuchlichen Energieumformungen besteht.

Wenn wir nun aus den Erfahrungen der Spielbanken ein ,,Prin-
zip vom ausgeschlossenen Spielsystem abstrahieren und in die
Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung aufnehmen, ver-
fahren wir ganz dhnlich, wie es die Physik im Falle des Energie-
prinzips tut. Auch hier gilt, daB auBler jenen zumeist laienhaften
Versuchen der Gliicksritter vor allem die Erfahrungen der Ver-
sicherungsgesellschaften und &hnlicher Unternehmungen das
Prinzip stiitzen: Wenn es eine Moglichkeit gibe, die relative
Hiaufigkeit, mit der der Versicherungsfall eintritt, im groBen
abzuéindern dadurch, da man etwa jeden zehnten Versicherungs-
nehmer oder dergleichen ausscheidet, so wire die ganze finanzielle
Basis der Unternehmen in Frage gestellt. Was das Energieprinzip
fir das elektrische Kraftwerk, das bedeutet unser Satz vom
ausgeschlossenen Spielsystem fiir das Versicherungswesen: die
unumstoBliche Grundlage aller Berechnungen und aller MaB-
nahmen. Wie von jedem weittragenden Naturgesetz kénnen wir
von diesen beiden Sdtzen sagen: Es sind Einschrinkungen, die
wir auf Grund der Erfahrung unserer Erwartung tiber den kiinfti-
gen Ablauf von Naturvorgingen auferlegen. Aus der Tatsache,
daB die Voraussagen sich als richtig erweisen, diirfen wir den
SchluB ziehen, daB es jedenfalls solche Massenerscheinungen oder
Wiederholungsvorgéinge gibt, auf die das Prinzip vom
ausgeschlossenen Spielsystem anwendbar ist, und nur
auf diese allein werden sich alle unsere weiteren Ausfithrungen
zur Wahrscheinlichkeitsrechnung beziehen.

Beispiel fiir Regellosigkeit.

Um Ihnen noch anschaulicher zu machen, wie ein Kollektiv
in seiner ,,Regellosigkeit”* aussieht, will ich Thnen hier einen
kleinen Versuch vorfithren. DaB es wieder ein Experiment aus
dem Gebiete der Gliicksspiele ist, liegt nur daran, da8 alle anderen
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Mbglichkeiten der Anwendung unserer Theorie zu umfangreiche
und zeitraubende Einrichtungen erfordern. Ich ziehe also aus
einem Sdckchen, das 90 runde Téfelchen mit den Nummern
1 bis 90 enthélt, blindlings ein Stiick und notiere, ob eine gerade
oder eine ungerade Zahl erschienen ist. Fiir eine gerade Zahl
will ich eine Null anschreiben, fiir eine ungerade eine Eins; ich
ziehe 100mal und setze die Ergebnisse der Reihe nach in zehn
Zeilen nebeneinander:

1100011101
0011001111
0101001000
0100100111
0011000011
0111101010
1011110011
0011011101
0011001101
0110001000

Unter den 100 Versuchen sind hier 51 Einser aufgetreten,
d. h. die relative Haufigkeit der Eins betrdgt 51/,,,. Beachtet
man nur jeden zweiten Versuch, also nur die in der ersten, dritten,
fiinften . ... Spalte stehenden Zeichen, so findet man unter den
50 Versuchen 24 Einser, also die relative Haufigkeit 4/,,,. Zihlt
man nur die Zeichen in der ersten, dritten, fiinften .... Zeile,
so erhdlt man die Héufigkeit 5°/,,, fiir die Eins. Beriicksichtigt
man nur diejenigen 26 Versuche, deren Nummer eine Primzahl
ist, also den 1., 2., 3., 5., 7., 11, 13., 17, 19., 23., 29., 31., 37.,
41., 43., 47., 53., 59., 61., 67., 71., 73., 79., 83., 89. und 97., so
findet man genau 13 Einser, also wieder die Haufigkeit 50/,,.
SchlieBlich betrachten wir noch diejenigen 51 Versuche, denen
eine Eins vorausgegangen ist — denn ein Systemspieler kénnte
auch auf den Gedanken kommen, auf Null zu setzen, unmittelbar
nachdem sich eine Eins gezeigt hat — und finden jetzt, daB
hier 27 Einser stehen, also eine relative Haufigkeit gleich 27/,
oder 53/,,. Der Versuch zeigt uns, daBl bei den verschiedenartigen
Auswahlen, die wir angewendet haben, die Einser stets mit der
ungefihr gleichen Héufigkeit von etwa 1/, auftreten. Sie werden
selbst das Gefiihl haben, dafl man bei einer ausgedehnteren
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Versuchsreihe, die ich aus Zeitmangel hier nicht ausfiihren kann,
die Erscheinung der ,,Regellosigkeit* noch in weit vollkommenerer
Weise wiirde nachweisen konnen. Natiirlich 148t sich, wenn
die 100 Versuchsergebnisse einmal aufgezeichnet vorliegen,
hinterher ohne weiteres eine Stellenauswahl angeben, bei der
nur Einser oder nur Nullen auftreten, oder die Einser in irgend-
einer beliebigen, zwischen 0 und 1 gelegenen Haufigkeit. Auch
kann es leicht sein, daB bei einer anderen Gruppe von 100 Ver-
suchen eine der hier von uns vorgenommenen Stellenauswahlen
ein ganz abweichendes Ergebnis liefert. Das Prinzip der Regel-
losigkeit besagt ja nur, dal, wenn man die Versuche geniigend
weit fortfiihrt und das einmal festgelegte Auswahlverfahren
beibehilt, schlieBlich doch wieder die relative Haufigkeit 0,50
mehr oder weniger genau herauskommt.

Zusammenfassung der Definition.

Auf Einzelheiten mathematischer Natur, auf Uberlegungen,
die nétig sind, um die Definitionen und Formulierungen in mathe-
matischer Hinsicht zu sichern, brauche ich hier nicht einzugehen.
Wer sich dafiir interessiert, sei auf meine erste Verdffentlichung
im vierten Bande der Mathematischen Zeitschrift von 1918 ver-
wiesen oder auf das als erster Band meiner ,,Vorlesungen iiber
angewandte Mathematik“ erschienene Lehrbuch der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, das die Theorie in vereinfachter und, wie
ich denke, verbesserter Gestalt darstellt. Auf verschiedene Fragen
grundsitzlicher Art, auf die gegen meine Definition vorgebrachten
Einwénde und ihre Widerlegung werde ich erst im dritten Vortrag
naher eingehen. Dort hoffe ich noch manches Bedenken, das
vielleicht bei Thnen entstanden ist, zu zerstreuen und manchen
Punkt naher aufkliren zu kénnen. Jetzt sei mir nur gestattet,
in aller Kiirze noch einmal die wenigen Sitze zusammenzufassen,
die wir als Grundlage fiir alles Folgende gewonnen haben und
in denen wir die fiir uns allein maBgebende Definition
der (mathematischen) Wahrscheinlichkeit erblicken. Es
sind diese:

1. Von Wahrscheinlichkeit kann erst gesprochen werden, wenn
ein wohlbestimmtes, genau umgrenztes Kollektiv vorliegt.
2. Kollektiv ist eine Massenerscheinung oder ein Wiederholungs-

Mises, Wahrscheinlichkeit, 2. Aufl. 3
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vorgang, der zwei Forderungen erfiillt, ndimlich: es miissen
die relativen Haufigkeiten der einzelnen Merkmale bestimmte
Grenzwerte besitzen und diese miissen ungeéndert bleiben,
wenn man durch willkiirliche Stellenauswahl einen Teil der
Elemente aus der Gesamtheit heraushebt.

3. Das Erfiilltsein der letzteren Forderung bezeichnen wir auch
als das Prinzip der Regellosigkeit oder Prinzip vom ausge-
schlossenen Spielsystem.

4. Den gegen Stellenauswahl unempfindlichen Grenzwert der
relativen Haufigkeit, mit der ein bestimmtes Merkmal auftritt,
nennen wir die ,,Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten dieses
Merkmals innerhalb des betrachteten Kollektivs. Wenn
dieser Zusatz zu dem Worte ,,Wahrscheinlichkeit' gelegent-
lich fortbleibt, so geschieht es nur der Kiirze halber, er mufl
in Gedanken immer ergénzt werden.

Zweiter Vortrag.

Elemente der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

In dem ersten Vortrag habe ich schon gelegentlich erwihnt,
daB die von mir hier entwickelte Auffassung, die den Wahr-
scheinlichkeitsbegriff als Grenzwert einer beobachtbaren relativen
Hiufigkeit definiert, auch ihre Gegner hat. Im dritten Vortrag
werde ich auf die wichtigsten Einwinde, die gegen diese Auf-
fassung erhoben wurden, zu sprechen kommen. Zunéchst aber
will ich jetzt kurz darlegen, in welcher Weise die von mir ge-
gebenen Grundlagen in der Welt der Tatsachen Anwendung
finden, wie sie sich in praktischen Fragen auswirken, kurz, was
iiberhaupt mit ihnen anzufangen ist. Denn in der Anwendbarkeit
einer Theorie auf die Wirklichkeit sehe ich den wesentlichsten,
wenn nicht einzigen Priifstein ihres Wertes.

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung eine normale Wissen-
schaft.

Ich muB hier mit einer Erklirung beginnen, die den un-
mittelbarsten Widerspruch bei den Vertretern jener Auffassung
hervorrufen wird, die da meinen, es handle sich in der Wahr-
scheinlichkeitslehre um eine besondere, von allen anderen grund-
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sitzlich verschiedene Art der Wissenschaft, die dadurch ge-
kennzeichnet wird, daB in ihr eine andere Art von Logik
zur Geltung kommt. Es wird behauptet — dies ist keine Uber-
treibung —, daB, wihrend man in den iibrigen Wissenschaften
Schliisse aus dem ziehe, was man weil, hier aus dem Nicht-
wissen die wertvollsten SchluBfolgerungen zu gewinnen wiren.
»»Absolutes Nichtwissen iiber die Bedingungen®, heifit es nach
CzUBER, unter denen ein Wiirfel fillt, fithrt zu der Schlufolgerung,
daB jeder der sechs Wiirfelseiten die Wahrscheinlichkeit 1/, zu-
komme. Nun, es scheint mir etwas riatselhaft, wie man bei abso-
lutem Nichtwissen zwischen den beiden Wiirfelpaaren unter-
scheidet, die ich Thnen im Verlaufe des ersten Vortrages vor-
gefiihrt habe, und von denen das eine jedenfalls einen sehr stark
von 1/¢ abweichenden Wahrscheinlichkeitswert. fiir die Sechs auf-
weist, wenigstens nach unserer Definition der Wahrscheinlichkeit.

In der Tat konnen wir mit derartigen phantastischen Vor-
stellungen von einer besonderen Logik u. dgl. nichts anfangen.
DaBl zweimal zwei vier ist, daB aus einem richtigen Vordersatz 4
nicht sowohl B wie das Gegenteil von B gefolgert werden kann,
das alles bleibt unverdndert giiltig, auch wenn wir Wahrschein-
lichkeitsrechnung betreiben. Ebenso bleibt richtig, dal aus
Nichts nichts folgt. Wie jede andere Realwissenschaft geht die
Wahrscheinlichkeitslehre von Beobachtungen aus, ordnet, klassi-
fiziert sie, abstrahiert aus ihnen Grundbegriffe und Grundsitze,
aus denen dann — mit Benutzung der normalen, iiberall giiltigen
Logik — Folgerungen gezogen werden, die sich an der Beobachtung
priifen lassen. Mit einem Worte: fiir uns ist die Wahrscheinlich-
keitslehre eine ganz normale Wissenschaft, gekennzeichnet durch
den besonderen Gegenstand, mit dem sie sich beschiftigt,
aber nicht durch eine besonders geartete Denkmethode.

Die Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Stellt man sich auf diesen niichternen, naturwissenschaft-
lichen Standpunkt, der auch in der Wahrscheinlichkeitslehre
dieselben Denkgesetzte, dieselben SchluBweisen, dieselben metho-
dischen Grundséitze gelten 1i8t wie iiberall sonst, so laBt sich
die Aufgabe, die die Wahrscheinlichkeitsrechnung zu lésen ver-
mag, wie folgt umschreiben.

Es gibt ersichtlich Kollektivs, die miteinander zusammen-
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héingen, die einander nicht ,fremd* sind, z. B. das Spiel mit
dem ersten dieser beiden Wiirfel, das Spiel mit dem zweiten
und drittens das Spiel mit beiden Wiirfeln. Durch die beiden
ersten dieser Kollektivs ist das dritte bestimmt. Die Aufgabe
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, und zwar die einzige, die ihr
in dem vorliegenden Falle zukommt, ist es nun, aus den Wahr-
scheinlichkeiten, die innerhalb der beiden erstge-
nannten Kollektive bestehen, die Wahrscheinlich-
keiten innerhalb des abgeleiteten, dritten Kollektivs
zu berechnen. Als gegebene Gréfien gehen in die Rechnung
ein: die sechs Wahrscheinlichkeiten, mit dem ersten Wiirfel eine
Eins, eine Zwei, eine Drei . ..., eine Sechs zu werfen, sowie die
sechs analogen Werte fiir den zweiten Wiirfel; berechnet werden
kann daraus z. B. die Wahrscheinlichkeit dafiir, mit den beiden
Wiirfeln zusammen die Summe 10 zu werfen.

Es ist genau so wie in der Geometrie, die uns lehrt, aus
zwei Seiten eines Dreiecks und dem eingeschlossenen Winkel
die Lénge der dritten Seite zu rechnen. Woher wir die Daten
der Aufgabe, die Lingen der beiden Seiten und den Winkel
kennen, darnach fragt der Geometer nicht oder er sieht wenigstens
die Feststellung dieser Ausgangswerte seiner Rechnung nicht als
eine Aufgabe der Geometrie an. Mit einer solchen Feststellung
beschiftigt sich etwa der Landmesser, der Geodét, der bei seiner
Arbeit manche geometrische Uberlegung verwerten muB — auch
dazu werden wir spiter in der Statistik die genaue Analogie
kennenlernen. Die Geometrie im engeren Sinne lehrt nur, wie
man aus gewissen als gegeben vorausgesetzten GrofBen andere,
unbekannte bestimmen kann, und zwar gleichgiiltig, welche
Werte die ersteren haben und unabhingig davon, wie diese Werte
gefunden wurden. So liefert die richtig aufgefafite Wahrschein-
lichkeitsrechnung eine Formel fiir die Wahrscheinlichkeit des
Erscheinens der Summe 10 oder der Doppelsechs, die in allen
Fillen giiltig sein muB, ob ich nun das eine oder andere Paar
meiner Wiirfel benutze oder aus den vieren ein neues Paar kom-
biniere usf. Wie groB8 die je sechs Einzelwahrscheinlichkeiten
fiir den ersten und den zweiten der benutzten Wiirfel sind und
woher ich sie kenne, das ist fiir die Rechnung genau so gleich-
giiltig, wie Werte und Herkunft der Daten in einer geometrischen
Aufgabe.
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Mit einem Schlage werden unzihlige, mehr oder minder ernst
gemeinte ,,populdre’* Einwendungen gegen die Wahrscheinlich-
keitsrechnung hinfillig, sobald man als ihre ausschlieBliche Auf-
gabe erkennt, aus gegebenen Wahrscheinlichkeiten innerhalb
gewisser Ausgangskollektivs die Wahrscheinlichkeiten innerhalb
eines aus jenen abgeleiteten Kollektivs zu berechnen. Die
Frage, mit der man einen Mathematiker zu hénseln pflegt: Kénnen
Sie berechnen, wie gro die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, daB
ich den nichsten Zug nicht versiume? ist in dem gleichen Sinne
abzuweisen wie die Frage: Konnen Sie die Entfernung dieser
beiden Bergspitzen voneinander berechnen? Eine Entfernung
kann man nur rechnen, wenn andere geeignete Entfernungen
und Winkel gegeben sind, und eine Wahrscheinlichkeit nur,
sobald man andere Wahrscheinlichkeiten, die jene bestimmen,
kennt. Der allgemeinen Schulbildung, die seit langem schon
gewisse Elemente der Geometrie aufgenommen hat, verdanken
wir es, daf der halbwegs Gebildete die praktische Aufgabe des
Landvermessers und die theoretische Fragestellung des Geometers
(Mathematikers) auseinanderhilt; hinsichtlich der Wahrschein-
lichkeitsrechnung und Statistik ist diese notwendige Aufklirung
noch nicht durchgedrungen.

Anfang und Ende jeder Aufgabe: Wahrscheinlich-
keiten.

Bei jeder mathematischen Aufgabe gibt es, das ist wohl
bekannt, einerseits gegebene GrofSen, die Daten der Aufgabe,
anderseits die gesuchten Grofen, die aus den gegebenen abge-
leitet werden und die man dann die Resultate nennt. Was
ich eben ausfiihrte, 148t sich in den Satz fassen: Sowohl die Daten
wie die Resultate einer Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung
sind Wahrscheinlichkeiten. Vorhin habe ich Nachdruck auf den
ersten Teil der Aussage gelegt, der sich auf den Ausgangspunkt
der Rechnung bezieht, jetzt will ich noch zu dem zweiten Teil
ein Wort sagen.

Das Ergebnis irgendeiner Berechnung, die in das Gebiet der
Wahrscheinlichkeitsrechnung fillt, kann bei uns immer nur eine
Wahrscheinlichkeit sein. Das bedeutet, sobald wir die Definition
eingetzen: die Angabe einer relativen Héufigkeit in einer geniigend
langen (theoretisch unendlichen) Beobachtungsfolge. Niemals
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kann eine Aussage, die etwas Bestimmtes tiber ein Einzelereignis
aussagt, aus der Wahrscheinlichkeitstheorie gefolgert werden.
Einzig und allein dariiber, was im Durchschnitt einer sehr langen
Versuchsreihe zu erwarten ist, belehrt die Wahrscheinlichkeits-
rechnung. Es ist wichtig zu bemerken, daB dies auch dann gilt,
wenn die errechnete Wahrscheinlichkeit einen der beiden extremen
Werte O oder 1 besitzt.

Nach der klassischen Theorie (und auch in mancher neueren
Auffassung) bedeutet der Wahrscheinlichkeitswert 1, daB das
betreffende Ereignis sicher eintritt. In diesem Falle lieBe sich
also, wenn wir dieser Auffassung folgten, aus der Kenntnis einer
Wahrscheinlichkeit ein sicherer SchluB iiber das bei einem be-
liebigen Versuch Eintretende ziehn. Definiert man aber, wie
wir es tun, die Wahrscheinlichkeit als den Grenzwert der relativen
Haufigkeit, so kann man aus der Tatsache, da8 er gleich eins ist,
unmdéglich folgern, daBl das betreffende Merkmal ausnahmslos
bei jedem Versuch auftritt. Folgendes Beispiel wird das klar-
machen. Stellen wir uns eine unendliche Folge von zwei ver-
schiedenen Merkmalen A und B vor, die so beschaffen ist: Zuerst
kommt ein A, dann nach einem B wieder ein A, hierauf erst
nach zweimaligem B ein A, dann nach einer Gruppe von drei B
ein A, sodann nach vier B eines usf. Die Folge sieht also in ihrem
Anfang so aus:

ABABBABBBABBBBABBBBBA....

Es ist das eine regelmiBige, durch eine mathematische Formel
darstellbare Zeichenfolge und es ist leicht auszurechnen, daB
hier die relative Haufigkeit des Merkmals A allméhlich gegen
Null, die des Merkmals B gegen Eins geht, wenn man in der Reihe
weiter und weiter geht. Ein solches Verhalten kann natiirlich auch
bei einer regellosen Folge eintreten. Wenn das Merkmal nur
selten genug erscheint, so kann es durchaus vorkommen, daf
seine relative Haufigkeit, auch wenn sie an keiner endlichen
Stelle den Wert Null hat, doch mehr und mebr abnimmt,
wenn die Versuchszabl wichst, so da ihr Grenzwert gleich
Null ist. Wir sehen also: Wahrscheinlichkeit Null bedeutet nur
sehr seltenes, man kénnte sagen unendlich seltenes Auftreten
des betreffenden Merkmals, Wahrscheinlichkeit Eins bedeutet,
daB das betreffende Merkmal fast immer, aber nicht notwendig
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immer auftritt. In diesem Sinne bleibt bei unserer Auffassung
des Wahrscheinlichkeitsbegriffes der indeterministische Charakter
jeder Aussage der Wahrscheinlichkeitsrechnung in allen Fillen
gewahrt,.

Wir miissen nun noch genauer iiberlegen, worin die hier mehr-
fach genannte ,,Ableitung‘* eines Kollektivs aus anderen besteht.
Nur wenn dieser Begriff ganz konkret gefallt wird, ist wirkliche
Klarheit iiber die Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu
erreichen. Vorher aber will ich einen einfachen und naheliegenden
Ausdruck einfithren, der uns gestatten wird, unsere Aussagen
etwas ibersichtlicher zu fassen. Es handelt sich dabei zunéchst
nur um eine sprachliche Abkiirzung, sodann um eine kleine Aus-
dehnung des bisher verwendeten Begriffs des Kollektivs.

Die Verteilung innerhalb eines Kollektivs.

Die Glieder oder Elemente eines Kollektivs unterscheiden
sich durch ihre Merkmale, die Zahlen sein kénnen wie beim Wiirfel-
spiel, Farben wie beim Roulettespiel (Rouge et noir) oder irgend-
welche durch Beobachtung feststellbare Eigenschaften. Mindestens
gibt es in einem Kollektiv zwei Merkmale, sind ihrer nicht mehr, so
nennen wir es eine ,,einfache Alternative®. Innerhalb einer
solchen haben wir zwei Wahrscheinlichkeiten, die natiirlich die
Summe 1 geben. Z. B.: Das Kopf- oder Adlerspiel mit einer
Miinze stellt eine Alternative dar mit den beiden Merkmalen
,,Kopf* und ,,Adler”, von denen jedes — normale Verhéltnisse
vorausgesetzt — mit der Wahrscheinlichkeit 1/, auftritt. Auch
bei der Lebens- oder Sterbenswahrscheinlichkeit liegt eine ein-
fache Alternative vor. Die beiden Merkmale sind z. B.: Eintritt
des Todes zwischen dem 40. und 41. Geburtstag oder Uberleben
des letzteren Datums; die Wahrscheinlichkeit des ersten Merk-
males war in dem frither betrachteten Spezialfall 0,011, daher
ist die des zweiten, die Uberlebenswahrscheinlichkeit 0,989. Bei
anderen Kollektivs ist die Zahl der Merkmale gréBer als zwei,
beispielsweise beim Spiel mit einem Wiirfel. Hier bestehen sechs
verschiedene Ergebnismdéglichkeiten fiir einen Versuch, je nach-
dem, welche der sechs Wiirfelseiten obenauf féllt. Demgeméaf
gibt es sechs Wahrscheinlichkeiten und ihre Summe mu8 wieder 1
sein. Sind alle sechs Wahrscheinlichkeiten untereinander gleich,
so hat jede den Wert 1/; und wir nennen in diesem Falle den
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Wiirfel einen ,,richtigen‘‘. Aber gleichgiiltig, ob wir einen richtigen
oder falschen Wiirfel vor uns haben, die sechs Zahlenwerte der
Wahrscheinlichkeiten fiir seine sechs Seiten, diese sechs echten
Briiche mit der Gesamtsumme 1, miissen bekannt sein, wenn
wir das Kollektiv als ein gegebenes ansehen sollen.

Es empfiehlt sich nun, fiir den Inbegriff der sechs Grofen
eine kurze Bezeichnung einzufithren. Wir wollen die Gesamtheit
der Wahrscheinlichkeiten, die fiir das Auftreten der einzelnen
Merkmale innerhalb eines bestimmten Kollektivs bestehen, die
Verteilung dieses Kollektivs nennen. Die Wahl dieses Ausdrucks
wird verstindlich, wenn man an die Verteilung der Chancen
oder der Gewinnaussichten bei einem Gliicksspiel denkt. Wenn
etwa von sechs Spielern jeder auf eine Wiirfelseite setzt, so ,,ver-
teilen” sich die Chancen auf die einzelnen Spieler so, dafl der
verhéltnisméBige Anteil eines jeden gerade gleich der Wahr-
scheinlichkeit der betreffenden Wiirfelseite ist; bei einem richtigen
Wiirfel sind die Chancen gleichméfBig oder gleich ,,verteilt®, bei
einem falschen ungleich. Bei einer einfachen Alternative besteht
die ganze Verteilung nur aus zwei Zahlen, die sich zur Summe 1
erginzen. Man kann aber auch, um sich das Wort ,,Verteilung*‘
anschaulich zu machen, daran denken, wie die verschiedenen
Merkmale des Kollektivs sich in der unendlich ausgedehnten
Masse der Elemente des XKollektivs ,,verteilen. Bilden die
Zahlen 1/;, 3/;, 1/, die Verteilung eines Kollektivs mit drei Merk-
malen, ist also !/; die Wahrscheinlichkeit des ersten und dritten,
3/5 die des zweiten Merkmals, so heilt das ja nichts anderes, als
daB in der geniigend weit fortgefithrten Beobachtungsfolge die
Merkmale so ,,verteilt‘‘ sind, daB das erste und dritte je 1/, aller
Fille umfaflt, das dritte die restlichen 3/; usf.

Treffer-Wahrscheinlichkeit, stetige Verteilung.

Der so erklirte Verteilungsbegriff legt es nahe, unsere Be-
trachtungen auch auf Fille auszudehnen, die bisher nicht in den
Kreis der Uberlegungen gezogen waren. Denken wir an einen
Schiitzen, der gegen eine passend aufgestellte Scheibe fortgesetzt
Schiisse abgibt. Wir haben hier einen Wiederholungsvorgang, den
wir uns unbeschriankt fortsetzbar denken kénnen. Wenn wir die
Scheibe in der iiblichen Weise in eine Anzahl von Kreisringen ge-
teilt annehmen und jeden Kreisring, einschlieBlich des inneren
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Vollkreises und der AuBenfliche um den gréBten Kreis herum, mit
einer Nummer versehen, so kann als Merkmal eines Schusses die
Nummer des getroffenen Bereiches gelten. So weit wére das noch
nichts Neues gegen friiher; die Zahl der Merkmale oder der Wahr-
scheinlichkeiten, die zusammen die ,,Verteilung bilden, wire
gleich der Anzahl der bezifferten Bereiche. Die beiden Voraus-
getzungen der Existenz der Grenzwerte und der Regellosigkeit
sehen wir natiirlich als erfiillt an, wenn wir {iberhaupt von Wahr-
scheinlichkeit sprechen.

Nun la8t sich aber das Experiment mit dem Schiitzen und der
Scheibe noch etwas anders behandeln. Sobald ein Einschuf§ er-
folgt ist, kann man seine Entfernung vom Mittelpunkt messen
und diese Entfernung (statt der Nummer des Ringes) als das
Merkmal des Schusses, als das einzelne Beobachtungsergebnis an-
sehen. Eine Entfernung ist in letzter Linie eine Anzahl von Maf-
einheiten, z. B. von Zentimetern, und wenn wir uns wirklich darauf
beschrinken, nur in ganzen Zentimetern zu messen, so haben wir
einen nur wenig gegen frither verinderten Fall vor uns: An die
Stelle der Nummern des jeweils getroffenen Bereiches ist jetzt eine
andere Nummer, ndmlich die Zentimeterzahl des Abstandes vom
Mittelpunkt getreten. Wenn etwa die #ullerste noch in Frage
kommende Entfernung 1 m betrégt, so haben wir 101 verschiedene
Merkmale, nimlich die Zahlen 0 bis 100, ebenso viele Wahrschein-
lichkeiten, und die ,,Verteilung* besteht aus 101 echten Briichen
mit der Summe 1. Aber man fiihlt wohl, da8 man dem Begriff
der ,,Entfernung‘‘ nicht voll gerecht wird, wenn man ihn einfach
durch eine Anzahl von Zentimetern ersetzt: Es gibt zwischen 0
und 1 m mehr verschiedene Entfernungen als 100 oder 101. Der
Geometer sagt, die Entfernung ist eine stetige Veridnderliche,
sie kann jeden Wert zwischen 0 und 100 annehmen, nicht nur die
endliche Anzahl ganzzahliger Werte, sondern auch unendlich
viele nicht-ganzzahlige. So gelangt man zu der Vorstellung, daB
man hier ein Kollektiv mit unendlich viel verschiedenen Merk-
malen vor sich hat. In den klassischen Lehrbiichern spricht man
in diesem Fall von einer ,,geometrischen Wahrscheinlichkeit,
im Gegensatz zur ,arithmetischen‘ bei nur endlich vielen
Merkmalen. (Uber die Berechtigung oder ZweckmaBigkeit dieser
Bezeichnungsweise soll nicht gestritten werden.) Nun kann man
gewifl nicht unendlich viel Zahlen angeben, wie es jetzt ndétig
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wire, wenn in dem friiheren Sinn die Verteilung innerhalb der
Kollektivs durch tatsdchliche Auffithrung der Wahrscheinlich-
keiten aller Merkmale bestimmt werden sollte. Gliicklicherweise
ist aber die Schwierigkeit, die hier auftritt, eine von den Mathe-
matikern lingst geloste. Wer nur das Allerelementarste von
hoherer Mathematik gelernt hat, weill, wie man sich hier hilft.

Wahrscheinlichkeitsdichte.

Eine Analogie aus einem anderen Gebiet wird, wie ich denke,
es jedermann verstindlich machen, in welcher Weise man eine
,»verteilung®, die sich auf unendlich viel Merkmale, auf eine
stetige Folge von Merkmalen erstreckt, beschreiben kann. Denken
wir uns, daf3 wir ein bestimmtes Gewicht oder eine Masse, sagen
wir 1 kg, iiber die Punkte einer Strecke von 1 m Lénge zu ver-
teilen haben. Solange nur endlich viel Massenpunkte in Frage
kommen, ist die Verteilung durch Angabe endlich vieler Zahlen,
nimlich der Briiche, die, in Kilogramm ausgedriickt, die einzelnen
GewichtsgréBen bezeichnen, bestimmt. Ist aber das Gewicht von
1kg stetig iiber die Linge eines Meters verteilt oder, wie man
auch sagt, die Strecke stetig mit Masse belegt, so etwa wie ein
diinner gerader Stab von 1 m Lénge, der im ganzen 1 kg wiegt,
80 kann man nicht mehr von einzelnen, Masse tragenden Punkten
sprechen, versteht aber doch sofort, was unter ,,Verteilung der
Masse iiber die Stablinge gemeint ist. An einer Stelle, an der der
Stab dicker ist, dringt sich mehr Masse auf das gleiche Léngen-
stiick zusammen, man sagt, hier sei die auf die Léngeneinheit
bezogene Massendichte gréfer. Ist der Stab iiberall gleich dick,
so sprechen wir von ,,Gleichverteilung* der Masse, in jedem Fall
ist durch Angabe der Dichte an jeder Stelle die Verteilung be-
stimmt.

Es ist nicht schwer, diese Vorstellung auf die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung in dem Beispiele des Scheibenschiefiens
zu iibertragen. Auf jedes Stiick der Entfernung zwischen 0 und
100 cm entfillt eine bestimmte Wahrscheinlichkeit des Ein-
schusses und die gesamte Verteilung ist durch Angabe der auf die
Lingeneinheit entfallenden Dichte an jeder Stelle bestimmt. Wir
stehen gar nicht an, hier, wo es sich um ein stetig verdnderliches
Merkmal handelt, geradezu von der ,,Wahrscheinlichkeits-
dichte* zu sprechen und zu erkliren: Gibt es in einem Kollektiv
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nur endlich viele, diskret voneinander zu unterscheidende Merk-
male, so besteht die Verteilung aus der Gesamtheit der auf die
einzelnen Merkmale entfallenden Wahrscheinlichkeitsgrofen; ist
aber das Merkmal eine von Versuch zu Versuch stetig verédnderliche
GroBe, z. B. eine Entfernung zweier Punkte, so wird die Ver-
teilung durch die an jeder Stelle des Variablenbereiches auf die
Lingeneinheit entfallende ,,Wahrscheinlichkeitsdichte*‘ festgelegt.
Bei der SchuBscheibe kann z.B., wenn man voraussetzt, daB
blindlings geschossen wird, die Annahme berechtigt sein, da ein
weiter nach auBlen gelegenes Stiick des Radius gréBere Wahrschein-
lichkeit fiir sich hat, als ein gleich groBes, mehr innen gelegenes, weil
der zugehorige Kreisring bei gleicher Breite auBlen grofler ist.
Man kdme so zu dem Ansatz, daB8 die Wahrscheinlichkeitsdichte
proportional dem Radius oder einer Potenz des Radius zunimmt.

Wir werden uns spiter mit bestimmten Fragen, die sich an
Kollektivs mit stetig verdnderlichem Merkmal ankniipfen, noch zu
beschaftigen haben und dabei auch zeigen, wie sich dieser Begriff
auch auf mehrdimensionale Merkmalbereiche, Flichenstiicke oder
Raumteile statt Linien, ausdehnen 1a8t. Fiir jetzt sollte diese Ein-
schaltung nur dazu dienen, Thnen den Begriff der Verteilung inner-
halb eines Kollektivs, méglichst in nicht zu enger Form, anschau-
lich zu machen. Wir konnen, wenn wir uns dieses Begriffes be-
dienen, etwas préiziser aussprechen, worin die Aufgabe der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung besteht:

Es lassen sich in ganz bestimmter, noch niher anzugebender
Weise aus einem oder aus mehreren wohldefinierten Kollektivs
neue Kollektivs ableiten; Aufgabe der Wahrscheinlichkeits-
rechnung ist es, aus den als gegeben vorausgesetzten
Verteilungen innerhalb der Ausgangskollektivs die
Verteilungen innerhalb der abgeleiteten Kollektivs zu
berechnen.

Zuriickfiithrung auf vier Grundaufgaben.

In dieser Formulierung bedarf nur ein Ausdruck noch niherer
Erklérung, namlich, in welcher Weise aus gegebenen Kollektivs
neue ,,abgeleitet’* werden kénnen. Ich sagte schon, daf} es darauf
ankommt, dies ganz konkret und prizise anzugeben, sonst hat
alles Bisherige keinen Wert. Ich fiige jetzt hinzu: es gibt in
letzter Linie vier und nur vier Verfahren der Ableitung
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eines Kollektivs aus anderen und alle Probleme, die in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung behandelt werden, sind auf eine Kom-
bination dieser vier Grundverfahren zuriickfithrbar. Natiirlich
gind in einer konkreten Aufgabe meist mehrere der Grundverfahren
und jedes von ihnen wiederholt durchzufiihren. Wir werden jetzt
zunéchst die vier Verfahren genau besprechen: Fiir jeden der vier
Fille miissen wir die Grundaufgabe losen, das ist die Aufgabe,
die neue Verteilung aus den Ausgangsverteilungen zu berechnen.
Wenn ich nun noch sage, daB ich ohne Furcht, auf zu groBe
Schwierigkeiten des Verstindnisses zu stoBen, die vier ver-
schiedenen Losungen hier vorfithren werde, daB namentlich die
beiden ersten von ganz auBlerordentlicher Einfachheit sind, so ver-
mute ich, da bei Thnen leicht ein peinlicher Verdacht entstehen
wird. Der Verdacht namlich, daB Sie itber die eigentlichen mathe-
matischen Schwierigkeiten, die doch irgendwo in der Wahrschein-
lichkeitsrechnung stecken miissen — davon zeugt schon das formel-
reiche AuBere jedes Lehrbuches —, hinweggetduscht werden sollen.

Allein das ist gewil nicht meine Absicht. Indem ich alleGedanken-
operationen, durch die in der Wahrscheinlichkeitsrechnung Kollek-
tivs miteinander verkniipft werden, auf vier verhéltnismaBig ein-
fache und leicht erklirbare Typen zuriickfithre, sage ich noch
nichts dariiber, wie enorm verwickelt die Haufung und Kom-
bination der Grundaufgaben innerhalb eines einzelnen praktischen
Problems liegen kann. Bedenken Sie nur, daBl alle Algebra bis in
ihre hochsten Spitzen hinauf nur aus Gedankengingen besteht,
die in letzter Linie auf die vier sogenannten Grundrechnungsarten
zuriickfiihrbar sind. Wer das Addieren, Subtrahieren, Multi-
plizieren und Dividieren versteht, besitzt grundsétzlich den
Schliissel zum Verstindnis jeder algebraischen Untersuchung.
Aber der Schliissel mufl — um im Bilde zu bleiben — dabei so
vielfiltig gehandhabt werden, daB ohne langwierige Vorbereitung
und erhebliche Anstrengung doch nicht viel zu erreichen ist. Ganz
ebenso liegen die Verhaltnisse in der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
Ich denke nicht daran, daB8 ich hier in ein paar Vortrigen von
wenigen Stunden Dauer Sie instandsetzen konnte, Probleme zu
l6sen, die von BERNOULLI und LAPLACE an bis in die neueste Zeit
Mathematiker ersten Ranges immer wieder beschéftigt haben.
Anderseits wiirde doch niemand von uns, auch wenn er jedem
mathematischen Ehrgeiz und jeder mathematischen Tatigkeit
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noch so fern steht, gerne auf die Vertrautheit mit den vier Grund-
rechnungsarten verzichten wollen, und dies sowohl aus praktischen
Grinden im Hinblick auf manche niitzliche Anwendung des
Rechnens im téglichen Leben, wie auch im Interesse der eigenen
Geistesbildung. So hoffe ich denn, mit der kurzen Darstellung
der vier Grundoperationen der Wahrscheinlichkeitsrechnung
zweierlei zu erreichen: Ihnen die Losung der einen oder anderen
gelegentlich auftretenden einfachen Aufgabe zu erméglichen, vor
allem aber eine befriedigende Aufklarung iiber die jeden Gebildeten
angehende Frage nach dem eigentlichen Sinn der Wahrschein-
lichkeitsrechnung zu geben.

Erste Grundoperation: Die Auswahl

Die erste der vier Grundoperationen, durch die ein neues
Kollektiv aus einem anderen gebildet wird, bezeichnen wir als die
Auswahl. Gegeben sei z. B. das Kollektiv, das aus simtlichen
Wiirfen mit einem bestimmten Wiirfel besteht, oder aus der Folge
aller Spiele, die an einem bestimmten Roulettetisch stattfinden.
Das neue, abgeleitete Kollektiv habe zu Elementen etwa den
ersten, vierten, siebenten .... Wurf mit demselben Wiirfel oder
das zweite, vierte, achte, sechzehnte . ... Spiel am Roulettetisch.
Allgemein gesprochen: es wird eine Auswahl aus den Elementen
der Folge gebildet. Das Merkmal der ausgewihlten Elemente im
neuen Kollektiv soll das gleiche bleiben wie im urspriinglichen,
also im Falle des Wiirfels die obenauf erscheinende Augenzahl,
bei der Roulette die Farbe rot oder schwarz. Gefragt ist nach den
Wahrscheinlichkeiten innerhalb des neuen Kollektivs, also z. B.
nach der Wahrscheinlichkeit der Farbe rot innerhalb derjenigen
Gesamtheit von Spielen, die, wenn man alle Spiele fortlaufend
numeriert, zu Ordnungsnummern eine Potenz von 2 haben. Nach,
dem, was frither iiber die Eigenschaften eines Kollektivs gesagt
wurde, insbesondere iiber die Regellosigkeit, kann kein Zweifel
dariiber bestehen, wie die Frage zu beantworten ist: Die Wahr-
scheinlichkeit bleibt beim Ubergang vom alten Kollektiv zu dem
durch das Verfahren der ,,Auswahl gebildeten neuen unverindert.
Alle sechs Wahrscheinlichkeiten der Augenzahlen eins bis sechs
sind in der neuen Spielfolge die gleichen wie im Ausgangskolletiv.
Genau dies war es ja, was bei der Definition hinsichtlich der
Regellosigkeit gefordert wurde. Die Sache ist hier so einfach, da8
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alle Erklérungen fast iiberfliissig erscheinen. Wir wollen gleich-
wohl das Ergebnis in einem Satze genau formulieren:

Man kann aus einem gegebenen Kollektiv in vielfacher Weise
durch ,,Auswahl“ ein neues ableiten; die Elemente des neuen
Kollektivs sind eine durch Stellenauswahl gewonnene Teil-
folge der Elemente des gegebenen, die Merkmale sind un-
verdndert.

Loésung der Aufgabe: Die Verteilung im neuen Kollek-
tiv ist gleich der im alten.

Zweite Grundoperation: Die Mischung.

Kaum weniger einfach, vielleicht noch geldufiger ist das
zweite Verfahren, ein neues Kollektiv aus einem gegebenen zu
bilden, die zweite Grundoperation, fiir die ich die Bezeichnung
»Mischung® wihle. Zunéchst ein Beispiel: Wenn wir als Aus-
gangskollektiv wieder das Spiel mit einem Wiirfel nehmen, bei
dem also die Elemente aus den aufeinanderfolgenden Wiirfen, die
Merkmale aus den sechs verschiedenen Augenzahlen bestehen, die
bei einem Wurf sichtbar werden kénnen, so mag jetzt die Frage
gestellt werden: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, eine gerade
Zahl zu werfen? Man kennt die Antwort auf diese Frage. Da es
unter den Zahlen 1 bis 6 die drei geraden Zahlen 2, 4 und 6 gibt,
miissen die drei Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten der Zwei,
der Vier und der Sechs addiert werden ; die Summe der drei Wahr-
scheinlichkeiten liefert dann die gesuchte Wahrscheinlichkeit fiir
das Auftreten einer geraden Zahl. Dal} diese Rechenregel richtig
ist, sieht jedermann leicht ein, auch ist es nicht schwer, sie aus der
Definition der Wahrscheinlichkeiten als der Grenzwerte von
relativen Hiufigkeiten herzuleiten. Der allgemeine Gedanke, der
dem Verfahren zugrunde liegt, a3t sich ganz leicht herausschilen.
Wir haben aus dem urspriinglichen Kollektiv ein neues gebildet,
das dieselben Elemente umfaBt, nimlich alle einzelnen Wiirfe,
in dem aber den Elementen andere Merkmale zugeschrieben
werden. Wihrend vorher das Merkmal eines Wurfes eine der
Zahlen 1 bis 6 war, lautet das neue Merkmal ,,gerad‘‘ oder ,,un-
gerad‘‘. Dabei ist es wesentlich, daB mehrere alte Merkmale durch
ein neues ersetzt wurden, und nicht etwa mehrere neue an Stelle
eines alten treten. In dem letzteren Falle wire eine Berechnung
der neuen Wahrscheinlichkeiten aus den gegebenen nicht moglich.



Ungenaue Fassung der Additionsregel. 47

Mit der Bezeichnung ,,Mischung* soll zum Ausdruck gebracht
werden, daB mehrere Merkmale des Ausgangskollektivs mit-
einander vermengt, vermischt werden oder daf} eine Vermengung,
Vermischung der Elemente, die gewisse Merkmale aufweisen, statt-
findet.

Ungenaue Fassung der Additionsregel.

In der élteren, Thnen vielleicht aus dem Schulunterricht ge-
laufigen Ausdrucksweise spricht man von einer Wahrscheinlichkeit
des ,,Entweder-Oder‘ und formuliert einen Satz iiber die Be-
rechnung unbekannter Wahrscheinlichkeiten aus gegebenen etwa
so: Die Wahrscheinlichkeit, entweder Zwei oder Vier oder Sechs
zu wiirfeln, ist gleich der Summe aus den drei Wahrscheinlich-
keiten der einzelnen Félle. Diese Fassung ist aber ungenau und
sie bleibt auch noch ganz unzulinglich, wenn man selbst ausdriick-
lich hinzufiigt, daB in dieser Weise nur Wahrscheinlichkeiten von
einander ausschlieBenden Ereignissen zu addieren sind. Die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, zwischen dem 40. und 41. Geburtstag zu
sterben, mag 0,011 betragen, die Wahrscheinlichkeit, zwischen
dem 41. und 42. Geburtstag eine Ehe einzugehen, sei 0,009. Die
beiden Moglichkeiten schlieBen einander aus, trotzdem wire es
sinnlos, zu behaupten, die Wahrscheinlichkeit dafiir, entweder zu
sterben oder im n#chsten Jahre zu heiraten, sei fiir einen Vierzig-
jahrigen gleich der Summe 0,011 4- 0,009 = 0,020.

Die Aufklirung und richtige Formulierung des Satzes iiber
die bei der ,,Mischung* entstehende neue Verteilung findet man
nur durch Zuriickgehen auf den Begriff des Kollektivs. Der Unter-
schied zwischen einer richtigen und einer falschen Anwendung der
Additionsregel liegt darin, daB immer nur Wahrscheinlichkeiten,
die innerhalb eines und desselben Kollektivs fiir ver-
schiedene Merkmale bestehen, addiert werden diirfen. Die
Mischung besteht eben darin, da Merkmale der Elemente eines
Kollektivs vermischt werden. In dem eben erwihnten Beispiel
handelt es sich aber um zwei ganz verschiedene Kollektivs. Das
eine wird gebildet von der Gesamtheit der Vierzigjéhrigen, die
nach dem Merkmale: Eintritt oder Nichteintritt des Todes vor
Vollendung des 41. Lebensjahres eingeteilt werden. Das zweite
Kollektiv hat zu Elementen die Einundvierzigjahrigen und teilt
sie ein nach dem Merkmal: Vollzug oder Nichtvollzug einer Ehe-



48 Elemente der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

schlieBung im Laufe des Jahres. Beide Kollektivs sind einfache
Alternativen und die einzigen Méoglichkeiten einer Mischung oder
einer Addition von Wahrscheinlichkeiten wiren die, ganz inner-
halb des einen oder des anderen Kollektivs bleibend, die beiden
Wahrscheinlichkeiten fiir Sterben und Uberleben oder die fiir Ehe-
schlieBung und Ledigbleiben zu addieren, wobei dann jedesmal 1
als Summe erschiene. Aber kreuzweise zu addieren ist man in
keiner Weise berechtigt.

Ein anderes Beispiel, in dem die Unzulinglichkeiten des
iiblichen Entweder-Oder-Satzes unmittelbar zutage tritt, ist
folgendes. Ein guter Tennisspieler mag 80°/, Wahrscheinlich-
keit fiir sich haben, in einem bestimmten Turnier, sagen wir in
Berlin, zu siegen. Seine Aussichten, in einem Turnier, das am
gleichen Tag in New York beginnt, seien 709/, Die Moglich-
keiten, hier und dort zu siegen, schlieBen einander aus. Aber fiir
die Wahrscheinlichkeit, entweder hier oder dort zu siegen, die
Summe 1,50 anzugeben, wire volliger Unsinn. Die Aufklirung
liegt, wie in dem fritheren Beispiel, darin, daB es sich um zwei
verschiedene Kollektivs handelt, die Addition aber nur fiir Wahr-
scheinlichkeiten innerhalb eines Kollektivs zulissig ist.

Fall der Gleichverteilung.

Eine sehr spezielle Form der Mischung, die allgemein geldufig
ist, wird oft an die Spitze der ganzen Wahrscheinlichkeitsrechnung
gestellt, ja man meint viefach, daB in ihr die Grundlage jeder
rechnerischen Wahrscheinlichkeitsbestimmung zu suchen sei. In
unserem ersten Beispiel, in dem nach der Wahrscheinlichkeit, eine
gerade Zahl zu werfen, gefragt wurde, ist es natiirlich gleichgiiltig,
wie grof3 die drei Wahrscheinlichkeiten der Zwei, der Vier und der
Sechs sind. Es kann ein ,richtiger’ Wiirfel in Betracht kommen,
bei dem jede der sechs Seiten die Wahrscheinlichkeit 1/, besitzt,
dann ist die Summe /g /g + /¢ zu bilden, die !/, gibt. Aber
ebensogut kénnte es sich um den von uns schon friiher benutzten
,»-falschen‘* Wiirfel handeln, bei dem durch Versuche andere Werte
fiir die drei Wahrscheinlichkeiten festgestellt wurden. Die Regel,
daf die Wahrscheinlichkeit einer geraden Augenzahl gleich der
Summe jener drei GroBen ist, bleibt unverdndert. Der besondere
Fall nun, iiber den wir uns jetzt einen Augenblick unterhalten
miissen, ist gerade der der ,,Gleichverteilung oder des ,,richtigen
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Wiirfels. Hier kann man, um zu dem richtigen Ergebnis zu ge-
langen, auch ein klein wenig anders schlieen als wir es vorhin
getan haben. .

Man kann von der Uberlegung ausgehen, es seien im ganzen
sechs verschiedene Ergebnisse eines Wurfes moglich, némlich die
Augenzahlen 1 bis 6; jedes dieser sechs Ergebnisse sei gleich
wahrscheinlich und — nun kommt die kleine Wendung, die wir
dem Gedankengang geben — von den sechs Moglichkeiten seien
drei dem ins Auge gefaBten Ereignis, niémlich dem Erscheinen
einer geraden Zahl, ,,giinstig. Demnach sei der Quotient 3:6 =1/,
die gesuchte Wahrscheinlichkeit fiir das Erscheinen einer geraden
Zahl, das ist, wie man sich auszudriicken pflegt, der Quotient aus
der Zahl der ,,dem Ereignis giinstigen Moglichkeiten durch die
Gesamtzahl aller Méglichkeiten. Man sieht, daB hier in der Tat
eine allgemeine Regel aufgestellt werden kann, die alle jene Fille
der Mischung umfaft, in denen simtliche Merkmale innerhalb des
Ausgangskollektivs gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen. Be-
zeichnen wir etwa die Zahl dieser Merkmale mit dem Buchstaben 7,
80 daB die Wahrscheinlichkeit jedes einzelnen Merkmales 1/, ist,
und ebenso die Zahl derjenigen unter diesen Merkmalen, die im
abgeleiteten Kollektiv zu einem einzigen neuen Merkmal zusammen-
gefalt werden, mit dem Buchstaben m, so hat man nach der
Additionsregel, um die Wahrscheinlichkeit des neuen Merkmales
(innerhalb des neuen Kollektivs) zu erhalten, eine Summe aus
m Summanden, deren jeder die GréBe 1/, hat, zu bilden. Dafiir
kann man nun einfacher sagen, die gesuchte Wahrscheinlichkeit
sei m:n, gleich dem Quotienten aus der Zahl der ,,giinstigen‘
Merkmale durch die Gesamtzahl aller Merkmale. Wir werden
spiter darauf zuriickkommen, welche miBbriauchliche Anwendung
man von dieser Rechenregel gemacht hat, um darauf eine Schein-
definition der Wahrscheinlichkeit zu stiitzen. Fiir jetzt kommt es
nur darauf an, einzusehen, daB das Aufsuchen von Wahrscheinlich-
keiten durch Abzéihlen gleichwahrscheinlicher, giinstiger und un-
giinstiger Moglichkeiten nur einen sehr spezialiellen Fall
der Ableitung eines neuen Kollektivs aus einem ge-
gebenen durch Mischung darstellt.

In meinem ersten Vortrag habe ich schon einmal von dieser
speziellen Form der Mischungsregel stillschweigend Gebrauch ge-
macht. Es war dort die Rede von zwei Kollektivs, deren Elemente

Mises, Wahrscheinlichkeit. 2. Aufl. 4
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Lotterieziehungen waren. Das eine Mal bildeten die gezogenen
Losnummern die Merkmale, das andere Mal waren alle jene
Nummern gemischt, die fiinf Endnullen besitzen. Es gibt deren
10 unter den Nummern 1 bis 1 Million, also ist unter der Voraus-
setzung der Gleichverteilung im urspriinglichen Kollektiv, die
Wahrscheinlichkeit der Ziehung einer runden Zahl der genannten
Art gleich 10 Millionstel oder 0,00001.

Zusammenfassung und Erginzung der Mischungsregel.

Ich will jetzt die Mischungsregel, so wie sie sich uns auf der
Grundlage des Kollektivbegriffes allgemein ergeben hat, kurz in
einem Satz formulieren:

Aus einem gegebenen Kollektiv, das Elemente mit mehr als
zwei Merkmalen umfaBt, 148t sich in vielfacher Weise durch
»Mischung‘‘ ein neues Kollektiv ableiten; seine Elemente sind
die gleichen wie die des Ausgangskollektivs, die neuen
Merkmale aber sind Vermengungen (Mischungen) von Merk-
malen des alten Kollektivs (z. B. die geraden oder ungeraden
Zahlen zusammen, statt der Einzelzahlen).

Losung der Aufgabe: Die Verteilung innerhalb des
neuen Kollektivs ergibt sich aus der gegebenen, in-
dem man die Wahrscheinlichkeiten aller alten Merk-
male, die zu einem neuen zusammengefaBt sind, ad-
diert.

Wie diese Additionsvorschrift in einfachen Fillen anzuwenden
ist, haben wir an Beispielen schon gesehen. Ich will nur noch
nebenbei erwihnen, daf sich die Regel sinngeméf ausdehnen la8t
auf jene, frither schon erwahnten Kollektivs, in denen es nicht
nur endlich viele Merkmale gibt, sondern, wie im Beispiel des
Scheibenschiebens, unendlich viele. Die héhere Mathematik lehrt,
daB an Stelle des Addierens einzelner Summanden in solchen
Fillen eine é&hnliche, freilich etwas schwerer zu erklarende
Operation tritt, die man das Integrieren nennt. Ist in dem
Ausgangskollektiv die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir jeden Wert
des Abstandes vom Mittelpunkt gegeben, so findet man als
Resultat einer bestimmten Mischung die Wahrscheinlichkeit da-
fiir, dal der Abstand zwischen 0,5 m und 1,0 m liegt, der SchuB
also in die &uBere Hilfte der Scheibe fillt, als das Integral iiber die
gegebene Dichtefunktion, erstreckt vom Werte 0,5 bis zum Wert
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1,0. Diese Andeutungen werden dem in die Begriffsbildungen und
die Ausdrucksweise der Analysis Eingeweihten geniigen, alle
anderen Zuhoérer mogen tiberzeugt sein, dafl diese Dinge wohl fiir
das tatsichliche Losen einzelner Aufgaben der Wahrscheinlichkeits-
rechnung niitzlich, ja unentbehrlich sind, fiir das Verstdndnis der
allgemeinen, von uns zu erdrternden Fragen aber ohne Ausschlag
gebende Bedeutung.

Dritte Grundoperation: Die Teilung.

Wir haben zwei von den vier Grundoperationen der Bildung
neuer Kollektivs, die Auswahl und die Mischung, kennen gelernt
und kommen jetzt zur dritten, die ich die ,,Teilung‘ nenne.
Der Ausdruck wird bald verstindlich werden, nebenbei soll er
auch daran erinnern, daf wir es hier mit einer Division von Wahr-
scheinlichkeiten zu tun haben. Um die Einfiihrung in den Begriff
der ,,Teilung* moglichst zu erleichtern, verwende ich wieder das
gleiche Ausgangskollektiv, das uns schon in den beiden friiheren
Fillen, der Auswahl und der Mischung, gedient hat. Es besteht
aus den fortgesetzten Wiirfen mit einem Wiirfel als Elementen
und den jeweils auf der Oberseite des Wiirfels erscheinenden
Augenzahlen als Merkmalen. Gegeben sind wieder die sechs
Wabhrscheinlichkeiten (mit der Summe 1) fiir das Auftreten der
Zahlen 1 bis 6, ohne dafl etwa vorausgesetzt wiirde, jede dieser
Wahrscheinlichkeiten habe den Wert 1/;. Die neue Frage, die
jetzt gestellt wird und deren Beantwortung eben zur Operation
der ,,Teilung fiihrt, lautet folgendermaBen: Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Wurf, von dem schon be-
kannt ist, daB sein Ergebnis eine gerade Zahl ist, die Augenzahl 2
aufweist? Vielleicht macht diese Frage einen etwas gekiinstelten
Eindruck, dann kann ich sie sofort auf eine Form bringen, wie
gie im téglichen Leben leicht auftritt.

Wir warten auf eine StraBenbahn an einer Haltestelle, an der
die Ziige von sechs verschiedenen Linien vorbeigehen; darunter
seien drei Linien, die immer mit Doppelwagen befahren werden, und
drei, auf denen nur Einzelwagen verkehren. Die letzteren Linien
mogen die Nummern 1, 3, 5, die ersteren die Nummern 2, 4, 6
tragen. Sobald wir nun in der Ferne sehen, daB ein aus zwei
Wagen bestehender Zug herannaht, wie groB ist da die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dafl es ein Zug einer bestimmten der drei mit

4.
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Doppelwagen befahrenen Linien ist, etwa der mit 2 bezeichneten
Linie? Natiirlich mufl die Ausgangsverteilung gegeben sein, die
hier aus den sechs Einzelwahrscheinlichkeiten (also praktisch aus
den relativen Haufigkeiten), mit denen die sechs Linien befahren
werden, besteht. Sind alle diese sechs Wahrscheinlichkeiten gleich,
somit vom Betrage /s, entsprechend dem Fall des ,richtigen*
Wiirfels, so wird man nicht mit der Antwort in Verlegenheit sein,
daf die gesuchte Wahrscheinlichkeit den Wert /; besitzt. Man
kann dabei etwa so argumentieren: es kommen im ganzen drei
verschiedene, gleich wahrscheinliche Moglichkeiten in Betracht,
von denen eine allein die ,,gtinstige ist, also haben wir nach einer
fritheren Regel die Wahrscheinlichkeit 1/;. Allein diese SchluB-
weise ist nicht in allen Féllen anwendbar, sie versagt sofort, wenn
die Wahrscheinlichkeit der verschiedenen StraBenbahnlinien (oder
Wiirfelseiten) nicht von vornherein gleich sind. Zu einer voll-
stindigen Losung und einer geniigend allgemeinen Fassung der
Aufgabe gelangen wir nur, indem wir genau untersuchen, worin
eigentlich das neue, das abgeleitete Kollektiv besteht. Denn
dariiber sind wir uns schon klar, da8 die Frage nach einer Wahr-
scheinlichkeit allein dann eine sinnvolle ist, wenn vorerst ein
Kollektiv genau umgrenzt ist, innerhalb dessen die Wahrschein-
lichkeit zu nehmen ist.

Kehren wir, der einfacheren Ausdrucksweise halber, wieder zu
der Wiirfelaufgabe zuriick, so kénnen wir das abgeleitete Kollektiv
80 beschreiben: Elemente der betrachteten Folge sind nicht mehr
alle Wiirfe mit dem Wiirfel, sondern nur diejenigen, deren Merk-
mal eine gerade Augenzahl ist; das Merkmal innerhalb des neuen
Kollektivs ist das alte geblieben, die Augenzahl, nur daB jetzt
nicht mehr alle Augenzahlen als Merkmale vorkommen, sondern
allein die 2, 4 und 6. Wir sagen, es habe eine ,,Teilung* des ur-
spriinglich gegebenen Kollektivs stattgefunden, indem die Ele-
mente in zwei Klassen geschieden wurden. Die eine Klasse, ge-
kennzeichnet dadurch, daB die Merkmale der Elemente gerade
Zahlen sind, bildet die Elemente des abgeleiteten Kollektivs. Es
ist wichtig, sich klarzumachen, daB diese ,,Teilung* etwas ganz
anderes ist als die friiher behandelte Stellenauswahl; bei einer
solchen wird aus der Gesamtfolge aller Wiirfe eine Teilfolge durch
Festlegung gewisser Ordnungsnummern der Wiirfe herausgehoben,
ohne daB man die Merkmale, die Augenzahlen der einzelnen Wiirfe,
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dazu benutzt, um iiber die Zugehdorigkeit zur Teilfolge zu ent-
scheiden. Wir haben auch gesehen, daf innerhalb einer so ent-
standenen Teilfolge die Wahrscheinlichkeiten die gleichen sind wie
innerhalb des Ausgangskollektivs, Jetzt, wo wir es mit der
Teilung zu tun haben, geschieht die Wahl der zuriickzubehaltenden
Elemente ausdriicklich vom Gesichtspunkte der Merkmale aus
und die Wahrscheinlichkeiten werden dadurch wesentlich ge-
andert; in welcher Weise, das wollen wir gleich untersuchen.

Die Wahrscheinlichkeit nach der Teilung.

Nehmen wir an, die Wahrscheinlichkeiten innerhalb des ge-
gebenen Kollektivs seien der Reihe nach fiir das Auftreten der
Ergebnisse 1 bis 6 gleich 0,10, 0,20, 0,15, 0,25, 0,10 und 0,20.
Die Summe dieser sechs Zahlen ist 1, im iibrigen ist es gleichgiiltig,
ob wir jetzt an das Wiirfelbeispiel oder die Strafenbahn denken,
und ebenso gleichgiiltig, in welcher Weise die sechs Werte ermittelt
worden sind. Addieren wir die Wahrscheinlichkeiten der Zwei,
der Vier und der Sechs, also die Zahlen 0,20, 0,25 und 0,20, so
erhalten wir die Summe 0,65 als Wahrscheinlichkeit fiir das Auf-
treten einer geraden Zahl (zweite Grundoperation, Mischung,
Additionsregel). Nach der Bedeutung des Wahrscheinlichkeits-
begriffes haben also die geradzahligen Ergebnisse bei geniigend
lang fortgesetzter Beobachtung 65°/, Anteil an der Gesamtheit
der Elemente. Unter den ersten 10000 Elementen befinden sich
somit rund 6500, deren Merkmale gerade Zahlen sind. Zu diesen
Elementen gehren rund 2000 solche, die das Merkmal 2 aufweisen,
da ja 0,20 die Haufigkeit der Zwei in einer geniigend langen Beob-
achtungsreihe ist. Bilden wir nun ein neues Kollektiv, das aus
dem fritheren durch Ausscheiden aller Elemente mit ungeraden
Merkmalen entsteht, also lediglich die Elemente mit geradzahligem
Merkmal enthélt, so befinden sich unter den ersten 6500 von ihnen
2000 Elemente mit dem Merkmal 2, die relative Héufigkeit dieser
ist also 2000 : 6500 = 0,308. Da die Rechnung, die wir hier durch-
gefithrt haben, eigentlich erst fiir unendlich groBe Beobachtungs-
reihen genau gilt, haben wir in der Zahl 0,308 schon den richtigen
Grenzwert der relativen Haufigkeit oder die Wahrscheinlichkeit
fiir das Auftreten des Merkmales 2 innerhalb des neuen Kollektivs.
Die allgemeine Regel, nach der diese Losung der Aufgabe zu
finden ist, 148t sich aus dem vorgefiihrten Beispiel leicht abziehen.
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Man muB zunéchst aus den gegebenen Wahrscheinlichkeiten die
Summe derjenigen bilden, die den ausgewihlten, bei der Teilung
zuriickbehaltenen Merkmalen (im Beispiel die Zwei, Vier und
Sechs) entsprechen und sodann die urspriingliche Wahrscheinlich-
keit des in Frage kommenden Merkmales (im Beispiel ist es die
Zwei) durch jene Summe dividieren, 0,20 : 0,65 = 0,308. Es liegt
also in der Tat ein Divisionsgesetz der Wahrscheinlichkeit vor.

Ausgangs- und Endwahrscheinlichkeit
eines Merkmales.

Man hat das Bediirfnis, die beiden Wahrscheinlichkeiten eines
und desselben Merkmales, mit denen man es hier zu tun hat, die
gegebene, innerhalb des Ausgangskollektivs bestehende und die
berechnete, die innerhalb des durch ,,Teilung* abgeleiteten Kollek-
tivs gilt, durch besondere Bezeichnungen zu unterscheiden. Die
hierfiir iiblichen Namen erscheinen mir aber trotz ihrer unleug-
baren Anschaulichkeit ein wenig ungliicklich gewihlt. Man pflegt
ndmlich von der ,,a priori“-Wahrscheinlichkeit und der ,,a poste-
riori“-Wahrscheinlichkeit zu sprechen, wenn man einmal den ge-
gebenen und dann den abgeleiteten Wert meint. Schon der An-
klang der Bezeichnung an eine gewisse allgemein-philosophische
Terminologie, deren Berechtigung nicht unbestritten ist, hat seine
Nachteile. Es kommt noch hinzu, daB man in der klassischen
Wahrscheinlichkeitsrechnung die Ausdriicke a priori und a poste-
riori auch in anderem Sinne verwendet, nimlich fiir die — in
unserer Auffassung belanglose — Unterscheidung zwischen solchen
Ausgangswahrscheinlichkeiten, die empirisch ermittelt wurden,
und solchen, die auf Grund irgendwelcher Hypothesen ange-
nommen sind. Es wird daher besser sein, wenn wir etwas be-
scheidenere, nicht durch zu weitgehende Allgemeinbedeutung be-
legte Namen wiihlen und einfach von der Ausgangswahrschein-
lichkeit und der abgeleiteten oder Endwahrscheinlichkeit
sprechen, wenn wir die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des
in Betracht gezogenen Merkmales, einmal innerhalb des Ausgangs-
kollektivs, dann innerhalb des abgeleiteten meinen. In unserem
Zahlenbeispiel besitzt das Merkmal ,Zwei“ (also die mit zwei
Augen versehene Wiirfelseite oder die zweite der fraglichen
StraBenbahnlinien) die Ausgangswahrscheinlichkeit 0,20 und die
Endwahrscheinlichkeit 0,20:0,65 = 0,308. Dies heifit nichts
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anderes als: Die Zwei besitzt die Wahrscheinlichkeit 0,20 inner-
halb aller Elemente und die Wahrscheinlichkeit 0,308 innerhalb
der Gesamtheit der Elemente mit gerader Nummer.

Sogenannte Wahrscheinlichkeit von Ursachen.

Eine andere, ebenfalls unberechtigte und verwirrende Termino-
logie, die oft in Zusammenhang mit der Aufgabe der Teilung ver-
wandt wird, kann ich nicht ganz unerwéihnt lassen. In dem Wiirfel-
beispiel, in dem nach der Wahrscheinlichkeit der 2 unter den
geraden Zahlen 2, 4 und 6 gefragt wird, pflegt man sich oft so
auszudriicken: das Erscheinen einer geraden Zahl kann drei ver-
schiedene ,,Ursachen’‘ haben oder kann drei verschiedenen ,,Hypo-
thesen‘‘ zugeschrieben werden; als je eine Ursache oder Hypothese
sieht man das Auftreten je einer der drei geraden Zahlen 2, 4, 6 an.
Demnach heilt die von uns berechnete Endwahrscheinlichkeit
0,308 auch die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 das Ergebnis
»gerade Zahl“ dem Erscheinen der Ursache ,,Zwei“ zuzuschreiben
ist. Auf diese Weise entsteht scheinbar ein ganz besonderes
Kapitel der Wahrscheinlichkeitstheorie, das im Gegensatz zu der
sonst in Frage kommenden Wahrscheinlichkeit von ,,Ereignissen‘‘
die Wahrscheinlichkeit der ,,Ursachen von Ereignissen‘‘ oder gar
von ,,Hypothesen iiber die Ereignisse’* zu berechnen lehrt. Die
Teilungsaufgabe wird dabei gewdhnlich in folgender Form gestellt.

Es seien drei Urnen, die mit schwarzen und weilen Kugeln
gefiillt sind, auf dem Tisch aufgestellt. Das Element des Aus-
gangskollektivs ist ein zweifacher Beobachtungsvorgang: Man
greift willkiirlich oder blindlings nach einer Urne, zieht eine in
ibr liegende Kugel hervor und stellt als Merkmal fest: erstens die
Farbe der Kugel, zweitens die Nummer der Urne. Im ganzen
gibt es also sechs verschiedene Merkmale, nimlich Farbe weill
und Nummer 1, Farbe wei und Nummer 2, Farbe wei und
Nummer 3, dann Farbe schwarz mit Nummer 1 usw. Die ent-
sprechenden sechs Ausgangswahrscheinlichkeiten seien gegeben.
Ist nun bekannt, daB eine Beobachtung eine weiBle Kugel ergeben
hat, aber nicht bekannt, aus welcher Urne sie gezogen wurde, so
kann man die Frage nach der Wahrscheinlichkeit dafiir stellen,
daB der Zug der weiBen Kugel gerade aus der ersten Urne erfolgt
ist, oder daB8 das Erscheinen der weilen Kugel den Umstand zur
»,Ursache’* hat, daB die erste Urne von der ziehenden Hand ge-
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troffen wurde. Die Losung ist ganz analog der fritheren, man muf
die Ausgangswahrscheinlichkeit fiir ,,Farbe wei, Nummer 1¢
durch die Summe der drei Wahrscheinlichkeiten fiir ,,Farbe weiB,
Nummer 1, 2 oder 3 dividieren. Die metaphysische Ausdrucks-
weise ist nur historisch dadurch zu erkldren, dafl die Teilungs-
regel, um die Mitte des 18. Jahrhunderts von dem Englinder
Bayzms in diesem Sinne abgeleitet wurde und seither in fast un-
verinderter Form in allen Lehrbiichern wiederholt wird.

Formulierung der Teilungsregel.

Wir stellen aber hier ausdriicklich fest, daB es fiir uns keinen
Unterschied zwischen Wahrscheinlichkeit ,,von Ursachen oder
Hypothesen“ und Wahrscheinlichkeit ,,von FEreignissen“ gibt.
Den einzigen Gegenstand, mit dem wir uns beschéftigen, bilden
Kollektivs, d. s. Merkmalfolgen, in denen Grenzwerte der relativen
Héufigkeiten bestehen und Regellosigkeit der Anordnung herrscht.
An jedem Kollektiv, was immer seine Elemente seien, wenn es
nur mindestens drei verschiedene Merkmale enthilt, kann man
eine Teilung vornehmen. Dann gibt es fiir jedes Merkmal, das
bei der Teilung nicht ausgeschieden, sondern zuriickbehalten
wurde, zwei verschiedene Werte der Wahrscheinlichkeit: eine
Ausgangswahrscheinlichkeit im urspriinglichen Kollektiv, eine
Endwahrscheinlichkeit im abgeleiteten. Keinerlei Raum ist hier
vorhanden fiir die Einschiebung metaphysischer Ausdriicke. Wir
wollen, wie in den friiheren Fiéllen, bevor wir zur vierten und
letzten Grundoperation iibergehen, die Definition der Teilung und
die Losung der Teilungsaufgabe kurz zusammenfassen:

Aus einem gegebenen Kollektiv mit mehr als zwei Merkmalen
148t sich in vielfacher Weise ein neues Kollektiv durch ,,Teilung
ableiten; Elemente des neuen Kollektivs sind diejenigen Ele-
mente des alten, deren Merkmale einer gewissen Teil-
menge der urspriinglichen Merkmalmenge angehdren;
das Merkmal eines jeden beibehaltenen Elements bleibt un-
gedndert.

Losung der Aufgabe: Die neue Verteilung erhédlt man,
indem man die einzelnen gegebenen Wahrscheinlich-
keiten der beibehaltenen Merkmale durch die Summe
der Wahrscheinlichkeiten aller dieser Merkmale divi-
diert.
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Vierte Grundoperation: Die Verbindung.

Alle drei bisher erérterten Grundoperationen, die Auswahl,
die Mischung und die Teilung, hatten das Gemeinsame, daB jedes-
mal aus einem gegebenen Kollektiv durch eine bestimmte Vor-
schrift, die sich auf die Verfiigung iiber Elemente und Merkmale
erstreckte, ein neues Kollektiv abgeleitet wurde. Nun werden wir
in dem letzten der zu besprechenden vier Verfahren ein solches
kennenlernen, das aus zwei gegebenen Ausgangskollektivs in
bestimmter Weise ein neues bildet. Zugleich werden wir auch
zum erstenmal Einblick in die verschiedenen Formen der Be-
ziehungen zwischen zwei oder mehreren Kollektivs gewinnen. Als
Bezeichnung der vierten Grundoperation wihle ich das Wort
nverbindung®. Das Beispiel, an das wir die Untersuchung der
Verbindung ankniipfen, soll mdéglichst in Anlehnung an die
fritheren Wiirfelaufgaben gebildet werden. Die beiden Ausgangs-
kollektivs mogen je aus der Folge von Wiirfen bestehen, die mit
einem Wiirfel in der iiblichen Weise ausgefiihrt werden, so daBl
als Merkmale innerhalb eines jeden dieser Kollektivs die Augen-
zahlen 1 bis 6 mit gewissen Wahrscheinlichkeiten, die nicht in
beiden Fillen gleich sein miissen, auftreten. Das Endkollektiv, das
Resultat der Verbindung, hat zum Element einen Wurf mit
beiden Wiirfeln, zum Merkmal die beiden Augenzahlen, die
auf den Oberseiten erscheinen. Gefragt ist nach der Wahrschein-
lichkeit, ein bestimmtes Zahlenpaar, z. B. ,,3“ mit dem ersten,
»0 - mit dem zweiten Wiirfel, zu werfen. Die beiden Wiirfel stellen
wir uns dabei wohl unterscheidbar vor, sie tragen die Nummern I
und II, sind verschieden geférbt oder besitzen sonstige Kenn-
zeichen.

Wer in der Schule nur die ersten Anfangsgriinde der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung gelernt oder wer sich die Frage einmal
selbst ein wenig iiberlegt hat, der weiBl, wie man in primitiver
Weise das hier aufgeworfene Problem 16st. Man sagt, es handle
sich um eine Wahrscheinlichkeit des ,,Sowohl als auch‘‘ und man
schreibt als Regel vor, die beiden gegebenen Wahrscheinlichkeiten
miteinander zu multiplizieren. Ist etwa 1/, die Wahrschein-
lichkeit, mit dem ersten Wiirfel ,,3* zu werfen, /, die, mit dem
zweiten ,,5° zu erzielen, so ist !/, mal /¢ gleich 1/,, die Wahr-
scheinlichkeit des Doppelwurfes ,,3, 6. Die Regel ist recht an-
schaulich, wenn man sich vorstellt, da erst 1/, aller Wiirfe heraus-
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gehoben werden muf, damit der erste Wiirfel die ,,3° ergibt,
und daB dann von diesem Siebentel nochmal /¢ zu nehmen ist,
damit der zweite Wiirfel ,,5° zeigt. Aber es ist auch klar, daB
diese Produktregel, ahnlich wie die Additionsregel des ,,Entweder-
Oder*, einer genaueren Formulierung und Begriindung bedarf,
wenn sie einwandfrei sein soll. So ist z. B. die Wahrscheinlichkeit
dafiir, mit zwei Wiirfeln sowohl die Summe ,,8° als auch die
Differenz ,,2° zu wiirfeln, sicher nicht als das Produkt der be-
treffenden Einzelwahrscheinlichkeiten zu finden. Ich wende mich
jetzt diesen etwas feineren Untersuchungen zu und will, um nicht
allzu weitschweifig zu werden, mich hierbei voriibergehend der
einfachsten Elemente der Buchstabenrechnung bedienen; ich
fiirchte nicht, hierdurch allzu schwer verstindlich zu werden.

Auswiirfelung ein neues Verfahren zur Bildung
von Teilfolgen.

Es wird jetzt ein Spiel betrachtet, bei dem gleichzeitig zwei
Wiirfel I und II ausgespielt werden. In welcher Weise dies ge-
schieht, ob beide Wiirfel in dem gleichen Becher liegen, ist gleich-
giltig. Es kommt nur darauf an, daB in eindeutiger Weise jedem
einzelnen Spielresultat an I ein korrespondierendes Resultat am
Wiirfel IT zugeordnet wird. Wenden wir unser Augenmerk zu-
néichst nur auf die Augenzahl, die der erste der beiden Wiirfel
zeigt, so werden wir unter den # ersten Wiirfen eine gewisse An-
zahl, etwa m, solche feststellen, bei denen hier tatséchlich die
Zahl ,,3‘ erscheint. Das Verhiltnis n,:% ist dann die relative
Hiufigkeit fiir das Auftreten der ,,3° beim ersten Wiirfel, und der
Grenzwert von n,:n bei unbeschrinkt fortgesetztem Wiirfeln ist
die gegebene Wahrscheinlichkeit der Augenzahl ,,3 beim Wiirfel 1.

Nun wollen wir weiterhin, jedesmal wenn der erste Wiirfel ,,3°
zeigt, die Augenzahl betrachten, die gleichzeitig, d. h. bei dem-
selben Wurf, der zweite Wiirfel aufweist. In irgendwelcher Ab-
wechslung werden die Zahlen 1 bis 6 hierbei auftreten. Ein Teil
der n, Wiirfe, die wir jetzt ins Auge fassen, sagen wir etwa 7,
von ihnen, werden gerade die Zahl ,,5° zeigen, so daf die relative
Hiufigkeit der Augenzahl ,,5° beim zweiten Wiirfel n;:ng betrigt.
Dies ist aber nicht die Haufigkeit der ,,5° innerhalb des urspriing-
lich gegebenen zweiten Wiirfelkollektivs, das aus allen Spielen
mit dem zweiten Wiirfel besteht, da wir ja jetzt nur eine bestimmte
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Teilfolge dieser Spiele in Betracht gezogen haben, némlich die-
jenigen, bei denen der erste Wiirfel auf ,,3* fiel.

Eine auf diese Art hergestellte Teilfolge der Elemente eines
Kollektivs stellt gegeniiber dem, was wir bisher kennengelernt
hatten, wiederum etwas Neues dar. Es ist weder eine ,,Stellen-
auswahl®, wie sie zuerst betrachtet wurde, bei der nach einem
bestimmten arithmetischen Gesetz, unabhéngig von den be-
treffenden Merkmalen, die Spiele, die zur Teilfolge gehoren sollen,
ausgewihlt werden; noch eine ,,Teilung, bei der die Elemente,
die gewisse ausgewihlte Merkmale besaBen, zuriickbehalten bzw.
ausgeschieden wurden. Wir miissen schon eine neue Bezeichnung
einfiihren, die wir in ganz anschaulicher Weise wihlen, indem wir
sagen, die Teilfolge des zweiten Kollektivs sei ,,mittels des ersten
ausgewiirfelt”, genauer ,,durch das Merkmal 3 des ersten
Kollektivs ausgewiirfelt“. Es ist klar, was damit gemeint ist. Aus
einer beliebigen Elementenfolge kann man eine Teilfolge ,,aus-
wiirfeln®, indem man ihre Elemente der Reihe nach den Ele-
menten eines bestimmten anderen Kollektivs zuordnet und nur
jene Elemente der urspriinglichen Folge heraushebt, deren zu-
geordnetes Element ein bestimmtes Merkmal aufweist. Mittels
des ersten Wiirfels kann man aus der Folge von Wiirfen mit dem
zweiten Wiirfel sechs verschiedene Teilfolgen auswiirfeln: eine
durch das Merkmal ,,1“, eine durch die Augenzahl ,,2° usf.

Voneinander unabhingige Kollektivs.

Der von uns vorhin betrachtete Quotient ng:n, war die rela-
tive Haufigkeit der Augenzahl ,,5° innerhalb der durch die Zahl
»3* des ersten Wiirfels aus den Ergebnissen des zweiten ,,aus-
gewiirfelten* Teilfolge. Wir wissen zundchst gar nichts iiber die
GroBe dieses Quotienten, hochstens daB er ein positiver echter
Bruch ist. Wir wollen annehmen, daf der Quotient bei un-
beschrénkt ausgedehnter Versuchsfolge einem Grenzwert zustrebt.
Aber welches ist dieser Wert? Es kann sein, folgt aber aus keiner
unserer bisherigen Uberlegungen, daB dieser Grenzwert der
gleiche ist, dem sich auch die relative Hiufigkeit der ,,5° inner-
halb aller Spiele mit dem zweiten Wiirfel nihert. Sei fiir den
Augenblick angenommen, daB dies zutrifft. Eine solche Annahme
ist leicht versténdlich. Sie besagt eigentlich nur, daB die ,,Aus-
wiirfelung‘‘ einer Teilfolge auf die ganze Spielfolge mit dem zweiten
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Wiirfel nicht anders wirkt als etwa eine Stellenauswahl. Vermutet
etwa jemand, daB die Aussicht, mit dem zweiten Wiirfel ,,5° zu
werfen, sich dadurch veréndert, daBl man nur die Spiele in Be-
tracht zieht, bei denen der erste ,,3° zeigt? Wenn man die Frage
einem Skeptiker vorlegt, wird er antworten: Ja, es kommt darauf
an, ob die Wiirfe mit dem zweiten Wiirfel ,,unabhéngig*‘ von denen
mit dem ersten erfolgen. Was heillt aber ,,unabhéingig‘?

Man hat gewisse Vorstellungen davon, wann zwei Kollektivs
»abhingig® sein werden. Man wird z. B. das Spielen mit zwei
Wiirfeln, die durch einen kurzen Faden miteinander verkniipft
gsind, nicht als Verbindung zweier unabhingiger Kollektivs be-
zeichnen wollen. Aber zu einer Definition der Unabhingigkeit
im exakt-naturwissenschaftlichen Sinn gelangt man nur durch
einen analogen Gedankengang wie den, der uns frither zum Begriff
des Kollektivs und der Wahrscheinlichkeit gefiihrt hat. Man muB
diejenige Eigenschaft, diejenige Seite der Erscheinung, die fiir die
Durchfiibrung der Theorie die niitzlichste und erfolgreichste zu
sein verspricht, als konstituierendes Merkmal des Begriffes postu-
lieren. Also sagen wir — vorbehaltlich einer kleinen Ergéinzung,
die noch folgen wird —: ein Kollektiv II soll von einem
anderen Kollektiv I unabhéngig heilen, wenn eine
Auswiirfelung aus II mittels eines beliebigen Merk-
males von I die Grenzwerte der relativen Haufigkeiten
in II, also seine Verteilung, ungedndert liBt. Setzen
wir jetzt die beiden Wiirfel unseres Spieles in diesem Sinn als
unabhéngig voraus, so kénnen wir die Aufgabe, die von vorn-
herein gestellt war, die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des
Zahlenpaares ,,3, 5° zu finden, ohne weiteres 16sen.

Ableitung der Produktregel.

Wir haben im ganzen n Wiirfe mit den beiden Wiirfeln be-
trachtet, unter denen ng; die Augenzahl 3 auf dem ersten und 7,
iiberdies die Augenzahl 5 auf dem zweiten ergeben haben. Es ist
somit der Quotient n;:n die relative Haufigkeit des Auftretens
des zusammengesetzten Merkmales 3, 5 bei unserem Wiirfelpaar.
Der Grenzwert von ny:n ist das, was wir suchen. Nun gilt aber,
wie jeder, der die Anfangsgriinde des Buchstabenrechnens be-
herrscht, nachpriifen kann, die Beziehung
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My M5

ng < n

d. h. die relative Haufigkeit n;:n ist das Produkt der beiden
frither betrachteten Héaufigkeiten ng:n; und ng:n. Die letztere
hat zum Grenzwert die Wahrscheinlichkeit, mit dem ersten
Wiirfel 3 zu werfen, die wir v; nennen wollen. Der Quotient
ng:ng 8oll nach der Annahme der Unabhingigkeit der beiden
Kollektivs denselben Grenzwert haben wie die relative Haufig-
keit eines Fiinferwurfes mit dem zweiten Wiirfel, wenn diese
Hiufigkeit in der unbeschrinkten Folge aller Wiirfe des zweiten
Wiirfels betrachtet wird. Dies ist nichts anderes als die Wahr-
scheinlichkeit, mit dem zweiten Wiirfel 5 zu werfen. Wir wollen
fiir die Wahrscheinlichkeiten am Wiirfel II den Buchstaben w
wihlen, also die Wahrscheinlichkeit, mit IT die Augenzahl 5 zu
werfen, durch w; bezeichnen. Nun ist der Grenzwert der Pro-
dukte zweier GroBen gleich dem Produkt ihrer beiden Grenzwerte,
also der Grenzwert von ng:n das Produkt von v; und wj;, in
Worten: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, mit dem ersten Wiirfel
die Augenzahl ,,3°, mit dem zweiten zugleich ,,5°, zu erzielen, ist
das Produkt der beiden Wahrscheinlichkeiten der Einzelereignisse
v . w;. Nehmen wir den Buchstaben W fiir die Wahrscheinlich-
keiten am Wiirfelpaar, so konnen wir schreiben:

Ng: N =

W3’5 = vs . 'u)5.

Natiirlich gilt dieser Satz auch sinngemas8 fiir jedes andere Zahlen-
paar, das aus den Zahlen 1 bis 6 gebildet werden kann. Z. B. ist
die Wahrscheinlichkeit, mit dem ersten Wiirfel 5 und dazu mit
dem zweiten 3 zu treffen, W, ; = v; . wy, wo v; den Wahrschein-
lichkeitswert des Merkmales 5 innerhalb des ersten gegebenen
Kollektivs bezeichnet usf.

Wenn man im Rahmen unserer allgemeinen Theorie das Multi-
plikationsgesetz fiir die Verbindung unabhéngiger Kollektivs for-
mulieren will, bedarf es noch einer Erginzung. Wir miissen uns
davon iiberzeugen, ob die neue Elementenfolge, bestehend aus
dem Spiel mit jedesmal zwei Wiirfeln und den beiden Augen-
zahlen als Merkmal, auch den Forderungen, die an ein Kollektiv
gestellt werden, geniigt. Andernfalls diirfen wir ja gar nicht von
einer Wahrscheinlichkeit des Zahlenpaares 3, 5 sprechen. Nun,
die eine Forderung, die nach der Existenz der Grenzwerte, ist sicher
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erfilllt, denn wir haben ja gezeigt, wie man W, ; und jede andere
dieser 36 GréBen W,,, W, , usf. bis Wy 4 berechnen kann. Es
bleibt aber noch die Frage nach der Unempfindlichkeit der Grenz-
werte gegen eine beliebige Stellenauswahl. Und da ist zu sagen,
daB wir in der Tat die Bedingungen der ,,Unabhéngigkeit noch
etwas enger fassen miissen, als dies oben geschehen ist. Man mu8
die Forderung ausdriicklich stellen, da8 der Héufigkeitsgrenzwert
fiir das zweite Kollektiv unverindert bleiben soll, wenn man am
ersten zunichst eine beliebige Stellenauswahl vornimmt und dann
die so verkiirzte erste Folge zur ,,Auswiirfelung* benutzt. Ein
Beispiel wird uns nachher gleich zeigen, daf das wirklich nétig ist.
Vorldufig geben wir die endgiiltigen Formulierungen fiir die Ver-
bindung unabhingiger Kollektivs wie folgt:

1. Ein Kollektiv II heiBt von dem Kollektiv I, auf das es
elementweise bezogen ist, unabhidngig, wenn die Verteilung
innerhalbIl unverdndert bleibt, sobald aus den Elementen von
II eine Teilfolge derart gebildet wird, daB man zuerst an I eine
Stellenauswahl trifft, dann diese ausgewihlte Folge der
Elemente von I zur Auswiirfelung aus IT benutzt und schlie-
lich wieder eine Stellenauswahl vornimmt.

2. Aus zwei unabhingigen Kollektivs kann als ihre ,,Ver-
bindung*‘ ein neues hergestellt werden, dessen Elemente und Merk-
male die Zusammenfassungen der Elemente und Merk-
male der urspriinglichen sind.

Lésung der Aufgabe: Die neue Verteilung ergibt sich,
indem man die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen
Merkmale innerhalb der gegebenen Kollektivs mitein-
ander multipliziert.

Feststellung der Unabhéngigkeit.

Mit diesen Sétzen ist ein viertes, fiir uns im wesentlichen das
letzte, Verfahren zur Bildung eines neuen Kollektivs aus ge-
gebenen definiert. Nur hinsichtlich der Verbindung von Kollek-
tivs, die nicht als unabhingig gelten kénnen, werden wir noch
einen Zusatz hinzufiigen. Vorerst aber eine kleine Einschaltung.

Man kann, dhnlich wie friilher bei der Definition der Wahr-
scheinlichkeit iiberhaupt, fragen: Woher weif man, ob jemals
zwei gegebene Kollektivs in dem Sinne der eben gegebenen De-
finition voneinander unabhiingig sind und demnach der Multi-
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plikationssatz angewendet werden darf? Die Antwort darauf
lautet: Es liegt hier genau so wie im fritheren Fall und wie bei
jedem Problem einer exakten Naturwissenschaft, in der man aus
abgezogenen, idealisierten Voraussetzungen Schliisse zieht, die
nur an der Erfahrung gepriift werden kénnen. So definiert die
Mechanik als einen elastischen Korper einen solchen, bei dem
Spannung und Forménderung an jeder Stelle einander gegenseitig
eindeutig bestimmen; sie lehrt dann weiter, wie man fiir einen
Balken aus elastischem Material die Durchhingung aus der GréBe
und Anordnung der Lasten berechnen kann. Woher weil man,
daB ein bestimmter Balken im Sinne der Definition elastisch ist,
so daB die Rechnung auf ihn angewandt werden darf? Kann man
etwa die Definitionseigenschaft an jeder Stelle des Materials
prifen? Nein, man setzt zundchst das Zutreffen der Definition
voraus, rechnet, wie die Theorie es vorschreibt, und priift das
Ergebnis der Rechnung durch einen Versuch nach. Fallt die
Uberpriifung giinstig aus, so sieht man die Voraussetzung fiir den
gepriiften und alle analog liegenden Fille als bewiesen an. Ein
noch einfacheres Beispiel: Die Geometrie lehrt uns zahlreiche
Sitze iiber die Kugel; woher weil man, daB diese Sitze sich auf
den Erdkérper anwenden lassen? Hat jemals irgendwer nach-
gepriift, ob es einen Punkt gibt, von dem alle Punkte der Erd-
oberfliche gleichen Abstand haben? Dies verlangt doch die De-
finition der Kugel. Nein, zuerst war es eine intuitive Vermutung,
daB die Erde eine Kugel sei, dann wurde die Vermutung durch
Uberpriifung aller moglicher Folgerungen aus ihr bestétigt —
und schlieflich zeigten kleine Widerspriiche, daB die Annahme
der Kugelgestalt doch nur mit begrenzter Genauigkeit zutrifft.

Ganz so liegt es bei der Beurteilung der Unabhingigkeit zweier
Kollektivs. Sind zwei Wiirfel in einem Becher durch einen kurzen
Faden miteinander gekoppelt, wird niemand die Unabhingigkeit
der Wiirfe vermuten. Ist der Faden etwas langer, so wird man
keine Vermutung aussprechen kénnen, solange nicht eine ge-
niigend groBe Versuchsreihe, die das Multiplikationsgesetz nach-
priift, ausgefiithrt wurde.. Legt man die Wiirfel lose, ungekoppelt
in einen Becher, so entspricht es einer sehr alten und sehr all-
gemeinen Erfahrung, daBl die Wahrscheinlichkeiten der Paare von
Augenzahlen dem Multiplikationsgesetz folgen. Werden schlieBlich
die beiden Wiirfel in je einem Becher von verschiedenen Personen,
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womoglich noch an entfernten Orten, gleichzeitig gespielt, so
spricht schon ein instinktives Gefiihl, d. i. eine noch allgemeinere,
iiberpersonliche Erfahrung, fiir die Annahme der Unabhéingigkeit.
Ob die Annahme in einem konkreten Fall zutrifft oder nicht, kann
aber nur die Beobachtung entscheiden. Diese besteht darin, daB
man mit den vorliegenden Wiirfeln (oder mit einer Anordnung, die
man der gegebenen als gleich ansieht) eine lange Versuchsserie
ausfiithrt, bei der nachgesehen wird, ob das Multiplikationsgesetz
stimmt.

In manchen Féllen kann man die Unabhéingigkeit zweier
Kollektivs, die einer Verbindung unterworfen werden sollen, aus
ihrer Definition erschlieBen, dann némlich, wenn die beiden selbst
schon in bestimmter Weise aus einem anderen abgeleitet sind.
Beispiele dafiir werde ich spéter geben, wenn von der Zusammen-
setzung von Grundoperationen die Rede sein wird.

Verbindung abhéingiger Kollektivs.

Man kann, wie ich jetzt zum Schlusse kurz zeigen will, das
Verfahren der ,,Verbindung*“ auch noch auf gewisse Fille aus-
dehnen, in denen die Voraussetzungen der ,,Unabhéingigkeit‘
nicht voll erfiillt sind. Nur darf man nicht meinen, da8 die beiden
zu verbindenden Kollektivs A und B gar keinen Bedingungen zu
geniigen brauchen; die Einschrénkungen sind bloB etwas ver-
mindert. Wir wollen zwei Kollektivs 4, B ,,verbindbar®, aber
,-abhingig® nennen, wenn folgendes zutrifft. Wird an den Ele-
menten von A eine beliebige Stellenauswahl vorgenommen und
die ausgewahlte Folge zur ,,Auswiirfelung aus B benutzt, so soll
die dabei entstehende Teilfolge der Elemente von B ein Kollektiv
bilden, dessen Verteilung noch von dem Merkmal von 4, nach
dem ausgewiirfelt wurde, abhéingt. Also: Es soll eine gewisse
Wahrscheinlichkeit geben, mit dem zweiten Wiirfel ,,5° zu werfen,
wenn der erste,,3‘ zeigt, aber diese soll nicht zugleich die Wahr-
scheinlichkeit dafiir sein, mit dem zweiten Wiirfel ,,5° zu erzielen,
wenn der erste z. B. ,,4° ergibt. Ein praktisches Beispiel ist etwa
folgendes.

In einer Urne befinden sich drei schwarze und drei weile
Kugeln; es wird zweimal hintereinander eine Kugel gezogen, ohne
daB die zuerst gezogene inzwischen zuriickgelegt worden wére.
Dann erst legt man beide zuriick und fingt von neuem an. Hier
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besteht das erste Kollektiv aus den ,,ersten‘‘ Ziigen, die aus voller
Urne geschehen. Nach der iiblichen Annahme der Gleichverteilung
ist die Wahrscheinlichkeit eines weiflen oder eines schwarzen Zuges
gleich 1/,. Das zweite Kollektiv hat zu Elementen die Gesamtheit
der ,,zweiten‘‘ Ziige, die aus einer nur fiinf Kugeln enthaltenden
Urne erfolgen. Aus dieser Gesamtfolge lassen sich zwei Teilfolgen
mittels des ersten Kollektivs ,,auswiirfeln‘‘; einmal, indem man
alle jene ,,zweiten* Ziige betrachtet, die auf einen weilen ,,ersten‘
Zug folgen, dann jene, denen ein schwarzer ,,erster* Zug vorangeht.
Man sieht ohne weiteres, daB3 die Wahrscheinlichkeit, schwarz zu
ziehen, innerhalb des ersten ausgewiirfelten Kollektivs 3/;, inner-
halb des zweiten aber nur %/; betragt — immer die Gleichver-
teilung vorausgesetzt; denn von den fiinf Kugeln in der Urne
sind im ersten Falle drei, im zweiten Falle nur zwei schwarz. Es
héngt hier, wie wir vorher sagten, die Verteilung innerhalb der
ausgewiirfelten Kollektivs von dem Merkmal ab, nach dem aus-
gewiirfelt wurde.

Wie im Falle der blo8 ,,verbindbaren‘, aber nicht unab-
hingigen Kollektivs die Endverteilung innerhalb der Verbindung
zu rechnen ist, bedarf nach dem Vorangegangenen kaum noch
der Erklirung. Man muB, um die Wahrscheinlichkeit etwa des
Ergebnisses ,,schwarzer Zug — weiler Zug* zu erhalten, folgende
zwei Faktoren miteinander multiplizieren: die Wahrscheinlichkeit
1/, eines schwarzen ,ersten Zuges und die Wahrscheinlichkeit
eines weillen ,,zweiten Zuges unter der Voraussetzung, dafl der
erste schwarz war, also 3/;; Resultat: 1/, .3/; = 3/;,. Analog fiir
jede andere Kombination.

Beispiel fiir nicht verbindbare Kollektivs.

Es mag schliellich nicht ganz iiberfliissig sein, ein Beispiel
fiir zwei Kollektivs zu geben, die weder als ,,abhangige’ noch
als ,,unabhingige’ gelten konnen, die in unserem Sinne iiber-
haupt nicht verbindbar sind. Es werde etwa téglich um 8 Uhr
morgens eine bestimmte meteorologische Gréfe, sagen wir der
Feuchtigkeitsgehalt der Luft, gemessen; die Malzahl, die eine
zwischen 1 und 6 liegende ganze Zahl sei, bildet das Merkmal
des Einzelversuches. Dieselbe oder eine andere Variable werde
nun auch téglich um 8 Uhr abends gemessen, so daf wir zwei
elementweise einander zugeordnete Folgen vor uns haben, die

Mises, Wahrscheinlichkeit. 2. Aufl. 5
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beide die Eigenschaften eines Kollektivs besitzen mégen: Existenz
der Grenzwerte und Regellosigkeit. Es mag auch weiterhin zu-
treffen, daB das zweite Kollektiv gegen Auswiirfelung durch das
erste unempfindlich ist, d. h. daB die Abendmessungen, die z. B.
auf den Friihwert 3 folgen, die gleiche Verteilung aufweisen wie
simtliche am Abend gemessenen Werte. Gleichwohl kénnte es
sein, daB an jedem 28. Tag, und nur an einem solchen (Vollmond)
ein Vormittagswert 3, falls er vorliegt, zwanglaufig die Abend-
beobachtung 3 nach sich zieht. In diesem Falle wiirde durch
die Verbindung kein Kollektiv entstehen. Denn die Stellen-
auswahl, die jeden 28. Tag heraushebt, wiirde eine Verteilung
ergeben, bei der die Wahrscheinlichkeit der Kombinationen 3,1;
3,2;3,4; 3,5 und 3, 6 Null ist, die der Kombination 3, 3 gleich 1.
Innerhalb der Gesamtheit der Vor- und Nachmittagsbeobachtun-
gen trifft dies jedoch nicht zu, da kommen alle sechs Kombina-
tionen mit bestimmten von Null verschiedenen Haufigkeiten
vor. Man sieht, daB8 hier aus der paarweisen Zusammenfassung
der Elemente zweier Kollektivs eine Folge von Elementenpaaren
entsteht, die kein Kollektiv bildet, da darin die Unabhéangigkeit
der Grenzwerte der relativen Haufigkeit gegeniiber einer Stellen-
auswahl nicht besteht. Es sind zwar die einzelnen Beobachtungs-
reihen als zufallsartig angenommen, aber in ihrer gegenseitigen
Beziehung, in ihrem Zusammenhang besteht eine Gesetzméafig-
keit, die sich nicht dem Begriff des Kollektivs einfiigt. Aus
diesem Grunde bezeichnen wir die beiden angegebenen Beobach-
tungsreihen als ,,zu einem Kollektiv nicht verbindbar®.

Das Beispiel zeigt uns, wie unzureichend und unzuverlissig
die primitive, bekannte Form der Produktregel ist, die eine
Unterscheidung der einzelnen wesensverschiedenen Félle der Be-
ziehung zwischen zwei Kollektivs gar nicht zuldBt. Nur der
rationelle Wahrscheinlichkeitsbegriff, der sich auf einer genauen
Analyse der als Kollektiv bezeichneten Beobachtungsfolge auf-
baut, kann hier zu einwandfreien Formulierungen fiihren.

Ubersicht der vier Grundoperationen.

Ich will noch einmal iibersichtlich, schlagwortartig die vier
Grundoperationen zusammenstellen, von denen hier die Rede war.
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1. Die Auswahl. Definition: Die Merkmale unverindert, die
Elemente durch Stellenauswahl
vermindert.

Losung: Die Verteilung bleibt unge-
andert.

2. Die Mischung. Definition: Die Elemente unverdndert, die
Merkmale durch Mischung zu-

sammengefaBt.
Losung:  Additionsregel.

3. Die Teilung. Definition: Die Merkmale unverindert, die
Elemente durch Teilung ver-
mindert.

Losung:  Divisionsregel.

4. Die Verbindung. Definition: Merkmale und Elemente von
zwei Kollektivs paarweise zu-
sammengefalBt.

Losung:  Multiplikationsregel.

Mit der Aufstellung dieser Definitionen und der jedesmaligen
Angabe, wie die Verteilung des abgeleiteten Kollektivs aus den
Verteilungen der Ausgangskollektivs gewonnen werden kann, ist
der grundsitzliche Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung er-
ledigt. Liegt ein konkretes Problem vor, so mufl man, um es in
unseren Aufbau einzuordnen, folgendes leisten:

Erstens ist festzustellen, welches die Ausgangskollektivs mit
den gegebenen Verteilungen sind. Zweitens mul man sich klar-
machen, wie das Kollektiv beschaffen ist, innerhalb dessen die
gesuchte Wahrscheinlichkeit besteht. Endlich mufi man den
Ubergang von den erstgenannten Kollektivs zu dem neuen der-
art in einzelne Schritte zerlegen, daB jeder Schritt genau eine
Grundoperation darstellt. Dann wird die Aufgabe durch sukzessive
Anwendung der vier aufgestellten Regeln gelost. Natiirlich wird
man, besonders nach einiger Ubung, nicht immer pedantisch
in dieser Reihenfolge verfahren miissen. Der Erfahrene iibersieht
leicht und unmittelbar gewisse Zusammenhinge von Kollektivs,
wird z. B. oft sich wiederholende Gruppen von Grundoperationen
als eine neue ,,zusammengesetzte Operation‘‘ ein fiir allemal er-
ledigen usf. Bei vielen, und nicht den leichtesten Aufgaben reduziert
sich die ganze Vorbereitungsarbeit auf ein Minimum: Es liegt
z. B. von vornherein nur eine einfache Mischung vor und die

5
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ganze Schwierigkeit ist eine rein mathematische, bestehend in
der Ausrechnung einer in komplizierter Weise definierten Summe
oder eines Integrals.

Ich will hier, nur zur Erliuterung des grundsitzlichen Aufbaus,
ein Beispiel anderer Art kurz besprechen, nidmlich ein solches,
bei dem die mathematischen Schwierigkeiten zuriicktreten, aber
dafiir Gelegenheit gegeben ist, das vielfiltige Ineinandergreifen
der Grundregeln zu erlautern.

Die Frage des Chevalier pE MERE.

Ich wahle als Beispiel eine Aufgabe, die vielleicht die #lteste
ist, die je in der Wahrscheinlichkeitsrechnung gelost wurde und
die zu betrachten fiir uns von mehr als einer Seite lehrreich sein
wird. Zur Zeit Pascars und FErMATs, der groflen Mathematiker
des 17. Jahrhunderts, lebte in Frankreich der als eifriger Spieler
bekannte Chevalier b M#r¥%. Unter den Gliicksspielen, die damals
im Schwange waren, gab es folgendes Wiirfelspiel: Ein Wiirfel
wurde in einen Becher getan und viermal hintereinander aus-
gespielt. Die eine der beiden Parteien setzte nun darauf, daf
mindestens einmal die Augenzahl, die erscheint, gleich 6 wird,
die andere auf das Gegenteil. Der Chevalier pE Mfir% hatte heraus-
gefunden, daB es giinstiger sei, auf das positive Resultat, d. h.
das Erscheinen mindestens einer 6 zu setzen. Nun lieben Spieler
aber die Abwechslung und so wurde gelegentlich eine Variante
des Spieles eingefithrt. Man nahm zwei Wiirfel statt eines,
spielte sie gemeinsam aus, aber nicht 4mal, sondern 24mal
und nun wurde darauf gesetzt, daB mindestens einmal Doppel-
sechs erscheint, d. h. beide Wiirfel gleichzeitig 6 zeigen. Der
Chevalier pE M¥RE bemerkte nun — offenbar spielte er sehr
fleiBig —, daB es bei diesem verénderten Spiel vorteilhafter sei,
auf das Nichterscheinen der Doppelsechs zu setzen. Er hielt
das fiir auffallend, ja er behauptete, hier miisse ein Fehler der
Arithmetik stecken. Denn, so argumentierte er, bei einem Einzel-
wiirfel gibt es 6, beim Wiirfelpaar 36, also 6mal so viel verschiedene
Moglichkeiten. Eine von den 6 Moglichkeiten beim einzelnen
Wiirfel ist das Erscheinen der Augenzahl 6, eine der 36 Moglich-
keiten beim Spiel mit zwei Wiirfeln ist die Doppelsechs. Wenn
man also mit zwei Wiirfeln sechsmal so oft, nimlich 24mal statt
4mal spielt, so miifiten die Chancen fiir ja und nein ebenso liegen.
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FrrmaT, dem M¥RE diese Angelegenheit unterbreitete, klirte sie
vollstindig auf und in einem Briefe, den er an Pascar schrieb,
ist uns seine Losung erhalten. Ich will sie hier in einer anderen,
viel allgemeineren Form geben, die vor allem die Einordnung
des Problems in unseren grundsédtzlichen Aufbau der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung hervortreten lagt.

Loésung der Aufgabe.

Beginnen wir mit dem ersten Fall, dem viermaligen Aus-
spielen eines Wiirfels. Es ist klar, daB hier das Ausgangskollektiv,
das gegeben sein muf}, in der fortgesetzten Folge der einfachen
Wiirfe mit einem Wiirfel besteht. Element des Kollektivs ist
einmaliges Ausspielen des Wiirfels, Merkmal die Augenzahl 1,
2, 3,....0oder 6. FErMAT nimmt stillschweigend an, daB die
Wahrscheinlichkeiten der sechs Merkmale einander gleich, also
alle gleich /s seien, mit anderen Worten, dal es sich um einen
sogenannten richtigen Wiirfel handelt, und von dieser Annahme
ist sein ganzer Rechnungsgang beherrscht. Nach unserer allge-
meineren Auffassung mufl sich die Rechnung auch ohne diese
einschrinkende Annahme durchfithren lassen. Wir setzen also
voraus, dal die sechs Wahrscheinlichkeiten w,, w,, .... bis wg
der sechs Wiirfelseiten irgendwie gegeben seien. IThre Summe ist
natiirlich 1.

Wonach ist nun gefragt? Man sucht die Wahrscheinlichkeit
dafiir, da mindestens einmal in einer Gruppe von vier Wiirfen
die Sechs fillt. Offenbar ist dies eine Wahrscheinlichkeit inner-
halb des Kollektivs, das folgendermaBen beschaffen ist: Element
ist eine Gruppe von vier aufeinanderfolgenden Wiirfen, Merkmal
des Elements ist ja oder nein (einfache Alternative), und zwar
ja, wenn mindestens eine der vier Augenzahlen eine 6 ist, nein,
wenn alle Augenzahlen von 6 verschieden sind. Dies ist das
Endkollektiv, das wir aus dem gegebenen ableiten miissen. Ge-
fragt ist nach der Wahrscheinlichkeit des ,,ja‘ innerhalb dieses
Endkollektivs.

Suchen wir nun die Grundoperationen zu bestimmen, die
vom gegebenen Kollektiv C' zum Endkollektiv X fithren. Zunéichst
siecht man, dafl es innerhalb C, also des fortgesetzten Spiels mit
dem Wiirfel, auf die Unterschiede zwischen den Resultaten 1,
2 .... bis 5 nicht ankommt, da am Schlusse nur von Sechs oder
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Nichtsechs die Rede ist. Also nehmen wir vor allem an C eine
Mischung vor, indem wir die Merkmale 1 bis 5 zusammen-
werfen, anderseits die 6 allein lassen. Es entsteht so ein verindertes
Kollektiv, das C’ heilen méoge, mit denselben Elementen wie C,
aber nur zwei verschiedenen Merkmalen, ndmlich: Sechs oder
Nichtsechs. Nach der Mischungsregel oder Additionsregel sind
die beiden Wahrscheinlichkeiten in C’ gleich wg einerseits und
wy + wy + w; + w, + w; anderseits. Da die Summe sdémtlicher w
gleich 1 ist, konnen wir kiirzer die beiden GroBen bezeichnen
als wg und 1 — w.

Nunmehr fithren wir an ¢’ eine Auswahl durch, indem wir
aus der Gesamtfolge aller Wiirfe diejenigen herausheben, deren
Nummern die folgenden sind:

1, 5, 9, 13, 17, 21, 25, ....

usf. in infinitum, immer drei auslassend. Das so entstandene
Kollektiv mit unverinderten Merkmalen (Sechs oder Nichtsechs)
und ausgewihlten Elementen heifle C;’. In ihm besteht nach der
Auswahlregel die gleiche Verteilung wie in €', d. h. die Wahr-
scheinlichkeit der Sechs ist wieder w, die des gegenteiligen
Falles ist 1 — wy.

Ein zweites Kollektiv, das Cy’ heiBlen soll, entsteht in analoger
Weise durch eine zweite Auswahl aus €', indem wir diejenigen
Elemente zuriickbehalten, deren Nummern

2, 6, 10, 14, 18, 22, 26, ....

usf. sind. Auch innerhalb dieses Cy' bestehen die gleichen Wahr-
scheinlichkeiten wg und 1-—w, fiir die Resultate Sechs bzw.
Nichtsechs. SchlieBSlich fithren wir die beiden noch iibrigbleibenden
Moglichkeiten aus, niémlich eine dritte Auswahl, die die
Elemente mit den Nummern

3,7, 11, 15, 19, 23, 27, ....
umfaBt und Cy' heiBen soll, sowie die vierte Auswahl mit den
Ordnungsnummern

4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, ...,
die ein Kollektiv C,’ ergibt. Im ganzen sind so aus dem gegebe-

nen C auf dem Weg iiber C” vier neue Kollektivs, Cy’, C,’, Cy’, C//,
gewonnen worden, jedes eine einfache Alternative mit den Merk-
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malen Sechs oder Nichtsechs und den Wahrscheinlichkeiten w,
und 1 — wg, die bekannt sind, weil ja w, bis wg gegeben voraus-
gesetzt war.

Nun bleibt der letzte Schritt zu tun: Man muf8 eine Ver-
bindung zwischen den vier durch Auswahl gewonnenen Kollek-
tivs herstellen. Verbinden wir zundchst C,’ mit C,’, so heillt
dies, daB wir die ersten Elemente von C," und C," zusammen-
fassen, also die Wiirfe mit den Nummern 1 und 2, sodann die
zweiten Elemente, das sind die Wiirfe mit den Nummern 5 und
6 usf. Es entsteht ein Kollektiv, das wir ;" nennen und dessen
Elemente Paare von Wiirfen sind, und zwar diejenigen Paare,
die in der urspriinglichen Numerierung in C so bestimmt sind:

1 mit 2, 5 mit 6, 9 mit 10, 13 mit 14, 17 mit 18, ....
usf. Das Merkmal eines solchen Elements ist eine der vier Kom-
binationen von zwei Resultaten, namlich: Sechs mit Sechs, Sechs
mit Nichtsechs, Nichtsechs mit Sechs, endlich Nichtsechs mit
Nichtsechs.

Es fragt sich nun, ob auf C,"’ die Regel der Verbindung un-
abhingiger Kollektivs angewandt werden diirfen oder nicht.
Die Frage ist zu bejahen, und zwar liegt hier einer der friiher
erwihnten Félle vor, in dem die Unabhiingigkeit zweier Kollektivs
aus ihrer Ableitung folgt. Es liBt sich mathematisch beweisen
und ist auch unmittelbar leicht einzusehen, daB die vorausgesetzte
Regellosigkeit im Ausgangskollektiv ' zum Schluf fiihrt, daB
die aus C bzw. C' durch Auswahl gewonnenen Kollektivs C,’
und C,’ unabhiingig sein miissen. Demnach ergeben sich die
Wahrscheinlichkeiten der vier vorgenannten Merkmale nach der
Multiplikationsregel; die erste gleich wg?, die zweite und dritte
gleich wg (1 — w,), die letzte gleich (1 — wy)?.

Genau die gleiche Verbindung 148t sich nun auch zwischen
Cy und O/ herstellen. Das so entstehende Kollektiv C,"" umfaBt
die Paare

3 mit 4, 7 mit 8, 11 mit 12, 15 mit 16, 19 mit 20, ....

usf. Die Merkmale und Wahrscheinlichkeiten sind in C,” die
gleichen wie in C,".

Noch einmal miissen wir eine Verbindung ausfiihren, jetzt
zwischen O, und C,”. Damit werden zusammengefaf3t die Paare
1, 2 und 3, 4, ndmlich das erste Element von C,” mit dem ersten
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von C,"”, sodann die Paare 5, 6 und 7, 8, das sind die zweiten
Elemente von O, und C,” usf. Man sieht, daB die Elemente
des jetzt entstandenen Kollektivs tatséichlich Gruppen von je
vier Wiirfen sind, und zwar die Gruppen mit den Nummern

1 bis 4, 5 bis 8, 9 bis 12, 13 bis 16, 17 bis 20, ....

usf. Dieses Kollektiv heie K’, seine Merkmale sind die 16 Kom-
binationen, die man erhilt, wenn man eines der vier Merkmale
von O, mit einem von C,” zusammenstellt. Die 16 Wahrschein-
lichkeiten folgen aus der Multiplikationsregel, die auch hier an-
wendbar ist. Z. B. ist die Wahrscheinlichkeit des Merkmales
Sechs-Sechs mit Sechs-Sechs (oder 4mal Sechs) gleich wg? . wg? =
= wgt. Die Wahrscheinlichkeit des Resultates: 4mal Nichtsechs
ist ebenso gegeben durch (1 — wg)d.

Nun kommt der allerletzte Schritt, der uns von K’ zu K
fiihrt: Es interessieren uns nicht alle 16 Kombinationen, sondern
nur die beiden Fille: Keinmal 6, d. h. alle 4mal Nichtsechs, oder
das Gegenteil. Also ist nochmals eine Mischung vorzunehmen.
Die Wahrscheinlichkeit des Merkmales: keinmal 6 bleibt (1 — wg)4,
die Summe der iibrigen 15 Wahrscheinlichkeiten muB die erstere
zu 1 ergénzen, also bleibt

W=1—(1— we

Dies ist somit die Wahrscheinlichkeit innerhalb des (durch Mi-
schung aus K’ hervorgegangenen) Kollektivs K dafiir, daB8 das
Gegenteil von: allemal Nichtsechs, das ist also: mindestens ein-
mal Sechs, eintritt. Damit ist die Losung der Aufgabe gefunden.

Diskussion der Losung.

Zunéchst kénnen wir, ohne viel weitere Rechnung, das Resultat
fiir den zweiten Fall der Mfrtschen Aufgabe angeben, némlich
den Fall von 24 Wiirfen mit einem Wiirfelpaar. Nimmt man als
Ausgangskollektiv C das fortgesetzte Spiel mit einem Wiirfelpaar
und betrachtet statt des Resultats Sechs jetzt die Doppelsechs,
so tritt offenbar an die Stelle des fritheren wg eine GroBe wgg,
nimlich die Wahrscheinlichkeit dafiir, innerhalb C, also des
fortgesetzten Spiels mit dem Wiirfelpaar, die Doppelsechs zu
erzielen. Die weitere Ableitung ist ganz analog der friiheren,
nur sind jetzt statt 4 Auswahlen deren 24 zu bilden und dann
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durch Verbindung zu vereinigen. Wir brauchen dies nicht im
einzelnen durchzufiihren, denn offenbar ist das Resultat nur dies,
daB in der Endformel der Exponent 24 an Stelle von 4 tritt.
Wir haben also in

W' =1— (1 — we)*

die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB innerhalb einer Gruppe von
24 Wiirfen mindestens einmal die Doppelsechs fillt.

Macht man die Annahme, dafl das Spiel mit dem Wiirfelpaar
als Verbindung zweier unabhéngiger Kollektivs aufgefallt werden
darf, so wird das neue Ausgangskollektiv auf das frithere zuriick-
gefithrt in dem Sinne, dal wg = wg? zu setzen ist. Darnach geht
die ebengenannte Formel iiber in

W o=1—(1— w2

Das ist offenbar die GréBe, die mit dem fritheren W verglichen
werden muB.

Man sieht vor allen Dingen, daB die Ausdriicke fiir W und W’
nicht iibereinstimmen. Fiir einen beliebigen Wiirfel, fiir den w,
irgendeinen Wert besitzt, kann also W sicher nicht gleich W’
sein. So war es aber auch von MERE nicht gemeint. Er dachte
sicher an einen ,,richtigen* Wiirfel, fiir den wg = /4 zu nehmen
ist. Setzen wir diesen Wert in unsere beiden Formeln ein, so
erhalten wir:

W=1— (@t =0516; W =1— (g2 = 0,491.

In der Tat war also die Beobachtung des Chevalier richtig, der
Wert von W liegt etwas iiber 0,5, der von W' etwas darunter.
Im ersten Spiel ist es vorteilhaft, auf ,,Ja‘‘ zu setzen, im zweiten
nicht. Falsch war nur die Uberlegung, die er anstellte und die
ihn zu dem voreiligen Schluf verleitete, in beiden Fillen miiBten
»theoretisch¢¢ die Chancen gleich stehen.

Einige SchluBfolgerungen.

Verschiedene lehrreiche Folgerungen lassen sich aus der hier
entwickelten Losung ziehen. Vor allem sieht man, daf die Losung
einer konkreten Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung tat-
sichlich etwas Bestimmtes iiber die Wirklichkeit aussagt. Uber
den Ablauf einer Erscheinungsreihe der physischen Welt wird
eine Voraussage gemacht, die sich durch Beobachtungen priifen
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laBt. DaB historisch eine Beobachtung der Rechnung vorausging,
tut nichts zur Sache, denn die Voraussage besteht ja fiir alle
kiinftigen Fialle. Sie geht auch weit iiber das unmittelbare Be-
obachtungsergebnis hinaus und deckt z. B. den Fall, in dem die
Wiederholungszahl 4 bzw. 24 durch eine beliebige andere ersetzt
wird oder in dem ein nicht ,richtiger’ Wiirfel mit einem von 1/,
abweichenden Wert von wg verwandt wird usf. Auch eine charak-
teristische Eigenschaft der Wirklichkeitsaussagen der Wahr-
scheinlichkeitslehre sehen wir in Erscheinung treten: Sie beziehen
sich stets und ausschlieBlich auf die relative Hiufigkeit von
Ereignissen in langen Versuchsfolgen. Eine Theorie, die nicht
von vornherein den Zusammenhang zwischen der relativen
Hiéufigkeit und dem Wahrscheinlichkeitsbegriff einfiihrt, kann
fiir die Deutung der Wirklichkeit nichts beisteuern.

Noch auf einen zweiten Umstand mufl ich hinweisen. Man
meint oft, dal man im Bereiche der Gliicksspiele von altersher
nur mit sozusagen a priori bekannten Wahrscheinlichkeiten zu
tun gehabt habe, die sich aus der Annahme der Gleichwahr-
scheinlichkeit aller moglichen Félle ergaben. Wir sehen aber hier,
daB auch Spiele gespielt wurden, bei denen durchaus kein
AnlaB vorlag, die Gleichheit der Chancen a priori anzunehmen.
Warum gerade vermuten, da bei genau vier Wiirfen mindestens
einmal Sechs mit 509, Wahrscheinlichkeit fallt? Nur die Beob-
achtung konnte dazu fithren, diese Art von Wiirfelspiel festzulegen.

Man kann sich den historischen Vorgang etwa so denken.

Erst hatte man durch lange, itber groBe Zeitrdume sich erstrek-
kende Versuche in Erfahrung gebracht, wie man Wiirfel herstellen
miisse, bei denen die Chancen fiir jede der sechs Augenzahlen
nahezu gleich sind. Dann fand man durch Beobachtungen,
daB bei denselben Wiirfeln, den sog. richtigen, die Aussichten
auf mindestens eine Sechs in vier Wiirfen (oder mindestens
eine Doppelsechs in 24) anndhernd 1:1 stehen. Endlich
zeigten noch verfeinerte oder weiter fortgefiihrte Versuche, daf3
in den letzten beiden Fillen doch gewisse Abweichungen auf-
treten, die einer Aufklirung bediirfen. Jetzt trat die Theorie
auf den Plan, die den Zusammenhang der beiden Eigenschaften
eines Wiirfels untersuchte, namlich der Eigenschaft, daf seine
sechs Seiten gleich héufig fallen, und anderseits der, dafl in der
Hilfte aller Serien von vier Wiirfen mindestens einmal Sechs
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fillt. Die Rechnung ergibt, dag die beiden Eigenschaften nicht genau
zusammenstimmen, denn zu wg = /¢ gehort W = 0,516 und umge-
kehrt (dies ist aus der gegebenen Formel leicht auszurechnen)
gehért W =1/, zu einem wg = 0,1591, was etwas weniger als !/ ist.
Deutlicher kann man den empirischen Charakter der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, d. h. ihre Funktion als Beschreibung
sinnlich wahrnehmbarer Tatbestinde gar nicht zum
Ausdruck bringen.

Allein ich bin hier schon in Uberlegungen und Fragestellungen
gelangt, die eigentlich erst den Gegenstand des néchsten Vor-
trages bilden sollen. Ich will also nicht in dieser Richtung fort-
fahren und unterlasse es auch, noch weitere Beispiele, weitere
Aufgaben hier in den Einzelheiten vorzufiihren. Sie wiirden uns
grundsétzlich nicht viel anderes lehren kénnen. Daf man natiir-
lich von der groBen Umstindlichkeit, mit der ich vorhin die Ab-
leitung des Endkollektivs dargelegt habe, bei einiger Ubung
Abstand nehmen kann, habe ich schon erwihnt. Diese Abkiir-
zungen Ihnen vorzufithren, gehort nicht in diesen Zusammen-
hang. Hier will ich lieber zum Abschlu8 noch eine kurze Uber-
sicht geben iiber die wichtigsten Punkte, die den neuen Aufbau
der Wahrscheinlichkeitsrechnung kennzeichnen.

Kurzer Uberblick.

1. Den Ausgangspunkt der Theorie bildet der Begriff des Kollek-
tivs. Wahrscheinlichkeit gibt es nur mit dem Zusatz: inner-
halb dieses bestimmten Kollektivs.

2. Kollektiv ist eine unendliche Folge von Beobachtungen,
deren jede mit der Feststellung eines Merkmales endet. Die
relative Haufigkeit, mit der ein Merkmal auftritt, besitzt
einen Grenzwert, und dieser éndert sich nicht, wenn durch
Stellenauswahl eine Teilfolge herausgehoben wird.

3. Der gegen Stellenauswahl unempfindliche Grenzwert der
relativen Haufigkeit heit die Wahrscheinlichkeit des Merk-
males innerhalb des betreffenden Kollektivs. Die Gesamtheit
der Wahrscheinlichkeiten innerhalb eines Kollektivs bildet
seine Verteilung. (So weit waren wir im wesentlichen am Ende
des ersten Vortrages. Nun das Neue:)

4. Eine Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung besteht immer
darin, daB ein oder mehrere Kollektivs mit ihren Verteilungen
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gegeben sind und aus ihnen ein neues Kollektiv abgeleitet
wird, in dem die Verteilung gesucht ist. Der Spezialfall, daB
die gegebenen Verteilungen gleichformige sind (gleich mogliche
Fille), besitzt keinerlei Ausnahmestellung.

5. Die Ableitung eines neuen Kollektivs aus gegebenen besteht
stets in einer Kombination von Operationen, deren jede
einzelne eine der vier Grundoperationen: Auswahl, Mischung,
Teilung, Verbindung, ist.

6. Bei der Operation der Auswahl bleibt die Verteilung unver-
dndert; bei der Mischung wird durch die Additionsregel, bei
der Teilung durch die Division, bei der Verbindung durch
Multiplikation die neue Verteilung bestimmt.

7. Damit, daB fiir jede Grundoperation der Ubergang von den
gegebenen zu der neuen Verteilung bekannt ist, ist jede Auf-
gabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung grundsétzlich gelost.
Durch Héufung der Operationen oder durch komplizierte
Definition einer Mischung u. éhnl. kénnen gleichwohl erhebliche
rein mathematische Schwierigkeiten entstehen.

8. Praktisch beruht jede Rechnung auf der Kenntnis gewisser
Hiufigkeiten in langen Versuchsfolgen und ihr Resultat ist
eine bestimmte, an Beobachtungen priifbare Aussage iiber
andere derartige Héaufigkeiten.

Wollte ich mich noch kiirzer ausdriicken und das Wesentliche
in einem einzigen Satz zusammenfassen, so wiirde ich sagen:

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung hat es aus-
schlieBlich mit Hiufigkeiten in langen Beobachtungs-
reihen zu tun, sie geht von gegebenen Aussagen iiber
solche Héufigkeiten aus und leitet daraus andere
mittels von vornherein festgelegter Rechenregeln ab.

Dritter Vortrag.

Kritik der Grundlagen.

In den beiden vorangehenden Vortrigen habe ich eine kurze
Skizze von dem gegeben, was ich den Aufbau der neuen Wahr-
scheinlichkeitstheorie nenne. In der Zusammenfassung am
Schlusse des zweiten Vortrages sind in acht Satzen die Haupt-
gesichtspunkte der Theorie iibersichtlich angefithrt. Wére es etwa



Der Umfang der praktischen Anwendbarkeit. 77

meine Aufgabe, einen vollstindigen Lehrgang zu entwickeln, so
miilte ich jetzt zeigen, wie sich durch schrittweise Zusammen-
setzung der vier Grundoperationen immer verwickeltere Ab-
leitungen neuer Kollektivs aus gegebenen gewinnen lassen und
wie anderseits alle Fragen, die man in der Wahrscheinlichkeits-
rechnung zu behandeln pflegt, auf derartig zusammengesetzte
Operationen zuriickfithren. Diese Aufgaben wiirden uns aber in
rein mathematische Auseinandersetzungen hiniiberleiten, fiir die
hier nicht der Platz ist. Ich muB den dafiir Interessierten auf
meine Vorlesungen iiber Wahrscheinlichkeitsrechnung verweisen,
die seit 1931 im Druck vorliegen. Hier wollen wir uns nur mit den
allgemeinen gedanklichen Grundlagen der Theorie befassen, und
da erwichst mir jetzt die Aufgabe, das bisher Vorgetragene
kritisch zu betrachten. In zwei Richtungen hauptsichlich werden
sich meine heutigen Ausfiihrungen erstrecken. Ich werde das Ver-
hiltnis der neuen Theorie zu der klassischen Wahrscheinlichkeits-
rechnung und zu den spiteren Ansdtzen besprechen, die die
klassische Theorie fortzubilden und tiefer zu begriinden suchten.
Dann aber will ich auf die mannigfachen Versuche eingehen, die
seit dem FErscheinen meiner ersten Veréffentlichungen zu einer
Widerlegung, Abéinderung oder Ergéinzung meiner Theorie unter-
nommen wurden.

Der Umfang der praktischen Anwendbarkeit.

Vorerst einige Bemerkungen allgemeinerer Natur iiber Ein-
winde, die schon die in der Einleitung des ersten Vortrages formu-
lierte grundsétzliche Einstellung zur wissenschaftlichen Be-
griffsbildung iiberhaupt treffen. Ich hatte ausdriicklich her-
vorgehoben, daf} eine rationelle Theorie der Wahrscheinlichkeit un-
moglich jeder Anwendung des Wortes Wahrscheinlichkeit in der
Umgangssprache gerecht werden kann. Gerade dies wird nun in
neuerer Zeit von einem auf anderem Gebiete viel genannten
Schriftsteller, dem Englinder Joaxn MayNarp KEYNES, sehr ein-
dringlich als ein Mangel jeder ,,Hiufigkeitstheorie* hingestellt.

In einer Kritik des von mir schon erwahnten JoHN VENN, der
in seiner ,,Logic of chance* ungefihr das entwickelt, was von mir
in der ersten Forderung an ein Kollektiv zusammengefalt er-
scheint, beméngelt KEYNES, daB nicht alles, was im gewéhnlichen
Sprachgebrauch ,,wahrscheinlich* heiBt, durch die Haufigkeits-
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definition gedeckt wird. Gerade diejenigen Fille, auf die die De-
finition nicht anwendbar ist, seien die wichtigsten und wenn wir
auf ihre Beriicksichtigung verzichteten, so wire ,,die Wahrschein-
lichkeit kein Fiihrer durchs Leben‘ und wir wiirden ,,nicht ver-
niinftig handeln, wenn wir uns von ihr leiten lassen“. Den Vor-
wurf, der in den letzten Sitzen steckt, miite man, wenn er be-
rechtigt wire, ernst nehmen. Denn eine Wissenschaft, die sich
im Leben nicht bewéhrt, wollen wir gewil nicht betreiben; ander-
seits aber auch nicht eine solche, die iiber ihre Grenzen hinaus
Geltung beansprucht, wo sie ihr nicht zukommt. In der Tat
nimmt die neue Wahrscheinlichkeitstheorie, wie ich sie in ihren
Grundlagen skizziert habe, fiir sich in Anspruch, auf drei groen
Gebieten eine zuverldssige ,Fiihrerin durchs Leben* zu sein.

Erstens lehrt sie, wie man sich Gliicksspielen gegeniiber zu
verhalten hat; wie Einsitze und Gewinne zu bemessen sind, wenn
man bei andauerndem Spiel ein bestimmtes Ergebnis erzielen
will. Sie lehrt aber zugleich auch auf das eindringlichste, daf
iiber den Ablauf eines Einzelspiels nichts und nochmals nichts
ausgesagt werden kann, sowie daB das Ersinnen eines noch so
knifflichen ,,Systems ebenso nutzlos ist wie das Konstruieren
eines Perpetuum mobile. Zweitens bewihrt sich die Theorie im
Versicherungswesen, wo sie Primien und Pramienreserven in
einer Weise zu berechnen gestattet, die billigen Gerechtigkeits-
anspriichen geniigt und eine hinreichende Sicherheit des Unter-
nehmens gewéhrleistet. Hierher gehért der Methode nach auch
die vielfiltige Anwendung wahrscheinlichkeitstheoretischer Uber-
legungen auf statistische Beobachtungsreihen irgendwelcher Art —
ich nenne neben der biologischen und sozialen Statistik auch die
neuerdings gepflegte technische Statistik, die z. B. bei Einrichtung
von Fernsprechimtern mit SelbstanschluB sich als unentbehrlich
und als zuverlissig erwiesen hat — einschlieBlich der sogenannten
Theorie der Beobachtungsfehler. Drittens hat die rationelle, auf
die Haufigkeitsauffassung gestiitzte Wahrscheinlichkeitsrechnung
in enger Verbindung mit gewissen Ideenbildungen der theore-
tischen Physik weitgehende Erfolge erzielt, die in ihren Aus-
wirkungen zweifellos in das materielle Leben der Menschen ein-
greifen, ganz abgesehen von dem ideellen Werte der Erweite-
rung unserer Erkenntnis. Auf all dies kommen wir noch spiter
zuriick.
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Was steht dem gegeniiber?

Was aber kann man, frage ich, iber das hier An-
gefithrte hinaus leisten, wenn man den Wahrscheinlichkeits-
begriff weniger eng faBt, nicht nur als Haufigkeit innerhalb fest
umgrenzter Massenerscheinungen, sondern so, wie es der Sprach-
gebrauch will, als einen ,,Grad des Fiirwahrhaltens eines Satzes,
einer Vermutung? Das KryNEssche Buch enthilt wohl ein Kapitel
mit der Uberschrift ,,Die Anwendung der Wahrscheinlichkeits-
lehre auf die Lebensfithrung‘, aber ich habe darin auch nicht die
kleinste Spur einer praktischen Anweisung finden kénnen, ver-
gleichbar einer der vielen konkreten Vorschriften, wie sie in jedem
der frither genannten Gebiete von der auf den Haufigkeitsbegriff
aufgebauten Theorie geliefert werden. Die Sache steht doch wohl
80: Wenn jemand beispielsweise eine Ehe schliefen und moglichst
wissenschaftlich entscheiden will, ob sie ,,wahrscheinlich* gut ver-
laufen werde, dann kann ithm méglicherweise die Psychologie
oder Physiologie, die Eugenik, die Rassenkunde helfen, ganz
sicher aber nicht eine ,,Wissenschaft‘, die sich um die Wort-
bedeutung von ,,wahrscheinlich herumrankt. Ich bestreite un-
bedingt, daB etwas praktisch Brauchbares bei einer solchen Be-
trachtungsweise herauskommt.

Einen #hnlichen Standpunkt wie KEYNES vertritt auch der
Geophysiker HAroLD JEFFREYS in seinem Buch ,,Scientific
inference®, ja er geht noch weiter, indem er ausdriicklich erklirt,
daf man jede Wahrscheinlichkeit im weitesten Sinne des Wortes
durch eine Zahl ausdriicken kénne. Liegt eine Behauptung B vor
und sind 4,, 4,, ... die Voraussetzungen, auf die sie sich stiitzt,
so gebe es eine von den 4,, 4,, ... und von B abhingige Zahl,
eben die Wahrscheinlichkeit der Behauptung B. Man sucht aber
vergebens in dem Buche eine klare Anweisung dariiber, wie in
einem gegebenen Fall diese Zahl zu bestimmen ist, und noch viel
weniger erfihrt man, was mit diesen Zahlen anzufangen ist,
welche Aufgaben damit gelost, welche praktischen Fragen be-
antwortet werden koénnen.

Ich kann mir nicht vorstellen, welches Ziel man mit der Auf-
stellung solcher Theorien verfolgt. Jedenfalls sind alle bisherigen
Erfolge wahrscheinlichkeitstheoretischer Betrachtungen mit Hilfe
eines rationalisierten Wahrscheinlichkeitsbegriffes erzielt worden,
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der von vornherein darauf verzichtet, alles zu umfassen, was der
Sprachgebrauch als ,,Wahrscheinlichkeit’ bezeichnet.

Der ,natiirliche’ Wahrscheinlichkeitsbegriff.

Gewil soll hier nicht eine Verbotstafel aufgerichtet werden
gegen jede Verwendung des Wortes ,,Wahrscheinlichkeit in
einem anderen Sinn als dem eines Grenzwertes von relativen
Haufigkeiten. Wir gebrauchen ja auch, um an das im ersten
Vortrag Gesagte zu erinnern, das Wort ,,Arbeit* in mannigfachen
Bedeutungen, die nichts mit der Definition der Arbeit in der
Physik zu tun haben. Nicht damit begehen wir einen Fehler, da8
wir sagen, wir wiirden ,,wahrscheinlich® heute zu Hause bleiben
und es bestehe ,,groBe Wahrscheinlichkeit* dafiir, da Besuch
kommt u. dgl. Das Unzulissige, weil Verwirrende, liegt nur darin,
da man solche Aussagen in einen noch so losen oder entfernten
Zusammenhang mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung bringen
will. Derartige sprachiibliche ,,Wahrscheinlichkeiten“ lassen sich
nicht durch Zahlen ausdriicken, sie sind nur in sehr beschrinktem
Umfang miteinander vergleichbar und unterliegen gewiB8 nicht
den. Verkniipfungen, die in den Grundoperationen zum Ausdruck
kommen und nur fiir wohldefinierte Zahlen einen Sinn haben. Die
Vermengung der Sphiren, die Scheinanwendung von Formeln auf
Dinge, die damit nichts zu tun haben, fiihrt nur zur Diskredi-
tierung der Wahrscheinlichkeitsrechnung. In der Tat gibt es
kaum einen Zweig der exakten Wissenschaften, der den Laien
mehr zur Spottlust anregen wiirde, und sobald jemand einen
Mathematiker hinseln will, bringt er fast immer eine Frage, die
mit dem Wort ,,Wahrscheinlichkeit verkniipft ist, aufs Tapet.
Ich kann dies — leider — nicht ganz unberechtigt finden, wenn
ich in einem ernsthaften, von mir schon genannten Buche eine
ernstgemeinte, griindliche Auseinandersetzung dariiber lese, wie
groB fiir ein Baby, das bisher in seinem Leben nur einen blauen
und einen gelben Gegenstand gesehen hat, die zahlenmaBige Wahr-
scheinlichkeit dafiir sei, daB der néchste Gegenstand, den es sieht,
wieder blau sein werde.

Man sagt mit Recht, ein intelligenter, der Sprache kundiger
Mensch wisse sozusagen von Natur aus, was ,,wahrscheinlich*“ be-
deutet. Das ist ebenso richtig, wie es fiir die Worte ,,warm‘‘ oder
,,kalt* stimmt. Trotzdem mufl die Warmelehre von allem Anfang
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an diesen ,natiirlichen’“ Warmebegriff durch ein physikalisches
WirmemalB ersetzen, etwa die Thermometerskala, und alle Aus-
sagen der Wirmelehre beziehen sich ausschlieBlich auf diesen
kiinstlichen, zahlenmiBig faBbaren Temperaturbegriff. Es ist
sinnlos, sie auf eine beliebige sprachiibliche Verwendung der Worte
swarm‘ und ,kalt” zu iibertragen: Wenn wir einem Freunde in
unserem Hause einen ,,warmen‘‘ Empfang bereiten, wenn er all-
mahlich in unserer Gesellschaft ,,warm‘‘ wird, wenn wir finden,
daB jemand ein ,kaltes’* Herz habe oder dafl ein Zimmer mit
blauer Tapete ,kalt wirke. Wir bezeichnen allerdings diesen
Gebrauch der Worte in der Regel als ,,metaphorisch* oder ,,iiber-
tragen und bringen damit zum Ausdruck, daf uns die Ver-
wechslung fernliegt. Aber wir sind eben von frilher Kindheit an
durch den Gebrauch des Thermometers, durch héusliche und
Schulbelehrung mit den Elementen des physikalischen Wirme-
begriffes so vertraut geworden, dal wir die Verwendung des Wortes
»warm‘‘ fast nur in diesem Sinn als legitim empfinden. DaB eine
Wahrscheinlichkeit nur an einer Massenerscheinung oder einem
Wiederholungsvorgang gem essen werden kann, ist noch nicht so
geldufig — und daher allein kommen die vergeblichen und aus-
sichtslosen Bemiithungen, auf den ,,natiirlichen‘ Begriff der Wahr-
scheinlichkeit eine Theorie aufzubauen.

Die Rolle der Philosophen.

Es wird hier am Platze sein, ein paar Worte dariiber zu
sagen, wie weit man etwa von der Seite der philosophischen
Literatur her eine Aufklirung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes
erwarten darf. Zunidchst ist es nicht leicht, einigermaBen
abzugrenzen, was hier unter dem Namen Philosophie fiir uns in
Frage kommt. Man kénnte von unserem Standpunkt, dem der
exakten Wissenschaften, aus etwa so definieren: Es gibt Unter-
suchungen iiber Gegenstdnde, mit denen sich auch die Einzel-
wissenschaften beschiftigen, die aber in der Art ihrer Frage-
stellung, ihrer SchluBfolgerungen, ihrer Ausdrucksweise und vor
allem in der Kontrolle der Resultate durch die Erfahrung
sich nicht den Regeln unterwerfen, die in den Spezialwissen-
schaften iiblich sind. An sich ist es natiirlich durchaus denkbar,
daf man auch auf einem solchen, vollig andersartigen Weg zu wert-
vollen Erkenntnissen gelangen kann. Zweifellos sind viele Ver-

Mises, Wahrscheinlichkeit. 2. Aufl. [
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treter der exakten Wissenschaften selbst dieser Ansicht und sie
entlehnen oft in den Vorworten und Einleitungen ihrer Biicher
Gedankengéinge von philosophischen Schriftstellern, allerdings
ohne nachher in den weiteren Ausfiithrungen viel davon Gebrauch
zu machen. Sucht man nun in den Hauptwerken der Philosophie
aller Zeiten nach, welche Stellungnahme sie dem Wahrscheinlich-
keitsbegriff gegeniiber vertreten, so ist man iiberrascht, zu sehen,
daB sich sehr wenig finden la8t; bis zum Beginn des 19. Jahr-
hunderts fast nichts und spiter auch kaum etwas Bemerkens-
wertes. Dieser im ersten Augenblick merkwiirdig erscheinende Tat-
bestand klirt sich leicht auf, wenn man allgemein die Rolle be-
trachtet, die die Philosophie den Naturwissenschaften gegeniiber
spielt.

Wihrend es ndmlich im groBen ganzen tiblich ist, dafl die
Naturforscher die Autoritét derin ihrer Epoche mafigebenden
Philosophen (der sogenannten Schulphilosophie ihrer Zeit) an-
erkennen und ihr in hherem oder geringerem Mafe offen huldigen,
verhilt es sich in Wahrheit so, daB die Philosophen, soweit sie
sich mit naturwissenschaftlichen Fragen befassen, kaum etwas
anderes tun, als die gesichert scheinenden Ergebnisse der Natur-
forschung der letztvergangenen Zeit interpretieren. Jede
fruchtbare naturwissenschaftliche Entdeckung durchliuft drei
Stadien: Sie tritt zundchst als revolutionir, das Alte zerstérend,
auf, wird umstritten, bekdmpft und nur allméhlich rezipiert; dann
folgt eine Zeit, in der sie als vollkommen gesicherte Wahrheit gilt;
schlieflich machen sich neue Fortschritte geltend, die alte Wahrheit
wird umgewandelt und geht in gelduterter und bescheidenerer Form
in einer neuen Auffassung auf. Die Philosophen halten es nun stets
mit den ,,gesicherten‘ Resultaten, sie sind auf Seiten der starken
Bataillone. Sobald einmal eine naturwissenschaftliche Lehrmeinung
sich innerhalb ihres Bereiches durchgesetzt hat, nehmen die Philo-
sophen sie auf, iibertreiben ihre Geltung, suchen ewigen Bestand fiir
gie in Anspruch zu nehmen und verteidigen sie so gegen etwaige
Neuerer. Ein junger Zweig der positiven Wissenschaft mufl sich
immer erst aus eigener Kraft durchsetzen ; sobald er stark geworden
ist, helfen ihm die Philosophen gegen seine Nachfolger.

Beispiele fiir diesen Sachverhalt finden sich in grofier Zahl.
Man weiB, in welcher Weise KaNT die Euklidische Geometrie und
die Raum- und Zeitauffassung der Newtonschen Physik dogmati-
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giert hat. Gauss wagte es einfach nicht, unter diesem iiber-
michtigen Eindruck, seine Ansdtze zur nicht-Euklidischen
Geometrie zu publizieren. Heute fingt die Philosophie schon
langsam an, sich mit der allgemeinen Raumvorstellung und der
Relativitatstheorie abzufinden. Ein anderer Fall: Als GALILEI
das Trigheitsgesetz aussprach, galt es als eine widersinnige, weil
der Aristotelischen Philosophie widersprechende Behauptung;
fir SCHOPENHAUER ist es eine unumstéBliche, unausweichliche
Folgerung aus dem ewig giiltigen Kausalgesetz. Darnach versteht
man auch das Verhalten gegeniiber dem Wahrscheinlichkeits-
begriff. Es gab im 18. Jahrhundert noch keine geniigend an-
erkannte, nach aufen mit dem nétigen Autoritétsanspruch auf-
tretende Wahrscheinlichkeitsrechnung. Erst das groBe Werk von
Larracr, das zum erstenmal 1812 erschien, schuf diesen Zustand
und seit der Mitte des 19. Jahrhunderts steht die gesamte Philo-
sophie unter seinem EinfluB.

Nachdem einmal Laprace das Lehrgebiude der Wahrschein-
lichkeitsrechnung auf der sogenannten ,,Gleichméglichkeits-
definition* aufgebaut hatte, fehlte es fast keinem Philosophen an
Argumenten fiir diese Auffassung. Erstaunlich ist die Unbefangen-
heit, mit der manche Philosophen sich auf den Boden der her-
kommlichen Anschauungen stellen. So berechnet z. B. Epuarp
v. HARTMANN, obwohl gerade er an anderer Stelle Kritik an dem
Ausdruck ,,gleichmoglich* iibt, in der Einleitung zu seiner ,,Philo-
sophie des UnbewuBten“ mittels mathematischer Formeln die
Wabhrscheinlichkeit dafiir, da8 es Naturvorgiinge gibt, die geistigen
Ursachen zuzuschreiben seien, und findet sie gleich 0,56904! So
méchtig wirkte die Autoritit von Larrack, daB der Philosoph
THEODOR FECHNER, der den fruchtbaren Begriff des Kollektivgegen-
standes geschaffen hat, es nicht wagte, von hier aus die Wahrschein-
lichkeitsrechnung zu begriinden, sondern seine ,,KollektivmaB-
lehre’“ neben die Wahrscheinlichkeitsrechnung stellte.

Wir aber lernen aus alledem, daB wir nicht hoffen diirfen,
wesentliche Hilfe oder Aufklirung in der philosophischen Literatur
zu finden, die in Hinsicht auf Wahrscheinlichkeitsfragen nur ein
Spiegel der Gedanken ist, die bei Mathematikern und Physikern
entstanden sind. — Ich wende mich jetzt einer eingehenderen
Besprechung dessen zu, was man als das klassische Lehr-
gebiude der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu bezeichnen pflegt.

6‘
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Dabei werden wir, wo es ndotig ist, auf die von philosophischer
Seite beigebrachten Deutungen und Begriindungen von Fall zu
Fall eingehen.

Die klassische Wahrscheinlichkeitsdefinition.

Die , klassische’ Wahrscheinlichkeitsdefinition in der stereo-
typen Form, in der sie fast ausnahmslos alle Lehrbiicher der
Wahrscheinlichkeitsrechnung wiedergeben, wurde von LAPLACE in
folgender Weise ausgesprochen: Wahrscheinlichkeit ist der
Quotient aus der Anzahl der dem Ereignis giinstigen
Fille durch die Gesamtzahl aller gleichméglichen Falle.

In zum Teil weniger deutlicher Form, aber dem Sinne nach
gleich, liegt diese Annahme auch den Arbeiten der dlteren Autoren
zugrunde. Anderseits muBl man, um niemandem Unrecht zu tun,
gleich hinzufiigen, da8 sehr vielen Mathematikern der spiteren Zeit
die Unzulinglichkeit dieser Definition durchaus bewuBt war.
PoINcaRE z. B. leitet sie mit den Worten ein: ,,Man kann kaum eine
befriedigende Definition der Wahrscheinlichkeit geben; man pflegt
gewdhnlich zu sagen, usf.” Wir werden spiter sehen, dafl eine
folgerichtige, restlose Durchfiihrung der Theorie unter Zugrunde-
legung der klassischen Definition niemals versucht worden ist.
Man fingt mit der Gleichmdéglichkeitsdefinition an, verlat aber
in einem passenden Zeitpunkt die gewihlte Begriffsabgrenzung
und gleitet in eine — manchmal auch explizite ausgesprochene —
Hiufigkeitsdefinition hiniiber. Darum meine ich auch, daB die
Gegensitzlichkeit der klassischen Auffassung und der von mir ver-
tretenen nicht uniiberbriickbar ist. Fiir die meisten Mathematiker
wird es sich eigentlich nur darum handeln, eine mehr oder weniger
liebgewordene Darstellungsform aufzugeben, die es gestattet hat,
ein paar einfache Aufgaben zu Beginn des Lehrganges bequem
zu erledigen, ohne daB man gleich schwierigere, tiefergehende
Fragen zu erdrtern brauchte.

Der Haupteinwand gegen die Lapracesche Definition muB
natiirlich an den darin verwendeten Ausdruck ,,gleichmdogliche
Fille* ankniipfen. Der gewShnliche Sprachgebrauch kennt ver-
schiedene Gradunterschiede der Méglichkeit oder Realisierbarkeit.
Ein Vorgang heit entweder moglich oder unméglich, er kann aber
auch schwer oder leicht méglich heiBen, wenn iiber den Aufwand,
den seine Realisierung erfordert, etwas entsprechendes bekannt ist.
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Es ist nur ,,schwer moglich, in gewGhnlicher Handschrift im
Laufe einer Minute 40 Worte niederzuschreiben, ,,unmoglich*
120 Worte zu bewiltigen. Dagegen ist es ,leicht moglich®, dies
mit Hilfe einer Schreibmaschine oder bei Verwendung der Steno-
graphie zu leisten. In diesem Sinne nennt man zwei Vorgénge
gleich moglich, wenn sie sich mit gleicher Anstrengung, mit
gleichem Aufwand ausfiihren lassen, und bei JacoB BERNOULLI,
einem Vorgénger von LAPLACE, heifit es noch ,,quod pari facilitate
mihi obtingere possit*. Aber dies ist es jedenfalls nicht, was die
Larracesche Definition meint. In anderer Bedeutung sagt man
von einem Ereignis, es sei ,,eher moglich* als ein anderes, wenn
man damit einer Vermutung iiber das voraussichtliche Ein-
treffen Ausdruck geben will. Es kann nicht zweifelhaft sein, daB
die Gleichmoglichkeit, von der die klassische Wahrscheinlichkeits-
definition spricht, in diesem Sinne zu verstehen ist und daB sie
darum nichts anderes bedeutet als gleichberechtigte Vermutung,
also im Sinne des gewdhnlichen Sprachgebrauches: gleiche Wahr.
scheinlichkeit. Der Ausdruck ,.gleichmogliche Fille“ ist voll-
kommen synonym mit ,,gleich wahrscheinliche Falle*
und mehr als diesen einfachen Tatbestand kann auch eine um-
fangreiche Arbeit,, Uber Moglichkeit und Wahrscheinlichkeit*, wie
gie A. MEINONG verdffentlicht hat, nicht ergeben. Erinnert man
sich, daB wir das Auftreten untereinander gleicher Wahrschein-
lichkeiten in einem Kollektiv als ,,Gleichverteilung* bezeichnet
haben, so kann man sagen: Die klassische Definition stellt sich,
wenn man sie nicht geradezu als Zirkel ansehen will, als eine
Zurtickfiihrung allgemeinerer Verteilungen auf den ein-
facheren Fall der Gleichverteilung dar.

Die gleichméglichen Fille....

Sehen wir nun zu, in welcher Weise diese Zuriickfithrung tat-
sichlich bewirkt wird. Beim richtigen Wiirfel gibt es sechs gleich-
mogliche Fille, einer davon liefert die Augenzahl drei, also ist die
Wahrscheinlichkeit, drei zu werfen, gleich /. Enthélt ein Gliicks-
rad die Lotterienummern 1 bis 90, so hat man 90 gleichmégliche
Fille; 9 von diesen 90 entsprechen einziffrigen Nummern, 9 andere
solchen zweistelligen, die durch 10 teilbar sind, die iibrigen 72
den zweiziffrigen, nicht durch 10 teilbaren. Also ist die Wahr-
scheinlichkeit einer einstelligen oder einer durch 10 teilbaren Zahl
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je ?/g0 = /10, die der ibrigen Lottonummern zusammen 8/, Ein
drittes Beispiel: Beim Spiel mit zwei richtigen Wiirfeln gilt jede
der 36 Zahlenkombinationen als gleichméglicher Fall; daher ist
die Wahrscheinlichkeit, Doppel-Sechs zu werfen, gleich /4, die,
die Summe 11 zu werfen, gleich /;5, weil es hier zwei ,,giinstige*
Fille gibt, ndmlich die Augenzahl 5 auf dem ersten und 6 auf
dem zweiten Wiirfel und umgekehrt. Zu diesen drei Anwendungen
der Gleichméglichkeitsdefinition ist folgendes zu sagen.

Die erste ist eine reine Tautologie, wenn man beriicksichtigt,
daB gleichméglich und gleichwahrscheinlich dasselbe heifit; nur
daB die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller iiberhaupt mog-
lichen Versuchsausginge gleich 1 ist, wird hier mit benutzt. Im
zweiten Beispiel, in dem mehrere ,,giinstige’* Fille zusammen-
gefaBt werden, hat man nichts anderes als einen speziellen Fall der
Mischung von Kollektivs, wie ich ihn schon vorher erwihnt habe;
es werden die Merkmale 1 bis 9, dann die Merkmale 10, 20, 30,
.., 90, endlich die iibrigen zu je einem neuen zusammengefa3t
und die Addition der einzelnen Wahrscheinlichkeiten, die hier eben
alle gleich 1/y, sind, fiihrt zu dem angefiihrten Ergebnis. Im dritten
Beispiel, das ein Spiel mit zwei Wiirfeln betrifft, benutzt die
klassische Theorie einen Satz, der die Verbindung unabhéngiger
Kollektivs in einer ebenfalls stark spezialisierten Form regelt und
der besagt: Jede Kombination aus einem der gleichmdoglichen
Fille des ersten und des zweiten Kollektivs liefert einen gleich-
moglichen Fall des neuen Kollektivs. Da man mit Mischung und
Verbindung, wie wir wissen, jedenfalls die meisten und wichtigsten
Aufgaben der Wahrscheinlichkeitsrechnung beherrscht, so kann
man somit im Rahmen der Gleichméglichkeitstheorie im wesent-
lichen alle jene Aufgaben erledigen, in denen die Verteilungen in
den Ausgangskollektivs als gleichformige, als Gleich-
verteilungen gegeben sind. Dies trifft im allgemeinen stets
dann zu, wenn es sich um normale Gliicksspielaufgaben, um
richtige Wiirfel, eine fehlerfreie Roulette oder dergleichen handelt.

....s8ind nicht immer vorhanden.

Wie aber kann man dem Fall eines ,,falschen Wiirfels mit
einer Theorie gerecht werden, die von vornherein eine Wahrschein-
lichkeit nur innerhalb eines Bereiches gleichwahrscheinlicher Mog-
lichkeiten kennt? Sicher ist, dal, wenn wir einen richtigen Wiirfel
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noch so wenig anfeilen, die Gleichwahrscheinlichkeit der sechs
Wiirfelseiten verloren geht. Gibt es nun keine Wahrscheinlichkeit
mehr, die Augenzahl drei zu werfen? Kann man jetzt nicht mehr
behaupten, daBl die Wahrscheinlichkeit eines geradzahligen Wurfes
die Summe der Wahrscheinlichkeiten der 2, 4 und 6 ist? Der
Wortlaut der klassischen Definition 1aBt jedenfalls keine An-
wendung der frither abgeleiteten Sétze zu, denn nach ihr gibt es
einfach keine Wahrscheinlichkeit, wo es keine gleichmdglichen Falle
gibt. Gleichwohl hat LaPLACE in seinem grundlegenden Werk
versucht, den Fall einer Miinze mit ungleichen Chancen fiir die
Resultate ,,Kopf“ und ,,Adler zu behandeln. Er gelangt zu
Schliissen, die heute niemand anerkennt. Die spéteren Lehr-
biicher der klassischen Theorie haben diese Betrachtungen einfach
fortgelassen, sie betrachten den ,,falschen‘* Wiirfel iiberhaupt als
keine beachtenswerte Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung;
nun dariiber 148t sich schlie8lich nicht streiten.

Aber es gibt ja andere hierher gehorige Fragen, iiber die man
unmoglich hinweggehen kann und in denen es durchaus nicht
besser liegt als beim falschen Wiirfel, z. B. die Frage nach der
Sterbenswahrscheinlichkeit. Wenn eine Tabelle angibt, dafl 0,011
die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, daB ein 40jihriger Mann im
Laufe eines Jahres stirbt, wo sind da die gleichméglichen und die
giinstigen Fille? Sind es 1000 Moglichkeiten, von denen 11 dem
Todeseintritt giinstig sind, oder 3000 mit 33 giinstigen? Eine
Antwort darauf oder gar eine Erkldrung dariber, was
man sich hier unter den abgezdhlten Moglichkeiten
vorstellen soll, wird man vergeblich in den Lehrbiichern suchen.
Wenn sie némlich an die Stelle gelangt sind, an der von Sterbens-
wahrscheinlichkeit und &hnlichem die Rede ist, haben sie lingst
vergessen, daf alle Regeln und Sétze der Theorie unter Zugrunde-
legung einer Definition, die nur Gleichverteilung als Ausgangs-
punkt kennt, abgeleitet wurden. Ganz unbefangen wird jetzt be-
hauptet, man kénne Wahrscheinlichkeiten, die nicht ,,a priori
bekannt sind, empirisch oder ,,a posteriori bestimmen, indem
man in einer geniigend langen Beobachtungsreihe die relativen
Hiufigkeiten der verschiedenen Ereignisse feststellt. Und mit
der gréBten Kiihnheit werden alle Sitze, die unter einem ganz
anderen Gesichtspunkt abgeleitet worden sind, auf die neuen
Wahrscheinlichkeiten iibertragen. Wer etwas iibriges tun will,
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beruft sich dabei auf das sogenannte BERNovULLIsche Theorem oder
das Gesetz der groBlen Zahlen, das angeblich die Briicke zwischen
der a priorischen und der empirischen Wahrscheinlichkeits-
bestimmung bilden soll.

DaB dies durchaus nicht der Fall ist, daB hier ein ganz glatter
ZirkelschluB vorliegt, werde ich spéter ausfithrlich zeigen. Aber
wie dem auch sei, kénnen wir schon jetzt feststellen, dafl man
ohne die Deutung der Wahrscheinlichkeit als Grenz-
wert der relativen Haufigkeit niemals auskommt
und niemals auskommen kann, will man nicht gerade die praktisch
wichtigsten Fille der Anwendung ausschlieBen. Was mag es da
fiir einen Sinn haben, vorerst an einer Definition festzuhalten,
die doch zu eng ist, um alle Fille zu umfassen oder sich nur in
ganz gezwungener Weise vielen unausweichlichen Aufgaben ge-
fiigig machen 1aBt? Eine einfache Analogie aus dem Gebiete der
elementaren ebenen Geometrie wird uns die Verhaltnisse gut
veranschaulichen.

Eine geometrische Analogie.

Man konnte es sich in den Kopf setzen, eine Geometrie der
von geraden Linien begrenzten Figuren in der Ebene (also der
Vielecke oder Polygone) derart aufzubauen, dal man ausschlieB-
lich gleichseitige Vielecke betrachtet, und zwar solche, bei denen
alle Seitenlingen iiberhaupt ein und dieselbe GréBe besitzen. In-
dieser Geometrie gibt es keine Léngenmessung; jedes Gebilde
wird durch seine Winkel und die Anzahl der Seiten vollstandig
gegeben. Hat man es dann einmal mit einem Dreieck zu tun,
dessen Seiten nach der gewéhnlichen Auffassung die 3-, 4- bzw.
5fache Liinge der Einheit haben, so wird man dieses Dreieck als
ein gleichseitiges Zwélfeck erkliaren, von dem erst drei Seiten unter
gestreckten Winkeln aneinandergefiigt sind, dann weitere vier
und schlieBlich die letzten fiinf ebenso. Sobald die Lingen der
Seiten ganze Vielfache der Einheitslénge sind — und bei geniigend
kleiner Einheit kann man mit beliebiger Annidherung jede Strecke
in dieser Weise auffassen —, macht diese Zuriickfithrung auf gleich-
seitige Polygone keine grundsitzlichen Schwierigkeiten. Man
wird auch hier zu der Unterscheidung gefiihrt zwischen Vielecken,
deren Seitenzahl ,,a priori“ gegeben ist (weil alle benachbarten
Seiten von 180° verschiedene Winkel bilden), und solchen, die man
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erst ,,a posteriori‘ durch Liéngenvergleichung mehr oder weniger
genau in die Klasse der gleichseitigen Vielecke einordnen kann.

Die Durchfiihrung einer derartigen Theorie ist sicher moglich,
aber kein Verniinftiger wird behaupten, da auf diese Weise der
Begriff der Streckenlinge oder der Langenmessung wirklich aus
der Geometrie ausgeschaltet werden kénnte; er wird nur auf
einen Umweg verwiesen. Ganz genau so verhilt es sich mit der
Gleichméglichkeitstheorie der Wahrscheinlichkeit. Es ist historisch
verstindlich, daB man mit dem Analogon der gleichseitigen Viel-
ecke, den gleichméglichen Fillen, angefangen hat, da Gliicks-
spielfragen die ersten Aufgaben bildeten, die in der Wahrschein-
lichkeitsrechnung behandelt wurden. Wenn man aber heute die
tatsichlich als relative Haufigkeit ermittelte Lebens- und Sterbens-
wahrscheinlichkeit hinterher durch Zuriickfithrung auf rein hypo-
thetische ,,gleichmégliche‘* Fille zu deuten sucht, so spielt man
nur Verstecken mit der Notwendigkeit einer umfassenderen
Wahrscheinlichkeitsdefinition, die sich am Ende ebensowenig ent-
behren 1iB8t, wie der Begriff der Langenmessung oder Léangen-
vergleichung in der Geometrie.

Das Erkennen der Gleichmoglichkeit.

Damit glaube ich deutlich gemacht zu haben, wie sich meine
Wahrscheinlichkeitsdefinition zu der bisher vorgezogenen Dar-
stellungsweise im groBen ganzen verhalt. Wenn mit der Zeit die
historisch iiberkommenen Gliicksspielaufgaben gegeniiber den
wichtigeren Fragen, die mit Versicherungswesen, Statistik und
Fehlertheorie zusammenhingen, noch mehr zuriicktreten werden,
als dies schon heute der Fall ist, wird man sich, denke ich, ganz
von selbst einem Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu-
wenden, der allein den Forderungen der Einfachheit und Ver-
niinftigkeit geniigt.

Andrerseits ist mit dem, was sogenannte logische oder er-
kenntnistheoretische Untersuchungen zur Stiitzung, zur Be-
grindung, zur Vertiefung der klassischen Wahrscheinlichkeits-
rechnung beigetragen haben, die neue Auffassung, die ich vertrete,
in keiner Weise vereinbar. Als die grundlegende Frage in allen
diesen Untersuchungen erschien namlich etwas, was iiberhaupt
keine Frage ist, wenn man die Bedeutung der Gleichméoglichkeits-
definition auf ihr richtiges MaB zuriickfiihrt. Es wurden immer
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wieder und wieder Nachforschungen dariiber angestellt: Woher
wissen wir, dal die sechs Seiten des Wiirfels, daB die Ziechungen
der 90 Nummern beim kleinen Lotto usf. lauter gleichmégliche
Fille bilden? Meine Antwort darauf ist: Wir wissen es im all-
gemeinen, d.h. fiir einen beliebigen Wiirfel, fiir eine beliebige
Lotterieurne iiberhaupt nicht, sondern ausschlieBlich fiir eine
bestimmte, durch hinreichend lange Beobachtung erprobte An-
ordnung und wir vermuten es dann natiirlich fiir jede, die nach
dem Muster einer erprobten genau nachgebildet ist. Von den
beiden Wiirfelpaaren, die ich im ersten Vortrag vorfiithrte und die
duBerlich ganz gleich aussehen, zeigt das eine ein Verhalten, das
der Annahme, die sechs Seiten seien gleichwahrscheinlich, griind-
lich widerspricht. Der Unterschied zwischen den richtigen und
den falschen Wiirfeln 148t sich hier wohl schon durch rohes Ab-
wigen in der Hand oder durch einen einfachen mechanischen Ver-
such feststellen. Ob etwas dhnliches auch bei feineren Félschungen
immer mdoglich ist, ob nicht manchmal der statistische Versuch
der einzige Weg zur Klarstellung ist, mag vorldufig unent-
schieden bleiben. Wir wollen uns, bevor wir darauf eingehen,
noch ein wenig mit den Quellen, aus denen die Philosophen ihre
Fragestellung herleiten, beschaftigen; es dreht sich dabei, wie Sie
schon bemerkt haben werden, um die Auffassung einer Wahr-
scheinlichkeit als ,,Erkenntnis a priori®.

Die Wahrscheinlichkeit ,,a priori“.

Wenn man aus vollkommen homogenem Material einen
Koérper herstellt, der geometrisch vollkommen genau die Wiirfel-
gestalt besitzt, dann, meint man, sei doch a priori evident, daf3
keine Seite vor der anderen bevorzugt ist, dal also das Auffallen
auf jede der sechs Seiten gleichmoglich, d. h. gleichwahrschein-
lich ist. Ich will das vorerst einmal zugeben, trotz der grofen
Schwierigkeiten, die daraus entstehen, dafl es ja gar nicht allein
auf den Wiirfelkérper ankommt, sondern auch noch auf die Be-
schaffenheit des Bechers, auf den ganzen Vorgang, mit dem der
Wiirfel jedesmal erfaBt, in den Becher getan, dieser geschiittelt
wird usf. Ich will auch ganz davon absehen, dall der Satz erst
dann einen Inhalt gewinnt, also iiberhaupt eine Erkenntnis,
sei es a priori oder nicht, darstellt, wenn man schon weiB,
was ,,gleich wahrscheinlich heiBt, also z. B. im Sinne der
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Haufigkeitsdefinition dem Ausdrucke die Bedeutung beilegt, daB
die sechs Seiten bei fortgesetztem Wiirfeln gleich oft auffallen.
Nehmen wir an, es handle sich nur darum, den sechs Wiirfelseiten
irgendwelche Zahlen zuzuordnen und es frage sich jetzt lediglich,
ob hier wirklich ein von der Erfahrung unabhéngiger, denk-
notwendiger Schluf dahin fiihrt, daB beim homogenen Wiirfel
diese sechs Zahlen gleich sein miissen. Uberlegt man nun einmal
die Voraussetzungen der Homogenitit und der Symmetrie genau,
8o sieht man bald, wie wenig von der ganzen Aussage iibrig bleibt;
viel weniger jedenfalls, als auch nur die bescheidenste Anwendung
auf einen konkreten Fall erfordert.

Als homogen im Sinne der logischen Bedeutung der Aussage
kénnen wir ein Material nur dann bezeichnen, wenn von keinem
seiner Teile etwas Besonderes ausgesagt werden kann, wenn also
alle seine Teile auch genau die gleiche Entstehungsgeschichte durch-
gemacht haben. Die eine Hilfte eines Elfenbeinwiirfels war aber
sicher im Elefantenzahn, aus dem das Material stammt, der Spitze
naher gelegen als die andere; dann ist es schon nicht mehr denk-
notwendig, da8 beide Hélften des Wiirfels sich ganz gleich ver-
halten, sondern dies beruht auf dem Erfahrungssatz, daB jene
urspriingliche Lage im Tierkérper keinen Einfluf auf den Ablauf
der Wiirfelversuche besitzt. In der Tat benutzen wir in jedem
einzelnen Falle noch viel weitergehende Erfahrungen. Wir be-
schreiben z. B. die sechs Seiten des Wiirfels mit verschiedenen
Zahlzeichen und nehmen an, da8 dies ohne jeden Einflul ist;
wihrend bekanntlich primitive, d. h. im weitesten Umfang un-
erfahrene Volksstimme davon iiberzeugt sind, daB man durch
Bemalen eines menschlichen Korperteiles mit derartigen Zeichen
das Lebensschicksal des betreffenden Menschen wenden kann.
Wir beschrinken uns auch nicht auf aufgemalte Zeichen, sondern
machen ein bis sechs Kerben auf die Wiirfeloberfliche und ver-
dndern damit die geometrische Symmetrie in sichtbarer Weise,
immer auf Grund der Erfahrung, daBl dies nichts ausmacht.

Wenn man einmal einen Vertreter der a priori-Auffassung zu
einer deutlichen Erklirung zwingt, was er eigentlich unter der
vollkommenen Homogenitédt versteht, so beschrinkt er sich
schlieBlich auf die Forderung, daB der Schwerpunkt des Korpers
mit dem geometrischen Mittelpunkt zusammenfallen mufl und —
falls der Befragte iiber geniigende Kenntnis der Mechanik verfiigt
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—daB die Tragheitsmomente fiir die zw6lf Kanten als Drehachsen
gleich sein sollen. DaBl nun gerade diese Bedingungen fiir die
,,Gleichmoglichkeit® der sechs Wiirfelseiten notwendig und hin-
reichend sind (und nicht z. B. noch Momente hoheren Grades in
Betracht kommen), wird niemand mehr fiir a priori evident er-
kliren: ein erheblicher Teil der in letzter Linie auf Erfahrungs-
sitzen aufgebauten Mechanik starrer Korper steckt in dieser
Formulierung. Das Ergebnis unserer Uberlegung 148t sich also
dahin zusammenfassen: Aus dem, was man a priori, was man
denknotwendig als gleichméoglich erkennt, gewinnt man nichts
Ausreichendes zur Beurteilung eines bestimmten realen Falles;
man muB immer noch mehr oder weniger allgemeine, aus Be-
obachtung und Erfahrung abgeleitete Kenntnisse hin-
zunehmen, die dariiber belehren, welche Eigenschaften einer An-
ordnung auf den Ablauf der Versuche von EinfluB sind und
welche nicht.

Es liegt hier ganz &hnlich wie bei der bekannten Anwendung
des Symmetrieprinzips zur Ableitung der Gleichgewichtsbedingung
am gleicharmigen Hebel. Wenn die beiden Hebelhélften véllig
gleich sind, meint man, miisse die Bedingung, rein aus ,,Sym-
metriegriinden, dahin lauten, daBl auch die Krifte gleich grof
seien. Aber in dieser Form ist der Satz ja viel zu eng. Abgesehen
davon, daB die Gleichheit der Hélften in dem frither erérterten
strengen logischen Sinn gar nicht erreichbar ist, versteht man
doch unter einem gleicharmigen Hebel einen solchen, bei dem die
Krifte gleich weit von der Drehachse angreifen, ohne dal volle
Symmetrie in der geometrischen Gestaltung bestehen mufl. Es
ist da sehr lehrreich zu sehen, wie dltere Lehrbiicher der technischen
Mechanik durch viele Abbildungen von verschieden gestalteten
Hebeln dem Leser den Satz vom Gleichgewicht bei Gleicharmig-
keit trotz Unsymmetrie vertraut zu machen suchen. DaB es eben
auf die Abstinde der Lasten vom Drehpunkt und nur auf diese
ankommt, darin liegt die entscheidende, aus Beobachtungen ge-
schopfte Erkenntnis.

Sonderstellung der Gleichméglichkeit?
Ist es nun nichts mit der ,,a priori-Erkenntnis*“ der Gleich-
moglichkeit, so bleibt noch der folgende Ausweg denkbar, um den
gleichmoglichen Fillen eine Sonderstellung gegeniiber allen
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anderen Wahrscheinlichkeitsbestimmungen zu sichern. Man kénnte
sagen: Wenn ein Wiirfel auller der geometrischen Symmetrie auch
die (vorhin schon erwahnten) Eigenschaften besitzt, die man als
,.Kinetische Symmetrie* bezeichnen kann, daB némlich die stati-
schen Momente und die Triagheitsmomente fiir die zwolf Wiirfel-
kanten gleich sind, dann folge schon aus der Mechanik starrer
Korper, dafl die Wahrscheinlichkeit des Auffallens irgendeiner
Seite gleich 1/¢ ist. Sind aber fiir einen falschen Wiirfel alle mecha.-
nischen GrofBen, Schwerpunktslage, Tragheitsmomente usf. genau
bekannt, so lasse sich in keiner Weise aus den Sédtzen der Mechanik
berechnen, mit welcher relativen Héaufigkeit eine Seite auffallt;
das einzige Mittel der Wahrscheinlichkeitsbestimmung bleibe dann
der statistische Versuch, wihrend in dem anderen Fall eine Voraus-
sage, wenn schon nicht ,,a priori, so doch auf Grund einer Er-
fahrungswissenschaft von deterministischem Charakter moglich sei.

Dieser Gedankengang enthélt, wie ich meine, einen FehlschluB.
Ich habe schon frither bemerkt, daf nicht der Wiirfelkorper allein
fiir den Ablauf einer Versuchsreihe, die aus wiederholtem Wiirfeln
besteht, entscheidend ist. Man kann offenbar auch mit einem
allen Symmetriebedingungen geniigenden Wiirfel falsch spielen,
und zwar bewuBlt oder auch unbewuBt, indem man irgendwie
beim Einlegen des Wiirfels in den Becher oder beim jedesmaligen
Riitteln des Bechers ,,falsch* vorgeht. Dabei kénnen ganz feine
psychologische oder sinnesphysiologische Erscheinungen in Frage
kommen, wie man teils aus den Erfahrungen mit Taschenspielern,
teils aus neueren Beobachtungen weiB, die — zum Teil unauf-
geklirt — in die sogenannte Parapsychologie eingereiht werden.
Selbstverstéindlich will ich hier nicht als Fiirsprecher irgendeiner
,»»okkulten Wissenschaft* auftreten, aber ich glaube bestimmt, da8
wir, ganz auf dem Boden der bisherigen empirischen Methoden,
in vorurteilsfreier Fortfiihrung und Verarbeitung von Beobach-
tungsergebnissen, noch zur Entdeckung von Zusammenhingen
gelangen werden, die uns heute unbekannt sind. Wie dem auch
sei, nach dem heutigen Stande unseres Wissens scheint es jeden-
falls unmoglich, restlos alle Bedingungen ,,theoretisch* anzugeben,
durch welche das gleich hdufige Auffallen der sechs Wiirfelseiten
bei einer geniigend ausgedehnten Versuchsreihe sichergestellt wird.
Unter ,,theoretisch* ist dabei verstanden eine Angabe, die sich
zwar auf irgendwelche empirisch begriindete Wissenschaftszweige
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stiitzt, aber nicht auf einen statistischen Versuch, der mit der
vorliegenden oder einer ihr gleichen Anordnung ausgefiihrt wurde.

Es ist ein wesentlicher, wenn auch von der Grundlegung der
Wahrscheinlichkeitsrechnung im engeren Sinne unabhéngiger Be-
standteil meiner Auffassung der statistischen Vorginge, den ich
dahin formulieren méchte: Das Bestehen der Gleichver-
teilung innerhalb eines Kollektivs 148t sich (ebenso
wie das jeder anderen Verteilung) ausschlieBlich und
allein durch einen geniigend lang fortgefiihrten
Wiederholungsversuch feststellen; der Versuch kann mit
dem gegebenen Objekt oder mit einem anderen, das man auf
Grund entsprechender Beobachtungen fiir gleich-
wertig hélt, ausgefithrt werden. Der Satz hat seine Bedeutung
zunéchst fiir die Verteilung innerhalb des Ausgangskollektivs, die
man bei jeder Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung als ge-
geben voraussetzen muB, in zweiter Linie auch fiir die Verteilungen
innerhalb des abgeleiteten Kollektivs, sobald man den Wunsch hat,
die Ergebnisse der Rechnung durch Beobachtung zu iiberpriifen.

Der subjektive Wahrscheinlichkeitsbegriff.

In schéirfstem Gegensatz steht die eben dargelegte Auffassung
der Gleichverteilung als eines speziellen, aber nicht durch prin-
zipielle Sonderstellung ausgezeichneten Beispieles einer allge-
meinen Verteilung zu dem Standpunkt der erkenntnistheoretischen
Verfechter des sogenannten subjektiven Wahrscheinlich-
keitsbegriffes. Nach ihrer Meinung héngt die Wahrscheinlich-
keit, die wir einem bestimmten Ereignis — oder eigentlich der
Behauptung, daB3 dieses Ereignis eintritt — zuschreiben, aus-
schlieBlich von dem Grade unseres Wissens ab und die An-
nahme der Gleichwahrscheinlichkeit verschiedener Ereignisse ist
eine Folge reinen Nichtwissens. Ich habe schon einmal die iiberaus
charakteristische, knappe Formulierung von CzuBER angefiihrt,
wonach ,,absolutes Nichtwissen iiber die Bedingungen® zu der
Annahme fiihre, alle méglichen Falle seien gleich wahrscheinlich.
In etwas wissenschaftlicherer Aufmachung nennt man dies das
sindifferenzprinzip“. Sehr richtig bemerkt J. M. KEYNES,
daB aus dem Indifferenzprinzip eigentlich folgt, jeder Satz, tiber
dessen Richtigkeit nichts bekannt ist, habe die Wahrscheinlich-
keit 1/,; denn er bildet ja mit seinem kontradiktorischen Gegenteil
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zwei gleichméogliche Fille. Weill man z. B. nichts von einem Buch,
80 hat die Behauptung, es sei rot, die Wahrscheinlichkeit 1/,
aber ebenso die, es sei blau, gelb oder griin, so daB eine beliebig
grofle Wahrscheinlichkeitssumme herausgerechnet werden kann.
KeyxEs gibt sich groBle Miihe, diese Klippe der Subjektivitats-
theorie zu umschiffen, aber er hat nicht viel Gliick damit. Er gibt
wohl eine formale Regel, die die Anwendung des Indifferenz-
prinzips in dem genannten Fall ausschlieBt, aber ohne etwas
anderes an dessen Stelle zu setzen. Auf den einfachen Gedanken,
man kénne, wenn man von einer Sache nichts weifl, eben auch
iiber ihre Wahrscheinlichkeit nichts aussagen, kommt
er nicht.

Der sonderbare Denkfehler der ,,subjektiven‘ Wahrscheinlich-
keitsauffassung wird, wie ich glaube, durch folgende Uberlegung
aufgeklirt. Wenn man von der Korperlinge von sechs Personen
nichts weiB, mag man die Vermutung aussprechen, sie seien alle
sechs gleich groB (hier ist auch nach der KEy~Esschen Regel diese
Anwendung des Indifferenzprinzips zuldssig). Die Vermutung
kann richtig oder falsch sein, man kann sie auch — im Wortsinn
des iiblichen Sprachgebrauches — als mehr oder weniger wahr-
scheinlich bezeichnen. Ebenso 148t sich von sechs Wiirfelseiten,
iiber die man nichts weil3, die Vermutung hegen, da8 sie ,,gleich-
moglich® seien; aber mehr als eine Vermutung ist das eben auch
nicht, und sie kann ebensowohl richtig wie falsch sein, wie die
im ersten Vortrag vorgefiihrten Wiirfelpaare es zeigen. Hier greift
nun der seltsame Gedankengang der Subjektivisten ein: ,,Ich
halte die Fille fiir gleich wahrscheinlich* wird gleichgesetzt mit
»Die Fille sind gleich wahrscheinlich* — weil Wahrscheinlichkeit
nur etwas Subjektives ist. Dagegen schlieft man nicht, dafl sechs
unbekannte Personen wirklich gleiche Korperlinge haben, u. zw.
deshalb, weil die Lénge ,,objektiv meBbar‘ ist. Wenn man
diesen Unterschied aufrechterhilt, ,folgt* allerdings aus dem
Nichtswissen die Aussage der Gleichwahrscheinlichkeit, aber mit
demselben Recht auch jede andere, z. B. die, daBl die Wahrschein-
lichkeiten sich wie die Quadrate der Zahlen 1 bis 6 zueinander ver-
halten — denn als Vermutung ist auch dies moglich.

Ich glaube wohl, daB die meisten Menschen, wenn man sie
fragt, wo der Schwerpunkt eines unbekannten Wiirfels liegen mag,
antworten werden: ,,Wahrscheinlich in der Mitte“. Aber diese
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Antwort griindet sich keineswegs auf Nichtwissen, sondern auf
die nicht bezweifelbare Tatsache, daB sicher die meisten Wiirfel,
die bisher hergestellt wurden, anndhernd richtige waren. Eine
eingehende psychologische Untersuchung dariiber, worauf die sub-
jektive Wahrscheinlichkeitsschatzung beruht, ist gewi nicht un-
denkbar. Sie wiirde sich zur Wahrscheinlichkeitsrechnung so ver-
halten, wie eine Untersuchung des subjektiven Warmegefiihls zur
physikalischen Thermodynamik. Auch die Thermodynamik hat
zu ihrem Ausgangspunkt das Vorhandensein von Wéirmeempfin-
dungen, aber sie beginnt damit, daB an die Stelle der subjektiven
Wirmeschitzung ein objektives, vergleichbares MaB, die Linge
der Quecksilbersiule, gesetzt wird. Dal Temperaturskala und
menschliche Wiarmeempfindung nicht immer parallel laufen, da8
ihre Beziehung durch psychologische und physiologische Einfliisse
aller Art gestort wird, ist eine sehr bekannte Erscheinung. Durch
sie werden Brauchbarkeit, Wert und Leistungen der physikalischen
Wirmelehre nicht beeintrichtigt und niemand denkt daran, ihr
zuliebe den Aufbau der Thermodynamik abzuindern. Nun, wie
ich schon einmal andeutete: Wiederholungsversuch und
Héaufigkeitsbestimmung sind das Thermometer der
Wahrscheinlichkeit.

Die Spielraumtheorie.

In eine etwas feinere, aber nicht viel widerstandsfiahigere Form
hat J. v. Krigs in einem oft zitierten Buche die Lehre von der
Gleichméglichkeit gebracht. Er meint, daB in den hier in Betracht
kommenden Fragen unserem Urteil gewisse Spielrdume offen
stehen und wir ein natiirliches Empfinden dafiir besitzen, wie diese
Spielrdume einzuteilen sind, damit jeder Teil einem gleichmaog-
lichen Fall entspricht. Er spricht von ,,indifferenten Spielriumen*,
von ,freier Erwartungsbildung* und von ,,zwingend bestimmter,
der Willkiir entzogener Aufstellung gleichberechtigter Annahmen*‘.
Als Grundlage der Theorie erscheint der Satz, dessen nicht-
empirischen Charakter v. Krres ausdriicklich betont, daB ,,An-
nahmen, welche gleiche und indifferente urspriingliche Spielrdume
umfassen, gleich wahrscheinlich sind“. Nach meiner Auffassung
ist hier nur das Wort ,,gleichwahrscheinlich* durch den Ausdruck
»gleiche Spielriume® ersetzt. Einen Sinn bekommt das erst,
wenn man fiir jeden Fall, in dem die Wahrscheinlichkeitsrechnung
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zur Anwendung kommt, ein Verfahren angibt, nach dem wenigstens
anndhernd festgestellt werden kann, welche Spielriume gleich
groB sind. Da gibt es nun wohl keine andere Mdéglichkeit als die
Haufigkeitsbestimmung im Wiederholungsversuch und damit
kdime man zu meinem Standpunkt zuriick.

Die Anwendung der Kriesschen Theorie hat man sich etwa
80 zu denken: Wenn wir z. B. ein Lotterielos kaufen, so ist unserer
Erwartung der Gesamtspielraum gesetzt, daB eines der 10000
ausgegebenen Lose den Haupttreffer gewinnt; wir teilen diesen
Spielraum in 10000 ,,gleiche‘‘ Teile und gelangen so zu dem Urteil,
daB wir als Besitzer eines Loses die Wahrscheinlichkeit /9400
besitzen, das groBe Los zu ziehen. Es mag dahingestellt bleiben,
wie weit dies ein zwingender Gedankengang ist. Ganz zweifellos
scheitert die Spielraumtheorie, d.h. die Auffassung, daB es
denknotwendige Annahmen iiber Gleichheit der Spielriume
gibt bei denjenigen Aufgaben, die BERTRAND zuerst behandelt
und fiir die dann PorNcaRE die Bezeichnung ,, BERTRANDsche
Paradoxie’ eingefiihrt hat. Ich will an einem méglichst einfachen
Fall die uniiberwindlichen Schwierigkeiten darlegen, die jeder
Form der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie, namentlich auch
der KriEsschen Lehre der indifferenten Spielriume (der soge-
nannten logischen Theorie) hier erwachsen.

BeErTrRANDsSche Paradoxie.

Denken wir uns, um einen mdéglichst einfachen Fall vor Augen
zu haben, ein Glas mit einer Mischung von Wasser und Wein
gefiillt. Von dem Mischungsverhiltnis sei nur bekannt, daB der
Mengenquotient Wasser zu Wein mindestens gleich 1 und
hochstens gleich 2 ist, d.h. daB mindestens ebensoviel Wasser
wie Wein und héchstens doppelt soviel Wasser wie Wein sich in
dem Glase befindet. Der Spielraum unseres Urteils iiber das
Mischungsverhiltnis liegt also zwischen 1 und 2. Wenn nichts
weiter dariiber bekannt ist, so muB man nach dem Indifferenz-
prinzip (oder Symmetrieprinzip), nach der Spielraumtheorie, wie
iiberhaupt nach jeder &hnlichen Art von Wahrscheinlichkeits-
auffassung annehmen, daB gleich groBe Teilgebiete des Spiel-
raumes gleiche Wahrscheinlichkeit haben. Es muB also 509,
Wabhrscheinlichkeit dafiir bestehen, daB das Mischungsverhiltnis
zwischen 1 und 1,5 liegt und ebensoviel dafiir, daf3 es in den Be-

Mises, Wahrscheinlichkeit. 2. Aufl. 7
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reich 1,5 bis 2 fallt. Was aber hindert uns, an Stelle dieser Uber-
legung die folgende zu setzen?

Von dem Mengenverhiltnis Wein zu Wasser ist uns bekannt,
daB es zwischen 1 und !/, liegt und sonst nichts. Also mufl man
annehmen, daB jede Hilfte dieses Spielraumes gleiche Wahr-
scheinlichkeit besitzt. Somit besteht 509, Wahrscheinlichkeit
dafiir, da8 mindestens 1/, Wein zu Wasser und hochstens 3/, Wein
zu Wasser in dem Glase vorhanden ist, oder was dasselbe ist,
Wasser zu Wein mindestens im Verhéltnis 4:3 und héchstens im
Verhiltnis 2:1 steht. Nach der ersten Rechnung entfiel die halbe
Wahrscheinlichkeit auf den Spielraum 1,5 bis 2, nach der zweiten
auf den Spielraum 4/; bis 2, was ein offenkundiger Widerspruch ist.

Ganz den gleichen Widerspruch kann man in sémtlichen
Fillen aufzeigen, in denen die unterschiedlichen Merkmale (hier
die Werte des Mischungsverhéltnisses) nicht auf einzelne diskrete
Zahlen (wie beim Wiirfel die ganzen Zahlen 1 bis 6) beschrénkt
sind, sondern einen kontinuierlichen Wertebereich (in unserem
Beispiel alle Zahlen zwischen 1 und 2) erfiillen. Ich habe schon
an fritherer Stelle von derartigen Aufgaben kurz gesprochen und
auch schon den hier iiblichen, nicht sehr passenden Namen er-
wihnt: man spricht von ,geometrischer Wahrscheinlichkeit*,
weil die meisten Problemstellungen dieser Art einen mehr oder
weniger geometrischen Charakter tragen. Eine der éltesten und
bekanntesten Aufgaben ist wohl das Nadelproblem von Burrox
(1733), das darin besteht, daB eine Nadel blindlings auf den Boden
geworfen wird, auf dem parallele Gerade in gleichférmigen Ab-
stinden gezogen sind, und man nach der Wahrscheinlichkeit fragt,
mit der Nadel einen dieser Striche zu treffen (zu kreuzen). Der
Einzelversuch ergibt als Merkmal die Lage der Nadel gegeniiber
dem Strichgitter, die in verschiedentlicher Art durch Zahlen, so-
genannte Koordinaten, bestimmt werden kann. Gewissen Koordi-
natenwerten entspricht dann ein Uberkreuzen eines Gitter-
striches, also ein positives Versuchsergebnis, anderen ein negatives.
Der Widerspruch entsteht genau so wie in unserem ersten Beispiel
eben dadurch, daB es in mehrfacher Weise moglich ist, die Lage
der Nadel, also den Erfolg des Einzelversuches in Zahlen aus-
zudriicken. Das Mischungsverhiltnis im Weinglas lie8 sich so-
wohl durch den Mengenquotienten Wasser zu Wein, wie durch
den reziproken, Wein zu Wasser, bestimmen; analog kann man
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jetzt Cartesische Koordinaten, Polarkoordinaten oder noch andere
verwenden. Gleichverteilung fiir den einen Quotienten, bzw. den
einen Koordinatenansatz, ist keine Gleichverteilung fiir den
anderen.

An dieser Klippe muf3 unfehlbar jede Theorie scheitern, fiir
die es als Ausgangswahrscheinlichkeiten nur Gleichverteilungen
gibt, die irgendwie gefiithlsméBig, instinktiv, a priori oder in &hn-
licher Weise erschlossen werden. Nach KrvwEs, den ich schon
wiederholt als konsequenten ,,Subjektivisten‘ angefiihrt habe,
gind in den genannten Fillen tatsichlich verschiedene, gleich-
berechtigte Annahmen mdéglich, die zu verschiedenen Ergeb-
nissen fiilhren. Der Standpunkt der Haufigkeitstheorie ist einfach
der, daB die Verteilung innerhalb der Ausgangskollektivs ge-
geben sein mufl; woher man sie kennt, wie sie beschaffen ist,
hat nichts mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu tun. Will
man aber in einem konkreten Fall Resultate haben, die mit der
Erfahrung in Ubereinstimmung stehen, so mu8 man die Ausgangs-
werte der Rechnung aus Beobachtungen entnehmen, die bei der
betreffenden Anordnung gewonnen wurden. In dem Beispiel der
Wasser-Wein-Mischung ist es schwer mdglich, in verniinftiger
Weise ein Kollektiv zu definieren; man miilte erst einen kon-
kreten Vorgang kennen, nach dem ein Glas mit einem bestimmten
Mischungsverhéltnis ,erfaBt’* wird. Beim Nadelproblem ist der
Versuchsvorgang einigermaflen gegeben; eine Nadel wird in einer
noch néher zu bestimmenden Weise gegen den Boden geworfen;
die Verteilung innerhalb dieses Ausgangskollektivs wird durch
eine ,,Wahrscheinlichkeitsdichte bestimmt, die auf irgendwelche
Koordinaten bezogen sein mag. Wenn man durch eine wirklich
durchgefiihrte Versuchsreihe die Dichtefunktion, bezogen auf
irgendein beliebiges Koordinatensystem ermittelt, so ist es ganz
gleichgiiltig, welche Koordinaten man gewahlt hat, ein Wider-
spruch kann bei der weiteren Rechnung in keiner Weise heraus-
kommen. Die Aufgabe selbst gehort zu dem Typus der Mischung:
es werden diejenigen Koordinatenwerte zusammengefafit, die eine
Uberdeckung ergeben, und diejenigen, fiir die sich eine zwischen
den Gitterstrichen liegende Lage der Nadel ergibt. Es kann sein, daf}
sich solche Koordinaten wihlen lassen, fiir die die Ausgangswahr-
scheinlichkeiten eine Gleichverteilung bilden, fiir das endgiiltige
Ergebnis der ganzen Rechnung ist das aber ohne Belang. Auch

7.
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kann es vorkommen, daf in manchen Beispielen eine bestimmte
Koordinatenwahl durch irgendwelche Gesichtspunkte bevorzugt
erscheint — eine denknotwendige Entscheidung gibt es
niemals, solange nicht ganz bestimmte der Erfahrung entnom-
mene Bedingungen hinzutreten.

Die angebliche Briicke zwischen Héaufigkeits- und
Gleichméoglichkeitsdefinition.

Die wesentlichsten Einwénde, die gegen die klassische Wahr-
scheinlichkeitsdefinition zu erheben sind, gehen, wie wir gesehen
haben, nach zwei Richtungen. Einmal ist die Definition zu eng,
sie umfaBt nur einen Teil der tatsichlich vorliegenden Aufgaben
und schliet gerade die praktisch wichtigsten, die die Lebens-
versicherung und dhnliches betreffen, aus. Zweitens raéumt sie der
Gleichverteilung in den Ausgangskollektivs eine Sonderstellung
ein, die ihr nicht zukommt und die sich ganz besonders in den
eben besprochenen Fillen geometrischer Wahrscheinlichkeiten als
ganz unhaltbar erweist. Gegen den zweiten Einwand 1Bt sich,
soweit ich sehe, nichts Erhebliches vorbringen — es scheint mir,
daB man ihn mehr aus Gleichgiiltigkeit als aus positiven Griinden
unbeachtet 148t. Aber zum ersten Punkt wird jeder, der den
iiblichen Lehrgang der Wahrscheinlichkeitsrechnung kennt, sofort
bemerken, daB es doch innerhalb des Rahmens der klassischen
Theorie eine ,,Briicke zwischen den beiden Definitionen, der
Gleichmoglichkeits- und der Haufigkeitsdefinition gibt, durch die
zumindest fir den praktischen Bedarf eine befriedigende Be-
handlung der anfinglich ausgeschlossenen Félle von Lebens-
wahrscheinlichkeit usw. erméglicht wird. Diese ,,Briicke* soll
angeblich durch das auf BERNOULLI und PoissoN zuriickgehende,
von mir schon einmal fliichtig erwéhnte ,,Gesetz der groBen Zahlen*
hergestellt werden. Durch einen mathematisch beweisbaren Satz
soll sich zeigen lassen, daB man, mit gréBerer oder geringerer An-
néherung, die als Quotienten der giinstigen durch die gleich-
moglichen Fiélle gewonnenen WahrscheinlichkeitsgroBen auch
durch Bestimmung der relativen Haufigkeit in geniigend groen
Versuchsserien wiederfinden kann. Zwar haben schon manche
Kritiker, z. B. der vorhin genannte J. v. Krigs, auf die gefiahr-
lichen Schwiichen dieser ,,Briickenkonstruktion‘‘ hingewiesen,
aber mangels einer besseren wird sie immer wieder benutzt. Es
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laBt sich daher nicht vermeiden, daB wir spater ausfiihrlich auf
diesen Gegenstand eingehen, was sich auch an sich durch das
allgemeine Interesse rechtfertigt, das man dem ,,Gesetz der groBlen
Zahlen‘‘ zuerkennen mufl. Ich verschiebe aber diese Betrachtung,
die uns von unserer augenblicklichen Aufgabe etwas abseits
fithren wiirde, auf dennéchsten Vortrag, der ihr ganz gewidmet sein
wird, und will jetzt nur das Resultat vorwegnehmen, das ich dann
in iiberzeugender Weise zu begriinden hoffe: Auch das geistvolle,
fiir alle Anwendungen unentbehrliche Gesetz der groBen Zahlen in
all seinen Formen und mit allen Folgerungen, die daraus flieBen,
enthebt uns nicht der Notwendigkeit, die Wahrscheinlichkeit in
allen Fillen als Grenzwert der relativen Héufigkeit zn definieren;
ja das ganze, von BErRNoULLI und PoissoN abgeleitete Theorem
verliert den wesentlichsten Teil seines Inhaltes, eigentlich seinen
Sinn iiberhaupt, wenn wir diese Definition nicht von vornherein
annehmen. Nur versteckte Fehlschliisse, Zirkelschliisse u. dgl.
vermégen es, dem Theorem die Rolle zuzuschreiben, dall es eine
Verbindung zwischen der Héaufigkeits- und der Gleichmdoglich-
keitsdefinition bildet.

Zusammenfassung der Kritik der Gleichméglichkeits-
definition.

Bevor ich mich dem zweiten Teil der heutigen Aufgabe, der
Besprechung neuerer Beitréige zur Grundlegung der Wahrschein-
lichkeitsrechnung zuwende, méchte ich nochmals ganz kurz zu-
sammenstellen, was ich gegen die klassische, auf dem Gleich-
moglichkeitsbegriff aufgebaute Definition der Wahrscheinlichkeit
vorgebracht habe.

1. Da ,,gleichméglich® nur ein anderes Wort fiir ,,gleichwahr-
scheinlich* ist, bedeutet die klassische ,,Definition‘‘ hchstens die
Zuriickfiihrung von Kollektivs mit beliebiger Verteilung auf
solche mit Gleichverteilung.

2. Die Gleichverteilung oder die ,,gleichméglichen Fille als
Ausgangspunkt sind nicht immer vorhanden, z.B. beim
falschen Wiirfel, bei der Sterbenswahrscheinlichkeit usf. Hier sind
die Satze der klassischen Theorie streng genommen nicht an-
wendbar.

3. Die Aussage: Bei einem vollkommen homogenen Wiirfel ist
das Auffallen der sechs Seiten gleichwahrscheinlich, ist ohne
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Inhalt, solange nicht irgendwie (z. B. durch die Haufigkeits-
definition) erklirt wird, was ,,gleichwahrscheinlich® heiBen soll.

4. Den Begriff ,,vollkommen homogen‘ in logisch exaktem
Sinn gibt es nicht. Von jedem Wiirfel kann, wer seine Her-
stellung vollstandig kennt, Verschiedenes iiber seine einzelnen
Seiten aussagen.

5. ,,Spielraumtheorie’, Indifferenzprinzip und &hnliches sind
nur Umschreibungen, durch die an den Schwierigkeiten nichts
gedndert wird.

6. Die Fille stetiger Verteilung (BERTRANDsche Para-
doxie) zeigen, daB Annahme der Gleichverteilung noch etwas
Verschiedenes bedeutet, je nach der Wahl des Koordinaten-
systems. Es ist keine fiir alle Félle giiltige, allgemeine Vorschrift
moglich, die besagen wiirde, welche Koordinaten die ,richtigen‘
sind, welche Gleichverteilung also anzunehmen ist.

7. Der von BErNoULLI und Porsson mathematisch abgeleitete
Satz, der das ,,Gesetz der groBen Zahlen‘ genannt wird,
liefert keine Vermittlung zwischen der Gleichmdoglichkeitsdefini-
tion und dem Ablauf langer Versuchsreihen. Er enthebt nicht
der Notwendigkeit, die Wahrscheinlichkeit von vornherein durch
die Haufigkeitsdefinition einzufiihren. (Dies wird spéter gezeigt
werden.)

Ubersicht der Einwinde gegen meine Theorie.

Seit dem Erscheinen meiner ersten Veroffentlichungen im
Jahre 1919 hat eine lebhafte Diskussion iiber die Grundlagen der
Wahrscheinlichkeitsrechnung eingesetzt. Es war nicht zu er-
warten, daB diejenigen, die sich seit Jahrzehnten mit dem Gegen-
stande befassen, sich namentlich in der erfolgreichen Behandlung
von Einzelproblemen verdient gemacht haben, fiir die Annahme
einer neuen Grundlegung leicht zu gewinnen sein wiirden. Sieht
man von dieser dlteren Generation ab, so gibt es heute kaum noch
einen Mathematiker, der dem Ausgangspunkt der klassischen Auf-
fassung, der Gleichméglichkeitsdefinition, riickhaltlos zustimmen
wiirde. Die Mehrzahl neigt mehr oder weniger ausgesprochen zur
Hiufigkeitstheorie, daneben bleibt eine Gruppe, die ich die
,,Nihilisten‘‘ nennen méchte, weil sie den Standpunkt vertritt,
daB es einer Grundlegung, die den Zusammenhang zwischen der
Theorie und der Erfahrungswelt herstellt, gar nicht bedarf. Uber
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diesen Standpunkt werde ich mich am Schlusse des Vortrages
noch duflern.

Aber unter denen, die der Auffassung folgen, daf den Gegen-
stand der Wahrscheinlichkeitsrechnung Aussagen iiber Haufig-
keiten bilden und daB dies auch in den grundlegenden Defini-
tionen zum Ausdruck kommen miisse, weichen die Ansichten noch
stark untereinander und teilweise von meinen eigenen Auf-
stellungen ab. Zunéchst wire eine Reihe von Mathematikern zu
nennen, die zu Beginn des Lehrganges die Wahrscheinlichkeit
durch eine Héufigkeitsdefinition einfithren, dann aber in der
weiteren Durchfithrung nicht darauf Riicksicht nehmen, sondern
die Darstellung in die Gedankenginge der klassischen Theorie ein-
miinden lassen. Zu dieser Gruppe gehért z. B. das franzosische
Lehrbuch von FrECEET und HALBWACHS (1924) und das auch ins
Deutsche iibersetzte Buch des Amerikaners CooLiDGE (1925).
Eine kleine Zahl von Autoren wendet sich gegen die Annahme,
daB das Kollektiv als unendliche Folge von Elementen definiert
wird ; sie wollen nur von Héufigkeit in langen, aber endlichen Ver-
suchsreihen sprechen, also nicht von dem Begriff des Grenzwertes
Gebrauch machen. Die Mehrzahl nimmt die erste der von mir
formulierten Forderungen, die ein Kollektiv erfiillen soll, die
Existenz der Grenzwerte, als Ausgangspunkt an, findet aber in
der Formulierung der zweiten Forderung, die die Regellosigkeit
der Anordnung verlangt, verschiedene Schwierigkeiten. Den Ein-
winden entsprechen in manchen Fillen auch bestimmte Vor-
schlige zur Abinderung. Ich werde diese Dinge jetzt der Reihe
nach zur Sprache bringen.

Endliche Kollektivs.

Es besteht kein Zweifel dariiber, daB die Beobachtungsreihen,
auf die man die Wahrscheinlichkeitstheorie praktisch anwendet,
aus endlich vielen Elementen bestehen. Ebenso wird die Punkt-
mechanik — die sogenannte Mechanik materieller Punkte — stets
auf Korper von endlicher Ausdehnung angewandt und nicht auf
Punkte im mathematischen Sinn. Aber niemand verkennt den
Nutzen und den hohen Wert der Abstraktion, die zu dem Begriff
des materiellen Punktes gefiihrt hat, auch wenn wir heute iiber
mechanische Theorien verfiigen, die nicht von der Betrachtung
diskreter Punkte ausgehen. Wie weit iibrigens noch in der
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Mechanik ausgedehnter Korper die der Punktmechanik angehéren-
den Begriffsabstraktionen herrschend sind, kann hier unerértert
bleiben.

Sicher ist, daB man auch bei der theoretischen Untersuchung
der Massenerscheinungen oder Wiederholungsvorginge unmittel-
bar an die Reihen von endlichem Umfang ankniipfen kénnte. Es
fragt sich nur, was dabei herauskommt. Einen anderen Grund
der Beschaftigung mit unendlichen Folgen als den gréB8erer Ein-
fachheit kenne ich nicht und habe ich nie geltend gemacht. Vor
kurzem hat ein jiingerer Autor, JomanNEs BLUME, sich die
Aufgabe gestellt, meine Wahrscheinlichkeitstheorie so umzu-
formen, da in den grundlegenden Definitionen nur endliche
Merkmalfolgen auftreten. Er geht so vor, daB er zunichst an
Stelle des Grenzwertes der relativen Héufigkeiten die Forderung
setzt, die tatsdchlichen Werte der relativen Héaufigkeiten der ver-
schiedenen Merkmale sollen um weniger als einen vorgegebenen
kleinen Betrag & von festen Zahlen, die die Verteilung des Kollek-
tivs bilden, abweichen. Nimmt man dieses & nur klein genug an,
so kann man an derart definierten Kollektivs gewisse Operationen
ausfiihren und bewegt sich dabei dauernd im Gebiet einer ,,An-
nidherung®, die durch die GréBe £ gemessen wird. So weit dies
Verfahren durchfiihrbar ist, liuft es, wie K. KOLMOGOROFF in
einer Kritik der BLuMEschen Ansiitze mit Recht bemerkt hat, auf
eine blofe Umschreibung — die unter Umstiénden sehr niitzlich
sein kann — des Grenzwertbegriffes hinaus. Denn der limes oder
Grenzwert wird in der Mathematik nur zur Abkiirzung gewisser
Aussagen iiber kleine Abweichungen verwendet. Anderseits ist
es weder BLUME noch anderen bisher gelungen, die Gesamtheit
der Eigenschaften eines Kollektivs und der Beziehungen zwischen
Kollektivs, namentlich all das, was mit der Regellosigkeit zu-
sammenhéingt, in dem Rahmen der finiten Theorie restlos zum
Ausdruck zu bringen. So glaube ich, daf wir nach dem bisherigen
Stand der Dinge von einer vorhandenen Wahrscheinlichkeits-
theorie, die mit endlichen Kollektivs arbeitet, nicht sprechen
kénnen.

Eine historische Einschaltung: Der Philosoph TrEODOR
FECHNER, dessen Interessen recht vielseitige waren, schuf unter
dem Namen ,KollektivmaBlehre“ eine Art systematischer Be-
schreibung endlicher Beobachtungsfolgen, die er ,,Kollektiv-
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gegenstinde* nannte. Das Werk erschien erst nach dem Tode
des Verfassers, 1897, von Lipps herausgegeben. Daran, daff man
durch Idealisierung des Kollektivgegenstandes die Grundlage fiir
einen rationellen Wahrscheinlichkeitsbegriff gewinnen konnte,
dachte FEcHNER wohl nicht. Aber seine Ausfiihrungen bildeten —
wenigstens fiir mich — die Anregung zu der neuen Betrachtungs-
weise.

Und eine sachliche Bemerkung: Mit allem Nachdruck muf ich
dem héaufig auftretenden MiBverstandnis entgegentreten, als wiirde
unsere Theorie jedesmal, wenn man es mit einer endlichen Anzahl
von Beobachtungen zu tun hat, dafiir eine unendliche Folge sub-
stituieren. Das ist selbstverstindlich durchaus nicht der Fall.
Wir haben in dem Beispiel, das ich am Schlufl des letzten Vor-
trages ausfilhrte, von 24 Wiirfen mit einem Wiirfelpaar ge-
sprochen. Eine solche Gruppe von 24 aufeinanderfolgenden Be-
obachtungen wird Gegenstand unserer Theorie, indem wir uns
vorstellen, daB sie, als Ganzes, unendlich oft vollzogen und damit
Element eines Kollektivs wird. Es flieBen daraus bestimmte
Wahrscheinlichkeitsaussagen, die sich auf die genaue Zahl von
24 Einzelbeobachtungen beziehen. Ebenso steht es, wenn uns
etwa eine Statistik vorliegt, die die Knabenquote der Geburten
in 100 verschiedenen Stadten ausweist. Unsere Theorie macht
dann Aussagen dariiber, was bei dieser Zahl » = 100 von Be-
obachtungen im Durchschnitt zu erwarten ist und substituiert
nicht etwa fiir 100 Versuche eine Folge von unendlich vielen.
Dies wird im fiinften Vortrag, der speziell den Fragen der Statistik
gewidmet ist, noch eingehender dargelegt werden.

Finitistische Deutung der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Eine ganz andere Frage als die nach dem Aufbau einer Theorie,
die nur endliche Kollektivs in Betracht zieht, ist die nach einer
Deutung der Wahrscheinlichkeitstheorie im Endlichen. Da wir
als das einzige Ziel einer Theorie die gedankliche Nachbildung
beobachtbarer Erscheinungen ansehen, so kann die Bewihrung
der Theorie nur daran gepriift werden, da8 sie auf beobachtbare,
also endliche Erscheinungsreihen anwendbar ist. Anderseits habe
ich schon wiederholt hervorgehoben, daB jedes Resultat der
Wahrscheinlichkeitsrechnung unmittelbar nur zu Aussagen
iiber unendliche Folgen fiihrt. Auch wenn wir in den statistischen
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Anwendungen eine Beobachtungsreihe von bestimmten endlichem
Umfang, etwa 500 Versuche, als ein Element auffassen, so besagt
ein Resultat unserer Rechnung strenggenommen nur etwas iiber
eine unendliche Folge von Wiederholungen solcher 500 Versuche.
Es konnte also scheinen, als ob niemals eine Kontrolle der Theorie
an der Wirklichkeit moglich wire.

Die hier auftretende Schwierigkeit ist aber genau die gleiche
wie sie sich in allen Anwendungen irgendeiner empirischen Wissen-
schaft zeigt. Wenn z. B. eine physikalische oder chemische Be-
trachtung zu dem Ergebnis fithrt, das spezifische Gewicht eines
Stoffes sei 0,897, so kénnen wir durch Wigung oder andere ge-
eignete Experimente festzustellen suchen, ob das ,,stimmt‘‘. Aber
immer wird das Experiment nur das Gewicht eines endlichen
Volumens ergeben und der Schluf auf das spezifische Gewicht,
d.i. auf den limes des Quotienten Gewicht durch Volumen (fiir
unendlich kleines Volumen), bleibt ebenso unsicher wie der von
der Haufigkeit in einer endlichen Reihe auf die Wahrscheinlich-
keit. Ja man kann sogar behaupten, daB es ein spezifisches Ge-
wicht in der Wirklichkeit gar nicht gibt, weil, zumindest bei
atomistischer Auffassung der Materie, ein Ubergang zu unendlich
kleinem homogenen Volumen nicht denkbar ist. Dem steht etwa
zur Seite die Tatsache, daBl man mit keinem Wiirfel, da er sich
doch abnutzt, unbeschrinkt lang unter gleichbleibenden Bedin-
gungen wiirfeln kann.

Man kénnte einwenden, daB die physikalischen Theorien auch
zu andersartigen Behauptungen fiihren, die sich véllig streng nach-
priifen lassen, z. B. zu Aussagen iiber das Gewicht eines bestimmten
endlichen Volumens. Allein, wenn man von einer wirklich ,,ge-
nauen‘* Nachpriifung spricht, so hingt sie, wie man weil, von der
Erfiillung einer groBen Zahl verschiedener Bedingungen ab, die
sich selbst gar nicht streng fassen lassen: Z. B. mul die Wigung
bei einem bestimmten Luftdruck stattfinden, der Begriff ,,Luft-
druck’ beruht aber wieder auf einer Limesbildung usf. Der er-
fahrene Experimentator beherrscht zwar praktisch die Bedin-
gungen, unter denen man sagen darf, daB ein Experiment
,,stimmt*, aber es ist unméglich, diese Bedingungen logisch voll-
sténdig aufzuzihlen, etwa so wie man die Voraussetzungen eines
mathematischen Satzes angibt. Die Annahme des Zutreffens einer
Theorie beruht, wie H. DuBIisLAv es sehr richtig formuliert hat,



Einwiénde gegen die erste Forderung an ein Kollektiv. 107

nicht auf einem logischen SchluB, sondern auf einem
praktischen EntschluB.

Ich stimme durchaus der Auffassung zu, die kiirzlich Cart
G. HEMPEL in einem klar geschriebenen Aufsatz ,,Uber den
Gehalt von Wahrscheinlichkeitsaussagen‘‘ verdffentlicht hat. Dar-
nach sind die Ergebnisse einer Theorie, die auf dem Begriff des
unendlichen Kollektivs aufgebaut ist, in einer zwar nicht logisch
abgrenzbaren, aber praktisch hinreichend genau bestimmten
Weise auf endliche Beobachtungsreihen anwendbar. Das Ver-
héaltnis zwischen Theorie und Beobachtung ist dabei wesentlich
das gleiche wie in jedem anderen Zweig der physikalischen
Wissenschaften.

Betrachtungen tiiber dieses Verhdltnis werden oft bezeich-
net als Untersuchungen des ,, Anwendungsproblems®. Man
mul sich aber vor der Auffassung hiiten, als ob es neben den
Beobachtungserscheinungen und der sie darstellenden Theorie
noch etwas Drittes giibe: die Anwendungstheorie. Eine besondere
»Theorie” dariiber, wie eine Theorie auf die Beobachtungen an-
zuwenden sei, d. h. ein aus Sdtzen, Ableitungen, Beweisen usf.
bestehendes System, das neben der Sachtheorie die Losung des
»Anwendungsproblems* bildet, gibt es nicht. Der Zusammenhang
zwischen Erfahrungswelt und Theorie wird durch die Ausgangs-
sitze, die man gewothnlich Axiome nennt, hergestellt. Diese Be-
merkung ist fiir uns auch deshalb wichtig, weil gelegentlich ver-
sucht worden ist, der Wahrscheinlichkeitsrechnung als solcher die
Rolle der allgemeinen ,,Anwendungstheorie® zuzuschieben. Die
Auffassung wird schon dadurch hinfillig, da man eben fiir
jede Aussage der Wahrscheinlichkeitsrechnung selbst auch wieder
das ,,Anwendungsproblem‘* aufweisen kann.

Einwinde gegen die erste Forderung an ein Kollektiv.

Von der Mehrzahl der Mathematiker wird, wie ich schon sagte,
heute anerkannt, daB die Konzeption einer unendlichen Folge
von Beobachtungen oder Merkmalen als Gegenstand einer ratio-
nellen Wahrscheinlichkeitsrechnung angemessen und zweck-
entsprechend sei. Bei vielen aber, die zum erstenmal davon
horen, daB die Wahrscheinlichkeit als der Grenzwert der relativen
Haufigkeit definiert wird, taucht im Augenblick ein Einwand auf,
der auf einem unklaren Erinnerungsbild aus der klassischen
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Theorie beruht. Ich will den Einwand hier kurz besprechen, ob-
wohl er keinerlei ernsthafter Priifung standhélt und obwohl er in
einen Zusammenhang gehért, der im folgenden Vortrag iiber die
,,Gesetze der groBen Zahlen ausfiihrlicher behandelt werden
wird.

In der Tat beruft sich der Gegenredner, den ich jetzt im
Auge habe, auf den Wortlaut des schon wiederholt erwihnten
Ber~ouLLI-PorssoNschen Theorems. Diesem Satz zufolge ist es
,fast sicher’, daB in einer sehr groen Reihe aufeinanderfolgender
Wiirfe mit einem richtigen Wiirfel die relative Héufigkeit einer
geraden Zahl nahe dem Wahrscheinlichkeitswert 1/, liegt; aber es
besteht, wie lang auch die betrachtete Versuchsreihe sein mag,
immer noch eine bestimmte, wenn auch sehr kleine, so doch von
Null verschiedene Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die relative
Hiufigkeit etwa gréBer z. B. als 0,51 ist. Diese Tatsache steht
angeblich in Widerspruch mit der Annahme, daB der Grenzwert
der relativen Haufigkeit genau gleich 1/, sei. Unsere Annahme —
so meint der Opponent — bedeute ja, es sei sicher, nicht nur
»fast sicher”, daB in einer geniigend langen Serie die relative
Haufigkeit beliebig wenig von 0,5 abweiche, es bleibe also kein
Raum fiir die mit geringer Wahrscheinlichkeit doch vorhandene
Moglichkeit einer Abweichung in dem MaBe 0,51 gegeniiber 0,5.

Hier liegt nichts als eine etwas unprizise Ausdrucksweise vor,
deren Berichtigung die Schwierigkeit sofort verschwinden laBt.
Das genannte Theorem sagt etwas aus iiber die Wahrscheinlich-
keit eines bestimmten Wertes der relativen Héufigkeit in einer
Gruppe von n Versuchen. Dabei wird also, nach der Auffassung,
die der Héufigkeitstheorie zugrunde liegt, eine Gruppe von » auf-
einanderfolgenden Wiirfen als ein Element eines Kollektivs be-
trachtet — so etwa wie in dem Beispiel am SchluB des letzten
Vortrages einmal 4 und einmal 24 Wiirfe zu einem Element zu-
sammengefalt wurden. Bei der jetzt gestellten Aufgabe gilt als
Merkmal des Elementes die Haufigkeit, die das Resultat ,,gerade
Zahl*“ innerhalb der Gruppe besitzt. Nennen wir dieses Merk-
mal z, so kann offenbar x einen der (n 4 1) Werte 0, Y/n, %/p,
3/n- - .., schlieBlich ?/, = 1 annehmen. Allgemein, wenn in einer
Gruppe von » Wiirfen m gerade Augenzahlen vorkommen, ist
x = ™/,. Fiir jeden dieser (n + 1) verschiedenen z-Werte gibt es
eine bestimmte Wahrscheinlichkeit. Sie kann z. B. in einem kon-
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kreten Fall fiir alle z-Werte oberhalb 0,51 zusammen die Groe
0,00001 besitzen. Dies bedeutet nach unserer Auffassung, daB,
wenn man die unendliche Folge von Wiirfen in Gruppen zu je n
abteilt, gerade in einem Hunderttausendstel dieser Gruppen mehr
als 519, gerade Zahlen vorkommen. Hier handelt es sich, wohl-
gemerkt, immer um die Héaufigkeit innerhalb einer Gruppe,
also um die Anzahl der geraden Nummern innerhalb der Gruppe
dividiert durch die konstante Gruppenlinge n.

Dagegen geht unsere Definition der Wahrscheinlichkeit von
einer ganz anderen relativen Héufigkeit aus, némlich: Man durch-
lauft die ganze Versuchsreihe, ohne sie in Gruppen zu teilen, d. h.
ohne einzelne Gruppen fiir sich gesondert zu betrachten, und unter-
sucht, wie oft von Beginn an das geradzahlige Resultat aufgetreten
ist. Hat man, von Anfang an gerechnet, N Wiirfe, unter denen NV,
gerade Zahlen als Resultat ergeben haben, so behaupten wir,

dal die Quotienten —11—\(71—, bei denen Zihler und Nenner zugleich

wachsen, einem festen Grenzwert, und zwar im vorliegenden
Beispiel dem Grenzwert 1/, zustreben. Zwischen den beiden Be-

. N
hauptungen: Existenz des Grenzwertes von 7\71* und Vorkommen

von einzelnen Gruppen mit beliebigen Werten von %, besteht

kein auf den ersten Blick erkennbarer Zusammenhang, also sicher
auch kein evidenter Widerspruch. Nur die zuerst angewandte,
unvollstindige und unprézise Formulierung konnte den Anschein
eines solchen Widerspruches hervorrufen.

Im iibrigen wird es meine Aufgabe im néichsten Vortrag sein,
gerade den Zusammenhang der beiden Aussagen zu untersuchen.
Ich werde zeigen, daB sie nicht nur miteinander vertriglich sind,
sondern, daB das klassische Gesetz der groBen Zahlen seinen
eigentlichen Sinn und seinen vollen Wert erst erhilt, wenn man
von der Héufigkeitsdefinition der Wahrscheinlichkeit ausgeht.

Einwénde gegen die Regellosigkeitsforderung.
Ich wende mich jetzt den Einwinden zu, die den breitesten
Raum in der bisherigen Literatur einnehmen und die sich gegen
die Regellosigkeitsforderung wenden. Hier befinden wir uns im
Kernpunkt der Diskussion und man muB es auch als durchaus
begreiflich erkennen, daf ein so neuartiger, von dem Gewohnten
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so stark abweichender Begriff wie der der Regellosigkeit mannig-
fache Kritik herausfordert. Folgendes ist der Tatbestand.

Wir nennen eine unendliche Folge von Nullen und Einsern —
es geniigt zundchst, sich auf eine einfache Alternative zu be-
schrianken — regellos, wenn in ihr die relative Héufigkeit der Eins
(infolgedessen auch die der Null) einen Grenzwert besitzt, der sich
nicht dndert, sobald man durch Stellenauswahl einen Teil der
Elemente aussondert und nur diese allein in Betracht zieht. Dabei
heift Stellenauswahl eine Vorschrift, die in gesetzmaBiger Weise
eine unendliche Folge von Nummern (Stellen) festlegt, ohne daB
bei der Festlegung der Merkmalwert (0 oder 1) der betreffenden
Stelle benutzt wird. Zum Beispiel sind Stellenauswahlen: Jede
durch 3 teilbare Nummer; jede Nummer, die um 2 vermindert,
das Quadrat einer Primzahl gibt; jede Nummer, deren dritt-
vorhergehende eine 1 als Merkmal aufwies. Mit dieser Formu-
lierung soll eine bestimmte und wohlbekannte Eigenschaft der
Gliickspiele erfaflt werden: Wenn man beim Roulettespiel stindig
auf ,,Schwarz® setzt oder nur bei jedem dritten Spiel oder nur
dann, wenn das drittvorhergehende ,,Schwarz‘‘ ergeben hat, in
allen diesen und &hnlichen Féllen sind die Chancen, bei geniigend
lang fortgesetztem Spiel zu gewinnen oder zu verlieren, die gleichen.

In meiner ersten Veréffentlichung von 1919 habe ich der Er-
lauterung des Regellosigkeitsbegriffes lingere Ausfiihrungen ge-
widmet. Unter anderem habe ich als Satz 5 abgeleitet: ,,Ein
Kollektiv wird durch seine Verteilung vollkommen bestimmt; die
vollstindige Angabe der Zuordnung (sc. zwischen Nummern und
Merkmalwerten) ist nicht moglich.” Hierzu heiBt es dann weiter:
»Satz 5 besagt, daB man die ,Existenz‘ von Kollektivs nicht durch
eine analytische Konstruktion nachweisen kann, so wie man etwa
die Existenz stetiger, nirgends differenzierbarer Funktionen nach-
weist. Wir miissen uns mit der abstrakten logischen Existenz
begniigen, die allein darin liegt, daB sich mit den eingefiihrten
Begriffen widerspruchsfrei operieren 148t. Wenn ich auch heute
vielleicht manchen Ausdruck anders wihlen wiirde, bleibt doch
das Wesentliche von diesen Ausfithrungen bestehen: Es ist un-
moglich, eine Folge von Nullen und Einsern, die der Regellosig-
keitsforderung geniigt, durch eine Formel oder eine Rechen-
vorschrift zu bestimmen, etwa derart, dal man sagt: Jede
Nummer, die durch 3 teilbar ist, hat das Merkmal 1, jede andere
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das Merkmal O; oder: jede Nummer, die gleich ist dem um 2 ver-
mehrten Quadrat einer Primzahl, gibt eine 1, alle anderen geben
0 usf. Wiirde ein Kollektiv durch eine solche Rechenvorschrift
gegeben werden, so konnte man dieselbe Vorschrift als Stellen-
auswahl benutzen und innerhalb der so ausgesonderten Teilfolge
gibe es dann bloB Einser. In der Teilfolge hiitte mit anderen
Worten die Eins immer die Grenzhéufigkeit 1, also im allgemeinen
eine andere als in der urspriinglichen vollstéindigen Folge.

An diesen Tatbestand, die Unméglichkeit einer expliziten An-
gabe der Merkmalfolge durch eine Formel, kniipft die Kritik an.

Die Frage der Existenz.

Auf die einfachste Form gebracht, lautet der Einwand, um
den es sich hier handelt, so: Eine Merkmalfolge, die der Regel-
losigkeitsforderung geniigt, existiert nicht. Dabei werden die
Worte ,,nicht existieren“ als synonym gesetzt fiir: sie 1Bt sich
nicht durch eine Formel oder Rechenvorschrift darstellen.

Was bedeutet diese Nichtexistenz in mathematischem Sinn —
denn nur um eine solche handelt es sich — und was folgt aus ihr?
Es gibt im wesentlichen zwei verschiedene Auffassungen des
Existenzbegriffes in der Mathematik. Die Mehrzahl der Mathe-
matiker, die Formalisten, sehen mathematische Begriffe als zu-
lassig, also ihr Objekt als existent an, wenn sich mit ihnen wider-
spruchsfrei operieren lat. Die zweite Schule, die der Intui-
tionisten, stellt anscheinend hohere Forderungen; sie verlangt,
daB die Objekte der mathematischen Untersuchung konstruier-
bar seien. Konstruiert wird, indem man von bestimmten, intuitiv
erfafften Grundvorstellungen ausgeht und durch Kombination
von solchen neue, kompliziertere Gebilde schafft.

Um den Formalisten gerecht zu werden, miite man den
Widerspruchslosigkeitsheweis fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie
erbringen. Darauf ist zu sagen, daB ein solcher expliziter Beweis
noch fiir viele andere Teile der Mathematik aussteht, die deswegen
doch nicht- verworfen werden. Ich halte es fiir durchaus maoglich,
daB sich fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie in der von mir ge-
gebenen oder einer dhnlichen Form der. Widerspruchslosigkeits-
beweis wird fiilhren lassen. Vorldufig ist jedenfalls ein Wider-
spruch in der Anwendung der Regellosigkeitsforderung nicht
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nachgewiesen und viele, selbst unter den Gegnern der Theorie,
behaupten, daB ein solcher Widerspruch sich gar nicht ergeben
konne.

Anderseits kénnte es scheinen, als ob dem intuitionistischen
Standpunkt gegeniiber der Regellosigkeitsbegriff ganz unhaltbar
sein miisse. Das ist aber durchaus nicht der Fall. Die intui-
tionistische ,,Konstruktion einer Zahlenfolge ist so allgemein,
daB sie ganz explizit auch solche Folgen umfaBt, die nicht durch
Formel oder Rechenvorschrift ,,gesetzmiBig* definiert sind (die
Folgen ,,freien Werdens*“). Ja es wird von E. J. BROUWER, dem
Schopfer der intuitionistischen Mathematik, ausdriicklich aus-
gesprochen, daBl ein unendlicher Dezimalbruch, dessen auf-
einanderfolgende Ziffern nicht anders als durch Auswiirfeln
festgestellt werden, zu den konstruktiv herstellbaren Ge-
bilden gehért, die den Gegenstand mathematischer Betrachtung
bilden kénnen. Ein solcher Bruch heifit in der BRouwERschen
Ausdrucksweise eine ,,unexakte Zahl*.

Wenn ich meine eigene Meinung andeuten darf, so geht sie
dahin, daB8 die Frage nach der Existenz oder der Konstruierbar-
keit, allgemein gestellt iiberhaupt nicht sinnvoll ist. Sie erhalt
einen Sinn nur innerhalb einer abgeschlossenen Theorie, in der
man sich geeinigt hat, fiir welchen Tatbestand die Worte
»Hexistiert oder ,existiert nicht”, bzw. der Ausdruck ,kon-
struierbar* als Abkiirzung gelten sollen. Man weiB z. B., eben aus
dem Streit der Formalisten und Intuitionisten, daB8 verschiedene
Festsetzungen dariiber moglich sind, wann man sagen will, es
»existiere’ eine Nullstelle einer gegebenen Funktion oder sie
,,existiere nicht“. Es ist hier nicht der Ort, darauf niher ein-
zugehen.

Man sollte, denke ich, einer neuen Theorie gegeniiber nur
fragen, ob sie sich in der Anwendung bewihrt und ob es
andere Theorien gibt, die denselben Problemen gegeniiber vor-
zuziehen sind. Der Nachweis eines Widerspruches wiirde die Be-
wihrung ausschlieBen, der Nichtnachweis kann sie natiirlich noch
nicht verbiirgen, muB8 aber zundchst als Positivum gewertet
werden. Im iibrigen komme ich im folgenden auf einen, wie ich
denke, vielversprechenden Ansatz eines Widerspruchslosigkeits-
beweises zu sprechen.
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Regellosigkeitsforderung und Grenzwert.

Eine Variante des Existenzeinwandes, die gelegentlich auftritt,
richtet sich gegen die Vereinigung der Regellosigkeitsforderung
mit der ersten an ein Kollektiv gestellten Forderung, der nach der
Existenz der Grenzwerte der relativen Haufigkeiten. Der Ge-
dankengang ist ungefdhr der folgende. Ob in einer Folge von
Nullen und Einsern die relative Héaufigkeit der Eins einen Grenz-
wert besitzt oder nicht, 148t sich nur dann entscheiden, wenn die
Merkmalfolge gesetzmiBig definiert ist. Da aber eine der Regel-
losigkeitsforderung geniigende Folge niemals durch ein Gesetz ge-
geben sein kann, so ,,darf” man hier von der Existenz eines
Grenzwertes gar nicht sprechen.

Wir wollen uns einen Augenblick iiberlegen, welcher Sinn
solchen Verbotssdtzen innerhalb der Mathematik zukommt.
Betrachten wir den folgenden Tatbestand. Wenn man die Quadrat-
wurzel aus 7 in einen Dezimalbruch entwickelt und hinterher an
Stelle jeder geraden Ziffer in der Entwicklung eine Null, an Stelle
jeder ungeraden Ziffer eine Eins setzt, so hat man sicher eine
gesetzméBig definierte Folge hergestellt. Allein bis heute weill
niemand, ob in dieser Folge die Eins eine Grenzhéufigkeit besitzt
oder nicht. Genau so steht es, wenn wir eine beliebige andere, in
dhnlicher Weise wie ;t definierte irrationale Zahl nehmen, und in
sehr vielen anderen Fillen. Man kann ohne Ubertreibung sagen,
daB von fast allen gesetzmiBig definierten Merkmalfolgen bisher
nicht entschieden werden kann, ob die Grenzwerte existieren oder
nicht. Allerdings glauben die Formalisten an den Satz, daB jedes
mathematische Problem losbar sei, die Intuitionisten bemerken
dagegen mit Recht, daB dieser Glaube unbegriindet, jedenfalls
aber nicht zwingend ist.

Sicher ist, daB es nach dem bisherigen Stand der Mathematik
dreierlei gesetzmiBig durch Rechenvorschrift definierte Merkmal-
folgen gibt: 1. solche, fiir die das Bestehen der Grenzhiufigkeiten
nachgewiesen ist; 2. solche, fiir die das Nichtbestehen der Grenz-
werte bewiesen ist; 3. solche, bei denen die Frage nicht entschieden
ist. Gesetzt nun, man hitte einen Satz abgeleitet, der sich auf
Grenzhiufigkeiten bezieht, z. B. den folgenden: Wenn in einer
Folge, die nur drei verschiedene Zeichen 4, B und C enthilt,
das 4 die Grenzhaufigkeit p, das Zeichen B die Grenzhiufigkeit ¢

Mises, Wahrscheinlichkeit. 2. Aufl. 8
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besitzt, so besteht auch fiir ¢ der Grenzwert der relativen Haufig-
keit, und zwar ist er gleich 1 —p—g¢q. Nach dem oben aus-
gesprochenen Verbot miiite man hier hinzufiigen: Der Satz gilt
nicht fiir Folgen der dritten Gruppe, denn bei diesen liBt sich
nicht entscheiden, ob die Bedingung erfiillt ist oder nicht. Ich
sehe nicht, welche Konsequenzen ein solcher Zusatz besitzt, er
scheint mir véllig leerlaufend.

Ahnlich verhélt es sich, wenn wir statt der Folgen, die zur
Gruppe 3 gehoren, solche betrachten, die als Folgen ,freien
Werdens* etwa durch Auswiirfelung bestimmt werden. In einem
gegebenen Fall 168t sich dann sicher nicht entscheiden, ob Grenz-
héufigkeiten bestehen oder nicht, aber wir kénnen Aussagen iiber
diejenigen Folgen machen, fiir die die Existenz der Grenzwerte
nachgewiesen ist. Solange kein Widerspruch aufgezeigt ist
zwischen der Definition der Folge und einem aus der Annahme der
Existenz von Grenzhiufigkeiten flieBenden Satz, kann man
von Folgen mit Grenzhaufigkeiten sprechen. Dem Einwand der
Intuitionisten, dafl bei dieser Einstellung die Mathematik ein
,,miiliges Spiel“ wire, begegnen wir mit dem Hinweis darauf,
daB unsere Theorie auf beobachtbare Erscheinungen anwend-
bar ist.

Im iibrigen soll hier durchaus nicht der Standpunkt vertreten
werden, als ob iiber diese Fragen erkenntnistheoretischer Natur
das letzte Wort gesprochen sei. Ich halte im Gegenteil die Dis-
kussion erst fiir eréffnet. Meine Definition der Regellosigkeit
stellt den ersten Versuch dar und sicher nicht den letzten, diesen
fir die Wahrscheinlichkeitstheorie grundlegenden Begriff zu
fassen. Unter anderem werde ich im folgenden einen mir sehr
sympathischen Versuch besprechen, den kiirzlich K. D6reE unter-
nommen hat, um durch eine bestimmte Modifikation meiner
Theorie die in Rede stehenden Schwierigkeiten zu beseitigen.

Sogenannte BErRNoULLische Merkmalfolgen.

Vorerst wollen wir sehen, wie diejenigen Mathematiker, die
meinen Regellosigkeitsbegriff ablehnen, aber eine auf die Héufig-
keitsvorstellung gestiitzte Wahrscheinlichkeitsrechnung aufbauen
wollen, sich zu helfen suchen. Wenn man die Merkmalfolgen, die
der Betrachtung zugrundegelegt werden, keiner weiteren Ein-
schrinkung unterwirft als der Forderung nach Existenz der
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Grenzhéufigkeiten, so kann man offenbar die einfachsten Fragen
der Wahrscheinlichkeitstheorie nicht richtig beantworten. Nimmt
man z. B. an, daB das Ergebnis eines ,,Kopf-oder-Adler‘-Spieles
durch die gesetzméBige Merkmalfolge

101010101....

oder ein andermal durch die Folge
110011001100....

dargestellt werden kann, so besteht wohl in jedem der beiden
Fille die Grenzhiufigkeit 1/, fiir das Erscheinen der Eins. Fragt
man aber nach der Wahrscheinlichkeit dafiir, daB zweimal
hintereinander Eins erscheint, so mu die Antwort im ersten
Fall lauten 0, im zweiten Fall 1/, (die Hélfte der Paare, von An-
fang an gebildet, zeigt das Resultat 11), wihrend bekanntlich
im wirklichen Spiel diese Wahrscheinlichkeit gleich 1/, ist. Zeigt
man einen solchen speziellen Miflstand auf, wie er hier vorliegt,
80 besteht keine Schwierigkeit, ihm auszuweichen, indem man eine
spezielle, passende Annahme iiber den Ausschlufl gewisser An-
ordnungen macht. Verschiedene Autoren nehmen an Stelle der
Regellosigkeitsforderung eine Bedingung auf, die genau den hier
angefiihrten speziellen Widerspruch beseitigt (allerdings andere
analoge bestehen laBt), und zwar in folgender Weise:

Es sei n eine beliebige Zahl und man denke sich die Merkmal-
folge in aufeinanderfolgende Abschnitte der Lénge n geteilt. Jeder
solche Abschnitt enthélt eine bestimmte Kombination von n
Nullen und Einsern, z. B. bei n = 2 eine der vier Moglichkeiten
00, 01, 10, 11. Im allgemeinen gibt es 2? verschiedene Kombi-
nationen. Es wird nun die Forderung gestellt, daB die Haufig-
keit der Abschnitte, die eine bestimmte Kombination (z. B. 01
bei n = 2) aufweisen, einen Grenzwert besitzt und daB
dieser gleich (1/,)* ist, falls in der urspriinglichen Folge die
Grenzhaufigkeit der Null und Eins je !/, war. Die Wahrschein-
lichkeit des Auftretens der Kombonation 11 (zwei Einser hinter-
einander) wird dann richtig gleich 1/,. Im allgemeinen Fall, in
dem an Stelle von !/, die Wahrscheinlichkeiten p und g fiir die
Null und Eins eintreten (mit p + ¢ = 1), ist die Forderung dahin
zu modifizieren, daB eine Kombination die ¢ Nullen und b Einser
umfaBt (wobei @ - b = x), mit der Grenzhaufigkeit p*¢® auftreten
soll. Die Erweiterung fiir den Fall von mehr als zwei voneinander

g
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verschiedenen Merkmalen ist naheliegend und braucht hier nicht
erértert zu werden.

Merkmalfolgen, die der eben dargelegten Forderung geniigen,
werden in der Literatur oft als BERNoULLIsche Folgen be-
zeichnet. Sie wurden vielleicht zum erstenmal von EmiLe BorEL
eingehender untersucht. E.TorNIER und unabhingig von ihm
der Amerikaner A. H. CorELAND haben die Forderung defini-
torisch in die Elemente der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf-
genommen. Von ihnen iibernahm sie E. KAMKE, der sie aber nur
zur Losung spezieller Aufgaben heranzieht, wihrend er im iibrigen
den sonderbaren Standpunkt vertritt, da8 es einer Einschrinkung
der zu behandelnden Merkmalfolgen, iiber die Forderung nach
Existenz der Grenzwerte hinaus, nicht bedarf.

Eingeschrinkte Regellosigkeitsforderung.

Man kann die Forderung, daf eine Merkmalfolge die eben
dargelegte ,,BERNoULLIsche Eigenschaft besitzen soll, als eine
eingeschrankte Regellosigkeitsforderung betrachten. Durch die
Beschrankung wird erreicht, daB Folgen, die der Forderung ge-
niigen, formelm#Big angegeben werden kénnen. Aber was stehen
dem fiir Nachteile gegeniiber!

GewiBl konnen jetzt Fragen richtig beantwortet werden, wie
die nach der Wahrscheinlichkeit dafiir, daB innerhalb in bestimmter
Weise abgeteilter Gruppen von je 5 Spielen eine Gruppe von
lauter Einsern auftritt. Aber es geniigt schon eine beliebig kleine
Variation der Frage, um die Theorie zum Scheitern zu bringen.
Bilden wir etwa die Fiinfergruppen so, daB zwischen der ersten
und zweiten Gruppe ein Element weggelassen wird, dann zwischen
der zweiten und dritten 2 Elemente, hierauf zwischen der dritten
und vierten 3 Elemente gestrichen werden, hierauf 5, dann 7,
11, 13 usf., den aufeinanderfolgenden Primzahlen entsprechend.
Auch unter diesen Umstédnden wird in einem wirklichen Gliick-
spiel die Héaufigkeit der Gruppen, die aus lauter Einsern bestehen,
den Wert (1/,) 5 besitzen, woran niemand zweifelt. Lit man aber
alle gesetzmiBig gebildeten Merkmalfolgen zu, die nur die BERr-
NouLLische Eigenschaft aufweisen und sonst willkiirlich sind, so
kann die Grenzhéufigkeit der aus 5 Einsern bestehenden Gruppen
bei der neuen Art der Gruppenbildung noch beliebig
weit von (1/,)5 abweichen. Ihre GroBe bleibt iiberhaupt un-
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bestimmt und ist von der willkiirlichen Wahl der Formel abhingig,
die die Merkmalfolge definiert. Eine Theorie, die zu solchen
Resultaten fiihrt, kann man unméglich als brauchbar ansehen.

Es steht nicht anders, wenn man die Forderung nach be-
schrinkter Regellosigkeit gegeniiber der ,,BERNOULLIschen
Eigenschaft noch etwas verschérft. COPELAND verlangt von den
Merkmalfolgen, die er betrachtet (er nennt sie ,,admissible
numbers‘), noch etwas mehr. Seine Definition lauft auf das
hinaus, was H. REICHENBACH — und ijhm folgt neuerdings
K. PorPER — eine ,,normale’ Merkmalfolge nennt. Das ist eine
Folge, die die ebengenannte Eigenschaft besitzt und auferdem in
gewissem Sinne ,,nachwirkungsfrei ist. Dieser Ausdruck be-
deutet, daB eine Stellenauswahl von der Art: Jedes Element, das
auf drei Nullen folgt, oder: Jedes Element, dem die Kombination
0101 (oder eine andere) unmittelbar vorangeht, die Grenzwerte
der relativen Héufigkeit unverdndert lat. Nur solche ,,normale‘
Folgen sollen den Gegenstand der Wahrscheinlichkeitsrechnung
bilden. Selbstverstéindlich kann man diese Art, den Gegenstand
der Wahrscheinlichkeitsrechnung abzugrenzen, beliebig variieren,
indem man die Unveridnderlichkeit der Grenzwerte der relativen
Héufigkeit fiir eine grofere oder kleinere Klasse von Stellen-
auswahlen fordert. Auf jeden Fall gelangt man zu einer (der
meinen gegeniiber) eingeschriankten Regellosigkeitsforderung.

Es sind, allgemein gesprochen, zwei Falle eingeschrinkter
Regellosigkeit moglich und diese Disjunktion gilt fiir jede der-
artige Theorie. Entweder ist die Einschrinkung so schwach,
daB keine durch eine Rechenvorschrift darstellbare Folge die
Forderung erfiillt; dann ist kein Vorteil gegeniiber meiner Formu-
lierung erreicht. Oder es lassen sich geeignete Folgen formel-
méBig angeben, dann kann man sofort Aufgaben finden, denen
gegeniiber derselbe Widerspruch auftritt, wie er eben fiir den Fall
der Ber~NourLischen Folgen aufgezeigt wurde. Speziell fiir die
CoPELAND-REICHENBACHschen ,,normalen‘ Folgen braucht man
kein anderes Beispiel zu suchen als die erwihnten, durch Zwischen-
rdume wachsender Linge getrennten Gruppen von je n Elementen :
die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von n Einsern in einer
derartigen Gruppe bleibt im Rahmen der Theorie der ,,normalen
Folgen“ mit der eingeschrinkten Regellosigkeitsforderung voéllig
unbeantwortbar.
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Eine Wahrscheinlichkeitstheorie, die auf einer eingeschrinkten
Regellosigkeitsforderung aufgebaut ist, verhdlt sich somit wie
eine Geometrie, die die Aufgabe, ein Dreieck aus zwei Seiten
und dem eingeschlossenen Winkel zu bestimmen, nur dann 16st,
wenn die Daten einer Einschrinkung geniigen, z. B. rationale
Zahlen sind od. dgl.

Die Widerspruchsfreiheit der Regellosigkeitsforderung.

Scheint es demnach auch ausgeschlossen zu sein, in dieser
Weise eine vollstindige Wahrscheinlichkeitsrechnung zu be-
griinden, so halte ich doch keineswegs Untersuchungen fiir wert-
los, die sich mit wohldefinierten, einer eingeschrinkten Regel-
losigkeitsbedingung geniigenden Merkmalfolgen befassen. Solche
Folgen bilden in bestimmtem Sinne ein Modell des Kollektivs,
sbnlich wie es im Euklidischen Raum Modelle der nicht-Eukli-
dischen Geometrie gibt, und ihr Studium ist fiir das Versténdnis
der Widerspruchsfreiheit der allgemeinen Regellosigkeitsforderung
von Bedeutung. Besonders hervorzuheben sind hier die Be-
mithungen von A. H. CoPELAND, der in zahlreichen Arbeiten
die Anordnungsmoglichkeiten in Zeichenfolgen untersucht hat.
Neuerdings ist es COPELAND gelungen, Folgen gesetzmaBig zu
konstruieren, in denen die relativen Haufigkeiten gegeniiber
,,fast allen Stellenauswahlen unempfindlich bleiben. Die Worte
,fast alle“ haben dabei eine mathematische wohldefinierte Be-
deutung, die dem iiblichen Wortsinn nahekommt.

Ich erwahnte schon, daB manche Autoren, die meine Ansétze
nicht oder nicht ganz annehmen, sich in eigentiimlicher Weise
iiber deren Unangreifbarkeit #uBern. So sagt z. B. E. TorNIER
gelegentlich: ,,Es liegt hier offensichtlich der sehr interessante
Fall vor, da8 ein praktisch durchaus sinnvoller Begriff — Aus-
wahl ohne Beriicksichtigung der Merkmalunterschiede — prin-
zipiell jede rein mathematische, auch axiomatische Festlegung
ausschlieBt. ...wire es wiinschenswert, daB sich diesem Sach-
verhalt, der vielleicht von grundlegender Bedeutung ist, das
Interesse weiter mathematischer Kreise zuwendet.” In #hnlicher
Richtung liegt die Bemerkung von E. KaMkE: ,,Da es ... in der
v. Misesschen Theorie keinerlei beweiskriftige Beispiele gibt,
kann man in dieser Theorie héchstens etwas beweisen, aber nie-
mals etwas durch Gegenbeispiele widerlegen.” Auch K. DORGE
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spricht von einer ,,weiten Uberlegenheit in den Anwendungen‘
der auf die uneingeschrinkte Regellosigkeit gestiitzten Theorie,
einer Uberlegenheit, die doch nicht bestehen kénnte, wenn die
Theorie zu Widerspriichen fithrte. Ich glaube, daB ich zur Auf-
klirung dieser, wohl etwas gezwungenen, AuBerungen einen
entscheidenden Beitrag liefern kann.

Die ganze Schwierigkeit, die sich der Anerkennung meiner
Grundlegung der Wahrscheinlichkeitstheorie entgegenstellt, ent-
springt aus dem Wortchen ,,alle’* in der Definition der Regellosig-
keit. DaBl alle Stellenauswahlen oder jede Stellenauswahl den
Grenzwert der relativen Héufigkeit unverdndert lassen soll, ruft
ein Unbehagen, das Gefiihl einer Unsicherheit hervor, die sich
dann in mehr psychologisch als logisch begriindeten Ablehnungen
guBert. Ich will nun eine Formulierung, oder wenn man will,
eine Interpretation geben, die von diesem psychologischen Mangel
frei ist: Die Festsetzung daB in einem Kollektiv jede Stellen-
auswahl die Grenzhiufigkeit unverindert 1afBt, besagt nichts
anderes als dies: Wir verabreden, daB, wenn in einer
konkreten Aufgabe ein Kollektiv einer bestimmten
Stellenauswahl unterworfen wird, wir annehmen
wollen, diese Stellenauswahl dndere nichts an den
Grenzwerten der relativen Hiaufigkeiten. Nichts dariiber
hinaus enthélt mein Regellosigkeitsaxiom.

Da nun in einer einzelnen Aufgabe niemals ,,alle’ Auswahlen
in Frage kommen, sondern deren nur wenige, so daBl man jedesmal
mit einer eingeschrinkten, ad hoc zugeschnittenen, Regel-
losigkeit das Auslangen finden kénnte, so kann tatsichlich nichts
von dem eintreten, was dngstliche Gemiiter befiirchten. Darum
erscheint mir auch die Beschiftigung mit formelmiBig darge-
stellten Folgen, die in beschrinktem Sinne regellos sind, sehr
niitzlich; sie zeigt, wie sich innerhalb einer konkreten Aufgabe
die Beziehungen gestalten. Anderseits siecht man aber auch, daB
mit einer ein fiir allemal formulierten Einschrinkung der
Regellosigkeit niemals das erreicht werden kann, was die Dar-
stellung der wirklich beobachtbaren Erscheinungen verlangt. Denn
es lilt sich dann immer, wie gezeigt, ein Beispiel konstruieren,
in dem die Theorie versagt.

Praktisch genommen verhilt sich jeder Mathematiker, der
iiberhaupt von der Haufigkeitsvorstellung in der Behandlung der
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Wahrscheinlichkeitsprobleme ausgeht, genau so, wie ich es eben
formuliert habe. Er setzt jedesmal die Zuldssigkeit derjenigen
Stellenauswahl voraus, die in dem betreffenden Problem eine Rolle
spielt. Nur schickt er nicht den Satz voraus, daBl bei allen Aus-
wahlen die Grenzwerte unverindert bleiben. In diesem Sinne
kann man sagen, daf ein ernsthafter Gegensatz, wenigstens so-
weit es sich um die Behandlung konkreter Probleme handelt,
innerhalb der Anhdnger der Héiufigkeitstheorie iiberhaupt nicht
besteht.
Der Ansatz von K. DORGE.

K. D6rGE hat meiner Grundlegung der Wahrscheinlichkeits-
rechnung eine neue Form gegeben, die sie gegen die vorher be-
sprochenen Einwinde sichern soll. Der Gedankengang DORGES
1aBt sich, wenn man von allem mathematischen Beiwerk absieht,
wie folgt darstellen.

Man geht davon aus, daB zundchst nur irgendeine endliche
Anzahl verschiedener Merkmalfolgen (durch ihre Formeln) ge-
geben seien, die sogenannten Grundkollektivs K;, K,, Ks,....
und ferner eine endliche Anzahl von formelmiBig definierten
Stellenauswahlen 4, 4,, A, . . .. Diese Grundelemente, Kollektivs
und Auswahlen, erginzt man nun durch Hinzufiigung weiterer zu
einem ,,Korper®, dhnlich wie man aus einigen gegebenen Zahlen
durch Festlegung gewisser Operationen einen ,Korper bildet.
Sind z. B. die Zahlen 8, 10, 74 vorgegeben und verlangt man den
»Korper”, der durch Addition, Subtraktion und Multiplikation
erzeugt wird, so gelangt man zu der Gesamtheit aller positiver
und negativer gerader Zahlen; nimlich dadurch, dal man die
genannten Operationen erst an den Grundzahlen 8, 10, 74 selbst,
dann an den Ergebnissen der Rechnung, also an den Summen,
Differenzen und Produkten, in jeder denkbaren Weise vollzieht.
Dabei gelangt man nie zu einer anderen als einer ganzen, geraden
Zahl, anderseits kann man keine gerade Zahl fortlassen, wenn
keine an Zahlen des Kérpers ausgefithrte Operation aus dem
Koérper herausfiihren soll. In diesem Sinne bildet nun DORGE den
Kérper, der zu den Grundkollektivs und Grundauswahlen gehort,
wobei als Operationen gelten: Vollzug einer Auswahl 4, an
einem Kollektiv K;, Vollzug einer Auswahl 4, an einer anderen
Auswahl A4; (wodurch die Produktauswahl entsteht), Teilung
eines Kollektivs, Auswiirfelung an einem Kollektiv mittels eines
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anderen (diese Begriffe, Teilung und Auswiirfelung, sind im
zweiten Vortrag erklirt worden). Natiirlich werden die Ope-
rationen immer wieder an den Resultaten wiederholt, z. B. wird
an der durch 4, aus K, entstandenen Teilfolge nachher die Aus-
wahl 4, vollzogen usf., dies alles solange, bis weitere Operationen
dieser Art keine neuen Elemente mehr erzeugen.

Innerhalb einer in dieser Weise abgeschlossenen Gesamtheit
von Kollektivs und von Stellenauswahlen spielt sich nun die
ganze Wahrscheinlichkeitstheorie ab. Innerhalb des begrenzten
Bereiches fordert DérGE das Erfiilltsein der beiden Axiome: In
jedem Kollektiv miissen die Grenzwerte der relativen Haufigkeit
existieren und sie miissen unverindert bleiben, wenn das Kollektiv
einer der Stellenauswahlen unterworfen wird. Alles weitere voll-
zieht sich dann genau so wie in dem von mir gegebenen Aufbau.

Was ist nun mit der Modifikation gewonnen worden? Als ent-
scheidend ist anzusehen, daB man jetzt, sobald der Grundksrper
gegeben ist, durchweg mit formelméaBig darstellbaren Merkmal-
folgen zu tun hat, so dal die friiher geschilderten Bedenken hin-
sichtlich der ,,Existenz‘‘ und hinsichtlich der Zuléssigkeit der An-
nahme von Grenzwerten fortfallen. Anderseits, wenn es sich um
die Anwendung handelt, kommt man vollstindig auf meinen
urspriinglichen Ansatz zuriick. In jedem konkreten Fall muB eben
angenommen werden, dall die als Daten in die Aufgabe eingehen-
den Ausgangskollektivs und die Stellenauswahlen, die etwa zur
Ableitung der gesuchten Kollektivs benstigt werden, einem ,,Kér-
per’‘ angehoren, fiir den die Axiome gelten. Dann verlaufen alle
Rechnungen genau so, wie es in meinem zweiten Vortrag aus-
einandergesetzt wurde, und auch die resultierenden Kollektivs
erfiillen die Bedingungen.

Die bereits angefiihrten neuen Resultate CoPELANDS konnen
dazu benutzt werden, die DORGEsche Idee zur konkreten Aus-
fihrung zu bringen. Die weitgehende Ubereinstimmung der Auf-
fassung zwischen DORGE und mir wird besonders deutlich, wenn
man an meine vorhin gegebene Interpretation der Regellosigkeits-
forderung denkt. Ich glatibe, daBl man von den DérGEschen Unter-
suchungen sagen kann, sie seien ein Weg, die Widerspruchs-
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