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Vorwort.

Das vorliegende Buch richtet sich in erster Linie an den Bau-
ingenieur. Die bestehenden Lehrbiicher iiber Differenzenrechnung
und Differenzengleichungen nehmen auf seine Bediirfnisse keine
Riicksicht und doch lassen gerade die Anforderungen, die er stellt,
eine mathematische Behandlung zu.

Aber auch fiir den Horer der Mathematik an Universititen
kann vielleicht dieses Buch in mancher Beziehung von Nutzen sein.

Zunichst in rein sachlicher Beziehung! Da fehlt es, wie es
scheint, in der Lehrbuchliteratur beim Aufbau der formalen Theorie
der Differentialgleichungen woh! durchweg an einem Hinweis auf
die entsprechenden elementaren algebraischen Uberlegungen. (Im
Gegensatz zu den Originalarbeiten, auch Riemann verweist gelegent-
lich darauf.)

Ferner scheint es mir iiberhaupt wiinschenswert, den Mathe-
matikern das Eindringen in technische Fragen zu erleichtern und
zwar aus mehreren Griinden. Zundchst ist darauf hinzuweisen, daB
die Anforderungen der Technik schon oft wertvolle Anregungen fiir
die Mathematik gegeben haben. Ferner kann der ehemalige Horer
an der Universitit an einer Technik landen und, wenn er dann dort
in Versuchung gerdt, den jungen Leuten dasjenige an Mathematik
zu bieten, was dem Gedankenkreis ihres zukiinftigen Berufes ent-
spricht, so hat er bei dem gegenwirtigen Stand der technischen
Literatur ein ziemlich betrichtliches Opfer an Zeit und Miithe zu
bringen. SchlieBlich ist aber auch noch folgendes zu bedenken.
Die iibliche Art des mathematischen Unterrichtes an Universititen
bringt es mit sich, daBl bei den meisten Horern das Interesse am
Fach leider sehr bald nach dem Verlassen der Hochschule vollkommen
erlischt. Nun glaube ich, gerade technische Fragen konnten unter
Umstinden manche ganz nette Anregung bieten. Eine Vorbedingung
hierfir wére aber eine leichtere Art der Verstindigung zwischen
Mathematiker und Ingenieuren. Hierzu sind aber Biicher nétig,



IV Vorwort.

die von beiden Gruppen gelesen werden und vielleicht auch Vor-
lesungen an Universititen iiber ausgewihlte Kapitel aus der tech-
nischen Mechanik.

Diese Erwigungen brachten es mit sich, daB ich mich durch
das iible Sprichwort, man konne nicht zwei Herren zugleich dienen,
von meinem Vorhaben nicht abhalten lie, obwohl mir gerade diese
doppelte Riicksicht oft nicht ganz leicht fiel.

Von Vorkenntnissen wird nur soviel vorausgesetzt, als in den
iiblichen einleitenden Vorlesungen iiber Differential und Integral-
rechnung und iiber Elemente der Differentialgleichungen stets vor-
getragen wird.

Urspriinglich war ein Buch von gréflerem Umfange geplant mit
dem Titel ,Die linearen Differenzgleichungen und ihre Anwendung
in der Technik“. Dabei gedachte ich insbesondere auch auf neuere
Anwendungen in der Elektrotechnik einzugehen. Doch allzuviel um
allzu verschiedene Gruppen von Lesern zu beriicksichtigen, wire
wohl kaum ratsam gewesen. Wenn es mir gelungen sein sollte,
durch meine Darstellung den Anspriichen der beiden Gruppen — Bau-
ingenieure und Mathematiker — einigermafBlen gerecht zu werden, so
ware ich schon sehr zufrieden.

Peinlich, vielleicht allzu peinlich habe ich darauf geachtet, nicht
durch Eingehen auf Einzelheiten abschreckend zu wirken. Wenn
einem Leser die vorliegende Darstellung nicht geniigt und wenn er
sich zu eigenem Nachdenken oder zum Studium anderer Arbeiten
auf diesem Gebiet angeregt fiihlt, so ist dies wohl erfreulicher, als
wenn er sich in unniitzer Weise ermiidet fiihlt. -

Ziel des dritten Teiles ist es, eine Theorie zur Berechnung der
hochgradig statisch unbestimmten Tragkonstruktionen vom Grunde
aus zu entwickeln und an Beispielen zu erliutern. Dabei ergab
sich naturgemifl die Gelegenheit, auch die Theorie der statisch be-
stimmten Fachwerke (einschlieBlich der Theorie der Cremonapléne)
kurz zu erbrtern. DaB das Ziel auf so wenigen Seiten ungezwungen
erreicht werden konnte, riihrt davon her, daB ich jede nihere Be-
trachtung des Verzerrungszustandes vermied und mich unmittelbar
ohne nihere Begriindung auf das Castiglianosche Prinzip berief,
woran wohl auch ein Leser, der die iibliche Begriindung dieses
Prinzips noch nicht kennt, keinen Anstof nehmen wird. Der Mangel,
der dieser Methode bisher immer zum Vorwurf gemacht wurde, daf
man némlich auf diese Weise keine Anhaltspunkte zu einer zweck-
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mafigen Auswahl der statisch unbestimmten GroBen gewinnt, ist
wohl hier, wie ich glaube, beseitigt. Da das Eingehen auf den
Verzerrungszustand an und fiir sich von Interesse sein kann, muB
allerdings unumwunden zugegeben werden. Doch sind gerade diese
Methoden in letzter Zeit sehr ausfiihrlich von anderen Verfassern
behandelt worden, so daB8 ich es nicht notig zu haben glaubte, darauf
ndher einzugehen. Die erste Anregung zur Beschiftigung mit Auf-
gaben der Baumechanik und viele wertvolle Aufschliisse beim weiteren
Studium habe ich meinem Freund J. Vinzenz zu verdanken.

Aufrichtigen Dank schulde ich vor allem Herrn Professor
Péschl, der in einer iiberaus freundlichen Weise bei den Korrek-
turenarbeiten durch viele wertvolle Ratschlige zur Verbesserung
cinzelner Stellen sehr wesentlich beigetragen. Ebenso haben mich
die Herren W. Blaschke, K. Mack und namentlich auch Herr
K. Lowner vielfach durch ihren Rat unterstiitzt.

Ihnen, sowohl allen Freunden und Horern, die mir bei der
Herausgabe dieses Buches in irgendeiner Weise hilfreich zur Seite
gestanden haben, sowie dem Verlage fiir mannigfaches freundliches
Entgegenkommen sei von dieser Stelle aus herzlichst gedankt.

Prag, im Januar 1920.
Paul Funk.
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Erster Teil,

Rechnerische
Behandlung der Differenzengleichungen.

I. Abschnitt.

Uber Differenzengleichungen mit einer Reihe von
Unbekannten.

§ 1. Einleitende Definitionen und Sitze.

Liegt eine Reihe von GroBen

Yis Ygoee s Yo
vor, so nennt man die Ausdriicke

Ayv=ya'+l—y1'7

A y”_"A(AyV)_'AyV-i-I Ayv—"yv-l-?_" 2yv+1 _‘I—'yv,

Aqy =4 (Aeyi) _'Ayv+2 — A4 (Zyv+1) +Ayv—"yv+3— 3y:+‘>

1
( ) +3yv-rl ~—Yr>

A;‘yv=yv+z'—(),/)+/ 1+ ( )y;—{-/— ---+(—'1)"y
die erste, zweite, dritte, ..., x!* Differenz.

Lost man diese Gleichungen nach den Groflen w,.1, Y2,
-» Yuin auf, so ergibt sich

y)r+1:yv+dyw .
(2) yv+2=?/v+2 A'!/V"}_A'yw

Yoin =1Yr + @Ayw—#(;)A*yu+---+é1*y.--

LiBt sich nun ein System von Gleichungen auf die Form bringen

(3) F,(y,, 41 ys,..., d™y)==0 (r=1,2,...,m),
oder, was nach (1) bzw. (2) auf dasselbe hinausliuft, auf die Form
*) B Us Yotts o Yrim) =0 (r=1,2,...,m),

50 spricht man von einer Rekursioneformel oder Dlﬁelenzengexchunﬂ.
Funk, Differenzengleichungen. 1
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Einer anderen Auffassung begegnet man in der Funktionen-
theorie. Man verwendet dort meistens statt » den Buchstaben x,
den man als kontinuierliche Verinderliche deutet, und betrachtet
y als Funktion von z. Die Differenzengleichung ist dort eine
Funktionalgleichung, durch die die Funktionswerte an den Stellen
z, (x41), ..., (x- m) miteinander verkniipft werden (vgl. das Buch von
Wallenberg und Guldberg). - Hier muBte natiirlich sofort jene Auf-
fassung zugrunde gelegt werden, die sich fiir das in Aussicht ge-
nommene Anwendungsgebiet eignet.

Bei dieser Auffassung, die wir zugrunde legen, wirkt vielleicht
der Sprachgebrauch ,die Differenzengleichung® (Einzahl) fiir eine Ge-
samtheit von mehreren Gleichungen im Anfang befremdend. Doch
wird der Leser leicht die Berechtigung dieses Sprachgebrauches ein-
sehen, wenn er an den Ausdruck Rekursionsformel denkt. Die
ZweckmiBigkeit an diesem Sprachgebrauch festzuhalten wird insbe-
sondere aus § 6 erhellen.

In entsprechender Weise gebrauchen wir auch das Wort ,, Losung*
in der Einzahl zur Bezeichnung eines Systems von zusammengehérigen
Werten von y,, die die Differenzengleichung erfiillen.

Wenn in Gleichung (3) bzw. (4) y, und y, ,,, wirklich vorkommen,
80 spricht man von einer Differenzengleichung m'r Ordnung?).- In
der technischen Literatur kommen auch statt dessen die Ausdriicke
wie ,m |- 1-gliedrige Gleichung® oder ,m -}- 1-gliedrige Rekursions-
formel® vor.

In unserem Anwendungsgebiet kommen ausschlieBlich lineare
Differenzengleichungen vor, also Gleichungen von der Form

n=m
(5) F;(:z,,,,,y,+#=B, (r=1,2,...,n).

Die GréBe B, wollen wir als Belastungszahlen bezeichnen.

Am hiufigsten sind Differenzengleichungen 2. und 4. Ordnung,
In diesem Falle werden wir meistens vom obigen Schema abweichend
die Numerierung so vornehmen, daB der Index der mittleren Un-
bekannten in jeder einzelnen Gleichung mit der Nummer der be-
treffenden Gleichung iibereinstimmt, also folgendermafBen:

(6) avy7—1+b?yv+ct'yv+1=Bv (7’=172J--"n)>
bzw.
(7) av?/v—?_*—bvyv—l_l—cvyr_l—dvyv-*-l +evyv+2 == Br (7= 1, 2: .. ':n)~

Sind die Belastungszahlen ausnahmslos gleich Null, so spricht
man von einer homogenen linearen Differenzengleichung. Ist dies
nicht der Fall, so spricht man von inhomogenen linearen Differenzen-
gleichungen. Ersetzt man in einer inhomogenen Differenzengleichung

f) Man beachte, daB bei Einsetzen von (1) in (3) y» allenfalls herausfallen
kann. Z. B. ist die Gl. 42y, + 4y, =38 mm von 1. Ordnung.
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alle Belastungszahlen durch Null, so nennt man die so entstehende
Differenzengleichung ,die zugehorige homogene Differenzengleichung¥.
Die Unbekannten in ihr werden wir meistens mit dem Buchstaben 7
bezeichnen.

Sind n Gleichungen vorhanden, so ist die Anzahl der Unbe-
kannten % --m; also wird man im allgemeinen noch m GroBen will,
kiirlich wihlen konnen, oder anders ausgedriickt, die Ordnung stimmt
iberein mit der Anzahl der willkiirlich wihlbaren GréBen.

Uber lineare homogene bzw. inhomogene Differenzengleichungen
gelten nun eine Reihe von ganz entsprechenden Sdtzen wie bei
linearen homogenen bzw. inhomogenen Differentialgleichungen. Die
Beweise ergeben sich unmittelbar und sind in beiden Gebieten voll-
kommen analog, so da wir sie wohl im einzelnen iibergehen diirfen.
Die fiir uns insbesondere in Betracht kommenden Sitze sind die fol-
genden:

1. Sind y* und y® Losungen der inhomogenen Gleichung, so ist

=y£1)_y£’2)
eine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung,

2. Ist y, irgendeine Losung der inhomogenen Gleichung und

7, eine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung, so ist
¥+
wieder eine Losung der inhomogenen Gleichung.

3. Das Superpositionsgesetz. Fiir inhomogene Gleichungen lautet

es: Sind y® Ltisungen der inhomogenen Differenzengleichungen

Eav,;c ,?‘_‘“—Bt) (’l:=1,2,...,k),

1=0 >
d. h. also von Differenzengleichungen, die sich nur durch eine allfillige
Verschiedenheit der Belastungszahlen voneinander unterscheiden, so

ist die lineare Kombination von Lésungen
i=k

—30iy?
i=1

eine Loésung der Differenzengleichung
n=m i=k

S urin=30i BY.

Wenn alle Belastungszahlen Null smd ergibt sich das Super-
positionsgesetz fiir homogene Gleichungen: Jede lineare Kombination
von Losungen einer homogenen Differenzengleichung ist wieder eine
Lésung von ihr.

Um iiberhaupt irgendeine Losung einer linearen Differenzen-
gleichung m'** Ordnung zu gewinnen, kann man sich etwa die m
ersten ¥,:y,, ¥,,...,¥,, vorgeben und findet sofort aus der ersten
Gleichung y,, . ,, hierauf aus der 2. Gleichung y, ., usw. Dabei

1*
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wird die Voraussetzung zu machen sein, daB die GrdBen a, , von
Null verschieden seien. Ebenso wird man hiufig in der entgegen-
gesetzten Richtung die Rechnung durchzufiihren haben, also in der
Weise, dal man die GroBen y,, . ,,¥, 125 - -»¥n+m 318 gegeben anzusehen
hat, hierauf aus der letzten Gleichung y, berechnet, dann aus der
vorletzten gy, _, usw. Hier werden wir die Voraussetzung @, o< 0 zu
machen haben. Im folgenden wollen wir stets beides voraussetzen:

av,m+09 av,():*:O'
Es mégen nun die GroBen 9%, »=1,2,...,k fiir jeden Wert
von » eine Losung der homogenen Differenzengleichung

n=m

(8) ) Ear,y ;'7v+,u=0

n=0

sein. Man sagt von k£ Losungen, sie seien voneinander linear ab-
hingig, wenn zwischen ihnen fiir alle Werte von v eine Beziehung
von der Form

x=k
(9) SC.q? =0

x=1
besteht, wobei die C, nicht simtlich gleich Null sein diirfen.

Kann man kein solches GroBensystem C, finden, so sagt man, die

Losungen seien voneinander linear unabhingig.

Damit bei einer linearen homogenen Differenzengleichung mter Ord-
nung gerade m Losungen 7!, %@, ..., 7™ voneinander linear abhingig
seien, ist notwendig und hinreichend, daff die Gleichung (9) fiir m
aufeinander folgende Werte von »:v,,»,-}1,...,v, +m —1 gilt. Dies
wiirde némlich besagen, dafl man eine lineare Kombination

x=m

Ny == .}:ulox 775.2)

angeben kann, die fiir die angegebenen aufeinander folgenden Werte
von » verschwinden miillite; eine solche Losung mull aber offenbar
fiir alle Werte von » Null sein.

Ferner sagt man, die GroBen #* (x=1,2,...m) bilden ein
vollstdndiges oder ein Fundamentalsystem einer linearen homogenen
Differenzengleichung, wenn sich jede beliebige Losung #, als lineare
Kombination dieser Grofien

x=m

Ny == 2:.10% 7%

auffassen laBt. Wieder gilt ganz entsprechend wie bei Differential-
gleichungen der Satz: Bei einer linearen homogenen Differenzen-
gleichung m'r Ordnung bilden m voneinander lineare unabhingige
Lésungen ein vollstindiges System.
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Wir zeigen zuerst, dafl es nicht mehr als m linear unabhingige
Losungen gibt. Aus der Voraussetzung der linearen Unabhingigkeit
folgt, daf fiir ein », die Determinante

q®, g,
. +0

'(m) (m)
’71-0 nvo +m-1

ist. Diese Bedingung verbiirgt aber, dal die Gleichungen

x=m

210(,‘) 772’;)+ﬂ=ﬁ1’0+.“ (p=0, 1, 2, ceey M — 1)

nach den Unbekannten Oy, losbar sind, wobei die GréBen 7y, .,
ganz beliebig gewihlt sein kénnen. Da jede Losung durch m auf-
einander folgende Werte der Unbekannten eindeutig bestimmt ist,
folgt, daB sich jede Losung als lineare Kombination von m linear
unabhiéngigen Losungen darstellen 1iBt.

Allgemein wollen wir nun eine Lisung einer Differenzengleichung
mt* Ordnung, die durch Angabe ihrer Anfangswerte

. . . Y1=0Cu o0y Yp=4&
bestimmt ist, mit " "

y"luOralv-“’“M
bezeichnen und eine Losung, die durch Angabe ihrer Endwerte

Yotm= an+m’ e Yupr T8
bestimmt ist, bezeichnen wir mit
Yy | Catms Cntmoys oo Cugye
Ein Beispiel fiir die Existenz von m linear unabhingigen Ldsungen

sind die folgenden:
T I 1000°:-0

771’ 0100:::0

77‘i’loooo~-1‘
In der Tat bilden sie auch ein Fundamentalsystem. Denn sind

@y, ...q, ganz beliebige Werte, so stellt sich die dadurch eindeutig
bestimmte Losung dar in der Form

v l Qayy Az, am=a1771‘ l 1000-::0 +a2 Ny I 0100-~-0+ e + am Yy l 0000---1"°

§ 2. Lineare homogene Differenzengleichungen
mit unverinderlichen Beiwerten?).

Darunter versteht man solche lineare homogene Differenzen-
gleichungen, bei denen die Beiwerte vom Zeiger » unabhingig sind.
Es handelt sich also um Gleichungen von der Form

(10) aonv—i'—alnv-}-l—*—-..—!—a'm."]v+m:O'

1) Das Wort ,Beiwert“ statt ,Koeffizient kommt in mehreren technischen
Abhandlungen vor.
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‘Ganz analog wie man bei Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten

dam 7 dm-1 7
a"Ea;—m—}_alW +"'+am77=0
vom Ansatz
n=er?
ausgeht, geht man bei Differenzengleichungen vom Ansatz
Ny =17

aus. Dafl dieser Ansatz nahe liegt, sieht man insbesondere dann
sofort ein, wenn man zunéchst die Differenzengleichung erster Ordnung
betrachtet:

777+1_q777___ y
die nichts anderes als die Definitionsgleichung der geometrischen
Reihe fiir 7, bedeutet. Sie ist offenbar allgemein geldst durch
7 =0Cg".

Macht man nun allgemein den obigen Ansatz fiir die #,, so erhilt
man aus (10), nachdem man durch r gekiirzt hat, die sogenannte
,»charakteristische Gleichung

ay+a,r+...+a,™=0.

Hat nun diese Gleichung m voneinander verschiedene Wurzeln r,,
gy ..e5 7, 80 sind

My ==r], 172=r;',...,17m=r’1’n
voneinander linear unabhingig und bilden ein vollstindiges System
von Lésungen. Den Beweis konnen wir hier wohl iibergehen, da er
genau so gefithrt wird wie der entsprechende bei Differential-
gleichungen.

Aus demselben Grund konnen wir nun auch bei der Behandlung
mehrfacher Wurzeln uns mit der bloBen Angabe der Sitze begniigen.
Ist 7; eine solche »-fache Wurzel, so ist nicht nur 7,==17 Lbsung
unserer Differenzengleichung, sondern auch

2 -—
Ny=v7, 7, =217, ..., =177

sind partikulire Losungen unserer Differenzengleichung, und man
kann dann in der Tat durch lineare Kombination der so gewonnenen
Losungen jede Losung erhalten. Das wichtigste Beispiel in der Bau-
mechanik?) fiir eine lineare homogene Differenzengleichung mit un-
verinderlichen Beiwerten bietet die Clapeyronsche Gleichung oder
der Dreimomentensatz beim durchlaufenden Triger im Falle, daB

1 Vgl § 21.
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alle Offnungen gleich groB sind und der Balken in allen Feldern
gleiches Trigheitsmoment besitzt; wie im 3. Teil, a.a. 0. gezeigt wird,
erhilt man fiir die Momente iiber den einzelnen Stiitzen, zwischen
denen der Balken nicht belastet ist, die folgende Differenzengleichung:

Mr-1+ 4 9+ 7y41=0.
Die charakteristische Gleichung lautet also

rPdr41=0.
Sie ist eine reziproke Gleichung und ihre Wurzeln sind
— 1 —
r,=—2—7V3, rg=r—=—2—|—-V3.

Die allgemeinste Losung unserer Diﬁe;enzengleichung lautet somit
7,=0,(—2—V3)+Cy(—2+V3).

Fir manche Zwecke eignet sich besser eine andere Form der
Losung. Man setzt

4=2Cofp=e® "%,
Aus Tabellen fiir die hyperbolischen Funktionen ergibt sich
p=1,31....
Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung sind dann — e? und
—¢~%. Man erhilt somit (—1)"e’? bzw. (— 1)’ e~"® als Losungen
unserer Differenzengleichung oder auch die linearen Kombinationen
hiervon
(—1y Cofr @ bzw. (— 1) Ginve.
Algo erhilt man die allgemeine Losung in der Form
7,=C,(—1y Cofrp 4 C,(— 1) Gin»g.

In dem in Aussicht genommenen Anwendungsgebiet kommen
wohl ausschlieBlich solche Differenzengleichungen vor, wo die charak-
teristische Gleichung reziprok ist. Es riithrt dies davon her, daB
z. B. bei einem gegliederten Bauwerk jedes einzelne Glied mit seinem
rechten und linken Nachbarglied in gleicher Weise zusammenhéngt.
Differenzengleichungen von dieser Art gestatten eine Schreibweise,
bei der nur Ausdriicke mit Differenzen gerader Ordnung vorkommen.
Im Sinne der in Gleichung (6) bzw. (7) getroffenen Vereinbarung
lautet die Reziprozititsbedingung bei zweiter Ordnung ¢ =c¢ und

es wird

ayri1 by +ay,si=ady,_1+(2a-+b)y,.
Bei vierter Ordnung lauten die Reziprozititsbedingungen ¢ —e, b =d
und es wird

aYrrzt+0yr1toy+ b0y tay,e
=ad'y,_s+(b+40) (41 Y1)+ (c—8a)y,
=adty, s+ (b+4a)A2y,_1+(c+2a-+|2b)y,.
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Als zweites Beispiel betrachten wir die Gleichung
fy+2— 3 Nyy1 —}—gm— 3 9y—1 4 1y-2=0.
Die charakteristische Gleichung lautet
rt— 37’3—}—%7‘"’—39'—{— 1=0.

Sie ist reziprok und hat die Wurzeln

r,=141, ra=1—1, rg=——==
Setzt man

— In2 n
an2=7=x, 1= %
g0 lassen sich die Wurzeln auch schreiben in der Form:
tritie

r=—e> et* (cos @ + i sin ).

Also erhalten wir als pa,rtikulﬁre Losungen
fyi==e"7%(cos vt isinve), mne=e(cosyp—1isinye),
Ns=e"%(cos vp-|iginvp), Na=e"1(cos¥p—¢sinvep).
Um zu reellen Losungen zu gelangen und um die in Tabellen zu-
génglichen und daher fiir numerische Rechnung bequemeren hyper-

bolischen Funktionen einzufiihren, bilden wir die linearen Kombi-
nationen.

1
My ='4_(77v1+ Nva + /% + 77..4)———— Cof ¥ x cos v ¢,

—

My = 4:-(’]:'1—77:’2 + 13— ) =Cof ¥ g sin v @,

1 .

Mvrrr =z(77v1+ Mye— Mp3— 7774)= Gin vy x cos v @,
1 . .

Nogpr = a(m;—mz — s+ ps) =Gin» g sin v p.

Auf diese Form lassen sich stets die partikularen Losungen einer
Differenzengleichung 4. Ordnung mit unverdnderlichen reellen Bei-
werten bringen, wenn die charakteristische Gleichung reziprok ist und
wenn ihre Wurzeln komplex und dem absoluten Betrage nach von
1 verschieden sind. Die allgemeine Losung lautet

=00 +Cops + 03 Nerrr +C4 Ny 17
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§ 3. Auflosung linearer inhomogener Differenzengleichungen
durch einfache analytische Ausdriicke.

Fiir die Aufgabe, die allgemeine Losung einer linearen inhomo-
genen Differenzengleichung zu finden, lassen sich ganz analoge
Methoden wie die Methode von Lagrange der Variation der Kon-
stanten und die Methode von Cauchy entwickeln, doch ist dies fiir
unseren Standpunkt kaum von Interesse, da es sich bei den An-
wendungen stets nur darum handelt, Losungen zu finden, die gewissen
Randbedingungen entsprechen. Nur in jenen Féllen, wo die Be-
Jastungszahlen einen einfachen analytischen Ausdruck in » darstellen
und wo sich die allgemeine Losung unserer Differenzengleichung durch
einen einfachen iibersichtlichen analytischen Ausdruck darstellen
laBt, wird man zuerst die allgemeine Losung suchen und erst her-
nach die Grenzbedingungen einfithren. In diesem Falle bendtigt
man nicht die oben genannten Methoden, sondern man iibersieht
meist sofort, in welcher Form zunéchst eine besonders einfache parti-
kulire Losung unserer Differenzengleichung anzusetzen ist, wobei
noch in diese Form einige unbestimmte Beiwerte eingehen, die sich
dann aber ~leicht durch direktes Einsetzen in die Differenzen-
gleichung und Vergleichung ihrer beiden Seiten auffinden lassen.
Hat man einmal eine partikulire Losung gefunden, so ergibt sich
die allgemeine Losung, indem man zu dieser partikuliren Losung
die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung hinzufiigt.
Dies sei nun an einigen Beispielen ertrtert:

1. Beispiel:

Yoi1—0Y+ 6y 1 =357
Hier liegt es nahe, fiir y, den Ansatz zu machen
y,=—av-+b.
Durch Einsetzen erhdlt man

av-+1)-4+b—5(av+b)t+6[a(v—1)4-b]=3-15v,

also
2b-—5a=23,
2a=>5,
5 31
=g b=

die allgemeine Losung der zugehérigen homogenen Gleichung lautet
7.=0,3"4C, 2".

Somit lautet die allgemeine LGsung der gegebenen inhomogenen

Gleichung

5 31
yv=§""+2“+01 3 4-C, 2.
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Hitten wir nun z. B. noch als Randbedingungen

Yo=9,=0
vorgeschrieben, so hitte man zur Bestimmung von C, und C, die
Gleichungen

, 31
01+02:_'4—7
810, 4160, =— ",
also
0 5 488 122
1752’ 27 52 13’

somit erhidlt man
5 31 , 85 122
pu— _ Py 1N ——— }
p=5vt+Tt5¥ 13
2. Beispiel.
Yy—1— 4?/;' _’:‘yr+l =3 @Df ‘Vﬁ.

Hier liegt es nahe, um zunichst eine partikuliire Losung zu erhalten,
den Ansatz zu machen
yy=A4 Cofrf.
Wegen
Cof (v + 1)+ Cof (r—1)=2 Cof » f Cof §

erhilt man, wenn Goff = 2 ist,

o
9

A=
2(Cof §—2)
Die Lo6sung der zugeh6rigen homogenen Gleichung ergibt, wenn
man fiir ¢ wieder den S.7 angegebenen Wert annimmt,
7y=C, Cofrp | C, Gnre,
und somit ergibt sich die Losung der vorgegebenen inhomogenen
Gleichung

y,,=2(®—ofgﬂ_—_—2)@ofyﬂ—|—01 Gof » o -C, Ginr .

Den Ausnahmefall kann man aber auch hier leicht dadurch erledigen,
daB man die vorgelegte inhomogene Differenzengleichung auf eine
Differenzengleichung héherer Ordnung zuriickfiihrt.

Diese Zuriickfilhrung einer inhomogenen Differenzengleichung
auf eine homogene erledigt sich allgemein ebenfalls in vollkommen
analoger Weise wie bei Differentialgleichungen.
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Sei allgemein
u=m

20‘1/4 Yr+u=DB,

n=

die vorgelegte Differenzengleichung, deren linke Seite wir kurz mit
Dm(y,) bezeichnen wollen.

Nehmen wir ferner an, es geniigen die Belastungszahlen selbst
einer homogenen linearen Differenzengleichung von der Ordnung m'
mit unveréinderlichen Beiwerten

n=m'
D™ (B,)=3a, B,.,=0.
n=0
(Diese Annahme fillt praktisch damit zusammen, was wir in der
Uberschrift kurz einen einfachen analytischen Ausdruck nannten).

Dann muB y, auch der Differenzengleichung geniigen:
D™ (D™ (y,))=0.
Hat man sie allgemein geldst, so hat man dann noch durch passende

Wahl der Konstanten dafiir zu sorgen, daB die urspriingliche Diffe-
renzengleichung exfiillt ist.

Als Beispiel betrachten wir den vorhin unerledigt gebliebenen
Ausnahmefall

Yro1— 4 Y-+ 411=3 Cof » B, (Gof p==2).
Hier geniigt nun der Ausdruck rechts vom Gleichheitszeichen

der Gleichung
B,_y—4B,+} B, 1=0.

(Es ist bei unserm Beispiel dies also dieselbe Gleichung wie die
zugehorige homogene.) Es mull somit y, der homogenen Differenzen-
gleichung

Yr—2 _’_ 8 Yr—1 + 18 Yy — 8 Yv+1 + Yyt = 0
geniigen, deren charakteristische Gleichung zwei Doppelwurzeln hat.

Die aligemeine Losung dieser Gleichung ist also:
y»=0,6invep+C,Cofrvep+C,» Ginvep--C,» Cof» g.

Soll nun y, der vorgegebenen Differenzengleichung geniigen, so zeigt
sich durch Einsetzen, daB

3
= gGmy GO
Es ergibt sich alsq
.
—3YONYP L 0, Ginv g0, ofv .

Y=g
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§ 4. Auflosung von Randwertaufgaben bei linearen inhomo-
genen Differenzengleichungen mit Benutzung der adjungierten
Differenzengleichung. ‘
Man multipliziere die einzelnen Gleichungen einer linearen ho-
mogenen Differenzengleichung

pu=m r=1,2,...,n
Ay 0 My =O ( b I’ b )
,Eo nullrte u=0,1,2....m

der Reihe nach mit den Faktoren {,,(,,...,{, und addiere sie
dann. Hierauf ordne man die Summe so um, daB die Grofien 7,
herausgehoben werden und als Faktoren von 7, lineare Ausdriicke
in den Ausdriicken [, erscheinen. Wir stellen uns vor, die Anzahl n
der einzelnen angeschriebenen Gleichungen sei viel groBer als m.
Dann werden im allgemeinen (mit Ausnahme der m ersten und m
letzten) die linearen Ausdriicke in den {, wieder m -}-1-gliedrig sein.

Man nennt sie die adjungierten Differenzenausdriicke (in bezug
auf den Ausdruck links vom Gleichheitszeichen in der obigen Glei-
chung), und wenn man sie gleich Null setzt, erhilt man die (zu der
zugehorigen homogenen Differenzengleichung) adjungierte Diffe-
renzengleichung.

Z.B. Bei einer Differenzengleichung 2. Ordnung

a,My—1 '—I_ bvnr + CyMy41— 0
erhilt man?):

r=n ry=n—1

Elcv (avnm'—l + br771' + cv’]v-}-l) == gznv (cv—lé‘v—-l '—I_ vav + a7+ICv+1)
+a,n0l, + by, 8y F ey &

"|" Cn—17n Cn—-l "I’_ bn’]n Cn + Cn77n+1C,.,

und somit lautet die adjungierte Differenzengleichung

¢o—1Cr1 -+ 0,8+ @y 1811 =0. (r=1,2,..., 0)?
Oder bei einer Differenzengleichung 4. Ordnung von der Form
Ay Ny—2 + [ + Cy My “+dynia + e fyre=10
lautet die adjungierte Differenzengleichung

er—2ly_ot+d_1lici 600+ b1l a2 lp2=0.
(r==1,2,..., m)?).

1) Man konnte diese Formel ,Greensche Formel“ bei Differenzenglei-
chungen bezeichnen; vgl. § 10.

2) Bei zweiter Ordnung hat man sich etwa ¢, und a,,, bei vierter Ordnung
€_y, €y, B3 Aniqs Burqs Duyy irgendwie willkiirlich gewahlt hinzugefiigt zu denken.
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Die Aufgabe, bei einer inhomogenen Differenzengleichung mter Ord-
nung eine Losung zu finden, die durch gewisse Randbedingungen
niaher bestimmt ist, kann man nun stets durch Heranziechung zweck-
miBig ausgewihlter Losungen der entsprechenden adjungierten Glei-
chung auf die schon frither besprochene, durch Rekursion unmittel-
bar losbare Aufgabe zuriickfilhren, wo die Losung einer Differenzen-
gleichung m'* Ordnung durch die Werte von m unmittelbar auf-
einanderfolgenden Unbekannten bestimmt ist.

Es seien z. B. bei einer inhomogenen Differenzengleichung
2. Ordnung die Randbedingungen gefordert

Yo=Yn+1=0.
Ausfiihrlich geschrieben lauten dann die Gleichungen:
by + 619, =B,

%Y, +by¥s 1 C2Ys = B,,
a'n—lyn.—2+bn-—1yn—1+cn—1yn= n—15
a,Yn—1+0,y,=B,.
Nun bestimme: man durch Rekursion eine Losung {,|o. fiir die
zur homogenen Gleichung adjungierte Gleichung. Im Sinne der Ver-
abredungen in § 1 bedeutet dies also eine solche Losung der ad-
jungierten Differenzengleichung, die noch der Nebenbedingung
{o=0, {,=a geniigt, wobei a¢ eine belicbige Zahl (4= 0) bedeuten
moge. Multipliziert man dann die einzelnen Gleichungen der Reihe
nach mit diesen GroBen und addiert sie, so erhilt man:

Yn (Gn—ICn—-l [ Oa _1,“ ann!Oa == ngvCr !Oa-

Hieraus kann man also zunichst y, finden'!) und kennt somit
die Werte zweier aufeinanderfolgender Unbekannten (y, und y,1)
und kann dann die iibrigen durch Rekursion im Sinne der abneh-
menden » ermitteln.

Ebenso hitte man natiirlich auch durch Vermittlung einer
Losung ,|%* den Wert von y, ermitteln koénnen und dann hitte
man die iibrigen y, durch Rekursion im Sinne der wachsenden »
zu berechnen.

Abnlich ‘hat man auch bei anderen Randbedingungen und bei
Differenzengleichungen héherer Ordnung zu verfahren. Wir behandeln
nur noch das Beispiel einer Differenzengleichung 4. Ordnung mit
den Randbedingungen

Y-1=Yy=Yn+1=Yn+2=0.

) Hier und im Folgenden wird die Auflosbarkeitsbedingung — wo
nitig — als erfiillt vorausgesetzt.
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In ausfiibrlicher Schreibweise lauten die aufzulésenden Glei-
chungen:

¢ % 1Y, +eYs =B,
b9y + ¢, +d2?/3+32?/4 =B‘37.
(11) a3Y; + by + 63¥5 + day, 1 eys - = B,,

an—2yn—4/+bn—2yn-—3+cn—-2yn——2 + dﬂ-—Byn—l"l_ ey —2Yn=— Bn—z,
Ap—-1Yn—3 + bn—lyn—E + Cn—1Yn—1 + dn—lyn == Bn—l;
\ anyn—-2+ bnyn—l + CnYn =Bn~
Wir multiplizieren die Gleichungen der Reihe nach mit jenen
Werten einer Losung der adjungierten Gleichung, die wir nach
aunseren Verabredungen mit {,]0,0,0, zu bezeichnen haben (also
{_,=(,=0,=0, {,=a) und bilden die Summe von allen Glei-
chungen. Es ergibt sich:

Yu-1 (en—3£n—3 [0, 0,0, « + dn-—ZCn—ZIO, 0, 0,a+ cn—l&n—-l[0,0, 0,a +bn4—nl 0,0, 0, a)
+yn(en—zCn—QIO, 0,0, a + dn—1§n-1|o, 0,0,a + €iln l 0,0, 0, a)

r=n \
= EleCVI0,0, 0, a-
y=

Hierauf verfahren wir ebenso mit der Losung £,|o,0,«,0 und erhalten:

Yn—1(€n-3Cn=3]0,0,a", 0} du—2Cn—2]0,0, ¢, 0 Cs—1Ln—1]0,0,a’,0 F bnlnlo, 0,4, 0)
+ Yn (eu—zfn~2!o,o, a’,0+ dn-1Cn—1|o,o, a’,0+ culn !o, 0, a’.o)

V=%

= 2 Bv Cv l 0,0,a’,0-
=1

Aus diesen beiden Gleichungen miissen nun y,_, und y, berechnet
werden, so daBl man die Werte von vier aufeinanderfolgenden Un-
bekannten (némlich y, .., 9,,1,¥,,¥,—,) kennt und somit die iibrigen
wieder durch Rekursion ermitteln kann.

In den Anwendungen kommen wohl fast ausschlieBlich Glei-
chungen vor, bei denen die Matrix der Beiwerte ,symmetrisch ist,
das sind solche, bei denen der Beiwert vom gy, in der »*¢t Zeile
gleich dem Beiwert vom y, in der x!e® Zeile ist. Es hingt dies
damit zusammen, dafl man die Gleichungen meist aus der Bedingung
herleiten kann, dal diejenigen Werte der Verdnderlichen y, gesucht
werden sollen, fiir die eine Funktion 2, Grades in y, den kleinsten
Wert annimmt. Bei den durch Nullsetzen der Ableitungen abge-
leiteten Gleichungen tritt ja der Beiwert von y, y, zweimal auf, das
eine Mal bei der Differentiation nach y, als Beiwert von y,, das
andere Mal bei der Differentiation nach g, als Beiwert von g,.
Wenn diese Symmetriebedingung erfiillt ist, so ist die adjungierte
‘Differenzengleichung mit der urspriinglichen identisch. Man sagt, die
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Differenzengleichung ist sich selbst adjungiert. Bei den nun folgenden
Auflosungsarten I uud II setzen wir stets diese Symmetriebedingung

als erfiillt voraus. ’
In unserer Schreibweise lautet die Symmetriebedingung fiir

Differenzengleichungen 2. Ordnung
Cy—1= 0y,
fiir Differenzengleichungen 4. Ordnung:
e—2=a, d,_1=b,.
Bei Differenzengleichungen 2. Ordnung laBt sich stets diese

Symmetriebedingung herstellen, indem man die einzelnen Gleichungen
mit geeigneten Faktoren multipliziert, und zwar etwa der Reihe

. . . . ., C . . 6 Gy 4.
nach die erste mit 1, die zweite mit 2, die 3. mit 22, die
a, e A3
. ¢, c,¢C
vierte 128 yugw,
@, A3 @y

§ 5. Auflosung von Randwertaufgaben in besonderen Fillen.

I. Hiufig kommt es in der Baumechanik vor, da man lineare
Differenzengleichungen aufzulosen hat, die sich nur durch die Ver-
schiedenheit der Belastungszahlen voneinander unterscheiden, bei
denen also die linken Seiten der Gleichungen iibereinstimmen.
Es trifft das u. a. dann zu, wenn man Tragkonstruktionen fiir ver-
schiedene Arten der Belastung zu untersuchen hat. In solchen Fillen
wird man zundichst alle diejenigen Werte y) ermitteln, die den
Randbedingungen und jener Differenzengleichung geniigen, die aus
den vorgelegten dadurch hervorgeht, da8 man alle Belastungs-
zahlen mit Ausnahme der x%*? durch Null, die x'¢ selbst aber durch
1 ersetzt. Die Gréfen y* bilden die sogenannte reziproke Matrix
der vorgelegten Gleichungen, d.h. y ist ein Bruch, dessen Nenner
die Determinante der Beiwerte ist, und dessen Zihler die der »xten
Zeile und »**® Reihe entsprechende Unterdeterminante ist. Aus der
Voraussetzung der Symmetrie fiir die urspriingliche Matrix folgt die
Symmetrie der reziproken Matrix,

Hat man diese Groffen ermittelt, so ergibt sich das zu irgend-
einer Reihe von Belastungszahlen B, gehérige y, durch die Formel

z=n
y» =23 y* B . (Superpositionsgesetz).

n=1 .
Zur Berechnung der einzelnen GroBen y konnte die in § 4

erdrterte Art der Aufldsung herangezogen werden. Wir wollen jedoch
einen etwas davon verschiedenen Weg einschlagen. Wir fiihren die
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Uberlegung am obigen Beisp. der Differenzengleichung 2. Ordnung durch.
Denken wir uns in den Gleichungen (10) die B, alle mit Ausnahme vom
x%" durch Null ersetzt und nehmen B, =— 1, dann stellen die ersten
x# — 1 Gleichungen fiir sich allein genommen ein homogenes Glei-
chungssystem mit den Unbekannten y,, y,,...,%. vor und ebenso
sind die letzten n — » Gleichungen wieder fiir sich genommen ein
homogenes Gleichungssystem mit den Unbekannten y,., 4,11, - - -, Ynt1-
Daher haben wir unter Beriicksichtigung der Randbedingungen fiir
die y* den Ansatz zu machen:

fir ¥ <x:y»=0C, )0, as

fir »> x:yf’=6—’,¢ 7,0«

Die GroBen C, und C, unterliegen zwei Bedingungen: 1. Es
miissen die beiden Ansitze fiir y() libereinstimmen. 2. Es muf} die
x*® Gleichung unseres Gleichungssystems erfiillt sein:

Cxﬂxio,a=axnxio'a,;
: b" | \ 2] b" i0,a 10, a’
Cx ax7]z—1;0,a+§7]x]0,a)+ok 'é‘n/.l ! +c"7]z+13 ’ ==1.

Somit ergibt sich nach Auflosen dieser Gleichungen nach C, und C.
und Einsetzen in den Ansatz fiir y:
o el
0, aﬂx IO,a +bxnx IO, a’?xlo’a + ox"]z-{»llo’a 77x IO, a’
1%l o |
ax7]z—1:0, u’?z!'o’ “’+bx’i7xlo, anz‘o’ a'+cxnx+1 ]0,0; 77;\:!0, @

firy < yH =

a’xﬂx—l
(12)

fir v > 2: Y=

Der Nenner der beiden zuletzt angeschriebenen Briiche hat nun
fiir alle Werte von x» denselben Wert. Dies ist schon aus dem Um-
stand zu entnehmen, daB in y® die Zeiger » und x wegen der
Symmetriebedingung offenbar in gleicher Weise zur Geltung kommen
miissen. Durch direkte Rechnung kann man diese Tatsache leicht be-
stétigen, entweder indem man zur Berechnung von y®) die in § 4
beschriebene Auflésungsart anwendet oder indem man die im Nenner
stehende Formel fiir zwei aufeinanderfolgende Werte von » an-
gchreibt und dann unter Beriicksichtigung der Symmetriebedingung
fir die Beiwerte der beiden Formeln vergleicht. Zur wirklichen Be-
rechnung eignen sich im allgemeinen jene Formeln am besten, die
man erhilt, wenn man » entweder gleich 1 oder gleich n setzt, weil
sich fiir diese beiden Fille der Ausdruck im Nenner bloB als ein
zweigliedriger erweist. Um eine. Rechenprobe zu erhalten, wird es
vielleicht gut sein, beides zu rechnen. Bei Zahlenrechnung wird man
a=a'=1 wihlen.
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Der allgemeine Ausdruck im Nenner der Formeln (12) kinnte
unter Umstinden auch fiir die numerische Rechnung in Betracht
kommen; nimlich dann, wenn nur einige von den mittleren B, von
Null verschieden sind. In diesemm Fall konnte man dadurch, daB
man den Nenner fiir ein mittleres » ausrechnet, an Rekursionsrech-
nung ersparen.

Als Beispiele betrachten wir:
1. Beispiel:
Y128 +Yr1=2B,, Yy=yns1=0.
Es ergibt sich:
Tlor=2,  m|t=n1—r,

und somit:
fiir y<n yo="00T1—%
=TT e
fiir v > g = MLY%
MR
2. Beispiel:
Y1+ 2Cofpy, +y,11 = B,.
-Indem wir

t=da =—Ging
setzen, erhalten wir
Tlo, e =(—1)"Ginve, n,|%*=(—1)"*1-rGin(n-}1—»)¢p,

und somit:
1)+ x S &1 —_—
fir v < » y(“)=—(~ 1) Cf'Emvcp',Cm(n—}—l %) ’

= v Ging Gin(n—++1)¢p
(—1)*t=Gin(n-+1—»)p Ginxe

Ging Gin(n+ 1) ¢ ’

In &hnlicher Weise lassen sich auch Differenzengleichungen
vierter und héherer Ordnung behandeln. - Wir beschrinken uns auf
den Fall, einer sich selbst adjungierten Differenzengleichung vierter

Ordnung. Wir betrachten das durch (11) dargestellte Gleichungs-
system und machen dabei also die Annahme

firy 2% y¥=

ey_a—=0a,, dv—lzb)'~

Um nun also in derselben Weise wie vorhin die GroBen y(
(die sogenannte reziproke Matrix) zu bilden, hat man also fiir »<4x
B,—0, B,=1 zu nehmen. Das aus den ersten » — 1 homogenen
Gleichungen bestehende System enthélt die Verénderlichen y_,, y,,

<.y Yxi1, das aus den letzten 7 — x homogenen Gleichungen be-
Funk, Differenzengleichungen, 2
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stehende System enthdlt die Verdnderlichen y, i, ..., ¥,12. Somit
hat man offenbar fiir die y* den Ansatz zu machen:

fir v <x+41: yW=0C"Mn,0,0,0,a +C{*1l0,0,a,0
fiir 1’2 w—1: y,('r)___aéx) nviO,O,O,a”+C4(x)nv[0,0,a'”,0'

Zur Berechnung der Grofien C hat man 4 Gleichungen aufzuldsen.
Die drei ersten driicken die Identitit der beiden Ansitze fiir y¢)_,
fir y® und fir y(?), aus und die vierte ist gegeben durch die
»%* Gleichung des aufzulosenden Gleichungssystems.

II. Wir betrachten nun wieder den Fall 2. Ordnung. Das Ver-
fahren, das wir jetzt besprechen wollen, kommt dort zur Geltung,
wo in den Gleichungen nur zwei aufeinanderfolgende Werte der
Belastungszahlen, etwa B, und B,.;, von Null verschieden sind.
Dabei beschrinken wir unsere Ausfiilhrungen auf Gleichungssysteme
2. Ordnung mit der Randbedingung y,=y,,, =0, also Gleichungen
von der Form (10). Ferner nehmen wir wieder die Symmetrie-
bedingung fiir die Matrix der Beiwerte als erfiillt an. Wir berechnen
zundchst bei beliebig gewédhlten ¢ und «’ — in der Regel wird man
a=ca'=1 wihlen — fir x| 1 die GréBen 7,|o, und fir
vy >» die GroBen 7,|%%.

Nun multiplizieren wir die ersten x Gleichungen der Reihe nach
mit 7s]o,« und addieren sie. Ferner multiplizieren wir die letzten
n—»x Gleichungen mit 7,/%¢ und addieren sie ebenfalls. Auf diese
Weise erhalten wir unter Beriicksichtigung der Gleichung fiir die
GréBen 7, und der Symmetriebedingung fiir die Beiwerte

— CMt1]0,a Y T Callx [0,a Yui1 = B

G;J?z+1|0’ o yz_cx7]z[0’ “ Yy1= B, 41 /TILLS

Aus diesen beiden Gleichungen kann y, und y.,,; berechnet werden.
Da bei unserer Annahme iiber die B, dic ersten x—1 Gleichungen
und ebenso die*n—x— 1 letzten Gleichungen fiir sich genommen
homogene Systeme darstellen, so hat man die y, fir » < x pro-
portional 7,|o,q, fiir » > x-}1 proportional 7,|% ¢ anzusetzen und
da wir andererseits y, bzw. y,..; kennen, ergibt sich:

0, 0>

fiir » < x: y,.=1]1-|'o,a—yx—,
177.]0,6(

fur vgz_l_l: yi’:ni'lo’a,i‘%'
ot

Zum SchluB noch eine kleine Bemerkung: Die Randbedingungen
Yo==Y,4, =0 Dbei zweiter Ordnung bzw. die Randbedingungen
Y_y =Yo =V, =Y,41s =0 bei vierter Ordnung sind keineswegs so eng
als es vielleicht auf den ersten Blick scheinen mag. Liegt z. B.
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bei zweiter Ordnung eine , Randbedingung“ von der Form y, | ky, =0
vor, so kann man diese Gleichung als ,erste Gleichung® von der
allgemeinen Form auffassen, wobei y_, =0 als Randbedingung zu
denken wire, so daB man hier durch Erhdhung der Nummern um
1 die Randbedingung in der behandelten Form gewinnt. Namentlich
dann, wenn man die einzelnen Gleichungen aus einer Minimum-
bedingung fiir eine Funktion zweiten Grades gewinnt, wird man
leicht erkennen, ob eine derartige Auffassung moglich ist. Beispiele
mit wesentlich andéren Randbedingungen bieten Bauwerke, bei
denen sich die einzelnen Teile zyklisch aneinander schlieen?).

II. Abschnitt.

Uber Systeme von Differenzengleichungen mit
mehreren Reihen von Unbekannten.

§ 6. Zuriickfiihrung eines Systems von linearen Differenzen-
gleichungen auf eine einzige Differenzengleichung.

Die folgenden Uberlegungen, die wir fiir drei Reihen von Ver-
#nderlichen durchfiihren, lassen sich ohne weiteres auf beliebig viele
Reihen von Veridnderlichen iibertragen. Es handelt sich um ein
Gleichungssystem von der fo]genden Bauart:

a=m

2 ay, yxV+,u+2 bv wYrt+u + 2 cv pRrtp = Bv:

n=m u=m

Ea,,uxﬂ_,p,— zobv,,ly,ﬂ‘—}—zc, pip==DRBy, ¢ (r=1,2,...n).

u=m =m
2 av ‘uxr-f-‘u"*_ Eobv,u.yv+,u+2 cv yzv+,u B;’

p= #=0

Wir wollen uns iiberlegen, da sich aus diesem System von
Differenzengleichungen, das in den z, von der Ordnung m, in den
y, von der Ordnung 7 und in den z, von der Ordnung 7 ist, eine
einzige Differenzengleichung herstellen 1iBt, die nur die x, enthilt
und in diesen Verinderlichen im allgemeinen hochstens von der
Ordnung m -+ m - ist. Zunichst denken wir uns das obige Glei-
chungssystem nach ,im, Yyim, 2+m aufgelost. (Die entsprechende
Determinantenbedingung nehmen wir stets als erfiillt an) Die Aus-
driicke, denen Z,.m, Y»+m, 2»+5 gleichgesetzt sind, enthalten also

1) Vgl. z. B. die im Anhang zum IIL Teil genannte Arbeit iiber Fiih-
rungsgeriiste bei Gasbehiltern.

PAd
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nur noch die Verdnderlichen ,, &,.11, » -, Ty rm—15 Yos Yrt1s -+ -5 Yotm—1}
Zys Byt1s veey zv+ﬁ—1'

Hierauf ersetzen wir im Ausdruck’ fiir «,,,, den Zeiger » durch
v+ 1 ind auf der rechten Seite der so entstehenden Gleichung
Yy+ms> %+m durch die soeben gefundenen Ausdriicke. Auf diese
Weise entsteht ein Ausdruck fir z,,,,.1, der von den Verdinder-
lichen y nur ¥,, ¥y41, .-+, Y»4+m—1 und von den z nur z,, 2,1, ...,
2,4m—1 enthdlt. In diesem Ausdruck ersetzen wir wieder den Zeiger »
durch » -1, erhalten somit einen Ausdruck fiir #, 2 und darin
ersetzen wir abermals y,,5, und z,,5 durch die gefundenen Ausdriicke.
Der Ausdruck fiir 2,,,,,5 enthilt dann somit die. Verinderlichen

Ly Zytts oo ey Tptmt1s Yo Yvpls ooy Yrtm—13 2oy @vdly oves Bppm—1-
Das Verfahren setzen wir fort, bis wir fiir @, 1m, Ty 1mi1s -+ Trimomin
Ausdriicke bekommen, die .von den Grofien y immer nur y,, ¥,+1,
veo; Yp+m—1 und von den z nur 2,, 2,,4, ..., 2,451 enthalten und aus
diesen so zustande gekommenen m - -+ 1 Gleichungen wiren die
m—m Grofen y und 2 zu eliminieren.

Nach Berechnung der =z, ergeben sich dann unmittelbar aus den
urspriinglichen Gleichungen die y, und z,.

§ 7. Unmittelbare Behandlung der Systeme von Differenzen-
gleichungen.

Bei linearen Differenzengleichungen mit unverinderlichen Bei-
werten wird man insbesondere dann, wenn die Belastungszahlen
ebenfalls vom » unabhingig sind oder im Sinne von Seite 11 ein
einfaches analytisches Gesetz befolgen, einen kiirzeren und iiber-
sichtlicheren Weg einschlagen.

Um nicht durch. schwerfillige Allgemeinheit in iiberfliissiger
Weise zu ermiiden, begeniigen wir uns mit der Behandlung eines
numerischen Beispieles von einem System mit zwei Reihen von
Verénderlichen y, und z,, wo allerdings auch noch der oben an-
gedeutete Rechnungsgang leicht ohne Mithe durchfiihrbar wire:

Yri1—2Yy, 482, =1,
Zyt1— Y» —-62,,"-“—‘2.
Ein partikuléres Losungssystem ist offenbar von » unabhingig:

11
yp=—%, zm=—4i

Setzen wir also
p=—%tm Hw=—z+0,
so geniigen 7, und ¢, dem zugehdrigen System homogener Gleichungen:
Nyr1=29, — 37,,
C1'+1 =1 + 6C,.
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Zur Auflésung machen wir den Ansatz:
n,=Ar*, {,=Br?,
und erhalten nach Kiirzen durch »*:
(2—r)A—3B=0,
A+ (6—r)B=0.

Sollen diese Gleichungen ein von Null verschiedenes Lsungs-
system A, B besitzen, so muBl die ,charakteristische Gleichung er-
fillt* sein:

| 2—r, —3 |
] 1 6 —r
und somit:

=r?—8r-+15=0,

r,=3, r,=05.
Seien C, bzw. C, willkiirliche Konstanten und setzen wir ent-
sprechend dem Wert von r,

A=0,,
so wird .
B=—10,.
Setzen wir entsprechend dem Wert von 7,
4=0C,,
so wird
B=—C,.
Also lautet die allgemeine Losung:
yp=—%+038+05", z=—;—3;C3 —C5"

Liegt ein System von mehreren Differenzengleichungen hoherer
Ordnung vor, so braucht man bloB die Schreibweise abzuindern,
um daraus ein System von Differenzengleichungen erster Ordnung
zu erhalten. Um dies zu zeigen, begniigen wir uns mit dem Bei-
spiele eines Systems von zwei Differenzengleichungen 2. Ordnung von
der Form:

'P(yv+21 Yv+1s Yvs 2vt2s Zvy1, zl’)zoﬁ
w(yy+2, Yvs1s Yoo é.'-yz, Zy41, Zv)=0-
Hier hat man bloB fir y,,, eine neue Bezeichnung, etwa wu,, und
fiir 2,41 etwa v, einzufilhren, und man erhilt ein System von vier
Differenzengleichungen 1. Qrdnung:
(p(uv+1: Uyy Yys Vpp1, Uy, 2,)=0,
7/1(uv+l, Uys Y»s Vg1, Uy, zv):O:
Uy — Yr+1 =0,
Vy — 2441 =0.
Man kann sich also grundsitzlich auf die Betrachtung von Systemen
von Differenzengleichungen 1. Ordnung beschrinken.
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Besondere Beachtung verdient noch der Fall, daf8 bei einem System
von Differenzengleichungen mit unveréinderlichen Beiwerten fiir die
daraus entspringende charakteristische Gleichung eine oder mehrere
Wurzeln mit Null zusammenfallen. Sei

x=m
y&i)-l =21a'i:¢ y,f”) (7f=1, 2, ... m)
x=

das aufzulésende System von Differenzengleichungen, dann lautet
die charakteristische Gleichung

1
Ay =7 Gz . - . Oy

Q. a,, —71 Qa,

21 22 ot 2m
a’ml am? Co a"mm—r

Soll eine Wurzel dieser charakteristischen Gleichung verschwinden,
so mul}

all M al m )
_D = . . . . . . . 3 . - O
aml A amm
sein; dann lassen sich aber immer m Zahlen 4, 4,,..., 4,, angeben,

von denen wenigstens eine von Null verschieden ist, so da8 fiir alle x

1=m

2 Qi li =0

i=1
ist. Indem wir nun im aufzulésenden System die ¢'* Gleichung mit
4; multiplizieren und dann addieren, erhalten wir:

Ely521li=0'

Ohne Schiddigung der Allgemeinheit kénnen wir “annehmen, es ‘sei
4,40, denn das 148t sich stets durch passende Numerierung er-
reichen, da ja nicht alle 1, verschwinden. Somit kénnen wir infolge
der letzten Gleichung, wenn wir darin noch » 1 durch » ersetzen,
y™ durch die iibrigen y® ausdriicken,

x=m—1

y(m)z—‘l‘ S Ay
v l et “Jy

m
und man erhélt statt des urspriinglichen Systems mit m Reihen

von Verinderlichen ein System mit m — 1 Reihen von Verinder-
lichen von der Form:
x=m—1 1
yﬁQLI:Z(a;x— %)yv(z) (i=1,2,...,m—1).
=1 m
Falls fiir das neue System wieder eine Wurzel der charakteristischen
Gleichung gleich Null wire, lieBe sich dieses neue System in derselben
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Weise auf ein System von Differenzengleichungen mit nur m — 2
Reihen von Verinderlichen zuriickfithren. Wie wir nur beildufig
ohne Beweis erwihnen wollen, tritt dieser Fall dann ein, wenn in
der urspriinglichen charakteristischen Gleichung, mindestens eine zwei-
fache Wurzel mit Null zusammenfillt, was damit identisch ist, daB
nicht nur die Determinante D, sondern mindestens auch alle ihre
m — 1-reihigen Unterdeterminanten verschwinden. Allgemein gilt
folgender Satz, auf dessen Beweis wir jedoch nicht niher eingehen
wollen: Ein solches System von Differenzengleichungen mit unverander-
lichen Beiwerten mit m Reihen von Verdnderlichen 148t sich dann und
nur dann auf ein System mit m — k& und nicht weniger Reihen von
Veriénderlichen zuriickfilhren, wenn alle m — k -} 1-reihigen, aber
nicht alle m — k-reihigen Unterdeterminanten von D verschwinden.

Im allgemeinen wird bei einer praktisch vorliegenden Aufgabe
durch zweckmiflige Wahl der Verdnderlichen (oder indem man statt
der urspriinglichen Verinderlichen zweckmifBig ausgewihlte lineare
Kombinationen davon einfithrt) wohl stets erreicht werden konnen,
daB fiir das aufzulésende System D == 0 ist.

Die Anzahl der von Null verschiedenen Wurzeln der charakteristi-
schen Gleichnng stimmt mit der Anzahl der in der allgemeinen Lsung
auftretenden , willkiirlichen“ Konstanten iiberein. Sie muf somit, wenn
die Aufgabe vollstindig formuliert ist, auch mit der Anzahl der Rand-
bedingungen iibereinstimmen. Bei einem praktisch vorliegenden Fall
wird man es sich zunichst immer iiberlegen, wie grofl die Anzahl
der Randbedingungen ist, was meist unmittelbar einleuchtend sein
wird. Daraus kann man auf die Anzahl der von Null verschiedenen
Wurzeln der charakteristischen Gleichung schlieBen. (Vgl. die Uber-
legungen iiber die Wahl statisch unbestimmter Groien beim Rahmen-
triger S. 76 u. 77.)

II1. Abschnitt.
Niherungsmethoden.

§ 8. Das Iterationsverfahren.

Dieses Verfahren wird nicht blo8 bei Differenzengleichungen
angewendet, sondern allgemein, bei solchen linearen Gleichungen

®=n
(13) Eaixxzzbz; ("/:1,2 . n)

z=1

bei denen die GroBen | a,.,. | bedeutend groBer sind als die iibrigen | a;.. | .
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Nach Division durch @,, kénnen wir die Gleichungen auf die
Form bringen:

x=n
(13,) xi=ﬁi+2aixxxa
x=1

wobei dann die GroBen |e;, | im Vergleich zu 1 kleine GroBien sind.
Statt dessen behandeln wir allgemeiner das Gleichungssystem

x=n
(14) xi:ﬂ;’_'_:uglaixxx,

so daB fir u=1 (13’) und (14) identisch sind. Die Lésungen von
(14) sind rationale gebrochene Funktionen von u und es ist un-
mittelbar einleuchtend, daf sich diese Funktionen fiir kleine Werte u
nach Potenzen von g in der Form
(15) £ S

v=0
entwickeln lassen. Fraglich ist allerdings, ob diese Konvergenz noch
fir u=1 gilt.

Ist die Konvergenz eine gute, so erhalten wir eine passende
Anndherung, wenn wir bloB die ersten Glieder der Reihe beriick-
sichtigen. Die folgende Betrachtung liefert ;uns Anhaltspunkte fiir
die Stirke der Konvergenz.

Wir wollen zeigen, dafl die Xonvergenz fiir u==1 sicher dann
statthat, wenn sich eine positive Zahl m < 1 angeben 1i8t, so daB
entweder fiir alle ¢

n=n
(16) Sl <m,
oder fiir alle
i=n
(17) _EII“MI <m
i=

ist. In beiden Fillen beruht der Beweis auf dem einfachen Kon-
vergenzsatz, dafl eine Potenzreihe

Y=
260
»=0
stets dann fiar u=1 konvergiert, wenn sich unabhingig von »
eine Zahl m <1, und ferner eine Zahl M angeben liBt, so daB
fe,| £ Mm»
ist. Indem wir (15) in (14) einsetzen, erhalten wir durch Vergleichen
der Koeffizienten
¥ =g
T T Py
und die Rekursionsformel
n
R) ) =V e a”, v=0,1,2,....
. A ‘

x=
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Nehmen wir nun an, es sei die erste Bedingung (16) erfiillt und
bezeichnen wir den groBten unter den Werten von || mit ), so
ergibt sich SO+ g"E"[a.-,,[x@ < maw,
%=1
und somit, wenn f§ die grofite unter den Zahlen f; bedeutet,
™ < m? .

In diesem Fall ist also sicher unsere Potenzreihe fiir die Werte

# <1 konvergent und unser Naherungsverfahren ist sicher anwendbar.

Ist die zweite Bedingung (17) erfiillt, so folgt zundchst aus der

Rekursionsformel (R) ;= i—nx=n
Elx‘”“’l<2 S et | 2],
=1 %=1

und somit durch Vertauschung der Summationsfolge und wegen (17)
i=n x=mn =n x=n
2af | < 3| 3 i < m 3],
=1 x=1 " i=1 n=1

somit x=n x=n
m(v+1)g2 +l)! émzlw;(:')l,
=1 =1

also n=n

20 < S|l

In beiden Fillen handelt es sich um hinreichende Bedingungen.
D. h. es wird ein Mindestmall fiir die Giite der Konvergenz ange-
geben. In der Regel werden die Werte von x® fiir groBere Werte
von » viel kleiner, d. h. es wird die Konvergenz eine viel bessere
sein, als es die angegebene Abschitzung verbiirgt.

§ 9. Kettenbriiche.

Bevor wir auf nihere Erérterungen eingehen, wollen wir ein
Beispiel erwédhnen, aus dem wohl auch schon ohne besondere Vor-
kenntnisse wenigstens ungefihr zu ersehen ist, weiche anschauliche
Bedeutung diesem Naherungsverfahren bei dem von uns in Aussicht
genommenen Anwendungsgebiet zukommt.

Bei einem Balken, der auf vielen Stiitzen ruht und bei dem
nur ein Feld belastet ist, ist es ohne weiteres einleuchtend, daf3 die
Wirkung der Last nur bei ‘den der belasteten Offnung zunichst
liegenden Stiitzen zur Geltung kommt. Sie wird bei Stiitzen, die
von der belasteten Offnung durch viele unbelastete Offnungen ent-
fernt sind, kaum mehr merklich sein. Wir werden also in diesen
und &@hnlichen Fillen zu einer angeniherten Losung gelangen, wenn
wir die Wirkungen fiir die weiter entfernten Stiitzen ganz ver-
nachlédssigen und zunichst nur jene Stiitzen beriicksichtigen, die in
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unmittelbarer Nihe des belasteten Feldes liegen. Und offenbar
werden wir zu um so besseren Niaherungswerten gelangen, wenn wir
fortschreitend zuerst nur die nichsten, dann die nichsten mit den
zweitndchsten Stiitzen usw. beriicksichtigen.

Wenn wir nun diesem Gedanken entsprechend bei der soeben
geschilderten und bei &hnlichen Aufgaben die gesuchten Losungen
der zugehérigen Differenzengleichungen durch fortgesetzte Annihe-
rung zu gewinnen suchen, so gelangen wir zu Kettenbriichen.

In analytischer Form kann man die Aufgabe, die hier vorliegt,
etwa folgendermaBen stellen:

Vorgelegt seien die Gleichungen

avyv~l+bvyy_yv+1=0; (7’21, 2,...,’”/)
Yo=——1, Yn+1=0;
oder in ausfiihrlicher Schreibweise
by — Y. =a,,

@Y, + by, —y; =0,
a’n—l yn—z + bn—l yn—l - yn = O’
anyn—l _'_ bnyn =0.

Es ist zu untersuchen, ob und unter welchen Bedingungen fiir
y, ein guter Ndherungswert y{*) dadurch ermittelt werden kann, daB
man die Forderung y,41==0 durch eine Gleichung y,,; =0 ersetzt,
wobei % < n ist und dementsprechend nur die ersten » Gleichungen
zur Berechnung von y{9 verwertet werden.

Zunichst haben wir offenbar die Formeln aufzustellen, durch
die die einzelnen aufeinanderfolgenden Werte y»{* miteinander ver-
kniipft sind..

Wir erhalten fiir y!

a, —1 0

0 b,—1 0.

0 a b,—1, 0.

0 0 a b—1 0

0 0 e e a,_10,1—1
" 0 0 O/ 9 b,

We=§. = =1 0 0 0

# 1

a, b,—1 0o 0

0 a; b,—1 O

0 0 a,_1 b,_1—1

0 0 0 a, b..
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Fiir Zahler und Nenner erhilt man, indem man nach der letzten
Zeile entwickelt, die Rekursionsformel

Z,4=b.' Z _1-{—a,¢ Z”_g
1 { “ ” 2
( 8) N”:be”—1+axN;£—2'
Ferner ist

Z,=a,, Z,=—ab
19 { 1 1 2 1722
(19) N,=b,, N,=b,b,4a,.
Wenden wir die Rekursionsformel fiir x==2 an, so ergibt sich
aus (18) und (19)
a, b, =b,a, + a, Z,,

byb, +a, =0b,b, "I" @, Ny,

also Zy==0, Ny=1.

Fiir % ==1 ergibt die Rekursionsformel:

a, = a,Z_y,
b1 :b1 + alN—l’
also Z_, =1, N_, =0.

Die hier angefithrten Rekursionsformeln und Ausgangsformeln

Z . . '
zur Berechnung von N—" stimmen nun mit den Grundformeln der

*x

Kettenbruchtheorie iiberein. Unter einem Kettenbruch versteht man
einen Ausdruck von der Form

fir den u. a. der Kiirze wegen auch die folgende Schreibweise

iiblich ist
( @y, Gyy ooy aﬂ)
bys bys byyenny b,/
a, und b,. nennt man die Elemente des Kettenbruches.
Bricht die Entwicklung mit b, (x < %) ab, so spricht man vom ‘e
Niherungsbruch und man iiberzeugt sich leicht, dafl Rekursions-

und Ausgangsformeln fiir die soeben besprochenen Briiche Nz—i mit

denen der aufeinanderfolgenden Naherungsbriiche eines Kettenbruches
iibereinstimmen, wenn b, =0 ist.
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Wenn die Reihe der GroBen a, und b, nicht abbricht, so spricht
man von einem unendlichen Kettenbruch. Daf die Bezeichnung
»Naherungsbruch“ unter Umstéinden berechtigt ist, ist nach den Uber-
legungen zu Beginn dieses § bei Aufgaben der Baumechanik von
der betrachteten Art unmittelbar durch Anschauung einleuchtend.
Im fo]genden wollen wir den mathematischen Grund hierfiir kennen
lernen und gleichzeitig suchen wir dabei Anhaltspunkte zu gewinnen,
wie groB ungefihr der Fehler ist, den man beim Abbrechen der
Rechnung fiir » < n begeht.

Zu diesem Zweck wollen wir hier den Beweis des folgenden
Konvergenzsatzes iiber unendliche Kettenbriiche wiedergeben:

Wenn bei einem Kettenbruch von der Form

(“u ay, ..., a,, )
by by vy byy .l
die Elemente der Umgleichung
(20) 18, |a, |41
geniigen, so ist der Kettenbruch konvergent und sein Wert ist < 1.

(Beim Balken iiber mehreren Stiitzen ist, wie wir spiiter sehen

werden, das Gleichungssystem
_l_vyr_1_2<1+ll,
v+ 1

3 )yv—yv—}-l:O
v-+1

zu setzen, wobei die I, die Stiitzenabstinde bedeuten. Somit ist das
dort angegebene Konvergenzkriterium reichlich erfiillt.)

Zunidchst zeigen wir, wie man den Kettenbruch in eine Reihe ver-
wandeln kann.

Aus den Rekursionsformeln (18) folgt
ZoZos| _ | BuiZis
(NN | = % NN
und somit erhalten wir fiir die Differenz von zwei aufeinander
folgenden Néaherungsbriichen

(18a)

IZ Zx ll —a Zz—l Zx-—2!
% _____Z__Zz—l IN Nr 1‘ . " Nz—‘_-Nx——2l
" -Nx -Nx—l_ N Nx—l o NxNz—l ’
und durch wiederholte Anwendung von (18a), wenn an Stelle von
#ix—1, x—2,,.. tritt, ergibt sich wegen ZyN_,—N,Z_, = —1,
tla a,.....a,
u”_(_l) -Nx-Nx—l
¥/ Z,
D ~J= . . o L,
a w, 0, ergibt sich fiir V.
Zx g ' v 1 al a, a,
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oder ausfiihrlich:
e @ aa
N. N,N, N,N, N,..N,
Aus der Rekursionsformel (18) fir ¥, und unseren Vorausset-
zungen (20) iiber die GroSe der Elemente schlieBen wir

[Nl 2 (Bl [ Noemt| — || [Nomo| 2 8] [ Noma| = ([B] — 1) [N
| W] = | Nmt| = (b — 1) (| V1| — [ No—s)-
Indem wir nun diese Rekursionsungleichung der Reibe nach
fiir: », x—1, ..., 1 anwenden und beriicksichtigen, da8
[Ny — |V, | =1

+a1a 2% (— 1)"“ a, a,..... a,

ist, erhalten wir
(208) | Noo| — [Nue s | 2 ((Bu] — 1) (Buma| — 1) (3| —1) 2la,0, ... @]
Fiir das »** Glied unserer Reihe fiir Nzi gewinnen wir somit
v NJ—I|N,.o] 1 1
= N[N Ny N

Somit erhalten wir

1 1 1
‘”"<2 (uv, N [Nﬁ)gz"v;:l'

Damit ist der Bewels des Konvergenzsatzes erledigt.

Unser eigentliches Ziel bei einem endlichen Kettenbruch ist
aber ein Urteil zu gewinnen {iber das AuBmal von Rechenarbeit,
das nétig ist, wenn das Verfahren so lange fortgesetzt werden soli,
bis der Fehler geniigend klein ist. Zu diesem Zweck haben wir den
Betrag von

| Z,  Zn ‘
bl
wobei » < 7 ist, abzuschitzen. Wir erhalten hierfiir

Z, Z.|_*3" | 1| 1
Nn N" gvzzx‘ﬁl-?VIglNﬂl ‘IN'nI<!N"‘

Beim Problem des Balkens auf vielen Stiitzen haben wir, wie
aus dem dritten Teil zu ersehen sein wird, fiir b, ungefihr den
Wert 4 anzunehmen, wenn die Abstinde zwischen den Stiitzen un-
gefahr gleich groB sind. (Im Falle gleicher Dimensionierung des
Balkens und gleicher Abstinde der einzelnen Stiitzen voneinander
wiirde, wie wir spiter sehen werden, genau der Wert 4 gelten.)
Nach Formel (20a) wird bei |b,|=4:

[N‘V—'N(‘V—l)] __>;. 3",
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und somit erhalten wir
3”+1 — 1

2
Der zu ermittelnde Wert Z, /N, ist im Falle, daB3 alle b, genau gleich 4
sind, wie man durch direkte Rechnung findet, von deér GroBen-
ordnung (2 —V3), also ungefihr 1. Als MaB fiir die Genauigkeit

4
haben wir offenbar das Verhiltnis des Fehlers zum wahren Wert

V>33 =
»=0

z, Z,
N, N, " )
d. h. den Bruch ——*Z—— abzuschitzen. Nach unseren Erwé-
W
gungen erhalten wir hierfiir bei x =25 ungefdhr den Wert
4
30 _1°
G

IV. Abschnitt.

Die entsprechende Behandlung bei gewohnlichen
Differentialgleichungen.

§ 10. Auflosung von Randwertaufgaben bei linearen inhomo-
genen Differentialgleichungen mit Benutzung der adjungierten
Differentialgleichung.

Ziel dieses Abschnittes ist es zu zeigen, wie man Randwert-
aufgaben bei gewshnlichen Differentialgleichungen in einer Art und
Weise behandeln kann, die vollkommen unseren Ausfilhrungen im
I. Abschnitt iiber Differenzengleichungen entspricht.

Vorgelegt sei ein Differentialausdruck von der Form

. n
L(’?)—~-Podxn+p1dxn 1 + +pn777

wo die p n-mal differenzierbare Funktionen von x im Intervall 0 bis ]
sind. Wir multiplizieren dann diesen Ausdruck mit einer Funktion {(x)
und formen das Integral: !

ofc-L(n)dx

durch wiederholte partielle Integration so um, dafl schlieBlich in
dem neuen Integral nur die Funktion # selbst, aber nicht ihre
Differentialquotienten vorkommen?). Das Ergebnis hat die Form:

1) Diese Formel wird die Greensche Formel genannt. Vgl. 8. 12.
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1 i
. i d_n vy dl  dv1g\)
[ ¢80 do = [r M @dat[Blas n, GE. . G0 ¢ )]

...dx”_l, ,(—Z"x—...a—a—:n—_‘I
in differenzierter Form lautet diese Gleichung:
_d dg drln  dl d"*‘C)
CL(?])——?]M(C)——d—a;F(x, 'I],d—x'...dxn—_l, ,(_z;.”(—i;;'__—_i .
Der Ausdruck M (n), der auf diese Weise zustande kommt, wird als
der adjungierte Differentialausdruck bezeichnet. Allgemein erhilt man

__ d" pyd i XY
MO=(—1) —a=+ ()t s+ el
Ist der adjungierte Differentialausdruck mit dem urspriinglichen

identisch, so sagt man, der Differentialausdruck ist sich selbst ad-
jungiert. Z. B.: Ein Differentialausdruck 2. Ordnung

An" 4 By +Cnq
ist sich selbst adjungiert, wenn die Identitit besteht:

" d*(4 d(B
a4 By on =T 0 oy,

Also miissen die Gleichungen
(21) A'=B, A"=F
erfiillt sein. Dabei ist zu bemerken, dafl die 2. dieser Gleichungen

eine Folge der ersten ist. Ein sich selbst adjungierter Differential-
ausdruck 2. Ordnung ldBt sich somit stets schreiben in der Form

dp-Z—Z
(22) Li=——+an
die Identitdt nimmt dann die Gestalt an
I
“ _r dy . ‘dé')Jz:l
(23) Jezm—nzenae={o(3l -1 3)]

0
Eine naheliegende und den Erdrterungen von § 4 entspre-
chende Verwendung dieser Formeln besteht nun darin, da man
mit ihrer Hilfe eine Randwertaufgabe auf die Aufgabe zuriickfiihrt,
jene Losung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung mter
Ordnung zu ermitteln, bei der der Wert der Funktion selbst und
ihrer m — 1 ersten Differentialquotienten an einem der beiden Inter-
wallenden als gegeben zu betrachten sind.

Liegt z. B. eine Differentialgleichung von der Form
dp-g—z
Ly)=—,—t+ay="1F)
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vor, und hat man diejenige Losung zu ermitteln, bei der
y(0)=y(H=0

sein soll, so ergibt Formel (23), wenn man sich fiir 5 die gesuchte

Funktion y und fiir { irgendeine Losung der dazugehérigen homo-

genen Gleichung eingesetzt denkt, die der Bedingung ((0)=0

geniigt (wenn man Lidsbarkeit voraussetzt),

f&"f(x) dz :=[p€g%]z’=l

also (wenn [(l) 4= 0) eine Gleichung zur Ermittlung des Wertes fiir
Z—Z am Intervallende z=17. In #hnlicher Weise kann man auch
bei Differentialgleichungen héherer Ordnung verfahren.

Wie bei Differenzengleichungen 2. Ordnung der Satz galt, daf
man durch Multiplikation der einzelnen Gleichungen mit geeigneten
Faktoren stets eine sich selbst adjungierte Differenzengleichung er-
halten kann, so gilt nun auch hier der Satz, da man zu jedem
beliebigen Differentialausdruck 2. Ordnung

Ay"” 4 By +Cy
eine Funktion u(z) finden kann, so dafB
p(@) (Ay” + By - Oy) ,

ein sich selbst adjungierter Differentialausdruck wird. In der Tat,
nach den Gleichungen (21) ist hierzu nur nétig, daB u(z) der For-
derung dulz) 4
5 —%(;)—=#(w)3
geniigt.

Auch darin zeigt sich die Analogie, dal man ganz entsprechend
wie bei Differenzengleichungen die sich selbst adjungierten Differen-
tialgleichungen  mit ejner Minimumaufgabe in Verbindung bringen
kann. Man kann ndmlich stets die sich selbst adjungierten Differen-
tialgleichungen 2m'* Ordnung, wie sich leicht zeigen lift (worauf
wir aber hier nicht néher eingehen wollen), als Eulersche Gleichungen
von Variationsproblemen auffassen, bei denen im Integrand des
Integrals, das zum Minimum gemacht werden soll, die gesuchte
Funktion und ihre Ableitungen bis zum mte® Grad vorkommen.

Bevor wir nun ‘daran gehen, bei Differentialgleichungen allge-
mein jene Behandlung der Randwertaufgaben zu erértern, wie sie
unseren Erorterungen bei Differenzengleichungen in § 5 I. (vgl. 8. 151f.)
entspricht, schicken wir die Behandlung des einfachsten Beispieles
dafiir voraus. Dabei haben wir gleichzeitig Gelegenheit, die analy-
tischen Formeln mit Vorstellungen und Begriffen, wie sie in dem
von uns hauptsichlich in Aussicht genommenen Anwendungsgebiet
vorkommen, in engste Verbindung zu bringen.



Die Differentialgleichung y” = f (x).

§ 11. Die Diﬁerentialgleichung y" =f(x).
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Liegt zunichst die Aufgabe vor, die Differentialgleichung
yll J— f(x)

so zu integrieren, daB fiir x=0:y=y =0 wird, so erhalten wir

y=/[d
(1]

é=0 ¢=7

¢

Abb. 1.

7

nof f(&)dé.

Abb. 2.

Deuten wir &, 7 als cartesische Punktkoordinaten und vertauschen

wir die Integrationsfolge (Abb. 1 u. 2), so laBt sich die Integration
nach 7 sogleich durchfithren und wir erhalten

y=fas] r@an =] e—oreas.

Ebendieselbe Formel trifft man in der Baumechanik; wenn es sich
darum handelt, das Moment zu berechnen, das von einer konti-

nuierlichen Belastung eines
Balkens herriihrt, wobei f(£)dé&
das iiber dem Element d&
lastende Gewicht bedeutet und
E=x der Bezugspunkt ist
(Abb. 3).

Wenn das gesamte Bie-
gungsmoment eines auf seinen
beiden Enden frei aufliegen-
den Balkens berechnet werden
soll, d. h. das Moment simb-
licher Krifte, die links vom

t
{-e—x— —=

4t

Abb. 3.

"Bezugspunkt &=x« auf den Balken einwirken, so tritt noch das
Moment der Stiitzkraft am linken Auflager hinzu. Es fillt dies dann
zusammen mit der Aufgabe, unsere Differentialgleichung so zu inte-
grieren, dafl die Randbedingungen

- . y(0)=y() =0
erfiillt sind, wobei ! die Balkenlinge ist.

Funk, Differenzengleichungen.



34 Rechnerische Behandlung der Differenzengleichungen.

Die allgemeine Losung unserer Differentialgleichung ist
%
y=[—8rE)dt+az+0,
und die Beriicksichtigung der Randbedingungen ergibt
!
1
b=0, a——1[(—HEdE
0
somit erhalten wir
z !
x
y=[e—8 a2 [e—oreae
o 0
Das zweite Integral zerlegen wir
! z l
J=J+J
0 0 z

und ziehen nun die beiden Integrale iiber das Interwall von O bis =
zusammen; wir erhalten

(24) y=f(§lﬁ—5)f(5)d§ + f (5% —2) rgyac.

Nun erklédren wir eine Funktion @ (z, &) durch die Festsetzung:

fir 0<¢éLw el G(x,f):g_sz,
fir ® <&EL1 sei G(x,&):x—-%c;

man nennt diese Funktion die Greensche Funktion fiir die Diffe-
rentialgleichung y” =f(z) und fiir die Randbedingungen, daB die
Funktion zu beiden Enden des Intervalls verschwindet.

Statt Gleichung (24) konnen wir jetzt kurz schreiben

z
(26) y=—[6(@8/@)a¢
Abb. 4 zeigt das Schaubild firr die Funktion —G(z, &).

Man sieht, es stimmt voll-
kommen iiberein mit der Seillinie
(Darstellung des Biegungsmomen-
tes) fiir eine im Punkt { =2 an-
gebrachte Einheitslast bei einem
auf seinen Enden frei aufliegen-
Abb. 4. den Balken (EinfluBlinie).
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In der Tat, wenn wir im Punkte £==x eine Einheitslast an-
bringen, so wirkt am linken Auflager die Stiitzkraft L_i—f Links

vom Punkt &{=a2a gilt bei geeigneter Festsetzung iiber das Vor-
zeichen fiir das Moment
x—1

l
Fiir das Stiick rechts vom Belastungspunkt &=gx erhalten wir

x—1 —1
ME =62 — @ ——at
Aus den Formeln ist ‘unmittelbar das Symmetriegesetz fiir die
Greensche Funktion ersichtlich:

Gz, 2,) = G(x,, 7,).

In unserer mechanischen Deutung erhalten wir den folgenden Satz,
der, so wie er hier auftritt, ein Sonderfall vom sogenannten Satz der
Gegenseitigkeit der Momente ist: Bei einem auf seinen beiden
Enden frei aufliegenden Balken ist das Moment in einem Punkt
x=u,, das von einer Einheitslast im Punkt x =, herriihrt, ebenso
gro als das Moment im Punkt x —u=, wire, das von einer Einheits-
last im Punkt z —w, hervorgebracht wiirde.

M(&)=¢

Fiir Formel (25) gewinnen wir jetzt folgende Auffassung. Das
Moment in einem Punkt {2z, das von einer Belastung f(&)d& her-
rithrt, ist gegeben durch

— Gz, §)f(§)d¢
und gemiB dem Superpositionsgesetz haben wir dann, um das ge-
samte Moment zu erhalten, iiber alle Elemente d£ zu summieren.

§ 12. Auflosung von Randwertaufgaben bei gewohnlichen
Differentialgleichungen mit Benutzung der Greenschen
Funktion.

Die Erorterungen des vorigen Paragraphen wollen wir zunichst
nach zwei Seiten hin verallgemeinern, 1. an Stelle von y” lassen
wir jetzt einen beliebigen sich selbst adjungierten Differentialausdruck
2. Ordnung von der Form (22) treten; 2. wollen wir auch allge-
meinere (homogene) Randbedingungen in Betracht ziehen, wie z. B.
Randbedingungen von der Form

[y +b4), =0,  [ay+5y],_,—o0.
Wieder kann man hier von einer Greenschen Funktion sprechen,

und zwar ist diese durch die folgenden Eigenschaften gekennzeichnet.
3*
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1. G(z,£) geniigt im ganzen Intervall 0 <z <! mit Ausnahme

des Punktes ¥ =2£& der Differentialgleichung
L[G(x,&)]=0,

wobei L einen sich selbst adjungierten Differentialausdruck von der
in Formel (22) dargestellten Form bedeuten mége.

2. G(x, &) erfiillt die gestellten Randbedingungen.

3. Im Punkt x=¢ ist Q(x,&) stetig.

4. Der erste linke Differentialquotient von Q(x,&) an der Stelle

1
x=§ ist um -— grofer als der rechte. In Zeichen kann man

das folgendermazl;fx)l ausdriicken
o) ), =

2=&+0

T=§—
Bevor wir an die Verwendung dieses Begriffes schreiten, wollen

wir an Beispielen besprechen, wie man die Greensche Funktion zu

bilden hat. Zunichst erinnere ich nochmals an das Beispiel des

vorigen Paragraphen. Man mache sich klar, da8 die dort aufgestellte

Greensche Funktion nicht nur alle Bedingungen erfiillt, sondern

auch, dafl diese Bedingungen gerade ausreichen, um sie festzulegen,
Als 2. Beispiel betrachten wir

L(y)=y"
in Verbindung mit den Randbedingungen
[4],-=0, [¥],_,=0,
die Greensche Funktion ist hier offenbar gegeben durch
fir x<¢ G, =z,
fir 2 >¢ G(x,&)=¢.
3. Beispiel:

Lly)=y"+Fy=0

in Verbindung mit den Randbedingungen

y(0)=y(f)=0.
Die allgemeine Losung unserer Differentialgleichung lautet:

y =0,sinkx |- C,coskx =0C sin k(x -—z,).

Die linke Randbedingung besagt, dal die Greensche Funktion links
von Punkt x=4¢ dargestellt ist durch

G (x,&)=Csinkz;
die rechte Randbedingung besagt, dafl GQ(z, £) rechts vom Punkt
x=1£¢ gegeben ist durch

G (x, &) =C"sink(z —1).
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Die 3. und 4. kennzeichnende Eigenschaft ergeben:
Csink&=0C"sink (¢ —1),
C'kcosk(f—1)—Ckcoské=—
also zwei Gleichungen zur Bestimmung von C und C':

__ —sink(l—§) , —sinké&
C= ksinkl ’ 0= ksinkl ’

somit wird
—sginkzsink (! — &)

ksinkl
— sinké&sink(l — z)

ksinkl
Man beachte, da man durch Grenziibergang, wenn man k gegen
Null abnehmen 1i8t, wieder zu dem im vorigen Paragraphen behan-
delten Beispiel gelangt. Ferner ist zu diesem Beispiel zu bemerken,

fir <& Gz, &=

fir 22>¢ G, &)=

daf der Fall l=—ﬁll‘:—z hier ausgeschaltet werden mull, wenn 7 eine

ganze Zahl ist. Fiir diesen Fall bedarf die Theorie einer Erweite-
rung, auf die wir hier nicht ndher eingehen wollen. Haben wir
statt - k* bei dieser Differentialgleichung — k2, so werden einfach
an Stelle der trigonometrischen Funktionen die hyperbolischen Funk-
tionen treten. Vgl. hiermit dann die Formeln S. 17. Da der hyper-
bolische Sinus nur dann verschwindet, wenn sein Argument ver-
schwindet, so gibt es’'dann hier keinen Ausnahmefall.

Bei den besprochenen Beispielen bemerkt man das Symmetrie-
gesetz: G (x,, x,) =G (z,,z,). Diese Formel gilt ganz allgemein fiir
jede Greensche Funktion. Der Ausgangspunkt fiir den Beweis
hierfiir, bildet ,die Greensche Formel“ [Formel (23)]. Sei x, <lx,,
setzen wir in (23) statt 5 die Funktion G, = G (z,x,) und anstatt {
die Funktion G, =G(z,,) und wenden wir die Greensche Formel
der Reihe nach auf die Intervalle 0...x,, z, ...x,, z, ...l an!

Z3

j [6,L(6,) — G, L(6,)]de=— [zo (Ge e, z;ﬂ _

d dx):l—z—,
[( 0

f[GaL(G1) G L(G ]dx-—-—— p\ G, (ZGI )
z=2,+0

& ]
+ oo 2 0T

3

z=2,—0
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dx  !dwx

4@, dGZ)J
—-}—[p(G2 dz ¢ dx /lg=y.

Nun sind die linken Seiten dieser Gleichungen gleich Null, weil
die Greensche Funktion, in den Differentialausdruck eingesetzt, Null
ergibt. Durch Summierung der Glieder auf der rechten Seite und
Beriicksichtigung der kennzeichnenden FEigenschaften der Green-
schen Funktion folgt dann das oben angegebene Symmetriegesetz;
denn von den 6 Gliedern auf der rechten Seite verschwindet
das erste und letzte, weil die Greensche Funktion die Rand-
bedingung erfiillt; unter Beachtung der Stetigkeitseigenschaften ergibt
die Summe aus dem 2. und 3. Glied [G,];=,, oder G(z,,x,), die
Summe aus dem 4. und 5. Glied ergibt — [G,];=5, oder — GQ(x,,x,).
Also ergibt die Summe aus allen 6 Gliedern Q(z,,r,)—G(z,,2,)==0.

Und nun zur Verwendung des Begriffes ,,Greensche Funktion®!
Diese besteht vor allem darin, daB sie uns bei Randwertaufgaben
genau in derselben Weise wie es im vorigen Paragraphen der Fall
war und wie es unseren Erdrterungen bei Differenzengleichungen
entspricht, durch eine einfache Formel die- den Randbedingungen
angepaBte Losung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung
vermittelt. Wieder ergibt sich der Satz: Wenn G(z, &) die zum Diffe-
rentialausdruck L(y) und zu den vorgegebenen Randbedingungen ge-
hérige Greensche Funktion bedeutet, so ist die zu diesen Rand-
bedingungen gehérige Losung der Differentialgleichung

L(y) =f (=),

j[%L(Gl)—-GIL(Gg)]dx:——[p(GzdG‘ G dG?)L%J,O,

T2

gegeben durch

?/=~jG(x,E)f(E)d§-

In der Tat erfiillt die so dargestellte Funktion sowohl die Rand-
bedingungen als auch die Differentialgleichung. Die Randbedin-
gungen sind erfiillt, weil auch die Greensche Funktion die Rand-
bedingungen erfiillt.

Um einzusehen, daB auch die Differentialgleichung erfiillt ist,

bilden wir zunichst
Z

dy oG (x, &) . ..
z;:“of Toa 1O

und sodann

Dabei ist aber zu beachten, dal wegen der
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4, Forderung bei der Erklérung der Greenschen Funktion der
Integrand rechts vom Gleichheitszeichen fiir £== unstetig wird, so
daB wir vor der Differentiation eine Zerlegung des Integrals vor-
nehmen miissen.

Es ist also
dy (z £)
dp(x)—; ~op(x ) f(&dé 2,
R R e o]
6G(x 5)
p(e)— = f(§)dé -
_f 316 + [p( )aaa(x = (5)5]=x+o,

ferner ist

@) g@y—— d@6, HIE)aE.

Die Summe der drei Integrale auf der rechten Seite ergibt
Null, da L@(z,£)=0. Die vierte kennzeichnende Eigenschaft fiir
die Greensche Funktion liBt sich auch in der Form schreiben

26(z,8)\ . 20(z,8) 1
o S, s ST
§=2—0 §=z+0
(Deuten wir ndmlich etwa z als Abszisse und £ als Ordinate, so

ist ja eine Uberschreitung der Geraden £ =2 von links nach rechts
gleichbedeutend mit einer Uberschreitung von oben nach unten.)

Somit ergibt die Summe von (26) und (27)
Liy)=1(=)-

Der Begriff Greensche Funktion 148t sich nun auch in der-
selben Weise fiir eine Differentialgleichung hoherer Ordnung auf-
stellen und verwerten, wobei wieder die Analogie mit Erdrterungen
iiber Differenzengleichungen klar zum Vorschein kommt. Wir be-
schrinken uns auf das einfachste Beispiel eines sich selbst adjun-
gierten Differentialausdruckes 4. Ordnung

L(y) —_ yllll’
wobei fiir das Intervall 0 <a <1 folgende Randbedingungen gelten
mogen:
y¥(0)=y'(0)=y(1)=y'(1)=0.

Hier werden wir die Greensche Funktion folgendermaBen zu defi-
nieren haben. Die erste und zweite Eigenschaft bleiben unver-
andert aufrecht erhalten, anstatt der dritten Eigenschaft werden wir
hier zu fordern haben, daB nicht nur die Greensche Funktion selbst,
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sondern auch ibre ersten beiden Ableitungen im Punkt z =§ stetig
sein sollen. Die vierte Eigenschaft wird hier in unserem Falle zu
ersetzen sein durch die Forderung

(d?’ Gz, f)) (d3 Gz, 5)) ——

.3 3
d:L =540 ax z=£—0

Um die Greensche Funktion aufzustellen, kann man etwa folgender-
mafen vorgehen. Suchen wir zundchst eine moglichst einfache
Funktion, die mit Ausnahme des Punktes x=—¢& der Differential-

4
gleichung lfh}:} =0 und den gestellten Stetigkeitsforderungen geniigt.
Eine solche Funktion ist die folgende
)8
fir 0 <2< E=n(x,§)=<x12i’
__F\3
fir §<z <1 :71(70,5)':“@ 125) '

Die beiden Zweige geniigen zwar in der Differentialgleichung und den
Stetigkeitsbedingungen, aber nicht den gestellten Randbedingungen.
Demnach konnen wir die Greensche Funktion in der Form

G, 8)=y,(x, 8+ 7@ ¢

ansetzen, dabei muB y,(z,&) durchwegs der Differentialgleichung

4
(fi;’f ={ geniigen, und den Randbedingungen
= £ _a—ep
?’2(0,5)—-—}’1(0,5)-—1—2—, ?’2(1"5)__71(1,5)“— 13’

()~~~ ()~ -5

Durch leichte Rechnung ergibt sich
G(z,8)=r:(®, &) 145 [(2° 4 &) — 3(x£" - £27) — 6(§%2° {-27¢)
—+ 12 &%,
Wie frither, konnen wir auch jetzt die Losung der Differential-
gleichung y"” == f(x), die den angegebenen Randbedingungen geniigt,
darstellen in der Form

1
y-=—0fG(x,5)f(5)d5.

In der Baumechanik tritt diese Differentialgleichung als Diffe-
rentialgleichung der elastischen Linie in der Theorie des geraden
Balkens auf, und zwar bedeutet dort [ (E)d& die Belastung im Léngen-
element df dividiert durch das Triagheitsmoment des Balkenquer-
schnitts und den Elastizititsmodul. Unsere Randbedingungen ent-
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sprechen dem Fall, daB der Balken fest eingeklemmt ist. Das Schau-
bild fiir die Greensche Funktion ist identisch mit der elastischen
Linie bei punktférmiger Belastung im Punktz=—¢&. Wie man sieht,
ist G(z,£) eine in x und £ symmetrische Funktion, und dieses Sym-
metriegesetz ist in diesem Fall identisch mit dem in der Baumechanik
oft beniitzten Maxwellschen Satz der Gegenseitigkeit der Ver-
schiebungen.

Zweiter Teil.

Graphische Behandlung der Differenzen-
gleichungen.

§ 13. Auflosungsart von Claxton Fidler und Miiller-Breslau.

Die graphische Auflésung von Differenzengleichungen kommt
vor allem bei der Theorie des durchlaufenden Trigers (Balken auf
n -} 2 Stiitzen) zur Geltung. Es handelt sich da, wie im dritten Teil § 21
dieses Buches naher ausgefiihrt werden soll, um die sogenannten
Clapeyronschen Gleichungen, d. h. um die Differenzengleichung
zweiter Ordnung fiir die Grofen M, von der Form

(1) l,M,,_1+2(l,—~]—l,>+1).My+l,,+1 M,+1=B.,. (’V: 1,2..?l)
Um nicht auf den dritten Teil verweisen zu miissen, erwéahne ich
gleich hier: die Grofien M, bedeuten die Momente in den unter-
gtiitzten Punkten, die GréBen I, die Abstinde der einzelnen Stiitzen
voneinander, die GroBen B, hingen von der Belastung des Tridgers
ab und sind Null; wenn das »* und das » 4 1% Feld unbelastet ist.
Zu der obigen Gleichung treten noch zwei Randbedingungen hinzu.
Am hiufigsten ist der Fall, daB der Balken auf den beiden End-
stiittzen frei aufliegt, dann lauten sie

'MO = Mn+1 == O

Bevor wir die graphische Auflésung besprechen, erinnern wir,
um uns spéter nicht unterbrechen zu miissen, an einige dabei vor-
kommende einfache geometrische Begriffe und einen vollkommen
elementar geometrischen Satz.

Zwei je auf einer Geraden liegende Punktreihen 4 BC bzw. 4’ B'C’
nennt man bekanntlich &hnlich, wenn entsprechende Strecken ver-
héltnisgleich sind.

Ferner nennt man bekanntlich zwei Punktreihen perspektiv,
wenn die Verbindungsgerade zweier entsprechender Punkte immer
durch einen Punkt, das sogenannte Perspektivitdtszentrum hindurch-



42 Graphische Behandlung der Differenzengleichungen.

geht. Der Satz, den wir im folgenden brauchen, lautet: Ahnliche
Punktreihen auf parallelen Geraden sind perspektiv, und die Ab-
stinde der beiden Geraden vom Perspektivititszentrum verhalten
sich wie die einander entsprechenden Strecken.

Die graphische Auflosung, die hier besprochen werden soll, ent-
spricht vollkommen der in § 4 erdrterten Art der Auflosung. der
inhomogenen Differenzengleichung mit Beniitzung der adjungierten
Differenzengleichung. Die Clapeyronschen Gleichungen kdnnen wir
folgendermafen anschreiben:

M,_ 2 M, 2M,--M,
(1a) = z =T,
v L+ 3L+ ly1)
Setzen wir nun
U,,:M"_1+2Ml V,,=2M"+'M"+—l,

3 ’ 3
und deuten wir die Gré8en M,, T,, U,, V, als Ordinaten von
Punkten, zu deren Bezeichnung wir wieder dieselben Buchstaben M,,
7., U,, V, verwenden wollen.
Durch die obigen Formeln wird folgende Auffassung nahegelegt.
Es sei
U, der Schwerpunkt von M,_; und M,, wenn in M,_, die
Masse 1 und in M, die Masse 2 angebracht ist.
V., der Schwerpunkt von M, und M,,;, wenn in M, die
Masse 2 und in M, ,; die Masse 1 angebracht ist.
T, der Schwerpunkt von U, und V,, wenn in U, die Masse [,
und in ¥V, die Masse /,,; angebracht ist.
Dementsprechend [vgl. Abb. 5] ist die Lotrechte durch U, im
zweiten Drittel von [, errichtet; wir bezeichnen sie als die ,Drittel-
linie links von der ypter Stiitze“.
Die Lotrechte durch ¥, ist im ersten Drittel von ., errichtet
und sie sei als ,Drittellinie rechts von der »t® Stiitze“ bezeichnet.

Die Lotrechte durch 7, hat von der Lotrechten durch U, den

Abstand l”g ! und von der Lotrechten durch V, den Abstand %5

Sie wird als die ,verschrinkte Drittellinie“ bezeichnet.

T, liegt als Schwerpunkt von U, und V, mit diesen beiden
Punkten in einer geraden Linie. Wenn man Punkt M,_; und M,
als bekannt ansehen diirfte, ergibe sich folgende einfache Konstruk-

B>
tion A fir den Punkt M,.; (Abb. 5). Der Schnittpunkt von den
Geraden M,_; M, mit der Drittellinie links vom »t®" Stiitzpunkt
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ergibt U,. Der Schnittpunkt von U, 7T, mit der Drittellinie rechts
vom »te® Stiitzpunkt ergibt den Punkt ¥,. Der Schnittpunkt von
M, V, mit der Lotrechten durch den » | 1 Stiitzpunkt ergibt M, ).

Die in der entgegengesetzten Richtung verlaufende Konstruktion,
.die aus den gegebenen M,,; und M, den Punkt M,_; liefert, be-

<«
zeichnen wir mit 4. Ferner bezeichnen wir die Verbindungsgeraden
der Punkte M,_; M, mit g,, und den aus den g, gebildeten Poly-
gonzug nennen wir das M -Polygon.

Myt

—

Ohne Beriicksichtigung der Randbedingungen gibt es offenbar
00? Polygone. Denn wenn man eine Seite g, davon kennt, so ergeben

»> <
sich die iibrigen eindeutig durch die Konstruktion 4 bzw. A«f

Es gelten folgende Sitze:

Satz 1. Bei allen M-Polygonen, deren »t" Seiten durch einen
festen Punkt P, gehen, treffen sich die (v |- 1)'*® bzw. die (¥ — 1)ten
Seiten wieder. in einem festen Punkt P, ., bzw. P,_;.

Beweis: Wihlen wir im »t? Feld einen beliebigen Punkt P,
und legen wir verschiedene Geraden g, hindurch. Dann werden
durch die Geraden g, auf der Drittellinie links vom »%® Stiitzpunkt
und auf der Lotrechten durch den »'®® Stiitzpunkt einander #hnliche
Punktreihen U, und M, ausgeschnitten. Hierauf werden die Punkte
U, der Drittellinie links vom »%? Stiitzpunkte von 7', aus projiziert
und ergeben auf der Drittellinie rechts vom vt Stiitzpunkt V, als
eine mit U, #hnliche Punktreihe. Somit ist auch die Punktreihe V,
ahnlich mit der Punktreihe M,. Also miissen nach dem oben er-
wihnten elementargeometrischen Satz die Geraden g, durch einen
gemeinsamen Punkt P,;, gehen.

1) Einer Lotrechten g, entspricht eine Lotrechte gy 41, doch versagt hier-
fir die Konstruktion, siche S. 44.
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Fiir die entgegengesetzte Seite verliuft der Beweis ganz analog.

Satz 2. Die einander entsprechenden Punkte P, und P,.,
liegen mit 7', in einer Geraden.

Beweis: Betrachten wir im besonderen eine solche Gerade g,,
die durch den Punkt 7', hindurchgehen wiirde, dann fielen die
Geraden ¢,, (U, V,) und g¢,,; zusammen.

Die Punkte P, auf irgend einer festen Geraden g, und die Punkte
P,y auf der ihr entsprechenden Geraden g, ., sind perspektive Punkt-
reihen und das Perspektivititszentrum ist der Punkt 7,. Beschreibt
P, eine Lotrechte, so beschreibt auch P,,; eine Lotrechte und um-
gekehrt. Der Abstand des Punktes P, ,; von der Lotrechten durch V,
héngt bloB von den Abstéinden der Punkte P, und 7', von den Lotrechten
durch U,, ¥, und M, ab. Er ist somit unabhingig von der GrogSe 7,.
Um die gegenseitige Zuordnung der Lotrechten durch P, und P,
oder — was auf dasselbe hinauslduft — um die gegenseitige Zu-
ordnung ihrer Schnittpunkte mit der Abszissenachse zu ermitteln,
kénnen wir also auch die GréBen 7T, durch Null ersetzen. Tun wir
dies, so erhalten wir an Stelle der M, die Werte M, , der zuge-
horigen homogenen Differenzengleichung und den durch Verbindung
der entsprechenden Punktie erhaltenen Polygonzug nennen wir das
M,-Polygon. Da die Werte M, , =0 auch eine Lisung der homo-
genen Gleichungen darstellen, so konnen wir die Abszissenachse als
besonderes M- Polygon betrachten. Unterwerfen wir die Werte M, ,
noch der linken Randbedingung M, ,==0 und erteilen wir M, ,
einen beliebigen Wert «¢, so bezeichnen wir diese Loésung der ho-
mogenen Differenzengleichung mit My ,|o, .. Diese Werte sind offen-

M O,v!O,a
MO,v+140,a und
somit auch die Schnittpunkte der Seiten des den M, ,|o,. entsprechen-
den Polygons mit der Abszissenachse unabhiingig von der Wahl
von ¢. Man nennt diese Schnittpunkte die der linken Randbedingung
entsprechenden Festpunkte. Wir bezeichnen sie mit Lo , . Sie lassen
sich unmittelbar konstruieren. Um dies einzusehen, brauchen wir
blo8 zu bemerken, daB man, da Myo=0 und My 1=qa werden,
die erste Seite des M -Polygons unmittelbar zeichnen kann. Somit
ergeben sich die ibrigen Seiten durch eine Zeichnungsvorschrift

B> D>
4,, die aus 4 dadurch hervorgeht, daB man die GréBen 7', durch Null
ersetzt. (Abb. 5 und 6)!). Analoges gilt fiir die rechte Randbedingung.

bar proportional mit ¢. Somit sind die Verhéltnisse

1) In der Zeichnung tritt dasselbe M, Polygon nur zwischen L,» und
Loy+1 auf und es wird dort die Konstruktion immer nur von einem Festpunkt
bis zum ndchsten durchgefiihrt. Die fortlaufende Konstruktion ein und des-
selben M, Polygons wiirde zuviel Platz erfordern.
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Die entsprechende Kqnstruktion in der entgegengesetzten Richtung be-

<&
zeichnen wir mit 4, und die daraus hervorgehenden Festpunkte
mit Ry ,. (Abb.7.) Aus der Konstruktion folgt leicht!), daB die
GroBen Mo, ,|o,» abwechselnd positiv und negativ sind, daB somit die
Strecke M, , My ,41 von der -Abszissenachse sicher geschnitten wird.

'
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Abb. 6.
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Nach diesen Vorbereitungen ergibt sich’jetzt leicht die Konstruktion

des M-Polygons fiir beliebige 7',. Zun#chst zeichnen wir die Festpunkte

Ly, ein. Hierauf errichtet man durch diese Punkte die Lotrechten.

Diejenigen einander entsprechenden Punkte P,, die auf diesen Lot-

rechten liegen, wollen wir mit L, bezeichnen. Wenn einer von ihnen
bekannt ist, ergeben sich leicht die iibrigen. Zu diesem Zwecke
haben wir L, mit T, zu verbinden, und der Schnittpunkt dieser Ge-
raden mit der Lotrechten durch Lo ,.; ergibt L,,;. Nun filit aber
L, mit M, zusammen. Somit konnen wir jetzt die L, nacheinander
einzeichnen (Abb. 8). Haben wir schlieflich L,.; gefunden, so

1) Siehe Anfang von § 14.
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ist damit auch die Lage der n-|-1t® Seite des M-Polygons durch
zwei ihrer Punkte M,,, und L, ., bestimmt. Hierauf ergibt sich
durch L, und M, die n'® Seite usw. Zur Priifung der Genauigkeit
kann nun das Einzeichnen der Festpunkte R, in Verbindung mit
den Sitzen 1 und 2 herangezogen werden.

Es ist leicht einzusehen, wie sich das soeben besprochene Ver-
fahren fiir beliebige lineare Differenzengleichungen 2. Ordnung ver-
allgemeinern liBt, in denen der Ausdruck links vom Gleichheits-
zeichen in der sich selbst adjungierten Form angenommen werden
kann (siche § 4).

Wir haben bloS die auf der linken Seite der Clapeyronschen
Gleichung (1) vorkommende Zahl 2 durch irgendeine mit » sich &n-
dernde GréfBe x, zu ersetzen. Dementsprechend wiren an Stelle der
Drittellinien Lotrechte zu zeichnen, die das betrefiende Feld im
Verhéltnis 1:x, baw. x,—;:1 teilen. Alles iibrige lieBe sich in der-
selben Weise ableiten, wie dies soeben erértert wurde. Der Um-
stand, daB der Beiwert des dritten Gliedes in der »'» Clapeyron-
schen Gleichung mit dem Beiwerte des ersten Gliedes in der
y=1%8 Clapeyronschen Gleichung iibereinstimmt, bedeutet keine
wirkliche Schidigung der Allgemeinheit, es liBt sich ja, wie wir
frither schon sahen, jeder lineare Differenzenausdruck 2. Ordnung auf
die sich selbst adjungierte Form bringen.

§ 14. Genaueres iiber die Lage der Festpunkte.

Aus der eben besprochenen Konstruktion geht unmittelbar her-
vor, daf} fiir den Fall, wo L, innerhalb der beiden ersten Drittel
von I, zu liegen kommt, Lo ,;, im ersten Drittel von I,,, liegen
mul}. Beim frei aufliegenden Balken fillt L,, mit dem linken End-
punkt von I, zusammen. Ferner erwihnen wir, daB im Fall, wo der
Balken an seinen beiden Enden nicht frei aufliegt, sondern etwa
links fest eingeklemmt ist, L,, genau mit dem ersten Drittelpunkt
von l, zusammenfillt. (Der Beweis hierfiir wird im dritten Teil,
§ 21, erbracht werden.) Hieraus ist also zu ersehen, daB der Punkt
Ly,,, stets innerhalb des ersten Drittels von 7, liegen wird.

Genauere Angaben lassen sich noch im Falle machen, wo die
Abstéinde der einzelnen Stiitzen voneinander iiberall die gleichen sind.
Dann geniigen die GroBen M, , der bereits frither (Seite 7) behan-
delten Differenzengleichung

N1+ 47 4 17,-1=0.
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Liegt der Balken frei auf, so lassen sich die der linken Rand-
bedingung geniigendéen Losungen M, ,|o . durch die Formel aus-
driicken:

Mo,vlo,u=0 (r,,_—l_>
r'l’
bzw. durch die Formel:
Mo, )0, =0C'(—1)"BGinv ¢;

dabei haben r und ¢ die an
der erwihnten Stelle angegebenen

Lover
|
oy pg—>

TR

™

Hover

Werte r—=-—2 — V3, p=1,31... Abb. 9

Bezeichnen wir den Abstand, den S

Loy,41 von dem zunichstliegenden linken Unterstiitzungspunkt hat,
mit a,4, 80 ergibt sich, wie unmittelbar aus der Definition der Fest-
punkte folgt (Abb. 9):

1 !
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r”+1__ __:Ew
1‘7+1 :
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und zwar ist die Konvergenz so stark, daB der Unterschied des
Bruches fiir »=—25 von diesem Grenzwert in den vier ersten Dezimal-
stellen nicht mehr zum Ausdruck kommt, wie man sich leicht™durch
direkte Ausrechnung iiberzeugen kann. Liegt also ein Balken auf
sehr vielen voneinander gleich weit entfernten Stiitzen frei auf und
ist nur-ein Feld, das durch viele Felder vom Auflager getrennt ist,
belastet, so ist das obige die Lage des Festpunktes kennzeichnende
Abstandsverhiltnis, nur in der Nihe des Auflagers merklich ver-
inderlich, wihrend es in der Nihe der belasteten Stelle fast un-
veridnderlich ist.

Zu derselben Einsicht gelangen wir auch durch die folgende
Uberlegung: Zihlen wir die GréSen Mo, von der belasteten Stelle
aus und denken wir uns das Ende des Balkens unendlich fern, so
miissen diese GroSen M, , durch eine abnehmende geometrische
Reihe gekennzeichnet sein. Denn im Ausdruck fiir die allgemeine
Losung der homogenen Gleichung

1
Mo,,=0’lr”~{—02 7;

| Ginve | _
|&in(+1)e|

|
Ayt _| Mo,»i0,a
l—a,q 1M0,7+l[0,a

1
=

somit ergibt sich:

a’v+1

1
T

r=o l_ ar+1 r=om
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muf} fiir den hier in Betracht kommenden Sonderfall sicher C, =0
angenommen werden, weil sonst wegen |r|>>1 der Betrag von M,,,
mit wachsendem » unbegrenzt zunehmen wiirde, was ausgeschlossen
ist. Diese letztere Uberlegung kann auch fiir den Fall verwertet
werden, dafl der Balken an dem weit entfernten Ende fest einge-
klemmt ist.

§ 156. Die Methode von Ritter im Fall eines einzigen
belasteten Feldes.

Ist nur ein Feld, etwa das x -} 1%, belastet, so sind in den
Clapeyronschen Gleichungen von den Groflen B, nach dem, was
bereits iiber sie erwahnt wurde, nur zwei aufeinanderfolgende B,
und B,;; von Null verschieden. In diesem Fall verwendet man
zweckmiBig ein Verfahren, das dem in § 5 II. erdrterten, vgl. Seite 18,
entspricht.

Man multipliziere die ersten x-Gleichungen (1) der Reihe nach mit
den Groflen M, ,|o. und addiere sie dann. Ferner multipliziere man
die letzten x - 1-Gleichungen der Reihe nach mit den GroBen
Mo,,|°: ¢ und addiere sie dann ebenfalls. Auf diese Weise erhilt man:
(2) { lx+1(_MO,z+llO,a-Mx +M0,x‘0,aMx+l)=Bx-MO,x!O,a:

Uoerr)y (Mo, rgr | %% M, — Mo . |%% M,y 1) = B, 11 Mo, . 11|%%.

Die GroBen Mo, ,|o,o und M, ,|%* sind mit fortlaufenden »
abwechselnd positiv und negativ, somit bleiben die obigen Glei-
chungen giiltig, wenn man die Groen My.|oa, Mox+1]o0a Mo,x |
und My ,1|%* durch ihre absoluten Betrige ersetzt. Sei nun a, ., der
Abstand des in das » -+ 1-Feld fallenden der linken Randbedingungen
entsprechenden Festpunktes-Lg .. vom x‘*tUnterstiitzungspunkt S,
und b, sein Abstand vom x - 1% Unterstiitzaungspunkt S, ;.
Ferner sei ¢,.; der Abstand des in dasselbe Feld fallenden rechten
Festpunktes Ry .., von 8, und d.;; der Abstand von Ry ,.1S..1,

50 ist @,41+b.t1=Cur1-Fdry1=1L1 und es ergeben sich die Glei-
chungen

a’x+l I MOxIOa I _cx_-i-l: ﬂlO,x!O,a'_
b,11 ]-Mo wr1{oa |’ durr Mo .41/
Setzen wir nun
B B .
Ty e g, T W
) 7
ferner
IMO x]O al Ay 41
w. L =W =1L
. IM073Oal+I-MOx+1IOaI ”+1lx+1 b
Mo, 41| w Oxtl
W, | X =W, .
H | Mo,.. [0 | Mo, ns1]%¢ | /+1l,=+1 .
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Dann lassen sich die Gleichungen (2) folgendermaBen schreiben:
bx+1 M,, + Ay 41 Mx-f-l .

(2a) Gt 1 bt b
a
dn+1 Mx + Cx+1 Mx+1 — .
Cut1 - dut1 .

Die linken Seiten dieser Gleichungen lassen sich wieder als
Schwerpunktformeln auffassen. Es ist also L,,; als Ordinate iiber
dem Festpunkt L, ,.; und R,,; als Ordinate iiber dem Festpunk$
R,, .41 zu errichten. Die Punkte M,, M, .y, L, 1, R,y liegen dann
in einer Geraden. (Abb. 10.) Es ergibt sich also folgende Konstruk-
tion. Zundchst um L,,.; zu finden, trage man vom rechten Stiitz-

A
W
s
% Z i \
So Sy _A‘ / l l J‘].f &) > Sy ‘E
a7 Los 03 o4 NE e fps
Lot "o Al e A

punkt S,.; aus auf der durch ihn gehenden Lotrechten die Grofie
W..1 als Ordinate auf und verbinde ‘den so erhaltenen Punkt mit
dem linken Stiitzpunkt S,. Der Schnittpunkt dieser Verbindungs-
linie W,,, 8, mit der Lotrechten durch L, ergibt L, ;. Genau
in der entsprechenden Weise ergibt sich R,,;. Hierauf ziehe man
die Gerade R, 1L, .1, wo diese die Lotrechten durch die Stiitzpunkte
8, und 8, trifft, ergibt sich M, bzw. M, ,. Die iibrigen Seiten des
M-Polygons ergeben sich dann .leicht unter Ausniitzung des Um-
standes, daB sie links bzw. rechts durch die der linken bzw. der
rechten Randbedingung entsprechenden Festpunkte hindurchgehen
miissen. Die Geraden W,.18, und W, 18,4, werden ,Kreuz-
linien“ genannt.

Funk, Differenzengleichungen. 4
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Dritter Teil.

Uber die Herleitung von Differenzengleichungen
in der Baumechanik.

§ 16. Einleitende Ubersicht?).

In diesem Abschnitte soll gezeigt werden, wie man durch Heran-
ziehung einer einfachen geometrischen Vorstellung Anhaltspunkte fiir
eine zweckmifBige Wahl der sogenannten statisch unbestimmten
Grofen gewinnen kann.

Diese ZweckmiBigkeit soll sich vor allem darin &uBlern, daB
bei der durch die folgenden Darlegungen beeinflufiten Wahl dieser
GréBen in die einzelnen Gleichungen (die sogenannten Elastizitéits-
gleichungen) jedesmal nur solche GréBen eingehen, die lokal be-
nachbarten Teilen der betreffenden Tragkonstruktion entsprechen.

Bei Tragkonstruktionen, die aus gleichartigen und gleichartig
aneinander gereihten Teilen bestehen, erhilt man somit die Elastizi-
titsgleichungen in Form von Differenzengleichungen.

Der Grundgedanke, die Statik des Fachwerkes auf die Art, wie
es im folgenden geschehen soll, zu entwickeln, geht auf Maxwell
zuriick. Insbesondere auch die analytische Theorie des sogenannten
Cremonaplanes hat von da aus ihren Ausgangspunkt genommen und
Cremona beruft sich auch ausdriicklich auf Maxwell.

Bei Aufgaben iiber statisch unbestimmte Systeme werden diese
Ideen wohl zum ersten Male von Wieghardt herangezogen; und
zwar handelt es sich um hochgradig innerlich statisch unbestimmte
Fachwerke mit reibungslosen Gelenken. Hier sollen aber im Gegen-
satz hierzu auch gerade jene Aufgaben aus der Baumechanik be-
trachtet werden, bei denen die Winkel zwischen den Stabenden in
den Knotenpunkten als unveréinderlich gelten und somit auf die
Durchbiegung der Stibe Riicksicht genommen werden-mufl. In der
Physik der kontinuierlichen Medien mufBl man hiufig zunichst Funk-
tionen als Potentiale (Hilfspotentiale) einfiihren, um eine Aufgabe
mathematisch als ,Randwertaufgabe“ formulieren zu koénnen, und
die wirklich vorkommenden physikalischen Grofien erscheinen dabei
als Differentialquotienten dieser Hilfsfunktionen. Ebenso erscheint
es wohl bei Aufgaben aus der Baumechanik, wo es sich um die
Bestimmung von vielen gleichartigen Unbekannten handelt, schon
aus Analogiegriinden, wie ich glaube, von vornherein als ziemlich

1) Einzelne der hier auftretenden Begriffe werden spéter ausfiihrlich erklart.
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einleuchtend, daBl es oft zweckmiBig sein wird, die wirklich physi-
kalischen Gré6Ben nicht sofort unmittelbar zu berechnen, sondern
statt dessen zunichst HilfsgroBen in die Rechnung einzufiihren, so
daB dabei die wirklich zu bestimmenden GréBen in Form von Diffe-
renzen, die aus den eingefiihrten HilfsgroBen gebildet werden, er-
scheinen.

Wenn man hier ndmlich jeden systematischen Standpunkt auBer
acht 1iBt, so kann es leicht vorkommen, daBl die Gleichungen, aus
der die statisch unbestimmten GroB8en berechnet werden, von schwer-
falliger und uniibersichtlicher Bauart werden und daB die praktische
Berechnung dieser Grofen zumindest recht unangenehm wird, was
auch tatsichlich bei manchen Arbeiten in der technischen Literatur
deutlich zum Vorschein kommt. Um nun zu einem solchen Gesichts-
punkt zu gelangen, hielt ich es fiir zweckmiBig, mich nicht nur
von der Analogie mit den Aufgaben der Physik des Kontinuums
leiten zu lassen, sondern unmittelbar die Grundlage zur Behandlung
der Aufgaben iiber Fachwerke aus der allgemeinen Statik des Kon-
tinuums herzuleiten. Dabei beschrinke ich mich nur auf ebene
Probleme.

Die Hauptvorstellung, die im folgenden stets verwertet wird,
ist folgende:

Man denke sich ein ebenes Fachwerk, das unter den Einwir-
kungen von Kriften steht, die in der Ebene des Fachwerkes liegen.
Uber die Art, wie die einzelnen Stédbe untereinander verbunden sind
(gelenkig oder steif), wird zundchst keinerlei Voraussetzung gemacht
werden. Die Felder innerhalb des Fachwerkes denke man sich aus-
gefiillt von einer vollkommenen weichen Masse, die keinerlei Span-
nungen aufzunehmen vermag. Die angreifenden #uBeren Krifte
denke man sich ersetzt durch Stibe, die auf Zug, Druck oder Biegung
beansprucht sein kénnen und den Raum dazwischen denke man
sich ebenfalls von einer vollkommenen weichen Masse ausgefiillt.
Durch diese Vorstellung ist die Statik des Fachwerkes zuriickgefiihrt
auf die allgemeine Statik des zweidimensionalen Kontinuums und
erweist sich gewissermaBen als jener Sonderfall bzw. Grenzfall, wo
dieses zweidimensionale Kontinuum zum Teil aus sehr starken
Stiben (Eisen) und sonst aus vollkommen weicher Masse (Luft)
besteht.

§ 17. Allgemeine Statik des zweidimensionalen ebenen
Kontinuums.

Stellen wir uns also eine Scheibe vor, die von Kriften, die in
der Ebene der Scheibe liegen, am Rande der Scheibe angreifen und
4*
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miteinander im Gleichgewicht sind, beansprucht wird, und zwar wollen
wir uns diese Scheibe aus mehreren kleineren nebeneinander liegenden
Scheiben gebildet denken, wo jede dieser kleineren Scheiben aus einem
einheitlichen Stoff besteht. Die Begrenzungskurven dieser kleineren
Scheiben denken wir uns als Kurven mit stetig verdnderlicher Tan-
gente. Unter dem EinfluB der &dufleren Krifte werden an jedem
Linienelemente!) Molekularkrifte entstehen, deren Komponenten
X—_—=X(1', Y, ?7), Y"_—Y(x’ Y, ‘P)
wir innerhalb der einzelnen kleinen Scheiben offenbar als stetige
und bis zu den Begrenzungslinien stetig fortsetzbare Funktionen des
orientierten Linienelementes ansehen konnen (¢ bedeutet dabei den
Winkel, den das orientierte Linienelement mit der X-Achse ein-
schlieBt). Dabei wollen wir die Verabredung treffen, dafl wir den
Teil rechts vom orientierten Linienelement stets als den einwirken-
den und den Teil links davon als den unter der Einwirkung stehen-
den betrachten. Die Gleichgewichtsbedingungen der.Statik erfordern
nun, daf fiir jede beliebige geschlossene Kurve
(1) [X()ds=0, [Y(s)ds=0, [(@EY—yX)ds=0
sein miissen, wobei die Integrale lings jeder beliebig geschlossenen
Kurve erstreckt werden kénnen und ds das Bogenelement der In-
tegrationskurve bedeutet. Indem man die beiden ersten jener Inte-
grale iiber solche Kurven erstreckt, die irgendein Kurvenstiick schmal
umschlieBen und dann die Integrationskurve beiderseitig gegen das
Kurvenstiick konvergieren 1i8t, ergibt sich das Prinzip der Gleich-
heit der Wirkung und Gegenwirkung

Xy, ot+a)=—X@y,9), Y@ 9,9 t+a)=—Y(@y,9),
und indem man diese SchluBweise fiir Linienelemente anwendet, die
Teile der Begrenzungslinien der einzelnen kleinen Scheiben sind,
erkennt man, daB beim Ubergang iiber diese Linien fiir solche Linien-
elemente, die parallel zur Grenze laufen, keine sprunghaften Un-
stetigkeiten in den X und Y stattfinden kénnen.

Die weiteren Uberlegungen kniipfen an folgenden mathematischen
Satz an:

Ist f(x,y, @) eine stetige Funktion des Linienelementes und ist
fiir jede beliebige geschlossene Kurve

) Sz @), y6), p(8)]ds=0,

so ist notwendig f(z, y, ¢) von der Form:

P, (z-y)cos p+ Dy (z-y)sin @,
wobei @ eine stetig differenzierbare Funktion von z und y bedeutet.

1) Linienelement bedeutet den Inbegriff von Punkt (z, ¥) und Richtung (p).
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Beweis: Wegen der Gleichung (2) ist durch das von einem
festen Punkt P, nach einem beliebigem Punkte P iiber eine beliebige
P, und P verbindende Kurve erstreckte Integral

P
P (x, y) =Pf £z (s), 3 (8), p(s)]ds

eine stetige Funktion von x und y. Sie besitzt auch nach jeder
Richtung stetige Differentialquotienten; diese sind mit f(z,y, @)
identisch. Um dies einzusehen, hat man zunichst den Quotienten

D(x -+ hcos p, y-+ hsing)— D(z, y)
h

zu bilden. Der Zihler ist gegeben durch das vom Punkt P mit den
Koordinaten , y, bis zum Punkte P* mit den Koordinaten z -} A cos g
y -} ksinp zu erstreckenden Integral:

P*
Jriz6, v, p@)ds,

wobei man als Integrationskurve die geradlinige Strecke P P¥ nehmen
kann. Nach Anwendung des ersten Mittelwertsatzes der Integral-
rechnung und Grenziibergang erhilt man:

m D(x+hecosp, y+ hsing)— D (z-y)

}ll=o 7 :f(x!/? (p)
Andererseits ist der Grenzwert links gleich:
P, cos p 1 D sing,

womit unser Satz bewiesen ist. Da cos pds=dx, sin pds=dy,
188t sich der obige Satz daher auch so aussprechen: Unter der an-
gegebenen Voraussetzung ist der Integrand von (2) ein vollstindiges
Differential.

Es miissen also die Integranden unter den Integralen (1) voll-
stindige Differentiale sein. Setzen wir:

Xds=df, Yds=-—da«,
so wird
(Y —yX)ds=—(xda-t}ydp);
addieren wir hierzu das vollstindige Differential:

d(az +- py)=adx + pdy +-xda+-ydp,

so erhalten wir:

(0¥ —y X)ds +d (az -+ py)—= ade + By,
wobei der Ausdruck rechts vom Gleichheitszeichen als Summe zweier

vollsténdiger Differentiale wieder ein vollstindiges Differential einer
Funktion von x und y sein muB. Diese so eingefiihrte Funktion
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wird Airysche Spannungsfunktion genannt, wir bezeichnen sie mit z.
Es ergibt sich somit:

z,=a, z,=f,
und somit
dp dx dy .
X:(E:zym(g-{—zyygg_—..zwcosgv—l—zyysmtp,
da dz dy .
y__gg=__zmag_z”d_s_—__———zchSq)——z”sm(p.

Fiir Schnitte senkrecht zu den Koordinatenachsen, bei denen die
Pfeile der Achsen von links nach rechts weisen, ergibt sich insbe-
sondere:

fiir Schnitte senkrecht zur X - Achse:

7T
(p=§, szzyy, Y$='—‘zmy,
fiir Schnitte senkrecht zur Y -Achse:
p=—n, X, =—2,, ¥Y,=z,.

Wenn nun z B. 2 v positiv ist, so bedeutet dies, daB fiir einen
in der Richtung der positiven Y-Achse gefiihrten Schnitt die Mole-
kularkrifte rechts von ihm in der Richtung der positiven X-Achse,
also auf den linken Teil zichend wirken, ist 2,, negativ, so miissen
gie driickend wirken. Da diese Vorzeichenregel offenbar von der
besonderen Lage des Koordinatensystems unabhéingig ist, erhalten
wir allgemein folgende Regel:

Je nachdem der zweite Differentialquotient von z nach einem
bestimmten Linienelement positiv oder negativ ist, d. h. also je
nachdem z als Fliche gedeutet in dieser Schnittrichtung nach auf-
wirts oder nach abwirts gekriimmt ist, herrscht senkrecht zu dieser
Richtung Zug oder Druck.

Der allgemeinste nach den Gesetzen der Statik mdégliche Span-
nungszustand 188t sich also, wie wir sehen, immer durch eine einzige
Funktion z==z(z,y) kennzeichnen, und zwar ist diese Funktion im
Innern der kleinen Scheiben zweimal stetig differenzierbar, denn sie
ist gewonnen durch zweimalige Integration aus den Funktionen X
und Y, die wir dort als stetig vorausgesetzt haben. Am Rand der
kleinen Scheiben miissen mindestens die ersten Differentialquotienten
stetig sein.

Die Funktion z ist aber durch den Spannungszustand nicht ein-
deutig festgelegt. — Entsprechend dem Umstande, daB «, § und z
durch unbestimmte Integration gewonnen wurden, ist jede dieser
GroBen nur bis auf eine willkiirliche additive Konstante bestimmt.
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Wenn man zu z eine willkiirliche lineare Funktion z = a,x + B,y -+ 7,
addiert, so hat dies auf die GréB8e der zweiten Differentialquotienten,
somit auf den-durch z dargestellten Spannungszustand keinen EinfluB.

§ 18. Statik des Fachwerkes.

Nunmehr kommen wir auf die bereits am Ende von § 16 er-
wihnte Vorstellung zuriick, daB8 unser Kontinuum zum Teil aus
weicher Masse zum Teil aus Stében bestehen soll.

Da in der vollstindig weichen Masse keine Spannungen auf-
treten diirfen, so miissen dort die zweiten Differentialquotienten 2,
2,y 2y verschwinden. Somit muB dort z eine lineare Funktion sein
und wird also durch irgend eine Ebene dargestellt.

Fiithren wir nun durch einen Stab, den wir uns zun#chst von
endlicher Breite vorstellen, einen beliebigen Schnitt, dessen Endpunkte
mit P, bzw. P, bezeichnet seien, und berechnen die X -Komponente,
die Y-Komponente und ferner das Moment der Resultierenden der
Molekularkrifte in bezug auf einen beliebig gewihlten Koordinaten-
anfangspunkt, so erhalten wir:

Py

P,
_ d(zy) ,
X=f Ts ds=;[zy]P
P,
P,

Py

=B

1

.

8 § 5 d(—z,
Y=J ds )

ds——|2.), ——I[c],

Py

Py 3
S R P

Die Ausdriicke rechts vom Gleichheitszeichen in den beiden
ersten Zeilen kennzeichnen einen Neigungsunterschied der Tangential-
ebenen in P, und P, an jene Fliche, die der Spannungsfunktion
fiir das Innere des Stabes entspricht.

Der Ausdruck rechts vom Gleichheitszeichen in der letzten
Zeile stellt die Differenz der Ordinaten dieser beiden Tangential-
ebenen im Koordinatenanfangspunkt dar. Da die Spannungsfunk-
tion und ihre ersten Differentialquotienten stetig sind, fallen diese
Tangentialebenen mit den Ebenen zusammen, durch die die Span-
nungsfunktion in den angrenzenden Feldern gekennzeichnet ist.

Nehmen wir nun an, der Stab habe die Breite 2 2 und lassen
wir jetzt zur bequemeren geometrischen Deutung die Stabachse mit
der X-Achse und den gefiihrten Schnitt mit der Y- Achse zusammen-
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fallen, dann ergibt sich fiir die Komponente der Resultierenden in
der Richtung der Stabachse (Normal- oder Achsialkraft):

A
X =_.£ zyydy = [zv]ﬁh’

fir die Komponente senkrecht dazu (Querkraft):

T =[ (—z)dy=—[z]"s,

und fiir das Moment bezogen auf den Schnittpunkt mit der Achse:

2 h .
M=__{?/zyvdy=”‘[yzv]ﬁh+_.£ zydy=[z—yz,,]f;.,

also die Differenz der Werte von z im Schnittpunkt mit der Achse,
wenn man sich die fiir den Bereich der weichen Massen giiltigen
linearen Funktionen bis an die Stabachse heran analytisch fortge-
setzt denkt, anstatt die fiir das Innere
des Stabes giiltige Airysche Spannungs-
funktion zu betrachten (Abb. 11).

Diese drei GroBen, Achsialkraft, Quer-
kraft und Moment, sind nun gerade die-
jenigen, durch die nach der iiblichen
Theorie der Spannungszustand des Fach-
werkes in ausreichender Weise gekenn-
zeichnet wird. Der allgemeinste nach
I den Gesetzen der Statik mégliche Zustand
hokchs—y wird also dadurch fiir dic weiteren Ent-
Abb. 11. wicklungen hinreichend gekennzeichnet

gein, daB wir den Feldern zwischen den.
Stiben je eine beliebige Ebene zuordnen, die wir uns immer bis an
die Stabachse heran fortgesetzt denken. Auf diese Weise erhalten
wir eine Funktion, die im Innern jedes Feldes des Fachwerkes linear
ist und lings der Stabachsen Unstetigkeiten aufweist. Wir stellen
sie uns als Fliche vor und wollen sie im Innern des Fachwerkes
als ,innere Spannungsfliche“, im Aulieren als ,&ullere Belastungs-
fliche“ bezeichnen.

‘Da Achsialkraft, Querkraft und Moment in unserem geometri-
schen Bild in einer Weise gekennzeichnet sind, die von der Dicke
der Stabachse unabhingig ist, so erledigt sich der Grenziibergang
zu unendlich diinnen Stiben gewissermalen von selbst.

Fiir die Unstetigkeiten, mit denen die einzelnen Ebenen lings
der Stabachse aneinanderstoBen, erhalten wir, wenn wir die in den
letzten drei Gleichungen enthaltenen Tatsachen unabhingig vom
Koordinatensystem ausdriicken:

'
i
i
'
]
1
1
!
1
)
i
1
!
1
t
1
1
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1. Der Unterschied der Differentialquotienten normal zur Stab-
achse gibt die GroBe der Achsialkraft. Knickung nach aufwirts
(Zunahme des Differentialquotienten in der Schnittrichtung) bedeutet
eine Zugkraft, Knickung nach abwirts (Abnahme des Differential-
quotienten in der Schnittrichtung) bedeutet eine Druckkraft.

2. Der Unterschied der Differentialquotienten parallel zur Stab-
achse gibt die GroBe der Querkraft, und zwar fithrt der die Richtung
der Querkraft anzeigende Pfeil von hoheren Werten des Differential-
quotienten zu niedrigeren, wobei die Differentiationsrichtung von
dem unter der Einwirkung stehenden zu dem einwirkenden Teil
des Korpers weist.

3. Der Unterschied der Werte von z gibt die GroSe des Bie-
gungsmomentes, und zwar umkreist der die Richtung des Momentes
angebende Pfeil den Schnittpunkt mit der Stabachse so, daBl er in -
dem als einwirkend gedachten Teile des Kérpers von niedrigeren
Werten von z zu héheren fiibrt, also die Stufe steigend nimmt.

Fiir Stédbe, die nur auf Zug oder Druck, aber nicht auf Biegung
beansprucht werden, ist z selbst lings der Stabachse stetig, nur die
Differentialquotienten normal zur Stabachse erleiden Spriinge. Bei
der Theorie des idealen Fachwerkes, wo nur Zug- und Druck-
beanspruchungen vorkommen, ist somit z eine stetige Funktion.
Bei Aufgaben, wo die Stdbe nicht nur auf Zug und Druck, sondern
auch auf Biegung beansprucht werden, miissen wir jedoch aueh
Unstetigke en der Funktion z selbst zulassen, und zwar nicht nur
bei der inneren Spannungsfliche, sondern auch bei der duBeren Be-
lastungsfliche. Dazu sind wir dann gezwungen, wenn in den Knoten-
punkten des Fachwerkes Drehmomente einwirken, was z. B. eintritt,
wenn das Fachwerk, beziehungsweise die Tragkonstruktion, irgendwo
fest eingeklemmt ist?).

" Die Einwirkung eines Momentes und die dazugehorigen Ver-
hiltnisse bei der Belastungsfliche kann man sich iibrigens auch
durch den folgenden Grenziibergang klar machen. Wenn das Moment
die Stirke m hat, so denke man sich zuniichst in der Nihe der
Einwirkungsstelle eine Zugstange, die einen Zug von der Stirke m:A
iibermittelt, und parallel dazu in der Entfernung % eine Druck-
stange, die einen Druck von der Stirke m:% iibermittelt, und lasse
hierauf % gegen Null konvergieren, indem man gleichzeitig Zug- und
Druckstange parallel zu sich selbst gegen die Einwirkungsstelle riicken
laB8t. In dhnlichem Sinne, wie man in der Theorie des Magnetismus

1) In der Baumechanik wird manchmal fiir Fachwerke, wenn die Biegungs-
beanspruchung der Stibe beriicksichtigt wird, auch das Wort ,Stabwerk“ ge-
braucht.
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von einem Dipol spricht, wollen wir hier von einer Doppelstange
sprechen. In der dazugehdrigen Belastungsfliche zeigt sich lings
der Doppelstange eine sprunghafte Unstetigkeit der Werte von z
und zwar vom Betrage m. Mit Riicksicht auf diese Betrachtung li8t
sich die Vorzeichenregel fiir die Momente bzw. fiir die Unstetigkeit
der Werte von z auch so aussprechen: Den groBeren Werten von 2z
entspricht die auf Druck, den kleineren Werten von z entspricht die
auf Zug beanspruchte Seite des Stabes. Die Richtung der Doppel-
stange kann dabei willkiirlich angenommen werden.

Da jede beliebige Airysche Spannungsfunktion einem statisch
moglichen Gleichgewichtszustand entspricht, so gilt dies auch von
jeder beliebigen Belastungs- und Spannungsfliche, nachdem man den
Grenziibergang zu unendlich diinnen Stéiben und allenfalls auch den
Grenziibergang zu Doppelstangen vollzogen hat. Die Airysche
Spannungsfunktion ist nur bis auf eine additiv hinzuzufiigende
lineare Funktion bestimmt. Man kann somit im Fall, wo es sich

A Y
!
2
Z=x | E=TX z=q (x~Y
=
z=-1 i z=qx z=0
q
7 2l ) z
Abb, 12. Abb. 18.

um Stibe und Felder handelt, in einem Feld die Ebene willkiirlich
wihlen, hierauf sind die Ebenen in den andern Feldern durch die
in den Stiben herrschenden Spannungen eindeutig bestimmt. Bei
der zu treffenden Wahl wird man natiirlich stets darauf achten,
daB etwa bestehende Symmetrieverhiltnisse in der Spannungsfliche
bzw. Belastungsfliche deutlich zum Ausdruck kormen.

Wir erliutern das Obige nur durch zwei ganz einfache Beispiele:

In Abb. 12 ist die Belastungsfliche fiir einen frei aufliegenden,
in der Mitte mit der Last 2 belasteten Balken angegeben. In Abb. 13
ist die Belastungsfliche fiir einen bei x==0 fest eingeklemmten
Balken von der Linge ! angegeben, bei dem am freien Ende eine
Last ¢ angehéingt ist. Die einklemmende Wirkung des Mauerwerks
ersetzen wir durch eine Druckstange in der Richtung des resultie-
renden Druckes (in unserem Falle also vertikal nach aufwirts) und
durch eine Doppelstange, deren Richtung vollkommen willkiirlich
gewdhlt werden kann.
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§19. Statische Bestimmtheit.

Die duBeren Krifte, die auf ein Fachwerk einwirken, seien ge-
geben. Nun denke man sich zunéichst dementsprechend die duBere
Belastungsfliche konstruiert.

Wenn dann die innere Spannungsfiiche, durch die Forderung,
daB sie selbst stetig sein soll und sich stetig an die #uBlere Be-
lastungsfliche anschlieBen soll, eindeutig bestimmt ist, so werden wir
von statischer Bestimmtheit sprechen.

Abb. 14 stellt uns die Spannungsfliche fiir ein statisch be-
stimmtes ideales Dreiecksfachwerk dar. Die Gleichungen fiir die
Ebenen der #uBleren Belastungsfliche sind in der Figur vermerkt.
Der Ausdruck ideales. Fachwerk bedeutet, da man sich die einzelnen
Stibe durch reibungs-

lose Gelenke mitein- {y

ander verbunden denkt. z=x 2 z=-x

Ferner denkt man sich {-——14 Z

immer dabei die-dufle- , , , . -

ren Krifte nur in den 7 2 3 ¢ 5

Knotenpunkten angrei-

fend. In diesem Falle t 2?122} T

sind die einzelnen Stibe 7 7
Abb. 14.

nur auf Zug oder Druck,
aber nicht auf Biegung »
beansprucht, die Querkrifte und Biegungsmomente sind iiberall gleich
Null, unsere Spannungsfliche ist durchweg stetig.

Es ist unmittelbar einleuchtend, daB in einem Fall wie hier,
wo ein Dreiecksfachwerk keine inneren Knotenpunkte aufweist, stets
die Stetigkeitsforderung zur eindeutigen Bestimmung der Spannungs-
fliche ausreicht.

Auf den Fall, daBl ein Fachwerk nicht nur aus Dreiecken, son-
dern auch Vielecken von hoherer Eckenzahl besteht, wollen wir hier
nicht ndher eingehen. Wohl aber wollen wir noch kurz zeigen, wie
man von dem eben dargelegten Standpunkte aus zur Theorie der
Cremonapléne gelangt. Zu diesem Zweck bendtigen wir den Begriff
Nullkorrelation, den wir kurz erliutern wollen.

Durch die Gleichungen:

x==rcost,
y==rsint,
z=ht-}¢

ist bekanntlich eine Schraubenlinie dargestellt. Lassen wir ¢ alle
reellen Werte und r von Null an alle positiven Werte durchlaufen,
8o erhalten wir alle co? Schraubenlinien (bzw. fiir r = o die z- Achse},
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die den oco? Bahnkurven eines einzigen starren Korpers, der einer
Schraubung unterworfen ist, entsprechen. Hat ein Punkt die Koordi-
naten &, 5, {, so ist fiir die durch ihn hindurchgehende Bahnkurve

7=V§2+?und c-:C—harctg’El.

Fiur die Ebene E, die durch einen Punkt P mit den Koordinaten

&, n, { geht und auf'der durch P gehenden Schraubenlinie senkrecht
steht, verhalten sich die Richtungscosinus der Normalen wie

de  dy dz

dt  dt dt

Daher 'lautet die Gleichung dieser Ebene E:

== —r8int:rcost: h=—

£,
-7}-1-

T

1
2t (e —yd).

Diese Beziehung zwischen den Punkten P und den Ebenen E ist
eindeutig umkehrbar. Ist

s=aw+ fy+r

die Gleichung einer beliebigen Ebene E, so entspricht ihr offenbar
als Punkt P ein Punkt mit den Koordinaten

§=—"hp, n=ha, [=y.
Die auf diese Weise erklirte ein-eindeutige Beziehung zwischen
den Punkten P und den Ebenen ¥ nennt man eine Nullkorrelation.

Wenden wir nun eine solche Nullkorrelation auf die Spannungs-
fliche eines ‘idealen Fachwerkes an, wobei wir A= —1 setzen!

Es seien: r=az+ By~

2=ty - fry 17,
zwei Ebenen einer Spannungsfliche, die sich lings eines Stabes stetig
aneinander anschlielen. Vermége der Nullkorrelation entspricht
ihnen ein Punktpaar, dessen Projektion auf die X Y-Ebene gegeben

ist durch:
18b dure 51:/31’ M= 4,

Sa="Fy Ny=—0,.
Denken wir uns dieses Punktepaar durch eine Strecke verbunden,
so erhalten wir also einen Vektor, dessen X- bzw. ¥Y-Komponente

gegeben ist durch
& —& :ﬂe _/31>

Mg — N =~ (ae - al)'
Dieser Vektor stimmt also nach den Gleichungen (3) mit der GréBe
und Richtung der Stabkraft iiberein.
Durch Anwendung einer Nullkorrelation auf die Spannungsfliche
und Projektion auf die X-Y-Ebene erhalten wir also eine Figur,
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die jedem Stabe des Fachwerkes eine- ihm parallele Strecke zuordnet,
die ihrer GroBe nach die betreffende Stabkraft angibt. Diese Figur
stimmt mit dem sogenannten Cremonaplan iiberein. Historisch ist
zu bemerken, dafl dieser ganze Gedankengang auf Maxwell zuriick-
geht und daB sich Cremona auch ausdriicklich auf Maxwell beruft.
Nur wendet Maxwell anstatt einer Nullkorrelation eine Polarkorre-
lation in bezug auf ein Rotationsparaboloid an und bekommt dement-
sprechend einen um 90° gedrehten Krifteplan.

In dem durch Abb. 14 gekennzeichneten Fall erhalten wir fiir
die Gleichungen der Ebenen der inneren Spannungsfliche in den
einzelnen Feldern:

1 5 3\, 2 V3
El.z—l—2—ﬁ_y, Ee.z—i—g————‘(x-—'z—)—l—_‘/-g(y—*———),
3 5 V3
Ez'z+1—V§y’ E7'z+§_—( )+V3( + ),
5 5 V3
B, z—‘_/_gy’ Es'z+§'—“< x—+ >+V3<y+ )
3 5 3 2 V3
E 1=—_: N E —‘I—_= —_ — —_ .
|
E5:z—{—2=§y, iy
Fiir die Punkte des Cre- TE‘L* o Y
monaplanes (Abb. 15), die /
diesen Ebenen entsprechen, l
erbalten wir somit %ﬂj f v :._ —x
1
P :&=——, =0, 1
1 V3 1 | ]
3 7 g 8
P2:§2=ﬁ, 7y =0, Abb. 15
5 4
Pa:'fs:‘_/?: 1y =0, P7:£7=V—§a Ny =1,
3 4
P4:54=V—§’ 7, =0, Py 552‘/—5’ 7y ==—1,
1 . 2
Pszfszv_g’ 7, =0, Po"fs":ﬁ, Ny=—1
2
Pyibg=—, n,=1,
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Fiir die den &uBeren Belastungsflichen entsprechenden Punkte
erhalten wir
PI :£=0, ’712_1,
PII :520, ’)]2:0,
P, :£=0, Ny =—+1.

Sowohl in Abb. 14 als auch in Abb. 15 sind die Strecken, die
den auf Druck beanspruchten Streben entsprechen, dick gezeichnet.

§ 20. Statische Unbestimmtheit.

Wieder sehen wir die #uBere Belastung und somit die dullere
Belastungsfliche als bekannt an.

Wenn die Gleichgewichtsbedingungen der Statik zur eindeutigen
Festlegung des Spannungszustandes und somit der inneren Spannungs-
fliche nicht ausreichen, so sprechen wir vonstatischer Unbestimmt-
heit. Wir wollen hier auf zwei Fille niher eingehen?).

Abb. 16.

1. Steife Knotenverbindung. Lassen wir die Annahme reibungs-
loser Gelenke fallen, nehmen wir im Gegenteil an, daB die Knoten-
verbindungen absolut steif sind, daB also die Stibe auch auf Bie-
gung beansprucht werden konnen, so konnte man nach dem Bis-
herigen bei einem Fachwerk mit » Feldern jedem einzelnen Felde
im Innern des Fachwerkes noch in vdllig willkiirlicher Weise eine
Ebene zuordnen. Jeder beliebigen Wahl entspricht ein statisch mog-
licher Zustand des Gleichgewichts.

Da jede Ebene durch 3 GréB8en bestimmt ist, bestehen also
3 n statisch mogliche Zustéinde, man sagt, das System ist 3 n-fach
statisch unbestimmt.

1) Die Fille, daB Stibe sich kreuzen ohne miteinander verbunden zu sein
u. dergl. werden hier nicht behandelt.
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. 2. GQelenkige Knotenverbindung. Auch hier. kann es vorkommen,
daB die durch die Gesetze der Statik bedingte Stetigkeitsforderung
fir die eindeutige Festlegung der inneren Spannungsfliche nicht
ausreicht. Betrachten wir z, B. ein Dreijecksfachwerk mit inneren
Knotenpunkten, Abb. 16%), so reicht offenbar die Forderung, da8 sich
‘die einzelnen Ebenen der inneren Spannungsfliche stetig unterein-
ander und an die duBere Spannungsfliche anschlieSen sollen, nicht
‘aus, um die Gestalt der inneren Spannungsfiiiche eindeutig festzu-
legen, sondern man kann noch den gemeinsamen Wert von z,, z, 2,
bei dem inneren Knoten vollkommen willkiirlich wéhlen, und jeder
beliebigen Wahl entspricht eine stetige Spannungsfléiche, also ein System
von Kriften, die untereinander im Gleichgewicht sind und bei dem
die Stébe nur auf Zug oder Druck, aber nicht auf Biegung bean-
sprucht sind. Auch bei einem Dreiecksfachwerk mit mehreren inneren
Knotenpunkten stimmt offenbar die Anzahl der .willkiirlich wihl-
baren Grofien mit der Anzahl der inneren Knoten iiberein.

Allgemein bezeichnet man die noch unwillkiirlich wihlbaren
Grofen, nach deren Wahl unter Beriicksichtigung der Gleichgewichts-
sitze der Statik der Spannungszustand eines Fachwerkes gekennzeichnet
ist, als statisch unbestimmte GréB8en und ihre Anzahl als den
Grad der statischen Unbestimmtheit. Abb. 16 stellt im Fall reibungs-
loser Gelenke ein einfach, im Fall steifer Knotenverbindung ein 9-fach
statisch unbestimmtes System dar.

Schreiben wir die Gleichung der Ebene fiir das »'¢ Feld in

der Form
z=a,% -+ B,y + ¥

so werden wir, im allgemeinen gesprochen, irgendwelche lineare
Funktionen der GréBen «,, f,, y, (die natiirlich voneinander linear
unabhéingig sind) als statisch unbestimmte GroBen einzufiihren haben.
‘Insbesondere kommen in Betracht die Werte von Ordinaten z an
einzelnen besonders gekennzeichneten Stellen der Spannungsfliche
oder einfache Kombinationen hiervon. Wie diese GroSen auszuwihlen
sind, darin besteht an und fiir sich eine groBe Willkiir. Aber durch
unser geometrisches Bild wird es uns in den einzelnen Fillen durch
die Anschauung nahegelegt, wie sie in einer fiir die Rechnung vor-
teilhaften Weise einzufiihren sind. Z. B. bel Abb. 16 wire es, wenn
die Stibe durch reibungslose Gelenke verbunden wiren, offenbar
naheliegend, den gemeinsamen Wert der Ordinaten z,, z,, z, als sta-
tisch unbestimmte Gr68e einzufiihren. Im andern Falle wird man
die Ordinaten in den Ecken der 3 Dreiecke wihlen.

1) Wegen der Stetigkeit der #uBeren Belastungsfliche ist 2z,4=2,,,
240 ==2Zag; %oy =Zas
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Zur weiteren Bestimmung der statisch unbestimmten GréBen wollen
wir das Castiglianosche Prinzip heranziehen. Zu diesem Zwecke
hat man den Ausdruck fiir die Formdnderungsarbeit zu bilden,
indem man die darin vorkommenden Kraftkomponenten und Mo-
mente durch die statisch unbestimmten Grofen ausdriickt. Er lautet:

1 (M2 1 (N2 1 [kQ?
A=—2~ mdS—{—? st—‘{“é—fﬁds,

wobei die Integrale iiber simtliche Stidbe zu erstrecken sind?).

Hierin bedeuten M das Moment, N die Normalkraft, @ die
Querkraft, E den Elastizititsmodul, G den Gleitmodul, F den Flachen-
inhalt, J das Trigheitsmoment der Querschnittsfliche und % eine
dimensionslose Zahl?). Das Castiglianosche Prinzip fordert nun
daf die statisch unbestimmten GroBen so zu bestimmen sind, dafl 4
ein Minimum wird. "Bei den bisher iiblichen Theorien wird die in
den Knotenverbindungen - aufgestapelte potentielle Energie, die eigent-
lich dem Ausdruck fiir A4 beizufiigen wire, stets vernachldssigt. Ent-
weder macht man die Annahme, die Stdbe seien durch reibungslose
Gelenke verbunden (ideales Fachwerk) oder man macht die Annahme,
die Ecken seien vollkommen steif ausgebildet (man denkt sich also
die Knotenbleche als absolut starre Korper). Die aus der Minimum-
forderung flieBenden Gleichungen heilen Elastizitdtsgleichungen.

Im ersten Falle, wo wir es also nur mit einer Beanspruchung
auf Zug oder Druck zu tun haben, also durchweg M =@ =0 ist,
ist z, wie schon erwédhnt, eine stetige Funktion, und zwar sowohl
bei der Belastungsfliche als auch bei der inneren Spannungsfliche.
Die Unstetigkeiten der Differentialquotienten normal zur Stabachse
geben die Groflen von N an. Das Minimumprinzip fordert also,
daB sich die einzelnen Ebenen m&glichst flach unterein-
ander und an die duBere Belastungsfldche anschlieBen. Da-
bei wird der Grad der Flachheit (d. h. die Groflen des Sprunges der
Differentialquotienten normal zur Stabachse) je nach Verschiedenheit
bzw. Gleichheit der Werte von EF verschieden, bzw. gleich gewertet.

Im zweiten Falle, wo die Verbindungen der Ecken als voll-
kommen steif gedacht sind, macht sich vor allem der Umstand
geltend, daB die drei Glieder im Ausdruck fiir 4 von durchaus un-
gleicher Bedeutung sind. Den betrichtlichsten Einfluf ibt das
1. Glied aus. Ist ndmlich » die Hohe eines Balkens, I seine Linge,
8o ist L im Verhéltnis zu 1 eine kleine dimensionslose GroSe. Nun

l

1) Vgl. z. B. Bach, Elastizitit u. Festigkeit und die Lehrbiicher von Foppl,
Lorenz u. a.
) k ist in den meisten Féllen etwa == 2.
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kénnen wir J —=~h%.@F setzen, wobei © zwischen nuil und eins
liegt. Beriicksichtigen wir ferner, dal M von der GroéB8enordnung
Q-1 oder N.I ist, so sieht man, daB durch Vernachlissigung des 2.
und 3. Gliedes im Ausdruck fiir A4 bei den Koeffizienten der durch
die Minimumforderung entspringenden Gleichungen, der sogenannten

Elastizitdtsgleichungen, nur ein Fehler entsteht, ‘der sich zum
2

Werte dieser Koeffizienten ungefihr verhilt wie 1 : Z;—z Wenn wir

diese Vernachldssigung machen und dementspréchend zun#chst im
2

Ausdruck fiir 4 nur das Glied f%ds betrachten, so besagt dann

die Minimumforderung fiir unser geometrisches Bild, daB sich die
Ebenen fiir die einzelnen Felder lings der Stibe sowohl
untereinander als-auch an die duBere Belastungsfléiche
moglichst wenig unstetig anschlieBen, wobei jetzt die Spriinge
der Werte von z selbst je nach Verschiedenheit oder Gleichheit der
Werte von EJ verschieden oder gleich gewertet werden. Es kann nun
-insbesondere auch vorkommen, daB sich vollkommen stetiger Anschlufl
der einzelnen Ebenen untereinander und an die duBere Belastungs-
fliche erzielen liBt. Wenn wir die obige Vernachlidssigung zuliefen,
wiirde dann die innere Spannungsfliche ebenso wie beim idealen
Fachwerk selbst stetig sein und sich stetig an die dullere Belastungs-
fliche anschlieBen. Wenn dadurch die innere Spannungsfliche eindeutig
bestimmt ist, so hat sie aber dieselbe Gestalt, wie sie durch die
Annahme reibungsloser Gelenke zustande kdme. Hier ist also un-
mittelbar einleuchtend, daB die Annahme reibungsloser Gelenke mit
der Annahme unendlich schlanker Stibe vollkommen gleichbedeu-

tend ist.
Auch bei statisch unbestimmten Systemen trifft das zu, doch

um es einzusehen, bedarf es noch einer kleinen Uberlegung. Fiihren
wir die Betrachtung an dem erwihnten, durch Abb. 16 dargestellten
Beispiele, durch, und sehen wir zunichst die Ecken als steif an! Als
statisch unbestimmte GroBen fithren wir die Werte von 2z in den
einzelnen Ecken der 3 Dreiecke ein. Bezeichnen wir zur Abkiirzung

M2 " N2 kQ?
= = - —_— =
Est D, JEFds , fGFds 1Y,

2

h? .
wobei 1 ein Zahlenfaktor von der Groenordnung = ist, so dafl

als @ und ¥ Funktionen 2. Grades der GroBen z,, v=1,2,...,9%)

) Die 2, sind in der Abb.16 mit z;, ... z;, bezeichnet.
Funk, Differenzengleichungen. 5
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sind, deren Beiwerte ungefihr alle von der gleichen GréB8enordnung
sind. Die Gleichungen zur Bestimmung der Werte von z lauten somit:

0P oY
(4) a—z:—i—lég;‘:O, ("=1,2,,9),
und als unsere Aufgabe wollen wir betrachten, die GréBen
Z, =limz,

A->0

zu bestimmen. Sie geniigen offenbar den Gleichungen

0P
(5) =0 (r=1,2,...,9)

Diese Gleichungen besagen, dafl @ den kleinsten moglichen Wert
haben soll. Dieser ist aber offenbar Null und wird natiirlich immer
dann erreicht, wenn die ganze Spannungsfunktion stetig ist, somit
noch auf co' Arten, je nach Wahl des fiir die Grolen z,, z,, 2, ge-
meinsamen Wertes. Die Gleichungen reichen also zur Bestimmung
der Werte 2z, nicht aus, sie sind nicht voneinander unabhingig.
Um dies einzusehen, miissen wir bedenken, daB im Ausdruck fiir
das Biegungsmoment und somit in & die GréBen z,, z;, z, nur in
der Form der zyklisch aufeinanderfolgenden Differenzen z, — z,
2 —2,, 2, — 2, auftreten, dafl also der Wert von @ ungeindert bleibt,
wenn wir zu z,, z,, 2, ein und dieselbe GréBe % hinzufiigen:

D2, 2y, 0000202, F R, 25+ b2y F ) =D (2,2,...,2.,2,2,).
Nach Differentiation nach % folgt, dafl fiir 2==0 identisch

=00
v=7 azv o

erfiillt gein muB. Somit mufl nach Gi. (4)

0 ‘I’) =8 4
(8z, 4 l,_,az,
und wir erhalten fiir die uns noch fehlende Gleichung zur Bestim-

mung des gemeinsamen Wertes der Gréfen z,, z,, z,
v=9

= 7azv

=0.

Diese Gleichung ist aber offenbar die gleiche, wie wir sie von
der Voraussetzung reibungsloser Gelenke ausgehend zur Bestimmung
dieses gemeinsamen Wertes aufgestellt hitten, wobei wir wegen der
Stetigkeit der inneren Spannungsfliche die Gleichungen (5) als er-
fiillt anzusehen hitten und somit das die Querkrifte enthaltende
Glied in ¥ verschwinden wiirde.
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Beispiele.

1. Das erste Beispiel ist durch Abb. 17 gekennzeichnet. Auf einen
Ring vom Halbmesser 1 wirken zwei Druckkrifte von der Stirke 2
in den in der Abb. angegebenen Richtungen. Dabei nehmen wir an,
der Ring sei durchwegs gleich dimensioniert. Uber die Willkiir, die
wir bei der Konstruktion der &uBeren Belastungsfliche haben, ver-
fiigen wir so, dafl sie zur Y-Achse symmetrisch ist und somit fiir
# <0 durch z=—2 und fiir # > 0 durch z— —x gegeben ist.

2

Abb. 17 u. 18.

Als innere Spannungsfliche wire nach den allgemeinen Gleich-
gewichtsbedingungen im Innern des Ringes jede beliebige Ebene mog-
lich. Das System ist also 3-fach statisch unbestimmt, aber aus Sym-
metriegriinden folgt sofort, daB nur eine Ebene z={ in Betracht
kommt, wobei  eine Konstante bedeutet.

Wihlen wir als Koordinatenanfangspunkt den Mittelpunkt des
Kreises und sei ¢ der Winkel, den der Radiusvektor mit der X-Achse
einschlieft.

Lings des Kreises ist dann offenbar

fir L0, z ==z ==1008 @,
fiir x>0, 2= —Z==—CO8 Q.

Das Castiglianosche Prinzip ergibt, wenn wir uns entspre-
chend den Erérterungen im vorigen Paragraphen auf die Beibehaltung
des ersten Gliedes im Ausdruck fiir 4 beschrinken,

+7
J (¢ + cosg)®*de =Min,

5*
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wobei wir uns aus Symmetriegriinden nur auf das Anschreiben des
Integrals fiir « > O beschrinken konnten, da das Integral firz < 0
offenbar den gleichen Wert ergibt.

Somit ergibt sich durch Nullsetzen der Ableitung nach ¢

2
C _——,
7
Insbesonders ergibt sich fiir das Moment in Punkt ¢ =0
|Mj—1—2,
T

wobei der auf Zug beanspruchte Teil auf der AuBenseite des

Ringes liegt, und im Punkt (ng

2
IMI—“:;,

wobei der auf Zug beanspruchte Teil des Ringes auf der Innenseite
des Ringes liegt (vgl. die Vorzeichenregeln, S. 57 bzw. 58).

2. Bei Abb. 18 denken wir uns, daB8 auf den Ring anstatt einer
Einzelkraft in der durch die Abb. angedeuteten Weise eine kon-
tinuierliche Druckkraft von der Stirke 2 fiir die Léngeneinheit der
z-Projektion einwirkt, dann erhalten wir fiir die &uBere Be-
lastungsfliche

2
2= —2".

Dag Castiglianosche Prinzip ergibt

J (& - cos® @) de == Min,

also:

In diesem Fall wird also sowohl fiir ¢ == 0 als auch fiir y ==—72f
1
| M= 5

3. Betrachten wir jetzt allgemein irgendeinen Rahmen, der
aus geraden oder gekrimmten Stiben zusammengesetzt ist. Die
Knotenverbindungen seien steif. Der Elastizititsmodul und das Trig-
heitsmoment des Querschnittes sei bei den einzelnen Stiben ver-
schieden. Wieder beschrinken wir uns im Sinne der obigen Dar-
legungen auf die Beriicksichtigung des von der Biegungsbeanspruchung
herriihrenden Gliedes im Ausdruck fiir die aufgestapelte Forménderungs-



Der Balken auf starren Stiitzen. 69

arbeit. Die Ordinaten der duBeren Belastungsfliche lings des Rahmens
betrachten wir als gegebene Funktionen der Bogenlinge z,=z,(s).
Die Bestimmung der inneren Belastungsfliche

j=az + ﬂ Y + Vs
d. h. also der Grofien a, §, y, erfolgt somit durch die Forderung,
da8 das lings des ganzen Rahmens erstreckte Integral

f[aw+ﬂy+7—za(s>]2ds
E(s)J (s)

ein Minimum werden soll.

Fragen wir uns nun, unter welchen Bedingungen jede der drei
hieraus entspringenden Bestimmungsgleichungen fiir a, 8, y nur je
eine Unbekannte erhalten wird. Dies wird dann der Fall sein, wenn
die Beiwerte der doppelten Produkte 2af bzw. 2ay bzw. 28y, d. h
also so die drei Integrale

z(8)y(s) f x(s)ds f y(s)ds
Jagsigae v [t v [E05
gleich Null sind.

Denken wir uns nun die Umrilinien des Rahmens mit der
Masse m belegt, so bedeutet das erste Integral das Zentri-
fugalmoment dieser UmriBlinie, das zweite und dritte Integral ihr
statisches Moment um die Y- bzw. X-Achse. Damit also diese drei
Integrale verschwinden, mul der Koordinatenanfangspunkt mit dem
Schwerpunkt der Kurve, dem sogenannten elastischen Schwer-
punkte, iibereinstimmen und das Koordinatenkreuz muBf mit dem
Achsenkreuz der Trigheitsellipse, der sogenannten Elastizitits-
ellipse, zu sammenfallen.

§ 21. Der Balken auf starren Stiitzen.

Ein irgendwie belasteter Balken von konstantem Querschnitt
und gleichem Material ruhe auf n -} 2 Stiitzen, die wir der Reihe
nach mit 0, 1, ... n -1 numerieren, frei auf. Wir setzen voraus,
daB die Stiibzen nur auf Zug oder Druck beansprucht werden.
Ferner wollen” wir uns vorstellen, dal die Lasten alle von oben her
auf den Balken wirken, was ja sicher keine Schidigung der Allge-
meinheit bedeutet, da ja z. B. jede Zugkraft nach unten durch eine
entsprechende Druckkraft von oben her ersetzt werden kann. Somit
konnen wir, indem wir den Balken mit der X-Achse zusammenfallen
lassen, fiir y >> 0 und ferner rechts und links von den beiden duBlersten
Stiitzen z=—z, als duBere Belastungsfliche, fiir y <0 und z, <=
L &yp41, 2=2; als die innere Spannungsfliche dnsehen. Wenn wir
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uns wieder nur auf das erste Glied im Ausdruck fiir die Form-

dnderungsarbeit beschrinken, so brauchen wir von z==z, nur die

Schnittlinie mit der X Z-Ebene zu kennen, die durch die Gleichung
2 =2z,(x)

gekennzeichnet sein mége.

Verbindet man die Endpunkte dieses Linienzuges, also die Punkte
mit den Koordinaten z,, z,(r,) und 41, 2,(%p4+1) durch eine Gerade,
so ist die von dieser Geraden und von diesem Linienzug eingeschlos-
sene Fliche die Momentenfliche!), wie sich ergeben miilte, wenn die
Zwischenstiitzen fehlen und der Balken frei auflige. Bei der An-
lage der dufleren Spannungsflichen konnen wir es stets einrichten,
daB links lings der ersten Stiitze, also bei » =, die Belastungs-
fliche parallel zur Y-Achse wird, d. h, %=0 ist. Dann mul} wegen
des stetigen Anschlusses in den einzelnen Stiitzen fiir alle Ebenen
der inneren Spannungsfliche g-;—"=0 gelten. Somit bendtigen wir,

um z; zu kennen, nur die Kenntnis des Schnittes mit der X Z-Ebene,
den wir mit
2 —2(z)

bezeichnen, und zwar muBl diese Funktion ein Polygon darstellen,
bei dem die Abszissen der einzelnen Ecken mit den Abszissen fiir die
unterstiitzten Punkte tibereinstimmen. Verbindet man die Endpunkte
z,(x,) und z,(xn4,) durch eine Gerade, so ist die so entsprechende
Fliche jene Momentenfliche, wie sie dann zustande kiime, wenn man
nur die Wirkung der Stiitzen in Betracht zdge. Aus der Voraus-
setzung, dafl der Balken am linken und am rechten Ende frei auf-
liegt, da das Biegungsmoment somit dort Null sein muf, folgt, daB
dort z; =12z, sein mul. Wir setzen gleiche Dimensionierung des
Balkens voraus. Da das Biegungsmoment durch z,—z; gegeben ist,
so erhalten wir fiir unsere Aufgabe folgende geometrische Deutung:

Zu einem vorgegebenen Linienzug z==z,(x) ist ein Polygonzug
z=z(x), bei dem die Abszissen der Ecken z ==, gegeben sind,
und bei dem ferner Anfangspunkt und Endpunkt mit denen des
vorgegebenen Linienzuges iibereinstimmen, in der Weise einzuzeichnen,
daB das Integral,

Tnt1

[z, —2)dx
Ty
moglichst. klein wird.

1) d.i. eine Figur deren Ordinatendifferenzen fiir jedes # das dort auf-
tretende Biegungsmoment angibt.
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Bevor wir nun zur Aufstellung der Gleichungen fiir die statisch
unbestimmten GroBen schreiten, schreiben wir, um den Gang der
Uberlegungen spiter nicht unterbrechen zu miissen, die bei diesen
Aufgaben immer wieder bendtigte Formel fiir das Integral des
Quadrates einer linearen Funktion an, die durch den Wert am An-
fang und Ende des Intervalls gegeben ist:

1
(6) Ys — Y% 2d _ b 2
Yo+ 7" x—'3(yo Y0y +y1)-
0
Wir wollen sie kurz als die Kegelstumpfformel bezeichnen. Ferner
fiihren wir folgende abkiirzende Bezeichnungen ein

2, (%) = 249, z,(®) =2y, M(z,) =2, —2zH=M,.

Als statisch unbestimmte GroSen konnen wir entsprechend unserem
geometrischen Bild die Werte z;, einfiihren oder, was keinen wesent-
lichen Unterschied bedingt, die Werte von M,.

Die Funktion M(z) zerlegen wir in zwei Bestandteile

M—=M-I.
Dabei bedeutet M jenen Bestandteil, der in jedem einzelnen Inter-
vall z,_, <« <z, bloB von der Einwirkung des Momentes an den
beiden Endpunkten herrithrt, also fiir jedes Feld durch
M=M, -+ fjf___lM_*l
dargestellt ist, wobei x, —x,_; =1, gesetzt ist (Abb. 19).

M bedeutet dann jenes Moment, das dann zur Geltung kime,
wenn der Balken am linken und rechten Ende eines jeden Teil-
intervalles frei aufliegen wiirde. Fir den mit 2 EJ multiplizierten
Ausdruck fiir die Forminderungsarbeit erhalten wir

(x —xy—1)

Tn+1 v—n+
[ Mz =3 [ﬁMHHJLAM+JPHﬂjMMM+JMd4
Ty Ty—1 Ty—1

Sammeln wir nun jene Glieder, in denen M, vorkommt, und be-
achten wir, daf fiir
Eﬂ __x — Xy

x,,_lgxgx,,:an— I ,
und fiir
oM r—ux Ty — &
<l <Ly —_ Ty Tyl 7
Treta® YoM, by Ly

Ferner achte man darauf, daB M2 sowohl im »*® als auch » |- 1tn
Summmanden vorkommt. Die Minimumforderung ergibt somit die
Gleichungen:
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[l M, + 2(l + l‘l +1)-M + lv+1-Mv+1] + 2 f 'M lxv——l dw

Zy—1
-+ 2x va i ’ﬁil__ dr=0
lyy1
also
(M) LM, 420, +4L)M, 1,1 M,y =B,. (v=1,2,...n)
Hierzu kommen noch, weil der Balken auf den beiden #uBersten
Stiitzen frei aufliegen soll, die Bedingungen
My=M,,, =0.

Dabei hat B, die folgende Bedeutung: Denken wir uns fiir

jeden einzelnen Balken die Momentenfliche gezeichnet, wie sie zu-

qim
aw

Abb. 19.

stande kime, wenn der Balken iiber den einzelnen Stiitzen durch-
geschnitten wire (in Abb. 19 die schraffierte Fliche) und also in den
Punkten x =, frei aufliegen wiirde. Bezeichnet man die Abszisse
des Schwerpunktes dieser Momentenfliche mit £&,41 und ihren Flichen-
inhalt mit F,,, so ist

B,,Z— 6 [F'V(Ev l_'wv—l>_{_Fv+1(x"+1_~5""*‘1):,’ (,),:1, 2’ ey ’N/)

v lv+1
& —z
7Y Byii=—6F, it "n,

l1 ’ ln+1

‘ R

B=—6F,

Wenn der Balken nicht an den &uBersten Stiitzen frei aufliegt,
sondern dort fest eingeklemmt ist, so kénnen wir uns die einklem-
mende Wirkung dort hervorgebracht denken durch zwei ,absolut
starre Doppelstangen”. Wir meinen damit Vorrichtungen, die wohl
ein Biegungsmoment, aber keine Forminderungsarbeit in sich auf-
nebmen konnen, so dafl die gesamte Forménderungsarbeit im Balken
verbleibt. Die Randbedingungen erhilt man in dem Falle einfach,
indem man auch M, und M, ; als statisch unbestimmte GroBen be-
trachtet und der Minimumbedingung unterwirft, in der Form
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B
2M, +-M1=l—oa

% 1

B
2Mpp1+ M, = l'f:.

Ist By= B,y =0, so ergibt sich
| Mol _ | Mnsr| 1
2| M,
womit der Seite 46 erwéhnte Satz erwiesen ist.
Die Gleichungen (7) werden als Clapeyronsche . Gleichungen

oder als Dreimomentensatz bezeichnet.

§ 22. Balken auf elastisch nachgiebigen Stiitzen.

Unter diesem Titel falt man alle jene Fille zusammen, wo
der durch Senkung und Hebung der Stiitzen verursachte Beitrag
zur gesamten von der Einwirkung der Lasten angesammelten poten-
tiellen Energie nicht vernachldssigt werden kann. Beispiele hierfiir
bieten die auf den Schwellen aufliegende Eisenbahnschiene und die
Schiffsbriicke. Dabei kann angenommen werden, die Einsenkung sei
verhaltnisgleich mit der auf die betrefiende Stiitze wirkenden Kraft,
also der davon herriihrende Beitrag zur gesamten potentiellen Energie
sei dem Quadrat dieser Kraft verhéltnisgleich. Der Proportionalitats-
faktor fir die »-te Stiitze sei 1,. Hier wollen wir zunichst direkt
2;, als statisch unbestimmte GroBen einfiihren. Fir die Stiitzenkraft
(nach den allgemeinen Darlegungen gleich der Differenz der Ab-
eitungen von 2z, nach x zu beiden Seiten der Stiitzen) erhalten wir:

(8) szzi,v+l1—Zi,v___zi,v‘—lzi,_vll’
v+ 1 »
und somit
oR, ( 1 1) OBy 1 9By 1
azi,v— o i;: Z ’ azi,v —Z, azi,:——ii%l ’
ferner ist, da M, =2z,, — 2;,,
oM, 4
02;
Fiir die potentielle Energie erhalten wir den Ausdruck
Tn+1

1 (M A
- E'—de —i—,':()l,,.R,, .
Zo
Nehmen wir EJ durchwegs konstant und alle 1,=21 an, setzen wir
ferner zur Abkiirzung
V=6EJ1,
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so ergibt die Minimumbedingung

(9) lv Ma'—1+2gy+lw+1) Mv+lvj1Mv+1
+ll ,:Rv—l __ -Rv (_]; _l_i) + Rv+1} — Bv,. .
lv lv lv+1 lv+1

Ersetzen wir die GréBen z;,, durch die GroBen z,, und M,,
zi,v'::za,w_Mw
so erhalten wir aus (8)

(10) Rv+%‘{y_—1_Mv(L_{_l.)+Mv+l=zl,j—_l
lr lv+1 lv l;'+1 ll’

1 1 2g, v41,
o ()
Gleichung (9) und Gleichung (10) bilden zusammen das aufzuldsende .
System von Differenzengleichungen fiir die Unbekannten R, und M,.

Fiir unbelastete Felder liegen die z,,, in einer Geraden, somit
besteht dann fiir diese Felder die Beziehung

2g,v—1 1 _1_) Za,v+1
lr _za’y<lv+lv+1 + l,.+1 —O,

somit verschwinden in diesem Fall aus Gleichung (10) die Glieder
mit z,,.

Nehmen wir endlich an, der Abstand zwischen den einzelnen
Stiitzen sei iiberall der gleiche, so erhalten wir aus Gleichung (9) und
(10) fiir die unbelasteten Felder unter Anwendung der abkiirzenden
Bezeichnungen von § 1 die Gleichung

l’
A‘Z (M'r-—l) + 6 -Mv "l—' F Az (Rr——l) =0,

und
A2 (-Mv—l)

B—— Sy

l
oder nach Elimination von R,

A2 -Mv—-l + G-sz —u A4 -Mr—-ﬁ :Oy
wobei

§ 23. Der Rahmentriger.

Unter einem Rahmentriiger versteht man ein Netz von neben-
einandergereihten Rechtecken, wobei man die Verbindungen der
einzelnen Stéibe untereinander als steif ansieht. Wir vernachlissigen
hier wieder mit Riicksicht auf die in § 20 gemachten Bemerkungen
das zweite und das dritte Glied beim Castiglianoschen Satz, mit
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anderen Worten, wir beschrinken uns wieder darauf, das Problem
des ‘moglichst wenig unstetigen Anschlusses der einzelnen Ebenen
der inneren Spannungsfliche untereinander und an die &uBere Be-
lastungsfliche zu erledigen?). Wir nehmen gleiche Dimensionierung
aller Stibe an, das bedeutet also gleiche Wertung aller Unstetig-
keiten. Die dufleren Krifte bzw. Momente sollen nur an den Knoten-
punkten angreifen. Die linearen Funktionen, die dann die duBere
Belastungsfliche an der Umrahmung des Rahmentréigers kennzeichnen,
denken wir uns durch die Werte von z an den betreffenden Knoten
gegeben. (Vgl. Abb. 20, in der links und rechts durch die Indices I
und 7, und oben und unten durch dariiber bzw. darunter gesetzte
Striche angedeutet sind).

i‘y ZL ZL—V Z—’TV zZ
s
I > B B B e be——x
= : Ziy Zry &
Abb. 20.

Zunichst scheint es wohl naheliegend, als statisch unbestimmte
Grofien die Groflen a,, B,, {, einzufiihren, wenn

r=a, -z foy L

die Gleichung der Ebene fiir das »*® Feld und insbesondere {, den
Wert von z im Mittelpunkt des Rechteckes darstellen wiirde. Diese
Wahl der statisch unbestimmten GroSen hétte aber verschiedene,
wenn auch nicht gerade erhebliche Nachteile. Man erhilt bei dieser
Wahl der statisch unbestimmten GrioBen ein System von drei Glei-
chungen zweiter Ordnung, dessen charakteristische Gleichung nur 4 von
Null verschiedene Wurzeln hat — was man ja auch erwarten darf — ent-
sprechend dem Umstand, da durch die Kenntnis der vier GroBen z,,
%, 2,, 2, vier Randbedingungen gegeben sind (S.23). Auflerdem wirken die
ungleichméBige Behandlung der Richtung von rechts nach links und
von links nach rechts und die Ungleichheit der Dimension stérend.

Um eine zweckmiBige Wah! der statisch unbestimmten Gréfen
treffen zu konnen, wollen wir folgende Bemerkung vorausschicken:

Wie wir auch immer die statisch unbestimmten Groflen ent-
sprechend dem, was dariiber auf S. 63 gesagt wurde, wihlen, immer
wird fiir die Forminderungsarbeit ein Ausdruck entstehen, der so-
wohl in den statisch unbestimmten Gréfien als auch in den GréSen
z vom 2. Grade ist. Wenn wir diese beiden Gattungen von Grofen

1y Bez. der Zulissigkeit sei auf meine im Anhang genannte Abhandlung
aus den Wiener Ber., SchluB des § 2, verwiesen.
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als verdnderlich ansehen, so ist der Ausdruck eine in ihren Verinder-
lichen homogene Funktion zweiten Grades. Die statisch unbestimmten
GroBen sind natiirlich so zu wihlen, daB die Beiwerte dieser quadra-
tischen Form moglichst einfach zu berechnen sind. Zu einer iiber-
sichtlichen Gestaltung des Rechnungsvorganges fiihrt nun die folgende
Uberlegung. Es ist bei einer in den Variabeln » und z quadra-
tischen Form

Fluy, gy oons Uy 252,005, 2,)

der Beiwert von u} gleich dem Wert von F, wenn man alle %, und
z, mit Ausnahme von wu; gleich Null und u; gleich 1 setzt. Der Bei-
wert von wu, (bzw. von wg,) ist gleich der Héilfte der Differenz,
die man erhilt, wenn man vom Wert von F fiir: u;=1, u,=1
(bzw. u,—1, z,==1) und sonst u,=z2,=—0 den Wert von F fiir:
u;=1, u,=~-—1 (bzw. y;=—1, z;—1) und sonst u,=z2,=0
abzieht.

Diese Uberlegung fithrt, dazu, daB man bei der Wahl der statisch
unbestimmten Grofen es so einrichten wird, daB jene statisch mog-
lichen Zustéinde, die man erhilt, wenn man eine der Variabeln gleich

7 7 7 g 7 7
a 7 7 a -7 -7
Uy =7 v, =7 oy, =7
Abb. 21.

eins und die iibrigen gleich Null setzt, durch méglichst einfache
und durch Symmetrieeigenschaften ausgezeichnete Stellungen der
Ebenen gekennzeichnet sei; ferner 148t diese Uberlegung bei einiger
Ubung leicht erkennen, wie man es-einzurichten hat, damit in dem
Ausdruck fiir die Forminderungsarbeit moglichst viele Glieder von
der Form u; w, verschwinden.

Im vorliegenden Fall treffen wir die Wahl entsprechend den
durch die (Abb. 21) angedeuteten Ebenenstellungen. u, bedeutet den
Wert von z in der rechten Pfostenmitte, v, den Wert von z in der
linken Pfostenmitte, w, die halbe Differenz, die man erhilt, wenn
man vom Wert von z in einem Punkt des Obergurtes den Wert von
z im gegeniiberliegenden Punkt des Untergurtes abzieht.

Bei der Berechnung der Beiwerte in unserer Funktion zweiten
Grades haben wir stets nur [nach der Kegelstumpfformel (6)] Integrale
iiber Quadrate von linearen Funktionen zu ermitteln, bei der die
Werte an den beiden Enden fiir jedes Intervall leicht aus der
geometrischen Darstellung zu entnehmen sind.
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Der Rechnungsvorgang bei der Berechnung der Beiwerte von
Uy ¥y, Uy Uy 1y wvgl
ist durch die Abb. 22 bis 24 erldutert. Durch das Durchstreichen der

Stébe soll angedeutet sein, daB man sofort aus den Figuren entnehmen
kann, welche Integrale sich bei der Subtraktion gegenseitig tilgen.

uy=7 vy=7 w7 v, =-7
a 7} a o
7 7 = 7
T ¥ 1 *
7 7 -7 7
] o a o
7
uy=17 Uy, =7 uy=7 Uypg=—~T
g mn 20 M g m 00 _ _. Q2
La AL 717 w a 0 I 7 LU o}
4 m 717 i g, g u 1L " ag
o N 29 o o i go " 0
(o — 4r)  ==zh
Uy =1Zp,~1 Uy==7Z g, =7

Abb. 22 bis 24.

2

. M .
Sammeln wir nun diejenigen Glieder im Ausdruck ffj ds, die
entweder u,, v, oder w, enthalten, so erhalten wir:
2 h 21
(§ I+ h) (u24v3)4-2 (§ + l)w? -4 5 Wt — 2h (%, 0,11+ 0y %,—1)
I, _ _
- ?gb‘/ (wvwv——1+ wrwv—(-l) - 5’ (’751’ —l—' 2,’1_,, + 227'1' + 25’_") Uy
___é(g” 4 @—{— 2%, -+ 2@)0,, — (Bt +Zry — 21y — 2 ) W5

Die Minimumforderung ergibt das folgende System von Diffe-
renzengleichungen, indem man nach u,, bzw. v,, bzw. w, differnziert:

1 l _
Rogn) b oo — g B - 287 +-220)
l 2 l _
—hu,_1+§uv+(§l+h) v,————g(z,y—f—zi,;—{—2z,,,—}—2zﬂ) (11)

h 1. _
b 1) w0, — 2 @A) = U B — 21y — 222)
3 6 4
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Die Randbedingungen erhalten wir offenbar dadurch, dafi wir
uns noch ein 0% und ein (n 1) Feld hinzudenken und dort
fordern:

§z+ﬁ_ — 7
i
Lt L
3 = VUp}1, B) == Wptq.

Fiir den wichtigen Sonderfall, da8 nur Krifte und keine
Momente an den Knotenpunkten angreifen, kann nun die Auflésung
der beiden ersten Gleichungen (11) durch eine Symmetriebetrachtung
ersetzt werden. Wir schicken zundchst zwei kleine, wohl auch an
sich ganz niitzliche Bemerkungen voraus:

1. Wirken nur Krifte und keine Momente an den Knoten-
punkten ein, ist also die Belastungsfliche durch eine stetige Funk-
tion gegeben, so mufl

211*:51'1’-——17 2—11=§p zrn'—_—gy-
U=tts =% Zp =

Wenn dies der Fall ist, fragen wir nun weiter: unter welcher
Bedingung wird die Forderung nach méglichst wenig unstetigem
AnschiuB der Ebenen untereinander und an die duflere Belastungs-
fliche durch eine selbst stetige und sich stetig an die &uBere Be-
lastungsfliche anschlieBende innere Spannungsfliche erreicht?

Damit dies der Fall ist, miissen offenbar die Schnittgeraden
: R
der duBeren Belastungsfliche mit y=y5 und y:—g zueinander

parallel sein; es miissen also die Differenzen
By — 4y == Bry — Zry
fiic alle Felder denselben Wert haben,

2. Auf Grund des linearen Charakters unserer Differenzenglei-
chungen und der Randbedingungen ergibt sich das Superpositions-
gesetz in der folgenden Form: Stellen Z;, bzw.Z,, die inneren Span-
nungsflichen dar, die zu den durch Z,, bzw.Z,, gegebenen &ulleren
Belastungsflichen gehoren, so entspricht der Belastungsfliche ¢, - Z,
~+¢,-Z,, die innere Spannungsfliche ¢, -Z;; + ¢, Z;,.

Die angekiindigte Symmetriebetrachtung ergibt sich nun folgen-
dermafen:

Es moge also Z, (z,y) die gegebene stetige dullere Belastungs-
fliche und Z; (z, y) die dazugehorige innere Spannungsfliche darstellen.

Z,(x, — y) stellt dann offenbar die zu Z, (z, — y) gehorige innere
Spannungsfliche dar. Die #uBere Belastungsfliche Z* =2, (x, —)
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~+Z,(x,y) ist nun in bezug auf y =0 symmetrisch. Ihr entspriche
als innere Spannungsfliche
Z}=2Z;@,y)+Z;(= —y)-
Da wegen der Symmetrie

s o) st o

so ist (nach 1, 8. 78) Z* stetig und schlieft sich stetig an Z,* an.

Da ferner Z*(x,y) in y linear und andrerseits symmetrisch
zu y=10 ist, ist es also iiberhaupt von y unabhéngig. Somit er-
gibt sich:

sieo=yae0—arleB)=a (24 [ )
(el

Somit ist Z, fiir y =0 stetig.
Fiir den rechten und linken Rand des Rahmentrigers gilt aber
die Gleichung

—5[5.65)+a (= —3)
Za(x,O)——E[Za (x,—2— +Z, (2 —5) |
da die Funktionen in y linear sind.

Somit schlieBt sich Z; fiir # =0 stetig an Z, an. In der Mitte
der Pfosten ist somit das Moment iiberall gleich Null. An den
Spannungsverhiltnissen wiirde also beim Rahmentriger in diesem
Falle nichts geéindert, wenn man dort iiberall Gelenke anbringen
wiirde. In der technischen Literatur spricht man das so aus, da8
man sagt: Der Rahmentriger hat in der Mitte der Pfosten iiberall
natiirliche Gelenke.



Anhang?).
Literarische und historische Angaben.

Erster Teil.

Wie schon im Text erwdahnt, wird die Theorie der linearen
Differenzengleichungen vom funktionentheoretischen Standpunkt aus
sehr eingehend behandelt im dem Buche von Wallenberg und
Guldberg , Die Theorie der linearen Differenzengleichungen® (Leipzig,
Teubner '1911). Dort finden sich auch sehr ausfiihrliche Literatur-
angaben. Ferner sei fiir das Aufsuchen von Literaturangaben ver-
wiesen insbesondere auf den betreffenden Abschnitt der franzdsischen
Ausgabe der Enzyklopédie (Paris und Leipzig 1906), bearbeitet von
Seliwanoff, Bauschinger und Andoyer.

Uber Differenzenrechnung seien ferner folgende Lehrbiicher
genannt:

Boole (engl), deutsche Ubersetzung, Bearbeitung von H. Schnuse,
Die Grundlehren der endlichen Differenzen und Summenrechnung
(Braunschweig 1867).

Markoff (russ.), deutsche Ubersetzung von Th. Friesendroff
und Priimm, Differenzenrechnung, Leipzig (B. G. Teubner 1896).

Seliwanoff, Lehrbuch der Differenzenrechnung, Leipzig (B. G.
Teubner 1904).

Lineare. Differenzengleichungen mit unveréinderlichen Beiwerten
treten schon sehr frithzeitig in der mathematischen Literatur auf.
Als erstes Beispiel wird folgende bei Fibonacci (gen. Leonardo Pi-
sano) auftretende Reihe genannt

0,1,1, 2,8, 5, 8, .... .
die dadurch gekennzeichnet ist, daB stets eine Zahl die Summe der
beiden vorhergehenden ist. Es handelt sich also um die Differenzen-
gleichung von u, ;= u, 4 u, ;.

Uber das Iterationsverfahren vgl. Runge, Praxis der Gleichungen,
Sammlung Schubert XIV, wo auch ein Beispiel durchgerechnet ist.

Uber eine Verallgemeinerung fiir den Fall, daB nicht nur die
Werte in der Diagonale der Matrix, sondern auch die Werte in un-
mittelbarer Nihe der Diagonale gegeniiber den iibrigen Beiwerten
sehr groB sind, vgl. A. Hertwig: Die Ldsung linearer Gleichungen

) Um MiBverstindnisse zu vermeiden, sei bemerkt, daf die hier ge-
machten Angaben bloB den Zweck verfolgen, das im Text Vorgebrachte nach
der oder jener Richtung hin zu erginzen und auf historisch Beachtenswertes
hinzuweisen. Vollsténdigkeit oder das Einhalten eines systematischen Ge-
sichtspunktes lag durchaus nicht in der Absicht des Verfassers.
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und ihre Anwendung auf die Berechnung hochgradig statisch unbe-
stimmter Systeme (erschienen in der Festschrift fiir Miiller-Breslau).

Ferner ist vielleicht angezeigt hier auf eine Abhandlung von
Jacobi hinzuweisen (Schuhmachers Astronomische Nachrichten
Bd. 22 oder ges. Werke III, 8. 467—478.) Es handelt sich um eine
Anwendung der aus der Theorie der Kegelschnitte bekannten Trans-
formationsgleichungen zur Beseitigung der die Konvergenz stérenden
Wirkung einzelner nicht zur Diagonale der Matrix gehériger groBerer
Beiwerte. Von der Giite des Verfahrens kann man sich an einem
dort durchgefiihrten numerischen Beispiel iiberzeugen.

Der in § 9 mitgeteilte Konvergenzbeweis fiir Kettenbriiche wurde
von Pringsheim (Miinchner Berichte 1898) fiir komplexe Zahlen
(vgl. auch Stern, Lehrbuch der algebraischen Analysis, Leipzig 1860)
geliefert. Der Beweis findet sich auch im Perronschen Buch iiber
Kettenbriiche.

Die hier besprochene Theorie der Randwertaufgaben bei Diffe-
rentialgleichungen stammt im wesentlichen von Hilbert (Grundziige
einer allgemeinen Theorie der Integralgleichungen, zweite Mitteilung,
Gottinger Nachrichten 1904).

Der Begriff Greensche Funktion war frither schon lingst bei
Aufgaben im 2- und 3-dimensionalen Gebiet allgemein in Gebrauch.
Bei Aufgaben im eindimensionalen Gebiet wurde dieser Begriff von
Burkhardt (Bul. de la soc. math. Bd. 22, 1894) eingefiihrt, vgl. auch
Picard, Traité d’analyse, III, Chap. VL

Der Begriff ,adjungierte Differenzengleichung® diirfte wohl
(abgesehen vom Namen) sehr alt sein, denn das zu Beginn von § 9
erliuterte Rechenverfahren ist mit dem, was in elementaren Biichern
Methode von Bezout bzw. Methode der unbestimmten Koeffizienten
genannt wird, im wesentlichen identisch.

Der Begriff ,adjungierte Differentialgleichung” wurde von La-
grange eingefiihrt (Buvres I, S. 471 oder Misc. Taur. ITI, 1762—65).

Die Schopfung des Begriffes Greensche Funktion (vgl. Green,
Ein Versuch, die mathematische Analyse auf Elektrizitit und Magne-
tismus anzuwenden, Ostwalds Klassiker-Ausgaben) scheint von der
Analogie mit den gewéhnlichen linearen Gleichungen nicht beein-
fluBt zu sein, sondern ist offenbar dem unmittelbar anregenden Ein-
flul des behandelten elektrostatischen Problems zu danken.

Bei partiellen Differentialgleichungen wird der Begriff adjun-
gierte Differentialgleichung und zwar unter ausdriicklicher Berufung
auf die Analogie mit den entwickelten elementaren algebraischen
Gesichtspunkten bei Riemann in seiner Abhandlung ,Uber die
Fortpflanzung ebener Luftwellen von endlicher Schwingungsweite
(Werke, 1. Aufl, S.147) verwendet.

Funk, Differenzengleichungen. 6
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Zweiter Teil.

MaBgebend fiir die Wahl der Uberschrift von § 13 waren die
Angaben von Ostenfeld in seiner Arbeit: Graphische Behandlung
des kontinuierlichen Trigers mit festen, drehbaren, elastisch senk-
rechten oder drehbaren und elastisch senkbaren Stiitzen. Zeitschr.
f. Architektur und Ingenieurwesen, 1905.

Ferner sei insbesondere verwiesen auf Miiller-Breslau: Gra-
phische Statik und auf die iiberaus anregende, aber von ganz anderen
Gesichtspunkten ausgehende Darstellung bei Ritter, Anwendungen
der graphischen Statik, 3. Teil.

Dritter Teil.

Der hier gegebene Abri} einer Theorie der hochgradig statisch
unbestimmten Systeme ist eine ausfiihrlichere Darstellung des Gegen-
standes meiner Arbeit ,Uber eine geometrische Auffassung bei Auf-
gaben iiber Fachwerke“ (Ber. der Wiener Akad., 1918). Die dort
dargelegte Auffassung hat ihren Ursprung in einer Abhandlung von
Klein und Wieghardt. ,Uber Spannungsflichen und reziproke
Diagramme mit besonderer Beriicksichtigung der Arbeiten Maxwells,
,Arch. f. Math. und Phys. III. 8“. Ferner sind noch insbesondere
die beiden folgenden Arbeiten von Wieghardt zu nennen ,Uber
einen Grenziibergang der Elastizitéitslehre und seine Anwendung auf
die Statik hochgradig statisch unbestimmter Systeme* (Habilitations-
schrift Aachen, bzw. Verbandlungen des Vereines zur Beforderung
des Gewerbefleifies, Berlin 1906) und ,Uber die Nebenspannungen
gewisser hochgradig statisch unbestimmter Fachwerke“, Zeitschr. f.
Math. u. Phys. 1906.

Eine ganz andere Richtung besteht darin, daf man auf das
Bild, wie es dem Verzerrungszustand des Fachwerkes entspricht,
niher eingeht und die diesen Verzerrungszustand niher kennzeich-
nenden Groflen einfilhrt. Thr Zusammenhang untereinander und mit
den die Deformation hervorrufenden Kraften ergibt dann die ge-
wiinschten Gleichungen.

In dieser Beziehung sind insbesondere die Arbeiten von Mohr
zu nennen. Ferner die Lehrbiicher iiber graphische Statik von
Miiller-Breslau, Mehrtens und Ostenfeld. Uber die &ltere Lite-
ratur, insbesondere iiber die Arbeiten von Mohr findet man wohl
am besten und bequemsten AufschluB in den Vorlesungen von
Mehrtens iiber Statik der Baukonstruktionen und Festigkeitslehre,
Leipzig 1905, Bd. III, obwohl man seinen scharfen Werturteilen
jedenfalls nur mit groBer Vorsicht folgen und wohl nur auf Grund
personlicher eingehender Forschung beipflichten sollte. Insbesondere
erscheint erwidhnenswert, daf Bertot 2 Jahre vor Clapeyron die
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sogenannten Clapeyronschen Gleichungen angegeben hat. Ferner
glaube ich auf die dort wortlich angegebene Priorititsentscheidung
durch Cremona iiber das sogenannte Castiglianosche Prinzip hin-
weisen zu sollen. Dieses Urteil fillt im wesentlichen zu gunsten von
Menabrea aus, dessen Arbeit aus dem Jahre 1858 stammt, wihrend
die Castiglianosche Arbeit aus dem Jahre 1879 stammt.
Von neuen Abhandlungen seien hervorgehoben: Fr. Bleich,
Der Viermomentensatz und seine Anwendung zur Bestimmung sta-
tisch unbestimmter Systeme, Eisenbau 1913 und vom selben Ver-
fasger: , Die Berechnung statisch unbestimmter Tragwerke nach der
Methode des Viermomentensatzes“ (Springer, Berlin 1918). Eine
weitere Anwendung dieser Entwicklungen findet sich im Eisenbau
1919 in der Abhandlung iiber Knickfestigkeit von Stabziigen.
Zu § 22 vgl. einen Aufsatz von Griining, Eisenbau 1918, An-
wendung der Differenzengleichungen in der Statik hochgradig sta-
tisch unbestimmter Tragewerke.
Uber den Rahmentriger ist die Literatur sehr ausgedehnt.
Nach den Ausfithrungen im ,Eisenbau 1918% scheint die frither all-
gemein verwendete Bezeichnung , Vierendeeltriger“ nicht berechtigt
zu sein. Vielmehr soll das Hauptverdienst an der Entwicklung und
Vervollkommnung dieses Trigers dem deutschen Ingenieur Engesser
zufallen.
Ich begniige mich mit der Aufzihlung jener Arbeiten, die auf
meine Arbeit einen besonderen EinfluB hatten.
Mann:  Statische Berechnung steifer Vierecknetze. Zeitschr.
f. Bauw. 1909.

Melan: Der Briickenbau, IIL. Bd., 1. Teil, 1914.

Péschl: Uber eine neue angeniherte Berechnung der Rahmen-
triger. Armierter Beton 1914.

Vinzenz: Der Vierendeeltrager als Strecktriger von Hinge- und
Bogenbriicken, Dissertation, Techn. Blitter Prag, 1917.

Die hier gebotene Auswah! der Anwendungen der Differenzen-
gleichungen in der Theorie der Baukonstruktionen erfolgte unter
dem gewil etwas einseitigen Gesichtspunkt, gleichzeitig Anwendungs-
beispiele fiir die Verwertung der Vorstellung einer unstetigen Airy-
schen Spannungsfunktion zu bieten. Natiirlich gibt es auch sehr
viele Anwendungsbeispiele, die nicht unter diesen Gesichtspunkt
passen, insbesondere solche, die nicht von ebenen Problemen her-
rihren, vgl. z. B. J. Melan, Uber die Berechnung von Fiihrungs-
geriisten bei Gasbehéltern, (Zeitschr. f. Bauwesen 1892) und eine
Arbeit von Reissner (Arch. f. Math. u. Phys. III, 13, 1908), Uber
Fachwerke mit zyklischer Symmetrie,
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