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ПРЕДИСЛОВИЕ. 

В основу этой книги положен курс тензорного анализа, ко· 

·торый читался мною в Казанском университете в течение по­

следних 7 ле:r. Содержание курса за этот период, конечно, менялось: 
в разное время выдвигались на первый план и подробно осве­

щались различные отделы тензорной алгебры и анализа. В на­

стоящем руководстве я решил объединить и несколько дополнить 

тот материал, который я давал своим слушателям на лекциях. 

Задачей курса тензорного анализа является ознакомление сту­

дентов с основными идеями и наиболее простыми вопросами теории 

инвариантов н геометрическом изложении. На разнообразных 
примерах, заимствованных из области аналитической и дифферен­

циальной rео>1етрии, механики и теоретической физики, начина­

ющий математик знакомится с основными понятиями и задачами 

теории инвариантов и постепенно втягивается в круг идей этой 

абстрактной дисциплины. Имея такую подготовку, студент уже 

в состояни1 перейти к систематическому изучению теории 

форм и инвариан_тов, как самостоятельной ветви математики, с ее 

общей постановкой проблемы определения инвариантов алгебра­

!'f Ческих и дифференциальных форм. В то же время студент· по­
лучает подготовку к изучению принципа относительности и кван· 

товой механики. 

Наст.оящая книга предназначена для. студентов старших курсов 

и аспирантов математ1{ческих отделениf;I университетов и тех лиц 

(математиков, физиков,: инженеров), ко:горь1е, не будvчи специа· 

листами в гео\1етрии, з~хотели бы познакомиться с основами тен-

7 зорного анализа. В части I этого курса излагается алгебра тен· 
зоров аффинного и метрического пространства, часть II будет 

посвящена теории поля и прпложению тензорного анализа к диф-

75 ференциальной геометрии R!emann'oвыx пространств и их обоб~ 

1* 
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щений. При составлении руководства я стремился дать по воз­

можности простое изложение, иллюстрируя аналитический мате­

риал геометрическими образами, Иногда я жертвовал система­

тичностью в расположении материала, исследуя подробно сначала 

частные случаи какой-нибудь проблемы, и затем уже излагая 

общие теоремы. Поступая так, я имел в виду также ·и интересы 
тех, которые желали бы познакомиться с тензорным анализом 

для подготовки к изучению математической физики. Эти лица 

могут делать при чтении курса значительные пропу~ки (подроб­

нее об этом см. ниже). 

Часть I книги заключаеr в себе 4 главы. В rлс1ве I излага­
ются элементы исчисления матриц: основы матричной алгебры, 

теоремы о ранге матрицы и понятие об элементарных делителях. 

Глава II содержит в себе элементы тензорной алгебры. Сна­

чала здесь даются главнейшие понятия геометрии аффинного 

пространства на основе алгебраических операций над контрава­
риантными и ковариантными векторами; затеv1 вводятся линейные 

функции от векторов. Введению понятия о тензоре предшествует 

параграф, посвященный изложению идей Кlеiп'а о роли 'теории 
групп в геометрии. В связи с изучением. группы аффинных пr,е­

образований определяется понятие о ковариа.нтной величине в 

аффинном пространстве, Тензоры вводятся на основе понятия 

скалярной мноrолинейной функции от векторов. Глава заканчи­

вается изучением основных алгебраических операций тензорной 

алгебры. 

В главе III изучаются некоторые специальные типы тензоров. 
Подробнее всего разбирается вопрос о смешанном тензоре 2-ro 
порядка, как имеющем наиболее важные приложения в области 

теоретической и прикладной математики. Исследование этого тен­

зора ведется на основе изучения линейной векторфункции 1-ro 
рода (определяющей однородное аффинное преобразование контра­

вариантных векторов). Сначала разбираются наиболее простые 

свойства этого тензора, вводится понятие о характеристическом 

полиноме и инвариантных напраr,лениях. В § 17 дается общее 

исследование линейной векторфункции; здесь излагается метод 
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Weyl'я приведения матрицы векторфун.кции к ){аноническому виду. 

Следующий параграф посвящен применению теории элементарных 

делителей к определению характеристики линейной векторфунк­
ци и. Ковариантный тензор 2-ro порядка изучается в связи с теорией 
линейных векторфункци~) 2-ro рода (определяющих коррелятив­
ные преобразования аффинного пространства). Здесь я не даю 

общего исследования этого тензора, так как д_ля этого потребо­
валось бы сильно увеличить объем книги введением общей тео­
рии пучков билинейных форм, созда",най работами Weierstrass'a, 
Kronecker'a и Frobenius'a. Я ограничиваюсь только всесторон­

ним изучением симметрической и антисимметрической линейной 
векторфункции;. в то же время на примере исследования линейной 
векторфункции простого типа дается чи гателю представление о 

методе исследования в этой об,1асти. Вопрос о совместном при-. 
ведении пары квадратичных форм к каноническому виду и изу­

чение аффинных преобразовзний, оставляющих инвариантной 
квадратичную форму, исследуется до конца только для того случая, 

когда одна из· форм - определенная. В § 25 дается теория форм 
Hermite'a и указывается на то обобщение понятия о тензоре, ко­
торое было введено Schouten'oм за последние годы. Глава закан-
чивается параграфом, посвященным теории мулыивекторов. ' 

Г,1ава IV излагает основные алгебраические операции над тен­
зорами в метриqеском пространстве Евклида. В основу _метрики 

кладется определенная квадратичная форма. Быть может, и.мея 

в .виду теорию относительности, следов~.110 бы дать более общее 
изложение, не ограничиваясь положительной формой. Но это по­

требовало бы для некоторых вопроса~ знания теории пучков би­
линейных форм, т. е. значительного увеличения главы III. По моему 
мнению, начинающему reoi,ieтpy полезно изучить сначала именно 

наиболее простой случай. Заметим, что элемент3рные вопросы тео­

рии относительности не требуют специ1.~ьных исследований и ре­

шаются так же, как и в пространстве с. обычным евклидовым 
мероопределен.ием .. Для исследования же более глубоких вопросов 
читатель должен ознакомиться с теорией пучков билинейных форм. 

В алгебре тензоров я пользовался часто так называемыми 
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прямыми обозначениями геометрических величин (1-лавным обра­

зом векторов), т,~к как считаю, что эта запись дл.я простей­

ших вопросов векторного и тензорного анализа очень удобна. 

Приведу основные методичесюие указания по изучению этой 

книги. Прежде всего о подготовке:. по анализу, аналитической 

геометрии и высшей алгебре достаточно тех знаний, которые 

даются студентам математических отделений университетов на 

первых двух курсах. Рекомендуется тщательно повторить теорик, 

определителей и ее применение к решению системы линейных 

уравнений (например, по курсу С ушке в и ч а, Основы высшей 

алгебры). Очень полезно ознакомиться с основами векторного ана­

лиза; дня части I книги достаточно знаний по векторной алгебре, 
Здесь можно рекомендqвать такие прекрасные книги, как: 

Дуб но в. Основы векторного исчисления, ч. I. ГТТИ, 1933. 
Ф ин и к о в~ Векторный анализ. ГТТИ, 1932 •.. 
К о ч и н. Векторное исчисление, ГТТИ, 1932. 
f.Iрежде всего читатель должен тщательно проработать основы 

матричной алгебры (§ 1). Здесь необходим:~ приобрести _технику 
счета, так как на протяжении всей алгебры тензоров действия над 

матрицами будут постоянно встречаться. Крайне важно поупраж­

няться на задачах, данных в этом параграфе. В § 2 разделы 5 
и 6 могут быть изучены позже-в связи с прохождением §§ 20 
и 23. § 3 тесно связан с § 18. Читатель, не интересующийся теорией 
элементарных делителей, может не читать оба эти параграфа, . 
так как э,1ементарные делители не имеют в курсе существенного 

значения; при чтении дальнейшего текста те места, где они будут 

встречаться, можно свободfЮ пропускать. 

В главе II читатель должен уделить специальное внимание 

§ 5. Здесь необходимо приобрести навык к представлениям гео­
метрии мноrомернdrо пространства и освоиться с основными по­

нятиями аффинного пространства; реко.мендуется решение задач, 

относящихся к этому параграфу. В § 8 при первом чтении 'можно 
пропустить разделы 3 и 4; они 1:отребуются только дпи § 26; · 
Крайне важно владеть формулами § 9 и быстро применять их в 
вычислениях. В § 12 разделы 10, 11 могут быть опущены теми, 

1 
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кто не интересуется анап'Изом основных деЯств~й векторной 

алгебры. 

§§ 14 и 15 следует особенно тщательно проработат&, решая 

предложенные в них задачи. Из алгебраических операций над те.н­

зорами для. начинающего затруднение могут доставить только 

алыернирование и симметрирование. Лица, изучающие тензорный 

анализ, имея в ~иду его приложения, могут только ознакомиться 

с этими . действиями. Те же, которые хотят вполне овладеть тех· 
никой тензорного счета, должны приобрести навыки в этих опе· 

рациях .. 
В главе Ш дается приложение алгебры тензоров к исследова­

нию простейших типов тензоров. Особенное внимание читатель 

должен обратить на §§ 16, 17, 20, 21· и 23. Изучение линейной 
векторфункции 1-ro рода является основным при чтении главы Ш. 

Здесь рекомендуется овладеть вполне методом исследования, 

изJюженным в § 17, дпя чего необходимо решение задач. При 

изучении квадратичных форм вопросы, связанные с методом Кro­

necker'a и определением сигнатуры формы, . могут быть только 
прочитаны, но основные свойства квадратичных форм должны 

быть изучены тщательно. Важное значение имеет также теория 

антисимметрическоrо тензора. 

Проработка главы IV не требуе_т специальных указания. 

Читатель, который не имеет в виду детального изучения ал­

гебры тензоров, а желает сосредоточиться на теории поля, r~южет 

при чтении частИt I сделать следующие пропуски:. § 2: разделы 5 
и 6; § 3; § 8: разделы 3 и 4; § 12:. разделы 10 и 11; § 17; § 18; 
§ 20: разделы 11, 13, 14, 16, 17, 18; § 22; § 23:·разделы 4-10; 
§ 24; § 25; § 26: разделы 8-18; § 27: разделы 15, 16; § 31; 
§ 32. ' 

Учитывая то обстоятельство, что основные вопросы тензор­

ной алгебры имеют· большое применение в различных отделах 

теоретической и прикла!Iной математики, я ввел в часть I этой 
книги большое количество задач. Наиболее трудные из них или 

имеющие значение для проработки дальнейшего материала снаб­

жены решениями или указаниями. Задачи 2, 6, 15, 33, 34 (§ 1) 
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заимствованы мною из книги Т u r n Ь u 11, The Tlieory of Detн­

minaпts, Matrices and Invarlants, London, Glasgow, 1928.; задачи 
7, 13'--16, 20-23 (§ 15) из книги S с h о u t е n, Der Ricci·Ka1-
ki11, Berlin, 1924. 

В конце книги приложены указатели литературы и терминов. 

14 февраля 1933. 

П. Широков. 

ВВЕДЕНИЕ. 

1. Тензорный анализ является обобщением векторного исчи­
сления: подобно тому как в последнем вектор представляет собою 
инструмент для 11сследований в области геометрии, механики и, 
физики, так и тензорный анализ занимается изучением и при­

ложением к тем же дисциплинам более общего понятия-тензора. 
Вектор является частным саучаем тензора-именно тензоро11 

1-ro порядка, так что векторный ан.ализ можно считать одной 
из глав более общей теории-тензорного исчисления. 

Термины "тензор", ,, тензорный анализ" были введены в. изу· 
чаемую нами дисциплину одновременно с созданием общего 
принципа относительности и были предложены Einstein'oм и 
Grossmann'oм в мемуаре: "Entwurf einer verallgemeinen Relativi­
tatstheorie" (Zeitschr. filr Math. u. Phys., 62, 1914}. Но самая 
дисциплина, называемая в настоящее время тензорным анализом, 

возникла гораздо раньше.-тензорный анализ является по суще­

ству теорией алгебраических и дифференциальных форм и их 
инвариантов. 

Теория алгебраических форм возникла на основе решения 
и обобщения проблем аналитической геометрии и механики. Ис­
следование конических сечений и поверхностей 2-ro порядка. 
и те вопросы· аналитической механики, которые базируются на 
изучении свойств ква Jратичных форм, дали пер~ый толчок разви-

. тию теории алгебраических форм и инвариантов. Однако систе­
матическое и . углубленное изучение вопросов в этой области, 
первое время было почти исключ·ительно связано с проблемами 
теории чисел (Gauss, JасоЫ). Только постепенно теория инва­
риантов начала обосабливаться в отде11ьную дисциплину, тесно 
связанную с геометрией и алгеброй. Возникновение проективной• 
геометрии и изучение кривых высших порядков особенно сти­
мулировали исследования в области общей теории инвариантов 
11инейных однородных преобразований. Созданная и развитая ра­
ботами Gauss'a, Hesse, Cayley, Sylvester'a, Clebsch'a, Study, Hil· 
bert'a и др. теория алгебраических форм и инвариантов одно· 
родных линейных преобразований представляет в настоящее время 
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обширную дисциплину, являясь одним из важнейших: оrделов 
.современной алгебры. 

Почти одновременно с теорией 'алгебраич ·ских начинает СО· 
здаваться и теория дифференциальных квадратичных форм Возник­
новение ее тесно связано с развитием дифференциальной геомет· 
рии, именно теорией поверхностей. Исследования Gauss'a, воз­
никшие в связи с его работами в геодезии, положили твер­
дые основы теории квадратичных дифферею1иальных форм двух 

переменных: и наметили дальнейшие пути исследования. Riemann 
распространил и углубил идеи Gauss'a, положив в основу по­
строения неевклидовой геометрии теорию квадратичных диффе· 
ренциальных форм п переме!lных. Идеи Riemann'a разрабатыва­
пись Christoffel'eм, Lipschltz'eм, Суворовым, Voss'oм и др. Очень про­
стую форму исследования в этJй области получили в работах Ricci, 
которыА предложил удобную символику, выделил операцию так 
называемого абсолютного дифференцирования и на примерах ис­
следQваний в области геометрии и механики иллюстрировал 
Rреимущество этих новых методов, которым он дал название 

"абсолютного дифференциального исчисления". Первая работа 
Ricci, посвященная этому вопросу, появилась в 1887 r. 1 В ме­
муаре, относящемся к 190 l r., • Methodes de calcul differentiel 
absolu et leurs applications" (Math. Ann., Bd 54), Rlcci совместно 
с Levi-Civita дал систематическое из,1ожение основных своих 
исследова+1ий. Однако эти но 0ые методы в области геометрии 
дифференциальной квадратичной формы не были в достаточной 
степени оценены широкими кругами математиков и физиков. 

Только с созданием общего принципа относительности, матема­
тическая сторона которого базируется всецело на абсолютном 
дифференциальном исчислении, возник интерес к этой дисцип 

лине, и ее методы получили признание со стороны геометров, 

механиков и физиков-теоретиков. ,,Принцип относительности, 
rовориr Einstein, является насто.ящим триумфом методов общего 
дифференциального исчисления, созданных Gauss'oм, Riemann'oм, 

• Christoffel'eм, Ricci". 2 

2. Если абсолютное дифференциальное исчисление явилось 
математическим фундамен гом для принципа относительности, то, 

с другой стороны, работы, связанные с принципом относитель­

ности, сильно способствовали прогрессу в области тензорного 

1 R i с с i. Sulla deriv1zione covarlante ad una forma quadratica dlffe­
renziale. Rend. Accad. Lincei (IV), vol. 3. I, р. 15--18. 

2 Е i n э t е I n. Zur allgemeinen RelatlvШitstheorle, Sitzungsber. d. 
preuss. Akad. 1915. S. 778-"--786. 
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анализа. Тот интерес, которыА приелекли к этой дисциплине 
исследования физиков, вызвал появление работ, внесших зна читель­
ное уnрощение и геометрическую ясность в основные вопросы абсо­
лютного дифференциального исчисления. Наnример, со~данно? Le­
vi-Clvita понятие о параллельном nереносе вектора в R1emano овых 
nросгранствах способствова.10, с одной с,ороны, упрощению 

в изложении основ тензорного анализа, а с другой-вызвало 
новые обобщения в геометрии, так что в настоящее время аб­
солютное дифференциальное исчисление в том виде, как оно быпо 
создано Ricci и Levi-Civita, является только одной из глав 
современной дифференциальной геометрии. Насколько большое 
упрощение внесло понятие о параллельном переносе, можно ви­

деть хотя бы на примере исследований в области дифференциаль· 
ных форм высших порядков (исследования Е. Noethe-r в класси­
ческом (;Типе - с одной стороны, и Berwatd'a, основанное на 
теории параллельного переноса-с другой). 

3. Мы уже говорили, что тензорный анализ представляет 

собою теорию форм и их инвариантов. Обычно в руководствах 
по тензорному анализу выбираются из этой теории наиболее , 
простые вопросы, - именно те, которые находят применение 

в основных про'1лемах дифференциальной геометрии и теорети0 

ческой физики. Следуя этому пути, мы сосредоточим свое вни­

мание в этом курсе на теории дифференциальных квадратичных 

форм, являющейся основой дифференциальной геометрии метриче­
ского пространства. Конечно, этой теории должно предшество­

вать изуче!lие алгебраических операций над тензорами - алгебра 
тензоров, которой и посвящена часть I этой книги. 

Применение методов теории инвариантов в аналитической 
я дифференциальной геометрии. механике и математической 
физике дает значительное упрощение в исследовании · основных 
проблем этих дисциnлин. Те сжатые. приемы вычисления, кото-

1-;ые были созданы в теории инвариантов, облегчают формули­
ровку геометрических и механических закономерностей и, осво­
(;ождая исследователя от кропотливого счета, дают ему метод 

наиболее удобный и наиболее соответствующий самой природе 
геометрических и механических вопросов. 

. 4. В векторном анализе существует два метода изложения: 

один употребляет так называемые прямые обозначения, другой 
пользуется счетом с составляющими векторов. В трехмерном 
пространстве Евклида метод прямых обозначений для простейших 
вопросов геометрии, механики и физики дает значительные 
упрощения в вычислениях и способствует сближению аналити-
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ческого метода с синтетическим. Однако, если бы мы захотели 
перенести этот метод в векторный анализ многомерных про­

странств или создать способ прямых обозначений в тензорном 
анализе, то натолкнулись бы на большие затруднения. Те по­
пытки, которые делались в этом направлении, приводили к очень. 

сложной симводике, уничтожающей все выгоды прямых обозначе­
ний. Вот почему в тензорном анадизе приходится вести счет при 
помощи составляющих, но, благодаря удачно выбранной систе­
ме обозначений, этот счет не загромождает собою формул. 
Конечно, в некоторых наиболее простых вопросах бывает выгодно 
прибегать и к пря'tfЫ>f обозначениям, например для элементарных 
алгебраических действий над векторами в п-мерных простран­
ства:х:: или в теории тензоров 2-го порядка (теория. линейных 
операторов). 

ГЛАВА 1. 

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ МАТРИЦ. 

§ 1. Основные операции над матрицами. Рациона.11ьные 
функции от матриц. 

1. Прежде чем приступить к изучению тензорного анализа, 
мы должны познакомиться с одниЪ4 uажным алгебраическим инстру­
ментом-счетом с матрицами. 

Как известно из высшей алгебры, матрицей называется npSJ· 
моуrольная таблица, состоящая из некоторого числа строк и ко­
лонн, заполненных числами, называемыми элемент а м и матрицы: 

I а11 а12 • • •. • • • • • • а1 .. , 

I 
а.11 ~2~ • : •. . : • •• : •• а;' 

1

. 

а,,.1 am2 •••••••• а,,.11 

Ряд вопросов алгебры ( например, теория однородных линей­
ных преобразований, теория билинейных форм) приводит к мы­
сли рассматривать матрицу как· комплексное число, определяемое 

ее элементами; над этими. комплексными числами производятся 

операции, аналогичные тем алгебраическим действиям, которые 
совершаются . над обычными комплексными числами алгебры. 

Мы будем изучать в матричном · исчислении исключительно 
так называемые к в а д р а т н ы е матрицы, у которых число строк 

равно числу колонн 1 (в отличие от ·них матрицы, у которых 
число строк не равно числу колонн, называются пр ям о у r о л ь­
н ы ми). Квадратные матрицы тесно связаны с теорией однород­
ных линейных преобразов1ний: 

( 1, 1) 
n 

х,' = ~ а1,;х1,, (i = 1, 2, •.. п). 
/1.=:!1 

1 Число строк квадратной матрицы называется ее пор яд к ом. 
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Каждо\1у преобразованию соответствует квадратная матрица, 

составленная из коэффициентов преобразования: 

А= 

i а11 а1, •.• а1" 
а21 а22· · · а2" 

а" 1 а" 2 ••• а"" 

Условимся обозначать матрицы большими латинскими буква.­
ми; будем употре5лять также следующий сокращенный символ: 

А= llaikll· 
~ 

Оnредепитель матрицы А= !
1
a1i будем обозначать следую· 

щим образом: 

а11 ... а1" j 

: : : : j = iAI = /a1kl • 

а"1 · .. а,,,.1 

Если !А] ::!= О, то матрица А называется не о с обе н но fl, 
если же \AI = 0,-то о с обе н ной. 

Покажем на простом примере, как теория линейных преобра· 
зований приводит к мысли создать действия над матрицами, 

рассматривая их как комплексные числа. Если к переменным 
( 1, 1) применить снова: линейное· 11реобразование: 

(1,2) 
n 

х," = ~ b11,xk ', 
k=l 

·ro, выражая х{' через Х;, получим: 

n 
(1,3) ,, """ Х1 = ~ С;,;д:11 , 

1<=1 

причем коэффициенты Сп, выр1;1жаются следующим образом через 
коэффициенты первых двух преобразований: 

(1,4) 
n 

c.k = }:; Ь1"а111.· 
р=1 

) 
' 

§ 1. ОСНОВНЫЕ ОПЕРАЦИИ НАД МАТРИЦАМИ 

Преобразование ( 1,3) называется пр о из веден и ем преоб­
разований (1,1) и (1,2). Это дает мысль построить действие 
умножения двух матриц 11 aik 11 и 11 b1k [/, считая матрицу !/ C1k [! их. 
произведением, тем бо.1ее что, как мы увидим дальше, это про­

изведен е обладет некоторыми основными свойствами про из ве­
дения числовой алrе6ры. 

2. Обратимся теперь к систематическому изучению основ 
матричной алгебры. Сначала опред~лим, что мы будем понимать. 
под равными матрицами. 

Две .матрицы одного и того же поряд1еа А = 11 a,k 11 и В = 
= 11 b1k 1:. буде.м считать равными: А = В, если· 1еаждый эле-: 
мент a,k первой матрицы равен соответствующему эле.мен-­
ту Ьа,. второй. 

Матрица, все элементы которой равны нулю, называется, 
нулевой и обозначается символом О. 

Суммой двух .w.атриц А = 11 a,k 11 и В = 11 Ь,..,. 11 оqного . и того 
же rюряд,са будем считать матриау С = 11 C;k JI, элементы 
1еот_оро/i. равны суммам соответствующих элементов сла~ае· 
мых: 

cik = aik + bik' 

Будем употреблять запись: 

С=А+В. 
Очевидно, что сложение матриц обладает свойством комму-­

тативности и ассоциативности: 

А+В=В+А 
А+ (В+ С) = (А + В) +с. 

В ы ч и та ни е определяется · как деИствие, обратное сложе­
нию. Оно всеrда возможно и однозначно. Матрицу, элементы 
которой получаются из соответствующих элементов матрицы А 
измененю.'м знака, будем обозначать символом:-А. 

Произведением матрицы А = lla,kJI на число а называется 
матрица В = /Jbail, элементы 1еоторой получаются из соот­
ветствующих элементов матрицы А умн.ожением на число а: 

ь,k = aaik' 

Это произведение будем обозначать аА и,1и Аа. ОчевиднЫL 
следующие формулы: 

a(,8A)=(af1)A, 
а (А+ В) а А+ аВ, 
(а+ ,8) А= аА + ,ВА, 

выражающие законы ассоциативности и дистрибутивности. 
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Произведением матриц А = ~a,kll, В = 1\Ь;JJ одного и mozo 
же порядка называется матрица С= ;'с,л-J, элементы кото­
рой определяются следующим образом: 

п 

(1,5) c"k 0= .Е alpbpk• 
р::=1 

Произведение обозначается символом: 

С=АВ. 

Согласно формуле (1,5), элемент C;k матрицы С получается 
,следующим образом: элементы, стоящие в i·й строке матрицы А, 
умножаем на соответствующие элементы из k-ой колонны матри· ..,, 
цы В и произведения эти складываем. 

Нетрудно видеть, что перемножение матриц соответствует , 
как раз произведению двух линейных преобразований; для пре· " 
образований (1,1), (1,2) и (1,3) имеем: 

!ic;J! = IIЬ.JI ilatkll· 
Отметим следующее соотношение 

произведения и сомножите.11ей: 

IABI = IA! 1в:, 
вытекающее из формулы (1, 5). 

•1 
между определителями 

Произведе1J,ие · двух матриц в общем случае не обладает 
хо.ммутативнЬt м свойством: 

AB::tBA. 
В самом деле, ~ а,р bpk воо~ще не равно ~ Ь;11 apk· 

Пример. 

1; ~ ~ 1111 : : 11 1: ~ ~ 11 · 

11 ;; 11 !1 ~~ /]= 1i :~ ]/· 
Две матрицы, произведение которых коммутативно, называ· 

ются пе р е с т а н о в о ч н ы м и. 

Свойства ассоциативности и дистрибутивности относительно 
операции сложения, как нетрудно видеть из (1,5), .имеют место 
всегда: 

А (ВС) = (АВ) С 
(А + В) С = АС + ВС 
А(В +с)= Ав+ Ас. 

' 

1 

t 
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важной особенностью деАствия умножения матриц является 

то, что · произведение двух ненулевых матриц может бЬtmь 
равно нулю. 

Пример: 

Ро11ь единицы (правой и левой) в умножении играет матрица 

1 О ••. О 
Е = О 1 ..• о 

•· О О •.. 1 

~у которой элементы 
·~ ные-нули. Имеем: 

в главной диагонали равны 1, а все остаJ1ь-

L 

i 
. 1 

~ 
~ 
~ 

1 
1 

АЕ =ЕА = А. 

Нетрудно показать, что, кроме Е, единиц в матрич­
н о м у м н о ж е н и и н е и м е е т с я. 

Действительно, предположим, что существует еще одна пра­
вая единица Е1 , т. е. матрица, удовлетворяющая соотношению: 

АЕ1 =А 

для любой матрицы А. Полагая в этом равенстве А= Е, полу-
чаем: 

Е1 = Е::. 

Аналогично доказывается, что левая единица также единст-
венная, 1:1менно Е. : 

Произведение АА •.. А, в котором матрица А повторяется т 
ра~, называется m·A степенью матрицы А и обозначается А'". 
Очевидны формулы: 

АтАn А т+п , 
(Ат)n = А"'" 

Зада~tа 1. Дзна матрица: 

А= 

вычисли1ъ матрицу А•- А' - Е. 

2 Широков П. А. 

О, 1, О 1: 

-1 о 2 ·11. ' ' !' 
О, О, 1 11 
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о, -1, о 11 

1, 0,-21, 

О, 0,-1 1 

Зада'tа 2. Показать, что 

О, ,:, -Ь а!, аь, ас · 

-с, о, а аЬ, Ь1, Ьс = О. 

Ь, - а, о ас, Ьс, с8 

Задача 3. Доказать, что произведение нескольких матриц пред­
етавляет особенную матрицу тогда и только тогда, если по крайней ,.·,t 
:мере один из множителей особенная матрица, _ .• 

З,иJача 4. Показать, ч·rо laAI = а"[А!, где n-порядок матриuы А.--·"' : 
Зад. ча 5. Почему в общем случае (А + В) tA - В) =!= А~ - В2, :: • . 

А + В)2 =!= А2 + 2АВ + вz, (АВ)т :::!= А"'В"'? Показать, что • 

(А+ аЕ) (А - аЕ) = А2 -а2Е, 
(А+ aEJ2 = А2 + 2аА + а2Е, 

Задача б. Показать, что 

(Е - АВ) А (Е + ВА) = (Е + АВ) А (Е - ВА). 

Задача 7. Даны матрицы n-ro порядка: 

000 ... ooir 
100 ... ooi 

О о ... О 1 

О О ... 1 О 

А= 010 ... 001. В= 

о·~~ . .'.~~1 О 1 ... О О 

!1, 1 о ... о о 
1. 

Доказать следующие соотношения: 

А"= о, в2n = Е, в2n+1 = в. 
Задач:J 8. Делителем нуля называется матриuа А, обладаюшая тем 

своАством, что можно П(lдобрать такую матриuу В =t= О, что ипи АВ = О 
или ВА = о. До<азать, что матрица тогда и только тогда является дели­
телем нуля, если она особенная. 

3. Матрица вида 

оЕ 

I а О ••• О 1:. 

О а . .. О, 
,. 

О О ... а;: 

;t 
'i 

19 
------· 

называется с к ал яр ной. Скалярная матрица перестановочна 

с любой матрицей: 
(а Е):А = А (аЕ). 

Нетрулно показать, что и обратно: 
Матрица, перестановочная с любой матрицей того же rю­

рядка, является ска/1.Ярной. 
В самом депе, пусть ! матрица А = 11 a,:k 11 перестановочна 

с каждой матрицей Х: 

(1,61 АХ= ХА. 

Возьмем, в качестве Х, матрицу, у которой элемент x,.k = 1, 
остальные же равны нулю: 

(k) 

1 о о ... о ... о 10 О ... О •.• о 
Х= ..... . 

О О ... 1 •.• О (i) 

о о ... о: .. о 
Из равенства (1,6) попучаем: 

о о ... о I 
1! 

I 
о о ... ~: •... о lil 
оо ... а1, ... о 

· .== i ak~ а~2, .' , ~1т /1 (iJ 

о о ... а,,, . .. о I О О ... О il 
Отсюда имеем: 

а,,= ak,11 
ар, = О (для р :::j::. i), 
akg = О (для q :::j::. k), 

т. е. действительно матрица А должна быть скалярной. 
~. Обратимся к изучению действия, обратного умножению 
Рассмотрим линейное преобразование: 

х; = ~а.~1<· 
Если определитель 

а11 •.• а111 / 

(1,7) IAI= 
• • • • 1 

. 1 

~п! • .. ~ a:J 
2• 
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не равен нулю, то переменное xi можно выразить через х/. _Мы 
получаем так называе~ое обратное преобразование: 

( i) 

ан ... xi: ... а111 1 

(.l.S) х. = _1_ й21 ·,, Xi ·,, й2п 
' ' !AI . 

а"1 ... х~' .· . .'а .. :1 1 

Обозначая алгебраическое дополнение элемента a,h в опре­
делителе (1,7) через A;k• мы можем выразить преобразование 
(1,8) слецующими формулами: . 

~ Ам , 
Х1 = """ IA/ xk • 

Матрица этого преобр1зования называется обратно ll по 

отношению к матрице А и обозначается символом А- 1 • Таким 
образом, 

Н Ан 
:[ :AJ' 

А,1 
д-1 = ТА!'' 

1

1 

~

1
,.. • л:~ . . ~.:п 

I ТАТ , JAI • • • • IAI 

Обратная матрица существует, конечно, только у неособен· 
ной матрицы. Произведение двух взаимно-обратных пине!tных 
преобразований дает тождественное преобразование 

' xi = xi 
с матрицеА Е. Следовательно, 

АА- 1 =А- 1 А=Е. 

Отсюда выводим, что 

!AI IA- 1
/ = 1. 

Таким образом, обратная матрица представляет собою также 
неособенную матрицу. 

5. Име,1 понятие об о5ратно!t матрице, мы можем решить 
уравнение • 
(1,9) АХ=В, 

1. ОСНОВНЫЕ ОПБРАl1ИИ НАД МАТРИЦАМИ :'1 

где' А - неособенная матрица. Умножая обе части 31'oro равен· 
А-1 ,тва слева на , получаем 

х-д- 1 в. 

Как нетрудно видеть, уравнение (1, 9) имеет только одно 
решение. 

Уравнение 
(1,10) УА= В 
имеет также единс.твенное решение 

У=ВА- 1 • 

Решения уравнениА (1,9) и (1,10) в общем случае не одина­
ковы. Они совпада.ют только тогда, если матрицы А и В nере­
становочны. В самом деле, из равенства 

(1,11) АВ = ВА 
мы выводим, умножая обе части слева и справа на в- 1 : 

(1,12) в- 1 А=АВ- 1 ; 
обратно, из (1, 12) вытекает (1, 11). 

Так как уравнения ll,9) и {1,10) имеют различные решения, 
в 

то не имеет смысла rоворить о "дроби" А , тем более что дей-

ствия над матрицами д- 1 в И вд- 1 не имеют близких ана­
лоrий с операциями над обыкновенными дробями. 

6. Уравнение 
д- 1Х=Е 

нмеёт решение: Х = А. Следовательно, 
(д-1) 1 = А. 

Рассмотрим уравнение вида 

. АВХ=Е, 
где А и В- неособенные матрицы. Умножая слева обе части 
в-1 д-1 · 

на , получаем: 
Х=В-~д-1. 

Отсюда выводим важную формулу: 

(АВ~ - 1 = в- 1 А- 1 
• 

Вообще 

(А А А )-1 д-1 д-1 д-tд-1 
.1 2 • • • т = т m-1 • • • ~ 1 ' 
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7. Понятие о степени распространяется на отрицательные 

показатели. Положим 

АО= Е, А-т = (A·-1)m. 

Нетрудно видеть, что соотношения 

АтАn=Ат+n, (Ат)n=Атп 

справедливы и цля отрицательных показателей. 
Эа1аrса 9. Показать что матрицы 

Х= 

1 о -1 ll 
' ' 1 

1, о, о 11. 

О, 1,- · О!! 

11 1, о, о, 

у = I:. 1, о, О, 
I О, О, -1, 

J! О, 1, о, 

-1 

о 

о 

о 

у ;~,ометворяют уравнениям 

. х- 2 +Х=В, 
у2+ у-1+ у-2 ==Е. 

J Задача JO. Ес .. 1и 

· ТО 

11 • 
:1 !11 0 0,,, 0 
:1 
!1 0 Ue O ... 0 

А - li ~ О а, ... О IJ. , ,. 
11 

••.••• !1 

0 0 0, •, Un il 
1, 1 
11 
11 !11 

11 
11 а 1 О .... О 

ll
oa1 .... o 

В= OOal ... O 

il -~; ~ ..... ; !! 

О ...... О" 11 

11 

л- '-1! о 
1 ·1 - ...... о ! 
аа 11 • ,, 

.. • .. н . 
11 
;1 о о 

1 

Un 11 

1 
- <14 , ... 

о, 
1 1 -·· -а! u'f ''" а ' ' 

в-1= о, о. 
1 
а ' 

-7,··· 

о, ·о, 
1 

О, --;;, ... 

(а) 
(Ь) 

(с) 

Задача J J. Если 

(АВ/-1 = дr- Iвr-1 

(АВ)" = Arвr 
(АВ(+ 1 = А"+! вr+1, 

и если матрицы А и В неособенные, то они перестановочные. 
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ре шеи и е. Умножим соотношение (а) справа на АВ; попучаем: 

{АВ)'' = А" - 1 В" - 1 АВ. На основании равенства (Ь), выводим 

Ar-1вr·-1AB = Arвr, 
откуда 

(d) вr-1А = Авr- 1 • 

Аиапоrич110 из соотношений (Ь) и (с) выводим. 

(е) B'A=ABr. 

Теперь умножаем равенство (d) спева на· В; сопоставляя получен­
ныА результат с (е), имеем: 

BAвr- l = АВ'', 
откуда 

АВ =ВА. 

8. У особенной матрицы обратной матрицы не существует. 
Иногда полезно, вместо обратной, рассматривать так называемую 
присоединенную матрицу к данной. Если дана ма· 

трица А = /\a,r.JI, то присоединенной называется такая матрющ 
В = i/b;k//, у которой элементы 

b,1t. = Ak•' 
rде Ам - алrебраиqеские дополнения, соответствующие элемен­
там ar.1 в определителе IAJ. Присоединенная матрица сущ~ствует, 
конечно, и у особенной. Произведение присоединенном и исход­
ной матрицы выражается формулой 

АВ = ВА = IA!E. 
Задача 12. Вели матрица 8 является присоединенной к А, то опре­

де:~итель !В\ называется взаимным с I Aj. Поt(аэать, что 

181 = \ А\п-l, 

где 11 - порядок матрицы А. 

9. Имея основные действия матричной алгебры, определяем 
целую алгебраическую функцию от матрицы ( м а три ч н ы А 
пол ином): 

<р (Х) = а0Х"' + а 1х•п--~ + .... + а,,._1 Х + атЕ, 
r де а0, а 1 , , •• а.,. - некоторые числа. 
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Если мы будем искать корни этого полинома среди скадяр­
ных матриц Х = аЕ, то придем к соотношению 

р ( аЕ) = ( а0а"' + o1am-l + . , .. + ат)Е = О; 
таким образом, а должно удовлетворять уравнению 

р(а)=а0а"' + a1um-l + .... +а., = О. 
Обозначая корни этого полинома через а1 , GJ, •••. ат, полу­

чаем формулу: 

р (Х)=ао(Х - и1Е) (Х - а1Е) ...... (Х - и.,,Е), 

которую нетрудно проверить, перемножая стоящие в правоlt 

части биномы. Матричный полином т-ой степени не может иметь 
больше т корней скалярного типа данного порядка; но, конечно. 
он может иметь корнями н матрицы нескалярноrо типа (см. за­
дачу 13 в конце следующего раздела). 

Ес_ли р( а) разлагается на множители 

р(и) = р1 (и) р2(и), 
то и 

(f(X) = Р1 (Х) Р2(Х) = Р1{Х) 1Р1(Х), 

что проверяется перемножением. 

1 О. Так как два полинома от одной и той же матрицы пере· 
становочны: 

р ( Х J'IP (Х) = 1J! (Х) ,р (Х), 

то (в том случае, если ,р (Х) - неособенная матрица) 

,р- 1 (Х) q,(X) = р(Х) 1Р- 1 (Х), 

rде через ,р- 1 (Х) обозначена матрица, обратная матрице ,р ( Х) 
Функция q, (Х),р - 1 

( Х) называется р а ц и о и ал ь н о R др о· б н о й 
фу н к ц и ей от Х. Она обозначается также как частное двух 
nолиыомов: 

Выше мы видели,. что для двух произвольных матриц А и В 
А . 

снмвоп -
8 

неуnотребитепен, так как "частное• двух неnерестано-

вочных матриц имеет двоякий смысл: АВ- 1 .f.: в- 1 А. 
q;(X1 

В области же рациона11ьных дробных функция символ ,р(Х) 
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имеет опредепенный смысл и, кроме того, рациональны~ .дроби 
обладаю·т многими свойствами рациональных дробей обычноА 
алrебры. Так например, 

(f1 (Х) (f1 (Х) (f1 (Х) (f1 (Х) (f1 (Х) €fa (Х) / 
'Р1 (Х) 'Р2 (Х) = 'Р1(Х) 'Р1 (Х) = f/11 tX) 1/11 (Х) 

€f (Х} q, (Х) оо (Х) 
VJ (Х) = tp (Х) оо (.Х) 

'(jjX!_)-1 = tp(X) 
tp(X) €f (Х) • 

Вывести эти формулы nредпаrаем читателю в качестве упраж­

нения. 

Задач.а 13. Решить уравнение 
х• == а~в, 

предполаrдя матрицы Х и Е второго порядка. 

11 

s, t 11 Ответ. 1) ± аЕ, 2) . · 
1
1, где s, t, и 

i и, -s 
ные соотношением 

то 

Эпдача 14. 
А1 +В 

Вычислить А +в, где 

11 о, 1, - 1 \i 

А = [
1

. 2, О, О 
1
[ 

1 1, -1, о il 
• 1 

Ответ. 2А- . 
Задача JS. Ес,ш 

А= 

Е + А = i/ C?S а, - 81 n а /! 
Е-А ! s1na, cosa 1· 

11. Если в матрице 

А= 

й11 011 • • • aln 'i 
й21 О22 • • · 011" i 

::::::1 
а"1 а112 . •. о""' .1 

параметры, сtЗязз Н• 
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колонны замt>нить строками и обратно, то получится новая 

матр,ща 

'!<оторая называется с оп ряженной с А. Очеrидно, что 

(А,),= А, 

(А+ В)с =Ас+ в,. 

Посмотрим, чему равна матрица (АВ)0• Пуст1, АВ = С, А== 

.- Jatk!I, в= 11ь,k11. с= :~il,11, А,= 1:a,лll, в.= ilb,kii, с.= i~l'№'· 
с с .о 

Имеем: · 
cl'k = cki = ~ аkрьр, = ~ b(papk· 
с о с 

Следовательно, 

( 1, 13) 

Эта формула непосредственно распространяется на произве· 

дение любого числа м·атриц: 

(АВ ... М)с =мс .. . в.АО. 
По,1ьзуясь соотношением (I,13), нетрудно получить выра­

жение для матрицы, сопряженной с обратной. Пусть А - неосо-
бенная матрица. Подстам~;я в (1,13) В= А- 1 и учитывая, что 
Ее= В, получаем 

Таким образом 

(АсГ1 =(A-l)c• 
На основании этого соотношения мы можем записывать (А,)- 1 

и.ш (А- 1 ). просто А,- 1 • Отметим, что, если А= в.- 1 , то 
В= А - 1

• 
' 

§ 1, ОСНОВНЫЕ 0[11!.РАЦИИ НАД МАТРИЦАМ!! 

12. Пусть имеется два линейных: преобразования 

х/ = ~at,.xk, 
у/= ~b,kyk. 
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Обозначим матрицы этих: преобразований через А и В: А = 
= 11 а,н 11, В= 11 Ьа, 11· Если А = В, то говорят, что переменные 
х1 и У; преобразуются к о гр ед и е н т н· о. Если В = Ас 1 

, то 
говорят, что переменные х, преобразуются к он т р а гр ед иен· 
т но относительно у, (и обратно). 

13. Матрица, которая равна своей сопряжен11оft, называется . 
с им метрической: 

А= А,. 
Если же 

А -Ас, 

то такая матрица называется ан тис им метрической (или 
к о с о с им метр II чес к о А). 

Зада.~а lб. Показать, что матрица АА0 -симметрическая (А - 11ро· 
извольная матрица), 

Задача 17. Показать, что (АВ)с - 1 = А0 - 1 Вс - 1. 
Задача 18. Возьмем матрицы А и В, данные в задаче 7. Показать, 

что 

АВ=ВАс, ВА = А08. 

Задача 19. F.сли А - симметрическая матрица, то и Ak - симмет· 
рическая. Еспи матрица А- антисиыметрическая, то Ak nредставпяет 
собою симме1рическую ипи ацтисимме1рическую матриву, смотря по тому, 
четныы или нечетным являе1ся показатепь степени k. 

Задача 20. Есл11 ААс = О 11 ес.ш А -дейсrвителы1ая матрица, 
10 А о. 

Задача 21. Показать, что (tp(A))~ = q,(A,), где 1Р дробная рацио· 
нальная функция. 

14. Будем обозначать матрицу, элементы которой комплексно~ 
сопряженны с соответствующими э,1ементами матрицы А, через 

А: если А = i!au,ii, то А = JI a,J/. Выполним над некоторой ма­
трицеА А пос,1едовательно две uперации: возьмем от нее сопр1·­
женную Ас и в это{t последней эJ1ементы заменим комплексно­
·сопряженными числами. Обе эти операции, очевидно, перестано· 

вочнЬ1: (А0) = (А)с. Полученную матрицу будем обозначать сим­
волом А*. Итак, если А= !1a,kj!, А*= i: Ь,,.11, то 

bik = arr,· 
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Нетрудно обнаружить спраRедливость следующих равенств: 

(А*)* =А, 

(А+ В)*= А* + В*, 
(АВ).* = В*А*, 

(А- 1 )* = А*- 1 • 

Матрица, удометворяющая соотношению: 

А= А* · a1k = ak,, 

называется м ат р и ц е Я Н е r m i t е' а (эр м и то в о А мат р и­
ц е А). 

Матрица Hermite'a является аналогом симметрической. Есте­
ственно возникает вопрос о матрице, аналогичноА антиснммет­

рическоlt: 

А* = - А, а,." = - a1t;· 

. Интересно отметить, что эти матрицы не отличаются суще­
ственно от эрмитовых; ее.пи умножить такую матрицу на i, то 
мы получим матрицу Hermite'a. В самом деле, 

(iA)* = - iA* = iA. 

Задаl/,а · 22, Еспи А - аятисимметрическая матрица с веществен-
11ыми элементами, то iA - матрица Hermite'a. 

Задача 23. Произведение двух матриц Hermlte'li тогда и только 
тогда дает матрицу fiermite'a, если эти матрuцы перестаиовочиы. 

Задаttа 24. Показать, что каждую матрицу М всеr,аа можно пред.­
ставить, и только о.1ним способом, в виде 

М = А1 + iA1, 

rJie А,: 11 ~ - Матрицы Herinite'a. 
Решение. Иъ~еем 

rку.аа 

М= А1 + iA8 

М* =Ai - iA2, . 
. .1 ( ) А1= 2 М+М* , . 1 ( . . ) 

А,= 21 М-М* . 

15. Рассмотрим матрицу, в которой э.пементы, отличные от 
нуля, стоят в квадратах, рясположенных вдоль r.~авноА диаrо-

§ 1. ОСНОВНЫЕ ОПЕРАЦИИ НАД МАТРИЦАМИ 

нали, все же qста.пьные элементы равны нулю На ПJ>Иводимой 

схеме: 

(1,14) 

...... , 

поля, не заполненные точками, состоят из нулей. Обозначим мат 
рицы, стоящие вдоль rлавноА диагонали, через А , А , ... А. (ин· 

. ~ ~ ~ 

.11ексами а 1 , а2, ••• а,.· отметим порядки &rих матриц); условимс~ 

записывать матрицу (1,14) следующим образом: 

!!Аа, 111 

1 А . 
А= i а,. ,1. 

rj · 1, 
I А I 
; а:,. 11 

Мы будем говорить, что м а т р и ц а А р а с п а 4 а е т с я н а 
м ат р и ц ы А , А , ... А • что А является диаrональноА мат-

а:1 а, ar 

рицеА. Отметим следующие формулы: 

rде 

IA\ = IA.../ IAJ •. . 1А ... \, , -, r 

а.,в i а.,с i в '\ 1 с 11 
,.,, . 11 = а.,. 1 

. А .. В :1 11 .. С 
<>r ar 1 "'~ 

С.. = А а В - , (i = 1, ... r) 
( .. ~, 

"А 
1/ '· 

)1 А,,, 
'j 

iГl 

• А \1 
ar 11 

-

1' л-1 
1 

1 

а, 

л-1 
..... 

\, 

\1 
11 , . 

. л- \р li 
-. 1 
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Доказательство этих соотношениn 
в качестве упражнения. 

предоставляем читателю 

16. Следующие задачи относятся к различным разделам на­
стоящего параrрафа: 

Задача 25. Показать, что о6щий Еид матрнuы, nер:станово,;вс 11 
с матрице/1 BTQporo порядка А (А ..__ матрща не скаJJярноrо типа), ~,ыра­
жается формулоl\: · 

аА+fЗЕ, 

где а и {З-произвольные числа. 
Задача 26. Если 

(m) АХ+ ХВ = аХ 
при любом выборе матрицы Х, 10 А= J.E, В= (ц - }.)Е, где л - пгоиэ 
вольное число. 

Р,шение. Пусть А== liaiлl , В= IIЬiAJi, Х= l!Xt..11 • Выберем ы1е­
менты x11r следующим образом: Xrs = 1, в, еже ос1альные злемевты рав!'Ы 
11у.11ю. Тогда из (m} выводим: 

ар, = О, (Р:=1= r), Ь8q =·о. (q Ф(s) 
йrr+ Ь88 = а, 

откуда вытекает требуемыli rезу;,ыат. 
Задача 27. Показать, что полином Х2 + а1Х + а1Е можно разло-

жить на линейные множители вида Х -- А1 , Х А2 только одним спо-
собом, причем AJ = 111Е, А2 -= 11~Е, где 111, а2 - корни уравнн1ия: 

а9.+ а111 + .аз= О. 
Указание. Р-ешение основываеня [1:а р(зрыие лрrдыдущей эа· 

дачи. 

Задача 28. Есл11 эмме111ы ма1р1щы [А= pa1il! связаны соотнош11-
ниями: 

n 

-~ а{ра,р • 1, 
p=l 

n 

~ a11P1r,, = о, 
P=l 

(i=1, ... n) 

(i ::\= k, i, li = 1, .•. п), 

то А называется орт о r о II аль но II матрице i\. (матрицей ортис­
нальноrо лреобразованиs~). Вывести следующие свойства ортоrовапьноtr 

матrиuы: 1) А- 1 =А,, 2) ]А1=±1, ·э) если А4k-алr<браическое 
дополнение sлемента afk в опреде1111теле IAI, то A1k = ± aik; знак ппюс надо 
брать, если IAI = + 1, минус - еспи IAI = -1, 4) произведение 2 орто· 
rональных матриц есть матрица ортогональная. 

Задача 29. Пусть А и В - матрицы ti-ro порядка. Сосrавим мю­
риuу М порядка 2n следующнм образом: 

li А в 'I М=1 1 · ,1 В А, 
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Показ11ть, что М тогда и только тогда ортогональна, если ортогональны 

матрицы (А + В) и (А - В). 
Указание. Воспользоваться соотношением: 

1

1 А В 1111 А1 В1 1
/ - •

1

! АА1 + ВС1, 
• i С D • .. С1 D1 1 -1 СА1 + DC1, 

AB1 +BD1 li 

СВ1 + DD1 i' 
где А, В, С, D, А1, В1, С1, D1 - матрицы одноrо и тоrо же порядка. 

Задача 30. Матрица И, удовлетворяющая соотношению: 

UU*=E, 

называется у нит ар ной. Доказать следующие теоремы об унитарных, 
матрицах: 

1) Оnределитепь унитарной матрицы по модулю rавен единице. 
2) Произведен.1е двух унитарных матриц есть матрица унитарная. 

Э) Если А- произвольная матрица, И -унитарная, то из соотно-
шения 

следует: 

В*= u: 1 A*U. 

4) Если А - матрица Hermile'a, И -унитарt1ая матрнuа, 10 и мат­
рица 

В= u- 1 AU 

также является матри11ей Hermite'a. 
Задача 31. Если А и В - матрицы Herшite'a и 

В= y-J AV, 

то матрица VV* Пf рестановочна с А, ма1рипа V*V перес1ановс,чl'а[с К. 
Задача 32. Если 

где А и В- некоторые матрицы, то N тогда и толы,о тоrда явпяется, 
унитарноl\ матрицей, если унитарвы ма/рицы А + В и А- В. 

Задача 33. Обозкачим сумму мемеитов, стоящих в главной днаrо-
нми матрицы А= llйtAII, через S,,4.: · 

Показать, что 

8,,4.в= SвА, 

Как обобщить зти соотношения? 
Задача 34, Ес,1и rp = S хт, где Х = lixikH, то 

1

1 __E!L ~ - Х т-1 
1 

-m с • 
дх"k 
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Задача 35. Даны матрицы n-ro п :рядка 

. ii 111 о о .•.•• о ·1.1 11 11 1 о ' .•.. о о 1: 

о 111 о •...• о • j о 11 1 ..... о о 11 

А - о о 11 о 
1

·1· ва = 1 о. о_ 11_ •• • •• • • ,о _о /1
1
• -,,. 3..... .·• 

. r · • · • · • · 11 !J о о о ..... 11 I 11 

I О О О • • · 11"1 1 О О О • , , •• О а /i 
и рщиональная дробная функция q:, (х). Показать, что 

(1,15) 

пе 

1/
1 

t:p ( а1) О • • • О 

g, (А)= ii .О . ~ (:,) ... : • О. 
i! О. О ... q:,(a11) 

"(В.,.)= 

q,(a), q,1(a), q:,1{a), ••. 'Pn-I (а) 

О, (fl (а), (fl1 (о'). .• , 'P.n-2 (а) , 

О, О, q:,(a), ... q:,n-з(a) /, 
...... 
• . . . • • 1 

О, о, о, ... rp (а) 

. 1 dkt:p 
q:,,. (а)= 7iГ d11" • 

1 

Решение. Перв~я часть задачи, с матрицей А, решается просто. 
Займемся исследованием матрицы q:, (В а). Обоэн ,чи м матрицу типа (1,15), 
в основу построения которой по.~ожена фуикuи я t:p (а) и ее проиэводные, 
через U (qi). 

Нетруnно обнаружить справедливость следующих соотношений: 

(I) и (t:p)+ U(w) = U(t:p + w), 
,(П) и (t:p) и (VJ) = и (q,v,). 

На основании (ll) имеем: 1 

·откуда 

(Ш) 

V (q,) U ( i-) = U (1) = Е, т. е. U ( i) = u- 1 (rp), 

и(~)= U(q:,) u- 1 (1p). 

Принимая во внимание, что 

U(a)=Ba, U(a)=aE, 

где а - nостояниое, выводим из (I), (Н), (Ш) для рационально!! функ· 
.ЦИИ !(11): 

И (f(a)) = f (U(o)) = f (В,,). 
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Зада~t,а 36. Пусть матрица А распадается на матрицы Аа,• А , .• 

•• A«r. 

'А 
"r 

Показать, что 

1 11 
1, 

1 

q,(A) = 11 
li. 

'lf (Аа,.) li 
где q:, (х) - рациональная дробная функция. 

Задача 37. Если матрица А имеет вид 

11 

11 о1Е1<1 

А = 11 ааЕ1,. 
' 
i 

1
1. 

• 1 
'1 

ii 11,nES:11, il 
, 

rде Е"1 , Ek
1

, ••• Е"т - единичные [матрицы порядков k1, k1, • •• k,m а о1 
, 1, •.. arn - неравные между собою чис,а, то матрица В, перестановоч­
ная с А, р.1спадается на т матриц: 

·в k,,, 

rде в .. , в,, .... В1,: - проиэво.1ьные матрицы порядков k10 k11, ••• km• 
1 2 т 

§ 2. Ранг матрицы. 

1. Во3ьмем прямоугольную матрицу, имеющую т строк и п 
колонн: 

j/ U11 U111 • • .. • • •; й1" i/ 
1' ,1 
'i U21 й22 • • • · • • • • й2" 11 
р 11 :1 • • • • • • • • j. 
!. • • • • • • • • j! 

:I • 1'1 ,i а,,,1 а,,.,а • • • • • • • · атп 

(2,1) 

I Ш1роков П. А. 
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Вычеркивая в ней (m -k) строк и (п - k), колонн, мы полу· 
чим матрицу k·ro порядка. Определитель этой матрицы назы­
вается минором k-ro порядка матрицы (2,1), Матрица 
имеет миноры разли<1ных порядков, начиная с 1 и кончая мень­
шим из чисел т и п. 

Если все миноры какого-нибудь порядка рассматриваемой 
матрицы равны нулю, т.о нее миноры более высокого порядка 
этой матрицы также равны нулю. В самом деле, каждый минор 
k-ro порядка может быть линейно выражеli через миноры (k- 1 )· ro 
порядка -стоит только разложить его по элементам какой-нибудь 
строки или колонны). 

Если среди миноров r-"ro порядка матрицы существует, по 
крайней мере, один не равный нулю, между 'l'eM как все миноры 

(r + 1 )·ro (а следовательно, я высшеr.о) порядка равны нулю, 
то говорят, что ран r матр:Ицы равен r. · 

Нахождение ранга матрицы часто упрощается, если над ней 

произвести так называемые э II ем е и та р н ы е пр е образ о в а­
н ия: 

Элементарными IJреобразованиями матрицы называются сле­
дующие операции: 

а) перестановка двух строк или колонн матрицы; 
Ь) умножение каждого элемента ка.кой-нибудь строки или 

колонны на одно· и то же: число, ке раRное нулю; 

с) прибавление к элементам с1·роки (или колонны) соответ­
ствующих эле!l'ентов другой строки (или колонны), умноженны~ 
на одно и то же число. 

Теор е м а 1. Ранг матрицы не меняется, если 1С ней при­
менить элементарные преобразования. 

До к а за тел ь с тв о. Теорема очевидна для элементарных 
преобразований (а) и (Ь). Рассмотрим преобразование (с). Пусть 
оно состоит в прибавлении к элементам i-on строки матрицы А 
соответствующих элементов k-ой строки, умноженных на число а. 

· Преобразованную матрицу обозначим через А'. Докажем сначала, 
что ранг матрицы А' не больше. r, 1·де r - ранг матрицы А. Дл11 
этого покажем, что _все миноры (r + 1 )-ro порядка матрицы А' 
равны нулю. Те миноры маtрицы А', которые не содержат \ 
в себе элементов i-ott строки -или содержат элементы и i-ofi 
и k-oA строк, равны соответствующим минорам матрицы А. 
Рассмотрим минор (r + 1)-го порядка матрицы А', содержащий 
в себе елементы i-ой строки, но не с,одержащиА элементов k-oA 
строки. Он может •быть выражен, как М + aN, где М и N 
миноры (r + 1 )-ro порядка ·матрицы А, и следовательно равен 
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кулю. Так.им образом, ранг матрицы при элементарном пре.обра­
зовании (с) повыситься не может. 

Но ранг матриuы А' не может быть и меньше r, так как 
матрица А может быть получена из А' также при помощи пре­
образования (с), и при этом преобразовании ранг матрицы А' 
повысился бы. 

Зада~~а J. Определить ранг следующих матриu, упрощая нх при 
помощи элементарных преобразований: 

1 
11 1, о, 2, -1 

1) 11 з, О, 7, - Э 
J 1, О, О, 1 

Ответ. 1) 2; 2) Э. 
3адача 2. Ма•рица 

5, 1, ·о. о, 7_

1

i/ 

2
) 4,1,_О,О, 6i. 

3, 1, 1, о, б J 

7, 2, 1, о, 11 11 

-i:orдa и только тогда имеет ранг, равный О или 1, если существует 
(m + n) чисел а1, а2, • ••• а,,., ь., Ь2,, •• Ь,,, через которые элементы мат­
риuы выражаются следующим образом; 

a1t а1Ьk. 

Зада~~а 3 . . Каждая матрица ранга r при помощи зпеменrарных 
преобра~ований может быть приведена к в11ду, в котором элементы 
аи= 1 (r = 1,2, ... r), все же остальные равны нулю. 

2. При определении ранга щз.трицы полезно применять сле-
дующую те1Jрему: ' 

Те о р е м а 2. Если 1Са1(()ii.-нибудь ми.нор r-го порядка М 
.иатрицы А не равен нулю, между тем 1еа1С все .миноры (r+1)-to 
11оряд1Са, еодержащие в себе М, paQHЬl нулю, то ранг матри· 
цы А равен r. · . . 

. до к а з ат ел ь ст в о .. Не нарушая общности доказательства, 
можно предположить, что минор М стоит слева сверху в мат­
рице А: 

1 ~11: . : а~, 
.W=!· О. 
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Рассм~трим минор N (r + 1 )-ro пС1рядка, включающий в 
себя М: 

N=I · • · · 
а,1 .... arr a,i-

ail · · • · а;,. а.к 
он равен нулю: если k < r, то по основному свойству определителеlf, 
если k > r, - тр по предположению теоремы. Разпаrая N по 
элементам последней строки. и учитывая, что М ::f:. О, получаем: 

(2,2) atk = "111 а,:1 + ".12 at2 +. · · · + '·11" а;,, 
причем коэфициенты л11 , "~з• ... , лk" не зависят от индекса i. 
Таким обр&зом, элементы любой колонны могут быть линейно 
выражены через соответствующие элементы первых r колонн. 

Теперь уже нетрудно показать, что любой минор (r + 1 )-ro 
порядка 

(2,3) 

a,rtlk1' • ' afr+lkrtl 

равен нулю. Система (r + 1) уравнений 

(2,4) 

{li1k.P'1 + а,111,р2 + + ai,kr+1µr+1 о, 

a,.,k1µ1 + a,,1lt2µ2 + ' ' ' ' ' ' + a1a7:r+1µr+1 = о, 

Q•rtJl,1µ1 + atrtlk11,U2 ''' + Qtr+1kr+1µrtl = 0 
....:.• .... 

имеет ненулевое решение. В. самом п:епе; подставляя в эти ура• 
внения выражения для a;k из формулы (2,2) и приравнивая нулю 
в каждом из этих уравнений выражения при а11, а,'2• ... а,,., мы 
получим всего только r линейных: уравнений, которым должны 

удовлетворять неизвестные tJ,1, 1-'-з, .•. t,i,,.+ 1• Следовательно, мы 
получим во всяком случае ненулевое решение. Но если уравне­
ния (2,4) имеют ненулевое решение, то минор (2,3) раве11 
нулю. 

3. В дальнейшем изложении мы будем иметь д.ело с квад­
ратными матрицами. Исследуем, в какой зависимости находится 
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ранг произведения от рангов множителей. Для этого вывев.еы 
одну важную формулу. Пусть 

С=АВ, 

А= lla;~i, В= ь,~. С =li с,,.·.:. Выразим минор m-ro порядка 
,матрины С через миноры матриц А и В. Имеем: 

Так как каждый элемент этого минора представляет собою 
сумму п членов, то этот определитель можно представить в виде 

суммы определителей: 

I at а Ь а 11 , а; а Ь а;-, ... а1 а Ьа k 
, 1 1 1. 1 1 ii 1'~ 1 l?t 1U Jn 

·1 : а; " Ь а k , а; а Ь а к •••• ~ а Ьа k • 
2111 s:211 l.ltnmm 

г .- ....... . 

ь L ь L • • • bJ J, 1 
й1n1 °111:1 u111 "'1п I 

В ::1той сумме равны нулю те члены, у которых. среди ин­
дексов а1 , а2, ••• ат имеются равные. Те слагаемые, у которых 
индексы а1, а2 , ••• а,,. сосгоят из одних и тех же неравных. между 

собой чисел и отличаются только порядком этих чисел, имеют 

общий множитель: 
,

1 

а. . .. а. ' 
, •i,a

1

• • • 1,~,,, 
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Вынося его за скобки, мы поnуqаем в скобках сумму член-dи 

~ ± ь.111.1 ь.,11.. • • • b,ml!.m, которая, как нетрудно видеть, дает 
определитель 

1 

Таким образом, 

ci h. ••• ci 11. 
1 J. 1 m 

(2,5) 

с. h. ••• с. h 
im i im m 

I Ь h ... Ь 11. 1 

j' а1 l а1 tn I 

~ 1 

(а10 a, ... am): 

1 · 

1 

ь 1 ... ь / 1 
a1:tJ · a.j, 

iH 

Символом (а1 , а 2 , ••• ат) под знаком суммы мы отмечаем, что 

суммирование распространяется на (:.) сочетаний из индексов 
1,2, ... п по т в каждом. 

Теорем а 3. Ранг произведения двух матриц не превышает 
ранга 1.аждого множителя. 

До к аз ат ель ст в о. На основании формулы (2,5) минор m-ro 
порядка произведения линейно выражается через миноры того 

же порядка множителей. Следовательно, если у какого-нибудь 
из множителей все миноры порядка т равны нулю, то и у про­
изведения миноры того же порядка равны нулю. Это и доказы· 
вает теорему. 

Теорем а 4. Если умножить (справа или слева) матрии,у 
ранга r на неособенную матрицv, то ранг произведения равен_r. 

До к аз ат ель ст в о. Пусть А - матрица ранга ,; В - неосо~ 
бенн'ая матрица. Hii. основании предыдущей теоремы, ранг матрицы 
С · · АВ не может быть' выше r. Но он не может быть и ниже 
r, так как А .... св-1. . 

Зада'tа 4. Если АВ = о и А ::\= о, В ::\= О, то обе матрицы А и В -
особенные. 

4. Теперь мы перейдем к рассмотрению ранга симметрических, 
антисимметрических и эрмитовых матриц. Для этого нам по-
7.ребуется одна лемма о матрицах общего типа. 
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лемм а. Если квадратная матрица п-го поряд1.а имеет 
ранг = r < п, то матрица, составленная из ее миноров r-го 

поряд1.а - первого ранга. 11 · 

д O к аз ат ель ст в о. Возьмем квадратную матрицу а1~! 
ранга г. Элеме!:lты тех строк, к которым принадлежит один из 
миноров г-rо порядка, отличных от нуля, обозначим через 

Ь11, Ь12, .•• Ь1" 

Ь21, Ь22, · · · Ь2" 

\2,6) ...... 
brl• brs• • · • Ь,.,. 

так как все миноры (r + 1 )-ro порядка равны нулю, то эле· 
менты каждой строки матрицы II aik \\ могут быть линейно 
выражены через соответствующие элементы ~ строк (2,6): 
(2,7) а;,.= 'л,1'Ь1k + 'л,11 b2k + · · · + 'л;r brk (t = 1,~, · · .п~. 
· Обозначим минор, в который входят элементы t1-ой, tв·Olt, ..• 
i -ой строк и k1-ой, k2-ой, ... kr·oй колонн через r . 

а. h. ••• ai h 
i1 1 1 r 

На основании (2, 7) получаем: 

}: · ~л ь Л. Ь h , • " i а ul, i 1a а ~ 1 'J' 

........ 

........ 

• .•• 1 

л·. 
1 

• •• : л; 
1
• 1 

1., г 
Ь k ''' brk 

r 1 " 

Вводя обозначения 

: лi,1''' лi,т 
=Л . . , 

i1 •. • ir 

' ) •. 1' '' лi r 
I i1· r 

= 

_
8

12 ... r 
- k,/t,, .. lt, 
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имеем' 

Ai, ... ir - Л 81.,, r 
k, .• , kr - i, ... i" k,, .. k,. ,. 

Таким образом, миноры Г•ГО порядка A~.·::.r ' принадлежа-,. 
щие к одним и тем же строкам i1, ••• i,., пропорциональны соот· 
ветствующим минорам в;,·.·.:~ матрицы 

' 
l!Ьн; .. · · .. · · Ь1" 1; 
'[ I! i, -• • • • • • • 1: 

1

11 

Ь Ь /1 [ ,·1 ~ • • • · • • ' · rn I 

Следовательно, в · матрице, составленной из миноров r-ro по­
р!iдка матрицы ila"кH, все миноры 2-ro порядка равны нулю. 

5. Теорем а 5. Если симметрическая матрица имеет ран.z, 
равный r, то, по "palixeti. мере, один главныа минор r-го по­
рядка не равен нулю. Если элементы .матрицы - действи­
тельные числа, то неравные нулю главные миноры r--eo rю­
рядка имеют одинаковыа знак. 

Д о к а з а т ел ь ст в о. Обозначим, как и выше, миноры r-.ro по-
рядка через А~·:.·.~. На основании предыдущей леммы, имеем 

(2,8) =0. 

Таким образом, 

(2,9) Ai' ... i,. Ak' ... k,. -(А i, ... i,. )а 
i,,;, i" k, ... k,. - k, .. k,. 

Эrа формула показывает, что если бы все главные миноры 
r-ro порядка симметрической матрицы . были равны нулю, то 
и вообще все миноры порядка r были бы также равны нулю; 
кром-е того, если элементы матрицы - деАствительные числа, то 
все неравные нулю главные миноры имеют одинаковый знак. 

Теор е м а 6. Если ранг симметрической матрицы равен 
ее ,юрядку п и если все ее главные миноры ( п-, 1)-го порядка 
равны нулю, то существует, по кpati.нell. мере, один главный 

.ffинор (п-2)-го порядка, отличный от нуля. Если але.иенты 
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матрицы - вещественные числа, то все неравные нулю г.~авны~· 
•11иноры (п-2)-го порядма имеют знаl(, противоположньт 
зн.аку определителя .матрицы. 

Доказательство. Обозначим определитель матрицы через С: 

алгебраическое 

C;k' Имеем: 1 

С11 • • • С1" 

С = ., , , Сп, = С1,.-1, 
t !i . ; . 
J С»1 • •• Сп" 

дополнение элемента с0, в определителе С - через, 

I 
С11 C,k 1 = СС 
С С n-2' 
ы kk • 

где через С обозначено алгебраическое дополнение минора. n-2. 
1 ' 

! C;i cik 1· в опредепителе С, являющееся главным минором (n-2)-ro 
· 1 с,:1 ckk ел 
порядка. Согласно предположению теоремы С11 = Скk = О. е-
довательно, 

CCn_2 =-C~, 

что и доказывает теорему. 

Последние две теоремы распространяются непосредственно на 
матрицы Hermite'a. Доказательства вполне аналогичны данным 
выше и потому предоставляются читателю. Отметим только два 
следующих факта, которыми придется воспользоваться при про· • 
ведении зтих доказательств: 

J) Определитель матрицы Hermite'a является дейст8итель· 
ны"и числом. 

.в самом деле, если Н - матрица Hermite'a, то Нс =Jf, откуда 

/Hi=IH/. 

1 Здесь мы ш,11ьзуемся следующей теоремой о минорах взаимного. 
определителя: 

Пусть д - оnре~литель, взаимный с D, М - мивор k-ro порядка 

011ределителя д, М - алгебраическое дополнение в определителе l) 
минора k·ro порядка, соответствующего М. Тогда 

M=Lk-1,И 

(см, Чезаро. Элементарный курс алгебраического анализа и исчисле-­
нвя бесконеч110-мапых, ч. 1, Одесса, 1918, стр. ВЗ). 
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i, ... i, k, .•. lt 
2) Минеры А~, ... 11 и А. . ' коАtttлексно-сопряженны: 

п .,.. 'li, • • 'J.r 

Приведем фоrмулировку теорем, аналогичных теоремам 5 и 6: 
Теорем а ба. Если матрица Hermite''a имеет ранг, равный 

.1-, то, 1ю крайней мере, один главный минор r-zo поряд1еа не 
равен нулю. Все неравные нулю главные миноры r-zo поряд((а 
имеют одинаковый знак. 

Т е о ре м а 6а. Если ранг эрмитовой .матрицы равен ее tю· 
рядку пи если осе главные миноры (п - 1 )-го поряд1еа равны нулю, 
що существует, по крайней мере, один главный минор ( п - 2 )-го 
.порядка, отличный от нуля. Все неравные нулю главные ми· 
. норы (п-2)-го поряд1<а имеют зна1е, противоположный зна1<у 
.определите.лll матрш,ы. 

6. Перейдем к антисимметрическим матрицам. 
Т е о р е м а 7. Ранг аюписи.мметричес1еой матрицы всегда 

.выражается четным числом. Если ранг антисимметричес1<ой 

.матрицы равен r, то существует, по крайней мере, один 

.главный .минор r-го поряд1Са не равный нулю. 

До к аз ат ель ст в о. Прежде всеrо заметим, что антисимме­
·трический определитель нечетноrо порядка всегда равен нулю. 

13 самом деле, если А - антисимметрическая матрица, то 

Ас= -А, откуда 

I А 1 =(- 1)" 1 А 1 · 

Для п нечетного I А 1 = О. Рассмоtрим соотношение (2,8) для 
;антисимметрической матрицы r-ro ранга. Так нак в этом случае 

Ai,, .. i,.= 
1!, ... 11, 

Так как дJIЯ r нечетно1·0 все главные миноры равны нулю, то 
;и вообще все миноры r-ro порядка равны !iУЛЮ, Следовательно, 
.ранг антисимметрической матрицы всегда четный. 

Второе утверждение теоремы доказывается так же, как тео­

рема 5. 
Теор е м а 8. Если ранг антисимметричес1еой матрицы ра­

вен ее поряд1еу п, то cpeitu главны 1:' миноров (п -2)-го по, 
ряд,са есть, по 1Срайней мере, один отличный от нуля. 
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До к а з ат ель ст в о, ОбознаЧ!11'о1 01tреде1~ите11ь матрицы ч.е· 
рез А, алгебраическое дополнение элемента а;,. - чt>оез A,k· Имеем 

! Аи Atk •r 
А А = ААп.-•• 

ki kk 

где Ап_2 r.1авный минор (п - 2)-ro порядка, являющийся алrе· 

браическим дополнением минора I а" ап, 1 в определителе А . . 
а1.-, ak" 

Так как все главные миноры (п 1)-ro порядка равны нулю, то 

(2, 1 О) AAn_2 = л:k. 
Теорема, таким образом, доказан~. 
Теорем а 9. Антщимметричес1Сuй определиtt~ель, элементы · 

которого вещественные числа, не может оыть отрица-

тельным . 
До 1, а. за тел ь ст в о. Отбрасывая случаи, когда антисиммет­

рический оnределитель равен нулю, рассмотрим определитель чет­

+1оrо порядка. На основании формулы (2,10), неравный нулю rлавныf! 
минор (п 2)-ro порядка имеет тот же знак, что и опреде,1и· 
тель. Отсюда следует, что среди главных миноров четного по· 
рядка всегда существуют отличные от нуля, причем знак их 

совпадает со знаком определителя, Но главные миноры 2-rC\ 
порядка 

. аи a;k 1 2 
i = aik 

а-,.; akk 1 
отрицательными быть не могут, откуда следует утверждение 
теоремы. 

В § 23 мы увидим, что антисимметрический определите,1ь мо­
жет быть представлен как квадрат целой алrебраическоit функ­
ции от его элементов. 

ЗадаЧ-а 5. Если А - антисимметрическая матрица с вещественными 
коэффициенi!'ами, то iA является матрицей Hermite'a. Пользуясь этим, 
вынести теорему 8 из 6а и показать, что неравный нулю главный минор 
(n - 2)·ro порядка имеет тот же знак, что и определитель I А 1, 

§ 3. л · матрицы. Элементарные делители. 1 

1. Возьмем матрицу А(),), у которой э,1еме11ты представляют 
собою полиномы от переменной л. Так~я матрица называетсfl 
л ·мат р и й. ей. Пусть ранг матрицы А(л) равен r. Общий наи-

1 Содержание этого пара.графа потребуется тоJJько при изучении§ 18. 
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большнlt делитель миноров i·ro порядка (i <: r) обозначим через 
D1(л), причем ус,1ов~,мся коэффициент при старшем члене в этом 
полиноме (Jрать равным 1. Так как каждый минор i-ro порядка 
может быть линеllно выражен через миноры (i- 1)-ro порядка, 
то D.(л) делится наце:~о на D;_1(л). Частное от де.11ен11я D1 (л'\ 
на D;.-1(.л) обозначим через Е1(л): 

Е;(л). DDt(A)_)' (i=1,2 ... r) . .. 
i-1'Л 

(D0 (л) будеЪ! считать равным единице). Многочлены E,(i.) назы­
ваются инвариантными факторами матрицы А(л). 

Обозначим корни полинома Dr(л) через а, а', а", ... Так как 
D,.().) делится на все D;(л) (i < r), то D;(л), а следовательно, 
и Е/,,.).) будут иметь своими корнями числа из ряда а, а', а", ... 
Положим 

Е,(л) = (л-а) '(J.- а')е/ (л - а")е~ ... 

Те из множителе!!: 

(л - а) в., (). - а)\ 

(3,1) (л-а1) 81 ', (л-а')81', 
(л-а.11)81·, (л-а")8•' 

(л- а)\ ... (л- а)8, 

(л- а1)81 ', ... (л- a')8r' 
( л - а")8'·, ••• (л - а"Ут° 

. ' . . . . . . . . . ') 

ноторые не приводятся к постоянной, 

ными делителями А-матрицы. 
называются элемент ар-

При.мер. Пусть 

Имеем: 

11· л, о, о, 
j О, л ~ 1, О, 

О, 

о, 

О, 

О, 

А , 1'1 О, О, J. - 1, О, О, 
(л) = 1 

:I О, О, О, л -- 2, О, 

О, 1; 

О, li 
! 

О, i 

О, 

i/ О, О, О, О, л - 2, 1, 

о, О, О, О, _).-2, 

D 1 =1, D2 =1, D3 ==1, D 4 =1, D1 =(л-1)().-··2), 
D6 = i. (i.- 1)1 (л - 2)1. 

Инвариантные факторы .выражаются следующим образом: 

Е1 =1, Е8 =1, Й3 =1, Е4 =1, Е6 =(л-1)(л-2), 
н. = л (J. - 1) (л - 2)=. 
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таким образом схема (З,1) злеиентарных делителей матрицы А (i.) 
иwеет ви.:t: 

).-1, л-1, 

). - 2, (). - 2)2, 

) .. 
Задаttа 1. Вычис,1ить элементарные делители следующих ).-матриц: 

1

: (J.- 1)2, о, о 1:, 

1) 1 О, . ). (л + 1), О . . :1', 
i о, о, (). - 1)8 (). + 1)1 1. 
11 ' 

).IJ. + 1), О, О, О !] 
О, ;,з ( л - 1 ), О, О 11, 
О, О, ). - 1, 1 III 

О, О, О, J.-1 

2) 

о, о '11· 

о о : 
' 1 

2J. + 1, л + 1 :: . 

}., л il 
1 

(J.-1)1, зл - 1, 

о, л().+О. 
З) 

i О, О, 
,J 

li О, О, 

Ответ. 1) л, (i.-1)2, ().·-1!8, ),+ 1, 
(). -1), ). + 1; З) )., J.8, (J. -1)1, (л + 1). 

(~+1;2; 2) л, л, 1.2, \i.-1), 

2. Посмотрим, как отражается н~ элементарных делителях 
;, - матрицы ее умножение на постоянную матрицу. Докажем 
следующее положение: . 

Теорем а 1. Если л . матрицу А(л) умножить ( слева или 
справа) на неособенную матрицу В с постоянн.ьеми элемен­
тами, то эле.ментарн.Ьtе делители каждого из произведений 
ВА(л) и А( л)В совпадают с элементарными делителями 
.матрицье А(л). 

До к аз ат ед ь с тв о. Разберем случай левого умножения: 

С(л)=ВА(л). Пусть C(л)=jjc;k\i, B=\lb,kl\, A(л)=i\a,kl\· Для 
минора s-ro порядка матрицы С имеем формулу: 

(3,2) 
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Обозначим через D, и D/ общие наибольшие де.,ители (со 
старшими коэффициентами = 1) миноров i-ro порядка матриц А(л) 
и С(л). Формула i3,2) показывает, что D/ делится на D1• Но 
так ~ак ,А(л) = В 1 С(л), то и D, делится на D/. Следовате.1ьно, 
D, - D,, и инвариантные факторы, а с.1едовательно и элемен­
тарные делители матриц А,(л) и С(л) совпадают. 

Две л-матрицы А(л) и А(л)' называются эквивалентными 
ес.1и существует такая неособенная матрица Х с постоянным~ 
элементами, что · 

А(л)' = ХА(л)х-1. 
Из теоремы 1 вытекает следующее положение: 
Т е о Р е м а 2. У эквивален.тн.ых ).-матриц элементарн.ые 

делители один.а1еовы. 
3. Из с_амоrо определения понятия об элементарных де:~ите­

лях л-матрицы вытекает, что для их вычисления надо наАти 
полиномы D1{л). Dе(л),,,, D,(л). Однако нахощдение этих ПОЛИ· 
номов в большинстве случаев представляет очень кропотливую 
задачу, так как приходится постепенно вычислять все миноры 

различных порядков л · матрицы. Существует метод, позволяю­
щий избегнуть опреде11ения полиномов D1(л) и дающий воз· 
можность непосредственного вычисления инвариантных факторов 

Е,(л). Способ этот основывается на применении к ).-матрице 
так: называемых элементарных преобразований. 

Под элем е н та р н ы м п ре об р аз о в а ни ем л-матрицы бу­
дем понимать применение следующих операций: 

а) перестановка двух стрQк или колонн матрицы, 
Ь) умножение элементов какой-нибудь строки или колонны 

на одно и то же по ст о я н но е число, отличное от нуля, 

с) прибавление к элементам какой-нибудь строки (или ко­
лонны) соответствующих элементов другой строки (или колонны) 
умноженных на один и тот же полином от ). ' 

Докажем теорем)::· · 
Те о Рем а 3. Ин.вариан.тн.ые фаюпоры (а следовательно 

_ tl элемен.тарн.ые делители) ин.вариан.тны при алементарн.ых 
лреобразования.х л-матрицы. 

· Дt1я доказательства достаточf!о обнаружить, что полиномы 
Diл) не иамен,ются при элементарных преобразованиях. По­
смотрим, какие изменения в минорах ;. го порядка л-матрицы 
вызывают элементарные преобразования. Операции (а) и (Ь) 
только умножают некоторые из этих миноров на постоянный 

~шожитель, отличный от нуля. Рассмотрим операцию (с); пусть 

3. Л·МА.ТРИЦЫ, ЭЛl!МЕНТАРНЫ.Е ДЕJ!ИТЕJIИ 
~~--~~-"-~~~--~--

она заключается в том, что мt.а прибавляем к элементам р·ой' 
строки элементы q-ort строки, умножив эти последние на поли­
н.ом р{л). Те миноры, в которых не входят элементы р-ой строки 
или входят элементы и р·ой и q-ой строк, не изменяются. Рас­
смотрим 1еперь минор М, в который входят элементы p-otr 
стр:жи, но не входят элементы q-ой строки. После применения 
рассматриваемого элементарного преобразования он превра­
щается в М + р{ л)N, где N ~ некоторый минор i·ro порядка 
нkшей матрицы. Таким образом, е.сли D.(л) и Di(л)' ..;_общие 
наибольшие делители . миноров i-ro порядков соотв'етственно 
исходноА матрицы .4(л) и преобразованно~ А(л)', то D,(л)' 
делится на_ D,(л). Но так как А(л) может быть получена из А(л~r 
э,1ементарным преобразованием (с), то D1(л) делится на D,(л), 
. т. е. D.(л)' = D1(л). Теорема доказана. Ясно, что применение элементарных преобразований может 
сильно обпеrчать процесс нахощдения элементарных делителей, 
значительно упрощая матрицу. Так например, возьмем матрицу 
(~) из задачи 1. Прибавляем 1-ую колонну ко 2-й, затем вы-_ 
читаем из 1-оА строки 2-ую; вычитаем· из 3-ей колонны 4-ую· 
и затем из 3-ей строки 4-ую; в резупьтате получаем значительно-
более простую матрицу: 

1: (л - 1)2, О, О, О \1 

11 О, }.(л+I), О, О I 
11 о, о, л, 1 \1 . 

О, О, О, л ':1 

Теперь мы покажем, что путем применения ряда элементарных­
riреобразований мы можем непосредственно отыскать инвариант­
ные фзкторq1, не определяя полиномов D1{л). . .·· 

Теорема 4. Каждая А-матрица ранга r может быть 
приведена при помощи элементарнwх преобразований N так 
назшаемому нор.мальн.ому виду: 

\\ Е 1 (J.) О . • • О о ... О 
\i . о. .Е~ ().:.: .. ~ .о ... О : 

\\ О О ... Е, ().)О ... О 1\, 
i, О О . . • О О .•. О ·\1 
\J ,; 
'i • • • • • • . ,1 

[

1 о о о о ... о [1 
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:где Е1(л), Е,J{л), ... Е.,.(л)- инвариантнш фаюпоры этой 
.иатрицы. 

Доказательство разобьем на несколько пунктов. 
1) Покажем прежде всеrо, что при помощи элементарных 

преобразований можно достигнуть того, чтобы 1-ыА элемент мат­
рицы А(л) (так мы будем называть левый верхний элемент а11) 
был отличен от .нуля и был делителем всех элементов матрип.ы. 

Переставляя строки и колонны, мы можем сделать так, чтобы 
1-ыlt элемент был отличен от нуля и степень его была не выше 
степени всех остальных злементов матрицы. Если 1.;ый элемент 
а 11 не делит nацело остальные элементы, можно достигнуть 

того, чтобы на его месте стоял многочлен степени более низкой, 
чем а11• Докажем это. Пусть в 1-ой строке и i-ой колонне стоит 
элемент ан, не делящийся на а11; пусть 

ан= а11р + q. 

Умножаем 1-ую колонну на - р и прик.шrдываем к i·ой. Тогда 
в i-oA колонне вверху останется элемент q. Переставляя 1-ую 
и i-ую колонны, мы получаем матрицу, у которой на первом месте 
стоит полином q степени более низкой, чем а11• Аналогично 
поступаем, если элемент, не делящийся на а11, стоит в 1 ~ой 
колонне. 

Предположим теперь; что все элементы 1-ой строки и 1-ой 
колонны делятся на а11, и что элемент а1" (i, k > 1 ) не делится 
на а11 • В этом случае поступаем так: умножаем 1-ую строку на 
аа . - и вычитаем из i-oA строки. Получаем матрицу, у которой 
а11 
элемент, стоящий в i-ой строке и l·ой колонне, равен нулю, 
а элемент, находящийся в i-ой строке и k-ой колонне, не де· 
лится на а11• Теперь nрикладЫваем i-ую строку к 1-ой. На первом 
месте стоит попрежнему а11, между тем как элемент 1-ой стро­

ки и k-ой колонны уже не делится на а11• Применяя вышеуказан­
ный способ, мы можем заменить 1-ый элемент полиномом сте­
пени более низко~, чем а11• 

Таким образом, если' 1 ·Ый элемент не делит всех остальных 
элементов матрицы, мы можем, постепенно снижая его степень, 

достигнуть того, чтобы он был .о.елителем всех остальных эле­
ментов (конечно, может случиться, что таким элементом будет 
постоянное число). . 

2) Добившись того, чтобы 1-ыА ЭJ1емент матрицы был дели­
телем всех остальных ее элементов, мы можем, применяя опера-

§ 3. А·МАТРИЦЫ. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ДЕЛИТЕЛИ __ . ___ 4_9 

цию (с), превратить.все элементы 1-ой строки и 1-ой колонны, 
за исключением 1-ro, в нуль. Получается матрица вида: 

I а11 О О ..• О I 
О Ь21 b2s · · · h2n 

О Ь81 Ь88 ••• Ь3 ,. , 

t• • • • • .. 

О Ь"8 Ь"8 .•• Ь"п 
причем все bm делятся на а11• Применяя тот же процесс к матрице 

h22 •.. Ь2" 

Ь"2 ••• Ь,,,. 
мы получаем матрицу вида 

1 

'! а11 О О •.. о 

j О Ь 22 О ••. О 
О О С33· •• Сап 

О О с"3 .•• с,т 

причем а11 делит все элементы этой матрицы, Ьаз делит злементы 
c1k. Повторяя этот процесс дальше, мы получим в конце концов 
матрицу: 

f/J1 0 ... о 0 ... 0 
О q;2 ••• О О ••• О 

А(л)'= О О ... !J1r0 ... 0 , 
I О О ... 00 ... О! 

'1: . . . . . . . 1 

I о о ... о о ... о 11 

в которой каждый из полиномов qi,. является делителем IPt+i, 
'11+2,, .. q;,.. Старшие коэффициенты этих полиномов сделаем 
равными 1. 

3) Покажем теперь, что функции;;, являются инвариантными 
факторами матрицы А(л). Прежде всего, нетрудно видеть, что 
эти полиномы являются инвариантными факторами матрицы А(л)'. 
В. самом деле, так как ;;1 депит полиномы IP;+i, q;1+2, -••• IPr, то 

4 Широков П. А. 
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общий наибольший делитель миноров i-ro порядка D1(л) = 
= ffJ1 rp2 .•• ({!;, Отсюда: 

D;(л) 
Е;(л) = D. 'л) = rp,. 

t-1\ 

Матрица А(л)' получена из А(л} при помощи элементарных 
преобразований, а эти последние не меняют инвариантных фак­
торов. Следовательно, функции tp1 действительно являются ин­
вариантными факторами матрицы А(л). Теорема доказана пол-, 
ностью. 

Из этой теоремы вытекает одно интересное свойство показа­
телей степеней у элементарных . делителей. Рассмотрим схему 
элементарных делителей: 

(л-а)\ (л а)е• , ... (л-а)еr; 

(л-а')8>', (л-а')0•' , ••• (л - a')8r', 
(л- а")81 ") (л -а"(·· J,,, (А. - а")е,: t 

Элементарные делители, стоящие в какой-нибудь строке этой 
схемы, относятся к одному и тому же линейному фактору: 

в 1-ой строке- к (л-а), во 2-otl- к (л- а') и т. д. Так как 
инвариантные факторы Е;(л) обладают тем свойством, что Е;().) 
делит факторы Е,+1(л), Е1+2(л), . .• Е,(л), то ;~оказатели степеней 
у элементарных делителей, относящихся к одной и той же 

строке, образуют неубывающую последовательность. Таким об· 
разом, получаем теорему: 

Теорем а 5. Поиазатели степеней элементарных i)елите­
лей, относящихся: ,с одному и тому же линейному фа1етору, 
пбразуют неубывающую последовательность: 

е1 -<е2 se3 s ... :::se,. 
е/ -< е./ s е3' -< .•• = е,.', 
е( s e.j' ::::; е8"-< . •. :::::;; е, ", 

4. Пример на приведение л-матрицЬI " нормальному виду. nри 
приведении л-:.~атрицы к нормальному виду можно употреблять тот про­
цесс, которыА был применен при доказательстве теоремы 4. Для удоб­
ства рассуждений мы переставляли на первое место тот элемент, который 
является делителем всех остальных. Этого, конечно, делать при вы'lи· 
слениях не стоит: если элемент а11 делит все остальные, то мы превра­
щаем в нупь элементы i-ой строки и k-ой колонны (за исключением tl;k), 
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вычеркиваем i-ую строку и k-ую ~tолонну и переходим к рассмотрению 
матрицы порядка на единицу меньшего. 

Возьмем матрицу 

л, 2л+ 1, 

О, 

О, 

. О, 

л, 

л, 

О, 

~· ~ 11 

' ,1 

4;,, <л+ 1)' 11 · 

Зл, л•+;.+1 •• 
так как ни один из ее злементов не ямяется делителем всех 

остальных и наименьшая степень по11иномов, входящих в матрицу, 
авиа един:ице, необходимо понизать степе1:1ь какого-нибудь элемента до 

~у.11евой. Сделать это в данном слу,~а~ проще всего так: умножить 
1-ую колонну ва 2 и вычесть ее из 2-ои: . 

л, 1, О, О 11 

О, л, О, О 1
1 

О, л, 4)., (л -t 1)1 il 
\ о, о, sл, л• + л + 1 ,1 

Теперь элемент а12 является делителем всех остальных. Превращаем 
в нуль элементы а11 , а11, а31, Получаем: 

о, 1, о, О 

-л•, О, О, О 

- л•, о, 4л, (л+ 1)8 

О, О, ЗА, 11+ л + 1 

Первый этап вы,~исления закончен. И ,,еем Е1 (л) = 1. Вычеркивая 
1-ую строку и 2-ую колонну и изменяя знак у 1-ой ко.понны, получаем 
матрицу: 

л•, о, 

л•, 4л, 

О, Sл, 

Снова ни один из элементов не является делителем всех остал:ь­
ных; степень одного И;'! них придется понизить до нулевоlt. Для этого 
сна,~ала вычитаем из 2~ой строки s-ью: 

л2, о, о 

л•, ,., л 

1 

О, Sл, л2 + л + 1 

Затем умножаем 2-ую строку на (А+ 1) и вы,~итаем из S-ей: 

л2, О, О 1: 
лs, ;,, л i • 

-А•(л+ 1), - л•+ 2;., 1 ;\ 

4* 
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Теперь элемент а33 является делиrелем остальных. Уничтожаем а23 , 
Da1, On: 

о, о 

).8 _ 2).2 + л, о • 
О, 1 

Второй этап вычисления закончен. Е1 (л) = 1. Переходим к матрице 
2-ro порядка: 

1/ л'+::·+;.•, ;.a_i;.1 +;. [/· 
Понижаем степень элемента а11 до l·A. Для этого умножаем 

1-ую строку на л1 +). и вычитаем из 2-ой: 

111:: л3 -~л1 +л 11· 
Умножаем 1-ую ко.11онну на (л - 2) и вычитаем из 2-oil:: 

!/ '-з, - ;i.a + 2;.1 11 
r ;.2, л . 

Элемент 2-ой строки и 2-ой колонны делит все остальные. Умножаем 
2-ую колонну на л и вычитаем из 1-ой. Затем уничтожаем элемент а11 

11 

).' _ 2).8 + ).', о 
11

. 

о, i. 11 

Отсюда имееи: Е, (л) = л, Е1 (л) = ;.s (л- 1)1. 
Итак, элементарные делвтелц рассматриваемой матрицы следующие: 

л, ).1, (i. - 1 )'. 

Задача 2. При помощи 11рнведеиия к нормальному виду опреде­
лить элементарные делители следующих л-матриц: 

)., о, ). 1 л+2, 1, лэ-1 
1 J 2.i., л, 2л - 1 • 2) 2л, л, ;. + 1 , 

л2, о, ;.•+л+ 1, о, о, л 

). 1, 2л-1, О, о 

8) 
о, Л8 +л-1, О, л• 
о, s;.+ 1, ;., зл+ 1 

л-1, Зл-1, О, ). 

Ответ. 1) )., л, ). + 1; 2) ,1,Э; З) », (л - 1)1• 
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5. При вычислении элементарных делителей бывают полезны 
следующие 2 теоремы: 

теорем а 6. Пусть у л-матрицы все элементы, не сто· 
ящие в главной диагонали, равны нулю, элементы же в глав­
;юй диагонали, не являющиеся постоянными, представлены 
в виде произведений различных степеней биномов: л - а, 
;. _ а', л - а", . . . Тоtда эти степени биномов и являются 
элементарными делителями л-матрицы, 

до к а э а тел ь с тв о. П;усть в элементах главной диагонали 

вхоцят степени бинома л - а; именно, (л - а/• вхQдит в k1 

элементах, (л- а)11- в k2 элементах, ..• (J-a)'m- в km злемен­
rах (i1 < i2 < ... < iт). Обозначим ранг рассматриваемой . мат­
рицы через r. Тогда вDr<л) бином (л- а) вхо~т в .степени 
k1i1 + k2i2 + ... + kmi.,., в Dr_1(л)- в степени k111 +k111 + ... 
+ (kт-1) i.,., в D,._2(л) - в степени k1i1 + k2i2 + ... + (km -
-2) i и т. д. Следовательно, среди элементарных делителей 

т t 1 
(л-а/"' будет повторяться km раз, (л-а)т -k.,._1 раз и·. 
т. д. 

Теор е и а 7. Если л-матрица А(л) распадается на л-мат­
рицы Аk,(л), А,..,(л), ... А1,т(л): 

I 
Aki(л) 

А11 (л) , 
А (л) = 1 , •. I' 

• А11,,.(л) 1

1 

то элементарные делители матриц Ak (л), •.. Ak (А) дают все 
1 m 

элементарные делители матрицы А(л). 

До к аз ат ель ст в о. При помощи э.11ементарных преобразо­
ваний приводим к нормальному виду матрицы Ak, А,., ... Ak • 

' l 2 ~, 

Тогда в матрице А(л) все элементы, не стоящие в главной диа­
гонали, равны нулю. Применяя теорему 6, мы видим, что элемен­
тарные делители матрицы А совпадают с элементарными делите­
лями матриц Ak, • .. Ak , 

1 m 
6. · Применим доказанные теоремы к вычислению элементар­

ных делителей одного типа матрицы, с которым мы встретимся 

в теории линейных векторфункций. Пусть 



(3,З) 

nри чем 

Ап(л)= 
1 
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АЩ = 

iii.-a 
iJ " i, 

о, 

! • • 

о, 

О, 

• A1t (л) 
т 

-1, о, , . . о, 

л-а;, -1,... о, 

О, О, ..• ). - а" 

о, о, о, 

о 

о 

1;. 
:1 

li 
. . 1! . 

-1 1i 

л-аt il 
На основании теоремы 1 нам необходимо вычислить злемен­

~арные делители матрицы Ak; (л). Очевидно, что 

Dk,(л) = (л- ai\ Dk.- t (л) = 1. 
l 

Следовательно, 

Е8 (л) = 1, (s = 1, 2, . •• ki 1), Ek (л) = (л- а/•. 
. / 

Таким образом, э л ем е н т а р н ы е дел и тел и мат р и ц ы 
(3, 3) и м е ю т в и д: . 

(л - a1)k\ (л a,i\, , . (). -- а,,/, .. , 

ГЛАВА II. 

АЛГЕБРА ТЕНЗОРОВ В АФФИННОМ ПРОСТРАНСТВЕ. 

§ 4. Основные понятия геометрии п-мерных пространств. 

1. Как изв~стно, в алгебре и анализе большие выгоды при­
носит пользование геометрической терминологией. Рассматривая 
входящие в вопрос величины как коорд~наты точек в многомер­

ном пространстве, математик может говорить о линиях, поверх­

ностях, семействах кривых, о соприкосновении поверхностей, о 

векторных полях и т. д, Эта терминология так проста и дает 
т.акие значительные выгоды, вызывая яркие интуитивные пред­

ставления, что она уже давно завоевала право гражданства в 

анализе и алгебре. Такой "перевод" аналитических исследований 
на язык геометрии выгоден не только в том 01ношении, что он 

облегчает их формулировку и делает их более ясными и нагляд­
ными, но и потому, что нередко решение проблемы находится 
дегче и быстрее, если воспользоваться геометрическими представ­
лениями. Таким образом, геометрический язык является не толь­
ко удобной терминологией, но и важным подспорьем для иссле­
дования. 

Геометрическими понятиями многомерных пространств поль­
зуется часто и прикладная математика. Так например, механика, 
когда ей приходится иметь дело с системами с несколькими сте­

пенями свободы, прибегает к геометрическо!t терминологии, сво­
дя изучение тако!t системы к движению точки в многомерном 

пространстве. Физики нередко также пользуются понятием о 
многомерной протяженности. • Геометрия многих измерений за 
последние годы получила большое значение для многих отделов 
физики. Уже физико-химики начинают ею пользоваться для упо­
рядочения тех сложных явлений, которые встречаются в их ис­

следованиях". (Н. А. L о r е n t z. Atti del IV Congresso Intern. dei 
matem., vol. 1). Особенно rтодотворной для математической фи-
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зики оказалась многомерная геометрия в теории относительности 

Einstein'a и квантовой механике. В принципе относительности 
физик прибегает, главным образом, к интуиции 4-мерноrо прост· 
ранства (для некоторых специальных исследований приходится 
пользоваться многообразиями и более высокого числа иэме­
рени"). 

В теории же квант оказалась необходимой геометрия комплекс· 
ноrо пространства бесконечного числа измерений. 

Начало систематической разработки теории многомерных 

пространств о· носится к первой половине XIX столетия. Первым 
rеоме1 ром, который дал твердые основы этой теории, был 
Н. G r а s s m а п п (1809 - 1877); но его сочинение: ,,Die lfneale 
Ausdehn1..шgs1ehre" (1844 r.) оставалось долгое время непризнан· 
ным и в начале не влияло сколько-нибудь заметно на построе­

ние теории многомерных пространств. Независимо от исследов.t· 
ний Grassmaпn'a работы Cayley, Sylvester'a, Schlitfli 
и др. дали также основы этой науки. Большой импульс для раз­
вития дифференциальной геометрии многомерных пространств 
дала вступительная лекция В. :Riemann 'а, прочитанная им в ~ 854 г. 
в Геттингенском университете. Идеи :Riemann'a вообще создали 
эпо:ху в развитии геометрии; о них мы будем подробнее гово· 
рить в. части lI этого курса. В настоящее время геометрия 
многомерных пространств представляет собою обширную дисцип­
лину с богатой литературой, разбросанной в различных матема~ 
тических журналах. 

Как во всяком обобщении, в геометрии многомерных пространств 
есть положения, представляющие собою непосредственные ана­
логи фактов геометрии трех измерений; они являются наиболее 
riростыми и наглядными и вывод их производится совершенно 

так же, как и в обычной геометрии. Но кроме этих тривиаль­
ных, так сказать, вопросов, есть проблемы, кwорые возникают 
только тогда, коrда мы берем число измерений выше трех; эти 
вопросы являются, конечно, наиболее интересными, но и более 
трудными, чем непосредственные аналоги фактов трехмерного 

пространства. 

В этом курсе мы будем иметь дело по большей части только 
с наиболее простыми проблемами многомерных пространств. Под­
робного и систематического изложения основных фактов мы да· 
вать не будем, так как это отняло бы слишком много места, 
да и было бы бесполезно для нашего курса. 

2. Каждая опредменная система значений п переменных 
Х1 , х2, ••• х" называется то ч к ой числ о в ого пр о стран~ тв а 

§ 4. ОСНОВНЫЕ понятия ГЕОМЕТРИИ n·МЕРНЫХ ПРОСТРА!1_с_т_в __ 5_7 
--~ ·-···-----·-""··---

р.~ногообразия) п измер·ений 1
; числа Х1, х2, ... х,. 

называются к о ординат а ми зтоА точки. Само числовое прост­
ранство является совокупностью всех таких точек, когда пере­

менные Xi, х2, ••• х" пробегают все вещественные значения. Мы 
получаем так называемое вещественное ~реальное) про­
странство, которым и будем заниматься главным образом в этом 
курсе. Можно создать также комплексное пространство, если 

придавать координатам комплексные значения. Пользование та· 
ким пр:1странством приносит значительные выrоды при решении 

некоторых проблем реального пространства, и в этих случаях 
мы будем прибегать к этому обобщению. Везде, где нет соот· 
ветствующей оговорки, надо иметь в виду пространство реаль· 

ное. 

Относительно обобщения геометрии деt!ствительноrо про· 
страиства на комплексное пространство необходимо сделать сле­
дующее замечание. Те вопросы реального пространства, которые 
выражаются при помощи ан ал и т и ч е с к их функций, перено· 
сятся непосредственно в комплексную область при помощи ана­
литического продолжения эrих функций. Сложнее обстоит дело 
с обобщением тех соотношении, которые выражаются не анали· 
тическими функциями. Эти последние, хотя и могут быть про· 
должены в комплексную область (бесконечным числом способов), 
однако уже дают функции, недифференцируемые в комплексной 
области. 

Очень важное значение в развитии основ многомерной гео­
метрt1И имеет понятие окрестности точки. Это понятие можно 
определить совершенно так же, как и в трехмерном пространстве. 
в-окрестностью (или просто окрестностью) точки (01, 02,.,, о.,) 
называется совокупность точек, координаты которых удовлетво­

ряют неравенствам: 

I х1- oi 1 < е, (i = 1,2, ... n). 

Имея понятие окрестности, можно ввести понятие о точке 
сгущения бесконечной совокупности точек, понятие области, ее 
границы. Все зто делается совершенно так же, как и в двух- и 

трехмерном пространстве. 

1 Числовое пространство является частным случаем более общего 
понятия о пространtтве, так называемого .абстрактного", с которым имеет 
.в.ело современная геометрия, основанная на теории множеств. 
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Теория п-мерных пространств есть не что иное, как иссле· 
дование совокупностей п переменных и функций от них, обле­
ченное в геометрическую терминологию. 

Если координаты точки являются функциями 1 некоторого 
параметра t: 

Х; /;(t), (.i = 1,2, ... n), 

то мы будем говорить, что точка с изменением параметра t опи­
сывает линию в пространстве. Аналогично вводится оnределе· 
ние поверхности. Пусть 

( 4,1) 

rде t1, t2t, .. t,,, переменные параметры, причем 

..ЕЬ_ дfа дf" 
дt1 • дt1 • дt1 

дf" 
дtт 

матрица 

имеет ранг, равный т (.в этом случае число параметров не мо­

жет быть приведено к меньшему числу). Мы будем говорить, 
что формулы ( 4, 1) определяют по верх н о ст ь т измерений. 
(n - 1 )-мерные поверхности условимся называть r и пер по­
в е р х н о с т я м и. 

Нетрудно видеть, что поверхность т измерений можно за­
дать также системой (п - m) независимых уравнений: исключая 
из { 4, 1) параметры f1, t2, ••• tm, мы приходим к системе уравне­
ний 

F1 (Х1, Х2, • 
F2(X1, Хе, . 

. х,,) == о, 

. х .. ) = о, . . . . . . 
Fп-т (Х11 Х2 • • • х11 ) = 0. 

Гиперповерхность задается одним уравнением. 

1 От функций, которые мы будем рассматривать в вещественном 
пространстве, мы будем 1·ребовать, чтобы они были непрерывны и имели 
столько непрерывных производных, сколько нам необходимо будет для 
иссл:едования. Кривые и поверхности, выражаемые при помощи таких 
функций будем называть дифференuируемыми. Недифференu.ируемые 
образы рассматривать не будем. В комплексном · простр11нстве будем 
иметь дело с анапитическими функциями. 

§_j.:_ .?..~~Il_~-~E понятия ГЕОМЕТР~~--~~-~~РНЫ~ ПРОСТРАН_с_т_в __ 

Через кажаую точку пространства проходит п координатных 

линий ( вдоль каждой из них изменяется какая -нибудь одна коор· 
дината, остальные же остаются постоянными) и п координатных 
гиперповерхностей (каждая такая гиперповерхность характеризу­
ется тем, что фиксирована одна какая-нибудь координата, а ос­
тальные изменяются). Таким образом, можно говорить о коорди­
·натном п-эдре, относящемся к данной точке пространства. 

Рассмотрим п функций: 

х,' = f1 (х,, Х2, . . х,.), 

,(4,2) 
Х21 = /2 (Х1, Х2,. . х,.), . . 
х ' 
" 

fп (Х1, Х2, • . . x,J 
Пусть . в некоторой области В пространства якобиан 

д (f1, f'l• • · f п) Т ) В д (х х х-) · от.щчен от нуля. очкам (Х1,х2 , ••• х" области 
tt 2, • • • n 

соответствуют точки (х/,х2 ', ..• х,.') некоторой обла-сти В', nричем 
пусть· это соогветствие будет одно-однозначным. Формулы (4,2) 
можно рассматривать, как устанавливающие преобразование о.пной 
области в другую с одно-однозначным соответствием, причем 

функции, выражающие обратное преобразование, дифференци­
руемы в области В'. 

Но можно также эти формулы считать за преобразование 
координат в области В: каждой точке этой области относитея 
новая система координат, причем соответствие между новыми и 

старыми координатами одно-однозначное. 
3. Если ограничиться теми понятиями, которые мы ввели до 

с их пор, мы получим очень примитивное пространство: в нем нет 

как раз тех понятий, к которым мы так привыкли, изучая rео­

мет;шю: прямой линии, плоскости, параллелизма, расстояния, угла 

и т. д. Можно сказать, что построенное нами пространство слиш· 

ком аморфно. Однако следует подчеркнуть, что и в этом прост­

ранстве можно на··ти богатый материал для исследования. Не го­
воря уже об изучении топологических вопросов, мы можем пп­

строить, . пользуясь кривыми и поверхностями, выражаемыми диф­
ференцируемыми функциями, теорию соприкосновения кривых 
и поверхностей. В каждой точке дифференцируемой кривой мож-

d.х dx dx 
но рассматривать "касатмъный элемент" -i:t(, tiТ-, ... -dt'·, 
называя его "вектором"; аналогично, для дифференцируемых по­
верхностей можно создать понятие о касательном многомерном 
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элементе и т. д. Построенных таким образом понятий будет 
вполне достаточно, чтобы, например, облечь в геометрический 
язык теорию интегрирования дифференциальных уравнений. 

Однако нашей целью будет изучение более специальных типов 
пространства. В основу изучения алгебры тензоров мы положим 
так называемое а ф ф ин но е пространство Евклида, !'де сущест­
венную роль играет понятие о прямой линии, плоскости и па­

рал,1елизме. В дальнейшем мы специализируем пространство еще 
более, введя понятия, связанные с процессом измерения (длины, 
уrла, объема); это пространство называется метрическим 
пространством Евклида. 

§ 5. Аффинное евклидово пространство. Контравариантные 
векторы. 

1. Понятие о прямой линии и плоскостях в аффинном п-мер• 
ном пространстве мы введем по аналогии с геометрией трехмер­

ного пространства Евклида, причем сделаем это так, чтобы коор­
динатная система была аналогом декартовой системы координат. 

Изучение геометрии аффинного многообразия мы на'lнем с 
введения понятия о векторе и операциях над ним. 

В геометрии аффинного пространства рассматриваются два 
различных вида векторов; векторы одного вида называются к он· 

травариантными, дpyroro вида-ковариантными век­

торами. Употребляется также и такая терминология: контравари­
о нтные векторы называют просто векторами, а ковариантные -
дуальными векторами. 

Мы начнем с введения контравариантных векторов; термин 
,,контравариантный" часто будем опускать. 

К он трав ар и ан т .н ы м вектор ом называется совrжуп­
ность двух точек, рассматриваемых в определенном порядке. Одна 
из них называется н а ч ал ь н о й, или то ч к о n пр ил о же н· и я, 
другая-к он е ч ной. Будем употреблять также следующую тер­

минологию: вектор "выходит" из начальной точки и "кончается" 
в конечной; вектор "соединяет" начальную точку с конечной. 

Если начальная точка имеет координаты а1, а2, ••• an, конечная­
коо~:wtинаты Ь11 Ь2, ••• Ь,., то числа Ь;-а, называются с о ст а в­

л я ю щи м и, или к о о р дин ат а м и вектора. 

Векторы условимся обозначать жирными латинскими буквами; 
составляющие вектора v будем записывать той же буквой с ин­
,1ексами, поставленными справа сверху этоf.1 буквы v1, v2, • •• v". 
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В тензорном анализе значительное упрощение формул полу­
чилось после тоrо, как Ricci предложил ставить индексы, отно­
сящиеся к составляющим геометрических величин, сверху или 
снизу составляющих, смотря по тому, к какому роду принадле­
жат эти величины. Составляющие контравариантных векторов 
условились отмечать верхними индексами; составляющие ковари­
антных векторов, которые мы будем изучать в § 7, отмечают 
нижними индексами. 

Для тоrо чтобы верхние индексы не смешивать с показате· 
лями степеней, условимся отмечать возвышение в степень состав­
дяющей с верхним индексом тем, что будем ставить эту сос~ 
тавляющую в скобку. Например 5-ую степень составляющей 11 

будем запиоывать так: ( v1)Б. Условимся также в некоторых слу­
чаях когда верхний индекс особенно леrко спутать с показате-

' ~ лем степени, ставить этот индекс в скобках, например: Х -

- 2 х<Э) + х<б) = 0. 
Два вектора u и v называются равными: 

U=V 
если они имеют равные соответствующие составляющие: 

ut = v' (i = 1, 2, .•. п). 
Для определения вектора необходимо задать ero начальную 

или конечную точку и ero составляющие. Если заданы только 
одни составляющие, то мы получаем целое поле равных векто­
ров: каждую точку пространства можно считать точкой прило­
жения вектора. Для простоты исследования условимся в следую­
щем: если у вектора заданы ero составляющие, но не указана 
точка приложения, мы будем считать, что он выходит из начала 
координат. Если точка приложения контравариантного вектора 
лежит в начале координат, то ero составляющие дают коорди­
наты конечной точки. Поэтому и координаты точ~к в аффинном 
пространстве условимся отмечать верхними индексами. В анали­
тической геометрии мы будем определять положение точек про­
странства при помощи векторов, проведенных из начала. Если 
точка Р определяется вектором х, мы будем говорить просто 

- ,,точка х". 
Векторы с составляющими: 

1, о, о, ..... О 
о, 1, о, ..... О 
о, о, 1, ..... О 

о, о, о, ..... 1 
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обозначим соответственно через е, е, ... е и будем называть их 
1 2 п 

координатными контравариантными векторами. 

Вообще, если несколько контравариантных векторов мы обоз­
начаем одной и той же буквоlt, различая их индексами, то усло­
вимся эти индексы ставить под буквой, которой обозначаются 
векторы: например, v, v, ... v. 

1 2 т 

2. В аффинной алгебре контравариантных векторов ввоцятся 
только два основных действия - сложение и умнщкение вектора 

на скаляр. 

С ум м о й. векторов u и v называется вектор 
W=u+v, 

составляющие которого ра1Зны: 

w1 = и1 + v1
• 

ДеИсrвие вычитания вводится как обратное сложению. 
П р о и з в ед е н и е м. в е кт о р а u н а с к а л яр о называется 

вектор 

V =OU 

с составляющими: 

v' = ои'. 

Эти два действия подчиняются тем же законам, что и в трех­
мерном пространстве: 

а+ Ь = Ь + а, {а+ Ь}+ с= а+ (Ь + с). 
a(/Ja) = ( a/J)a, 1 а = а, 

(а+ /J) а= а а+ {Ja, а (а+ Ь) = аа + аЬ. 
Пользуясь действием сложения и умножения, можно любой 

вектор выразить через его сос гав11яющие и координатные векторы: 

(5,1) v = v1 e + v2e +: ... + vne. 
1 2 п 

Следуя обозначению, введенному Einstein'oм в тензорном 
анализе, будем опускать знак суммы в том случае, если пере­
менный индекс, по которому происходит суммирование от 1 до 
п, входит в формулу два раза, причем один раз сверху, а дру­
гой снизу; например сумму 

будем записывать просто: 

а ха· 
ia ' 
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обозначение это распространяется и на нммирование по не­
с~ильким индексам: сумма 

п 

·~ aap,.,.XaYflz'Y 
a,fJ,y=1 

обозначается с:1едующим образом: 
аа х yfiz'Y. 

{Jy а 

Переменные индексы, по которым происходит суммирование, 

условимся обозначать греческими буквами. Таким образом, фор­
мула (5, 1) перепишется так: 

v = vae, 

или в составляющих: 

v1 = vai. 

3. Векторы v, v, ... v называются независимым и, если 
1 2 m 

вектор 

л1v + л2v + ... + л,,.v 
1 :1 т 

только в том случае превращается в нуль, если все л1 равны 
нулю. Например, координатные векторы образуют систему п 
независимых векторов; наоборот, следующие три вектора в че­

тырехмерном пространстве 

v(0,1,-1,0) 
1 
v(l,4, - 2,3) 
2 
v{l,2, 0,3) 
з 

зависимы, так как между ними существует линейное соотноше­

ние 

2v-v+v=0. 
1 2 3 

Система т векторов v, v, ... v тогда и только тогда неэави-
1 i т 

сима, если ранг матрицы 

!1 f1f2
• 

,: v1v2 

(5,2) . i ::;. : 
li т 1n 

vn 11 
• 1 н 

• v" i\ 
2 

• v,, 
т 



64 АЛГЕБРА ТЕНЗОРОВ В АФФИННОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

равен m. Дейс;rвительно, система 
J.1 vt + л2 vi + . 

п уравнений 

+ ).т vl = о, 
т 1 2 

л1 v2 + л2 v2 + 
1 ~ 

+ ).т v2 = о, 
т 

т 

только в том случае имеет единственное решение: 

;.1 = ;.2 = ..... = лт = О, 

если ранг матрицы (5,2) равен m. 
Один вектор называется независимым, если он не равен нулю. 

Если число рассматриваемых векторов больше п, то они всегда 
зависимы. 

4, Два ненулевых вектора u и v с общей или различными точ­
ками приложения называются пар а плел ь н ы м и, если они за­

висимы: u av. 
Если а> О, мы будем говорить, что направления векторов 

;u и v одинаковы, если а < О, будем говорить, что их направления 
.прямо противоположны. 

Возьмем нулевой вектор u и рассмот,рим систему векторов: 

х = au. 
Изменяя параметр а, мы получаем так называемый одномер­

<Ный пучок векторов; будем говорить, что точ.ка х описывает 
,прямую линию, проходящую через начало. 

Общее понятие о прямой линии вводится следующим обра­

зом: берем произвольную точку а и проводим из нее одномер­
,ный пучок au. Линия, точки которой определяются векторами: 

х =а+ au, 
:где а-переменный параметр, называется прямой. Вектор u назы· 
вается на п р а в ля ю щи м в е кт о ром, а его составляющие 

,и1, и3, ... uп-н а пр а в ля ю щи ми к о эф фи ц иен там и этой 
,прямой. Дяе прямые: 

х =а+ iru, 
X=b+i-v 

,называются параллельными, если параллельны их направляющие 

,векторы: 

V = a:U. 
Прямая в n-мерном аффинном пространстве обладает основ­

lКЫМи свойствами прямой трехмерного пространства: она вполне 

·"'11': \ 
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определяется двумя точками, лежащими на ней, и для ее точек 
можно ввести понятие "между• и отрезка. Пусть даны точки 
х и х. Пря•вя, проходящая через них, определяется уравнением 

1 2 

(5,3) · х = х + t(x - х) = х ( 1 - t) + xt . 
1 2 1 1 2 

Если параметр t в уравнении прямой 

х а+ tu 

изменяется монотонно, то говорят, что точка х движется в опре· 

деленном направлении: если t возрастает,-то в направлении, 
определяемом вектором u, а если убывает,-то в направлении, 
обратном вектору u (направлении, определяемом вектором u). 

Рассмотрим три точки одной и той же прямой: 

x=a+t1u, х a+t2u, X=a+t3u. 
J 2 З 

Если t1 < t2 < 13 или t, > t2 > 13, будем говорить, что точка х 
2 

лежит меж д.У точками х и х. 
1 3 

Совокупность точек прямой, лежащих между двумя точками 

р и q, называется·о трезком и обозначается pq. 
В · аффюtноА· геометрии вводится понятие отношения двух 

параллельных отрезков. Пусть точки а и Ь определяют отрезок, 
параллельный отрезку, определяемому точками с и d: 

Ь-а = O'(d-c). 

Условимся говорить, что отношение отрезков аЬ и cd 
равно а. Отношение двух параллельных отрезков положительно, 
если они имеют одно и 10 же направление, и отрицательно, 

если их налравления противоположны. Точка х прямой (5,3) 
t 

делит отрезок хх в отношении -
1
--t ; именно отношение от-

1 2 -
t 

резка хх к отрезку хх равно -
1
--t 

1 2 -

Понятие об отношении непараллельных отрезков в аффинной 
rеометрии не существует; при его введении мы получаем уже 

более специальный вид геометрии-именно геометрию подобных 
преобразований. 

По'сле .того нак установлено понятие прямолинейного отрезка 
и направления, можно вектор отождествить с отрезком прямой, 

имеющим направление от начально« к конечной его точке. 

5 Diирома n. А. 
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5. Возьмем т независимых векторов v, v, ... v и образуем 
l 2 ~ 

вектор 

(5,4) w = л1v + л2v + .. , J...,.v. 
l 2 rn 

Изменяя i.1, л2, ••• лп,, мы получим совокупность векторов, кото­
рая называется m-мерным плоским пучком, или т-мер­

н о t! n лоск о ст ь ю ( слово » плоский" при термине "пучок" мы 
часто буцем опускать). Нетрудно видеть, что двум разным сис­

темам коэффициентов л1, л2, •.. л,,.. и л1
1 , J.2', ..• лт' будут отве­

чать различные векторы, В самом деле, из равенства 

следует 

т. е. (так как векторы v, v, ... v независимы) 
1 2 m 

Л1 = А1', Л2 = л2',,,, лт = л,/. 

Таким образом. мы получаем многообразие векторов, зави­
сящее от т параметров. n-мерныt! пучок, охватывающий все 

векторы, мы будем называть также пол н ы м в е кт о р н ы м 
n р о ст р а нс тв о м. 

Векторы v, v, ... v назовем базисом пучка (5, 4). Пу-
1 2 m 

чок, Е.,., построенный на базисе v, ... v, будем обозначать сим-
1 m 

волом {v, v, ... v}. Нетрудно показать, что за базис плоского 
1 2 m 

пучка можно принять любые т независимых векторов, принад­
лежащих к этому пучку. Действительно, возьмем т независи­
мых векторов: 

W = Л11V + Л12V 
l 1 2 

W = Л21V + Л22V 
2 1 2 

... +A1mV, 
т 

... + Лз,,,v' 
m 

W = Л1111V + J.,,...,v , , . + ).m,nv 
тн J 2 т 

. §_ 5, АФФИННОЕ ПРОСТРАНСТВО 
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Условие независимости этих векторов за 
ключается в то что определитель · м, 

iл · т1л,,,2. 

л1т i 
. Л2,,. 1 

О, 

Следовательно, можно векторы v , ·v, · , . v выразить линеАно 
1 2 

через w, w, ... w: 
1 2 т 

• • ~ • • • 11 
••• 1 ... 

v-u w+ + - , ml µ1n2W ••• + µ W 
т 1 2 '"'"т. 

Таким образом, каждый вектор пучка {v v vt 
' ' • • • f можно ли-

нейно выразить через векторы W W 1 2 б т 
. 

1
, ., , ·,, w и о раrно, каждыt! 

вектор пучка {w, w, ... w) принадле~ит кm пучку J 
1 2 т ,v, v, ... v}. 

т -мерный плоский пучок . 1 2 т 

w л1 v + л2v + ... +л v 
1 2 тт 

может быть задан сист й 
нениА между емо тz - т независимых линейных урав-

составлцющими вектора w. Исключая из уравнения 
w1 л1v1 + л11v1 + • . + л v1 

1 2 ' "' ' 

w2
= л1v2 + лiv2 + ... +л ~2 

1 2 "'m, 

~,.· . л;v1•'+\'v"'+' . ... + i ;п 
1 2 тт 

параметры л1, л2, ... лт, получаем систему линейных уравненил: 
1 1 l 

а1 wt + аа w2 + ... + а wn = о 
2 2 n ' 

1 2 
а1 w + а2 w2 + ... + а,.. w" = о' ...... 

п-т n-m • . •n • •• • 

а1 wt + ~ w2 + ... + а: w" = о. 
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Обратно п - т независимых линейных однородных уравне­
ний опред;ляют т - мерl:!Ьlй плоский пучок: эти уравнения 
дают т независимых решений: 

w1, w2, 
1 1 
w1, w2, 

2 

w", 
1 
w" 

' 2 

w", 
т 

которые и можно принять эа 'базис пучка. 
6. Возьмем т независимых векторов ~· :, · · · :· Вектор 

х = л1u + Л2U + , · . + ).mu 
1 2 · т 

в л л л описывает своим 
при любых изменениях параметро 1, 2, • • • т 
концом m-мерную поверхность, называемую m-мерной плос-
костью Она проходит через начало координат. 

m-~ерная плоскость общего положения определяется следую­
им образом. Берем точку а и проводим из нее векторы m-мер-

щ { u u ut Концы этих векторов и определяют 
ноrо пучка , , · · · 1 • 

1 2 т й ид· 
m-мерную плоскость. Ее -уравнение имеет следующи в . 

(5 5) х = а + Л1U + Л2U + ... + ).,кu. 
1 1 2 m 

Пучок {u, u, ... u} называется направляющим пучком 

этой плоско~т/ за:Исывая уравнение плоскости (5,5) в соста-
вляющих: 

х1= а1 + л1u1 + л2и1 + ... + л,,,и1. 
1 2 m 

х2 = а2 + Л1U2 + Л2U2 + ... + л,,.u2, 
1 2 m 

; .. , ~"+ i1~" + i2~" +: • :+ .л:i. 
1 2 m 

, , , мы пол. учим систему (п. -m) 
и исключая параметры 11,1, 11,9, •• • 11,..,, 

независимых уравнений: 
1 2 
а х" = а1 • а х" = а2 , 

о. о. 

(n-1 )-'-!ерная плоскость называется r и пер пл о с к о ст ь ю. 
Она определяется или параметрическим· уравнением вида 

х = а + л1u + ·, , +лп-1· ц .. 
1 · n-1 

~-5. АФФИ~НОЕ ПРОСТРАНСТВО 

или одним линейным уравнением: 

а ха=«. 
а 

611 

7. Возьмем систему т векторов v, v, ... v; условимся назы-
1 2 т 

вать р а н го м этой системы наибольшее число независимых 
векторов, принадлежащих к этой системе. Ранг системы векто­
ров v, v, ... v равен рангу матрицы: 

1 2 m 

(5,6) 

V" 
• 1 

1 1 .. : 
. ~ ! 

~1~2, •• ~ .. , 

Покажем это. Если ранг матрицы (б,6) равен r, то имt>ется, 
по крайней мере, один минор r-ro порядка, не равный нулю. 

Пусть в него входят элементы i1-ой, i2-ой, ... i,.-ой строк. Тогда 
векторы v, v, ... v между собою tезависимы. Если бы в системе 

i1 i1 i" 
векторов v, v, ... v было s независимых векторов (s > r), то 

1 11 m 
по крайней мере один минор s-ro порядка матрицы (5,6) был 
отличен от нуля, т. е .. ранг матрицы был бы больше r. 

Выделив r независимых векторов, можно все остальные век· 
торы системы v, v, ... v линейно выразить через эти r векторов. 

1 2 111 

В самом деле, пусть v, v, ... v независимые векторы этой сис-
i, l 1 tr 

темы; тогда система (r + 1) векторов v, v, v ... v уже зависи-
R i 1 ia ir 

мая, т. е. существует соотношение µ v + л1 v + л11 v + ... + 
k il i2 + лi v = о, причем µ :·t о. 

r ir . 

8. Два плоских пучка, не имеющих общих векторов, называ­
ются не з а в и с им ы ми. Если пучки Е, и Е8 независимы и 
r + s = п, то каждый вектор х можно разложить на два век­
тора х' и х", лежащих в этих пучках, причем разложение это 
однозначно определяет векторы х' и х". Покажем это.· Выб· 
рав за- базис пучка Е, r независимых векторов u, u, .. u, за ба-

1 2 r 
эис пучка E

8
-S независимых векторов v, v, ... v, мы получим 

1 2 
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п независимых векторов u, u, ... u, v, v, ... v, так как если 
• 1 2 ,. 1 2 .s 

бы существовало линейное соотношениi": 

А1 u + ... + лr u + µ1 v + ... µ 8 v = О, 
1 ,. 1 s 

то вектор ).1 u + ... + А, u пуqка Е, принадлежал бы к Е,,_ 
1 " 

между тем как эти пучки независимы. Таким образом, любоА 
вектор х можно разложить по этим п независимым векторам 

х = л1 u + ... + ),, u + µ1 v + ... +µв v. 
1 r 1 • 

Мы получаем, что 
х = х' + х0, 

причем х' =л1 u + ... + л,.u лежит в .Е.,., х" = µ1 -,,· + ... + 
1 r 1 

+ µ, v - в Е.. Однозначность разложения доказывается очень 

' , + 11 просч1: если бы можно было дать новое разложение х = У У , 
мы имели бы: х' -у'= у" -х", т. е. пучки Е, и Е8 не были 
бы независимы. Векторы х' и х'' называются с о ст а в ля ю щ им и 
вектора х в пучках Е, и Е,. Так как любой вектор может быть 
однозначно задан с_воимн составляющими в Е,. и Е., то говорят, 
что два. независимых пучка Е,. и Е, , если r + s = п, п ол­
н о с т ь ю о пр ед е ля ю т в е к т о р и о е п р о ст р а и с т в о. 

Нахождение составляющей х' называется n рое кт н ров а­
н и ем вектора х на Er параллельно плоскости Е,; соответ­
ственно, нахождение х" называется п.роектированием вектора Х на 
Е, параллельно Е,.. Таким образом, в аффинном пространстве 
процесс проектирования определяется двум я пучками, полн~стью 

определяющими векторное пространство. Составляющая х на­
зывается также пр о е к ц и е й вектора х на плоскость Е, . 

Возьмем т-мерныА пучок 

х = л1 z + )2 z + ... + л11, z. 
1 2 т 

Разложим каждый из векторов его базиса на составляющие 

в Е,. и Е8: z = z' + z''. Тогда 
i i ( 

х' = Л1Z' + Л2Z' + ... + лщz', 
1 2 ,п 

,, , "+, "+ +· z" Х = 11,1 Z "·2 Z . .. . л,., , 
1 2 т 

(5,7) 

Таким образом, пучок при проектировании на В,. параш1ельно 
Es д:ает также плоскиА пучок в Е,.. 

' § 5. АФФИННОЕ ПРОСТРАНСТВО 71 

Как частный случай, из соотношения ( 5, 7) получаем, что 
проекция суммы двух векторов равна су·мме их 
проекций и что отношение двух параллельных 
в е кт о р о в п р и п р о е к т и р о в а н и и н е м е н я е т с я: 

:5,8) пр. (х+у)=пр.х+пр.у, пр.(ах)= anp.x. 

9. Рассмотрим две плоскости Er и Е,: 

Х =а+ Л1U + ),2U ,!, , +).
1
.U, 

1 2 r 
Х = Ь + ft1V + µ2V +, .. +,и V. 

1 2 •" 

15,9) 

Предnо1южим, что r<;s. Если пучки (u, u, ... u)и{v,v, ... v) 
1 2 ,. 12 в 

имеют р общих независимых направлений то плоскости Е и Е 
, r • 

назы аются : -п а р ал JI ель н ы м и; дробь : называется ст е· 
п е н ь ю п а р ал л е л ь н о с т и этих плоскостей. В этом случае 
векторы u, u, ... u, v, v, ..• v ппределяют r + s - р независи-

1 2 ,. 1 2 в 

мых направлений. Так как не~ависимых направлений не может 
быть больше п, то р ~ r + s - п. Таким образом если r + s > п 
то пучки {u, u, ... uj и (v, v, ..• V} не незав;симы и степен~ 

12 r 12 s ' 
параллельности плоскостей (5,9) отлична от нуля. 

Если р = r, будем говорить, что плоскости Е" и Е, п O л-
н о ст ь ю параллельны, или просто параллельны. 

У становим критерий параллельности двух плоскостей. Пусть 
плоек.ости Е,. и Е. заданы уравнениями (5,9) в параметрической 
форме. Если е - ранг системы: u, u, ... u, v, v, ... v, то плос· 

1 2 ,. 1 2 s 

кости Er и Е, имеют r s - е общих независимых направлений, 
т. е. степень пара.1лельности (при r ,<. s) равна r+s-e . Если 

r 
плоскости задвны двумя системами линейных уравненш1 

1 
а 

а"х = а1, 

n-r 
fJ 

а ,х = ап-r• 
n--s 

fJ Ха= R 
l"'n-s, 
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то число общих независимых векторов в их направляющих 
пучках равно п - о, где а - ранг матрицы: 

1\ ~! • • ~11 \ 

11 • • • • 1 11·n-1· . п-тl 

! G1 , • ~11 \' , 

'1 1 

1

. ь~ : : . ь" 
n-s n-в I 

' Ь1 • • • Ь,, i 
1l - (1 

т. е. степень параллельности равна --;:-- . 

Отметим, что условием параллельности (полной) двух гипер­
плоскостеП заданных. двумя линейными уравнениями: , а 

ааха = а, ьах = fJ 
явпяется пропорциональность коэффициентов аа и Ьа.: 

аа = аЬа. 
Задача 1. в 4-мерном пространстве задан вектор (1,0 - 1,2). Опре· 

делить егР составляющие в следующ11х пучках: ( 1 1) Е ,заданном вект(!ром (О, о, 1, -1); Е3, заданном векторами О, , 
о, О), (-·1, О, О, О), (1, О, 1, 1), 

1 
(!) (З) 

< > о х х о·, Е2 , ~,адаи-2) Е1 заданном уравнениями: х = , -
ном урав~ениями х<1> + х<2 > = о, х<3> + х<'> = о. 

Ответ. 1) (о, о, - ~, ~), (1, О, ~, ~ ): 2) (О, 1, О, 1), 

(1, -1, - 1, 1). че 
З,;дача 2. r-меряая плоскость задана уравнением в параметри -

ском виде: 
х = а + л1U + "2U + , .. + Л,.Щ 

1 2 т 

.11-мерная плоскость задана системой линейных уравнений 
1 ,._, 
аа ха = а1, • •, аа ха= а,._.• 

Определить степень их параллельности. 
Ответ Обозначим через е ранг матрицы 

11 1 а 1 " 

1\ аа ~ , аа ~ , 

11 
1 

I п~:~а, \;~а, 
n-s 
а U4 

" r 

,, 
,: 
1' 
11 

j\· 
1! 
li ,, 
,1 

§ 5. АФФИННОЕ ПРОСТРАНСТВО 73 
...• ... . .. 

r-e r-e 
Степень параллельности равна -,- , если r < s; -

8
-, если r-:;;,,. s. 

Зад1ча З. Определить степень параллельности следующих плос· 
костей в пяти мерном прос rравстве: 

1) Е8 с направляющим пучком: (О, 1, О, О, О), (- 1, О, о, 2, О), 
(О, о, о, О, 1); Еа с направпяющим пучком: ( 1, О, - 1, о, О), (О, 1 - 1, 2, О), 
(О, 1, О, О, 1); 

2) Е,, заданной уравнением: х<1> - х<2> + r х<8) - х<0> = о, и Е8, за· 
данной уравнениями эх<1> + х<3> + xt•> = о. х<1 > + 2 х<2> - эх13)...;.. xl') + 
+2х(5) = О; 

Э) Е8 с направляющим пучком: (1, О, - 1. 1, О), (О, О, О, 1, О), 

(1, О, О, О, 1); Е2 , заданной уравнениями: х<1>+ х13) = о, х< 2> + х<4> о, 
х (4) - х<б) = о. 

2 · 1 
Ответ. 1) 3 · параллельны, 2) полностью параллельны, З) 2 · па-

раллельны. 

Заdача 4. Точка 
х =ла + µЬ, 

где а и Ь - независимые векторы, тогда и топько тогда лежит на пря­
моi-'!, соединяющей точки а и Ь, если л + µ = 1. Вообще, условие того, 
что точ.ка 

Х = ).1Х + ),1Х + , .. + Л,,.Х 
1 2 '" 

.1ежит в (m - 1)-мерноА плоскости, проходящей через точки х, х, ... х 
1 2 т 

(х, х, .•. х - независимые векторы), выражается равенством: 
1 2 т 

),1 +ла+ ... +л,,,= 1. 
Задача 5. Даны т точек, определяемых т независимыми векто­

рами х, х, ... х. Возьмем две точки х и х; через остальные (m - 2) то-
1 2 m i k · 

чек и через средину отрезка хх проводим (m - 2)~мерную ппоскость, 
ik 

которую оlSозвачим через Р11,. Придавая индексам i, k значения от 1 
до п, получаем (;) плоскостей Pik. Показать, что все эти плоскости пе­
ресекаются в точке 

х х+ ... +х 
С= 1 2 т 

т 

называемой центром системы точек х, х, ... х. 
1 2 т 

Задача б. Даны т точек, 011ределяемых т независимыми векто­
рами х, х, ... х. Прямую; проходящую черее точку х и центр с осталь-

1 2 т • ' 
ных (m -1) точек, обозначим через Р;. Показать, что т 11рямых 
Р1, Р2, ••. Р,1 пересекаются в точке 

х+х+ ... +х 
С= 1 __ 2 т 

т 
причем отношение отрезка хе к се равно т - 1, 

; { 
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Задаttа 7. Пусть Er и Е8 два назависимых пучка, r + s = n, 
Проектируя т независимых векторов u, u, ... u на Er параллепьно Е,. 

1 2 ш 

полvчаем т векторов u', u' .... u'. Если пучки Е. и {u, u, .. , u} имеют 
J 12 т 12 т 

л общих нез"висимых направ,qений, то ранг системы u·, u',, ·. u· равен 
" 1 2 ... 

т - з~дача в. Показать, что положение пучка Е,., принадлежащего к пучку 
Е определяется r (s - r) параметр11ми. 

"' Задача 9. Пусть плоские пучки Er
1 

• Е,.,, . .. E,k, лежащие в пучке 

Е" имеют r общих направлений. Показать, что 
r1 .+ r1 + ... + r,.<,(k-1)s+r. 

1 о. Непосредственным обобщением понятия о двумерном 
параллелограмме и трехмерном параллелепипеде в геометрии 
многомерного аффинного пространства является понятие об 
m-мерном параллелепипеде ( параллелотопе ). Возьмем т незави­
симых векторов u, u, . .. u. Если в формуле 

1 2 т 

(5,10) X=f1u+t2u+ ... +tmu 
1 2 т 

параметрам t
1

, t2, •.• t,.. придавать значения О или 1, мы полу· 
чим 2"' точек: 

о, u, u, ... u, 
l 2 ... 

u + u, u + u, ...... u + u, 
1 2 1 З ш--1 т 

u + u + u, .......... u + u + ... u, . 
1. 2 8 1 2 "' 

называемых верш ин а ми m-мерноrо параллелепипеда, построен­
ного на векторах u, u, ... u. Если в формуле t5,10) параметры 

1 2 т 

t t t имеют значения равные положительным правильным 
1, 2' •. . 1it ' 

дробям: О< t, < 1 (i = 1,2, ... m), мы будем говорить, что точках 
лежит в нут р и параллелепипеда. m-мерный параллелепипед имеет 
2m граней, попарно параллельных. Если в формуле (5,10) поло­
жить t, = О, а остальные параметры считать переменными, мы 
получим уравнение (m - 1 )-мерной т1оскости, проходящей через 
векторы u, u, ... u, u, ... u; обозначим эту грань nараллелепи-

1 2 t-1 i+1 т 
nеда через Gt. Ес,,и в (5,10) положить t1= 1, а ~стальные пара-
метры изменять, мы получим уравнение грани G. : 

Х = U + t1u + .. , + f;_1 U + ti-j-1~ + ·, · +tmU, 
'i 1 i-1 •+1 m 
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параллельной G,. Полагая- i = 1,2, ... т, мы построим 2m по· 
парно параллельных граней: 0 1, Gi', 02, G,/, ... . 0,,,, О,,.'. 

11. Выше было введено понятие об отношении двух пар ал­
л ель н ы х отрезков. Аналогично этому, устанавливается по~ятие 
об отношении двух m·мерных параллелепипедов, лежащих в двух 

параллельных m-мерных плоскостях. 

Пусть 

V л11U + ).н1U + ... + л 1 тu, 
1 1 2 m 

V = A21U + л22U + ... + л~mU, 
2 1 2 т 

где u, u, ... u - т независимых векторов. Определите.rrь 
1 2 m 

А.11 л1т j 
• 1 

1 

J,m\ лт111, 1 

11азывается отношением параллелепипеда V, построенного на 
v, v, ... v, к параллелепипеду И, построенному на u, u , ... u. 
1 2 "' 1 2 '" 
Отметим, что это отношение зависит не только от тех векторов, 
на которых построены параллелепипеды, но и от пор яд к.а, 

в котором берутс,1 векторы каждой иэ систем: u, u .... u и v, v, ... v 
1 2 '" 1 2 "' 

(при изменении порядка знак отношения может измениться). 
Отношение двух параллелепипедов имеет те же основные 

своиства, что и отношение двух отрезков: 

l) Отношение параллелепипе.11:а к самому себе равно 1. 
2) Если отношение параллелепипеда И к параллелепипеду V 

равно а, то отношение V к И равно 
1 

а 

3) Если отношение И к V равно а, V к W равно /3, то от-

ноше!iие И " W равно а/3. 
докажем 2-е и 3-е предложения. 

построен на т независимых векторах 

Пусть паралпелеnиnед И 
u, u, ... u, параллелепипед 
1 2 '" 
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V - на независимых векторах v, v, .· .. v. Так как u, u, ... u 
1 2 т 1 2 111 

и v, v, ... v определяют один и тот же m-мерный пучок, то 
1 2 т 

V = Л 11 U + , . , + Л1mU , 
1 1 т 

V = Лm1U + .. , + Л,,.тu, 
т 1 Jn 

U=µ 11v+ ... +ft1mV, 
1 1 т 

U = µmiV .-!- ..• + 1-1,,,,п.V. 
m 1 m 

Отношение И к V равно определителю 1 µ1k 1, отношение 
v к и равно I л, .. ,. Так как матрицы !: л,k 11 и li µik li связаны СО· 
отношением: 11 л1k 11 11 µik 11 = Е, то 

i л1.1, / / µtk 1 = 1 , 

т: е. второе свойство доказано. 
Присоединим теперь к параллелепипедам И и V параллеле­

пипед W, лежащий в той же m-мерной плоскости и построен· 
ный на векторах w, w, ... w. Пусть 

1 а т 

V = О'пW + ... + O'JmW, 
1 1 m 

U = 't'11W + ... + 't'1mW, 
1 1 т 

v = O'm1W + ... + a"11"W, U = 't'm1W + ... + •m,,.W · 
т I т т 1 m 

Отношения И к V, V к W, И к W выражаются соответсrвенно 
определителями: /µп,1, la;kl, l•ikl. Так как 11 •ik 11 = 1' µ,1; ii i! '11.1, , то 

i 't'Jk = 1 µik G;k · 

Если отношение двух параллелепипедов равно 1, условимся 
называть их р а в но вел и к и м и. 

В метрической геометрии, как мы увидим ниже, абсолютная 
величина отношения двух параллелепипедов дает отношение 

объемов этих двух тел. В аффинной геометрии понятия объема 
нет; не существует также понятия об отношении двух m-мерных 

параллелепипедов, не ;~ежащих в параллельных m-мерных плос­

костях, или двух параллелепипедов различного числа измерений. 
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Задача 10. Если И -- параллелепипед, построенный на векторах 
u, u, .•• u, V - параллелепипед, построенный на u', u, ... u, где u' - век-
12 т 12 т 1 
тор, оканчивающийся в rрани: 

х = u + t~u --i- t8u + . . ·+· t"'u 
1 2 3 '!11 

параллелепипеда И, то пара.,лелеnипеды И и V равновелики. 
Зада~tа 11. Пусть Е, и Е8 - два независимых пучка, r + s = п, И 

и V - два m-мерных параллелепипеда, лежащих в плоскости Е,,., причем 
Е и Е. не имеют общих направлений. Проекrируя U и V на Е" ла­
р:}шельно Е8, получаем два параллелепипеда U' и V'. Отношение U' к V' 
равно отношению И к V. 

§ 6. Контравариантные мультивекторы. 

1. Теперь мы займемся одним обобщением понятия о векторе. 
Контравариантный вектор мы определили выше, как совокуп­
ность двух точек, рассматриваемых в определенном порядке. Ана­
логично вводится геометрический образ, называемый к он т р а. 
вар и а ·н т н ы м m-в е кт о р ом (мул ь т и вектор о м или пол и­
ве кт о ром); он представляет собою совокупность т независи­
мых 1<онтравариантных векторов, взятых в определенном порядке. 

Число т называетсsr порядком m-вектора. 
Векторы v, v, ... v, определяющие мультивектор, назовем его 

1 2 т ' 
баз и с ом. Будем говорить, что мулыивектор построен на векто­
рах v, v, ... v, что он принадлежит к пучку {v, v, ... v\. 

1 2 т 1 2 m 
При введении той или иной геометрической величины основ­

ным вопросом является вопрос о равенстве двух геометрических 

величин. Например, определение равенства двух векторов имееI 
решающее значение для всего дальнейшего построения аффин­
ной геометрии, являясь основой для определения параллелизма 
и действий над векторами. Условимся, что мы будем понимать 
под равными мулыивекторами. 

Два .мулыивектора с базисами u, u, ... u и v, v, ... v назы-
1 2 т \ 2 ,,. 

ваются равными, если· параплелепипеды, построенные на атих 

двух системах векторов, равновелики. 

Таким образом, два равных m-вектора должны лежать в па­
ратrельных m-мерных плоскостях; При этом определении равен­
ства мулыивекторов вытекае:r, что мулыивектор может быть за· 
дан различными базисами, дающими равновеликие пара11пелепи­
педь1. 

• 
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Аналогично тому, как контравариантный вектор определяется 

системой п составляющих, вводят координаты иnи составляющие 

m-вектора. Делается это следующим образом. 
Возьмем m-мерную плоскость Е.,,,, опредеr.яемую координат· 

ными векторами е, е, ... е. (п - m)-мерную плоскость, проходя· 
f1 i• lm 

щую через остальные !,n - m) координатных векторов, обозначим 
через Е . Спроектируем базис u, u, ... u мультивектора на 

,i-m 1 2 т 

Em параллельно плоскости Еп ,,,. В Ет мы получим т векто­
ров u' u', ... u': 

1 
1 

2 '" • . . 1 

u' = ui'e + u1'e + ... + uте, 
1 li, li. 1 i,,п 

u' = Ui'e + Ui'e + ... + Ui 111 e, 
2 2 i 1 2 i 2 2 im 

• • • • ' ~ • • • • 5 .. • 

U' = u1'e + u·i,e + ... + Ui,,,e. 
т т i1 т i, т i,п 

Отношение параллелепипеда, построенного на u', u', . .. u', 

к параллеnеnипеду, 

i,i, ... •т И 
и . меем: 

nостроеt1ному на е, е, ... е, 
i1 Z1 im 

'и\ .. ui,,, 
1 1 . 

I Ui' • 'Uim. 
1т т 

1 2 m 
обозначим через 

Придавая индексам i1, i2, ••. i
1
,.. значения от 1 до п. мы полу­

чим систему чисел, которые_ ~ nр~нимаются за координаты или 
1

1 
1

1 • • • •п~ . 
составляющие m-вектора. и , являются минорами матрицы. 

ii ui u2 • • u11 ! 
11 ' • 1 1 

· ~1 ~2 и"1 
11 'l ' 2 ' • • 2 1 

11 · . . . . . 11· 

1
1 u1, u2, • u11 

11 
.1 т т т 

11.окажем, что числа и ii•, · · · •т действитеnьно определяют 
мультивектор (или, лучше сказать, систему равных мультивекто-. . 
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ров). Обнаружим прежде всего, что составляющие ut, ;, · · · t.,, за­
дают тот плоский пучок, к которому принадлежат векторы базиса 
мультиве~,.тора. Есnи u, u, ... u- базис мультивектора U 1 и если 

l 2 "' 
вектор u принадлежит к пучку ( u; u, ... u ), то все определит-ели 

1 2 m 
(т + 1)-ro порядка матрицы 

,: 1 Z 
ilu ,и' 
: u1, u2, 

11 1 1 
11 Ul U2 
' ' , !1 2 2 
11 ••. 

i/ и1, u2, 
;т т 

u"P 
rl 

и .. /! 
1 1 

u" I 
2 !! 

(i 
• 1! 

un1i 
т 11 

равны нулю; обратно, если 
то u лежит в f u, u, ... u}. 

1 2 т 

ранг этой матрицы меньше (т 
Разnагая миноры 

ui, ui' . .• uim + i I 
ui, ui. ... uim+1 i. 
1 1 1 

ui• ui, ... uim+1 
т т т 

по элементам 1-й строки и приравнивая результаты нуnю, мы 
получим систему уравнений, выражающих условие, что вектор и 
принадлежит к {u, u, ... u}: 

• 1 2 т 

(G,l) i, i,i,, .. •т+ 1 i 1 i, i• ... im , 1 i, ,, '• ... •т+ 1 uu -uu '+ии ....... + 
+ (- 1 )"' и'т+ lu'' i, ... 'т = о. 

Решая эти уравнения, мы наt!дем т незави.симых векторов 
v, v, ... v, принадлежащих к тому пучку, в котором лежит 
1 2 т 

мультивектор. Если 

V = Л11U + .. , + Л1mU, 
1 1 т 

............ 

. . . . .. ~ . . . . 
V = Лm1U + ... + л,,.,,.U, 
т 1 т 

б 1 Мультивекторы мы fCJIOBИMCЯ обозначать бОJJЬWИМИ Jl&TИHCKИM!t 
Уквами жирного шрифта. 
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• л1т 

Лтt • • • Лп1111 
т m 

1 
Умножая один из векторов v, v, · · · v, например v, на i'·t.1:I' мы 

1 2 т 1 

nолуt1им систему векторов, котор!~ ~ожно принять за базис 
мультивектора с составляющими и'•'•··· 'т, 

б ектора u•k ищется Пример. В 4-мервом пространстве азис мультив 
из уравнений: 

u1 uеэ и~ uэ1 + ив ин О, 
u1 и•• и• и'1 + и' и11 = О, 
·и1 ив• -\- из .и•l + и• uiз = О, 

и• из& + из и'2 + и• и18 = О, 
{6,2) 

~з которых, как можно 
sиже задачу 4) .. 

легко показать, только два независимых (см. 

у дву~ т·векторов лежащих в параллельных т-мерных пло­
скостях составляющи~ пропорциональны, причем коэффициент 
11 

ono ~иональности равен отношению тех параллелепипедов, 
к~то ~е построены на базисах этих мультивекторов. Обратно, 
если р у двух мультивекторов составляющие пропорциональны, то 
плоскости этих мультивекторов параллельны. 

Два мультивектора называются независимыми,. если незави· 
симы те плоские пучки, в которых лежат эти мультивекторы .. 
Если же эти пучки!!.. -параллельны, то будем говорить, что 

пара~лел:Ности соответствующих мультивекторов 
,степень 

р 
равна r. 

2. Рассмотрим более подробно систему составляющих 
тивектора: ui.'-· .. im, Эти числа обладают следующими 

муль­

СВОЙ· 

<:твами: . . . тся 
1) и},•• ... 'т = о, если в ряду индексов t 1, t2, ••• t"1 имею 

одинаковые, . . . 
2) и;, ••.. . •т = ± ull, ll, • .. ll"1, если оба ряда индексов i 1, t2, ••• t.,. 

k k k состоят из одних и тех же чисел; знак плюс 
И 1• 2,''' т 

§ 6. КОНТРАВАРИАНТНЫЕ МУЛЬТИВЕКТОРЫ 81 

8 этом равенстве надо брать в том случае, если подстановка 

(k
i1kis, ·. ik·,,.) четная, минус- если она нечетная . 
1 8"' ~. 111 

Таким образом, среди чисел и;,;,··· im имеется в общем слу­
чае столько не равных нулю и различных по абсолютной вели­

чине, сколько можно составить сочетаний. из п элементов пот, 

( 
п) nl Э · . 

т. е. т == ml tn-= m)!. ти числа можно уnорядоqить, припи-

сав каждому из них опреде.~енный номер. Для этоrо распо­

ложим в ряд те ( ,:;) сочетаний, которые можно образовать из 
индексов 1, 2, 3, ... п по т в каждом сочетании. Сделать это 
можно, например, следующим образом. 

Будем рассматривать только те сочетания индексов, у кото· 
рых входящие в них числа идут в возрастающем порядке: 

i1 < i9 < i8 < ... < im. Возьмем два сочетания: i1 i2 ••• im и 
k1 k2 • •• km; · если k1 > i1, то больший порядковый номер при­
пишем сочетанию k1 k1 ••• k,,,; если же у этих соче'rаний имеется 
r первых одинаковых индексов: k1 = i1, k2 = i2, ••• , k,. == i,., но 
k,.+1 >·i,-t-1, то сочетанию k1 k2 •.• km отнесем больший поряд­
ковый номер, чем сочетанию i1 i2 ••• im. 

Упорядочив таким образом сочетания, мы можем перенуме­
ровать те числа и'• 1• · • • (;,,, у которых индексы идут в возра­
стающем порядке. Упорядоченные по этому закону числа 
и;,;,··· ,;11, условимся обозначать большими латинскими буквами 

с одним верхним индексом: U1, ив, ... uv, rде N = (~ ). 

Пример. В 5-мервом пространстве составляющие триве1<тора 
и•, ,, ;, упорядочиваются следующим образом: 
u1D8 = их, u12& = и2, u12& из, ulз& и', u186 = Uб, u1'5 = ие, 1;128& = и1, 

u2З6 с us, u246 = 'ив, ul46 = и10, 
В дальнейшем изложении составляющие мультивектора мьi 

будем чаще всеrо обозначать через и•• io • • • 'т; в тех же случаях, 
коrда выгодно рассматриsать их в определенном порядке, будем 
пользоваться обозначениями: lJ1, ив,, .. UN. 

3. Возникает вопрос, моrут ли быть заданы по произволу(~) 
составляющих т-вектора. Исчерпывающий ответ на этот вопрос 

1$удет дан в § 26, r:n.e мы будем подробно заниматься т-векто­
рами .. Теперь же мы только заметим, что между . координатами 
лt·вектора существует ряд соотношеи11А 2-ro порядка и огра­
ничимся простым примером. Возьмем бивектор и''; если он задан 

6 Шяро11:ов П. А. 
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базисом u, u, 
1 2 

определитель 

получаем 

(6,3) 

то, развертывая по минорам nервъrх .nвух 

ui' Ui' Ui' ui• 
1 1 1 1 

uii uio и4 1/• 
2 2 2 2 

=о' 
Ui' ui• i· и1• 
1 1 1 1 

uii ui, ui• ui• 
2 2 2 2 1 

,zi, ,·, и;• i, + и'•,·. ui, •, + и•з i, и'• 1, = О. 

строк 

В 4-мерном пространстве составляющие бивектора 'связаны 
только одним соотношением: 

(6,4) и2Зи14 + uз1u2" + u12 u84 = о. 

4. Над мультивекторами производятся алrебраиqеские опера­
ции. Простейшим является действие сJюжения . т-векторuв; если 
даны два т-вектора U с составляющими и"-"··· 1т, V с соста­
вляющими vi, •• · · · •,,., то геометрический образ, определяемый 

системой ( ;) составляющих: 
ui,t, .. · 'т + v•, i,. · · 'т, 

называется суммой данных ,п-векторов и обозначается U + V. 
Следует заметить, что nолуqенный образ в общем случае не 
является т-вектором, а более сложной rеометриqеской вели­
чиной так называемым антисимметрическим тензором, с кото­

рым ~ы более подробно ознакомимся в дальнейшем. Умножение 
мультивектора на скаляр определяется как действие, относящее 

т-вектору u1• t. · .. t,.. новый т-вектор V = aU с координатами 
аи'•'•· · · 1т, 

Кроме этих двух действий, можно ввести еще ряд алгебраи­
ческих операций над мультивекторами. Всеми этими вопросами 
мы будем более подробно заниматься в § 26. 

5. В теории мультивекторов вводят иногда и прямые обозна­
чения для в1>1ражения т-вектора через векторы е1·0 базиса. 
m-вектор U, построенн~й на базисе u, u, ... U: обозначается 

1 2 '" 
следующим образом: 

u = [u u ... uJ 
1 2 т 
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и называется n рои з ведением векторов u, u, ... u. Нетрудно 
1 2 т 

видеть, что зто произведение имеет следующие свойства: 

1) оно дистрибутивно относительно операции сложения век­
торов: 

[(u+u')u ... u] = [uu .•. uJ + [u'u ... uJ 
1 1 2 ,,. 12 т 12 т• 

/u ( u + u' ) ... u] == [ u u ..• u] + [ u u' ... u J 
1 2 2 т 12 т 12 "'' 

и т. д.; 

2) ассоциативно относительно умножения вектора на скаляр: 

[(au) u ... u] = а [ u u ... f1] 
1 2 т 12 .,., 

[u(O'U) ... uJ =а [u u ... uJ 
1 2 т 12 m> 

и т. д.; 

3) · знакоnеременно при перестановке каждой пары сомножи­
телей: 

fuu ... uJ=-[uu ... u]=-[uuu ... u]= ... 
12 т 21 т 132 т 

Выражая векторы u через составляющие и координатные 
; 

векторы, получаем: 

( ~ ~ • .. : J = ~ и'•;,· · · 'm[ ~ ~ , .. ~ ] 
(t,, 1,, ... ,.,.) " '• 'т ' 

rде и'•'•··· 'т - составляющие т-вектора; (i
1

, i
2
, ••• iт) под знаком 

суммы. обозначает, что суммирование распространяется на (:) 
сочетаний индексов по т в каждом (можно условиться брать 
индексы в возрастающем порядке: i

1 
< i

8 
< ... <i.,J. 

т-векторы [ е е •.. е] называются координатными· их можно 
'1 •. 'т , 

упорядочить в ряд так же, как мы делали зто с координатами 
т-вектора, и обозначить через Е, Е, ... Е. Тогда 

1 2 N 

N 

U = [uu ... uJ = 1} U 0E. 
1 2 т •=1 а 

6* 
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п. вектор имеет только одну составляющую. Ее принято 
обозначать символом 

и~. • U"' 
1 

(uu ... u) = 
111 n u1. . и" 

n п 

Относительно применения прямых обозначений необходимо 
сделать следующее замечание. Если в области простейших опе­
раций над мультивекторами прямые обозначения приносят из­

вестные выгоды, то в более сложных вопросах они приводят 

к слишком громоздкой символ~ше, уничтожающей выгоды пря­

мых обозначений. 

Задача 1. Определить координаты бивектора в 4-мерном простран­
стве, построенного на векторах (1, о, 1, 2), (О, 1, -1, 1), и проверить, 
что они удовлетворяют соотношению (6,4), 

От в е т. и1• = 1, u18 = -1, ua = 1, и28 ""' - ], и••= - 2, и8' = 3. 
Задача 2. Пользуясь соотношениями (6,1), выве( ти уравнения, 

опредrляющие плос~ие пучки, в которых лежат следующ~е мулыивек­

торы: 1) uiaa = - 1, u11, = 1, uiвi = 1, uш = - 2 в 4·меnиом простrаистве, 
2) u1,в = 2, uia, = о, uiaa = 2, uш = 1, uise = _ 1, ui•o = _ 1, ива• = о, 

u•86 = - 2, u•u = о. uэ46 = -1 в 5-мерном пространстве. , 
Ответ. 1) 2и<'>+и<')-и(')-u(')=О, 2) u(')+2и(')=О, u('J-u(')+ 

+ и<') + и<") = о. 
Задача 3. В 4·мерном пространстве задан бивектор: u1a = 2, 

uia = - 1, ин= J, u•a = - 2, и••= о, ua' = 1. Определить базис этого 
бивектора. 

От в е т. За базис можно принять вектор (а, 2~, а - Ь, Ь) и вектор 
(с, 2d, с -d, d), r.11,e а, Ь, с, d связаны сооrношением: ad - Ьс = 1. 

Задача 4. Пользуясь соотношением (6,4-), показать, что в системе 
(6,2) только два независимых уравнения. Отсюда вывести, что (6,4) яв­
ляется условием не только 11еобходимым, ,но и достато'lным для того, 
чтобы uik оuределяли бивектор в 4-мерном пространстве. . 

Задача 5. В 4·мерном пространстве заданы два бивектора. u•k 
и tfk. Покаэать, что соотношение 

u2з 11н + uз1 112, + u12 v34. + и~' v•з + uat vai + и" vi• = о 
1 

явnяется условием 2 · параллельности этих бивекторов; соотношение 

uik =лi/k 

- условием полной их параллельности. 
ЗаiJача б. В 4-иер!fОМ. пространстве заданы два бивектора uik и v1". 

Показать, что сумма и'"+ v'~ тогда и только тогда является бивектором, 
если пучки этих 6ивекторов не независимы (имеют, по крайней мере, 
одно общее направление). 

У к а за и и е. Выписать соотношение (6,4) для u0' + ,/" 11 воспользо­
ваться результатом предыдущ1:й задачи. 
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т-1 
Задача 7. Если эл<!менrы дВУ.Х т-векторов -,;г · парал.1ельны, то 

сумма этих т-векторпв препставляет собою т-вектор. 
Указ ан и е. При решении этой задачи удобно воспользоваться 

прямыми обозна~ениями. 

§ 7. Ковариантные векторы. 

1. Введенных в § 5 контравариантных векторов вполне до· 
статочно для того, чтобы развить аналитическую геометрию аф· 
финного пространства. Теория инвариантов аффинных преобра· 
эованиА требует однако создания нового понятия - ковариант­
ного вектора. Мы дадим сначала геометрическое определение 
ковариантного вектора; в последующем изложении мы увидим, 

какое большое значение имеет он для тензорного анализа. 
К о вар и а н т н ы м или .m у ал ъ н ы м век тором называется 

совокупность двух параллельных гиперплоскостей, из которых 

одна называется на ч аль но А, другая к он е ч но А. Если эти 

гиперплоскости заданы соответственно уравнениями: 

то п чисел 

а,;х"' =а, 

а"х"' = {J, 

(О'= 1, 2, ... n) 

называются с о ст а в ля ю щи м и, или к о орд ин а та ми, кова­
риантного вектора. Дуальные векторы мы будем обозначать 
жирными латинскими буквами и, для отличия их от контрава­

риантных векторов, будем ставить над зтими буквами точку. 
Составляющие будем записывать тоА же ~уквоА с нижними ин-

дексам,и: например составляющие вектора а суть: а1, а2 , ••• а,.. 

два ковариантных вектора называются р а в н ы м и: 

а=Ь, 

/если попарно равны их составляющие: 

а,= Ь1• 

Ковариантный вектор задан, если даны его сос.тавляющие 
и начальная или конечная гиперплоскость. Если заданы только 
сос-rавляющие и,, то любую гиперплоскость из семейства парал­

лельных гиперплоскостей 

(7,1) и"х"= А, 
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где А - переменнЬiй параметр, мы можем выбрат" за начальную 
гиперплоскость; тогда конечная выразится соответственно · ура­
внением: 

иах" А+ 1. 

Для удобства исследования условимся в тех случаях, когда 
не указаны начальная и конечная гиперплоскость ковариантного 

вектора, за начальную брать ту гиперплоскость из семейства 
. (7,1 ), которая проходит через на.чало координат: 

их"= О. 
а 

Тогда конечная гиперплоскость будет определяться уравне­
нием 

(7, 1а) 

В тех случаях, где зто не может вызвать неясности, эту ко­
нечную _гиперплоскость мы будем просто называть: гиперпло­

скость u, аналогично тому, как точку пространства мы опреде­
ляем контравариантным вектором, проведенным из начала коор· 

динат. Составляющие и1 , и11, ••• и" вектора u называются та н­
r е н ц и аль н ы ми координатами гиперплоскости (7,la). 

На. черт. 1 дано изображение ковариантного вектора в трех­
мерном пространстве. Изогнутой стрелкой указано направление 

Черт. 1. 

от начальной к конечной 

плоскости этого вектора. 

Ковариантные векторы, 
имеющие составляющие 

(1, О, О, ... О) 

(О, 1, О, ... О) 

(О, О, 1, ... О) 

(О, О, 0, ... 1), 

называются к о орд и на т н ы м и и обозначаются так: е, 
2 11 

е, ... е. Точки над буквами мы ставить уже не будем, заменяя 
их цифрами. Вообще, если несколько ковариантных векторов 
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.. 1ы обозначаем одной и той же буквой с разными индексам и, 
то эти последние будем ставить над буквами, заменяя ими точки: 

1 2 ,,. 

например, v, v, ... v. 
Дадим геометрическую интерпретацию координатных кова­

риантных векторов. Начальные и конечные гиперплоскости век-
1 2 " 

торов е, е, ... е определяются соответственно уравнениями: 
1 

е: х1 =0, х1 = 1, 
2 
е : х2 = о, х2 = 1, 

n 
е: х''=О, х"= 1; 

они являются попарно параллельными гранями паралле,1епиrtеда 

построенного на векторах е, е, ... е. 
1 2 n 

На. черт' 2 показана картина для трехмерного пространства. 
Изогнутые стрелки соединяют начальную и конечные плоскости 

трех координатных ковариант­

ных векторов. 

2. Операции сложения ко­
вариантных векторов и умно­

жения вектора на скаляр опре­

деляются так же, как и в тео­

рии контравариантных векто- О 
ров. 

Ковариантный 1:ектор с на-
3ывается суммой ковариантных 

векторов а и ь 

если 

е 
1 

Черт. 2. 

(i= l, ... n). 

Пользуясь геометрическими представлениями, введенныыи 

§ 5, можно дать геометрическую интерпретацию действия сло­
жения двух ковариантных векторов. Рассмотрим тот случаR, 

когда rиперппоскость а не парам~льна гиперплоскости Ь. На­
чальная гиперплоскость вектора а: 

(7,2) 



88 АЛГЕБРА ТЕНЗОРОВ В АФФИННОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

пересекаясь с конечной гиперплоскостью вектора Ь: 
(7,З) Ь,,_х• = 1, 

дает (п- 2)-мерную плоскость En...JJ.• определяемую уравнениями 
(7,2) и (7,З). 

Аналогично начальная гиперплоскость вектора Ь: 

(7,4) Ь,,_х"- = О 

и конечная гиперплоскость вектора а: 

(7,5) 
дают в пересечении 

ляемую уравнениями 

между собой. 

а,,_х,,_ = 1, 
(п - 2)-мерную плоскость Е' ,,_2, опреде­
(7,4) и (7,5). Е,.- 2 и Е' ,,_2 параллельны 

Через них проводим гиперплоскость 
получить ее уравнение. проводим пучок 

Е...-2: 

Е,.- 1 ; для тоrо, чтобы 
гиперплоскостей через 

(ла,,_ + µЬ,,_)х• = f.l. 

и пучок гиперплоскостей через Е' ,._2: 

( аа. + т:Ь.) х" = о 

и выбираем в этих лучках общую гиперплоскость; она опреде· 
). (j 

ляется значением параметров: - = 1, -- = 1. Таким образом, 
µ т 

уравнение гиперплоскости 

Е.,_1 имеет вид: 

(а.+ Ь")х•= 1, 

т. е. Е,._1 является ко· 
нечной гиперплоскостью 

ковариантного вектора 

(а+ Ь). На черт. 3 опе­
рация сложения двух ко­

вариантных векторов 

Черт. 3. представлена для трех- · 
мерного пространства. 

Случай, коrда гиперплоскости а и Ь параллельны, приводится 
к построению, разбираемому ниже для действия умножения век­
тора на скаляр. 

П р о из веден и ем вектор а а на с к а :i я р а называется 
вектор 

Ь= аа 

§ 1. КОВАРИАНТНЫЕ ВЕКТОРЫ 

с составляющими 

Ь, = аа,. 

Гиперплоскость Ь определяется уравнением 
а,,_ах"- = 1. 

Следовательно, она параллельна гиперплоскости а. Проведем 

через начало прямую 

(7,6) х = лu, 
не лежащую в начальн~А 

гиперплоскости вектора а: 

a"U
11 
ф о. 

Прямая (7,6) пересе-

кает гиперплоскость а : 
ааха = 1 

в точке А, оnределяемой 
параметром 

. 1 1 . 
/1.1= --. 

а и" 
о 

. 
а 

Черт. 4. 

гиперплоскость Ь = аа эта прямая пересекает в точке В, кото-· 
рой соответствует значение параметра 

1 
Л2=--а-· 

аа,р 

Следовательно, отношение отрезков ОА и ОВ равно а. 

Если а > 1, то гиперплоскость Ь = аа лежит между началом О 
и гиперплоскостью а; если О < а < 1, то а лежит . между О 
и ь; при а < о начало находится между гиперплоскостями а и ь. 

Пользуясь действием сложения и умножения вектора на ска­

ляр, можно каждый ковариантный вектор выразить через коор· 

динатные векторы: 
а 

а аа е. 

3. Теория пучков контравариантных векторов, развитая в§ 5, 
может быть непосредственно перенесена на ковариантные векторы •. 
Мы не будем останавливаться на этом, разберем только в ка­
честве· примеров одномерный и двумерный пучки. 

Если 

ь = иа, 
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1'0 гиперплоскость Ь параллел~на гиперплоскости а. Посмотрим, 
как движется гиперплоскость Ь, когда параметр а изменяется. 

Значению q = О никаксй гиперплоскости' Ь не соответствует. 
Условно можно считать 1 что мы имеем в данном случае бесконечно· 
_удаленную гиперплоскость. При изменении параметра G от О 

до оо гиперплоскость Ь движется поступательно из бесконечно· 
сти к началу координат, оставаясь все время с той стороны 
плоскости а4х а= О, с которой лежит гиперплоскость а. Когда <1 

изменяется от О до - со, rиперп~оскость Ь движется nоступа-
1'ельно из бесконечности к началу координат, причем rиперплос-

а • • 
кость а4 х = О лежит между Ь и а. 

Возьмем двумерный пучок: 

С= G& + t"b, 
rде а и Ь - независимые ковариантные векторы. С изменением 
·параметров G и i- гиперплоскость с занимает различные положения 

в пространстве, оставаясь все время параллельной· ln - 2)-мер­
ной плоскости пересечения гиперплоскостей. 

а :х" = 1, Ь аха. = 1 . 

4. Аналогично контравариантным m-векторам, вводятся кова­
риантные. Делается зто совершенно так же, и потому мы огра­
ничимся указанием символики. Если ковариантный m-вектор 

1 2 т 

-U построен на базисе u, u, ... u, то он обозначается как произ· 
,ведение этих ковариантных векторов: 

, 1 2 "' 
U = [u u ... uJ. 

Ero составляющие обозначаются или 

и _, 
iii,., ,im - : 

1 

иi, и;.. 
2 2 

uii. иi, 
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или, если они упорядочены, то И1 , И2, ••• И8 • Обозначая че-
1 11 N 

рез Е, Е, ... Е координатные ковариантные т-векторы, имеем 

Для составляющей п-вектора будем употреблять символ: 

1 J! п 

(UU ... U)-= 

• и,. 
11 

. и,. 

п n n 
U1 Uз , • , U11 

§ 8. Скалярное произведение ковариантного и контравари-. 
антноrо векторов и мультивекторов. 

1. В алгебре ковариантных и контравариантных векторов 
можно ввести действие, относящее ковариантному и контравари­
антному векторам опреде­

ленное число. 

Возьмем ковариантный 

вектор а и контравариант­

ный u ( черт. 5 дает иллюст-
рацию для трехмерного 

пространства). Рассмотрим 
сначала тот, случай, когда 

u не лежит в начальной ги­
перп ~оскости вектора а. Обо­
значим точку пересечения 

прямой вектора u с конеч-

ной rиперплос·костью а че­
ре3 х. 

IJ 

Черт. 5. 

Отношение отрезка Ou к о'трезку ОХ назы ва-. . 
ется скалярным произведением векторов u и а. 

. Обозначать скалярное произведение его будем через au ИЛИ 
ua. Если u лежит в начальной гиперплоскости вектора а, зна­
чение их скалярноrо произведения примем равным нулю. 
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Выразим величину произведения au через составляющие. 
Так как вектор х = лu оканчивается в гиперплоскости а, то 

).а иа = 1; 
а 

1 1 
следовательно, ). = --а, а так как по определению au = Т, то 

ааи 

(8,1) 

Из этой формулы вытекают следующие соотношения для ска­
лярного произведения: 

t8,2) 
(а + Ь) u - au + ьu, 
a(u + v) = au + av, 

(аа) u = a(au) = a(au). 

Таким образом, скалярное произведение подчиняется закону 
дистрибутивности относительно операции сложения векторов 
и ассоциативности относительно операuии умножения вектора 

на скаляр. Самое название "произведения" функция (8, L) полу­
чила потому, что она обладает э·гими двумя важнейшими свой­
с гвами произведения числовой алгебры. 

Отметим следующее свойство скалярного произведения: 

Если au > 1, то гиперплоскость а лежит между началом коор­
динат о и ТОЧКОЙ u. . . 

Если au = 1, то точка u лежит в гиперплоск,:сти а. 

Если. О< au < 1, то точка u лежит между О и гиперплос­
костью а. 

Если . au = О, то точка u лежит в начальноfl гиперп 1оскости 
вектора а. 

Если au < о, т~ начало координат лежит между ТОЧКОЙ u 
и гиперплоскостью а. 

Скалярное произведение координатных векторов обоего рода 
выражается с11едующей формулой 

(8,3) 

где о~ - символ 
если i ф k. 

j i 

ее= о~, 
· ,i "' 

Kronecker' а, равный 1,. если i = k, и нулю, 
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Составляющие любого ве1<тора могут быть выражены череа 
скалярное произведение этого вектора и координатных векторов. 

Умножим равенство 

скадярно на е; получаем 
i 

v' = ve. 
Аналогично по.1учаем для ковариантного вектора а: 

а;= ае. 
. i 

Задач.а. Пользу;1сь геометрическими построениями в аффинном 
в-мерном пространстве, вывести fl('посредственно соотношtния (8,2 
н (8,3), не прибегая к формуле (8, L). Затем из (:!,2) и (8,3) получиrь (8,1). 

2. Аналогично произведению векторов вводится прJизведе­

ние контравариантного и ковариантного мулыивекторов. 

Пусть U - контравариантный, V - ковариантный т-векторы. 
ОпредеJJиМ их произведение формулой: 

• N а 
uv = ~и va. 

Выразим его через базисы мулыивекторов. Пусть U = 
• 1 2 m 

=[u u ... u], V=[v v ... v]. Имеем: 
t 2 tn 

а, а 

(а, , . , ат) / U • .. U т . 
т т I 

Пользуясь формулой (2,5), получаем: 
1 т, 

uv . uv 
1 1 

, 12 т 

(8,4) UV = [uu ... u] (vv ... v} = 
12 т 
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Правая часть этой формулы дает возможность построить 
rеометрическую интерпретацию скалярного произведения мупьти­

векторов. 

3. Рассмо1рим сначала вопрос, когда скалярное произведение 
двух m-векторов равно нулю. Обозначим через Е"' плоскость, 
в которой лежит мупьтивектор U, через Е"_"' -(п - m)-мерную 

плоскость, образованную пересечением начальных rиперппоско-
1 2 т 

сrей ковариаю:ных векторов v, v, ..• v, служащих базисом мупь· 

тивектора V. Е .. _ т определяется системой уравнений: 

Пусть 

1 

VX=O, 
2 т 

vx = о, ... vx == о. 

UV=O. 

Из равенства нулю определителя (8,4) вытекает, что можно 
найти т постоянных ;\1, л2, •.• л211 , удовлетворяющих уравнениям: 

1i k k 
(8,5) Л1UV + ЛzUV + ... + A.11\uv = о (k = 1,2, ... m). 

1 2 т 

Обозначая 

имеем: 

k 
uv=O (k= 1,2, .. . т). 

Следовательно, вектор u, принадлежащий к Е , лежит в Е 
т ,._,... 

Обратно, если в Е ... имеется вектор u, лежащий в Е , то имеют ,._ .. 
место уравнения (8 5), т. е. определитель (8,4) равен нулю. Та­
ким образом, имеем следующее положение: 

Скалярное произведение двух т-векторов тогда и тольио 
тогда равно нулю, если плоскости Е и Е зависимы (имеют · 

т 11-т ' 
по крайней мере, одно общее направление). 

5. Если произведение m-векторов U и V не равно нулю 
то плоскость Е,.., в которой лежит мультивектор U, и ппоскост~ 
Е,,_,.., образованная пересечением начальных гиперплоскостей 

1 2 т 

ковар~антных векторов v, v, .•. v, являющихся базисом m-век-

тора V, независимы. Следовательно, начальные и конечные гипер-
1 2 т 

плоскости ковариантных векторов v, v, ... v в пересечении 

8, СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВМЕНИЕ ВЕКТОРОВ И МУЛЬТИВЕКТОРОВ ---
с плоскостью Ет дают 2m попарно параллельных (т - 1 )·мер­
ных плоскостей, образующих т-мерныn параллелепипед V. Парал·· 
лелепипед V ле,кит в Е,,.. Вычислим отношение параллелепипеда U,. 
построенного на векторах u, u, ... u, к параллелепипеду V. 

1 1 т 

Обозначим через w контравариантный вектор, лежащий на 

прямой пересечения Е т с начальными rи перплоскостями векторов, 
1 2 ' i-1 i+l т i 
v, v, ... v, v, ... v и оканчивающийся в гиперплоскости v: 

(8,6) 
1' 1' 

WV= д. 
' i 
i 

(т = 1, 2, ... m) •. 

Полагая i = 1, 2., ... т, получаем т контравариантных векто· .. 
ров: w, w, ... w, на которых построен параллелепипед V. Вы-

1 2 m 
разим их через векторы u, u, ... u: 

1 2 т 

W = л11U + ... + Л1тU 
1 1 m 

1 • • • • • .. • • • 

W = A.m1U + ... + ЛттU , 
т 1 m 

Из соотношениА (8,6) получаем уравнения 

Следовательно, 

Лml. 

Отсюда выводим: 

А1т 

• ).тт 

1 
uv •• 
1 

1 
.UV, 

т 

. uv 
1 

т 

• uv 
т т 

• 1 
UV=-iл-j' 

i ik 

= 1. 

т. е. скалярное произведение мультивекторов U и V рагн.0> 
отношению т~мерного параллелепипеда U к параллелепипеду V .. 
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Черт. 6 иллюстрирует ск~лярное произведение двух бивекто­
ров в трехмерном про~транстве. ОАВС является параллелограм­
мом И бивектора U. OMN Р-· параллелограмм V, образован-

Черт. 6. 

ный пересечением плоскостей ковариантного бивектора V с плос­
костью пара11лелоrрам:11а ОАВС. Скалярное произведение UV равно 
отношению параллелограмма ОАВС к параллелограмму OMNP. 

§ 9, Взаимные системы векторов. 

1. Возьмем п независимых контравариантных векторов 
u, u, ..• u и построим на них п-мерныА параллелепипед. Рас-
1 2 n 
смотрим две параллельных грани: гиперплоскость G,: 

Х = f1U + t2U + .. , + ti-1 U + ti+1 U + .. , + t"U 
1 2 i-1 i+l n 

и G/ 
X=U + t1U + t.u +,,. + ti-1 U + ti+l U +,,, + t"u. 

i 1 2 i-1 i+1 n 
Ковариантный вектор, у которого начальной гиперплоскостью 

i 
служит G1, конечной -G/, обозначим через u. Так как гипер­
плоскость G/ проходит через точку u, то 

{ 
i 

uu = 1. 

§ 9, ВЗАИМНЫЕ СИСТЕМЫ ВЕКТОРОВ 91 

В то же- время векторы u, u, ... u, u, ... u лежат в нача11ь· 
· 1 2 i--1 i+l n 

i . 

ноА rиперп.1оскости вектора u. Следовательно, 
i 

uu =0 
h 

Перебирая таким образом п граней, проходящих через на· 
1 2 n 

чало, мы построим п ковариантных векторов u, u, ... u, удовле· 
творяю~цих уравнениям: 

(9, 1) 
i . 

_il­UU = vh. 
lt 

Обратно, если заданы п ко­
вариантных независимых векто· 

1 2 n 
ров u, u, ... u, дающих п пар 

параллельных ~раней параллелепи­

педа, ъ,ы можем построить п кон­

травариантных векторов u, u, ... u, п 
1 2 n 

связанных с u соотношениями (9, 1 ). 
1 

Системы u, u, ... u и u, 
2 n 1 2 n 
u, ... u, удовлетворяющие соот­

ношениям (9, 1 ), называются· в за­
и мны ми. 

. Черт. 7. 

и 

' 

Черт. 7 иллюстрирует связь двух взаимных систем векторов 

в трехмерном пространстве. 

2. Решим теперь аналитически задачу нахождения системы, 

взаимной с u, u, .•. u. Обозначим через И матрицу, сqставлен-
1 2 n 

ную из координат векторов u, u, ... u : 

7 Широков ir. А. 

1 2 n 

\! и~ u2. 
ii l 1 

li ri1 u2 • 
U = t 2 2 ,: 

JI • 

11· ui из. 
I n n 
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через U' - матрицу, образованную из составляющих искомых 
1 2 n 

векторов u, u, ... U: 

111 1 
i1

1
ui, U2, • 

1 2 2 _, 

U' = IJ_и~, ~2·: 
1 1 

• • ut, i 

2 

• ип' . 
• • 1 

~n n 
Jlu11 Ug, , , . ;11 11 

На основании (9,1), имеем: 

(9,2) 

т. е. искомая матрица равна 

и , -u-1 
- о • 

Обратно, если задана система ковариантных векторов 
2 n 

u, u, ... u с матрицей U', то матрица U найдется по формуле 

и = и,-1 
с • 

Отметим следующее соотношение: 

1 2 n 
(uu ... u)(uu ... u) = 1. 

1 2 n 

Употребление взаимных систем сильно упрощает счетный 
аппарат алгебры векторов, позволяя в некоторых случаях избе­
гать длинных вычислений с определитепями. 

Примером двух взаимных систем векторов может служить 
система контравариантных координатных в~:кторов е, е, ... е и 

1 2 n 
1 2 n 

ковариантных координатных векторов е, е, ... е. 
3. Разложим контравариантный вектор х по п направлениям, 

определяемым п независимыми векторами u, u, ... u: 
1 2 n 

(9,3) X=A1U л,u+: .. +лпu. 
1 2 n 

ОбозначимкGвариантныевекторы системы, взаимной с u, u, ..• u, 
1 2 n 

1 2 n 

через u, u, ... u. Для определения коэффициента А.1 в разложении 

§ 9. ВЗАИМНЫЕ СИСТЕМЫ ВЕКТОРОВ 

i 
(9,3), умножим обе части этого равенства скалярно на u; 

i 
чаем: At =XU. Таким образом 

(9,4) X=XU•U. 
а 

Аналогично получаем формулу 

(9,5) 
,, 

a=au, u. 
а 

99 

no.~y-

Формулы (9,4) и (9,5) очень важные: они будут играть боль­
шую роль в дальнейшем изложении. 

4. Ра~смотрим две пары взаимно сопряженных систем: 
1 2 n 1 2 n 

u, u, ... u; u, u, ... u ·и v, v, ... v; v, v, ... v. Имеем 
1 2 n 1 2 n 

а " u = uv . v; u = uv . v. 
i i а а 

k 
· Перемножая u и u, получаем 

(9,6) 
а k k 

~v · uv = дi 
' а 

Если в этой формуле принять за u координатные векторы е, 
i i 

мы получим соотношение: 

а _1: k 
'lJ/fГ = lJ. 1 

а ' 
которому соответствует матричное равенство U,'l) == Е, выте­
кающее из (9,2). 

Задач.а 1. Построить систему, взаимную системе п контравариант­
\lЫХ векторов 

От в ет: 

Задач.а 2. 
вектора: 

u = а1е, u = а2е, •.. u = а"е 
1 1 2 2 n n 

i 1 i 
U=-e. 

сч 

В четырехмерном пространстве даны 4 ковариантных 

1 2 8 4 
u (1, О, -1, О), u (О, 1, О, О), u (2, 1, О, - 1), u (1, О, О, - 1), 

· Построить взаимную систему •. 
Ответ: u(O, о,-1, О), u(-1, 11 -1,-1), u{l, о, 1, 1), u(-1, 

0,-1,-2). 
7* 

1 2 З 4 
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] 2 "· 
Задача З. Даны п независимых ковариан1ных 11екторов u, u, ..... -. 

Строим систему 

с определителем 

1 1 2 n 
v = ).1lu + л11u + ... + л111u, 
2 1 9 n 
V = ),91U i,22U ),211U, 

n 1 2 п 

V = ;,n1U + ),naU +, • . ),п,,U 

lmi·, .А.,.,.. 
1 2 n 

отличным от вул:я. Построить систему v, v, ... v, взаимную с v, v, ... v 
1 2 п 

О тв е т. Обозначим матрицу 

1 
~) 1 .• • •• ~·1~1 1 

, l,,.1,,. l,,.,,. 
через А, строим матрицу 

М= 

i µJl • • • µlm ii 
1' il 
[i • • • • • , !1 
![ ••• ' ' ,• !i 
11 1, 
.1 /Am1 • • • µ,,,.,. 1, 

по формуле 

Тогда 

V = fl111U + • ·• -f- µ1,nU, 
n J п 

1 2 n 
rде u, u, ... u-векторы системы, взаимной с u, u, .•. u. 

J 2 n 
Задача 4.. Пусть Е,,. и f!.п _ т -· независимые пучки. Берем .111е 

независимых системы векторов: u, u, ... u и v, v, ... v, причем векторы 
1 2 n 1 11 n 

u, u, ... u и v, v .... v лежат в E,ni остальные - в Е' . Строим си-
1 2 т 1 2 т п-т 

1 2 п 1 2 n 
стемы: u, u, ... u и v, v, ... v, взаимные соответств:нно с u, u, ... u II 

2 п 
v, v, ... v. 
1 2 1! 
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Понвзать, что 
m 11} 

\'" 1· ..,.; u,~k = . l•t:11. ' 
a=l «=l 
п п 

~ " ~ ;;1111. U1llk = ' - а - а 

а m+1 a::m+ 1 

§ 10. Линейные функции от векторов. 

В да.1ьнейшем изложении очень важную родь будут иrрать 
линейные функции от векторных арrументов. 

1. Ес.11и ска,1ярная функция от контравариантного вектора 
'f(X) об.1адает с,1едующими свойствами: 

(10, 1) rp (Х + у) = ер (Х) + ер (у), 
( l 012) ер ( ах) = arp (х), 

то она называется линейной. 

Свойство (10,2) может быть заменено требованием, чтобы 
функция ч,(х) быда непрерывна. В самом деле, из (10,1) вы­
водим: 

откуда 

(10,3) 

rp (х + х + . . + х) = ер (х) + q; (х) + ... + rp (х), 
1 2 r 1 2 r 

rp(rx) = rep (х), 

где r--положительное целое число. Отсюда, обозначая rx = у, 
имеем <р ( + у) = + rp (у). Комбинируя это равенство с ( 10,3), 

получаем 

rp ( .!.. х \) = !.. <f (х). \ s s 
Таким образом, свойство (10,2) установлено для о. рацио· 

на,1ьн.оrо и положительного. 

На основании непрерывности функции ер ( х), свойство (10,2) 
распространяется на случай а иррациона.1ьноrо положительного. 
Д,'IЯ а отрицатеаьного свойство ( l 0,2) выводится иэ соотношения 

rp(ax-ax) = ер(ах) + q;(-ax). 
· Полагая в (ТО, 1) х === у = О, получаем rp (О) = О. СJ1едова-

TilJЬHO, 

q; (ах)+ rp (-ах)= О. 



102 АЛГЕБРА ТЕНЗОРОВ В ·АФФИННОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

Заметим, что требование непрерывности может быть заменено 
некоторыми другими требованиями (см. ниже задачи 2 и 3). 

Выражая аргумент через координатные векторы, имеем: 

ер (х) = ер (х"е) = ер (е) ха. 
а а 

Обозначая 

получаем 

rp (Х) = ааХ"· 

Итак, скалярная линейная функция от контравариантного 
вектора есть линейная форыа от составляющих этого вектора. 
Уравнение 

(10,4) 

определяет гиперплоскость. Если ввести ковариантный вектор а 
с составляющими аа = ер(е), то (J.0,4) определяет конечную rи· 

• а 

перплоскость этого вектора. 

Совершенно аналогично вводится скал,1рная линейная функ· 
ция от ковариантного вектора 

а 

где аа = 91 (е). Рассмотрим уравнение 

(10, 5) 91 (х) = аах .. -= 1. 

Введем конт~авариантный вектор а с составляющими а\ 

Гиперплоскости х, удовлетворяющие уравнению (10,5), проходят 
через конец вектора а. 

2. Скалярная функция, зависящая от т векторных аргумен­
тов и линейная относительно каждого из них, называется m·л и~ 

ней ной (многолинейной) скалярной функцией. 
Среди ее аргументов могут быть как 1<овариантные, так 

и контравариантные векторы. Пусть r первых аргументов -
контравариантные векторы, s остальных- ковариантные: 

2 s 
ер (х, х, ... х, х, х, ... х). 

1 2 r 

§ 1 О. лиНЕЙНЫЕ ФУнкции о_::_ ввкт~~О.~-
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Выражая каждый аргумент через координатные векторы, 

имеем: 
fl1 /J, fJ8 l 2 п 

) а, ~, " Х Х ({) = 91 ( е, е, ... е; е, е, ... е х х ••• х r х fJ Р • . . t1 • 
а, а, ar 1 2 r 

1 1 1 

Введем обозначение: 

(10,6) 

Тогда 

/J, fl, {J8 

( е. е е ... е) = А fl,fJ, · · · fJ,. 
ср е, е, . . . , • • а,а. ... а" 

а,. 

, 1 2 в 

т = А P,/J, ••. Рвха'х°" ••. xarxfl x{J ••• Хр. 
т а.а,,. , "r 1 2 r • ' 

Таким образом, m·линейная скалярная функция представляеr 
собою т-линейную форму от составляющих входящих: в нее 
аргументов. 

Мноrолинейная функция называется с им мет Р и чес к о 1t 
относительно аргументов одного и тоrо же рода 
(т. е. или ковариантных или контравариантных), если она не 
меняется при перестановке любой пары из этих арrуме~тов. 
Функция, зависящ·~я от аргументов одного и тоrо же рода 
и симметрическая относи,ельно всех своих аргументов, назы· 
вается симметрической. Из (10,6) вытекает, что коэффи· 
циенты формы. соответствующей симметрической функции, об­
ладают тем свойством, что их величина не зависит от порядка 
принадлежащих им индексов: 

А =А =А = ... 
а: 1а2 ••• a

1
n a1-.i 1 ••• ~т а.а,а1 , .. а,п 

или 

aia2 • • • ат Аа2«1 • • • u,,,, Aa.a.ai .•. ат -
А = = -, .. 

Аналогично вводится свойство ан тис им мет Р и и. ,Функции 
называется ан тис им метрической относ и тел ь но ар· 
гументов одного и того же рода, если она при пере· 
становке любой пары из этих аргументов меняет знак, оставаясь 
неизменной· по абсолютtюй величине. Если функция, зависящая 
от аргументов одного и того же рода, антисимметрична относи­
тельно всех своих аргументов, она называется а н т и с и м м е· 
три ческой. Коэффициенты соответствующих форм 

1 2 m 
А. Ха'Х0' ••• Ха"' и ла,а •... "тх х ... х 

а[а2 • • • ат 1 2 т а1 «;а ат 
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им'ёют свойство 

или 

А а1а, • • • а,п = -Аааа, • • • "т =-А"'-""""••• "т = • • • 

. 
Отсюда вытекает, что антисимметрическая функция, зависящаl( 

от т контравариантных векторов: ~ (х, х, ... х), может быть ли-
1 2 ,п 

иейно выражена через миноры матрицы 

I xi х2 ..... xn I 
1 1 1 

xi х2 . .. . . . х" • 
2 2 2 

..... ·;:1·1 : xi х2 ..... 
:m т 

f>бразованной из составляющих ее аргументов: 

(10,7) '1/J (х, х, ... х) = 
1 2 т 

(а,..,, а111) 

Ха' х"• , . , X"ni 1· 

1 1 l · 

ха' х"•.'. х"т i 

2 2 2 i 
• • • • • • i 

Ха' х"• , .. х"11• : 

т т т 

(а1 , а2 , ••. а,,.) под знаком суммы обозначает, что суммирование 

распространяется на ( ~) сочетаний из индексов по т в каждом. 
То же справедливо и для антисимметрической функции, за­

~исящеА от ковариантных аргументов: 

ха, ха, ... х ..... 
1 2 т 

(10,8) ,Р(Х, Х, ... х) = 
1 2 2 2 

А"•"• ... а,,. i ха, х .. , .•. x:tm 
; ..... . 
lm т т : 
: х х ... х 
I а1 а2 Ст 

(ai,, .. а.,.) 
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Формулы (10,7) и (10,8) показывают, что антисимметриче­
ская m·линеАная скалярная функция представляет собою линеil­
ную функцию от т-вектора, построенного на ее аргументах: 

1 2 т 12 m 
tp (х, х" .. х) = q; ([хх ... х]), у, (х, х, ... х) = ip ([хх ... х]) ,. 

1 2 m 12 т 

где rp линейная функция . 
Если т =n, мы получаем, что антисимметрическая, 

п-л и н е й н а я ф у н к ц и я и м е е т в и д: 

1Р (х, х, ... х) = а (х х ... х) 
12 n 12 п, 

1 2 n 12 п 

у, (х, х, ... х) = а (х х ... х), 

где· а - некоторое число. 

Из формул (1 О, 7) и (10,8) вытекает одно очень важное· 
свойство антисимметрической функции. Если векторЬ: х, х, .•. х 

1 2 "' 
1 2 т 

или х,·х, ... х зависимы, то все миноры, стоящие в суммах. 

(10,7) и (.10,8), равны нулю. Таким образом, 
если в антисимметричесl(ую с,салярную фун,сцию подста-· 

вить линейно зависимые аргу.менты, она превращается в нуль. 
Отметим также, что не существует антисимметричесl(ой 

фуi-шции,. имеющей аргументов больше, чем п. 
Формула {10,7) является частным случаем более общего со­

отношения. Пусть 

Подставляя 

J1инейности ·и 

:зу ль тат~: 

х лн u + Л12 u + ... + л1r u, 
1 1 2 r 

·х = л21 u + л22 u + ... + л2, u, 
2 1 2 r 

Х Лml U + Лт2 U + •,, + Лтr U, 
т 1 2 r 

х, х, •.. х в функцию и попьауясь свойство~, 
1 2 т 

антисимметрии, мы приходим к следующему ре-

(10,9) v(x, х, ... х) 
• 1 2 т 

("1, .. • а,,.) 
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Если r < т, то '1/J (х, х, ... х) = О, так как тогда аргументы 
1 2 m 

:х, ... х всегда зависимы. 
1 т 

Аналогичную формулу имеем, конечно, для антисимметриче-

ской функции от ковариантных арrументов. 

3. Рассмотрим билинейную функцию, в которой один аргу­
:мент ковариантный, другой-контравариантный: 

lp = rp <х, У) • 
1 n 

Построим две пары взаимных систем: U, •.• tt; U, •.• U И 
l п 

1 n 
v, ... v; v, ... v. Образуем суммы 
1 n 

а 1 2 11. 

(р (u, u) = ер (u, u) + ер (u, u) + ... + q, (u, u) 
а 1 2 ·n 

а 1 2 п 

rp (v, v) = ер (v, v) + tp (v, v) + ... + ~ (v, v). 
а 1 2 n 

Покажем, что 
а а 

(10,10) tp (v, v) = ер (u, u). 
а а 

i п 

В самом деле, разлагая векторы v и v по системам 111, •.• • 
k 

tl u, ... u, имеем 
1 1i 

i а а 

v = vu . u, v = vu . u. 
а h 1, а 

Следовательно, 
о а ,: а 

rp (v, v) = vu · vuq; (u, u). 
а а а т 

Применяя соотношение (9,6), получаем (1 О, 1 О). 
Таким образом, из каждой билинейной функции р (х, У) 

а 

:можно получить число <р ( u, u), которое не зависит от выбора 
а 

i 
~взаимных систем u и u. Операция эта называется к он т р а к~ 

k 
тир о ван и ем. 
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В координатном счете результат контрактирования выра­

жается следующим образом: если функции <р (х, У). соответствует 
• fJ а а 

форма <р (х, у),= а"11 хау , то <р (u, u) = <р (е, е) = а"а. 
а . а 

Многолинейные функции, имеющие как ковариантнЬlе, так 
и контравариантные аргументы, можно контрактировать по не· 

скольким парам разнородных аргументов. Например, из 8-ли­
нейноR функции 

(10,11) 

получим функцию 

(10,12) 

1 2 3 4 5 

(}'(Х, Х, Х; Х, Х,.Х, Х, Х) 
1 2 З 

1 а 3 11 5 
<p(u, v, х; х, u, х, v, х), 

а II з 

1 3 5 
имеющую только 4 аргумента: х, х, х, х, причем полученная 

3 
i i 

функция не зависит от выбора взаимных систем u, u и v, v, . k k 
при помощи· ~_<оторых мы произвели контрактированне: 

1 а з 11 Б 1 " 3 11 5 

'1/J(U,.V, Х; х, u, х, v, х) rp (w, w, х; х, w, х, w, х); 
а 11 3 а 11 з 

1 9 п 

здесь w, w, ... w и w, w, ... w две взаимных системы. l'оворят, 
1 9 n 

что функция (10,12) получена из (10,11) контрактированием 
1-ro аргумента, с 5-ым и 2-го с 7-ым. 

Задача 1. 1 Пусть скалярная функция от п векторов одного и тоrо 
же рода (например, контравариантных) rp (х, х, ... х) обладает следую-

1 2 n 
щими свойствами: 

1) она не меняется, если к любому ее аргументу прибавить другой 
какоR·нибудь аргумент; например 

tp (х, х, ... х) = ,р (х х, х, ... х) = rp (х + х, х, ... х) = ... 
12 io. l 22 1 32 n 

2) при умножении какого-нибудь аргумента , на скаляр .функция 
умножается на тот же· скаляр: · 

rp (ах, х. ... х) = rp (х, ах, х, ... XJ = rp (х, х, ах, ... х) ... -
12 п 123 n 123 п 

= rp х, х, .. , ах) = arp (х, х, ... х). 
1 2 1 2 n 

1 Содержа~ие этоR задачи заимствовано из книrt1. С. С а r а t h е о· 
d о r у, Vorlesungen ttber reelle Funktionen, Leipzlg, 1918, Кар. VI. 
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ПЬкаэат~;, что rp- .шнеllная антисимметрическая функция, т. е. 

I xi, ... xn j 
I l 1 

tp (Х, Х, .• , Х) = (! • • • • • • 

1 2 п 1 · ..... xi, .. • хп 
Т1 п 

Задача 2. Если скалярная функция rp (х) обладает следуюшими 
двумя свойствами: . 

1) <p(x+y)=,p(x)+q,ty); 
2) существует п независимых прямых (определяемых п независи­

мыми направлениями), проходящих через начало координат и обладаю­
щих тем свойством, что rp (х) изменяется монотонно, если точка х дви­
жется в одном и том же направлении вдоль каждой из этих прямых, то 
rp (х) - линейная функция. 

Задача 3. Если скалярная функция р (х) имеет следующие два 
свойства: 

1) rp (х + у) = rp (х) + rp (у); 
2) существует п независи,мых прямых, проходящих ч"ерез начало и 

i)бJJадающих тем свойством, что на каждой прямой есть некоторый 
отрезок, в котором rp (х) ограничена, то rp (х) - линейная функция. , 

Задача 4. Проверить соотношение (10, 10) на следующем примере:· 

q, (х, У)= Х(1)У1 2х<2)У2 + х<3)уз + x(l) У2 - х<2)У1 + зх(2>уа - х(1>у3 • 
3а векторы u, u, u взять следующие: 

1 2 3 

U (1, О, 1), u (2, 1, 1), u (1, О, О), 
1 2 8 

за векторы v, v, v - координатные векторы е, е, е, 
1 2 З 1 2 З 

4. Анапоrично скалярным линейным функциям вводятся ли-

нейные векторфункции. 
' Если векторфункция относит своим 

риантныА вектор, ус11овимся обозначать 
буквой: 

аргументам контрава-

ее жирной латинской 

2 

у = F (х, х, ... ; х, х, ... ) . 
1 2 

Если же она являе1ся ковариантным вектором, будем над 
буквой, обозначающей функцию, ставить точку: 

Еспи 

(10,13) 

(10,14) 

, , 1 2 

y=F(x, х, ... ; х, х, ... ). 
1 2 

векторфункция А (х) имеет следующие 

А(х + У) А(х) + А(у), 
А (ах) = аА (х), 

свойства: 

§ 10. ,!JИНЕЙНЫЕ ФУНКЦИИ. ОТ ВЕКТОРОВ 109 

то она называется линейной. Свойство ( 1 О, 14) может быть 
заменено требованием, чтобы функция А(х) была непрерывной 
функцией 1• Доказатмьство - то же, что и дпя скалярноtt ,,J!И·· 
нейной фуню1ии. 

Посмотрим, как определяется линеltная векторфункция в счете 

с составляющими. 

Имеем: 
i i i i 

yi = еу = еА (х) = еА (хае) = еА (е) ха 

Обозначая 

получаем: 

i 
а\= еА(е), 

lt 

а а 

Таким образом, линейная вею·орфункция ;·станав.пивает JIИ· 
нейное преобразование составляющих аргумента в составляю11.1.ие 
функции. Матрицу, образованную из коэффициентов а\: 

1

! 1 1 1 '1 
I а 1 а 2 ••• а,, ,. 
1 2 2 2 !I · 

il а i а а· .. а" !i 
il . • • • • • 11 ' 
11 1. 
r1 • . • • • • • !i 

!! а" а" а" 1·· 1: 1 2 • • • tJ 1 

ус:ювимся обозначать через Jj А 11, определитель ,пой матрицы 

символом I А 1 · 

В теории линейных векторфункций создается специапьное 
исчисление векторфункций, причем эпементами, над которыми 

производятся действия, явпяются сами пинейные векторфункции. 
Мы рассмотрим здесь только основные алгебраические операции, 
причем заметим, что алгебра векторфункций является алгеброй 
тех матриц, которые зтю.t векторфункциям соответствуют. · 

В дальнейшем изложении читатепь встретит повторение, 
.в иной терминологии, тех понятий и операций,. с которыми он 

имел дело в § 1. 

i Векторфункция называется непрерывной, ·если непрерывны ее 
составляющие. 
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Возьмем две линеt1ных векторфункции: А(х) и А(х). Линей 
1 2 

ная векторфункция А(х) + А(х) называется с ум м о А линей-
1 i 2 

ных векторфункций 1 и 1 и обозначается: (1 + 1)(х). Оче-

видно, чrо ii А+ А !\ = ;I А 11 + :1 А 11 • 
1 ~ 2 

Если к векто;Jу х применить векторфункцию А, затем : 
1 

к вектору А (х) применить новую векторфункцию А, то полу-
1 2 

чающаяся в резул~тате линейная векторфункция А(А(х)) назы-
2 1 

вается пр о из ведением векторфункциА А и А и обозна· 
2 

чается следующим образом: 

у= АА(х), 
2 1 

или в составляюL;1-1х: 

Матрица произведения двух векторфункций равна произве­
дению матриц этих двух функций: 

11 А А 11 = 11 А 11 !1 А 11 • 
2 1 2 1 · 

Наконец, умножению линейноА векторфункuии на скаляр 
отвечает умножение соответствующей матрицы на этот скаляр: 

II аА 11 == а II А 11 • 
Таким образом, основным алгебраическим действиям над век- ' 

торфункциями соответствуют аналогичные операции над матри· 

цами. Следовательно, алгебра линейных векторфункций есть 
алгебра матриц. 

Линейная векторфункция у = х называется тождественной 

·· или единиqной; она обозначаеrся также символом у= Е(х). 
Векторфункция А называется не о с обе н ной, если I А 1 =f::. О. 

Неособенная векторфункция А имеет обратную, которая обозна­
чgется символом А- 1 : если 

у= А(х), 

то 

х = д-\уJ. 

. _§ __ 1 о. ЛИНЕЙНЫЕ ФУНКЦИИ от ВЕКТО.!.~ ·-

Очевидно, что 

Если 

1\ А-1 11= [\ А 111
• 

у= АА(х) 
1 2 

и если А, А неособенные векторфункции, то 
1 2 

Слецовательно, 
(А А)-1 = д-1 А-1. 

1 2 1 2 

l lt 

Как в матричной алгебре, в исчислении векторфункций вво­
дятся полиномы: 

,р(А)(Х) = ( а0А" + а1А n - I + .. , + апЕ) (х) 
и дробные рациональные функции от векторфункций: 

;\1у (х) = ,р tA) 'Ф- 1(А)(х). 
5. Теория линейных векторфункций вида 

(10,15) у=А(х)., 
т. е. относящих ковариантному вектору также ковариантный. 
вполне аналогична развитой выше теории функций типа А(х). 
В с<tете с составляющими функция (10,15) выражается следую­
IЦИМ обраЗQМ: 

• • ,. а • .о 

у,.= уе = еА (х) = еА(х е) = еА (е) х ·. 
i i i а i Q 

Обозначая 
• 1t 

еА (е) = а/, 
i 

имеем: 

Матрицу 
а11 а1 2 . .. а/' 
а21 ai ... а2" 

. . . . . . 1 

li а" i а" 2 ••• а,." i 

условимся обозначать !1 А 1!. 
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6. Каждой линейной векторфункции у= А(х) можно от­
нести линейную ковариантную веюорфункцию с ковариантным 

.аргументом. Делается • это следующи~ образом. Умножим А(х) 
на некоторый ковариантный вектор z и попытаемся представить 
скалярное произведение iA(x) в виде 

{ 1 О, 16) iA(x) = xB(z), 

где в (z) - искомая линейная ковариантная векторфункция. 
Найдем элементы Ь/" матрицы f / В 11 . 

k 

Полагая в равенстве (10,16) х = е, z = е, получаем: 
i 

• k k 
ев ( е) = еА ( е) , 
i i 

т. е. 

Ь;k = а\. 

Таким образом, матрица /j В IJ сопряженна с матрицей II А 11: 

11811 =IIAIIC. 
Векторфункция В (х) • называется с о п р я же н н о й с А _и 

обозначается символом J(. Итак, Ас связана с А соотношением 
' (10,17) 

rде х и у- произвольные векторы. Как и в исчислении матриц, 

(10,18) 

В самом деле, умножим АА(х) скалярно ~а у; получаем -
2 1 

уАА (х) = Ас (у) А (х) = Ас А. (у) х, 
2 1 2 1 1 2 

откуда вытекает: формула (10,18). 
Пусть у = А (х), причем А -- неособенная линейная вектор­

функция. Умножим соотношение х == А - I (у) скалярно на z: 

ix = iA - 1 (у) = у (А - \ (z). 

Подставляя у = А (х), имеем: 

zx = А (х) (А-\ (z) = хАс (А- 1 )с (i), 

___________ § 10. линtt!ныв ФУнкции от вЕктомв ----~~ 

откуда, в виду произвольности вектора х, получаем: 

i = A,(A- 1)/i). 
Это равенство показывает, что имеет место соотношение 

А (А- 1) = Е с с . 

т. е. 

(Ас)--1 =(A-l)c, 

аналогичное формуле матричной алгебры. Это соотношение 

( ' ) 1 ( ' 1) • 1 позволяет записывать Ас - и А - с просто Ас- . Отме· 

тим, что две векторфункции: 

у= А(х) 

v=A.- 1 (u) 

определяют два линейных преобразования, взаимно контраrре· 
диентных. 

7. Рассмотренные нами выше линейные вект9рфункции от­
личаются тем свойством, что аргумент и сама функция являются 
векторами одного и того же вида: 

у = А(х), у = В(х). 
Эти функции назовем л ин е й н ы м и в е кт о р фу н к ц и я м и 

1-ro рода. 
Кроме этих, существуют еще векторфункции, у которых 

функция и аргумент являются векторами различной природы: 

у = А(х), у =А. (х); 

условимся называть их л и не А н ы м и в е кт о р фу н к ц и я м и 
2-r о р од а. В координатном счете они определяются соотно-
шениями: 

8. Мы не будем останавливаться дольше на линейных вектор· 
функциях, так как мы в~рнемся к этому вопросу в §§ 16 - 22. 
Скаже~ только несколько слов о мноrолинейных векторфунк­
циях. Функция 

1 8 

у = А(х, ... х; х, ... х), 
1 ,. 

относящая r контравариантным и s коварна 11, ю,1м аргументам 

контравариантн.ый вектор у, называется мноrо.1\инеАноА, если она 

8 Щ:ироков П. А. 
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линеttна относительно каждого своего аргумента. В составлstю·· 
щих она определяется следующим образом 

1
, i 1 /J, в р8 

у еА ( х"'е, ... х"•е; х /J,e, ... х11 е) = 
1 Ct1 r а 1• ~ 

i. р, fJ, 1 s 
= еА (е, ... е; 'е, ... е) xQ· ... xQrX/J, ••• Хр • 

1 r • ... 
lilвo;i,11 обозначение 

i Р, Р8 
е е) = А' Р, · · · ·'· еА(е, ... е; 

«1 "r 
'• • * •1 .. . at ' 

получаем 
1 8 

у' = А' Р, ... Р, х"' ... x"r х ... х . 
•, · · · •r 1 r fJ, fJ, 

· Аналогично 11,водится ковариантная мноrолинейная функция. 

1 11. Понятие о группе преобразований. Связь между 
теорией групп и геометрией. 

1. Пусть функции 
· х/ = f, (х1, х1, ••• х.,) . (i=l,2, ... n) 

определяют преобразование точек п-мерноrо пространства. 
Обозначим это преобразование через А. Применим к точкам 
преобразованного пространства новое преобразование В, опре­
деляемое формулами: 

" ( ' ' х ') х, = f, х1 , х1 , •• , А (i= 1, 2, ... п). 

Получающееся в результате преобразование 

х/' = ср,(Л (х1, •.. х,.),/2 (х1, ... х11), ... /,. (х1, ••• х,.)) (i = 1, 2, ... п) 
называется пр о из ведением преобразований А, В и обозна­
чается символом ВА. Нетрудно усмотреть, что это произведе­

ние обладает свойством ассоциативности: 

(АВ)С = А(ВС), 

но коммутативному закону в общем случае не подчиняется: 

AB-=f::.BA. 
Пример. Рассмотрим два преобразования точек в одномерном 

nросrранстве: 
1) преобразование А: 

x'=x+,i, 

11. nоняtнt о l'Р'!'ППt rtPtot,л~o~лниlf 

2) преобра.~ование В: 
х' =х"'. 

Произведение АВ дает преобразов:~ние 

х" = х' + а = х"' + а. 
Произведение же ВА выражае,ся фоrму.10R: 

х'' = x'm = (х + '1)"'. 

Если а ::j: О или т ::j: 1, то АВ ::j: ВА. 
Преобразование вида 

111 

х/ == х, (i- 1, 2, .. . п) 

называется единичным или тождественным и обозна· 
чается через Е. Оно оставляет точки пространства непо.цlilижиwми. 

Если функции 
х/ = f1(x1, х8, ••• х,.), 

определяющие преобразование А, допускают обращение: 

х_ = F1 (х1 ', х1 ', ••• х,/), 
то говорят, что обратные функции дают преобразование, обрат-· 
но е пре9бразованию А; оно обозначается символом А-1. Сле­
довательно, 

2. С о в о к у п но с т ь О пр е об р аз о в а и и А называет с~ 
r р у .п по А, если он а об п ад а е т сп ед у ю щи ми с в о А­
с тв ам и: 

'1) К а Жд О е Пр е Об р а ЗОВ а НИ е С О В О К у П НО Ст И O 
имеет обратное, и это последнее принадлежит к а 

·2) произведение двух преобразований, при над: 
лежащих к О, принадлежит также к это А совок·уп­
н о ст и. 

Из этих двух требовани!' вытекает, меж11у прочим, то, что 
в группе всегда имеется тождественное преобразование. 

Пример J. Рассмотрим ппворот плоскости око110 некоторой точки 
против вращеяия часовой стре,1ки на yro11 в 60°. Обозначим эrо пре­
образование ПJJоскости через А. Преобразование А- 1 яв11яется вращr­
нием на 60° по часовой стрелке. Результат применения т по11оротов: 

~~ обозначим А"'. Нетрудно видеть, что А' Е, А'= А- 1• СоЕо· 
III раэ 

купность _преобразовяниl\ Е, А, А•, А8, А'. А6 образует группу. Группа 
эта имеет конечное чис110 пре.бразов11ни1!: (так называемая конечная 
группа) •• 

б Пример 2. Сов жупи>Jсть всех одпо-04ноз11ачкых непрерывных пре-
о разований плоскости · 
(11,1) х' =/(х.у), у'= ({-(х,у), 

8* 
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ьч~видно, является группой. Каждый непрерывный QOpa,, напl)Jlмер, не· 
lферывную крквую, онd преобразует в непрерывный же образ. Группа 
эта бесконечная. 

Пример 3. Групп а пр о е кт и в н ц1 х пр е образ о ван и й 
пл о с к о ст и. Удобиее воспользоваться однородными координатами 

~ Х2 
х1, х 2 , х3 , именно положит, : х = , у = - . Проективные преобразования 

Ха Ха 
зздаются ф:>рмулами: 

Х1' = а11Х1 + а11,Х2 + (li_aXa, 

( 11,2) Х3 ' = а81х1 + а81Х1 + а83Х3 , 
х3 ' = а81х1 + а .Х1 + а38Х3 • 

Если п:~раметры a;k подчинить условию, чтобы 

й11 й11 й13 

йа1 йаа а., 'f о, 
йа1 йаs йаа 

то совокупность этих преобразований образует группу. Прямые пло· 
скости преобразуются в прямые. Порядок алгебраической кривой при 
проектив . ых rtреобразованиях не мен ет.ся. 

Пример 4. Если на проективные пре,>бразоijа~ия нало~ть оrра11и· 
чение, чтобы они преобразовывали ко11ечные точки плоскости (Х8 'f О) 
в конечные, то придется ввести условия: 

011 = Оа1 = О, Оаа 'f О: 
Мы получаем а ф ф и н н ы е п ре о бра з о в а ни я (будем пQльзо· 

ваты:я снов11 неоднородаыми коордннатдми и qолож.им 43э::::;: 1): 

(11,3) х' = а ,1Х + а11У + а1а, 
у'= а21х + а8.у + а83 , 

Неособенные пр~обр.азования, т. е. те, у которых щц~едер1:1тель 

·1 °н 0 11 j 'f о, образуют группу. Аффинны.е преобраЭОВ!<IВИllslJJ>~еОбразуют 
1 021, 021 
парал :ельные прямые в пара 1лельиые. ' 

Пример 5. llреобразования 

(
ll,

4
) х' = (.) (х cos(l-,-у s\n(l + а), 

у' = (.) (Х sin(l + у ~os(l + Ь) 
являются частным случаем аффинных. Каждое такое преоб,,яз9вание 
.можно осуществить, выпо11няя сн1чала дви1Кение плоскости 

х' = х cos(l -у sin~ + а, 
у' =Х sln(l+Y cos(l+ь, 

. затем лучисто расширяя плоскость oкoJJ.1> начала коор,11,11:111ат: 

х'' = (.)Х', У"= QY'. 
Преоб,,~зования (11,4) называ.ются подобщ,lми преобр;1зоваА11U1ми 

плоскости. Если р 'f О, то они обраауют группу. При э,их щ.1юбра~о· 
ваниях каждая фигура плоскости преобразуется в подобную ф,,rуру. 

ПриМf/Р б. Если р = 1, мы получq.еМ групп.У дв"щений щ19с1(9сти: 

(ll,б) х' = х cos(l -y sin(l + а, 
у' = х sin(l + у со~ + Ь. 
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3. Если rpytih& О 1111'.тtется частью более об1ш1рной rруnпы Г, 
то О называется п о д r р у п п о R r р у п п ы Г. 

Пример 1. Возьмем группу а: Е, А, А•, А 3, А', А6, где А - поворот 
п.1оск6с, и око.110 неnодвижной точки на у1 0.1 в 6U0

• Пр,·обрааования 
Е, А2, А1 (п·овороты на углы в 0°, 120°, 240°) образуют подгруппу 
rpyn ы О. Друг~~я подгруппа получается, если взять преобразования: 
Е,А8• 

Пример 2. Группа движений плоскостн (11,5) является подгруппой 
группы подобных преобразований (11,4); эта пос,1едняя входит как 
подгруппа, в ~руппу аффинных преобразований; группа же афф~нных 
преобрJзованки я/мнется подгруппой проективных. 

4. Предположим, что между преобразованиями двух групп О 
и О' можно установить соответствие, обладающее следующими 
свойствами: 

1) каждому преобразованию группы О соответствует одно 
преобразование группы О', 

2) каждому преобразованию группы О' соответствует одно 
или ряд преобразований группы О, 

3) еол-и преобравованиям А и В группы О соответствуют 
в группе О' преобразования А' и В', то произведению АВ 
в 1 ·й группе соответствует преобразование А' В' во 2-й. 

В этом случае говорят, что r р у п па О из ом о р ф н а 
группе О'. 

5.· Согласно взглядам Юein'a, высказанным им в 1872 r. 
в мемуаре "Vergleichende Betrachtungen ilber neuere geometrische 
Forscbuпg~nм и являющимся общепринятыми в современной гео­

метрии, каждой группе пространственных преобразований со­
ответствует своя геометрия, .изучающая те свойства фигур, 
кьторые остаются инвариантными при преобразованиях этой 
группы. Эти свойства и называются r е о м е т р.и ч е с к и м и 
в rеометрик данной группы. Две фигуры А и В, образованные 
из Т(?Чек, пиний, поверхностей, называются эквивалентными 

в геометрии группы О, если в этой группе существует такое 
преобразоваН1>1е, которое переводит фигуру А в фигуру В. 
С точки зрения rеометJ1Ии группы О, эти две фигуры отличаются 
только своим расположением в пространстве, но имеют одина· 

ковые _геометрические свойt:тва. Например, в геометрии rруп11ы 
(11,5) двкжен, й в плоскости (это обычная метрическая геомет­
рия Евклида) два треугольника эквивалентны, если они могут 
быть наложены друг на друга при помощи движения в плоско­
сти (конгруэнтны в обычном смысле). В геометрии nо.аобных 
преобразований ( 11 14) два тре~rъльнffКil эквивалентн1>1, если онц 
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подобны. В геометрии аффинных преобразования (11,3) пюбые 
два нt-выро11ивши1ся треуrопьника эквивалентны, но 11ва четыре· 

уrопьника эквивапентны уже не всегда. В проективной геомет­
рии, соответствующей группе (11,2), пюбые два невыро11ившихся 
четыреуrопьника эквивапентны, но пятиуrопьники вообще не 
эквивапентны. Геометрия группы {11,1) непрерывных OJJ.HO· 
011нозначных преобразований называется тополоrиеА; в ней пю­
бые 11ва замкнутых простых контура эквивапентны. 

Двум основным свойствам, лежащим в опредепении группы 
преобразований, соответствуют спе11ующие свойства понятия 
эквивапентности двух фигур: · 

1) еспи фигура А зквивапентна фигуре В, то и В эквива· 
11ентна А, 

2) еспи А эквивапентна В, В зквивапентна С, то А зкви- · 
!81.IIE'HTHЗ С. 

Из существования в группе тождестве~ноrо преобразования 
:вытекает, что каждая фигура эквивапентна самой себе. 

6. Как мы уже сказали, только те свойства фигур иэучаютси 
а геометрии группы О, которые не меняются- при преобразова­
ниях этой группы. Предпопожим, что мы построипи геометрию 
группы О, т. е. изучипи свойства пространственных образов, 
инвариантные при этоЯ группе. Пусть у группы О есть под· 
групп• Н; при перехо11е к геометрии этоЯ по11rруппы, конечно, 
все геометрические свойства, которые существуют в геометрии 
группы а, переносятся непосре11ственно в геометрию группы Н, 
но в то же время, так как группа Н является только частью О, 
появпяются новые инварианты, которых не быпо в геометрии 
группы а. Спедовательно, при переходе от геометрии группы 
к геометрии ее по11rруппы область геометрических исследований 
расширяется, возникают новые понятия и теоремы, которые не 

имепи смыспа с точки зрения геометрии попной rpy ,пы. При 
обратном переходе - от геометрии по11rруппы к геометрии 
группы - область геометрических исспедований суживается, reo· 
метрия становится бопее бедtiоА; некоторые свойства фигур, 
которые были инвариантными при nреобраэованиs~х no11rpynnы, 
разрушаются преобразовшиями более обширной группы; зато 
теоремы ее геометрии приобретают более общее значение. 

Иплюстрируем это на примере геометрий тех групп пре· 
образования, которые были перечислены выше. Наибопее бога· 
той из них по геометрическим свойствам явпяется метрическая 

геометрия. Специфическими инвариантами для нее явпяются: рас· 
стояние меЖду двуъ~я rqчка~и, yron, t,,tе?Кду щзумя пря~ы~и1 f1JIQ" 

• 
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щадь фигуры. При переходе к геометрии · подобных преобразо­
ваний теряется понятие о расстоянии и ппощади; но yron между 
11вумя прямыми имеет смысп в зтой геометрии, явпяясь инва­

риантом подобных преобразований. Существует в ней и понятие 
об отношекии JJ.Вyx: отрезков и площадей двух фигур. В reo· 
метрии аффинных преобразований понятие об yrne исчезает; 
отношение двух отрезков имеет смысп только в том спучае. 

если они параппельны. Сохраняется еще понятие "между", па~ 
раплельности прямых и связанные с ними понятия. При даль· 
нейшем расширении группы - в группу проективных преобразо· 
ваний - область геометрических понятий значитепьно суживается. 
Выпа 1ают все те геометрические свойства, кот9рые базируются 

· на параплепизме прямых, понятии .ыежду", отношении отрезков. 
Понятие прямой еще сохраняется; степень алгебраической кривой 
явпяется инвариантом проективных преобразований. Между про­
чим, существует понятие о коническом сечении, но уже . под· 
р1зделения кривых второго порядка на элпипсы, гиперболы 
и параболы нет (между тем как эта классификация еще суще­
ствует -в аффинной геометрии). Наконец, в топопоrии уже не 
существует понятия о прямой линии, алгебраической кривой. 

В ней изучаются только те свойства, которые не разрушаются 
непрерывными 011но-однозначными преобразованиями плоскости. 

1. Чем обширнее группа, лежащая в основе геометрии, тем 
бе11нее эта геометрия понятиями и тем бопее абстрактным ста· 
новится ее содержание. Вот почему в истории развития гео­
метрических дисциплин первые исспедования относятся к наибо­
лее богатой геометрическими свойствами, а спедоватепьно 
и более .11оступной, метрической геометрии. Возникновение гео­
метрии было вызвано потребностями землемерия и тесно связано 
с основными метрическими поняпtяыи: расстояния, угла, пло· 
щади. При дальнейшем развитии метрической геометрии были 
открыты многие теоремы и созданы многие понятия, относя­
щиеся, строго говоря, уже к более абстрактным отделам гео­
метрии (аффинной и проективной). Но доказаны эти теоремы 
и введены эти понятия быпи на основе метрических свойств 
фигур. Только в XVII столетии начинают постепенно .выдепяться 

"-метuды исспе11ования, основанные не на метрических понятиях. 
Связанная с развитием строительной техники начертательная гео­
метрия и учение о перспективе подrотовипи почву дм создания 
проективных методов исследования. В начапе XIX века возникает 
проективная геометрия (Poncelet); своего расцвета синтетические 
\',!етоµ;ы 13 этой rеометрии ~остиrли в сере11ине этого cтon~Tfff\ 
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в работах Sttinet'a, Chasles'a и Staudt'a; однако долгое время 
исследования в области проективноА геометрии были связаны 
с метрическими понятиям!! и базировал, сь на тео~ емах метри­
ческой геометрии Евклида. Почти одновременно начинается 
быстрое развитие аналитических методов в проею:ивной гео­

метрии (теория форм и инвариантов линейных преобразований). 
Параn;~ельно этому были заложены основы аффинной геометрии 
и геометрии подобных преобразований (Moblus, Chasles). Боль­
шое влияние на развитие геометрической мысли в XIX в. оказало 
создание неевклидовых метрических геометрий: Лобачевскоrо­
Воlуаi и Riemann'a. 

Все эти рll'Зрозненные ветви геометрии, не объединенные 
од14ОА · о'\щей точкой зрения, со случайными методами исследо· 

вания, былн систематизированы Юеiп'ом в его Эрланrеновской 
программе. Та rрупnовая точка зрения на различные системы 
геометрий, ко'I'ораи была устаноF<лена Кlеiп'ом, внесла полную 
ясность в классификацию различны'lt геометрических .11исциnлин 
и очертила область исследования каЖдой геометрии. Постепенно 
идеи Кlein'a стали руководящими для геометров. Нача.'Jи си­
стематически изучаться различные виды геометрий. Работы Pick'a, 
Blaschke, Radon'a, Berwald'a, Kowalewski и др. развили ди.р­
ференциальную геометрию различных rpyпn преобразований. 

В иссле1ованиях Weyl'я, Cartan'a и S.:houten 'а, относящихся 
к последнему десятилетию, была установлена связь с теорией 

rpynn тоА ветви геометрии, которая явилась обобщением· теории 
Riemann 'овых мноrообразиА и в основу построения которой 
кладутся дифференциальные свойства пространства. 

§ J2. Группа аффинных преобразований. 
1. Обратимся к изучению той группы преобразований, кото­

рая лежит в основе аффинной геометрии. 
Зададимся целью построить группу преобразованиА, обладаю­

щих следующими свойствами: 
1) преобразования непрерывны (выражаются непрерывными 

функциями), 
2) преобразуют параллельные контравариантные векторы 

в параллепьные. 

Пусть какое-нибудь преобразование группы задается вектор· 
функчией 
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относящей точке пространства х точку х'. Вектор с началом 
в точке а и концом в точке Ь она преобразует в вектор F(b)-
-F ta). · 

Рассмотрим два независимых вектора u и v выходящих из 
начала координат. Векторфункция F (х) преобра~ует их в век­
торы 

u' = F(u)-F(O), v'=F(v)-F(O). 
Эrи два вектора независимы, так как в противном случае 

обратное преобразование переводило бы параллельные векторы 
u' и v' в независимые u и v. 

Вектор, соединяющий точки u и u + v, параллелен вектору v; 
следовательно, 

F (u + v) -F (u) = а (F (v) - F (О)), 
ЮJИ 

F (u + v) - F (О)= F (u) - F (О)+ а (F (v)- F (0)). 
Аналогично выводим: 

f'(u + v)-F(O) = F(v)-F(O) + т(F(u)-F(O)). 
Сiiедовательно, 

(F (U) - F (О)) (т -1) (F (v)- F (О)) (а- 1). 
Так как F ( u) ·- F (О) и F (v) - F ( О) независимые векторы, 

ТО Т=О'= 1, Т, е, 

F(u + v)-F (О)= F (u)-F(O) + F(vj - F(O). 
Если ввести в рассмотрение векторфункцию 

f (х) = F(x)-F(O), 
получим 

(12,1) f(u + v) = f (u) + f(v). 

Так как функция F(x) непрерывна, то соотноI!Iение (12,1; 
справедливо и в том случае, если векторы и и v зависимы. Но 
непрерывная векторфункция, удовлетворяющая уравнению (12,1), 
линейна. · 

ОбJзначая вектор F (О) через а, имеем: 

F (х) = f (х) + а. 
Итак, преобразования группы и ~еют вид: 

. х' =А(х) + а, 
rде А(х) линейная векторфункция. В составляющих зти преобра· 
;}ОВ!Jнця· выражаются ф<,рмулами: 

~i' = а\ха. + q:\ 
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Так как группа со11ержит обратны.е преобразования, вектор­
функuии А (х) должны быть неособенные; 

\ А 1 * О. 
· Группа эта называется r р у п по tl а ф фи н·н ы х пр е об р а­

з о ван и tl; она имеет две основные подгруппы: 

1) подrруп пу параллельных переносов 
(12,2) х' = х + а1 

2) подгруппу однородных аффинных преобразований: 
(12,3) х' = А (х). 

Z. При применении преобразований аффинной группы к про· 
странству контравариантные векторы трансформируются одно· 
родными аффинными преобразованиями: 

ui' = a\,.u«, u' = A(u). 

Посмотрим, как преобразуются ковариантные векторы при 
аффинных преобразованиях. Так как преобразования подrруппы 
(12,2) не меняют ковариантных векторов, передвигая только 
параллельно их начальные и конечные гиперплоскости, сосредо· 

точим свое внимание на подгруппе однородных аффинных пре­

образован11А. 
Уравнение КОНеЧНОЙ ГИПерПЛОСКОСТИ l(ОВарианТНОГО вектор.rа, 

имеет вид: 

ах= 1. 

После применения к точкам пространства преобразования {12,З) 
она переходит в гиперплоскость 

аА- 1 (х') = 1 
или 

. 1 • 
А- (а) х' = 1. 

с 

Следовательно, после применения преобразования (1213) 
вектор а преобразуется в де-] (а): 

(12,4) а'= дс- 1 (а). 

Таким образом, составляющие ковариантного вектора пре­
образуются контраrредиентно относительно сщт!!вляющих контра· 
uариантноrо вектора, 
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Группа (12,4) изо.морфf!.а ~руппе (12,3). 
В самом деле, если преобразованиям А (х) и А (х) группы 

1 2 

(12,3) соответствуют А 1 (а) и А - l (а), то АА соответствует 
lc 2с 12 

. (Ад)-1 = Ас-1.д.с-1• 
. 12° 1 З 

3. Рассмотрим преобразование т-вектора, когда к точкам 
пространства применяется аффинное преобразование. 

Возьмем контравариантныlt мультивектор U, построенный на 
базисе u, u, . .. u. При применении к векторам u, u, ... u аффин-

l 2 т 1 2 т 

ноrо преобразования (12,3) составляющие мультивектора U пре­
образуются по. следующему закону: 

u4 ;, . . . i,,..' == 
и"'"' ... •т. 

или 

(12,5) 
(а, ... am) 

где через ai' · · · 1 па обозначен минор: 
"'1 ••• ат 

(12,6) 

Располагая в ряд сочетания i1 , i 2, ••• i,,, индексов по т в каж­
дом, как мы делали это в § 6 при введении координат мульти-

t~ ... im 
вектора, мы можем приписать минорам а •, ... "т по два ин-
декса, из которых каждый изменяется от 1 до N = (::,). Упо­
ря.Ilоченные таким образом миноры обозначим через А\. Преобра­
зован~я (12,5) могут быть заданы следующими формулами; 

N 

Ui' = ~ Ai ua 
-"'" а ' 

!! ;:;: \ 
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Преобразования (12, 7), образуют группу, изоморфную группе 
(12,3). 

Д о к а з а т е л ь с т в о: 

неl!ных векторфункций А, 
1 

Обозначим коэффициенты матриц ли-
t i . 

А и А= АА через а k, а"' а\. Имеем: 
2 3 12 1 2 З 

(12,8) а" ai- а~ k = а л.· 
З 1 2 

Коэффициенты линейных преобразований (12,7), соответствую­
щих векторфункциям А, А, А, обозначим соответственно через 

1 2 З 

At 

'"' 1 
А\, 
2 

А\, или через 
3 

ai, · · · im Так как на основании ( 12,6) и (12,8) 
3 h, · · · нт • 

= 

а1 а1 
а i, ••• а h 
2 ·l 2 .... 

аат aam • • • k 
2 k, 2 tn 

'1'0 

N 

А', .. = Х°'1 ai' ... im "•·. а ~Ai да ...;;,,,,, а ',п -..;;... а 1,' 
S 1 а, ... "т 2 11, ... /1 '" а --- 1 1 2 (а1 • , , а,,.) 

т. е. положение доказано. 

4. Преобразование ковариантных муль·тивекторов производится 
по вполне аналогичным формулам. Рекомендуем читателю, в ка­
чест.ве упражнения, показать, что составляющие ковариантного 

т-вектора 11реобразуются контраrредиентно относительно состав­
ляющих контравариантного т-вект'ора. 

5. Те понятия, которые были введены в предыдущих пара­
графах в геометрию аффинного пространства, не разрушаются 
при применении к пространству преобразований аффинно/;1 rруппыi 

()tЩ являются, как принятс;~ rоворить 1 а ф ф и н tJ ь1 м и, 
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В самом деле, если векторы u, v, w связаны соотношением 

w = u + v, то и преобразованные векюры u', v' и w' связаны 
то/;! же зависимостью; если u = av, то и u' = av'. Следовательно, 
все те понятия, которые базировались на двух основных опера­
циях над контравариантными векторами (понятия прямой, паралле­
ЛJ,1.зма црямых, ,,между", отрезка, направления, отношения двух 
параллельных отрезков), -все они являются аффинными. Напри­
мер, если три точки а, Ь, с лежаr на одно!! прямой, и точка 
Ь пежит м.ежду а и с, то и преобразованные точки . а', Ь', с' 
будут находиться на одной прямой, причем Ь' будет лежать 
между а' и с'; если отношение двух параллельных отрезков аЬ 
и cd рацно а, то и отношение преобразованных отрезков а'Ь' 
и c'd' также равно а и т. д, 

Покажем, что ранг системы векторов яв11яется инвариантом 
аффинных преобразований. Пусть система векторов v, v, ..• v 

1 2 111 

имеет ранг, равный r, т. е. все определители порядка, большего, 
чем r, матрицы 

{ 12,9) 

" v1 v2 
1 1 

v1 v2 

..... v" 
1 

.. v" 
т т m I 

равны нулю. Рассмотрим какой-нибудь определитель s-ro по­
рядка матрицы, образованной из составляющих преобразованных 
векторов: 

11 v1' v2' n' v 
,1 1 1 1 

(12,10) !\ 
11 

11 
vi' v2' п' v 

1: т т т 

Имеем: 

vk,' ... vн: ak' ан, Va',,. v"., 
i, i, 

а1 • • • а~ 
i,1 ·i-1 . . . ! . 

vk•' . .. vk.' (а, ... ат) aks а\ Va''' • Va• 
i8 il а1 • • • а8 i, i8 

Tak как исходная матрица (12,9) имела ранг r, то все опре­
делители матрицы ( 12, L О), имеющие порядок выше чем r, обра­
щаются в нуль. Таким образом, ранг матрицы при аффинном 
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преобразовании повыситься не может. Но он не может и пони­
зиться, так как при обратном преобразовании, - от новой мат" 
риitы к старой, он повысился бы. 

Из факта инвариантности ранга системы векторов вытекает, 
qто независимые векторы после преобразования превращаются 
также в независимые. Следовательно, т-мерному плоскому пучку 
соответствует также т-мерныА пучок. Понятие о п1юскостях 
разлиqного числа измерений является, таким образом, аффинным. 
Степень параллелизма являеrся также · инвариантом аффинной 
группы. 

Рассмотрим екалярн.ое произведение ковариантного и контра­

вариантного вектора au. При применении к пространст1:1у аффин­
ного преобразования имеем: 

a'u' = At- 1 (a} A(u) = а л- 1 A(u) = au. 
Таким образом, эта фу1;1кция является инвариантом. Отсюда 

вытекает, что две взаимные системы после аффинного преобра· 
зования пространства переходят во взаимные системы и что ска­

лярное произведение двух мультивекторов инвариантно при аф­
финных преобраЗО<iЗНИЯХ. 

6. Возьмем группу однородных аффинных преобразований 

(12, 11) xi' = а\ха, 
Пусть имеется группа линеtlных преобразований с т пере-

менными: 

т 

(12,12) ,/= ~X11.Jk (i= 1, 2, ... т), 
h=l 

изоморфная группе (12,11), причем Х;" являются функциями от 
коэффициентов а\соответствующих преобразований группы (12,11 ). 
Возьмем т чисел Е1, Е2 , ••• Е,,. и условимся при применении 
к точкам пространства группы (12,11) преобразовывать и~ по 
формулам ( 12, 12), при применении же к точкам пространства 
подгруппы параллельного переноса оставлять числа Е1, Е2, ••• Е.,. 
неизменными. Обобщая понятие о векторе и мультивекторе, гово· 
рят, что числа Е1, Е2 , ••. Е.,. определяют к о вар и ан т ну ю в е-

л и ч и ну аффинного пространства. 1 
~1• , 2, • • • Е,,. называются 

с о ст а в ля ющ и ми, или к о орд и на та м и, этой ковариантной 

величины. Принято говорить, что при применении к точкам про-

1 Термивояоrия Н. Weyl'я. Ср. Н, W е у l. Oruppentheor!e und 
Quantenmechanik. 1928, стр. 114. 
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странства оnнородноrо аффинного преобразования ковариантная 
величина (~\. Е2, ••• Е,,.), уqаствуя в этом преобразовании, пере­
ходит в (Е1 ', ~ 2', .•• ,,,/); при параллельных переносах она остается 

неизменноА. 
Ковариантные и контравариантные векторы и мультивекторы 

являются, согласно этому определению, ковариантными величи· 

нами аффинной геометрии. · 
Приведем еще один простой пример ковариантной величины. 

Возьмем два независимых контравариантных вектора u и v 
и образуем систему n2 чисел: 

Tik = u•v~ (i, k = 1, 2, ... n). 

Если при применении к пространству аффинных nреобра~ 
зоваиий: х•' = i /' ~ мы услQвимся преобразовывать числа тt11: по 
формулам:· 

Ti11.' = ui' vk' = a~a"tзua vP = а\а\ Та11, 

то система чисел та, определит ковариантную величину. Пока· 
жем, что группа линейных преобразований 

(12, 13). Тп,.' = Ai"',,_p Таtз, 
где 

At" = at а" 
afJ а fJ 

изоморфна rpyhпe ( 12, 11 ). Пусть преобразованиям 
,! ., ., 

ui а\иа, и\ = aiau'\ u't = iau"', 
1 2 8 

где 
i i а 

ak=aaa k• 
З 1 2 

соответствуют преобразования: 

Ti1i.' Ain. TafJ Ti11.' = Aih тatJ Tih' = Ai1t "Та,. 
= afJ , afJ ' 3 а" 

1 2 

. Имеем: 
Atk =иi а" =i а"а1с afl =Aik" Aatз11g. 
3 pg · 8 1'3 q 1 а 2 pl fJ 2 g 1 fJ 2 

Слеnовательно, линейные преобразования (12, 13) действите:1ьно 
образуют группу, изоморфную группе ( 12, 11 ). 

ОсновноА задачеА тензорного анализа является отыскание 
ковариантных величин аффинной rеометрииj эта задача приво-
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дится к определению групп линейных преобразования (12,12), 
изоморфных однородной аффинной группе (12,11). 

7. Мь1 уже несколько раз употребляли термин "инвариант". 
Уточним теперь это понятие. 

Пусть функция Ф зависит от координат точек пространства. 
и составляющих ряда ковариантных величин; обозначим ее вели­

чину при применении к про. транству некоторого преобразования 

аффинной группы через Ф'. Если 

Ф' = rрФ, 
причем rp зависит и с ключ и тел ь но от коэффициентов аффин· 
ного преобразования, то Ф называется о т н о с и тел ь н ы м и и­
в а р и а н т о м группы аффинных nреобраsов.аний; frСЛИ ,:р = 1, 
т. е. если функция Ф остается неизменной, то она называется 
абсолютным инвариантом, или просто инвариаi/том 
ЭТОЙ 1·ру1шы. . 

п р им е р ы. Скалярное произведение au является а б с О· 
лют н ы м инвариантом; ранг системы вектор9в - абсолютный 
инвариант. Оаределитель (µu ... u) пред~тавляет собою qтно-

1 2 п 

сительный инвариант, так как 

· а\ ... а\ 
( , , ') u u ... u = 

1 2 n 
(uu ... u). 

1 2 п 

а\ ... а\ 
8. Каждое преобразование координат точек пространства 

(12,14) x/=ff(x1, x2, ... x,i)' (i=l,2, ..• n) 
можно рассматривать с двух точек зрения: 1) можно считать, 
как мы делали это выше, что х/, х2 ', ••• х,,' и х1 , х2, ••• х" 
являются координатами двух различных точек, взятых в од· 

но А и той же с ист ем е к о орд и на т. Тогца уравнения 
(12,14) определя,от перемещение каждой точки пространства из 
одного положения в другое; 2) можно, наоборот, рассматривать 
х/, Х2', ... х,.' и Х1, Х2, ... хп как координаты одной и той 
же то ч к и, но только взятые в двух разл и ч н ы х к о о р­

д ин ат н ы х с ист ем ах. При преобразованиях (12,14) точки 
пространства считаются тогда неподвижными, а с1:1стема коорди· 

нат преобразуется из одной в другую. Обе эти точки. зрения 
равноправны и ими обеими · мы будем пользощ1ться в ~льней· 
шем. 

§ 12. ГРУППА АФФИННЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 12~ 

Та система координат, которой мы пользуемся в аффинной 
rеометрии, называется де к арт о в ой. Координатные линии ( оси) 
представляют собою прямые, координатные гиперповерхности -
гиаерплоскости, причем соответствующие координатные оси двух 
п-эдров, относящихся к различным точкам пространства, парал· 

лельны между собой. 
Преобразования аффинной группы 

(12,15) х•' = а' ха+ а• 
а 

можно рассматривать как переход от одной декартовой системы 
координат к другой. Подгруппа параллельного переноса опреде· 
l!яет перемещение начала координат при неизменном направлении 

координатных осей; подгруппа однородных линейных преобразо­
ваний соответствует изменению координатного п-эдра при не­

подвижном начале. Как мы уже говорили, аффинными считаются 
те свойства геометрических фигур, которые инвариантны при 

преобразованиях (12,15). Еспи эти последние рассматривать, как 
преобразования координатной системы, то инвариантность аф­
финных свойств имеет следующий смысл: те соотношения, кото­
рые присущи геометрическим фигурам, в силу основных свойств 

аффинного пространства, н~ должны зависеть от выбора той 
или другой системы координат, так как координатная система 

является толь1<0 вспомогательным средством для изучения гео­

метрических соотношений .. 
Линейные преобразования ... 

(12,16) Е: = ~ X 1kE1,: 
k=l 

составляющих ковариантной величины могут быть истолкованы, 
как переход от составляющих этой величины в одной системе 

координат к составляющим т о й же в ел и ч и н ы в . друl"ой 
координатной системе. Изоморфизм группы ( 12, 16) с группой 
однородных преобразований: 

ui' = ai ua 
а 

имеет следующий смысл: если при переходе от координатной 

системы К к системе К' (с тем же началом) составляющие 
трансформирова11ись преобразованием А1 : 

( = ~ Jf,kE,, 
· при переходе от системы К' к К" преобразованием А11: 

tt' ~х t::' . 
"i. = ""' .,, "1!.' 2 

9 Широкоа П. А. 
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то преобразование А3 : 

( = ~хп;!к, 
з 

соответствующее переходу от координатной системы К к К'', 
должно быть произведением преобразований А2 и А1: 

А3 = А2 А1 , или X,1r. = ~ XiaXox 
3 2 1 

Следовательно, если составляющие ковариантной величины 
заданы в какой-нибудь одной системе координат К, то этим 
самым они од н о з н а ч но определены в любой другой системе 

декартовых координат К', причем· составляющие в системе К' 
имеют одни и те же значения, незав •симо от того, перешли ли 

мы сразу от системы К к К', или совершили ряд промежуточ­
ных преобразований: от К к К1, от К1 к К2, ••• от Кп 1 к К,., 

от Кп к К'. 
9. При изучении алгебры тензоров мы часто будем ста11ки­

ваться с вопрос.ом о преобразонании декартовых: координат. По­
этому рассмотрим его здесь детально и ус 1овимс11 в обозначе­

ниях, которыми мы в д~льнеt!шем будем пользоваться. 

Каждая декартова система коорд1щат определяется вполне, 
если заданы контравариантые или ковариантные коорnинатные 

векторы, так как эти системы векторов, будучи взаимными, 
однозначно друг друга определяют. 

Воз мем п независимых: контравариантных векторов е', е', ... е', 
1 2 n 

которые мы примем за контравариантные координатные векторы 

в новой системе координат. Новыми ковариантными векторами 
1 2 n 

будут служить векторы е' е' ..• е' системы, взаимной се', е', .•. е': 
i . 
е' е' = д~ 

lt 

1 3 n 

i 
Обозначим составляющие векторов е' и е' в старой системе 

коорпинат следующим образом: 

' lt k) i ., 
е е = (i, , е' е = (1). 
i h 

При употреблении обозначений (~) и (::} следует помнить •. 
что ударение при букве i' не означает, что здесь берется ин­
декс, отличный от i; индекс i' равен численно i, ударениt: же 
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11. 1 
только ук~зывает на то, что в скалярных произведениях е' е, е' е 

' h этот индекс .относится к вектору, отмеченному ударением. На-
З З 4 4' 

пример е'е = (s,), е'е = (4). 
5 4 

· Разлагая новые координатные векторы по старым 
получаем, на основании формул (9,4) и (9,5) 

i « ., 
е (f) , ·е' е (~), е' (12,17) 
а 

(12,18) , (а') 
е = е i , 
i а 

i а . 
~ = е' с:,). 

и обратно, 

Эти соотношения связывают между собою старую и новую 
координатные системы. 

Выведем формулы преобразования составляющих векторов. 

I f а ., (i') Пользуясь (12,17), получаем: и1 = ue' =.ue (~) = иа « •. Ана-
логично этому получаем выражения для и~ через новые состав­
ляющие, а также формулы мя преобразования составляющих 
ковариантных векторов; 

(12,19) 
(12,20) 

i' а ('') U =U а, 
., а' (i) 

U = U а', 

(12,21) и~= Ua (f,), 
(12,22) U; = U~ е'). 

Условимся обозначать матрицу коэффициентов лреобразоваиий 
(12,19) через Х: 

(12,23) Х= 

(У> е') . 
(i') (;') . 

. (::) 

. (;;) 

(r') с:') . . (~') ·. 
Так как формулы (12,20) определяют преобразования, обрат­

ные преобразованиям (12, 19), то 
(j,) (~,) . . (~,) 

(И (:,) . 
-1 

х = 

(
2 

• n') 

<f,) е,) . (~,) il 
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Нетрудно видеть, что матрица линейных преобразований (12,21) 
равна хе-1 (составляющие и, преобразуются коитрагредиентно 
относительно и1); наконец, преобразованиям (12,22) соответствует 
матрица Хе. Так как хх-1 = х-1х = Е, то коэффициенты 
(t) и (t,) связаны 
(12,24) 

(12,25) 

следующими соотношениями: 

(•')(а) i а 1!! = dk, 
( i )(а') ;.i 
а' k = Uk' 

В качестве примера решим следующую задачу: 

За.дача. В 4-мерном пространстве заданы новые контравариантные 
координатные векторы своими составпяющими 

е' (1, 1, О, 1), е' (О, О, 1, О), е' (О, 2, 1, О), е' 1, О, 1, О). 
1 2 З 4 

Опредепить матрицу Х. 

Решение. Так как (t,)=1, 0,)=1, (f,) О, (f,)=1, (~,)=0, 
{:,) = о, и т. д., то 

о, о, О, 1 
1, о, о, -1 1. 1 
1, О, 2, о 1, -2· 1, -;r 

х Х= 
о, 1, 1, 1 1 1 / 

о, 2· 0·-2 1, О, О, о 
-1, О, о, 1 

Рассмотрим три преобразования координат: 

1) от системы К (е, е, ... е) к системе К' (е', е', ... е'), 
1 2 n 1 2 n 

2) от <;истемы К' (е', е', ... е') к системе К" (е", е", ... е"), 
1 2 n 1 2 n 

З) от системы К (е, е, ... е) к системе К" (е", е" ... е"). 
1 2 n 1 2 n 

Введем следующие обозначения для коэффициентов тех линей· 
ных преобразований, которые соответствуют переходу от одной 
системы координат к другой:· 

i ., 
1) от К к К': е' е = (~). 

i . . , ( i) 
ее=11.•, 

k k 

i .,, i, ,, (i') 2) от К' к К": е" е' = (i,), е е = 1t.•, 
k k 

i .,, i . 
3) К кК": е" е = (l), " с) от ее = k". 

k k 

12. ГРУППА Аффинных ПРВООРАЗОВАНИЙ 
~~~---·····--'-·--·--~ 18S 

Обозначим через Х, Х1, Х2 матрицы: 

х = 1 н} : . . (~) 1 х, - (~-J: . : . : . :(;.~ 

(1') . . (';) (?,*) • . • (~:) 
(П . <1~) 

(11 · · · (7;;) 
Х, Х1, Х2 являются матрицами тех линейных преобразова­

ний, которые трансформируют составляющие контравариантного 
вектора при переходе от одной системы координат к друrой: 

ui' = иа ( ~)' i• а'(. i" ) и = и , 
а , 

Спедовательно, 

Х1 Х= Х2, 
-1 -1 -1 
Х Х1 = Х2 , 

т. ~. 

( :: )( t ) = ( i;)' 
( ~, )(:~) = ( J,). 

Задач.а J. В 4-мерном простраRстве заданы своими составляющими 
новые ковариантны~ координатные векторы: 

1 2 3 4 
е' (О, О, 1, 1), е' (1, о, 1, О), е' (1, 1, о, О), е' (О, о. 1, -1). 

Определить козффициенты { j, ) и ( ~ ) • 
Ответ: , 

О, О, 1, 1 

1, о, 1, о 
Х= х-1= 

1, 1, о, о 

О, О, .1, -1 

' 

1 
1, О, - 2 

1 
2·- 1, 1, 

1 
2 

1 
2' 
1 
2, 

1 
О, О, 2 

1 
О, О, - 2 

Зада'lа 2. В трехмерво~:а пространстве заданы своими с:остаW,Iяю-
-.~и кс;~вар.иантныл вектор а (2, о, 1) и коятравариаmныА u (1, -,,1, З)· 
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Вычислить их составляющие в новой системе координат, заданной 
конrравариантными координатными векторами: 

е' (1, 1, -1), е' (1, 1, 1), е' (1, о, 1). 
1 2 3 

От в ет: 
а1 ' = 1, а9 ' = З, а3' = 3; и~'= -1, uЯ' = О, и3' = 4. 

Задача 3. Формулы (12, 24) могут быть получены следующим обра-
k k 

зом: в соотношении е' е' = of вставим выражения для е' и е' из (12,17); 
i . i 

анапогично можно получить формуJiы (12, 25). 
Задача 4. Подставляя в равенство 

'11 • 

(1k) = ~q: 
i 

вместо е'' его выражение через е': 
k 

i i а а ( i") 
е"=е''~·е'=е' а', 

попучаем: 

( 1'' } = ( ~ )( t ) . 
Вывести анапогично формулу (12,27). ' 
Заdача 5, Если n1 чисел Т' 1" (i, k = 1, 2, .- .. п) связаны с п• чисе11 

Та, соотношениями: 

T1
1k = Т4~ ( f )(С,), 

Т,,. = Т' ор ( i
1 

)( ~). 

(а) 

ТО 

., ) ( k') Указ ан и е. Умножить соотношения (а) на ( ~ . , s 

суммировать по i' и k' от 1 до п. 
Задача 6. Если 

T~k Та р ( f )( ~, ) ; Т~ = т: р ( i'; )( с; ) , 
то 

Т~ = Та р ( i~ )( f, ) . 

и про· 

10. При построении основ. аффинной геометрии мы исходили из 
понятия о контравариантном векторе и двух основных операциях.­
сложении векторов и умножении вектора на скаляр. Эти две 
операции позволили нам очень просто ввести понятие о парал­
лелизме, о линейной векторфункции, которые в свою очередь 
мы положили в основу построения группы аффинных ripeoбpa· 
зований. Можно поступить и обратно: встать на ~rруппо'вую 11 
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точку зрения и в основу построения аффинной геометрии поло· 
жить группу линейных преобразованиn. Тогда можно аналити­
чески прийти к двум основным операциям алгебры векторов, ха­
рактеризуя эти 011ерации некоторыми отличительными их свой­

ствами. 

Мы рассмотрим вопрос применительно к контравариантным 
векторам; для ковариантных он решается вполне аналогично. 

Прежде: всего зададимся целью построить общий вид вектор­
функции 

u = f (х), 

обладающей следующим с~ойством: если к вектору х применить 

однородное аффинное преобразование, вектор u щ.1еобразуется 
тем же самым преобразованием (составляющие этих векторов 
преобразуются когредиентно). Мы будем говорить, что такая 
векторфункция когредиентно связана· со своим аргументом. 

Докажем следующую лемму: 
Л е м м а 1. Векторфующия u = f (х ), когредиентно свя­

занная со своим аргументом, определяется следующим обра:.. 
зом: 

t t 
и= ах, 

где а - не1.оторая постоянная. 
До к а за т ел ь ст в о. Условие, налагаемое леммой на век· 

торфункцию, требует, чтобы 

/\а1 а Ха, U2a Ха,, .. anaXa) aiafa(X1, Х2, ••• Xn). 

, Та.к как f правой части фигурируют только коэффициенты 
а 1, а' 2, ••• а.,, которые слева входят в функцию f в i-ом ар­
гументе, то f зависит только от составляющей х•. Следова­
тельно, 

(12,28) 

Полагая в этом равенстве х<1>= 1, х<2> = х!3)= .•• =X(n)= О, 
получаем: 

(12,29) f(a\) а\/1 (1), /2 (0) /8(0)= ... =/n(O)=O. 
1еперь уже нетрудно показать, что /1 (1) равны между собой. 

Полагая в соотношении (12,28) х<1) = х<2) = 1, х<3) = :i4> = 
= ... x<n) О, получаем: 

/(а\+ а\)= а\ /1(1) + а\/2 (1), 
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откуда следует, что /1(1) = /2 (1 ). Аналогично выводим, что вообще 
fl (1) = /2 (1) = fЗ (1) = ... = fn (1 ). Учитывая (12,29), мы полу­
чаем, что f = ах/. Лемма доказана. 

Решим аналогичный вопрос для векторфункции от двух ар­
гументов. Если при применении одного и того же аффинного 
преобразования к аргументам х и у фуt1кция u = f (х, у) преоб­
разуется· тем же самым преобразованием (векторы х, у и u пре­
образуются коrредиентно ), мы будем говорить, что функция • 
когредиентно связана со своими аргументами. 

Л е м м а 2. Непрерывная ве1(mорфун1(ЦUЯ u = f (х,у), 1(Огре­
диентно связанная со своими аргументами, определяется сле­
дующим образом: 

где ct, {J-не1(оmорые постоянные. 
До к аз ат ель ст в о. Пусть х,у - независимые векторы. Ана­

логично в общем тому, как это было сделано при доказательстве 
предыдущей леммы, МЫ устанавливаем, ЧТО f зависит ТОЛЬКО ОТ 
х1 и у\ Затем из равенства 

(12,30) ft (а\х1 + а\х2 + ... + а\ х", а\у1 + а\1У2 + 
+ ... + а\у'•) = а\ fl(x1,y1) + a\f2(x2, у2) + ... +а\,,,. (х"', у•), 
полагая x(t) = х(2) = 1, х13) = х<4) = ... = x(n) = О, y(J) = 
=У(З)= ••• = y<n) = О, получаем: 

((а\+ at,,, О)= а\ f1 (1,0) + at 1 / 2 (1,0), 
откуда 

P(l,O) = /2 (1,0), т. е. ft (х\ О)= ах\ 
Аналогично этому выводим, что ft (О, у')= {Jyt. 

Из (12, 30) получаем, полагая x(I) = 1, х(2) = х(З) = 
= x<n) О, Y(l) = О, у<2) = l, У(З) = у(') = ... = y(n) = О, 

f'(a\, а\)= а\а + a\{J. 

Следовательно, и1 = axi + [:Jy1. 
Требование непрерывности распространяет справемивость 

~еммы на тот случай, когда аргументы - зависимые векторы. 

Теперь уже нетрудно выделить те свойства, которые полно­
стью характеризуют операции сложения вектора и умноженке 

вектора на скаляр. 
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Те орем а 1. Существует одна и толжо одна непре­
рывная ве1(mорфуюсция u = f (х,у), 1Согредиентно связанная со 
своими аргументами и удовлетворяющая следующим двум 
требованиям: 

1) f (х,у) = f(Y,x) 
2) f (х,0) = х. 
Ве1(торфун1(ЦUЯ эта определяется следующим образом:. 

и1 = х' + у'. 
Доказатепьство. На основании леммы 2, f(x,y) = 

= ах'+ [:Jyi. Из свойства (1) вытекает, что а= [:J. Из равен­
ства f (х, О) = xt получаем а= [:J = 1. 

Построенную вектор функцию назовем с ум м ой векторов 
х и у и будем обоэначать ее х + у. 

Теорем а 2. Существует одна и толжо одна ве1(торфун1(­
ция u = f ( а, х), зависящая от с1tаляра а и 8e1(mopa х, 1Сог­
редиентн.о связанная с аргументом х и обладающая следую­
щими свойствами: 

1) фун,сция непрерывна относительно аргумента а, 
2) f(a+{J,x)=f(a,x) +l([:J,x), 
3) f(l,X)=X. 
Эта фун1(ция определяется следующим образом: 

u1 =ах•. 

До к аз ат е п ь ст в о. На основании леммы 1, функция f( а, .1) 
определяется спедующей формупой: 

r = р(а) xi. 
На основании свойства (2) имеем: 

р( а + [:J) = (J)( а) + rp(f:J). 

Из непрерывности функции f ( а, х) вытекает, что ер( а) = ла, 
rде А-Некоторая постоянная. Наконец, из свойства (3) вывод1r!tfl 
что 1 = 1. Итак, 

и•= ах'. 
Мы опрев.елили, таким образом, и действие умножения век-

1'Ора на скаляр. 

11. Перейдем к анализу скалярного произведения двух век" 
торов. . 

Мы ввели это произведение, пользуясь тем, что контравариант­
ный и ковариантный векторы определяют в аффинном простран­
стве некоторое число, которое подчиняется закону дистрибутив-
1юсти относительно операции сложения векторов и ассоциатив-
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ноtти относительно операции умl-'ожения вектора на скаляр, 

Далее мы показали, что функция эта является инвариантом при 
аффинных преобразованиях пространства. 

Возникает вопрос, единстJJенна ли такая функция и какими 
свойствами может быть она охарактеризована. 

Назовем скалярным произведением двух векторов функцию 
р, удовлетворяющую следующим требованиям: 

1) она линейна относительно каждого аргумента (свойство· 
дистрибутивности относительно операции сложения векторов и 
.ассоциативности относительно умножения вектора на скаJ1яр ), 

2) она инвариантна при преобразованиях аффинной группы. 
Нетрудно видеть, что билинейная функцйя с двумя аргумен­

тами одного и того же рода инвариантной быть не может. В са­
мом деJ1е, среди аффинных преобразований имеется лучистое 
расширение: 

х' = ах. 
При применении его к обоим аргументам билинейной · функ­

.ции ер (х, у) получаем: 

9)(Х',у') = а29)(Х,у). 

Аналоrичн~ обстоит дело с функцией от 2 ковариантных аргу­
ментов. 

rде 

Рассмотрим билинейную функцию: 

• fJ а 
p(u, v) = А" и v.~, 

А/ 
fJ 

р( е, е). 
а 

Посмотрим, какие ограничения на козффициенты А/ накла­
дывает требование об инвариантности функции g;(u,v) при аф­
финных преобразованиях. 

Рассмотрим аффинное преобразование пространства, которое 
переводит i-ый координатный контравариантный вектор е в е, 

f 1t 
.а k-ый- в i-ый, все же остальные координатные векторы остав­
ляет без изменения: 

е - е, 
i k 

е - е, 
1t i 

е .... е (t*-i, k) ,. 
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(стрелками указан переход векторов при разбираемом аффинном 
преобразовании пространства). Тоr.да, как нетрудно видеть, 

Следовательно, 

i k 
е- е, 
k i 
е- е, 

r r 
е-е (r.fi,k). 

i k 
р(е, е) - р(е, е). 

i k 

Из свойства инвариантности функции вытекает, что 

i k 
Ai = At. 

Таким образом, 

А?= А22= ••. = А,.~ 
Рассмотрим теперь аффинноё преобразование, пр~ котором 

~оординатные векторы преобразуются следующим образом: 

е- -е, 
i i 

е.... е (r .f i). 
r r 

Ковариантные вею·оры преобразуются так же: 
i i 
е- -е, 

1' r. 
е- е (r .f i). 

Получаем: 

k k 
А; = р(е, е) .... 

i 

Отсюда: 

k 
- р(е, е) 

i 
-А/ (i .f k). 

А/= О, (i :f:: k), т. е. р (u, v) а иа Va, 

.где а некоторая постоянная • 

Мы можем, таким образом, формулировать теорему; 
Теорем а 3. Если отмеч.ь,;я от Н.fuсоторого произво.Аь1Юю 

у;uслового мн.ожителя, то существует одно· и толь1'о одно 
~1'алярн.ое произведение двух ве1&торов в аффинном простран­
ом.ве: 

• а 

uv = и v •. 
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12. Можно поставить более общий вопрос-о скалярных про­
изведе1;1иях нескольких векторов, понимая под ними многолиней.,.., 

ные функции, инвариантные при группе аффинных преобразова­
JfИй. При решении этой задачи тот элементарный прием, который 
мы употребляли при анализе понятия о произведении двух век­
торов, приводит к слишком громоздким выкладкам, и потому мы 

ограничимся ссылкой на основную теорему теории инвариантов 

линейных пр1Юбразованиt!, не приводя ее доказательства. Согласно 
этой теореме, каждый относительный целый рациональный инвариант 

системы контравариантных и ковариантных векторов есть целая 

рациональная функция от трех типов основых инвариантов: ска-
. 1 2 " 

лярных произведений uv и определителей (u u ... u) и (v v ... v), 
1 2 " 

составленных из векторов, входящих в систему. 

Отсюда вытекает, что многолинейная функция, инвариантная 
при аффинных преобразованиях, представляе'I' собою многолиней­
ную форму от скалярных произв.едений кон· равариантных и ко-
вариантных; аргументов, входящих в эту функцию. · 

Рекомендуем читателю, в качестве упражнения, произве~тн· 
анализ скалярного произведения двух т-векторов, пользуясь прие­

мом, аналогичным тому, который был применен выше при дока­

зательстве теоремы 3. 

§ 13. Комплексное аффинное пространство. 

В предыдущих параграфах вопросы геометрии аффинного про-
. странства мы рассматривали в п·редположении, что пространство 

это ~еальное. Но никакого затруднения не представляет обоб­
щить эти результаты на комплексное многообразие. Конечно, в 

некоторых местах необходимо сделать тогда незначительные из­
менения. Так например, мы имели теорему, что скалярная непре­
рывная функция от векторного аргумента, удовлетворяющая соот­
ношению 

g,(x + у) = 97(х) + g,(y), 
,})'-' 

11впяется линейной. В комплексном пространстве свойства непре­
рывности недостаточно: оно должно быть заменено более силь­

tlJым требованием1о например, чтобы функция gi(x) была аналити­
tfеск<>А относительно составляющих вектора х. 
Мы не будем пересматривать заново всех вопросов, которые 

были затронуты в предыдущих параграфах, так как почти все 
они переносятся без всякого изменения в комплексное простраtt-
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ство. Условимся, что дальнейшее изучение алгебры тензоров бу­
_дет происходить в комплексном аффинном пространстве.· В тех 
случаях, когда изучение какого-нибудь вопроса в вещественном 
пространстве требует специальных исследований, мы будем вы­
делять эти вопросы особо. Отметим, что исследование некоторых 
задач в вещественном пространстве значительно упрощае1;ся, если 

применять более общие методы геометрии комплексного много­
образия. В этих случаях мы будем пользоваться комплексным 
пространством как вспJмоrательным инструментом для изучения 

вопросов вещественной области. 
Комплексный вектор (например контравариантный) может быть 

·выражен при помощи двух вещественных векторов u и v: 

(13,1) X=U + iV, 

Пара действительных векторов u и v может служить геомет­
рической интерпретацией комплексного вектора в реальном про­

стра1:1стве. Комплексно-сопряженный вектор условимся обозначать 
чертой: 

(13,2) х = u -iv, ха= иа -iva. 

Следует заметить, что понятие о комплексной сопряженности 
двух векторов имеет геометрический смысл только с точки зрения 

вещественного пространства, - когда в основу положена группа 

действительных аффинных преобразований. Если же . перейти 
к координатной системе, определяемой комплексными векторами, 
то в этой системе составляющие векторов (13, 1) и (13,2) уже 
не будут комплексно-сопряже11ными величинами . 

Пара комплексно-сопряженных векторов определяет в веще­
ственном пространстве реальную двумерную плоскость. В самом 
деле, выбирая в соотношении 

У= a(u +iv) +P(u- iv) 
за а и р два комплексно-сопряженных числа: а = µ + i v, Р = 
= µ- i v, мы получим двумерный ве~чественный пучок: 

у = 2(µ u - v v). 
Аналогично, если мы имеем комплексный т-мерный пучок Е,.., 

определяемый комплексным базисом u, u, ..• u, то этот пучок 
1 2 т 

вместе с комплексно-сопряженным пучком Ё.,. { u' u, ... u} оп-
1 2 81 

ределит в вещественном пространстве 2 т-мерную реальную 
плоскость. 
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§ 14. Понятие о тензоре. 

1. В основу определения тензора положим мноrолинейную 
скалярную функцию от векrорных аргументов. 

1 2 8 

Мноrолинейная функция rp (х, х, ... х, х, х, ... х) определяет 
1 2 r 

в каждой системе координат п•+в чисел 
fJ, fJ, fJs 

(14,1) А а /J,fJ, ... tJ,=rp(e, е, ... е, е, е, ... е) 
f11 а:2 . . . r а1 а. а" 

( а1, аа, · • ,fJ1, fl2, · • · = 1 ,2, , , , n), 
являющихся коэффициентами той мноrолинейной формы, которая 
соответствует этой функции в счете с сос 1авляющими. 

При параллельном · переносе координатного п-эдра числа 
А . h fJ, · · · Рв не изменяются. Посмотрим, как преобразуются n,. .. ... ,. 

они при изменении векторов координатного n·эдра (в дальней· 

щем под прео:'iразованиями координат мы будем подразумевать 
однородные линейные преобразования, связанные с изменением 
векторов координатного 11-эдра). Обозначим числа (14,1) в системе 
координат К' (е', е', ... е') через 

1 2 n 
, 1 8 

А fJ, ... Рв (е' ' ' е') а, ... ar = ({) , ... е • е ' . . . . . 
1 r 

Выражая новые координатные векторы через старые: 

·е' = е (r,)' i а ( i') 
е'=е а, 

а 

получаем 

{14,2) А fJ, ... fJ;=A т, ... тs (ai,) ... (Ef,.,)(fli') ... (fl,') 
a,. ... ar a, ... ar а1 а, т1 т, • 

Таким образом, при переходе от одной координатной сис-
темы к другой числа А fJ, • · • Рв преобразуются линейно. Не-

а1 ..... а, 

трудно видеть, что преобразования (14,2) образуют· группу, изо­
морфную с группой однородных линейных преобразований декар· 
товых ·координат. 

Таким образом, с и ст е м а ч и сел А fJ, • · · fJ8 оп ред е· 
а1 ••• а, 

л я е т к о в а р и а н т н у ю в е л и ч и н у в а ф ф и н н о м п р о· 

стран ст в е· с группой преобразований (14,2). Эта ковариант­
ная величина называется те нз о r, ом (r + s)-ro порядка, а числа 
А'", ..... ,. f:I, • · • fJв -составляющими этого тензора. 
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Если функция rp, лежащая в основе определения тензора, 
имеет исключительно контравариантные аргументы, т. е. если 

составляющие тензора имеют только нижние индексы: Аа,а,, .. а,. , 
тензор называется к о в а р и ан т н ы м. 

Если у р аргументы все ковариантные, т. е. у составляющих 

тензора только одни верхние индексы: А а, а.··· "r, тензор на­
зывается к он трав ар и ан т н ы м. 

Наконец, в общем с.11учае, когда у составляющих имеются и 
верхние и нижние индексы, тензор называется с м е ша н н ы м: 

А /J, • · • Рв 
а1 •• • а,. · 

Составляющие тензора будем обозначать больщими или ма­
лыми буквами. Порядок следования ковариантных {ннжних) и 
контравариантных (верхних) индексо'в может быть самый разно­
образный, например а/1/вt· Некоторые авторы записывают верх­
ние и нижние индексы одни под другими; например приведенный 

выше тензор a/d/эt обозначается так: a:p~t; однако это может 
приводить к недоразумениям (особенно при изучении метричес-
кого пространствз), и потому эту запись следует избегать. · 

2. При определении поня1ия о тензоре мы базировались на 
теории мноrолинейных функций. Можно также в основу опре­
деления тензора подожить закон преобразования составляющих 
(14,2) и ввести тензор как ковариантную величину, определяе-

мую· системой составляющих Аа, ... а/' .. · Рв. , 

Тогда, наоборот, можно показать, что численное значение­
формы: 

l 8 

fp = А Р, ... Рв ха' •.. xar х ... х 
а, ... "r 1 т {J, {JB 

не зависит от выбора системы координат. В самом деле, 

, a'l, ', I А Р, • .. 11 ха>' х r х х 
({)= .... !' fJ1··· 1:1.== а, ... "r 1 

( :;, ) ( ~~') . . . ( ~: ) /' ... 
" ' /r; Р1 " • ;µ8 ( ,: ) " ' (11: ) ( ~:, ) " ' ( ;., } 

Пользуясь соотнощениями: 

( i ) ( а' ) i а' k = dв, 
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.11олучаем: 

" ... х = ({)· 
"• 

3. Теория тензоров аффинного пространства является, в сущ­
'6ости говоря, теорией мноrопинейных. функций от векторных 
аргументов •(мноrопинеАных форм). Поэтому некоторые авторы 
определяют тензор как мноrопинейную форму и операции над 
тензорами производят при помощи счета с формами. 

В истории развития тензорного анализа первые этапы пред­
ставляли собою именно изучение алгебраических и дифференци­
.апьных форм (Gauss, Riemaпп, Christoffel, Lipschitz). 

4. Два тензора называются равными, если равны соответ­
ствующие им т-пинейные функции. У равных тензоров соста­

вляющие попарно равны: 

А /Ja, .. fls=B {J, .•• {Js, 
а,. ••• а" а1 ••• а" 

Тензор называется нулевым, если все его составляющие равны 
.нулю. 

5. За тензор нулевого порядка принимается скапяр--абсопют­
,мый инвариант при преобразова,1иях координат. 

Векrоры можно рассматривать как тензоры 1-ro порядка. 
В самом деле, возьмем линейную функцию q;>(x). Она определяет 
л составляющих ковариантного тензора 1-ro порядка: 

Аа = 9'(е). 
а 

При преобразованиях координат эти числа .tрансформиру­
ются как составляющие ковариантного вектора: 

Следовательно, Аа можно принять за составляющие ковари­

.антноrо вектора, конечная гиперплоскость которого определя­

ется уравнением: 

Аналогично 
,порядка. 

({) (х) = Аа ха = 1. 

обстоит депо с контравариантным 1rензором 1-ro 

1 2 г 

6. Если мноrопинейная функция r:p (х, х, .•. х, х, х, ... х) 
1 2· r ' 

амметрична или антисимметрична относительно ряда однород-
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ных аргументов, то говорят, что тензор, соответствующий этоА 
функции, симметричен или антисимметричен относительно соот­

ветствующих индексов. Тензор не смешанного типа, симметрич­
ный или антисимметричный относительно всех своих индексов, 

называется соответственно с и м м е т р и ч е с к и м или а н т и­

с и м м е т р и ч е с к и ~. 
Антисимметрическая п-линеltная форма имеет, как мы знаем, 

следующий вид: 

rp (х, х, ... х) = К1 (х х .•. х), 
1 2 n 12 n 
1 2 n • 12 n 

1JJ(X, х, ... х)=К1 (хх ... х). 
Отсюда следует, что антисимметрические тензоры n-ro по­

рядка (ковариантный и контравариантный), определяются состав­

пяющимц: 

(14,3) 

где через ia
1
a,, •• an обозначена величина, равная: J) нулю, если 

среди индексов а1, а2, ••• ап имеются одинаковые, 2) + 1, если 

подстановка (1 2 
• • • п ) - четная, 3) 1, если эта подстановка 

U.1Ct.2•••on , • 

нечетная. Коэффициенты К1 и К2 при преобразовании коорди· 
нат трансформируются по следующим формулам: 

К1'=К1iХГ1 

К,.' KвlXi, 
7. Существует ряд тензоров, играющих фундаментальную 

роль в изучении аффинного пространства. 
Возьмем билинейную функцию, являющуюся скалярным про· 

изведением ковариантного и контравариантного векторов: 

9' (х, у)= ху. 
Имеем: 

fJ fJ 
<р(е,е) ее д~· 

" а 

Таким образом, в любоА системе координат соответствую­
щий смешанный тензор имеет составляющими О или 1. Этот 
тензор называется един и ч н ы м. Его составляющие 6удем 

t 
записывать при помощи символа Kronecker'a д 11 , отступая от при-

нятого правила-не ставить один индекс над другим. 

10 Шяр9~011 II. Л. 
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'~ 
Рассмотрим скапярное произведение двух m-векторов: U·= 

• l 2 т 

= [ u u ... u l и V = [v v . .. v J. Это произведение опредепяет 
1 2 m 

2m-линейную функцию: 
1 т 

uv. uv 

(14,4) 
1 2 m 

rp (u, u, ... u, v, v, ... v) 
1 1 

UV= 
1 2 m 1 т 

uv.' .. uv 
т т 

Составляющие соответствующеrо тензора выражаются фор· 
мулой: 

Р, Рт 
ее, ... ее 

fJ, Рт а, .. , 
(14,5) rp (е, ... е, е ... е) 

а, а 

"' fJ, Рт 
ее .ее 

«т «т 

др,. 
а, 

t/m 
а, 

. 1= 6fJ, ... pm' = 
! а,. .. «т 

др' . 
«т 

t/т 
«т 

а1•••ат 
rде через 6

111 
••• Рт обозначен так называемый обобщенный симвоп 

Kronecker'a. Он опредепяется следующим образом: еспи индексы 
ai, а2, ••• ат все различны и индексы /11, {J2, • •• {J,.. получены 
из а1 ••• а111 некоторой перестановкой, то он равен + 1 или 
- 1, смотря по тому, четной или нечетной явпяется подстановка 

(
fJ,P,,,. fJт) 11,/11, •·Рт . · ; во всех остапьных случаях v = О. 
а1а •••• а:т а.1·•·ат 

Составляющие тензора, соответствующего функции (14,4), мы 

будем обозначать обобщенными симвопами Kronecker'a а;;;.:·.·. а.;,, 
т 

отступая снова от правипа записи верхних и нижних индексов. 

Отметим,· что составJJяющие рассма rриваемоrо тензора имеют 
одно и то же численное значение в любой системе координат. 

8. Понятие о тензоре ~ожег быть несколько обобщено. пr+в 
чисел с законом преобразования: 

fJ, · · ,fJ/ _ · N т, · · · т:в(О't,) ('O'r,) (f1•') (f1.') 
А - JXI А"1 ••• ,, а1 , , , а" Т1 , • , т8 , 

а, ... а,. ,. 
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rде 

1:о? : : ~ : <~').1 
IXI= • 

(i) ....... ci:):' 
опредепяют, как нетрудно обнаружить, ковариантную величину 
в аффинном пространстве, которая называется от н о с и тел ь­
н ы м тензором ве'са N и порядка (r+s). Еспи N=O, 
мы получае~ обычный (так называемый абсолютный) тензор. 
Тензор нупевоrо порядка веса N называется относ и т еп ь н ы м 
с к а л я р о м в е с а N. 

В основу опредепения относитепьного тензора может быт!? 
положена многопинейная скапярная функция от векторных аргу, 
ментов, но представляющая собою не абсопютныn, а относитель­
ный инвариант при преобразованиях координат. . · 

Теория относительных тензоров незначительно оtпичается от 
теории аfkолютных тензор()В. В настоящем курсе мы будем иметь 
дело исключительно с абсопютными тензорами, затрагивая отно­
сительные тензоры топько в задачах; 

Задача 1. Ес11и тензор симметр1:1чен относитещ,110 индексов а,. и а8 
и аятисимметри.чен относительно индексов а8 и ае, то он равен нулю. 

Задача 2. Рассмотрим матрицы тензоров 2-ro поря~ка: 

• а11 • а1п ап . • ai" 

l!a"pl]= 1 : : . . \la"PH== . 
anl •· . . а,,,. an1. ·ann 

a1i а1" а1 - . •'· ! ,J • 

11 а!\1 == 
. . . 11~ap\l = 

. . ., . . . 
а i . ап" a''i • " . 
" • а" i 

Показать, что при преобразованиях координат эти матрицы транс 
формируются по с11едующнм формупам: 

lla"p' \\ = x;-1 IJ 0a11/[x-1
,. 11 ааР' /1 ":" Xl[a"11 х., 

\\ а/' li = х;-1 1/ а! 11 х.. 11 °0
/ 11 Х IJ'a0

11 JI х-1, 
где 

(i'>· 
Х= 

(1') . . (~) 
10* 
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Задач.а ,9. Если у относительноrо ковариантного аитисимметрическоrо 
тензора порядка п и веса 1 составляющие в некоторой системе коор· 
динат выражаются формупой: 

а =i 
а1 а1 • ~ • а" а1 «it ~ ~ • а11, 

(см. раздел 6 настоящего параграфа), то они имеют то же значение во 
всякой другоr, системе координат. · Аналогичный воарос о контрава-
риантном тензоре веса - 1. 

Задач.а 4. Пусть aaf!' aafl, а/, aafl - тензоры 2-ro порядка; тогда 
опреде11итель lйafJI является относительным скаляром (инвариантом) 
веса = - 2, 1 a"fll - относительным скмяром веса 2, la/1 и fa 0 pl - аб­
солютными скалярами. 

Задач.а 5. Состав11яющие ковариантноrо антисимметрическоrо тен· 
зора (n - l)·ro порядка можно принять за составляющие контрава­
риантного относительного тензора l·ГО порядка веса= - 1. Составляю­
щ ·е контравариантного антисимметрического тензора (п - 1)-ro порядка 
МОЖl!О 11рннягь за состамяющие ковариантного тензора 1-ro порядка 
веса= 1, Как обобщить это положение на антисимметрнческие тензоры 
любого порядка? · 

§ 15. Алгебраические операции над тензорами. 
1. Сложение тензоров. Сумма двух: мноrолинейных функций 

с одинаковым числом ковариантных и контравариантных: аргумен· 

тов и с одинаковым11 соответствующими аргументами дает много­

линейную функцию с тем же числом ковариантных и коН1равариант· 
ных аргументов. Сложение многолинеЯных функци~! определяет опе­
рацию сложения соответствующих тензоров. Тензор С fl, · · · flг, 

а1 ••• а" 
составляющие которого выражаюrся формулами: 

С fl, •.. fl, == А fl, .•. Рэ + В /J, • .• /J~ 
а:1 ••• ar а1 ••• ar а1 ••• ar t 

называется с ум мой тензоров 

А fJ, • • · Рв и В Р, • • · э, 
Cs. • • • ar •1 • • , ar 

В ы ч и та н и е определяется как действие, 
жению. 

2. Ум н о ж ~ни е те нз о р о в. Произведение 
1 8 

обратное ело-

двух многоли-

нейных функци~: 91(х, ... х, х, ... х) 
, 1 r 

1 q 
и '1/J (у, ... у, у, ... у) 

1 р 

определяет многолинейную функцию w: 
1 8 1 

w (х, ... х, х, ... х, у, ... у, у, 
1 r. 1 р 

. 1 в 

=-= q; (х, .•. х, х, х) '1/J (у, 
1 r 1 

1 

у, У, 
р 

q 

у) 

q 

У), 

15. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ()ПЕРАЦИИ НАД Тl!НЗОРАМИ ___ 1_4_9 

имеющую r + р контравариантных и s + q ковариантных аргу­
ментов. Обозначая тензоры, соответствующие функциям ер, i.JJ, w, 
через 

А /J, ..• fl, 
а1 ~ •. ar ' 

имеем: 

С fl, ... fl. 1', ••. ~g = А /J, ..• fls В °' ... 6q, 
а1 •• , аг . у1 ••• Ур а, , • , "r У1 • , • Ур 

· Тензор С называется произведением тензоров Аи В 
( иногда употребляется термин "в н е ш не е пр о из веден и еи ). 

3. Контрактирование смешанных тензоров. 

Возьмем билинейную функцию ср(х, у). В § 10 мы видели, что 
а 

q;(u, u) является числом, не зависящим от того, при помощи 
а 

какой пары сопряженных систем мы произвели контрактирова­

ние. Следовательно, 
а 

q;(e',e') ip(e,e), 
а а 

или, обозначая тензор, соответствующий функции ,:р (х, у), через 
а!, имеем: 

Мы получили, таким образом, инвариант, не зависящий от 
выбора координатной системы. 

Вообще, имея смешанный тензор, можно, контрактируя его 
по нескольким парам индексов, получать тензс1р более низкоrо 

порядка. Например, из тензора 7-го порядка a/r 1•,fl мы полу· 
чаем, контрактируя 3-й индекс с 7-ым, 4-ый с 5-ым, тензор 
3-го порядка: 

Отметим следующие формулы, относящиеся к контрактиро­
ванию основных тензоров аффинного пространства: 

да= n, 
а 

да1 ••• ar а1 ••• t:18 

/J, • • • fly "• , .. "в 

(n-r)! а, ... а, 
~п r -s)I д fl, ••• fJr ' 

4. Операция внутреннего умножения тензоров 
получается как комбинация действий умножения и контрактиро-
вания. 

Пусть даны· два тензора А /J, · • · fJ, 
а1 •.. ar ' 
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р~множаем их и попучеnный тензор контрактируем, причем один 
из индексов~: по которым ведется контрактированиt>, берем у 
тензора А, другой - у тензора В. Получаем тензор (r + s + + р + q - 2)-ro порядка 

А Р, · · • Р8 В 61 , , • а, •. b'l 
а, ... а ... "r У, . • , "Р , 

представляющий собою внутреннее произведение тензоров А и в. 
При внутреннем перемножении можно, конечно, контрактировать 
и несколько пар индексов. 

Пример. Пуст~ и/, v/,, и wа-тензоры соответсн,енно 2-ro, 3-ro 
и .. 1-ro лорядков. , (1еремножая внутренно, получаем: и/ wp _ тензор 

1-ro порядка, и/v/,,-тензор l·ro nopirдкa, u
11
Pv/6 тензор 3·ro 

nорн ка. 

Пользуясь операцией внутреннего умножения, можно каждо._у 
тензору отнести мноrолине~ную векторфункцию. Например, 

имея тензор Аа,а, ... ат' строим ( т - 1 )·линейную ковариантную 

векторфункцию у = А(х, х, ... х), определяемую ее состав-
2 3 т 

пяющими: 

Обратно, если дана мноrолинейная векторфункция, например 
1 в 

(15,1) у== А (х, ... х, х, ... Х), 
1 " 

то она определяет тензор (r + s + 1 )-го порядка. В самом деле, 
умножая обе части равенства <;калярно на произвольный кова-

риантный вектор z, получаем ( т + 1 )-линейную скалярную фу_нк­
цию: 

yz = zA (х, 
. 1 

1 8 

. . . х, х, ... х) . 
r 

Ей соответствует тензор с составляющими: 

а Р1 fJs 
Та tJ, ... tJ,=eA(e, ... е, е, ... е), 

а1 • • , ar а1 ar 

которые определяют векторфункцию (15,1): 
1 8 

уа = Т" 13, • , • fJ 8 Ха' а - ••• Х "Хр, •.• х13 • 
а1 ... ar 1 s 
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5. Полученный результат относительно мноrолинrйных век­
торфункци'I\ может быть значительно обобщен. Докажем спра­
ведливость следующей теоремы. 

Т е орем а. Пусть в 1'аждой системе 1еоординат задана 
r+s •А б. д совокупность п чисел. а, ... ar р, . , . р8, о ла ающих тем 

свойством, что система чисел · 

(15,2) Т = ~ А Р Р ХР, • , , ;/в 
а,. ••• ar ~ а1 ••• ar 1 • • • 8 1 8 

определяет ковариантный тензор п-го порядка при любом 
выборе 1еонтравариантных векторов х, х, ... х. Тогда числа 

1 2 в 

Аа,.,. иr р, ... Ра определяют новариантный тензор (r + s)-го 
порядка. 

До к а з ат ел ь ст в о. Так как Т ковариантный 
01. ~ • ar 

тензор r-ro порядка, то 

~ А у°' уа• •.. уа" хР. .•. хР• 
.""-! а1 • • • а" Р, · · • Р s 1 2 r 1 в 

является (r + s)-линейной скалярной функцией, инвариантной 
при преобра~ованиях координат. Отсюда следует, что, действи­

тельно, числа Аа1 .• а Р, •.. Р представляют собою составляю· 
" 8 

щие ковариантного тензора (t + s)-ro порядка. . 
Доказанное положение можно, конечно, обобщить на те слу-

чаи, когда числа Т определяют смешанный тензор и коrда 
01 ••• а,. , 

,В сумме (15,2) входят как контравариантные, так и ковариант­
ные векторы. Теорема эта имеет очень важное значение и с 
ней мы часто будем встречаться в дальнейшем. Она является 
как бы обратной тому положению, что в результате операции 
внутреннего умножения двух тензоров получается новый тензор. 

Вот почему английские и американские маrем~1тики называют ее 
quotieпd law of tensors . 

Задача 1. Рассмотреть основные алr.ебраические операции над от· 
носительными тензорами. 

От в е т. 1) Сложение двух тензоров одного и того же порядка (с 
одинак.овым числом ковариантных и контравариантных индексов), одно­
го и того же веса дает тензор того же порядкаи того же веса; 2) ум­
ножение тензора веса N1 на тензор веса N9 дает тензор веса N1 + N1 ; 

8) контрактирование относительного тензора не меняет его веса; 4) вну­
треннее умножение дает тензор, вес которого равен сумме весов пере­

множаемых тензоров. 

Задача 2. Показать, что составляющие контравариантного антисим­
метрическоrо тензора m-ro порядка могут быть приняты за составляю-
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щие ковариантного относитедьного антисимметричесw:ого тензора 

(п - m)-ro порядка. веса = + 1. Аналогичный вопрос о ковариантН')К 
антисимметрическом тензоре. 

У к а за я и е. Воспользоваться относительным тензором i 
а.а. ....... 

веса = + 1 и относительным тензором ia,a. · · · ап веса = -1. i 
а.а. ... а" 

и ia,a. · · · 0п равны: 1) нулю, если среди чисел ai, ... а,, есть одина-

2) 1 (
1 2 ... п ) 

ковые, + , если подстановка - четная, З) - 1, если 
а1 а1 ••• а" 

эта подстановка нечетная. 

Зада~~а 3. Показать, что 

• . fJ,/1, .•• fJ" fJ, fJ, ... fJ,. 
i t = () 
а1 ai ~ .. ап а1 а 11 ••• ап 

;
0

' • • • ar <1r+ 1 · • • <111 .1f1r+1 • • • {Jn ( )! ,а,"· 0 r Pr+ 1" · п 
~ и =n-r.i 

<1r+1 • · • <111 

ба, • • . ar fJ, •' '{J• б"' , , '<1• = S ! ба,.,. ar fJ, •. • {J• 
Yt···Yr<11,,,<18 6, ••• 8

8 
у, •.. у,д, ... 68 

ба, ... аr e1, ... "s бт, ... т. =_t~:-::-r)!s! а, ... а, 
• fJ, ... fJr т, ... т8 <1, ... <1. (n-r-s)! o{J, ... fJ; 

Зада~~а 4. Еспи а01 •.• а, - антисимметрический тензор, и ес11и 

то 

Задача 5. Если выражение 
а Р 

ua~v v' 
определяет скаляр при произвольном выборе контравариантного век­

тора va, то U0 [J+Upa суть составляюшие ковариантного симметрического 
тензо_ра. 

Задача б. Если тензор АаР'! симметричен относительно ::нд ксов 
а, {J и кроме того удовпетворяет соотношению: 

А vavPvr = О 
a{Jy 

лри любом выборе вектора va, то 

AafJr + A{Jya + A,afJ = О. 
Задача 7. Если равенство 

u/vfJ = av0 

1 См. указание к предыдущей задаче. 

15. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ОПЕРАЦИИ НАД ТЕНЗОРАМИ 1~3 

справедпиво для ,11ю6оrо ковариантно1·0 вектора fJ а, то те~зор и: 
имеет вид: 

и Р = ali 
а а • 

причем а не зависит от v. Какой геометрический смыс.11 имеет зто пред­
ложение? 

Задача 8. Если тензор Т afJyd удовлетворяет соотношеnю: 

Т afJylJ u0 vfJ u'I' vd = О 
при любом выборе векторов u и v, то 

Т a{Jy/$ + Т y{Ja/$ + Т a/Jy{J + Т уда{J = О. 
Если, кроме того, тензор Т afJyд удовлетворяет условиям: 

(а) TafJyд+TfJayд=U TafJyд+ T0 pi,y=O, TafJyд+TfJyad+TyafJ/$=0 
то он равен нулю. 

у к аз ан и е. Из ооотношений (а) вывести сначала, что Т aPr• = 
= TylJafJ. 

6. Опер а ц и я с им метр и ров ан и si и а п ь терн и ров а­

н и я т е н з о р а. Если некоторый тензор имеет несколько ин­
дексов одного и того же рода, то из него можно образовать 
нuвый тензор, обладающий свойством симметрии или анти­

симметрии. 

Рассмотрим ковариантный тензор m·ro порядка Аа,•, . .. а::111 • 
Возьмем т! составляющих, переставив индексы а1 , а 111 , ••• а 11, 
всеми возможными способами: А., ••. ""т' А ... "• . .. о:т• Аа, а0 "• •• ·"т' ... 
Сложив их, мы получаем составляющую симметрического тен­

зора. В цепях упрощения эычислениА, обраэованную сумму де­
лят на т! Результат обозначается символом: 

А(а1 а1 ••• ат)= ~! (Aa,a2 ••• am +Аа,а, . .. а,,.+•••)· 
/ 

Например, 

А =....!:.._(А +А ) (а1 а.) 2! а1 а1 а,а1 , 

u(ilщ = :
1 
(Uтz + И~.н+ Uzik+ Uшi + Ulh.1. + Uмi), 

' 
Мы будем говорить, что тензор А<а, "• ... "т) получен из 

Аа, "• ... ат о ре рацией с и м м е т р и р о в а н и я. Симметрировать 
можно, конечно, и контравариантные индексы,~ также и не все 

J 
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индексJ;,1 одного ,и того же рода, принадлежащие тензору. На­

пример, 

vн1tz) pq = ;
1 

(vik!pq + vilkpq). 

А<,,'\,).,= 2\ (А,/1'.,+А/,,.,). 

Совершенно аналогично симметрированию вводится операция 
а п ь терн и р о в ан и я. Возьмем снова тензор А.,,"• ... " . Обра-

1 А т зуем из т. составляющих "'"• ... ",,., А.,."• .. . "т' А ... "'"•· .. "т' .•. 
новую сумму, в которой каждую составляющую A"k ""' ... "11. 

1 ... "' 

возьмем со знаком плюс или минус, смотря по тому, будет ли 

подстановка (=~~k:::: :;J четная яли нечетная. Разделив эту 
сумму на т!, получим составляющую нового тензора, антисим­
метрическоrо, который обозначается символом: 

А[а, "• 0 , 0 а,..]=:;! (А,,,"•. 0 0 "•11 -А,,, а, 0 •• "• +'' '). 
Операция образования тензора А1"' а, .•• ...,,.1 из А"'"•. . ат на­

зывается альте р ни ров ан и ем. 

Альтернировать так же, как и симметрировать, можно и не 
все индексы тензора. Например, 

Ar,,/a,a,Jr== ; 1 (A,,,_'"la,a,,r+A .. ,'\ ... ,y+A,,/ .. ,a,1,+ 

- Аа/ ааа,у - А,,/0,а,у - А,,/01.,,у), 

т [Ps "1 i (т Ps ., " {J\ а у = 2! а у - Та Sy )• 

Если надо показать, что знак симметрирования или альтер­
нирования не распространяется на какой-нибудь индекс, который 
оказался внутри скобок () или [ ], то этот индекс выделяется 
чертами J 1 • Например, 

1 
А(а I р I уд) 3Т { Ааруд + Ау{Jда + АдРаv + Аа/181• Ад{Jуа + Ауро8) 

1 
Sa[{J l yl 8 J е] = 2! (Sa{J1д• -Sаеудр). 

Если тензор А симметричен относительно ряда индексов 
.fl1, а2, ••• а,,., то 

А ... (а, а1 ••• а,,.) . . . А . , . п1 и, •.. "т , . , , А , , . [а, а,, . .' а.,.] . . • О. 

§ 15. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ОПЕРАЦИИ !"JАд ТЕНЗОРАМИ ___ l_li_5 

Если тензор В антисимметричен относительно индексов 

fJ1, fJ2, • • • fJ т• ТО 
В ... [/3,Ра ••. P,,.J ••. =В ... Р, /11 ••• Рт ••. , В.·. (Р,Р, .. ·Рт)··· = 0. 

Заметим, что операцию альтернирования можно заменить 

внутренним умножением на тензор ь;;::: ;: : 
А - ...!:.. д"'"'"""т А • •. [а1 а1" • • а,п) • • • - т ! «1 а1 • • ,. ат • •• O'i.a, • ~ • ат • • • 

7. Отметим некоторые соотношения, играющие основную 

роль при выполнении операции альтернирования. 

Прежде всего заметим, что имеют место Формулы, аналогич­
ные формуле разложения определителя по элементам какой­
нибудь строки или колонны: 

А[а, "• .. , ат] = ~ (Аа,[а,, .. ат] - А.,, [а, а., .•. а.,.1, + 
+ Аа8 [а1 а. ... а,,.1 - , .. + (-l)m-l Аат (а, а,.,, ат-11) t 

А[а1 а,,,, a,,.J = ~ (A",i~, ... u,,.J -A[a,Ja1la1 ,,. ат)+ 

+ Aia.a.la,,1 • • • а ] - • • • • + (- l)m-l Aia.a, • .. ат];а,). 
т . 

Очевидными являются также следующие формулы:· 

При помощи символа [ ] у 1обно записывать определители, 
как обыкновенные, так и многомерные. Например, составляющие 
m-вектора l v v ... v] могут быть представлены в следующем 

1 2 m 
виде: 

v•, v1т 
1 1 

v'•'• .... •т= =tn! v[·l, '() .. ,r/mJ 
1 2 111 

v'• . v1т 

"' m 

В качестве второго примера, рассмотрим составляющие тен-
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зора 6~
1 
'.'.' .'i:,,.; они выражаются через составляющие д~ единич­

ного тензора в следующем виде: 

д i, •• ·. tm 
k, ... я,,. 

д i, д i, 
k,. ·k,,. 

{/• дi, iт .l\[i, .l\it .i,i,,.J = т ! [k1 k, • •. дk,,.] = т I u[ki иk, •· •. ukmJ • 

В дапьнеАшем нам придется встречаться с выражениями вида: 

а,~ lki Ot, k. • .. а,т1 1i.,.1; под этим выражением условимся понимать 

тензор, образованный двукратным применением операции аль­

тернирования к произведению a,,k, a,.1i. ... а,.,.ят, причем альтер­

нируется ряд индексов i1, i8, ••• i,,. и независимо от него ряд 
индексов k1, k8, ••• k.,.. ·· 

Имеем: 

йti, [k, йi1 k, • • • aimJ kmJ . й[i, 1 k, J ai, I k, 1 • , , ai,,.J km = 
ai,_k, ..• ai,km 

ai,,.k, , • • aimkm 
8. Возьмем антисимметрическиА тензор Аа, ~ •... а,,..· Соответ­

ствующую ему многоJшнейную форму можно представИ1ь в виде: 

= 
(с, ... ат) 

rp = Аа а а ха,ха• ... хат= 
1a•••m1 2 .,, 

X"i. 
]. 

J 
=-А ml а, ... ат 

I ха, • хат ха, 

т т iт 

В первой и третьей из написанных ~умм суммирование про­
исходит по каждому из индексов а1, а11, ••• ап,• причем каждый 

из них изменяется от 1 до п; во второй сумме суммирование 

происходит по (:) сочетаний из индексов 1, 2, ... п по• т 
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в каждом. Применяя символ [ ], мы можем записать в выраже· 
ние для qi в следующем виде: 

А ха, ха, Х" - А х[а.ха. Х" 1 rp = а, а. ... а • • • т -· а, а. ... "т • • • т • 
"'1 2 т 1 2 т 

Эта формула является частным случаем более общего соот­

ношения: 

А В"' Ga, •. а,,, - А В[а, а, , • • а,,.] -
[а, аа .. , a,,.J, - а, Ga • • • "т 

- А в~а, аа •.• a.,.J 
- [а, а,,.,. "т1 ' 

где А и В - тензоры, вообще говоря, не антисимметрические. 
При выводе этих формул удобно воспользоваться тензором 

д Р, • • · Рт • Так как 
а1 ••. ат 

- 1 .11а1 а, ... ат А 
А - и , 

[а,а.,,,ат] т а,а, ... ат а,а, •.. а,,. 

[а, а, ... а ] 1 .!.а, а. ... "т ва, а, ••• а.,. 
в 11\ --и 

-ml а,а, ... ат ' 

то 
а, а, ••• а 1 .11а, •• ,а . А в"'··· а,,. __ 

А В т_ и т 
fa, а,, •.• ат] . - т а,•. ·"т а, . .. а,,. 

_1_ 6 а, ... а.,. в"• ... а,,.= А 81а, ... а,,.1 . 
Аа1 .. . ат т! а1 ••• ат а1 ••• ат 

Так как 
В~. • • • о: 1 .t. а1 • , • ат .t.a1 • • • а rn 

д т --и и 
Р, •• , Р,,. - m I а, • , • а,,. Р, .•. Pm' 

то. 
а,..... 1 .\\а, ... атА в°'···•,,,. __ 

А В т=- и 
[а, ••• a,,..J т ! а, • • • "т а, · • · 11,к 

-.l..t/•···"m А -~- дт, ... т.,. в"'···а,,.= 
- т ! т, .•• тт а, ... а,,. т ! а,• •• "т 

в[т1 ••• т,,.1 

-А! 1 • 1'1 • • ' т,11 

Задача 9. Показать, что 
Vap= V(a{J) + V[afJJ• 

Э 2 
'Шару= 'W(a{Jy)+W[o{JyJ 3 (W\:a{JJy+W[rPJa)+ 11 (W(a{J}'}'- Wy(cP)). 

Задача 10. Если тензор А afJy симметричен относительно индексов 

а, {J, то 
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Если тензор В aft'Y антисимметричен относительно а, {J, то 
1 

B[aftyJ = 3 (Baff'Y+Bp.,,a+B.,,ap). 

Если тензор Аа,,,,. apft,,, .. ffq антисимметричен как относительно 

индексов а1 •.• ар, так и относительно /31 ••• /Jq, то 

1 P+q-1 
А[а, ... ffgJ = Р+/РАа,[а, ... ftql + ( - 1) qAra. ... lffqJa,), 

Задача 11. Если 

Аа, ... ат= Ва, ... [ар ..• aqJ •.• ат, 
С -D а1 ,,, ат - а1 ,,. (ар .. , aq) ••. ат, 

то 

А -В [а1 .,, ат] - [а1 ••• ар,,, aq .. , ат], 

С -D (а1 .,, ат) - (а1 ••• ар . .. aq, .. ат) 

(т. е. внутренние скобки можно снять). 

Задача 12. Есл11 

А =6"•···"т В 
а1 • •• ат а1 • , , ат а1 •• • ат, 

ТО 

В = _1_ i5a, ' , , ат А 
[а, , • , "т] (m !)2 "• , , , "т а,, , , а,,., 

Задача 13. Если равенство 
uaft уа yff =0 

справедливо для любоrо вектора уа, удовдетворяющеrо соотношению: 

уа wa = о, 
ТО 

u(a/f) = w(asff)' 

где S р - некоторый ковариантный вектор. 
Задача 14. Если соuтношение 

U 'i' уа yft W = О aft у 

справедливо при любом выборе векторов У0 W а• удовлетворяющих 
уравнению: 

yaWa=O, 
то 

и(а~) = s(a о~)' 
r де S а - некоторый ковариантный вектор. 

Задача 15. Если равенство 

И/Wр =aW0 

ii'(:I 
·:.,,.::rc ·' . 

. ,:j 

,;, :·1 
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справедливо для любоrо вектора W а• удовлетворяющего уравнению: 

Wa Уа=О, 
то 

И ff=a!Jff+ S y/J 
а а а ' 

причем а не зависит от вектора W а• S а - некоторый ковариантный 
вектор. 

Задача 16. Ес.11и тензор И а/ антисимметричен относительно индек-

сов а, {J, и если И а/ yft W.,, имеет то же направление, что и вектор W а 
при любом выборе уа и W а• удовле1воряющих соотношению: 

yawa=O, то Ua/=S[aд/J 

Задача 17. Доказать формулу: 

а [ ft, а ff, .•. а 1ffm Ь[д"' Ьд .,,, ..• Ьд 1""" ~ а1 а11 ат" 1-'1 ,.,s t-'m 

== а[а/' bl ft, i"' аа/' bi ft, (' .•• аат{т ь/Jт"т. 

Как частный случай, длят= п, по:1учается теорема об умножении 
определителей, 

Задача 18. Показать, что 

а[а [/f Ь.,,1 д] = + (аар Ь.,,6 - а.,,р Ьа6 - аа6 Ь.,,р+ а.,,6 Ьар), 
Задача 19. Доказать соотношение: 

А .,,, А .,,, А "т = А (у, А "' ca,[ft, a,/J, ·:· am]ft'"'] [a,[/f, a,/f, 

1 2 т 

Задача 20. Если ua р, ua/J' Иар (т <. n) и уар-тензоры 2-ro 
порядка, и если 

(r = 1, •.. m), 

то 

1 [а, 2 а, ,т ] 
w [ft, w ft, .•. wam ff ... J 

- и1 [~, и~"• ти" ] у[а, уа, уа ] 
- [/J' {J, •.' '" Рт] [а, "• .. , тат]' 

r в . 
Зада'tа 21. Если ua ft и уа /J (r, s = 1, •.. т, т <. n) - тензоры 2-ro 

порядка и если 

то 

1 
u[a, 

[/f, 

rв r s 
wa/J И"р уа"' 
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Задаr,а 22. Ес,11и д,11я двух систем ковариантных векторов: 

1 2 т 

u, u, ... u, 
1 2 т 

v, v, ... v 
(m < п) существует соотношение: 

1 1 2 2 т m 
и[а Vp]+ и[а Vp]+ •. • + и[а Vp] = О 
1 2 m 

и если векторы u, u, . . . u независимы друг от друrа, то векторы 

1 2 т 1 2 m 
У, v, ..• v могут быть лииеllно выражены через u, u, .. :u, причем мат­
рица коэффициентов -· симметрическая. 

Задач.а 23. Если для r симметрических тензоров А011, AafJ• ••• Аар 
1 11 r 

имеет место соотношение: 

r 
~ А[а[р AyJбJ = О, 

k=l k k 

то такое же соотношение существует для r симметрических тензоров f afl' .•• BafJ• которые связаны с '}afl ... ~afJ Фоt>мулами: 

r 
В"р = ~ a1tzAafJ 
k lc=l I 

k= 1, ... r), 

причем мэ.трица 11 akl 11- ортогональная. 

ГЛ А В А Ш. 

ИССЛЕДОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ СПЕЦИАЛЬНЫХ ВИДОВ 

ТЕНЗОРОВ В АФФИННОМ ПРОСТРАНСТВЕ. 

§ 16. Смешанный тензор 2-ro порядка. Его связь с .пинеА­
ной векторфункцией 1-ro рода. 

1. Наиболее детально изученными в тенз:)рном анализе яв­
ляются тензоры 2-го порядка. Их теория находит большое при­
менение в различных отделах теоретической и прикладной 

математики, и потому на изучении этих тензоров мы остано­

вимся более подробно. 

Мы начнем с рассмотрения смешанного тензора вида а011• Ему 
соответствует билинейная скалярная функция q, (u, v) = a«

11
uavfl и 

две взаимно-сопряженных линейных векторфункции 1-ro рода: 

(16,1) 
и 

(16,2) 

Смешанный тензор с составляющими Ь/1 у которых первый 
индекс ковариантный,а второй контравариантный,неотлr1чается чем-

нибудь существенным от тенз()ра а"'~; тензор Ь/ также опреде­
ляет две линейных векторфункции l·го рода: одну кова­
риантную: . . . 

v = B(u), v., = ь: Up, 

другую контравариантную, сопряженную с ней: 

у = В с ( х), у" = Ь / х!1. 

Изучение смешанного тензора 2-ro порядка а"'~ лучше всего· 
вести при помощи исследования той линеАной векторфункции 
1-го рода ( 16, 1 ), которую этот тензор определяет. 

2. В § 1 О мы уже указывали, что теория линейных вектор· 
11 Ш11роко11 П. А. 
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q>ункций 1-ro рода совпадает с матричной алгеброй. Каждой 
векторфункции у = А(х) соответствует матриuа 

,, а1 а1 а1 11 
11 1 2 • • . " 11 

I а\ а22 ••• аз" 1 

А = i' •••••• 1 ' 

а" 1 а\ . . . а",, 11 

и каждой алгебраической операции над линейной векторфунк­
цией отвечает аналогичная операция над соответствующей мат­

рицей. 

3. р ан r ом линейной векторфункции называется ранr со­
ответствующей матрицы. Покажем, что ранr ямяется инва­
ри~нтом при преобразовании координат. Так как 

а"/ = а\(;')(;.), 
то 

(16,3) IIA:i' = XilAIIX-1
• 

(напомним, что через Х мы условились обозначать матрицу: 

1: (l') (i) · · · (~) 11 

:: е') <~') . . . (;;) ! 

х ' =1: ...... . 
,1 • .. • • • • • 

11 ('i) (~') . . . (:') 

составленную из коэффициентов ( ~)). 
Так как при умножении матгицы на неособенную матрицу 

ранг 1-о/:! не изменяется то из формулы (16,3) выводим, что 
ранг 11 А/\' совпадает с рангом li А:!. 

Е~ли вtкторфункция имеет ранг, равный r < п, то уравнение 

А(х)= О 

имеет п- r независимых решений: х, х, ... х. Каждый вектор, 
1 2 n-r 

принамежащий к пучку { х, х, ... х ), обращает векторфунк-
1 ~ п - ,,. 

цию А(х) в нуль. Этот пучок назынается нулевой областью 
векторфункции, а направления, принадлежащие к этому пучку,­
н ул ев ы ми направлен и ям и. 

§ 16. СМЕШАННЫЙ ТЕНЗОР 2-ro ПОРЯДК,\ 

Из формулы (16,3) вытекает также, что определитель 

I а11 ••• ai,, 
IA!=r ..... 

, а"1 ••• а"., 

168 

является абсопютным инвариантом при преобразованиях .коорди­
нат; /Al'=IAI, 

· 4. В теории линейных векторфункций 1-ro рода большую роль 
играют так называемые главные или инвариантные напrавления. 

Направление, определяемое веюоро.11 х, который удовлетво· 
ряет уравнению: 

{16,4) А(х) = лх, 
называется r л а в н ы м, или ин в ар и а н т н ы м. Следовательно 
при при~rенении векторфункции к векто 'У, принад.1ежащему 
к инва ,иантному направлению, мы получаем вектор, ~ меющии 
то же направление. Коэф.рициент л в уравнении (16,4) назы­
вается ха р а кт ер и ст и чес к им ч и слом, соо: ветствующим 
главному направлению х. Главное направление с характеристи­
ческим чис.1ом, равным нулю, является нулевым. 

Главные нап ,авления ищутся следующим образом. Перепишем . 
уравнение (16,4) в вищ~: 

(i.E-A)(x) = О, (2o~-i
0
)xa О. 

Та'<им образом, главное направление векторфункции А со­
ответствует нулево\1у направлению векторфункции лЕ-А, а по· 
тому ранг этой пос.ледней должен быть ниже п: 

li.E-AJ= О, 
или 

л-а11, -а12,··· а1.,, 

(16,5) q{л) = 
- а\, л а22, • • • -- а\ 

= о. 

-а\, - а"2 , ••• л-а",. 

Полином q;(i.) называется характеристическим rтоли­
н омом векторфункции А (или матрицы 11 А lf ). Соответственно 
матрица /ji.E-AJI называется характеристической мат· 
р и це И фу1-1кц1н1 А. 

Те о рем а 1. Х ара ,стеристичес!(ц/1, полином инвариантен 
при преобразованиях uоординат. 

11* 
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До к аз а те п ь ст в о. Характеристический полином вектор­
ф\·нкции А представляет собою определитель векторфункции 
lE-A, который является инвариантом при преобразованиях 
координат, ч. и т. д. 

Разлагая характеристический полином по степеням л, полу­
чаем: 

9(),) = )/-a1..i"-1+ а:~;,п-2+ ... +(- l)"a,.. 

Коэффициент а11. этого полинома равен сумме главных мино­
ров k-ro порядка матрицы il AII· Эти коэф_рициенты на·,ываются 
ин вар и антам и векторфункции А. В частно;ти, инвариант 

а1 = ааа 

называется следом или д и в ер r е н ц и е й векторфункции. 

Инвариант а" выражается определителем 

а,.=\А). 

Выпишем выражения для производных от характеристического 
полинома. Обозначим сумму главных миноров k·ro порядка опре­
делителя <р{).) через .S:11.(л). дифференцируя этот определитель пол, 

мы выводим. что производная <р'(л) равна S,._1 (2); диффе­
ренцируя gi(),) снова по л, мы получим сумму главных миноров 
(п - 2)-ro порядка, в которой каждый минор повторяется два 
раза; продолжая дифференцирование дальше, приходим к фор­
мулам: 

(16,6) 

q!'(л) sn-\(л) 
q/' (л) = 2!Sn- 2 (л) 
q!" (i.) = З!Sn 3 (л) 

tp111.) ().) = k!Sn - k ().) 

5. Вернемся теперь к определению главных направлений. 
Найдя какой-нибудь «орень характеристического уравнения, 
подставляем ero в уравнение (лЕ- А~ (х) = О. Так как ранг 
матрицы 11 лЕ- А 11 дЛЯ этого корня < п, то уравнение 
(лЕ- А) (х) = О имеет, по крайней мере, одно ненулевое реше­
ние. Таким образом, имеем: 

· Теорем а 2. Каждому корню характеристического ура­
внения соответствует, по крайней мере, одно главное напра· 
вленСt.е. 

Те о ре м а 3. Корню k·ой кратности ~:оответствует не 
больше k независимьос главных направлений. 
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до к аз ат ель ст в о. Если бы существовало больше k неза­
виси .rых направлений (т. е. если бы уравнение (лЕ-- А) (х) = о 
имело больше,., чем k, независи,1ых решений), то ранг мат­
рицы 11 лЕ -А il был бы ниже п - k. Но тогда все миноры 
(п- k)-ro порядка этой матрицы были бы равны нулю, произ­
водная qi(kJ(л) преврати •ась бы для этого корня в нуль (см. фор­
мулы (16,6)), т. е. корень был бы кратности выше, чем k. 

С лед ст в и е. Простому корню соответствует одно 
и только одно главное направление. 

Теорем а 4. Главные направления, соответствующие не­
равным характеристическим числам, независимы. 

до к аз ат ель ст в о. Пусть неравным характеристическим 
числам Л1, л2, ••• лk соответствуют главные направления х, х, ... х; 

1 2 k 
если ранг r этоt! системы меньше k, то можно выбrать г неза-
висимых векторов" причем остальные линейно выразятся через 
них. Пусть такими векторами будут х, х, ... х и пусть х = 

1 2 r т 
= а1х +а~+ ... + а,.х (m>r). Имеем: 

1 2 r 

А (х) = лтх = А (а1х + а2х + ... +ах)= 
т т 1 2 'r 

= а1л1х + а2л2х + ... + ai,x, 
1 . 2 r 

т. е. 

.лт (а1х +а~+ ... + а,.х) = а1л1х + а2л~ + ... +а л,.х. 
1 2 т 1 2 "r 

Так как х, х, ••. х - независимые векторы, то 
1 2 т 

лта, = л1а1 (i = 1, 2 ... r); 
еспи ~, О (s=r), то лт = л,, что противоречит предположе-
нию теоремы. . 

Теорем а 5. Если имеется k независимых главных напра­
влений с одина,совыми характеристическиhtU числами, то 
каждое направление, принадлежащее к k-мерному плоскому. 
пучку, определяе иому этими k ,направлени>1ми, является 
главным и имеет то же характеристическое число. 

до к аз а тел ь ст в о. Пуст,, х, х, ... х - векторы k незави-
1 2 k 

симых главных направлений с характеристическим числом л1 • 
Из соо·rношений 

А (х) = л1х, А (х) = л1х, ... А (х) = л1х 1 1 9 2 k k 
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получаем 

А(а1х + а2х + ... + а"х) = л1 (а1 х +а~+ ... + akx), 
1 2 k 1 2 k 

что и доказывает теорему. 

Тiiким образом, в этом случае мы имеем k-мерный пучок, весь 
состоящиlt из главных направлений с одним и тем же характе­

ристическим числом л1 • Такой пучок называется гл а в ной 
областью векторфункции, соответ,твующей характzристи­
ческому числу л1• Если l 1 = О, то получается пучок нулевых на­
правлений, который мы условились раньше называть нулевой 

областью векторфующии. 

6. Корни характеристического полинома могут быть ком­
плексными. Если элементы матрицы векторфункции - действи­
тельные числа, то комплексным характеристическим числам 

соответствуют комплексные векторы инвариан·rнNх направлений. 

Таким образом, в действительном пространстве главных напра­
влений у векторфункции может и не быть. Например у вектор­
функции с матрицей 

о, 1 li 
-1, О i 

действительных инвариантных направлений нет (они определяются 
комгtлексными векторами х (1, i), х (1, - i)). При исследоьаниях 

1 2 • 
мы будем пользоваться комплексным пространством; в конце§ 17 
будет указано, какие видоизменения в выводах надо внести, 

если иметь в виду реальное пространство. 

7. Если у характеристического nолинома нет кратных кор­
ней, мы получаем очень простую картину: имеется п независимых 

главных изолированных (т. е. не принадлежащих к пучю,м, все­
цело состоящим из инвариантных прямых) направле-<ий, 1 ричем 
каждому из них соответствует определенное характеристическое 

число. Сложнее обстоит дело, ес11и имеются кратные корни: 
в этом случае корню кратности k может соответ;твовать меньше 
k rл,1вных направлений (ощо во всяком случае существует). 
Например, у векторфункций с матрицами 

il 1, о ii' 
I о, 1 1! 

t 

11 1, 1 11 

11 о, 1 i 
характеристические числа рзвны единице; у первой все напра­

вления являются главными, и из них можно выделить два не-
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зависимых, например е и е; у второй имеется только одно ин-
1 2 

взриантное направление: е. 
1 

Если у линейной некторфункции можно выделить п нез1ви­
симых главных направлений (для этого не обязательно то, чтобы 
все характеристические чис,1а были простыми), мы будем назы­
вать ее в е кт о р ф у н к ц и е й пр о ст о r о т и п а; соответствую­
щий тензор 2-ro порндка - тензором простого типа. 

Матрищ такой функции может быть приведена к очень про­
..:тому виду. В JЭьмем контравариантные координатные векторы 
по главным направлениям; тогда 

(k = 1, 2, ... n). 

Следовательно, 

(16,7) 

т. е. матрица /j А 11 имеет следующий вид: 

.л1 ОО ... 0 

11 о "2 о ... о 
1 lj О О л8 •• • О 
,, . " . . . 

•. A!f (16,8) 

j!ООО ..• лп 

который называется диагональным или каноническим. 
8. Составляющие тензора простого типа могут быть выра­

жены через векторы независимых главных нзпраелений х, х, ... х. 
1 2 n 
1 2 n 

Обозначим систему, взаимную с х, х, ... х через х, х, .. х. 
1 2 n 

Разлагая в формуле 

вектор е по векторам х. · х, ... х: 
р 1 2 n 

(1 (1 

е = ех . х = х,;х, 
{J {J (1 • 
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получаем: 

т. е. 

(16,9) 
(J 

aa{J= ~ ).(Jxax{J. 

а " 

9. В качестве примера, разберем следующие векторфункции 
простого типа: 

1) Единичная вектор функция: у=Е(х)=х. V ней 
все наnравления являются главными, все характеристические 

числа равны единице. 

2) Проектиру;ощая вектор функция. Возьмем два 
независимых пучка Ет и En-m' Как мы видели в § 5, каждый 
вектор х может быть разложен на два вектора: х = х' + х", 
причем х' лежит в Ет, х" - в En-m; это разложение может быть 
выполнено только одним способом. Говорят, чт~ вектор х' по­
лучается проектированием вектора х на плоскость Ет парал­
пельно плоскости Е,,_т, и) соотве1ственно, хн попучается 
проектированием х на пло~кость Еn-т параллельно Е.,.. 

Проектирование определяет две линейных векторфункции: 
х' = Е'(х), х" Е''(х). В самом деле, мы видели, что 

пр.(х + у) 'пр.х + пр.у, пр.(ах) = апр.(х). 

Рассмотрим функцию Е' (х). Каждое направление в пучке Е.,. 
явпяется главным для нее, причем характеристические числа 

равны 1; направления же в En-m являются нулев~;ми для этой 
векторфункции. Возьмем п независимых веn.торов: х, х, •.• х, из 

1 2 · n 

которых первые т выберем в Е,,., остальные- в E,.-m• Обозна-
чая составляющие тензора, соответствующего Е'(х), через а"~ 
и применяя формулу (16,9), попучаем: 

(16,10) 

Если за координатные векторы принять х, х, ... х, то ма-
1 2 n 

трица 11 Е' 11 примет вид: 

IIE'IJ ~ //Ат An_J· 

где 
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А= т 

1 О ... О 
О 1 •.. О 
. . .. . . 
О О ... 1 

16~-

Аналогично, обозначая составпяющие тензора, соответствую­
щего векторфункции Е" (х), через Ь"р• имеем 

n 11 

ьа/3 = ~ xax{J. 
"=m+i 11 

Нетрудно видеть, что Е' + Е" = Е. 
Зада'tа J. Наi!ти главные направления и хврак1еристич€ские числа, 

линейных векторфункциit, заданных следующими матрицами: 

.

1.r 2, - 1, - 1 /: - 1, 2, 2 
1) ·1 О, - 1, О , 2) О, 1, О 

i о, 2, 1 о, о, 1 
- 4, О, О 

1

. 112, - 1, О 
О, 4, О 4) О, 1, - 1 

о, о. - 4 ) il о, 1, Э 
Э) 

- 1, О, О, 21: I! О, О, 1, -- 1 
5) -1, - 1, о, - 1 1 ii - 1, о, 1, - 1 

О, О, 1, О 1,· ' 
6

) О, О, О, О 
О, О, О, 1 1 О, О, О, 1 1 

От в е т (указаны характеристические числа и векторы соответствую­
~их главных нап11авленнй): 1) ).1 = 2, (1, О, О), ).1 = 1, (1, о, 1), л8 == 
- -1, (О, 1,- 1,1; 2) л1 = - 1, (1, О, О), л8 = л3 = 1, пучок, построенный на 
вектора: (1, О, 1), (О, 1, -1); Э) J..1 = л1 = л8 = - 4, все направления 
главные, 4) л1 = л9 = "з = 2, единственное главное направление (1, о, О), 
5) Л1 .ла 1, пучок, построенный на векторах (1,0,0,-1), 
(О, О, 1, О), л8 = л, = - 1 с одним главным направлением (О, 1, о, О); 6) л1= J; (1, О, О, - 1), Лв = л8 =л, = О с одl!ИМ инвариантным иаправл~нием 
(О, 11 0,0). 

Зада'tа 2. Показать, что инварианты линейной векторфункции мо­
гут быть выражены формулой: 

ak = a"'ia аа• •.• aak 1 = а!а, аа• . • • a"A:J = ala, аа• аа•] 
, <1а ak а, а, а., [а, а1 • ' ' ak] 

Реш е ни е. Так как ak является суммой г.паввы:х миноров k-ro по­
рядка определителя I аи, 1, то 

) 1 а,а, • , ,aL {J {J {J 
а a,t = - - iJ "' а ' а • а k k! fJ,fJ1 .. ,{Ji а, а, • ' • a.t' 
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Qткуаа 

Выражая в форму11е (а) 

д'''"' · · · "k = __.!:_ а"'"'·· · "" 6<1
1
"'• • • • "k, 

/З,/З, .•. /37. k! "•"• ... "'k /З,/З, •.. {lk 

. получаем 
щ, = а[а,1 а"• ••• a"1,:I t' 

а, а., "k 

ЗаiJача 3. Если линейные векrорфунrщии А(х), В(х) имеют общее 
главное юпр 1в.1ение с хар ктеристическ .ми числами А. и µ,, то это на­
правление яв.1яеrся инв~риантным и для функц11й АВ(х) и ВА(х), при· 
чем ему соотв~тствуt:т характеристическое число= lµ,. 

З,iда'f.а 4. Кажд 1е главное направление и главная обдасть линейной . 
векторфункщш А .нв.,яется также главным направлением и r11авной 
областью вектор tJункци.1 '!J!(A ), где 1/! рациональная дроби я функция. 
Если 1. -характеристическое число функции А, то 1J),A.) является харак­
теристическим чис.,о,; функции '!J!\A). 

Зад,1ча 5. Обозначим характеристические чис.1а .1инейной вектор­
функции А(х) через 1.1, 1.2, •• , ln. 

Показать, что 

I) 

где '!J! - рациональная дробная функция. 
Решение. Докажем спра~е~11ивость равенства (l) сначала для 

того с11уча , когда 1J! - по11ином. Пусть 

1Р (х) = а0хт + a1xm-1 + ... + ат а (µ,1 - х) (.tt1 - х) •.• Сит - х), 

где µ,1, µ,2, ••• µ,т - корни полинома 1/J, а l)m а0 • Имеем: 
1/!(А) = а(µ,1Е-А)(р.,,Е-А) ... (µтЕ-А). 

Отсюда: 

l1P(A) 1 = а"\µ,1Е- А f lµ,aE-AI ... 1 µ,тЕ AI =anq,(µ,1),P(Jl,11) .. · rр(µт), 
где ер - характеристический по.11ином векторфункции А. 1:-'аз.1аrая cp(µt) 
на линеl!ные множитепи, получаем: 

!,р (А) ! = an (µ1 - i.iHµ1 J.s) • • • (/ll -Лп) 
(~ - А1) (µ. "2) · . · (µа - ln) .............. '" 

(µ~..:.л;)(µ,:.:...;./: .(µ~.:_~> 
Перемножая двучлены по КОЛl)ННам, имеем: 

i 1Р (А) 1 = ,p(l.) 'Р (Лt) • , · 'Р (Ап)· 

Теперь пусть ·,р (х) = w (х), где ro (х) и п (х) - полиномы. Имеем: 
1' (Х) 

'1/1 (А) 1- 1 w (А) 1 = w (л1) ro(1.t) ..• w (ln) 'Р (Л~.) V' (1.1) •.• '1/1 (lп)• 
! п (А, 1 п (l.) п (л1) ••• п (лп) 

Задача б. Пусть линейная векторфункция А имеет характеристи· 
11еские чнспа: 11, 1.2, ••• l,.. Показать, что у v,(A) характеристические 
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чис11а равны 

функция. 
Ре шеи ие. 

1/'(А): 

1Р(л1), 1Р(А.а), · · · ф(lп), где 1/! - рациональная дробная 

Выве.а:ем характеристический полином векторфуякции 

i;.E-1P (A)I. 

Применяя формулу (1) през.ыдущей задачи, имеем: 

I i.E 1Р)А) 1 = (). -· '!JJ().1J) (J. - 1р(1.,)) .•. (l -1Р().,,))· 

Задача 7. Показать, что сумма k-ых степеней характеристических 
чисел 11инейной вектuрфункции А равна: 

Указ ан и е. Применить результат предыдущей за.дачи к вектор­
функuии А" и взять ('Лед этой векторфункции. 

Зада'f.а 8 По.1ьзуясь формулами задач :! и 7, установить зависи­
мость между симметрическими функциями а11. и .s11.: 

Вообще 

_ 1 ~ т, т, r 
а,. - kГ "" ,\.1т, .. ' Ti S1 s. . .. St i • 

причем 1r1 2r1 

подстановок типа: 

... + irt = k, а коэффиuиент Ат т r равен ± числу 
1 •• " ( 

(1 )(1) ... .._____. 
r1 раз 

(12)(12) ... 

'• раз 

(123 , •. i)(l23 .•. i) .•. 

r1 раз 

входящих в симметрическую группу подстановок и:! k букв; знак + 
берется, ес;1и подстановки класса четные, минус - если они нечетные. 

::Jaдa'f.Q 9. Инварианты в~кторфункuии А могут быть определены 
следующими соотношениями: 

(zxx ... х) (xzx ... х) + ..... + (х:х ... х z) = а1 (хх ... х), 
1 2 а n 12 з n 1 2 n-1 n 1 2 "' 

(zzx ... х) (zxz ... х) + ..... + (хх ... z z) а1 (хх ... х), 
1 t 3 n l :18 n 1 а n-1 n ~ 1 2 n ..... 
(xzz •.• z) + (zxz .•. z) + ..... + (zz •.. z x)=an-l (хх •. , . х), 
1 t 8 n 1 2 з n 1 2 n-1 11 1 2 " 

(zz .•. z z) = а11 (хх ... х), 
12 n-1" 1 2 " 

rде х, х, •.• х - произвольные независимые векторы, z = А(х). 
1 2 n i i 
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§ 17. Линейная векторфункция 1-ro рода (продолжение). 
Метод Н. Weyl'я приведения матрицы линейной вектор­

функции к каноническому виду. 

1. Мы переходим к исследованию линейной векторфункции 
1-го рода в общем случае, когда она . не принадлежит к про­
стому типу. Выше уже упоминалось, что· характеристиче:кому 
числу кратности k может соответствовать меньше чем k главных 
направления; мы покажем в следующем разделе настоящего 
параграфа, что такому корню соответствует всегда k-мерный 
инвариантный пучок векторов. 

Плоский пучок Ет называется и н вар и а н т н ы м, если 
векторы, принадлежащttе к нему, при преобразованиях вектор· 
функцией прев'ращс1ются в векторы :1тоrо же пучка; можно ска­
зать, что l'lучок остается неподвижным. Каждая главная область 
векторфункции является инвариантным элементом, но не обратно: 
например, если провести через т главных наnравлениt1, имеющих 
разные характерисrические числа, т-мерный пучок, то векторы 
этого пучка будут при применении векторфункции вообще из­
менять свои направления, но пучка _покидать не будут; инва­
риантными будут только те т главных направлений, на которых 
был построен пучок (доказательство предоставляется в качестве 
упражнения читателю). Инвариантные пучки называются также 
ин вар и ан т н ы ми пл о с к о ст ям и или ин вар и ан т н ы ми 

з л е м е н т а м и векторфункции. 
Пусть векторфункция имеет инвариантный пучок Ет. Мат­

рица векторфункции принимает примечательный вид, если т 
первых коордиватных контравариантных векторов мы возьмем 

в этом пучке. Тогда 
h 

А (е) = а1е + а2е + ... + а,,.е (i = 1, 2, ... m). 
i 1 2 m 

Следовательно, 

lfi = еА(е) = О, если i т, k > т. 
i 

Таким образом матрица il А 11 имеет 

i:::I::< 

----т KOIIOBH 

следующий вид: 

} т строк 

§ 17. ЛИНЕЙНАЯ ВЕКТОРФУНКЦИЯ 1-ro РОдА 17 S 

Поле, незаполненное точками, состоит из нулей. 
Рассмотрим те11ерь тот случай, когда векторфункция имеет 

два инвариантных пучка Е,,. и Е,._,,., полностью определяющих 
векторное пространство (т. е. не имеющих общих направлений). 
Возьмем т первых координатных векторов е, е) ..• е в первом 

1 2 ,к 

пучке, п - т остальных: е, е, ..• е - во втором. Тогда векторы 
m+l rn+2 11 

А{е), А(е), ... А(е) будут лежать в Е,,., векторы А~е), А(е), ... А{е). 
1 2 т m+l m+2 11 

В выражении для линейной векторфункции 

А(х) = хаА(е) 
а 

первые т членов дают векторфункцию: 

Ат(х) х1А{е) + х2 А(е) + ... + xmA(e), 
1 2 111 

которая любой вектор пространства преобразует в вектор, пе­
жащий в пучке Ет, причем векторы пучка Е,.._,,. превращает 
.в нуль. Аналогичным свойством обладает векторфункция: 

А,,_т(х) = xm+1 A(e) + xm+2 А(е) + ... + х11А(е) 
п-т т+1 т+2 11 

no отношению к Еп-т• Мы будем говорить, что векторфункции 
Ат и А11_,,. лежат соответственно в плоскостях Е,,. и Е11_т и что 
они опр:деляют преобразования, индуцированные функцией А(х) 
в этих плоскостях. Отметим, что функция А,,..\,,_,,. тождественно· 
равна нулю. Если А»-т = О, то будем говорить, что А лежит 
в плоскости Е,,,, которая называется обл а ст ь ю с у щ ест в о -
ван ия функции А; пучок Еп-т является нулевой областью 
этой функции. 

Матрица 11 А 11, отнесенная к выбранной выше системе коор­
динат, прио5ретает примечательный вид. Так как А( е ), А( е ), ... А( е) 

. 1 2 т 
11< 

.лежат в Ет, то а~~= еА(е) = О, если 1:J. > т, р т; точно так же 
~ 

" выводим, что а"~= еА(е) О, если а<.т,,: > т. Таким образом, 
:матрица I А 11 

-t 

~ 

расr~адается на две: 

11 AII = 11 А,,. Ап _ J' 
nричем матрицы А711 и А,,_,,. соответствуют векторфункциям 

А" И An-m• 
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· Вообще, если имеется s инвариантных пучков Е1ч, Е.112 , ••• Ek. 

полностью определяющих векторное пространство (т. е. не 
имеющих общих направлений, причем k1 + k 2 + ... +k, =n), то 
векторфункция распадается на s слаrаемых Ak,(x), Ak,(x), ..• Ak,(x), 
лежащих в этих элементах; матрица 11 А )1 распадается также на 
s матриц: 

Нетрудно видеть} что характеристически~t полином матрицы IIAII ,, 1 

рарен произ~едению характеристических полиномов ({)1 (l), р9 (л), ... 
.. . р, (л) матриц Ak1,A kJ, ••• Ak

8
: 

(17,1) ер (л) = р1 (л) (]!2 (л) ... р,(л). 

Задача 1. Векторфувкция задана матрицей 

2, о, - 4, 2 

О, 2, - 2, 1 
о, о, о, 1 : 

01 о, -1, 2 
Показпь, что у не!! имеется две инвариантных двумерных пло­

скос,ти: l)x8 =0. ~=О, 2) х1-2х= о, .i2-x3 о. 
Задача 2. Ес,1и вектор х принц1ежит к т-мерной инва11иантной 

плоскссти век~орфункции А, то т-вектор (хА(х)А2.х),,. Am,xJ] ра· 
вен нулю. 

2. В основе дальнейшего исследования лежат следующие две 
теоремы. 

Теорема 1 (Hamilton'a-Cayley). Лин.ейнаявекторфун-
1щия удовлеrворяет своему xapa1Cmepu1'muчecкo ну уравнению. 

Док ,зательство теоремы проведем в матричноt! терминологии. 
Пусть векторфункции А соотнетствует матри11а А. Требуется 
доказать, что ер(А) = О, где ер(л)-характеристический полином, 

<р(л) = лп-а1лn- 1+ ... + (-1/а,. ~ · 
векторфун1<11ии А. Возьмем матрицу лЕ - А и обозначим· при­
соединенн/Ю к ней матрицу чtрез В. Тогда 

(а) (лЕ -А)В = ер (л)Е, лВ- АВ = 9' (л) Е. 
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Так как каждый элемент матрицы В представляет собою полином 
, (п - 1 )-ой стелен и от )., то 
(Ь) В== 8 0 ).81 + л282 + ... + ;.,"-13 11_ 1, 

где Во, 8 1, ••• Вп-1 - матрицы, не зависящие от л. Подставим 
выражение для В из (Ь) в ( а), получаем: 

in n·-·l 

~;..1евk i - ~лkABk E(J.п-a1;,n-1+ ... + 
k=l h=O 

1/а,,). 

Приравнивая члены в левой и правой части при одинаковых: 
степенях, получаем: 

Bn-1 = Е, 
Bn-2 - ABn i - а1Е, 
В -АВ аЕ n-З n-2 2 , 

-АВо = (- l)nanE . 
Умножая 1-ое соотношение слеоа на А'\ 2-ое - на 

3 лn-2 -е на и т. д. и складывая, получаем: 

g,(A) = А" - a1An-i + ... + (- l)"a"E = о. 
Задача 3. Провер~пь, что матрица 

1, О, -1 
о, 2, 1 
1, о, 1 

удовпетворяет с_воему характеристическому уравнению. 

Задача 4. t:с11и сущJJствует такой вектор х, что 

(An- 1 (x)An- 2(x1 ... A(x,x) О, 
то инварианты пинейной векторфункции ·могут бы1ь выражены следую­
щим образом. ОбоJначим 

. Ak(x)=X, 

Тогда 

li. 
К= (х х х •.. хх). 

n-1 n-2 n-3 l 

Kai = (х х х ... хх) 
nn-2n-З 1 

Ка, - (х х х .. , хх) 
n-1 n 11-З 1 

Ка3 = (х х х ... хх) 
n-1 n-2 n 1 

' ~ . . . . . . . . . ' 

Кап=(-1)1~-1 (х х х ..• хх) 
n-1 n-2 n-3 1 n ' 
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или 
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р е ш е н и е. На основании уравнения Hamilton'a-Cay!ey имеем: 

A"(x)-a1An-l(x) ... +(-l)"a,.~=O, 

х- а1 х+аа х+ ... +(-l)"a"x=O. 
n n-1 n-2 , 

Обозначи\f левую часть зтого равенства через у. Из тождеств: 

(у х х •.. хх) = о 
n-2 n--З 1 

(х у х •.. хх) = о 
n-1 n-3 1 

(х х у ... хх) = О 
n-1 n-2 1 

выводим требуемый результат. 
Задача 5. Пользуясь обозначениями и условием предыдущей &а· 

дачи, показать, что хар11ктеристическое уравнение векторфункции А 
.можно представить в следующем виде: 1 

1" x(I) xf-2) • • • x1n> 
n 

1n-1 x<I) 

n-1 

). x<l) 
1 

1 x(IJ 

n n 

х<2) .•• x<n> 
n-1 n-1 

х<2) ••• x<n) 
1 1 

;i2) ••• xfn) 

=0. 

Указан.ие. Решение основывается на результате предыдущей задачи. 

3. Теорем а 2. Пусть характеристичес1еий полином tp (л) 
.векторфункции А разлагается на два взаимно простых мно­
жителя: 

q:,(л) = 9J1 (л) q:,2 (л), 

.причем tp1 (л) и ffs (л) имеют коэффициенты, равные единице, при 
высших степенях л. 

1 Этот вид характеристического уравнения был дан акад. А. Н. Кры­
ловым в статье "О численном решении уравнения, которым в техни­
ческих вопросах опре 1еляются частоты малых колебаний материальных 
систем" (Иав. Акад. Наук, No 4, 1931). Вывод этого уравнения при по­
мощи теоремы Hamilton'a-Cayley мне был указав проф. А. М. Лоп­
шицем. 

Это разложение однозначно определяет в веиторном про­
странстве два плоских пуч1tа Е' и Е", обладающих следую­
щими своfiствами: 

1) Е' и Е" -- инвариантные пучии, 
2) Е', Е" полностью определяют веиторное пространсm80, 
3) tр1(л) и q:,2(л) являются хараитеристичесиими полиномами 

матриц преобразований, индуцированных веиторфунициеfi А 
в плоскостях Е' и Е". 

Доказательство проведем отдельно для каждого утверждения 
теоремы. 

1) Рассмотрим уравнение 
(17,2) tp1 (А)(х) = О. 

Оно должно иметь, по крайней мере, одно ненулевое реше­
ние. В самом деле, пусть л1 корень полинома tp

1 
(.Л); следова­

тельно, tp1 (A)=1J1(A)(л1E-A/. Но мы знаем, что каждому 
корню характ~;ристическоrо уравнения векторфункции соответ­
ствует, по крайней мере, одно главное направление: 

(л1Е-А)(х) == о, 
которое будет удовлетворять соотношению ( 17 ,2), так как 

9J1 (А) (х) = 1J' (А)(л1Е-А)k-\л1Е-,-А) (х) = о. 
Совокупность решений уравнения (17,2) образует нулевую 

область векторфункции q:,1 (А), т. е. дает плоский пучок, кото­
рый мы обозначим через Е'. Он инвариантен при. преобразова­
нии А, так как вектор х преобразуется в вектор А (х), удовле­
творяющий соотношению (17,2): 

9J1 (А) А (х) = Aq:,1 (А) (х) = о. 
Точно также, рассматривая уравнение 

(17,3) q.i2 (A)(X)=O, 
мы построим другой плоский инвариантный пучок Е". Утверж­
дение 1-ое ·rеоремы доказано. 

2) Так как (])1, q:,2 взаимнопросгые полиномы, то можно 
найти два таких полинома 1Pi и 1jJ2, что 

т. е. 
'IJ'1(},)p2(l) + VJ.2(л)g\(.t) 1, 

1/11 (А) rp2 (А)+ 1Р2 (А) q;1 (А) = Е. 

Применяя эту векторфункцию к любому вектору х простран­
ства, находим: 

(17,4) Е(х)=х 1P1 (A)q:,2 (A)(x)+tp2 (A)q,
1

(A)(x). 
12 Шщ,оков П. А. 
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Таким образом, вектор х разложился на д~а векто~а: х = 
= х + х, где 

1 2 

х = tp1 {A) q,2 (А)(х), х = v,2 (A) р1 (А)(х). 
1 2 

Вектор х лежит в плоскости Е', так как он удовлетворs1ет 
1 

уравнению ( 17, 2); в самом деле, 

rp 1 (А) (х) = Р1 (А) v,1 (А) Р2 (А) (х) = v,1 (А) р (А) (х), 
1 

а по теореме Hamiltoп'a-Cayley ер (А) О. Аналоrично этому 
доказывается, что х лежит в пучке Е". Итак, каждый вектор 

2 

пространства может быть разложен на два вектора: один в Е', 
другой в Е". Для доказательства 2-ro утверждения теоремы 
остается показать, что пучки Е', Е" не имеют общих векторов. 
Пусть х - общий вектор; на основании (17 ,4) 

х = v,1 (А) tp2 (A)(x) + v,2 (А) р1 (А) (х); 
так как х, по предположению, лежит в Е' и Е'', то р 1 ( А)(х) . 
= gJ2 (A)(x) = О, т. е. х = О. 

3) Пусть W1 (л), w2(л)-характеристические полиномы матриц 
тех преобразований, ко-горые индуцирует векторфункция А 
в инвариантных плоскостях Е', Е". Тогда, на основании (17, 1 ), 
(J) (л) = W1 (л) W2 (),). Докажем, что W1 ().) = Р1 (i..), W2 (л) = IP2 ().). 
Обозначим через л1 один из корней полинома w1 (.:!). Дел11 р1 ().\ 

на л-),1, получаем: 

Р1 (л) (), - л1) g; (l) + Р1(л~). 
Этому числовому равенству соответствует соотношение между 

векторфункциями: 

Р1 (А) = (А- л1Е)р (А)+ Р1 (л1) Е. 
Пусть х - главное направление, соответствующее корню л1 • 

Имеем: 

q,1 (А) (х) = g, (А) (А .4iE) (х) + р1 (л1) .х. 
На основании (17 ,2), получаем g,1 (.:11) = О. Так~м образом, 

каждый корень полинома w1 (л) является корнем полинома q,1(л), 
т. е. w1 {л) не имеет общих корней с р2 (),) и делит нацело tp1 ().. ): 
Точно также р2 (л) делится на w2 (л). Так как коэффициенты 
при высших степенях полиномов q. 1, р2, ro1, ш2 равны 1, то 

Ш1 = Рн Ш2 = ({12, 
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Теорема доказана полностью. Из этой теоремы вытекает 
такое следствие: 

Те о р е м а 3. Пусть xapaн:mepucmuttecl(ua полином вектор-
функции А имеет вид: · 

g,(л) =(л-л1)k'(л. ;,/' ... (·л-l/8 • 
Тогда .можно выделить s инвари~.1,нтных пучков Ek , Ek , .. . Ek 

1 1 в-, 

полностью определяющих векторное пространство, причем 

(л - л1)\ (А. - л2)\ •.. (л - л/s являются. характеристиче­
сн:ими полиномами преобразованиа, индуцированных вектор­
функцией А в плос!(остях Е111 , Ek., . .. Е11; Каждый из этих 

пу•tн:ов определяется уравнением вида 

il7,5) (А-л,:Е)\х)=О. 
Матрица,! А \,распадается на s матриц: Aki' Ak,' •.. Ak•' стоя· 

щих по гла,вноа диагонали, если за контравариантные !(Оордина т-
11ые векторы взять веJСторы, лежащие в пучнах Ek" Е1", ••• Eka' 

Теоремы 3 и 4 предыдущего параrрафа являются част­
· ными случаями доказанноrо положения. 

Пример. Возьмем векторфункцию А, определяемую матрицей: 

- 1, 1, -4, О ! 

о, - 1, 3, О ! 
о, о, 2, О 

A=IIAII= 

-З, 1, -4, 2 
Характеристический полином имеет вид: 

(/) (J.) = (). - 2)3 (J. + 1)2. 
Согласно теореме 3, имеются две инвариантные двумерные плос­

скости Е' и Е", определяемые уравнениями: 

Имеем: 
(2f; -А)Э (х) о и (Е + А)а (х) О. 

9, -6, 15, О 

(2Е А)•= 
о, 9, -9, О 

О, О, о, о 

9, -6, 11:i, О 

О, О, -9, О 

О, О, 9, О 

О, О, 9, О 
(Е + А)2 

9, о, -9, 9 

1 ::* 
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Следовательво, Е' определяется системой уравнениv,: 

зх<1> - 2х<2> + 5х(3) = О, х( 2 > - х<3> О, или: х< 1 ) + х<3) = О, 
х<2) - х( 3) = О; Е" задается уравнениями: х(9 ) = О, х<1 ) - x<i> = О. 
Рекомендуем читателю, · в качестве упражнения, убедиться, что 

Е' и Е'' деllствительно являются инвариантными плоскостями вектор­
функцин А. 

4. Дальнейшее исследование линейной векторфункuии 1-ro 
рода !iриводится к изучению преобразований, индуцированных 
в тех инвариантных плоскостях Eh., Е., ... Ek, о которых шла 

1 f'ЧI 8 

речь в теореме 3. Оказывается, t1 каждой такой плоскости, 
вообще говоря, можно найти более мелкие инвариантные пучки. 

Выберем какой-нибудь из инвариантных пучков, например 
Eh.,' и будем изучать индуцированное в нем преобразование. 

Обозначим А - л1Е через V: 
V = А ). 1 Е. 

Рассмотрим уравнения вида: 

(17,6) V' (х) = О (i == 1, 2, 3, ... ). 
Для i = k1 все векторы пучка Ek, удовлетворяют этому урав-· 

нению. Д.'!я i = 1 имеется, по крайней мере, одно ненулевое 
решение ( это главное направление векторфункции А, соответ­
ствующее характеристическому числу л1). Пусть т - наименьшая 

из с rепеней, обладающнх свойством, что уравнению 

(17,7) V"'(x1 О 

удовлетворяют все векторы пучка Ek,; т мож.ет быть меньше 

или равно k1. Рассмотрим уравнения (17,6); совокупнuсть векто­
ров, удовлетворяющих i·му уравнению, обозначим через ЕС\ не· 
трудно ви,1еть, что это плоский nучок. Каждый вектор, при­

надлежащий к _E<i), принадлежит т:зкже и к E('i..!..l)' вrt+ 2) , ••• , 

так как из V' (х) = О по.~учае~f Vi+P(x) О умножением 1 - го 
уравненин на VP. Таким образом, пучок Е' заключается в Е" 
(или совпадает с ним), Е" - в Е"' (или совпадает с ним) и т. д: 

(17,8) Е' с::.Е'' с::.Е'" с::. ... с::.в<•»>. 

в<"'> совпадает с Eh.,' Числа измерений пучков Е', Е", ... Е("') 
обозначим соответственно через: 

{17,9) Г1, Г1 + Г2, Г1 +r2 +Га, ... 1 Г1 + Г2 + ... + г.,. k1· 

Числа г1 ,'$,2, ••• r- неотрицательны·, последнее из них, г ... п1, 
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вcerua положительно, так как, если бы г111 было равно нулю, то 
Е''"- 11 совпадало бы с в<"'J т. е. все векторы пучка Ek, удов-
.1етворяJ1и бы уравнению V"'-1(x) О, что противоречит усло· 
вию, что т - наименьшая степень со свойством, что все век­

торы пучка Е11., удовлетворяют уравнению Vm(x) = О. 

Выберем в Е(т) г т независимых векторов, которые бы вместе 
с E(m-lJ определяли пучок Ek, (значит, эти векторы не лежат 
В в<m-])); обозначим их 

(17, 1 О) 
т т т m 
u, u, u, ... u 
1 2 З rm 

и будем называть их т-ой серией. Векторы т-ой серии удовле­
тврр)JЮТ условиям 

( 17, 11) 
т т 

Vm(u) =0, ym-
1 (u)::;;r:;O (i= 1, 2, ... гт). 

i 'i 

Предположим, что т > 1 (слу<Iай т = 1 воt1дет, как част­
ный случай, в результат наших рассуждений). Применяя к век­
торам m-ой серии векторфункцию V, получаем 

т т-1 

V(u) u t i = 1, 2, ..• г,,,), 
м-1 

где u - новые r т векторов. Эти векторы лежат в Е("'-1>, так 

как 

но не лежат в E(m-21 , так как 
m--1 т 

ym-2 (UJ = ym-1 (U) -:::t::. 0, 
. i 

на основании ( 1 7, 11 ). Кроме того, эти векторы независимы 
между собой. В самом деле, если бы существовало соотношение 

,н,-1 m-1 

а2 u + ... +и. U 
:: rт rт 

о, 

то мы получили бы 
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т т 

т. е. вектор a1u + ... +а u, лежащий в Е(т>, но не лежа-
1 rтrт 

щий в в<m-1>, удовлетворил бы соотношению V (х) = О, между тем 
как мы предположили, что т > 1. 

m-1 m-1 m-1 
Ес:ш r m-t > r m' то векторов u, u, ... u, недостаточно для 

1 2 rm 

того, чтобы они вместе с в<m-2> определили E(m-1>. Мы доба­
m-1 m-1 т-1 

вляем к этим векторам новые u, u, ... u, лежащие в Е(т-11, так, 
rm+I rm+2 rm-1 

чтобы серия векторов 
m-1 m-1 m-1 m-1 m-1 

u, u, ... u, u ' ... u 
1 2 rm rm+1 rm-1 

(мы будем называть ее (т-1)-оА серией) вместе с E(m--2
J оnре-­

деляла E1m-I>_ 
m-1 

Применяя 1< векторам u (i = 1, 2, ... r т-J векторфункцию V. 
i 

получаем (есди т > 2) новые векторы: 
m-2 m-1 

u = V (u) 
i i 

(i = 1, 2, ... 'т-1)• 

Аналогично предыдущему доказываем, что эти векторы: 

1) лежат в E(m-
2>, 2) не лежат в в<m-3>, 3) линейно независимы 

между собой. 
m-2 

Если r т-2 > 'т-1' то к векторам ~ (i = 1, 2, ... 'm-I) мы 
i 

m-2 m-2 
дополняем новые u, ... u, лежащие в E(m-

2>, так, чтобы (т - 2)-ая 
rm-1+1 rт-2 

серия 

m-2 m-2 m-2 
u, u, .. u 
1 i rт_2 

определяла вместе с. в<т-~) пучок в<m-2>. 
Применяя к (т - 2)-ой се;>ии векторфункцию V, получаем 

(для т > 3) (т - 3)-ью серию, лежащую в Е(m-з>, и т. д. Мы 
продолжаем до тех пор, пока после (т-1) операций не при­
дем к векторам, лежащим в Е'. В нем получаем веl{ТОры 
l·ой серии: 

u, u, ... u, 
1 2 r. 
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которые удовлетворяют уравнению: 

(17, 12) 
1 

V(u) = О 
i 

18'3 

Итак, мы получаем систему независимых векторов, расnоло· 
женных в т сериях: 

(l 7,13) 

т 

u 

m-1 
u 
1 

m-.2 
u 

1 

u 

т т 

u ... u 
2 rт 

т-1 11,/-1 
u ... u 
2 rт 

m-2 m-2 

u . . . u 
2 rт 

1 1 

u ... u 
2 rm 

m-1 т-1 

u . .. u 
rm+l rm-1 

m-2 m-2 m-2 
u . .. u u 

rm+l rт-1 rm-1+1 

1 1 1 

u ... u u 
rmtl rт-1 rт--1+1 

... 
m-2 
u 

rт-2 

1 
u 

rm-2 

1 
u 
r,. 

В m-ой серии содержится rm векторов, в (т -1)-ой - r m-i, 

в (m - 2)-ой r т-2 , ••• , в 1-ой - r 1; всего; 

r1Jl + , .. ,-1 + 'm-2 + "·' + '1 = k1. 

Все эти векторы, как мы уже видели выше, между собой 
незааис.имы. 

В схеме (17,13) рассмотрим векторы, принадлежащие к какой· 
нибудь i-ой колонне. Эти векторы обладают следующим свойст­

вом: 

k lt-1 1 

V(':I) u, (k > 1), V(u) = О, 
i 

т. е. 

lt h k-1 1 1 

(17,14) A(u) 
i 

л1u + U, (k > 1 ), А (u) = л1u. 
i i i i 

Таким образом, векторфункция А преобразует векторы, при­
надлежащие к одной и тоА же колонне, в векторы, являющиеся 

линейными комбинациями векторов этой же колонны. Иными 
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словами, каждая колонна определяет инвариантныА пучок. Сле­
довательно, в инвариантной плоскости Ek

1 
существует: 

Рт= г,,. инвариантных пучков m-мерны:х, 

р,,._ 1 = r ,,._1 - r,,. ,, ,, (m - 1 )-мерных, 

Р.;,_2 = г,,._2 - r т-1 
(17,15) ••.. " " 

(т - 2)·мерных, 

" 
1-мерныJ<. 

Соответственно зтоиу, матрица Ak, преобразования, индуциро­
ванного векторфункцией А в Ek.' может быть разбита на матрицы 

вдоль главной диагонали, причем будем иметь: 

р,,,., матриц m-ro порядка 

р ,, (m - 1)-ro " •-1 

р,,,_2 " 
(m 2)-ro ,, 

. . . . . . . . . . 
·" 

1-го 

Каждую такую матрицу можно привести к очень простому 

виду, если векторы схемы (17, 13) принять за контравариантные 
коорnинатные векторы. 

Рассмотрим плоский инвариантный пучок Е,, построенный на 
векторах схемы (17,13), принадлежащих к одной и той же г~ой 
колонне. Пусть векторфункция W,(x) определяет преобразование, 
и1-щуцированное в плоскости Е,. Обозначим векторы r-otl ко· 
лонны схемы (17,13) заново через е, е, ... е, нумеруя их с ниж-

1 2 8 

него конца колонны вверх, и будем считать эти вект()рЫ за контра­
вариантные координа~:ные векторы в Е,. Тогда из (17,14) полу­
чаем: 

(17,16) 

т. е. 

(17,17) 

w.(e) = л1е + е, (k > 1), Ws(e) = л.е, 
k k k-1 1 1 

W,(x) (л1х1 +х2)е+ 
1 

+ ( Л~Х2 + х3) е + , .. + Л1Х8е. 
а я 
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Элементы соответствующей матрицы W
8 
будут иметь вид: 

а 

w'\ = eW.( е) л1 ~; 
1 

Итак, матрица iv. выражается следующим образом: 
).1 1. о ... о 
о ).1 1 о ... о 

(17,18) W, = О О л1 1 ••. О 
....... ' 

Векторфункция (17,17) с соответствующей матрицей (17,18) 
определяет в Е8 преобразование с единственным главным на­
правлением - по вектQру е. 

. 1 ' 
Матрицы вида (17, 18) условимся называть элемент а Р· 

ными. 

· Применяя указанный процесс ко всем матрицам преобразо_ 
ваний, индуцированных в инвариантных плоскостях Ek., Е~ , ... Ek 

1 "• 11• 
мы приводим матрицу il А 11 к так называемому к а н о н и ч е с к О· 
м у вид у J о r d а n 'а. 

Объединяя все вышесказанное, можем формулировать теорему: 
Теорем а 4. Матрица линейной векторфункции .может 

быть приведена 1< 1<аноничес1<0.му виду Jordan'a: 

w., 
w., 

ws· 
t 

где W •I - элементарные .матрицы вида ( 1 7, 18). 
Отметим, что простому корню }., соответствует элементарная 

. матрица 1-го порядка: IJл,!). 
5. Числа (17,15) Рт, р.,._ 1 , р,.._2, ... р1 показывают, сколько 

элементарных матриц различных порядков соответствует харак-
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т-ерисrическому числу J.1. Определяя соответствующие числа для 
}J.pyrиx корней, ,получаем систему чисел: 

1 1 1 

л1, Рт> Ртгl' · · ·Р, для корня 

(17,19) " л2, Рт; Рт,-1, · · · Р1 • .. 
'" лэ· Рт,• Рт,-1• · · · Р1 • " . . . 

Эrим числам соответствуют порядки элементарных матриц 

m1, m1 - 1, ... 1, 
(17,20) m2, m2 - l, ... 1, 

т~, m3 1, ... 1, 
и т. д. 

Мы буд:м говорить, что числа (17,19) и (17,.20) опредеЛЯ~QТ 
тип тензора (векторфункции) аа~· Для обозначения типа тен­
зора употребляется следующий символ: выписывают порядки 

матриц m1, m1 - 1, m1 - 2, ... , повторяя их столько раз, чему 
равны соответствующие числа Р~,' Р~,-1' ... ; круглыми скобками 
объединяют числа, соответствующие одному и тому же характе· 

ристическому числу: 

~ 

р/ раз --р / раз р' раз m1 m1-l 

(m2 , m2, ... m2 , m2 -1,. .. m2 -1, ... 1,1, ... l) .... ] 

р,, --р" -р-;;-- р " раз 
т, раз m,-1 1 

Если в круглых скобках стоит только одно число, скобки 
опускаются. Этот символ называется х ар а кт ер ист и к ой 
векторфунющи ( или соответствующего тензора, матрицы). 

Пример. У сJiедующих матриц, приведенных: к каноническому виду: 

1

1 ).1 1 о ).1 1 о о 11 i.1 о о о о 1 
1 

).1 ~ о о о о I 
I U ).1 О , О )., О О О ).2 О О О О 1.1 О О О О 

11 11 
• О О А.2 О О ).1 1 11 ' О О ).3 О О , О О i .. О О О 

о о о ;,,2 11 о о о ;.., 1 
11 

о о о ls 1 о 
0 0 0 0 ;.., i О O O O ).2 1 

о о о () о ;... 
характеристики выражаются соответственно следующими символами: 

[2, 1], [2, 2]. fl, 1, 1, 21. [(!, 1), (1, 3)]. 
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Отметим два наиболее простые типа линейных векторфункциА: 
1) если все характеристические числа различны, то характерис­

тика имеет BJ.f 1J.: [ 1, 1, 1, ... 1 ], 2) для элементарной матриuы: 

л 1 О 0 ... 0 

О ). 1 о ... о 
(17,21) 00),1 ... 0 

о о о о ... л 
характеристика запишется символом: [nJ. где п- порядок этоlt 
матрицы. 

Векторфункцию, у котороlt имеется п независимых rлавных 
направлений, мы назвали векторфункцией про~тоrо ти1а. Оче­
видно, что у нее характеристика состоит исключительно из 

единиц: l(l, 1, ... 1)(1, 1, ... 1), ... J. Векторфункция простого 
.типа обладает т1:м свойством, что ее ранг выражается числом 
неравных нулю характерис,·ических чисел. Для векторфункции 
непростого типа это, вообще говоря, не так: например, если 

в элементарной матрице п-го порядка .(17,21) л=О, то все 
характеристические числа равны нулю, между тем как ранг ее 

равен n-1. 

Задача б. Выписать все типы линейных ве1порфуикций в дву­
мерном и трехмерном пространствах. 

От в е т: 1 указаны характеристики и соответствующие канонические 
формы матриц). 

В двумерном пространстве: 

1) [1, lj, 11 ~
1 

).: 1: (),1, ;,. +), 2) [(1, 1)], 1 ~

1 
;: 1 • 8) [2\, 1! ~

1 
).~ ~. 

В трехмерном пространстве: 

11 л1 О О \! . 
l) [l, 1, 1], 1 О ).1 О ·1 (л1, л2 , Л3 4=), 2) [(1, 1), lJ, 

!! О О л3 • 

!1 i.1 О О i\ 

1[' о л1 О 1 (лj, J.1 +), 
!. О О л2 1 

I 
л1 О О 11 

3) [(1, 1, 1)), 1 о ).l о' ' 4) [2, 11, 

!I о о i1 II 
11 А.1 1 о 111 

5) [(2, 1)], 1: ·о ;,,1 о , 6) 

0 0 '·1: 

'1 А.1 1 о 

L з], 11 о л1 1 • 

I О О л1 
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Задача 7. Укааать инвариантные прямые и плоскости у вектор­
функций различных типов в двумерном и трехмерном пространстве. 

Ответ (инвариантные элемеr1ты указаны в тех системах. координат. 
в которых даны канонические формы матриц в ответе к предыдущей 
задаче) В двумерном пространстве: 1) тип [1,1} - два r.qавных направ­
ления: е, е; 2) [(1, l)J-каждое направление инвариантно; 3) [2} - одно 

1 2 
главное направпение: е. В трехмерном пространстве: 1) [1, 1, lj ~ три 

1 

главных направления: е, е, е, три инвариантных. плоскости: (е, е) (е, е) (е, е); 
123 12 23 31 

2) [(1, 1), 1] - пучок главных направлений в плоскости (е, е) и изоли-
1 2 

рованное главное направпение: е; инвариантные плоскости: плоскость 
з 

е, е) и пучок плоскостей, проходящих через ось е; 3) [(1, 1, 1)] .... все 
1 2 3 
направ11ения и плоскости инвариантны; 4) [2, 1} - два изош1рованных 
инвариантных направления е, е; две инвариантных плоскости: (е, е), (е, е); 

•. 13 , 12 13 
5) [(2, 1)} - пучок главных ваправпениli в плоскости (е, е); пучок ин· 

1 8 
вариантных плоскостей, nроходящих через ось е; 6) [З]- одно инвари-

. 1 
антное направление: е, одна инвариантная. плоскость: (е, е). 

1 1 2 
Задача 8. Если в ряду чисел r1, r,, ... r т (17,9) чис.,о r; ::j:: 1, 

r,+1 1, то каноническая форма матрицы А11., соответствующей инвари­

антному пучку Ek.., содержиr одну элемеатарн ую матрицу порядка т = 
= i + k1 (r1 + r 2 + ... r1); матрицы порядков (m - 1), (m- 2), ... до 
(i + l)·ro вк11ючительно отсутствуют. Таким обра;ом, сели r1 J, то 
А11., -элементарная матрица. 

ЗадаУ.а 9. У двух ,шнейных. векторфункций А и В простого типа, 
·1оrда и только тогда можно наАти п общих: независимых главных направ-
лений, еми они перестановочны: АВ ВА. 

Указ ан и е. Воспользоваться результатом задачи 37 (§ 1). 
Зада<iа 10. Доказать теорему: векторфункция А тогда и то.1ько 

тогда принадлежит к простому типу, если она удовлетворяет уравнению 

tp(A) = о. r:ie 'l{J- полином, корни которого все простые и равны харак· 
теристическим числам векторфункции А. 

ЗадаУ.а 11 Пользуясь к11нонической формой маrр цы и учитывая 
результат задачи :35 (§ 1). дать новое решение задачи 6 (§ 16); кроме 
того, доказать: если корни i 1, ).1, ••• Л,~ не являются кратными корв:ями 
функции 'Р и если 'Р(Л;) ::j:: 'Р (лk) (лi ::j:: лk), то характеристика векторфунк­
ции ip (А) та же, что и у функции А. 

6. Принимая во внимание анализ, данный в разделе 4 настоя­
щего параграфа, мы должны при определении типа вектор­
функции А, заданной матрицей А, поступать следующим обра­
зом. Взявши характеристическое число л.1 кратности k1, образуем 
матрицу V = А - l 1E, и ищем степени эт~R матрицы: 

v, v2, vз, ... vt, ... ·;·· /.'.'· ·'' .. ; 
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пока не дойдем до матрицы V"', ранг которой ет равен п - k1• 

Пусть е1, еа, .. . ет - ранги матриц (а). Тогда 

'1 =n-et, 
'1 r2.=n-e2, 

'1 + '2 + Га n l?з, 

'1+r2+ ... +r,,. n-em=kp 
Определяем г1 , г2 , •.• r т и затем числа Рн р2, ..• Рт: 

Р .• = 'т 
Рт-1 = r,п-1 - '~· 
Рт-2 = 'т-2 'т-1 

Р1=Г1 '2· 
·Дальше повторяем это с другими· корнями. Тип будет найден, 
Для нахождении векторов, которые надо принять за коорди­

натные для того, чтобы матрица привелась к каноническому виду, 

поступаем так: ищем векторы, удовлетворяющие уравнению (17,11): 
V"'(x:) = О, но для которых V"'-1(x) =I О; это будут векторы т-о/.1 

т т т т-1 ,,, 
серии: u, u, ... u; образуем векторы u V(u) и прибавляем к ним 

1 ~ "т i i 

независимые векторы, удовлетворяющие уравнению vm-1(x) .О, 
но для КО1'орых vm-2(x) =I О; получаем (т - 1 )-ую серию. Затем 
переходим к (т - 2)·ой и т. д, И так поступаем для каждого корня. 

При.мер. Векторфункция задана матрицей: 

1, О, О, О, О 

1, 1, о, о, -1 

А = о, 1, 1, о, -1 

2, О, О, -1, О 

о, О, О, О, -1 

Характеристический поливом: (J.. + 1)1 (J.. - 1)3• Берем корень 2-oi\ 
кратности J..1 -· 1. Образуем 

2, О, О, О, О 11 

1, 2, о, о, -1 ~ 
V = А - lJ! = О, 1, 2, О, -1 • 

2, О, О, О, О 

О, О, О, О, О 
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Ранг Q1 э-rой матрицы равен э. Спедовательно,т1 = 1, r1 = 2, р1 = 2. 

Исс.,едование корня i..1 кончено. 
Переходим к корню э-ьей кратности .:!.1 1. Образуем 

1, О, О, U, -1 
О, О, О. О, О 'i,il 

V = А t.1E = О, 1, О, О, -1 il . 
2, о, о, -2, О !! 
О, О, О, О, -2 1 

Ранг этой матрицы 91 4. Образуем 
1\ о, о. о. о, () 1 

_ 1: О, О, О, О, 2 

vz = 11 1, u, о, о. 1 . 

!'. -4, о, о, 4, о 1: 

i: О, О, О, О, 4 1 

Ранг р8 = 3. Вычисляем 
О, О, О, О, О 11 

О, О, О, О, - 4 1 

iТа =· О, О, О, О, -2 1\. 

8, О, О, -8, О I 
О, О, О, О, -8 il 

Ранг р3 = 2. Следовате.rrь!fо, iii = :>, r1 = 1, r, 1. r3 = 1 _<при 
определении тип а можно было бы ограничиться определением Q, так 

как, если r1 = 1, то и все да.11ьнейшие r; = 1). Для 2-ro корня имеем: 
iii = ii. О, Рз = 1. Итак, характеристика векторфункции: [( 1, 1 ), 8), ка­
нонический вид матрицы: 

[i -1, О, О, О, О 

1! о, -1, о, о, О 
li о, о, 1, 1, О 
! .. ·1 о0,' О, О, l, 1 

О, О, О, 1 

Остается укаэа-rь, какие векторы надо принять за ко ,рдинатные, чтоб•,1 
получить канонический вид матрицы. ДЛя корня л1 образуем уравнения 
V (х) = О; они приводятся к системе: 

х<1 > О 
2х(2) - х (б) = О 
х <2> - 2.i3> = о. 

За 1-й вектор можно принять, например, а (О, О, О, 1, О), за 
1 

,1 
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2-й: а (О, 2, 1, О, 4) Переходим к корню ).1• Уравнения: У (х) = О, 
2 v2 (х) = о, v8 (х) = 0 дают соответственно системы: 

I x(.l) = О 
}2)_0 

(а) l (4) -.~ о 
x(S) О 1 

(1) 
х =О 

(Ь) х(4) = О 
(5) 

х =0 
{ 

(1) (4) О 

( х -х 
С) (5) 

х =О. 

3 
За вектор :3-ьей серии можно принять ·u (1, о, О, 1, О), 

1 . 
удовлетворяющий системе (с), но не удовлетворяющий систе'ме (Ь). 

2 3 
Соответственный ему вектор 2-ой серии u V (u) имеет составляю-

1 1 
2 1 2 1 

щими u (О, 1, О, О, О). Образуем вектор u V(u' : u {О, О, 1, о, о). Таким 
1 1 1 1 

образом, для приведения матрицы А к каноническому виду надо взять 
1 2 З 

за контравариантные кординатные векторы: а, а, u, u, u. Матрицы пре· 
1 2 1 1 1 

образования координат будут следующие: 

1

1 о.. о, о, о, 1 

! о. 2, о, 1, О 
-1 1' Х = ·1 О, 1, 1, О, О . '. 

11, О, О, О, 1 

,I О, 4, о, о, О 

Х= 

-1, О, О, 1, ~ j 

1 ! (), о, о, о, - ' 

О, О, 1, О, _{ 11· 4 ' 
1 

О, 1, О, О, - 2 
1, О, О, О, о ·11 

Задаrtа 12. Определить типы векторфункций, заданных с.11едую­
щими матрицами: 

!I -1, -2, о ! -1, -1, 1 

1) i[ О, 1, О . 2) 
1 

о, о, о 
' '1 ·. -2, -2, 1 

1 
-1, о, 1 

:1 О, О, О, 1 -1, О, -1, о 

~ ' 8) 
11 -1, 1, о, 1 

!1 • 4) 
о, -1, О, о 

1! -1, О, О, 1 

1 

-1, о, -1, ij 
I, О, о, О, 1 о, О, -1, -1 ii 
1, О, О, О, О 1, -1, о, о, о 

2, -1, О, О, О О, 1, О, О, о 

5) ! о, О, 1, О, О 
' 6) -1, 1, 1, о, -1 

1: о, О, О, О, О О, О, 1, 1, 2 
о. о, -1. 1, О О, О, О, О, 2 ~ 
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-1, 1, О, о 
11 2, О, -1, О, О 

о. -1, О, о 
!1 О, 2, о, о, о 

7) 
О, о, -1, -1 ' 8) I О, 1, 2. о, О 

!\ о, о, 1, 2, О 
о. о, О, -1• i 

О, О, 2 t. О, О, 

От в е т. 1) [(1, 1), 1], 2) [3\, 3) [2, (1. 1)], 4) [(3, 1)], 5) [(1, 1), 1, 2], 
6) [ 4, 1 ], 7) f (2, 2)], 8) [(3, 1, 1 )1, 

Зада'l.а 13. Опредепить характеристику пикейной векторфункц.ии 
заданной матрицей: 

л1л2\л,. 

О л1 л1 ).3 • 

О О л1 ~. 

О о о .А.1 • 

0000 ••. ).1 

Рассмотреть спучаи, когда Лs =!= О и когда ).1 = О, ).3 =!= О. 
От в е т. 1) Еспи ).9 =!= О, характеристика имеет вид ln]. 2) Еспи л1 О. 

~ :j:: О, то дпя п = 2m характеристика .имеет вид: [(m, m)J; для п = 2m+ 1 
имеем характеристику: [ (m, т + l)J. 

7. На основании теоремы 4, матрица вектiрфункции при 
приведении ее к каноническому виду Jordan'a распадается на 
отдельные злементарные матрицы: 

л 1 О ... О 
О л 1 ... О 

{17,21) w.= о о ;,, 1 ..• о 

о о о ... ;,, 
(s- порядок этой матрицы). 

Каждой такоИ элементарной матрице сооответствует плоский 
пучок Е,, инвариантный при применении к ero некторам вектор­
функции А(х). Матрица (17,21) задает как раз преобразование 
W/x), ин~уцированное в п~оскости Е,. Нашей ближайшей зада­
цей является изучение этого элементарного преобразования. 

Возьмем те s векторов е, е, е, .. , е, стоящие в одной из 
,, 1 2 3 в 

колонн схемы (17,13), которые мы приняли за контравариант· 
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ные векторы в плоскости Ев. Векторфункция W,(x) преобразует 
их по следующему закону: 

W,(e)=1.e+e, (k=2, 3, ... s) 
k k k-1 

(17,~2) W,(e) = ле, 
1 1 

где ). - характеристическое число, соответствующее элементу Ев 
(см. формулу (17,16)). 

Займемся изучением инвариантных пучков, лежащих в Е,. 
Обозначим через Elt(k<s) k-мерный пучок, построенныА на век­
торах е, е, ... е. Формулы (17, 22) показываю,, что Е11 пред· 

1 2 k 
ставляет собою инвариантный пучок. Возникает f опрос: суще-

ствуют ли в Е, друrи .~ инвариантные эле1о1енты, кроме Е1 , Е2 , ••• Е8_ 1 • 

Для исследования этого вопроса условимся в следующей тер­
минологии. Обозначая через V

8
: 

V,=W8 -лE, 
будем rовС!_рить, что вектор х, лежащиА в плоскости Е,, при· 
надлежит к k-му 1<лассу, если 

v: (х) = о. v:-1
(x) о. 

Та,, например, вектор е относится к. 1-му классу, вектор 
1 

ае + /Je - ко 2-му и т. д, Если вектор 
1 2 

х = а1 е + а2 е + ... + аве 
1 2 s 

принадлежит к k-му классу, то 

v: (х) = ан1е + akt2e + ... + а,е = о 
1 il . s-k 

v:-1(x) = а 11 е + aktl е + ... + а. е о, 
1 2 s-11 j-1 

т. е. 

ak О, ak+i= ak!-2 ..• =а,= О. 

Таким образом, общий вид вектора k·ro класса следующий: 

х = а1е + а2е + ... + c;,1ie, (ak -::f=. О). 
1 2 11. 

Предположим, что этот вектор принадлежит к инвариантному 
элементу Ет (т < s), Тогда и векторы r:p (W,) (х), rде r:p некото-

13 Широков IL А. 
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рый полином, также лежит в этом элементе. Следовательно, век­
торы v. (х), v. 2 (х), V, з (х), . . . ГJринадлежат элементу Е,;,· Так ка1< 

Vk-1( 
Х) = а1,е, 

1 ' 
то е принадлежит к Ет; аналогично получаем: 

vk-
2 (х) = ak le + ake, 

. - l ·2 

откуда мы видим, что и е лежит в Е,,,. Продо,1жая этот про-
2 

цесс дальше, мы увидим, что если вектор k-ro класса принадле­
жит к инвариантной плоскости, то в ней л~жат векторы е, 

] 

е, ... е. Отсюда легко обнаружить справедливость теоремы: 
2 k . 

Те о р е м а 5. В инвариантной плоскости Е 81 в «о торой 
индуцированное преобразование определяется але.иентарнm'i 
матрицей: 

i ). 1 
11 ). 1 

W.=!I 
существует одно инвариантное направление, определяемое Bef(:· 
торо.и е, один. инвариантный двумерный пучок, определяе.мьей · 

1 
ве1сторами е, е, один инвариантный трехмерньей пучо,с, опре-

1 2 

деляе.иый ве,стора.ми е, е, е, и т .. д. 
1 2 8 

8. На основании теоремы Hamilton'a-Cayley, линейная вектор· 
функ.J.ия удовлетворяет своему ~арактеристическому уравнению. 
Возникает вопрос, нельзя ли подобрать уравнение более низкой 
степени, которому векторфункция также удовлетворяла бы. 

Пусть характеристический полином векторфункции А( х) 
имеет вид: 

rp().) (i. - л1)k, (?. - >..2)k, •.• (л - лi• (.1.1, ;.,, ... л, * ). 
Мы видепи, что каждому из множите.11ей (л - л,/• соответ· 

ствует инвариантная плоскость Е,. Произвольный вектор про· 

странства можно разложить н1 s составляющих: ,,. 
х = х + х + ... + х, 

1 2 , 
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п;:,ичем х, х) ... х лежат соответственно в инвариантных элемен-
1 2 8 . 

тах Е;1 , Е1;2, ••• Е1;8 , и каждый вектор х удометворяет урав-

нению: 

(А - л,Еi\х) = О. 
i 

Обозначим (как это мы дела.~и при доказате ьстве теоре:.1ы 4) 
через т, наиме11ьшую степень, обладающую своt!стЕом) что 

(17)23) (А-}.1Е)"'1 (х) = О, (i = 1, ... s) 
i 

для любого вектора х, ,11ежащего в Ek
1

• Очевидно, что 1< т, <k,. 
Полином 

ц,(л) = (л """";" Л1)m1 (л- л2)m,,,, (i, -J .• Y'' 
называется приведенным характеристическ.им пол и­

ном ом рассматри.ваеиой векторфункции. Уравне;1ия \ 17,23) 
показывают, что векторфункция удовлетворяет приведеннолу 
хараl(mеристичес,сому полиному 

'IJJ(A) = о. 
Покажеи, что приведенный характери~тичесю1П полино~1 есть 

1юлином наименьшей степени) которому удовлетворяет соответ­
ствующая векторфу1·1кция. Пусть (!}(.,\)-многочлен, имеющий 
корень л, кратности ,: 

(l}(л) = (л - л1)r л(л), 
где r- нисло, меньшее т,, л(л,};t: о. в и:~ваrиантноп пло.:ко­
сти Е, возьмем вектор х, удовлетворяющий условию: 

i . 

(А - л;Е{+1(х) = О, 
i 

(А - л1Е)r (х) О. 

Тогда вектор 

у= (А- л,Е/ (х) 
i 

определяет . одно из главных направ.JJени/.1 ве1;торфункци11 А, 
соответствующих корню л,. Имеем: 

(!}(А)(х) =.n(A)(A-J.E{(x -= я(А;(у). 
t • i 

Так как А(у) = Л;У, то 
(!}(А)(х) = п(л,)у. 

i . 

13* 
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Но .п().1) =-/=. О; значит, А не может удовлетворять уравнению 
ro(A) = О, если r < mi. Таким образом, доказана теорема: 

Теорем а 6. Приведенный xapaf(,mepucmuчectcuй полином 
есть полином наименьшей степени, tсоторому удовлетворяет 
соответствующая линейная веf(торфунхция. 

При приведении матрицы векторфункции к каноническому 
виду Jordan'a каждому характеристическому числу л,соответствует 
ряд элементарных :.1атриц порядков т;, т; - 1, т; - 2, ... Эти 
числа фигурируют в характеристике векторфункции. Получаем 
теорему: 

Те о рем а 7. Каждый поtсазатель степени т, в приведен­
ном характерист.ичесtсом полиноме: 

'!l'(i,) = (А -л1 уп1 (i, -i.s)mz ... (л -i.а)тв 

равен. наибольшему из чисел, стоящих в xapaf(mepucmu,ce ли­
нейной вещпорфун.кции и соответствующих корню ).1• 

След ст в и е 1. Для того, чтобы лин.ейн.аt~ ве1еторфун.1е­
ция .была простого типа, необходимо и достаточно, чтобы 
ее приведенный xapaf(mepucmuчecf(uй полином щtел простые 
корн.и. 

След ст в и е 2. Для того, чтобы tсаждо.му характери­
стическо.1tу числу соответствовала толжо одн.а элементарная 
матрица в f(ан.он.ическом виде Jordan'a, необходимо и доста­
точно, чтобы приведенный характерт:ти•tеский полином со­
впадал с осн.овн.ым xapaf(mepucmuчecf(UM полиномом вектор­
фун.к1J,Ци. 

Задача 14. Найти приведенные · характеристические полиномы 
векторфункuий, заданных матрицами: 

О, О, О, 1 

-1, 1, о, 1 

-1, О, О, 1 

О, О, О, 1 

1 
1: 
'i, 

11 
н 

11 2, о, -1, о, о I 
1' 

:1 О, 2, О, О, О 11 

1

1 о, 1, 2, о, о 11 ' 

I О, О, 1, 2, О [! 
[: О, О, О, О, 2 !! 

Отгет. 1) 1.2(1. - 1), 2) (J. - 2)3, 
Задача 15. Показать, что метод А. Н. Крылова вычислении ха1··ак­

теристическоrо полинома (см. задачу 5 нас1оящеrо nэрагрвфа) прило· 
жим только в том случае, если приведенный характеристический поли-
ном совпапает с основным. · 

Решение. Метод А. Н. Крылова приложим только в том случае, 
если можно найти такой вектор х, для которого 

(*) (An- l(x) лп~2(х) ..• А(х)х) ::j:: О. 
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Если же существует уравнение w(A) = О степени, меньшей п, то 
дпя каждого вектора выр~жен11е (*) равно нулю. 

За1ача Jб. Линеl!ная векторфункция называется идем поте н т ной, 
ес11и она удов.жетворяет уравнению: 

А2 =А. 

Показать, что идемnотентная линейная векторфункция имеет харак­
теристичеrк!'fе числа, равные нулю или единице, и что она -простого 

типа. Если обозн,1чить область ее существования через E,n, ее нулевую 
область через En-n,, то она проектирует векторы прос~ранства на 
плоскость Ет параллельно п.11оскос1и Еп-т· · 

Задача 17. Л ,~ней 1ая вектоrфункция называется ни л ь поте н т­
н о й, если она удовлетворяет уравнению: 

А2 =0, 

Ниль.потеитная векторфункция имеет характеристические числа 
равные нулю; в ее характе~ истике входят только двойки и единицы. 

Заdача 18. Если линейная ве,торфункция удовдетв11ряет уравне­
нию g(A) = О, то по11ином g().) д лится на приведенный характеристи­
ческий полином этой векrорфункции. Е пи g().) не имеет кратных кор­
ней, то А принад11ежит к простому типу. 

Задача 19. Линейная векторфункция А, удов11Етворяющая уравне· 
нию: А"'= Е, rде т - целое попожит~пьное число, называ'етси u II кл и­
ч е с к о й. Векторф,ющия тоr.н и т, ыш тогда яв яе1ся uнклической, 
ес.жи она ... npocтorv типа и е.; характеристические числа C.J ть ~..орни т-ой 
с1епени v.з 1. · 

9. Существует очень простой критерий) позволяющий судить, 
является ли данная линейная векторфункция векторфункцией 
простого типа. . 

Те о р е м а 8. Линейная ве!(торфун.f(ЦUЯ А тогда и только 
тогда принадлежит tc простому типу, если для любого ее xa­
paf(mepucmuчecf(oгo числа А1 каждое решение уравнения 

(17,24) (А ...;.),,Е)2(х) = О 

удовлетворяет уравнению 

(17,25) 

Необходимость теоремы обнаруживается очень просто: если 
характеристическому числу ),1 соответствует инва~иантный пучок 

Ek,:• то решения уравнения (17,24) дают векторы, лежащие· 

в E1i,; а так как для векторфункции простого типа все век. 

торы, принадлежащие к E1ii, определяют главные направления 
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с характеристиче::ким числом л;, то отсюда вытекает, что все 
решения уравнения (17,24) ,удовлетворяют (17,25). 

Дост.1точность теоремы доказывается так: из условия теоремы 

выте:<ает, что д.'Iя любого корня характеристического уравнения 
элементы Е' и Е" в ряде (17,8) совпадают. т. е. r,.. = О. Но 
числа r 11 r2, ••• r,,., 1<ак это следует из формулы (17,15), 
образуют невозрастающую последовательность. Поэтому r2 = 
= r3 = r, ... = О. Но r т должно быть больше нуJ1я. Следо­
вател:.но, т = 1, т. е. в канонической форме матрицы фигури­
руют элементарные матрицы только 1-ro порядка. 

10. Рассмотрим вопрос о приведении матрицы линейной 
ве:,торфункции к каноническому виду в вещественном про~ 

странстве. 

Если заданная ве1порфункция действительна (элементы со­
ответ;твующей матрицы реальны), то каждому комплексному 
корню характеристического уравнения соответствует сопряженный 

комnлек ный корень, каждому комn;~ексному вектору,_ коrорый 
мы принимаем за координатный вектор для приведения матрицы 

к каноническому виду, соответствует сопряженный комплексный 

вектор в об,,асти, оnредеш1емой ..:опряженным корнем. -· · 
Та1шм образом, схеме (17, 13) векторов, соответствующей 

комn::еЕсному корню ). = а; + i{J, отвечает аналогичная схема 
сопряженных векторов с корнем л = а - i{J. Если векторы 

k k k 
схемы(l 7, 13) выражаются: u = v + iw, то векторы_ соnр!Jженной 

t i • . 
lt lt k. 

схемы имеют вид: u = v - iw. 
i - t 

Выбрав i-ые колонны в двух коvnлексно-сопряженных схе-
мах, оnред:_.11яющих два инвариантных комплексно-сопряженных · 
пучка Е,1 Е,, посмотрим, как будут преобразовываться действи-

k II 
тельные векторы v, w (индекса i под векторами мы писать не 
буrем). 1 Формулы (17,14) дают 

lt k k k k-1 11-1 
A(v±iw)=(a±i{J)(v±iw)+v±iw, (k>l) 

1 1 1 l 
А (v ± iw) = (а+ i{J) (v ± iw). 

·-·-----
' k k 

1 В да~ьнеi\wем из11оже11и~1 v и w обозначают к он трав ар и ан т­
н ы е ве,поры. 
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Отсюда получаем: 

11 11 k k-1 

А ( v) = av - {Jw + v 
lt 11 11 k-1 

A(w) = {Jv + aw + w 
(17,26) 1 1 . 1 

A(v) = av·-pw 
I l 1 

А (w) = Pv + aw 
lt k 

Эти формулы показывают, что система векторов v, w опре· 
деляет инвариантный пучок. Следовательно, двум s-мерным 

комплексно-сопряженным инвариантным элементам Е,, Е, в ком· 
nлексном пространстве соответствует в реальном один 2s-мерный 
инвариантный эл~мент Е28 • Индуцирuванное в нем nреобразова· 
ние задается матрицеП 2s-ro по;,ядка. 

Посмотрим, к какому виду приведется матрица, если за ко· 
. lt k 

ординатные векторы принять v, w. Перенумеруем их заново, 
k k 

относя векторам v нечетные нуыера, векторам w - четные: 

1 

е= v, е 
1 2 

1 2 2 

w. е = v, е = w· и т. д. 
' 3 4 

• 

Получаем систему векторов: е, е ... е. Формулам (17,26) 
1 2 2в 

будут соответствовать соотношения: 

А( е )=ае-~е+е 
Zk-1 21!-1 2k 211.-3 

А(е)=..Ре+ае+е 
2/, ' 211 1 2k 211.--2 

А{е) = ae:-{Je 
1 1 2 

А ( е ) =ре + а е. 
:! 1 2 

• 
Вычисляя составляюшие тензора по формуле: а"~= еА(е), 

~ 
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получаем каноническиА вид матрицы преобразования, индуuи· 
рованноrо в шюскости Е18 : 

(17,27) 

где 

АВ 
АВ 

А 28 = АВ 

1

• at fJ I 
А= .1-fJ, а 1• 

'А 

B=I!~: ~ii. 
Пустые пoJ1si в матрице (17,27) запо,1нены нулями. Матрицу 

вида ( 17,27) будем называть элементарной. Получаем теорему: 
Те о Рем а 9. В реальном пространстве ,саноничес,сой формой 

.1ттрицы линейной векторфующии является: 

11 

11 

1' 

vkг I; 
где Vk,, Vi., .•. -элементарные матрицы, имеющие вид: 
(17,18) для действительных llорней и (17,27) длft 1tом­
пле1tсных. 

Если векторфункция - простого типа, то канонический вид 
ее матрицы в вещественном пространстве следующий: 

(17,28) 

i..1 
i"2. .. 

. А1 
Аа. 

где ),1, л2 , ••• - действите.~1ьные . характеристические 
А1, А2, ... - матрицы 2-ro порядка вида: 

А,= 
at, fJ. ji 

/J,, а, i/ · 

числа, 

» Задаstа 20. Исследовать характер инвариантных элементов линей· 
ион векторфункции в двумерном и трехмерном вещественном про· 
с транстве. · 
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Ответ. К результату задачи 7 надо прибавить 'следующее: в дву­
мерном пространстве тип [1,1] может 

3 
fать матриuу с комплексными 

корнями; канонический вид ее: :1 ~ Jp инвариантных направлений 
у зто!! векторфункuии нет. В трехмерном пространстве тип [1. 1, 11 
может дать матрицу с двумя ~,.омплс:ксными корнями, имеющую кана· 

нический вид. 
1! а, Р, Oji 

11-:: ;· я:{ 
у зтой векторфункции одно главное направление: е и одна инвариант-

3 
вая плоскость: (е, е). 

1 2 
Задача. 21. Привести к канон::ческому ви.1у в вещественном про­

странстве матрицы: 

-1, 1, о, -1 !1 о, 1, О, о IJ 

~: -~: ~: ~ ilil . -~: ~: ~: ~ li .. 
2, 1;1, 1 0,0,-2,.2 

Опмет. 1) Тип [2, 2], к.аноническиА вид: 

il О, 1, 1, О 
! -1, о, о, 1 

11 

О, О, О, 1 

о, о, -1, О 

2) Тип [(1, 1), (1, 1)], канонический вид: 

:: -~: ~: о J 

~: ~: :: -~ 11 

Задача 22. Применит~; теорему 4 к интегрированию системы лине,й· 
ных дифференциальных уравненки: 

iJ,;i;f t а 
dt = а4Х 

с постоянными коэффициентами. 
Peui1mue. Разлагая интеграл дифференциа11ьноrо уравнения 

ах 
Ji = А(х) 

в ряд по степеням t и обозначая через х0 начальное значение х (для 
t = О), имеем: · 
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rде iJt.- линейная векторфункция, опредеАяемая рядом: 
со 

,.., .::. лп. 
,-',J п! 
n=O 

Вводя систему ко Jрд.инат, в которой матрица :; А:; имеет канонический 
вид Jordan'a, получаем (см. задачи 35, 311, § 1) 

1·м 
I е, 

J! 

. м. 1' в, 1 

где 

§ 18. Применение теории элементарных делителей к линей­
ньiм векторфункциям 1-го рода. 

1. При определении характеристики линейной векторфунк­
ции 1-ro рода мы ПО!lьзовались приемом, который заключалсsr 
в определении ранга последо[jате,1ьных степеней матриц: 

A-J.;E, 
где J.1 .;_ характеристические числа векторфункции А(х). Теперь 
мы укажем еще один способ определения характеристики ли­
нейноfl векторфункции, который основывается на теории эле­
ментарных делителеfl J.-матриц. 

Теорем а. Если у xapa'IC-m.epucmuч.ecrtoй матрицы !! д.Е - А :i 
. ~инейной векторфун.1щии А( х) эле.,11ентарн.ы.е делители имеют 
вид: 

(л-а/', (л-а1е', .. . (А-а/\ 

( 
i ,. е ' ( 1 ')е,' ( ~ , е ' л-а 1•, r.-a , ... л-а )", 

(л - а"/•", (л - а"/•", .. i (л- а "/п", 

• • , 41 • • • • 8 • • • 8 • • 8 f • • • • 

то характеристика этой линейной ве1'торфун.мции записы.­
вается следующим образом: 

[(е1 ,е11 , ••• е,с), (е/,е2', ••• е,(), (е/',е,/, ... е""), ... ]. 
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Доказательство. Как мы видели в§ 16, 3, при пре­

образовании координат матрица линейной векторфункции пре· 
образуется по формуле 

:IAE-Aij' = Х;1 д.Е Ai:X--·1• 

Таким образом, обе эти матрицы эквивалентны, т. е. имеют 
одинаковые э,1ементарные делители (§ 3, 2, теорема 2). Элемен­
тарные же делитеl!и 1.-матриц1,1, соотнетствующей кано·,ическому 
виду Jordan'a: 

А{л)= 

где 

1 

1 

1' 

А 11 (л) ! 
'" 

, il 11.-a,,-l 
1
, 

л--а1, ji 
л-а;, -1 11 

)! 

· л-а,.~ 

как было установленр в § 3, 6, и.меют вид: 

(J. - а1)1••, (А - а2)11•,., . 

В характеристике линейной векторфункции фиРурируют 
,1исла k1, kg, ••. km. Такнм образом, теорема доказана . 

С л ед ст в и е 1. Линейная векторфункция тогда и толысо 
тогда является векторфvюсцией простого типа, если элемен­
тарны.е делители ее характеристической матрицы простые. 

След ст в и е 2. Для того, чтобы маждому характери­
стическому числу соответсrпвовала только од'на элементарная 
матрица в каноническом виде Joraan'a, необходимо и доста· 
точно, чтобы эле.мен.тарные делители характеристическо/J. 
матрицы были взаимно·nр:Jст.ые. 

CJJ ед ст в и е 3. Приведенны.й харан:теристический полином. 
линейной векторфункции равен п-му ин.'вариан.тн.ому фамтору 
характеристической .матрицы этой ве.,сторфун1'цuи: . 

y(J..) = Ек(А) = (l- а/11 (J. - aYti (J..- a")•'ti .. , 
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Пример. Рассмотрим векторфункцию, разобранную в § 17, 6. Ее 
характеристическая :матрица имеет вид: 

l-1, О, О, О, О 

-1, ),-1, о, о, 1 
О, -1, ).-1, О, 1 

-2, О, О, ltl, О 

О, О, О, О, i.+1 
Вычис11яем элементарные делители; 

(l+l), ().+ 1), (l-'-1)3. 

Следоватедьно, ее характеристика имеет вид: [( 1, 1),8), как мы нашли 
это рnньше, 

Задача 1. Решить задачи 12 и .13 предыдущеrо параrрафа при по­
мощи теори,1 элементарных .nел1 те.?ей. 

Задача 2. Метод А. Н. Крылова вычисления характеристическоrо 
полинома (см. задачу 5 пред ,,дущеrо параграфа) может применяться 
только тогда, если элеме11тарные делите,1и соответствующей характери· 
стической матрицы взаимно-простые. 

§ 19. Ковариантный тензор 2-ro порядка. 

1. Ковариантный тензор 2-ro порядка afk соответствует би­
линейной функции 

rp(x,y) = aafJ xay/J. 

Он определяет линейную векторфункцию 2-ro рода, отно­
сящую контравариантному вектору вектор ковариантный: 

У= Л(х), Уа= aafJXr;, 

Связь между билинейной функцией р(х,у) и векторфункцией 

А(х) следующая: 
tp(x,y) = хА(у). 

Матрицз, образованная из составляющих a"fJ: 

а11 а12 • • • a1n 

а21 а22,, • а2п 

anl а"2 •' • а,т 
называется матрицей билинейной формы. При преобразовании 
коорди~1ат составляющие рассматриваемого тензора трансфор­

мируютс~ следующим образом: 

a~/J= аат (:,) (И· 

"1 

§ 19. КОВАРИАНТНЫtl: ТЕНЗОР 2-ro ПОРЯДКА· 
----~----
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Следовательно, матрица М преобразуется по формуле: 

(19,1) м' · х; 1мх-1• 
Отсюда вытекает, что определители матриц Ми М' •вязаны 

между собою соотношением 

(19 ,2) J М' 1 = f М 1 \ Х 
Таким образом, определитель I М [ ковариантного тензора 

2-го порядка является относительным tt нва рианто.м аффин­
ной группы. Соотношение ( 19, 1) показывает, что ранг матрицы М 
инвариантен при преобразованиях координат. Ранг матрицы М 
называется также рангом тензора aar; (векторфункции А(х)). 
Если ранг векторфункции равен r, то уравнение 

- А.(х) = О, aar;Xr; = О 
имеет n-r независимых решений. Векторы, удовлетворяющие 
этому уравнению, определяют нулевые направлен и я ~ектор­

функции Лlх). Нулевые направления образуют пучок, называемый 
нуле в ой об л а ст ь ю векторфункции. 

2. Ковариантному тензору 2-ro порядка aoi соответствует 
тензор, сопряженный с ним: 

а,11 == а"1 • 
с 

Он определяет линейную векторфункцию 2-го рода, сопря-

женную с А(х): 

у= АсСх), Уа арах'\ 
которая связана с д.(х) соотношением: . . 

zAcCx) xA(z), 
где х и z - произвольные контравариантные векторы. 

Если тензор а0Р симметрический: aa/J = afJa' то . . 
Ас (х) = А (х), 

если же aa/J антисимметричен: aafJ = - af:la' то . . 
Ас (х) = - А (х). 

Любой тензор r: a/J можно разложить на симметрическую 
и антисимметрическую части: 

aa{J = a(afj) + a[afJJ' 

А ~х) (А + А) (х) + 1 (А - А,) (х). 



3. Если ранг матрицы !i ааР 11 равен п, то функция 

у= А (х), 

допус1~ает обращение: 

причем матрица 

х = А -i (у), 

1:ьнь12 .. bl" 

1

1., ь21 ь22 • • ь2п 
N-. 

- 'I · · • · • · '1 
1 

1. 
: •••••• 1 

!: ьnl ьn2 • • ьnn ;1 

обратна матрице М: 
N= М-1 • 

Тензор bafJ называется обратным по отношению к тензору а"р; 
он связан с ним соотношением; 

1 • 

А А=Е, 

дд-1 - в· 
- ' 

Теория контравариантного тензора 2-ro порядка afk, опреде­
ляющего контравариантную линеt!ную векторфункцию 2-ro рода 

у= А(х), 

конечно, вполне аналогична теории ковариантного тензора. 

4. Проведем параллель между линеt!ными векторфункциями 
1-ro и 2-ro рода. ·Е~ли эти линеt!ные векторфункции имеют 
много общих черт (как те, так и другие определиют линейные 
преобразования, одинаково определяется ранг векторфункции, 
много общего у тех и других с матричнь1м исчислением и т. д.), 
то в отношении некоторых свойств они резко отличаются друг 
от друга. 

Например, рассмотрим линеt!ную контравариантную ве1<тор­
функцию 1-го род:~: 

у = А (х), у0 = аа /J'J!. 
Функция, обратная е ~, является также к он т р а в ар и ан т­

н ы м вектором: х = А·- 1(у), сопряженная же ей функция пред­
ставляет собой к о вар и а нт н ы й вектор: Ас(х). 

.\ 

t9. КОВАРИАНtны" .ТЕНЗОР 2-ro ПОРЯ!lКА -----·---------
Между тем, если мы возьмем линейную контравариантную 

функцию 2-го рода, 

у= В(х), 

то получим прямо противоположную картину: обратная ей· 
функция уже представляет собой к о в а р и ан т н ы й вектор: 

х = в-\у), 

а функция, сопряженная с ней, является к он трав ар и ан т­
н ы м вектором, как и самая функция 

Укажем еще на не1<0торые свойства, отличающие функции 
1-ro и 2-ro рода. 

В теории линейных векторфункций 1-ro рода имеется еди­
ничная (тождественная) ве1порфункция 

у= Е(х) х 

с составляющими др. В теории векторфункций 2-ro рода такой 
функции нет, так как аргумент и фую.;ция являются векторами 
различно tl природы. Если матрица векторфункции 2-ro рода 
в некоторой системе координат является еnиничноП матрицей 

1 1 

. 1 

то этот факт представляет собо11 случайное явление, и это 
свойство вообще пропадает прк переходе к другой системе ко­
ординат, как это. можно видеть из формулы (19,1). 

Свойство симметрии и антисимметрии может принадлежать 
толь к о линейным вектор функциям 2-г о род а. 

Векторфункции 1-ro рода этим свойством обладать не могут, 
так как две· взаимно-сопряженные векторфункции 011ределяют 

векторы различной природы: вектор функция, сопряженная 

с контравариантноИ функцией у= А(х), является уже кова-

риантным вектором Ас(х). Если матрица линейной векторфунк­
ции 1-ro рода 11 aaPii в заданной системе координат обладает 
своltством симметрии или антисимметрии, то это свойство .во-
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обще исчезает, как только мы . будем изменять координатную 

сист~му. 

Но особенно резко различаются функции 1-го и 2-ro рода 
в исчислении линейных векторфункций. Для ф1 нкций 1-го рода 
мы построили выше алгебру, аналогичную ашебре матриц, при· 
чем эта алгебра ,1егла в осно ,у исследования структуры этих 

функций. Совершенно иначе обстоит дело у вектоµфункций 
2-го рода: там такой алгебры развить нельзя. В самом деле, 
если сущест1Jует действие сложения двук векторфункций 2-го · 
рода: д.(х) В(х), которому соответствует операция сложения 
соответствующих тензоров: аар Ьар, то действия умножения 
уже построить невозможно. Рассмотрим две ковариантных вектор· 

функции у= А(х) и i = В(х). Не имеет смысла здесь говорить 
о функции, которая предс1авляла бы результат последователь­
ного применения этих ф"нкций к заданному вектору; ни1,аким 

действием тензорного исчисления невозможно получить из тен­

зоров аар и Ьар новый ковариантный тензор 2-го порядка так, 
чтобы он определял "произведение 1' соответствующих вектор· 
функций. Пер~множить можно две линейных векторфункции 
2-го рода только в том случае, если они определяют векторы 

р а з л и ч н о й природы. Например, если 

у= А (х), Уа= ааРхР; z = в (у), za -:-b11
PYfl' 

то 

ВА ( ) Za = ьаРаАvх" • z = х' ,,, 

Здесь мы получаем в результате умножения В на А линейную 
векторфункцию 1-го рода ВА, соответствующую смешанному 
тензору ьаРар~, 

У линейной векторфункции 2-го рода нет, таким образом, 
действия возвышения в степень, отсутствует понятие о полиноме 
от векторфункции. Следовательно, нет аналога теоремы Hamll­
ton 'a-Cayley, и тот метод исследования, который основывался на 
применении этой теоремы. в теории . функций 1-го рода, от· 
падает, 

5. Остановимся несколько на геометрической картине того 
преобразования, которое определяе I ся ,1и ней ной векторфункцией 
2-ro рода: 

( 1.9,3) U = А(х), Ua = аарХ , 

19. КОВАРИАнtныlt 1'ЕНЭОР 2-ro ПОРЯДКА 2оЬ 

Эта функция относит каждой точке пространства, не лежа­

щей в начале координат, определенную гиперплоскость u. Эrу 
гиперп,1оскость (конечную гиперплоскость ковариантного век­

тора u.) условимся называть с о от в е т ст в у ю щей точке х. 
Начальную гиперплоскость вектора u будем называть с оп р я· 
жен ной вектору х. Ес,1и гиперплоскость, сопряженная вектору х, 
проходит через этот вектор, то направление х называется 

а с им n тот и чес к им: хА(х) == О. 
Преобразования (19 ,3) линейны и относятся к так назы­

ваеМЬ!М к о р р t: л яти в н ы м пр е о б р а з о в а н и я м аффинного 
пространства. 

На ряду с функцией А.(х) полезно параллельно рассматри· 
вать сопряженную ей функцию: 

v = А.(х). 

Если А(х)- несимметрическая векторфункция, то плоскость 
v отлачна ~т плоскости u = А(х). 

Два направления х и у называются взаимно-сопряженными, 
если 

(19,4) хА(у) = О и хАс(у) = О, 
т. е. если 

хА.(у) = О, уЛ(х) = О. 
Каждому направлению у в . общем случае соответствует 

(п-2)-мерная плоскость (19,4), в которой лежат направления, 
взаимно-сопряженные с вектором у. 

Асимптотические направления являются самосопряженными. 

Две плоскости называются взэимно-сопряженными, если век­
торы одноИ взаимно со 1рящены с векторами другой плоскости. 

Предположим, что существуют две независимые взаимно-сопря­
женные плоскости Е,,, и Е,. -m· Если координатные контрава· 
риантные векrоры выбрать так, чтобы первые т лежа,1и в Епо, 

а остальные в Е,.-т, то 

ад= еА(е)=О, 
а" а fJ 

(a~m, {J > т). 
ад = еА(е) == о, 
"а fJ а 

14 Ш•рокоа П, А. 



lla_я'\I, распадается на две: 
Таким образом матрица 11 "" 

. • . о 

ат+ 1,m+ 1 ••• am+l,n 

о 

il 
!! f an,m+l 

1) l2) ('tl) о О)' лежащему в П)IОС!<ОСТИ 
Вектору (Х' , х ' ... х . ' ' ·~улевому напрамению, вектор 

Е и не принадлежащему к . О О) rде 
ф;нкция А относит гиперплоскость (U1, U2, .•• и,,,., '... ' 

т 

"'""\ и,=~ а;а'Ха 
а:::: 1 

(i = 1, 2, ... m); 

ьна п чк Еп-т· В плоскости Е,,,. 
rиперnлос~сость эта l)napaлn: пдос~осiь. Таким образом, в Е,,, 
она птсекает (т ~ -мер~у оответствие между точками 
станавливается коррелятивное с 

~ (т -1)-мерными плоскостями. Матрица 

'! ~~; ::::: \ . 
определяет как раз это соответствие. Е . любому век· 

б дело с 11лоскостью .п-т· 
Аналогично о стоит левом наnрамению, соответ-

тору х не принадлежащему к ну у чку Е . она отсекает 
' 0 ь параллельная ny т• 

ствует rиnерnлоск ст , . соответствующую век-
в Еп-т (n - ,п - 1 )-мерную плоскость, 

тору х. взаимно-сопряженных шюскостях, пол-
Обратно, если в двух ст анство заданы индуци-

ностью оnределяюших векторноеп nfiбpf зовани~, то этим вnоnне 
рованные в Hl-!,X коррелятивные р орфункция 2-ro рода в пол· 
определяется с.оответствующая вект 
ном пространстве. 
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6. Изучение структуры линеt\ноlt векторфункции 2-ro рода 
приводится к определению так называемых гл а в н ы х на n р а­
в л е 1:1 и n Направление называется главным, если rи.перплоскости, 
сопряженные с ним относительно функций А и А,, совпадают: 

· А(х) = лА.(х). 
Определение главных иаправлеrtий приводится к решению 

х а р 'а к т е р и с т и ч е с к о r о у р а в н е н и я: 

I А.- >-А. i о. 
Ес11и у векторфункции можно выделить п независимых 

главных направлений, условимся называть се вектор фу н к­
ц и е А п р о ст о r о т и п а. 

К векторфункциям простого типа принад.r~ежат функции 
симметрические и антисl-!,мметрические. У симметрической вектор. 
функции все корни хараю·еристическоrо уравнения равны еди· 

нице, у анrисимметрической - минус единице. У обеих этих 
функциn все направления я 111яются главными. 

Как уже было отмечено выше, 1е nриемы, которые были 
развиты 1'1;.>И изучении линейной· векторфункции 1-ro рода, не· 
применимы к функциям 2-го рода. Изучение структуры функций 
2-ro рода в общем случае основывается на теории nучков би­
пинеnных форм, созданной Weierstrass'oм и уrлуб.11енной рабо· 
тами Кroneck,,,r'a и Frobenlus'a. Мы не в состоянии сколько­
нибудь пrJдробно остановиться в этом курсе на этих исс.nедова­

ни11х. Поэтому мы ограничимся только изучением наиболее 
простых типов векторфункции 2-ro рода. 

Мы начнем с исследования симме,·рических и антисимметри­
ческих тензоров, как наиболее простых и наиболее важных д11я 
приложений частных с.11учаев. В § 24 мы вернемся к функциям; 
не обладающим симметрией, чтобы на примере векторфункции 
простого тиnа дать читателю представление о прие~ах иссле, 

до вания в области линейных вектор'фуикци ~ 2-ro рода. 
Задача 1. Еспи у векторфункций 2-ro рола все направления являются 

асимптотическими, то· эта векторфущшия авrисимм~тричесКJЯ. 
Задача 2. Если у векторфункции можно выделиrь п независимых 

взаимно-сопряженных налрамений, то функция эrа симметрическая. 

§ 20. Симметрический ковариантный тензор 2-ro порядка. 
Квадратичные формы. 

1. Теория симметрического ковариантного тензора 2-ro по• 
Рядка тесно связана с теорией центральных rи11ерnоверхностей 
2-ro порядка. 

14* 
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Если тензору с afJ t:оответствует t:имметрическая скалярная 

билинейная функция 

q) (х,у) = хС(у) = уС(х) = Capx"y{J' 

c"fJ= cfJa' 

то уравнени~ 

(20,1) 
определяет сес.1ейство гиперповерхностей 2-ro ·порядка, имеющих 
центр в начале 1<0ординат. Если Я = О, мы получаем так назы-
в~мый асимптотический конус 

;р (х,х) =о, 

nринадлежащн~t к этому семейству. Векторы и направления, 
принадлежащие к этому конусу, будем называть, согласно тер­
минологии, введенной в предыдущ~м параграфе, а с им п тот и-
ч еским и. 

Если дисl{риминант I ctlr \ квадратичноR формы имеет ранг, 
равный r (r < п), то существует п - r независимых нулевых 
направлений, удовлетворяющих уравнению 

• fJ 
C(x)=O,cafix =0. 

В этом c;iyLJae существует (п -r)- мерная нулевая об­
л а ст ь; она п;шнадлежит, конечно, к асимптотическому конусу. 

Различные rнnерnоверхности семейства (20,1) могут бJ,Jть. 
получеаы из одной, например, 

(20,2) f/J (х,х) = 1 
при nuмоfцИ ,аффю1ноrо преобразования: х' = ах, называемого 
лучистым расширением. , Поэтому в дальнейшем мы будем иметь 
дело· толы<0 с одной гиперповерхностью (20,2); ее мы будем 
обозначать буююй S. · 

2. Рассмотр:ш некоторые основные свойства rиnерповерхно-
пей 2-ro 11ор;1д1,а. Начнем с вопроса о диаметральных плос-
.• остях. Проведем систему хорд, параллельных вектору а, не принадм 
.'!ежащему к аси~штотическому конусу. В общем с11учае каждая 
из хорд будет пересекать гиперповерхность S (20,2) в двух 
точках. Найдем rеометриче.ское место средин зтих хорд. Обозна· 
чая вектор средины хорды через х, пишем уравнение хорды: 

y=x+ta. 
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Значения параметоа t соответствующие чения с rиперповерхност~ю s определятс двум то•1кам пересе· • я из уравненяя 

ер (у,у) = f/J (х,х) + 2t({! (х,а) + t2({) (а,а) = 1. 
Так как х - средина хорды то значен ветствrющие точкам пересечен~я. должны и;ыт:ар;~1:1:~а ~~ ~g~~·~ 

лютноn величине и противоположны по С вектор х должен удовлетворять уравнению знаку. .~едовательно, 

ffJ{a,x) хС(а)=О, CapaaxfJ=O • 
которое определяет д и а метр ал ъ ну ю r и пер 
сопряженную с направлением а. n л о с к о ст ь, 

Если вектор а имеет асимптотическое направлеf!ие, то ги-

перплоскость 

q;(a,x) =·О, 

соп~яженная с направлением а, проходит через вектор а. 

3. Возьмем точку а, не лежащую на rи,1ерповерх S · , flOCTИ , И 

проведем через нее пучок прямых 

(20,3) у=а tu, 
с переменным направ11.Яющим вектором u Об ресечения прямых (20 3) . означим точки пе-. , с гиперповерхностью S через у, у, 

точку, гармонически делящую вместе с а пару у у 1 2 , ,-через х. 

Если вектор u будет изменять свое направление 1 т~чка х 
шет некоторую гиперповерхность. Покажем, чт~ эта после;~:; 
является гиперплоскостью. 

Обозначим значения параметра t в уравнении прямой (20 3) 
для точ:ек ~· t• х соответственно через t1, t2, [ ·:'оrда ус,1ов~е, 
что точка х делит с а гармонически пару У, У, вь1разится урав-

1 2 
нением: 

f1 -О . -t 
t.-o · t1 -

1, или t 
t1 t14 

Так как точки у, у лежат на гиперповерхности 
. 1 2 

ния t1 и t2 удовлетворяют уравнению 

t2 rp (a,u) + 2t(f! (a,u) + rp (а,а) _ 1 = о, 
ОТК)'да 

q,(a,a) -1 

f(а,ц} t 

S, значе-
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Таким образом, точки х задаются форму лolt: 

(20,4) х = а + ip (а,а) - 1 u 
• tp (a,u) • 

При изменении u точка ~ описывает гиперплоскость, кото­
рая называется пол яр но lt относительно точки а; обратно, 
точка а является п о л ю с о м этоИ гиперплоскости. 

Вьшишем урав 1ение полярной гиперплоскости в неявном 
виде. Д:1я искпючени11 u из уравнения (20,4) стоит только рас­
смотреть форму t:p (а,х). Имеем: 

(20,5) t:p (а,х) = 1 
или 

(20,6) хС(а) = 1. 

Уравнение (20,6) показывает, что эта rиперплоскос1ь являете~, 
конечной гиперплоскостью ковариантного вектора: 

u = С (а) ; и = с а11 
а а/1 

Таким образом, линейная симметричес,сая ве,сторфун,сция 
2-го рода относит каждой точ1Се пространства х, не лежа-

щей в начале ,соординат, гиперплос1Сость u = с.сх)' полярно.­

сопряженную относительно гиперповер-_ ности хС(х) = 1 . 
Ее :и 1очка а лежит на гиперповерхности S, то полярная 

гиперплоскость t:p (а,х) = 1 касается S в точке а. Таким обра· 
зом, S является геометрическим местом точек, обладающих тем 
свойством, что соответствующие им гиперплоскости проходят 

через эти точки. 

Задача 1. Если точка Ь лежит в гиперплоскости, полярной точке а 
то гиперплоскость, полярная точке Ь, проходит через а. · 

4. Если вектор х лежит в диаметральной гиперплоскости, 
сопряженной с вектором у: . . 

t:p (х, у) = хе (YJ == уС (х) = о, 

то эти векторы (и их направления) называются с оп ряже и­
ным и относительно квадратичной формы t:p (х,х) (тензора с .,,fJ). 
Свойство сопряженности взаимное: в~ктор у лежит также в диа­
метральной гиперплоскости, сопряженной с вектором х. 

НашеR дальнейшей задачей будет доказательство предложе­
ния, что у каждого ковариантного симметрического тензора 

2-ro порЯд!\З. мощно Qьщелит~;,. l'f цез~висцмЬJ~ п~аим~<>-сопряж~11~ 
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ных направлений (взаимно-сопряженных диаметров 
ности t:p (х,х) = 1 ). rиперповерх7 

5. Рассмотрим плоский т-мерный пу' чок Есл . и все ero на-
правления принадлежат к асимптотическому конусу мы будем 
называть этот пучок а с и м п т O т и ч е с к и м к ' 
жащий 14 • аждый лучок ле-

в нулевоn области, является асимптотическим н~ не 
обратно. Например, у квадратичной формы (п = 4) ' 

t:p (х,х) = 2х<1) х<2) 2х<а) х<4) 

двумерный пучок x(t) = О, х<З) = О - асимптотический· 
тем нулевой области у э1'ой формы нет, · ' между 

Нетрудно показать, что все направления асимптотического 
пучка взаимно-сопряженны. В самом деле, из уравнений 

9' (Х +У, Х +.У)= 0, t:p(X,X)= 0, t:p(y,y) = 0 
вытекает, что 

t:p(x,y) = о. 
Обратно, если все направления пучка взаимно·сопряженны, 

то он - асимптотическиА: из соотношений: · · 
t:p (х + у,х) = О, t:p (х + у, -у)= о t:p (х у) о 

мы выводим: ' ' 
t:p(X,X) = 0, rp(y,y) = 0. 

Если пучок задан баз и сом u, u,, .. u, то условие ero асимп-
1 2 т 

тотичности выражается уравнениями: 

(20,7) t:p(U, u) = О (' 
i 11. t, k = 1, ... т). 

Действительно, при выпо.11нении этих соотношений каждый 
вектор пучка Л1U + Л2U + ... + Ятu является асим~тотическим 

1 2 • 

Т е о Р е м а 1. Если тензор с т неособенный " afJ , то .у него не 
.цожет существовать аси.мптотичес,сих пуч,сов с числом из-
мерениfi большим ..!!. 

2 • 

до кб аз ат ель ст в о. Если асимптотический пучок опре;е. 
ляется азисом u, u, ... u, выбираем их 3 

1 2 т а первые т коорди-

натных векторов: е u, е = u, ... е = 0 . Тогда 
1 1 2 2 т т в матрице 

1

1/ си ... с1" /1 

n с /1 ,1 • • • ' li 
I i ~ , , • • :; 

cn1 .•. с :1· 

'""' 
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э.rrементы, принадлежащие к главному минору 

~11 .. ·: ~lm· I, 
cml' •• стт i 

п 
равны нулIО. Если бы т было больше 2 , то дис«риминант 

квадратичной формы I c1k I равнялся бы нулю. 
Ниже, в разделе 9 настоящего па· аграфа, мы увидим, что 

у неособенноrо симметрического тензора 2-ro порядка всегда 
• п 

существуют :Гмерные асимптотические пу<tки, если п четное, 

n-1 
и -2--мерные, если п - нечетное. 

6. Выведем условие того, что заданный плоский пучок ка­
сается асимптотического конуса. Для этого получим сначала 
уравнение гиперплоскости, касателы+ой к асимптотическому ко­

нусу вдоль заданного направления а. Гиперплоскоать En _ 1 , 

проходящую через а, мы будем нFзывать касательной к асимп­
тотическому конусу, если все двумерные пучки, проходЯщие 

через а и лежащие в Еп ~ 1 , или касаются цсимптотическоrо ко-

нуса ( т. е. имеют с ним только одно общее направление) или 
же всецело лежат в этом конусе (являются асимптотическими). 
Возьмем двумерныn пучок \а,х}. Прямые пересечения его с асимп­
тотическим конусом найдутся из уравнения: · 

<r (а + лх, а+ лх) = о. 

Учитывая, что ер (а,а) = О, получаем 

л2ср (х,х) + 2лср (а,х) о. 

Если {а,х\ не является асимптотическим пучком, то условие 
тоrо, что ja,x} касается асимптотического конуса, выразится 
уравнением: 

(20,8) р (а,х) = О. 

Отсюда уже очевидно, что (20,8) и является искомым урав­
нением гиперплоскости, касательноn к асимптотическому конусу 

вдоль направления а. Таким образом, гиперплоскость, каса­
тельная к асимптотическому конусу вдоль а, есть ~ипер­
плоскость, сопряженная направлению а. 

Возьмем теперь плоски!\ т-мерныА пучок {u, u, ... U-}. Если 
1 2 т 

,в этом пучке есть асJ:1мптотическре направление, обладающее тем 
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своltством, что гиперплоскость, касатеnьная к асимптотическому 
«онусу вдоль этого направления, заю,ючает в себе пучок 
{u, u, ... u}, то мы будем называть этот пучок к а с ат ель н ы м 

1 2 т 

к асимптотическому конусу. Пусть вектор. u л1u + 
+ л2~ + ... + Ят~ ~того пучка асимптотически!\ и rи~ер­
плоскость, сопряженная ему: 

р (x,u) = о, 

заключает в себе u, u, ... u 
1 2 т 

p(u,u) О, q;(u,u) =О, ... cp(u,u) = о 
1 2 т 

или 

л1p(u,u) + л2cp(u,u) + · + ).тp(u,u) О, 
1 1 1 2 • .. lm 

(20,9) Л1<p(u,u) + Л2(f(U,U) + + Лтff!(U,U) = о. 
21 22 •.• 2m 

.......... 
• .. ....... . 

;.11P(~,u) + i2qi(u:u)· + · · + (ip(u:u) ;.. о: 
ml m2 ,.. тт 

Отсюда мы выводим, что векторы u, u, ... u должны у дiJ· 
1 2 т 

влетворять уравнению: 

p(u,u), 91(u,u), ... cp(u,u) j 
11 12 lm 

p(u,u), cp(u,u), ... p(u,u) 1 

21 22 2m 
(20,10) =0. 

• f •••••••• 

: • • • • •• "' t • 1 

I cp{u,u), 91(u,u), ... cp(u,u) 1 

ml m2 mml 

Обратно, если векчоры u, u, ... u удовлетворяют соотноше-
1 2 т 

нию (20,10), то существует т чисел л 1 , ·л2 , ••• i,,,, удовлетво­
ряющих уравнениям (20,9). Отсюда следует, что вектор U= 
Л1U + Л2U + ... + л,пu лежит в асимптотическом конусе причем 

1 2 т ' 
пуч9~ {~, ~' ... : } прпцадлежит к rиперплоскост, касатещ,иоn 
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к асимптотическому конусу вдоль направления u. Таким обра­
зом имеем следующее предложение: 

т' 2 П \ u u u \ 1по•да и только тогда е о р е м а . rучок , ) . . . 1 ~ 
1 2 m 

касается асимптотич.ес1еого конуса, если ве1еторы u, u, ... u 
удовлетворяют уравнению (20,10). 

1 2 т 

С л ед ст в и е. Если ранг ,свадратичной формы равен r, 
'то среди любых п независимых направлений можно выде­
лить r направлений u, u, ... u, обладающих тем свойством, 

1 2 r 
что пучои {u, u, ... u} не касается асимптотического ионуса. 

1 2 r 
В самом деле, в § 2 мы видели, что у симметрической мат­

рицы ранга r, по краftнеА мере, один главный минор r-ro по­
рядка не равен нулю. Если отличны/:! от нуля главный минор 
r-ro порядка включает в себе i1-ую, i2·ую, ... i,.-ую строки и ко­
лонны, то пучок {е, е, ... е} не касается асимптотического конуса. 

i, i, ;,. 

t е орем а 3. Пучок, построенный на т взаимно-сопря· 
женных независимых направлениях, не принадлежащих и асимп­
тотичесиому конусу, не иасается асимптотичесиого конуса. 

До к аз ат е п ь ст в о. Обозначая через u, u, ... u базис этого 
1 2 т 

пучка, r1меем 

tp(U,U) , •• , tp(U,U) 
1 1 1 т 

= tp(U,U) tp(U,U) ... tp(U,U) 
11 22 mm 

о, 

! ;(u:u), : . : ~(~,u) 
j т 1 т т 

что и доказывает теорему. 

7. Два пучка {u, u, ... u} и {v, v, ... v) называются с оп р я-
12. r 12 8 

жен н ы ми, если каждый вектор 1-ro пучка сопряжен с каждым 
вектором 2·ro пучка. Если х = Л1U + Л2U + ... + лru - вектор, 

1 2 r 
принадлежащий к 1 - му пучку, у= µ1v + µ 1V + ... + µ,v-

1 2 а 

вектор 2-ro пучка, то из соотношения 
91(х,у) = о 

следует 

(20,1 Ц ip(u,v) = O(i == !,.. . J, k = 1,. ·. ~) 
PI 

§ 20. СИММЕТРИЧЕСКИЙ КОВАРИАНТНЫЙ ТЕНЗОР 2-ro ПОРЯДКА 219 

и обратно. Таким образом, для сопряженности пучt.ов Е" и Е, 
необходимо и достаточно, чтобы r независимых веиторов 
1-го пучt.а были сопряженны s независимым векторам второго. 

Докажем следующее предложение: . 
Теорем а 4. Если т-мерный пучоt. не 1еасается асимп­

тотичес1еого 1еонуса, то сопряженные с мим пучt.и независимы 
от него. 

До к аз а.тел ь ст в о. Пусть u, u, ... u - т независимых 
1 2 т 

векторов, являющихся базисом пучка Е"'. Каждый пучок, со­
пряженный с Ет, лежит в плоскости, определяемоf:! уравнениями: 
(20,12) tp(U,X) = 0, tp(U,X) = 0, ... tp(U, Х) = 0. 

1 2 m 
Эта плоскость независима от Ет. В самом деле, если бы 

в Е,,. существовал вектор х = ;l.1 u + ... + лтu, удовлетворяю-
~ т 

щий уравнениям (20,12), мы получили бы 
л191(u,u) + J.2q,(u,uj + ... + J.,,.q,(u,u) = о, 

11 12 lm 

л191 (u,u) + ).291 (u,u) + · · · + ;.п,91 (u,u) = О, 
21 22 2m 

. . . . . . . . . . .. . .. . . . . . . . 
it t .. • • • • • • • • • • • • • • • • • 

l 191 ( u,u) + А29' (u,u)+ · · · + Ат91 (u,u) = О, 
т 1 · т 2 mm 

откуда 

91(u,u), ... 91(u,u) 
1 1 1 m 

=0, 
11 ...... о/ ... 

q., (u,u) , ... 91 (u,u) 
m1 тт 

т. е. Е,,. был бы касателен и асимптотическому конусу. Таким 
образом, каждый сопряженный с Е"' пучок, принадлежа к плос­
кости (20,12), не может иметь с Е.., общих направлений. 

Отметим, что каждому т-мерному пуч1еу, не 1еасательному 
,с · асимптотичес1еому · 1еонусу, соответствует однозначно 
(п- т)-мерная сопряженная с ним плосиость, определяемая 
уравнениями .(20, 12). 

8. Теорем а 5. В 1еаждом т-мерном пуч1ее (т < п) 
.чожно выделить т независимых направлений, сопряженных 
()Щf,f,9cцщe1u,ff,9 дr,и-тог9 симметричес1еого тензора 2·го поря-д!fа, 
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До к а за т е II ь ст в о. Если заданный пучок Ет асимптотиче­
ский, то все его направления являются сопряженными; в этом 

случае теорема, таким образом, правильна. Рассмотрим пучок, 
в котором есть неасимптот,1ческие направления. Выберем одно 
из них: u и рассмотрим сопряженную с ним гиперплоскость: 

1 
<р (U Х) = 0. 

1 

Так как она не проходит через u, то она отсекает в Е,,, 
1 

(т- 1 )-мерную плоскость Ет _ 1. Если в этой плоскости есть 

неасимптотические направления, выбираем одно из них; обозна­
чим его u: 

2 

<р (u,u) =о, <р (u,u) о. 
1 2 2 2 

Строим (п -2)-мерную плоскость, сопряженную пучку 
{u, u}. На основании теорем 3 и 14, эта плоскость независима 

1 2 
от {u, u}. Следовательно, она пересекает Em по (т - 2)-мер-

1 2 
ной плоскости Ет- 2 • Если в этой последней есть неасимптоти-

ческие направления, выбираем одно из них, u, и рассматри-
з . 

ваем (п-3)-мерную плоскость, сопряженную с пучком {u, u, u}. 
1 2 3 

Она отсекает в Ет (т - 3)-мерную плоскость и т. д. Продол­
жаем до тех пор, пока, выделив k(k< т) независимых взаимно­
сопряженных векторов u, u, . .. u, мы не получим (т- k)-мерной · 

1 2 k 
п110скости в Е,111 сопряженной с { u, u, ... u} , которая вся со-

1 2 k 
стоит из асимптотических: направлений .. В этой плоскости все 
направленния взаимно-сопряженны. Выбрав среди них (т ·- k) 
независимых u, u, ... u, мы получим т независимых вэаимно-

k+1 k+2 m 
сопряженных векторов u, u, ... u . 

1 2 т 

Как следствие, из этой теоремы вытекает, что в п-мерн.ом 
пространстве всегда можн.о построить п независимых взаимн.о· 
сопряжен.н.ых диаметров гиперповерхности <р (х,х) = 1. Выде­
ление п-эдра сопряженных: юправлений можно производить, 

кон~чно, бесчисленным множеством способов. Сопряженные на-
п (п -1\ 

правления связаны ---2-- уравнений 

<p(U, U)=0 1 (i';f-k), 
i А 
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Поэтому определение п-эдра сопряженны:и направлений зави-

б .. ( l) п(п 1) п(п-1) 
сит от вы ора mtn1mum п п - -

2 
= 

2 
произ-

вольных параметров. Если заданная форма- особенная, то про· 
извол в выборе сопряженных направлений увеличивается. 

9. Если п независимq1х взаимно-сопряженных направлений 
u, u, ... u. выбрать за контравариантные векторы, то матрица 
1 2 n 
соответствующего тензора принимает диагональный вид: 

ан 11 
G22 11 

• 1 

.. ап,, ~ ' 
где а#= ер (u, u). Число неравных нулю коэффициентов среди 

i i 
а11 , а22 ••• а"п равно рангу r тензора. Если при выделении 
взаимно.,.сопряженных направлен11й применять тот прием, который 

был указан при доказательстве теоремы 5, то неравными нулю 
являются r первых коэффициентов: а111 а 22 : •• а,,. Если контра­
вариантные координатные векторы выбрать следующим образом: 

е= ---2...,..u 
i Уа11' 
e=U 

(i = 1, ... r), 

(k=r+I, ... n), 
/, k 

то квадратичная форма, соотвегствующая рассматриваемому 
зору, приводится к сумме r 1<вадратов: 

· (20,13) rp (х,х) = xt1)2 + х(2)2 + ... + x<r)2
• 

Таким о!эразом, имеем теорему: 

тен-

. Теорем а 6. Каждая н:вадратичн.ая форма при помощи 
аффинн.о~о преобразования координ. 1т .может быть приведена 
к сумме r квадратов координат, где r- ранг зтой формы. 

Каноническим видом квадратичной формы, кро~fе (20,13), 
считают также и следующий: если r-четное число, то вводим 

новые координаты: 

х<п>' = ,~-(i11> + iik+ 1>), 
r 2 (k=l, ... r--1) 

(k..;.1)' 1 ( (11.) • (k+l)) 
Х = ,~ Х -lX . 

r 2 
Квадратичная форма (20,13) приводится .к следующему виду 

(ударения при координатах опускаем): 
(20, 14) <р (х,х) = 2x(J)x(2) + 2х<з>х<4) + ... + 2x<r - 1) x(r). 
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б . r 
Отметим, что а вы раиной системе координат 2-мерные 

пучки \ е, е, ... е J и { е, е, ... е) - асимптотические. Если ранг 
1 3 r -1 2 • r 

тензора-нечетное число, вводим новые координаты следующим 

образом: 

x<h)' = J2 (x<h> + ix<k+l>), 

х<11+1>' = }
2 

( x(I!) - ixY'! t-1>), 

x<r)' = x<r). 

(k = 1, ... ,_ 2) 

Квадратичная форма (20,13) приводит.:я к следующему виду: 
(20, 15) q; (х,х) = 2xt1>x<2) + 2 \ (~) х<4) + ... 2x<r-2)x(r-J) + x(r>2

• 

r-1 
--

2
- -мерные пучки ! е, е, ... е J и {е, е, ... е I являются асимп-

1 3 r-2 2 4 r-1 
тотическими. · 

10. При.мер. Рассмотрим квадратичную форму: 

t:p (х,х) = х<1 > 2 + :х<2,2- 4i1J x(I) + 2х (З) х<З)_ 2xl3) х(4). 
Так как t:p (е, е) ф О, Т,) за u nринимае II вектор е (1, о, о, О). 

1 1 1 1 
Рассматрнваем сопряженную с ним rиперпп скосrь: 

(f! (u,x) = .х(1) - 2x(1J = о. 
1 

В зтоl\ rиперппоскостн пежит вектор е (\), 1, о, О), причем 
2 

q; (е, е) ф О, за u приннмаем этот вектор. Строим двумерную ппоскость 
2 2 

сопряженную пучку {u, u}: 
1 2 

rp (u,x) = х<1> 2х(') = о 
1 

rp (u,x) = х(2) + х(а) о. 
2 ! 

За u принимаем вектор (О, - 1, 1, О), пежащий в этой ппоскости: 
3 

q; {U, U) ф 0. 
8 8 

Возьмем трехмерный пучок, сопряже~ный с {u, u, u}: 
1 2 3 

,:р (u,x) = .x(1J - 2x(4J О, 
1 

rp (u,x) = А (8) + .х(3) о, 
2 

,:р (u,x) = - х(3) x('J = о. 
3 

За u можно выбрать вектор (2, 1, - 1, 1 ). 
4 • 

Имеем: · 
(fl (u,u) = 1, rp (u,u) = 1, rp (u,u) = -1, q; (u,u) = - з. 

11 22 3J 44 
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Еспи принять за вовые контравариантные координатные векторы еле· 

дующие 4 ве.ктора: 
f / 1 • J' i 

е = u, е = u, е = щ, е -= u. 
1 12 28 з, 4 

то квадратичная форма приведется к сумме 4 квадратов. 

Наиболее удобным в счетном отношении является метод 
Lagrange'a заключающийся в постепенном выделении полных 
квадратов из квадратичной формы (см. например С ушке в и ч, 
Основы высшей алгебры; К а га н, Основания теории определи­
телей). 

11. Укажем на одно интересное гео~tетриче~:;кое свойство 
взаимно сопряженных направлен11й неособенного сиюtетрического 
тензора 2-го порядка. 

Пусть х, х) ... х - точки пересечения п взаимно-сопряжен· 
1 2 n 

ных направлений с гиперповерхностью q; (х,х) = 1. Имеем: 

q;(x,x) ... q;(x.x) 
1 1 1 n 

q; (х,х) ... ер (х,х) 
n ,1 n п 

С"1 

Так как ер (х,х) = д~, то 
i k 

x<1J .... x(1,J . 2 

(20,16) ICu,I 
i x<l) • • • x<n) . 

n n 

Определитель 
x(l) xtn) 

1 1 

x<1J ••• x(n) 

n n 

= 1. 

х<1> 
n 

x<n>. 
11 ! 

дает с точностью до знака, отношение парал.пелепипеда, построен· 

ного на сопряженных полудиаметрах к параллелепипеду, по-
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строенному на координатных векторах е, е • .' .. е. Таким обра-
1 2 " 

зом, дискрю,~инант квадратичной формы имеет интересный r~о-
метрический смысл: он равен квадрату отношения координат­
ного параллелепипеда je, е, ... ej к параллелепипеду, построен-

1 2 n 
но.1,,у на любых п взаимно-сопряженных полудиаметрах. 

Соотношение (20,16) доказывает следующее положение, 
являющееся распространением на аффинное пространство одноя 
из теорем Апшшою,я: 

Т е о р е м а 7. п-мерные параллелепипеды, построенные н.а 
сопряженных полудиадетрах н.евыродившейся гиперповерхности 
2-го поряqка, равновелики (с точностью до знака). 

12. Дальнейшие три раздела настоящего параграфа посвящены 
изложению метода Kronecker'a приведения квадратичной формы 
к каноническому виду. Полученные здесь результаты понадобятся 
нам при изучении квадратичных форм в области вешественных 
чи.сел. 

Решим следующую задачу: 

(r + s)-м ер н ы й п уч о· к E,.J.., зад ан баз и с ом u, u,, .. u, 
1 1 2 ,. 

v, v, ... v. Пучок Е,( u, u, ... u} не к а с а е т с я а с им п т 0-
12 8 12 1' " 

тического конуса квадратичной формы gi(x,x). 
По1.троить в Е,+а S·мерный пучок, сопряженный 

пучку Е,. 

Требуется, таким образом, найти базис s-мерноrо пучка Е8 , 
сопрSJженнuго пучку Er и лежащего в Е"+•· Задача допускает, 
конечно, бесчисленное множество решений в смысле выбора базиса 
искомого пучка. Мы укажем здесь на один очень простоя способ 
постр~ения искомого базиса, векторы которого обозначим через 
w, w, ... w. Каждый из этнх векторов w мы постараемся полу-
1 2 в i 

чить, прибавляя к соответствующему вектору v вектор, парал-

• 
лельный пучку Er: 

(i = 1, .•. s). 

Из условия сопряженности пучков Е, и Е, имеем: 

(20,17) qi(U,W)=O (i=l, ... r, k=l, ... s), 
i k 

§ 20. СRММВТРИЧВСКИА КОВАРИЛНТНЫft ТЕНЗОР 2-го ПОРядкл 22'15 

т. е. 

r 

rp (~'k) + ~ lka'P (~,U)==O. 
a=l i а 

Придавая индексу i значения· 1 2 r по . 
уравнений: · ' ' · · · , лучаем систему 

Ak11P(~,~) + ... + lkr'P (u,u) + rp (u,v) = о 
1 r 1 k , 

Лю/Р (~,~) + ... + лnr'P(u,u) + ,р (U,V) = о 
2 r 2 k • . . . ' . . . . ' . . . 

и иск.1ючаем из 

л,,2, ' ' • лkr: 

откуда получаем: 

'Р (~,~) •.. rp ( u,u) qi (u,v) 
1 r 1 k 

. . . . . 

. . . . . 
=0, 

'Р (u,~) . .. rp (u,u) rp (u, v) 
r r r r k 

u 
1 U V-w 

r k k 

'Р (~,~) .•• IP (u,u) g:, (u,v) 
1 r 1 k 

. . . . . . . 
(20,18) w- 1 

k -~ ( • • • • ' 

15 Широ11011 П. А, 

rp ~,~).: .'P(U,U)rp(U,V) 
r r r k 

u u 
r 

у 

k 
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где 

ИСС'1Ед0ВАНИЕ ТЕН.ЗОРОВ В АФФИННОМ ПРОСТРАНСТВ~ 
" ... ,. .. ---

л = r 

rp (u,u) . .. ,:р (u,u) 
1 1 . 1 r 

р (u,u) . .. g>(u,u) 
r 1 r r 

Так как, по предположению, пучок Е" не касается асимпто­
тического конуса, то Лr ф О. Формула (20, 18) решает постав-
ленную задачу. . . 

В дальнейшем исследовании нам потребуется выражение для 
p(w, w). Если в 9i (w, w) подставить выражеt1ия для ~ из фор· 

i h ' ' h • 
мулы (:20,18), то вычисление потребует длинных переделок_. Мы 
облегчим вывод формулы следующим приемом. Так как 

W =V + v', 
i i i 

где v ' - вектор, параллельный Er, то 
i 

р (w,w) = р (v,w) + rp (v',w) = р (y,w), 
i h ih i h ih 

на основании (20,17). Подставляя теперь в праву,о часть этого 
равенства выражение для w из (20, 18), получаем: 

h 
л'i,11) 

(20,19) P(f,~)= r , 

где 

I q; (u,u) .. ·. rp (u,u} qi (u,v) 

1 . 1; 1 •••. 1 ~ •• 1 ~ 
(20,20) ,1(i,h) 

r 
= l ......... . 

'\rp (u,u) . .. р (u,u) g,(u,v) ! 

rl rr rh 
! 1 

! rp (v,u) . .. р (v,u) g; (v,v) il. 

I il ir ih 

13. Применим полученные выше Р.езультаты к выводу фор­
мулы, дающей разложение квадратичной формы на сумму двух 
независимых форм (две квадратичные формы называются не за­
в и с им ы ми, если .они не имеют общих переменных). 
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Пусть главный минор. m-ro . пuрядка 
1 С11 · • • С1,,. 1 

С,,,= 

cml ' •• стт 
дискриминанта квадратичной форм!>J g; (х ,х) отличен от нуля, 
т. е. пучок {е, е, ... е} не касается аси~штотическоrо конуса 

1 2 т ' 
Введем новую систему координат, в которой за hерв.ые т коор­
динатных векторов примем старые векторы е, е, ... е, а за ос-

' 1 1 2 ,п 
тальные- векторы е , е, ... е', определяющие пучок. сопряжен-

т+1 т+i п · 
ный плоскости {е, е, ... е}. Пользуясь формулой (20,18) и при: 

· 1 2 т 

нимая в ней за векторы r' ... ~ координатные векторы е, ... е 
т+1 ii старой координатной системы, имеем: 

С11 • • • С1т Сн I 

(k = т + 1, ... п). 
С,,.1 с"'т с,,.1, 

е е е 
1 т k 

В построенной сис1еме координат на основании сооrноше· 
l:!иtf (20,19), (20,20), коэффициенты ~вадратичной формьi выра~ 
зятся следующим образом: 

(20,21) 

где 

lб* 

1 

с.и1 = rp ( е', е') == с11., (i, k < m), 
i h 

ci/ "'·"" о, (i..;;. т, k > m), 
' с (i,k} 

cik = -ё-, (i > т, k > m), 
'" 

С",1 cnlm c.,,,k 
1 

с,.111 c,k ' 
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Установим то линейное преобразование, которое связывает 
новые и старые переменные при введении координатной системы 
е', ... е'. Так как 
1 n 

е' =е, (i"' m), 
i i 

са· С1111 Clk 

1 1 (k > m), е=-
k Ст 

С,,.1 С,,,111 Cmt 

е е е 
1 m k 

то 

" ' 1.а ее = и{!, 
{! 

({J m) или (а> т, р > m), 

(а<т, {J>m). 

с,,,1 ••• С,,.,,.Стf! 

6~ ... 6:i О 

Таким образом, связь между старыми и новыми координа· 
тами устанавливается следующими формулами: 

rде 

(20,22) 

n 

х1 = х'' + ~ л:х"', (i m), 
m+l 

хю = хюt, (k > m), 

(i т, (Х> m). 

Объединяя вышесказанное, мы можем формулировать теорему: 
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Теорем а 8. Если 211,авный минор 

Ст= 
С~1 : ·: С~,,. 1 

. . . . 1 
С,,,1 ••• с,,.т 

дисNриминанта Nsадрати~tной формы 

t:p (х,х) = ca{JxaxfJ 

отли11ен от нуля, то при вsедении новых переменных: 

(20,23) 
n 

х• = х•' + ~ л~ха' 
m+1 

(i <m), 

х! = х!' (k > m), 

где л~ определяются формулой (20,22), квадратичная форма 
разлагается на сумму двух независимых форм: 1 

(20,24) 

где 

С11 

(20,25) c<i,k) 
т 

c,nl 

Са 

14. Применим формулу (20, 24) к выводу метода К.ronecker'a 
приведения квадратичных форм к каноническому виду. Метод этот 
основывается на следующих теоремах. 

1 Формула (20,24) заимствована мною из работы И. Шт а ер м ан а 
и Н. Ах и е з ер а. К теории квацратичных форм (Изв. Киевск Полит . 

. и С.·Хоз. Ин-та, 1924, стр. 119). См. также М. Кр а в чу к. Про квад­
ратичнi форми та 11iнiйнl nеретворення (Труци Фlз.-Мат. Biддiny Укр. 
Ак. Наук, т. 1, виn. 3, 1924, стр. 85). 
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Теорем а 9. Если ран.г формы ер (х,х) = са~хР равен r 
u главный .иинор 

С11 •• ' C1r 

С,.= 

crl • • • с,,! 

отличен от нуля, то при введении новых переменных: 
n 

xi = х•' + ~ л~ха' (i r), 
r t 1 

х" = xk' (k > r), 
~де л~ определяются формулой (20, 22) @ля т = r), ,свадр(lmач­
ная форма приводится ,с следующему виду: 

r 

(20,26) . "', а' р' 
ер (х,х) = "'-1J cafJx х • 

1 

До к аз ат ель ст в о. Так как ранг формы равен r, то в фор­
муле (20 ,24) коэффициенты c\k\ являясь минорами (r + 1 )-го по­
рядка матрицы l]cap!I, равны нулю, ~то и доказывает теорему. 

Таким образом, квадратичную форму ранга r<n можно привести 
к форме с r переменными, не изменяя тех коэффициентов задан­
ной формы, которые входят в главный минор r-ro порядка, от­
личный от нуля. В дальнейшем мы будем предполагать, что заданная 
форма уже приведена к наименьшему числу переменных, и будем 
считать, чтс ранг r = п. Условимся обозначать алгебраическое до­

полнение элемента Сар в определителе lcapl через С afP определи­
тель lcapl - через С. 

Теорем а 1 О. Если главный минор 

С11, • • • • • С1, n 1 

С,,,.= 

cn-1,1 •.• cn-1,n-1 

отличен от нjля, то введением новых переменН.Ы.!' 

' с ' х1·=х1 + ~х" (i<n-1), 
, С"п 

Хп =Х" 
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квадратичная форма (J) (х, Х)=СаРхахР приводится ,с следующему 
виду: 

n-1 

(20,27) ~ а'{!' ер (х,х) = ~ сарХ х 
1 

До к аз ат е ,1 ь ст в о. ~еорема является следствием формул 
t20,24) (20,25), (20,23) и (20,22). 

Теорем а 11. Если все главные миноры (п - 1 )-го поряд,са 
дискриминанта ,свадратичной фор.мы равн.ы нулю, но главн.ы.й 
.минор (п 2)-го поряд,са: 

С11 • • • C1,n- 2 

отличен от нуля, то линейным преобразован.ием .переменных: 

xf = xt' ( л~ 1 л~) x<n - l)f + ( л;~ 
1 

л~) xn' (i < n - 2) 
1 

xn-1 = x(n - 1)' + xn', 
xn = x(n -1)' - xn' 1 

где л~ определяются формулами (20,22) (для т = п - 2), 
. 1евадраmu~tная форма привоi)ится ,с следующему виду: 

n -2 

(20,28) g,(x,X)= ~ Сарха'хР'-2 Сё-~,п (X(n·-1)'2-X(n)'\ 

~P=l n-2 

До к аз ат ель ст в о. В формуле (20,24) полагаем т = п - 2. 
Так как 

c<n ~.J,n - 1) с о 
n-з .- nn = ' 

c<n-1,n) = С 
n - 2 n -1,n' 

c<n,n) = с 1 =0, 
n - 2 n - 1,п 

получаем: 

n-2 

(J) (х,х) = ~ Сарха'хР' 
а, P=I 

с 2 n 1, n x<n - 1) x<n). 
cn-2 
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Затем вводим новые переменные: 

{n - 1)1 (n - 1)" + (n)'' 
Х =Х Х , 

x<n)' == x<n - !)" - x<n>". 
cn -1,n 

cn-2 
МО• При.мечлние. В формуле (20, 28) коэффициент 

с 
жет быть представлен в виде: С • В самом деле из соот-

n-1,n 
нQщения 

·ICn-1,n-1• Cn-1,n l=CC 
С С 11-2 

n,n - 1, nn 
спедуеr, что 

CCn -2 == - (Сп - 1,1,)2· 
Доказанные три последние теоремы решают задачу о приве­

дении квадратичноlt формы к каноническому виду по методу Kro­
necker'a. Если ранг формы r < п, то, изменяя порядок нумера­
ции координат, мы можем всегда достигнуть того, чтобы минор 

=!= о. 

crl .•• crr 

Следовательно, на. основании теоремы 9, заданная форма мо­
жет быть заменена формой с r переменными: 

r 

~ ca{Jx°'x{J. 
а, fJ := 1 

Затем, применяя теоремы 1 О и 11, мы выделяем постепенно 
по одному или двум членам с квадратами переменных, причем 

коэффициенты у зтих членов подсчиtываются по формулам (20 ,27) 
и (20,28). 

Задач.а 2. Если главные миноры: 

.. [ 
1 ' 

• · • C1,n - 1 

1= 
' . 

: Cn-1,1··· с11-1.11 

§ 20. СИМUЕТРИЧl!СКИ.Й КОВАРИАНТНЫА ТЕНЗОР 2-ro ПОРЯДКА 2з~ 

стоящие в левом верх.в.ем углу матрицw квадратичвой формы, отличны 
от нуля, то, пользуясь методом Kronecker'a, можно привести квадратич-· 
ную форму к с..едующему виду: 

_c_x(n)2 

cn-1 

15. Рассмотрим теперь вопрос о приведении веществен·­
н ы х квадратичных форм к каноническому виду в реально м 
пространстве. 

Приведение квадратичной формы к виду: 

·а x11J
1 + а x<2'l + + а x(r>

2 

11 112 •" rr 

совершается при по~ощи рациональных операций (ме­
тоды Lagrange'a, Kronecker'a). Только при извлечении ква.в.рат­
ных корней для окончательного приведения к каноническому 
виду (20,13) могут войти мнимости. Если ограничиться .цействи­
тельным пространством, то при извлечении квадратного корня 

из а;; следует брать V - аи, если а,1 отрицательно. В атом 
случае соответствующиlt член в форме ~ e;x<fl' , где в.; = 1, 
войдет со знаком· минус. 

Мы докажем теперь з а к о н и н е р ц и и к в ад р ат и ч н ы х 
ф о р м Jacobl· S ylvester'a, утверж.цающиА, что при всех в е щ е­
е т в е н н ы .х приведениях действительноlt квадратичной формы 
к каноническому виду: 

t:p (х,х) 

число как положительных, так и отрицательных квадратов пере­

менных остается одним и тем же. 

Условимся называть направление, определяемое вектором а, 
положительным или отрицательным, смотря по тому t:p (а,а) > О 
или t:p (а,а) < о .. 

Теорем а 12. При различных выделениях п независимых 
взаи.мм-сопряженн.ых действительных направлений у реальной 
,свадратичной формы число ,са,с rюложительных, так и отри­
цательных направлений остается одним и тем же. 

До к аз ат ель ст в о. Предположим, что мы выделили двумя 
различными способами взаимно сопряженные направления у неко­
торой квадратичноlt формы t:p (x,xJ, причем при одном выделе­
нии мы получили р положительных, q отрицательных и s нуле­
вых 1-1аправлений, при .iтr,yroм - р' положительных, q' n:rp.иita-
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тельных и s' нулевых. Очевидно, что s s', так как s = п ~ r, 
где r- ранг формы р(х,х). Покажем, что р = р'. Предполагаем 
обратное: например, что р > р'. Обозначим через ЕР пучок. 
построенный на · р положительных направлениях, выделенных 

первым способом; все направления, принадлежащие к этому 
пучку. положительные: если u, u, .•. u его базис, х = л.1u + 

1 2 р 1 

+ i.2u + ... + л.Рu, то g:, (х,х) =- i,1
11p (u,u) + ),9

2g, (u,u) + 
2 р 1 1 2 2 

+... J,}g;(u,u). Если же мы возьмем пучок Е11_Р" построен· 
р р ' . 

ный на отрицательных и нулевых направлениях, выделенных по 

втор..,му способу, то все его направления отрицатет,ные или ну­
левые. Так как р + п- р' > п, то пучки Er, и Еп-р' должны 
иметь общие направления х, для которых, с одной стороны, 
р (Х,Х) > О, с другой, р (х,х) О. Таким образом, предполо· 
жение, что р > р', приводит к противоречию. 
. Теорема 12 может быть формулирована также следующим 
образом: числа р, q, s являются инвариантами действитель­
ной квадратичной формы при вещественных линейных неосо­
бенных преобразованиях переменных. 

Разаость р- q называется с и г натур о й квадратичной 
формы. Если р = п или q = п, форма называется о п редел е Н· 
ной (в противном случае-неопределенно/;\). Ес~и р =n, 
мы имеем положительную определенную форму, если 
lJ п- отри ц ат ель ну ю оп редел е н ну ю форму. В пер­
вом случае форма принимает только положительные значения 

(для ненулевых зн11.чений аргумента), во втором - только отри· 
цательные. 

16. Метод Kronecker'a приведения квадратичной формы к ка­
ноническому виду дает возможность дать критерий, указываю­

щий сигнатуру заданной квадратичной формы по ее коэффициен­
там. 

( ) 
rt fJ 

Если ранг квадратичной формы р х,х = С4рХ Х равен r, то 
можно так перенумеровать координатны~ оси, что главный минор 

С11 C1r 

С= r 

crl crr 

от.n:ичен от нуля.· Если не все главные миноры (r- 1 )-го по-

.. 

J ·,, 

1 

! 
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рядка этого определителя равны нулю, то иэменяем, если это 

нужно, нумерацию первых r индексов так, чтобы минор 

с 1 = r-
! 

[ cr-1,1 ''' cr-1,r-1 1 

был отличен от нуля. Если же все миноры (r - 1 )-го порядка 
равны нулю, то существует, по крайней мере, один главный ми­

нор (r - 2)-го порядка, отличныА от нуля (на основании тео­
ремы 6, § 2). 

Тогда изменяем нумерацию координат так, чтобы 

. . . 

, cr - 2,1 ' ' ' cr - 2,r - 2 

!( c,._J или с,._2 применяем тот же процесс И продолжаем 
таким образом дальше. В конце концов мы получим цепь r.1ав· 
ных миноров 

(20,29) Св= i С11 Са!' ••• С,. = 
I С21 С22 • , 

; crl ... с,.. 
стоящих в левом верхнем yr;1y матрицы liCa)I и обладающих 

тем свойством, что два соседних члена в'ряду (20,29) не могут 
быть равны нулю. 

Полагая С,= t, рассмотрим ряд чисел: 
(20,30) С0 , С1, С9, •.• С,.. 

Крайние члены С0 и Cr заведомо не равны нулю. Если какоf.1-
нибудь член ряда Ст (О < т < r) равен нулю, то Ст-~ и Cm-f-1 
имеют противоположные знаки: если т > 1, это следует иэ 

теоремы 6, § 2; если С1 = О, то с!!= - С122 < о, Со> о. 
Обрати\lСЯ теперь к методу Kronecker'a приведения квадра· 

тичных форм к каноническому виду. Согласно теореме 1 О, если 
2 

Ст ф 0, С,,._ 1 ф 0, ТО ИЗ формы МОЖНО выделить квадрат Х(т) 
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с 
с козффициентом ~. Если же Ст-~ = О, то 

m-1 

по теореме 11 

(m 1)9 
мы выделяем два квадрата: Х -

2 
и x<m> с противопопож-

ными знаками. В конце концов мы 
cker'a квадратичную форму к виду: 

приведем по методу Кrone· 

а х<1>2 + а х<2>в + + а хи• 
11 22 "• rr • 

Если члены Ст-~• С.,. из ряда (20,30) оба не равны нулю, 
то коэффициенr атт положителен или отрицаrелен, смотря по 

тому, имеют пи Ст-~ и Ст одинаковые или разные знаки. Трем 

МИНОрам Cm-l' Ст И С m+l' ИЗ КОТОРЫХ средний равен нулю, 

соответствуют два члена: аттх<т>
2 + amt1,mtlx<m+l)

2 
С противопо­

ложными знаками. Отметим, что в этом случае три чисJ1а Ст-~, 

Cin, Ст+а дают перемену знака. Таким образом, имеем теорему: 

Те о р ем а 13. Для определения сигнатуры вещественной 
квадратичной формы надо та1е перенумеровать переменные, 
чтобы в ряде 

. ника,ше два соседние члена не были равны нулю. Тогда число 
положительных членов в каноничесиом виде 1евадратичной 
формы равно числу постоянств знака в ря,де (20,30), число 
отрицательных - числу перемен знака в этом ряде. 

Оrметнм, что при определении числа rюстоянств или перемен 
знака мы можем считать нуль как положительным, так и отри­

цательным числом. 

17. Обращаясь к рассмотрению определенных форм, докажем 
теорему: 

Те о рем а 14. Главные миноры дискриминанта определен­
ной формы не моаут быть равны нулю. 

Док аз fl. тел ь ст в о. Предположим противное, - что какоА· 

20. QИММJ!!ТРИЧl!СКИЙ КОВАРИАНТНЫЙ ТЕНЗОР 2·ro ПОРЯДКА 2&7 

нибу.11ь mавньrА минор m·ro порядка равен нулю. Не нарушая 
общности, можно допустить, что 

С11 • • • С1т 

=0. 

Cm1 • • • Стт 

Полагаем в форме 97 (х,х) = cafJx°' хР переменные х<т+1 > 
"' 

х<""+2>, •.. х<т> равными нулю. Тогда (}'(Х,Х) примет вид ~ cafJxa х!. 
a.,{J= 1 

Это должна быть определенная форма, т. е. ее дискриминант 
должен быть отличен от нуля. Таким образом, приходим к про­
тиворечию. 

В тесной св11зи с зтой теоремой стоит следующее преможе­
ние: 

Теор ем а 15. Если (}'(х,х)- определенная форма и век­
торы u, u, ... u- вещественные, то определитель 

1 Э т 

ер (u,u) . . . q, (u,u) 
1 1 1 m 

(20,31) 

cp(u,u) ... cp(u,u) 
т 1 mm 

тогда и тольuо тогда равен нулю, если веюпоры u, u, ... u -
1 2 т 

зависимые . 
До к аз а тел ь ст во. Если u, u, ... u-независимые векторы, 

1 2 111 • 

то, принимая их за координатные векторы, мы приходим к пре­
дыдущей теореме. Обратное преможение доказывается так: если 
между векторами u, u, •.. u существует линейная зависимость: 

1 Я т 

).1u + l 2u + .... + l,,,u = о, 
1 2 ,п 

то 

,i1q, (u,u) + l 897 (u,u) + ... + l,.,f/! (u,u) = о (i = 1, •.•. т), 
~1 t11 . 1,11 

т. е. ояределитель (20,31) равен нулю. 
Теорема зта может быть формулирована в геометрических 

терминах следующим образом: Ни1&акой вещественный nyчott не 
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.иожет «асаться асимптотичес,сого 1Сонуса определенной 1Свад~ 
ратичной формы. 

Этот факт стоит, конечно, в связи с тем, что асимптотиче­
скиА конус в случае определенноА формы - мнимый. Рекомен· 
дуем читателю дать геометрическое доказательство теоремы 15, 
исходя из этих соображений. 

Обратимся теперь к выводу критерия определенности квад• 
ратичной формы. Раз главные миноры матрицы \\са/ определен­

ной формы не могут обращаться в нуль, то, как бы мы ни нуме­
ровали переменные, ряд миноров (20,30) удовлетворяет требова­
ниям теоремы 13. Таким образом, получаем следующее предло­
жение: 

Теорем а 16. Квадратичная форма gi(x,x) = cafJxa xf1 

тогда и тольl(о тогда определенная положительная, если ее 
l(Оtiфф1щиенты удовлетворяют неравенствам 

С11 С1" 

С11 > 0, i С11 С1а >0, ... >0. I Са1 С22 

, С111 сп" 

Нвадратичн.ая форма тогда и толы.о тог.да определенная 
отрицательная, если 

>0. 

С"1 .с"" 

. 18: В дальнейшем нам потребуется одно свойство асимпто-: 
тиttеских пучков .оп редел .е н ной квацратичной ф~;,рмы. В этом 
с11уч.а~ асимптотические пучюJ, конечно, мнимые. 

Предположим, что пучок Е,,., определяемый базисом u, u, •.. u,-
асимптотический: 

ip(u,u)=O 
i 11. 

1 2 т 

(i, k = 1, ... т); 

ко:.шлексно • сопряженные век:rоры u, u, ... u определяют ;rа1.<же 
. . . . . . . . . . 1 2 m . . ' . 

4ё;iмпfотич.ескиА пуi~ок Ё.,.. Покажем, что в этих пуч,сах можно 

§ 20. СИММЕТРИЧЕСКИЙ КОВАРИ,АН1'НЫЙ 'ТЕНЗОР 2-ro ПОРЯДКА 23(:) 

построить две системы. независимых ве1Сmоров. v, V; ..• v . и 
1 i ?71 

v, v, ... v, обладающих ·тем свойством, что действительньiе 
1 2 т 

двумерные пуч1Сu (v,v}, {v,v}, ... (v,v} взаимно·сопряженны 
11 22 тт 

относительно 1СВадратичной формы g;(x,x). 
Покажем прежде всего, что в Е,,, можно выделить т векто­

ров v ,v, •.. v, удовлетворяющих соотношениям: 
1 2 m . 

(20,32) <p(V,V) = о (i =!= k). 
i h 

Для этого поступаем следующим образом: за вектор v при· 
1 

нимаем u и строим вектор; v = .i.1v + u; коэффициент л1 опре· 
1 2 1 2 

делится из уравнения: 

ip(v,v) = л1ip(v,v) + rp (v,u) = О, 
12 11 12 

так как <р (v, v) ,= О. Затем строим вектор V = µ1v + µ2V. + U. 
11 · 3 1 2. S 

Условия 

ip(v,v) = µlip(v,v)+ <р (v,u) = о, 
1 3 1 1 1 3. 

rp(v,v) = µ2<р (v,v) + <р (v:u) = о, 
23 22 23 

определяют µ1 и µ 2• Затем образуем вектор v = v1 v i 1
2v + 

4. 1 2 + v3v + u, причем коэффициенты v1, v2, v8 определятся из урав-
з 4 

нений: <р (v,v) = <р (v,v) = tp (v,v) = О, и т. д, Построенные 
14 24 34 

таким образом векторы v, v,. , . v линейно независимы, так 
1 2 т 

как и.J равенства .i.1v + .i.2v + .. ; + л,,.v = О мы получuли бы 
1 2 m 

лt<р (v,v) + л9 <р (v,v) + ... л"'ip(v,v) = л1 <р (v:V) = О, 
1 i 2 i т i i i 

т. е, л1 = О (i = 1, 2, ... т). Векторам v, v, ... v 
1 2 т 

соответствуют в Ёm комплексно-сопряженные векторы v, v, ... v: 
1 2 m 

Как мы знаем, пара комплексно-сопряженных векторов опре­
деляет в дейс~вительном пространстве двумерный пучок. Пока-
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жем, что nyчlQI, построенные на парах комплексно-соnряженны:к 

векторов: {v,v}, {v.v}, ••. {v,v}, удовлетворяющих условию (20,32), 
1 1 2 1 mm 

,сопряженны относительно квадратичной формы q,(x,x). В самом 
деле, 

19. В теории определенных квадратичных форм мы рассмотрим 
-еще следующую задачу: 

Дана определенная форма q, (х,х) = ca;fxfl и действитель­
ный т-мерный пучо,с {u, u, ... u}. Построить в этом п.уч,се 

1 2 m 
т независимых направлений, взаимно-сопряженных относи-

тельно формы ·q,(x,x). 
Задача допускает, конечно, бесчисленное множество решений. 

Мы укажем здесь на одно ре,11ение, являющееся аналогом про· 
цесса ортоrонализирования системы векторов по методу 
Е. Schmldt'a. 1 Построим систему взаимно-сопряженных векторов 
w, w, ... w следующим образом: за вектор w выби,1аем u, век-
1 2 111 1 1 

тор w построим, прибавляя к u вектор, параллельный u, w по-
2 2 1 8 

.строим, прибавляя к u вектор, параллельный пучку {u, u}, и т. д.: 
З 1 2 

W=U 
1 1 

W = л21U + u 
2 .1 а 

W = л31U + Л8sU + u 
3 1 2 8 

. . . . . . . . . 

. . . . . . . . . 
W = Лт1U + лт,u + ... +Ат, m-1 U + U. 
т 1 2 m-1 т 

При такой постановке вопроса мы можем прямо применить 
результаты раздела 12 настоящего параграфа. 

1 Е, S с h m i d t. Ober dle Auflбsung llnearer Glelchungen mit unend-
1ich vielen Unbekannten. Rend. dl Palermo, vol. 25 (1908), стр; 58-77. 

20. СИММЕТРИЧЕСКИЙ КОВАРИАНТНЫЙ ТЕНЗОР 2·ГО ПОРЯДКА 241 

Полагая в формуле (20,18) r =k-1, s = 1, V=U, мы по-
1 11 

лучим искомый вектор w: 
11 

! q,(u, u) ... q,(u, u) 1 

1 1 1 h 

1 1 

(20,33) w = -----
1 

(k = 1, 2, ... т), 11. Llk-1 
q,( u, u) ... qi( u, u) i 

k 1 1 lt-1 /!. 
1 
1 

u. u 1 . . 
1! 

где 

g,(u,u) 1,1(.u,u) 
1 1 1 ; 

(20,34) Л1= ' L1o= 1. 

q,(u,u) q, (u,u) 
i 1 i i 1 

Предполагая форму q, (х,х) положительной, можно нормиро­
вать найденные векторы так: w = лki, чтобы q, (i,i) = 1. Для 

k k • 11.11. 

:,того надо разделить w на V q, (w,w);пользуясь формулой (20, 19) 
li 11. k 

имеем 

1

. q, (u, u) ... q, (u, u) f 

1 1 1 11 , 

i 

(20,35) ..1 0 = 1. 1 

1 • 
tp ( u, u) ... 9' { u, u) ! 

h-1 1 lt-1 /!. : 
1 

u ..... u 
1 k 

20. В заключение рассмотрим вопрос о тензоре, обратном 
данному cafJ (в этом разделе мы рассматриваем. тензоры снова 

16 Ш11рок.ов П. А, 
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в к ом пл е к сном пространстве). Если c,,,pl :j: О, то существует 

обратный тензор daP, удовлетворяющий уравнениям: 

Он определяет линейную векrорфункцию 2-ro рода х 
] . . . 

= с- (u), обратную функции u = С(х). 
При помощи обратного тензора мы получаем уравнение гипер­

поверхности S: р (х,х) = 1 в тангенциальных координатах (со­
ставляющих ковариантного тензора, определяющего касательную 

плоскость к этой гиперповерхности). Если х - точка, лежащая 
на S, то ковариантный вектор 

u = ссх) 

опредеJiяет, как мы знаем, касательную гиперплоскость: Подстав­
ляя в уравнение: 

<р (х,"х) хС(х) = 1 

х . с- 1
( u). имеем: 

1P(u,u)=uc- 1(u)= 1, d,,r;u и 1 
(L р ' 

Это и ест~ уравнение поверхности S в тангенциальных коор­
динатах. 

Квадратичная форма '!/' ( u, u) называется об р ат ной относи­
тельно формы р (х,х). Форма 'lf'(U, u) очень просто выражается 
при помощи так называемого окай~тенного определителя. Рассмот­
рим определитель 

D= 

Разлагая его по элементам последнеА. колонны и строки и 

21. ПАРА КВАДРАТИЧНЫХ ФОРМ 

обозначая через C"k алгебраическое дополнение элемента 
дискриминанте С I c,k 1, получаем 

Так как 

CJJ C1n 

U,= 

спп 

v I 
п r 

--~ clkuiv,... 
i, 11 

(20,36) · ' ар 1 ! ' ' 

'ЧJ(U,V)=d UV =---1 
ар С , • • 

! 
i с, 1 • • • cnn и" 

Аналогично имеем следующую 
v" о j 

(20,37) с 

dnl dnn (n) . . . х 

I Y(l) • • • y<n) О 

§ 21. Пара квадратичных форм. 
1. Возьмем две квадратичных формы: 

243 

9) (х,х) аар ха х~, '1/J (х,х) = Ьа?,Ха хР. 
Соответств,rющие ~м линейные векторфункции 2-ro рода обо­

значим через А(х) и В(х): 

*16 

~ = ~(х); 
у= В(х); 

Yi = ЩаХа, 
Yi = bia х0• 
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Рассмотрим вопрос: когда можно выделить п независимых 
направлений u, u, • • . u, которые были бы взаимно-сопряжен-

1 2 п 

ными для обеих форм: 

р (u,u) = о, 1Р (u,u) = О (i * k). 
i k l k 

Решение этой задачи мы дадим тольl(о для того елучая, когда 

одна из заданных форм, например ."Р (х,х),- неособенная: lb1k\ Ф О. 

2. Если вектор u принадлежит к системе п независимых на-
1 

правлений, взаимно сопряженных относительно обеих форм, то 
гиперплоскости q, (u,x) = О, 1J! (u,x) = О должны совпадать: 

1 1 

q, (u,x) = A1J! (u,x), 
1 . 1 • 

где l некоторое число, или 

Acu)-лB(u) = о. 
1 1 

Следовательно, мы должны найти решения уравнения 

(21, 1) А(х)-лВ(х) = о. 
Исследование этого уравнения приводится к изучению линей· 

ной векторфункции 1-ro рода. В самом деле, умножая уравне-

ние (21, 1) на в·-1, получаем: 

(21,2) св- 1А лЕ) (х) = о. 
Если ввести в рассмотрение линейную векторфункцию 1-ro 

рода К= в-1.А, то уравнение (22,2) перепишется в следующем 
виде: 

(21,3) (К-).Е) (х) = О. 

Таким образом, отыскание п"эдра взаимно-сопряженных на· 
прав.1ений относительно квадратичных форм q, и 1Р приводится 
к определению главных направлений линейной векторфункции 

1 • 
1-ro рода К= в- А. 

В счет.; с составляющими функция К выражается следующим 
lk образом. Если обозначить тензор, обратный b11t, через с , тен-

1 
зор, соответствующий векторфункции К,-через К k, то 

i · ia 
к k = с aak• 

3. Остановимся нескол~,ко на рассмотрении характеристиче­
ского полинома векторфункции К: 

91(l) = ilE- К!. 

21. ПАРА КВАдРАТИЧНЫХ ФОРМ 24.б 

1. 
Так как К= в- А, то он отличается только числовым мно­

жителем от полинома 

rо(л) = IBI tр(л) = Щ3-АI; 
более подробно полином rо(л) может быть записан в. следующей 
форме: 

ш (л) 

лЬ11 - аа, лЬ12 - G12, ••• лЬ1,· а1" 
лЬ21 - G21, лЬ22 - а22, ... лЬ~,, - а2п 

......... 

. . . . . . . . . 
АЬ. 1 а"1, лЬ"2 -а"2, ... лЬ»п - а, ... J 

лn Л n l + ). n - 2 n = ао а; !12 • ••• + ( - 1) а.,. 

l<оэффициенты а, имею1· следующий вид: 

О'о = nl ь,1 {1 ••• bn) n] = : bik i 
0'1 = nl ( а,1 r1 Ь22 Ьзз • • • bnJ nJ + Ьr1 11 а22 Ьзз · • · bn1 nJ + 

+ b[l [1 ь22 азз .. ' 0n] nJ + ' ' ' + 011 :1 ь22' '' bn-1, n-1 an]n]), 

0'2 = nl (а[111 а22 Ьвз · · · bnl nJ + ar1 р Ь22 азе · · • bnJ nJ + · · · + 
+ b{l [1 ь22 ' ' ' an-1, n-1 ап п]), 

.......... . ........ . 
an i = nl (а11 r1 а,2 аэз ... а Ь + - • n-··1, n-1 n] n) 

+ Q[l (1 G22 Q33' ' ' bn--1, n-1 an] n]+ ' ~ ' + b[I [1 а22 аЭЗ · ' • an] n]' 

O'n = nl a[l {1 а22а33' •• an]n] = 1 a,k 1 · 

З~мет~м, что эти коэффициенты, как и сам полином ro( л) = 
= ;лВ-А/, являются относ и тел ъ н ы ми и я вар и антам и 
веса= -2. Их о·rношения дают абсолютные инварианты. Напри­
мер, можно выделить следующие абсолютные инварианты (это­
инварианты векторфункции К): 

_ 01 09 Оп 
й1 - -cr , а2 = --, . . . ап = -, rде о0 = jb

111
J 

о cro Оо 

Инвариантность выражений а1, а2, . . • ап при преобразо­
ваниях координат может быть интересно геометрически интер­
претирована. Каждый из инвариантов а1, а2, • • • ап дает воз-
можцость доказать теорему, представляющую распространение 
теорем Аполлония на аффинное пространство. В виду сложности 
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формулировки, мы привод1-1м здесь только одну из этих теорем. 

Она принадлежит Staudt'y. 1 

Теорем а 1. Пусть S1 и S2-неособенные гиперповерх ноет и 
2·го поряд1Са, имеющие общий центр О. Возьме.м п взаимно 
сопряженных диаметров гиперповерхности S1, не яt1ляющихс я 
ее асимптотичес1Сu.м.и направления.м11. и обозначим полудиаметры, 
отсе1Саемы.е на этих направлениях гиперповерхностью S1, через 
Ох1 , Ох2, ••• Охп. гиперповерхностью S2 - через Оу1 , Оу2, 

... Оуп. Сумма 1Свадратов отношений соответствующих 

полудuаметров Ох. 1С Oyt есть величина постоянная. 
До к а а ат е п ь ст в о. Пусть координатные оси образуют 

п-эдр сопряженных диаметров гиперповерхности Sl' Тогда ее 
уравнение имеет вид: 

n 2 
~ a"x<•J =· 1. 
i=l 

Предположим, что гиперповерхность S2 задается в этой си­
стеме координат уравнением 

а xaxfl- 1 
a{J - • 

В формулу для инварианта а1 подставляем: 
Ь1,: = а;, bu, = О (i * k) 

Получаем: 

а-· 
Так как каждое из отношений ....'! дает квадрат отношения 

'1j 

отрезка Ох, к Оу;, то теорема доказана. 
4. Обращаясь теперь к вопросу о приведении двух квадра­

тичных форм к каноническому виду, изучим основные свойства 
вспомоrательноlt векторфункции К. Докажем теорему: 

Т е о р е м а 2. Главные направления, соответствующие двум 
неравным У. apa1Cmepucmuчec1CuAt числалt веf.торфун1Сции К, вза­
имно-сопряженны относительно 1Свадратичн.ых фор.и (fJ (х,х) и 
1Р (х,х). 

до к аз ат ел ь ст в о. Из равенств 

(К - л1 Е)(х) = О, (К л2 Е)(х} О 
1 2 

1 S t а и d t. Von den ree!len uпd imaiinaren Halbmessern der Kurven 
und Fll!.chen zweiter Ordnung, N iirпberg, 1867, стр. 4 6. 
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получаем: . . . ' 
А(х)-л1 В(х)=0, 

1 1 
А(х)-л2 В(х) = О. 

2 2 

Умножая первое уравнение скапярно на х, второе - на х, 
2 1 

ю1еем: 

rp (х, х)- л1 1Р (х, х) = О, 
1 2 1 2 

rp(x, х)- А11 1Р(Х, х) = О, 
1 2 1 2 

откуда: 

что и доказывает теорему. 

Т е о Ре м а 3. Если ( u,u, . . u} - инвариантный пучоf. ли-
1 2 m 

н.ейной ве1Сторфу1щцuи К, то сопряженная ему относительно 
1-;вадратичной формы 1Р(Х ,х) плосl(ость, определяемая уравнениями 

(21,4) 1/)(U,X) 0, 1P(U,X) = 0 .. , 1P(U,X) = 0, 
1 2 т 

mal(жe является ин.вариантной плосl(остью ве1Сmорфун.«ции К. 

до к а а ат ель ст в о. Векторфункция К удовлетворяет со­
отношению: 

( 21,5) хВК(у) = уВК(х). 

В самом деле, ВК = А, а А-симметрическая векторфунк­
ция. Если вектор у принадлежит к \u,u, . . . u}, то и К(у) 

. 1 2 т 

также л~жит в этом пучке. Пусть х принадлежит плоскости (2t,4). 
Тогда хВК(у) = О; на основании (21,5), имеем: 

уВК(х) = о, 

т. е. К(х) лежит в плоскости (21,4). Теорема доказана. 
Теор ем а 4. У двух 1Соадратичных форм (J?(X,x) и 1Р(х,х) 

тогда и только тогда существует п независимых общих 
взаимно~ сопряженных ноправлен.ий. если ве1Сmорфун.1Сция 

К =В-1А простого типа. 
до к а а ат е п ь ст в о. Е:сnи существует п взаимно-сопряжен· 

ных направпениА для IJ?(X,X) и '1/'(х,х), то, приняв нх за коорди· 
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натные оси, мы приведем матрицы векторфункций А и В к диа­
гональному виду: 

AI- i!BII 

,ann bnn 
Следовательно, матрица 11 К II в этой системе координат 

имеет также диагональный вид: 

KII = IIBl-
1 

'1Ai: = 

т. е. К-векторфункция простого типа. 
Докажем теперь обратное предложение. У векторфункции про­

стоrо типа каждому характеристическому числу кратности k соот­
ветствует k-мерная главная область (все направления которой­
инвариантные). Обозначим неравные между собой характеристиче­
ские числа векторфункции К через l 1, it2, ••• itm, их кратности-

соответственно через k1, k2, •.• km. Таким образом, у вектор· 

функции К существует т главных областей: Е k, Е,., . . . Е, ., при· 
1 n.a nт 

чем каждая из них состоит из инвариантных направлений. На 

основании теоремы 2, пучки Ek,' Ek,' . . . Ekm взаимно сопря-
жецны относительно обеих форм: rp(x,x) и ~(х,х). Возьмем один 

·из этих 1:учков~ например, Ek
1 

и выделим .в нем k1 взаимно­

сопряженных направлений относительно формы 1J.1(x,x): х,х . . . х. 
1 1 " Они являются также взаимно-сопряженными и относительно 

р(х,х), так как из равенства 

вытекает: 

К(х) = л1х 
t 

А(х) = л1 В(х), т. е. rp(x,x) = ) .. 11J.1(x,x), 
i I ik 111 

Таким образом, выделяя для 1J.I (х,х) п независимых взаимно· 
сопряженных направлений, мы получим направления, которые яв-

21, ПАРА КВАДРАТИЧНЫХ ФОРМ 249' 

.1яются взаимно-сопряженными и относительно форыы rp (х,х). 
Пользуясь терминологией теории элементарных деJJителеf.1, 

теорему 4 можно формулировать следующим образом: У двух 
1<:вадратичных форм rp (х,х) и 1J.I (х,х) тогда и толы.:о тогда 
существует п общих взаимно-сопряженных направлений, если 

элементарнъ,е делители матрицы 11 л В-А li простые. 
5. Дальнейшее изучение пары квадратичных форм мы прове­

дем для вещественного пространства, причем будем предполагать. 

что 1р(х,х)-определенная форма. 
Теорем а 5. Если 1J.I (х,х) - определенная ,свадраmuЧ,ная 

1 . 
форма, то хара1етеристичес1еие числа ве,сторфун,сции К в- А 
действительны. 

До ка.за тел ь ст в о. Допустим обратное,-что существует 
комплексное характеристическое число л с комплексным главным 
направлением х. Так как К - действительная векторфуню1ия,. 
то су~ествует комплексно-сопряженное характеристическое число 

). с · главным направлением х. Согласно теореме 2, направления­
х и х взаимно-сопряженны относительно квадратичной формы 
·ч, (х,х): 

1/}(х,х) = о, 
что не может быть, так как, если Х = U + i v, то ч,(х,х) = 1p(u,u)+ 
+ 1J.l(v,v) О. 

Теорем а 6. Если 'lf)(х,х)-определен.ная форма, то веюпор-
1 . 

фун,сция К = в- А-простого типа. 
Мы дадим два доказательства этой важной теоремы. 

1) Применим теорему 8, § 17. Согласно этой последней, нам 
следует показать, что каждый вектор х, являющийся корнем 

уравнения: 

(21,6) (K-J..E)2 (х) = О, 

где J..-характеристическое число векторфункции К, превращает 
в нуль вектор: · 

у= (К-лЕ)(х). 

Рассмотрим ~(у,у) = уВ(у). Имеем: 

,р(у,у) = уВ(у) = (К-лЕ)(х) (A-i..B)(x). 

Так как векторфункция А.-1.В--симметрическая, то 

(К-лЕ)(х)(А-лВ)(х) х(А-лiЩ К-л.Е)(х) = хВ (К-1.Е)2(х). 
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Если вектор х удов.11етворяет уравнению {21 ,6), то 

1Р(У,У) xB(K-J.E)2 (х) = о. 

Но так как 1J)(у,у)-определенная форма, то у О. 
2) Второй способ доказательства базируется на теореме 3. 

У векторфункции К характеристическиt:' числа, а следовательно, 
и главные направления-действительные. Возьмем одно из них: u 

1 

и рассмотрим гиперплоскость En-1: 1r(u,x) = О, сопряженну!Ь 
1 

с u. Она независим а от u (так как 1J}-определенная форма) 
1 1 

и является инвариантной для векторфункции К. Разложим К на 
две независимых векторфункции: К = К К, из которых К 

1 2 

лежит в u, К-в En-1· Нетрудно видеть, что из соотношения 
1 2 

хВК(у) уВК(х) 
-вытекает: 

хВК(у) = уВК(х), 
2 2 

где х и у- векторы, лежащие в En-I· Таким образом, к вектор­
функции К можно применить тот же процесс, что и к вектор-

2 

функции К: берем одно из ее главных направлений u и строим 
2 

плоскость Еп-2, сопряженную пучку { u,u} ( заметим, что направ-
1 2 , 

ление u- деltствительное, так как характеристические числа век-
2 

торфункции К принадлежат к х~рактеристическим числам функ-
2 

ции К). Плоскость Еп-з, будучи сопряженноlt с {u,u), ямяется 
1 2 

инвариантной дли векторфункции К и независимой от {u,u}. Раз-
2 1 ~ 

.паrаем К = К + К, прJ,1чем К лежит в u, К- в En-2 К удо· 
2 З 4 3 24 J 

влетворяет соотношению: 

хВК(у) уВК(х), 

' • 
где х и у - векторы пучка ! n-D· К К применяем тот же про­

' цесс. Прод61лжая таким образом дальше, мы выделим п незави-
. ·Симых главных направлений векторфункции К. Все они взаимно 
. сопряженны относительно формы 1Р(х,х). Теорема доказана. 
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• 
Объединяя теоремы 4, 5 и 6, можем формулировать следую· 

uree предложение: 
Те о р ем а 7. Если 1J)(x,x) - определенная ~вадратичная 

форма, то фор.мы q,(x,x) и v.<x,x) аффинным вещественным 
преобразованиелt ~оордин.ат могут быть приведены 1< виду: 

п 11 

(21, 7) 
""., (/)2 

9'(Х,Х) = ~ ),1Х , VJ(X,X) 
~ (/)~ 

± "'1.J х ' 
i=:l i=l 

причем },1-действительные числа. 
Заdача 1. Еспи обt квадрат~.чные формы q,(x,x) и 1/i(X,,.) - не­

определенные, то векторфункция К может быть не простого типа. 
Пример: 

q,(x,x) = х0 1' + х<2 )' + x(l) х<3\ 

11,•(х,х) = х<1)' .\ <2>' - х<31'. 

Показать, что характеристика векторфункции К в данном случае 
выражается символом (1,2]. Следовательно, у1<азанные квадратичные 
формы не могут быть совместно приведены к суммам квадратов пере 

менных. 
1

• 
Задача 2. Еспи характеристика векторфунк ии К= в- А выражается 

символом [ n], то, введя систем~ координат, при которой матрица 11 К I 
имеет канонический вид Jordan а. 

(21,8'1 

[. л l 
il ).1 

1: 
11 

1: 

можно придать матрице 11 В ii следующую форму: 

(21,9) 

Преобразованием координат: 

(21,10) е' = (Jk е t:Ji.- 1 е + ... + 111 е 
k 1 2 k 

(k=l, ... n) 
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можно привести матрицы А:/ и !I В I! к спедующему виду: 

л 11 :1 111 

(21,11) :Ali= ! 
.. н 11 11 .. 1 i 

I 
в1·1 J ' 

'· ' 1 • i1. Л 1 

1 ). 1 . lf 1 1j 

Решен.ие. Координатные векторы той системы, в которой мат­
рица 1/ К /J имеет вид (21,BJ, преобразуются векторфункцней К спе­
дующим образом: 

(21,12) 
К(е) = ле, 

1 1 

К (е) = ле + е 
k k k-1 

Спедеватепьно, . . 
А (е) = л В (е), 

1 1 . . . 
А (е) = л В (е) + В (е) 

k k k-1 

Отсюда получаем соотношения: 

ail. =). ь,,. + ьi,11. -1. 

а"1 =). bki + ьk,i -1 , 

(k = 2, ... п). 

{k = 2, ... п). 

причем предполагается, что Ь0, = О (s = 1, ..• п). Пр11равнивая a1k и а"1 , 
выводим формулу: . 

ьi,11.-1 = ьi--1,11. , 

которая показывает, что В 11 действительно имеет вид (21,9). При 

введении новой системы координат (21,10) м.~трица I В il не меняет 
своей структуры, так как векторы е', е', ... е' удовлетворяют ур·а-

1 2 n 
внениям (21,12). Выбором коэффициентов и1, и2, ••• и" можно превра­
тить в нуJrь а2, а3, ••• а,., а коэффициент а1 в единицу. Так как 

I л 1: = 11 в 1 !1 к : . 
то полуttаем (21,11), 

§ 22. Аутоморфиые преобразования квадратичной формы. 
1. Пусть 

(22, 1) . • Q р 
q,(x,x) = хС(х) = cafJX х 

квадратичная форма, дискриминант которой не равен нулю. Ис­
следуем свойства линейной векторфункции 1-ro рода у= D(J), 
определяющей однородное аффинное преобразование простран-

1 

11 
11 
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ства, при котором форма (22,1) остается инвариантной (так назы­
ваемое аутоморфное преобразование квадратичной 
формы). Условие инвариантностw запишется следующим образом: 

(22,2J D(x)CD(x) = хС(х). 
Подставляя в этом соотношении х + у вместо х, получаем: 

D(x}ёD(y) + D(y)CD(x) = х С(у) у С(х). 

Так как С-симметрическая векторфункция, то 

Dty)CD(x) = D(x)CD(y), уС{х) = хС(у). 

Таким образом, соотношение (22,3) приводится к следующему: 
.~.~ .. ~ 

(22,4) D(x)CD(y) = хС(у), ~-

т. е. при линеnном преобразовании D инвариантной .остаетс;'°не 
только квадратичная форма g,(x,x) = хС(х), но и бил ин е n на я 
форм а q,(x,y) = хС(у) та к же являет с я ин вар и ан том. 
Соотношение (22,4) может быть переписано в следующем виде: . . 

х D~ CD (у) х С(у), 
откуда 

(22,б) D,CD=C,· 
или 

(22,6) 
' ' . -1 • . -1 ' 
Dc с= CD ' с D= Dr С. 

2. Теор е :и а 1. D-н.еособен.н.ая линейная вемторфун.кция, 

прuчем JDI = ± 1. 
До к а э а тел ь ст в о. Из (22,5) вытекает: 

С 1: D 12 С , D i2 
= 1. 

С л ед ст в и е. Веl{торфунют,ия D превращает 1еаждЬ/.tt n· 
мерныtt параллелепипед в равн.овели1еий (с точн.остью до зн.ака). 

В самом деле, если z = D (х), z = D (х), ... z = D (х), то 
1 1 2 м n 

(zz .•• z) = D 1 (хх ... х). 
12 n 12 n 

Теор ем а 2. Хараюперистическому itucлy веюпорфун.,щии 
D, не равн.ому ± !, соответствуют инвариан.тн.ые н.аправлени~, 
принадлежащие 1е асимптотичес!{ОМУ kон.ус.у ве!{mорфун.мции С. 
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До к аз ат е n ь ст в о. Пусть инвариантному направnению х 
соответствует характеристическое чисnо ).: 

D (х) = J.x. 
Из соотношения (22,2) выводим: 

л2хс(х) = хс(х), 
откуда сnедует утверждение теоремы. 

Т е о р е м а 3. Если л1, л2-характеристические числа веюпор­
функции D, и л1л2 1, то инвариантные наnра8ления, соответ­
ствующие л1 , сопряженны относительно квадро.,пичной фор.мы 
,р(х,х) инвариантным направлениям, соответствующим xapal(­
mepucmuчecl(oмy числу 1.2• 

Док аза тел ьств о. Пусть 

D(x) ).1х, D (х) = J.2x. 
1 1 2 2 

На основании (22,4) имеем: 

(22, 7) хС(х) = л1 л2 хС{х), 
2 1 2 1 

что доказывает теорему. 

Т е о р е м а 4. Если веl(mорфуНl(ЦUЯ D и.меет xapal(mepu­
cmuчec1Coe число л, не равное ± 1, то у нее существует xapal(-

1 . . 
mepucmuчecl(oe число ). той же l(ратности, что и л. Эле-

ментарные делители, соr,тветствующие xapal(mepucmuчecl(UM 
1 

числам л и °I' имеют соответственно одинаковые nоl(аза-
тели степеней. 

до к аз ат е п ь ст в о. Достаточно показать справедливость 
второго утверждения теоремы. Эnементарные делители вектор. 
функции D ищутся из характеристическоА л-матрицы: 

М = 11). Е- D 11. 
Рассмотрим сопряженную матрицу 

Так как 
м. -11лЕ-о,11. 

то 

м. = lлЕ co-J с- 1 = !iCll llлE-D- 1 il ilc-1 !1 = 

= 11c1111лD-EJll1D- 1 1111c- 1 11. 

----§ 22. АУТОМОРФНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ КВАД~~тичной ФОРМЫ 251> 

Таким образо~, элементарные делители у М, те же самые, 
как и у л-матрицы 

N =liлD-Eli. 
Нетрудно видеть, что каждому элементарному делителю вида 

(л-аi матрицы М соответствует элементарный делитель вида 

( л- ·~ )е матрицы N. Но две сопряженные .~-матрицы М и Мс 
имеют одинаковые элементарные делители. Теорема, таким обра­
зом, доказана. 

Теорем а 5. Если {u, u, . . . u}-т-.мерный пучок, инвара-
. 1 2 т 

антный при аффинном преобр(J,Зооании D, то сопряженная е.му 
плоскость, опреде.ляе1,tая уравнениями 

(22,8) 9' (u,x) О, 9' (u,x) = О, ... 9' (u,x) = О, 
1 2 т 

также инвариантна при преобразовании D. 
До к а за те л ь ст s о .. Векторфункция D удовлетворяет соот-

ношению: 

(22,9) D(x)CD(y) = хС(у). 
Пусть у-некоторый вектор, принадлежащий пучку {u,u, ... u}; 

1 2 т 

тогда D(y) также лежит в этом пучке. Если х принадлежит 

к плоскости (22,8), то хС(у) = О, т. е., на основании (22,9), 

D(x)CD(y) = О; 
отсюда следует, что D(x) лежит в плоскости (22,8), ч I о и дока­
зывает теорему. 

3. Векторфункция D, оставн~ющая инвариантной заданную 

неособенную квадратичную форму х С(х), может быть, при из­
вестных оrраничениях, очень просто выражена через С и неко­
rорую антисимметрическую векторфункцию 2-ro рода. Рассмотрим 
сначала тот с:1учаА, когда у векторфункции D нет характери­
стических чисел, равных-1, т. е. когда 

[D Е! О. 
Построим sекторфункцию 2-го 

. . D 
(22,10) А= С--

Покажем, что А антисимметрична. Имеем: 

· ёо- 1 с- 1 -в · А= D,-E С= С= 
• о,+Е со +Е 
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· -1 -1 · -1 -1 -1 • 
=C(D -Е)С C(D +Е) С С= 

· D-·l _ Е 
= с --~-·-·-- А. 

+ Е 
Выразим теперь D через С и А. Решая уравнение (22, 1 О), 

получаем: 

откуда: 

-1 . 
D = Е+с А {22,11) 

Е-С-1 А 

Это выражение может быть преобразовано следующим образом: 

D = (E-c-l АГ1 (Е + с- 1 А)= (С-АГ 1 сс- 1 (С+ А}. 
Таким образом, 

(22,12) D = (С-АГ1 (С + А). 
~братно, векторфункция D, определяемая формулой (22, 12), 

r_де С-неособенная симметрическая векторфункция 2-ro рода, 
А-неко:орая антисимметрическая векторфункция 2-ro рода 
{выбор А ограничивается только тем условием, что опредеnи· 
те~ь I С-А I О), оставляет инвариантной квадратичную форму 
хС(х). 

Докажем это последнее утверждение. Из (22,12) выводим: 

Следовательно, 
ос= (С-А)(С + дг1 . 

Dc (С + А) D = С + А, 
ос се·- А) D = с - А. 

Складывая, получаем 

DCCD = с, 
т. е. действительно D удовлетворяет уравнению (22,5). 

Е.:ли у векторфункции D нет характеристических чисел, 
равных + 1, то, аналогично предыдущему, векторфункцня 

· · D+E 
A.=CD-E' 
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является антисимметрической. В этом случае 

• -1 . 
D= С А+Е 

C-J А- Е 
= (д.-сг 1 (д + с). (22, 13) 

Резюмируя вышесказанное, можем формулировать теорему: 
Теорем а 6 (Не r m i t е' а). Линейная векторфунf<ция 

1-го рода D, оставляющая инвариантной неособенную квадра­
mичную форму хС{х), может быть выражена следующ.им образом: 

(22, 12) D (С-А)- 1 се А), 

если у ней нет xapaf<mepucmuц,ecf<иx чисел, равных 1, или 

(22,13) 

если у ней нет xapaюnepucmuчecf<UX чисел, равных + 1. А- -
неf<оmорая антисимметрическая веf<торфунf<Ция 2-го рода. 

Пример. Пользуясь формулоА (22, 12), выведем выражение д.1я век­
торфункции D 11 двумерном пространстве, остав.1яющей инвариантной 
квадратичную форму 

(22,14) ЧJ = с11х('Р + 2с12х<') х(') + c12x<'J2 • 

(при ус11ови~,r, что у D нет характеристических чисел, равных-!). 
Берем антисимметрический тензор А с матрицей 

1, ·,. 1·1 О, а ii 
,,А1: = -а, О J:· 

Образуем 

J(C - А =11 ~11, С12- а:: .. 11 С+ А !i - !J cl!, са+ а :1 
Св1 + а, r22 1: -1, С21 - а, С12 !i' 

Постоянную а подчиним условно, чтобы определитель Л: 

• -- 1 Са, Са - а 2 ' 2 =!= 
LJ = а т с11 С22 -с11 О. 

I С11 + а, С22 
Имеем: 

11 С -AI, -• -li 
11 

Следовательно, 

а ~: 
ii ;. 

\t Сн с,2 - (с 18 а)1 2а с2• 

IID !=1 C-A11-•1:t+ А1: = 11- _ ,;.: ---,:,,.,;+•)' 
17 Ш11ромв П. А. 
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Это есть общее вы;,ажение матрицы афф~нных преобразований, 
остав,11яющих инвариантной форму (22.14) и у которых характеристиче-
ские чис.1а отличны о' :минус единицы. • D 

Задача 1. выв':!сти общее выражение для веuкторфункции. в трех~ 
мерном пространстве, оставляющей инва~иантн:>и ~вадратичн:,;ю форму. 

q,(x,x) = а1 х(')2 + a:i:x02 + agX(") ' 

II не имеющей характеристических чисел, равны~-1. 
от в е r. Вводя аитисимметрический тензор А с матрицей; 

• ii о -r q ·1 jl ' ' ! 

l!Ail .. r, о, -р 1, 
-q, р,О 

получаем: 
.d-2(a

2
qz a

8
r2), 2a1 (pq-a,r), 2a3 (pr a2 q) 

2a,(qp a
1
r), A-2(a1p2 +a3r1

), 2aa(qr-a1P) 

2 а1 (rp - а2 q), 2 а2 \rq 1 а1Р), Ll-2 (а~Рэ+щq•) 
где 

.d = а1 аааа + a1Pz + a~qz + aar2. 
Задача 2. Вычнсщ~ть характеристические числа векторфункцюt 

О, опреде1енной в предыдущей задаче. 
Ответ: _ 

i,1 = ~ ~ ~:_~ ~ ~::- ' ~ = 
r а1 а2 а 3 + L 1 А 

, i.3 = 1, 

где 

решен и е. 1-й способ. На основании теорем 
характеристических чисел равно 1, два других связаны 
).,~ = 1. Определяя след векторфункции D, получа1:м: 

1 3а1а2а3 - Л 
;,1 + + l = Л . 

и 4, одно из 

соотношением; 

Оrсюда определяем t,1 • 
2-й :способ. Вычис,11яем характеристические числа векторфунк· 

-1 . 
uаи С А: 

Так как 

то 

г 

-v
-л. 

<Т1= --1, 
а1 а2 а3 

<Т2 = у-1 ix1 а2аа ' 

Е с-1 А 
D= ., 

Е -С- А 

. 1-\-а, 
/,; = 1- О', . 

0'3 о. 

(См, задачу 6, § 16). D ая 
Задача 3 Доказать что линейная векторфункuия , определяем 

формудой (22:12) и.ш (22,13), оставляет инвариантной билинейную аюи· 
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симметрическую форму х А(у) и вообще билинейную форму вида x(i..C + 
+ .нА.) (у), где ).,µ-некоторые произвольные числа. 

Задача 4. Пусть векторфункция D задана матрицей: 
ij ), 1 () о 11 

'.1. о л о -1 о 11·. 
,; о о л 1 1 

:io о о 1-
1

!1 ,. . 

Определить те квадратичные формы, которые она оставляет инвари-
антными. · 

От в е т. 
q: (х,х) = A(l2 x(ll х<4> - x(2J х<3>) вх<2) хС4), 

где А и В-некоторые производьные постоянные. 

4. Дальнейшее исследование векторфункции D проведем для 
реального пространства при предположении, что Q?(х,х)-опрел.е­
ленная форма. В этом случае, на основании теоремы 2, деАстви­
тельные главные направления могут соответствовать только харак­

теристическим чиспам, равным ± 1. Следовательно, все хара кте-
ристические числа, отличные от 1,-комплексны. 

Те о р ем а 7. Если 1tsадратичная форма Q?(x,x)- определен­
ная, то xapa1tmepucmuчec1tue •tисла ве1tторфуню1,ии D по мо­
дулю равны единице. 

До к а а ат е л ь ст в о. Пусть л,J:-комплексно-сопряженные 
характеристические числа, х,х-соответствующие им главные на· 

правления. Если бы произведеиие лХ не р~внялось единице, то, 
на основании теоремы 3, направления х,х были бы взаимно­
сопряженны относиге11ьно квадратичной формы <р(х,х). Но этого 

быть не может, так как Q?(x,x) =i= О. Итак, \лl 2 = J..I = 1. 
Теорем а 8. Если ивадратичная форма gi( х,х )- опреде~ 

леНН'Нl, то векторфуниция О-простого типа. 
До к аз ат ель ст в о. На основании теоремы 8, § 17, доста· 

точно показать, что лля каждого характеристического числа· }w 
решения уравнения . 

(D-).E)2 (x) = О 

превращают в нуль вектор 

у= ф-лЕ) (х). 
. - t . 

Рассмотрим сопряженное характеристическое число i. = ;. . Ему 

соответствует сопряжеиный комплексный вектор 

у = (D - ] Е) (х) = ~ (л D - Е) (х); 
!. 

17"' 



(если л = ± 1, 10 у- деАствительныА вектор, т. е. у= у). Вычи­
с.,им у'" С{у): 

- . 1 . 
уС(у)= ylлD E)(xJC(D лЕ)(Х)= 

= т x(J. i>, Е) С(D-лЕ)(х1= 
1 - . . . . . . 

= Т х (). D, CD--).2 Dc С-:- С D + л С) (х). 
Так как 

с, 

по,1учаем: 

уС(у) = --
. -1 . . 

х(л2СD - 2лС + CD)(x) 

=-
• -1 

xCD (л2 E-2J.D+D2)(x) 

• 1 
xCD (D - лЕ)2 (х) = о. 

Так как р(х,х)-определенная форма, то из равенства нулю 

выражения у С(у) слелует, что 

у = (D-лЕ) (х) = О. 
Теорема доказана. 

Зада~tа 5. Дать другое доказательство теоремы 8, базируясь на тео­
р;ме 5, аналогичное второму доказательству теоремы 6 § 21. 

5 Зэ.Вмем:ся выдепением инвариантных направлений векторфунк­
ции D. 

Так как эта векторфункция в том случае, если форма хС(х)­
определенная,-простоrо типа, то каждому ее характеристическому 

числу кратности k соответствует k-мерная главная область, все 
направления которой инвариантны. 

Ilредположим, что у векторфункции D имеете~ характеристи­
ческое число 1 кратности р, - 1 кратности q и комплексн~е 
корни л1 и Х1 кратности k1. л2 и I2 кратности k2, • • • лт и л,.. 
кратности k,п· 

Пусть характеристическим числам+ 1 и -1 соответствуют 
главные области ЕР и EJ. Если корню д.1 соответствует главная 
область Elti' то корню л.1 соответствует комплексно-сопряженный ' 
пучок Ё"/1, (Elt и Ё являются асимптотическими пучками вектор• 

1 l /tl 

функции С). 
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На основании разде11а 18 § ~о,_ в этих _двух пучках можно 

выделить базисы u,u, . . u и u, u, . . u, удовлетворяющие 
уравнениям 

(22, 15) 

1 2 lt, 1 2 1,, 

(f(U,U) = О 
i /, 

(i ф k) 

· Нормируя векторы u, мы можем достигнуть того, чтобы имели 
i 

место соотношения: 

(22, 16) g;(u,u) = +: д~. 
i k 

причем знак плюс берем для того случая, когда форма ,р(х,х)­
положительная, минус, - если она отрицательная. Аналогично 

выделяем базисы во всех комплексно-сопряженных главных обла-

стях Ek , Ek , Ek , Ёk , . . . , соответствующих остальным ха-
• 11 3 3 

рактеристическим числам. В ЕР и Eq строим базисы так, чтобы 
их векторы v были взаимно-соriряженны относительно квадра· 

t 
1ичной формы ,р( х,х) и удовлетворяли условию: ,p(v, v) = ± 1. 

i • 
Выберем теперь за направления координатных осей направле-

ния векrоров nостроенных базисов: первые (2k1 + 2k2 + ... + 2~,,.) 
коорцинатных векторов возьмем в комплексных областях Е"/1,, Eh 

~ 1 1" 

Е,1' .... 
а 

е = u, е = u, е = u, е = u, ... , 
1 12 13 24 2 

следующие р векторов-в ЕР, остальные-в Eq. Посмотрим, ка­
кой вид в этой системе координат имеют матрицы векторфунк­

ций D и С. Чrо касается матрицы !: D !1, то она имеет диаrона:,ь­
ныА вид, так как координатные векторы взяты нами по главным 

направлениям векторфункции D: 

I D2k, 

1· 
' 

, где D2;._ = 
1 

q 

Е" и Еq-единичные матрицы соответственно p-ro и q-ro порядка. 
Принимая во внимание соотношение (22, 16), теорему З и то. 
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как мы выбирали бааисы в гnавных областях ЕР и Eq, нетрудно 
в14деть, что матрица 11 С Н имеет следующий вид: 

С 1! 

I С -- Ер 
Eg 

где С- матрица (2k1 + 2k2 + ... + 2kтп)·rо пopsJilкa: 

о 1 11 

1 О • I 

С= . . 11, 
О 1 
1 oii 

ЕР и Eg- единичные матрицы р-го и q-ro порядка. 
Заменим теперь комплексные координатные векторы веще· 

ственными: 
' 1 -

е = ,r- (u + u), 
1 r 2 1 1 

(22,16) е'= -~(u-u) 
2 · J12i 1 1 ' 

и т. д, 

(леltствит~льные координатные векторы оставим теми же самыми). 
В этоt! новой системе координат имеем: 

D (е') = -·-1- (л u + I -) .!:!__+ fi '+ ;,1 ;;; · е' 
1 }/"i l J 1 ~ 2 ~ 2 : 2' 

D ( е') = 
1
1-_ (),1 u 

2 1 2t 1 
i u) = ь -.IL е' + ь + i.1_ е' 

1 1' 21 1 2 2 ' 

и т. д, 

Полагая л1 eia,, получаем: 
D (е') = cos а1 е' sin а 1 е', 

1 1 2 

D (е') = sin а1 е' + cos а1 е', 
2 1 2 

и т. д. 

О_:метим, что каждая пара комплексно-сопряженных векторов 
u и f:J определяет в вещественном пространстве инвариантный 
i i 

двумерный ~tучок. Построенные таким образом двумерные плос­
кости {е',е'}, f e',e'}, ... взаимно сопряженны относитедьно 

1 2 З , · 

квадратичной формы rp(x,x) (см. раад~., 18, § 20). 
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Посмотрим, как будут выражаться в 

нат со;тавдяющие тензора со:р' Имеем: 
новой системе коорди-

rp(e',e') = +- rp(u u,u+u) 
ti 1,,1 i ii i 

(y'(U,U) = ± 1, 
i i 

·(f' ( е', е') = о 
i k 

(i kj. 

Объединяя вышескааанное, можем формулировать теорему: 
Теорем а 9. У веществен.ной линейн.ой вен:торфунн:ции 

1 ·io р:;да D. оставляющей инвариантной определен.н.ую н:вадратач­
ную фор.му'rр(х,х), Jtожн.о выделить: 1) ~лавную р-.мернуюобласть, 
соответствующую хара1tтеристичесн:о.му числу = 1, 2) ~лавн.ую 
q·.мерную область, соответствующую харан:теристическо.му 

•шслу -1, 3)s= n-~-q дву.мерн.ых инвариантных пучн:ов,соот­
летствующих н:о.мплен:сн.ы1,~ характеристичесн:и.м числам. Все 
эти ~лавпые области и инвариантные пучн:и взаи1,то-сопряженны 
относительно квадратичн.ой фор.мы rp(x,x). 

Выбирая н:оординатные н:он.травараантн.ые веl(mоры в этих 
(]бластях и пучн:ах, можно привести нвадратичную форму 
rc су.м.ме п 1(8адратов: 

п 

т (х х) = __1_ У x(i)2 
т ' _.__...... ' 

i=l 

а ма11rtрицу веюпорфую-щии D ,с следующе,ну виду: 

А1 

ilD, - А 
1
• cos а1 , sln а1 !1 

, где . = l ':• 
' ,i - sin а1 , cos а1 il 

(2s + р + q = п) 

§ 23. Ан rисимметрический ковариантный тензор 2-ro порядка. 

1. Антисимметрическому тенаору a,iJ соответствует билиней­

ная форма: 

'!КХ,у) =а,;, х•у:З = -'IJ)(y,x), 
аа;з =-a{Ja 

и антнсимметрическая ковариантная векторфункция 2-ro рода: 
• • i3 • • 
у = А(х), У~ = а,;, х ; д,, =-= -А . 
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Если ранг r тензора аа~ меньше п, то существует n-r не­
зависиыых нулевых направлений, определяющих нулевую область 
это1·0 тензора; 

д(х) = о. 
В § 2 мы видели, что ранг антисимметрическоll: матрицы вы­

ражается всегда четным числом. Следовательно, в пространстве 
с нечетныи числом ·ИЗ)!ерениА у антисимметрическоrо тензора 

всегда существуют нулевые направления. 

2. Два направления х и у называются сопряженными относи­
тельно тензора а,~, если 

,ц.,(х,у) хА(у) = О. 
Если у-не нулевое направление, то векторы, сопряженные 

с ним, лежат в гиперплоскости, проходящей через вектор у. Она 
называеrся гиперплоскостью, сопряженной с направлением у .. Две 
плоскости называются сопряженными, если каждый вектор одноА 
сопряжен с каждым вектором другой. 

Напомним, что каждое направление у антисимметрической 
векторфункции является асимптотическим: 

хА(х) = О. 
2. Приведение матрицы антисимметрическоrо тензора к про­

стей•uему виду производится вполне аналогично тому, как это 
делается для квадратичн~х форм. Докажем теорему: 

Теорем а 1. Уантисимметрической веК,mорфун1щии 2-го рода 
' г 

ран:га = r можно выделить 2 независимых двумерных nлоско-

стей, взаимно-сопряженных относительно этой функции и не 
лежащих в ее нулевой области. 

До к аз ат ель ст в о. Выберем кgкое-нибудь ненулевое на­
правление u и рассмотрим сопряженную гиперплоскость Е,. .1: 

1 

v1(u,x) о. 
1 

Возьмем вектор u, не лежащий в Е,,_ 1 : 'Ц!(u,u) О. En-1 
2 1 2 

вместе с гиперплоскостью Е' n-1: 

1µ(u,x) = о, 
2 

сопряженной с вектором u, определяет (n-2):мерную плоскость 
2 

Еп-2, В самом деле, уравнения 

1p(u,x) = О, 'Ц,'(U,х) = О 
1 2 

., 
-~ 
.' 
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независимы, так как в противном случае мы имели бы: 

л11µ(u,х) + J,2'ЦJ(u,x) = О. 
1 2 

Полагая х = u или u, мы получим i.1 = л2 = О. Плоскость Е11 _2· 
1 2 

<:опряженна плоскости ( u,u J; если в ней все направления нулевые,, 
• 1 2 

3адача закончена. Если же в Еп-2 имеется ненулевое направление, 
u, рассматриваем (n-8)-мерную плоскость Е,,_3, сопряженную, 
3 

с u,u,u: 
1 2 З 

1µ(u,x) = о, 1µ( u,x) = о, 1µ(u,x) = о. 
1 2 S 

В Е,,_2 берем вектор u, не лежащий в Е,._3: 
4 

1µ(u,u) = о, 1µ(u,u) = о, 1µ(u,u) о. 
14 24 34 

(n-3)-мерная плоскость Еп-з': 

'Ц!(u,х) = О, 'Ц!(u,х) = О, 1µ(u,x) О 
1 2 4 

в пересечении с Еn-з дает (n-4)-мерную плоскость En.-4; 

'Ц!(U,х) = О, 'Ц!(u,х) = О, 'IJ!(u,x.) = О, 11,(u,x) = О. 
l 2 3 4 

В самом деле, эти уравнения независимы; если бы существо-· 
вало соотношение 

л1 1µ(u,х) + л2 1µ(u,х) + J.3 1µ(u,x) + л4 'Ц,'(U,х) = О, 
1 2 3 4 

то, полагая пос;1едовательно х = u,u,u,u, мы получили бы 
1 2 З 4 

А1 = л2 = ;,з = J,4 = О, 

Итак, мы выделили две взаимно-сопряженных двумерных плос­
кости \u,uj и (u,u} и сопряженную с ними (n-4)-мерную плос~ 

1 2 3 4 

кость En-4 Если зта пос.1едняя является нулевой областью тен· 
_зора, задача закончена. Если же нет, то выбираем в En-4 ненуле­
вой вектор u ·и про110.11жаем процесс дальше, нак мы это делали 

5 

11Ля В результате мы получим т взаимно-сопряженных дву­
мерных пучков: {u, u), {u, u}, ... {u, u}, причем плоскость. 

1 2 3 4 2m-l 2m 
Еn-2т, сопряженная с ними: 

'Ц!(U,х) = О, 'Ц!(u,х) = О, 
] 2 

1p(u,x) = О, 
2т 
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уже является ну,'!евой областью тензора. Все эти пучки {u, u}, 
1 2 

{u, u}, ... {u, u} независимы. 
3 4 2m-1 2m 

Нетрудно видеть, что 2m равно рангу тензора. И действи­
тельно, нулевые направления все лежат в Еn-2т; следовательно, 
п - 2m = п - r. Теорема, таким образом, -доказана. 

За координатные векторы примем u,u, ... u, на которых. 
1 2 r 

построены взаимно-сопряженные пучки {u,u\, {u,u}, ... {u, u;, 
1 2 3 4 r-1 1· 

и любые (n-r) независимых векторов, лежащих в нулевой об­
дасти Векторы u,u . · .. u нормируем так, чтобы 

(23,1) 
1 2 r 

-1J.l(U, U)=l 
2i-l 2i 

( i = 1,2, . . . f) . 
В это!! системе координат матрица антисимметрическоrо тен­

зора имеет следующий вид: 

() 1 
'-1 О 

о l 
...:... 1 О 

о 

о 

который и будем называть к ан он и чес к им. 
Мы приходим, следовательно, к положению: 
Те о р е м а 2. Антисимметрическая билинейная фор.1,1,а r-20 

ранга может быть приведена линейным преобразованием коор­
динат " 1Саноническо.му _виду: 

(23,3) 1J.I( х.,у) = (x(t)y(2J_x(2)y(II) + (х<э)у(•1-х(41у(з)) + ... 
+ (x(r-'--l)y(!')-x(r)y(r-1)). 

Пример. Рассмотрим антисимметрическую билицейную форму 
,в 5-мерном пространстве: 

{23,4) 1р(х,у) = x(t)y(2) _ x(2)..v(I) + 2(x(l)y(5) -x(5>y(l))- з(х(2)у(Я) -

.- х(З)у(2)) + х(З)у(4) - х(4)у(З), 

За вектор u принимаем (1, о, О, о, О); сопряженная ему rиперплоскость 
1 

выразится уравнением 

"P(u,y) = x(2J + 2х(5) = о. 
1 
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Берем вектор u (О, 1, О, О, О), не пе.-кащий в это/:! гиперплоскости: 
2 

(23,5) ~J(U,U) = 1 
1 2 

и рассматриваем сопряженную ему гиперплоскость 

v(u,x) = - :,;(1)- Зх(ЗJ = о. 
2 

В r ,шерrмоскосrи Е3: 

х(2) 2х(5} = О, x(t) Эх(ЗJ = о 
ныбираем вектор ~ (О, О, О, 1, О) не ну.1евого направ.1ения и вектор 
u (- 3, О, 1 О, О), не лемащий в rиперnлоскости 
4 

Имеем: 
( ~3,6) 

1;1(u,x) = х(З) о. 
а 

!Jl(U,U) = 1. 
З 4 

Строим теперь прямую, сопряженную 

Она определяется уравнениями: 
1p(u,x) = х(2) + 2х(5) = о, 

1 

• '!Jl(U,X) = - ( x(I) + Зх (Зj) 0, 
2 

9(u,x) = х(З) = о, 
3 . 

направлешшм u u, u. u. 
1 2 3 4 

'1/1(~,х) = - 3х(2) - 6.1 (5) + 3х(2) + .л (4) = о . 

На ней аежит вектор ~ (О, - 2, о, 6, 1), определ~ющи!I нулевое 
направление. Соотношения (23,5) и (23,6) показывают, чтu достаточно 
у вектора ~ _изменить знак, чrобы подучить 5 векторов: 

,1, О, О, О, Q), (О, 1, О, О, О), (О, О, О, 1, О), (3, О, - 1, О, О), 
(О, -2, О, 6, 1), 

011реде.~я10щих коорди.1атную систему, в которой билинt·йная форма 
(29,4) примет канонический вид (23,3). 

3. Рассмотрим п векторов u, u, ... u, определяющих ту ко-
1 2 n 

ординатную систему, в которой матрица антисимметрическоrо тЕ'.Н· 
зора принимает канонический вид (23,2). Построим взаимую си-

1 2 п · 

стему u, u, ... u. Выразим составляющую тензора а через 
i ~ 

векторы u. 
Имеем: 

а = 111(е е) a{J т , , 
а fJ 

(1 (1 

е = eu . u = uau. 
п а а а 
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Таким образом, 
" 't 

а я= ll,,Uя1Jl(U,U). 
а~ ,., о т 

Учитывая соотношения (23, 1 ), получаем 
12 12 34 84 

(23, 7) a"fJ = (и,,и;з - u/Ju.) + (uaufJ-afJuJ + ... + 
,·-1 ,. ,·-1 r 
(иaufJ- ириа). 

Таким образом, мы приходим к следующей важной 1'еореме:: 
Те о рем а 3. Антисимметрический тензор 2-го поряд"а: 

. r 
ртtга r может быть представлен в виде суммы 2 независи-

Jtых бивекторов. 
4. Представим формулу (23,7) в следующем виде: 

1 2 З 4 r-1 r 

aafJ = 2 (u[allf.ll+и[au,(I] + .•• + и[а u{f]). 

Перемножая "i составляющих: а","•, аа,а,' . · , aar 

тернируя по индексам а1, а2, •.• а,., получаем 
r r 

- 22 (!._1
)\ и (\,,а,аа,а, · · · аа,. 1 ar1 - 2 и[n,иа,'' • ·";·] (23,8) 

1 2 r 

= rll и 1 и ... а 1, a:i, а1 а~, 

где r!I равно произведению четных чисел от 2 до r: 
r!!. = 2 • 4 · 6 ... r. 

Выражение 

р = (r 1) 11 а а ... а 
а, а, , .• а, ' ' la, а, а, а, ar-1 а,,1 

• 

называется arrperaтoм Pfaff'a порядка r. Здесь (r-1)!! обозна­
чает произведение нечетных чисел от 1 до r - 1: 

(r - 1 )!! = 1 · 3 · 5 ... (r - 1 ). 

Пользуясь соотношением (23,8) выводим: 
1 2 r 

(23,9) Р = r! и и ... и 1• 
а1 а,2 5 • а а,. (а1 a.l аг 

Таким образом, имеем теорему: . 
. . Теорем а 4 .. Аггрегаты Pjajj'a поряд1<нза о'р' аобrр~озоврааннн:: .. 1· 

uз составляющих антисим.,tетрачес"оzо те ... · "' , . 
являются составляющими 1(овараантного r-вe1<mopa, по- · ·., \ 
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1 
строенкого ка тех 1<овариактных ве1<торах u, u ... u, 1Соmо­
рые фигурируют в формуле (2,3,7), даf<)щеа разложение ан-

тисимметрического тензора на сумму f биве1(mоров. 
Из формулы (23,7) и (23,8) вытекает таю!(е · следующая 

теорема: 

Теор е м а 5. Ранг ан.тисuмметричес1<ого тензора а тогда a(J 

д толжо тогда равен r, если не все аггрегаты PfatJ 'а r·го 
поряд1Са равны нулю, между тем 1<al( все аггреzаты (r + 2)-го 
.поряд1Са равны нулю. 

5. Познакомимся более подробно с аrrреrатами Pfaff'a: 
Р = (r - 1) ! ! а[ а ... а 

а, а, ..• °'r а.1 а,, а, а, ar _ 1 а 1•1 ' 
В антисимметрическом тензоре 

а = r! а, а ... а 1 а1 а.1 . " • а1• а 1 а1 а: а 1 а,~_ 1 ar 

~входи r r! слагаемых вида ва,; а,, ... а. 11 , где е равно -t· 1 
1 2 ::6't 1r - r 

или - 1, смотря по тому, четной или НfчетноА является под· 

( 
а1а1 ••• а,.) С 

1:тановка . i . . . реди этих с,,аrаемых имеется ряд рав-
1 lz · • • lr 

яых между coбolt, Заметим прежде всего, что два члена в сумме 

~ ваi i ач ... aL- , , отличающиеся порядком сомножителей, 
, ' .... • т,-1 r • 

ммеют одинаковый знак; в самом деле, при перестановке двух 

.сомножителеlt происходит транспозиция сразу двух индексов, 

tie изменяющая знака члена. Следовательно, имея в сумме 

"1 ва . . а .. ... а, , член вида ваk k a,k •.. аъ k, мы по· 
.~ t1t, tai, r.r - 1 •r 1 1 , .... 4 ''Т - 1 r 

лучим ( ; ) ! равных ему членов: входящих с тем же самым зна­
ком в эту сумму, если будем как угодно переставлять множи-
1'ели произведения. Кроме того, из каждого такого члена мы по-

т 2 . 
лучим 2 равных ему членов с тем же знаком, если будем пе· 
реставлять индексы у каждого м1::1ожителя аа а • Таким образом, 

i k 
r 

мы получим группу, состоящую из 22 
(;) ! = r!I равных членов 

н с одинаковыми знаками. Число таких rрунп в сумме а -
а1 , • • <Jr 

равно ,, 
r!! = (r- 1)1!. 
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Так 1<ак 
(r - 1) !! 1 

Р . = а =-а 
а, а, ... а, r! а, а, ... а, r!! а, а, ... ar' 

то в аггрегате Pfaff 'а .мы получим после приведения подобных 
членов (r....:.... 1 )!! слагаемых, имеющих коэффициенты, равные 
плюс или минус единице. 

Пример: 

Р = а =а а1 а, [а, а,] а1 а, ' 

Р = За а = а а + а а + а а а1 а.11 аа а, [а1а1 а3а~} а1 а» а1 а, а1 а 8 а1 а:1 а1 а~ а.11 а3 " 

Задача 1. Выписать arrperaт Pfaff'a 6 -11, порядка: Р1234ьв· 
Ответ: 

Р11м5s = й12аз,ам -аааз5й4s + й12йзоа,s - а1зй:sа~s + й1зй25йJs - й1за24йsв +· 
+ й14й2зй5е - а14а2sйзв + а14а~sйз5 - а15й2sаз, + й1sа2,азs - й15й2зй4е + 

+ а.sа2зй45 - й1sа2,азs + й1sй2sйз4· 
6. Теорем а 6. Антисимметрический определитель чет­

ного порядка п равен квадрату аггрегата Pfajf' а п-го порядка. 
образованного из его •эле.ментов: 

I a,k 1 = (Р123 · • • п) 2 , 
где 

Р12з п = (п - 1) ! ! a(J''a34 а - 1 J · , . • . ,:;, ... ri ,п 

До к аз ат ель ст в о. Если ранг тензора aafJ меньше п, тео­

рема очевидна: в этом случае равны нулю как определитель J uik /, 

так и аггрегат Р123 ... n' Рассмотрим тот случай, когда ранг ан­
тисимметрического тензора равен п. 

п 

Возьмем п независимых ковариантных векторов u, u, . u, 
которые мы построили в разделе 3 настоящего параграфа для 
приведения 1ензора к сумме бивекторов (23,7). Если эти век· 
торы мы примем за координатные, то в этой новой системе 

координ!т матрица антисимметрического тензора примет канони­

ческий вид: 

'1' aik .\ = 

О 1 
-1 О ii 

.. 1111· 

-~Ы 
Следовательно, / а,; ) = 1. На основании формулы (23,9) аг­

rрегат Pfaff'a Р12 •.. п имеет следующий вид: 
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р = ]2.,. n 

и" 

п 

и,, 

(i') 

=JXi, 

(1') .. , . (~) 

так 1<ак ~k = ~;е = (i~). Определители J a1k I и ! а1/ J связаны со·· 
k 

отношением [см. формулу (19,2)): 

' 1 [XJ-
2

• a,k ! = a1k I 
Таким образом: 

Пример. 

о а12 аlЗ а14 

а21 о а2з а24 

as1 аз2 о аа4 
= (а12 аз4 + а1з aJ2 + аа ll2a)2 · 

а.1 а4, а4а о 

7. В заключение рассмотрим вопрос о совместном приведе­

нии к каноническому виду квадратичной и антисимметрической• 

билинейной формы: 

tp(x.x) = хС(х), 
1Р(х,у) = -1Р (у,х) = хА(у). 

На квздратичную форму наложим ограничение, чтобы она была 
неособенной. 

Будем искать направления, "оторые дают одинаковые сопря---

женные гиперплоскости и относительно векторфункции С (х) и 

относительно А (х): 

· А(х) - ).С (х) = о. 
Так как С, по предположению, неособенная векторфункция 1 . 

то вопрос приводится к нахождению главных направлений век·-

торсрункции 1-ro рода К = С - 1 А: 
(К-- лЕ) (х) = о. 

Докажем следующие теоремы: 
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Т е о р ~ м а 7. Главные направления веюпорфую,;ции 
1. 

·к = С - А, соответствующие ненулевым характеристическим 

числам, принадлежат к асимптотическому конусу веюпор-

.функции с. 
До к аз а.тел ь ст в о. Из соотношения 

К (х) = лх, 
получаем . . 

А (х) = лС (х), 
откуда, умножая на х, имеем . . 

лхС (х) = хА (х) = О. 
Т е о р ем а 8. Каждому ненулевому хара,.стериспtическо.му 

числу л1 векторфункции К соответствует корень -i1 той же 
нратности. Показатели степеней у элементарных делителей, 
соответствующих эти н корням, попарно равны. 

До к аз ат ель ст в о. Элементарные делители векторфунк­
ции К определяются из ?.,-матрицы 

IIK-лEli 

.или} так как 11 К- лЕ [1 = 11 С 11-
1 

fl А- лС 11, из матрицы 
\\л-лсil. 

Так как сопряженные матрицы имеют одинаковые элементар­

,ные делители и так как 

il д - лс 11" = 11 лс - лес 11 = - ·1\ л + лс 11. 

·то каждому элементарному делителю вида ( л - а)' соответствует 
делитель (л+ а)'. Теорема, таким образом, доказана: 

Теорем а 9. Если л1 и л2 - характеристические часла 
векторфункции К, причем л1 + ).2 Ф О, то ан соответствуют 
.главные направления, сопряженные относительно веюпорфунк-

ции с. 
До к аз ат ель ст в о. Пусть х, х - rJJавные направления, со· 

1 2 
-ответствующие характеристическим числам л 1 , л 2 , (л 1 + Л2 Ф О). 
:Умножая соотношение: 

iHa х, а 
2 

. . 
А (х) = л 1 С(х) 

] 1 

. . 
А (х) = Л2С (х) 

2 2 
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на х и складывая, получаем 

Р-1 + 22) хС(х) = О. 
2 ] 

Теорема 10. Если [u, u,, .. u j -инвариаюпный т-мер-
1 2 т 

ный пучок веюпорфункции К, то сопряженная ему относи­
тельно квадратичной формы ip(x,x) плоскость 
(23,10) ip (u,x) = о, о/ (u,x) = о; ... ip (u,x) = о 

1 2 т 

является также инвариантной для вект9рфункции К. 

до к а з ат е II ь с т в о. Векторфункция К удовлетворяет со­
отношению . . 

хСК(у) = - .уСК(х). 

Если у лежит в пучке { u, u, ... u j , то и вектор К (у) при-
1 2 т 

надлежит этому пучку. Если х лежит в плоскости (23, 1 О), 

то хСК(у) = О, т. е. 

уСК(х) = О. 

Следоватеяьно, вектор К (х) лежит также в плоскости (23,10). 
8. Дальнейшее исслед'Jвание прuведем в вещественном простран-

стве при предположении, что квадратичная форма ip (х,х) = хС(х) 
определенная. 

Теорем а 11. Если хС(х) - определенная форма, то нену­
левые характеристические числа векторфункции К - чисто 
мнимы. 

До к а з ат ел ь с тв о. Так как г11авные направления принад­
лежат к асимптотическому конусу, то они определяются ком:-­

плексными векторами. Пусть главному направлению х соотве:т-

ствует характеристическое число л. Сопряженный вектор х та":же 
определяет главное направление с характеристическим чисдо.t 1. 
Если бы сумма л + Х н~ была равна О, то на основан~,~u '!'еО· 
ремы 9 инвариантные направления х и х удометворя~ бы со­

отношению 

хс(х) = о, 

что. быть не может, так как хС(х) - определ,tццаи форма. 

Теорем а 12. Если хС(х)- определ~~Н/«1!. форма, то, (!eff~ 
торфункция К- простого типа. 

18 Широков П. А. 
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До к аз ат е n ь ст в о. Cornacнo теореме 8 § 17, достаточно 
показать, что каждый вектор х, удовnетворяющий уравнению 

(23,11) (К-лЕ)2 (х)=О, 

где л- характеристическое число векторфункции К, обращает 
в нуль вектор 

(23,12) у ""7" (К - 1.Е) (х). 

Образуем выражение уС(у). Подставляя сюда у из формулы 
(23,12) и учитывая, что Х = - л, имеем 

уС(у) = (К лЕ) (х) С (К - лЕ) (х) = 
=с- 1 (л +лС)(х)С(К-лЕ)(х)= 

= х А + ,.С) с - 1 с ( к - лЕ) (х) = 

= - х (А - лС) (К- лЕ) (х) = - хе (К- лЕ)2 (Х). 

Принимая во внимание уравнение (23) 1 ), получаем 

уС(у) = о, 
т. е. у= О. 

Задача 2. Базируясь на теореме 10, дать д1:ryroe доказательство 
nоследнеА теоремы, аналогичное доказательству теоремы 6 § 21. 

Задача 3. Есю~: q,(x,x) - неопределенная форма, то векторфунк­
ция 1( может быть не простого типа. Показаеть, что если 

(f (х,х)= x(l)2 + х(1)2 -А(з)3' 
о, il -r, q,1 

ilAII= r, о, р I р2+ q'l_, .. = о, 
-q, р, o:tl 

1'0 характеристика векторфункции 1( выражаетсп ~:имволом [3]. . 
9. Дальнейшее исследование вполне аналогично тому, которое 

б~,110 дано в разделе 5 предыдущего параграфа, и потому мы 
на нем подробно останавливаться не будем. 
· ;1:Iредположим, что К имеет нулевое характерист,;ческое число. 
кратNости р и мнимые характеристические <шсла л1 и л1 крат­
ности ,/l1 , л2 и - л2 кратности k2, ••• лт и - Лт крат11осп1 km. 
Соответс~,вуИJщие главные области обозначим через Ер, Е,,,, 

д,,, . . . Е,, , Е, . 
, 1. Jli 1n 
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Выделяем в инвариантных пучках Е" и Е" векторы u, ... u 
1 1 1 1! -

и u, ... u так, чтобы 
j 1! 

(знак плюс следует брать, если квадратичная форма положитеnьная, 
минус,-если она отрицательная). 

Анал?rично поступаем с пучками E1t.,, 
ЕР строим р действительных векторов, 
тельно tp (х,х). 

Ё,,' ... в. ' Ё,, . в 
I m rn, 

сопряженных относи-

Применяя далее исследование, аналогичное приведенному 
в разделе 5 § 22, мы приходим к следующей теореме: 

Теорем а 13. Если 'IJ}(х,у)-антиси.мметричес,сая веще­
ственная билинейная форма ранга r, tp (х,х) - ,свадратичная 

определенная фор;т, то можно выделить ; двумерных плЬ­
с,состей, взаимно-сопряженных ,са,с относительно формы 'Р, 
та,с и фор.мы rp. Выбирая в этих плос,состях !(Оординатные 
ве,сторы, .можно привести эти формы ,с следующему виду: 

(23.,13) 

(23,14) 

rp (Х,Х) = 

,. 

1Р (х,у) == f a
1
(x<2,-11y(2i)_ x<2•)y(2i~I)), 

•=1 
где а1, а2, • . а, - вещественные числа. 

1 О. Мы укажем здесь на ориr инальный метод совместного 
приведения к каноническому виду билинейноR антисимметр1:1че­
скоЯ и квадратичной форм, принадлежащий Schouten'y. 1 Мы 
рассмотрим вопрос в вещественном пространстве, когда квадра-
тичная форма определенная положительная. · 

Будем употреблять прежние наши обозначения: 

• а fJ 
g,(x,x) = хС(х) = caflx х, 

'fJ!(X,y) = ХА (у)= a"fJ ха yfl, 
-1 . 

К =С А. 

1 S с h о u t сп. Der Ricci ·Kalktil. Berlin, 1924, стр. 48.. 

18* 
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Для удобства рассуЖдений условимся называть векторы х. 

удовпетворяющие условню: 

ip(x,x) = 1, 

·орт а м и. Направление прямых мы будем определять лежащими 
на них ортами. 

Метод Schouten'a заключается в исследовании на ряду с век­
торфункцией К также и ее квадрата: к2. Векторфункuия К2 

обладает тем свойством, что все ее характеристические числа 
(а следовательно, и главные направления) действительны и 
что у нее можно выделить п независимых главных направле­
ний, взаимно-сопряженных относительно квадраmU'tной формы 
g; (х,х). 

В самом деле, рассмотрим векторфункцию 2-ro рода 

М = А с- 1 А. Она симметрическая: 
' . -1 • ' -1 ' ' 
мс = Ас Се Ас = А с А = м. 

Так· как хС(х) - определенная форма, то на основании теорем 
4, 5 и 6 § 21 линейная векторфункция 1-ro рода 

с-1 м · с-1 А с-1 А= к2 

()бладает перечисленными выше свойствами. 

Возьмем одно из главных ненулевых направлений вектор­

функции К2; пусть оно определяется ортом х, и ему сqответ-
1 

ствует характеристическое число а1 : 

К2(Х) = <11Х. 
1 1 

,.,f.·~ Рассмотрим вектор К(х); орт его обозначим через х. Имеем: 
1 2 

(23.15) 

(знак минус у коэффициента а1 берем для удобства дальнейших 
выводов). 

Выведем следующие свойства направления х: 
2 

1) х и х взаимно-сqпряженнw относительно q, (х,х): 
1 2 

· 1 · 1 · 
х~(х) ==-:-;--хСК(х)= - а хА(х)""' о, 
1 · - • 2 , · , ql 1 1 1 1 1 . 

§ 23. АНТИСИММЕТРИЧЕСКИЙ КОВАРИАНТНЫЙ 'ГЕНЗОР :.!-го ПОРЯДКА 277 ------

2) · х является главным направлением векторфун1Сцuи К 2 

2 

с тем же са.мым хараюперистичес1Сuм числом а1 : 

к2(х) =--1 К2 К(х) =-~К К2 (х) = - ~ К(х) = а1 х. 
· 2 al I ll1 1 U1 1 :! 

3) 
(23,16) К(х) = а1 х. 

2 1 
В самом деле, 

(23, 17) К(х) = --- J_ К2 (х) = ~ х. 
2 а1 1 а1 1 

Найдем теперь соотношение между а1 и а1 • С этой це.1ью 
вычислим значение билинейной формы v, (х, х) двумя способами: 

1 2 

v, (х,х) = х А (х) = х С К (х) = - 5. х С (х) = _!!J..; 
1 2 1 2 1 11 и 1 t 1 а1 . . 

v, (х,х) --- х А (х) = 
1 2 2 1 

х С К (х) = а1 х С (х) = а1 • 
~ 1 2 2 

Таким образом, 

а12 = - 0'1, 

II из соотношения (23,17) вытекает (23,16). 
Формулы (23,.15) и (23,16) показывают, ч·го пучок { х, х} -ин-

1 2, 
вариантный относительно векторфункции К. 

Е~ли у векторфункции К2 есть еще ненулевые главные на­
правления, выбираем одно из них так, чтобы оно было сопря­
женно пучку { х, х} относительно q, (х,х ). Пусть оно задается 

1 2 

ортом х, и ему соответствует характеристическое число а2: 
э 

q, (х,х) = о, g; (х,х) = о, 
1 3 \! З 

К8 (х) а2 х. 
З 3 

. Рассматриваем орт х, определяемый вектором К(х): · 
4 3 

К(х) = - а~х. 
З ' · 4 

Относительно х доказываем так же, ка1< мы делали это выше 
-! 

относительно х, что: 

ер (х,х) = о, 
Э 4 
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кs (х) = а2 х, 
4 4 

К (х) = а2 х. 
4 3 

Покажем, кроме того, что вектор х сопряжен плоскости 

f х, '1 f. Имеем: 
1 2 

4 

· 1 · 1 · а · хС(х) = - х СК (х) = х СК (х) = - -!. х С (х) о, 
1 4 а2 1 3 йа з 1 а2_ Э 2 

· 1 • 1 • а • 
хС(х) = - - х СК (х) = ·- х СК (х) = -1.. х С (х) о. 
2 4 ае 2 з а2 з 2 аз 3 1 

Таким образом, векторы х, х, х, х взаимно-сопряженны. 
1 2 3 4 

Продолжаем этот процесс дальше, пока мы не исчермем не­
нулевых характеристических чисел векторфункции К2• Нулевая 
область векторфункции к2 является нулевой областью и функ­
ции К (так как из равенства нулю характеристического числа О; 
вытекает равенство нулю соответствующего коэффициента а1). В результате мы получим r (где r - ранг векторфункциlt кэ и К) 
взаимно- сопряженных ортов х, х, ... х, удовлетворяющих со-

. J 2 r 
отношениям: 

К(х)=-а6 Х, К(х)=а,х (_s=l, 2, ... -2')· 
2в-1 2, 2• 2s-l · 

(23,18) 

r . 
Эти орты опреде,1яют 2 взаимно-сопряженных двумерных пло-

скостей, инвариантных относительно векторфункции К. 
Примем орты х, х, ..• х за координатные векторы, Осталь· 

1 2 r 
иые (п - r) координатных векторов возьмем в нулевой области 
векторфункции К так, чтобы они были взаимно-сопряженны от­
носительно формы tp (х,х) и явл11лись ортами. В этоВ системе· 
координат формы q; и 'ЦJ. имеют вид (23,13, (23,14). 

Мы приходим~ таким образом, снова к теореме 13. 
Задач.а 4, Пользуясь соотношениями (23,18), показать, что у век-

. . ( ') торфункции 1( характеристические числа равны ± ia, s 1, 2, ... 
2 

, 
.а главные направлеян11 определяются векторами 

Зада'tа 5. · Рассмотрим 
оставляющие инвариантной 

х ± ix, (s = 1, 
2s-l 2в \. 

r \ 
2, ... 2 }' 

/ 

.'IИнеltные векторфункции 1-ro род~ D, 
определен11ую квадратичную форму хС(х) 
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и опредепитепи которых !DI равны.+ 1. Как нетрудно вмдеть, эти век­
торфуикцин определяют конечную непрерывную группу в смысле S. Lie. 
Пусть векторфункция 1( оnредепяет оператор бесконечно-малого пре­
образования. Показать, что 

КсС + С К= О. 
Пользуясь этим соотношением, вывести из резупыатов раэдепов 7-9 

настоящего параграфа теоремы § 22. 
§ 24. Линейная векторфуикцня 2-го рода простого типа. 

1. Теперь мы перей~J.ем к изучению линейных векторфункц}lй 
2-ro рода, не обладающих свойством симметрии или антисим­
метрии. 

Линейная векторфункция 2-ro рода 

· 11 = д.(х), иа = aa{Jxr1, 

как мы уже говорили в § 19, устанавливает коррелятивное пр~­
<>бразование точек х аффинного пространства в гиперплоскости u. 
Остановимся теперь более подробно на геометрической картине 
этого преобразования. . 

Вместе с векторфункциЕй А(х} будем параллельно изучать 
сопряженную с нell. ве1.торфункuию 

v = д.,,(х), v а a{Ja x{J, 

Гиперплоскость v не совпадает. воо~ще с плоскостью u. 
Теор ем а 1. Гиперплоскости u и v: 

11 = д(х), 
пересекают прямую вектора х в одной и той же точке. 

д O к аз а тел ь ст в о. Обозначим точки пересечения rипер-

nлоскостеll. u и v с прямой вектора х через Р и Q. Отношение 
отрезка Ох к ОР равно xu, отношение Ох к OQ выражается 
произведением xv. Так как 

х11 = хА (х) = хА, (х) = xv, 
то теорема дока~ана. 

Найдем геометрическое место точек, обладающих тем свой· 
ством, что соо rветствующие им гиперплоскости про.ходя; через 
эти точки. Если точка х лежит в ги!1ерплоскости u = А(х), то 

(24, 1) хА (х) = 1 . 
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Таким образом, искомое геометрическое место представляет 

собою гиперповерхность 2-ro порядка. Условимся называть ее 
rиперповер·хностью совпадения S. 

Нетруnно видеть, что сопряженная векторфункция А/х) 
имеет ту же самую гиперповерхность совпадения. 

Гиперплоскости u = А(х) и v = А..(х), если точка х лежит 
на гиперповерхности совпадения S, . не касаются вообще этой 
гиперповерхности; гиперплоскость, касате.~ьная к S в точке х, 
определяется ковариантным вектором: 

· 1 · · · 1 · · (24,2) w = 2 (А (х) + A<t (х)) = 2 (u + v). 

В самом деле, уравнение rиперповерхности S может бы·rь 
представлено в виде 

1 • . 

2 х(А + А&) (х) 1; 
1 . . 

функция 2 (А + А.), входящая в это уравнение, симметрическая. 
На основании § 20, гиперплоскость, касательная в .точке х . 
гиперпо,верхности S, выразитсF1 вектором w, определяемым фор­
мулой (24,2). 

Векторы, удовлетворяющие уравнению 

(24,3) 

мы условились в § 19 называть асимптотическими. Как щжазы­
вает (24,8), асимптотические векторы принадлежат к асимптоти­
ческому ковусу гиперповерхности совпадения S. 

Рассмотрим тот случай, когда векторфункция А - неособен· 
~ая. Гиперплоскости 

(24,4) u ·. А (х), 

когда точка х движется ПО· rинерповерхности совпадения S, 
огибают некоторую· гиперповерхность . .2. Найдем ее уравнение. 
Исключая х из (24,1) и (24,4),, находим уравнение в тан- · 
генци.rльных координатах: 

(24,5) 

Ту 

(24,6) 

• -1 . 
uA (u)=1. 

же самую гиттер,поверхность оги.ба•ют. и rиперп.rюскости 

·v = А •. (х), 
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ноrда точка х движется по S. В самом деле, урав~ение (24, 1 ), 
может быть представлено в виде 

(24, 7) хА.(х) = 1. 

Исключая х из (24,6) и (24,7), получаем снова уравнение 
. гиперповерхности .2: 

-1 • · -1 · -1 · • • -1 • 
Ас (v)AcAc (v) Ас (v)v=vA (v)=l. 

Гиперповерхность 2-ro класса 2, определяемая уравне· 
нием (24,5), . является (')rибающеА тех гиперплоскостей; на 1<оторых · 
лежат соответствующие им точки. 'Ее будем называ1 ь r и пер­
п о верх но ст ь ю совпадения 2. 

В общем случа~ S и 2 являются р;~зличными гиперповерх­
ностями. Они сливаются для симметричесной векторфункции. 
Для антисимметрической они не существуют. 

Задача 1. Обобщить свойство полюсов и поляnиых rипеrтлоскостей 
• гиперповерхностей 2-ro порядка: пусть а- вектор ненулевого направ-

ления векторфункции А(х); берем в rиперп,,оскости .А(а) точку Ь. 
Показать, что rиперплоскост1, Ас(Ь) проходит через точку а. · 

Задача 2. Пусть 

u = А(х), v = Ас(х); 

есп:и w - гиперплоскость, полярная точке .х ?JНо:ительно rиперповерх· 

ности совпадения S, то гиперплоскости u, v и w пересекаю,; nрямую 
вектора х в одной точке, причем 

1 . 
w (u v). 

Задача 3. Если А - неособениая векторфуикция 2-ro рода, то 
каждой гиперплоскости u, не проходящей через начало, соо1ветствуют 
вообще две точки: 

(24,8) 
-1 • 

х = А (u), 
-1 . 

у= Ас (u). 

Показать, чт~ прямая, проходящая через тмки х и у, параллельна 

rи щ~рпп:оскости · u. 
Задача 4. Е.сли гиперплоскость ~ касается.гиперповерхности совпа­

д,ения .2 в точке z, то точки х и у, определяемые уравнениями (24,8), 
лежат на гиперповерхности совпадения S, причем 

1 z= 2 (x+y). 

2. Мы уже указывали в § 19, что изучение структуры вектор·· 
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функции 2-ro рода производится при помощи исследования 
главных направлений, определяемых уравнением: 

А(х) = л Ас (х). 
Для определения их поступаем так же, как мы делали при 

нахождении инвари 1нтных направлений линейной векторфункции 
1-ro рода: Х:\рактеристи'!еские числа вы'!исляются из уравнения: . . 
{24,9) iA-лA0 i = О, 
затем ищутся r.1авные направления из системы линейных урав­

нениn: 

(А - л Ас) (х) = О. 
Бопее подробно характерИСТИ'!еское уравнение (24,9) запн-

. шется так: 
а11 - Л all' а12 - Л а21 ' . ' ' aln - Л anl 

а21 - л а12" а22- л а22' ••• а2п -:--лап2 

ап, - Л aln' an2 - Л a2n ' ' ' ' ann - Л ann 

=0. 

Отметим следующее свойство корней характеристи'lескоrо 
)'равнении: 

Теорем а 2. Каждому характеристическому числу л, не 
1 

· равному ± 1, соответствует характеристическое число Т 

.той же кратности. . . 

Доказательство. Полином !А-лА.I можно предста­
,вить в следующем виде: 

.А лАс 1 = l(A-лl(), 1= IAc- ;.д; = (- л)'1 ! А -- ~ А, 1, 
·qто и доказыsает теорему. 

Можно установить более общее положение: 
Показатели степеней элементарных делителей характе­

растичес1Сой л-матрицы 

i'А-л.Ас:1, 

относящихся " обратным корня1rt ~ л и } (!Л ф ± 1), попарно 

§ 24. ЛИНЕЙНАЯ ВЕКТОРФУНIЩИЯ 2-ro РОДА 288 

равны. Доказательство зтоrо предпожения предоставляем в ка­
честве упражнения читателю. 

Укажем на некоторые основные свойства главных направлений. 
Те о Рем а 3. Главные направления, соответствующие 

хараtстеристическому чиrлу, отличному от 1, - асимптоти­
ческие. 

До ка за тел ьс тв о. Из уравнения 

А (х) = ;. .( (х), 
умножая с1<аnярно на х, получаем: 

откуда для ;. :ф: 1 
хА(х) = лхд_(хJ, 

хА(Х)= О . 

Те о Рем а 4. Если л1, л2 - характерuстичесtсие числа 
обладающие тем свойством, что л1л2 ф 1, то соответствую~ 
щие им главные направления взаимно-сопряженные. 

до к а за тел ь ст в о. Из равенств . 

умножая первое на х, второе на х, получаем: 
2 1 

х А (х) = л1 х А (х), 
2 1 1 2 

хА(х)= л2 хА(х), 
l 2 2 1 

откуда 

т. е. 

. . 
х А (х) == х А (х) = о. 
1 2 2 1 

3. В дащ,неttшем мы оrрани'!имся исследованием неособенных 
линейных векторфункций. ·в этом случае линейной вектор. 
функции 2-ro рода А можно сопоставить линейную вектор­
функцию· 1-ro рода 

-1 . 
К=А А 

с ' 

которую будем называть в с п ом о r ат е ,1 ь н ой. Из соотно­
шения 

А(х) = лА,(х) 



284 ИССJll!ДОВАНИЕ ТЕНЗОРОВ В АФФИННОМ ПРОСТРАНСТВ!! 

вытекает 

( К- л EJ(x) = о. 

Таким образом, главные направления векторфующии А 
являются инвариантными направлениями вспомогательной ве1<тор­
функции к. 

Мы остановимся только на случае линейной векторфункции 
2-ro рода простого типа, - когда можно выделить п независимых 

главных направлений. Вспомогательная векторфункция в этом 
случае также является функцией простого типа. 

Предположим, что характеристический полином имеет сле-
1 1 

дующие корни: ).1 и - кратности k1 , ).2 и т кратност1t 
л1 ''11 

k2, • •• ).т и -i-- кратности k,,. (}.11 }.2, ••• ),rn не равны ± 1 }, 
"m 

корень= - 1 кратности р и корень = + 1 кратности q. Обо-
значим инвариантные пучки, соответствующие у вспомоrа·rельной 

векторфункции К этим группам корней, через E2k. Е21,, • •• Eskm• 
• • 

ЕР и Е9 • На основании теоремы 4, все эти плоскости взаимно-
сопряженны относительно функции А.. Следовательно, если мы 
выберем координатные контравариантные векторы так, чтобы. 
первые 2k1 лежали в Е1", следуюшие 2k2 -E11,, и т. д., то 

1 • 

матрица !iaa/JI/ прим,т следующий вид: 

Аи~, 
А211, 

!!А -

A2k"' 
АР 

Aq 

Иселедуем сначала коррелятивное преобразование, индуциро­

ванное . векторфункциеИ А в элементе E1k • · 

В E11r, лежит k1- мерный пучок E1r,, ~инвариантны~ относи­
тельно векторфункции К и соответствующий характеристи­
ческому числу л1 . В этом пучке мы выберем k1 первых коор­
динатных векторов: е. е, ... е. Тогда 

1 2 1,, 

1 
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·т, е. 

. . 
А (е) = л1 Ас (е) 

а 

Аналоrич но этому, рассмотрим k1 - мерный пучок Е~1 , ин. 
:вариантный относительно векторфункции К и соответствуюший 

1 . 
характеристическому числу Т. В нем мы вwберем координатные 

1 
:векторы е, е, . . . е. На основании теоремы 3 и 4, 

h,+1 k,+2 211, 

а"в = е А (е) = о, 
. а /J 

-если а и /3 ,(,. k1 или если а и {J '> k1 • Так как 

aa{J = е А (е) = А.1 е Ас (е) = Л1 a{Ja 
а /J а fJ 

три /3 <- 'k1 , а > k1 , то матрица А2111 имеет следующий вид: 

11 

О А11 11 А211, = Bk,- О ' 1 ' 

:где вk, A1Ah,, а Ak, - некоторая матрица k1·ГО порядка. 
Покажем, что соответствующим выбором координатных век· 

·торов матрице Ak, можно придать очень простой вид. 
Векторы е, е, ... е выбираем в Ek по произволу, пишь бы 

1 2 k, 1 

они были независимы. Рассмотрим систему уравнений 

(24,10) хА{е)=О, хА(е)=О, .•. хА(е)=О. 
2 З lt, 

Уравнения эти .независимы и определяют в Е~1 одно опре-
JI.елениое направление. В самом деле, если х а1 е + ... + а е, 

-то коэффициенты а1 найдутся из уравнений: 

0'1 а11,+1, 2 + · · · + ak, а211,, 2 = О, 
а1 ak,+1, з + · · · + ak, а211,, з = О, 

k,+1 k, 211, 
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• Если бы зта система определяла не одно направление, то ВСЕ 

миноры (k1 - 1 }-ro порядка матрицы 

11 ап,+1, 2 • • • а2п,, 2 
,: 
!1. • ' 

il' . 
1 ' 

j ak,+1. k, · · · a2k,, k, 
были бы равны нулю, т. е. определитель I Bk,] также был равен 

нулю и векторфункция А была бы особенноА. 
Вектор, удовлетворяющий уравнениям \24, 1 О), обозначим 

через х. 
1 

Аналогично найдем вектор х, определяемый уравнениями: 
2 . . . 

хА(е)=О, хА(е)_:_о, ... хА(е)=О. 
1 З k, 

Продолжая таким образом дальше, мы получаем k1 векторов: 
х, х, ... х, удовлетворяющих уравнениям: 
1 2 k, 

(24, 11) хА(е) = о 
i k 

Отметим, что 

(24,12) хА(е) О 
i i 

так как в противном случае определитЕ>ль 1 81; 1 был бы равен 
1 

нулю. 

Построенные нами векторы х, х, ... х не за в и с им ы. 
1 2 k, 

В самом деле, если бы существовало соотн!)шение 

л1х + л~ + ... + лk х = о, 
1 2 'k, 

то из него мы получипи бы 

Л1еА. (х) л~еАс (х) + . . . + лk еА.с ( х) = о (i = 1, 2 ... k1). 
i 1 i 2 ' i k, 

т. е., на основании (24, 11 ), 

л;ХА(е) = О (i = 1, 2 ... k1). 
i i 
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Отсюда следовало бы, что 

J..,=0 (i 

О (формула (24, 12) 1, так как хА( е ~ 
i i 

Введем теперь новую координатную систему: 

е' е, е' = е, ... е' = е, е' = х, ... е' = х. 
1 1 2 2 k, k, k,+1 1 2k, k, 

Матрица 81;
1 
примет следующий вид: на основании (24, 11 ). 

превратятся в нуль все члены, не стоящие в главной диагонали. 

Нормируя векторы х, х, ... х, мы можем достигнуть того чтобы. 
1 2 k, 

1 

ah,+s, 8 = хА (е) = л1 (s = 1, 2, ..• k1). 
11 8 

Таким образом 

Bk = л1Е,., А1 =Ek, 
1 t.1 l1 1 

rде Е,: - единичная матрица порядка k1• Матрица А2 , в новой 
1 •, 

системе координат выражается следующим образом: 

I о Ek il! 
А - ', 

tk, - л1Еk О :j • 
1 1! 

В качестве канонического вида удобнее выбрать несколько 
инуt0 форму матрицы. Вводя координатные векторы следующим 
образом 

е" = е', е" = е', е'' 
1 1 2 111+1 а 

f lf , ,, , 
е, е =е, ... е =е, 
2 4 k,+2 2h,-1 h, 

е'' = е', 
211, 211., 

мы приведем матрицу A2k, к следующему виду: 

Аналогично поступаем, конечно, с матрицами 

A2t, ···Аз,. · • т 

Во~ьмем теперь главную область Ер, соответствуюшую хар~ш· 
теристическому числу, равному- 1. Мнрица АР - антисимметри· 
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ческая. В самом деле, для каждого вектора, принад11ежащеrо 

к этоА главной области, мы имеем: 

А (х) = - Ас (х); 

следовательно, если векторы х и х лежат в Ер, то 
i k 

хА (х) = - хА (х) . 
i k k i 

Так как определитель I АР\ не может быть равен нулю, то р 
дол·жно быт·ь 'Четным числом. . 

В Е11 мы имеем, таким образом, индуцированн.tю антисим­
·метрическую векторфункцию. Поступая с неА так, как было 
изложено в § 23, мы выделим систему р координатных векторов, 
nри которой матрица АР примет вид: 

О 1 
-1 О 

• О 1 
-1 О 

Наконец, матрица А9 , ~:оответствующая харак rеристиче· 
скому числу, рJвному 1, - симметрическая. В элементе A!l можно 
выделить q координатных векторов, при которых матрица А, 
~лримет вид 

: 1 
1 

1 

Резюмируя вышесказанное, можно формулировать теорему: 

Те о ре м а 4. Пусть А - н.еособен.н.аR .лин.ейн.аR ве1'mор· 
фуюециR простою типа. Если ее хара,стеристический полином 

·1 , 1 , 1 1 1 1 
имеет 1'Орни. 111, 111,., .11., Т• ,--, , , , г• отличн.ые от I 

1 "s е 

1 Некоторые из qис II Л1, Л 1 , ••• J., могут быть равными. 

..•. § ~4. лUнЕЙНАЯ 11tКТОРФУНКЦИЯ 2-i'o РОДА 

и корен.ь = 1 1.ратн.ости q, то у этой векторфун.1.ции можно 
вwде.лить s взаимн.о-сопряжен.ных двумерн.wх алемен.тов и q 
взаимно с ними сопряжен.н.wх н.аправлен.ий. Матрица этой 

векторфун.кции может бwть приведен.а ,с виду: 

А1 

(24,13) 

4. Рассмотрим гиперповерхности совпадения. В той системе 
координат, которая дает канонический вид (24,13) матрицы 
векторфункции, гиперповерхность . совпадения S определяется 
следующим уравнением: 

8 n 
~ (l + д1с) x<2k-1Jx(2k) + ~ x<k)2 = l. 
1 2в+1 

Гиперповерхность совпадения ~ выражается в тангенциаль­
ных координатах следующим уравнением 

в n 
""1+л.1, ,.., а 1 
~-"- и,11 •• 1и211 +,.;:;,. U11 = · 

1 k 2е+1 

Если векторфункция А не: 1-1меет характеристических чисел, 
равных --:- 1, гиперповерхность .'2 выражается следующим уравне­
нием .в точечных координатах: 

в n 
~ ~ x<2k-l) x<2k) + ~ Х (k)2 = 1. 

1 1 +л1с 2в+1 

В зтом случае главные направления е, е, ... е являются асим-
1 J 28 

птотическими для обеих поверхностей. Главные же направления 
е, ... е, соответствующие характеристическим числам, равным 1, 

2,+1 " 
определяют q-мерную плоскость, в которой S и ~ отсекают 
одну и ту же (q- 1). мерную поверхность 2-го порядка: 

n 
~ _x(k)2= 1. 

2,+1 

Примt>р. Рассмотрим неособенную пинеJ!~tую векторфункцию 2·ro 
рода в трехмерном пространстве Еспи она имееr .характеристическое 

19 ШироновП. А, 
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число л =!= ± 1, то два других равны } и ·1. Канонический вид матрицы 
следующий: 

О 1 О 
л о о 

О О 1 
Поверхность совnадения S оnределяется у,раввением 

(1 + л) x(l)x(•) + х(8)2 = 1. 

Поверхвость совпадения ~ задается уравнением в тавгенциальных 
координатах: 

1 

или в точечных 

1 ~;. x(l)x(I)+ х(а>з= 1. 

Если векторфункция имеет два корня, равных - 1, то поверхность S 
представляет собою пару плоскостей: 

х(а)2= 1, 

поверхность I - пару точек 
U32 = 1, 

· Наконец если все три корня ~авны 1, получаем симме·rрическую 
векторфункц~ю. По~;ерхности S и ... сп.иваются в одну: 

2x<1Jx(I) + х<,а)•~ 1. 

Задаrtа 5. Исследовать линейную неособенную векторфункцию 2·го 
рода в р е ал ь н ом трехмерном nросrраистве. Разобрать случай, когда 
имеются комплексные характеристические числа. . 

Ответ. Если одно из характеристических чисел равно е1", то мат­
рица 11 А 11 может быть приведена к спедующему виду: 

а 
е cos 2 , а 

е sln "f' о 

(24,14) . . а а 
о -esin- ecos 2 , 

. 2' 

о о ±1 
где е= ±1, . 

Решение. Пусть характеристическому числу е"1 соответствует 
гпавное направление u + iv. Примем векторы u и v за координатные и 
будем обозначать их через е, е. Имеем: 

1 2 

А (е + ie) = i"' А. (е + ie), 
1 2 1 2 

ИJJИ 

25. ФОРМЫ Hermlte'a .... _____ .. __ _ 

А(е) = cosaA.c(e)- sin аА,(е\ 
1 · 1 2 • 

А( е) = siп а.А. (е) + cos а.Ас ( е) 
2 1 2 ' 

Умножая зти соотвошения ва е, е, попучаем: 
1 2 

откуда: 

а11 cos аа11 - sin аа11 , 
а11 = sln аа11 + cos аа11 , 
а11 = cos аа11 - sln аа11 , 
а11 = sin аа11 + cos аа11 , 

а11 = а11, 

а 

aJI = й11 tg 2 ' 
а 

йа1 = - а11, tg 2 . 

21Н 

Координатный вектор е берем на rпавном направпенни, соответ· 
3 

ствующем характеристическому числу 1. Нормируя координатные век­
торы, приводим матрицу 11 А II к виду (24, 14). 

§ 25. Формы Hermlte'a. 

1. На ряду с квадратичными формами в анапизе и приклад· 
ноА математике значитепъную роль играют так называемые формы 
Hermite'a: 
(25, 1) 

(25,2) 

Форма Hermite'a представпя.ет собою частныА спучаR бипинеА­
ных форм, у которых коэффициенты связаны соотношением (25,2), 
а в Кiiчестве одного аргумента стоит вектор, комппексно-с:опря­
женный другому аргументу. 

Теория форм Hermlte'a очень сходна с теорией квадратич" 
ны:х. форм: бопъшинство теорем этой поспеднеR могут быть без 
существенных изменений пр11мо перенесены в теорию эрмитовых 
форм. В то же время теория форм Hermite'a является гораз.110 
более сильным аналитическим инструментом, чем теория квадра­
тичных: форм. Мы ИJIJIIOCTpиpyeм эrо на ОдНОМ простом примере. 

В вещественном пространстве особенно важную ропь иrрают 
определенные формы. На ряде примеров (§ 21, 22, 23) мы ви· 
депи, что исследование некоторых вопросов значительно упроща-

1g• 



ИССЛЕДОВАНИЕ TEHSOPOB В АФФИННОМ ПPOCTPAHCfSI! . . ---

ется, если рассматриваемую форму считать определенной. Однако 
понятие определенности· формы теряется, ка~.· только мы перехо. 
дим в комплексную область: здесь при всевозможном изменении 
ар,умента не имеет даже смысла говорить о знаке формы. Таким 
образом, те свойства, которые исследуются в вещественном про­
странстве при помощи определенных квадратичных форм, уже 

не могут проводиться этим методом в комплексной · области. На­
пример в § 20 мы имели такую теорему: если <р(х,х) - опре­
деленная форма и векторы u, u,, .. u вещественны, то опреде: 

1 2 т 

литель 

<р (u,u) ... р ( u,u) 
1 1 1 т 

. . . . . . . . . 
(25,3) . . . . . .. . . . 

<р (u,u) ... <р (u,u) 
ml mm 

обращается в нуль тогда и только тогда, если векторы u, u, ..• u-
. · 1 а т 

зависимые. Эта теорема дает очень удобный в счетном отноше­
нии критерий для выяснения вопроса о независимости вещест­

венных векторов; за форму rp (х,х) можно принять д,1я прос'тоты 

например. сумму квадратов координат: х<')2 + х(')
2 

+ ... + x.<n>
1

• 

Но этоr критерий неприложим, как только мы возь~ем векторы 
u, u, ... u в комплексной области. Этот пробел можно воспол-
1 2 т 

нить, вводя в р,ссмотрение формы Hermite'a. Оказывается, как 
мы увицим ниже, существуют так называемые определенные эр­

·юповы формы, не меняющие знака, как бы мы ни щзменяли 
,их аргумент. Если в определителе (25,3), вместо. квадратJfчноА 
,формы rp, вставить определенную форму Hermite'a, например 

ro(x,x) = х<1 >х<1> х<2>х(2>+,., + х(п)х("), критерий независи­
мости .т векторов распространится и на комплексную область. 

• Теория эрмитовых форм приобрела особенно большое значе­
ние в ХХ столетии, в связи с: развитием теории интегральных 
уравнений и квантовоtt механики. 

2. l;'азвитие теории форм Herщite'a и смежных с нею вопро· 
сов за последнее время оказало влияние ·на тензорный анализ. 

Понятие о тензоре было обобщено . Schouten 'ом и, кроме обыч~ 
·ных тензоров, . в настоящее время изучаются геометрические вес 
личины более общей природы. Мы не в состоянии в настоящем 

25. ФОРМЫ Hermite1a 29З' 

курёе остановиться на этой теории и затронем · этот вопрос 
только в применении к формам Hermite'a. 

В основу определения понятия тензора выше была положена 
скалярная многолинейная функция от векторных · аргументов. 
Можно несколько видоизменить понятие о мноrолинейной функ­
ции. 

Условимся называть скалярную функцию rp (х, у, ... w) q i1 a.s i­
л и ней н ой относительно аргумента х, если она удовлетворяет, 

соотношениям: 

<р(х+х, y, ... w)=rp(x,y, ... w)+rp!x, y, ... w) 
1 2 · 1 2 

<p(ax,y, ... W)= aq,(X, y, ... W). 

Если функция quiзsi-линейна относительно ·всех своих аргу­
ментов, то ей соответствует форма 

<р (х, х, ... х)= i1 х"'•х0• ••• хат, 
1 2 т · "'"" ' ' • 0т 1 2 т 

rде 

аа - = rr, (е, е, •. ; е ). 
tй2 ••.• .... т ' т . 

-·· 01 Cz ат 

При аффинных преобразованиях координат коэффициенты 

аа,.:. а,,, преобразуются по следующему за" ону 

(25,4) 

Ковариантную величину, определяемую составляющими 
аа,а, .. , ат С ЗаКОНОМ преобразования (25,4), будем НЗЗЬ1ВаТЬ тен, 
зором 2-го класса в отличие от обычных тензоров .(тензоров 1-го 

1 .. 
класса). Конечно, введенное обобщение, распространяется на 
тензоры , контравариантные и смешанные. . . . .. 

· Если· п.орядок тензора 2-ro. класса равен единице, мы полу· 
чаем· так называемые векторы 2,ro класса, составляющие которых 

· преобразуются по следующему закону: 

и' ...:.. и Ги) 
а~ и\а 1·, 

а' <1(7) v =: v (1,. 

Если мноrолинеАная форма относительно некоторых аргументов 
-~-----·--

1 Мы несколько изменяем терминопоrию Schouten'a,. которЬJЙ тек­
зоры J ·ro и 2-ro кпасса называет соответ~твенно Or1!ssen · erster ;4.rt и Orl:is.· 
~ ~welter Art, 9рми:rовы тенэоры (<:м. щ1же) - Herm.ftesche .Grбssen. 
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линеАна, а относительно других quasf·.nинeйнa, то со9rветствую­
щую ей ковариантную величину будем называть эрмитовым тен­
:--~оро.м. Инд~ксы, соответствующие тем аргументам, относительно 
которых форма линейна, условимся называть индексами l·ro 
~сласса, остальные - 2-ro к11асса. 

З. Рассмотрим ковариантный тензор Hermite'a 2-ro порядка 
h a/J' соответствующий функции ro (х,у), которая quаsi-линеАна 
относительно 1-ro аргумента и линеАна относительно второго: 

(О (ax,/Jy) = apw (х,у), 
(О (х,у) = ha{Jxay/J, ha{J = ro(e,e) 

u {J • 

При преобразовании координат составляющие ha/J преобра· 
ау!Ьтся по следующему закону: 

h:; = hат (i,) (р•), 
Следовательно 

i1 h' 11 = х -1 11 h 1' х-1 
:1 a/J С a{J 1 ' 

lh:/J1 = Jha{JI 1хг1 1хг 1 • 
Введем в рассмотрение линеАную векторфункцию 2-ro рода 

• • . {J 

u = Н(х), иа = ha/Jx. 

Необходимо отметить, что эта векторфункция определяет 
вектор 2-ro класса: · 

и:= h:/J x'J' . \,~х"' (~)(р,)(~') = иа(i,). 
Быть может, следовало бы ввести для векторов 2-го класса 

особые обозначения, отличающие их от векторов 1-ro класса. 
Однако, делать этого мы не будем. Следует только по.мнить, что 
вектор Н принадлежит ко 2-му классу. 

При помощи векторфункции Й форма ro (х,у) запишется 
в следующем виде: 

w (х,у) = хН(у). 

Ограничим для дальнейшего изучения ·область функций 
ш(х,у) требованием симметрии, аналогичным тому, какое вво­
ди rся • при переходе от ковариантного тензора 2-ro порядка 
общего вида к симметрическому. Нетрудно видеть, что изучае-

§ 25. ФОРМЫ Hermite 'а 295 

мые функции не могут удовлетворять обычным соотношениям 
симметрии или анrисимметрии: 

· w (х,у) = ro (у ,х) или ro (х:У) = -w (у,х). · 
В самом деле, применяя соотношение {25,5), мы пришли бы· 

к противоречию: 

ro{ax,PY> = aPw<x,y) = w (fJy,axJ = аРсо{х,у), 
или для антисим.метрии 

ro(ax,/Jy) ~ a{Jro(x,y) = - ro{/Jy,ax) = apro(x,y) .• 
Следовательно, если матрица эрмитова тензора 2-го порядка 

обладает свойством обычноА симметрии или антисимметрии, то 
это является случайным фактом, и свойство это исчезает при 
преобразовании координат. В области эрмитовых тензоров сим­
метрия выражается несколько более сложным соотношением, не­
же11и в области обычных тензоров; соотношение это имеет вид: 

ro {х,у) == ro (у,х), h~p = fi/Ja, 
Если поставить аналогичный вопрос относительно антисиммет­

рии, мы не получим ничего существенно нового. В са.мом деле, 
если 

n {х,у) = - n (У,Х), 
то функция iп (х,у) обладает свойством обобщенной симметрии: 

iп (х,у) = in (у,х). 
4. Будем изучать тензор Hermite1a 2-ro порядка, обладающий 

симметрией: 

(25,6) о> (х,у) = ro (у,х). 
В этом случае введенная выше векторфункция Н удовле: 

творяет зависимости: 

(25, 7) хн <У) = ун &> = ун {х) 
(символом и = А(х) условимся обозначать векторфункцию, ком-. . . 
плексно-сопряженную с v = А (х): если v а= ааРХ , то U

11 
= 

= a
4
rfJ). На ряду с соотношением (251 7) имеем также: 

хн (у) == ун,t <х). 

Таким образом, уН (х) = уНс (х), откуда Н = Н0, или 
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Результат применения двух операция: перехода к сопряжен· 
ной функции и перехода к комплексно-сопряженной вектор­

функции будем обозначать, как и в теории матриц, звездочкой: 
....:.. ·>!< • . 

Не - Н . Таким. образом, функция Н подчинена следующему ус· 
J!ОВИЮ: 

. * . 
Н = Н, hpa = haP• 

Если в функции w (х,у) положить у = х, мы получаем 
форму Hermite'a. На основании ( .!5,6) выводим важное свойство 

зрмитовых форм: ro(x,x)==w(x,x)) т. е. форма Hermite'a 
и ы е е т в с е r да де й с т в и т е л ь н о е з н а ч е н и е. 

5. В теории форм Hermitё'a мы будем пользоватьсяrеометриче­
скоА терминологией, аналогичной той, которую .мы употребляли 
в теории квадратичных форм. Однако · следует заметить, что 
в ртношении зрмитовых форм аналогиями с теорией rиперповерх· 
ностей 2-ro порядка надо пользоваться с осторожностью. Прежде 
всеr:о заметим, что уравнение 

-а р (25,9) w (х,х) = hapx х = л 

дает неаналитическую гиперповерхность, и не при всяком л такая 
поверхность существует. Например, если 

W (х,х) = 'x(l) i 1> + х<2) х<2> + .. , + х<п) х<11>. 

то при А-< О гиперповерхность (25,9) не существует. Аналог 
асимптотического конуса: 

w (х,х) == О 
вырождается в д,нном случае в точ1<у. 

Геометрнческая терминолоr.ия имеtт здесь, с,,едовательно, фор­
мальное значение и вводится нами только для того, чтобы удоб­

нее было переносить теоремы из теории квадратичных форм 
в теорию форм Hermite 'а. 

6. Два вектора х и у будем называть сопряженными отньси~ 
тепьно формы w ( х,х) ( векторфункции Н), если 
(25,10) ro(x,y)=O. 

Понятие о сопряженности взаимное, т. к. из (25,10) следует) на 
основании (25,6): w (у,х) = О. Вектор, сопряженный самому 
себе: w (х,х) = О, будем называть, как и в теории квадратич· 
ных форм, асимптотическим. . 

Гиперплоскость, определяемая уравнением 

Ф (а,х) .... О, · 

или, что то же, Ф (х,а) = О, называется сопряженной вектору а. 
Два пучка {u, u, ... u} и {v, v, ... v) называются сопряжен-

~ 2 r 1 2 э 

ными, если кажды~ вектор 1-ro пучка сопряжен с каждым век· 
тором 2-ro пучка. Для сопряженности этих пучков необходимо 
и дос'rаточно выполнение соотношений: 

w (u,v) = О 
t R. 

Если все векторы пучка {U, ..• u} принадлежат к асимпто· 
1 "' 

тическому конусу, будем называть ero асимптотическим. Тогда 

w (u,u) = О 
t R. 

(i,k= 1, ... m). 

Если в пучке {u, •.• u} имеется асимптотический вектор v, 
1 т 

причем { u, ... u j, лежит в гиперплоскости, сопряженной вектору v, 
1 т 

будем rовориrь, что пучок .касается асимптотического конуса. 
Совершенно так же, как в теории квадратичных форм, вво­

дится понятие о ранге. Если ранг формы Hermite а равен r, 
уравнение 

(25,1!) . Н(х)=О 

имеет n-r независимых решений, определяющих нулевую об­

ласть E
11
_r векторфункции Н. Отметим, .что сопряженная век-

торфункци1 Н~ имееt также (n -r)-мерную нулевую область 
E,._r, причем E,._r и if,._r комплексно-сопряженны. В самом 
деле, из уравнения (25, 11) вытекает: 

Н,(х) = о. 

7. В теории зрмитовых форм имеют место теоремы, анало· 
rичные теuремам 1- 5 § 20. Доказательство их совершенно, 
'такое же, и потому мы приведем здесь то,'lько их формулировку 
предоставляя читателю возобновить в памяти прежние доказа· 
тельства. · 

Теорем а 1. Если форма Hermite'a неособенная, то у нее 
не может существовать асимптотичес~и.х пуч.ков с · числом 

п 
измерений, большим 2 . 

Т е о р е м а 2.. Пучо~ { u, u, ... u} тогда и толысо тогда 
1 2 111 
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1еасается асимптотичес1еого ,сон.уса, если ве1еторы u, u, ... u 
1 2 "' 

удовлетворяют уравнению: 

w (u,u) ... w ( u,u) 
1 1 1 т 

=0. 

w (u,u) . .. w (u,u) 
ml mm 

Теорем а 3. Пучо1е, построенный н.а т взаимн.о-сопряжен.­
н.ых независимых направлениях, н.е принадлежащих ,с асимпто­
тичес1еому ,сон.усу, н.е 1еасается асимптоmи"tес1еого ,сон.уса. 

Теорем а 4. Если т-мерн.ый пучо,с н.е ,сасается асимпто­
тичес1еого ,сон.уса, то сопряженные с н.им пуч1еи независимы 

от него. · 
Теорем а 5. В 1еаждом т-~ерн.ом пуч1ее (т ~ п) можно 

,зыделить т независимых направлений, сопряженных отн.оси­
тельн.о дан.ной формы Hermite' а. 

Из последней теоремы непосредственно вытекает следующее 
фундаментальное предложение: . 

Теорем а 6. Каждая эрмитова. форма при помощи аф­
финного преобразования 1еоордин.ат может быть приведен.а 
1е 1еан.~н.ичес1еому виду: 

r 

25, 12) w (х,х) = ~ е;хт x(i), 
i=l 

где r - ранг формы, е; = ± 1. 
Отметим существенное отличие в этом пункте от теории 

квадратичных форм: там все коэффициенты при квадратах пе­
ременных в форме: 

~ йиХ(i)З 

могут быть сделаны равными + 1 при помощи нормирования• 
координатных векторов. Здесь этого сделать в общем случае· 
нельзя: если для вектора а форма Hermite'a: имеет ненулевое зна­
чение, то для. любого вектора О'& той же прямой она будет 
иметь значение того же знака, так как 

w(O'&,O'a) = O'aw(a,a). 

Следовательно, каждому ненулевому направлению мож,ю при­
писать определенный знак, чего нельзя сделать для каадратич-

§ 25. ФОРМЫ Hermite'a 21)9 

ной формы в комплексном пространстве. Может возникнуть, 
конечно, вопрос: нельзя ли достигнуть положительности членов 

в форме не нормированием координатных векторов, а путем 

изменения направлений координатных осей. На этот вопрос 
ответ должен быть отрицательным: оказывается, как и в теории 
вещественных квадратичных форм, имеет место за к он ин ер­

ц и и, установленный Hermite'oм: 

Те о ре м а 7. При различных выделениях п независимых 
взаимн.о-сопряжен.н.ых направлений число 1еа1е положительных, 
,па,с и отрицательных направлений остается одним и тем же. 

Доказательство этой теоремы вполне аналогично доказатеnь­
с гву теоремы 12 § 20. Подчеркнем то обстоятельство, что за­
кон инерции форм Hermite' а не ограничивается только вещест­
венным пространством. 

Иrак, число положительных и число отрицательных чле­
нов в 1еан.он.ичес1еом виде эрмитовой формы являются ин.вариан.­
та.ии. 

Разносrь между числом положительных и числом отрицатель­
ных tfленов называется сигнатурой формы. Если сигнатура равна 
± п, форма называется определенной. Такая форма может r бра­
щаться в нуль только при нулевых · значениях аргумента. Если 
определенная форма сохраняет положительные значения (т. е. 
если сигнатура равна + п), она называется положительной, в про-
тивном случае- отрицательной. · 

8. Определение сигнатуры эрмитовой формы по ее коэффи­
циентам базируется на приведении к каноническому виду по 
методу Kroпecker'a. Все выводы и доказательства, изложенные 
в разделах · 12, 13 и 14 § 20, пере1юсятся без существенного 
изменения в теорию форм Hermite'a, В виду сложности форму­
лир JВКИ· теорем 8, 9, 10 и 11, мы приводить их в применении 
к теории эрмитовых форм не будем. Ограничимся только ука­
занием на то, что в теор~му 11 следует внести следующее изме­
нение (мы будем обозначать алРебраическое дополнение эле­
мента hik в дискриминанте I hik I через Hik' минор 

hn - 2, 1 • • • 
11п - 2, n - 2 
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через Н n _ 2). Линейное преобразование 
xj = xt' + (лi + ;.i) x<n -1)' + (i - ;.1) xn 

n-1 п n-1 п · 
следует заменить таким: 

xt = xi' + ( ;.i _ ;.i Hn - 2 ) x(n - 1)' + 
n - 1 n Hii, n - 1 

+(лi Hn,n-1 + i)x<n!' 
n-1 Hn-! n , 

а формулу (20,28) - следующей: 

. n-2 

w (х.х) = ~ ha{Jx::1.' xf1' + 
a,fJ=l 

+2(x(n-1)'x(n-1)'_ Hn,n-:Hn,n-1 xn'xn'). 
. . HJ 

n-2 

Вывод зтих измененных формул мы предоставляем, в каче· 
стве упражнения, читателю .. 

Совершенно так же, как и в теории квадратичных форм, по­
лучим сле11ующие полож ·ния (аналоrи теорем 13, 15 и 16): · 

Те о р .е м а 7. Для определения сигнатуры зрмитовой формы 
надо перенумеровать переменные та,., . чтобы в ряде 

h"1 • • • hn" 

ни1еа"ие два соседних члена не бьми равны нулю. Тогда число 
t~оложительных членов в 1еаноничеасом виде формы равно 
числу _постоянств знака в ряде .(25.13), число отрицатель­
ных.- числу перемен зна"а в атом. ряде. 

. Теорем а 8. Если а> (х,х)- определенная форма, то 
определитель 

ш (u,u) ... ш ( u,u) 
1 1 1 т 

а> :u,u) ... w (u,u) 
ml · тт · 

§ 25. Фоt~мьt Hetntite'a Ь01 

тогда и толь1ео тогда обращается в нуль, если ве"торы 
u, u, ... , u зависимы. 
1 2 т 

Теорема 9. Форма а>(х,х) = hafJxaxfJ тогда и то.ль"о 
тогда определенная положительная, если · ее; ,.оэффициенты 
удовлетворяют неравенствам: 

h11 h12 h1з: 

h21 h22 h2з 1
1 

> О, · · • 
hat hз2 hзз . 

h11, .. h1n I 
1 

· · · • 1 > о. 

h·,.1 : • : h~n ] 

Форма w (х,х) = hafJx«x'1 тогда и толжо тогда определен­
ная отрицательная, если: 

-h11 > О, 1 ~
11 

~
12 

/ > О, •.• (-1)" 
111 22 

fz"1 ••• hn" 

Отметим также, что формулы (20,35) совершенно одинаково 
пишутся и в теории эрмитовых форм. 

9. Перейдем теперь к р ,ссмотрению вопроса о совместном 
приведении двух эрмитовых форм к простейшему виду. Здесь 
уже исследование доаольно значительно отличается от тоrо, ко­

торое было дано в теории квадр~t.тичных форм, и потому мы 
оста овимся на нем подробнее. 

Возьмем две эрмитов!,Iх формы: 

-· -а fJ 
w(x,x) = хА (х) = aafJx х; А*= А; 

:ri:(x,x) = хВ(х) = ba{Jx(J./; В"= В; 
и так же, как и в теории квадратичных форм, будем искать на· 
правления 

i.. (х) = ;.в (х), 
для которых сопряженн!,Iе rиперnлоскости относительно обеих 
форм совладают. 

ПредпоJJаrая векторфункцию В неособенной, вводим . в рас­
смотрение вспомоrательную векторфункцию 

К= в- 1 А. 
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Векторфункuии А и В определяют векторы 2-ro класса 
(см. раздел 3 настоящего параграфа). Вспомогательная же век­
торфункция К является, как нетрудно видеть, обычным векто­
ром ..(1-ro класса), и ей соответствует тензор 1-ro класса. Иссле­
дуем основные свойства это!! векторфункции. 

Теорем а 1 О. Каждому 1Сомnле1Ссному хара1Сmерисщиче-
1. 

с1Сому числу )., веюпорфун1Сции К= в- А соответствует ком-

п11е1Ссно·сопряженное хара1етеристич-ес1Сое число J. той же 
кратности. Элемен.тарные делители, соответс:твующие этим 
корням, имеют одинаковые nо1Сааатели степеней. 

До к аз ат ель ст в о вполне аналогично доказательству теорем 
4, § 22 и 8, § 23. Справед11ивость теоремы вытекает из соотно­
шения: 

11 А - лв 11 с = 11 А - лii 11 • 

Теорем а 11. Каждому 1Сомпле1Ссному характеристиче­
с1еому. числу ве1Сmорфун1Сциu К соответствует направле1-ие, 
асимптотическое относительно форм w (х,х) и п (х,х). 

До к аз ат ель ст в о. Если л - комплексное характеристи­
ческое число, х - соответствующее главное направ~ение, то из 

равенства 

. . 
А (х) = лВ tx) 

вытекает . . 
А <х) = J: в (х) . 

Умножая первое из этих соотношений на х, второе - на х, 
получаем 

т. е. 

'хА (х) = лхв (х), 

хА(х) = J.хв(х), 

(i. - l) Х~(Х) = 0. 

Теорем а 12. Если i,1 и )..2 - хара1<теристич.ес1<ие числа 

ве1еторфун1<ции К, и Х-1 ф л2, то соответствующие им глав­
ные направления сопряженны относительно форм w (х,х) и 
п (х,х). 

$ОЗ 

до к аз а те п ь с.тв о. Имеем соотношения: 

А (х) = л1В (х) 
1 1 

(25,14) 
А(х) = Л28 (х) 

t 2 , 

откуда выводим . . 
А(х) = I1B (х). 

1 1 

Умножая это равенство на х, а 2-ое из соотношений (25,14) 
2 

на х и вычитая, получаем 
1 

Подчеркнем здесь довольно существенное отличие от теории 

квадратичные форм: М;Ы не имели там аналогов теорем 1 О и 11; 
существование комплексного характеристического числа не на'" 
КJiадывает какого-либо ограничения на соответствующее главное 

направление. Но особенно резкое различие дает теорема .12. 
В теории квадратичных форм дву~ неравным характеристическим 

числам отвечают сопряженные главные направления; здесь глав­
ные направления, относящиеся к комппе:яс~о-сопряженным кор· 
ням,· могут быть и не сопряженными относительно формы ro(x,x) 
и п(х,х). Мы иллюстрируем этот факт следующим простым 

примером.· Пусть 

(25,15) 
Q.) (х,х) = x<l) х<2) + х(2) x<l) 

n; (х,х) = х<1> х<1> - х<2> х<2> • 

Характеристические числа векторфункции К для этого слу· 
ча;~ равны + i и - i. Им соответствуют главные направления 
(1, i) и (1, - i), которые не сопряженны относительно этих 

форм. 
Таким образом, если даже векторфункция К имеет различ­

ны.е характеристические числа, но если они не все вещественны, 

то мы не можем быть уверены, что соответствующие зрмитовы 
формы можно совместно привести к каноническому виду. 

Вопрос решает следующая теорема, соответствующая тео· 

реме 4 § 21. 
Теорем а 13. У двух эрмитовых форм тогда и только 

тогда существует п независимых взаимно·сопряженю,1.х на-
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правлений, если венторфун,щия К простого типа и все ее 
хара"терист 1,чесние числа действительнw. 

до к а з а т ел ь с т в о. Если сущее rвует п-эдр взаимно-сопря • 
женных направлений, то, выбирая его за коорд.инатный п-здр, мы 
приведем матрицы форм к диагональному виду: · 

а11 Ь11 
аь 

11в11= 

причем все а;; и Ь;1-действительные числа; следоватепьно, и матрица 
[! К 11 = il В 11-1 11 А II име.ет диаrональныА ·вид, т. е. векторфунк­
ция К простого типа и все ее характеристические числа веще­
ственны. 

Обратно, если К обладает уv.аэанными в теореме свойствами, 
то каждому характеристическому числу кратности k соответ­
ст~ует k-мерная главная область. На основании теоремы 12, эти 
главные области взаимно-сопряженны относительно а,(х,х) и 
п (х,х). Выбирая в этих главных областях сопрчженные наnра· 
вления, мы получим таким образом п независимых: взаимно-со· 
пряженных прямых. 

Необходимо обратить внимание на требование теоремы о _ве­
щественности характеристических чисел векторфункции К. . На­
пример, матрицы рассмотренных выше (25,15) эрмит~вых форм 
не могут быть приведены совместно к диагональному виду, н~­
смотря на то, чrо векторфункция К в этом случае простого 
типа. Межnу тем, · если мы возьмем аналогичные квадратичные 
формы, 

ер (х,х) = 2х< 1 > х<2> 
2 v,(x,x) =х<1>2_ х<2>' 

то они могут быть совместно приведены i.: суммам квадратоs пере­
менных; здесь вполне достаточн.о того, что К- простого типа. 
Инвариантные направления этой векторфункции определяются 
векторами ( 1, i) и ( 1, - i). Если эти векторы принять за коор: 
динаrные, то рассматриваемые формы приведутся к следующему 

виду: 

(р (х,х) = 2°; (х<1>' - х<2>' ), 
V' (х,х) = 2 (х<1>' + х<2>' ). 
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10. В дальнейшем исследовании будем предполагать, что 
форма п (х,х) = х В(х) - определенная. Здесь как и в теории 
квадратичных фоr.м, имеем две 1..ледующие теоремы: 

·те о р е м а 14. Если форма п (х,х) - определенная, то xa­
paf(mepucmuчec1'ue числа веf(торфующии К вещественны.. 

До к а за те л ь ст в о. Теорема непосредственно следует из 
предложения 11. 

Те о р е м а 15. Если форма п ( х, х )-- определенная, то 811'· 
торфунf(цuя К просто-го типа. 

До к а з а т ел ь с т в о вполне аналогично доказательству соот· 
ветствующей теоремы квадра·rичных форм: если 

(К- лE)II (х) = о, у = (К - лЕ) (х), 
то 

уВ(у) = ск·- лЕ)(х)В (К-лЕ)(х) = хек* -лЁ)В(К-лЕ)(х). 
1 .• • • 1 

Но К = в-· А, К* = АВ- ; поэтому 

уВ(у) = х (д.в-1 
- лЕ)В (K-lE)(x)'= х(А- лВ) (К-лЕ) (х) = 

= ·хв (К- лЕ)2 (х) .= О. 
Отсюда 

У= (К - лЕ) (х) = о. 

Объединяя теоремы 13, 14 и 15, имеем следующее предпо-
жение: 

Те. орем а 16. Если п (х,х)- определенная 
преобразованием координат эрмитовы формы 
совместно приведены к следующему виду: 

Q) (х,х) = ~ a,x<i) x<i), 

п (х,х) = ± ~ x<0 x<i>, 
де а, - действительные числа. 

форма, то 
мо-гут быть 

' 

11. Рассмотрим теперь вопрос об однородных аффинных пре­
образованиях пространства, оставляющих инвариантной . неосо­
бенную форму Эрмита: 

ro(x,x)-.: х:Н(х) 
(аутоморфных преобразованиях эр ми то вой формы), 

Пусть изучаемое преобразование определяется векторфунк­
цией 

jO Широиов П. А. 
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(Uар-обычныА тензор 1-ro класса). Требование инвариантности 
формы О) (х,х) дает соотношение: 

U(x) HU (х) == хН(х). 
По,1агая в нем х + у вместо х, получаем 

u (х) HU (у) + й (у) HU (х) = хН(у) + уН(х). 
Подставляя в з·rом соотношении сначала' х = u, у = v, затем 

х = u, у = iv, где u и v - действительные векторы, получаем: 

или 

u (u) HU (v) + (j (v) HU (u) = uH(v) + vH(u) 

U (u) HU (v)- U (v) HU (u) = uH{v) - vH(u). 

Складывая, имеем соотношение 

- . . 
U (u) HU (v) = uH(v), 

uu*нu Cv) = uнcv), 
откуда 

. *' . U HU ~ Н. 

Дальше следуют теоремы, аналогичные теоремам 1-6 (§ 22). 
Доказател~ство их совершенно такое же, поэтому мы ограни­

чимся только их формулировкой: 

Теорем а 17. Ве"торфуюш,ия U- неосо6енная, и ее опре- · 
делитель по модулю равен 1. 

Те о рем а 18. Инвариантные направления, соответству· 

ющие :юара"теристичес"ому числу ве"торфун"ции U; не рав­
ному по модулю 1, - acuмnmomUЧeCl(Ue. 

Те. о ре м а 19. Если л1, л2 - характеристичесl(uе числа 

ве"торфун"ции U и J.,)2 ф 1, то соответствующие им глав­
ные направления сопряженны. относительно эрмитовой формы 
ш (х,х). 

Те о р е ~ а 20. Каждому характеристичес"омv числу ;. · 
векторфун"ции U, не равЧ,ому по модулю единице, соответ-

ствует хара"теристическое число ~ той же кратности. Эле· 

25. ФОРМЫ Hermite'a 80'7 
---------=-----------'-------

мен.тарные делители, относящиеся " эти,н хара1.теристиче­
с1еим Ч,Uслам, имеют попарно. одинаtсовы.е по1.азатели сте­
пени. 

Теорем а 21. Линейная ве1еторфун.кция 1-го рода U, 
'!!:'!"авляющая инвариантной неособенную эрмитову форму 

хН (х;, может быть выражен.а следующим образом: 

если у ней нет хара1.теристичес1еих чисел, равных·- J, или 

u = (iN _;, нг1 (iN + Н), 
если у ней нет хара1.теристичес1еих чисел, равных·+ 1. N­
не1.оторая ве1еторфун.1.ция, обладающая симметрией: • 

N* =N. 
Рассмотрим тот спуча~, коrда форма ro(x,:x.)- опредепен· 

ная; имеем теоремы: 

Теорем а 22. Если ro(x,x)- определенная форма, то все 
хара1.теристичес1.ие числа ве1еторфун.1еции U п.о модулю 
равн.и единице . 

Теорема 23. Если w(х,х)-определенн.ая форма, то 
U - ве1еторфун1.цця простого типа. 

Обозначим характеристические числа векторфункции U через 
). eia, 1 ia, 1 'lan К ' 
'1 = , л.2 = е , ... , лn = е • аждому простому корню со-

ответствует изолированное инвариантное направление, rpyn11e 
равных корней главная область. Все 9Ти главные области 
взаимно-сопряженны относительно формы 'ro(x,x). В каждой 
k·111ерной главной области можно выделить k взаимно-сопр_яжен­
ных направлений. Таким образом получим п направлений, 
взаимно-сопряженных относительно ro(:x.,x). Если мы их выбе­
рем за координатные оси, то приведем матрицу II U 11 к диаго-

. нальн<Jму виду, а q:орму ro(x,x)- к каноническому. Таким обра­
зом, имеем теорему: 

Теорем а 24. .У ве1.торфункции U, оставляющей инва­
риантной определенную форму Hermiie'a ro(x,x), можно выде­
лить п главных направлений, взаимно-сопряженных отн.оси­
тельн.о cv(x,x). Выбирая 1еоордин.атн.ы.е векторы н.а этих пря-

20• 
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мwх, можно привести форму ro (х,х) и матрицv 11 U 11 к еле· 
дующему виду: 

ro ( х,х) = ± ~ x(i) x(i)' 

11 ei°" 

где а1, а2, ••• an - действительнъ~е числа. 

§ 26. Мультивекторы. 

• 1. На ряду с тензорами 2-ro порядка в тензорном анализе 
большую роль иrрают мущ,тивекторы. В § 6 мы уже рассмат· 
ривали контравариантные мультивекторы. Контравариантный 
т-вектор определяет тот т-мерный nэ.ра,ллелепипед, который мо· 

жет быть построен . на т независим,ых векторах, являющихся 
базисом этоrо мультивектора. Му1iыивектор .является антисим· 
метричесюим тензором m-ro порядка; ero составляющие моrут 

быть выражены следующим образом через составляющие векто· 
ров ero базиса v, v, ... v: 

1 2 т 

а,11 • ••• ат _ ! (а, 11 , aml 
v . - т. v v ..• v . . 

'1 2 т 

Совершенно аналогично вводится ковариантный т-вектор, 
определяющий геометрический образ, который состоит из т не-

1 2 т 

зависимых ковариантных векторов: u, u, .... u: 
1 2 т 

и • = m! и1 и ... и 1 • а1~ ••• • ат а1 а1 а1.п 

'2, Составляющие контравариантного мультивектора моrут 
быть приняты за однородны~ координаты тоrо т-мерноrо пучка 
{ v, v, •.. v J, который определяется базисом этоrо мулыивек· 

1 2 m 
·тора. В самом деле, в § 6 мы видели, что по .составляющим 
мультивектора мы можем определить ту плоскость, в котороЯ он 
J1ежит. 

26. МУЛЬТИВЕКТОРЫ 809 

Аналогично этому, составляющие ковариантного т-вектора 
моrут служить однородными координатами того (n - т j-мерноrо 
пучка En _ т, который определяется пересечением нач льных 
rиперплоскостеЯ , т конариантных векторов, явпяющихся бази­
сом этоrо мультивектора: если 

1 2 т 

и = ml и1 и ... и 1• "•"'' .• etm а, а. ат 

то пучок Е11 _ т определяется уравнениями: 
1 2 т 

ux = о, ux = о, ... ux = о. 
Однородные координаты ппоскоrо пучка векторов, являющиеся 

составляющими контравариантного или ковариантного мулыи­

веi<тора, называютс11 к о орд ин ат а м и Р 1 fi с k е r 'а этоrо пучка 
(некоторые авторы называют их координатами Grassmann 'а). 

3. Не каждый антисимметрический тензор является мулыивек­
тором. Нап:,имер, в теории а!{тисимметрическоrо тензора 2-ro по· 
рядка мы видели, что антисимметрический тензор ранrа = r может 

r . 
быть представлен в виде суммы 2 бивекторов. Только в. том. 

случае, если r = 2, антисимметрический тензор 2-ro порядка 
является бивектором. 

Такttм образом, возникает важный вопрос: какому условию 
должны удовлетворять составляющие антисимметрическоrо тен­

зора для того, чтобы этот тензор являлся мулыивектором. Ре­
шению этоlt задачи посвящены следующие три раздела настоящего 
параграфа. 

,4.. Возьмем контравариантный m-вектор и 11,,а. • · • ат и неко­

торый ковариантныЯ тензор (m-1)-ro порядка bfJ,fJ, . .. /Jm _ 
1

• 

Внутреннее произведение 

(26,1) va = иаа,.,.а,п- 1 ь 
11, •• ·Clm -1 

определяет контравариантный вектор v. Покажем, что он пр И· 
н ад л еж и т к пучку, оп ред е 11 я ем ом у м у 11 ь т и век то· 

р о м и11, ... Clm' · 

В самом деле, пусть u, u, ... u - базис мультивектора 
1 11 т 

и"'"'··· Clm. Выражение (26,1) может быть представлено в следу· 
ющем виде: 

(26,2) va = (m-1)! ( u0 u!a, .•• и"т - 11 ь 
' \;J 8 m a, ... am-i 
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Таким образом, вектор v линейно выражается через векторы 
U, U,,, .U. 
1 2 т 

Л ем м а 1. Вьtбuрая соответствующим образом тензор 
Ь в фор.муле 
а,." "т -1 

(26,1) ~ь 
а, ... "т-1' 

мы можем получить любой из 

сти .мулътиве1етора u«,a. · · · 0
111, 

Д о к а з ат ель с т в о. Пусть 

ве1Сmоров, лежащих в плос1Со-

иа,а, ... ат= m!ula,ua• ••. и",,.1, 
1 2 т 

где. u, u, ... u - базис рассматриваемого т,вектора. Рассмотрим 
1 2 m . 

пучок Ет _ 1 , построенныА на векторах u, u, ... u, и независи~ 
2 3 т 

мы А от него пучок En --т + 1 , заключающий в себе вектор ~· 

Пусть этот последний пучок определяется (т - 1) независимыми 
уравнениями: 

1 2 m-1 
ах = о, ах = о, ... а х = о. 

Подставим в формулу (26, 1) в качестве тензора Ь а., ... ат_ 
1 

1 2 m-1 
произведение а а ••. а • Так как 

а1 а1 am-·1 

1 . 2 m-1 

au = о, au = о, ... а u = О, 
1 1 1 

то все члены. кроме первого, в правой части формулы (26,2) 
превратятся в нуль. 

Получаем 

§ is. МУЛЬТИВЕl(ТОРЫ 811 

l m-1 
Выражение ula, ••• u"т-11 а[ ... а 

I 
представляет собою 

·· 2 т . а, "т-1 

скалярное произведение двух мультивекторов, из которых первый 

определяет пучок Em-1' второй - En-m+i· Так как пучки Em-I 
и En-m+1 независимы, то, на основании § 8, 4, это произведе· 
ние не р11.вно нулю. 

Таким образом мы получили вектор v, совпадающий по на­
правлению с вектоыом u. Аналогично поступая, мы получим век· 

1 
торы, имеющие направления, u, u, ... , u .. Так как каждый вектор 

2 3 т 

пучка, в котором лежит мулыивектор, может быть включен в 
базис этого мулыи веkтора, то лемма, таким образом, доказана. 

Определение векторов базиса заданного мулыивектора может 
быть произведено очень просто. Для удобства рассуждения пред­

положим, что u123 
• .. т О. Это предположение нисколько не 

ограничивает общности далr,.нейших выводов, так как, изменяя · 
нумерацию координатных осей, мы всегда. можем приписать не­

раВf!ОЙ нулю составляющей мультивектора индексы 1, 2, ..• т. 
Возьмем в формуле (26,1) в качестве тензора Ьа, ... "т-l про-

2 3 т 

изведение е е ... е и рассмотрим вектор 
а1 а, am..:...l 

Так как 

. 2 3 т 

uiai ···"т- 1 е е ... е • 
а1 а8 "т-1 

v' = ui2З .. . т. 
1 

1 :з т 

Затем полагаем Ь = е е .•. е . Получаем вектор 
а, ... "m-1 а, а, "т-1 

vt = uli3 .. ·.:m. 
2 

Аналогично рассматриваем векторы с составляющими: 

V
e . и12н .. • т vt _ u12sis .. . т vi _ u12 ... m-1,i. 

=== t ·- , ••• -

3 4 т 

Построенt1ые т~ким образоц векторы все лещат в rщоскости 
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му11ьтивектора и независимы между собой. В самом деле, минор 

I v
1, ••• v"' 

1 1 
1 о. 

1 1 т v ' ... v 
j т т 

Отметим, что построенные векторы v, v, ... v зависят от вы· 
1 2 т 

бора системы координат: рассмотренный .нами процесс построения 

этих векторов даст вообще другие. векторы той же самой пло­
скости мультивектора, если мы изменим координатную систему. 

Полученные нами векторы v, v, ..• v остается только норми· 
1 2 m 

ровать так, чтобы их знакопеременное произведение дава.по рас· 
сматриваемыА мультивектор. Сделать это можно, например, следу­
ющим образом: 1-ыlt вектор оставляем без изменения, векторы 

12 ... m v, •.. v делим на и • 
2 m 

Рассмотренный процесс определения базиса мультивектора 
применяется, конечно, вполне аналогично и к ковариантным муль­

тивек:горам. 

При.«ер 1 .• Рассмотрим контравариантный тривектор в 5-мерном 
пространстве, заданный составляющими: 

v11a = 2, i,12, == о, v11s = s, viн = о, via& = -1. 
01ui =»О, v211' = 2, v2aa = о, v••& = _ з, vэ&& = 1. ,. 

Так как v11s ф п, то за состав11яющие вектора v принимаем еле· 
. 1 

.дующие числа: • 
v12a = 2, v22a = о, v3211 = о, v42a == 2, v&sa = о. 

Вектор ! определяется сл,едующими сос1авляющими: 
vl18 о, vita 2, viaa о, vнэ = о, v153 = 1. 

Наконец, за состамяющие v можно принять: 
8 

va1 = о, v111 = о, v111 = 2, v11' == о, i,12s = з .. 
Таким образом, базис заданного ыупьтивектора может быть опре­

делен следующими тремя векторами (векторы ·v и v депим на 2). 
11 9 

(2, О, О, 2, О), ( О, 1, О, О, 'i), ( О, О, 1, О, i). 
Пример 2. Рассмотрим ковариантный бквектор в 5-мерном . про. 

~транстве 

и1э = О, U18 = О, u1, = О, Uis = О, и18 = О, 
Jllf = О, U2f = О, Uц = - 4, ul/f = - 1, U't = - 21 
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1 
Так как и81 + О, то за состамя~ощие вектора v можно пркнять 

спедующие числа: 

Uн = О, Uи = о, Ua,-= - 4, Ue4 = о, Us, = 2. 
11 

Вектор v может быть выбран следующим образом: 
U31 = о, и,. = о, Uaa = о, Uз, = - 4, U15 = - 1. 

2 
Деля вектор v ва -4, получаем базис: 

, . (О, О, - 4, О, 2), ( О, О, О, 1, ~ ) • 
Зада'f.а 1. Определить базис ковариантного тривектора в 5-мерном 

пространстве 

U111 = - 5, U1н = 5, U115 = ,- з. U1з, = 15, U135 = - 4, 
U145 = -s. U234 = 10, U115 = - 7, U:45 = 1, Uз,s = 13, 

От в е т. (- 5, о, О, Щ - 7), ( О, 1, О, 3, - t), ( О, О, 1, -1, t). 
5. Предыдущее исследование . показывает, что для определе­

ния мультивектора достаточно задать: 1) какую-нибудь отличную 
от нуля составляющую, например, v"'"' ···ат, 2) все те соста­
в.пяющие, которые отличаются от va,a," ' 4т каким.нибудь индек· 
сом: 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ' . . . 
.,.,а,•:. am-tP, а, ... аm-1/За . _.,а,• . • am-1Pn-m 
v ,iv , ••• v • 

Здесь /З1[:Jа, ••• Рп-т обозначают те чис.па, которые входят 
в ряд натуральных чисел от 1 до п и отличны от индексов 

а1, аа, •.• а"'. Эти (п - m) т + 1 составляющих могут быть за· 

даны по произволу. Все остальные {; )- (п-_- m) т - 1 соста· 
вляющих могут быть уже пеrко вычислены, 'как только будет 
определен базис этого мультивектора. 

Та,им образом, .мультиве,стор определяется заданием 
(п- m)m + 1 чисел. 

6. Перейдем теперь к выводу тех зависимостей, которые 
связывают между. собой составляющие мульти вектора. 

Выведем сначала условие, что контравариантный вектор v 
/!~~liT 1J П~Q~KQCTJf ,n-вектор~~ Ua,a., . .. а"', ~ели { ~' ~' • , . ; \ -
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базис этоr6 мультивектора, то векторы v, u, u, ... u - зависимы 
1 2 m 

Следова-тельно, 
,,.,[aua1 иат] - о 
v • • .. - ' 

или 1 т 

v[a иа,а, . .. а,,.1 = о: 
Более nодробно эти уравнения запишутся в следующем виде: 

, va иа• . .. ат_ va' иаа,, , , ат+ v·:Ж, иаа,а., . , ат - va• иаа,а.. , , a'J/1 + ' • • 
+ ( - 1 )т vam иаа,а, ... "m-1 = о. 

Это-формула (6,1), которую мы получили в § 6. 
Рассмотрим теперь контравариантный т-вектор u0

' • • • .. ,,. • 

Умножая его внутренне на некоторый ковариантный тензор 
(т - 1 )-ro порядка Ь , получаем контравариантный 

.. , ....... °m-1 

вектор · 
vam = ь uai',. •°m,-lam, 

а,.•. "m-1 

лежащий в плоскости мультивектора и01 ···а,,., Следовательно, 

ь иа' ... "m·-1 [amu/J' ..• /1111] = о. 
а,.,. am-1 

Так как Ь -произвольный тензор, то отсюда полу-
а1 .•• am-1 

чаем ур~внения: 

(26,3) 

Этим уравнениям можно придать следующий вид: 

(26,4) 

Покажем, что соотношения (26,3) являются не только не- · 
обходимыми, но и достаточными для того, чтобы антисимметри­

ческий тензор иа1 
• • • 

0
111 представлял собою мультивектор. 

Теорем а 1, Антиси.м.метричесt~:ий тензор иа' · · · ап, тоzда 
и толь1Со тогда является. т-ве1Сторо.м, если его составляющие 
удовлетворяют уравнениям: 

(26,3) 

До к аз ат ел ь ст в о. Необходимость уравнений (26,3) уже 
доказана выше. Доказательство достаточности проведем методом 
по.11ной иНдукцин. Для т = 1 положение очевидно. Предполо­
пщм1 что 0110 · справедливо для т = ~ - 1: е~.rщ состав11я~ощ11е 
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антисимметрическоrо тензора va' · · · ak-1 удовлетворяют соотно­
шениям 

(26,5) va' ... \ak-!v/J, •.. /Jя-1J, ... о, 

то тензор этот представляет собой мультивектор. Докажем 
теперь справедливость положения для т = k. , 

Рассмотрим антисимметрический тензор k-ro порядка иа' · · · ak, 

удовлетворяющиl:I соотношениям (26,3). Берем некоторый кова­
риантный вектор v а и образуем антисимметрическнй тензор 

(k-1)-ro порядка. 
(26,6) Va,.. • • ak-1 = VaUaa,. •. • ak-1, 

Покажем, ч'Го этот тензор удовлетворяет соотношениям (26,5). 
В самом деле, 

Va, •.• [ak-1 V/J, ... /Jt,. :...11 = V а V/JUaa, ... [at,.-1 UI/JI fi, ..• /J/(-11 • 

На основании уравнений (26,4) имеем 

va' · · · [ak-1 'tl/J, • • • /J1t-1J = _!_ V V аа, · · · 11k.-2fJu~1,-1fJ, · · · /J1t-l = Q 
• k а /Ju • 

Таким образом, тензор v 11
' • • • 

11н.-1, удовлетворяя уравнениям 
(26,5), является, согласно предположению, мультивектором: . . 
(26,7) V 111

•••
11
1!-·1 = (k- l)!v[a, ... Vak-1]. 

1 k-1 
Теперь рассмотрим вектор 

(26,8) 

где w - произвольно выбранны'1 тензор (k - 1 )·ro по-
а, •. • ak-1 

рядка. Образуем тензор 

(26,9) w[a,va,,' .. 11Р.] = (k- 1) ! w[a.va, •.• v"l11• 
1 k-1 

Этот тензор может быть выражен через и : подставляя 
а1 ••• ah 

выражение для wa из формулы (26,8) и выражение для 
v 11

• • • • ak из (26,6), имеем 

w[ 111 v"*' '• 0 k1 = и"•' ' ' "k-1 [ а, и 1 а 1 а,' ' ' ah] W V • 
'11, , • Gfl.-1 а 

На основании соотношениА (26,4) получаем: 
i~,ta,va. ... ak] = .!. иа' ... ak-1 (1 и а, ... ak w v .. 

k , а•••• ak-J q 
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Тензор w и вектор v" могут быть всегда выбраны 
"• .. · "k-1 

так, чтобы и"' · · · "я-1" w v ф О. Обозначая через оо: 
"• • • • 

0я-1 а 

w = и"' . .. "я-1 "w v ' 
."• · · • "k-1 " 

имеем: 

Применяя формулу (26,9), получаем: 
а, ... "k = 1:..! w[a,,,.,a, vakJ 

и v • " 
Ш 1 k-1 

Таким образом, действительно антисимметрическиА тензор 
ua, · · · "1i является мультивектоlХ)м. 

Среди соотношений (2613) независимых только 

(;}-(п--, т)т. -1, 

так как мы видели выше, что у т-вектора (п-т) т + 1 
составляющих могут быть заданы по произво11у. 

Отметим наиболее простые из соотношений (26,3). , Если 
положить 

Р1 = а1, Р2. ае, • · · Рт-2 = ат-2' 
ат-1 = v, ат= V1, Рт-1 = Vв, Рт= V3, 

то мы получим 

иа' ... Пm-2 .. , иа' ... am-2 v,•, + 
+ (- 1 )m-1 и"' · · · urn-2 "• и''"' · · · "т -2•, + 
+ (- 1 )m и"' ... am-2 v•, и•,а, ... ат-2 •,=О, 

Пер~ставляя индексы, приходим к уравнениям: 

и а, ••. Пm-2 .. , иа' ... am-2 v,v, + 
26,10) +и"' ... ит-2•••и"'- ... am-2•1•1 + 

+и"'' .. ат-2"•иа, ... ит-2v,•, = о. 

Зада•а :2. Выписать соотношения (26, 3) связывающие между собо 
составляющие тривектора в 5-мерном пространстве. 

Ответ. 
v1iav1ea + vн•v1aa + v12sv1a, = о, 
v2иv211 + v2a1v2и + vuavш = о, 
v3,sv312 + v:141v321 + vM1vsa1 = о. 

Ост~J!Ь&ые ~Qо;ношения я1щяц,тся слещ:твием этих трех. 

§ 26. МУЛЬ1'ИВЕl(fОРЬI 811 

Задача 3. Показать, что условия (26,3) д11я бив юора сводятся 
к тому, чтобы arrperaты Pfaff'a 

Р а,а.а.~. = 3а[а,а,аа,а,1 = а"'а.аа.а, + аа,а,аа,а, + аа,аРа,а, 
бы11и равны нулю, т. е. чrобы ранг 1\ензора aafi был не выше 2. 

З да.ча 4. Выписать независимые соотношения между составляющими 
бивектора и11с в ;,-мерном пространстве и показать, что осrа11ьные 
могу~ быть попучены из них. 

От в е т. Независимых соотношений три, например 

U12Ua1 + UJ3U,1 + U14U2a = Q 
U1aU,a + U14Uaa + U16U31 = о 
U23U43 +,и2,и6З + UuUa1 = о. 

Задача 5. Показать, что ант11симметрические тензоры n-ro и (п - 1)-ro 
порядка всегда являются му11ыи екторами. • 

Задача ·б. Пусть у антисимметрическоrо тензора (n-1)-ro порядка 
иа,а, ... а,._1 составляющая u 12 ••. n-I не рзвн,1 нулю. Показать, что за 

базис втоrо мулыивекrора можно принять следующие (п - 1) векторов 
· (сосrав11яющу~Q и12 ... n-l обuзначим через а); 

1 

U (а, О, О, ... О, un2з ... n-l) 
2 
u ( о, 1, о, ... о; 1 ) -и 

а JnЭ ••• n-1 
а 

u (о, о, 1, ... 0, 1 ) -и 
а 12n ••. n-1 

•••••••• io ...... 

n-1 ( 1 ) 
U 0, 0, 0, • •, 1, -;;- U12 ••• n-2, п 

Задач.а 7. Кроме квадратичных соотношений (26,3) между координа· 
там!J му11ыивектора можно получить и более сложные. Вывести соотно· 
шения Vahlen'a 1 : пусть и12з ... m=!=О; тогда 

и (и )m-1 _ 
а1 а, ... ат 12 ... m -

и..,_23., .mula, ••. m'"ul2S •.• а, 

Ua.23 ... т U1a,1. , . т" • U12Э ... а, 

и"т~Э ... muJ am3 ... т · ·, llizз ..• ат 

Указание. Воспользоваться базисом мулыивекторJ, указанным 
в разде11е 4 насrоящеrо параграфа. 

8. Теперь мы перейдем к решению задачи об определении 
степени параллелизма двух плоских пучков1 в· которых лежат 

данные мультивекторы. 

1 Journ. f. llfв.th. В, 112 (1893), S. 306. 
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Нач:нем с 1:1аиболее простого случ:ая полного параллелизма. 

Пусть пучки Е,., Е, (r <. S) полностью параллельны (все векторы 
1-ro пучка лежат во втором). Пусть Er задается :контравариантным 
мультивектором иа' ... ar, Е,- мультивектором vfi, ... r3.. Докажем 

. теорему: 
Теорем а ~. Две плосl(ости Е и Е. (r <. s), в l(omopыx ле· 

жат мультивеl(mоры u"•···"r и t,J.. · · fis, тогда tt толысо moziJa 
полностью параллельны, если 

(26,11) 

док аз ат ел ьс тв.о. Образуем· вектор 

иа - и"' ... "r-1" - аа, ... "r-1 ' 

J1ежащий в Er. Изменяя тензор а а, .. . "r-1' мы можем, на осно- . 
вании леммы 1, получ:ить r независимых векторов, принадлежащих 
к Е,.. Условие, что u лежит в Е,, выражается соотношениями: 

ll[a'V/J, • • • /18] = О, 
т. е. из (26,11) следует, ч:то Е" и Е, по;1ностью параллельны. 
Обратно, если любой вектор плоскости Е" принадлежит к Е,, то 

а и"' .. ; "r-1[a'V/J, ... ~.1 = О. 
а1 .. •. ar-1 

В виду произвольности тензора аа, ... "r-i' по.11учаем (26,11 ~. 
Задача 8. Доказать, что две r-мериых плоскости, в которых леж.ат 

иулыивекторы и"'· · · "r и v"1 • • • ".-, тогда и только тогда полностью 
параллельны, если эти мулыивекторы имеют попарно пропорщ1оналъвые 

составляюшие: 

и"' .. . "r 
----=С. 
v";I, • • • "r 

9. Займемся теперь о· щим случаем,-· оrда степень парал· 
лельности выражается др бным числом. 

Докажем предварительно следующую лемму, 

Лемм а 2. Пусть и"1 
• • • "т коюправариантный т-век· 

тор. Выбирая соответствующим образом тензор а",· .. "т-k 
в формуле: 

(26,12) v"' · · · "k = и"' · • • "k "• • · · <>'m-k а · 
"' • • · "m-11., 

мы можем получить любой контравариантный k·seкmop, ле· 

жащий в плоскости мультиsектора и"•··· а,п, 

§ 26. МУЛЬ'tИВЕНТОРЬI 910 

до к а i ат ел ь с тв о аналогично доказательству ле.\fмы 1. 
п б иа' . .. "'т,· усть u, u, ... u - азис т-вектора 

1 2 т 

иа' ... "т = т ! и[а, ... uamJ. 
1 т 

Рассмотрим пучок Ет-н.• построенный на 

u, . .. u, и независимый от него пучок En-m+k' 

векторах u, 
11.+1 

заключающий 
~2 т . 
в себе векторы u, u, . .. u. Пусть зтот последний пучок 

1 2 k • 
опреде· 

ляется системой (т - k) независимых уравнений: 
1 2 m-11. 
ах = О, ах= о, ... ах =. о. 

Следовательно, 

(26,13) 
i 
au == о 

(
i .1, ... m-k)· 

J = 1, . .. k 

Подставим в ф:.>рмулу (26,12) в качестве тензора а,,, ... "т-1>. 
1 2 m-11. 

проьзведение а~а ... а" • Получаем 
, u1 "• m-k 

1 2 m-11. 
"• •• i "k - "• ... "k<>'• ... "т-1.а а 

'V - и <>', <>'а ••• а"т-k -
иа' • •• u"k и"·· . .. u<>'m-k 
1 1 1 1 

и"1 ... u"k и"' . .. и"т-k 
2 2 2 2 1 2 m-·lt 

а а ... а 
<>'1 "• "т-1. 

иа' .•• u"k и"' ••. u"m-.1i 
m I m m m 

Разложим теперь входящие в зту формулу определители по 
минорам первых k колонн. В виду соотношений (26, 13) из всех 
членов зтой суммы останутся только те, которые содержат ле-
вый верхний минор k-ro порядка. Таким образом, · 

= kl (т - k)I i"1 

1 

= kl (m - k)! i"• 
1 
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В этой формуле . мы имеем скзлярное произведение двух 
( т - k)-векторов: 

[t1, ,,. Jl 2 m-1!. 
и .. . и т-k ас а ... а J. 

11+1 m 11
' "'• "'т-k 

Оно не равно нулю, так· как пучки Ет-k и En-m+k незави· 
симы (см. § 8,4), Таким образом. 

где А - некоторое число, не равное нулю. Следовательно, выби­
рая так, как было указано, тензор а · , мы получили 

"'•· .• ат-k 
в формуле (23, 12) k-вектор, построенный на базисе u, u, ... u. 

1 2 k 
Совершенно таким же образом мы можем получить любой 

k-вектор пучка, в котором лежиr т-вектор иа• • • • ат. 
Обратимся теперь к выв ,ду критерия, определяющего сте­

пень параллельности двух пучков. Если мы имеем пучки Е и Е 
(r<s) с базисами {u, u, ... UJ и (v, v, ... v1, то с11епень ;арап: 

1 2 r 1 2 в 

лепьности, как мы уже разбирали в § 5, выражается при по­
мощи ранга системы векторов u, u, ... u, v, v, ... v, т. е. ранга 

1 2 r 1 2 в 

матрицы: 

u<l) и<2) • . • u<n) 
1 1 1 

. . 
u<t> и<2) • u<n) 

(26,14) r r r 

v(l) v<2) v<n) . 
1 1 . 
v(l) v<2) • v<n) 

8 8 8 

Если этот ранг равен е, то Е" и Е8 имеют r + s - (l общих 
независимых направлt,ний, т. е. степень параллельнос1и равна 
r 

r 
· Докажем теперь теорему: 

§ 26. МУJIЬТИВ!КТОРьi 

Теорем а 3. Пучuи Е" и Е, (r ~ s), в которых лежат 
мультиве,сторы иа' · · · ar и vp' · · · Р, , тогда и только тогда 

имеют степень параллельности, раВН.J!Ю ~·, если 
. \ ф о для и = '~ р 

(26, lб) ua' • · · Gr-u [Р, · · · P11.'V"I' • · • Ув] = . 
= О для и= ,-р + 1. 

До к аз ат ель ст в о. &:ли соотношения (26, 15) имеют 
место, то, умножая их внутренн= на неко1орый тензор а_, ...• ,._, 
по11учаем 

(26,16) { 
ф о для и= ,-р 

- = О для и . r р + 1. 
На основан:,1и доказанной выше лем>1ы, мы можем, выбирая 

соответствующим образом ~·енэор а ~ , получить: 
а,··· ~r-u 

а ua' ... ar-u Р, ... Pu utP, •• , uPиJ' 
а, • · · ar-u i, · i

11 

где U, u, ... u - любые и векторов из базиса \ u,u, ... U}. 
'1
1 

i
1 

i
11 

1 2 r 
Таким о разом, соотношен~tе (26, 16) имеет вид: 

{ 
ф O АЛЯ U = r- р 

и!Р, • •• uPu v.,,' • •. v",J = 
it, i 1 в = 0 ДJIЯ U == f - р + 1 . .. 

Следовательно, ранг матрицы (26,14) равен r + s-p, т. е • 

степень параллельности выражается дробью , . 

Обратно, пусть Е" и Е, L-параллельны. Тогда, каков бы 
r 

ни был тензор а , выражение 
а, ... ar-u 

а ur,.' · · · ar-it[II, · · · P"v"' · · · Y1J 
а, ... ar-u 

можно представить '3 виде суммы, каждыЯ член котороЯ содер· 
жит минор (и + s)-ro nорядка матрицы (26, 13), включающий 
в себя элементы s последних строк этой матрицы. Так как paftr 
матрицы (26,ld) равен r + s-p, то 

а ua' ... ar-u!P, ... риv"'' . . .,,,J = О 
a, ... ar-u • 

при и = r - р + 1. В виду произвольности тензора а о., . .• 4 ,-tt., 
21 Широков П. А. 
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получаем; иа' · · · '7-t,[P, · · · P"v.,., · · · ;-,J = О, для и = r - р + 1. 
Но в то №е время выражение 

(26, 17) 

не может быть равным нулю при. и = r - р, так как то1·да, на 
основании доказанной выше 1 ·ой половины теоремы, степень 

парал11е.пьности быпа бы больше !!... r . 
1 

Зада11а 9. Показать, что условие 2"параллельности двух бивекrоров 
иаР, r/'P выражается следующим образом: 

1) иаР и vaP не пропорциональны, 
2) иа,а, Va,a, + иа,а. Va,a, + иа,а, va,a, + va,a., иа,а, + Va,a. иа,а, + 

+ va.a, и"•а• = о. 

Задача 10. Если мультивек:торы ua, · · · 11r и 'vp, · · · Рв связаны со· 
отношением 

(а) Ua" .. [arvP, ... P,J О 

л r > s, то, по краllней мере, один из этих мультивекторов равен нулю· 
Указ а 11 и е. Из соотношения (а) вытека~т, что каждый вектор ба­

зиса мультнвек:rора иа, ···а" лежит в плоскости мультнвектора vfJ, ... p~; 

10. Мы уже говорили, что т-мерный пучок может быть за­
дан или составляющими контравариантного т-вектора или состав­

ляющими ко вариантно го (п - т )-вектора. Составляющие этих 
мультивекторов могут быть рассматрива~мы, как однородные 

координаты, определяющие этот пучок. 

Пус,ь пучки En-r и En-s заданы при помощи двух кова-

риантных мультивекторов, u
111 

••• ar и v а, .. . as· Определим степень 

параллельности этих пучков. Если 
1 2 r 

и =rlu[ и ... и 1, 
f'lt ••• ar а1 а~ rt,.. 

1 2 в 

v =slv[v ... v 1 а1 ••. а.8 а1 а1 а8 

то пучок En-r определ;,еrся системой линейных ураl!lнениА: 
1 1 r 

(2б,18) ux = О, ux =О, .•. ux = О, 
пучок En-s - системой уравнений: 

l 2 8 

(26,19) vx = о, vx = о, ... vx = о. 
r • 

Е::ли ранг системы ковариантных векторов u, ... u, v, •• , У 
рааен е, то ураlilнения (26, 18) и (26, 19) имеют п- е неsааи· 

26. МУЛЬТИВЕКТОРЫ 111 

симых общих решений. Следовательно, при r < 6 степень napan­
n - e 

лельности пучков En-r и En-, равна п _ $ • 
Ранг матрицы 

11 
:1 1 1 

fi 

U1 U11 . . . и" 
. . . . . . . 

~ r r 1' 

U1 Us un 

\! 
1 1 1 

,1 V1 't/9 't/11 

!' . . 
В 8 в 

оценивается при помощи составляющих мультивекторов и111 ••• •r 

и v совершенно так же, кзк это мы делали выше для 
а1 ••• а1 

контравариантных мультивекторов. Таким образом, попучаем 
теорему~ 

Теорем а 4. Пучки En-r и Е,...,..8 (r< s), определяемые КО· 
вариантными мультивектора.ми иа, ... «r и va, ... 

081 
тогда и 

только тогда имеют степень параллельности, рагную п Р 
6

, 

если 

и 'tl I ф о для и = п. - s - р, 

а, · · • 0 r-u [/!, · · · Ри, У, • · • У,] l == О для U = n. - S - р + 1. 

11. Рассмотрим теперь спучаА, когда один пучок задан контра­
вариантным мульти вектором, другой - ковариантным. 

Пусть пучок Er определен своим базисом u, u, ..• u, пучок 
1 2 Т 

En-, - системой уравнений 

1 t II 

ах = о, ах =-=о, ••. ах:= о. 
Еспи вектор 

v = ,\u + A1u + ... + i.ru, 
1 2 r 

лежащий в Е,., принадлежит также Е,.._8 , то коэффициенты 

Ai, i.11, ••• А, должны удовлетворять системе ) раанениА: 
31* 
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1 1 1 

л1аu + л2аu + ... + л"аu =- О, 
1 ·2 r 

2 2 11 

л1аu + л2аu + ... + л"аu =- о, 
1 2 r 

8 8 1 

Л18U + Л28U + .. , + л"аu =- о. 
1 2 r 

обозначить через е ранг матрицы 

1 1 1 1 au au •.....•. au 
1 2 r 

2 2 2 

(~б,20) au au ........ au 
1 2 r 

8 8 В 

au au ........ au 
1 2 r 

то число независимых векторов, лежащих в Er и En-s' равно 

р = r-Q, Следователь·ю, если r<n-s, to степень парал.пмь­
r-

нос:ти равна r , если же r::;;.,. п - s, то стеt'tень n,раллель-

r -
ности выражае ся дробью n-s· 

Обозначим контравариантныА муnьтивектор, опреде.пяюшиn Е,., 

через иа, · ··а,., ковариантный мультивектор, задающий пучок 
En-•, - через v а. ... а," На основании леммы 2, выбором тензора 
а мы можем получить любоR m-вектор, лежащиА в 13 : 

">. • • аr-т r 

а ua• .•• й.r-m 11, ••• Рт= т 1 ,,111,u/1• •• • uf1,,,.1, 
a, .•. ar-m i • · . .. ,,,, 

Аналогично мы имеем для мультивектора 'V
01 

••• 
01

: 

11., "- 11...,, 
Ь°" · · · а,-т v - ml Q а •.• а. . /1, • • • tJ..,,a, . • • a.,-m [/1, /1, Рт] 

Следовательно, внутренние произведения 
а , Ua.,'' 'й.r-mf1i '' 'f1tll'V Ь'У' '' · Ys-m -
а, · • • й.r-т 11, • • • 11.,.У, • • • 'Ув-т 

I А, А, 
I au •..•.... au 

i, • ... 
А, 11.1 11.,. 

( !). 2 !/1, 11, u11m1 t - т и 1f • • • . а111 afJ •.. а11 1 = т 
" ·i,, 'т • , т 

.. 
11.т 11т 
au •...•... au 

i, t,,. 
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при ·соответствующем выборе тензоров а и t,0
• ···а, - "' . 

а,··· ar-m 
дадут нам любые миноры матрицы (26,20). Применяя рассужде· 
ние, аналогичное тому, которое было дано при доказательстве 
теоремы 3, мы приходим к следующему положению: 

Те о ре м а 5.. rlредположим, что пучки Er и Еn-в заданы 
мультивектора.ми ,/·• · · · й.r и v . Степень параллелыюстц 

а1 ..• а_, 

Е, и En-s тогда и толжо тогда равна -f- (при r< п -s) UAll 

_)!_ (при r>n-s), если 
п -s 

иа' ... a,-m ,,, ... ,,,,, v"l ... i:Jmf1i· •• ~в-т {
. О для т = r - р 

---: О для т = r - р + 1. 

Задач:а 11. Выписать условие попноJI параллечьности · и 1/2-nарал- • 
J1ельности в 4-мериом пространстве двух двумерных плоскостей, . uз ко-
торых одна задана конrраuриа11тиы11 б11еектором ua~. 11руrая -.ко1а· 
риантя.ым v а./1' 

От в е т: 1) Ус11овие по,1яой парал.пепьности: 

1.112 1.11• и~' 1.11• и"' и" -::::z:i:-=-=-::::i:::-=-
~ ~ ~ ~. ~ ~· 

2) Ус,1ов~е 1/1-парал11еJ1~.иости: 
u11v11 + u18v18 + u14v,, + u18v28 + и"vи + uМV8i ::.О. 

12. Предположим, что одик и тот же пучок Е.,. задан как 

составляющими контравариантного m·вектора иа, • · ·ат, так- и со-· 
ставпяющими ковариантного (п - т)- вектора v11, ••• Рn-т' 

Везникает вопрос, какими ~оотношениями связаны меЖду 

собою числа иа, · · · а,,. и v 111 ••• ~11.-m.' Отвеr на этот вопро<: дает 

теорема 5. В самом деле, нам надо только выписать условие 
полной параллельности пучков, определяемых мупьтивекторами 

lla,'' 'а,,. И V 
11, • • · Pa-m' 

Условие полной параллельности выразится соотношениями: 

(26,21) 

Возьмем те уравнения, в которых индексы 

(26,22) 

разпичны между собой. Пусть а.,. и /31 дополняют ряд (25,2!) 
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до последовательности 1, 2, 3, ... п. Тоrда из уравнений (26,21) 
получаем 

ua. .. ,11in- 1<1inv ..J...u"'•···"'m-1111v . -О 
ат/1• • · · lln-т ' Р,/1, · · · lln-m -

(не суммировать в этой формуле по ат и ft1!), т, е. 
и"' ... ат ua, .. • am-1 /11 

(26,23) 
Vp, · · · Рп-т 

Таким образом, между теми составляюшими и"'' · · · ат кон· 
травариантноrо мультивектора и сос·rавляюшими v11, ... lln-m ко-

вариантного, у которых индексы [J1 •.. Рп-т дополняют ряд 

ai ... ат до совокупности · натуральных чисел 1, 2 .•. п, суще­
ствует пропорциональность. Необходимо только уточнить вопрос 
() выборе знака при составпяюших тензора vi, ... iп-т в пропор-
ции (26,23). 

Если принять во внимание, что подстановки 

{
12 ••••••••••• n) {193 .••.•.•.•••••. • п) 

а1 • • • атР~ ' • • Pn-m и а1 • • • ccm_;l Р1ат81 • • • flп-m· 
· nринадпежат к разным классам, то нетрудно прийти к следую­

щему правилу. 

Условимся обозначать через е плюс или минус единицу 

( 
1 :1 • • • m m+t • . n ) 

смотря по тому, является пи подстановка а1а1 ••• а,,. fJ1 ••• {1'1$ 

четной ипи нечетной, Тогда пропорциональность (26,28) может 
быть выражена следующим образом: 

{26,24) u<li '' 'й.т = B't''V • 
Р, • • • P1i-m' 

rде т- козффициент пропорциональности. Следует заметить, что 
формула (26,24) выражает не, тензорную зависимость (т. е. она 
не является инвариантной при· преобразованиях координат1 
а лишь соотношение между однородными координатами одного 

и того же пучка. Коэффициент т з а в и с и т от вы б о р а к о о р­
д и н а т н о А с и с т ем ы. 

Можно придать формуле (26,4) тензорный вид, если вос­
пользоваться относительным контравариантным тензором ia' · · · ап 
веса - - 1 ( см. указание к задаче 2 § 15 J. В самом деле, при 
помощи этого тензора зависимость (26,24) может быть пред­
ставпена в спедующеы виде: 

Uq,, ••. ат - _т_ {"• ... ата, ... an-mv 
· - (n-m)1 

<1, • ·, O'n-in' 

26. МУJIЬТИВЕКТОРЫ S27 

Таким образом, i- явпяется не абсолютным, а относ и тел ь­
н ы м скаляром веса + 1. 

При нер J. Возьмем (n-1)-.мераый пучок, заданный контравариант­

ным (n:...1)-вектором и"'•··· an-1. Однород11ые координаты va, опреде· 
.11яющие этот пучок, связаны с и"'' · · · O'n-1 спедующей пропорцией: 

v ~ ~ 
... n = u124 ... n = · · · =·(-l)"'-1u12 ... n-1' и2з .. . n 

Пример 2. Двумерная пп:оскость задана в пятимерном простран­
стве координатами va,a.a, ковариантного тривектора. Вычиспим коор-

диJ1аты иаР контравариантного бивектора, лежащеrо в этой плоскости; 
имеем пропорцию: 

u1• u11 
--= =-= -=--= -
~ -~ ~ -~ ~ -~ ~ 

ua& и41 uu 
=~= -V13'= Vas · 

13. В предыдущих раздел.ах настояшеrо параграфа мы зани­
мались вопросами или связанными с самим мультивектором, как 

разно~rидностью антисимметричеС'Коrо тензора ( мы вывели уело· 
вия необходимые и достаточные для того, чтобы антисимt,~етри­
ческий тензор являлся мупьтивект.ором), или же относящимися 
к двум чультивекторам,-именно. исследовали условия параллель· 

ности пучков, определяемых этими мультивекторами; мы видели, что 

операциями апrебры тензоров, которые решают эти вопросы, 
является альтернирование и внутреннее перемножение тензоров. 

Теперь мы перейдем к изучению ряда вопросов, которые 

связаны с рассмотрением мупьтивекторов совместно с тензо.;: ами 

2-ro порядка. 
14. Возьмем смешанный тензор 2~ro порядка а.а, • Этому тен· · 

зору соответствует линейная iзекторфункция 1 1-ro рода: 

у == А (х); / = а.\.ха> 
которая определенным образом преобразует ке>нтравариантные 
векторы пространства. Вместе с векторами преобразуются и 
контравариантные мультивекторы. В § 12 мы уже затрагивали 
зтот вопрос; в разделе 3 этого параграфа бы;1и выведены фор· 
мулы (12,5), (12,6) и (12,7), определяюшие линейное пре· 
образование составляющих контравариантного му11ьтивектора: 

(26,25)· 
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i, . . а k 
m 

im iт 
а h.1 ••• а km ' 

Тензор ai,. • · · imlti . .. ltm играет в теории мультивекторов ту же 

ро111:,, какую играет смещанный тензор 2-го поряд1<а а~ в тео­
рии векторов. 

Если расположить сочетания индексов по т в каж.nом, как 
,то было сделано в § 6, и перенумеровать таким образом со­
ставляющие мультивектора и ко~ффициенты линейного преобра­

зования (26)25) то формулы (2ts,25) перепишутся в сжат?м 
:виде: 

N 

(26,26) t}' = ~ Ai.tiU'\ 
ti=il 

r.a:e N=- (~). 
Матриuа 

А\А\ . .. А1,,. 
А\А\ ... A9

N 

А~А~: .~~ il 
наsываетсц m·ait прои&вол.ной матрицей от матрицы \1 а} (век­
торфункции А). 1 Мь~ будем обозначать ее Ст ( А li) li./114 просто 
с. (А). 

Нашей ближайшей задачей является вывод основных свойств 
"инеttного преобразования (26,25) составлнющих мультивектора. 

В разделе 3 § 12 было установлено следующее положение: 
Теорем а 6. Если А1, Az - две линейны.е вен:торфун.кции, 

то произведение Ст ( А1) и С,,. ( Аэ) равно m· ой производноа 
.матрицы. произведения А1А9: 

С,,. (А1) Ст (А3) - С,.. (А1А11). 

1 Das m-te abgeleltete Syste~ der M~trlx ~ai~/· Kronecke'r. Vor(. 
'1Der Deterrnlnanten, S. 520. · 

26. МУJ!~.ТИIIЕКТОРЫ З29 

Легко доказьп~ает::-я такая теорема: 
Теорем а 7. Если А- единичная вен:торфунн:ция, то 

С,,. (А) - единичная матрица. 
Комбинируя две последние теоремы, получаем: 
Теорем а 8. т-ая процзводная .матрица обратной линей· 

ной вен:торфунн:ции л- 1 равна обратной матрице т-ой произ­
водной от А: 

(,'т(А-1)= [Cm(A)Гl· 

Рассмотрим теперь вопрос: как преобразуется производная 
М!\триuа прц цзменени~ системы координат. Так как при пере­
ходе от одной системы коор.11.инат к другой матрица вектор­

фующии А цреобраэуетса по слеJ1ующему закону: 

IIAII' -х11л11х- 1, 
то 

Cm(JjAjj')=CmtX) Ст (jjA~) Ст (Х- 1) = Ст (Х) Ст(/1 А//) Ст (Х)- 1 , 
на основании теорем 6 и 8. Отсюда вытекает, что определитель 
производной матрицы является инвариантом при прtобразованиях 
координат: 

I Ст (А)' 1 =-= 1 Ст (А) 1 • 

ЭтиJ4 обстоятельетвом мы и воспользуемся для вычисления 
характеристиqеских чисел произьодной матрицы (из инвариант­
ности определителя матрицы вытекает инвариантность характе­

риетичеекоrо rtолинома). 
Выберем систему координат, при которой матрица IIAII при­

водится к каноническому !'\Иду Jordan'a. Так как в .:пой системе 
координат все .элементы матрицы 11 А 11, стоящие слева от главной 
диагонали, равны нулю 

(i > k), 

то и все A\i• стоящие слева от главной диагонали производной 
матрицы, также равны нулю (для доказательства следует только 
принять во анимание тот способ, каким мы условились в § 6 
упорядочивать сочетания индексов по т в каждом). 

Следовательно, обозначая характеристические числа вектор­

функции А через ).1, ).8, ••• ).п• характеристические числа мат-

рицы С11/А) через Л1, Л2, ••• ЛN' имеем 

Л1 = А\ = Л1,Л2 , • • "'т-~"'т• 

Ла = А21 - Л1Аt • • 1Am-l:,.m+11 
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N 
Л N = А N = лn-т+l л,._т f-2 • • • лn. 

Таким образом, получаем теорему: 

Теорем а 9. Для тога, чтобы получить хараитеристи­
чесиие числа производн.ой матрицы Ст (А), следует составить 
все сочетания из хараитеристичес1Сuх ч1tсел 21, л2, ••• лn веr-:­
торфуниции А по т в иаждом и в иаждом таиом сочета­
нии перемиожить входящие в него л1 • 

Так как определитель линейного преобразования равен произ­
веде~ию характерис·rических чисел соответствующей матрицы, то 

: Ст (А) 1 = Л1Л2 ... ЛN л~ л; . . . л~ = 1 А fa, 
где 

(n-1) 
а= m-1 • 

Таким образом, доказана теорема: . 
Теорем а 1 О. (Sylvester'a· Franke). Определитель m-oli 

производной матрицы Ст (А) равен ( n-l )-ой степени определи• 
m-1 

теля матрицы 11 А !1 · 

Задача 12. Доказать, что, если линейная векторфункция А­
простоrо типа, то и линейное преобразование составляющих т-вектора 
определяемое производной матрицей Ст (А), - также простого типа. ' 

Задача 13. Показать, что составляющие тензора а~ · · · imki .. · llm 
связаны между сс,бою следующими соотношениями: 

аа, ... [ат. afl, ... flmJ = О 
Y1···1'm ;,,,,,Ут 

аа, ' ' ' [am-1 ат afl, ' ' ' flmJ - 0 
"11'• · • · :.'т µ,:,,, • · · Ут -

аа, · · • [am-2 ат-1 ат afl, · · · flтJ О 
l,A,y, ... 'lm µ1 µ_у0 ••• Ут = 

а[а, ••• ат afl• .•. flmJ . - О 
A,lo · · • Лт-1 'lm µ,µ, · · · Pm-l 1'm - • 

16. Переltдем теперь к рассмотрению мулыивекторов в связи 
с симметрическим тензором 2-ro порядка. 

§ 26. МУЛЬТИВЕКТОРЫ 331 

Как мы знаем, симметрический тензор 2-ro порядка cafl опре­

деляет линеltную векторфункцию 2-ro рода: 
• • fJ 

(26,27) w = С (u), wa = с ... ри , 

которая относит точке u гиперплоскость, полярно сопряженную 

относительно гиперповерхности 2-ro порядка: 
а fJ 1 

CafJX Х = . 

Возьмем т контравариантных векторов: u, u, ... u; им со-
1 2 т 

отnетствует в преобразовании (26, 27) т ковариантных векторов: 
1 fJ 2 fJ , т fJ 

W = С fJU, W = С fJ U , , .. Wa = CafJU • 
а а 1 а а 2 т 

Контравариантному му.пьтивектору 

иа• ..• ат = т! ia, иа• .•• иа.т] 
1 2 т 

отвечает ковариантный му.пьтивектор . 
1 2 m 

w =mlw[ w .. . w 
1
-, 

а1 ... ат а, а, ат 

связанный с иа. · · · '.tm следующими соотношениями: 

с,,,.,, • •• с">"т 

(26,28) wа, ... ат = ! 
(а1 .• ,а,п) 

c~,,l •• • сат"т 

Введем в рассмотрение ковариантный тензор 

(2б,29) с fJ fJ = т! с[ tfJ с fJ ••• с 1 fJ 1• "'> • • • ~· • • • • т "'> 1 а. • 4т т 

При помощи него соотношение (26,28) перепишется в спе­
д}·ющем виде: 

(26,30) ({J"{J, • • • flm> 

_ _!_с ufl, ... flm 
- ! • 

т. а, ... ат• fJ, , , • flm. 

Ее.пи ввести в рассмотрение упорядоченные в ряд сочетания 
по т индексов в каждом (например так, как это бы.по сделано 
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в § 6), то составляющим тензора са, ••. ат, fJ, •.. Рт можно при· 
писать по два индекса: Сар· Формула (26, 30) получит следую­
щий вид: 

N 

{J.:::1 

16. Укажем некоторые основные свойства тензора 
с . 
а,• ··"т• р,, .. Рт' 

1) Тензор с а, ... "т• fJ, .•.. Рт антисимметричен !(Q!( относи· 
тельно инде!(сов а1, а2, ••• а,,., та!( и относительно инде!(сов 
Рн Р2, · · · Рт· 

2) В тензоре с а, ••• "т• Р, .. . Рт можно переставлять ряды 
индексов а1 , .•• ат и Р1, ••• Рт один на .мест.о другого: 

3) 
(26,31) 

с = с 
а, • · · "т• Р, • • • Рт tJ, · · · fJт, "' • • • "т 

с -о а, . , , (<1m, Р, .•. PmJ - ' 
или, более подробно; 

са, •.. ат. Р, •.• Рт са, •.. Р,, "тf!, •.. fJт + 
+са, •.. р" <1mfJ,fЗ, ... Рт - са,, .. Р,, йrnP,fl, ..• Рт+ 
+ ... +(-l)mc =0. 

а,··· flm,amf!,P, · · · Pm-1 
Последнее свойство нуждается в доказательстве. Так как 

с -"' •.• ат, {З, • , • Рт -

, С атfЗ, ' • ' С "тflm, 
то, развертывая этот определитель по элементам последней 

строки, мы представим тензор с а, ..• "т• Р, •.• Рт в следующем 
виде: 

с р -а, •.. "т• • .•. Рт 

==(-l)m-l (с с -с с + 
"т/3, а,··· "m-1• Р1 ···Рт <1тР, ai • · • "m-1• fJ~. · ··Рт 

... +(-l)m-lc fJ с fJ fJ ). 
"т т "• • • ,am-1• , •. • m-1 

§ М, МУЛЬ'l'ИВЕКfОРЫ заз 

Для того, чтобы. проальтернировать тензор с?• ••• ,,т,Р, ••• flm 

по индексам ат, р1, р2, ••• Рт, достаточно проальтернировать 
по этим индексам каждый член, стоящий в написанной сумме. 

Но первый член . симметричен относи'rельно ат, Р1, второй -
относительно ат, р2, третий-относительно ат, Рз, и т. д. Сле· 
дова I ельно, в результате альтернирования каждый из членов 

даст ну.1ь. 

17. Для того, чтобы иплюстрировать · роль тензора 

в геометрических исследованиях, рассмотрим следуюший вопрос. 

Пусть два т-мерных пучка Ет и E'm заданы своими •бази· 
сами { u, u, ... u} и (v, v, ... v !, Требуется указать критерий 

1 2 т 1 2 т 

того, что в одном из этих пучков существует, по краЯней мере, 

одно направление, сопряженное относительно квадратичной формы 

q, (х,х) == с"рх" )(,Р со всеми направлениями другого r:учка. 
Пусть ь Е' вектор х = л1v + л2v + ... + л111v соnряжен 

т 1 2 т 
с пучком 

(26,32) 

Е· 
т' 

rp (u,x) = о, rp (u,x)= О, ... rp (u,x) =0 О. 
1 2 т 

Получаем систему уравнения: 
л1 rp(u,v) + ... + л"'q,(u,v) = О, 

1 1 1 m 

(26,33) 

л1q,(u,v)+,,. + лтq,(u,v) = о, 
rn l m m 

из которой выводим условие: 

q, (u,v) ... rp(u,v) 
1 1 1 т 

(2б,34) . . . . . . .. = о. 

q,(u,v) ... 91(u,v) 
ml mm 

Обратно если соотнош:иие (26,34) выполнено, то имеют ' , место уравнения (26,33) и (26,32), т. е. в Em существует, по 

крайней мере, одно направление, сопряженное с пучком Ет. 
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В то же время . из (26,34) следует также, что существует т 
чисел µ1, µ2, ••• µт (из которых не все равны нулю) таких, что 
имеют место соотношения: 

µ1f/) (u,v) + , . , 't- µmq,(u,v) = о, 
1 1 т 1 

.. . . . . . . . . . . . . . 

. . . . ' .. . . . . . . . .. 
µ1,p(u,v) + ... + µтq,{u,v) = О. 

1 т тт 

Таким образом, вектор у= µ 1u + µJlu + ... + µmu удоале-
1 2 т 

творяет уравнениям: 

q; (y,v) = О, Ч1 (У, v) =о, ... q; (y,v) = о, 
. 1 2 m 

т. е. сопряжен с пучком Е'т. 

Следовательно, если в Е'т существуют направления, сопря­
женные с пуч1Сом Ет• то в Ет mа1Сже существуют направде­
ния, сопряженные с Е'т, 

Определитель (26,34) может быть представлен в следующем 
виде: 

q,(u,v), ... q;(u,v)i 
1 1 1 m, N 

(26,35) ....... i= 
. . . . . . . 1 

1p(u,v), ... q;(u,v): 
ml mm 1· 

a,fJ=l 

~ с uayfJ 
~ ар • 

Таким образом, приходим к следующей теореме: 
Те о р е м а 11. Билинейная форма 

N 
Ф(U,V)= ~ с uavP= ~ с ua, ... a,,.v/t, ... /tm 

~ ар ""-! а1 ••• а,,. Р, ... р 
.а,Р=1 (а, ... ат) ' т 

(Р, ••. Рт) 

от составляющих двух т -ве1Сторов тогда и то.1tь1Со тогда 
равна нулю, если в 1Саждо.м из т-.мерных пучков, определяемых 
.мультивекторами иа, ... ат и va, ... a,,., существуют направления, 
сопряженные с другим пучl(о.М относителыю 1Свадратичной 
фор.мы q; (х,х) = с,,.;х"хР. 

26. МУЛЬТИВЕКТОРЫ ЗЗ5 

Следствие. Пучо1С, определяемый .мультиве1Сmоро.м иа• •·· а"', 
тогда и толжо тогда 1Сасается асимптотачес1Сого конуса 
,:р (Х,Х) == О, если 

N 

Ф (U,U) = ~ С aPUaUP = О. 
a,P=l 

Таким образом, в теории мультивекторов тенз('lр Ca1 ... am, р1 ••• Р,,. 

играет ту же роль, что симметрический тензор cafi в теории 

векторов. 

Задача 14. Если в m-мерном пучке Вт сущсстАует k независнмых 
векторов, . сопряженных относитепьяо квадратичной формы ,р (х,х) 
с т. мерным пучком В,,.', то в Е11/ также сущесrвует k независимых 
направ11ения. сопр11женных пучку Ет. 

У к а за ц и е. Пусть пучки Вт и B,,,i' заданы базисами u, u, ... u 
l 2 т 

и v, v, .... v. Рассмотреть ранг матрицы: 
1 2 m 

1 '1 
. 1(u,v) . . q:,(u,v) 1: 

1 1 lm li 
•••• 11 

11·· 
•••••••• , 1! 

( ) ( 
,11 

q; u,v • • . ,р u,v1: 
ml mm1 

18. ·Если ранг тензора Сар равен п, то существует обратный 

тензор d аР • Вве:дем в рассмотрение тензор 

da' '•' ат, fJ, .•• Рт= т I ia, [Р, da.P,'. • damJPm] • 

Относя составляJQщим по два индекса, как это мы сделали 

выше для са, '• • ат' fi,' •'Рт I мы получим матрицу N-ro порядка, 

D11 D12 D1N 

D21 D21 D2N 

которая, как нетрудно видеть, обратна матрице, составленной 

нз алементов С ар: 

1/DafJ J/ = 11 Сар ~-l. 
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В § 20 мы установили сьязь между формой daPu v и окай-• . .. р 
мленным опре~елителем. Аналогичную задачу нам npeдcтotlt ре-
шить для мультивекторов. 

Рассмотрим окаймленный определитеlli,: 

.d = 

1 т 

С11 • • • C1n U1 • • • U1 

т 

с,,.1 • '' cnn и11 ••• и,,. 

1 1 

V1 •• , Vn О ••• О I 

i1 ~ · : ~n . О.· : • ~ 1 

(m:sn). 

Разлагая его по минорам m-ro порядка, образованным из 
1 m 

элементов последних т 1<олонн 1• обозначая т! и и ер • [а, . .. "mJ ч ез 

и , имеем 
a1•••nm 

Се,1 • ce,n 

LI = !<-1)CII с 1 ••• с . 
(26,36) Qп-т li'n--mia! 

и 
1 1 ...... "т 

{а, .•. ат) V1. vn 

т т 

V1 • . vn 

В · этой формуле индексы е 1 , е1 , ••• еn-т обозначают те 
числа, которые получатся, если из совокупности натуральных 

чисел 1, 2, ••. n вычеркнуть а1, а2, ... ат. Как числа а1 , а2, •.. а111 , 
так и е1, ев . .. en _ т берутся в возрастающем порядке: 

а1<а,< ... < l:Xm 

е1 <е2 < • • • < еn-т• 

Показатель степени w равен: 

w = (п + 1) (n + 2) + ... + (n + m) + а1 + а2 + ... + ат. 

§ 26. МУ.IIЬТИВЕКТОРЫ ЗЗ7 

Развернем теперь определители п-го порядка, стоящие в сумме 

(26,36) по минорам m·го порядка, составленным из ::~лементов 
1 т 

последних т строк. Обозначая т ! v [а, ••• Va111 J ,.через t'a, .•• а,,;. 

получаем 

~ 1 ro+n · 
л = l, (-1) cf!, ..• {'п-т' о, ... Gn-m Ua, •. ·а111 Vp, •• ·Рт• -(а" ... ат) 

(Р, · · · fJт.) 

rде Се,•• •Qп-т'О''. •. О'п т = т! С[р,[а, •.• Con т] "п -mJ· 

Индексы а1 < а2 < ... < a
11

_n: обозначают те чисда, которые 
получатся, если из ряда 1, 2 ..• п вычеркнуть {J1 < {J2 < ... < {J,,.. 
Показатель п выражается следующим образом 

л=(n-т 1)+(n-m+2)+ ... +n fJ1+fJ2+ ... +fJ111 • 

Следовательно, 

w + п = (п т 1) + (п- т + 2) + ... + (п + m)+ 
т 

+ ~а, 
i=l 

Минор 

т 

};2 {J,=(2n + 1) т ~а;+ ~{J,. i= 1 

!:а.+ ~Р, 
1) • Со,'·· "n т'О'•• • '"n-m 

является алгебраическим дополнением минора 

· в определителе 

1 

.· ca""fJ,,, I 
1 cik j. Следовательно, 1 он: равен 

1 Напомним следующую теорему из теории опредепителей: 

Если Л определитель, взаимны.а с D, если М - .миноi т-го 
порядха определите.л,я Л, м - соот~етствующ1lй минор определи-
теля D, то ' 

М=Dт-1м, 

zде м-ал~ебраичес1еое дополнение минора .м II определителе D. 
• 
22 Широкоа П. А. 
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с 
• • i 

.•• 1' 
da,nf!1 • • dйmlJm J 

rде С= 1 с,,, 1, dafJ тензор, обратный тензору са/3. 
Таким образом, мы приходим к спедующей форму.l!е: 

1 m 
С11 • • • c1n ui • • • и1 
. . . . . . . " .. . 

26,37) 
N 

(- l)mC ~ Da~u aVfJ. 

1 m 
Cnl · • · Cnn Un • • • l!n 

1 1 1 

I v1 ••• vn О ••. О 1 

I tl · .. ·. ~~ о ... о 
В этой формуле Ua, VfJ обозначают упорядоченные коорди· 

наты мультивекторов и°' ... а,,,.' v fJ •••• Р,,; 

Аналогично, имеем дуальную формулу: 

dll • • • d1n u(l) • • • u<l) 

1 m 

~1. ' • dnn u(n) • • • u(n) N 

(26,38) 1 m 
v(l) ... v<n> О ... о = (- l)m ....!..... ~ С U"V11 

С~ afJ • 
1 1 

1 ' 
т т 

19. В заключение рассмотрим тензор с а,. ••• а,,., fJ, ••• Рт в ве-

щественном пространстве,-когда лежащая в основе квадратич.,. 

ная форма 

q, (Х,Х) = CapX,aXt, 

Отсюда вытекает следующее предпожение, которым мы и поль­
зуемся в тексте: 

Если А - определитель матрицы, обратной матрице опредеАи­
т,ля D: 

А =D- 1 , 
еми М-минор m-zo порядка ппределите.1и1 А, м - соответствую· 
щий ему минор определителя D, то 

М=D- 1 .м, • 
аде м - алгебраи'lеское дополнение .минора м в onpeдeлumeJfe D • 

• 

. 

§ 26. МУЛЬТИВЕКТОРЫ 3.39 

имеет вещественные коэффициенты. 
Докажем теорему: 
Те о р ем а 11. Если квадратичная форма rp (х,х) = 

= c
0
fJxaxfJ - определенная положительная, то т-ая производ· 

ная фор.иа 
N 

Ф (U,U) = ~ C
0
fJUaUt, = 

a,fJ= 1 

- "' иа' ... "т и"' ... fJ,n - " с " fJ ....., «1- • • • ат, f-'1 • .. • т 
(а, ... ат) 
(fJ, ••• t,,,.) 

mа1'же ямяется положительной определенной фор.мой. 
До к а а ат ел ъ ст в о. Введем систему координат, при кото· 

рой квадратичная форма rp (х, х) выражается как сумма квадра· 
тов: 

9' (х, х) = х<1)2 + х<2)2 + ... + x<n>2. 
В этой координатной системе форма Ф (U,U) имеет вид: 

иа• ис,.111 12 
1 1 

! N 

Ф(U,U) == }: - ~ 
U(i)2 

i=l 
("i • • . а,,.) 

иа, uат 

т т 
,1 



ГЛАВА IV. 

АЛГЕБРА ТЕНЗОРОВ В МЕТРИЧЕСКОМ . ПРОСТРАНСТВЕ 
ЕВКЛИДА. 

§ 27. Метрическое пространство Евклида. Группа движений. 

1. В § 5 было введено понятие об отношении двух параллель­
ных отрезков в аффинном рространстве. Приняв на заданной 
прямой произвольный отрезок за единицу, мы можем любой 
отрезо~, лежащий на этой прямой или параллельно.А ей, ,,из. 
мерить при помощи этой единицы. Но в то же время в аффин­
ной геометрии невозможно ввести понятие о равенстве двух 
отрезков, лежащих на непараллельных прямых так, как это 
делается в метрической геометрии: это понятие· разрушается при 
аффинных преобразованиях. В самом деле, проведем две пря­
мых через начало координат, отложим на них отрезки ОР и OQ 
и условимся считать их равными. Если мы Qрименим линейную 
векторфункцию, У которой прямые ОР и OQ являются глав­
ными направлениями с характеристическими числами 1 и а 
(а ф 1): то отрезки ОР и OQ преобр~зуются ,в ОР и OQ' ' 
- (]OQ, таким образом, из равных отрезков в результате аффин­
ного преобр}!зования мы получим неравные. 

Введение понятия о равенстве двух непарал­
л .ел ь н ы х о т Р е з к о в дол ж н о, с л ед о в ат е л ь н о, с п е­
ц и а л и з и Р о в а т ь а ф ф и н н о е п р о с т р а н ст в о, н а л а r а я 
о r Р а н и ч е н и е н а r р у п п у ,а ф ф и II н ы х пр е о б р а з о-
в ан и й. · 

Мы не в состоянии в этом курсе остановиться на анализе 
понятия мероопределения; поэтому мы прямо введем формулу 
для длины по аналогии с трехмерным пространством Евклида 
где квадрат длины отрезка в косоугольных координатах выра·: 
жается при помощи квадратичной формы от разностей координат 
конечных точек. 

Пусть 

(27, 1) g (х,х) = x(i (х) == gaflXaXP 

-·----- § 27. МЕТРИЧЕСКОЕ ПРОСТРАНСТ~О ЕВКIIИДА 84! 

является неособенноЯ квадратичной формой. За квадрат длины s 
отрезка между точками х и у будем считать следующее выра-
жение: 

s2 = g(x - у, Х - у}= ga{J (ха -уа)(х~ /). 

Таким образом, длина вектора (его моду.1ь) выражается фор­
мудqй: 

Векторы единичной длины называются орт а ми; условимся 
обозначать их буквой i. 

Тензор gafJ' определяющий м~трику пространства, называется 

ф у н да м е н т а ль н ы м. 

2. При изучении геометрии _метрического пространства мы 
будем предполагать его вещественным; квадратичную форму (27, 1) 
выберем определенно II пол о житель но А. Мы будем 
пользоваться, конечно, и комплексным пространством, как вспо· 

моrательным инструментом для исследования. Комплексные век· 
торы и пучки, принадлежащие к асимптотическому конусу квад -
ратичной формы g(x, х), называются из от р оп н ы ми. Отме­
тим, что длины изотропных векторов равны нудю. 

Пространство, в основу мероопределения которого положена 
определенная положительная квадратичная форма,называется ев· 
кл и до вы м. Следует заметить, что теоретическая физика nоль· 
зуется и иными типами метрических многообразий. Так напри­
мер, при построении принципа относительности физики опери­
руют с четырехмерным пространством, в основу мерооnределения 

которого мадется неоnреде.11енная квадратичная форма с сигна­

турой = 2 (так называемое пр о стран ст в о Мин к о в с к о r о). 
Во многих отношениях геометрия с неопределенной формой ме­
рооnреде.,ения аналогична обычной геометрии Евклида. 0днако 
исследование некоторых вопросов (например, связанных с теорией 
пары квадратичных: форм, теорией линейных преобразований, 
оставляющих инвариантной квадратичцую форму}, значительно 
усложняется в геометрии. с неевклидовым мероопределением. Чи.· 
тателей, интересующихся этими вопросами в геометрии неопре· 

деленной формы, мы отсылаем к специальной литературе (см. 
указатель литературы в конце книги). . 

3. При специализации пространства введением понятия длины 
необходимо внести ограничение в ту группу линейных преобра­
зований, которая лежит в основе аффинной rе"ометрии, если мы 
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хотим построить группу таких преобразований, которые 
меняли бы расстояний. Подrруппа параллельного переноса 

х' = х + а, ха'= ха+ аа 
непосредственно переносится в метрическую геометрию, так как 

при ее преобразованиях длины остаются инвариантными. Под­
группа же однородных аффинных преобразований 

(27,2) \; х' = А (х), ха'= а"рх'~ 

должна быть значительно сужена. И действительно, выражая 
инвариантность расстояний: 

(х'-у')О(х'-у') = (х-у)О(х у), 
мы приходим к соотношению: 

А(х-у)ОА(х-у) = (х-у)О (х-у), 
которое выражает условие того, что векторфункция А 
оставлять инвариантной квадратичную форму g (х, х). 
образом ( см. § 23), 

(27,3) ,(ОА = 6, (1 t' 

g(11:a аа {З =gа{З' 

должна 

Таким 

Те преобразования А, у которых определитель IA! равен + 1, 
называются в р а щ е ни я м и, те же, у которых соответствующий 
определитель равен - 1, - н е с об с тв е н н ы м и в р а щ е н и ям и. 
Подгруппа параллельных переносов и подг~·уппа вращений обра­
зуют r р у п п у д в и же н и й п р о с т р а н с т в а. 

4. В § 23 было указано, что у линейных однородных пре· 
образований, оставляющих инвариантной квадратичную форму 

xiJ(x)) имеется инвариант_:_ билинейная форма: . . 

(27,4) g (х, У)= хо (у)= garayrз.,. 

Этот инвариант называется с к ал яр н ы м пр о из в еде н ие м 
вехторов х и у и обозначается символом ху. Отметим сле­
дующие его свойства: 

(ах) у= х (ау)= аху, 

(х + х) у = ху + ху, 
1 2 1 2 

ху=ух. 

В частности, квадрат длины вектора записывается следующим 
образом: 

g(x,x) = х2 • 

§ 27, МЕТРИЧЕСКОЕ ПРОСТРАНСТВО ЕВКЛИДА З4S 

При помощи скалярного произвед2ния вводится понятие об 
угле межлу двумя векторами х и у: 

ху 

cos (х,у) = V xiyi . 

Угол-вещественная величина, так как 1cos(x,y)i ·< 1. В са· 
мом деле, форма g (х,х) - определенная положительная и по· 

тому (J.x + ,иу)2 = ;,2х2 + 2J.µxy + /t2y2 ;,. О 

при любом выборе ). и µ. Следовательно, 
(xy)2-J.2y2..;;;: о. 

Понятие O проекции вектора на ось совершенно а налоrичко 
соответствующему понятию в трехм.ерном · евклидовом простран­
стве: если ось определяется ортом t, то 

пр1х = xi = Jx\ cos (1, i). 

Отме'rим следующую формулу, выражающую составляющие 
фундаментального тензора через скалярные произведения коор-
динатных векторов: 

g rз = g ( е, е) = ее. 
а · а {З a(J 

два напра~ления х и у называются взаимно-пе Р пе нд и к у­
ля р н ы ми, если ху = g (х, у) = о. Таким образом, эти направле­
ния азаимно-сопряженны относительно квадратичной формы g (х,х). 

Вообще два пучка {u,u, ... u} и {v,v, ... v\ называ-
12 r 12 s 

ю т с я в за и м но-пер пен дик ул я р " ы ми, если он и с О· 
пряжены относительно формы g.(x,x): . 

uv = о, (t = 1, ... r, k= 1, ... s) 
i/.r. 

т. е. если каждый вектор одного пучка перпенди· 
к ул яре и к аж дом у вектор у др у r о r о. 
. . Взаимно-перпендикулярные пучки независимы; это вытекает 
из теоремы 4 (§ 20). Отсюда следует, что в за и,м но-пе Р пен д и· 
к ул яр н ы е век т O р ы образ уют независимую с ист ем У· 
Подчеркнем что это справедливо только по отношению к ве ще· 
ст в е н ы м ~екторам в пространстве-, в основу мероопр-еделения кото­
рого положена оп редел е н на я. квадратичная форма. В комп:ек~: 
ном же пространстве из тоrо факта, что векторы взаимно-перп нд 
L•улярны нельзя · сделать вывода, что они независимы; например, 
" ' . чку взаимно,пер-все векторы, принадлежащие к изотропному пу , 
пендикулярны. 
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5. В метрическом пространстве можно установить соответствие 
между ковариантными и. контравариантными векторами, базируясь 
на той квадратичной форме, которую мы положили в основу ме­

роопределения. Линейная векторфункuия 2-ro рода: 

(27,5) u = О (х), иа = ga/3x{J 

относи-~:, как мы знаем, каждой точке пространства х гиперпло­

скость u, полярно-сопряженную относительно единичноf! rипер­

сферы 

g(x,x)=ga{Jxax{J 1. 

Гиперплоскость u пер~ендикулярна к вектору х и расстояние ). 
от начала координат до u равно 

Л Jfii Jfxs 1 

· -~;- = xG(x) = fx9 
Таким · образом, каждому контравариантному вектору одно­

значно относится вектор ковариантный и обратно. Векторы одного 
рода могут быть заменены при исследовании векторами другого 
рода. Поэтому является целесообразным слить оба понятия о 
векторах в одно, понимая под ним или. пару точек или пару 
плоскостей. При изучении метрического пространства мы будем 
интерпретировать вектор парой точек (направленным отрезком 
прям.ой), обозначая его латинской буквой жирного шрифта. Точек 
над векторами ставить, конечно, не будем. Порядковый номер 
вектора. будем ставить как над буквой, так и под буквой, обоз­
начающей этот вектор. Так например, векторы системы, вэаим-

1 2 n 
ной с u, u, ... u, будем обозначать попрежнему u, u, ... u. 

1 2 n 
. Векторы u и х, связанные соотношением: (27,5), мы будем 

считать таким образом за одну и ту же геометричеекую вели­
чину, и поэтому будем обозначать их одной и той же буквой. 
Соотношение 

(27 ,6) х =g х13 
а a{J 

устанавливает. зависимость между двумя системами составляющих: 

(ковар~антными и контравариантными) од н Q r о и тог о же· 
вектор а. Тензор gafJ играет таким образом· роль единичной 

линейной векторфункции, относящей вектору т о. т ж е с а м ы А 
вектор. Поэтому целесообразно тензор, обратный gafJ' считать. 
за тот же самый тензор, выраженный только· при ,помощи си-
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стемы контравариантных составляющих, которые мы будем обоз-· 

начать символом g"fl: 
(J gG{J = /!/. 
Ьаа а 

g"fJ называются к о н т р а в а р и а н т н ы м и с о с т а в л я ю щ и м ю 
фу н дам е н тал ь ног о тензор а. Умножая обе части равен· 

ства (27 ,6) на g""I и контрактируя по индексу а, получаем соот-

ношение: 

(27 ,7) 

Формулы (27 ,6) и (27, 7) определяют так называемую оп е­
р а ц и ю понижения и повышения индекса у соста­

в л я ю щи х в е к т о р а. 

Единичная линейная векторфункция определяется в аффин· 
· ном пространстве при помощи смешанных составляющих "; • 

В метрическом пространстве ь; считаются с м е .ша н н ы м. и с о­
с т а в л я ю щ и м и ф у н да м е н т а л ь н о г u т е н з о р а, устанав­

ливающего, как мы говорили выше, единичное преобразование 
векторов. Обозначаются эти составляющие следующим образом:. 

g{J= дfJ. 
а а 

С первого взгляда может показаться странным, что вводятся~ 

три различных вида составляющих одного и того же тензора. 
между тем как в аффинном пространстве тензор определяется 

одной' системой составляющих. Ниже мы увидим, что в метри­
ческоА геометрии понятия о ковариантном, контравариантном. 
и смешанном тензорах аффинного пространства спиваются в одно,. 
причем каждому тензору соответствуют три различных вида со- . 
ставляющих. 

6. При. слиянии понятий о ковариантном и кон:равариантном 
векторах скалярное произведение двух векторов ux, введенное­
в аффинной геометрии, переходит в построенное выше произ­
ведение (27 ,4). В самом деле, 

а а {J 
и ха =ga{Ju х. 

Отметим, что ска,1ярное произведение двух векторов может 
быть выражеJ-!О при помощи любого из 4 следующих выражений: 

а {J a{J а а 

xy=gapX У =g ХаУр=ХаУ =Х Уа• 

7. Мы условились отождествить понятие ковариантио1·0 век-
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'fOpa с контравариантным. Таким образом, координатные векторы 
1 2 n 
-е, е, ... е мы будем считать также направленными отрезками. 

. k 
Каждый такой вектор,· например е, перпендикулярен к гипершю- , 
<кости {е, ... е, е, ... е}. Таким образом, мы имеем два коор-

1 k.-lk+l п 
1 2 n 

динатных п-эдра: е, е, ... е и е, е, ... е. Условимся называть их 
1 2 n 

соответственно контравариантным и ковариантным п-эдрами. 

<:вязь между ними устанавливается при помощи составляющих 
.фундаментального тензора. В самом деле, формулы (27 ,6) и 
(27,7) могут быть переписаны в следующем виде: 

fJ а 

хе = g a/Jxe; хе g a/Jxe. 
а fJ 

В виду произвольности вектора х, получаем: 

fJ а afJ 
е = g Re, е = g е. 
а а" fJ 

Состав.,яющие фундаментального тензора могут быть выра­
~ены при помощи скалярных произведений координатных векто­

ров. Выше мы видели, что 

gap=g(e,e)=ee. 
а fJ afJ 

a{J 

Расс•ютрим скалярное произведение ее: 

"' fJ ее= gaagfJ"ee = gaagfJ"gaт = gaag: = ga(J. 
ат: 

а 

Учитывая, кроме того, ·соотношение ее= д;, имеем следую­
fJ 

щие три формулы: 
a{J а 

gap ee,gafJ ee,g р = ее. 
afJ р 

Эти формулы позволяют выразить составляющие фундамен­
тального тензора через векторы двух взаимных систем: u, ·u, ... 11 

1 2 n 
и u, u, .~ •. u. Так как 

а 

е = eu · u 
а "' а 

а 

е = eu · u 
а аа 

« аа а а а а а 

е = eu . u = иа • u. е = eu . u = иа • u. 
а а а а 

1 2 n 
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8. Установим геометрическую интерпретацию ковариантных 

и контравариантных составляющих вектора. Обозначим орт ко­
ординатного вектора е через i: 

а а 

Так как 

х =хе 
а ' 

а 

то 

,1 

Х= ~ xaVKaai, x,,=Vкaa·xi. 
a=l а а 

Лервая из этих формул показывает, что x"V g аа предстаВJl'Я· 
ют собою обычные косоугольные составляющие вектора х по к.о­

х" 
ординатным осям е, е, ... е; вторая говорит о том, что ,,-

1 2 " r g,,._ 
являются проекциями вектора х на те же координатные оси. 

Задача 1. Вычислить углы между осями координатных п-эдров. 

Ответ: 
а {1 g"fl 

cos(e,e) = ,r fJ·-fJ 
r g"a • g 

Задача 2. ·Показать что обычные составляющие вектора х по осям 
1 2 n 1 ,r:-,;;; 
е, е, ... е выражаются формулой ха r gaa; проекции вектора х на эти 

х" 
оси - форr.,у.1ой v- . ' - gaa 

Задаrtа 3. Показать, что между составляющими координатных век­
торов и со:тав.11яющиwи фундаментального тензора существуют с11ецу~.· 
щие зависимости: 



З48 АЛГЕБРА ТЕНЗОРОВ В МЕТРИЧ, ПРОСТРАНСТВЕ 

9. В метрическом пространстве можно ввести очень простую 
систему координат, если за век'Fоры е, е, ... е выбрать п взаимно-

1 2 n 
перпендикулярных ортов. По.1учаем так называемую прямоуголь­
ную декартову систему координат: в этом случае 

• • 1'а 

gа/)-:!;=и/). 

Следовательно, ковариантный п-эдр совпадает с контравари-
а 

антным: е = е = i. 
' а а 

Ковариантные и контравариантные составляющие вектора вы-

ражаются одинаково: х" =ха= xl. Поэтому условимся в прямо-
а 

угольной системе координат употреблять индексы только одного 
рода, например, нижние. Обозначать их будем латинскими· бук­
вами. 

1 О. Вернемся снова к группе линейных однородных преоб­
разований, не меняющих длин отрезков, причем изучим ее 

в прямоугольной системе координат. Формулы (27 ,2) и (27 ,3) 
перепишутся в следующем виде: 

(27,'9 J 

(27, 1 О) 

п 

х/ = ~ ail,xk, 
k::: 1 

Линейны~ преобразования (27,9), коэффициенты которых 
связаны соотношениями (27 .1 О), называются орт о r он ал ь­
н ы ми. Обозначим матрицу lla1kll через А; имеем 
(27,11) ААС = Е. 

Отсюда вытекает также, что 

АСА =Е, 
т. е. 

:I a,,a,k = д~ . 
Подтвердим возможность слияния понятий о ковариантном 

и контравариантном векторах с т~чки зрения теории групп. 

В § 12 мы установили, что при применении к контравариантным 
:векторам аффинного преобразования А ковариантные векторы 
преобразуются контр~rредиентно: 

U1 =A:- 1
(U), 

'1 
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В рассматриваемом случае ортогональных преобра~юваний 

А-1 =А; 
с 
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следовдтельно, оба вида векторов преобразуются одинаково, т. е. 
с точки зрения теории групп деf!ствюепьно опредепяют одну и 
ту же геометрическую величину. , 

мы уже говорили выше, что те преобразования, у которых 
определите,'IЬ Ja

1
,1:\ равен 1, называются вращениями; преобра· 

зования же с определителем iй,н\. равным -1. носят название 
несобственных ортогональных преобразований ( несобственных 
яращений). · 

к числу несобственных ортогональных преобразований отно-
сятся так называе~iые зеркальные отражения относительно гипер­
плоскостей. Например, отражение относитель~о. 1-ой коорди· 
натной гиперплоскости (построенной на ортах ~' ;' · · · ~ опреде· 

ляется соотношениями: 

Х '=Х. n n 

Можно показать, что каждое несобственное ортогональное пре-. 
образование может быть осуществлено, если выполнить некото­
рое вращение, а затем применить ~еркальное отражение отно­
сительно некоторой гиперплоскости l или обратно); такое разло­
жение несобственного преобразования на вращение и отражение 
может быть выполнено бесконечным числом способов. ~апрвмер, 
пусть дано несобственное ортогональное преобразование. 

(27,12) 

Рассмотрим сна,1ала преобразование вида: 

Х1' - ~ а11,Х1,, 

..... 



Оно представляет собоА вращение, так 1<ак er~ коэффициенты 
удовлетворяют уравнениям (27,9), а его определитель равен: 
- Lf = 1. Применим затем зеркальное отражение 

Х1" = -Х/, 
Х2" = Х2', 

. . . . . 
х "= х' n n • 

В результате применения построенного выше вращения и 
зеркального отражения получается несобственное ортогональное 
преобразование (27,12). 

11. НетрудJ:10 видеть, что группа вращений оставляет инвари­
антной :многолинейную скалярную функцию от п векторов: 

Х1. . х I 
1 • 1'71: 

(хх ... х) = 
12 n 

Х,1 • • Xn I 
n 71 ' 

Эта функция называется з н а к о п е р е м е н н ы м с к ал я Р· 
н ы :м п Р о из в еде ни е м п вектор о в. При несобственных 
ортогональных преобразованиях это произведение меняет знакt 
оставаясь инвариантным по абсолютной величине. 

Скалярное знакопеременное прuизведение п векторов равно 
нулю в том и только том случае, если эти векторы зависимы 
:между собою. Если произведение (х х ..• х) положительно то мы 

1 2 71 
1 

будем говорить, что векторы х, х, ... х образуют положитель~ 
1 2 n 

ную систему; если отрицательно, - то такую систему будем на-· 
зывать отрицательной. Такое подразделение систем п векторов-. 
зависит, конечно, от того порядка, в котором мы берем в каждой 
системе входящие в нее векторы: стоит только в выбранной си­
стеме изменить порядок двух векторов - и система переходит 
в противоположную. Точно также это определение зависит от 
выбора системы координат; если, наприыер, изменить направ­
ление одной из координатных осей на противоположное, то по­
ложительные системы в старой координатной системе сделаются 
отрицательными в новой и обратно. ·Координатные орты обра-
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зуют положительную систему для той системы координат, кото-­

рую они определяют. 

Отметим следующую формулу: 

(27,13) (uu ... u) (vv .•. v) 
12 n 12 n 

luv. 
:1 1 

. uvi 
1 n! 

. uv 
nn 

Как частный случай, получаем. 

;uэ. . uu I 
i 1 ln I 

(27,14) ( )
2- 1 • • uu ... U - 1 ••• 

12 п 1""·· nl 

12. Посмотрим, как преобразуются составляющие мультивек­
торов при вращениях пространства. В § 26 мы видели, что, 
преобразования составляющих m-вектора опредепяются произ-­
водными матрицами m-ro порядка. Нетрудно показать, что про­
изводная матрица от ортогональной является также ортогональ- · 
ной ыатрицей. В самом деле, из соотношения (27, 11) получаем: 

Ст (А) Ст (А.)= Е, 
т. е. 

С,,,(А) С,,,(А). = Е. 

Таким образом, у мультивекторов имеются инварианты, ана-­
.поrичные инвариантам векторов: модуль му11Ь1ивектора и скаляр­

ное произведение двух мультивекторов. Если мультивектор u· 
определяется составляющими и. , . или U1, то 

'ts 'it• • • tm 

lu1_2= ""1 и~ = ""1 (и. . . )2. 
~ i .""81 i1•••im 

(i, " 'iт) 

Если модуль мупьтивектора равен единице, усповимся назы-­
вать такой мупьтивектор ед и н и ч н ы м; Скалярное произведение 
будем обозначать следующим образом 

""1 и. . . v. , .. 
~ 111, ••• 1.т 't,.ч•••i.m 

(i, ••. im) 

Если мулътивекторы U и V заданы базисами u, u, ... u ю 
1 S т 
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v, v, .•. v, то их скалярное произведение может быть выражено 
1 2 т 

через скалярные произведения векторов их базисов: 

uv uvl 
1 1 1 m . 

(27,15) UV= 

UV UV1 
,ml mm! 

Условимся обозначать 2m-линейну10 функцию от u, u, ... u, 
1 2 т 

v, v. , .. v, стоящую в правой части этой формулы, через 

1 2 m "' 
" uv uv 

1 1 1 т 

(27,16) g (u, ... u; v, ... v: = · 
1 т 1 т i 

l

uv 
m 1 

uv 
тт 

Если v = u, ... v = u, то определитель, стоящий в право~t 
1 1 т т 

части последней формулы, называется определите пе м 

G r а m'a. Мы будем обозначать его символом 
i u2 u u 

1 1 т 

{27,17) G(u,u, ... u)=g(u, ... u; u, ... u) 
12 т 1 m 1 m 

u u u2 

ml т 

Отметим важное свойство .определителя Gram'a: 
Определитель Oraf!l 'а а (u; u, ... u) тогда и толысо тогда 

1 2 m 
равен н:,1лю, если веюпоры u, u, ... u зависимы. 

· 1 2 m 
Некоторые авторы (Grassmann, SchHlfli, Kronecker, Kiihne) 

вводят понятие об "yr.11e" между двумя m-мерными плоскостями, 
пользуясь скалярным произведением соответствующих m-век· 

торов~ Если плоскости определяются m-векторами U и V, то 
косинус ,,угла" вводится при помощи формулы: 

(27,18) cos (U,V) = uv . y'"u2 v, 
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Следует отметить, что этот "угол" не характеризует пол· 
ностью степени наклона соответствующих плоскостей: для этого 

. необходимо задание большего числа инвариантов. Этот вопрос 
будет разобран подробнее в дальнейшем. 

Задача 4. Доказать следующие свойства определителя Oram'a: 
1) Определитель Gram'a а (u, u, .•. u) есть симметрическая функция 

1 2 т 

ero аргументов u, u, ... u. 
1 2 т 

2) Если к какому-нибудь аргументу прибавить любой другой аргу­
мент, умноженный на произвольно~ число, то определитель Gram'a не 
меняется. 

В) При у~iножении аргумента на сканяр, определитень Oram'a умно­
жается на квадµат этого ска,1яра. 

Задача 5. Покааать, что 

ui . . u u 1 ! 
1 1 т 

= -G(u-u, u-u, ... u-u). 

u u ... u2 1 
ml т 

1 ... 1 О. 

1 т 2 т т-1 т 

::Jадача б. Доказать соотношение: 

G(u +u'. u, ..• u) = G(u, •· .• u) +а (u', ... u) + 2g(u, ... u; u', ... u). 
112 т 1 т 1 т 1 ml т 

то 

Задача 7. Если вектор u' лежит в пучке {u, u, ... uf, то 
1 1 2 т 

YG(u+u', u, ... u) = ±VG(u, .. ~ ± 
1 1 2 т 1 m 

Задача 8. Есни 
r 

~· = ~ ).,р u. 
t p=l р 

r 

v_'= ~ µip v, 
t p=l р 

g (u', ... u'; v', ..• v') = 
t т 1 т 

....... 
(4 ... !m) 
{h,. , .• kт) · ).mi, • · • ).mim 

23 Широков 11, А.. 

(i=J, ... 111) 
(1•;;;,,m) 

g (u; .•. u; v, ... v). 
i 1 im h, kт 
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Задача 9. Если 

i 
G (u, ... u) = ! 

1 m ' 

m 

u = ~ Л;к v, 
' k;;::l 11 

i G (~, ... ::/ 

1 
Лт1 • • • Лтт i 

(i = 1, ... m) 

13. В том случае, е.с.ли число измерений пространства четное, 

.~ m= ~ , два m,вектора имеют би.линейныl!: инрариант, отлич-

ный от скалярного прЬизведения UV = ~ U,V,. В самом деле, 
пусть плоскости m-векторов U и V эацаются базисами u, u, ... u 

1 2 т 

и v, v, ... v; рассмотрим скалярное знакопеременное произведение 
1 2 т 

п векторов: 

ll1 ll 
" ] 

U1 ип 

(u ... U V ••• V) = т т 

1 т 1 m 111 v" 
1 1 

1'1 vn 
11! т 

PaзJiaraя этот определитель по минорам m-ro порядка, со-. 

стоящим из элементов т первых строк1 поJiучаем 

(u U V . ., V) = "'1 i, · 1, L и, 1' ~ • • . ~ • 11 •• , 1,п "'1, • ,1tm •1 • • • 111 
1 m 1 m (•, .. , l;n) 

(k,. •. kт) 

где i равно: 1) + 1, если подстановка (~ · .. kn ) 
t, ... 1,.. k, , .. 11,,, li · • · т 

четная; 2) - 1, если она нечетная; 3) нулю, если ·с'реди ин­
дексов i 1, •.• im, k1, •.• km есть одинаковые. Условимся обозна­
чать это скалярное произведение следующим символом: 

(27,19) (U I V) = (u ... u v .•. v) = 
1 т 1 m 

~ 
(i, • ' . i.,.) 
(11, ••. k

111
) 
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Отметим следующие свойства этого скалярноrо произведения: 

(UI U)=Q, 
( U 1 V) . (-1 ) т (V \ U). , 

Пример. В двумерном пространстве произведение (27,19) дает 
знакопеременное произведение двух векторов: 

(uv) = и1v2 - U11.V1· 

· В четырехмерном пространстве ска.1ярвое произведение дву:11 би­
векторов (U I V) имеет следующий вид 

(U I V) U12'llзc + Uasflic + Uз~t:12, + U14V12 + U14fl2s+ U21V11,1, 

Зада~tа 10. Показать, что произведение (UIV) тогда II только тоrца 
равно нулю, если п.1оскости мулыив~:кторов U, V имеют общие напра­
в.11ения. 

14. · На ряду с понятиями длины и уrла в геометрии метри­
ческоrо прост.ранства большую роль играет понятие объема. 
Иэмерени~ объемов в n-мерном пространстве производится вполне 
аналогично тому, как это делается в трехмерном евклидовом 

пространс·1 ве. Мы не в состоянии в настоящем к,1 рее остановиться 
на анализе самого понятия объема и на влементарном выводе 

формул для объема тех простейших многогранных тел, которые 
являются аналогами параллелеnипеда и тетраэдра в пространстве 

трех J,tэмерениА; мы ограничимс!! только · тем, что выведем не4 
обходимые форму11ы, пользуясь для быстроты вывода анализом 
бесконечно-малых. 

Рассмотрим m· мерный параллелепипед,· построенны$1 на т век­
торах. Определим объем этого тела как m-кратный интеграл 

V = J .. , f dX1 •• , dxm, 

распространенны!!: на внутреннюю его часть, где х 1 , х2, .•• хт-" 
прямоугольные декартовы координаты в плоскости Е111: {v, v, ..• v). 

' ' 1 2 т 

Для введения прямоугольных координат строим в этой плос­
кости т взаимно-ортогональных ортов i, i, ... i. Тогда каждая 

1 2 т 

·rочка плоскости определится вектором: 

(27,20) Х = Х1 i' + Ха i +.,, + Хт i. 
1 2 т 

На ряду · с · прямоугольными вводим · косоугольные коорди­

наты у1, у2, ••• Ут точки х: 

(27,21) ,X=Y1V+Y1V+ ••• +ymv. 
1 2 т 
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Точкам, лежащим внутри параллелепипеда, соответствуют зна­

чения координат у1, ... Ут• удовлетворяющие неравенствам: 

(27,22) о< Yi < 1 (i = I, ... т). 
• Таким образом, объем выразится интегралом 

f f ·1 д (Х1, • · · Х,,,) 1 . 
V = • · • д ( ) ' dyl • • • dy,n, 

У1, '••у.,. 

распространенным на область (27 ,22). Из сопоставления формул . 
· (27,20) и (27,21) вытекает, что 

откуда 

т. е. 

Х1 i + ... + Х111 i , У1 V + .. , + )!,,, V, 
1 m 1 т 

х, У1 v i + У2 v i + ... + у,,. v 1, 
li 2i mi 

д (Х1, ·,. Xm'I _ 

д (У1• ·•'у,,,)-

IJ1 • •. Vщ 
1 1 

V1 • · • Vm 
т т 

Якобиан д (xi' • • • Х,п) может быть выражен через ска-' 
д \У1, •'•у.,.) 

лирные произведения векторов v, v ... v. Так как эти векторы 
1 2 r11 

т 

лежат в плоскости Вт, то v v = ~ vr v,. Таким образом 
i 1i т --1 i 1i 

Вычисляем объем V: 

yD , • , V V 
1 1 m 

vv ••• v8 

т 1 т 

= а (v,v, ... v). 
1 2 m 

1 1 1 

(27,23) V =уа(~, ... ':} f dY1 .! dy2 .. ·f'dym = 
u о о -~-=yalv, ... v). 

1 т 

Отметим, что объем п-мерноrо параллелепипеда, построенного 

на векторах v, v, ... v, выразится следующей формуJюй: 
1 2 n 

(27,'24) V= yatv, v, ... v) = ± (vv •.. v). 
1 2 n 1 2 n 
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Рассмотрим теперь аналог трехмерного тетраэпра, так назы· 
ваемый m-мерныя симплекс. Он имеет (m + 1) вершин, не 
лежащих в одной (m-1 )-мерной плоскости. Если одну вершину 
мы поместим в начале координат, остальные т зададим векто-

рами v, v, v, то внутренняя точка симплекса опредепится 
1 2 т· 

вектором: 

Х = У1 V + У2 V + · • • + Ут V, 
1 2 т 

(27,25) У1 > о, У2 > о. • , · у,,, > о, 
У1+У2 ... +У,,,<0. 

Аналогично предыдущему, получаем для объема симплекса 
формулу: 

v = уа <r, ... ~ f ... f dyl ... dym, 

rде интеграл распространен на область (27,25 ). Имеем: 

f. · ·f dyl · • · dym = 
1 1-у, 1--у,- ... -у,,, __ 1 

= 1·dy1f.dY2 ...• ! dy'" = 
о о о 

Таким образом, 

(27,26) V = J, va (V ... V). 
т. 1 т 

Задача 11. Определить объем m·мерного параллелепипеда, построен· 
ноrо на координатных векторах е, е, ... е. 

()тв е т: v i ~···· .... ~.,. 

lgaa•••gaa 
т 1 l}l, т 

v 

Задача 12. В § 5 было введено понятие об отношении двух m-мер­
ных параллелепипедов, nе:жащих в параллельных m·меряых плоскостях. 
Показать, что в метрическом пространстве это отношение равно ± от-
ношению объемов этих параллелепипедов. , 

15. В § 12 была доказана теоремц об единственности ска­
лярного произведения контравариантного и кова,иантноrо век­

торов в аффиниоА геометрии. Теперь мы дадим аналогичные 



358 AIIГE6PA ТЕНЗОРОВ В МЕrРИЧ. ПРОСТРАНСl'ВВ ВВКJIИДА 

1·еоремр1 Оl'носительно основных скалярных произведений векторов 

и· мультивекторов в метрическом пространстве. 

Т е о р е м а 1. Если число измерений. пространства бмьше 2, 
.то билинейная фующия, инвариантная при г:руппе вращений 
·пространства, и.меет вид: 

р (х,у) = аху, 

где а неl(оmорая постоянная. В двумерном пространстве 
билинейная инвариантная функция выражается следующим 
образом: 

р (х,у) = а ху f3 (ху); 
а,Р- некоторые постоянные. 

ДО К а З а l' е J1 Ь СТ i~ о. При доказательстве ЭТОЙ И следующих 
теорем будем употреблять прямоугольные декартовы координаты. 
Пусть 

Рассмотрим частный случай вращения, когда поворот про­
:исходит в двумерной плоскости { 1, i J, все же остальные орrы 

р q 
неподвижны. Возьмем поворот на прямой угол: 

t----- ~ l ( 
i ........ _ i r р q). 
q р 

{27,27) 

i ___.. i (r р. q). 
1' 1' 

Получаем: . 
Ар]! = rp (i, i)- р (i, i) = Agg, 1 

р р q q (р .ф q). 
A"g = rp (i, i)- - rp (i, i) = -Agp 

р q q р 

A"r= p(i, i)-p(i, i)=A11,, l , 
1> 1· q r (r .ф Р q) 

Aq,. = p(i, i)-- p(i, i) = -А;,,- J ' . 
q r р r 

• 
Вследс,;вие инвариантности функции rp (х,у), имеем: 

·_(а) Арр= Ag11 } 

(Ь) . А = ·-А (р .ф q). 
pq .. gp .. 
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(с) АР,.= Aqr ) -i-

A 
( (r -r- р, q). 

(d) Ag, = 1" 1 

Соотношение (а) показывает, что 

А11 = А22 = · · · = А,111 · 
Из (с) и (d) ддя п > 2 следует, что 

A1k о (i .ф k). 

Для п = 2 из (Ь) получаем. что 

А12 -А21· 
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Теорема доказана. 
Теорем а 2. п-лине·аная скалярная функция, инвариантная 

при группе вращений и меняющая знак при несобственных 
8ращениях, имеет следующий вид: 

rp (х,х, ... х) = а (хх ... х), 
12 11 12 n 

где а - некоторое постоянноf. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 

(27,28) р (Х Х ... х) = ~ Ak k ;,, Х;,, Xk Хь , 
1' 2' 11 1 1 .. ' 11 1 ' 2 • ''. 11"71 

А" 11. .. = tp (i, i, ... i). 
" 1 •• ""n ki ka kn 

Для удобства исследования введем следующую терминологию: 

если индексы k1, k2, ••• k" коэффиц.иента Ak,ka •• , 11.п все различны, 
то такой коэффициент будем называть коэффициентом l·ro 
класса, а соответствующий член в форме (27,28)-членом 1-ro 
класса; остальные коэффициенты и члены отнесем ко 2-му классу. 

Начнем ·с коэффициенl'ОВ l·ro класса. Возьмем частны.й 
случай вращения, определяемый формулами (27 ,27 ). Получаем 

A ... p'"g'"= 

= (j)( . .• i ... i ... ) --"' -- rp( .•• i ... i ... ) - А ... q ••• Р ••• 
р q • q р 

Отсюда следует, что все коэффициенты l·го кпасса обладают 
-тем свойством, что они при перестановке любых двух индексов 
меняют знак, оставаясь неизменными по абсолютной величине. 

Следовательно: 
Члены 1-го класса дают смалярное знакопеременное произ­

ведение п вемторов, умноженное на некоторое число: 
а (хх ... х). 

1 2 п 
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Перейдем к анализу коэффициентов 2-ro класса. Возьмем 
случай вращения в плоскости Jf,i} на угол= п. Координатные 

pq 
орты преобразуются при этом следующим образом: 

i- -i, 
р р 

1--1, 
q (1 

i _...,,. i, (r ф р, q). 
r r 

Если в коэффициенте А111 ••• kп индекс р входит т раз, а ин· 
деке q вовсе не входит, то 

.. ,Ak, ... 11~=rp(l, .•. i) (-J)'нq;(i, ... i)=(-l)mA,. ,.. 
" k, kп k, kп "' ... "n 

Отсю.11а вытекает, что только те· ,соаффициеюпы 2-го ,сласса 
не равны нулю, в r<оторых 1(аждьи1 из принадлежащих ,с нему 
инде,ссов повторяется четное число раз. Следовательно, в про­
странстве нечетного числа измерений п-линейная с,салярная 
фун1Сцuя, инвариантная при группе вращений, отличается от 
обычного с,салярного знаl(оnеременного произведения п веl(mоров 
толжо числовым множителе.J.t. 

В пространстве же четного числа измерений одного требо­
вания инвариантности при группе вращений иедостаточно для 
того, чтобы выделить знакопеременное произведение п векторов. 
Так например, для п = 4 мы имеем 4-линейную функцию еле· 
дующего вида: 

A1(xyzw) + A2 xy.zw + A3 xz•yw + А4 xw"yz. 
Для выделения знакопеременной части необходимо еще до­

.полнительное требование, например, о перемене знака при несоб­
ственных вращениях. 

Возьмем частный случай несобственного ортогонального пре-
образования - отражение . 

1--i, 
р р 

f--,. i, (q фр). 
q q 

Рассмотрим неравный нулю коrзффициен'I' 2-ro класса 
Ak,, .. ,kп· Если в него входит индекс р, то он повторяется, как 
мы видели выше, четное ч.исло раз .. Так к.а.к функци,1 tp должна 
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при несобственном ортогональном преобразовании менять знак,. 
получаем: 

А 11 ъ =rp{l, ... J)-,.-rp(i, ... f)=-A" ь. 
, • .• "n k, h.n k, kт. ,., . ' . "n 

Следовательно, все члены 2-ro класса равны нулю и в функ-· 
ции rp (х, •.. х) остается одна знакопеременная часть. Теорема,. 

1 " 
таким образом, доказана. 

Естественно поставить вопрос об общем виде мноrолинейной 
функции, инвариантной при группе движений. Те приемы доказа, 
тельства, которые мы применяли выше,. приводят к СЛИЦlКс:iм, 

rромоздккм выкладкам. Поrзтому мы ограничимся только ссылкой. 
на теорему из теории инвариантов: 

Каждый целыt:i рациональный инвариант группы вращений, 
зависящий от системы веl(mоров, есть целая рациональная· 

фунl(цuя от основных инвариантов- скалярных коммутатив­
ных произведений с двумя векторными множителями и ска0• 
лярных знаl(оnеременн.ых nраизведений с п множителями. 

И3 rзтой основной теоремы вытекает следующее положение: 
С,салярная фун,сция, линейно зависящая от веюпорных· 

аргументов .и инвариантная при группе вращений простран­
ства, есть линейная фун,сция от основных с,салярных произ­
ведений входящи,с в нее ве,сторов. 

16. При анализе скалярных произведений мультивекторов иы 
затронем то11ько произведения двух множителей. Докажем тео­
рему: 

Те о р ем а 3. Если т ; , то· билинейная фуНl(ЦUЯ двух 
т-векторов, инвариантная npu гp}'nttr! вращений, имеет еле-· 
дующий вид: 

п 
где а не,соторая постоянная; при т = 2 инвариантная би· 

линейная фунl(ЦUЯ выражается следующим образом: 

rp (U,V) = а UV + {З (U I V); 

а, {З - неl(оmорые посtпоянные. 
До к а за тел ь ст в о. Исследуем, при каком выборе коэф-.. 

фициентов A,k биJшнеИная функция от двух m,векторов: 

(27,29) 
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,является инвариантом при 1·руппе вращения. Рассмотрим поворот · 
на 180° в двумерноА плоскости ji, I}: 

р q 

(27,30) 

При этом- вращении .те составляющие m-векторов и. . 
1.,.,, .imt v,, ... ,km, среди индексов которых входит ил и р ил и q, изменят 

знак на обратный; остальные остаются неизменными. Для инва­
риантности формы (27,2Н) необходимо, чтобы ее члены не меняли 
:знака при вращении (27 ,30); следовательно, в (27 ,29) могут 
входить: 1) члены, в которых индексы у составляющих m-век­

. торов U и V одни и те же: uk
1 

••• 11.,,., vk
1 

• •• 'k,,,, 2) члены с про­
изведениями иi, . . ··ini vk,., .. 11.,,. , у которых ряд индексов i1, •.• im, 

.k1 , •• km исчерпывает все числа: 1, 2, •.. п. 
Займемся сначала членами 1-го типа: 

А11 И1 V,.1 + .А22 И 9 V 2 + ... + А N N И N V N • 

Применим поворот на 90° в плоскости jl, 11 : 
р q 

х;' = хе 
{27,31) Х '=-Х q р 

х,.' = х,., (r :ф:. р, q). 

Пусть через И; обозначена одна из состаВ,'IЯЮЩИХ ui . 
, .. ·!.т' 

.в которые. входит индекс р, но не входит q, а через И11; -со-

·Ставляющая иk, . .. k,,,, у которой индексы k1, .•. km - те же, что 

·и i1, .•• i,,,, за исключением только одного: вместо р входит q. 
При применении · вращения (27 ,31) составляющие U

1
, И k пре-

·образуются следующим образом: 

И!'=± U11 

И,/= =F U1• 

Рассмотрим в билинейной форме два члена: 

.411 И1 V1.+ Akk uk vk • 
rЛри вращении (27,31) они переходят в: 

А11 и" vk + А .... и1 .v,. 
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Для инвариантности функции q, необходимо, чтобы А11 = А111 • 
Таким образом, ч,r~ены 1-го типа дают скалярное произведение 
вила 

s 
(27,ЗZ) а~ U1 V1. 

i:::.] 

Перейдем к рассмотрению оставшихся ч,1енов. Как мы уже 

говорили выше, в инвариантную билинейную форму могут вхо­

дить только те из оставшихся членов ui
1 

••• im vh, .. . k,,., у которых 
ряд индексов i1, •.• i,,,, k1, ••• km исчерпывает все числа ряда: 

l, · 2, ... п. Спедовательно, если т < ; , то инвариантноА били­
нейной формы, включающей члены 2-го типа, не существует • 

п 
Нетрудно показать, что при т > 2 та1<же инвариантная би.'!и· 

нейнОЯ ф :рмы рассматриваемого вида не существует. В самом 
. п • 

де,1е, пусть т > 2 и пусть в произведении ui
1 

••• i,,, vk, ... k,,, 
индексы i , i k k исчерпывают числа 1, 2, ... п. 

<ч а. , ... " at . · · «п 

Оставшиеся индексы при т < п исчерпать снова ряд 1, 2, ... п 
уже не могут (при т = п мы получаем тривиальный случая, 

который входит в рассмотренный выше (27,32)); следовательно, 
для того, чтобы произведение и~, ... iт v k, ••• 'km не изменило 

знака при вращении (2 7 ,31 ), . необходимо, чтобы оставшиеся 

индексы давали п.овторения, но тогда или и. . = О или ii .. ,1,n 

V,. ,. =0, 
n1 • • .. l'(,tn, 

. п 

Таким образом, только при т = 2 (т. е. в пространст~е. 

с четным числом измерений) существует скалярное произведение 

двух m-векторов, отличное от (27,32). В каждом его ч.,ене 

входит произведение и. . . v,. ,. , причем индексы i1, ••.. i,,,, 
t1 ~ ~ • t;n n.1 , • • "'1n 

kн,· .. k,,, исчерпывают все числа: 1, 2, ... п. 
Для того, чтобы: установить вид этого нового проиаяедения 

7Р (U, V), выразим его через базисы u, u, ... u; v, v, ... v, на 
l 2 т 1 2 т 

которых построены m-векторы U и V. ·'1/J (U, У) является много-
.,инеЯной функцией от u, ... u, v, ... v, инвариантной при группе 

l т 1 т 

вращений. Пока>1<ем, что эта функция меняет знак при несоб-
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ственных ортогональных преобразованиях. При применении эер,­
кальноrо отражения: 

х/= хР 
х,/ = xtJ. (q =t= р) 

все составляющие ui
1 

••• iт' 't"Ji, ... k,,., в которые входит индекс р, 

изменяют знак на обратный. Следовательно, и '1Р (U, V) при 
этом зеркальном отражении меняет свой знак. Но мы знаем, чт<> 
скалярная п-линейная функция, инвариантная при группе вра­
щений и меняющая знак при несобственных ортогональных пре~ 
образованиях, отличается от знакопеременного произведения п 

векторов только численным множителем. Итак, оставшиеся члены · 
дают произведение вида 

1Р (U,V) = а (U I V). 
Теорема доказана. 

§ 28. Тензоры в метрическ~м пространстве Евклида. 

1. Слияние поняпiй ковариантного и контравариантного век­
тора в общее понятие о векторе в метрическом пространств~ 

влечет за собой аналогичное слияние понятий тензоров различ.' 
ной природы. В основе определения тензора лежит мноrолнней­
ная функция от векторных аргументов. Раз векторы в метриче­
ском пространстве мы считаем геометрическими ве;1ичинами од­

ной и той же природы, то не имеет никако1·0 смысла делать 
различие между ковариантыми, контравариантными и смешан­

ными тензорами. Можно только говорить о Р.азличных видах со­
ставляющих тензора. 

Если мы имеем т-линейную функцию ip(x, х, ... х), то 
1 2 m 

'ей соответствует тензор 
вариантные и смешанные 

дующим образом: 

т-го порядка. 

составляющие 

Ковариантные, контра­
еrо определяются еле-

(28,1) Аа, а, . .. ат . rp ( е, е, ... е) 
а.1 rt,з (tm 

(28,2) А
а1 а2 ••• (irrt а1 a;i ат 

р (е, е, ... е) 
/11 tis 

Аа, .... /,···Рв=g,(е, ... е, е, ... е) (г+s=m). 
' а, а, 

Переход от одних составляющих к другим совершается при 
помощи фундаментального тензора. Так например, если мы под:.. · 
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ставим в (28, 1) выражения кон:rравариантных координатных век-
7оров ~ереа ковариантные 

то получим 

Обратно 
am"mл 

·' .g <11 ••• "т' 

Любой индекс тензора мы можем поднять или опустить при 
помощи составляющих фунnаментального тензора. Действие это 
носит название оп е р а ц и и п од н я т и я и о п у с к а ни я и Н· 

J.t е к с а. 
Оrметим, что при помощи фундаментального тензора очень 

просто выражается операция контрактирования: 

" at А - А " .. ' =А " 
А ... а' .. , =g ... 11 .. т .•• -gат ... ... ... ""'" 

В прямоугол.ноА декартовой системе координат ра~ниц~ ме­
жду различными видами составляющих тензора пропадает. Мы 
будем упо rр.?блять в этом спучае нижние индексы, записывая их 

латинскими буквами. 
2. Переtlдем к рассмотрению тензоров, иrрающи~ основную 

роль в геометрии метричес1<ого пространства. 
. 1) Фу н 4 а м е н таль н ы й т е нз о р. О нем мы уже гово· 
рили в предыдущем параграфе; поэтому только кратко форму· 
лируем его своtlства. Он определяет метрику пространства и 
ус~анавливает связь между различными составляющими одной tl 
-:rой же геометрической величины; при помощи него произво­
дится слияние контравариантных и ковариантных векторов в одно 

,общее понятие. Билинейная форма gara.YP дает скалярное про· 
изведение двух векторов. Линейная векторфункция 

-
,определяемая им, есть единичная векторфункция: у = х. Фор­
мула (27 ,8) выражает фундаментальный тензор через векторы 

явух вза~tмных систем: 
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Как частный случай, если за векторы u, u, ... u пр1tнять 
1 2 n 

взаимно-ортогональные орты, получаем 

(28,4) 

Отметим т.Jкже следующие соотношения, часто встречаю-: 
щиеся в геометрии и вытекающие непосредственно из формул 

(20,36), (20,37): 

(28,5) 
1 ' . • . • .. . ' 

ху ==;; - • g . • . . • . • ! = -- g 

Кп1 · · · gnnxn [ 

! У1 · · · Уп О ! 

i gll ... g1n x<JJ 
1 • •. • • • • 

i gn1 . • . gn/1 x(n) 

I y(l) ... Y(n) О 

где g - дискр·иминант фундаментально1·0 тензора: 

g = lg111 J. 

2) Д и с к р и м и н а н т н ы й тензор. Он соответствует той 
п-линейной функции, которая определяет скалярное знакопере· 
менное пр<;>Изведение п векторов. Следовательно, его составпяю­
щие выражаются следующим образом: 

< 28,6) еа,_ а а = (е е ... е ). 
, ... п а, а, ап 

На основании формулы (27,14), имеем 

(ее ... e) 2 =g, 

r де g - дискриминант фундаментального тензора. Таким образом 1 • 

(28,7) е ~=Vg-i , 
а, а. ... an а, а, ... ап 

где ia,. а, ... йп ра.вно: 1) + 1, если подстановка ( 1 
• • ·· п) четная, 

• а1 .•• ап 
2) -1, если она. нечетная, 3) нулю, если'среди индексов а1 , а1 • 
. . . an имеются равные. Аналогично выводим выражения для 
к.онтравариантных составляющих этого тензора: 

(28,8) еа,а, ... ап = _1_ i 
Vi а, а .... йп. 

1 У словлмся системы координатных векторов е, е, ... е выбирать. 
положительными. 1 2 n 

1 

.1 

§ 28. ТЕНЗОРЫ В METPJo\Чl!CKOM ПРОСТРАНСТВ!! ВВКЛИДА З0Т 

ДискриминантныЯ тензор может быть выражен при помощи п· 
взаимно~перпендикулярньrх ортов. В самом деле, формулу (28,6) 
можно переписать в следующем виде:. 

Е = i 

. е1 en 
I an "n 

где через е11 обозначены составляющие вектора е в прямоугольной, 
~ ~ 

системе координат. Пусть эта система опредеJtЯется ортами, 
i, .f, ... i ( предполагается, что это - положительная система). 
1 2, n 

Так как 

то 

(28,9) Е = 
а,. ... йп 

а,. .. а.п 
е 

i (}. i .... 
n • n-.,. 

·"' /,.n 
t 

i' 1 1 

1 
=1 

1 

,а, ia,. 1, 
! n п 

Перемножая е = (е ... е) и е.Р fJ = (е· ... е), по· 
а1 • , , "1i а, "п 1 · • • n fJ, !Jn 

луча ем 

(28,1 О) 6 8 · = 
а, .. , an Р, · • • Рп 

g an/3, ' g й.nl3n 

Аналогично выводим формулу (она может быть также получена~ 
из (28,10) простым повышением индексов): . 

g"• 
/3i 

\ 
ga,,. 

fJ, 

=()а,, .... а,. ,. 
fJ, .• {Jtl 
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,где д::::: :: тензор, введенный нами в § 14 ( д::: : : :: -об9б­
щенныft символ Kronecker'a). Учитывая, что 

б"' · · · "т а,• • • <Хп- т - т ! д"'' · · · "п - т 
а, • · • ",,v /J, • • • /Jn - т - /J, • • • f1п'- т ' 

получаем следующую формулу: 

•(28,11) 

tr1 • • • ат ai • •• ап т 

.в 6 
"• • • • "m /J, · • • Pn - т = 

m'o"'•···an-m 
• /J, ' '' 11n т. 

. . 
При помощи диекриминантноrо тензора очень просто выnисы­

:вается ВЫрiiжение для скалярного знакопеременного произвРде­
.ния п векторов в косоугольной системе координат: 

xt1J x<n) 
1 1 

(х х ... х) = е • 
п, а 

J/g х . .. х" 1 (): ':!1 • • йn, 1 n • ·n 
il) х<п) 

n n 
,(28,12) 

Х1 XI 
1 1 nj 

) а1 • • • а,н 1 (х Х,., Х =·В Х х 
-Vi i. 1 2 ' ,n 1 "• n"'11 

~nl lx, 
ln n 1 

Дискриминантныft тензор определяет (n 1 )-линейную 
·знакопеременную векторфункцию У·= f (х, х ... х): 

1 2 n-1 

а, <Хп-1 а а а, . , , <Хп-1 
Уа= е а а а.. 1 х ... х • у = е х ... ха ' 1

' • • ч,- 1 ·n-1 · 1 а, 1 n-J 

"называемую век торным пр о из в ед ен и ем векторов х, х,. . х. 
1 2 n-1 

.В прямых обозначениях она записывается следующим образом: 1 

У=[хх ... х1. 
1 2 n-1 

1 В этой главе .квадратными скобками условимся обозначать исклю­
·чительно векторное произведение (п-1} ве1€торов, а не мультивекторы, 
,.как это было .!Jринято в qредыдущнх главах. 
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Отметим следующую формулу, связывающую векторное про­
изведение со скалярным знакопеременным произведением n 
векторов: 

(28,13) х [ х х ... х] = (х х ... х ). 
123 n 12 n 

Векторное произведение (n-1) векторов обладает следующими 
свойствами: 

1) оно перпендикулярно к каждому своему 
м ножитеп ю: 

х [х х ... х] = (х х х ... х) = О, (k = 1, •.. п - t); 
11. 1 2 n-1 11. 1 2 n-1 

2) с ист ем а в е кт о р о в f x х ... х], х, х, ... х п о лож и-
1 2 n-1 1 2 n-1 , 

тел'ьна, если векторы х, х, ... х независимы (в про-
1 2 n-1 

rивном случае [х х ... х] = О); в самом деле, 
1 2 n-1 

([х х ... х] х х ... х) [х х ... xJ [х х ... х] > О; 
1 2 n-1 1 2 n-1 1 2 n-1 1 2 n-1 

3) i, е кт о р [х х ... х] по мод ул ю равен объем у 
1 2 n-1 

пар алле пе пи пед а, по строен но r о на в е кт о р ах 

Xr х· ... х. Доказывается это следующим образом: если 
1 2 n-1 

0"1 О'п-1 
у =8 Х ... Х , 
а а а, • ' • "n-1 1 n-1 

то 

а "'"• • • • '"n-1 "• "n-1 у2 - у у - е е х ... х х .... ... x ... n-I = 
- а - ""•···"n-1 1 n-1 1' n-1 

_:i:.-, ··'"n-1x0'' х"п- 1 х х G(x х х) 
- и 0"1 • :. "n-1 1 ' · 'n- 1 '"•' ' 'n_j'n-l = 1' 2 ' ' 'n-1' 

При помощи дискриминантноrо тензора очень просто выра­
жается также то скалярное произведение двух m-векторов, 

которое мы обозначили символом (U I V), ( т = ; ) . Если 
u, u, • . . u и v, v, . . . v - базисы этих мупьтивекторов, 
1 2 т 1 2 т 

u0
'" .а,,. и va' · .. а""-,-их составляющие, то 

(U I V) = (u ... u v ... v) = 
. 1 m•l т 

а1 "т 11, fl.,, 
=В {З {З U ... U V .,V , 

а,• • • "т ' • · •, т 1 т 1 .m 

24 Широков П. А. 
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Итак, 

(28,14) (U I VJ = ,..., е иа' ... a,пvfi, ... f3'" = 
~ а1 , , , а111 /3, , , , {3,п 

(а, .. а 111) 
(li, ... {1111) 

1 "• · · а f3, · • · f1 п ---е и mv , 
- (т !J2 а1 . , . ат/31 , , , /3,п 

Задача J. Показать, что в 4-мерном простран.стве взаимно· пер­
пендикулярные орты 1, i, i, 1, образующие положите.qьную систему, 

1 2 3 4-
у дов.~етворяют соотношениям: 

[11 IJ=I, [111] =-1, [111]=1, [I I IJ=-1. 
234 1 134 2124 3 123 4 

Зaдtr'ta 2. Показать, что векторы системы, в:юимной с u, и, ... и, 
1 2 ?1 

могут быть выражены следующим образом: 

1 
U= 

[а u ... u] [u u ... uJ 
28 n 2 IЭ n n 

[u u ... u] 
n-1 1 2 п-1 

' U - - (U U • , • U) ''' .U (-1) (Uu~) 
1 2 n 1 2 n 

Зада•tа З. Доказать следующие формулы: 

[u u 
1 2 

[u u ... ul [v v ... v 1 = g (u, ... u; v, •.. v) 
1 2 п-1 1 2 п-1 1 п-1 1 п-1 

v v . •• v 
1 2 п-1 

U V, U V,, •• U V 
1 1 1 2 1 п-1 n-1 

. u [v v ... v] J = 1. - 1 j 
n-2 t 2 п-1 

u v, u v, ... u v 
1 п-2 2 п-2 п-1 

• 
Зада'tа 4. Даны п независимых векторо11 u, u, ... u. Обозначим 

v = lu u ... u], v 
1 2 З n 2 
Показать, что 

1 2 п 

n-1 
- [u u ... u], ... v = (- 1) [u u ... u]. 

1 3 n 1 2 п-1 

n-1 
(v v ... v) = 1.u u •.. u) . 
! 2 п J 2 n 

3) Те н з о р, л еж а щи А в о с н о в е с к а ля р н о г о п р о­

и з веден и я двух т-векторов: UV=~И;V,. Этоrтензор 
выражается при помощи операции альтернирования через фунда­

ментальный, а при помощи операции контрактирования - через. 
дискриминантный. ' 

28. ТННЗОРЫ В МЕТРИЧЕСКОМ ПРОСТРАНСТВЕ F.1:!КJIИДА 

Пусть мультивекторы U и V определяются базисами 
u, u, ... u и v, v, ... v. Имеем 
12 т l2rn 

u v u vl 
1 1 1 m 1 

1 

uv. 
u v u vi 
т ! т ml 

=g(u, 
1 

u, v, 
m 1 

. v). 
т 

Обозн<1ч1н1 составляющие тензора, соответствующего функции . 
g (u, .. ·. u, v, ..• v), через g ,, ,, . Имеем 

1 · т. 1 т ai • ' ' ат, 1'<"\ • • • 1-1,,п 

g ] R mlg{al·,,g(l,/f .,,g(]. ]" ]'• ~ а:1 • • , ат~ / 1, , • ,~т 1 .,-,1 " а щ, 1-'т 

(28" 15) ga, ... "т ~ э rrzlg["•ga• ga,,.J - Ь"'' ·· "щ 
1, "' 1т ' 113, /3,' • • /3т] - /J, ... pm·, 

ga, ... "т• iЗ1,,, (3,п т ! gla1 [/3, ga,/J,, .• ga.,,.] /1
11
,J , 

Тензор этот обладает теми свойс·rвами, которые были ука­
заны относительно тензора с,,, ... " /J, ... Р в § 26: 

т т 

1) он антисимметричен как относительно индексов а1 , 
а2 , ••• ат, так и относительно fJ1 , {12, • • • flm. 

2) (J =g 
Ьаl ••. ат,Р1 ... 'Рт fJi .•• ,зiitl al.'' ат,. 

3) ga, ... [а,.,1\ •,, /Jm] = О. 
Связь между тензором g "• ... "т· f.l, . .• Р,п и дискриминантным 

устанавливает формула (28, l l): 

111 ! ь"' ... "п-т = т ! ga, ... "н-т • 
/3, · · • Рп-т /J, • · ,. l3n-m 

При помощи тензора ga, . . а , Р, • . . очень просто записы-
"' вается скалярное произведение двух· m-векторов в косоуrольноа 

системе координат. Имеем: · 

uv 

( 28,16) 

и, ат /J, 
g ,, "u ... u v. 

«1 • • • am'r'°1 • • • 1-'т 1 т 1 

Рт v 
т 

~ а, . , , "т fl, .. , Р.,,. 
~ g и, . • . "т ' fl, ... {:1,п U V . 

(а,, . • а,,.) 

(f3, ... 11,n) 



872 A.IIГEBPA ТЕНЗОРОВ В Мl!ТРИЧ, ПРОСТРАНСТВЕ 

и т. д. Эти формулы, а также соотношения: 

U = g • • • g U а, ... ",,. -
а1 . .. а,,. . a1cr1 ат ат 

~ g иа, . .. ",п 
= ~ а1 • , ат , 171 , •• rJm t 

("• ... а,п) 
(28, 17) 

lln' . ' . а,,, = ~: g(.I• .•. а"' и"~ ... "m ~ t11,,•a1n 
(а, .. • "т) 

показывают, что тензор ga, ... а , fJ, ... fJ в теории му,: ьти-
"' )1\ 

векторов играет ту же самую роль, какую фунда. 

мент аль н ы й тензор и r рае т в теор и и вектор о _в. · 

Зада11а 5. Показать справедливость соотношений: 

~ ga1 , •• а,,., а, ... ат g = ga' ... ат 
("• ... а,,.) а,.,. "т' fJ, • • • {Jm fl,.,. 11т· 

§ 29. Тензор 2-ro порядка. 

1. В аффинном пространстве линейные векторфункции де· 
лятся на две категории ( векторфункци и 1 · ro и 2-ro рода), смо­
тря по тому, являются ли аргумент и функция векторами одной 
и тои же природы или нет. В метрическом пространстве та­
кого подразделения, конечно, нет. Каждой линейной вектор· 
функции 

у А 1 х) у =а 0х =а x(J уа=аа х0 ·аа0 х 
\ ' а а о ао t а (J 

можно -сопоставить четыре различных матрицы составляющих. 

соответствующего тензора: 

(29,1) JlaafJ!I, lla!I!, 1;.a"fJJJ. 1/a"fll/. 

Линейная векторфункция определяется заданием одной из 
этих матриц. Матрицы (29,1) связаны между собою при помощи 
матрицы составляющих фундаментального тензора. Если обозна· 
чить 

G=llgafJII, 
то 

JI a"11 II = а-1 
11 аа11 11. 11 a!II aa{J 11 а-1 

11 a"fl 11 = a-l 11 aa{J 11 ci-1 
• 

В прямоуrодьной декартовой системе координат все 4 ма· 
трицы сливаются в одну. То, что было изложено в § 16 и 17 
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относительно линейных векторфункций 1-ro рода, непосред­
ственно переносится. конечно. в геометрию метрического про­

странства. Отметим. что характеристический полином может 
быть представлен в одном из следующих видов: 

rp (л) = 1 лg;- a"pl -:-1 лg; а/1 = 

. Т I лgafl- aafll = g 1 ;,gafl _aafll, 

где g - дискриминант фундаментального тензора. Элементарные 
делители линейной векторфункции определяются любой из сле-

дующих матриц: • 

11 лg;- a"{J 11, 11 лg;- а/::, 11 лga{J- aa{J 11. 1 лg<J{J _,aa{J i;. 
При алгебраических операциях над линейными векторфунк­

циями вычисления удобнее всего производить с матрицами сме~ 

шанных составляющих: ila" fJII или lla/11, 
2. Понятие о линейной векторфункции, сопряженной с дан­

ной, вводится при помощи уравнения 

хА(у) = уАс(х), 
где х и у - производьные векторы. Отсюда получаются сле­
дующие соотношения между составляющими двух сопряженных 

векторфункций 

aa{J а aa.{J = а11а. а afla• аа а"а.. 
с {Ja.' с ' с а ·с " 

Если векторфункция совпадает со своей сопряженной. она 
называется с и мм е три ческой. Если же она противоположна 
по знаку своей сопряженной. то называется ан т и с им метр и· 
ч ее кой. · 

По отношению к векторфункциям, не о.бладающим свой• 
ством симметрии или антисимметрии, мы не будем добавлять 
ничего к тому, что быпо изложено в §§ 16 и 17. 

Зада11а 1. Если Ет является инвариантной шюскостью линейной 
векторфункции А, то плоскость EJJ,m• nерпендикупярная к Вт, инвари­
антна дпя векторфующии А0• 

Зadaita 2. Если у линейной векторфункции А имеется п независи­
мых гпавных наnравпений, определяемых векторами u,u, ••. u, с характе-

1 2 n 
ристическими чиспами ).t, л8, ••• ).п, то у векторфункции Ас rпавные 

1 2 n 
направпения опредеяяютс:я векторами взаимной сис·rемы u,u, ... u, причем 

i 
напраВJiению u соответствует характеристическое чис.~о ).;, 
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. Задача 3. Если А- линейная векторфункция, то А.А яв,1яется сим­
метрической векторфrнкцией с неотрицательными :характеристическими 
числами. A(i)9, где - произво.~ьный орт, не превышает по величине 
наибо.?Iьшеrо из характерисrнчес1шх чием функции А.А. 

Эадача 4. Ес.i!и векторфункция f(x) удовлетворяет уравнению 

f1x)y axf(y), 

то она лннейна и симметрична или антисимметрична. 

Задача 5. Одноодноэначная векторфункция f(x), удометворяющая 
.усдовию 

f(x)f(y) = ху, 

есть .~инейная функция. 

3. Симметрическая векторфу11кци11. Ее теория. 
представляет собою непосредственное припожение теории пары 
квадратичных форм, когда одна из этих форм считается фунда­
ментальным тензором простравства. Из теорем 3-5 (§ 21) вы­
текают следующие основные свойс гва симметри<tеской вектор· 
функции: l 

1) С и м м е т р и ч е с к а ·Я в е 1( т о р ф у н к ц и я п р о с т о г о 
тип а и все ее ха р а кт ер ист и чес к и е ч и с л а де й· 

СТ В И.Те ЛЬНЫ. 

2) Можно выдел и т ь п в за им но-пер пен дик ул яр­
н ы х r л а в н ы х н а п р а в Jl е н и t1 с и м м е т р и ч е с к о t1 л и- · 
не t1 н о й век то р фу н к ц и и. 

Эти п взаимно·rтерпендикулярных главных направлений дают 
оси гиперповерхности: 

а fJ t са{! х х = cons ., 

-соответствующих симметрическому тензору ca/J' Следует отме­

тить, что в пространстве, в основу мероопредеJ:Iения которого 

положена неопределенная квадратичная форма, вопрос об осях 
,rиперrюверхностеt1 2-ro порядка значительно усложняется. 

Докажем обратное предложение: · 

Теор е м а 1. Линейная ве1еторфун1еция, у 1е01порой можно · 
построить п взаи.ино-перпендtt1(улярных -главных направлений,-, 
самметричес1еая.' 

1 
' ' 

---1 ·-М-ы-~-;ком-ендуем читателю заново провести доказательство 1·i ! 
э1оих теорем, так как в метрическом пространстве соответствующиР- вы· ·•· .. ' ····.·.·., 
кладки упрощаются. То же относится к раз(!ираемому ниже антисимме- '\' .. · 
трическому тензору и тензору вращения. 

·i 
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до ка.за тел ь ст в о. В самом деле, обозначая ве~.торы глав· 
ных направлений через u, u, ... u, векторы взаимной системы-

. 1 2 n 
1 2 n . • • ). 

через u, u, ... u, характеристические числа-через л1 , .л11 , ••• 'n' 

имеем [см. формулу (16,9)] 

(29,2) 
lt 

а af) = ~ лk ~аи rJ • 
k 

11. 

Если за u, u, ... u выбрать орты (u 
l 2 n . k 

i), то u = i. т. е. 
/1. li 

"" , . . аа.8 ."-1 l',kia ~/3 = afia' 

Инварианты симметрической пинеf:!ноА векторфункции поз· 
воляют о<tень просто доказать теоремы Апотюния для централь­
ных гиперповерхностей 2-ro порядка. Д,~я простоты формули­
ровки этих теорем в качестве гиперповерхности возьмем ана· 
лог эллипсоина. За координатные контравариантные векторы вы­
берем полудиаметры этой гиперповерхности; тогда ее уравнение 

будет иметь следующи" вид: · 
n • 
~ х<а) = 1, 
а=1· 

т. е. матрица соответствующего тензора c"fJ- единичная. 
Характеристический полином возьмем в форме: 

91 ().) = + 1 g ар }., - С afi \ • 

Учитывая, что 

.. g,," 
1 т 

= а (е, е), 
а1 ат 

g • · ga а 
"т а1 .т т 

мы можем выразить инварианты следующими формулами:
1 

а,,,=...!:..~ O(e,e, ... e),(m=l,2, ... n-1) 
g ""8./ "1 а, "п-т 

(a,, ... an-m) · 

1 
an=7· 
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Последнее из этих соотношений показывает' что об1,ем 
n-мерноrо параллелепипеда, построенного на п взаимно-сопря­

женных полудиаметрах, есть величина постоянная. Принимая во 
внимание, что О (е, е, ... е) опредет~ет квадрат объема т-мер-

а1 а, ат 

ноrо параллелепипеда, построенного на т по11удиаметрах е, 

а. 
е, ... е, мы приходим к следующему предложению: 
а1 ат 

Теорем а 2 (А n о л л он и я). Сумма ивадратов объемов 
т-мерных параллелепипедов, построенных на взаимно-сопря· 
женных осях гипераллипсои'да, есть · величина постоянная. 

Теорем а 3. Сумма 1Свадратов величин, обратных и 
взаимно-перпендu1Сулярным полудиа.метрам центральной zипер· 
поверхности 2-zo поряд1Са, есть величина постоянная. 1 

Дока за тел ь ст во. Примем п взаимно-перпендикулярных 
диаметров за координатные оси декартовой системы координат.· 

Пусть поверхность определяется уравнением 

n 

~ с,,. Х1 х,. == 1 . 
i, h:=l 

Так как квадрат nолудиаметра. лежащего на k-ой коорди-
. 1 . ~ 

натной оси, равен - и так как c"r, является инвариантом а1 , 
. c"k 

то теорема доказана. 

4. Наиболее простыми симметрическими линейными вектор­
функциями являются еди1:1ичная и ортогонально. проектирующая. 
Единичная соответствует фундаментальному тензору; все ее ха­
рактеристические числа равны единице и все направления в про­

странстве являются инвариантными. 

В аффинном пространстве о.перация проектирования опреде· 
ляется заданием двух пучков, полностью определяющих вектор­

ное пространство; один из этих пучков - это тот, на который 

проектируются векторы пространства, другой параллельно ко­
торому происходит процесс проектирования. В метрическом 
пространстве особенно большое значение имеет орт о r он аль но е 
проектирование, характеризуемое тем, что пучок, параллельно 

которому происходит процесс проектирования, перпендикулярен 

к плоскости, на которую векторы проектируются. Термин "ор-

1 С.11едует заметить, что д,1~ны во.1:удиамиров могут быть мнимыми. 
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то~:ональный" мы будем пропускать; условимся называть. 
два взаимно-перпендикулярных пучка Е,,. и En _ .,, в з а и м н о-

д оп о л ните п ь н ы ми. • 
Нетрудно видеть, что ортогонально проектирующая линейная, 

векторфункция Ё(х) симметрическая. В самом деле, в той плос· 
кости Ет, н;а которую проектируются векторы, все направле· 

ния _ главные ( с характеристическим числом = 1 ), в дополни" 
тельном пучке .:..... все наАравления нулевые. Таким образом. 
можно выделить п взаимно-перпендикулярных главных направлений,. 
т. е., на основани~ теоремы 1, Е- симметрическая векторфункция. 
Соответствующий ей тензор называется фу н да м е н тал ь н ы м 
те н з O р O м плоскости Е,,., так как он соответствует единичному 

преобразованию векторов, лежащих в этой плоскости. 
Построим п взаимно·nерпендикулярных ортов i, i, ... · i, 

1 2 n 
из которых первые т возьмем в плоскости Е ... , остальные· 
(п-m)-в дополнительном пучке En-m' Обозначим проекти-

рующие векторфункции на Ет и Еn-т че~ез Е и, Е, соответ-
g и -g На осно--ствующие фундаментальные тензоры-чере~ a/J afJ' 

ва.нии формулы (29,2), имеем: 

(29,3) 

(29,4) 

Как у всякого тензора в метрическом пространстве. У gafJ есть 
контравариантные и смешанные составляющие: 

т 

(29,5) 

(29,6) 

·-;;afJ .!::= g"a g'3~g = ~ ia i{J 
ь ат .11=1 .11 h 

)n 

ga =g"" gaA = ~ iai{J •. 
fJ 1' .11=1 .11 .11 

. Обращаем внимание, что (gafJ 11 не является матрицей обратной 

11 g- 11 , как это имеет место для фундаментального 
матрице afJ _ 
тензора полного пространства; матриц<\ 11 g afJ 11 · даже не имеет 

обратной, так как ее ранг равен т. 
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Оп1е I ю1 сnедующее соотн')шение, вытекающее из (29,6). 

(29,7). т ;а= n 
' ~(J. 

т. 

В вопросах метрики тензор gafJ играет в плоскости Е111 ту же 
самую роnь, какую тензор ga,1 играет в полном .пространстве. 

Так например, если х и у лежат в Е , то 
т 

ху =ia,8 х'-' у/3 

В самом деле, 

-· а fJ а 
т. · е. ga/J х у = Х у"= ху. Если х и у не nежат в Ет, то 
- а fJ 

ga/J Х У дает скалярное произведение проекций Х и у на Ет. 

5. 1 Jри помощи проектирующей векторфункции вводится 
· операция проектирования не только векторов, но и тензоров 

.любого порядка. 
Пусть мноrолинеttная функция t:p (х, у, ... w) обращается в 

. нуль, если вектор х перпендикуnярен к некоторой пnоскости 

Е.,.; мы будем говорить, что фун1<ция принадnежит своим пер-

вым аргументом к этой плоскости. Если ер (х, у, ... w) не 
принадлежит аргументом х к плоскости Е , то из нее . т 

можно получить новую мноr·олинейную функцию, которая будет 

_уже обладать этим свойством: для этого достаточно вместо х 

вставить Е(х), где Е - векторфункция, проектирующая на 
п,rоскuсть Ет. 

Соответствующую терминологию будем употреблять в ртно­
шении к тензорам: если 

а и"'= О. 
а1 а; .. ,. а,11 

всякий раз, как вектор u перпендикулярен к Е,,,, будем гово· 

рить, что тензор а"1 ••• а,,. принадлежит своим первым индексом 

к плоскости Е , что он лежит этим индексом в Е Если тен-
т т• 

зор всеми своими .индексами принадлежит к некоторой плоско­

сти, мы будем говорить просто, что он в э т о й пл о с к о с т и 
л еж и т, что эта плоскость является его об па с ть ю с у щ е­

·<: Тв о ван и я. 
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Каждый тензор можно спроектировать относитедьно любого 
индекса на заданную плоскость, например 

где g~ - фундаментальный тензор ::1той плоскости. Пользуясь 
фундаментальным тензором плоскости, мы можем разложип, 
каждыfl тензор на такие ст~гаемые, что у каждого из них ин­

дексы бу]!.ут принадлежать двум взаимно-дополнительным плос-

костям. Наприме'р, если ga/3 и g"fJ - фундаментальные тензоры 
ш1ух взаимно-дополнительных пучков Еш и Е., ,,., то 

ll = gn (lт U = (-gп + 
-,р а Sp п, · " 

~1" -g, И .J O 
Ьа {1 ,,, ,- g ;' 

Первое слагаемое лежит в Е111 , второе принадлежит первыN 
индексом к Ет, вторым к Е11_т, третье наоборот, наконен, 

четвертое лежит в En-m. Тензор m·ro порядка дает в общем 

случае 2"' таких слагаемых . 
6. Как еди1шчнан, так и проектирующая векторфунющи 

являются и де м поте н т н ы ми, т. е. они удовлетворяют 'урав­
нению вида 

(29,8) х2 х. 

Обратно, если не единичная симметрическая векторфункция 
удовлетворяет уравнению (29,8), то она. проектирующая. В са­
мом деле, ее приведенный характеристический полином имеет 

вид 

1J!(i.) i.1). - 1). 

Следовательно, эта векторфункцин простого типа и имеет 
~арактеристические числа, равные О и 1. Так как она, кроме 
того, симметрическая, то у нее можно выд~лить n взаимно-пер­
пендикулярных главных направлений. Таким образом, мы прихо­
дим к следующей теореме: 

Теорем а 4. Линейная не едини1tная ве,сторфую,:ция тогда 
и только тогда является ортогонально прое,стирующей, если 
()Нд cu.м.Jtempuчec,caя. идемпотентная фунмция. 
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Формула (29,8) дает следующие соотношения дл~ фундамен­
тального тензора плоскости 

аналогичные соотношениям для фундаментального тензора про­

странства. 

Задач.а б. В трехмерном пространстве с фундаментальным тен-­
зором: 

2, О, 

ga/J: О, 1, О 

1, о, 

задана векторфункция А матрицей смешанных составляющих: 

2 !' 
"з" ' -з· о :1 

;: 
il 

а fril = 1 1 2 1-- 0
11 · а:, i1 В 

I ;) ' ,. 

~ 11 

! l 

:1-з· -3 ' 

Покаэаiь, что А проектирующая векторфункция и оnредел ить­
об.1асть ее существования. 

Ответ. Область существования определяется уравнением 

Х1 +х:.1= О. 

7. Антисимметр'ическая вектор функция. Резуль­
таты, полученные нами в разделах 7-9 § 23, дают следующие· 
основные свойства антисимметрическоrо тензора в метрическом 
пространстве: 

1) Антисимметрическая векторфункция - простого типа;· 
ее характеристические числа или равны нулю или чисто мни.мы;. 

ненулевые главные направления изотропны. 

2) У антисимметрическоzо тензора ранга = r .можно вы­

делить ..;- инвариантных двумерных плоскостей, взаимно-пер­
пенди"улярю,tх и перпендикулярных к нулевой области тензора. 
Выделяя п взар..мно-перпендикулярних ортов, лежащих в ин-

-·----- --· § 29._ ТЕНЗОР 2-ro ПОРЯДКА 381 

.,вариантнwс плоскостях и нулевой области, мы .можем пред­

.-ставить антиси.мметрический тензор в следующем виде: 

·(29, 9) а R=a1 (i iR-i{Jia)+a.2(i ifJ-ifJia)+ ... + 
а" la 2" 1 2 За 4 3 4 

+ar(iaip-i/Jia), 
2 r-1 r т-1 r 

Принимая во внимание последнюю формулу, можно охарак· 
·теризовать воздействие антисимметрическоА линейной· вектор­
,функции на преобразуемый ею вектор следующим образом: 
проекщtю этого вектора в нулевой области она превращает в 
нуль, а проекции на инварианrные двумерные плоскости она 
!Поворачивает в этих плоскостях на прямой угол, умножая их на 

.коэффициенты а1, а,, : . . а ,. . 
2 

8. Каждая линейная векторфункция может быть разложена 
,на симметрическую и антисимметрическую части 

1 1 А= 2 (А+ Ас) + 2 (А-Ас), ao./J a<afl) + alaPJ. 

Тензор a[a/JJ называется вихрем векторфункции А. В трех· 
.мерном пространстве вихрь векторфункции можно от.ождествить 
,~ вектором при помощи дискриминантного тензора. Вихрем ли· 
. .нейной векторфуню.i.и.r, соответствующей тензору aafJ• назы· 

вается вектор w, определяемый равенством 

·(29, 1 О) 

:или, более подробно, 

,{29,11) 

w<2>= )- (а13 - а81), w<3
> = J-. ( й21-й12)· 

r g · r g 

При помощи вектора вихря линеf;!ная а н т и с и м м е т р и­
•ч е с к а я векторфункция может быть представлена в следую· 

:щем виде: 

,(29,12) 
1 

у= 2 [wx]. 

В самом деле, 

. = .:!... " " = _ .!.. е е",,.. " = .!.. ьµ• а хт == а х" у (Z 2 8aa-r: w х 2 ao-r: х а,.. 2 ат ,.,.. .... • 



_____ л_11_rЕ_·в __ Р,._л _____ ТЕНЗОРОВ В МЕТl'ИЧ. ПРОСТРАНСТВЕ ЕВКЛИДА 

В двумерном пространстве вихрь линеl!ной векторфунющи 
может быrь отождествлен со скаляром: 

(29.'13) ш 1/' а 1 (а ) , - а,: = у g" 21 - а12 • 

9. Вектор фу _н к ц и я вращения. Вращениями (соб­
ственными и несобственными) мы назвали выше такие однород· 
ные линеАные преобразования, которые не изменяют квадратич­
ную форму, лежащую в основе мероопределения пространства .. 
Принимая во внимание результат исследования, данного в § 22, 
можем формулировать следующие основные свойства рассматри· 
ваемой векторфункции: 

1) Векторфующuя вращения D удовлетворяет уравнению· 

(29,14) DDC = Е. 

2) Ве1Сmорфун1Сцuя вращения простого типа; ее хараюпе­
рuстuческuе числа по .модулю равны единице; главные напра­
вления, соответствующие iсомпле1.сны.1t 1Сорням, изотропны. 

3) Если ве1Сmорфуюсцuя вращения имеет хара1Стеристи­
ч.ес1..ие числа = ± 1, то и.н соответствуют 2 взаи.нн.о-перпен­
дu,сулярных главных, области Е и Е . В плос1Состu оnтого-

Р q ' l' 
нально!i 1С ЕР и Eq, .~южно выделить ряд взаимн.о-перпендu1.у-
лярных инвариантных двужерных плос1.остей, соответствующих 
1Сом11ле1Ссны и: хараюперистuчес1.u1,t числам. Выделяя в этих 
инвариантных плос1.остях и главных областях п взаимно­
перпендu1.улярных прямых, .мы получ.u.i 1.оордuнатную систему .. _ 
в которой матрица векторфун.1.циu имеет следующий вид: 

cos а1 siп а 1 

(29,15) 
cos а,,, sin а,,. 

-sin ащ COS ат 

1· 

'1 
11 
!: ,, 

!i 
!j 
li 

ЕР 11 

Еч,\ 
Векторфункция вращения преобразует каждый нектор nро-­

странства следующим образом: проекцию его в область с ха.рак­
теристическим числом -= 1 оставляет без изменения, проекцию, 

§ _ 29. ТЕНЗОР 2 .. ~О '.:._~~~~,\----- _ ______ __ _______ R_f:1_3 

в область с характеристическим числом = заменяет прямо 
противоположным вектором; проекци,и на инвариантные двумер­
ные плоскости поворачивает соответственно на углы а1, 

а2, ... ат. Применяя теорему Hermite1a; получаем форм ул У С а у I е у:. 
• если у векторфункции вращения D нет характеристических чи· 
сел, равных - 1, то 

(29,16) 
Е+А D= ---А-; 
Е-

если же у нее нет характеристических чисел, равных· 1, то 

(29,17) 
D= А+Е_ 

А-Е 

где А - антисимметрическая линейная векторфункция. • . 
к несобственным вращениям принадJ1ежат зеркальные отраже-· 

ния относительно rиnерплоскостеЯ. Обозначим векторфункцию, 
проектиру10щую на ту пло:_кость, относительно которой про­
исходит отражение, через Е, функцию, проектирующую= на пря­
мую, перпендикулярную к этой гиперплоскости, через Е. Тогда 
векторфункция D зеркального отражения выразится следующим 

образом. 

(29, 18) D = Е-2Е = 2Е-Е =Е-Ё. 

Пример. Рассмотр•1м вращение в трехм~рном пространстве. Пусть 
оно задается ортогональной матрицей \ a;.t:I (система коорцинат пред­
полаrаетск прямоугольной декартовuй). Требуется определить угол по-
·ворота и ось вращения. 

Если а - угол поворота, то хэрактеJ)истич( ские числа рассматр!i· 
, IQ -lCI П 

ваемо11 векторфунк11и11 rавны 1, е , е . оэтому 

2cos (: = а11 + а12 + Gзэ - 1. 

Ось вращения пусть определяется направляющими· косинусамй Х1г 
х2 , х8 • Так как эrо - кнвариантное направление, соответствующее харак-
теристическому числу 1, то 

т. е. 

(а11 - 1) Х 1 + а12 х, + fl1 а Хз = О; 
а21 х1 + (.i~2 - !) х, а, 3 х 3 = О, 
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Задача 7. Пользуясь обаэначениями, введенными в рассмотренном 
:выше примере, доказать соотношения 

\ 

4 cos1 r; = 1 + а11 + а111 + ааа ' 
4х 2 s1·n~ 2- 1 + 1 2 а11 - а2з - ааа , 

,2·2а 1 + ..,х2 sin 2 = - а11 а22 - а33 , 

а · 2 а + 4х3 sin 2 = 1 - а11 - а22 а33 , 

Задача 8. Если векторфункция вращения симметрическая, то ееха-
1>актеристические числа равны ± 1; если она антисимметрическая, то 
характеристические числа = ± i. В обоих случаях .она - простоrо ти­
,.па, даже если она и не веще, твенна. 

Если в формуле (29, 18) за Е принят~ векторфункцию, проектиру­
ющую на т-мерную плоскость Ет, то D определяет зеркальное отра­
.жение отно~итепьно Ет· D прин11длежит к собственным или несобствен­
ным вращениям, смотря по тому, четным или нечетным является 

,чис,10 (п - т). ' 

§ 30. Мультивекторы. 

1. В § 26 мы изучали основные свойства мультиве1<торов 
·в аффинном пространстве. Здесь мы остановимся на тех вопро· 
сах, которые возникают о rносиrельно мультивекторов в связи 

с введением метрических понятий. 
Прежде всего отметим, что, согласно терминологии, введен­

ной в § 29, мультив1сктор принадлежит той плоскости Ет, в ко­
торой лежит его базис, т. е. какой бы вектор u, перпендику­
лярный к Ет, мы ни взяли, буде1,1 иметь соотношения: 

(30,1) 

2. В § 27 было введено пою1тие о модуле мультивектора 

I iJ i2 = U2 = ""1 и и"• . .. "т = _.!.._ и и"' ... "т. 
.:;;.. а, ... "т m! a, ... am 

(a. ... <>m) 

Модуль мультивектора равен объему того m-мерноrо napan· 
лелепипеда, который построен на векторах его базиса. В самом 
деле, если u, u, ... u - базис рассматриваемого m-вектора, то 

1 2 m 

IUl2 = G(u,u, . u). 
1 2 т 

§ 30. ЪIУЛЬТИВЕКТОРЫ 385 

Единичный мультивектор (т. е. равный по модулю единице) 
называется диск р им ин ан т н ы м те н а о р о~ той т-мерной 
плоскости Ет, в которой он лежит. Построить дискриминантный 
тензор плоскости очень просто: стоит только ~а его базис ваять 
т взаимно-перпендикулярных ортов: i, 1, ... , 1; получаем 

1 2 m 

(30,2) 8 = m \ i[ , , , i(I. ] , 
а, ... и.т la, тт . 

у становим связь ~ежду фундаментальным и дискриминантным 
тензором одного и т?rо же пучка. Имеем: 

~i i. ~ i 

. Таким 
(30,3) 

~ 1,и.11/1 '' ' ~ku.m k(Jm i . 

• .. • • • • • • ~ 1 

• • • • • • • • • 1 

~ i i = .. "5: а ifJ \ 
~ 11.и.т k ' ."'-/ 11. т1; т , 

е е = а, ... и.,,, fJ, ... Рт 

образом: _ _ 
4 8R д=m!g[1'1[fJ1ga{J' ,ga]{J] 
а, ... а,,. "' · · · ",п • • ш '" ' 

Условимся обозначать через g111 ••• ",., fJ, ••• fJr следующий тен­
зор, образованный из gafJ операцией альтерни~ования: 

(30,4) g- = 1·!g[ !fJ • • • ga 111 J (r< m). 
а, , .• ar fJ, • • , fJ" а, • r r , 

Формула (30,3) перепишется в следующем виде: 

(30,5) В а efJ fJ = ga, .. а fJ, .•• fJ • 
а1 ••• т 1 • • • т · nP ni 

Выведем формулу, выражающую результат контрактирования 

тензора -g . Для этого разложим определитель: 
а, ... а,., fJ, .• . fJ" 

g U1 '• • (11' -

fJ, . .. fJ" 

по элементам 1-й строки: 

g~·. g а, 
fJ" 

-- а g ar g fJ~ • • • fJ" 

- а,,,, а,. _ g"'g а,.,. а,. + 
g fJ, . · · Pr - fJ, fJ, · · · fJ" 

н 

.+ ~' (-l)lt-1-1 g- {Jak, g а, •. , а, , 
..,.. fJ, ... fJh-1 (J1t+1. ' . fJ,. 
k-2 

25 Ш1tрОRОЗ П. А. 
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Теперь контрактируем g а,·· · ar по индексам а и R • 
Р, ... /Jr 1 t'l· 

g а а, , .. ",· = т ;; а, , • , "г - (r - 1) g- "• ..• "r 
ap, ... pr Ь fi, ... pr {J, .•• p• 

r 
т. е. 

(30,6) 
а tla ••• rlr 

g а Р,. •. Pr (т r + 1) g ,,, ... "r • 
/З, .•. Р,. 

Применяя последовательно эту формулу,· находим: 
g а, .•. бkа' •• . ar-k 

а1 •. ~ nkfЗ1. • .• /Jr-k. -

(т r ..L k) ! - а, • •. а _ · g r-k 
(m r)! p, ..• /Jr-k' 

Учитывая соотношение (30,5), получаем формулу: 
"'• · · · "k а,·· · "т-k . . -

а, ... "'k Р, . .. Pm-k -:-
(30,8) 

= k'[/'',, "т-k 
' /J, · · · Pm-k ' 

аналогичную (28, 11) для дискриминантноrо тензора пространства. 
Между прочим, полагая в (30,8) k = т -1, получаем выражение 
фундаментального тензора плоскости через ее дискриминантныв 
тензор 

(30,9) :g- а _ 1 а,, , , "m-1 а 
---· ---··· . fJ (m-1)! а,··· "т-1Р' 

Обратную задачу определения дискриминантноrо тензора плос­
кости по ее фундаментальному тензору решают формулы (30,3). 

Задач.а 1. Показать, что тензор ia, ... nr Р, ... Pr' определяемы!\ 
соотношением (30,4), равен нулю, если r > т. ' 

Зада1tа 2. Польз.>:,ясь формулами (30,3), определить дискримииант­
ный тензор двумернои плоскости, фундаментальный теиэор которой да11 
в задаче 6, § 29. 

Ответ: 

1 1 
Е12 = О, EJa = .± }'З , Bu == + }'З. 

3. Покажем, ч го дискриминантн.ый. тензор плоскости играет 
ту же самую роль .а геометрии этой плоскости, какую дискри· 
минантный тензор пространства в полном пространстве. Возьмем 
в плоскости Ет, определяемой дискриминантным тензором в 

а,а, .. , "tn• 
т векторов v,v, ... v и образуем произведение: 

1 2 m 

(30, 1 О) 

' 
1 

Z:_t)• .. 

1 
1 

§ 30. МУЛЬТИВЕКТОРЫ 88, 

Возвышая rp в квадрат) подучим: 

т2 - " 8 Va' Va vP, vflm -т _., /J fJ ••• "' • • • -
tl1 • , • atn i • • • т 1 т 1 т 

• Vum v13• • •• vil,,, = 0 (V, V. v). 
m 1 т 1 2 т 

• Таким образом, произведение ер= •а, ... ат va, .•• vат равно 
1 m 

± объему параллелепипеда, построенного на векторах v,v, ... v, 
1 2 т 

т. е. является скал яр н ы м знак опере мен н ы м пр о из в е· 

де ни ем векторов v, ... v с точки зрения геометрии ·плоскости 
1 т 

Е,,., как самостоятельного т-мерного пространства. Знак скаляр· 
ноrо произведения (30,10) зависит как от порядка векторов 
v, ... v, так и от порядка, в котором выбраны орты базис.а 
1 m 
i,i, ... i дискриминантноrо тензора. Таким образом, мы можем 
1 2 т 

говорить о положительных и отрицательных системах векторов 

в Е,,. от н о с и т ел ь н о з ад а н н о r о баз и с а . этой плос­
кости. 

При помощи тензора га, . .. "tn можно построить в Е,,, векторное 

произведение ( т-1.; векторов. 
Образуем вектор 

(30,10) у - в v"' 
r;. - <i r,t.i • • • nm-1 1 

Vam-1 . . 
m-1 

Эrа векторфункция обладает следующими свойствами~ 

1) у л еж и т в Е,,, ; 
2) у перпендику;1ярен к v, v, ... v; 

1 2 m--1 

3) система векторов у, v, v, ... v положительная; 
1 2 m-1 

4) у по модулю равен объему п.араллелепипеда, 
по строенного н а v, v) ... v. 

1 2 m-t 

Первое из укааанных свойств есть следствие (30, 1 ); 
остальные доказываются так же, ка1с были установлены аналоr'ич· 
ные свойства д.~я векторного произведения (п - 1) вектороs 
в § 28. 

*25 
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4. Имея дискриминантный тензор s01 ••• "т плоскости Ет, 

можно очень просто построить единичный мультивектор допол­

нительного пучка En-m· Покажем, что тензор 

(30,11) 

• 
1 

= т~ 
е"' ... nт 

· · · аn-т "1 · .. ·ат 

является дискриминантным тензором для плоскости Еп-т· . 
Выберем п взаимно-перпендикулярных ортов f 1J1 ••• 1 ( обра-

1 2 п 

зующих положительную систему), из которых последние т лежаr 
в Е,п; пусть 

Тогда 

i i 
п"n-тп'1 

. i 
1"m 

i 
"т п . 

i,.,, 
n-m+1 

i, 
п т I 

Разлагая определитель n-ro порядка) стоящий в этой сумме 
по :минорам, заключающим элементы первых (n - т) сто,1бцов, 
получаем: 

Ва1 ... "п-т 

т. е., действительно, ва, ... «п-т является дискриминантным тен· 

зором плоскости Еп-т. Чтобы выразить обратно е. 
а1. •. а,п 

М)'ЛЬТИВЕКТОРЫ 389 

чер~з е"1 ••• ''п-т , умножим соотношение (30, 11) внутренне 

на /1 · · · fJт "' · · · "п-т; получаем: 
€fJ, · · · f!m "• · · · "п-·т ~ _ 

а,.·· t<n-m 

· · · Рт,,,· · · "n-т € е'• · · · "т = 
а~ · · · {1п-111 <11 • • • :т 

= (- l)m(n-m)(n - m,! t/1 ... Рт 8•, · •• •т = 
т! •, · · · •т 

l)m(n-m) (п-т)! 8 fJ, .. ·Рт, 

Таким образом, получаем две взаимных формулы: 

(30,11) 

(30,12) 

1 )
m (n -m) 1 -,, · · · •п-т =- ---в е . 

( (n m) ! а, · · · ат••· · · •п-т 

Отметим,что формула (30,12) является следствием 
(30,11) и в том случае, когда тензоры sa, ... a,,. и 

s не являются мульт ивекторами, а вообще 
а, ... йп-т 
ан тис им метрическим и тензор а ми. 

5. В § 26 мы определяли при помощи мультивекторов сте­
пень параллельности плоскостей. В метрическом пространстве 
можно поставить ана11оrичную задачу относительно степени 
пер пен ди ку ля р но с ти многомерных пучков. 

Остановимся снача11а на определении этого нового понятия .. 
Рассмотрим две плоскости Е, и Eg (р-<,. q). Если в ЕР суще· 
ствует s н.езависимых направлений, перпена.икулярных к Eq, то 
будем rоворцть, чrо степень перпендикулярности этих плоско-

стей равна .!. Если s = р, то все направления, лежащие в Е,, 
р 

перпендикулярны к Eq и обратно. В этом случае говорят, что 
пучки пол и о ст ь ю в а а им и о-пер пен дик ул я Р н 1:1 (или 
просrо взаимно-перпендикулярны). 

Пусть Е задана базисом u, u, ... u, Е,;--базисом v, v, •.. v. 
р 12 р 12 q 
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Условие перпендикулярности векторах = ;, u + ;, u + + · 
1 l ·2 

2 
•, • !._р U 

к Eq эапишется системоR уравнений: " 

v х = л1 v u + ).2 v u + . . . + л v п = о 
1 11 12 plp 1 

v х = л1 v u + л2 v u + ... + л v u = о, 
2 21 22 р2р 
' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . " ~ . . . . . . . . . . 
v х = л1 v u + ).2 v u + ... + лР v u = о. 
q ql q2 qp 

Ес.1И ранг матрицы 

vu, vu / 
1 1 1 р i 

(30,13) . . 1 

vu, 
. . 1 

vu [! 
i q 1 q р I 

равен r, то в ЕР существует s =Р- r независимых прямык, 
перпендикулярных к Е,г Степень перпендикулярности равна, 

б p-r 
таким о разом, -Р-. От&fетим, что система уравнениit 

µ1uv+µ 2 uv+ ... +µ,uv=O 11 1 2 lq I 

µ1 U V + µ2 U V + ... + µq U V= 0 
2 1 2 2 2q. ' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

µ1 U V + µ2 U V + . , . +µq U V= 0 
pl р2 pq 

имеет тоrда q-r независимых решений, т. е. в Е имеется q-r 
независимых направлений, перпендикулярных к Е 1 Таким обра· 
зом, есди · Р < q, то в Eq всегда существуют пря~ые перпенди· 
кулярные к ЕР. ' 

Так ка к р - r + q - r б должно ыть < п, то полная перпеи-
дикупя рность (r = О) может быть только 'В том . случае, еспк 

Р+q..;;;;п. 

В § 26 мы видели, что ранг матрицы (30,13) оценивается 
при помощи выражениit вида: 
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еде Ua., ... ар и Va, .•. "q-мультивекторы, определяющие плоскости. 

ЕР и Е,: Совершенно так же, как в § 26, можно доказать тео­
рему: 

Теорема 1. Плос,сости Ev и Eq (p..;;;;q) тогда и только 
s 

тоzда --перпенди,сулярны, если 
р 

(30,14) U vP, .•. Pq--h. •, ... "k = 
а,· ' · "p-h •, ' ' • 0 k 

{ * 0 ДiIЯ k = р - S, 

= = О для k = р - s + 1. 

Как частный случай, отметим, что условие полной перпенди-
1.улярности выражается уравнением: 

(30,15) и vP, · · · 11,·-la = 0 . 
а1 ••• ap-Ia 

Задаttа 3. В четырехмерном пространстве заданы: . 
1) две двумерных п11оскости их базисами: u(l,0.-1,0), u(0,1,1,0); 

. 1 2 

v(0,4,2,1), v(l,3,3,1); 
1 2 

2) трехмерная п11оскость и двумерная уравнениями: 

а) Х1 -Х2 = О, 

Ь) Х1 + Х2 -Х,1 = 0, Х2 + 2Ха-Х4 = Q. 

Система координат прямоугольная. Определить степень перпендику­
лярности этих плоскостей. 

Ответ: 1) 1/2-перпендикулярны, 2) о-перпендикулярны. 
8aдarta 4. Для того, чтобы степень перпендикулярности плоскостей 

двух. m-векторов U и V бы:ла отлична· от нуля, необходимо и доста­
точно, чтобы их скалярное произведение UV было равно нулю. 

3aдarta 5. П.11оскость Er задана базисом u,u, .•. u, плоскость Е,-си-
1 2 !' · 

стеwой уравнений 

ах = О, ах = о, ... ах = О. 
1 2 n-s 

Определить степень их перпендикулярности. 
Ответ. Обозначим раиr системы векторов u, u, ... u, а ... а через f. 

1 2 r 1 n-s 
п+r-s-o 

При r .s;;; s степень перпендикулярности ·ра~на --. ,--; еспи r > s, 
n-Q 

то степень перпендикулярности равна -
5
- • 

8aдarta б. Даны две плоскости Е" и Е, (r < s). Строим плоскость 
En-s• дополнительную к Е8 (т. е. полностью _к ней перпендикулярную). 

t 
Если степень перпендику.11ярности плоскостей Er и Е, равна r' то cre-
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t • пень параллельности Er и Еn-в равна (если r-< п - s) или -r n-s 
(если r>n-s). 

6. В качестве примера, иллюстрирующего изложенное выше, 
изучим антисимметрический тензор 2-го порядка в четырехмер· 
ном пространстве. 

Возьмем антисимметрический тензор aafJ и построим новый 

антисимыетрический тензор: 

(30,16) 

На основании замечания, сделанного в конце раздела 4, 
связь между aafJ и аар взаимная: 

(30,17) ааР = + Ba{Jy~ ar~. 
Более подробно соотношения (30,16) и (30, 17) перепишутся 

так: 

G14 = Vg а33, 024 = Vg а31, аз, = Vi а12, ll2з = Vi а14, 
lls1 = Vi а2"', ll12= Vg а34, 

а1, = Via2з, а2, = Vg аз1, аи= Vi а12, а2а = Vi ан, 
а s1 = Vi а2"', а12 = Vi аз,. 

Тензоры aafJ и ааР будем называть взаимно дуальным и. 
Мы знаем, что каждый антисимметрическиА тензор может быть 
разложен на сумму бивекторов. Пусть 

а fJ = а1 (i i я - i я i \ + а2 ( i i я - ifJ i ) 
а I а 2" I" 2а) 3 а 4" 8 4 а • 

Будем считать, что орты i, 1, 1, 1 образуют положительную 
1 2 3 4 

систему. Обозначая дискриминантные тензоры инвариантных 
двумерных плоскос1ей через 

вfJ=i i,.-i i и вр=i iR-i8 i, а 1 •;."' 1 {J 2а . а За 4" II'- ,а 

имеем 

' }.· .. 1 :,, 

1 

§ 30. МУЛЬТИВЕКТОРЫ 
·-- ---·-----~··-

Та~.им образом, получаем два _уравнения: 

(30,18) 
aa{J = al ёа{J + а2 Вар 
aa{J = а2 е a{J а1 '\р; 

из которых можно определить а1, а2, в"11 и eafJ. 

и вычитая, получаем 

(30,19) 

а"р + (la{J = (а1 + а2) (;a{J + Вар), 
aa{J - а a/J = ( al а2) (ё a{J - =;ар)· 

1 a{J -- a{J 
=y(aafJ а -aafJa ). 

8915 

Ск:1адывая 

Вычислив а1 и а2, мы можем из уравнений (30, 18) опре­

делить в afJ и е afJ. Получаем: 

(30,20) 

Если а1 * ± а11, мы получаем для BafJ и BalJ определенные 
значения (с точностью до знака), т. е. инвариантные двумерные 
плоскости тензора определяются однозначно. Если же а1 = ± а2, 
то выбор инвариантных плоскостей заключает в себе неопреде· 
пенность: в этом случае у тензора имеется пара равных характе­
ристических чисел. Как показывают формулы (30,20), случай 
неопределенносrи в выборе инвариантных плоскостей имеет место 
тогда и только тогда, если составляющие тензора удовлетворяют 

соотношению: 

(30,21) аа/1 = ± aa/J• 

Зада~tа 7. Вывести из формул (80,19), что антисимметричеС!fИА 
тензор aafJ тогда и только тогда является бивектором, если arrperaт 

Pfaff'a 

равен нулю. 
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Задача 8. Доказать соотношение: 

а О Q R = - al а2 g R ' 
а а,., at,1 

Если ранг тензора аар равен 4 и если обозначить линейные вектор­
функции, соответствующие тензорам аар и аар. через А и А, то 

- -1 
А =-U1CtiA 

Задача 9. 1 Пусть аар - антисимметрический тензор в четырех-

мерном пространстве, аар - дуальный ему тензор. Показать, что тензор 

а • . - -. 
тар = ааа р-аа,а р 

,симметрический и что его можно выразить следующим образом: 

тар = (as2 - а1~) (g ар - g ар), 
rде g аР и gap - фундаментальные тензоры инвариантных плоскостей 
'Тензора аар• определяемых в формулах (30, 18) дискриминантными тен-

зорами вар и ~ар. Тензор тар имеет 2 двумерных главных 0бласт1t 
,с характеристическими числами ± (а19 - а19); эти главные области опре­

деляются фундаментальными тензорами g.,p и gap· 

7. В качестве второго примера рассмотрим векторфункцию. 
вращения в четырехмерном пространстве. Как мы знаем, выбором 
fiрямоу1·ольной координатной системы мы можем привести матрицу 

<:оставляющих dik э гой векторфункции к следующему виду: 

cosa1 sina1 
-·sina1 cosa1 

-sina11 cosa2 

' 

Обозначим орты этой прямоугольной системы координат че- -
рез 1, 1, 1, 1 (предполагаем, что это - положительная система). 

1 2 3 4 

Выражаем составляющие daP в любой координатной системе: 

daR = cosa1 (i (, + i Ц + sina1(i iR - iRi) + 
" !а!,, 2а2" la2" 1"2а 

+ cosa2 ( i i R + i i R) + sina2 (i ifJ - i R i ) 
3 аз" 4 а 4" За 4 а" 4 а , 

1 Содержание этой задачи заимствовано ив работы G. R а i­
п i с h. Electrodynamics iп the General Relativity Theory. (Trans. Amer, 
Math. Soc., V. 27, 1925, стр. 106-136). 

1 
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Вводя фундаментальные и· дискриминантные тензоры инва­

риантных плоскостей {i, i} и {i, i}. 
1 2 3 4 • 

получаем 

(30,22) daP = cosa1 gap + sina1ea/i + cosa2 ga,'l + sina2 eщ, 
Рассмотрим s.нтисимметрический тензор ааР = d[aPJ; имеем: 

(30,23} 

Теперь можно применить формулы (30, 19) и (30,20). f lолучаем 

(30,24) 
( · + , )2 1 ( a{l + -ар) S1Па1 S!Па2 ::::::::: 2 aa{la aa{la , 

sina1aap - sina2aap 

sin9a1 - sinia1 
8 а,'1 = 

sit1a1ii4p :__ sina1aap 

sin9a1 - sin2a1 

Т;~ким образом, определены синусы углов а1 , а2 и дискрими­
нантные тензоры инвариантных плоскостей. 

Для вычисления углов а1 , а2 необходимо, кроме синусов, 
определить из (30,22) их косинусы. Имеем: 

1 - аа - Р 1 =с1а =р 
cosa1 = 2 dap в 8 а, cosa2 =2 daP 8 8 а' 

Отметим, что выбор знака у углов __ а1, ~ 11 связан с выбором 

знака у дискриминантных тензоров вар, вар. 

Задача 10. Рассмотрим симметричес1,ую векторфункцию Сар= d(aPJ· 
Показать, что она имеет две главных области, совпадающих с инвари­
антными плоскостями тензора dapi этим главным областям соответствуют 
характеристические числа cos а1 и cos а1• 

Задача 11. Применить аналогичный прием исследования к вектор­

функцки вращевня в трехмерном пространстве. Если аар = d[aPJ• а-угол 
поворота, еар-дискриминантный тензор инвариантной плоскости, то 

, 2 1 ар 1 
sш а= -2· аар а , Вар= sin а aaiJ• 
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§ 31. Применение алгебры тензоров к решению некоторых 
задач аналитической геометрии метрического пространства, 

1. Определить фундамен.тальн.ы.й тен.зор т-лtерн.ой плос-
1(ости, если .он.а задана своим базисом v, v, . . . v или cucme-

1 2 . т 
мой уравнений: 

ах= О, ах = О, ••. ах О. 
1 2 n-m 

Рассмотрим сначала тот случай, когда плоскость Е,.. задана 

базисом v, v, ... v. Построим в Е,,. взаимную систему векто-
1 2 . т . 

1 2 т 

ров v, v, ... v, удовлетворяющих уравнениям 
! i 
vv = дk , (i, k = 1; ... ni). 

k 

Каждый вектор, принамежащнй плоскости Е,,.., может быть 
j 

разложен по векторам v или v следующим образом 
i 

1 2 т 1 ·~ m 
Х = XV·V + XV•V + ... + XV·V = XV•V + XV•V +.,. + XV·V. 

1 2 т 1 2 m 

Применяя вторую из этих формул к векторам v, v ... v, 
1 2 т 

получаем: 
1 2 т 

v = v2 
• v + vv · v + ... + v v · v, 

1 1 12 lm 
1 2 т 

v = vv . v + v2 
• v + ... + v v · v, 

(31, 1) 
2 21 2 2m 

1 2 т 

V = VV • V + VV• V + ... + v2, V, 
т т 1 m2 т 

1 2 'm 

откуАа выводим выражения мя v, v, ... v: 

(31,2) 
k 
У= 1 

Q(v, ... v) 
1 т 

уа ... У ... У v 
1 1 lm 

уу ... v ... уу 
21 2 2m 

VY ... У ... уа 
. т 1 . т m 

, (k = 1, .. т) 

' 
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Имея в плоскости Е,,, две взаимных системы, нетрудно по· 

строить ее фундаментальный тензор. Рассмотрим тензор 

(31,3) 
т k 

gfJ =~v v а ,,:;,.. а fJ• 
1!=1 k 

Он определяет линейную векторфункцию, котор;;.н любой 
вектор, перпендикулярный к Е,,., превращает в нуль, а вектор, 

лежащи~ в Ет, оставляет без изменения. Следовательно, фор­
мула (31,3) опреде;1яет фундамент~льный. тензор плоскости 

1 

Е,,.. Подставляя выражения для У и v из формул(31,1) и (31,2), 
i 

получаем: 

tЗl,4) gafJ = 

У2 ••• УУ vfJ 
1 1 m 1 

(315) 1 
gafJ=- Q (У, ... у) 

1,l т VY ... Y2iifJ 
ml m т 
v ... v о 
la та 

Вторая из этих формул более громоздка, но зато удобна для 
вычислений, так как для ее применения не надо первоначально 

i 
находить векторы У взаимноА системы. 

Фундаментальный тензор плоскости Е,,_,,,1 дополнительной к 

Е,,., выразится следующим образом: 

(31,6) 

(31, 7) 

k i k 
-g -g -~'V 'V =g -~VV•'V'V 

afJ - o.fJ ,,:;,.. k а /1 afJ ""'- i k а fJ ' 

1 
а (v, .•. v) 

1 т 

! у2 •• , V У 'VfJ 
1 1 1 т 1 
i ••••• 

YY ••. v2 vfJ 
ml т т 

'V а ' • ' 'V а g ai! 
1 т 
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Рассмотрим теперь случай, когда плоскость Е,п задаю, систе­
мой уравнений: 

ах= О, ах= О, ..• ах= О, (r = п - т). 
l ' 2 т 

Так как векторы а, а, . . . а лежат в дополнительном пучке 
1 2 r 

E,._m, то тензор gafJ' согласно форму.'!е (31,7), выразится сле­
дующим образом: 

а' ... аа afJ 
1 r l 

1 . 
(31,8) Сар а (а, ..• а) 

1 r аа ... а2 afJ 
7' 1 r r 

аа .. . а g {J 
1 та а 

Эада~,а 1. Фую1.амента11ьный тензор плоскости (е, е, ... е) выра-

жается следующей формулой 
а1 а1 ат 

ga а · • • ga а g п 1 , 1 ,п а,,, 

1 

ga о ... ga а I g"" ... gaa о m 1 1п tn :1. m 

Задача 2. Вывести формулу {81,5) для фундаментального тензора 
пользуясь соотношением {ЗО,9) между фундамента11ьным и дискрими: 
нантным тензорами п11оскости. 

2. Определить угол между прямой и плоскостью. 

Углом между прямой и плоскост1:.ю называется угол между, 
этой прямой и ее проекцией на плоскость. Пусть направление 
прямой задается вектором u, плоскость Ет - базисом v,v, .. v. 

1 2 '" 
Обозначая проекцию вектора u на Ет через u', имеем 

. 
•·· ... ·· ' ;tJ 
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Обозначая через ер искомый угол между u и Ет, получаем: 

I v2 ••• v v vu 
1 т 1 

2 1 1 1 cos ер = -., uu = - ---,,-=-----u- u G (v, ... v) 2 · 
(31,9) 

1 т vv ... V vu 
ml т т 

uv ... uv о 
или 1 m 

G (U, v, v, ... v) 

(31,10) sin2 Jf> = --;с--::--1_2 __ т, 
u2G (v, ... v) 

1 т 

Рассмотрим теперь случай, когда плоскость Е,,. задана си-
стемой уравнений: 

ах=О, 
1 

ах= О, ... ах= о, (r =n-m). 
2 r 

Пользуясь формулой (31,8), получаем: 
G (u, а, а, ... а) 

(31, 11) 
1 2 · r cos2 rp = 

u2G (а, ... а) 
1 r 

Задача 3. В четырехмерном пространстве угол между вектором u и:: 
двумерной плоскостью, определяемой бивектором vtk• вычисляется в nря-­
моуrо11ьной системе координат по формуле: 

sin'q, = ~ 1 ~ 2 {(и1V2a+ti2v81+uav1,)2 + (и1v24 +и2v,1 +и,v11 )2 
и? vik 

(i,k) 

+ (U1Vз4 + U3V41 + U4V1з)~ + (U3V34 + UaV,a + t1,v.,)2} • 

З. Определить расстояние от точки до плоскости. 
Из точки Р, не лежащей на плоек :сти, можно опустить на:. 

нее только один перпендикуляр, кооорый является кратчайшим 
расстоянием от точки до плоскости (доказательство - совер-. 
шенно такое же, как для трехмерного пространства). Проводя из. 
какой-нибудь точки плоскости Е,.. в точку Р вектор u и проек· 
тируя его на плоскость, мы получим прямоугольный треуrоль- · 
ник, у которого гипотенузой является вектор u, одним из кате­

тов - проекция u' вектора u на Е.,,, другим катетом - пер­
пендикуляр из Р на Е,,.. Таким образом, расс1:ояние от точки до., 

плоскости выразится форму.,ой 

~2 = u 2 sin2 ер, • 
где q; - угол между вектором u и плоскостью Е"'. 
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Пусть точка Р задана вектором а, плоскость Е .. - уравне­
нием в параметрическом виде: 

X=b+A1V+ ... +;. v. 
1 1 "'.,. 

В данном спучае за вектор u можно принять а - Ь. Попь­
ауясь формулой (31, 1 О), получаем: 

-(31,12) 
G (а- Ь, V, ... V) 

б~ = ---,,.,---1 ~-т:.:..:_ 
а (v, ... v) 

1 m 

Если плоскость Ет задана системой уравнений 

ах= О, ах= О, .•. ах= О, (r = п- т1· 1 2 r ' 

·то, пользуясь формулой (31,11), получаем 

б2 = _ -=--:--1 __ 
а (а, ..• а) 

1 r 

а2 ••• аа 
1 1 r . . . . . 

. . . . . . 
аа ... а2 au 
r 1 r r 

ua ... ua О 
1 r 

В этой формуле u = а - Ь, rде Ь - некоторая точка на 
'Ш\ОСКОСtи Е . Учитывая ЧТО 

,n • ' 

аЬ = а., (i = 1, r) 
i I 

и вводя обозначения 

{31,13) 
аа- а;= С/\, 

имеем: 

а 2 ••• аа rp1 
1 1 r 

{31,14) д2 = _____ 1 __ 

• О (а, •.. а) 
1 r 

' . . . . .. 
. . . . . . 
аа ... а• rp,. 
r 1 r 

9'1 • • • 'Pr О 

1. . . 

' '"\l .. i11 4,' 
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Задач.а 4. Обозначим объем m-мерного параллелепипеда, построен­
ного на векторах v, v, ... v через V ,..; объем (т - 1 )-мерного основания 

1 2 m 
(параллелепипеда, построенного на v, , .. v ) . через V m-l; через h 

. 1 m-1 

обозначим высоту,- расстояние от точки v до плоскости основания. 
т 

Показать, что 

Ес.11и через v:i. обозначить объем m-мерноrо симплекса, через 
V~ _ 1 - объем его· (m -1 )-мерного основания, ч~ез h - соответствую­
щую ВЫСОТУ, ТО 

, 1 ' 
Vm=mhVm-1• 

Зада~а 5. НаАти зеркальное отражение вектора х относительно 
m-мерной плоскости, заданной: 1) базисом u, u, ... и, 2) системой урав-

. 1 2 т 

нений 
ах о, ах = о, ... ах= О, (r = п - m). 
1 2 r 

Ответ. Обозначая через · у искомое отражение, имеем: 

2 
у = - -=--,----

а (u, ... u) 
1 т 

х I -2 и ... u 
1 т 

ux u8 ••• u и 
1 1 1 lm 
! • • • 

I ux и u ... U8 

т ml т 

I х 
1 2 f ... : 

__ ;,.2--! ах а2 ••• аа 
Q (а, , • , а) · ' 1 1 1 r 

1 r I ~х. а~." . .' а; 
r r 1 r 

4. Определить кратч.айшее расстоя.ние .между дву)rlя плос-
«остя.ми. • 

Рассмотрим r-мерную плоскость Er и s-мерную Е"' ,(r < s). 
Если PQ - кратчайшее расстояние между ними tP лежит в 
Er, Q - в Es), то прямая PQ перпендикулярна к обеим ппоско· 
стям. В самом деле, кратчайшее расстояние от Р до Es является 
перпендикуляром к Es, кратчайш~е расстояние от Q до Е,. -

' должно быть перпендикулярно к Er. 
Рассмотрим сначаяа случай, когда ппоскости заданы уравне­

ниями в параметрическоА форме: 

х = а + ),1 u + A11U + ... + Aru, 
1 2 r 

У= Ь +P1V + PaV +. ·. + PsV, 
1 2 в 

26 Широков П. А .. 
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Если эти п,1оскосrи !!..... - параллельны, то в системе векто­
г 

ров u, u, ... u, v, v, . . . v имеется только т = r + s - р цезави-
11 2 r 1 2 s 

симых. Обозначим их через w, w, ... w. 
. 1 2 т 

Обозначим вектор кратчайшего расстояния х - у через z: 

z =х-у, 
модуль его - через б, вектор а - Ь - через с. Мы уже гово­
рили, что z должен, быть перпендикулярен к l;r и Е8, т. е. 

zw = О, (i 1,2, ... т). 
i . 

Так как 

(31,15) 

то векторы z - с, w, w, ... w зависимы, т. е. определитель. 
1 2 ... 

Gram'a O(z-c, w, ... w) равен нулю: 
1 т 

(31, 16) 

(z - с)2, (z - с) w, ... (z с) w 

w(z- с), 
1 

w2 
' 1 

w(z-c), ww, 
т т 1 

1 т 

ww 
Jm 

w2 
т 

Из соотношения (31, 15) выводим, что 

z (z -· с) = z2 - zc = О. 

=0. 

Следовательно, уравнение (31, 16) может быть переписано в 
следующем виде: 

• с2 - б2, -.cw, ... - cw 

-wc, 
1 

.-WC, 
т 

1 т 

w2 ..• 
1 

ww· 
lm 

ww,... w2 

т 1 т 

=0. 

·:1·.·.·· ... ·. 
' 

; ,! 

·'i< 

' :t 
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Отсюда получаем 

(31,17) 
G (с:, w, w, •• , w) 

~,э = ~,...._-=1~_2 __ ;,;.m;... 
G (W, w, ... w) 

1 2 т 

с =а-Ь. 
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Разберем, в качество примера несколько случаев применения 
этой формулы. 

Две двумерных плоскости: 

х = а l 1u + ).2u, 
1 2 

у 

Могут представиться следующие случаи: 

а) Плоскости 0-паралпельны, .векторы u, u, 
1 2 

v, v независимы: 
1 2 

G (С. u. u, v, V) 
б'- 121 2. 

- Gtu, u, v, v) 
1 2 1 2 

В трехмерном проотранстве этого случая представиться не 

может. 

В четырехмерном б = О: плоскости всегда в этом случае 
имеют одну общую точку. 

1 
Ь). Плоскости -

2 
-параллельны; пусть u, u, v-

1 2 t 

независимые векторы; тогда 

G(e, u, u, У) 
i,2 = 1 2 1 

a,u, u, v) 
1 2 1 

В трехмерном пространстве всегда б = О: плоскости пере­
секаются. 

с) Пл о с к о ст и поп но ст ь ю тт ар ал пел ъ н ы: v = au + 
1 ) 

+ {Ju, v =1u + бu. 
., 2 1 2 

G(e, u, u) 
1 2 

G(U, U) 
1 '.! 
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Рассмотрим теперь случай, коrда плоскости En.-r и En-s 
заааны системами уравнений: 

(31,18) 

(31,19) 

8X=a1···8X=ar, 
1 r 

.Ьх -:- {31, ••• Ьх = {3,. 
1 8 

Пусть r <; s. Если ранг системы векторов а, а, . . . а~ 
1 2 r 

Ь, Ь, .•. Ь равен Q, т. е. степень параллельности Еп.- r и En _ 
8 

1 2 11 
п Q . 

равна -=- , то в плоскостях {а, .•. а} и {Ь, ••• Ь} имеется 
n-s 1 r 1 в 

т = r + s- Q независимых общих векторов; обозначим их через 
с, с, ... с. Комбинируя меж.11у собою уравнения каждой .из 
1 2 m 
систем (31, 18) и (31, 19), мы можем выделит.ь иэ системы 
(31,18) т уравнений вида 

сх = а1, сх = а2, • • • сх = а,,,, 
1 2 т 

а в системе (31"19) т уравнений: 

сх ='t'1, сх = 't'2, ... сх = 't',,.; 
1 2 т 

а1 линейно составлены иа а1, а2 ••• а,., 't'i из {31, {32, ••• {3,. 
Пусть х -у - вектор кратчайшего расстояния ( точка х 

лежит в E,._r, точка у - в Е,,_.). Так как х - у перпендику­

лярен к Е,._,. и Е11_., то система векторов с, •.. с, х - у sa-

висимая, т. е. 

О(с, ... с, х 
1 т 

у)= 

Обозначая через 

1 "' 

с с, 
1 711 ?'~.у~ 1 

се, 
ml т 

с(х-у) 
т 

(х-у)с, ... (х-у) с, (х~у)2 

1· т 

1 

q,,-:- с(х -у)= а;- 't',-, 
• 1 

·1 /· 

., 

··.;.. 

·г1-' 

"jf 
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получаем 

откуда 

(31,20) 

сз ..• с с lfl1 
1 lm 

се ... с2 fРт == о, 
ml т 

lfl1 • · • lfim 62 

ь2= ____ 1 __ 
а (е, ... е) 

1 т 

с2 ••• с с ff1 
1 lm 
. . . . .. ' 

с с ... с11 rp",,. 
ml т 

',:Р1. '' q;,,. о 

Задача 6. Пользуясь формулой (81,20), опре.делить кратчаllwее рас­
стояние между двумя прямыми в трехмерном пространстве, заданными 
,11вумя системами уравяений: 

их = ai, их = а1, 
::: 2 

VX = f11, VX = JJ,. 
1 2 

Ответ. Если прямые ве параллельны, то 
DI . 

JI= • 

где 1 

U1 
1 

D 
U1 
2 

V1 
1 

V1 
2 

[[u uj [vv]]8 

1 2 1 2 

и. U3 al 
1 1 

U2 Ua as 
2 2 

Va 
1 

Va 
1 

f11 

Vg Va fls 
2 2 

EcJIИ ,же прямые параллельны, то 

uS 
62-- 1 

1 

' - (1 (U, U) uu 
1 2 2 1 

lfl1 

uu 
1 2 

u2 
2 

ff1 

lfl1 

ЧJs • 
о 

1 В формуле для D система координат считается прямоуrольиой. 
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где 

а1 uv uv ~ uv uv 
1 1 1 2 2 1 2 2 

1 
/11 v2 vv /11 v2 vv Р1 == Q (V, V) Р2= а (v, v) 

1 2 1. 1 2 
1 11 

1 1 2 

/12 vv yll /12 vv V2 
2 1 2 2 1 2 

5. Угол .между двумя плrхжостя.ми. Возьмем две плоскости 
Е" и Е, (r ,<: s) и определим стационарные значения 1 коси­
нуса уrла между направлением, лежащим в Е,., и направлением, 
принадлежащим к Е~. · 

Пусть Er и Е8 заданы соответственно базисами u, u, • . . u 

и v, v, 
] 2 

1 2 r 
v. Обозначим через х и у орты, лежащие в Е" и Е6; 
$ 

Х:== Л1U + Л2U + ... + л"u, хз == 1, 
1 2 r 

Y=µ,1v+µ2v+ ... +µ,v, у11 = 1, 
1. 2 8 

через (J - косинус уrл~ между х и у: 

(f = ху. 
Определим стационарнQiе значения для CJ при условии х2 = 1, 

у11 = 1. Приравнивая нулю производные от вспомогательной 
функции Lagrange'a: 

И=ху+ {ха+ ;у11, 
получаем 

(31,21) дU 
дЛ(, = ~У + л~х = о, (i = 1, ... r) 

(31,22) ~!!.. = vx + µvy = О, (k == 1, ... s). 
оµ,. k k 

Умножая уравнения (31,21) на л, и суммируя по i. уравне­
ния (31,22) на µk и суммируя их по k, выводим: 

ху + л = о, ху + µ = о .. 
1 Стационарными значениями фувкции называются те значения, 

которые она принимает в точках, где производные l·ro порядка по яе­
зависимым nеременвым равны куJJю. 

• 1 

1 
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Таким образом а=-Л=-µ. Соотношения (31,21) и 
(31,22) принимают вид: 

(31,23) u(y-ax}=O, (i=l, ... r) 
i 

(31,24) v (х-ау} = о, (k = 1, ... s). 
k 

Уравнения (31,23) показывают, что вектор у- ах перпен­
дикулярен к плоскости Е,., т. е. CJX является проекцией у на Е,.. 
Аналоrично, из (31,24), выводим, что CJY является проекuиеfl х 
на плоскость Е8 • Условимся называть те направления, которые 
дают стационарные значения CJ, с та ц ион ар н ы м и на n р а в-. 
л е н и я ми. Мы получаем из уравнений (З 1,23), (31,24) следую­
щий результат: если стационарное ~начение а не равно нулю, 

то соответствующие е.му стационарные направления в Е" и 
В, связаны взаимно: каждое из них является проеюр1.ей другого 
на свою пло,кость; если же стационарное значение а равно 

нулю,· то соответствующее стационарное направление в Er 
перпендикулярно к Е,, .а стационарное направление, лежащее 
в Es, перпенди"улярно " Er. Нетрудно видеть, что обратно, 
если в Е" и Е, можно выделить такие два направ.11ення, из которых 
каждое является проекцией дpyroro, то они 'являются стационар­
ными. 

Покажем, что в плоскостях Е" и Е, можно выделить соот­
ветственно r и sвзаимно-nерпендикулярных стацио­
и ар н ы х и а n р а в лен и й. Для зтоrо лучше всеrо воспользо­
ваться теорией .:им.метрических линейных векторфункций, именно 
показать, что стационарные направления являются rлавными на­

правлениями некоторой симметрической векторфункции • 
Обозначим линейную векторфункцию, ортогонально проек-

тирующую на Е,., через Е, векторфункцию, проектирующую на 
Е,, - через Е. Рассмотрим линейные векторфункции: 

N = в Е в, N = Е Ё Е. 

Обе они симметрические. Векторфункция N любой вектор 
пространства пр()ектирует сначала на Е,., затем на Е •• потом снова 
на Е,.. Рассмотрим главные направления зтой векторфунк­
цни. Так как плоскость Е,._,., дополнительная к Er, является ну· 
левой ее областью, то остальные r главных направлений лежат в 
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Е,.. Пусть х - одно из :них главных направлений, l 1 - соот-
1 

ветствующее характеристическое число. Имеем: 

·Т, е, 

Покажем, что проекция х на Е. является главным направле-
1 

нием функции N с тем же характеристическим числом. В самом 
деле 

N(E(x)) = ЕЕЕ(х) = Е().1х) = A:iE(x) 
1 .1 1 1 • 

Если ).. = О, то соответствующее направление х перпендику­
лярно к Е,. Таким образом, каждому ненулевому главному напра­

влен.мю х векторфункции N соответствует ненулевое г;1авное на· 
1 

правление у функции N, являющееся пр'оекцией х на плоскость 
1 1 

Е~, и обратно. Отсюд3~.уже нетрудно вывести, что rлавные направле· 

ния фу1-1кций N и N являются стационарными. Выделим в Е" 1· 

взаимно перпендикулярных главных направлений функции N. 
Если ранг этой функции = е, то среди выделенных направлений 
имеется е ненулевых, т. е. не перпендикулярных к плоскости Е8• 
Обозначим эти направления через х, х, • . . х, а их проекции на 

. 1 2 С! 

Е, - через у, у, ... у. Обозначим через а1 , а2, ••• arl острые 
1 2 (1 

углы между х и у, х и у, ..• х и у и положим a
11
+1=aQ+2= 

1 1 2 2 Q Q 

,i 
= , , , . а,. = т· Уr11ы а1, а2, • . . а" называются у ГЛ а М И 

между пл о с к о ст ям и Е" и Е.. Их косинусы представляют 
собой стационарные значения а. 

Углы а1, • • • а" могут быть вычислены из характеристиче-

ского уравнения векторфункции N или N, так как квадраты 
косинусов этих уrлов являются характеристическими числами 

этих функций. 

6. Мы займемся. теперь выводом уравнения для стационар· 

ных: значений а, не прибеrая к векторфункuиям N и N, так 

1 
~~; 
_,.;:, 
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как полученное уравнение позволит очень просто сделать ряд 

интересных выводов. Умножая уравнения (31,23) на а и подста-­
вляя в (31,23) и (31,24) 

r s 

Х= ~ЛР~' У= ~µq:, 
р.::1 q=l 

получаем систему уравнений 

аз ~ uuл - ~ uvuµ = О, (i = 1, ••• 1·) 
~ ip р ....... iq q 

~ vuлP - ~ vvaµq = о, (k = 1, ... s). 
......ikp ~kq 

(31,25) 

Исключая из них лР и aµq и вводя обозначения 

UЦ = йu,, UV = bik, VV = C;k, (31,26) 

имеем 

(31,27) 

ik ik ik 

1 ~
2

.а1~ • : •• а
2

~1,.. Ь~{ : . : Ь~в 

а2а,1 .•• а2а" Ь"1 ••• br, 

Ь11 •. , Ь"1 С11 • , , Ci, .. 

Ь1, . . • ьr, С,1 •.• си 

=0. 

Из этого уравнения получаем произведение корней 

О .•• О Ь11 ••• Ь1, 

(31,28) 
( l)r О •.. о Ь"1 .•• Ь,., 

2 2 2 - -
COS al COS а2 • • • COS а,. - J ап \ · 1 Ctk \ Ь lJ С " 1 .,, 11 • • • rl 11 • • • "1в 

. . . . . . . . . 
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Выражая в уравнении (31,27) а2 через синус стационарного 
_угла, получаем 

а"1 ... а,.,. ьrl ... ь,., 
Ьн • • • ьrl С11 • • • С1в 

. . . . . . 
Ь1, .•• Ь,., С81 ••• С18 

Учитывая обозначения (31,26), имеем 

"(31,29) 
G(u, .•• u, v, ... v) 

·2 ·2 ·2 1 r 1 в 
sin а1 sш а8 ••• sш а,. = G(u, ..• u)Q(v, ••• v). 

1 т 1 8 

Если r = s, нз формулы ,(31,28) вытекает следующая зави­
·симость 

(31,30) 

g(u, ... u; v, ... v)::::: 
,1 т 1 т 

= G (u, .•. u)G (v, ..• v) cos2a1 cos2a2 ••• cos2a,.. 
1 т 1 т 

Отсюда получаем rеом.етричес'кую интерпретацию 
с к а ля р но r о пр о и з веден и .я д в ух мул ь т и в е кт о ров. 

Обозначая r- векторы, построенные на базисах u, u и 
1 " 

v, ..• v, через U и V, имеем: 
1 " 

·(31,31) UV = ± JU/ !VI cosa1·cosa2 • : • cosa,.. 

Следовательно, косинус "угла" между двумя мультивекторами, 
о котором мы говорили в § 27, выражается следующим образок 
через косинусы углов ai, а2, • • • а,.: 

·(31,32) uv cos(U,V) = у · = ± cosa1 cosa2 ••• cosa,.. 
u2vв 

, ___ -'_.·· ., 

'J 
1 

1. 
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Формула (31,29) дает геометрическую интерпрета­
ц и ю с к ал я р н о r о п р о и з вед е н и я д. в ух м у л ь т и в е к· 

тор о в тип а (U;V). Если r = s = ; , то 

(31,33) (UIV.) = \UI· ]V! sina1 sinas ... sina,.. 

7. Мы укажем еще на одно интересное применение углов 
«1, а2 ••• а,.. Для этого выведем уравнение для а, отличное от 
(31,27). 

• Возьмем уравнения (31,23). Умножая их на а и принимая во 
внимание, что ау есть проекция вектора х на Е, (которую мы 

~удем обозначать через х1), получаем: 

ux1 
- a•ux = о. 

i ' 

Если через u' обозначим проекцию вектора u на: Е,, то 
l t 

ux' = u'x'. Таким образом, 

u'x' - a2ux = О. 
i 

Вставляя здесь Х - Л1U + ... + .it"u, х' = Л1U' + . , . + .it"u', 
. 1 Т. 1 Т 

имеем: 

~ (u'u' - a2uu) л. = О. 
' il!. il!. 

Исключая отсюда .it.t и вводя обозначения: 

uu = a1.t, u'u' = т,,., 
i k i k 

получаем уравнение 

Отсюда 

а (u', u', ••• u') 
2 11 2 1 mtk 1 1 2 r cos а1 cos а2 ••• cos а,. = -1--

1 
= а ( u ) • a1.t u, , ••. u 

1 2 т 

Эта· формула позвопяет сделать интересный вывод. Возьмем 
,-мерный параллелепипед Р,., построенный на векторах u, u, ... u~ 

1 2 r 
и спроектируем его ортогонально на плоскость Е.; получаем па­
раллелепипед Р/, построенный на векторах u' ... u'. Формула 

1 " 
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(31,34) показывает, что 
Р/ за в и с и т топь к о 

объем V,.' пар алле лепи пед а 
от объем а V" пар а плел е пи пе-

да Р" и у гл о в а1, а2, ••• а,.: 

(31,35) V,.' = V" cosa1 cosa1 ••• cosa,.. . 
Получается обобщение известноЯ теоремы геометрии трех­

мерного пространства о площади проекции и проектируемой 

фигуры. Соотношение (31,35) может быть распространено на 
объемы любых тел. При r = s получаем: 

V' = + V cos(U,V). .. - .. 
Приведем два простых примера, иллюстрирующих изложен­

ную выше теорию. 

1) Прямая и т-.мерная плоскость. Имеется минимальный 
угол а1 (между прямо/.1 и ее проекцией на плоскость). Из 
(31,28) и (31,29) в~текают формулы (31,9) и (31,10). , 

2) Две гип.ерплоскос1:1-и, Если гиперплоскости Е_1 и Е n-.t 

не параллельны, то имеется (п. - 2)-мерный. пучок Е"_ 2 общих 
направ.пений. Он дает минимальные углы а2 = аа = ... = 
= ак-I = О. Кроме того, имеется стационарное значение а1 yr.na 
межnу дву~я перпендикулярами к Е"_2, лежащими в Е"'_1 и 
Е'п-I' Применяя формулу (31,30), получаем: 

(31,36) 

g(u, •.• u; v, ... v ) · 

± 1 n-1 1 n-1 = 
cosa1 = V 

O(u .... u )О (v, •.• v) 
1 n-1 1 n-1 

[tt ... u ][v ... v ] ± 1 n-1 1 n-1 

V [u .•• u 12 [v .•• v ]2 • 
1 n-1 1 n-1 

Таким образом, за угол между гиnерплоско!=тями 
можно принять угол между пер пе нди ку л,яр а ми к 

ним. 

Если гиперплоскости задаются уравнениями: 

то 

(31,37) 

ах= g,1, ах = Ра, 
1 2 

аа 
1 2 
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Задача 7. Если среди углов а1, а 8, ••• а" чиспо равных нупю равно 

р, чиспо прямых углов равно q, то плоскости Е" и Е8 ]!_- nара11ле11ьвы и . r 

!L - перпендикулярны. 
r 

Задача 8. Пусть V , V , V + - объемы r - , s • и (r + s)-мерных 
r s • r в 

пара11де11епипедов, построенных соответственно на векторах u, ... u; 
1 " 

v, ... v и u, . . . u, v, ... v. Предполагая r <;: s, показать, что 
1 а 1 r 1 в 

V = V V sina1 siпi; • . . siпa , 
r+в r в " 

rде ai, а1, ... а_ углы между ПJ[Оскостями {u, •.. u} и (v, ... v) • 
• 1 r 1 в 

Задача 9. В т-мерном симплексе S т вы11е11яем (r + 1) 1;1ершин и 
страны на них ,-мерный симппекс S,.; на оста11ь11ых (s + 1) вершинах 
(в = т - r - 1) строим s-мерный симплекс 8

8
• Обозначая объемы этих 

симплексов соответственно через v,,.• V ,,.• v" имеем 

• r!s!VVd' 1 · V 11$ = m!·. r 8 SIП0:1 S Па2, • • SIПЩ, 

rде d - кратчайшее расстояние между плоскостями симiшексов s" и 

S , а 1 , as, ... а - угпы между этим11 плоскостями (t обозначает наи· 
' t 

меньшее из двух чисел: r и s). 
ЭадаЧll 10. Рассмотрим две двумерные плоскости в четырехмерном про­

странстве, опредепяемые бивекторами Utk и v111 ; пусть ан а1 - углы 
между этими плоскостями. Вывести формулы (система координат пред· 
полагается прямоуrопьно!!): · 

. ' 
cos (а1 + B1Cijj) = Вв P1Q1 + Р1Qв + PaQa 

. V (Р? + Р12 -J- Рз2) (Q12 + Qs2 + qз2J 
в fi1ifi. + PgQв + p,qa 

1 • v (Р12 + Р12 + р~') (lh.2 + q.' + 'iia3
) 

81 ± 1, 111 = ± 1, 

Р1 = Ua + Uaa, Ps = Uв4, + Ua1, Рз = Ua4, + и.2, 
ql = V14 + Vsa, qв V24, + V31, Qa = V34, + V121 

- -
Р1 = Uн - Uвз, Ps = U14 - Uз1, Рз = U34, - U1s, 

ql = V14, - Vва, qid = Vв, - Vн, qs = V34, - V12• • 

У1еазание. Воспользоваться форму.памп: 

+ UV . (U1V) 
cosa1 cosas = v- ; sina1 sina.= ± "'/" _ 

- UBV11 а r uavs . 
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§ 82. Комп.пексиое метрическое пространство. Геометрия i . 
Hermite'a. 

1. При изучении основных вопросов метрической геометрии 
Евклида мы имели дело с реальным пространством, прибегая 
изредка к комплексным элементам только как к вспомогательному 

инструменту для исследования вопросов вещественного простран­

ства; теперь мы затронем некоторые вопросы метрической гео­

метрии в комплексном многообразии. 
Расширение пространства при помощи присоединения ком­

плексных элементов в проективной геометрии приносит значи­

тельные выгоды, упрощая изучение вопросов, связанных с теорией 

пересечения кривых и поверхностей. Эдесь мы имеем те же' 
преимущества, что и в алгебре при рассмотрении не тольк<> 
реальных, ·НО и комплексных корнtй вещественного полинома. 

Так например, две алгебраических кривых порядка т и п в ком- . 
плексной проективной пло('кости имеют всегда тп точек пере­

сечения, из которых некоторые, конечно, могут быть слившимися 
(точки соприкосновения). При изучении аффинной rеометр}fи 
мы видели, какие значительные выгоды приносит рассмотрtние 
комплексных ве!\.то;юв при исследовании линейных векторфункциА. 

Нак()нец, в метричРской геометрии введение комплексных эле­

ментов пространства, кроме тех выгод, которые оно дает для; 

проективной и аффинной геометрии, позволяет сводить метри­
ческие понятия и соотношения к более общим понятиям и 
соотношениqм проективной геuметрии. 

Иллюстрируем это на примере понятия угла между двумя 

направлениями. Рассмотрим 2 изОТf'ОПных вектора, лежащих 
в 2-мерной плоскости, определяемоlt ортами а, Ь. Если век:rор 
ла + µЬ принадлежит· к изотропному конусу, то коэффициенты 
л и·µ связаны соотношением: 

(А.а+ µЬ)11 = А,11 + 2).µ COS (f) + µ 11 == 0, 
где rp- угол между прямыми а и Ь. Отсюда выводим, что 
изотропные направления u, u плоскости { а,Ь} опреде11яются 

1 11 
отношениями: 

(~! = -ei'P (i) = -e-i'· 
µ11 ' µ 2 

Ангармоническое отношение [u,u; а,Ь] задается формулой: 
1 2 

[u,u;a,bJ=(!:): (!) =e2
i'P. •. 

12 µ1 µ2 
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Следовательно: 

1 rp = -
2

, ln [u)u; а,Ь}. 
l 1 2 

Таким образом, метрическое понятие угла сводится к понятию 
nроективноlt геометрии об а,нrармоническом отношении 4 лучей 
путем введения в проективном пространстве семейства мнимых 

конусов 2-го порядка, имеющих для метрической геометрии 
фундаментальное значение (изотропные конусы). 

Как на интересный пример сведения теорем метрической· 
rеометрии к проективным свойствам фигур путем вьедения, 

• в пространство комплексных элементов, можно указать на иссле-· 
дование фокальных свойств гиперповерхностей 2-ro порядка. 
Мы оrра11ичимся здесь толы<о указанием на то, что фокусы 
центральной кривой 2-го порядка являются двумя вершинами 
( вещественными) четырехсторонни ка с изотропны~ии сторонами, 
Dписанного около этой кривоlt, что софокусные конические се-· 
чения могут быть охарактеризованы как кривые, вписанные· 
в четырехсторонник с изотропными сторонами. 

2. Введение комплексных элементов пространства, давая зна-· 
чительные выгоды для исследования, вносит в отдельные вопросы 

некоторые осложнения. Так например, J:J комплексной проективной, 
геометрии теряет смысл понятие о разделении двух пар точек,. 

лежащих на одной прямой. В аффинной геометрии исчезает· 
понятие "между" (точка С лежит на прямой АВ "между" А и В), 
понятие отрезка и все связанные с ними геометрические свойства. 

Контравариантный вектор в комплексном пространстве уже 
не может быть понимаем как отрезок прямой, но как пара. 
точек. Но особенно большие искажения получаются в метрич~­
ской геометрии: все те теоремы, ю~торые связаны с пол о ж и­
т е п ь но ст ь ю квадратичной форм1~1, опредедяющеlt метрику" 
теряют свое значение в геометрии комплексного пространства. 

Так например, т (т-< п) взаимно-перпендикулярных векторов. 
могут быть зависимыми; становится неприменимым такой инте­
ресный критерий зависимости векторов, как равенство нулю 
определителя Gram 1 а; симметрическая линеt- нс::я векторфункция 
может быть непростого типа, т. е. у центральной гиперповерх­
ности 2-ro порядка иногда нельзя выделить п взаимно- перпенди· 
купярных осей и т. д. В изучении комплексного метрического, 
пространства приобретает особенное значение теория пучков. 
билинейных и квадратичных форм, созданная работами Weier· 
strass'a и Кronecker'a. · 
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Дnя того, чтобы сохранить при расширении пространства 
,:основные свойства систем вз1имно-перпендикуnярных векторов, 
свойства линейных векто'рфункций, а11аnоrичных симметрическим, 
и т. д., можно поступить сnедующим образом: в основу опре· 
деnения метрики положить 1-1е квадратичную, а по лож и тел ь­

,н у ю э р м и т о в у ф о р м у: 
-а fJ -

q,(X,X) == h 0 fJX Х , hafJ = hfJa.• 

При этом, правда, теряется аналитический характер вопросов 
метрической геометрии (например, аналог "сферы" 

q,(x,x) = R2 
, . 

·является неаналитической поверхностью; если прямая пересекает 

.ее, то имеет с ней 001 общих точек); но зато вопросы, связанные 
с теорией :1инейных Вfкторфункций1 имеют мноrо общеrо с теми, 
которые изучались нами в геометрии вещественного ,пространства. 

Пространство, в основу мероопредеnения которого роло;J;ена поло~ 
.жительная форма Hermite'a, называется эр ми то вы м или 
у нит ар н ы м. 1 Геометрия пространства Hermite'a приобреnа 
за последнее время большое значение для математической физики, 
..и потому на ней мы остановимся несколько подробнее. Система-. 
тическоrо изложения основ. этой геометрии мы давать не будем, 
а ограничимся только исследованием наиболее простых вопросов, 

,,связанных с теорией линейных векторфункций в унитарном 
,пространстве. 

3. Чтобы не усложнять изложения, мы будем рассматривать 
.в унитарном пространстве исключительно контравариантные 

векторы 1-ro класса (которые будем просто называть векторам~). 
Квадрат длины вектора х (ero "норм у") зададим положительной 
. формой Hermite'a: 

• - fJ -
(х,х) = g (х,х) garax ; ga{J = g{Ja. 

Отметим следующую особенность понятия длины в унитарной 
·геометрии: если вектор умножить на некоторый скаляр, то ero 
длина умножается на м од ул ь этоrо скаляра: 

(ах,ах) == аа(х,х). 
1 Отметим, что при введении метрики в комппексвои пространстве 

можно и не требовать, чтобы форма Hermlte'a, лежащая в основе 
мероопредепения, была определенной. С.11едует подчеркнуть, что 
в построенной таким образом геометрии некоторые вопросы решаются 
сложнее, нежели в геометрии с попожитепьно!!: формой, кроме того, · 
теряются многие аналогии с геометрией вещественного пространства 
.Евклида: 
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В связи с этим прямая имеет не два прямо-противоположных, 

как в геометрии Евклида, орта, а бесконечное множество: 

если а - орт, то и все векторы eiaa, rде а - вещественное 
число,· являются также ортами. 

Кроме тоrо, длины векторов, лежащих на одной прямой, 
не подчиняются закону сложения: если а, Ь, с - векторы, при­
надлежащие одной и той же пря~юА, причем с= а+ Ь, то 

в общем случае V(c,c) IV(a,a)± VФ,Ь)/. В самом деле, 
если Ь = оа, то: 

(с,с) = (1 + (j) (1 + а) (а,а). 
Сравнивая эту величину с 

V(a,a) ± V(b,b) = V(a,a)(l ± Voa), 
мы получаем: 

(V(a,a) - V(b,b))2 < (с, с)< (V(a,a) + V(b,b))2. 

Знаки равенства в этом соотношении· имеют 'Место только 

в том случае, если а - де!fствительное число: если а> О, то: 

V(c,c) = V(a,a) + V(b,b), 

если о < О, то: 

}/(с,с) = / V(a,a)-V(b,b) ! . 
Скалярное произведение двух векторов определим формулой: 

-а {J 
(х,у) =g(x,y) = ga'/Jx У . 

Отметим . следующие своflства скалярного произведения: 

(х,у) = (у,х); 

(х + y,z) == (x,z) +(y,z); (х,у + z) = (х,у) + (x,z) 

(ах,)')= а (х,у); (х,ау) = а (х,у). 

Два вектора х, у, сопряженные относительно фундаментальной 
форщ,1 Hermite ·а g (х.х), называ~qтся взаимно - орт о r О· 
на льны ми (перпендикулярными); их скалярное произведение 
равно нулю: tx,y) = О. Две плоскости называются поп но ст ь ю 
в за им н о • орт о r о на п ь н ы м и (ил11 просто в э а им н о -

27 1Пиро1<ов П. А. 
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орт о r о н ал ь н ы м и). если каждый вектор одной ортогона11ен 
к каждому вектору друг.ой. 

На основании своАств положительноА формы Hermite7a (§ 25), 
можно формулировать следующие предложения: 

1) система т взаимно-ортогональных векторов 
независим а, 

2) в л ю б о й т - м ер но й пл о с к о ст и м о ж н о вы де­
.1 и т ь т взаимно· орт ого на льны х направлений, 

3) к аж д ы й т ·мерный п по с кий пучок Ет од н О· 
з н а ч н о о п р е д е л я е т ( п - т) - м е р н ы ft ( "д а п о л н и т е л ь­
н ы А") пучок Еn-т' полностью ортогональный 

к Ет, 
4) т векторов х,х, ... х тогда и только тогда 

1 2 т 

за в и с им ы, е с .1 и определитель G r а m'a: 

· (х,х) (х,х) 
1 1 1 т 

(82,1) Г(х, х, ... х) 
i . ~ т 

(х,х) ... (х,х) 
т 1 mm 

р а вен ну ;1 ю. Д л я не за в и с им ы х в е кт о ров о пред е­
л. и тел ь Gram'a всегда положителен. 

Построив п взаимно-ортогона111ьных ортов, можно ввести 
ортогональную систему координат, в которой скалярное произ­
Jlедение двух векторов имеет следующий вид: 

-(х,у) = ~ х,у1 • 

Ортогональным преобразованиям пространства Евк.лида соот­
ветствуют унитарные преобразования, не меняющие длин векто­
ров (пользуем-ся ортогональной системой координат): 

~ /lipUig = ~. 
i 

Обозначая матрицу унитарных преобразований через И, 
имеем: 

И*И=ИИ*=Е. 

• 1 
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В отличие от пространства Евклида, в унитарном простран· 
стае не существует склярного знакопеременного произведения п 

векrоров (а следовательно, и векторного прш1зведения (п - 1) 
векторов). В самом деле, применяя унитарное преобразование 
к множителям знакопеременной скалярной функции: 

I х1 
i 1 

х" 
1 • 

(хх ... х) = 
1 2 n 

Х1 х,,: 
n n. 

получим: 

(х'х' •.. х') = 1 И 1 (хх ... х). 
12 n 12 n 

Так как определитель I И I унитарной матрицы вообще 
не равен единице, то функция (хх ... х) не является абсолют~ 

12 n 
ным инвариантом. 

Отметим, что, если ограничиться подгруппой унитарных 
преобразований с определителями равными единице (унитарные 
унимодулярные преобразования), то в геометрии, в основу 
которой будет положена зта подгруппа, скалярное знакопере­

менное произведение п векторов будет существовать. 
4. В унитарном пространстве можно построить так же, как 

и в геометрии Евклида, понятие о проекции вектора на т-мер­
ную плоскость. Рассмотрим вектор х и т-мерный пучок Ет; 
строим дополнительный пучок En т и разлагаем х на два 

вектора х и х, из которых один, например х, лежит в Ет, 
1 2 1 

другой- в En -т; х называется n рое к ц и ей вектора хна Е,,. 
1 

Так как х и х взаимно-ортогональны, то: 
1 2 

(х,х) == (х,х) + (х,х). 
1 1 2 2 

Следовательно, в геометрии Hermite1a имеет место теорема 
Пифагора. Отсюда вытекает, что длина наклонной больше длимы 
перпендикуляра и ее проекции, и что на m·мерную плоскость 

можно опустить только один перпендикуляр из точки, не лежа· 

щей в этой плоскос'ти. 
Пользуясь понятием о проекции, можно ввести угол между 

двумя прямыми. Рассмотрим два вектора х и у. Спроектируем 

. 1 z7• 
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вектор х на у; пусть ау - зта проекция. Коsффициент а вычи­
слится из уравнения: 

(у, х - ау)= о. 

т. е. а = i~: ;~. Таким образом, квадрат длины проекции равен: 
(х, у) (у, х) 

(у.у) 

Аналогично геометрии Евклида вводим у.гол меж.о.у векто· 
рами х и у, определяя его косинус как отношение длины 

проекции к длине перпендикуляра: 

cos9a = (х, у) (у, х) 
. (Х, х)(у, у) ' 

Не останавливаясь дольше на понятии о проектировании, 

укажем, что задачи, разобранные в предыдущем параграфе для 
пространства Евклида, решаются вполне аналогично и в унитар· 
ной 1·еометрии. Рекомендуем читателю пересмотреть их заново 
для пространства Hermite1a. При отыскании зкстремальных зна- · 
чений функ,щй следует' иметь в виду следующее: независимые 
переменные, от которых зависит. extremum, являются комплекс· 
ными величинами; поэтому приравнивать нулю слеаует производ­

ные и по действительным и по мнимым частям I независимых 
переменных (как нетрудно видеть, можно приравнивать нулю· 
производные по самим независимым переменным и по сопряжен­

ным им величинам; это иногда значительно облегчает счет). 
Приведем для ориентировки некоторые результаты: 
1) Расстояние д от точки а до т-мерноИ плоскости: 

Х = Ь + А. 1 U + А.2 U +.,, ЛтU 
1 2 m 

определяется по формуле: 

Г (u, u, , .. u, Ь - а) 

дll=-·-12 т 
Г(u, u, ... u) 

1 2 т 

где через Г (u, u, ... u) обозн~чен определитель Gram 1а в унитар- · 
1 2 т 

ном пространстве (32, 1 ). . 
2) Если (п- т)-мерная плоскость задана системой уравнений: 

(а, х) = а1 , (а, х) = а2 , ••• (а, х) а,,,, 
1 2 m 

'1 
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то для расстояния d от точки а до этой плоскости имеем 
формулу: 

где 

(а, а) ... (а, а), rp1 
1 1 1 m 

Г(а, а .... а) 
1 2 m 

1 (~. ~) .' .. 'са: а), ~m 1' • 

т 1 т m - -
ffJ1 • • • (f),,. о . 

1 

(f); = (а,а) -- а,. 
i 

3) Обозначим через а квадрат косинуса стационарных углов 
между векторами, лежащими в r-мерной и s·мерной плоскостях, 

заданных базисами u, u, ... u и v, v ... v (r <. s). Для а имеем 
1 2 'r 1 2 s 

уравнение: 

1 , · r ; а (u, u) ... a(u, u), (u, v) ... (u, v) , 
[ • 1. 1. ' ' .1 • r • 

0
1 • 1 • • 1• ~ 

а (u. u) ... а (u, u), (u, v) ... (u, v) 
1

, 

rl rr rl rs._o 
(v, u)... (v, u), (v, v) ... (v, v) 1 - •. 

1 1. J r 1 1 1 s 

(v, u)... (v, U), (v, v) ... (v, v) 
sl sr sl ss 

5. Наметим основные моменты алгебры векторов и тензоров 
в униrарной геометрии. 

В з а и м н ы е с и с т е м ы в е к т о р о в. 
унитарной геометрии мы не пользуемся 

рами} то понятие о взаимных системах 

независи~10 от того, которое мы имели 

стае. 

Так как при изучении 
ковариантными векто­

необходимо построить 
в аффинном простран-

Пусть u, u, ... u - п независимых векторов. Система векто· 
1 2 11 

l 2 n 
ров u, u, ... u, 

(32,2) 

удовлетворяющая 

fJ 
(u,u) 
• 

соотношениям: 

~fJ 
а' 
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называется в з а и мной с данной. Она определяется следующим 
образом: обозначим через И и U' матрицы, образованные 
из составляющих заданных и искомых векторов: 

и1 ••• и" 1 1 il 
1 1 

И' =11 
ul ... и" 

lt 
И= !j ' 

и~ ... и" n п ., 
и~ ... и"' \; 1! n n 

через О-матрицу составляющих фундаментального тензора: 

1

1

1 g11 • • • К1" 
1

11 
а ..... , 

= .•.... t!. 
gn1 "• g~.., if 

Соотношения (32,2) перепишутся следующим образом: 

иаи: =Е, 

откуда определяем искомую матрицу U': 

И' = а - i и -1 = а-1 U*- i . 
с с 

Разложение вектора. Ковариантные и контра· 
а в а р и ан т н ы е с о с т а в л я ю щ и е в е кт о р о в. Пользуяс'ь 
взаимными системами векторов, можно каждый вектор разложить 

по п независимым заданным векторам. Получаем следующие 
формулы: 

(1 

Х= ~A.aU= ~µau, 
о 

где: 

(1 " 

л" = (u,x) = (x,u); µа= (U,X) (x,u). 
(1 • 

Таким образом: 
(1 (1 

(82,3) х = (u,x) u; х = (u,x) u. 
а (1 

Пусть е, е, •.. е векторы, определяющие систему коорди· 
l 2 п 

нат, в которой вектор х имеет составляющими х": х = хе1е. 
tl 

32. КОМПЛЕКСНОЕ МЕТРИЧЕСКОЕ IIPOCTPAHCTBO 
··-·---~-------·-·-------

1 2 n 
Построив взаимную систему е, е, ... е, имеем: 

а 

ха= (е,х). 

423 

Аналогично можно ввести к о в ар и а н т н ы е составляющие: 
(1 

ха= (е,х); х = х"е. 
а 

Составляющие фундаментального тензора g afJ выражаются 
следующим образом через координатные векторы: 

g"p = (е,е). 
. ар 

Аналогично вводим контравариантные составляющие фунда· 
ментального тензора: 

а fJ --ра 
g"P = (е,е) =g · 

Нетрудно показать, •1то матриuа: 

О'= 
g.11 ~т'" 1:. ••• t, ,' 

: grl1 ... g'"' 
обратна матрице: 

В самом деле: 

а t1 
" (1 

g"
0
gafJ = (е,е) (е,е) 

(1 fJ 
( е ,е(е,е)) 

о fi 
т. е. 

g""g"fJ = д;, а'а = Е. 

" 
(е,е), 

fl 

При помощи составляющих фундаментального тенаора уста·· 
н1влиrзается зависимость между ковариантными и контравариант· 

ными составляющими вектора .. Так как: 
. (1 ct а 

(1 " 

е = (е,е)е = g""'e, е =(e,e)e=gaae, 
(1 " 

а 1'1 а 

то 

..."--g"<1xa, х g ..,о "" а= c,I" • 
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Скалярное произведение двух векторов при помощи различ­
ных составляющих входящих в него множителей может быть 

выражено следующим образом: 

- а fJ ар- -« - а 

(x,y)-gapXY =g .Ха:Ур=хуа=ХаУ. 

Установленные выше формулы показывают, что основные 
действия векторной алгебры совершаются в унитарном простран­
стве вполне аналогично тому, как это мы име11и в метрическом 

пространстве Евклида. Некоторые осложнения вносит вопрос 
о преобразовании координат в связи с тем, что индексы соста­
вляющих тензоров могут принадлежать к рэзличным классам. 

Пр е образ о ван и е к о орд и на т. Введем новые коорди­
натные векторы: 

е' = е ( ;, ) , 
" (1 

~·де 

1 ~ n 

и построим систему е',е', ... е', взаимную с е', е', ... е'. Поль-
1 2 n 

зуясь формулами (32,3), нетрудно установить соотношения: 

(32,4) 
, (а\ :'(:'), е=е ,1,е ~ 

и Q ,а J а 

;, = ; ( ~) ' : = ;, ( ;. ) 1 

где 

( ,,, ) ", 
а = (е ,е). 

" 
Из (32,4) выводим следующие формулы преобразования 

составляющих вектора: 

ti "(а') Х =Х 
11 

, а "'(") Х =Х а' , 

< = х,,(:.). 

Последние два соотношения показывают, что индексы 
у ковариантных составляющих вектора при· 

надлежат ко второму классу. 

1 

1 
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Аналогично выводим формулы преобразования составляющих 
фундаментального тензора: 

g:p=(e',e') = ((;.)е,(;,)е) =g"J;)(;,), 
а fJ а т 

ga{J' = ( ;,,:,) = ( ( ~);,(~');) = g"T ( ~) (~)' 

Первое соотношение показывает, что первый индекс соста­

вляющей g afJ принадлежит ко 2 · му классу, в1 о рой к 1-му 
(зто вполне согласуется с тем, Ч'ТО gafJ были введены как 

коэффициенты формы Hermite'a); у контравариантных же 

составляющих ga.P имеем обратную картину: 1-ый индекс отно­
сится к 1-му классу, 2-ой - ко 2-му. 

5. В тензорноА алгебре унитарного пространства мы затронем 
только вопросы, связанные с теорией тензоров 2-ro порядка 
(линейных векторфункций), причем будем рассматривать только 
некторфункции, которые о:rносят вектору 1-го класса также 
вектор 1-го класса: 

у == А (х), уа= аа11.х". 
Таким образом, у смешанных составляющих а";, оба индекса 

относятсR к 1-му классу. У ковариантных составляющих: 

" аар = ga"a fJ 

первый индекс относится ко 2-му классу, второй-· к 1-му. 
Составляющие тензора, соответствующего линейной вектор­
функции А (х), выражаются следующим образом при помощи 
координатных векторов: 

а 

а 0 (е,А(е)), а Р = (е,А(е)) и т. д. 
fJ а а {J 

Вся теория линейных векторфункций 1-ro рuда. изложенная 
в главе III дпя аффинного пространства, переносится, конечно, 
непосредственно в унитарную геометрию; нам сстается только 

лишь произвес'Т и дополнительные исследования, связанные 

с введением метрических понятиА. 

Задач.а 1. Пусть тензор аар опреде.,яет векторфункцию простого 

типа. Если l 1, l 1, ••. ln - ее характеристич~ские числа, х, х, ... х - век-
12 n 12 n 

торы главных направлений, х, х, ... х- вэаи~ная с ними система, то: 

n " 
а R = ""' А, Х х,, , а,.,. ~ а а 

<1:l " 
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Отсюда 110.11учается следующая формула д.1rя составляющих фувда­
мекrального тензора: 

n 

gaP = ~ i" i(J, 
a=la а 

где 1, 1, .•• 1 - система взаимно-перпендикулярных ортов. 
1 2 n. 

6. В метрической геометрии Евклида каждой линейной вектор· 
функции соответствует сопряженная векторфункция. В простран· 
стве Hermite'a вводится совершенно аналогично понятие об 
Н. с о пр я жен ной векторфункции с данной следующим соот-

ношением: 

{А(х),у) = (х,А*(у)). 

Подставляя в этой формуле х = е, у = е, получаем: 

" fJ 

а*,.р = ар,.· 

Зада~а 2. Если векторфункция А имеет инвариантный пучок Е,,., то 
дополнительный ему пучок En. _ т является инвариантным для функции А*. 

7. Линейная векторфункция Н, совпадающая со своей Я-сопря­
женной, называется эр м и т о в о й. Ковариантные составляющие 
соответству!()щеrо тензора обладают следующим свойством: 

h"p= hp,.· 

Таким образом, билинейная форма: 

(х,Н(х)) = h";iaxp 

является эрмитовой. Пользуясь теоремой 16, § 25, имеем сле­
дующее предложение: 

Те о р ем я 1. У эр.митовой линейной векторфункции .можно 
выделить п взаимно-ортогональных главных направлений; ее 
хараюперистические числа вещественны. 

Векторфункция Hermite'a аналогична симметрической вектор· 
функция евклидовой геометрии. Аналог антисимметрическоll 
векторфункцни приводится к эрмитовой. В самом деле, если 
А*= А, то (iA)* = iA; таким образом, А= iH, где Н-вектор­
функция Hermite 1а. 

Линеllная векторфункция общего вида может быть разложена 

следующим образом: 

(32,5) А = Н,1. + iH11 , 
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где Н1 , Н2 эрмитовы векторфункции, называющиеся эр ми-
т о в ы м и к о м по не н та м и функции А. В самом деле, 
из (32,5) выводим: 

А*= Н1 -iH8 , 

откуда компоненты Н1 , Н 1 определяются однозначно: 

Н1 = 1 (А+ А*), Н2 = ;i (А-А*). 
8. Линейная векторфункция U, не меняющая длин преобра­

зуемых векторов, называется. у н и та р но й. Из соотношения: 

(U(x),U(x)) = (х,х) 

выводим (см. § 25,11): 
UU* = Е. 

Теорема 24 § 25 дает следующее предложение: 
Теорем а 2. У унитарной линейноtl векторфункции можно 

выделить п взаи.мно-ортогональных мавных направлений; 
хараl(теристические ее числа по модулю равны 1. 

Таким образом, можно ввести такую ортоrональную систему 
координат, в которой матрица унитарной векторфункuии имеет 
следующий вид: 

о , ... о ii 
(о:, р 

01 е , .•. О 11 

~' ~.:.: ;ii' 
r де а1 , а11 , ••• а,1 - действительные числа. 

Если линейная векторфункция А может быть получена из В 
путем некоторого унитарного преобразования пространства, то 
А и В называются ·у нит ар но эк в и вале н т н ы м и, или 
к он гр у э н т н ы ми; в этом слу"lае: 

А uвu- 1 • 

Например, две эрмитовых векторфункции, имеющие попарно 
равные характеристические числа, конгруэнтны. 

9 .. Пусть А линейная векторфункцня общего вида. В § 17 
мы видели, что ее ма rрица может быть приведена к канониче­
скому виду Jordan 'а, если соответствующим образом выбрать 
координатные векторы, Построенная таким образо~ координатная 



428 АЛГЕБРА ТЕНЗОРОВ В МЕТРИЧ. ПРОСТРАНСТВЕ ЕВКЛИдА 

система не является в общем случае ортогональной. Спраши­
вается, · нельзя ли подобрать так орт о r он ал ь ну ю систему 
координат, чтобы матрица линейноf! векторфункции приняла 
наиболее простой вид. (к а но н и ч е с кий вид в о р то r о­
н аль ной · с ист ем е к о ординат). Ответ на этот вопрос 
дает следующая теорема. 

Теорем а 3 (1. S с h u r'a). В унитарном пространстве 
.11ожно всегда та1е построить п взаимно-ортогональны.х ортов, 
•tтобы в определяемой ими ортогональной системе 1еоординат 
матрица заданноr1. линейной ве1еторфун1еции имела следующий 
,санонический вид: 

(32,6) 

а11 а12 а1з • • • a1n 
О а22 а28 • • . a2n 

О О аза •.. aan 

О О О .•. а11" , 

До к аз ат ел ь ст в о. Обозначим через е, е, ... е координат-
~ '2 n 

ные векторы той системы координат, в которой матрица рассматри· 
ваемой векторфункции имеет канонический вид Jordan 'а. Тогда, 
как нетрудно в11деть, плоские пучки е, {е, е}, {е, е, е}, ... 

1 1 2 1 2 8 
I е, е, ... е I являются инвариантными злементами этой вектор· 

1 2 n-1 

функции. Применяя к векторам е, е, . . е метод ортоrонализиро· 
1 2 п 

вания Е. Schmidt'a, строкм систему п взаимно-ортогональных 
ортов i, i, ... i: i выбираем в направлении е, орт i в плоскости 

12 nI 1 2 

/е, е/, i-в п,1оскости {е, е, е,! и т. д. Так как плоские пучки 
1 2 3 1 2 З 

i, {i, 1/, {i, i, i}, ... {i, i,, .. 1} также являются инвариантными, 
1 12 12з 12 n-1 
то элементы, стоящие левее главной диагонали в матрице, отне· 

сенной к системе координат {i, i, ... i}, равны нулю. В самом 
1 2 n 

деле, так как вектор (1, О, О, •.. О) принадлежит к инвариантному 
направлению, то у преобразования: 

коэффициенты ai1 для i > 1 равны ну.,ю. Далее, так как 
векторы {а, fЗ., О, О, •.. О) лежат в инвариантном двумерном 
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nучке, то ац nри k > 2 также равны нулю. Продолжая таким 
образом дальше, мы обнаружим, что все коэффициенты a,k, 
у которых l > k, равны нулю. Теорема, следовательно, доказана. 

Нетрудно видеть, что элементы, пrинадлежащие к rлавной 
диагонали каноническоf! матрицы, являются ее характеристиче­

скими числами. 

Рассматривая матрицы составляющих линейных векторфункций 

в ортогональной системе координат, мы можем формулировать 
теорему 1. Schur'a следующим образом: 
' Для каждой матрицы А можно подобрать уни­
тарную матрицу И таким образом, чтобы матрица 

UAU-l Имеnа КаНОНИЧеСКИЙ ВИД (32,6). 
Нетрудно видеть, что выбором ортоrональноf! системы 

координат невозможно превратить в нуль (или наперед заданные 
числа} больше элементов матрицы общего вида, чем в канони­
ческом виде (32,6). В самом деле, так как п взаимно-ортого-

нальных ортов связаны системой п (n i 1
) уравнениf!: 

(i, i) 
р q 

tJP q (р, q = 1, 2, ..• п), 

то мы располагаем п (п;: l) независимыми . параметрами, и как 
п(п-1) 

раз число ну,1ей 1:1 каноническом виде (32,6) равно 2 • 

11. Рассмотрим линейную векторфункцию обшеrо вида А. 
Векторфункции: 

N1 = А*А, N11 = АА* 

называются n е р в ой и втор о fl норм а м и· ·функции А. 
Теорем а 4. Нормы линейной ве1еторфу1t,сции являются 

эрмитовыми функциями с неотрицатедьными хара,стерист1~­
чес,сими чисдами. 

До к аз ат ель ст в о. Рассмотрим первую норму: N1 = А*А. 
Так как: 

N1* = (А*А)* = А*А = N1 , 

то N1 - эрмиrова векторфункция. Для доказательства того, что 
у N1 нет отрицательных характеристических чисел, покажем, 

что форма Hermite'a (x.N1(x)) не может принимать отрица­
тельных значений. В самом деле, 

(х, N1(x)) = (х, А*А(х)) = .(А(х), А(х)) > О. 
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Совершенно так же доказывается теорема для второй нормы. 
Л ем м а 1. Линейные вшсторфунтсции АВ и ВА ( где А и 8-

проиэвольные линейные ве,сторфуюсции) имеют одина,совые 
хара,стеристичес,сие полиномы. 

До к а з ат ел ь ст в о. Рассм )трим сначала случай, когда 
по крайней :мере одна из векторфункций А и В - неособенная. 

Пусть, например, 1 л·1 * О. В этом случае функции АВ и ВА 
связаны соотношением: 

ВА = А- 1 (АВ) А. 

Следовательно, 

BA-J.EI = IA- 1 (AB-J.E)Ai = AB-J.Ei. 

Если А. = JBI = О, то лемму можно доказать путем предель, 
ноrо перехода. Если а не равно ни одному из характеристиче· 
ских чисел векторфункции А, то :л-а Е; * О, Векторфункции 
(А-а Е)В и В(А-а Е) имеют, как мы видели выше, одинаковый 
характеристический полином !(л,а). Приближая а к нулю, мы 
получаем общий характеристический полином векторфункций 
АВ и ВА. 

Из этоА леммы непосредственно вытекает следующая 
Теорем а 5. Нор.мы линейной ве,сторфуюсции имеют одина· 

ковые хара,стеристичестсие полиномы. 

Следствие. Уцитарным преобразование.и пространства 
можно из одной нор.иы пол учить другую. 

Лемм а 2. Если i, i, . . . i - орты главных направлений 
1 2 n 

2 2· 2 
нор.мы N11 ,е 1 , "~, ••• "n -ее .хара,стеристичес,сие чцсла, то 

у нор.мы N2 можно выделить орты главных направлений j, j, ... j 
1 2 " 

та,си.м образом, чтобы и.мели место следующие соотношения: 

(32,7) 
(s = 1, 2 ... п) 

(32,8) A*G) = ,e,i. 
8 8 

До к аз ат ель ст в о. Обозначим вектор A(I) через х: 

(32,9) х :а:::: A(i). 
' /j 
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Покажем, что х является вектором главного направления нормы . 
8 

N2. В самом деле, применяя к обеим частям соотношения (32,9) 
некторфункцию А*, получаем 

А*(х) = N1(i) = ,е; i. 
В • 8 

Отсюда выводим: 

АА*(х) = "; A(i), 
8 В 

т. е. 

Таким образом, х действительно принадлежит к главному 
8 

направлению функции N2. Длина вектора Х: определяется следу-

ющим образом: 

(х,х) = ( A(i), A(i)) == (i, A*A(i)) = "; (i, i) = ";. 
88 8 8 8 8 88 

Итак, вектор х равен "J, где j - орт, т. е. соотношение (32,7 
8 8 В 

доказано. 1 Применяя ero к векторфункции А* и учитывая, что 
второй нормой этой ве1порфункции является N1, получаем 

(32,10) ·A*(j)=,e,i', 
8 8 

tде i' - орт главного направления нормы N1• Требуется доказать, 
в 

что орты i', i', ... i' совпадают с выделенными раньше ортами 
1 2 n 

i, 1, ... 1. Достаточно исследовать случай ", =f=. О. Подставляя 
1 2 n . 

в равенство (32,lOJ выражение для j = _!_A(i), получаем: 
8 "• 8 

"гi' = _!_ А*А (i) = 
1 

N1(i) = "• t. 
В "• f "• 8 8 

Таким образом, i' = 1, т. е. соотношение (32,8) доказано. 
8 8 

Из леммы 2 можно очень просто получить интересные след­
ствия. Обозначим. через U унитарную векторфункцию, которая 

1
) В том случае, ес11и "•=о в качестве j выбираем один из взаимно­

s 
ортоrонапьных ортов, лежащих в нупевоl! обпасти нормы N1. 
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переводит систему взаимно-ортогональных ортов 

•• j, ... j: 
1 2 n 
1 

(32,11) u (i) =j 
в ·в 

i, i, ... i в систему 
1 2 11 

(s = 1,2, ... п). 

Обозначим через 0 1 и 0 2 векторфункции Hermite 'а, у которых 
характеристическими числами является х1 , ,е 2 , .•• ,е,,. а rлавны<' 
направления определяются соответственно орrа:11и i, i, ... i 

и j, j, ... j: 
J 2 n 

1 2 n 

(32,12) 

Таким образом к-вадраты векторфункций 0 1 и 0 2 равны со­
ответственно нормам N1 и N2: 

0 2 N 2 i = i, 02 = N2. 

Комбинируя соотношения (32,7), (32,8), (32,11), (32,12), имеем: 

А (i) = 02(J) =02U (i); A*U) = 0 1 (i) = 0 1 U ·1 (j). 
S S 8 8 8 8 

Следовательно, 

А 0 2 u = uoi. 
Таким образом доказана . 
Теорем а 6. Линейная ве,сторфуюсция общего вида А может 

быть представлен.а в виде произведения фунтщии Hermite'a 
и унитарной ве"торфункции 

А 0 2U == U01, 

щJичем эрмитовы веюпорфун,сции 0 1 и 0 2 определяются из 
соотн_оше11ий: 

11 2 
0 1 N1, 0 1 = N2• 

Доказанная теорема позволяет решить вопрос об определении 
линейной векrорфункции по ее нормам. 

Если у искомой векторфункции А за11ана только первая норма 
N1 = А.*А, то решение ищется следующим образом: строим 
эрмнтову ф:ункцию 0 1, удовлетворяющую соотношению: 

(32,13) O;=Ni 

' 

1. 
' 
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(ее главные направления те же, что и у футщии N1, и квадраты 
ее характеристических чисел равны характе;.'истическим числам N ). 
Тогда 

(32,14) 

где U - произвольная унитарная функция. 
При построении функции 0 1 неопределенным является выбор 

знаков у ее характеристических чисел. Нетрудно видеть, что все 
.эrми говы векторфункции, удовлствор11ющие уравнению (32, 13), 
моrут быть получены из одной умножением на унИ1арную вектор­
функцию, у которой главные направления те же, что и у N 1, 

а Х1рактеристические числа равны± 1. 
Если у искомой векторфункции задана и вторая норма 

N2 = АА *, то на U налагается ограничение: 

Таким образом U одно из унитарных преобразований про· 
странства, при котором норма N1 преобразуется в N2. 

12. Выше уже указывалось, что эрмитова векторфункция 
в унитарном пространстве является ана,юrом симметрической 

в пространстве Евклида. Однако аналогия эта не является полной; 
в пространстве Евк.~ида каждая функция с п взаимно перпенди­
кулярными главными .направлениями является симметрической, 

в то время как в унитарном пространстве взаимной ортоrональ· 

ности rпавных направлений недостаточно для того, чтобы соответ­
ствующая векторфункция бы;1а эрмитовой, д1я этоrо необхо­
дима еще вещественнос1ъ характеристических чисел. Таким обра­
зом, KJJaCc векторфункций, имеющих п взаимно-ортогональных 
главных направ11ений 1 шире, чем класс эрмитовых функций; эти 

векторфункuии называются нормальными. Нормальные вектор­
функции исчерпывают собою те, у которых каноничес1<ий вид 
ма~иц в ортогональной системе 1<0ординат - диаrоналы1ый. 

К классу нормальных векторфункций принадлежат как 
эрмитовы, так и унитарные. 

Для исследования основных свойств нормальных векторфун­
кций нам потребуется следующая 

Лемм а 3. Две линейных ве,сторфун,сции простого типа 
перестановочны тогда и толь,со тогда, если у них .м.ожн.о выде· 
лить п общих инвариантных направлений. 

28 Ши-роков П. А, 
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До к а з а т е .п ь с т в о. Если у векторфункций А и В можно 
ныделит1, п общих главных направлений х, х, ... х: 

1 2 n 

. А(х) = ;,, х, 
i i 

В (х~ = µ1 х, 
\ i 

ТО 

В А (х) = А,µ, х, 
i i 

АВ(х) = ВА(х), 
i i 

т. е. 

(32,15) АВ=ВА. 

Обратно, пре.11.положим, что имеет место соотношение (32,15). 
Пусть х принадлежит к главной области Е,,. векторфункции 
А, относящейся к характеристическому числу l. Имеем: · 

А(В(х)) = ВА(х) = lB(x ). 
Эrо соотношение показывает, что вектор В(х) лежит в Е,,., 

т. е. Е,,. является инвариантной плоскостью для В. Итак, каждой 
rпавной области функции А соответствует инвариантный пучок 
векторфункции В. Так как В простого типа, то в Е,,. лежит т 
главных направлений функции В. Применяя зто рассуждение ко 
всем главным областям функции А, мы выделим п главных на­
правлений, общих для А и В. 

Теорем а 7. Линейная ве1'торфун.кция А тог.да и толысо 
тог.да нормальна, если обе ее нормы равны между собой: 

(32,16) А*А= А*А. 

До к а за тел ь ст в о. Пусть А - нормальная векторфункция. 
Так как ее главные направления взаимно-ортогональны, то А* 
имеет те же самые главные направления (это следует хотя бы 
из того, что канонический вид матрицы нормальной вектор­

функции в ортогональной сцстеме координаt- диагональный). 
Следовательно, на основании только-что доказанной леммы, 
А*А = АА*. Обратно, пусть имеет место соотношение (32,16). 
Из него вытекает, что эрмитовы составляющие функции А: 

Н1= .!..2 (А+А*),Н2 =}.(А-А*) .1 

nерестановочны меж.иу собой: 

1 
Н1 Н,=Н1Н1 = 1 (А11-А*2). 
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Следовательно, Н1 и Н2 имеют п общих взаимно-ортоrонаnь· 
ных главных направлений, которые яв.пяются инвариантными 

прямыми векторфункции А, что и требовалось доказать. 
Критерий нормальности, даваемый этой теоремой, может быть 

заменен следующим: 

Теорем а 8. 8е1'mорфун.кция А нормальна тог.да и толмо 
тог.да, если tсаждое ее главное направление является ин.вари­
антным для фун1'ции А*. 

До к аз ат ель ст в о. О том, что нормальная векторфункция 
имеет со своей Н - сопряженной общие главные направл~;;ния, 
уже говорилось при .доказательстве предыдущей теоремы. Рассмо­
трим другую половину теоремы 8. Пусть А имеет главное направление 
х, являющееся также инвариантным и для А*. Из соотношения 
1 

(х, А(у)) = (А* (х), у) 
1 1 

вытекает, что любой вектор у, ортогональный к х, принадлежит 
1 

к инвариантной плоскости En- l векторфункции А. Берем сле-

дующее главное направление х в En _ 1 ; применяя аналогичное 
. 2 

рассуждение, устан~вливаем, что ( п - 2)-мерная плоскость, орто­
гональная к х и х, является инвариантной для А. Продолжая 

1 2 

таким образом, мы выделим у А п взаимно-ортогональных напра· 
влениЯ. 

Согласно теореме 6, каждая линейная векторфункция А может 
быть представлена в виде произведения унитарной U и эрмитовой 

' Н векторфункции: А = UH. Возникает вопрос: в каком взаимо· 
отношении находятся функции U и Н, если А - нормальная 
векторфункция. Ответ на этот вопрос дает следующая 

Теорем а 9. Пvсть ве1'торфун1'ция А= UH, где U - уни­
тарная, Н - эрмитова фун1'цuи. Ве1'mорфун1'ция А тогда 
и толжо . тогда является нормальной, если U 11- Н перестан.о· 
вочны. 

До к аз ат ел ь ст в о. Если U и Н перестановочны, то они 
имеют общие главные направления, взаимно-ортогональные, 
которые служат инвариантными прямыми и для А; эта последняя 
является, таким образом, нормальной. Обратно, из нормальности 
векторфункции А вытекает: 

UH (UH)* = (UН)*UH, 
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т. е. 

u н2 u* = н2, 
JIIIИ 

Таким образом, фующин Н2 и U имеют общие главные наnравnе· 
ния; те же главные напраsления имеет и Н, т. е. U и Н пере­
становочны. 

Совершенно так же доказывается анолоrичная теорема. для 
разложения векторфункции А в произведение вида HU. 

Задаrtа 3, Если А - нормальная неособе.,ная векторфункция, то 
л-1 А* является унитарной. 

Задача 4. Произведение перестановочных нормальных векторфунк­
ций А. В, С, ... есть нормальная векторфункция. 

Задача 5. Если А - нормальная векторфункция, то характеристиче­
ские числа ее норм равны квадратам модулей характеристических чисел 
функции А. · 
. Задl!,'tа 6. Пусть А-некоторая линейная векторфункция. В любой 
т-мернои плоскости можно выбрать т взаимно-ортогональных векторов 
v, v, ... v таким обра:1ом, что функция А преобразует их снова во 
1 2 т 

взаимно-ортогональные векторы (может, конечно, случиться, что все вти 
векторы преобразуются в нуль). Если А - нормальная век·rорфункция 
то А"' преобразует v, v, ... v также во взаимно-ортогональные векторы' 

, 1 2 m • 

13. В унитарном пространстве можно построить, как и в reo· 
метрии Евкпида векторфункции, ортогонально проектирующие 
1~екторы пространства на заданную плоскость ( в дальнейшем мы 
?Удемназывать их просто проектирующими функциями). 
Эти векторфункции могут быть охарактеризованы как идемпо­
тентные нормальные функции. В самом деле, если 

А'!а=А, 

то у А характеристические числа равны О ю1и 1; так как кроме 
того, у А можно выделить п взаимно-ортогональных главных 
направлений, то зта функция ортогонально проектирует векторы 
пространства на ту плоскость, в которой лежат главные направ· 

ления с характеристическими числами 1 равными единице. Соответ­
ствующим выбором ортоrона.1ьной системы координат мы можем 
11ривести матрицу liAI! к виду: 

/.1 •. Е,п О li 
,, 1 ., о о.' 
\1 " ' 
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где Ет - единичн·ая матрица т-го порядка. Условимся обозна­
чать проектирующую векторфункцию через Е'. Отметим, что 
проектирующая векторфункция является армитовой. 

Задача 7. Пусть Е', Е"-линейные векторфункции, проектирующие 
на плоскости Er и Е, (r<, s) Доказать следующие теоремы: 

1) Пусть степень параллельности r1лоскостей Е, и Е, равна !!. ; век-
. r 

торфункции Е', Е" тогда и т<ltько то1·да перестановочны, если эти пло-

скости r - Р • ортоrональны. 
r 

2) Произведение Е'Е" тогда и только тогда является проектирую­
щей функцией, если Е' и Е" перестановочв:ы. В этом случае Е'Е11 

проектирует векторы на плоскость, являющуюся пересечением плоско­

стей Er и Е8 , 
Э) Произведение Е' Е" тоrда и только тогда равно нулю, если пло­

скости Er и Е. полностью взаимно-ортогональны. В этом случае Е' + Е" 
яв11яется функцией,. проектирующей векторы пространства на (r+s)-мep· 
ную плоскость, проходящую через Е,. и Е6• 

14. Векторфункция А называется лево-полуун.итарн.ой, если ее 
лервая норма равна проект-1рующей функции: 

А*А = Е'. 
Соответственно, векторфункция В называется право·полуун.итар­
ной, если ее вторая норма есть проектирующая функция: 

ВВ* = Е'. 
Если у векторфункции С обе нормы равны Е': С*С = СС* = 

= Е', условимся называть ее просто полуун.итарн.ой. . 
Займемся исследованием лево-nолуунитарной векторфункции. 

На основании (32,14), она имеет следующий вид: 

A=UH, 
где U - некоторая унитарная функция, а Н определяется из 
соотно.шения: 

Н11 =Е'. 

Выбирая среди решений этого уравнения армитову функцию 
с неотрицательными характеристическими числами, имеем: 

Н =Е'. 

Аналогичный результат получаем для право-полуунитарных 
векторфунющй. Таким образом, имеем следующее· предложение: 

Теорем а 10. Лево- и право-полуун.итарн.ые ве1еторфун.кции 
А и В, удовлетворяющие соотношениям: 

Л*А == Е', ВВ* = Е', 
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,Ногут быть представлены 8 САедующеМ sиде: 

(32,17) А= UE', В= E'U, 

где U - некоторая унитарная sе1еторфун1еция. 
Доказанная теорема позволяет выяснить, как преобразуют 

полуунитарные функции векторы пространства. Рассмотрим сначала 
лево·по.1Jуунитарную функцию: обозн.чим т-мерную плоскость, 
на которую проектирует функция Е', через Ет, дополнительный 
пучок - через Е.,. _ т· Формула (3 2, 17) показывает, что функция 
А сначала ортогонально проектирует векторы пространства на 
Ет, а затем поворачивает Ет в некоторое новое положение Ет', 
не изменяя при этом длин и скалярных произведений тех векто­

ров, !i:оторые лежат в Ет. Следователь. но, плоскость Е является 
n-т 

нулевой областью векторфункции А, а Е,,.' - инsариантноti. 
n;юскостью. Далее, так как длина проекции не больше длины 
проектируемого вектора, то характеристические ч11сла тех главных 

направлений, которые не лежат в Е111 , по модулю меньше единицы, 
а тех направлений, которые принадлежат к Ет, равны по модулю 
единице. Так как все гпавные ненулевые направления лежат 
в Е,,,.', то характерисrические числа могут быть равны по модулю 
единице только в том случае, если Е111 и Ет' пересекаются. 
Возникает вопрос: является ли лево-полуунитарная функция всегда 
функцией простого типа, как унитарная? На зтот вопрос следует 
ответить отрицательно. В самом деле, у векторфункции простого 
типа наряду с любой т-мерноt! инвариантной плоскостью 

существует независимая от нее (п - т)-мерная инвариантная 
плоскость. Между тем как, ecJIИ векторфункция U так повора· 
чивает пучок Ет, что Ет' пересекается с En _ т• то у вектор· 
функции А наряду с нулевой областью E'n-m не существует 
т-мерной инвариантной плоскости,. независимой от Е • Таким tt-m 
образом, лево-полуунитарные функции могут быть и не простого 
типа. 

Перейдем к право-полуунитарноt! функции В. Она сначала 
унитарно преобразует пространство, а затем проектирует его на Ет. 
Следовательно, Е111 является инвариантной плоскостью функции В. 
Нулевой облас_тью является та плоскость Е' n _ т• которая перево· 
дится унитарным преобразованием U в плоскость Е . Все tt-m 
нену.1Jевые главные направления лежат в Ет, Характеристические 
чис.'!а равны по модулю единице только в том случае, если 

осответствующие им гпавttые направления лежат в ппоскостн 
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пересечения Ет и Е,,/. Остальные характеристические числа 
по модулю меньше единицы. Право-полуунитарная векторфункция 
заведомо не простого _типа, ее.пи Е',._т и Ет пересекаются. 

Иллюсrрируем вышесказанное двумя примерами. 
1) Пусть Е' ортогонально проектирует плоскость на ось х1 

( система координат ортогональная) : 

IIE'II = 11

1
• о 1\. · о, о:• 

Векторфункцию U зададим матрицеt!: 

·~ __ 111 
IIUII= v; ·_ v; i 

J/2- ' J/2 II 

(она поворачивает ппоскость на угол ·в 45°). Полуунитарные 
векторфункции А и В определяются матрицами: 

IIAII = l/2
- ,о IIBll=j/r •/r 1. 

J/2 , о о, о i, 

1 
Характеристические их числа равны О и Yr . У лервой инвари· 

антные направления: 1) нулевое - ось х2, 2) с характеристическим 
1 

числом Yi - биссектриса х1 - х2 = О. У векторфункции В 

нулевым направлением является биссектриса х1 -х2 = О, харак-
1 

теристическому числу v:r соответствует ось х1 .. Обе вектор-

функции простого типа. 
2) Пусть, как и в примере 1, 

IIE'/1 = !!~: ~11· 
векторфункция же U поворачивает плоскость на прямой угол 

!IU!t = 11 ~:- ~ 11 · 
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Тогда 

1' о, O!I 1 ' '110, -1 :·1 

:1 А "" ll 1 О 1· 1! В 1 = i О О 1 . 
" ' ' ' , 1 

У функции А одно инвариантное направление (нулевое)­

ось х2 , у В главным направлением (также нулевым) является 
ОСЬ Х1 • 

У обеих функций характеристики выражаются символом [2]. 
Отметим еще одно следствие из теоремы 1 О. Для того, чтобы 

написать общий вид матрицы .1ево- или право-полуунитарной 
векторфункции в той ортогональной сис1 еме координат, в ко­

торой матрица l!E'!; имеет канонический вид: 

(32, 18) 1·:Е,,. Oil 
10 о i 

следует поступить с.11едующим образом: выписать произвольную 
унитарную матрицу 

• • • • li' 

[, an1 . , , ann 11 

""а. а, = г,Рq, ...:::... • ,р ,q 

и затем заменить элементы последних (п - т) колонн или строк 
нулями. В первом случае мы получим лево·полуунитарную мат-
рицу, во втором право-полуунитарную. 

Структура полуунитарных Fекторфункций очень проста. 
Так как эти функции нормальны (обе их нормы совпадают), 
то, на основании теоремы 9, векторфункции U и Е' в формуле 
А= UE' перестановочны. Поэтому U имеет в Ет т главных 
взаимно-ортогональных направлений. Таким сбразом, полууни­
тарная векторфункция проектирует все векторы пространства 

на Е,,. и затем преобразует унитарно плоскость Ет, не меняя 
ее положения в пространстве. Все ее ненулевые характеристиче­
ские числа по модулю равны единице. В той ортогональwоА 
системе координат, в которой матрица векторфункции Е' имеет 
вид (32,18), матрица [ AII выразится следующим образом: 

1 1.И"' 01'1 
I о о i' 

где И,,. - унитарная ма rрица т-го порядка. 

1 

1 
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15. Интересные исследования О. To,!plitz'a и F. Hausdorfi'a 
связаны с изучением формы 

(32, 19) 

(где А- некоторая линейная векторфункuия), причем значения 
аргументах берутся на "единичной сфере~: 

(32,20) (x,x)=l. 

Форму (32,19) условимся называть присоединенной к данной 
векторфункции (в немецкой литературе она называется "Kopp­
lungsform"). Когда точка х движется по сфере (32,20), форма 
Ф (А) принимает различные значения ( вообще говоря, комплекс­
ные) Отмети в эти комплексные значения точками на плос­
кости (х, у), мы получим множество точек, которые будем на· 
зывать областью значений присоединенной формы и обозначать 
символом W (А). Например, если А- ве1<торфункция Hermite'a, 
то присоединенная форма Ф(А) приwимает только дейс1витель­
ные значения; таким образом, W (А) в этом случае лежит на 
действительной оси. 

Те о ре м а 11. Характеристические числа веюпорфункции А 
принадлежат к области значений W (А). 

До к аз ат ель ст в о. Пусть х-орт главного направления, 
соответствующего характеристическому чисJJу л векторфункции А. 

. Для этого вектора х присоединенная форма имеет значение, 

Ф(А) = (х,А(х)) = л(х,х) = л. 
Теорема доказана. 
Так как (х,А(х)) является неnрерывноя функцией от х, и 

поверхность ( 32,20) замкнутая 1 то W (А) представляет оzра-
ниr~енное замкнутое множество. 1 

Верхнюю границу модулей комплексных чисел, принадлежащих 
к W ( А), обозначим через М (А); М (А) является таким образом 
радиусом наименьшей окружности, описанной около начала коор· 

динат и заключающей в себе множество W (А). Так как W (А)­
эамкнутое множество, то М (А} представляет собою maxlmum 
модулей комплексных чи(ел, принадлежащих к W(A). 

Зада<tа 8. Показать, что W(A*) получается из W(A) з,ркальным 
отражением отяосительво действительной оси. 

1 Множеств) называется замкнутым, если оно содержит в себе RC~ 
свои предельные точки~ 
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16. Теорема 12 (Hausdorff'a). W(A) является выпун­
лой областью. 1 

До к аз ат ель ст в о. Достаточно доказать, что каждая прямая, 
параллельная мнимой оси тоt! плоскости комплексного перемен­

ного (х,у), в которой лежит множество W (А), или вовсе не 
встречает W (А), или имеет с ним одну общую точку, или же 
пересекает это множество по одному интервалу. В самом деле, 
для того, чтобы распространить доказанное предложение на, 
прямые любого направления, достаточно повернуть плоскость 
комплексного переменного на некоторый угол а, что соответ­

ствует умножению векторфункции А на множитель ia. 
Разложим рассматриваемую векторфункцию А на зрмитовы 

компоненты: 

А= Н1 + iH1• 

Так как 

и так как присоединенная форма для эрмитовоt! векторфункции 

даеl' действительные значения, то Ф (Н1) и Ф (Н8) являются 
деt!ствительноt! и мнимой частями чисел Ф {А). 

Пусть с - одно из значений, которые принимает действитель­

ная часть Ф (Н 1 ). Прямая х = с имt>ет с W (А) общие точки 
, (по крайн~й мере, одну) Обозначим множество точек х на сфере 
(х, х) = 1, для которых Ф (Н1) = с, через А. Ближаt!шеt! нашей 
задачей является доказательство того, чтЬ А является связным 

.множеством (т. е .. ~юбые две его точки могут быть соединены 
непрерывной кривой, принадлежащей к А). 

Пусть u (и1 , и2 , •.• ип) и v (v1, v2, ••• v.,)-две точки, при­
надлежащие к А. Ортогональную систему координат, в кото­
рой берутся составляющие и, и vP выберем таким о"iр11зом, чтобы 

1 Выпvклой областью называется множество, обладающее следую" 
щими свойствами: 

1) оно замкнуто, 
2) если две точки Р и Q принадлежат к этому множеству, то оно 

содержит все точки отрезка PQ. 
Из этих двух основных свойств выпуклой области вытекает, что она 

нв11яется: 1) совершенным множеством, т. е. каждая ее точка является 
предельной (если только эта область не состоит из одной точки), 2) огра­
ниченным множеством. Любая прямая плоскости или вовсе не имеет 
с выпук~ой областью общих точек, или только одну тоqку, или же 
. общие точки образуют на зтой прямой один интерва11. 
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ее оси совпадали с главными направлениями эрмитовой вектор. 
функции Hi, т. е. чтобы 

Ф(Н1) = ~а,х1х., 
где а,-деt!ствительные числа. Введем в р~ссмотрение две новых 
точки на сфере (х, х) = 1: 

s(/и1!, lиа/, ... 1и.,/) и t(lv1l,lvsl, .. ,lv.,1). 
Обе они принадлежат к А, так как 

~ а1и,и1 = ~ а,lи,11 = с, 

~ a;v,v, = ~ а, 1v11в = с. 
Покажем теперь, что можно построить три кривых к1 , К2 , 

Ка, соединяющих соответственно точки: u и s, s и t t и v 
и принадлежащих 1, А. Пусть ' 

(k=l,2, ... n). 

Точки кривых К1, К2, Ка зададим соответственно следующими 
формулами: 

(К1) 

(/(g) 

· (Ка) 

xk = 1 uk I ei (1 - tJ а• 
1 

~k=V(1-t)l.и.1~ + t/vJ2, 

xk= lvkl i 11
\ 

3 

где параметр t изменяется от О до 1. Если t = о, получаем 11 :а 
ча1ьные точки зrих кривых: u, s, t; для t=1- конечные точки· 
s, t, v. Обнаружим, что эти кривые принадлежат к множеству А: 

Для точек кривой К1 имеем: 

Для кривой К8 также 

Ф (Н1) = ~ а, l-;1 /2 = ( 1 - t) ~ а, 1 и, 12 + t ~ а, 1v1 1
2 = 

= (1- t)c + tc = с. 
Наконец для Ка 

Ф(Н1) = ~ a,lxil2 = ~ a,Jv;/2'= с . 
3 



444 АЛГЕБРА ТЕНЗОРОВ В МЕТРИЧ. ПРОСТРАНСТВЕ ЕВКЛИДА 

Таким образом, все три кривые состоят из точек множества А. 
Кривая К1 + К2 + К3 , соединяющая точки u и v, также, разу­
меется, пр11надлежит к А. Таким образом, доказано, что м но­
ж ест в о А являет с я с вяз н ы м. Так как Ф (Н1) - непрерыв­
ная функция от х1 , х2, ••• х,., а сфера (х,х) = 1 - замкнутая по­
верхность, то множество А является замкнутым и ограни­
ченным. 

Расс~10трим теперь вещественную функцию Ф(Н2 ) на А. 
На основании теоремы Weierstrass'a, она имеет на А maximum М 
и minimum т и пробегает все значения, заключающиеся меЖду М 
и т. Следовательно, на прямой х = с значения присоединенной 
формы Ф (А) или образуют один замкнутый интервал (т,М) 
или дают одну точку (если т = М). 

Теорема Hausdorff'a таким образом доказана. 
17. Выше уже бы.~о указано, что характеристические числа 

линейной векторфункции принадлежат к области значений при­
соединенной формы. Toeplitz показал, что для нормальной вектор­
функции значения ее хараюеристических чисел вполне опреде-

• ляет область W (А). Для построения этой области следует по· 
ступить следующим образом (. правило многоугольника" Toep­
litz'a): отмечаем на плоскости точки Р1 , Р2, ••• Р,,, соответствующие 
характеристическим числам векторфункции; затем строим наи· 
меньший выпуклый мноrоуrольник, заключающий внутри себя 
и на своей rранице точки Р1 , Р2, ••• Рп. Этот многоугольник и 
является областью W (А). Наглядно это построение можно по­
яснить следующим образом: втыкаем в точки Р1, Р2, •• • Р" бу­
лавки и набрасываем на плоскость нитяную петлю так, чтобы 

все точки Р1 , Р2, ••• Р" были внутри нее; затем стягиваем петлю 
до тех пор, пока она не примет вид выпуклого мно~.оугольника. 

Докажем справедливость этоrо построения. 
Теорема 13 (Toeplitz'a). Для нормальной векторфун-. 

кции А область W (А) нвляется наименьшим выпуклым много­
vгольником, заключающим внутри себя хараюперистические 
числа ве1еторфункции А. 

До к аз ат ель ст в о. Вводя ортогональную систему коорди· 
нат, у котороf! оси являются главными направлениями ве~tтор­

функции А, имеем: 

Ф(А) = ~ л1х,.х1 = ~ л1 Jx,12
• 

(ак как 
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То точку Ф(А) можно рассматривать как центр тяжести точек 
J.1, л2, ••• л,., в которых сосредоточены массы i х1 1 2, 1 x 2 li, •.. ! xnj2 . 

Интуитивно очевидно, что, меняя распределение масс в точках 
л1, А.2 , ... л,., мы можем совмесгить точку Ф (А) с любой точкой 
выпуклого мttоrоуrольника Toeplitz1a,. построенного П.) указанному 
выше правилу. (Строгое доказательство этому фаюу можно даrь, 
основываясь на исследованиях Weierstrass1a и Минковского; 1 

останавливаться на этом не будем). 

Ив доказанной теоремы следует, что W(U) для унитарной 
функции U является выпуклым многоугольником, вершины ко­
торого лежат на единичном круге с центром в начале коорди­

нат. Если векторфункция U имеет только два различных харак· 
теристических чис,:1а, то W (U) совпадает с хордой, соединяющей 
соотвеrствующие точки; наконец, если U == Е, то W (U) выро­
ждается в Т,)чку. 

Для эрмитовых векторфункций W (А) яв:1яется интервалом 
на действительной оси, ограниченным наибольшим и наименьшим 
из характеристических чисел. 

Если у нормальных векторфункциf! на границе W (А) обя­
зательно должны лежать характеристические числа, то для функ­

ций ~олее сложной природы это уже вообще не имеет места. 
18, Нетрудно указать те границы, внутри которых лежит 

обдасть значений W(A) для векторфункции общего типа. Так как 

Ф (А)= Ф(Н1 ) +iФ(Ня) 
(Н, и Н2 - эрмитовы компоненты векторфункции А), и так как 
Ф\Н1) и Ф (Н2)-деt!ствительные числа, то W (А) лежит внутри 
прямоугольника, ограниченного прямыми: 

(32,21) 
У= Ь1, У Ь2, 

rде а1 и а2, Ь 1 и Ь2 - наименьшие и наибольшие характеристи· 
ческие числа соответственно функций Н 1 и Н2• Отсюда, как 
следствие, вытекает следующее прwожение: 

1 См. напр., С. Caratheodory. Ober den VariabШt11tsbereich der Fou­
rier'schen Konstanten von positiven harmonischen Funktionen. Rend. Paler-­
mo, Т. 82 (1911), стр. 198. Caratheodory доказывает следующую теорему: 

Точки наименьшей выпуклой области, r.одержащей замкнутое мно­
жество М, моrут быть рассматриваемы как центрь1 тяжести материальных 
масс, сосрf'доточенных в точках множества М, причем все массы бе­
рутся положительными, и их сумма равна единице. 
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Теорема 14 (Bendixson·a-Hirsch'a). Характери­
стичесJСuе числа линейной ве1Сторфун1Сцuи лежат внутvи 
прямоугольнUJСа: 

а1 <х<а2, 

Ь1 <у<Ьз, 

zде а1 и а2 , Ь1 и Ь2 - наименьшие и наибольшие xapattmepu­
cmuчecJCue числа эрмитовых JСомпонен.тов этой веJСmорфунJСции. 

На основании этой теоремы можно дать верхний предел мо­
дулей характегистических чисел и их действительных и мнимых 

частей. Пусть линейная векторфункция и ее эрмитовы компо­
ненты в некоторой ортогональной системе координат задаются 

матрицами: 

Ha,kll, !!h .. "11, l!h .. "11, 
1 2 

1 - 1 - , 
~tk = 2 (a;k + аы), :,·1, = 2i (а,,,- a111J, 

Пусть A.t =а;+ t{J1 (t = 1, 2, ... п)-характеристические числа 
векторфункции А, µ1 и v1 -характеристические числа соответ­
ственно эрмитовых компонентов Н1 и Н2• Так как 

~{А,;= ~ h ..... ~ µ,µ" = ~ (h,,.hilt - h,khkf), Ji * k) 
· 1 11 11 

то 

(32,22) (t=f::.k) 

Если Н1 - наибопьши11 модуль элементов матрицы l!h1"II, то 
1 

"'1 2 _,,.. пН2 + ( l)Ha :он2 ~ µi "'>- 1 · n n - 1 = n 1 ' 

Принимая во внимание теорему Bendixson'a - Hlrsch' а, полу­
чаем неравенство для действиJ:1Wьных чаете!! характеристических 

чисел А.1 = а1 + t{J1: · 

I a1l<nH1• 

Аналогично выводится неравенство: 

2 9 
~ '/li <пзн;. 

т. е. 

lfJ"l<nН1, 
где Н1 - наибольший из модулей элементов матрицы /!h11//. 

.1 
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На основании соотношения (32,22), имеем: 

q.~ < ~ h!. + ~h,khkl. 1 1 \\ 1 1 

Аналогично: 

откуда: 

Но 

т. е. 

(iif:: k) 

(l ::f 

Обозначая через А наибольший из модуле!:\ элементов матрицы 
//aQII, получаем: 

а; + {J: < пАI + п (п-1) АЗ= п2А11 • 

Объединяя вышесказанное, имеем теорему: 
Теорем а 15 (Н i r s с h 'а). Если линейная веJСmорфун.JСция 

и ее эрмитовьt JСомпон.ен.ты определяются в ортоzональн.ой 

системе JСоордин.ат матрицами lla1кll, /lh1"11, l!h1kll, то модули 
1 2 

xapa1Cmepucmuчec1Cux чисел А.1 = а1 + iflt и их действительньtх 
и мн.имьtх частей удовлетворяют н.еравен.ствам 

lл1 1<пА, 1 а,1<пН1, l.8,l<nH8, 

zде А, Н1 , Н11 - соответственно наибольшие модули эле.мен.тов 

.матриц нa"JI, !lh11ell, llh •• 11, 
1 2 

19. В качестве примера рассмотрим линейную векторфу~кцию 
в 2-мерном прострянстве. Как мы знаем, выбором ортогональ­
ной системы координат можно матрицу любой векторфункции 
привести к каноническому виду: 

IIAII= 11 л1, µ 11. 
. О, лs: 1 
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где ).1, 

системе 

л .. - характеристические числа этой функции. В этой 
" ЩИЙ ВИд: координат присоеа.иненная форма имеет следую 

Ф (А)= л1х'1х1 + л2i2х2 + µх1х2, 
вв~дем модули и аргументы комплексных. чисел Х1, Х2 µ: 

Тогда 

iб, iб, 
Х1 = !!1е , Х2 = !!2е , 

iб 
µ=ее . 

2 2 r ( ба - б, + f!) 
Ф (А) = л1е1 + лsе2 + ее1е2е 

так как (х1х) = е~ + е: = 1, то можно положить:· 

е1 = cosw, !!2 = sinro, 
п 

л ()) будем брать в следующих пределах: О < ro < -
2 

• нричем yro 

Обозначая 
v, 

получаем для Ф (А) следующий вид: 

ф (А)= л1 cos2 со+ л2 sin2 со + е sin со cos meiq; = 

= { (л1 + л2 + v cos 2ro + е sin 2wi'11
). 

Нашей целью является исследовать, какую область опишет 
точка z = ф (А\ когда со и rp изменяются в следующих пределах: 

о < ro < i, О rp < 2n. 

Фиксируя 00 и меняя rp, мы п?лучим ~кfужность радиуса 
о sin со cos m центр которой: л1 cos · w + л11 sш Ф лежит внутри 
- ' f} 
о:грезка л1, ).2, а радиус меняется от О до 2 . Принимая во 

внимание теорему Hausdorf(a, мы убеждаемся, что граница обла­
сти W (А) яв.'!яется огибающей этих окружностей, разысканием 
которой мы и займемся. Считая в уравнении: 

(32,23) z = {(л1 + л 11 + Р cos 2со + е sin 2со/'Р) 
со за параметр кривых семейства и дифференцируя по' нему, 
находим: 

i,p + . f} • 2 iq; drp - о _ v sin 2со + !! cos 2roe i 2 sш we dw - • 

32. КОМПЛЕКСНОЕ МЕТРИЧЕСКОЕ ПРОСТРАНСТВО 

Для исключения ~rp берем комnлексно-сопря>Jеенное уравнение: 
с,ф • 

..---; sin 2со + {' cos 2coe-i" -i ~ sin 2roe-i" :: = о. 
drp 

Исключая dw, имеем: 

(32;24) 

Не выводя .уравнения искомой огибающей, покажем, что она 
явл~ется эллипсом· с фокусами в точках л1 и l

2
• Обозначим рас­

стояния от точки этой кривой до л1, л, соответственно че­
рез r1, r1; имеем: 

r: = ( Z - A.1)(z -11) ..:_ {( - 2Р Sin1 СО + (! SiП 2roi'I')( - 2;sin1@+ 
+ () sin 2соГi,р) = t (411V si114ro- 2!,Jsinllwsin 2ш (ve-i" + ;/") + 

+ (!2 sin2 2ro ). 

· Исключая в этом соотношении выражение (ve-i" + ,е7'") при 
помощи (32,24), получаем: 

r1 = V w + e2 si~2w. 

Аналогично выводим: 

Таким образом, 

(32,25) 

r 11 = V i•v + ,/· c'os2 ш. 

т. е. огибающая, действительно, является эллипсом с большой осью, 

равной V,;; + !.)2, Так как расстояние между фокусами равно 
~. то малая ось равна (}, Объединяя вышесказанное, имеем: 

Область значений. W I А) присоединенной фор.мы · линейной 
ве,сторфуюсции А в 2-.мерно.и пространстве ограничена аллип­
со.м, в фо,сусах 1еоторого лежат хараюперистич.ес,сщ: числа 
этой ве1еторфун1еции и малая ось ,соторого равна 1 µ 1, где 
µ але.мент .матрицы 1/A)I, приведен.ной ,-с ,-сан.он.ич.ес,-со.му виду: 

1/
л1, µ1/ 
о, л,~ · 

29 Ш..роко• n. А. 
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Если функция нормальна (µ == О), эллипс вырождается в от­
резок прямой между л1 и л2• 

Задача 9. Показать, что эксцентриситет s,липrа (82,25) равен 1:и­
нусу yr11a между г11авными направлениями векторфувкции А. 

20. На ряду с присоединенной формой 

Ф (А)= (х,А(х)) == aaf1xaxf1; (х, х) = 1 

Toeplitz в своих исследованиях рассматривает билинейную форму: 

1Р (А) = (х,А(у}) ·t:= aafJxa yfJ; 

арrумен:rами которой являются также орты: 

(x,x)==l, (y,y)=l. 

При изменениях аргументов форма lJJ принимает ряд комплек· 
сных значений, изображением которых на плоскости комплекс­
ноrо переменного является некоторое множество точек V(AI. 

Теорема 16. V(А)является ,сруговой областью с центром 
8 начале 1еоординат. 

До к а за тел ь ст в о. Если множество V (А) содержит · точ­
ку Р,10 оно включает в себя и всю окружность, проходящую че·рез Р 
и имеюшую центр в начале координат. В самом деле, при умно- · 
женин аргумента х на ia (где а -деtlствительное число), что 
не меняет длины этого вектора, форма ЧJ (А) умножается на e-i~ 
Изменяя а от О до 2п, мы заставим точку Р описать окружность 
с центром в начале kООрдинат, не покидая множества V (А). 
Если V(A) содержит окру,~..ность радиусов R1 и Rэ с центрами 
в начале, то и все окружности промежу1очных радиусов, кон- . 
центрические им, также принадлежат к этому множеству. В са­
мом деле; вещественная функция I ЧJ (А) 1 непрерывна, а область 
изменения аргументов образует св11зное , ножество. Остается по­
казать, что начало координат также приналлежит к V(A). Для 
этого достаточно, выбрав вектор у, взя1ь х ортогонально к А (у). 
Теорема ·доказана. 

Обозначим радиус круга V (А) через R (А). Присоединенная 
форма Ф(А) является частным случаем билинейной (К<>Гда в этой 
последней оба аргумента равны между собой). Следовательно, 
W (А) является частью V (А). Выше мы обозначили радиус 
наименьшего круга с центром в начале, содержащего внутри W (А) 
через М(А). Очевидно, что 

M(A)<R{A). 

,! 
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Теорема 17. п 411 = R (А). ,Цi/1 н.ормtиьнь,х вемторфу~,щfi М (А) = 
до к аз ат ель ст в о Выберем т 

координат, в которой ос'и являются r : ортогональную систему 
мальной векторфункции А; тоrда л вными направлениями нор-

Так как 

)~л,х1У1 /<~ ll1ll~1HY,l<Л ~ Jx,/ IY,I, 

':::,е через Л обозначен наибольший из модулей ! Л11, 1 лt 1, ••• /л"1, 

/fJJ(A)/ <Л V2; ,х,/э_l/у1 )з =Л .. 
На основании теоремы Toeplitz'a М(А) - Л .,., 

М (А). Так как в то же в • - , т. е. R (А)~ 
'R(A) .;.;,.,м (А), то М(А) = R (Аj.емя имее·r . .место сооtнощение 

Теорема 18 (TuepJJtz·a· д 
вида радиус R (А) области V (1) и ля /еl(,nорфун.юти общего 
Nруга с цен.тром в начале коо д ;,а иус М , А) н.аи.мен.ьшего 
W(A), удовлетворяю,п следующ:М и:е~~~е::::;::ющего 8 себе. 
(32,26) М(А)<R(А)<2;М(А). 

до к а з а·т ел ь с тв о Необхо 
неравенство. Введем эрм.итовы ко~~моое доказать только второе 

н нты векторфункции А: 

Так·каk. 
А= Н1 + iH1• 

то 

. 1 fJJ(A) / < / fJJ(H1) / + ! fJJ(H 2) J, 
т. е. R(A)<R(H 1 + R(H) Н · 
R(H )'= М(Н) R(H э. а основании предыдущей теоремы 
<М1(А), т. e,1R(AJ<1;;;~{"~;op~~a М(Н1)<М(А), М(Н2)> 

Возникает вопрос • доказана. 
более сильными. Как' н:~~;~н:"п:аиенить неравенства (32,26) 
В самом деле, на основании , е/а~:ь, этого сцелать нельзя. 
осуществляется для нормальных фу:ций 1 ~ равенство М = R 
с1 вуют функции-, для ко1 ор1,1х R = 2М . то же время суше­
на. следующем примере. , как это показал ToeplHz 

2G• 
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Рассмотрим право·полуунитарную векторфункцию, опреде­
ляемую следующей матрицей в ортогональной системе координат: 

Пользучсь предложением, доказанным в предыдущем разделе, 
1 

мы видим, что для нее W(A) Яl'\ЛЯеrся кругом радиуса= 2 
. ' 1 

с центром в начале координат. Следоваtельно, М (А)= i.. Опре_-

делим для нее R (А). Так как I Ч1 (А)[.= 1 Х1 I IY2 I и 

1~118 + /х212 = 1, IY1/21 +1Ysl9 = 1, 

то R (А) = Мах. 1 Ч1 (А) 1 = 1. Т-аким образом, в рассматриваемом 
слу~ае R (А)= 2М (А). 

Задача 10. Показать, что 

[R(A))i = [R(A•)J1 = М(А•А) = М(АА•). 

.r!-.• 
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~з перечисленных книг наиболее глубоким является курс Weit­
zenЬock'a; он дает подробное изложение основ теории инвариантов ли­
нейных преобразований и потому подводит под основные факты тензор­
ного анализа солидный фундамент. Книга эта должна быть особенно 
рекомендована лицам, желающим специализироваться по тензорному 
анализу, но начинать изучение лучше с более элементарных курсов 
напр., Levi-Civita или Schouten'a. ' 

Следует отметить, что в указанных выше курсах и монографиях 
наибольшее внимание уделено приложениям тензорного анализа к диф­
ференциальной ~еометрии и физике. Вопросы тензорной алгебры более 
или ме1 ее, подробно изложены только . в книгах WeitzenЫick'a, Study 
и ~c~oute~ а. В этой последней особенно ин'l'ересной является 7-я глава: 
D1e 1nvar1anten Zerlegungen einer Grбsse hбheren Grades. Этому же во­
просу посвящена 5-я глава книги Н. W е у l'я: Gruppentheorie und 
Quantenmechanik. 

Подробные литературные указания · можно найти в цитированных 
выше монографиях Eisenhart'a, Schouten'a и Strulk'a в статьях: · 

1) R. W е i t z е n Ь б с k. Neuere Arbelten der algebraischen lnva­
riantentheorie. Differentialinvarianten. Encykl. der math. Wisseпsch. 
В. 111 3 , Н. 6, Leipzig, 1922. 

' 2) L. В е r w а I d. Different'allnvarla11ten in der Geometrle; Rle-
mannsche Mannlgfaltlgkelten und lhre Verallgemei11erungen, Encykl. der 
math. Wissensch. В. 1111 , Н. 7. Leipzig, 1'927, 

а также в книге: 

D. S о m m е r v i 11 е. BiЫiography of Non-Euclidean Oeometry. 
London, 1911. · 

Исторический очерк развития тензорного анализа: 
1) F. 1( 1 е i n. Vorlesungen ilber die Entwlcklung der Mathe­

matik im 19. Jahrhundert. Т. 11: Die Grundbegriffe der lnvarian· 
tentheorle und ihr Eindringen in die mathematische Physik. Berlin, 1927. 

2) В. }( а r ан. Геометрические идеи Римана и их современное 
развитие. Труды Всеросс. Съезда математиков в Москве. Москва, 1928. 

В дальнейшем ссылки на литературу даются в связи с отдельными 
параграфами настоящей книги. 

Г л а в а. 1. Э л е м е н т а р н а. я т е о р и я м а т р и ц. 

§§ 1 - З. Матрицы бьmи введены впервые в алгебру Cayley (Phil. 
Trans. (1858), Coll. math, papers., 11, 475). · 

Систематическое обоснование исчисления матриц принадлежит 
Frobenius'y: 

О. F r о Ь е n i u s. Ober line11re Substitutlonen und Ыiineare 
Formen, Journ. f. Math. В. 84 (1878), S. 1. 

Основы т~ории матриц можно найти в некоторых курсах высшей 
алгебры, напр., 

1) Н. W е Ь е r. Lehrbuch der Algebra. 2. Auflage. В. 11 
Braunschweig, 1899 .. 

2) М. В б с h е r. Elnfilhrung in die hбhere Algebra. Leipzlg -
Berlin, 1910. 

3) L. D i с k s о n. Modern Algebraic Theories. Chicago - New­
York - Boston, 1926. 

4) Н. Т u r n Ь u 1 1. The Theory of Determinants, Matrices and 
Invariants. London - Glasgow 1928. 

• 
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Для иачинающего особенио может быть рекомендована книга М. Bб­
·cher'a, дающая прекрасную геометрическую интерпретацию вопросам 
алгебры. Подробное изложение теории элементарных делителей содер­
жится в книге: 

Р. М u t h. Theorie und Anwendung der Elementartheiler. 
Leipzig, 1899. 

r л а в а 11. Ал г е б р а те нз о р о в в а ф фин н ом п р о­
с r.,p ан ст в е. 

§' 4. По геометрии многомерных пространств существует обширная 
литература, по преимуществу журнальная. Главнейшие монографии 
следующие: ''"' 

1) Е. В е r t i n i. lntroduzione alla geometria projettiva degli 
'i perspazi, con appendice _sulle curve algebriche е loro slngolarita. 
Pisa, 1907. Есть немецкий перевод: 

Е. В е r t i n i. Einfiihrung in die projektlve Geometrie mehrdi­
mensionaler Raume. Wien, 1924. 

2) Н. О r а s s m а n .n. Die lineale Ausdehnungslehre, ein neuer 
.Zweig der Mathematik. Leipzig, 1844. Ges. Werke, В. 1. 

3) Н. О r а s s m а n n. Die Ausdehnungslehre. Berlin, 1862. Ges 
Wer~e, В. 1. . 

4) W. К i 11 i n-g. Die nicht-Euklidischen Raumformen in ana-
Jytischer Behandlung. Leipzig, 1885. . 

5) W. К i 11 i n g. Einfiihrung in die Grundlagen der Geometrie. 
Padeborn. В. 1, 1893; В. 11, 1898. . 

6) Р. S с h о u t е. Mehrdimensionale Geometrie. Leipzig. 1. Teil, 
1902; 2. Teil, 1905. 

7) О. · V е .r о n е s е. Fondamenti di geometria а piu dimensloni е 
.а piu specie di unita rettilinee, esposti in forma elementare. Padova, 
1891. Есть немецкий перевод: 

О. V е r о n е s е. Grundzilge der Geometrie. Leipzig, 1894. 
Указания на журнальную литературу можно найти в книге: 
D. S о m m е r v i 1 1 е. BIЫiography of Non-Euclidean Geometry. 

London, 1911, а также в статье: 
О. S е g r е. Mehrdimensionale Raume. Encykl. der math. Wiss. 

В. 111 2, Н. 7. Leipzig, 1920. · 
§ 5. Аксиоматическое обоснование аффинной ве!(Ториой алгебры 

.можно найти в следующих монографиях: 
1) Н. W е у 1. Raum. Zeit, Materie. Beriin, }923, § 2. 
2) Н. W е у 1. Gruppentheorie und Quantenmechanik. Leipzlg, 

1928, § 1. 
§ 11 . Краткое изложение ОСf!ОВных понятий теории групп и при­

ложения к геометрии содержатся, напр., в следующих монографиях: 
1) Н. W е у 1, Gruppentheorie und Quantenmechanik. Leipzig,1928. 
2) К. R е i d е m е i s t е r. Vorlesungen ilber Grundlagen der 

Geoinetrie. Berlin, 1930. 
Эрлангеновская программа Klein'a: 
1) F. К 1 е i n. Vergleichende Betrachtungen uber neuere geo­

metrische Forschungen. Programm zum Eintritt in die philosophlsche 
Fakultat und den Senat Erlangen. 1872. Перепечатана в Mathem. 
Ann., В. 43 (1893). Есть русский перевод: 
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Ф. Кл.ей н. Сравнительное обозрение новейших rеометричесI<Их 
исследований. Изв. Казанского Физ.-мат. о-ва. Т. 5, 6 (1895- 96). 

2) F. К 1 е i n. Elementannathematik vom hбheren Standpunkte 
aus. В. 11. Geometrie. 3. Aufl. Berlln, 1925. 

Систематическое изложение аналитической и дифференциальной 
rеоиетрии различных групп преобразований: 

1) L. Не f f t е r und С. К о е h 1 е r. Lehrbuch der analyti-
echen Geometrie. Leipzig Berlin. В. 1, 1905. В. 11, 1923. 

2) Н. Вес k. Koordinatengeometrie. В. 1. Die ЕЬепе. Berlin, 1919. 
~) W. В I а s с h k е. Vorlesungen ilber Differentialgeometrie. 

Berl1n. В. 1, 2. Aufl., 1924; В. 11, 1923; В. 111, 1929. 
4) О. К о w а I е w s k i. Vorlesuпgen flber allgemeine natilrliche 

Geometrie und Liesche Transformationsgruppen. Berlin - Leipzig. 1931. 
Обоснование векторного анализа на основе идей Klein'a: 

· J. S с h о u t е n. Orundlagen der Vektor- und Afflnoranalysis. 
Leipzlg - Berlin, 1914. 
. § 12. Относительно определения ковариантной величины ер.: К 1 е i n. 
Elementarmatheщatik vom hoheren Standpunkte aus. В. ll, S. 27 28; 
162 - 164; Н. W е у 1. Oruppentheorie und Quantenmechanik, S. 114. 

Гл а в а 111. Исследование некоторых спец и ал ь­
н ы х · в и до в тензор о в в аффинном .пр о стр ан с.тв е. 

§§ 16 - 18. Метод Weyl'я в исследовании линейных вектор-
(lункций 1-ro рода: . 

1) Н. W е у 1. Mathematische Analyse des. RaumproЫems. Berlln. 
1923. Anhang· 12: Theorie der einzelnen Matrix (Elementarteiler) .. 
S.·88-100. 

2) Р. К I е i n. Vorlesungen аьеr hбhere Geometrie. Berlin, 1926. 
§§ 96 - 98. Einleitung in die Elementarteilertheorie. 

Нлассическое изложение теории элементарных делителей и ее при­
ложения к линейным векторфункциям можно найти в цитированных вьlше 
курсах Bбcher'a, Dlckson'a и Muth'a. Элементарным введением в теориl() 
линейных векторфункций (в метрическом 3-мерш;:~м пространстве) может 
"лужить книга 

Ю. Раб ин о в и ч. Теория линейных ве!(Торфункций. Одесса, 1911. 
§§ 20 - 25. Теорию квадратичных, билинейных и эрмитовых форм. 

иожно найти в курсах алгебры, перечисленных в указшщях к rл. 1. 
а также в монографии 

О. . К о w а I е w s k 1. Einfilhrung in die Determlnantentheorie. 
Leipzig, 1909. · 

· Подробное изложение теории пучков билинейных и квадратичных 
форм, необходимой для полного исследования вопросов, затронутых 
в§§ 21-25, содержится в книге Muth'a. 

Вспомогательная векторфункция 1( (см. §§ 21, 23, 24) была введена 
в исследовании этих вопросов О. Kowalewsk'им (Leipz.Ber., 1917, S. 333). 

§ 25. Обо::щение понятия о тензоре (тензоры 2-ro класса): · . 
1) J. Schouten, D. van Dantzlg. Oьerdle Differentialgeo­

metrie e:ncr Hermlteschen Differentialform und ihre B.ziehungen zu den 
Feldglelcyungen der Phys!k. Proc. Akad. v. Wet. Amsterdam, 32 (1929), 
s. 60 64, 

2) J· S с h о u t е n. Ober unШlre Geometrie. lbld. 457-465. 

1 
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3) J. Schouten, D. van Dantzlg. Ober ,unitllre Qeometrie. 
Math. Ann. 103, (1930), S. 319-346. · 

§ 26. Различные виды соотношений между составляющими муль-· 
тиве~ра: · 

1):,1?=· D'O v I d i о. Le funzioni metriche fondamentali negli 
spaz! ,,di quante si vogliano dimensioni е di curvatura costante. Mem. 
ACCJ.,Lincei (3) 1 (1887), р. 929. 

2) W. Н. J о u n g .• On flat арасе coordinates. Proc. London. 
Math. Soc. 30 (1'Э99), р. 54. . 

3) В. N о е t h е r. Zur lnvariantentheorie der Formen von ,r 
Variabeln. Crelle, 139 (1910), S. 118. 

4) Т h. V а h 1 е n. ОЬеr die Relat!onen zwischen den Determi­
, nanten einer Matrix. Crelle, 112 (1893), S. 306. 

5) R. W е i t z е n Ь б с k. lnvariantentheorie. Groningen, 1923. 
· Производные матрицы: 

1) L. К r о n е с k е r. Vorlesungen i1Ьer Detenninanten. 
2) С. S t ер h а по s. Sur une .extension du calcul · des substitu-­

tions lineaires. Journ. de Math. (5), б (1900), р. 73. 
3) 1. S с h u r. Ober eine Кlasse von Matrlzen, · die sich elner 

gegebenen Matrix zuordnen lassen. Berlin, 1901. 
4) ~· L о е w у. Zur Oruppentheorie mit Anwendungen auf die 

Theorie der llnearen homogenen Differentialgleichungen. Trans. Am~ 
М. Soc. 5 (1904), р. 3. · 

Окаймленные определители: 
О. К о w а 1 е w s k i. EinfO.hrung in dle Determinantentheorie. 

Leipzig, 1909. 

Г л а в а IV. А л r е б р а т е н з о р о В в м е т р и ч е с к о м п р о­
с т р а н с т в е В в к л и д а. 

§ 27. Примером построения геометрии (Riemann'oвыx пространств), 
в основу м.ероопреде.11ения которой положена неопределенная квадра-· 
тичная форма, может служить книга В i s е n h а r t. Riemannian Geo-
inetry. · · 

§ 31. Решение основных задач аналиrической геометрии в п-мерном 
метрическом пространстве: .. 

с. J о r d а n, Essai sнr la geometrie а п dimensions. Bull •. 
de la Soc. Math. de France. Т. 111 (1874- 75), р. 103. 

§ 32. Введение· комплексных .элементов пространства относится 
к началу 19. века (Р о n се 1 е t. Traite des proprietes projectives des. 
11gures, 1822). Систематическое построение геометрии комплексного, 
проективного пространства принадлежит Staudt'y: 

1) О. S t а u d t. Geometrie der Lage. Ntlrnberg, 1846. 
2) О. S t а u d t. Beitr~gen zur Geometrie der Lage. Numberg,, 

1856-бО. 
Аксиоматическое обоснование комплексной прое!(Тивной геометрии. 

еодержится в мемуаре: • 
О. V е Ь I е n, W. J о u n g. А Set of Assumptions for Pro­

ject!ve Oeometry. Amer. Joum. of Math. 30 (1908). 
Элементарным введением в геометрию комплексных пространств. 

могут служить монографии: · ' 
1) J. Со о I i d ge. The Geometryofthe ComplexDomain. Oxford, 192 
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2) Е. с а r t а n. Lei,;ons sur la geometrie projective c:omplexe. Pa­
тis, 1931. · 

Систематическое изучение алгебраических кривых в комплексном 
проективном пространстве является предметом большой ветви геомет­
рии -так называемой алгебраической геометрии. См., напр., 

F. s е v е r 1. Vorlesungen ilЬer algebraische Geometrie. Leipzig -
Berlin, 1921. . v 

Основы геометрии Hermite'a и теории •линейнщ векторфункции 
.в унитарном пространстве можно найти в книгах: . 

1) н. W е у 1. Oruppentheorie und Quantenmechan1k. Кар. 1. 
2) А. W I n t n е r. Spektraltheorie der unendlichen Matrlzen. 

Leipzig, 1929. Кар. 1. 
Отметим интересную статью: 
м. Н: рей н, Ф. r ан т махе р. О нормальных операторах 

в эрмитовом пространстве. Изв. Н:аз. физ.-мат. об-ва, (3), 4 
{1929-30), 

которой мы пользовались при составлении § 32, 
Литература по обласrи значений присоединенной формы: 

. ]) о. тое 'р 11 t z. Das algeЬraische Analogon zu e\nem .Satze 
von Fejer. Math. Ztschr. 2 (1918), S; 187. 

2) F. Ji а tt s d о r f f. Der Wertevorrat einer Billnearform. Math. 
ztschr. 3 (1919). S. 314. . 

3) I. в е n d i х s о n. Sur les racines d'une equation fondamentaie. 
Acta Math., 25 (1902), р. 359. . 

4) А. н I r s с h. Sur Jes racines d'une equatюn fondamentale. 
Acta, Math., 25 (1902), р. 367. . 

5) т. В r о m w 1 с h. On the roots of the character1stlc equation 
of а linear suЬstitution. Acta Math., 30 (1906), р. 297. 

(!) А. W \ n t n е r. Spektraltheorle der · unendlichen Matrizen. 
§ 17-2]. 

ПРЕДМЕТНЫЙ . .'УКАЗАТЕЛЬ. 

(Чиспа указывают страницы). 

А.бсопютныrr тензор 14 7, 
Абсопютный инвариант 128 
Arrperaт Pfaff'a 2 ,8 
Автернирование тензора 154 
АнтисимметрическиА ковариантный 

тензор ~-ro порядка 263 
Антнсимметрическая пинейная век­

торфункс1ия в метрическом про· 
странстве 380 

Антисимметрическая ыатрица 27 
Антисимметрнческая мноrопинеltвая 
· функция ,193 · 
АитисииметрическиА тензор 145 
Асимшотический конус :l12 
Асимп1отнческое направ.,ение 209 
Асимптотический пvчок ::15 
Аутоморфные преобразования 

квадратичной формы 252 
эрмитовоit формы 305 

,Аффинное простран(тво Евклида 60 

Базис иупыивектора 77 
Базис nучка векторов 66 

Вектор ковариантный 85 
- коя,равариантныА 60 

Ве1цорное произведение (n-1) век­
торов 36~ 

Векторфуикция вращения (ортоrо· 
иапьная) 382 

Векторфункция Herm!te'a 426 
ВихрьпинеАной векторфуннции 381 
Взаимные СИСТ<:МЬI вект, >ров: 

в аффинном пространстве 96 
в метрическом просrр: Евклида 870 
в щ,острансrве HermiLe'a 4,Н . 

Взаимно-сопряж. направления 209 
ПЛQС((ОС'l'И 209 

Внешнее произведение'тенэоров 149 
Внутреннее произвед. тензоров 149 
Вращение 342 
Выпуклая обпасть 442 

Геометрия Hermite•a 4Н. 
Гинерплоскость 68 
Гиперплоскость, соответствующая 

· контравариантному• вектору 209 
Гиnерrтоскость, соtJряженная кон-

травариантному вектору 209 
Гиперповерхность= (п -1)-мерная 
"- поверхность 5~ · 
Гиперповерхн. совпадения 280, 281 
Главное(инвариантное)наnра1J,1еиие 
линеАной векторфункции: 
первого рода 163 
второго рода 211 

Главная область nииeiiнolt векторе 
функции 166 

Группа прео6разованиА 115 
Группа аффинных преобраэрва 
ний 120 . 

.Группа движения 342, 848 

Диаrонаяьиая матрица 29 
Диаrоиапьиая I и111::рп11оскасть 21.З . 
Дивергенция (спед) линеАной век• 
торфункции lt!4 

Дискримннантный тензор; 
простра нс, ва 366 
JIЛOCKOCT}I 385 

Дополнительны!\ пучок 377, 418 
Дуальные в.:ктора 85 

Единичная матрица 17 
Единичный вектор ,орт) 341 
~днничный мульт1111еатор 851, 385 
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3акон ннерр:ии 
квадратичных форм 2З8 
эрмитовых форм 299 

Знакопеременное скалярное произ­
ведение п векторов В50 

Идемпотентная линеl!вая вектор-
Функция 197, 879 

Изоморфные группы 116 
Изотропное направление 841 
Инварианты группы aфij:Yиiiнlilx пре, 
образования 12'! 

Инварианrы линейной вектерфунк• 
ции 1-ro рода 164 

Инвар.ванты • пары ::квадратичных 
, : форм 2415 · 
Инвариаиrное (главное) иаправле· 

Bife пинейiiой векторфункции 
1-ro рода 163 

Инвариантиillh пучок (плоскост~) 
пив. векторф. 1-ro рода 172 · 

Инвариантные факт1;.ры А-матри- . 
ЦЫ 44 ' . 

Канонический ви,х 
квацраrичиой формы 221 
матрицы антисимм. тензора 2-ro 
порядка 266 
матрицы ;iииeiiнoll векторф. 1~го 
рода 185, 200 
матрицы лин.· векторф. 2-ro рода 
289 · 
матрицы дин. векторф в простран­
стве Hermite'a 428 
пары квадратичных форм 251 
эрми-rовой формы 2\J8 

Квадратная матрица 3 
Ковариантные Р-екторы 85 
Ковариантная ве.1ичина группы аф-
финных преобразований 126 

. Ковариантны, мультивектор 90 
Коrреilиентные. преобразования пе-

ременных 27 
Комплексное пространство 57, 140 
Контравариантный вектор 60 
Конт"звариантный мудьrивектор 77 
Коитрагредиенrные преобразования 
переменных 27 

Контрактирование мноrоJiинеl!ной 
функции 106 

- тензоров 149 
Координаты. вектора 60 

Координаты PIUcker'a 309 
Коррелятивное преобразование аф­
финного пространства 209 

Лево-nолуунитарная векторф. 437 
Лии. векторф. l·ro рода 113 ·. , 

2-ro рода 113 
Линейная векторфункция 

в аффином пространстве 161-508 
в метрическом пространстве 372 
в: пространстве Herm!te·a 425 

Лин. векторф. простоrо 1 ипа 167 
ЛинеА!iая скадярная функция .101 
Линии 58 
А-матрица 43 

Матрица 13 
Матрица Hermite•a 28 
Матричный полином 23 
Метод Kroneckeгa приведения к ка· 

ноническому виду 

квадратичной формы 229 
эрмитовой формы 2119 

Метод А.. Н. Крылова . вычисле­
ния :характеристического поли-. 

нома 176 · 
Метод Schmidt·a определения сопря­
женных направлений 240 

Метод Schou1en•a сонместноrо при­
ведения к канон. виду квадрат. 

и антиснмм. билинейн1JЙ формы 
275 

Метод Weyl'я приведения к канон. 
вилу матрицы пив. векторф. 1-ro 
рода 172 

Метрическое пространство Евклида 
840 

Мноrолив. скмярная функция 102 
- - векторфункuия 113 

Мноrоуrодьник T,,eplitz а 444 
Модуль вектора 341, 4ltl 
Модуль му11ьтиве1Пора 351 
Мультивектор ковариантный 90 

- контравариаhтный 77 
Мультивектор 
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Неравенства Toeplitz'a 441 
Несобствен11ое ортоrонадьное пре­
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ХарактервСТИЧtСК11Й полином 163 
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