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Vorwort und Einleitung.

In den drei Jahrzehnten, die seit dem Abschlusse des in der Enzyklo-
padie der mathematischen Wissenschaften erschienenen Berichtes iiber
Kinematik?! von A. SCHOENFLIES und M. GRUBLER verflossen sind, hat
sich eine Fiille neuer Ergebnisse auf diesem Forschungsgebiete an-
gesammelt, die in zahlreichen mathematischen und technischen Zeit-
schriften des In- und Auslandes niedergelegt sind. Eine Ordnung und
iibersichtliche Darstellung der wichtigsten Ergebnisse der seit 1903
entstandenen kinematischen Arbeiten, die bisher fehlte, diirfte um so
erwilinschter sein, als einerseits die vorhandenen Lehrbiicher {iber
Kinematik nur einen Teil der neueren Literatur mit wenig Quellen-
nachweisen enthalten, andererseits die hierhergehérigen Beitrige in
den neuen Handbiichern der Mechanik das ausldndische Schrifttum
nur unvollkommen berticksichtigen.

Der vorliegende Bericht strebt vor allem die Darstellung der Er-
gebnisse jener im bezeichneten Zeitraume erschienenen Arbeiten an,
die der graphischen Kinematik und Kinostatik starrer und gegliederter
Systeme gewidmet sind.

Nach der Bewegung des Punktes, des freien und gefiihrten ebenen
Systems mit Einschluf3 seiner zweiparametrigen Bewegungen wird jene
des freien und gefithrten rdumlichen Systems mit Bedachtnahme auf
die neuen Abbildungsmethoden der riumlichen Kinematik behandelt.
Weitere Abschnitte befassen sich mit der Kinematik der ebenen und
raumlichen gegliederten Systeme, mit den Bedingungen des Zwang-
laufes kinematischer Ketten und mit der Verzahnungstheorie.

Ferner wird iiber die der kinematischen Synthese angehérenden
Arbeiten und iiber die hier erzielten Fortschritte berichtet, die im
letzten Jahrzehnt fiir die Synthese der Maschinengetriebe bedeutungs-
voll geworden sind.

Der zweite Teil des Berichtes enthilt eine knappe Darstellung der
graphischen Kinetostatik ebener und rdumlicher Systeme, die von den
Methoden der graphischen Kinematik weitgehenden Gebrauch macht.

Die kinematische Geometrie, deren Ziel in der kinematischen Ab-
leitung von Sitzen und Konstruktionen zur Theorie der Kurven und
Flachen gelegen ist, wurde nur in dem fiir die Behandlung der Ge-

1 Leipzig: B. G. Teubner, Bd. IV, 1, S. 190—278.
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schwindigkeits- und Beschleunigungszustinde notwendigen AusmalBe
beriicksichtigt.

Der fiir diesen Bericht zugelassene knappe Umfang erforderte den
Verzicht auf die Anfiihrung von Beweisen und die Beschrinkung der
Abbildungen auf ein sehr geringes MaB. Bei der Zeichnung der letzteren
und beim Lesen der Korrekturen haben mich die Ingenieure HANs
EGGER und HANs JakrITSCH in dankenswerter Weise unterstiitzt.

Graz, im August 1932.
K. FEDERHOFER.
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A. Graphische Kinematik.

I. Die Bewegung eines Punktes.

1. Kinematische Diagramme. Hodographen. Die geradlinige Punkt-
bewegung wird veranschaulicht durch ihre orthogonalen kinematischen
Diagramme, in denen die Zusammenhinge: Weg—Zeit, Geschwindig-
keit —Zeit, Beschleunigung—Zeit, Geschwindigkeit—Weg, Beschleuni-
gung—Weg, Beschleunigung—Geschwindigkeit zeichnerisch dargestellt
werden. Die drei erstgenannten Diagramme stehen untereinander in den
gleichen Beziehungen wie die Integralkurve zur Differentialkurve; das
Zeit-Weg-Diagramm wird aus jedem der drei letztgenannten Diagramme
als Integralkurve eines leicht zu konstruierenden Hilfsdiagrammes ge-
funden!. E. GOUNTHER? empfiehlt die Verwendung eines polaren Weg-
Zeit- bzw. Geschwindigkeit-Zeit-Diagrammes (Radiusvektor gleich dem
Wege bzw. der Geschwindigkeit, Argument ¢ proportional der Zeit), aus
denen die Geschwindigkeit und die Beschleunigung als Polarsubnormale
dieser Diagramme zu entnehmen ist.

Bei der krummlinigen Bewegung eines Punktes erfiillen die Spitzen
aller in einem festen Punkt angesetzten Geschwindigkeitsvektoren den
polaren Hodographen (A. F. M6B1US, W. R. HAMILTON) ; die Geschwindig-
keit, mit der die Vektorspitze den Hodographen beschreibt, ist gleich
der Beschleunigung der urspriinglichen Bewegung. Letztere 148t sich
nach R. MEEMKES? einfach konstruieren, wenn man sich noch des lokalen

! Die Graphische Dynamik von F. WITTENBAUER (Berlin: Julius Springer 1923)
gibt in den Abschnitten XXXT und XXXIII genauen AufschluB iiber die Kon-
struktion dieser Diagramme, tber die Zusammenhinge der MaBstabe, tiber zahl-
reiche technische Anwendungen und iiber die zum Zeichnen der Diagramme er-
sonnenen Apparate. Die dort enthaltenen Literaturangaben sind im Abschnitte (c)
des Literaturverzeichnisses dieses Berichtes vervollstandigt.

2 Ber. Sachs. Akad. Wiss. Leipzig (math.-phys. K1) Bd. 23 (1921) S. 226—231.
Diese Darstellungsweise, bei der die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen un-
mittelbar als im Pole angesetzte Strecken erscheinen, ist dann sehr vorteilhaft,
wenn das Weg-Zeit-Diagramm eines geradlinigen Bewegungsvorganges mittels
eines am bewegten Koérper befestigten Schreibstiftes oder auf photographischem
Wege auf einer sich gleichférmig drehenden Scheibe derart aufgenommen wird,
daf das Diagramm relativ zur ruhenden Scheibe einen Scheibendurchmesser ergabe.

3 Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. Bd. 12 (1903) S. 561. Die hier beschriebene
allgemein giiltige Konstruktion kann auch zur Zeichnung der Bahn des bewegten
Punktes benutzt werden und als Grundlage fiir eine Reihe die Bahn zeichnender
Mechanismen dienen. [Ebenda Bd. 16 (1907) S. 377—382.] Eine brauchbare Ge-
staltung solcher Mechanismen scheint bisher nicht bekanntgeworden zu sein.

Ergebnisse der Mathematik. I. Federhofer. 1
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Hodographen bedient, auf dem die Spitzen der in den jeweiligen Lagen
des bewegten Punktes angesetzten zugehérigen Geschwindigkeitsvektoren
liegen. Erfolgt die Darstellung der Geschwindigkeitsvektoren bei der
raumlichen Punktbewegung nach dem in (17) beschriebenen Abbildungs-
verfahren von B. MAYOR, so entfillt die Zeichnung der beiden Hodo-
graphen im Aufrisse, dafiir tritt aber ein neues Diagramm in der Bild-
ebene hinzu, das sich als Einhiillende der Bilder aller Geschwindigkeiten
des bewegten Punktes ergibt und nach K. FEDERHOFER?! Bildhodograph
genannt wird. Dieser ist der geometrische Ort der Bildpunkte der auf-
einanderfolgenden Schmiegungsebenen der Bahn des Punktes.

Ist die gegebene Bahn des Punktes eine ebene Kurve, dann 148t sich
die Beschleunigung auch einfach konstruieren aus dem lokalen Hodo-
graphen mit gedrehten Geschwindigkeiten, der die Spitzen aller im gleichen
Sinne um 90° gedrehten und in den zugehérigen Bahnpunkten an-
gesetzten Vektoren der Geschwindigkeiten enthélt. Dieser Plan der ge-
drehten Geschwindigkeiten, der V-Plan? gestattet nach M. GRUBLER?
die bequeme Konstruktion der Tangentialbeschleunigung. Mit letzterer
ist aber auch die ganze Beschleunigung bestimmt, da nach R. MEHMKE ¢
die Spitze des im Bahnpunkte angesetzten Beschleunigungsvektors auf
der zugehorigen Normalen des V-Planes liegen muB. Der Drehung der
Geschwindigkeitsvektoren um - 90° entsprechend, lassen sich zwei
V-Pline zeichnen, und es liefert — gemiB der angefithrten Eigenschaft
der V-Plan-Normalen — der Schnittpunkt entsprechender Normalen
den Endpunkt der im bewegten Punkt angesetzten Beschleunigung®.
Eine von E. A. BRAUER® angegebene angeniherte Konstruktion fiir die
Beschleunigung eines Punktes bei gegebener eben gekriimmter Bahn
macht von den Eigenschaften der Hodographen keinen Gebrauch.

Fir den Sonderfall der ebenen Punktbewegung bei gleichférmiger
Drehung der Bahntangente ist die reduzierte Beschleunigung gleich dem
in bezug auf die Bahnnormale gespiegelten Vektor vom Bahnpunkt zum
Kriimmungsmittelpunkt der Evolute der Bahn?.

1 S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. IIa, Bd. 138 (1929) S. 27—34. Beziiglich der
Verwendung des Bildhodographen in der graphischen Kinematik raumlich be-
wegter Systeme vgl. (27).

2 Seine Verwendung fithrt auch zu einer allgemein giiltigen Konstruktion fiir die
Kriimmungshalbmesser ebener Kurven, die dann besonders zweckmaBig ist, wenn
die zu untersuchende Kurve (z. B. Schaulinie einer Bewegung) nur gezeichnet vorliegt.
Vgl. K. FEDERHOFER: S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. ITa Bd. 135 (1926) S. 79— 92 (mit
weiteren Literaturangaben). —BourLaD,F.:Nouv.Ann.Math. Bd.8 (4) (1908) S.95, 287.

3 Getriebelehre, S. 52. Berlin: Julius Springer 1917.

4 Z. Math. Phys. Bd. 47 (1902) S. 267. Den hier fehlenden Beweis gibt H. ALT
in der Dissertation: Zur Theorie der Geschwindigkeits- und Beschleunigungsplane
einer komplan bewegten Ebene, S. 65. Dresden: T. H. 1914.

5 Vgl. A. LAUFFER: Z. angew. Math. Mech. Bd. 4 (1924) S. 521.

6 Z.angew. Math. Mech. Bd. 4 (1924) S. 348.

? MicrgeL, CH.: Nouv. Ann. Math. Bd. 17 (4) (1917) S. 361—373.
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2. Relative Bewegung. Die fiir die Untersuchung der relativen Be-
wegungen grundlegende Beziehung!

' ) :fa = i:r + 1.ff: (a)
worin 14, 1, die Geschwindigkeitsvektoren der absoluten und relativen
Bewegung eines Punktes P, i die Fithrungs- (System-) Geschwindigkeit
des sich augenblicklich mit P deckenden Punktes des bewegten Bezugs-
systemes bedeuten, gilt allgemein fiir die absolute Anderungsgeschwin-
digkeit eines beliebigen Vektors, der eine relative Anderung erfihrt in
bezug auf ein System, das im allgemeinsten Falle eine momentane
Schraubenbewegung (Drehvektor ) ausfithrt. Die (#—1)-malige An-
wendung auf den Vektor i, fithrt nach C. BURALI-FORTI? zur eleganten
Gleichung i=n—1

(4 -
= () g, (b)
i=1

die den Zusammenhang der absoluten und relativen Anderung #-ter
Ordnung des Ortsvektors 1 eines bewegten Punktes darstellt. Hierin
ist die Homographie g, definiert durch die rekurrente Formel

Bn="0u-1Pi+ Py mit fy=1 und pi=mwX
(x bedeutet ein Vektorprodukt).

Der Sonderfall # = 1. fithrt aus (b) wieder auf (a) zuriick, mit » = 2

ergibt sich die bekannte Gleichung von G. CorioLis3 fiir die Beschleuni-
gungen: b, =0, + bf + b, (C)
worin b =2mw X b, * (d)

1 Ein einfacher und direkter Beweis stammt von G. KoeNIiGs: Bull. Sci. math.
Bd. 46 (2) (1922) S. 198—199. Er beruht darauf, daB die Differenz der auf die
Verbindungslinie zweier Punkte projizierten Geschwindigkeiten dieser Punkte in-
variant ist gegen eine Anderung des Bezugssystems.

2 Torino Atti Bd. 60 (1925) S. 171—177. Zu einer mit (b) gleichbedeutenden,
formal weniger einfachen Gleichung gelangte bereits P. Somorr: Kinematik, S.394.
Leipzig: Teubner 1878.

3 Fir diese im abgelaufenen Jahrhundert vielfach abgeleitete Gleichung wurde
auch in den letzten drei Jahrzehnten eine ansehnliche Zahl von Beweisen gegeben.
Vgl.: HEUN, K.: Formeln und Lehrsétze der allgemeinen Mechanik, S. 20. Leipzig:
Goschen 1902 — Lehrbuch der Mechanik. I. Kinematik, S.208—210. Leipzig:
Goschen 1906. — BERTRAND, E.: I’enseignement math. Bd. 8 (1906) S. 2900—292.
— BuRrALI-ForTi, C.: Torino Atti Bd.47 (1912) S.261—265. — NIEWENGLOWSKI, B.:
Bull. Sci. math. Bd. 47 (2) (1923) S. 40—42. — Nouv. Ann. Math. Bd. 1 (5) (1923)
S.147—150. — GrRomov, M.: Bull. Univ. Taschkent 1926, Lieferung 12, S. 15—20.
— Press, A.: Trans. Roy. Soc. Canada (Sect. III) Bd. 21 (1927) S. 371—375. —
Foppr, L.: Festschrift. A. Stodola zum 70. Geburtstag, S.150—153. Ziirich:
Orell Fiissli 1929. — Iriovici, G.: Rev. de Math. spéc. Bd. 39 (1929) S. 449—451.
— OponE, F.: Giorn. di Mat. Bd. 67 (1929) S. 230—232.

* Hiernach kann die Konstruktion von b, nach den Methoden fiir die zeich-
nerische Darstellung von statischen Momenten erfolgen. [Vgl. (17) und (18)]. Eine
Anwendung hiervon fiir die zeichnerische Kinematik der raumlich schwingenden
Kurbelschleife zeigt K. FEDERHOFER: S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. ITa, Bd. 138
(1929) S. 31—33. :

1%
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die Coriolisbeschleunigung (zusammengesetzte oder Verbundbeschleu-
nigung) angibt.

II. Die Bewegung des freien ebenen Systems.

3. Die Pole der ebenen Bewegung. Fiir die komplane Bewegung
werden die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen der einzelnen
Systempunkte durch Angabe des augenblicklichen Drehpoles! (Momen-
tan- oder Geschwindigkeitspoles), des Beschleunigungspoles und der
-GroBe der Geschwindigkeit und Beschleunigung eines beliebigen System-
punktes dargestellt. Zur Vervollstindigung der Kennzeichnung des Be-
wegungszustandes dient noch die Angabe des Wendepoles und Tangen-
tialpoles. Sind & die Endpunkte der in den Systempunkten 4B an-,
gesetzten Beschleunigungsvektoren, die sich in G schneiden mégen, und
sei I’ der Schnittpunkt von A B mit «f, so schneiden sich die vier
Kreise (FAw), (FBf), (GAB), (G f) im Beschleunigungspole P, der da-
her mittels zweier dieser Kreise konstruiert werden kann2. Hieraus folgt
der Satz: Werden zwei aufeinanderfolgende Eckpunkte eines beliebigen
Vierecks als Punkte eines eben bewegten Systems angenommen und
die von ihnen nach den andern beiden Eckpunkten gehenden Seiten als
ihre Beschleunigungen, so ergibt sich bei der dann méglichen vierfachen
Wahl dieser Punktepaare stets derselbe Beschleunigungspol.

G. MARX? bestimmt den Beschleunigungspol P aus den Beschleuni-
gungen b4 und bp zweier Systempunkte 4 und B durch zweifache Winkel-
tibertragung. Da b4 = by + bp, so kann das diese Gleichung dar-
stellende Dreieck gezeichnet werden (Fig. 1). Die Beschleunigung b4z
der relativen Bewegung von 4 gegen B schlieBt mit AB. den Beschleu-
nigungswinkel ¢ ein, ebenso bilden die Vektoren b4 und bp mit den von

1 Die notwendigen Bedingungen fiir die Existenz eines eindeutig bestimmten
Drehpoles untersucht J. HjeLmMsLEV: Mat. Tidsskr. Bd. 1 (1919) S.2—14. Jede
Gerade des bewegten ebenen Systems muf3 einen ,,Charakteristikpunkt‘ besitzen
(Grenzschnittpunkt mit nahe liegenden Stellungen). Berithrt z. B. die Kurve ¢ des
bewegten Systems die Kurve y des festen Systems in 4, dann ist die notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir, daB der Drehpol in A4 liegt, die, daf3 die Ver-
bindungsgerade BC zweier entsprechenden Punkte beider Kurven gegen die Tan-
gente in 4 konvergiert oder daB der Schnittpunkt S der Tangenten in B und C
gegen A konvergiert, wenn B und C—> 4. Eine dieser Bedingungen ist sicher er-
filllt, wenn @ und v konvexe Bogen mit der Konkavitit nach verschiedenen Seiten
sind; es lassen sich aber Beispiele anfithren, bei denen keine dieser Bedingungen
erfiillt zu sein braucht.

2 BURMESTER, L.: Lehrbuch der Kinematik, S. 806 (1888). Vgl. auch C. SPELTA,
Giorn. di Mat. (Napoli) Bd. 45 (1907) S.82—87. Dort ist u. a. der Satz, daB
P im Schnitte der beiden Kreise FAx und FBf liegt, neuerlich bewiesen. — CAR-
DINAAL, J.: Wiskundige Opgaven Bd. 10 (1910) S. 308—310, Vraagstuck 131
und 132. Beide Arbeiten enthalten die Losungen einer Reihe von Aufgaben, die
sich auf den Geschwindigkeits- und Beschleunigungszustand des ebenen Systems
beziehen.

3 Z. angew. Math. Mech. Bd. 10 (1930) S. 199.
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A und B zum Beschleunigungspole P gezogenen Strahlen AP und BP
den Beschleunigungswinkel . Man hat also nur den Winkel ¢ nach GréBe
und Sinnan b4 und bpanzulegen,
um im Schnitte der Endschenkel
den Beschleunigungspol P zu
erhalten’. Um die Winkel-
geschwindigkeit w und Winkel-
beschleunigung eder augenblick-
lichen Drehung des Systems
zu erhalten, trdgt man von B
aus auf der Systemgeraden BA 44
eine Strecke BG =1 auf (Fig.1),
zieht GH ||b4 pbiszum Schnitte H
mit (4)B und fillt aus H das 5
Lot HM auf AB; dann ist 1)
GM = w?, HM = ¢, GH = Jow* + &.
Das Dreteck GM H liefert also mit einem Schlage die Werte w, € und die
GroBe der Beschleunigung fiir alle Punkte im Abstande 1 vom Beschleu-
nigungspole P sowie im Winkel MGH den Beschleunigungswinkel ¢*.

In der Kinematik des zwangliufigen ebenen Systems kommt die
Aufgabe vor, aus dem gegebenen Drehpole O, dem durch den Zwang-
lauf bestimmten Wendepole J und der Beschleunigung b, eines System-
punktes A den Beschleunigungspol P zu konstruieren, dessen Kenntnis
die einfache Konstruktion der Beschleunigungen beliebiger anderer
Systempunkte gestattet.

Nach den iélteren hierfiir bekannten Konstruktionen? wird der
Punkt P im Schnitte gewisser Kreise gefunden. Eine sehr einfache
lineare Konstruktion gab F. WITTENBAUERS?, eine neue lineare Kon-
struktion stammt von K. FEDERHOFER*: Man ziehe (Fig. 2) as L 4O bis
zum Schnitte s mit 4], ferner s || O] bis zum Schnitte mit 40, dann
ist der Tangentialpol H als Schnitt der durch 4 zu ap gezogenen Senk-

+Z

1 Bei schleichenden Schnitten empfiehlt sich die Berechnung der Koordinaten

%, y von P beziiglich des in Fig. 1 bezeichneten Achsenkreuzes; mit AB =a gelten
nach K. FEDERHOFER die Formeln

x§£~bA bAB yﬁl:leXbABI
a ’ a ’

welche nach Entwicklung des inneren und 4duBeren Produktes leicht auszuwerten
sind. Z. angew. Math. Mech. Bd. 12 (1932). Eine andere Berechnung gibt
O. S. Heck; vgl. FuBnote 1, S. 12.

* Diese Eigenschaften des Dreieckes GMH hat zuerst C. SpELTA (FuBnote 2,
S. 4) angegeben; die Konstruktion stammt von K. FEDERHOFER.

2 WITTENBAUER, F.: Graphische Dynamik, S.36—37.

3 Civilingenieur Bd. 42 (1896) S. 57.

4 Z.angew. Math. Mech. Bd. 3 (1923) S. 222.
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rechten mit der Polbahntangente (OH L OJ) gegeben. Der Beschleu-
nigungspol P ist der FuBpunkt des von O auf HJ gefillten Lotes.
Ist umgekehrt b4, O und der Beschleunigungspol P bekannt, so fithrt
folgende Konstruktion (Fig.3) zur Kenntnis des Wendepoles: Man
bringt b4 zum Schnitte x mit dem ttber OPA geschlagenen Kreise, dann
liefert x0 die Polbahnnormale. Der gesuchte Wendepol [ liegt im
Schnitte von x0 mit der in P zu PO gezogenen Normalen. Fig. 3 zeigt

0 H
Fig. 2. Fig. 3.

ferner, daB3 der Beschleunigungspol P aus O, b4 und J im Schnitte des
Umkreises des Dreieckes OAx und des Halbkreises iiber O] erhalten
wird.

EBei der graphischen Untersuchung des Beschleunigungssystems der
ebenen (und rdumlichen) Bewegung ist es zweckmdiBig, die Beschleu-
nigungen als reine Strecken darzustellen, indem sie durch w?2 divi-
diert werden; die so erhaltenen gerichteten Strecken nennt man nach
Ta. PoscHL die ,reduzierten’ Beschleunigungen!. ® bedeutet die
augenblickliche Winkelgeschwindigkeit des ebenen (oder rdumlichen)
Systems. Das System der reduzierten Beschleunigungen besitzt im
Falle der ebenen Bewegung nach F. FoscH? folgende einfache Eigen-
schaften: '

1. Alle iiber den in den einzelnen Systempunkten angesetzten re-
duzierten Beschleunigungen als Durchmesser beschriebenen Kreise
schneiden sich im Beschleunigungspole3.

2. Die reduzierte Normalbeschleunigung eines Systempunktes 4 ist
gleich der Entfernung dieses Punktes von jenem Wendepunkte W, der

1 Z. Math. Phys. Bd. 60 (1912) S. 150; Bd. 63 (1914) S. 246. Vgl. auch
K. FEDERHOFER: Z. angew. Math. Mech. Bd. 7 (1927) S. 291.

2 Nuovo Cimento, Bologna, Nuova Serie Bd. 6 (1929) S. 217—229.

3 Durch zwei dieser reduzierten Kreise, denen auch der reduzierte Wende- und
Tangentialkreis angehoren, ist daher der Beschleunigungspol sehr einfach zu be-
stimmen; der zweite Schnittpunkt der beiden reduzierten Kreise fillt in den
Schnittpunkt der beiden nach Satz 3 zueinander senkrechten Geraden, welche die
beiden Systempunkte und die Endpunkte der zugehorigen reduzierten Beschleu-
nigungen verbinden.
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auf dem durch den Drehpol O gelegten Strahle A0 liegt (AW =
mit ¢ als Krimmungshalbmesser der Bahn von A).

3. Die Endpunkte der in den Systempunkten angesetzten reduzierten
Beschleunigungsvektoren bilden eine zur Figur der Systempunkte dhn-
liche Figur, die ,,reduzierte’” Beschleunigungsfigur, und die entsprechen-
den Geraden beider Figuren stehen aufeinander senkrecht?!.

Die Ahnlichkeit der Beschleunigungsfigur und der bewegten starren
Figur wurde bereits von L. BURMESTER 2 bewiesen, und zwar auch fiir
bewegte dhnlich verdnderliche Systeme; bei Verwendung der oben de-
finierten reduzierten Beschleunigungsvektoren wird aber die Lagen-
beziehung beider Figuren besonders einfach, ndmlich orthogonal, und
diese Eigenschaft vereinfacht die Konstruktion der &hnlichen Be-
schleunigungsfigur, da das Ubertragen von Winkeln iiberfliissig wird.

Zwei beliebige durch den Drehpol O und Beschleunigungspol P ge-
legte Kreise schneiden die Polbahntangente (auBer in 0) in den Punkten
C,C,; ist F die Flache des Dreieckes, dessen Ecken in O und in den End-
punkten der beiden durch O gehenden Durchmesser dieser Kreise liegen,

so ist der Wert %I—g—z fiir alle méglichen Kreispaare durch O und P un-

veranderlich gleich 71?— + %*, wenn R und R, die Kriitmmungshalbmesser
0

der Gang- und Rastpolbahn bedeuten. Aus der Konstruktion folgt so-

fort, daB Cz% gleich ist dem Durchmesser des Wendekreises, dessen
1v2

reziproker Wert iibereinstimmt mit der Summe (bzw. Differenz) der
Kriimmungen beider Polbahnen. Fiir die Ermittlung der Kriimmungs-
mittelpunkte der Bahnen der Systempunkte stehen auBer den schon
lange bekannten Verfahren von W. ScHELL3, S. ARoNHOLD?, M. GRUB-
LERS und W. HARTMANNS® die neueren Konstruktionen von G. KOENIGS?,

1 Satz 1 u. der zweite Teil des Satzes 3 wurden zuerst vektorisch bewiesen
von A.ZiweT und P. FIELD: Amer. Math. Monthly Bd. 21 (1914) S. 105—113.

2 Civilingenieur Bd. 24 (1878) S. 152.

* Das Ergebnis stammt mit langerer analytischer Beweisfithrung von C. SPELTA:
Rendiconti del circolo matem. Palermo Bd. 4 (Suppl.) (1909) S. 33—34. Gehen die
beiden Kreise iiber in den Wende- und Tangentialkreis, so ergibt sich der Wert der
Invarianten unmittelbar.

3 Theorie der Bewegung und der Krifte Bd. 1 S. 464. Leipzig: Teubner 1879.
Drehpol O und Wendepol J.

4 Verhandlungen des Vereins zur Forderung des Gewerbefleiles in Preuflen.
Jahrg. 51. Berlin 1872. Drehpol O samt Polbahntangente und ein Systempunkt 4
mit Krimmungsmittelpunkt seiner Bahn.

5 Z. Math. Phys. Bd. 29 (1884) S. 310—313. — Getriebelehre, S. 120. Berlin:
Julius Springer 1917. Drehpol O und der auf dem Polstrahle 40 liegende
Wendepunkt.

6 Z. Ver. Deutsch. Ing. Bd. 37 (1873) S. 95—101. Kriimmungsmittelpunkte
der Rast- und Gangpolbahn und Drehpol O.

7 Bull. Sci. math. Bd. 31 (2) (1907) S.29—32. Annahme wie in (6).
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F. BouLap! und TH. PoscHL? zur Verfiigung, die je nach den in den
FuBnoten vermerkten Angaben fiir die Bewegung ihre besonderen Vor-
teile haben.

4. Geschwindigkeits- und Beschleunigungsplidne. Bewegt sich ein
Systempunkt A auf seiner Bahnkurve und trigt man die um 90° ge-
drehten Geschwindigkeiten dieses Punktes von einem festen Punkt aus
auf, dann erfiillen die Endpunkte dieser gedrehten Geschwindigkeits-
vektoren den polaren V- Plan. Fir jede ebene Systembewegung gibt
esalsoein polares V- Plan-System. Trdgt man in den aufeinanderfolgenden
Lagen des bewegten Systempunktes 4 die zugehérigen um 90° gedrehten
Geschwindigkeitsvektoren auf, dann wird die von den Endpunkten er-
fuallte Kurve nach M. GRUBLER der V- Plan des Punktes A genannt.

Trigt man ferner in den aufeinanderfolgenden Lagen des bewegten
Systempunktes 4 die zugehorigen Beschleunigungen b auf, dann ist der
geometrische Ort der Endpunkte dieser Vektoren der P-Plan des System-
punktes 4. :

Erfolgt aber die Auftragung der Beschleunigungsvektoren des Punk-
tes A von einem festen Punkte, dann erhidlt man den polaren P-Plan
dieses Punktes A4.

H. ALT® untersucht den ganzen Verlauf der eben definierten Ge-
schwindigkeits- und Beschleunigungspline der Punkte einer komplan
bewegten starren Ebene und ermittelt die Beziehungen, die einerseits
zwischen diesen Plidnen selbst und andererseits zwischen ihnen und der
Bewegung der starren Ebene bestehen, wobei die Theorie der dhnlich
verdnderlichen ebenen Systeme (7) die Grundlage der Untersuchung
bildet. Besondere Betrachtung finden zwei spezielle Bewegungen des
dhnlich verdnderlichen Systems: die einférmige Bewegung (bei der der
Ahnlichkeitspol in Ruhe bleibt) und die Bewegung mit ruhendem Wende-
pol. Bei gegebenen Bewegungsgleichungen der starren Ebene sind die
Bewegungsgleichungen des polaren V-Planes ohne weiteres aufzustellen;
dagegen ist es nicht immer moglich, umgekehrt aus vorgegebenen Be-
wegungsgleichungen des polaren V-Planes die entsprechende Bewegung
der Ebene zu ermitteln. Die bewegte Polkurve und der Wendekreis in
der bewegten Ebene lassen sich dagegen immer elementar darstellen.

Bewegt sich ein Punkt  des ebenen Systems mit konstanter Ge-
schwindigkeit auf einer Geraden, so sind die polaren V-Pline aller
Punkte der Ebene dhnliche und dhnlich gelegene Figuren; der ruhende
Ahnlichkeitspol ist der zu einem Punkt entartete polare V-Plan des

1 Nouv. Ann. Math. Bd. 8 (4) (1908) S. 128—133. Zwei Systempunkte mit den
Kriiommungsmittelpunkten ihrer Bahnen. — Vereinfachung dieser Konstruktion mit
Benutzung der Wendepunkte vgl. A. PELLET, ebenda S. 331.

2 Z.Math. Phys. Bd. 58 (1910) S. 166—167. — Annahme wie in (1). Die gleiche
lineare Konstruktion gibt spater auch M. p’OcAGNE an. Nouv. Ann. Math. Bd. 19

(4) (1919) S. 131—134.
3 Siehe S. 2, FuBnote 4.
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Punktes £; fiir diese Bewegung besteht zwischen der bewegten Pol-
kurve und den polaren V-Plinen die Verwandtschaft der Inversion. Der
Inversionspol ist der Punkt £ bzw. sein in einen Punkt entarteter po-
larer V-Plan.

Die einzige Bewegung einer starren Ebene mit ruhendem Wendepol
ist die Ellipsenschieberbewegung.

Sind die auf gemeinsamen Pol bezogenen polaren V-Pliane von drei
gegebenen Punkten der bewegten Ebene bekannt, so ist hierdurch die
Bewegung der Ebene vollstindig bestimmt. Schon in.verhiltnismiBig
einfachen Fillen fithrt aber das analytische Verfahren zur Bestimmung
der zu den drei V-Plinen gehorigen Bewegung zu sehr umstindlichen
Rechnungen, bei denen die vorkommenden Integrationen nur selten
durchgefithrt werden konnen. In vielen Fillen sind aber die Hodo-
graphen nicht durch ihre Gleichungen, sondern nur zeichnerisch gegeben;
fiir diese Fille hat H. ALT! ein verhiltnismiBig einfaches zeichnerisches
Verfahren ausgebildet, das in der Konstruktion der bewegten und
ruhenden Polkurve besteht, aus denen die Bahnen aller Punkte der be-
wegten Ebenen angegeben werden konnen. Da der Geschwindigkeits-
zustand und die Richtungen der Beschleunigungen dreier Systempunkte
bekannt sind (sie sind parallel den entsprechenden Hodographennor-
malen), so laBt sich auch der Beschleunigungspol, der Wendepol und
die Beschléunigung jedes beliebigen Systempunktes konstruieren.

Wesentlich verschieden von den vorhin erwdhnten, zur Beschreibung
der Bewegung des ebenen Systems dienenden Plinen, aus denen die Ge-
schwindigkeiten und Beschleunigungen fir den ganzen Ablauf der Be-
wegung entnommen werden konnen, sind die fiir den awugenblicklichen
Bewegungszustand geltenden Geschwindigkeits- und Beschleunigungs-
pline, deren Name und Gedanke von O. MOHR? stammt.

Man tragt die Geschwindigkeiten (Beschleunigungen) der Punkte des
ebenen Systems von einem beliebigen Punkte o(7), dem Geschwindig-
keitsnullpunkt (Beschleunigungsnullpunkt) auf; die so entstehende Figur
der Geschwindigkeitspunkte (Beschleunigungspunkte) nennt man den
Geschwindigkeitsplan (Beschleunigungsplan) der ebenen Bewegung.
Beide Pline sind sowohl fiir das starre ebene (und riumliche) System
wie auch fiir ebene (und rdumliche) dhnlich verdnderliche Systeme nach
R. MEHMKE® dem gegebenen bewegten Systeme &dhnlich.

Diese Geschwindigkeits- und Beschleunigungspldne besitzen fiir die
graphische Kinematik und Kinetostatik hervorragende Bedeutung, da
sie es ermoglichen, die Geschwindigkeits- und Beschleunigungszustinde
auch verwickelter Mechanismen auf zeichnerischem Wege in einfacher
Weise darzustellen (IV und VIII); die analytische Methode versagt hier

(1924) S. 243—249.
S. 631—650.
S. 495.

2 Civilingenieur Bd. 33 (1887
8 Civilingenieur Bd. 29 (1883)

1 Z. angew. Math. Mech. Bd. 4
)
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meist vollkommen oder fithrt schon in einfachen Fillen zu uniibersicht-
lichen Formeln.

5. Die moglichen Beschleunigungszustinde des ebenen Systems.
Weitgehenden Einblick in die Mannigfaltigkeit der moglichen Beschleu-
nigungszustdnde bei der komplanen Bewegung des starren ebenen
Systems gewihrt eine von L. BURMESTER herrithrende Untersuchung?.
Es wird die Figur der Endpunkte der in den Systempunkten angesetzten
Geschwindigkeiten einfach als Geschwindigkeitszustand und die Figur der
entsprechenden Beschleunigungspunkte als Beschleunigungszustand be-
zeichnet, die Endpunkte dieser Vektoren heiBlen Geschwindigkeits- und
Beschleunigungspunkte.

Bewegt sich ein Geschwindigkeitspunkt eines Systempunktes auf
der Tangente seiner Bahn, dann beschreiben alle Geschwindigkeitspunkte
der Systempunkte dhnliche Bewegungen auf ihren Bahntangenten bei
fest bleibendem Drehpol. Der so entstehende Bewegungsvorgang ist die
geradlinige Bewegung eines dhnlich verdnderlichen ebenen Systems mit
dem Pol als ruhenden Phasenpunkt. ,,Demnach gibt es bei der kom-
planen Bewegung wihrend je eines Zeitelementes einfach-unendlich viele
mogliche Geschwindigkeitszustinde, welche die Systemphasen des ge-
radlinig bewegten dhnlich verdnderlichen ebenen Systems sind, in dem
der Pol der ruhende Phasenpunkt und das starre ebene System die an-
fingliche Systemphase ist.*

Die Beschleunigungspunkte der einem Systempunkt erteilten Be-
schleunigungen und die entsprechenden Beschleunigungspunkte fiir
einen anderen Systempunkt bilden zwei affine Systeme; dies folgt
daraus, daB es moglich ist, durch Ziehen paralleler Linien zu bestimmten
Geraden aus der gegebenen Beschleunigung eines Systempunktes die
eines anderen Systempunktes zu konstruieren?. Diese durch die Kon-
struktionen von TH. POscHL und L. BURMESTER (9) definierte besondere
Affinitit nennt BURMESTER kinematische Affinitit und weist nach, daf3
in ihr der Wendepol der selbstentsprechende Punkt ist.

Die ebene Bewegung des starren Systems ist durch die Bahnen zweier
Systempunkte AB bestimmt; einer willkiirlichen Annahme der Be-
schleunigung des Systempunktes A entspricht eine durch die vor-
erwihnten linearen Konstruktionen eindeutig bestimmte Beschleunigung
des Punktes B, so daBl mit der Annahme von 6,4 der Beschleunigungszu-
stand des ebenen Systems festgelegt ist. Da nun dem Punkte 4 zwei-

1 Z.angew. Math. Mech. Bd. 5 (1925) S. 502—519.

2 Vgl. die Konstruktionen in Fig. 6 und 7. Die Bewegung einer Strecke AB
des ebenen Systems kann wahrend zweier Zeitelemente durch die Bewegung des
Gelenkviereckes 0,4 B0, ersetzt werden, wenn 0,0, die Kriitmmungsmittelpunkte
der Bahnen von 4 und B sind; in den beiden affinen Systemen entsprechen sich
die Geraden 0,4 und O, B -nicht; wohl aber sind die in den Endpunkten der ein-
ander entsprechenden Normalbeschleunigungen b, ; und b, , auf 0,4 und O,B
errichteten Senkrechten einander entsprechende Gerade. -
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fach-unendlich viele Beschleunigungen erteilt werden koénnen, so gibt
es bei einem komplan bewegten ebenen System wihrend je zweier Zeit-
elemente zweifach-unendlich viele mégliche Beschleunigungszustinde.
Diese zweifach-unendlich vielen Beschleunigungszustinde ordnet L. BUr-
MESTER in einfach-unendlich viele richtgerade und normalgerade Be-
schleunigungszustidndescharen. Das Ordnungsprinzip ergibt sich da-
durch, daBl einmal die ool-Beschleunigungen eines Systempunktes be-
trachtet werden, deren Beschleunigungspunkte auf einer durch den
Systempunkt gezogenen beliebigen Geraden (Richtgeraden) liegen, wih-
rend das andere Mal nur solche Beschleunigungen betrachtet werden,
die eine gemeinsame Normalbeschleunigung haben, deren Beschleuni-
gungspunkte dann auf einer sog. Normalgeraden liegen. Fur die dieser
Ordnung entsprechenden einfach-unendlich vielen Beschleunigungszu-
stindescharen beweist L. BURMESTER die folgenden Sitze:

a) Fir die einfach-unendlich vielen richtgeraden Beschleunigungszu-
stindescharen, in denen je ein Beschleunigungspol der gemeinsame
selbstentsprechende Punkt ist, sind alle Beschleunigungszustinde
Systemphasen des auf je einem der einfach-unendlich vielen Richt-
geradenkomplexe bewegten dhnlich-verinderlichen ebenen Systems, und
das starre ebene System ist die anfingliche Systemphase; b) fiir die
einfach-unendlich vielen normalgeraden Beschleunigungszustinde-
scharen, in denen der Beschleunigungspunkt des Poles der gemeinsame
selbstentsprechende Punkt ist, sind alle Beschleunigungszustinde
Systemphasen des auf je einem der einfach-unendlich vielen Normal-
geradenkomplexe bewegten dhnlich-verdnderlichen ebenen Systems, das
dem starren ebenen System &#hnlich ist.

Da durch die Normalbeschleunigung eines Systempunktes ein Ge-
schwindigkeitszustand und eine normalgerade Beschleunigungszustinde-
schar bestimmt wird, so folgt schlieBlich: Zu allen Beschleunigungszu-
stdnden in einer normalgeraden Beschleunigungszustindeschar gehort
ein einziger Geschwindigkeitszustandl.

Nach E. WaAELsScH? lassen sich die Sdtze und Konstruktionen der

1 Diese Beziehung wurde schon frither von F. WITTENBAUER (Graphische
Dynamik, S.29) in dem Satze ausgedriickt: Fiir einen bestimmten Geschwindigkeits-
zustand des starren ebenen Systems bilden die Beschleunigungspunkte aller mog-
lichen Beschleunigungszustinde dhnliche Punktreihen. Dieser Satz erméglicht zahl-
reiche schone Anwendungen in der graphischen Kinematik und Kinetostatik zwang-
laufiger ebener Systeme, die in dem genannten Buche ausfithrlich behandelt sind.

2 Z.angew. Math. Mech. Bd. 8 (1928) S. 231—236. Schon vorher wurden einige
Eigenschaften der ebenen Bewegung vektoriell bewiesen. Vgl. C. HEuN: Lehr-
buch der Mechanik. I.Teil: Kinematik, S.182—185 (1906), und A. ZIWET u.
P. FieLp: Amer. Math. Monthly Bd. 21 (1914) S. 105—113. Letztere Arbeit ent-
halt u. a. zwei neue Konstruktionen fiir die Beschleunigung eines Systempunktes,
wenn jene zweier anderer Punkte gegeben sind (ohne Beschleunigungspol); die
Benutzung der Ahnlichkeitssitze von L. BuRMESTER und R. MEHMKE fithrt aber
viel einfacher zum Ziele.
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komplanen Bewegung einfach ableiten unter Verwendung der Vektor-
rechnung.

Es seien ein von dem Bezugspunkt O ausgehender Vektor und sein
Endpunkt mit dem gleichen deutschen Buchstaben bezeichnet. Ein im
ebenen System im positiven Sinne um 90° gedrehter Vektor a werde
mit a’ bezeichnet. Dann erhidlt man in einfacher Weise fiir die Be-

schleunigung b eines beliebigen Systempunktes
) die folgenden Darstellungen (Fig. 4):

b=10p+ 020 —ef,
b= — e
5 9 = o'0—ef
Fig. 4. =P — P

Die erste und letzte dieser Darstellungen besagen, daB b — by bzw. b
aus den Vektoren  bzw. 8 durch ein und dieselbe Drehstreckung? mit
dem Streckungsverhéltnis 7 = Vw“ + € und einem Drehwinkel ¢ her-

vorgeht, dessen tge = ——a%. Es bedeutet w die momentane Winkel-

geschwindigkeit, ¢ die Winkelbeschleunigung.

Die zweite und dritte der obigen Gleichungen gibt die Zerlegung der
Beschleunigung in die Wendebeschleunigung (w23) und Triebbeschleu-
nigung (—&®’) nach GRUBLER, bzw. die bekannte Zerlegung nach
SCHELL an.

Da die w?, ¢ fiir alle Punkte des ebenen Systems im gleichen Augen-
blicke dieselben sind, so sind vermdoge obiger Darstellungen die Vektor-
tripel OO(b—bp), JIOB, Db,  PRD
zueinander affin. Die erste und vierte dieser Affinitidten sind die eben-
genannte Drehstreckung, die zweite ist die BURMESTERsche. Sie fiithren
zu sehr einfachen Losungen der Aufgabe, bei gegebenem Geschwindig-
keitszustand (D, @) des ebenen Systems, bei bekannten Polen P oder J
bzw. $ und gegebener Beschleunigung eines Systempunktes die Be-
schleunigung anderer Systempunkte zu konstruieren, wobei man sich

bei Ubertragung der gleichen Verhiltnisse % und 7 irgendeines Hilfs-

mittels, z. B. eines Proportionalzirkels, bedienen kann.

Die vier Vektortripel sind auch untereinander affin, und die drei
letzten derselben haben den gemeinsamen Vektor b als sich selbst ent-
sprechend.

In einfacher Weise werden mit den Mitteln der Vektorrechnung auch
die Sitze F. WITTENBAUERS? iiber die Wendepole und Tangentialpole

1 O. S. HEck stellt diese Drehstreckung durch eine komplexé Transformation
dar und gelangt damit zu einer einfachen Ermittlung des Beschleunigungspoles.
(Bisher unverdffentlicht.)

2 Z. Math. Phys. Bd. 36 (1891) S.231; Bd. 40 (1895) S.91, 151, 279.
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der absoluten und relativen Bewegung, jene TH. POscHLs! iber die
durch Krifte bzw. durch Mannigfaltigkeiten von solchen beim starren
ebenen System ,,erzeugten Pole und die EULER-SAvARysche Formel
abgeleitet.

6. Hilfsmittel der riumlichen Betrachtungen. Man kann auch durch
rdumliche Betrachtungen zu Beziehungen und Konstruktionen fiir die
Kinematik des ebenen Systems gelangen, und zwar dadurch, dall geome-
trische Gebilde der Ebene auf solche des Raumes abgebildet werden.
Solche Untersuchungen verdankt man W. BrascHKE? und J. GRUN-
wALD3. W. BLASCHKE hat gezeigt, daB sich die ebene Kinematik ein-
ordnen 148t in die projektive Geometrie des Raumes. Man kommt hier-
bei auf eine projektive MaBbestimmung, die durch einen Grenziibergang
aus der nichteuklidischen, und zwar elliptischen Mafbestimmung her-
vorgeht. Die dadurch definierte Geometrie nennt W. BLASCHKE quasi-
elliptische Geometrie. Ihr absolutes Gebilde besteht aus einem Paar
konjugiert-imaginirer Ebenen und einem Paar konjugiert-imaginirer
Punkte auf der Schnittlinie dieser Ebenen. Den Ubergang von der
ebenen Kinematik zur quasielliptischen Geometrie vermittelt eine Ab-
bildung (sog. kinematische Abbildung) der geordneten Punktpaare der
Ebene auf die Geraden des Raumes, eine Abbildung, welche den eukli-
dischen Bewegungen in der Ebene die Punkte und den euklidischen Um-
legungen die Ebenen des Raumes zuordnet. Diese kinematische Ab-
bildung gestattet, Sitze und Beziehungen, die im projektiven dreidimen-
sionalen Raume gelten, unmittelbar auf die euklidische Kinematik zu
iibertragen und umgekehrt. Die gleiche Aufgabe 16st F. REHBOCK? fiir
den Fall irgendeiner #nichteuklidischen ebenen Kinematik, wobei die von
ihm® und L. EckHART® herrithrenden Methoden zur allgemeinsten li-
nearen Abbildung des Strahlenraumes benutzt werden, und gibt aus-
fiihrlich die Herstellung und Struktur der Abbildung fiir die hyper-
bolische und elliptische Geometrie an?. Mit Riicksicht auf die rein
geometrische Fragestellung in den genannten Untersuchungen enthalten
ihre Ergebnisse keine Aussagen iiber den Geschwindigkeits- und Be-
schleunigungszustand der komplanen Bewegung. '

R. LAUFFER® fithrt die Untersuchung so, daB in den abgeleiteten Be-
ziehungen und Konstruktionen nicht nur die Lagen der bewegten ebenen
Z. Math. Phys. Bd. 58 (1910) S: 156; Bd. 60 (1912) S. 144.

Z. Math. Phys. Bd. 60 (1912) S. 61—91.

S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. IIa, Bd. 70 (1911) S. 677 —741.

Mh. Math. Phys. Bd: 38 (1931) S. 257 —274.

Z. angew. Math. Mech. Bd. 6 (1926) S. 379—400, 449—468.

Konstruktive Abbildungsmethoden, S. 52— 57. Wien: Julius Springer 1926.

7 Hinsichtlich der Abbildung des Strahlenraumes sei ferner verwiesen auf
E. MULLER-KRuPPA: Die linearen Abbildungen. Leipzig und Wien 1923. — JAN
DE VRies: Intern. math. Tidschrift Jg. 2 (1922—1923) Nr. 3. — Krima, J.:

Cas. Mat. Fys. Praha. Bd. 57 (1927) S. 7—24. (Tschechisch mit franz. Auszug.)
8 Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. Bd. 35 (1926) S. 182—193.
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Gebilde eingehen, sondern auch ihr Bewegungszustand Beriicksichtigung
findet. Dabei wird der augenblickliche Bewegungszustand eines in der
Ebene 7 bewegten ebenen Systems X' durch einen Raumpunkt Q ab-
gebildet. Ist A ein Punkt von X, so soll die Gerade AQ als Bild des Punk-
tes 4 und seines augenblicklichen Bewegungszustandes betrachtet
werden. Einer Geraden / des Systems £ und ihrem Bewegungszustand
wird die durch / und Q gelegte Ebene und der Punkt Q zugeordnet. Die
konstruktive Verwertung der mit diesem Abbildungsprinzip abgeleiteten
rdumlichen Beziehungen wird zwar verhiltnismiBig einfach, da man nur
die Normalprojektion auf die Ebene 7 benétigt; jedoch konnten auf
diesem Umwege keine Vereinfachungen der bekannten Konstruktionen
fiir den Geschwindigkeits- und Beschleunigungszustand der komplanen
Bewegung erzielt werden. Die von R. LAUFFER abgeleiteten Konstruk-
tionen besitzen eine iiber die euklidische MaBbestimmung hinausgehende
Allgemeinheit?.

7. Komplane Bewegung des ebenen dhnlich- und affin-verdnder-
lichen Systems. Die komplane Bewegung des ebenen dhnlich-verander-
lichen und des ebenen affin-verdnderlichen Systems wurde in einer groBen
Reihe von Arbeiten eingehend behandelt ; diese beziehen sich vorwiegend
auf die Kriitmmung der von den Systempunkten erzeugten Kurven und
der von den Systemkurven erzeugten Hiillbahnkurven, auf die Ermittlung
der Verwandtschaft zwischen den Systempunkten und den zugehérigen
Kriimmungsmittelpunkten (ein-zweideutige Verwandtschaft dritten
Grades) usf.

Auf die Anfithrung der zahlreichen geometrischen Einzelergebnisse
muB hier verzichtet werden und es mag der Literaturhinweis? geniigen.

1 Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. Bd. 37 (1928) S. 335—350.

2 SomorF, P.: Uber einige Anwendungen der Kinematik veranderlicher Sy-
steme auf Gelenkmechanismen. Z. Math. Phys. Bd. 46 (1901) S. 199 — Uber einige
Gelenksysteme mit ahnlich-veranderlichen oder affin-veridnderlichen Elementen.
Ebenda Bd. 49 (1903) S.25—61. — REVEILLE, M. J.: Etude synthétique et
analytique du déplacement d’un systéme qui reste semblable a lui méme. Paris:
Challamel 1905. — MULLER, R.: Uber die Momentanbewegung eines ebenen #hn.-
lich-veranderlichen Systems in seiner Ebene. Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. Bd. 19
(1910) S.29—89, 147—154 — (Systemat. geometrisch-synthetische Darstellung). —
Polbestimmung fir Verzweigungslagen bei der Bewegung eines ebenen ahnlich-
veranderlichen Systems in seiner Ebene. Z. Math. Phys. Bd. 55 (1907) S. 141. —
KRAUSE, M. : Zur Theorie der ebenen #hnlich-verinderlichen Systeme. Jber. Deutsch.
Math.-Vereinig. Bd. 19 (1910) S. 327—339. Die Theorie wird auf Grund der Formeln
der Koordinatentransformation einheitlich entwickelt. — MEHMKE, R.: Beitrige
zur Kinematik starrer und affin-veranderlicher Systeme, insonderheit tiber die
Windung der Bahnen der Systempunkte. Z. Math. Phys. Bd. 59 (1911) S. 90, 204,
440. — HARTMANN, TH: Zur Theorie der Momentanbewegung eines ebenen adhnlich-
veranderlichen Systems. Dissertation. Rostock 1912. — Carr, A.: Zur Theorie
der ebenen #hnlich-verianderlichen Systeme. Dissertation. Dresden 1914. —
WINKLER, R.: Uber die Bewegung affin-veranderlicher Systeme. Dissertation.
Dresden 1914. — Krausg, M., und A.CaARL: Analysis der ebenen Bewegung.
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Als besonders bemerkenswert sei der von R. MULLER! gefundene
Satz angefiihrt : Bewegen sich drei Punkte eines ebenen dhnlich-verdnder-
lichen Systems auf Kreisen, dann beschreibt jeder andere Punkt eine
Koppelkurve. M. KRAUSE bespricht auch die Fille, in denen einer oder
zwei der Bahnkreise in gerade Linien iibergehen und zeigt, daB3 dieser
Satz als ein Glied in einer Reihe von Sitzen anzusehen ist, die simtlich
Beziehungen zwischen den Bahnkurven starrer und dhnlich-verdnder-
licher Systeme herstellen.

III. Das gefiihrte ebene System.

Werden der freien Beweglichkeit eines ebenen Systems (vom Frei-
heitsgrade 3) Beschrinkungen durch Fiihrungen auferlegt, so entsteht
das gefithrte ebene System. Man hat zu unterscheiden zwischen dem
flachenlaufigen ebenen System mit dem Freiheitsgrade 2 und dem zwang-
laufigen ebenen System mit dem Freiheitsgrad 1. Bei ersterem kann
jeder Punkt des ebenen Systems alle Lagen innerhalb einer gewissen
begrenzten Fliche einnehmen, bei letzterem ist jeder Systempunkt an
eine ganz bestimmte Bahn gezwungen.

8. Das flichenldufige System. (Bewegung mit zwei Parametern.)
Die Flachenldufigkeit eines ebenen Systems kann erzielt werden durch
Fiihrung eines Punktes in einer bestimmten Kurve (Einpunktfithrung)
oder durch das Schleifen und Rollen einer Kurve des Systems auf einer
festen Kurve (Einkurvenfithrung). In letzterem Falle kénnen die beiden
Kurven fiir zwei aufeinanderfolgende Zeitteilchen durch ihre Kriimmungs-
kreise ersetzt werden; da sich die Entfernung der beiden Kriimmungs-
mittelpunkte wihrend dieser Zeit nicht 4dndert, so wird der Kritmmungs-
mittelpunkt der beweglichen Kurve durch diese Zeit auf einem unend-
lich kleinen Kreisbogen gefiihrt, und es ist damit die Einkurvenfithrung
kinematisch wieder auf die Einpunktfithrung zuriickgefiihrt.

Wenn das frei bewegliche ebene System 7 in der festen Ebene 7,
gleitet, so hingt seine Stellung von drei Parametern ab, z. B. von den
Koordinaten a,b, eines beliebigen Punktes 4 in bezug auf zwei recht-
winklige Achsen 0,X;, 0,Y; in 7; und von dem Winkel ©, den eine im
System 7 feste Achse 4X mit 0,X; in 7, einschlieBt. Wird den Lagen
des Systems 7 eine Bedingung auferlegt, die sich durch eine Beziehung
zwischen a, b, © ausdriickt, dann liegt eine fldchenliufige Bewegung

Berlin: Vereinig. wiss. Verleger, VII, 1920. — ABRAMEscO, N.: Sur le mouvement
des figures planes variables avec conservation de similitude ou d’aire. Bull. Sci.
math. Bd. 26 (1924) — Nouv. Ann. Math. Bd. 83 (6) 1 (1925) S. 132—133, 198
bis 199 — C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 192 (1931) .S. 918 —920.

1 Z. Math. Phys. Bd. 58 (1910) S. 247. Weitere Beweise fiir diesen Satz gaben
R. SkutscH (elementar-geometrisch): ebenda S.252, R. MEHMKE (vektoriell):
ebenda S. 257 und M. Krauske (vgl. FuBnote 2, S. 14) (analytisch). —MorLEY, F. V.:
Proc. London Math. Soc. 1922 S. 140.
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von 7 vor ; eine solche zweiparametrige Bewegung sei nach G. Koenigs?
mit M2 bezeichnet.

Fir konstant bleibenden Winkel @ erhilt man die zweiparametrige
Translation €2 in der Ebene. Im allgemeinen ist aber € verinderlich
mit der Stellung von 7, und es bildet ® zusammen mit einem willkiirlich
gewdhlten zweiten Parameter » das System der beiden Verdnderlichen,
welche die Lage von 7 gegen m; festlegen. Eine diesen beiden Ver-
dnderlichen auferlegte neue Bedingung fithrt dann zu einer Schar ein-
parametriger Bewegungen 1, die in %2 enthalten sind. LaBt man z. B.
© konstant, dann erhilt man eine Translation ! mit einem Parameter,
die in M? enthalten ist.

Von jeder beliebigen Ausgangslage aus kann die Ebene 7 oo! infini-
tesimale Bewegungen ! ausfithren, deren Drehpole auf einer Geraden
(d) liegen. Diese Gerade steht senkrecht zur Richtung der Translation !
und enthélt nach H. J. E. BETH? alle Punkte des bewegten Systems, die
sich auf ihrer , Grenzkurve” befinden. Dabei begrenzen die ,,Grenz-
kurven jenen Bereich der festen Ebene 7,, innerhalb dessen ein be-
liebiger Punkt des bewegten Systems bei der zweiparametrigen Be-
wegung sich bewegen kann. Jene Geraden des bewegten Systems, die
mit den in 7z, befindlichen Drehpolgeraden zusammenfallen, bilden mit
letzteren eine Verwandtschaft, von der R. BRICARD® beweist, daB fiir
jede Bewegung, bei der das bewegte System in seine Ausgangslage
zuriickkehrt, die entsprechenden Geraden in beiden Systemen zwei ge-
schlossene Kurven von gleicher Linge einhiillen4.

Die vollstindige analytische Darstellung der ebenen zweiparametrigen
Bewegungen von G. KoeNiGgs® fithrt zu deren Einteilung in jene vom
allgemeinen Typus und in jene Ausnahmefille, die dadurch gekennzeich-
net sind, daB alle darin vorkommenden Translationen ! geradlinig sind.
Fiir diese Einteilung ist der Winkel ¢ von besonderer Wichtigkeit, den
die Gerade 4 von # mit 4 X einschlieBt; die Winkel ¢ und © spielen dabei
die Rolle von kanonischen Verinderlichen, deren Einfiithrung eine ein-

1 C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 163 (1916) S. 511 —514, 603— 606, 658—670 —
Bull. Sci. math. Bd. 41 (2) (1917) S. 120—127, 153—164, 181—196. An gleicher
Stelle Bd. 40 (2) (1916) S.295—296 benutzt G. DarBoux eine Eigenschaft der
M2 fur die kinematische Interpretation eines Ergebnisses von F. BouLap [ebenda,
Bd. 40 (1916) S.292—295] iiber die Kriitmmungsmittelpunkte der orthogonalen
Trajektorien einer beliebigen Familie von ebenen Kurven.

2 Bull. Sci. math. Bd. 51 (2) (1927) S. 2908 —302. Die Kriitmmungsverhiltnisse
dieser Grenzkurven untersucht H. J. E. BETn auf geometrischem Wege [Nieuw
Arch. Wiskde. Bd. 15 (1928) S. 3671f.]. Beziiglich der ,,Grenzflichen* bei mehr-
parametrigen rdumlichen Bewegungen vgl. (23).

3 Nouv. Ann. Math. Bd. 13 (4) (1913) S. 302 — 316 — C. R. Acad. Sci.,
Paris Bd. 166 (1918) S. 735 — Nouv. Ann. Math. Bd. 2 (6) (1927) S. 105—109. —
CartaN, E.: Ebenda Bd. 1 (6) (1925) S. 33—37.

4 Uber das sphirische Analogon vgl. (23).

5 Vgl. obige FuBnote 1.
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fache Darstellung der Formeln erméglicht!. In den Féllen der 9R2, fir
welche die Gerade 4 eine Einhiillende (¢) in der bewegten Ebene 7 be-
sitzt, ist die Bewegung definiert durch das gleitungslose Abrollen der
in 7 festen Kurve (¢) auf der Geraden 4 (wobei ¢ + @ = konst.), wiahrend
diese Gerade ohne Gleiten auf einer in 7, festen Kurve (¢;) abrollt (wobei
@ = konst.). Diese beiden Rollbewegungen sind voneinander unab-
hingig. Da die Bewegung von 4 in bezug auf die beiden Ebenen 7 und
7, nur von je einem Parameter abhédngt, so gehéren die betrachteten M2
zu den zerlegbaren Bewegungen?®. Ein Punkt P der Geraden 4 beschreibt
in 7 und 7, die Evolventen (a), (4,) der Kurven (¢) und (e,); somit ist
‘die Bewegung W2 einfach dadurch definiert, daB3 die beiden Kurven
(@), (a,) sich immer berithren, wobei die Beriihrung in einem beliebigen
Punkte jeder der beiden Kurven stattfinden kann. Die beiden zugehori-
gen Ausnahmefille ergeben sich, wenn eine der beiden Kurven in eine
Gerade iibergeht; die Translationen ! entsprechen dem Gleiten der Ge-
raden auf der Geraden selbst.

Die Eigenschaften zweiter Ordnung der 9?2 (ihre Kriimmungsver-
hiltnisse) sind in beiden vorhin unterschiedenen Bewegungsklassen
wesentlich voneinander verschieden.

Fiir die co! Bewegungen 1, die in einer gegebenen zweiparametrigen
Bewegung M2 enthalten sind und den gleichen Drehpol O besitzen, liegen
die Wendepole auf einer zu d senkrechten Geraden dg, welche 4 im
Punkte H schneidet; die entsprechenden Wendekreise bilden ein durch
die Punkte O und H gehendes Kreisbiischel. Die Kenntnis des zu einem

1 W. vaN DER WoUDE [Kon. Akad. van Wetensch. Amsterdam, Bd. 35 (1926)
S. 99—110] beweist die Sitze von G. KoeNiGs mit den Hilfsmitteln der Theorie
der Flichen und Einfithrung krummliniger Koordinaten (vgl. G. DarBoux: Théorie
des Surfaces Bd. 2. Paris 1915). Schon vorher hatte J. A. BARRAU ebene Bewegun-
gen von zwei Freiheitsgraden in algebraischen Fiallen durch algebraische Flichen
interpretiert: C. R. Congrés intern. des math. 1920, S. 590—593; auch J. de
Math. Bd. 3 (7) (1927). Zu einer ganz symmetrischen Darstellung der Formeln
fiir M2 gelangt W. vAN DER WOUDE durch Wahl der Geraden 4 als X-Achse und
Annahme einer ganz bestimmten Geraden als Y-Achse; dann ist aber das System
der beiden Koordinatenachsen mit keiner der beiden Ebenen # und =, fest ver-
bunden. Proc. Acad. Amsterd. Bd. 31 (1928) S. 519—530.

2 Besitzt die relative Bewegung IN™ zweier Korper S und S; den Freiheits-
grad m, so ist N™ dann eine zerlegbare Bewegung, wenn sich ein Kérper S, angeben
1aBt, so daB die Bewegung von S gegen S, abhingt von p Parametern und jene
von S, gegen S; von m — p Parametern, wobei letztere Parameter von den p Para-
metern unabhingig sind. — Uber die zerlegbaren RiBaucourschen Bewegungen
vgl. eine Arbeit von G. KoeENigs: J.de Math. Bd. 7 (6) (1911) S. 349—352. Gibt
es auBer dem Kérper S, noch einen zweiten Koérper 2y, fir den die angefiihrte
Zerlegung der Bewegung IN™ mdglich ist, dann ist diese doppelt zerlegbar. Solche
sind fiir m = 2 untersucht von G. KogN1is: Bull. Soc. Math. France Bd. 41 (1913)
S. 53—55 — Proc. Congr. Toronto Bd. 1 (1928) S.889—910. — BRICARD, R.:
C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 158 (1914) S. 110—112 — Nouv. Ann. Math. Bd. 2 (6)
(1927) S. 105—109.

Ergebnisse der Mathematik. 1. Federhofer. 2



18 Graphische Kinematik. [104

gegebenen Drehpol O gehérigen Wendepolortes dg gestattet die Loésung
einer Reihe von Problemen iiber die Krimmungsverhéltnisse. Auf 4 be-
finden sich zwei bemerkenswerte Punkte (O) und (0,); das sind die Dreh-
pole von IR!, wenn die Gerade d eine konstante Richtung im festen bzw.
im bewegten Systeme behilt. Ist H,der dem Drehpole (0) entspréchende
Punkt H, dann besteht fiir die Ermittlung von H die einfache Be-
ziehung —_—
HyH - (0)(0y) = 0(0)2.

In den Ausnahmefillen riicken die Punkte (0) und H, ins Unendliche;
die einander entsprechenden Punkte O und H bilden in ihren oco! Lagen
auf d dhnliche Punktreihen; jeder Punkt von d ist daher eine mogliche
Lage von H und jeder Punkt der Ebene eine mégliche Lage des Wende-
poles J fiir den Ausnahmefall der 32

Behilt die Gerade 4 konstante Richtung gegeniiber dem festen
Systeme s,, dann wird fiir diesen besonderen Ausnahmefall der Ahn-
lichkeitsfaktor gleich Null und der Punkt H ist ein fester Punkt, dessen
Lage vom Drehpol O unabhingig ist. Die entsprechende Bewegung be-
steht in einem gleitungslosen Abrollen einer beliebigen Kurve von 7 auf
der Geraden d, wihrend diese selbst eine beliebige geradlinige Trans-
lation senkrecht zu 4 ausfithrt. Die Wendepole aller dieser in 9?2 ent-
haltenen ! liegen stets auf einer zu 4 senkrechten Geraden.

H. J. E. BETH! untersucht auf rein geometrischem Wege die Be-
wegungen k2 mit EinschluB der nichtholonomen Systembewegungen und
bestdtigt die Ergebnisse von G. KOENIGS als einfache Sonderfille der
holonomen Bewegungen.

Dabei spielt eine projektive Verwandtschaft eine wichtige Rolle, die
zwischen den auf 4 gelegenen Drehpolen O und gewissen zugehérigen
Punkten W besteht. Dreht sich nimlich das System 7 um den Punkt O
der Geraden 4, so dreht sich letztere um den auf ihr liegenden Punkt W.

Sind 4O und 4y die elementaren Drehwinkel um O und W, so ist 315

eine zu O gehérende Konstante &, deren Anderung mit der Verschiebung
des Punktes O auf 4 proportional geht.

Diese Verwandtschaft O, W, die sowohl fiir die direkte wie auch fiir
die inverse Bewegung gilt und die fiir die Untersuchung der Kriitmmungs-
verhiltnisse wesentlich ist, fithrt zur Einteilung der elementaren %2
in bestimmte holonome und nichtholonome Typen, fiir die BETH kine-
matische Modelle angibt.

F. WITTENBAUER? hat gezeigt, daB die Geschwindigkeits- und Be-
schleunigungsverhiltnisse beim Flichenlaufe eines ebenen Systems
durch Zeichnung der zugehorigen MoHRschen Pldne einfach darzustellen
sind, und zwar in gleicher Weise fiir die Einpunkt- und Einkurvenfiihrung.

1 Nieuw Arch. Wiskde. Bd. 15 (1928) S. 345— 376.
2 Graphische Dynamik, S. 70—75.
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9. Das zwangldufige System. Der Zwanglauf des ebenen Systems
kann sowohl durch Fithrung von Punkten wie auch durch Fiithrung von
Kurven des Systems bewirkt werden. Hier besteht eine reiche Mannig-
faltigkeit der moglichen Fiihrungsarten; sie sind mit Benutzung der Aus-
fithrungen F. WITTENBAUERS! und R. KREUTZINGERS? iibersichtlich zu-
sammengestellt in dem Lehrbuche der Technischen Kinematik von
R. BEYERS. Als stets zuverldssige Methode der Bestimmung der Ge-
schwindigkeiten und Beschleunigungen beim ebenen Zwanglauf erweist
sich, wie aus der eingehenden kinematischen Durcharbeitung dieser
Fille durch F. WITTENBAUER hervorgeht, die Verwendung der MoHR-
schen Geschwindigkeits- und Beschleunigungspldne mit ihrem einfachen

Fig. 5.

Konstruktionsprinzip, wobei die oft schwer zuginglichen Pole der Be-
wegung nicht bendttigt werden. Diese Pline sind auch dann stets kon-
struierbar, wenn sich das bewegte System in gewissen Sonderlagen be-
findet, fiir welche andere Konstruktionen zur Ermittlung des Beschleu-
nigungszustandes versagen. An dem einfachen Beispiel der Zweipunkt-
fithrung, die besondere Wichtigkeit hat mit Riicksicht auf das im Ma-
schinenbau sehr verbreitete Kurbelviereck, soll diese Konstruktion ge-
zeigt werden.

Fir das in Fig. 5 dargestellte Kurbelviereck® mit den darin ein-
getragenen Bezeichnungen und Abmessungen sei aus der gegebenen Be-
schleunigung b, des Gelenkes A jene des Gelenkes B zu konstruieren.

Aus dem Vektorcharakter der Geschwindigkeit und Beschleunigung
ifolgt unmittelbar :

~bp=10,4+ bp4, (1)
bp=Db,+ b4, ()
1 Graphische Dynamik, S. 82—8s5. 2 HDI-Mitt. Jg. 18 (1929) H. 2.

3 S.203—206. Leipzig: Joh. Ambrosius Barth 1931.

4 Im Schnittpunkte der beiden Kurbelachsen liegt der Momentanpol dieser sog.
Dreistabbewegung (three bar motion, mouvement des trois-barres); die von ihm
bei der Bewegung beschriebene Polkurve 8. Ordnung ist untersucht worden von
R. MULLER: Z. Math. Phys. Bd. 48 (1903) S. 224—248; beziiglich ihter ‘Doppel-
punkte vgl. M. CArDINAL: Arch. Teyler, Bd. 12 (2) (1910) und F. G. TEIXEIRA:
Giorn. di Mat. Bd. 53 (3) (1915) S. 307—312.

2%
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worin bpa bzw. bpa die relative Geschwindigkeit bzw. Beschleunigung
von B gegen A bedeutet.

Die Projektion AN von b, auf die Kurbel 0,4 gibt die Normal-
beschleunlgung O — des Punktes 4. Durch sie ist die Geschwindigkeit
v4 bestimmt. Man macht A(N) = AN, schlagt tiber O,(IN) einen Halb-
kreis, errichtet in 4 die Normale zu 0,4, dann ist vy = A_:zl.

Die Gleichung (1) findet nun ihren zeichnerischen Ausdruck in dem
seitlich gezeichneten Geschwindigkeitsplan o0ab mit dem Nullpunkte o,
—>

in welchem oa = b4 gemacht wird und die Linien 0b 1L 0,B, ab | AB
gezogen werden. Damit ist
—> —>
UBZOb, t)BA=ab.

Bei der Konstruktion des Beschleunigungsplanes ist zu beachten, da
die relative Beschleunigung von B gegen A sich aus einer durch den
Geschwindigkeitszustand bestimmten relativen Normalbeschleunigung

2 .
bpa,1 = ;—Z“ (von B nach A gerichtet) und aus einer hierzu senkrech-
ten relativen Tangentialbeschleunigung zusammensetzt. Macht man
BB, = vg4 = ab, zieht B;B, 1 AB,, so ist
B 2B = b BA,1 -

tung BO,) und in die dazu senkrechte Tangentlalbeschleunlgung und
konstruiert bg,; = B,B, indem BB, = 0b = vp und B,B, 1 B0, ge-
zogen wird, so kann durch Zusammenfassung des gegebenen Vektors b4
mit den nur vom Geschwindigkeitszustande abhingigen Normalbeschleu-
nigungen die Gleichung (2) auch geschrieben werden in der Form:
bp,o — bpa,2 = b4+ bps, 1 — bp 1.

Diese Vektorgleichung findet ihren zeichnerischen Ausdruck in dem Be-
schleunigungsplane mit dem Nullpunkte 7, in welchem zunichst auf-
getragen werden kann:

— —> —
ﬂOC=bA, 0‘/31=bBA,1, ﬂﬂ():bB,l-
—

Die Zerlegung des Vektors Faﬂl nach den Richtungen bp, 3 und bg4,s
liefert den Beschleunigungspunkt # des Systempunktes B und es ist

71—73 die gesuchte Beschleunigung bg.

Aus den oben angeschriebenen Gleichungen folgt unmittelbar die
Richtigkeit des Satzes von R. MEHMKE:

Die Figur der den Systempunkten ABC ... zugehérigen Beschleu-
nigungspunkte «fy ... (Beschleunigungsplan) ist der Systemfigur
ABC ... &hnlich. Die Beschleunigungen beliebiger Systempunkte

kénnen hiernach ermittelt werden, sobald jene zweier Punkte bekannt
sind.
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Nach F. WITTENBAUER? 148t sich bei Beniitzung der gedrehten Ge-
schwindigkeiten die Beschleunigung by konstruieren, ohne einen ab-

gesonderten Geschwindigkeits- und Beschleunigungsplan entwerfen zu
miissen.

Eine sehr anschauliche und
einfache Konstruktion fiir den Be-
schleunigungszustand des Kurbel-
viereckes, die nur das Ziehen ge-
rader Linien im Lageplan des be-
wegten Systems erfordert, stammt
von TH. P6scHL?. Bei ihrer Be-
schreibung sei der Einfachheit
halber der Endpunkt eines Vek-
tors durch den Buchstaben be-
zeichnet, der den betreffenden
Vektor kennzeichnet. Aus der
gegebenen Beschleunigung des
Gelenkes A (Fig. 6) soll jene des Gelenkes B konstruiert werden.

Fig. 6.

—_—
Man ziehe: b4,1%|BRQ, 0,0'|x£2, dann ist.®’4 =bp4,:, und zwar

—

ist der Pfeil von bp4, immer gegen A4 gerichtet. Macht man Bf’ = bpy,1,
zieht Q2] 0,B’, Bbp,1| AR, so erhdlt man bg ;. Setzt man ferner in
f’ den Vektor by an, er-
richtet in dessen End-
punkt eine Normale zur
Koppel 4B, so liegt in
dieser der Endpunkt von
bp; er muB aber auch in
der Normalen zu O,B
durch den Endpunkt
von bp, 1 liegen. Dadurch
ist daher bp selbst be-
stimmt.

Da diese Konstruktion bei nicht erreichbarem Drehpole £ versagt,
hat L. BURMESTER3 eine andere, ebenfalls lineare Konstruktion an-
gegeben, die den Pol nicht erfordert und bei der auch das Ubertragen
von bgp4,1 entbehrlich ist. Man zieht (Fig. 7): b, %] 0,B, aa’| 0,B,
«"B"|AB, BB | 0,4, Bbp;1]|0,A| B bga,s; damit sind die Punkte
B’ und bp,1 bekannt und es ergibt sich nun bz wie in der vorhergehend
beschriebenen Konstruktion. Aus der Anordnung beider Konstruktionen
ist zu ersehen, daB beide unmittelbar umkehrbar sind, d. h. aus dem ge-
gebenen Vektor bgp den zugehorigen by liefern.

1 (gphische Dynamik, S. 88—90.

2 Z.angew. Math. Mech. Bd. 3 (1923) S. 128—136.
3 Z. angew. Math. Mech. Bd. 5 (1925) S. 505.
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V. FoscHi! benutzt die in (7) angefithrten Eigenschaften der redu-
zierten Beschleunigungen zur Konstruktion des Beschleunigungszustan-
des der Zweipunktfithrung (Fig. 8), fiir welche die reduzierte Beschleu-

_—

nigung A%, des Punktes 4, bekannt ist. Thre Normalkomponente ist
—_—

gleich A,W,, wo W, den auf dem Strahle 4,0 liegenden Wendepunkt

bedeutet (Zﬁ = ﬁlgz) .
1Y1

Fig. 8.

Man legt durch die beiden Wendepunkte W, W, und durch den Dreh-
pol O den Wendekreis; sein zweiter Schnittpunkt mit dem tiber 4,%,
als Durchmesser geschlagenen Kreis ist nach dem Satze 1 in (3) der
Beschleunigungspol P (der erste Schnittpunkt ist der Wendepunkt W,).
Die Normalen durch P zu PA, und durch W, zu 4,0 schneiden sich
(nach Satz 1 und 2) im Beschleunigungspunkte &, und es ist -A;Zc)z die
gesuchte reduzierte Beschleunigung des Punktes 4,. Die Beschleuni-
gungen weiterer Systempunkte sind nach dem Ahnlichkeitssatze (3)
einfach zu konstruieren.

Die Konstruktion von V. FoscHI kann iibrigens noch erheblich ver-
einfacht werden; da nach dem Satze 3 in (3) die Gerade «,%, senkrecht
stehen muB auf A4,4,, so ist die Zeichnung des Wendekreises und
des Kreises iiber A4,«, tiberflilssig, es geniigt, die Normale durch W,
zu 4,0 mit der Normalen durch &, zu 4,4, zum Schnitte zu bringen,
wodurch der Beschleunigungspunkt &, bestimmt ist.

M. GRUBLER? verwendet bei der zeichnerischen Ermittlung des Be-

1 Nuovo Cimento, Nuova Serie Bd. 6 (1929) S. 226.
2 Getriebelehre, S. 137—145. Berlin: Julius Springer 1917.
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schleunigungszustandes des Gelenkviereckes und seiner Sonderfille
durchwegs die gedrehten Geschwindigkeiten der Gelenkpunkte.

R. DoERFEL! wihlt als BezugsgroBe der Bewegung anstatt der Zeit
den Antriebweg des Punktes 4 und konstruiert demnach an Stelle der
Geschwindigkeit und Beschleunigung von B die Ubersetzung (Verhiltnis
der gekoppelten Wegelemente von 4 und B) und deren Ableitung nach
der neuen BezugsgroBe.

Die Beziehungen der hoheren Beschleunigungen eines bewegten
Punktes bzw. der héheren Winkelbeschleunigungen eines ebenen Syste-
mes zu den Evoluten der Punktbahnen und der Wilzpolbahnen sowie
die hoheren Coriolisbeschleunigungen und héheren SavARryschen Glei-
chungen sind von H. BRANDENBERGER? untersucht worden.

IV. Die ebene kinematische Kette.

10. Beweglichkeit und Zwanglauf. Mehrkurbelgetriebe. Ver-
zweigungsgetriebe. Die Aneinanderreihung mehrerer ebener (oder rdum-
licher) Systeme, die in irgendeinem durch Elementenpaare vermittelten
Zusammenhange stehen, nennt man eine ebene (oder rdumliche) kinema-
tische Kette. Die einzelnen Systeme heiBlen Glieder der Kette. Ist jedes
Glied der Kette mit wenigstens zwei anderen Gliedern verbunden, dann
heit die Kette geschlossen, trifft diese Bedingung nicht zu, dann ist die
Ketteeine offene. Die Ketteist zwangliufig, wenn die Punkte jedesGliedes
gegen jedes andere Glied nur ganz bestimmte Kurven durchlaufen konnen.

Zwanglaufig geschlossene Ketten, von denen ein Glied (Grundglied
oder Gestell) festgehalten wird, heien Mechanismen. Wird durch ein
Glied im Mechanismus die Bewegung der iibrigen Glieder hervorgerufen,
haben wir ein Getriebe vor uns.

Es ist das Verdienst M. GRUBLERS, in seinen aus den Jahren 18833
und 1885¢ stammenden Arbeiten gezeigt zu haben, daB die Zwang-
laufigkeit kinematischer Ketten von den Abmessungen der einzelnen
Glieder und deren gegenseitigen Lagen véllig unabhingig ist und durch
eine gamzzahlige Beziehung zwischen der Anzahl der Paarungsstellen
und der Glieder (mit Beachtung gewisser Einschrinkungen bei Ketten
mit geraden Schiebern) gekennzeichnet ist3. Damit hat M. GRUBLER
die Entscheidung der Zwangliufigkeit ebener Ketten aus dem Bereiche
der Empirie in den Bereich wissenschaftlicher Betrachtung gehoben und
wurde zum Begriinder der kinematischen Zahlsynthese. F. WITTEN-

1 Z. Ver. Deutsch. Ing. Bd. 67 (1923) S. 492—494.

2 Helv. physica Acta Bd. 3. Basel: E. Birkhauser & Cie 1930.

3 Civilingenieur Bd. 29 (1883) S. 167 —200.

4 Verh. d.Ver. z. Beférd. d. GewerbefleiBes in PreuBen Bd. 64 (1885) S. 179—223.

5 Die GrtBLERsche Bedingung fiir den Zwanglauf der ebenen geschlossenen
Drehpaarkette findet fast finf Jahrzehnte spiater W. J. WaLkeR [Phil. Mag.

Bd. 6 (7) (1928) S. 631 —632] ohne Hinweis auf die grundlegenden Arbeiten GRUB-
LERS.
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BAUER! gelangt vier Jahrzehnte spiter zu einem neuen Kennzeichen
der Zwangliufigkeit einer ebenen kinematischen Kette durch Ermitt-
lung ihres Beweglichkeitsgrades, d. i. der Anzahl der willkiirlich wahl-
baren Bestimmungsstiicke fiir die Bewegung der Gelenke der Kette
(GréBe und Richtung der Geschwindigkeiten der Gelenkpunkte).

Ist eine kinematische Kette aus Gelenkketten und Schubketten zu-
sammengesetzt und enthilt sie auBerdem iiberkreuzende Stdbe, so er-
gibt sich ihr Beweglichkeitsgrad aus der von F. WITTENBAUER und
K. Kr1so entwickelten Gleichung:

x+k=n—2n—m+ 2,
die fiir Zwanglauf, d. h. fiir x = 4, ibergeht in
n—k=2n+4+7m,+ 2.
# ist die Anzahl der Stdbe und Scheiben; 7, die Anzahl der nur von
geraden Schiebern gebildeten Polygone (Gleitvielseite), 7 die Anzahl

NN /7’>

I3

Fig. 9. Fig. 10. Flg 11.

der iibrigen verdnderlichen Polygone, & die Zahl der kreuzenden Stébe.
Vor Feststellung von % und 7, entfernt man alle jene Glieder der Kette,
die einer Schubkette angehoren und nur zwei Schieber verbinden.

Ein Aufbauschema besonderer Art fiir ebene kinematische Ketten
wurde von W. LYNEN?2 angegeben, der die Kurbelgetriebe nach der Viel-
faltigkeit der eingeleiteten Bewegungsmoglichkeiten einteilt in Ein-,
Zwei-, . .., n-Kurbelgetriebe.

Die Elemente dieser Mehrkurbelgetriebe sind der Zweischlag und der
Dreischlag. So entsteht z. B. das Zweikurbelgetriebe (Fig. 9) im ,,losen*
Aufbau durch Vereinigung der beiden Zweischlidge (12) und (34). Damit
Zwanglaufigkeit. besteht, sind in diese fiinfgliedrige Gelenkkette vom
Freiheitsgrade 2 zwei voneinander unabhéngige Bewegungen einzu-
leiten. Durch Einfiigung einer Fessel (5) entsteht das zwangldufige
Zweikurbelgetriebe mit gebundenem Aufbau (Fig. 10).

Das Dreikurbelgetriebe im losen Aufbau (Fig. 11) besteht aus den
beiden Zweischligen (12) und (56) und dem Dreischlage (348). Das
Kennzeichen des Dreikurbelgetriebes bildet die SthlieBe 8. Hier sind
fiir Zwangldufigkeit drei voneinander unabhingige Bewegungen einzu-

1 Graphische Dynamik S.226—240 (1923).

2 Vgl. G. Marx: Bewegungslehre der Getriebe. Hiitte, 25. Aufl. Bd. 1 (1925)
S. 288—309. — PROEGER, F.: Die Getriebekinematik als Riistzeug der Getriebe-
dynamik, S. 5—9. Berlin: VDI-Verlag 1926.



111} Die ebene kinematische Kette. 25

leiten. Wird nur eine Bewegung eingeleitet, dann sind zur Herstellung
der Zwangliufigkeit zwei Fesseln (7) und (9) an die drei Kurbeln ge-
lenkig anzuschlieBen, es entsteht das Dreikurbelgetriebe mit gebundenem
Aufbau (Fig. 12). Die hoheren Kurbelgetriebe
werden nun dadurch gebildet, daB je ein
weiterer Dreischlag vor den letzten Zwei-

schlag eingeschaltet wird.

Das n-Kurbelgetriebe hat demnach zwei
Zweischlige, n — 2 Dreischlidge und besteht Ht{
aus # Kurbeln und gleich viel Koppeln, # —2
SchlieBen, # — 1 Fesseln und einem Grund- Fig. 12.
glied, so daB die Anzahl s der Stidbe beim
zwangldufigen n-Kurbelgetriebe gleich 4# — 2, jene der Gelenke

g = 6n — 5 ist. Damit ist das bekannte GRUBLERsche Zwanglauf-
kriterium 26 —3s+4=0

erfilllt und es ist ersichtlich, daB3 die gerade Anzahl von Stdben eine
Voraussetzung der Zwangliufigkeit ist.

Weitere Ausbaumoglichkeiten (durch Streckung, Erweiterung, Glieder-
ersatz usw.) sind in den erwidhnten Arbeiten angegeben.

Eine bemerkenswerte zahlsynthetische Betrachtung auf Grund der
GRUBLERschen Zwanglaufbedingungen hat K. KutzBacu! fiir Ver-
2weigungsgetriebe (Differential- oder Ausgleichgetriebe) gegeben, das

Fig. 13.

sind Getriebe, die eine Verbindung von » gegebenen zwangliufigen kine-
matischen Ketten (oder Leitungen) derart herstellen, dafl die damit neu-
geschaffene kinematische Kette den Freiheitsgrad # — 1 besitzt; die an
n — 1 Ketten beliebig eingeleiteten Bewegungen werden dann zwang-
laufig in die n-te Kette abgeleitet. Umgekehrt wird die durch ein Ge-
triebe eingeleitete Bewegung in # — 1 Bewegungen in den iibrigen # — 1
Ketten aufgeldst (verzweigt). Der Beweglichkeitsgrad der Verzweigungs-
getriebe ist groBer als Eirs. Solche Getriebe arbeiten mit Ausgleich-
scheiben, die entweder nur durch Koppel- oder Kurvenverbindungen
mit den gegebenen kinematischen Ketten oder anderen Scheiben ver-

1 Maschinenbau Bd. 8 (1929) S. 710—716.
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bunden sind oder bei denen eine Koppel durch ein festes Gelenk ersetzt
ist. Diese Koppel- oder Kurvenverbindungen haben beim ebenen (wie
auch beim sphirischen) Ausgleichgetriebe zwei Bewegungsfreiheiten.
Ist deren Anzahl %,, ist ferner die Zahl der Scheiben ohne Anlenkung s,
(Scheibe S, in Fig. 13), jene der Scheiben mit Anlenkung s, (Scheibe
S, in Fig. 13), so weist K. KutzBacHE mit Hilfe der GRUBLERschen
Zwanglaufbedingungen nach, daB fiir die mechanische Leitungsver-
zweigung unabhingig von der Zahl der verbundenen zwangliufigen kine-
matischen Ketten (Leitungen L,L,...) die Beziehung gilt:
Ry =3sg+ s, + 1.

P. SoMoFF! bildet Gelenksysteme durch Verbindung eines Kurbel-
viereckes mit einem ebenen dhnlich-verinderlichen System P, wobei der
Anschlull in zwei seiner Punkte an verschiedene Glieder des Kurbel-
viereckes erfolgt, oder mit einem ebenen affin-veridnderlichen System Q,
das in drei nicht in einer Geraden liegenden Punkten angeschlossen wird,
die nicht alle demselben Gliede des Kurbelviereckes angehéren. Im ersten
Falle bestehen wvier, im zweiten Falle zehn wesentlich verschiedene Mog-
lichkeiten des Anschlusses?.

P. SoMoFF untersucht auch die Bildungsgesetze jener geschlossenen
kinematischen Ketten, die aus #dhnlich-verinderlichen oder affin-ver-
dnderlichen Gliedern gebildet sind und zeigt, daB sich fiir solche ebene
Mechanismen dann Zwanglauj einstellt, wenn sie entweder aus vier be-
weglichen #hnlich-verdnderlichen Systemen und einem fiinften fest-
gehaltenen Grundgliede oder aus sechs beweglichen affin-veridnderlichen
Systemen und einem siebenten festen Grundgliede bestehen. Ketten mit
geringerer Gliederzahl (zwei oder drei #hnlich-veridnderliche, zwei bis
fiinf affin-verdnderliche Glieder) ergeben sich, falls die Nachbarglieder
gegenseitig mehr als einen Freiheitsgrad (einen Uberschuf an Freiheits-
graden) besitzen; durch verschiedene Verteilung der Freiheitsgrade er-
gibt sich eine groBe Mannigfaltigkeit von solchen zwangliufigen Ketten.
SchlieBlich sei ‘auf eine ausfiihrliche Untersuchung von L. AssUr3
iiber die Bildung und Struktur der ebenen Mechanismen mit niederen
Elementenpaaren verwiesen.

11. Ubergeschlossene Gelenkketten. Enthilt eine ebene Drehpaar-
kette mehr Glieder (#) und Elementenpaare (g), als zur Erzielung der

1 Z. Math. Phys. Bd. 49 (1903) S. 25—61.

2 Die von den Punkten der Systeme P und Q beschriebenen Bahnen besitzen
alle Eigenschaften der Koppelkurven (15, S. 39), stellen aber deren Verallgemei-
nerung dar, da ihre Gleichungen bei gegebenem Kurbelvierecke nicht von zwei,
sondern von sechs bzw. acht Parametern abhingen. Eine gerqdlinige Bahn ist
ebenso wie beim einfachen Kurbelviereck unmdoglich; wohl aber ist bei entsprechen-
der Wahl der sechs oder acht Parameter die Aussonderung eines kreislinigen Zweiges
bei jeder Form des Kurbelviereckes méglich.

% Ann. Inst. Polyt. St. Petersburg (russ.) Bd. 20 (1913), S. 329—386,
581—635; Bd. 21 (1914) S. 187 —283. :
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zwangldufigen Bewegung nétig ist, d. h. ist 2g — 3% 4+ 4 > 0, so ist
die Kette im allgemeinen unbeweglich. Wenn jedoch die Funktional-
determinante der Bedingungsgleichungen fiir die Starrheit der Glieder
identisch verschwindet, was bei Erfilllung gewisser Bedingungsgleichun-
gen fiir die Abmessungen der Glieder zutrifft, so ist eine solche sog.
iibergeschlossene Gelenkkette zwangldufig. Wegen der Schwierigkeiten
der Aufstellung der Bedingungsgleichungen kommt indes dieses Krite-
rium zur Berechnung von iibergeschlossenen Ketten nicht in Betracht.
Man geht hierbei zweckmiBiger nicht vom unbeweglichen Fachwerke,
sondern unmittelbar von der zwangliufigen Kette aus und untersucht
sie daraufhin, ob in den Ebenen der Glieder Punkte bestehen von der
Beschaffenheit, daB die Entfernung je zweler solcher auf verschiedenen
Gliedern gelegenen Punkte wihrend der Bewegung konstant bleibt.
Solche Punkte koénnen durch ein Glied verbunden werden und liefern
eine iibergeschlossene Kette.

Ihre systematische Untersuchung geht zuriick auf G.DarBoOUX!,
der seine Betrachtungen wesentlich auf die Theorie der Kurven dritter
Ordnung stiitzt. Ankniipfend daran behandelt M. Krausg2 dasselbe
Problem auf rein analytischem Wege, wobei die (auch bei DARBOUX
vorkommende) Parameterdarstellung der Winkel eines ebenen Gelenk-
viereckes mit Hilfe der elliptischen Funktionen die Grundlage der Losung
bildet, die fiir einen besonderen iibergeschlossenen Mechanismus voll-
stindig gegeben wird, dem sich auch der BURMESTERsche Brennpunkts-
mechanismus?® einfiigt.

K. BLEICHER? erledigt mit der gleichen Methode die noch fehlenden
Félle und beweist mit Hilfe der Theorie des allgemeinen Gelenksystems
vom Typus A (Fig. 14), daB aus letzterem nur spezielle Mechanismen
vom Typus A, (Fig. 15) gewonnen werden koénnen, bei dem die An-
schluBpunkte des inneren und duBeren Gelenkviereckes auf deren Seiten
liegen. Wenn hierbei das innere Gelenkviereck in einen Punkt zusammen-
schrumpft, dann ist eine gesonderte, von M. KrAUSE und K. BLEICHER
durchgefithrte Untersuchung notwendig. Diese analytische Methode
fithrt auch zu den von O. BoLbuaN® aus dem WaTTschen Mechanismus
auf Grund eines einfachen Verfahrens abgeleiteten iibergeschlossenen

1 Ball. Sci. math. Bd. 3 (2) (1879) S.151—192. — Vgl. auch A. B. KempE: Proc.
London Math. Soc. Bd.9 (1878) S.133—147. — FoNTENE, G.: Nouv. Ann. de Math.
Bd. 3 (4) (1903) S. 529—549; Bd. 4 (4) (1904) S. 8—29.

2 Sachs. S.-B. Leipzig Bd. 56 (1904) S. 273; Bd. 59 (1907) S. 313—332; Bd. 60
(1908) S. 132—144.

3 Z. Math. Phys. Bd. 38 (1893) S. 193. — FONTENE, G.: Nouv. Ann. de Math.
Bd. 7 (4) (1907) S. 19—22.

4 Zur Theorie der iibergeschlossenen Gelenksysteme. Inaug.-Diss. Rostock 1910.
75 S. mit 37 Abb.

5 ZurTheorieder iibergeschlossenenGelenkmechanismen. Inaug.-Diss. Halle1908.
79 S. mit 36 Abb.
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Mechanismen, und es 148t sich mit der gleichen Methode die von A. EMcH!
mittels elliptischer Funktionen gegebene Theorie des Inversors von
PEAUCELLIER entwickeln.

Typisch ist fiir die in diesen Arbeiten behandelten iibergeschlossenen
Gelenkketten, daB sich die trigonometrischen Funktionen aller Winkel
rational durch elliptische Funktionen eines Parameters ausdriicken

Fig.14. Typus 4. - Fig. 15. Typus A4,

lassen. Die Ubertragung solcher Betrachtungen auf ein ridumliches
System, dessen Projektion ein Brennpunktsmechanismus ist, verdankt
man G. FONTENEZ

G. T. BENNETT?® bildet zweimal-viergliedrige iibergeschlossene Ge-
lenkketten (double-four mechanism), bei denen jedes als Dreieck gewihlte
Glied der einen Gliedergruppe (1, 2, 3, 4) in den drei Ecken an die drei
nicht entsprechenden Glieder der zweiten Gruppe (1,2, 3’, 4) an-
geschlossen wird. Von diesem Mechanismus, der drei Paare von Gelenk-
vierecken enthilt, wird nun der schon von DARBOUX angegebene be-
sondere Fall eingehend untersucht, bei welchem die Vierecke Gegen-
parallelogramme (sog. Isogramme) sind; solche Mechanismen lassen
sich ableiten aus einem Symmetrogramm, bestehend aus zwei Gruppen
von je vier zueinander symmetrisch liegenden Punkten, von denen jeder

1 Kinematische Gelenksysteme und die durch sie érzeugten Transformationen.
Progr. Kantonsschule Solothurn (1906/07).

2 Nouv. Ann. de Math. Bd. 4 (4) (1904) S. 105—108.

3 Proc. Cambridge Philos. Soc. Bd. 42 (1913) S.391—401. Werden die Strecken
von einem Punkt D dieses Symmetrogrammes zu den anderen sechs Punkten
ABCA’B’C’ als komplexe GroBen dargestellt, sodann deren zwolf Produkte gebildet,
wobei die Produkte DA - DA’, DB - DB’, DC - DC’ ausbleiben, so bestimmen die
so erhaltenen gerichteten Strecken eine Figur vom Typus der vorerwahnten Kette.
Durch spezielle Wahl der Form des Symmetrogrammes werden interessante Sonder-
fille gewonnen; liegen z. B. die vier Punkte 4, B, C, D auf einem Kreise, dann
liegen auf diesem auch die entsprechenden Punkte 4, B/, C’, D’ und die Achsen
der drei Paare von Isogrammen schneiden sich in einem Punkte. Die acht Glieder
der Kette sind dann gerade Stibe. Vgl. G. T. BENNETT: London Math. Soc. Bd. 10
(2) (1911) S. 333.
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mit allen iibrigen (ausgenommen seinen symmetrisch gelegenen Punkt)
verbunden wird.

12. Geschwindigkeitszustand. Von den Annahmen fiir den augen-
blicklichen Bewegungszustand, deren Zahl mit dem Beweglichkeitsgrad »
iibereinstimmt, muf3 mindestens eine auf die Gré8e einer Geschwindig-
keit entfallen. Der Geschwindigkeitszustand der ebenen zwangliufigen
kinematischen Kette wurde bereits von L. BURMESTER! eingehend er-
ortert und zwar mit Benutzung der absoluten und relativen Drehpole
der Kettenglieder und der gedrehten Geschwindigkeiten, wobei der
Satzvon den relativen Drehpolen dreier gegeneinander bewegten Systeme,
die in einer Geraden liegen miissen, angewendet wird.

O. MosRr? untersucht den Geschwindigkeitszustand mit Hilfe seiner
Geschwindigkeitspline, wobei er in komplizierteren Fillen die Bewegung
in zwei einfachere Bewegungen zerlegt, durch deren Ubereinander-
lagerung schlieBlich die wirkliche Bewegung durch Rechnung ermittelt
wird. ‘Sind in einer freien zwangldufigen kinematischen Kette die Ge-
schwindigkeiten zweier Punkte bekannt, die verschiedenen Gliedern an-
gehoren, so kann die Geschwindigkeit jedes anderen Punktes der Kette
bestimmt werden. Unmittelbar, d. h. ohne Verwendung dhnlicher Punkt-
reihen, kann der Geschwindigkeitsplan nur dann gezeichnet werden,
wenn man von jedem Gelenk zu jedem anderen gelangen kann, ohne
mehr als ein drittes Gelenk zu tiberschreiten.

Wird ein Punkt des Geschwindigkeitsplanes einer zwangliufigen
Kette festgehalten und beschreibt ein anderer Geschwindigkeitspunkt
eine gerade Punktreihe, so beschreiben alle anderen Punkte des Planes
dhnliche Punktreihen. Die zu den Punkten einer starren Scheibe ge-
horigen Punktreihen schneiden sich dabei in einem Punkte.

F. WITTENBAUER?® benutzt diese von ihm angegebenen Eigenschaften
der Geschwindigkeitspline zur Entwicklung eines rein zeichnerischen
Verfahrens, das auch in komplizierteren Fillen zum Ziele fiihrt und das
Ahnlichkeit mit der von C. SAvioTTI* gefundenen Ermittlung der Span-
nungen in Fachwerken nach der Methode ,,de la fausse position* be-
sitzt. Auch bei den Mehrkurbelgetrieben ist die Ermittlung des Ge-
schwindigkeitszustandes am bequemsten durch Entwerfen von Ge-
schwindigkeitsplidnen zu bewirken, wobei die Ahnlichkeit der Reihen der
Geschwindigkeitspunkte zu verwerten ist5.

! Lehrbuch der Kinematik. Bd. 1. Leipzig: A. Felix 1888.

2 Civilingenieur Bd. 33 (1887) S. 631—650 — Z. Math. Phys. Bd. 49 (1903)
S. 393—449.

8 Graphische Dynamik, S.262—292.

4 Saviorri, C.: La statica grafica. Milano 1888. 3Bde. — CREMONA-SAVIOTTI:
Les figures réciproques, S. 65. Paris 1885.

5 Vgl. F. PROEGER: Mitt. {iber Forsch.-Arb., herausgeg. vom VDI, H. 285
(1926). — FEDERHOFER, K.: Ing.-Arch. Bd. 1 (1930) S. 600.
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138. Beschleunigungszustand. Da der Beschleunigungszustand einer
ebenen kinematischen Kette die Kenntnis des Bewegungszustandes
in zwei aufeinanderfolgenden Zeitteilchen voraussetzt, so bedarf
es nach F. WITTENBAUER! zu seiner Ermittlung der Kenntnis von
y = 2x Bestimmungsstiicken, wenn x den Beweglichkeitsgrad be-
deutet.

Doch darf bei Annahme der Beschleunigungen zweier Punkte, die
einem starren Gliede angehoren, nicht willkiirlich vorgegangen werden
(vgl. 21). ,

Da ein ebenes Getriebe den Beweglichkeitsgrad x = 1 besitzt, so ist
fiir dieses y = 2. Hier kann daher bei Festlegurig des Beschleuni-
gungszustandes entweder die Beschleunigung eines Punktes nach GréBe
und Richtung angenommen werden oder die GréBe der Geschwindigkeit
eines Punktes und die Richtung oder GroBe der Beschleunigung eines
anderen (oder desselben) Punktes.

Der Beschleunigungszustand von ebenen kinematischen Ketten wird
am zweckmiBigsten durch MoHRsche Beschleunigungspline dargestelit,
die sich in der graphischen Kinetostatik als sehr brauchbares Hilfsmittel
erweisen, da aus ihnen Richtung und Drehsinn der relativen und ab-
soluten Beschleunigungen stets in einfachster Weise zu entnehmen sind.
O. MoHRr verldBt tibrigens bei verwickelteren Ketten die rein graphische
und direkte Methode, denn er zerlegt in solchen schwierigeren Fillen die
Bewegung in mehrere gleichzeitige Teilbewegungen, von denen eine oder
zwei Anfangsbewegungen sind; die Geschwindigkeiten und Beschleuni-
gungen dieser Teilbewegungen werden dann so gewihlt, daB durch deren
Ubereinanderlagerung die gegebenen Bedingungen der Kette erfiillt
werden.

Dieser Methode haftet der Nachteil an, daf3 die Teilbewegungen fiir
verschiedene Ketten anders gewihlt werden miissen; F. WITTENBAUER
gelangt? zu einer einheitlichen Konstruktion der Beschleunigungspline
durch Benutzung der Eigenschaft der Ahnlichkeit der Beschleunigungs-
punktreihen, denn es gilt der Satz:

Wird ein Punkt des Beschleunigungsplanes einer zwangliufigen kine-
matischen Kette festgehalten und bewegt sich ein anderer auf einer be-
liebigen Geraden, so beschreiben simtliche Beschleunigungspunkte dhn-
liche Punktreihen.

Auch bei kinematischen Ketten mit geraden und gekriimmten
Schiebern und bei Ketten mit Kurvenfithrungen erweist sich die Kon-
struktion von Beschleunigungsplinen zweckmiBig; dabei kommt der
Satz von G. CorioLIs iiber die Beschleunigungen bei der relativen Be-
wegung eines Punktes in bezug auf ein rotierendes starres System zur
Anwendungs3.

1 ‘Graphische Dynamik, S.293. 2 Graphische Dynamik, S.293—3%0.
3 Vgl. (2).
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Zu einer bemerkenswerten Vereinfachung beim Entwurfe der Be-
schleunigungspldne von zwangldufigen Getrieben gelangt TH. P6scHL!
durch zeichnerische Ausnutzung der Tatsache, daB bei einem zwang-
laufigen Getriebe die Verhiltnisse der Winkelgeschwindigkeiten der ein-
zelnen Glieder durch die Konfiguration des Getriebes gegeben sind; da
nun alle vorkommenden relativen Normalbeschleunigungen nur von den
Verhiltnissen der Winkelgeschwindigkeiten der Getriebeglieder abhingen,
so lassen sie sich mit Benutzung der Lagen der Drehpole unmittelbar
durch Ziehen von Parallelen aus der gegebenen Normalbeschleunigung
eines Getriebepunktes konstruieren. Dabei wird noch der Vorteil er-
zielt, daB3 die MaBstabe fiir Lingen, Geschwindigkeit und Beschleunigung
nicht miteinander verkniipft werden und so gewihlt werden kénnen, wie
es bei gegebenen GroBenverhidltnissen am passendsten ist. (Vgl. den in
Fig. 6 behandelten einfachsten Fall des Kurbelviereckes, der als Grund-
type bei diesen Konstruktionen verwendet wird.) Die Vorteile seines
Verfahrens zeigt TH. POscHL an einer Reihe von praktisch wichtigen
Getrieben, fiir welche sich Ersatzkurbelvierecke (bzw. deren Sonder-
arten) angeben lassen, die mit dem gegebenen Getriebe in zwei aufein-
anderfolgenden Zeitelementen iibereinstimmen; die einfache Wilz-
hebelsteuerung 148t sich im Schema als Verbindung eines Kurbelvier-
eckes und einer geschriankten Schubkurbel darstellen. ‘

L. BURMESTER? baut seine Konstruktionen fiir die Beschleunigungen
bei zusammengesetzten Mechanismen auf der konstruktiven Bestimmuiing
der Beschleunigungen von drei Grundtypen auf: dem ebenen System,
zwei drehpaarig (bzw. richtpaarig) verbundenen ebenen Systemen, dem
dreifach gefiihrten ebenen System (nur drehpaarig oder auch dreh- und
richtpaarig mit den drei fithrenden Systemen verbunden).

M. GRUBLER? konstruiert den Beschleunigungszustand zwanglaufiger
kinematischer Ketten unter Hinzunahme gewisser Hilfskonstruktionen
bei durchgingiger Verwendung der gedrehten Geschwindigkeiten. Die
Geschwindigkeits- und Beschleunigungsverhiltnisse der bekanntesten
Getriebe fiir Umsteuerungen, wie sie bei Lokomotiven und Walzenzug-
maschinen in Gebrauch stehen, untersucht zeichnerisch W. Jungt. Ki-
nematische Ketten mit Kurvenfithrungen wurden in zahireichen Ar-
beiten hinsichtlich ihres Beschleunigungszustandes zeichnerisch be-

handelt; es sei auf die Literaturangabe bei F. WITTENBAUER® ver-
wiesen.

1 Z. angew. Math. Mech. Bd. 3 (1923) S. 128—136; Bd. 4 (1924) S. 241—242.
Vgl. auch dessen Lehrbuch der Technischen Mechanik, 2. Aufl., S. 180ff. Berlin:
Julius Springer.

2 S.-B. Akad. Wiss. Miinchen 1911, S. 463—488.

% Getriebelehre, S.145—154. Berlin: Julius Springer 1917.
H. ¢ Z. angew. Math. Mech. Bd. 1 (1921) S. 455—463.. . Bemerkung hierzu von

ALt und Erwiderung von ‘W. JunG: ebenda Bd.2 (1922) S. 479—480.

5 Graphische Dynamik, S. 365.
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" Der Beschleunigungszustand des n-Kurbelgetriebes in losem Aufbau?.
Bezeichnen &7 &7 . . . &, die Winkelbeschleunigungen, wj; wy; . .. @, die
Winkelgeschwindigkeiten der #» Kurbeln, so ist die Beschleunigung eines
beliebigen Punktes D der durch Einleitung von # gegebenen Bewegungen
in die » Kurbeln zwangldufig gemachten kinematischen Kette dargestellt
durch den Ausdruck:

bp =bpo + Adr + Audpr + -+ 4 Auda, (1)
worin
lI:%: }'II':Z;L;I: vy lnzz)_’;'

Der Vektor bpo bedeutet die Beschleunigung des Punktes D, wenn
die den Beschleunigungszustand kennzeichnenden # Parameter 4 ver-
schwinden; es ist demnach bpo die dem ,,Falle reiner Normalbeschleu-
nigung‘‘ der Kurbeln entsprechende Beschleunigung des Punktes D.

Die Vektoren by drr . . . oo bedeuten Geschwindigkeiten, da die Ska-
lare 4 die Dimension einer Winkelgeschwindigkeit haben. Ersichtlich
ist 4; jene Beschleunigung von D, die sich mit der Annahme 4; = ,1,
Mr=0, ..., 4 =0, bpo = 0 (Fall I) ergibt, und es bedeutet 9; jenen
Geschwindigkeitsvektor, der dem Punkte D zukommt, wenn im #-Kur-
belgetriebe alle Kurbeln mit Ausnahme der Kurbel I ruhen, wihrend
letztere mit wy gedreht wird. Da dann das #n-Kurbelgetriebe zwang-
laufig ist, so 14Bt sich der Vektor b; aus einem Geschwindigkeitsplane
fiir dieses vereinfachte Getriebe ermitteln. Man erkennt, daB3 die Vek-
toren 91, dm1, . . ., D, durch die den Sonderfillen I, I, . . ., # entsprechen-
den Geschwindigkeitspldne vollstindig bestimmt sind2. Der endgiiltige
Beschleunigungszustand ist mithin das Ergebnis der Uberlagerung der
Fille I bis # und des Falles reiner Normalbeschleunigung der #-Kurbeln.
Die graphische Darstellung der Beschleunigungen der einzelnen Punkte
des Getriebes bei gegebenen Winkelbeschleunigungen (und damit auch
bekannten Parametern 4) erfordert daher nur die Konstruktion der zu
den Fillen I bis # gehorigen Geschwindigkeitspline und die Konstruk-
tion von bpo, worauf bp durch geometrische Summenbildung nach
Gleichung (1) bestimmt ist. Durch Einbau von # — 1 Fesseln zwischen
den n Kurbeln entsteht das #-Kurbelgetriebe im gebundenen Aufbau,
das bereits durch seine Gliederung zwanglaufig ist. Es kann also nur
Bewegung in eine Kurbel eingeleitet werden und es verschwinden in
Gleichung (1) alle Parameter mit Ausnahme eines einzigen. Da dann
der Vektor b mit dem Vektor vp der Geschwindigkeit des Punktes D
ibereinstimmt, so folgt fiir dessen Beschleunigung

bp = bpo + Abp,

1 FEDERHOFER, K.: Ing.-Arch. Bd. 1 (1930) S. 600—610.
2 Einen anderen Beweis fiir den Spezialfall des Zweikurbelgetriebes gibt
K. FEDERHOFER in den S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. I1a, Bd. 139 (1930) S. 30—33.
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eine Gleichung, welche fiir die zwangldufige kinematische Kette die Ahn-
lichkeit der Beschleunigungspunktreihen bei bestimmtem Geschwindig-
keitszustande ausdriickt; die Triger dieser Punktreihen sind den Bahn-
tangenten der Systempunkte parallel.

14. Die Bewegung des Schwerpunktes einer kinematischen Kette.
Diese ist fiir manche Untersuchungen in der Getriebelehre und in der
Mechanik der lebenden Korper von Bedeutung; ihre Darstellung wird
nach den Untersuchungen O. F1scHERs! besonders anschaulich durch
Einfithrung der sog. Hauptpunkte der Glieder einer Kette, die es wegen
ihrer festen Lage in den Gliedern ermoglichen, den Schwerpunkt S der
Kette durch Gelenkparallelogramme mit den bewegten Gliedern der
Kette zu verbinden. Die so entstehende abgeleitete, aus gewichtlosen
Stdben bestehende Kette (Schwerpunktkette) enthilt den Schwer-
punkt S als Knoten, sie macht die Bewegung der gegebenen Kette mit
und es kann daher durch diesen Mechanismus die Bewegung des Schwer-
punktes beschrieben (aufgezeichnet) werden.

Besteht die Kette aus 7 Gliedern, so sind zur Herstellung der Schwer-

punktkette ﬂ%ﬂ

Auf Grund der Eigenschaften der Schwerpunktkette und der Be-
wegungspldne von gelenkigen Parallelogrammen beweist F. WITTEN-
BAUER? folgenden, die Konstruktion der Geschwindigkeit und Be-
schleunigung des Schwerpunktes S ermoglichenden Satz:

Sind 4, B, C, . . . die Gelenke einer kinematischen Kette, 4, b, ¢, . . .
ihr Geschwindigkeitsplan, o, 8, 7, . . . ihr Beschleunigungsplan, my4, mg,
Mg, . . . die statischen Ersatzmassen, so ist der Geschwindigkeitspunkt s
des Schwerpunktes S der Kette der Schwerpunkt der Punkte a4, b, ¢, . . .
und der Beschleunigungspunkt ¢ von S der Schwerpunkt der Punkte
&, f8,7,..., wenn in diesen Punkten die Massen myu, mg, mc, . . . an-
gebracht werden.

P. Somorr2 geht bei der Darstellung der Bewegung des Schwerpunktes
eines Gelenkviereckes davon aus, daB der Schwerpunkt zweier aufein-
anderfolgender Glieder die Entfernung ihrer Schwerpunkte stets in
einem konstanten Verhiltnisse teilt, woraus folgt, daB der Schwer-
punkt S dreier gelenkig verbundener Glieder demjenigen affin-verinder-
lichen System @ angehort, welches die Schwerpunkte S; S, S, der drei
verbundenen Glieder zu seinen Grundpunkten hat; die Anwendung
dieser Bemerkung auf ein Kurbelviereck mit einem festgehaltenen Gliede

Gelenkparallelogramme nétig.

1 Z. Math. Phys. Bd. 47 (1902) S. 429—466. Vgl. auch O. FiscuER: Theore-
tische Grundlagen fir eine Mechanik der lebenden Korper. Leipzig 1906. Ferner
F. WiTTENBAUER: Graphische Dynamik, Abschnitt XXI, und A. NERRETER:
Graphodynamische Untersuchung einer vierzylindrigen Fahrzeugmaschine. Diss.
Techn. Hochsch. Miinchen 1912.

2 Siehe obige FuBinote 1.

3 Z. Math. Phys. Bd. 49 (1903) S. 43.

Ergebnisse der Mathematik. 1. Federhofer. 3
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ergibt die Moglichkeit, die Bewegung des Schwerpunktes S durch eine
masselose Verbindung dieses Systems @ mit dem Kurbelviereck darzu-
stellen®.

V. Kinematische Synthese.

15. Lagenzuordnungen einer komplan bewegten Ebene. Die kine-
matische Synthese verfolgt das Ziel, Bewegungen zu ermitteln, die vor-
gegebene Bedingungen erfiillen, und Mechanismen zur Verwirklichung
solcher Bewegungen zu suchen. Die Methoden der kinematischen Syn-
these haben daher besondere Bedeutung fiir die Getriebesynthese des
Maschineningenieurs, der die Aufgabe zukommt, kinematische Ketten
zu ermitteln, welche die Einhaltung bestimmter gegenseitiger Lagen ein-
zelner Glieder der Kette sowie die Erreichung bestimmter Bahnen, Ge-
schwindigkeiten oder Beschleunigungen einzelner Punkte der Kette er-
moglichen. Zur Durcharbeitung der bereits von F. REULEAUX mit
voller Klarheit formulierten Aufgabe der Getriebesynthese hat REru-
LEAUX? selbst Hervorragendes beigetragen, indem er in seiner Lehre
von den Getriebetypen (Grundformen) einen Teil der kinematischen Syn-
these, und zwar die Typensynthese, schuf, die durch HUNDHAUSEN? und
seine Schiiler Weiterentwicklung in systematischer Hinsicht erfuhr und
in neuester Zeit mit einer Arbeit von R. FRANKE4 auch das Gebiet der
Elektrotechnik beriicksichtigte, wobei die vielseitigen Beziehungen
zwischen der REULEAUXschen Getriebelehre und den elektrischen Vor-
gidngen und Schaltungen aufgezeigt wurden.

Mit der Bestimmung der Anzahl der erforderlichen Getriebeglieder
befaBt sich die Zahlsynthese, deren Grundlage die GRUBLERschen Zwang-
laufbedingungen® sind, wéhrend die Ermittlung der Abmessungen der
Getriebeglieder in den Aufgabenkreis der MafBsynthese (Bezeichnung nach
H. AvrT) fallt. :

Die dem letzten Viertel des vergangenen Jahrhunderts angehérenden
Arbeiten iiber die kinematische Synthese behandeln vorwiegend die Er-

1 Als System Q kann ein sechsgliedriges System gebraucht werden, das aus
zwei gewohnlichen Pantographen besteht. Nach einem von E. STUBLER [Z. Math.
Phys. Bd. 54 (1907) S. 325] bewiesenen Satze iiber den Schwerpunkt des drei-
gliedrigen Gelenksystems (gultig auch fiir das riumliche System) kann die Be-
wegung des Schwerpunktes auch durch einen einzigen, am dreigliedrigen System
angebrachten Pantographen bestimmt werden.

2 Vgl. C. WEIHE: F. Reuleaux und seine Kinematik. Berlin: Julius Springer
1925.

’ 53 Maschinenkonstrukteur Bd. 61 (1928) S. 114—115 — Elektrotechn. Z. 1902
H. 51, 52.

4 Eine vergleichende Schalt- und Getriebelehre. Neue Wege der Kinematik.
Vortrag, gehalten auf der Wiss. Tagung zur Feier des 100. Geburtstages von Franz
REULEAUX. Minchen und Berlin: R. Oldenbourg 1930.

5 Getriebelehre, S. 13—30. — Das Kriterium der Zwangliufigkeit der Schrau-

benketten, S.124—133. Festschrift, O. MoHR zum 80. Geburtstag. Berlin:
‘W. Ernst & Sohn 1916.
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zeugung bestimmter Kurven durch Mechanismen, insbesondere die ge-
nauen und angeniherten Geradfithrungen!; A.B. KEMPE? bewies, dal3
jede algebraische Kurve durch eine Gelenkkette erzeugt werden kann,
er zeigte auch die Ausmittlung der entsprechenden Ketten. Hierher ge-
héren auch die fiir die neuere Entwicklung der Synthese grundlegend
gewordenen Untersuchungen L. BURMESTERs® iiber die Beziehungen
zwischen mehreren Lagen einer komplan bewegten Ebene, deren Ziel
die Erzeugung angeniherter Geradfithrungen mit Hilfe des Gelenk-
viereckes war.

Nach einem fast zwei Jahrzehnte wihrenden Stillstande erhielt dieses
Forschungsgebiet neue Belebung durch M. GRUBLER4, der eine Reihe
neuer Fragen stellte und geometrische Losungen hierfiir gab; dabei
handelt es sich vorwiegend um Betrachtungen iiber die Zuordnung zweier
oder dreier Lagen von zwei Gliedern einer Kette, die durch ein drittes
starres Glied in zwei Punkten gelenkig verbunden werden. Um die An-
passung der durch die technischen Anwendungen gegebenen Frage-
stellungen an eine besondere Methodik hat sich A. ALT5 sehr verdient
gemacht.

Soll z. B. eine Ebene als Koppelebene eines Gelenkviereckes derart
bewegt werden, daB sie eine Anzahl vorgeschriebener Lagen durchliuft,
so folgt zunidchst aus den Sitzen L. BURMESTERS, daB sich nicht mehr
als fiinf Lagen der bewegten Ebene vorgeben lassen, fiir welche es vier
Gruppen von je fiinf entsprechenden Punkten in diesen Lagen gibt, die
auf je einem Kreise liegen; von den vier Mittelpunkten dieser Kreise
(BurmESsTERsche Punkte) sind entweder vier reell, zwei reell und zwei

! ScuoENFLIEs. A.: Kinematik. Encykl. Math. Wiss. Bd. 4, S. 253—256,
223—226 (Literaturzusammenstellung). — LicuiNng, M. V.: Liste de travaux sur
les systémes articulées [Bull. Sci. math. Bd. 7 (2) (1883) S. 145—160] enthilt die
Titel von 150 Arbeiten bis 1882. — Roy. Soc. Cat. Scient. Papers, 1800— 1900, Sub-
jekt Index, Bd. 2, Mechanics, S. 84—86. — LEAVENS, D. H.: Amer. Math. Monthly
Bd. 22 (1915) S. 330—334. .

2 Proc. London Math. Soc. Bd. 7 (1876) S. 212—216. — Einfacher Beweis fiir
den Satz von KEMPE von H. MoHRMANN: Z. math. nat. Unterr. Bd. 48 (1917)
S. 242—249.

3 Lehrbuch der Kinematik (1888) S. 599— 663. — Eine vereinfachte Ableitung der
Sitze BURMESTERS gab TH. PoscHL auf der Tagung fiir Getriebetechnik in Karls-
ruhe 1931; vgl. seine Einfithrung in die ebene Getriebelehre, Abschn. IX. Berlin:
Julius Springer 1932. Die Ableitung fu3t auf dem bekannten HamirToNschen Satze
iber die Zusammensetzung endlicher Bewegungen um diskrete Punkte der Ebene.

4 Getriebelehre, S. 102—116.

5 Proc. first Int. Congress f. appl. Mechanics, S. 177—187. Delft 1924 —
Masqhinenbau Bd. 3 (1924) S. 357; Bd. 7 (1928) S. 1042— 1049 (Bericht tiber die
Tagung ftir Getriebelehre in Dresden 1928); Bd. 9 (1930) S.202 — Werkstatt-
Technik 1929 S. 693. — Z. Ver. Deutsch. Ing. Bd. 74 (1930) S. 139, 1457 —1460
(Bericht iber die Tagung fiir Getriebetechnik Dresden 1930).

6 Die vier Punkte von BURMESTER liegen auf einer Strophoide S, die Krim-
mungsmittelpunkte der Bahnkurven dieser vier Punkte liegen auf einer anderen
Strophoide X. A. P. KoTeELINIKOV [Rec. math. Soc. math. Moscou Bd. 34 (1927)

3*
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imaginir oder vier imagindr. Im ersten Falle ergeben sich entsprechend
der méglichen Zahl der Kombinationen sechs verschiedene Gelenkvier-
ecke, im zweiten nur eines, im letzten ist eine Lésung bei den gegebenen
Lagenbeziehungen unméglich.

Sind nur vier Lagen der bewegten Koppelebene gegeben, so werden
vier entsprechende Systempunkte der Koppel im allgemeinen nicht auf
einem Kreise liegen, aber fiir die Punkte, die auf der Kreispunktkurve
dritten Grades liegen, ist dies der Fall; die zugehorigen Mittelpunkte
liegen auf der Mittelpunktkurve, einer Kurve dritten Grades, die sich
mit Hilfe der bei vier Lagen vorhandenen sechs Drehpole durch ein
Kreisbiischel und ein Strahlenbiischel punktweise aufzeichnen 148t
Durch beliebige Wahl der beiden Kurbeldrehpunkte auf dieser Kurve
sind dann die entsprechenden Lagen der beiden Koppelgelenke be-
stimmt.

Bei drei Lagen der bewegten Koppelebene 148t sich durch drei ent-

sprechende Punkte stets ein Kreis legen, so dal es ebensoviel Kurbel-
vierecke durch drei Lagen gibt wie Punktpaare in der Ebene, also co4.
Bei drei Lagen ergeben sich drei relative Drehpole und es ist der Mittel-
punkt des Kreises, der durch drei entsprechende Lagen eines beliebigen
Systempunktes gelegt wird, eindeutig bestimmt; man kann daher nach
dem geometrischen Orte der Mittelpunkte aller Kreise mit gegebenem
Halbmesser » fragen.
. Dieser Ort, die sog. Ry-Kurve, ist nach H. ALT® eine spezielle Koppel-
kurve, welche die Eckpunkte des Poldreieckes zu Doppelpunkten hat.
Fir 7 gibt es eine untere Grenze, es besteht daher ein kleinster Kreis
durch drei entsprechende Punkte, der nach H. ALT? denselben Mittel-
punkt hat wie der Inkreis des Poldreieckes, aber einen doppelt so groen
Halbmesser.

Die Aufsuchung jener entsprechenden Punkte, die bei vier Lagen
einer Ebene auf einem Kreise vom vorgeschriebenen Halbmesser 7 liegen,

S. 207—348, russ. mit franzés. Result.] zeigt die konstruktive Ermittlung der
BurMmESsTERschen Punkte, die auf einer Transformation der beiden Strophoiden in
denselben Kreis D beruht, wobei jeder Punkt von S und der entsprechende von 3
in denselben Punkt von D {iibergefithrt wird. Einfache Sonderfille ergeben sich,
wenn S oder Y in eine Gerade, einen Kreis oder in eine gleichseitige Hyperbel
ausartet. Uber eine weitere Eigenschaft der BurMEsTERschen Punkte vgl. R. MtiL-
LER: Z. Math. Phys. Bd. 48 (1903) S.220—223.

1 Thr Hauptbrennpunkt I” liegt im Schnittpunkte der Umkreise der vier Drei-
ecke, welche durch vier von den vorhandenen sechs Drehpolen bestimmt sind; es
steht, wie H. ALt bemerkt hat, der Punkt I’ zu den vier Polen in derselben Be-
ziehung wie der Beschleunigungspol zu den Anfangs- und Endpunkten der Be-
schleunigungsvektoren zweier beliebiger Punkte einer komplan bewegten Ebene (3).
Diese Tatsache ermoglicht die Vereinfachung der Konstruktion der Mittelpunkt-
kurve mit gleichzeitiger Erhéhung des Genauigkeitsgrades. Z. angew. Math. Mech.
Bd. 9 (1929) S. 423—425.

2 Z. angew. Math. Mech. Bd. 1 (1921) S. 373—398.
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fihrt im allgemeinen zu sechs Gruppen von je vier entsprechenden
Punkten; es sind dies die Schnittpunkte der vier Ry-Kurven, die sich
zu den sechs Polen fiir den gegebenen Wert 7 zeichnen lassen. Da sie
auch auf der Mittelpunktkurve der vier Ebenen liegen miissen, werden
sie am einfachsten im Schnitte dieser mit einer der vier Ry-Kurven
gefunden.

Man kann daher bei vier gegebenen Lagen der Koppelebene noch
die Lingen der beiden Kurbeln vorschreiben und erhdlt mit Hilfe der
Ry-Kurven die Lage der Koppelgelenke. Bei drei Lagen der bewegten
Ebene koénnen noch zwei weitere Bedingungen vorgeschrieben werden.

Sind Forderungen bestimmter Geschwindigkeiten! und Beschleuni-
gungen? zu erfillen, dann muB man auBer den eben erwidhnten Polen,
die sich auf die endlich verschiedenen Lagen der Ebene beziehen, noch
den momentanen Drehpol bzw. den Beschleunigungspol hinzunehmen.
Die zeichnerischen Verfahren zur Darstellung des Geschwindigkeits- und
Beschleunigungszustandes der ebenen Systembewegung ermoglichen
auch hier verhiltnismiBig einfache graphische Losungen.

Ein weiterer Kreis von Aufgaben, durch deren Losung eine erhebliche
Zahl von Fragestellungen der Getriebelehre erfalt wird, befaBt sich
damit, zwei Ebenen, von denen mehrere beliebig zugeordnete Lagen
gegeben sind, durch eine dritte Ebene in zwei Punkten gelenkig zu ver-
binden. Dann sind diese Punkte so zu ermitteln, daf3 sich ihr Abstand
in den gegebenen Lagen wegen der Starrheit der Ebene nicht dndert.
Die Losung geschieht mit Verwertung der vorhin angefithrten Be-
trachtungen durch Untersuchung der relativen Lagen der einen Ebene
gegen eine Lage der anderen Ebene3. Von besonderer Bedeutung ist
der spezielle Fall des Gelenkviereckes, fiir den die Ermittlung der rela-
tiven Drehpole besonders einfach wird.

Der Mechanismus des Gelenkviereckes kann nach der BURMESTER-
schen Theorie der Kreis- und Mittelpunktkurven zur angeniherten Ge-
radfithrung verwendet werden; man kann aber auch Gelenkvierecke
ausmitteln, bei deren Bewegung ein Punkt der Koppelebene eine be-
liebig gegebene Kurve mit moglichst guter Anndherung erzeugt. Aus
der Gleichung der trizirkularen Koppelkurve sechsten Grades ergibt
sich, daB sich ein Gelenkviereck finden lassen muB, dessen Koppelkurve
mit einer beliebig vorgegebenen Kurve in neun willkiirlich gewahlten
Punkten ibereinstimmt. Die praktisch nicht durchfithrbare Aufldsung
der sich bei analytischer Behandlung ergebenden neun Gleichungen
héheren Grades mit neun Unbekannten ersetzt H. AL1? dadurch, daB er

1 Z. angew. Math. Mech. Bd. 1 (1921) S. 373—398.

2 FEDERHOFER, K.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 3 (1923) S. 217—222.

3 GRUBLER, M.: Getriebelehre, S. 107—112. — AvrT, H.: Z. angew. Math. Mech.
Bd. 1 (1921) S. 380—387.

4 Z. angew. Math. Mech. Bd. 3 (1923) S. 13—19.
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ein Gelenkviereck ausmittelt, von dem ein Punkt der Koppelebene die
gegebene Kurve mit moglichst guter Anniherung beschreibt; dabei
konnen nach den fritheren Angaben fiinf Bahnpunkte genau festgelegt
werden. Die BURMESTERschen Sitze fithren nach H.ALT! auch zur Kon-
struktion aller Gelenkvierecke, die bei vorgegebener Linge des Steges
und vorgeschriebenem Winkelausschlag der Schwinge einen gegebenen
dazugehérigen Winkelausschlag der Kurbel besitzen. Da in jeder Tot-
lage zwei zusammenfallenden Lagen der Schwinge zwei unendlich be-
nachbarte Lagen der Antriebskurbel entsprechen, so bestimmen die Tot-
lagen im ganzen vier Systemlagen, und es kann aus diesen die Ausmitt-
lung des Gelenkviereckes mit Hilfe der Mittelpunktkurve (die hier in
eine Gerade und einen Kreis zerfillt) erfolgen. Es sind oo viele Lésungen
moglich, daher kann man dem Gelenkvierecke noch eine Bedingung auf-
erlegen (z. B. Linge der Schwinge oder noch eine bestimmte Zwischen-
lage von Kurbel und Schwinge). Eine von H. WANCKEL? angegebene
Kurventafel gestattet die unmittelbare Bestimmung der Abmessungen
der Glieder von Gelenkvierecken, wenn die GréBen der beiden Totlagen-
winkel von Kurbel und Schwinge und die Linge eines Gliedes gegeben
sind; ihre Verwendung ist mit Hilfe einfacher Interpolationsverfahren
auch dann noch moglich, wenn auBer den beiden Totlagenwinkeln die
Liange von zwei Gliedern gegeben ist. Praktische Behelfe zur Kon-
struktion von Bogenschubkurbeln {(Kurbelschwingen) enthilt das A.W.F.-
Getriebeblatt 604 B und T3.

Bei der Konstruktion der Wilzhebelmechanismen, die zu den un-
selbstandigen hoheren Elementenpaarketten gehéren, ist u. a. die For-
derung zu erfiillen, daf3 die beiden zusammenarbeitenden Wilzhebel be-
hufs Vermeidung zu starker Abnutzung ihrer Oberflichen nur aufein-
ander rollen und nicht gleiten. Dann darf von den beiden Wilzkurven
nur mehr eine willkiirlich gewihlt werden; ist noch die relative Bahn
eines beliebigen Punktes der zweiten Wilzkurve gegen die erste {(ruhend
gedachte) vorgeschrieben, dann ist damit auch die zweite Wilzkurve
fiir gleitfreies Zusammenarbeiten bestimmt und kann rechnerisch oder
zeichnerisch ermittelt werden4.

Eine maBsynthetische Aufgabe anderer Art (Beriicksichtigung eines
bestimmten Winkels) ergibt sich bei den ebenen Kurventrieben®, bei
welchen in der Regel Kurvenscheiben mit Rollenkontakt benutzt werden.
Fir die Konstruktionen der Kurvenscheiben ist der Winkel g von Be-
deutung zwischen der Tangente an die Bahn des Rollenmittelpunktes

1 Z. angew. Math. Mech. Bd. 5 (1925) S. 337—346.

2 Diss. Techn. Hochsch. Dresden 1925.

3 Siehe Abschnitt b) des Literaturverzeichnisses.

4 MaGG, J.: Die Steuerungen der Verbrennungskraftmaschinen, S. 120. Berlin:
Julius Springer 1914. — ALT, H.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 2 (1922) S. 187—194.

5 KurzBacH, H.: Zur Ordnung der Kurventriebe. Maschinenbau Bd. 8 (1929)
S. 706—710.
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und derjenigen an die Aquidistante zur Kurve durch den Rollenmittel-
punkt. Er ist abhingig von der GréBe der Scheibe und darf praktisch
eine gewisse GroBe nicht iberschreiten!. K. A. FLockE? entwickelt
unter Benutzung der Verfahren von H. ArLT® und F. FurMAN® geome-
trische Konstruktionen fiir Kurvenscheiben mit Beriicksichtigung dieses
vorgeschriebenen Winkels u, welche sofort ohne Probieren die richtige
GroBe der Scheibe liefern. Die Arbeit enthilt auch zahlreiche Literatur-
angaben zur Theorie der ebenen Kurventriebe.

In der Synthese der zusammengesetzten Gelenkgetriebe®, die aus
dem Gelenkvierecke mit festgehaltenem Steg (Kurbelschwinge, Doppel-
kurbel und Doppelschwinge) als Grundgetriebe abgeleitet werden, haben
die Koppelkurven® eine besondere Bedeutung erlangt; dies sind die
Bahnen der in der Koppelebene des Grundgetriebes liegenden Punkte,
die zur Erzielung von Rastgetrieben als Ersatz der Kurventriebe nutz-
bar gemacht werden?. Die kinematische Synthese der Grundgetriebe er-
fordert vor allem die Kenntnis der Hauptformen ihrer Koppelkurven
in systematisch zweckmiBiger Ubersicht.

Die umstdndliche zeichnerische Ermittlung der Koppelkurven kann
umgangen werden durch ihre mechanische Erzeugung auf photo-
chemischem Wege, indem nach dem Verfahren von K. LANGEN® und
W. JAHR? diese Kurven auf lichtempfindlichem Papier hergestellt
werden. Eine genaue und bequeme Aufzeichnung der Koppelkurven
wird ermoglicht durch ein von B. KONEN vorgeschlagenes Zelluloid-

1 Die Bedeutung des Ubertragungswinkels fiir das Konstruieren periodischer
Getriebe mit niederen oder hoheren Elementenpaaren erdrtert H. Art: Werk-
statt-Technik Jg.26 (1932) S. 61—64.

2 Ein Beitrag zur Theorie der ebenen Kurventriebe. VDI-Forsch.-Heft 345.
Berlin 1931.

3 Vortrag auf der Getriebetagung in Dresden 1926.

4 Cams Elementary and Advanced. New York: John Wiley & Sons 1921.

5 Art, H.: Z. Ver. Deutsch. Ing. Bd. 74 (1930) S. 139—144; Bd. 75 (1931)
S. 245—254. — Die Systematik und Synthese des Aufbaues der zusammengesetzten
Gelenkgetriebe behandelt ausfithrlich H. Braise: Z. Ver. Deutsch. Ing. Bd. 75
(1931) S. 1223—1227, 1303—1309.

6 Eine Reihe interessanter Eigenschaften der Koppelkurve wurden gefunden
von R. L. HippisLEY: Proc. London Math. Soc. 1919 S. 136. — BENNETT, G. T.:
ebenda 1920 S. 59. — MoRLEY, F. V.: ebenda 1922 S. 140. — OcGLoOBLIN, N.: Bull.
Acad. de I'Oucraine Bd. 1 (1923) (Darstellung des Gelenkviereckes und Unter-
suchung der Koppelkurven mit komplexen GréBen). — EBNER, F.: Leitfaden der
technisch wichtigen Kurven. Leipzig: Teubner 1906.

? Wahrend der Drucklegung dieses Berichtes erschien eine groBere Arbeit
von H. ALt tiiber die Koppelgetriebe als Rastgetriebe. Z. Ver. Deutsch. Ing.
Bd. 76 (1932) S. 456—462, 533—537. Sie behandelt die Ermittlung der Rast-
getriebe durch Koppelkurven oder Kriimmungskreise.

8 Siehe K. Raun: Prakt. Getriebelehre, S. 49. Berlin: Julius Springer 1931.

9 Vorgetragen auf der Tagung fiir Getriebetechnik in Dresden 1930. Bericht
hiertiber in der Z. Ver. Deutsch. Ing. Bd. 74 (1930) S. 1457 —1460.



40 Graphische Kinematik. [126

getriebel. H. BLAISE? erreicht eine gewisse Ordnung der vielgestaltigen
Koppelkurven einer Kurbelschwinge durch bestimmte Anordnung der
Koppelpunkte, indem diese einmal auf Strahlen eines Biischels gewihlt
werden, dessen Grundpunkt in den Koppelpunkt Q der Schwinge fillt
und dann auf Kreisen, die konzentrisch zum Mittelpunkt Q liegen.

Werden auf den so entstehenden polaren Schaubildern der Koppel-
kurven auch die in der Zeiteinheit zuriickgelegten Wege gekennzeichnet,
so erhilt man einen gewissen Einblick in die Geschwindigkeitsverhalt-
nisse auf den einzelnen Koppelkurven. Ahnliche Schaubilder hat
H. Braise auch firr die Koppelkurven einer Doppelkurbel entworfen,
die durchweg kardioidisches Aussehen haben.

Eine iibersichtliche Darstellung der Eigenschaften der fir die Mal-
synthese wichtigen Fokalkurven, der BURMEsTERschen Pollagenkurven,
Kreis- und Mittelpunktkurven gibt R. BEYER® mit eigenen Beitriagen
zur graphischen Losung mafBsynthetischer Aufgaben.

16. Forderung bestimmter Bahnen; Geradfilhrungen. Das
Problem, jene Bewegungen eines ebenen Systems zu finden, bei
denen ein Systempunkt eine gegebene Gerade des festen Systems be-
schreibt, behandelt E. DASEKE?, der zu einer systematischen Ein-
teilung der Geradfiihrungen des ebemen Systems gelangt. Wird der Be-
wegung des ebenen Systems jene eines Punktes im Raume zuge-
ordnet, indem man die Parameter der ebenen Bewegung als homo-
gene Koordinaten eines Punktes im Raume deutet, dann bilden sich
die Geradfithrungen auf die Kurven bestimmter Paraboloide ab;
zuriicktransformiert in die Ebene liefern sie eine entsprechende Ein-
teilung der Geradfithrungen und der ihnen entsprechenden Mechanis-
men, wobei die Brennpunkte der Bahnkurven eine wichtige Rolle
spielen. Die Methodik der Untersuchung stiitzt sich auf E. Stupy$
und W. BrascHKe?. Die Bewegungen eines ebenen Systems, dessen
Punkte rationale Kurven dritten und vierten Grades beschreiben, wurden
eingehend untersucht von H. J. E. BETHS.

1 Es ist beschrieben in dem in FuBinote 7 genannten Buche von K. RAUH, S. 56.

2 7. Ver. Deutsch. Ing. Bd. 75 (1931) S. 1223—1227, 1303—13009.

3 Technische Kinematik, Abschn. XXI und XXIII. Leipzig: J.A.Barth 1931.
Hier wird auch die Verwendung der BevERrschen Drehzahlvektorenplane (vgl. 29)
zur Losung von Aufgaben aus der Synthese der Kegel- und Reibradgetriebe an
einigen Beispielen gezeigt.

4 Diss. Bonn 1927. 80 S. mit 23 Abb.

5 Durch diese Brennpunkte laufen bei der Bewegung Kurven, die von ge-
ringerer Ordnung sind als diejenigen, die stindig durch andere Punkte der festen
Ebene gehen; diese Kurven sind bei den betrachteten Geradfithrungen bis zur dritten
Ordnung: Punkt, Gerade, Kegelschnitte und gewisse Kurven dritter Ordnung.

6 Geometrie der Dynamen, S. 580ff. (1903). — S.-B. Math. Ges. Berlin Jg. 12
(1912) S. 59. ,

7 FuBnote 2, S. 13.

8 Nieuw Arch. Wiskde Bd. 14 (2) (1922) S.23—43.
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Die als Inversoren bekannten und vielfach behandelten ebenen
zwangldufigen Gelenkketten werden zur Erzeugung genauer Gerad-
fithrungen benutzt!. F. ScHILLING? konnte durch Ubertragung der be-
kannten Geradfithrung von PEAUCELLIER (1864)% auf den Raum einen
rdumlichen Inversor konstruieren und damit eine neue genaue Fiihrung
eines Punktes in einer Ebene mit Hilfe eines rdumlichen Gelenksystems
angeben?. Hierbei sind drei Punkte CDE einer Ebene y mit den zu y
symmetrisch liegenden Punkten AB und mit dem auf der Geraden AB
(nicht in p) liegenden Punkte O durch Stibe verbunden, ferner die
Punkte D und E durch je einen Stab mit C. Dieses aus elf Stiben mit
sechs Gelenken bestehende raumliche Gelenksystem ist zwangliufig;
wird O festgehalten und C durch einen Stab mit dem festen Punkt O,
verbunden, dann besitzt dieses so befestigte Gelenksystem drei Frei-
heitsgrade und es kann demnach der Punkt 4 im allgemeinen in eine
beliebige hinreichend nahe Nachbarlage gebracht werden. Bei jeder der
moglichen Deformationen des Gelenksystems bleiben die Punkte O, 4,
B in einer Geraden und es ist stets

OA - OB = ¢ — ¢ = konst.

0C = Cqs BC = ¢), d. h. das Gelenksystem stellt einen rdumlichen In-
versor dar. Wird diesem rdumlichen Inversor in 4 noch ein dreizehnter
Stab eingefiigt, dessen anderes Ende an einer Stelle M festgehalten wird,
so daB MA = MO ist, so ist A gezwungen, sich auf einer durch das
Inversionszentrum gehenden Kugel zu bewegen, es bleibt demnach der
Punkt B bei allen Deformationen des Inversors in einer bestimmten
zu OM senkrechten Ebene.

Verbindet man schlieBlich den Punkt 4 mit einem weiteren festen
Punkt N durch einen Stab, wobei wieder NA = NO ist, so ist der Punkt
A in diesem zwangliufigen rdumlichen Gelenksystem auf einem Kreise
durch das Inversionszentrum O beweglich und es beschreibt daher der
Punkt B eine Gerade; man erhilt also eine rgumliche Geradfiihrung
durch einen rdumlichen Mechanismus, dessen Definition nur auf dem

1 Vgl. die Literaturangaben auf S. 35, FuBnote 1. — THUE, A.: Gelenkgerad-
fithrungen. Vid Selsk. Forh. 1912 Nr. 3. Christiania. (Enthalt Figuren und Re-
produktionen nach Photographien von holzernen Modellen selbstkonstruierter neuer
Gelenksysteme.) — FoNTENE, G.: Nouv. Ann. Math. Bd. 7 (4) (1907) S. 19 bis 22.
{Geradfithrung von HART.) — OGLOBLIN, N.: Bull Acad. de I’Oucraine Bd.1 (1923).
(Mechanismus von SYLvVESTER und HarT.) —HoirsT,C.P. : Nieuw Tijdschr. Wisk. Bd.15
(1928) S. 183—190. (Theorie der Mechanismen von PEAUCELLIER, HART, KEMPE.)

2 Math. Ann. Bd. 85 (1922) S.200—207.

3 Nouv. Ann. Bd. 3 (2) (1864) S. 344; Bd. 12 (2) (1873) S. 71. Ein Modell dieser
Geradfithrung ist von M. Schilling in Leipzig als Serie 24, Nr. 10 herausgegeben.

4 Eine andere genaue Ebenenfithrung liefert der bekannte Planigraph von
DarBoUX-KOENIGS, bei dem zweimal drei Punkte in einer durch einen Stab aus-
gebildeten Geraden liegen. Vgl. Enz. Math. Wiss. Bd. 4 S. 243, 256. — KOENIGS:

Légons de Cinématique, S.295. Paris 1897. Ein Modell dieses Apparates ist im
Verlage von M. Schilling in Leipzig als Serie 32, Nr. 6 erschienen.
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Distanzbegriff beruht!. Die Vorrichtung von PEAUCELLIER selbst hat
noch nicht diese Eigenschaft, da sie die Ebene, in der sie liegt, voraus-
setzt. Aus dem Inversor von PEAUCELLIER 148t sich auch ein Mechanis-
mus ableiten, der zu jedem Punkte die Polare in bezug auf einen festen
Kreis liefert2. Ein solcher Polarograph kann auch leicht in einen Ko-
nikographen oder Kegelschnittzeichner verwandelt werden3. R. ScHi-
MACK*? konstruiert durch Vereinigung einer Rollenkoppel — wobei die
Achse der einen Rolle bestdndig in die Ebene der anderen fallt — mit
einem Storchschnabel einen Katenographen zum Zeichnen von Ketten-
linien, ein von TH. ScHMID® entworfenes kinematisches Modell zeichnet
die vier einfachsten Gruppen von algebraischen Trochoiden.

Mit Hilfe der Theorie der konjugierten Punkte und konjugierten
Bahnen eines Doppelkurbelgetriebes beweist L. G. Lorrzianskié, daf}
der Inversor von PEAUCELLIER-LIPKIN und seine Verallgemeinerung (wo-
bei die konjugierten Punkte nicht einem Rhombus, sondern einem Del-
toid angehoren) die einzigen Inversoren vom betrachteten Typus sind;
seine Untersuchung fithtt noch zu einem neuen Typ von Gelenkketten,
den Quasi-Inversoren, bei denen die konjugierten Punkte nicht auf einer
Geraden liegen.

Die Vermittlung zahlreicher algebraischer Transformationen durch
Gelenkketten wurde zusammenfassend dargestellt von A. EMcH?. Durch

1 Vgl. K. ZINDLER: S.-B. Akad. Wiss. Wien Bd. 140 (1931) S. 399—402. Der
Planigraph von ScHILLING, aus dem sich diese raumliche Geradfithrung durch
Hinzufiigung eines Stabes ergibt, ist dort nicht erwihrt.

2 Reziprokalfithrung von H. Ruoss. Boéklens math.-naturw. Mitt. Bd. 4 (1891)
S.88.— Polarograph von F.ScHiLLiNG. Vgl.: Uber die Anwendungen der darstellen-
den Geometrie, S. 37. Leipzig u. Berlin 1904. — Polarograph von A. WLASSOFF.
Z. Math. Phys. Bd. 54 (1907) S.1—11. Bemerkungen hierzu von R. MEHMKE:
ebenda S. 12—13.

3 Vgl. die Arbeit von A. WLASSOFF, vorstehende FuBnote 2. — DUFTON, A. F.:
Proc. Roy. Soc. London Bd. 97 (1920) S. 199—201. — Einen neuen Ellipsenzirkel
beschreibt KAISEr: Z. Instrumentenkde. Bd. 39 (1919) S. 333—337 (Modell von
der Firma L. Spitz & Co., Berlin). — Mechanische Hilfsmittel zur Erzeugung der
Parabel, Hyperbel und des Steigbogens liefert J. Fritzen: Z. Instrumentenkde
Bd. 49 (1929) S. 457 —464.

4 Z. Math. Phys. Bd. 52 (1905) S. 341—347. Das Prinzip der Rollenkoppel
gestattet die kinematische Erzeugung aller RiBaucourschen Kurven.

5 Z. Math. Phys. Bd. 48 (1903) S. 462—465.

6 Ann. Inst. Polyt. Leningrad Bd. 30 (1927) S. 143—155 (russ. mit deutsch.
Result.). Im allgemeinen entsprechen jeder Lage einer Kurbel des Doppelkurbel-
getriebes zwei Lagen der zweiten Kurbel und der Koppel. Zwei Lagen eines Punktes
der Koppelebene und die dazugehorigen beiden Bahnkurven bilden dann die kon-
jugierten Punkte bzw. konjugierten Bahnen, die sich einfach mit komplexen Zahlen
untersuchen lassen.

7 An Introduction to projective Geometry and its Applications. New York:
Wiley 1905. Mit zahlreichen Literaturangaben. — CronEe, C.: Nyt. Tidss. for
Math. Bd. 19 (B) (1908) S. 7—15. (System aus sechs Stangen zur Transformation
ebener Kurven.)
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Zusammensetzung von Niirnberger Scheren gelangten F. KLEIN! und
F. ScHILLING zu einfachen ebenen und rdumlichen Gelenksystemen fiir
die Darstellung der affinen Transformationen der Ebene und des Raumes,
kompliziertere Gelenksysteme dieser Art zur Darstellung der kollinearen
Transformationen hat A.EmMCH? angegeben. Eine erschopfende Be-
handlung erfuhren die Gelenkmechanismen zur Kreisverwandtschaft
(Transformation durch reziproke Radien, Inversion) von G. HESSEN-
BERG3. Mit der von L. BURMESTER? angegebenen kinetographischen Ver-
wandtschaft ebener oder rdumlicher Systeme lassen sich neue geo-
metrische Bilder (Kurven und Flichen) ableiten und umgekehrt aus
deren Erzeugungsweise ebene oder riumliche Mechanismen aufbauen,
welche diese Bilder mechanisch erzeugen>.

Nach L. LortziaNski® kénnen ebene Mechanismen mit zwei Frei-
heitsgraden zur Vermittlung einer niherungsweisen konformen Trans-
formation dienen, indem die nichtkonforme Transformation in der
Nihe ihres ,,singuldren’ Punktes (in manchen Fillen ihrer ,singu-
liren* Linie) ndherungsweise an die Stelle der konformen Abbildung
tritt, wobei der Grad der Niherung von der Ordnung der Singularitit
abhéangt.

G. Koenics? hat " durch Ubertragung der KEempEschen Unter-
suchungen auf den Rauwm bewiesen, daB jede algebraische Fliche und
jede algebraische Raumkurve durch rdumliche Gelenksysteme erzeugt
werden kann; als Beispiele hierfiir gab er einen Planigraphen und einen
Ellipsoidographen an zur Erzeugung der Ebene und des Ellipsoidess.
Weitere Sonderfille wurden behandelt von BLAKE?, P. STACKELC,

1 Z. Math. Phys. Bd. 58 (1910) S. 311—315. Modelle hiervon sind im Ver-
lage der Firma M. Schilling in Leipzig erschienen.

? Kinematische Gelenksysteme und die durch sie erzeugten geometrischen
Transformationen, S. 32ff. Solothurn, Progr. d. Kantonschule 1906/07.

3 Tubinger Naturw. Abh. H. 6. In Kommission bei I.C. B. Mohr (Paul Sie-
beck). Tiibingen 1924. 16 S. mit einer Tafel.

¢ S.-B. Bayr. Akad. Wiss. Bd. 37 (1907) S. 17—32.

5 RIEDER, H.: Untersuchungen einer zwei-vierdeutigen kinetograph. Verwandt-
schaft. Dissert. Techn. Hochsch. Miinchen 1907. — HuBsch, K.: Untersuchung
einer kinetograph. Verwandtschaft bei speziellen Schleifschiebergetrieben. Diss.
Techn. Hochsch. Miinchen 1909. — SERGELIUS, M.: Untersuchungen kinetograph.
Korrespondenzen [2, 2] in der Ebene und im Raume. Z. Math. Phys. Bd. 61 (1913)
S. 367 —403.

6 J. Applied Phys. Moskau Bd. 5(1928) S. 151 — 184 (russ. mit engl. Zusammen-
fassung). Die Ordnung des Fehlers ist nach den in der Arbeit abgeleiteten Satzen
um eins groBer als jene der Singularitat. — Vgl. auch Bull. Acad. Sci. Kiev Bd. 1
(2) (1924) S. 7—9, 48—50.

? C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 120 (1895) S. 861, 981.

8 Lecons de Cinématique, S.295—298. Paris 1897.

% Amer. J. Math. Bd. 21 (1899); Bd. 22 (1900).

10 Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 7 (1906) S. 293—313. (Kinematische Erzeugung
von Minimalflichen.)
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E. WeinNoLDT! und A. EmcH?; letzterer untersucht die Bewegungen
rdumlicher Gelenksysteme, die durch gelenkige Verbindung einer end-
lichen Anzahl von als Stidben aufgefaBten Geraden der zwei Scharen
eines einfachen Hyperboloids gebildet werden. (Deformierbares Ge-
lenkhyperboloid.)

SchlieBlich sei noch auf einen von A.GRUNWALD® angegebenen
Mechanismus verwiesen, der in einfacher Weise zwanglaufig die MANN-
HEIM-DARBOUXsche Umschwungsbewegung eines starren Korpers liefert,
die aus der bekannten Ellipsographenbewegung durch Hinzutritt einer
harmonischen Sinusschwingung in der zur Ebene der Ellipsographen-
bewegung senkrechten Richtung entsteht.

VI. Der Bewegungszustand des freien rdumlichen Systems.

Die Darstellung des Geschwindigkeits- und Beschleunigungszustandes
bei der rdumlichen Bewegung erfolgte bis vor wenigen Jahren durch-
wegs auf analytischem Wege. Ein wesentlicher Fortschritt, der sich bei
der kinematischen und kinetostatischen Untersuchung der rdumlichen
kinematischen Ketten fruchtbringend auswirkte, konnte durch die Ein-
fithrung graphischer Methoden erzielt werden, von denen in der Kine-
matik ebener Systeme dank ihrer Einfachheit und Ubersichtlichkeit
schon lingst ausgiebiger Gebrauch gemacht wird. Das in der Raum-
kraftstatik mit groBem Erfolge verwendete MAYOR-v. MisEssche Ab-
bildungsverfahren gab den AnstoB und die Grundlage zu der von
K. FEDERHOFER begriindeten Graphischen Kinematik und Kineto-
statik des starren rdumlichen Systems®. Die darin behandelten Auf-
gaben lassen sich auch einfach 16sen mit Hilfe der kiirzlich von R. BEYER®
angegebenen Konstruktion des Momentvektors und des inneren Pro-
duktes zweier Vektoren (18), wobei die Hilfsmittel der darstellenden
Geometrie benutzt werden.

17. Abbildungsverfahren nach B. Mavor und R. v. Mises. Es wird
jedem Raumvektor ein Bildstab (oder kurz das Bild) in einer Ebene
(Abbildungsebene) ein-eindeutig zugeordnet. Seien P’ und P” Grund-

1 Z. Math. Phys. Bd. 52 (1905) S.299—330.

2 FuBnote 2 auf S. 43 (Text S..54—66).

3 Z. Math. Phys. Bd. 54 (1907) S. 154—220. Von A. GRUNWALD wurde auch
ein Zirkel zur Erzeugung kubischer Kreise angegeben. Ebenda Bd. 55 (1907)
S. 278 —281.

4 Mavor, B.: Statique graphique des systémes de l’espace (1910); ferner:
Introduction 4 la Statique (1926). — Misgs, R. v.: Graphische Statik raumlicher
Systeme. Z. Math. Phys. Bd. 64 (1916) S. 209—232. — PRAGER W.: vgl. Fuf-
note 3, S. 46. — SororF, A. W.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 8 (1928) S. 393—396.

5 Wien: Julius Springer 1928.

6 Technische Kinematik, S. 479—482. Leipzig: A.Barth 1931 — Jber. d.
Vereinigt. Techn. Schulen Zwickau 1929/31 — Z. angew. Math. Mech.Bd. 10 (1930)
S. 618 —622. '
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ri und Aufri eines Raumvektors B, X'Y’Z’ seine Komponenten in
bezug auf ein rechtshindiges Achsensystem (Fig.16) mit dem Ur-
sprunge O, sei ferner P das dem Vektor B in der Bildebene (XY-Ebene)
zugeordnete Bild (mit den Komponenten X, Y), so soll die Zuordnung
von P und P so erfolgen, daBB X = X', Y = Y’, ¢Z' gleich dem Moment
von P um O, wobei ¢ eine beliebige positive Abbildungskonstante be-
deutet!. Nach dieser Festlegung erhdlt man nach K. FEDERHOFER das
Bild durch folgende Konstruktion: Ziehe durch den auf der positiven

Mll Z
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i
A4 i A
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| |
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]
A i
\p, £
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X
\
7 14

Fig. 16.

X-Achse in der Entfernung ¢ von O’ gelegenen Punkt F die Parallele
zum Aufrisse P’ bis zum Schnitte 7" mit der Y-Achse; dann ist T ein
Punkt des Bildes P, das durch die Parallele durch T zu P’ dargestellt
ist. Die Umkehrung dieser Konstruktion liefert den AufriB P" (| FT)
aus dem gegebenen Bilde.

Auch die Momentenvektoren werden durch ihre Bildstdbe in der
Bezugsebene abgebildet. Sind M; M, M, die Komponenten des Mo-
mentes I eines Kraftvektors P beziglich O und ist die Kraft §§ durch
ihr Bild P und durch den Spurpunkt gp ihrer Wirkungslinie in der Ab-
bildungsebene festgelegt (Fig. 17), so liefert die Zuordnung

cX = M,, cY = My, Z =M,
die Elemente des Bildes M in der Bezugsebene.

1 E. KruprPa bringt dieses Abbildungsverfahren mit der als Netzprojektion
bezeichneten Abbildung des Punktraumes auf die Bildebene in Verbindung, wo-
durch es organisch in das Lehrgebaude der darstellenden Geometrie eingegliedert
wird. Die Netzprojektion des unendlich fernen Punktes von P ist der Antipol
des Bildes P beziiglich des Einheitskreises um O und es ist die das Bild P tragende
Gerade die Netzprojektion der unendlich fernen Geraden der zu {f normalen Ebenen.
Z. angew. Math. Mech. Bd. 4 (1924) S. 146—155.
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Das Bild M des Momentenvektors It steht senkrecht auf O’gp und
geht durch den Antipol ep des Bildes P in bezug auf 0'(0"p-0'ep = c?).
Zieht man nach v. Misgs durch P’ die Normale zu ep gp, so schneidet sie
die in O’ errichtete Senkrechte zu O’gp in M’ und man hat in O’'M’ die
Liange des Bildes M gefunden. Es ist

OM c=VYMp2+Mp;, OM-h=M,.

Der Aufril O”M" des Momentenvektors ist nach Fritherem parallel
zu FT.

Fiir dieses Abbildungsverfahren gelten folgende Sitze:

1. Der Summe von Raumvektoren entspricht die Summe ihrer Bild-
stdbe.

2. Den Vektoren, die einer Geraden parallel sind, entsprechen Stibe
mit gleichem Triger.

3. Den Vektoren, die einer Ebene parallel sinid, entsprechen Bilder,
deren Trager durch einen Punkt, den Bildpunkt dieser Ebene, gehen.

4. Fir zwei aufeinander senkrechte Vektoren geht das Bild des
einen Vektors durch den Antipol des Bildes des zweiten Vektors.

Aus den Sétzen 3 und 4 folgen unmittelbar die zwei weiteren Sitze:

5. Der fir die Abbildung einer Ebene charakteristische Bildpunkt
(nach 3 der Schnittpunkt der Bilder aller zu ihr parallelen Vektoren) ist
der Antipol des Bildes der Normalen dieser Ebene.

6. Das Bild der Normalen einer Ebene ist die Antipolare des Bild-
punktes der Ebene.

Die Konstruktion des Momentes eines Vektors fiir einen nicht mit O
zusammenfallenden Drehpunkt geschieht nach K. FEDERHOFER! durch
zweimalige Anwendung des v. Misesschen Verfahrens.

Sie wird nach R. BEYER2 dadurch vereinfacht, daB man die Ab-
bildungsebene durch den Drehpunkt legt. Kommen aber im Verlaufe
einer Konstruktion mehrere Drehpunkte in Betracht, dann erscheint die
Beibehaltung ein und derselben Abbildungsebene zweckmaBiger.

Dient die angegebene Abbildung des Momentenvektors zur einfachen
Darstellung des duferen Produktes zweier Vektoren, so hat eine eben-
falls von B. MAaYOR angegebene und von W. PRAGER3 konstruktiv ver-
wendete Abbildung, die der ersteren dual gegeniibersteht, zu einer ein-
fachen Ermittlung des ¢mneren Produktes zweier Vektoren gefiihrt.

Hierbei wird dem Raumvektor P ein zur Bildebene XY senkrechter
Bildstab von der Linge Z = Z’ so zugeordnet, daB seine Momente in
bezug auf die Koordinatenachsen die Werte

M, = X', M,=Y’, M,=0

1 Graphische Kinematik, S. 6—7.

2 Z. angew. Math. Mech. Bd. 10 (1930) S. 620.

3 Z. angew. Math. Mech. Bd. 6 (1926) S. 341—355; Bd. 7 (1927) S. 421 —424.
Z. anderem Zusammenhange findet sich dieses Verfahren auch bereits bei v. MISEs:
In angew. Math. Mech. Bd. 4 (1924) S. 212.
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erhalten. Demnach ist die Lage des Bildstabes in dieser Abbildung fest-
gelegt durch seinen einfach zu konstruierenden Schnittpunkt P mit der
Bildebene, den man den ,,Bildpunkt“ von §§ nennt.

Auch fiir das Abbildungsverfahren von W. PRAGER gelten die Sitze 1
und 2. Der Bildpunkt des resultierenden Stabes ist daher der Schwer-
punkt der mit den Gewichten Z,, Z,, . . . belasteten Bildpunkte der ein-
zelnen Vektoren.

Den Vektoren, die einer Ebene parallel sind, entsprechen Stibe, die
in einer Ebene liegen; ihre Bildpunkte liegen daher auf einer Geraden.

Um das innere Produkt B, - B, zu erhalten, bildet man den einen
Vektor, z. B. ,, nach dem ersten Verfahren, den anderen nach dem
zweiten Verfahren ab und bestimmt das statische Moment des Bild-
stabes P, in bezug auf den Bildpunkt P,. Bezeichnet man das Pro-
dukt aus diesem Momente und Z, als ,,statisches Moment des Stabes
P, in bezug auf den Stab P,”, so gilt der Satz:

Das innere Produkt zweier Vektoren .ist gleich dem durch ¢ divi-
dierten statischen Moment des Bildstabes des einen in bezug auf den
Bildstab des anderen Vektors.

Hiernach muB fiir zwei zueinander senkrechte Vektoren der Bild-
punkt des einen Vektors auf dem Bilde des zweiten liegen.

Mit Riicksicht auf den Satz 5 stehen daher die beiden Abbildungs-
verfahren in folgendem dualem Zusammenhange:

Der Bildpunkt eines Vektors ist der Antipol des Bildes dieses Vektors
und das Bild eines Vektors ist die Antipolare seines Bildpunktes.

18. Verfahren von R. Bever!. Um das statische Moment einer
Kraft in bezug auf eine beliebige Achse zu finden, wird die Kraft auf
eine zu dieser Achse errichtete Normalebene projiziert und das Moment
der Projektion der Kraft in bezug auf den DurchstoBpunkt der Achse
mit der Normalebene? bestimmt. In Fig. 18 ist der AufriB und Grund-
riB P”P’ des Kraftvektors B gegeben, dessen Moment 9 in bezug auf
den beliebigen Punkt D (D”D’) im AufriB und GrundriB konstruiert
werden soll. it steht senkrecht auf der durch D und $§ gelegten Ebene,
so daBl M"” L D"v, W' L D'k sein muB, wo v, 4 die Spurpunkte von
B in der durch D" bzw. D’ gelegten GrundriB- bzw. AufriBebene sind.
Es geniigt daher zur Festlegung der Linge der gesuchten beiden Risse
von It die zeichnerische Ermittlung eines Achsenmomentes.

Um z. B. M"” zu erhalten, hat man nur zu beachten, daB 9" das
Achsenmoment fiir die im Aufrisse zu D"'v gezogene Normale ist. Man
projiziert daher die Kraft 9 auf die durch D"’ zu M’ gelegte Normal-
ebene und bestimmt das statische Moment dieser Projektion in bezug
auf den DurchstoBpunkt D'’ der Achse mit der Normalebene. Wird

1 FuBnote 6, S. 44.
2 FoprL, A.: Vorlesungen iiber Techn. Mechanik Bd. 1 S. 89. Teubner 1917.
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die in die Normalebene fallende Kraftkomponente im Punkte v nach
den Richtungen 9D’ und senkrecht dazu zerlegt, so gibt nur die letztere
Teilkraft, d.i. die X-Komponente der Kraft, einen Momentenbeitrag
und man hat mit einer beliebig wihlbaren Linge c:

4 /4 Y74
W=D'v-X=c-m",

worin "' die Linge D""M" darstellt. Diese ergibt sich durch folgende
einfache Konstruktion: Mache DT = ¢, D"U = X, ziehe v M"|TU.
Da M' L D'k, so sind Grundri und AufriB von I bestimmt.

4

M Aa;
g s N &
g
y ) V= P = T = V) —
[ﬂ e ON=DR=DT=0"W=c /yz\

[
~~-t- - Fig. 18.
z

In Fig. 18 sind die stets nach gleichen Verfahren auszufithrenden
Konstruktionen in den drei Rissen dargestellt; da die Richtungen von
M, M’ und IR’ bestimmt sind, so geniigt die Durchfithrung einer
dieser drei Konstruktionen, die mit lingerer analytischer Beweisfiihrung
von R. BEYER angegeben worden sindl.

Bei der Konstruktion des Momentes eines Vektors fiir mehrere
Drehpunkte bleiben die Winkel 9, erhalten, so daB sich nach
R. BEvEr2die Zeichnung der dhnlichen Dreiecke mit Hilfe besonderer
#-Plane empfiehlt, wodurch die Konstruktionen einfacher und iiber-
sichtlicher werden. Es werden an die gemeinsame, waagrecht gewihlte
Bezugslinie ON die Winkel ¢, und 95 angelegt, indem ON = ¢ ,NN,=27,
NN, = X gemacht wird, womit in ON; die 9,-Linie, in ON, die 9,-Linie
erhalten wird®. Die zur Abszisse Oa’ = D'k gehérige Ordinate a’a, der

! Die in (18) gezeigte einfache Beweisfithrung fithrt auch zur unmittelbaren
Konstruktion des Momentes fiir eine der Koordinatenachsen und damit auch des
Auf- und Grundrisses. FEDERHOFER, K.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 11 (1931)
S.251—252. Erwiderung von R. BEYER ebenda.

2 Z. angew. Math. Mech. Bd. 11 (1931) S. 440.

3 Die Verwendung von ¢-Linien in der ebenen graphischen Kinematik geht
zuriick auf W. HARTMANN: Die Maschinengetriebe, S. 17. Stuttgart und Berlin
1913. (Vgl. 29.) ‘
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@,-Linie gibt die Lange D'M’ des Grundrisses I’ des Momentvektors,
die zur Abszisse Oa’’ = D’'v gehorige Ordinate a'’a, der ¥,-Linie gibt
die Lange D”M'" des Aufrisses %"" des Momentvektors. Es sind also
vorwiegend waagrechte und lotrechte Hilfslinien zu ziehen.

Auch das innere Produkt zweier Vektoren kann nach R. BEYER!
durch eine im Rahmen der darstellenden Geometrie bleibende Kon-
struktion ermittelt werden.

19. Verfahren von R. Meamke2 Es werden einem durch GrundriB
und SeitenriB dargestellten gebundenen Vektor, dessen Komponenten
in bezug auf die Achsen eines rechtwinkligen Koordinatensystems mit

Grundri§ Sertenri  Grundrid  Selenrid L-Rif M-RiB N-Rib

ke
J—> =, =
i vy i e i
'E /;?/ ,f(‘M /(\
7

/
/ 7\

Fig. 19.

XYZ bezeichnet seien, noch gerichtete Strecken zugeordnet, deren Ko-
ordinaten gleich sind den Momenten LMN der Kraft in bezug auf die
Koordinatenachsen. Mit x, y (Fig. 19) als Koordinaten des Spurpunktes
des Kraftvektors in der GrundriBebene und mit # als Abschnitt des
Vektorgrundrisses auf der Y-Achse ist

L=7y, M =_7Zx%, N.=Xn.

Wird der seine GréBe und Richtung beibehaltende Kraftvektor bis
an den Ursprung verschoben und werden der Y- und Z-Achse drei
weitere Achsen fir die Auftragung der Koordinaten L, M, N hinzu-
gefiigt, die in die waagrechte Y- und Z-Achse fallen, dann ergeben sich
nach der Konstruktion in Fig. 19 fiinf zu den Koordinatenpaaren XY,
XZ, XL, XM, XN gehérige Pfeile, die als Risse eines Pfeiles mit den
Koordinaten XYZLMN — des zum Kraftvektor gehérigen Bildpfeiles
— in einem Raume von sechs Dimensionen angesehen werden.

Dieses Verfahren fithrt bei Benutzung der Methoden der gewhn-
lichen darstellenden Geometrie und ihrer von P. H. ScHOUTE? gegebenen
Erweiterung auf Rdume von mehr als drei Dimensionen zu sehr iiber-
sichtlichen Konstruktionen der rdumlichen graphischen Statik; die Ver-
wertung zur graphischen Losung von Problemen der rdumlichen Kine-
matik steht noch aus.

1 Jber. d. Vereinigt. Techn. Schulen Zwickau 1929/31.

2 Ing.-Arch. Bd. 1 (1929) S. 100—115.

3 Mehrdimensionale Geometrie. I.Teil: Die linearen Raume. (Sammlung
Schubert Bd. 35.) Leipzig 1902.

Ergebnisse der Mathematik. 1. Federhofer. 4
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20. Geschwindigkeitszustand., Die allgemeinste augenblickliche Be-
wegung des starren Korpers ist die Elementarschraubung!. Ihr Ge-
schwindigkeitszustand ist entsprechend den sechs Freiheitsgraden der
Bewegung eines freien starren Korpers im Raume durch sechs Koordi-
naten bestimmt. Als solche kénnen z. B. gewdhlt werden die drei
Schiebungen lings der Achsen eines rdumlichen orthogonalen Achsen-
kreuzes und die drei Drehungen um diese Achsen. Fiir die Zwecke der
zeichnerischen Darstellung des Geschwindigkeitszustandes ist es zweck-
miBiger, diesen festzulegen durch Angabe eines Punktes der Schrauben-
achse (Spurpunkt g. in der Bildebene), des Vektors w der Winkel-
geschwindigkeit und der fiir alle Systempunkte gleichen Schiebungs-
geschwindigkeit b, wo bW ist.

Sei p der von g. aus gemessene Ortsvektor zu dem beliebigen System-
punkte P, so ist seine Geschwindigkeit bei der Elementarschraubung
bp=b4+1mXJp.

Fir die zeichnerischen Zwecke ist es notwendig, die Geschwindig-
keiten als Strecken (reduzierte Geschwindigkeiten) darzustellen. Wird
bp durch den Betrag w des Vektors v dividiert, so ist der so erhaltene
Vektor fp die reduzierte Geschwindigkeit des Punktes P.

Die reduzierte Schiebungsgeschwindigkeit f ist ihrem Betrage nach
gleich dem Schraubenparameter. Die auf Strecken reduzierte obige
Gleichung lautet

fP =f+uxp, (1)
wo 1t den Einheitsvektor in der Richtung der Schraubenachse bedeutet.

Da bei der Konstruktion des statischen Momentes nach Mayor und
v. Mises die Linge des Momentenbildes noch mit der Abbildungskon-
stanten ¢ zu multiplizieren ist, so ist es vorteilhaft, als Einheit des Vektors
das MaB ¢ zu wihlen. Es bedeutet u X p = (—p) x u das statische
Moment des in der Schraubenachse liegenden Einheitsvektors 1 um den
Punkt P, das nach den Angaben in (17) oder (18) ermittelt werden kann.
Die Konstruktion von fp aus den gegebenen, in dieselbe Gerade fallenden
Bildern f, @ von { und 1 und aus g zeigt Fig. 20. Darin bedeutet O’(p)
die Bildlinge des Vektors u X p, gp den Spurpunkt der durch P zu

1 Strenge und einfache Beweise dieses zuerst von G. Mozzi (1763) ausge-
sprochenen Satzes gaben CH. J. DE LA VALLEE PoussiN: Ann. Soc. Sci. Bruxelles
Bd. 31 (A) (1907) S. 73—77. — Poui, C.: Rend. Istituto Lombardo Bd. 61 (1928)
S. 387—390. — Die Existenz des Vektors {p beweisen L. BRAND: Amer. Math.
Monthly Bd. 36 (1929) S. 374—376. — MiLNE, E. A.: Philos. Mag. Bd. 5 (1928)
S. 289—295.

2 Der Geschwindigkeitszustand ist auch eindeutig bestimmt durch die Ge-
schwindigkeit eines beliebigen Punktes des raumlichen Systems (Koérpers) und
durch den Vektor 1y, woraus die Lage der Schraubenachse und p ermittelt werden
konnen; oder auch durch die Geschwindigkeit eines Systempunktes, die Richtung
der Geschwindigkeit eines zweiten Systempunktes und durch eine einen dritten
Systempunkt enthaltende Ebene, in der dessen Geschwindigkeitsvektor liegen soll.
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gezogenen Parallelen; das Bild von fp geht als geometrische Summe
von f und u X p durch den Schnittpunkt der entsprechenden Bilder,
wobei jenes von u X p senkrecht steht auf gp g» und den Antipol ew
von o enthilt. Die Strecke 0'p stellt dann die Linge des Bildes von fp
dar; p ist der zum Punkte P gehorige Geschwindigkeitspunkt. Alle
Punkte des Korpers, die zu dem gleichen Spurpunkte gp fithren, besitzen
gleiche Geschwindigkeiten.
Sie liegen auf der durch gp
zu v gezogenen Parallelen.

Die Konstruktion der zu gp
weiteren Systempunkten Q,
R, ... gehorigen Geschwin-
digkeitspunkte ¢, 7, . . . er-
folgt durch Entwerfen eines
Geschwindigkeitsplanes auf 9%
Grund des Ahnlichkeits-

by

satzesvon K.FEDERHOFER!: £

Die Figur der Geschwin-
digkeitspunkte p, ¢, 7, . .. " 7
(Geschwindigkeitsplan mit .
dem Nullpunkte O') ist Fig. 20.

gleichsinnig dhnlich zu der
den Systempunkten P,Q, R, . .. entsprechenden Figur der Spurpunkte
gp, £o, gr, - - . und gegeniiber dieser um 90° gedreht. '

Die Figur der Geschwindigkeitspunkte stellt daher im Vereine mit
dem Bilde von v und dessen Antipole e, den vollstindigen Geschwindig-
keitsplan der Schraubenbewegung dar, aus dem die Geschwindigkeit
jedes Systempunktes entnommen werden kann.

Eine besonders einfache Beschreibung des Geschwindigkeitszustandes
ist dann moglich, wenn die.Schraubenachse senkrecht steht auf der Bild-
ebene, denn dann gilt der Satz2:

Das Bild der reduzierten Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes P
ist die Antipolare des Grundrisses P’ in bezug auf einen um 0’ mit dem
Halbmesser ]/E‘f geschlagenen Kreis; die Bildlinge O'p stimmt mit
O'P’ iiberein.

Dabei ist die Figur der Spurpunkte gp gq . . . identisch mit der Figur
der Punkte P'Q’...

Zwischen den Geschwindigkeiten der Punkte P, Q einer Geraden be-
steht die Beziehung bg = bp + 1 X (g — b);

die skalare Produktbildung mit q — p liefert

o be-(@—p)=0p-(g—9),
1 Graphische Kinematik, S. 13, Satz XIII.
2 FEDERHOFER, K.: a.a.O. S. 15.

4*
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wonach die Projektionen der Geschwindigkeiten aller Punkte einer Ge-
raden auf diese selbst gleich groB sind. Aus diesen Gleichungen sind auch
die bekannten Ahnlichkeitssitze von R. MEEMKE und L. BURMESTER zu
entnehmen.

Wird bei der graphischen Darstellung der Gleichung (1) die dabei
notwendige Momentenkonstruktion nach dem Verfahren von R. BEYER
ausgefithrt, so ergibt sich die in Fig. 21 dargestellte Losung. Man wihlt

Fig. 21.

wieder das MaB ¢ (Momentenkonstante) als Einheit des in der Schrauben-
achse liegenden, im Spurpunkte g» angesetzten Einheitsvektors u, so
daB die Projektionen u's’" seines Endpunktes # aus dessen Umlegung
in die Bildebene: go[#] = c¢ bestimmt sind; die statischen Momente
u X p... werden fiir die einzelnen Systempunkte A4, B, C,... mit
Hilfe der ¥-Linien (18) konstruiert und diesen die reduzierte Schiebungs-
geschwindigkeit { geometrisch hinzugefugt.

Der von E. STUDY in seiner ,,Geometrie der Dynamen®‘! eingefiihrte
Motorbegriff gestattet nach R. v. Mises? eine besonders einfache geo-
metrische Darstellung der Elementarschraubung. Diese ist ein sog.
,,Geschwindigkeitsmotor* % von der ,,Linge’ B, = v, von der ,,Off-
nung® B = w und vom ,,Moment* Bp = vp beziiglich P. Man nennt B
auch die erste, Bp die zweite Vektorkomponente des Geschwindigkeits-
motors B, dessen ,,Achse“ mit der Schraubenachse zusammenfillt.

1 S. 51ff. Leipzig: Teubner 1903.
2 Z. angew. Math. Mech. Bd. 4 (1924) S. 155—181, 193—213.
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Entsprechend der Auffassung einer momentanen Schraubenbewegung
als Ergebnis zweier gleichzeitig ausgefithrter momentanen Drehungen
eines starren Koérpers um windschiefe Achsen 148t sich die Geschwindig-
keit eines jeden Punktes bei der Schraubenbewegung als geometrische
Summe zweier Rotationsgeschwindigkeiten konstruieren. Bekanntlich
bildet die Gesamtheit aller jener Geraden eines starren Korpers, in deren
Punkten die Geschwindigkeiten senkrecht zu den entsprechenden Ge-
raden sind, einen Komplex erster Ordnung (4). Wird nun als Achse
der einen Rotation eine beliebige, diesem Komplexe nicht angehérende
Gerade L gewihlt, so ist die zweite Drehachse L, als die in bezug auf
den Komplex (4) Konjugierte von L bestimmt?.

21. Beschleunigungszustand. Die graphische Darstellung des Be-
schleunigungszustandes der momentanen Schraubenbewegung stiitzt
sich auf die Zusammenhéinge zwischen den Beschleunigungen der System-
punkte und der Winkelbeschleunigung, die sich durch einfache Vektor-

gleichungen ausdrucken lassen. Bedeutet %2 = b die Beschleunigung
der Schiebung, d ; =1 die kaelbeschleumgung der Drehung, so sind

diese Vektoren wegen | v und v 4 dw | b 4 dv an den Zusammen-
hang gebunden
wXb+IXb=0,

woraus folgt: a) die in einem Punkt der Schraubenachse angesetzten
Vektoren b und [ liegen mit der Schraubenachse in einer Ebene (A);
b) die zur Schraubenachse senkrechten Teile b, und /; der Vektoren b
und ! sind voneinander abhingig gemaB

wb, = vl;

c) die Vektoren bl liegen auf derselben Seite des Vektors i, wenn v
und b gleichsinnig gerichtet sind, und auf verschiedenen Seiten von ),
wenn v und b gegensinnige Richtungen haben.

Ferner erfiillen die Spitzen der zum System v bl bzw. fvbb gehorigen
Beschleunigungsvektoren b bzw. ! je eine zur Schraubenachse parallele
Gerade B bzw. L durch die Endpunkte von b, bzw. I;.

Sei ein Punkt C der Schraubenachse durch den Ortsvektor 1¢, ein
beliebiger Systempunkt B durch 1z gegen den Aufpunkt O festgelegt,
dann ergibt sich aus

bp="0-+ 1 X (tz — 1¢)

die Beschleunigung dieses Systempunktes zu

BB—&—Berx(%’-%)—Hx(rB-rC)

1 Vgl. G. KoENiGgs: Legons de Cinématique, S. 116 (1897). — IKORNIKOFF, I.:
Bull. Acad. Sci. Leningrad (7) 1930 Nr. 8 S. 773—784 (russ.). — Uber die
Anwendungen der Linienkomplexe in der Kinematik vgl. E. L. ReEs: Amer. Math.
Monthly Bd. 35 (1928) S. 296—299.
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Hierin bedeutet % = 1, die ,,Wechselgeschwindigkeit“ von C, welche

die Richtung einer Tangente an die feste Achsenfliche hat. Nach Ein-

tragen von bgp und mit tp =1, ergibt sich daher die Beschleunigung des
Achspunktes C zu:

bo=06—w X ig,
und jene des Systempunktes B zu:
szbg—l—m X X (rB—rg)—l—I X (YB—YC).

Sonach besteht zwischen den Beschleunigungen zweier System-
punkte B und D die Beziehung:

bp=D0p+mw XWX (tp —1t) +1 X (tp — tp) - (1)
Demnach ist der Beschleunigungszustand der momentanen Schrauben-
bewegung bei bekanntem Vektor der Winkelgeschwindigkeit festgelegt
durch die Beschleunigung eines beliebigen Punktes und durch die
Winkelbeschleunigung.

Es bedeutet 1 X w X (tp — tp) die Zentripetalbeschleunigung des
Punktes D bei der Drehung um die durch den Punkt B gelegte Dreh-
achse w, wihrend der Vektor [ X (rp — ta) jenen Beschleunigungsanteil
angibt, der von der im Punkte B angesetzten Winkelbeschleunigung !
herrithrt. Beide Teile zusammen ergeben die Beschleunigung bpp der
relativen Bewegung von D gegen B; zur Abkiirzung sei gesetzt:

bpp,1 =1 X W X (tp — 18),
bpp,2 =1X (tp — tg), ()
so daB bps = bpp,1 + bpp,2-

Von dem besonderen Falle v | { abgesehen, gibt es einen einzigen
Punkt, den Beschleunigungspol P, fiir den die  Beschleunigung ver-

schwindet; seine Kenntnis vereinfacht die Darstellung des Beschleu-
nigungszustandes.

Sei 1p der Ortsvektor von P, so folgt aus
bp=0=Dbg+ W XWX (tp—1¢) +{ X (tp — 10)
fir die Beschleunigung bp die Gleichung:
bp=1 X w X (tg —tp) + 1 X (tg — 1p) - 3)

Hiernach verteilen sich die Beschleunigungen um den Pol P so, als
wenn in diesem festgehalten gedachten Punkte die Vektoren v und |
angebracht wéren.

Bei der zeichnerischen Darstellung des Beschleunigungszustandes

werden die Beschleunigungen als Strecken — ,reduzierte Beschleu-
nigungen® — aufgetragen nach den Beziehungen
b b
f)B = 071; s f)D == —wizl )

so daf hp=u X ux (tg—1p) + I, X (tg —tp),
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wenn [, = %2 den Vektor der ,,reduzierten Winkelbeschleunigung*“ be-

deutet, dessen Betrag eine reine Zahl ist. Die Konstruktion der redu-
zierten Beschleunigungen bei gegebenem Beschleunigungspole P und ge-
gebenen Vektoren 1 und |, lduft auf die Konstruktion des vom System-
punkte auf die Schraubenachse gefillten Lotes (dessen Linge tiberein-
stimmt mit der reduzierten Zentripetalbeschleunigung) und auf die Er-
mittlung eines statischen Momentes (reduzierter Beschleunigungsanteil
infolge der Winkelbeschleunigung) hinaus, wozu sich die in (17) und
(18) angegebenen Verfahren eignen. Umgekehrt 148t sich aus den ge-
gebenen Vektoren u, I, und der reduzierten Beschleunigung eines System-
punktes auf linearem Wege der Beschleunigungspol P konstruieren.

Die beziiglichen Konstruktionen fithrt K. FEDERHOFER! mit Be-
nutzung des Abbildungsverfahrens von MAYOR-v. MisEs durch und
zeigt auch die besonderen Vereinfachungen, die sich mit den Annahmen
a) u 1 Bildebene, b) u L Bildebene und [, parallel zur AufriBebene er-
geben. Andere Konstruktionen fiir den Beschleunigungspol wurden an-
gegeben von E. STUBLER? und TH. POscHLS.

Nach Gleichung (3) bilden die Punkte des bewegten Systems und die
zugehorigen Beschleunigungspunkte (d. s. die Endpunkte der in einem
festen Punkt angesetzten Beschleunigungsvektoren) zwei affine Systeme.
Die Affinitdt ist durch die Beschleunigungen von vier nicht in einer
Ebene liegenden Systempunkten ABCD festgelegt; die Beschleunigung
eines beliebigen fiinften Punktes G wird bestimmt, indem man zunéchst
die Beschleunigung jenes Hilfspunktes H konstruiert, in welchem die
Linie GD die Ebene ABC schneidet und sodann aus der Beschleunigung
der Punkte D und H jene des auf DH liegenden Punktes G aufsucht4.

Fillt die Gerade BD mit der Schraubenachse zusammen, so gilt nach
Gleichung (1):

bp =bp 41 X (tp — 1t5),

woraus folgt, daB die Beschleunigungspunkte der in die Schraubenachse
fallenden Systempunkte auf einer zur Ebene A senkrechten Geraden
liegen.

1 Graphische Kinematik und Kinetostatik, S. 19—27 — Z. angew. Math. Mech.
Bd. 7 (1927) S. 290—298.

2 Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. Bd. 19 (1910) S. 179.

3 Z. Math. Phys. Bd. 63 (1915) S. 246.

4 FEDERHOFER, K.: a. a. O. S.27—29. Einige analytisch geloste Aufgaben
iber den Geschwindigkeits- und Beschleunigungszustand der Schraubenbewegung
findet man bei C. SPELTA: Giorn. mat. Napoli Bd.48 [(3), 1] (1910) S.37—45. —
P. F1ELD [Bull. Amer. Math. Soc. Bd. 22 (1915) S. 122—125] zeigt, daB bei ge-
gebenen Beschleunigungen von drei Punkten eines Koérpers jene eines nicht in
deren Ebene gelegenen vierten Punktes im allgemeinen zweideutig ist und daB es
im allgemeinen vier in einfacher Beziehung ‘stehende Systeme von Werten der
Winkelgeschwindigkeit und der Winkelbeschleunigung gibt, welche zu denselben
Beschleunigungen fiir die Punkte in einer gegebenen Ebene fithren.
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Aus bo = b — 0 X 1, folgt
w-bo=1-H,
wonach die Projektionen der Beschleunigungen der auf der Schrauben-
achse liegenden Systempunkte auf die Achse gleich sind der Komponente
der Schiebungsbeschleunigung in der Achsrichtung. Der Zentralpunkt A
der Schraubenachse ist der FuBpunkt ihres kiirzesten Abstandes von
der darauffolgenden Schraubenachse; seine Wechselgeschwindigkeit 14
steht senkrecht auf der Ebene A. Die im Zentralpunkte 4 durch die
Achse und den Vektor der Wechselgeschwindigkeit gelegte Ebene ist
die Tangentialebene an die Achsenfliche im Punkte 4; es ist
by=0—1 X i

daher liegt b4 in der Ebene A. Diese Ergebnisse ermoglichen einfache
Konstruktionen fiir den Zentralpunkt 4 sowie fiir seine Wechselgeschwin-
digkeit und Beschleunigung, wenn der Geschwindigkeitszustand (durch
w und v) und der Beschleunigungszustand (durch den Pol P und {) ge-
geben sind™.

Die Endpunkte der im Zentralpunkte angesetzten Wechselgeschwin-
digkeiten aller Punkte der Schraubenachse liegen auf einer Geraden, die
durch den Endpunkt von 1, geht und parallel ist zur Normalen der
Achsenfliche im Zentralpunkte 4; seine Wechselgeschwindigkeit 1, ist
die kleinste aller Wechselgeschwindigkeiten.

Die Kriimmungsmittelpunkte der Bahnen der Systempunkie. Durch
den im vorstehenden beschriebenen Geschwindigkeits- und Beschleu-
nigungszustand der Elementarschraubung sind die Kriimmungsmittel-
punkte der Bahnen der Systempunkte vollkommen bestimmt. Bei deren
Konstruktion erweist sich die Benutzung des Abbildungsverfahrens nach
MAvoRr-v. Misgs besonders vorteilhaft, da die Bedingung fiir die Ortho-
gonalitdt der Tangente, Hauptnormale und Binormale nach den Sitzen
(4—6) in (17) zeichnerisch sehr einfach zu erfiillen ist.

Der auf der Hauptnormalen der Bahn des Punktes B liegende Kriim-
mungsmittelpunkt Q (bzw. der Kriimmungshalbmesser ¢ = BQ) wird

2 e
aus der Zentripetalbeschleunigung bp,; = % = BN konstruiert. Be-

stimmt man auf der Normalen den Gegenpunkt N; von N beziiglich B,
indem BN = BN, gemacht wird, zieht im Endpunkte b, von pp die
Normale zu N, b, in der Schmiegungsebene — ihr Bild muB durch den
Antipol von N,;b, und durch den Bildpunkt der Schmiegungsebene
gehen —, so schneidet diese die Normale der Bahnkurve im Kriimmungs-
mittelpunkte 0. '

W. HARTMANN? hat sein auf die Savarysche Gleichung begriindetes

1 FEDERHOFER, K.: a. a. O. S.29—32.

2 Die Maschinengetriebe Bd. 1 S. 391—406. Stuttgart und Berlin: Deutsche
Verlagsanstalt 1913. — Vgl. auch eine Bemerkung von A. PELLET: Nouv. Ann.
Math. Bd. 8 (4) (1908) S. 331.
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Verfahren zur Aufsuchung der Kriimmungskreise der Punktbahnen bei
der ebenen Systembewegung (vgl.3) auch auf die Kugel iibertragen,
wobei die im augenblicklichen Drehpol der sphirischen Bewegung ge-
legte Tangentialebene an' die Einheitskugel als Konstruktionsfeld
fir die Kritmmungshalbmesser dient. In der kinematischen Geometrie
des Raumes besteht nach M. DI1STELI! ein rdumliches Analogon zur
Savaryschen Gleichung und ihrer Konstruktion, welches die bekannten
Anwendungen in der ebenen und sphirischen Bewegung als Sonderfille
enthilt.

Wird der Geschwindigkeits- und Beschleunigungszustand des freien
rdumlichen Systems durch die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen
einzelner Systempunkte festgelegt, so sind gewisse Beschrinkungen zu
beachten, und es ist u. a. die Wahl der Beschleunigungen zweier System-
punkte nicht mehr vollig willkiirlich. Werden nidmlich die Beschleu-
nigungspunkte f und 6 der im Punkte B angesetzten Vektoren bp und
by auf die Richtung BD projiziert, wodurch sich die Punkte f£'0’ er-
geben, so 1Bt sich zeigen, dal3

BY — B — 2
= Bf 55

Da der absolute Wert des letzten Gliedes nur positiv sein kann, so
besagt diese Gleichung, daB BD und f'0' emigegengesetziec Richitungen
haben und daB die Projektionen beider Beschleunigungen auf BD mit
der relativen Geschwindigkeit der Punkte B und D in einem bestimmten,
durch obige Gleichung gegebenen Zusammenhange stehen miissen.

22. Eigenschaften der Beschleunigungssysteme des starren rdum-
lichen Systems. Kennt man die geometrischen Elemente einer Schrauben-
bewegung fiir zwei aufeinanderfolgende Zeitteilchen, und zwar die zu-
gehorigen Schraubenachsen und ihre Parameter, ferner den Drehvektor
v im ersten Zeitelemente, so kann man nach den Eigenschaften der mit
dieser Bewegung des starren riumlichen Systems vertriglichen Be-
schleunigungssysteme fragen. Da bei festen Werten v und b die Spitzen
der Vektoren b und I auf Parallelen zur Schraubenachse liegen, so gelten
fiir zwei Paare von Beschleunigungsvektoren (b1, b11), die zum gleichen
Geschwindigkeitszustande gehoren, die Beziehungen

=1+ iw, (a)
Bl="b+ uw, (b)

wo A und u skalare GroBen bedeuten, die durch den Schraubenparameter
o gemidB p = &l verkniipft sind. Somit kann Gleichung (a) auch er-
setzt werden durch

Bl=54Aib. ©)

1 Z. Math. Phys. Bd. 62 (1914) S.261—309. Vgl. auch (30).
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Nach den Gleichungen (a) und (c) schneiden sich die Verbindungs-
linien der Endpunkte aller Vektorenpaare bl in einem Punkte der
Schraubenachse. Da nun

bBZbC—FYUXTUX(I?B—rb)—I—[X('CB—IC),

so folgt, indem man eine analoge Gleichung fiir b} aufschreibt, bei Be-
achtung der Gleichung (a) und wegen bp =t X (tg — 1¢)
by = bp + Avg. (d)

Diese Gleichung besagt:

Fiir alle bei der gegebenen Schraubenbewegung mdoglichen Beschleu-
nigungssysteme liegen die Endpunkte der Beschleunigungen der System-
punkte auf dhnlichen Punktreihen; die Tréger dieser Reihen sind parallel
zu den Bahntangenten der Systempunktel. Die Gleichung (d) behilt
nach H. WINTER auch fiir ebene und riumliche kinematische Ketten
ihre Giltigkeit. (Vgl. 42.)

VII. Das gefiihrte raumliche System.

23. Bewegungsbeschrinkungen des starren Kérpers. Der im Raume
vollkommen freie Kérper hat sechs Freiheitsgrade der Bewegung. In
den technischen Anwendungsgebieten, bei denen die rAumliche Bewegung
eine Rolle spielt, kommen indes fast ausschlieBlich die nichtfreien (ge-
bundenen) Bewegungen in Frage, deren Freiheitsgrad infolge der Be-
schrankungen oder Bedingungen, die der Beweglichkeit auferlegt werden,
kleiner als sechs ist. Diese Beschrinkungen bestehen im wesentlichen
darin, daB Punkte des Koérpers genétigt werden, sich auf vorgeschriebenen
Flachen oder Kurven zu bewegen, oder dal der Korper wihrend der
Bewegung gegebene Flichen dauernd berithren soll. Der Freiheitsgrad
der gebundenen Bewegung ist daher f = 6 — b, wenn b eine durch die
Art der Bewegungsbeschrankung bestimmte ganze Zahl ist, die zwischen
1 und 6 liegt.

A. GRUNWALD? hat fiir jeden Grad der Bewegungsfreiheit alle Typen
der moglichen instantanen Bewegungen zusammengestellt, wobei sich
jeder Typus durch einen einfachen, genau beschriebenen Mechanismus
verwirklichen 148t. Dadurch kénnen die oft uniibersichtlichen, die Be-
wegungsfreiheit einschrinkenden Bedingungen in anschaulicher Weise
dargestellt werden; fiir jeden Freiheitsgrad werden die Typen nach der
Zahl der dem beweglichen Korper gestatteten voneinander unabhingigen

! Die Ergebnisse in (22) verdankt man mit etwas gednderter Herleitung
E. STUBLER (vgl. die FuBlnote 2 auf S. 55); mit deren Benutzung zeigt E. STUBLER
eine Konstruktion der Kriimmungsachse der Systempunkte und der Wendekurve,
des geometrischen Ortes der Punkte, die momentan Wendepunkte beschreiben
(kubische Parabel). :

2 Z. Math. Phys. Bd. 52 (1905) S. 229—275. Die Arbeit fiihrt in elementarer
Weise in den Abschnitt Kinematik von Stupys Geometrie der Dynamen ein.



145] Das gefithrte raumliche System. 59

Translationen geordnet. Durch geeignete Kombinationen mehrerer
(héchstens fiinf) einfacher Typen (Schraube vom Parameter  mit den
Sonderfillen = 0 und p = oo) kann jeder Fall von beschriankter Be-
wegungsmoglichkeit eines starren Korpers verwirklicht werden.

Mit Benutzung neuerer synthetisch-geometrischer Methoden gelingt
G. HAENZEL! eine einfache und anschauliche Behandlung der Theorie
der Freiheitsgrade eines starren Korpers und die Weiterentwicklung der
bekannten Barischen Theorie?; seine Untersuchung fuBt auf der von
F. K1EIN? begriindeten und spiter von TH. REYE4 und anderen aus-
gestalteten Theorie fiireinander nullinvarianter linearer Strahlenkom-
plexe und enthilt auch die organische Eingliederung der in den grund-
legenden Arbeiten von BALL ausgeschlossenen oder nur beildufig er-
wihnten Sonderfille bei den verschiedenen Freiheitsgraden.

Die wichtigste der gebundenen Bewegungen ist die zwangliufige Be-
wegung eines starren Korpers mit dem Freiheitsgrade 1, bei der jeder
Punkt eine ganz bestimmte Kurve beschreibt. Da die Fithrung eines
Punktes auf einer gegebenen Fliche einen Freiheitsgrad aufhebt, so er-
gibt sich Zwanglauf, falls fiinf Punkte des Korpers auf fiinf gegebenen
voneinander unabhingigen Flichen gefiithrt werden (Fiinfpunktfithrung).
Einer einfachen Konstruktion zuginglich sind indes jene Féalle der Be-
wegungsbeschrinkung, in denen einzelne Punkte des Korpers auf ge-
gebenen Kurven gefithrt werden. Eine Fiithrungskurve kann als Schnitt
zweier Flichen angesehen werden, es bedingt daher eine Kurvenfiithrung
die Verminderung des Freiheitsgrades der Bewegung um zwei Frei-
heiten. Sind drei Punkte des Korpers an gegebene Flichen gebunden,
ein vierter an eine Kurve, dann ist diese sog. Vierpunktfithrung zwang-
laufig. Eine zwangliufige Dreipunktfithrung liegt vor, wenn zwei
Punkte des Kérpers in Kurven gefithrt werden, ein dritter auf einer Flache.
Die Festhaltung eines Punktes des Korpers vernichtet drei von den
sechs Freiheitsgraden, demnach entspricht der sphirischen Bewegung
der Freiheitsgrad 3; der Koérper kann sich um jede durch den festen
Punkt gelegte Achse drehen, und die Bahnen der Systempunkte sind
sphirische Kurven. Fir die darstellend-geometrische Behandlung der
sphirischen Bewegung erweist sich nach K. Mack® die gnomonische Ab-

1 Zur synthetischen Theorie der Mechanik starrer Korper. Diss. Techn.
Hochsch. Berlin 1927 (mit Angaben iiber die Arbeiten von St. JoLLES, E. STUDY,
TH. REYE, E. WAELSCH zur Strahlentheorie); auch abgedruckt in den S.-B. Berlin.
math. Ges. 1927 S. 126—161.

2 A treatise on the theorie of screws. Cambridge 1900. — KirEin, F.: Math.
Ann. Bd. 62 (1906) S. 419—4438.

3 Gesammelte math. Abh. Bd. 1 S. 56, 84. Berlin 1921. — Math. Ann. Bd. 2
(1869) S. 198 —226.

4 Geometrie der Lage. I. Abt. Leipzig 1909, II. Abt. Stuttgart 1907, III. Abt.
Leipzig 1910.

5 Geometrie der Getriebe, S. 57ff. Berlin u. Wien: Julius Springer 1931.
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bildung besonders vorteilhaft. Wird einem Systempunkt seine sphi-
rische Bahn vorgeschrieben, so entsteht die sphirische flichenliufige
Bewegung (sphirische Bewegung mit zwei Parametern). Der Ort der
ool augenblicklichen Drehachsen fiir die von zwei Parametern abhingige
sphirische Bewegung ist eine durch den festen Drehpunkt O gehende
Ebene; die darauf in O errichtete Normale bestimmt in ihren Durch-
stoBpunkten P,P mit der festen und beweglichen Kugeloberfliche
(So)» (S) vom Halbmesser 1 (Mittelpunkt O) eine punktweise Zuordnung,
von der R.BRICARD! beweist, daB3 jeder von P, auf S, beschriebenen
geschlossenen Kurve eine von P auf S beschriebene geschlossene Kurve
entspricht und daB beide Kurven gleiche Flichen einschlieBen.

Werden bei der sphirischen Bewegung eines Koérpers zwei System-
punkte zur Bewegung auf gegebenen sphirischen Kurven gezwungen,
dann biiBt die Bewegung zwei weitere Freiheitsgrade ein, es bleibt eine
zwangldufige spharische Bewegung. Durch diese ist eine punktweise
Zuordnung der momentanen Drehpole im sphérischen Rast- und Gang-
system derart bestimmt, daBl die sphirischen Polkurven der beiden
Systeme, die aufeinander rollen, jeweils gleiche Bogenlidngen haben.

Ein Korper mit vier flichengefithrten Punkten besitzt zwei Frei-
heitsgrade der Bewegung, die sich aus zwei Drehungen um die beiden
Leitlinien der durch die vier Flichennormalen bestimmten Kongruenz
zusammensetzen 148t (Rotationsachsen von TH. SCHONEMANN). Ein be-
liebiger Punkt des Korpers bewegt sich augenblicklich in einem be-
stimmten Flichenelemente; eine lineare Konstruktion der Flichennor-
male, die auch bei imagindren SCHONEMANNschen Rotationsachsen an-
wendbar bleibt, stammt von H. VERGNEZ

Bei den Bewegungen eines Systems mit drei oder vier Parametern
und bei gewissen Ausnahmsstellungen des Systems mit fiinf Parametern
gibt es Systempunkte, die nicht alle bei den gegebenen Fithrungsbedin-
gungen moglichen Lagen im Raume einnehmen koénnen; sie bewegen
sich dann auf ihren ,,Grenzflichen. Die Frage nach dem Orte dieser
Punkte, die bereits von A. MANNHEIM? angeschnitten wurde, erfuhr pri-
zise Beantwortung durch H. J. E. BETH4, der nachwies, daB diese Punkte
auf jenen Geraden liegen, welche die Achsen aller Elementardrehungen
schneiden, die bei den gegebenen Bewegungsbeschrinkungen in jeder
Stellung moglich sind. Im Falle von drei Parametern sind es im all-
gemeinen die Punkte eines gewissen Hyperboloides, im Falle von vier

1 C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 166 (1918) S. 734—735 — Nouv. Ann. Math.
Bd. 82 (5) (1924) S. 328—341. — E. CARTAN beweist den obigen Satz mit Hilfe
der Methode des beweglichen Dreikants. Nouv. Ann. Math. Bd. 83 (6) (1925)
S.33—37. Vgl. auch J. PEres: C.R.Acad. Sci.. Paris Bd. 182 (1926) S. 680—682.

2 Bull. Sci. math. Bd. 37 (2) (1913) S. 121—123.

3 Principes et développements de géometrie cinématique, S. 315, 427. Paris
1894.

4 Bull. Sci. math. Bd. 51 (2) (1927) S. 298—302.
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Parametern die Punkte der beiden Leitlinien einer gewissen linearen
Strahlenkongruenz, bei fiinf Parametern gibt es im allgemeinen keine
Punkte, die auf einer Grenzfliche liegen. Ein spezielles System mit fiinf
Parametern bildet der Korper konstanter Breite, der zwischen zwei
parallelen Ebenen so bewegt wird, daB3 er dieselben stets beriithrt. Er
ist von einer konvexen, geschlossenen Fliche konstanter Breite begrenzt.
Die Theorie dieser Flichen bzw. Kurven konstanter Breite, die fiir die
Untersuchung der selbstdndigen hoéheren Elementenpaare wichtig ist,
wurde besonders geférdert u. a. durch E. MEISSNER!, W. BLASCHKE?,
G. Tiercy® und H. Mingkowski% Nach letzterem ist jede Fliche kon-
stanter Breite auch Fldche konstanter Profillinge und umgekehrt®.

24. Geschwindigkeitszustand. In systematischer Weise untersucht
K. FEDERHOFER® auf graphischem Wege den Geschwindigkeitszustand
eines Korpers, der infolge entsprechender Fithrung von Punkten (vgl. 23)
eine zwangldufige Bewegung ausfiihrt; dabei wird durchwegs das Ab-
bildungsverfahren von MAYOR-v. MISES verwendet. Liegt z. B. eine Drei-
punktfithrung vor, d. h. sind zwei Punkte 4, B auf vorgeschriebenen
Raumkurven gefiihrt, ein dritter Punkt C auf einer beliebigen Fliche,
so ist der Geschwindigkeitszustand eindeutig bestimmt, wenn noch die
Griéfe der Geschwindigkeit eines Punktes, z. B. jene des Punktes 4 ge-
wihlt wird, die in die Richtung der Tangente der Fithrungskurve A fillt.

Die fiir die Losung dieser Aufgabe gefundene einfache Konstruktion,
welche die Anlage eines Geschwindigkeitsplanes gestattet, kann auch
dazu dienen, aus den gegebenen Geschwindigkeiten dreier Punkte eines
starren Korpers, die nicht in einer Geraden liegen diirfen, die Elemente
der entsprechenden Schraubenbewegung (b, v, g») zu konstruieren.

Fur die Vierpunkifiihrung, bei der ein Punkt 4 auf einer Raum-
kurve, drei weitere Punkte B, C, D auf vorgeschriebenen Flichen ge-
fithrt werden, 14Bt sich der mit der Annahme von b4 bestimmte Ge-
schwindigkeitszustand zeichnerisch mit Hilfe der geradlinigen Orte fiir
die Geschwindigkeitspunkte'b, ¢, d, die den Systempunkten B, C, D zu-
gehoren, und der darauf befindlichen dhnlichen Punktreihen ermitteln.

Dieses Verfahren gestattet auch eine einfache Konstruktion des Bildes
der Achse der Kongruenz bei der Fithrung des Kérpers auf vier Flachen.

1 Z. Math. Phys. Bd. 60 (1912) S. 92—94. Dort finden sich weitere Literatur-
angaben und Beschreibungen von drei Gipsmodellen, die im Verlage M. Schilling,
Leipzig, Serie XL, 1—3 erschienen sind.

2 Math. Ann. Bd. 76 (1915) S. 504—513.

8 Tohoku Math. J. Bd. 18 (1920) S.90—115 — C. R. des Séanc. de Genéve
Bd. 40 (1923) S. 106—112, 128—130 — Giorn. mat. Napoli Bd. 57 (1919) S. 153
bis 164.

4 Gesammelte Abh. Bd. 2 S. 277—279.

5 Demnach 148t sich ein aus vollkommen biegsamem Material hergestellter
Zylinder in jeder Richtung so tiber die Flache stiilpen, daB er sich langs seines

ganzen Umfanges an die Fliche anschlieBt.
6.a.a. O.8S. 38—51.
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Man ermittelt fiir zwei willkiirliche Annahmen der in der Fiihrungsebene
von A gelegenen Geschwindigkeit dieses Punktes die Antipole e, und
er, der zugehorigen Schraubenachsen und erhilt in der Geraden ¢, ¢, das
Bild der Achse der Kongruenz.

SchlieBlich kann diese Konstruktion zur Aufsuchung der Schrauben-
achse bei der zwangldufigen Fuinfpunktfilhrung benutzt werden; man
wahlt aus den fiinf gegebenen Normalen der Fithrungsflichen zwei
Gruppen aus zu je Vieren und bestimmt fiir jede Gruppe den Antipol
der Achse der ihr entsprechenden Kongruenz; die Verbindungslinie
dieser beiden Antipole ergibt bereits das Bild der Schraubenachse; damit
ist aber auch der Schraubenparameter, der Drehvektor v und der
Spurpunkt g, der Schraubenachse bestimmt.

25. Beschleunigungszustand. Auch fiir die Darstellung des Be-
schleunigungszustandes des gefithrten rdumlichen Systems erweist sich
das Abbildungsverfahren von MAYOR-v. MiSES sehr zweckmiBig!. Liegt
z. B. eine Dreipunktfithrung vor, so ist durch den in (24) konstruierten
Geschwindigkeitszustand und durch die beliebig gewihlte Tangential-
beschleunigung b4 s des Punktes 4 der Beschleunigungszustand ein-
deutig bestimmt.

Die Konstruktion der Beschleunigung bg des auf einer Raumkurve
gefithrten Punktes B stiitzt sich auf die Vektorgleichungen

bB = bB,l + I)B,2 = bA + BE‘A,l + bBA.,2 .

Fafit man hierin die bekannte Beschleunigung b4 mit der durch den Ge-
schwindigkeitszustand bestimmten absoluten und relativen Normal-
beschleunigung bp,; und bp,,1 des Punktes B zu einem Vektor t zu-
sammen, so daBl v = b4 + bps,1 — bp,; und daher nach den obigen
Gleichungen t = bg, 3 — bp4,» wird, so kann die hiernach verlangte Zer-
legung von r ausgefithrt werden, da die absolute Tangentialbeschleuni-
gung mit bg zusammenfillt und bpy 2 | AB stehen muB. Die geordnete
Zusammensetzung der nun bestimmten Beschleunigungsteile liefert die
absolute Beschleunigung bg.

Die Konstruktion der Beschleunigung b des auf einer Fliche ge-
fithrten Punktes C erfolgt sodann mit Hilfe der nach dem obigen Schema
aufzuschreibenden Vektorgleichungen fiir b¢ in einem Beschleunigungs-
plane; dabei findet der aus dem Theorem von MEUNIER folgende Hilfs-
satz von K. FEDERHOFER! Verwendung: Fiir alle im Punkte C durch
be gelegten schiefen Schnitte der Fithrungsfliche liegen die Endpunkte
der in C angesetzten Normalbeschleunigungen in einer Geraden, die zum
Normalschnitte senkrecht steht und durch einen Punkt C, auf CQ, geht

der durch CC, - CQy= v% bestimmt ist, wobei CC die Richtung C.Q0
hat. Qg bedeutet den Kriitmmungsmittelpunkt des durch v¢ und durch

! FEDERHOFER, K.: Kinematik, S.45—47. Eine vollstindige Konstruktion
des Beschleunigungszustandes der Dreipunktfithrung findet man dort in Abb. 37.
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die gegebene Flichennormale gelegten Normalschnittes. Die durch ve
gelegte Parallelebene zu B¢ liefert die Schmiegungsebene der Bahn des
Punktes C; ihr Kriitmmungsmittelpunkt £¢ ist der FuBpunkt des Lotes
aus Q, auf diese Ebene.

VIII. Riumliche kinematische Ketten und Getriebe.

26. Einteilung und Bedingungen fiir ihren Zwanglauf. Je nach der
Art der die einzelnen Glieder einer Raumkette verbindenden Elementen-
paare unterscheidet man a) Raumketten mit nur einfachen Elementen-
paaren, das sind Elementenpaare mit esnem Freiheitsgrade (Schrauben-
paar mit den Sonderfillen des Dreh- und Schiebepaares); b) Raum-
ketten, in welchen auch Elementenpaare mit mehreren Freiheitsgraden
vorkommen (Kreuzgelenk, Drehschiebepaar, Kreuzschieber, kardanische
Aufhingung, Kugelgelenk usw.). Einfache Raumketten enthalten aus-
schlieBlich bindre Glieder, in den zusammengesetzten Raumketten kommen
auch ternire und hohere Glieder vor. Sind in einer Gruppe von Gliedern
einer Raumkette die aufeinanderfolgenden Glieder paarweise mitein-
ander verbunden und schliefit sich das letzte Glied der Gruppe wieder
an das erste an, so liegt nach M. GRUBLER eine geschlossene Gliedergruppe
vor. Eine einfache Kette besteht daher aus einer geschlossenen Glieder-
gruppe.

Die Zwangldufigkeit der rdumlichen kinematischen Ketten, mit deren
Feststellung sich neuere Untersuchungen von M. GRUBLER! und R. MOL-
LER? befassen, ist von den Abmessungen der Glieder und von den
Schraubenparametern véllig unabhingig, sie ist im allgemeinen lediglich
abhédngig von der Zahl der Glieder und der sie beweglich verbindenden
Elementenpaare. M. GRUBLER beweist, daB alle allgemeinen geschlosse-
nen Schraubenketten von n Gliedern und s Schraubenpaaren zwanglaufig
beweglich sind, wenn sie der Bedingung

Ss—6m 4+ 7=0 (1)

geniigen und wenn sie keine geschlossenen Gliedergruppen von weniger
als sieben Gliedern enthalten. Die niedrigste ganzzahlige Losyng dieser
Gleichung fur #» und s ist n = s = 7.

Nach R. BEYER? findet man alle méglichen ganzzahligen Werte-
paare #, s aus

s=7+64, n=17-+52,

wo 4 alle positiven ganzen Zahlen durchliuft.

1 Festschrift zu O. Mohrs 80. Geburtstag, S. 124—133. Berlin: W. Ernst 1916
— Z. angew. Math. Mech. Bd. 6 (1926) S. 487.

2 Die Zwanglaufigkeit kinematischer Ketten. Diss. Techn. Hochsch. Dresden
1920. (Im Druck nicht erschienen.)
3 Technische Kinematik, S. 39. Leipzig: A. Barth 1931.



64 Graphische Kinematik. [150

Doch gilt Gleichung (1) nur dann, wenn die Schraubenachsen nach
Richtung, Lage und Parameter voneinander unabhingig sind. In be-
sonderen Fillen kann % erheblich kleiner sein. Fallen z. B. bei der ein-
fachen Schraubenkette alle Schraubenachsen in eine Gerade, so ist sie
nur dann zwanglidufig beweglich, wenn die Anzahl der Glieder und
Schrauben gleich drei (Dreischraubenkettel) ist und wenn die drei
Schraubenparameter eine lineare Beziehung erfiillen.

Die obige Bedingungsgleichung bleibt aber auch dann giiltig, wenn
die Schrauben ganz oder teilweise durch Drehpaare ersetzt werden,
vorausgesetzt, daB die Schraubenachsen nicht in besonderen Lagen-
beziehungen standen. Schneiden sich die Achsen in einem Punkte oder
sind sie zueinander parallel, dann ist Gleichung (1) zu ersetzen durch

28 —3%n+4=0, (2)
welche fiir sphérische und ebene Gelenkketten gilt und in der g =s
die Anzahl der Drehachsen bezeichnet.

Bei teilweisem Ersatz der Schrauben durch Schieber (Schrauben mit
dem Parameter oo, Prismenpaar) bleibt der Zwanglauf nur bestehen,
wenn in jeder Gliedergruppe nicht mehr als zwei nur Schieber enthaltende
bindre Glieder unmittelbar verbunden sind. Auch darf kein Glied nur
durch Schieber, deren Achsen parallel sind, mit anderen Gliedern ver-
bunden werden.

Fiir die rdumliche Schubkette, bei der alle Schrauben durch Schieber
ersetzt sind, gibt M. GRUBLER als Kennzeichen des Zwanglaufes die Be-
dingung 2s—3n+4=0 (3)
mit # Gliedern und s Schiebern.

(Dieses Kennzeichen stimmt formal mit jenem fiir die ebenen und
sphirischen Drehpaarketten {iberein.)

Die Klarstellung der Zusammenhinge der einzelnen Kriterien fiir
die Zwangldufigkeit rdumlicher und ebener kinematischer Ketten ver-
dankt man R.MULLER?, von dem auch das fiir alle moglichen Sonder-
falle giiltige Kriterium der Zwangliufigkeit fiir zusammengesetzte
Schraubenketten stammt.

Dieses wird besonders einfach fiir solche zusammengesetzte ge-
schlossene Ketten, bei denen in allen geschlossenen Gliedergruppen die-
selben Bewegungsmoglichkeiten auftreten. Sei B der gréfite, in einer
Schar von geschlossenen Gliedergruppen vorhandene Bewegungsgrad?,
dann gilt die einfache Bedingung

(B—1)s—Bn+ (B+1)=0, )

1 Vgl. GrasHoF: Theoretische Maschinenlehre. Bd. 2: Kinematik, S. 67.

2 Vgl. FuBnote 2, S. 63.

3 Dieser entspricht der Zahl der Bewegungsméglichkeiten der Kette, d. i. die
Zahl der Grundbewegungen, auf die die relativen Bewegungen der Glieder mit
Riicksicht auf die Art und gegenseitige Lage der Elementenpaare im Minimum
zuriickgefitlhrt werden kénnen.
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aus der mit den Sonderwerten B = 3 die von M. GRUBLER angegebenen
Zwanglaufbedingungen [Gleichung (2) und (3)] fiir die rdumlichen
Schubketten und ebenen Drehpaarketten, mit B = 2 jene fiir die ebenen
Schubketten, mit B = 6 jene fiir die allgemeinen Schraubenpaarketten
[Gleichung (1)] hervorgehen.

Fiir die technischen Anwendungen im Getriebebau sind von Wichtig-
keit die rdumlichen kinematischen Ketten mit moglichst kleiner Glieder-
zahl. Zu solchen gelangt man durch das von M. GRUBLER! angegebene
Prinzip der Gliederverminderung, das auf dem Satze beruht: Beseitigt
man in einer zwangliufigen Schraubenpaarkette 7 aufeinanderfolgende
Glieder, indem man das erste und das letzte Glied dieser Reihe unmittel-
bar durch ein hoheres Elementenpaar 2 vom Freiheitsgrade ¢ (¢ > 1) be-
weglich verbindet, so bleibt die derart entstehende Kette zwangliufig,
obgleich ihre Gliederzahl sich um ¢ — 1 verringert.

Die Schemata der nach diesem Prinzip sich ergebenden dreigliedrigen
Raumgetriebe (vier Moglichkeiten) und viergliedrigen Raumgetriebe (drei
Moglichkeiten) gab H. ALT® an, von dem auch die Einteilung der Raum-
getriebe in eigentliche und uneigentliche herrithrt. Bei letzteren fithrt
jedes Glied des Getriebes eine komplane Bewegung aus, jedoch sind die
Bewegungsebenen der einzelnen Glieder gegeneinander unter bestimmten
Winkeln geneigt. Die eigentlichen oder allgemeinen Raumgetriebe sind
dadurch gekennzeichnet, dafl ein oder mehrere Glieder rdumliche Be-
wegungen ausfithren, so dafl die Bahnkurven eigentliche Raumkurven
(mit doppelter Kriimmung) sind.

Gliedminderung raumlicher Ketten kann auch oAne Einfithrung von
héheren Elementenpaaren durch besondere Wahl der Richtungen der
Schrauben- oder Drehachsen bzw. der GroBe der Schraubenparameter
erzielt werden.

Die kleinstmogliche Anzahl der Glieder solcher ridumlicher Ketten
betriagt vier. Abgesehen von dem ebenen und sphirischen Gelenkvier-
eck, bei denen die Drehachsen parallel sind bzw. sich in einem Punkte
schneiden und die nach Gleichung (2) zwangliufig sind, gibt es nach
E. Derassus? nur fiinf Typen geschlossener viergliedriger zwangliufiger
Raumketten mit einfachen Elementenpaaren.

1 Z. angew. Math. Mech Bd. 6 (1926) S. 488.

2 Die Elementenpaare von hoherem Freiheitsgrade, deren es viele. gibt, lassen
sich je nach der Berithrung der Elemente in Punkten, Linien oder Flichen unter-
scheiden. Elementenpaare mit Flachenberithrung gibt es nur drei: das Hohl-
zylinderpaar (¢ = 2), das Kugel- und das Plattenpaar ( = 3).

3 Z. Ver. Deutsch. Ing. Bd. 73 (1929) S. 188. Der Aufsatz enthilt auch die
Beschreibung und Abbildung des Madells eines dreigliedrigen Raumgetriebes. Ein
viergliedriges Raumgetriebe beschreibt R. BEYER: Z. Ver. Deutsch. Ing. Bd. 73
(1929) S. 1103.

4 Bull. Sci. math. Bd. 46 (2) (1922) S.283—304 — C. R. Acad. Sci., Paris

Bd. 173 (1921) S. 1331—1333. — Ann. Ecole norm. Paris, Bd. 17 (3) (1900); Bd. 19(3)
(1902). . ,

Ergebnisse der Mathematik. 1. Federhofer. 5



66 Graphische Kinematik. [152

Sind die Achsen der vier Schraubenpaare zueinander parallel, und
wird die Lage der Achsen zueinander durch ihre DurchstoBpunkte mit
einer Normalebene zur Achsrichtung festgelegt, so bestehen folgende
Msglichkeiten:

1. Die Achspunkte, die mit denselben Buchstaben wie die Schrauben-
parameter (p,p,psps) bezeichnet werden, bilden ein Deltoid und die
Schraubenparameter p entsprechen den Beziehungen

br=10s= P2___’21“ £y .

2. Die Achspunkte bilden ein Parallelogramm mit

p1+ b5 = by + P4-
3. Die Achspunkte bilden ein Gegenparallelogramm mit

P1= b3, by = Pa-
Die Fille 2 und 3 konnen nur fiir lauter gleiche Parameter ineinander
ibergefithrt werden.

4. Wenn zwei parallele Schrauben S,S; mit zwei geraden Schiebern
G,G, abwechseln, dann muB p; = p; sein und die Schieber miissen sym-
metrisch zur Ebene der beiden Schraubenachsen liegen.

5. Es existiert keine viergliedrige geschlossene Raumkette mit zwei
Gruppen von parallelen Schraubenachsen. Sind die vier Schrauben-
achsen nicht parallel, dann beweist E. DELAssUS, dal Zwanglauf nur
moglich ist, wenn die Schraubenparameter verschwinden, wenn also die
Glieder der Kette durch nicht zueinander parallele Drehpaare verbunden
sind. Die kiirzesten Abstinde der vier windschiefen Drehachsen miissen
dann ein windschiefes Vierseit mit gleich langen Gegenseiten bilden. Dies
ist die viergliedrige Raumkette von G. T. BENNETT!. Eine bemerkens-
werte Beziehung zwischen diesem Mechanismus und den Eigenschaften
der Ringfliche (Torus) wurde von R. BrRicarp? und F. E. MYArD? auf-
gedeckt. Nach dem Theorem von VILLARCEAU wird die Ringfliche (die
durch Drehung eines Kreises um eine beliebige Gerade seiner Ebene
entsteht) von jeder sie zweipunktig berithrenden Ebene in zwei gleichen
Kreisen geschnitten4. Sei (Fig. 22) 4 einer dieser beiden Schnittkreise
der Ringfliche und T die Schnittlinie der zweipunktig berithrenden
Ebene mit der Aquatorebene, 2 der Mittelpunkt des Kreises 4, wobei
00 = m, so 148t sich die Bewegung eines Punktes S dieses Kreises
einmal darstellen durch eine Drehung des Halbmessers £S5 um die in
Q errichtete Senkrechte QX zur doppelt berithrenden Ebene, anderer-

1 Engrg. 1903 S. 777. — D’OcaGNE, M.: Cours de Géometrie Bd. 2 S. 55.
Paris 1930. — BricarDp, R.: Lecons de Cinématique Bd. 2 S. 193. Paris 1927,

2 Nouv. Ann. Math. Bd. 82 (5) (1924) S. 308—313.

3 C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 192 (1931) S. 1194—1196.

4 Einen sehr einfachen Beweis hierfiir gibt R. BRICARD (FuBnote 2); umstind-
licher ist jener von C. RODENBERG: Z. Math. Phys. Bd. 47 (1902) S. 196—199.
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seits dadurch, daB S auf dem Umfang des die Ringfliche erzeugenden
Kreises C (Mittelpunkt M) wandert, wihrend gleichzeitig dieser Kreis
um die Achse OZ des Torus gedreht wird.

Da S den Kreis 4 beschreibt, so ist die rdumliche viergliedrige Kette
OQSM zwangliufig, in ihr sind je zwei Gegenseiten gleich lang;
F. E. MYARD zeigt, dal bei S nicht, wie es zunichst scheint, ein Kugel-
gelenk erforderlich ist, sondern ein Zylindergelenk, dessen Achse SU
stets in der doppelt berithrenden Ebene liegt und senkrecht zu QS
bleibt. Damit besitzt diese Kette vier windschiefe Drehachsen, die paar-

Fig. 22.

weise aufeinander senkrecht stehen: MY 1 0Z, SULQX und deren
kiirzeste Abstande (das sind hier die Lingen der stabférmigen Glieder)
ein windschiefes Vierseit mit gleich langen Gegenseiten (0Q = MS,
OM = QS) bilden. M. BENNETT nennt ein Tetraeder mit je zwei gleichen
Gegenseiten ein Isogramm. Die Offnungswinkel je zweier Dieder dieses
Isogramms, die zwei Gegenseiten als Scheitellinien besitzen, sind ein-
ander gleich; dabei sind die. Dieder mit den Scheitellinien OM und QS
rechtwinklig, die beiden anderen spitzwinklig. Es liegt somit der Fall
eines rechtwinkligen Isogramms vor. Die Durchfithrung dieser Betrach-
tungen fiir die abgeplattete Ringfliche, die entsteht, wenn die Ebene
des erzeugenden Kreises schief zur Rotationsachse 0OZ verliuft, diese
aber im Mittelpunkt der Ringfliche schneidet, ergibt ein Isogramm mit
paarweise gleichen, von 90° verschiedenen Winkeln, fithrt also zum
BexNETTschen Mechanismus. Es kann daher ein Isogramm deformiert
werden, wihrend die Lingen seiner Seiten und die GréBe der Dieder-
winkel konstant bleiben. Durch Vereinigung von zwei symmetrischen
rechtwinkligen Isogrammen, die zu zwei verschiedenen VILLARCEAUschen
Schnittkreisen einer Ringfliche gehéren, 148t sich nach F. E. Myarp!
eine zwanglaufige rdumliche Kette mit fiinf Drehpaaren bilden, deren

1 C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 192 (1931) S. 1352—1354.
5%
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Achsen einer linearen Kongruenz angehéren; auch lassen sich die Eigen-
schaften der eine Ringfliche in zwei Punkten beriithrenden Kugel
(Theorem von MANNHEIM) zum Aufbau von rdumlichen Drehpaar-
ketten benutzen.

Bei den geschlossenen zwangldufigen raumlichen Ketten mit sechs
Drehpaaren, fiir die R. BRICARD! einige interessante Fille angibt, ge-
hoéren die Achsen in jedem Augenblicke einem linearen Komplex an.
Bilden die Drehachsen ein windschiefes Sechseck, so ergibt sich der von
R. Bricarp2 und G.T. BENNETT? eingehend untersuchte Fall des ge-
lenkigen Oktaeders, dessen Seitenflichen Dreiecke sind; dieses ist dann
deformierbar, wenn je zwei nicht miteinander verbundene Punkte des
Oktaeders entsprechende Punkte sind in der durch eine Strophoidale
(Raumkurve dritter Ordnung) bestimmten Involution; je zwei Paare
dieser Punkte liegen dann auf einem Rotationshyperboloid, dessen Achse
die beiden Doppelpunkte der Involution enthilt.

Wird jeder Punkt einer Punktmenge 4; (1 =1, 2, . . ., m) mit allen
Punkten der Gruppe B; (j =1, 2, ..., n) gelenkig durch starre Stdbe
verbunden, so entsteht (wenn m > 6, #> 4 im Raume, oder m > 3,
7> 3 in der Ebene ist) ein im allgemeinen nicht deformierbares Gelenk-
system; in gewissen, von R. BRicaArD* und B. GAMBIER® untersuchten
Ausnahmefillen ergeben sich jedoch dabei Mechanismen, fiir welche
stetige oder nichtstetige Verinderungen moglich sind.

Fir den Grenzfall unbegrenzt wachsender Zahlen m und # sind die
Punkte 4 und B auf bestimmten Kurven oder Flichen verteilt und es
entsteht das Problem: Die Kurve (4) sei punktweise auf eine andere
Kurve (@) bezogen, ebenso die Kurve (B) auf eine Kurve (b), wobei
die Entfernungen AB und ab entsprechender Punkte einander gleich
sein miissen. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB
ein solcher aus zwei Kurven gebildeter Mechanismus stetig deformierbar
sei, ist, daB eine von ihnen ein Kegelschnitt (oder eine Gerade) sei, oder
auch, daB die beiden Kurven in zueinander senkrechten Ebenen ge-
legen sind®.

Wird ein windschiefes Gelenkviereck so deformiert, dal stets eine
lineare Beziehung zwischen den Quadraten seiner Diagonalen besteht,
dann entspricht nach R. BrRicARD? jedem Punkte einer Seite ein ganz

1 Legons de Cinématique, T.II S. 316ff. Paris 1927.

2 J. de Math. 1897, S. 113. — Bull. Soc. Math. France 1904, S. 269.

3 Proc. London Math. Soc. 1911, S. 309.

4 Nouv. Ann. Math. Bd. 20 (4) (1920) S. 395—400.

5 C. R. Acad. Sci. Paris Bd. 172 (1921) S. 363—366 — J. de Math. Bd. 1 (9)
(1922) S.19—76.

6 Die Theorie steht im Zusammenhang mit gewissen, von DARBOUX und PETER-
SEN bestimmten Fliachen. Vgl. B. GaMBIER: C.R.Acad. Sci., Paris Bd. 172 (1921)
S. 570—573 und obige Fufnote 5.

7 Nouv. Ann. Math Bd. 7 (4) (1907) S.23—28.



1557 Raumliche kinematische Ketten und Getriebe. 69

bestimmter Punkt auf der gegeniiberliegenden Seite, so zwar, daB3 deren
Entfernung bei der Deformation konstant bleibt und daB die Verbin-
dungslinien solcher entsprechender Punkte die Erzeugenden eines Hyper-
boloides sind. Mit Benutzung dieser Eigenschaft, aus welcher die be-
kannte Erzeugung des deformierbaren Gelenkhyperboloides hervorgeht,
gelangt R. BRICARD zu einem deformierbaren Mechanismus von 27 ge-
lenkig verbundenen Stidben, welcher die Vereinigung von sechs ge-
lenkigen Hyperboloiden verwirklicht?®.

Bei den von K. KutzBACH? untersuchten rdumlichen Zweiggetrieben
konnen die Verbindungen zwischen den Leitungen und Ausgleichs-
scheiben ausgefiihrt werden als Koppel mit zwei Kugelgelenken (von
den sechs Bewegungsfreiheiten tritt eine doppelt auf und ist unschidlich)
oder als Kugelzapfen in einem Stein zwischen zwei ebenen Fiithrungen
oder als gewdlbte Flanken mit Punktberiihrung.

Die Anlenkung der Ausgleichscheiben an eine Leitung oder an eine
zweite Ausgleichscheibe muB mit mindestens zwei Bewegungsfreiheiten
(z. B. als Kreuzgelenk) erfolgen. Ist S, die Zahl der nur gekoppelten
Scheiben, S, die Zahl der mit zwei Freiheiten angelenkten Scheiben,
K die Zahl der Koppelverbindungen mit fiinf Bewegungsfreiheiten, so
gilt nach K. KutzBacH als Bedingung der rdumlichen Leitungsver-

zZweigung K, =6S,+2S,+1,

die aus den GRUBLERschen Zwanglaufbedingungen abgeleitet wurde und
von der Anzahl der Leitungen vollkommen unabhingig ist.

Mit der Einfithrung des Begriffes der mechanischen Leltungsver—
zweigung wird die theoretische Behandlung zahlreicher Getriebe auf
gleicher Grundlage erméglicht.

27. Geschwindigkeitszustand. Schon bei den ebenen kinematischen
Ketten fithrt eine analytische Darstellung des Geschwindigkeits- und
Beschleunigungszustandes selbst bei Beschrankung auf die einfachsten
Ketten zu mithsamen, uniibersichtlichen Rechnungen; bei den rdum-
lichen Ketten steigern sich diese Schwierigkeiten in solchem MaBe, daf3
hier wohl nur zeichnerische Losungsmethoden in Frage kommen, die
auf der Anwendung der in (17) und (18) beschriebenen Darstellungs-
verfahren beruhen.

Das Abbildungsverfahren von MAYOR-v. MISES gestattet nach
H. WinTER® das Entwerfen von Geschwindigkeitsplinen fiir raumliche
Getriebe, wobei die zwischen den absoluten und relativen Geschwindig-
keiten der Punkte der bewegten Glieder bestehenden vektoriellen Be-
ziehungen in dhnlicher Weise, wie dies bereits'in (20) und (24) angegeben

1 Ein System dieser Art gab bereits T. LARMOR [Proc. Cambridge Philos. Soc.
Bd. 5 (1884) S. 161] an. R. BRICARD berichtigt einen dort unterlaufenen Fehler
in der Abzahlung der Gleichungen zwischen den Verinderlichen.

2 Maschinenbau Bd. 8 (1929) S. 710—716.

3 Z. angew. Math. Mech. Bd. 10 (1930) S. 274—284.
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worden ist, dargestellt werden. H. WINTER erldutert das Verfahren an
dem Beispiele der rdumlichen Schiebepaarkette, einer sechsgliedrigen
Kette mit je drei zueinander parallelen Drehachsen und an mehreren
Getrieben, in denen auch Elementenpaare mit mehreren Freiheitsgraden
vorkommen. Schon vorher konnte K. FEDERHOFER! die besondere
Eignung dieser Abbildungsmethode fiir die zeichnerische Darstellung des
Geschwindigkeitszustandes des Taumelscheibentriebes zeigen, bei dem
es sich um eine zwangliufige sphéirische Bewegung handelt. Bei dem
Vergleiche mit den von K.STEIN? und K.ScHLAEFKE? fiir dieses Getriebe
angestellten analytischen Untersuchungen tritt die Uberlegenheit der
zeichnerischen Methode klar hervor.

In gleich einfacher Weise lassen sich fiir das sphirische Kurbel-
getriebe und fiir das Doppelkurbelgetriebe (Universalgelenk, HoOKE-
scher Schliissel) die Geschwindigkeitsverhiltnisse durch Zeichnung von
Geschwindigkeitsplinen darstellent. Fiir den sphéirischen Kurbeltrieb
mit dem Offnungswinkel #/2 148t sich das riumliche Getriebe nach
F.O.MULLER® durch ein ebenes Getriebe ersetzen, dessen kinematische
Verhiltnisse nach bekannten Methoden darzustellen sind, doch erhilt
man hierbei nicht unmittelbar die vollstindige Darstellung des Geschwin-
digkeitszustandes; die erforderliche Erginzung ist aber unschwer anzu-
fiigen.

Einfacher erweist sich fiir die Untersuchung der sphérischen Kurbel-
getriebe die Benutzung der Drehzahlvektorenpline von R. BEYER
(vgl. 29). Fiir das zwangldufige konische oder sphirische Gelenkviereck
— bei welchem die vier Glieder a, b, ¢, 4 aufeinanderfolgend durch Dreh-
gelenke verbunden sind, die sich in einem Punkte schneiden, so daB
die Lingen dieser Glieder auf einer um diesen Punkt beschriebenen Kugel
als Stiicke gréBter Kreise zu messen sind — stehen die Drehvektoren
der relativen Drehungen der Glieder gegeneinander in folgendem Zu-
sammenhange

Waq = Wep + Wpe + Weyq -

Wird z. B. das Glied d festgehalten, und erfahrt das damit gelenkig ver-
bundene Glied @ den Antrieb mit der gegebenen Winkelgeschwindigkeit
Wyq, so sind die relativen Drehvektoren 0,3, tvp, und der absolute Dreh-
vektor w.q des so entstandenen sphirischen Getriebes durch Zerlegung
von 1,4 nach den bekannten Richtungen der Drehachsen leicht zu ge-
winnen. Die Konstruktion wird besonders einfach fiir die sphéirische

1 Z. angew. Math. Mech. Bd. 9 (1929) S. 312—318.

2 Z. Ver. Deutsch. Ing. Bd. 72 (1928) S. 459—463.

3 Uber die Konstruktionsgrundlagen von Flissigkeitsgetrieben mit Taumel
scheibe unter besonderer Beriicksichtigung des Kraftwagenbaues, S. 18 —27. Diss.
Techn. Hochsch. Berlin.

4 FEDERHOFER, K.: Graphische Kinematik und Kinetostatik, S. 71—81.

5 Z. Ver. Deutsch. Ing. Bd. 73 (1929) S. 117—125.
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Schubkurbelkette?, bei der zwei seiner Glieder die Werte #/2 annehmen;
hier kann durch geeignete Wahl der Projektionsebenen erreicht werden,
daBl im AufriB oder GrundriB3 eine der Projektionen der Drehvektoren
verschwindet 2.

Zu einer anschaulichen Darstellung des Geschwindigkeitszustandes
von Raumgetrieben gelangt R. BEYER® durch wiederholte Anwendung
seiner Konstruktion fiir den Momentvektor (18), wobei vorwiegend nur
horizontale und. vertikale Hilfslinien benttigt werden. Eine graphische
Darstellung des Verlaufes der Geschwindigkeiten fiir die rdumlich
schwingende Kurbelschleife auf Grund der Abbildung von MAYOR-
v. M1sEs stammt von K. FEDERHOFER?; eine darstellend-geometrische
Losung gibt nachher R. BEYERS.

28. Beschleunigungszustand. Fiir die Ermittlung der Beschleuni-
gungsverhiltnisse von rdumlichen Getrieben gilt das in der Einleitung
zu (27) Gesagte in verstirktem MaBe. Bei der Schwierigkeit der hier zu
I6senden Aufgaben werden freilich auch die graphischen Lésungen schon
ziemlich mithsam. Fir einige allgemeine Raumgetriebe wurden solche
Loésungen angegeben von H. WiINTER® und R. BEYER3. Erhebliche Ver-
einfachungen ergeben sich aber bei sphirischen Getrieben. Sind die Ge-
schwindigkeiten eines Systempunktes oder die Drehvektoren der ein-
zelnen Glieder des sphirischen Getriebes nach (27) fiir einen Umlauf
konstruiert worden, so kénnen die zugehorigen Hodographen gezeichnet
werden, aus denen sich nach (1) die Beschleunigungen des Systempunktes
bzw. die Winkelbeschleunigungen der Drehungen der einzelnen Glieder
fiir alle Lagen des Getriebes konstruieren lassen.

Soll hingegen die Beschleunigung eines Systempunktes nur fiir eine
Stellung des Getriebes konstruiert werden ohne vorherige Zeichnung der
Hodographen, so stiitzt sich die zum Ziele fithrende Konstruktion auf
den Zusammenhang zwischen den Beschleunigungen zweier Punkte
eines Gliedes, die sich auf bekannten Bahnen bewegen. Liegt z. B. ein
geschriankter sphérischer - Kurbeltrieb vor, bestehend aus dem fest-
gehaltenen Gliede d, den beiden sphirischen Kurbeln 4, ¢, in deren End-
punkten 4 und B die Koppel b angelenkt ist, so bewegen sich die Punkte
4, B auf gegebenen Kreisen, und zwar der Punkt 4 mit gegebener Ge-
schwindigkeit b4 und Beschleunigung b4, und es besteht der Zusammen-

hang bg =04+ Dbpa.

1 Uber die aus der sphirischen Viergelenkkette abgeleiteten spharischen Ge-
triebe vgl. W. JAHR u. P. KNECHTEL: Grundziige der Getriebelehre Bd. 1 S. 344
bis 361. Leipzig: Dr. M. Janecke 1930.

2 BEVYER, R.: Technische Kinematik, S. 389—393; 415—417.

3 Vortrag auf der Tagung fiir Getriebetechnik in Karlsruhe, 1931.

4 S.-B. Akad. Wiss. Wien Abt. ITa, Bd. 138 (1929) S. 27—34.

5 Jber. Vereinig. Techn. Schulen Zwickau 1929/31.

6 Beitr. zur Kinematik und Kinetostatik der Getriebe. Diss. Techn. Hochsch.
Graz 1930.
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Die Zerlegung der absoluten Beschleunigung bp und der relativen
Beschleunigung bps in den normalen und tangentiellen Anteil und die
Zusammenfassung von by mit den durch den Geschwindigkeitszustand
festgelegten Normalbeschleunigungen zu einem Vektor t ergibt

t="b,+ bps,1 — bp,1 = bp,2 — bpa,s2;

die hiernach verlangte Zerlegung von t ist unschwer zu bewirken, da
die Richtung von bg,s bestimmt ist und bpy,s senkrecht auf AB stehen
muB. Solcherart ergibt sich analog wie beim ebenen Kurbelviereck ein
Beschleunigungsplan, der die obengenannten Beschleunigungsteile ver-
einigt; von ihm ausgehend kénnen sodann die Beschleunigungen weiterer
Systempunkte konstruiert werden. Die Konstruktion des Vektors der
Winkelbeschleunigung fiir die sphirische Bewegung der Koppel b er-
folgt nach (21) mit der Vereinfachung, daB der Beschleunigungspol in
den Kugelmittelpunkt fillt. K. FEDERHOFER! hat auf Grund dieser von
ihm herrithrenden Uberlegungen erstmals die Beschleunigungspline fiir
eine Reihe sphirischer Mechanismen (mit Benutzung der Methode 17)
konstruiert und auch den Beschleunigungszustand der rdumlich schwin-
genden Kurbelschleife? erledigt, wobei die Gesetze der rdumlichen Re-
lativbewegung (Beriicksichtigung der Zusatzbeschleunigung von Co-
RIOLIS) graphisch zur Darstellung gelangten; die zeichnerische Behand-
lung des Geschwindigkeitszustandes fithrte dabei ungezwungen zur Ein-
fithrung des ,,Bildhodographen (1).

" R. BEYER3 hat den letzterwihnten Mechanismus neuerlich behandelt,
indem er die dort vorkommenden Vektorprodukte nach seinem Verfahren
(18) konstruierte.

F. O. MULLER? untersucht die Beschleunigungsverhiltnisse beim
sphérischen Kurbeltrieb und bei verwandten Mechanismen mit Hilfe
der Einfithrung ebener Ersatzgetriebe (vgl. 27).

29. Umlaufgetriebe. Die Untersuchung der kinematischen Verhilt-
nisse in Umlaufgetrieben und am Réderknie erhielt besondere Anschau-
lichkeit durch die von K. KutzBACH? eingefilhrten Drehzahlpline, die
auch eine einfache Ableitung der Ubersetzungsverhiltnisse solcher Ge-
triebe ermoglichen. Hierbei werden die absoluten und relativen Winkel-

1 Graphische Kinematik und Kinetostatik, S. 72—80 — Z. angew. Math. Mech.
Bd. 9 (1929) S. 316—318. — Vgl. auch R. BEYER: Technische Kinematik, S. 415
bis 418.

2 S.-B. Akad. Wiss. Wien Abt. IIa, Bd. 138 (1929) S. 27—34. Zur Kenn-
zeichnung der Umstandlichkeit der analytischen Losung ist diese auch im Anhange
dieser Arbeit kurz skizziert. '

3 FuBnote 5, S. 71.

4 Z. Ver. Deutsch. Ing. Bd. 73 (1929) S. 117—125. — Bemerkung hierzu von
R. BEYER: ebenda S. 1103.

5 Maschinenbau Bd. 6(1927) S.1087. —Vgl.auch Hiitte, Des Ingenieurs Taschen-
buch, 25. Aufl. Bd. 2, 1. Abschnitt: Maschinenteile.
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geschwindigkeiten (bzw. die ihnen proportionalen Drehzahlen) der auf-
einander rollenden Rédder durch Strecken nach dem folgenden Verfahren
dargestellt.

Sind die Geschwindigkeiten zweier Punkte AB bei der ebenen Be-
wegung des Systems ¢ zueinander parallel (Fig. 23), so liegt der momen-
tane Drehpol O im Schnitte von AB mit der die Spitzen ab der Ge-
schwindigkeitsvektoren verbindenden Geraden, die nach W. HARTMANN
die ,,9-Linie’ heit (vgl. 18). Sie schlieBt mit AB den Winkel ¢ ein,
und es ist tg ein MaB fiir die Winkelgeschwindigkeit. Um mit Lingen
zu operieren, zieht man eine Normale # zu
AB als Basis des Drehzahlplanes, fiir den der
in beliebiger Entfernung @ von % gewihlte
Punkt O, der Pol ist. Eine Parallele durch
letzteren zur ,,9-Linie** schneidet # in &, und
es stellt Se = atg? bei Beriicksichtigung
der MaBstabskonstanten die Winkelgeschwin-
digkeit w,,bzw. die Drehzahl ., des Systems &
gegen die ruhende Ebene o dar. Wird die
Konstruktion fiir alle Rider eines Umlauf-
getriebes mit gleichem Pole und gleicher
Basis ausgefiithrt, wobei auf die Berithrungs-
bedingungen der gekimmten Réder zu achten
ist, so erhilt man den Drehzahlplan des Ge-
triebes.

Die Darstellung der kinematischen Ver-
héltnisse an Kegelriderumlaufgetrieben ge-
schieht nach R. BEYER?! am einfachsten durch Zeichnung von Drehzahl-
vektorplinen, die auf der wiederholten Anwendung des Satzes vom
Parallelogramm der Drehvektoren  (und der ihnen proportionalen
Drehzahlen) fiir sich schneidende Drehachsen nach der Gleichung
;5 = s + 10 beruhen; sie gestatten auch eine rasche rechnerische
Aufstellung der Ubersetzungsverhiltnisse der Kegelrider und bieten
ebenso wie die Drehzahlpline die Moglichkeit zur einfachen Losung
hierher gehoriger getriebesynthetischer Fragen?.

30. Verzahnungstheorie. Die allgemeine Theorie der Verzahnung
zweier Rider mit parallelen oder sich schneidenden Achsen (Stirnrader
oder Kegelridder) beruht auf einigen allgemeinen Satzen der kinematischen
Geometrie der Ebene und der Kugel; die verschiedenen Verzahnungs-
arten, deren Haupttypen die Zykloidenverzahnung, die Triebstockver-
zahnung und die Evolventenverzahnung sind, haben infolge ihrer be-
sonderen Bedeutung fiir die Praxis der Zahnradkonstruktionen schon

U Linje

Fig. 23.

1 Maschinenkonstrukteur Jg. 62 (1929) Nr. 2/3 — Maschinenbau Bd. 8 (1929)
S. 718. .
2 R. BEYER, Technische Kinematik, S. 384.
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lingst eingehende theoretische Bearbeitung gefunden!. Als Unter-
suchungsmethoden kommen dabei in Betracht fiir die erste Type die
Methode der Hilfspolbahnen, fiir die zweite die Methode der Aqui-
distanten, fiir die dritte die Methode der sekundiren Polbahnen. Nach-
dem bereits F. KLEIN in seinen Vorlesungen auf die enge Beziehung der
Verzahnungstheorie mit der Lieschen Theorie der Berithrungstransfor-
mationen hingewiesen hatte, wurde dieser Zusammenhang fiir die
ebenen Zahnrider im einzelnen analytisch und geometrisch entwickelt
von F.SCHILLING2.

Die allgemeine Theorie der Verzahnung zweier Rider mit gekreuzten
Achsen, die bis zum Beginne dieses Jahrhunderts kaum iiber die Arbeiten
TH. OLrviErs® und H. ResaLs? hinausgekommen war, wurde von
M. DisTELI® durch Heranziehung der Schraubentheorie im wichtigsten
Falle der Lintenverzahnung — wobei die Arbeitsflanken der Radzihne
windschiefe Regelflichen sind — in einer Weise erledigt, die der Zyklo-
idenverzahnung der Stirn- und Kegelrdder in vollstindiger Analogie zur
Seite gestellt werden kann. Bei den bekannten Verzahnungsarten in der
Ebene und auf der Kugel kommt der Eingriffslinie grundlegende Be-
deutung zu, da aus gewissen ihr auferlegten Bedingungen, wie M. D1sTELI®
bemerkt hat, diese Verzahnungsarten hervorgehen; eine analoge funda-
mentale Bedeutung besitzt die Eingriffsfliche fur das Verzahnungs-
problem der Hyperboloidrader.

Sind 0, und o0, die windschiefen Achsen zweier Réder, die sich mit
—o, und w, drehen, @, und @, die Oberflichen zweier mit ihnen ver-
bundener Zihne, 3, und 3, die Systeme, denen @, und &, angehoren,
endlich 2’ das ruhende Bezugssystem, so ergeben sich die zu den beiden
Drehungen gehérenden Grundhyperboloide H; und H, aus der Betrach-
tung der relativen Bewegung beider Drehungen gegeneinander und es
ist die Achse dieser relativen Schraubenbewegung die gemeinsame Be-
rithrungskante X beider Hyperboloide, wihrend ihre Winkel- bzw.
Schiebungsgeschwindigkeit die relative Roll- bzw. Gleitgeschwindigkeit
darstellen, mit welchen die beiden Axoide aufeinander schroten; beide
Hyperboloide besitzen den gleichen Verteilungsparameter. Die drei

1 Vgl. A.ScHOENFLIES: Enzykl. d.Math. Wiss. Bd. 4; Kinematik, S.261—267.—
Eine Einfithrung in das Gebiet der ebenen Verzahnungstheorie mit Zusammen-
stellung ihrer allgemeinen Satze gibt F. ScHILLING: Z. Math. Phys. Bd. 51 (1904)
S.1—29 sowie Bd.44 (1899) S.214—227. Hier findet man auch die Beschreibung
instruktiver kinematischer Modelle zur ebenen Verzahnungstheorie, die im Ver-
lage M. Schilling (Leipzig) als Serie XXIV (Nr. 1—7), XXXI (Nr. 1—11) erschienen
sind.

2 Z. Math. Phys. Bd. 54 (1907) S.281—317, 337—364; auch Jber. Deutsch.
Math.-Vereinig. Bd. 11 (1902) S. 267 —2609.

3 Théorie géométrique des engrenages. Paris 1842.

4 C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 117 (1893) S. 391 —398.

5 Z. Math. Phys. Bd. 51 (1904) S. 51—88; Bd. 59 (1911) S. 244 —298.

6 Z: Math. Phys. Bd. 56 (1908) S.233—257.
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Achsen o, 0, X legen das sog. Grundzylindroid G fest. Die Eingriffs-
flaiche der windschiefen Profilflichen, das ist der Ort ihrer Berithrungs-
linien im System X, wird nach M. DISTELI erhalten als Bahnfliche einer
beliebigen Geraden eines riumlichen Hilfssystems o, dessen Bewegung
im ruhenden System 3 durch Abschroten eines gewissen Axoids H
auf dem Grundzylindroid erfolgt; in 2} und 2, beschreibt dann diese
Gerade die zu ihr gehérigen Profilflichen @,, @, einer Verzahnung fiir
geradlinigen Eingriff. Bei der Bewegung von o beschreibt aber auch
die festbleibende Achse X im beweglichen System eine Regelfliche W,
die auch als Rollfliche bei der umgekehrten Bewegung von X' in ¢ durch
die Achse X beschrieben wird ; sie ist die Evolventenfliche von H, deren
Abschroten auf den Grundhyperboloiden die Riume 2; und 23, in
Drehung versetzt.

Es bilden demnach das Grundzylindroid G und das Axoid H die
primiren Axoide der Eingriffsfliche, das Grundhyperboloid und die
Wilzungsfliche W die primiren Axoide der Profilflichen.

Die Ubertragung des ganzen Bewegungsvorganges in der unendlich-
fernen Ebene auf die Kugel (sphirische Abbildung der hyperboloidischen
Verzahnung mit geradlinigem Eingriffe), wobei alle Richtungskegel
parallel an einen Fixpunkt verschoben werden, fiihrt zur allgemeinsten
Zykloidenverzahnung der Richtungskegel! der Grundhyperboloide, wes-
halb die Verzahnungen der Hyperboloide als rdumliche Zykloidenver-
zahnungen zu bezeichnen sind. Sie lassen sich daher ebenso einteilen
wie die Verzahnungen ihrer Richtungskegel.

Reduziert sich das primire Axoid H auf eine Erzeugende des Grund-
zylindroids, dann wird der Richtungskegel der Eingriffsflache ein gerader
Kreiskegel und es fallen Eingriffsfliche E und Wilzungsfliche W mit
der zugehorigen offenen scharfgingigen Schraubenfliche zusammen,
wir haben das rdumliche Analogon zur gewdhnlichen Zykloidenver-
zahnung der Kegelrider.

Die allgemeine rdumliche Evolventenverzahnung ergibt sich, wenn
die Eingriffsfliche und die Profilfliche durch die sekundiren Axoide
dargestellt werden, wobei der Richtungskegel des ruhenden sekundiren
Axoids der Evolutenkegel des Richtungskegels der Profilfldche ist; doch
muB zur Erreichung vélliger Allgemeinheit dieser Verzahnung noch eine
willkiirlich zu wihlende Schiebung des beweglichen Axoids lings der
Erzeugenden der Profilfliche hinzugenommen werden. Artet der Rich-

1 Durch Angabe des Richtungskegels der Eingriffsfliche ist diese selbst voll-
standig bestimmt und mit ihr auch alle Regelflichen der Verzahnung. Die Kon-
struktion der Profilfliche erfolgt am einfachsten durch Bestimmung ihrer Spur-
kurven in zwei zur Achse des Hyperboloids normalen Ebenen (z. B. in der Teil-
kreis- und Kehlkreisebene). Eine vollstindig durchgefithrte Konstruktion der
Profilflichen gibt M. DistELI: Z. Math. Phys. Bd. 51 (1904) S. 82—88. — Vgl.
auch R. CrRAIN: Schraubenrider mit geradlinigen Eingriffsflichen, Diss. Techn.
Hochsch. Berlin 1907 — Werkstatt-Technik Bd. 1 (1907).
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tungskegel der Eingriffsfliche in ein ebenes Strahlenbiischel aus, so ent-
steht die gewdhnliche rdumliche Evolventenverzahnung; doch kann
hier das Zusammenfallen der Eingriffsfliche und des beweglichen Axoids
mit der gleichen offenen flachgingigen Schraubenfliche (welche zu der
auf X senkrecht stehenden Schraube des Grundzylindroids G gehort)
nur durch gewisse, im allgemeinen zuldssige Ndherungen erzielt werden,
wodurch dann das vollstindige Analogon zur Evolventenverzahnung in
der Ebene und auf der Kugel erreicht wird.

Die von M. DisTeLI zur Erzeugung der Eingriffsfliche benutzte Be-
wegung des Hilfssystems ¢ kann in enge Verbindung gebracht werden
mit der Theorie der BERTRANDschen Kurven!, da durch jedes Paar
solcher Kurven eine bestimmte Bewegung dieser Art festgelegt ist, deren
Rastaxoid das Grundzylindroid ist und deren Gangaxoid aus den Strik-
tionsstrahlen der Hauptnormalenfliche der BERTRANDschen Kurven
besteht. Die eine Fliche besteht aus den Striktionsstrahlen der anderen.
Die graphische Darstellung des Falles, daf8 diese Kurven Schrauben-
linien sind, wurde von M. DisTELI? und R. CRAIN? gegeben. Die Be-
stimmung der BERTRANDschen Kurven erfordert allgemein drei Quadra-
turen, es stoBt daher deren praktische Verwendung zur Ableitung von
Profilflichen, die bei bekannten BERTRANDschen Kurven ohne weitere
Integration ermittelt werden kénnen, auf gewisse Schwierigkeiten.

Hingegen 146t der Fall abwickelbarer Profilflichen verhdltnismiBig
einfache Konstruktionen zu; dieser Fall erfordert indes eine gesonderte
Behandlung, da sich bei der Bewegung zweier Regelflichen gegenein-
ander die abwickelbaren ganz anders verhalten wie die windschiefen?®.

E. STUBLER? erledigt den Fall der abwickelbaren Profilflichen, der
wegen der leichteren Herstellung solcher Flichen praktisch wichtig ist,
vollkommen mit der Lehre vom Nullsystem dieser Verzahnung. Die
Eingriffsfliche wird von den Profilflichen beim Eingriff in den Punkten
einer Kurve (g) beriihrt, welche eine Orthogonaltrajektorie aller Se-
kanten N von o, und o, ist. Kennt man (g), dann liBt sich eine Ein-
griffsfliche fiir abwickelbare Flichen konstruieren; man legt durch
jeden Punkt von (g) die Achsensekante N und die dazu senkrechte
Ebene ¢ und erhilt dann in der Projektion von N* in der Richtung der
Zentralachse des Nullsystems auf ¢ eine Erzeugende der Eingriffsfliche.

1 Enzykl. d. Math. Wiss. Bd. 3 S. 230—237. — SaLkowsKI, E.: Math. Ann.
Bd. 69 (1910) S. 560—579.

2 Vgl. FuBnote 1, S. 75.

3 Letztere kénnen sich namlich nur beriihren, wenn die Zentralpunkte der
beiden zusammenfallenden Erzeugenden sich decken, fur die Berithrung zweier
abwickelbarer Flachen ist aber dieses Zusammenfallen der Zentralpunkte nicht
Bedingung.

4 Z. angew. Math. Mech. Bd. 2 (1922) S. 429—446.

* N stellt die gemeinschaftliche Normale der Eingriffsfliche und der Profil-
flachen im Punkt ¢ dar.
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Jeder Verzahnung mit abwickelbaren Flidchen 148t sich eine kon-
struktiv einfach zu behandelnde konische Verzahnung (die sphirische
Abbildung) zuordnen und es kann umgekehrt aus jeder konischen Ver-
zahnung eine solche mit abwickelbaren Profilflichen bei gekreuzten
Radachsen hergeleitet werden. Aus dem Richtungskegel der Normalen
N® der konischen Verzahnung ergibt sich graphisch die durch o, o,
gehende Regelflache der Achsensekanten N. Die Ermittlung einer Or-
thogonaltrajektorie der Regelschar N, mit der die Eingriffsfliche und
damit auch die Profilflichen bestimmt sind, macht allerdings im all-
gemeinen die Integration der Differentialgleichung fiir (¢) erforder-
lich?, doch 14Bt sich deren Ergebnis in einigen wichtigen Fillen mit
Beachtung eines von E. STUBLER? angegebenen geometrischen Satzes
iiber die Orthogonaltrajektorien der Erzeugenden einer Regelfliche vor-
hersehen. E. STUBLER? behandelt auch das Problem der allgemeinen
rdumlichen Verzahnung mit krummlinigem Eingriffe und zeigt, daf3 die
Herleitung aller einer gegebenen Eingriffsfliche zugehérigen Profil-
flichenpaare auf eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung
fithrt, deren Losung fast ganz durch geometrische Betrachtungen ersetzt
werden kann; hierbei sind die sog. Gleitkurvenpaare von besonderer Be-
deutung, das sind diejenigen Kurvenpaare auf den Profilflichen, die bei
der Zahnradbewegung aneinandergleiten und sich stets beriithren. Zu
jeder Orthogonaltrajektorie (g) einer durch o,0, gehenden Regelfliche
gibt es ein Gleitkurvenpaar G,G,, das aus der Kurve (g) durch eine
graphische Integration abgeleitet werden kann; durch Zusammen-
setzung der beiden Gleitkurven entstehen dann die Profilflichen @,
und @,.

Ist die Profilfliche @, beliebig vorgegeben, dann ergibt sich die zu-
gehorige Eingriffsfliche dadurch, daB8 zunichst fiir die aus der Drehung
von @; um o, folgenden Lagen von @, die Berithrungskurve mit @, er-
mittelt wird, welche die Charakteristik beziiglich der durch das Null-
system bestimmten Schraubung um dessen Zentralachse ist; die Ein-
griffsfliche setzt sich aus diesen Charakteristiken zusammen. Fiir
spezielle Profilflichen ergeben sich einfache Konstruktionen, z. B. fiir
die Schraubenfliche und senkrecht gekreuzte Radachsen4.

Hinsichtlich der Kriimmungsverhiltnisse sei verwiesen auf die fiir
die exakte Verzahnung auf der Kugeloberfliche grundlegenden Arbeiten

1 Ist o, die Z-Achse eines orthogonalen Achsenkreuzes, beziiglich dessen die
Achse o, durch die Gleichungen # = a, ¥ = z tg & bestimmt ist, dann lautet die
Gleichung fur (g):

* —a)(xdy + ydy) + (¥2 — aycotga)dz = 0.

2 Z. angew. Math. Mech. Bd. 2 (1922) S. 438 (Satz III).

3 Z. angew. Math. Mech. Bd. 2 (1922) S. 440—446.

4 Vgl. die von E. STUBLER angegebene Konstruktion der Eingriffsflache des
Schneckengetriebes: Z. Math. Phys. Bd. 60 (1912) ‘S. 244—274.
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von W. HARTMANN!? iiber die Kugelzykloiden und Kugelevolventen, auf
die Untersuchungen von E. STUBLER? iiber die Kriimmung der Profil-
flichen und auf die von G. KoENiGs? stammende Konstruktion der
Kriimmungselemente in einem Punkt einer Flidche, die eine gegebene,
beliebig bewegte Fliche einhiillt, endlich auf das von M. DI1sTELI* ge-
fundene rdumliche Analogon der SAvARyschen Gleichung und ihrer Kon-
struktion. Hier treten an die Stelle der Kriimmungskreise der Polbahnen
gewisse Regelschraubenflichen der abschrotenden Axoide, die infolge
ihrer geometrischen Beziehungen zu den letzteren als deren Striktions-
schraubenflichen zu bezeichnen sind. An die Stelle der Punktbahn tritt
im Raume die von einer beliebigen Geraden beschriebene Regelfliche;
das rdumliche Analogon der Savaryschen Konstruktion ermoglicht die
Konstruktion der augenblicklichen Striktionsschraubenfliche dieser
Regelfliche, wenn die augenblicklichen Striktionsschraubenflichen der
beiden Axoide bekannt sind3.

Im Zusammenhange mit dem SAvarRyschen Analogon leitet M. Di-
STELI auch die Sitze von BoBILLIER und ARONHOLD fiir die allgemeinste
rdumliche Bewegung ab.

IX. Endliche Bewegungen des starren Korpers.

Die Aufeinanderfolge zweier endlicher Drehungen eines starren Korpers
um zwei parallele Achsen O, und O, mit den Drehwinkeln ¢, und ¢, er-
gibt bekanntlich eine Drehung mit dem Drehwinkel ¢ = ¢, + @, um
eine zu O, parallele Achse O, deren DurchstoBpunkt o mit einer Nor-
malebene zu O gefunden wird, indem an die Gerade 0,0, in O, der
Winkel £ ¢,, in 0, der Winkel —% @, angetragen wird; o liegt im Schnitte
der freien Schenkel dieser beiden Winkel. Folgen #» Drehungen um die
parallelen Achsen 0, 0,. .. O, mit den Drehwinkeln @, @, ...@%... ¢, auf-

n
einander, so ist der resultierende Drehwinkel ¢ = >' ¢y, die resultierende
T

Drehachse O kann durch # — 1 malige Wiederholung des vorstehenden
Verfahrens gefunden werden. Diese umstéindliche Konstruktion 148t sich

nach A.Z1weT® wesentlich vereinfachen. Sei 4 ein Punkt des Kérpers,

der aus einer durch den Vektor 1y = ole gegebenen Ausgangslage durch

die # Drehungen in die Endlage A4,(tn = olA ») gelangt, so 148t sich

1 Die Maschinengetriebe 1913 S. 391—439.

2 Z. angew. Math. Mech. Bd. 2 (1922) S. 435—436.

3 C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 152 (1911) S. 1463 —1465; Bd. 153 (1911) S. 998
bis 999 — J. de Math. Bd. 8 (6) (1912) S. 103—158.

4 Z. Math. Phys. Bd. 62 (1914) S. 261 —309.

5 Der Fall, daB die beiden Axoide Rotationshyperboloide sind, ist besonders
behandelt von M. Dister1: Z. Math. Phys. Bd. 59 (1911) S. 292—298.

6 Bull. Amer. Math. Soc. Bd. 14 (1908) S.208—212.
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zeigen, daf3 tn = €191y 4 1,

worin
ty = elon{. . [e?s (ei%2¢; + ) FC5] + - Cuoa} o

ein von der besonderen Lage des Punktes 4 unabhingiger, nach Fig. 24

leicht konstruierbarer Vektor ist und 0,0, = ¢;, 0305 = ¢y . .. die ge-

richteten Seiten des durch

die Drehpunkte 0,0,...0p

gebildeten #-Eckes bedeuten,

n
so daB X ¢ = 0.
1

Demnach setzt sich die
resultierende Verschiebung
von A zusammen aus einer
Drehung um O; mit dem

N\,
Winkel ¢ und aus der Trans- ‘t\ ;7\“‘“
lation t, von O,. Der Orts- 47

vektor t = 0,0 fiir den Dreh-
punkt o der gleichwertigen
einfachen Drehung um o er-
gibt sich mit t,=1y=rausder

—
ersten Gleichung zu (1 — €°%) t=t, oder t = ¢ 2 t,. Hiernach liegt
2 sm—z-

der Punkt o in der Spitze eines gleichschenkligen Dreieckes, dessen Basis
0, tn ist und dessen Winkel bei o gleich ¢ oder 27t — g ist, je nachdem
@ < 7. Im ersten Falle ist der Drehsinn 0,0 positiv, im letzteren
negativ. Fiir ¢ = 7 besteht die resultierende Bewegung in einer Um-
wendung um den Mittelpunkt von o0,4,, ¢ = 0 liefert die reine Trans-
lation t,; dieser Fall liegt vor, wenn die Drehwinkel ¢, @y . .. Pn bzW.
gleich sind den AuBenwinkeln des Polygons der Drehpunkte 0,0, . . . 0,
und wenn dieses Polygon konvex ist1.

Die Zusammensetzung endlicher Drehungen um zwei sich schneidende
Achsen wird durch eine sehr einfache Konstruktion von C. RUNGE?2
erméglicht, die auf der Ausniitzung der bekannten Eigenschaft der stereo-
graphischen Projektion beruht, wonach den Drehungen einer Kugel um
ihre Durchmesser Transformationen in der Projektionsebene entsprechen,
die Kreise auf der Kugeloberfliche in Kreise in der Abbildung iiber-
fithren®. Enthalten erstere das Projektionszentrum, so sind deren Bilder

! Die Translation verschwindet bekanntlich nach W. R. HAMILTON dann, wenn
dieses Polygon ein Dreieck ist und die Drehwinkel gleich den doppelten AuBen-
winkeln sind. Lectures on Quaternions, Dublin 1853. §§ 217, 344.

2 Z. Math. Phys. Bd. 48 (1903) S. 435—442.

3 Uber die analytische Darstellung dieser Transformationen vgl. L. R. ForD:
An intoduction to the theory of automorphic functions. London 1915.
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gerade Linien. Hiernach kann die Zusammensetzung zweier endlicher
Drehungen ganz dhnlich wie jene zweier sich schneidender Krafte erfolgen,
nur geht die Resultierende nicht durch den gemeinschaftlichen Angriffs-
punkt; daher ist auch die resultierende Drehung nicht mehr unabhangig
von der Reihenfolge der beiden Teildrehungen. Dieses Verfahren er-
moglicht auch die Zerlegung einer gegebenen Drehung in drei endliche
Drehungen um vorgeschriebene Achsen.

Eine Reihe interessanter Sitze iiber die -endliche Bewegung eines
starren Kérpers verdankt man E. HENRIOT!. Sei X ein in ebener Be-
wegung befindliches ebenes System, @ eine feste Achse in X', v, die

fiir alle Punkte der Achse a gleiche Gleitgeschwindigkeit, dann ist
¢

T = / vedt der ganze tangentiale Weg der Achse a wihrend der Zeit

to
ty bis t*.

Ist a, eine Achse von X, fiir die der ganze tangentiale Weg T ver-
schwindet, dann ergibt sich fir eine im Abstande 7 gelegte parallele
Achse a

T=ry,

wobei 9 den ganzen Drehwinkel des Systems X' wihrend der Zeit ¢,
bis ¢ angibt; die Beziehung ist unabhingig von der Richtung von a,.
Ist 9 von Null verschieden, dann schneiden sich alle co! Achsen g, in
einem Punkte P, dem Mittelpunkt der endlichen Bewegung des ebenen
Systems X fiir den betrachteten Zeitraum (f,, ). Wird dieser Zeitraum
(o, ) in n. endliche Intervalle (fof;), (ffs), ..., (fa—1f) zerlegt, denen
die endlichen Drehwinkel ¥, ¥, . . . ¥, und die Mittelpunkte P, P, . .. P,
entsprechen, so ergibt sich der Mittelpunkt P der resultierenden end-
lichen Bewegung als Schwerpunkt der mit den Massen ¥, ¥,, . .., ¥
belasteten Punkte P,, P,, ..., Py**. Mit # — oo werden die Zeitinter-
valle unendlich klein, die Bewegungsmittelpunkte P;, P,, . . ., P, werden
die aufeinanderfolgenden, auf dem Bogen 0,0 der Gangpolbahn I in
2’ liegenden augenblicklichen Drehpole. Sind R und R’ die Kriimmungs-
halbmesser der Gang- und Rastpolbahn fiir irgendeinen Berithrungs-
punkt der beiden Polbahnen, dann ist der Mittelpunkt der endlichen
Bewegung von X wihrend des Intervalles (fy, ) der Schwerpunkt des

Bogens 0,0 der Gangpolbahn I, wenn jeder Punkt dieser Linie eine
Masse trigt, die fiir die Einheit der Bogenlidnge gleich ist % -3

1 Mathesis Bd. 37 (1923) S. 367—373; Bd. 38 (1924) S. 13—17, 246—250.

* Dieser Weg konnte gemessen werden durch das Radchen eines AMSLERschen
Planimeters, dessen Achse in irgendeinem Punkte von @ auf dieser Geraden senk-
recht steht. )

** Dieser fiir endliche Drehungen giiltige Satz ist das bemerkenswerte Analogon
zur bekannten Zusammensetzung von % gleichzeitigen Elementardrehungen um
parallele Achsen mit den Winkelgeschwindigkeiten w,, w,, ..., @,.
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Fiir die endliche rdumliche Bewegung des freien Systems X' 148t sich
der ganze tangentiale Weg T fiir irgendeine mit X' starr verbundene
Achse a als Summe der algebraischen Werte der in bezug auf 4 gebildeten
Momente zweier Vektoren 9 und %’ darstellen. Wird die augenblick-
liche Bewegung von X durch zwei gleichzeitige Drehungen (v, tv’) um
zwei konjugierte Achsen des durch die Bahnnormalen der Punkte von
2 bestimmten linearen Komplexes [I" definiert, so sind f und H’' mit
der Bewegung im Intervalle (4, ) durch die Beziehungen verkniipft?

t t
[Patwan =Ma@), [ Walw'de) = Ma(R)
to ty

so daB
T=M,(R) +M.R).

Jene Achsen «, fiir welche T den gleichen Wert behilt, bilden einen
Komplex erster oder zweiter Ordnung, je nachdem T gleich Null oder
von Null verschieden ist2. Die Zusammenhinge dieser Komplexe mit
der endlichen Bewegung des Systems X' im Intervalle (£#) sind ein-
gehend untersucht von E. HENRIOT?, der auch nachwies, daB3 der In-
halt des von einer in X' festen Fliche bei der endlichen Bewegung er-
zeugten Korpers ebenso grof3 ist, als wenn X eine Schraubenbewegung
ausfithren wiirde, die aber im allgemeinen nicht mit jener iibereinstimmt,
welche das System aus der Anfangslage in die Endlage fithrte.

B. Graphische Kinetostatik.

I. Einleitung.

31. Die beiden Grundaiifgaben. Bewegung des Punktes mit ver-
dnderlicher Masse. Die Kinetostatik befaft sich mit der Aufgabe, fiir
den einzelnen starren Kérper oder fiir ein' System von gelenkig verbun-
denen starren Korpern (Korperkette), dessen Beweglichkeit durch Fiih-
rungen gewissen Beschrinkungen unterworfen ist, die Auflager- (Fith-
rungskréfte) und Gelenkdriicke sowie die inneren Spannungen fiir be-
liebige Querschnitte der bewegten Glieder zu ermitteln. Die analytische

1 9%, ist das Symbol fiir ein Achsenmoment um die Achse q.

2 Der Komplex zweiter Ordnung ist einer der von J. NEUBERG untersuchten
Komplexe; Annaes scient. Acad. Polyt. Porto Bd.1 (1905) S.137—150. Ein
ahnlicher Komplex ist bereits verbunden mit der augenblicklichen Bewegung des
Systems X'; er wird gebildet von den Achsen, fiir welche die senkrechten Pro-

jektionen der Geschwindigkeiten ihrer Punkte gleiche, von Null verschiedene Linge
haben.

3 Vgl. FuBnote 1 auf S. 80.

Ergebnisse der Mathematik. 1. Federhofer. 6
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Losung wurde in umfassender Weise gegeben von K. Heun?, fiir die
graphischen Losungen, die auf die Anlage dynamischer Kraftpline aus-
gehen, wurden malgebend vor allem die Arbeiten F. WITTENBAUERS?,
die ausschlieBlich ebene Probleme betreffen; die Erweiterung fiir rdum-
liche Probleme stammt von K. FEDERHOFER®.

Handelt es sich um den augenblicklichen Bewegungszustand, also
nicht um den Ablauf der Bewegung wihrend einer endlichen Zeit, dann
kann der Geschwindigkeitszustand als etwas Gegebenes angesehen wer-
den. Dann ist zur Losung der oben umschriebenen Aufgabe zunichst aus
dem gegebenen Geschwindigkeitszustande der durch die bekannten ein-
geprigten Krifte bei bekannter Massenverteilung hervorgerufene Be-
schleunigungszustand der Korperkette oder des einzelnen gefithrten
Korpers zu ermitteln und es sind sodann dessen Beziehungen mit den
Fithrungskriaften darzustellen (1. WITTENBAUERsche Grundaufgabe).
Mit ihrer Kenntnis sind auch die inneren Spannungen bestimmt.

Ist auBer dem Geschwindigkeitszustande, der Massenverteilung und
den eingepragten Kriften auch ein bestimmter Beschleunigungszustand
vorgegeben, der nicht durch die gegebenen eingeprigten Krifte allein
erzeugt wird, so kann man nach jener Kraft fragen, die, an beliebig ge-
wihltem Angriffspunkt und in beliebiger Wirkungslinie wirkend, im Ver-
ein mit den iibrigen Kriften bei Einhaltung der gegebenen Fiithrungs-
bedingungen zum vorgegebenen Beschleunigungszustand fithrt (2. WiT-
TENBAUERsche Grundaufgabe).

Die Ermittlung der Fiihrungskrifte und der Spannungen fiir den
ganzen endlichen Ablauf der Bewegung erfordert aber die vorherige
Losung des kimetischen Problems: aus den eingeprigten Kriften und
bei gegebener Massenverteilung und bekanntem Anfangszustande den
vollstindigen Bewegungsverlauf zu bestimmen. Fiir die Durchfithrung
dieser in ihrer Besprechung auBerhalb des Rahmens dieses Berichtes
fallenden dynamischen Aufgabe hat F. WITTENBAUER* einfache graphi-
sche Methoden bei Beschrankung auf die Dynamik des ebenen zwang-
laufigen Getriebes gegeben. Diese Verfahren beruhen auf der Zuriick-
filhrung des dynamischen Problems auf die graphische Dynamik eines
einzelnen Punktes mit verinderlicher Masse; hierbei handelt es sich
nicht um eine wirkliche Anderung der Masse, sondern um eine bloB ge-
dachte, ndmlich um den infolge Lageninderung der bewegten Massen

1 Z. Math. Phys. Bd. 56 (1908) S. 38 — Arch. Math. Phys. Bd. 2 (2) (1902)
S. 57—77,.298—326 — Lehrbuch der Mechanik, 1. Teil (Sammlung Schubert
Bd. 37). Leipzig 1906 — Enzykl. math. Wiss. Bd. 4 (11) Nr. 8. — GEIGER-SCHEEL:
Handb. d. Physik, Ta. PéscHL, Bd. 5 (1927) S. 498ff. — Gucino, E.: C. R. Acad.
Sci., Paris Bd. 191 (1930) S. 1118—1121.

2 Graphische Dynamik. Berlin: Julius Springer 1923.

3 Graphische Kinematik und Kinetostatik des starren raumlichen Systems,
Wien: Julius Springer 1928.

4 a.a. 0. S. 708—742.
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bewirkten verinderlichen EinfluB der Massen des Getriebes auf die Be-
wegung. Da fiir die gedachte Anderung der Masse das Arbeitsprinzip
seine Giiltigkeit behilt?, so kann hiernach die Geschwindigkeit des ,,Re-
duktionspunktes mit verdnderlicher Masse ermittelt werden. Der ein-
zelne Punkt mit verdnderlicher Masse (Reduktionspunkt) hat das ge-
samte bewegte Massensystem dynamisch zu ersetzen, es bestimmt sich
demnach das einfache Ersatzsystem aus der Forderung, daB es in jeder
Lage des Getriebes die gleiche kinetische Energie und die gleiche vir-
tuelle Arbeit besitzt wie das urspriingliche System; die hiernach erfor-
derliche Reduktion der Massen eines Getriebes nach einem ausgezeich-
neten Punkte erfolgt am zweckmiBigsten mit Benutzung der dynami-
schen Ersatzpunkte, deren Theorie fiir die Zwecke der graphischen Dy-
namik eben bewegter Systeme ausfiihrlich von F. WITTENBAUER? ent-
wickelt worden ist. Die Reduktion der an den einzelnen Gliedern des
Getriebes wirkenden eingeprigten Krifte nach dem ausgezeichneten
Punkte (reduzierte Kraft) kann sehr einfach mit Verwendung des Ge-
schwindigkeitsplanes des Getriebes oder der gedrehten Geschwindig-
keiten geschehen; hierbei werden Krifte, die nicht in den Gelenken an-
greifen, statisch auf die nichsten Gelenkstellen aufgeteilt.

Ist die Bewegung der rdumlichen oder ebenen Korperkette entweder
auf graphischem oder analytischem Wege bestimmt worden, dann kann
die eigentlich kinetostatische Aufgabe in Angriff genommen werden, wo-
bei man sich des D’ALEMBERTschen Prinzipes bedient, das die Zuriick-
fithrung des dynamischen Problems auf ein statisches gestattet3. Nach
diesem bildet das System der Trigheitskrifte des bewegten Systems mit
den eingeprigten Kriften und Fithrungsreaktionen ein Gleichgewichts-
system. Ist das System der Beschleunigungsdriicke (bzw. der mit diesen
bis auf das Vorzeichen gleichen Trigheitskrifte) graphisch festgelegt,
so kénnen die bekannten Methoden der graphischen Statik zur Loésung
der kinetostatischen Probleme herangezogen werden.

1 WITTENBAUER: Z. Math. Phys. Bd. 52 (1905) S. 150 — Graphische Dynamik,
S. 659ff. — FEDERHOFER: Mitt. deutsch. Ing.-Ver. Briinn Bd.11 (1922) S. 83, 115. —
Die Untersuchung der Bewegung von Massenpunkten mit wivklich verinderlicher
Masse spielt in der Astronomie (Anderung der Masse eines Himmelskérpers in-
folge Auffliegens von Meteoren) und in der Theorie der Gasmolekiile eine gewisse
Rolle. Vgl. die Arbeiten von I. MESTSCHERSKY u. STROMGREN [Astron. Nachr.
Bd. 159 (1902); Bd. 163 (1903)], T. Levi-Civita, E. ArMansi, M. MANARINI,
G. Vranceanu, E. Fermi, D. Grarr1 [Lincei Rendiconti, Rom Bd. 8 (6) (1928);
Bd. 9 (1929); Bd. 11 (1930); Bd.12 (1931)]. — LoverT, E.O.: Lincei Rend. Bd. 31
(5) [1] (1922). — MaDERNI, C.: ebenda Bd. 30 (5) [1] (1921).

2 Graphische Dynamik. S.139—164.

3 Zum Verstandnis des p’ALEMBERTschen Prinzipes. HawmeL, G.: Z. techn.
Physik Bd. 3 (1922) S. 181—182.

6*



84 Graphische Kinetostatik. [170

II. Das System der Beschleunigungsdriicke.

a) Das starre ebene System (die Scheibe).

Fiir die Scheibe von der Masse m, dem Tréigheitshalbmesser ¢, fiir
den Schwerpunkt S, der Schwerpunktsbeschleunigung bsund der Winkel-
beschleunigung & besteht das System der Beschleunigungsdriicke aus
der im Schwerpunkte angreifenden Kraft 8 = mbgs und aus einem Kraft-
paare vom Betrage emig, dessen Drehsinn mit jenem von ¢ iiberein-
stimmt.

82. Methode der Ersatzpunkte. Wird die Masse m der Scheibe durch
n statisch gleichwertige Ersatzpunkte m, ersetzt, so kann nach F. Wit-
TENBAUER! der gesamte Beschleunigungsdruck der Scheibe ersetzt
werden durch die Beschleunigungsdriicke der statischen Ersatzpunkte
A,B,C,..., wenn in jedem derselben auBer seiner Beschleunigung
by, bg, bo, .. . auch noch die Beschleunigungen cy4, ¢z, cc, . . . senkrecht
zu den Abstanden SA = p,, SB = p,, . . .angebracht werden, und zwar
um S gegen den Sinn von ¢ drehend; hierin ist ¢4 = kep; und analog
¢g, cc¢, ..., wobeil k=1—2—m&#.

(m p7)
Fiir die Ermittlung des Systems der Beschleunigungsdriicke von ebenen
kinematischen Ketten sind von besonderer Wichtigkeit die Sonderfille
#n = 2 und # = 3, da sie es ermdglichen, die Beschleunigungsdriicke der
Kette durch Krifte darzustellen, die nur in den Gelenken der Kette
wirken.

Fiir #n =2 muB die Verblndungshme der beiden Ersatzpunkte 4B den
Schwerpunkt S enthalten, und es bilden die dann glelchen Driicke
maca = mpcp ein Kraftpaar vom Betrage K! = me(pypy — i5) mit dem
Gegensinne von ¢ (I = AB). Fiir » = 3 kann der Beschleunigungsdruck
der Scheibe ersetzt werden durch die drei Krifte m4bs, mgbp, mcbe (wo
ma4 mp meo die nach dem Schwerpunktsgesetze auf die Punkted BC ver-
teilten Massen sind) und durch die drei Kraftpaare

Kia=mye(pi — %)

Kyb = mpe(p} — 13)

Kyc =mee(p — 1%)
WO - a——BC b—AC c= AB.

Die Krifte K; K, K, greifen in den Punkten ABC paarweise derart
an, daB alle drei Kraftpaare im Gegensinne ven & drehen. Bei negativ
ausfallenden statischen Ersatzmassen indert der zugehérige Beschleu-
nigungsdruck den Richtungssinn.

Obgleich die Beschleunigungsdriicke der bei der Massenreduktion
verwendeten dynamischen Ersatzpunkte in ihrer Gesamtheit bereits das

1 a.a.O. S. 180.
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System der Beschleunigungsdriicke liefern, ohne daB noch zusitzliche
Kraftpaare hinzuzufiigen sind, so erweist sich bei der Losung kineto-
statischer Aufgaben von ebenen kinematischen Ketten die Verwendung
der statischen Ersatzpunkte weitaus vorteilhafter, da bei diesen die
Schwerpunkte der einzelnen Glieder nickt zu den Ersatzpunkten gezihlt
werden miissen.

33. Direkte Methoden. a) G. MARX! und F. PROEGER? ersetzen das
Kraftpaar emi% durch zwei gleich groBe, gegensinnige parallele Krifte,
deren Angriffspunkte zweckmiBig in zwei Gelenkpunkten AB des
Systems und deren Richtungen senkrecht zu X
AB =1 angenommen werden, wobei

mzs
Ky=—Kg= bpa,2;

bpa,s ist die relative Tangentlalbeschleunigung
der beiden Gelenke, die aus einem Beschleu-
nigungsplane entnommen werden kann.

b) Das Hinzutreten des Kraftpaares m &4y zu
der im Schwerpunkte angreifenden Kraft mbg
bewirkt deren Parallelverschiebung, so daB sich
der resultierende Beschleunigungsdruck der
Scheibe als eine aus dem Schwerpunkte ver- &
schobeneEinzelkraft darstellen 148t. W.ScHELL? Fig: 25.
und nach ihm O. MouRr* und H. ALT® haben gezeigt, daB3 die Lage dieser
Kraft einfach zu konstruieren ist, wenn der Beschleunigungspol P der
ebenen Bewegung der Scheibe bekannt ist; der resultierende Beschleu-
nigungsdruck geht durch den Antipol E von P beziiglich des um den
Schwerpunkt S geschlagenen Kreises vom Halbmesser i,.

¢) K. FEDERHOFER® konstruiert die Lage des resultierenden Be-
schleunigungsdruckes auf linearem Wege ohme vorherige Konstruktion
des Beschleunigungspoles P, wenn der Beschleunigungszustand durch die
Beschleunigung des Schwerpunktes S und eines beliebigen Systempunktes
A gegeben ist. Man zeichnet (Fig. 25) mit den beiden Beschleunigungen
by = 72x und bs = 75 einen Beschleunigungsplan, dessen Nullpunkt 7
ist, zieht durch « die Parallele und durch o die Normale zu A4S, die sich
in (o) schneiden. Der Schnitt der Normalen durch 4 zu 7 (6) und durch
S zu 7o liefert den Punkt H; der resultierende Beschleunigungsdruck
ist dann die Antipolare von H beziiglich des um S geschlagenen Kreises
vom Halbmesser 4s. Kennt man anstatt der Beschleunigung bs die

)

1 Hiitte, Des Ingenieurs Taschenbuch, 25. Aufl.,, Bd. 1, S.288—309.
2 Mitt. Forsch.-Arb., herausgeg. vom VDI 1926 H. 285.

3 Theorie der Bewegung und der Krafte Bd. 2 S. 392. Le1p21g 1880.
4 Z. Math. Phys. Bd. 51 (1904) S. 32.

5 Z.angew. Math. Mech. Bd. 6 (1926) S. 58.

6 Z. Ver. Deutsch. Ing. Bd. 74 (1930) S. 234.



86 Graphische Kinetostatik. [172

eines beliebigen anderen Systempunktes B nebst jener von 4, dann ist
zunichst nach dem Ahnlichkeitssatz von R. MEHMKE aus der Ahnlich-
keit der Dreiecke ABS und &fo der Beschleunigungspunkt ¢ zu be-
stimmen, worauf die angegebene Konstruktion durchfithrbar ist.

d) Von O. TorLE! stammt eine bemerkenswert einfache Konstruk-
tion fiir den resultierenden Beschleunigungsdruck einer eben bewegten
Scheibe, die ebenso wie die vorher gezeigte von der Benutzung des Be-
schleunigungspoles P (der hiufig auBerhalb des Zeichenblattes fallt) frei
ist und den besonderen Vorteil besitzt, einen fiir alle Lagen des bewegten
Systems gleichbleibenden Hilfspunkt zu verwenden. Sind wieder by
und bg gegeben, so bestimmt man zunichst den Antipol T4 von A4 be-
ziiglich des Kreises um S mit dem Halbmesser s, setzt die beiden Be-
schleunigungsvektoren im Schwerpunkte S an und zieht durch T4 die
Parallele zur Verbindung der Vektorspitzen von b4 und bg bis zum
Schnitte D mit by; dann ist D ein Punkt der Wirkungslinie des resul-
tierenden Beschleunigungsdruckes, der parallel zu bg lauft.

34.AnalysedesSystems der Beschleunigungsdriickeder zwangliufig
bewegten Scheibe. Fiir das zwangldufig gefithrte ebene System ist durch
die Art der Fithrung die Lage des augenblicklichen Drehpoles O sowie
jene des Wendepoles [ nach bekannten Konstruktionen (3) vollstindig
bestimmt. Der iiber O] als Durchmesser beschriebene Wendekreis ent-
hilt alle fiir das vorliegende zwangldufige System moglichen oo Lagen
des Beschleunigungspoles P. Ist m die Masse der Scheibe, S thr Schwer-
punkt und ¢g ihr Trigheitshalbmesser fiir den Schwerpunkt, so sind
durch die hiermit bekannten dynamischen Eigenschaften der Scheibe,
durch die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit @ und durch den
Wendekreis die ool resultierenden Beschleunigungsdriicke der Scheibe
bestimmt und man kann nach den Eigenschaften dieses Kraftsystems
der Beschleunigungsdriicke fragen. Die Beantwortung dieser Frage ist
in einem Satze enthalten, den TH. POscHL? gelegentlich der Unter-
suchung der Kraftsysteme, die bei der Bewegung des ebenen Systems
gewisse Pole erzeugen, gefunden hat; er lautet:

Die Gesamtheit aller co! Krifte der Ebene, welche bei gegebenem O
und @ einen Punkt [ als Wendepol erzeugen, erfiillt ein geradlinig
begrenztes Kraftbiischel, dessen Mittelpunkt 7" auf JS in einer Ent-
fernung ST liegt, die durch ST - SE = 42, OF L JS bestimmt ist und
dessen Begrenzungslinie fiir das nach S reduzierte Biischel durch J
geht und auf OS senkrecht steht. TH. POSCHL beweist diesen Satz mit
Benutzung der Eigenschaften des Beschleunigungspolkreises zweiter Art
und der Wendepolgeraden; einen einfachen Beweis, der sich nur auf die

1 Ing.-Arch. Bd. 1 (1930) S. 377—384.
2 S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. ITa, Bd. 118 (1909) S. 530 — Z. Math. Phys.
Bd. 60 (1912) S. 161, 167.
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bekannten Eigenschaften des Beschleunigungszustandes eines ebenen
Systems stiitzt, hat K. FEDERHOFER! gegeben.

Nach dem angefithrten Satze ist auch das System der Trigheits-
krifte einer Scheibe bei gegebenem [ identisch mit einem geradlinig
begrenzten Kraftbiischel, dessen Begrenzungslinie parallel zu bg ist und
dessen Mittelpunkt mit 7 (dem Trigheitspol der Scheibe) zusammen-
fallt, ein Ergebnis, das H. WINTER? mit Verwertung des Satzes von
E. STUBLER iiber die Ahnlichkeit der Beschleunigungspunktreihen (22)
bewiesen und zur Darstellung eines neuen Verfahrens der kinetostatischen
Untersuchung ebener Getriebe (43) benutzt hat. Durch den WINTER-
schen Trigheitspol und die durch den Wendepol J zu OS gezogene Nor-
male N ist das System der bei der zwangliufig bewegten Scheibe mog-
lichen oo! resultierenden Beschleunigungsdriicke vollkommen festgelegt.

Nach der Beweisfithrung H. WINTERs 148t sich das System der re-
sultierenden Trigheitskrifte auch in der folgenden, fiir die kineto-
statischen Anwendungen auf Getriebe wichtigen Art darstellen: Es be-
steht aus einer Trigheitskraft ¥, = —mb}, die einem mit den ge-
gebenen Fithrungen des Systems vertriglichen, sonst beliebig gewihlten
Beschleunigungszustande entspricht (die am bequemsten nach 33 ¢ oder d
zu konstruieren ist) und aus den ool Trigheitskriften ¥, = — mivg,
die lediglich abhingig sind von dem Geschwindigkeitszustande und dem
fir alle Systempunkte gleichen Ahnlichkeitsparameter 4 (wo 4 alle
Werte zwischen —oo und +o0 annehmen kann).

Diese mit 4 linear verinderlichen Zusatzkrifte ¥, gehen als Resul-
tierende der elementaren BewegungsgréBen des ebenen Systems stets
durch den Schwingungsmittelpunkt der im Momentanzentrum drehbar
gedachten Scheibe?, dessen Lage durch die Art des Zwanglaufes be-
stimmt ist3. Demnach schneiden sich alle mit festem bs nach der
Gleichung =g, + 3 = —m (b + Avg)
gebildeten resultierenden Trigheitskrifte in einem Punkte, dem 77dg-
heitspol T, und sie bilden .ein geradlinig begrenztes Kraftbiischel mit
einer zu Yg parallelen Begrenzungslinie. Bei der kinetostatischen Unter-
suchung eines einzelnen ebenen oder raumlichen Systems empfiehlt sich
nach TH. P6scar? und K. FEDERHOFER? die Einfithrung der reduzierten
Tragheitskrifte t = E/m.

1 Mh. Math. Phys. Bd. 38 (1931) S. 123—128. Die hier benutzte Beweisfuthrung
liefert auch unmittelbar die Bestiatigung fur. ein von J. Subria gefundenes Er-
gebnis, nach welchem alle Systempunkte, deren augenblickliche Beschleunigungen
zum Schwerpunkte S gerichtet sind, auf einem Kreise liegen, der die Inversion
des dem Beschleunigungssystem zugehorigen resultierenden Beschleunigungs-
druckes B in bezug auf den Schwerpunkt mit dem Modul % ist. [Nouv. Ann.
Math. Bd. 2 (5) (1923) S.25—27.]

% S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. ITa, Bd. 139 (1930) S. 151 —164.

3 Siehe W. ScHELL: Theorie der Bewegung und der Krafte, Bd. 2 S. 358,

Leipzig 1880, und K. FEDERHOFER: Ing.-Arch. Bd. 1 (1930) S. 600.
4 Vgl. FuBinote 1 auf S. 6 und Graphische Kinematik, S. 62.
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85. Analyse des Systems der Beschleunigungsdriicke der eben be-
wegten Scheibe mit zwei Freiheitsgraden. BiiBt eine in der Ebene voll-
kommen freie Scheibe (mit drei Freiheitsgraden) einen Freiheitsgrad ein,
etwa dadurch, daBl ein Punkt 4 der Scheibe in einer Kurve gefithrt wird,
dann heiBt dieses System ein flichenldufiges, weil sich nun jeder Punkt
des Systems nur innerhalb einer bestimmten begrenzten Fliche bewegen
kann. Der Geschwindigkeitszustand dieses Systems ist durch die Ge-
schwindigkeit des gefiihrten Punktes 4 und durch die Richtung der Ge-
schwindigkeit eines zweiten Systempunktes B gegeben. Durch die
Gleichung 6% = b% + 4404 sind die oc! Beschleunigungszustinde des
Punktes A4, dessen Bahn den Kriimmungshalbmesser AQ = ¢ besitze,

2
o, dargestellt, wobei % = %4
S e85 die Normalbeschleunigung
7
/ von 4 und A4 = 4 das Ver-
Wy

hiltnis der Winkelbeschleu-
nigung &4 zur Winkelge-
k schwindigkeit w4 der Dreh-
ung des Strahles QA4 be-
deutet. Die Mannigfaltigkeit
t,~—vsy der oo? Beschleunigungszu-
stinde des flichenldufigen
-ebenen Systems wird durch
die beiden Parameter 44 und 4
: gekennzeichnet, wo 1 das
Verhiltnis —f; fir das bewegte System angibt.

Fig. 26.

Das diesen co? Beschleunigungszustinden zugeordnete System der
oo2resultierenden Beschleunigungsdriicke ist nach K. FEDERHOFER! dar-
gestellt durch

B = m[by + 1404 + A054];

es ist hiernach charakterisiert durch eine im Schwerpunkte S angreifende
Kraft 8° = mb% von bekannter GroBe, Lage und Richtung sowie durch
zwel Krifte, angreifend im Punkte M, der als Antipol von 24 beziig-
lich des um S geschlagenen Kreises vom Halbmesser ¢g erhalten wird.
Dieser Punkt M ist durch die Richtung der Geschwindigkeit des ge-
fithrten Punktes 4 und durch die dynamischen Eigenschaften des be-
wegten Systems vollstindig bestimmt und ist demnach ein fiir alle co?
Beschleunigungszustinde charakteristischer Punkt (T7dgheitspol des
flichenldufigen Systems). Demnach bleiben auch die zu A4 und A4S
normalen Wirkungslinien dieser beiden Krifte fiir alle Beschleunigungs-
zustinde die gleichen, die GréBe der Krifte ist linear veridnderlich mit
den Parametern A4 und 1.

1 S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. IIa, Bd. 139 (1930) S.19—40.
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Die Kraft 8% entspricht dem Falle ,,reiner Normalbeschleunigung*,

fiir sie gilt . s
%%:mmAxmAx.QAerxmxAS].

Fig. 26 zeigt die graphische Darstellung des Systems der reduzierten
Tragheitskrafte eines flichenldufigen ebenen Systems.

36. Analyse des Systems der Beschleunigungsdriicke der Mehr-
kurbelgetriebe. Die beziiglichen neuen Ergebnisse sollen fiir das Drei-
kurbelgetriebe angefithrt werden, ihreVerallgemeinerung auf das#-Kurbel-
getriebe ist ohne weiteres moglich.

Nach (13) ist der endgiiltige Beschleunigungszustand eines Drei-
kurbelgetriebes im losen Aufbau das Ergebnis der Uberlagerung der
Falle T bis IIT und des Falles reiner Normalbeschleunigung der drei
Kurbeln. Jede der drei Kurbeln I, II, III hat ein System von ool Be-
schleunigungsdriicken entsprechend dem der betreffenden Kurbel zu-
gehorigen Parameter (A7 A;r Arrr). Der resultierende Beschleunigungs-
druck einer Koppel, etwa der Koppel 1, ist aber abhingig von allen drei
Parametern Ay, Ay, Ar; nach K. FEDERHOFER! ergibt sich fiir diesen

§Bl = %10 + %II + %III + %11113
wo
Bro = mibsio, By =m311, By =m3r, Bimr = M8 -

Hierin bedeuten 3,;, 3,;7, 3, die ausden Geschwindigkeitsplidnen fiir
die Falle T bis III zu entnehmenden Geschwindigkeiten des Schwer-
punktes S; der Koppel 1, wihrend bg,q die Beschleunigung dieses
Schwerpunktes fiir den Fall reiner Normalbeschleunigung der drei Kur-
beln angibt. Hiernach erscheint der resultierende Beschleunigungsdruck
einer Koppel zerlegt in vier Teilkrafte, deren Wirkungslinien durch den
gegebenen Geschwindigkeitszustand (unabhingig von den Parametern 4)
vollstindig festgelegt sind. Die Wirkungslinien der nach obigen Glei-
chungen von den Parametern A; ;1 Ayr linear abhingigen Beschleuni-
gungsdriicke (letztere sind die resultierenden BewegungsgréBen der
Koppel 1 fiir die den Fillen I bis ITI entsprechenden Geschwindigkeits-
zustédnde) schneiden sich in einem Punkte M, dem Antipole der Kurbel-
achse I (Tréagheitspol der Koppel 1); die Wirkungslinien 8, ;; und %8, 5,
decken sich. - Analoge Sitze gelten fiir die Wirkungslinien der Be-
schleunigungsdriicke der Koppeln 2 und 3; hier kommen die Antipole
der Kurbeln IT und IIT als charakteristische Biischelmittelpunkte M,
und M; in Betracht. '

Fiir den Beschleunigungsdruck der SchlieBe By By By mit der Masse
ms und dem Schwerpunkte Sg ergibt sich analog dem obigen Ansatze
Bs = Bso + Bsr + Bsur + Bsr »

wo
Bso="msbs,, Bsi=msdss, Bsu=Aumsdsi, Vs = MsBsm -

1 Ing.-Arch. Bd.1 (1930) S.600—610.
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Hierin sind 3s7, 3511, 3s1zr die aus den Geschwindigkeitspldnen fiir die
Fille I bis III zu entnehmenden Geschwindigkeiten des Schwerpunktes
Sg, wihrend bg, seine dem Falle reiner Normalbeschleunigung der Kur-
beln entsprechende Beschleunigung angibt. Die Wirkungslinie von Bg,
wird zweckmiBig nach den in (33, ¢, d) angegebenen Verfahren kon-
struiert, die Wirkungslinien der drei iibrigen Teilkrifte, in die der Be-
schleunigungsdruck zerlegt erscheint, sind als Antipolaren der Dreh-
pole Osr, Oszr und Ogyrr beziiglich des um Sg geschlagenen Kreises zu
konstruieren, dessen Halbmesser gleich ist dem Trigheitshalbmesser der
SchlieBe fiir ihren Schwerpunkt; die bezeichneten Pole O sind die Dreh-
pole der SchlieBe fiir ihre den Féllen I bis III zugehorigen zwangldufigen
Bewegungen.

b) Das starre rdumliche System.

37. Dasrdumliche Kraftsystem der Beschleunigungsdriicke. Seien
bs, bs die Geschwindigkeit und Beschleunigung des Schwerpunktes S
eines starren Koérpers von der Masse m, w,[ die Vektoren der Winkel-
geschwindigkeit und Winkelbeschleunigung, dann setzt sich die Be-
wegung des Korpers aus einer. durch (bs, bs) bestimmten Translation
und einer Drehung um den festgehaltenen Schwerpunkt S mit w, [ zu-
sammen. Der mit bs beschleunigten Translation entspricht ein in S
wirkender Beschleunigungsdruck

%IMBS,

wihrend die Vereinigung aller elementaren Beschleunigungsdriicke des
um S rotierenden Kérpers zu einem Momente It fithrt, fiir das nach
der EurLERrschen Gleichung gilt:

ad
mr—ﬁ%—mx@,

worin ® den Drall (Schwung) des rotierenden Kérpers, %ﬁ? seine zeit-

liche Anderung in bezug auf den bewegten Korper bedeutet.

Das rdaumliche Kraftsystem der Beschleunigungsdriicke ist damit
durch % und M bestimmt.

Fiir die Richtungen der Hauptachsen (1, 2, 3) des Schwerpunktes
besitzt der Drallvektor die Komponenten

Dy = Jywy, Dy= Jyw,, Dy= Jzm4

und der Vektor 8 = %2 die Teile Z, = J,ly, Zy = Jaly, Zy = Jaly, Wo-
bei J, = mi}, J,=mi3, J;=mij die Haupttrigheitsmomente,
w, W,z und 11,15 die Komponenten von  und { in den Hauptachsen
bedeuten.

Fir die graphische Kinetostatik des rdumlichen Systems ist die
Konstruktion des Vektors I erforderlich, die mit jener der Vektoren
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D und J erledigt wird. Fiir letztere liBt sich nach K. FEDERHOFER!
eine einfache lineare Konstruktion angeben. Die durch die Spitze des
Drallvektors gelegte Normalebene zur Hauptachse ,,1° schneidet aus
dieser die Strecke S¢, = J1w; ab, somit auf dem Vektor i die Strecke
SE, = J,®. Gleiches gilt fiir die beiden anderen Hauptachsen. Werden
daher auf v von S aus die Lingen

SE, = J,®, SEy, = Jyo, - SE;= J;0
aufgetragen und durch die so erhaltenen Punkte E,E,F; die Normal-
ebenen zu den zugehorigen Hauptachsen 1, 2, 3 gelegt, so schneiden sich
diese in der Spitze des gesuchten Drallvektors ®. Die Form der Glei-
chungen fiir die Komponenten des Vektors § 148t erkennen, da auch
dieser durch eine der eben angegebenen Konstruktion #dhnliche ge-
wonnen werden kann, wobei anstatt der Punkte E,E,E; die Punkte
F,F,F, auf dem Vektor | zu benutzen sind, fiir welche

SF,=J\l, SF,=],l, SF, = J,l.

Diese Konstruktionen werden zweckmiBig fiir den reduzierten Drall-
vektor bzw. das reduzierte Moment durchgefiihrt, indem Drall bzw. Mo-
ment durch mcw bzw. mcw?2dividiert werden, wodurch diese reduzierten
Vektoren als Strecken erscheinen. (c ist eine beliebig wihlbare Linge,
z. B. bei Benutzung des Abbildungsverfahrens von MAYor und v. Misgs
die Abbildungskonstante.) Aus B und It kann dann nach bekannten
Verfahren die Dyname als Resultierende der Beschleunigungsdriicke des
starren rdumlichen Systems konstruiert werden. Zur Kenstruktion des
Vektorproduktes w X D bedient man sich eines der in (17), (18) an-
gegebenen Verfahren.

Eine wesentliche Vereinfachung des Systems der Beschleunigungs-
driicke ergibt sich fiir den homogenen geraden Stab, der in seinen End-
punkten AB auf Raumkurven gefiithrt wird. Betrachtet man dabei nur
seine zwangliufige Bewegung um die Schnittlinie der Normalebenen zu
den Fithrungen in 4 und B (wihrend seine Drehung um die eigene Achse
nicht berticksichtigt wird), so reduziert sich das System der Beschleu-
nigungsdriicke auf eine im Schwerpunkte S angreifende Einzelkraft
B = mbg und auf ein Moment I, wobei fiir letzteres nach K. FEDER-

HOFER? gilt: ;
8 M=m (%)2 (d X bga).
Hierin ist ¢g der Trédgheitshalbmesser fiir eine durch S gelegte, zum

Stabe AB = d senkrechte Achse und » = A—é. Fiir die Konstruktion
des Vektors It kommen daher die fiir Vektorprodukte entwickelten Ver-
fahren in Betracht.

1 Graphische Kinematik und Kinetostatik des starren raumlichen Systems,
S. 60—62. Wien: Julius Springer 1928.
2 a.a. 0. S.52—-53.
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88. Analyse des Systems der Beschleunigungsdriicke des zwang-
laufig bewegten starren Korpers!l. Einer der moglichen oo! Beschleu-
nigungszustinde sei durch die Schwerpunktsbeschleunigung b% und
Winkelbeschleunigung 1° gekennzeichnet; dann erhidlt man nach (22)
alle moglichen Beschleunigungszustinde (bs, 1) des zwangliufig bewegten
starren Korpers bei gleichem Geschwindigkeitszustande (bs, ) aus

by = by + Avg
[=14 4w,
wenn der Parameter 4 alle Werte von —oo bis + oo durchliuft.
Nach (37) reduziert sich demnach das System der diesen oco! Be-

schleumgungszustanden zugehorigen resultierenden Beschleumgungs—
driicke auf eine in S angreifende Kraft

B = mbg = m (0% + Avg) = B® 4 Amyg (1)
und auf ein Moment M =8 +w X D.
Da der Drallvektor nur vom Geschwindigkeitszustande abhingt, ist

D = DO, ferner folgt aus der Bedeutung des Vektors 3, daBl § = 8° 4 A D".
Mit IR° = 3° 4w X D° ergibt sich dann sofort

M= M 4 19°. (2
Fiir den Beschleunigungszustand (b%, 1) ist das System der entsprechen-
den Beschleunigungsdriicke charakterisiert durch die Kraft 8° und das
Moment 9RY, also durch eine Kraftschraube, deren Zentralachse durch

den Punkt ¢ = ( B°)§m parallel zu B° geht.

Es ergeben sich nun die den oo! Beschleunigungszustinden ent-
sprechenden Systeme der Beschleunigungsdriicke, indem dieser Kraft-
schraube (B°, M? nach den Gleichungen (1) und (2) das rdumliche Kraft-
system B’ = Ambs, M = 2D hinzugefiigt wird.

Die Zentralachsen dieser zusitzlichen Kraftschrauben gehen durch
den Punkt ¢’ = bs - (‘D

Punktes nur vom Geschwmdtgkeztszustande abhdngt, so haben alle zu-
satzlichen Kraftschrauben dieselbe Zentralachse. Die Resultierenden aus
der durch (8° M?) gekennzeichneten Kraftschraube und aus den vor-
erwihnten zusitzlichen Kraftschrauben fithren daher neuerlich zu Kraft-
schrauben, deren Achsen auf einem Zylindroid liegen. Da die gleichen
Uberlegungen auch fiir die Systeme der Trigheitskrifte gelten, so folgt
der Satz von K. FEDERHOFER:

Die Achsen der Kraftschrauben aller beim zwangliufig gefithrten
starren Koérper moglichen Systeme von Tréigheitskriften liegen auf dem
Tragheitszylindroid.

Der fiir das zwangliufig bewegte ebene System gefundene Trigheits-

da hiernach die Lage dieses

1 FEDERHOFER, K.: Aus einem Vortrage auf der Tagung fiir Getriebetechnik
in Karlsruhe im Oktober 1931.
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pol von H. WINTER ist demnach die Ausartung des Trigheitszylindroides
fiir den Sonderfall der ebenen Bewegung des starren Korpers.

Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt weiter, dal alle Krifte B
bzw. Momente It ein geradlinig begrenztes ebenes Kraftbiischel in der
Ebene (Y, vs) bzw. (IM°, DY) bilden mit einer zu bg bzw. P° parallelen
Begrenzungslinie.

Den im vorstehenden beschriebenen ool Systemen von Beschleuni-
gungsdriicken entsprechen oo! Beschleunigungspole. Bedeuten p° und p
die von S ausgehenden Ortsvektoren der Beschleunigungspole P und P,
die zum Beschleunigungssystem (b%,1%), kurz dem (0)-System, und
zum System (bg, I) gehoren, dann gilt

—by=mw X mwx PO+ x p°
und —bs =1 X 1 X P+ X p;
aus dem Zusammenhang beider Beschleunigungssysteme folgt die Be-
ziehung

B+ XwXP+PXp=—2s+mXp).
Das links stehende Trinom ist die Beschleunigung des mit dem Pole P
zusammenfallenden Systempunktes im (0)-System, also bp, rechts steht
in der Klammer die Geschwindigkeit vp dieses Systempunktes. Somit
ist der geometrische Ort der oo! Pole P durch die Bedingung
bp - —lbp

gekennzeichnet, d.h. diese Systempunkte sind Wendepunkte im (0)-
System. Es gilt demnach der von E. STUBLER! gefundene Satz:

Die Beschleunigungszentra der bei der zwangldufigen Bewegung des
starren Korpers moglichen ool Beschleunigungssysteme liegen auf der
Wendekurve des (0)-Systems. (Kubische Parabel.)

Ihre Konstruktion kann daher in der Art erfolgen, daB fiir alle mog-
lichen Parameter 4 die zugehorigen Beschleunigungspole nach den in
(21) erwihnten Verfahren ermittelt werden.

Fiir den Fall des im Raume freien Koérpers untersucht TH. POscHL?
die geometrischen Beziehungen, die zwischen dem Beschleunigungspol
und der ihn ,,erzeugenden‘ Dyname bestehen und findet, dal die Achsen
der oo® Dynamen, die einen festen Punkt als Beschleunigungspol er-
zeugen, einen Komplex zweiten Grades bilden und daB die in S an-
gesetzten reduzierten Krifte dieser Dynamen einen ,,ebenbegrenzten
Kriaftebiindel darstellen.

Fir einen festen Wert des Schraubenparameters bilden die oc?
Dynamen je eine lineare Kongruenz, so dal der quadratische Komplex

1 Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. Bd. 19 (1910) S. 183. Dort sind auch die
Falle erledigt, in denen die Wendekurve dritten Grades in eine Parabel oder in
eine Gerade ausartet. Die Art der Wendepunkte dieser Kurve untersucht
R. MEHMKE: Z. Math. Phys. Bd. 49 (1903) S. 72.

2 7. Math. Phys. Bd. 63 (1914) S. 241—255.
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zu jenen gehort, die sich aus linearen Komplexen zusammensetzen
lassen. Eine Weiterfithrung dieser Untersuchungen fiir den Fall, daB
die Bewegungsfreiheit des Korpers durch eine bestimmte Anzahl von
Bedingungen (1, 2, 3, 4, 5) beschriankt ist, was auch dem Beschleuni-
gungszustande eine gleiche Anzahl von Bedingungen auferlegt, steht
noch aus.

Man koénnte auch daran denken, die Systeme der Beschleunigungs-
driicke mit Einfithrung von dynamischen Ersatzpunkten auf Grund der
Aquivalenzuntersuchungen von TH. REYE! darzustellen, allein es zeigt
sich, daB hiermit in Anbetracht der Umstidndlichkeit der Ermittlung
der Ersatzmassen bzw. ihrer Lage kein Vorteil erzielt wird.

¢) Kinematische Ketten.

Die Beschleunigungsdriicke der ebenen und raumlichen kinematischen
Ketten und der damit gebildeten Getriebe setzen sich geometrisch zu-
sammen aus den Beschleunigungsdriicken ihrer Glieder, die nach den
in (a) und (b) erdrterten Grundsitzen zu bestimmen sind. Verwendet
man hierbei im ebenen Falle die Methode der statischen Ersatzpunkte,
dann werden diese zweckmiBig in den Gelenken der Kette gewdhlt und
die Massen dorthin verlegt.

Die Umkehrung der Systeme der Beschleunigungsdriicke liefert die
Systeme der Trigheitskrifte, die fiir die Anwendung des D’ALEMBERT-
schen Prinzips in Betracht kommen.

III. Graphische Losung der ersten Grundaufgabe.

Die bisher bekanntgewordenen graphischen Losungen des Problems,
bei gegebenem Geschwindigkeitszustande eines starren (ebenen oder
rdumlichen) Systems bzw. mehrerer gelenkig verbundener Systeme von
bekannter Massenverteilung und beschriankter Bewegungsireiheit den
Beschleunigungszustand und die Reaktionen in den stiitzenden Lagern
und in den Gelenken zu konstruieren, welche durch gegebene eingeprégte
(treibende und widerstehende) Krifte hervorgerufen werden, beziehen
sich mit wenigen Ausnahmen auf den Fall der zwangldufigen Bewegung
solcher Systeme.

1 Z. Math. Phys. Bd. 10 (1865) S. 433; vgl. auch Handb. d. Physik Bd. 5
(1927) S. 264. — E.REHFELD beweist den Satz von REYE, daB sich stets vier dy-
namische Ersatzpunkte von gleicher Masse fiir einen starren Korper angeben
lassen, ohne Umweg iiber den Spezialfall, daB das LEGENDREsche Ellipsoid eine
Kugel ist [Physik. Z. Bd. 28 (1927) S.225—231] und ermittelt auch die dyna-
mischen Ersatzpunkte einfacher Koérper (Parallelepipedon, Tetraeder, Zylinder,
Kegel, dreiseitiges Prisma und dreiseitige Pyramide), die auf der Oberfliche der
Korper liegen [Arch. Math. Phys. Bd. 6 (1903) S. 237—248]. — Von A. Amsler & Co.
wurde eine Methode zur Bestimmung des polaren Trigheitsmomentes eines Um-
drehungskoérpers mit Hilfe 'des Integrators angegeben [Z. Instrumentenkde Bd. 46
(1926) S. 16—25].
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39. Die zwanglaufige eben bewegte Scheibe. Fiir den wichtigsten
Fall der Fithrung der Scheibe in zwei Punkten (Zweipunktfithrung)
stehen eine Reihe von Verfahren zur Verfiigung. Dem ,,A-Verfahren*
von K. FEDERHOFER!, das eine iibersichtliche Losung der ersten Grund-
aufgabe fiir das zwangldufige ebene und rdumliche System ermoglicht,
liegt folgender Gedankengang zugrunde: Das System der ool Beschleu-
nigungsdriicke (und der Trégheitskrifte) eines zwangldufigen starren
Systems ist durch den Parameter ,,A* gekennzeichnet (34) und (38). Die
Aufgabe lauft also darauf hinaus, jenen Parameter 4* zu finden, der
gerade den durch die # eingeprigten Krifte B; (=1, 2, . . ., ) erzeugten
Beschleunigungszustand des zwangldufigen Systems liefert. Nach dem
D’ALEMBERTschen Prinzip -bildet das System der Trigheitskrifte mit
den eingepriagten Kriften und mit den Fithrungsdriicken ein Gleich-
gewichtssystem. Es ergibt sich eine von den unbekannten Fithrungs-
reaktionen unabhingige Gleichgewichtsgleichung durch Vornahme einer
virtuellen Drehung des ebenen Systems mit Zweipunktfithrung um den
Schnittpunkt der Wirkungslinien der beiden Fithrungsdriicke, der bei
glatten Fithrungen im augenblicklichen Drehpol liegt, und durch Null-
setzen der virtuellen Leistungen der angefithrten Krifte. Wird nun das
System der Trigheitskrifte nach H. WINTER? durch eine mit den Fiih-
rungsbedingungen vertrigliche, sonst willkiirliche Trigheitskraft &, und
durch die mit 4 linear verinderliche Zusatzkraft €. ersetzt, wo beide
Krifte ihrer Lage nach, die erste auch ihrer Grofle nach bestimmt sind,
so ergibt das Leistungsprinzip folgende fiir die ,,reduzierten® (also auf
die Masse 1 bezogenen) Kriifte giiltige lineare Gleichung zur Bestimmung
des Parameters A*:

n
E %‘Ui—l—fg'bqr—l*bs'ij:o,
1

worin pp die Geschwindigkeit des Trigheitspoles T, p; jene des An-
griffspunktes der Kraft $; bei der vorgenommenen virtuellen Drehung3 ist.

Mit A* ist der Beschleunigungszustand und die resultierende Trig-
heitskraft $* = m (b% 4+ A*vs) bestimmt. Sind D4, Dp die Fithrungs-
driicke, deren Wirkungslinien sich bei glatten Fithrungen mit den Bahn-
normalen der gefithrten Punkte 4, B decken, wihrend sie bei Vorhanden-
sein von Reibung gegen diese um den Reibungswinkel geneigt sind, so
sind von den Kriften, die sich nach dem D’ALEMBERTschen Prinzipe
das Gleichgewicht halten, simtliche ihrer Lage nach bestimmt, von den

1 a. a. O. S 54, 62.

2 S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. ITa, Bd. 139 (1930) S. 152ff.

3 Die virtuelle Leistung, also das innere Produkt aus Kraft und Geschwindig-
keit ihres Angriffspunktes, wird zweckmifig nach dem Verfahren von H. MULLER-
BRESLAU als statisches Moment der Kraft um den Endpunkt der senkrechten Ge-
schwindigkeit ihres Angriffspunktes bestimmt. Schweiz. Bauztg Bd. 9 (1887) S.121.
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eingeprigten Kriften und der resultierenden Tréigheitskraft kennt man
auch die GroBe. Die Zeichnung eines dynamischen Kraftplanes fiir diese
Krifte liefert daher die Fithrungsdriicke.

Die fiir die Anwendung des ,,A-Verfahrens* typische Zerlegung der
ersten Grundaufgabe in die vorherige Ermittlung des Beschleunigungszu-
standes durch Aufsuchung von A* und nachtrigliche Konstruktion der
Fihrungsdriicke kann im ebenen Falle nach H. WINTER! umgangen

n
werden, da zufolge des Gleichgewichtes der Kriftegruppe > %, T, Da, D
1

und 7, in welcher simtliche Krifte ihrer Lage nach, die beiden ersten
auch ihrer Grofe nach bekannt sind, nach dem Verfahren von C. CuL-
MANN die drei Krifte D4, Dp, T, unmittelbar konstruiert werden kénnen:
mit g ist aber auch der Parameter A* und damit der Beschleunigungs-
zustand bestimmt.

Eine zweite direkte graphische Losung der ersten Grundaufgabe fiir
die ebene Zweipunktfithrung ergibt sich, wenn das System der Be-
schleunigungsdriicke (nach 34) durch den Trégheitspol und die den
Wendepol [ enthaltende Normale zu OS gekennzeichnet wird, welche
die Begrenzungslinie des geradlinigen, nach S reduzierten Kraftbiischels
der oo! Beschleunigungsdriicke bildet; nach K. FEDERHOFER? kann der
dem gesuchten Beschleunigungszustand entsprechence Strahl dieses
Kraftbiischels auf rein linearem Wege konstruiert werden.

TH. P6scHL3 benutzt bei der graphischen Losung der gleichen Auf-
gabe die von ihm gefundenen Zuordnungen von Wendepol, Beschleu-
nigungspol und den sie ,erzeugenden® Kriften zur Ermittlung der
durch die eingeprigten Krifte und durch die Fithrungsdriicke hervor-
gerufenen Beschleunigungszustinde, durch deren Uberlagerung der re-
sultierende Beschleunigungszustand und damit auch die Fithrungsdriicke
bestimmt sind.

Die von F. WITTENBAUER? angegebenen Verfahren zur Losung der
ersten Grundaufgabe werden im Zusammenhange mit seiner Lsung der
zweiten Grundaufgabe besprochen (IV).

40. Das flichenldufige starre ebene System. Eine Scheibe mit dem
Schwerpunkte S werde im Punkte 4 auf gegebener Kurve (Kritmmungs-
mittelpunkt Q,) mit der Geschwindigkeit b4 gefithrt, vs sei der gegebene
Betrag der Geschwindigkeit des Schwerpunktes S; auf diese Scheibe
mit Einpunktfithrung wirke in B die eingeprigte Kraft § (Fig. 27).

Fiir die Ermittlung des Beschleunigungszustandes und des Fithrungs-
druckes ©4 in A4 ist nach K. FEDERHOFERS® eine direkte zeichnerische

1 S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. ITa, Bd. 139 (1930) S. 159:

2 Mh. Math. Phys. Bd. 38 (1931) S. 126—128.

'3 Z. Math. Phys. Bd. 58 (1910) S. 169—171; Bd. 60 (1912) S.168—169. = :
4 Graphische Dynamik, Abschn. IX u. XIV. ‘

5 S.-B. Akad. Wiss. Wien,. Abt.. 1Ia, Bd. 139. (1930) S..29.
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Losung moglich, da die Richtung von ©4 (iibereinstimmend mit der Nor-
malen der Fithrungskurve) bereits bekannt ist.
Man konstruiert nach (35) die dem Falle reiner Normalbeschleunigung

—_—
entsprechende, auf die Masse ,,1° reduzierte Trigheitskraft ty = ANy

—_

+ SNgs4, angreifend im Schwerpunkte S und sodann die durch den
Trigheitspol M gehenden Wirkungslinien der beiden, von den Para-
metern 44 und 2 linear abhingigen Zusatzkrifte t; und t, des Systems

;9'4 Fig. 27.

der Trigheitskrifte. Da von den fiinf reduzierten Kriften des Gleich-
gewichtssystems p, ty, t,, t5, D4 zwei Krifte bekannt, von den iibrigen
die Wirkungslinien gegeben sind, so sind letztere aus einem geschlossenen
Kriftepolygon und Benutzung der Hilfslinie M H leicht zu ermitteln. Ist

die Kraft 9§ durch den reduzierten Vektor p = % dargestellt worden,
so liefert — f; die gesuchte Tangentialbeschleunigung von 4 und es ist

—
daher die Beschleunigung des gefithrten Punktes 4: by =—1t, + N4
und jene des Schwerpunktes: bg = — (t, + t; + t).

Die Losung von F. WiTTENBAUER! fiir die gleiche Aufgabe beruht
auf der Konstruktion eines Beschleunigungsplanes, in welchem die von
der eingeprigten Kraft und vom Fithrungsdruck am frei gedachten
System hervorgebrachten Beschleunigungen vereinigt werden; nach dem
gleichen Verfahren wird auch die Kinetostatik der flichenldufigen Ein-
kurvenfithrung behandelt.

1 a.a.O. Abschn. VII S. 76—81.

Ergebnisse der Mathematik. I. Federhofer. 7
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41. Der zwanglédufige starre Korper. Die zwangliufige Bewegung
des starren Korpers sei durch Fithrung einzelner Punkte des Kérpers
in Kurven oder auf Flachen erzielt; die in Ruhe befindlichen Fithrungen
seien vollkommen glatt. Fiir die dabei moglichen Fithrungsarten (Zwei-
punkt- bis Finfpunktfithrung) wurden die kinematischen Verhéltnisse,
insbesonders die Aufsuchung der Elemente der momentanen Schrauben-
bewegung in (24, 25) auf graphischem Wege erledigt. Das System der
Beschleunigungsdriicke ist nach (38) dargestellt durch eine in S an-
greifende Kraft 8 = 8B° 4 Ambgund durch ein Moment I = MO + 1D°.
Die konstruktive Ermittlung der dem (0)-System entsprechenden Vek-
toren B9, MO und DO ist in (37) behandelt. Um nun, entsprechend der
,»A~-Methode“ von K. FEDERHOFER, jenen Parameter 4* zu finden, der
gerade den durch die eingeprigten Krifte erzeugten Beschleunigungs-
zustand des zwangldufigen starren Korpers liefert, wird fiir das Gleich-
gewichtssystem, bestehend aus den eingeprigten Kréften, den Trig-
heitskriaften und den Fihrungsdriicken, das Prinzip der virtuellen
Leistungen unter Annahme einer virtuellen Schraubung um die durch
die Art der Fithrung bestimmte momentane Schraubenachse angewendet.
Dies liefert eine von den unbekannten Reaktionen unabhingige lineare

Gleichung firr 2*: ;
eichung fur . ;%wbi—%o'bs—mo'm
* —

mbg - b+ D0+ W
Alle in dieser Formel vorkommenden Leistungen sind nach den An-
gaben in (17 und 18) einer graphischen Ermittlung zuginglich; der
Nenner bedeutet die doppelte kinetische Energie der Schraubenbewegung.
Mit A* ist das endgiiltige System T*, It* der Trigheitskrifte bestimmt,
und es lduft nun die eigentliche kinetostatische Aufgabe darauf hinaus,

n
das bekannte Kraftsystem > B;, T*, IM* aufzulésen nach den Wirkungs-
1

linien der Fithrungsdriicke, wofiir die entsprechenden graphischen Me-
thoden bereitgestellt sind?.

K. FEDERHOFER? hat die hiernach erforderlichen Konstruktionen fiir
den Fall der rdumlichen Zweipunkt- und Dreipunktfithrung des starren
Korpers mit Benutzung des Abbildungsverfahrens von MaAyor und
v. Miskes durchgefiihrt ; gewisse Vereinfachungen ergeben sich bei der An-
wendung der ,,A-Methode zur kinetostatischen Behandlung der zwang-
laufigen sphirischen Bewegung. '

42. Ebene und raumliche Getriebe. Das ,,A-Verfahren‘‘ bleibt auch
bei der kinetostatischen Untersuchung von ebenen und rdumlichen Ge-
trieben anwendbar, da nach H. WINTER? der Satz von E. STUBLER iiber

1 Vgl. z. B. L. HENNEBERG: Graphische Statik der starren Korper, Kap. 13.
Leipzig u. Berlin: Teubner 1911.

2 a.a. 0. S.52—68, 80—81.

3 S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. IIa, Bd. 139 (1930) S. 160.
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die Ahnlichkeit der Beschleunigungspunktreihen eines zwangliufig ge-
filhrten einzelnen Systems bei festem Geschwindigkeitszustande auch
fiir alle Punkte zwangliufiger Getriebe seine Giiltigkeit behdlt. Durch
Betrachtung der relativen Bewegung zweier gegeneinander raumlich be-
wegter Glieder eines solchen Getriebes kann bewiesen werden, daB3 die
Anderungen Aby, Aby der Beschleunigungen zweier Punkte M, N auf
benachbarten Gliedern und die Anderung Ab, ihrer relativen Be-
schleunigung proportional den zugehérigen Geschwindigkeiten vy, bx
und b, ist, woraus die Richtigkeit des Satzes folgt.

Sind S,, S,, ... Su die Schwerpunkte, m,, m,, ... m, die Massen,
1y, bg, - .. in die Haupttrigheitshalbmesser der # Glieder eines ebenen
Getriebes, B;, B,, . . . Bn die beziiglichen eingeprigten Krifte, so 148t
sich die resultierende Trigheitskraft des i-ten Gliedes durch %9, und

1: = —my; Abg; darstellen und es ist der fiir alle Getriebeglieder gleiche
Parameter 4 so zu bestimmen, daB} sich die Tréigheitskrifte
21122 e Sz(r]n’
4 4 4
rl1~r2 * - -* rns

die eingeprigten Krifte P, %B, ... By und die Auflagerdriicke D,D, in
den Getriebelagern das Gleichgewicht halten. Das Prinzip der virtuellen
Leistungen liefert fiir A* die Gleichung

n n n
Z?Ei'bi-}—Zigi'UT,j—l*zmibSi'nTi=0’
1 1 1

woraus 4* und damit der Beschleunigungszustand des Getriebes be-
stimmt ist. Es bedeuten b; die Geschwindigkeit des Angriffspunktes
von B;, vr; jene des TrigheitspolesT; des i-ten Gliedes, bs; die Geschwin-
digkeit des Schwerpunktes S;. Die inneren Produkte in obiger Gleichung
werden wieder nach dem Verfahren von H. MULLER-BRESLAU mit Hilfe
der gedrehten Geschwindigkeiten als statische Momente bestimmt. Da
nun auch die resultierenden Trigheitskrifte & der einzelnen Getriebe-
glieder bekannt sind, so 148t sich fiir das ebene Getriebe nach F. WiTTEN-
BAUER! ein dynamischer Kraftplan entwerfen, der durch geschlossene
Kriftepolygone das Gleichgewicht der folgenden Kriftegruppen zum
Ausdruck bringt:

n n
a) Gesamtsystem > B;, > T, Auflagerdriicke ®,, D,;
T T

b) Kriftesystem jedes Knotens (Gelenkes), bestehend aus den am
Knoten wirkenden duBeren Kriften und den Spannungen in den vom
Knoten ausgehenden stabformigen Gliedern;

c) Kriftesystem jedes Getriebegliedes, bestehend aus den ein-
geprigten Kriften dieses Gliedes, seiner resultierenden Trigheitskraft
und den Gelenkdriicken der Nachbarglieder.

1 Z. Math. Phys. Bd. 53 (1906) S.274—287.
7*
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Aus a) ergeben sich, sofern das Getriebe kinetostatisch bestimmt ge-
lagert ist!, die Auflagerdriicke, aus b) die Spannungen in den stabfor-
migen Gliedern?, endlich aus c) die Gelenkdriicke.

Von H. WiNTER? wurde fiir ebene Getriebe ein Verfahren ange-
geben, das den Beschleunigungszustand und die Fithrungs- und Ge-
lenkdriicke sowie Stabspannungen auf einmal liefert. Es ist rein gra-
phisch und hat formale Ahnlichkeit mit der Methode von L. HENNE-
BERG? zur Bestimmung der Stabspannungen in Fachwerken.

Es besteht darin, daB das Getriebe in ein Stabwerk iibergefithrt wird,
indem der Trégheitspol jedes Gliedes des Getriebes durch gewichtlose
Stibe an zwel beliebige Gelenkpunkte des betreffenden Gliedes an-
geschlossen und jedes bindre Glied durch einen Stab, jedes terndre Glied
durch drei Stdbe usw. ersetzt wird. Das so entstandene Stabwerk kann,
da das Getriebe zwangliufig ist, durch Einfiigung eines Hilfsstabes H
in ein statisch bestimmtes Stabwerk iibergefithrt werden, wobei die Wahl
von H so zu treffen ist, daB kein unendlich wenig bewegliches Stabwerk
(also kein Ausnahmefall) vorliegt. Nun zeichnet man zwei Kraftpldne.
Der eine enthilt als Belastung des Stabwerkes die eingepréigten Krifte
und die in den Knoten (Trigheitspolen) des Stabwerkes angreifenden und
einem moglichen Beschleunigungszustande des Getriebes entsprechenden
Trigheitskrifte €,,, E,,, . .., Tprn, im zweiten werden als Belastungen
die in den Trigheitspolen angreifenden zusitzlichen Trigheitskrifte

71> Tre, - 1. T, die mit A proportional sind, angenommen. Sei Sy
die Spannung des Hilfsstabes im ersten Kraftplane, S% jene des gleichen
Stabes im Kraftplane fiir 4 = 1, so erfihrt der Hilfsstab unter dem Ein-
flusse der Gesamtbelastung eine Spannung Sy + AS%; setzt man diese
wegen des Fehlens des Stabes gleich Null, so ergibt sich der Beschleu-

nigungsparameter 4 = ——gz . Damit sind aber nicht nur alle Beschleu-

nigungen, sondern auch aus den beiden Kraftplidnen die Gelenk- und
Fithrungsdriicke sowie die Stabspannungen bestimmt, denn es gilt z. B.
fiir eine Spannung &; im Stabe ¢:

G =6+ 1@21 ’
wo ©;; und &;, die aus den beiden Kraftplinen entnommenen Spannun-
gen dieses Stabes sind.

1 Uber die Berechnung (auBerlich oder innerlich) kinetostatisch unbestimmter
Systeme vgl. eine Arbeit von R. GIRTLER: S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. 11a, Bd. 137
(1928) S. 51—69. Dort werden unter Zuhilfenahme des Prinzips des kleinsten
Zwanges von GAuss Satze uiber die Kinetik deformierbarer Korper hergeleitet, die
fir kinetostatisch unbestimmte Systeme eine adhnliche Bedeutung haben wie die
Lehrsitze von MENABREA-CASTIGLIANO fiir die Berechnung auferlich oder inner-
lich statisch unbestimmter Systeme in der Statik.

2 Beziiglich der mit Riicksicht auf die Verteilung der Tragheitskrafte entlang
der Stabachse noch notwendigen Korrektur vgl. (V).

3 S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. IIa, Bd. 139 (1930) S. 163.

4 Statik, 1886 S. 222ff.
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Bei der von O. MoHR! gegebenen Methode zur Losung der ersten
Grundaufgabe wird die wirkliche Bewegung zerlegt in eine Grund-
bewegung, bei der das gefiihrte Glied des Getriebes die gegebene Winkel-
geschwindigkeit und die Winkelbeschleunigung Null besitzt, und in eine
iiberlagerte Anfangsbewegung mit der Winkelgeschwindigkeit Null und
der gesuchten Winkelbeschleunigung, die mit Hilfe des Prinzips der vir-
tuellen Leistungen berechnet wird; dabei wird auch der EinfluB3 der
Reibung in den Gelenken beriicksichtigt. Die Bestimmung der Gelenk-
driicke und Stabspannungen geschieht in Kraftplinen, wobei die Krifte
anders geordnet sind als in den WITTENBAUERschen dynamischen Plianen.

Die Anwendung des ,,A-Verfahrens zur kinetostatischen Unter-
suchung rdumlicher Getriebe fithrt nach (41) zur folgenden Bestimmungs-
gleichung fiir A*:

1% 2P0, — 2B b — W -,
o 2 mibg; - Dy + 2D, ’

worin die Summen iber simtliche Glieder des Getriebes zu erstrecken
und die darin vorkommenden inneren Produkte nach den dafiir an-
gegebenen Verfahren zu konstruieren sind. Mit A* sind die Trigheits-
dynamen aller Glieder bestimmt und es kann die graphische Ermittlung
der Stabspannungen, Gelenk- und Auflagerkrifte nach den Verfahren
der Raumkraftstatik erfolgen.

43. Flachenldufige ebene Systeme ; Mehrkurbelgetriebe. Eine gra-
phische Losung der ersten Grundaufgabe fiir ein flichenliufiges Gelenk-
viereck gibt F. WITTENBAUER?, die auf der Einfithrung von statischen
Ersatzmassen und mehrmaliger Zeichnung von dynamischen Kraft-
plinen beruht, wobei die Ahnlichkeit der Beschleunigungspunktreihen
ausgenutzt wird. K. FEDERHOFER® behandelt den Fall zweier in 4 ge-
lenkig verbundener ebener Systeme I und II, von denen das System I
einen festen Drehpunkt O; besitzt und zeigt, daB der durch gegebene
Krifte an dem flichenldufigen Systeme II hervorgerufene Beschleu-
nigungszustand mit Hilfe seines ,,A-Verfahrens einfach zu bestimmen
ist. Das System der von zwei Parametern 4; und ;7 linear abhingigen
Tréagheitskrifte des Systems IT wird nach (35) dargestellt, jenes von I
durch die resultierende Zentrifugalkraft und durch eine mit 4; linear
verdnderliche Kraft — m;4;bs7, deren Wirkungslinie durch den Antipol
von Oy beziiglich des um S; gezeichneten Kreises vom Halbmesser iy
fithrt. Nach dem pD’ALEMBERTschen Prinzipe muB dieses System der
Tragheitskrifte von I und IT mit den eingeprigten Kriften und dem
Gelenkdrucke in O; ein Gleichgewichtssystem bilden; die Nullsetzung
seiner statischen Momente um O; und der um das Gelenk 4 genommenen

1 Z. Math. Phys. Bd. 51 (1904) S. 29 — Abhandlungen aus dem Gebiete der
technischen Mechanik, S. 168— 186, Berlin 1906.

2 a.a.0. Abschn. XXV, S. 445—454.

8 S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. IIa, Bd. 139 (1930) S. 24—28.
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statischen Momente der auf das System II wirkenden Krifte liefert zwei
von den Gelenkdriicken freie lineare Gleichungen fiir 4; und ;;, deren
Auflésung den gesuchten Beschleunigungszustand ergibt; die Zeichnung
eines dynamischen Kraftplanes fiir beide Scheiben liefert die Gelenk-
driicke in Oy und 4. Obige Darstellung des Systems der Trigheitskrifte
1aBt auch eine rein zeichnerische Lésung mit Hilfe perspektivischer
Punktreihen und Strahlenbiischel zu.

Fiir zwei gelenkig verbundene, ohne sonstigen Zwang bewegliche
Systeme wurde der durch duBere Kréfte hervorgerufene Beschleunigungs-
zustand und der Druck im Gelenke graphisch untersucht von TH. POscHL?
und F. WiTTENBAUER? Die in (36) durchgefithrte Analyse des Systems
der Beschleunigungsdriicke des Dreikurbelgetriebes (als Sonderfall eines
Mehrkurbelgetriebes) ermoglicht die tibersichtliche graphische Losung
der zugehorigen ersten Grundaufgabe; es kommt auf die Ermittlung der
drei den Beschleunigungszustand festlegenden Parameter 47 4;; Ay an,
die den eingeprigten Kriften B; ;s Rrr entsprechen. Letztere bilden
mit simtlichen Tragheitskriften und den Driicken in den festen Dreh-
punkten der drei Kurbeln ein Gleichgewichtssystem. Wird fiir dieses
dreimal das Prinzip der virtuellen Leistungen angewendet und zwar auf-
einanderfolgend fiir jene bereits untersuchten Geschwindigkeitszustande
der zwanglaufigen Getriebe, die den Fillen I bis III entsprechen — wobei
zufolge der besonderen Wahl der drei Verschiebungszustinde die Driicke
in den Auflagergelenken leistungsfrei bleiben —, so ergeben sich drei
lineare Gleichungen zur Bestimmung der Parameter A; Ay 4777, Damit
sind die Beschleunigungen der Gelenkpunkte des Getriebes und die
Winkelbeschleunigungen der drei Kurbeln bestimmt und es kénnen die
Tragheitskrifte aller Glieder konstruiert werden. Die Konstruktion eines
dynamischen Kraftplanes fithrt schlieBlich zur Kenntnis der Gelenk-
driicke und Stabspannungen. Die Anwendung der ,,A-Methode hat
K. FEDERHOFER® an einem vollstindig durchgearbeiteten Dreikurbel-
getriebe gezeigt. Das entwickelte Verfahren kann ohne weiteres fiir Ge-
triebe mit mehr als drei Kurbeln verallgemeinert werden.

IV. Graphische Losung der zweiten Grundaufgabe.

44. Reduzierte Kraft und Gleichgewichtskraft. Diese Krifte spielen
bei den von F. WITTENBAUER? gegebenen Losungen der ersten und
zweiten Grundaufgabe eine wichtige Rolle. Wirken auf ein zwang-
ldufiges System die eingeprigten Krifte R, R, ... Pn, deren Angriffs-
punkte die Geschwindigkeiten b, v, ... b, besitzen, so folgt die nach

! S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. ITa, Bd. 118 (1909) S. 539—551.

2 Graphische Dynamik, Abschn. XXV S. 433 —445.

3 Ing.-Arch. Bd. 1 (1930) S. 600—610.

4 a.a. O. Abschn. XIV (gefithrtes ebenes System) und Abschn. XXVI (ebenes
Getriebe).
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einem Punkte R des Systems ,reduzierte Kraft”“ Pz aus der Gleich-
setzung der Leistungen:

%BR-nR=2f‘sB,--n@-, (1)

wobei pp die Geschwindigkeit des Reduktionspunktes ist. Die Richtung
von Py ist willkiirlich, gewshnlich 148t man sie mit der Bewegungs-
richtung des Punktes R zusammenfallen; da es sich bei Ermittlung von
Pr nur um die Verhiltnisse der Geschwindigkeiten handelt, kann die
Geschwindigkeit des Reduktionspunktes willkiirlich gewahlt werden.

Die Bestimmung der reduzierten Kraft kann zeichnerisch oder rech-
nerisch erfolgen a) mit Benutzung eines Geschwindigkeitsplanes, b) mit
Benutzung der Drehpole, indem die Methode der gedrehten Geschwindig-
keiten verwendet wird, c¢) nach der Methode der Stabspannungen, die
auf der Zeichnung eines Kraftplanes fiir das bewegte gegliederte System
beruht, aus dem die mit der reduzierten Kraft entgegengesetzt gleiche
Gleichgewichiskraft zu entnehmen ist. Dabei werden Krifte, die nicht
in Gelenken angreifen, statisch, d. h. nach dem Parallelogrammgesetz,
in die Gelenke des betreffenden Gliedes aufgeteilt. Fir das einzelne ge-
fithrte ebene (oder riumliche) System wird dessen Starrheit dadurch zum
Ausdrucke gebracht, daB die Fithrungspunkte und die Stellen der Kraft-
angriffe durch starre Stdbe in einer die gegenseitige Unbeweglichkeit
gewihrleistenden Anzahl miteinander verbunden werden. Damit wird
die Methode der Stabspannungen auch fiir das nicht stabférmige System
anwendbar. Die Kraft —$z nennt man die in R wirkende - Gleich-
gewichtskraft, da sie, entgegen der Bewegungsrichtung vg wirkend, das
zwangliufige System im Gleichgewichte erhidlt. N. Joukowsky! be-
trachtet den zur zwanglidufigen ebenen Kette konstruierten Plan der
senkvechten Geschwindigkeiten als einen um den Geschwindigkeitsnull-
punkt als festen Stiitzpunkt drehbaren starren Hebel. Die Darstellung
der Leistung einer Kraft als statisches Moment nach H. MULLER-BRESLAU
1iBt dann unmittelbar die Richtigkeit des Satzes erkennen: LaBt man
in den Knoten dieses Hebels die ihnen in der Kette entsprechenden Krifte
mit gleicher GréBe und Richtung angreifen, dann muB der Hebel im
Gleichgewichte sein, wenn diese Krifte an der kinematischen Kette
Gleichgewicht halten, und es sind die Spannungen in den Stidben des
Hebels (der als statisch bestimmtes Fachwerk erscheint) gleich den
Spannungen in den Stdben der Kette. Das Verfahren kann daher zur
Konstruktion der Gleichgewichtskraft dienen.

45. Losungsmethoden. Die zweite Grundaufgabe lautet: Welche
Kraft Pg ist an bestimmter Stelle Q in bestimmter Richtung wirkend
den gegebenen eingeprigten Kréften hinzuzufiigen, damit ein vorgegebe-
ner Beschleunigungszustand des bewegten Systems von bekannter

1 Samml, math, Arb. math. Ges. Moskau, Bd. 28 (1911) S. 71 —119.
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Massenverteilung hervorgerufen wird? Sei zunichst ein ebenes System
angenommen, so ist demnach die resultierende Trigheitskraft $* bzw.
fur mehrere verbundene ebene Systeme das System der resultierenden
Trégheitskrafte > $* bekannt, und es gilt nach D’ALEMBERT, wenn
Reibungen auBer Betracht bleiben,

Zl:%'bi%'%cz'bq—f—zl'if'bm:()-

Da sich, wie der Vergleich mit Gleichung (1) zeigt, die gesuchte
Kraft g als an der Stelle Q wirkende Gleichgewichtskraft des Systems
der eingeprigten Krafte 3, B, ... R, und der resultierenden Trigheits-
krafte T*TF ... T¥ ergibt, ist die zweite Grundaufgabe auf die Er-
mittlung einer reduzierten Kraft zuriickgefiihrt, und es stehen hierfiir
die in (44) angegebenen Verfahren zur Verfiigung.

In dem besonderen Falle des Verschwindens der Krifte B, 8, . .. B,
ist die Kraft Pq ersichtlich gleich dem an die Stelle Q und in die Be-
wegungsrichtung dieses Punktes reduzierten gesamten Beschleunigungs-
druck. Dieses Ergebnis findet Verwendung bei der Ermittlung des Riick-
druckes einer Steuerung als jener Kraft, die notig ist, um die Steuerung
mit einer gewissen Beschleunigung zu bewegen! und in der Theorie der
Regulatoren bei Ermittlung der Verstellkraft an der Muffe eines Reglers;
auch kann es verwertet werden zur Bestimmung der in der graphischen
Dynamik der ebenen Getriebe eingefithrten verinderlichen Punktmasse
und der Ableitung nach ihrem Wege?, sowie zur Ermittlung der redu-
zierten Trigheitsmomente von Mehrkurbelgetrieben3.

F. WITTENBAUER? zeigt die Losung der zweiten Grundaufgabe an
dem in verschiedener Art gefithrten ebenen Systeme sowie an ebenen
zwangldufigen Getrieben, wobei er sich zur Darstellung der resul-
tierenden Tragheitskrifte durchwegs der Methode der statischen Er-
satzpunkte bedient. F.PrROEGER?, H.AL15 und O. ToLLE® legen bei
Losung der zweiten Grundaufgabe die in (33) angegebenen Verfahren
zur Konstruktion der resultierenden Trigheitskréfte eben bewegter Schei-
ben zugrunde und machen von der reduzierten Kraft keinen Gebrauch.

Fur das zwangldufige rdumliche System und fiir rdumliche Getriebe
hat das Verfahren der Ermittlung der reduzierten Kraft zur Losung der
zweiten Grundaufgabe bisher keine Anwendung gefunden, obwohl dies
prinzipiell ohne weiteres moglich ist.

t FoppL, A.: Vorlesungen iiber Technische Mechanik, Bd. 6, S. 315. Leipzig:
Teubner 1910. — WITTENBAUER: a. a. O. S. 457, 516, 734.

2 BEYER, R.: Technische Kinematik, S. 455. Leipzig: Joh. Amb. Barth 1931.

3 PROEGER, F.: Mitt. Forsch.-Arb., herausgeg. vom VDI 1926 H. 285. —
Bever, R.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 8 (1928) S. 122—133.

¢ a.a. O. Abschn. XIV u. XXVI.

5 Z. angew. Math. Mech. Bd. 6 (1926) S. 58—62.

6 Ing.-Arch. Bd. 1 (1930) S. 377—384.
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F. WITTENBAUER 1l6st auch die erste Grundaufgabe im ebenen Falle
nach seinen fiir die zweite Grundaufgabe entwickelten Verfahren. Es
wird dabei ein mit dem Geschwindigkeitszustand und mit den Fithrungen
vertriglicher Beschleunigungszustand angenommen; wire die Annahme
richtig getroffen, dann miiBten die eingeprigten Krifte, Tragheitskrifte
und Fithrungsdriicke im Gleichgewichte sein. Dies wird im allgemeinen
nicht zutreffen; es ist nun der gewihlte Beschleunigungszustand so zu
verdndern, daB das genannte Gleichgewicht wirklich erreicht wird. Die
Annahme von zwei beliebigen Beschleunigungszustinden geniigt, um
daraus den richtigen abzuleiten. Das kann auf zwei verschiedenen Wegen
geschehen:

a) Man konstruiert die Kraft o, die, im Punkte Q wirkend, den ein-
geprigten Kriften hinzugefiigt werden muB, um den angenommenen
Beschleunigungszustand zu erzielen. Wird diese Kraft fiir beide Be-
schleunigungszustdnde nach (44, c) konstruiert, dann kann mit Hilfe der
sich dabei ergebenden &hnlichen Punktreihen in einfacher Weise der
richtige Beschleunigungszustand gefunden werden, fiir den die Kraft Pq
gleich Null sein muf3 (Nullmethode).

b) Man konstruiert nach (44, c¢) mit Hilfe eines Kraftplanes die
Gleichgewichtskraft, die, in einem willkiirlich gewahlten Reduktionspunkt
wirkend, den eingeprigten Kriften allein das Gleichgewicht hilt, so-
dann in einem getrennten Kraftplan die im gleichen Reduktionspunkt
und in gleicher Wirkungslinie wirkende Gleichgewichtskraft fiir die
Tragheitskrafte. Der richtige Beschleunigungszustand ist dadurch ge-
kennzeichnet, daB die erhaltenen Gleichgewichtskrifte sich tilgen.
Durch Annahme zweier Beschleunigungszustinde kann die L&sung
wieder mit Hilfe dhnlicher Punktreihen gefunden werden (Gleichsetzungs-
methode).

Durch beide Methoden wird somit der den gesuchten Beschleuni-
gungszustand kennzeichnende Parameter i* konstruktiv ermittelt, wo-
bei aber gleichzeitig auch die Fithrungs- und Gelenkdriicke sowie die
Stabspannungen gewonnen werden. Das WITTENBAUERsche Werk ent-
hilt zahlreiche Beispiele fiir die Anwendung beider Verfahren.

V. Dynamische Kraftpldne.

Diese bilden das dynamische Analogon zur graphischen Spannungs-
ermittlung eines ebemen, ruhenden Stabwerkes. Name und Art der
Krifteanordnung stammen von F. WITTENBAUER!. Thr Konstruktions-
prinzip besteht darin, das Gleichgewicht der in (42, a bis ¢) angefiihrten
Kriftesysteme jedes Knotens und jedes Gliedes sowie des Gesamtsystems
der eingeprigten Krifte, der resultierenden Trigheitskrifte und der
Auflagerdriicke nach den Methoden der ebenen graphischen Statik durch

1 Z. Math. Phys. Bd. 53 (1906) S.274—287.
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Zeichnung geschlossener Kriftepolygone zum Ausdruck zu bringen, aus
denen sich dann die Auflager- und Gelenkdriicke sowie die Stabspan-
nungen in iibersichtlicher Weise ergeben. Die dabei nach F. WITTEN-
BAUER gefundenen Stabspannungen beruhen auf der Annahme, daB die
Masse jedes einzelnen Gliedes in dessen Gelenke statisch verteilt sei
(statische Ersatzpunkte), die einzelnen Glieder selbst aber masselos
seien. Diese Spannungen sind daher noch nicht die wirklichen, denn
die in die Achse eines Stabes fallenden Teile seiner Trigheitskrifte sind
fir die einzelnen Stabquerschnitte verdnderlich, so daB es auch die
Stabspannung sein muB. Werden aber die Trigheitskrifte jedes Stabes
eines ebenen Getriebes so angeordnet, daB sie in einem fortlaufenden
Kraftzuge aneinandergereiht sind und werden die in die Gelenke statisch
aufgeteilten Trigheitskrifte und Gewichte nach Richtung des Stabes
und senkrecht hierzu zerlegt, so ergeben sich aus dem so geordneten
Kraftplane auch die wirklichen dynamischen Spannungen an den Enden
des Stabes, die nach einem Vorschlage R. BEYERS zum Andenken an
den Begriinder der graphischen Dynamik F. WITTENBAUER die W-Span-
nungen des Getriebes genannt werden. Die Methode der dynamischen
Kraftplane ist ohne jegliche Vernachlissigung oder willkiirliche Verein-
fachung vollkommen streng durchfithrbar. Hinsichtlich der Einzelheiten
dieser Methode sei auf den Abschn. XXVII von WITTENBAUERS ,,Gra-
phischer Dynamik’’ verwiesen.

Die Zeichnung dynamischer Kraftpline findet sich erstmals bei
O. MoHR?, jedoch auf anderer Grundlage als bei F. WITTENBAUER und
ohne Korrektur der Spannungen.

Bei der Bemessung der Querschnitte der einzelnen Stibe eines Ge-
triebes sind auBler den Stabkriften, die der dynamische Kraftplan liefert,
noch die infolge der stetigen Verteilung der Trigheitskrifte iiber die
Stablinge entstehenden Biegungsmomente in den einzelnen Quer-
schnitten zu beriuicksichtigen.

Abgeschlossen im Marz 1932.

1 Vgl. auch A.PrOLL: Z. Math. Phys. Bd. 61 (1913) S. 416—426 (Sonderfall
des Schubkurbelgetriebes). — PéscHL, TH.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 6 (1926)
S. 489—492. — BEYER, R.: Maschinenkonstruktur 1928, S. 130.

2 Z. Math. Phys. Bd. 51 (1904) S.29—41.
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