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Vorwort und Einleitung. 
In den drei Jahrzehnten, die seit dem Abschlusse des in der Enzyklo­

padie der mathematischen Wissenschaften erschienenen Berichtes iiber 
Kinematik1 von A. SCHOENFLIES und M. GRUBLER verflossen sind, hat 
sich eine Fiille neuer Ergebnisse auf diesem Forschungsgebiete an­
gesammelt, die in zahlreichen mathematischen und technischen Zeit­
schriften des In- und Auslandes niedergelegt sind. Eine Ordnung und 
iibersichtliche Darstellung der wichtigsten Ergebnisse der seit 1903 
entstandenen kinematischen Arbeiten, die bisher fehlte, diirfte urn so 
erwiinschter sein, als einerseits die vorhandenen Lehrbiicher iiber 
Kinematik nur einen Teil der neueren Literatur mit wenig Quellen­
nachweisen enthalten, andererseits die hierhergehorigen Beitrage in 
den neuen Handbiichern der Mechanik das auslandische Schrifttum 
nur unvollkommen beriicksichtigen. 

Der vorliegende Bericht strebt vor aHem die Darstellung der Er­
gebnisse jener im bezeichneten Zeitraume erschienenen Arbeiten an, 
die der graphischen Kinematik und Kinostatik starrer und gegliederter 
Systeme gewidmet sind. 

Nach der Bewegung des Punktes, des freien und gefiihrten ebenen 
Systems mit EinschluB seiner zweiparametrigen Bewegungen wird jene 
des freien und gefUhrten raumlichen Systems mit Bedachtnahme auf 
die neuen Abbildungsmethoden der raumlichen Kinematik behandelt. 
Weitere Abschnitte befassen sich mit der Kinematik der ebenen und 
raumlichen gegliederten Systeme, mit den Bedingungen des Zwang­
laufes kinematischer Ketten und mit der Verzahnungstheorie. 

Ferner wird iiber die der kinematischen Synthese angehorenden 
Arbeiten und iiber die hier erzielten Fortschritte berichtet, die im 
letzten Jahrzehnt fUr die Synthese der Maschinengetriebe bedeutungs­
voll geworden sind. 

Der zweite Teil des Berichtes enthalt eine knappe Darstellung der 
graphischen Kinetostatik ebener und raumlicher Systeme, die von den 
Methoden der graphischen Kinematik weitgehenden Gebrauch macht. 

Die kinematische Geometrie, deren Ziel in der kinematischen Ab­
leitung von Satzen und Konstruktionen zur Theorie der Kurven und 
Flachen gelegen ist, wurde nur in dem fiir die Behandlung der Ge-

1 Leipzig: B. G. Teubner, Bd. IV, 1, S. 190-278. 
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schwindigkeits- und Beschleunigungszustande notwendigen AusmaBe 
beriicksichtigt. 

Der fUr diesen Bericht zugelassene knappe Umfang erforderte den 
Verzicht auf die AnfUhrung von Beweisen und die Beschrankung der 
Abbildungen auf ein sehr geringes MaB. Bei der Zeichnung der letzteren 
und beim Lesen der Korrekturen haben mich die Ingenieure HANS 

EGGER und HANS JAKLITSCH in dankenswerter Weise unterstiitzt. 

Graz. im August 1932. 
K. FEDERHOFER. 
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A. Graphische Kinematik. 
I. Die Bewegung eines Punktes. 

1. Kinematische Diagramme. Hodographen. Die geradlinige Punkt­
bewegung wird veranschaulicht durch ihre orthogonalen kinematischen 
Diagramme, in denen die Zusammenhange: Weg-Zeit, Geschwindig­
keit-Zeit, Beschleunigung-Zeit, Geschwindigkeit-Weg, Beschleuni­
gung-Weg, Beschleunigung-Geschwindigkeit zeichnerisch dargestellt 
werden. Die drei erstgenannten Diagramme stehen untereinander in den 
gleichen Beziehungen wie die Integralkurve zur Differentialkurve; das 
Zeit-Weg-Diagramm wird aus jedem der drei letztgenannten Diagramme 
als Integralkurve eines leicht zu konstruierenden Hilfsdiagrammes ge­
funden 1. E. GUNTHER 2 empfiehlt die Verwendung eines polaren Weg­
Zeit- bzw. Geschwindigkeit-Zeit-Diagrammes (Radiusvektor gleich dem 
Wege bzw. der Geschwindigkeit, Argument cp proportional der Zeit), aus 
denen die Geschwindigkeit und die Beschleunigung als Polarsubnormale 
dieser Diagramme zu entnehmen ist. 

Bei der krummlinigen Bewegung eines Punktes erfiillen die Spitzen 
aller in einem fest en Punkt angesetzten Geschwindigkeitsvektoren den 
polaren Hodographen (A. F. MOBIUS, W. R. HAMILTON) ; die Geschwindig­
keit, mit der die Vektorspitze den Hodographen beschreibt, ist gleich 
der Beschleunigung der urspriinglichen Bewegung. Letztere laBt sich 
nach R. MEHMKE3 einfach konstruieren, wenn man sich noch des lakalen 

1 Die Graphische Dynamik :von F. WITTENBAUER (Berlin: Julius Springer 1923) 
gibt in den Abs.chnitten XXXI und XXXIII genauen AufschluB iiber die Kon­
struktion dieser Diagramme, iiber die Zusammenhange der MaBstabe, iiber zahl­
reiche technische Anwendungen und iiber die zum Zeichnen der Diagramme er­
sonnenen Apparate. Die dort enthaltenen Literaturangaben sind im Abschnitte (c) 
des Literaturverzeichnisses dieses Berichtes vervollstandigt. 

2 Ber. Sachs. Akad.Wiss. Leipzig (math.-phys. Kl.) Bd. 23 (1921) S. 226-231-
Diese Darstellungsweise, bei der die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen un­
mittelbar als im Pole angesetzte Strecken erscheinen, ist dann sehr vorteilhaft, 
wenn das Weg-Zeit-Diagramm eines geradlinigen Bewegungsvorganges mittels 
.eines am bewegten Kiirper befestigten Schreibstiftes oder auf photographischem 
Wege auf einer sich glejchfiirmig drehenden Scheibe derart aufgenommen wird, 
daB das Diagramm relativ zur ruhenden Scheibe einen Scheibendurchmesser ergabe. 

3 Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. Bd. 12 (1903) S. 561. Die hier beschriebene 
allgemein giiltige Konstruktion kann auch zur Zeichnung der Bahn des bewegten 
Punktes belllltzt werden und als Grundlage fiir eine Reihe die Bahn zeichnender 
Mechanismen dienen'. [Ebenda Bd. 16 (1907) S.377-382.] Eine brauchbare Ge­
staltung solcher Mechanismen scheint bisher nicht bekanntgeworden zu sein. 

Ergebnisse der Mathematik. I. Federhofer. 
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Hodographen bedient, auf dem die Spitzen der in den jeweiligen Lagen 
des bewegten Punktes angesetzten zugehorigen Geschwindigkeitsvektoren 
liegen. Erfolgt die Darsteliung der Geschwindigkeitsvektoren bei der 
raumlichen Punktbewegung nach dem in (17) beschriebenen Abbildungs­
verfahren von B. MAYOR, so entfiillt die Zeichnung der beiden Hodo­
graphen im Aufrisse, dafUr tritt aber ein neues Diagramm in der Bild­
ebene hinzu, das sich als Einhuliende der Bilder aller Geschwindigkeiten 
des bewegten Punktes ergibt und nach K. FEDERHOFER1 Bildhodograph 
genannt wird. Dieser ist der geometrische Ort der Bildpunkte der auf­
einanderfolgenden Schmiegungsebenen der Bahn des Punktes. 

1st die gegebene Bahn des Punktes eine ebene Kurve, dann laBt sich 
die Beschleunigung auch einfach konstruieren aus dem lokalen Hodo­
graphen mit gedrehten Geschwindigkeiten, der die Spitzen alier im gleichen 
Sinne urn 90 0 gedrehten und in den zugehorigen Bahnpunkten an­
gesetzten Vektoren der Geschwindigkeiten enthiilt. Dieser Plan der ge­
drehten Geschwindigkeiten, der V-Plan2, gestattet nach M. GRUBLER3 

die bequeme Konstruktion der Tangentialbeschleunigung. Mit letzterer 
ist aber auch die ganze Beschleunigung bestimmt, da nach R. MEHMKE 4 

die Spitze des im Bahnpunkte angesetzten Beschleunigungsvektors auf 
der zugehorigen Normalen des V-Planes liegen muB. Der Drehung der 
Geschwindigkeitsvektoren urn ± 90 0 entsprechend, lassen sich zwei 
V-Plane zeichnen, und es liefert - gemaB der angefUhrten Eigenschaft 
der V-Plan-Normalen - der Schnittpunkt entsprechender Normalen 
den Endpunkt der im bewegten Punkt angesetzten Beschleunigung 5. 

Eine von E. A. BRAUER 6 angegebene angenaherte Konstruktion fUr die 
Beschleunigung eines Punktes bei gegebener eben gekrummter Bahn 
macht von den Eigenschaften der Hodographen keinen Gebrauch. 

Fur den Sonderfall der ebenen Punktbewegung bei gleichformiger 
Drehung der Bahntangente ist die reduzierte Beschleunigung gleich dem 
in bezug auf die.Bahnnormale gespiegelten Vektor yom Bahnpunkt zum 
Krummungsmittelpunkt der Evolute der Bahn 7. 

1 S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. IIa, Bd. 138 (1929) S.27-34. Bezuglich der 
Verwendung des Bildhodographen in der graphischen Kinematik raumlich be­
wegter Systeme vgl. (27). 

2 Seine Verwendung fuhrt auch zu einer allgemein gliltigen Konstruktion fUr die 
Krummungshalbmesser ebener Kurven, die dann besonders zweckmaBig ist, wenn 
die zu untersuchende Kurve (z. B. Schaulinie einer Bewegung) nur gezeichnet vorliegt. 
Vgl. K.FEDERliOFER: S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. IIa Bd.135 (1926) S. 79-92 (mit 
weiterenLiteraturangaben). -BOULAD,F. : Nouv.Ann. Math. Bd.8 (4) (1908) S.95, 287. 

3 Getriebelehre, S. 52. Berlin: Julius Springer 1917. 
4 Z. Math. Phys. Bd. 47 (1902) S.267. Den hier fehlenden Beweis gibt H. ALT 

in der Dissertation: Zur Theorie der Geschwindigkeits- und Beschleunigungsplane 
einer komplan bewegten Ebene, S.65. Dresden: T. H. 1914. 

5 Vgl. A. LAUFFER: Z. angew. Math. Mech. Bd.4 (1924) S. 521-
6 Z. angew. Math. Mech. Bd.4 (1924) S.348. 
7 MICHEL, CH.: Nouv. Ann. Math. Bd. 17 (4) (1917) S.361-373. 
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2. Relative Bewegung. Die fUr die Untersuchung der relativen Be­
wegungen grundlegende Beziehung1 

Ia = Ir + tf' (a) 
worin Ia, Ir die Geschwindigkeitsvektoren der absoluten und relativen 
Bewegung eines Punktes P, tf die Fiihrungs- (System-) Geschwindigkeit 
des sich augenblicklich mit P deckenden Punktes des bewegten Bezugs­
systemes bedeuten, gilt allgemein fUr die absolute Anderungsgeschwin­
digkeit eines beliebigen Vektors, der eine relative Anderung erfiihrt in 
bezug auf ein System, das im allgemeinsten FaIle eine momentane 
Schraubenbewegung (Drehvektor tv) ausfUhrt. Die (n-1)-malige An­
wendung auf den Vektor ta fUhrt nach C. BURALI-FoRTI2 zur eleganten 
Gleichung i~n-l 

yen) = yin) + yen) + ~ (n)· fJ. y(n-I) (b) 
a r f ...:::.,,; i ~r , 

i~l 

die den Zusammenhang der absoluten und relativen Anderung n-ter 
Ordnung des Ortsvektors t eines bewegten Punktes darstellt. Hierin 
ist die Homographie fJn definiert durch die rekurrente Formel 

fJn = fJn-l fJl + fJ~-1 mit fJo = 1 und fJl = tv X 
(x bedeutet ein Vektorprodukt). 

Der Sonderfall n = 1 fUhrt aus (b) wieder auf (a) zuriick, mit n = 2 
ergibt sich die bekannte Gleichung von G. CORIOLIS3 fUr die Beschleuni-

gungen: oa = br + of + be, (c) 

worm be = 2tv X Or * (d) 
1 Ein einfacher und direkter Beweis stammt von G. KOENIGS: Bull. Sci. math. 

Bd. 46 (2) (1922) S.198-199. Er beruht darauf, daB die Differenz der auf die 
Verbindungslinie zweier Punkte projizierten Geschwindigkeiten dieser Punkte in­
variant ist gegen eine Anderung des Bezugssystems. 

2 Torino Atti Bd. 60 (1925) S. 171-177. Zu einer mit (b) gleichbedeutenden, 
formal weniger einfachen Gleichung gelangte bereits P. SOMOFF: Kinematik, S.394. 
Leipzig: Teubner 1878. 

3 Fur diese im abgelaufenen J ahrhundert vielfach abgeleitete Gleichung wurde 
auch in den letzten drei Jahrzehnten eine ansehnliche Zahl von Beweisen gegeben. 
Vgl.: HEUN, K.: Formeln und Lehrsatze der allgemeinen Mechanik, S. 20. Leipzig: 
Goschen 1902 - Lehrbuch der Mechanik. 1. Kinematik, S.208-210. Leipzig: 
Goschen 1906. - BERTRAND, E.: L'enseignement math. Bd. 8 (1906) S.290-292. 
- BURALI-FoRTI, C.: Torino Atti Bd.47 (1912) S. 261-265. - NIEWENGLOWSKI, B.: 
Bull. Sci. math. Bd. 47 (2) (1923) S. 40-42. - Nouv. Ann. Math. Bd. 1 (5) (1923) 
S.147-150. - GROMOV, M.: Bull. Univ. Taschkent 1926, Lieferung 12, S. 15-20. 
- PRESS, A.: Trans. Roy. Soc. Canada (Sect. III) Bd.21 (1927) S. 371-375. -
FOPPL, L.: Festschrift. A. Stodola zum 70. Geburtstag, S. 150-153. Zurich: 
Orell Fussli 1929. - ILIOvIcI, G.: Rev. de Math. spec. Bd. 39 (1929) S. 449-451-
- ODONE, F.: Giorn. di Mat. Bd.67 (1929) S.230-232. 

* Hiernach kann die Konstruktion von be nach den Methoden fur die zeich­
nerische Darstellung von statischen Momenten erfolgen. [Vgl. (17) und (18)]. Eine 
Anwendung hiervon fur die zeichnerische Kinematik der raumlich schwingenden 
Kurbelschleife zeigt K. FEDERHOFER: S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. IIa, Bd. 138 
(1929) S.31-33. 

1* 
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die Coriolisbeschleunigung (zusammengesetzte oder Verbundbeschleu­
nigung) angibt. 

II. Die Bewegung des freien ebenen Systems. 

3. Die Pole der ebenen Bewegung. Fur die komplane Bewegung 
werden die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen der einzelnen 
Systempunkte durch Angabe des augenblicklichen Drehpoles1 (Momen­
tan- oder Geschwindigkeitspoles), des Beschleunigungspoles und der 

. GroBe der Geschwindigkeit und Beschleunigung eines beliebigen System­
punktes dargestellt. Zur VervollsHindigung der Kennzeichnung des Be­
wegungszustandes dient noch die Angabe des Wende poles und Tangen­
tialpoles. Sind rxfJ die Endpunkte der in den Systempunkten AB an-. 
gesetzten Beschleunigungsvektoren, die sich in G schneiden mogen, und 
sei F der Schnittpunkt von A B mit rxfJ, so schneiden sich die vier 
Kreise (FArx), (FBfJ) , (GAB), (GrxfJ) im Beschleunigungspole P, der da­
her mittels zweier dieser Kreise konstruiert werden kann2 • Hieraus folgt 
der Satz: Werden zwei aufeinanderfolgende Eckpunkte eines beliebigen 
Vierecks als Punkte eines eben bewegten Systems angenommen und 
die von ihnen nach den andern beiden Eckpunkten gehenden Seiten als 
ihre Beschleunigungen, so ergibt sich bei der dann moglichen vierfachen 
Wahl dieser Punktepaare stets derselbe Beschleunigungspol. 

G. MARX 3 bestimmt den Beschleunigungspol P aus den Beschleuni­
gungen VA und VB zweier Systempunkte A und B durch zweifache Winkel­
iibertragung. Da VA = VAB + VB, so kann das diese Gleichung dar­
stellende Dreieck gezeichnet werden (Fig. 1). Die Beschleunigung VAB 
der relativen Bewegung von A gegen B schlieBt mit AB den Beschleu­
nigungswinkel T ein, ebenso bilden die Vektoren VA und VB mit den von 

1 Die notwendigen Bedingungen fur die Existenz eines eindeutig bestimmten 
Drehpoles untersu.cht J. HJELMSLEV: Mat. Tidsskr. Bd. 1 (1919) S. 2 -14. J ede 
Gerade des bewegt~n ebenen Systems muB einen "Charakteristikpunkt" besitzen 
(Grenzschnittpunkt mit nahe liegenden Stellungen). Beruhrt z. B. die Kurve 'P des 
bewegten Systems die Kurve ljJ des festen Systems in A, dann ist die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafur, daB der Drehpol in A liegt, die, daB die Ver­
bindungsgerade BC zweier entsprechenden Punkte beider Kurven gegen die Tan­
gente in A konvergiert oder daB der Schnittpunkt 5 der Tangenten in B und C 
gegen A konvergiert, wenn B und C -->- A. Eine dieser Bedingungen ist sicher er­
fullt, wenn 'P und ljJ konvexe Bogen mit der Konkavitat nach verschiedenen Seiten 
sind; es lassen sich aber Beispiele anfuhren, bei denen keine dieser Bedingungen 
ertullt zu sein braucht. 

2 BURMESTER, L.: Lehrbuch der Kinematik, S. 806 (1888). Vgl. auch C. SPELTA, 
Giorn. di Mat. (Napoli) Bd.45 (1907) S.82-87. Dort ist u. a. der Satz, daB 
P im Schnitte der beiden KreiseFAiX und FBP liegt, neuerlich bewiesen. - CAR­
DINAAL, J.: Wiskundige Opgaven Bd.lO (1910) S.308-31O, Vraagstuck 131 
und 132. Beide Arbeiten enthalten die Losungen einer Reihe von Aufgaben, die 
sich auf den Geschwindigkeits- und Beschleunigungszustand des ebenen Systems 
beziehen. 

3 Z. angew. Math. Mech. Bd. 10 (1930) S.199. 
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A und B zum Beschleunigungspole P gezogenen Strahlen AP und BP 
den Beschleunigungswinkel q;. Man hat also nur den Winkel q; nach GroBe 
un4 Sinn an VA und VB anzulegen, 
urn im Schnitte der Endschenkel 
den Beschleunigungspol P zu 
erhalten1• Urn die Winkel­
geschwindigkeit w und Winkel­
beschleunigung eder augenblick­
lichen Drehung des Systems 
zu erhalten, tragt man von B 
aus auf der Systemgeraden BA A«E--¥,;;----;';' 

eine Strecke BG = 1 auf (Fig. 1), 
ziehtGH I IvABbiszumSchnitteH 
mit (A)B und fallt aus H das Fig. 1. 

Lot HM auf AB; dann ist 

GM=w2 , HM=e, 

Das Dreieck GMH liefert also mit einem Schlage die Werte w, e und die 
GroBe der Beschleunigung fiir alle Punkte im Abstande 1 vom Beschleu­
nigungspole P sowie im Winkel MGH den Beschleunigungswinkel q;*. 

In der Kinematik des zwanglaufigen ebenen Systems kommt die 
Aufgabe vor, aus dem gegebenen Drehpole 0, dem durch den Zwang­
lauf bestimmten Wendepole J und der Beschleunigung VA eines System­
punktes A den Beschleunigungspol P zu konstruieren, dessen Kenntnis 
die einfache Konstruktion der Beschleunigungen beliebiger anderer 
Systempunkte gestattet. 

Nach den alteren hierfiir bekannten Konstruktionen 2 wird der 
Punkt P im Schnitte gewisser Kreise gefunden. Eine sehr einfache 
lineare Konstruktion gab F. WITTENBAUER3 , eine neue lineare Kon­
struktion stammt von K. FEDERHoFER(: Man ziehe (Fig. 2) as..l AO bis 
zum Schnitte s mit AJ, fer·ner sp II OJ bis zum Schnitte mit AO, dann 
ist der Tangentialpol H als Schnitt der durch A zu ap gezogenen S~nk-

1 Bei schleichenden Schnitten empfiehlt sich die Berechnung der Koordinaten 

x, y von P beziiglich des in Fig. 1 bezeichneten Achsenkreuzes; mit AB = a gelten 
nach K. FEDERHOFER die Formeln 

welche nach Entwicklung des inneren und auBeren Produktes leicht auszuwerten 
sind. Z. angew. Math. Mech. Bd. 12 (1932). Eine andere Berechnung gibt 
O. S. HECK; vgl. FuBnote 1, S. 12. 

* Diese Eigenschaften des Dreieckes GMH hat zuerst C. SPELTA (FuBnote 2, 
S.4) angegeben; die Konstruktion stammt von K. FEDERHOFER. 

2 WITTENBAUER, F.: Graphische Dynamik, S. 36- 37. 
3 Civilingenieur Bd.42 (1896) S. 57. 
, Z. angew. Math. Mech. Ed. 3 (1923) S.222. 
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rechten mit der Polbahntangente (0 H -1 OJ) gegeben. Der Beschleu­
nigungspol P ist der FuBpunkt des von 0 auf HI gefallten Lotes. 

1st umgekehrt VA, 0 und der Beschleunigungspol P bekannt, so fUhrt 
folgende Konstruktion (Fig.3) zur Kenntnis des Wendepoles: Man 
bringt VA zum Schnitte x mit dem tiber OPA geschlagenen Kreise, dann 
liefert xO die Polbahnnormale. Der gesuchte Wendepol I liegt im 
Schnitte von xO mit der in P zu PO gezogenen Normalen. Fig. 3 zeigt 

:t 

/I 

Fig. 2. Fig. 3. 

ferner, daB der Beschleunigungspol P aus 0, VA und I im Schnitte des 
Umkreises des Dreieckes OAx und des Halbkreises tiber 0 I erhalten 
wird. 
~Bei der graphischen Untersuchung des Beschleunigungssystems der 

ebenen (und raumlichen) Bewegung ist es zweckmaBig, die Beschleu­
nigungen als reine Strecken darzustellen, indem sie durch Q)2 divi­
diert werden; die so erhaltenen gerichteten Strecken nennt man nach 
TH. POSCHL die "reduzierten" Beschleunigungen1. Q) bedeutet die 
augenblickliche Winkelgeschwindigkeit des ebenen (oder raumlichen) 
Systems. Das System der reduzierten Beschleunigungen besitzt im 
Fane der ebenen Bewegung nach F. FOSCHI2 folgende einfache Eigen-
schaften: . 

1. Alle tiber den in den einzelnen Systempunkten angesetzten re­
duzierten Beschleunigungen als Durchmesser beschriebenen Kreise 
schneiden sich im Beschleunigungspole3 • 

2. Die reduzierte Normalbeschleunigung eines Systempunktes A ist 
gleich der Entfernung dieses Punktes von jenem Wendepunkte W, der 

1 Z. Math. Phys. Bd. 60 (1912) S. 150; Bd. 63 (1914) S. 246. Vgl. auch 
K. FEDERHOFER: Z. angew. Math. Mech. Bd.7 (1927) S.291-

2 Nuovo Cimento, Bologna, Nuova Serie Bd.6 (1929) S.217-229. 
3 Durch zwei dieser reduzierten Kreise, denen auch der reduzierte Wende- und 

Tangentialkreis angehoren, ist daher der Beschleunigungspol sehr einfach zu be­
stimmen; der zweite Schnittpunkt der beiden reduzierten Kreise falIt in den 
Schnittpunkt der beiden nach Satz 3 zueinander senkrechten Geraden, welche die 
beiden Systempunkte und die Endpunkte der zugehorigen reduzierten Beschleu­
nigungen verbinden. 
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( - A02 
auf dem durch den Drehpol 0 gelegten Strahle AO liegt A W = -e-' 
mit Q als Kriimmungshalbmesser der Bahn von A). 

3. Die Endpunkte der in den Systempunkten angesetzten reduzierten 
Beschleunigungsvektoren bilden eine zur Figur der Systempunkte ahn­
liche Figur, die "reduzierte" Beschleunigungsfigur, und die entsprechen­
den Geraden beider Figuren stehen aufeinander senkrechtl. 

Die Ahnlichkeit der Beschleunigungsfigur und der bewegten starren 
Figur wurde bereits von L. BURMESTER 2 bewiesen, und zwar auch fUr 
bewegte abnlich veranderliche Systeme; bei Verwendung der oben de­
finierten reduzierten Beschleunigungsvektoren wird aber die Lagen­
beziehung beider Figuren besonders einfach, namlich orthogonal, und 
diese Eigenschaft vereinfacht die Konstruktion der abnlichen Be­
schleunigungsfigur, da das Obertragen von Winkeln iiberfliissig wird. 

Zwei beliebige durch den Drehpol 0 und Beschleunigungspol P ge­
legte Kreise schneiden die Polbahntangente (auBer in 0) in den Punkten 
C1 C2 ; ist F die Flache des Dreieckes, dessen Ecken in 0 und in den End­
punkten der beiden durch 0 gehenden Durchmesser dieser Kreise liegen, 

so ist der Wert C~;;2 fiir alle moglichen Kreispaare dUrch 0 und P un-

veranderlich gleich ~ ± ~o *, wenn R und Ro die Kriimmungshalbmesser 

der Gang- und Rastpolbahn bedeuten. Aus der Konstruktion folgt so­

fort, daB ~ ~2 gleich ist dem Durchmesser des Wendekreises, dessen 

reziproker Wert iibereinstimmt mit der Summe (bzw. Differenz) der 
Kriimmungen beider Polbahnen. Fiir die Ermittlung der Kriimmungs­
mittelpunkte der Bahnen der Systempunkte stehen auBer den schon 
lange bekannten Verfahren von W. SCHELL3, S. ARoNHoLD', M. GRUB­
LER5 und W. HARTMANN6 die neueren Konstruktionen von G. KOENIGS7, 

1 Satz 1 u. der zweite Teil des Satzes 3 wurden zuerst vektorisch bewiesen 
von A. ZIWET und P. FIELD: ·Amer. Math. Monthly Bd.21 (1914) S.105-113. 

2 Civilingenieur Bd.24 (1878) S.152. 
* Das Ergebnis stammt mit langerer analytischer Beweisfuhrung von C. SPELTA: 

Rendiconti del circolo matem. Palermo Bd. 4 (Suppl.) (1909) S. 33-34. Gehen die 
beiden Kreise uber in den Wende- und Tangentialkreis, so ergibt sich der Wert der 
lnvarianten unmittelbar. 

3 Theorie der Bewegung und der Krafte Bd. 1 S.464. Leipzig: Teubner 1879. 
DrehpolO und Wendepol J. 

4 Verhandlungen des Vereins zur F6rderung des GewerbefleiBes in PreuBen. 
Jahrg. 51. Berlin 1872. DrehpolO samt Polbahntangente und ein SystempunktA 
mit Krummungsmittelpunkt seiner Bahn. 

5 Z. Math. Phys. Bd. 29 (1884) S. 310-313. - Getriebelehre, S. 120. Berlin: 
Julius Springer 1917. Drehpol 0 und der auf dem Polstrahle AO liegende 
Wendepunkt. 

6 Z. Ver. Deutsch. lng. Bd. 37 (1873) S.95-101. Krummungsmittelpunkte 
der Rast- und Gangpolbahn und Drehpol O. 

7 Bull. Sci. math. Bd. 31 (2) (1907) S.29-32. Annahme wie in (6). 
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F. BOULADI und TH. P6SCHL2 zur Verfiigung, die je nach den in den 
FuBnoten vermerkten Angaben fiir die Bewegung ihre besonderen Vor-
teile haben. . 

4. Geschwindigkeits- und Beschleunigungsplane. Bewegt sich ein 
Systempunkt A auf seiner Bahnkurve und tragt man die urn 90 0 ge­
drehten Geschwindigkeiten dieses Punktes von einem festen Punkt aus 
auf, dann erfiillen die Endpunkte dieser gedrehten Geschwindigkeits­
vektoren den polaren V- Plan. Fiir jede ebene Systembewegung gibt 
es also .ein polares V-Plan-System. Tragt man in den aufeinanderfolgenden 
Lagen des bewegten Systempunktes A die zugehorigen urn 90 0 gedrehten 
Geschwindigkeitsvektoren auf, dann wird die von den Endpunkten er­
fUllte Kurve nach M. GRUBLER der V-Plan des Punktes A genannt. 

Tragt man ferner in den aufeinanderfolgenden Lagen des bewegten 
Systempunktes A die zugehorigen Beschleunigungen b auf, dann ist der 
geometrische Ort der Endpunkte dieser Vektoren der P-Plan des System­
punktes A. 

Erfolgt aber die Auftragung der Beschleunigungsvektoren des Punk­
tes A von einem festen Punkte, dann erhalt man den polaren P-Plan 
dieses Punktes A. 

H. ALT3 untersucht den ganzen Verlauf der eben definierten Ge­
schwindigkeits- und Beschleunigungsplane der Punkte einer komplan 
bewegten starren Ebene und ermittelt die Beziehungen, die einerseits 
zwischen diesen Planen selbst und andererseits zwischen ihnen und der 
Bewegung der starren Ebene bestehen, wobei die Theorie der ahnlich 
veranderlichen ebenen Systeme (7) die Grundlage der Untersuchung 
bildet. Besondere Betrach tung finden zwei spezielle Bewegungen des 
ahnlich veranderlichen Systems: die einformige Bewegung (bei der der 
Ahnlichkeitspol in Ruhe bleibt) und die Bewegung mit ruhendem Wende­
pol. Bei gegebenen Bewegungsgleichungen der starren Ebene sind die 
Bewegungsgleichungen des polaren V-Planes ohne weiteres aufzustellen; 
dagegen ist es nicht immer moglich, umgekehrt aus vorgegebenen Be­
wegungsgleichungen des polaren V-Planes die entsprechende Bewegung 
der Ebene zu ermitteln. Die bewegte Polkurve und der Wendekreis in 
der bewegten Ebene lassen sich dagegen immer elementar darstellen. 

Bewegt sich ein Punkt Q des ebenen Systems mit konstanter Ge­
schwindigkeit auf einer Geraden, so sind die polaren V-Plane aller 
Punkte der Ebene ahnliche und ahnlich gelegene Figuren; der ruhende 
Ahnlichkeitspol ist der zu einem Punkt entartete polare V-Plan des 

1 Nouy. Ann. Math. Bd. 8 (4) (1908) S. 128-133. Zwei Systempunkte mit den 
Kriimmungsmittelpunkten ihrer Bahnen. - Vereinfachung dieser Konstruktion mit 
Benutzung der Wendepunkte ygl. A. PELLET, ebenda S. 331-

2 Z. Math. Phys. Bd. 58 (1910) S. 166-167. - Annahme wie in (1). Die gleiche 
lineare Konstruktion gibt spater auch M. D'OCAGNE an. Nouy. Ann. Math. Bd. 19 
(4) (1919) S.131-134. 

3 Siehe S. 2, Fu/3note 4. 
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Punktes Q; fUr diese Bewegung besteht zwischen der bewegten Pol­
kurve und den polaren V-Planen die Verwandtschaft der Inversion. Der 
Inversionspol ist der Punkt Q bzw. sein in einen Punkt entarteter po­
larer V-Plan. 

Die einzige Bewegung einer :starren Ebene mit ruhendem Wendepol 
ist die Ellipsenschieberbewegung. 

Sind die auf gemeinsamen Pol bezogenen polaren V-Plane von drei 
gegebenen Punkten der bewegten Ebene bekannt, so ist hierdurch die 
Bewegung der Ebene vollstandig bestimmt. Schon in. verhaItnismaBig 
einfachen Fallen fUhrt aber das analytische Verfahr~n zur Bestimmung 
der zu den drei V-Pliinen gehorigen Bewegungzu sehr umstandlichen 
Rechnungen, bei denen die vorkommenden Integrationen nur selten 
durchgefUhrt werden konnen. In vielen Fallen sind aber die Hodo­
graph en nicht durch ihre Gleichungen, sondern nur zeichnerisch gegeben; 
fUr diese FaIle hat H. ALTI ein verhaItnismaBig einfaches zeichnerisches 
Verfahren ausgebildet, das in der Konstruktion der bewegten und 
ruhenden Polkurve besteht, aus denen die Bahnen aller Punkte der be­
wegten Ebenen· angegeben werden konnen. Da der Geschwindigkeits­
zustand und die Richtungen der Beschleunigungen dreier Systempunkte 
bekannt sind (sie sind parallel den entsprechenden Hodographennor­
malen) , so Hi.Bt sich auch der Beschleunigungspol, der Wendepol und 
die Beschleunigung jedes beliebigen Systempunktes konstruieren. 

Wesentlich verschieden von den vorhin erwahnten, zur Beschreibung 
der Bewegung des ebenen Systems dienenden Planen, aus denen die Ge­
schwindigkeiten und Beschleunigungen fUr den ganzen Ablaut der Be­
wegung entnommen werden konnen,. sind die fUr den augenblicklichen 
Bewegungszustand geltenden Geschwindigkeits- und Beschleunigungs­
plane, deren Name und Gedanke von O. MOHR2 stammt. 

Man tragt die Geschwindigkeiten (Beschleunigungen) der Punkte des 
ebenen Systems von einem beliebigen Punkte o(n), dem Geschwindig­
keitsnullpunkt (Beschleunigungsnullpunkt) auf; die so entstehende Figur 
der Geschwindigkeitspunkte (Beschleunigungspunkte) nennt man den 
Geschwindigkeitsplan (Beschleunigungsplan) der ebenen Bewegung. 
Beide Plane sind sowohl fUr das starre ebene (und raumliche) System 
wie auch fUr ebene (und raumliche) ahnlich veranderliche Systeme nach 
R. MEHMKE3 dem gegebenen bewegten Systeme ahnlich. 

Diese Geschwindigkeits- und Beschleunigungsplane besitzen fUr die 
graphische Kinematik und Kinetostatik hervorragende Bedeutung, da 
sie es ermoglichen, die Geschwindigkeits- und Beschleunigungszustande 
auch verwickelter Mechanismen auf zeichnerischem Wege in einfacher 
Weise darzustellen(IV und VIII); die analytische Methode versagt hier 

1 z. angew. Math. Mech. Bd.4 (1924) S.243-249. 
2 Civilingenieur Bd.33 (1887) S.631-650. 
3 Civilingenieur Bd.29 (1883) S.495. 
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meist vollkommen oder fUhrt schon in einfachen Fallen zu unubersicht­
lichen Formeln. 

5. Die moglichen Beschleunigungszustande des ebenen Systems. 
Weitgehenden Einblick in die Mannigfaltigkeit der moglichen Beschleu­
nigungszustande bei der komplanen Bewegung des starren ebenen 
Systems gewahrt eine von L. BURMESTER herruhrende Untersuchung1 . 

Es wird die Figur der Endpunkte der in den Systempunkten angesetzten 
Geschwindigkeiten einfach als Geschwindigkeitszustand und die Figur der 
entsprechenden Beschleunigungspunkte als Beschleunigungszustand be­
zeichnet, die Endpunkte dieser Vektoren heiBen Geschwindigkeits- und 
Beschleunigungspunkte. 

Bewegt sich ein Geschwindigkeitspunkt eines Systempunktes auf 
der Tangente seiner Bahn, dann beschreiben aIle Geschwindigkeitspunkte 
der Systempunkte ahnliche Bewegungen auf ihren Bahntangenten bei 
fest bleibendem Drehpol. Der so entstehende Bewegungsvorgang ist die 
geradlinige Bewegung eines ahnlich veranderlichen ebenen Systems mit 
dem Pol als ruhenden Phasenpunkt. "Demnach gibt es bei der kom­
planen Bewegung wahrend je eines Zeitelementes einfach-unendlich viele 
mogliche Geschwindigkeitszustande, welche die Systemphasen des ge­
radlinig bewegten ahnlich veranderlichen ebenen Systems sind, in dem 
der Pol der ruhende Phasenpunkt und das starre ebene System die an­
fangliche Systemphase ist." 

Die Beschleunigungspunkte der einem Systempunkt erteilten Be­
schleunigungen und die entsprechenden Beschleunigungspunkte fUr 
einen anderen Systempunkt bilden zwei affine Systeme; dies folgt 
daraus, daB es moglich ist, durch Ziehen paralleler Linien zu bestimmten 
Geraden aus der gegebenen Beschleunigung eines Systempunktes die 
eines anderen Systempunktes zu konstruieren2 • Diese durch die Kon­
struktionen von TH. P6SCHL und L. BURMESTER (9) definierte besondere 
Affinitat nennt BURMESTER kinematische Affinitat und weist nach, daB 
in ihr der Wendepol der selbstentsprechende Punkt ist. 

Die ebene Bewegung des starren Systems ist durch die Bahnen zweier 
Systempunkte AB bestimmt; einer willkurlichen Annahme der Be­
schleunigung des Systempunktes A entspricht eine durch die vor­
erwapnten linearen Konstruktionen eindeutig bestimmte Beschleunigung 
des Punktes B, so daB mit der Annahme von VA der Beschleunigungszu­
stand des ebenen Systems festgelegt ist. Da nun dem Punkte A zwei-

1 Z. angew. Math. Mech. Bd. 5 (1925) S. 502- 519. 
2 Vgl. die Konstruktionen in Fig. 6 und 7. Die Bewegung einer Strecke AB 

des ebenen Systems kann wahrend zweier Zeitelemente durch die Bewegung des 
Gelenkviereckes 0lAB02 ersetzt werden, wenn 0P2 die Krummungsmittelpunkte 
der Bahnen von A und B sind; in den beiden affinen Systemen entsprechen sich 
die Geraden 0lA und 02B -nicht; wohl aber sind die in den Endpunkten der ein­
ander entsprechenden Normalbeschleunigungen b.,j.1 und b B.1 auf 0lA und 02 B 
errichteten Senkrechten einander entsprechende Gerade. 
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fach-unendlich viele Beschleunigungen erteilt werden konnen, so gibt 
es bei einem komplan bewegten ebenen System wahrend je zweier Zeit­
elemente zweifach-unendlich viele mogliche Beschleunigungszustande. 
Diese zweifach-unendlich vielenBeschleunigungszustande ordnet L. BUR­
MESTER in einfach-unendlich viele richtgerade und normalgerade Be­
schleunigungszustandescharen. Das Ordnungsprinzip ergibt sich da­
durch, daB einmal die CXJ1-Beschleunigungen eines Systempunktes be­
trachtet werden, deren Beschleunigungspunkte auf einer durch den 
Systempunkt gezogenen beliebigen Geraden (Richtgeraden) liegen, wah­
rend das andere Mal nur solche Beschleunigungen betrachtet werden, 
die eine gemeinsame Normalbeschleunigung haben, deren Beschleuni­
gungspunkte dann auf einer sog. Normalgeraden liegen. Fur die dieser 
Ordnung entsprechenden einfach-unendlich vielen Beschleunigungszu­
standescharen beweist L. BURMESTER die folgenden Satze: 

a) Fur die einfach-unendlich vielen richtgeraden Beschleunigungszu­
standescharen, in denen je ein Beschleunigungspol der gemeinsame 
selbstentsprechende Punkt ist, sind aIle Beschleunigungszustande 
Systemphasen des auf je einem der einfach-unendlich vielen Richt­
geradenkomplexe bewegten ahnlich-veranderlichen ebenen Systems, und 
das starre ebene System ist die anfangliche Systemphase; b) fUr die 
einfach-unendlich vielen normalgeraden Beschleunigungszustande­
scharen, in denen der Beschleunigungspunkt des Poles der gemeinsame 
selbstentsprechende Punkt ist, sind aIle Beschleunigungszustande 
Systemphasen des auf je einem der einfach-unendlich vielen Normal­
geradenkomplexe bewegten ahnlich-veranderlichen eben en Systems, das 
dem starren ebenen System ahnlich ist. 

Da durch die Normalbeschleunigung eines Systempunktes ein Ge­
schwindigkeitszustand und eine normalgerade Beschleunigungszustande­
schar bestimmt wird, so folgt schlieBlich: Zu allen Beschleunigungszu­
standen in einer normalgeraden Beschleunigungszustandeschar gehort 
ein einziger Geschwindigkeitszustand 1. 

Nach E. WAELSCH2 lassen sich die Satze und Konstruktionen der 

1 Diese Beziehung wurde schon friiher von F. WITTENBAUER (Graphische 
Dynamik, S. 29) in demSatze ausgedriickt: Fiir einen bestimmten Geschwindigkeits­
zustand des starren ebenen Systems bilden die Beschleunigungspunkte aller mog­
lichen Beschleunigungszustande ahnliche Punktreihen. Dieser Satz ermoglicht zahl­
reiche schone Anwendungen in der graphischen Kinematik und Kinetostatik zwang­
laufiger ebener Systeme, die in dem genannten Buche ausfiihrlich behandelt sind. 

2 Z. angew. Math. Mech. Bd. 8 (1928) S. 231 - 236. Schon vorher wur<~en einige 
Eigenschaften der ebenen Bewegung vektoriell bewiesen. Vgl. C. HEUN: Lehr­
buch der Mechanik. 1. Teil: Kinematik, S. 182-185 (1906). und A. ZIWET u. 
P. FIELD: Amer. Math. Monthly Bd. 21 (1914) S. 105-113. Letztere Arbeit ent­
halt u. a. zwei neue Konstruktionen fiir die Beschleunigung eines Systempunktes, 
wenn jene zweier anderer Punkte gegeben sind (ohne Beschleunigungspol); die 
Benutzung der Ahnlichkeitssatze von L. BURMESTER und R. MEHMKE fiihrt aber 
viel einfacher zum Ziele. 
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komplanen Bewegung einfach ableiten unter Verwendung der Vektor­
rechnung. 

Es seien ein von demBezugspunkt 0 ausgehender Vektor und sein 
Endpunkt mit dem gleichen deutschen Buchstaben bezeichnet. Ein im 
ebenen System im positiven Sinne urn 90° gedrehter Vektor a werde 
mit a' bezeichnet. Dann erhalt man in einfacher Weise fiir die Be-

Fig. 4. 

schleunigung 0 eines beliebigen Systempunktes 
die folgenden Darstellungen (Fig. 4): 

o = vo + w 2 0 - eO', 
V = w20 - eO' 

= w 2 0 - eS)' 
= W2~ - e~'. 

Die erste und letzte dieser Darstellungen besagen, daB 0 - Vo bzw. 0 
aus den Vektoren 0 bzw. ~ durch ein und dieselbe Drehstreckung1 mit 
dem Streckungsverhaltnis T = -yW4 + e2 und einem Drehwinkel cp her-

vorgeht, dessen tg cp = -..;. Es bedeutet w die momentane Winkel-
()) 

geschwindigkeit, e die Winkelbeschleunigung. 
Die zweite und dritte der obigen Gleichungen gibt die Zerlegung der 

Beschleunigung in die Wendebeschleunigung (w2S)und Triebbeschleu­
nigung (-e 0') nach GRUBLER, bzw. die bekannte Zerlegung nach 
SCHELL an. 

Dadie w 2, e fiir aIle Punkte des ebenen Systems im gleichen Augen­
blicke dieselben sind, so sind vermoge obiger Darstellungen die Vektor-

tripel 00'(0 - 00), SO'o, OS)'b, ~~'o 

zueinander allin. Die erste und vierte dieser Affinitaten sind die eben­
genannte Drehstreckung, die zweite ist die BURMESTERsche. Sie fiihren 
zu sehr einfachen Losungen der Aufgabe, bei gegebenem Geschwindig­
keitszustand (O,w) des ebenen Systems, bei bekannten Polen ~ oder S 
bzw. S) und gegebener Beschleunigung eines Systempunktes die Be­
schleunigung anderer Systempunkte zu konstruieren, wobei man sich 

bei Ubertragung der gleichen Verhaltnisse ;2 und T irgendeines Hilfs­

mittels, z. B. eines Proportionalzirkels, bedienen kann. 
Die vier Vektortripel sind auch untereinander affin, und die drei 

letzten derselben haben den gemeinsamen Vektor 0 als sich selbst ent­
sprechend. 

In einfacher Weise werden mit den Mitteln der Vektorrechnung auch 
die Satze F. WITTEN BAUERS 2 iiber die Wendepole und Tangentialpole 

1 O. S. HECK stellt diese Drehstreckung durch eine komplexe Transformation 
dar und gelangt damit zu einer einfachen Ermittlung des Beschleunigungspoles. 
(Bisher unveroffentlicht.) 

2 Z. Math. Phys. Bd. 36 (1891) S. 231; Bd.40 (1895) S.91, 151, 279. 
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der absoluten und relativen Bewegung, jene TH. P6SCHLS1 iiber die 
durch Krafte bzw. durch Mannigfaltigkeiten von solchen beim starren 
ebenen System "erzeugten" Pole und die EULER-SAVARYSche Formel 
abgeleitet. 

6. Hilfsmittel der raumlichen Betrachtungen. Man kann auch durch 
raumliche Betrachtungen zu Beziehungen und Konstruktionen fiir die 
Kinematik des ebenen Systems gelangen, und zwar dadurch, daJ3 geome­
trische Gebilde der Ebene auf solche des Raumes abgebildet werden. 
Solche Untersuchungen verdankt man W. BLASCHKE2 und J. GRUN­
WALD3. W. BLASCHKE hat gezeigt, daJ3 sich die ebene Kinematik ein­
ordnen laJ3t in die projektive Geometrie des Raumes. Man kommt hier­
bei auf eine projektive MaJ3bestimmung, die durch einen Grenziibergang 
aus der nichteuklidischen, und zwar elliptischen MaJ3bestimmung her­
vorgeht. Die dadurch definierte Geometrie nennt W. BLASCHKE quasi­
elliptische Geometrie. Ihr absolutes Gebilde besteht aus einem Paar 
konjugiert-imaginarer Ebenen und einem Paar konjugiert-imaginarer 
Punkte auf der Schnittlinie dieser Ebenen. Den Dbergang von der 
ebenen Kinematik zur quasielliptischen Geometrie vermittelt eine Ab­
bildung (sog. kinematische Abbildung) der geordneten Punktpaare der 
Ebene auf die Geraden des Raumes, eine Abbildung, welche den eukli­
dischen Bewegungen in der Ebene die Punkte und den euklidischen Um­
legungen die Ebenen des Raumes zuordnet. Diese kinematische Ab­
bildung gestattet, Satze und Beziehungen, die im projektiven dreidimen­
sionalen Raume gelten, unmittelbar auf die euklidische Kinematik zu 
iibertragen und umgekehrt. Die gleiche Aufgabe lOst F. REHBOCK4 fUr 
den Fall irgendeiner nichteuklidischen ebenen Kinematik, wobei die von 
ihm 5 und L. ECKHART6 herriihrenden Methoden zur allgemeinsten li­
nearen Abbildung des Strahlenraumes benutzt werden, und gibt aus­
fiihrlich die Herstellung und Struktur der Abbildung fUr die hyper­
bolische und elliptische Geometrie an7• Mit Riicksicht auf die rein 
geometrische Fragestellung in den genannten Untersuchungen enthalten 
ihre Ergebnisse keine Aussagen iiber den Geschwindigkeits- und Be­
schleunigungszustand der komplanen Bewegung. 

R. LAUFFER8 £iihrt die Untersuchung so, daJ3 in den abgeleiteten Be-
ziehungen und Konstruktionen nicht nur die Lagen der bewegten ebenen 

1 Z. Math. Phys. Bd. 58 (1910) S: 156; Bd. 60 (1912) S. 144. 
2 Z. Math. Phys. Bd. 60 (1912) S. 61- 91-
3 S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. IIa, Bd. 70 (1911) S.677-741-
4 Mh. Math. Phys. Bd, 38 (1931) S.257-274. 
5 Z. angew. Math. Mech. Bd.6 (1926) S. 379-400, 449-468. 
6 Konstruktive Abbildungsmethoden, S. 52- 57. Wien: Julius Springer 1926. 
7 Hinsichtlich der Abbildung des Strahlenraumes sei Lerner verwiesen auf 

E. MULLER-KRUPPA: Die linearen Abbildungen. Leipzig und Wien 1923. - JAN 
DE VRIES: Intern. math. Tidschrift Jg.2 (1922-1923) Nr·3· - KLIMA, J.: 
Cas. Mat. Fys. Praha. Ed. 57 (1927) S. 7-24. (Tschechisch mit franz. Auszug.) 

8 Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. Bd.35 (1926) S.182-1Q1. 
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Gebilde eingehen, sondern auch ihr Bewegungszustand Beriicksichtigung 
findet. Dabei wird der augenblickliche Bewegungszustand eines in der 
Ebene :n; bewegten ebenen Systems 1: durch einen Raumpunkt Q ab­
gebildet. 1st A ein Punkt von 1:, so solI die Gerade AQ als Bild des Punk­
tes A und seines augenblicklichen Bewegungszustandes betrachtet 
werden. Einer Geraden l des Systems .1: und ihrem Bewegungszustand 
wird die durch lund Q gelegte Ebene und der Punkt Q zugeordnet. Die 
konstruktive Verwertung der mit diesem Abbildungsprinzip abgeleiteten 
raumlichen Beziehungen wird zwar verhaltnismaBig einfach, da man nur 
die Normalprojektion auf die Ebene :n; benotigt; jedoch konnten auf 
diesem Umwege keine Vereinfachungen der bekannten Konstruktionen 
fiirden Geschwindigkeits- und Beschleunigungszustand der komplanen 
Bewegung erzielt werden. Die von R. LAUFFER abgeleiteten Konstruk­
tionen besitzen eine iiber die euklidische MaBbestimmung hinausgehende 
Allgemeinheitl. 

7. Komplane Bewegung des ebenen ahnlich- und affin-verander­
lichen Systems. Die komplane Bewegung des ebenen iihnlich-verander­
lichen und des ebenen affin-veranderlichen Systems wurde in einer groBen 
Reihe von Arbeiten eingehend behandelt; diese beziehen sich vorwiegend 
auf die Kriimmung der von den Systempunkten erzeugten Kurven und 
der von den Systemkurven erzeugten Hullbahnkurven, auf die Ermittlung 
der Verwandtschaft zwischen den Systempunkten und den zugehorigen 
Kriimmungsmittelpunkten (ein-zweideutige Verwandtschaft dritten 
Grades) usf. 

Auf die Anfiihrung der zahlreichen geometrischen Einzelergebnisse 
muB hier verzichtet werden und es mag der Literaturhinweis 2 geniigen. 

1 Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. Bd.37 (1928) S.335-350. 
2 SOMOFF, P.: "Ober einige Anwendungen der Kinematik veranderlicher Sy­

steme auf Gelenkmechanismen. Z. Math. Phys. Bd. 46 (1901) S. 199 - Dber einige 
Gelenksysteme mit ahnlich-veranderlichen oder affin-veranderlichen Elementen. 
Ebenda Bd.49 (1903) S.25-61. - REVEILLE, M. J.: Etude syntMtique et 
analytique du deplacement d'un systeme qui reste semblable a lui meme. Paris: 
Challamel1905. - MULLER, R.: "Ober die Momentanbewegung eines ebenen ahn­
lich-veranderlichen Systems in seiner Ebene. Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. Bd. 19 
(1910) S. 29-89,147-154 - (Systemat. geometrisch-synthetische Darstellung).­
Polbestimmung ffir Verzweigungslagen bei der Bewe~ng eines ebenen ahnlich­
veranderlichen Systems in seiner Ebene. Z. Math. Phys. Bd. 55 (1907) S. 141. -
KRAUSE, M. : ZurTheorie der ebenen ahnlich-veranderlichen Systeme. Jber. Deutsch. 
Math.-Vereinig. Bd. 19 (1910) S. 327-339. Die Theorie wird auf Grund der Formeln 
der Koordinatentransformation einheitlich .entwickelt. - MEHMKE, R.: Beitrage 
zur Kinematik starrer und affin-veranderlicher Systeme, insonderheit fiber die 
Windung der Bahnen der Systempunkte. Z. Math. Phys. Bd. 59 (1911) S. 90, 204, 
440. - HARTMANN, TH: Zur Theorie der Momentanbewegung eines ebenen ahnlich­
veranderlichen Systems. Dissertation. Rostock 1912. - CARL, A.: Zur Theorie 
der ebenen ahnlich-veranderlichen Systeme. Dissertation. Dresden 1914. -
WINKLER, R.: lJber die Bewegung affin-veranderlicher Systeme. Dissertation. 
Dresden 1914. - KRAUSE, M., und A. CARL: Analysis der ebenen Bewegung. 
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Als besonders bemerkenswert sei der von R. MULLER I gefundene 
Satz angefiihrt: Bewegen sich drei Punkte eines ebenen iihnlich-verander­
lichen Systems auf Kreisen, dann beschreibt jeder andere Punkt eine 
Koppelkurve. M. KRAUSE bespricht auch die Faile, in denen einer oder 
zwei der Bahnkreise in gerade Linien ubergehen und zeigt, daB dieser 
Satz als ein Glied in einer Reihe von Satzen anzusehen ist, die samtlich 
Beziehungen zwischen den Bahnkurven starrer und ahnlich-verander­
licher Systeme herstellen. 

III. Das gefiihrte ebene System. 
Werden der freien Beweglichkeit eines ebenen Systems (vom Frei­

heitsgrade 3) Beschrankungen durch Fiihrungen auferlegt, so entsteht 
das gefuhrte ebene System. Man hat zu unterscheiden zwischen dem 
flachenlaufigen ebenen System mit dem Freiheitsgrade 2 und dem zwang­
laufigen ebenen System mit dem Freiheitsgrad 1. Bei ersterem kann 
jeder Punkt des ebenen Systems alle Lagen innerhalb einer gewissen 
begrenzten Flache einnehmen, bei letzterem ist jeder Systempunkt an 
eine ganz bestimmte Bahn gezwungen. 

8. Das fUi.chenUiufige System. (Bewegung mit zwei Parametern.) 
Die FHichenlaufigkeit eines ebenen Systems kann erzielt werden durch 
Fuhrung eines Punktes in einer bestimmten Kurve (Einpunktfiihrung) 
oder durch das Schleifen und Rollen einer Kurve des Systems auf einer 
festen Kurve (Einkurvenfuhrung). In letzterem Falle k6nnen die beiden 
Kurven fur zwei aufeinanderfolgendeZeitteilchen durch ihre Krummungs­
kreise ersetzt werden; da sich die Entfernung der beiden Krummungs­
mittelpunkte wahrend dieser Zeit nicht andert, so wird der Krummungs­
mittelpunkt der beweglichen Kurve durch diese Zeit auf einem unend­
lich kleinen Kreisbogen gefiihrt, und es ist damit die Einkurvenfuhrung 
kinematisch wieder auf die Einpunktfiihrung zuruckgefiihrt. 

Wenn das frei bewegliche ebene System n in der festen Ebene n l 

gleitet, so hangt seine Stellung von drei Parametern ab, z. B. von den 
Koordinaten albl eines beliebigen Punktes A in bezug auf zwei recht­
winklige Achsen 0IX1 , 0lY1 in n l und von dem Winkel e, den eine im 
System n feste Achse AX mit 0lXI in n1 einschlieBt. Wird den Lagen 
des Systems n eine Bedingung auferlegt, die sich durch eine Beziehung 
zwischen a, b, e ausdruckt, dann liegt eine fliichenliiufige Bewegung 

Berlin: Vereinig. wiss. Verleger, VII, 1920. - ABRAMESCO, N.: Sur Ie mouvement 
des figures planes variables avec conservation de similitude au d'aire. Bull. Sci. 
math. Bd.26 (1924) - Nouv. Ann. Math. Bd. 83 (6) 1 (1925) S. 132-133, 198 
bis 199 - C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 192 (1931)S. 918-920. 

1 Z. Math. Phys. Bd. 58 (1910) S. 247. Weitere Beweise fur diesen Satz gaben 
R. SKUTSCH (elementar-geometrisch): ebenda S. 252, R. MEHMKE (vektoriell): 
ebenda S. 257 und M. KRAUSE (vgl. FuBnote 2, S.14) (analytisch). -MORLEY, F. V.: 
Proc. London Math. Soc. 1922 S. 140. 
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von 7t vor; eine solche zweiparametrige Bewegung sei nach G. KOENIGS 1 

mit m2 bezeichnet. 
Fur konstant bleibenden Winkel G erhalt man die zweiparametrige 

Translation ~2 in der Ebene. 1m allgemeinen ist aber G veranderlich 
mit der Stellung von 7t, und es bildet G zusammen mit einem willkurlich 
gewahlten zweiten Parameter u das System der beiden Veranderlichen, 
welche die Lage von 7t gegen 7t1 festlegen. Eine diesen beiden Ver­
anderlichen auferlegte neue Bedingung fUhrt dann zu einer Schar ein­
parametriger Bewegungen m1 , die in m2 enthalten sind. LaJ3t man z. B. 
e konstant, dann erhalt man eine Translation ~1 mit einem Parameter, 
die in m2 enthalten ist. 

Von jeder beliebigen Ausgangslage aus kann die Ebene 7t 001 infini­
tesimale Bewegungen m1 ausfUhren, deren Drehpole auf einer Geraden 
(d) liegen. Diese Gerade steht senkrecht zur Richtung der Translation ~1 
und enthalt nach H. J. E. BETH2 aIle Punkte des bewegten Systems, die 
sich auf ihrer "Grenzkurve" befinden. Dabei begrenzen die "Grenz­
kurven" jenen Bereich der festen Ebene 7t1 , innerhalb dessen ein be­
liebiger Punkt des bewegten Systems bei der zweiparametrigen Be­
wegung sich bewegen kann. J ene Geraden des bewegten Systems, die 
mit den in 7t1 befindlichen Drehpolgeraden zusammenfaIlen, bilden mit 
letzteren eine Verwandtschaft, von der R. BRICARD3 beweist, daJ3 fUr 
jede Bewegung, bei der das bewegte System in seine Ausgangslage 
zuruckkehrt, die entsprechenden Geraden in beiden Systemen zwei ge­
schlossene Kurven von gleicher Lange einhuIlen4• 

Die vollstandige analytische Darstellung der ebenen zweiparametrigen 
Bewegungen von G. KOENIGS5 fUhrt zu deren Einteilung in jene vom 
allgemeinen Typus und in jene Ausnahmefiille, die dadurch gekennzeich­
net sind, daJ3 aIle darin vorkommenden Translationen ~1 geradlinig sind. 
Fur diese Einteilung ist der Winkel cp von besonderer Wichtigkeit, den 
die Gerade d von 7t mit AXeinschlieJ3t; die Winkel cp und fJ spielen dabei 
die Rolle von kanonischen Veranderlichen, deren Einfiihrung eine ein-

1 C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 163 (1916) S. 511-514,603-606,658-670 -
Bull. Sci. math. Bd. 41 (2) (1917) S. 120-127, 153-164, 181-196. An gleicher 
Stelle Bd. 40 (2) (1916) S.295-296 benutzt G. DARBoux eine Eigenschaft der 
ill(2 flir die kinematische Interpretation eines Ergebnisses von F. BOULAD [ebenda, 
Bd.40 (1916) S.292-295] liber die Krlimmungsmittelpunkte der orthogonalen 
Trajektorien einer beliebigen Familie von ebenen Kurven. 

2 Bull. Sci. math. Bd. 51 (2) (1927) S. 298- 302. Die Krlimmungsverhaltnisse 
dieser Grenzkurven untersucht H. J. E. BETH auf geometrischem Wege [Nieuw 
Arch. Wiskde. Bd. 15 (1928) S.367ff.]. Bezliglich der "Grenzflachen" bei mehr­
parametrigen raumlichen Bewegungen vgl. (23). 

3 Nouv. Ann. Math. Bd. 13(4) (1913) S. 302 - 316 - C. R. Acad. Sci., 
Paris Bd. 166 (1918) S. 735 - Nouv. Ann. Math. Bd.2 (6) (1927) S. 105-109. -
CARTAN, E.: Ebenda Bd. 1 (6) (1925) S.33-37. 

4 Dber das spharische Analogon vgl. (23). 
5 Vgl. obige FuBnote 1. 
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fache Darstellung der Formeln ermoglichtl. In den Fallen der I)JP, fUr 
we1che die Gerade d eine Einhiillende (e) in der bewegten Ebene ;n; be­
sitzt, ist die Bewegung definiert durch das gleitungslose Abrollen der 
in ;n; fest en Kurve (e) auf der Geraden d (wobei cp + e = konst.), wahrend 
diese Gerade ohne Gleiten auf einer in ;n;1 festen Kurve (el ) abrollt (wobei 
cp = konst.). Diese' beiden Rollbewegungen sind voneinander unab­
hangig. Da die Bewegung von d in bezug auf die beiden Ebenen ;n; und 
]1;1 nur von je einem Parameter abhangt, so gehoren die betrachteten 1))12 

zu den zerlegbaren Bewegungen2• Ein Punkt P der Geraden d beschreibt 
in ;n; und ;n;l die Evolventen (a), (al ) der Kurven (e) und (e l ); somit ist 
die Bewegung 1))12 einfach dadurch definiert, daB die beiden Kurven 
(a), (al ) sich immer beriihren, wobei die Beriihrung in einem beliebigen 
Punkte jeder der beiden Kurven stattfinden kann. Die beiden zugehori­
gen Ausnahmefalle ergeben sich, wenn eine der beiden Kurven in eine 
Gerade iibergeht; die Translationen:;tl entsprechen dem Gleiten der Ge­
raden auf der Geraden selbst. 

Die Eigenschaften zweiter Ordnung der 1))12 (ihre Kriimmungsver­
haltnisse) sind in beiden vorhin unterschiedenen Bewegungsklassen 
wesentlich voneinander verschieden. 

Fur die 001 Bewegungen 1))11, die in einer gegebenen zweiparametrigen 
Bewegung 1))12 enthalten sind und den gleichen Drehpol 0 besitzen, liegen 
die Wendepole auf einer zu d senkrechten Geraden d'J, welche d im 
Punkte H schneidet; die en tsprechenden Wendekreise bilden ein durch 
die Punkte 0 und H gehendes Kreisbiischel. Die Kenntnis des zu einem 

1 W. VAN DER WOUDE [Kon. Akad. van Wetensch. Amsterdam, Bd. 35 (1926) 
S. 99-110J beweist die Satze von G. KOENIGS mit den Hilfsmitteln der Theorie 
der Flachen und Einfuhrung krummliniger Koordinaten (vgl. G. DARBOUX: Theorie 
des Surfaces Bd. 2. Paris 1915). Schon vorher hatte J. A. BARRAU ebene Bewegun­
gen von zwei Freiheitsgraden in algebraischen Fallen durch algebraische Flachen 
interpretiert: C. R. Congres intern. des math. 1920, S. 590- 593; auch J. de 
Math. Bd. 3 (7) (1927). Zu einer ganz symmetrischen Darstellung der Formeln 
fur 9,R2 gelangt W. VAN DER WOUDE durch Wahl der Geraden daIs X-Achse und 
Annahme einer ganz bestimmten Geraden als Y-Achse; dann ist aber das System 
der beiden Koordinatenachsen mit keiner der beiden Ebenen n und n 1 fest ver­
bunden. Froc. Acad. Amsterd. Bd.31 (1928) S.519-530. 

2 Besitzt die relative Bewegung 9,Rm zweier Korper 5 und 5, den Freiheits­
grad m, so ist 9,Rm dann eine zerlegbare Bewegung, wenn sich ein Korper 50 angeben 
laBt, so daB die Bewegung von 5 gegen 50 abhangt von p Parametern und jene 
von 50 gegen 5, von m - p Parametern, wobei letztere Parameter von den p Para­
metern unabhangig sind. - Uber die zerlegbaren RIBAUCouRschen Bewegungen 
vgl. eine Arbeit von G. KOENIGS: J. de Math. Bd. 7 (6) (1911) S. 349- 352. Gibt 
es auBer dem Korper 50 noch einen zweiten Korper 1:0, fur den die angefuhrte 
Zerlegung der Bewegung 9,Rm moglich ist, dann ist diese doppelt zerlegbar. Solche 
sind fur m = 2 untersucht von G. KOENIGS: Bull. Soc. Math. France Bd. 41 (1913) 
S.53-55 - Proc. Congr. Toronto Bd.1 (1928) S.889-910. - BRICARD, R.: 
C. R. Acad. Sci., Paris Ed. 158 (1914) S. 110-112 - Nouv. Ann. Math. Bd. 2 (6) 
(1927) S.105-109. 

Ergebnisse der Mathematik. I. Federho!er. 2 
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gegebenen Drehpol 0 gehorigen Wendepolortes dfij gestattet die Losung 
einer Reihe von Problemen iiber die Kriimmungsverhiiltnisse. Auf d be­
finden sich zwei bemerkenswerte Punkte (0) und (01) ; das sind die Dreh­
pole von I)JP, wenn die Gerade d eine konstante Richtung im festen bzw. 
im bewegten Systeme behalt. 1st Hu der dem Drehpole (0) entsprechende 
Punkt H, dann besteht fur die Ermittlung von "H die einfache Be-
ziehung __ ---

HuH. (0) (01) = 0 (0)2. 

In den Ausnahmefallen riicken die Punkte (0) und Hu ins Unendliche; 
die einander entsprechenden Punkte 0 und H bilden in ihren 001 Lagen 
auf d iihnliche Punktreihen; jeder Punkt von d ist daher eine mogliche 
Lage von H und jeder Punkt der Ebene eine mogliche Lage des Wende­
poles J fiir den Ausnahmefall der ~2. 

Behalt die Gerade d konstante Richtung gegeniiber dem festen 
Systeme :7l], dann wird fiir diesen besonderen Ausnahmefall der Ahn­
lichkeitsfaktor gleich Null und der Punkt H ist ein fester Punkt, dessen 
Lage vom Drehpol 0 unabhangig ist. Die entsprechende Bewegung be­
steht in einem gleitungslosen Abrollen einer beliebigen Kurve von :7l auf 
der Geraden d, wahrend diese selbst eine beliebige geradlinige Trans­
lation senkrecht zu d ausfiihrt. Die Wendepole aller dieser in ~2 ent­
haltenen ~1 liegen stets auf einer zu d senkrechten Geraden. 

H. J. E. BETHI untersucht auf rein geometrischem Wege die Be­
wegungen ~2 mitEinschluB der nichtholonomen Systembewegungen und 
bestatigt die Ergebnisse von G. KOENIGS als einfache Sonderfiille der 
holonomen Bewegungen. 

Dabei spielt eine projektive Verwandtschaft eine wichtige Rolle, die 
zwischen den auf d gelegenen Drehpolen 0 und gewissen zugehorigen 
Punkten W besteht. Dreht sich namlich das System :7l urn den Punkt 0 
der Geraden d, so dreht sich letztere urn den auf ihr liegenden Punkt W. 

Sind de und d1jJ" die elementaren Drehwinkel urn 0 und W, so ist ~~ 
eine zu 0 gehorende Konstante k, deren .Anderung mit der Verschiebung 
des Punktes 0 auf d proportional geht. 

Diese Verwandtschaft 0, W, die sowohl fiir die direkte wie auch fiir 
die inverse Bewegung gilt und die fiir die UIJ.tersuchtingder Kriinimungs­
verhaltnisse wesentlich ist, fiihrt zur Einteilung der e1ementaren ~2 
in bestimmte holonome und nichtholonome Typen, fiir die BETH kine­
matische Modelle angibt. 

F. WITTENBAUER2 hat gezeigt, daB die Geschwindigkeits- und Be­
schleunigungsverhaltnisse beim Flachenlaufe eines ebenen Systems 
durch Zeichnung der zugehorigen MOHRschen Plane einfach darzustellen 
sind, und zwar in gleicher Weise fiir die Einpunkt- und Einkurvenfiihrung. 

1 Nieuw Arch. Wiskde. Bd. 15 (1928) S.345-376. 
2 Graphische Dynamik, S. 70-75. 
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9. Das zwangla.ufige System. Der Zwanglauj des ebenen Systems 
kann sowohl durch Fiihrung von Punkten wie auch durch Fiihrung von 
Kurven des Systems bewirkt werden. Hier besteht eine reiche Mannig­
faltigkeit der moglichen Fiihrungsarten; sie sind mit Benutzung der Aus­
fiihrungen F. WITTENBAUERS 1 und R. KREUTZINGERS 2 iibersichtlich zu­
sammengestellt in dem Lehrbuche der Technischen Kinematik von 
R. BEYER 3. Als stets zuverHissige Methode der Bestimmung der Ge­
schwindigkeiten und Beschleunigungen beim ebenen Zwanglauf erweist 
sich, wie aus der eingehenden kinematischen Durcharbeitung dieser 
Falle durch F. WITTEN BAUER hervorgeht, die Verwendung der MOHR­
schen Geschwindigkeits- und Beschleunigungsplane mit ihrem einfachen 

Fig. 5. 

Konstruktionsprinzip, wobei die oft schwer zuganglichen Pole der Be­
wegung nicht benotigt werden. Diese Plane sind auch daIm stets kon­
struierbar, wenn sich das bewegte System in gewissen Sonderlagen be­
findet, fiir welche andere Konstruktionen zur Ermittlung des Beschleu­
nigungszustandes versagen. An dem einfachen Beispiel der Zweipunkt­
fiihrung, die besondere Wichtigkeithat mit Riicksicht auf das im Ma­
schinenbau sehr verbreitete Kurbelviereck, solI diese Konstruktion ge­
zeigt werden. 

Fiir das in Fig. 5 dargestellte Kurbelviereck 4 mit den dar in ein­
getragenen Bezeichnungen und Abmessungen sei aus der gegebenen Be­
schleunigung DA des Gelenkes A jene des GelenKes B zu konstruieren. 

Aus dem Vektorcharakter der Geschwindigkeit und Beschleunigung 
ifolgt unmittelbar 

bB = bA + bBA , 

DB = DA + DBA, 

(1 ) 
(2) 

1 Graphische Dynamik, S.82-85. 2 HDI~Mitt. Jg.18 (1929) H.2. 
3 S.203-206. Leipzig: Joh. Ambrosius Barth 1931. 
4 1m Schnittpunkte der beiden Kurbelach~en liegt der Momentanpol dieser sog. 

Dreistabbewegung (three bar motion,mouvement des trois-barres); die von ihm 
bei der Bewegung beschriebene Polkurve 8. Ordnung· ist untersucht wordep. von 
R MULLER: Z. Math. Phys. ~d. 48 (1903)S. 224-248; bezuglich ihterDbppel­
punkte vgl. M. CARDINAL: Arch. Teyler. Bd. 12 (2) (1910) und F. G. TEIXEIRA: 
Giorn. di Mat. Bd. 53 (3) (1915) S.307-312. 

2* 
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worin OBA bzw. bBA die relative Geschwindigkeit bzw. Beschleunigung 
von B gegen A bedeutet. 

Die Projektion AN V0n bA auf die Kurbel OIA gibt die Normal-
2 

beschleunigung OV A des Punktes A. Durch sie ist die Geschwindigkeit 
. 1 

VA bestimmt. Man macht A(N) = AN, schHigt tiber OI(N) einen Halb-
--->-

kreis, errichtet in A die Normale zu OIA, dann ist llA = Aa1 • 

Die Gleichung (1) findet nun ihren zeichnerischen Ausdruck in dem 
seitlich gezeichneten Geschwindigkeitsplan 0 a b mit dem N ullpunkte 0, 

--->-
in welchem oa = OA gemacht wird und die Linien ob ..1 02B, ab ..1 AB 
gezogen werden. Damit ist 

--->- --->-
oB=ob, oBA=ab. 

Bei der Konstruktion des Beschleunigungsplanes ist zu beach ten, daB 
die relative Beschleunigung von B gege~ A sich aus einer durch den 
Geschwindigkeitszustand bestimmten relativen Normalbeschleunigung 

bBA,1 = ;~A (von B nach A gerichtet) und aus einer hierzu senkrech­

ten relativen Tangentialbeschleunigung zusammensetzt. Macht man 
-- -
BBI = VBA = ab, zieht BIB2..l AB1 , so ist 

B2B = bBA,I' 
Zerlegt man auch bB in die Normalbeschleunigung bB,1 = oV!.8 (in Rich-

2 

tung B02) und in die dazu senkrechte Tangentialbeschleunigung und 
-- ---

konstruiert bB , I = B4B, indem BB3 = 0 b = VB und B3B4..l B30 2 ge-
zogen wird, so kann durch Zusammenfassung des gegebenen Vektors bA 
mit den nur vom Geschwindigkeitszustande abhangigen Normalbeschleu­
nigungen die Gleichung (2) auch geschrieben werden in der Form: 

bB,2 - bBA ,2 = bA + bBA,1 - bB,I' 

Diese Vektorgleichung findet ihren zeichnerischen Ausdruck in dem Be­
schleunigungsplane mit dem Nullpunkte n, in welchem zunachst auf­
getragen werden kann: 

--->- --->- --->-
nIX = bA , IXfJl = bBA,I, nfJo = bB,I' 

---->-
Die Zerlegung des Vektors fJofJ! nach den Richtungen bB, 2 und hBA,2 

liefert den Beschleunigungspunkt fJ des Systempunktes B und es ist 
--->-

nfJ die gesuchte Beschleunigung bB. 
Aus den oben angeschriebenen Gleichungen folgt unmittelbar die 

Richtigkeit des Satzes von R. MEHMKE: 
Die Figur der den Systempunkten ABC . .. zugehOrigen Beschleu­

nigungspunkte IX fJ r . .. (Beschleunigungsplan) ist der Systemfigur 
ABC. .. ahnlich. Die Beschleunigungen beliebiger Systempunkte 
k6nnen hiernach ermittelt werden, sob aid jene zweier Punkte bekannt 
sind. 
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Nach F. WITTENBAUER1 liiBt sich bei Bentitzung der gedrehten Ge­
schwindigkeiten die Beschleunigung DB konstruieren, ohne einen ab­
gesonderten Geschwindigkeits- und Beschleunigungsplan entwerfen zu 
mtissen. 

Eine sehr anschauliche und 
einfache Konstruktion fUr den Be­
sch leunigungszustand des K ur bel­
viereckes, die nur das Ziehen ge­
rader Linien im Lageplan des be­
wegten Systems erfordert, stammt 
von TH. P6SCHL2. Bei ihrer Be­
schreibung sei der Einfachheit 
halber der Endpunkt eines Vek­
tors durch den Buchstaben be­
zeichnet, der den betreffenden 
Vektor kennzeichnet. Aus der 
gegebenen Beschleunigung des Fig. 6. 

Gelenkes A (Fig. 6) solI jene des Gelenkes B konstruiert werden. 
--+ 

Man ziehe: DA,l/XIIBQ, 0 1 /x' II /XQ, dann ist./X'A = DBA,1, und zwar 
--+ 

ist der Pfeil von DBA,1 immer gegen A gerichtet. Macht man B f3' = DBA,l, 
zieht Qf31102f3', f3DB,tliAQ, so erhiilt man DB,I. Setzt man ferner III 

f3' den Vektor DA an, er­
richtet in dessen End­
punkt eine N ormale zur 
Koppel AB, so liegt in 
dieser der Endpunkt von 
DB; er muBaber auch in 
der Normalen zu 02B 
durch den Endpunkt 
von DB,lliegen. Dadurch 
ist daher DB selbst be-
stimmt. 

Fig. 7. 

Da diese Konstruktion bei nicht erreichbarem Drehpole Q versagt, 
hat L. BURMESTER 3 eine andere, ebenfalls lineare Konstruktion an­
gegeben, die den Pol nicht erfordert und bei der auch das Ubertragen 
von DBA,I entbehrlich ist. Man zieht (Fig. 7): DA,I/X1102B, /X/X"llo1B, 
/X"f3"IIAB, f3"f31102A, f3DB;d01AIIf3"DBA,1; damit sind die Punkte 
f3' und DB,l bekannt und es ergibt sich nun DB wie in der vorhergehend 
beschriebenen Konstruktion. Aus der Anordnung beider Konstruktionen 
ist zu ersehen, daB beide unmittelbar umkehrbar sind, d. h. aus dem ge­
gebenen Vektor DB den zugehorigen DA liefern. 

1 Graphische Dynamik, S.88-90. 
2 Z. angew. Math. Mech. Bd. 3 (1923) S. 128 -136. 
3Z. angew. Math. Mech. Bd. 5 (1925) S. 505. 
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V. FOSCHI I bemitzt die in (7) angefiihrten Eigenschaften der redu­
zierten Beschleunigungen zur Konstruktion des Beschleunigungszustan­
des der Zweipunktfiihrung (J<ig. 8), flir we1che die reduzierte Beschleu-

---4-

nigung AI(XI des Punktes Al bekannt ist. Ihre Normalkomponente ist 
--4-

gleich AIWI , wo WI den auf dem Strahle AIO liegenden Wendepunkt 

(~- AI02) 
bedeutet AlWI = AIOI . 

Fig. 8. 

Man legt durch die beiden Wendepunkte W I W 2 und durch den Dreh­
polO den Wendekreis; sein zweiter Schnittpunkt mit dem iiber AI(XI 

als Durchmesser geschlagenen Kreis ist nach dem Satze 1 in (3) der 
Beschleunigungspol P (der erste Schnittpunkt ist der Wendepunkt WI). 
Die Normalen <l:urch P zu PA2 und durch W 2 zu A 20 schneiden sich 

(nach Satz 1 und 2) im Beschleunigungspunkte (X2 und ~s ist ~2 die 
gesuchte reduzierte Beschleunigung des Punktes A 2 • Die Beschleuni­
gungen weiterer Systempunkte sind nach dem .Ahnlichkeitssatze (3) 
einfach zu konstruieren. 

Die Konstruktion von V. FOSCHI kann iibrigens noch erheblich ver­
einfacht werden; da nach dem Satze 3 in (3) die Gerade (Xl(X2 senkrecht 
stehen muB auf AIA2' so ist die Zeichnung des Wendekreises und 
des Kreises iiber AI(Xl iiberfliissig, es geniigt, die Normale durch W2 

zu A20 mit der Normalen durch (Xl zu AIA2 zum Schnitte zu bringen, 
wodurch der Beschleunigungspunkt (X2 bestimmt ist. 

M. GRUBLER2 verwendet beider zeichnerischen Ermittlung des Be-

I Nuovo Cimento, Nuova Serie Bd.6 (1929) S.226. 
2 Getriebelehre, S. 137-145. Berlin,: Julius Springer 1917. 
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schleunigungszustandes des Gelenkviereckes und seiner SonderfiiJIe 
durchwegs die gedrehten Geschwindigkeiten der Gelenkpunkte. 

R. DOERFEL! wahlt als BezugsgroBe der Bewegung anstatt der Zeit 
den Antriebweg des Punktes A und konstruiert demnach an Stelle der 
Geschwindigkeit mid Beschleunigung von B die Ubersetzung (Verhaltnis 
der gekoppelten Wegelemente von A und B) und deren Ableitung nach 
der neuen BezugsgroBe. 

Die Beziehungen der hoheren Beschleunigungen eines bewegten 
Punktes bzw. der hoheren Winkelbeschleunigungen eines ebenen Syste­
mes zu den Evoluten der Punktbahnen und der Walzpolbahnen sowie 
die hoheren Coriolisbeschleunigungen und hoheren SAVARYSchen Glei­
chungen sind von H. BRANDENBERGER 2 untersucht worden. 

IV. Die ebene kinematische Kette. 
10. Beweglichkeit und Zwanglauf. Mehrkurbelgetriebe. Ver­

zweigungsgetriebe. Die Aneinanderreihung mehrerer ebener (oder raum­
licher) Systeme, die in irgendeinem durch Elementenpaare vermittelten 
Zusammenhange stehen, nennt man eine ebene (oder raumliche) kinema­
tische Kette. Die einzelnen Systeme heiBen Glieder der Kette. 1st jedes 
Glied der Kette mit wenigstens zwei anderen Gliedern verbunden, dann 
heiBt die Kette geschlossen, trifft diese Bedingung nicht zu, dann ist die 
Kette eine offene. Die Kette ist zwanglaufig, wenn die Punkte jedesGliedes 
gegen jedes andere Glied nur ganz bestimmte Kurven durchlaufen konnen. 

ZwangIaufig geschlossene Ketten, von denen ein Glied (Grundglied 
oder Gestell) festgehalten wird, heiBen Mechanismen. Wird durch ein 
Glied im Mechanismus die Bewegung der iibrigen Glieder hervorgerufen, 
haben wir ein Getriebe vor uns. 

Es ist das Verdienst M. GRUBLERS, in seinen aus den Jahren 1883 3 

und 1885 4 stammenden Arbeiten gezeigt zu haben, daB die Zwang­
laufigkeitkinematischer Ketten von den Abmessungen der einzelnen 
Glieder und deren gegenseitigen Lagen vollig unabhangig ist und durch 
eine ganzzahlige Beziehung zwischen der Anzahl der Paarungsstellen 
und der Glieder (mit Beachtung gewisser Einschrankungen bei Ketten 
mit geraden Schiebern) gekennzeichnet ist 5 • Damit hat M. GRUBLER 
die Entscheidung der Zwanglaufigkeit ebener Ketten aus dem Bereiche 
der Empirie in den Bereich wissenschaftlicher Betrachtung gehoben und 
wurde zum Begriinder der kinematischen Zahlsynthese. F. WITTEN-

1 Z. Ver. Deutsch. Ing. Bd. 67 (1923) S. 492-494. 
2 Relv. physica Acta Bd. 3. Basel: E. Birkhauser & Cie 1930. 
3 Civilingenieur Bd.29 (1883) S. 167-200. 
4 Verh. d.Ver. z. BefOrd. d. GewerbefleiBes in PreuBen Bd. 64 (1885) S. 179-223. 
6 Die GRUBLERsche Bedingung fiir den Zwanglauf der ebenen geschlossenen 

Drehpaarkette findet fast fUnf J ahrzehnte spater W. J . WALKER [Phil. Mag. 
Bd.6 (7) (1928) S. 631-632] ohne Rinweis auf die grundlegenden Arbeiten GRuB­
LERS. 
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BAUER! gelangt vier J ahrzehnte spater zu einem neuen Kennzeichen 
der Zwanglaufigkeit einer ebenen kinematischen Kette durch Ermitt­
lung ihres Beweglichkeitsgrades, d. i. der Anzahl der willkiirlich wahl­
baren Bestimmungsstiicke fiir die Bewegung der q-elenke der Kette 
(GroBe und Richtung der Geschwindigkeiten der Gelenkpunkte). 

1st eine kinematische Kette aus Gelenkketten und Schubketten zu­
sammengesetzt und enthalt sie auBerdem iiberkreuzende Stabe, so er­
gibt sich ihr Beweglichkeitsgrad aus der von F. WITTEN BAUER und 
K. KRIsa entwickelten Gleichung: 

x + k = n - 2.7l - .7l, + 2, 

die fUr Zwanglauf, d. h. fUr x = 4, iibergeht in 
n - k = 2.7l + 71, + 2. 

n ist die Anzahl der Stabe und Scheiben; .7l. die Anzahl der nur von 
geraden Schiebern gebildeten Polygone (Gleitvielseite), .7l die Anzahl 

/.~ 1 J 

I 6 

Fig. 9. Fig. 10. Fig. 11. 

der iibrigen veranderlichen Polygone, k die Zahl der kreuzenden Stabe. 
Vor Feststellung von k und .7l8 entfernt man aIle jene Glieder der Kette, 
die einer Schubkette angehoren und nur zwei Schieber verbinden. 

Ein Aufbauschema besonderer Art fUr ebene kinematische Ketten 
wurde von W. LYNEN 2 angegeben, der die Kurbelgetriebe nach der Viel­
faItigkeit der eingeleiteten Bewegungsmoglichkeiten einteilt in Ein-, 
Zwei-, ... , n-Kurbelgetriebe. 

Die Elemente dieser Mehrkurbelgetriebe sind der Zweischlag und der 
Dreischlag. So entsteht z. B. das Zweikurbelgetriebe (Fig. 9) im ,,losen" 
Aufbau durch Vereinigung der beiden Zweischlage (12) und (34). Damit 
Zwanglaufigkeit. besteht, sind in diese fUnfgliedrige Gelenkkette vom 
Freiheitsgrade 2 zwei voneinander unabhangige Bewegungen einzu­
leiten. Durch EinfUgung einer Fessel (5) entsteht das zwanglaufige 
Zweikurbelgetriebe mit gebundenem Aufbau (Fig. 10). 

Das Dreikurbelgetriebe im losen Aufbau (Fig. 11}besteht aus den 
beiden Zweischlagen (12) und (56) und dem Dreischlage (348). Das 
Kennzeichen des Dreikurbelgetrie1:ies bildet die SchlieBe 8. Hier sind 
fUr Zwanglaufigkeit drei voneinander unabhangige Bewegungen einzu-

1 Graphische Dynamik S.226-240 (1923). 
2 Vgl. G. MARX: Bewegungslehre der Getriebe. Hutte, 25. Auf!. Bd. 1 (1925) 

S. 288- 309. - PROEGER, F.: Die Getriebekinematik als Rustzeug der Getriebe­
dynamik, S. 5-9. Berlin: VDI-Verlag 1926. 
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leiten. Wird nur eine Bewegung eingeleitet, dann sind zur Herstellung 
der Zwanglaufigkeit zwei Fesseln (7) und (9) an die drei Kurbeln ge­
lenkig anzuschlieBen, es entsteht dasDreikurbelgetriebe mit gebundenem 
Aufbau (Fig. 12). Die hoheren Kurbelgetriebe 
werden nun dadurch gebildet, daB je ein 
weiterer Dreischlag vor den letzten Zwei­
schlag eingeschaltet wird. 

Das n-Kurbelgetriebe hat demnach zwei 
Zweischlage, n - 2 Dreischlage und besteht I 

aus n Kurbeln und gleich viel Koppeln, n - 2 ~?/?~;mW:?/?~~~~0. 
SchlieBen, n - 1 Fesseln und einem Grund­
glied, so daB die Anzahl s der Stabe beim 

Fig. 12. 

zwanglaufigen n-Kurbelgetriebe gleich 4n - 2, jene der Gelenke 
g = 6n - 5 ist. Damit ist das bekannte GRUBLERsche Zwanglauf­
kriterium 2g - 3s + 4 = 0 

erfiillt und es ist ersichtIich, daB die gerade Anzahl von Staben eine 
Voraussetzung der Zwanglaufigkeit ist. 

WeitereAusbaumoglichkeiten (durch Streckung, Erweiterung, Glieder­
ersatz usw.) sind in den erwahnten Arbeiten angegeben. 

Eine bemerkenswerte zahlsynthetische Behachtung auf Grund der 
GRUBLERschen Zwanglaufbedingungen hat K. KUTZBACH 1 fUr Ver­
zweigungsgetriebe (Differential- oder Ausgleichgetriebe) gegeben, das 

Fig. 13. 

sind Getriebe, die eine Verbindung von n gegebenen zwanglaufigen kine­
matischen Ketten (oder Leitungen) derart herstellen, daB die damit neu­
geschaffene kinematische Kette den Freiheitsgrad n - 1 besitzt; die an 
n - 1 Ketten beliebig eingeleiteten Bewegungen werden dann zwang­
laufig in die n-te Kette abgeleitet. Umgekehrt wird die durch ein Ge­
triebe eingeleitete Bewegung in n - 1 Bewegungen in den iibrigen n - 1 
Ketten aufge16st (verzweigt). Der Beweglichkeitsgrad der Verzweigungs­
getriebe ist groBer als Eiris. Solche Getriebe arbeiten mit Ausgleich­
scheiben, die entweder nur durch Koppel- oder Kurvenverbindungen 
mit den gegebenen kinematischen Ketten oder anderen Scheiben ver-

1 Maschinenbau Ed. 8 (1929) S.71O-716. 
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bunden sind oder bei denen eine Koppel durch ein festes Gelenk ersetzt 
ist. Diese Koppel- oder Kurvenverbindungen haben beim ebenen (wie 
auch beim spharischen) Ausgleichgetriebe zwei Bewegungsfreiheiten. 
Ist deren Anzahl k2' ist ferner die Zahl der Scheiben ohne Anlenkung So 

(Scheibe 50 in Fig. 13), jene der Scheiben mit Anlenkung SI (Scheibe 
51 in Fig. 13), so weist K. KUTzBAcH mit Hilfe der GRUBLERschen 
Zwanglaufbedingungen nach, daB fUr die mechanische Leitungsver­
zweigung unabhangig von der Zahl der verbundenen zwanglaufigen kine­
matischen Ketten (Leitungen LI L 2 • •• ) die Beziehung gilt: 

k2 = 3 So + SI + 1 . 

P. SOMOFFI bildet Gelenksysteme durch Verbindung eines Kurbel­
viereckes mit einem ebenen ahnlich-veranderIichen System P, wobei der 
AnschluB in zwei seiner Punkte an verschiedene Glieder des Kurbel­
viereckes erfolgt, oder mit einem ebenen affin-veranderlichen System Q, 
das in drei nicht in einer Geraden liegenden Punkten angeschlossen wird, 
die nicht alle demselben Gliede des Kurbelviereckes angehoren. Im erst en 
Falle bestehen vier, im zweiten FaIle zehn wesentlich verschiedene Mog­
lichkeiten des Anschlusses 2• 

P. SOMOFF untersucht auch die Bildungsgesetze jener geschlossenen 
kinematischen Ketten, die aus ahnlich-veranderIichen oder affin-ver­
anderIichen Gliedern gebildet sind und zeigt, daB sich fUr soIche ebene 
Mechanismen dann Zwanglauf einsteIIt, wenn sie entweder aus vier be­
weglichen ahnlich-veranderIichen System en und einem fUnften fest­
gehaltenen Grundgliede oder aus sechs beweglichen affin-veranderIichen 
Systemen und einem sieben ten festen Grundgliede bestehen. Ketten mit 
geringerer Gliederzahl (zwei oder drei ahnlich-veranderIiche, zwei bis 
fiinf affin-veranderIiche Glieder) ergeben sich, falls die Nachbarglieder 
gegenseitig mehr als einen Freiheitsgrad (einen Oberschu(J an Freiheits­
graden) besitzen; durch verschiedene Verteilung der Freiheitsgrade er­
gibt sich eine groBe Mannigfaltigkeit von soIchen zwanglaufigen Ketten. 
SchlieBlich sei 'auf eine ausfiihrIiche Untersuchung von L. ASSUR3 

iiber die Bildung und Struktur der ebenen Mechanismen mit niederen 
Elementenpaaren verwiesen. 

11. Obergeschlossene Gelenkketten. Enthalt eine ebene Drehpaar­
kette mehr Glieder (n) und Elementenpaare (g), als zur Erzielung der 

1 Z. Math. Phys. Bd.49 (1903) S.25-61. 
2 Die von den Punkten der Systeme P und Q beschriebenen Bahnen besitzen 

aile Eigenschaften der Koppelkurven (15, S. 39), stellen aber deren Verallgemei­
nerung dar, da ihre Gleichungen bei gegebenem Kurbelvier~ke nicht von zwei, 
sondern von sechs bzw. acht Parametern abhangen. Eine geradlinige Bahn ist 
ebenso wie beim einfachen Kurbelviereck unmoglich; wohl aber ist bei entsprechen­
der Wahl der sechs oder acht Parameter die Aussonderung eines kreislinigen Zweiges 
bei jeder Form des Kurbelviereckes moglich. 

3 Ann. Inst. Polyt. St. Petersburg (russ.) Bd. 20 (1913), S. 329-386, 
581-635; Bd.21 (1914) S.187-283· 
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zwangHiufigen Bewegung notig ist, d. h. ist 2g - 3n + 4> 0, so ist 
die Kette im allgemeinen unbeweglich. Wenn jedoch die Funktional­
determinante der Bedingungsgleichungen fUr die Starrheit der Glieder 
identisch verschwindet, was bei Erfiillung gewisser Bedingungsgleichun~ 
gen fUr die Abmessungen der Glieder zutrifft, so ist eine soIche sog. 
iibergeschlossene Gelenkkette ~wangHi.ufig. Wegen der Schwierigkeiten 
der Aufstellung der Bedingungsgleichungen kommt indes dieses Krite­
rium zur Berechnung von iibergeschlossenen Ketten nicht in Betracht. 
Man geht hierbei zweckmaBiger nicht vom unbeweglichen Fachwerke, 
sondern unmittelbar von der zwangliiujigen Kette aus und untersucht 
sie daraufhin, ob in den Ebenen der Glieder Punkte bestehen von der 
Beschaffenheit, daB die Entfernung je zweier soIcher auf verschiedenen 
Gliedern gelegenen Punkte wahrend der Bewegung konstant bleibt. 
SoIche Punkte konnen durch ein Glied verbunden werden und liefern 
eine iibergeschlossene Kette. 

Ihre systematische Untersuchung geht zuriick auf G. DARBOUX\ 
der seine Betrachtungen wesentlich auf die Theorie der Kurven dritter 
Ordnung stiitzt. Ankniipfend daran behandelt M. KRAUSE 2 dasselbe 
Problem auf rein analytischem Wege, wobei die (auch bei DARBOUX 
vorkommende) Parameterdarstellung der Winkel eines ebenen Gelenk­
viereckes mit Hilfe der elliptischen Funktionen die Grundlage der Losung 
bildet, die fUr einen besonderen iibergeschlossenen Mechanismus voll­
sHi.ndig gegeben wird, dem sich auch der BURMESTERsche Brennpunkts­
mechanismus3 einfiigt. 

K. BLEICHER' erledigt mit der gleichen Methode die noch fehlenden 
FaIle und beweist mit Hille der Theorie des allgemeinen Gelenksystems 
vom Typus A (Fig. 14), daB aus letzterem nur spezielle Mechanismen 
vom Typus A, (Fig. 15) gewonnen werden konnen, bei dem die An­
schluBpunkte des inneren und auBeren Gelenkviereckes auf deren Seiten 
liegen. Wenn hierbei das innere Gelenkviereck in einen: Punkt zusammen­
schrumpft, dann ist eine gesonderte, von M. KRAUSE und K. BLEICHER 
durchgefiihrte Untersuchung notwendig. Diese analytische Methode 
fiihrt.auch zu den von O. BOLDUAN5 aus dem WATTschen Mechanismus 
auf Grund eines einfachen Verfal1rens abgeleiteten iibergeschlossenen 

1 Bull. Sci. math. Bd. 3 (2) (1879) S.151-192. - Vgl. auch A. B. KEMPE: Proc. 
London Math. Soc. Bd. 9 (1878) S.133-147. - FONTENE, G.: Nouv.Ann. de Math. 
Bd. 3 (4) (1903) S. 529-549; Bd. 4 (4) (1904) S.8-29. 

2 Sachs. S.-B. Leipzig Bd. 56 (1904) S. 273; Bd. 59 (1907) S. 313-332; Bd.60 
(1908) S.132-144. 

3 Z. Math. Phys. Bd. 38 (1893) S. 193. - FONTENE, G.: Nouv. Ann. de Math. 
Bd. 7 (4) (1907) S. 19-22. 

4 Zur Theorie der ii bergeschlossenen Gelenksysteme. lnaug .-Diss. Rostock 1910. 
75 S. mit 37 Abb. 

5 ZurTheorie der iibergeschlossenenGelenkmechanismen. Inaug.-Diss. Halle1908. 
79 S. mit 36 Abb. 
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Mechanismen, und es HiBt sich mit der gleichen Methode die von A. EMCH1 

mittels elliptischer Funktionen gegebene Theorie des Inversors von 
PEAUCELLIER entwickeln. 

Typisch ist fUr die in diesen Arbeiten behandelten iibergeschlossenen 
Gelenkketten, daB sich die trigonometrischen Funktionen aller Winkel 
rational durch elliptische Funktionen eines Parameters ausdriicken 

p 

Fig. 14. Typus A. Fig. 15. Typus A,. 

lassen. Die Dbertragung solcher Betrachtungen auf ein raumliches 
System, dessen Projektion ein Brennpunktsmechanismus ist, verdankt 
man G. FONTENE2. 

G. T. BENNETT3 bildet zweimal-viergliedrige iibergeschlossene Ge­
lenkketten (double-four mechanism), bei den en jedes als Dreieck gewahlte 
Glied der einen Gliedergruppe (1, 2, 3, 4) in den drei Ecken an die drei 
nicht entsprechenden Glieder der zweiten Gruppe (1', 2', 3', 4') an­
geschlossen wird. Von diesem Mechanismus, der drei Paare von Gelenk­
vietecken enthalt, wird nun der schon von DARBOUX angegebene be­
sondere Fall eingehend untersucht, bei welch em die Vierecke Gegen­
parallelogramme (sog. Isogramme) sind; solche Mechanismen lassen 
sich ableiten aus einem Symmetrogramm, bestehend aus zwei Gruppen 
von je vier zueinander symmetrisch liegenden Punkten, von denen jeder 

1 Kinematische Gelenksysteme und die durch sie erzeugten Transformationen. 
Progr. Kantonsschule Solothurn (1906/07). 

2 Nouv. Ann. de Math. Bd. 4 (4) (1904) S.105-108. 
3 Proc. Cambridge Philos. Soc. Bd.42 (1913) S.391-401. Werden die Strecken 

von einem Punkt D dieses Symmetrogrammes zu den anderen sechs Punkten 
AB CA'B'C' als komplexe GraBen dargestellt, sodannderen zwalf Produkte gebildet, 
wobei die Produkte DA . DA', DB . DB', DC . DC' ausbleiben, so bestimmen die 
so erhaltenen gerichteten Strecken eine Figur vom Typus der vorerwahnten Kette. 
Durch spezielle Wahl der Form des Symmetrogrammes werden interessante Sonder­
falle gewonnen; liegen z. B. die vier Punkte A, B, C, D auf einem Kreise, dann 
liegen auf diesem auch die entsprechenden Punkte A', B', C'. D' und die Achsen 
der drei Paare von Isogrammen schneiden sich in einem Punkte. Die acht Glieder 
der Kette sind dann gerade Stabe. Vgl. G. T. BENNETT: London Math. Soc. Bd. 10 
(2) (1911) S.333. 
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mit allen iibrigen (ausgenommen seinen symmetrisch gelegenen Punkt) 
verbunden wird. 

12. Geschwindigkeitszustand. Von den Annahmen fiir den augen­
blicklichen Bewegungszustand, deren Zahl mit dem Beweglichkeitsgrad x 
iibereinstimmt, muB mindestens eine auf die GroBe einer Geschwindig­
keit entfallen. Der Geschwindigkeitszustand der ebenen zwangHiufigen 
kinematischen Kette wllrde bereits von L. BURMESTER! eingehend er­
ortert und zwar mit Benutzung der absoluten und relativen Drehpole 
der Kettenglieder und der gedrehten Geschwindigkeiten, wobei der 
Satz von den relativen Drehpolen dreier gegeneinander bewegten Systeme, 
die in einer Geraden liegen miissen, angewendet wird. 

O. MORR S untersucht den Geschwindigkeitszustand mit Hilfe seiner 
Geschwindigkeitsplane, wobei er in komplizierteren Fiillen die Bewegung 
in zwei einfachere Bewegungen zerlegt, durch deren Dbereinander­
lagerung schlieBlich die wirkliche Bewegung durch Rechnung ermittelt 
wird. 'Sind in einer freien zwanglaufigen kinematischen Kette die Ge­
schwindigkeiten zweier Punkte bekannt, die verschiedenen Gliedern an­
gehoren, so kann die Geschwindigkeit jedes anderen Punktes der Kette 
bestimmt werden. Unmittelbar, d. h. ohne Verwendung ahnlicher Punkt­
reihen, kann der Geschwindigkeitsplan nur dann gezeichnet werden, 
wenn man von jedem Gelenk zu jedem anderen gelangen kann, ohne 
mehr als ein drittes Gelenk zu iiberschreiten. 

Wird ein Punkt des Geschwindigkeitsplanes einer zwanglaufigen 
Kette festgehalten und beschreibt ein anderer Geschwindigkeitspunkt 
eine gerade Punktreihe, so beschreiben aIle anderen Punkte des Planes 
iihnliche Punktreihen.Die zu den Punkten einer starren Scheibe ge­
horigen Punktreihen schneiden sich dabei in einem Punkte. 

F. WITTENBAUER3 benutzt diese von ihm angegebenen Eigenscha£ten 
der Geschwindigkeitsplane zur Entwicklung eines rein zeichnerischen 
Verfahrens, das auch in komplizierteren Fiillen zum Ziele fiihrt und das 
Ahnlichkeit mit der von C. SAVIOTTI4 gefundenen Ermittlung der Span­
nungen in Fachwerken nach der Methode "de la fausse position" be­
sitzt. Auch bei den Mehrkurbelgetrieben ist die Ermittlung des Ge­
schwindigkeitszustandes am bequemsten durch Entwerfen von Ge­
schwindigkeitsplanen zu bewirken, wobei die .Ahnlichkeit der Reihen der 
Geschwindigkeitspunkte zu verwerten ist5• 

1 Lehrbuch der lGnematik. Bd.1. Leipzig: A. Felix 1888. 
2 Civilingenieur Bd. 33 (1887) S. 631-650 - Z. Math. Phys. Bd.49 (1903) 

S.393-449. 
3 Graphische Dynamik, S.262-292. 
4 SAVIOTTI, C.: La statica grafica. Milano 1888. 3Bde. - CREMONA-SAVIOTTI: 

Les figures reciproques, S. 65. Paris 1885. 
5 Vgl. F. PROEGER: Mitt. fiber Forsch.-Arb., herausgeg. vom VDI, H. 285 

(1926). - FEDERHOFER, K.: Ing.-Arch. Bd.1 (1930) S.600. 
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13. Beschleunigungszustand. Da der Beschleunigungszustand einer 
ebenen kinematischen Kette die Kenntnis des Bewegungszustandes 
in zwei aufeinanderfolgenden Zeitteilchen voralissetzt, so bedarf 
es nach F. WITTENBAUER1 zu seiner Ermittlung der Kenntnis von 
y = 2x Bestimmungsstiicken, wenn x den Beweglichkeitsgrad be­
deutet. 

Doch darf bei Annahme der Beschleunigungen zweier Punkte, die 
einem starren Gliede angehoren, nicht willkiirlich vorgegangen werden 
(vgl. 21). 

Da ein ebenes Getriebe den Beweglichkeitsgrad x = 1 besitzt, so ist 
fiir dieses y = 2. Hier kann daher bei Festlegung des Beschleuni­
gungszustandes entweder die Beschleunigung eines Punktes nach GroBe 
und Richtung angenommen werden oder die GroBe der Geschwindigkeit 
eines Punktes und die Richtung oder GroBe der Beschleunigung ein~s 
anderen (oder desselben) Punktes. 

Der Beschleunigungszustand von ebenen kinematischen Ketten wird 
am zweckmaBigsten durch MOHRsche Beschleunigungsplane dargestellt, 
die sich in der graphischen Kinetostatik als sehr brauchbares Hilfsmittel 
erweisen, da aus ihnen Richtung und Drehsinn der relativen und ab­
soluten Beschleunigungen stets in einfachster Weise zu entnehmen sind. 
O. MOHR verlaBt iibrigens bei verwickelteren Ketten die rein graphische 
und direkte Methode, denn er zerlegt in solchen schwierigeren Fallen die 
Bewegung in mehrere gleichzeitige Teilbewegungen, von denen eine oder 
zwei Anfangsbewegungen sind; die Geschwindigkeiten und Beschleuni­
gungen dieser Teilbewegungen werden dann so gewahlt, daB durch deren 
Dbereinanderlagerung die gegebenen Bedingungen der Kette erfiillt 
werden. 

Dieser Methode haftet der Nachteil an, daB die Teilbewegungen fiir 
verschiedene Ketten anders gewahlt werden miissen; F. WITTEN BAUER 
gelangt 2 zu einer einheitlichen Konstruktion der Beschleunigungsplane 
durch Benutzung der Eigenschaft der Ahnlic,hkeit der Beschleunigungs­
punktreihen, denn es gilt der Satz: 

Wird ein Punkt des Beschleunigungsplanes einer zwanglaufigen kine­
matischen Kette festgehalten und bewegt sich ein anderer auf einer be­
Iiebigen Geraden, so beschreiben samtliche Beschleunigungspunkte ahn­
liche Punktreihen. 

Auch bei kinematischen Ketten mit geraden und gekriimmten 
Schiebern und bei Ketten mit Kurvenfiihrungen erweist sich die Kon­
struktion von Beschleunigungsplanen zweckmaBig; dabei kommt der 
Satz von G. CORIOLlS iiber die Beschleunigungen bei der relativen Be­
wegung eines Punktes in bezug auf ein rotierendes starres System zur 
Anwendung3 . 

1 Graphische Dynamik, S. 293. 
3 Vgl. {2}. 

2 Graphische Dynamik, S.293-370. 



117J Die ebene kinematische Kette. 31 

Zu einer bemerkenswerten Vereinfachung beim Entwurfe der Be­
schleunigungspHine von zwangliiufigen Getrieben gelangt TH. P5SCHL1 

durch zeichnerische Ausnutzung der Tatsache, daB bei einem zwang­
liiufigen Getriebe die Verhiiltnisse der Winkelgeschwindigkeiten der ein­
zelnen Glieder durch die Konfiguration des Getriebes gegeben sind; da 
nun alle vorkommenden relativen Normalbeschleunigungen nur von den 
Verhiiltnissen der Winkelgeschwindigkeiten der Getriebeglieder abhiingen, 
so lassen sie sich mit Benutzung der Lagen der Drehpole unmittelbar 
durch Ziehen von Parallelen aus der gegebenen Normalbeschleunigung 
eines Getriebepunktes konstruieren. Dabei wird noch der Vorteil er­
zielt, daB die MaBstiibe fiir Liingen, Geschwindigkeit und Beschleunigung 
nicht miteinander verknupft werden und so gewiihlt werden konnen, wie 
es bei gegebenen GroBenverhiiltnissen am passendsten ist. (Vgl. den in 
Fig. 6 behandelten einfachsten Fall des Kurbelviereckes, der als Grund­
type bei dies en Konstruktionen verwendet wird.) Die Vorteile seines 
Verfahrens zeigt TH. P5SCHL an einer Reihe von praktisch wichtigen 
Getrieben, fur welche sich Ersatzkurbelvierecke (bzw. deren Sonder­
art en) angeben lassen, die mit dem gegebenen Getriebe in zwei aufein­
anderfolgenden Zeit element en ubereinstimmen; die einfache Wiilz­
hebelsteuerung liiBt sich im Schema als Verbindung eines Kurbelvier­
eckes und einer geschriinkten Schubkurbel ·darstellen. 

L. BURMESTER 2 baut seine Konstruktionen fur die Beschleunigungen 
bei zusammengesetzten Mechanismen auf der konstruktiven Bestimmling 
der Beschleunigungen von drei Grundtypen auf: dem ebenen System, 
zwei drehpaarig (bzw. richtpaarig) verbundenen ebenen Systemen, dem 
dreifach gefiihrten ebenen System (nur drehpaarig oder auch dreh- und 
richtpaarig mit den drei fiihrenden Systemen verbunden). 

M. GRUBLER3 konstruiert den Beschleunigungszustand zwangliiufiger 
kinematischer Ketten unter Hinzunahme gewisser Hilfskonstruktionen 
bei durchgiingiger Verwendung der gedrehten Geschwindigkeiten. Die 
Geschwindigkeits- und Beschleunigungsverhiiltnisse der bekanntesten 
Getriebe fur Umsteuerungen, wie sie bei Lokomotiven und Walzenzug­
maschinen in Gebrauch stehen, untersucht zeichnerisch W. lUNG"'. Ki­
nematische Ketten mit Kurvenfuhrungen wurden in zahlreichen Ar­
beiten hinsichtlich ihres Beschleunigungszustandes zeichnerisch be­
handelt; es sei auf die Literaturangabe bei F. WITTENBAUER5 ver­
wiesen. 

1 Z. angew. Math. Mech. Bd. 3 (1923) S. 128-136; Bd. 4 (1924) S.241-242. 
Vgl. auch dessen Lehrbuch der Technischen Mechanik, 2. Aufl., S. 180ff. Berlin: 
Julius Springer. 

2 S.-B. Akad. Wiss. Miinchen 1911, S.463-488. 
3 Getriebelehre, S.145-154. Berlin: Julius Springer 1917. 

H.' 4 Z. angew. Math. Mech. Bd.1 (1921) S.455-463. Bemerkung hierzu von 
ALT: und Erwiderung von W. JUNG: ebenda Bd.2 (1922) S.479-480. 
5 Graphische Dynamik, S.365. 
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Der Beschleunigungszustand des n-K urbelgetriebes in losem A ulbau 1. 

Bezeichnen EI Ell • .• En die Winkelbeschleunigungen, WI Wll • •• Wn die 
Winkelgeschwindigkeiten der n Kurbeln, so ist die Beschleunigung eines 
beliebigen Pupktes D der durch Einleitung von n gegebenen Bewegungen 
in die n Kurbeln zwanglaufig gemachten kinematischen Kette dargestellt 
durch den Ausdruck: 

(1 ) 
worin 

... , A..-~ - co,,· 

Der Vektor liDo bedeutet die Beschleunigung des Punktes D, wenn 
die den Beschleunigungszustand kennzeichnenden n Parameter 1 ver­
schwinden; es ist demnach liDO die dem "Falle reiner Normalbeschleu­
nigung" der Kurbeln entsprechende Beschleunigung des Punktes D. 

Die Vektoren 1)[ OIl . .. On bedeuten Geschwindigkeiten, da die Ska­
lare A die Dimension einer Winkelgeschwindigkeit haben. Ersichtlich 
ist AI jene Beschleunigung von D, die sich mit der Annahme AI = ,,1 ", 
All = 0, ... , An = 0, liDo = ° (Fall I) ergibt, und es bedeutet 01 jenen 
Geschwindigkeitsvektor, der dem Punkte D zukommt, wenn im n-Kur­
belgetriebe alle Kurbeln mit Ausnahme der Kurbel I ruhen, wahrend 
letztere mit WI gedreht wird. Da dann das n-Kurbelgetriebe zwang­
laufig ist, so laBt sich der Vektor 01 aus einem Geschwindigkeitsplane 
fUr dieses vereinfachte Getriebe ermitteln. Man erkennt, daB die Vek­
toren 01, OIl, ... , On durch die den Sonderfallen I, II, ... , n entsprechen­
den GeschwindigkeitspHine vollstandig bestimmt sind 2. Der endgiiltige 
Beschleunigungszustand ist mithin das Ergebnis der Dberlagerung der 
Falle Ibis n und des Falles reiner ·Normalbeschleunigung der n-Kurbeln. 
Die graphische Darstellung der Beschleunigungen der einzelnen Punkte 
des Getriebes bei gegebenen Winkelbeschleunigungen (und damit auch 
bekannten Parametern A) erfordert daher nur die Konstruktibn der zu 
den Fallen Ibis n gehOrigen Geschwindigkeitsplane und die Konstruk­
tion von liDO, worauf liD durch geometrische Summenbildung nach 
Gleichung (1) bestimmt ist. Durch Einbau von n - 1 Fesseln zwischen 
den n Kurbeln entsteht das n-Kurbelgetriebe im gebundenen Aufbau, 
das bereits durch seine Gliederung zwanglaufig ist. Es kann also nur 
Bewegung in eine Kurbel eingeleitet werden und es verschwinden in 
Gleichung (1) alle Parameter mit Ausnahme eines einzigen. Da dann 
der Vektor 0 mit dem Vektor bD der Geschwindigkeit des Punktes D 
iibereinstimmt, so folgt fUr dessen Beschleunigung 

liD = liDO + AbD , 

1 FEDERHOFER, K: lng.-Arch. Bd. 1 (1930) S.600-610. 
2 Einen anderen Beweis ffir den SpeziaHall des Zweikurbelgetriebes gibt 

K FEDERHOFER in den S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. IIa, Bd. 139 (1930) S. 30- 33. 
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eine Gleichung, welche fUr die zwanglaufige kinematische Kette die Alm­
lichkeit der Beschleunigungspunktreihen bei bestimmtem Geschwindig­
keitszustande ausdriickt; die Trager dieser Punktreihen sind den Bahn­
tangenten der Systempunkte parallel. 

14. Die Bewegung des Schwerpunktes einer kinematischen Kette. 
Diese ist fUr manche Untersuchungen in der Getriebelehre und in der 
Mechanik der lebenden Korper von Bedeutung; ihre Darstellung wird 
nach den Untersuchungen O. FISCHERS 1 besonders anschaulich durch 
EinfUhrung der sog. Hauptpunkte der Glieder einer Kette, die es wegen 
ihrer festen Lage in den Gliedern ermoglichen, den Schwerpunkt 5 der 
Kette durch Gelenkparallelogramme mit den bewegten Gliedern der 
Kette zu verbinden. Die so entstehende abgeleitete, aus gewichtlosen 
Staben bestehende Kette (Schwerpunktkette) enthalt den Schwer­
punkt 5 als Knoten, sie macht die Bewegung der gegebenen Kette mit 
und es kann daher durch dies en Mechanismus die Bewegung des Schwer­
punktes beschrieben (aufgezeichnet) werden. 

Besteht die Kette aus r Gliedern, so sind zur Herstellung der Schwer-

punktkette r (r ;- 1) Gelenkparallelogramme notig. 

Auf Grund der Eigenschaften der Schwerpunktkette und der Be­
wegungspUine von gelenkigen Parallelogram men beweist F. WITTEN­

BAUER 2 folgenden, die Konstruktion der Geschwindigkeit und Be­
schleunigung des Schwerpunktes 5 ermoglichenden Satz: 

Sind A, E, C, ... die Gelenke einer kinematischen Kette, a, b, c, ... 
ihr Geschwindigkeitsplan, ex, fl, y, ... ihr Beschleunigungsplan, mA, mE, 
mo, ... die statischen Ersatzmassen, so ist der Geschwindigkeitspunkt s 
des Schwerpunktes 5 der Kette der Schwerpunkt der Punkte a, b, c, ... 
und der Beschleunigungspunkt a von 5 der Schwerpunkt der Punkte 
ex, fl, Y, ... , wenn in diesen Punkten die Massen mA, mE, mo, ... an­
gebracht werden. 

P. SOMOFF3 geht bei der Darstellung der Bewegung des Schwerpunktes 
eines Gelenkviereckes davon aus, daB der Schwerpunkt zweier aufein­
anderfolgender Glieder die Entfernung ihrer Schwerpunkte stets in 
einem konstanten Verhiiltnisse teilt, woraus folgt, daB der Schwer­
punkt 5 dreier gelenkig verbundener Glieder demjenigen affin-verander­
lichen System Q angehort, welches die Schwerpunkte 5 1 5 2 5 3 der drei 
verbundenen Glieder zu seinen Grundpunkten hat; die Anwendung 
dieser Bemerkung auf ein Kurbelviereck mit einem festgehaltenen Gliede 

1 Z. Math. Phys. Ed. 47 (1902) S.429-466. Vgl. auch O. FISCHER: Theore­
tische Grundlagen fiir eine Mechanik der Ie bend en Karper. Leipzig 1906. Ferner 
F. \VITTENBAUER: Graphische Dynamik, Abschnitt XXI, und A. NERRETER: 
GraphodJ'Ilamische Untersuchung einer vierzylindrigen Fahrzeugmaschine. Diss. 
Techn. Hochsch. Miinchen 1912. 

2 Siehe obige FuBnote 1. 
3 Z. Math. Phys. Ed. 49 (1903) S.48. 

Ergebnisse der Mathematik. I. Federhofer. 3 
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ergibt die Moglichkeit, die Bewegung des Schwerpunktes 5 durch eine 
masselose Verbindung dieses Systems Q mit dem Kurbelviereck darzu­
stellen 1. 

V. Kinematische Synthese. 
15. Lagenzuordnungen einer komplan bewegten Ebene. Die kine­

matische Synthese verfolgt das Ziel, Bewegungen zu ermitteln, die vor­
gegebene Bedingungen erfullen, und Mechanismen zur Verwirklichung 
solcher Bewegungen zu suchen. Die Methoden der kinematischen Syn­
these haben daher besondere Bedeutung fUr die Getriebesynthese des 
Maschineningenieurs, der die Aufgabe zukommt, kinematische Ketten 
zu ermitteln, welche die Einhaltung bestimmter gegenseitiger Lagen ein­
zeIner Glieder der Kette sowie die Erreichung bestimmter Bahnen, Ge­
schwindigkeiten oder Beschleunigungen einzelner Punkte der Kette er­
moglichen. Zur Durcharbeitung der bereits von F. REULEAUX mit 
voller Klarheit formulierten Aufgabe der Getriebesynthese hat REU­
LEAUX 2 selbst Hervorragendes beigetragen, indem er in seiner Lehre 
von den Getriebetypen (Grundformen) einen Teil der kinematischen Syn­
these, und zwar die Typensynthese, schuf, die durch HUNDHAUSEN3 und 
seine Schuler Weiterentwicklung in systematischer Hinsicht erfuhr und 
in neuester Zeit mit ein'er Arbeit von R. FRANKE 4 auch das Gebiet der 
Elektrotechnik berucksichtigte, wobei die vielseitigen Beziehungen 
zwischen der REULEAuxschen Getriebelehre und den elektrischen Vor­
gangen und Schaltungen aufgezeigt wurden. 

Mit der Bestimmung der Anzahl der erforderlichen Getriebeglieder 
befaBt sich die Zahlsynthese, deren Grundlage die GRUBLERschen Zwang­
laufbedingungen5 sind, wahrend die Ermittlung der Abmessungen der 
Getriebeglieder in den Aufgabenkreis der M a[Jsynthese (Bezeichnung nach 
H. ALT) fallt. 

Die dem letzten Viertel des vergangenen J ahrhunderts angehorenden 
Arbeiten uber die kinematische Synthese behandeln vorwiegend die Er-

1 Ais System Q kann ein sechsgliedriges System gebraucht werden, das aus 
zwei gewohnlichen Pantographen besteht. Nach einem von E. STUBLER [Z. Math. 
Phys. Bd. 54 (1907) S.325] bewiesenen Satze fiber den Schwerpunkt des drei­
gliedrigen Gelenksystems (gfiltig auch ffir das raumliche System) kann die Be­
wegung des Schwerpunktes auch durch einen einzigen, am dreigliedrigen System 
angebrachten Pantographen bestimmt werden. 

2 Vgl. C. WEIHE: F. Reuleaux und seine Kinematik. Berlin: Julius Springer 
1925. 

3 Maschinenkonstru~teur Bd. 61 (192S) S. 114-115 - Elektrotechn. Z. 1902 
H. 51. 52. 

4 Eine vergleichende Schalt- und Getriebelehre. Neue Wege der Kinematik. 
Vortrag, gehalten auf derWiss. Tagung zur Feier des 100. Geburtstages von FRANZ 
REULEAUX. Mfinchen und Berlin: .R. Oldenbourg 1930. 

B Getriebelehre, S. 13 - 30. - Das Kriterium der Zwanglaufigkeit der Schrau­
benketten, S.124-133. Festschrift, O. MOHR zum SO. Geburtstag. Berlin: 
W. Ernst & Sohn 1916. 
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zeugung bestimmter Kurven durch Mechanismen, insbesondere die ge­
nauen und angenaherten Geradftihrungen1 ; A. B. KEMPE 2 bewies, daB 
jede algebraische Kurve durch eine Gelenkkette erzeugt werden kann, 
er zeigte auch die Ausmittlung der entsprechenden Ketten. Hierher ge­
horen auch die fUr die neuere Entwicklung der Synthese grundlegend 
gewordenen Untersuchungen L. BURMESTERS3 tiber die Beziehungen 
zwischen mehreren Lagen einer komplan bewegten Ebene, deren Ziel 
die Erzeugung angeniiherter Geradftihrungen mit Hilfe des Gelenk­
viereckes war. 

Nach einem fast zwei Jahrzehnte wahrenden Stillstande erhielt dieses 
Forschungsgebiet neue Belebung durch M. GRUBLER', der eine Reihe 
neuer Fragen stellte und geometrische Losungen hierftir gab; dabei 
handelt es sich vorwiegend urn Betrachtungen tiber die Zuordnung zweier 
oder dreier Lagen von zwei Gliedern einer Kette, die durch ein drittes 
starres Glied in zwei Punkten gelenkig verbunden werden. Urn die An­
passung der durch die technischen Anwendungen gegebenen Frage­
stellungen an eine besondere Methodik hat sich A. ALT5 sehr verdient 
gemacht. 

SolI z. B. eine Ebene als Koppelebene eines Gelenkviereckes derart 
bewegt werden, daB sie eine Anzahl vorgeschriebener Lagen durchlauft, 
so folgt zunachst aus den Sat zen L. BURMESTE;RS, daB sich nicht mehr 
als fUnf Lagen der bewegten Ebene vorgeben lassen, fUr welche es vier 
Gruppen von je fUnf entsprechenden Punkten in diesen Lagen gibt, die 
auf je einem Kreise liegen; von den vier Mittelpunkten dieser Kreise 
(BURMESTERsche Punkte6) sind entweder vier reell, zwei reell und zwei 

1 SCHOENFLIES. A.: Kinematik. Encykl. Math. Wiss. Bd. 4, S. 253 - 256, 
223-226 (Literaturzusammenstellung). - LIGUINE, M. V.: Liste de travaux sur 
les systemes articulees [Bull. Sci. math. Bd. 7 (2) (1883) S. 145-160] enthalt die 
Titel von 150 Arbeiten bis 1882. - Roy. Soc. Cat. Scient. Papers, 1800- 1900, Sub­
jekt Index, Bd. 2, Mechanics, S. 84-86. - LEAVENS, D. H.: Amer. Math. Monthly 
Bd.22 (1915) S.330-334. . 

2 Proc. London Math. Soc. Bd. 7 (1876) S.212-216. - Einfacher Beweis ffir 
den Satz von KEMPE von H. MOHRMANN: Z. math. nat. Unterr. Bd.48 (1917) 
S.242-249. 

3 Lehrbuch der Kinematik ( 1888) S. 599 - 663. - Eine vereinfachte Ableitung der 
Satze BURMESTERS gab TH. P6SCHL auf der Tagung ffir Getriebetechnik in Karls­
ruhe 1931; vgl. seine Einffihrung in die ebene Getriebelehre, Abschn. IX. Berlin: 
Julius Springer 1932. Die Ableitung fuEt auf dem bekannten HAMILToNschen Satze 
fiber die Zusammensetzung endlicher Bewegungen um diskrete Punkte der Ebene. 

4 Getriebelehre, S. 102-116. 
5 Proc. first Int. Congress f. appl. Mechanics, S.177-187. Delft 1924 -

Maschinenbau Bd. 3 (1924) S. 357; Ed. 7 (1928) S. 1042-1049 (Bericht fiber die 
Tagung ffir Getriebelehre in Dresden 1928); Bd.9 (1930) S.202 - Werkstatt­
Technik 1929 S. 693. - Z. Ver. Deutsch. Ing. Bd. 74 (1930) S. 139, 1457-1460 
(Bericht fiber die Tagung ffir Getriebetechnik Dresden 1930). 

6 Die vier Punkte von BURMESTER liegen auf einer Strophoide S, die Krfim­
mungsmittelpunkte der Bahnkurven dieser vier Punkte liegen auf einer anderen 
Strophoide;,E. A. P. KOTELINIKOV [Rec. math. Soc. math. Moscou Bd. 34 (1927) 

3* 
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imaginar oder vier imaginar. 1m ersten Fane ergeben sich entsprechend 
der moglichen Zahl der Kombinationen sechs verschiedene Gelenkvier­
ecke, im zweiten nur eines, im letzten ist eine Losung bei den gegebenen 
Lagenbeziehungen unmoglich. 

Sind nur vier Lagen der bewegten Koppelebene gegeben, so werden 
vier entsprechende Systempunkte der Koppel im allgemeinen nicht auf 
einem Kreise liegen, aber fiir die Punkte, die auf der Kreispunktkurve 
dritten Grades liegen, ist dies der Fall; die zugehorigen Mittelpunkte 
liegen auf der Mittelpunktkurve, einer Kurve dritten Grades, die sich 
mit Hilfe der bei vier Lagen vorhandenen sechs Drehpole durch ein 
Kreisbiischel und ein Strahlenbiischel punktweise aufzeichnen laBP. 
Durch beliebige Wahl der beiden Kurbeldrehpunkte auf dieser Kurve 
sind dann die entsprechenden Lagen der beiden Koppelgelenke be­
stimmt. 

Bei drei Lagen der bewegten Koppelebene laBt sich durch drei ent­
sprechende Punkte stets ein Kreis legen, so daB es ebensoviel Kurbel­
vierecke durch drei Lagen gibt wie Punktpaare in der Ebene, also 00 4. 

Bei drei Lagen ergeben sich drei relative Drehpole und es ist der Mittel­
punkt des Kreises, der durch drei entsprechende Lagen eines beliebigen 
Systempunktes gelegt wird, eindeutig bestimmt; man kann daher nach 
dem geometrischen Orte der Mittelpunkte aller Kreise mit gegebenem 
Halbmesser r fragen. 

Dieser Ort, die sog. RM-Kurve, ist nach H.ALT2 eine spezielleKoppel­
kurve, welche die Eckpunkte des Poldreieckes zu Doppelpunkten hat. 
Fiir r gibt es eine untere Grenze, es besteht daher ein kleinster Kreis 
durch drei entsprechende Punkte, der nach H. ALT2 denselben Mittel­
punkt hat wie der Inkreis des Poldreieckes, aber einen doppelt so groBen 
Halbmesser. 

Die Aufsuchung jener entsprechenden Punkte, die bei vier Lagen 
einer Ebene auf ~inem Kreise yom vorgeschriebenen Halbmesser r liegen, 

S. 207 - 348, russ. mit franzos. Result.] zeigt die konstruktive Ermittlung der 
BURMESTERschen Punkte, die auf einer Transformation der beiden Strophoiden in 
denselben Kreis D beruht, wobei jeder Punkt von S und der entsprechende von I 
in denselben Punkt von D iibergefiihrt wird. Einfache Sonderfalle ergeben sich, 
wenn Soder I in eine Gerade, einen Kreis oder in eine gleichseitige Hyperbel 
ausartet. 'Ober eine weitere Eigenschaft der BURMESTERschen Punkte vgl. R. MUL­
LER: Z. Math. Phys. Bd.48 (1903) S.220-223. 

1 Ihr Hauptbrennpunkt r liegt im Schnittpunkte der Umkreise der vier Drei­
ecke, welche durch vier von den vorhandenen sechs Drehpolen bestimmt sind; es 
steht, wie H. ALT bemerkt hat, der Punkt r zu den vier Polen in derselben Be­
ziehung wie der Beschleunigungspol zu den Anfangs- und Endpunkten der Be. 
schleunigungsvektoren zweier beliebiger Punkte einer komplan bewegten Ebene (3). 
Diese Tatsache ermoglicht die Vereinfachung der Konstruktion der Mittelpunkt­
kurve mit gleichzeitiger Erhohung des Genauigkeitsgrades. Z. angew. Math. Mech. 
Bd.9 (1929) S.423-425. 

2 Z. angew. Math. Mech. Bd. 1 (1921) S.373-398. 



123J Kinematische Synthese. 37 

fUhrt im allgemeinen zu sechs Gruppen von je vier entsprechenden 
Punkten; es sind dies die Schnittpunkte der vier RM-Kurven, die sich 
zu den sechs Polen fUr den gegebenen Wert r zeichnen lassen. Da sie 
auch auf der Mittelpunktkurve der vier Ebenen liegen mussen, werden 
sie am einfachsten im Schnitte dieser mit einer der vier RM-Kurven 
gefunden. 

Man kann daher bei vier gegebenen Lagen der Koppelebene noch 
die Langen der beiden Kurbeln vorschreiben und erhalt mit Hilfe der 
RM-Kurven die Lage der Koppelgelenke. Bei drei Lagen der bewegten 
Ebene konnen noch zwei weitere Bedingungen vorgeschrieben werden. 

Sind Forderungen bestimmter Geschwindigkeiten 1 und Beschleuni­
gungen 2 zu erfullen, dann muB man auBer den eben erwahnten Polen, 
die sich auf die endlich verschiedenen Lagen der Ebene beziehen, noch 
den momentanen Drehpol bzw. den Beschleunigungspol hinzunehmen. 
Die zeichnerischen Verfahren zur Darstellung des Geschwindigkeits- und 
Beschleunigungszustandes der ebenen Systembewegung ermoglichen 
auch hier verhaltnismaBig einfache graphische Losungen. 

Ein weiterer Kreis von Aufgaben, durch deren Losung eine erhebliche 
Zahl von Fragestellungen der Getriebelehre erfaBt wird, befaBt sich 
damit, zwei Ebenen, von denen mehrere beliebig zugeordnete Lagen 
gegeben sind, durch eine dritte Ebene in zwei Punkten gelenkig zu ver­
binden. Dann sind diese Punkte so zu ermitteln, daB sich ihr Abstand 
in den gegebenen Lagen wegen der Starrheit der Ebene nicht andert. 
Die Losung geschieht mit Verwertung der vorhin angefiihrten Be­
trachtungen durch Untersuchung der relativen Lagen der einen Ebene 
gegen eine Lage der anderen Ebene3• Von besonderer Bedeutung ist 
der spezielle Fall des Gelenkviereckes, fUr den die Ermittlung der rela­
tiven Drehpole besonders einfach wird. 

Der Mechanismus des Gelenkviereckes kann nach der BURMESTER­
schen Theorie der Kreis- ulld Mittelpunktkurven zur angenilierten Ge­
radfUhrung verwendet werden; man kann aber auch Gelenkvierecke 
ausmitteln, bei deren Bewegung ein Punkt der Koppelebene eine be­
liebig gegebene Kurve mit moglichst guter Annilierung erzeugt. Aus 
der Gleichung der trizirkularen Koppelkurve sechsten Grades ergibt 
sich, daB sich ein Gelenkviereck finden lassen muB, dessen Koppelkurve 
mit einer beliebig vorgegebenen Kurve in neun willkurlich gewililten 
Punkten ubereinstimmt. Die praktisch nicht durchfuhrbare Auflosung 
der sich bei analytischer Behandlung ergebenden neun Gleichungen 
hoheren Grades mit neun Unbekannten ersetzt H. ALT' dadurch, daB er 

1 z. angew. Math. Mech. Bd. 1 (1921) S. 373-398. 
2 FEDERHOFER, K.: Z. angew. Math. Mech. Bd.3 (1923) S.217-222. 
3 GRUBLER, M.: Getriebelehre, S. 107-112. - ALT, H.: Z. angew. Math. Mech. 

Bd.1 (1921) S.380-387. 
4 Z. angew. Math. Mech. Bd.3 (1923) S.13-19. 
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ein Gelenkviereck ausmittelt, von dem ein Punkt der Koppelebene die 
gegebene Kurve mit moglichst guter Annaherung beschreibt; dabei 
konnen nach den friiheren Angaben fUnf Bahnpunkte genau festgelegt 
werden. Die BURMESTERschen Satze fUhren nach H.ALTI auch zur Kon­
struktion aller Gelenkvierecke, die bei vorgegebener Lange des Steges 
und vorgeschriebenem Winkelausschlag der Schwinge einen gegebenen 
dazugehorigen Winkelausschlag der Kurbel besitzen. Da in jeder Tot­
lage zwei zusammenfallenden Lagen der Schwinge zwei unendlich be­
nachbarte Lagen der Antriebskurbel entsprechen, so bestimmen die Tot­
lag en im ganzen vier Systemlagen, und es kann aus diesen die Ausmitt­
lung des Gelenkviereckes mit Hilfe der Mittelpunktkurve (die hier in 
eine Gerade und einen Kreis zerfallt) erfolgen. Es sind 00 viele Losungen 
moglich, daher kann man dem Gelenkvierecke noch eine Bedingung auf­
erlegen (z. B. Lange der Schwinge oder noch eine bestimmte Zwischen­
lage von Kurbel und Schwinge). Eine von H. WANCKEL2 angegebene 
Kurventafel gestattet die unmittelbare Bestimmung der Abmessungen 
der Glieder von Gelenkvierecken, wenn die GroBen der beiden Totlagen­
winkel von Kurbel und Schwinge und die Lange eines Gliedes gegeben 
sind; ihre Verwendung ist mit Hilfe einfacher Interpolationsverfahren 
auch dann noch moglich, wenn auBer den beiden Totlagenwinkeln die 
Lange von zwei Gliedern gegeben ist. Praktische Behelfe zur Kon­
struktion von Bogenschubkurbeln (Kurbelschwingen) enthalt das A.W.F.­
Getriebeblatt 604 B und T 3. 

Bei der Konstruktion der Walzhebelmechanismen, die zu den un­
selbstandigen hoheren Elementenpaarketten gehoren, ist u. a. die For­
derung zu erfiillen, daB die beiden zusammenarbeitenden Walzhebel be­
hufs Vermeidung zu starker Abnutzung ihrer Oberflachen nur aufein­
ander rollen und nicht gleiten. Dann darf von den beiden Walzkurven 
nur mehr eine willkiirlich gewahlt werden; ist noch die relative Bahn 
eines beliebigen Punktes der zweiten Walzkurve gegen die erste (ruhend 
gedachte) vorgeschrieben, dann ist damit auch die zweite Walzkurve 
fUr gleitfreies Zusammenarbeiten bestimmt und kann rechnerisch oder 
zeichnerisch ermittelt werden4• 

Eine maBsynthetische Aufgabe anderer Art (Beriicksichtigung eines 
bestimmten Winkels) ergibt sich bei den ebenen Kurventrieben5, bei 
welchen in der Regel Kurvenscheiben mit Rollenkontakt benutzt werden. 
Fiir die Konstruktionen der Kurvenscheiben ist der Winkel f.l von Be­
deutung zwischen der Tangente an die Bahn des Rollenmittelpunktes 

1 Z. angew. Math. Mech. Bd. 5 (1925) S.337-346. 
2 Diss. Techn. Hochsch. Dresden 1925. 
3 Siehe Abschnitt b) des Literaturverzeichnisses. 
4 MAGG, J.: Die Steuerungen der Verbrennungskraftmaschinen, S. 120. Berlin: 

Julius Springer 1914. - ALT, H.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 2 (1922) S. 187-194. 
5 KUTZBACH, H.: Zur Ordnung der Kurventriebe. Maschinenbau Bd. 8 (1929) 

S.706-710. 
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und derjenigen an die Aquidistante zur Kurve durch den Rollenmittel­
punkt. Er ist abhiingig von der GroBe der Scheibe und darf praktisch 
eine gewisse GroBe nicht iiberschreiten 1. K. A. FLOCKE2 entwickelt 
unter Benutzung der Verfahren von H. ALT 3 und F. FURMAN' geome­
trische Konstruktionen fUr Kurvenscheiben mit Beriicksichtigung dieses 
vorgeschriebenen Winkels"" welche sofort ohne Probieren die richtige 
GroBe der Scheibe liefern. Die Arbeit enthiilt auch zahlreiche Literatur­
angaben zur Theorie der ebenen Kurventriebe. 

In der Synthese der zusammengesetzten Gelenkgetriebe 5, die aus 
dem Gelenkvierecke mit festgehaltenem Steg (Kurbelschwinge, Doppel­
kurbel und Doppelschwinge) als Grundgetriebe abgeleitet werden, haben 
die Koppelkurven 6 eine besondere Bedeutung erlangt; dies sind die 
Bahnen der in der Koppelebene des Grundgetriebes liegenden Punkte, 
die zur Erzielung von Rastgetrieben als Ersatz der KurveIitriebe nutz­
bar gemacht werden? Die kinematische Synthese der Grundgetriebe er­
fordert vor aHem die Kenntnis der Hauptformen ihrer Koppelkurven 
in systematisch zweckmiiBiger Dbersicht. 

Die umstiindliche zeichnerische Ermittlung der Koppelkurven kann 
umgangen werden durch ihre mechanische Erzeugung auf photo­
chemischem Wege, indem nach dem Verfahren von K. LANGENB und 
W. JAHR9 diese Kurven auf lichtempfindlichem Papier hergestellt 
werden. Eine genaue und bequeme Aufzeichnung der Koppelkurven 
wird ermoglicht durch ein von B. KONEN vorgeschlagenes ZeHuloid-

1 Die Bedeutung des "Obertragungswinkels fiir das Konstruieren periodischer 
Getriebe mit niederen oder hoheren Elementenpaaren erortert H. ALT: Werk­
statt-Technik Jg.26 (1932) S.61-64. 

2 Ein Beitrag zur Theorie der ebenen Kurventriebe. VDl-Forsch.-Heft 345. 
Berlin 1931-

3 Vortrag auf der Getriebetagung in Dresden 1926. 
4 Cams Elementary and Advanced. New York: John Wiley & Sons 1921-
5 ALT, H.: Z. Ver. Deutsch. lng. Bd.74 (1930) S. 139-144; Bd.75 (1931) 

S. 245-254. - Die Systematik und Synthese des Aufbaues der zusammengesetzten 
Gelenkgetriebe behandelt ausfiihrlich H. BLAISE: Z. Ver. Deutsch. lng. Bd.75 
(1931) S. 1223-1227, 1303-1309. 

8 Eine Reihe interessanter Eigenschaften der Koppelkurve wurden gefunden 
von R. L. HIPPISLEY: Proc. London Math. Soc. 1919 S. 136 .. - BENNETT, G. T.: 
ebenda 1920 S. 59. - MORLEY, F. V.: ebenda 1922 S. 140. - OGLOBLIN, N.: Bull. 
Acad. de l'Oucraine Bd. 1 (1923) (Darstellung des Gelenkviereckes und Unter­
suchung der Koppelkurven mit komplexen GroBen). - EBNER, F.: Leitfaden der 
technisch wichtigen Kurven. Leipzig: Teubner 1906. 

7 Wahrend der Drucklegung dieses Berichtes erschien eine groBere Arbeit 
von H. ALT iiber die Koppelgetriebe als Rastgetriebe. Z. Ver. Deutsch. lng. 
Bd. 76 (1932) S. 456--462, 533-537. Sie behandelt die Ermittlung der Rast­
getriebe durch Koppelkurven oder Kriimmungskreise. 

8 Siehe K. RAUH: Prakt. Getriebelehre, S.49. Berlin: Julius Springer 1931-
9 Vorgetragen auf der Tagung fiir Getriebetechnik in Dresden 1930. Bericht 

hieriiber in der Z. Ver. Deutsch. lng. Bd.74 (1930) S.1457-1460. 
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getriebe1 . H. BLAISE2 erreicht eine gewisse Ordnung der vielgestaltigen 
Koppelkurven einer Kurbelschwinge durch bestimmte Anordnung der 
Koppelpunkte, indem diese einmal auf Strahlen eines Biischels gewahlt 
werden, dessen Grundpunkt in den Koppelpunkt Q der Schwinge fallt 
und dann auf Kreisen, die konzentrisch zum Mittelpunkt Q liegen. 

Werden auf den so entstehenden polaren Schaubildem der Koppel­
kurven auch die in der Zeiteinheit zuriickgelegten Wege gekennzeichnet, 
so erhalt man einen gewissen Einblick in die Geschwindigkeitsverhalt­
nisse auf den einzelnen Koppelkurven. Ahnliche Schaubilder hat 
H. BLAISE auch fiir die Koppelkurven einer Doppelkurbel entworfen, 
die durchweg kardioidisches Aussehen haben. 

Eine iibersichtliche Darstellung der Eigenschaften der fiir die MaB­
synthese wichtigen Fokalkurven, der BURMESTERschen Pollagenkurven, 
Kreis- und Mittelpunktkurven gibt R. BEYER3 mit eigenen Beitragen 
zur graphischen Losung maBsynthetischer Aufgaben. 

16. Forderung bestimmter Bahnen; Geradfiihrungen. Das 
Problem, jene Bewegungen eines ebenen Systems zu finden, bei 
denen ein Systempunkt eine gegebene Gerade des festen Systems be­
schreibt, behandelt E. DASEKE', der zu einer systematischen Ein­
teilung der Gerad/uhrungen des ebenen Systems gelangt. Wird der Be­
wegung des ebenen Systems jene eines Punktes im Raume zuge­
ordnet, indem man die Parameter der ebenen Bewegung als homo­
gene Koordinaten eines Punktes im Raume deutet, dann bilden sich 
die Geradfiihrungen auf die Kurven bestimmter Paraboloide ab; 
zuriicktransformiert in die Ebene liefem sie eine entsprechende Ein­
teilung der Geradfiihrungen und der ihnen entsprechenden Mechanis­
men, wobei die Brennpunkte der Bahnkurven eine wichtige Rolle 
spielen5. Die Methodik der Untersuchung stiitzt sich auf E. STUDy 6 

und W. BLASCHKE 7• Die Bewegungen eines ebenen Systems, dessen 
Punkte rationale Kurven dritten und vierten Grades beschreiben, wurden 
eingehend untersucht von H. J. E. BETH8. 

1 Es ist beschrieben in dem in FuBnote 7 genannten Buche von K. RAUH, S. 56. 
2 Z. Ver. Deutsch. lng. Bd. 75 (1931) S. 1223-1227, 1303-1309. 
3 Technische Kinematik, Abschn. XXI und XXIII. Leipzig: J. A. Barth 1931-

Hier wird auch die Verwendung der BEYERschen DrehzahlvektorenpHine (vgl. 29) 
zur Lasung von Aufgaben aus der Synthese der Kegel- und Reibradgetriebe an 
einigen Beispielen gezeigt. 

4 Diss. Bonn 1927. 80 S. mit 23 Abb. 
5 Durch diese Brennpunkte laufen bei der Bewegung Kurven, die von ge­

ringerer Ordnung sind als diejenigen, die standig durch andere Punkte der festen 
Ebene gehen; diese Kurven sind bei den betrachteten Geradfuhrungen bis zur dritten 
Ordnung: Punkt, Gerade, Kegelschnitte und gewisse Kurven dritter Ordnung. 

6 Geometrie der Dynamen, S. 580ff. (1903). - S.-B. Math. Ges. Berlin Jg. 12 
(1912) S. 59. 

7 FuBnote 2, S. 13. 
8 Nieuw Arch. Wiskde Bd. 14 (2) (1922) S.23-43. 



127J Kinematische Synthese. 41 

Die als Inversoren bekannten und vielfach behandelten ebenen 
zwanglaufigen Gelenkketten werden zur Erzeugung genauer Gerad­
fiihrungen benutztl. F. SCHILLING 2 konnte durch "Obertragung der be­
kannten Geradfiihrung von PEAUCELLIER (1864)3 auf den Raum einen 
raumlichen Inversor konstruieren und damit eine neue genaue Fiihrung 
eines Punktes in einer Ebene mit Hilfe eines raumlichen Gelenksystems 
angeben4. Hierbei sind drei Punkte CDE einer Ebene r mit den zu r 
symmetrisch liegenden Punkten AB und mit dem auf der Geraden AB 
(nicht in r) liegenden Punkte 0 durch Stabe verbunden, ferner die 
Punkte D und E durch je einen Stab mit C. Dieses aus elf Staben mit 
sechs Gelenken bestehende raumliche Gelenksystem ist zwanglaufig; 
wird 0 festgehalten und C durch einen Stab mit dem festen Punkt 0 1 

verbunden, dann besitzt dieses so befestigte Gelenksystem drei Frei­
heitsgrade und es kann demnach der Punkt A im allgemeinen in eine 
beliebige hinreichend nahe Nachbadage gebracht werden. Bei jeder der 
moglichen Deformationen des Gelenksystems bleibe:q die Punkte 0, A, 
B in einer Geraden und es ist stets 

OA . OB = e~ - eli = konst. 
(OC = el , BC = e), d. h. das Gelenksystem stellt einen raumlichen In­
versor dar. Wird diesem raumlichen Inversor in A noch ein dreizehnter 
Stab eingefiigt, dessen anderes Ende an einer Stelle M festgehalten wird, 
so daB MA = MO ist, so ist A gezwungen, sich auf einer durch das 
Inversionszentrum gehenden Kugel zu bewegen, es bleibt demnach der 
Punkt B bei allen Deformationen des Inversors in einer bestimmten 
zu OM senkrechten Ebene. 

Verbindet man schlieBlich den Punkt A mit einem weiteren festen 
-- --

Punkt N durch einen Stab, wobei wieder NA = NO ist, so ist der Punkt 
A in diesem zwanglaufigen raumlichen Gelenksystem auf einem Kreise 
durch das Inversionszentrum 0 beweglich und es beschreibt daher der 
Punkt Beine Gerade; mqn erhalt also eine riiumliehe Geradfiihrung 
durch einen raumlichen Mechanismus, dessen Definition nur auf dem 

1 Vgl. die Literaturangaben auf S. 35, FuBnote 1. - THUE, A.: Gelenkgerad­
fiihrungen. Vid Selsk. Forh. 1912 Nr. 3. Christiania. (Enthalt Figuren und Re­
produktionen nach Photographien von holzernen Modellen selbstkonstruierter neuer 
Gelenksysteme.) - FONTENE, G;: Nouv. Ann. Math. Bd. 7 (4) (1907) S. 19bis 22. 
(Geradfiihrung von HART.) - OGLOBLIN, N.: Bull Acad. de l'Oucraine Bd.1 (1923). 
(Mechanismusvon SYLVESTER und HART.) -HOLST,C.P. : NieuwTijdschr.Wisk. Bd.1 5 
(1928) S. 183-190. (Theorie der Mechanismen von PEAUCELLIER, HART, KEMPE.) 

2 Math. Ann. Bd.85 (1922) S.200-207. 
3 Nouv. Ann. Bd. 3 (2) (1864) S. 344; Bd. 12 (2) (1873) S. 71. Ein Modell dieser 

Geradfiihrung ist von M. Schilling in Leipzig als Serie 24, Nr. 10 herausgegeben. 
4 Eine andere genaue Ebenenfiihrung liefert der bekannte Planigraph von 

DARBoux-KoENIGS, bei dem zweimal drei Punkte in einer durch einen Stab aus­
gebildeten Geraden liegen. Vgl. Enz. Math. Wiss. Bd. 4 S. 243, 256. - KOENIGS: 
Leyons de Cinematique, S.295. Paris 1897. Ein Modell dieses Apparates ist im 
Verlage von M. Schilling in Leipzig als Serie 32, Nr. 6 erschienen. 
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Distanzbegriff beruhF. Die Vorrichtung von PEAUCELLIER selbst hat 
noch nicht diese Eigenschaft, da sie die Ebene, in der sie liegt, voraus­
setzt. Aus dem Inversor von PEAUCELLIER HiBt sich auch ein Mechanis­
mus ableiten, der zu jedem Punkte die Polare in bezug auf einen festen 
Kreis liefert 2. Ein solcher Polarograph kann auch leicht in einen Ko­
nikographen oder Kegelschnittzeichner verwandelt werden3• R. SCHI­
MACK4 konstruiert durch Vereinigung einer Rollenkoppel - wobei die 
Achse der einen Rolle bestandig in die Ebene der anderen fallt - mit 
einem Storchschnabel einen Katenographen zum Zeichnen von Ketten­
linien, ein von TH. SCHMID5 entworfenes kinematisches Modell zeichnet 
die vier einfachsten Gruppen von algebraischen Trochoicfen. 

Mit Hilfe der Theorie der konjugierten Punkte und konjugierten 
Bahnen eines Doppelkurbelgetriebes beweist L. G. LOITZIANSKI6, daB 
der Inversor von PEAUCELLIER-LIPKIN und seine Verallgemeinerung (wo­
bei die konjugierten Punkte nicht einem Rhombus, sondern einem Del­
toid angehoren) die einzigen Inversoren vom betrachteten Typus sind; 
seine Untersuchung fiihtt noch zu einem neuen Typ von Gelenkketten, 
den Quasi-Inversoren, bei denen die konjugierten Punkte nicht auf einer 
Geraden liegen. 

Die Vermittlung zahlreicher algebraischer Transformationen durch 
Gelenkketten wurde zusammenfassend dargestellt von A. EMCH7• Durch 

1 Vgl. K. ZINDLER: S.-B. Akad. Wiss. Wien Bd. 140 (1931) S. 399-402. Der 
Planigraph von SCHILLING, aus dem sich diese raumliche Geradfiihrung durch 
Hinzufiigung eines Stabes ergibt, ist dort nicht erwahIit. 

2 Reziprokalfiihrung von H. Ruoss. Biiklens math.-naturw. Mitt. Bd. 4 (1891) 
S.88.- Polarograph von F.SCHILLING. Vgl.: Uber die Anwendungen der darstellen­
den Geometrie, S. 37. Leipzig u. Berlin 1904. - Polarograph von A. WLASSOFF. 
Z. Math. Phys. Bd. 54 (1907) S. 1 -11. Bemerkungen hierzu von R. MEHMKE: 
ebenda S.12-13· 

3 Vgl. die Arbeit von A. WLASSOFF. vorstehende FuBnote 2. - DUFTON. A. F.: 
Proc. Roy. Soc. London Bd. 97 (1920) S. 199-201. - Einen neuen Ellipsenzirkel 
beschreibt KAISER: Z. Instrumentenkde. Bd.39 (1919) S. 333-337 (Modell von 
der Firma L. Spitz & Co., Berlin). - Mechanische Hilfsmittel zur Erzeugung der 
Parabel, Hyperbel und des Steigbogens liefert J. FRITZEN: Z. Instrumentenkde 
Bd.49 (1929) S.457-464. 

4 Z. Math. Phys. Bd.52 (1905) S.341-347. Das Prinzip der Rollenkoppel 
gestattet die kinematische Erzeugung aller RIBAUCouRschen Kurven. 

5 Z. Math. Phys. Bd.48 (1903) S.462-465. 
8 Ann. Inst. Polyt. Leningrad Bd.30 (1927) S. 143-155 (russ. mit deutsch. 

Result.). 1m allgemeinen entsprechen jeder Lage einer Kurbel des Doppelkurbel­
getriebes zwei Lagen der zweiten Kurbel und der Koppel. Zwei Lagen eines Punktes 
der Koppelebene und die dazugehiirigen beiden Bahnkurven bilden dann die kon­
jugierten Punkte bzw. konjugierten Bahnen, die sich einfach mit komplexen Zahlen 
untersuchen lassen. 

7 An Introduction to projective Geometry and its Applications. New York: 
Wiley 1905. Mit zahlreichen Literaturangaben. - CRONE, C.: Nyt. Tidss. for 
Math. Bd. 19 (B) (1908) S. 7 -15. (System aus sechs Stangen zur Transformation 
ebener Kurven.) 
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Zusammensetzung von Nurnberger Scheren gelangten F. KLEIN l und 
F. SCHILLING zu einfachen ebenen und raumlichen Gelenksystemen fUr 
die Darstellung der affinen Transformationen der Ebene und des Ranmes, 
kompliziertere Gelenksysteme dieser Art zur Darstellung der kollinearen 
Transformationen hat A. EMCH 2 angegeben. Eine erschopfende Be­
handlung erfuhren die Gelenkmechanismen zur Kreisverwandtschaft 
(Transformation durch reziproke Radien, Inversion) von G. HESSEN­
BERG3• Mit der von L. BURMESTER4 angegebenen kinetographischen Ver­
wandtschaft ebener oder raumlicher Systeme lassen sich neue geo­
metrische Bilder (Kurven und Flachen) ableiten und umgekehrt aus 
deren Erzeugungsweise ebene oder raumliche Mechanismen aufbauen, 
welche diese Bilder mechanisch erzeugen5. 

Nach L. LOITZIANSKI 6 konnen ebene Mechanismen mit zwei Frei­
heitsgraden zur Vermittlung einer naherungsweisen konformen Trans­
formation dienen, indem die nichtkonforme Transformation in der 
Nahe ihres "singularen" Punktes (in manchen Fallen ihrer "singu­
laren" Linie) naherungsweise an die Stelle der konformen Abbildung 
tritt, wobei der Grad der Naherung von der Ordnung der Singularitat 
abhangt. 

G. KOENIGS 7 hat· durch trbertragung der KEMPEschen Unter­
suchungen auf den Raum bewiesen, daB jede algebraische Flache und 
jede algebraische Raumkurve durch raumliche Gelenksysteme erzeugt 
werden kann; als Beispiele hierfur gab er einen Planigraphen und einen 
Ellipsoidographen an zur Erzeugung der :B:bene und des Ellipsoides 8 • 

Weitere Sonderfalle wurden behandelt von BLAKE9 , P. STACKELlo, 

1 Z. Math. Phys. Bd. 58 (1910) S.311-315. Modelle hiervon sind im Ver­
lage der Firma M. Schilling in Leipzig erschienen. 

2 Kinematische Gelenksysteme und die durch sie erzeugten geometrischen 
Transformationen, S. 32ff. Solothurn, Progr. d. Kantonschule 1906/07. 

3 Tiibinger Naturw. Abh. 1:1:. 6. In Kommission bei I. C. B. Mohr (Paul Sie­
beck). Tiibingen 1924. 16 S. mit einer Tafel. 

4 S.-B. Bayr. Akad. Wiss. Bd.37 (1907) S.17-32. 
5 RIEDER, H.: Untersuchungen einer zwei-vierdeutigen kinetograph. Verwandt­

schaft. Dissert. Techn. Hochsch. Miinchen 1907. - HUBSCH, K.: Untersuchung 
einer kinetograph. Verwandtschaft bei speziellen Schleifschiebergetrieben. Diss. 
Techn. Hochsch. Miinchen 1909. - SERGELIUS, M.: Untersuchungen kinetograph. 
Korrespondenzen [2, 2] in der Ebene und im Raume. Z. Math. Phys. Bd. 61 (1913) 
S. 367-403. 

6 J. Applied Phys. Moskau Bd. 5 (1928) S. 151-184 (russ. mit engl. Zusammen­
fassung). Die Ordnung des Fehlers ist nach den in der Arbeit abgeleiteten Satzen 
urn eins groBer als jene der Singularitat. - VgI: auch Bull. Acad. Sci. Kiev Bd. 1 
(2) (1924) S. 7-9, 48-50. 

7 C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 120 (1895) S. 861, 981. 
8 Leo;ons de Cinematique, S.295-298. Paris 1897. 
9 Amer. J. Math. Bd.21 (1899); Bd.22 (1900). 

10 Trans. Amer. Math. Soc. Ed. 7 (1906) S. 293-313. (Kinematische Erzeugung 
von Minimalflachen.) 
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E. WEINNOLDT1 und A. EMCH2 ; letzterer untersucht die Bewegungen 
raumlicher Gelenksysteme, die durch gelenkige Verbindung einer end­
lichen Anzahl von als Staben aufgefaBten Geraden der zwei Scharen 
eines einfachen Hyperboloids gebildet werden. (Deformierbares Ge­
lenkhyper boloid. ) 

SchlieBlich sei noch auf einen von A. GRUNWALD 3 angegebenen 
Mechanismus verwiesen, der in einfacher Weise zwanglaufig die MANN­
HEIM-DARBouxsche Umschwungsbewegung eines starren Karpers liefert, 
die aus der bekannten Ellipsographenbewegung durch Hinzutritt einer 
harmonischen Sinusschwingung in der zur Ebene der Ellipsographen­
bewegung senkrechten Richtung entsteht. 

VI. Der Bewegungszustand des freien raumlichen Systems. 

Die Darstellung des Geschwindigkeits- und Beschleunigungszustandes 
bei der raumlichen Bewegung erfolgte bis vor wenigen Jahren durch­
wegs auf analytischem Wege. Ein wesentlicher Fortschritt, der sich bei 
der kinematischen und kinetostatischen Untersuchung der raumlichen 
kinematischen Ketten fruchtbringend auswirkte, konnte durch die Ein­
fiihrung graphischer Methoden erzielt werden, von denen in der Kine­
matik ebener Systeme dank ihrer Einfachheit und Dbersichtlichkeit 
schon langst ausgiebiger Gebrauch gemacht wird. Das in der Raum­
kraftstatik mit groBem Erfolge verwendete MAYOR-v. MIsEssche Ab­
bildungsverfahren4 gab den AnstoB und die Grundlage zu der von 
K. FEDERHOFER begriindeten Graphischen Kinematik und Kineto­
statik des starren raumlichen Systems5. Die darin behandelten Auf­
gaben lassen sich auch einfach lasen mit Hilfe der kiirzlich von R. BEYER6 

angegebenen Konstruktion des Momentvektors und des inneren Pro­
duktes zweier Vektoren (18), wobei die Hilfsmittel der darstellenden 
Geometrie benutzt werden. 

17. Abbildungsverfahren nach B. MAYOR und R. v. MISES. Es wird 
jedem Raumvektor ein Bildstab (oder kurz das Bild) in einer Ebene 
(Abbildungsebene) ein-eindeutig zugeordnet. Seien P' und P" Grund-

1 Z. Math. Phys. Bd. 52 (1905) S.299-330. 
2 FuBnote 2 auf S. 43 (Text S .. 54-66). 
3 Z. Math. Phys. Bd. 54 (1907) S. 154-220. Von A. GRUNWALD wurde auch 

ein Zirkel zur Erzeugung kubischer Kreise angegeben. Ebenda Bd. 55 (1907) 
S. 278 -281. 

4 MAYOR, B.: Statique graphique des systemes de l'espace (1910); ferner: 
Introduction It la Statique (1926). - MrsEs, R. v.: Graphische Statik raumlicher 
Systeme. Z. Math. Phys. Bd.64 (1916) S.209-232. - PRAGER W.: vgl. FuB­
note 3, S. 46. - SOTOFF, A. W.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 8 (1928) S. 393-396. 

5 Wien : Julius Springer 1928. 
6 Technische Kinematik, S. 479-482. Leipzig: A. Barth 1931 - Jber. d. 

Vereinigt. Techn. Schulen Zwickau 1929/31 - Z. angew. Math.Mech.Bd.10 (1930) 
S.618-622. 
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riB und AufriB eines Raumvektors $, X'Y' Z' seine Komponenten in 
bezug auf ein rechtshandiges Achsensystem (Fig. 16) mit dem Ur­
sprunge 0, sei ferner P das dem Vektor $ in der Bildebene (XY-Ebene) 
zugeordnete Bild (mit den Komponenten X, Y), so solI die Zuordnung 
von $ und P so erfolgen, daB X = X', Y = Y', eZ' gleich dem Moment 
von P urn 0, wobei e eine beliebige positive Abbildungskonstante be­
deutet1 . Nach dieser Festlegung erhaIt man nach K. FEDERHoFER das 
Bild durch folgende Konstruktion: Ziehe durch den auf der positiven 

Mil Z 

Z 
p" 

A/! 
I I 

0" I I I "" Y I I ..r 
I I 

A~ A 
P' 

0' F 

Fig. 16. Fig. 17. 

X-Achse in der Entfernung e von 0' gelegenen Punkt F die Parallele 
zum Aufrisse P" bis zum Schnitte T mit der Y-Achse; dann ist T ein 
Punkt des Bildes P, das durch die Parallele durch T zu P' dargestellt 
ist. Die Umkehrung dieser Konstruktion liefert den AufriB P" (II FT) 
aus dem gegebenen Bilde. 

Auch die Momentenvektoren werden durch ihre Bildstabe in der 
Bezugsebene abgebildet. Sind M~ M~ M~ die Komponenten desMo­
mentes 9J( eines Kraftvektors $ beziiglieh 0 und ist die Kraft $ durch 
ihr Bild P und durch den Spurpunkt gp ihrer Wirkungslinie in der Ab­
bildungsebene festgelegt (Fig. 17), so liefert die Zuordnung 

eX = M~, e Y = M~, Z = M~ 

die Elemente des Bildes M in der Bezugsebene. 

1 E. KRUPPA bringt dieses Abbildungsverfahren mit der als Netzprojektion 
bezeichneten Abbildung des Punktraumes auf die Bildebene in Verbindung. wo­
durch es organisch in das Lehrgebaude der darstellenden Geometrie eingegliedert 
wird. Die Netzprojektion des unendlich fernen Punktes von \l3 ist der Antipol 
des Bildes P beziiglich des Einheitskreises urn 0 und es ist die das Bild P tragende 
Gerade die Netzprojektion der unendlich fernen Geraden der zu \l3 normalen Ebenen. 
Z. angew. Math. Mech. Bd. 4 (1924) S. 146-155. 
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Das Bild M des Momentenvektors we steht senkrecht auf O'gp und 
geht durch den Antipol ep des Bildes Pin bezug auf 0'(O'p.O'ep=c 2). 
Zieht man nach v. MISES durch P' die Normale zu ep gP, so schneidet sie 
die in 0' errichtete Senkrechte zu O'gp in M' und man hat in O'M' die 
Lange des Bildes M gefunden. Es ist 

0' M' . c = v'M'~2 + M~2; 0' M' . h = M; . 

Der AufriB 0" M" des Momentenvektors ist nach Friiherem parallel 
zu FT. 

Fiir dieses Abbildungsverfahren gelten folgende Satze: 
1. Der Summe von Raumvektoren entspricht die Summe ihrer Bild­

stabe. 
2. Den Vektoren, die einer Geraden parallel sind, entsprechen Stabe 

mit gleichem Trager. 
3. Den Vektoren, die einer Ebene parallel sind, entsprechen Bilder, 

deren Trager durch einen Punkt, den Bildpunkt dieser Ebene, gehen. 
4. Fiir zwei aufeinander senkrechte Vektoren geht das Bild des 

einen Vektors durch den Antipol des Bildes des zweiten Vektors. 
Aus den Satzen 3 und 4 folgen unmittelbar die zwei weiteren Satze: 
5. Der fiir die Abbildung einer Ebene charakteristische Bildpunkt 

(nach 3 der Schnittpunkt der Bilder aller zu ihr parallelen Vektoren) ist 
der Antipol des Bildes der Normalen dieser Ebene. 

6. Das Bild der Normalen einer Ebene ist die Antipolare des Bild­
punktes der Ebene. 

Die Konstruktion des Momentes eines Vektors fiir einen nicht mit 0 
zusammenfallenden Drehpunkt geschieht nach K. FEDERHOFER1 durch 
zweimalige Anwendung des v. MIsEsschen Verfahrens. 

Sie wird nach R. BEYER 2 dadurch vereinfacht, daB man die Ab­
bildungsebene durch den Drehpunkt legt. Kommen aber im Verlaufe 
einer Konstruktion mehrere Drehpunkte in Betracht, dann erscheint die 
Beibehaltung ein und derselben Abbildungsebene zweckmaBiger.· 

Dient die angegebene Abbildung des Momentenvektors zur einfachen 
Darstellung des iiufJeren Produktes zweier Vektoren, so hat eine eben­
falls von B. MAYOR angegebene und von W. PRAGER3 konstruktiv ver­
wendete Abbildung, die der ersteren dual gegeniibersteht, zu einer ein­
fachen Ermittlung des inneren Produktes zweier Vektoren gefiihrt. 

Hierbei wird dem Raumvektor $ ein zur Bildebene XY senkrechter 
Bildstab von der Lange Z = Z' so zugeordnet, daB seine Momente in 
bezug auf die Kbordinatenachsendie Werte 

Mx = X'c, My = Y'c, Mz=O 

1 Graphische Kinematik, S.6-7. 
2 Z. angew. Math. Mech. Bd. 10 (1930) S.620. 
3 Z. angew. Math. Mech. Ed. 6 (1926) S. 341-355; Ed. 7 (1927) S.421-424. 

Z. anderem Zusammenhange findet sich dieses Verfahren auch bereits bei v. MISES: 
In angew. Math. Mech. Ed. 4 (1924) S.212. 
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erhalten. Demnach ist die Lage des Bildstabes in dieser Abbildung fest­
gelegt durch seinen einfach zu konstruierenden Schnittpunkt P mit der 
Bildebene, den man den "Bildpunkt" von I.l3 nennt. 

Auch fUr das Abbildungsverfahren von W. PRAGER gelten die Satze 1 
und 2. Der Bildpunkt des resultierenden Stabes ist daher der Schwer­
punkt der mit den Gewichten ZI' Z2' ... belasteten Bildpunkte der ein­
zelnen Vektoren. 

Den Vektoren, die einer Ebene parallel sind, entsprechen Stabe, die 
in einer Ebene liegen; ihre Bildpunkte liegen daher auf einer Geraden. 

Urn das innere Produkt 1.l31· 1.l32 zu erhalten, bildet man den einen 
Vektor, z. B. 1.l31' nach dem erst en Verfahren, den anderen nach dem 
zweiten Verfahren ab und bestimmt das statische Moment des Bild­
stabes PI in bezug auf den Bildpunkt P 2 • Bezeichnet man das Pro­
dukt aus diesem Momente und Z2 als "statisches Moment des Stabes 
PI in bezug auf den Stab P 2", so gilt der Satz: 

Das innere Produkt zweier Vektorenist gleich dem durch c divi­
dierten statischen Moment des Bildstabes des einen in bezug auf den 
Bildstab des anderen Vektors. 

Hiernach muB fUr zwei zueinander senkrechte Vektoren der Bild­
punkt des einen Vektors auf dem Bilde des zweiten liegen. 

Mit Rucksicht auf den Satz 5 stehen daher die beiden Abbildungs­
verfahren in folgendem dualem Zusammenhange: 

Der Bildpunkt eines Vektors ist der Antipol des Bildes dieses Vektors 
und das Bild eines Vektors ist die Antipolare seines Bildpunktes. 

18. Verfahren von R. BEYER I • Urn das statische Moment einer 
Kraft in bezug auf eine beliebige Achse zu finden, wird die Kraft auf 
eine zu dieser Achse errichtete Normalebene projiziert und das Moment 
der Projektion der Kraft in bezug auf den DurchstoBpunkt der Achse 
mit der Normalebene 2 bestimmt. In Fig. 18 ist der AufriB und Grund­
riB P" P' des Kraftvektors I.l3 gegeben, dessen Moment we in bezug auf 
den beliebigen Punkt D (D" D') im AufriB und GrundriB konstruiert 
werden solI. we steht senkrecht auf der durch D und I.l3 gelegten Ebene, 
so daB we"..l D"v, we'..l D' h sein muB, wo v, h die Spurpunkte von 
I.l3 in der durch D" bzw. D' gelegten GrundriB- bzw. AufriBebene sind. 
Es genugt daher zur Festlegung der Lange der gesuchten beiden Risse 
von we die zeichnerische Ermittlung eines Achsenmomentes. 

Urn z. B. we" zu erhalten, hat man nur zu beachten, daB we" das 
Achsenmoment fUr die im Aufrisse zu D" v gezogene N ormale ist. Man 
projiziert daher die Kraft I.l3 auf die durch D" zu M" gelegte Normal­
ebene und bestimmt das statische Moment dieser Projektion in bezug 
auf den DurchstoBpunkt D" der Achse mit der Normalebene. Wird 

1 FuBnote 6, S. 44. 
2 FOPPL, A.: Vorlesungen iiber Techn. Mechanik Bd. 1 S. 89. Teubner 1917. 
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die in die Normalebene fallende Kraftkomponente im Punkte v nach 
den Richtungen vD" und senkrecht dazu zerlegt, so gibt nur die letztere 
Teilkraft, d. i. die X-Komponente der Kraft, einen Momentenbeitrag 
und man hat mit einer beliebig wiihlbaren Lange c: 

ilJC" = D" v . X = c . m" , 

worin m" die Lange D" M" darstellt. Diese ergibt sich durch folgende 
einfache Konstruktion: Mache D" T = c, D" U = X, ziehe v M" II TU . 
Da ilJC' ...L D' h, so sind GrundriB und AufriB von ilJC bestimmt. 

.:c 

In Fig. 18 sind die stets nach gleichen Verfahren auszufiihrenden 
Konstruktionen in den drei Rissen dargestellt; da die Richtungen von 
ilJC', ilJC" und ilJC'" bestimmt sind, so geniigt die Durchfiihrung einer 
dieser drei Konstruktionen, die mit langerer analytischer BeweisfUhrung 
von R. BEYER angegeben worden sind 1. 

Bei der Konstruktion des Momentes eines Vektors fUr mehrere 
Drehpunkte bleiben die Winkel fA {}2 erhalten, so daB sich nach 
R. BEYER 2 die Zeichnung der ahnlichen Dreiecke mit Hilfe besonderer 
~,}-Plane empfiehlt, wodurch die Konstruktionen einfacher und iiber­
sichtlicher werden. Es werden an die gemeinsame, waagrecht gewahlte 
Bezugslinie ON die Winkel {}l und {}2 angelegt, indem ON = c, NNI = Z, 

NN2 = X gemacht wird, womit in ON1 die ~'}I-Linie, in ON2 die 'l?2-Linie 
erhalten wird3 . Die zur Abszisse Oa' = D'h gehorige Ordinate a' a1 der 

1 Die in (18) gezeigte einfaehe Beweisfiihrung fiihrt aueh zur unmittelbaren 
Konstruktion des Momentes fiir eine der Koordinatenaehsen und damit aueh des 
Auf- und Grundrisses. FEDERHOFER, K.: Z. angew. Math. Meeh. Bd. 11 (1931) 
S.251-252. Erwiderung von R. BEYER ebenda. 

2 Z. angew. Math. Meeh. Bd. 11 (1931) S.440. 
3 Die Verwendung von ,,9>-Linien in der ebenen graphisehen Kinematik geht 

zuriiek auf W. HARTMANN: Die Masehinengetriebe, S. 17. Stuttgart und Berlin 
1913. (Vgl. 29.) 
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-el-Linie gibt die Lange D'M' des Grundrisses m' des Momentvektors, 
die zur Abszisse Oa" = D"V geharige Ordinate a" a2 der -e2-Linie gibt 
die Lange D" Mil des Aufrisses mil des Momentvektors. Es sind also 
vorwiegend waagrechte und lotrechte Hilfslinien zu ziehen. 

Auch das innere Produkt zweier Vektoren kann nach R. BEYERl 
durch eine im Rahmen der darstellenden Geometrie bleibende Kon­
struktion ermittelt werden. 

19. Verfahren von R. MEHMKE2. Es werden einem durch GrundriB 
und SeitenriB dargestellten gebundenen Vektor, dessen Komponenten 
in bezug auf die Achsen eines rechtwinkligen Koordinatensystems mit 

Se,Yenrifl (fruntfrifl Seilenrifl t-/?i8 N-l?i8 tV-/?ilJ 

.r .r 
Fig. 19. 

XYZ bezeichnet seien, noch gerichtete Streck en zugeordnet, deren Ko­
ordinaten gleich sind den Momenten LMN der Kraft in bezug auf die 
Koordinatenachsen. Mit x, y (Fig. 19) als Koordinaten des Spurpunktes 
des Kraftvektors in der GrundriBebene und mit n als Abschnitt des 
Vektorgrundrisses auf der Y-Achse ist 

L=Zy, M=Zx, N=Xn. 

Wird der seine GroBe und Richtung beibehaltende Kraftvektor bis 
an den Ursprung verschoben und werden der Y- und Z-Achse drei 
weitere Achsen fUr die Auftragung der Koordinaten L, M, N hinzu­
gefUgt, die in die waagrechte Y- und Z-Achse fallen, dann ergeben sich 
nach der Konstruktion in Fig. 19 fnnf zu den Koordinatenpaaren XY, 
XZ, XL, XM, XN geharige Pfeile, die als Risse eines Pfeiles mit den 
Koordinaten XYZLMN - des zum Kraftvektor geharigen Bildpfeiles 
- in einem Raume von sechs Dimensionen angesehen werden. 

Dieses Verfahren fUhrt bei Benutzung der Methoden der gewohn­
lichen darstellenden Geometrie und ihrer von P. H. SCHOUTE 3 gegebenen 
Erweiterung auf Raume von mehr als drei Dimensionen zu sehr nber­
sichtlichen Konstruktionen der raumlichen graphischen Statik; die Ver­
wertung zur graphischen Lasung von Problem en der raumlichen Kine­
matik steht noch aus. 

1 Jber. d. Vereinigt. Techn. Schulen Zwickau 1929/31. 
2 Ing.-Arch. Bd.1 (1929) S.100-115. 
3 Mehrdimensionale Geometrie. 1. Teil: Die linearen Raume. (Sammlung 

Schubert Bd.35.) Leipzig 1902. 

Ergebnisse der Mathematik. I. Federhofer. 4 
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20. Geschwindigkeitszustand. Die allgemeinste augenblickliche Be­
wegung des starren Korpers ist die Elementarschraubung1. lhr Ge­
schwindigkeitszustand ist entsprechend den sechs Freiheitsgraden der 
Bewegung eines freien starren Korpers im Raume durch sechs Koordi­
naten bestimmt. Ais so1che konnen z. B. gewahlt werden die drei 
Schiebungen langs der Achsen eines raumlichen orthogonalen Achsen­
kreuzes und die drei Drehungen urn diese Achsen. Fur die Zwecke der 
zeichnerischen Darstellung des Geschwindigkeitszustandes ist es zweck­
maBiger, diesen festzulegen durch Angabe eines Punktes der Schrauben­
achse (Spurpunkt goo in der Bildebene), des Vektors ttl der Winkel­
geschwindigkeit und der fUr aIle Systempunkte gleichen Schiebungs­
geschwindigkeit tI, wo tI II ttl ist2• 

Sei .):l der von g~ aus gemessene Ortsvektor zu dem beliebigen System­
punkte P, so ist seine Geschwindigkeit bei der Elementarschraubung 

bp = b + ttl X .)3. 

Fur die zeichnerischen Zwecke ist es notwendig, die Geschwindig­
keiten als Strecken (reduzierte Geschwindigkeiten) darzustellen. Wird 
tip durch den Betrag w des Vektors ttl dividiert, so ist der so erhaltene 
Vektor fp die reduzierte Geschwindigkeit des Punktes P. 

Die reduzierte Schiebungsgeschwindigkeit fist ihrem Betrage nach 
gleich dem Schraubenparameter. Die auf Strecken reduzierte obige 
Gleichung lautet 

fp = f + u X.)3, (1) 

wo U den Einheitsvektor in der Richtung der Schraubenachse bedeutet. 
Da bei der Konstruktion des statischen Momentes nach MAYOR und 

v. MrsEs die Lange des Momentenbildes noch mit der Abbildungskon­
stanten c zu multiplizieren ist, so ist es vorteilhaft, als Einheit des Vektors 
das MaB c zu wahlen. Es bedeutet u X .)3 = (-.)3) x u das statische 
Moment des in der Schraubenachse liegenden Einheitsvektors u urn den 
Punkt P, das nach den Angaben in (17) oder (18) ermiUelt werden kann. 
Die Konstruktion von fp aus den gegebenen, in dieselbe Gerade fallenden 
Bildern j, w von fund u und aus go> zeigt Fig. 20. Darin bedeutet O'(j» 
die Bildlange des Vektors u X .)3, gP den Spurpunkt der durch P zu ttl 

1 Strenge und einfache Beweise dieses zuerst von G. MOZZI (1763) ausge­
sprochenen Satzes gaben CH. J. DE LA VALLEE POUSSIN: Ann. Soc. Sci. Bruxelles 
Bd. 31 (A) (1907) S. 73-77. - POLl, C.: Rend. Istituto Lombardo Bd. 61 (1928) 
S.387-390. - Die Existenz des Vektors to beweisen L. BRAND: Amer. Math. 
Monthly Bd. 36 (1929) S. 374-376. - MILNE, E. A.: Philos. Mag. Bd.5 (1928) 
S.289-295. . 

2 Der Geschwindigkeitszustand ist auch eindeutig bestimmt durch die Ge­
schwindigkeit eines beliebigen Punktes des raumlichen Systems (Korpers) und 
durch den Vektor to, woraus die Lage der Schraubenachse und b ermittelt werden 
konnen; oder auch durch die Geschwindigkeit eines Systempunktes, die Richtung 
der Geschwindigkeit eines zweiten Systempunktes und durch eine einen dritten 
Systempunkt enthaltende Ebene, in der dessen Geschwindigkeitsvektor liegen soIl. 
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gezogenen Parallelen; das Bild von fp geht als geometrische Summe 
von fund u X .):J durch den Schnittpunkt der entsprechenden Bilder, 
wobei jenes von U X .):J senkrecht steht auf gP g", und den Antipol eO} 
von OJ enthiilt. Die Strecke O'p stellt dann die Lange des Bildes von fp 
dar; p ist der zum Punkte P gehorige Geschwindigkeitspunkt. AIle 
Punkte des Korpers, die zu dem gleichen Spurpunkte gP fUhren, besitzen 
gleiche Geschwindigkeiten. ew 

Sie liegen auf der durch gP 
zu to gezogenen Parallelen. 

Die Konstruktion der zu 
weiteren Systempunkten Q, 
R, ... gehorigen Geschwin­
digkeitspunkte q, r, . . . er­
folgt durch Entwerfen eines 
Geschwindigkeitsplanes auf 
Grund des Ahnlichkeits­
satzesvonK.FEDERHOFERl: 

Die Figur der Geschwin­
digkeitspunkte p, q, r, ... 
(Geschwindigkeitsplan mit 
dem Nullpunkte 0') ist 
gleichsinnig iihnlich zu der 

Fig. 20. 
r 

den Systempunkten P, Q, R, ... entsprechenden Figur der Spurpunkte 
gP, gQ, gR, ... und gegeniiber dieser urn 90° gedreht. . 

Die Figur der Geschwindigkeitspunkte stellt daher im Vereine mit 
dem Bilde von to und dessen Antipole e", den vollstandigen Geschwindig­
keitsplan der Schraubenbewegung dar, aus dem die Geschwindigkeit 
jedes Systempunktes entnommen werden kann. 

Eine besonders einfache Beschreibung des Geschwindigkeitszustandes 
ist dann moglich, wenn die .Schraubenachse senkrecht steht auf der Bild­
ebene, denn dann gilt der Satz2: 

Das Bild der reduzierten Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes P 
ist die Antipolare des Grundrisses P' in bezug auf einen urn 0' mit dem 
Halbmesser -vc:t geschlagenen Kreis; die Bildlange 0' p stimmt mit 
0' P' iibeFein. 

Dabei ist die Figur der Spurpunkte gP gQ ... identisch mit der Figur 
der Punkte P' Q' ... 

Zwischen den Geschwindigkeiten der Punkte P, Q einer Geraden be­
steht die Beziehung bQ = bp + to X (q - .):J); 

die skalare Produktbildung mit q - .):J liefert 

bQ· (q - .):J) = bp • (q - .):J) , 

1 Graphische Kinematik, S. 13, Satz XIII. 
2 FEDERHOFER, K.: a. a. O. S.15. 

4* 



52 Graphische Kinematik. [138 

wonach die Projektionen der Geschwindigkeiten aller Punkte einer Ge­
raden auf diese selbst gleich groB sind. Aus diesen Gleichungen sind auch 
die bekannten Ahnlichkeitssatze von R. MEHMKE und L. BURMESTER zu 
entnehmen. 

Wird bei der graphischen Darstellung der Gleichung (1) die dabei 
notwendige Momentenkonstruktion nach dem Verfahren von R. BEYER 
ausgefiihrt, so ergibt sich die in Fig. 21 dargestellte Lasung. Man wahlt 

Fig. 21. 

wieder das MaB c (Momentenkonstante) als Einheit des in der Schrauben­
achse liegenden, im Spurpunkte goo angesetzten Einheitsvektors u, so 
daB die Projektionen u'u" seines Endpunktes u aus dessen Umlegung 
in die Bildebene: goo[uJ = c bestimmt sind; die statischen Momente 
u X .lJ . .. werden fiir die einzelnen Systempunkte A, B, C, . .. mit 
Hilfe der {}-Linien (18) konstruiert und diesen die reduzierte Schiebungs­
geschwindigkeit f geometrisch hinzugefiigt. 

Der von E. STUDY in seiner "Geometrie der Dynamen"l eingefiihrte 
Motorbegriff gestattet nach R. v. MISES 2 eine besonders einfache geo­
metrische Darstellung der Elementarschraubung.Diese ist ein sog. 
"Geschwindigkeitsmotor" ~ von der "Lange" ~,,== b, von der "Off­
nung" ~ == to und vom "Moment" ~p == bp beziiglich P. Man nennt ~ 
auch die erste, ~p die zweite Vektorkomponente des Geschwindigkeits­
motors ~, dessen "Achse" mit der Schraubenachse zusammenfallt. 

1 S.51ff. Leipzig: Teubner 1903. 
2 Z. angew. Math. Meeh. Bd.4 (1924) S. 155-181. 193-213. 
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Entsprechend der Auffassung einer momentanen Schraubenbewegung 
als Ergebnis zweier gleichzeitig ausgefiihrter momentanen Drehungen 
eines starren Korpers urn windschiefe Achsen HiBt sich die Geschwindig­
keit eines jeden Punktes bei der Schraubenbewegung als geometrische 
Summe zweier Rotationsgeschwindigkeiten konstruieren. Bekanntlich 
bildet die Gesamtheit aller jener Geraden eines starren Korpers, in deren 
Punkten die Geschwindigkeiten senkrecht zu den entsprechenden Ge­
raden sind, einen Komplex erster Ordnung (A) . . Wird nun als Achse 
der einen Rotation eine beliebige, diesem Komplexe nicht angehorende 
Gerade L gewahlt, so ist die zweite Drehachse LI als die in bezug auf 
den Komplex (A) Konjugierte von L bestimmtl. 

21. Beschleunigungszustand. Die graphische Darstellung des Be­
schleunigungszustandes der momentanen Schraubenbewegung stiitzt 
sich auf die Zusammenhange zwischen den Beschleunigungen der System­
punkte und der Winkelbeschleunigung, die sich durch einfache Vektor-

gleichungen ausdriicken lassen. ·Bedeutet ~~ = 0 die Beschleunigung 

der Schiebung, ~7 = 1 die Winkelbeschleunigung der Drehung, so sind 

diese Vektoren wegen ItJ II b und ItJ + dltJ II b + db an den Zusammen­
hang gebunden 

woraus folgt: a) die in einem Punkt der Schraubenachse angesetzten 
Vektoren 0 und 1 liegen mit der Schraubenachse in einer Ebene (A); 
b) die zur Schraubenachse senkrechten Teile bl und Xl der Vektoren b 
und 1 sind voneinander abhangig gemaB 

robl = vXI ; 

c) die Vektoren 01 liegenauf derselben Seite des Vektors 1tJ, wenn ItJ 
und b gleichsinnig gerichtet sind, und auf verschiedenen Seiten von 1tJ, 
wenn ItJ und b gegensinnige Richtungen haben. 

Ferner erfiillen die Spitzen der zum System ItJ b 1 bzw. ItJ b 0 gehorigen 
Beschleunigungsvektoren 6 bzw. 1 je eine zur Schrauben~chse parallele 
Gerade B bzw. L durch die Endpunkte von bl bzw. Xl" 

Sei ein Punkt C der Schraubenachse durch den Ortsvektor to, ein 
beliebiger Systempunkt B durch tB gegen den Aufpunkt Ofestgelegt, 
dann ergibt sich aus 

bB = b + ItJ X (tB - to) 

die Beschleunigung dieses Systempunktes zu 

f. dUB 't:. (dtB dto) 1 ( ) 
VB = fit = V + ItJ X dt - de + X tB - to . 

-----
1 Vgl. G. KOENIGS: Le~ons de Cinematique. S. 116 (1897). - IKORNIKOFF, 1.: 

Bull. Acad. Sci. Leningrad (7) 1930 Nr. 8 S. 773-784 (russ.). - Dber die 
Anwendungen der Linienkomplexe in der Kinematik vgl. E. L. REES: Amer. Math. 
Monthly Bd. 35 (1928) S.296-299. 
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Hierin bedeutet ddt; = to die "Wechselgeschwindigkeit" von C, we1che 

die Richtung einer Tangente an die feste AchsenfHiche hat. Nach Ein­
tragen von bB und mit tB == to ergibt sich daher die Beschleunigung des 
Achspunktes C zu: 

bo = b - tv X to, 
und jene des Systempunktes B zu: 

bB = bo + tv X tv X (tB - ta) + 1 X (tB - ta) . 

Sonach besteht zwischen den Beschleunigungen zweier System­
punkte B und D die Beziehung: 

bD = bB + tv X tv X (tD - tB) + 1 X (tD - tB) • (1) 

Demnach ist der Beschleunigungszustand der momentanen .Schrauben­
bewegung bei bekanntem Vektor der Winkelgeschwindigkeit festgelegt 
durch die Beschleunigung eines beliebigen Punktes und durch die 
Winkelbeschleunigung. 

Es bedeutet tv X tv X (tD - tB) die Zentripetalbeschleunigung des 
Punktes D bei der Drehung urn die durch den Punkt B gelegte Dreh­
achse tv, wahrend der Vektor 1 X (tD - tB) jenen Beschleunigungsanteil 
angibt, der von der im Punkte B angesetzten Winkelbeschleunigung 1 
herriihrt. Beide Teile zusammen ergeben die Beschleunigung bDB der 
relativen Bewegung von D gegen B; zur Abkiirzung sei gesetzt: 

ODE,! = tv X tv X (tD - tB) , I 
ODB,2 = 1 X (tD - tB) , 

so daB bDB = ODB,! + bDB,2' 

(2) 

Von dem besonderen Fane tv III abgesehen, gibt es einen einzigen 
Punkt, den Beschleunigungspol P, fUr den die Beschleunigung ver­
schwindet; seine Kenntnis vereinfacht die Darstellung des Beschleu­
nigungszustandes. 

Sei tp der Ortsvektor von P, so folgt aus 

bp = 0 = bo + tv X tv X (tp - ta) + 1 X (tp - ta) 

fiir die Beschleunigung h die Gleichung: 

bB = tv X tv X (tB - tp) + 1 X (tB - tp) . (3) 

Hiernach verteilen sich die Beschleunigungen urn den Pol P so, als 
wenn in diesem festgehalten gedachten Punkte die Vektoren tv und 1 
angebracht waren. 

Bei der zeichnerischen Darstellung des Beschleunigungszustandes 
werden die Beschleunigungen als Strecken - "reduzierte Beschleu­
nigungen" - aufgetragen nach den Beziehungen 

so daB ~B = U X U X (tB - tp) + 1, X (tB - tp) , 
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wenn 1r = 12 den Vektor der "reduzierten Winkelbeschleunigung" be-
w 

deutet, dessen Betrag eine reine Zahl ist. Die Konstruktion der redu­
zierten Beschleunigungen bei gegebenem Beschleunigungspole P und ge­
gebenen Vektoren u und Ir Hiuft auf die Konstruktion des vom System­
punkte auf die Schraubenachse gefallten Lotes (dessen Lange iiberein­
stimmt mit der reduzierten Zentripetalbeschleunigung) und auf die Er­
mitt lung eines statischen Momentes (reduzierter Beschleunigungsanteil 
infolge der Winkelbeschleunigung) hinaus, wozu sich die in (17) und 
(18) angegebenen Verfahren eignen. Umgekehrt laBt sich aus den ge­
gebenen Vektoren u, Ir und der reduzierten Beschleunigung eines System­
punktes auf linearem Wege der Beschleunigungspol P konstruieren. 

Die beziiglichen Konstruktionen fiihrt K. FEDERHOFER1 mit Be­
nutzung des Abbildungsverfahrens von MAYOR-V. MrsEs durch und 
zeigt auch die besonderen Vereinfachungen, die sich mit den Annahmen 
a) U 1- Bildebene, b) u 1- Bildebene und Ir parallel zur AufriBebene er­
geben. Andere Konstruktionen fUr den Beschleunigungspol wurden an­
gegeben von E. STUBLER 2 und TH. P6SCHL3• 

Nach Gleichung (3) bilden die Punkte des bewegten Systems und die 
zugehorigen Beschleunigungspunkte (d. s. die Endpunkte der in einem 
festen Punkt angesetzten Beschleunigungsvektoren) zwei affine Systeme. 
Die Affinitat ist durch die Beschleunigungen von vier nicht in einer 
Ebene liegenden Systempunkten ABCD festgelegt; die Beschleunigung 
eines beliebigen fUnften Punktes G wird bestimmt, indem man zunachst 
die Beschleunigung jenes Hilfspunktes H konstruiert, in welch em die 
Linie GD die Ebene ABC schneidet und sodann aus der Beschleunigung 
der Punkte D und H jene des auf DH liegenden Punktes G aufsucht4• 

Fallt die Gerade BD mit der Schraubenachse zusammen, so gilt nach 
Gleichung (1): 

On = OB + 1 X (In - tB), 

woraus folgt, daB die Beschleunigungspunkte der in die Schraubenachse 
fallenden Systempunkte auf einer zur Ebene A senkrechten Geraden 
liegen. 

1 Graphische Kinematik und Kinetostatik, S. 19-27 - Z. angew. Math. Mech. 
Bd. 7 (1927) S. 290-298. 

2 Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. Bd. 19 (1910) S.179. 
3 Z. Math. Phys. Bd. 63 (1915) S. 246. 
4 FEDERHOFER, K.: a. a. O. S.27-29. Einige analytisch ge16ste Aufgaben 

iiber den Geschwindigkeits- und Beschleunigungszustand der Schraubenbewegung 
findet man bei C. SPELTA: Giorn. mat. Napoli Bd.48 [(3), 1] (1910) S. 37 -45. -
P. FIELD [Bull. Amer. Math. Soc. Bd.22 (1915) S. 122-125] zeigt, daB bei ge­
gebenen Beschleunigungen von drei Punkten eines K6rpers jene eines nicht in 
deren Ebene gelegenen vierten Punktes im allgemeinen zweideutig ist und daB es 
im allgemeinen vier in einfacher Beziehung 'stehende Systeme von Werten der 
Winkelgeschwindigkeit und der Winkelbeschleunigung gibt, we1che zu denselben 
Beschleunigungen fiir die Punkte in einer gegebenen Ebene fiihren. 
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Aus Ve = V - \tJ X te folgt 
\tJ • ve = \tJ • V , 

wonach die Projektionen der Beschleunigungen der auf der Schrauben­
achse liegenden Systempunkte auf die Achse gleich sind der Komponente 
der Schiebungsbeschleunigung in der Achsrichtung. Der Zentralpunkt A 
der Schraubenachse ist der FuDpunkt ihres kiirzesten Abstandes von 
der darauffolgenden Schraubenachse; seine Wechselgeschwindigkeit tA 
steht senkrecht auf der Ebene A. Die im Zentralpunkte A durch die 
Achse und den Vektor der Wechselgeschwindigkeit gelegte Ebene ist 
die Tangentialebene an die Achsenflache im Punkte A; es ist 

VA = V - \tJ X tA; 

daher liegt V A in der Ebene A. Diese Ergebnisse ermoglichen einfache 
Konstruktionen fUr den Zentralpunkt A sowie fUr seine Wechselgeschwin­
digkeit und Beschleunigung, wenn der Geschwindigkeitszustand (durch 
\tJ und b) und der Beschleunigungszustand (durch den Pol P und 1) ge­
geben sind 1. 

Die Endpunkte der im Zentralpunkte angesetzten Wechselgeschwin­
digkeiten aller Punkte der Schraubenachse liegen auf einer Geraden, die 
durch den Endpunkt von tA geht und parallel ist zur Normalen der 
Achsenflache im Zentralpunkte A; seine Wechselgeschwindigkeit tA ist 
die kleinste aller Wechselgeschwindigkeiten. 

Die Kriimmungsmittelpunkte der Eahnen der Systempunkte. Durch 
den im vorstehenden beschriebenen Geschwindigkeits- und Beschleu­
nigungszustand der Elementarschraubung sind die Kriimmungsmittel­
punkte der Bahnen der Systempunkte vollkommen bestimmt. Bei deren 
Konstruktion erweist sich die Benutzung des Abbildungsverfahrens nach 
MAYOR-V. MISES besonders vorteilhaft, da die Bedingung fUr die Ortho­
gonalitat der Tangente, Hauptnormale und Binormale nach den Satzen 
( 4 - 6) in (1 7) zeichnerisch sehr einfach zu erfiillen ist. 

Der auf der Hauptnormalen der Bahn des Punktes E liegende Kriim­
mungsmittelpurikt Q (bzw. der Kriimmungshalbmesser e = EQ) wird 

'0 2 .---+ 
aus der Zentripetalbeschleunigung VB,I = -:- = EN konstruiert. Be-

stimmt man auf der Normalen den Gegenpunkt NI vQn N beziiglich E, 
- ----

indem EN = ENI gemacht wird, zieht im Endpunkte bi von bB die 
Normale zu NI bi in der Schmiegungsebene - ihr Bild muD durch den 
Antipol von NI bi und durch den Bildpunkt der Schmiegungsebene 
gehen -, so schneidet diese die Normale der Bahnkurve im Kriimmungs­
mittelpunkte Q. 

W. HARTMANN2 hat sein auf die SAVARYSche Gleichung begriindetes 

1 FEDERHOFER, K.: a. a. O. S. 29- 32. 
2 Die Maschinengetriebe Bd.1 S.391-406. Stuttgart und Berlin: Deutsche 

Verlagsanstalt 1913. - Vgl. auch eine Bemerkung von A. PELLET: Nouv. Ann. 
Math. Bd. 8 (4) (1908) S. 331. 
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Verfahren zur Aufsuchung der Krummungskreise der Punktbahnen bei 
der ebenen Systembewegung (vgl. 3) auch auf die Kugel ubertragen, 
wobei die im augenblicklichen Drehpol der spharischen Bewegung ge­
legte Tangentialebene an die Einheitskugel als Konstruktionsfeld 
fUr die Krummungshalbmesser dient. In der kinematischen Geometrie 
des Raumes besteht nach M. DISTELI I ein raumliches Analogon zur 
SAVARYSchen Gleichung und ihrer Konstruktion, welches die bekannten 
Anwendungen in der ebenen und spharischen Be}'Vegung als Sonderfalle 
enthalt. 

Wird der Geschwindigkeits- und Beschleunigungszustand des freien 
raumlichen Systems durch die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen 
einzelner Systempunkte festgelegt, so sind gewisse Beschrankungen zu 
beachten, und es ist u. a. die Wahl der Beschleunigungen zweier System­
punkte nicht mehr vollig willkurlich. W~rden namlich die Beschleu­
nigungspunkte fJ und <5 der im Punkte B angesetzten Vektoren bB und 
bn auf die Richtung BD projiziert, wodurch sich die Punkte fJ' <5' er­
geben, so laBt sich zeigen, daB 

B<5' = BfJ' _ V~B • 

BD 

Da der absolute Wert des letzten Gliedes nur positiv sein kann, so 
besagt diese Gleichung, daB BD und fJ'<5' entgegengesetzte Richtungen 
haben und daB die Projektionen beider Beschleunigungen auf BD mit 
der relativen Geschwindigkeit der Punkte B und D in einem bestimmten, 
durch obige Gleichung gegebenen Zusammenhange stehen mussen. 

22. Eigenschaften der Beschleunigungssysteme des starren raum­
lichen Systems. Kennt man die geometrischen Elemente einer Schrauben­
bewegung fUr zwei aufeinanderfolgende Zeitteilchen, und zwar die zu­
gehorigen Schraubenachsen und ihre Parameter, ferner den Drehvektor 
ttl im erst en Zeitelemente, so kann man nach den Eigenschaften der mit 
dieser Bewegung des starren raumlichen Systems vertraglichen Be­
schleunigungssysteme fragen. Da bei festen Wert en ttl und b die Spitzen 
der Vektoren b und 1 auf Parallelen zur Schraubenachse liegen, so gelten 
fUr zwei Paare von Beschleunigungsvektoren (b 1, b I P), die zum gleichen 
Geschwindigkeitszustande gehoren, die Beziehungen 

P = 1 + A ttl , 

bi = b + ,uttl , 

(a) 

(b) 

wo 1 und ,u skalare GroBen bedeuten, die durch den Schraubenparameter 
(X gemaB ,u = (Xl verknupft sind. Somit kann Gleichung (a) auch er­
setzt werden durch 

bI = b + lb. (c) 

1 Z. Math. Phys. Bd.62 (1914) S.261-309. Vgl. auch (30). 
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Nach den Gleichungen (a) und (c) schneiden sich die Verbindungs­
linien der Endpunkte aller Vektorenpaare 0 ( in einem Punkte der 
Schraubenachse. Da nun 

OB = Oc + tv X tv X (tB - tc) + ( X (tB - to) , 

so folgt, indem man eine analoge Gleichung fUr 01 aufschreibt, bei Be­
achtung der Gleichung (a) und wegen DB = tv X (tB - tc) 

01 = OB + AuB. (d) 

Diese Gleichung besagt: 
Fur aIle bei der gegebenen Schraubenbewegung maglichen Beschleu­

nigungssysteme liegen die Endpunkte der Beschleunigungen der System­
punkte auf ahnlichen Punktreihen; die Trager dieser Reihen sind parallel 
zu den Bahntangenten der Systempunkte l . Die Gleichung (d) behalt 
nach H. WINTER auch fur ebene und raumliche kinematische Ketten 
ihre GuItigkeit. (Vgl. 42.) 

VII. Das gefiihrte diumliche System. 
23. Bewegungsbeschrankungen des starren Korpers. Der im Raume 

vollkommen freie Karper hat sechs Freiheitsgrade der Bewegung. In 
den technischen Anwendungsgebieten, bei denen die raumliche Bewegung 
eine Rolle spielt, kommen indes fast ausschlieBlich die nichtfreien (ge­
bundenen) Bewegungen in Frage, deren Freiheitsgrad infolge der Be­
schrankungen oder Bedingungen, die der Beweglichkeit auferlegt werden, 
kleiner als sechs ist. Diese Beschrankungen bestehen im wesentIichen 
darin, daB Punkte des Karpers genatigt werden, sich auf vorgeschriebenen 
Flachen oder Kurven zu bewegen, oder daB der Karper wahrend der 
Bewegung gegebene Flachen dauernd beruhren soIl. Der Freiheitsgrad 
der gebundenen Bewegung ist daher f = 6 - b, wenn b eine durch die 
Art der Bewegungsbeschrankung bestimmte ganze Zahl ist, die zwischen 
1 und 6 liegt. 

A. GRUNWALD 2 hat fur jeden Grad der Bewegungsfreiheit aIle Typen 
der maglichen instantanen Bewegungen zusammengestellt, wobei sich 
jeder Typus durch einen einfachen, genau beschriebenen Mechanismus 
verwirklichen laBt. Dadurch kannen die oft unubersichtlichen, die Be­
wegungsfreiheit einschrankenden Bedingungen in anschaulicher Weise 
dargestellt werden; fUr jeden Freiheitsgrad werden die Typen nach der 
Zahl der dem beweglichen Karper gestatteten voneinander unabhangigen 

1 Die Ergebnisse in (22) verdankt man mit etwas geanderter Herleitung 
E. STUBLER (vgl. die FuBnote 2 auf S. 55); mit deren Benutzung zeigt E. STUBLER 
eine Konstruktion der Kriimmungsachse der Systempunkte und der \Vendekurve, 
des geometrischen Ortes der Punkte, die momentan Wendepunkte beschreiben 
(kubische Parabel). 

2 Z. Math. Phys. Bd. 52 (1905) S.229-275. Die Arbeit £iihrt in elementarer 
\Veise in den Abschnitt Kinematik von STUDYS Geometrie der Dynamen ein. 



145J Das geftihrtc raumliche System. 59 

Translationen geordnet. Durch geeignete Kombinationen mehrerer 
(hochstens flinf) einfacher Typen (Schraube yom Parameter p mit den 
Sonderfallen p = 0 und p = (0) kann jeder Fall von beschrankter Be­
wegungsmoglichkeit eines starren Korpers verwirklicht werden. 

Mit Benutzung neuerer synthetisch-geometrischer Methoden gelingt 
G. HAENZEL1 eine einfache und anschauliche Behandlung der Theorie 
der Freiheitsgrade eines starren Korpers und die Weiterentwicklung der 
bekannten BALLschen Theorie 2; seine Untersuchung fuBt auf der von 
F. KLEIN 3 begriindeten und spater von TH. REYE 4 und anderen aus­
gestalteten Theorie flireinander nullinvarianter linearer Strahlenkom­
plexe und enthalt auch die organische Eingliederung der in den grund­
legenden Arbeiten von BALL ausgeschlossenen oder nur beilaufig er­
wahnten Sonderfalle bei den verschiedenen Freiheitsgraden. 

Die wichtigste der gebundenen Bewegungen ist die zwanglaujige Be­
wegung eines starren Korpers mit dem Freiheitsgrade 1, bei der jeder 
Punkt eine ganz bestimmte Kurve beschreibt. Da die Fiihrung eines 
Punktes auf einer gegebenen Flache einen Freiheitsgrad aufhebt, so er­
gibt sich Zwanglauf, falls flinf Punkte des Korpers auf flinf gegebenen 
voneinander unabhangigen Flachen geflihrt werden (Fiinfpunktfiihrung). 
Einer einfachen Konstruktion zuganglich sind indes jene Falle der Be­
wegungsbeschrankung, in denen einzelne Punkte des Korpers auf ge­
gebenen Kurven geflihrt werden. Eine Fiihrungskurve kann als Schnitt 
zweier Flachen angesehen werden, es bedingt daher eine Kurvenflihrung 
die Verminderung des Freiheitsgrades der Bewegung urn zwei Frei­
heiten. Sind drei Punkte des Korpers an gegebene Flachen gebunden, 
ein vierter an eine Kurve, dann ist diese sog. Vierpunktfiihrung zwang­
laufig. Eine zwanglaufige Dreipunktfiihrung liegt vor, wenn zwei 
Punkte des Korpers in Kurven geflihrt werden, ein dritter auf einer Flache. 
Die Festhaltung eines Punktes des Korpers vernichtet drei von den 
sechs Freiheitsgraden, demnach entspricht der spharischen Bewegung 
der Freiheitsgrad 3; der Korper kann sich urn jede durch den festen 
Punkt gelegte Achse drehen, und die Bahnen der Systempunkte sind 
spharische Kurven. Fiir die darstellend-geometrische Behandlung der 
spharischen Bewegung erweist sich nach K. MACK 5 die gnomonische Ab-

1 Zur synthetischen Theorie der Mechanik starrer Korper. Diss. Techn. 
Hochsch. Berlin 1927 (mit Angaben fiber die Arbeiten von ST. J OLLES, E. STUDY, 
TH. REYE, E. W AELSCH zur Strahlentheorie); auch abgedruckt in den S.-B. Berlin. 
math. Ges. 1927 S. 126-161. 

2 A treatise on the theorie of screws. Cambridge 1900. -- KLEIN, F.: Math. 
Ann. Bd. 62 (1906) S.419-448. 

3 Gesammelte math. Abh. Bd. 1 S. 56, 84. Berlin 1921. - Math. Ann. Bd. 2 
(1869) S.198-226. 

4 Geometrie der Lage. 1. Abt. Leipzig 1909, II. Abt. Stuttgart 1907, III. Abt. 
Leipzig 1910. 

5 Geometrie der Getriebe, S.57ff. Berlin u. Wien: Julius Springer 1931. 
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bildung besonders vorteilhaft. Wird einem Systempunkt seine spha­
rische Bahn vorgeschrieben, so entsteht die spharische flachenlaufige 
Bewegung (spharische Bewegung mit zwei Parametern). Der Ort der 
001 augenblicklichen Drehachsen fUr die von zwei Parametern abhangige 
spharische Bewegung ist eine durch den festen Drehpunkt 0 gehende 
Ebene; die darauf in 0 errichtete Normale bestimmt in ihren Durch­
stoBpunkten PoP mit der festen und beweglichen Kugeloberflache 
(50)' (5) vom Halbmesser 1 (Mittelpunkt 0) eine punktweise Zuordnung, 
von der R. BRICARD1 beweist, daB jeder von Po auf 50 beschriebenen 
geschlossenen Kurve eine von P auf 5 beschriebene geschlossene Kurve 
entspricht und daB beide Kurven gleiche Flachen einschlieBen. 

Werden bei der spharischen Bewegung eines Korpers zwei System­
punkte zur Bewegung auf gegebenen spharischen Kurven gezwungen, 
dann biiBt die Bewegung zwei weitere Freiheitsgrade ein, es bleibt eine 
zwanglaufige spharische Bewegung. Durch diese ist eine punktweise 
Zuordnung der momentanen Drehpole im spharischen Rast- und Gang­
system derart bestimmt, daB die spharischen Polkurven der beiden 
Systeme, die aufeinander roIlen, jeweils gleiche Bogenlangen haben. 

Ein Korper mit vier flachengefiihrten Punkten besitzt zwei Frei­
heitsgrade der Bewegung, die sich aus zwei Drehungen urn die beiden 
Leitlinien der durch die vier Flachennormalen bestimmten Kongruenz 
zusammensetzen laBt (Rotationsachsen von TH. SCHONEMANN). Ein be­
liebiger Punkt des Korpers bewegt sich augenblicklich in einem be­
stimmten Flachenelemente; eine lineare Konstruktion der Flachennor­
male, die auch bei imaginaren SCHONEMANNschen Rotationsachsen an­
wendbar bleibt, stammt von H. VERGNE2. 

Bei den Bewegungen eines Systems mit drei oder vier Parametern 
und bei gewissen Ausnahmsstellungen des Systems mit fiinf Parametern 
gibt es Systempunkte, die nicht aIle bei den gegebenen Fiihrungsbedin­
gungen moglichen Lagen im Raume einnehmen konnen; sie bewegen 
sich dann auf ihren "Grenzflachen". Die Frage nach dem Orte dieser 
Punkte, die bereits von A. MANNHEIM3 angeschnitten wurde, erfuhr pra­
zise Beantwortung durch H. J. E. BETH', der nachwies, daB diese Punkte 
auf jenen Geraden liegen, welche die Achsen aller Elementardrehungen 
schneiden, die bei den gegebenen Bewegungsbeschrankungen in jeder 
Stellung moglich sind. 1m FaIle von drei Parametern sind es im all­
gemeinen die Punkte eines gewissen Hyperboloides, im FaIle von vier 

1 C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 166 (1918) S.734-735 - Nouv. Ann. Math. 
Bd. 82 (5) (1924) S.328-341. - Eo CARTAN beweist den obigen Satz mit Hilfe 
der Methode des beweglichen Dreikants. Nouv. Ann. Math. Bd. 83 (6) (1925) 
S. 33-37. Vgl. auch J. PERES: C.R.Acad. Sci.. Paris Bd. 182 (1926) S. 680-682. 

2 Bull. Sci. math. Bd. 37 (2) (1913) S.121-123. 
3 Principes et developpements de geometrie cinematique, S. 315, 427. Paris 

1894. 
4 Bull. Sci. math. Bd. 51 (2) (1927) S.298-302. 
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Parametern die Punkte der beiden Leitlinien einer gewissen linearen 
Strahlenkongruenz, bei flinf Parametern gibt es im allgemeinen keine 
Punkte, die auf einer GrenzfHiche liegen. Ein spezielles System mit flinf 
Parametern bildet der Korper konstanter Breite, der zwischen zwei 
parallelen Ebenen so bewegt wird, daB er dieselben stets beruhrt. Er 
ist von einer konvexen, geschlossenen Flache konstanter Breite begrenzt. 
Die Theorie dieser Flachen bzw. Kurven konstanter Breite, die flir die 
Untersuchung der selbstandigen hoheren Elementenpaare wichtig ist, 
wurde besonders gefordert u. a. durch E. MEISSNER l , W. BLASCHKE2, 
G. TIERCy3 und H. MINKOWSKI'. Nach letzterem ist jede Flache kon­
stanter Breite auch Flache konstanter Profillange und umgekehrt5. 

24. Geschwindigkeitszustand. In systematischer Weise untersucht 
K. FEDERHOFER6 auf graphischem Wege den Geschwindigkeitszustand 
eines Korpers, der infolge entsprechender Fuhrung von Punkten (vgl. 23) 
eine zwanglaufige Bewegung ausflihrt; dabei wird durchwegs das Ab­
bildungsverfahren von MAYOR-V. MISES verwendet. Liegt z. B. eine Drei­
punktfiihrung vor, d. h. sind zwei Punkte A, B auf vorgeschriebenen 
Raumkurven gefuhrt, ein dritter Punkt C auf einer beliebigen Flache, 
so ist der Geschwindigkeitszustand eindeutig bestimmt, wenn noch die 
Grope der Geschwindigkeit eines Punktes, z. B. jene des Punktes A ge­
wiihlt wird, die in die Richtung der Tangente der Fuhrungskurve A fallt. 

Die flir die Losung dieser Aufgabe gefundene einfache Konstruktion, 
welche die Anlage eines Geschwindigkeitsplanes gestattet, kann auch 
dazu dienen, aus den gegebenen Geschwindigkeiten dreier Punkte eines 
starren Korpers, die nicht in einer Geraden liegen durfen, die Elemente 
der entsprechenden Schraubenbewegung (b, tv, goo) zu konstruieren. 

Fur die Vierpunktfuhrung, bei der ein Punkt A auf einer Raum­
kurve, drei weitere Punkte B, C, D auf vorgeschriebenen Flachen ge­
flihrt werden, laBt sich der mit der Annahme von bA bestimmte Ge­
schwindigkeitszustand zeichnerisch mit Hilfe der geradlinigen Orte fUr 
die Geschwindigkeitspunkte 'b, c, d, die den Systempunkten B, C, D zu­
gehoren, und der darauf befindlichen ahnlichen Punktreihen ermitteln. 

Dieses Verfahren gestattet auch eine einfache Konstruktion des Bildes 
der Achse der Kongruenz bei der Fiihrung des Korpers auf vier Flachen. 

1 Z. Math. Phys. Bd. 60 (1912) S. 92-94. Dort finden sich weitere Literatur­
angaben und Beschreibungen von drei Gipsmodellen, die im Verlage M. Schilling, 
Leipzig, Serie XL, 1 - 3 erschienen sind. 

2 Math. Ann. Bd.76 (1915) S.504-513. 
3 T6hoku Math. J. Bd.18 (1920) S.90-115 - c. R. des Seanc. de Geneve 

Bd.40 (1923) S. 106-112. 128-130 - Giorn. mat. Napoli Bd. 57 (1919) S. 153 
bis 164. 

4 Gesammelte Abh. Bd.2 S.277-279. 
5 Demnach laBt sich ein aus vollkommen biegsamem Materialhergestellter 

Zylinder in jeder Richtung so iiber die Flache stiilpen, daB er sich langs seines 
ganzen Umfanges an die Flache anschlieBt. 

6 a. a. O. S. 38- 51. 
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Man ermittelt fUr zwei willkiirliche Annahmen der in der Fiihrungsebene 
von A gelegenen Geschwindigkeit dieses Punktes die Antipole ew und 
e~ der zugehorigen Schraubenachsen und erhalt in der Geraden eoo e~ das 
Bild der Achse der Kongruenz. 

Schliel3lich kann diese Konstruktion zur Aufsuchung der Schrauben­
achse bei der zwanglaufigen Fiinfpunktfiihrung benutzt werden; man 
wahlt aus den fUnf gegebenen Normalen der Fiihrungsflachen zwei 
Gruppen aus zu je Vieren und bestimmt fiir jede Gruppe den Antipol 
der Achse der ihr entsprechenden Kongruenz; die Verbindungslinie 
dieser beiden Antipole ergibt bereits das Bild der Schraubenachse; damit 
ist aber auch der Schraubenparameter, der Drehvektor itJ und der 
Spurpunkt goo der Schraubenachse bestimmt. 

25. Beschleunigungszustand. Auch fUr die Darstellung des Be­
schleunigungszustandes des gefUhrten raumlichen Systems erweist sich 
das Abbildungsverfahren von MAYOR-V. MISES sehr zweckmaBig l . Liegt 
z. B. eine Dreipunktfiihrung vor, so ist durch den in (24) konstruierten 
Geschwindigkeitszustand und durch die beliebig gewahlte Tangential­
beschleunigung b A, 2 des Punktes A der Beschleunigungszustand ein­
deutig bestimmt. 

Die Konstruktion der Beschleunigung bB des auf einer Raumkurve 
gefUhrten Punktes B stiitzt sich auf die Vektorgleichungen 

b B = bB,l + b B ,2 = b A + bBA,l + b BA ,2' 

FaBt man hierin die bekannte Beschleunigung bA mit der durch den Ge­
schwindigkeitszustand bestimmten absoluten und relativen Normal­
beschleunigung b B, 1 und b BA, 1 des Punktes B zu einem Vektor t zu­
sammen, so daB t = b A + bBA,l - bB,l und daher nach den obigen 
Gleichungen r = be, 2 - bBA ,2 wird, so kann die hiernach verlangte Zer­
legung von r ausgefUhrt werden, da die absolute Tangentialbeschleuni­
gung mit bB zusammenfallt und bBA ,2 J.. AB stehen muB. Die geordnete 
Zusammensetzung der nun bestimmten Beschleunigungsteile liefert die 
absolute Beschleunigung bB . 

Die Konstruktion der Beschleunigung be des auf einer Flache ge­
fUhrten Punktes C erfolgt sod ann mit Hilfe der nach dem obigen Schema 
aufzuschreibenden Vektorgleichungen fUr be in einem Beschleunigungs­
plane; dabei findet der aus dem Theorem von MEUNIER folgende Hilfs­
satz von K. FEDERHOFER I Verwendung: Fiir aIle im Punkte C durch 
be gelegten schiefen Schnitte der Fiihrungsflache liegen die Endpunkte 
der in C angesetzten Normalbeschleunigungen in einer Geraden, die zum 
Normalschnitte senkrecht steht und durch einen Punkt Cl auf CQo geht, 

--+ ----+ 

der durch CCl • CQo = v~ bestimmt ist, wobei CCI die Richtung CQo 
hat. Q o bedeutet den Kriimmungsmittelpunkt des durch be und durch 

1 FEDERHOFER, K.: Kinematik, S.45-47. Eine vollstandige Konstruktion 
des Beschleunigungszustandes der Dreipunktfiihrung findet man dort in Abb. 37. 
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die gegebene FHichennormale gelegten Normalschnittes. Die durch bo 
gelegte Parallelebene zu bo liefert die Schmiegungsebene der Bahn des 
Punktes C; ihr Krummungsmittelpunkt Do ist der FuBpunkt des Lotes 
aus Do auf diese Ebene. 

VIII. Raumliche kinematische Ketten und Getriebe. 
26. Einteilung und Bedingungen fur ihren Zwanglauf. Je nach der 

Art der die einzelnen Glieder einer Raumkette verbindenden Elementen­
paare unterscheidet man a) Raumketten mit nur einfachen Elementen­
paaren, das sind Elementenpaare mit einem Freiheitsgrade (Schrauben­
paar mit den Sonderfallen des Dreh- und Schiebepaares); b) Raum­
ketten, in welch en auch Elementenpaare mit mehreren Freiheitsgraden 
vorkommen (Kreuzgelenk, Drehschiebepaar, Kreuzschieber, kardanische 
Aufhangung, Kugelgelenk usw.). Ein/ache Raumketten enthalten aus­
schlieBIich binare Glieder, in den zusammengesetzten Raumketten kommen 
auch ternare und hohere Glieder vor. Sind in einer Gruppe von Gliedern 
einer Raumkette die aufeinanderfolgenden Glieder paarweise mitein­
ander verbunden und schlieBt sich das letzte Glied der Gruppe wieder 
an das erste an, so liegt nach M. GRUBLER eine geschlossene Gliedergruppe 
vor. Eine einfache Kette besteht daher aus einer geschlossenen Glieder­
gruppe. 

Die ZwangHiufigkeit der raumlichen kinematischen Ketten, mit deren 
Feststellung sich neuere Untersuchungen von M. GRUBLER1 und R. MUL­
LER2 befassen, ist von den Abmessungen der Glieder und von den 
Schraubenparametern vollig unabhangig, sie ist im allgemeinen lediglich 
abhangig von der Zahl der Glieder und der sie beweglich verbindenden 
Elementenpaare. M. GRUBLER beweist, daB aIle allgemeinen geschlosse­
nen Schraubenketten von n Gliedern und s Schraubenpaaren zwanglaufig 
beweglich sind, weim sie qer Bedingung 

5s - 6n + 7 = 0 (1 ) 

genugen und wenn sie keine geschlossenen Gliedergruppen von weniger 
als sieben Gliedern enthaIten. Die niedrigste ganzzahlige Losung dieser 
Gleichung fUr n und s ist n = s = 7. 

Nach R. BEYER3 findet man aIle moglichen ganzzahligen Werte­
paare n, s aus 

s=7+6l, n=7+5l, 

wo l aIle positiven ganzen Zahlen durchlauft. 

1 Festschrift zu O. Mohrs 80. Geburtstag, S. 124-133. Berlin: W. Ernst 1916 
Z. angew. Math. Mech. Bd.6 (1926) S.487. 
2 Die ZwangHiufigkeit kinematischer Ketten. Diss. Techn. Hochsch. Dresden 

1920. (1m Druck nicht erschienen.) 
3 Technische Kinematik, S.39. Leipzig: A. Barth 1931. 
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Doch gilt Gleichung (1) nur dann, wenn die Schraubenachsen nach 
Richtung, Lage und Parameter voneinander unabhangig sind. In be­
sonderen Fallen kann n erheblich kleiner sein. Fallen z. B. bei der ein­
fachen Schraubenkette alle Schraubenachsen in eine Gerade, so ist sie 
nur dann zwanglaufig beweglich, wenn die Anzahl der Glieder und 
Schrauben gleich drei (Dreischraubenkette 1) ist und wenn die drei 
Schraubenparameter eine lineare Beziehung erfUllen. 

Die obige Bedingungsgleichung bleibt. aber auch dann gultig, wenn 
die Schrauben ganz oder teilweise durch Drehpaare ersetzt werden, 
vorausgesetzt, daB die Schraubenachsen nicht in besonderen Lagen­
beziehungen standen. Schneiden sich die Achsen in einem Punkte oder 
sind sie zueinander parallel, dann ist Gleichung (1) zu ersetzen durch 

2g-3n+4=O, (2) 

welche fUr spharische und ebene Gelenkketten gilt und in der g = s 
die Anzahl der Drehachsen bezeichnet. 

Bei teilweisem Ersatz der Schrauben durch Schieber (Schrauben mit 
dem Parameter 00, Prismenpaar) bleibt der Zwanglauf nur bestehen, 
wenn in jeder Gliedergruppe nicht mehr als zwei nur Schieber enthaltende 
binare Glieder unmittelbar verbunden sind. Auch darf kein Glied nur 
durch Schieber, deren Achsen parallel sind, mit anderen Gliedern ver­
bunden werden. 

Fur die raumliche Schub,kette, bei der alle Schrauben durch Schieber 
ersetzt sind, gibt M. GRUBLER als Kennzeichen des Zwanglaufes die Be-

dingung 2 s - 3 n + 4 = ° (3) 
mit n Gliedern und s Schiebern. 

(Dieses Kennzeichen stimmt formal mit jenem fur die ebenen und 
spharischen Drehpaarketten uberein.) 

Die Klarstellung der Zusammenhange der einzelnen Kriterien fUr 
die Zwanglaufigkeit raumlicher und ebener kinematischer Ketten ver­
dankt man R. MULLER 2, von dem auch das fUr alle moglichen Sonder­
faUe giiltige Kriterium der Zwanglaufigkeit fUr zusammengesetzte 
Schraubenketten stammt. 

Dieses wird besonders einf,ach fUr solche zusammengesetzte ge­
schlossene Ketten, bei denen in allen geschlossenen Gliedergruppen die­
selben Bewegungsmoglichkeiten auftreten. Sei B der groBte, in einer 
Schar von geschlossenen Gliedergruppen vorhandene Bewegungsgrad3 , 

dann gilt die einfache Bedingung 

(B - 1) s - B n + (B + 1) = 0, (4) 
1 Vgl. GRASHOF: Theoretische Maschinenlehre. Bd.2: Kinematik, S.67. 
2 Vgl. FuBnote 2, S. 63. 
3 Dieser entspricht der Zahl der Bewegungsmoglichkeiten der Kette, d.i. die 

Zahl der Grundbewegungen, auf die die relativen Bewegungen der Glieder mit 
Riicksicht auf die Art und gegenseitige Lage der Elementenpaare im Minimum 
zuriickgefiihrt werden konnen. 
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aus der mit den Sonderwerten B = 3 die von M. GRUBLER angegebenen 
Zwanglaufbedingungen [Gleichung (2) und (3)] flir die raumlichen 
Schubketten und ebenen Drehpaarketten, mit B = 2 jene flir die ebenen 
Schubketten, mit B = 6 jene flir die allgemeinen Schraubenpaarketten 
[Gleichung (1)] hervorgehen. 

Flir die technischen Anwendungen im Getriebebau sind von Wichtig­
keit die raumlichen kinematischen Ketten mit moglichst kleiner Glieder­
zahl. Zu soIchen gelangt man durch das von M. GRUBLER1 angegebene 
Prinzip der Gliederverminderung, das auf dem Satze beruht: Beseitigt 
man in einer zwanglaufigen Schraubenpaarkette i aufeinanderfolgende 
Glieder, indem man das erste und das letzte Glied dieser Reihe unmittel­
bar durch ein hoheres Elementenpaar 2 vom Freiheitsgrade i (i> 1) be­
weglich verbindet, so bleibt die derart entstehende Kette zwanglaufig, 
obgleich ihre Gliederzahl sich urn i - 1 verringert. 

Die Schemata der nach diesem Prinzip sich ergebenden dreigliedrigen 
Raumgetriebe (vier Moglichkeiten) und viergliedrigen Raumgetriebe (drei 
Moglichkeiten) gab H. ALT3 an, von dem auch die Einteilung der Raum­
getriebe in eigentliche und uneigentliche herrlihrt. Bei letzteren flihrt 
jedes Glied des Getriebes eine komplane Bewegung aus, jedoch sind die 
Bewegungsebenen der einzelnen Glieder gegeneinander unter bestimmten 
Winkeln geneigt. Die eigentlichen oder allgemeinen Raumgetriebe sind 
dadurch gekennzeichnet, daB ein oder mehrere Glieder raumliche Be­
wegungen ausflihren, so daB die Bahnkurven eigentliche Raumkurven 
(mit doppelter Krlimmung) sind. 

Gliedminderung raumlicher Ketten kann auch ohne Einfi.ihrung von 
hoheren Elementenpaaren durch besondere Wahl der Richtungen der 
Schrauben- oder Drehachsen bzw. der GroBe der Schraubenparameter 
erzielt werden. 

Die kleinstmogliche Anzahl der Glieder soIcher raumlicher Ketten 
betragt vier. Abgesehen von dem ebenen und spharischen Gelenkvier­
eck, bei denen die Drehachsen parallel sind bzw. sich in einem Punkte 
schneiden und die nach Gleichung (2) zwanglaufig sind, gibt es nach 
E. DELAssus' nur flinf Typen geschlossener viergliedriger zwanglaufiger 
Raumketten mit einfachen Elementenpaaren. 

1 Z. angew. Math. Mech Bd. 6 (1926) S.488. 
2 Die Elementenpaare von hoherem Freiheitsgrade, deren es viele. gibt, lassen 

sich je nach der Beriihrung der Elemente in Punkten, Linien oder FHi.chen unter­
scheiden. Elementenpaare mit FHi.chenberiihrung gibt es nur drei: das Hohl­
zylinderpaar (i = 2), das Kugel- und das Plattenpaar (i = 3). 

3 Z. Ver. Deutsch. lng. Bd. 73 (1929) S.188. Der Aufsatz enthalt auch die 
Beschreibung und Abbildung des Modells eines dreigliedrigen Raumgetriebes. Ein 
viergliedriges Raumgetriebe beschreibt R. BEYER: Z. Ver. Deutsch. lng. Bd.73 
(1929) S. 1103. 

4 Bull. Sci. math. Bd. 46 (2) (1922) S.283-304 - C. R. .Acad. Sci., Paris 
Bd. 173 (1921) S. 1331-1333. - Ann. Ecole norm. Paris, Bd. 17 (3) (1900); Bd.19(3) 
(1902). 

Ergebnisse der Mathematik. 1. Federhofer. 5 
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Sind die Achsen der vier Schraubenpaare zueinander parallel, und 
wird die Lage der Achsen zueinander durch ihre DurchstoBpunkte mit 
einer Normalebene zur Achsrichtung festgelegt, so bestehen folgende 
Moglichkeiten: 

1. Die Achspunkte, die mit denselben Buchstaben wie die Schrauben­
parameter (PIP2PaP4) bezeichnet werden, bilden ein Deltoid und die 
Schraubenparameter P entsprechen den Beziehungen 

PI = Pa = P2 -;- P4 • 

2. Die Achspunkte bilden ein Parallelogramm mit 

PI + Pa = P2 + P4" 
3. Die Achspunkte bilden ein Gegenparallelogramm mit 

PI = Pa, P2 = P4' 
Die FaIle 2 und 3 konnen nur fiir lauter gleiche Parameter ineinander 
iibergefiihrt werden. 

4. Wenn zwei parallele Schrauben 51 5 a mit zwei geraden Schiebern 
G2 G4 abwechseln, dann muB Pl = Ps sein und die Schieber miissen sym­
metrisch zur Ebene der beiden Schraubenachsen liegen. 

5. Es existiert keine viergliedrige geschlossene Raumkette mit zwei 
Gruppen von parallelen Schraubenachsen. Sind die vier Schrauben­
achsen nicht parallel, dann beweist E. DELASSUS, daB Zwanglauf nur 
moglich ist, wenn die Schraubenparameter verschwinden, wenn also die 
Glieder der Kette durch nicht zueinander parallele Drehpaare verbunden 
sind. Die kiirzesten Abstande der vier windschiefen Drehachsen miissen 
dann ein windschiefes Vierseit mit gleich langen Gegenseiten bilden. Dies 
ist die viergliedrige Raumkette von G. T. BENNETTI. Eine bemerkens­
werte Beziehung zwischen diesem Mechanismus und den Eigenschaften 
der Ringflache (Torus) wurde von R. BRICARD 2 und F. E. MYARDa auf­
gedeckt. Nach d~m Theorem von VILLARCEAU wird die Ringflache (die 
durch Drehung eines Kreises urn eine beliebige Gerade seiner Ebene 
entsteht) von jeder sie zweipunktig beriihrenden Ebene in zwei gleichen 
Kreisen geschnitten4• Sei (Fig. 22) A einer dieser beiden Schnittkreise 
der Ringflache und T die Schnittlinie der zweipunktig beriihrenden 
Ebene mit der Aquatorebene, Q der Mittelpunkt des Kreises A, wobei 
o Q = M5, so laBt sich die Bewegung eines Punktes 5 dieses Kreises 
einmal darstellen durch eine Drehung des Halbmessers Q 5 urn die in 
Q errichtete Senkrechte QX zur doppelt beriihrenden Ebene, anderer-

1 Engrg. 1903 S.777. - D'OCAGNE, M.: Cours de Geometrie Bd. 2 S.55. 
Paris 1930. - BRICARD, R.: Le~ons de Cinematique Bd. 2 S. 193. Paris 1927, 

2 Nouv. Ann. Math. Bd. 82 (5) (1924) S.308-313. 
3 C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 192 (1931) S.1194-1196. 
4 Einen sehr einfachen Beweis hierfur gibt R. BRICARD (FuBnote 2); umstand­

licher ist jener von C. RODENBERG: Z. Math. Phys. Bd.47 (1902) S. 196-199. 
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seits dadurch, daB S auf dem Umfang des die RingfHiche erzeugenden 
Kreises C (Mittelpunkt M) wandert, wahrend gleichzeitig dieser Kreis 
urn die Achse OZ des Torus gedreht wird. 

Da S den Kreis A beschreibt, so ist die raumliche viergliedrige Kette 
OQSM zwanglaufig, in ihr sind je zwei Gegenseiten gleich lang; 
F. E. MYARD zeigt, daB bei S nicht, wie es zunachst scheint, ein Kugel­
gelenk erforderlich ist, sondern ein Zylindergelenk, dessen Achse SU 
stets in der doppelt beruhrenden Ebene liegt und senkrecht zu QS 
bleibt. Damit besitzt diese Kette vier windschiefe Drehachsen, die paar-

Fig. 22. 

weise aufeinander senkrecht stehen: MY..l OZ, SU ..lQX und deren 
kurzeste Abstande (das sind hier die Langen der stabformigen Glieder) 
ein windschiefes Vierseit mit gleich langen Gegenseiten (OQ = MS, 
OM = QS) bilden. M. BENNETT nennt ein Tetraeder mit je zwei gleichen 
Gegenseiten ein Isogramm. Die Offnungswinkel je zweier Dieder dieses 
Isogramms, die zwei Gegenseiten als Scheitellinien besitzen, sind ein­
ander gleich; dabei sind die. Dieder mit den Scheitellinien OM und QS 
rechtwinklig, die beiden anderen spitzwinklig. Es liegt somit der Fall 
eines rechtwinkligen Isogramms vor. Die Durchfuhrung dieser Betrach­
tungen fUr die abgeplattete Ringflache, die entsteht, wenn die Ebene 
des erzeugenden Kreises schief zur Rotationsachse OZ verlauft, diese 
aber im Mittelpunkt der Ringflache schneidet, ergibt ein Isogramm mit 
paarweise gleichen, von 90 0 verschiedenen Winkeln, fUhrt also zum 
BENNETTschen Mechanismus. Es kann daher ein Isogramm deformiert 
werden, wahrend die Langen seiner Seiten und die GroBe der Dieder­
winkel konstant bleiben. Durch Vereinigung von zwei symmetrischen 
rechtwinkligen Isogrammen, die zu zwei verschiedenen VILLARCEAuschen 
Schnittkreisen einer Ringflache gehoren, laBt sich nach F. E. MYARD 1 

eine zwanglaufige raumliche Kette mit fUnf Drehpaaren bilden, deren 

1 C. R. Acad. Sci., Paris Ed. 192 (1931) S.1352-1354. 

5* 
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Achsen einer linearen Kongruenz angehoren; auch lassen sich die Eigen­
schaften der eine RingfHtche in zwei Punkten beruhrenden Kugel 
(Theorem von MANNHEIM) zum Aufbau von raumlichen Drehpaar­
ketten benutzen. 

Bei den geschlossenen zwanglaufigen raumlichen Ketten mit. sechs 
Drehpaaren, fUr die R. BRICARD 1 einige interessante FaIle angibt, ge­
horen die Achsen in jedem Augenblicke einem linearen Komplex an. 
Bilden die Drehachsen ein windschiefes Sechseck, so ergibt sich der von 
R. BRICARD 2 und G. T. BENNETT3 eingehend untersuchte Fall des ge­
lenkigen Oktaeders, dessen Seitenflachen Dreiecke sind; dieses ist dann 
deformierbar, wenn je zwei nicht miteinander verbundene Punkte des 
Oktaeders entsprechende Punkte sind in der durch eine Strophoidale 
(Raumkurve dritter Ordnung) bestimmten Involution; je zwei Paare 
dieser Punkte liegen dann auf einem Rotationshyperboloid, dessen Achse 
die beiden Doppelpunkte der Involution enthalt. 

Wird jeder Punkt einer Punktmenge Ai (i = 1,2, ... , m) mit allen 
Punkten der Gruppe Bj (f = 1,2, ... , n) gelenkig durch starre Stabe 
verbunden, so entsteht (wenn m> 6, n> 4 im Raume, oder m > 3, 
n> 3 in der Ebene ist) ein im allgemeinen nicht deformierbares Gelenk­
system; in gewissen, von R. BRICARD4 und B. GAMBIER5 untersuchten 
Ausnahmefallen ergeben sich jedoch dabei Mechanismen, fUr welche 
stetige oder nich tstetige Veranderungen moglich sind. 

Fur den Grenzfall unbegrenzt wachsender Zahlen m und n sind die 
Punkte A und B auf bestimmten Kurven oder Flachen verteilt und es 
entsteht das Problem: Die Kurve (A) sei punktweise auf eine andere 
Kurve (a) bezogen, ebenso die Kurve (B) auf eine Kurve (b), wobei 
die Entfernungen AB und ab entsprechender Punkte einander gleich 
sein mussen. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafUr, daB 
ein solcher aus zwei Kurven gebildeter Mechanismus stetig deformierbar 
sei, ist, daB eine von ihnen ein Kegelschnitt (oder eine Gerade) sei, oder 
auch, daB die beiden Kurven in zueinander senkrechten Ebenen ge­
legen sind6• 

Wird ein windschiefes Gelenkviereck so deformiert, daB stets eine 
line are Beziehung zwischen den Quadraten seiner Diagonalen besteht, 
dann entspricht nach R. BRICARD7 jedem Punkte einer Seite ein ganz 

1 Le<;ons de Cinematique, T. II S. 316ff. Paris 1927. 
2 J. de Math. 1897, S. 113. - Bull. Soc. Math. France 1904, S.269. 
3 Proc. London Math. Soc. 1911, S. 309. 
4 Nouv. Ann. Math. Bd. 20 (4) (1920) S.395-400. 
5 C. R. Acad. Sci. Paris Bd. 172 (1921) S. 363-366 - J. de Math. Bd. 1 (9) 

(1922) S.19-76. 
6 Die Theorie steht im Zusammenhang mit gewissen, von DARBOUX und PETER­

SEN bestimmten FHichen. Vgl. B. GAMBIER: C.R.Acad. Sci., Paris Bd. 172 (1921) 
S. 570-573 und obige FuBnote 5. 

7 Nouv. Ann. Math Bd. 7 (4) (1907) S.23-28. 
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bestimmter Punkt auf der gegeniiberliegenden Seite, so zwar, daB deren 
Entfernung bei der Deformation konstant bleibt und daB die Verbin­
dungslinien solcher entsprechender Punkte die Erzeugenden eines Hyper­
boloides sind. Mit Benutzung dieser Eigenschaft, aus welcher die be­
kannte Erzeugung des deformierbaren Gelenkhyperboloides hervorgeht, 
gelangt R. BRICARD zu einem deformierbaren Mechanismus von 27 ge­
lenkig verbundenen Staben, welcher die Vereinigung von sechs ge­
lenkigen Hyperboloiden verwirklichtl. 

Bei den von K. KUTZBACH 2 untersuchten raumlichen Zweiggetrieben 
konnen die Verbindungen zwischen den Leitungen und Ausgleichs­
scheiben ausgefiihrt werden als Koppel mit zwei Kugelgelenken (von 
den sechs Bewegungsfreiheiten tritt eine doppelt auf und ist unschadlich) 
oder als Kugelzapfen in einem Stein zwischen zwei ebenen Fiihrungen 
oder als gewolbte Flanken mit Punktberiihrung. 

Die Anlenkung der Ausgleichscheiben an eine Leitung oder an eine 
zweite Ausgleichscheibe muB mit mindestens zwei Bewegungsfreiheiten 
(z. B. als Kreuzgelenk) erfolgen. 1st 50 die Zahl der nur gekoppelten 
Scheiben, 52 die Zahl der mit zwei Freiheiten angelenkten Scheiben, 
Kij die Zahl der Koppelverbindungen mit fiinf Bewegungsfreiheiten, so 
gilt nach K. KUTZBACH als Bedingung der raumlichen Leitungsver-

zweigung K5 = 650 + 252 + 1, 

die aus den GRUBLERschen Zwanglaufbedingungen abgeleitet wurde und 
von der Anzahl der Leitungen vollkommen unabhangig ist. 

Mit der Einfiihrung des Begriffes der mechanischen Leitungsver­
zweigung wird die theoretische Behandlung zahlreicher Getriebe auf 
gleicher Grundlage ermoglicht. 

27. Geschwindigkeitszustand. Schon bei den ebenen kinematischen 
Ketten fiihrt eine analytische Darstellung des Geschwindigkeits- und 
Beschleunigungszustandes selbst bei Beschrankung auf die einfachsten 
Ketten zu miihsamen, uniibersichtlichen Rechnungen; bei den raum­
lichen Ketten steigern sich diese Schwierigkeiten in solchem MaBe, daB 
hier wohl nur zeichnerische Losungsmethoden in Frage kommen, die 
auf der Anwendung der in (17) und (18) beschriebenen Darstellungs­
verfahren beruhen. 

Das Abbildungsverfahren von MAYOR-v. MISES gestattet nach 
H. WINTER3 das Entwerfen von Geschwindigkeitsplanen fiir raumliche 
Getriebe, wobei die zwischen den absoluten und relativen Geschwindig­
keiten der Punkte der bewegten Glieder bestehenden vektoriellen Be­
ziehungen in ahnlicher Weise, wie dies bereits in (20) und (24) angegeben 

1 Ein System dieser Art gab bereits T. LARMOR [Proc. Cambridge Philos. Soc. 
Bd. 5 (1884) S. 161] an. R. BRICARD berichtigt einen dort unterlaufenen Fehler 
in der Abzahlung der Gleichungen zwischen den Veranderlichen. 

2 Maschinenbau Bd.8 (1929) S.710-716. 
3 z. angew. Math. Mech. Bd.lO (1930) S.274-284. 
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worden ist, dargestellt werden. H. WINTER erUiutert das Verfahren an 
dem Beispiele der diumlichen Schiebepaarkette, einer sechsgliedrigen 
Kette mit je drei zueinander parallelen Drehachsen und an mehreren 
Getrieben, in denen auch Elementenpaare mit mehreren Freiheitsgraden 
vorkommen. Schon vorher konnte K. FEDERHOFER1 die besondere 
Eignung dieser Abbildungsmethode fUr die zeichnerische Darstellung des 
Geschwindigkeitszustandes des Taumelscheibentriebes zeigen, bei dem 
es sich urn eine zwanglaufige spharische Bewegung handelt. Bei dem 
Vergleiche mit den von K. STEIN 2 und K. SCHLAEFKE3 fiir dieses Getriebe 
angestellten analytischen Untersuchungen tritt die Oberlegenheit der 
zeichnerischen Methode klar hervor. 

In gleich einfacher Weise lassen sich fiir das spharische Kurbel­
getriebe und fiir das Doppelkurbelgetriebe (Universalgelenk, HOOKE­
scher Schliissel) die Geschwindigkeitsverhaltnisse durch Zeichnung von 
Geschwindigkeitsplanen darstellen'. Fiir den spharischen Kurbeltrieb 
mit dem Offnungswinkel :n/2 laBt sich das raumliche Getriebe nach 
F. O. MULLER5 durch ein ebenes Getriebe ersetzen, dessen kinematische 
Verhaltnisse nach bekannten Methoden darzustellen sind, doch erhalt 
man hierbei nicht unmittelbar die vollstandige Darstellung des Geschwin­
digkeitszustandes; die erforderliche Erganzung ist aber unschwer anzu­
fiigen. 

Einfacher erweist sich fiir die Untersuchung der spharischen Kurbel­
getriebe die Benutzung der Drehzahlvektorenplane von R. BEYER 
(vgl. 29). Fiir das zwanglaufige konische oder spharische Gelenkviereck 
- bei welchem die vier Glieder a, b, c, d aufeinanderfolgend durch Dreh­
gelenke verbunden sind, die sich in einem Punkte schneiden, so daB 
die Langen dieser Glieder auf einer urn diesen Punkt beschriebenen Kugel 
als Stiicke groBter Kreise zu messen sind - stehen die Drehvektoren 
der relativen Drehungen der Glieder gegeneinander in folgendem Zu­
sammenhange 

lVaa = lVab + IVbe + lVea • 

Wird z. B. das Glied d festgehalten, und erfahrt das damit gelenkig ver­
bundene Glied a den Antrieb mit der gegebenen Winkelgeschwindigkeit 
Waa, so sind die relativen Drehvektoren lVab, IVbe und der absolute Dreh­
vektor lVea des so entstandenen spharischen Getriebes durch Zerlegung 
von lVaa nach den bekannten Richtungen der Drehachsen leicht Zu ge­
winnen. Die Konstruktion wird besonders einfach fUr die spharische 

1 Z. angew. Math. Mech. Bd.9 (1929) S.312-318. 
2 Z. Ver. Deutsch. lng. Bd. 72 (1928) S.459-463. 
3 t)ber die Konstruktionsgrundlagen von Fliissigkeitsgetrieben mit Taumel 

scheibe unter besonderer Beriicksichtigung des Kraftwagenbaues, S. 18-27. Diss. 
Techn. Hochsch. Berlin. 

4 FEDERHOFER, K.: Graphische Kinematik und Kinetostatik, S.71-81. 
5 Z. Ver. Deutsch. lng. Bd.73 (1929) S.117-125. 
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Schubkurb.elkette1, bei der zwei seiner Glieder die Werte :n:j2 annehmen; 
hier kann durch geeignete Wahl der Projektionsebenen erreicht werden, 
daB im AufriB oder GrundriB eine der Projektionen der Drehvektoren 
verschwindet 2. 

Zu einer anschaulichen Darstellung des Geschwindigkeitszustandes 
von Raumgetrieben gelangt R. BEYER3 durch wiederholte Anwendung 
seiner Konstruktion flir den Momentvektor (18), wobei vorwiegend nur 
horizontale undo vertikale Hilfslinien benotigt werden. Eine graphische 
Darstellung des Verlaufes der Geschwindigkeiten flir die raumlich 
schwingende Kurbelschleife auf Grund der Abbildung von MAYOR­
v. MISES stammt von K. FEDERHoFER4 ; eine darstellend-geometrische 
Losung gibt nachher R. BEYER5. 

28. Beschleunigungszustand. Fur die Ermittlung der Beschleuni­
gungsverhaltnisse von raumlichen Getrieben gilt das in der Einleitung 
zu (27) Gesagte in verstarktem MaBe. Bei der Schwierigkeit der hier zu 
losenden Aufgaben werden freilich auch die graphischen Losungen schon 
ziemlich mUhsam. Fur einige allgemeine Raumgetriebe wurden solche 
Losungen angegeben von H. WINTER 6 und R. BEYER3• Erhebliche Ver­
einfachungen ergeben sich aber bei spharischen Getrieben. Sind die Ge­
schwindigkeiten eines Systempunktes oder die Drehvektoren der ein­
zelnen Glieder des spharischen Getriebes nach (27) flir einen Umlauf 
konstruiert worden, so konnen die zugehorigen Hodographen gezeichnet 
werden, aus denen sich nach (1) die Beschleunigungen des Systempunktes 
bzw. die Winkelbeschleunigungen der Drehungen der einzelnen Glieder 
flir aIle Lagen des Getriebes konstruieren lassen. 

SolI hingegen die Beschleunigung eines Systempunktes nur flir eine 
Stellung des Getriebes konstruiert werden ohne vorherige Zeichnung der 
Hodographen, so stutzt sich die zum Ziele ffthrende Konstruktion auf 
den Zusammenhang zwischen den Beschleunigungen zweier Punkte 
eines Gliedes, die sich auf bekannten Bahnen bewegen. Liegt z. B. ein 
geschrankter spharischer· Kurbeltrieb vor, bestehend aus dem fest­
gehaltenen Gliede d, den beiden spharischen Kurbeln a, c, in deren End­
punkten A und B die Koppel b angelenkt ist, so bewegen sich die Punkte 
A, B auf gegebenen Kreisen, und zwar der Punkt A mit gegebener Ge­
schwindigkeit bA und Beschleunigung OA, und es besteht der Zusammen-

hang OB = OA + OBA' 

1 Dber die aus der spharischen Viergelenkkette abgeleiteten spharischen Ge­
triebe vgl. W. JAHR U. P. KNECHTEL: Grundzfige der Getriebelehre Bd. 1 S.344 
bis 361. Leipzig: Dr. M. Janecke 1930. 

2 BEYER, R.: Technische Kinematik, S. 389-393; 415-417. 
3 Vortrag auf der Tagung ffir Getriebetechnik in Karlsruhe, 1931-
4 S.-B. Akad. Wiss. Wien Abt. IIa, Bd. 138 (1929) S.27-34. 
5 Jber. Vereinig. Techn. Schulen Zwickau 1929/31-
6 Beitr. zur Kinematik und Kinetostatik der Getriebe. Diss. Techn. Hochsch. 

Graz 1930. 
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Die Zerlegung der absoluten Beschleunigung OB und der relativen 
Beschleunigung bBA in den normalen und tangentiellen Anteil und die 
Zusammenfassung von OA mit den durch den Geschwindigkeitszustand 
festgelegten Normalbeschleunigungen zu einem Vektor t ergibt 

t = VA + bBA,l - VB,l = OB,2 - OBA,2; 

die hiernach verlangte Zerlegung von t ist unschwer zu bewirken, da 
die Richtung von VB,2 bestimmt ist und b BA ,2 senkrecht auf AB stehen 
muB. So1cherart ergibt sich analog wie beim ebenen Kurbelviereck ein 
Beschleunigungsplan, der die obengenannten Beschleunigungsteile ver­
einigt; von ihm ausgehend konnen sodann die Beschleunigungen weiterer 
Systempunkte konstruiert werden. Die Konstruktion des Vektors der 
Winkelbeschleunigung fiir die spharische Bewegung der Koppel b er­
folgt nach (21) mit der Vereinfachung, daB der Beschleunigungspol in 
den Kugelmittelpunkt falIt. K. FEDERHOFER1 hat auf Grund dieser von 
ihm herriihrenden Dberlegungen erstmals die Beschleunigungsplane fUr 
eine Reihe spharischer Mechanismen (mit Benutzung der Methode 17) 
konstruiert und auch den Beschleunigungszustand der raumlich schwin­
genden Kurb~lschleife2 erledigt, wobei die Gesetze der raumlichen Re­
lativbewegung (Beriicksichtigung der Zusatzbeschleunigung von Co­
RIOLIS) graphisch zur Darstellung gelangten; die zeichnerische Behand­
lung des Geschwindigkeitszustandes fiihrte dabei ungezwungen zur Ein­
fiihrung des "Bildhodographen" (1). 

R. BEYERs hat den letzterwahnten Mechanismus neuerlich behandelt, 
indem er die dort vorkommenden Vektorprodukte nach seinem Verfahren 
(18) konstruierte. 

F. O. MULLER4 untersucht die Beschleunigungsverhaltnisse beim 
spharischen Kurbeltrieb und bei verwandten Mechanismen mit Hilfe 
der EinfUhrung ebener Ersatzgetriebe (vgl. 27). 

29. Umlaufgetriebe. Die Untersuchung der kinematischen Verhalt­
nisse in Umlaufgetrieben und am Raderknie erhielt besondere Anschau­
lichkeit durch die von K. KUTZBACHIi eingefiihrten Drehzahlplane, die 
auch eine einfache Ableitung der Dbersetzungsverhaltnisse so1cher Ge­
triebe ermoglichen. Hierbei werden die absoluten und relativen Winkel-

1 Graphische Kinematik urid Kinetostatik, S. 72-80 - Z. angew. Math. Mech. 
Ed. 9 (1929) S. 316-318. - Vgl. auch R. BEYER: Technische Kinematik, S.415 
bis 418. 

a S.-B. Akad. Wiss. Wien Abt. Ha, Bd. 138 (1929) S. 27-34. Zur Kenn­
zeichnung der Umstandlichkeit der analytischen Losung ist diese auch imAnhange 
dieser Arbeit kurz skizziert. . 

3 Fu/3note 5, S. 71-
4 Z. Ver. Deutsch. lng. Bd.73 (1929) S. 117-125. - Bemerkung hierzu von 

R. BEYER: ebenda S. 1103. 
6 MaschinenbauBd.6(1927) S.1087. - Vgl.auchHiitte, Deslngenieurs Taschen­

buch, 25. Auf!. Bd.2, 1. Abschnitt: Maschinenteile. 
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geschwindigkeiten (bzw. die ihnen proportionalen Drehzahlen) der auf­
einander rollenden Rader durch Strecken nach dem folgenden Verfahren 
dargestellt . 

Sind die Geschwindigkeiten zweier Punkte AB bei der ebenen Be­
wegung des Systems e zueinander parallel (Fig. 23), so liegt der momen­
tane Drehpol 0 im Schnitte von AB mit der die Spitzen ab der Ge­
schwindigkeitsvektoren verbindenden Geraden, die nach W. HARTMANN 
die ",!?-Linie" heiBt (vgl. 18). Sie schlieBt mit AB den Winkel,!? ein; 
und es ist tg'!? ein MaB fiir die Winkelgeschwindigkeit. Urn mit Langen 
zu operieren, zieht man eine Normale n zu 
AB als Basis des Drehzahlplanes, fiir den der 
in beliebiger Entfernung a von n gewahlte 
Punkt 0 1 der Pol ist. Eine Parallele durch 
letzteren zur ,,'!?-Linie" schneidet n in e, und 
es stellt 5 e = a tg'!? bei Beriicksichtigung 
der MaBstabskonstanten die Winkelgeschwin­
digkeit Weo bzw. die Drehzahl neo des Systems e 
gegen die ruhende Ebene 0 dar. Wird die 
Konstruktion fUr aIle Rader eines Umlauf­
getriebes mit gleichem Pole und gleicher 
Basis ausgefiihrt, wobei auf die Beriihrungs­
bedingungen der gekammten Rader zu achten 
ist, so erhalt man den Drehzahlplan des Ge­
triebes. 

Die Darstellung der kinematischen Vei­
haltnisse an Kegelraderumlaufgetrieben ge­

Fig. 23. 

schieht nach R. BEYER 1 am einfachsten durch Zeichnung von Drehzahl­
vektorpliinen, die auf der wiederholten Anwendung des Satzes yom 
Parallelogramm der Drehvektoren W (und der ihnen proportionalen 
Drehzahlen) fUr sich schneidende Drehachsen nach der Gleichung 
Wik = Wi! + Wa beruhen; sie gestatten auch eine rasche rechnerische 
Aufstellung der Dbersetzungsverhaltnisse der Kegelrader und bieten 
ebenso wie die Drehzahlplane die Moglichkeit zur einfachen Losung 
hierher gehoriger getriebesynthetischer Fragen 2. 

30. Verzahnungstheorie. Die allgemeine Theorie der Verzahnung 
zweier Rader mit parallelen oder sich schneidenden Achsen (Stirnriider 
oder Kegelrader) beruht auf einigen allgemeinenSatzen der kinematischen 
Geometrie der Ebene und der Kugel; die verschiedenen Verzahnungs­
arten, deren Haupttypen die Zykloidenverzahnung, die Triebstockver­
zahnung und die Evolventenverzahnung sind, haben infolge ihrer be­
sonderen Bedeutung fUr die Praxis der Zahnradkonstruktionen schon 

1 Maschinenkonstrukteur Jg. 62 (1929) Nr. 2/3 - Maschinenbau Bd. 8 (1929) 
S.718. 

2 R. BEYER, Technische Kinematik, S. 384. 
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Hingst eingehende theoretische Bearbeitung gefunden 1. Als Unter­
suchungsmethoden kommen dabei in Betracht fur die erste Type die 
Methode der Hilfspolbahnen, fUr die zweite die Methode der Aqui­
distanten, fur die dritte die Methode der sekundaren Polbahnen. Nach­
dem bereits F. KLEIN in seinen Vorlesungen auf die enge Beziehung der 
Verzahnungstheorie mit der LIEschen Theorie der Beruhrungstransfor­
mationen hingewiesen hatte, wurde dieser Zusammenhang fur die 
ebenen Zahnrader im einzelnen analytisch und geometrisch entwickelt 
von F. SCHILLING 2. 

Die allgemeine Theorie der Verzahnung zweier Rader mit gekreuzten 
Achsen, die bis zum Beginne dieses Jahrhunderts kaum uber die Arbeiten 
TH.OLIVIERS 3 und H. RESALS 4 hinausgekommen war, wurde von 
M. DISTELI5 durch Heranziehung der Schraubentheorie im wichtigsten 
FaIle der Linienverzahnung - wobei die Arbeitsflanken der Radzahne 
windschiefe Regelflachen sind - in einer Weise erledigt, die der Zyklo­
idenverzahnung der Stirn- und Kegelrader in vollstandiger Analogie zur 
Seite gestellt werden kann. Bei den bekannten Verzahnungsarten in der 
Ebene und auf der Kugel kommt der Eingri//slinie grundlegende Be­
deutung zu, da aus gewissen ihr auferlegtenBedingungen, wie M. DISTELI6 

bemerkt hat, diese Verzahnungsarten hervorgehen; eine analoge fund a­
men tale Bedeutung besitzt die Eingri//s/liiche fur das Verzahnungs­
problem der Hyperboloidrader. 

Sind 01 und 02 die windschiefen Achsen zweier Rader, die sich mit 
-WI und w 2 drehen, WI und W2 die Oberflachen zweier mit ihnen ver­
bundener Zahne, .2'1 und .2'2 die Systeme, denen WI und W2 angehoren, 
endlich ~ das ruhende Bezugssystem, so ergeben sich die zu den beiden 
Drehungen gehorenden Grundhyperboloide HI und H2 aus der Betrach­
tung der relativen Bewegung beider Drehungen gegeneinander und es 
ist die Achse dieser relativen Schraubenbewegung die gemeinsame Be­
ruhrungskante X beider Hyperboloide, wahrend ihre Winkel- bzw. 
Schiebungsgeschwindigkeit die relative Roll- bzw. Gleitgeschwindigkeit 
darstellen, mit welchen die beiden Axoide aufeinander schroten; beide 
Hyperboloide besitzen den gleichen Verteilungsparameter. Die drei 

1 Vgl. A.SCHOENFLIES: Enzykl. d. Math.Wiss. Bd.4; Kinematik, S.261-267.­
Eine Einfuhrung in das Gebiet der ebenen Verzahnungstheorie mit Zusammen­
stellung ihrer allgemeinen Satze gibt F. SCHILLING: Z. Math. Phys. Bd. 51 (1904) 
S.1-29 sowie Bd.44 (1899) S.214-227. Hier findet man auch die Beschreibung 
instruktiver kinematischer Modelle zur eben en Verzahnungstheorie, die im Ver­
lage M. Schilling (Leipzig) als Serie XXIV (Nr. 1-7), XXXI (Nr. 1-11) erschienen 
sind. 

2 Z. Math. Phys. Bd. 54 (1907) S. 281-317, 337-364; auch Jber. Deutsch. 
Math.-Vereinig. Bd. 11 (1902) S.267-269. 

3 Theorie geometrique des engrenages. Paris 1842. 
4 C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 117 (1893) S. 391- 398. 
5 Z. Math. Phys. Bd. 51 (1904) S. 51-88; Bd. 59 (1911) S.244-298. 
6 Z; Math. Phys. Bd. 56 (1908) S.233-257. 
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Achsen °1 °2 X legen das sog. Grundzylindroid G fest. Die Eingriffs­
fHiehe der windschiefen ProfilfHichen, das ist der Ort ihrer Beruhrungs­
linien im System I, wird nach M. DISTEL! erhalten als BahnfHiche einer 
beliebigen Geraden eines raumlichen Hilfssystems a, dessen Bewegung 
im ruhenden System I durch Abschroten eines gewissen Axoids H 
auf dem Grundzylindroid erfolgt; in II und I2 beschreibt dann diese 
Gerade die zu ihr gehorigen Profilflachen ,pI' ,p2 einer Verzahnung fUr 
geradlinigen Eingriff. Bei der Bewegung von a beschreibt aber auch 
die festbleibende Achse X im beweglichen System eine Regelflache W, 
die auch als Rollflache bei der umgekehrten Bewegung von I in a durch 
die Achse X beschrieben wird; sie ist die Evolventenflache von H, deren 
Abschroten auf den Grundhyperboloiden die Raume II und I2 in 
Drehung versetzt. 

Es bilden demnach das Grundzylindroid G und das Axoid H die 
primaren Axoide der Eingriffsflache, das Grundhyperboloid und die 
Walzungsflache W die primaren Axoide der Profilflachen. 

Die Dbertragung des ganzen Bewegungsvorganges in der unendlich­
fernen Ebene auf die Kugel (spharische Abbildung der hyperboloidischen 
Verzahnung mit geradlinigem Eingriffe), wobei alle Richtungskegel 
parallel an einen Fixpunkt verschoben werden, fUhrt zur allgemeinsten 
Zykloidenverzahnung der RichtungskegeP der Grundhyperboloide, wes­
halb die Verzahnungen der Hyperboloide als raumliche Zykloidenver­
zahnungen zu bezeichnen sind. Sie lassen sich daher ebenso einteilen 
wie die Verzahnungen ihrer Richtungskegel. 

Reduziert sich das primare Axoid H auf eine Erzeugende des Grund­
zylindroids, dann wird der Richtungskegel der Eingriffsflache ein gerader 
Kreiskegel und es fallen Eingriffsflache E und Walzungsflache W mit 
der zugehorigen offenen scharfgangigen Schraubenflache zusammen, 
wir haben das raumliche Analogon zut gewohnlichen Zykloidenver­
zahnung der Kegelrader. 

Die allgemeine raumliche Evolventenverzahnung ergibt sich, wenn 
die Eingriffsflache und die Profilflache durch die sekundaren Axoide 
dargestellt werden, wobei der Richtungskegel des ruhenden sekundaren 
Axoids der Evolutenkegel des Richtungskegels der Profilflache ist; doch 
muB zur Erreichung volliger Allgemeinheit dieser Verzahnung noch eine 
willkurlich zu wahlende Schiebung des beweglichen Axoids langs der 
Erzeugenden der Profilflache hinzugenommen werden. Artet der Rich-

1 Durch Angabe des Richtungskegels der Eingriffsflache ist diese selbst voll­
standig bestimmt und mit ihr auch alle Regelflachen der Verzahnung. Die Kon­
struktion der Profilflache erfolgt am einfachsten durch Bestimmung ihrer Spur­
kurven in zwei zur Achse des Hyperboloids normalen Ebenen (z. B. in der Teil­
kreis- und Kehlkreisebene). Eine vollstandig durchgefiihrte Konstruktion der 
Profilflachen gibt M. DISTELI: Z. Math. Phys. Bd. 51 (1904) S.82-88. - Vgl. 
auch R. CRAIN: Schraubenrader mit geradlinigen Eingriffsflachen, Diss. Techn. 
Hochsch. Berlin 1907 - Werkstatt-Technik Bd. 1 (1907). 
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tungskegel der Eingriffsflache in ein ebenes Strahlenbiischel aus, so ent­
steht die gewohnliche raumliche Evolventenverzahnung; doch kann 
hier das Zusammenfallen der Eingriffsflache und des beweglichen Axoids 
mit der gleichen offenen flachgiingigen Schraubenflache (welche zu der 
auf X senkrecht stehenden Schraube des Grundzylindroids G gehort) 
nur durch gewisse, im allgemeinen zulassige Naherungen erzielt werden, 
wodurch dann das vollstandige Analogon zur Evolventenverzahnung in 
der Ebene und auf der Kugel erreicht wird. 

Die von M. DISTEU zur Erzeugung der Eingriffsflache benutzte Be­
wegung des Hilfssystems (J kann in enge Verbindung gebracht werden 
mit der Theorie der BERTRANDschen Kurven 1, da durch jedes Paar 
solcher Kurven eine bestimmte Bewegung dieser Art festgelegt ist, deren 
Rastaxoid das Grundzylindroid ist und deren Gangaxoid aUs den Strik­
tionsstrahlen der Hauptnormalenflache der BERTRANDschen Kurven 
besteht. Die eine Flache besteht aus den Striktionsstrahlen der anderen. 
Die graphische Darstellung des Falles, daB diese Kurven Schrauben­
linien sind, wurde von M. DISTEU 2 und R. CRAIN2 gegeben. Die Be­
stimmung der BERTRANDschen Kurven erfordert allgemein drei Quadra­
turen, es stoBt daher deren praktische Verwendung zur Ableitung von 
Profilflachen, die bei bekanntenBERTRANDschen Kurven ohne weitere 
Integration ermittelt werden konnen, auf gewisse Schwierigkeiten. 

Hingegen laBt der Fall abwickelbarer Protiltlachen verhiiltnismaBig 
einfache Konstruktionen zu; dieser Fall erfordert indes ~ine gesonderte 
Behandlung, da sich bei der Bewegung zweier Regelflachen gegenein­
ander die abwickelbaren ganzanders verhaltenwie die windschiefen3• 

E. STUBLER4 erledigt den Fall der abwickelbaren Profilflachen, der 
wegen der leichteren Herstellung solcher Flachen praktisch wichtig ist, 
vollkommen mit der Lehre yom Nullsystem dieser Verzahnung. Die 
Eingriffsflache wird von den Profilflachen beim Eingriff in den Punkten 
einer Kurve (q) beriihrt, welche eine Orthogonaltrajektorie aller Se­
kanten N von o~ und O2 ist. Kennt man (q), dann laBt sich eine Ein­
griffsflache fUr abwickelbare Flachen konstruieren; man legt durch 
jeden Punkt von (q) die Achsensekante N und die dazu senkrechte 
Ebene e underhalt dann in der Projektion von N* in der Richtung der 
Zentralachse des Nullsystems auf e eine Erzeugende der Eingriffsflache. 

1 Enzykl. d. Math. Wiss. Bd. 3 S. 230-237. - SALKOWSKI, E.: Math. Ann. 
Bd.69 (1910) S.560-579. 

2 Vgl. FuBnote 1, S. 75. 
3 Letztere konnen sich namlich nur beriihren, wenn die Zentralpunkte der 

beiden zusammenfallenden Erzeugenden sich decken, fiir die Beriihrung zweier 
abwickelbarer Flachen ist aber dieses Zusammenfallen der Zentralpunkte nicht 
Bedingung. 

4 Z. angew. Math. Mech. Bd.2 (1922) S.429-446. 
* N stellt die gemeinschaftliche Normale der Eingriffsflache . und der Profil­

flachen im Punkt q dar. 
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J eder Verzahnung mit abwickelbaren FHi.chen HiBt sich eine kon­
struktiv einfach zu behandelnde konische Verzahnung (die spharische 
Abbildung) zuordnen und es kann umgekehrt aus jeder konischen Ver­
zahnung eine solche mit abwickelbaren Profilflachen bei gekreuzten 
Radachsen hergeleitet werden. Aus dem Richtungskegel der Normalen 
N° der konischen Verzahnung ergibt sich graphisch die durch °1 02 

gehende Regelflache der Achsensekanten N. Die Ermittlung einer Or­
thogonaltra jektorie der Regelschar N, mit der die Eingriffsflache und 
damit auch die Profilflachen bestimmt sind, macht allerdings im all­
gemeinen die Integration der Differentialgleichung fiir (q) erforder­
lich I, doch laBt sich deren Ergebnis in einigen wichtigen Fallen mit 
Beachtung eines von E. STUBLER2 angegebenen geometrischen Satzes 
iiber die Orthogonaltrajektorien der Erzeugenden einer Regelflache vor­
hersehen. E. STUBLER3 behandelt auch das Problem der allgemeinen 
raumlichen Verzahnung mit krummlinigem Eingriffe und zeigt, daB die 
Herleitung aller einer gegebenen Eingriffsflache zugeharigen Profil­
flachenpaare auf eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung 
fiihrt, deren Lasung fast ganz durch geometrische Betrachtungen ersetzt 
werden kann; hier bei sind die sog. Gleitkurvenpaare von besonderer Be­
deutung, das sind diejenigen Kurvenpaare auf den Profilflachen, die bei 
der Zahnradbewegung aneinandergleiten und sich stets beriihren. Zu 
jeder Orthogonaltrajektorie (q) einer durch °1°2 gehenden Regelflache 
gibt es ein Gleitkurvenpaar G1 G2 , das aus der Kurve (q) durch eine 
graphische Integration abgeleitet werden kann; durch Zusammen­
setzung der beiden Gleitkurven entstehen dann die Profilflachen if>1 

und cfJ2 • 

1st die Profilflache cfJ1 beliebig vorgegeben, dann ergibt sich die zu­
geharige Eingriffsflache dadurch, daB zunachst fUr die aus der Drehung 
von cfJ1 urn °1 folgenden Lagen von if>1 die Beriihrungskurve mit cfJ2 er­
mittelt wird, welche die Charakteristik beziiglich der durch das Null­
system bestimmten Schraubung urn dessen Zentralachse ist; die Ein­
griffsflache setzt sich aus diesen Charakteristiken zusammen. Fiir 
spezielle Profilflachen ergeben sich einfache Konstruktionen, z. B. fUr 
die Schraubenflache und senkrecht gekreuzte Radachsen4• 

HinsichtIich der Kriimmungsverhaltnisse sei verwiesen auf die fiir 
die exakte Verzahnung auf der Kugeloberflache grundlegenden Arbeiten 

lIst 01 die Z-Achse eines orthogonalen Achsenkreuzes, bezuglich dessen die 
Achse 02 durch die Gleichungen x = a, Y = z tg IX bestimmt ist, dann lautet die 
Gleichung fur (q): 

(x - a) (x dx + y dy) + (xz - ay cotglX) dz = o. 

2 z. angew. Math. Mech. Bd. 2 (1922) S. 438 (Satz III). 
3 Z. angew. Math. Mech. Bd. 2 (1922) S. 440-446. 
4 Vgl. die von E. STUBLER angegebene Konstruktion der Eingriffsflache des 

Schneckengetriebes: Z.Math. Phys. Bd.60 (1912)S. 244-274. 
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von W. HARTMANNl tiber die Kugelzykloiden und Kugelevolventen, auf 
die Untersuchungen von E. SrUBLER2 tiber die Krtimmung der Profil­
flachen und auf die von G. KOENIGS3 stammende Konstruktion der 
Krtimmungselemente in einem Punkt einer Flache, die eine' gegebene; 
beliebig bewegte Flache einhtillt, endlich auf das von M. DISTEU' ge­
fundene raumliche Analogon der SAVARYSchen Gleichung und ihrer Kon­
struktion. Hier treten an die Stelle der Krtimmungskreise der Polbahnen 
gewisse Regelschraubenflachen der abschrotenden Axoide, die infolge 
ihrer geometrischen Beziehungen zu den letzteren als deren Striktions­
schraubenflachen zu bezeichnen sind. An die Stelle der Punktbahn tritt 
im Raume die von einer beliebigen Geraden beschriebene Regelflache;' 
das raumliche Analogon der SAVARYSchen Konstruktion ermoglicht die 
Konstruktion der augenblicklichen Striktionsschraubenfliiche dieser 
Regelflache, wenn die augenblicklichen Striktionsschraubenflachen der 
beiden Axoide bekannt sind 5. 

1m Zusammenhange mit dem SAVARYSchen Analogon leitet M. DI­
STELl auch die Satze von BOBILUER und ARONHOLD flir die allgemeinste 
raumliche Bewegung abo 

IX. Endliche Bewegungen des starren Korpers. 

Die Aufeinanderfolge zweier endlicher Drehungen eines starren Korpers 
urn zwei parallele Achsen 0 1 und O2 mit den Drehwinkeln ({J1 und ({J2 er­
gibt bekanntlich eine Drehung mit dem Drehwinkel ({J = ({J1 + rjJ; urn 
eine zu 0 1 parallele Achse 0, deren DurchstoBpunkt omit einer Nor­
malebene zu 0 gefunden wird, indem an die Gerade °1°2 in 0 1 der 
Winkel t ({J1' in 02 der Winkel -! ({J2 angetragen wird; ° liegt im Schnitte 
der freien Schenkel dieser beiden Winkel. Folgen n Drehungen urn die 
parallelen Achsen 0 10 2 , •• On mit den Drehwinkeln ({J1 ({J2 ••• ({J" • •• ({In auf-

n 
einander, so ist der resultierende Drehwinkel ({J = L({Jre, die resultierende 

1 
Drehachse 0 kann durch n - 1 malige Wiederholung des vorstehenden 
Verfahrens gefunden werden. Diese umstandliche Konstruktion laBt sich 
nach A. ZIWET6 wesentlich vereinfachen. Sei A ein Punkt des Korpers, -der aus einer durch den Vektor to = 0lAO gegebenen Ausgangslage durch --die n Drehungen in die Endlage An{tn = 0lAn) gelangt, so laBt sich 

1 Die Maschinengetriebe 1913 S. 391-439. 
2 Z. angew. Math. Mech. Bd.2 (1922) S.435-436. 
3 C. R. Acad. Sci.. Paris Bd. 152 (1911) S. 1463-1465; Bd. 153 (1911) S.998 

bis 999 - J. de Math. Bd. 8 (6) (1912) S.103-158. 
4 Z. Math. Phys. Bd. 62 (1914) S. 261 - 309. 
6 Der Fall; daB die beiden Axoide Rotationshyperboloide sind. ist besonders 

behandelt von M. DISTEL!: Z. Math. Phys. Bd. 59 (1911) S. 292-298. 
6 Bull. Amer. Math. Soc. Bd. 14 (1908) S. 208-21~. 
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zeigen, daB 

worin 

Endliche Bewegungen des starren Korpers. 

tn = ei'Pn { ... [ei 'P3 (ei 'P2 c1 + c2) + c3J + ... Cn -l} + Cn 

79 

ein von der besonderen Lage des Punktes A unabhangiger, nach Fig. 24 
leicht konstruierb'arer Vektor ist und 02~ = C1 , 0 30; = C2 ••• die ge­
richteten Seiten des durch 
die Drehpunkte 0 1 0 2 ", On 

gebildeten n-Eckes bedeuten, 
n 

so daB ~ Ck = O. 
1 

Demnach setzt sich die 
resultierende Verschiebung 
von A zusammen aus einer 
Drehung urn 0 1 mit dem 
Winkel f{J und aus der Trans- 07~~-7-'~~-+1 ~/i-______ ~~tlf 

lation tn von 0 1 , Der Orts- \// : I ~~/ 
vektor t = 016 fUr den Dreh- '-', :! ~// 

,.... II ... 
punkt 0 der gleichwertigen "---L ___ -----' 
einfachen Drehung urn 0 er- Fig. 24. 

gibt sich mit t n= to=1: aus der 
. n-cp 

. 1 ,--
ersten Gleichung zu (1 - e''P) t= tnodert: = -- e 2 in. Hiernach liegt 

2 sin'£ 
2 

der Punkt 0 in der Spitze eines gleichschenkligen Dreieckes, dessen Basis 
01 tn ist und dessen Winkel bei 0 gleich f{J oder 2 n - f{J ist, j e nachdem 
f{J S n. 1m erst en FaIle ist der Drehsinn 01 tn 0 positiv, im letzteren 
negativ. Fur f{J = n besteht die resultierende Bewegung in einer Um­
wendung urn den Mittelpunkt von 0ltn, f{J = 0 liefert die reine Trans­
lation tn; dieser Fall liegt vor, wenn die Drehwinkel f{J1 f{J2 ••• f{Jn bzw. 
gleich sind den AuBenwinkeln des Polygons der Drehpunkte 0 1 0 2 ••• On 

und wenn dieses Polygon konvex istl. 
Die Zusammensetzung endlicher Drehungen urn zwei sich schneidende 

Achsen wird durch eine sehr einfache Konstruktion von C. RUNGE 2 

ermoglicht, die auf der Ausnutzung der bekannten Eigenschaft der stereo­
graphischen Projektion beruht, wonach den Drehungen einer Kugel urn 
ihre Durchmesser Transformationen in der Projektionsebene entsprechen, 
die Kreise auf der Kugeloberflache in Kreise in der Abbildung uber­
fUhren 3 . Enthalten erstere das Projektionszentrum, so sind deren Bilder 

1 Die Translation verschwindet bekanntlich nach W. R. HAMILTON dann, wenn 
dieses Polygon ein Dreieck ist und die Drehwinkel gleich den doppelten AuBen­
winkeln sind. Lectures on Quaternions, Dublin 1853. §§ 217, 344. 

2 Z. Math. Phys. Bd. 48 (1903) S.435-442. 
3 -ober die analytische Darstellung dieser Transformationen vgl. L. R. FORD: 

An intoduction to the theory of automorphic functions. London 1915. 
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gerade Linien. Hiernach kann die Zusammensetzung zweier endlicher 
Drehungen ganz ahnlich wie jene zweier sich schneidender Krafte erfolgen, 
nur geht die Resultierende nicht durch den gemeinschaftlichen Angriffs­
punkt; daher ist auch die resultierende Drehung nicht mehr unabhangig 
von der Reihenfolge der beiden Teildrehungen. Dieses Verfahren er­
moglicht auch die Zerlegung einer gegebenen Drehung in drei endliche 
Drehungen urn vorgeschriebene Achsen. 

Eine Reihe interessanter Satze iiber dieendliche Bewegung eines 
starren Korpers verdankt man E. HENRIOTI. Sei E ein in ebener Be­
wegung befindliches ebenes System, a eine feste Achse in E, Va die 
fUr aIle Punkte der Achse a gleiche Gleitgeschwindigkeit, dann ist 

t 

T = f Va dt der ganze tangentiale Weg der Achse a wahrend der Zeit 
~ . 

to bis t*. 
1st ao eine Achse von E, fUr die der ganze tangentiale Weg T ver­

schwindet, dann ergibt sich fUr eine im Abstande r gelegte parallele 
Achse a 

T = Y'ljJ, 

wobei "P den ganzen Drehwinkel des Systems £ wahrend der Zeit to 
bis t angibt; die Beziehung ist unabhangig von der Richtung von ao' 
1st "P von Null verschieden, dann schneiden sich aIle 001 Achsen ao in 
einem Punkte P, dem Mittelpunkt der endlichen Bewegung des ebenen 
Systems E fUr den betrachteten Zeitraum (to, t). Wird dieser Zeitraum 
(to, t) in n endliche Intervalle (totl ) , (tl t2), •.• , (tn-It) zerlegt, denen 
die endlichen Drehwinkel "PI "Pz ... "Pn und die Mittelpunkte PI P z ... Pn 
entsprechen, so ergibt sich der Mittelpunkt P der resultierenden end­
lichen Bewegung als Schwerpunkt der mit den Massen "PI' "Pz, ... , "Pn 
belasteten Punkte PI' P2 , ••• , Pn**. Mit n --+ 00 werden die Zeitinter­
valle unendlich klein, die BewegungsmittelpunktePl , Pz, ••• , Pn werden 
die aufeinanderfolgenden, auf dem Bogen 0 0 a der Gangpolbahn 1 in 
E liegenden augenblicklichen Drehpole. Sind R und R' die Kriimmungs­
halbmesser der Gang- und Rastpolbahn fUr irgendeinen Beriihrungs­
punkt der beiden Polbahnen, dann ist der Mittelpunkt der endlichen 
Bewegung von E wahrend des Intervalles (to, t) der Schwerpunkt des 
Bogens 0 00 der Gangpolbahn l, wenn jeder Punkt dieser Linie eine 

Masse tragt, die fUr die Einheit der BogenHinge gleich ist ~, - -k. 
1 Mathesis Ed. 37 (1923) S. 367-373; Bd. 38 (1924) S. 13-17, 246-250. 
* Dieser Weg kiinnte gemessen werden durch das Radchen eines AMSLERschen 

Planimeters. dessen Achse in irgendeinem Punkte von a auf dieser Geraden senk­
recht steht. 

** Dieser fiir endliche Drehungen giiltige Satz ist das bemerkenswerte Analogon 
!'-ur bekannten Zusammensetzung von n gleichzeitigen Elementardrehungen urn 
parallele Achsen mit den Winkelgeschwindigkeiten COl' co2 ' •••• CO". 
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Fiir die endliehe raumliche Bewegung des freien Systems IlaBt sich 
der ganze tangentiale Weg T fiir irgendeine mit I starr verbundene 
Aehse a als Summe der algebraisehen Werte eJer in bezug auf a gebildeten 
Momente zweier Vektoren ~ und ~' darstellen. Wirddie augenbliek­
liehe Bewegung von I dureh zwei gleiehzeitige Drehungen (ttl, ttl') urn 
zwei konjugierte Aehsen des dureh die Bahnnormalen der Punkte von 
I bestimmten linearen Komplexes r definiert, so sind ~ und ~' mit 
der Bewegung im 1ntervalle (to, t) dureh die Beziehungen verkniipftl 

t t 

f IDla (ttl dt) = IDla (~) , f IDla (ttl'dt) = IDla (~') , 
t. t. 

so daB 
T = IDla(~) + IDla(~'). 

Jene Aehsen a, fUr welche T den gleichen Wert behalt, bilden einen 
Komplex erster oder zweiter Ordnung, je naehdem T gleich Null oder 
von Null versehieden ist 2• Die Zusammenhange dieser Komplexe mit 
der endliehen Bewegung des Systems I im 1ntervalle (tot) sind ein­
gehend untersueht von E. HENRIOT3, der aueh naehwies, daB der 1n­
halt des von einer in I festen Flaehe bei der· endlichen Bewegung er­
zeugten Korpers ebenso groB ist, als wenn I eine Sehraubenbewegung 
ausfiihren wiirde, die aber im allgemeinen nieht mit jener iibereinstimmt, 
Welche das System aus der Anfangslage in die Endlage fiihrte. 

B. Graphische 'Kinetostatik. 
I. Einleitung. 

31. Die beiden Grundatifgaben. Bewegung des Punktes mit ver­
anderlieher Masse. Die Kinetostatik befaBt sich mit der Aufgabe, fUr 
den einzelnen starren Korper oderfUr ein- System von gelenkig verbun­
denen starren Korpern (Korperkette), dessen Bewegliehkeit durch Fiih­
rungen gewissen Besehrankungen unterworfen ist, die Auflager- (Fiih~ 
rungskriifte) und Gelenkdriieke sowie die inneren Spannungen fUr be­
liebige Quersehnitte der bewegten Glieder zu ermitteln. Die analytisehe 

1 9Jl. ist das Sy~bol fiir ein Achsenmoment um die Achse a. 
2 Der Komplex zweiter Ordnung ist· einer der von J. NEUBERG untersuchtElll 

Komplexe; Annaes scient. Acad., Polyt. Porto Bd . .1 (t905) S.137-150. Ein 
ahnlicher Komplex ist bereits verbunden mit der augenblicklici:ten Bewegung des 
Systems I; er wird gebildet von den Achsen, fiir welche die senkrechten Pro­
jektionen del" Geschwindigkeiten .ihrer Punkte gleiche, ';'on Null verschiedene Lange 
haben. 

3 Vgl. Fu13note 1 auf S. 80, 

Ergebnisse der Mathematik. 1. Federhofer. 6 
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Losung wurde in umfassender Weise gegeben von K. HEUN1, fUr die 
graphischen Losungen, die auf die Anlage dynamischer KraftpHine aus­
gehen, wurden maBgebendvor aHem die Arbeiten F. WITTENBAUERS2, 
die ausschlieBlich ebene Probleme betreffen; die Erweitttrung fUr raum­
liche Probleme stammt von K. FEDERHOFER 3 . 

Handelt es sich urn den augenblicklichen Bewegungszustand, also 
nicht urn den Ablauf der Bewegung wahrend einer endlichen Zeit, dann 
kann der Geschwindigkeitszustand als etwas Gegebenes angesehen wer­
den. Dann ist zur Losung der oben umschriebenen Aufgabe zunachst aus 
dem gegebenen Geschwindigkeitszustande der durch die bekannten ein­
gepragten Krafte bei bekannter Massenverteilung hervorgerufene Be­
schleunigungszustand der Korperkette oder des einzelnen gefUhrten 
Korpers zu ermitteln und es sind sodann dessen Beziehungen mit den 
Fiihrungskraften darzusteHen (1. WITTENBAuERsche Grundaufgabe). 
Mit ihrer Kenntnis sind auch die inneren Spannungen bestimmt. 

1st auBer dem Geschwindigkeitszustande, der Massenverteilung und 
den eingepragten Kraften auch ein bestimmter Beschleunigungszustand 
vorgegeben, der nicht durch die gegebenen eingepragten Krafte allein 
erzeugt wird, so kann man nach jener Kraft fragen, die, an beliebig ge­
wahltem Angriffspunkt und in beliebiger Wirkungslinie wirkend, im Ver­
ein mit den iibrigen Kraften bei Einhaltung dergegebenen Fiihrungs­
bedingungen zum vorgegebenen Beschleunigungszustand fUhrt (2. WIT­
TENBAuERsche Grundaufgabe). 

Die Ermittlung der Fiihrungskrafte und der Spannungen fiir den 
ganzen endlichen Ablauf der Bewegung erfordert aber die vorherige 
Losung des kinetischen Problems: aus den eingepragten Kraften und 
bei gegebener Massenverteilung und bekanntem Anfangszustande den 
vollstiindigen Bewegungsverlauf zu bestimmen. Fiir die DurchfUhrung 
dieser in ihrer Besprechung auBerhalb des Rahmens dieses Berichtes 
faHenden dynamischen Aufgabe hat F. WITTENBAUER' einfache graphi­
sche Methoden bei Beschriinkung auf die Dynamik des ebenen zwang­
laufigen Getriebes gegeben. Diese Verfahren beruhen auf der Zuriick­
fiihrung des dynamischen Problems auf die graphische Dynamik eines 
einzelnen Punktes mit veranderlicher Masse; hier bei handelt es sich 
nicht urn eine wirkliche .Anderung der Masse, sondern um eine bloB ge­
dachte, namlich urn den infolge Lagenanderung der bewegten Massen 

1 Z. Math. Phys. Bd. 56 (1908) S.38 - Arch. Math. Phys. Bd. 2 (2) (1902) 
S. 57-77,298-326 - Lehrbuch der Mechanik, 1. Teil (Sammlung Schubert 
Bd.37). Leipzig 1906 - Enzykl. math. Wiss. Bd. 4 (11) Nr. 8. - GEIGER-SCHEEL; 
Handb. d. Physik, TH. P6SCHL, Bd. 5 (1927) S. 498 ff. - GUGINO, E.: C. R. Acad. 
Sci., Paris Bd. 191 (1930) S.1118-1121, 

2 Graphische Dynamik. Berlin: Julius Springer 1923. 
3 Graphische Kinematik und Kinetostatik des starren rll.umlichen Systems. 

Wien; Julius Springer 1928. 
, a. a. O. S. 708-742. 
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bewirkten veranderlichen EinfluB der Massen des Getriebes auf die Be­
wegung. Da fiir die gedachte Anderung der Masse das Arbeitsprinzip 
seine Giiltigkeit behalF, so kann hiernach die Geschwindigkeit des "Re­
duktionspunktes" mit veranderlicher Masse ermittelt werden. Der ein­
zelne Punkt mit veranderlicher Masse (Reduktionspunkt) hat das ge­
samte bewegte Massensystem dynamisch zu ersetzen, es bestimmt sich 
demnach das einfache Ersatzsystem aus der Forderung, daB es in jeder 
Lage des Getriebes die gleiche kinetische Energie und die gleiche vir­
tuelle Arbeit besitzt wie das urspriingliche System; die hiernach erfor­
derliche Redukticin der Massen eines Getriebes nach einem ausgezeich­
net en Punkte erfolgt am zweckmaBigsten mit Benutzung der dynami­
schen Ersatzpunkte, deren Theorie fiir die Zwecke der graphischen Dy­
namik eben bewegter Systeme ausfiihrlich von F. WITTENBAUER 2 ent­
wickelt worden ist. Die Reduktion der an den einzelnen Gliedern des 
Getriebes wirkenden eingepragten Krafte nach dem ausgezeichneten 
Punkte (reduzierte Kraft) kann sehr einfach mit Verwendung des Ge­
schwindigkeitsplanes des Getriebes oder der gedrehten Geschwindig­
keiten geschehen; hierbei werden Krafte, die nicht in den Gelenken an­
greifen, statisch auf die. nachsten Gelenkstellen aufgeteilt. 

1st die Bewegung der raumlichen oder ebenen Korperkette entweder 
auf graphischem oder analytischem Wege bestimmt worden, dann kann 
die eigentlich kinetostatische Aufgabe in Angriff genommen werden, wo­
bei man sich des n'ALEMBERTschen Prinzipes bedient, das die Zuriick­
fiihrung des dynamischen Problems auf ein statisches gestattet3 • Nach 
diesem bildef das System der Tragheitskrafte des bewegten Systems mit 
den eingepragten Kraften und Fiihrungsreaktionen ein Gleichgewichts­
system. 1st das System der Beschleunigungsdriicke (bzw. der mit diesen 
bis auf das Vorzeichell gleichen Tragheitskrafte) graphisch festgelegt, 
so konnen die bekannten Methoden der graphischen Statik zur Losung 
der kinetostatischen Prob.leme herangezogen werden. 

1 WITTENBAUER: Z. Math. Phys. Bd. 52 (1905) S. 150 - Graphische Dynamik, 
S. 659ff. - FEDERHOFER: Mitt. deutsch. Ing.-Ver. Brunn Bd.11 (1922) S.83, 115. -
Die Untersuchung der Bewegung von Massenpunkten mit wil'klich veranderlicher 
Masse spielt in der Astronomie (Anderung der Masse eines Himmelskorpers in­
folge Auffliegens von Meteoren) und in der Theorie der Gasmolekule eine gewisse 
Rolle. Vgl. die Arbeiten von 1. MESTSCHERSKY u. STROMGREN [Astron. Nachr. 
Bd.159 (1902); Bd.163 (1903)J, T. LEVI-CIVITA, E. ALMANSI, M. MANARINI, 
G. VRANCEANU, E. FERMI, D. GRAFFI [Lincei Rendiconti, Rom Bd. 8 (6) (1928); 
Bd. 9 (1929); Bd. 11 (1930); Bd.12 (1931)]. - LOVETT, E. 0.: Lincei Rend. Bd.31 
(5) [1J (1922). - MADERNI, C.: ebenda Bd. 30 (5) [1J (1921). 

2 Graphische Dynamik. S. 139- t 64. 
3 Zum Verstandnis des D'ALEMBERTschen Prinzipes. HAMEL, G.: Z. techno 

Physik Bd. 3 (1922) S.18t-182. 

6* 
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II. Das System der Beschleunigungsdriicke. 

a) Das starre ebene System (die Scheibe). 

[170 

Fur die Scheibe von der Masse m, dem Tragheitshalbmesser i8 fUr 
den Schwerpunkt S, der Schwerpunktsbeschleunigung Os und der Winkel­
beschleunigung e besteht das System der Beschleunigungsdrucke aus 
der im Schwerpunkte angreifenden Kraft 58 = mos und aus einem Kraft­
paare vom Betrage emi~, dessen Drehsinn mit jenem von e uberein­
stimmt. 

32. Methode der Ersatzpunkte. Wird die Masse m der Scheibe durch 
n statisch gleichwertige Ersatzpunkte 'Inn ersetzt, so kann nach F. WIT­
TENBAUERI der gesamte Beschleunigungsdruck der Scheibe ersetzt 
werden durch die Beschleunigungsdrucke der statischen Ersatzpunkte 
A, B, C, ... , wenn in jedem derselben auBer seiner Beschleunigung 
OA, OB, 00,' ... auch noch die Beschleunigungen CA, CB, Co, ... senkrecht 
zu den Abstanden SA = PI' SB = P2' ... angebracht werden, und zwar 
urn S gegen den Sinn von e drehend; hierin ist C A = kePI und analog 
CB, Co, ... , wobei mi' 

k = 1 - I(m"P!) 

Fur die Ermittlung des Systems der Beschleunigungsdrucke von ebmen 
kinematischen Ketten sind von besonderer Wichtigkeit die Sonderfalle 
n = 2 und n = 3, da sie es ermoglichen, die Beschleunigungsdrucke der 
Kette durch Krafte darzustellen, die nur in den Gelenken der Kette 
wirken. 

Fur n = 2 muB die Verbindungslinie der beiden Ersatzpunkte AB den 
Schwerpunkt S enthalte"n, und es bilden die dann gleichen Drucke 
mAcA = mBCB ein Kraftpaar vom Betrage Kl = me(PIP2 - i~) mit dem 
Gegensinne von e (l = AB). Fur n = 3 kann der Beschleunigungsdruck 
der Scheibe erset~t werden durch die drei Krafte mAoA, mBoB, mooo Cwo 
mA mB mo die nach dem Schwerpunktsgesetze auf die PunkteA B C ver­
teilten Massen sind) und durch die drei Kraftpaare 

KIa = mAe(p~ - i~) 
K 2 b = mBe(p~ - i~) 
K3C = moe(p~ - i~) , 

wo-a=BC, b=AC, c=AB. 
Die Krafte Kl.K2K3 greifen in den Punkten ABC paarweise derart 

an, daB alle drei Kraftpaare im Gegensinne von e drehm. Bei negativ 
ausfallenden stati~chen Ersatzmassen andert der zugehorige Beschleu­
nigungsdruck den Richtungssinn. 

Obgleich die Beschleunigungsdrucke cler bei der Massenreduktion 
verwendeten dynamischen Ersatzpunkte in ihrer Gesamtheit bereits das 

1 a. a. O. S. 180. 
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System der Beschleunigungsdriicke liefem, ohne daB noch zusatzliche 
Kraftpaare hinzuzufiigen sind, so erweist sich bei der Losung kineto­
statischer Aufgaben von ebenen kinematischen Ketten die Verwendung 
der statischen Ersatzpunkte weitaus vorteilhafter, da bei diesen die 
Schwerpunkte der einzelnen Glieder nicht zu den Ersatzpunkten gezahlt 
werden miissen. 

33. Direkte Methoden. a) G. MARXl und F. PROEGER 2 ersetzen das 
Kraftpaar £ mi~ durch zwei gleich groBe, gegensinnige parallele Kriifte, 
deren Angriffspunkte zweckmaBig in zwei Gelenkpunkten AB des 
Systems und deren Richtungen senkrecht zu K 

AB = 1 angenommen werden, wobei 

mi~ 
KA = -KB = ~ bBA,s; 

bBA,s ist die relative Tangentialbeschleunigung 
der beiden Gelenke, die aus einem Beschleu­
nigungsplane entnommen werden kann. 

b) Das Hinzutreten des Kraftpaares m£i~ zu 
der im Schwerpunkte angreifenden Kraft m Os 
bewirkt deren Paralleiverschiebung, so daB sich 
der resultierende Beschieunigungsdruck der 
Scheibe als eine aus dem Schwerpunkte ver­
schobeneEinzelkraft darstellen laBt. W. SCHELL3 Fig. 25. 

und nach ihm O. MOHR' und H. ALT5 haben gezeigt, daB die Lage dieser 
Kraft einfach zu konstruieren ist, wenn der Beschieunigungspol P der 
ebenen Bewegung der Scheibe bekannt ist; der resultierende BeschIeu­
nigungsdruck geht durch den Antipol Evon P beziiglich des urn den 
Schwerpunkt S geschiagenen Kreises vom HaIbmesser i •. 

c) K. FEDERHOFER6 konstruiert die Lage des resultierenden 'Be­
schleunigungsdruckes auf linearem Wege ohne vorherige Konstruktion 
des Beschleunigungspoles P, wenn der Beschieunigungszustand durch die 
Beschieunigung des Schwerpunktes S und eines beliebigen Systempunktes 
A gegeben ist. Man zeichnet (Fig. 25) mit den beiden Beschieunigungen 

OA = ~ und Os = ~ einen BeschleunigungspIan, dessen Nullpunkt :n 
ist, zieht durch ~ die Parallele und durch 0 die Normale zu AS, die sich 
in (0) schneiden. Der Schnitt der Normalen durch A zu :n (0) und durch 
S zu :no liefert den Punkt H; der resultierende Beschieunigungsdruck 
ist dann die Antipolare von H beziiglich des urn S geschiagenen Kreises 
vom HaIbmesser is. Kennt man anstatt der Beschleunigung Os die 

1 Hiitte, Des lngenieurs Taschenbuch, 25. Aufi., Bd. 1, S.288-309. 
2 Mitt. Forsch.-Arb., herausgeg. yom VDl 1926 H. 285. 
3 Theorie der Bewegung und der Krafte Bd.2 S. 392. Leipzig 1880. 
, Z. Math. Phys. Bd. 51 (1904) S.32. . 
5 Z. angew. Math. Mech. Bd.6 (1926) S. 58. 
G Z. Ver. Deutsch. lng. Bd.74 (1930) S.234. 
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eines beliebigen anderen Systempunktes B nebst jener von A, dann ist 
zunachst nach dem Ahnlichkeitssatz von R. MEHMKE aus der Ahnlich­
keit der Dreiecke ABS und a<,f3a der Beschleunigungspunkt a zu be­
stimmen, worauf die angegebene Konstruktion durchfUhrbar ist. 

d) Von O. TOLLE 1 stammt eine bemerkenswert einfache Konstruk­
tion fUr den resultierenden Beschleunigungsdruck einer eben bewegten 
Scheibe, die ebenso wie die vorher gezeigte von der Benutzung des Be­
schleunigungspoles P (der hiiufig auBerhalb des ZeichenblaUes fallt) frei 
ist und den besonderen Vorteil besitzt, einen fiir alle Lagen des bewegten 
Systems gleichbleibenden Hilfspunkt zu verwenden. Sind wieder b..{ 
und bs gegeben, so bestimmt man zunachst den Antipol T..{ von A be­
ziiglich des Kreises urn S mit dem Halbmesser is, setzt die beiden Be­
schleunigungsvektoren im Schwerpunkte S an und zieht durch T..{ die 
Parallele zur Verbindung der Vektorspitzen von b..{ und bs bis zum 
SchniUe D mit b..{; dann ist D ein Punkt der Wirkungslinie des resul­
tierenden Beschleunigungsdruckes, der parallel zu bs lauft. 

34. Analyse des Systems der Beschleunigungsdrucke der zwangHiufig 
bewegten Scheibe. Fiir das zwanglaufig gefUhrte ebene System ist durch 
die Art der Fiihrung die Lage des augenblicklichen Drehpoles 0 sowie 
jene des Wendepoles I nach bekannten Konstruktionen (3) vollstandig 
bestimmt. Der iiber 0 I als Durchmesser beschriebene Wendekreis ent­
halt alle fiir das vorliegende zwanglaufige System moglichen 001 Lagen 
des Beschleunigungspoles P. 1st m die Masse der Scheibe, S ihr Schwer­
punkt und is ihr Tragheitshalbmesser fiir den Schwerpunkt, so sind 
durch die hiermit bekannten dynamischen Eigenschaften der Scheibe, 
durch die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit w und durch den 
WeJ?dekreis die 001 resultierenden Beschleunigungsdriicke der Scheibe 
bestimmt und man kann nach den Eigenschaften dieses Kraftsystems 
der Beschleunigungsdriicke fragen. Die Beantwortung dieser Frage ist 
in einem Satze .enthalten, den TH. P6SCHL2 gelegentlich der Unter­
suchung der Kraftsysteme, die bei der Bewegung des ebenen Systems 
gewisse Pole erzeugen, gefunden hat; er lautet: 

Die Gesamtheit aller 001 Krafte der Ebene, welche bei gegebenem 0 
und w einen Punkt I als Wende pol erzeugen, erfiillt ein geradlinig 
begrenztes Kraftbiischel, dessen MiUelpunkt T auf IS in einer Ent­
fernung ST liegt, die durch ST· SE = i~, OE 1.. IS bestimmt ist und 
dessen Begrenzungslinie fiir das nach S reduzierte Biischel durch I 
geht und auf OS senkrecht steht. TH. P6SCHL beweist diesen Satz mit 
Benutzung der Eigenschaften des Beschleunigungspolkreises zweiter Art 
und der Wendepolgeraden; einen einfachen Beweis, der sich nur auf die 

1 Ing.-Arch. Bd.1 (1930) S.377-384. 
2 S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. IIa. Bd. 118 (1909) S. 530 - Z. Math. Phys. 

Bd.60 (1912) S. 161, 167. 
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bekannten Eigenschaften des Beschleunigungszustandes emes ebenen 
Systems stiitzt, hat K. FEDERHOFER1 gegeben. 

Nach dem angefiihrten Satze ist auch das System der Tragheits­
krafte einer Scheibe bei gegebenem ] identisch mit einem geradlinig 
begrenzten Kraftbiischel, dessen Begrenzungslinie parallel zu Os ist und 
dessen Mittelpunkt mit T (dem Tragheitspol der Scheibe) zusammen­
fallt, ein Ergebnis, das H. WINTER 2 mit Verwertung des Satzes von 
E. STUBLER iiber die Ahnlichkeit der Beschleunigungspunktreihen (22) 
bewiesen und zur Darstellung eines neuen Verfahrens der kinetostatischen 
Untersuchung ebener Getriebe (43) benutzt hat. Durch den WINTER­
schen Tragheitspol und die durch den Wendepol ] zu OS gezogene Nor­
male N ist das System der bei der zwanglaufig bewegten Scheibe mog­
lichen 001 resultierenden Beschleunigungsdriicke vollkommen festgelegt. 

Nach der Beweisfiihrung H. WINTERS laBt sich das System der re­
sultierenden Tragheitskrafte auch in der folgenden, fiir die kineto­
statischen Anwendungen auf Getriebe wichtigen Art darstellen: Es be­
steht aus einer Tragheitskraft 5t,. = - mb~, die einem mit den ge­
gebenen Fiihrungen des Systems vertraglichen, sonst beliebig gewahlten 
Beschleunigungszustande entspricht (die am bequemsten nach 33 coder d 
zu konstruieren ist) und aus den 001 Tragheitskraften '1:; = - m,1. Os, 
die lediglich abhangig sind von dem Geschwindigkeitszustande und dem 
fiir alle Systempunkte gleichen Ahnlichkeitsparameter ,1. (wo ,1. alle 
Werte zwischen -00 und +00 annehmen kann). 

Diese mit ,1. linear veranderlichen Zusatzkrafte '1:; gehen als Resul­
tierende der elementaren BewegungsgroBen des ebenen Systems stets 
durch den Schwingungsmittelpunkt der im Momentanzentrum drehbar 
gedachten Scheibe3 , dessen Lage durch die Art des Zwanglaufes be­
stimmt ist3 • Demnach schneiden sich alle mit festem Os nach der 
Gleichung '1:* = '1:r + '1:; = -m(o~ + ADs) 
gebildeten resultierenden Tragheitskrafte in einem Punkte, dem Trag­
heitspol T, und sie bilden .ein geradlinig begrenztes Kraftbiischel mit 
einer zu Os parallelen Begrenzungslinie. Bei der kinetostatischen Unter­
suchung eines einzelnen ebenen oder raumlichen Systems empfiehlt sich 
nach TH. POSCHL4 und K. FEDERHOFER4 die Einfiihrung der reduzierten 
Tragheitskrafte t = '1:!m. 

1 Mh. Math. Phys. Bd. 38 (1931) S. 123 -128. Die hier benutzte Beweisfiihrung 
liefert auch unmittelbar die Bestatigung fur. ein von J. SUD RIA gefundenes Er­
gebnis, nach welchem alle Systempunkte, deren augenblickliche Beschleunigungeu 
zum Schwerpunkte 5 gerichtet sind, auf einem Kreise liegen, der die Inversion 
des dem Beschleunigungssystem zugehorigen resultierenden Beschleunigungs­
druckes ~ in bezug auf den Schwerpunkt mit dem Modul i~ ist. [Nouv. Ann. 
Math. Bd.2 (5) (1923) S.25-27.J 

2 S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. IIa, Bd.139 (1930) S.151-164. 
3 Siehe W. SCHELL: Theorie der Bewegung und der Krafte, Bd.2 S.358, 

Leipzig 1880, und K. FEDERHOFER: Ing.-Arch. Bd.1 (1930) S.600. 
4 Vgl. FuBnote 1 auf S. 6 und Graphische Kinematik, S. 62. 
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35. Analyse des Systems der Beschleunigungsdriicke der eben be­
wegten Scheibe mit zwei Freiheitsgraden. BuBt eine in der Ebene voll­
kommen freie Scheibe (mit drei Freiheitsgraden) einen Freiheitsgrad ein, 
etwa dadurch, daB ein Punkt A der Scheibe in einer Kurve gefiihrt wird, 
dann heiBt dieses System ein fHichenlaufiges, wei! sich nun jeder Punkt 
des Systems nur innerhalb einer bestimmten begrenzten Flache bewegen 
kann. Der Geschwindigkeitszustand dieses Systems ist durch die Ge­
schwindigkeit des gefUhrten Punktes A und durch die Richtung der Ge­
schwindigkeit eines zweiten Systempunktes B gegeben. Durch die 
Gleichung b~ = b~ + AAbA sind die oct Besc:qleunigungszustande des 
Punktes A, dessen Bahn den Krummungshalbmesser AQ = e besitze, 

v· 
t1~-AiOA dargestellt, wobei b~ = : 

Fig. 26. 

VerhaItnis !..- fUr das bewegte 
co 

die N ormalbeschleunigung 

von A und AA = ~ das Ver-
COA 

Mltnis der Winkelbeschleu­
nigung EAzur Winkelge­
schwindigkeit WA der Dreh­
ung des Strahles QA be-
deutet. Die Mannigfaltigkeit 

tt"-All,l'A der 00 2 Beschleunigungszu­
stande des flachenlaufigen 
ebenen Systems wird durch 
die beiden Parameter A A und A 
gekennzeichnet, wo A das 

System angibt. 

Das diesen 00 2 Beschleunigungszustandenzugeordnete System der 
00 2 resultierenden Beschleunigungsdrucke ist nach K. FEDERHOFER1 dar­
gestellt durch 

~ = m[o~ + AAbA + AbsA]; 
es ist hiernach c"harakterisiert durch eine im Schwerpunkte S angreifende 
Kraft ~o = mb~ von bekannter GroBe, Lage und Richtung sowie durch 
zwei Krafte, angreifend im Punkte M, der als Antipol von QA bezug­
lich des urn S geschlagenen Kreises vom Halbmesser is erhalten wird. 
Dieser Punkt Mist durch die Richtung der Geschwindigkeit des ge­
fiihrten Punktes A und durch die dynamischen Eigensc:haften des be­
wegten Systems vollstandig bestimmt und ist demnach ein fUr aIle 00 2 

Beschleunigungszustande charakteristischer Punkt (Tragheitspol des 
flachenlaufigen Systems). Demnach bleiben auch die zu QA und AS 
normalen Wirkungslinien dieser beiden Krafte fUr aIle Beschleunigungs­
zustande die gleichen, die GroBe der Krafte ist linear veranderlich mit 
.den Parainetern AA und A. 

1 S.-B. Akad .. Wiss. Wien, Abt. IIa, Ed. 139 (1930) 5.19-40. 
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Die Kraft 58~ entspricht dem Falle "reiner Normalbeschleunigung", 
fiir sie gilt 

58~ = m[l1:I.,t X 11:1.{ X D1 + 11:1 X 11:1 X AS]. 
Fig. 26 zeigt die graphische Darstellung des Systems der reduzierten 

Tragheitskdifte einesflachenlaufigen ebenen Systems. 
36. Analyse des Systems der Beschleunigungsdriicke der Mehr­

kurbelgetriebe. Die beziiglichen neuen Ergebnisse sollen fiir das Drei­
kurbelgetriebe angefiihrt werden, ihre Verallgemeinerung auf das n-Kurbel­
getriebe ist ohne weiteres moglich. 

Nach (13) ist der endgiiltige Beschleunigungszustand eines Drei­
kurbelgetriebes im losen Aufbau das Ergebnis der Oberlagerung der 
Falle I bis III und des Falles reiner Normalbeschleunigung der drei 
Kurbeln. Jede der drei Kurbeln I, II, III hat ein System von 001 Be­
schleunigungsdriickeri entsprechend dem der betre££enden Kurbel zu­
gehorigen P~rameter (.1.1.1.11 .1.111). Der resultierende Beschleunigungs­
druck einer Koppel, etwa der Koppel 1, ist aber abhangig von allen drei 
Parametern .1.1, .1.11 , .1.111 ; nach K. FEDERHOFER 1 ergibt sich fiir diesen 

581 = 5810 + 5811 + 58111 + 581111 , 

wo 
5810 = ml 0SlO, 5811 = m1 511 , 58111 = mI5111, 581111 = mI51111. 

Hierin bedeuten 511 , 5111 , 51111 die aus den Geschwindigkeitsplanen fiir 
die Falle I bis III zu entnehmenden Geschwindigkeiten des Schwer­
punktes SI der Koppel 1, wahrend OSlO die Beschleunigung dieses 
Schwerpunktes fiir den Fall reiner Normalbeschleunigung der drei Kur­
beln angibt. Hiernach erscheint der resultierende Beschleunigungsdruck 
einer Koppel zerlegt in vier Teilkrafte, deren Wirkungslinien durch den 
gegebenen Geschwindigkeitszustand (unabhangig von den Parametern .I.) 
vollstandig festgelegt sind. Die Wirkungslinien der nach obigen Glei­
chungen von den Parametern AI 211 .1.111 linear abhangigen Beschleuni­
gungsdriicke (letztere sind. die resultierenden B.ewegungsgroBen der 
Koppel 1 fiir die den Fallen I bis III entsprechenden Geschwindigkeits­
zustande) schneiden sich in einem Punkte M l , dem Antipole der Kurbel­
achse I (Tragheitspol der Koppel 1); die Wirkungslinien 58111 und 581111 

decken sich .. Analoge Satze gelten fiir die Wirkungslinien der Be­
schleunigungsdriicke der Koppeln 2 und 3; hier kommen die Antipole 
der Kurbeln II und III als charakteristische Biischelmittelpunkte M 2 

und Ms in Betracht. 
Fiir den Beschleunigungsdruck der SchlieBe BI BI1 Bm mit der Masse 

ms und dem Schwerpunkte Ss ergibt sich analog dem obigen Ansatze 

58s = 58so + 58s1 + 58S11 + 58sm , 
wo 
58so =·ms"bso , 58s1 = .I.lmS~Sl> 58S11 = 211mS~SI1' 58S111 = .I.11lmS~SIII. 

1 Ing.-Arch. Bd.'1 (1930) S . .600-610. 
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Hierin sind 5S1, 5S11, 5S111 die aus den GeschwindigkeitspHinen fur die 
Falle I bis III zu entnehmenden Geschwindigkeiten des Schwerpunktes 
5s , wahrend oSo seine dem Falle reiner Normalbeschleunigung der Kur­
beln entsprechende Beschleunigung angibt. Die Wirkungslinie von ~so 
wird zweckmaBig nach den in (33, c, d) angegebenen Verfahren kon­
struiert, die Wirkungslinien der drei ubrigen Teilkrafte, in die der Be­
schleunigungsdruck zerlegt erscheint, sind als Antipolaren der Dreh­
pole 0 81 , OSII und OSlll bezuglich des urn 5s geschlagenen Kreises zu 
konstruieren, dessen Halbmesser gleich ist dem Tragheitshalbmesser der 
SchlieBe fUr ihren Schwerpunkt; die bezeichneten Pole 0 sind die Dreh­
pole der SchlieBe fur ihre den Fallen I bis III zugehorigen zwanglaufigen 
Bewegungen. 

b) Das starre raumliche System. 

37. Das raumliche Kraftsystem der Beschleunigungsdriicke. Seien 
OS, Os die Geschwindigkeit und Beschleunigung des Schwerpunktes 5 
eines starren Korpers von der Masse m, tv, 1 die Vektoren der Winkel­
geschwindigkeit und Winkelbeschleunigung, dann setzt sich die Be­
wegung des Korpers aus einer. durch (os, os) bestimmten Translation 
und einer Drehung urn den festgehaltenen Schwerpunkt 5 mit tv, 1 zu­
sammen. Der mit Os beschleunigten Translation entspricht ein in 5 
wirkender Beschleunigungsdruck 

~ = mos, 
wahrend die Vereinigung aller elementaren Beschleunigungsdrucke des 
urn 5 rotierenden Korpers zu einem Momente m fuhrt, fUr das nach 
der EULERschen Gleichung gilt: 

d'l) 
m=Tt+tvx'll, 

worin 'll den D~all (Schwung) des rotierenden Korpers, ~~ seine zeit­

liche Anderung in bezug auf den bewegten Korper bedeutet. 
Das raumliche Kraftsystem der Beschleunigungsdrucke ist damit 

durch ~ und m bestimmt. 
Fur die Richtungen der Hauptachsen (1,2,3) des Schwerpunktes 

besitzt der Drallvektor die Komponenten 

D1 = Jl WI' D2 = J2 W2' D3 = J3 W3 

und der Vektor.8 =~~ die TeileZI = JIll' Z2 = J2l2' Z3 = J3l3' wo­

bei Jl = mit J2 = mit J3 = mi~ die Haupttragheitsmomente, 
WI W2({)3 und l1l2l3 die Komponenten von tv und I in den Hauptachsen 
bedeuten. 

Fur die graphische Kinetostatik des raumlichenSystems ist die 
Konstruktion des Vektors m erforderlich, die mit jener der Vektoren 
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$D und .8 erledigt wird. Fiir letztere HiBt sich nach K. FEDERHOFER I 

eine einfache lineare Konstruktion angeben. Die durch die Spitze des 
Drallvektors gelegte N ormalebene zur Hauptachse ,,1" schneidet aus 
dieser die Strecke 5 dl = Jlwi ab, somit auf dem Vektor ItJ die Strecke 
5El = Jl w. Gleiches gilt fUr die beiden anderen Hauptachsen. Werden 
daher auf ItJ von 5 aus die Langen 

5El =Jl oo , 5E2 =J2 w ,· 5Ea=Jaw 

aufgetragen und durch die so erhaltenen Punkte EIE2Ea die Normal­
ebenen zu den zugehorigen Hauptachsen 1, 2, 3 gelegt, so schneiden sich 
diese in der Spitze des gesuchten Drallvektors $D. Die Form der Glei­
chungen fiir die Komponenten des Vektors.8 laBt erkennen, daB auch 
dieser durch eine der eben angegebenen Konstruktion iihnliche ge­
wonnen werden kann, wobei anstatt der Punkte EIE2Ea die Punkte 
FIF2Fa auf dem Vektor I zu benutzen sind, fUr welche 

SF! = J1l, 5F2 = J2l, 5Fa = Jal. 

Diese Konstruktionen werden zweckmaBig fiir den reduzierten Drall­
vektor bzw. das reduzierte Moment durchgefiihrt, indem Drall bzw. Mo­
ment durch mew bzw. mew 2 dividiert w4itrden, wodurch diese reduzierten 
Vektoren als 5treeken erscheinen. (e ist eine beliebig wahlbare Lange, 
z. B. bei Benutzung des Abbildungsverfahrens von MAYOR und v. MrsEs 
die Abbildungskonstante.) Aus ~ und 9)1 kann dann nach bekannten 
Verfahren die Dyname als Resultierende der. Beschleunigungsdriicke des 
starren raumlichen Systems konstruiert werden. Zur KGnstruktion des 
Vektorproduktes ItJ X $D bedient man sich eines der in (17), (18) an­
gegebenen Verfahren. 

Eine wesentliche Vereinfachung des Systems der Beschleunigungs­
driicke ergibt sich fUr den homogenen geraden Stab, der in seinen End­
punkten AB auf Raumkurven gefiihrt wird. Betrachtet man dabei nur 
seine zwanglaufige Bewegung urn die Schnittlinie der Normalebenen zu 
den Fiihrungen in A und B (wahrend seine Drehung urn die eigene Achse 
nicht beriicksichtigt wird), so reduziert sich das System der Beschleu­
nigungsdriicke auf eine im Schwerpunkte 5 angreifende Einzelkraft 
~ = mos und auf ein Moment 9)1, wobei fUr letzteres nach K. FEDER-
HOFER 2 gilt: (is)2 ( ) 

9)1 = m ,Ii . b X OBA • 

Hierin ist is der Tragheitshalbmesser fiir eine durch 5 gelegte, zum 
~ 

Stabe AB = d senkrechte Achse und » = AB. Fiir die Konstruktion 
des Vektors 9)1 kommen daher die fUr Vektorprodukte entwickelten Ver­
fahren in Betracht. 

1 Graphische Kinematik und Kinetostatik des starren raumlichen Systems. 
S.60-62. Wien: Julius Springer 1928. 

2 a. a. O. S. 52- 53. 
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38. Analyse des Systems der Beschleunigungsdriicke des zwang­
lilufig bewegten starren Korpers 1• Einer der moglichen 001 Beschleu­
nigungszustande sei durch die Schwerpunktsbeschleunigung o~ und 
Winkelbeschleunigung 1° gekennzeichnet; dann erhalt man nach (22) 
alle moglichen Beschleunigungszustande (os, 1) des zwanglaufig bewegten 
starren Korpers bei gleichem Geschwindigkeitszustande (us, 1tJ) aus 

Os = o~~ + AUs 
1=1°+AItJ, 

wenn der Parameter A alle Wertevon -00 bis +00 durchlauft. 
Nach (37) reduziert sich demnach das System der diesen 001 Be­

schleunigungszustanden zugehorigen resultierenden Beschleunigungs­
drucke auf eine in 5 angreifende Kraft 

j8 = mos = m (o~ + A us) = j80 + Amus (1) 

und auf ein Moment ~ = 2 + ItJ X '1). 
Da der Drallvektor nur yom Geschwindigkeitszustande abhangt, ist 

'1) = '1)0, ferner folgt aus der Bedeutung desVektors 2, daB 2 = 2° + A '1)0. 
Mit mo = 2° + ItJ X '1)0 ergibt sich dann sofort 

m =;;= mo + A'1)o . (2) 

Fur den Beschleunigungszustand (b~, 10) ist das System der entsprechen­
den Beschleunigungsdrucke charakterisiert durch die Kraft j80 und das 
Moment mo, also durch eine Kraftschraube, deren Zentralachse durch 

mo x MO 
den Punkt 6 ~ (BO)2 parallel zu j80 geht. 

Es ergeben sich nun die den 001 Beschleunigungszustanden ent­
sprechenden Systeme der Beschleunigungsdrucke, indem dieser Kraft­
schraube (j80, mOl nach den Gleichungen (1) und (2) das raumliche Kraft­
system j8' = Amus, m' = A'1)° hinzugefUgt wird. 

Die Zentralachsen dieser zusatzlichen Kraftschrauben gehen durch 

den Punkt 6' =. bS;:v?O parallel zu Us; da hiernach die Lage dieses 

Punktes nur vom Geschwindigkeitszustande abhangt, so haben alle zu­
satzlichen Kraftschrauben dieselbe Zentralachse. Die Resultierenden aus 
der durch (j80, mO) gekennzeichneten Kraftschraube und aus den vor­
erwahnten zusatzlichen Kraftschrauben fUhren daher neuerlich zu Kraft­
schrauben, deren Achsen auf einem Zylindroid liegen. Da die gleichen 
Uberlegungen auch fUr die Systeme der Tragheitskrafte gelten, so folgt 
der Satz von K. FEDERHoFER: 

Die Achsen der Kraftschrauben aller beim zwanglaufig gefUhrten 
starren Korper moglichen Systeme von Tragheitskraften liegen auf dem 
Tragheitszylindroid. 

Der fUr das zwanglaufig bewegte ebene System gefundene Tragheits-

1 FEDERHOFER, K.: Aus einem Vortrage auf der Tagung fur Getriebetechnik 
in Karlsruhe im Oktober 1931. 
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pol von H. WINTER ist demnach die Ausartung des Tragheitszylindroides 
fur den Sonderfall der ebenen Bewegung des starren Korpers. 

Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt weiter, daB alle Krafte ~ 
bzw. Momente m ein geradlinig begrenztes ebenes Kraftbuschel in der 
Ebene (~O, os) bzw. (mO, ~O) bilden mit einer zu bs bzw. ~o parallelen 
Begrenzungslinie. 

Den im vorstehenden beschriebenen 001 Systemen von Beschleuni­
gungsdrucken entsprechen 001 Beschleunigungspole. Bedeuten .pO und .p 
die von S ausgehenden Ortsvektoren der Beschleunigungspole pO und P, 
die zum Beschleunigungssystem (o~, 1°), kurz dem (a) -System, und 
zum System (os, 1) gehOren, dann gilt 

-o~ = ttl X ttl X lJo + 1 X lJo 
und ~ Os = ttl X ttl X lJ + 1 X lJ; 

aus dem Zusammenhang beider Beschleunigungssysteme folgt die Be­
ziehung 

o~+ttl X ttl X lJ+l° X lJ = -A(bs+ttlX lJ). 
Das links stehende Trinom ist die Beschleunigung des mit dem pore P 
wsammenfallenden Systempunktes im (a)-System, also op, rechts steht 
in der Klammer die Geschwindigkeit OP dieses Systempunktes. Somit 
ist der geometrische Ort der 001 Pole P durch die Bedingung 

op = -J.op 
gekennzeichnet, d. h. diese Systempunkte sind Wendepunkte im (a)­
System. Es gilt demnach der von E. STUBLER1 gefundene Satz: 

Die Beschleunigungszentra der bei der zwanglaufigen Bewegung des 
starren Korpers moglichen 001 Beschleunigungssysteme liegen auf der 
Wendekurve des (a)-Systems. (Kubische Parabel.) 

Ihre Konstruktion kann daher in der Art erfolgen, daB fUr alle mog­
lichen Parameter A die zugehorigen Beschleunigungspole nach den in 
(21)' erwahnten Verfahren ermittelt werden. 

Fur den Fall des im Raume freien Korpers untersucht TH. P6SCHL 2 

die geometrischen Beziehungen, die zwischen dem Beschleunigungspol 
und der ihn "erzeugenden" Dyname bestehen und findet, daB die Achsen 
der 003 Dynamen, die einen festen Punkt als Beschleunigungspol er­
zeugen, einen Komplex zweiten Grades bilden und daB die in S an­
gesetzten reduzierten Krafte dieser Dynarr.en einen "ebenbegrenzten" 
Kraftebundel darstellen. 

Fur einen festen Wert des Schraubenparameters bilden die 002 

Dynamen je eine lineare Kongruenz, so daB der quadratische Komplex 

1 Jber. Deutsch. Math.-Vereinig, Bd. 19 (1910) S. 183. Dort sind auch die 
Falle erledigt, in denen die Wendekurve dritten Grades in eine Parabel oder in 
eine Gerade ausartet: Die Art der Wendepunkte dieser Kurve untersucht 
R. MEHMKE: Z. Math. Phys. Bd. 49 (1903) S. 72. 

2 Z. Math. Phys. Bd.63 (1914) S.241-255. 
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zu jenen gehort, die sich aus linearen Komplexen zusammensetzen 
lassen. Eine Weiterfuhrung dieser Untersuchungen fUr den Fall, daB 
die Bewegungsfreiheit des Korpers durch eine bestimmte Anzahl von 
Bedingungen (1,2,3,4, 5) beschrankt ist, was auch dem Beschleuni­
gungszustande eine gleiche Anzahl von Bedingungen aufedegt, steht 
noch aus. 

Man konnte auch daran denken, die Systeme der Beschleunigungs­
drucke mit Einfuhrung von dynamischen Ersatzpunkten auf Grund der 
Aquivalenzuntersuchungen von TH. REYE l darzustellen, allein es zeigt 
sich, daB hiermit in Anbetracht der Umstandlichkeit der Ermittlung 
der Ersatzmassen bzw. ihrer Lage kein Vorteil erzielt wird. 

c) Kinematische Ketten. 
Die Beschleunigungsdrucke der ebenen und raumlichen kinematischen 

Ketten und der damit gebildeten Getriebe setzen sich geometrisch zu­
sammen aus den Beschleunigungsdrucken ihrer Glieder, die nach den 
in (a) und (b) erorterten Grundsatzen zu bestimmen sind. Verwendet 
man hierbei im ebenen FaIle die Methode der statischen Ersatzpunkte, 
dann werden diese zweckmaBig in den Gelenken der Kette gewahlt und 
die Massen dorthin vedegt. 

Die Umkehrung der Systeme der Beschleunigungsdrucke liefert die 
Systeme der Tragheitskrafte, die fur die Anwendung des n' ALEMBERT­
schen Prinzips in Betracht kommen. 

III. Graphische Losung der ersten Grundau£gabe. 
Die bisher bekanntgewordenen graphischen Losungen des Problems, 

bei gegebenem Geschwindigkeitszustande eines starren (ebenen oder 
raumlichen) Systems bzw. mehrerer gelenkig verbundener Systeme von 
bekannter Massenverteilung und beschrankter Bewegungsfreiheit den 
Beschleunigungszustand und die Reaktionen in den stutzenden Lagern 
und in den Gelenken zu konstruieren, welche durch gegebene eingepragte 
(treibende und widerstehende) Krafte hervorgerufen werden, beziehen 
sich mit wenigen Ausnahmen auf den Fall der zwangliiutigen Bewegung 
solcher Systeme. 

1 Z. Math. Phys. Bd.10 (1865) S.433; vgl. auch Handb. d. Physik Bd.5 
(1927) S. 264. - E.REHFELD beweist den Satz von REYE, daB sich stets vier dy­
naroische Ersatzpunkte von gleicher Masse ffir einen starren Korper angeben 
lassen, ohne Uroweg fiber den SpezialfalI, daB das LEGENDRESche Ellipsoid eine 
Kugel ist [Physik. Z. Bd.28 (1927) S.225-231J und erroittelt auch die dyna­
mischen Ersatzpunkte einfacher Korper (Parallelepipedon, Tetraeder, Zylinder, 
Kegel, dreiseitiges Prisma und dreiseitige Pyramide), die auf der Oberflache der 
Korper liegen [Arch. Math. Phys. Bd. 6 (1903) S. 237-248J. - Von A. Amsler & Co. 
wurde eine Methode zur Bestimmung des polaren Tragheitsmomentes eines Um­
drehungskorpers mit Hilfe des Integrators angegeben [Z. Instrumentenkde Bd. 46 
(1926) S.16-25J. 
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39. Die zwangHi.ufige eben bewegte Scheibe. Fur den wichtigsten 
Fall der Fuhrung der Scheibe in zwei Punkten (Zweipunktfuhrung) 
stehen eine Reihe von Verfahren zur Verfugung. Dem "A-Verfahren" 
von K. FEDERHOFER1, das eine ubersichtliche Lasung der ersten Grund­
aufgabe fUr das zwangHiufige ebene und raumliche System ermaglicht, 
liegt folgender Gedankengang zugrunde: Das System der 001 Beschleu­
nigungsdrucke (und der Tragheitskrafte) eines zwanglaufigen starren 
Systems ist durch den Parameter "A" gekennzeichnet (34) und (38). Die 
Aufgabe lauft also dar auf hinaus, jenen Parameter A* zu finden, der 
gerade den durch die n eingepragten Krafte ~i (i=1, 2, ... , n) erzeugten 
Beschleunigungszustand des zwangHiufigen Systems liefert. Nach dem 
D' ALEMBERTschen Prinzip . bildet das System der Tragheitskrafte mit 
den eingepragten Kraften und mit den Fuhrungsdrucken ein Gleich­
gewichtssystem. Es ergibt sich eine von den unbekannten Fuhrungs­
reaktionen unabhangige Gleichgewichtsgleichung durch Vornahme einer 
virtuellen Drehung des ebenen Systems mit Zweipunktfuhrung urn den 
Schnittpunkt der Wirkungslinien der beiden Fuhrungsdrucke, der bei 
glatten Fuhrungen im augenblicklichen Drehpol liegt, und durch Null­
set zen der virtuellen Leistungen der angefUhrten Krafte. Wird nun das 
System der Tragheitskrafte nach H. WINTER 2 durch eine mit den Fuh­
rungsbedingungen vertragliche, sonst willkurliche Tragheitskraft %. und 
durch die mit A linear veranderliche Zusatzkraft %~ ersetzt, wo beide 
Krafte ihrer Lage nach, die erste auch ihrer GraBe nach bestimmt sind, 
so ergibt das Leistungsprinzip folgende fUr die "reduzierten" (also auf 
die Masse 1 bezogenen) Krafte gultige line are Gleichung zur Bestimmung 
des Parameters A * : 

n 
~~i ..::.. m . Vi + t .. · vp - A* vs' vp = 0, 
1 

worin VT die Geschwindigkeit des Tragheitspoles T, Vi jene des An­
griffspunktes der Kraft ~i bei der vorgenommenen virtuellen Drehung 3 ist. 

Mit ;.* ist der Beschleunigungszustand und die resultierende Trag­
heitskraft %* = m (o~ + A * vs) bestimmt. Sind '1lA, '1lB die Fuhrungs­
drucke, deren Wirkungslinien sich bei glatten Fuhrungen mit den Bahn­
normalen der gefUhrten Punkte A, B decken, wahrend sie bei Vorhanden­
sein von Reibung gegen diese urn den Reibungswinkel geneigt sind, so 
sind von den Kraften, die sich nach dem D'ALEMBERTschen Prinzipe 
das Gleichgewicht halten, samtliche ihrer Lage nach bestimmt, von den 

1 a. a. O. S. 54. 62. 
2 S.-B. Akad. Wiss. Wien. Abt. IIa. Bd. 139 (1930) S.152ff. 
3 Die virtuelle Leistung. also das innere Produkt aus Kraft und Geschwindig­

keit ihres Angriffspunktes, wird zweckmaBig nach dem Verfahren von H. MULLER­
BRESLAU als statisches Moment der Kraft urn den Endpunkt der senkrechten Ge­
schwindigkeit ihres Angriffspunktes bestimmt. Schweiz. Bauztg Bd. 9 (1887) S.121. 
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eingepragten Kraftenund der resultierenden Tragheitskraft kennt man 
auch die GraBe. Die Zeichnung eines dynamischen Kraftplanes fUr diese 
Krafte liefert daher die Fiihrungsdriicke. 

Die fiir die Anwendung des "l-Verfahrens" typische Zerlegung der 
ersten Grundaufgabe in die vorherige Ermittlung des Beschleunigungszu~ 
standes durch Aufsuchung von l* und nachtragliche Konstruktion der 
Fiihrungsdriicke kann iIri ebenen FaIle nach H. WINTER 1 umgangen 

n 
werden, da zufolge des Gleichgewichtes der Kraftegruppe ~~i' ~, 'l)A, 'l)B 

1 

und %~, in welcher samtliche Krafte ihrer Lage nach, die beiden ersten 
auch ihrer GraBe nach bekannt sind, nach dem Verfahren von C. CUL­
MANN die drei Krafte 'l)A, 'l)B, %~ unmittelbar konstruiert werden kannen; 
mit %~ ist aber auch der Parameter l* und damit der Beschleunigungs­
zustand bestimmt. 

Eine. zweite direkte graphische Lasung der ersten Grundaufgabe fUr 
die ebene Zweipunktfiihrung ergibt sich, wenn das System der Be­
schleunigungsdriicke (nach 34) durch den Tragheitspol und die den 
Wendepol J enthaltende Normale zu 05 gekennzeichnet wird, welche 
die Begrenzungslinie des geradlinigen, nach 5 reduzierten Kraftbiischels 
der 001 Beschleunigungsdliicke bildet; nach K. FEDERHOFER 2 kann der 
dem gesuchten Beschleunigungszustand entsprechence Strahl dieses 
Kraftbiischels auf rein linearem: Wege konstruiert werden. 

TH. POSCHL 3 benutzt bei der graphischen Lasung der gleichen Auf­
gabe die von ihm gefundenen Zuordnungen von Wendepol, Beschleu­
nigungspol und den sie "erzeugenden" Kraften zur Ermittlung der 
durch die eingepragten Krafte und durch die Fiihrungsdriicke hervor­
gerufenen Beschleunigungszustande, durch deren tJberlagerung der re­
sultierende Beschleunigungszustand um! damit auch die Fiihrungsdriicke 
bestimmt sind. 

Die von F. WITTEN BAUER' angegebenen Verfahren zur Lasung der 
ersten Grundaufgabe werden im Zusammenhange mit seiner Lasung der 
zweiten Grundaufgabe besprochen(IV}. 

40. Das flachenUiufige starre ebene System. Eine Scheibe mit dem 
Schwerpunkte 5 werde im Punkte A auf gegebener Kurve (Kriimmungs­
mittelpunkt [JA) mit der Geschwindigkeit bA gefiihrt, Vs sei der gegebene 
Betrag der Geschwindigkeit des Schwerpunktes 5; auf diese Scheibe 
mit Einpunktfiihrung wirke in B die eingepragte Kraft ~ (Fig. 27). 

Fiir die Ermittlung des Beschleunigungszustandes und des Fiihrungs­
druckes 'l)A in A ist nach K. FEDERHOFER5 eine direkte zeichnerische 

1 S.-B. Akad. Wiss. Wien, Aht. IIa, Bd. 139 (1930) S.159. 
2 Mh. Math. Phys. Bd.38 (1931) S.126-128. 
3 Z. Math. Phys. Bd.58 (1910) S. 169-17.1; Bd.60 (1912) 8.168-169. 
4 Graphische Dynamik, Ahschn. IX u. XIV. 
i S,-B. Akad. Wiss .. Wien, , Aht .. lIa, }3d; 139 (t930) S.29. 
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Losung moglich, da die Richt1J.ng von ~.A (iibereinstimmend mit der Nor­
malen der Fiihrungskurve) bereits bekannt ist. 

Man konstruiert nach (35) die dem Falle reiner Normalbeschleunigung 
-04-

entsprechende, auf die Masse ,,1" reduzierte Tragheitskraft to = ANA -+ SNs.A, angreifend im Schwerpunkte 5 und sodann die durch den 
Tragheitspol M gehenden Wirkungslinien der beiden, von den Para­
metern 1.A und A linear abhangigen Zusatzkrafte tl und t2 des Systems 

der Tragheitskrafte. Da von den flinf reduzierten Kraften des Gleich­
gewichtssystems .p, to, t1 , t2 , O.A zwei Kriifte bekannt, von den iibrigen 
die Wirkungslinien gegeben sind, so sind letztere aus einem geschlossenen 
Kraftepolygon und Benutzung der Hilfslinie MHleicht zu ermitteln. 1st 

die Kraft \13 durch den reduzierten Vektor .p = ! dargestellt worden, 

so Hefert - tl die gesuchte Tangentialbeschleunigung von A und es ist 
-04-

daher die Beschleunigung des geflihrten Punktes A: b.A = - tl + N.A A 
und jene des Schwerpunktes: bs = - (to + tl + t2). 

Die Losung von F. WITTENBAUER1 flir die gleiche Aufgabe beruht 
auf der Konstruktion eines Beschleunigungsplanes, in welch em die von 
der eingepragten Kraft und vom Fiihrungsdruck am frei gedachten 
System hervorgebrachten Beschleunigungen vereinigt werden; nach dem 
gleichen Verfahren wird auch die Kinetostatik der flachenlaufigen Ein­
kurvenfiihrung behandelt. 

1 a. a. o. Abschn. VII S. 76-81. 

Ergebnisse dec Mathematik. I. Federhofer. 7 
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41. Der zwangUiufige starre Korper. Die zwangHiufige Bewegung 
des starren Korpers sei durch Fuhrung einzelner Punkte des Korpers 
in Kurven oder auf FHichen erzielt; die in Ruhe befindlichen Fuhrungen 
seien vollkommen glatt. Fur die dabei moglichen Fuhrungsarten (Zwei­
punkt- bis Funfpunktfuhrung) wurden die kinematischen Verhaltnisse, 
insbesonders die Aufsuchung der Elemente der momentanen Schrauben­
bewegung in (24, 25) auf graphischem Wege erledigt. Das System der 
Beschleunigungsdrucke ist nach (38) dargestellt durch eine in S an­
greifende Kraft 58 = 58° + A.m Os und durch ein Moment Wl = Wlo + A. ~o. 
Die konstruktive Ermittlung der dem (o)-System entsprechenden Vek­
toren 58°, Wlo und ~o ist in (37) behandelt. Urn nun, entsprechend der 
"A.-Methode" von K. FEDERHOFER, jenen Parameter A.* zu finden, der 
gerade den durch die eingepragten Krafte erzeugten Beschleunigungs­
zustand des zwanglaufigen starren Korpers liefert, wird fur das Gleich­
gewichtssystem, bestehend aus den eingepragten Kraften, den Trag­
heitskraften und den FUhrungsdrucken, das Prinzip der virtuellen 
Leistungen unter Annahme einer virtuellen Schraubung urn die durch 
die Art der Fuhrung bestimmte momentane Schraubenachse angewendet. 
Dies liefert eine von den unbekannten Reaktionen unabhangige lineare 
Gleichung fUr A. * : n 

~ \l!i • 0i - j80 • Os - ill10 • to 
A. * = _1 __ ---:----,-_:--;;=----,----_ 

mos· Os + '1)0. to 

Alle in dieser Formel vorkommenden Leistungen sind nach den An­
gaben in (17 und 18) einer graphischen Ermittlung zuganglich; der 
Nenner bedeutet die doppelte kinetische Energie der Schraubenbewegung. 
Mit }.* ist das endgilltige System %*, Wl* der Tragheitskrafte bestimmt, 
und es lauft nun die eigentliche kinetostatische Aufgabe darauf hinaus, 

n 
das bekannte Kraftsystem.1: \13" %*, Wl* aufzulosen nach den Wirkungs-

1 

linien der Fuhrungsdrucke, wofUr die entsprechenden graphischen Me-
thoden bereitgestellt sind 1. 

K. FEDERHOFER 2 hat die hiernach erforderlichen Konstruktionen fUr 
den Fall der raumlichen Zweipunkt- und Dreipunktfuhrung des starren 
Korpers mit Benutzung des Abbildungsverfahrens von MAYOR und 
v. MISES durchgefiihrt; gewisse Vereinfachungen ergeben sich bei der An­
wendung der "A-Methode" zur kinetostatischen Behandlung der zwang­
laufigen spharischen Bewegung. 

42. Ebene und riiumliche Getriebe. Das "A.-Verfahren" bleibt auch 
bei der kinetostatischen Untersuchung von ebenen und raumlichen Ge­
trieben anwendbar, da nach H. WINTER3 der Satz von E. STUBLER uber 

1 Vgl. z. B. L. HENNEBERG: Graphische Statik der starren Korper, Kap. 13. 
Leipzig u. Berlin: Teubner 1911. 

2 a. a. O. S. 52-68, 80-81. 
3 S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. IIa, Bd. 139 (1930) S. 160. 
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die Ahnlichkeit der Beschleunigungspunktreih~n eines zwangHiufig ge­
fiihrten einzelnen Systems bei festem Geschwindigkeitszustande auch 
fiir alle Punkte zwanglaufiger Getriebe seine Giiltigkeit behalt. Durch 
Betrachtung der relativen Bewegung zweier gegeneinander raumlich be­
wegter Glieder eines solchen Getriebes kann bewiesen werden, daB die 
Anderungen LloM , LlON der Beschleunigungen zweier Punkte M, N auf 
benachbarten Gliedern und die Anderung Llo, ihrer relativen Be­
schleunigung proportional den zugehorigen Geschwindigkeiten OM, ON 

und Or ist, woraus die Richtigkeit des Satzes folgt. 
Sind 51' 52' ... 5n die Schwerpunkte, ml , m2 , ••• mn die Massen. 

iI' i2 , • •• in die Haupttragheitshalbmesser der n Glieder eines ebenen 
Getriebes, ~1' ~2' ..• ~n die beziiglichen eingepragten Krafte, so laBt 
sich die resultierende Tragheitskraft des i-ten Gliedes durch %~i und 
%;'i = - mi A OSi darstellen und es ist der fiir alle Getriebeglieder gleiche 
Parameter A so zu bestimmen, daB sich die Tragheitskrafte 

%~1%~2 ... %~n' 
%;.1 %~2 ... ::r~n' 

die eingepragten Krafte ~1 ~2 ... ~n und die Auflagerdriicke i)1 i)2 in 
den Getriebelagern das Gleichgewicht halten. Das Prinzip der virtuellen 
Leistungen liefert fiir A * die Gleichung 

n n n 
2' ~i • 0i + 2' ::r~i • 0Ti - A * ~ mi 0Si • 0Ti = 0, 

1 1 1 

woraus A* und damit der Beschleunigungszustand des Getriebes be­
stimmt ist. Es bedeuten Oi die Geschwindigkeit des Angriffspunktes 
von ~i' OTi jene des TragheitspolesTi des i-ten Gliedes, OSi die Geschwin­
digkeit des Schwerpunktes 5 i . Die inneren Produkte in obiger Gleichung 
werden wieder nach dem Verfahren von H. MiiLLER-BRESLAU mit Hilfe 
der gedrehten Geschwindigkeiten als statische Momente bestimmt. Da 
nun auch die resultierenden Tragheitskrafte %; der einzelnen Getriebe­
glieder bekannt sind, so laBt sich fiir das ebene Getriebe nach F. WITTEN­
BAUER 1 ein dynamischer Kraftplan entwerfen, der durch geschlossene 
Kraftepolygone das Gleichgewicht der folgenden Kraftegruppen zum 
Ausdruck bringt: 

n n 
a) Gesamtsystem 2' ~i' 2' %,:';, Auflagerdriicke i)1' i)2; 

1 1 

b) Kraftesystem jedes Knotens (Gelenkes), bestehend aus den am 
Knoten wirkenden auBeren Kraften und den Spannungen in den vom 
Knoten ausgehenden stabformigen Gliedern; 

c) Kraftesystem jedes Getriebegliedes, bestehend aus den ein­
gepragten Kraften dieses Gliedes, seiner resultierenden Tragheitskraft 
und den Gelenkdriicken der Nachbarglieder. 

1 Z. Math. Phys. Bd. 53 (1906) S.274-287. 

7* 
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Aus a) ergeben sich, sofern das Getriebe kinetostatisch bestimmt ge­
lagert istl, die Auflagerdriicke, aus b) die Spannungen in den stabfor­
migen Gliedern2, endlich aus c) die Gelenkdriicke. 

Von H. WINTER3 wurde fUr ebene Getriebe ein Vetfahren ange­
geben, das den Beschleunigungszustand und die Fiihrungs- und Ge­
lenkdriicke sowie Stabspannungen auf einmal liefert. Es ist rein gra­
phisch und hat formale .Almlichkeit mit der Methode von L. HENNE­
BERG4 wr Bestimmung der Stabspannungen in Fachwerken. 

Es besteht darin, daB das Getriebe in ein Stabwerk iibergefiihrt wird, 
indem der Tragheitspol jedes Gliedes des Getriebes durch gewichtlose 
Stabe an zwei beliebige Gelenkpunkte des betreffenden Gliedes an­
geschlossen und jedes binare Glied durch einen Stab, jedes ternare Glied 
durch drei Stabe usw. ersetzt wird. Das so entstandene Stabwerk kann, 
da das Getriebe zwanglaufig ist, durch Einfiigung eines Hilfsstabes H 
in ein statisch bestimmtes Stabwerk iibergefUhrt werden, wobei die Wahl 
von H so zu treffen ist, daB kein unendlich wenig bewegliches Stabwerk 
(also kein Ausnahmefall) vorliegt. Nun zeichnet man zwei Kraftplane. 
Der eine enthalt als Belastung des Stabwerkes die eingepragten Krafte 
und die in den Knoten (Tragheitspolen) des Stabwerkes angreifenden und 
einem moglichen Beschleunigungszustande des Getriebes entsprechenden 
Tragheitskrafte ~rl' ~r2' ..• , ~rn, im zweiten werden als Belastungen 
die in den Tragheitspolen angreifenden zusatzlichen Tragheitskrafte 
5t~1' 5t~2' . :. 5t~n, die mit l proportional sind, angenommen. Sei SH 
die Spannung des Hilfsstabes im ersten Kraftplane, SiI jene des gleichen 
Stabes im Kraftplane fUr l = 1, so etfahrt der Hilfsstab unter dem Ein­
flusse der Gesamtbelastung eine Spannung SH + lSiI; setzt man diese 
wegen des Fehlens des Stabes gleich Null, so ergibt sich der Beschleu-

nigungsparameter l = - ~~. Damit sind aber nicht nur aIle Beschleu­

nigungen, sondern auch aus den beiden Kraftplanen die Gelenk- und 
Fiihrungsdriicke sowie die Stabspannungen bestimmt, denn es gilt z. B. 
fUr eine Spannung @l, im Stabe i: 

@l. = @lil + l@l~l' 
wo @li1 und @lil die aus den beiden Kraftplanen entnommenen Spannun-
gen dieses Stabes sind. . 

1 Uber die Berechnung (auBerlich oder innerlich) kinetostatisch unbestimmter 
Systeme vgl. eineArbeit von R. GIRTLER: S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. II a, Bd.137 
(1928) S.51-69. Dort werden unter Zuhilfenahme des Prinzips des kleinsten 
Zwanges von GAUSS Satze uber die Kinetik deformierbarer Korper hergeleitet, die 
fur kinetostatisch unbestimmte Systeme eine ahnliche Bedeutung haben wie die 
Lehrsatze von MENABREA-CASTIGLIANO fur die Berechnung auBerlich oder inner­
lich statisch unbestimmter Systeme in der Statik. 

2 Bezuglich der mit Rucksicht auf die Verteilung der Tragheitskrafte entlang 
der Stabachse noch notwendigen Korrektur vgl. (V). 

3 S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. IIa, Bd. 139 (1930) S. 163. 
4 Statik. 1886 S.222ff. 
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Bei der von O. MOHR! gegebenen Methode zur Lasung der ersten 
Grundaufgabe wird die wirkliche Bewegung zerlegt in eine Grund­
bewegung, bei der das gefUhrte Glied des Getriebes die gegebene Winkel­
geschwindigkeit und die Winkelbeschleunigung Null besitzt, und in eine 
iiberlagerte Anfangsbewegung mit der Winkelgeschwindigkeit Null und 
der gesuchten Winkelbeschleunigung, die mit Hilfe des Prinzips der vir­
tuellen Leistungen berechnet wird; dabei wird auch der EinfluB der 
Reibung in den Gelenken beriicksichtigt. Die Bestimmung der Gelenk­
driicke und Stabspannungen geschieht in Kraftplanen, wobei die Krafte 
anders geordnet sind als in den WITTENBAUERschen dynamischen Planen. 

Die Anwendung des "A-Verfahrens" zur kinetostatischen Unter­
suchung raumlicher Getriebe fUhrt nach (41) zur folgenden Bestimmungs­
gleichung fUr 1.*: 

1.* = 1:~i· b i -1:)B1· bSi -1:Wl1· Wi 
1: mi bSi • bSi + 1: ;t)S· Wi ' 

worin die Summen iiber samtliche Glieder des Getriebes zu erstrecken 
und die darin vorkommenden inneren Produkte nach den dafUr an­
gegebenen Verfahren zu konstruieren sind. Mit 1.* sind die Tragheits­
dynamen aller Glieder bestimmt und es kann die graphische Ermittlung 
der Stabspannungen, Gelenk- und Auflagerkrafte nach den Verfahren 
der Raumkraftstatik erfolgen. 

43. FliichenHiufige ebene Systeme; Mehrkurbelgetriebe. Eine gra­
phische Lasung der ersten Grundaufgabe fUr ein flachenlaufiges Gelenk­
viereck gibt F. WITTENBAUER 2, die auf der EinfUhrung von statischen 
Ersatzmassen und mehrmaliger Zeichnung von dynamischen Kraft­
planen beruht, wobei die Ahnlichkeit der Beschleunigungspunktreihen 
ausgenutzt wird. K. FEDERHoFER3 behandelt den Fall zweier in A ge­
lenkig verbundener ebener Systeme I und II, von denen das System I 
einen fest en Drehpunkt 0] besitzt und zeigt, daB der durch gegebene 
Krafte an dem flachenlaufigen Systeme II hervorgerufene Beschleu­
nigungszustand mit Hilfe seines ,,1.-Verfahrens" einfach zu bestimmen 
ist. Das System der von zwei Parametern A] und All linear abhangigen 
Tragheitskrafte des Systems II wird nach (35) dargestellt, jenes von I 
durch die resultierende Zentrifugalkraft und durch eine mit A] linear 
veranderliche Kraft - m] A] tls I, deren Wirkungslinie durch den Antipol 
von 0] beziiglich des urn 51 gezeichneten Kreises vom Halbmesser il 
fUhrt. Nach dem D'ALEMBERTschen Prinzipe muB dieses System der 
Tragheitskrafte von I und II mit den eingepragten Kraften und dem 
Gelenkdrucke in 0] ein Gleichgewichtssystem bilden; die Nullsetzung 
seiner statischen Momente urn 0] und der urn das Gelenk A genommenen 

1 Z. Math. Phys. Bd. 51 (1904) S.29 - Abhandlungen aus dem Gebiete der 
technischen Mechanik, S. 168- 186, Berlin 1906. 

2 a. a. O. Abschn. XXV, S.445-454. 
3 S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. IIa, Bd. 139 (1930) S.24-28. 
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statischen Momente der auf das System II wirkenden Krafte liefert zwei 
von den Gelenkdriicken freie lineare Gleichungen fiir Al und All, deren 
Auflasung den gesuchten Beschleunigungszustand ergibt; die Zeichnung 
eines dynamischen Kraftplanes fUr beide Scheiben liefert die Gelenk­
driicke in 01 und A. Obige Darstellung des Systems der Tragheitskrafte 
laBt auch eine rein zeichnerische Lasung mit Hilfe perspektivischer 
Punktreihen und Strahlenbiischel zu. 

Fiir zwei gelenkig verbundene, ohne sonstigen Zwang bewegliche 
Systeme wurde der durch auBere Krafte hervorgerufene Beschleunigungs­
zustand und der Druck im Gelenke graphisch untersucht von TH. P6SCHL 1 

und F. WITTENBAUER 2• Die in (36) durchgefUhrte Analyse des Systems 
der Beschleunigungsdriicke des Dreikurbelgetriebes (als Sonderfall eines 
Mehrkurbelgetriebes) ermaglicht die iibersichtliche graphische Lasung 
der zugeh6rigen ersten Grundaufgabe; es kommt auf die Ermittlung der 
drei den Beschleunigungszustand festlegenden Parameter Al All Am an, 
die den eingepragten Kraften ~I ~ll ~lll entsprechen. Letztere bilden 
mit samtlichen Tragheitskraften und den Driicken in den festen Dreh­
punkten der drei Kurbeln ein Gleichgewichtssystem. Wird fiir dieses 
dreimal das Prinzip der virtuellen Leistungen angewendet und zwar auf­
einanderfolgend fiir jene bereits untersuchten Geschwindigkeitszustande 
der zwanglaufigen Getriebe, die den Fallen I bis III entsprechen - wobei 
zufolge der besonderen Wahl der drei Verschiebungszustande die Driicke 
in den Auflagergelenken leistungsfrei bleiben -, so ergeben sich drei 
lineare Gleichungen zur Bestimmung der Parameter Al All AllI. Damit 
sind die Beschleunigungen der Gelenkpunkte des Getriebes und die 
Winkelbeschleunigungen der drei Kurbeln bestimmt und es kannen die 
Tragheitskrafte aller Glieder konstruiert werden. Die Konstruktion eines 
dynamischen Kraftplanes fUhrt schlieBlich zur Kenntnis der Gelenk­
driicke und Stabspannungen. Die Anwendung der "A-Methode" hat 
K. FEDERHOFER3 an einem vollstandig durchgearbeiteten Dreikurbel­
getriebe gezeigt: Das entwickelte Verfahren kann ohne weiteres fUr Ge­
triebe mit mehr als drei Kurbeln verallgemeinert werden. 

IV. Graphische Losung der zweiten Grundaufgabe. 
44. Reduzierte Kraft und Gleichgewichtskraft. Diese Krafte spielen 

bei den von F. WITTENBAUER 4 gegebenen L6sungen der ersten und 
zweiten Grundaufgabe eine wichtige Rolle. Wirken auf ein zwang­
liiujiges System die eingepragten Krafte ~1 ~2 ... ~n, deren Angriffs­
punkte die Geschwindigkeiten \)1 \)2 ... \)n besitzen, so folgt die nach 

1 S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. IIa, Bd. 118 (1909) S. 539- 551. 
2 Graphische Dynamik, Abschn. XXV S.433-445. 
3 Ing.-Arch. Bd. 1 (1930) S. 600- 610. 
4 a. a. O. Abschn. XIV (gefuhrtes ebenes System) und Abschn. XXVI (ebenes 

Getriebe). 
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einem Punkte R des Systems "reduzierte Kraft" ~R aus der Gleich­
setzung der Leistungen: 

(1 ) 

wobei UR die Geschwindigkeit des Reduktionspunktes ist. Die Richtung 
von ~R ist willkiirlich, gewohnlich laBt man sie mit der Bewegungs­
rich tung des Punktes R zusammenfallen; da es sich bei Ermittlung von 
PR nur urn die Verhaltnisse der Geschwindigkeiten handelt, kann die 
Geschwindigkeit des Reduktionspunktes willkiirlich gewahlt werden. 

Die Bestimmung der reduzierten Kraft kann zeichnerisch oder rech­
nerisch erfolgen a) mit Benutzung eines Geschwindigkeitsplanes, b) mit 
Benutzung der Drehpole, indem die Methode der gedrehten Geschwindig­
keiten verwendet wird, c) nach der Methode der Stabspannungen, die 
auf der Zeichnung eines Kraftplanes fiir das bewegte gegliederte System 
beruht, aus dem die mit der reduzierten Kraft entgegengesetzt gleiche 
Gleichgewichtskralt zu entnehmen ist. Dabei werden Krafte, die nicht 
in Gelenken angreifen, statisch, d. h. nach dem Parallelogrammgesetz, 
in die Gelenke des betreffenden Gliedes aufgeteilt. Fiir das einzelne ge­
luhrle ebene (oder raumliche) System wird dessen Starrheit dadurch zum 
Ausdrucke gebracht, daB die Fiihrungspunkte und die Stellen der Kraft­
angriffe durch starre Stabe in einer die gegenseitige Unbeweglichkeit 
gewahrleistenden Anzahl miteinander verbunden werden. Damit wird 
die Methode der Stabspannungen auch fiir das nicht stabformige System 
anwendbar. Die Kraft -~R nennt man die in R wirkende Gleich­
gewichtskraft, da sie, entgegen der Bewegungsrichtung UR wirkend, das 
zwanglaufige System im Gleichgewichte erhalt. N. ]OUKOWSKyl be­
trachtet den zur zwanglaufigen ebenen Kette konstruierten Plan der 
senkrechten Geschwindigkeiten als einen urn den Geschwindigkeitsnull­
punkt als fest en Stiitzpunkt drehbaren starren Hebel. Die Darstellung 
der Leistung einer Kraft als statisches Moment nach H. MULLER-BREsLAu 
laBt dann unmittelbar die Richtigkeit des Satzes erkennen: LaBt man 
in den Knoten dieses Hebels die ihnen in der Kette entsprechenden Krafte 
mit gleicher GroBe und Richtung angreifen, dann muB der Hebel im 
Gleichgewichte sein, wenn diese Krafte an der kinematischen Kette 
Gleichgewicht halten, und es sind die Spannungen in den Staben des 
Hebels (der als statisch bestimmtes Fachwerk erscheint) gleich den 
Spannungen in den Staben der Kette. Das Verfahren kann daher zur 
Konstruktion der Gleichgewichtskraft dienen. 

45. Losungsmethoden. Die zweite Grundaufgabe lautet: We1che 
Kraft ~Q ist an bestimmter Stelle Q in bestimmter Richtung wirkend 
den gegebenen eingepragten Kraften hinzuzufiigen, damit ein vorgegebe­
ner Beschleunigungszustand des bewegten Systems von bekannter 

1 Samml. math. Arb. math. Ges. Moskau, Bd.28 (1911) S.71-119. 
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Massenverteilung hervorgerufen wird? Sei zunachst ein ebenes System 
angenommen, so ist demnach die resultierende Tragheitskraft st* bzw. 
fUr mehrere verbundene ebene Systeme das System der resultierenden 
Tragheitskrafte 2: st* bekannt, und es gilt nach D'ALEMBERT, wenn 
Reibungen auBer Betracht bleiben, 

n n 
L \lSi· bi -+- \lSQ. bQ -+- L st: . bTi = o. 

1 1 

Da sich, wie der Vergleich mit Gleichung (1) zeigt, die gesuchte 
Kraft \lSQ als an der Stelle Q wirkende Gleichgewichtskraft des Systems 
der eingepragten Krafte \lSI \lS2 ... \lSn und der resultierenden Tragheits­
krafte st* st: ... st~ ergibt, ist die zweite Grundaufgabe auf die Er­
mittlung einer reduzierten Kraft zuriickgefUhrt, und es stehen hierfiir 
die in (44) angegebenen Verfahren zur Verfiigung. 

In dem besonderen FaIle des Verschwindens der Krafte \lSI \lS2 ... \lSn 
ist die Kraft \lSQ ersichtlich gleich dem an die Stelle Q und in die Be­
wegungsrichtung dieses Punktes reduzierten gesamten Beschleunigungs­
druck. Dieses Ergebnis findet Verwendung bei der Ermittlung des Riick­
druckes einer Steuerung als jener Kraft, die natig ist, urn die Steuerung 
mit einer gewissen Beschleunigung zu bewegen1 und in der Theorie der 
Regulatoren bei Ermittlung der Verstellkraft an der Muffe eines Reglers; 
auch kann es verwertet werden zur Bestimmung der in der graphischen 
Dynamik der eben en Getriebe eingefiihrten veranderlichen Punktmasse 
und der Ableitung nach ihrem Wege2, sowie zur Ermittlung der redu­
zierten Tragheitsmomente von Mehrkurbelgetrieben 3. 

F. WlTTENBAUER4 zeigt die Lasung der zweiten Grundaufgabe an 
dem in verschiedener Art gefiihrten ebenen Systeme sowie an ebenen 
zwanglaufigen Getrieben, wobei er sich zur Darstellung der resul­
tierenden Tragheitskrafte durchwegs der Methode der statischen Er­
satzpunkte bedient. F. PROEGER 3, H. ALT5 und O. TOLLE 6 legen bei 
Lasung der zweiten Grundaufgabe die in (33) angegebenen Verfahren 
zur Konstruktion der resultierenden Tragheitskrafte eben bewegter Schei­
ben zugrundeund machen von der reduzierten Kraft keinen Gebrauch. 

Fiir das zwanglaufige raumliche System und fiir raumliche Getriebe 
hat das Verfahren der Ermittlung der reduzierten Kraft zur Lasung der 
zweiten Grundaufgabe bisher keine Anwendung gefunden, obwohl dies 
prinzipiell ohne weiteres maglich ist. 

1 FOPPL, A.: Vorlesungen tiber Technisehe Meehanik, Bd. 6, S.315. Leipzig: 
Teubner 1910. - WITTENBAUER: a. a. O. S.457, 516, 734. 

2 BEYER, R.: Teehnisehe Kinematik, S. 455. Leipzig: Joh. Amb. Barth 1931-
3 PROEGER, F.: Mitt. Forseh.-Arb., herausgeg. vom VDI 1926 H. 285. -

BEYER, R.: Z. angew. Math. Meeh. Bd. 8 (1928) S.122-133. 
4 a. a. O. Absehn. XIV u. XXVI. 
5 Z. angew. Math. Meeh. Bd.6 (1926) S.58-62. 
6 Ing.-Areh. Bd.1 (1930) S.377-384. 
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F. WITTENBAUER'lost auch die erste Grundaufgabe im ebenen FaIle 
nach seinen fUr die zweite Grundaufgabe entwickelten Verfahren. Es 
wird dabei ein mit dem Geschwindigkeitszustand und mit den Fiihrungen 
vertraglicher Beschleunigungszustand angenommen; ware die Annahme 
richtig getroffen, dann miiBten die eingepragten Krafte, Tragheitskrafte 
und Fiihrungsdriicke im Gleichgewichte sein. Dies wird im allgemeinen 
nicht zutreffen; es ist nun der gewahlte Beschleunigungszustand so zu 
verandern, daB das genannte Gleichgewicht wirklich erreicht wird. Die 
Annahme von zwei beliebigen Beschleunigungszustanden geniigt, um 
daraus den richtigen abzuleiten. Das kann auf zwei verschiedenen Wegen 
geschehen: 

a) Man konstruiert die Kraft ~Q, die, im Punkte Q wirkend, den ein­
gepragten Kraften hinzugefiigt werden muB, um den angenommenen 
Beschleunigungszustand zu erzielen. Wird diese Kraft fUr beide Be­
schleunigungszustande nach (44, c) konstruiert, dann kann mit Hilfe der 
sich dabei ergebenden ahnlichen Punktreihen in einfacher Weise der 
richtige Beschleunigungszustand gefunden werden, fUr den die Kraft ~Q 
gleich Null sein muB (Nullmethode). 

b) Man konstruiert nach (44, c) mit Hilfe eines Kraftplanes die 
Gleichgewichtskraft, die, in einem willkiirlich gewahltenReduktionspunkt 
wirkend, den eingepragten Kraften allein das Gleichgewicht halt, so­
dann in einem getrennten Kraftplan die im gleichen Reduktionspunkt 
und in gleicher Wirkungslinie wirkende Gleichgewichtskraft fUr die 
Tragheitskrafte. Der richtige Beschleunigungszustand ist dadurch ge­
kennzeichnet, daB die erhaltenen Gleichgewichtskrafte sich tilgen. 
Durch Annahme zweier Beschleunigungszustande kann die Losung 
wieder mit Hilfe ahnlicher Punktreihen gefunden werden (Gleichsetzungs­
methode). 

Durch beide Methoden wird somit der den gesuchten Beschleuni­
gungszustand kennzeichnende Parameter A * konstruktiv ermittelt, wo­
bei aber gleichzeitig auch die Fiihrungs- und Gelenkdriicke sowie die 
Stabspannungen gewonnen werden. Das WITTENBAuERsche Werk ent­
halt zahlreiche Beispiele fUr die Anwendung beider Verfahren. 

V. Dynamische KraftpUine. 
Diese bilden das dynamische Analogon zur graphischen Spannungs­

ermittlung eines ebenen, ruhenden Stabwerkes. Name und Art der 
Krafteanordnung stammen von F. WITTENBAUER1. Ihr Konstruktions­
prinzip besteht darin, das Gleichgewicht der in (42, a bis c) angefUhrten 
Kraftesysteme jedes Knotens und jedes Gliedes sowie des Gesamtsystems 
der eingepragten Krafte, der resultierenden Tragheitskrafte und der 
Auflagerdriicke nach den Methoden der ebenen graphischen Statik durch 

1 Z. Math. Phys. Bd. 53 (1906) S.274-287. 
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Zeichnung geschlossener Kraftepolygone zum Ausdruck zu bringen,aus 
denen sich dann die Auflager- und Gelenkdriicke sowie die Stabspan­
nungen in iibersichtlicher Weise ergeben. Die dabei nach F. WITTEN­
BAUER gefundenen Stabspannungen beruhen auf der Annahme, daB die 
Masse jedes einzelnen Gliedes in dessen Gelenke statisch verteilt sei 
(statische Ersatzpunkte), die einzelnen Glieder selbst aber masselos 
seien. Diese Spannungen sind daher noch nicht die wirklichen, denn 
die in die Achse eines Stabes fallenden Teile seiner Tdigheitskrafte sind 
fUr die einzelnen Stabquerschnitte veranderlich, so daB es auch die 
Stabspannung sein muB. Werden aber die Tragheitskrafte jedes Stabes 
eines ebenen Getriebes so angeordnet, daB sie in einem fortlaufenden 
Kraftzuge aneinandergereiht sind und werden die in die Gelenke statisch 
aufgeteiIten Tragheitskrafte und Gewichte nach Richtung des Stabes 
und senkrecht hierzu zerlegt, so ergeben sich aus dem so geordneten 
Kraftplane auch die wirklichen dynamischen Spannungen an den Enden 
des Stabes, die nach einem Vorschlage R. BEYERS zum Andenken an 
den Begriinder der graphischen Dynamik F. WITTEN BAUER die W-Span­
nungen des Getriebes genannt werden. Die Methode der dynamischen 
Kraftplane ist ohne jegliche Vernachlassigung oder willkiirliche Verein­
fachung volIkommen streng durchfUhrbar. Hinsichtlich der Einzelheiten 
dieser Methode sei auf den Abschn. XXVII von WITTENBAUERS "Gra­
phischer Dynamik" verwiesen 1 . 

Die Zeichnung dynamischer Kraftplane findet sich erstmals bei 
O. MOHR 2, jedoch auf anderer Grundlage als bei F. WITTEN BAUER und 
ohne Korrektur der Spannungen. 

Bei der Bemessung der Querschnitte der einzelnen Stabe eines Ge­
triebes sind auBer den Stabkraften, die der dynamische Kraftplan liefert, 
noch die infolge der stetigen Verteilung der Tragheitskrafte iiber die 
Stablange entstehenden Biegungsmomente in den einzelnen Quer­
schnitten zu beriicksichtigen. 

Abgeschlossen im Marz 1932. 

1 Vgl. auch A. PROLL: Z. Math. Phys. Bd.61 (1913) S. 416-426 (Sonderfall 
des Schubkurbelgetriebes). - POSCHL, TH.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 6 (1926) 
S. 489- 492. - BEYER, R.: Maschinenkonstruktur 1928, S. 130. 

2 Z. Math. Phys. Bd. 51 (1904) S.29-41. 
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umgearbeitete und vermehrte Auflage von Professor Dr.-Ing. H. Baer, Breslau. 

Mit 164 Textabbildungen. VI, 13& Seiten. 1923. RM 4.-; gebunden RM 5.50 

Geometrie der Getriebe. Von Karl Mack, O. Professor der dar­

stellenden Geometrie an der Deutschen Technischen Hochschule in Prag. Mit 

76 Textabbildungen. VI, 93 Seiten. 1931. RM 8.50 

Praktische Getriebelehre. Von Dr.-Ing. K. Rauh, Privatdozent fur 

Getriebelehre an der Technischen Hochschule Aachen. E r s t e r Ban d. Mit 

196 Textabbildungen und 19 mehrfarbigen Abbildungen auf 8 Tafeln. VII, 

139 Seiten. 1931. RM 21.-; gebunden RM 22.75 

* Lehrbuch der technischen Mechanik fiir Ingenieure 

und Physiker. Zum Gebrauche bei Vorle.sungen und zum Selbststudium. 

Von Dr.-Ing. Theodor Poschl, O. Professor an der Technischen Hochschule in 

Karlsruhe. Z wei t e, vollstandig umgearbeitete Auflage. Mit 249 Textabbil­

dungen. VIII, 318 $eiten. 1930. RM 17.50; gebunden RM 19.-

* Lehrbuch der technischen Mecllanik. Von Professor 
Martin Griibler, Dresden. 

Erster Band: Bewegungslehre. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 144 Text-
figuren. VII, 143 Seiten. 1921. RM 4.20 

Zweiter Band: Statik der starren Korper. Zweite, berichtigte Auflage. 
(Unveranderter Neudruck.) Mit 222 Textfiguren. X. 280 Seiten. 1922. 

RM 7.50 

Dritter Band: Dynamik starrer Korper. Mit 77 Textfiguren. VI, 157 Seiten. 
1921. RM 4.20 

*) Aut aile va' dem 1. Juli 1931 ersckienenen Bucne, des Verlages Julius Springer-Be,lin wi,d ein Not­
nacklalJ von 10 % gewiihrt. 




