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VOl'WOl't. 

Bei del' Abfassung dieses kleinen Buches habe icll die Be
diirfnisse des Experimentalphysikers und des Technikers im Auge 
gehabt; vorausgesetzt ist die Kenntnis del' Experimentalphysik 
in dem Umfang meines Lehrbuchs und die Kenntnis del' Grund
ziige del' Infinitesimalrechnung. Die gebrauehten Bczeichnungen 
sind hierunter zusammengestellt; zuweilen sind verschiedene 
GroBen durch denselben Buchstaben bezeichnet (z. B. R fiir Gas
konstante und elektri~chen Leitungswiderstand). ]J;s bleibt clem 
Leser iiberlassen, sich mittels del' beigefiigten Dimensionen von 
del' Homogenitat del' Gleichungen des Textes Z\l iiberzeugen. Flir 
eingehendere Belehrung seien genannt: 

Riemann, B.: Partielle Differentialgleichungen, Vorlesungen 
herausgegeben von K. Hattendorf. Braunschweig: Fr. Vieweg 
& Sohn 1H69. 

Web er, H.: Die partiellen Differentialgleichungen del' mathe
matischen Physik. Braunschweig: Fr. Vieweg & 801m. 

v. Helmholtz, H.: Vorlesungen tiber die Theorie del' Wiirme. 
herausgegeben von Franz Richarz. Leipzig: Joh. Ambr. Barth 
1903. 

Kirchhoff, G.: Vorlesungen iiber analytische Mechanik. Leipzig: 
B. G. Teubner 1H74. 

Kirchhoff. G.: Vorlesungen iiber die Theorie del' Warme, 
herausgegeben von M. Planck. Leipzig: B. G. Teubner 1894. 

Del' Artikel iiber Warmeleitung von Hobson, E. W.o und 
Diesselhorst, H. in del' Enz?klopiidie del' mathematischen 
Wissenschaften. 

B erl i n, im Mai 1924. 
Ii:. Warburg. 

T* 



lnhaltsverzeichnis. 
Seite 

Vorwort ..... . 
Bezeichnungen und Dim:'nsionen . . . . . . . 
Einleitung. Begriff und Eigenschaften ausgleichender 

Vorgange .....•........ 
]. Begriff der ausgleichenden V organge . . . . . . 
2. Hilfssatze aus der Thermodynamik ..•.. 
3. Gemeinsame Merkmale ausgleichender Vorgange 
4. Reversibler und irreversibler Ausgleich von Temperatur. 

differenzen ............ . 

I. Allgemeine Theorie der Warmeleitung .•. 
5. WarmefluB, Warmestromdichte ..... . 
6. Hypothese von Fourier, Differentialgleichung fiir die Tem

peratur bei der Warmeleitung . . . . . . . . . . . . . 
7. Bedingungen an Grenzflachen. Temperatursprungskoef-

fizient. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • 
8. .AuBere Warmeleitung, N ewtonsches Abkiihlungsgesetz 

II. D er stationare Warmefl uB . . . . . . . 

III 
VII 

1 
1 
1 
3 

3 

5 
5 

7 

8 
10 

11 
1. Berechnung thermischer Leitungswiderstande 11 

9. Stationarer WarmefluB . . . . 11 
10. Thermischer Leitungswiderstand . . . . 12 
11. Thermischer Leitungswiderstand zwischen zwei parallel en 

Ebenen, zwei konachsialen Zylindern und zwei konzen
trischen Kugelflachen • . . . . . . . . . . . . . . . . 13 

12. Eindeutigkeit der Temperaturbestimmung .•..... 15 
13. Punktformige Warmequellen innerhalb einer geschlossenen 

Oberflache . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . . 17 
14. Eine punktformige Warmequelle. Thermischer Leitungs

widerstand zwischen zwei konzentrischen Kugelflachen. . 18 
15. Lineare Warmequelle von gleichfOrmiger Starke, Ther

mischer Leitungswiderstand zwischen zwei konfokalen ver
langerten Rotationsellipsoiden . . • • . . . . . . . . . 19 

16. Thermischer Leitungswiderstand zwischen einem Drahtstiick 
und einer dasselbe umgebenden groBen Kugeloberflache urn 
seinen Mittelpunkt . . . . . . . '. . . • . . . 20> 

17. Thermischer Leitungswiderstand und elektrostatische Kapa
zitat, elektrische Analogien zum stationaren WarmefluB • 22: 

18. Aus der Geometrie des Ellipsoids, ahnliche und konfokale 
Ellipsoide . . . • • . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 



Inhaltsverzeichnis. v 
Seite 

1!:J. Elektrostatische Kapazitat und thermischer Leitungswider
stand zwischen einem dreiachsigen Ellipsoid und einem 
dasselbe umgebenden konfokalen Ellipsoid . . . . . . . 24 

20. Thermischer Leitllngswiderstand zwischen einem rechtecki
gen Streifen und einer groBen urn seinen Mittelpunkt ge-
\pgten Kugeloberflache ................ 27 

2. Anwendungen der Theorie des stationaren Warmeflusses :Z9 

21. Bestimmung des Warmeleitungsvermagens durch Messung 
thermischer Leitungswiderstandc . . . . . . . . . . . . 29 

22. Temperaturdifferenz zwischen einem gegen eine kaltere 
Cmgebung strahlenden festen Karper und einem ihn um-
gebenden (jas .................... ~l 

2~. Anwendllng auf die Theorie des Taus und des Auerbrenners 
sowie auf die Tempcraturbestimmung eines Gases durch 
einen eingehrachten dunn en Draht ~2 

:!4. Theorie des Bolometers. . . . . . 34 
2;,. Thermische Isolierung, VakuummantelgefaB, Lufthullen mit 

losen Packungen . . . . . . . . . . . . . . . . 38 
26. Thermischer Leitungswiderstand eines fein gekarntell Pulvers ;,9 
27. TemperaturH'rteilung in einem Stabe bei seitlicher Warme-

abgabe . . . . . . . . . . . . . . . . 41 

;1. Stationarer Zustand bei inneren Warmequellell . . . . . . . 44 

28. Allgemeine Gleichung. . . . . . . . . . . . . . . . . 44 
2ft. Elektrisch geheizter Stab, Kohlrauschs Methode zur Mes

sung des Verhaltnisses zwischen dem thermischen und elek-
trischen Leitungsvermagen . . . . . 44 

:)0. Temperatur des Gases in GeiBlerschen Rahren 48 

nl. ZeitIieh veranderliche Zustande .... 51 

1. Einseitig begrenzter Karper. . . . . . . . !") 1 
31. Eindringen der Temperaturanderungen an der Erdober-

flii che in das Erdinnere . • . . . . . . . . . . . . . . 51 
;)2. Die Temperatur an der Erdoberflache ist als periodische 

Funktion der Zeit gegeben . . . . . . . . . . . . . . 52 
;l:~. Die Warmezufuhr an der Erdoberflache ist als periodische 

Funktion der Zeit gegeben . . • . . . . . . . . . . . ;,4 
:34. Periodische Konzentrationsanderungen an sogenannten Ull-

polarisierbaren Elektroden bei Wechselstrom 5;, 
~,'i. Polarisation sogenannter unpolarisierbarer Elektroden bei 

Wechselstrom . . . . . . . . . . . • . . . . 57 
~6. Theorie der physiologischen Reizung nach Nernst .. 58 

iJ u (1" u 
:)7. Integratioll der Gleichung .. = a" . > durch das GauJ3sche c t GZc 

Fehlerintegral . . . • . . . . . . . . . . . . . . . . .59 
::;". W. ThomsoIls Berechnung der seit dem Erstarren der Erd-

(j berflache verflossenen Zeit . . . . . . . . . . . . . . fiO 



VI Inhaltsverzeichnis. 
Seite 

39. Wegen der Warmeerzeugung durch radioaktive Substanzen 
in der Erde ist die Zeit groJ3er als nach Thomsons Theorie 61 

40. Schatzung geologischer Zeitraume nach der Theorie der 
radioaktiven Umwandlungen • • . . . • . . . . . . . 63 

41. Bestimmung von Diffusionskoeffizienten • . . . . . • . 64 
42. 43. Bestimmung des Temperaturleitungsvermogens aus der 

Temperaturfortpflanzung in einem Stab . . . . . . . • 65 
2. Mehrseitig begrenzter Korper. . . . . . . . . • . . . • . 68 

44. Darstellung einer willkiirlichcn Funktion durch Fouriersche 
Reihen .....•................. 68 

4.5. Die zu behandelnden Faile . . . . . . . . . . . . . . 70 
46, 47. Ebene Platte. . . . . . . . . . . . . . . . . 70. 72 
48. Fortpflanzung des elektrischen Stromes in einem Kabel 73 
49. Vollkugel, Kugelschale. ...... . . . . . 75 

iJu ,,(j2 1( 
50. Methode zur Integration der Gleichung iJt = w, 'fJzi 78 

!) 1. Kreiszylinder, Besselsche Funktionen 79 

IV. Fliissigkeitsreibung (Viskositat). • . 84 

1. Allgemeine Theorie . . . . . . . . . . 84 
52. Newtons Gesetz der Fliissigkeitsreibung 84 
53. Die Druckkomponenten X n , Y71 , Zn, ausgedriickt durch die 

6 unabhangigen Druckkomponenten Xx, Yv .' Z" X y , Y" Zx 84 
54. Werte der 6 unabhangigen Druckkomponenten, Differential-

gleichung fUr unendlich kleine Bewegungen '" . . . 87 
2. Anwendungen. . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . 88 

55. 56. Schwingungen einer kreisformigen Scheibe in einer un-
endlich ausgedehnten Fliissigkeit ......... 88. 90 

57. Schwingungen einer Scheibe zwischen zwei ihr nahen und 
parallel en festen Scheiben . . . . . . . . . . . . . . 92 

58. Andere Faile der Dampfung fester schwingender Korper 
durch Fliissigkeitsreibung . . . . . . . . 94 

59. Ablenkungsmethode zur ft-Bestimmung 94 
60. Theorie der Gleitung, Gleitungskoeffizient 97 
61. Ebene Grenzflachen . . . . . . . . . . 97 
62. Beriicksichtigung der Gleitung bei dem Ablenkungsversuch 

des § 59 . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . 99 
6:3. Stromung inkompressibler Fliissigkeiten durch Kapillar

rohren. Das Poiseuillesche Gesetz. . . . . . . . . . . 100 
64. Experimentelle Ergebnisse. Das Poiseuillesche Gesetz fUr 

Gase. Gleitnng der Gase. . . . . . . . . . . . . . . 103 
65. Wissenschaftliche und technische Bedeutung der Viskositat 104 

Sachverzeichnis " . . . . . . . . . . . . . . . . • . . • • . 105 



Bezeichnungen und Dimensionen. 

W ii rmeleit.ung. 

GroDe 

Zeit ... 

Temperatur in Gels. gr. 

Abwlute Temperatur . 

Wiirmemenge, kalorimetrisch gemessen 

WiirmefluB in einem Punkt fur die Rich-
tung nl) • . . . . . . . . . . . 

Intensitiit des Wiirmestroms 2) • • • 

Gesamter Wiirmestrom von Fliiche 1 
nach Fliiche 2. . . . . . . . . 

Wiirmeleitungsvermogen 

Dichtigkeit • . . . 

Spezifische Wiirme . 

Temperaturleitungsvermogen 

AuBeres Wiirmeleitungsvermogen . 

Temperatursprungskoeffizient fur den 
Dbergang von 1 nach 2 

Thermischer Leitungswiderstand 

Bezeichnung Dimensionen 

u 

T 

k 

c 

h 

w 

T, 

e 
A 

;lIA I 

JIA 
PT 

I 

.rIA: 
I 

T 

.Jf 
LTI 

~-I 

iT 
'M 

1) D. h. Warmemenge, die in der sec durch ein senkrecht zu n ge
legtes cm9 nach der Seite von n hindurchgeht. 

2) D. h. WarmefluI3 fUr die Richtung maximalen WarmeflllRSes. 



VIII Bezeichnungen und Dimensionen. 

GroBe Bezeichnung Dimensionen 

Warmemenge erzeugt im em3 pro sec. 

Diffusion. 

Konzentration. . . . . 

Diffusionskoeffizient 

Reibung. 

Koeffizient der inneren Reibung . 

Koeffizient der auGeren Reibung. . . 

Gleitungskoeffizient 

Versehiedenes. 

Periode 

Kreisfrequenz 

W inkelgeseh windigkei t 

Wellenlange ., . . . . . . . . . 
Druekkomponenten ausgeiibt naeh der 

Seite der Normalen n der gedriiekten 
Flaehe .... 

Drehungsmoment 

Tragheitsmoment 
'(j2f cPf rPf 
8x2 + oy2 + OZ2 • 

Besselsehe Funktion von x erster Art, 
o ter und 1 ter Ordnung 

U" 

c 

D 

,It 

F 

A = .f1: 
F 

7: 

OJ 

OJ 

A 

X n , Yn , Z" 

D 
K 

df 

Jo(x), J1(x) 

I Me I 

iVlT, 

I M I 

I I} i 
1£2 
:'1' , , 

[ M i 

LT 

M 
1--
IL2T 

T 

! 1 
I -
!T 

1 

T 

iL 

I Kraft I 
[P 

1 Kraft·L I 
·M·P 



Bezeichnungen und Dimensionen. IX 

GroBe 

Elektrizitatsmenge . . 

Elektrizitat. 

in elektrostatischem MaE 

III elektromagnetischem MaB 

III Coulomb. 
Stromstarke 

In elektrostatischem MaB 

in elektromagnetischem MaE 
in Ampere 

Spannung 
in elektrostatischem MaB 

in elektromagnetischem MaB 

in Volt 
Elektrischer Leitungswiderstand 

in elektrostatischem MaB . . 

iil elektromagnetischem MaB 

in Ohm (Q) 
Elektrostatische Kapazitat 

III elektrostatischem MaB 

III elektromagnetischem MaB 

III Farad .... 

Verschiedenes. 

Gaskonstante 

Mechanisches Warmeaquivalent 

Bezeichnung Dimensionen 

e 

I 

~~ 

R 

c 

R 

J 

R 

J 

.~- ~~~ - I 

lL. V Kraft . 

iT·" Kraft, 

L VKraft 
T 

VIti'aft 

y'Kraft 

!L . 
, . yKraft 
:T 

T 

L 

'L 

L 

Arbeit 
M 

I Arbeit 
M 

0 

1 

fI 
1 

e 



x Bezeichnungen und Dimensionen. 

Die positive z-Achse wird immer so gezogen, daB von ihr 
aus gesehen die Drehung, durch welche die + x- Achse in die 
+ y-Achse auf dem kiirzesten Wege iibergefiihrt wird, der 
Drehung des Uhrzeigers entgegenlauft, indem das Ziffernblatt 
dem Beobachter zugekehrt ist. Jene Drehung gilt als die po
sitive Drehung in der xy· Ebene. 



Einleitnng. 
Begriff und Eigenschaften ausgleichender 

Vorgange. 
1. Begriff der ausgleichenden Vorgange. Ein isoliertes, 

d. h. auBeren Einwirkungen entzogenes System in ruhender fur 
Energie undurchIassiger Hulle geht mit der Zeit in einen Gleich
gewichtszustand uber, in welchem keinerlei Veranderungen mehr 
stattfinden und raumliehe Zustandsuntersehiede soweit als moglich 
ausgeglichen sind. Herbeigefuhrt wird diesel' Ausgleich durch 
die ausgleichenden Vorgange. Es werden ausgeglichen: Tem
peraturunterschiede durch Warmeleitung und Strahlung, Ge
schwindigkeitsuntersehiede dureh Reibung, Konzentrationsunter
sehicde durch Diffusion, Potentialunterschiede innerhalb homo
gener Substanzen dureh elektrische Leitung. 

Wenn in den Sehenkeln eines Flussigkeit enthaltenden U
Rohres ein Niveauuntersehied besteht, so wird dieser zwar zu
naehst durch die Schwere ausgegliehen, aber darauf in den ent
gegengesetzten verwandelt, die Flussigkeit pendelt hin und her, 
aber zu einem Gleiehgewichtszustand kommt es nicht, ein 
soleher tritt erst ein, wenn der ausgleichende Vorgang der 
Reibung mitwirkt. Die Sch werebeschleunigung ist also kein aus
gleichender Vorgang in obigem Sinne. 

2. Hilfssatze aus del' Thel'modynamik. Alle ausgleiehen
den Vorgange haben ein gemeinsames Merkmal, einige thermo
dynamisehe Satze, die zu dessen Verstandnis erforderlich sind, 
fiihren wir hier ohne Beweis an. Man unterscheidet zwei Arten 
von Energie, erstens frei verwandelbare Energie, ein Beispiel 
dafur ist die potentielle Energie eines gehobenen Gewichts, 
sie kann vollstandig in irgendeine andere Energieform, z. B. 
Warme verwandelt werden. Zweitens nieht frei verwandelbare 
Energie, zu welcher besonders die Warme gehort. Diese kann 
nur zum Teil in die potentielle Energie eines gehobenen Ge
wichtes verwandelt werden, wiihrend del' andere Teil von einem 
warmeren Karper (Warmequelle) zu einem kiilteren (Kuhler odeI' 

War bur g. Warmeleitung. 1 



2 Einleitung. Begriff und Eigenschaften ausgleichender Vorgiinge. 

Refrigerator) iibergehen muB. Ein derartiger Vorgang findet 
in den Dampfmaschinen, in vollkommenerer Weise in der so
genannten Carnotschen Maschine statt, welche man zwar nicht 
konstruieren, aber sich vorstellen und zu Schliissen benutzen 
kann. In dieser Maschine macht eine Substanz, die sogenannte 
arbeitende Substanz, entsprechend dem Wasser in der Dampf
maschine, einen KreisprozeB, d. h. einen Zyklus von Verande
rungen durch, nach welch em sie in den Anfangszustand zuriick
gekehrt ist. Dabei hat sie aus der Warmequelle von der ab
soluten Temperatur T2 eine gewisse Warmemenge Q2 entnommen, 
einen Teil davon Ql an den Kiihler von der Temperatur Tl ab
gegeben und die Differenz A = Q2 - Ql in frei verwandelbare 
Energie iibergefiihrt, was man sich als Hebung eines Gewichtes 
G um die Hohe h, so daB A proportional G· h, vorstellen kann. 
Es ist also Q2 > Ql . Das charakteristische Merkmal der Carnotschen 
Maschine besteht darin, daB die in ihr stattfindenden Vorgange 
vollkommen umkehrbar oder reversibel sind. Reversibel heiBt 
ein Vorgang, welcher vollstandig riickgangig gemacht werden 
kann, so daB aIle 'an dem V organg beteiligten Korper in den 
Anfangszustand zuriickgekehrt sind. Die Carnotsche Maschine 
ist nun so eingerichtet, daB man die arbeitende Substanz ihren 
KreisprozeB in genau umgekehrter Richtung durchlaufen lassen 
kann, wobei dann Ql aus dem Kiihler entnommen, A in Warme 
zuriickverwandelt und Q2 = Q1 A an die Quelle zuriickgegeben 
wird; damit sind aUe Veranderungen riickgangig gemacht. In 
der Thermodynamik wird gezeigt, daB Q2/Ql = T2/Tl und daB 
der Nutzeffekt A/Q2 fiir jede umkehrbare Maschine der gleiche 
und groBer ist als fiir eine nicht umkehrbare Maschine. 

Es ist noch notig, den Begriff der Entropie zu erklaren. 
Bei einer unendlich kleinen reversiblen Zustandsanderung nehme 
ein Korper von der absoluten Temperatur T die Warmemenge 
d Q auf, dann ist die Entropie 8 bis auf eine additive Konstante 
definiert durch die Gleichung 

d8=dQ () T' ......... 1 

woraus 
T 

8=80 + fdi . ........ (2) 
To 



Gemeinsame Merkmale ausgleichender Vorgange. 3 

Wenn Zustandsanderungen nur durch Warmeaufnahme ohne 
Arbeitsleistung erfolgen, indem also V olumanderungen auBer 
Spiel bleiben oder zu vernachlassigen sind, so kann man die 
Entropieanderungen nach (1) berechnen, gleichgiiltig, ob die 
Warmezufuhr d Q reversibel oder irreversibel erfolgt, d. h. aus 
einer QueUe entnommen wird, deren Temperatur die des Warme 
aufnehmenden KOrpers um einen unendlich kleinen oder end
lichen Betrag iibersteigt. 

3. Gemeinsame Merkmale ausgleichender Vorgiinge. Nach 
diesen Auseinandersetzungen kann man das gemeinsame Merk
mal der ausgleichenden V organge in dreierlei Weisen ausdriicken, 
die im Grunde dasselbe besagen: sie sind irreversibel, sie fiihren 
einen Verlust an frei verwandelbarer Energie herbei, sie bringen 
eine Vermehrung der Entropie hervor. 

4. Reversibler und irreversibler Ausgleich von Temperatur
differenzen. Folgendes Beispiel diene zur Erlauterung. Es 
seien gegeben zwei gleiche feste Karper 1 und 2 von der 
konstanten spezifischen Warme c und den Temperaturen T1 0 

und T2°, wo T2° > T1o. Man kann nun den Ausgleich der 
Temperaturen zu einer gemeinschaftlichen Endtemperatur T her
beifiihren, entweder irreversibel durch Warmeieitung, indem man 
die Karper miteinander in Beriihrung bringt, oder reversibel, 
indem man die 2 zu entziehende Warme in eine Carnotsche 
Maschine eintreten laBt, wobei 1 als Kiihler dient. Hierbei 
wird frei verwandelbare Energie gewonnen, diese geht verloren, 
wenn man den Ausgleich durch Warmeleitung herbeiflihrt. Wollte 
ma.n in diesem Fall den Anfangszustand wieder herstellen, so 
miiBte man Warme von 1 nach 2 schaffen, also, indem 1 sich 
dabei abkiihlt, Warme von einem Kiihler zu einem warmeren 
Karper iiberfiihren. Dies kann geschehen, indem man die Warme 
aus 1 in eine Carnotsche Maschine eintreten und diese riick
warts arbeiten laBt, wobei eine gewisse Menge frei verwandel
barer ELergie in Warme verwandelt wird, also andere Karper 
gewisse Veranderungen erleiden. Der Vorgang ist deshalb 
irreversibel. 

Urn das Beispiel rechnerisch zu verfolgen, mage durch Q 
immer die aufgenommene Warme bezeichnet werden, so daB 
abgegebene Warme negativ gerechnet wird. Ferner sollen die 
Volumanderungen der festen Karper vernachlassigt werden, so 

1* 



4 Einleitung. Begriff und Eigenschaften ausgleichender Vorgiinge. 

daB man zur Berechnung der Entropieanderungen die G1. (1) 
benutzen darf. Es seien nun Tl und T'J allgemein die abso
luten Temperaturen von 1 und 2 wahrend des Ausgleichs, dann 
ist in jedem Fall 

T 

LlSl = c J dTllTl = c.loge TIT10 
T,O 

T 

LlS2 = c· J dT21T2 = c.log. TIT20 
T.O 

der allgemeine Ausdruck fur den Entropiezuwachs beim Aus
gleich der Temperaturen zu einer gemeinschaftlichen Endtempe
ratur T. Es folgen nun nebeneinander die Gleichungen fUr 
den irreversiblen und den reversiblen Ausgleich. 

Irreversibler Ausgleich: Reversibler Ausgleich: 

dQl+dQ2·~1 =0 
\I 

· (4) 

d Tl d T2 ( ) 
dT1 +dT2 =0 Tl + T2 =0 ..... 5 

Tl + T2 = konst. = 2 Ti 10ge(Tl T2)= konst. = logeTr2 (6) 

l(T10 + T20) = Ti 

W;= 0 

( T.)2 
LI Si = c.lge rf 

r 

· (7) 

W =2c.(T.-T) r > .. · (8) 

LlSr=O. · (9) 

Hier sind die gemeinschaftlichen Temperaturen nach Aus
gleich fur die beiden FaIle durch Ti und Tr bezeichnet. Ti 
ist groBer als Tr , indem das arithmetische Mittel groBer ist 
als das geometrische, in der Tat ist bei reversiblem Ausgleich 
ein Teil der Warme als solche verschwunden. Tr liegt naher 
an Tlo als an T 2°,l) was daher ruhrt, daB die von 2 abge
gebene Warme nach (4) groBer ist als die von 1 empfangene. 

') Man beweist leicht, daB das geometrische Mittel aus zwei Zahlen 
x und y, wo x> y, naher an y als an x liegt. 



WarmefluB, Wiirmestromdichte. 5 

Wist der Gewinn an frei verwandelbarer Energie, flir den ir
reversiblen Ausgleich gleich Null, fiir den reversiblen gleich 
dem Warmeverlust 2 c (Ti - Trl. Zur direkten Berechnung von 
W hat man hier 

d W = - d Q2 - d Ql = d Ql (T2/Tl - 1) = cd Tl . (T2/Tl - 1) 
= cd Tl (Tr~/Tl2 - 1), 

woraus sich durch Integration nach Tl von Tl ° bis Tr fiir W 
der obige Wert 2 c (Ti - Tr) ergibt. Die angegebenen Werte 
flir den Entropiezuwachs LI S folgen aus 3) mittels der unter 
7) gegebenen Werte von Ti und Tr. Es ist LI Si > 0, da 
Ti> Tr . 1st beispielsweise Tlo = 300°, T2° = 500°, so wird 
Ti = 400 0 , Tr = 387,3. 

I. Allgemeine Theorie der Warmeleitung. 
5. Wiirmeflu8, Warmestromdichte. Die Theorie der aus

gleichenden Vorgange, mit denen wir uns beschaftigen wollen, 
namlich der Warmeleitung, Reibung, Diffusion, Ohmschen elek
trischen Leitung ist form ell analog und wurde von Fourier l ) 

an dem Beispiel der Warmeleitung entwickelt, mit welcher 
wir beginnen. 

Innerhalb eines ungleich temperierten, 
adiathermanen, d. h. fUr Strahlung undurch-
lassigen Karpers trenne eine Flache S die P. 
Teile A und B (Abb. 1). B empfangt Warme 

1. durch Leitung von A, durch ein 
Element dS bei M tritt in der Zeiteinheit 
die Warmemenge qn d S ein, wo n die nach 
dem Innern von S gerichtete N ormale be- Abb. 1. 

deutet und q", das positiv odeI' negativ sein 
kann, von dem Ort und von der Richtung von n abhangt; 
von einer Ric h tun g, in welcher die Warme fiieBt, ist hier 
noch nicht die Rede. qn heiBt del' Warmeflu13 bei M fiir die 
Richtung n. Da der Karper adiatherman sein solI, so emp
fangt B von A keine Warme durch Strahlung zwischen Stellen, 

1) Fourier, J. B. J., 1822. (Euvres, herausgegeben v. C. Darboux, 
Ed. 1. 
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die in endlicher Entfernung voneinander liegen. Sollte die 
Strahlung zwischen benachbarten Molekeln eine Rolle spielen, 
so ware diese in der Leitung einbegriffen. 1m ganzen tritt also 
in B durch Leitung in dem Zeitelement d t ein d t J qn d S; 

2. durch innere Warmequellen, im ganzen dt J w dr, wo w 
die pro Kubikzentimeter erzeugte Warme, dr ein Volumelement 
von B ist. 

1st also c die spezifische Warme, e die Dichte, 'U die Tem
peratur, so muB sein 

oder 

au 
d t· f c e dr· Tt = d t· fwd r + d t f qn d S 

Abb.2. 

au 
fce·Tt·dr=fwdr+fqndS . ..... (10) 

Sei 1. B ein unendlich kleines Te
traeder von den Kanten d x, d y, d z mit 
der SchluBflache f(Abb. 2). Sind fx' fy' fz 
bzw. die Flachen senkrecht zu den recht
winkligen Koordinatenachsen x, y , z, so 
ist, wenn n die nach dem Innern des 
Tetraeders gerichtete Normale von f 
bedeutet, 

f", = - fn· cos (n, x); fy = - fn· cos (n,y); fz= - fn· cos (n, z) (11) 

und G1. (10) lautet 
au 

dr.ce·at 
= wdr +qn fn -qx fn . cos (n,x) - qy. fn . cos (n,y)-qz' fn ·cos (n,z). 

Die Glieder in d r sind von 3. Ordnung, die iibrigen von 
2. Ordnung unendlich klein. Streicht man jene, so erhalt man 

qn = q",·cos (n, x) + qy.cos (n,y) + qz·cos(n,z) . •• (12) 

Nach dieser Gleichung ist qn fUr jede Richtung n bestimmt, 
wenn es fUr drei zueinander rechtwinklige Richtungen gegeben 
ist. Eine RichtungsgroBe i kann, da sie drei unabhangige Be
stimmungsstiicke enthalt, immer so gewiihlt werden, daB 

q",=icos(i,x), qy=i.cos(i,y), 

also i = V q", 2 + qy 2 + q/. 

q z = i . cos (i, z) } ) 
(13 
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Daraus ergibt sich infolge von (12) 

qn = i· {cos (i, x). cos (n, x) + cos (i, y). cos (n,y) + cos (i, z)· cos (n, z)} 
oder 

qn=i.cos(n,i) ........ (14) 

Fur die Richtung von i hat qn seinen groBten Wert. i nennen 
wir die Intensitat des Warmestromes oder die Warmestromdichte 
und die Richtung von i die Richtung des Warmestromes. 

2. B ist ein Elementarparallelepiped von den Kanten dx, 
dy, dz. Hierfiir liefert die Gl. 10) 

elf·dr· ~: = wdr + q.,dy dz - (qx +~; dX) dy dz + qy dz dx 

- (q + oqy dy) dz dx + q dx dy - (qz + oqz dZ) dx dy 
Y oy Z \ oz 

oder 

en. ou = w _ (?}x + oqy + Oqz) (15) " at ox ay oz····· . 

6. Hypothese von Fourier. Differentialgleichung fur die 
Temperatur bei der Warmeleitung. Nach Fourier ist in iso
tropen Medien die Richtung des Warmestromes in einem Punkt 
senkrecht zu der durch dies en Punkt gelegten isothermen Flache1) 

und seine Intensitat 

i=-k.~:, ........ (16) 

wo n die in Richtung abnehmender Temperatur gezogene Nor
male der isothermen Flache bedeutet. 
i hat also die Richtung abnehmender 
Temperatur. 

k, das Warmeleitungsvermogen der B 
Substanz, ist im allgemeinen von der 
Temperatur abhangig. 

Seien (Abb.3) A und B zwei un
endlich nahe benachbarte isotherme A 

n +x 

b c 

Flachen, A hoher als B temperiert, Abb.3. 

a b senkrecht zu A, ist dann die 
Richtung des Warmestroms, ac sei die Richtung der + x-Achse. 

1) D. h. Flache gleicher Temperatur. 
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Nach (13) ist 

q:r; = i cos ( i , x) = i cos (n, x) = - k· ~: . cos (n, x. 

OU 

oX = on = ab = ac·cos (n, x) = cos(n, x), 
ou ox ac ac 
on 

daher 
OU on ou 

q = -k·-·-= -k·- ..... (17) 
x on ox ox 

Damit wird 

c e ou = w + ~ (k ou) + ~ (k ?u) + ~ (k ou) ot ox oX oy oy OZ OZ 
. (18) 

1st k unabhangig von der Temperatur 

ou ce- = w + k·L1u; ot 
Wir werden Warme immer in kalorischem MaB, namlich in 
g- cal messen, dann sind die Dimensionen einer Warmemenge 
IM'O I, wo 0 die Einheit des Temperaturgrades, die Dimensionen 
einer spezifischen Warme gleich Null und es folgt aus (19) 

1M PI I MI 
Ikl=lp'TI=ILTI ...... (20) 

Die Fouriersche Hypothese macht den Warmestrom an 
einer Stelle abhangig von der Temperaturverteilung in un
mittelbarer Nachbarschaft dieser Stelle; sie trifft in den 
meisten Fallen ZU, nicht aber fur den Warmestrom in sehr 

~
z 

Z S 

1 Tl-1 

Abb.4. 

verdunnten Gasen. 
7. Bedingungen an Grenzfliichen. Tem

peratursprungskoeffizient. An der Grenz
Bache S zweier warmeleitender Medien 1 
und 2 kann die Temperatur sich sprung
weise andern; sie sei an S in 1 u!' in 2 
u2 und wir setzen nach Poisson die in

folgedessen von 1 nach 2 gehende Warmemenge pro Zeit- und 
Flacheneinheit gleich {,(ut - u2 ). Legt man (Abb.4) uber das 
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Element dB unendlich niedrige Zylinder und vernachlassigt wie 
in § 5 Glieder von der Ordnung d. gegen Glieder von der 
Ordnung dB, so ergibt sich, wenn n1 und n2 bzw. die nach 
dem Innern von 1 und 2 gerichteten Normalen bedeuten: 

kl . ~~~ = f· (U1 - U2) 1 
k OU2 f (- -) J 

- 2' an~ = . Ul - U2 

. . . . . . (21) 

Daraus folgt erstens 

Setzt man ferner k1f f = Y 12' so folgt aus der ersten der 
Gln. (21) 

. . (23) 

Dieselbe Gleichung folgt aus der zweiten der Gin. 21), namlich 

- - k'J oU2 k1 oU1 oU1 
Ul - U2 = - _.-- = ---.~ = Y12'~' 

f on'J f onl on1 

Y12 heiBt der Temperatur-
sprungskoeffizient fur den 
Dbergang von 1 nach 2. Seine 
Bedeutung ergibt sich aus 
Abb.5. Sei dort OA = U l , 

o B = U2' An die Kurve, 
welche u1 als Funktion von 
n1 darsteIlt, lege man die 
Tangente bei A, C sei ihr 
Durchschnittspunkt mit der 

z 

durch B parallel n 1 gezogenen lZz~-----O----'---->-~1Z1 
Linie. Dann ist Abb.5. 

1) Die GIn. (21) und (22) geIten nicht, wenn, wie z. B. beim P eIti e r
schen Phanomen, an der Grenzflache Warme entwickeIt wird. Betragt 
diese P fUr die FIacheneinheit, so steht in GI. (22) rechterhand - P. 
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also 

- - BO OUl 
UI- U2= .-. oni 

Durch Vergleichung mit 23) folgt 

BO=Yl2' 

d. h. der Temperatursprungskoeffizient fiir den Vbergang von 1 
nach 2 ist die Entfernung von der GrenzfHiche eines Punktes 
in 2, in welchem ul = u2 wiirde, wenn der Temperaturgradient 

au hinter der GrenzfUiche in 2 denselben Wert wie an der onl 

Grenzftache beibehielte. 

S h d k'J k2 
etzt man entsprec en 7 = Y21 = 1'12· k1 ' . . . . (24) 

so folgt aus der zweiten der G1. 21) u2 - u1 = Y21. jJu'l , und on2 

aus Abb. 5 tg fJ = U2ADU1 = au'l , also Y~u = AD, woraus sich an'l 

nach der Abbildung die Bedeutung des Temperatursprungs
koeffizienten Y21 fiir den Vbergang von 2 nach 1 entsprechend 
der Bedeutung von "12' ergibt. In den meisten Fallen ist 
Y12 = 0, also ul = u'l ' nur an der Grenze eines verdiinnten 
Gases und eines festen oder ftiissigen Korpers hat man 1'12 von ° 
verschieden gefunden, und zwar um so mehr, je kleiner die 
Dichte des Gases (vgl. § 26). Wird die Dichte des Gases zu 
klein, so verliert 1'12 seine Bedeutung, wie iiberhaupt nach § 6 
die Fouriersche Theorie. 

8. AuSere Warmeleitung, N ewtonsches Abkiihlungsgesetz. 
Ein fester Korper F von der Temperatur U befinde sich in 
einer tropfbaren oder gasformigen Fliissigkeit, die umgeben ist 
von einer festen Rulle der Temperatur uo. Uo heiBt dann die 
Temperatur der Umgebung. F gibt Warme ab durch Strahlung 
und Warmeleitung, diese wird befordert durch die Konvektions
strome, welche sich infolge der Schwere bilden und die an F 
erwarmte Fliissigkeit durch kaltere ersetzen; sie konnen nach 
der Schlierenmethode sichtbar gemacht werden. Die Flussig
keit kann auch geriihrt werden. Die genannte Warmeabgabe 
ist also ein sehr kompliziertes Phanomen, kann aber, wenn 
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u - Uo sehr klein, nicht groBer als einige Grade ist, fur das 
Oberflii.chenelement ds von Fund das Zeitelement dt gesetzt 
werden 

ds.dt.h(u - uo), 

wo h, das sogenannte auBere Warmeleitungsvermogen, von u - Uo 
unabhangig ist, dagegen abhangig von Uo 1), der Oberflachen
beschaffenheit von F, der Natur des Mediums und der Starke 
des Riihrens. Es ist dann, wenn n i die nach dem Innern der 
Flussigkeit gerichtete Normale bedeutet 

ou (_.) -k·;::--·dsdt=h u-u dsdt on. 0 , 

oder h (u - u ) = - k· ~ 
o ani 

. . . . . (25) 

Kann die Temperatur von F als gleichformig angesehen werden, 
so ist, wenn C die Warmekapazitat von F bedeutet, 

OU 
- C·---·dt = h.S.(u - u ).dt ot 0 

oder 
au 
ai,- = - a· (u - uo), . . . . . .. (26) 

wo a von u - U o unabhangig ist. Die Gl. (26) spricht das so
genannte N ewtonsche Abkiihlungsgesetz aus. 

II. Der stationare Warmeflu6. 
1. Berechnung thermischer Leitungswiderstiinde. 

9. Stationarer WarmefluB. Die Temperatur in einem warme
leitenden Medium ist im allgemeinen sowohl mit dem Ort wie 
mit der Zeit, in vielen Fallen aber, den Fallen des sogenannten 
stationaren Warmeflusses, nur mit dem Ort, nicht mit der Zeit 

au 
veranderlich. Alsdann ist in cler (Gl. 19) - = O. Wir nehmen at 

') Z. B. ist der Strahlungsverlust bei schwarzer Oberfliiche von F 
und schwarzer Umgebung, wenn T, To die absoluten Werte der Tempe
raturen u, U o bedeuten, pro cm 2 und sec (J (T4 - To 4) = (J (To + u - 1l0)4 - To 4 

= 4 (J To 3 (u - uo) indem u -!to sehr klein angenommen wird. 
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vorHiufig an, daB im Innern des Mediums keine Warmeentwick
lung stattfindet (w = 0) und daB k von der Temperatur unab
hangig ist, dann folgt aus der Gl. (19) fiir das Innere des von 
dem warmeleitenden Medium erfiillten Raumes r: 

.dU=o . ......... (27) 

Die Integration dieser Gleichung unter den fiir die Oberflache 
des Raumes r gegebenen Bedingungen liefert die Temperatur u 
in jedem Punkt von r. 

10. Thermischer Leitungswiderstand. Es sei zunachst das 
Medium von zwei geschlossenen Flachen 8 1 und 8 2 begrenzt, 
weJche auf den konstanten Temperaturen u1 bzw. u2 gehalten 
werden; 82 moge 8 1 umschlieJ3en. Diese Bedingungen fiihren 
auf einen von der urspriinglichen Temperaturverteilung zwischen 
8 1 und 8 2 unabhangigen Zustand stationaren Warmeflusses, 
welcher streng genommen erst nach unendIich langer, prak
tisch aber nach einer endlichen, von verschiedenen Umstanden 
abhiingigen Zeit erreicht wird. 1st u1 > u2 ' so flieBt dabei 
in der Sekunde eine gewisse Warmemenge J12 von 1 nach 2, 
welche der Warmestrom von 1 nach 2 genannt werde, und es 
ist dann nach 16) 

f oU 
J12 = - k-') d81 , • • • • • • • (28) 

un12 

wo n12 die gegen 2 hin gerichtete Normale von 8 1 und die 
Integration iiber die Oberflache 8 1 auszudehnen ist. Nach 
Analogie mit dem elektrischen Leitungswiderstand definieren 
wir als thermil'chen Leitungswiderstand W zwischen 1 und 2 

W= u1 - u2 • 

J1 'J 
. (29) 

Nur wenn k vor der Temperatur unabhiingig ist, gilt (27) und 
hat W einen von der Temperatur unabhangigen Wert. Dies ist 
nie genau, im allgemeinen nur fiir kleine Temperaturdifferenzen 
u1 - u2 annaherod der Fall, daher bei Anwendung jenes Be
griffes auf die Praxis Vorsicht geboten ist. 

Zur Bestimmung von W fiir konstantes kist u nach der 
Vorschrift des § 9 und daraus nach (28) J12 zu berechnen. 
Wir fiihren dies fiir drei einfache FaIle durch (s. Abb. 6). 
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11. Thermischer Leitungswiderstand zwischf'n zwei paralle
len Ebencn, zwei konachsialen Zylindern und zwei konzen
trischen KugelfHichen. Erstens seien 8 1 und 8 2 allseits unend
lich ausgedehnte, also randerlose parallele Ebenen. Wir ziehen 
die z -Achse senkrecht zu dies en (von 1 gegen 2 hin) , dann ist 

8 '" d 0 U 0 U 1) 1 A 02 U E' aus ymmetrIegrun en - = 0, - = 0. a so LJ U = ----.,. m-
ox oy· oz· 

malige Integration liefert ~~ = c, wo c eine Konstante. Diese 
oz 

Gleichung gewinnt man kurzer durch die Bemerkung, daB wegen 
des stationaren Zustandes eine durch zwei zu 8 1 parallele 
Ebenen (in Abb. 6 gestrichelt gezeichnet) begrenzte Schicht keinen 

OU OU 
Warmezuwachs erfahren darf, - k· - , also auch - - muB 

oz CZ 
hierfur an beiden Ebenen den gleichen Wert c haben. Noch
malige Integration liefert U = c z + c'. Wir legen den Anfang 
der z in 8 1 und setzen den Abstand zwischen 8 1 und 8 2 gleich d. 
Dann ist u1 = c', u2 = cd + c', u1 - u~ =- cd, c=- (u1 - u2)jd, 

und da (~~) = ~u = c, fur eine Flache f der Schicht 
oz 1 OZ 

J12 =--k,c'f=kf(U1 -u2)jd und W=djkf. 

Zweitens seien 8 1 und 8 2 unendlich lange konachsiale Kreis
zylinder von den Radien r1 und r2 • Aus Symmetriegrunden 
hangt hier u nur von der Entfernung r von der Achse abo Wird 

diese zur z -Achse gewahlt, so ist 0 U = 0, ferner 
OZ 

OU OU or OU x 

02,U X 02U X OU r-x·xlr ---=-._-.-+---. ---~-
ox2 r or2 r or r 

i)2u 
--- erhalt man indem man x mit y vertauscht. 80 ergibt sich oy2 ' 
02 U 02 U (i~ U lou 1 ? ( 0 U) 
;-x-i + S,y2 = L1 U = --;'r~- --. -- = -. - r -- und durch ein-
u u u r or r or or 

1) Waren Randel' vorhanden, so wiirden diese Gleichungen nul' in 
griiJ3erer Entfernung von den Randern merklich richtig sein. 
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1· I . A AU k ma 1ge ntegratlOn von LJ U = 0 r· a;: = c, was iirzer, ent-

sprechend der Entwicklung unter 1., aus der Bemerkung her
vorgeht, daB durch zwei konachsiale Zylinderflachen dieselbe 

Warmemenge hindurchgehen muB, d. h. - k 0 u. 2 r 7l = konst. or 
oder r Ou = c. Nochmalige Integration liefert U = C loger + c', or 

r 
'11.1 - U2 = C loge~~' c = (U1 - u2)/log. r1 /r2 und der Warme-

2 

strom fiir einen Lange l der Schicht wird 

J =-27lr .k(OU) .l=_27lkl.(rOU) =-27lklc. 
12 1 or 1 or 1 

r 
log ~ 

e r 
w= 27lkl' Also 

Drittens seien 8 1 und 8 2 konzentrische Kugelf1achen von 
den Radien r 1 und r2 • Aus Symmetriegriinden hangt hier 'II. 

nur von der Zentraldistanz r ab, wo r2 = x2 + y2 + Z2, wenn 
der Koordinatenanfang in den gemeinschaftlichen Mittelpunkt 
gelegt wird. Mit Hilfe des unter 2. gefundenen Wertes von 
~u ~u ~U 
-2' aus welchem -2 und -2 durch Vertauschung von x mit ax oy OZ 
y und z hervorgehen, erhalt man hier, entsprechend wie unter 

f h d A 02U 2 au a (2 aU)' d d' . 2 ver a ren LJ U = - + --- . - = --- r - un Ie eln-. , or~ r or r'.!or or 
1· Itt' A 0 l' f Q aUk"" ma 1ge negra IOn von LJ U = Ie ert r" - = c, was urzer or 

aus der Bemerkung hervorgeht, daB eine durch konzentrische 
Kugelflachen begrenzte Schicht keinen Warmezuwachs erleiden 

AU 00'11. 
darf, also - k --·4 r 27l = konst. oder r" - = c. Nochmalige or or 
Integration liefert 'II. = - ~ + c', woraus wie unter 2.: 

r 

c = (u1 - u2 ) r1 r2/(r1 - r2), 

J =-47lr"·k - =-47lk· r2- =-47lkc o (au) ( au) 
12 1 or 1 or I 



c 

und 
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w = _~ . ~2 - r 1 

4nk r1 r2 

Diese Ergebnisse sind hierunter iibersichtlich zusammengestellt. 

oz 

<52----

Abb.6. 

r2 = x2 + y2 

~~ + ~- ~~ = r:r (r~~) 
OU 

r··or 

u cz + c' clog, r + c' 
c , - -+c 
r 

J12 c· - kf 

kf 
= (u1 - u2)· (1 

W 1 
k 

d 

f 

c· -2nkl 

2 n k l 
lu - u) ---. 
- 1 2 r 

log .'J 
e r1 

I To,. og -" 
1 e T1 

E'2nl 
fiir eine FHiche f fUr eine Lange 1 

1 

+n . (32) 

12. Eindeutigkeit der Temperaturbestimmung. Es ware 
denkbar, daB eine andere Betrachtungsweise als die gewahlte 
zu anderen Werten von u gefiihrt hatte, d. h. daB u durch 
die gegebenen Bedingungen (,1 u = 0 innerhalb T, u gleich u 1 

auf 8 1 , gleich u2 auf 8 2) nicht eindeutig bestimmt ware. Wir 
wollen im folgenden beweisen, daB es nur einen Wert von u 
gibt, welcher im Innern von T LI u zu Null macht und an den 
Oberfiachen von T gegebene Werte annimmt. 
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Hilfssatz. Wir betrachten das Integral 

f dr· (~:r=f f dydz f dX(~:r 
ausgedehnt iiber den von einer FHiche S umschlossenen Raum r, 

Abb.7. 

innerhalb dessen F, eine Funk
tion der Koordinaten, stetig ver
Hiuft. Auf dem Element dydz 
der yz-Ebene denke man sich 
.(Abb. 7) einen der x-Achse 
parallelen Zylinder errichtet, 
welcher aus S Elemente d S1 
und d S2 ausschneidet. Die Inte
gration nach x ist dann in der 

vorstehenden Gleichung bei konstantem y und z von 1 nach 2 
zu nehmen. Es ist ferner, wenn n die nach dem Innern von r 
gerichtete N ormale bedeutet, 

dydz = dS1 cos (nl' x) = + dS2 cos (n2 , x). 
Dies beriicksichtigend findet man durch Integration nach Teilen 

JfdYdzfdX'~~' of =ffdYdZ. {I of.F 12 --fdX.F. 02~} 
ox OX lox I ox~ 

= -JdSQ cos(n2 ,x).FoF -JdS1 cos(n1 ,x).FoF _Jdr.Fo2~. 
- OX OX oX 

Die Integrationen sind iiber aIle Elemente d S1 bzw. iiber aIle 
Elemente d S2 auszudehnen, welche Elemente zusammen die 
ganze Oberflache S umfassen. Daher ist 

J dr.(oF)2 = -JdS.FoF cos (n, x) _Jdr.Fo2~. 
oX ox ox' 

Bildet man nach den Koordinaten weitergehend die entspre
chenden Gleichungen fiir y und z, addiert aIle drei Gleichungen 
und bedenkt, daB 

of of of of 
-;- cos (n, x) + - cos (n, y) + -cos (n, z) =-, ux oy oz on 

indem cos (n, x) = 0 x Ion ist, so erh1iJt man 

r [(OF)2 (OF)2 (OF)2] J of J Jdr h + oy- + az = - ds·F on - dr·F·LJF. (33) 
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Diese Gleichung gilt auch, wenn sie auf den auBerhalb der 
Flache 8 liegenden unendlichen Raum bezogen wird, voraus
gesetzt, daB F im Unendlichen verschwindet; bei der Intergration 
nach x treten z. B. als Grenzen auf - 00 bis 1 und 2 bis + 00. 

Ebenso uberzeugt man sich leicht davon, daB sie auch fUr den 
Raum t zwischen den Flachen 8 1 und 8 2 (§ 10) gilt. 

Angenommen nun, es gabe zwei Werte u' und u" von u, 
welche im Innern des Raumes 'f L1 u zu Null machen und 
an der Oberflache von t gegebene Werte annehmen; v sei ihre 
Differenz u' - u". Setzt man in der Gl. (33) F gleich v, EO ver
schwindet die rechte Seite, damit auch die linke, welche die 
Summe von lauter positiven Gliedern ist. Es muB also uberall 

. ev ev ev 
sem --- =- = . - = 0, d. h. v konstant, daher gleich 0, weil ex ey ez 
es an der Oberflache gleich Null ist. Mithin ist u' = u", was 
zu beweisen war. 

13. Punktformige Wiirmequellen innerhalb einer geschlos
senen OberfIache. Als zweiten Fall betrachten wir den statio
naren WarmefluB, welcher sich nach genugend langer Zeit her
stellt, wenn innerhalb einer geschlossenen Flache 8, und nur 
.dort, sich punktformige Warmequellen Q', Q" . . . befinden und 
im unendlichen u verschwindet. Wir legen um jede der punkt
formigen Warmequellen als Mittelpunkt eine Kugel mit einem 
kleinen Radius, welche die von ihr umschlossene QueUe von 
dem Raum t ausschlieBt. Dann ist uberall innerhalb T 11 u = 0. 
Als Oberflachenbedingung ergibt sich als Folge des stationaren 
Warmeflusses, daB durch die Oberflache jeder der Kugeln die 
Warmemenge hindurchgehen muB, welche in derselben Zeit von 
der von der Kugel umschlossenen Warmequelle geliefert wird; 
andernfalls wurde der von der Kugel umschlossene Raum einen 
positiven oder negativen Warmezuwachs erleiden. 

Der Gleichung L1 u = ° wird genugt durch den Ausdruck 

A' A" u=---,+,,+ ... , r r 

wo r', r" . " die Entfernungen des Punktes x, y, z von den 
Quellen Q', Q", ... bedeuten und A', A" Konstanten sind. Es 
ist namlich 

r'2 = (x - X')2 + (y - y')2 + (z - z'l, 
War bur g, Warmeleitung. 2 



18 Berechnung thermischer Leitungswiderstande. 

woraus 
or' 
ox 

x- x' 
r' 

ferner 

1 o-r' lor' x' - x 
7}X= -;:;2· ox= 7-; 

- r' 3 - (x' - x). 3 r' 2 • (x - x') ! r' 
r'2 

- r'3 + 3 r' (X_x')2 
r2 

und zwei entsprechende Gleichungen fur die Differential
quotienten nach y und z. Die Addition der drei Gleichungen 
liefert 

d C)= o .......... (34) 

Zur Bestimmung von A' setzen wir die Oberflachenbedingung 
fUr die Q' umschlieBende Kugel an. Das Oberflachenelement 
dieser Kugel ist r'2 dw, wenn dw seine Kegeloffnung bezuglich 
des Kugelmittelpunktes bedeutet, und man erhalt, wenn Q' in 
der Sekunde die Warmemenge J' lie£ert, 

Nimmt man darin den Halbmesser der Kugel, also r' unend
lich klein, so reduziert sich die Gleichung auf J' = 4n k A' 
oder A' = J' /4 n k und man findet 

. . . . . . (35) 

Fur eine gegebene Verteilung der Warmequellen Q', Q", ." 
kann man nun die Temperatur u auf zwei Q', Q", ... umschlie
Benden isothermen Flachen 8 1 und 8 2 mittels der GI. (35) be
rechnen, und der thermische Widerstand W zwischen 1 und 2 
ergibt sich dann aus (29), indem J12 = J;J' ist. 

14. Eine punktformige Warmequelle. Thermischer Lei
tungswiderstand zwischen zwei konzentrischen K ugelftachen. 
Fur eine punktformige QueUe von der Intensitat J' ist nach 

• J' 
(35) u= 4~k·7' die Isothermen sind die Kugelnr'= konst., 

der Widerstand zwischen zwei Kugelflachen von den Radien r1 
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und r2 (r2 > r1 ) wird W = ~-- (~ -~) wie bereits III § 11 
4nk r1 r2 

GI. (32) gefunden. 
15. Lineare WiirmequeUe von gleichformiger Starke. 

Thermischer Leitungswiderstand zwischen zwei konfokalen 
verlangerten Rotationsellipsoiden. Wir 
nehmen zweitens eine line are Warme
quelle 1) AB (Abb.8) von der Lange 2e 
und von glE'ichformiger Starke an, deren 
Elemente d~ in der Sekunde die Warme
menge id~ liefern. Die x-Achse legen 
wir in die Linie, den Anfang der Ko
ordinaten in ihren Mittelpunkt, die 
Ebene der Zeichnung sei die xy-Ebene, 

Abb.8. 

x, y die Koordinaten eines Punktes P, ~ das x eines Punk
tes M der Linie, r der Abstand MrP, also r2 = (x - ~)2 + y2, 
rdr = (~- x)d~. 

Nach (35) ist +. 

'U=---' -. 1 f id~ 
4nk r 

-e 

Wir setzen eine neue Variable fl = ~ + r, also 

Mithin 

dfl = d~ + dr = d ~ (1 -+ ~ -; ~), 
d~ d/~ 1 dfl dll 
-;;- = --{ - x .;;- = r -+ ~ - x = fl - x· 

1-+-~-
r 

r"+e 
i f dll i r"-+e-x 

'U = "4 n k' P ==-x = 4 n k . logeT~e-=x ' 
r'-e 

wo r' = AP, r" -= B P. Man lege nun durch Peine Ellipse, 
deren Brennpunhte A und B sind. Es ist 

r'2 = y2 -+ (e -+ X')2, r"2 = y2 -+ (e _ X)2, 

r'2 - r"2 ,~, 4 ex = (r' -+ r") (r' - r") = 2a· (r' - r/l), 
-----

1) D. h. unendlich viele punktfiirmige Warmequellen, die sich stetig 
aneinander schlieJ3en. 

2* 
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wo 2a die groBe Achse der Ellipse. Also r' - r" = 4ex12a 
und, da r' + r" = 2 a, r' = a + exJa, r" = a - exJa. Mit diesen 
Werten wird 

r" + e - x a - exJa + e - x (a + e) (1 - x/a) a + e 
r'~ e - x= a+ exJa - e=-x= (a - e)(1- xJa) = a -e' 

Also 
i a + e u = -- . log --. . ..... (36) 

4nk ea-e 

fUr aHe Ellipsenpunkte und nach der Symmetrie auch fur das 
verHingerte Rotationsellipsoid, das durch Rotation der Ellipse 
um A B entsteht. Die isothermen Flachen sind also die kon
fokalen verlangerten Rotationsellipsoide, welche A und B zu 
Brennpunkten hahen. Fur zwei solche Ellipsoide 1 und 2 wird 

u = _i __ 10 a1 + e; 
1 4 n k ge a - e 

1 

i a.,+e 
u" = --- ·log -"--

- 4 n k e a'.) - e 
und da 

+e 
J12 = J i d ~ = 2 e i, 

-e 

so ist der thermische Widerstand zwischen ihnen 

w = ~~ u2 = __ 1_ loge (al + e. a2 - e) . ... (37) 
J l '.) 8 n k e a l - e a2 + e 

Fur konfokale Ellipsen ist 

a l '.) - bl '.) = a2'.) - b'.)2 oder a22 - a12 = b2 '3 - b1 '3 = r , 
also deren Gleichung 

Da 

x2 y2 
a1 '.! + r + bl 2 + r = 1 . . . . . . . (38) 

a2 - a l b2 + b1 
---=--- <1, 
b2 - bl a2 + al 

so ist a2 - a l < b2 - b1 , wird r groBer und groBer, so nahern 
sich die Ellipsoide Kugeln vom Radius Vr. 

16. Therrnischer Leitungswiderstand zwischen einem Draht
stuck und einer dasselbe urngebenden groBen Kuge10berfHiche 
urn seinen Mittelpunkt. Es mage nun das Ellipsoid 1 so schmal 
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sein, daB es einem Draht vom Halbmesser r und von der 
Lange 1 gleich geachtet werden kann, und es moge dabei r2 fl2 
als unendlich klein betrachtet werden. Dann ist 

2al =l, b1=r, 

e2 = a1 2 - b12 = (1/4).12 - r2 = (1/4) l2. (1 - \:=), 
daraus 

e = ~ 1 (1 - 2 ~~) 
2 l'J ' 

r2 
al + e = 1 - T = l, 

Setzen wir ferner a2 = n . e, so wird 

Fur n = 4 ist 

Dieses Ellipsoid ist also nur wenig verschieden von einer Kugel, 
deren Durchmesser 2a2 = 8 e = 4l der 4£achen Drahtlange 
gleich kommt. Hierfur wird 

w = ___ 1_ (log ... ~ - 0255). 
2nkl e r ' 

. (39) 

Anstatt 0,255 erhalt man fur n = 5 0,203, fUr n = 6 0,168. 
1 

1st 1 = 100 mm, r = 0,1 mm, so wird log - = 6,903, fur solch 
e r 

langen dunnen Draht macht also die VergroBerung der 1so
therme 2 nicht viel aus. 

Fur einen Draht von 100 mm Lange findet man die Klammer
grol3e der Gl. (39) bei 0,1 mm Radius gleich 6,65 bei 0,01 mm 
Radius 8,96. Mit abnehmender Drahtdicke oder Drahtober
Hache steigt also der thermische Widerstand bei dunnen Drahten 
sehr langsam an. 

Zu einer ahnlichen Formel gelangt man, wenn an die Stelle 
des Drahtes ein sehr dunner und schmaler rechteckiger Streifen 
gesetzt wird (§ 20). 
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17. Thermischer Leitungswiderstand und elektrostatische 
Kapazitiit, elektrische Analogien zum stationiiren Wiirme· 
fluB. Eine geschlossene metallische Oberflache 8 1 sei von einer 
zweiten 8 2 umgeben, 8 1 und 8 2 befinden sich 

1. in einem warmeleitenden Medium von dem temperatur
unabhangigen Warmeleitungsvermogen k und werden auf kon
stanten Temperaturen u1 ' u2 gehal ten, 

2. in einem metallischen Leiter von dem Ohmschen Lei
tungsvermogen x und werden auf konstanten Potentialen u1 ' u 2 

gehalten, 
3. in einem Dielektrikum von der Dielektrizitatskonstante 1 

und werden auf konstanten Potentialen u1 ' u2 gehalten. 
In allen drei Fallen geniigt u zwischen 8 1 und 8 2 der Diffe

rentialgleichung L1 u = 0, in allen 3 Fallen ergibt sich daher fiir u 
der glciche Wert, namlich diejenige Funktion der Koordinaten, 
welche zwischen 8 1 und 8 2 L1u zu Null macht und an den 
Oberflachen 8 1 und 8'l, die gegebenen Werte u1 und u2 annimmt. 

1m Fall 1 ist 

J = - k ·f(Y~)d8 12 on 1 , 
12 

wo n12 die von 1 gegen 2 gerichtete Normale von 8 1 bedeutet 
und das Integral uber 8 1 zu nehmen ist, ferner 

W= u1 - u2 • 

J12 

1m Fall 2 geben diese beiden Gleichungen bzw. den von 
1 nach 2 gerichteten konstanten elektrischen Strom und den 
elektrischen Leitungswiderstand zwischen 1 und 2 an, wenn 
statt des Warmeleitungsvermogens k das elektrische Leitungs
vermogen x gesetzt wird. 

1m Fall 3 ist die elektrische Ladung von 8 1 bei Benutzung 
von elektrostatischem MaB 

e1 = - 4111· f (}~-) d 8 1 • 
12 

Daher kann man die Gleichungen fUr den Fall 1 schreiben 

J12 = k· 4 II e1 , 

W= u1 - u2 • 

4 :If ke1 
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e1 ist die Ladung des aus 8 1 und 8 2 gebildeten Konden
sators, also 

e =C(u -u) 
1 1 2 ' 

wo C dessen Kapazitat in elektrostatischem MaE bedeutet und 
man kann auch setzen 

W=4n1kC .... " .(40) 

1m folgenden wird nach dieser Methode der thermische 
Leitungswiderstand zwischen zwei konfokalen dreiachsigen Ellip
soiden berechnet 1). 

18. Aus der Geometrie des Ellipsoids, almliche ull(l kon
fokale Ellipsoide. Zunachst werde an einige Satze aus der 
Geomet.rie des Ellipsoids erinnert. In der Mittelpunktsgleichung 
des Ellipsoids von den Halbachsen a" b1 , c1 werde immer 
al > b1 > c1 angenommen. 

Das vom Mittelpunkt auf die Tangentialebene in x, y, z 
herabgelasene Lot hat die Liinge 

und die 

1 
p= 

! x 2 y~. z~ 
11 a -4 + b 4 + c4 r 1 1 1 

Richtungskosinus 

l= px 
a '2' 

1 

. . . . . (41) 

Die Gleichung emes dem Ellipsoid 1 ahnlichen Ellipsoids 
lautet 

x2 y2 Z2 , 

a12(i-+J)2-f-b~i-(1+-Jyil+c1:!0+b)2=1 . . (4~) 

1st es 1 unendlich nahe und hat die Halbachsen a) + d a1 , ••. , 

so ist 

Die Gleichung eincs mit dem Ellipsoid 1 konfokalen Ellipsoids 
Iautet 

. . . . (44) 

') § H) nach W. Thomson, Cambridge Math. Journ., auch Reprint 
of papers on eleotricity and magnetism. London 1872, S. 7 fl. 
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1st es dem Ellipsoid 1 unendlich nahe und hat es die Halb
achsen al + dal' 00', so ist 

. (45) 

In dem Punkt x, y, z des Ellipsoids 1 werde die gegen 
das umschlieBende unendlich nahe Ellipsoid gerichtete Normale 
gezogen, sie schneidet das letztere im Punkt x + 1· 13, Y + m· 13 , 

Z + noe, wo 1, m, n die durch (41) gegebenen Richtungskosinus 
der N ormalen sind und 13 den auf der N ormalen gemessenen 
Abstand zwischen dem inneren und auBeren Ellipsoid bedeuteto 

1st das auBere Ellipsoid dem inneren ahnlich, so ist 

(x + 1'13)2 
al ~ (1 + 0 l + 0 .. + 0 .. = 1, 

oder da 13 und 0 unendlich klein sind, mit Beriicksichtigung 
von (41) und (43 ) 

da l 13 = po(j =po __ _ 
al 

o (46) 

1st das auBere Ellipsoid dem inneren konfokal, so ist 

(x + le)2 0'+ + ... + ... =1, 
al " Y 

oder da 13 und r unendlich klein sind, mit Beriicksichtigung 
von (41) und (45) 

r al dal 
13=-=--

2p p' 
. . . (47) 

Die Entfernung zwischen den unendlich nahen ElIipsoiden 
ist also, wenn sie ahnlich sind, mit p direkt, wenn sie kon
fokal sind, mit p umgekehrt proportional. 

19. Elektrostatische Kapazitat und thermischer Leitungs
widerstand zwischen einem dreiachsigen Ellipsoid und einem 
dassel be umgebenden konfokalen Ellipsoid. Ein Ellipsoid 
aI' bl , Cl werde mit e geladen. Gesucht die Anordnung der 
Ladung (FJachendichte a) sowie das Potential auf dem Ellipsoid 
und auBerhalb desselben. 

1. Eine elektrische Ladung von gleichformiger Raumdichte (! 

in dem von zwei unendlich nahen ahnlichen Ellipsoiden be
grenzten Raum iibt auf den Raum innerhalb des inneren Ellip-
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soids keine elektrische Kraft aus. Denn von einer durch einen 
beliebigen Punkt M (Abb. 9) gezogenen Linie schneid en die 
beiden Ellipsoide beiderseits gleiche 
Stiicke a b und a' b' aus, da wegen 
der Ahnlichkeit der Ellipsoide ein 
Durchmesser des einen auch Durch
messer des anderen ist. Deshalb 

b' schneidet ein unendlich schmaler 
Kegel durch M aus der Schicht 
beiderseits Raumelemente aus, die 
sich wie r2 verhalten (r Abstand Abb. 9. 
der Raumelemente von M) und sich 
infolgedessen in ihrer Wirkung auf M aufheben. Da endlich 
die ganze Schicht in solche Raumelementenpaare zerlegt werden 
kann, so iibt sie auf M keine Wirkung aus. Es ist also im 
Innern keine elektrische Feldstarke, d. h. konstantes Potential 
vorhanden, ebenso - da das Potential stetig verliiuft - auf 
der Oberfliiche des inneren Ellipsoids, und die Schicht, in Rich
tung der jeweiligen Normalen auf das innere Ellipsoid ge
schoben, gibt die Gleichgewichsverteilung der Ladung e. Dabei 
entsteht eine Oberfliichendichte a, fUr welche adS = e' sdS, 
oder 0= s· e = p . 15 . e (GI. 46)). Zur Bestimmung von e fiihrt 
die Beziehung 

und 

2. Es ist nun 

oder 

e 
0= p.---- (48) 4 n a

l 
b1 c1 • • • • • • • • 

( dU) = _ 4na, 
dn 1 

wo n die nach auBen gerichtete N ormale bedeutet. Geht man 
also von allen Punk ten des inneren mit e geladenen Ellipsoids 
urn solche Streck en dn! nach auBen, daB du den gleichen Wert 
erlangt, so ist hierfiir 

dn = _ du = _ duo a! b6 
1 4na p.e ' 
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und da nach diesem Ergebnis jene Streck en sich umgekehrt 
wie p verhalten, so ist die unendlich nahe Niveauflache des 

Potentials nach (47) ein mit dem in
neren konfokales ElIi psoid (Abb. 10); 
macht man endlich 

b1 c1 ( ) - du·-e- = dal •• • 49 

so ist nach (47) die entsprechende 
unendlich nahe Niveauflache das 
konfokale Ellipsoid von der Halb
achse a l + d a l . 

Abb. 10. Belegt man diese Niveauflache 
mit einer Ladung e' im Gleich

gewicht und macht e' so groB, daB diese Ladung auf ihr das 
Potential u l + d u erzeugt, so kann man dem inneren mit e 
zum Potential u l geladenen Ellipsoid die so belegte Niveau
flache a l + da1 substituieren, ohne an dem Potential drauBen 
etwas zu andern. Dabei muB e' = e sein, denn kehrt man das 
Zeichen der Ladung des inneren Ellipsoids urn, so heben sich 
seine Wirkung zusammen mit der des auBeren auf, es sind 
im auBeren Raum keine Kraftlinien vorhanden und, da das 
System nach auBen die Kraftlinienzahl 4 n (e' - e) entsendet, 
so ist e' = e. Aus diesen Betrachtungen geht hervor, indem 
man immer wieder zu unendlich nahen Niveauflachen iibergehen 
kann, daB aile Niveauflachen dem inneren mit e geladenen 
Ellipsoid at' bl , cl konfokal sind, und daB man fiir irgendeine 
Ni veauflache hat 

du 
da 

. e ) -;- b--:C' . . . . . . . . (50 

wo nun a, b, c die Halbachsen irgendeiner Niveauflache bedeuten. 

3. lndem man b und c mittels der Beziehungen 

a2-al2=b2-bl2=c2_cl2 ••.•. (51) 

eliminiert und 
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setzt, erhalt man 

und 

vu 
va 

e 
---
. V (a2-~f2)ia2=-gi) 

00 

u = e· f V (a2=f~)a(a2-~-~2)' . . . . (53) 
a 

da fur a = 00 u verschwindet. 

Um dieses elliptische Integral 1. Gattung auf die Normal
form zu reduzieren, setzen wir 

g 
a=---;~--, 

smrp 
g 

a =----
I sinrpl' 

f g=k, ... (54) 

wo k < 1, wodurch sich ergibt 

(p=arcsin JL 
a 

u--· - =======:c==-=-.F(rp,k) e J drp e. 
- g V1 - k2. sin 2 (P g 

o 

. . . (55) 

Die Kapazitat eine:,; aus dem Ellipsoid aI' bl' CI und dem be
liebigen konfokalen Ellipsoid a, b, C gebildeten Kondensators ist 

e g. 
C = ~~_ u = F((Pl' k) _ F(rp,T)" ... (06) 

mithin nach 40) der thermische Widerstand zwischen den beiden 
konfokalen Ellipsoiden 

wo 

W=F((PI,k)-F(rp,k) I 
4nkg 

g = V'a12 - -c;2, k = V~~~:;I 
1- --

a1 2 

. . . (57) 

20. Thermischer Leitungswiderstand zwischen einem recht
eckigen Streifen und einer gl'oBen um seinen Mittelpunkt be
schriebenen Kugelobel'fHiche. 1st das innere Ellipsoid eine 
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elliptische Scheibe von den Halbachsen aI' bl , so ist ci = 0, 

g = aI' k = v~ -(~:y, <Pi = ;, <P = arc sin ~ . 
1st diese Scheibe sehr lang und schmal, so kann sie ange

nahert einem rechteckigen Streifen von der Breite h = 2 bl und 

Lange l = 2 a l gleich geachtet werden, wobei k = V 1 _ (~_) 2 

Wenn, wie wir annehmen wollen, ~ sehr klein ist, wird k 

von 1 wenig versehieden, und in diesem Fall ist 

F(~, k) = _2_. log 4 + 15, 
2 loge V1 - k2 

wo 
1 --15 < - .,/1 - P k2 v , 

oder, wenn fUr k der obige Wert gesetzt wird, 

F(~, k) = _l_.log~ + 15 
2 log e h 

h 1 
15 < -- . --==== 

l V1-(~r 
Mittels dieser Angaben iiberzeugt mau sieh, daB die Vernaeh
lassigung von 15 einen Fehler kleiner als 2,7 bzw. 1,1 % her

h 
beifUhrt, je nachdem T gleich 0,1 oder 0,05 ist. 1ndem wir 

b vernaehlassigen, ergibt sich 

1 {1 4l ( . 1 l W = -- -- . log - - Fare sm - -
2 n k l log e h 2 a ' 

der thermisehe Widerstand zwischen dem reehteekigen Streifen 
h, lund dem Ellipsoid a, b, c. 

Setzen wir a, = al·n = ~l.n, so wird naeh 57) 

b = ~l'Vn2 - 1 + (-}y 
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Sei z. B. n = 4, so wird das Ellipsoid a, b, c schon wenig 
verschieden von einer Kugel vom Halbmesser 2l, indem 

V15 = 3,87. Dabei wird die Amplitude arc sin.!.. ides unvoll-
2 a 

standigen elliptischen Integrals in (58) gleich arc sin 1/4 = 14 1 / 20 ; 

der Modul k ist V~l;) 2 und nach den Tafeln fiir das elIip

tische Integral 1. Gattung (s. z. B. Funktionentafeln von 
E. Jahncke und F. Emde, S. 58 B. G. Teubner 1909,) 

h 
F = 0,255 fiir jeden Wert von l' der fUr die Anwendung der 

Theorie klein genug ist 1). Somit erhalt man 

W= 2:kl{fo~e'IOg~l_-0,255} .... (59) 

fiir den thermischen Widerstand zwischen einem schmalen recht
eckigen Streifen von der Breite h und der Lange lund einer 
urn den Streifenmittelpunkt gelegten Kugel von einem Halb
messer gleich der doppelten Streifenlange. 

2. Anwendnngen der Theorie des stationaren 
Warmeflusses. 

21. Bestimmung des Warmeleitungsvermogens durch Mes
sung thermischer Leitungswiderstande. Urn den stationaren 
WarmefluB zwischen isothermen Flachen zur Bestimmung des 
Warmeleitungsvermagens k zu verwenden, bestimmt man ex
perimentell den thermischen Leitungswiderstand nach Gl. (29) 
fiir einen Fall, in welchem er theoretisch berechenbar ist. Diese 
Methode wird neuerdings in der Technik auf Warmeisolierstoffe, 
also Karper von kleinem k angewandt, welche oft pulverfarmig 
oder zopfig, also Gemische von fester Substanz und Luft, aber 
im allgemeinen durch k beziiglich der Warmeleitung geniigend 
charakterisiert sind. 

') In den Tabellen ist sin ex: = k gesetzt, man findet 
h.1 k ex: 
0,2 0,9799 78 0 30' 
0,1 0,995 84 0 14' 
0,05 0,9988 87° 1.5' 
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Nusselt1) beniitzte als isotherme FHichen konzentrische 
Kugeln. Die innere Kugel ist eine hohle 11/2 mm starke 
Kupferkugel von 15 cm Durchmesser, in deren Innern sich 
ein elektrischer Heizkorper (GIiihlampe, Nickelindrat) befindet. 
Der Warmestrom J12 ist gleich der elektrischen Stromleistung 
in g-kaljsec, also I· V/4,184, wo I den Strom in Ampere, V die 
Spannung in Volt an den Enden des Heizkorpers bedeutet. Die 
auBere Kugelflache ist eine Zinkkugel von 60 bis 70 cm Durch
messer. DieEe ist zweiteilig, zuerst wird die obere Halfte ab
genommen, die Kupferkugel mittels Drahten in der Zinkkugel 
justiert, in die untere Halbkugel das Material eingefiillt und, 
nachdem auf einem Radius beiderseits 4 Thermoelemente an
geordnet sind, die obere Halbkugel aufgesetzt und durch eine 
Offnung von oben ebenfalls mit dem Material gefiiUt. u1 - u2 

ergibt sich aus den in den Zentralabstanden r1 und r2 befind
lichen Thermoelementen, k entspricht dem Mittelwert der Tem
peraturen u1 und u2 • Da die Temperatur von innen nach 
auBen abnimmt, erhiilt man aus den verschiedenen Thermo
elementen k fiir verschiedene Temperaturen. Der stationare 
Zustand wlH'd:e je nach dem Material in 2 bis 8 Tagen erreicht. 
Nach Gl. (32) § 11 ist 

Z. B. ergab sich k fiir Asbest bei 50 0 zu 0,000425, bei 600 0 

zu 0,000567 g/cm sec. 
1st das Material in Plattenform gegeben, so benutzt man 

zwei dieser Platten, zwischen denen der Hache Heizkorper ge
lagert ist, wah rend man an die AuBenHachen wasserdurchstromte 
kupferne Hohlkorper legt, an diesen und an dem Heizkorper 
befinden sich die Thermoelemente. J12 ist gleich der elektri
schen Leistung abziiglich der seitlichen Verluste; nach (32) ist 

d 
W = (.k mit Vernachlassigung der Randkorrektur. Diese sowie 

die Korrektur der Leistung wegen seitlicher Verluste kann man 
vermeiden durch den von W. Thomson bei dem analogen 
Kondensatorproblem eingefiihrten Schutzring, indem man nam-

') W. Nusselt: Z. V. d. I. Bd.52, S.906. 1908. 
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lich einen ringformigen Teil der Anordnung abtrennt und diesen 
mit einem gesonderten Heizkorper versieht. Durch Regulierung 
der Heizung des Ringes muB erreicht werden, daB die einander 
gegeniiberstehenden Mantelflachen von Platte und Ring moglichst 
nahe die gleiche Temperatur haben. 

Auoh der Fall kreiszylindrischer konachsialer Isothermen ist 
zu dem gleichen Zweck verwandt worden. 

Bei all dies en Methoden darf man nicht verges sen, daB die 
Voraussetzung konstanten, von der Temperatur unabhangigen 
k' 8 in der Natur nur mit einem von dem Material abhangigen 
Grad der Annaherung erfiillt ist. 

22. Temperaturdifferenz zwischen einem gegen eine kiiltere 
Umgebung strahlenden festen Korper und einem ihn umgeben
den Gas. In solcher Lage befindet sich z. B. ein Korper, der 
in der atmospharischen Luft in klarer Nacht gegen den kalten 
Weltenraum strahlt. Infolge der Strahlung sinkt die Tempe
ratur des Korpers u1 unter die Temperatur u2 des Gases -
welches nicht merklich strahlt - so lange, bis der Warme
gewinn durch Leitung aus dem Gase dem Warmeverlust durch 
Strahlung gleich geworden ist. Dabei ist die Temperatur des 
Gases in der Nahe des Korpers unter u 2 gesunken, aber in 
groBerer Entfernung, also auf einer groBen Kugeloberflache vom 
Radius r2 , an deren Mittelpunkt der Korper sich befindet, wird 
die Temperatur u2 merklich ungeandert vorhanden sein. Be
zeichnet W den thermischen Leitungswiderstand zwischen dem 
festen Korper und dieser Kugel, so ist der Warmegewinn durch 

U -u 
Leitung ~r. 1st S die Oberflache des Korpers und nimmt 

1 
man an, daB --. S wirksam strahlt, so kann man den Warme

m 
verlust durch Strahlung gegen die Umgebung von der Tempe-

ratur Uo gleich ~ S· f( uo' u1) setzen, und zur Bestimmung von 
m 

1 ( ) u 2 - u1 u2 - u1 hat man m S· f uo' u1 = --W-- oder 
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1st der feste Korper eine Kugel vom Halbmesser r1 , so ist 

also W E - (r2 -rl)rl was mit abnehmendem r1 sich der Null . ----r~k-' 

nahert. 
Fur einen Draht von der Lange list 

E=2rnl, 
und nach § 16, Gl. (39) 

W = 2; k 1 (loge ~ - 0,255) , 
also 

W·E = ~ (IOge~ - 0,255). 

Da 
1 

lim (r loge r) = lim(IO~e r) = - ;:: = r 1Q = 0, 

r r-

so nahert sich auch hier W·E und damit u2 - u1 mit ab
nehmendem r der Null. 

Eine kleine Kugel oder ein dunner Draht nehmen also, 
wenn sie in einer Gasmasse gegen eine kaltere Umgebung strah
len, die Temperatur des Gases mit um so groBerer Annahe
rung an, je kleiner die Kugel, je dunner der Draht. 

23. Anwendung auf die Theorie des Taus und des Auer
brenners sowie auf die Temperaturbestimmung eines Gases. 
Durch diese Ergebnisse erklaren sich manche Erfahrungen. Ein 
Korper betaut, wenn er sich in klarer Nacht durch Strahlung 
gegen den Weitenraum unter den Taupunkt abkuhlt; nach 
Skinner l ) betauen aber die dunnen Spinnefaden nicht. Die 
dunnen Faden des Auerstrumpfs nehmen trotz der Ausstrahlung 
sehr nahe die Temperatur der Flamme an, ebenso ein sehr 
dunner Platindraht, so daB man Flammentemperaturen mit 
guter Annaherung bestimmen kann, indem man die Temperatur 

1) Skinner, J.: NaLure Ed. 104, S.277. 1919. 
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eines solchen, in die Flamme eingefiihrten Platindrahts thermo
elektrisch oder radjometri~ch miBt 1). In ahnlicher Weise be
stimmte Wood 2) die Temperatur des Glimmlichts in GeiBler
schen Rohren durch die Temperaturzunahme, welchen die 
Glimmentladung in einer in das Glimmlicht hineingebrachten 
2 cm langen Spirale aus Platiniridiumdraht von 0,00175 cm 
Radius hervorrief und welche er aus der Widerstandszunahme 
berechnete. Urn zu einer Schatzung dariiber zu gelangen, mit 
welcher Annaherung bei solchen Versuchen ein Drah t die Tem
peratur des Gases annimmt, wollen wir einen geraden Draht 
betrachten. Die Strahlung des blanken Platins ist nach Lum
mer und Kurl baum 3) proportional To. Der thermische Wider
stand Wist zwischen dem Draht und einer isothermen Flache 
von der Temperatur des Gases anzunehmen. Wir wollen hier 
in der Theorie des § 16 als den Versuehen einigermaBen ent
sprechend n = 2 setzen, damit gibt die Gl. (3!J) 

1 (l ' 
W= 211kT loge r - O,55). 

Sind T1 und To die absoluten Temperaturen des Drahtes und 
der kalteren Umgebung, gegen welche gestrahlt wird, so fordert 
das Temperaturgleichgewieht 

, , . ') (un - U 1) 2 II k l 
2rlll·o ·('1 1"'-To·) =-"-}- - -

(loge r" - 0,55) 

oder 

Wir setzen 

l = 10 em, r = 0,00175 em, k = 6.10-5 g!cmsee 

und naeh Lummer und Kurlbaum 0' = 0,000158.10-12 , 

womit 

1) Waggener, W .. J.: Wied. Ann. Bd. !l8, S. G79. 1896. - Berken
busch, F.: Wied. Ann. Bd. (;7, S.649. I89!). 

2) Wood, R. W.: Wied. Ann. Bd.59, S. ;)42, IH96. 
3) L u mille r, O. und K url b a u m, F.: VerhandI. d. phys. Uesellschaft 

1898, S. 106. 
War b II r g. Warmeleitung. 3 
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Wir wollen To = 291 0 annehmen und die absolute Tem
peratur des Gases T2 gleich 373. Sstzen wir Tl = T~, so er
halten wir einen zu groBen Wert fiir u2 - u1 und finden 0,19 o. 

24. Theorie des Bolometers. Bei der bolometrischen Me
thode miBt man die Temperaturerhohung eines Metallstreifens 
oder Drahtes durch die mit dieser verkniipfte Zunahme des 

Abb. 11. 

elektrischen Widerstandes. Hauptsachlich 
dient die Methode zu Strahlungsmessungen. 
Dabei werden (Abb. 11) zwei moglichst 
gleiche geschwarzte Platinstreifen 1 und 2 
je in zwei benachbarte Zweige einer Wheat
stoneschen Briickenanordnung geschaltet, 
1 wird gegen Strahlung geschiitzt, 2 der
selben ausgesetzt und dadurch erwarmt, 
durch die Widerstandserhohung von 2 wird 

das Gleichgewicht der Brucke gestort, und das Galvanometer 
gibt einen Ausschlag, welcher als MaB fur die Intensitat der 
Strahlung dient 1). Die Schwarzung, welche eine moglichst voll
standige Aufnahme der Strahlung bezweckt, geschieht durch 
LampenruB oder vorteilhafter durch das besser die Warme 
leitende Platinschwarz 2). Der Widerstand im Zweig 3 ist mit 
einem NebenschluB versehen, welcher zur Feineinstellung der 
Briicke dient. 

Strahlungsempfindlichkeit 1] heiBe der Ausschlag a, welchen 
senkrechte Bestrahlung 8 mit der in WarmemaB gemessenen 
Intensitat 1 in dem urspriinglich stromlosen Galvanometer her
vorbringt. Da die Temperaturerhohung immer sehr klein ist, 
so kann man setzen 

oa oa ou 
1] =if8 = au' 08 •....•.. (61) 

fiir den Ausschlag a = 0. 
Der durch eine bestimmte TemperaturerhCihung hervor

gebrachte Ausschlag ist der EMK der Batterie und damit auch 

1) Genauere Ergebnisse Iiefert eine Kompensationsmethode (Null
methode), beschrieben bei E. Warburg und G. Leithauser: Z.Instru
mentenk. Bd.30, S.119. 1910, auch Ann. Physik (4) Bd. 40, S.629. 1913. 

2) Vorschrift dafiir Lummer,O. u. K urlbaum, F.: Verh. d. phys. Ges. 
1895, S.66. Siehe auch Kohlrausch, F.: Lehrbuch d. prakt. Physik, 
14. Auff., S.40. 1923. 
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der Stromstarke I im bestrahlten Bolometerstreifen proportionaL 
auBerdem hangt er von der Briickenschaltung, dem Galvano
meter und dem Temperaturkoeffizienten des Platinwiderstandes 

abo M k d h .o .. a c A·I, A' A an ann a er setzen = wo eme pparat-ou 
konstante bedeutet, mithin 

ou 
1) = A·I· 08 ••.....•. (62) 

Da der diinne Bolometerstreifen sehr schnell ins Temperatur
gleichgewicht kommt, so beobachtet man immer bei diesem, 
u ist daher die Temperatur im Temperaturgleichgewicht, da
durch bestimmt, daB die zugefiibrte Warme gleich dem Warme
verlust V an die Umgebung fiir dieselbe Zeit sein muB, also, 
fiir die sec. berechnet, wenn I in Ampere, R in Ohm ausgedriickt 
wird, 

. (63) 

wo F die Flache des bestrahlten Bolometerstreifens, R seinen 
elektrischen Leitungswiderstand bedeutet. 

Wenn durch Bestrahlung der Widerstand R wachst, so 
andern sich die beiden Faktoren der Strom bela stung ]2 R in 
entgegengesetztem Sinn, indem mit wachsendem R I abnimmt 
Beide Wirkungen kannen sich kompensieren 1), sind auBerdem 
nur klein, so daB wir hier von ihnen absehen. Dann wird 
nach (63) 

IF=oV.(1U ( ) 
2 OU 08 . . . . • . . . .64 

Wir nehmen an, daB der geschwarzte Bolometerstreifen wie 
ein vollkommen schwarzer Karper nach dem Stefan-Boltz
mannschen Gesetz strahlt, des sen Konstante 

g- cal 
(J = 1,37.10-12 ,,- G -d4' 

cm" sec. ra 

Ferner sei W der thermische Widerstand zwischen dem Streifen 

') Warburg, E., Leithauser, G. u. Johansen, Ed.: Ann. Physik 
(4) Bd.24, S.27. 1907. 

3* 
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und einer ihn umgebenden isothermen Flaehe von der Tempe
ratur Uo der Umgebung. Alsdann ist 1) 

F (T 4 T 4) U - Uo V= '0' - 0 +-W-, 

o V = ~ + 4 F 0 T3 (6 -) ou W . . .. ..... 0 

und naeh (62), (64) und (65): 

A·/·1F 
'YJ= 2 

~+ 4FoT3 

. . . . . . . . . (66) 

1. Fall kleiner Strombelastung. u - Uo = T - To ist sehr 
klein, so daB T = To gesetzt werden kann, und 

A·/·1F 
'YJ = 2 •••• (67) 

~+4FaT03 

l/W ist der Wiilmeverlust VL dureh Leitung an die Luft, 

naeh (59) gleieh 2 llz k 1 , wenn auf einer um den 
1 4 

---log -- - 0,255 
log e h 

Streifenmittelpunkt gelpgten Kugel vom Halbmesser 2 Z die 
Luft die Temperatur dpr Umgebung hat; 4Fo T 03 = 8 hZo T 03 ist· 
der Warmeverlust V s durch Strablung, beides fiir die Sekunde und 
die Ubertemperatur 1 des Streifens. Hierunter sind fUr zwei 
wirklieb ausgefUhrte Bolometer die Werte V Lund V s bereebnet, 
wobei k ~= 58,4.10-6 fUr Luft bei 180 gesetzt ist. 

Z (em) 
1,04 
1,02 

h (em) 
0,0195 
0,0940 

VL ·l06 

74,70 
106,5 

Vs ·106 
5,48 

25,90 

(VL + Vs)/Vs 
14,6 

5,11 

'YJV/'YJL 
10,3 

3,95 

Diese Tabelle bringt zur Ansehauung, daB mit zunehmender 
Breite des Streifens der Leitungsverlust nur sehr langsam waehst, 

1) Hierbei ist von der inneren Warmeleitung im Streifen abgesehen, 
was urn so eher gestattet ist, je langer der 8treifen. Dber die Beriick
sichtigung der inneren Warmeleitung siehe Warburg, E., Leithiiuser, G. 
und Johansen, Ed.: Ann. Physik Bd.24, S.30. 1907. 
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wahrend der Strahlungsverlust der Breite proportional ist (vgl. 
§ 22). Um die Strahlungsempfindlichkeit zu steigern, kann man 
das Bolometer ins Vakuum setzen (Vakuumbolometer); das 
Vakuum sei so gut, daB der Leitungsverlust als wegfallend 
anzusehen ist. Nach dem obigen hat dieses Mittel urn so 
groBeren Erfolg, je schmaler der Bolometerstreifen, denn desto 
mehr tritt der Leitungsverlust gegen den Strahlungsverlust 
hervor. Bezeichnet man die Strahlungsempfindlichkeit fiir Luft
und Vakuumbolometer bzw. durch rJL und rJv, so ware nach 

t7v VL + Vs . der Formel (67) - = - 1J -, doch kann bel den kurzen 
rJL r s 

Streifen der Tabelle der Verlust durch innere Warmeleitung 
im StreHen nicht vernachlassigt werden. Beriicksichtigt man 
ihn, so erhalt man fiir das Verhaltnis rJV!rJL die Wprte der 
letzten Kolumne, welche mit der Erfahrung hinreichend iiber
einstimmen 1). 

2. Fall groBer Strombelastung beim Vakuumbolometer. Bei 
Vernachlassigung der Warmeleitung wird 

A·I 
11 = 8~-T3' 

Das Temperaturgleichgewicht verlangt 

O,239J2R=Fa(T4 - T04), 
woraus 

und 

. . . . . . . . (68) 

-- --) .... (69) 
+ T0 4 I 

Fiir groBes I nimmt nach dieser GIeichung rJ mit wachsendem 1 
ab, fiir eine gewisse Strom belastung 2) hat 1], wie die Erfahrung 

1) Warburg, E., G. Leithauser, u. Ed. Johansen: Ann. Physik 
(4) Bd. 24, S. 30 u. 36. 1907. 

4 -

2) Fiir diese ergibt (9) 0,239 12 R = 2 Fa. To 4 und T = To 11 3 = 1,32 To' 
Doeh ist nieht zu vergessen, daB hierbei der Warmeverlust durch Warme
eitung im Bolometerstreifen vernaehIassigt ist. 
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bestatigt, ein Maximum. Die Ursache davon ist, daB mit 
wachsender Strombelastung die Temperatur des Bolometer
streifens und damit dessen Warmeverlust an die Umgebung 
steigt. Infolge hiervon nimmt die durch Bestrahlung hervor
gebrachte Temperaturerhohung abo Indessen ist bei der Strom
belastung, bei welcher das Vakuumbolometer maximale Empfind
lichkeit zeigt, die Temperaturerhohung beim Luftbolometer 
erfahrungsgemaB noch so klein, daB 1} mit 1 merklich propor
tional bleibt. Da nun nicbts hindert, beim Luftbolometer mit 
der Strombelastung so weit hinaufzugehen, als mit einer ruhigen 
Galvanometereinstellung sich vertragt, so ist der Vorteil des 
Vakuumbolometers praktisch nicht so groB, als sich fiir kleine 
Belastungen ergibt. Fur Streifen von 0,2 und 1 mm Breite 
konnte mit dem Vakuumbolometer die 4,9- bzw. 3,3 fache 
Empfindlichkeit von der des Luftbolometers erreicht werden. 

25. Thermische Isolierung, Vakuummantelgefii6, Lufthiillen 
mit losen Packungen. In der Technik handelt es sich oft 
darum, einen Raum gegen Warmeaustausch mit der Umgebung 
zu schutzen, sei es daB der Raum warmer oder kalter als die 
Umgebung ist. Der Warmeaustausch erfolgt im allgemeinen 
durch Strahlung und Leitung, die eventuell durch Konvektion 
verstarkt wird; man kann ihn zwar nicht vollig ausschlieBen, 
aber klein machen, indem man den zu schiitzenden Raum mit 
einer Hulle umgibt, die hohen thermischen Leitungswiderstand 
besitzt und moglichst wenig Strahlung hindurchlaBt. Hohen 
thermischen Leitungswiderstand erzielt man durch eine hohle 
Hulle, die man moglichst gut evakuiert. Freilich muB das 
Vakuum sehr gut sein, da das Warmeleitungsvermogen der Luft 
bis zu kleinen Wert en des Drucks von diesem unabhangig ist. 
Auf dieser Methode beruhen die VakuummantelgefaBe, welche 
hauptsachlich zur Aufbewahrung fiussiger Luft, aber auch zur 
Warmhaltung von Getranken dienen. Gewohnlich fertigt man 
diese GefaBe aus dem schlecht die Warme leitenden Glas und 
macht die Strahlung klein, indem man die Innenwande der 
Hulle versilbert. MetaUgefaBe sind halt barer, aber weniger 
isolierend. Die warmeisolierenden Hullen der Technik grunden 
sich indessen meist auf das kleine Warmeleitungsvermogen der 

Luft, welches bei 0° 0,000056 -~g-, d. h. 61/106 von dem 
cm sec 
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des Kupfers betragt. Durch lose Packungen z. B. von Eider
daunen oder Pulvern wie Kieselgur muB man dabei die Kon
vektionsstrome ausschalten, erzielt aber durch solche Unter
teilung der Rulle zugleich kleinen Strahlungsaustausch. Man 
denke sich namlich die Rulle von parallelen Wanden A und B 
begrenzt; sind diese schwarz, so ist der Strahlungsverlust 
W = Wo = a.(T.1- TB). Wird eine schwarze Wand 1 ein
geschaltet, so ist im stationaren Zustand 

W = o(T.1-- T/) = a(T/ - TB), 
woraus W = ~ a (Tl -. TB) = ~ WO' ebenso fur n Wande 

W=_l_.w. . 
n + 1 0 

1st also n sehr groB, so wird W sehr klein. 

26. Therrnischer Leitungswiderstand eines fein gekornten 
Pulvers. Da feste Korper besser lei ten als Luft, so ist im 
allgemeinen der thermische Leitungswiderstand der mit Packung 
versehenen Rulle kleiner als der packungslosen, mit konvektions
frei gedachter Luft gefiillten. Doch kann or wegen des Tern
peratursprungs (§ 7) auch groBer sein. Man betrachte eine 
Schicht aus Luft (1) vom Querschnitt 1 zwischen parallelen 
Wanden A und B im Abstand D. Wird der Temperatursprung 
an den Wanden au13er acht gelassen, so ist der thermische 
Leitungswiderstand zwischen A und B mit Vernachlassigung 
der Randkorrektion nach § 11 G1. (32) 

D 
Wo =1-' 

1 

. . . . . . (70) 

Es werde nun eine feste Platte 2 von der Dicke d und dem 
Warmeleitungsvermogen k2 eingeschaltet. Die Richtung AB 

sei die + x-Richtung, gl = - (OU) , g2 = gl' ~l = - (~::) , ox 1 2 u 2 

UAB sei die Temperaturdifferenz zwischen A und B, JAB - k1Y1 
der Wiirmestrom von A nach B. Fur den Temperatursprung 
an der Grenze von 1 und 2 hat man nach § 7 G1. (23) 
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Mithin 
UAB = gl (D - d) + g2· d + 2 gl 1'12 

= gl D [ 1 - ~ (1 - ~:) + 2 ;;2 J ' 
UAB woraus, da W = ----
JAB 

W = Wo (1 + e) 1 
e = ~ [2 1'12 - (1 -~) l J ...... (71) 

D d k2 J 

1st also 21'12> d (1 - ~~), so wid der thermische Wider-
2 

stand durch das Einschalten der £esten Platte vergrol3ert; da 
k 
k 1 gegen 1 zu vernachlassigen ist, so kann man diese Bedin-

2 

gung ein£ach schreiben 2 1'12 > d. 
Man denke sich nun den Abstand D der Wande in n gleiche 

Teile von der Dicke b geteilt, so daB D = b. J eder Teil be
n 

stehe aus einer Luftschicht von der Dicke s b und einer festen 
Schicht von der Dicke (1 - e)· b. Es ist dann 

uAB=glns(5+g2 n (1-s)(5+n·2g11'12· 

Setzt man g1 n (5 = g1 D heraus und teilt durch JAB = gl k1, so 
entsteht 

oder hinreichend genau 
. . . . (72) 

2 1'12 ( ) (! = b- - 1 - s 

Fur s = 1, 1'12 = 0 wird, wie es sein muB, e = o. Dem Fall 
eines satt gepackten £ein gekornten Pulvers entspricht der Fall, 
daB G sehr klein gegen 1 ist. 1st dann 

21'12> (5, 

so ist e positiv, der thermische Widerstand groBer als der der 
konvektionsfreien Luft. 
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Die hier behandelte Anordnung ist zwar mit einem Pulver 
keineswegs identisch, kann aber immerhin mit einem Pulver 
von der Kornerdicke 0 verglichen werden. v. Smol uchowski 
machte Versuche mit Zinkstaub von der Kornerdicke 0,0062 mm. 
Setzen wir nun in un serer Formel 0 = 62.10-1 und mit 
v. Smoluehowski 

-4 760 
Ylo = 1,7 ·10 -- mm, 

" P 
. . . (73) 

wo p der Luftdruek in mm Queeksilber, so wird 2 Y12 = 0, 
760 . 

wenn 3,4·~-= 62 oder p = 41,7 mm 1St. v. Smoluehowski 
p 

fand in der Tat bei p = 25 mm den Widerstand groBer als 
den der konvektionsfreien Luft. Teehnisehe Verwertung sehwaeh 
evakuierten Pulvers scheint hiernach nieht ausgoschlossen. 

Man besehaftigt sieh zurzeit mit der Frage des Warme
schutzes der Gebaude. Dicke Mauern als Warmesehutz repra
sentieren einen uberflussigen Materialverbrauch, man fahrt 
besser, wenn man die Mauern nicht dicker macht als die Ruck
sicht auf Festigkeit verlangt, und den Warmeschutz hauptsaeh
Hch in eine dunne Isolierschieht verlegt. 

27. Ternperaturverteilung in einern Stabe bei seitlicher 
Wiirmeabgabe. Ein dunner Stab werde an einem Ende auf 
einer konstanten Temperatur gehalten, diese sei hoher als die 
Temperatur 0° der 1Jmgebung. Die Temperaturerhohung ver
breitet sieh dann langs des Stabes, bis ein stationarer Zustand 
erreicht ist, bei welchem fur jeden Stabteil die durch innere 
Warmeleitung zugefiihrte Warme der durch auBere Warme
lei tung abgefuhrten gleich kommt. Diesen Zustand wollen wir 
betrachten und dabei die Temperaturerhohungen so klein an
nehmen, daB das N ewtonsche Abkuhlungsgesetz, also die 
G1. (25) § 8 gilt. Bei dieser Untersuehung pflegt man die Tem
peratur innerhalb eines Querschnitts, obgleich sie naeh auBen 
hin abnimmt, konstant zu setzen und es fragt sieh, inwieweit 
dies zuHissig ist. Fur einen kreisformigen Querschnitt hat man 

naeh 25) -~ = - kh_.u, ist der Stab unendlieh dunn, so kann or 
au 

man setzen -or 
U O -u 

R 
unabhangig von r, wo cUD die Tom-
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peratur in der Achse und R der Halbmesser des Querschnitts 
ist. Es folgt daraus: 

UO - if, UO h 
-~-~ = ~-- - 1 = R-k •..... (74) 

u u 

Es ist also UO = 'U in um so groBerer Annaherung, je kleiner R, 
je kleiner h, je groBer k. 

Sei nun Q1 ein fester, Q ein beliebiger Querschnitt. 1m 
stationaren Zustand muB die bei Q1 in den Stabteil Q1 Q ein
tretende Warrne gleich sein der bei Q austretenden vermehrt 
urn die an der Mantelflache von Ql Q nach auBen abgegebenen. 
Wird die x-Achse in die Achse des Stabes gelegt, so muB dern
nach sein: 

x 

(Ou) ou f - qk -- = - qk·-- -I- pdx.h.u, ox 1 OX 

indem der Umfang des Querschnitts gleich p gesetzt und k 
konstant angenomrnen wird. Durch Differentiation nach x er
gibt sich: 

oder 

d2u f32 1 dx2 = u 

f32=~: f" 
. . . . . . . (75) 

allgemein giiltig fiir den stationaren Temperaturzustand in einem 
Stabe von konstantem k ohne innere Warmequellen, wenn die Tem
peratur innerhalb eines Querschnittes als konstant angesehen und 
fiir die Mantelflache das N ewtonsche Abkiihlungsgesetz ange
nom men wird. 

Die line are homogene Differentialgleichung (75) wird be
friedigt durch den Wert u = eIx, wenn }.2 = f32 oder }. = ± f3, 
ihr allgemeines Integral ist also: 

u = a·e/l x + b·e-/lx • . . . . (76) 

Die Konstanten a und b ergeben sich aus den Bedingungen 
fiir die Stabenden. 
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Wir wollen hier nur den Fall betrachten, daB das eine Stab
ende, fur welches x = 0 sei, auf der konstanten Temperatur Uo 
gehalten wird und infolge genugender Lange des Stabes das 
andere Ende nicht merklich uber die Temperatur 0 der Um
gebung steigt. Es muB dann fur x = 00 U = 0, also a = 0 sein 
und fur x = 0 U = uO' also b = uo' und man erhalt 

(77) 

Sind ul ' u2 die Temperaturen in xl' x2 ' x2 > Xl' X2~' Xl = d, 
so ergibt sich aus (77) 

(J = logtll~}og u2 . 
dlog e 

Will man wegen ungenugender Lange des Stabes auf Gl. (76) 
zuruckgehen, so muB man zur Bestimmung von (J drei Tem
peraturen mess en. Hat man so experimentell (J fur zwei geo
metrisch gleiche Stabe aus verschiedenem Material M' und M" 
bestimmt, denen man auBerdem die gleiche Oberflachenbeschaffen
heit, also gleiches h gegeben hat, so folgt aus (75) 

k" (J'2 
-k'- /j" 2 • 

Nach einer solchen Methode haben Wiedemann und Fran Zl) 
relative Warmeleitungsvermogen fur verschiedene Metalle be
stimmt. 

Sind ferner fur zwei solche Stabe d' und d" die Abstande 
gleicher Temperaturen, so findet man bei Gultigkeit von (77), 
also bei hinreichender Lange der Stabe 

Der AbfaH der Temperatur langs des Stabes ruhrt nur von 
der auBeren Warmeleitung (h) her und wird nach Gl. (76) 

l~h P durch die Konstante (J = r (jk geregelt, welche, da -q- propor-

tional ~ ist, mit zunehmender Dicke des Stabes abnimmt. Die 

1) Wiedemann, G. und Franz, R: Pogg. Ann. Ed. 89, S. 497. 1853. 
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auBere Warmeleitung beeinfluBt also die Temperatur des Stabes 
um so weniger, je dicker er ist. Andererseits darf er nieht zu 
dick sein, wenn die Temperatur innerhalb eines Querschnittes 
merklich konstant, also die gegebene Theorie anwendbar sein solI. 

3. Stationarer Zustand bei inneren Warmequellen. 
28. Allgemeine Gleichung fiir den stationaren Zustand bei 

Warmeerzeugung im Innern des warmeleitenden Mediums ist 
nach(19) bei konstantem k kLlu + w = O. Fiir den Fall elek
trischer Hflizung, den wir zuerst betrachten wollen, ist es be
quemer, Warme nieM in g-cal, sondern in Joule (Wattsec) zu 
messen. Das so bestimmte Warmeleitungsvermogen heiBe J.. 
Da 1 g-cal = 4,184 into Joule, so ist 

2=k·4,184 ) 
und wenn w in Watt gemessen w' genannt wird, 

w' = w·4,184 

. . . . (78) 

Man erhalt so 
. . . . (79) 

29. Elektrisch geheizter Stab, Messung des Verhaltnisses 
zwischen dem elektrischen und thermischen Leitungsvermogen 
nach Kohlrausch. Diese Gleichung wenden wir an auf einen 
geraden Stab von gleichformigem Querschnitt q, der Stab werde 
von einem konstanten elektrischen Strom von der Starke I durch
flossen, wahrend die beiden Enden auf der Temperatur 0 er
halten werden. Unter diesen Umstanden bildet sieh ein stationarer 
Zustand aus, bei welchem die Stromwarme durch Warmeleitung 
zu den Enden abgefiihrt wird, wenn der Stab so dick ist, daB 
man die auBere Warmeleitung vernachlassigen kann; dies sei 
der Fall, dabei sei hjk so klein, daB die Temperatur innerhalb 
des Querschnittes merkIich konstant ist (§ 27). Ebenso wie A

soIl auch das elektrische Leitungsvermogen als tempE'ratur
unabhangig angesehen werden, beides ist bei kleinen Tempe
raturunterschieden langs des Stabes erlaubt. 1/,,' sei der elek
trische Leitungswiderstand des em -wiirfels in Ohm, ,,' also 
das elektrische Leitungsvermogen in reziproken Ohm. Strom 
und Spannung werden in Ampere und Ohm gemessen, die 
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x-Achse werde in die Stabachse gelegt. u ist unter den ge
rPu 

machten Annahmen nur von x abhangig, also L1 u =---- . ox2 

Die Stromleistung im Element q dx ist - I oj!. dx Watt, mitoX 

hin 

I. W 
I ox 

W = ----. 
q 

oV 
Nach dem Ohmschen Gesetz 1= - q x' .-- , ex 

also w' = x'· (~:r und es wird nach (79): 

dazu 

01 
da - = O. ox 

. . . . . (80) 

u und V sind Funktionen von x, also ist auch u Funktion 
von V und man findet: 

ou ou oV 
ox = av' ox; 

also nach (80): 
I 

X 1 

y 
A. 

indem y = ;, = dem sogenannten Leitverhaltnis. 

. . . (81) 

Aus (80) ergibt sich die Temperaturverteilung im Stabe. 
Da x' als temperaturunabhangig angenommen ist, so wird 

o V Vzo-, wenn Vo die an den Stab von der Lange Z angelegte ox 
Spannung vorstellt. Mithin wird 

~~ = _ ~.(VO)2= _ m. ox2 y Z 

Zweimalige Integration liefert 

mx2 

U= ---+cx+c'. 
2 
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Wird der Anfang der x in die Stabmitte gelegt, so ist fiir 
x = ± ~ 1 U = 0, daraus c = 0, c' = ~ m 12 und 

u=}mG 12_ x2) ...... (81a) 

Am hochsten ist die Temperatur in der Stabmitte (x = 0), und 
zwar wird 

_ 1 12 _ 1 V02 umax-Bm -By 
1st u die mittlere Temperatur 

. . . . . . (82) 

+ P + il 

u=+.fUdX= ~ .}m·1 ~ 12x- ~ X31=~!2 
- t I 

_ 1 V0 2 ( . 

U = 12'y ......... 83) 

Da der Vorgang nur von dem V e r h ii It n i s der Leitungsver-
1 

mogen ')' = -, abhangt, so kann er zur Bestimmung dieses Ver-

" haltnisses benutzt werden. 

1. Methode (F. Kohlrausch, Jager undDiesselhorst l )). 

Die zweimalige Integration von (81) liefert: 

u = a + b· V - ~. V2 
2')' • 

Indem man diese Gleichung fiir drei Punkte 1, 2, 3 ansetzt, 
erhiilt man 

Ul = a + b Vl - ~. Vl 2, 
2')' 

u2 = a + b V2 - 21')' . V22, 

u3 = a + b V3 - 21')'. V3 2 • 

1) Kohlrausch, F.: Ann. Physik (4) Ed. 1, 8.132.1900; Jager, W. und 
Diesselhorst, H.: Wissensch. Abh. d. Phys.-Techn. Reichsanst. Ed. 3, 
8.269 bis 424. 1900. Die Methode ist von Kohlrausch angegeben, die 
Versuche haben Jager und Diesselhorst ausgefiihrt. 
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Die Elimination von a und b aus diesen drei Gleichungen 
fiihrt auf eine Gleichung, die )' als Funktion der u und V gibt. 
Am einfachsten wahlt man u1 = u3 und legt 2 so zwischen 
1 und 3, daB 

woraus 

v =.!:'1+ V3 
2 2 

Es wird dann 

u - u j +-~ = (u) = b (V _ V1 + Va) _ 2 (v 2 _ .!:'L~ __ +- V~) 
2 2 2 2 2)' 2 2 

, 

1 ( = 4y (V1 - V2 ) (Vl + V2 ) + (Va- V2 ) (Va + V2)) 

=-~v(V +v: -(V +V))=~'V2. 
4)' 1 2 2 3 2)' 

Also 

)'=~'(~)' 1 
v = V1 - V2 = V2 - J!.q, (u) = u~ - U j ~ '/1,!l I . 

. (84) 

V wird naeh der Kompensationsmethode, die u werden durch 
Thermoelemente bestimmt, deren eine Lotstelle in feine, im 
Stabe angebrachte Bohrungen eingefiihrt ist. 

Ein von Jager und Diesselhorst zu solchen Versuchen 
benutzter Kupferstab hatte eine Lange von 27 em, einen Durch
messer von 1 em und bei 18 0 einen spezifischen Widerstand 1/ x' 
von 10-4/57,2, also einen Widerstand Zlqx' von 0,601.10-4 fl. 
Fiir eine angelegteSpannung von 0,01 Volt wird 1 =0,01 .104 jO,6()1 
= 166,4 Ampere. Die Methode erfordert also sehr groBe Strom
starken. Es ergab sieh fLir 18 0 C )' = Alx' = 671.10- 8, daraus 

A=671·1O-8 ·x' und k 1s o=Ai4,184=O,917-g-
I cmsee 
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2. Methode (Diesselhorst, MeiBner)l). Es ist der Wider
stand des Stabes hei 0 0 Ro = Zlq uo' hei Stromdurchgang 

+tl +tl 

R = r ·t~(l + au) =Ro'-} f(l + au)dx= Ro(l +a·u). 

-{l - t l 

~ -1 = a·u ist nach Gl. 83) = a· V02/12 y, woraus 
Ro 

a 2 Ro y=-,V .---
12 0 R - Ro . . . . . (85) 

Die Methode kommt offenbar hinaus auf die Bestimmung 
der Mitteltemperatur if, aus der durch den elektrischen Strom 
heryorgerufenen Widerstandszunahme und dem Temperatur
koeffizienten a des Widerstandes. Indem MeiEner Stab chen 
von 1 bis 3 mm Durchmesser und 60 bis 70 J,llm Lange benutzte, 
hat er nach dieser Methode y bei sehr tiefen Temperaturen 
gem essen, bei welchen nur kleine Raume zur Verfligung stehen. 

Dber die merkwiirdigen Tatsachen, welche die Leitung reiner 
Metalle betreffen, ist in meinem Lehrbuch der Experimental
physik berichtet 2). 

30. Temperatur des Gases in GeiBler!lchen Rohren 3). Das 
in GeiBIerschen Rohren leuchtende Gas ist durch die Strom
warme auf erhohte Temperatur gebracht, bei zeitlich konstan
tern Strom, den man durch Anlegen pas sender Hochspannung 
erzielen kann, ist der Temperaturzustand stationar, wobei die 
ganze Stromwarme durch Leitung und Strahlung abgefiihrt 
werden muE. Nach Angstrom 4) betragt flir Stickstoff bei 
1 mm Druck die Strahlung 3 bis 6010 der Stromarbeit, bei 
hoherem Druck weniger; wenn man, wie wir es tun wollen, 
die Strahlung vernachlassigt, so erhalt man zu hohe Tempe
raturen. Die Berechnung der Temperatur scheint moglich und 

1) Diesselhorst, H.: Z. Instrumentenk. Bd.22, S. 115.1902: Angabe 
der Methode. MeiBner, W.: Ann. Physik (4) Bd. 47, S. 1001. 1915: Ver
suche zwischen 20 0 und 373 0 abs. 

2) 19./20. Auff., S. 393, § 745. 
3) Warburg, E.: Wied. Ann. Bd. 54, S. 266. 1895. 
4) Angstrom, K.: Abh. Kg!. Ges. d. Wissensch. zu Upsala 1892. 
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soIl hier ausgefiihrt werden fiir einen Teil einer langeren un
geschichteten, gleichfOrmig leuchtenden Lichtsaule, welcher den 
Enden der Saule nicht zu nahe liegt. Fiir einen solchen Teil 
kommt nur Warmeleitung in radialer Richtung in Betracht, 
auch werden wir annehmen, daB in ihm die elektrische Strom
arbeit da, wo sie geleistet wird, in Warme sich umsetzt. Es 
ist, wenn die Stromdichte innerhalb eines Querschnittes kon
stant angenommen wird, 

av av 
[·--·dx [.---. 

ax ax 
w = - -- --- - = - 0,239·----, (86) 

qdx·4,184 r12n 

wenn r 1 den inneren Rohrenhalbmesser bedeutet, und I in 
Ampere, V in Volt ausgedriickt wird. Die Warme, welche in 
einem zylindrischen urn die Rohrenachse gelegten Teil vom 
Halbmesser r und von der Lange 1 in der Sekunde entwickelt 
wird, ist r2 n . w und muB durch Leitung in radialer Richtung 
abgefiihrt werden, daher 

oder 

r2 n' W = - 2 r n k . ~u ar 

OU 
ar . . . . (87) 

Das Warmeleitungsvermogen k des Gases ist zwar mit der 
Temperatur ziemlich stark veranderlich, soIl aber hier als tem
peraturunabhangig angesehen und mit einem Mittelwert in 
Rechnung gesetzt werden. Die Integration von (87) liefert 

dann: U = - 41- r2 + C, und wenn u1 die Temperatur an der 

inneren Rohrenwand (r = r1 ): 

_ W( 2 2) 
U - U 1 + 4 k r 1 - r . 

Die Temperatur nimmt von der Achse (r = 0), 
hochsten ist, nach auBen hin ab; es ist 

W ., 
Urn ax = U 1 + 4 k . r 1"' • • • • 

War bur g, Wiirrneleitung. 

. (88) 

wo sie am 

. (89) 
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ferner ist die mittlere Temperatur im Querschnitt 

Zur Bestimmung von u1 ziehen wir in Bet.racht, daB 
die ganze im Gase entwickeite Wiirme durch Leitung im 
Glase abgefiihrt werden muB, daB also im Glase sein muB 

" k'oU k' d W 1 r 1" :n w = - 2 r:n -, wo as iirme eitungsvermogen des 
or 

~ rl'Jwor 
Glases ist, oder 0 U = - ---. Die Integration liefert, wenn 

2 k' r 
die Temperatur an der iiuBeren Glaswand (r = r 2) gleich 0 

r 12 w r'J 
gesetzt wird, U = ~k' I-log -, also 

2 og e r 

Wir wenden diese Theorie auf einen Versuch von Herzl) 
mit Stickstof'f von 3 mm Druck an. Hierfiir ist in gJcmsec 
k = 0,000057 (1 + 0,00253 t), wir bringen kao = 0,000061 in 
Rechnung. Ferner k' = 0,00163. Bei dem Versuch von Herz 

oV 
war 2 r 1 = 1,5 cm, 2 r 2 = 1,7 cm, der Gradient in der ox 

. . h· h S·· 1 Volt posltlven ungesc IC teten au e 76,1--. 
cm 

Endlich 1= 0,0012 Amp. Mit diesen Werten wird 

g-cal 
w = 0,0123 --a--' u1 = 0° 27, U max = u1 + 28°,3, 

cm sec 

U = u 1 + 14 °,2. 

Die hochste Temperatur des leuchtenden Gase3 liegt also 
tiefer als 30°, das Leuehten des Ga~es ist ein allaktines, wie 
schon E. Wiedemann und Hittorf angeben. Die Theorie 
wurde bestiitigt durch Versuche von Wood 2). 

1) Herz, A.: Wied. Ann. Bd. 54, S.244. 1895. 
2) Wood,' R. W.: 'Wied. Ann. Bd. 59, S.238. 1896. 
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III. Zeitlich veranderliche Zustande. 

1. Das Medium ist einseitig begrenzt. 
31. Eindringen der Temperatnrandernngen an der Erdober

flache in das Erdinnere. Die ErdoberfIache erfiihrt durch die 
Sonnenstrahlung eine Wiirmezufuhr, welche periodisch wechseIt, 
einerseits im Laufe eines Tages, andererseits im Laufe eines 
.T ahres. Es handeIt sich darum, die hieraus hervorgehenden 
periodischen Temperaturiinderungen unter der Erdoberfliiche zu 
berechnen, wobei man diese als eben, ferner die Temperatur 
als Funktion der Zeit t und der Tiefe z unter der Erdober
fliiche ansehen kann. :Fiir temperaturunabhiingiges k gilt dann 
nach (19) die Gleichung 

Die GroBe a2 heiBt das Temperaturleitungsvermogen, weil 
von ihr die Schnelligkeit abhiingt, mit welcher Temperatur
differenzen sich fortpflanzen. Ihre Dimensionen sind nach (92) 
!L2 ' 1-1',1. 
, I 

Wir suchen Integrale von (92), die sich dem Fall periodi
scher Vorgange an der Oberflache anpassen lassen. Ein Integral 
ist u==it+I'z, wenn A=a2Ji2. Wir setzen A=+wi, also 

" + wi Ji" = ~, a 

Yw 4___ Yw 1 
/l = ... . V - 1 = ± - -= (1 + i) . 

a a Y2 
In der Klammer muB man das obere Zeichen wahlen, damit 

" Wt 
U· = + - wird 1). Wir nehmen den Wert 
j a2 

und erhalten 
_2.1/~.z i (w t _ 2. 1/;.z) 

u=e aY2. e at2. 

1) Das untere Zeiohen wiirde zu Temperaturwellen fUhren, die beim 
Fortsohreiten an H6he zunehmen. 

4* 
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Nach der Formel eix = cos X + i sin x leitet man hieraus zwei 
reelle partikulare Integrale ab 1), deren Summe der linearen 
homogenen Gl. (92) geniigt. Mit den Bezeichnungen 

2n W=-, 
t 

erhalten wir 

-~ { (2 n z) . (2 n z)} 1 
U = e \ A· cos r' t - I + B· sm r' t - -, + 0 l 

Z f . (94) 
= e -,. {A cos 2 n (~ - I) + B· sin 2 n (~ - I)} + 0 

32. Die Temperatur an del' Erdoberfliiehe ist als periodi
sehe Funktion del' Zeit gegeben. Es sei namlich fUr 

{ z=o } feruer sei fiir {UZ ___ -_-OOO2)} . (95) 
U = U o . cos W t ' 

Diesen Bedingungen wird geniigt durch die Werte A = uo' 
B=O, 0=0, d.h. 

--=- (t z) u = uo' e ~. cos 2 n -; - I . . • . . (96) 

Diese Gleichung besagt, daB sich gedampfte Temperaturwellen 
in die Erde hinein fortpflanzen. In konstanter Tiefe z finden 
Temperaturoszillationen statt, welche mit der Temperatur
oszillation an der Oberfliiche der Periode nach, nicht aber der 
Amplitude und Phase nach iibereinstimmen. Die Amplitude 

ist in der Tiefe z auf e ~ reduziert, " die Tiefe, in der die 

Amplitude auf l!e reduziert ist, ist proportional V-;, also fiir 

die Jahreswellen V365 = 19 mal so groB als fiir die Tages-

1) Wenn einer linearen homogenen Differentialgleichung wie (92) die 
komplexe GroBe a + (Ji geniigt, so geniigt auchA·a und B·(J, wo A und 
B willkiirliche Konstanten sind. 

2) Von der langsamen Temperaturzunahme gegen das Erdinnere 
(§ 38), welche sich den von der OberfHiche ausgehenden Temperatur
oszillationen iiberlagert, konnen wir hier absehen. 
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wellen; jene dringen also viel tiefer als diese ein. Die Phasen
verschiebungen ubersieht man, wenn man die Temperaturver
teilung fur einen Zeitpunkt t gleich einem 
ganzen Vielfachen von 7: graphisch darstellt 

i" Z 
(Abb.12), wofur u=uoe '.cos2nT' Die 

Temperaturkurve bildet eine Wellenlinie 
der Wellenlange A mit abnehmender Ampli-

tude!); A ist proportional mit v'~ also 
wieder 19 mal so graB fur die J ahres- als 
fur die TagesweHen. In der Tiefe z = }./2 
sind die Jahreszeiten vertauscht, aber die 

Amplitude ist hier auf e-;-r; = lin ge
schwacht. SoH in der Tiefe z zur Zeit 

o-----r:~ + u.." 

rZ Abb. 12. 

dieselbe Phase 
vorhanden sein, wie zur Zeit t' in der Tiefe z', so muE sein 

t z t' z' d' F fl h . d' k' d T 
7: A -:,;- I' Ie ortp anzungsgesc WIll 19 e1t er em-

. z'-z A . 1 
peraturweHen 1st -,- - - proportIOnal mit ---=, da A mit V~ 

t - t 7: v'r 
proportional ist. Die Jahreswellen pflanzen sich also langsamer 
fort als die Tageswellen. 

Fur Granit ist nach F. Neumann 2) 
cm~ m2 

a2 = 0,656 -. = 0,0945 -T -; 
mm ag 

dafur findet man nach (93) 

7:(Tage) 365 1 
C(m) 3,31 0,174 
A.(m) 20,8 1,09 

Die folgende Tabelle enthiilt Beobachtungen von Tait am 
Calton hill in Edinburg. 

z (m) Temp. max. Doppelte Ampl. A t 
0,97 19. Aug. 8°2 
1,94 8. Sept. 5°6 5,84 
3,89 19.0kt. 2° 7 6,04 
7,78 6. Jan. 0° 7 6,37 

1) Tatsachlich nimmt u mit der Tiefe schneller ab als nach der Abbildung. 
") Neumann, F.: Fortschr. d. Physik 18. Jahrg., S.364. 1862. 
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z z-z' 
A --1-- (z' - z) loge 

Da A = 2 Us • e " so ist A' = e , = A Die 

log A' 

hieraus sich ergebenden Werte von , sind in die Tabelle ein
getragen, im Mittel ist ,= 6,08. Daraus folgt nach (93) 

m2 
a2 = 0,0601 T- fur den Felsen des Calton hill. 

ag 

33. Die Warmezufuhr an der Erdoberflache ist als periodi
sche Funktion der Zeit gegeben. Diese Warmezufuhr w sei 
namlich fur das Quadratzentimeter und die Sekunde gegeben 
durch die Gleichung 

W = wo·sinwt .......• (97) 

Den Warmezuwachs eines Elementes d8 dz an der Ober
flache in zweifacher Weise ausdruckend, erhalt man 

(!d8dz.c. au = [W + k.(au) ] .d8, at az z=~ 

womit durch Streichung von unendlich kleinem hoherer Ord-
nung 

oder 

W = - k.(oU) = wo.sinwt o z Z=O 

(Ou) = _ g,sinwtl oz z=o 

Wo J' g=-
k 

. . . . . . (98) 

G1. (98) wird, wenn man (au) nach (94) bildet, az z=O 

- g sin w t = ~ {(A - B). sin w t - (A + B). cos w t}, 

woraus A + B ,= 0, A - B = - g , , also A = - t g " 
B = + -~- g' und aus der allgemeinen G1. (94) entsteht 

1 -~{ (t z) (t z)} u = "2 g , . e '. sin 2 Jl -; - f - cos 2 Jl -; - 1 + UO , 

wenn die Temperatur fUr z = 00 gleich UO gesetzt wird. 
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Es ist sin 'If' - cos V' = we·sin (1jJ - rp), wenn 1 = we cos rp, 

1 = we sin rp oder we = ± Y2, tg rp = 1. Wahlt man das 0 bere 
Zeichen fur we, so liegt rp im erst en Quadranten, wird also Jl! 4 und man erhalt 

u-~~.e-f,sin[2Jl(~-I)-~J+uo .... (99) 

Zu demselben Ausdruck fiihrt die Annahme we = - V2, in
dem dann rp im 3. Quadranten liegt. 

Wie im ersten Fall laufen nach diesem Ausdruck Tempe
raturwellen in das Erdinnere hinein. Doch laBt sich die Losung 
auch auf ein anderes Problem beziehen. 

34. Periodische Konzentrationsiinderungen an sogenannten 
unpolarisierbaren Elektroden bei Wechselstrom. Das Grund
gesetz der freien Diffusion, d. h. der Diffusion ohne Scheide
wan de, lautet nach Adolf Fick 1): Bei der Diffusion flieBt 
Substanz von Stell en hoherer zu Stellen tieferer Konzentration 
nach demselben Gesetz, nach welchem Warme von Stellen 
hoherer zu Stell en tieferer Temperatur flieBt. Fur den Fall der 
Diffusion eines Salzes in Losung ist also der SubstanzftuB in 

der Richtung + x gleich - D· ~, wo c die Konzentration des ox 
Salzes in Gramm/Kubikzentimeter, D die Diffusionskonstante 
bedeutet, die im allgemeinen von c nicht unabhangig ist, aber im 
folgenden als von c unabhangig angenommen werden solI. Dann 
ergibt sich aus Betrachtungen, die den in § 5 und (; an
gestellten entsprechen: 

oder 

a (c dT) 
- --- ·dt = D·d C·dT·dt at 

.... (l00) 

DieDimensionen vonD sind nach dieserGleichung D! ~-l L2. ']1-1!. 

An einer Silberelektrode in wal3riger AgN03 - Losung be
stehe Wechselstrom 

1 = 10 , sin w t. ..... (101) 

1) Fick, Ad.: Pogg. Ann. Bd. 94, S. 59. IS;:;;l. 
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Dabei wird der Fliissigkeit an der Elektrode abwechselnd 
Salz zugefiihrt und entzogen, dadurch entstehen wechselnde 
Konzentrationsanderungen an der Elektrode, die zu Dlffusions
stromen weehselnder Richtung Veranlassung geben. Es handelt 
sieh darum, die hieraus entspringenden Konzentrationsoszillatio
nen zu bereehnen. 

Sei \)( die Zahl der freien Ionen im Kubikzentimeter, q der 
Quersehnitt des Elektrolyten, dann ist 1) die Stromstarke in 
Ampere 

1= \)(,(ua + uk)q·e, . .... (lOla) 

indem das elektrische Elementarquantum e in Coulomb aus
gedriiekt wird. Das an der Anode freiwerdende Anion N03 

zieht aus der Silberelektrode Ag heran und bildet neues AgN03 ; 

daher ist der Zuwachs der Zahl von AgN03-Molekeln an der 
Anode gleieh dem Zuwaehs der Zahl von N03-Ionen an der 
Anode, dieser aber ist fiir die Sekunde bereehnet 

U .q.\)( = ~~--.(u + U )q.\)( = n.!.. (nach(101)) .. (102) 
a U a + 'Uk a k e 

wo n die Hittorfsehe Uberflihrungszahl des Anions bedeutet. Hier
aus ergibt sieh der Zuwachs an Gramm AgNOa an der Anode 
pro Sekunde dureh Division mit der Avogadroschen Zahl 2f und 
Multiplikation mit dem Molekulargewieht A des AgNOa gleieh 

~ ~ A, indem F = 2f. e die Valenzladung bedeutet. Indem man 

naeh demMuster des §33 denZuwaehs an Gramm AgN03 ineinem 
Volumelement q dz an der Anode in zweierlei Weise ausdriickt, 
findet man 

und hieraus 

° (qdz.c) = n I A + q.D.(oc) 
ot F OZ z=o 

(0 c) = _ g. sin w t 1 
oz z=o 

- lonA J 
g- FqD 

. . • • . . (103) 

1) Warburg, E.: Lehrbuoh der Experimentalphysik, 19./20. Aufi., 
S.372-375, wo auoh die Bezeiohnungen erkliirt sind. 
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Hierzu kommt unter der Annahme Ii nearer Verhaltnisse 
oC 02C 

fur das Innere - = D· -" und setzt man endlieh fiir z = ex> ot (JZC 

c = co, so wird diesen Bedingungen dureh die Gl. (99) geniigt, 

wenn man in ihr c statt u und C = V~~ setzt. Dureh Ein

fuhrung des obigen Wertes von g ergibt sieh schlieBlieh 

c - CO = Y~ -; i . V ;~ . e - f. 10 sin [ 2 n (~ -}) - ~] , 1f (104) 

C= V~~ . 
Von der Elektrode gehen also Konzentrationswellen abnehmen

der Amplitude in den Elektrolyten hinein. Da aber D von der 
em2 1 em2 _ 

GroBenordnung 1 -- = --- --- --, mithin C = 0,00192· Yr em 
Tag 86400 see 

und Z. B. fUr r = 0,01 sec C = 0,000192 em = 1,92 f1. ist, so 
dringen diese Konzentrationswellen nur bis zu einer auBerst 
geringen Tiefe in den Elektrolyten ein. An der Elektrode 
(z = 0) wird 

c - CO = nA .,/_1_. 1 ,sin(wt _~) 1105) ° Fq Y wD ° 4 ... \ 

Die Konzentrationssehwankungen sind, da w = 2 n , proportional 
r 

Y;-, indem je groBer r, desto langer die Salzzufuhr dauert, 

proportional 1_, indem je starker die Diffusion, des to mehr 
YD 

von der dureh den Strom zugefiihrten Salzmenge wieder ver
loren geht. 

35. Polarisation sog. unpolarisierbarer Elektroden bei 
Wechselstrom. Nehmen wir an, daB der betrachteten Elektrode 
eine sehr groBe gegeniibersteht, so bleibt an dieser die Konzen
tration merklieh konstant gleich co, dabei entsteht naeh der 
Theorie der Konzentrationsstrome 1) zwischen beiden Elektroden 

1) Experimentalphysik 19./20. Autl., S. 348. 
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eine EMK (Polarisation), welche immer der Strom starke ent
gegengerichtet ist, indem beim Konzentrationselement der Strom 
von verdiinnt zu konzentriert durch den Elektrolyten geht. 

1st der Elektrolyt vollstandig dissoziiert, so ist nach der 
Theorie der Konzentrationsstrome die EMK der Polarisation P 

Co 
p = PO·logeo c 

n f 
Po = RT-·--, 

F w 

wo f die Zahl der Ionen ist, in welche eine elektrolytische 
Molekel sich spaltet (hier f= 2), w die Wertigkeit des Metans 
(hier w = 1). Wird hierin R T in Volt Cb/Mol. ausgedriickt, so 
erhalt man Po in Volt. Fiir kleine Konzentratiomanderungen 

(~~ von 1 wenig verschieden) ergibt sich aus (105) 

R T (n)2 f A 1/ T. . ( _ ~) 
P = -co F w 'qY 2nD losm rot 4 . . (106) 

Man kann nach dieser Theorie die Polarisation fiir Ag in 
AgN03 und andere sog. unpolarisierbare Elektroden nach Phase 
und GroBe berechnen 1) und findet Dbereinstimmung mit der 
Erfahrung 2). 

36. Theorie der physiologischen Reizung nach Nernst. 
Nernst hat die Gl.(105) auf die physiologische Reizung an
gewandt. In dem organisierten Gewebe ist der Elektrolyt inner
halb und auBerhalb der Zellen von verschiedener Zusammen
setzung, was darauf hindeutet, daB die Zellmembran fiir gewisse 
Saize durchlassig ist, fiir andere nicht. Erstere iibernehmen bei 
Stromdurchgang die elektrolytische Leitung durch die Zell
membran hindurch, fUr letztere spielt die Zellwand die Rolle 
einer Elektrode, an welcher Konzentrationsanderungen statt
finden; da diese bei den hier in Betracht kommenden Fre
quenzen nur urn etwa 1 fl in das Innere des Elektrolyten ein
dringen, und die Zellen viel groBer sind, so kann die gegebene 
Theorie hier angenahert beibehalten werden; die Konzentrations-

') E. Warburg: Verh. d. deutsch. phys. Ges. Jahrg. 15, S.120. 1896. 
2) K Neumann: Wied. Ann. Bd.67, S.500. 1899. 
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anderungen werden dann mit 10 , V~ proportional. N ernst 
macht nun die Hypothese, daB Reizung nur eintritt, wenn die 
maximale Konzentrationsanderung einen gewissen Schwellenwert 
iiberschreitet. Macht man also Versuche, bei denen man 10 

und t variiert, so muB Reizung immer cinsetzen, sobald 10 V t 
einen bestimmten Wert erreicht hat. Dies wird durch Versuche 
mit Stromen bis 4· 10-6 Amp. bestatigt. Diese Theorie erkliirt 
auch die Tatsache, daB man sehr hochgespannte Strome. bei 
welchen die Schlagweite mehrere Zentimeter betriigb, und welche 
bei miiBiger Frequenz heftige Zuckungen hervorbringen, bei 
sehr hoher Frequenz, also fUr sehr kleines t (Teslastrome), un
gestraft durch den Korper leiten kann. 

I t · d Gl' h (} U 2 (} ~ U d h d 37. ntregra IOn er mc nng at = a i}z2 nrc as 

GanBsche FehlerintegraJ. Unter dem GauBschen Fehlerintegral 
versteht man die Funktion 

x 

W(x) = ~-=-- ·fe- x2 dx, ...... (107) 
,/n 

deren Werte durch Tafeln gegeben sind (Jahncke und Emde 
1. c., ausfiihrliehere Tafeln von Markoff). 

Es ist 

+ '" + '" + (Xl + 00 (' + 00 )2 J _£ e-(X2+Y2)dxdy __ ~e-X2dxle-Y2dy= ,le- x2 dx . 

Andererseits erhiilt man fiir das iiber die xy -Ebene zu er
streekende Doppelintegral, indem man setzt r2 = x2 + y2 und 
fUr das Fliiehenelement 2 r n dr nimmt, 

also 

und 

00 

J -r2 d e ·2rn 1'=n, 
l, 

+00 

J -x2d ,/e x = yn 
-00 

00 /-

J. _X2 d ' n e X=-. 
o 2 

....... (108) 
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Es ist nun, wie man sich leicht iiberzeugt, 

z 
2a{t: 

u=A.J .e- x2 dx+B, 
o 

... (109) 

wo A und B Konstanten sind, ein Integral der Gleichung 
ou 2 0 u2 

a - Dieses Integral laBt sich verschiedenen Pro-ot OZ2 . 
blemen anpassen. 

38. Thomsons (Lord Kelvins) Berechnung der seit dem 
Erstarren der Erdoberfliiche verflossenen Zeit. War die Erde 
urspriinglich feurig fiiissig, so muBte sie sich zuerst durch Aus
strahlung auf den Schmelzpunkt Uo der Gesteine abkiihlen, 
wobei sie in ein Haufwerk von Fliissigem und Festem sich 
verwandelte und Konvektionsstrome unerheblich wurden. Die 
Oberfiache muBte dann erstarren und mag sich in kurzer Zeit 
(1 Jahr) auf die heutige Temperatur der Oberfiache, die 00 heiBe, 
abgekiihlt haben. Von nun an (t = 0) gelangte Warme nur 
durch Leitung an die Oberfiache und es handelt sich urn den 
Temperaturzustand der Erde, wenn die Zeit t verstrichen 
ist. Sieht man wieder die Erdoberfiache als eben an, so ist 
OU ,,02U •• d B d' { Z = 0 iii = a"' 0 Z2 zu mtegneren unter en e mgungen u = 0 

{ Z = 00 t = 0 . Diesen Bedingungen geniigt nach (108) der 
u = U o u = U o 

2 
Ausdruck (109), wenn man B = 0 und A = uo'-= macht, also 

Yn 
z 

. (110) 

ou Uo Z2 

Daraus folgt der Temperaturgradient - = --. e - 4a't und 
OZ aYnt 

der Temperaturgradient an der Erdoberfiache Z = 0 
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lndem G durch die Beobachtung gegeben ist, kann nach diesel' 
Gleichung die verstrichene Zeit t herechnet werden 

...... (111) 

G variiert etwas mit dem Orte an del' Erdoberftache, wir 
nehmen an G = 31.10-5 Grad/cm. Nach F. Neumann ist fur 
Granit a2 = 0,656·60·24·363 cm2 /Jahr. 

Mit diesen Werten erhalt man, je nachdem fUr Uo 1300 
odeI' 20000 C gesetzt wird, 

t = 16,3 odeI' 39 Mill. Jahre. 

39. Wegen del' Warmeproduktion durch radioaktive Sub
stanzen in del' Erde ist die Zeit groBer als nach Thomsons 
Theorie. Diese Theorie setzt voraus, daB keine Warmequellen 
in del' Erde vorhanden sind. Nun enthalten die Gesteine radio
aktive Substanzen Uran und Thor, welche sich fortwahrend mit 
ihren Abkommlingen unter Warmeentwicklung umwandeln, und 
es vergehen tausende Millionen von Jahren, bis Uran und Thor 
zur Halfte umgewandelt sind. Die gesamte aus den radioaktiven 
Umwandlungen entstehende Wafme, berechnet aus dem mittleren 
Gehalt del' Gesteine an radioaktiver Substanz, betragt nach 
Rutherford 1) zwar nul' 1,9 ·10-~ cal per cm3 und Jahr, dies 
gibt abel' in einer Million von Jahren schon 19 cal per cm3, 

was z. B. fur Granit, bei einem spezifischen Gewicht von 2,8 
und einer spezifischen Warme von 0,2, einer Temperaturerhohung 
urn 19/0,2,2,8 = 34 0 entspricht. 

Die Erde verliert in del' Zeiteinheit per cm2 an del' Ober
flache durch Warmeleitung, eine Warmemenge gleich k· G, was 
fUr Granit = 0,008·3,15·10' . 31 .10- 5 = 78,1 g-cal im Jahr be-

tragt, indem k fur Granit gleich 0,008 -g --- angenommen ist 2). 
cm sec 

Enthielte die ganze Erdmasse radioaktive Substanz von del' in del' 
Nahe del' Erdoberftache an Gesteinen beobachteten Konzentration, 
so ware die radioaktiv erzeugte ~rdwarme uber 50mal so groB 
als del' derzeitige Warmeverlust an del' Erdoberflache, was zu 

') E. Ruth e rf 0 r d: Radioactive Substances and their radiations. 
Cambridge University Press 1913. 

2) Weber, H. E.: Meteorol. ZS. Ed. 28, S. 701, 1911. 
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der unwahrscheinlichen Folgerung einer fortwahrenden Steige
rung der Erdtemperatur fiihren wiirde. Es ist daher mit Strutt 
anzunehmen, daB radioaktive Substanz nur bis zu einer gewissen 
Tiefe D unter der Erdoberfiache vorhanden ist. Vnter An
nahme gleichformiger Konzentration solcher Substa.nz ent
sprechend Warmeerzeugung von 1,6.10-5 cal pro ems und 
Jahr findet man fiir D, wenn die radioaktiv entstehende Warme 
dem derzeitigen Warmeverlust an der Erdoberfiache gleich sein 
solI, indem man die Kriimmung der Kugelschale von der Dicke D 
als unendlich klein ansieht, 

D·w=G.k, ........ (112) 

oder D 1,9.10-5 = 78,1, woraus D = 41,1 km. Riihrte dabei 
die hohe Temperatur des Erdinnern nur von der radioaktiven 
Warme her und ware zur Zeit der stationare Zustand ein
getreten, so ware innerhalb der Schale, wenn die z-Achse ver
tikal abwarts gerichtet wird, nach (19) 

02U w 
OZ2 = - 7C' 

woraus, da fiir 

und 

z=O ou =G, 
OZ 

W Z2 
u=--.-+G·z k 2 

oder, indem man fUr D seinen Wert G.k/w setzt, 

u = G2 k = (31.10- 5)2.0,008.3,15.107 = 6400 . (113) 
D 2w 2.1,9.105 , 

wahrend tatsachlich die Temperatur im Erdinnern mindestens 
dem Schmelzpunkt der Gesteine entspricht. Die radioaktive 
Erdwarme kann also nicht die einzige Vrsache der hohen 
Erdtemperatur sein, es ist vielmehr anzunehmen, daB nach 
W. Thomson die Erdtemperatur beim Erstarren dem Schmelz
punkt der Gesteine gleich war, daB aber die seit dem Erstarren 
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verflossene Zeit, in welcher der Temperaturgradient an der Erd
oberflache auf den gegenwartigen Wert gesunken ist, durch 
die radioaktive Warme vergroBert und deshalb in der Thomson
schen Theorie zu klein gefunden wird. Eine Verbesserung der 
Thomsonschen Theorie unter Beriicksichtigung der radioaktiven 
Warme scheint nicht erfolgversprechend, da iiber die Verbreitung 
der radioaktiven Su bstanz in der Erde nichts Sicheres be
kannt ist. 

40. Schatzung geologischer Zeitraume nach del' Theorie 
del' radioaktiven Umwandlungen. Aus der Theorie der radio
aktiven Umwandlungen ergeben sich verschiedene Mittel, urn 
die GroBe geologischer Zeitraume zu schatzen. Nach dieser 
Theorie wandelt sich z. B. Uran durch seine verschiedenen Zer
fallprodukte hindurch so um, daB fiir je ein umgewandeltes 
Atom eines Zerfallproduktes ein Atom des nachsten Zerfall
produktes entsteht; das stabile Endprodukt dieser Cmwand
lungen ist ein isotopes yom Atomgewicht 206,05 des gewohn
lichen Bleis yom Atomgewicht 207,2. In der Tat findet man 
immer Blei in Uranerzen, und nimmt man an, daB ein Uran
erz bei seiner Kristallisation noch kein BIei enthieIt, so kann 
man aus dem Gewichtsverhaltnis Blei lUran = Pb! U die Zeit 
berechnen, welche seit der Kristallisation verstrichen ist. Be
zeichnet man namlich durch N die Zahl der Uranatome zur 
Zeit t, so ist nach der Theorie 

dN = - )'·Ndt, ......• (114) 

wo Ie die sogenannte Zerfallkonstante des Urans ist, welche wir 
1 

gleich 1 6.10-10 ._- setzen. Daraus foIgt 
, Jabr 

N=Noe- J•t , ••••.••. (115) 

wo No die Zahl der Uranatome beim Auskristallisieren des 
Erzes (t = 0) und foIglich No - N die Zahl der zur Zeit t nach 
dem Auskristallisieren zerfallenen Cranatome oder der zur Zeit t 
vorhandenen BIeiatome bedeutet. Da das Atomgewicht des 
Urans 238 ist, so wird 
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woraus 

1 (Pb 1 ') t= Hoge· log 1+ U '0,8-i ' ..... (116) 

unter der genannten Voraussetzung, daB beim Auskristallisieren 
des Erzes kein Blei in demselben vorhanden war. DaB kein 
gewohnliches Blei vorhanden war, ist dann verburgt, wenn, wie 
es vielfach der Fall ist, das Atomgewicht des Bleis in dem Erz 
gleich 206 gefunden wird. DaB kein Uranblei vorhanden war, 
wird wenigstens in vielen Fallen fur wahrscheinlich gehalten. 
Diese Voraussetzungen sind z. B. erfiillt fUr 

Broggerit (Norwegen) 
Cleveit (Norwegen) . 

PbjU 

0,13 
. 0,19 

t ber. nach (116) 

868 Millionen Jahre 
1230" ,,1) 

41. Bestimmung von Diffnsionskoeffizienten. Auf dem 
Boden eines hohen zylindrischen GlasgefaBes befinde sich Salz. 
Zur Zeit t = 0 werde Wasser auf das Salz geschiittet, an der 
Beruhrung mit dem Salz ist dann die Konzentration der Losung 
die Sattigungskonzentration co' dort sei, indem die + z-Achse 
vertikal aufwarts gezogen wird, z = o. Indem man zur Zeit t 
aus der Hohe z etwas Lasung herausnimmt, findet man die Kon
zen tration C als Funktion von z und t. Die verstrichene Zeit t 
solI so kurz bemessen sein, daB an die freie Wasseroberflache 
noch keine merkliche Salzmenge gelangt ist. 

Indem Dais von der Konzentration unabhangig an-

genommen wird, ist die GIeichung oc = D. 02C zu integrieren ot OZ2 

unter den Bedingungen 

z=o z == 00 

c=o 
t= 0 
c=o. 

Wir gehen wieder aus von dem Integral 

erste Bedingung liefert B = Co ' die zweite 

oder A = _ 2 Co • 

y';' 

(109) § 37. Die 
Ay'; 
--+co=O 

2 

1) Vgl. Lawson, R. W.: Die Naturwissenschaften. V. Jahrg. 1917, 
S. 456. - Kirsoh, G.: Ibid. XI. Jahrg. 1923, S. 372. 
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also 

2{Dt 

C=Co(l- y2; Je-X2 dX), .... (112a) 

o 

wodurch die dritte Bedingung ebenfalls erfiillt ist. 
Es ist 

C -c (z) 
o Co - = cp 2 vnt . . . . . (113a) 

Urn JJ zu bestimmen miBt man co' ferner c fUr bekannte 
Werte von z und t und entnimmt den Tabellen iiber cP den 
Wert x des Argumentes von CP, welcher cP der link en Seite 
gleich macht. Dann ist 

z 
x=-----

2·YiTi' 
1 z~ 

D =t-·4-;il . .... (114a) 

42. Bestimmung des Temperaturleitungsvermogens aus 
der Temperaturfortpflanzung in einem Stab. Ein langer 
zylindrischer Stab von Zimmertemperatur (u = 0) werde in 
z = 0 plotzlich auf Uo gebracht. AuDere Warmeleitung werde 
nicht beriicksichtigt, der Versuch werde abgebrochen, ehe das 
andere Ende merklich erwarmt ist. Man hat 

au 0 a2 U z=o z=oo i t=O 
- =a"·---at OZ2 

I 
: u = Uo I U = 0 I U = 0 . 

Die Aufgabe ist mathematisch identisch mit der vorigen, die 
Losung ist 

u = U o [ 1 - f[> (2: Vt )] I _ 
... (110 a) 

1J,..L - u f[> (-~ --= ) 
Uo 2 a -V t I 

Kennt man U o und miBt u fiir ein Wertepaar z, t, 80 ent
nimmt man wieder den Tabellen fUr f[> den Wert x, welcher 

ffi(X) __ u. 0 - U 
'¥ macht, und erhiilt 

Uo 
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Eine andere Methode besteht darin, daB man fUr ein be
stimmtes z u fiir verschiedene Werte von t ermittelt. Man 
erhalt so eine u - t-Kurve; man zeichnet fur verschiedene 
Werte von a2 nach (1l5a) die u - t-Kurve und sucht diejenige 
auf, welche mit der beobachteten am besten iibereinstimmt; 
das a'J dieser Kurve ist das gesuchte (Gruneisen: Diss.1900, 
Ann. d. Phys. (4) 3, 8.43-74, Diesselhorst: Wissensch. Abh. 
der Phys. Techn. Reichsanst. Bd. IV, 187). 

Bei diesen Versl1chen wurde die konstante Temperatur U o 
in z = 0 zur Zeit t = 0 durch plotzliche Wasserbespiilung her
gestellt. Dabei zeigte sich, daB die experimentelle u - t-Kurve 
mit keiner theoretischen Kurve zur Deckung gebracht werden 
konnte; ferner erhielt man fur verschiedene z -Werte ver
schiedene a-Werte, die Dbereinstimmung wurde um so schlechter, 
je kleiner z. Das Experiment realisiert also nicht genau die 
theoretische Voraussetzung; die nahere Untersuchung zeigte, 
daB durch die angewandte Methode der Wasserbespiilung die 

Bedingung t .- 0 t nicht realisiert wird (Gruneisen: Diss., wo 
u=uo ) 

auch eine Methode angegeben ist, durch welche man sich von 
diesem Fehler unabhangig machen kann). 

43. Besser laBt sich eine andere Bedingung realisieren, bei 
welcher dem Ende z = 0 von dem Zeitpunkt t = 0 ab eine 
konstante Warmemenge zugefiihrt wird, die dann nach den 
Betrachtungen des § 33 durch Warmeleitung wieder abgefiihrt 

werden muB, d. h. - k. ((ju) = konst. oder (!u) = - c. 
(jz z=o (jz z=o 

Man steUt dazu dem Ende z = 0 oin Platinblech gegeniiber, 
welches zur Zeit t = 0 zu konstantem Gliihen gebracht wird. 
Die Aufgabe lautet jetzt: 

(ju ,,'(Pu 
-=a-·~ 
at az'J 

8etzt man 
(ju 

c+--=v (jz ' 

z=o z=oo 

(ju 
-=-c (jz u=o. 

so wird 
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z = o} Das Integral unter der Bedingung v = 0 ist 

woraus 

Indem 

setze man 

Da 

2Ja \!t ()u 

v = A e- z' dx = C + iii ' 
o 

z 

2a{i 

CZ+U=A.J dz Je-"'dX. 
u 

J F(z)dz =F(z).z - J zF'(z)dz 

2a{t 

F(z) = J e-'" dx. 

o 

f z F' (z) dz = f z· e - 4:" t 2 a lVt d z = - a liT. e - 4'~: t , 

so wird 

Da fur 

2 a\ t , 

CZ + U = A'ZJ e-z' dx + A.aVT. e -iazt. 
o 

sein !'loll: 
v'~ cz=A·z·····-· 

2 
oder 

und man erhiilt 

.~ ,1 ~: r" dX + 2a i: '-'~:i~'}, 
wodurch auch die Bedingung z = 00 } erfiillt ist. 

u=o 
5* 

2c 
A=-··· 

V~· 

. (117) 
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Zur Bestimmung von a2 nach dieser Methode zeichnet man 
fur ein bestimmtes z die u - t-Kurve und vergleicht sie mit den 
theoretischen u - t-Kurven £iir verschiedene a-Werte (s. Giebe: 
Diss.1903; Verh. d. deutsch. phys. Ges. 5,60-66. 1903). 

2. Das Medium ist mehrseitig begrenzt. 

44. Darstellung einer willkiirlichen Funktion durch Fourier
sche Reihen. Sei gegeben der Wert einer Funktion f(x) 
innerhalb der Grenzen x = - c und x = + c. Dann kann in 
dies en Grenzen f(x) durch folgende immer konvergente Reihe 
dargestellt werden 1). 

1 :nX 2:nx m:nx 
f(x) =-bo+b1·cos-+b'J.cos--+ . .. +b ·cos--+ ... 

2 c c m C 

. :nX . 2:nx . m:nx 
-l-a1·sm-+a.,.sm--+ ... +a . sm--+ ... , c" C m C 

+0 +0 

1 f m:n2 bm=c· f(2)cos--c-d 2, 1 f . m:n2 am = c· f(2)sm-c-d2 

-0 -0 

B em e r k u n g 1. An einer Sprungstelle der Funktion gibt 
die Reihe den arithmetischen Mittelwert der Funktionswerte. 

Abb.13. 

An den Grenzen - c und + c nimmt die 
Reihe den gleichen Wert an, dieser ist gleich 
dem arithmetischen Mittel der an den Grenzen 
stattfindenden Funktionswerte, sofern diese 
voneinander verschieden sind. 

Bemerkung 2. 1st f( - x) = - f( + x) 
(Abb. 13), so wird 

c 
2J' . m:n2 bm=O, am=c f(2).sm-c-d2. 

o 

1) Riemann, B.: Partielle Differentialgleichungen. Vorlesungen, 
herausgegeben von K. Hattendorf, Braunschweig bei Fr. Vieweg & Sohn 
] 869. - Web er, H.: Die partiellen Differentialgleichungen der mathema
tischen Physik bei Fr. Vieweg & Sohn. 
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An den Grenzen und fiir x = ° hat die Reihe den Wert ° 
entsprechend Bemerkung 1. rst f( - x) = + f( + x) (Abb. 14), 
so wird 

c 

2f mnl a =0, b =-- f(l).cos-~dL 
111 me· C h:1 

o Abb. 14. 

An den Grenzen stellt hier die Reihe den Funktionswert dar. 
Eine beliebige Funktion f(x) kann man setzen 

f(x) + f( - x) f(x) - f( - x) . _-
f(x) = ---2 --- - + ---- 2- -- --- = fl (x) + t2 (xl. 

Es ist 

so kommt es, daB zur Darstellung einer beliebigen Funktion 
die Doppelreihe erforderlich ist. 

Bemerkung 3. Man konnte glauben, daB cine beliebige 
Funktion durch eine beliebige unendliche Reihe, z. B. durch 
eine Potenzreihe dargestellt werden konne, da man durch Ver
fiigung iiber die Konstanten der einzelnen Glieder beliebig viele 
Funktionswerte mit der Reihe zur Koinzidenz bringen konnte, 
doeh nahern sich hier beim Dbergang zu einer unendli("hen 
Gliederzahl die Koeffizienten nicht immer einer bestimmten 
Grenze. 

Bemerkung 4. 1st die Moglichkeit der Entwicklung naeh 
(118) bewiesen, so ergeben sich die Koeffizicnten am' bm durch 
einfache Rechnung, z. B. am durch Multiplikation beiderseits 

mit sin m~.! und Integration von - c bis + c. Es ist namlich 
c 

+c f nnX. mnx 
cos -- SIn ----- dx = 0, 

c c 
-c 

indem 2 sina cos ($ = sin(a + ($) + sin (a - ($); ebenfalls 

+c 

r . nnx . mnX 
sm . sm - --- dx, 

c c .. 
-c 
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dieses Integral aber nur, wenn n § m, fur n = m wird das 
Integral = c, da sin2 a = ~ (1 - cos 2 a). 

45. Die zu behandelnden Faile. Fur den Fall, daB das 
warmeleitende Medium durch zwei unendlich groBe Ebenen 
(groBe ebene Platte), oder durch zwei unendlich lange kon
achsiale ZylinderfHichen oder durch zwei konzentrische Kugel
fHi-chen begrenzt ist, wurde im § 11 der station are Temperatur
zustand unter der Voraussetzung untersucht, daB die Tempe
ratur nur von einer Raumkoordinate abhangt, namlich bzw. 
von der Entfernung von einer der Grenzebenen, von der Achsen
distanz und von der Zentraldistanz. Fiir diese FaIle soll jetzt 
der veranderliche Zustand untersucht und die Bezeichnungen 
sollen wie dart gewahlt werden. 

46. GroBe planparallele Platte (mit Vernachlassigung der 
Randkorrektion). Da hier u von x und y unabhangig sein 
soll, ist 

Z=o 
b) z=d u=O, 

t=o 
c) u=f(z) 

). . (119) N ebenbedingungen 

Ein Integral von a) ist eAt+IIZwenn A=a2 fl2. Setzt man fl=i'fl', 
also A = - a2 fl'2, so erhalt das Integral die Form 

es sind also auch e-a·,u'·t. sin fl'Z und e-a'f"'t,cosfl'z Integrale. 
Fur die vorliegendG Aufgabe eignet sich das erstgenannte In
tegral, welches die N ebenbedingung b) erfiillt, wenn sin fl'd = mn 
gesetzt wird, indem m eine ganze Zabl bedeutet. Da die zu 
integrierende GIeichung linear und homogen ist, ist auch 

00 a2 m 2 n 2 

" A ----·t m nz u =.L.; m' e d' • sin -~ . . 
1 d 

. . (120) 

ein Integral; damit die Bedingung (119) c) erfiillt werde, muG 

~ Am sin m;z = f(z) 
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sein, was nach (118) Bemerkung 2 der Fall ist, wenn 

d 

Am= !ff(A)sinm;~dA . ..... (121) 

u 

(120) und (121) enthalten die Losung der Aufgabe. 
Sei speziell f(2) = uO' d. h. die Platte urspriinglich gleich

formig temperiert; es wird dann: 

also 

2u 
A =---1l(1-cosmn), 

1n mn 

2 
A =--·2·u 

1 n 0 

1 2 
A =-·-·2·u 

3 3 n 0 
A~ = 0, 

1 2 
A = - ·--·2·u 

5 5 n 0 

Setzt man noch 

so wird 

I .. (122) 

u stellt sich zur Zeit t = ° dar als die Summe sinusfor
miger Temperaturwellen 

4 Uo . n z 
--'SlO---

n d ' 
1 4 U o . 3 n z ( ) if -n . SlO (t- ,... Abb. 15 ; 

diese verklingen urn so schneller, je hoher ihre Ordnungszahl 
und nach einer gewissen meist kurzen Zeit bleibt nur die langste 

Welle ~uo. sin~:' merklich iibrig. 
n d 
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Fur Crownglas ist 

k=0,00163, e=2,55, c=0,161, a2=k!ec=0,00396. 

d2 
Fur d = 1 em wird e = -"-2 = 25,6". Wird also die urspriing-

a-n 
lich auf U o temperierte Platte plotzlieh in eiskaltes Wasser ge
braeht und darin lebhaft bewegt, damit die Temperatur der 

unter den 

Abb.15. 

OberfHiehe auf 0 0 erhalten werde, 
so ist naeh 25,6" die Tempera
tur in der Mitte der Platte 

4 1 
U o .-- .- = 0,46· uo' Fur eine 1 mm 

n e 
starke Platte findet dies schon 
nach 0,"256 statt, da 0 dem Qua
drat der Dicke proportional ist. 

47. Die Platte habe ursprunglieh 
(t = 0) uberall die Temperatur 0°, 
werde aber. zur Zeit t = ° in z = d 
auf a gebracht und gehalten, in 
z = ° dagegen dauernd auf 0° ge
halten. Es ist also zu integrieren: 

(Ju Q (J2U 
a) iit=a-.6z , 

_ [1 . . . (123) Bedingungen 

b) Z= ° 
u =, ° d) t - ° 

u=o 

z=d 
c) U= a 

Fur den stationaren Zustand ist 

U1 genugt den Bedingungen (123) a), b), c). Bestimmt man noeh 

U=U2 

als Integral von (123) a) unter den Nebenbedingungen 

z= 0, z=d, 

u= 0, U=o, 

t = 0, 
z 

U= - a·d' 



Fortpflanzung des elektrischen Stromes in einem Kabel. 73 

so geniigt u1 + u2 allen Bedingungen, u2 aber ist nach (120) 
und (121) 

t 
__ ')1 -mLe.. m ;n;!. 

U 2 - ~ A", e SIn d ' 
1 

d 

A = - -~ . J U . ~ . sin m n). . d)' 
m d d d . . 

o 

Indem sich durch Integration nach Teilen ergibt 
d f . mn). d2 . 
A sm -d- dJ.. == - mn' cos (m71), 

o 
wird 

2U 
A =-, -~ cos (mJr) 

m m71 

2 U 1 A = --.-- .... --
2 7l 2' 

2 U 1 
A = - .. -.--

3 7l 3 

U= u.{~ - ! . (e-'~,sin:z -~. e-4i,sin~-d: + ... }. (124) 

48. Fortpflanzung des elektrischen Stromes in einem 
Kabel. Mathematisch identisch mit der Aufgabe des § 47 ist 
folgende: Ein Kabel von der Lange l, bis zur Zeit t·~ 0 beider
seits geerdet, wird zur Zeit t = 0 in z = l auf die Spannung U 
gegen Erde gebracht und gehalten, in z = 0 dauernd geerdet. 
Es solI die Stromstarke als Funktion von z und t unter Ver
nachlassigung der Induktivitat berechnet werden. 

Sei I die Strom starke, in der Richtung + z positiv ge
rechnet. 

R1 , 01 Widerstand, Kapazitat der Langeneinheit, 
R, ° Widerstand, Kapazitat des ganzen Kabels, 

U Spannung gegen Erde. 

Den Zuwachs des Elements dz an elektrischer Ladung 
wahrend der Zeit dt in zweierlei Weise ausdriickend, findet man 

1- 1+' ·dz ·dt= (uOJdz)dt { ( (!J)} 0 
cz 0 t 
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oder 

ferner nach dem Ohmschen Gesetz: 

OU 1 ou 
[=== -q.'X._= --'-. oz Rl oz 

lndem man die zweite Gleichung nach z differentiiert und 
dann zur erst en addiert, ergibt sich 

2 1 
a = R 0' 

1 1 

zu integrieren unter den Bedingungen 

z=o, 
u=O, 

z = l, 

u=U, 

Die Losung ist nach § 47 (124) 

t=o, 
u=O. 

I. . . (125) 

u=u.{; - !(e-tsinnt-~e-4t,sin27:+"')}' (126) 

fJ _ l2 _ l2. R1 0 1 _ R 0 
- a2n2-~--~-' 

Die Stromstiirke ist 
1 OU 

[=-_.-
R1 OZ 

=-~U -!(e-~·1-,cos~F-~e-4t2ln.cos2t+ .. ·)) 

Daraus ergibt sich die Stromstiirke in z = ° (Io)' indem man 
U 

noch beachtet, daB im stationiiren Zustand [= 10 = - R' 

t t t 
-- -4- -9-

[0 = [°(1 - 2(e tJ - e tJ + e tJ - + ... )), .. (127) 

oder indem man setzt 
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8 (0) ist ein besonderer Fall der Jacobischen 0-Funktion, 
fur welche es Reihen und Tabellen gibt (H. A. S c h war z, 
Formeln zum Gebrauch der elliptischen Funktionen). 

Fur kleine q ist die obige Reihe brauchbar, fiir 

~<q<l 1 
V~l {,,"lOge ,,"loge 1 } J 

8(0)= _~o~e 2e"]()gq +2e9iogq · 4 + ... 
-logq 

Man findet 
q 0(0) t 
1 ° ° 3/ eben merklich 0,288 () 14 

0,05 0,9 2,379 () 

° 1 CXJ 

.. (129) 

Der Strom in z = ° wird also zur Zeit 0,288 () eben merk
lich und hat nach 2,379 e 9/10 seines definitiven Wertes erreicht. 

Fur ein transatlantisches Kabel war C = 1111 ,uF. 

R C 7572.109 .1111.10-10 

R = 7572 Q, e = -~Q = 2-- = 0,853", 
Jl" n 

0,288 fJ = 0,245", 2,379 e = 2,03". 

N ach 0,245" wird der von Amerika entsandte Strom in 
Europa eben merklich, nach 2,03" hat er 9! 10 seines definitiven 
Wertes erreicht. 

Nach (128) verhalten sich die Zeiten, nach denen der Strom 
einen bestimmten Bruchteil seines definitiven Wertes erreicht 
hat, fur zwei gleichartige Kabel verschiedener Lange wie die 
Quadrate der Langen. 

49. Vollkugel, Kugelschale. Fur eine Kugel ist nach § 11 
(30), indem u nur von der einen Raumkoordinate r ab
hangen soIl: 

Wir setzen 

au ov 
r·--- = -at at' 

au 
at 

Q Q (02 U __ I _ 2 . a.; u_) . u- ·j,u = a"· 
or2 r or . (130) 

u·r =V, ........ (131) 

iPu aU 02V 

r· fr2 + 2 ar- = or2 ' 

ou ov 
r· - +u= ~, or or 
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also 
vv 282 v -=a - .......... (132) vt vr2 

1. V oIl kugel, Halbmesser R 

r=R t= ° 
) u=o u = f(r) 

v=o v = rof(r) 
. . . . . . (133) 

Die Losung dieses Systems ist nach § 46 

v = "A 0 e (j 0 sin --
,L.; m R' 

1 

Of) _m2o
_
t m nr 1 

R2 
6 = a2n~ j ... 0 (134) 

2 f 0 mnA Am = R 0 A 0 r(A) 0 sm-R dA. 

o 

Setzen wir speziell r(A) = uo' also 

t = 0, 

so wird nach § 46 
2R 

A = - uoo-ocos(mn), 
m mn 

2 R 1 A =_. u 0-.--
2 0 n 2' 

2 R 1 
A =u 0-.- usw. 

3 0 n 3 

2 u R ( -.!. n r 1 -4.!. 2 n r ) 
u = --;/. r· e (j 0 sin If - '2 e (j 0 sin R + - ... . (135) 

und im Kugelmittelpunkt 

Ur=O = 2uo.(e-~- - e-4f + e-9f - + .. .) 
Ur=O = U o 0 (1 - e (0)) ... 0 • • • 0 • (136) 

t 

q= e (j 

Mittels der Tabelle § 47 ergibt sich hieraus, daB fiir 
t = 0,2886 die Abkiihlung der Oberflache im Zentrum eben 
anfangt merklich zu werden. 
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Die entsprechende Aufgabe fiir eine Kugelschale von den 
Halbmessern r l und r2 (r2 > rl ) der begrenzenden Kugelfiachen 

wrrd da~;"OO:~1 ;:~"h d;' srT: ~ {~~~. ~(r) (137) 

2 v = r.f(r) 

Wir setzen r' = r - rl , r2 - r1 = b und erhalten dadurch statt 
des vorstehenden das System 

(Jv 0 (rv 
-=a"·---ot or'~ 

r'=O {U=O 
r'=b v=O 

t=O 

Die Lasung ist nach § 46 

-":'.m· mnr' 
v= '" A e 6 .sin--L.J m b ' 

b2 
0---· 

- a2 n 2 ' 

b 

2 f mnl A = ----_. F(l),sin ~dA 
m b b' 

o 

Fiir den Spezialfall f(r) = Uo wird 

F(r') = uo(r' + r 1), F(l) = uo(l + r 1). 

Man findet 

2 U o [ b2 
( r 1 b ( )] A = --. - --·cos mn) + -- 1 - cosmn 

m b mn mn 

oder, indem man beriicksichtigt, daB b + r1 = r2 , 

A = ~-~ (r - r cos m n) , 
m mn 1 2 

A = 2 Uo .:t.. (r _ r ) 
2 n 21 2' 

(138) 
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In der Mitte der Kugelschale ist r = Hr1 + r2), also r - r1 
= ~ (r\1 - r1), so findet man 

4 u ( -.!.. 1 -9.!.. 1 -25.!.. ) 
ur=t(r,+r.) == nO e IJ - 3' e IJ + -5- . e IJ •••• (139) 

50. Methode zur Integration der Gleichung 0 U = (1,2. 02 
U2 • ot OZ 

Die Aufgabe des § 46, (119): 

{
Z= 0 
z=A. 

U=o 
t = 0 

U = f(z) 
kann auch gelost werden, indem man ausgeht von der Annahme 
U = ·T.Z, wo T nur von t, Z nur von Z abhangt. 

Die Substitution in die Differentialgleichung Hefert: 

1 dT q 1 d2 Z 1 
-·~=a-·-·--= --
T dt Z dz2 T ' 

WO T weder von t noch von z abhangt. Daraus T = e ' 
d2 Z Z 

- oder indem y. a V~ = z gesetzt wird dz3 - - a2 T 

d2 Z 
dy2 = - Z. 

Zur Integration durch eine Potenzreihe setzen wir 

Z = a + by + C y2 + d y3 + e y4 + ... 
d2 Z 
dy2 =2c+3·2d.y+4·3e.y2+ .... 

Daraus 
a 

C=--
1·2 

b 
d=-~~ 

1·2·3 
c a 

e=--=-~-

3·4 1·2·3·4 
d b 

f= -5:4;= 1.2.3.4.5 

( y2 y4 ) 
Z=a 1--1-:2+ 1.2.3.4 - + ... 

+ b (y __ 1 _. y3 + 1 . y5 + ... ) . 
1·2·3 1·2···5 
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Die Reihen sind die bekannten Funktionen cos y und sin y, 
deren Werte in Tabellen gegeben sind. Also Z = a cos y + b sin y 

__ t_ (z z ) 
u = eTa cos a 11'1 + b . sin a 11'1 ' 

wo a, b, ,,; Konstanten sind. Man gelangt von diesem Werte 
leicht zu der Lasung der Aufgabe. Dieser Weg ist umstand
Hcher als der des § 46 und wurde nur eingeschlagen, urn das 
Folgende leichter verstandlich zu machen. 

51. Kreiszylinder, Besselsche Funktionen. Ein unendlich 
langer Kreiszylinder sei urspriinglich (t = 0) so temperiert, daB u 

eine Funktion der Achsendistanz r = V x 2 + y2 ist. Die Mantel
Hache werde zur Zeit 0 auf die Temperatur 0 gebracht, ge· 
sucht u als Funktion von r und t. 

Nach § 11, Gl. (30) ist fiir das Innere 

au = a2 L1 u = a2 (~~ + ~ q~) . 1 at ar2 r cr 

Hierzu kommen die Nebenbedingungen, indem c der 

Halbmesser des Zylinders j 
r=c t=O 
u = 0 u = f(r) 

(140) 

Wir setzen wieder 
u=R·T, ...... (141) 

wo R nur von r, T nur von t abhangt, die Substitution III 

die Differentialgleichung liefert 

~. ~~ = ~ (~2r~ + ~ ~~) = - ~ (142) 

wo ,,; von r sowohl wie von t unabhangig ist. Es folgt 

. . . (143) 

d2 R + _1_ dR + ~ _ 0 oder, indem r = y.av't gesetzt wird, 
dr2 r dr a2,,; - , 

... (144) 
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Wir versuchen durch eine Potenzreihe zu integrieren: 

R = a + by + cy2 + d y3 + ey4 + f y 5 + ... 
1 dR b Q 

--d =-+2c+3dy+4ey"+5fy3+ ... 
y y y 

d2 R 2 3 -Q=2c+3·2·d·y+4·3·e·y +5.4Iy + ... , 
dy" 

wo:raus 

a + 2~·c = 0 

d=O 

c + 24 e = 0 

1 1 
c=-a·-·~ 

1.1 22 

d=O 
1 1 

e=a· 1 . 2 . 1 . 2 ·2"4 
f=O 

1 1 

f=O 

e + 36g = 0 g= - a· .~ usw. 
1 . 2 ·3· 1 . 2 . 3 26 

{ 11. 114 R -a· l--·-·y" + .-.y - 1 . 1 22 1 . 2 . 1 . 2 24 

1 1 6 } - ~2-3.1~. 2 6 • y + ... . (145) 

Die Reihe ist eine neue Funktion von y, deren Werte fiir 
verschiedene Argumente y durch Tabellen, ahnlich wie die 
Werte trigonometrischer Funktionen, gegeben sind. Man be
zeichnet diese Funktion durch Jo (y). Die Definition von Jo (x) 
ist demnach 

1 (X)2 1 (X)4 Jo (x) = 1 - --. - + . -
1·1 2 1·2·1·2 2 

_ -----:--1 . (~)6 + _ 
1·2·3·1·2·3 2 ... . (146) 

Jo (x) heiBt die Besselsche Funktion erster Art O-ter Ordnung 
und kann auch definiert werden als dasjenige partikulare In
tegral der Gl. (144), welches fiir x = 0 gleich 1 wird. 
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Einige Eigenschaften von Jo (x). Es ist 

dJo(x) x 1 x:J 1 Xii -ax = - 2- +22 '4 - 26' 6 + - ... 

Indem man setzt 
dJo(x) 

J1 (x) = - --ax' 

81 

(147) 

. . (148) 

I 
•. J,(.)~ I Jo(X) .• dX.! 

wird ..... (149) 

Folgende Werte von JI) (x) und J1 (x) sind den Tabellen 
bei Jahncke und Emde entnommen. In Abb.16 sind Jo(x) 
und J1 (x) zwischen x =c 0 und 
x = 11,8 graphisch dargestellt. 

x Jo (x) J1 (x) 
0 1 ° 

2,4048 ° + 0,5191 

3,83 - 0,4028 0,0007 

5,5201 ° - 0,3403 

7,00 + 0,300 - 0,0047 

8,6537 ° -;-·0,2715 

10,18 - 0,2497 - 0,0016 

11,7915 ° - 0,2325 Abb. Hi. 

Jo(x) hat Ahnlichkeit mit cosx, J1 (x) mit sinx, auch ist 

. d cos x . ( '( d h Ja --dx = - SlllX. Jo x) und J1 x) sind aber nicht perio isc 

nach x, die Amplituden nehmen mit wachsendem x abo 
Wichtig sind die Wurzeln der GIeichung Jo Ix) = 0, welche 

durch xl' x2 , x:1 ••. x", bezeichnet seien. Nach den Tabellen ist 

Xl x2 

2,4048 5,52()1 
War h u r g, Warmeleitung. 

Xa 

8,6537 
x4 

1l,7H15 . 
(j 

. (150) 

+,x 
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Die Differenzen zweier aufeinanderfolgender Wurzelwerte nahern 
sich mit wachsender Ordnungszahl der Zahl n. 

In der Theorie der Besselschen Funktionen wird bewiesen, 
daB jede Funktion f(x) sich fiir 0 < x < c nach Besselschen 
Funktionen entwickeln laSt, namlich 

wo 

f('x) = )1 A .J (x .-~) \ .;;;...; mOm C ' 

c 

A = --2~o~off(l)J (x ~) ld2 j 
m (J1 (Xm )? c2 0 m C 

o 

.. (151) 

1st speziell f(2) = uo' so ist zu bilden 

C Xm 

f Jo(Xm ~)2dl= fJo(a)a·(:m rda , 
u U 

indem man eine neue Variable 

a=x 
m C 

einfiihrt. Dies ist nach (149) (:J2
• xm 0 J1 (x",), und so wird 

schlieBlich 

A =_2~} 
m xm· J 1 (xm) ..•..•. (152) 

f(2) = Uo 

Nach (141), (143), (145) geniigt der Differentialgleichung 

o u " (02 U 1 (3 u) 
- = a" - + - - der Ausdruck 
(3 t (3roJ ' r 0 r 

u = R T = A· e - + 0 Jo C ~~ ) . 
Ferner soIl sein 

, also J ---;--= = 0 r=c} ( c ) 
u=O 0 aVT 
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oder 

.. (153) 

und ein dieser Nebenbedingung geniigendes Integral der Diffe
rentialgleichung ist 

~ -- rx t (.) 
U= ~Am·e- 'm·Jo -em, ...... (154) 

Endlich wird der letzten Nebenbedingung {t = ° ( geniigt, 
u= f rl 

wenn man Am den Wert der Gl. (151) beilegt, welcher fiir 
((r) = Uo in den Wert (152) iibergeht. 

Wird also die Mantelflache eines sehr langen VollzyIinders 
der Temperatur Uo zur Zeit ° auf 0 0 gebracht, so ist 

. . . (155) 

Die folgende Tabelle enthalt die Berechnung der vier ersten 
Werte A", 

m xm J1 (Xm ) Am 
1 2,404R + ° 5191 . , 1,602 U o 

2 5,5201 -- 0,3403 - 1,066 U o 

3 R,6537 +- 0,2715 + 0,856 U o 
4 11,7915 - 0,2325 - 0,730 U o 

In der Achse (r = 0) wird, da Jo(O) = 1, 

t t 

ur=o = uo' (1,602· e -7~ - 1,066 e -,; + ... ) . . (156) 

Z. B. fiir Crownglas a2 ~~ 0,00396, fiir c = 1 cm wird Tl =43,7" 

-~ 1 
T~ = 8,2H", nach t = 43,7" ist e '1 = , das folgende Glied 
" e 

bereits zu vernachIassigen und in der Achse u auf rund 0,6 U o 
gesunken. 
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IV. Fliissigkeitsreibung (Viskositat). 

1. Allgemeine Theorie. 

02. Newtons Gesetz der Fliissigkeitsreibnng. Eine Fliissig
keit bewege sich gemaB der Gleichung u = f(z), wo u die nach 
der x-Achse gerichtete Geschwindigkeit bedeutet. Eine Ebene S 
senkrecht zur Z - Achse hat eine positive und eine negative 
Seite, jene nach wachsendem, diese nach abnehmendem z sich 
erstreckend. Nach Newton iibt die negative auf die positive 
Seite einen tangential en Druck parallel x aus, welcher fiir die 

FIacheneinheit von S gleich - {t . o"!'. ist und Reibung heiBt. 
OZ 

{t ist der von u unabhangige Reibungskoeffizient der Fliissig
keit. Den gleichen und entgegengesetzten Druck iibt die posi
tive Seite auf die negative aus. Nach dem Begriff der Kraft 
kann man statt dessen auch fagen, der FluB der Bewegungs
groBe parallel x von der negativen nach der positiven Seite, 
d. h. die BewegungsgroBe, welche pro Flachen- und Zeiteinheit 
von der negativen zur positiven Seite geht, ist gleich dem 
Reibungskoeffizienten multipliziert mit dem Geschwindigkeits
gefalle in dieser Richtung, eben so wie der WarmefluB, wenn 
man unter u die Temperatur versteht, gleich dem War me
leitungsvermogen x Temperaturgefalle ist (§ 6). Hieraus geht 
die Analogie zwischen Reibung und Warmeleitung hervor. Doch 
ist der Vorgang der Reibung komplizierter, weil Bewegungs
groBe eine RichtungsgroBe ist, Warme aber nicht. 

53. Die Druckkomponenten X n, Y n, Zn, ausgedriickt 
durch die serhs unabhiingigen Druckkomponenten X,,,, Y y , Zz, 
X y , Y z, Zz. In einer beliebig bewegten Fliissigkeit trenne, wie in 
§ 5, eine geschlossene Flache S die Teile BundA. A iibt auf B 
Drucke aus, welche fiir ein Element d S, des sen nach dem Innern 
von B ger chtete Normale n sei, die Komponenten X n, Yn, Zn nach 
den Koordinaten haben mogen. Auf das Innere der Fliissigkeit 
mogen Krafte 1) wirken, welche fiir ein Volumelement d t X dt, 
Y dt, Z dt seien. Fiigt man noch die an dt wirkenden Tragheits-

') GravitationskriiJte, elektrische, magnetische Krafte. 
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du dv 
widerstande mit den Komponenten - f! dr· dt' -- f! d r dt ' 

- 0 d r .d'liJ hinzu so mussen aIle diese Krafte, die auf die 
~ dt ' 

Oberfliiche und das Innere von B wirken, sich das Gleich
gewicht halten, d. h. es mussen drei Gleichungen bestehen, von 
denen die auf die x -Richtung bezugliche lautet: 

Sei erstens B wie im § 5 ein unendlich kleines Tetraeder 
von den Kanten dx, dy, dz und der SchluBflache r Vnter 
Berucksichtigung der G1. (11) § 5 erhalt man, indem man das 
Glied in dr, weil von h6herer Ordnung, streicht 

x" = X'.' .. cos (n, x.) + Xy cos (n, y) + X z cos (n, z) 1 
ebenso Y,,= Yxcos(n,x)-+ Yycos(n,y)+ Yzcos(n,z) 

Zn = Zx cos (n, x) + Zy cos (n, y) + Zz cos (n, z) 

. (158) 

Sei zweitens B wie im § 5 ein unendlich kleines Parallel
epiped von den Kanten dx, dy, dz. Wegen des Gleichgewichts 
der Krafte muB die Summe der Drehungsmomente urn die 
durch den Schwerpunkt gehende mit del' z- Achse parallele 
Achse verschwinden. Die auf das Innere wirkenden Kriifte 
liefern, wei I durch den Schwerpunkt gehend, keinen Beitrag, 
ebensowenig Xx, X z' Yy ' Yz, weil durch die Achse gehend, und 
Zx' Zy' Zz' weil mit der Achse parallel. Dagegen liefern die 
Drucke Yx auf den zu x senkrechten Flachen das Drehungs
moment - Y dx·dydz, die Drucke X auf den zu y senkrechten x y 
Flachen das Drehungsmoment + Xydy. dxdz. Damus folgi, 

X = Y, ebenso Y 0= Z y x z y' 

Diese Gleichungen in VArbindung mit (15R) zeigen. daB die 
auf ein beliebig gerichtetes Flachenelement wirkenden Druck
komponenten X"' Y", Zn bestimmt sind, wenn die sechs unab
hangigen Werte X , Y , Z , X , Y ,Z gegeben sind . . ryz yz.r 

Indem man ferner ausdruckt, daB die Summe der x KOIl1-
ponenten fur das Parallelepiped verschwindet, erhiilt man 
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a = dr (X - e ~~) + dy dz [ Xx - (Xx + ; ~r dX) 1 
+ dzdx [Xy - (Xy + 0j}~Y dY)] 

+dxdy Ixc - (Xz + ~~z dZ)] 

ebenso . . . (160) 

Zieht man in Betracht, daB in der Zeit dt ein Raumelement 
sich von der Stelle bewegt, so erkennt man, daB 

du AU AU AU au -=-+u·_+v·-+w·- .... (161) dt at ox oy oz oder 

und daB entsprechende Gleichungen fiir ~: und dd~ gelten. 

Indem man den Massenzuwachs des Elements dr in zwei
facher Weise ausdriickt, findet man 

o(~~r) =dydz [e u - (e u + o~exu) dX)] 

+dzdx [e v - (e v + o~~v) dy)] 

+ dxdy [ew - (ew + o(~zw) dZ)] 

oder die sogenannte Kontinuitatsgleichung 
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Finden Dichtigkeitsanderungen nicht statt, handelt es sich 
z. B. urn eine inkompressible Fliissigkeit, so wird 

54. Werte der sechs unabhiingigen Druckkomponenten. 
Differentialgleichungen fUr unendlich kleine Bewegungen. Die 
Werte der Druckkomponenten Xx, Xy usw. kann man unter ge
wissen Annahmen theoretisch bestimmen, was z. B. von Poisson 
und Stokes geschehen ist. Wir wollen, Kirchhoff 1) folgend, 
diese Werte ohne Beweis iibernehmen. Wenn Dichtigkeits
anderungen nicht stattfinden, so ist 

ou 
X =p-211. -

x r ox' 
ow 

Z =p-2u--
z j oz' 

(ev ow) Y=-fl+-;;-, 
z oz oy 

I .. (164) 

wo p den auf ein FHichenelement ausgeiibten senkrechten Druck 
bedeutet. 

Die vorstehenden Druckkomponenten, mit ,Ii = 0 in G1. (160) 
eingesetzt, liefern die Eulerschen hydrodynamischen Gleichun
gen, welche also fUr eine reibungslose Fliissigkeit gelten. 

Wir wollen im folgenden annehmen, daB auf das Innere 
der Fliissigkeit keine Krafte wirken (X = Y = Z ,= 0), die erste 
der G1. (160) liefert dann in Verbindung mit den G1. (164) 

oder nach G1. (163), da Dichtigkeitsanderungen ausgeschlossen 
sind, 

1) Kirohhoff, G.: Vorlesungen tiber analytische Mechanik. S. 124. 
Leipzig: B. G. Teubner 1894. 
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du op 
eTt=w L1u - ox ' 

ebenso 
dv op 

e-dF = p.L1v - oy , ..... (165) 

dw op 
e dt-=w L1w - oz· 

Wir werden uns in den §§ 55 bis 59 auf FaIle beschranken, 
in welchen die Bewegungen der Fliissigkeit als unendlich klein 

angesehen werden diirfen, das bringt mit sich, daB ~~ = ~: usw. 

und daB, auch fiir gasfi:irmige Fliissigkeiten, die Dichte e und 
der Druck pals konstant angenommen werden diirfen. Die 
Gleichungen fiir das Innere lauten dann 

OU OV ow 
eaT=w L1u, e-at=p·L1v, eaT=p·L1w. (166) 

Diese Gleichungen sind vi:illig analog der Gleichung des 
§ 19 fiir die Temperatur in einem warmeleitenden Ki:irper 
ohne innere Warmequellen (w = 0). 

Ferner solI die Fliissigkeit an feste Ki:irper grenzen und 
als Grenzbedingung in den §§ 55 bis 59 angenommen werden, 
daB die Fliissigkeit an der Oberflache des fest en Ki:irpers 
haftet, also Gleitung der Fliissigkeit an dem festen Ki:irper 
nicht stattfindet. 

Wir werden im folgenden die Theorie von Versuchen ent
wickeln, welche zur experimentellen Bestimmung von p (der 
Viskositat) gefuhrt haben. 

2. Anwendungen. 
55. Schwingnngen einer kreisformigen Scheibe in einer 

unendlich ausgedehnten Fliissigkeit. Bei einer alteren nach 
Coulombs Vorgang von O. E. Meyer!) benutzten Methode wird 
eine ebene kreisfi:irmige, an einem Draht in der Fliissigkeit 
aufgehangte Scheibe in drehende Schwingungen versetzt; die 
angrenzende Fliissigkeit wird dann durch auBere Reibung mit
genommen und die Bewegung auf die folgenden Schichten 

1) Meyer, O. E.: Pogg. Ann. Bd: 133, S. 55. 1861. 



Schwingungen einer kreisformigen Scheibe. 89 

durch innere Reibung fortgepflanzt. Auf die schwingende Scheibe 
wird dabei dureh Reibung ein dampfendes Drehungsmoment 
ausgeiibt und die daraus hervorgehende Dampfung wird ge
messen. Wenn man die Oberfliiche der Fliissigkeit mit Kork
pulver bestreut, so bemerkt man, daB die Korkteilchen bei 
der drehenden Bewegung der Oberfliiche ihre relative Lage 
nicht iindern. Die Winkelgeschwindigkeit iindert sich also nur 
mit der Entfernung von der schwingenden Scheibe. Wir wollen 
nun den Durchmesser der Scheibe EO groB ann ehmen, daB wir 
von der komplizierten Fliissigkeitsbewegung in der Nahe ihres 
Randes absehen und voraussetzen diirfen, daB die Fliissig
keitsbewegung auf die senkrecht iiber der Scheibe gelegenen 
Fliissigkeitsteilchen beschriinkt bleibt. Wir legen den Anfang 
der Koordinaten in den Mittelpunkt der Scheibe, richten die 
positive z- Achse vertikal aufwarts und fiihren in der xy Ebcne 
Polarkoordinaten r, e ein, so daB 

x = reose, y = r sin e . . . . . (167) 

q sei die Geschwindigkeit der drehenden Bewewegung, so daB 

u = - qsine, v = q cose, w = 0, . . (l6B) 

wofiir man, wenn w = q!r die Winkelgeschwindigkeit ist. mit 
Beriicksichtigung von (167) auch schreiben kann 

u=-y'w, v=xw, w = O .... (169) 

Nach den gemachten Annahmen wird 

au .-. = 0 
ax ' 

?u .. _= - w, 
2y , 

und 
iPu (]2w 
2Z2 = - y. 2Z2 ' 

also 

'] " 

d d ("U ('W l' f d' d GI' h .) un a 'at = - y. ('t-' Ie ert Ie erste er mc ungen 1166. 

(W 

at ..... (17t) 
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56. Es moge die Fliissigkeitsoberflache so weit von der 
Scheibe entfernt sein, daB die Bewegung dieser bis zu jener 
sich nicht merklich fortpflanzt. Ferner wollen wir zunachst an
nehmen, daB die Scheibe in einer konstanten ungedampften 
Schwingungsbewegung erhalten werde. Es ist dann die Gl. (171) 
zu integrieren unter den Bedingungen 

z=o 
t 

w = wo cos 2 n
T 

z =001 
w=or' (171 a) 

Das dem stationaren, vom Anfangszustand unabhangigen 
Schwingungszustand entsprechende Integral ist nach § 31, 
Gl. (93) und (96) 

-~ (t Z)) w = wo· e ' cos 2 n ~ - I 
- 1/- .... (172) 

~ = ~ ·r: = r::=2An 
Hieraus folgt 

(0 w) Wo t wo' t iii z=o= -y,cos2nT+T·sm2n~ ... (173) 

Aus den Gl. (164) und (169) ergibt sich, daB von den tan
gentialen Druckkomponenten nur Yz und X z von Null verschieden 
sind, und daB 

ow ow 1 Y = - p,x - = - p,r- ·cosf) 
z oz oz 

ow ow . J X = + p, y - = + p, r -- . sm f) 
z OZ OZ 

... (174) 

Bei der Anwendung der Gl. (158) auf die Druckkomponenten 
an der Scheibe ist n gleich - Z zu setzen. Daraus folgt fUr 

die x -Komponente - p, r (0 w) sin f), fUr die y -Komponente 
or z=o 

+ p, r (0 W) cos fJ. Die resultierende tangentiale Druckkom-or z=o 
ow 

ponente ist also + p, r - und das auf die schwingende or (z=o) 
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Scheibe ausgeiibte Drehungsmoment, wenn der Halbmesser der 
Scheibe = R gesetzt wird: 

R 

D=fflr.(~Y») '2nrdr.r=n~l!~.(~(J)) .. (175) 
[z Z=O 2 (z 0 

o 

d() 
Indem w = at folgt aus (171 a), indem wir das auf die Scheibe 

beziigliche durch den Index 1 bezeichnen, wenn fiir t = 0, 

(}1 = ° 
() t . t 

1 = -- WI) SIn 2 n-. 2n T 
. (176) 

DemgemaB kann (173) geschrieben werden 

(ow) =_!.w +~n.(} =-~.w +.~ .. !1Tl_.(177) 
()z z=o ,1 tA. 1 ,1., 

Aus (175) und (177) folgt, daB die Wirkung del' Fliissigkeits
reibung auf die obere Seite del' schwingenden Scheibe aus 
zwei Teilen besteht. Del' eine ist der Winkelgeschwindigkeit WI 

proportional und entgegengerichtet, diesel' wiirde, wenn man 
die Bewegung del' Scheibe nicht konstant hielte, ihre Schwin
gungen dampfen und zugleich eine kleine VergroBerung del' 
Schwingungsdauer hervorbringen. Del' zweite Teil ist propor
tional und gleichgerichtet der Ablenkung (}1' wahrend das 
Direktionsoment des Aufhangedrahtes del' Ablenkung (}1 pro
portional und entgegengerichtet ist. Diesel' Teil vergroBert die 
Schwingungsdauer, abel' unter gewohnlichen UmsUinden nul' in 
unbedeutendem MaBe. Wird also die am Draht hangende Scheibe 
sich selbst iiberlassen, die Schwingungsamplitude nicht kiinst
lich konstant gehalten, so bringt del' erste Teil eine Dampfung 
del' Schwingungen hervor, und bei kleiner Dampfung kann 
man das oben berechnete Dampfungsmoment fiir konstante 
Amplitude in Rechnung stellen. Imlem wir die kleine Ande
rung del' Schwingungsdauer aus den besprochenen Ursachen 
vernachlassigen, erhalten wir als Bewegungsgleichung del' Scheibe 

K.~'Jf)l ~= _ PO _ (b2_Lb'2) ~~1_ (178) 
dte 1 I dt' . " . 
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wo K das Tragheitsmoment der Scheibe, b2 von der Fliissigkeits
reibung, b'2 von anderen dampfenden Kriiften abhangt. Durch 
Division mit K: 

d201 2 £l ( ') dOl () -;[i2= -. n 'v1 - 26+ 26 '-dt" .. 179 

Das Integral ist l) 

01 =01o. e-(E+E'H. sin(2.,;1l +T) .. ... (180) 

e('+E') .• ist das Verhaltnis zweier aufeinander folgender Aus
schlage 01 auf derselben Seite. 

log nat ((6 + 6') • .,;) = A ...... (181) 

st das logarithmische Dekrement in natiirlichen Logarithmen, 
welches durch den Versuch bestimmt wird. 1st durch beson
deren Versuch 6'''; gefunden, so kennt man 

Ao = log nat 6";. . . . . . (182) 

Da die Flussigkeit auf die untere Seite der Scheibe ebenso 
wirkt wie auf die obere, so kommt fur b2 ein Wert in Rech-

1lflR4 
nung, der doppelt so groB ist als der oben berechnete 2K' 
So erhiUt man 

1lflR4 1 
A = lognat--·_·.,; ° 2K , 

woraus fl berechnet werden kann. 

57. Schwingungen einer Scheibe zwischen zwei ihr nahen 
und ihr parallelen festen Scheiben. Bei der Methode des § 56 

ist das Dekrement proportional mit v' fl (}. Will man sie auf 
die Reibung von Gasen anwenden und dabei das bekannte Ge-

1) Vgl. Kohlrausch, Friedr.: Lehrbuch der praktischen Physik. 
14. Aufl. 1923, S. 552. 

2) Diese Formel stimmt mit der von O. E. Meyer, 1. c. gegebenen 
iiberein, wenn man nur Glieder 1. Ordnung in seiner GroBe x beriick
sichtigt. 
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setz verifizieren, daB der Reibungskoeffizient hier vom Druck 
unabhangig ist, so stoBt man auf die Schwierigkeit, daB bei 
kleinem Druck das Dekrement trotz der Konstanz von f1. sehr 
klein wird. Die Schwierigkeit wird gehoben durch eine von 
MaxwelP) eingefiihrte Modifikation der Methode, indem man 
namlich die Scheibe zwischen zwei festen, in kleinem Abstand d 
von ihr angeordneten und ihr parallelen Scheiben von gleicher 
GroBe schwingen liiBt. In diesem Fall sind die Grenzbedingungen 

Z=O 
t 

W = Wo cos 2 n - = Wo cos n t 
T 

. (184) 

Man integriert die GL (171) unter diesen Bedingungen durch 
zwei gedampfte Wellenziige, welche in entgegengesetzter Rich
tung fortschreiten, namlich 

J
e- eZ [Sin2Ed,sin(nt-EZ) I 

Wo + (e 2ed-cos2Ed)cos(nt-Ez)] 

W = ~ed+e-2ed -~os-2-ed 1+ e+ EZ [- sin 2 Ed· sin (nt + EZ) 
, 1(185) _ + (e- 2ed _ ~os 2 Ed) cos (nt·~ cZ)] 

E = -~ 'V-~- = V~ ·V~· 
Daraus folgt 

(186) 

Das diimpfende Moment entsteht aus dem mit cos n t pro

portionalen Glied von ((1 w) . 1st 2 Ed klein gegen 1, d. h. d cz 0 

klein, e klein, p und r groB, so kann man, bei der Entwick-

1) Maxwell, .J. Cl.: Philoll. Transact. Bd. 150, S. ~4\J- ~G9. London 
1866. 
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lung der trigonometrischen und Exponentialfunktionen in Reihen, 
Glieder hoherer Ordnung in 2 cd weglassen. Dann ergibt sich 
der Faktor von Wo cos n t gleich 

- 4·2cd 1 
c·----=--

(2 cd)2 d 
4·-~-

2 

und b2 = 'llflR4._~ () 
2 d·' 187 

Daraus folgt wie oben, wenn man auch die Wirkung auf die 
untere Flache der schwingenden Scheibe beriicksichtigt, 

'll R4 fll 
A = log nat ---. - ..... (188) o 2K d . 

Ao ist also in dies em Fall unabhangig von der Dichte (! 

und mit fl direkt proportional, andert sich also nicht, wenn 
man das Gas verdiinnt. 

58. Andere FaIle der Dampfnng schwingender fester 
Korper dnrch Fliissigkeitsreibung. Die Dampfung schwingen
der fester Korper ist noch in verschiedenen anderen Formen 
zur fl-Bestimmung angewandt worden. Helmholtz und 
v. Piotro wsky 1) sowie R. Laden burg 2) beobachteten die 
Schwingungen einer mit Wasser gefiillten Hohlkugel, wobei das 
Wasser durch Reibung mitgenommen wird, Miitzel 3 ) die 
Schwingungen elnes mit Wasser gefiillten Hohlzylinders, 
W. Konig 4) und J. L. Hogg 5) die Schwingungen einer Voll
kugel in praktisch unendlich ausgedehnter Fliissigkeit, Zemp
lEm 6) die Schwingungen einer Kugel, welche von einer Hohl
kugel in kleiner Entfernung umgeben ist, wobei die Fliissigkeit 
sich zwischen Voll- und Hohlkugel befindet. 

59. Ablenknngsmethode zur fl-Bestimmnng. Eine andere 
Methode, welche mancherlei Vorziige besitzt, ist die sogenannte 

1) Helmholtz, H. und v. Piotrowsky, G.: Wissensch. Abhandl. v. 
Helmholtz Ed. 1, S. 172-222. 1860. Theorie von Helmholtz. 

2) Ladenburg, R.: Ann. Physik (4), Ed. 27, S. 157. 1908. 
3) Miitzel, K.: Wied. Ann. Ed. 43, S. 15. 1891. Theorie von 

O. E. Meyer, ib. S.I-14. 
4) Konig, W.: Wied. Ann. Ed. 32, S.193. 1887. 
5) Hogg, J. L.: Proc. Am. Acad. Ed. 40, S. 609-626. 1905. 
6) Zemplen, G.: Ann. Physik (4) Ed. 19, S.783. 1906. Theorie 

verbessert: lb. Ed. 29, S. 907. 1909. 
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Ablenkungsmethode. Eine Form derselben, welche sich gut 
bewiihrt hat, wollen wir naher betrachten. Die Fliissigkeit sei 
enthalten zwischen zwei konachsialen Kreiszylindern 1 und 2 
von den Halbmessern r1 und r 2 (r2 > r1); wir betrachten die 
Zylinder als unf>ndlich lang, urn den an freien Enden auf
tretenden mathematischen Schwierigkeiten zu entgehen. Dem 
iiuBeren Zylinder 2 werde eine konstante Winkelgeschwindigkeit 
urn seine Achse erteilt, 1 sei an einem Draht aufgehangt und 
durch des sen Torsionskraft mit einem gewissen DirektionR
moment versehen. 1m stationaren Zut3tand, den bereits Stokes 1) 

berechnet hat, wird durch die entstehende Fliissigkeitsbewegung 
auf 1 ein gewisses Drehungsmoment ausgeiibt, welches ihm eine 
gewisse Ablenkung [tus der Torsionsgleichgewichtslage erteilt. 
Diese Ablenkung soll berechnet werden. 

Man lege die z-Achse in die gemeinschaftliche Achse und 
fiihre Polarkoordinaten r, e in der xy-Ebene ein. Aus Sym
metriegriinden wird die Fliissigkeitsbewegung eine Rotations
bewegung urn die z-Aehse sein~ deren Winkelgeschwindigkeit 
nur von r abhiingt. Man erhiilt wie im § 54 

x = r cos e, y = r sin e. u ~~ - y w, v - x w, w = 0, I 
woraus 

ou ow y (v I ow x 
-=-w+Y'--'--, -=,w+x'-', 
oy or r ox or r I 

folglich 

?u + OV ow ow - -- = r·- und nach (164) Y = - fir-
oy oX or x or 

(18B) 

Wir betrachten eine durch die Fliissigkeit gelegte mit 1 und 2 
konachsiale Zylinderflache S. Den Reibungsdruck, der in einem 
Punkt r, e von S auf die auBerhalb S liegende Fliissigkeit 
ausgeiibt wird, findet man, indem man die x-Achse in die 

R · h I I . h oW Z B . Ie tung von r egt, g elC - fi r· --- . ur estlmmung von OJ 
or 

k6nnte man auf dio allgemeinen Gleichungen (166) zuriiekgehen. 
Schneller kommt man zum Ziel, wenn man anschreibt, daB 
das Drehungsmoment der auf ein Fliifsigkeitselemcnt ~ r:7 dT d z 

") Stokes, G. G.: Mathern. and phys Papers Rd. 1, S. 1()~. 11'\43. 
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ausgeubten Reibungskriifte im stationaren Zustand verschwinden 
muB; dieses Drehungsmoment ist fUr die innere Grenzflaehe 

ow 
des Elements - 2 r n dz· W r -fir' r. Die erwahnte Bedingung 

besagt also, daB 

~ (r3 0W) = o ... or or (190) 

oder r3 0 W gleieh einer Konstante sein muil, welehe wir dureh or 
_ 2 C bezeiehnen} mithin r3 0 W = - 2 C und or 

W = ?, + C f 
•••••••• (191) r-

Zur Bestimmung von C und Cf dienen 

Aufgabe die Gleiehungen 0 = .!l. + Cf 

r l 2 

woraus 

infolge der gestellten 

und W Q = ~ + Cf , 
• r 2 -

.. (192) 

Das auf den inneren Zylinder von der Hohe h ausgeubte 

Drehungsmoment ist D=2rl 71h'f-!r1 (ow) ·rl , oder infolge or r=r, 
von G1. (191) und (192) 

.... (193) 

Dieses Drehungsmoment lenkt den inneren Zylinder 1 aus 
seiner Torsionsgleiehgewiehtslage ab um einen Winkel cp, so daB 

D = cp.,;j, ••••••.. (194) 

wo ,;j das Direktionsmoment der Aufhangung bedeutet. Ist 7: 

die Sehwingungsdauer des inneren Zylinders unter der Wirkung 

der Torsionskraft allein, also r = 2 :rc V ~, wo K das Tragheits

moment von 1 bezuglieh der Aehse, so ergibt sieh 

D 7:2 

cp = --,;j' = D· 4712K , 
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woraus mittels des gegebenen Wertes von D 

nK·rp(r2'.J~r12.1 
ji ,~ _ .. 2---i--~ ....... (1 95 ) 

r w2r1 r'.J ·11 

Diese Methode wurde von Gilchrist 1) zul' Bestimmung von f.l 
fiir Luft angewandt. 

60. Theorie der Gleitung, Gleitungskoeffizient. Wir wollen 
nun an der Beriihrung zwischen der Fliissigkeit und einem 
anderen Karpel', den wir uns als festen Karpel' vorstellen, eine 
allgemeinere Grenzbedingung als im § 54 betrachten, namlich 
ann ehmen, daB die Fliissigkeit mit einer endlichen Geschwindig
keit an dem festen Karper vorbeigleite. Wir nehmen an, daf3 
infolge hiervon auf die Fliissigkeit an der Trennungsflache S 
ein tangentialer Druck ausgeiibt werde, dessen Komponenten 
nach den Koordinatenachsen 

Xs=F(U'~U), Ys=F(v'~v), ZS=F(W'~W) (l!J6) 

sind, wo u', Vi, Wi; 'Ii, v, W die Komponenten der tangentialen 
Geschwindigkeit bzw. des festen Karpers und del' Fliissigkeit 
da, wo sie ihn beriihl't, bedeuten und F eine von den Ge
schwindigkeiten unabhangige Konstante ist, die zuweilen Koeffi
zient der auf3eren Reibung genannt wird und von der Beschaffen
heit der einandel' beruhrenden Substanzen abhangt. V gl. S 7. 

61. Ebene Grenzfliiche. 1. Fall. Die Gl'enzflache sei eben 
und habe eine tangentiale Geschwindigkeit. Dann entsteht 
durch Reibung eine Bewegung der Flussigkeit von derselben 
Richtung, welche zur x-Achse genom men wel'de. n sei die nach 
dem Innern del' Fliissigkeit gezogene Normale der Gl'enzflache. 

Aus dem Gleichgewicht eines Flussigkeitselements ds dn = dT 
folgt mit Vernachlassigung del' Glieder von del' Ol'dnung d T 

woraus, indem 

geEetzt wil'd, 

--- -

au (' -,a'; +F u ~'ui==O, on 

_ I • au 
'U = u + "'--. an 

1 
f 

') Gilchrist, L.: Phys. Rev. (2) Ed. 1. S. 124~140. 191B. 
War bur g. Wiirmeleitung. 

. (1H7) 

. i I(8) 
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1 heiBt der Gleitungskoeffizient und hat folgende Bedeutung. 
Sei (Abb.17) AO Tangente an die Kurve AA', welcheu als 

(! 8 

/I' 

Funktion von n darstellt, so daBO .4= U 
Ferner sei 0 B = u', B 0 senkrecht zu. 
AB. Aus dem Dreieck AB 0 folgt 

oder 

~u BA u' - U 
on BO BO 

- , BO ou u = U --l- • ,-
'on' 

Abb. 17. woraus durch Vergleichung mit (198) 
BO = 1, d. h. der Gleitungskoeffizient 

ist die Entfernung von der Grenzfiache im festen Korper, 
in welcher u = tt' wiirde, wenn der Geschwindigkeitsgradient 

11' 
im fest en Korper den in der Grenzfiache 

bestehenden Wert ou beibehielte. Abb. 18 
on 

gibt die graphische Darstellung fUr den 
Fall u' = o. OBOist gleich 1. Die Fliissig
keit befinde sich zwischen zwei parallelen 

~---<>--~n- urn d voneinander entfernten ebenen Plata ten 1 und 2, es sei u l ' = 0, u2' konstant. Abb. 18. 
Die + z-Achse sei senkrecht zu den Platten 

und von 1 nach 2 gerichtet, in 1 sei z = o. Fiir den statio-
cPu 

naren Zustand ist nach (166') -0 = 0, woraus u = cz + c' 
• OZ" 

und infolge der Bedingungen an 1 und 2 

u~ - ul OU 
c= ----=--

d oz 

Die Gleichung (198) liefert: 

- ,loUI', . u = II. - = A.c 
1 jOZ.1 
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woraus 

oder 
u' c = _____ -J ___ _ 

d+2}." 

Der von der Fliissigkeit auf 2 ausgeiibte Reibungsdruck ist 

- ft (~~) = - ft d u./ -" Die Glei1.ung hat also dieselbe Wir-
dz ~ 21e 

kung wie die VergroBerung des Plattenabstandes um 2 A. 

62. Beriicksichtigung der Gleitung bei dem Ablenkungs
versuch des § 59. Als 2. Fall betrachten wir die Aufgabe 
des § 59 unter Beriicksichtigung del' Gleitung, und erinnern 
uns, daB nach § 5!1 Gl. IIH!!) u =- - YO). Die Anwendung del' 
Gleichungen (19fj) liefcrt 

am Zylinder 1, wo u'.~ 0, 

X S.1 = - FUl --- FYl w l ' 

am Zylindel' 2, wo u' =- - YO)/, 

X S ,2 = F(u~' -u2 ) = F( -- Y2 0)2' + Y2 W2 ) 

Das Gleichgewicht del' Reibungsdrucke liefert 
am Zylinder 1 

0= X S ,l - ,url (0;) sin /}= X S . 1 -- uy (oOJ) 
Cl 1 ' 1 or 1 

L' --- (? OJ) =.l'y (I) -ftY --
1 1 1 {'r l' 

am Zylinder 2 

X. (r OJ) . £l X (c w) 0= S.2- fl1'2 or 2 8m v = S,2 + ,uY2 a;: 2 

= Fy.! (0)2 - OJ~') + ,uY2 (OCr))\; . 
( -2 

Aus diesen Gleichungen folgt 

1 

J 

(HI!!) 

(20D) 

0) = A'(O~~) 1 
1 ?r l' 

Ii) == OJ ' - }., (0 UJ) J 
...... (201) 

~ '2 (if 2 

i* 
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Diese Werte sind in die allgemeine Gleichung w = ~ + 0' r-
:liur Bestimmung von 0 einzufiihren. Es ergibt sich 

- A' -~~ = ~ + 0', 1 
r 13 r 1 2 

'I 20. 0 0' J Wo ,A..-- =-- + , • r23 r22 

am Zylinder 1 

. .. . . (202) 

am Zylinder 2 

woraus 
. . . . (203) 

und da nach § 59 G1. (193) das auf den inneren Zylinder aus
geiibte Drehungsmoment D gleich - 4 :n h ft 0 ist, 

4:nhftw2' ( 

D = ~ _- lo-;-2~-(-1~~ ~_)' . . . . 204) 
r 1" r 2" r 13 r~3 

Mit abnehmendem Halbmesser r1 des inneren Zylinders 
wachst der prozentiwhe EinfluB der Gleitung auf das Drehungs
moment D. Die Methode ist mehrfach zur Bestimmung des 
Gleitungskoeffizienten benutzt worden 1). 

63. Stromung inkompressibler Fliissigkeiten durch Kapillal'
l'ohl'en. Das Poiseuillesche Gesetz. Eine ganz andere Me
thode zur ft·Bestimmung als die bisher betrachteten Methoden 
liefern die sogenannten Transpirationsversuche, welche wir nur 
fiir inkompressible Fliissigkeiten behandeln wollen. Ein enges 
Kapillarrohr verbinde zwei GefiiBe 1 und 2, in denen verschiedene 
Drucke PI und P2 aufrechtgehalten werden, und es sei PI > P2 • 

Dann stromt die Fliissigkeit durch das Kapillarrohr von 1 
nach 2 und wir wollen den stationaren Zustand betrachten, in 
welchem die Stromungsgeschwindigkeit mit der Zeit sich nicht 
andert. Die GefaBe 1 und 2 seien so weit und die Stromungs
geschwindigkeit sei so klein, daB die Drucke PI und P2 auch an 
den Enden der Kapillare bestehen. Am Eingang in die Kapillare 
wird die Fliissigkeit von allen Seiten in das Rohr einstromen, 

1) Timiriazeff, A.: Ann. Physik (4) Bd. 40, S. 982. 1913. -
Stacy, L.J.: Phys.Rev. (2) Bd.21, S.239. ]923. 
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aber wir wollen voraussetzen, daB in einer gewissen Entfernung 
vom Eingang, welche wir als unendlich klein gegen die Rohren
Hinge annehmen, die Geschwindigkeit merklich der Rohrenachse 
parallel ist. Nehmen wir diese Achse in der Richtung von 
1 nach 2 zur positivcn z-Acbse, so ist nach der obigen An
nahme u = 0, v = () und infolge him'von nach den beiden 

ersten der Gleichungen (HiD) ~P. =c 0, c.P. =c 0, d. h. der Druck ist . aX oy 
innerhalb eines Querschnittes konstant. Die Kontinuitats-

gleichung (163) liefert o;~' = n, d. h. die Geschwindigkeit der 
(z 

Stromung ist langs des Rohres konstant. 
Polarkoordinaten r, e in der x y -Ebene ein 
aus Symmetriegriinden w nul' von r, nicht 

1 (' ( ow) 
folge wovon nach § 11 t.1 11' =C. . '-. \ r -;:-. 

r (1' \ cr 
dritte der Gleichungen (HiD): 

. 1 c (. r.w) ( p 
,I' 11 .... = 
. )' (T \ 2r (:z 

Wir fiibren wieder 
und bedenken, daB 
von e abhangt. in-

ist. ~1ithin ,vird die 

Da nach obigem die linke Seite nur von r, die rechte nur 
von z abhangt, so sind beide Seiten gleich der namlicben von 
z und r unabhangigen Konstante (I.; daraus folgt erst ens 

rp 
-;:;--=(1., p=·a,z---/;, Pl=caz1+u, p~=az2-;-b, 
(lZ 

woraus, indem I = Z2 - Z1' gleich der Lange des Kapillarrohres 

Es folgt zweitens 

P1 - P2 
([ = --I --. . . . . . . . (2()t:i) 

(' ( he) 
Il '. .. I r _.- = n· r 
, (r \ ciT 

iw 
r· --- -. 

('r 

(' r 

(I. )'2 

- IrJ 
/1, '2 

a 
. r 

'l,a 

a ., 

r 

11.) = --·r-
4u 

fJ log nat rJ )'. 
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Da u; fur r= 0 endlich bleiben muB, ist f3 = 0, und es wird 

a " w=-·r"+y. 
4,u 

. (208) 

Zur Bestimmung von y dient die Bedingung an der Rohren
wand, wobei wir die Gleitung beriicksichtigen. Nach (164) ist 

Z:c = - fl ~: ' und indem wir die x -Achse in die Richtung von r 

legen Z = - ,u' ?w. Nach (196) ist der Druck, weJchen die 
r ar . 

Wand auf die anliegende Fliissigkeib ausubt, gleich .--- F· WR' 
das Gleichgewicht der Krafte an der Rohrenwand erforded also 

oder 

Mithin aus (208) 

woraus 

oder nach (206) 

_ (aw) - F'WR - ,U' - = 0 or R 

- 1 (OW) 
WR = - A' --:;;;: R' . . . . . . (209) 

a 2 1 a --·R +Y=-A·_·R, 
4,u 2,u 

w = PI - ~ (R2 - r2 + 2.1e R). 
4,ul 

. (210) 

Nach dieser Gleichung zerfallt die stromende Fliissigkeit in 
konachsiale Rohren, welche unter Reibung aneinander vorbei
gleiten. Das in der Sekunde durch das Rohr flieBende Fliissig
keitsvolumen ist 

R 

J d PI - P'2 (R4 Rt + lR'l) V= 2rn r.w=2n· 4 ,ul 2---4 A' 

o 
oder 

V = n .. PI -P2. R4(1 +4-~) (211) 8 !~l R .... 
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64. Experimentelle Ergebnisse. Das Poiseuillesche Gesetz 
iiiI' Gase. Gleitung der Gase. Fur hinreichend lange und enge 
Rohren und hinreichend kleine Stromungsgeschwindigkeiten fand 
Poiseuille 1) ftir Wasser und Schwefeliither 

. (21la) 

Diese Beziehung nennt man das Poiseuillesche Gesetz, es ist 
mit (211) identisch fur Ie = 0, den Zusammenhang von K mit 
dem Reibungskoeffizienten ,It haben erst spiitere theoretische 
Untersuchungen aufgedeckt. Fur Quecksilber fand Poiseuille 
andere Ergebnisse, indem sich nach ihm bier V der Proportiona
litiit mit R:l niihert. N ach neueren Versuchen~) besteht indessen 
auch fur Quecksilber die Proportionalitiit von V mit R4, es 
ist also auch fur Quecksilber, wie fUr aIle untersllchten tropf
baren Flussigkeiten }, = 0, eine Gleitung tropfbarer Fliissig
keiten an festen Korpern findet nieht statt. 

Dberschreitet die Geschwindigkeit der Stromung einen ge
wissen kritisehen, von verschiedenen Umstiinden abhangigen 
Wert, so gilt das Poiseuillesehe Gesetz nicht mehr; indem 
namlieh dann wirbelnde, sogenannte turbulente Bewegungen 
auftreten, ist die Bedingung 'u = v = ° nieht mehr erfullt. 

Es laBt sich zeigen, daB die Gleichung (211) unter den oben er
wiihntenBedingungen mit hinreiehender Anniiherung aueh furGase 
gilt, wenn V bei dem mittleren Druck (PI + P2 );2 gemessen wird 3). 
Doch hat sieh fur Gase del' Gleitungskoeffizient A von Null ver
sehieden und zwar dem Druck umgekehrt proportional ergeben 4). 

Nach neueren Versuchen liefern Schwingungs- und Ab
lenkungsversuche einerseits, Transpirationsversuche andrerseits 
fur ,It denselben Wert·'i); fur Wasser bei 15° 0,01140, bei 20 0 

0,01004; fUr Luft, nach Millikan, 0,0001824= 493.10- 9 (2;;0 = t I 

zwischen 12 (J und 30 0 li), alles in bezug auf - g- . 
, em sec 

') Poisseuille, J. L. M.: Mem. des savants etrangers, Ed. 9. 1846. 
") War burg, K: Pogg. Ann. Ed. 140, S.367. 1870. 
3) Meyer, O. E.: Pogg. Ann. Ed. 127, S.254. 1866. 
4) Kundt, A. und Warburg, E.: Pogg. Ann. Ed. 155, S. 337.1875; 

Warburg, E.: ibid. Ed. 159, S.399. 1876. 
5) Zusammenstellung fUr Wasser bei Ladenburg, Ann. Physik (4 

Ed. 27, S. 157. 191~, fiiI' Luft Millikan, R. A.: ibid. (4) Ed. 41, S.759. 
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Der GIeitungskoeffizeint ergab sich aus Transpirationsver
suchen1) bei 20 bis 25 0 und 35 mm Q, fur Luft anGIas 0,00017 em 2), 

fur Wasserstofi au Glas 0,00034; oder reduziert auf 1 mm Q 
fur Luft 0,0060, fur Wasserstoff 0,0119. 

65. WissenschaftIiche und technische Bedeutung der Vis
kositat. In wissenschaftlicher Beziehung ist die Viskositat der 
tropfbaren Flussigkeiten besonders wegen ihres Zusammenhanges 
mit der elektrolytischen Leitung, die der Gase wegen ihres 
Zusammenhanges mit Molekulareigenschaften (mittlerer Weg
lange) von Interesse. 

In der Technik handelt es sich besonders urn die Viskositat 
der 01e. Ein MaB hierfur verschafft man sich in der Technik 
gewohnlich durch das Englersche Viskosimeter 3), einem aufrecht 
stehenden GefaB, das bis zu einer Marke mit dem 0le gefiillt 
und auf konstanter Temperatur gehalten wird; es ist unten 
mit einer durch Luften eines Stiftes zu offnenden AusfluB
offnung versehen. Man miBt die AusfluBzeit von 200 cm3 an 
01 (z) und an Wa8ser von 20° (zo) , das Verhaltnis zjzo' be
stimmt durch das gut reproduzierbare Englersche 
Viskosimeter, nennt man die Viskositat des 01es in Engler
graden. Die Temperatur des 01es hat einen groBen EinfluB, 
z. B. sank die Viskositat eines 01es bei Erwarmung von 20° 
bis 50° von 52 auf 7 Englergrade. - Da fUr die im Englerschen 
Viskosimeter benutzte AusfluBoffnung das Poiseuillesche Ge
setz nicht gilt, so ist die Reduktion von Englergraden auf 
absolute Viskositat (Reibungskoeffizient) nicht genau ausfiihrbar. 

Beim Schmieren der Lager ist groBe Viskositat fur die 
Schonung der Lager v orteilh aft, erh6ht aber die zum Drehen 
der Welle erforderliche Arbeit, man benutzt daher 01 von 
mittlerer Viskositat. 

') Warburg, E.: Pogg. Ann. Bd. 159, S.399. 1876. 
2) Neuerdings bestatigt duroh Millikan, R. A.: Phys. Rev. (2) Bd. 21, 

S.234. 1923. 
3) Holde, D.: Untersuohung der Kohlenwasserstoffole und Fette, so·· 

wie der ihnen verwandten Stoffe. Ii. Aufi., S. 23. (Berlin: Julius Springer 1918.) 
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