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Geleitwort.

AusRiemanns Vorlesungen iiber partielle Differentialgleichungen
ist im Laufe der Zeit ein umfassendes zweibéindiges Werk hervor-
gegangen, an dem viele Bearbeiter mitgewirkt haben. Die urspriing-
liche Ausgabe dieser Vorlesungen nimmt sich daneben recht be-
scheiden aus. Dennoch haben Ingenieure und Physiker immer wieder
nach dem lingst vergriffenen Buche verlangt, mit Recht, denn es
ist ein Werk, in dem Riemann seine Hérer in vortrefflicher Weise
in die mathematischen Kerngedanken einfiithrt und mit den Lésungs-
methoden vertraut macht. Dem Anfinger bietet sich auch heute
kaum ein bequemerer Zugang in das Gebiet.

So mégen Riemanns Vorlesungen aufs neue ihre alte Kraft
bewdhren. Sie werden eine Zierde jeder Biichersammlung sein.

Fritz Emde.



Vorrede zur ersten Auflage.

Die Vorlesungen iiber partielle Differentialgleichungen, welche ich
hiermit der Oeffentlichkeit {ibergebe, sind von Riemann wihrend
seiner akademischen Thitigkeit in Gottingen gehalten, und zwar
im Winter 1854 /55, im Winter 1860/61 und im Sommer 1862. Ueber
den grossten Theil derselben findet sich neben einer Reihe kiirzerer
Notizen eine zusammenhingende Ausarbeitung von Riemann’s
eigener Hand vor. Dieselbe ist allerdings in der Form, in welcher
sie vorliegt, nicht zur Verdffentlichung bestimmt gewesen. Man
hat sie vielmehr als sorgfiltige Vorbereitung fiir den miindlichen
Vortrag anzusehen. Danach wiirde man durchaus gegen Riemann’s
Absicht gehandelt haben, wenn man seine Ausarbeitung wortlich
hitte zum Abdruck bringen wollen. Doch ist dieselbe fiir die Heraus-
gabe von grosser Wichtigkeit, insofern der Gedankengang und die
Entwicklung der Formeln fast durchweg beibehalten werden konnte
und musste. Dass ich bei der Redaction mir freie Hand gehalten
habe, rechne ich mir nicht als besonderes Verdienst an, aber ich muss
es erwihnen, weil in dieser Beziehung ich allein die Verantwortung
zu tragen habe. Die Einleitung ist wortlich abgedruckt. Sie trigt
im Manuscripte die Bezeichnung: Michaelis 54. Die zusammen-
hiangende Bearbeitung enthilt von dieser Kinleitung nur den ersten
Satz und fingt dann sofort mit den bestimmten Integralen (§. 2) an,

Ausser Riemann’s eigenem Manuscript habe ich die in der
Wintervorlesung 1860/61 von mir gemachten Aufzeichnungen und
das danach ausgearbeitete Heft zu Grunde gelegt. Diese enthalten,
was Gedankengang und Formeln betrifft, dasselbe wie das Manuscript,
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sie gehen aber an verschiedenen Stellen iiber den Inhalt des letztern
hinaus. So sind die §§. 36 bis 40 etwas ausfithrlicher behandelt als
in Riemann’s Handschrift. Die §§. 71 bis 73, 79 bis 97, 101, 107
bis 113 sind in der Wintervorlesung 1860/61 neu hinzugekommen.
Am Schlusse des Semesters hat Riemann auch noch die Bewegung
eines Ringes in einer unendlichen Fliissigkeit, analog der Dirichlet-
schen Aufgabe von der Kugel, behandelt. Er hat sich jedoch darauf
beschrinkt, in die partielle Differentialgleichung Ringcoordinaten
einzufiihren und fiir die Losung den Weg im Grossen vorzuschreiben.
Bei der Durchfiihrung der Rechnung bleibt mir noch ein Punkt
aufzukliaren, und ich méchte deshalb das Problem fiir eine besondere
Bearbeitung vorhehalten.

Unter den Mathematikern, welche die Theorie der partiellen
Differentialgleichungen erheblich geférdert haben, nimmt Dirichlet
eine hervorragende Stellung ein. Er hat aber nicht nur an der Aus-
bildung der Theorie gearbeitet, er hat sie, wie die Lehre vom Potential,
zuerst auf deutschen Universititen zum Gegenstande besonderer
Vorlesungen gemacht. Das grosse Verdienst, das er sich damit
um das Studium der Mathematik erworben, wird gewiss auch durch
den Umstand ins rechte Licht gesetzt, dass Madnner wie Riemann
es fiir werth gehalten haben, seinem Beispiele zu folgen, und dass
gegenwirtig die partiellen Differentialgleichungen und das Potential
zu stehenden Lehrgegenstinden geworden sind. Bei der Ueber-
einstimmung des behandelten Gegenstandes ist es natiirlich, dass
Riemann’s Vorlesungen iiber partielle Differentialgleichungen mit
den Vorlesungen Dirichlet’s in der Anlage und in der Ausfithrung
manches gemein haben. Es war eine schéne und liebenswiirdige
Seite in Riemann’s Charakter, dass er die Leistungen Anderer
gern anerkannte, und ich handle in seinem Geiste, wenn ich hier
ausdriicklich seines Vorgiingers gedenke. Auf der andern Seite bieten
diese Vorlesungen eine Fiille des Eigenthiimlichen. Die Verdienste
grosser Manner werden nicht dadurch geschmilert, dass man jedem
seinen Theil des wohlerworbenen Ruhmes gern und willig goénnt.

Kerstlingerode bei Gottingen, 13. Juli 1869.

K. Hattendorff.
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EINLEITUNG.

g 1.

Die partiellen Differentialgleichungen und ihre
Anwendung in der Physik.

Der Gegenstand dieser Vorlesungen ist die Behandlung der
partiellen Differentialgleichungen und die Anwendung davon auf
physikalische Fragen. Daher wird es passend sein, einige einlei-
tende Bemerkungen iiber das Verhaltniss der Theorie der par-
tiellen Differentialgleichungen zur Physik voraufzuschicken.

Eine wissenschaftliche Physik existirt bekanntlich erst seit
der Erfindung der Differentialrechnung. Erst seitdem man ge-
lernt hat, dem Lauf der Naturereignisse stetig zu folgen, sind die
Versuche, den Zusammenhang der Erscheinungen in abstracten
Begriffen nachzuconstruiren, von Erfolg gewesen. Hierzu gehorte
zweierlei: erstens einfache Grundbegriffe, mit denen man con-
struirt, und zweitens eine Methode, um aus den einfachen Grund-
gesetzen dieser Construction, welche sich auf Zeitpunkte und
Raumpunkte beziehen, die Gesetze fiir endliche Zwischenzeiten
und Abstinde, welche allein der Beobachtung zuginglich sind
(mit der Erfahrung verglichen werden konnen), abzuleiten.

Den ersten Schritt in Bezug auf die Grundbegriffe that Ga-
lilei, als er die Gesetze des freien Falles der Korper aus der Ein-
wirkung der Schwere in allen einzelnen Zeitpunkten construirte;

Riemann. Partielle Differentialgleichungen. 1
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er fand den Begriff der beschleunigenden Kraft, den Begriff einer
einfachen Bewegungsursache. Diesem Schritte fiigte Newton
einen zweiten hinzu: er fand den Begriff eines anziehenden Cen-
trums, den Begriff einer einfachen Kraftursache. Mit diesen bei-
den Grundbegriffen, dem Begriff der beschleunigenden Kraft und
dem Begriff eines anziehenden oder abstossenden Centrums con-
struirt die Physik noch heute. Noch die heutige mathematische
Speculation von Laplace, Poisson, Cauchy wird da, wo der
Faden der Beobachtungen sie zu leiten aufhort, allein bestimmt
durch das Bestreben, die Erscheinungen auf diese beiden Grund-
begriffe zuriickzufiihren. In Bezug auf die Begriffe, welche man
in der Physik der Naturerklirung zu Grunde legt, steht man also
noch heute auf dem Standpunkte Newton’s. Es ist seit Newton
kein neuer Fortschritt gemacht; alle Versuche, iiber diese Grund-
begriffe hinaus ins Innere der Natur zu dringen, sind bis jetzt
missgliickt; der Einfluss der spiteren philosophischen Systeme,
wo er sich in der physikalischen Literatur geltend gemacht, hat
nur den Erfolg gehabt, die urspriingliche Auffassung Newton’s
zu verunstalten und Inconsequenzen in dieselbe einzufiihren.
Wesentlich vervollkommnet aber ist die Methode, durch
welche man von den einfachen Grundgesetzen, die fiir Raumpunkte
und Zeitpunkte gelten, — von den Differentialgleichungen — zu
den Gesetzen fiir endliche Zeitriume und ausgedehnte Korper
fortschreitet. In der ersten Zeit nach der Erfindung der Diffe-
rentialrechnung konnte man nur gewisse abstracte Fille behan-
deln: man betrachtete in der Lehre vom freien Fall die Masse der
Korper als im Schwerpunkte vereinigt, man dachte sich die Him-
melskérper als mathematische Punkte, man behandelte in der Lehre
vom Pendel zuerst nur das mathematische Pendel, d.h. eine starre,
um einen Punkt drehbare Linie mit einem schweren Punkte ver-
sehen, so dass man den Fortschritt vom Unendlichkleinen zum
Endlichen nur nach einer Dimension, in Bezug auf eine Variable,
die Zeit, zu machen hatte. Im allgemeinen aber muss man, um
aus den Elementargesetzen die Erscheinungen abzuleiten, den Fort-
schritt vom Unendlichkleinen zum Endlichen nach mehr als einer
Dimension machen. Denn die Elementargesetze beziehen sich auf
Raum- und Zeitpunkte, die Erscheinungen aber auf ausgedehnte
Korper. Solche Aufgaben fiihren, allgemein zu reden — in be-
sonderen Fillen kann sich allerdings das Problem vereinfachen —,
auf partielle Differentialgleichungen. Erst sechzig Jahre nach dem
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Erscheinen von Newton’s Principien*) wurde die erste physikali-
sche Aufgabe gelost, welche auf eine partielle Differentialgleichung
fiihrt. Es war dies die von d’Alembert ausgefiihrte Bestimmung
der Schwingungen, welche eine gespannte Saite machen kann. Es
dauerte indessen noch lange, ehe man allgemeine Methoden fand,
durch welche sich physikalische Aufgaben, die auf partielle Diffe-
rentialgleichungen fiihren, 16sen lassen. Diesen Fortschritt ver-
dankt man Fourier, welcher zuerst solche Methoden bei seinen
Untersuchungen iiber die Verbreitung der Wérme in festen Kor-
pern anwandte. Es geschah dies fast ebenso lange nach dem Ur-
sprunge der partiellen Differentialgleichungen, als dieser auf die
Griindung der Differentialrechnung folgte. Die Principien New-
ton’s erschienen 1687, die von d’Alembert gegebene Liosung
des Problems der schwingenden Saiten 1747, wieder 60 Jahre
spiter, am 21. December 1807, theilte Fourier der Pariser Aka-
demie die erste Arbeit iiber die Wérme mit.

Seitdem bilden in allen physikalischen Theorien partielle
Differentialgleichungen die eigentlichen Grundlagen der Rechnung.
In der Lehre von den Schallschwingungen in gasformigen, liquiden
und festen Korpern, bei den Untersuchungen iiber die Elasticitat
der Korper, in der Optik, iiberall bilden partielle Differential-
gleichungen die eigentlichen Grundgesetze, die sich an der Erfah-
rung bestitigen lassen. Man geht freilich in der Darstellung dieser
Theorien meistens von der Annahme von Molekiilen aus, welche
bestimmte von der Entfernung abhingige Anziehungs- oder Ab-
stossungskrifte auf einander ausiiben. Es werden dann die Werthe
der Constanten in den partiellen Differentialgleichungen abhéingig
von der Vertheilung der Molekiile und dem Gesetz, nach welchem
sie in die Ferne wirken. Aber man ist weit davon entfernt, be-
stimmte Schliisse iiber die Art der Vertheilung der Molekiile und
das Gesetz der von ihnen ausgeiibten Anziehungen und Abstossun-
gen machen zu konnen; ja es ist meistens nicht einmal die Mog-
lichkeit gezeigt worden, dass man diese Vertheilung der Molekiile
und diese Anziehungs- und Abstossungsgesetze so annehmen kdnne,
dass die Constanten in den partiellen Differentialgleichungen die
der Erfahrung entsprechenden Werthe erhalten. In allen diesen
physikalischen Theorien, bei allen Erscheinungen, welche man
durch Annahme von Molekularkréften erklirt, bilden also jetzt

*) Philosophiae naturalis principia mathematica. Londini 1687. 4.
1*
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partielle Differentialgleichungen die eigentliche, durch die Erfah-
rung festgestellte Grundlage. Dasselbe gilt auch von den Erschei-
nungen, welche man durch Annahme von Anziehungs- und Ab-
stossungskréften erklirt, die umgekehrt proportional dem Quadrat
der Entfernung wirken: von dem Magnetismus, der Elektricitit
und von der Gravitation, sobald man es dabei mit ausgedehnten
Kérpern zu thun hat. Als Laplace im Jahre 1782 sich mit Un-
tersuchungen beschiftigte, bei denen die Gestalt der Himmelskor-
per in Betracht kam, war das erste, was er that, dass er aus
Newton’s Anzichungsgesetz ein Gesetz ableitete, nach welchem
sich Richtung und Grosse der Schwerkraft von Ort zu Ort éndert,
die Vertheilung der sie bewirkenden Massen mag sein, welche sie
wolle. Die partielle Differentialgleichung, in welcher sich dieses
Gesetz ausspricht, bildet die Grundlage fiir alle weiteren Schliisse.
Ebenso beruht die Theorie des Erdmagnetismus auf dem Gesetz,
nach welchem sich Richtung und Grosse der erdmagnetischen
Kraft von Ort zu Ort #ndert, einem Gesetz, welches ganz unab-
hiingig davon ist, wie die Ursachen dieser magnetischen Kraft, die
magnetischen Fluida oder die Ampére’schen Strome im Innern
der Erde angeordnet sind.

Was sich eben auf dem Wege der Induction als Thatsache
ergeben hat, dass die eigentlichen Grundlagen der mathematischen
Physik partielle Differentialgleichungen sind, ergibt sich auch
a priori. Wahre Elementargesetze konnen nur im Unendlichklei-
nen, nur fiir Raum- und Zeitpunkte stattfinden. Solche Gesetze
aber werden im allgemeinen partielle Differeiitialgleichungen sein,
und die Ableitung der Gesetze fiir ausgedehnte Koérper und Zeit-
riume aus ihnen erfordert die Integration derselben. Es sind
also Methoden nothig, durch welche man aus den Gesetzen im
Unendlichkleinen diese Gesetze im Endlichen ableitet, und zwar
in aller Strenge ableitet, ohne sich Vernachldssigungen zu erlau-
ben. Denn nur dann kann man sie an der Erfahrung priifen.



Erster Abschnitt.

Bestimmte Integrale.

§ 2.

Grundbegriffe. Das einfache bestimmte Integral.

Wir miissen zuerst uns iiber einige Grundbegriffe verstandigen.
Dahin gehort vor allem der Begriff der Stetigkeit. Eine Grésse v,
die von x abhingt, ist eine stetige Function von x, wenn y mit «
sich nur allméhlich &ndert, d. h. wenn die Aenderung von z sich
immer so klein annehmen lasst, dass die zugehorige Aenderung
von y kleiner ist als eine willkiirlich gegebene Grosse &. Diesen
Charakter setzen wir vorliufig fiir die Functionen als Bedingung
voraus. Ueber die Art der Abhingigkeit wollen wir nichts voraus-
setzen, auch nicht einmal, dass man aus dem z immer das y fin-
den konne, sondern nur, dass zu jedem 2 ein y gehore, und dass
sich y mit z allmshlich #ndere. Diese Abhingigkeit wird am
besten durch geometrische Curven reprisentirt, fiir welche z und
y die rechtwinkligen Coordinaten bilden. Es braucht dabei nicht
einmal ein festes Gesetz fiir die Curven bekannt zu sein, sondern
die Curven, die wir behandeln, sind oft sehr unregelmiissig. Die
Stetigkeit driickt sich dann dadurch aus, dass die Curve in einem
ununterbrochenen Zuge fortgeht.

Diese Curve begrenzt mit den beiden Ordinaten ihres Anfangs-
und Endpunktes und dem zwischen ihnen liegenden Stiick der
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Abscissenaxe einen gewissen Flichenraum von ganz bestimmter
Grosse. Wir nennen die Abscisse des Anfangspunktes a, des End-
punktes b, theilen (Fig. 1) das Stiick zwischen den Endpunkten

Fig. 1.
Y

H i | i H
& E N ExE % Waf b X

der Abscissen a und b in gewisse Theile und bezeichnen die ganzen
Abscissen bis zu diesen Theilpunkten durch xz,, z,, s, . . . Zp_1.
Die Ordinaten oder Functionswerthe wollen wir durch y = f (@)
bezeichnen. Wir errichten dann in den einzelnen Theilpunkten
Ordinaten und legen zwischen zwei auf einander folgenden Ordi-
naten durch irgend einen dazwischen fallenden Punkt der Curve
eine Parallele zur Abscissenaxe. Die Abscissen dieser Punkte
seien &, &,,...£,, so dass

o <& <<,
. < & << ay,

............

x”_1< §n< b.
Durch diese Construction erhalten wir lauter Rechtecke,

deren Inhalt sich leicht berechnen lasst. Die Summe dieser
Rechtecke ist

S=@—a)f (&) + @—a)f &)+ -+ (0 —Zn_1) f (&0).

Der Werth, den die Summe S annehmen kann, hingt ausser
von der Gestalt der Curve oder der Form der Function f (x) noch
ab von der Theilung der Strecke zwischen  — ¢ und x = b, also
der Wahl der Grossen z,, Zoy «v. Ty—1, und von der Wahl der
Grossen &, £, ... £, innerhalb der Intervalle. Es lisst sich aber
beweisen, dass, wenn simmtliche Differenzen z, — z,_, kleiner
als eine Grosse 0 sind, alle Werthe, welche S annehmen kann,
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innerhalb eines bestimmten Werthenintervalles fallen, und dass sich
dieses Werthenintervall, wenn & immerfort abnimmt, immermehr
auf einen bestimmten Grenzwerth zusammenzieht. Bezeichnen
wir mit M den grossten mit m den kleinsten Werth, welchen S
annehmen kann, wihrend sdmmtliche Theilstrecken z, — z;_,
kleiner als & sind, so ist zu beweisen, dass bei einer Abnahme von &

1) M nie zunimmt,
2) m nie abnimmt, .
8) die Differenz M — m zuletzt unendlich klein wird.

Es geniigt nicht etwa, dass M — m unendlich klein werde,
also die beiden #ussersten Werthe von S einander unendlich nahe
riicken. Dabei konnte zugleich eine Verschiebung des Intervalles
stattfinden, innerhalb dessen die méglichen Werthe von S fallen.
Dass nun aber eine solche Verschiebung nicht stattfindet, ergibt
sich leicht. Denn wenn & kleiner wird, so sind die Werthe, die S
noch annehmen kann, unter den fritheren mit enthalten. Wenn
also S jetzt den Werth M erreichen kann, so konnte es diesen
friher auch annehmen. Der grosste Werth, den S annehmen
kann, war also frither wenigstens auch = M und kann also nicht
zunehmen, wenn 0 abnimmt. Ebenso folgt, dass der kleinste
Werth m nicht abnehmen kann, wenn 8 kleiner wird.

Um nun zu beweisen, dass die Differenz M — m mit 8 unend-
lich klein wird, bezeichnen wir in dem Falle oder in einem Falle,
wo S den Werth M erreicht, den Werth der Grosse » mit »', die
Grossen z;, %3, ... ¥p—; mit 21, 24, ... 2w _, und die Grossen £,
&,... &, mit &, &, ... & Dann ist also
M= @—a)f &)+ (22 —a) f E)+ (b — 2w —1) £ (E).

In entsprechender Weise sei
m = (a1 —a) f (&) + (25 — a0) f(E) 4@ — @3- 1) f(Emn).

Wir wollen nun beide Summen so transformiren, dass in bei-
den der Reihe nach dieselben Differenzen der Werthe von z vor-

kommen. Zu diesem Ende wenden wir beide Theilungen gleich-
zeitig an und bezeichnen die Abscissen der Theilpunkte nach der

Grosse geordnet, durch »,, 7y, ... r,_,, so dass
’ !
wl,xg,...ﬁ"n'—l - r
=Ty T2y . Yu—1
zf, X8, ... Ty
und

]y <1< Tucre
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Fallen dann zwischen #;__, und z} eine oder mehrere Grossen
z", so tritt an die Stelle der Differenz x;, — 27—, eine Summe von
mehreren auf einander folgenden .r; — #;—;. Durch diese Trans-
formation wird
M= (ri—a)f(el) + (n—r) f (eb) + -~ + (B—ru) £ (1)

Die Grossen o' stimmen mit den Grissen £’ iiberein, und zwar
80, dass an einigen Stellen mehrere auf einander folgende ¢’ den-
selben Werth haben.

Ebenso wird
m=(r,—a) £ (&) + (ra— 1) f (68) + -+ + B—rucs) f (o)

Subtrahiren wir Glied fiir Glied, so wird
M — m=(r,—a) {f(e1) — f(01)} + (ra — 1) {f (02) — f (05)} + -

+ (O —ru—1) {f () — f (eu)}-

Nun konnen aber g; und gk sich hichstens um 2 d unterschei-
den, denn bei den Theilpunktabscissen zi, zj, ... lag o mit 7
und 7,_, in demselben Intervall und unterscheidet sich also von
keinem derselben um mehr als 8. Dasselbe gilt von g%, und folg-
lich kénnen sich g und of hochstens um 248 unterscheiden. Be-
zeichnet also d die grosste Aenderung, die f (z) erleiden kann,
wihrend z um 20 wichst, so sind simmtliche £ (0i) — £ (o¥) < d,
und daher
M—-—m<<dr,—a+r,—1r+rs—rs—- Fb—r.y),
d. h. M—-—m<<d@®— a)

Es sollte aber die Function f(z) stetig sein, folglich wird d
mit 2 § unendlich klein, und damit verengert sich' das Grissen-
intervall, innerhalb dessen die Werthe von S fallen, immer mebr,
ohne sich dabei zu verschieben. Die Grosse S nihert sich also
einer bestimmten Grenze, wenn § unendlich klein wird.

Es ist nun leicht zu sehen, dass dieser Grenzwerth von S zu-
gleich den Inhalt F' der von der Curve, den Endordinaten und
der Abscissenaxe begrenzten Fliche ausdriickt. Denn zieht man
fiir jedes Theilstiick die Parallele mit der Abscissenaxe durch den
hochsten Punkt der Curve, so wird S > F, zieht man sie durch
den tiefsten Punkt, so wird S << F. Folglich fillt der Grenz-
werth von S mit F' zusammen *).

*) Man vergleiche die Darstellung, welche Riemann in Art. 4 und 5 der
Abhandlung iiber die Darstellbarkeit einer Function durch eine
trigonometrische Reihe gegeben hat. (Abhandlungen der kénigl. Gesell-
schaft der Wissenschaften zu Géttingen Bd. 18. — Riemann’s gesammelte
Werke. Leipzig 1876. 8. 213.)
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Diesen Grenzwerth nennt man das bestimmte Integral und
bezeichnet ihn wegen seines hiufigen Vorkommens mit einem be-
sondern Zeichen, ndmlich mit

fbf(x) dx

Dabei bedeutet dx den unendlich klein werdenden Unterschied
von je zwei auf einander folgenden Werthen von z, also z; — a,
Zy — %y, -.., wie auch in der Differentialrechnung mit dz ein
unendlich kleiner Zuwachs von z bezeichnet wird.

Die Grossen £, &, ... & konnen innerhalb der fiir sie vor-
geschriebenen Intervalle beliebig gew#hlt werden, ohne dass der
Grenzwerth von § dadurch beeinflusst wird. Man kann also
£, =a, & —=2a,... &, — Z,_, setzen. Dann lautet die Defini-
tion des bestimmten Integrals

W [f@de=lin|@—a)f @+ @ — 2)f@) + -
+ O — 20ms) S}

Man kann aber auch § =z, & = a5, ... £, = b setzen.
Dann erhélt man

@ [7@ az=lin{E@ —af@) + @ — @)@+
+ 0 = 7 fO)

Die Reihen auf der rechten Seite von (1) und (2) ndhern sich,
wie oben bewiesen, demselben Grenzwerthe, und dieser Grenzwerth
ist das bestimmte Integral.

Das Gesetz, nach welchem die Eintheilung von & — a vor-
genommen wird, ist gleichgiiltig, wenn nur die Ordinaten sich
beliebig nahe bringen lassen. Zur Berechnung von einzelnen be-
stimmten Integralen hat man sehr verschiedene Arten der Ein-
theilung von & — a in Anwendung gebracht. Auf diese Weise
besteht die Rechnung mit bestimmten Integralen viel ldnger als
die Differentialrechnung. So hat schon Wallis die von krummen
Linien begrenzten Flichen durch Einschliessen von beiden Seiten
berechnet. Ja, mutatis mutandis hat selbst Archimedes diese
Methode bei seiner Berechnung von krummen Linien.
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§. 3.
Beispiel von Wallis.

Wallis hatte schon besonders solche Curven betrachtet, deren
Gleichung von der Form y — ma* ist, die also zu der Gattung
der Parabeln gehoren. Man hat nur darauf zu sehen, dass die
Unterschiede der Abscissen alle ins Unendliche abnehmen, Setzen
wir z. B. fest, dass die Werthe a, z;, %5, ... Zn—1, b eine geometri-
sche Progression bilden sollen, um so die Quadratur der Parabel
zu finden. Wir nehmen also

\/_b._—_"ﬁ,
a

so dass z, — a6, 23 = a6?, ...z, — a¢ ist. Die einzelnen
Glieder der Summe haben dann die Form f (a¢*) . ae” . (6 — 1)
und die Summe iiberhaupt ist

n—1

Zf(aa") .ae . (6 — 1)

Setzen wir nun z. B. f (z) = 2%, so erhalten wir fiir die Summe

n—1

ak+1 (6 — 1)2 6k + 1),
0

Beachtet man, dass die geometrische Reihe

n—1
26(k+1)v =1 o+t  g2k+D) | ... | g—1) k+D)
0

6n(k+1)__1
T 1

ist, so erhdlt man fiir die obige Summe
frb\Et! 6 — 1
aHl'l(E) —1 FFT 1
6 — 1
= (bk+l —_ ak+1) . .m
Hier ist nur noch der letzte Factor von ¢ abhingig. Es ist aber

6 — 1 1
¢t —17 1F 6-F 63 F .- F o+
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Lésst man nun # ins Unendliche wachsen, so nihert sich 6 immer
mehr dem Grenzwerthe 1, und man erhilt als Grenzwerth der
oben betrachteten Summe

1
—_—kt) . —— .
LAY 2y
Gewohnlich ist es am bequemsten, sich die Werthe von z als
dquidistant zu denken. Dann ist also irgend ein Theil

(bk+1

=b—-a:6.

n

Das bestimmte Integral wird in diesem Falle definirt durch
die Gleichung

®  [r@ do=lim 8] f@) + f(a+0) + fa+28) + ---

4 f(a+ n-—-lB)},
oder auch durch die Gleichung

@ [f@do=time {f(a-+8)+f(a+20)+F(at30)+-
+/ @t}

§ 4.

Vorzeichen der Bestandtheile des bestimmten Integrals.

Bei der Figur 1 haben wir angenommen, dass die Curve ganz
oberhalb der Abscissenaxe liege. Ist dies nicht durchweg der
Fall, aber immer noch 4 > @, so kommen die Theile, bei denen
die Ordinate negativ ist, auch negativ in Rechnung. Dies ist bei
der geometrischen Interpretation des bestimmten Integrals zu
beachten, Es ist dann also gleich dem Inhalte der Flichenstiicke
oberhalb der Abscissenaxe, vermindert um den Inhalt der Fliichen-
stiicke unterhalb.

Ist & <C a, so haben alle Glieder entgegengesetzte Vorzeichen
wie vorher.
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§. 5.

Eigenschaften des bestimmten Integrals.

Aus der Definition des bestimmten Integrals ergibt sich eine
Reihe von Eigenschaften desselben, die jetzt betrachtet werden
sollen.

1. Zunichst ist

b a
(5) [t@ do=— [f@) ax.
a b
Denn bei der Entwicklung der Reihe wird nur § = b -”_ @
in— 2 _”— ¢ — _ 5 umgewandelt. Wendet man also auf das In-

tegral links die Gleichung (3), auf das Integral rechts die Gleichung
(4) des §. 3 an, so erhilt man

[r@ds=tms {7 @ +f@+0 447 @+ n—10)
und
[r@az=—tim3 {0~ 0)+f0 = 20)+ -+ £ — nd)):
)
Daraus geht durch Addition hervor
b a
f@de+ [ f@@)dx=0.
froriesf
II. Esist
5 b
(6) /c f(e) do = c/f (@) dz,
weil bei der Entwicklung der linken Seite ¢ in jedem einzelnen

Gliede als Factor auftritt und sich also als gemeinschaftlich ab-
sondern ldsst.
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III. Hat man f (z) = ¢ (2) + ¥ (), so ist
b

) [lo@tv@}aa
=lv7m6{(P(a)iaw(a)+¢(a+5)iw(a+5)+~
to@taiotv@tais)
=tmd|p@+9@+td+-+oatnr—10)
tlimo | v @4 @+ 0+ + v+ a—10)

=j)<p (x)dxi‘/?w(x)dx.

IV. Man kann jedesmal das Zeichen des bestimmten Integrals
angeben, wenn die Function innerhalb der Grenzen ihr Zeichen
nicht indert. Denn dann sind die Glieder der Reihe entweder
alle positiv oder alle negativ, und daher muss die Summe der
Reihe sich einer positiven oder aber einer negativen Grenze nihern.
Und zwar ist das Zeichen des Integrals iibereinstimmend mit dem
Zeichen der Function, wenn b — a einen positiven Werth hat; im
entgegengesetzten Falle haben das Integral und die Function ent-
gegengesetzte Zeichen.

§. 6.

Einschliessung zwischen Grenzen, wenn die Function
unter dem Integralzeichen ein Product ist.

Es stehe unter dem Integralzeichen ein Product von zwei
Functionen ¢ (2) . f(z), und der zweite Factor mdge innerhalb
der Grenzen sein Zeichen nicht &ndern. Die Function ¢ (z) habe
innerhalb dieser Grenzen den grossten Werth M und den kleinsten
Werth N; also ist dann innerhalb der Grenzen M — ¢ (z) nie
negativ, und auch ¢ (z) — N nie negativ. Wenn wir daher mit
f(x) multipliciren, so behalten die Producte innerhalb der Gren-
zen immer ihr Zeichen, und zwar dasselbe Zeichen wie f(z).
Also {M — @ (2)} .f(x) und {p(x) — N} . f(z) gehen nicht
vom Positiven zum Negativen iiber oder umgekehrt, sondern kon-
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nen hochstens gleich Null werden, wie es auch wenigstens einmal
der Fall ist bei M — ¢ () = 0 und ¢ () — N =0. Wenden
wir auf diese beiden Functionen den Satz IV. des vorigen Para-

graphen an, so kennen wir das Zeichen der Integrale
b

-9 @)@ aa

und
b

[ @ — 5jfa) a.

Beide Integrale haben unter gleichen Bedingungen dasselbe
Zeichen mit ihrer Function oder aber das entgegengesetzte, und
haben also unter einander gleiche Zeichen. Es lisst sich aber auf
beide Integrale der Satz III. des vorigen Paragraphen anwenden.
Demnach haben die Differenzen

M f f@yda— f 9 (@)f (2) de

und

b b
[o@s@az — N [1@) ds
dasselbe Zeichen. Daraus folgt, dass f 9 (z) f (x) dx zwischen

b b
den Grenzen M [ f (z) dz und N [ f () dz liegt. Diese beiden

Grenzwerthe haben den einen Factor, nimlich das Integral

‘/ef(x) dx

gemein. Also ist das Integral

[o@s@as

gleich jenem gemeinschaftlichen Factor, multiplicirt mit einem
zwischen M und N liegenden Werthe ¢. Man kann ¢ auch als
Werth angeben, welchen ¢ (z) einmal annimmt zwischen @ und b,
also g = @ (a+b — a &), wenn & ein positiver echter Bruch
ist. Dann haben wir
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® [e@f@is=9@+T=a9 [f@)in

unter der Voraussetzung, dass f(«) zwischen a und b sein Zeichen
nicht &ndert.
Diesen Satz konnen wir auf jedes bestimmte Integral anwen-

den, wir brauchen nur f(z) = 1 zu setzen. Dann ist
b

/f(x) dx = b — a, also auch

a

[o@iz=0—apa+t—as,

was sich bei der geometrischen Auffassung auch von selbst ver-
steht.

§ 7.

Zerlegung des Intervalls. Differentiation des
bestimmten Integrals.

Aus der Erklirung des bestimmten Integrals folgt unmittel-
bar, dass

©) f £(z) dw = / F(@) dz + f f(@) da.

Jedes Integral kann demnach in mehrere zerlegt werden
durch Zerlegung des Integrations-Intervalles,

Hierin spricht sich deutlich aus, dass ein bestimmtes Integral
seinen Werth dndert, wenn man seine Grenzen éndert. Denn es
ist nach (9) das zwischen den Grenzen a und & genommene Inte-
gral verschieden sowohl von dem Integral zwischen a und ¢, als
auch von dem Integral zwischen ¢ und b. Es liegt daher der Ge-
danke nahe, zu untersuchen, wie ein bestimmtes Integral sich mit
seinen Grenzen #ndert. Zun#chst suchen wir nach der Abhingig-
keit des Integrals von seiner oberen Grenze. Wir setzen

(10) "= / F(z) da,
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b4k b+h
W —ff(x) dx=ff(x> dw+/f(x> dz.
Also ist
b+h
u’—u:/f(x)dx:h.f(b+ha)
und ’b
R =0+ ko)
fiir 1>¢>0.

Wird hier aber A immer kleiner, so nihert sich die rechte
Seite der letzten Gleichung dem Werthe f (0) und auf der linken

erhalten wir den Dlﬂ'erentlalquotlenten ou Also ist

o0
(11) % = f(b).

Dann geben wir der unteren Grenze des Integrals (10) einen
Zuwachs und erhalten

Es ist aber auch 4 = — f f(z) dz, und folglich
b

(12) U — — fla)

Eine dritte Aenderung des Integrals kann herriihren von einer
Aenderung der Function selbst, die unter dem Integralzeichen
steht. Es sei f (r,0) diese Function. Zun#chst soll sich nur «
indern, so dass wir z. B. nur von einer Curve auf die andere
iibergehen, ohne dass sich zugleich Anfang und Ende der Curve
dndern solle. Wir haben demnach

(13) u =ff(x,oc) dz,
u’:ff(x,a—f— h) dz,

also W —uzf{f(x,a+ h)—-f(x,u)} da,
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[
and u—h—u:/'f(x,a—{—hgb—f(x,a) iz

!
Lésst man % ins Unendliche abnehmen, so ist Y —h— Y der
Differentialquotient von # nach o und auchf (@, u—l—h})%—f (@, %)

der Differentialquotient der Function f (z, #) nach «. Wir haben
demnach

b
(14 u- [uad,,

Diese Operation hat schon Leibniz gemacht. Er nennt sie
differentiare de curve in curvam, d. h. von einer Curve zu einer
unendlich nahen ibergehen. Man nennt diese Rechnung auch
Differentiiren unter dem Integralzeichen.

Jetzt ist es leicht, die Aenderung des Integrals zu finden, die
von einer gleichzeitigen Aenderung aller drei Grossen a, b, f (%)
herrithrt. Wir nehmen an, dass alle drei Grossen von & abhin-
gen. Wenn wir aber einen Ausdruck haben, der mehrere Grossen
a, b, ¢ ... enthélt, und jede dieser Grossen von « abhingig ist, so
findet sich

dF(ab,c...) 8Fda 06Fdb , oF de
" da  ~dade T o0 dw T Geda T

Sind also in dem Integral (13) auch a und & Functionen von
o, 50 haben wir

) = (LD ait f00) T — fen e

In dieser Formel sind die friitheren speciellen Resultate mit
enthalten,

g 8.

Unendlichwerden der Function unter dem Integral-
zeichen.

Die in §. 2 gegebene Definition des bestimmten Integrals ist
nicht mehr zutreffend, wenn die unter dem Integralzeichen stehende

Riemann. Partielle Differentialgleichungen. 2
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Function fiir einen Werth 2 =—c¢ zwischen a und b unendlich wird.
Dann hat das bestimmte Integral

/. Foda

im allgemeinen keinen Sinn mehr. In einem Falle ist man jedoch
iibereingekommen, ihm noch eine Bedeutung unterzulegen. Wenn
nédmlich %; und %, beliebig gewihlte positive endliche Zahlen sind
und ¢ ebenfalls positiv und vorldufig endlich, so haben die In-
tegrale

/f(ac)dx undc[;{s(x)dw

nach §. 2 eine bestimmte Bedeutung. Ihre Werthe sind endlich
und im allgemeinen von %, ¢ und resp. k, ¢ abhéingig. Nihert sich
nun bei unendlich abnehmendem & die Summe
c—k e
Jr@ar+ f f @)z
c+kge
einer bestimmten endlichen Grenze, die von den willkiirlichen
Grossen £, und %, unabhingig ist, so versteht man unter dem be-
stimmten Integral
b
[r@az
eben diesen Grenzwerth,
Als Beispiel betrachten wir das bestimmte Integral

b
dx

a’

a

dessen Werth in §. 3 bereits ermittelt ist. Wir haben dort nur

k = — p zu setzen und erhalten
b

fdx b=k — gl—w
2 1—u

Ist w > 0, so w1rd die Function
1
3
unendlich gross fiir # = 0. Es tritt also der oben betrachtete
Fall ein, wenn # = 0 nicht ausserhalb der Integrationsgrenzen a
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und b liegt. Dann wird eine besondere Untersuchung néthig. Es
sel = 0 und & positiv. Dann haben wir fiir ein positives k¢
bdx br—e Ir—wgl—s

™ 1—g 11—

ke
und es fragt sich, welchem Grenzwerthe die rechte Seite fiir ein
unendlich abnehmendes & sich anniihert. Dieser Grenzwerth ist
nur dann von % unabhéngig, wenn lim & —# — O wird, d. h. wenn
g < 1ist. Dann haben wir also

b

iz _ b=

[

I >up >0
§. 9.

Unendlichwerden der Grenzen.

Es ist noch die Frage zu beantworten, was man unter dem
bestimmten Integral zu verstehen habe, wenn eine der Grenzen,
z. B. die obere Grenze, unendlich gross wird. Alsdann betrachten
wir zunéichst das bestimmte Integral

S

unter der Voraussetzung, dass k eine beliebige positive endliche
Constante und ® positiv sei. Dieses Integral hat eine bestimmte
Bedeutung, wenn f () innerhalb der Grenzen continuirlich ist und
die Grenzen a und k » endlich sind. Nihert sich dann der Werth
dieses Integrals bei unendlich wachsendem @ einer bestimmten
endlichen Grenze, die von % unabhiingig ist, so wird dieser Grenz-
werth das bestimmte Integral zwischen den Grenzen a und © ge-
nannt.
Wir betrachten als Beispiel das Integral

ko
do _ (ko) ~¢ _ ai=k
" 1 —up 1 —pu

a

Darin miissen ¢ und % @ positiv genommen werden. Bei unendlich

wachsendem o nihert sich ®—* nur dann der Grenze 0, wenn
2*
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@ > 1ist. Dann wird der Grenzwerth der rechten Seite von k
unabhiingig und wir haben

mdx _outT

o —1
w > 1.
8. 10.

Das Doppelintegral.

Wir haben jetzt noch die doppelten oder uberhaupt die viel-
fachen Integrale zu besprechen. Denken wir uns eine Function
von zwei Verdnderlichen,

z=f(%y)
also geometrisch die dritte Coordinate einer krummen Fliche zu
zwei anderen z und y, und es sei f (z,y) endlich und continuirlich
fiir jede Werthencombination (x,y), in welcher z zwischen @ und b,
y zwischen ¢ und A liegt. Die Gleichungen z—=a, x—5b,y=g,y="h
legen vier Ebenen fest, die rechtwinklig auf der xy-Ebene stehen
und einander paarweise parallel sind. Diese vier Ebenen und die
beiden vollstindig begrenzten Flichenstiicke, welche sie aus der
krummen Fliche und aus der zy-Ebene herausschneiden, bilden
die Begrenzung eines Raumes von vollig bestimmtem Inhalt, der
sich folgendermaassen berechnen lasst.

Wir schalten zwischen 2 = « und z = b die Zwischenwerthe
Xy, Ly -+ . Ty—1, zwWischen y = ¢ und y = & die Zwischenwerthe
Yis Y25+ - - Y —1 €in, 50 dass

a < < Xy < Tp—y < Db

(/< 7/1 <?Jz ] <ym—-—1< k
Legen wir dann durch die Theilpunkte auf der 2-Axe Ebenen pa-
rallel zur yz-Ebene und durch die Theilpunkte auf der y-Axe
Ebenen parallel zur zz-Ebene, so zerschneiden diese Ebenen den
zu betrachtenden Raum in m % prismatisch begrenzte Raumtheile.
Jeder Theil hat zur Grundfliche ein in der zy-Ebene liegendes
Rechteck und zur gegeniiberliegenden Begrenzung ein auf der
krummen Fliche liegendes, krummlinig begrenztes Viereck (Fig. 2).
Wir bilden nun das Product

(Z'v«l—l — .’l,‘,,) (?/M+1 _”yn)f(xw ?/#)
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und zwar der Reihe nach fiir alle ganzen » von 0 bis # — 1 und
fir alle ganzen g von 0 bis m — 1. Die Summe der so entstehen-
den mn Producte weicht von dem gesuchten Rauminhalte um so
weniger ab, je kleiner die Differenzen (z, +, — z,) und (Y. +1—9,)

Fig. 2.

2 Xy Xy b

genommen werden. Die Summe gibt den Rauminhalt selbst, wenn
die Differenzen unendlich klein sind. Dieser Grenzwerth, dem sich
die Summe um so mehr annihert, je kleiner man die Differenzen
(%, +1 — 2,) und (y,+1 — ¢,.) nimmt, heisst das Doppelintegral

und wird mit
b h
f/f(x,y) dz dy
a g

bezeichnet. Die Definition des Doppelintegrals lautet also

b h
(16) [ o) dz iy
« g
n—1m—1
= lim E Z (@ +1— @) Y41 — Yu) f (20, Y-
v=0u=0

Die Doppelsumme ldsst sich in zweifacher Weise berechnen.
Entweder nimmt man zunichst alle Glieder, die dasselbe z enthal-
ten, und summirt also zuerst in Beziehung aufy. Der Grenzwerth,
dem sich diese Summe anndhert fiir limm = o, ist das einfache

Integral
h
f f (@ny) dy
g
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multiplicirt mit (2, 11 — 2,). In dem gewonnenen Resultat setzt
man v der Reihe nach = 0,1, 2,...# — 1 und summirt. Der
Grenzwerth der Summe fiir lim n =— o ist dann das gesuchte
Doppelintegral. Bei diesem Rechnungsgange ist dasselbe also

='/bdx{fhf(x,y)dy}~

Oder aber man nimmt zuerst die Summirung iiber alle z und
dann erst die Summirung iiber alle y vor. Dadurch wird das

Doppelintegral
= [ay 'ff(x,y) dx}~

a
Nun ist aber

Z(xu+l —.’L',,) {2 (?/M+l - ?/u)f(xv, yﬂ-)}

v=20 w=0
m—

= (yﬂ--l-l—'yﬂ-) {E (x,,+1 — xv)f (x4, ?/p.)}a

w=0

und diese Gleichung behilt ihre Giiltigkeit, wie klein man auch
die Differenzen (2,+; — «,) und (¥.4+, — y,) nehmen moge.

Folglich haben wir auch
3
f f (@, _1/) d x}

(17) fdx ‘fhf(x,y) dy} =fdy

Dieser Satz enthilt eins der wichtigsten Principien fiir die Berech-
nung von bestimmten Integralen.

Wird fiir eine Werthencombination (2, %') innerhalb des Ge-
bietes der Integration die Function f (z, y) unendlich, so kann im
allgemeinen von dem bestimmten Integral nicht mehr die Rede
sein. Man schliesst dann von der Integration ein prismatisch be-
grenztes Gebiet aus, das die Unstetigkeitsstelle in sich enthilt,
Dies Gebiet ist zunéchst so zu wihlen, dass seine zur z-Axe pa-
rallele Begrenzung nirgends unendlich lang ist. Das so modificirte
Integral hat eine bestimmte Bedeutung. Es fragt sich dann, ob
sein Werth sich einer bestimmten endlichen Grenze nihert, wenn
man den Querschnitt des ausgeschlossenen Gebietes in beliebiger
Weise unendlich klein werden lésst. Ist ein solcher Grenzwerth
vorhanden, der zugleich unabhingig von der Weise ist, in welcher
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man jenen Querschnitt unendlich klein macht, so nennt man die-
sen Grenzwerth das Doppelintegral.

Fiir den Fall, dass nicht alle Integrationsgrenzen endlich sind,
hat man den in §. 9 vorgezeichneten Weg einzuschlagen.

§ 11.

Herleitung des bestimmten Integrals
aus dem unbestimmzten; Benutzung des Doppelintegrals
zur Werthermittlung des einfachen Integrals.

Fir manche Functionen kann man das bestimmte Integral
angeben innerhalb zwei beliebiger Grenzen a und b, fiir andere
lasst es sich nur unter gewissen Voraussetzungen darstellen. Wir
untersuchen also, wann wir im Stande sein werden, fiir ein be-

stimmtes Integral
b
u = / f(z)dx

den Werth anzugeben, welches auch die Grenzen ¢ und b sein
mogen.

Denken wir uns den Fall, man wiisste eine Function ¢ ()
anzugeben, die auf dem fiir b zuldssigen Werthengebiete iiberall
endlich und stetig variabel ist, und deren Differentialquotient an
jeder Stelle desselben Gebietes mit £ (b) iibereinstimmt, also

do@®

129 ~ro)
dann unterscheiden sich die beiden Functionen % und ¢ () nur
durch eine additive Constante: es ist

u=0q () 4 ¢

Liegt nun a innerhalb des Werthengebietes, fiir welches ¢ (b)

endlich und stetig variabel ist, so darf man in der letzten Gleichung
speciell @ statt b setzen. Das Integral w wird in diesem Falle zu
Null, weil seine Grenzen zusammenfallen. Wir haben

[t@as=0=9@+c

und daher ist
u=9()— ¢)
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Man nennt aber eine Function ¢ (z), welche durch ihre Derivation
eine andere f (z) erzeugt, das unbestimmte Integral

[1@dz=9 @+

Wenn also das unbestimmte Integral sich angeben
ldsst und endlich und stetig verdnderlich ist fiir ein
Werthengebiet der unabhidngigen Variablen z, wel-
ches die Grenzen ¢ und b des bestimmten Integrals in
sich begreift, so kann man das bestimmte Integral aus
dem unbestimmten herleiten. Man hat die Werthe
durch Subtraction zu verbinden, welche das unbe-
stimmte Integral annimmt, wenn man stattzdie obere
und die untere Grenze der Integration setzt.

Wiire dies der einzige Weg, das bestimmte Integral zu finden,
so gibe es gar keine besondere Disciplin der bestimmten Integrale.
Aber in vielen Fillen kann man den Werth des bestimmten In-
tegrals ermitteln, wihrend das unbestimmte Integral sich nicht
finden ldsst. Ein wichtiges Hilfsmittel fiir diese unabhingige
Herstellung bestimmter Integrale ist der im vorigen Paragraphen
abgeleitete Satz von der Umkehrung der Integrationsordnung bei
doppelten Integralen. Hiervon wollen wir einige Beispiele nehmen
und zwar solche, deren Resultate wir weiter gebrauchen werden.

§ 12.

Beispiel

Haben wir das Doppelintegral

//xw dz dy

zu betrachten, so ldsst sich die Integration in Beziehung auf 2
zwischen beliebigen Grenzen ¢ und b ausfithren. Denn es ist das
unbestimmte Integral

xxy
Y—1 —_ — i
/x dz Y L ¢,

b
Y Y

also




§. 12. Beispiel. 25

Soll nun die Integration nach y zwischen den Grenzen g und
h ausgefiithrt werden, so haben wir

h b h
fdy{fxy—ldx}szy‘“”d
g9 a g y

Das letzte Integral ldsst sich aber unbestimmt nicht ermitteln,
wenn iiber o und b nicht besondere Voraussetzungen gemacht
werden. Wir konnen dber das vorgelegte Doppelintegral in an-
derer Ordnung schreiben, also zuerst

fxy—l dy

1
s also haben wir dann

l

A h—1 1
gy T — ATt

fxy dy——_——lgx

..,
suchen. Dies ist

g9
und das Doppelintegral ist

b l 3 3 I bxh—l____xg—l
/dx]/xy dyjz/‘"_l?a:——dx

Auch hier kann man auf der rechten Seite das unbestimmte
Integral nicht herstellen. Wir haben aber eine Relation zwischen
zwei Integralen gewonnen, nemlich

b h
h—1 ___ - —
fwdx _ (¥ aydy_
lg = Yy

@ g
Das Integral rechts ldsst sich nur dann ermitteln, wenn die trans-
scendenten Ausdriicke unter dem Integralzeichen wegfallen, und
dies findet statt, wenn ¢ = 0, b = 1 gesetzt wird. Dadurch er-
halten wir

]___ag 1
(18) f o dx—f—dy—lj—
0

Doch miissen hier % und g¢ belde positiv sein. Denn nur in
dem Falle, dass wir von g nach % nicht durch 0 hindurchgehen,
ist das Integral
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auszufithren, weil sonst 1 = o
Y
wird bei y = 0,
§. 13
Beispiele.

Wir haben /‘e-”dx S + ¢

—a

Hier konnen wir also ein bestimmtes Integral aus dem unbestimm-
ten finden, indem wir fiir  einmal die obere, einmal die untere
Grenze einsetzen und die Resultate durch Subtraction verbinden.
Die Potenz e—2= vereinfacht sich aber in dem Falle, dass z =
oder x = 0 ist. Nehmen wir also diese beiden Grenzen und
beachten, dass e—a-® = (), e—¢-° = 1 wird fiir ein positives qa, so
ergibt sich .

(19) fe—“w dw:% a > 0.

0
In derselben Weise erhalten wir

/e_(a“V:;)x Az — e—(a+3V2)e 1.
—(a+2Y =1

Setzen wir auch hier die Grenzen 0 und o und nehmen @ positiv,

weil nur in diesem Falle die Function an der oberen Grenze nicht

unendlich wird, so haben wir

@

—(a+0V—1)z —_ 1
(20) /e( _)dx_a+bv:__l, a > 0.
Hieraus gehen noch zwei specielle Gleichungen hervor, indem wir
das Reelle und das Imaginire separiren. Es ist nemlich einerseits
e—(@+vV=1)e — g—az(cos bx — V=1 sin bzx)
und andererseits .
1 _a— bV —1
st V=1 @+
Folglich ergibt sich

1) fe—'” €0S bxdx:-ai,—_({l_?a a > 0.
0

(22) /e-“x sinbrdx = E%—W' a>0.

0
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8 14.
Beisgpiel

Wir haben nach der Formel (19)

fe—y”dx = ~1—s
)

0

unter der Bedingung, dass y positiv sei. Diese Gleichung konnen
wir auf beiden Seiten mit einem von y abhingigen Differential-
ausdruck multipliciren und darauf integriren, wenn nur die Bedin-
gung erfiillt wird, dass y positiv bleibe. Wir wollen z. B. nehmen

o B - l
/%dyzfsmﬂydy fe*”dx
;Y l

g 0

@D

fhdy {fe"w sin fy dx‘
g 0
:fclx {fe‘y” sin ﬁyd?/}'

g

Wir thun nun besser, zu particularisiren, indem wir g = 0,
h = o setzen. Dann ist also

=)

‘/'Smyﬁydy:fdx{/e—xy sin ﬁydy}.
o

0 0

Das innere Integral auf der rechten Seite ist nach (22) bekannt,
wenn wir x positiv voraussetzen. Der Werth des inneren Integrals
ist dann

_ B
a4 Y

und wir haben also noch
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zu suchen. Das unbestimmte Integral lisst sich ausfithren. Es ist
_Pdz

PR

Wenn wir hier aber zu dem bestimmten Integral iibergehen,

so miissen wir auf das Vorzeichen von f Acht geben. Es wird
fir z = o

=arctg%+c.

z /
arc ty F = + 50
wenn f positiv, dagegen
arce tg v = z
F= T
wenn B negativ ist. Fiir £ = 0 fillt beide Male arc tg % weg.

Wir erhalten also

) + 5 fiir >0,

(23) /Mdy——— 0 , ﬁ:()a
0 y T

_'E' ” V<0-

Hier stossen wir zuerst auf ein Phiinoren, das sehr interessant
und wichtig ist. Das Integral (23) héngt nemlich von der darin
vorkommenden constanten Grdsse f ab. Der Werth des Integrals

Fig. 3.

woly

B

ist 4 -g fiir jedes positive 8, unabhéngig von dem Zahlwerthe von §;

er ist — % fiir jedes negative B, ebenfalls unabhéingig von dem
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Zahlwerthe von f; er ist 0 fiir § = 0. In Bezug auf g findet also
in dem Werthe des Integrals eine Discontinuitiit statt, ein Sprung
oder eigentlich zwei Spriinge neben einander. Diese Erscheinung
kann man sich auch graphisch darstellen, indem man g als Ab-
scisse, den Integralwerth als Ordinate einer Curve betrachtet
(Fig. 8). Fiir negative Abscissen ist diese Curve eine Parallele

zur Abscissenaxe, im Abstande g unterhalb, fiir positive Abscissen

g oberhalb, und der

Punkt der Curve fiir = 0 fallt isolirt in den Anfangspunkt der
Coordinaten.

eine Parallele zur Abscissenaxe, im Abstande

§ 15.
Beispiel

Eine #hnliche Discontinuitéit haben wir bei dem Integral

-

fﬁ@:;_g_ cos yy dy.

0
Es ist hier sin y cos yy = —12— {sin T+7)y+sin(l—y) ?/}

Also zerfillt auch das bestimmte Integral in zwei andere

msmy _lfsm dA+»y
{/———y cosyyaly__20 Yy dy

1 fsin(l—p)y ,
+20f y v

Die beiden Integrale rechts sind von der Form (23), und wir kon-
nen nun drei Fille unterscheiden.

Ist y > 1, so ist (1 4+ p) positiv, (1 — ») negativ, also die
Summe der beiden Integrale = 0.

Ist 1 > y > — 1, also (1 4 y) positiv und (1 — ) positiv,
so werden beide Integrale einander gleich und beide positiv, sie

geben also die Summe -4 72—5

Ist endlich y << — 1,s0 wird 1 4+ 9 << 0, 1 — y > 0, also
sind die beiden Integrale entgegengesetzt gleich und ihre Summe = 0.
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Also erhalten wir

0 fiir y > 1,
(24) /Smycosyydyz g w 1 >9>—1,
P Y
0 » —"1>’}’-

Hier wiirde p als Abscisse, der Integralwerth als Ordinate
einer Curve angesehen werden konnen (Fig. 4). Diese Curve ist

Fig. 4.

5 *

iz
i4

= > 3

4
2
Abscissen zwischen — 1 und 4+ 1, sie fillt dagegen mit der Ab-
scissenaxe zusammen fiir alle Abscissen, deren absoluter Betrag
grosser als 1 ist. Fiir y = 4 1 ist der Integralwerth weder 0

eine Parallele zur Abscissenaxe, im Abstande = oberhalb, fiir alle

noch -g, sondern das arithmetische Mittel von beiden, g Denn fiir

y = 4+ 1 wird das zweite der obigen Integrale — 0, das erste

4
Die Punkte der Curve fiir y = 4 1 sind also isolirte Punkte im

= ZIt’ und fiir y = — 1 wird das erste = 0, das zweite — z.

Abstande + Z—tvon der Abscissenaxe.

Man kann das Resultat auch schreiben

(0 fiir py > 1,
m 3o 7="1
(25) %/Sizycosyydyz 1 ,1>y>—1
) %»y————l,
0, —1>9.

Dies Integral hat also eine merkwiirdige Discontinuitét.
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§. 16.
Einfiihrung neuer Variabeln. Beispiel.

Bei jedem bestimmten Integral kann man eine andere Ver-
dnderliche einfiihren, welche der ersten proportional ist, wenn
man nur die Grenzen und das Differential danach #ndert. Z. B. fiir
z = ky wird

fhf(w)dx =ff(lfy)kdy-

Von diesem Satze wollen wir sofort eine Anwendung machen.
Wir gehen aus von den Formeln (21) und (22). Schreiben wir
in (21) y statt a, so ist die Formel giiltig, wenn y grisser als 0
bleibt. Wir multipliciren mit sin Ly dy auf beiden Seiten und
integriren von ¥y — 0 bis », was nach der fiir y gefundenen Be-
dingung erlaubt ist. Es ergibt sich

ysmky ios ha dx "v/?p—w $in kudil'
/ — xdr g yay
y? + R o ‘ lo l

Auf de1 rechten Seite lisst sich aber das in der Klammer enthal-

tene Integral ausfithren nach (22), da x positiv bleibt. Es wird
also

ysmky Ak cos ba

Dies ist freilich nur eine Gleichung zwischen zwei Integralen, von
denen jedes einzelne ohne weiteres nicht ausfiihrbar ist. Durch
eine kleine Verdnderung konnen wir sie jedoch so umgestalten,
dass sich wirklich der Werth der Integrale ermitteln lasst. Setzen
wir auf der linken Seite der letzten Gleichung

v—"2
Y= 5
damit der Sinus auf der rechten Seite und der Cosinus auf der

linken dann zu demselben Bogen gehiren, so erhalten wir unter
dem ersten Integral
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x sinbx <§_>2d __xsinbx
vy BT

Fir die Grenzen miissen wir nun die entsprechenden Werthe
suchen, Soll die obere Grenze + o werden, so miissen wir fiir
b und % dieselben Zeichen voraussetzen. Die untere Grenze wird 0.
Danach erhalten wir aus (26)

*k cos ba A x sin b (b
Zwischen diesen beiden Integralen finden wir leicht eine weitere

Relation durch Differentiation unter dem Integralzeichen. Setzen
wir nemlich

dzx.

A cos bz
(28) u :0 m dx,

so wird

du P x sin b d
b — T O
[
Also erhalten wir die Gleichung
ku —= — —

oder

Daraus geht durch Integration hervor
kb= —1lgu+lgc

U = ce—kb,

oder

worin ¢ die Integrationsconstante bezeichnet, die aber nur von &
unabhéingig zu sein braucht. Um ihren Werth zu bestimmen,
haben wir einen Fall zu suchen, in welchem der Werth des Inte-
grals bekannt ist. Ein solcher Fall ist § = 0. Dann wird einer-

seits u = ¢, andererseits
f k? + x?

Nun ist aber das unbestimmte Integral

dx 1
P 7 are tg/ -+ const.
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An der untern Grenze erhalten wir immer 0, an der obern aber

1, wenn k positiv ist, dagegen —f, wenn % negativ ist. Es er-
2% 8O8°1 3%

gibt sich also k¢ = 1 %, je nachdem % positiv oder negativ ist.

Wir erhalten demnach, da jedes der Integrale in (27) = ku ist:

. 4+ Z e—vkfiir b > 0,k > 0,
zsinbzx 2
@) JEra =) 4
o -—-—2—8""7‘,,b<0,k<0.

Zu diesem Resultate sind wir von der Gleichung (26) aus ge-
langt, indem wir die Substitution

y—=2
Y =%

anwandten, die aber nur zulissig erscheint, wenn % > 0 ist. Wir

konnen jedoch das Resultat von dem Vorzeichen von % unabhéingig
machen. Es ist nemlich nur zu bemerken, dass auf der rechten
Seite der Exponent von ¢ in beiden Fillen wesentlich negativ ist.

Bezeichnen wir also mit V%2 die positive Quadratwurzel aus &2, so
kénnen wir die Gleichung (29) auch so schreiben:
x
% = e—¥Ve fiir b > 0,
x sin bz T3 >

(30) —dx =
0 k? | 22

—%e“’ﬁ s b <<O.

In dieser Gleichung kommt die positive oder negative Zahl k selbst
gar nicht mehr vor, sondern auf der einen Seite nur ihr Quadrat,
auf der andern nur ihr absoluter Zahlwerth. Die Gleichung (30)
ist demnach allgemein giiltig. Man kann sich davon auch auf dem
folgenden Wege iiberzeugen. Ist

b
7“;‘ < 07
so substituiren wir auf der linken Seite von (26)

y=—7 2

k
und erhalten dadurch statt der Gleichung (27)

@

Ak cos bx z sinbzx b
27%) — ——-—-——da::/——dx (—<0)-
J T J B E
3

Riemann, Partielle Differentialgleichungen.
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Bezeichnen wir dann wieder das Integral (28) mit u, so ergibt

sich jetzt
d
dz =+ ku,

und folglich
u = cetkd,

Die Integrationsconstante ¢ bestimmt sich wie vorher. Es
wird wieder

14
2i57

je nachdem & positiv oder negativ ist. Wir erhalten also statt der
Gleichung (29) jetzt

A sinbax
0

I+ge+kbfurb>o,k<o,
kr+ l—ge+kb,,b<o,k>o.

Diese und die Gleichung (29) sind in (30) zusammengefasst.
Man sieht noch leicht, dass

. B
— e~ Ve fiir p > 0,

61)  u f”"”’“’ _ 2V e
R S Y,

21/k?
ist. Nehmen wir & = 0, so ist die Gleichung (27) nicht mehr
giiltig. Es wird dann der Werth des Integrals (30) = 0, weil
sin bz = 0 ist fiir jedes . Das Integral (31) hat dagegen fiir

b= 0 den Werth ——.
2 Ve

Wir nehmen % positiv und addiren die Gleichungen (30) und
(31), nachdem die letztere mit % multiplicirt ist. Dann ergibt sich

we—bk fir b > 0,

cO:csz'nbx keosbx . n
oy fEmbrimlra—) 2 a0
0
0 . 0 <O,

Es findet also auch hier fiir & — 0 eine Discontinuitit statt.
Nehmen wir b als Abscisse und den Integralwerth als Ordinate
einer Curve (Fig. 5), so ist diese fiir positive Abscissen eine loga-
rithmische Linie, welche die positive Abscissenaxe zur Asymptote
hat und die Ordinatenaxe im Abstande w vom Anfangspunkte
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trifft. Fiir negative Abscissen fillt die Curve mit der Abscissenaxe
zusammen, und der Punkt, welcher zu & = 0 gehort, liegt weder

Fig. 5.

JE]

L

auf dem einen, noch auf dem andern Zweige, sondern isolirt im

Abstande % itber der Abscissenaxe.

g 17.

Beigpiel

Wir wollen noch das Integral
/ e—*c dzx
[
ableiten und zu dem Zwecke ausgehen von dem Doppelintegral

® o

f‘/e—”'w dz dy
0

0

= aue—’”‘ dx {I/we-w dy}

0 0

|l

0
Es ist nemlich bei der Integration nach z das Element des
Integrals = e—2= dz, multiplicirt mit einem Integrale, das = gar
nicht enthélt und deshalb als constanter Factor vor das Integral-
zeichen gesetzt werden kann. Ferner haben wir

3*.
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@D @

/e—” dx = [ e~vvdy,
0 0

weil es auf den Integrationsbuchstaben nicht ankommt. Das

Doppelintegral
/‘/e—”—w dx dy
[}

ist also gleich dem Quadrate des einfachen Integrals

@D

/‘e—“ dz.

0

Wenn wir jetzt statt y eine andere Variable ¢ einfilhren und

setzen
y = xt,

80 ist dy = zd¢, weil in dem Integral nach y immer z constant
ist. Die Grenzen fiir ¢ sind wieder 0 und o, und wir erhalten

f/e‘”‘w dzdy

0 0
:/dx [/e—““‘““) xdt}
—fdt {/ —xm(l-{-t?)xdx]

In dem letzten Ausdrucke ldsst sich die Integration nach z un-
bestimmt ausfithren, nemlich

/ 221+ g4 e+
—zx —
e zdr=—- == + ¢,

also

1
— 22 (14 £2) —
fe rzdr = 5 )

0
Es bleibt daher nur noch das Integral nach ¢, nemlich

f Zarctg o ==
2 + )= g 1
Folglich ist
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(33) fe—wz iz = VT;
o

Es kann hier nur das positive Vorzeichen der Quadratwurzel
gelten, weil die Function unter dem Integralzeichen wesentlich
positiv ist.

§. 18.
Beispiel
Fiithrt man in (33) statt z eine proportionale Variable ein,

z. B. durch die Substitution
x=ay, a >0,

8o ist
fe““‘” ady = K’f,
> 2
also
@® v;-[
—aayy —_——
b/.e dy 2a
und

g _1\/5
(/e ”dx_-Q— %

0
Auch hier ist die Quadratwurzel mit positivem Zeichen zu nehmen.
Aus der letzten Gleichung kann man eine Menge anderer be-
stimmter Integrale ableiten durch das Differentiiren unter dem
Integralzeichen. Differentiirt man, und zwar n-mal in Beziehung
auf «, so findet sich

R 1 3 Ip—1\ _2mt1
fe—uxm (__xx)n dx:l_;(__ (———. ...(—. )u 2
“ 2 2 2 2

oder

@0

34) /e"““x?”dle 7l.83.5...02n—1)
0

2V « 2n g

_1l/z@em! 1
“5\/2 “nl (dap
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Diese Gleichung gilt auch noch fiir » = 0, weil wir dann apf den
einfacheren Fall, von dem wir ausgingen, zuriickkommen.

Aus dem eben gefundenen Integral wollen wir noch ein ande-
res ableiten durch Reihenentwicklung. Wir nehmen
/e—““ cos Brxdx

o

und l6sen den Cosinus in eine Reihe auf, die nach geraden Poten-
zen von z fortschreitet. Dann konnen wir jedes Glied nach der
vorigen Formel berechnen. Wir erhalten

/e‘““ cos frdzx —fdx eax® Z( (2[;;;6'2)”

Z ((_2-,’]/)1)”/ —ax2 p2n
E( g 11 /= w1

@2n)! 2 & “nl (do)y

=3Vi3aGE
d. h.

1\/7: 88
¢ —axx —_— 4a
(85) /e cos frdz = 5V ¢

0

worin f keiner Beschrinkung unterliegt, aber\/% positiv zu neh-

men ist,
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Unendliche Reihen.

§. 19.

Definition der convergenten unendlichen Reihe.

Wir gehen jetzt iiher zu der Entwicklung von Functionen in
sogenannte trigonometrische Reihen, d. h. in Reihen, welche fort-
schreiten nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen der ver-
dnderlichen Grosse. Bevor wir diese Entwicklung vornehmen, ist
es zweckmiissig, einige allgemeine Betrachtungen iiber die Conver-
genz unendlicher Reiben vorauszuschicken.

Es sei
Sp=ay + a, + ay + --- + Q.
Ist dann lim s, — ¢ fiir n = o und ¢ eine bestimmte end-
liche Zahl, so heisst die unendliche Reihe

a + ay + ay + -+
convergent, und ¢ ist ihre Summe.
In diesem Falle hat man fir lim n = o

lim (Sn — Sp—1) = 0,
und
lim (sn+m - Sn) =0,
wie gross auch m gewihlt werden mége. D.h. mit anderen Worten:
in einer convergenten unendlichen Reihe ist
lim a, = 0,

Um (@1~ @nya 4+ o+ anym) = 0.
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Wir betrachten zunichst eine Reihe, deren Glieder simmtlich
positiv sind,

(36) P+ p+p2 -

und fragen, unter welchen Bedingungen sie convergire. Wir setzen

S =200+ p1 + P2+ - + pa-
Die Bedingung, dass lem p, — O sei, geniigt hier nicht, um
die Convergenz der Reihe zu sichern. Man iiberzeugt sich davon
an der harmonischen Reihe

1 1 1 1
Hier ist lim% = 0. Aber die Summe der Reihe wird unendlich

gross, wenn % ins Unendliche zunimmt. Denn man kann den Bruch

—i— durch ein bestimmtes Integral ausdriicken:

1

] =1 duax,

n

[}
Dadurch erhilt man
1
1 —
Sn :‘ j— d./l),

und diese Summe nihert sich fiir wachsende n der Grenze

1
lims—/ dz
e n — .
. 1—2

Die Function unter dem Integral wird an der obern Grenze un-
endlich. Wir nehmen also statt dieser obern Grenze 1 — kg,
indem wir mit % eine willkiirliche positive Constante und mit ¢
einen positiven echten Bruch bezeichnen, welcher der Null beliebig
angendhert werden kann. Das unbestimmte Integral ldsst sich
herstellen, es ist

dx .
und daher

1—Fke

dx
J 11—z
o

=—lg(l—1—Fke) =—lgke.

Lassen wir nun ¢ in 0 iibergehen, so wird

lim (— lgke) = + o.



§. 20. Eintheilung der convergenten Reihen. 41

Wir miissen demnach zu der Bedingung, dass lim p, = 0 sei,
noch eine andere hinzufiigen. Lisst sich nun eine endliche Zahl
A angeben, so dass

lim s, < A
bleibt, so folgt daraus die Convergenz der Reihe. Denn es muss,
da simmtliche Glieder der Reihe positiv sind, die Summe s, zu-
nehmen mit wachsendem n. Lassen wir aber eine verénderliche
Zahl z das Intervall von O bis A stetig wachsend durchlaufen, so
muss sich dabei ein Werth z — ¢ finden, der so beschaffen ist, dass
lim s, die Werthe von z noch iiberschreitet, die kleiner sind als ¢,
dagegen die Werthe nicht erreicht, die grosser sind als ¢. Dann ist
lim s, = ¢
und deshalb die Reihe convergent.

Bringt man die Glieder der Reihe (36) in irgend eine andere
Anordnung, so fragt es sich, ob dadurch der Grenzwerth von s,
geandert werde. Es zeigt sich, dass dies nicht der Fall ist. Denn
man braucht nur in der neu geordneten Reihe bis zu einer Stelle
zu gehen, der alle Glieder mit dem Index < » -+ 1 vorhergehen.
Als Summe der Glieder bis zu dieser Stelle erhilt man dann einen
Werth, der entweder = s, ist oder noch niher an ¢ liegt, als s,,.
Daher nahert sich auch hier die Summe derselben Grenze ¢, wenn
man % ins Unendliche wachsen ldsst. D. h. die Summe der Reihe
ist unabhiingig von der Anordnung der Glieder.

8. 20.
Eintheilung der convergenten Reihen in zwei Classen.

Wir betrachten die Reihe
(37) ao+a1+a2+a3+---,

welche positive und negative Glieder enthalten soll. Die positiven
Glieder fiir sich mogen eine Reihe bilden

(38) Do+ P (lim pa = 0),
und die negativen Glieder fiir sich eine Reihe
(39) — Q% — @ — Qg (lim gn = 0).

Bei der Untersuchung iiber die Convergenz der Reihe (37)
sind vier Fille zu unterscheiden, nemlich
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1. die Summe der Reihe (38) ist unendlich, die Summe der
Reihe (39) endlich;
die Summe von (38) ist endlich, die Summe von (39) un-

o

endlich;

8. die Summe von (38) und die Summe von (39) sind beide
endlich;

4. die Summe von (38) und die Summe von (39) sind beide
unendlich.

Im ersten und zweiten Falle ist die Reihe (37) divergent, ihre
Summe ist im ersten Falle + oo, im zweiten Falle — .

Im dritten Falle ist die Reihe (37) convergent, ihre Summe
unabhéngig von der Anordnung der Glieder. Man iiberzeugt sich
davon durch die folgende Betrachtung. Es sei P die Summe der
unendlichen Reihe (38), — @ die Summe der unendlichen Reihe
(39). Die Reihen (87), (38), (39) seien urspriinglich so geordnet,

dass
o ‘+‘ @ —'_ "'+ Am+n+1
=P+ P+ P
_qo —_— ql ._-.-———q”.

Wir bezeichnen die Summe auf der linken Seite dieser Gleichung
mit Sy 4 4 +1 und setzen

Po+p A + pm = Py,

%+ @+ -+ = @
Dann ist bei der urspriinglichen Anordnung der Glieder
lim Spynt1=lim (Pp — Qu) = lim P, — lim Q, = P — @,
also nach der Voraussetzung eine bestimmte endliche Zahl.

Werden nun die Glieder der Reihe (87) in beliebig verinder-
ter Reihenfolge genommen, so braucht man in der neu geordneten
Reihe nur bis zu einer Stelle zu gehen, welcher sémmtliche p mit
dem Index <C m - 1 und simmtliche ¢ mit dem Index < n 4 1
voraufgehen. Die Summe der Reihe bis zu dieser Stelle ist dann
entweder P, — @y, oder sie liegt zwischen P — @, und P, — Q.
Folglich ndhert sich auch diese Summe, wenn man die Gliederzahl
ins Unendliche zunehmen lisst, der Grenze P — ¢@.

Im vierten Falle kann man die Glieder der Reihe (37) stets so
anordnen, dass ihre Summe einen beliebigen Werth K erhilt. Man
nimmt so lange positive Glieder, bis der Werth K eben iiber-
schritten ist, dann so lange negative Glieder, bis die Summe eben
unter K herabsinkt, und wiederholt dasselbe Verfahren beliebig
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oft, so nihert sich die Summe der Reihe fortwihrend dem Grenz-
werthe K. Denn bricht man die Reihe bei einem positiven Gliede

ab, so dass

o+ A 1<K,

Pt At p>K
ist, so unterscheidet sich die Summe der Reihe von der Grosse K
um weniger als p,. Bricht man dagegen bei einem negativen
Gliede ab, so dass man

p0+"' —QV—1>I(7

.p0+"' _qv—l_QV<K
erhilt, so ist die Summe der Reihe um weniger als ¢, von der
Grosse K verschieden. Es ist aber lim P = 0 und lim g, = 0.
Wenn man also das Verfahren nur hinreichend lange fortsetzt, so
kann man die Summe der Reihe beliebig nahe an die Grosse K
bringen.

Wir haben demnach zwei Classen von convergenten Reihen
zu unterscheiden, nemlich solche, deren Summe unabhingig von
der Anordnung der Glieder ist, und solche, die je nach der Anord-
nung der Glieder eine andere Summe geben.

Zu der letztgenannten Classe gehort das folgende Beispiel.
Wir nehmen die harmonische Reihe sowohl fiir die Rethe der p
als fiir die Reihe der ¢ Wird die Reihe (37) dann so gebildet,
dass die Glieder abwechselnd positives und negatives Zeichen haben,
so hat man

M41_1+é_%+%_%0120

Nehmen wir aber stets zwei positive Glieder und darauf ein
negatives, so ergibt sich

IO R P T
= lim {:gml—:; -—-é 1} = lzm_zﬂ_

.1 1 1 1
=hm[ Ry R e i }

I 142 14

_/dw_
= [—=
1
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Man kann aber auch ganz allgemein lgk als Summe der Reihe
herstellen. Denn nimmt man stets % positive Glieder zusammen
und darauf ein einziges negatives, so ergibt sich

h‘m[1+1+...+%_1+F_%+k__1r§+...+%_%...]
1 i | ™
= 2%"*"’"%‘
1 1
— lim — g b
" m 1+_ 1+_ 1+(k—ml)m

d:c

Zu den Reihen, deren Glieder in einer bestimmt vorgeschrie-
benen Anordnung genommen werden miissen, gehoren die Reihen,
welche nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen der Verinder-
lichen fortschreiten, und diese sollen in den folgenden Paragraphen
den Gegenstand der Betrachtung bilden.

g 2l

Die Reihe, welche nach den Sinus der Vielfachen des
Argumentes fortschreitet.

Wir betrachten die Reihe
(40) a, sin x + a, sin 2 -+ ay sin 3z - -

Eine solche Entwicklung scheint mit der nach Potenzen von
« im wesentlichen iibereinzustimmen, sie ist aber durchaus davon
verschieden. Es wird sich zeigen, dass in der Form (40) sich selbst
solche Functionen entwickeln lassen, deren Verlauf ganz unregel-
missig ist, und die, je nachdem die Verénderliche zwischen ande-
ren Grenzen liegt, ganz verschiedene Gesetze befolgen, analog den
Erscheinungen bei den discontinuirlichen bestimmten Integralen.
Solche Reihen sind zuerst behandelt bei dem Probleme der schwin-
genden Saiten, mit welchem sich um die Mitte des vorigen Jahr-
hunderts Daniel Bernoulli, Euler, Lagrange u. a. beschif-
tigten. Bei der Art, wie Dan. Bernoulli die Aufgabe behandelte,
wurde es néthig, eine Function f(z) in eine solche Reihe zu ent-
wickeln, und zwar musste dic Entwicklung giiltig sein fiir alle
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Werthe von z zwischen 0 und . Bernoulli bestimmte die Coef-
ficienten der Entwicklung nicht, sagte aber: was fiir eine Curve
auch gezeichnet werden mége, die Ordinate miisse sich doch immer
in dieser Form darstellen lassen. Er berief sich darauf, dass in
der Reihe eine unendliche Anzahl von Coefficienten vorkomme.
War die Behauptung Bernoulli’s richtig, so musste man nach-
weisen konnen, dass die Entwicklung auch fiir die Ordinaten einer
gebrochenen Linie passt, ebenso gut wie fiir jede andere Curve.
Dies bestritt Euler, weil man auch in der Reihe
a+bxr 4 cx? 4 -

die Coefficienten nicht so bestimmen konne, dass die Linie von
einem bestimmten Punkte aus ihre Richtung plotzlich #ndere.
Dies ist freilich richtig, denn f(z) = a -+ bz stellt eine gerade
Linie dar bis ins Unendliche, aber keine gebrochene Linie. In der
That schien damals die Darstellung einer gebrochenen Linie auch
in der Form (40) nicht moglich, und Bernoulli konnte auf den
Einwurf Euler’s nichts weiter erwidern, als dass man eine un-
endliche Anzahl von Coordinaten habe und diese beliebig bestim-
men koénne,

Erst durch spitere Untersuchungen hat es sich herausgestellt,
dass es moglich ist, die Ordinaten einer gebrochenen Linie in der
Form der Reihe (40) auszudriicken. Am einfachsten ist diese Ent-
wicklung, indem man von einer endlichen Anzahl von Gliedern zu
einer unendlichen iibergeht. Man sucht also zunichst fiir einzelne
besondere Werthe der Variablen die zugehorigen Werthe der Func-
tion durch die Reihe (40) auszudriicken, ohne sich jedoch an eine
beschrankte Anzahl zu binden. Wenn man dann die Anzahl dieser
Werthe immer weiter vermehrt, so kommt man endlich zu einer
unbestimmten Anzahl. Also, geometrisch aufgefasst, bestimmt man
zuerst fiir einzelne Abscissen die Ordinate, und zwar fiir immer
mehr und mehr, und geht dann zu der unendlichen Anzahl iiber,
d. h. man nimmt die ganze Curve.

§ 22.
Summirung der »n—1 ersten Glieder. Grenzwerth fiirn—=w.

Wir wollen die Reihe aus # — 1 Gliedern bestehen lassen,
also setzen:

41) f(x) =a, sinx + a, sin2x 4 - 4 a,_; sinn — 12
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Diese Function hat den Werth 0 fir x = 0 und fiir z = =.
Wir wollen daher ihren Verlauf nur fiir solche z betrachten, die
grosser als 0 und kleiner als # sind. Unter dieser Beschriinkung
konnen wir fiir n — 1 bestimmte, beliebig gewihlte Werthe von
z die Functionswerthe in Uebereinstimmung bringen je mit der
entsprechenden Ordinate einer willkiirlich genommenen Curve.
Dadurch erhalten wir nemlich » — 1 Bedingungsgleichungen, in
welchen die n — 1 Unbekannten a,, as,+-- @y linedr vorkommen,
Diese werden sich also, allgemein zu reden, aus den Bedingungs-
gleichungen eindeutig bestimmen lassen. Wir wihlen die n — 1
bestimmten Werthe von z so, dass sie eine arithmetische Pro-
gression bilden, also

w 27x 3w ma n—1mx

ey Ty Ty e

n’ n'on n n
und bezeichnen die zugehorigen Ordinaten der Curve mit resp:

Yis Y25 Yss *** Ymy * " Yn—1-
Dann sind » — 1 Werthe der Function f(z) festgelegt durch die

Gleichungen

) () (2) (T )

Daraus ergeben sich fiir die n — 1 unbekannten Coefficienten in
(41) die Gleichungen

T . Lo T ) ]

f(i)_alsmﬁ—l—agsanE—}—---—}—a,,_lsm(n—l)ﬁ,

2= . 2 T - . 2n

f<7>:alsm7—1—%32%2—ﬁ——k---—[—an_lsm(n—1)—n—,
f<n——lvz> = alsin”—;@lln+a23in2 "—;&1“ 4

v 4 ap_y sin (n——l)”_;zl”-

Aus diesen Gleichungen haben wir die Werthe der Grossen
@y, Gy, ++- Gy_; zU bestimmen. Hierfiir hat zuerst Lagrange*)

*) Miscellanea Taurinensia. Tomus I. Recherches sur la nature et la
propagation du son. — Misc. Taur. Tom. III. Des vibrations d’une corde
tendue et chargée d’un nombre quelcongue de poids. (Pag. 247.) — Ueber
die directe Losung mit Hiilfe der Determinanten -Theorie sehe man nach
in dem Aufsatze: Solution de la question 979, par M. E. de Hunyady.
(Nouvelles Annales de Mathématiques. 2. série. Tome 11. 1872.)
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ein sehr einfaches Mittel angegeben. Wenn man nemlich jede
Gleichung mit einem besondern unbestimmten Coefficienten multi-
plicirt und dann siimmtliche Gleichungen addirt, so ldsst sich das
System der unbestimmten Coefficienten so bestimmen, dass in der
Summe alle Grossen o bis auf eine mit 0 multiplicirt sind. Im
allgemeinen wiirde die Ermittlung des Werthes der unbestimmten
Coefficienten -von einer dhnlichen Frage abhéngen, wie die Losung
der Gleichungen selbst. Fiir unsere Gleichungen aber gibt es ein
sehr einfaches Factorensystem. Um irgend ein a zu berechnen,
hat man jede Gleichung mit dem Doppelten des Factors zu multi-
pliciren, mit welchem das ¢ in der Gleichung schon multiplicirt
ist. Soll also a,, ermittelt werden, so multipliciren wir die erste

5
Gleichung mit 2 sin m% die zweite mit 2 sin m“_n’_‘ die dritte mit

2 sin m%:—z, u. s. £, die letzte mit 2 sinm n_—n_l_n und addiren die

Resultate. Es fragt sich dann, was in der Summe multiplicirt ist
mit a; fir ¥ 2 m, und was multiplicirt ist mit a,. Als Factor
von a; erhalten wir

B A T . 2 . 4
Ay =2 sink=sinm— sink— sinm —
k - . T - raian

o —1w . o — 1a
oS- sink o Smm — )
Hier lisst sich jedes Glied verwandeln nach der Formel
2simasinf = cos (¢ — fB) — cos (e ).

Dadurch ergibt sich als Factor von a;

n—lxn
n

A, = cos(k——m)%—}-cos(k——m)%—}—n-—{—cos(k—-m)

——[cos(k—{—m)g—}-cos(k—{—m)g;—{—u-+cos(k+m) n—;@l z]-
Es kommt also darauf an, zu summiren
s=co0s 0+ cos 20 4 --- 4 cos (n—1) 6.
Multiplicirt man auf beiden Seiten dieser Gleichung mit 2 cos 6
und verwandelt die Producte von Cosinus in Summen, so er-
halt man

25c0s0 =1+ cosO + cos26 + --- + cos (n — 2) 0
~+ cos26 + cos30 + cos46 + --- 4 cosnb.
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Fiir die erste Reihe auf der rechten Seite konnen wir schreiben
1 — cos (n — 1) 8 + s, fiir die zweite Reihe cosn — cos 4 s
und erhalten also aus der letzten Gleichung
281 — cos §) = — (1 — cosfl) -+ {cos (n — 1) 6 — cosn B},
oder
1 cos(n—1)6 — cosnf
S=—g T A=)

2n — 1

3 6

2 sin -;— 0 sin

11
4sm§082n§()

, 0
;s (2n——1)-2—

=—5+
2 2 sin —;— 0

Mit Hilfe dieser Formel lésst sich der gefundene Ausdruck fiir 4,
summiren, Die Formel kann allerdings in ihrem letzten Gliede die
Form 0:0 annehmen, wenn sin % 6 = 0, also @ ein Vielfaches von

2« ist. Dies tritt aber in unserm Falle nicht ein, da k& und m
beide kleiner als #» und von einander verschieden sind. Wir haben

nun einmal § = (& —m) %, und einmal § = (k+m)% zu setzen:
in beiden Fillen liegt dann der Zahlwerth von 6 zwischen 0 und 2 .
Nehmen wir nun 0 = Enf’ wo kb immer eine ganze Zahl und ent-

weder = k — m oder = k -} m ist, so wird

. hx
sm{hw— —
1 ( 2n)_
s=—gt— —Fm
2 sin —
2n
Auf der rechten Seite kann der Nenner des zweiten Gliedes nicht
=— 0 werden. Losen wir im Zihler den Sinus der Differenz auf
und beachten, dass sinhxw = 0 ist, so wird
. hm
1 2n 1
sS=—g———g— _—-2—(1+coshn).
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Dieser Werth von s ist 0 oder — 1, je nachdem % ungerade
oder gerade ist. Es sind aber ¥ — m und k¥ 4 m immer gleich-
zeitig gerade oder ungerade, und folglich haben die beiden Reihen,
deren Differenz =— A, ist, immer denselben Werth. Der gesuchte
Factor von a; ist also = 0, wenn % von m verschieden ist.

Der Factor von a,, findet sich, indem wir in A setzen k = m.
D. h. es ist

Ap=1+1+4 ... +1
n 2m n—1m
-——[cos2m - + cos2m - + - 4 cos2m - ]
Die erste Reihe ist = #n — 1. Um die Klammer in der zweiten
Reihe zu summiren, hat man in dem letzten Ausdrucke fiir s zu

setzen h =— 2m. Die Summe in der Klammer wird also = — 1,
und daher ist

Ap = n.
Wir erhalten das Resultat

(42 nan=2f(Z)sinZ 4 2/(2) sin 287 4 ..
"‘+2f( _n n)sinn——;l-mﬂ,

und darin ist der Reihe nach
m=123..n—1

2mm

zu setzen.

Gehen wir jetzt vom Endlichen zum Unendlichen iiber, so
haben wir zu untersuchen, was aus dem Coefficienten a,, wird,
wenn 7 immer mehr wichst. Es ist

2mm

an=2 Z{7 (%) sin™Z 4+ 7(52) sin20% 4 .
“+f<n—;laz>smn——1m:z}_

n

Lassen wir auf der rechten Seite n ins Unendliche zunehmen, so
erhalten wir

Um = ;—/f(x)sinmxdx.
0

Hiermit ist unsere Aufgabe gelost. Die Coefficienten in der Ent-
wicklung von f(z) sind so bestimmt, dass die Function fiir einen
beliebigen Werth von z, der grosser als 0 und kleiner als = ist,

die Ordinate einer willkiirlich genommenen Curve ausdriickt. Es ist
Riemann. Partielle Differentialgleichungen. 4
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freilich nicht gesagt, dass die Coefficienten sich immer in endlicher
Form entwickeln lassen. Aber wir haben sie doch in Form von
bestimmten Integralen. Die Entwicklung von f(z) lautet danach

48) f(x) =a sinx + agsin2x + --- + amsinmaz 4+ ---
2 L
Am == ;/f(u)smm‘ocda.
0

x>z > 0.

Die Function ist hier an gar keine analytische Eigenschaft
gebunden, sondérn kann sich an verschiedenen Stellen #ndern.
Die Coefficienten sind dann immer noch durch bestimmte Integrale,
also durch Flidchen ausgedriickt.

Hiernach konnte man den Versuch machen, mit einer Potenz-
reihe ebenso zu verfahren, d. h. eine parabolische Curve an belie-
bigen Stellen mit einer willkiirlich genommenen Curve zusammen-
fallen zu lassen und hierauf die Anzahl dieser einzelnen Stellen
unendlich zu vermehren. Dies geht aber nicht, wie man leicht
sieht, und der Grund davon liegt eben darin, dass der Uebergang
zum Unendlichen nicht ausfithrbar ist. Bei der parabolischen
Curve nihern sich die Coefficienten nicht wie hier einer bestimm-
ten Grenze, wenn man die Gliederzahl der Reihe ins Unendliche
zunehmen ldsst. Man kann also eine solche parabolische Curve
nicht mit einer gebrochenen Linie zusammenfallen lassen, wenn
man auch noch so viele Punkte auf beiden gemeinschaftlich
nehmen kann. Vielmehr schwankt fiir die dazwischen liegenden
Punkte die parabolische Curve hin und her. Also war das Argu-
ment von Daniel Bernoulli, dass er unendlich viele Coefficien-
ten habe und diese nur zu bestimmen brauche, im allgemeinen
a prior: nicht richtig, sondern er hitte nachweisen miissen, dass
jeder Coefficient sich immer einem bestimmten Werthe néihert.

Aus der obigen Entwicklung erhellt, dass die Function fiir
z = 0 und # — = nicht mehr durch die Reihe dargestellt wird.
Denn die Reihe hat fiir diese beiden Zussersten Werthe der Va-
riablen den Werth 0, wihrend die Function beliebige andere Werthe
haben kann,
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§. 23.
Beispiele.

I. Wir nehmen als Beispiel
f@) ==
Dann lisst sich das unbestimmte Integral
/f(a)sz'nmuda
leicht finden. Es ist

. 0 oS m o do
fusmmada: -4 fcosma v

m
o COS M 0 sinmo
_ — - €.
m + m? +

Hiernach erhalten wir das bestimmte Integral

T

. cosmm
awsinmado = — xn ,
m
0

n

2 . 2cosmmn

also Om = — [ asinmado — — —— .
T m
(1]

Der Cosinus ist abwechselnd — 1 und 4 1. Wir haben da-
nach die Entwicklung

-;—x — sinz — sm22x + sm33x . sm44x 4o

Fiir z = 0 sind beide Seiten der Gleichung — 0. Die Ent-
wicklung gilt also noch fiir x =— 0. Beide Seiten gehen ins Ent-
gegengesetzte iiber, wenn z mit — z vertauscht wird. Folglich ist
die Gleichung giiltig fir + = > z > — x, dagegen nicht mehr
fir z — + =.

IL. Wir kénnen auch eine Function, die von x =0 bis 2 —
constant, z. B. = 1 ist, in eine Reihe entwickeln. In diesem Falle

haben wir
. coSm o
/smmada:—— “+ e
m
w
2 . 2 1 —cosmm
also Op=— [ sinmoado — —« ——————.
n 7 m
0

4%
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Dieser Werth ist = 0 fiir ein gerades m, dagegen = 7—3—7—: fiir
ein ungerades m. Folglich ergibt sich
w __smx , sim3x |, simbx
=1 T3 Tt t
Diese Entwicklung ist fiir # = 0 und # = = nicht mehr giiltig.
Vertauscht man z mit — z, so geht die rechte Seite ins Entgegen-

gesetzte iber. Die Summe der Reihe ist also = — % fiir negative
2. Sieist = 0 fiir z = 0. An dieser Stelle findet also ein dop-
pelter Sprung statt, von % auf 0 und von 0 auf — %,
dem Positiven durch 0 ins Negative iibergeht.

III. Suchen wir nun auch die Ordinaten einer gebrochenen
Linie durch die Reihe (43) darzustellen. Sie sei zusammengesetzt
aus den Katheten eines gleichschenkligen rechtwinkligen Dreiecks,
dessen Hypotenuse das Stiick der z-Axe von 0 bis = sein mige
(Fig. 6). Dann haben wir

wenn r aus

o ki3

Ed
2

Das Integral muss hier in zwei zerlegt werden, nemlich

ff(a)sinmocdu:/f(a)sz'nmada+/f(oa)sinmadu

2

™
2 ™
=/asinmada +f(7r—oc)sinmocdoc.
b 1r
)
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Es ist aber
. o CoS m o simmo
asinmodo — — : C
L/ m + mg + )
. I COS ™ O o COS ™ 0 sinma
n — a)sinmoadoe = — — ¢
[a@—a N 4,
folglich
1;' :rcoslmz St lmn
. d 2 2 2
asimmoado — — p” -+ T
0

und

1 .1
S TCOS-MA  Sin—mm

/(n — w)ysinmodo = 2————i-_—+_2—

m m2
E}
Daraus ergibt sich

sin ; mm
/f(oc)smmudoc =2
und
.1 x
g Singm
Um = —

1 m?
Fir gerade m ist sin—;—mzr = 0, fiir ungerade m dagegen — -} 1,
wenn m — 4% -+ 1, und = — 1, wenn m =— 4n — 1list. Wir

erhalten demnach
F(z) = : {sm x sindx smbx

TR T R _+"'}
x>z > 0.

Setzen wir z = 5, so ist auch f (:c) = also

IV. Wir haben bis jetzt vorausgesetzt, dass die Function von
2z = 0 bis x = = ununterbrochen continuirlich sei. Es kann aber
auch an einzelnen Stellen ein Sprung eintreten, so dass man fiir
die betreffende Abscisse eigentlich zwei Ordinaten hat, die von ein-
ander verschieden sind, aber zunichst beide endlich sein sollen.
Das bestimmte Integral hat auch fiir solche Curven noch seine
Bedeutung. Ob wir an der Stelle der Spriinge die eine oder die
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andere Ordinate, multiplicirt mit d z, als Beitrag zu dem Integral
nehmen, ist gleichgiiltig, denn dieser Beitrag ist ja unendlich klein.
Doch darf der Sprung nur an einzelnen Stellen vorkommen, und
nach jedem Sprunge muss wieder eine stetige Strecke folgen
(Fig. 7). Wollen wir nun eine solche Function in eine Reihe nach
den Sinus der Vielfachen von z entwickeln, so haben die Integrale
bestimmte Werthe. Die Coefficienten sind also ebenfalls bestimmt.
Es fragt sich nur, welchen Werth die Reihe an einer Unstetigkeits-
stelle annimmt. Sie kann ja an dieser Stelle nur einen Werth be-
sitzen, also nicht gleichzeitig beide Ordinaten der Unstetigkeits-
stelle ausdriicken. Es ist daher néthig, von dieser Seite die Reihe
noch genauer zu beleuchten.

Wir nehmen als Beispiel eine Function, welche von #z = 0

bis z = g den Werth 1, von z =— % bis x = x den Werth 0 hat
(Fig. 8). Dann ist

Fig. 7. Fig. 8.
r |
. | | :
| i !
| i o T E 7
j i )

1 — coslmz

1— cos%mn 1
also g, —= — oy . Fiirm — 4 » ist cos M= 1, also
. . 1 2.
am=0. Fir m=4n -+ 2ist cos - maw = — 1, also a,, = =.=.
2 T m
Ist m ungerade, so wird cos —;— mx = 0, und deshalb a,, :—72;—’;1;

Daher ergibt sich
sin
fx) = ~{ + 5 sin2x -+ - 3 sm3x+ simdbr—--—= sm6x—}—---}-
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Also haben wir aus dieser Reihe
sin3zx sinbx |, simbx
+ ves

n . .
5:3maz+sm2x+ 3 -+ 5 —+ 3

mg>x>m

und
sindx sindbx smbx

0=simr 4 sin2x + 3 -+ 3 + 3 + .-

MW>x>%
Suchen wir hier nun den Werth der Reihe an der Sprungstelle,
also fiir x = %, so ergibt sich
1 1 1
t=gtg—7

und die Summe dieser Reihe ist bekanntlich % Der Werth der

Reihe liegt also an der Sprungstelle in der Mitte zwischen den
beiden Werthen der Function.

§. 24.

Die Reihe, welche nach den Cosinus der Vielfachen des
Argumentes fortschreitet.

Wie in dem Vorhergehenden die Entwicklung nach den Sinus
der Vielfachen von z vorgenommen ist, so soll nun die Function
in einer Reihe dargestellt werden, die nach den Cosinus der Viel-
fachen von 2 fortschreitet. Wir erreichen diesen Zweck am ein-
fachsten, indem wir in (43) statt f(x) schreiben 2f(x)sinz. Da-
durch erhalten wir

2f(¢)sinz =a,stnx + a;sin2x + a;sind3x 4 .-

Am = %f2f(a)sinasinmada.
0

Setzen wir nun

b;.=%ff(oc)coshada,
0
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so wird
Ay = bm_..l - bm+1,

und dadurch geht die vorige Entwicklung iiber in
2f () sinxe = (by — by) sinx + (b, — b3)sin2x -+ (by — by)stn3a -+
oder
2f (z) sinx = bysinx + by sin2x 4 by (sin3x — sinz) + ---

oo F b (sinm I 1z — sinm — 1z) 4 -
Entwickeln wir hier sin 2z = 2 sin x cos z,

sinm + 1z — sinm — 1z = 2 sinx cosmx,

und dividiren auf beiden Seiten durch 2 sin z, so ergibt sich

(44) f(o) = %bo + bycosx + bycos2z + -+ + bpcosmx 4 .-+

b = -f; /f(a)cosmada.
0

Bei der Reihe (43) fanden wir, dass sie fiir die &#ussersten
Werthe 2 = 0 und x = x die Function nicht mehr ausdriickt.
Denn es wird dort in den beiden dussersten Féllen die Summe der
Reihe — 0, wiahrend die Function von O verschieden sein kann.
Wir haben nun hier die Reihe (43) zur Entwicklung einer Function
f(x) . sinz angewandt, die fir x = 0 und # = = den Werth 0
annimmt, wie die Reihe. Hier haben wir also einen besondern
Fall, in welchem die Entwicklung fiir # = 0 und # = = noch den
Functionswerth gibt. Ob aber die abgeleitete Reihe (44) allgemein
fiir x = 0 und # = = noch giiltig ist, ldsst sich mit Sicherheit
noch nicht beurtheilen. Vorldufig notiren wir also als Giiltigkeits-
intervall der Reihe (44)

x> x> 0.

Entwickeln wir auch hier z. B. die Function f(2) = z, so

haben wir

asinmo sinma
acosmedo — —f da
m m

asinma cosm o
= Tm + m? +o

also
”

cosmm — 1
acosmod e — ———————
m? )

0
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und daher

2 cosmm — 1
bm=— " ——
1 mm

Fiir ein gerades m ist b,, = 0, fiir m = 0 wird aber

also

Daraus ergibt sich

x 4
x—g—;{cosx—{- 3 + %3 + ..

Diese Reihe gilt auch fiir die beiden Hussersten Werthe z = 0
und z = = Denn es ist

cos 3 x cosbx }

wie man leicht findet, wenn man die in §. 23 unter III. entwickelte
2
Reihe fiir %— beriicksichtigt.

Obgleich dieselbe Function sowohl nach den Sinus als nach
den Cosinus der Vielfachen von x entwickelt werden kann, so fin-
det doch ein wesentlicher Unterschied zwischen beiden Darstellun-

Fig. 9.

gen statt. Die eine Reihe wird die Eigenschaft der Sinus haben,
dass sie ins Entgegengesetzte iibergeht, wenn x mit — x vertauscht
wird, d. h. auf eine Curve angewandt, dass fiir entgegengesetzt gleiche
Abscissen auch die Ordinaten entgegengesetzt gleich sind (Fig. 9).
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Hat die Curve fiir # = 0 nicht die Ordinate 0, so besitzt sie an
dieser Stelle zwei entgegengesetzt gleiche Ordinaten. Es findet
dann also ein Sprung statt, und die Reihe gibt fiir x = 0 den
Mittelwerth beider Ordinaten, nemlich 0. Die Reihe, die nach den
Cosinus der Vielfachen von z fortschreitet, stellt dagegen eine
Curve dar, die fiir entgegengesetzt gleiche Abscissen gleiche Ordi-
naten hat, also symmetrisch zur Ordinatenaxe liegt. Wir haben
z. B. gefunden:
sin2xz , sim3zx )

x=2<smx————2———{————3————|—----

Dadurch wird (Fig. 10) die gerade Linie A OB dargestellt, welche
den ersten und dritten Quadranten halbirt, und die Entwicklung
gilt fiir # > 2 > — 7. Dagegen haben wir eben die Reihe ab-
geleitet

tao=

4 cos3x |, cosdzx

— ;(cosx + = + =% -+ )
Diese stellt von z — - = bis # = — = die gebrochene Linie
A 0 C dar, welche den ersten und zweiten Quadranten halbirt.

Man wird also, wenn eine Function nicht allein zwischen 2 = 0
und 2 = =, sondern zwischen z = — = und z = -+ 7 dargestellt
werdensoll, zu unterschei-
den haben, ob sie fiir
entgegengesetzt gleiche
Werthe von z entgegen-
gesetzte oder gleiche
Werthe annimmt. Im
ersten Falle kanon man
sie nach Sinus, im andern
nach Cosinus entwickeln.
Es kann aber noch der
dritte Fall eintreten, dass
die Function fiir entge-
gengesetztgleiche Werthe
von z weder gleiche noch
entgegengesetzte Werthe besitzt. Dieser dritte Fall bedarf noch
der besondern Untersuchung.

| &

Fig. 10.
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8. 25.
Fourier’s Reihe.

Es seien die Werthe der Function ¢ () von # == — =« bis
z = -+ = vollig willkiirlich gegeben, jedoch so, dass Spriinge nur
an einzelnen Stellen stattfinden, und dass auf jeden Sprung wieder
ein continuirlicher Verlauf folgt. Dann lisst sich ¢ (2) in eine Reihe
entwickeln, die sowohl die Sinus als die Cosinus der Vielfachen
von x enthdlt. Man kann nemlich @ (z) als eine Summe von zwei
Functionen darstellen, von denen die eine unverindert bleibt, die
andere ins Entgegengesetzte iibergeht, wenn z mit — x vertauscht
wird. Die erste Function ldsst sich dann nach Cosinus, die an-
dere nach Sinus entwickeln, und die Entwicklung ist giiltig fiir
x>« > — =z Die in Rede stehende Zerlegung ist folgende:

¢ (2) = 9 (z) +2q> (— x) 4+ 2@ —2q> (=)

Geometrisch ist dies leicht zu deuten. Wir haben drei Curven,
die von = — = bis # = -} = verlaufen. Die Gleichungen dieser

Curven sind
Y =9 (@@)+ ¢o(— 2)
Y'=9@) — o(—

y =50 +v") =9

Die erste Curve (Fig. 11) hat gleiche Ordinaten fiir entgegen-
gesetzte Werthe von x, die zweite hat entgegengesetzte Ordinaten
Fig. 11.
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fiir entgegengesetzte Werthe von z. Die Ordinaten der dritten
Curve sind stets das arithmetische Mittel der Ordinaten der ersten
und zweiten Curve.

Wir entwickeln nun

q>(x)—|—¢p(— %) _ 5 by + by cosx + bycos2x - -,
%f¢(m)+¢( cosm o d o,
Ferner
) — @(—2)

= a;Smx + asin2x 4 aysin 3z 4 ---,
__E/q)(a) — (=) sinm o d o,
07 2
0

Folglich erhalten wir

o () = —;— by -+ by cosx + by, cos2x + - + b coOsma 4 .-
~+ aysine + a, sin2z -+ -« + apsinmz + -+

Die Ausdriicke fiir die Coefficienten konnen wir noch verein-
fachen. Es ist

2 Lo+ o(—«)
Ef 2 .

2

cosmodo

=;lt-/q>(a)cosmocdoc—{——71;fq>(— o) cosm o d e,
0 0

In dem letzten Integral setzen wir — « statt o, so wird

bm-.:—,l;fq)(a)cosmada—f—-}t-fq)(a)cosmoc(— da)
0 0

w 0
:%/go(a)cosmadoc+%f«p(a)cosmada,
g L

oder kiirzer

bm = %f(p(a)cosmocdoc.
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Ebenso wird

Am = Efw(a) —9(=9) sinmada
T 2
0

= %/q;(oc)smmada — %f(p(—— a)sinmeoda
0 0
1/ : 1,0
= ;/q)(a)smmocdoc — ;/q)(u)sm(—ma)d(—u)
1 ’ m 10 0
= ;'/qa(oc)sinmocda —}—;/q;(u)sinmada
¥ C

= —}t-fq)(a)sinmad o.
Also ist unsere Reihe

(45) 9 (z) = —;-bo—{—bl cos by cos2x—~+--- b coOsmx - - -
+a; sinx+a, sin2z 4 ---+apsinmz+- .-

bm———%/q)(a)cosmada,

Om = —ali-fqp(a)smmuda,

> > — 7.
Die Reihen (43) und (44) sind specielle Fdlle. Denn wenn
@ (—z) = @ (z) ist, so werden die Coefficienten a simmtlich = 0,
und man erhilt die nach den Cosinus fortschreitende Reihe. Wenn
dagegen @ (— z) = — @ (), so werden die Coefficienten b simmt-
lich = 0, und man erhélt die Entwicklung nach Sinus.

§. 26.

Fourier's Reihe. Summirung der 2 » |+ 1 ersten Glieder.

Das Verfahren, welches wir angewandt haben, berubt auf zwei
unmotivirten Voraussetzungen, nemlich:
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1. Wenn die Anzahl der Glieder unendlich geworden ist, so
kann man nicht ohne weiteres sagen, dass die Reihe noch
convergire.

2. Selbst wenn die unendliche Reihe convergirt, so ist noch
nicht bewiesen, dass sie wirklich die Function darstellt.
Auch diese Frage bedarf der besondern Untersuchung.

Wir abstrahiren also jetzt von allem Frithern und suchen
von der Reihe (45) die Summe der (27 -+ 1) ersten Glieder zu
bestimmen, also die Summe

Sany1 = %bo ~+ bycosx + byeos2x + -+ + bpcosnz
+ a;stnx 4 agsin2z + --- + a,sinnz.
Die Glieder dieser Reihe, abgesehen vom Anfangsgliede % by, nehmen

wir in der Anordnung, dass jedesmal zwei Glieder zusammengefasst
werden, in denen dasselbe Vielfache von x vorkommt, Setzen wir
dann fiir jeden Coefficienten ¢ und & seinen Werth ein, so kann
die Summe, um die es sich handelt, folgendermaassen geschrieben
werden :

SZn+1 =

lfq)(“)da{%—{—cosoc.cosx—}—cosQa.cos2x+---+cosna.cosnx]
%

—+sino.sinx—-sin20. sin2x - sinne. cosnz
:lf¢(u)du<l+cos(a— x)—}—cosQ(a—x)—}—---—l—cosn(u—x))
TJ_ 2

Die Reihe in der Klammer ldsst sich summiren mit Hiilfe der
in §. 22 behandelten Summe s. Nimmt man dort » statt » — 1

und addirt %, 80 ergibt sich

sing (2n41)4

%—{— cos@ + cos20 4 --- 4 cosnf =

.1
2 sin 5 0
Man hat also nur § =— « — 2 zu setzen und erhilt

sin(2n -+ 1) “——}f
Sont1 = —/q)(u) de.
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Um zu entscheiden, ob die unendliche Reihe convergirt oder
nicht, haben wir in dem gefundenen Ausdrucke fiir Sy, +1 die Zahl
n = o zu setzen. Dieser Ausdruck ist ein bestimmtes Integral,
dem man nicht ohne weiteres ansieht, welchem Grenzwerthe es
sich ndhert, wenn » ins Unendliche wichst. Die Untersuchung
wird sich aber dadurch erleichtern lassen, dass wir vorher ein In-
tegral von einfacherer Form betrachten.

§. 2T,

3
Das Integral f M dg.
] sin B

Wir gehen aus von der Reihe

%-J,— cos2f -+ cos4f -+ --- -+ cos2np,

deren Summe wir leicht finden kénnen. Man hat nur in der mit s
bezeichneten Reihe in §. 22 » statt » — 1 zu nehmen und § =28
zu setzen. Dann ergibt sich die hier gesuchte Summe

— sm(2n + 1)

2smm
Wir multipliciren mit d 8 und integriren zwischen den Grenzen 0
und Z., also
2 ki

J%—{—Tlmdﬁ:f%dﬁ+/cosgpdﬁ+...+/cos2nﬂdﬁ.

Das erste Integral rechts hat den Werth %n. Die iibrigen sind
von der Form

w

2

fcos2kﬁdﬂ.

0
Es ergibt sich aber das unbestimmte Integral

fcos?kﬁdﬁ = sin22k7cﬁ +c

und folglich
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L

2

/cos 2kfdp = 0.

0

Wir gelangen also zu dem Resultate, dass
'
/‘sm(2n + 1)B if = =
sin B -2
ist, unabhéingig von dem Werthe von #». Die Function unter dem
Integralzeichen #ndert zwischen den Grenzen 0 und % der Varia-
blen wiederholt ihr Vorzeichen, und zwar nur dadurch, dass der

Zéhler aus dem Positiven ins Negative und aus dem Negativen ins
Positive iibergeht. Der Nenner bleibt positiv. Setzen wir zur Ab-

kiirzung 2 + 1 — h und zerlegen das Intervall von 0 bis % in

die folgenden:
.o
von 0 bis »
T 2n
7; ” _h_’
2z 3
T " h’

Dann hat die Function s—"—l%ﬁﬁ_—l)ﬁ innerhalb dieser neuen Inter-
valle abwechselnd positives und negatives Vorzeichen. Die Inter-
valle sind von gleicher Grosse, nemlich _az_, mit Ausnahme des letz-

ten, welches nur halb so gross ist. Wir zerlegen nun das betrach-
tete Integral in eine Summe von einzelnen Integralen, deren
Grenzen wir so wahlen, dass innerhalb derselben die Function
sim(2n + 1)

- ihr Zeichen nicht dndert. Dann haben wir
sin f3



§. 27. Fourier’s Reihe. Vorbereitung zur Summirung. 65

_1’_:_ 21r %
n__ [ sinhp smh[i sinhf
5—/ sin B dﬁ_ﬁ/ sin B ﬁ+m+_—_,_/ﬁ z:?n(i'dﬂ_f—m

h

h
+ s:?nﬁﬁdb +fsmhﬁ

sinf

n-—lir

Die auf einander folgenden Integrale haben abwechselnd
positives und negatives Zeichen, und zwar positives oder negatives,
je nachdem die untere Grenze ein gerades oder ein ungerades

Vielfaches von % ist. Setzen wir also

l'ﬂ'

(— 1)*'—f3”’“ B =0y

sinf
(V~—1)—h—

fiir jedes ganze v von v = 1 bis ¥ =n, und

™

2 .
(— mfs“?’”’ i = on

sin f

h

so sind die simmtlichen Grossen @ positiv, und wir haben die
Gleichung

b4

7= 0 — & 4o (=D evm Ao
(=1 tea + (— Dew

Der Werth des Integrals ¢,_, ldsst sich nach §. 6 zwischen
zwei Grenzen einschliessen. Wir sehen die Function unter dem
Integral als Product an

sinh ﬂ . m
Der erste Factor sin 8 andert innerhalb der Integrationsgrenzen
sein Vorzeichen nicht, der andere Factor hat innerhalb derselben
Grenzen
Riemann., Partielle Differentialgleichungen. 5
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1

sin Q_’..TI_{_I)ir

1

den grossten Werth

und den kleinsten Werth

. VW
S ——
h

Also ergibt sich durch Anwendung des §. 6 die doppelte Un-
gleichung

(-— l)v——l . (__ l)v—l .
= 1>"_"/'smhﬂdﬁ>9"“‘> oz [ sinhBds
Sy sin—-
v—1)m v—1)r
h %

Nun ist aber das unbestimmte Integral

sinhBdp :?—c‘;fﬂg + e
und folglich

v

h
(— 1)»=1 [sinhBdp = %
(ve—=1)m
h
Dadurch erhalten wir

2 2
. (v— D= = 0v-1> . vw
h sin 5 ksmT

Hierin sind fiir v der Reihe nach alle ganzen Zahlen von v = 1
bis ¥ = » zu nehmen. Fiir das letzte Integral ¢, erhalten wir
die doppelte Ungleichung

™

3 3
— 1) . — 1) .
('——»n—);z sznhﬂdﬁ>g”>(—m7);~ sin hfdp
Sin -}_l—. s '2—-
oder wenn man die Integrationen ausfiihrt
1
nm

hsin T

1
>9n>'}7’
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Um so mehr ist also

2 1
——‘_>9ﬂ>ﬁ‘
hsm—

h

Aus den Ungleichungen fiir die Grossen ¢ ersieht man, dass
fiir jedes ganze vy von » == 1 bis v = #»

2
Qv—l > > Qva

hsm—ﬁ—

d. h.
0—1 >0y
sein muss, Brechen wir also die Reihe
@ — 0+ 0+ (— 1" gur F(—D"en
bei einem positiven Gliede g,, ab, so wird die Summe der ver-
nachlissigten Glieder

= - (92u+1 — Q2 +2 + - )
negativ. Brechen wir dagegen bei einem negativen Gliede @;,—1
ab, so wird die Summe der vernachlissigten Glieder

+ (026 — Q2ut1 + — --)
positiv. Im ersten Falle erhilt man also mehr, im zweiten weniger
als den Werth der vollstindigen Reihe. D. h. es ist fiir 2 < #:
7
7 <@ — @+ 0+ Qeu—z — Q2u—1 + Qu

b2
T 0 — 0+ @+ G2 — Gu—r

§. 28.

sin(2n + 1)8 dB.

sinf3

Das Integral f §A0))

Nach dieser Vorbereitung nehmen wir das complicirtere In-

tegral
- / 7) "t ap,

H*
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worin wieder h = 2#n -+ 1 sein soll. Fiir die Function f(;3) setzen
wir fest, dass sie innerhalb der Integrationsgrenzen stetig und
positiv sei und dass sie fiir wachsende  nicht zunehme. Unter b

. -, .. . L 7 7
verstehen wir eine positive Grisse, die kleiner ist als 5 oder — 3
Um die Function 7' zu untersuchen, zerlegen wir zunéchst wieder
in eine Summe von einzelnen Integralen, fiir welche die Grenzen
der Reihe.nach

0 und%
T 2x
Eo R
P4 S
h 7 h
max

o !

sind. Dabei wird vorausgesetzt, dass gm + 1)7: =b6> ﬁhz sel

Zur Abkiirzung schreiben wir

v

sinh ﬁ
sinf3

h
(— )= [ f(B)
(V’—L{ﬂ'
h

und zwar fiir jedes ganze v von » = 1 bis v = m, und ferner

(— 1)"'/f(ﬂ Sln'hﬂ adp = = Tm.

ﬁ =11

sinf

Dann sind die sammthchen Grossen 7 positiv, und es wird
T — Fo — 1y + Fy oo + (___ 1)711—1 F—1 + (__ l)m,rm.
Das Integral #, _; kénnen wir nach § 6 wieder zwischen zwei

Grenzen einschliessen, indem wir die Function unter dem Integral-
zeichen als ein Product von zwei Factoren ansehen. Der eine

sinh

Factor sinB dndert zwischen den Integrationsgrenzen sein Vor-
zeichen nicht. Der andere f (f) nimmt fiir wachsende f nicht zu.

Er ist also von g = Q)—_EQE bis 8 = qi/:—t entweder constant, oder
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er hat an der untern Grenze den grossten, an der obern Grenze
den kleinsten Werth. Hieraus ergibt sich

v — 1o .4
Qv——lf <v 7 n) g Yy—1 g Qv—lf<_h—>'

Dies gilt fiir alle ganzen Werthe der Grisse », von v =1 bis

(m + D=
3

v = m. Fs gilt auch noch fix v=m + 1, wenn b =

ist. Ist aber W >b> Z%’—z, so ergibt sich die Beziehung

b

mm

h

Hier haben wir zu unterscheiden, ob & = %75 oder ob b <C %n

ist. Fiir b = —;-n haben wir m = » und
b

n [Sinhp o
Ny

Fiir b < —-21—n ist dagegen

b

(— ™ fsmhﬁ ag << om

sin

mm

h
Jedenfalls haben wir also
mn
me<T> Z e
Beachten wir nun die Ungleichungen, denen die Grdssen » und die
Grossen o Geniige leisten, so ergibt sich

ry—1 2— 9v——1f<1il%t'> > QVf(Fh_jr> g Tvs

Yv—1 > rv?
und dieses gilt fiir jedes » von ¥ = 1 bis ¥ = m. Brechen wir
also die Reihe

ro — 11+ 1y (— D) e (= D)7
bei einem Gliede r;, ab, so ist die Summe der vernachlissigten
Glieder

d. h.
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— (rau+1 — Taps A+ A (= D)

negativ. Brechen wir dagegen bei einem Gliede 7, ., ab, so ist
die Summe der vernachlissigten Glieder positiv. Im ersten Falle
erhilt man also mehr, im zweiten weniger als den Werth der
vollstéindigen Reihe, d. h. es ist fiir 2p < m:

T<ro—mn-+re =+ ry—s— aus + 14,
T>ro—r+r -+ ryu_s — ros
Die zweite Ungleichung wird noch verstirkt, indem man rechts
statt jedes positiven Gliedes etwas zu Kleines, statt jedes nega-
tiven Gliedes etwas zu Grosses setzt. D. h.

> eof<%> — 91f<%> + oaf<37”> - 93f<3—h’3>

20 — 1 20— 1=
o Qﬂu_2f<“_h_") —- qu_lf<__“__;_&__.>
oder kiirzer

T> (e — 91)f<%> -+ (02 — 93)f<—> + -
ot (Q2p—2 — Q2u— 1)f<2—y—_—1—7£)

Die Reihe rechts besteht jetzt aus lauter positiven Gliedern. Die
Ungleichung wird daher noch verstirkt, wenn man statt der

Factoren
n 3n 2u — 1=
1) 1)
iiberall f (2%‘) nimmt. Also ergibt sich

T>f(2—%z>(90 — 01+ 02+ Qau—2 — Q2 —1)

Durch analoge Veriinderungen erhiilt man aus der ersten Un-
gleichung, der T Geniige leistet:

T<<ef(0) — 2yu)(91 — 02+ 030 — Q3p)-

Am Schlusse des vorigen Paragraphen haben wir aber gefun-
den, dass

n
0 — 01+ 05 — Q21+ 92u>—2‘
ist, also
T
Qo — 01 + Gy s — Q2u—1 >‘§ — Q2p-

Ferner ist dort bewiesen, dass
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T
@ — 0t 0 — 0 < 5
folglich
n

01— 0+ 03+ + O2p—1 — 92u>90—92.‘—-§‘

ist. Benutzt man dies, so lassen sich die beiden letzten Unglei-
chungen fiir 7 noch wieder verstidrken, nemlich fiir 2 u < m:

P> C8) (50
T<o [fO — (5D + (5 + o) 7 (B55):
h 2 * h
Die Untersuchung des vorigen Paragraphen war davon unab-
hingig, welchen Werth man der Gréosse » beilegen will. Ebenso
ist bei der bisherigen Discussion des Integrals 7 iiber die ungerade
Zahl h = 2n + 1 keinerlei besondere Voraussetzung gemacht. Wir

konnen also # und zugleich damit 4 ins Unendliche wachsen lassen.
Dann wird auch m ins Unendliche zunehmen. Denn es sollte die

endliche Grosse % an die Bedingung gekniipft sein

m 1
h
Die beiden letzten Ungleichungen fiir 7' bleiben dann be-
stehen, wenn nur

b m
g;;>—h-‘

genommen wird. Um dieser Bedingung zu geniigen, lassen wir
p und % beide ins Unendliche zunehmen, jedoch so, dass

Lo
lem 7= 0.

Es fragt sich, was dann aus den beiden Ungleichungen fiir 7' wird.

Zur Beantwortung dieser Frage haben wir g, zu betrachten. Nach

dem vorigen Paragraphen ist

2
@2# <

h sin 3‘;;—”

55
h 1

sz'n—m}::’z o

Dafiir lasst sich schreiben

92» <
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Wachsen nun g und % beide ins Unendliche, jedoch so, dass
—Z— fortwihrend der Grenze 0 sich annihert, so wird
5
h

sin Zum
h

lim

= 1.

Der andere Factor ﬁ]_n hat aber den Grenzwerth 0, und folglich wird
hm Q2p — 0.

In der ersten Ungleichung fiir 7 nihert sich also bei wach-
sendem % die rechte Seite dem Grenzwerthe

b 4
5 [ (0).

In der zweiten Ungleichung ist zuerst g, zu betrachten. Wir
haben im vorigen Paragraphen bewiesen, dass

T
0 <5+ @
ist, und ferner
9
0 << -
h sin z
h
Danach wird also
(%)
n 2 \h
0 < 35 P -
- sin —
h

Lisst man % ins Unendliche zunehmen, so ergibt sich

&)

.
St

h

lim =1,

und daher
. 4 2
lim @y < 5 + po
d. h. es bleibt g, kleiner als eine endliche Grosse. Die Differenz
)
f(@© —f f—%) geht aber in Null iiber und folglich wird auch
das Product

o Ly — 7 (355))
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der Grenze 0 sich unendlich annihern, wenn wir g und % so ins
Unendliche wachsen lassen, dass lim %:- = 0 ist. Wir erhalten

demnach fiir die rechte Seite der zweiten Ungleichung bei wach-
sendem # den Grenzwerth

7
5[ (0).
Die beiden Grenzen, zwischen denen 7T liegt, ndhern sich also
derselben Grosse = f (0), wenn man # ins Unendliche wachsen
lisst. Folglich muss der Werth, welchen T fiir » =  annimmt,

eben diese Grosse = f (0) sein, d. h.

sin 8

46)  lim T=lim /f(p)wdﬂ———%f(ﬂ)

fir limn = <.

§. 29.

Fortsetzung. Aufhebung der beschrinkenden
Voraussetzungen.

Wir wollen jetzt versuchen, den Satz des vorigen Paragraphen
von den einzelnen beschrinkenden Voraussetzungen zu befreien,
die in Betreff der Function f (8) gemacht sind. Wenn die Function
fiir wachsende B noch immer nicht zunehmen soll, aber negative
Werthe annehmen kann, so braucht man nur eine positive Con-
stante ¢ hinzuzufiigen, um eine Function ¢ -+ f(B) zu erlangen, die
positiv bleibt und fiir wachsende § nicht zunimmt. Auf diese
passt also der vorige Satz, es ist

lim. / (c+1®) sjj‘”’j,” p="75(c+70)

0

Ebenso haben wir aber
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denn die Constante ¢ ist eine Function, die alle Voraussetzungen
des vorigen Paragraphen erfiillt. Durch Subtraction ergibt sich
dann

sinhp
sinf

tim [ 7(8) S5 a4 =5 £ O)

Nehmen wir nun zweitens eine Function f (8), die fir wach-
sende B nicht abnimmt, so gilt der Satz fiir die Function — f (),
d. h. es ist

lim f (—r@®) B2 ap =2 (- s o),

folglich auch

sinhf
sin

b

Lim / 120 g =27 0)

0

Der Satz gilt jetzt also fiir eine Function £ (8), die innerhalb
der Integrationsgrenzen stetig verlduft und keine Maxima oder
Minima besitzt. :

Wir untersuchen nun das Integral, in welchem als untere
Grenze eine positive Constante ¢ genommen wird, so dass

0<c<bgg-

Dann kommt es nur auf den Verlauf der Function f(8) fiir
Werthe von f zwischen ¢ und & an, und dieser Verlauf wird durch
eine bestimmte Curve reprisentirt, die zwischen ¢ und b keine
Spriinge und keine Maxima und Minima besitzen soll. Wie wir
diese Curve ausserhalb des Intervalles, also etwa riickwirts von
¢ bis 0 fortsetzen wollen, ist ginzlich der Willkiir iiberlassen. Wir
withlen daher zu dieser Fortsetzung eine Parallele zur Abscissen-
axe im Abstande f(c). Dann passt auf die so erweiterte Function
zwischen den Grenzen O und b die Voraussetzung unseres Satzes,
und wir haben

tim f F O 05— % )= Z £0)

sin ﬂ

Dafiir lasst sich schreiben

hm/f(ﬁ) SinhB g6 1 lim /f(ﬂ) smhﬂdﬂ:%f(o).

sinf sinf
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Das erste dieser beiden Integrale hat aber auch den Werth
_’25 £(0), und folglich ist

sinh
sin f3

b

(1) lim f 110 B = 0.

4

Dieser Satz gilt auch noch, wenn innerhalb der Grenzen ¢

und b die Function eine endliche Anzahl Maxima und Minima hat,
oder wenn sie, ohne unendlich zu werden, an einer endlichen An-
zahl von Stellen einen Sprung macht. Denn es seien, nach der
Grosse geordnet, £,&,, ... &, die Abscissen fiir diejenigen Stellen
der Curve, an welchen ein Maximum oder ein Minimum oder ein
Sprung stattfindet. Dann kann man das Integral, das von ¢ bis &
erstreckt werden soll, in eine Summe von einzelnen Integralen
zerlegen, fir welche der Reihe nach

¢ und & — 0,

gl —I— 0 ” 52 - Oa

g‘.’ + 0 ” gs - 0,

die Grenzen sind. Mit £ — 0 und resp. £ -+ O sind hier der Kiirze
wegen die Grenzwerthe bezeichnet, denen sich die Grossen & — &
und resp. £ |- ¢ fiir ein unendlich abnehmendes positives & an-
nahern. Bei jedem dieser einzelnen Integrale trifft dann die Vor-
aussetzung unseres Satzes zu, jedes derselben hat also den Werth 0,
und da ihre Anzahl endlich ist, so ist auch ihre Summe, d. h. das
von ¢ bis b erstreckte Integral, = 0.

Endlich ist noch der Fall zu beriicksichtigen, dass fiir einen
Werth ¢, der Variabeln, der zwischen ¢ und b liegt, der Functions-
werth f (¢;) = o wird, wihrend er fiir beliebig nahe an ¢, ge-
legene Werthe von 8 endlich bleibt. Dann hat man zu unter-
suchen, ob das Integral

[r®is=rF@) fwozpze
B

und das Integral

B
[r®as=FR@ firt=p=aq
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einen bestimmten endlichen Werth besitzt, der fiir § = ¢, zu Null
wird. Ist dies der Fall, so bleibt der Satz giiltig. Denn es ist

b . g —38 . .
[r® il ag= [l ap +/f(ﬂ> mmblap

sin f sin B 8 sin f
AT sinhp emhﬂ
+ [ 10 s a8 +/f(ﬁ) g

Auf das erste und letzte Integral der rechten Seite ist der Satz
ohne weiteres anwendbar, selbst wenn man die positiven Gréssen
0 und & unendlich nahe an 0 bringt. Was das zweite Integral auf
der rechten Seite betrifft, so ist zu beachten, dass ¢, — d und ¢

beide zwischen 0 und % liegen. Fiir Werthe von 8, die zwischen

den Grenzen ¢; — 0 und ¢; gewihlt werden, ist also der Quotient

sinh
sinf

durchaus endlich und stetig. Sein grosster Werth sei M, sein
kleinster m. Wir konnen ¢, — 8 und ¢, so nahe an einander
nehmen, dass zwischen ihnen f(8) keine Zeichenidnderung erleidet.
Folglich ist nach § 6 der Werth des. Integrals

/f(ﬁ) smhﬂ

sin ,3

(‘1—

zwischen den Grenzwerthen

M/f(ﬂ)d{)’ und m/ F(B)dB

c—38 € -
enthalten, d. h. zwischen
M.F(¢, —9) und m . F(¢ — 0).

Lassen wir nun ¢ unendlich abnehmen und beachten, dass nach
der Voraussetzung

lim F(¢;, — 0) =0
ist, so sehen wir, dass auch

lzm‘/f(ﬂ)sm’&ﬁ QB — 0.

sn
¢ —38 ﬂ
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Durch ganz dieselben Schliisse findet sich aber

i are sinhf .
im [ 1(B) g d8=0,

sin 3

und folglich ist auch in diesem Falle

h'mff(ﬂ) sinhf .5 o,

sin 8

Dieselbe Betrachtucng wiederholt sich, wenn eine Unstetigkeit
der eben beschriebenen Art an einer endlichen Anzahl von Stellen
vorhanden ist.

Der Satz (47) gilt jetzt also unter den folgenden Bedingungen:
Esist 0 <<e<<b < % Zwischen den Grenzen ¢ und & darf

die Function nur an einer endlichen Anzahl von Stellen Maxima
und Minima haben oder endliche Spriinge erleiden. Wird sie
innerhalb der Grenzen an einzelnen Stellen unendlich, so darf dies
nur in der Weise geschehen, dass das Integral

[ r@®as

einen bestimmten endlichen Werth besitzt, wenn es von der Un-
stetigkeitsstelle aus einerseits bis zu voraufgehenden, andererseits
bis zu nachfolgenden Werthen von 8 erstreckt wird.

Geniigt die Function f(B) denselben Bedingungen zwischen
den Grenzen O und b, so gilt der Satz (46). Denn wir nehmen
dann ¢ kleiner als die Abscisse der zuniichst bei 0 gelegenen Stelle,
in welcher ein Maximum oder ein Minimum oder eine Unstetig-
keit stattfindet. Zerlegen wir nun das Integral, das von 0 bis b
erstreckt werden soll, in eins von O bis ¢ und ein zweites von ¢
bis b, so gilt von dem ersten der Satz (46) und von dem zweiten
der Satz (47). Und daher ist auch in diesem Falle

lim f e RO}

Wenn die Function auch auf das Gebiet der negativen Ab-
scissen ausgedehnt ist, so kann es sein, dass gerade fiir 8 = 0 ein
Sprung stattfindet. Wir haben dann zu unterscheiden f (4 0) und
f(— 0), d. h. die erste Ordinate auf der positiven Seite und die
erste Ordinate auf der negativen Seite. In der Gleichung (46) ist
zu nehmen f (- 0).
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§. 30.

Summirung von Fourier’s Reihe.

Jetzt konnen wir die Untersuchung des §. 26 wieder aufnehmen
und auf das Integral

m sin(2n+1)u

1
S2"+1:§Efq)(a) Nrp— da
L sin
2
unsere Betrachtung anwenden. Die Function ¢ (&) soll von
o= — zm -0 bis « == — 0 einwerthig und stetig variabel

sein, mit Ausnahme hochstens einer endlichen Anzahl von Stellen,
an welchen sie von einem bestimmten endlichen Werthe auf einen
andern bestimmten endlichen Werth iiberspringt. Von einer
solchen Stelle bis zur nichsten soll die Differenz der zugehorigen
Werthe von « immer endlich sein. Auch soll die Function ¢ («)
auf dem genannten Gebiete hochstens eine endliche Anzahl ge-
trennt liegender Maxima und Minima besitzen. Schreiben wir
o — z == 2, so ergibt sich nach der gehorigen Aenderung

1 i h
Sgn+1:;‘/\q)(x+2ﬁ) s::"nﬁﬂdﬂ-
T+ x
-

In diesem Integral ist die untere Grenze nie positiv und die
obere Grenze nie negativ, weil z zwischen — x und - = liegt.
Dies Integral theilen wir in zwei andere bei der Grenze 0, also

Son+1=u + v,
= f po-+2p) 2l ap,

v=1 [o+28)%E ap.

Untersuchen wir zuerst das zweite Integral », so zeigt sich,
dass die obere Grenze hochstens & werden kann, wenn nemlich
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# = — @ wird. Die obere Grenze kann nicht weniger als 0 wer-
den, sie wird = 0, wenn z = - x ist. Dann fallen aber die
Grenzen zusammen, also ist
v=20 firz—am
Nun sei zweitens % = i ; z
das Integral v den Satz (46) anwenden und erhalten

> 0. Dann konnen wir auf

l@'mv:—;—(p(x—{-O) fir # >z=0.

Es sei drittens # > ~ ; TS % Dann zerlegen wir das
Integral » in
LA nh B 1 T nh B
sin sin
;/@m+ﬂmsiﬁdw+;/#m+2msmﬂdﬁ
0 L

2
Fiir das erste Integral ist wieder der Satz (46) anwendbar:
es nihert sich fiir wachsende %4 der Grenze % ¢ (x 4 0). Der

zweite Theil kann leicht umgeformt werden. Setzen wir f == — y,

so geht er iiber in
T+

L/ h
1 . sin ? 4
,,/so(x+2ﬂt 27) Sy

]

und wenn wir statt y wieder g schreiben, so wird daraus

sinh [3
sinf3

dg.

[o@+2z—2p)

1 Q=

Hier ist # negativ und daher die untere Grenze kleiner als —;— ,

aber doch grosser als 0, da # > — = vorausgesetat ist. Also gilt
hier der Satz (47): der Grenzwerth des Integrals fiir wachsende
b ist = 0. Das Resultat in dem dritten Falle ist demnach

limv:—;-q)(x—{-o) fir 0 >2z> — =

Ist endlich # = — =, so zerlegen wir auch wieder wie vorher.
Der erste Theil ist unverindert, er nihert sich also der Grenze
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2 ¢z + 0) = 59 (— m <+ 0), wenn % ins Unendliche zunimmt.
Der zweite Theil Wud jetzt

7l'

—[qa(w+2n —ap) il

“sin B ap,
auf ihn ist der Satz (46) anwendbar, er ndhert sich also fiir wach-
sende & der Grenze % o+ 2r—0)= % ¢ (r — 0), und wir

haben

h'mv:%go(n~0)—{—%q)(—n+0) firzr = — =
In dem Integral « vertauschen wir zuniichst  mit — g, wodurch
T+
T2

1 cmhﬁ
?t—Efw(x—Q sinf ap

wird. Dann wiederholt sich dieselbe Discussion wie bei » und es
ergibt sich

limuv_._g (n—0)+ o(—n+40) firz==
1

lz'mu—- px —0) fire > >—m

limu—_—o firze = — =
Vereinigen wir also die beiden Besta,ndtheile, so erhalten wir

lim Sy 41 = lim (u 4 v) = = {tp(m—}—O)—}-qn(x—O)}
(48) fire>z>—=n
Vit Sy 11 = lim (u - v) = l{qp (— 7+ 0) 4 ¢ (x — 0)}

2
firx =+ =

Hiermit ist bewiesen, dass die unendliche Reihe (45) stets con-
vergirt. Sie hat eine bestimmte endliche Summe, die fiir irgend
ein z zwischen # und — = gleich dem Werthe der Function ¢ (z)
ist, wenn an dieser Stelle kein Sprung stattfindet. Fiir eine Unter-
brechung der Stetigkeit gibt die Summe der Reihe das arithmeti-
sche Mittel der beiden von einander verschiedenen Functionswerthe
@ (x — 0) und ¢ (z + 0), und an den Grenzen z — + = ist die
Summe weder = ¢ (+ @) noch = ¢ (— =), wenn diese von ein-
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ander verschieden sind, sondern gleich der halben Summe dieser
dussersten Functionswerthe *),

In dieser allgemeinen Reihe sind die besonderen Reihen mit
enthalten, welche nur nach den Cosinus oder nur nach den Sinus
fortschreiten, und deshalb ist auch fiir diese das eben gefundene
Resultat giiltig. Wihlen wir fiir positive z, die zwischen 0 und =
liegen, eine beliebige Function ¢ (z) und setzen sie fiir negative z
bis zu x = — = so fort, dass ¢ (— z) = @ (x) wird, so ist jetzt
die Curve gegeben von £ — — =z bis x = + = (Fig. 12). Dann

Fig. 12.

konnen wir die Function ¢ () entwickeln in Form der Reihe (45).
Die Coefficienten @ werden aber simmtlich — 0. Denn es ist

am_—_-éf(p(oc)sinmuda
= y
:;ltfqa(a)sinmocdu + E/q)(oc)smmada
—n 0

—_—%f{—— p(—a)+ o (a)}sinmuda

= 0.

*) Die in den §§.26 bis 30 vorgenommene Summirung von Fourier’s
Reihe und der darin enthaltene Beweis ihrer Convergenz sind von Di-
richlet gegeben, zuerst im 4. Bande von Crelle’s Journal und darauf im
1. Bande von Dove’s Repertorium der Physik. Dirichlet: Sur la con-
vergence des séries trigonométriques qui servent & représenter une fonetion
arbitraire entre des limites données. (Crelle Bd. 4. Berlin 1829, p. 157.) —
Dirichlet: Ueber die Darstellung ganz willkiirlicher Functionen durch
Sinus- und Cosinusréihen, (Dove's Repert. der Physik Bd. 1. Berlin 1837,
p.- 152)

Riemann. Partielle Differentialgleichungen. 6
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Dagegen erhdlt man fiir die Coefficienten der Cosinus je zwei In-
tegrale, die denselben Werth haben:

1/

bm—;l¢(a)cosmada
:ébr/q)(—“)cosm"‘d(—*“)—}—%/qv(a)cosmada
:%f{‘;o(—a)—%— q)(oc)} cosmoedae

‘) ™
= ;‘Z_/q;(oc)ﬁosmuda.
0

Fir diese Curve sind die Ordinaten bei dem Punkte z =— 0
einander gleich, @ (— 0) = @ (-} 0), es findet also an dieser Stelle
kein Sprung statt. Ebenso ist ¢ (— z) = ¢ (+=), und folglich
ist fiir £ =+ « die Summe der Reihe noch gleich dem Functions-
werthe. Die nach den Cosinus fortschreitende Reihe (44) gilt also
noch fiir x = 0, und fiir z = 4 x.

Wenn wir dagegen die Curve fiir negative Abscissen so fort-
setzen, dass fiir zwei entgegengesetzte Werthe von z die Ordinaten
entgegengesetzt sind, ¢ (—z) = — ¢ (), so fallen die Coefficien-
ten der Cosinus aus, und wir erhalten die Reihe (43). Fiirz=0 hat
die Curve (Fig. 13) einen Sprung, wenn nicht etwa ¢ (0) = 0 ist.

Fig. 13.

Es ist ¢ (—0) = — ¢ (-+0). Also gibt die Reihe (43) fiir x = 0
weder den einen noch den andern Werth, sondern 0. Ebenso ist
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@ (—n) = — @ (-} x) und folglich auch die Summe der Reihe
= 0 fiir x = =. Die Entwicklung der Function ¢ (z) in Form
der Reihe (43) gilt also fir x = 0 und z =— = nur dann noch,
wenn an beiden Stellen der Functionswerth = 0 ist.

§ 31.

Beispiel

Wir wollen beispielsweise die Entwicklung nach Cosinus auf
eine Function anwenden, die selbst ein Cosinus ist, also ¢ (z)
= coskx setzen. Ist k eine ganze Zahl, so werden alle Coefficien-
ten in der Reihe (44), mit Ausnahme von &, zu Null und &, = 1.
Wir nehmen fiir & einen Bruch. Dann ist

fcoskacosmada:/cos(/c+m)a—+—cos(k—m)a do

{)

&

1 sin(k+m)a | sin(k—m)a
_§< R + E— m >+C’
also

L

2
b,, = - coskacosmoado

0

1 . cOS m cosmx
= sinkmw

k4 m +k —m
= l mkx cos 2k
M”Sl oSmm m'

Danach erhalten wir

«©

E 2% cosmn cos mxl .

k?— m2? |
m=1

1 . 1
coskx— - s@nkn{_ﬁ ,+,

Hier kann man z sich bewegen lassen von 0 bis z, und die
Gleichung gilt noch fiir 0 und #. Setzen wir also # = x und di-
vidiren durch sin kx, so ergibt sich

. 1 2 2k
meght =g = X

Wenn wir diese Gleichung auf beiden Seiten mit d & multipliciren
und in Beziehung auf k integriren, so erhalten wir
6*
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n/coskyzdk dsinkn

sinkm sinkmw = lgsinkz

=lgk + i lg(m? —k?) 4 c.

Mm=1
Also, wenn wir zwischen den Grenzen ¢ und u integriren:
sinum me — u?
lg » + Z lg 2 2
smiz 9t m: — ¢
oder

SIMUT mz —_ u2
lg< umT smtn) ”Z g m? — g2

Lassen wir hierin ¢ unendlich abnehmen, 8o wird

und wir erhalten

um =~ ‘m
und daher
sinum u? u? u?
=) (-5 (%)
§. 32.

Erweitertes Giiltigkeits-Intervall. Fourier’s Lehrsatz.

Nehmen wir jetzt wieder die allgemeine Entwicklung (45) auf,
so ist das grosste Intervall, in welchem die Function beliebig ge-
wihlt werden kann, von 2 = — x bis 4 #. Hat man eine Func-
tion fiir ein grosseres Gebiet, so ladsst sich diese auch nach Cosinus
und Sinus der Vielfachen einer verdnderlichen Grosse entwickeln,
wenn man nur statt des Arcus selbst eine andere Grisse nimmt,
welche ihm proportional ist.

Wir wihlen also ¢ (z) beliebig fiir ein Intervall von — ¢ bis
~+ ¢. Dann konnen wir, wenn ¢ > = ist, nicht verlangen, dass die
Function fiir das ganze Intervall der Variabeln sich nach Cosinus
und Sinus der Vielfachen von z entwickeln lasse. Wir setzen aber

xr = % 2, so wird, wihrend z von — = bis = geht, 2 das Intervall
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von — ¢ bis ¢ durchlaufen. Dann konnen wir entwickeln
1
@ ((—’; = §b0 ~+ by cosz + bycos22 4 oo+ bucosme - -+

+ o aysinz + aysin2e - - + apsinmz + -

1 [ /ca
bm:;/(p<—n—>cosmada,
a =1 : <6a>i d

m = - (17 po smmod o,

T >8> — 7.
Fithren wir hier wieder x ein, so ergibt sich
mux

(49) (@)= ébo + blcosn—cx—{— oo Dncos T

mmx
[4

+ also'.n’%x 4o ansin
c > >—2=¢
Die Coefficienten b, und a,, sind unveréindert beizubehalten.

Es ist aber auch gestattet, eine neue Variable 4 = %-g unter dem

Integral einzufiithren. Dadurch erhélt man

bm:%/q;(l)cosmTMdl,

1/ mwd
am_zfcp(l)szn p di.

In der Reihe (49) ist die frithere (45) mit enthalten, wenn
nemlich ¢ = = ist. Die neue Reihe hat denselben Charakter wie
die frithere: sie hat zur Summe den Werth der Function ¢ (z) fiir
jeden Werth von z, fiir welchen diese Function stetig, dagegen den
Mittelwerth der beiden Functionswerthe an einer Unstetigkeits-
stelle und die halbe Summe von ¢ (4-¢) und @ (—¢) firz=-¢
sowohl als fir x = — ¢

Lassen wir in der Gleichung (49) die Grdsse ¢ ins Unendliche
wachsen, so geht die unendliche Reihe in ein bestimmtes Integral
iiber. Um dazu zu gelangen, wollen wir in der Reihe fiir die
Coefficienten ihre Werthe einsetzen, also
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o) = fq)(/l)d/l +2 /d/l(p(l)cosm—(/l——x)}
oder auch "
9 (@) = {——/ (W)da +z_/d1(p(/1)cosm (l-—x)}

Soll nun ¢ ins Unendliche zunehmen, so konnen wir m %:a
setzen. o ist dann stetig variabel und die unendlich kleine Zu-

T
nahme d o — < Ist nun

+ o
li-m%/(p(l)d/l:O fir c= o
so kinnen wir das Glied
1 P
- / P()di
vernachlédssigen. Wir erhalten
P @) = {/d/ltp(l)cos—(/l—x)}

oder, nach Einfiihrung von o und du:

(50) @ (z) = % /(?doc "/?dl (p(l)cosu(l—-x)},
' ® >—;> — o,

Dieser Satz heisst speciell der Fourier’sche Lehrsatz. Er
liisst sich wieder in zwei Sétze zerlegen, wenn die Function ¢ (2) nur
fiir positive Werthe von x gegeben ist und nur fiir solche in Form
eines Doppelintegrals dargestellt werden soll. Dann kann man
nemlich die Function auf das Gebiet der negativen x beliebig fort-
setzen und entweder ¢ (—z)=@ () setzen oder ¢ (—z)=— @ (2).

Lost man in der Gleichung (50) den Cosinus unter dem Inte-
gral aunf, so erhilt man

(p(a;):;lr/(lacosax{/(l}.q)(l)cosocl

— 00

-+ %/dasmocx{fdl(p(l)sinou}.
0 ~w
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Ist nun die Function ¢ (x) nur fiir positive 2 gegeben, so kann
man erstens festsetzen

L () =9 ()
Dann ergibt sich

=< 0 PO
fq:(l)cosocldl :/q)(l)cosaxdl +f¢(l)cosaldl
—_— —_ 0
:/qy(-l)cosaldl +/q>(/l)cosocldl
] o

= 2/(;)(1)003:1&0”.
13

Dagegen wird

0 0 »
fq)(l)smaildl:fq)(l)smakdk{- p(A)sinaddi
—® —o 0

:/— p(—4)sinaldl +f¢(l)sinald,l
0 0

= 0.
Folglich haben wir dann

(51) 9(x) = %fcos axdu{fqy(l)cosald}.},

o >z =0.
Wird dagegen zweitens festgesetzt

. . p(—2z) = — @),
so ergibt sich

/(p(l)cosaldl =0

und
fq)(&)sinocldl = 2/'cp(l)sz'nocldl.
Folglich ist :rio diesem Falle '
(52) rp(x)::%fsinocxdrx{/(p(l)sinakdk},
' @ >x; 0.
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Hat fiir irgend ein z die Function ¢ (z) eine Discontinuitit, so
ist der Werth der Doppelintegrale in den Formeln (50), (51), (52)

=3{p@—0+9@+0)-

§. 33.
Beispiele.

Die Sitze des vorigen Paragraphen konnen wir wieder auf
specielle Fille anwenden.

I. Es soll z. B. () = e—%* sein, wobei t > 0 zu nehmen
ist, weil sonst die Integrale keinen bestimmten Werth mehr be-
sassen.

Dann ldsst sich sowohl die Formel (51) als auch die Formel
(52) anwenden. Fiir die erstere hat man zu nehmen

fcosule—“dl.
0
Der Werth dieses Integrals ist nach (21)
—_k
-
Folglich erhalten wir

0
e_kx_g keosexdo

T k4 a2
0
ein Resultat, welches wir auf anderem Wege bereits in §. 16 ab-
geleitet haben.

Soll die Gleichung (52) in Anwendung kommen, so hat man
das Integral

-]

/sinale-“dl
0

zu bilden. Dieses hat nach (22) den Werth

%
k4 o’
und es ergibt sich daher

o]
. 2/’asznaxdu
e — — ————.
7 k4 a2
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Auch dieses Resultat ist bereits in §. 16 auf anderm Wege ge-
wonnen.
II. Setzen wir ¢ (x) = z—*, so wird

k= 2‘/.olozcostm{/ﬂ}.—"cosa}.d}.}
“o 0
2 . A
— E/docsmocx{/l"‘smuldl}-
0 0

Hier lasst in beiden Ausdriicken das innere Integral sich nicht
ausfihren. Wir konnen aber Relationen zwischen den Integralen
finden. Fiithren wir statt 4 eine proportionale Zahl ein, so lisst
sich « aus dem inneren Integral ganz herausschaffen. Wir setzen
o2 = v und erhalten

-2 0

x—Fk — %/uk—l cosaxdu[/v—kcosvdv}
0

0

@

:?{/a"—l sinordo {fv—"sinvdv}-
0

[

Da das innere Integral von & ganz unabhingig ist, so kann es
als Factor vor das nach « zu nehmende Integral gestellt werden.
Dann ist jeder der beiden Ausdriicke fiir z—* ein Product von zwei
einfachen Integralen, nemlich

i 2 . {fv—"cosvdv} . {/a"—l cosuwdu}
T 0 0
2 (/.. ¥ .
= {/v”‘smvdv}- {/ak—lsznuxda}-
9 )

Damit das nach o zu nehmende Integral einen endlichen
Werth behalte, muss k < 1 genommen werden. Setzen wir z =1

und multipliciren mit 7—':, so ergibt sich

%: {/v*"coswdv} . {foc"—lcosocdoc}
0

0

= {/v—ksmvdv} . {fa"—lsiozada}'
[ 0
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. 1 . . ..
Fir kt = 3 werden in dem einen wie in dem andern Producte

die beiden Factoren einander gleich. Wir erhalten also
Aeosod o _\/E
J Ve TV

A sin oo d o _\/7—[

Of Ve — V2
Es fragt sich noch, welches Vorzeichen der Quadratwurzel zu
geben ist. Bei der zweiten Gleichung erkennt man leicht, dass

nur das positive Zeichen richtig ist, wenn man Ve positiv nimmt.
Denn die Function

sin o

TV
andert ihr Vorzeichen nur, wenn sin a = 0 wird, also fiir « = 0,
7w, 2w, 3x, ..., und in den Intervallen von 0 bis =, von = bis
2z u. s. f. ist sie abwechselnd positiv und negativ. Fiir zwei
Werthe von «, die um = verschieden sind, hat sin « denselben

Zahlwerth. Da aber der Nenner |/« mit zunehmendem o fort-
wihrend wichst, so ist der Zahlwerth von

sin (o0 7r)
Vo=
kleiner als der Zahlwerth von
SN 0

Vo

Die Curve, deren Ordinate
Stn o
Ve
ist, liegt also abwechselnd iber und unter der Abscissenaxe
(Fig. 14) und begrenzt mit dieser (in den auf einander folgenden
Intervallen von der Grosse x) Flichen, von denen jede folgende
Fig. 14.

g
I iz an _—E e

wely

E]
<“

X

3w
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kleiner ist als die vorhergehende und die abwechselnd mit posi-
tivem und negativem Zeichen in Rechnung kommen. Die Summe
dieser Flichen, das bestimmte Integral

mgszl odoa
Voo
hat also das Vorzeichen des ersten Gliedes, d. h. es ist positiv.

In dem ersten der eben erhaltenen Integrale wollen wir Vo
ebenfalls positiv nehmen. Dann liegt die Curve, deren Ordinate
cos o
Ve
ist (Fig. 15), von & — 0 bis ¢ = é x oberhalb der Abscissenaxe,
sie fingt aber nicht mit der Ordinate 0 an, sondern mit der Ordi-

nate o: sie hat die Ordinatenaxe zur Asymptote. Von ¢ = g an

Fig. 15.

liegt sie abwechselnd unterhalb und oberhalb der Abscissenaxe

und die Durchgéinge durch O finden statt, sobald von & = g an die

Abscisse um ein Vielfaches von z zugenommen hat. Auch hier ist
der absolute Zahlwerth von

cos (e 7)
Vo=
kleiner als der Zahlwerth von
€08 o

Ve
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L 1 .
Hier ist also das von @« = 3 7 2 genommene Integral eine Summe

von fortwiahrend abnehmenden Zahlen, die abwechselnd negativ
und positiv sind. Das Vorzeichen dieser Summe ist also negativ.

Dazu kommt dann noch das Integral von 0 bis %, dessen Vor-

zeichen positiv ist. Dass dadurch das Vorzeichen des ganzen Inte-
grals positiv wird, erkennt man durch folgende Betrachtung. Wir
zerlegen das von 0 bis o zu erstreckende Integral in eine Summe
von unendlich vielen Integralen, die der Reihe nach zwischen den

Grenzen
Ound #, x und 27, 27 und 3z u. s. f.

zu nehmen sind. In dem Integrale
k+)m
cosda

Va
fihren wir statt o die neue Variable « + u = ein, wodurch es
iibergeht in

”
coseda

0 Varun

1 1 1

Ve Vu+n+Va—+—27t

do
80 wird fcosa __fF(a)cosadoc
§ Ve oo

Setzen wir dann
F(a) =

_— + .

™

2 T~
=fF(a) cosode +fF(a)cosada.
0 T
2
In dem zweiten dieser beiden letzten Integrale fithren wir statt o
als neue Variable x — o ein und erhalten

cosa_da _/F(a)cosada +fF(n—a)cosuda

2

=f<F(a) — F(n—a)) cosed o,
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Nun ist F(e) positiv und zwischen den Grenzen 0 undz-; auch

cos o positiv. Das Vorzeichen des Integrals hingt also davon ab,
ob die Differenz
F(o) — F(r—a)

positiv oder negativ ist. Da nun der nach & genommene Differen-
tialquotient von F'(«) negativ ist, nemlich

o) = — L(_1
F (“) - 9 <(V;)3 (v——)a + )
so ist in dem Intervall der Integration
Flw) > F(n—uw)
und daher das Integral positiv. Wir haben also

cosado
[omeie )
c“’sinocdoc_ Vv—z
J Va = TVE
)

§. 34.

Einschrinkung der Grenzen in Fourier’s Lehrsatz.
Beispiel.

Wir konnen fiir die Entwicklung von ¢ () nach dem Satze
von Fourier auch die Bestimmung geben, dass ¢ (z) nur fir
b=z = a einen von O verschiedenen Werth habe, ausserhalb
dieser Grenzen aber == 0 sei. Dann haben wir in dem innern
Integral der Gleichung (50) statt der Grenzen — w und -}  nur
zu setzen ¢ und b. Also ist dann

® b
9@ =1 [ao [oWese@—1) ar
0 a
b>zx> a.

Fiir x = a resp. z = b finden Spriinge statt von den von 0
verschiedenen Functionswerthen ¢ (a) und ¢ (b) auf 0. Also gibt

das Doppelintegral an diesen beiden Stellen resp. -3— ® (a) und

5 90
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Nehmen wir beispielsweise ¢ (z) =1 fir 1 > 2 > 0 und
iibrigens fiir positive z, die grosser als 1 sind, ¢ () = 0, so kon-
nen wir speciell nach Cosinus entwickeln. Wir finden dann

7 1
qa(x):%/cosuxda/cosuld/l
0 0

0

2 sina
= = cos axd e,
Ty

o
und der Werth des Integrals ist dann = 1 fiir 1 > 2z > — 1,
dagegen =— 0 fiir # > 1 und fiir x < — 1, endlich = ;— fir z

= £ 1. Dasselbe Resultat haben wir (§. 15) auf einem andern
Wege gefunden.

§. 35.
Functionen von mehreren Variabeln.

Die Reihenentwicklung von Fourier ldsst sich auch auf Fune-
tionen von mehreren Variabeln anwenden, weil man dieselben
Schliisse nur mehrmals zu wiederholen braucht. Die Formel (49)
konnen wir unter Benutzung des Summenzeichens schreiben

@ (z) = ;_c/q)(x)dx + % Z/dup(x) cosm%(l-—x)

oder eleganter, indem wir auch negative Indices zulassen,

9 () = % > /dl(p(l) cos m%(/l—x).

M=—0w __,

Denken wir uns jetzt eine Function von zwei Variabeln, also
die dritte Ordinate einer krummen Fliche, die fiir ¢ > 2z > — ¢
und e > y > — ¢ gegeben sei. Wir konnen zuniichst y als con-
stant ansehen und erhalten dann

1 = [ x
9’(%?/):% E (/dltp(l,y)cosmz(,l——x).

m=—0w '

Auf dieselbe Weise lisst sich aber ¢ (4,y) entwickeln, nemlich
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n=—a0

1 < : T
9y =g, > /dum(l,mcosng(u—y)-
Folglich ergibt sich dann durch Einsetzung in die vorige
Gleichung
33) @ (%y)
+c +e

1 i = mIT nx
:mz Ef/d/lduq;(l,y)cos-c—(/1—90)0037(!‘«—9)-

M= f=—w L, 7,

Dies kann man leicht ausdehnen auf so viel Variable als
man will.

Dasselbe gilt aber auch von dem Fourier’schen Satze, denn
dieser geht ja aus der Reihenentwicklung unmittelbar hervor, in-
dem man ¢ und ¢ unendlich werden ldsst. Fiir eine Function von
zwei Variabeln erhalten wir zunichst

1A ®
o (2,y) = ;/da/dlq)(l,y)cosoc(xﬁl).
0 ~—

Hierin konnen wir ¢ (4,y) wieder entwickeln

9 (4y) = %fdﬁfdw(l,u)cosmy—u).

Setzen wir dies ein, so ergibt sich
(54)  9(=y)

::%/'///dtxdﬁdld(up(l,y)cosoc(x——l)cosﬁ(y——y,),
0 0 —®o—w

Man sieht leicht, wie dies Verfahren auf eine beliebige Anzahl
von Variabeln zu iibertragen ist.
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Differentialgleichungen.

§. 36.

Definition und Eintheilung.

Ist die Grosse y eine Function von einer oder mehreren unab-
héingigen Verdnderlichen, so kann ihr Zusammenhang mit diesen
unabhingigen Verfinderlichen in verschiedener Weise ausgedriickt
sein. Der einfachste Fall ist der, dass die unabhéngigen Variabeln
und die Function durch eine Gleichung mit einander verbunden
sind, in welcher ausser ihnen nur constante Grossen vorkommen.
Eine solche Gleichung nennt man eine endliche Gleichung
zwischen den Verinderlichen, und es soll mit diesem Namen aus-
gesprochen sein, dass in der Gleichung nur endliche Gréssen, also
keine Differentiale, auch keine Verhiltnisse von Differentialen vor-
kommen. Im Gegensatz zu den endlichen Gleichungen zwischen
den veridnderlichen Grossen stehen die Differentialglei-
chungen,

Unter einer Differentialgleichung verstehen wir eine
Gleichung, welche ausser den unabhingigen Verdnderlichen und
der Function noch einen oder mehrere Differentialquotienten der
Function enthalt.

Wir unterscheiden gewohnliche Differentialgleichungen und
partielle Differentialgleichungen. Wird y als Function von nur
einer Variablen z angesehen und kommen demnach in der Differen-
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tialgleichung nur die nach dieser einen Variablen x genommenen
Differentialquotienten vor, so heisst die Gleichung eine gewohn-
liche Differentialgleichung. Soll dagegen die Function von
mehreren Variabeln ablhéngig sein und enthilt die Differential-
gleichung die partiellen Differentialquotienten nach mehreren
Variabeln, so wird die Gleichung eine partielle Differential-
gleichung genannt.

Wir theilen die Differentialgleichungen (die gewdhnlichen wie
die partiellen) in verschiedene Ordnungen ein. Eine Differen-
tialgleichung von der nten Ordnung ist eine solche, in welcher
Differentialquotienten von der nten Ordnung und keine héheren
vorkommen.

Wir unterscheiden line#re Differentialgleichungen und nicht-
linedre. In einer linedren Differentialgleichung kommen die
Function y und ihre Differentialquotienten nur in erster Potenz
vor und keine Producte der Function mit den Differentialquotien-
ten oder der Differentialquotienten unter einander. Eine gewohn-
liche linedre Differentialgleichung nter Ordnung ist danach von
der Form

an— ly
de”+ 1dx”—+ +a”_2d 2+ nld +a/ny— )
worin ag, @y, ... an, X Functionen von z allein oder auch constante
Grossen sind. Ist X = 0, so heisst die linedre Differentialgleichung
homogen.

1. Gewdhnliche linedre Differentialgleichungen.

§. 37.

Die willkiirlichen Integrations-Constanten.
Das vollstindige Integral.

Die gewohnlichen linediren Differentialgleichungen haben viel
Analogie mit den partiellen Differentialgleichungen. Wir betrach-
ten daher einige Eigenschaften von ihnen besonders.

Vorher sind jedoch die gewohnlichen Differentialgleichungen
im allgemeinen zu untersuchen., Wir gehen aus von einer end-

Riemann., Partielle Differentialgleichungen. 7
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lichen Gleichung zwischen z und y, welche ausser diesen verdnder-
lichen Grossen noch eine gewisse Anzahl von Constanten enthilt.
Durch nmal wiederholte Differentiation leiten wir aus dieser primi-
tiven Gleichung n neue Gleichungen her, von denen die erste
keinen hohern Differentialquotienten als den ersten, die zweite
keinen hohern als den zweiten, u, s. f., die letzte keinen hohern als
den nten enthélt. Aus dem so gewonnenen System von » Gleichun-
gen und der primitiven Gleichung kénnen wir % constante Grossen,
und nicht mehr als », eliminiren. Das Resultat wird eine gewohn-
liche Differentialgleichung nter Ordnung sein, welche » constante
Grissen weniger enthilt als die primitive Gleichung, aus der sie
hervorgegangen.

Die primitive Gleichung driickt einen Zusammenhang zwischen
z und y aus, durch welchen die Differentialgleichung nter Ord-
nung erfiilllt wird. Man nennt daher die primitive Gleichung das
Integral der Differentialgleichung. DBeide Benennungen bedeuten
dasselbe, nemlich eine endliche Gleichung zwischen z und ¥, welche
mit der Differentialgleichung vertriglich ist. Man sagt aber, die
endliche Gleichung sei die primitive Gleichung, wenn man sie als
urspriinglich gegeben und die Differentialgleichung als aus ihr ab-
geleitet ansieht. Man nennt die endliche Gleichung das Integral
der Differentialgleichung, wenn die Differentialgleichung urspriing-
lich gegeben war und die endliche Gleichung auf irgend einem
Wege gefunden ist oder gefunden werden soll.

Aus der vorher angestellten Betrachtung geht hervor, dass
cine endliche Gleichung zwischen z und ¥, die einer Differential-
gleichung nter Ordnung Geniige leistet, n Constanten enthalten
kann, die in der Differentialgleichung nicht vorkommen, aber nicht
mehr als n. Diese »n Constanten sind vollig unbestimmt, wenn
nichts als die Differentialgleichung gegeben ist. Man nennt sie
daher die willkiirlichen Constanten des Integrals, und die
endliche Gleichung heisst das vollstdndige Integral der vor-
gelegten Differentialgleichungen nter Ordnung, wenn wirklich =
willkiirliche Constanten darin vorkommen. Im Gegensatz dazu
nennt man eine endliche Gleichung zwischen z und y, die der
Differentialgleichung nter Ordnung geniigt, ein particulires Inte-
gral, wenn sie weniger als » willkiirliche Constanten enthiilt.
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. 38.

Homogene linedre Differentialgleichungen.

Wir betrachten nun eine homogene lineére Differentialgleichung
nter Ordnung
danq dan—1 d
Qo d_x{_i'—al W*_?{‘+"'+an—1d'—?x/+ tny = 0.
Es sel y = Y ein particulédres Integral. Dann wird auch
y = ¢ Y ein solches sein. Denn nach der Voraussetzung wird die
Differentialgleichung erfiillt, wenn man statt y darin Y schreibt,

also

Y dr—1Y
b qzm +a dxn—1 + @Y =0

Wird nun aber statt y eingesetzt ¢Y, so kommt auf der linken
Seite nur noch der fiir alle Glieder gemeinschaftliche Factor ¢
hinzu, so dass durch Division mit ¢ sich die vorige Gleichung
wieder ergibt.

Sind ferner y = Y; und y — Y, particulire Integrale, so
kann man daraus ein neues Integral

y=alh+al,
bilden. Dieses neue particulire Integral ist dann von Y, und Y,
nicht unabhéngig, sondern aus ihnen linedr zusammengesetzt. Da-
gegen heisst ein Integral Y; von ¥, und Y, unabhiingig, wenn es
sich nicht in die Form ¢, ¥, -+ ¢; ¥; bringen ldsst. Ueberhaupt
werden k Integrale Y;, Y,, ... Yy der homogenen lineiren Diffe-
rentialgleichung von einander unabhéngig genannt, wenn sich
keine constanten Coefficienten oy, o, ... &; bestimmen lassen, die
der Gleichung geniigen
a1Y1 —‘(—GQY.Q—*—--'—FOCkYk:O.

Man sieht nun leicht, dass eine Differentialgleichung nter
Ordnung mehr als » unabhingige particuldre Integrale nicht
haben kann. Denn sonst konnte man jedes mit einer willkiir-
lichen Constanten multipliciren und erhielte durch Addition der
Producte ein neues Integral, das mehr als » willkiirliche Constan-
ten enthielte.

7*
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Hat man aber n von einander unabhingige particuldre In-
tegrale gefunden, so ist

y=a¥Y + Y+ -+ ¥
das vollstindige Integral der homogenen linediren Differential-
gleichung nter Ordnung und ¢, ¢, ... ¢, sind willkiirliche Con-
stanten. Daraus ldsst sich jedes particuldre Integral herleiten,
indem man den Coustanten bestimmte Werthe beilegt.

Eine allgemeine Methode, die homogenen linedren Differen-
tialgleichungen zu integriren, besitzen wir nicht. Nur einige be-
sondere Fille ist man bis jetzt im Stande gewesen zu behandeln.
Sind die Coefficienten aq, @, ... a, in der Differentialgleichung
constant, so kann man immer das vollstdndige Integral ermitteln.

§. 39.

Homogene linedre Differentialgleichungen mit
constanten Coefficienten.

Es sei die homogene lineire Differentialgleichung nter Ord-
nung gegeben

n n—1
M a e T e G ay =0,
worin a,, a;, ... ty_1, , reelle constante Grossen sein sollen. Wir
konnen leicht particuldre Integrale finden. Setzen wir z. B.
y = eﬂ-x,
so ist dy = oe*?, @ = a?es®, - "y = a"e"
dz d x? daxr

Fithren wir diese Werthe in die Differentialgleichung ein, so
ergibt sich

e (ag o™ + @ et o ov = @ng 0 + an) = 0.
Dies kann nicht anders der Iall sein, als wenn die Klammergrosse

= 0 wird. Die constante Grosse e ist also eine Wurzel der
Gleichung

() @ (@) =aye" + @ e + s + an_y & + @y = 0.
Wir bezeichnen die » Wurzeln der Gleichung mit ay, a,, ... &,
und betrachten zunfichst den Fall, dass sie simmtlich von einan-
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der verschieden sind. Dann haben wir » von einander unabhin-
gige particulire Integrale der Differentialgleichung, nemlich

enT, enT, . e,
Das vollstindige Integral ist demnach

¢y Y= cren® + gyen® 4 .. 4 ¢, em,

Hat die Gleichung nten Grades, welcher « geniigen muss, imagi-
nire Wurzeln, so kommen diese immer paarweise conjugirt vor,
d. h. die eine ist von der Form w + 4V — 1, die andere von der
Form g T4V — 1. Es seien z B. &, und a, solche conjugirte
imagindre Wurzeln

w=u+ VT,

g = u — 4 vV —1.
Dann ergibt sich
¢ e1® + €, 0% == ¢h¥ (01 eAx V=1 + Cy c—-z\x‘V-——l)

= ¢r* {(Cl + e)eoshz + (¢ — ¢) V-"‘_l-Si'l}'“"‘}'

Da nun ¢; und ¢, willkiirliche Constanten sind, so konnen wir
dafiir zwei andere einfiihren, indem wir setzen

¢+ =k,
(a—e)V—1=h,
Dadurch erhalten wir
¢ en® 4 ey em% = ¢v= . (kycoshax -+ kysind x).

Das eben angewandte Verfahren erleidet eine Modification,
wenn die Gleichung in « nicht lauter verschiedene Wurzeln hat.
Es sei oy = @y = o3 = --- = @, und die iibrigen » — m Wur-
zeln seien von o, und von einander verschieden. Dann haben wir
ein particulires Integral

Yy = 1%, v,
worin wir » als eine unbekannte Function von x anschen. Setzen
wir zur Abkiirzung

B — D) —2)..(b—v 41 _
1.2.3 v -

so 1st bekanntlich

d*(u.v) 1w dv dF—2u drv
d 2* dzk v+ dz*—1dz +k, dzF—2 dz?
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und wenn wir %4 = e~® nehmen:
d* (en= dv a2 v
_(‘Hk_,z ea1x.{alv+kl k—1 +k2 ok —2 +}

dz?

In dieser Formel haben wir der Reihe nach k =1, 2,3, ... »n
zu setzen, wenn das particulire Integral y — en? . v und seine
Derivirten in die Differentialgleichung eingefiihrt werden sollen.
Dadurch ergibt sich dann

0=en"y {ao“1+“1“?l+““?2+ S 1“1+“"}
—}—e“w {"1%0‘1 Vb (n— Dy o™+ oo 4 aua]
+e“1’”dx2 {n‘laoal (= ya o 3+"'+“n——2}
._|_...

dm—1yp _ -
+ ens Wl——l {')’lm_l Ay a’l‘ mt1 + (n — l)m—l ay (XT " —1' "‘}
m e
e 0 g or = (0 — Dy ™ ]
+ [N
dar
+ e 5 1:. -

In dieser Gleichung sind die Klammergrossen der Reihe nach
@ (o), @' (a)), Y2 @" (ocl) . Die Gleichung lautet also kiirzer

1 drlw _
0= e 0. (o) - 3 9" () -+ Gy gt 9 ()

1 dmo 1 dew |
+ (m) + _|_ (O] .
ml dam % (o) wldz ¥ (ul)]

Da nun @ («) durch (¢ — o)™ theilbar ist, so ist

o) =0, ¢ () =0, .... @t=V(a;) =0,
und die vorige Gleichung geht iiber in

1 dmo 1 dro

m! dzm s @ (o) oo wldzn o™ (o) = 0.

Sie wird erfiillt, wenn wir
dmnv _ dmtie dro

R P R i

setzen, d. h.
v="nh+hzx+ hyx?+ -+ byt
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g g g

Das particulidre Integral lautet dann

y=e%(hy +hx + hya? 4 -+ 4 hp_r2™™1),
es enthilt also m willkiirliche Constanten. Da ausserdem noch
n — m particuldre Integrale von den Wurzeln o, 1, @ ya, ... 0y
herrithren, so sind auch hier wieder in dem vollstindigen Integral

) y=ens(hy +hx 4+ F bpor12m1) + Cpyem 17 L oo
."+cneanx

n willkiirliche Constanten vorhanden.
Dasselbe Verfahren findet Anwendung, wenn die Gleichung
@ (¢) = 0 mehr als eine Gruppe von gleichen Wurzeln besitzt.

§. 40.
Nichthomogene linedre Differentialgleichungen.

Wir haben noch die lineéire Differentialgleichung zu unter-
suchen, welche ein von y und den Differentialquotienten freies
Glied enthilt, also

n—
(1) aog?i—{—lgn{—}— +an_n1d + ay = X.

Die Integration dieser Differentialgleichung nter Ordnung lisst
sich in zwei verschiedenen Weisen zuriickfithren auf die Integra-
tion einer ganz dhnlich lautenden Differentialgleichung (n — 1)ter
Ordnung. Es bedarf dazu nur der Kenntniss eines particuliren
Integrals einer homogenen lineiren Differentialgleichung #ter Ord-
nung. Beide Wege hat Lagrange im 3. Bande der Miscellanea
Taurinensia eingeschlagen*).

Der erste Weg ist folgender. Man verstehe unter z eine vor-
laufig noch unbekannte Function von z, multiplicire beide Seiten
der Gleichung (1) mit zdx und fiihre links in allen Gliedern mit
Ausnahme des letzten die Integration nach Theilen aus. Dabei
ergibt sich

*) Sur Tintégration de l’équation
Ly+M +th2+Pdt3+

dans laquelle L, M, N... T sout des fonctions de f. (Miscellanea Taurinensia,
Tomus III. 1762 — 1765. p. 182.)
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/a,.zydx __fa,.Zde
fan lz%-—dx_‘a,. 1zy—f (Z(a,, l'Z)ol

/an_gzgg‘édx—a” 223-/ d(a,, 22') +/ dz (a,, Qz)d

u s.
In dem Resultate der Umformung setzen wir

ar(a, 2 ar—1(a, 2 dr—2(a, 2
(a) d(;”)—— dx’g'—ll )+ dm‘g—z2)_+"'+(_1)”5111220.

Dann bleibt stehen
@) [Xedz=y(nr — LoD | Elasd) 4

dzx d z2

dr d (n—3 2) A2 (p—s?
.

(g W) | o)
_+_

drn—1
dxr—1

Kennt man also ein particulires Integral 2 der homogenen
linediren Differentialgleichung (a) und fiihrt dieses in die Gleichung
(2) ein, so hat man nur noch eine Differentialgleichung (» —1)ter
Ordnung zu integriren.

Auf dem zweiten Wege setzt man voraus, dass ein particuliires
Integral der homogenen linediren Differentialgleichung

n n—1

(b) aog——;,—f- 13,,?—}— Jr‘an—l%—{*anv:()
bereits gefunden sei. Wir setzen dann, um der ersten Differential-
gleichung zu geniigen

ay 2.

Yy=u.v,
und verstehen unter % eine noch unbekannte Function von z. Die
gegebene Differentialgleichung geht dadurch iiber in

__10
X = -{aod "+ L ey 1+ _!’"an}
dr—1yp an—2yp
+ 5 o a0 = i =t
+
d"u

—‘—dx"‘ao.’l).
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Die erste Klammer ist = 0. Die iibrigen Klammergrossen sind
bekannte Functionen von z. Wir bezeichnen sie also mit einfachen
Buchstaben und setzen ausserdem % = «'. Dann hat man zur
Bestimmung von «' die Differentialgleichung

dr—1u' dr—2u dw

@) bgmrthgam ot g F e =X

Diese ist von derselben Form wie die urspriinglich vorgelegte
Gleichung, aber von der um 1 verminderten Ordnung.

Lagrange macht in dem oben citirten Aufsatze noch die Be-
merkung, dass man von der Differentialgleichung (1) aus zu einer
ebenfalls linedren Differentialgleichung (v — m)ter Ordnung ge-
langt, wenn m particulire Integrale der Differentialgleichung (a)
oder der Differentialgleichung (b) bekannt sind. Dabei ist natiir-
lich m hochstens = n. Fiir diesen dussersten Fall fiilhrt La-
grange die Rechnung durch in einem Aufsatze, der unter den
Nouveaux Mémoires de I'Académie de Berlin vom Jahre 1775%)
abgedruckt ist. Das Verfahren ist folgendes,

Hat man » von einander unabhiingige particulire Integrale der
homogenen linedren Differentialgleichung (b), nemlich v, v;, ... 0y,
so ist das vollstindige Integral von der Form

V=00 + Ca Uy —+— + Cn Un,

und ¢, ¢y, ... ¢, sind die willkiirlichen Constanten. Um nun die
Differentialgleichung (1) zu integriren, setzen wir

(4) Y= v + Uy o UnVn

und betrachten u;, u,, ... u, als unbekannte Functionen von .

Werden aus der Gleichung (4) die ersten » Differentialquotienten
gebildet und diese in (1) eingesetzt, so erhélt man eine Differen-
tialgleichung, der die » Functionen uy, us, 4, ... 4, Geniige leisten
miissen. Zur volligen Bestimmung der Functionen u haben wir
aber ausserdem noch n — 1 Gleichungen néthig. Diese wihlen
wir, da sie in der Aufgabe nicht gegeben sind, in der Weise, dass
bei den ersten n — 1 Differentiationen der Gleichung (4) jedesmal
der Inbegriff derjenigen Glieder = 0 gesetzt wird, welche die
Differentialquotienten von u,, u,, ... %, enthalten. Dadurch er-
gibt sich

*) Recherches sur les suites recurrentes etc. Article 1, §. 5.



106  Dritter Abschnitt. Differentialgleichungen.

dy - dUk - duk
dx zzuk iz’ zvk
Py <~ A “dvp duy
© (7w =T 2z d =" | @
d"_ly z d”—lvk " d”_2’0k duk
Go =2 g 2gp qp =

Dagegen wird

d”y_” d”l)k darn— Lo duk
dzr _,,5:31“" dar +Z dan=* dx’
Der Ausdruck fir y aus Glelchung (4) und die eben erlangten
dy diy  dy
dz’da® " dan
Differentialgleichung (1) einzusetzen Dadurch erhilt man

n

arv dv
Ston(an T 4 T T2+ aun)
k=1

n—1
+aozd deuk—X

Ausdriicke der Differentialquotienten sind in die

danr—1
Nun ist aber vermdge der Diﬁ'erentla]glelchung (b) der Factor
von % in der ersten Rethe — 0 fir k = 1, 2, 3, ... n. Die letzte

Differentialgleichung geht also iiber in
dn - 1?ik duk -
a"z dxn—1 =X
Diese nehmen wir zusammen mit den Gleichungen (d). Dann
da’ dz’ " dux

haben wir zur Bestimmung der » Unbekannten

die folgenden # Gleichungen

du d . d g
1+ 2du2+3 3+ +n——u*——0

dvl d uy dvy du, dv; du dv, du,
dedz v azde Tadzds T "tz az =%
d2v, du, d? av, du2 d?vs du, A0y dtn
iz ds Tdrdz Tavdz Tt amar =0
ar—2y, dul. ' .v;d.uz' g v dug o v,.du,,___
dx”—2dx+dx”*2 dzx + dx" dar—2dz + + dz»—2dz 0,
ar—1y, du, Ly, duy Los d ug dan— lvndun X

dzn-1 dx+dx" ldx+dx" gz T +dx” 1 a0
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Die Coefficienten der » Unbekannten und die Function az sind be-
0

kannt. Es kommt also nur darauf an, durch Elimination die

Werthe der Unbekannten zu bestimmen. Ergibt sich dabei

duk _
dz ox (2),

so ist @y (x) eine bekannte Function von z, und wir erhalten

() uk::f(pk(x)dw k=1,23 ...n

Die Bestimmung der Functionen wu ist also auf ein Problem
der Integralrechnung, oder, wie man sich ausdriickt, auf einfache
Quadratur zuriickgefiihrt.

Man nennt dieses Verfahren von Lagrange die Methode der
Variation der Constanten.

Ein ganz analoger Weg ist einzuschlagen, wenn nur m parti-
culidre Integrale von (b) bekannt sind (m <C n). Zuerst betreten
ist dieser Weg fiir m <% von d’Alembert*). Man vergleiche
dariiber auch die spateren Arbeiten von Libri*¥), Malmstén***)
und Joachimsthalf), sowie die Darstellung von Baltzerff).

II. Partielle Differentialgleichungen.

§. 41.

Definition. Linedre partielle Differentialgleichungen
zweiter Ordnung.

Wir haben bis jetzt eine Function y als abhingig von nur
einer Variablen x angesehen. Bei den physikalischen Erscheinun-
gen, welche wir betrachten wollen, treten nun aber mehrere unab-
hiingig veridnderliche Grissen auf: die Zeit und die drei Raum-

*) Miscell. Taur. T. 3. p. 381.
**) Crelle. Bd. 10. p. 185.
#kk) Crelle. Bd. 39. p. 91.
T) Crelle. Bd. 40. p. 48.
+1) Theorie und Anwendung der Determinanten. 3. Aufl. Leipzig. 1870.
§ 9 3 4
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coordinaten. Diese Untersuchungen werden uns also auf partielle
Differentialgleichungen fiihren.
Betrachten wir zunfichst eine Function u, die von zwei unab-
héngigen Variabeln 2 und ¢ abhéingt, also
U —aq (x, t).
Diese Function » hat die beiden Differentialquotienten erster Ord-

nung
ou ou

oz’ ot’
die drei Differentialquotienten zweiter Ordnung
0%u 0w o0tu
0x?’ dxzot’ 0’
u. s. f.

Jede Gleichung zwischen # und irgend welchen partiellen
Differentialquotienten dieser I'unction heisst eine partielle Ditfe-
rentialgleichung. Die Ordnung wird hier wieder nach dem hoch-
sten darin vorkommenden Differentialquoticnten bestimmdt.

Eine Function «, die der partiellen Differentialgleichung Ge-
niige leistet, wird eine L 6sung derselben genannt.

Vom grissten Interesse sind die linedren partiellen Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung, weil die meisten physikali-
schen Fragen auf solche Gleichungen filhren. Die allgemeine
Form derselben ist bei zwei unabhingigen Variabeln

et m o T p 2 W ru =

ox? 0xot d 2 ox ot ’
und besonders wichtig ist der Fall, dass sie homogen sind, dass
also s == 0 ist. Mit der Untersuchung dieses Falles wollen wir
uns daher hauptsichlich beschiftigen.

Sind die Coefficienten I, m, n, p, ¢, r constante Grossen, so ist
es leicht, particulire Lisungen der homogenen Gleichung

02 u o2 u 2 u ou
gt Mg+ ot p St g S ru=0

zu finden. Wir setzen, analog dem Verfabren in §. 39, in diesem
Falle

U = e**+ B¢,
Dann ist

%:o&u, ﬁzﬁu,

o0?u 0%u 0 u
—_— 2 —_ — — — 32
gar % za - “P G = A
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Folglich geht die partielle Differentialgleichung iiber in

u-{lar 4 map g+ patgftrf=o.

Hier haben wir die Klammergrosse — 0 zu setzen. Dadurch ergibt
sich eine quadratische Gleichung in « und 8. Wir kionnen also
die eine der beiden Grossen, etwa B, beliebig wihlen, und
erhalten zu jedem Werthe von f aus der Gleichung zwei be-
stimmte zugehorige Werthe von . Es gibt also eine unendliche
Menge zusammengehoriger Werthe von o und 8, welche der Be-
dingungsgleichung

la? +maf +np?+pe+gp4r=20
geniigen, und folglich haben wir auch unendlich viele particuldre
Losungen der partiellen Differentialgleichung.

Hierin liegt ein wesentlicher Unterschied der partiellen und
der gewohnlichen Differentialgleichungen, da die letzteren nur eine
endliche Anzahl unabhéngiger particulidrer Integrale besitzen.

Sind Uy, U,, U, ... particulire Losungen der homogenen
linedren partiellen Differentialgleichung, so kann man jede mit
einer willkiirlichen Constanten multipliciren und erhélt durch Ad-
dition der Producte wieder eine Losung der homogenen Gleichung.
Auf diese Weise setzt sich aus den unendlich vielen particuldren
Losungen die allgemeine Losung zusammen, die demnach un-
endlich viele willkiirliche constante Grossen enthélt.

Die Auffindung der particuliren Losungen ist meistens mit
gar keiner Schwierigkeit verkniipft. Man kann also auch die all-
gemeine Lisung dann leicht herstellen. Mit solchen allgemeinen
Losungen, in denen die Constanten willkiirliche Werthe haben, ist
aber so gut wie nichts gewonnen. Vielmehr liegt bei den Auf-
gaben, die auf partielle Differentialgleichungen fiihren, der wich-
tigste Punkt der Frage darin, die Constanten so zu bestimmen,
dass gewisse Nebenbedingungen erfiillt werden. So hat man z. B.
die allgemeine Losung der partiellen Differentialgleichung gefun-
den fiir die Schwingungen elastischer Flichen, also fiir die Klang-
figuren, kann aber aus dieser allgemeinen Losung die Figuren
selbst durchaus nicht finden, sondern hat noch unendlich viele Be-
dingungen zu beriicksichtigen besonders fiir das, was am Rande
solcher schwingenden Platten vor sich geht.
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§. 42.
Beispiel

Wir nehmen als Beispiel die partielle Differentialgleichung
ou o2y
M 7 Y
welche sich auch in der Folge ergeben wird fiir die Bewegung der
Wirme, wenn man nur auf eine Dimension Riicksicht nimmt. Es
ist nicht schwer, particulire Losungen zu finden. Die Aufgabe
wird aber schwierig durch gewisse Nebenbedingungen. Wenn also
u = @ (,t) dieser partiellen Differentialgleichung geniigt, so fragt
es sich, welche Bedingungen hinreichen, damit ¢ (x,?) eine vollig
bestimmte Function werde. Da findet sich, dass die Function voll-
kommen bestimmt wird, wenn noch die Bedingung hinzukommt,
dass fiir einen bestimmten Werth von ¢ die Function u sich auf
eine bestimmte, aber ganz beliebig genommene Function von z
reducirt. Also es soll sein
2 w = f(x) firt=20.
Wir gehen hier wieder von particuldren Losungen der partiellen
Differentialgleichung aus. Setzen wir
u — eox +ﬂt,
so ergibt sich aus der Differentialgleichung fiir « und # die Bedin-
gungsgleichung
B = a?a
Wir haben also
w — ea:c+a9u2t
als particulire Losung. Da o ganz beliebig gewidhlt werden
kann, so diirfen wir auch oV — 1 statt « setzen. Es sind demnach
auch

cawV: . e—aﬂa?t
und .

c—-axv—l . c—a9a9t
particuldre Losungen, die wir mit willkiirlichen Constanten multi-
pliciren und addiren diirfen. Wir multipliciren die erste mit
e—a"V=1_die zweite mit et«A¥—1 und erhalten durch Addition und
Subtraction die beiden particuléren Losungen
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e~ coso(x — A),
e~ sino(x — 4),

bei denen wir den constanten Factor 2 und resp. 2 . V—1 weg-
gelassen haben.

Um die allgemeine Losung herzustellen, haben wir o stetig
variabel zu nehmen, jeden Werth, den die Function « fiir ein
specielles o annimmt, mit einer von x und ¢ unabhingigen Grosse
zu multipliciren und die unendlich vielen Producte zu addiren.
Ist also F'(x,t,«) eine particulire Losung, so multipliciren wir sie
mit ¢ (¢)d«. Dann ist auch

/w((x)F(x,t,a)da

eine Losung der partiellen Differentialgleichung, Denn dieses
Integral ist eine Summe von unendlich vielen Specialwerthen der
Function F (z,¢, &) fiir unendlich viele verschiedene «, deren jeder
mit einer von z und ¢ unabhéngigen Grosse ¥ () d « multiplicirt ist.
In unserm Falle kénnen wir zunichst fiir dasselbe o die par-
ticuldre Losung
e~ cosa(x — A)
mit ¥ (4)d A multipliciren und darauf zwischen vorldufig beliebigen
Grenzen ¢, und ¢, integriren. Dann ist auch
Ce

/e—““” cosa(x — A)p(A)yda

L
eine particuldre Losung. Diese multipliciren wir mit d e und inte-
griren zwischen den Grenzen b, und b,. Fiigen wir noch einen
constanten Factor A hinzu, so wird auch

ba ce
w=h /dafe*“’“’t cosoc(@ — Ay (A)dA
w9

eine Losung der partiellen Differentialgleichung. Setzen wir hierin
t — 0 und beriicksichtigen die Bedingung, dass dann

u=f(2)

sein soll, so findet sich

be cg
f@ =h [ do [cosa(@— L)p(A)da.
/]
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Nach Fourier’s Satze {§. 32. Formel (50)} ist aber

f(x):%/dufcosa(x — DF@Md.
0 Lo
Damit also der Nebenbedingung geniigt werde, haben wir zu setzen
1

b=, v =r®)

bl = 0, bg - 0,

g —= — ®©, (== W,

Unsere Aufgabe ist daher vollig gelost, wenn wir

u:}t—fda‘/e—“’“"f(l)cosa(x— A)ydi
0

nehmen, Dieser Ausdruck lisst sich noch vereinfachen durch Um-
kehrung der Integrationsordnung. Es ist dann zuerst das Integral

w

fe—“’“*‘cos a(z — A)da

0
auszufiihren. Der Werth desselben findet sich aus §. 18 Formel
(85), nemlich
— _ (=02
. _1_\/g T
T 2aV

Danach erhalten wir also
_(a:-—)\)?

1 1 A Tt
) uzﬂmif(l)e .

Es ist nicht uninteressant, diesen Werth noch einmal zu verifi-
ciren, indem man zeigt, dass er den beiden Bedingungen geniigt.
Dass er die partielle Differentialgleichung erfiillt, erkennt man
leicht, indem man die Differentiationen ausfithrt. Es reicht dazu

auch hin, nachzuweisen, dass
1 =

" 4a2t

—=f

Vi
eine particulire Losung ist. Um aber den Werth zu finden, den
der letzte Ausdruck von u fiir { == 0 annimmt, ist es zweckmiissig,
das Integral etwas umzuformen. Fiihrt man fiir 1 eine andere
Variable ein, so dass der Exponent von e das negative Quadrat
der neuen Variablen ist, also
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s0 wird

(I%) u = T/%‘_[jf(x—i—%ﬁ Vi)e #dp.

Dieser Ausdruck geht fiir ¢ = 0 iiber in

vz [r@erap

- %f(x)‘o/ﬁc—ﬂg ap

d. h. mit Riicksicht auf §. 17, Formel (33) in
2 1,
Vo 3V = s,

Die partielle Differentialgleichung, welche wir hier behandelt
haben, bildet den Gegenstand der Untersuchung in den §§. 49 bis 60
des folgenden Abschnittes. Immer werden wir von der particuliren
Losung _

Ci axV—1—a2aft
ausgehen und die allgemeine Losung aus unendlich vielen particu-
liren Losungen zusammensetzen. Diese bildet bei allen Aufgaben
den gemeinsamen Ausgangspunkt. Sobald wir aber auf die je
nach der Aufgabe verschiedenen Nebenbedingungen Riicksicht
nehmen, gelangen wir zu Liosungen, die trotz des gemeinsamen
Ausgangspunktes von einander vollig abweichen.

§. 43.
Beispiel.
Wir wollen jetzt die partielle Differentialgleichung nehmen

o2 o
—_— 12—
M ot = Y oa

die bei dem Problem der schwingenden Saiten sich ergeben wird.
Sie ist die erste partielle Differentialgleichung, die iiberhaupt be-
handelt worden ist. Die Function « ist hier noch nicht bestimmt,
wenn man nur eine Bedingung hinzufiigt. Wir stellen also zwei
Bedingungen auf, nemlich

Riemann, Partielle Differentialgleichungen. 8
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&) w=f(x) firt=0,
3) M —F@ firt=o.

Die Aufgabe lésst sich in zwei zerlegen, indem wir das eine
Mal eine Function suchen, die der partiellen Differentialgleichung

geniigt und fiir ¢ = 0 gibt v = f(z), 66_?: — 0; das andere Mal

eine Function, die der partiellen Differentialgleichung geniigt und
fiir t = 0 gibt w = 0, 2% = F(z).

I. Wir suchen zundchst eine Function, welche die partielle
Differentialgleichung erfiillt und den Bedingungen geniigt

2% w=f(x) firt=0,
% ou .
(3%) 7 =0 fir t = 0.
Als particulire Losung der Gleichung (1) versuchen wir
oo + Bt
Diese geniigt der Gleichung (1), wenn
ﬂ? — a? a2
Wir erhalten also als particulidre Lisung
ea(a:iut),

worin wir auch « mit @]/ —1 vertauschen diirfen. Thun wir dies,
so erhalten wir die neuen particuliren Losungen

cos o(x—at) und cos e (x — at)
und ebenso die beiden anderen Losungen

sino(r—at) und sin e (r— at).
Die beiden ersten Losungen multipliciren wir mit dem von z und ¢
unabhingigen Factor cosea i, die beiden anderen mit sin o4 und
erhalten dann durch Addition

cos o (x—A -} at) + coso(x — A — at).

Diese particuldre Losung ist schon so heschaffen, dass sie der Be-
dingung (3*) geniigt. Multipliciren wir sie mit f(4)d 4 und inte-

—l—doc

griren nach 2 von — o bis -+ o, multipliciren weiter mit 5o

und integriren nach & von 0 bis w, so ergibt sich

u:%/wdajf(l){cosa(x—l—}—at)—kcosa(a:-—l-—-at)} dh
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oder wenn wir Fourier’s Satz beachten:

@ u=j |fetat) +s@—ap)-

Diese Losung geniigt der partiellen Differentialgleichung (1) und
den beiden Bedingungen (2*) und (8*), wie man nachtriglich auch
leicht verificiren kann,

II. Die Function # soll so bestimmt werden, dass sie der par-
tiellen Differentialgleichung (1) und den Bedingungen

(2%%) =0 fiir £ = 0,
ou

(3+) s =F@ , t=0

geniigt.

Hier gehen wir von den beiden particuliren Losungen
sine(x—A-+at) und sin o(x — i — at)
aus und machen die Bemerkung, dass ihre Differenz der Bedingung
(2**) bereits Geniige leistet. Wir nehmen also die particulire
Losung
sina(z—A-+at) — sina(x — 24— at).
Der nach ¢ genommene Differentialquotient ist

oca{cosa(x—l—i»at) -+ cosa(ac———l—at)}

und geht fiir £ = 0 iiber in
2aacosa(x—2~).
Fir ¢ = 0 soll aber

Y= F@) =2 /d(x/F(l)cosa(x—A)dl

sein. Dies erreichen wir, indem wir aus der particuldren Losung
herleiten

w = ! du/F(l) smoc(:v A-at) — sina(z—A —-at)}dl.

Bu

2aat

Hier konnen wir die Ordnung der Integration umkehren und erhalten
2amwyu =

/I‘(l)dl /sma(x—l+at)d ‘/msma(x—;l—at) d“J'
0

Die beiden Integlale in der Klammer sind nach §. 14 Formel (23)
zu behandeln. Danach findet sich, dass der Inhalt der Klammer
8%
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= 0 ist, wenn & - at < 4 oder wenn x — af > 4, dagegen den
Werth = besitzt, wenn « -+ at > 42 > 2 — at ist. Dadurch geht

u iber in
x+at

(I %= 21—(1‘/F(1.)d}..

z—at

Dass diese Function den Bedingungen (1), (2**) und (3**) ge-
niigt, lasst sich nachtriglich auch leicht zeigen.

III.  Soll die urspriinglich in diesem Paragraphen gestellte
Aufgabe gelGst, also eine Function « bestimmt werden, welche die
Gleichungen (1), (2), (3) erfiillt, so haben wir die Losungen (I) und
(1I) durch Addition zu verbinden. Wir erhalten dann

z+at

(110 w =1, {f(x+at) +f(x—at)} + %fF(l)dl.




Vierter Abschnitt.

Bewegung der Warme in festen Koérpern.

L. Ableitung des Grundgesetzes.

§ 44,

Wirme. Specifische Warme., Temperatur.

Wir wenden die Theorie zunichst an auf die Lehre von der
Bewegung der Wirme in festen Korpern. Dabei ist es gleichgiiltig,
ob wir die Warme als einen Stoff ansehen oder, wie es aus der
Analogie anderer physikalischen Erscheinungen wahrscheinlich ist,
als lebendige Kraft, hervorgebracht durch die wellenformige
Bewegung eines Warmeéithers. Wir driicken uns der Einfachheit
wegen so aus, als ob die Wiarme etwas Materielles widre. Nach
der Erfabrung kann dann also ein Korper mehr oder weniger
Wirme in sich aufnehmen oder abgeben, und er geht bei der Auf-
nahme wie bei der Abgabe in einen anderen Warmezustand iiber.
Bei jedem Korper konnen wir zwei bestimmte Wirmezustinde de-
finiren. In dem ersten Zustande befindet sich der Korper, wenn
er ringsum mit schmelzendem Eis umgeben ist, in dem zweiten,
wenn er sich in siedendem Wasser befindet, und wenn er in beiden
Fillen mit der Umgebung nicht in Wérmeaustausch tritt.

Fiir die Physik ist es von besoriderem Interesse, die Warme-
menge zu bestimmen, welche die Masseneinheit eines Korpers in
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dem Wirmezustande des siedenden Wassers mehr besitzt als in
dem Wirmezustande des schmelzenden Eises. Diese Wirmemenge
nennt man die specifische Warme des Korpers.

Um die specifische Wirme zu messen, bediirfen wir einer
Wirmeeinheit. Wir wihlen dazu die Warmemenge, welche nothig
ist, um die Masseneinheit Wasser aus dem Wirmezustande des
schmelzenden Eises in siedendes Wasser zu verwandeln. Oder mit
anderen Worten: wir setzen die specifische Warme des Wassers = 1.

Mit dieser Wirmeeinheit reichen wir aus. Doch ist es fiir die
Theorie vortheilhaft, ein anderes Maass einzufithren, nemlich die
Temperatur. Wir definiren dieselbe folgendermaassen:

Die Temperatur « ist eine Verhéltnisszahl, welche fiir irgend
einen Wirmezustand angibt, das Wievielfache der specifischen
Wirme C die Masseneinheit des Korpers in eben diesem Zustande
mehr besitzt als im Zustande des schmelzenden Eises.

Fiir den Zustand des schmelzenden Kises ist also die Tem-
peratur u = O, fiir den des siedenden Wassers ist 4 = 1, und fiir
einen Zustand, der zwischen jenen beiden liegt, ist « ein echter
Bruch. Die Temperatur « kann natiirlich auch iiber 1 hinaus
wachsen und unter O herabsinken. Der erste Fall tritt ein, wenn
der Koérper aus dem Zustande des siedenden Wassers in einen
andern Wirmezustand iibergeht durch Aufnahme neuer Wirme,
der zweite Fall, wenn er aus dem Zustande des schmelzenden Eises
in einen andern iibergeht durch Abgabe von Wirme. Dass mit
der Temperatur das Volumen des Korpers sich verdndert, ist hier
eine Nebensache, die nicht in Betracht kommt.

Die Wirmemenge W, welche ein Korper von der Masse M
und der specifischen Wirme C bei der Temperatur « enthilt, ist
also

W=M.C.u.
Dabei ist natiirlich vorausgesetzt, dass der Korper seiner ganzen
Ausdehnung nach dieselbe specifische Wirme besitzt, und dass
jede Masseneinheit gleich viel Wiarmemenge enthilt. Bei der Tem-
peratur 0 ist dann in jedem Korper die Warmemenge 0 vorhanden.

Bei den festen Korpern findet eine unmittelbare Wirkung der
Wirme nur in unendlich kleiner Entfernung statt, sei es, dass sie
fiir weitere Entfernungen entweder wirklich aufhort oder nur
wegen ihrer Kleinheit sich den Sinnen entzieht. Eine zweite Vor-
aussetzung, welche wir machen, ist die, dass die Wirkung zwischen
zwei unendlich nahen Theilen dem Unterschied der Temperatur
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oder Wirmemenge proportional ist, und zwar nehmen wir die Wir-
kung als eine ausgleichende an, so dass der wérmere Theil an den
weniger warmen etwas abgibt. Aus diesen beiden Voraussetzun-
gen haben wir zunichst allgemeine Folgerungen und Formeln ab-
zuleiten.

§. 45.

Wirmeaustausch parallel zur Axe der .

Wir betrachten einen Korper, welcher ungleichmiissig erwirmt
ist, aber so, dass die Temperatur zu einer und derselben Zeit nur
abhingt von der z-Coordinate eines jeden Punktes. Dann ist also
eine zur z-Axe rechtwinklig gelegte Ebene in allen ihren Punkten
gleichmiissig erwirmt, und ihre Temperatur #ndert sich nur mit
der Zeit ¢.

Nehmen wir nun zu verschiedenen Seiten einer solchen Ebene
zwei unendlich nahe gelegene Punkte, im Abstande x und z 4 2’
von der yz-Ebene. Es handelt sich um ihre Temperatur in dem-
selben Zeitmomente, nachdem seit einem gewissen Anfangstermin
die Zeit ¢ verflossen ist. Die Temperatur in dem ersten Punkte
bezeichnen wir mit #. Sie hingt nach der Voraussetzung nur von
z ab. In dem zweiten Punkte wird also die Temperatur sein

, 0u 't 0w

vte e T T

x

oder da wir die hoheren Potenzen der unendlich kleinen Grosse z'
gegen die erste Potenz vernachlissigen konnen:

, Ou

Dies gilt zu einer und derselben Zeit ¢ von jeder beliebigen
Stelle der betrachteten Ebene. In dem Zeitdifferential d¢, welches
auf die abgelaufene Zeit ¢ folgt, geht nun durch ein beliebiges
Flichenstiick @ der Ebene eine gewisse Wirmemenge hindurch.
Diese ist zufolge der im vorigen Paragraphen aufgestellien Hypo-
these proportional der Temperaturdifferenz, d. h. proportional der
Grosse

ou
— 5z
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Sie ist ferner proportional dem Flichenstiick @, durch welches sie
stromt, und proportional der unendlich kleinen Zeit dt, wihrend
welcher wir sie beobachten, d. h. sie ist

ou

Die Grosse k nennen wir die Leitungsfihigkeit des Korpers.
Sie kann, wie z B. bei den Krystallen, von der Richtung der
Wiirmestromung abhiingig sein. Wir wollen auf diesen Umstand
hier keine Riicksicht nehmen, sondern voraussetzen, dass fiir einen
und denselben Koérper £ constant sei.

8. 46,

Wirmeaustausch parallel zur yz-Ebene.

Wir untersuchen zweitens den Fall, dass zu einer und der-
selben Zeit ¢ die Temperatur in allen Punkten einer Parallelen zur
x-Axe constant sei, also

= f(5%).

Dann geht von der einen Seite einer zur z-Axe rechtwinkligen
Ebene auf die andere gerade so viel Warmemenge iiber wie in
derselben Zeit von der zweiten Seite auf die erste geht. Denn es
seien w, und y, (Fig.16) zwei unendlich nahe gelegene Punkte auf

Fig. 16.
7 /’4{\ “,
Y #y <
X

verschiedenen Seiten der zur x-Axe rechtwinkligen Ebene. Dann
lisst sich zu g, ein Punkt u,, zu g, ein Punkt g, finden, so dass
die Linien u, u, und u,u, parallel zur z-Axe liegen und von der
Ebene halbirt werden, und es haben einerseits p, und w;, anderer-
seits w, und p, dieselbe Temperatur. Geht also eine gewisse
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Wirmemenge von u,; nach p,, so wird genau eben so viel gleich-
zeitig von u; nach w, ibergehen. D. h. die Wirmemenge, welche
der Punkt g, verloren, hat der auf derselben Seite der Ebene lie-
gende Punkt p, gewonnen. Und ebenso viel Warme, als u, ge-
wonnen, hat y; verloren. Es hat also ein Wiarmezuwachs auf der
einen Seite der Ebene und eine Warmeabnahme auf der andern
nicht stattgefunden. Dies kommt aber auf dasselbe hinaus, als ob
durch die Ebene gar keine Wirme hindurchgegangen wire.

Ko6nnen wir ferner die Temperatur in irgend einem Punkte
als Summe von zwei Temperaturen darstellen

u=U, + U,

so ist fiir zwel unendlich nahe gelegene Punkte die Differenz der
Temperaturen u gleich der Differenz der Temperaturen U;, ver-
mehrt um die Differenz der Temperaturen U, Es ist also auch
die Wirmemenge, welche durch ein die Punkte trennendes Flichen-
element in Folge der ganzen Temperaturdifferenz hindurchgeht,
gleich der Summe der Wirmemengen, welche nur durch die Diffe-
renz der Werthe von U; und resp. nur durch die Differenz der
Werthe von U, zum Uebertritt gebracht sein wiirden.

§. 47.

Wirmeaustausch iberhaupt. Wirmefluss.

Nehmen wir nun einen Korper, der auf irgend eine Weise
erwirmt ist, in welchem also zur Zeit ¢ die Temperatur des Punk-
tes (z, y, #) eine Function der drei Coordinaten ist

u=f(z,9,2).
In einem unendlich nahen Punkte, dessen Coordinaten z - 2/,
y -+ 9, 2 4 2 sind, ist zu derselben Zeit ¢ die Temperatur

p . N o ,0u , 0u yo0u
fatay oy ode) =ut o g4y o 44 S

Auch hier sind die hoheren Potenzen von v, ¢/, ' gegen die erste
Potenz dieser unendlich kleinen Grissen zu vernachlissigen. Fiir
jeden der beiden Punkte konnen wir aber die Temperatur als eine

Summe von zwei Theilen ansehen. Wir nehmen
fir den Punkt (z, y, 2):

U, =u, U, =0,
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fir den Punkt (z+ ', y+ ¥/, 2-+2'):
U1=u+w’g—z, mzy’g—ngZ’g—Z'
In der Function U, ist dann nur y und z variabel, d. h. die Tem-
peratur U, ist in allen Punkten einer Parallelen zur z-Axe con-
stant. Folglich findet durch die zur x-Axe rechtwinklige Ebene
kein Wirmeaustausch statt. Dagegen tritt in Folge der Tempe-
raturdifferenz z' g—z in der unendlich kleinen Zeit d¢ die Wirme-
menge
ou
— ke 7z dt
durch das zar z-Axe rechtwinklige Flichenelement & hindurch
und zwar von der Seite des Punktes (z, y, 2) auf die Seite des
Punktes (z + 2/, y 4+ 4, 2+ #). Von diesem unendlich kleinen
Effect spricht man gewohnlich nicht, sondern dividirt durch das
unendlich kleine Element ® und durch die unendlich kleine Zeit.
dt. Dies gibt
ou
—k 5
eine Grosse, welche man den Wirmefluss fiir eine zur z-Axe
rechtwinklige Ebene nennt. Es ist die Wirmemenge, welche in
der Zeiteinheit durch die Flicheneinheit hindurchgehen wiirde,
wenn wihrend dieser Zeit fiir unendlich nahe gelegene Punkte auf
entgegengesetzten Seiten der Fliche die Temperaturdifferenz con-
stant wére.

Ebenso erhalten wir — % Qu und resp. — & 9% als Wiirme-
oy 0z

fluss fiir eine Ebene, die rechtwinklig zur Axe der y und resp. der
2 gelegt ist.

§. 48.

Grundgesetz der Bewegung der Wiarme in festen
Korpern.

Mit Hiilfe dieser Resultate konnen wir leicht dievallgemein_e
Gleichung finden fiir die Bewegung der W#rme in einem homo-
genen Korper. Wir haben hier die Temperatur abhéingig von den
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Coordinaten des betrachteten Punktes im Innern des Kérpers und
von der Zeit

U= @ (Y 1),
und wir miissen voraussetzen, dass fiir einen Anfangstermin, {=0,
die Temperatur jedes Punktes uns gegeben sei

@ (@Y 2 0) = f (@Y 2).

Ist der Korper begrenzt, so miissen auch noch fiir jeden Zeit-
moment Angaben iiber den Wirmezustand der Oberfliche hinzu-
kommen, wenn die Aufgabe bestimmt sein soll.

Wir betrachten zur Zeit ¢ ein unendlich kleines Korperelement
im Innern des Korpers. Wir wihlen dazu (Fig. 17) ein rechtwink-

Fig. 17,
Z
dz P
Ady
Y dx
p y
/ x

X

liges Parallelepipedon von den Kanten dz, dy, d 2. Der Eckpunkt,
welcher dem Coordinatenanfang zunéchst liegt, habe die Coordina-
ten , 9, 2. Zur Zeit ¢ ist in diesem Parallelepipedon eine gewisse
Wirmemenge vorhanden. In dem darauf folgenden Zeitdifferential
d¢ wird durch jede Seitenfliche Wirme eintreten und austreten.
Es fragt sich, welcher Zuwachs an Wiirme dadurch entsteht.

Rechtwinklig zur z-Axe liegen zwei Seitenflichen, jede vom
Flicheninhalt dy d 2, von denen die eine durch den Punkt (z,y, ),
die andere durch den Punkt (z-4dz,y, #) hindurchgeht. Durch
die erste dieser beiden Seitenflichen tritt in der Zeit df in das
Parallelepipedon ein die Wirmemenge

0
— ka—i;dydzdt,

durch die andere tritt in derselben Zeit aus die Warmemenge

ou
— <%>x+dm dydzdt.
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Die Differenz beider Werthe ist der Wirmezuwachs im Innern des
Korperelements, so weit er von dem Durchgang der Wirme durch
die beiden zur z-Axe rechtwinkligen Seitenflichen herriihrt. Es
ist aber
ow ou , 0lu
55 va— 5 5 45
folglich betrigt jene Differenz
o2y
k 57 dedydzdt.
Ebenso findet sich der Wiarmezuwachs, welcher herriihrt von

-dem Durchgange durch die beiden zur y-Axe und durch die beiden
zur z-Axe rechtwinkligen Seitenflichen, nemlich resp.

0%u .
und
0%y
k_az? dedydzdt.

Im Ganzen ist also die Wirmemenge
o%u o2y 0%y
o oy 0w
zur Zeit ¢ + d¢ mehr vorhanden als zur Zeit £.
Nun hat zur Zeit ¢ das Korperelement die Temperatur w.
Nach §. 44 enthilt es dann also die Wirmemenge

oCdxdydz . u,
wenn mit ¢ die Dichtigkeit bezeichnet wird. Der Zuwachs, welchen
diese Warmemenge in der Zeit d¢ erleidet, ist

dxdydzdt

godxdydz-%%‘dt.

Eigentlich hingt allerdings die Dichtigkeit von der Tempera-
tur ab, doch ist die Dichtigkeitsinderung so gering, dass wir hier
davon absehen konnen. Wir haben also zwei Ausdriicke fiir den
in der Zeit d¢ erlangten Wirmezuwachs gewonnen, und diese sind
daher einander gleich zu setzen. Dividiren wir dann beide Seiten
der entstehenden Gleichung durch ¢ Cdxdydzdt und schreiben

k

_— a2,
oC
so ergibt sich
0 0%u o0%u 02w
1 — = a2 — ).
() ot ¢ 6x2+6y?+6z2>
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Diese partielle Differentialgleichung driickt das physikalische
Gesetz aus fiir die Bewegung der Wirme in festen Korpern. Sie
gilt aber nur innerhalb des Korpers, weil sie angibt, wie die Tem-
peratur eines Korpertheilchens sich modificirt durch die Tempera-
tur der umgebenden Punkte. Ist der Korper begrenzt, so miissen,
wie schon hervorgehoben, fiir die Temperatur der Oberfliche noch
Bedingungen gegeben sein, damit die Aufgabe zu einer bestimmten
werde. Es muss ferner fiir den Anfangstermin (t = 0) die Tem-
peratur jedes Punktes gegeben sein.

Ein specieller Fall der Aufgabe ist der, dass die Temperatur
constant bleiben soll, also %—QZ = 0. Dann haben wir also die par-
tielle Differentialgleichung

o2y o0%u o0%u
(2) 2zt -+ a_yg' + 222 =0,
und die Gleichung, welche die Temperaturvertheilung fiir ¢ — 0
gibt, fillt weg. Fiir diesen Fall konnen wieder besondere Bedin-
gungen in Beziehung auf die Oberfliche gegeben sein. Es handelt
sich dann also um das Gleichgewicht der Temperatur unter ge-
wissen Bedingungen fiir die Oberfléiche.

I1. Die Temperatur ist abhéngig von der Zeit und von
einer einzigen Coordinate.

§. 49.

Der Korper ist unbegrenzt. Der Koérper ist von einer
unendlichen Ebene begrenzt.

Wir beschiiftigen uns zunichst mit partiellen Differential-
gleichungen, in welchen nur eine Coordinate, etwa z, vorkommt.
Es muss dann also fiir alle Punkte einer Ebene, welche recht-
winklig auf der z-Axe steht, gleiche Temperatur stattfinden, und
es ist in einem solchen Kérper die Temperatur von den Coordi-
naten y und # unabhingig.

Ist der Korper nach allen Seiten unendlich ausgedehnt, so
haben wir keine Oberflichen -Bedingung. Die Function u ist so
zu bestimmen, dass
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ou o2
¢y) 57_“26_5:7’
2) u = f(z) fir ¢ = 0.

Diese Aufgabe haben wir bereits in §. 42 geldst.

Wir wollen jetzt den Korper begrenzen und zuniichst fest-
setzen, dass er den halben unendlichen Raum nach der Seite der
positiven z ausfiille. Es kommt dann fiir die Oberfliche (x = 0)
noch eine Bedingung hinzu, durch welche die Temperatur der
Oberfliche zu jeder Zeit gegeben ist, d. h.

3) w=o () fir x = 0.

Riicksichtlich der Gleichung (2) ist zu bemerken, dass f () jetzt
nur fiir positive # gegeben ist, denn nur fiir solche erhalten wir
Punkte im Innern des Korpers.

Diese Aufgabe ist schon ziemlich schwierig. Um ihre Losung
zu erleichtern zerlegen wir sie in zwei einfachere, indem wir
% = u; - u, setzen. Die Function w, soll dann der partiellen
Differentialgleichung geniigen und die Bedingungen erfiillen
2% w = f(x) fur t =0,

(3% u, — 0 » £ =0.

Dagegen soll die Function u, eine Losung der partiellen Diffe-
rentialgleichung sein und den Bedingungen Geniige leisten
2*) uy = 0 firt — 0,

(3% w=9( ,z=0.

§ 50.

Fortsetzung. Die Anfangstemperatur ist gegeben.
Die Oberfliche hat die Temperatur Null.

Aufgabe. Die Function % so zu bestimmen, dass sie der
partiellen Differentialgleichung geniige

ou ,0%u
(1) ﬂ =] (t‘w
und die Nebenbedingungen erfiille
(2) w=f() firt=0,
(3) =20 » £ = 0.

Als particulire Losungen der partiellen Differentialgleichung
haben wir in §. 42 gefunden
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et cosoz,
e~ sinoz.

Wir wihlen die letzte, weil sie der Gleichung (3) geniigt.
Multipliciren wir mit der von 2 und ¢ unabhingigen Function
1 («)dec und integriren zwischen zwei vorldufig noch unbestimmten
Grenzen b, und b,, so ist das Integral

b
u =/e—“’*“” .smex . g(e)de
by

eine Losung der partiellen Differentialgleichung (1), welche die
Bedingung (8) erfiillt. Fiir ¢ =— 0 geht sie iiber in

|
fx(oc) sin exde;
b

es soll aber fiir{ = 0

- @

u=f(x) = ;fsmocxdaff(l)smaldl
0 0
sein. Wir haben also
1 (0) = é/f(,l)sinaldl,
0

bl — 0, bg = o
zu setzen. Dann ist

“= ;f/e—a%gtf(}')s’m“xSinu}.dldoc
o 6

die Losung unserer Aufgabe. Die Integration nach o ldsst sich
ausfiihren. Wir verwandeln das Product der Sinus in die Differenz
von zwei Cosinus. Dadurch wird

U= %fof(l)dlfe—a”a2t<cosa(x—l) — cosoc(x—{—l)) dot.

Das innere Integral ist nach §. 18 Formel (35) zu behandeln. Wir
erhalten

@=A (@t
2a)/xt ],

1) = ff(l)dl-{e e

und es is darin Vxt mit positivem Vorzeichen zu nehmen.
Dieser Ausdruck lisst sich auf dem in §. 42 eingeschlagenen
Wege verificiren.
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§. 5.

Fortsetzung. Die Anfangstemperatur ist Null,
die Temperatur der Oberfliche constant.

Um die zweite Aufgabe des §. 49 (in Betreff der Function u,)
zu ldsen, ist es zweckmissig, einen einfacheren Fall voraufzu-
schicken. Wir wollen zunéchst die in §. 49 (3**) auftretende Func-
tion @ (t) constant — ¢ nehmen, Aber auch diese Aufgabe soll
noch durch Decomposition vereinfacht werden.

I. Aufgabe. Die Function # so zu bestimmen, dass sie der
partiellen Differentialgleichung geniige
ouw __ ,0%u
ot " oar
und den Nebenbedingungen
(2) w=c¢ firt=0,

3) u=_c » & =0.

Die Auflosung ist sehr einfach, nemlich
D U =c.

II. Aufgabe. Die Function % so zu bestimmen, dass sie die
partielle Differentialgleichung (1) erfiille und an die Nebenbedin-
gungen gekniipft sei

(1)

l

(2%) U= —c fir t = 0,
(3%) w=20 y £ =0.
Diese Aufgabe ist gelost, wenn wir im vorigen Paragraphen speciell
f(x) = — ¢ nehmen. Wir erhalten also
(z—a2 (@ + A2

" — dl —‘m_ e 4a2t
2a,1/art/

Das Integral ldsst sich in zwei zerlegen. In dem ersten setzen wir

= — 8,

z — A

Qth_

z -+ i
57;1“/7—“ 67

in dem zweiten
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A= fornl

2th 2a1/t
wofiir man kiirzer schreiben kann

dann ergibt sich

24Vt
U — — --C— / =8 ﬂ7
T -
24Vt
oder, da unter dem Integral eine gerade Function e—# steht:
2 2a'VT
c
1I u:—-—-———/e—ﬂ*d.
Qy) V= B

\
III. Aufgabe. Die Function # so zu bestimmen, dass sie der

partiellen Differentialgleichung (1) geniige und die Bedingungen
erfiille
(2%%) w=0 firt=0,
(3**) U=-c » £ =0,

Die Losung setzt sich aus (I) und (II) zusammen. Wir er-
‘halten

2a'V—

T l———-/e—ﬁldﬁ

Dieser Ausdruck lisst sich noch zusammenziehen. Es ist
nemlich nach §. 17 Formel (33)

9 £
— [ ®df = 1.
72/ 7
Folglich haben wir

(III) w= 2% V f =8 dp.
b4
2an

k
Das Integral f e—Fd f kommt in sehr vielen analytischen Unter-

suchungen vor, wie bei der astronomischen Strahlenbrechung, in der

Wahrscheinlichkeitsrechnung, und deshalb hat man dafiir besondere
Riemann. Partielle Differentialgleichungen. 9
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Tafeln berechnet*). Wenn wir also die Rechnung hier ausfithren
wollen, so haben wir keine Schwierigkeit zu iiberwinden.

Suchen wir nach dem Gesetze, welches bei der Temperatur-
verbreitung stattfindet, wihrend an der Oberfliche eine positiv
genommene constante Temperatur ¢ herrschen mag, so kommt in
dem Integrale

x

2a'VT
[emap
0
die Zeit nur in der oberen Grenze vor. Wenn wir der Oberfliche
des Korpers immer ndher kommen, d. h. dem Werthe z = 0, so
nihert sich das Integral dem Werthe 0 und # dem Grenzwerthe c.
Dasselbe findet statt, wenn ¢ ins Unendliche wichst.
Fragen wir aber, nach welchen Zeiten zwei Punkte in ver-
schiedenen Tiefen dieselbe Temperatur haben mogen, so ist
-] !
2aVe 2aV e
fe—ﬁidﬂ =fe—sfdﬁ

0 0

zu setzen, d. h.

*}) Kramp. Analyse des réfractions astronomiques et terrestres. Leip-
sic et Paris, an VII. 4. Am Schlusse beﬁ;lden sich drei Tabellen: Tab. I.

enthiilt die Werthe des Integrals J = [ e~#dg, Tab. IL IgJ, Tab. IIL

k
lge¥*J, und zwar von k = 0,00 bis ¥ = 3,00.
Legendre. Traité des fonctions elliptiques et des intégrales Eulériennes.
T. 2. Paris 1826, 4. page 520, 521. Table des valeurs de lintegrale

1\—1
Z = f dx(l E) 2; la premiére partie depuis¢= <l;1‘>= 0,00 jusqu'a ¢ ==10,50;

la seconde depuis z = 0,80 jusquw’a 2 = 0,00.
Encke. Astronomisches Jahrbuch fiir 1834, Berlin 1832. 8. Am Schluss
t

Tafel I. i__ e—tdt von ¢ == 0,00 bis ¢ = 2,00.
Vg
A
2 °r 4 4
T, II. — — {2 — = I8 — =— ¢
afel Vo of e=tdt von o = 0,00 bis = = 3,00,
@ = 0,4769360 ist die obere Grenze, wenn der Integralwerth
2 /" 1
— e—Bdt = —
Vi 2
sein soll.
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x? 2

TTT
und darin spricht sich der Satz aus: die Zeiten der gleichen Tem-
peratur verhalten sich wie die Quadrate der Tiefen. Also wenn
ein Punkt noch einmal so tief liegt wie ein anderer, so wird er
nach der vierfachen Zeit erst dieselbe Temperatur erlangen, welche

dieser nach der einfachen Zeit erhilt,

8. 52.

Fortsetzung. Die Anfangstemperatur ist Null, die Tem-
peratur der Oberfliche als Function der Zeit gegeben.

Gehen wir jetzt zu der allgemeinen Losung der Aufgabe iiber:
Die Function # so zu bestimmen, dass sie der partiellen Diffe-
rentialgleichung geniige

ou o%u

e — 2 ——
(1) ot~ Yo
und den Bedingungen
(2) =20 fir t = 0,
(3) u = @ (t) s £ =0.

Statt die Temperatur der Oberfliche stetig mit ¢ sich &ndern
zu lassen, wollen wir zunichst annehmen, sie &ndere sich sprung-
weise nach Ablauf von kleinen Intervallen. Wir zerlegen das Inter-
vall von O bis ¢ in » gleiche Theile, setzen —:;- == & und bestimmen,

dass an der Oberfliche (fir z = 0)

% = ¢ (0) sein soll fir &# =¢>0
u = ¢ (9) y w p 20=t> 8
w=@(29) w on ow 35 =E>29

..................

u=@hn—18) , , , 28=t>n—19
Fassen wir die Aufgabe so auf, so konnen wir sie wieder durch
Decomposition vereinfachen. Wir setzen nemlich

wo= 1ty + Uy + us + - 4 sy
und stellen fiir u,, die folgenden Forderungen auf:
Die Function u,, soll der partiellen Ditferentialgleichung (1)
und der Bedingung (2) Geniige leisten. Fiir 2 = 0 soll
9*
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U = O sein, wenn { < m — 19 oder ¢ > m Y, dagegen
Uy = @(m — 1), wenn m& > >m — 148,

Zur Losung dieser Aufgabe miissen wir auf den vorigen §. zu-
riickgehen. Wir definiren die Function y(«,?), in welcher x = 0
vorausgesetzt wird, durch die Bestimmung, dass

1 (z,t) =0
sein soll fiir negative Werthe von ¢ und fiir £ = 0, dagegen

% (2, t) = %ﬂf@'—ﬁg(lﬁ

2aVt
fiir positive Werthe von ¢ Alsdann geniigt
1@t —m—18)

der partiellen Differentialgleichung (1). Fiir ¢ = 0 wird die zweite
Variable = — (m — 1) &, also negativ und daher nach der Defini-
tion die Function = 0. Sie erfiillt also auch die Bedingung (2).
Nehmen wir aber x — 0, so wird die Function

=0, wenn f < m — 19,

=1, . t>m— 19
Ferner leistet die Function
% (@t — mY)

der partiellen Differentialgleichung (1) und der Bedingung (2) Ge-
niige. Fiir x = 0 wird sie

= 0, wenn ¢t < m i,
=1, n t>m,
Und hieraus findet sich, dass

U =@ (m — 19) - {x(x,t —m — 18) — y(z,t — mﬁ)}

zu setzen ist. Nehmen wir der Reihe nach m =1, 2, 3, .., » und
summiren die einzelnen Resultate, so ist

e t—m—18) —y (2, t —m#d)
U = m— 149 1@ ! -
Ew( ) =

die Function, welche wir suchen. Sie geniigt der partiellen Diffe-
rentialgleichung (1) und der Bedingung (2). Sie nimmt fiir z = 0
sprungweise andere Werthe an, sobald ¢ das Intervall & durch-
laufen hat. Sie ist dann nemlich
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= ¢(0) fir #=¢t>0,
= ¢ () y 280 =8>

=@pm—19) ,, m&=t>m—19,

=pm—19) , wd=t>n—149
Soll hieraus die Function werden, die wir zu Anfang dieses

Paragraphen verlangt haben, so miissen wir limn — o setzen.
Dann ist m & = A stetig variabel von 0 bis £ und & == dA. Also

erhalten wir
M__/ (l)ax(x_t Y a

Hier ist noch der Differentialquotient
ox(z,t — 4)
ot
zu ermitteln. Da innerhalb der Integrationsgrenzen ¢ — 4 positiv
ist, so haben wir

y (b — l)z%fe—ﬁ*dﬁ,

. ZaVﬁ
folglich
ox(mt — i) oz Py
. e WE(E—A) . t — A
ot .‘Zu\/ ( )

und, wenn wir dies einsetzen, ergibt sich als Losung der zu An-
fang dieses Paragraphen gestellten Aufgabe

wlw

—

O u= OaVn:/ P (1) D (¢ — 1T dA,

Dasselbe Resultat kann man auch auf dem folgenden Wege
erlangen. Es ist vorher der Ausdruck gefunden

o _‘249’(’”_ 18){1(90,15 —m— 18) — y(z,t — m«‘))l

m=1

und darin sollte & unendlich klein genommen werden. Derselbe
Ausdruck lédsst sich aber auch schreiben

U= (p(O)x(x,t) —@(n — lﬁ)Z(xat - "'a.)
+ (@t —md) [pmd) — p(m— 19)]
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oder da

%zt — nd) = y(x,0) =0
ist: ]
u=g0)z(x8 + S (@t — m®) {"’(”“(’) - ;’(m — 1«‘})} 5.

m=1

Geht man hier zu den Grenzwerthen iiber
limn = o, lim® = lim % = 0,

so erhélt man
u=9p© 16 +fx<x,t -n220a,

und dieser Ausdruck lédsst sich durch Integration nach Theilen in
den oben gefundenen umformen

t
u =f¢(l) 91(”—’%_-501/1
0

Um den Ausdruck (I) nachtriglich zu verificiren, wollen wir
eine neue Variable einfiihren, deren negatives Quadrat gleich dem
Exponenten von e ist, also

.

vy

w

& — 3
dy_m(t—/l) 2dA
Dadurch geht der Ausdruck (I) iiber in

O

:‘\%ﬁ. ot~ 4;17'2)6 nar
Aus dieser Form geht hervor, dass
firt =0 =20
» & =0 =g ()
ist. Dagegen lidsst sich das Zutreffen der partiellen Differential-
gleichung am leichtesten naclrweisen, wenn wir von dem Ausdruck

ausgehen
i
oy(x,t — 4
"= / o) %W—) da.
0
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Durch Diﬂ'erentiation ergibt sich
o _ Pyt —) 22(50)
Nun lésst s1ch aber durch Reihenentwicklung zeigen, dass

i@t {2 —0 firt=0,
also ist

und deshalb
021 (x, A
u_/ (l) x(atz )dl

Fiihrt man die Differentiation aus, so erhilt man

6u 2 3)

QLV fq:(l)d,l ,4u2(t A)(t_l) {4a2(t—l) 3

Die zweimalige Differentiation nach z gibt

0u

£ 22 5
ocu__ T TTEt—n g, .y 2 @ 3] 1
ax2—2av;/q>(z)dz.c (t—4) {4a?(t—l) 2} 1
0

und folglich ist
a_/ul P—] a? ?2_?1/.
ot~ = ox?
Die Function

2

ZaV:rt /(P(A) e '\)(t‘—l) 4

befriedigt also die zu Anfang dieses Paragraphen aufgestellten Be-
dingungen (1), (2), (3).

wolow

W —

§. 53,

Fortsetzung. Die Anfangstemperatur und die Tempera-
tur der Oberfliche sind gegeben.

Wir nehmen jetzt die Aufgabe des §. 49 wieder auf, nemlich:
Die Function % so zu bestimmen, dass sie der partiellen Diffe-
rentialgleichung
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ou ou
M ot ¥ o
geniige und den Nebenbedingungen
)] uw=f(x) firt=0,
(3) u= o) n =0,

Die Antwort auf diese Frage ergibt sich unmittelbar, indem
man die Losungen der §§. 50 und 52 addirt, also

(z—A)2 (42 )

1 (1 A Il
U= | ’ld/l.(e et g Aa%
2(&\/;\/?0/}()
3
2

14 2
—{—xf«p(l)d/l.e—‘*“’*“-“ ¢ — )%

§. b4,

Fortsetzung. Anwendung auf die Temperatur der Erde.

Wir wollen von den in den §§. 50 und 52 gewonnenen Resul-
taten eine interessante Anwendung auf die Temperatur der Erde
machen, indem wir annehmen, dass die Temperatur der Oberfléiche,
wie es bei der Erde der Fall ist, eine periodische Function der
Zeit sei

et +n.29)= @)

Eine solche periodische Function kiénnen wir nach Fourier in

eine Reihe entwickeln, die nach Cosinus und Sinus der Vielfachen

von %t fortschreitet, nemlich

o (t) :_—2 <km oS E{J—t + lusinm ?),

und dieser Ausdruck ldsst sich noch weiter vereinfachen, wenn wir
setzen
]"m == Qm COS lm

lm = O SN Ay,
Dadurch wird

wt
o) = Z Om LOS <m 5 Am).
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Wir wollen zur Abkiirzung g = o setzen und zundchst nur

ein Glied der Reihe nehmen, also
@ (t) = omcos(mot — Ay,).
Die Aufgabe des §. 52 lautet dann:
Welche Function % geniigt der partiellen Differentialgleichung
) ou __ 0%

ot @ ox?
und den Bedingungen
(2) u=—20 fiir £ = 0,
(3) % = Q@ucos(moat — 4,) firx=0.

In §. 52 haben wir gefunden

2 f xz? )
:V—Efq’<t 4a?72)e_ydy

2ch?
Dies gibt also hier
W= /@m cos (mact A — ;n();:j‘> —ygdy
2aV_
oder
2
w — T/; omcos(mot — m)/(} ¥ cos 'no;:?dy
2([Vf
» ) in (ot ) 3 e mocxzd
+ 7z o sin(mot — An) [ €= sin - omn dy.
24Vt

Das Resultat besteht aus zwei Theilen. Jeder dieser beiden
Theile enthélt einen Factor, der in Beziehung auf die Zeit periodisch
ist, und einen zweiten Factor, der von der Zeit abhéngig aber nicht
periodisch ist. Dieser zweite Factor, das Integral, ndhert sich aber
mit der zunehmenden Zeit einem Grenzwerthe, der von der Zeit
unabhingig ist. Je lédngere Zeit also seit dem Anfangstermine
verflossen ist, um so mehr nihert sich auch die Temperatur eines
Punktes im Innern einem periodischen Zustande, und dieser soll
jetzt einer nihern Betrachtung unterzogen werden. Wenn seit
dem Anfangszustande, in welchem jeder Punkt des Korpers die
Temperatur 0 besass, eine unendlich grosse Zeit verflossen ist, so
erhalten wir
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@
2 o x?
U = —= 0, coS(mot — 4 e o8 ———d
V;i Om ( m) f Lary?

2 . — wex?
-} V—;gm sin(mot — Ay,) /e 2sm/1 27201;1

Die Werthe der Integrale sind auf directem Wege nicht leicht
zu berechnen. Wir konnen sie aber finden, wenn wir beachten,
dass u der partiellen Differentialgleichung (1) geniigen muss. Wir
setzen also zur Abkiirzung

neoex?
eYeos ——dy =7

]/— 4 a?y?

2 /‘ sin mex? dv — s
Va "oy CT T
und haben dann

U = Om (7‘ Leos(mat — Ay) 4 s . sin(meat — A,,,)).

Daraus erhalten wir

2—?: = QOn (—— morsin(maet — Ay) -+ mescos(mat — lm))

o%u d2r drs .
572 O ( T 608 (meat — 4,) + Tz S (mat — /1,,,,))-

Da nun die partielle Differentialgleichung (1) unabhéngig von
der Zeit erfiillt werden soll, so haben wir getrennt einander gleich
zu setzen die Glieder, die in den Cosinus multiplicirt sind, und die
Glieder, die in den Sinus multiplicirt sind. Dadurch ergibt sich

2 ___zr
W =g = Mus,
ch2 _ )
in= mor.
Wir setzen
r == per=
§ = gqe+®

und erhalten fiir die Erfiillung der beiden letzten Differential-
gleichungen die Bedingungen

atpu’ =megq,

atqul —= — map.
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In ihnen kommen drei unbekannte Grossen p, ¢, u? vor, von denen
also jedenfalls eine willkiirlich bleibt. Nun findet sich aus den
beiden Bedingungsgleichungen durch Multiplication
m2o2
w=—

und hieraus gehen fiir u die vier Wurzelwerthe hervor:

e S )

1) /mo — 1 \/ma RV
!‘z—g T(—‘ 1 _V_"l)’ gy = '.Z‘(l ]/ 1>
Man findet leicht
) ; o
w=wi=— V=1

wr
P 4 ma —
W= =t V-1

Aus der ersten der beiden Bedingungsgleichungen berechnen wir

at
1= -0

Folglich ist ¢ =pV—1,
wenn man g, oder g; in Rechnung bringt, und es ist
q=—p v"‘ 1,

wenn g, oder w, genommen wird. Die Grosse p bleibt willkiirlich.

Hiernach ergeben sich fiir « vier particuldre Losungen, indem
man in den Ausdriicken fiir » und s statt der bisher unbestimmten
Grosse u der Reihe nach w,, w,, u;, py nimmt. Jedoch ist zu be-
merken, dass die beiden Losungen, in denen p; und g, vorkommen,
hier nicht zugelassen werden konnen, weil sonst mit unendlich
wachsendem z auch u selbst unendlich gross wiirde, was der Natur
der Aufgabe widerspricht. Die beiden anderen Ldsungen diirfen
wir, nachdem jede mit einer willkiirlichen Constanten multiplicirt
ist, addiren. Dadurch erhalten wir

z \/% (1+V=1) + mat—am) V=1

w=pe a _
4 pye %\/’% (1—V=1) = mat—am) V=1
oder

o fie x| /me
u=e—7"—v—2—-{k0()s<mut-—‘ lm——a —2—>

: z) /mea
-+ lsm(mat — Ay — ZVT)}
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Daraus wird fiir = 0
="Fkcos(mat — A,) + lsin(mat — A)
und dies muss mit der fiir z — 0 gegebenen Function
Om COS(mat — A,)

iibereinstimmen. Um dies zu erreichen, hat man t = gn, ! = 0
zu setzen. Fiir unsere Aufgabe ist demnach

_z)/ma 2\ /ma
U = Qme av2 .cos(moct—}.m—_(;\/_f>

oder
v\ /ma p
%= gme—E\’T {cos(moct — Aw)cos 5 %ﬁ
+ sin(mat — 1,) sz’n'g m_2_a}

Vergleichen wir diesen Ausdruck fiir # mit dem fritheren, so
zeigt sich noch, dass

@ ] ma
mox: _ ‘Z\/T z\ /me
cos erdy = ¢ - 008 — V) ==
0
o

4a2y? 2

2
Vx
2 . omex Y A VY
— [ sin erdy = e R VA
Vr @
0

4a2y? 2
ist, ein Resultat, das auf directem Wege sich nicht so leicht ge-

funden hitte.
Gehen wir zu dem allgemeinen Falle iiber, dass

Q@) = 0o+ o1 cos(at — A) + gycos (2wt — Ay) + -,
so haben wir in der vorigen Losung der Reihe nach m =1,2,3...

zu setzen und die einzelnen Resultate zu addiren. Je lidngere Zeit
seit dem Anfangszustande (u = 0) verflossen ist, um so mehr néhert
sich die Temperatur einem periodischen Zustande, und wenn der
Anfangszustand in unendlich ferner Vergangenheit liegt, so ist

u = @, + glc_%v% €0S (oct —_ A — g\/%)

z\/2a oy
+ o TV s (20t — 1 — g\/:;—‘)

z\ /ma —_
-+ 9m€_7vT ¢0s (moct — Ay — ?{\/an-a) + ..

Da % = o gesetzt ist, so ist die Periode = 2¢.
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Suchen wir jetzt die mittlere Temperatur fiir irgend einen

Punkt, also das Integral
t+2g

f udt,
dividirt durch
t42g
f dt,
$

d. b. durch 2¢. Bei der Integration f udt liefern alle die Glieder

von %, welche Cosinus enthalten, den Sinus des betreffenden Argu-
ments, und da fiir Werthe von ¢, die um 2 g verschieden sind, die
Sinus einander gleich sind, so geben alle diese Glieder zu dem In-
tegral den Beitrag 0. D. h. es wird

t+2g

udt = 2¢g,

und daher ist die mittlere Temperatur einer jeden Periode con-
stant = g,. Dies ist aber zugleich auch die mittlere Temperatur
der Oberfliche.

Wir wollen jetzt noch fiir eine grosse Tiefe das Maximum und
das Minimum der Temperatur suchen. Bei einem sehr tief gelegenen
Punkte konnen wir uns auf die beiden ersten Glieder der Entwick-
lung beschrinken. Die Abscisse 2 kommt nemlich in den negativen
Exponenten von e vor und es werden daher, wenn x sehr gross ist,
die Glieder der Reihe sehr rasch abnehmen, Wir betrachten also
die Function

=0, 4+ 0 e‘%v_%_cos(oct -4 — 2\/%)

Wenn die Constante g, positiv ist, so haben wir ein Maximum oder
ein Minimum, je nachdem der Cosinus = -} 1 oder = — 1 ist.
Ziehen wir diese dussersten Werthe der Function von einander ab,
so ergibt sich die Grosse der Oscillation

21/«
ﬁ”:: 2916‘;\/3.
Die Grosse der Oscillation nimmt also ab mit wachsendem z. Sind

9, und &, die Grossen der Oscillation fiir zwei verschiedene Tiefen
2, und z,, so ergibt sich
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Wir nehmen noch zwei andere Punkte z; und «,, bei denen
die Grosse der Oscillation resp. &3 und 8, ist. Fiir

.7)4 — xg = .7}2 -_—_ x]
findet sich
Pyt By = By 1 By,

d. h. die Oscillationen nehmen in geometrischer Progression ab,
wenn die Tiefen in arithmetischer Progression wachsen.
Ein Maximum findet statt, wenn

ist, und darauf folgt ein Minimum fiir

z) /o«
, — Ay — —\/—-— = (2%
Oﬂtz i a 5 ( k + ])ﬂt.
Die Zwischenzeit von dem Maximum bis zu dem Minimum ist
]
t? - tl ==Y,

wihrend die Zeit von einem Maximum zum nichsten, oder auch
von einem Minimum zum nichsten

ist. Wenn fiir zwei Tiefen z, und 2, der Unterschied
Ta

Vs

ist, so findet gleichzeitig in dem einen Punkte ein Maximum, in
dem andern ein Minimum statt.

Tg — X =

§. 55.
Fortsetzung.

Die Untersuchung des vorigen Paragraphen bezieht sich auf
den Fall, dass die Anfangstemperatur = 0 ist. Soll dagegen fiir
¢ = 0 die Temperatur v = f(x) sein, so kommt nach §. 53 noch
ein Glied

_e=a @A

1 D
_ 2 <€ 4a%t e 4a2t )dl
2aV7rtb/.f( )
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zu dem im vorigen Paragraphen entwickelten Ausdrucke fiir «
hinzu. Da die Klammer stets positiv ist, so lisst sich dieses Glied

auch schreiben
(z—A)2 @A)

4at e 402t ai
2a\/nt/< )

oder nach der in §. 51 (II) vorgenommenen Umformung

- _
2afV—

2 f —#dp,

V
wenn M einen Mittelwerth der Function f(1) bezeichnet. Fiir
wachsende ¢ wird dieser Beitrag immer kleiner, fiir ¢ = o ist die
obere Grenze der Integration — 0, also auch der Integralwerth —0.
Es kommt demnach die Anfangstemperatur um so weniger in Be-
tracht, je grossere Zeit seit dem Anfangszustande verflossen ist.
Diese Betrachtungen finden im allgemeinen auf die Erde ihre
Anwendung, obgleich bei dieser auch noch andere Umstéinde zu
beriicksichtigen sind. Die periodische Verinderlichkeit der Tem-
peratur hort bei der Erde schon in sehr geringer Tiefe auf. Daher
diirfen wir im Verhaltniss zu dieser Tiefe den Radius der Erde als
unendlich gross ansehen. Dann ist aber die Erde ein solcher
Korper, wie wir ihn in den §§. 49 bis 53 vorausgesetzt haben.

§. 56.
Der Korper ist von zwei parallelen Ebenen begrenzt.

Wir gehen zu einem Korper iiber, der von zwei parallelen
Ebenen # — 0 und « = ¢ begrenzt wird. Die Temperatur soll
nur von der 2-Coordinate abhéingen, also in allen Punkten einer
zur z-Axe rechtwinkligen Ebene dieselbe sein.

Die Aufgabe lautet jetzt:

Die Function # so zu bestimmen, dass sie die partielle Diffe-
rentialgleichung

. ou 0% u
(1) Fri
erfillle und die Nebenbedingungen
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2) w=f(x) firt=0,
(3) u=g(t) n =0,
(4 w= () n £ =20

Wir 16sen die Aufgabe durch Decomposition, indem wir setzen

U = U -'I'— Us + Us.
Wy, Uy und u; sollen der partiellen Differentialgleichung (1) geniigen.
Die Nebenbedingungen stellen wir folgendermaassen:

firt =20 Uy :f(x), Uy = 0, Uy = 0,
w =20 u =0, Uy =@ (), uy3=020,
w L=2¢ w = 0, Uy = 0, Uy = P (f)

Die Functionen #, und %, sind nicht wesentlich von einander
verschieden. Haben wir die Function u, gefunden, so ist darin
nur ¢ —x statt 2 und ¥ (¢) statt ¢ (¢) zu setzen, um u, zu erlangen.

8. 57.

Fortsetzung. Die Anfangstemperatur ist gegeben.
Die Oberflichen haben die Temperatur Null.

Aufgabe. Die Function » so zu bestimmen, dass sie der
partiellen Differentialgleichung

ou oy
M 3t Y
geniige und die Bedingungen erfiille
2 u = f(x) fiir ¢ = 0,
(3) u=—=20 yw £ =0,
(4) =20 w =0

Eine particulire Losung der partiellen Differentialgleichung

(1) ist
e~ gip A .

Dieselbe befriedigt zugleich die Bedingung (3). Damit auch
die Gleichung (4) erfiillt werde, haben wir A¢c = nx zu setzen,
Multipliciren wir dann mit einer vorliufig noch unbestimmten Con-
stanten k,, setzen der Reihe nach » = 1, 2, 3, . . . und summiren,
so erhalten wir die allgemeine Lisung

- e (P i N
U= ke ¥ (c)tsm—a- x.

n=1
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Die Coefficienten miissen noch so bestimmt werden, dass die Be-

dingung (2) erfiilit werde. Zu dem Ende entwickeln wir f(z) nach
§. 32 in die unendliche Reihe

- . nw
f(x) _gkn sin — @

%1

2 f,o
by = E/f(k)sm 2T han,
0
Wir haben also die Liosung

2 —e (™Y, . NT g . nm
€9 “—-c-zlc (e) sm—;x/f(l)sm—;ldl.
n= Y

Die Reihe convergirt sehr rasch, weil mit wachsendem » die
Exponentialgrosse rasch abnimmt. Mit zunehmender Zeit wird u
immer kleiner und fiir { — o haben wir u = 0. Dann ist also die

Temperatur constant und iibereinstimmend mit der Temperatur
der Oberfliche,

§. 58.

Fortsetzung. Die Anfangstemperatur ist Null.
Dije Temperatur ist Null in der einen Oberfliche und
constant in der andern.

Aufgabe. Die Function % so zu bestimmen, dass sie der
partiellen Differentialgleichung

ou . _0%u
@) % Y
Gentige leiste und den Bedingungen
(2) =0 fir t = 0,
(3) =20 n =0,
4) U=y n = C
Die Gleichungen (1), (3), (4) befriedigt die Function
c

Soll auch die Gleichung (2) erfiillt werden, so haben wir zu diesem

Werthe von # noch einen Beitrag hinzuzufiigen, der eine Losung
Riemann., Partielle Differentialgleichungen. 10
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der partiellen Differentialgleichung (1) ist, firx =0 und 2 = ¢

zu Null wird und fiir ¢ = 0 den Werth — % x annimmt. Dieser
Beitrag ergibt sich aus dem vorigen Paragraphen, wenn wir dort

f(@) = — ¥ & setzen. Dadurch erhalten wir

d nw\2 4

—_ —E e’“Q(T)t sin @x/Z asin "Zada

4 ¢c J ¢ c

n=1 %
Es ist aber

2
/lsm —AdA = — — cosngz—(__ P+t =
nw nmx

Dadurch geht der vorige Ausdruck iiber in

”‘n’

27}2(—_ l)n smﬁx,
und wir erhalten als Losung unserer Aufgabe
O =i IS i ).

Dass diese Function « der partlellen D1ﬁerent1alglelchung (1) und
den Bedingungen (3) und (4) geniigt, erkennt man ohne weiteres.
Fiir { = 0 wird aber auch die Bedingung (2) erfiillt. Denn es ist

nach §. 23 L
22 (= 1r Y i —
T n ¢

n=1

k)

ol

wie man leicht sieht, wenn man dort ch statt 2 schreibt. Diese

Entwicklung ist giiltig fiir ¢ > 2= 0. Wir erhalten also fiir t =0

(4 (4

§. 59.

Fortsetzung. Die Anfangstemperatur ist Null.
Die Temperatur ist Null in der einen Oberfliche und
eine gegebene Function der Zeit in der andern.

Aufgabe. Die Function % so zu bestimmen, dass sie der
partiellen Differentialgleichung
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ou 0%u

—_— — a2 —
(1) ot ¥ o
geniige und den Bedingungen
(2) =20 fir t = 0,
(3) u=20 » & =0,
4) u =19 (t) n = ¢

Zur Losung dieser Aufgabe schlagen wir den in §. 52 betre-
tenen Weg ein. Dort kam es darauf an, den Fall einer verinder-
lichen Temperatur der Oberfliche 2 = 0 auf den Fall der con-
stanten Temperatur zuriickzufiilhren. Hier handelt es sich um
dasselbe Problem fiir die Oberfliche z = ¢. Wir zerlegen also

das Intervall von O bis ¢ in m gleiche Theile und setzen 9—% = 8.

Dann stellen wir fiir
c=r=0
eine Function g (z,t) her, so dass
x(z,t) =0  fir¢<<o,
dagegen

1 (2,8) = % + f_zz(_nl) (5 Smnc_ar z
n=1

fiir £ = 0.

Es ist zu bemerken, dass diese Function an der Stelle ¢ =— 0
keinen Sprung hat, wenn ¢ > 2 = 0 ist. Denn alsdann hat
% (z,¢) fir t = 0 den Werth 0 wie fiir negative . Ist aber 2 — ¢,
so macht die Function von dem Werthe 0, den sie fiir unendlich
kleine negative ¢ noch besitzt, einen Sprung auf 1, den Werth fiir
1 =0.

Hiernach hat die Function

u=1Pmd) y(xt — md)

LSeE= 19) {2 (0t — E—18) — g (@t — ko))

=1
die folgenden Eigenschaften:

Sie geniigt der partiellen Differentialgleichung (1). Fiir t =0
hat sie im Innern des Ko6rpers den Werth 0. Fiir x = 0 ist sie
ebenfalls = 0. Fiir # = ¢ #indert sie mit der zunehmenden Zeit
sprungweise ihren Werth. Sie hat nemlich fiir x = ¢ den Werth

10*
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¥ (0) fir 9>t>0
¥ (9) py 28>t =9
P(29) ” ')'3>l‘>2'3

v(m—18) m8>t>m——18
P (m) » md =1

Lassen wir nun limm — o werden, so ist k& = 4, & = d4
zu setzen, und wir erhalten

O w=voft+ 23 E win )

2a2x

t
S (D=1 sin T —a (Z)t—n
+ MZ—I( Ir=tnsin—ax [ p(2)e &) da.

0
c=a = 0.

Fiir ¢ = 0 hat diese Function # den Werth 0 im Innern des
Korpers und in der Oberfliche x — 0, den Werth % (0) in der
Oberfliche z = ¢. Sie ist zu jeder Zeit — 0 fiir x = 0, dagegen
hat sie den Werth ¢ (¢) fiir = ¢. Fiir innere Punkte geniigt sie
der partiellen Differentialgleichung (1). Um dies zu beweisen
bringen wir den vorletzten Ausdruck von u in die Form

m

=9 (0)y(x1) —f—zx(x,t — ka){zp(ka) — vk — 13)}.

Indem wir lim m — o werden lassen und k9 —= 4, & = d 4
schreiben, ergibt sich

uy u—w(O)x(Tt)—{—/x(T,t_l)aw(l)

Fiihrt man hier die Integration nach Theilen aus, so kommt
man auf den Ausdruck (I). Daher diirfen wir den einen durch den
andern ersetzen. Aus (II) erhalten wir aber

11,(0)9%(33,15) _I_/ax(xat_l) oY (4) da,

04
+x(xa0)¢(t)

o _ Bl | [0t — 1) sy
3 = v O g +/ o2 R
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Aus %—% fallt fiir ¢ > 2 > 0, d. h. fiir innere Punkte, der Bei-

trag g (z,0) ¢’ (t) heraus, denn y(x,0) ist fir solche Punkte = 0.
Da wir nun im vorigen Paragraphen bewiesen haben, dass

0t _ o 10

ot ox?
ist, so ergibt sich auch hier
ou __ 2 0% u
ot " o4t

Da wir nur das Innere des Korpers betrachten, so kionnen
wir in (I) den ersten Theil weglassen, weil darin der Factor von
¥ (t) den Werth 0 hat fiir ¢ > z = 0.

Als Beispiel wollen wir den Fall behandeln, dass ¢ () eine
periodische Function der Zeit ist, also

P () = cos (wt — v).
Dann erhalten wir aus (I)

t
=2 nZ( 1= 1"3%17 x/e_“g(r%r) =Y os(wd — v)d 2.

Wir fiihren eine neue Variable ein, indem wir { — 4 = ¢ setzen.
Fiir einen innern Punkt ist dann

2 nw
%752( 1= 1nsm—c—x/ _“( ) ?cos (oot — v—o00)d @
0
oder wenn wir den Cosinus aufiosen:

Z( = ‘nsm—xcos(at—v)f ’”( )cosocgdg

2an:

2a nz( )"—lnsm—-—xsm(oct—w)f ( ) Psinwode

Nn=1

c>xz=0.

Lisst man hier ¢ ins Unendliche wachsen, verlegt also den
Anfangszustand in eine unendlich ferne Vergangenheit von dem
betrachteten Zeitmoment aus, so erhalten die Integrale
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t
Y LLAY
fe “(c)pcosagdg
0

3
/e"“i(’c_") Psinwo do,
0
Werthe, die von der Zeit unabhéingig sind. Diese Integrale treten
aber als Coefficienten auf in Gliedern, welche periodische Functionen
der Zeit sind. Also wird auch die Temperatur eines innern Punktes

mit der zunehmenden Zeit sich einer periodischen Function der
Zeit immer mehr annihern,

§. 60.

Fortsetzung. Vertauschung der Oberflichen.
Allgemeinste Form der Aufgabe.

Aufgabe. Die Function » so zu bestimmen, dass sie der
partiellen Differentialgleichung

2
0 =l
geniige und den Bedingungen
(2) w=0 fiirt =0,
(3) u=g9@l) ,zr=0,
4) =0 yw & =¢C

Die Losung ergibt sich unmittelbar aus der des vorigen Para-

graphen, indem man ¢ — z statt 2 und o () statt ¥ (f) setzt. Wir
erhalten fiir ¢ = z = 0:

c—z 21 . n=x
) u_q)(t){ ~ 2 ;&-sm—z—x}

¢ n=1

¢

20?7y . nm —a2(""Yu—h

+ = Zlnsm — w‘/e (3 e @A) da.
n= 0

Addirt man die Losungen der §§. 57, 59, 60, so erhilt man

die Function, welche den Bedingungen (1), (2), (3), (4) des §. 56
Geniige leistet.
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§ 61.

Die Temperatur der Kugel abhingig von der Zeit und
vom Radiusvector.

Wir wollen zu einem nach allen Seiten hin begrenzten Kérper
iibergehen, zunéchst zu einer Kugel, in deren Mittelpunkt wir den
Anfangspunkt der Coordinaten legen. Dann haben wir alle drei
Coordinaten zu berticksichtigen und mithin lautet die partielle
Differentialgleichung

ou 02y 0%u
@ 7= <8x2+6y?+?)z2)
Zuerst soll vorausgesetzt werden, dass die Temperatur in allen
Punkten, die vom Mittelpunkte gleich weit abstehen, dieselbe sei.

Dann hingt » ausser von ¢ nur von dem Radiusvector » ab, welcher
mit z, y, # in dem Zusammenhange steht

r?:x?_’_y?_{_zﬂ.
Die Losung wird also die Form haben
=1 (’I‘, t)’
und es ist deshalb zweckmissig, die nach r genommenen Differen-
tialquotienten statt der nach z, y, # genommenen einzufiihren.

Es ist nun
ou _Ouor
ox  orox’
02u __ 0?u /0r\? | Owu O%r
oo =57t (55) T oy 7

Folglich haben wir
0?u , 02u , 0w

8x2+8y2+822

0%u 0r\? or\? ou(0*r , or , Or
= a_r{<’a_x> +(5§) +G2) |+ bmt 8y2+8z?}
Aus der Gleichung r? = z? 4 y? - 22 ergibt sich
r 2 —y
oy ’
ozr

or\?
’a—xﬁ(éz)“l'
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Bildet man die entsprechenden Differentialquotienten nach y und
nach z, so erhilt man

|G+ G + G =

dh
< > + <()1/> + (g:> =1
und ferner
B3+ G+ 6+ G-
d. h

o'r | 0r 2
ax2+ oy? tia=7
Durch Substitution dieser Werthe geht die partielle Differen-
tialgleichung (1) iiber in
ou , (0%u |, 20u
&) ot “ <8 r? F 61’>
Wir haben also eine partielle Differentialgleichung erlangt, in
welcher die Coefficienten mnicht mehr constant sind, und diese
Gleichung scheint demnach mehr Schwierigkeiten zu machen als
die frithere mit constanten Coefficienten. Wir konnen jedoch
durch Einfiihrung einer neuen Variablen die Gleichung (2) auf die
frithere Form zuriickfithren. Wir haben nur zu beachten, dass r

von ¢ unabhéngig, also or 0 ist. Dann haben wir

ot
o(ru) cu 2( o%u ou
T T VW+2@"F>'
Die letzte Klammer ist aber
Bz(ru)
or?

Folglich erhalten wir statt der partiellen Differentialgleichung (2)
jetzt

o(ru o2 (ru
und diese stimmt mit der frither behandelten in der Form voll-
stindig iiberein, nur dass » an die Stelle von z getreten ist, und
die Function, welche der Gleichung (3) geniigt, nicht mehr «, son-
dern 7w ist.



§. 62. Temperatur der Kugel abhingig von ¢ und 7. 153

g 62.

Fortsetzung. Anfangstemperatur und Temperatur der
Oberfliche gegeben.

Wir konnen hier im allgemeinen zwei Nebenbedingungen
stellen, indem wir fiir einen Anfangstermin die Temperatur jedes
Punktes im Innern der Kugel geben und fiir jeden Zeitmoment
die Temperatur der Oberfliche. Es soll dann die Function « so
bestimmt werden, dass sie der partiellen Differentialgleichung

o(ru) o2 (ru
M (Zit = 8(1"2 )
geniige und den Nebenbedingungen
(2) w=DIF(r) firt=0,
3) u = (1) » ¥ =2=0

Wir wollen 74 = » setzen. Dann lauten die Bedingungen,
an welche v gekniipft ist

ov 0%v
(1) 'é-t = a? 5751
(2) v = rI(r) fiir ¢ = 0,
(3) v=rc®(t) w T = C

Diese Aufgabe stimmt im wesentlichen iiberein mit einer
schon frither geldsten, Ein Umstand ist jedoch nicht ausser Acht
zu lassen. Wir haben hier zwei Grenzwerthe, zwischen denen 7
zu nehmen ist, nemlich » = 0 und » = ¢, gerade wie wir in den
§§. 56 bis 60 zwei Grenzwerthe von z hatten. Dort kamen aber
zu der partiellen Differentialgleichung drei Nebenbedingungen
hinzu, wiahrend wir hier bis jetzt nur zwei haben. Es fehlt unsnoch
eine Bedingung fiir » = 0. Diese ist aber wirklich vorhanden.
Denn es ist r 4 = » gesetzt, und es muss demnach
4 v=0 firr=20
sein.

Die Losung dieser Aufgabe ist in den §§. 57 und 59 bereits
enthalten. Man braucht dort nur » statt z und rwu statt w zu
schreiben. Dann sind die Losungen der §§. 57 und 59 durch
Superposition zu verbinden.
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Fiir eine Hohlkugel, die von zwei concentrischen Kugelflichen
vom Radius ¢ und resp. e begrenzt ist (¢ > ¢ > 0), kommen wir
ebenfalls auf die partielle Differentialgleichung (1), wenn wir fest-
setzen, dass die Temperatur nur von » abhéingen soll. Die Neben-
bedingungen lauten dann

(2) ru=1rF(r) fir t = 0,
(3) ru=cy(l) » ¥ ==0
4) ru=-¢e¢@(l) n ¥ =¢

Diese Aufgabe ldsst sich leicht auf die Aufgabe des §. 56
zuriickfiihren.

8. 63.
Fortsetzung. Die Kugel in einem diathermanen Medium.

Wir betrachten wieder eine volle Kugel, in welcher die Tem-
peratur nur von ¢ und » abhingig ist. Wir setzen voraus, dass sie
allm#hlich erkalte, indem sie sich in einem leeren Raume oder in
einem Gase befindet, an welches der Korper regelmissig eine
Wirmemenge abgeben moge, die der Temperaturdifferenz propor-
tional sei. Dann muss man wieder eine constante Grosse kennen,
welche den Wirmeaustausch in der Zeiteinheit angibt, und welche
abhingt von der Natur des Korpers, von der Beschaffenheit seiner
Oberfliche und von der Natur des dussern Mediums. Setzen wir
die Wirmemenge, welche aus der Einheit der Oberfliche in der
Zeiteinheit in das #ussere Medium iibertragen wiirde, wenn die
Temperatur des Korpers und des Mediums um 1° sich unterschie-
den, also die dussere Leitungsfidhigkeit — H, so konnen
wir hieraus die Wirmemenge berechnen, welche durch die Ober-
fliche des Korpers in das #ussere Mittel iibergeht. Ein Elemen-
tarstiick der Oberfliche sel @ und die Temperatur des Korpers
sel u, die des Mediums U, dann geht in der Zeit d¢ die Wirme-
menge.

Hu—U)odt
durch jenes Element hindurch. Die Temperatur an der Oberfliche
des Korpers ist also jetzt weder constant, noch von der Zeit allein

abhéngig, sondern mit der Temperatur des Korpers selbst verin-
derlich.
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Wir haben frither den Wérmefluss im Innern des Korpers in
der Richtung der x-Axe betrachtet, auf die Einheit der Zeit und
die Einheit der Fliche bezogen, und haben gefunden, dass er

ou
_—k%

ist. Dies ldsst sich verallgemeinern, indem wir den Wiarmefluss
in irgend einer Richtung nehmen.

Der Wirmefluss rechtwinklig gegen irgend ein Flichen-
element ist die Wiarmemenge, welche in der Zeit d¢ durch dieses
Flichenelement hindurchgeht, dividirt durch den Inhalt des
Flichenelementes und dividirt durch d¢. Danach ist

ou
der Wirmefluss in der Richtung des Radius . Wir nehmen »
kleiner als den Radius der Kugel und fragen nach der Wirme-
menge, welche in der Zeit d¢ durch die Kugeloberfliiche vom Ra-
dius 7 in der Richtung der wachsenden # hindurchgeht. Diese ist

a7 OU
— 4wk Py at.

Sie tritt in der Zeit dt aus der inneren Kugel vom Radius r in die
Kugelschale von den Radien  und ¢. Zu gleicher Zeit tritt aber
aus dieser Kugelschale durch die Oberfliche vom Radius ¢ die
Wiarmemenge
42w Hu, — U)dt

in das #ussere Medium, wenn mit u, die Temperatur in der Ent-
fernung ¢ vom Mittelpunkte bezeichnet wird. Folglich betréigt der
Wirmezuwachs, welchen die Kugelschale von den Radien ¢ und »
in der Zeit d¢ erleidet

— 4ndt<lw2 2t He(u, — U))-

Diese Wirmemenge ist um so geringer, je kleiner wir die
Differenz ¢ — r nehmen. Sie ist = 0, wenn ¢ — » = 0 wird.
Denn alsdann wird der korperliche Inhalt der Kugelschale selbst
= 0 und folglich auch die Wirmemenge = 0, welche in diesen
Korper vom Inhalte 0 eintritt. Wir diirfen zwar nicht unmittelbar
¢ — r = 0 setzen, weil wir bei Herstellung des Ausdruckes fiir
den Wirmefluss in der Richtung » voraussetzen, dass ¢ — r > 0
sei. Aber wir konnen die positive Differenz ¢ — r = & beliebig
klein machen. Der vorige Ausdruck fiir den Warmezuwachs gibt
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uns nun die Temperaturzunahme, die in der Zeit d¢ eintritt, indem
wir durch den Inhalt der Kugelschale, durch die Dichtigkeit ¢
und durch die specifische Wiarme C dividiren., Die Temperatur-
zunahme ist danach

—<7m 24 | He(u — U)
- JeC@—r)
ou
— <zm Sk He(u, — U)
;6(02 % co+%0Y)0C
Der Factor von dt¢ muss aber endlich bleiben, wie klein man auch
0 nehme, weil u sonst unstetig wiirde. D. h. es muss der Zahler

mit 0 unendlich klein werden und zwar in derselben Ordnung
unendlich klein wie 8. Dieser Zahler ist

ou
k <r2 57)0~a + He2(u, — U).
Mit ihm zugleich wird auch

k (%g>+ H(u, — U)

von derselben Ordnung unendlich klein wie 8. Schreiben wir also
ou
k(W + H—U) =0,

so haben wir gegen die endlichen Grossen links nur eine unend-
lich kleine Grosse von derselben Ordnung wie 8 vernachlissigt.
Dasselbe Resultat hétten wir erlangt, wenn wir direct » = ¢ ge-
setzt hitten. Ueber die Zulissigkeit dieser Substitution ist viel
gestritten worden. Unsere Darstellung beweist die Zuldssigkeit
und gibt zugleich an, in welchem Sinne die letzte Gleichung zu
verstehen ist.

N

dt

N’

dt.

|

Der Einfachheit wegen soll U = 0 gesetzt und 1}:_{ mit dem

einfachen Buchstaben % bezeichnet werden. Die letzte Gleichung
geht dadurch iber in

ou
— hu = 0.
(ar c+ v
Fiithren wir noch v = ru ein, so erhalten wir

ov 1
W—I—(k—-;)v—O firr=c¢

als Bedingung fiir die Oberfliche der Kugel.
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§. 64.
Fortsetzung. LoOsung der Aufgabe.

Aufgabe. Die Function » so zu bestimmen, dass sie fiir
¢ > r = 0 der partiellen Differentialgleichung geniige

ov 0%v
2 — g I
1) ot = Yo
und die Nebenbedingungen erfiille
2) v =rF(r) fiir ¢ = 0,
ov 1
3) a—r+<h—g)v:o , =0
(4) v=20 y r=0.

Wir gehen wieder von particuldren Losungen aus, nemlich

von den Ldsungen

=Nt cos A,

e~ tgin A,
Der Bedingung (4) geniigt nur die letztere. Wir haben also in
der Gleichung

v =" "Ptgnir

eine particulire Losung von (1), welche die Bedingung (4) befrie-
digt. Soll auch die Gleichung (3) erfiillt sein, so haben wir fiir
r=c

PNt {l cosAr -+ <h — %) sinlr} =0
zu setzen, oder
chcosch + (he — 1) sin cA = 0.

Bezeichnen wir mit 4, 4,, ... 4, ... die Wurzeln dieser trans-
scendenten Gleichung, so ist

v = 2 by e~ PNt sin Ap
n=1
die allgemeine Losung von (1), welche zugleich die Bedingungen (3)

und (4) erfiillt. Die Coefficienten b, sind dann noch so zu bestim-
men, dass die Gleichung (2) befriedigt werde.
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§. 65.

Fortsetzung. Die transscendente Gleichung:
@ cos @ + p sin @ = 0.

Zunichst kommt also alles auf die transscendente Gleichung
Accoshc 4 (ch — 1)sinde =0
an. Wir schreiben zur Abkiirzung A¢ = ¢, ¢ch — 1 = p und

pcosp + psing = D.
Dann lautet die zu untersuchende Gleichung
D = 0.

Zu jeder reellen positiven Wurzel gehort eine negative von
gleichem Zahlwerth. Wir konnen uns aber auf die Ermittlung der
positiven Wurzeln beschréinken, da die beiden Glieder

bpe—®t sindyr und by e PNt sin(— A,7)
sich in eins zusammenfassen lassen, wenn wir
by — b = bn

setzen. Daher haben wir in dem Ausdrucke fiir » im vorigen
Paragraphen unter 4,5 4, ... die positiven Wurzeln der transscen-
denten Gleichung zu verstehen. Die Wurzel ¢ — 0 kann von der
Betrachtung ausgeschlossen werden, weil dadurch 4 = 0 und also
auch sin Ar = 0 wird.

Bei der Discussion der transscendenten Gleichung sind drei
Fille zu unterscheiden, je nachdem p positiv, = 0 oder negativ ist.

Erstens. Es sei p > 0. Da wir nur positive Werthe von 4
suchen und ¢ wesentlich positiv ist, so brauchen wir nur positive
Werthe von ¢ zu beriicksichtigen. Soll der Gleichung

@cosp +psing =0
Geniige geleistet werden, so miissen cos ¢ und sin ¢ entgegen-
gesetzte Zeichen haben. D. h. @ muss im zweiten, vierten, sechsten
Quadranten u. s. f. liegen. In jedem solchen Quadranten existirt
aber wenigstens ein Werth von ¢, welcher die Gleichung erfiillt.
Denn es ist

firg=@2n+1)37 @&=(1r.p,
w 9=(n-+ )= D= (— 1)t . (n+ 1w
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Die Function @ hat also zu Anfang und zu Ende des betreffenden
Quadranten entgegengesetzte Zeichen. Sie muss demnach, da sie
stetig verliuft, mindestens einmal in dem Quadranten den Werth
0 annehmen. Dass sie aber in jedem der betreffenden Quadranten
nur einmal == 0 wird, erkennt man an jhrem Differentialquotienten

ad .
d9 =1+ p)cosg — @ sing.

Wenn nemlich ¢ von (2% -+ 1) 7—2[ bis (n -+ 1) 7 stetig zunimmt, so

andert der eben betrachtete Differentialquotient sein Vorzeichen nicht.
Dasselbe ist vielmehr in diesem ganzen Quadranten — (— 1)»+1,
Je nachdem also » ungerade oder gerade ist, nimmt die Function
@ in dem betreffenden Quadranten fortwihrend zu oder ab. Sie
kann deshalb in dem einen Quadranten den Werth O nur einmal
annehmen. Betrachtet man ¢ als Abscisse, @ als Ordinate einer
Curve (Fig. 18), so geht diese durch den Anfangspunkt der Coor-

Fig. 18.
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dinaten (¢ = 0). Sie liegt abwechselnd oberhalb und unterhalb
der Abscissenaxe, wenn ¢ den ersten, dritten, finften Quadran-
ten u. s. f. durchliuft, und schneidet dieselbe je einmal im zweiten,
vierten, sechsten Quadranten u. s. f. Unter dem nten Quadranten
verstehen wir dabei das Intervall von ¢ = (n — 1) g bis g =n %

Zweitens. Essei p = 0. Dann lautet die Gleichung
@ cos ¢ = 0,
und ihre positiven Wurzeln sind ¢ = (2n — 1) % fuirn =—1,2,3...

Drittens. Es sei p << 0. Wir setzen p — — ¢ und ver-
stehen unter ¢ eine positive Grisse. Der Verlauf der Function

D =cosg(p — qtg o)

soll wieder graphisch dargestellt werden durch eine Curve, deren
Coordinaten ¢ und @ sind. Zun#chst sieht man, dass @ nicht =0
werden kann, wenn ¢g ¢ negativ ist, d. h. wenn ¢ im zweiten, vier-
ten Quadranten u. s. f. liegt. Denn es ist dann ¢ — gég @ in dem
ganzen Quadranten positiv. Das Vorzeichen von @ stimmt also
iiberein mit dem Vorzeichen von cos ¢, es ist negativ im zweiten,
sechsten, zehnten Quadranten u. s, f., positiv im vierten, achten,
zwolften Quadranten u. s. f Fiir den dritten, fiinften Quadran-
ten u. s. f. hat @ zu Anfang und zu Ende Werthe mit entgegen-
gesetzten Vorzeichen. Es ist nemlich

firp = nx D= (—1)ynx
T
» 9 =0@n+17  &=(—1pig

und dies gilt fir n =1, 2,3 ... Im dritten, fiinften Quadran-
ten u. s. f. muss also die Curve mindestens einmal die Abscissenaxe

schneiden. Im ersten Quadranten ist ® =0 fiir g =0 und @ = — ¢
fiir ¢ :% Ob die Curve ausserdem im ersten Quadranten die Ab-

scissenaxe noch schneidet und ob sie in irgend einem der iibrigen
Quadranten von ungerader Ordnung mehr als einmal durch die
Abscissenaxe geht, bedarf der besondern Untersuchung. Dabei
kommt der Differentialquotient

1D
275=008¢{(1—Q)—-9>tyq>}

in Betracht, und es ist zu unterscheiden, ob g =1 oder ob g <1 ist.
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Fir ¢ = 1 wird im ersten, dritten, fiinften ... Quadranten
die Klammergrosse {(1 —q) — @lg q)} nicht positiv. Sie ist fiir
q¢>1 in den betreffenden Quadranten durchweg negativ. Fiir g=1
ist sie = O fiir den Anfang des Quadranten, iibrigens aber auch

negativ. Das Vorzeichen von le—g und das Vorzeichen von cos ¢

sind also entgegengesetzt und zwar ist g% negativ im ersten, fiinf-

ten, neunten Quadranten u. s. f,, positiv im dritten, siebenten Qua-
dranten u. s. f Die Curve verlduft also im ersten Quadranten
ganz unterhalb der Abscissenaxe, ohne sie ausser dem Punkte
¢ = 0 noch weiter zu schneiden, und in den iibrigen Quadranten
ungerader Ordnung geht sie nur einmal durch die Abscissenaxe
hindurch (Fig. 19). Fiir ¢ > 1 liegen die Maxima und Minima
von @ in den Quadranten gerader Ordnung, fiir ¢ = 1 am Ende

dieser Quadranten.
Fig. 19.

Riemann, Partielle Differentialgleichungen. 11
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Fiir ¢ <71 ist dagegen in den Quadranten ungerader Ordnung

(1—q — ol
anfinglich/ positiv, dann an einer Stelle =— 0 und hierauf negativ.
Ebenso wird es also mit dem Vorzeichen vong—i im ersten, fiinften,
neunten Quadranten sein. wihrend im dritten, siebenten, elften

Quadranten u.s. f. g—%) zuerst negativ, dann an einer Stelle — 0

und hierauf fortwihrend positiv ist. Die Curve verlduft also im
ersten Quadranten von der Abscissenaxe aus anfinglich oberhalb
derselben, erreicht ein Maximum, kehrt dann um und geht ausser

fiir ¢ = 0 noch an einer Stelle zwischen 0 und % durch die Ab-

scissenaxe hindurch. In den iibrigen Quadranten ungerader Ord-
nung entfernt sich die Curve anfinglich von der Abscissenaxe,
nach Erreichung des entferntesten Punktes ndhert sie sich ihr
wieder und schneidet sie in jedem der betreffenden Quadranten
ein einziges Mal (Fig. 20).

Fig. 20.
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Fassen wir das Resultat der Untersuchung zusammen, so zeigt

sich, dass die transscendente Gleichung
Qcosp + psing = 0

unendlich viele positive Wurzeln besitzt. Diese positiven Wurzeln
7
2
in den Quadranten gerader Ordnung, in jedem eine, wenn p positiv
ist. Es liegt je eine in den Quadranten ungerader Ordnung, wenn
p.negativ und sein Zahlwerth kleiner als 1 ist. Es liegt je eine in
den Quadranten ungerader Ordnung, mit Ausnahme des ersten,
wenn p negativ und sein Zahlwerth nicht kleiner als 1 ist. Uebri-
gens sind die Wurzeln der Gleichung ziemlich leicht zu berechnen.
Man vergleiche hieriiber Euler, introductio in analysin infinitorum,
Tomus II. Cap. XXIIL Problema IX, wo die Aufgabe fiir p = — 1
gelost ist.

sind die ungeraden Vielfachen von =, wenn p = 0 ist. Sie liegen

§. 66.

Fortsetzung. Bestimmung der constanten Coefficienten
der Losung.

Die unendlich vielen positiven Wurzeln der transscendenten
Gleichung

Accoshe + (he—1)sinkec =20

bezeichnen wir der Reihe nach mit 4,, 4,, ... 4, ... und setzen sie
ein in die unendliche Reihe

w
¢)) v = ane‘“"'\f,tsmlnr.

n=1
Dann geniigt die Function », wie in §. 64 nachgewiesen, fiir
¢ > r = 0 der partiellen Differentialgleichung

ov 02w
(@) 7= Yo
und ausserdem den Bedingungen
(3) g—f_—}—(k—%)vzo firr = ¢,
4) v=20 » r=0.
Soll auch die Bedingung
@) v=rF(r) s t=—20
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befriedigt werden, so sind die Coefficienten b,, b,, b3, ... b, ... SO
zu bestimmen, dass
rF(r) = Zb,,sml,,'r
n=1
ist. Dies ist eine Entwicklung, ganz analog der Reihe von Fourier.
Wir schlagen also zur Bestimmung der Coefficienten denselben
Weg ein wie bei Fourier’s Reihe. Wir multipliciren beide Seiten
der vorigen Gleichung mit sin 4,,7dr und integriren zwischen den
Grenzen O und ¢. Ist m 2 x, so hat man
SN A 7 Si A7 = 0S8 (A, — An) 7 —2— 08 (Am,~ Ar) r,
folglich
4

. . __8im(Aw—Ay)c  sin(dm-+4n)c
fsm}.mrsml,.rd'r T = R Y ¢ Wy
— A {sin (An—"2An)c — sin (Am—+4n) c}
20a— 1)
Ay {sin (Am—An)e + sin (lm—{—l,,)c}
+ 20— )

0

oder c
fsinlmrsin&,.'r ar

0

— A COS Ay Sindye - Ay Sin Ay ccosdye

A — A '
Der Nenner ist von 0 verschieden, weil 4,, und 4, verschiedene
positive Wurzeln der Gleichung

Accoshec + (he—1)sinke = 0

sind. Wir konnen aber nachweisen, dass der Zahler — 0 ist. Es
ist nemlich

Amccosdme = — (he— 1) sindnc
und
— (he—1)sind,c = Anccosiye.
Daraus folgt durch Multiplication
~— Am €08 AmcSindyc + Ay Sindy,ccosdy,ec = 0.
Demnach ist
fsm A7 St Apgrdr = 0 fir m 2 n.

0
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Nehmen wir dagegen n = m, so erhalten wir

(sin Anr)? = 1 — c082Aur
m -_ 2 b
und daher

o A __sm2dnc
f(sml r)idr = vy

Das Resultat der vorgenommenen Integration beschrinkt sich
also auf der rechten Seite auf ein Glied. Wir erhalten

[9

—_— . 1
f"F(r)sinlmrdr — 2hno — sin2hnc,
0 4}'m
oder
412, Ny
b = 24 — Sin2lm0(,)/rF(r)s&nlmrdr'

Den Factor vor dem Integral konnen wir noch etwas umformen.
Es ist nemlich
Accosde 4+ psinde = 0.

Multipliciren wir mit 2 cos 4 ¢, so ergibt sich
24ccoshccoshe = — psin2ic.

Andererseits erhalten wir, indem wir beide Seiten der Gleichung

Accoshc = — psinde
quadriren:
(A2t pYcosAccoshe = p?
folglich ’
__ 2Acp?
2hccoshecoshec = g p

und wenn wir dies in den vorher gefundenen Ausdruck fiir — psin 24¢

einsetzen:
2Acp

e pr
42 __ 2 A%¢® 4 (he—1p
2hc — sim2hc” ¢ A2¢? - he(he — 1)

— sin2hdc =

Danach wird

Hier kénnen wir fiir A irgend eine Wurzel unserer transscenden-
ten Gleichung, also auch A, einsetzen. Dadurch erhalten wir den
Factor des Integrals in dem Ausdrucke fiir 4,. Dieser Ausdruck
ldsst sich also auch schreiben
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9 e (he—1p [ .
an bm__c—lﬁbﬁ—{—hc(hc—l)o r F(r)sinAprdr.

Geben wir den Coefficienten in der Reihe (I) die Werthe, welche
in der Gleichung (II) ausgedriickt sind, so geniigt die Function v
den sdmmtlichen Bedingungen.

Es bliebe nun, streng genommen, noch die Convergenz der
Reihe (I) zu priifen. Diese Untersuchung ist aber sehr subtil und
soll deshalb hier weggelassen werden.

§ 67.

Fortsetzung. Die transscendente Gleichung hat nur
reelle Wurzeln,

Wir haben bis jetzt nur die reellen Wurzeln der Gleichung
Aecoshe + (he—1)sinke =0

beriicksichtigt. Daher entsteht die Frage, ob nicht auch imaginére
Wurzeln vorhanden sind. Wire

A=« + ﬁv— 1
eine complexe Wurzel der Gleichung, so miisste auch
V=a—gV—1

eine Wurzel sein, und es wire dann
sinhr =R+ SV =1,
sindr=R — SV —1.

Wir haben aber schon bewiesen, dass

C

/sz’nlrsml’rdr =0

0

ist, wenn A4 — A'A’ nicht den Werth 0 hat. Es miisste also

/(RJFSV:T) (R—SV—=1)dr =0

sein, d. h.

/'(Rur Stydr = 0,
§



§. 68. Der Radius der Kugel ist sehr klein. 167

was unmoglich ist. Es konnen also complexe Wurzeln nicht vor-
handen sein. Der Beweis passt nicht mehr, wenn « = 0, d. h.

A=pV—1
l':—ﬁV:—T

ist, denn in diesem Falle haben wir 42 — 4’2 = 0. Nehmen wir
aber die transscendente Gleichung in der Form

pcosy + psing =0
und entwickeln den Cosinus und den Sinus in Reihen, so lautet
die Gleichung

0= (g — L 04O

oder

O=hcq>——(hc?j—2) 3_}_(hc:+4) 4

Wird hier ¢ rein imaginir — ¢ V — 1 gesetzt, so muss 3 der
Gleichung geniigen

0=y} 1{kc-|—(hc+z)¢2_|_ (hc+4) ¥t }

Dies ist aber unmoglich, da die Klammergrosse positiv ist.
Die transscendente Gleichung
Accoshe + (he—1)sinde =0
hat also nur reelle Wurzeln.

§. 68.

Fortsetzung. Der Radius der Kugel ist sehr klein.

Die Aufgabe, mit der wir uns in den vorigen Paragraphen
beschiftigt haben, lautet so:

Eine Kugel vom Radius ¢ befindet sich in einem diathermanen
Mittel. Die #ussere Leitungsfihigkeit ist— H und die Temperatur
des Mittels constant — 0. Die Temperatur zur Zeit ¢ = 0 ist fiir
jeden Punkt im Innern der Kugel gegeben. Sie ist dieselbe fiir
alle Punkte, die vom Mittelpunkte der Kugel gleichen Abstand
haben. Wir bezeichnen sie mit F(r). Dann ist die Temperatur
zur Zeit ¢ eine Function von » und ¢, und zwar haben wir gefunden
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[4

2 A2+ (he—1) e *Ntgin }.,.r/’ .
—_— — L3 l
U= - 24 T T he(ho—1) - o rF(r)sind,rdr,
wenn man mit 4;, 4;, ... 4, ... die positiven Wurzeln der trans-

scendenten Gleichung
Accosde + (he—1)sinkec =20
bezeichnet,
Es sollen nun die beiden Fille besonders untersucht werden,
dass ¢ entweder sehr klein oder sehr gross ist.
Nehmen wir ¢ sehr klein. Die Wurzel A,c¢ liegt jedenfalls

zwischen (n— 1)z und n=, also 4, zwischen (n — 1)% und n%‘

Da nun % sehr gross ist, so sieht man, dass die Zahlen 4,, 4, ..

im Vergleich zu 4; sehr gross sind. Daher kann man e—%2*%t und
alle folgenden Glieder gegen ¢~ vernachlissigen und erhalt
einfach
sin A r
= b, A e—o2a2e 22T
u bid e U

Die Temperatur zu einer und derselben Zeit-f andert sich also mit
r in der Weise, dass sie proportional der Function

sin A r
AMr

bleibt, in welcher 4+ kleiner als x ist. Der Differentialquotient
der Function S@ZS ist 29085 ; SM3 und hat negative Werthe,
wenn s zwischen 0 und = liegt. Daraus folgt, dass zu einer und
derselben Zeit die Temperatur mit dem wachsenden Abstande vom
Mittelpunkt fortwahrend zu- oder abnimmt, je nachdem &, negativ
oder positiv ist.

Hier ist natiirlich der Fall auszuschliessen, dass &, — 0 ist.
Dann hitte man eine ganz dhnliche Betrachtung anzustellen iiber
das erste Glied der Entwicklung, dessen Coefficient b nicht — 0
wird,
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§. 69.

Fortsetzung. Der Radius der Kugel ist sehr gross.

Wir nehmen zweitens den Radius ¢ der Kugeloberfliche sehr
gross und wollen speciell voraussetzen, dass die Anfangstemperatur
constant, F(r) = 1 sei. Dann konnen wir das Integral ausrechnen

[4

. Sind,¢ — Ayccoshyc
frsmlnrdrz g L
n

0
Wir erhalten also
2 2 A2c?} (he—1)2

2 sz'nl,,r'
—n=1 Arcdict 4 he(he—1)

r

(]

e~ Nt (sim Ay c— Ay € cOS Ay €)

Darin sind 4, 44, 4; ... der Reihe nach die durch ¢ dividirten
positiven Wurzeln der transscendenten Gleichung

pcosp + (he — 1)sing = 0.

In dem hier betrachteten Falle ist Ac — 1 sehr gross. So
lange also ¢ selbst nicht sehr gross ist, wird sin @ nabezu = 0
sein miissen, damit die Gleichung erfiillt werde. Wir konnen dem-
nach niherungsweise setzen

Y =nm, Ay = —

Dadurch wird in dem Ausdrucke fiir » die Summe in ein bestimm-
tes Integral iibergehen. Wir wollen bei der Umformung dieses
Ausdruckes zugleich »r =— ¢ — 2 setzen, so dass 2 den Abstand
von der Kugeloberfiiche bezeichnet. Dann ergibt sich

Sin Ayt __ SimAnCCO8 AT — cOSA,cCSin Ay
r ¢C—

Fir sindc und cos A ¢ konnen wir mit Hiilfe der transscendenten
Gleichung algebraische Ausdriicke einsetzen. Es ist nemlich

+ (he — 1)
cosdec = ,
Vazer + (he — 1)2
sinkec = + e

Vire + (he — 1)2
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Folglich erhalten wir
sindnr T Anccoshyz + (he — Vsind,x
r (c—2)Viier 4+ (he — 1)

Anc . he
+ Vaze & (he — 17
wenn in den beiden Gleichungen zugleich entweder die oberen
oder die unteren Vorzeichen genommen werden. Fiihrt man dies
in den Awusdruck fiir  ein, so wird

und

SiNdy €~ AyC COSApC =

m :}w:e—aexztg {lnCCOS An —}-— (kc — 1) sin /’[,nx} Anche
<" "¢ Mle—a) i+ he(he — 1))

Da ¢ sehr gross sein soll, so konnen wir ¢ statt ¢ — x setzen und
he statt he — 1, Beachten wir dann noch, dass

Tim (Ay — Ap—y) = ’_C‘

ist, und dass 4 stetig variabel wird fiir lém ¢ = «, so geht « in ein
bestimmtes Integral iiber. Wir bezeichnen das stetig variable 4
mit g, so dass

2 2

T =z de
wird, und erhalten

2h [ . de
u=—[e¢ Pt<cospx+—smgfv)h2+ez
0

oder

___ﬂb © e a”tsm@x do
O u= n/e o cosgxh2+92—{—— o h2+92
)

Das erste dieser beiden Integrale wollen wir mit # bezeichnen.
Zur Abkiirzung setzen wir a2t = v. Dann ist also

deo
z:fe-fﬂ*cosgx =T
. h* 4o

und es muss bemerkt werden, dass z = 0 wird fiir 7 = .

dz
Differentiiren wir nach ¢ und subtrahiren A2z von —= =7 50 er-

halten wir

dz 4 5
I h?z — ——/e‘fp cosgxdo.
0
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Das Integral auf der rechten Seite ist aus §. 18 Formel (35)
zu entnehmen. Sein Werth ist

_ 1\/5 2.
2 T 47

Es entsteht dadurch fiir 2 die Differentialgleichung erster Ordnung

dz 1 ; 2
= _ h2p =  _ L p— T
dr ks 2 7 ¢4

Da die Coefficienten von g—z und von 2z constant sind, so ldsst sich

die einfachere Differentialgleichung integriren, bei der die rechte
Seite = 0 ist. Das Integral der vorgelegten Differentialgleichung
findet sich dann durch Variation der Constanten,
Wir setzen also
dz
dr

und finden, dass 2, = C . ¢¥** das Integral dieser Differentialglei-
chung ist. Nehmen wir nun, um die Differentialgleichung fiir # zu
integriren

—h“’zl =0

2=uv.eMr"
und betrachten » als eine noch unbekannte Function von z, so
ergibt sich

dz .. e G0
-d—t_hlz—ﬁ—e Ty

Folglich muss

dv Vo ., = 1
—_— — — ¢ hir 47,——:—_
dr 2 T
sein, d. h.
T .
p:*V_;/‘ewhgf_Eﬂ
2 y Vz
und

Va P e AT
z:——eh27 e T e )
2 Ve

wenn e eine noch zu bestimmende Constante bezeichnet. Diese
ergibt sich daraus, dass z =— 0 werden muss fir 7 = ». Damit
dies zutreffe, ist « — o zu setzen. Wir haben also den ersten
Theil in dem Ausdrucke (I) fiir » umgeformt

3
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2h heth we_hz.,-_m_i dt

z T Va YT

oder wenn wir unter dem Integralzeichen 7 = s? setzen, in

hir o
%Z—l 7= 2{&/8_ /e‘“"‘_ ds.
T
123
Wir wollen jetzt die Temperatur an der Oberflédche der unend-

lich grossen Kugel betrachten, also x =— 0 nehmen. Dann erhalten
wir aus (I)

.. 2h 250
firz=0 % = /““”th2+92

oder wenn wir in #z die Grosse 2 — 0 setzen:

o0

2h
U= —= e“*h”f e~ dg.
-v—

oow

ayt
Um die Verinderung untersuchen zu konnen, welche mit der
Zeit eintritt, wollen wir das Integral transformiren. Es ist identisch

e — e—hgsg (— 2h? S) E—-Y ;h—l‘g,
folglich
_hﬂsﬂd — e_h232 + e—hisg d
¢ §=T9ns w8
7 e—whit d ds
fe—'"’*ds = — [ e’ .
2 . 2 h2s?
S 2n2a Vi S

Dadurch wird also
R Sy APV
ahVmt hwV=. o s?
aVt
Verlegen wir nun den Anfangszustand in eine unendlich ferne
Vergangenheit, so wird in « V¢ der zweite Theil zu Null.
Es ist nemlich

gt A _hszsz 0
2h2a3 Vi3 >v{_ >

aVt

firxz =0 U =

folglich
1 1
—_— — (1 — —— .
ah Vn >uVi> kVn( 2a2h‘lt>

Fiir lim t = o sind beide Grenzwerthe einander gleich.
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Wir erhalten demnach
firzx =20 1
% = .
lim t = o ahVnt
Fiir zwei Zeiten ¢ und #, die beide, vom Anfangstermine
gezshlt, unendlich sind, ergibt sich also das Verhdltniss der Tempe-
raturen der Oberfliche o
wiu=Vt:Vt,
d: h. die Temperatur der Oberfliche nimmt ab proportional der
Quadratwurzel aus der wachsenden Zeit.
Ueber das Integral

1

™
ﬁ 2ds,

k
welches in dem Ausdrucke fiir z vorkam, ist noch eine Bemerkung
zu machen. Es liisst sich nemlich immer auf das Kramp’sche In-

tegral zuriickfiihren. Setzen wir s -} —Z— = @, so erhalten wir

1

4 o, "
— 82— —2n
/e s (1——8—2>ds = [ e ¥do
o y

k+

-+
~|2

LR

und wenn wir — » statt # schreiben:

1 2 l—%
‘/e—32~5+2”<1 —|—§)ds _—_—fe—‘*;"dqa.
k k—-’-’—

k
Multipliciren wir die erste Gleichung mit ¢?#, die zweite mit
e—?» und addiren, so ergibt sich

1 ne
—_—
2/6 e ds
k
1+ 2 -2

3 [
— e2”fe‘"¢"dq) - e—‘“fe—‘i”’dtp.

n n
k+~’? k-—k-
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§. 70,

Die Erdtemperatur.

Wir wollen nun allgemein die Temperatur der Erde betrachten.
Die Erde hat zwei Wirmequellen, nemlich die Wirme der Sonne
und die Warme des Weltalls, welche ja auch ohne die Sonne durch
die Fixzsterne bedingt ist. Hiernach konnen wir die Ermittlung
der Temperatur der Erde gleich in zwei Aufgaben zertheilen, in-
dem wir ihre anfingliche Temperatur als Summe von zwei Zu-
stinden denken und darauf einmal die Sonne wirken lassen und
das andere Mal das Weltall. Dies Princip ist von uns schon oft
angewandt, es ist eine blosse Folge davon, dass der ganze Wirme-
austausch nur von den Differenzen der Temperatur abhéngt. Nehmen
wir die Temperatur des Weltalls zum Nullpunkt, so kommen wir
fir den zweiten Theil unserer Aufgabe auf die Untersuchung der
§§. 64 bis 69.

Um die Einwirkung der Sonne fiir die gesammte Erdkugel in
einem Problem zu behandeln, wiirden wir in den vorhergehenden
Entwicklungen noch nicht ausreichende Hiilfsmittel besitzen. Es
miisste nemlich die Temperatur der Oberfliche als Function nicht
nur der Zeit, sondern auch von Linge und Breite angesehen wer-
den. Ziehen wir aber ein nicht zu ausgedehntes Gebiet der Ober-
flache allein in Betracht, so konnen wir dafiir die Temperatur vom
Orte unabhingig nehmen und nur als periodische Function der
Zeit ansehen. Dieser Fall ist dann nach Anleitung der §§.53 und 54
zu behandeln,. da der Radius der Erde im Vergleich zu den uns zu-
ginglichen Tiefen sehr gross ist, und das betrachtete Oberflichen-
stiick als eben angesehen werden darf.

Wenn wir also fiir alle einzelnen Punkte der Oberfliche eine
periodische Aenderung der Temperatur annehmen, aber mit der-
selben Zeitperiode, wie es ja auch das Jahr ist, so wird sich auch
hier eine periodische Aenderung im Innern nur auf eine diinne
Schicht erstrecken. Gehen wir von der Oberfliche ab auf jeder
Normale ins Innere, so wird die periodische Aenderung bald ver-
schwinden und die Wirme sich nur mit der Tiefe langsam #ndern.
Abgesehen von der Oberflichenschicht, ist daher der Theil der
Wirme im Innern, welcher von der Sonne herriihrt, constant. Zu
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dieser Wirkung der Sonne miissen wir dann noch die Temperatur
hinzufiigen, welche sich aus der Temperatur 0 des Weltalls ergibt,
indem die Erde allmahlich erkaltet. Wir beobachten nur die
Summe von beiden Wirkungen. Dabei zeigt sich, dass in den uns
zugénglichen Tiefen die Temperatur bei gleichen Tiefen fast con-
stant ist. Es ldsst sich also die von der verinderten Tiefe her-
riihrende Aenderung der Gesammtwirme in ihrer Abhéngigkeit
von der Tiefe durch Beobachtung bestimmen. In den tieferen
Schichten riihrt aber von der Sonne eine Wirme her, die mit der
Tiefe sich so gut wie gar nicht &ndert. Diese fillt also bei der
Herstellung der Temperaturdifferenz fiir zwei verschiedene Tiefen
heraus. Wir konnen demnach freilich nicht die Temperatur «
selbst finden, die vom Weltraume herriihrt, wohl aber g—g, weil in
diesem Differentialquotienten das constante Glied der Sonne sich

aufhebt. Haben wir auf diese Weise S_Z’ zunichst nur fir die

tieferen Schichten, als Function von # bestimmt, so nehmen wir
das darin ausgesprochene Gesetz auch fiir die Oberflichenschicht
als giiltig an. In der Oberflache ist aber [nach §. 69 (I) oder auch

§ 64 (3)]
firz=0 ou = hu.
ox

Es kommt also nur noch auf den Coefficienten % an, der sich aus
seinen Bestandtheilen bestimmen lisst. Damit haben wir dann fiir
die Oberfliche die Temperatur « selbst, d.h. die Temperatur, welche
stattfinden wiirde bei einer nur im Weltraume erkaltenden Erde,
welche dem Einflusse der Sonne nicht ausgesetzt ist. Dann lésst
sich auch der Werth von » nach Verlauf einer unendlich langen
Zeit finden, und es ergibt sich hieraus das interessanteste Resultat
von Fourier’s Theorie. Aus der Temperaturzunahme, welche in
der Tiefe constant (etwa 1° auf 100') ist, hat Fourier berechnet,
dass die Temperatur, welche aus dem Weltall folgt, auf der Ober-
fliche der Erde jetzt hochstens 3% mehr betrage als in einer un-
endlich fernen Zukunft. Die Temperatur der grosseren Tiefe selbst
kénnen wir nicht finden, weil wir nicht wissen, in welchem Grade
der Erkaltung sich die Erde befindet. Poisson berechnete die
innerste Temperatur einmal bei der Annahme, dass die Erde schon
im Hussersten Stadium des Erkaltungsprocesses sich befinde. Er
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fand eine ungeheure Temperatur fiir den Mittelpunkt der Erde.
Doch berechtigt uns nichts zu dieser Annahme, und zu der Be-
rechnung des Erkaltungsgrades wéren durch sehr lange Zeitrdume
getrennte Beobachtungen nothig. Fiir die Erdoberfliche ist aber
der Process der Erkaltung so gut wie vollendet.

Uebrigens hat die Wirmetheorie weniger physikalische Auf-
schliisse iiber die Verbreitung der Warme gegeben, als dass sie
fir die Rechnung wichtige Resultate geliefert hat.

III. Die Temperatur ist abhingig von der Zeit und
von allen drei Coordinaten.

§. 71

Die Kugel. Die partielle Differentialgleichung fiir
Kugel-Coordinaten.

Wir gehen zu dem allgemeinen Falle {iber, dass die Tempe-
ratur im Innern der Kugel von allen drei Coordinaten abhingt,
dass also die partielle Differentialgleichung

ou 0w |, 0w |, Olu

(1) 5?=a2<5—55+6_yﬂ+5—z7)

zu Grunde zu legen ist. Der Anfangspunkt der rechtwinkligen
Coordinaten liege im Mittelpunkte der Kugel. Der von da aus
nach dem Punkte (z, y, 2) gezogene Radiusvector sei ». Derselbe
schliesse mit der positiven z-Axe den Winkel § ein, und @ sei der
Neigungswinkel der positiven z-Axe gegen die durch » und 2 gelegte
Ebene.

Legt man um den Anfangspunkt der rechtwinkligen Coordina-
ten als Mittelpunkt eine Kugel vom Radius 1, so wird deren Ober-
fliche von der positiven z-Axe in einem Punkte geschnitten, den
wir den P ol nennen wollen. Halbe grosste Kreise, die auf eben
derselben Kugelfiiche vom Pol nach dem diametral gegeniiber-
liegenden Gegenpol verlaufen, sollen Meridiane genannt werden.
Als Anfangsmeridian nehmen wir denjenigen, welcher von der
Axe der positiven # durchschnitten wird. Auf dieser Kugelfliche
vom Radius 1 haben 6 und ¢ eine geometrische Bedeutung. Der



§ 71. Kugel-Coordinaten. 177

vom Anfangspunkte der Coordinaten nach dem Punkte (z, y, 2)
gezogene Radiusvector r schneidet nemlich die Kugelfliche in
einem Punkte, welcher durch seine Poldistanz und seine geo-
graphische Linge eindeutig festgelegt wird. Unter der Pol-
distanz des Punktes verstehen wir seinen sphérischen Abstand vom
Pol. Seine geographische Linge ist der sphiirische Winkel. welchen
sein Meridian mit dem Anfangsmeridian einschliesst. Man sieht
leicht, dass hier die Poldistanz — @ und die geographische Linge
= @ ist. Die Grosse § ist verinderlich von 0 bis #, dagegen kann
¢ alle Werthe von 0 bis 2z annehmen.

Dem Punkte, dessen rechtwinklige Coordinaten (z, y, 2) sind,
gehort je ein bestimmter Werth von 7, 6, ¢ an. Und umgekehrt
erhilt man einen bestimmten Punkt im Raume, also je einen
Werth fiir z, 9, 2, wenn #, 0, ¢ eindeutig gegeben sind. Man kann
also auch 7, 6, ¢ als Coordinaten auffassen., Man nennt sieKugel-
Coordinaten. Wir wollen fiir die vorliegende Aufgabe zu diesem
System iibergehen.

Zur Coordinaten-Transformation haben wir dann die Glei-
chungen

x=rsinlcosp,
y =rsinfsing,
2 = rcos@.

Mit Hiilfe dieser Gleichungen kénnte man nun durch blosse
Rechnung 7, 6, ¢ statt z, y, # als unabhingige Variable auf der
rechten Seite der partiellen Differentialgleichung (1) einfiithren.
Wir ziehen es jedoch vor, die Differentialgleichung fiir das neue
Coordinatensystem noch einmal direct abzuleiten.

Der Punkt A (Fig. 21) habe die Coordinaten 7, 6, . Unend-
lich nahe bei 4 liegen drei Punkte B, €, D, deren Coordinaten resp.

Fig. 21.

0“

Riemann. Partielle Differentialgleichungen, 12
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rt+dnr b @

7,0+ do, @

rnb,9+do
sind. Die Linie 4 B ist eine Gerade von der Lénge dr. AC ist
der Bogen eines Kreises vom Radius » und dem Centriwinkel d 6,
also AC = rd6. AD liegt auf einem Kreise, dessen Radius der
Abstand des Punktes A von der z-Axe, d. h. = rsin 6 ist. Der
zu A D gehorige Centriwinkel ist d ¢, also A D = rsin6d . Diese
drei Linien stehen auf einander rechtwinklig. Denn 4C und 4D
liegen auf einem Meridian und resp. einem Parallelkreis der um
O als Mittelpunkt beschriebenen Kugel vom Radius ». Sie durch-
schneiden sich also unter rechtem Winkel, und auf beiden steht
der Radius O A rechtwinklig, dessen Verlingerung A B ist. Wir
konnen demnach 4 B, 4 C, A D als die drei im Punkte 4 zusammen-
stossenden Kanten eines unendlich kleinen rechtwinkligen Parallel-
epipedon ansehen. Dieses moge im Innern des festen Korpers
liegen, fiir welchen wir die Bewegung der Wirme untersuchen
wollen. Wir betrachten den Wiarmezuwachs, welchen das Parallel-
epipedon in dem auf die abgelaufene Zeit ¢ folgenden Zeitdiffe-
rential d¢ erleidet. Der Wiarmefluss in der Richtung der wachsen-

den 7 ist — & 3—1: Rechtwinklig auf dieser Richtung stehen zwei

Seitenflichen des Parallelepipedon, die eine vom Flacheninhalt
risintidlde,
die andere vom Inhalt
(r+dr)2sindode.
Durch die erste stromt in der Zeit d¢ die Wiarmemenge

ou .
— k a—rdtr?smﬂd(idq)

in das Korperelement ein, durch die andere entweicht in derselben
Zeit die Warmemenge

—L(a—“> dt(r + drpsintdodeg.
or r+dr
Der Wirmezuwachs, welcher davon herriihrt, ist demnach

6(7‘2 g——“
o 97/

5y sinfidrdfdeodt.
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Rechtwinklig gegen die Richtung der wachsenden 6 liegen
zwei Seitenflichen, die eine vom Inhalt
rsinfdrde,

die andere vom Inhalt

rsin(6 + d6)drde.
Der Wirmefluss in der Richtung der wachsenden 6 ist — & 86“0
Folglich riithrt von dem Ein- und Ausstrémen der Warme durch
die eben betrachteten Seitenflichen ein Wirmezuwachs her, der in
der Zeit d ¢ betrigt

a(smﬂ —)
drdfdedt.

Endlich liegen rechtwmkhg zu der Richtung der wachsenden
@ zwei Seitenflichen, jede vom Inhalt

rdrdd.
Der Wirmefluss in der Richtung der wachsenden ¢ betrigt
—.aﬁ——- Die Wirme, welche durch die letztgenannten
rsinfde .

Seitenflichen stromt, liefert also einen Wirmezuwachs, der in der
Zeit dt sich belauft auf

ou
Nt
sinfl 09

Die gesammte Wéarmezunahme in der Zeit df ist also

drdfdodt.

ou —r
2 —_—
kdrdfdgdt - smoa(r 87)_}—6(3“;080) 1 0tut
4 or o0 sin 0 02
Zur Zeit ¢ ist aber in dem Korperelement vorhanden die Wirme-
menge

Courtsinfdrdldo,

wenn C die specifische Wirme und ¢ die Dichtigkeit des Korpers
bezeichnet. Diese Wirmemenge erleidet in der Zeit dt den Zu-
wachs

09 r‘*’smé’drdﬂdcpdt

und folglich erhalten wir die Gleichung
12*
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cu . L 0u '
ou _ a? 0 (W W) 0 (sm o 55) 1 02 u]

@ ot 12 or T sinfof +se‘naza_q72
in welcher zur Abkiirzung 65 == a? gesetzt ist. Dieselbe Gleichung

hiitte man auf rein analytischem Wege aus (1) herleiten konnen
durch Einfiihrung der unabhéngigen Variabeln 7, 6, o.

8 72,

Fortsetzung. Die Anfangstemperatur ist gegeben,
die Temperatur der Oberfliche gleich Null.

Wir wollen den Fall behandeln, dass die Anfangstemperatur
als Function von 7,6, ¢ gegeben ist und die Temperatur der Kugel-
oberfliiche constant — 0 sein soll. Die Aufgabe lautet dann fol-
gendermaassen :

Die Function « von ¢, 7, 6, @ so zu bestimmen, dass sie fiir
e > r = 0 der partiellen Differentialgleichung

ou )

2 _ —
" du_a 8(r ar)+8(szn060)+ 1 otw
) ot r? or stno0 sim 02 02

Geniige leiste, und dass sie die Nebenbedingungen erfiille
2) w=F(r0,0¢) fiir £ = 0,
3) =20 w T =C¢

Um zundchst die partielle Differentialgleichung zu lésen,
schlagen wir einen Weg ein, den Euler im letzten Bande der
Ipstitutiones calculi integralis®) vorgeschrieben hat. Wir setzen

u=VX

und bestimmen, dass ¥ nur von ¢ und », X nur von 6§ und ¢ ab-

hiingig sein soll. Dann zerfillt die partielle Differentialgleichung
(1) in die beiden einfacheren

. 00X
° smﬁﬁ)—’_ 1 8?X_
sinflod sinf? o2 T

@ X,

*) Inst, caleuli integr. Vol III. Ed.2. Petropoli 1793. 4, Pars 2. Caput 4.
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. oV
oV __ a? {6 <T2W>

in welchen o eine unbestimmte Constante bezeichnet. Sind ¥V und
X so hergestellt, dass sie fiir ein und dasselbe « diesen partiellen
Differentialgleichungen geniigen, so ist ihr Product eine particuldre
Losung der partiellen Differentialgleichung (1). Denn man erhilt
die Gleichung (1), wenn man aus (I) und (II) die Constante « elimi-
nirt und beachtet, dass X von r und ¢, ¥V von # und ¢ unabhin-
gig ist.

Um zu einer Losung der partiellen Differentialgleichung (I)
zu gelangen, machen wir die Bemerkung, dass der reciproke Werth
der Entfernung zweier Punkte (, y, 2) und (zy, 41, 1)

T= !
Ve —a)2+ @y — )2+ (¢ — a)
der partiellen Differentialgleichung geniigt

oT T  ofT
727 T o T =0

b}

Fithren wir statt der rechtwinkligen Coordinaten Kugelcoordinaten
7, 6, @ und resp. ,, 6;, @, ein, so erhalten wir

1
_T: ,
Virt — 2rricosy + r}

wenn zur Abkiirzung geschrieben wird

c0s 0 cos 0, -+ sin@sinb, cos(p — @) = cosy.
Die partielle Differentialgleichung fiir 7' geht dann iiber in

oT T
- a(rl.a_r) 6<.sm(l W>+ 1 or
(1) or + sintol sim? o2

Setzen wir voraus, dass » >> r; sei, so ldsst sich T nach negativen
Potenzen von r entwickeln

. 1 & 1\"
e
Nehmen wir dagegen 7; > 7, so ergibt sich die Entwicklung

1S r\®
r=5 30 ()"

n=0

0.
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In beiden Entwicklungen treten der Reihe nach dieselben
Coefficienten Py, Py, Py, ... P,, ... auf. Es sind Functionen von
cos p, die sich leicht ausdriicken lassen. Der nichstliegende Weg
zur Herstellung der Ausdriicke ist der, dass man die Function T
als Potenz mit dem Exponenten — % nach dem binomischen Lehr-
satze entwickelt. Auf diese Weise findet sich
e

nn—1)(n—2)(n—3) -

+ S agn—n@En—3 O~ +}
Die Klammer schliesst mit der ersten oder mit der 0ten Potenz
von cosy ab, je nachdem » ungerade oder gerade ist. Es zeigt
sich also, dass P, eine ganze Function »ten Grades von cos y ist,
d. h. eine ganze Function #ten Grades von cos 6, sinf cosp und
sin @ sin . Fithrt man statt der Potenzen von cos @ und sin 6 und
statt der Potenzen von cos @ und sin ¢ die Cosinus und Sinus der
Vielfachen von 6 und resp. von ¢ ein, so ergibt sich leicht, dass
sowohl von 6 als von ¢ hochstens das xfache vorkommt. Die
Coefficienten der Entwicklung enthalten 6, und ¢,. Die Function
P, darf man hiernach als bekannt ansehen. Sie geniigt einer
partiellen Differentialgleichung, die sich leicht herstellen lisst.
Man braucht nur in die Gleichung (III) fiir 7' die unendliche Reihe
einzufithren und fiir sich = 0 zu setzen, was mit derselben Potenz
von » multiplicirt ist. Dadurch ergibt sich

6<sm0 P>
o0 1 0P, _
sino8 + sin 02 0 @2 +n(n-+1)P, =0.

Von dieser partiellen Differentialgleichung ist P, eine particulire
Losung. Daraus kann man die allgemeine Losung herleiten, in-
dem man mit einer willkiirlichen Function von f;, und ¢,, sowie
mit d 6; d ¢, multiplicirt und zwischen den Grenzen 0 und 2z in
Beziehung auf ¢,, 0 und = in Beziehung auf 6, integrirt. Die
willkiirliche Function wollen wir mit

sim 0y f (01, ®1)
bezeichnen. Dann ist also

T 2w
X, — f sin Oy d 1), / (00, 90) Pod 9
' ;

0
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die allgemeine Losung der partiellen Differentialgleichung

. 0X,
’()<sm() W) 1 X,
v sinfdo +sin62 g2 + a4 D)X, =0

Jede Function, welche dieser partiellen Differentialgleichung
Gentige leistet, wird eine Kugelfunction nten Ranges genannt. Die
Kugelfunctionen sind in den achtziger Jahren des vorigen Jahr-
hunderts von Legendre und Laplace eingefithrt, und zwar bei
der Untersuchung der Attraction im umgekehrten quadratischen
Verhiltniss der Entfernung. Wir konnen hier nicht weiter auf die
Theorie dieser Functionen eingehen. Eine systematische Darstellung
der bisherigen Untersuchungen, sowie einen Ueberblick iiber die
Literatur des Gegenstandes geben die Monographien von Heine
und Sidler*).

Fiir unsere Aufgabe kommt hier eine wichtige Eigenschaft der
Kugelfunctionen in Betracht. Bezeichnet nemlich f (), @) eine
Function von 6 und ¢, die fiir jeden Werth von ¢ zwischen 0 und =
und jeden Werth von ¢ zwischen 0 und 2= willkiirlich, aber iiber-
all eindeutig und endlich, gegeben ist, so lisst sie sich immer und
nur auf eine Weise in eine Reihe von Kugelfunctionen entwickeln:

T 2
v (2 1 .
10,9 =3E2ED Lo an [Prone)is.
n=0 ] 14

Dieser Satz ist in aller Strenge zuerst von Dirichlet bewiesen**).
Wir machen davon Gebrauch, indem wir die in Gleichung (2) auf-
tretende Function F'(r,6, ) in Form einer solchen Reijhe darstellen:

i 2
(2
2%  F(rb,9) :E(—Z—: l)fsm()l d(’ll‘/’P,,,F(‘r,(il,qn)dq)l.
n=0 0 0

Hiernach liegt es nun nahe, dass man in (I) und (II) X, und
V. statt X und ¥ schreibt und die bis dahin unbestimmte Con-

*) Heine, E. Handbuch der Kugelfunctionen. Berlin 1861. 8. —
2. Aufi. Bd. 1. Berlin 1878. Bd. 2. Berlin 1881. 8.

Sidler, G. Die Theorie der Kugelfunctionen. Programm der Berner
Kantonschule. Bern 1861. 4.

Man beachte auch: Neumann, F. Beitrige zur Theorie der Kugel-
functionen. 1. u. 2. Abtheil. Leipzig 1878. 4.

**) Sur les séries dont le terme général dépend de deux angles et qui servent
a exprimer des fonctions arbitraires entre des limites données. (Crelle, J.
Bd. 17. 8. 35)
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stante « = — n(n -}- 1) setzt. Die Gleichung (I) geht dadurch
in (IV) iiber, und die Gleichung (II) lautet dann
oV,
o\ r?
o7, a? or >
* A S S A .
arm = 57 n(n—l—l)Vn}

Fiir » hat man der Reihe nach 0 und alle positiven ganzen
Zahlen zu setzen. Man erhilt demnach unendlich viele particuldre
Losungen X, V,, aus denen sich die allgemeine Losung der par-
tiellen Differentialgleichung (1) zusammensetzt:

w = Z X, V..
n=0
Die darin auftretenden constanten Coefficienten sind so zu bestim-
men, dass die Gleichungen (2), (2*) und (3) erfiillt werden.
Der Beweis des Satzes von Dirichlet soll hier nicht gegeben
werden. Es ist in Betreff desselben auf die Abhandlung selbst zu
verweisen.

8. 73.
Fortsetzung. Losung der Aufgabe.

Hiernach nimmt unsere Aufgabe folgende Gestalt an:
Die Function « von,r, 6§, @ soll in Form einer unendlichen Reihe

w
W= zun

n=0

so hergestellt werden, dass fiir ¢ > » = 0 die partielle Differen-

tialgleichung
C Uy
) ou, _ ) (r_z_a—."_
ot 12 or
erfiillt werde, dass ferner
T 2w
@ firt=0 w,= Q’Zj—l) f sin6, d o, f P F(r,f1,9,)d9,
0 0

und dass
(3) fir r = ¢ Uy = 0
werde.

Wir schreiben zur Abkiirzung

— n(m 4 Du,
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1.3 2w

9
“”4J; 1/sz'n01d01fP,..F(r,01, 9)d g, = Yo
0

0
Um eine Losung der partiellen Differentialgleichung (1) zu
erlangen, setzen wir

Uy == €N, 2
und verstehen unter z eine Function, die von ¢ unabhingig ist.
Dann erhalten wir zur Bestimmung von z die Differentialgleichung
dz
d (7‘2 m
—r nln -+ 1)z -+ Airiz = 0.

Es moge nun die Entwicklung versucht werden

2= gur* + gt A -
so geht aus der Differentialgleichung hervor, dass

iqv”(v + —-iq,ﬂn%— 1) _|_§w:/13,qv,w+z —0

v==y, v=p v=p

sein muss. Zur Bestimmung von g hat man demnach die Glei-

chung

b +1) —n@m+1)=0,
deren Wurzeln y = » und ¢ = — n — 1 sind. Hier ist nur
der erste Werth zulissig, da 2 nicht unendlich werden darf fiir
r = 0. Die vorletzte Gleichung lisst sich dann auch folgender-
maassen schreiben

‘1n+1{(n +1)n-+2) —nmn-+ 1)} yntl
+§[QV+2{(V +2)(v 4+ 3) —nm + 1)}-}—}.,%%]17&2:0,

Daraus ersieht man, dass ¢,+, = 0 sein muss und folglich auch
n+s = Qnt+s = +-» = (uyaxy1 = 0. Dagegen hat man

dor o [0+ 2B 00 4 28 + D= n (14 D} 4 B ama = 0

oder kiirzer
1'121 q'n +2k—2

Itee =" 0%@n I 2k 1)
2= qn . f(An,7),
wenn wir mit £(4,,7) die Function bezeichnen

r2a2 e

A ’m{l - 2(2n+3)+2.4(2n-|-3)(2n+5)_+"'}'

Folglich ist
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Die Werthe, welche die Constante 4, annehmen kann, ergeben
sich aus der Bedingung (3). Soll nemlich u, = 0 sein fiir r = ¢,

so hat man
f(Anc) =0,
d. h.
c2 A2 ct iy —
1_2(2n+3)+2.4.(2n+3)(zn+5)_+’”“0

zu setzen, Die Wurzeln dieser transscendenten Gleichung bezeich-
nen wir mit 4,;, 4., ... Dann ist

Up = m1 e_ag)\?‘ltf(lnl ’V’) + n2 e——ai)\fmtf(lnz r) + T
eine Losung der partiellen Differentialgleichung (1), welche der
Nebenbedingung (3) Geniige leistet.
Diese Losung muss fiir { = 0 in Y, iibergehen. Es muss also

Y, = inf(}ml ) + q»2f(}'n2 7‘) —+ .-
sein. Daraus bestimmen sich die Coefficienten ¢. Um g, zu fin-
den, multipliciren wir auf beiden Seiten mit 72 f(4,.7)dr und inte-
griren zwischen den Grenzen O und ¢. Dann bleibt, wie gleich
nachgewiesen werden soll, auf der rechten Seite nur ein Glied
stehen und wir erhalten

/ Yurtf(Aur)dr
0
Qnx — P .

/ {r £ r)}er

0
Um zu zeigen, dass bei der eben ausgefithrten Rechnung das
mit ¢,» multiplicirte Glied fiir m & & herausfallt, d. h. dass

[

fr?f(lnkr)f(lnmr)dr =0

ist, miissen wir auf die Differentialgleichung fiir 2 zuriickgehen.
Wir haben gefunden, dass

2= f(Aur)

ein particuldres Integral der Differentialgleichung

d <r2 Z——z>
Tr— — n(n + 1)2’ + lﬁk7'23 =0
ist, Folglich haben wir
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o (2L
rhaf ) = n(n + 1) f (Auir) — ar '

Diese Gleichung multipliciren wir auf beiden Seiten mit f(A,nr)dr
und integriren zwischen 0 und ¢. Dadurch ergibt sich

A% f 12f A V) f Rumr) d v
0
(15
dr

— (1) / F (o) f (hur) dr — f £ (hum?) ar.

Das letzte Integral rechts ldsst sich durch Integration nach
Theilen transformiren, Man erhilt

. d( s Uf (R k"))
~ f f () ==

_ [f(l.,,mr) r df (;rk ’)]
+ [f(lmnr) o f (l:k T)]M
n / 0 ) , df ) 5,

r=c¢

Die vom Integralzeichen freien Glieder der rechten Seite fallen
weg. Auf das iibrig bleibende Integral rechts wenden wir noch
einmal dasselbe Verfahren an und erhalten

/‘ g Uf am?) A f (A7) dr
dr dr

= [ LG )]
— [ ) ]

_f o ) ( df(;,,mr))

Auch hier fallen die belden ersten Glieder der rechten Seite weg,
und es ergibt sich

dr.
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2, / Y2 F (L) f () d 7

¢ d 2 df(l‘”m/r)
(r dr >
— (1004 10f Gunr) = =27 pauryar.

Der Inhalt der Klammer unter dem Integral rechts kann aber
vermdge der Differentialgleichung fiir # ersetzt werden durch

Rim 72 f (hum 1),
und dann geht die letzte Gleichung iiber in

k - lnm) T’f(l”k T)f(lm,, r)dr = 0.

Da nun 4, und 4, verschiedene Wurzeln der transscendenten
Gleichung f (4 ¢) = 0 sein sollen, so muss nothwendig

[4

/\rnf(lﬂk r)f(lmn /r) dr =0
9
sein,

Anmerkung. Die ersten Untersuchungen iiber die Bewegung der
Wirme in festen Korpern verdanken wir Fourier. Er legte zu Ende des
Jahres 1807 der Pariser Akademie eine Abhandlung vor, welche im Auszuge
abgedruckt ist in dem Bulletin des sciences de la société philomatique 1808,
p. 112 ff. Eine zweite Abhandlung wurde in dem Archiv des Institut nieder-
gelegt am 28. Sept. 1811. Sie ist im 4. und 5. Bande der Mémoires de
PAcadémie abgedruckt unter dem Titel: Théorie du mouvement de la chaleur
dans les corps solides. Weitere Arbeiten von Fourier iiber die Theorie der
Wirme finden sich in den Annales de chimie et de physique, Tome 3 (1816),
Tome 4 (1817), Tome 6 (1817), Tome 13 (1820), in dem Bulletin des sciences
de la société philomatique, 1818, 1820, in der Analyse des travaux_de I'Aca-
démie par M. Delambre 1820 und im 7. Bande der Mémoires de I’Aca-
démie. Als selbstiindiges Werk erschien 1822 seine Théorie analytique de la
chaleur.

Neben Fourier ist zu nennen:

Poisson. Mémoire sur la distribution de la chaleur des corps solides.

(Journal de I’école polytechnique. Cahier 19.)

Addition au mémoire etc. (Daselbst.)
Second mémoire etc. (Daselbst.)
Théorie mathématique de la chaleur. Paris 1835.
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Ueber die Bewegung der Wirme in krystallinischen Korpern hat zuerst
Duhamel geschrieben (Sur la propagation de la chaleur dans les corps so-
lides dont la conductibilité n’est pas la méme dans tous les sens. Journal de
Iécole polyt. Cahier 21) und nach ihm Lamé, der seine Untersuchungen
systematisch dargestellt hat in den Lecons sur la théorie analytique de la
chaleur. Paris 1861. Ferner ist zu citiren: Minnigerode, Ueber Wirme-
leitung in Krystallen. Gottingen 1862. 4.




Finfter Abschnitt.

Schwingungen elastischer fester Korper.

1. Schwingungen einer gespannten Saite.

§ 4.
Ableitung der partiellen Differentialgleichungen.

Die Aufgabe der schwingenden Saiten, welche besonders im
vorigen Jahrhundert die Mathematiker vielfach beschéftigt hat, soll
jetzt durch Behandlung von partiellen Differentialgleichungen ge-
lost werden, Wir haben von mechanischen Principien nur die
Gleichung fiir die freie Bewegung eines Korpers niothig. Eine ge-
spannte Saite hat bei ihrer Ruhe eigentlich nicht die Form einer
geraden Linie, weil sie schwer ist und sich in der Mitte also senken
wird; doch weicht ihre Lage nur sehr wenig von der horizontalen
Geraden ab, so dass wir sie wirklich als gerade ansehen konnen.
Wird die Saite aus diesem Gleichgewichte herausgebracht, so fragt
sich, nach welchen Gesetzen sie dann vermoge ihrer Elasticitdt in
die Gleichgewichtslage zuriickkehrt. Nehmen wir den einen End-
punkt O der Saite O L (Fig. 22) als Anfangspunkt der Coordinaten
und die Linie O L als Axe der z, die Linge O L = ¢, so ist zu be-
stimmen, wo ein Punkt mit der urspriinglichen Abscisse # sich nach
der Storung des Gleichgewichts zu jeder Zeit befindet, also sind
die rechtwinkligen Coordinaten aufzustellen. Dieser Punkt sei M.
Bei der Ablenkung von der urspriinglichen Lage werden die Coor-
dinaten sich nur wenig vermehren, weil wir nur sogenannte kleine
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Schwingungen fiir die Rechnung voraussetzen konnen. Dann wird
also der Punkt M, welcher die Anfangslage (z, 0, 0) hat, sich nach
einer Zeit ¢ in einem Orte (z + £, 5, {) befinden. Zerlegen wir die

Fig. 22.
Z

0 M M L

ganze Saite ¢ in unendlich kleine Theile, so wird, wihrend der
Punkt M sich nach m bewegt hat, der benachbarte Punkt von M’
nach m' gegangen sein. Wir wollen die Lage der Linie mm’ be-
stimmen. m hat die Coordinaten z -} &, %, £ und da diese Func-
tionen von z sind, so hat der Punkt m/, in welche Lage der Punkt
M (x4 dx,0,0) gekommen ist, die Coordinaten z 4 £ + dz -+ d§,
n+dn, £+ d¢. Die Linie mm’ hat also die Linge mm'
= V(dx + d§)? -+ dn? + d§?2, und die Winkel zwischen mm/'
und den Axen haben die Cosinus

cos (mm'y, X) = dz + d¢
o5 (s V@e + déy + dpr + g’
cos(mm!, ¥) = an
’ Vdz 4 ag + dn* 4 ag’
" Z) = Ll
cos (mne', Z) = Vdz + dép + dq? + dg?’

oder, wenn wir nach der Bezeichnung von Lagrange mw/

=dzV (1 + &) + 42 + ¢ schreiben:

, 14§
) X) = )
cos (mm', X) Virirt it o
F oy — n
e ) = AT e

4 .
Va+&p+q2 ¢

cos(mm', Z) =
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Dann haben wir fiir die Berechnung die Voraussetzung zu machen,
dass der Winkel (mm/, X) sehr klein, also sein Cosinus sehr nahe
=11ist. Demnach wird angenihert mm'=dz(14£'),cos(mm', X)=1,

. !
cos(mm/, Y¥) = + T cos(mm', Z) = j_g,-

Die Saite habe das Gewicht p, also hat ein Stiick derselben
von der Linge dz das Gewicht p__cclx und die Masse g = p_gdcx_
Wir denken uns die Saite in einzelne unendlich kleine Theile oder
in einzelne massive Punkte zerlegt, so dass sich die Massen der
Theilchen immer auf ihre Anfangspunkte zusammenhéufen.

Die- Saite werde urspriinglich gespannt durch die Kraft P.
Dieser Spannung entspricht die urspriingliche Lénge I eines Theil-

chens. Es wird also bei einer Verlingerung um I — I die Span-
!

nungszunahme P’ — P —gq - 7 sein, worin ¢ einen durch

Versuche noch niher zu bestimmenden Factor bezeichnet. Suchen
wir so nach der Spannung des Stiickes mm', so haben wir
l=MM = dz, dagegen I' = (1 -+ &)dx, und wir erhalten
also P! — P =q¢ oder P'= P +} q&. Diese Spannung wirkt
von m nach »’. Um die Componenten zu finden, hat man mit den
Cosinus der Winkel gegen die Coordinaten-Axen zu multipliciren.
Diese Componenten sind also

— : P+ g&) P+ q&)¢
X—P+q§, Y= 1+§1 ’Z_-l_:*—-g_'—
Die letzteren Werthe fiir ¥ und Z miissen noch reducirt werden,
weil wir die hoheren Potenzen von ¢, %/, {’ weglassen. Da fillt
zunichst der Nenner weg und dann auch das zweite Glied des
Zshlers, weil sich hieraus hohere Potenzen ergeben wiirden. Es

bleibt also nur iibrig
X=P-+qt, Y=Py, Z=P¢§.

Suchen wir nun auch die Griosse der Spannung, welche in
dem benachbarten Element stattfindet, so haben wir nur z — d«
fir  zu setzen und erhalten danach fiir den benachbarten Punkt
die Componenten
X' =P+qt —qt"da, Y =Py —Py'dz,Z =P — P{"dx.
Diese Kraft ist der ersten Kraft, welche von m nach m' wirkte,
gerade entgegengesetzt, so dass durch Subtraction sich als Com-
ponenten der wirkenden Kraft herausstellen:
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X—X'=q2tde, Y=Y =P iz, 72— 2 = PLL 4

Nach der Dynamik sind diese Componenten gleich der Masse mul-
tiplicirt mit dem zweiten Differentialquotienten der Coordinaten

nach der Zeit, also da wir die Masse p = 1_)061(790 gefunden haben:

0’8 o p 0§
957 9% Egdm'—ﬂ?’
N g D (G
Prpde=_;54% 3p
=P g, 08
P8x2 4 =7q%% 7n

Wenn wir hier die Coefficienten zusammenfassen durch 2_;_2 = f32,
gcP
p
genden Saiten:

= o2, 5o erhalten wir als die drei Gleichungen fiir die schwin-

o2& _ 825
(1) ot A ox?

oln 0y
@ 50 = " g

°2¢ . 6?§
®) 0 = Do

also drei partielle Differentialgleichungen, welche alle drei dieselbe
Form haben, wihrend doch die Bewegungen nach den einzelnen
Seiten hin ganz von einander unabhingig sind.

Hier sind §, 7, ¢ drei unbekannte Functionen, von den Varia-
beln £ und x und ausserdem von dem Anfangszustande der Saite
abhingig. Es miissen also die Anfangscoordinaten &, 5,, £, gegeben
sein, und ausserdem konnen den einzelnen Punkten noch bestimmte
Anfangsgeschwindigkeiten ertheilt sein, d. h. nach den drei Axen hin
die Geschwindigkeits-Componenten af %1; gif t = 0. Es fragt
sich dann, wie die Saite im Laufe der Zeit sich bewegen werde.

In den drei Gleichungen sind die drei Variabeln £, %, { sepa-
rirt, so dass das £ sich bestimmt aus der ersten Gleichung und aus
ai, und ebenso ist es mit 4
und mit § Die erste Gleichung zeigt eine Verinderung der

Riemann, Partielle Differentialgleichungen. 13

den anfinglichen Werthen fiir £ und
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z-Coordinate, d. h. eine Longitudinalschwingung, wihrend die beiden
letzten Gleichungen die Verdnderungen der y- und der z-Coordi-
naten, also die Transversalschwingungen anzeigen. Wir wollen
zundchst nur die Transversalschwingungen nehmen, und zwar so,
dass sich die Saite nur in der Ebene der 2y bewege, wodurch so-
wohl £ als auch ¢ wegfillt und auch keine Anfangsbestimmungen

fiir &, €, g—f, g—f bei ¢ =— 0 nothig werden.

§. 75.
Transversalschwingungen. Lésung von d’Alembert.

Wir haben zunéchst nur die zweite Differentialgleichung und
on
ot
zeit £ = 0. Dies ist wieder ganz dieselbe Aufgabe, welche wir
frither schon (§. 43) behandelt haben. Wir nehmen zuerst die
iltere Methode, wie sie von d’Alembert eigentlich herrithrt und
von Euler etwas modificirt ist. Nachher wollen wir die Losung
der partiellen Differentialgleichung in der Weise vornehmen, wie
bei der fritheren Aufgabe iiber die Wiirme, und hieran eine kurze
Geschichte des Problems anschliessen. Obgleich nemlich schon
frither einmal bei einem geometrischen Problem eine partielle
Differentialgleichung vorgekommen war, so hatte sie doch keine
besondere Aufmerksamkeit erregt. Erst die hier vorliegende Auf-
gabe hat zu einer genaueren Untersuchung iiber die Behandlung
der partiellen Differentialgleichungen gefiihrt.

Wir haben hier in der Voraussetzung, dass die Saite nur trans-
versal schwingt, und dass die Schwingungen in der x y-Ebene vor
sich gehen, die Bedingungen

dazu zwei beliebige Bestimmungen fiir  und in der Anfangs-

oy 0%y

M or — ¥ oa

(2) n = f(x) fir t = 0.
o

(3) H=TF@ , t=0

Auf diese Form der Differentialgleichung war zuerst d’Alembert
gekommen. Sie gehort zu den leichteren. Denn man sieht auf
den ersten Blick, dass sie befriedigt wird durch irgend eine Func-
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tion von & - «¢ oder von x — «t, also durch ¢ (z + «¢) und auch
durch ¢ (x — «t). Denn der zweite Differentialquotient dieser
Functionen in Beziehung auf z ist gleich dem in Beziehung auf
z + at, der zweite Differentialquotient in Beziehung auf ¢ ist da-
gegen gleich dem in Beziehung auf x + ¢, multiplicirt mit e
Also lassen sich die beiden Functionen durch Addition oder Sub-
traction zusammenfiigen, und man hatte sofort
n =0+ at) + (& — «i).

Dies ist in der That auch die allgemeinste Losung, wie Euler
schon nachwies. Denn wenn wir z + «t =uwund x — el =1
setzen und diese Grossen in die Differentialgleichung einfiihren, so
erhalten wir

0 onou onov 0
n on _I_ﬂ n+_g

Il

2%z oduoz | dvox
weil ?ﬁ‘ = oy _ = 1 ist, und also auch
ox ox
oy _ 07 o'y , 0'q
7 —aw T 25ude oo
. ou ov .
Ebenso erhalten wir, da %5 o ist,
on_ 01 _ 01
ot~ 8u o0’
o __ o (8? oy o orq 0y
2 ou? 6uav duov ovt

021 )
— 2{ 0
= (6u2 auau +3 70

Setzen wir nun diese Werthe in die gegebene partielle Differential-
gleichung ein, so erhalten wir, da die ersten und letzten Glieder
o2y
ouov
oy
ouov

sich wegheben, nur 4e? - = 0, also

G ”)

die Losung g—g = ¢'(v), in welcher ¢'(v) von u unabhingig ist.

| Dafiir ldsst sich schreiben = 0, und man erhilt sofort

Durch weitere Integration ergibt sich y = f Y’ (v)d v - const. Die
13*
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Integrationsconstante ist von v unabhingig, also eine Function

von % allein, so dass
n=g) + ¥
die allgemeine Losung der partiellen Differentialgleichung ist.
Diese stimmt mit unserer Losung 7 = ¢ (z + af) + ¢ (x — «t)
vollig iiberein,
Wir miissen unsere allgemeine Losung fiir 4 so modificiren,
dass sie den beiden gegebenen Bedingungen geniige. Wir suchen

also g—? = a@'(z + at) — ay’(x — i), und nach unseren Bedin-

gungen muss dieser Werth gleich F(z) sein fiir { = 0, wihrend
der Werth von % dann in f(z) iibergehen muss. Daher sind ¢
und ¢ so zu bestimmen, dass

f@) =9@ + ¢
1
nnd - F(x) = ¢'(x) — ¢'(z)
werde.
Suchen wir nun ¢ (z) und ¢ (z), so haben wir aus der zweiten

Gleichung / %F(x)dx = @ (x) — ¥ () und also in Verbindung
mit f(2) = @ (z) + ¢ (x) die Werthe

9@ =5/@) + 55 [F@ds
V(@) = 5/ (@) — o fF(x)dx.

Wir haben fiir das Integral noch eine Constante hinzuzufiigen,
konnen diese aber beliebig nehmen, da sie in die Werthe von ¢ (x)
und ¢ (z) nur eine constante Grosse hineinbringt. Wir wollen die
Constante so nehmen, dass das Integral fiir x = 0 zu 0 wird, also

f F(x)dz, und danach haben wir
0

» () =5/@+ 5, [F@as,
@ 1 o
V(@) =5 f(2) — ﬁ/F(x)dx.

Hiermit wiirde aber der Werth von % noch nicht vollkommen
bestimmt sein, sondern nur fiir Argumente, die zwischen 0 und ¢
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liegen. Es miissen aber wegen der unbeschrinkt wachsenden Zeit
die Werthe von ¢ bekannt sein fiir alle Argumente von O bis o
und die Werthe von o fiir alle Argumente von ¢ bis — . Wir
haben jedoch auch noch nicht alle Bedingungen ausgedriickt, die
unserer Betrachtung zu Grunde liegen. Denn wir setzen darin
die beiden Endpunkte der Saite als fest voraus und haben also
4) n=0  fiir z =0 und fiir z = ¢

Aus dieser Bedingung erhalten wir die beiden Gleichungen

o («t) + ¢(— at) =0,

und p(c -+ at) + v(e — at) =0,
oder wenn wir hier «!{ — @ setzen:
(i) 9(0) +¥(— 0 =0,

glc+o)+ v —e) =0
Mit Hiilfe dieser beiden nothwendigen Bedingungen und der
beiden Gleichungen (I) sind die Functionen ¢ und v fiir ein be-
liebiges Argument bestimmt. Wir suchen die
Curven, welche durch diese Functionen dar-
gestellt werden, nehmen also x als Abscisse,
o(x) — ¢ () als Ordinate fiir die eine, ¢ (z) fir die
// andere Curve. Die Gleichungen (I) geben
den Verlauf der Curven von O bis ¢. Beide
0 . Curven gehen durch den Nullpunkt, weil fiir
Y \ ' x == 0 die Function f(z) =— 0 und auch das
Integral zu Null wird. Fiir # = ¢ sind die
Ordinaten der Curven entgegengesetzt gleich,

weil f(¢) = 0 und daher

Fig. 23.

(1] c

o (c) = %(/F(x)dx, Y (o) =—%/F(x)dxist.

Soll nun die Curve ¢ iiber ¢ hinaus nach der positiven Seite,
die Curve v iiber 0 hinaus nach der negativen Seite fortgesetzt
werden, so miissen wir auf die Gleichungen (II) Riicksicht nehmen.
Die zweite dieser Gleichungen gibt

ple+eo=—1v(C—o0.
Nimmt man also ¢ > ¢ > 0, so ist ¥ (¢ — @) bekannt und daher
@ () hergestellt fir Werthe von 2 zwischen ¢ und 2¢. Man erhalt
nach der letzten Gleichung die Fortsetzung der Curve @ von ¢ bis
2 ¢, indem man die Curve ¥ zuerst um die Ordinate von z = ¢
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und dann um die Abscissenaxe umkehrt (Fig. 24). Der weitere
Verlauf der Curve ¢ ist eine periodische Wiederholung des bis-
herigen mit der Periode 2¢. Setzen wir nemlich in der letzten der
Fig. 24. Gleichungen (II) ¢ 4 ¢ statt g,

so ergibt sich

;o//l_\ 9Q2c+ o) =—v(— o)
2¢ und also nach der ersten der
o e o
Gleichungen (II)
?(2¢+ @) = ¢ (o).

Jetzt kommt es darauf an, auch ¢ weiter zu fithren und zwar
nach der negativen Seite der Abscissen. Dazu dient die erste der
Gleichungen (II), nemlich

¥(— o) =— o)

Wir erhalten also die Curve v fiir negative Abscissen, indem
wir die Curve ¢ zuerst um die Ordinatenaxe und dann um die
Abscissenaxe umkehren. Danach ist auch die Curve ¢ periodisch
mit der Periode 2¢, und zwar beginnt die Periodicitdt schon von
¢ ab. Denn es findet sich leicht aus den Gleichungen (II)

V(—c—o=—9Bcto=—9lt+o=1v(C—0)
Nun sind aber ¢ — ¢ und — ¢ — g (Fig. 25) iiberhaupt zwei Werthe,

Fig. 25.

- c"" (x) ° c
e

welche um 2 ¢ von einander verschieden sind, und von welchen der
eine, bei ¢ > @ > 0, auf der positiven, der andere auf der nega-
tiven Seite liegt. Bei beiden Curven sind also die Perioden = 2¢
und zwei um 2 ¢ verschiedene Abscissen haben gleiche Ordinaten.

Hierdurch ist nun % vollstindig bestimmt. Nehmen wir zu-
néchst ot gleich einem Vielfachen von 2¢, so erhalten wir n =
9 @+ at) -+ (2 — at) =9 (34120 + ¥ (—n2 )= (@)+¥(a),
gleich der Ordinate in der Anfangszeit. Oder auch, wenn wir den-
selben Punkt mit der Abscisse # in den beiden Zeiten ¢ und ¢
nehmen, so haben wir dafiir y = ¢ (z + «t) + ¢ (x — «t) und
=@+ at') + ¢ (x — at’). Esistalson =1/, wenn ac(t —1¢')
= 2cist. Der Anfangszustand wird also zuriickkehren nach der
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Zeit T =1t —t = -%70- Von der Schwingungsdauer hingt die
Hohe des Tons ab, und wir sehen, wie dieselbe bedingt ist durch
die Lénge der Saite und durch unsern Coefficienten o, welcher
aus den obigen Bedingungen sich ergibt. Mit dieser Theorie stimmt
die Erfahrung vollkommen iiberein.

Wenn wir hier nun auch die zweite Axe hinzunehmen wollten
und also voraussetzen, dass sich die Saite beliebig im-Raume in
transversalen Schwingungen bewegen konne, so haben wir zwei
Differentialgleichungen, welche dieselbe Form haben, und auch den-
selben Coefficienten «?, so dass wir die beiden Aufgaben durch
Decomposition gesondert 16sen und hieraus die Saitenstellungen
finden. Da die zweite Differentialgleichung denselben Coefficien-
ten o hat, so wird auch bei dieser zweiten Transversalschwingung

dieselbe Schwingungsdauer 27“0- sich ergeben, und daher findet man

fiir die Transversalschwingung im Raume dieselbe Periode und
eine Curve von derselben Art wie bei der Schwingung in der Ebene.

§. 76.

Fortsetzung. Besondere Voraussetzungen iiber den
Anfangszustand.

Wir wollen noch einige besondere Betrachtungen iiber den
Anfangszustand machen. Fiir diesen haben wir die beiden Bedin-
gungen 4§ = f(z) und %—? = F (z). Durch Decomposition kénnen
wir die Aufgabe in zwei getrennte zerlegen, so dass zuerst sy = f(z)

und %—? = 0 und dann % = 0 und %7 = F(z) ist.

Es sei also zuerst F'(z) — 0. Dann haben wir ¢ (z) = -é f(x)

und ¥ (z) = % f(z). Es werden also die beiden Curven gleich

sein, und wir haben daher fiir die Functionen ¢ und ¥ nur den
Verlauf einer Curve von — o bis -+ o zu betrachten. Diese
Curve ist unmittelbar gegeben von 0 bis ¢. Man erhilt sie von ¢
bis 2 ¢, indem man das Stiick von 0 bis ¢ zuerst um die Ordinate
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von # = ¢, dann um die Abscissenaxe umkehrt. Der Verlauf von
0 bis 2 ¢ wiederholt sich periodisch sowohl nach der positiven, als

Fig. 26.

-C T~ ¢ c *
— ~—

nach der negativen Seite. Die Curve schneidet die Abscissenaxe
fir x = 0, fiir # = ¢ und fiir jedes positive und negative Vielfache
von ¢. Der Verlauf von 0 bis o stellt die Function ¢, der Verlauf
von ¢ bis — o die Function ¥ dar. Betrachten wir zwei Zeiten,
Lo T ¢
die sich um > = —
2 o
1 = @@+ at) + ¢¥(z — ai),

m=9¢@+at+¢) + v+ at — ¢

=@z -+ ot 4+ ¢+ v — at 4 ¢).
Es nimmt aber, wenn man die Abscisse am ¢ vermehrt oder ver-
mindert, sowohl die Curve ¢ als die Curve ¥ die doppelt umge-
kehrte Lage an. Dasselbe muss also auch
bei % stattfinden, wenn das Argument um ¢
. @c sich &ndert. Nach der halben Periode ist da-
her die Lage der Saite zwiefach umgekehrt,

von oben nach unten und von vorn nach hinten.

unterscheiden, so haben wir

Fig. 27.

Setzen wir zweitens f () =0, 50 wird ¢ (z) = L F(z)dzx
2« ]

und ¢ (z) = — —21—“ f F(z)dx. Dann sind also zwischen 0 und ¢
0

die beiden Curven einander entgegengesetzt. Durch doppelte Um-
kehrung des Stiicks von ¥ zwischen 0 und ¢ erhalten wir den Ver-
lauf von ¢ zwischen ¢ und 2¢. Derselbe hitte sich hier auch
ergeben, wenn man das Stiick von ¢ zwischen 0 und ¢ einfach um
die Ordinate von z =— ¢ umgekehrt hitte. Der weitere Verlaui
von ¢ ist dann periodisch mit der Periode 2¢. Man erhilt ferner
¥ fiir negative Abscissen, indem man die Curve ¢ zuerst um die
Ordinatenaxe und dann um die Abscissenaxe umkehrt, oder indem
man das Stiick von 1 zwischen 0 und ¢ einfach um die Ordinaten
axe umkehrt und darauf den Verlauf von ¢ bis — ¢ periodisch
nach der negativen Seite der Abscissen wiederholt. Betrachter
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wir auch hier zwei Zeiten, die sich um die halbe Schwingungsdauer
unterscheiden, so haben wir

N =@+ at) + v(@ — at),
m=¢@+at+c)+ V@ — at — ¢
=@+ at+ o)+ v(z — at + o).

Fig. 28.

w(x) m

2c

._[c\ ] [ 2¢

Hier nimmt aber bei der Vermehrung der Abscisse um ¢ sowohl
die Curve ¢ als die Curve v die einfach (um die Parallele zur
Fig. 29. Ordinatenaxe) umgekehrte Lage an. Dasselbe

gilt also von %, wenn das Argument um ¢ ver-

mehrt wird. D. h. nach Ablauf der halben

0 ¢ Schwingungsdauer ist die Gestalt der Saite

einfach umgekehrt von vorn nach hinten.

8. 77.

Losung von Daniel Bernoulli. Schwingungsknoten.

Wir wollen jetzt das Problem nach unserer frithern Methode
der partiellen Differentialgleichungen behandeln. Die Aufgabe ist
ausgesprochen in den vier Gleichungen

2 2
1) o' __ .0

orr % B
?) n=f(x) firt=0,
0
(3) S=F@ ,t=0,
4) =20 » = 0 und fir z = ¢

Wir nehmen also wieder particulire Auflésungen und suchen
durch Verallgemeinerung derselben den allgemeinen Ausdruck zu
finden, welcher zugleich den gegebenen Bedingungen angepasst ist.
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Wir konnen wieder die Exponentialform nehmen, nemlich ers+#f

und dann misste p? = 242, also 1 = j_—f—‘ sein. Wir haben

danach die beiden particuliren Losungen e“<7+t) und e"(_zﬂ),

die wir mit Constanten multipliciren und dann addiren, also
nx x4
eF‘{meT -+ newT}- Wenn hierin z = 0 gesetzt wird, soll dieser

Werth auch gleich Null werden, und es muss deshalb — m = »n
px x
sein, also die particulire Losung me#t{eT — ¢ al. Soll dieser

Werth auch fiir £ = ¢ verschwinden, so ist das bei reellen Grossen
nicht moglich. Wir miissen deshalb die Exponentialgrossen in
trigonometrische Functionen iibergehen lassen, indem wir u V' —1
statt w setzen. Dann haben wir

am . V—1 - e"ty— sin &2
o
Damit hier der Werth verschwinde fiir # = ¢, braucht nur

%- gleich einem Vielfachen von z genommen zu werden, also
e

¢ . N V=3 ..
= N7 Indem man noch die Exponentialgrosse e«t¥—1 auflost,

erhilt man die beiden particuldren Losungen

o . nw
A, cos —c—t . St —= 1,

. Nwo . nw
und B, sin — t.sin — %

in denen 7 eine beliebige positive ganze Zahl ist. Negative ganze
Werthe von # geben nichts Neues, da sie hochstens auf das Vor-
zeichen Einfluss iiben. Man kann also je eine particulire Losung
mit negativem #» zusammenfassen mit der entsprechenden Losung,
in der » positiv ist, da die Coefficienten 4 und B vorldufig noch
beliebig sind, Addiren wir die beiden particuléren Losungen und
bilden eine unendliche Reihe, indem fiir » alle positiven ganzen
Zahlen gesetzt werden, so haben wir

O => (A,. cos "—“E t - B, sin = t> sin TZCE .

n=1

Dieser Ausdruck fiir # muss noch den Bedingungen (2) und (3)
geniigen. Wir erhalten durch Differentiation
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on _ om . newx N . nw
W_7n=l<—nAnsznTt+an cosTt>sme.

In dieser Gleichung und in (I) ist { = 0 zu setzen, und es muss
dann zur Erfillung der Bedingungen (2) und (3)

> . mw
fl@)=3>] Ansin — z,

n=1

0T . NI
F(z) = -—c—gan sin — &
sein. Entwickelt man also f(z) und F'(z) nach Fourier in Reihen,
die nach den Sinus der Vielfachen von zc-{ fortschreiten, so ergeben

sich durch Vergleichung die Coefficienten

A,.:%ff(l) sin 2% 142,
(I b
B,,—_——%—fF(l)sm”—”}.d}..
nowT c
1]

Damit 7 fiir ¢ und ¢ + T denselben Werth erhalte, muss 7' gcf =2

sein, und die Periode ist also 7' = %C . Aus der hier vorliegenden

Form der Losung ergibt sich aber auch die Moglichkeit, dass statt
der ganzen Schwingungen nur partielle Schwingungen vorkommen,
weil ja einzelne Glieder in regelmissiger Wiederholung ausfallen
konnen. Fallen z. B. alle Glieder weg, bei denen # nicht durch m
theilbar ist, so ist in dem niedrigsten Gliede n = m, im zweiten

n = 2m u.8.w., und fiir 7' haben wir die Gleichung 7' ﬂ?—t =2um,

also T = 7%%' Ist dies der Fall bei der Saite, so bilden sich so-

genannte Schwingungsknoten, d. h. Punkte, in welchen die Schwin-
gungen sich gegenseitig aufheben. Dann sind nemlich die Werthe

.. mmx
Fig. 80. von 5 = 0, fiir welche &= hx und also

°‘Q%@29Q° T = hmc, wo h die fortschreitenden ganzen

Zahlen von 0 bis m darstellt. Also wenn
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m = 3 ist, so sind (ausser 0 und ¢) die. Punkte fiir die Abscissen
c 2¢ .
3 und 5 unbeweglich.

Fir die Longitudinalschwingungen wiirden wir ein ganz &hn-

liches Resultat erlangen.

§. 78.
Geschichte des Problems.

Die Geschichte dieses Problems der schwingenden Saiten*) ist
besonders wichtig fiir die historische Entwicklung der Theorie der
partiellen Differentialgleichungen. Der allgemeinen Losung gingen
specielle Losungen voraus. So hatte schon Taylor die Bemer-
kung gemacht, dass man fiir eine gewisse anfingliche Gestalt der
Saite die Schwingungen leicht bestimmen konne, nemlich wo sich
die Reihe auf ein einzelnes Glied reducirt und also z. B. alle Coeffi-

cienten bis auf 4, gleich 0 werden. Dann ist =4 cos WT’Z ¢ sin % x

und der urspriingliche Werth, wenn ¢ = 0, ist p = A sin ?&c—” z.

Diese Curve nannte man damals eine Trochoide, welcher Ausdruck
jetzt freilich nicht mehr gebriuchlich ist. Man kannte also die
Losung, wenn die anfingliche Gestalt eine Trochoide war. Dann
behielten alle Verriickungen immer dieselben Verhiltnisse, und
Taylor hatte eigentlich eine Particularauflosung.

Dann kam die Auflssung von d’Alembert, welche ungefihr
diejenige ist, die wir zuerst entwickelt haben. Diese Auflosung
commentirte Euler und behauptete, dass sie in grosserer Aus-
dehnung gelte, als d’Alembert angenommen habe. Dieser hatte
nemlich gesagt, dass in der allgemeinen Losung die beiden Func-
tionen @ und ¢ in ihrer ganzen Ausdehnung nach demselben Ge-
setz ausgedriickt sein miissten, selbst wenn die Function iiber das
urspriingliche Gebiet der Variabeln fortgesetzt werde. Und er
glaubte, dass @ und ¢ in seiner Losung fiir alle ihre Argumente
nach demselben mathematischen Gesetz sich entwickelten. Da-
gegen sagte Euler richtig, dass man der Differentialgleichung ge-

*) Man vergleiche: Riemann, Ueber die Darstellbarkeit einer Function
durch eine trigonometrische Reihe. (Abhandlungen der Kénigl. Gesellschaft
der Wissenschaften zu Gottingen. Bd. 13. — Riemann’s Werke. 8. 2131ff)
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niigen konne durch irgend welche Functionen von z -} «¢ und
x — at, so dass diese also gar nicht durch dieselben mathematischen
Gesetze durchweg dargestellt zu werden brauchten, sondern stellen-
weise auch verschiedene Gesetze befolgen konnten. Hieriiber wurde
zwischen ihnen beiden vielfach hin- und hergestritten, obgleich der
Einwurf von Euler gar keine weitere Erwiderung zuliess.

Fast gleichzeitig kam Daniel Bernoulli mit seiner Auflosung,
indem er solche particulire Auflosungen nahm, wie wir sie zuletzt
behandelt haben. Er behauptete, dass er in einer Reihe unendlich
viele Constanten habe und also durch deren passende Bestimmung
die Summe der Reihe einer willkiirlichen Function anpassen konne.
Gegen diese Behauptung erhob sich Euler und sagte, dass eine
solche nach Sinus fortschreitende Reihe nicht einer beliebigen
Function angepasst werden konne, da ja die Function z. B. in einer
Strecke eine Ellipse und dann auf einmal eine Hyperbel sein konnte.

Um diesen Streit zu schlichten, fasste Lagrange die Sache
von einem andern Gesichtspunkte auf, indem er einen elastischen
Faden mit massiven Punkten betrachtete und die Bewegungen
dieser einzelnen Massen zu bestimmen suchte. Dann hing das
Problem nicht von einer partiellen Differentialgleichung ab, sondern
von einer Reihe von gewohnlichen Differentialgleichungen. Fiir
jeden der nPunkte hatte er eine besondere Differentialgleichung,
und in jeder derselben kamen immer drei zusammenliegende 7 vor,
nemlich ausser dem gesuchten noch die beiden # fiir die benach-
barten Punkte. Diese Differentialgleichungen suchte er zu befrie-
digen, so dass die Integrale den urspriinglichen Verriickungen und
Geschwindigkeiten entsprachen. In den Integralen der x Differen-
tialgleichungen hatte er 2 » Constanten und dafiir also durch die
urspriingliche Verriickung, und die urspriingliche Geschwindigkeit
jedes einzelnen Punktes auch 2n gegebene Werthe. Hierbei ldste
Lagrange das Problem, durch eine endliche Sinusreihe von be-
liebig vielen Gliedern eine Function fiir eben so viel Werthe dar-
zustellen, wie wir es zu Anfang dieser Vorlesung gethan haben.
Dann suchte er durch eine geometrische Construction die Gestalt
des Polygons fiir jeden Augenblick zu bestimmen, wie es sich fiir
die neinzelnen Punkte herausstellte. Er fand, dass das Polygon
zu irgend einer Zeit aus den beiden gegebenen Polygonen fiir die
Anfangsverriickung und Anfangsgeschwindigkeit sich so darstellen
liess, wie d’Alembert die Curven fiir seine Losung gefunden hatte.
Zum Schluss sagte er, dies lasse sich ausdehnen auf eine unend-
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liche Anzahl von Punkten und demnach gelte nach seinem Resul-
tat Euler’s Ansicht iiber die Losung von d’Alembert. Er ent-
wickelte also Ausdriicke von endlicher Gliederzahl und machte erst
in dem abgeleiteten Gesetz den Uebergang zum Unendlichen. Hitte
er nur in der Entwicklung und in den Formeln selbst das # —= o
gesetzt, so wire er auf die Losung von Daniel Bernoulli ge-
kommen, Er hatte aber wie Euler die Meinung; dass man eine
beliebige Function nicht in eine unendliche Reihe von Sinus auf-
l6sen konne. Keineswegs hat er, wie Poisson und andere neuer-
dings sagen, jede nach abwechselnden Gesetzen fortschreitende
Curve in eine solche Reihe zu entwickeln versucht, denn sonst
hiitte er doch auch sicher den ihm bekannten Einwurf von Euler
widerlegt, wenn auch nur in irgend einem Beispiel.

Dieser Fortschritt wurde erst nach 40 Jahren (zuerst 1807)
von Fourier gemacht. Dieser hatte eigentlich nur den Muth, das
Unendliche gleich in die Entwicklung einzusetzen. Bei der neuen
Formel verwunderte sich Lagrange und wollte sie nicht gelten
lassen, wie in einigen Bldttern in seinen Manuscripten auf der
Pariser Bibliothek sich deutlich zeigt. Poisson citirt fiir seine
Behauptung, dass Lagrange schon die allgemeine Entwicklung
nach einer Reihe von Sinus gemacht habe, 5mal eine Stelle von
ihm, welche doch in der That nur das Eigenthiimliche hat, dass

Liagrange dabei statt des Zeichens > ein / zur Summation einer

endlichen Anzahl von Gliedern gebraucht, wihrend er sich ausdriick-
lich gegen den unendlichen Werth von % ausspricht. Poisson
hat das Verdienst von Fourier nur aus Eifersucht gegen ihn in
Abrede gestellt, obgleich dasselbe eigentlich nicht bedeutend war.
Das Material lag schon vollstindig vor, nur war der Schritt in
vierzig Jahren nicht versucht.

Also hatte d’Alembert vollkommen Recht, dass man das
Problem nur 16sen konne, wenn die Curve sich auf gleiche Weise
fortsetzte, denn dies ist eben das Wesen der Entwicklung einer
Function in eine Sinusreihe. Sie stellt jenseits der Grenzen die
Wiederholung der Periode dar, welche innerhalb der Grenzen liegt.
Aber Euler und Bernoulli haben ebenfalls vollkommen Recht.
Es kam die Meinungsverschiedenheit daher, dass man die Ent-
wicklung von Fourier nicht kannte. Friiher bezeichnete man
eine Curve, welche zum Theil einem Gesetze, zum Theil einem an-
dern gehorcht, welche also immer verschiedene Arten von Curven
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darstellt, als discontinuirlich. Mit diesem Worte bezeichnet man
jetzt etwas ganz Anderes, und mit Recht. Denn die frithere Dis-
continuitit 16st sich nach einer allgemeineren Function in eine
Continunitat auf, weil eine hohere Function in verschiedenen Theilen
verschiedene Curven darstellen kann, Dieser Begriff von Discon-
tinuitit kommt in &lteren Schriften hiufig vor.

Dass Lagrange durchaus nicht seine Betrachtungen auf das
Unendliche ausgedehnt, sondern nur aus dem unendlichen Polygon
einige allgemeine Eigenschaften abgeleitet hat, zeigt sich auch aus
seiner Behandlung des Problems des schwingenden Fadens, wo er
denselben ebenfalls in Theile theilte und die Massen in die einzelnen
Theilpunkte legte. Auch bei diesen Pendelschwingungen gelang
es ihm, den Ort jedes einzelnen Punktes zu bestimmen auf dhnliche
Weise, wie er unser jetziges Problem behandelte. Doch ging er
nicht so weit, dass er daraus die Gesetze fiir einen continuirlichen
Faden abgeleitet hiitte, weil die Formeln fiir den discontinuirlichen
Faden sich nicht so einfach zeigten. Man vergleiche Lagrange,
Mécanique analytique Tome I. Partie I Sect. VL. §. III*) und den
Aufsatz: Des oscillations d’un fil fixe par une de ses extrémités,
et chargé d’un nombre quelconque de poids**), wo man leicht den
Ausdruck verallgemeinern kann.

II. Allgemeine Theorie der Schwingungen elastischer
fester Korper.

§. 79.

Die partiellen Differentialgleichungen fiir das Innere
. des Korpers und die Oberflichen-Bedingungen.

Wir haben bisher die Schwingungen elastischer fester Kérper
betrachtet, die nur in einer Dimension eine endliche Ausdehnung
haben. Es ldge also nahe, zu solchen Kdrpern iiberzugehen, deren
Ausdehnung in zwei Dimensionen endlich, in der dritten aber un-
endlich klein ist, zu elastischen Platten. Ueber die Schwingungen

*) Edition 3. publiée par Bertrand, pag. 362.
**) Miscellanea Taurinensia. Tomus IIL pag. 242.
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solcher Platten hat zuerst Sophie Germain geschrieben, und
zwar in drei Abhandlungen, die sie in den Jahren 1811 bis 1815
der Pariser Akademie einreichte. Diese Arbeiten sind nicht ge-
druckt. Erst in den Jahren 1821 und 1826 hat die Verfasserin
ihre weiteren Untersuchungen in zwei Schriften verdffentlicht.
Eine Wiirdigung dieser Arbeiten und die Berichtigung der Theorie
finden wir in einem Aufsatze von Kirchhoff im 40. Bande von
Crelle’s Journal.

Wir wenden uns sofort zu der Betrachtung des allgemeinsten
Falles, nemlich von Korpern, die in jeder Richtung eine endliche
Ausdehnung besitzen. Bei der Untersuchung der Bewegung eines
solchen Korpers kommen zunichst in Betracht die auf die Masse
wirkenden #usseren Kriifte, dann die Zug- oder Druckkrifte, welche
auf die Oberfliche ausgeiibt werden, und endlich die durch die
Formverinderung hervorgerufenen inneren elastischen Krafte,
welche die Molekille des Korpers in die Lage zuriickzufithren
streben, in der sie bei der Abwesenheit aller Einwirkungen im
Gleichgewicht sein wiirden.

Die Untersuchung des Bewegungszustandes ldsst sich auf die
des Gleichgewichts zuriickfiihren, indem wir das Princip d’Alem-
bert’s anwenden. Danach halten die resultirenden bewegenden
Krifte, im entgegengesetzten Sinne gemommen, den wirklich ein-
geprigten Kréften das Gleichgewicht. Es gehe nun ein Punkt des
Korpers, der in der Ruhelage die rechtwinkligen Coordinaten z, y, #
hatte, in Folge der auf ihn einwirkenden Krifte in eine unendlich
wenig abweichende neue Lage iiber, die zur Zeit ¢ durch die
Coordinaten « - u, y + v, 2 + w bestimmt werde. Dann sind
die resultirenden bewegenden Krifte, welche auf die in dem Punkte
concentrirt gedachte Masse m parallel den Coordinatenaxen wirken,
resp. m@ mb_?_v majﬁ)
) ot2’ "ot ot
Zeichen versehen den Componenten der eingeprigten Kréfte hinzu-
zufiigen. Es kommt aber auf dasselbe hinaus, wenn man die ge-
nannten Beitrige zu den Componenten irgend einer der eingeprig-
ten Krifte heranzieht. Sind also m X', m Y', m Z' die Componenten
der dusseren Krifte, welche parallel den Coordinatenaxen auf das
Massenelement m im Punkte (x,v, 2) wirken, so hat man statt dieser
Componenten in Rechnung zu bringen

Diese sind also mit entgegengesetztem
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mX' — m %';: = mX,
2

mY' — m %_t?i— = mY,

ml' — m %g —mZ,

und dann die Bedingungen des Gleichgewichtes aufzustellen.

Zu dem Ende zerlegen wir den Korper in Elemente von un-
endlich kleinen Dimensionen, und zwar durch Ebenen, die recht-
winklig gegen die Coordinatenaxen liegen. Die Form eines solchen
Korperelementes ist verschieden, je nachdem seine Oberfliche ganz
im Inneren des Korpers liegt, oder ein Theil derselben in die Ober-
fliche des Korpers fillt. Im ersten Falle ist das Kérperelement
ein rechtwinkliges Parallelepipedon. Hat der dem Anfangspunkte
der Coordinaten zunichst gelegene Eckpunkt die Coordinaten
r, Y, £, so stossen in ihm drei Kanten zusammen von der
Linge dz, dy, d2. Im andern Falle ist das Korperelement (all-
gemein zu reden) eine dreiseitige Pyramide, deren Basis ein in
der Oberfliche des Korpers liegendes unendlich kleines krumm-
liniges Dreieck ist, und deren Spitze im Innern des Korpers un-
endlich nahe an der Oberfliche liegt. Sind z, y, # die Coordinaten
der Spitze, so haben die drei Seitenkanten die Liinge dz, dy, d 2.
Fiir jede dieser beiden Arten von Korperelementen sind die Gleich-
gewichtshedingungen besonders aufzustellen.

Betrachten wir zun#chst ein Korperelement im Innern, also
(Fig. 31) ein Parallelepipedon mit den rechtwinklig auf einander
stehenden Kanten d2, dy, d2. Der dem Coordinaten-Anfang zu-

Fig. 31.
Z
dz
,’dy
Y dx
y
L/ X

X

Riemann. DPartielle Differentialgleichungen, 14
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niichst gelegene Eckpunkt habe die Coordinaten z, y, 2. Auf jede
Seitenfliche des Parallelepipedon wirkt eine elastische Kraft, deren
Angriffspunkt wir in der Mitte der Fliche annehmen. Rechtwink-
lig zur Axe der x liegen zwei Seitenflichen, jede vom Inhalte dy dz.
Die eine geht durch den Punkt (z, y, #), die andere durch den
Punkt (z + dz, y, 2). Auf die erste dieser Seitenflichen wirkt
eine elastische Kraft, deren Componenten parallel den Coordinaten-
axen wir bezeichnen mit
— X, .dyde, —Y,.dydz, — Z,.dyda.

Dass die Krifte dem Inhalte des Flichenelementes proportional
genommen werden, auf welches sie wirken, bedarf keiner besondern
Auseinandersetzung. Die Factoren, mit welchen der Inhalt des
Flichenelementes multiplicirt ist, sind so bezeichnet, dass der
grosse Buchstabe die Richtung der Componente angibt, der an-
gehingte Index die Normale der Fliche, auf welche die Kraft wirkt.

Auf die Seitenfliche vom Inhalte dydz, welche rechtwinklig
zur z-Axe durch den Punkt (z + dx, ¥, 2) geht, wirkt eine elasti-
sche Kraft, die sich — dem vorher Gesagten entsprechend — in die
Componenten zerlegt
+ (Xo)zyaz - Aydz, + (Yo)oraz . dyde, + (Zo)oyas - dydaz.

Wir verlegen den Angriffspunkt dieser elastischen Krifte in
den Mittelpunkt des Parallelepipedon. Abgesehen von den dabei
entstehenden Kriftepaaren, die nachher besonders untersucht wer-
den sollen, ergeben sich dann die folgenden Componenten, resp.
parallel den Axen der z, der y, der 2z

0 X, oY, 0Zs
52 -dzdyde, 52 ~dxdydz, W-dxdydz.

In derselben Weise behandeln wir die Componenten der elasti-
schen Krifte, welche auf die beiden zur y-Axe rechtwinkligen Ober-
flichen wirken. Es ergeben sich daraus parallel den Coordinaten-
axen die im Mittelpunkte des Parallelepipedon angreifenden
Componenten

‘aﬁXy -dzdydz,
oy

0Y, 07,
2y dzdydz, 2y dxdydz

und daneben Paare, die nachher besonders zu betrachten sind.
Endlich kommen die elastischen Krifte in Frage, welche auf
die beiden zur z-Axe rechtwinkligen Oberflichen wirken. Sie setzen
sich im Mittelpunkte des Parallelepipedon zusammen zu den den
Coordinatenaxen resp. parallel gerichteten Componenten
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o X, 0Y, 07,

¢z 0z rdedyds, 0z
und die dabei auftretenden Paare sollen ebenfalls nachher beriick-
sichtigt werden.

Die auf das Parallelepipedon wirkenden dusseren Kréfte haben

wir in die Componenten zerlegt

oX'.dxdydz, oY'.dxdydz, oZ'.dxdyds,
wenn mit ¢ die Dichtigkeit bezeichnet wird. Indem wir also wie
vorher setzen

-dzdyde,

-dxdyda,

ergeben sich die folgenden Bedingungen dafiir, dass der Mittel-
punkt des betrachteten Korperelementes im Gleichgewicht bleibe:

0X,  0X, , 0X,
oX + ox + 0y + 0z =0

°Y, , oY, , oY,
(1) 0¥ 4 —— + 0y +

07 0

o2+ Gt Gt S =0
Soll aber das Korperelement um seinen Mittelpunkt auch keine
Drehung erleiden, so sind noch die Drehungsmomente der Krifte-
paare gleich Null zu setzen, die von der Verlegung der Angriffs-
punkte herriihren. Dabei kommen nur die elastischen Kriifte in
Betracht, da die auf die Masse des Korperelementes wirkenden
dusseren Krifte von vorn herein in seinem Mittelpunkte angreifen.
Die Krifte — X, . dydz und (X,)s+ as - 4y dz sind nur in ihrer
eigenen Richtung verschoben, sie liefern also kein Paar, ebenso die
Krifte — Y, . dzdz und (Y,), 4 4y . dzd 2, und endlich — Z, . dzdy
und (Z;); + 4. . dzdy. Von den iibrigen zwolf Componenten riihren

dagegen Paare her, nemlich
erstens von den Kriften, welche auf die zur z-Axe rechtwinkligen
Flichenelemente wirken:
ein Paar mit dem Moment -+ Y, dydz . dz in einer Ebene
rechtwinklig zur z-Axe,
ein Paar mit dem Moment — Z,dy dz . dz in einer Ebene
rechtwinklig zur y-Axe;
zweitens von den Kriiften, welche auf die zur y-Axe recht-
winkligen Flidchenelemente wirken:

14*
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ein Paar mit dem Moment — X, dzdz . dy in einer Ebene
rechtwinklig zrr 2-Axe,

ein Paar mit dem Moment 4 Z,dxz d# . dy in einer Ebene
rechtwinklig zur z-Axe;

drittens von den Kriften, welche auf die zur #-Axe rechtwink-
ligen Flachenelemente wirken:
ein Paar mit dem Moment + X,dz dy . d# in einer Ebene
rechtwinklig zur y-Axe,
ein Paar mit dem Moment — Y, dz dy . d2 in einer Ebene
rechtwinklig zur z-Axe,

Das Vorzeichen der Momente ist iibereinstimmend genommen
mit dem Sinn der Drehung, welche das betreffende Kraftepaar her-
vorbringen wiirde. Dabei ist zu bemerken, dass wenn man sich
der Reihe nach auf der positiven Seite der Coordinatenaxen auf-
stellt, eine positive Drehung auf dem kiirzesten Wege aus der
Richtung der positiven z in die Richtung der positiven y, aus der
Richtung der positiven y in die Richtung der positiven 2, aus der
Richtung der positiven # in die Richtung der positiven « fiihrt.

Nimmt man die Paare zusammen, die in derselben Ebene liegen
und driickt die Bedingungen des Gleichgewichts gegen Drehung
aus, so findet sich

X, =YX,
2 Y, = Z,
Z, = X,.

Nachdem wir in den Gleichungen (1) und (2) die Bedingungen
fiir das Gleichgewicht eines Korperelementes im Innern des elasti-
schen Korpers gefunden haben, betrachten wir ein Element an der
Oberfliche, also eine dreiseitige Pyramide, deren Spitze in dem un-
endlich nahe an der Oberfliche gelegenen inneren Punkte (z, ¥, 2)
sich befindet, deren Seitenkanten d 2, dy, d # sind und deren Basis
vom Fldcheninhalt d6 in der Oberfliche des Korpers liegt. Die auf
dem Oberflichenelemente d ¢ von aussen nach innen errichtete
Normale schliesse mit den positiven Coordinatenaxen Winkel ein,
deren Cosinus resp. &, f3, y sein mogen. Durch d ¢ und diese drei
Cosinus ldsst sich der Inhalt der drei Seitenflichen der Pyramide
ausdriicken. Es ist nemlich — d 6 . o der Inhalt der Seitenfliche,
die rechtwinklig zur x- Axe liegt, — d 6 . § der Inhalt der Seiten-
fliche rechtwinklig zur y-Axe, — d 6.y der Inhalt der Seitenfliche
rechtwinklig zur z-Axe. Zerlegt man die auf die Seitenfliichen
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wirkenden elastischen Krifte in die den Coordinatenaxen parallel
gerichteten Componenten, so findet sich als Gesammtcomponente
parallel der z-Axe

+adeX, -+ BdeX, + yde X,
parallel der y-Axe

+ad6Y, + fdeX, 4 ydo,,
parallel der z-Axe
+eadéZ, 4 pdcZ, + ydoZ.
Auf das Oberflichenelement d 6 sollen Zug- oder Druckkrifte
wirken, deren Componenten parallel den Axen resp.

de . 3, de . H, dé.Z

sein mogen. Diese sowohl als auch die vorher betrachteten Com-
ponenten der auf die Seitenflichen wirkenden elastischen Krifte
sind von derselben Ordnung wie d6. Gegen d o ist aber das Massen-
element der Pyramide unendlich klein, und daher kénnen die Com-
ponenten der dusseren auf die Masse wirkenden Kriifte, welche von
der Ordnung dieser Masse sind, hier vernachlissigt werden. Wir
erhalten demnach, bei Unterdriickung des gemeinschaftlichen Fac-
tors dg, die folgenden Bedingungen fiir das Gleichgewicht des
Korperelementes an der Oberfliche
E+“Xw+ﬁxy+7Xz:07
(3) H4t oY, +8Y,+vY.=0,
Z+aZ+p2+yZ =0

§. 80.
Die elastischen Kréfte.

Es kommt nun vor allen Dingen darauf an, die elastischen
Kriifte selbst zu untersuchen. Eine elastische Wechselwirkung
findet nur zwischen unendlich nahe gelegenen Molekiilen statt. Und
wir beschriinken die Untersuchung auf den Fall, dass die Aenderung
der Entfernung, welche zwei solche Molekiile in Folge ihrer
elastischen Wechselwirkung erleiden, unendlich klein ist im Ver-
gleich zu ihrer urspriinglichen Entfernung.

Wir legen durch das Innere des Korpers irgend eine Fliche
und wollen die elastischen Kriifte betrachten, welche auf ein Ele-
ment d 6 dieser Fliche wirken. Zu dem Ende nehmen wir zwei
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unendlich nahe gelegene Molekiile Mund M, auf entgegengesetzten
Seiten von da6. Das Molekiil M befinde sich urspriinglich im Punkte

(2, ¥, 2), M, im Punkte (z, ¥, 2;), und es

seiyy, =2+ g, =y+h 2y =2+ F,

so dass g,h,k der Voraussetzung gemiss un-
My endlich kleine Grossen bezeichnen. In Folge

der einwirkenden Krifte geht M in die neue

Lage (z + u, y -+ v, 2 -+ w), M; in die neue

Lage (z; -+ w1, y1 + o1, 21 -+ w,) iiber, und

es sind wu, v, w, #;, v;, w, unendlich klein.
Dann sieht man leicht, dass die Differenzen u, — u, v, — v, w; — w
unendlich klein in zweiter Ordnung sind. Man erhilt nemlich
Uy, V1, Wy AUS U, v, w, indem man z, y, # in x;, y,, #; libergehen
lasst. Also ist nach Taylor’s Lehrsatze

wo— =g gy g+ ko,
v — v:g%-{—h%—{»k—g—g,
o= g 2 R R

Die Glieder auf der rechten Seite sind unendlich klein in
zweiter Ordnung. Alle weiteren Glieder der Entwicklung sind in
Producte der Gréssen g, b, k multiplicirt und verschwinden also
gegen die ersten Glieder, die g, A, k lineér enthalten.

Die Wirkung, welche M; und M auf einander ausiiben, denken
wir uns parallel den Coordinatenaxen zerlegt und betrachten zu-
nichst die Componente parallel der z-Axe. Diese ist eine Func-
tion von u, v, w, %, vy, w;, und zwar eine lineire Function, weil
alle nichtlineiren Glieder gegen die lineéiren unendlich klein sind
und daher vernachlissigt werden konnen. Also ist die Componente
parailel. der z-Axe eine linedre Function von %, v, w und von den
nach z, y, 2 genommenen ersten Derivirten dieser drei Grossen.
Summirt man iiber alle M, die auf der einen, iiber alle M, die
auf der andern Seite von d6 in unendlich kleiner Entfernung liegen,
so erhilt man die Componente der elastischen Kraft, welche parallel
der z-Axe auf das Flichenelement de wirkt, und diese Componente
ist ebenfalls eine linedre Function von w, v, w und den ersten

Derivirten dieser Grossen. Nehmen wir d¢ rechtwinklig zur z-Axe,
so ergibt sich hiernach

Fig. 32.
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X;,;:AOO'J[‘AO u+B0 v“{"OQ'N)

+A2§‘+B +08“’

ou 8'w
+ DB 4 P
+G0“+f137+'76w‘

Dieser Ausdruck vereinfacht sich aber noch. Zunichst ist
klar, dass X, =— 0 sein muss, wenn gar keine Verschiebung der
Molekiile stattgefunden hat, wenn also w = » = w = 0 ist. Daraus
geht hervor, dass 4y, — O sein muss. Nehmen wir ferner « con-
stant, v = 0, w = 0, so wird jedes Molekiil um eine und dieselbe
Strecke parallel der z-Axe verschoben. Die gegenseitige Lage der
Molekiile andert sich dabei durchaus nicht, es kann also auch
keine elastische Kraft auftreten. D. h. es muss 4, = 0 sein. In
derselben Weise findet man B, = 0, C, = 0.

Es konnen aber auch keine ela-

Fig. 33. stischen Kriifte auftreten, wenn man,
ohne die gegenseitige Lage der Mo-

lekiile zu &ndern, den ganzen Korper

unendlich wenig um eine feste Axe

v dreht. Dabei beschreibt jedes Mole-
kiil einen Kreisbogen, der dem Ab-
stande von der Drehungsaxe pro-
portional ist. Drehen wir also um

w . .
_ die Axe der 2 und zwar um einen
X unendlich kleinen Winkel @ in posi-
tiver Richtung, so ist
ou ou ou
U= —yo, 8_5_0’ a—y_—co, %_O,
ov ov cv
v———”‘xw, 5}-—.(0,5?/_0, 8__2_0
w=0.
Folglich erhilt man X, = D —}- Bx = — D& + Bw. Da

aber in diesem Falle X, = 0 sem muss, so findet sich D = B.
Hiatte man eine unendlich kleine Drehung um die y-Axe oder um
die z-Axe vorgenommen, so wiirde sich daraus ergeben G — C
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und resp. H = F. Folglich ist X, eine homogene lineéire Function
der sechs Grossen

ox’ 0z oy’
ov 0w, ou
oy’ ox cz’
ow ou ov
02’ 8y+bx'

Dasselbe gilt, wie man leicht sieht, von allen iibrigen Compo-
nenten der elastischen Krifte.

$ 8L

Hiilfssdtze aus der Mechanik. Das Potential.

Fiir die weitere Untersuchung ist es wiinschenswerth, einige
Hiilfssitze aus der Mechanik ins Gedichtniss zu rufen. Bewegt
sich ein materieller Punkt, von einer Kraft P getrieben, in der
Richtung dieser Kraft um die Strecke d s, so nennt man bekannt-
lich das Product P . ds die verrichtete mechanische Arbeit. Schliesst
dagegen der durchlaufene Weg d's mit der Richtung der Kraft P
den Winkel ¢ ein, so ist die Arbeit P. cos ¢ . ds. Der materielle
Punkt habe die Coordinaten z, y, z. Die Componenten der Kraft
parallel den Coordinatenaxen seien resp. X, Y, Z. Von diesen
Componenten getrieben durchlaufe der Punkt einen Weg ds, dessen
Projectionen auf den Axen dz, dy, dz sein mogen. Dann ist die
geleistete Arbeit Xduw + Ydy + Zdz.

Wir betrachten zwei Punkte m und m,, deren Coordinaten
z, ¥, 2 und resp. z,, ¥, # seien, und bezeichnen ihre Entfernung
mit 7. Zwischen diesen beiden Punkten finde in der Richtung
ihrer Verbindungslinie eine Abstossung f(r) statt, die nur von der
Entfernung » abhingig ist. In Folge dieser abstossenden Kraft
moge gleichzeitig m in die neue Lage (z -+ 6z, y + 0y, 2 + 02)
und #m; in die ncue Lage (z; -+ 0y, 9, -+ dyy, 2, + 02;) gelan-
gen. Wir bezeichnen mit d» den auf m; m projicirten Weg des
Punktes mi, mit o, den auf mm, projicirten Weg des Punktes m,,
so dass also
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‘ or o or or
67—%6.1/ —"’*Way ‘+"‘a“z‘62,

617':88—;;1 ox + %Cl 0y, —}—68—:1621
ist. Die geleistete Arbeit ist danach
= f(r)(0r + 0,r) =f(r)dr.
Eine Anziehung @ (r) kann als negative Abstossung angesehen
werden. Man hat also in dem Falle der Anziehung f(r) = — ¢ (v)
Fig. 34. zu setzen. Der Ausdruck fir die

Arbeit ist dann wieder f(r)dr.
mi /5 Wir bilden das Integral

F(r) :ff(r)dr —+ comst

und bestimmen die Integrations-

constante so, dass F'(r) = 0 wird,

m wenn die Punkte unendlich ent-

dr fernt sind. Dann nennt man F'(r)

das Potential. Die mechanische

Bedeutung dieser Function ist leicht zu erkennen. Es ist die

Arbeit, die verrichtet wird, wenn die beiden Punkte unter Einwir-

kung der Kraft f(r) aus unendlicher Entfernung in die Entfer-
nung r gebracht werden.

Als Beispiele fiihren wir eine Abstossung oder Anziehung an,

die dem Producte der Massen direct, dem Quadrat der Entfernung

umgekehrt proportional ist. Im ersteren Falle ist f(r) = m;;m und
F(r)=— -7 im andern Falle f(r)y=— m;ﬁ;m‘ und F'(r)
_om.my

=

Hat man ein System von Punkten, von denen je zwei mit
Kriften auf einander wirken, die in der Richtung ihrer Verbindungs-
linie liegen und nur von der Entfernung abhéngen, so ist die Ge-
sammtarbeit gleich der Summe der einzelnen Arbeiten, und das
Potential des matericllen Systems auf sich selbst ist

SF),

wenn man F(r) in Bezug auf je zwei Punkte bildet und alle so
erhaltenen Functionen addirt.
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(reht ein System, fiir welches ein Potential vorhanden ist, aus
einer Lage in eine andere iiber, .so ist die dabei geleistete Arbeit
gleich der Aenderung des Gesammtpotentials. Die Arbeit ist
demnach = 0, wenn jeder Punkt des Systems wieder in seine
Anfangslage zuriickkehrt. Daraus geht ohne weiteres hervor,
dass die Arbeit, welche bei der Ueberfiihrung eines Systems aus
einer Lage in eine andere geleistet wird, nur von der Anfangs-
und Endlage abhingig ist, dagegen unabhingig von dem Wege, auf
welchem die Ueberfiihrung stattgefunden hat. Denn es sei P die
Arbeit, wenn das System auf einem bestimmten Wege aus der An-
fangs- in die Endlage gebracht wird, P, die Arbeit, wenn das-
selbe auf einem zweiten Wege geschieht. Bringt man dann das
System auf dem ersten Wege aus der Anfangs- in die Endlage und
danach auf dem zweiten Wege zuriick aus der Endlage in die
Anfangslage, so ist die geleistete Arbeit P — P,. Diese muss
aber = 0 sein, da jeder Punkt in seine urspriingliche Lage zuriick-
gefiihrt ist.

. 82.

Das Gesammtipotential aller auftretenden Krifte.

Nach dieser Vorbereitung wenden wir uns wieder zu unserer
eigentlichen Aufgabe. Wir suchen die mechanische Arbeit, die
verrichtet wird, wenn jedes Molekiil des elastischen Korpers eine
unendlich kleine Verschiebung erleidet. Fiir den Punkt (z, y, ) sei
diese Verschiebung 0 u parallel der z-Axe, d v parallel der y-Axe,
0w parallel der z-Axe. Dann erhilt man als Ausdruck fiir die
Arbeit im Innern des Korpers

T o /X, X, . X,

/f duleX+ (G + 5+ ag)]dxdydz
T 2Y, oY, , oY,

—I-//fbv Y+ (G4 5+ 5 )]dxdydz

- 0Z, | 82, @ BZ.\ |

+f//aw _"Z+<ax + 5+ 52 Jda:dydz,

und fiir die Arbeit der an der Oberfliche wirkenden Krifte
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fau[:5+ @X, + BX, 4+ yX,): do
+[s0[H+ @Y. + BT, + 7 T)] a0
+f6w[Z + @2+ 2,4+ Zz)j do.

In dem ersten Ausdruck ist die dreifache Integration nach
z, ¥, # auszudehnen iiber den von dem Korper erfiillten Raum. In
dem zweiten Ausdruck ist d ¢ ein Oberfliichenelement, und die
Integration ist iiber die ganze Oberfliche des Korpers zu erstrecken.
Der erste Ausdruck ldsst noch theilweise eine Umformung zu, so-
weit nemlich die Arbeit von den elastischen Kréften herriithrt. Wir
betrachten zun#chst das Integral

. 00X,
f//éu 52 dzdyda.

Der Korper habe eine solche Lage gegen das Coordinatensystem,
dass zu allen Punkten im Innern und in der Oberfliche positive
Coordinaten gehoren. Nothigenfalls kann man dies durch parallele
Verschiebung der Coordinatenebenen immer erreichen.

In der y 2-Ebene nehmen wir ein unendlich kleines Rechteck
von den Seiten dy, d 2, dessen einer Eckpunkt — dem Anfangs-
punkte der Coordinaten zunéchst gelegen — die Coordinaten 0, y, z
hat (Fig. 85 a.£.8.). Ein iiber diesem Rechteck errichtetes gerades
Prisma tritt in den Korper ebenso oft ein wie aus ibm heraus. Der
Eintritt moge stattfinden an den Stellen, fiir welche z die Werthe Z,
2", ... z@n=" hat, der Austritt dagegen an den Stellen 2", ™,
z®", Die Werthe, welche X, und d  an den betreﬂ’enden Stellen
besitzen, mogen durch die entsprechenden oberen Indices bezeich-
net werden, Durch Integration nach Theilen erhélt man dann

dydz 66}9% dudr = {X;’ du" 4+ Xyou™ ... _X;Zn)au(zn)
— Xo0w — X7 0w — ... — X@n=1 §yGn—0

x'@&u dw} dyda.

Die Integrale / BaXx dudzx und / Xo —— d x sind iiber alle - die

Theile des Elementarprisma zu erstrecken welche innerhalb des
Korpers liegen, Bezeichnen wir nun mit dG', dd",...daen die
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Elemente, welche das Prisma bei seinem Ein- und Austritt aus der

Oberfliche des Korpers herausschneidet, und mit o, ', 9'; o”, 8", 9";
Fig. 35.

.. a@", gem »2m die Cosinus der Winkel, welche die auf d 6,d 6",
... d ¢ nach dem Innern des Korpers gezogenen Normalen mit
den positiven Axen einschliessen, so ergibt sich

dydz =o' .déd = o . dd" ...== a@r—D  Jetns—1,
dagegen
dydz = — o' . d¢" = — o .d6" ... = — a@m , dgi»,

Beachtet man dies, so erhédlt man
0 X, . \ 00u
dydz/ o dudz = —-thXxdu .do — dydz/Xz-m—dx.

Die beiden Integrale sind in derselben Bedeutung zu nehmen wie
vorher. Die Summe E o X, 0u . dd bezieht sich auf alle die Stellen,

welche das Elementarprisma aus der Oberfliche des Korpers her-
ausschneidet. Geht man dann zu der Integration nach y und 2
iiber, so erhélt man

0 X, . 00u
f//ax 6udxdydz._—faerSudG—///Xx—a—x—dxdydz.

Die dreifachen Integrale sind iiber den von dem Kéorper ausgefiillten
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Raum auszudehnen, das Integral f o X, 0udo auf seine gesammte
Oberfliche. Auf demselben Wege ergibt sich

fff ”Budxdydz—-—/ﬁX 6ud6—ff/Xyaaudxdydz,
f/ aX’oudxdydzz_fyx,audo_fffx,%ﬁdxdydz.

Ebenso hat man die Integrale

f/f& <ax+8 —|— )dxdydz
und //fé‘ ax R ayy+ 52 >dxdydz

zu transformiren. Fasst man dann die hervortretenden Oberflichen-
integrale zusammen, so erkennt man leicht, dass sie sich gegen die
entsprechenden Glieder in dem Ausdrucke der Oberflichenarbeit
heben. Es bleibt als Arbeit der Krifte an der Oberfliche

(1) f(gau+Hav+zaw)da

und als Arbeit der inneren ela.stischen Kréifte
5=+ X, a + x,0 0% &

—fffdxdydz + Yaa”+ya_+yaaz

ow

+Za +Za —f—Z&az

oder einfacher, wenn man die Gleichungen (2) des §. 79 beriick-
sichtigt:

X022+ %(55 + 55)

_ff/dxdydz 4+ Y&——l— Y&(aera“’

@) + z0%% 4 Z6< a“)

Die Arbeit endlich, die im Innern des Korpers von den auf die
Masse wirkenden dusseren Kriften geleistet wird, ist unverindert

3) f/ odzrdyde(Xou + Ydov + Zow).
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Wir bezeichnen mit

ou ov ow ow ou
(D<u,vﬂﬂa é—ia 57/'1 'a'";? ( > <az+ay) < +5‘;>>

eine Function, deren Variation die unter dem Integral (2) mit
dzdyde multiplicirte Klammergrosse ist. Dann lisst sich die
Elementararbeit der inneren elastischen Krifte auch schreiben

(2% —3ff/¢dxdydz,

und es ist — / f f ®dzdydz das Potential, soweit es von den

inneren elastischen Kriften herriihrt. Dass dieses Potential wirk-
lich existirt, ist leicht einzusehen. Man hat nur zu beachten, dass
die inneren elastischen Krifte abstossende und anziehende Krifte
sind, die von der Entfernung der Molekiile abhiingen.

Das Gesammtpotenfial ist dann, abgesehen von einer Con-
stanten, die dem Anfangszustande entspricht:

—fff‘pdxdydz+f/f(“x+”Y+QUZ)9dxdydz

+fd6(u'£'+vﬂ+ wZ).

§. 83.

Die Function @ in dem Ausdrucke fiir das Potential
der elastischen Krifte.

Die Function @ kann «, », w nicht enthalten, weil in 0 @ die
Variationen 0 u, d v, dw nicht vorkommen. Wir fiilhren zur Ab-
kiirzung die Bezeichnungen ein

ou ov cw
" Tr T ey kT
ov ow ou

Ty =W Ta T T
ow

v
37 = %o ?s—{—a—x:xyzyz.
Dann ist
00 = X, 02, + Y, 0y, + Z,0z,
+ Xy02y + Y. 0y, + Z,0 2.
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Da nun X, und die iibrigen Componenten homogene lineére Func-
tionen von ,, ¥y, %, %y, ¥z, 2, sind, so muss @ eine homogene
Function zweiten Grades von denselben 6 Grossen sein. Sie ent-
hilt 21 Constanten, nemlich 6 Coefficienten der Quadrate und g——g
Coefficienten der doppelten Producte. Diese Coefficienten sind

durch Experiment zu bestimmen. Setzen wir

D = ay, 27 + 2013 T Yy + G yy + -+
und beriicksichtigen, dass

00 D o0
6_%_X’”’ a_yy—’Yya B_z,_'z”
oD 2D 0D
TR T G P

ist, so finden sich die Componenten der elastischen Krifte leicht
durch Differentiation, nemlich

Xe=2an% ~+ 20,9y + 2,2
+ 2014y + 20152 + 2a5 7y,
und entsprechend die iibrigen.
Die Function @ ldsst sich auf unendlich viele verschiedene
Weisen in die Summe von 6 Quadraten umformen. In sehr ein-
facher Weise geschieht dies wie folgt. Der quadratische Ausdruck

1
a—n‘ (o1 = + ay, Yy + 13 2 + 14 Y2 + Q15 + Oy Zy)?

stimmt mit @ in allen Gliedern tiberein, die z, enthalten. Sub-
trahirt man also dieses Quadrat von @, so hleibt eine homogene
Function zweiten Grades iibrig, die nur noch von 5 Variabeln ab-
hiangt. Von dieser kann man wiederum einen quadratischen Aus-
druck subtrahiren, der so beschaffen ist, dass die Differenz von der
Variablen y, vollig befreit ist. Durch Fortsetzung dieses Verfah-
rens wird @ in eine Summe von 6 Quadraten zerlegt.

Allgemein lasst sich jede homogene Function zweiten Grades

von # Variabeln
S=> Sdutik

=1 k==l
in die algebraische Summe von » Quadraten verwandeln. Dies
geschieht, indem man durch lineire Substitution fiir die Variabeln

&1, &2 ... En mneue Variable ,, 9, . . . 9, einfiihrt. In den » Sub-
stitutionsgleichungen von der Form
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& = Cra M1 + Cra M2 —1— cee + Cien Nin
*k=123...n
nn—1)
1.2

Bedingungsgleichungen auf, nemlich die Gleichungen, welche aus-
sprechen, dass nach Einfithrung der Variabeln 5 die Producte von
je zwei verschiedenen % den Coefficienten 0 haben sollen. Folg-
lich lésst sich die Transformation in unendlich mannichfaltiger
Weise vornehmen. In unserm Falle ist vorher als Beispiel die
Transformation angedeutet, bei welcher cx; — 0 gesetzt ist fiir
k > ¢ und ¢xx = 1. Danach sind noch ﬁ;’%l) Coefficienten ¢
disponibel, ebenso viel als Bedingungsgleichungen vorhanden sind.
Hat man also iiber die Reihenfolge der Variabeln z., y,, 2., 2y, ¥, 2=
eine Bestimmung getroffen, so liefert jene besondere Art der Trans-
formation nur ein Resultat.

disponirt man iber n? Coefficienten. Es treten aber nur

Es sel nun mit Hiilfe irgend einer linedren Substitution die
Function S in eine Summe von Quadraten transformirt. Zeigt sich
dabei, dass m Quadrate mit positiven, also » — m mit negativen
Coefficienten behaftet sind, so ist auch bei jeder andern Transfor-
mation, die nur quadratische Glieder liefert, die Anzahl der Quadrate
mit positiven Coefficienten m, die Anzahl der Quadrate mit negativen
Coefficienten » — m. Diesen merkwiirdigen Satz hat Sylvester
das Trigheitsgesetz der quadratischen Formen genannt*). Die
Function heisst wesentlich positiv, wenn bei der Transformation
in eine Summe von Quadraten sich ergibt, dass alle Quadrate
positive Coefficienten haben, sie heisst wesentlich negativ, wenn aus
der Transformation lauter Quadrate mit negativen Coefficienten
hervorgehen.

Die Erfahrung hat gezeigt, dass die Constanten in der Func-
tion @ stets solche Werthe haben, dass die Function wesentlich
positiv ist. Diese Eigenschaft der Function @ soll daher als ibr
nothwendig zukommend angesehen werden.

*) In Betreff des Beweises muss hier verwiesen werden auf Sylvester,
On a Theory of the Syzygetic relations of two rational integral functions,
Sect. IV. (Philosophical Transactions of the Royal Society of London. 1833.);
Jacobi (Crelle’s Journal Bd. 53); Hermite (Crelle’s Journal Bd. 53); Brioschi
(Nouvelles Annales de Mathématiques. T. 15).
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§. 84.

Das Princip des Lagrange.

Nach dem Princip des Lagrange ist ein Korper unter der
Einwirkung von Kréften im Gleichgewicht, wenn fiir irgend welche
unendlich kleine Verschiebung die Summe der virtuellen Momente,
d. h. die bei der Verschiebung geleistete Arbeit, — 0 ist.

Wir betrachten zuerst den Fall, dass auf die Masse keine
dusseren Krifte und auf die Oberfliche des Korpers keine Zug-
oder Druckkrifte wirken, Dann reducirt sich ‘das Potential auf

— f / f ddrdydz und die bei einer unendlich kleinen Ver-
schiebung geleistete Arbeit ist — @ f f / Ddxdydz. Als Be-

dingung des Gleichgewichtes erhalten wir also

Bff/didxdydz —0.

Das Gleichgewicht ist stabil, wenn das dreifache Integral

/f Ddzrdydz

ein Minimum ist. Der Werth dieses Integrals kann nicht negativ

werden, da alle seine Elemente wesentlich positivsind. Sein kleinster

Werth ist Null, und dieser kommt nur dann zu Stande, wenn iiberall
D — 0,

d. h. wenn an jeder Stelle des elastischen Korpers

ou ov ow
8—5_0, %—-{—a—?-/_.o,
ov ow | ou __
oy = " 5z s O
ow ou ov
ﬁ_o, 5—y+8_m“

Diesen Bedingungen wird geniigt durch die Ausdriicke
u=—ay+ cy — bz,
v=="b, +az— cx,
2=o¢ +bzx— ay.

Riemann., Partielle Differentialgleichungen. 15
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Darin spricht sich aus, dass alle Punkte drei gemeinschaftliche
Verschiebungen parallel den drei Coordinatenaxen resp. um die
unendlich kleinen Strecken a,, by, ¢, erleiden, und dass alle Punkte
drei gemeinschaftliche Drehbewegungen ausfithren, wobei der Reihe
nach die drei Coordinatenaxen als Drehungsaxen auftreten. Die
bei den Drehungen von den einzelnen Punkten durchlaufenen Kreis-
bogen sind jedesmal dem Abstande von der Drehungsaxe propor-
tional. Der Punkt, welcher in der Entfernung 1 von allen drei
Axen liegt, durchlduft die unendlich kleinen Kreisbogen — a, — b, —¢
resp. bei der Drehung um die Axen der z, der y, der 2. Bei einer
solchen Bewegung bleibt aber die gegenseitige Lage der simmt-
lichen Molekiile ungeéndert.

Wenn also auf die Masse keine dusseren Kriifte und auf die
Oberfliche keine Zug- oder Druckkrifte wirken, so ist die unver-
dnderte gegenseitige Lage der Molekiile die Bedingung fiir das
Gleichgewicht der elastischen Kriifte.

Wir gehen zu dem allgemeinen Fall iiber, dass #ussere Krifte
auf die Masse des Korpers und Zug- oder Druckkrifte auf die
Oberfliche wirken. Zur Abkiirzung werde gesetzt

_///cpdxdydzz&,

Jff/(uX—{—vY—}—wZ)gdxdydz

+/da(uz+vﬂ+ wZ) = 0,

Das Gesammtpotential ist danach &£ - @, und wir erhalten als
Bedingung des Gleichgewichts, dass
3R+ 0 =0

sein muss fiir irgend welche unendlich kleine Verschiebung. Diese
eine Bedingungsgleichung zerfillt aber in mehrere. Man hat nur
zu beachten, dass die Verschiebungen 0 u, d v, d w von einander
unabhéingig sind. Die Variation ist demnach so umzuformen, dass
man sowohl unter dem dreifachen Integral als unter dem auf die
Oberfliiche zu erstreckenden Integral je ein Glied multiplicirt mit
resp. O u, 0 v, 0w erhdlt. Zu dem Ende muss man das dreifache

Integral / f / 0@dxzdyde, in welchem nur die nach z, y, ¢

genommenen 9 Derivirten von du, 0v, dw vorkommen, durch
Integration nach Theilen transformiren. Der Rechnungsgang ist



§. 84. Das Princip des Lagrange. 227

genau die Umkehrung von dem in §. 82 vorgenommenen. Man er-
hiilt daher, nachdem die Umformung durchgefiihrt ist, fiir die
(gleich Null zu setzende) Elementararbeit denselben Ausdruck wie
zu Anfang des § 82. Dann hat man sowohl unter dem dreifachen
Integral als unter dem Oberflichenintegral einzeln gleich Null zu
setzen, was resp. mit 0 u, 0 v, 8 w multiplicirt ist. Als Bedingungen
des Gleichgewichts ergeben sich danach die sechs Gleichungen

0 X, 02X, 0X,
oX + ox + oy + 0z =9
0Y, 0Y, oY,
o + ox + oy 0z _0.’
0 Zy 02, 0Z,
oZ + oz + oy + 0z =9
g+ eX, + BX, + y X, =0,
H4 oY, +8Y, + y Y. =0,
Z4oZy +BZ, + yZ, =0,
von denen die ersten drei sich auf das Innere des Korpers, die
anderen drei auf die Oberfliche beziehen.

Da jedoch in diesen sechs Gleichungen die Grossen u, v, w
selbst nicht vorkommen, sondern nur Functionen von

ou 0w ow
72’ 5—2—}‘5'?;7
oy’ oz ' 0z’
ow ou ov
0z’ oy ' Cx’

so kann man zu den Losungen fiir %, v, w, die den obigen sechs
Gleichungen geniigen, unbeschadet der Giiltigkeit jener Gleichun-
gen noch solche Werthe von u, v, w hinzufiigen, durch welche
man erhilt

ou ov ow
5z 6z+’0_37 0
ov ow ou
oy % 55""'075 0

cw ow , 0v
,g;——o, W—}_%_O'
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Solche Werthe von u, », w sind (wie schon oben erwihnt)
von der Form
u=ay,+ cy — bz,
v==>by+az — cx,
w= ¢ + bzxr — ay.

§. 85.

Es gibt stets ein einziges System, welches
9 (R - ®) = 0 macht.

Wir wollen beweisen, dass es stets ein System von Grossen
u, v, w gibt, durch welche den Bedingungsgleichungen des Gleich-
gewichts oder, was auf dasselbe hinausliduft, der Gleichung
0 +6)=0
Geniige geleistet wird. Dabei ist zu unterscheiden, ob & =0

oder verschieden von 0 ist.
Es sei zuerst & =— 0. Da @ niemals negativ wird, so kann

das Integral
Q:-///@dxdydz

nur dadurch den Werth 0 erhalten, dass iiberall & — 0 wird, d. h.
Ty =0, ¥Y.=0,
Yy =0, 2,=0,
2, =20, x,=0.

Diese Gleichungen werden aber nur durch Werthe von u, v, w
erfilllt, wie sie zu Ende des vorigen §. abgeleitet sind. Und um-
gekehrt wird & — 0, wenn wir

w=uay+ cy — bz,

v=">y + az — ca,

w=¢ + bx — ay
setzen. Fithren wir die so gefundenen Werthe von u, v, w in den
Ausdruck fiir @ ein, so ergibt sich
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@:ao{ff/Qdedydz+fEd6}
+bo{/f/ngxdydz+fHd6}
iy fff@dedydz—}—/Zdﬁ

J(///QYchxdydz+szd6>

[ f/ gZydxdydz+/Zyd6)
f/ngxdxdydz—}—/Zxdd

l //ngzddedz+szd6
/f oXydadyds - Hyd&)
<f/f9dexdydz—|—fod6>

Nun sind aber die gefundenen Werthe von «, v, w so beschaffen,
dass bei der Verschiebung keine Formverdnderung stattfindet. Die
dusseren Krifte und die auf die Oberfliche wirkenden Zug- und
Druckkrifte miissen sich also in diesem Falle so im Gleich-
gewicht halten, als ob der Korper starr wére. Stellt man dafiir
die Bedingungsgleichungen auf, so ergibt sich, dass in dem eben
gefundenen Ausdrucke fiir @ die Grossen, die resp. mit aq, by, ¢,
a, b, ¢ multiplicirt sind, einzeln — 0 sein miissen. Is driicken
nemlich die mit aq, by, ¢, multiplicirten Grossen die Componenten
der Gesammtkraft aus, die auf den (zum Coordinaten-Anfang
genommenen) Schwerpunkt des starr gedachten Korpers einwirkt,
und die mit a, b, ¢ multiplicirten Grossen sind die Momente der
Drehung resp. um die Axe der z, der y und der 2.

Ist also & = 0, so kann nicht anders Gleichgewicht vorhan-
den sein, als wenn auch ® — 0 wird. Hat aber ® einen von 0
verschiedenen Werth, so kann @ nicht = 0 sein. Denn aus @ =10
wiirde nothwendig wieder ® =— 0 folgen, gegen die Voraussetzung,

Wir gehen zu dem zweiten Falle iiber, dass ® von 0 verschie-
den ist, und betrachten alle Systeme von Grossen u, v, w, die der
Nebenbedingung geniigen, dass @ einen constanten Werth 4 an-
nehme. Unter allen diesen Systemen ist, wie eben bewiesen, keins,
das & = 0 liefern konnte. Wir werden also, wenn wir an der

+ a
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Nebenbedingung @ = A festhalten, — & stets positiv erhalten.
Unter allen den Systemen von Grossen w, v, w, welche der Neben-
bedingung geniigen, ist dann jedenfalls eins («, v, w') vorhanden,
fiir welches die Function — & ihren kleinsten positiven Werth an-
nimmt. Wir erhalten dieses System («/, ¢/, w'), indem wir die erste
Variation von £ gleich Null setzen, dabei jedoch beriicksichtigen,
dass nur solche Variationen & u, 8 v, 8w zuldissig sind, welche mit
der Gleichung ® — A vertriglich sind. Nach Lagrange-wird
die Nebenbedingung sogleich mit beriicksichtigt, indem man
0L+ p@) =0

setzt. u Dbezeichnet dabei eine Constante, die nur von A4 ab-
hingig ist.

Wir haben danach bewiesen, dass unter allen Systemen (u, v, w),
welche ® — A machen, jedenfalls eins (w/, ¢/, w') vorhanden ist,
fiir welches die von 0 verschiedene, positive Function — £ zu
einem Minimum wird. Und dieses System («/, o/, 1) macht die

Variation von & + u® zu Null. Die Bedingungs-Gleichungen
dafiir lauten aber

0X, , 0X, , X, .
52 +—ay~+ 5, TeeX=0

oY, |, 2Y, | Y, _
oz T oy T 5, TreY=0

e Z, 07, 07,

oz —I" 6;"" 07 +{’L92:Oa
eXo+BX, 4+ 71X 4 H=0,
«Y: + Y, +yY, +uH=0,
0z +BZ, + yZ, 4+ uZ = 0.

Hat man das immer vorhandene System (u', ¢/, «') ausfindig
gemacht, das diesen Bedingungen Geniige leistet, so braucht man

’ / ’
v

u w
nur % = o v = = w = m zu setzen, um solche Werthe von

u, v, w zu erlangen, welche die Bedingung o (£ -+ @) erfiillen.

Es bleibt noch zu untersuchen, ob es ausser der gefundenen
Losung noch andere gibt, d. h. ob ausser dem System (u', v', w')
noch ein anderes u”, ¢”, " vorhanden sein kann, fiir welches
ebenfalls

0 — A,
— & = Min.
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Angenommen, dies wire der Fall, so miissten die Werthe

u=u" — o,
v =" — 7,
w=w" —

den Bedingungsgleichungen geniigen

0X, , 06X, , 0X,
ox + oy + 0z =0,

oY, 0Y, 0Y,
ox + o0y + oz O

07, 0 Z, 0Z,
ox + Byy + 0z =0
«X, + Xy + yX. =0,
oY, + ISYy+ yY, =0,
«Zo + B2y + v Z: = 0.
Diese leichungen sind aber dieselben, die sich ergeben wiirden,

wenn man die auf die Masse wirkenden dusseren Krafte und die
auf die Oberfiiche ausgeiibten Zug- und Druckkrifte — 0 setate.

Es miisste also —/ffd’dwdydz = 0 sein, d. h.

W —w=a,+cy—baz
v — v = by 4 az — ¢z,

W' — w = ¢ + bz — ay.
Danach ist (mit Riicksicht auf den Schluss des vorigen §.) die
Losung (u", v", ") keine neue, sondern von der Losung (v, v/, w')
nur um solche Werthe verschieden, fiir welche

Z, =0, y,=2,=0,
yy:O, 2y —= 2, — O,
22:0, xy:yx:()

§. 86.
Transformation der rechtwinkligen Coordinaten.
Wir gehen zu dem besondern Fall iiber, dass der Korper in

Betreff der Elasticitit eine durchaus homogene Constitution besitzt.
Dann darf die Function @ keine Forminderung erleiden, wenn
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man von dem urspriinglichen rechtwinkligen Coordinatensystem zu
irgend einem anderen rechtwinkligen System mit demselben An-
fangspunkt itbergeht.

Die neuen Coordinaten sollen mit «/, 4, 2’ bezeichnet werden.
Zur Transformation der Coordinaten dienen die Gleichungen

z=waz + by +nd
1) y=od + By + nd,
2=o37 + By + 7.
Zwischen den 9 Coefficienten bestehen 22 Relationen, die hier
zundchst ins Gedichtniss gerufen werden sollen.
Bezeichnet r den Abstand eines Punktes vom Anfangspunkte
der Coordinaten, so hat man
r2:x2+y2—f—z‘-’:x’2—{—y’?—{—z’2.
Setzt man hier fiir 2, y, 2 ihre Werthe aus (1) ein, so erhilt man
die folgenden 6 Gleichungen

of o +of =1 o f - op; + o383 =0,
B+ B;+ B =1, Biyy + Bave + Bavs =0,
ntrt+r=1 yiog ~+ y2 0+ pyo = 0.
Von den Gleichungen (1) kann man leicht zu den folgenden
gelangen
2=zt oy~ oz
(2) Y =pz+ By + s
d=px 4 py + Vs 4.
Man erhdlt sie ohne weiteres, indem man an den unter (1)
gegebenen Ausdriicken fiir z, y, # die auf der rechten Seite der
Gleichungen (2) vorgeschriebenen Operationen ausfithrt und die
vorher gefundenen 6 Relationen der Coefficienten beriicksichtigt.
Die Gleichungen (2) sind aber von #hnlicher Form wie die

Gleichungen (1). Es treten also den ersten 6 Relationen die fol-
genden an die Seite:

o + B+l =1, oy g + Bif: + yiy. =0,
«f + B3 + i =1, oy + BBy + 7295 =0,
al + B + v =1, oo~ By B + ys91 = 0.
Mit Hilfe der Substitution (1) geht man von den Coordinaten z, y, 2

zu den neuen Coordinaten z', ¢, 2’ iiber. Die Determinante dieser
Substitution mége mit R bezeichnet werden, also
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B=|o, B 7|
oy By Py
oy By s
Die Substitution (2) fiilhrt von den Coordinaten 2/, ¢/, 2/ zu den

Coordinaten z, y, 2. Die Determinante der Substitution ist eben-
falls R, nemlich

| 0y g 03|
Bi B2 Bs
Y1 P2 Vs

Geht man nun mit Hiilfe der Substitution (1) von den Variabeln
Z, ¥y, & zu ', o, &' iiber und dann mit Hiilfe der Substitution (2)
von z', y', 2 wieder zu z, ¥, #, so ist das Resultat dasselbe, als ob
man direct die Substitution angewandt hitte

z=1.2+0.y+0. ¢z
y=0.2+1.y-4+ 0.2z,
2=0.24+0.y-+1.¢,

und die Determinante dieser Substitution ist = 1, nemlich

1 0 Of
010
0 01

Gelangt man aber durch zwei aufeinander folgende Substitutionen
von einem System von Variabeln zu einem zweiten und von da zu
einem dritten, so ist das Product der beiden Substitutions-Deter-
minanten gleich der Determinante der Substitution, welche direct
von dem ersten System von Variabeln zu dem dritten fihrt. In
unserm Falle gibt das R . R =1, d. h.

R=|e B p|=%1
oy B2 e
o; s v
Dies ist die dreizehnte Relation. Die iibrigen 9 findet man

folgendermaassen. Lost man das System (1) nach 2/, ¢/, 2 auf und
vergleicht das Resultat mit (2), so ergibt sich



234 Funfter Abschnitt. Elasticitat.

1 1 1
“1:__R B: 7’27ﬁ1:E V2 “2’7’1:R Oy ﬁz,
Bs s Vs O3 o B
1 1 1
“2273 Bs 731ﬂ2='R Vs “3172:'R Otg ﬁa,
B n 71 0 oy By
1 1 1
“3=E B 7’1aﬁ3:‘R 71 0‘1a7’3=E o By,
B: 72 Y2 O oy fs

Und dieses sind, wenn man beachtet, dass R — 4 1 ist, die
letzten 9 Relationen.

§. 87.

Koérper von homogener Constitution. Besondere Form
der Function @.

@ ist eine homogene Function zweiten Grades von den sechs
Grossen

ou ov ow
1) Ty = 32’ ) Y: = 57 '5‘5!
ov ow ou
(2) yy—'a'_ys (5) zx—%”—ﬁv
ow cu ov
(3) Ba == 57 (6) xy:ﬁ+%‘

Durch Einfilhrung der neuen Coordinaten wird bewirkt, dass
in dem Ausdrucke fiir @ sechs neue Grossen

ou o ow'

4 A — ! ’v = — —_—

(1) Lo = 2z’ (4) Yz 0z + ayﬂ

) , __ov , , __ow | ouw

(2) ?/y’—-ayn (5) zz'_—axl+azri

ow' ou ov

' ) ___ Y ’ . vy

(3) By = 07’ (6) Ty ayr+axr
auftreten und es wird — da die ersten sechs Gréssen lineir und
homogen durch die letzten sich ausdriicken lassen, — auch der

neue Ausdruck fiir @ eine homogene Function zweiten Grades von
den letzten 6 Grossen sein. Es fragt sich nun, von welcher Form
der urspriingliche Ausdruck von @ sein miisse, damit der neue
Ausdruck in derselben Form wieder erscheine.
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Um diese Frage zu untersuchen, wollen wir zuniichst die posi-
tiven Axen der 2’ und der y' resp. mit den positiven Axen der z
und der y zusammenfallen lassen, dagegen die positive Axe der 2’
mit der negativen Axe der z. Dadurch geht nur zin — 2’ und
w.in — ' iber. Es wird also

’ ’
xz frvaend xz’, yz = — yzr,
’ '
Yy = Yy» 8y = — &y,
2, = Z’zv, .’L'y o) .’I);Ir.

Soll demnach in dem Ausdrucke fiir @ keine Forménderung
vor sich gehen, so darf keine der Gréssen (1), (2), (3), (6) mit (4)
oder mit (5) multiplicirt vorkommen.

Wir legen zweitens die positiven Axen der 2’ und der 2’ resp.
in die positiven Axen der z und der z, dagegen die positive Axe
det 9 in die negative Axe der y. Dann hat man nur in (4) und
(6) die Vorzeichen zu #ndern, um resp. (4') und (6') zu erlangen.
Die iibrigen Grissen bleiben ungedndert. Soll also @ nach Ein-
fiilhrung der neuen Variabeln in derselben Form wieder auftreten
wie vorher, so darf keine der Grossen (1), (2), (3), (5) mit (4) oder
(6) multiplicirt sein.

Es mogen ferner die positiven Axen der %' und der 2’ resp. mit
den positiven Axen der y und der # zusammenfallen, aber die positive
Axe der 2’ mit der negativen Axe der z. Dann bleiben die Grossen
(1), (2), (3), (4) unveriindert, in (5) und (6) hat man die Vorzeichen
zu Andern. Die Function @ dndert in diesem Falle nur unter der
Bedingung ihre Form nicht, dass keine der Grossen (1), (2), (3), (4)
mit (5) oder mit (6) multiplicirt ist.

Fassen wir die gewonnenen drei Bedingungen zusammen, so
zeigt sich, dass in dem Ausdrucke fiir @ nur die Quadrate und die
doppelten Producte der Grossen (1), (2), (3) und die Quadrate der
Grossen (4), (5), (6) vorkommen konnen.

Nun soll weiter die positive Axe der z’' in die positive Axe
der y und umgekehrt die positive Axe der y' in die positive Axe
der x gelegt werden, wihrend die positiven Axen der 2’ und der
z zusammenfallen, Dadurch ergibt sich

' [
Lyt == Yy» Yz == &z,
’ | J—
y!/' == Ty, By == 1,2,
gy = z,, Ty == Xy

Folglich muss in @ das Quadrat von (1) denselben Coefficienten
haben wie das Quadrat von (2), das Quadrat von (4) denselben
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Coefficienten wie das Quadrat von (5) und: das Product von (1)
und (3) denselben Coefficienten wie das Product von (2) und (3).

Entsprechende Bedingungen ergeben sich, wenn man unter
Beibehaltung der z oder der y die beiden anderen Axen vertauscht.
Fasst man auch hier die Bedingungen wieder zusammen, so zeigt
sich, dass iiberhaupt nur drei Coefficienten auftreten, nemlich
der erste gemeinschaftlich fiir die Quadrate von (1), (2), (3), der
zweite gemeinschaftlich fiir die doppelten Producte von je zweien
der Grossen (1), (2), (3) und der dritte gemeinschaftlich fiir die
Quadrate von (4), (5), (6). Danach ist

=4+ G+ (5]
+25 {ZZZHS‘;S%Z—Z%}

+olGt+ay)+Gates) TGt b

wofiir man auch schreiben kann

=32+ 5 59 o0+ (' ()
ot (2 B2 (5 801

Wir haben nun noch das Coordlnatensystem beliebig um den
Anfangspunkt zu drehen. Legen wir die positive #’-Axe in die
positive z-Axe und setzen fest, dass die positiven Axen der z’' und
der z einen Winkel ¢ einschliessen sollen, so ist

¥ =zcosp -+ ysing, w = ucosp + vsing,
Yy =—axsing + ycosp, v = — using -+ vcos g,
2 =gz, w = w,

U = u cosp — v sin @,

© = u sin @ -} v cos p,

w=w'.
Daraus berechnen wir
ou ow N LKA 00 .
(1) 7z aw'COS‘P 8y;+r>sm‘l’0059’+ﬁ3m¢2,
’()v ou
(2) ax,sm«p +< +8x sm(pcosqa—}—a ,cosq),

aw ow
@ 7z =57
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@ 24P = (aw+a>sm+( + 52 eos o,

ow cw'
() ar+az—< o Y eos g — (az,+m)sm¢,

ov 0w
©  Ftae=(Ge+s y) sin2 9 + (55 ,+8x)cos2«p
Man sieht, dass in dem Ausdrucke fur di das Glied
B(oa+5et 55

(et 20ty
B <S—Z>2 in B %)2

ol +5) +Gata))

in \eztay) + Gotas))

Diese Glieder erleiden also keine Formverdnderung. Es bleibt
ausser ihnen noch iibrig

. [/C w\2 ov\? ou , 0v\2
e+ G2 +o G2+ 2
oder, was dasselbe ist:
B (fou 0 v\?
EGra) +E-H)) o+ a)
Nun ist aber weiter
B fouw , oe\? B jou | 0v'\2
7 (s +253) =7 (e +ay)-
und deshalb brauchen wir nur noch zu untersuchen, was aus dem
Beitrage
B rou  0dw\? ou |, 0v\2
@5 toG+a)
wird. Es findet sich

ou o0 ow 0 0
%—é—y (ax—a'-y")0082 < +ax SH’I«2Q),
ou ov o 87)
53+ 55 = (57 — 5y) 2o +(5y + 5z) w29

iibergeht in

ferner das Glied

und das Glied
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Soll also durch die Einfiihrung der neuen Variabeln das Glied
DB ouw  0v\? ou |, 0v\?
(G -5) TG )
keine Formiinderung erleiden, so muss das doppelte Product
B ou 0v'\ fou
— b 9
2( +C> <8x ,>< ,—+—ay)sm @ cos2

0y
herausfallen, d. h. es muss

BI
— 5 +0=0

gesetzt werden. Dann wird in der That
B (fou  0v\? ou , 0v\?
2G5+ G )

iibergehen in

B'(ow  0v\? ouw |, 0

TG -7+ Gy ra))
Wir sehen hieraus, dass bei einer Drehung des Coordinatensystems
um die z-Axe die Function @ keine Formanderung erleidet, wenn

wir setzen

e=s(F+5+5) + {6+ )+ &)
+2B"<az+2';’>+(2’£+ay>+<23‘+“>}

Dieser Ausdruck bleibt aber derselbe, wenn man irgendwie die
Axen vertauscht. Wir hiitten also auch ebenso gut um die Axe
der z oder die Axe der y das Coordinatensystem drehen kdnnen,
ohne dass @ eine Forminderung erlitten hétte. Da man aber
durch drei auf einander folgende Drehungen um je eine Axe von
einem gegebenen rechtwinkligen Coordinatensystem zu einem
beliebigen andern rechtwinkligen System iibergehen kann, so ist
nun bewiesen, dass bei einem solchen Uebergange die Function

? =Bty o2 B st D)
+ §B'(y? + 22 4 )
ihre Form nicht dndert.
Wir konnten dies auch noch nachtriiglich verificiren, indem

wir direct die Gleichungen (1) und (2) des vorigen §. und ihnen
entsprechend die Gleichungen
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u=ou ~+ v + p
0= oyt + P30 + Py,
w=eyu ~+ f3v' 4 3’
in die Rechnung einfithrten und die 22 Relationen zwischen den

9 Coefficienten der Substitution beriicksichtigten.
Es ist noch zu bemerken, dass die Summe

ou , Ov ow
welche von der Lage des Coordinatensystems unabhéingig ist, sich

leicht geometrisch interpretiren ldsst. Geht nemlich z, y, # iiber
in resp. z -+ u, y -+ v, 2 -+ w, so haben wir

on
dx—{—ﬁdx statt d z,
ov

dz—}—g—qjdz statt d #

zu setzen, und wihrend vorher das Volumelement

dzdydz
war, ist es jetzt

dxdydz + g_q_; -+ %—1—; -+ Z—g) dxdydz.

ou ov ow . " .
v -b_y’ 52 unter einander kénnen wir
als unendlich klein von hoherer Ordnung gegen die ersten Potenzen
vernachlissigen. Also reprisentirt

Die Producte der Grossen

ou ov ow
3z Toy 175

die Dilatation der Volumeneinheit, die wir mit § bezeichnen wollen.
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§. 88

Fortsetzung. Die Differentialgleichungen
der Bewegung.

Fiir die Coefficienten B und B’ in dem gefundenen Ausdrucke
fiir @ mogen noch die gebriuchlicheren Bezeichnungen eingefiihrt
werden, nemlich

2B =4,
B = u.
Dann haben wir

@:%aoz+u(x3+ug+z}+ p(y? + 2 + ab),

und daraus kénnen wir leicht nach §. 82 die Componenten der
elastischen Krifte ableiten. Es ergeben sich

normal gegen das Korperelement die Kriifte

Xm:w+2ygﬁ

ov
10—}—2L—
f 0y

Z=10+2u2%;
tangential gegen das Korperelement die Kriifte

ov |, ow
Yz=Zy=u<r+57

ow
Zy= X, =u <6x+82>

Die Differentialgleichungen der Bewegung sind in §. 79 unter

(1) aufgestellt. Es ist leicht, die einfachere Form zu finden, die
sie fiir das hier vorliegende Problem annehmen. Wir erhalten

2 X, ozu 02y
o m"’ Pyt
0X, ozu o
oy oy2+”6yax
0 X, _ 82u o0tw

0z zf+y'i>zi>x
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und daraus durch Addition

0X, , 0X, 0X, _,00 0?2u , 0w , 0w
2z T oy T es *‘55+”<a—ﬁ+a72‘+w

ou ov ow
n °(55 + 53+ 75)
w ox

06 9
=+ y.)a—— ~+ w42 u,
wenn zur Abkiirzung

02y 0'u |, 0u
ow Tag T =

gesetzt wird. Entsprechende Ausdriicke ergeben sich fiir die in
der zweiten und dritten Bewegungsgleichung vorkommenden elasti-
schen Componenten. Demnach haben wir jetzt fiir die Bewegung
die Differentialgleichungen

0%u ) 00
e =eX'+ @A+ W 5= +udu
02v ) 00
o) emm = 0¥ +(7~+!‘)@+M42v,

Pw , 00
03 = eZ +("+M)5—Z+M4’w,

und dazu lauten die Bedingungen fiir die Oberfliche

«X, 4+ X, +vX. + E=0,
(2) «Y,+BY, + Y. +H=0,
wZy+ BZ,+yZ, -+ Z=0.

Zur Vereinfachung der Rechnung lisst sich die Aufgabe de-
componiren, Wir suchen nemlich zunichst die Functionen w', o/,
w' so zu bestimmen, dass sie den partiellen Differentialgleichungen
(1) geniigen, wenn ot = oy =0 ow

! ot? ' ot 'ot?
Hierauf kommt es noch auf die Functionen »”, ", w" an, welche
ebenfalls den partiellen Differentialgleichungen (1) Geniige leisten,
jedoch so, dass darin X' = Y’ = Z' = 0 ist. Dann ist
w=uw -+ u"
o= v _J‘_ 1)”,
w =— wl + w!l

Riemann, Partielle Differentialgleichungen. 16

= 0 gesetzt wird.
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die allgemeine Losung, und diese ist dann noch riicksichtlich der
Oberfliche an die Bedingungen (2) gekniipft.

Wir wollen nun dazu iibergehen, einige einfache Fille zu
behandeln.

IIT. Anwendung der allgemeinen Theorie auf
besondere Fille.

§. 89.

Aufgabe.

Auf die Oberfliche eines Korpers von beliebiger
Gestalt, der von keinen beschleunigendenKriften getrie-
ben wird, soll eine allenthalben gleiche, normal gegen
die Oberfliche gerichtete Druckkraft einwirken.

Wir bezeichnen die Druckkraft, welche auf das Flichen-
element d ¢ ausgeiibt wird, mit Pd¢. Ihre Richtung fillt in die
von aussen nach innen gezogene Normale. Folglich sind die Com-
ponenten

Hdeé = aPd G,
Hde = BPdo,
Zde = yPdoe.

Der Korper bleibt stets seiner urspriinglichen Gestalt dhnlich.
Alle Theile werden proportional zusammengedriickt. Daher konnen
wir setzen

w = — da'z,
v=—d'y,
w= — a'z

Dazu diirfen wir, wie frither (§. 84) bemerkt ist, noch Ausdriicke
von der Form

u=uqay+cy — b

v=="0y +az — cx,

w=c¢ +bxr—ay
hinzufiigen, ohne dass die partiellen Differentiulgleichungen dadurch
beeinflusst werden.  D. h. man kann den Kérper um die Strecken
&, by, ¢, parallel den Axen verschichen und unendlich wenig um
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die Axen drehen, ohne dass dadurch die elastischen Krifte geiin-
dert werden. Das Gleichgewicht kann also in jeder Lage des Kor-
pers stattfinden.

Wir erhalten nun

= — 3d,
X, = — ad' (84 4 2p),
Y,=— (34 + 2u),
Z, = — a' (34 + 2u).

Die tangential gegen ein Korperelement wirkenden Componenten
sind = 0. Es finden also nur normale elastische Krifte statt, und
zwar normal gegen jedes Flichenelement, da das System der Coor-
dinatenaxen beliebig ist. Dies gilt auch fiir die Oberfliche., In
dieser miissen die elastischen Krifte dem Druck das Gleichgewicht
halten. Also ist
P— a3+ 20 =0,
und danach
e -————~——P
T 3i4 24
§ = — 3P
T 31 2u
Der cubische Compressibilititscoefficent ist

3
34+ 24

1
34 2u

und der lineidre

§. 90.

Aufgabe.

Auf die Basis eines Cylinders, dessen Mantel parallel
der z-Axe liegt, soll cine Zugkraft wirken, die fiir die
Fldacheneinheit = Fist.

Dann haben wir

U= — az, v= — at, w = ¢z,
0 =c¢— 2a.
16*
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Hieraus ergibt sich
X, =4(c—2a) — 2pa,
Y,=A4(c— 2a) — 2pa,
Z, = A(c—2a)+ 2pe.
Die tangentialen Componenten sind — 0.
Da keine dusseren Kriifte wirken und nur ein Zug parallel

der z-Axe ausgeiibt wird, so ergibt sich aus den Oberflichen-
Bedingungen

X, =0, Y,=0o
d. h.

20 = —-———cl .
A+

Fiir die Basis des Cylinders falle die von aussen nach innen
gezogene Normale mit der positiven Richtung der z-Axe zusammen.
Dann ist « = 0, = 0, y = 1. Die Zugkraft Fd¢ hat die Rich-
tung der negativen z-Axe, d. h. es ist

Hde =0,
Hdoe = 0,
Zdo —= — Fdo.

Auf das Flachenelement d 6 der Basis wirkt die elastische Kraft

sz6=6(l+2{l/——i—%)d6
3442y
._CHT_W-(ZG.

34 2
P et

A
F <1 —)
-+ &)
34 1 24
Der Elasticitiitscoefficient ist also
A
1 ol
+ B
344 2p

Poisson hat durch besondere Hypothesen iiber die Constitu-
tion der Korper. und iiber das Gesetz der Molecularanziehung

Folglich ist

und daraus findet sich

Cc —
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die Relation 4 = p abgeleitet, die durch die Erfahrung nicht be-
statigt ist.

§. 91.

Aufgabe.

Auf den zur z-Axe parallelen Mantel eines Cylinders
soll eine constante Zugkraft wirken, die fiir das Flachen-
element = Fdo ist.

Die auf dem Flichenelement d 6 des Cylindermantels von
aussen nach innen gezogene Normale steht rechtwinklig auf der
Richtung der z-Axe, folglich ist y — 0. Die Zugkraft fallt in die
nach aussen gezogene Normale, ihre Componenten sind also

Ede = — aFdo,
Hde = — BFdg,
Zdoe = 0.

Wir haben hier zu setzen
U = az, v =ay, w= — ca.
Daraus ergibt sich
0 =2a — q,
X, =124(2a —¢)+ 2pa,
y—=A2a —c¢)+ 2ua,

Z,=A(2a — ¢c) — 2pc.
Die tangentialen Componenten sind = 0. Fiir die Basis haben wir
E=H=2Z=00=pf=0 9 =1, folglich

Z, = 0,

=]

h.
2a i

Cc = _———l + D) u .
Daraus geht hervor

31 2
Xx:YyIQQ‘LTf—%ﬁE

Die beiden ersten Oberflichen-Bedingungen fiir den Mantel

geben dann
Fe 2au(34 4 2p)
A42p
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wonach der Ausdehnungscoefficient
a A4 2p

_ T 2p(84 4 2p)
wird.

§. 92.

Aufgabe.

Wir betrachten den einfachsten Fall der Torsion eines Cy-
linders. Die Axe des Cylinders, in welche die #-Axe des Coor-
dinatensystems gelegt werden mag, soll auch die Axe der Torsion
sein, d. h. alle in ihr gelegenen Punkte sollen unter der Einwir-
kung der Torsionskrifte keine Verschiebung erfahren. Um diese
Axe herum soll eine unendlich kleine Verdrehung stattfinden, die
fiir einen zur Axe rechtwinkligen Querschnitt constant und dem
Abstande dieses Querschnittes von der zy-Ebene proportional
genommen werde.

Demgemiss haben wir zu setzen

U= — 0y
V= @x2
w = 0,

wenn @ die unendlich kleine Drehung bezeichnet, welche in dem
Querschnitte z — 1 stattfindet (Fig. 36).

Fig. 36. Daraus findet sich
Y ou ov ow
-é—x-=0, ;0—y=0, a—;:O,
v 6 =0,
> X, =0 Y,=0, Z =0,
- Y,= 2, = oz,
) Z, = X, = — uoy,

X Xy == Ym = 0.

Die partiellen Differentialgleichungen fiir das Innere sind da-
durch erfiillt. Fiir die Oberfliche haben wir Folgendes zu beachten,
Nehmen wir zunéchst die Mantelfliiche des Cylinders, so steht die
auf irgend einem Element von aussen nach innen errichtete Nor-
male rechtwinklig auf der Richtung der z-Axe, also ist y == 0. Die
Gleichungen (2) des §. 88 ergeben danach
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—aX, — X, —0.X,=0,
—aY, —BY,—0.Y,=0,
=—aZ,—f2Z,—0. Z, —opwy — Buozx.
Soll die letzte Componente der auf die Mantelfliche wirken-
den Kraft ebenfalls — 0 sein, so haben wir fiir « und g die Bedin-
gungsgleichung

[

fc}
H
zZ

oy — fx =20,
oder, wenn in der zy-Ebene Polarcoordinaten » und ¢ eingefiihrt
werden
asinp — Beosp = 0,
d.h. der auf der 2-Axe rechtwinklige Querschnitt muss ein Kreis sein.

Betrachten wir fiir diesen Fall noch die Endflichen des Cy-

linders, also zwei Ebenen
z = &, z2=0.

Fiir die erste dieser beiden Ebenen fillt die ins Innere des
Korpers gezogene Normale mit der Richtung der negativen z-Axe
zusammen, es ist daher « = 0, # = 0, y = — 1. Die Gleichungen
(2) des §. 88 liefern als Componenten der auf die Endfliche wir-
kenden Kraft

H=—pwy,
H — u ez,
Z = 0.

Fiir die zweite Endfliche fillt dagegen die ins Innere des
Korpers gezogene Normale in die Richtung der positiven z-Axe,
d. h.esist « = 0, § = 0, y = 1. Folglich erhalten wir fiir diese

Endflache

= pay,
H= —ypox,
Z= 0.

Daraus ist leicht zu erkennen, dass die beiden Endflichen
durch entgegengesetzt gleiche Kréftepaare in Anspruch genommen
werden,

In einem Querschnitte, dessen Abstand von der zy-Ebene =z
ist, findet eine Verdrehung um den Winkel oz statt. Dabei ist
jedoch zu beachten, dass die ganze Betrachtung unendlich kleine
Verschiebungen voraussetzt. Ist nun die Lénge des Cylinders sehr
gross im Verhiltniss zam Radius des Querschnittes, so konnen die
Verdrehungen eine endliche Grisse erlangen, ohne dass die Tor-
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sion (d. h. die Dilatation und die Compression der einzelnen Mole-
kiile) aufhort unendlich klein zu sein. Dann gelten unsere Glei-
chungen ohne weiteres nicht mehr. Wir konnen aber diesen Fall
auf den hier betrachteten zuriickfilhren, indem wir den Cylinder
durch Querschnitte in solche einzelne Stiicke zerlegen, deren Hohe
zum Radius des Querschnittes in endlichem Verhiltniss steht.

Lamé hat hier eine Liicke.

Man vergleiche iiber dieses Problem den Aufsatz von Kirch-
hoff in Borchardt’s Journal Bd. 56.

§. 93.
Schwingungen einer gespannten Membran.

Wir wenden uns zu der Betrachtung der Schwingungen
einer gespannten Membran von constanter Dicke. Die Mem-
bran ist ein Cylinder von unendlich kleiner Héhe, dessen Mantel
parallel zur 2-Axe ist. Der in halber Hohe durchgelegte Quer-
schnitt soll mit der x y-Ebene zusammenfallen,

Auf den Cylindermantel wirkt eine constante Zugkraft, die fiir
das Flachenelement — Fd¢ ist. Fiir die Ruhelage konnen wir
also auf den §. 91 zuriickgehen und erhalten

X3=F Yi=Z}=0o,
Y, =F, Z)=X?2=0,
7 =0, X)=Yi=0.

Uy = A Z, 'UO:ay, Wy = — €2,
L FGt2w
Tu(3T T 20)’
2al Fi

CTIT 2T eGi 2w

Die Kraft F soll so gross sein, dass bei der Bewegung die
elastischen Kriifte nur unendlich wenig von denen bei der Ruhe-
lage abweichen.

Fiir die Bewegung gelten die partiellen Differentialgleichungen
(1) des § 88 und die Oberflichen-Bedingungen (2). Betrachten
wir nun die beiden freien Oberflichen der Membran, d. h. die End-
flichen des Cylinders, so ist fiir diese 5§ =— H = Z = 0. Fernersind
o, B, y die Cosinus der Winkel, welche die von einem Oberflichen-
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element nach dem Innern der Membran gezogene Normale mit den
Coordinatenaxen einschliesst. Diese Normale steht rechtwinklig
auf jedem Linienelement d s, das durch ihren Fusspunkt geht und
. . . . dz dy dw
in der Oberfliche liegt. Nun sind aber Ts'ds’ ds
der Winkel, welche das Linienelement d s mit den Coordinaten-
richtungen bildet. Wir haben also

odx + fdy + ydw =0,

die Cosinus

ferner
ow ow
dw = 57 dz + 7y dy
und

w4 2 9 =1

Daraus ergibt sich

ow
t 3z

VG Gy

ow
toy

p= :
e

v= $1‘.’ 2.
Vit G+ ()

Hiernach gehen die drei Gleichungen fiir die Oberfliche in
folgende iiber

ow ow _
Xmé—;—}-Xy@——X,-O,

ow ow
Yx%"{"Yyﬁ—K——O,

ow ow _

Wir erhalten also, bis auf unendlich kleine Grossen, die ver-
nachlissigt sind,

ow
X =Fgo
ow
:Y:——-Fg'y“’

Z,— 0.
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Die dritte der Bewegungsgleichungen geht iiber in
0w 02w |, Otw
O ¢ 5w = Fow Tay)
Als Nebenbedingungen des Problems haben wir folgende zu
beachten. Es ist

2) w = 0 in der Umgrenzung der Membran,
3) w=f(z,y) firt=0,
0
(4 .£:¢@w y t=0.
§. 94.

Rechteckige Membran. Knotenlinien.

Es sei speciell die Membran ein Rechteck. Ein Punkt im
Innern sei an die Ungleichungen gekniipft

a>a >0,
b>y>0.

Wir setzen zur Abkiirzung % = ¢2. Dann lautet die Aufgabe:

Eine Losung der partiellen Differentialgleichung

02w 02w |, 0w
M a6 = +o70)
zu finden, welche den Nebenbedingungen geniigt
2) w=20 fir x = 0 und z — q,
» Yy=0 , y=21¥
®) w=f(xy) , t=0,
@ W —Fay » t=0

Als particulire Losung von (1) nehmen wir
W — er%+BY vt
Dadurch wird
02w 0tw 0w
errdi—— o2 w, W = 62 w.
Es muss also zwischen e, 8, y die Relation stattfinden

y? = ¢ (a2 -+ 7).
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Diese Relation ist von dem Vorzeichen der Grissen «, 3, p
unabhingig. Daher ist auch

w=(pe* + ge=*%) (pr e’ + qeFY) (et L )
eine particulire Losung, wenn «2 2, »2 an die eben gefundene
Relation gekniipft sind.

Damit w = 0 werde fiir # — 0, muss ¢ == — p sein. Soll
ferner w — 0 werden fiir £ = a, so hat man
e200 —— 1,
d. h.
__m=m V=1
T a

zu setzen und fiir m eine beliebige ganze Zahl zu nehmen.
Ebenso ergibt sich aus den Bedingungen:

w=20 firy = 0,
w=20 » Yy=2

dass man
h=="
er— 1
p= b

setzen muss und fiir » eine beliebige ganze Zahl zu nehmen hat.
Dadurch erhalten wir

m? n?
y=V=1. cn\/ —+ 75

Y cos catt\/ + b‘”

2
2 sin > 5 smcnt\/m 4+ X

particulare Lbsungen der particllen Differentialgleichung (1), die
den Bedingungen (2) Geniige leisten. Als allgemeine Losung er-

gibt sich daraus
m?  n?
. Ly Ay cOS cnt\/—&—i-!—ﬁ
O w=— ZZsm nry | -
-+ By sinent = —+ 5

Nun sind noch die Bedingungen (3) und (4) zu befriedigen.
Zu dem Ende beachten wir, dass fiir { =0

und es sind

w = sm

S’Wl
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w =ZZA nsin 27 sin n_;c_g

m=1 n=1

m? mex nwy
__.EZ V +b2 . m'nSin——a—S’Vﬂ—b—-

m=1n=1
wird. Ausder Bedingung, dass der erste dieser Ausdriicke = f (z, ),
der andere — F'(z, y) sein muss, ergeben sich dann leicht die
Coefficienten A4,,, und B,,,, indem man nach Fourier die Func-
tionen f(z,y) und F'(z,y) in trigonometrische Doppelreihen ent-
wickelt. Man erhilt

a b
_ 4 . mmh . nmwp
A ,n-——ﬁb/;/ﬂf(lr,y)s’&’ﬂ_a—s’l’ﬂ ledyr,
an

By = - F(l, )sm——sm”"”dad
abcn\/m +b2

Sind die Bedingungen fiir den Anfangszustand so beschaffen,
dass die Reihe (I) nur ein bestimmtes » und ein bestimmtes »
enthalt, so ist

2

m? n?
oVt 5
die Schwingungsdauer.

Unter derselben Voraussetzung konnen Knotenlinien ent-
stehen, d. h. Linien, in denen immer w = 0 ist. Wenn nemlich m
oder n oder beide grosser sind als 1, so ist w = 0 fiir

T =

a 2a (m — 1)a
Sw o wm T m
b 20 (n — 1)b
Y=w o ow T

Die Knotenlinien laufen also den Kanten der Membran parallel
und zerlegen das Rechteck in congruente Bestandtheile.
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§. 95.
Fortsetzung. Quadratische Membran.

Die eben betrachteten Knotenlinien sind die einzigen, wenn
das Verhdltniss a2 : b2 irrational ist. Ist dasselbe aber rational,
so konnen noch andere Knotenlinien auftreten. Der einfachste
Fall ist der des Quadrates, wenn also @ = b ist. Dann liefert ein
Doppelglied der Reihe, worin # und % je einen bestimmten Werth
haben, die Schwingungsdauer

2a 2a

T === == —
cVm: +n2 V'’
wenn Vm2 | n? = V7 gesetzt wird. Dieselbe Schwingungsdauer
kann aber noch von anderen Gliedern herriithren, wenn nur

mt A n? =m0} =i i =

ist. Es entsteht also die Frage, in welchen verschiedenen Weisen
dieselbe Zahl r sich als Summe von zwei Quadraten darstellen lasse.
Um diese Frage beantworten zu konnen, miissen wir an einige Sétze
aus der Zahlentheorie erinnern.

Jede reelle Zahl lisst sich nur auf eine Weise in reelle Prim-
factoren zerlegen. Jede reelle Primzahl von der Form 4n -} 3
ist auch complexe Primzabl, und jede reelle Primzahl von
der Form 4% - 1 ldsst sich in vierfacher Weise in zwei com-
plexe Primfactoren zerlegen, nemlich (+ & + f¢) (+ & — f¢) und
(+ B+ %) (+ B — eez). Die reelle Primzahl 2 enthélt die complexen
Primfactoren: 1 4+ ¢ und 1 — ¢, oder auch — 147 und — 1 —3,
wenn ; = V' —1 gesetzt wird. Fiir unsern Zweck kommt nur
eine Zerlegung in Betracht.

Soll nun die reelle Zahl # iiberhaupt eine Summe von zwei
Quadraten sein,

r = m? + n?
50 kann man sie in Form des Productes darstellen
r=(m -+ ni) (m— ni
und jeden der beiden complexen Factoren in seine Primfactoren
zerlegt denken. Es sei

m—+ni= (o B2) (o, + 1) ...q7 . q% ..
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und %, &y, ... p, p; ... mogen absolute ganze Zahlen bedeuten.
Dann ist

m—ni=(a— Bk (o, — fr)r...qP.q0r...
Darin bezeichnen g, ¢, . . . die reellen Primfactoren von der Form

4n + 3. Man sieht, dass jeder derselben in # nur in gerader Po-
tenz vorkommt, wenn r als Summe von zwei Quadraten sich dar-
stellen lésst.

Die wirkliche Herstellung der complexen Primfactoren von r
geschieht in folgender Weise. Man zerlegt » in seine reellen Prim-
factoren und erhilt dadurch die Gleichung

r= (ot B (a2 AR P g
In diesem Product sind a2 - 2, «? -+ B2, . . . Primfactoren, die
nicht unter die Form 4» -} 3 fallen, dagegen ¢, ¢, . . . Primfac-
toren von der Form 4% - 3. Die ersteren sind leicht in ihre
complexen Primfactoren zerlegt, so dass wir dann in dem Producte

r = (a4 Bi)(o — Bo)e(ay 4 Bri)a (o — Bri)a... g2 . pin,
jeden einzelnen Factor kennen.

Hierauf bilden wir ein Product, worin Zmal der zweideutige
Factor (x4 B1), kymal der zweideutige Factor («;, + 8, %), k,mal der
zweideutige Factor (a; + f,¢) u. s. f. vorkommt, und stellen aus
diesem vieldeutigen Ausdrucke der Reihe nach alle Werthe her,
die derselbe annehmen kann, d. h. wir disponiren in jedem ein-
zelnen Factor iiber die Vorzeichen der Gréssen 8, so dass alle
Vorzeichen -Zusammenstellungen erschopft werden. Dies gibt
(k4 1) (b, + 1) (ks -+ 1) ... verschiedene Producte. Jedes ein-
zelne derselben multipliciren wir mit ¢» . ¢# . . . und bezeichnen
die Resultate der Reihe nach mit m — nd, m; + n; 4, my +nq4. ..
Durch Multiplication von je einer Zahl aus dieser Reihe mit
der ihr conjugirten complexen Zahl ergeben sich dann die Sum-
men von je zwei Quadraten, von denen jede =— r ist. Aus die-
sen Ausdriicken wihlen wir die unter einander verschiedenen aus
und stellen jeder Summe m? 4 »? die entsprechende n2 -} m? an
die Seite.
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Als Beispiel nehmen wir r = 65 = 5 . 13. Es ist
5=21 1 12 = (1 4 24) 1 — 2i),
13 = 32 -+ 22 = (3 4+ 24) (3 — 21i),
also r = 65 = (1 4 24) (1 — 24) (3 + 24) (3 — 24)
m +ni=(1-4+2¢)B+ 29 =—1484, m? 4 n?= 12|82
m = 1+2)B —29)= T44i ml+ ni="72442
my + ngt = (1 —20)(8+ 29) = T—4¢ m} 4 nj="72442
my ++ n3t = (1 —24)(3 — 24) =—1—84, m?  nl=12-}82
Nachdem wir so die Aufgabe erledigt haben, die Zahl r in
jeder moglichen Weise als Summe von zwei Quadraten darzustellen,
wenden wir uns wieder zu der Betrachtung der quadratformigen
Membran und wollen nun die einfachsten Fille durchnehmen.

Erstens. Esseir = 2. Dannist m = 1, n = 1. Wir er-
halten

7
w = sin _sc sin =Y q) ().

Die Knotenlinien ergeben sich aus der Gleichung
Fig. 37.
e sin =2 sin 2¥ = 0.
a a
Sie fallen mit der Begrenzung zusammen
(Fig. 37).
Zweitens. Es sel r = 5, also
m =1 n =2
m = 2 n = 1.

w = (A3 coskt + By sinkt) sin _xsm,‘Zny

~+ (4q coskt + By, sinkt) sin zx sin ’.';_51.

Dabei ist t — fait V5 zu setzen. Soll w — 0 werden konnen, un-
abhéngig von ¢, so muss die Function die Form haben

ny)

@

Die Klammer ist =— 0 zu setzen, wenn man die Gleichung der
Knotenlinien haben will. Wir bringen dieselbe in die I'orm

sin

w == w(t){asin%fsin—QZ—y—l—esinhx

. T . ® nx
2 sen — sin l(bcos il -+ ecos —~) = 0.
a a a “w
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Wenn einer der vor der Klammer stehenden Sinus zu Null wird,
s0 erhalten wir Knotenlinien, die mit der Begrenzung zusammen-
fallen. Im Innern liegt eine einzige Knotenlinie, deren Gleichung

Ty nL
0 cos == €008 — =
a + a

0

ist. In dem besonderen Falle, dass ¢ = 0 ist, wird y = % Fiir

6—._—0wirdx=g-- Fir @ = — ¢ ergibt

sich y = z, und fiir

0 = e erhalten wir y — @ — z. Diese vier verschiedenen Formen

der Knotenlinien sind in Fig. 38 dargestelit.
Fig. 38.

e=0 a=0

d=—¢
Drittens. Es sei r = 8 = 22 - 22,
Knotenlinien wird
sim iz sin iny =0,
a @
wofiir man auch schreiben kann

. AT . T T 4
S — sin —i/ €08 — €08 -—3
a a a a

d=e

Die Gleichung der

= 0.

Fig. 39. Fiir die inneren Knotenlinien haben wir

Darin sind zwei Linien

(Fig. 39)

a
x=§’

T
€0s — €08
a a

ﬂ:O.

ausgedriickt, nemlich

<
I
ol e
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Viertens. s sei » = 10 = 32 4+ 12 = 12 -+ 32 Wenn

Knotenlinien vorhanden sein sollen, so muss w von der Form sein

T 772 wr . my
w= g (t) {0 sin — sin J—i—cszn ~ " sinZY)
(12

af
Die Klammer, gleich Null gesetzt, gibt die Gleichung der Knoten-
linien. Diese Gleichung bringen wir in die Form

2 A\ 2
sin “Zsin”Y {6(4 (cosny> — 1>—{—e<4 (cos ’f_?f> — 1>} =0,
a a [44 v

Schliessen wir die Knotenlinien, die in die Begrenzung fallen,
aus, so bleibt noch

a<4(ws >_l>+e( (cosff>2—1>:0.

Diese Gleichung vereinfacht sich fiir besondere Fille. Fiir

2 N, . .
e = 0 erhalten wir y = g-, Y = —L)?- Fiir & — 0 ergiebt sich
r = %, i ?g Tir o =— e wird cos ﬂ = 4 cos %—, d. h.

Yy =2y =0 — x Fir o= ¢ haben wir (cos —) (ros ——>

:—;—- Diese vier Fille finden sich in Fig. 40 dargestellt.

Fig. 40,
e=0 & d=0

O

d=—c d=e
Im allgemeinen stimmen die durch Versuche gewonnenen

Resultate mit der Theorie iiberein. Abweichungen bei hoheren
Riemann., Partielle Differentialgleichungon. 17
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Tonen erkliren sich aus der ungleichméssigen Spannung und Dich-
tigkeit der Membran.,

Betrachten wir eine rechteckige Membran, bei der a?: b2
rational ist, also

e e
a4 == —= b= —.
Vo' VB
Ein Doppelglied der Reihe, fiir welches m und » je einen be-
stimmten Werth haben, gibt eine Schwingungsdauer
T = ———?—# = —2—.6_ .
Von? + pmz Vr
Die Frage, ob mehrere Doppelglieder auf dieselbe Schwingungs-

dauer fithren, kommt darauf hinaus, zu untersuchen, wie sich auf
alle mogliche Weise

r = an? -} ffm?
setzen lasse, wenn o und 8 gegeben sind.

§. 96.

Kreisformige Membran.

Wir gehen zu der Untersuchung einer kreisformigen Mem-
bran iiber und legen den Anfangspunkt der Coordinaten in den
Mittelpunkt des Kreises. Zundchst sollen Polarcoordinaten ein-
gefithrt werden

X == ¥ oS @,
Y = rsing.
Um die partielle Differentialgleichung
02w o?w |, 02w
5= (5ot o)
so umzuformen, dass statt z und y die unabhingigen Variabeln 7
und ¢ auftreten, setzen wir

¢+ yi=45

x_yizgla

also x = %(g 4+ )und y = — %(g — ).
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Dann findet sich

6_@9__1(@_11_)_ Low
PACE: ‘é?;)’

1 (@, o)
0808 4 \0x2 T 0y?

§ =r(cosp + isingp) = re¥,
= re%.
Daraus ergibt sich, wenn wir natiirliche Logarithmen nehmen:
log§ = logr -+ @4,
log &' = logr — @1.

Nun ist ferner

Folglich haben wir
ow 1 ow 1/ ow .Ow
éfzfmzﬁ(?w* ' a7p>
02w 1 o*w 1 < o%w +02w)
otot §§'8loq§’élog§’ 48\ ologr?
Hiernach ist
o%w , 0*w 02w 02w
8x2+6ﬁ r2<alogrz+6q)>
und die partielle Differentialgleichung geht dadurch iiber in

02w 02w 01 w
(1) W“ﬂ(blogr +
Die Nebenbedingungen lauten
(2) w=—20 fir r = a,
(3) w ’-f ("3 ‘P) w b= 0,
ow
(4) %—F(W‘, ®) 5 t=0.

Um die partielle Differentialgleichung zu losen, setzen wir
w = T.R.® und betrachten 7 als Function von ¢ allein, R als
Function von » allein, @ als Function von ¢ allein. Dadurch zer-
fillt die partielle Differentialgleichung in drei gewdhnliche Diffe-
rentialgleichungen, nemlich

a:T
@ = TwI=0
dxd
(II) m + 1}'1@ = 0,
d*R
111) dlogrt — v R —I-— pﬂR 0.

17*
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Dass dies richtig ist, erkennt man leicht. Man braucht nur die
erste Gleichung mit — 72 R @: ¢?, die zweite mit B 7, die dritte mit
T @ zu multipliciren und die Resultate zu addiren, so kommt die
partielle Differentialgleichung (1) wieder zum Vorschein, wenn man
beriicksichtigt, dass w = T. R.® gesetzt ist.
Als particulire Integrale der ersten beiden Differential-
gleichungen erhalten wir
T=cosut und T = sinut,
D =cosvyp , D=sinve.
Folglich werden
w == Reosutcosv @,
w = Rcosutsinv g,
w = Rsinutcosv o,
w = Rsinutsinve
particulire Losungen der partiellen Differentialgleichung sein,
wenn R an die Differentialgleichung (III) gebunden ist. Damit
fir ¢ =— 0 und ¢ = 2z die Function w denselben Werth erhalte,
muss v eine ganze Zahl sein.
In die Differentialgleichung (III) filhren wir eine neue Va-
riable ein

S:ET.

Dadurch geht die Gleichung iiber in

d:R
* U AT e —
(I11%) oy s (v? — s?) R=0.
Ein particuldres Integral werde mit
0]

bezeichnet und nach Potenzen von s mit unhestimmten Coefficienten
entwickelt. Also
R = Zans",

d*R
— 2 gh
dlog s? s
Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, so ergibt sich
}:a”(n2 — v)s" —}—Za,. st =0,

oder

Z {a,, (n2 — v2) 4+ a,,_g} s* = 0.
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Soll die Summirung bei # =— m anfangen, so ist am— == 0,
folglich muss auch

sein, d. h,

m == i’l/.
Der Werth m = — v ist hier nicht zuldssig, weil R nicht o
werden darf fiir r = 0. Es bleibt also nur das particulére Integral

£ = Sa,s

brauchbar. Die Differentialgleichung gibt danach

w

ST an (12 = v?) + ayfs" =0,

nw=v+2

und sie ist erfiillt, wenn wir fiir jedes # den Coefficienten von s»
fiir sich = O setzen. Dies gibt

an (0 — v) (0 4+ v) = — ty_s.

Danach konnen wir auch schreiben

fr(8) =as + ottt -
@
:z Cm SV+2M1’

m=0
Cm-2m.2(w + m) + cu—1 = 0.
Die letzte Gleichung, welche den Zusammenhang der Coeffi-
cienten gibt, wollen wir noch auf beiden Seiten mit
(— 4. (v +m — 1)l (m — 1)!
multipliciren. Dadurch ergibt sich
(—d.ep.m!(v+m) = (— 4 1m — DI (v + m — 1)! emy,
und wenn wir diese Gleichung wiederholt ansetzen fiirm=—1,2,3...,
so erhalten wir durch Addition

tn (v + m)! m! (— " = ¢y.v!

¢ ist willkiirlich, wir nehmen also ¢, = mh Dann ist

sv+2m

re\ __ <
1 T) =f =3 (—a)" (v + m)! m!

m=0

Diese Function ist fiir R in die particuliren Losungen
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w = Rcosptcosvop,
w— Reosutsinv g,
w = Rsinutcosv g,
w= Rsinutsinve

einzusetzen. Wir wenden uns nun zu der Nebenbedingung (2).
Sie ist erfillt, wenn
ap\ _
£ (%) =0

. ap .
ist, oder — was dasselbe sagt — wenn _cﬁ eine Wurzel der trans-

scendenten Gleichung
S (8)=0
ist. Dass diese Gleichung unendlich viele reelle und keine imagi-
ndren Wurzeln hat, soll demn#ichst bewiesen werden. Da in f, (s)
sich s* als Factor absondern lédsst und der andere Factor eine Func-
tion von s? ist, so entspricht jeder positiven Wurzel eine ebenso
grosse negative. Ist » von 0 verschieden, so gehort auch s = 0
zu den Wurzeln der Gleichung. Fiir unsern Zweck kommen in-
dessen nur die positiven Wurzeln in Betracht. Wir hezeichnen sie
der Reihe nach mit
Sy1y vy SuBs + + + Spm . -

und haben daher allgemein
%
u = oo

Die allgemeine Losung der partiellen Differentialgleichung ist
hiernach

A, cos (% Sy t) CosSV @

© o - ~+ B, cos (6% Sum t) Sinv @
@) w=3>1(% sm>

v=0n=1 ' + C,.sin (asmt> cosv @

—+ D,,sin (% Sun t) Siny @

Die Coefficienten bestimmen sich aus den Anfangsbedingun-
gen (3) und (4). Wir haben danach zu setzen
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f(rp)= ZZf ( ,,,,) { dcosvo + B, sinv«p}

v=0n=1

F(,r7 q)) = 22 E SV’”fv(% Svn) [Cvn cos v @ + .Dyn sinv (p}

v=0n=1
und diese Entwicklungen zu vergleichen mit den nach Fourier
hergestellten Reihen

flryp) :i(A,, cosv ¢ -+ B, sinv ¢),

vee(

F(r o) :Z(CV cosvep + D, sinv @).

v=0

Dies gibt zunéchst

4, ——EAM o (55,
B, ——ZBW,f( svy.),

Tt"—l

C, —z Cm~sm f( sm),

n=l1

¢ r
D, = E D= Sun. — Sym ).
v i v a vn fv @ vn

Hier sind nun allerdings die linken Seiten bekannt, wihrend
rechts in jeder Gleichung die unendlich vielen Coefficienten unbe-
kannt sind. Dennoch kann man diese simmtlichen Unbekannten aus
den Gleichungen bestimmen. Dazu ist der schon von Lagrange
vorgezeichnete Weg einzuschlagen, und zwar in derselben Weise

wie in §. 73. Es findet sich
dr = f Ar.f, <£ sm) dr,
y «

«
2

Aum r [fv (IE 3ym>
dr :A/’By"' fl' (Z Svm) d?”,
a

2

BV?”

l

; J
RACS!
b Co / b (2o)
o)

2 o

|
}-dr — / Dr.f,

- sl‘m Dmn
"

'SWN
; it
0
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Die Richtigkeit dieser Ausdriicke ist bewiesen, sobald gezeigt
ist, dass fir n 2 m

f7f< s,,,,,)f <§s,,,,>dr =0

sein muss. Wir bezeichnen der Kiirze wegen f, (2 svm) mit B und
Iy <% sm> mit R. Dabei muss bemerkt werden, dass zu R der

Werth der Constanten p = %sym, zu R' dagegen p' — %sm gehort.

Beachten wir nun die Differentialgleichung (III), so konnen wir
schreiben

& /7?RR' -'_-—v?fRR'——— 'dcliolfzdlogr

12

« ,
e & RR’———/R PE dtogr.
(4

0

und

Diese Gleichungen gelten fir v > 0 und unter derselben
Voraussetzung sind die Integrale vollig bestimmt und endlich. Fiir
v = 0 erhiilt man dagegen aus der Differentialgleichung (III)

d?

4 —_— /
- mRR /Rdlo ;dlogr,
0

W [rpR? f
=) RR R ——— dl dloqr,
0
und es sind auch die hier auftretenden Integrale vollig bestimmt
und endlich.
Durch Integration nach Theilen findet sich

R ‘AR dl .
_/ dlogr? dlogrr”q/r g
=0
Das vom Integralzcichen trexe Ghed fallt weg, da.
ar o, AT

dlogr " dr
zu 0 wird sowohl fiir » — 0 als fiir r = «. Im ersten Falle, weil
r = 0 ist, im andern, weil fiir + = a die Function R = 0 ist.
Ebenso haben wir aber
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~. d2R "dR dR
_/R dlogr?dlo‘w_ dlogrdlogrdr’
r=0 r=0

und folglich ist allgemein (fiir » > 0 und fiir » = 0)

dr

2 u'? a
Kot fanr iy,

4
=0

2 oyl
Da aberLﬂ—“verschieden von 0 ist, so kann die letzte

Gleichung nur bestehen, wenn
o

f rRE dr =0

0
ist, und dieses war zu beweisen.

Es kann vorkommen, dass in (IV) alle Coefficienten den Werth

0 annehmen, ausser fiir ein bestimmtes » und ein bestimmtes #.
In diesem besondern Falle ist 4« eine periodische Function von t.
Die Schwingungsdauer ist

2 a
CSvm

Dann wird w unter Umstinden zu O fiir jedes £, d. h. es sind
Knotenlinien vorhanden. Dies ist zun#dchst der Fall fiir

s
r="22g,
Sun

......

Die letzte dieser Linien ist die Umgrenzung der Membran, die
iibrigen sind concentrische Kreise.
Es treten aber noch andere Knotenlinien auf, wenn
4 _C
B~ D
Denn unter dieser Voraussetzung ldsst sich « in die Form
bringen
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w=@ (&).(pcosve + q sinv tp)fv('g 9)

@ () = pcos %smt + qsz’n%smt.
Wirkonnen einen Hiilfswinkel ¢ einfithren durch die Gleichung
b
)1
Dann wird in dem Ausdrucke fiir w der Factor
peosve + g sinve =0

tgvy = —

fiir
Qo =1,
T
‘P:‘[’+17’
27
‘P=¢+Tv

¢:¢+M.

v
Dies gibt also radiale Knotenlinien.

§. 97.

Fortsetzung. Die transscendente Gleichung

Es bleibt noch die transscendente Gleichung

M Ji(e)=0

zu discutiren. Die Function

1 2\
. S -4_8
@ y=fy(s>=2ngm+—>7)!s”

m=0
ist, wie schon bewiesen, ein Integral der Differentialgleichung
d?y

(3) Tog s + (st — )y =0
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Es sel zundchst v von O verschieden. Wir nehmen logs zur
Abscisse, y zur Ordinate einer ebenen Curve (Fig. 41), deren Ver-

Fig. 41.

lauf zu untersuchen ist. Jeder Stelle, an welcher die Curve die
Abscissenaxe schneidet, entspricht eine positive reelle Wurzel der
transscendenten Gleichung. Zunéchst ist zu beachten, dass
dy a2y
y’dlogs und dlogs?

endlich sind fiir jedes endliche s, weil die Reihen, durch welche
diese Functionen dargestellt werden, fiir jedes endliche s con-
vergiren.

dy _
"dlogs T
Die Curve hat also die negative Abscissenaxe zur Asymptote. Lassen
wir dann logs von — « an die Zahlenreihe in der Richtung nach
-+ o hin durchlaufen, so nimmt s von 0 an wachsend alle positiven
Werthe an. So lange nun s <C v ist, hat vermoge der Gleichung

Nehmen wir logs = — o, s0ist s =0, y = 0

2
(3) %g%é dasselbe Vorzeichen wie y. Fiir sehr kleine positive s

héngt aber das Vorzeichen der Function y von dem ersten Gliede
ab, ist also positiv, und die Curve liegt zuniichst oberhalb der

dy

Abscissenaxe. Die Ordinaten wachsen, weil
dlogs

anfangs =— 0 und

2

d?oy > positiv ist. So lange v positiv bleibt, d. h. so lange

dy

dlogs?

s < v ist, kehrt die Curve der Absclssenaxe ihre convexe Seite zu.
2

An der Stelle s = v sind y und __§ noch positiv, de;—— =0.

d;l gJ fortwithrend entgegengesetzte Zei-

chen. Nach Ueberschreitung der Stelle s = » ist demnach

Fiir s > » haben y und

dy
dlog s?
zuniichst negativ, die Curve liegt concav gegen die Abscissenaxe
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und hat daher bei s =— v einen Inflexionspunkt. Von da an nimmt
_dy
dlogs
Werth 0. Bis dahin haben die positiven Ordinaten noch immer
zugenommen, an dieser Stelle selbst liegt das erste Maximum der

stetlg ab und erreicht also an einer bestimmten Stelle den

Curve. Nun wird auch %{fq? negativ, die Ordinaten nehmen stetig

ab, und wir erreichen eine Stelle, wo y = 0 wird, die Curve dem-

nach (da

d(li?;s <C 0 bleibt) aus dem Positiven ins Negative iiber-

geht. Zugleich ist zu bemerken, dass fiir s > » stets m1t Y

d2y
dlog
zu Null wird, d. h. dass bei jedem Durchgange der Curve durch
die Abscissenaxe Inflexion stattfindet.

Die Curve liegt nun zunfichst unterhalb der Abscissenaxe

und entfernt sich vorldufig von ihr, da d(liy < 0 ist. Der ab-
solute Werth von d?ois nimmt aber fortwihrend ab, da der zweite

Differentialquotient positiv ist. Es muss also an einer bestimmten
Stelle dlo?; durch 0 hindurchgehen und positiv werden. Hier hat
die Curve ihre grosste Entfernung unterhalb der Abscissenaxe. Die
2
absoluten Werthe der Ordinaten nehmen von da an ab, weil ————d?ogy >
S
dy
dlogs
Die Curve néhert sich der Abscissenaxe wieder und durchschneidet
sie an einer gewissen Stelle zum zweiten Male. Von da an wird y
d“’y dy
, oll negatlv, dlog s
stetig abnehmenden Werthen. Daraus erkennt man, dass die Curve
auf der positiven Seite sich zuniichst von der Abscissenaxe ent-
fernt und dass ihre Ordinate ein Maximum erreicht, sobald das

positiv bleibt und daher wachsende positive Werthe annimmt.

positiv bleibt vorldufig positiv, aber mit

abnehmende d?o?)sbei dem Werthe 0 angelangt ist. Von da an
wird d?ys negativ, die Ordinaten nehmen also stetig ab, und die

Curve trifft an einer bestimmten Stelle die Abscissenaxe aufs Neue.
Man sieht leicht, dass der Lauf vom ersten bis zum dritten
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Schnittpunkte sich unaufhorlich wiederholt. Stets wird von einer
Durchgangsstelle an die Curve zunfichst sich von der Abscissen-
axe entfernen, eine grosste Entfernung erreichen, von da an sich
der Axe wieder ndhern bis zu einem neuen Schnittpunkte. Damit
ist bewiesen, dass die Gleichung

fi(s)=0
unendlich viele reelle Wurzeln hat.

Fir v = 0 sind dieselben Betrachtungen anzustellen und
fithren, abgesehen von dem Ausgangspunkte, zu denselben Resul-
taten. Fiir s = 0, also logs = — o ist y = ¢y, also positiv.
Die negative Abscissenaxe ist nicht Asymptote und die Curve ver-
lduft von Anfang an concav gegen die Abscissenaxe.

Setzen wir s = s'¢, so geht die Gleichung (2) iiber in

1 ,2m
., (i)

(2% y=z".f(sz):s"gmmw
und die Gleichung (3) in

ary’ ’ r—
(3%) Tlogs® — (s?+ vy =0.

In (2*) besteht die Summe aus lauter positiven Gliedern, sie
kann also nie den Werth 0 annehmen. Der Factor s kann — 0
werden, wenn v > 0, jedoch nur fiir s = 0. Es gibt also keine
rein imagindre Wurzel der Gleichung (1). Dasselbe geht aus der
Gleichung (3*) hervor, denn diese zeigt, dass die Curve stets con-
vex zur Abscissenaxe liegt, ihre Ordinaten wachsen mit wachsen-
dem ¢, sie kann also fiir positive Werthe von s’ die Abscissenaxe
nicht schneiden.

Auch complexe Wurzeln kann die Gleichung (1) nicht haben.
Denn angenommen, es sei « -+ B¢ eine Wurzel, so miisste auch
o — B4 eine Wurzel sein. Setzen wir dann

r .
£ (3(«+89) = &
r . )
f(5a—p9)=E,
so sind B und R' conjugirte complexe Grossen. Zu R gehort

@ = -2 (e 4 B%), zu R' dagegen p' = % (e — B2).
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Nun lidsst sich wie im vorigen § nachweisen, dass

a

/rRR’dr =0

0
sein miisste. Dies ist aber unméglich, da R R’ gleich der Summe
von zwei Quadraten ist, die nicht fortwidhrend =— 0 sind, wenn r
das Intervall von 0 bis @ durchlduft. Folglich ist die Annahme,
es konnte & -+ B¢ eine Wurzel der Gleichung (1) sein, nicht
zuléssig.

Anmerkung. Die Untersuchungen von Poisson iiber Elasticitit finden
sich in drei Abhandlungen:

Mémoire sur l'équilibre et le mouvement des corps élastiques. (Mém. de
I’'Académie, T. 8. Paris 1829.)

Mémoire sur les équations générales de l'équilibre et du mouvement des
corps solides élastiques et des fluides, (Journal de I'Ecole polytechnique.
Cahier 20. Paris 1831.)

Mémoire sur l'équilibre et le mouvement des corps cristallisés. (Mémoires
de I'Académie, T. 18. Paris 1842.)

Ferner sind zu beachten die betreffenden Abschnitte in dem Traité de
Mécanique.

Die Torsion ist von De Saint- Venant behandelt in zwei Aufsitzen (Mé-
moires des savants étrangers, T. 14. Liouville, Journal. Série 2. T. 1).

Endlich sind noch die Lehrbiicher von Lamé, Clebsch und Beer zu
nennen (Lamé: Legons sur la théorie mathématique de l'élasticité des corps
solides. Paris 1852, — Clebsch: Theorie der Elasticitiit fester Korper. Leip-
zig 1862. Beer: Einleitung in die mathematische Theorie der Elasticitdat
und Capillavitat. Leipzig 1869).



Sechster Abschnitt.

Bewegung der Fliussigkeiten.

I. Allgemeine Gleichungen der Bewegung.

8 98.

Princip der Hydrodynamik. Précisirung der Aufgabe.

Wir werden uns jetzt noch beschéftigen mit der Bewegung der
compressibeln und der incompressibeln Fliissigkeiten. Zunédchst
miissen wir die Grundgleichungen aus den Principen der Hydro-
dynamik ableiten. Das Princip der Hydrostatik ist, dass der
Druck in einer Fliissigkeit von allen Seiten derselbe ist.
Fiir das Gleichgewicht ist dieses Gesetz experimentell bewiesen.
Ob es auch noch bei der Bewegung stattfinde, weiss man nicht,
setzt es aber auch da voraus.

Das Maass des Druckes wird auch hier bezogen auf die Einheit
der Fliche. Denken wir uns also in der Fliissigkeit ein unendlich
kleines Raumelement, etwa ein unendlich kleines rechtwinkliges
Parallelepipedon. Die an ein Oberflichenelement angrenzende
Fliissigkeit iibt rechtwinklig gegen dieses Oberfliichenelement eine
gewisse Kraft auf das mit Fliissigkeit erfiillte Parallelepipedon aus.
Zerlegen wir nun die Flicheneinheit in Elemente, die simmtlich
dem eben betrachteten Oberflichenelement gleich sind und lassen
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rechtwinklig gegen jedes Element die eben erwihnte Kraft ein-
wirken, so nennen wir die gesammte Kraft, welche auf die Flachen-
einheit ausgeiibt wird, den Druck. Oder mit anderen Worten:
man erhilt den Druck auf ein Flichenelement, indem man die
ausgeiibte bewegende Kraft durch den Fldcheninhalt des Elemen-
tes dividirt.

Man kann sich nun entweder die Aufgabe stellen, jedes Theil-
chen der Fliissigkeit im Laufe der Zeit zu verfolgen, oder (im
Gegentheil) die Bewegung zu untersuchen, welche an irgend einem
Punkte der Zeit nach vor sich geht. Im ersten Falle fragt man
nach der Bewegung und der Dichtigkeit eines einzelnen Theilchens
zu irgend einer Zeit, im andern Falle nach dem Zustande, welcher
in Beziehung auf Bewegung und Dichtigkeit zu irgend einer Zeit
an einem Orte stattfindet. Wir wollen den zweiten Weg ein-
schlagen.

Es werde alles auf rechtwinklige Coordinaten bezogen. Als
Unbekannte sollen angesehen werden: die Dichtigkeit ¢ an irgend
einer bestimmten Stelle und zu irgend einer bestimmten Zeit, d. h,
als Function von #, ¥, #, t; dann ferner die Richtung der Bewegung
und die Geschwindigkeit an irgend einer Stelle zu irgend einer
Zeit, d. h. die drei Componenten der Geschwindigkeit u, v, w, eben-
falls als Functionen von z, ¢, #, ¢{. Bei den incompressibeln Fliissig-
keiten vereinfacht sich die Frage, insofern die Dichtigkeit ¢ con-
stant ist.

§. 99.

Geometrische Relation zwischen g, u, v, w.

Zunichst findet rein geometrisch eine Relation zwischen g, u,
v, w statt. Wir nehmen irgend ein Flichenelement und suchen
zu bestimmen, wie viel Fliissigkeit durch dasselbe in einem Zeit-
element hindurchgeht, also ganz #hnlich wie bei der Bewegung der
Wirme. Wir wollen zunéchst voraussetzen, dass die ganze fliissige
Masse sich mit derselben Geschwindigkeit in derselben Richtung
bewege. Das Flichenstiick liege rechtwinklig zur Axe der 2. Wir
machen es (Fig. 42) zur Grundfliche eines Cylinders, dessen Axe
parallel mit der Richtung der Bewegung sein soll. Die zur Grund-
fliche parallele Gegenfliche liege im Abstande % von derselben,
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und zwar soll die Hohe % des Cylinders so gewihlt werden, dass
die Endflichen auf der Axe die Léinge des Weges s abschneiden,
welchen jedes Fliissigkeitstheilchen in der Zeit § durchliuft.
Dann ist » die Projection von s auf der z-Axe. Bezeichnen wir
mit @ die Geschwindigkeit der Fliissigkeitstheilchen und mit «
die Componente derselben parallel der z-Axe, so ergeben sich die
beiden Gleichungen

w __h
° 5
o=1
0 )
und daraus folgt
h = ub.

Die Fliissigkeitsmenge, welche in der Zeit § durch die Grund-
fliche z des Cylinders hindurchgegangen ist, fiillt den Cylinder
gerade vollstindig aus. Denn die Flissigkeitstheilchen, welche

Fig. 42.

anfangs in der Grundfliche sich befanden, sind nach der Zeit 6§
gerade in der parallelen Gegenfliche angekommen. Wir finden
also diese in der Zeit 6 hindurchgegangene Fliissigkeitsmenge, in-
dem wir den Inhalt des Cylinders y % mit der Dichtigkeit ¢ der
Fliissigkeit multipliciren. Benutzen wir aber die eben gefundene
Gleichung fiir h, so zeigt sich, dass

uytbe
die Fliissigkeitsmenge ist, welche in der Zeit § durch das zur 2-Axe
rechtwinklige Fldchenelement y hindurchgegangen ist. D. h. man
hat den Inhalt des Flichenelementes mit der Zeit und der Dichtig-
keit zu multipliciren und mit der auf dem Fléichenelement recht-

winkligen Componente der Geschwindigkeit.
Riemann. Partielle Differentialgleichungen. 18
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Nehmen wir jetzt ein rechtwinkliges Parallelepipedon (Fig. 43),
dessen Kanten dz, dy, dz den Coordinatenaxen parallel laufen,
und fragen nach der Fliissigkeitsmenge, welche sich in der Zeit dt

Fig. 43.

durch die sechs Begrenzungsflichen hindurchbewegt. Daraus ldsst
sich dann der Zuwachs an Fliissigkeitsmenge berechnen, den das
Innere des Parallelepipedon in der Zeit dt erfihrt. Rechtwinklig
zur z-Axe liegen zwei Flichen, jede vom Inhalte dyds. Die erste
geht durch den Punkt z, y, #, die andere durch den Punkt z 4 dz,
y, 2. Durch die erste stromt in der Zeit d¢ die Fliissigkeitsmenge

oudydzdil

und zwar in der Richtung von aussen nach innen. Durch die
andere stromt in der Zeit d¢ die Fliissigkeitsmenge

(Qu 4 e dx) dydzdt

aber in der Richtung von innen nach aussen. Folglich erleidet
dadurch das Innere des Korperelementes einen Zuwachs an Fliissig-
keitsmenge

S (1)
= dedydzdt.

Ebenso finden wir, dass

__9(ev) ;
oy dzdydzdt

__(ew)
—57 dzdydzdt

die Zunahmen der Fliissigkeitsmenge sind, welche von dem Durch-
stromen durch die zur y-Axe und resp. zur z-Axe rechtwinkligen
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Begrenzungsflichen herrithren. Die gesammte Zunahme der
Flissigkeitsmenge im Innern des Parallelepipedon ist also

<a(0 %) 5(9”) + o(e w)) dzdy de dt.

Dieselbe lisst sich aber auch noch anders ausdriicken. Das Pa-
rallelepipedon enthélt nemlich zur Zeit ¢ die gesammte Fliissig-
keitsmenge

odxdyda,
und in diesem Ausdrucke ist ¢ als Function von z, y, 2, ¢ anzu-
sehen. Bleiben wir also an derselben Stelle und lassen ¢ um d¢
zunehmen, so #ndert sich die Fliissigkeitsmenge um

—f dzdyde dt.

Folglich erhalten wir durch Gleichsetzung beider fiir die Zu-
nahme gefundenen Ausdriicke die Gleichung

+8(9u)+8(9v)+9(9w) 0.

§. 100.
Die allgemeinen Bewegungsgleichungen.

Beriicksichtigen wir jetzt einen Augenblick auch die andere
Frage, an welcher Stelle des Raumes zur Zeit ¢{ 4 d¢ sich das
Theilchen befinde, welches zur Zeit ¢ im Punkte (z, y, #) angelangt
war. Dieser Punkt hat die Seitengeschwindigkeiten u, v, w, und
folglich bewegt sich das Theilchen in der Zeit d¢ um die Strecken
udt, vdt, wdt parallel den Coordinatenaxen. Zur Zeit ¢ | di be-
findet es sich also im Punkte (z 4 udt, y + vdt, 2 4 wdt), und
seine neuen Seitengeschwindigkeiten sind

ou ou
vt <8t “ T oy 3 y + )
ow ow
w 4 8t+ +n —{—-a—zw)dt
Die Accelerationen sind also, parallel den drei Coordinatenaxen,
respective
18%
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ou ou o

t+ ax+”ﬁ+' 0z’
81; ov ov
t+ ax ?y+w%’
ow ow ow cw

3t T "5e T ey T V5

Zur Zeit t war im Punkte (z, y, 2) die Dichtigkeit — ¢. Sie
ist fir dasselbe Fliissigkeitstheilchen nach Ablauf der Zeit ¢ -+ d¢
iibergegangen in

8@ 4 oe
+( yv+5yOM

Es kommt nun darauf an, die bewegenden Krifte auszudriicken,
welche auf das mit Flissigkeit erfillte unendlich kleine Parallel-
epipedon einwirken. Die Husseren beschleunigenden Krifte be-
zeichnen wir mit X, Y, Z. Ausser ihnen kommen noch die Druck-
krifte in Betracht, welche die benachbarte Fliissigkeit auf das
Parallelepipedon ausiibt. Wir bezeichnen den Druck im Punkte
(z, ¥, 2) mit p. Dann handelt es sich um die Druckkriifte, welche
rechtwinklig gegen die sechs Begrenzungsflichen einwirken. Recht-
winklig auf der Richtung der z stehen zwei Seitenfliichen, jede
vom Inhalt dydz. Die erste geht durch den Punkt (z, y, 2), die
andere durch den Punkt (z + dz, y, 2). Auf die erste wirkt daher
in der Richtung der wachsenden  die Druckkraft

pdydz,
auf die andere dagegen in der Richtung der abnehmenden z die
Druckkraft

op
<p -+ 5—9;0190) dy dz.

Die gesammte Druckkraft, welche also in der Richtung der
wachsenden z das Parallelepipedon zu bewegen strebt, ist demnach

_. __0op
=— 5 dzdyda.
Ebenso erhilt man

—dedyd@
ap dxdydz

als die Druckkriifte, Welche resp. in der Richtung der wachsenden
y und der wachsenden z auf das Parallelepipedon ausgeiibt werden.
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Die dem Parallelepipedon eingepriigten hewegenden Krifte
liefern also parallel den Coordinatenaxen die Componenten

<9X _ ?1’>dxdydz,

ox

op
(@Y — a—§>dxdydz,

op
<QZ _ %> dz dy dz.

Nach dem Princip d’Alembert’s haben wir die mit der Masse
multiplicirten Accelerationen um diese eingeprigten bewegenden
Krifte zu vermindern und die Differenzen — 0 zu setzen. Dadurch
crgibt sich

10p ou ou ou ou
1 29 __x_ 9% 0% _ 0% 0
(1) 00z X ot~ ‘oz U'(‘)y Yo
10p ov ov ov ov
2 S0Py 90,9,
(2) oty — Y T ar Yaz Yay Vi
10p ow  ow ow ow
@ R 7R TR A VR P

Als vierte Gleichung kommt die im vorigen §. abgeleitete Re-

lation zwischen g, u, v, w hinzu, nemlich
8o | o(eu) | 0(ev) | d(ow) _

) —B—t—+ or + oy + ¥ =0

Diese vier partiellen Differentialgleichungen gelten sowohl fiir
compressible als fiir incompressible Fliissigkeiten. Das Unter-
scheidende ist in einer fiinften Gleichung noch hinzuzufiigen. Die
finfte Gleichung muss einen durch Experiment zu erforschenden
Zusammenhang zwischen Druck und Dichtigkeit geben fiir com-
pressible Fliissigkeiten. Sie sagt dagegen fiir incompressible
Fliissigkeiten aus, dass die Dichtigkeit constant ist. Danach lautet
die fiinfte Gleichung

fiir compressible Fliissigkeiten:

) p» = 2(9),
fiir incompressible Fliissigkeiten dagegen:
(5a) @ = const.

Man kann aber fiir incompressible Fliissigkeiten die Gleichung
(52) mit (4) verbinden. Es folgt nemlich aus der Gleichung (52)
sofort, dass das Differential von ¢ gleich Null sein muss, d. h.
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0e , 0 00, ,0e_
3t T UG UGy T =0
Fiihrt man in (4) die Differentiation aus, so erhélt man
o0 o , 00 (o
IR R TRy

ou , ov , Ow
+9('¢3_5+ﬁ+55)—0’
und dies, mit der vorigen Gleichung verbunden, gibt fiir incom-

pressible Flﬁssigkeiten:
ou , 0v , Ow
(42) Fyian 7y +5 =0

§. 101.

Vereinfachung beim Vorhandensein einer Potential-
function.

Die partiellen Differentialgleichungen (1), (2), (8) des vorigen
§. lassen sich zu einer einzigen Gleichung zusammenziehen, wenn
die Componenten der dusseren beschleunigenden Krifte X, Y, Z
die nach den Coordinaten genommenen partiellen Derivirten einer
Function ¥ des Ortes sind, d. h. wenn die Gleichungen gelten

oV

X—%,

oV

(a) Y—'a—y'a
oV

Z = vl

Dieser Fall, der in der Natur eine wichtige Rolle spielt, soll
jetzt besonders behandelt werden.
Wir setzen zur Abkiirzung

ou ou ou ou
(b) O rudl 4ol tuwll=g
ot oz oy 0z ’

ow ow ow ow
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Multipliciren wir die Gleichungen (1), (2), (3) des vorigen §.
der Reihe nach mit dz, dy, d # und addiren, so ergibt sich
fiir compressible Fliissigkeiten:

av— —-45’(9)( iz +a"dy+a"dz)

= Pdz +} Qdy + Rdz;
dagegen fiir incompressible Fliissigkeiten:

av— < (3 (apd z 4 apdy + apdz)
%
() — Pdx + Qdy - Rde.

In beiden Fillen ist der Ausdruck auf der linken Seite vom
Gleichheitszeichen ein vollstindiges Differential. Folglich muss auch
Pdx 4+ Qdy + Rdz
ein solches sein, d. h. bei dem Vorhandensein einer Potentialfunc-
tion ¥, aus welcher die Kraftcomponenten X, ¥, Z sich durch die

Gleichungen (a) ableiten lassen, sind die Functionen P, @, B an
die drei partiellen Differentialgleichungen gekniipft:

©

oP 0Q
oy ox
0Q 8R
0B 9P _
oz 0

Fithrt man an P, Q und R die Differentiationen wirklich aus, so
sieht man, dass die drei Gleichungen (d) jedenfalls dann zu Stande
kommen, wenn fiir jedes Fliissigkeitstheilchen zu jeder Zeit

ou _0v
oy oz
ov ow
(@ 5;—5;——0’
ow ou __
50 0z O

In diesem Falle ist

udz + vdy +wdz =do
ein vollstindiges Differential, und wir haben
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(0 0=z

[
R = _@_[6 + 2(u1—+— 01+202)]-
c) u

Die Gleichunge
man erhilt

[=2ESY)

und (c*) lassen sich dann integriren, und

fiir compressible Flissigkeiten:

O Bzt twy=v— [y,

dagegen fiir incompressible Fliissigkeiten:
¥ 2P S fw) = v-Lir

Die Integrationsconstante 7' ist von x, 9, 2 unabhiingig, kann
aber noch eine Function von ¢ sein,

Es fragt sich nun, unter welchen Umstinden bei dem Vor-
handensein einer Potentialfunction V" die Gleichungen (e) fiir jedes
Flissigkeitstheilchen zu jeder Zeit erfiillt sind.

Wir setzen zur Abkiirzung

0v ow
—a—z'—‘@‘_ga
ow ou
5;,—6—2‘_1)7
ou ov
oy ox

Die Gleichungen (d) lassen sich dann folgendermaassen schreiben
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Spul oD tw
8@0 ow ow ow
+ 3 <8x+ +a~,>—§5}~—f)@“6%~—0,
01 or oL
—+u—+ oy Y

@ ou ou ou

ow .
TS <0x+ +az>“ga_x"”a_g}“552"0’
S Fugl g 4w

. 810 8 v 6 v
+n(a—5+ +@Z)— —ygt - =
Wenn nun fiir irgend ein Fliiss1gke1tsthellchen zur Zeit ¢t die
Gleichungen (e) ertiillt sind, so vereinfachen sich fiir eben dieses
Theilchen die Gleichungen (d) zu den folgenden:

oy

2—3+ a"+v Lt "—‘)—o
DpuBd pollg

Daraus erkennt man, dass fiir eben dieses Fluss1gkeitstheilchen
auch diejenigen Werthe gleich Null sind, welche die Functionen
L, 9, § zur Zeit ¢ 4+ d¢ besitzen. Derselbe Schluss ldsst sich dann
fortwihrend wiederholen, und wir gelangen dadurch zu dem wich-
tigen Satze:

Wenn die Componenten der #usseren beschleunigenden Krifte
die partiellen Derivirten einer Potentialfunction V sind [Gleichun-
gen (a)] und die Seitengeschwindigkeiten w, v, w irgend eines
Fliissigkeitstheilchens in einem gegebenen Zeitmoment den Gleichun-
gen (e) Geniige leisten, so gelten fiir eben dieses Fliissigkeitstheil-
chen die Gleichungen (e) auch zu jeder spéteren Zeit.

Wir wollen mit u,, vy, w, die Werthe von «, v, zur Zeit {=0
bezeichnen. Diese Anfangswerthe der Geschwindigkeits-Com-
ponenten sind Functionen von z,y, 2. Wir wollen voraussetzen, dass
sie fiir jedes Fliissigkeitstheilchen den partiellen Differentialgleichun-
gen geniigen:
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ot _ Om _
°y ox ’
8’1)0 awO_

(® _87—3_?/—0’
owy _ 0w _
ox 0z

Dann sind bei dem Vorhandensein einer Potentialfunction V die
Gleichungen (e) zu jeder spiteren Zeit fiir jedes Flissigkeits-
theilchen erfillt, und in Folge davon kommen die Gleichungen
(D und resp. (I*) zu Stande.

II. Fortpflanzung der Schwingungen in einem com-
pressibeln (elastischen) Medium.

§. 102.
Ableitung der partiellen Differentialgleichungen.

Wir wollen zunfchst die dusseren Krifte X, ¥, Z gleich Null
nehmen, also namentlich auch von der Schwere der compressibeln
Masse abstrahiren. Die Masse sei im Gleichgewicht homogen.
Das Gleichgewicht soll nur wenig gestort werden, so dass wir
%, v, w als unendlich klein ansehen und Producte wie % %—Z als un-
endlich klein in zweiter Ordnung im Vergleich zu den unendlich
kleinen Grossen erster Ordnung vernachlissigen diirfen. Dann
reduciren sich die Gleichungen (1), (2), (3) des §. 100 auf folgende:

10p ou
e oz ot
1o0p 0w
edy ot
lop__  ow
ooz ot

Die Dichtigkeit beim Gleichgewichtszustande sei o, wihrend ¢
die verdnderliche Dichtigkeit ist, welche sich aber nur sehr wenig
von 4 unterscheiden soll. Wir setzen demnach
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L _
A_1+S

und verstehen unter s einen sehr kleinen Bruch, von welchem die
hoheren Potenzen auch vernachlissigt werden konnen, Diesen
Bruch s nennt man die Condensation, wenn er positiv ist, die
Dilatation, wenn er negativ ist.

Da nun p = (D(g) ist, so haben wir

10p @ 4 0s ,
98.76 () (1+s)A oz P41+ )

und in @'[4(1 -} s)] darf s gegen die Einheit ver-

"1 +
nachlissigt werden, so dass wir behalten
lop ., .08
eas = Tqy

D' (d) ist positiv, da der Druck mit der Dichtigkeit wichst. Wir
setzen also @' (4) = a? und erhalten nun statt der Gleichungen
(1), (2), (8) des vorletzten §.

@) g; S
Um die Gleichung (4) des §. 100 umzuformen, beachten wir, dass
= %%’
l=agtatly

agsxu) als unendlich klein im Vergleich zu g—z ver-
nachléssigt werden kann. Bilden wir in derselben Weise die Diffe-
rentialquotienten 0 %va) und a(g :U) , 80 geht die Gleichung (4) des
§. 100 iiber in

@ Sttt a=0

Die Gleichungen (1), (2), (3), (4) in der jetzt vorliegenden ver-
einfachten Form kénnen wir leicht so combiniren, dass sie nur eine

ist, und dass
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einzige abhingige Variable enthalten. Wir brauchen nur (1) nach
x zu differentiiren, (2) nach y, (3) nach 2z und (4) nach ¢{. Sub-
stituiren wir dann in die letzte Gleichung, was nach den drei
ersten gleich

ctu 0% o%w

0x0ot’ oyot' 0z0t

ist, so ergibt sich
os 0?5 o's , 0%s
¢y 5t‘22a2<%+8_yﬁ+8~z3>'

Diese partielle Differentialgleichung ist von derselben Form,
wie bei dem Problem der schwingenden Saiten und der schwin-
genden Membranen. Nur sind dort zwei und resp. drei unabhiin-
gige Variable vorhanden, hier dagegen vier. In dhnlicher Weise
hatten wir bei den Untersuchungen iiber die Bewegung der Wiirme
im einfachsten Falle zwei unabhingige Verinderliche und in dem
complicirtesten Falle vier, nemlich, gerade wie hier, die Zeit ¢ und
die drei Raumcoordinaten z, ¥, 2.

Ueberlegen wir nun, was gegeben sein muss, und welchen
Weg wir einzuschlagen haben, um zur Lésung der Aufgabe zu
gelangen. Als direct gegeben diirfen wir den Anfangszustand des
Mediums voraussetzen, d. h. fiir ¢ = 0 die Componenten o, vy, 2,
fiir jeden Punkt, und ebenso die anfingliche Condensation s,. Die
vollig bestimmte Losung der partiellen Differentialgleichung (I)
erfordert aber noch die Kenntniss des Differentialquotienten %
zur Zeit £ = 0. Dieser ldsst sich vermége der Gleichung (4) aus
den gegebenen Functionen w,, v,, w, ableiten, nemlich

(8 S — auo a UO a wo

— e — ——

ot ox oy 0z
t=0

Zunichst werden wir nun die allgemeine Lésung der par-
tiellen Differentialgleichung (I) aufsuchen und in ihr die willkiir-
lichen Constanten so bestimmen, dass fiir { = 0 die Function s
0s
ot
Functionen iibergehen. Ist diesen Bedingungen entsprechend s
bestimmt, so finden sich w, v, w mit Hiillfe der Gleichungen (1),
(2), (8) durch einfache Quadratur, Es ergibt sich

und ihr Differentialquotient nach der Zeit /= in die gegebenen
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"5
s
U = y — a? a—xdt,
¢

t
0s
v = v, — a? b_ydt’
)
0
3
—_— — 2 .
W = W, a/‘azdt
0
§. 103.

Fortpflanzung des Schalles in einer unendlichen Rohre.

Ehe wir das Problem in seiner Allgemeinheit behandeln, wollen
wir den speciellen Fall vornehmen, in welchem alle Bewegungen
einander parallel sind, also nur eine Raumcoordinate in Betracht
kommt. Dieser Fall zeigt sich bei der Fortpflanzung des Schalles
in einer Rohre. Es soll dabei auch die anfingliche Condensation
nur von z abhiingen und vy = 0, wy = 0 sein. Dann wird die
Function s nur von # und ¢ abhiingig sein, ebenso » nur von 2 und
t und es wird zu jeder Zeit v = 0, w = 0.

Die Aufgabe spricht sich aus in den beiden partiellen Diffe-
rentialgleichungen

ou 0s
(1) -8—75 + a? 5",; =0,
0s ou
2 37 —+ =z =
Aus ihnen leiten wir die eine Gleichung her
02s 0%s
® or — Vo
Dazu kommen noch die Bedingungen
(4) s=f(x) firt=0,
) u = F(x) w t=0.

Die Gleichung (3) ist von derselben Form wie bei dem Pro-
blem der schwingenden Saiten. Dort haben wir als allgemeine
Losung gefunden

s=g@(z + at) + ¥(x — at).
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Von dieser gehen wir auch hier aus. Zunéchst bestimmt sich aus
der Gleichung (2)

ou 0s
e et T a9 (xz + at) + a9’ (x — at),

also »
u=—a@(r -+ at) 4+ a(x — at) + T.

Die Integrationsconstante 7' ist von x unabhingig, konnte aber

noch eine Function von ¢ sein. Setzen wir nun die gefundenen

Losungen in die partielle Differentialgleichung (1) ein und be-

achten, dass

a ’ ’
5%—¢(m+“t)+¢(x—at),

9 oT
5‘-:—_ — a1g' (@ + at) — a?¥'(z — at) + 57

ist, so zeigt sich, dass die Gleichung (1) nur erfiillt werden kann,
wenn

oT

57 =
ist. T kann also auch von ¢ nicht abhingig sein. Auf die Grosse
dieser Constanten kmmt aber gar nichts an, und wir diirfen dafiir
unbedenklich 0 setzen. Denn die eben gefundene Function s dndert
sich nicht, wenn wir ¢ (z -+ at) - k einsetzen statt ¢ (x 4 at) und
¥ (z — at) — kstatt ¢ (x — at). Fiihren wir dann dieselben neuen
Functionen in den Ausdruck fiir % ein und nehmen die vollig will-

0

kiirliche Grosse k = 51—;, so ergibt sich

u=—aq>(a:+at)-—--;—T—I—azlz(x—at)——;—T—'-T,

d. h.
u=—ap(x -+ at) + ay(z — at).
Jetzt sind noch die Bedingungen (38) und (4) zu erfiillen, Fiir

t = 0 erhalten wir

s =@ () + ¢ (@),

U= —ag (@) + av ()
folglich lauten jene Bedingungen

¢ (z) + ¥ (2) = f (@),
— a9 (@) 4 av (2) = F(a)

Daraus findet sich
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1 1 .
P (z) = §f(x) — 5 F (z),

v@ =5/ () + 5 F (@),

und die Losung unserer Aufgabe ist in den beiden Gleichungen
enthalten

1 1 1 1
§ = —2—f(x+at) — ﬂF(x+at) + -2—f(x-— at) -+ Q—aF(x——at),
@
w=—2f@tat)+ 5 Fla+ta) + 5 f(@—at) 45 F(o—ab)
Diese Losungen setzen aber voraus, dass die Functionen f und
F fiir jeden Werth des Arguments bekannt seien. Demnach miissen
wir die Rohre in der Richtung der z# unendlich nehmen. Ist sie

begrenzt, so kommen noch die Grenzbedingungen in Betracht, in
derselben Weise wie bei dem Problem der schwingenden Saite.

§ 104.

Fortsetzung. Die urspriingliche Erschiitterung ist auf
eine begrenzte Strecke beschrinkt.

Wir nehmen den besondern Fall, dass urspriinglich nur in
einem bestimmten Stiick zwischen den Abscissen m und n, Fig. 44,

Fig. 44,

. 1 J
) T T
o m n

die Luft sich bewegt hat. Also sind die beiden Functionen f und
F ausserhalb dieses Intervalles gleich Null,

f(m):O} firz <<m

F(z) =0/ und ,, z> =
Wir betrachten zunichst einen Punkt, fiir welchen
r>n

ist. Fiir diesen sind immer f(z -} at) und F'(z -+ at) gleich Null.
Also wird
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1 1 .,
(1) s:af(x—at)—f—é—&ﬁ(x—at),
w=2f@—at) + 3 F@z — ab)
und diese sind nur dann von O verschieden, wenn
n>x—at > m.
Es tritt also zuerst Erschiitterung ein, wenn
z—n

t’_a,

und sie hért auf, wenn
g T m
T a

Die Dauer der Erschiitterung ist demnach

' — t — n — m.
a
Die Liénge der Welle ist » — m, folglich a die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit. Zwischen s und  findet hier die Beziehung statt
U= as,

d. h. die Geschwindigkeit ist der Verdichtung oder Verdiinnung
proportional. Wenn s positiv ist, also Condensation stattfindet, so
ist auch u positiv, und die Bewegung des einzelnen Lufttheilchens
geht nach derselben Seite hin, nach der die Welle fortschreitet. Ist
dagegen s negativ, findet also Dilatation statt, so ist auch » nega-
tiv: die Bewegung des einzelnen Theilchens geht nach der ent-
gegengesetzten Richtung wie die fortschreitende Welle.

Wir betrachten zweitens einen Punkt, fir welchen

x < m.
Fiir diesen ist stets
f(x — at) e 0,
Flx — at)=0,

also haben wir jetzt

s =3 /(@4 at) — 5= F(z + at),
(2)
w=— gf(x+at) + éF(x + at).

Die Erschiitterung beginnt, wenn
p_m—7
a
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und sie hort auf, wenn

"z
a
ist. Ihre Dauer ist daher
N — = n —m
a
Zwischen s und « findet die Beziehung statt
w = —as.

Die Geschwindigkeit ist also hier ebenso wie vorher der Verdich-
tung oder Verdiinnung proportional, und die Bewegung des ein-
zelnen Lufttheilchens findet in der Richtung der fortschreitenden
Welle oder in der entgegengesetzten Richtung statt, je nachdem
Condensation oder Dilatation vorhanden ist.

Fassen wir das Resultat zusammen, so ergibt sich Folgendes.
Durch die urspriinglich zwischen z = m und z — » auftretende
Erschiitterung werden zwei Wellen erregt, jede von der Linge
n — m, welche mit der constanten Fortpflanzungsgeschwindigkeit
a sich nach entgegengesetzten Richtungen parallel der z-Axe fort-
bewegen. Zur Zeit ¢ befinden sich die Wellen an zwei Orten,
welche von der Erregungsstelle nach entgegengesetzten Seiten
gleich weit abstehen, nemlich die eine liegt

zwischen z =m 4 at und 2 =n + af,
und die andere

zwischen 2 —=m — at und z = — at.

Indem die eine Welle sich fortbewegt, indert sich ihre Natur nicht,
es wird nur ein und derselbe Erschiitterungszustand mit der con-
stanten Geschwindigkeit o verschoben. Dasselbe gilt von der
andern Welle. Beide Wellen, auf einander gelegt, geben den ur-
spriinglichen Zustand zur Zeit ¢ = 0.

Wenn die urspriingliche Geschwindigkeit 4, = 0 ist, also
F(x) = 0, so haben wir

s=1f@— at)+ 5f (@ + ab),
u:%f(x— at) — (—;f(x—l—at).

Dann theilt sich die urspriingliche Condensation und Dilatation
in gleiche Theile, indem die eine Hilfte nach rechts, die andere
Hilfte nach links geht. Die beiden Wellen sind also congruent.

Riemann., Partielle Differentialgleichungen. 19
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Euler, von dem diese ganze Theorie herriihrt, machte sich
den Einwurf, weshalb jede der beiden Erschiitterungen, die zur
Zeit ¢ stattfinden, sich nur einseitig fortpflanze, wihrend doch durch
die urspriingliche Erschiitterung zur Zeit ¢ — 0 nach beiden Sei-
ten eine Welle ausgesandt wird. Man konne ja auch den Zustand
zur Zeit ¢ als Anfangszustand ansehen. Dieser Einwurf erledigt
sich sehr einfach. Der Grund der einseitigen Fortpflanzung der
Welle liegt in den Beziehungen % = as und resp. u = — as.
Findet die eine oder die andere Beziehung auch fiir { = 0 statt,
so bekommt man eine Welle, die von vorn herein nur einseitig
fortschreitet. Wir konnen aber stets die willkiirlich gegebenen
Functionen f(z) und F(z) als Summen von je zwei Functionen

darstellen
f @) = fi(@) + fa(2),
F(2) = F, () + Fy (2),
so dass zwischen f; () und F, () die Beziehung stattfindet f, ()

:%Fl () und zwischen f, (z) und F,(z) die Beziehung f, (z)

— %Fg (). Zu dem Ende setzen wir

fi@ = 3£@) + 5= F (@),

F,(2) = /(@) + 5 F(a),

f2@) = 5£@) — 5= F(o),

Fy(2) = =2/ (@) + 3 F(2).

Stellen wir dann nach der Gleichung (I) des vorigen §. die Func-
tionen s, und u,; her, welche den Anfangswerthen f, (z) und F, ()
entsprechen, so erhalten wir eine Welle, welche nur in der Rich-
tung der positiven z fortschreitet, und zwar sind die gesuchten
Functionen keine anderen als die in Gleichung (1) ausgedriickten.
Ebenso erhalten wir aus den Anfangswerthen f;, (z) und F, (z) zwei
Functionen s, und u,, die in der Gleichung (2) ausgedriickt sind,
und durch sie wird eine Welle charakterisirt, die von vorn herein
nur nach der Richtung der negativen z sich einseitig fortpflanat.
Es tritt hier also noch einmal hervor, dass der beliebig gegebene
Anfangszustand durch Superposition hergestellt werden kann aus
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zwei einzelnen Zustinden, von denen der eine nur nach rechts,
der andere nur nach links mit der constanten Geschwindigkeit a
fortschreitet.

§. 105.
Fortsetzung. Reflexion an einer festen Wand.

Soll die Rohre fiir £ = 0 durch eine feste Wand begrenzt sein,
die in die yz-Ebene fillt, so sind die Functionen f und F nur fiir
positive Werthe der Variabeln gegeben. Ausserdem tritt noch die
Bedingung auf

u = 0 fiir z = 0.
Wir hatten nun aber im §. 103 gefunden
u=—ap(x -+ at) + av(z — at).

Setzen wir darin = 0 und beachten die eben aufgestellte Bedin-
gung, so findet sich

v(— o) =9(
Als Losung der Aufgabe erhalten wir, wie in §. 103:
» s=9(@ -+ at) + v(e — ab),

u=—a@@-+ at) 4+ av (x — at),

und so lange # — at¢ > 0 ist, bleiben auch die Functionen ¢ und
¥ dieselben wie dort, nemlich

9@+ at) = 3 f(¢ + at) — 5= F(z -+ ab)
)
v — at) = L f(z — at) + 5= F(z — ai)

Wird aber 2 — at << 0, so ist vermége der eben gefundenen Glei-
chung

Y — at) = @ (at — x),
d. h. wir haben dann

9@+ at) = 3/ (@ + at) — 5= F(z + ab),
(3)
V(@ — at) = 1 f(at —2) — é-%F(at — a).

Die Gleichungen (2) und (8) lassen sich zusammenfassen, wenn
wir setzen
19*
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f(—0) = f(o),
F(— ) = — F(o).

Diese Bestimmung diirfen wir treffen, da urspriinglich die
Functionen f und F nur fiir positive Werthe der Variabeln gege-
ben sind. Hat man aber die Gleichungen (4) aufgestellt, so wird
dadurch der Anfangszustand (fiir £ = 0) auch auf dem Gebiete der
negativen x festgesetzt, und zwar sind fiir zwei entgegengesetzt
gleiche Abscissen die urspriinglichen Condensationen und resp.
Dilatationen einander gleich, die urspriinglichen Geschwindigkeiten
entgegengesetzt gleiche. D.h. wir ersetzen die feste Wand da-
durch, dass wir auf der Seite der negativen z eine urspriingliche
Erregung annehmen, welche in einem mit der 2y-Ebene zusammen-
fallenden Planspiegel als Bild der gegebenen Erregung auf der
positiven Seite erscheinen wiirde. Aus dieser angenommenen Er-
regung entspringen zwei Wellen. Die eine schreitet mit der Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit a in der Richtung der negativen z fort.
Sie ist das Spiegelbild der Welle, fiir welche die Gleichungen (1)
des vorigen §. gelten. Sie kommt hier nicht weiter in Betracht, da
sie niemals auf das Gebiet der positiven z gelangt. Die andere
schreitet von der negativen Erregungsstelle aus mit der Fortpflan-
zungsgeschwindigkeit a in der Richtung der positiven z fort. Sie
ist das Spiegelbild der Welle, fiir welche die Gleichungen (2) des
vorigen §. gelten.

(4)

Von der Zeit t = %an bis zur Zeit t = g begegnen sich also

an der Stelle 2 =— 0 zwei Wellen, von denen die eine das Spiegel-
bild der andern ist. Daraus folgt, dass fiir # — 0 die Lufttheil-
chen entgegengesetzt gleiche Greschwindigkeiten erhalten. Wihrend
der eben angegebenen Zeit tritt die von der positiven Erregungs-
stelle herriihrende riickwirtsschreitende Welle auf das negative
Gebiet und ihr Spiegelbild auf das positive Gebiet iiber. Von da
an kommt nur die letzte von beiden in Betracht. Es findet also
hier ganz dasselbe Gesetz statt wie bei der Spiegelung. Die von
der positiven Erregungsstelle riickwiirts schreitende Welle wird
von der festen Wand reflectirt und pflanzt sich dann in der Rich-
tung der positiven z fort. Sie ist nach der Reflexion zu jeder Zeit
das Spiegelbild derjenigen Welle, die beim Fehlen der festen Wand
auf dem Gebiete der negativen z in negativer Richtung verlaufen
wiirde.
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Ebenso kénnen wir die Rohre auf beiden Seiten begrenzt den-
ken, und haben dann nur dieselbe Betrachtung zu wiederholen,
Der Schall 1duft unaufhorlich in zwei Wellen hin und her, weil an
jeder Seite die Wellen zuriickgeworfen werden.

Bei dieser Untersuchung ist von jeder Reibung abgesehen.

§. 106.
Allgemeiner Fall. Umformung von Fourier’s Lehrsatz.
Wir wollen jetzt zu der allgemeinen Aufgabe von der Bewegung

des Schalles iibergehen. Diese Aufgabe ist in § 102 in den
Gleichungen ausgesprochen

0%s 0%s s
W ga= (G5t e
(2) s =f(z, 9 2) fur t =0,

08 Ouy O0vy 0wy .
(3) ﬁ—*w—a—y——az—-F(@y,z) fir ¢ = 0.

Man kann die Aufgabe leicht 16sen durch bestimmte Integrale,
und zwar durch dreimalige Anwendung von Fourier’s Lehrsatz,
Daraus geht ein sechsfaches Integral hervor, das sich aber durch
eine Reihe von gewohnlichen Transformationen in ein Doppel-
integral umwandeln ldsst, und aus diesem kann man die wesent-
lichen Momente der Losung erkennen. Das Auftreten des Doppel-
integrals liegt aber in der Natur der Sache, denn es wird sich
zeigen, dass die Veriinderungen in einem Punkte von dem anfing-
lichen Zustande in einer bestimmten Kugelfliche abhiingen, so dass
diese das Doppelintegral selbst bedingt.

Ehe wir zu der eigentlichen Losung der Aufgabe iibergehen,
wollen wir eine kleine Umwandlung von Fourier’s Lehrsatz vor-
nehmen. Wir haben denselben entwickelt fiir eine beliebige An-
zahl von Verdnderlichen. Fiir drei Variable lautet er

x(x,y,z):;lg f f / / / / 1 (Au,w) cos Acos Beos CdadBdydidudw,

A=oa@—1), B=Fy—w, C=ryp@—m)
Die Integrale in Beziehung auf «, 8, y sind von 0 bis », die In-
tegrale in Beziehung auf 4, u, v von — o« bis -+ o zu nehmen.
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Die drei ersten Integrale geben aber, von -~ o bis O erstreckt,
dasselbe wie von 0 bis -+ o, folglich konnen wir auch schreiben

1@y, 2) =

(22)3//‘///‘ % (A, v) cos A cos Beos Cdedf dy dd dudv,

und es sind nun alle sechs Integrale von — o bis o zu nehmen.
Das Product cos 4 cos B cos C lisst sich leicht umformen in die
Summe

1 cosAd+B+C)+cos(—A+B+0)

Z{—[—cOS(A —B+C)4cos(A4+B—0C)
und danach zerfillt der vorige Ausdruck in eine Summe von vier
Ausdriicken, die aber alle vier dasselbe Resultat der Integration
geben, Denn es tritt z. B. in dem zweiten Ausdrucke der Cosinus
auf von dem Winkel —a(z — 4) + (y — u) + (2 — v). Die
Integration in Beziehung auf « ist zu erstrecken von — oo bis
-+ . Daher darf man — & mit 4 « vertauschen, und es wird
durch diese Vertauschung der zweite Ausdruck mit dem ersten
gleichlautend. Dasselbe gilt von dem dritten und vierten Ausdrucke,
wenn man —  mit 4 8 und resp. — y mit 4 p vertauscht. Wir
erhalten demnach

1(% Yy, 2) =

%/‘f//f/x(l,y,v)cos(A—i—B—[—O)docdﬁdydldydv.

Von der Richtigkeit dieser Umformung kann man sich auch
mit Hiilfe des Imagindren iiberzeugen. Setzt man nemlich in dem
vorletzten Ausdrucke fiir g (z, y, #) statt irgend eines der drei Co-
sinus den Sinus, so wird das Resultat = 0, weil die Integration
von — o bis 4 « erstreckt wird. D. h. es ist

(==
a5 [ [ [ [1ws)sinacos Beos Canapayarduar.

Multipliciren wir beide Seiten dieser Gleichung mit ¢ = V' —1
und addiren das Resultat zu dem vorletzten Ausdrucke fiir  (z, v, 2),
so ergibt sich

%(.Z‘, Y ‘Z.) =

g},;z‘ffff‘/‘fl(l,u,ﬂe“‘”‘“icosBcosCdudﬂdydldydv.

Durch Wiederholung desselben Verfahrens erlangen wir
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1(x, 9, &) =

8_;_3\/'///\/' Z(layyv)e[“(”—'\)+B(-""“)+V(“")]idudﬁd7/dldy,dv,

Hier kénnen wir wieder das Reelle vom Imaginidren trennen und
machen die Bemerkung, dass der Factor von ¢ zu Null wird. Wir
erhalten also wie vorher

] 1 (z, y, 2) =
g—,ﬁf/ffffx(l,u,v)OOS(A+B+ CydadBdydidudv,
und die Integrationen sind simmtlich von — o bis 4+ o zu

nehmen,
Nach dieser Abschweifung wenden wir uns zu der eigentlichen
Aufgabe. Der partiellen Differentialgleichung (1) geniigt die par-

ticulére Losung
§ = et +a@—N)+BH—w +v(E—i,

92 = a2(a2 + B2 + »?)

setzen. Denn alsdann ist

wenn wir

.__823—- 2 i_ 2 I 2

atz — G (oﬂ ﬁ '7)8’

0%s 0%s 0?s

2 — 2 — 2 — . 23,
7 oyr B2, 022 V'S

Vermoge der Bedingungsgleichung fiir & sind auch
et | etle@—+BH—w +yE—0i
und
o9, ptla@—N +BY—m +y(—N1i
particulire Losungen, aus denen wir leicht die folgenden vier
ableiten

cos®t . cos[u@ — A) + By — w) + v (z — v)],
cosdt . sinfa(x — ) + By — w) + v(@ — v)),
sin®t . cos [o(x — ) + By — w) + y(z — v)],
sin®t . sinla(x — 1)+ By — w) + y(z — v)].
Jede dieser vier Losungen darf mit einer willkiirlichen Function
von 4, u, v multiplicirt werden. Auch darf man ein solches Product
mit dedBdy dA dpdv multipliciren und hierauf eine sechsfache
Integration zwischen beliebigen Grenzen ausfithren. Das Resultat
ist immer noch eine Liosung der partiellen Differentialgleichung (1).
Um den Nebenbedingungen (2) und (3) Geniige zu leisten,
decomponiren wir die Aufgabe. Wir setzen
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s=2¢ 4"
und stellen die Nebenbedingungen auf
(2%) s' = f(z,y,2) fiir t = 0,
a t ” b
und ferner
(2**) " =0 fir { = 0,
(3**) aa_st = F({I,‘, he) = 0.

Wir gelangen zu einer Function s, welche der partiellen
Differentialgleichung (1) geniigt und die Nebenbedingungen (2*)
und (3*) befriedigt, wenn wir ausgehen von der particuliren
Losung

cosatVor + 2+ 92 . cos[ou(z — &) + By — p) + 7 (¢ — v)]
= cos ¥t . cos(4d + B -+ C),

denn diese erfiillt schon die Gleichung (8*). Nach dem Lehrsatze

von Fourier, wie er in diesem §. umgeformt ist, haben wir aber

f(x, Y, Z) =

.S_lg’fffff/f(l,y,v)cos(A—{—BJrO)dud/)’dydldudv.

Folglich wird
¢§) s

g%t_ﬁfff/‘fff(l,y,u)coszjtB+0)cosatdadﬁdydmydv

die Losung der partiellen Differentialgleichung sein, welche die
Nebenbedingungen (2*) und (3*) befriedigt.

Zur Herstellung der Function s” gehen wir aus von der par-
ticuliiren Lésung

sinatVar 1 p7 1 . cosfa(a — &) + By — w) 4 y(z — »)]
= sim 8t . cos(4d + B + O),

denn sie geniigt schon der Gleichung (2**). Beachten wir dann,

in welcher Weise sich die Function F(x,y,2) nach Fourier’s

Lehrsatze entwickeln lisst, so sehen wir, dass
an =

= f f / / f Fh ) eos (A+-B+0) 2 duap ay drduav

zu setzen ist. Die Integrationen in (I) und (II) erstrecken sich
sdmmtlich von — o bis | .
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Es mochte nicht iiberfliissig sein zu bemerken, dass ' aus s”
hervorgeht, indem man f statt F schreibt und den Differential-
quotienten nach ¢ nimmt,

§. 107.

Fortsetzung. Reduction der sechsfachen Integrale auf
Doppelintegrale.

Die sechsfachen Integrale in der Gleichung (I) sowohl als in

(II) des vorigen Paragraphen lassen sich auf Doppelintegrale zu-
riickfilhren. Wir wollen diese Umformung an dem Ausdrucke (II)
vornehmen. Zu dem Ende fassen wir «, §, y als rechtwinklige,
Coordinaten auf und fiihren statt derselben Kugel-Coordinaten ein
durch die Gleichungen

o = 9 ¢0s 0,

B = osin b cos p,

y = o sinfsin .
Die Integrationen sind dann zu erstrecken von ¢ = 0 bis ¢ = o0,
von 6 = 0 bis § = = und von ¢ = 0 bis ¢ = 2x. Das Raum-
element war vorher dadfdy und ist jetzt o?sinfdedfdy. In
dem transformirten sechsfachen Integral konnen wir die Ordnung
der Integrationen beliebig nehmen. Wir integriren also zuerst in
Beziehung auf 8 und ¢, dann in Beziehung auf », g, 4 und endlich
in Beziehung auf ¢. Dadurch ergibt sich

@) s"—87t3 g‘f’smocgtd f//F(ly,v)dldy,va

—0 —® —

J:fd(p /sinﬂcos (lcos() -+ msin 6 cos o - nsmﬂsin(p)d().
0 G

Wir haben zur Abkiirzung gesetzt

oz —4) =1,
oy —u)=m,
e(z —v) =mn,

und schreiben noch

cos (1 cos 8 -+ m sin 0 cos @ -+ n sin 0 sin @)
= gy (lcos@ - msin0 cos p - nsinfsin @),
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so dass wir erhalten
2 T
@) J:/dwfx(lcosﬁ+msin0003¢ + n sin 0 sin @) sind d 6.
0 1]

Geometrisch bedeutet dies eine Integration, die iiber eine
Kugeloberfliche vom Radius 1 zu erstrecken ist. Mit ¢ ist die
geographische Liinge, mit § die Poldistanz bezeichnet. Das Ober-
flichenelement findet sich — sind@d ¢ und y ist eine Function
des Ortes auf der Kugel.

Wir betrachten nun 7, m, n als die rechtwinkligen Coordinaten
eines Punktes im Raume und bemerken, dass der Anfangspunkt
dieses Coordinatensystems in dem Mittelpunkte der eben erwihnten
Kugelfliiche liegt. Statt der rechtwinkligen Coordinaten I, m, n
fithren wir Kugel-Coordinaten ein, indem wir setzen

Il = ccosg,
MW == € Sin 6 ¢S T,
n = CSINGSINT.
Die Function y transformirt sich danach in folgender Weise

X [c {cos 6cos 6 -+ sin 6 sinf (costcos g - sintsin tp)}]

= %[0 {cosﬁézosﬁ —~+ sin6sinf cos(t — q))}]-

Fig. 45. Die geometrische Bedeutung des neuen Argu-
ments von y ist leicht zu erkennen. Die Pol-
distanzen ¢ und 6 schliessen am Pol den Win-
kel (z — @) ein. Nehmen wir also auf der
Kugel vom Radius 1 den Pol als einen Eck-
punkt eines sph#rischen Dreiecks, dessen
andere Eckpunkte in (6, ¢) und resp. (6, )
fallen, und bezeichnen (Fig. 45) die dritte
Seite mit ', so ist

c0s6¢osl + sin6sinfcos(t — @) = cost.
Wir erhalten demnach

27 [

J:/d¢fx(ccosﬂ’)sin0d0.

[ 0
Nun diirfen wir den Pol auf der Kugel beliebig verlegen.

Wihlen wir den Punkt (6, ) zum neuen Pol, so wird das neue
Oberflachenelement sin (’'d6'd @', und wir erhalten

(e
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T 2w
J:/fﬂccosﬁ’)sin()’d()'dq:'
0 0

= — Qarfx(ccosﬁ’)dcos(}’.
[

Bezeichnen wir mit X eine Function, die, nach cos @' differentiirt,
1 gibt, also
’ X
deos — *
so erhalten wir
J = gc’—t {X(c) — X(— c)}-

Es ist aber vorhin mit g die Cosinusfunction bezeichnet, folglich ist
X der Sinus. Ferner ist

c=ViFmFw— VG- BTG T

Daher wird

J=2—c7£-2sinc

und

"o___ 1 . PR P sime
@) s __-—Mu?f@smagtdgff/F(z,y,u) *C diduadn.

0 =00 ==00 =—00
Endlich betrachten wir 4, g, v als rechtwinklige Coordinaten
eines Punktes im Raume. didyudv ist das Volumenelement, und
die Integration erstreckt sich iiber den ganzen unendlichen Raum.
Wir legen in den Punkt (z,y,2) den Mittelpunkt eines Systems
von Kugel-Coordinaten und setzen

A—2x=rcosl
w—y ==rsimbcoso,
v—2z =rsinlsing
also c=ro.
Dann ist
2am?s" =

“4)

@© @ 3 27
fsinagtdg rsinrgdr/sinOdﬂ/F(x+rcos(),y—}—rsinGcOS(p,
0 0 0 0

z -+ rsinlsing)d .
Dieses vierfache Integral zieht sich durch Anwendung von Fou-
rier’s Satze auf ein Doppelintegral zusammen. Wir haben nemlich
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zp(at):%f Y(r)sinatosinrodrdo,
(V]

und folglich, wenn wir ¢ () = r F'(x 4 rcos @, . . .) setzen:

;/frF(x—}—rcosﬁ,...)sinagtsz’nrgdrdg
0 0

=atF(x + atcos, y + atsinbcos g, & + atsinbsin ).
Dadurch geht die Gleichung (4) iiber in
i) i

Gf tF(x—|—atcost9,y+atsinﬁcosq),z+atsin03inq>)sin0d0dq>.
0 0

Nach der letzten Bemerkung des vorigen §. ergibt sich nun
sofort
(I) S’ =

T o

ftf(x—}—atcose y—-atsinbcos p,z-+-atsinbsin @) sinfdde.

475 at
D1e Losung der Aufgabe im vorigen §. ist
s=1s" 4 s"
8. 108.

Fortsetzung. Geometrische Bedeutung der Lésung.

Wir fragen nach der geometrischen Bedeutung des gewonnenen
Resultates und betrachten zundchst s”. Die Function

F(@x -+ atcos, y -+ atsindcos, 2 + atsinlsin)
ist der Anfangswerth von g—i in einem Punkte, dessen Coordinaten
x + atcosd,
y -+ atsinlcos @,
2+ atsinbsing
sind. Dieser Punkt liegt auf der Kugeloberfliche, die mit dem
Radius B = at¢ um den Punkt (z,y,2) als Mittelpunkt beschrieben
ist. Der nach jenem Punkte gezogene Radius R schliesst mit der
Richtung der positiven z den Winkel 6 ein, und ¢ ist der Winkel
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der positiven y-Axe mit einer Ebene, die durch den Radius R pa-
rallel zur z-Axe gelegt wird. Ein Element der Kugeloberfliache,
das an den Endpunkt des Radius R anstosst, ist

= a?t?sinfdlde.
Danach sieht man, dass der Ausdruck

T 2w

1 3
m//F(x -+ atcosd, .. .)a%t?sinfdody

nichts anderes bedeutet als den Mittelwerth der Function F auf
der eben betrachteten Kugeloberfliche, und daher ist

m

s”:tf/F(x+atcosa"")a“’t?sinﬁdﬂdq)
0

2
, 4a’t’n
derselbe Mittelwerth, multiplicirt mit £

In &hnlicher Weise ist s’ zu interpretiren.

Die Condensation oder Dilatation, welche zur Zeit ¢ im Punkte
(2, 9, 2) stattfindet, hingt also ab von dem Anfangszustande auf
einer um diesen Punkt mit dem Radius a¢ beschriebenen Kugel-
oberfldche.

Das elastische Medium soll nun anfinglich nur in einem be-
grenzten Raume erschiittert sein. Der Punkt (z, y, 2) liege ausser-
halb dieses Raumes und habe von dem nichstgelegenen Punkte
desselben den Abstand #/; vom entferntesten den Abstand »”. Dann
ist im Punkte (z, y, 2)

s =0, wem at <7,
und ebenfalls
s =0, wenn at> r".

Die Erschiitterung im Punkte (z, %, 2) beginnt zur Zeit
!

7
t' == E,

und sie hort auf zur Zeit
t” _ 7'"
T a

Liegt der Punkt (z, 9, 2) innerhalb des urspriinglich erschiit-
terten Raumes, so ist die Entfernung #' = 0 und daher auch
t' = 0. D. h. die Erschiitterung in dem Punkte dauert von der Zeit

=20

bis zur Zeit
"
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Bei der Integration ist zu bemerken, dass nur diejenigen Theile
der Kugeloberfliche in Betracht kommen, welche in den anfing-
lich erschiitterten Raum fallen, weil fiir alle iibrigen Punkte
f = 0und F = 0 ist.

§. 109.

Fortsetzung. Die Geschwindigkeiten des einzelnen
Lufttheilchens.

Fiir die Geschwindigkeiten u, », w baben wir die Gleichungen
gefunden

0s
% = %y — a? %dt,

0s
V= v, — a? @dt’

¢
08
J— 2 —_—
WwW=—=w, — a azdt'

0
Betrachten wir zuerst wieder einen Punkt (z, 4, 2), der ausserhalb
des urspriinglich erschiitterten Raumes liegt. Fiir ihn sind die
Componenten der Anfangsgeschwindigkeit =0, und ferner ist s=0,
so lange ¢ < t' bleibt. Ebenso lange haben also auch die Integrale
in den Ausdriicken fiir u, v, w den Werth 0. Folglich ergibt sich

“ — 0,
)] v.= 0, fiir t < ¢
w=—20

Ist dagegen ¢ > ¢, so konnen wir in den Ausdriicken fiir u, v, w
das Integral, das von O bis ¢ genommen werden soll, in zwei zer-
legen, von denen das erste von O bis ¢, das andere von ¢’ bis ¢ zu
erstrecken ist. Das erste hat den Werth 0, und daher ist

0s
U — — a? é_idt’
7
@) o= —a [ LBatlire>v¢.
’ ay ’
"0
w:—a2f—§dt
y oz |
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Besondere Beachtung verdient noch der Fall, dass ¢ > ¢" ist.
Dann kann man das Integral von ¢ bis ¢ wieder zerlegen in eins
von ¢ bis ¢’ und ein zweites von #’ bis ¢ Dies zweite hat den
Werth 0, weil innerhalb der Integrationsgrenzen s — 0 ist. Wir

behalten also
t"

U= — a? %%dt,
t/
t”
3 v = — a? a—solt fiir ¢ > t".
¥ oy
t"a
s
—_— 2 —
w=— a y azdt

Diese Integrale sind noch genauer zu untersuchen, und zu dem
Ende haben wir s wieder in seine Bestandtheile s’ und s” zu zer-
legen. Nun sieht man leicht, dass

t"
os'
—dt =
. P t=20
ist. Denn es ist

°s 8f(x+atcosﬂ .
oz iz atf/t sinfdfdg
und folglich

83 ,,af(x—-l—at”cosﬂ ) .
Bx 4nfft sinfdfdo

M/ft'af(“f“”"sa ) sinbd0dg.

Die Kugeln, welche mit den Radien a¢' und resp. at” um den
Punkt (, y, #) construirt werden, berithren aber den urspriing-
lich erschiitterten Raum nur in je einem Punkte, und daher ist in
jedem der beiden Integrale nur ein Element von O verschieden.
D. h. es ist

t
os'
y oy dt = 0.
Ebenso erhalten wir
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t tr

/
f—dt_o 08 3t — o
y 0z

Wir haben noch den Beitrag zu untersuchen, welcher von s”

herriihrt. Es ist
"
/ o g,

ff/ 1 aF(x—i—-atcose )aztzsmo:zdtdadqz.

Die dreifache Integration auf der rechten Seite erstreckt sich
iiber den ganzen urspriinglich erschiitterten Raum. Fiihren wir
also wieder rechtwinklige Coordinaten ein durch die Gleichungen

atcosd — §,

atsinfcosp = n,

atsindsing = ¢,
S0 kiinnen wir auch schreiben

, ?i" _L SCESYESNES
@ [ 5t =/ /3 agands,

wenn r =V £24 52} £2 gesetzt und die dreifache Integration iiber
den urspriinglich erschiitterten Raum ausgedehnt wird. Nun ist
aber, wie man leicht sieht,

oF _oF
=55
und wenn wir die Bedeutung von F beachten:
0?2 uo 0? Vo 0? Wo

08 anag + I IIA
Wir wollen voraussetzen, dass die Anfangsgeschwindigkeiten die
Bedingung des §. 101 erfiillen, d. h. dass
0y, __ 0 Oy 0wy __
°F T Bq’ on
sei. Dann wird

aF___ 82u0 aguo
=~ (GF + 5 T 78)

»|
~s
I

und
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as" . 1 /0%u, Bﬂuo 024,
@ —w [P a= 491/‘//7(852 Tt ) dednd.
t'

Das Integral auf der rechten Seite zerlegen wir in seine drei Be-
standtheile und behandeln zunichst den ersten Bestandtheil

S [ 35 s

Um dieses Integral bequem umformen zu kénnen, gehen wir

aus von 1
]

und beginnen mit der Integration nach § Diese gibt, unbestimmt
ausgefiihrt,

1 a’llzo
r 0F
Zur Einfiithrung der Grenzen nehmen wir (wie in §. 82) die geo-
metrische Betrachtung zu Hiilfe. Das Coordinatensystem moge
Tig. 46.

wieder so gelegt sein, dass alle Punkte im Inneren und in der
Oberfliche des urspriinglich erschiitterten Raumes positive Coor-

dinaten haben. Wir haben zunichst % und § als constant an-
Riemann. Partielle Differentialgleichungen. 20
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gesehen. Es werde also in der ¢ Ebene ein Rechteck von den
Seiten du,d§ gezeichnet, filr welches der dem Coordinatenanfang
zuniichst gelegene Eckpunkt die Coordinaten 7, { habe. Ueber
diesem Rechteck errichten wir ein Prisma, dessen Kanten parallel
der £-Axe laufen, und beachten die Stellen, an welchen dasselbe
in den urspriinglich erschiitterten Raum eintritt und resp. aus ihm
heraustritt. Der einfachste Fall ist der, dass nur ein Eintritt und
nur ein Austritt stattfindet. Im allgemeinen kann das Prisma
auch ofter eintreten, aber auf jede Eintrittsstelle folgt dann eine
Austrittsstelle, und beide Arten sind in gleicher Zahl vorhanden.
Das Prisma moge eintreten an den Stellen

gla §3) e . g?m—l

und austreten an den Stellen

§21 §4a L §2m-

An jeder solchen Stelle wird ein Element aus der Oberfliche des
erschiitterten Raumes herausgeschnitten. Diese Oberflichenele-
mente seien der Reihe nach

dGy, A0y, A0y, . . . d Gy, Oy,

Fiir jedes derselben ziehen wir die nach innen gerichtete Normale
und bemerken, dass der Winkel (; n), den diese mit der positiven
£-Axe einschliesst, einen positiven Cosinus hat an den Eintritts-
stellen, dagegen einen negativen Cosinus an den Austrittsstellen.
Die simmtlichen herausgeschnittenen Oberflichenelemente haben
in der 1§ Ebene dieselbe Projection, nemlich das Rechteck dnd§
und daher ist
d’n d§ == d62k_1 . C0S (g, ’n)gk._l
= — d6y . cos (& Ny

fiir jedes ganze k von 1 bis m,

Nach dieser Vorbereitung finden wir leicht aus dem oben her-
gestellten unbestimmten Integral

1 u
r 0§
den Werth des bestimmten Integrals. Wir haben nur die Werthe

%—Mg an allen Austrittsstellen za addiren und davon die

1
von —

r
Summe der Werthe derselben Function an allen Eintrittsstellen
zu subtrahiren. Multipliciren wir dann mit dyd¢g, so ergibt sich
als Resultat
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- :7 801? cos (&m) da,

wenn die Summe auf alle Stellen bezogen wird, an denen das Ele-
mentarprisma iiberhaupt durch die Oberfliche des urspriinglich
erschiitterten Raumes hindurchgeht.

Sollen hierauf auch die Integrationen nach 5 und § ausgefiihrt
werden, so hat man die vorige Operation nicht fiir ein Elementar-
prisma vorzunehmen, sondern fiir alle, welche den urspriinglich
erschiitterten Raum iiberhaupt treffen. D. h. wir haben

1ot | Doy a(lﬂ
/./f[r 652 PE 0f dédndg
=— [ FpesEmis,

wenn die Integration auf der hnken Seite iiber den ganzen anfing-
lich erschiitterten Raum, die Integration auf der rechten Seite
iiber seine gesammte Oberfliche ausgedehnt wird.

Danach ergibt sich

//flaag;dgd “ 1
—/:_ Ouy = cos (£,n)d e f/ a“" ()dgd de.

Auf das Raummtegral der rechten Seite konnen wir dleselbe Trans-
formation noch einmal anwenden und erhalten dadurch

JJ 7w dsana

=~ [1 o )d6+fu (l)cos(s n)ds
= ; g 0 !

+fffuo w dsdndc

Wird der zweite und dritte Bestandtheil auf der rechten Seite der
Gleichung (2) ebenso behandelt, so geht diese Gleichung iiber in

20*
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—_— 2 Y
(b) a ’ p dt

1 1

_ L [l[ou

w7 lb& cos (&,n) —+— — cos (n,m) + 0—§ 08 (Cn)}

() a(’) ;)

+ o [l osten) + cos(n,n>+———cos<é,n>}d6
02 1 02
ta) ) [ a<§l a<nz)+ a<c2>]d§d a*
Nun ist aber .
o), #), )_

0& + on? ogg
also fillt das dreifache Integral weg.

Die beiden Oberflachen-Integrale lassen sich noch einfacher
ausdriicken. Mit cos (£,n), cos (n;n), cos (§,n) haben wir die Cosinus
der Winkel bezeichnet, welche die vom Oberflichenelement deé
aus nach innen gezogene Normale mit den Coordinatenaxen ein-
schliesst. Der Fusspunkt dieser Normalen in der Oberfliche
habe die Coordinaten &, %, £. Wir nehmen auf ihr im Innern des
Korpers einen unendlich nahe an der Oberfliche gelegenen Punkt
(4 dE n+dn, § + di), der von dem erstgenannten Punkte den
Abstand

ﬁ])—-l

7

dn = Vdg + dy2 + d¢e
hat. Dann ist
__d§ __dy _dg
COS(ga’ﬂ) = an’ cos (n,n) — Tn’ cos (§,n) = T
und wir erhalten

aaig cos (§,m) a@ﬂ cos (n,m) ~+ %%l cos (§,n)

__ Ouy dé Cuy dn | Ou, d§ __ ou
_'Ogdn+6nd +6§ dn ~ on’

o Doy O

cos(&n) + cos () + —=2% cos (§,m)

_6)

on
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Folglich geht die Gleichung (b) in die einfachere iiber

trra " ; 12 1 a<l>
—_— 2 _S_ dt = — — — ﬂ _ f,r_
© ¢ y ox 4w ) r on do + iz) " on do.

Die Integrale rechts sind iiber die Oberfliche des anfinglich er-
schiitterten Raumes auszudehnen. Setzen wir nun voraus, dass in
dieser Oberfliche

ou
uy = 0, 5_71“0 =0
sei, so wird
t'l
asll
a2 hibi —
(d) @ 72 dt 0.

t'
Dem entsprechend sei in der Oberfliche des anfinglich erschiitter-

ten Raumes
0,

vy = 0, n =0,
o 0wy
w, = 0, s 0.
t”a SN t”a S”
Dann wird auch — «? [ —— dt = 0 und — a‘-’[—,— dt =0,
,t’ oy " 0z
d. h. wir haben statt der Gleichungen (3)
uw =0,
(3% v =0, firt>t".
w=20

Diese Betrachtung bezog sich auf die Voraussetzung, dass der
Punkt (z, y, #2) ausserhalb des anfinglich erschiitterten Raumes
liegt.

Liegt er dagegen im Innern dieses erschiitterten Raumes, so
haben wir ¢ = 0 zu setzen. Danach ist

t.
s
w=1u, —a? [ —dt
oz
0

t
0s ..
. 2 e "
@) v o=, a(/aydt fiir £ < ¢".
0

t
0s .
w == w, — a? [ —~dt
w Wy a,/ﬁ,/:(
0
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Wird ¢ == ¢, so hat man als obere Grenze in den Integralen ¢
zu nehmen wie vorher. Es wird nun auch zunichst wieder
t'l tll

cs' 0S8
a—;:dt_o,‘/‘a dt = 0, f_dt_o
0

Dagegen muss der von s” herrithrende Beitrag hier aufs neue sorg-
filtig betrachtet werden. Die Gleichung (a) bleibt giltig, wenn
wir ¢ = 0 setzen. Es wird freilich in dem Integrale rechts
117:% == o fiir ein Element des Integrals. Aber zugleich wird

das Raumelement

dEdndf = r2sinldrdido
zu Null wie 72, so dass also der betreffende Beitrag zu dem Inte-
gral nicht oo, sondern 0 ist.

Um nun die frithere Transformation vornehmen zu konnen,
legen wir um den Punkt (z, y, #) eine Kugel von einem beliebig
kleinen, aber zunichst endlichen Radius #' = «t' und schliessen
das Innere der Kugel von dem Gehiete der Integration aus. Da-
durch wird bewirkt, dass zunéichst der Punkt (z, ¥y, 2) ausserhalb
des Raumes liegt, iiber den sich die Integration erstreckt. Nach-
her ist dann zu fragen, welches Resultat sich fiir ein unendlich klein
werdendes 7' ergibt. Auf diese Weise erhalten wir, wie in (b)

8 S”
(e) — a? . Fr dat

°(5)
16%616—{—%[/110 ;—da

475 r on

10D D

Hier ist das dreifache Integral auf der rechten Seite = 0, so
lange wir ' == at' nicht verschwinden lassen. Die beiden ersten
Integrale sind zu erstrecken iiber die dussere Begrenzung des an-
fanglich erschiitterten Raumes, ausserdem aber noch iiber die
Oberfliche derKugel, die mit dem Radius ' um den Punkt (z, 4, 2)
gelegt ist. Fiir die dussere Begrenzung ist jedes der beiden Inte-
grale unter denselben Bedingungen — 0 wie vorher, und unab-
héngig von 7.
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Lassen wir # in 0 iibergehen, so kommt zu dem dreifachen
Integrale noch der Beitrag hinzu, der von dem vorher ausgeschlos-
senen Kugelraume herriihrt. Dieser Beitrag ist 0. Denn fiihren
wir wieder Kugelcoordinaten ein, so nimmt das dreifache Integral
die Form an

//v/‘uorlz—:— —Q risinfdrdide

_’6#} sin0drd0d g,

und da der Differentialquotient

or
ist fiir jedes », auch fiir » — 0, so behilt das dreifache Integral in
(e) seinen Werth 0, auch wenn man die Kugel um den Punkt
(%, 9, #) verschwinden liisst.
Jetzt sind noch die beiden Oberfliichen-Integrale, ausgedehnt
iiber die Kugelfliche vom Radius 7', hinzuzufiigen, und die Grenz-
werthe zu ermitteln fiir ' = 0.

Das Integral
1 1 ?)uo
- 1—72‘/ ron ds,

erstreckt iiber die Oberfliche der Kugel vom Radius #', geht in 0
iiber fiir limr' — 0. Dagegen wird das Integral

“©,,
47t 0
iiber dieselbe Kugeloberfliiche ausgedehnt

T 27

= — ﬁff}—%—(_,uor'?sin()dOdq)
0 0

T 2

:—ﬁ//uosinOdOdgo,
0 0
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und darin erhilt «, beim Verschwinden von #' einen von § und ¢
unabhingigen Werth, nemlich den Werth, den «, im Punkte (z, y, 2)
besitzt. Folglich ergibt sich

i

1
—_a [ At = — = . -
0 a xdt— iz W ix

und es wird also fiir den Punkt (x, 4, 2), der im Innern des an-
fianglich erschiitterten Raumes liegt, wie fiir einen dusseren Punkt:

w = 0,
Y] v = 0, fiir ¢ > ¢
w=20

Die Voraussetzung ist auch hier, dass u,, vy, w, die partiellen
Derivirten einer und derselben Function ¢ sind, und dass in der
Oberfliche des anfinglich erschiitterten Raumes

ou
uy = 0, 6—1320’
ov
00:0) —(—)72-: R
ow
200:0, *aTLO:

1II.  Bewegung eines festen Korpers in einer
unbegrenzten incompressibeln Fliissigkeit.

§. 110.

Pricisirung der Aufgabe. Der Weg zur Lisung
im allgemeinen.

In einer ruhenden incompressibeln Fliissigkeit von unbegrenzter
Ausdehnung bewege sich ein fester Korper. Die beschleunigende
Kraft soll zu einer und derselben Zeit fiir alle Punkte des Korpers
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nach Grosse und Richtung dieselbe sein, sie soll nur mit der Zeit
sich dndern konnen. Die Untersuchung dieser Aufgabe ldsst sich
auf eine andere zuriickfiihren. Man kann den festen Korper als
unbeweglich ansehen und die Ilissigkeit gegen ihn sich bewegen
lassen. Dann lautet die Aufgabe so:

Die Bewegung einer unbegrenzten incompressibeln Fliissigkeit
zu untersuchen, die von einer beschleunigenden Kraft ¢ getrieben
wird, und in welcher ein unbeweglicher fester Korper sich befindet.
Die beschleunigende Kraft ¢ soll vom Orte unabhingig und nur
eine Function der Zeit sein. Die Anfangsgeschwindigkeit nehmen
wir = 0.

Vermoge der letzten Bestimmung sind die Gleichungen (g)
des §. 101 erfiillt, und folglich konnen wir von der Gleichurg (I*)
desselben Paragraphen ausgehen. Ausserdem gilt die Gleichung
(4a) des §. 100. Wir haben also die beiden Gleichungen

(1) %%)+—;—(u2+02—{—w2):V—%+T,

0% 82q) an>
Ferner ist noch auszudriicken, dass die Geschwindigkeit nor-

mal gegen die Oberfliche des festen Korpers stets — 0 sei. Be-
trachten wir eine Curve, deren Bogen von irgend einem beliebig
gewihlten Anfangspunkte bis zum Punkte (x, y, 2) mit s bezeichnet
werde. Die Tangente der Curve im Punkte (z, y, #) schliesst mit
den Coordinatenaxen Winkel ein, deren Cosinus resp.

dxr dy dz

ds’ ds’ ds
sind. Bezeichnen wir also mit %, v, w die Componenten der Ge-
schwindigkeit in demselben Punkte, so ist die Geschwindigkeit in
der Richtung jener Tangente

__u——}— dy—}—w
_opdx , 0@ dy op dz
—B—Eds+6yds+azﬁg
- 29,
T os

Der Punkt (z, ¥, 2) liege in der Oberfliche des festen Korpers,
und mit » werde die von da aus nach innen gezogene Normale
bezeichnet. Dann haben wir
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8(;)_
(3) 5y = 0

zu setzen fiir jeden Punkt in der Oberfliche des Korpers.
Die Componenten der beschleunigenden Kraft ¢ seien «, 8, .

In unendlicher Entfernung bewegt sich die Fliissigkeit frei, dort
ist also

bu _, 20 _ g 0w

T T TR
folglich, wenn wir mit 4, g, » die Componenten der Geschwindig-
keit in unendlicher Entfernung bezeichnen:

Daraus folgt, dass wir in unendlicher Entfernung haben

do = Adz + pdy 4 vdz,
und daher ist

Az + py +ve
der Ausdruck fiir die Function ¢ in unendlicher Entfernung. Um
den allgemein giiltigen Ausdruck fiir ¢ zu erlangen, setzen wir

9 = Az + uy + vz + o
Dann ist die Function ¢, an die folgenden Bedingungen gekniipft.
Sie muss der partiellen Differentialgleichung (2) geniigen. An der
Oberfliche des festen Korpers muss fiir ¢ die Gleichung (3) erfiillt
sein. In unendlicher Entfernung muss
0, _ 09, __ o0, _
o =0 59 =0 353 =0
sein.
Hat man die Function ¢ bestimmt, so ergibt sich der Druck,
welcher im Punkte (z, y, 2) zur Zeit ¢ ausgeiibt wird, aus der
Gleichung (1), nemlich:

P_ _99_ 1.,
0_T+V 51 2(u1—{—v2—}—w2).
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Darin ist
V=oqax+ fy+ vz

zu setzen, weil in dem vorliegenden Falle «, 8,  von den Coor-
dinaten unabhingig sind und allgemein

oV _, 0V, oV

ox — ' ey 7 oz
sein soll. 7 ist eine Function von ¢ allein, die — wie schon Euler
bemerkt hat — so lange unbestimmt bleibt, als nicht fiir jeden
Augenblick der Druck in einem Punkte der Oberfliiche der Fliissig-
keit gegeben ist.

§ 111.
Der feste Korper ist eine Kugel.

Fiir den Fall, dass der in der Fliissigkeit befindliche feste
Korper eine Kugel ist, hat Dirichlet die Aufgabe des vorigen
Paragraphen gelost in dem Berichte iiber die Verhandlungen der
Akademie der Wissenschaften zu Berlin aus dem Jahre 1852,

Der Radius der Kugel sei ¢. Ihr Mittelpunkt liege im An-
fangspunkte der Coordinaten. Statt der rechtwinkligen Coor-
dinaten z, y, # fithren wir Kugel-Coordinaten ein, nemlich den
Radiusvector », den Winkel , welchen r mit der positiven z-Axe
einschliesst, und den Winkel ¢ der durch » und die 2-Axe geleg-
ten Ebene mit der zz-Ebene. Dann haben wir

z = rsinlcos,
Yy = rsinfsiny,
z = rcosf
zu setzen, und es ist r = V2 4 y2 4 z2. Fiir die Function ¢
ergibt sich dadurch der Ausdruck
@ =r (Asinllcosy + psinbsiny -+ veosl) + o,

Die partielle Differentialgleichung, welcher ¢, Geniige leisten
muss, ist die Gleichung (2) des vorigen Paragraphen. Es sind
darin r, 0, ¥ als unabhiingige Variable einzufiihren statt z, y, 2.
Diese Transformation haben wir im §. 71 durchgefithrt. Es geht
daraus die partielle Differentialgleichung hervor:

'(3(;31 . a(pl
2 -
a(V P ) 0 (8“20 aa) 1 o2 .

r
M or +_7sm(ii>0 +sin0‘-" oy?r
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In dieser Gleichung erkennen wir aber die partielle Differential-
gleichung (III) des §. 72. Folglich muss sich ¢, nach Kugelfunc-
tionen entwickeln lassen. Die Coefficienten der Entwicklung er-
geben sich aus der Bedingung (3) des vorigen Paragraphen. Diese
lautet jetzt einfach

0 .
2 87‘—0 fiir r = ¢,
d. h.

— %fl) = Lsinfcosy + psinfsiny + vcoso.

Da auf der rechten Seite dieser Gleichung nur die ersten Potenzen
von ¢os 0, sin 6 cos ¥, sinf sin vorkommen und die Gleichung fiir
jedes 0 und jedes v erfiillt sein soll, so diirfen auch auf der linken
Seite nur die ersten Potenzen vorhanden sein, und es sind getrennt
einander gleich zu setzen die Coefficienten von cosf, von sin()cos ¢
und von sin @sin ¢ auf der einen und auf der andern Seite. Danach
beschrénkt sich die Entwicklung von ¢; auf das eine Glied, das
die Kugelfunction ersten Ranges enthilt, nemlich

P
P = ,r_.‘,l,
und die Bedingungsgleichung (2) gibt
2 . .
—f;l = Asin6 cosyp + psinfsiny 4 vcosh.

Also ist in dem vorliegenden Falle
3
@ ‘P=<T+%> (Asinfcos + wsinlsiny + vcosf)

= (14 555) o+ wy + v2)

Daraus erhalten wir

__0p c3 3c3y )
v——ay—(l o) & — 5o bz + uy + v2)
_0p 3 3ciz
w——'a—z—<1 +2,—,.3>” — 55 (22 - py - va),
0
=1+ 55) (ca+ By + 72
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g g

Die Gleichung (1) des vorigen Paragraphen geht hiernach iiber
in folgende

W L=7— e 4 By 4 v9) — 5+ 2w

Handelt es sich darum, die gesammten Druckkrifte, welche auf
die Oberfliche des festen Korpers wirken, zu einer Resultirenden
und einem Kriiftepaare zu vereinigen, so kommt die nur von ¢ ab-
hiingige, unbestimmte Function 7' nicht mit in Betracht. Denn
sie liefert zu den Componenten der gesammten Druckkraft die
Beitrige

f@ Tcos(n,z) dw,
/9 T cos (n,y) d o,
f o Teos(n,2) do,

und zu den Drehungsmomenten die Beitrige
f@ T [y cos (n,2) — 2 co3 (n,y)] da,
fg T [zcos (n,z) — z cos (n,z)] do,

/g T [x cos (n,y) — 4 cos (n,x)] do.

Dabei sind mit (», z), (n, y), (n, z2) die Winkel bezeichnet, welche
die im Punkte (z, y, #) der Oberfliche des Kérpers nach innen
gezogene Normale mit den Richtungen der wachsenden Coordinaten
einschliesst. do ist das Element der Oberfliche, und die Inte-
gration hat man iiber die ganze Oberfliche auszudehnen. Bei die-
ser Integration kann ¢ 7' vor das Integralzeichen genommen wer-
den. Die Integrale haben simmtlich den Werth 0, sobald man
sie iiber die ganze Oberfliche des villig begrenzten Korpers er-
streckt. Denn es heben bei einer geschlossenen Oberfliche, wie
sie auch gestaltet sein moge, je zwei Elemente der Integrale ein-
ander auf.

In unserm Falle kann auch der letzte Bestandtheil von p un-
beriicksichtigt bleiben. Denn bei der Kugeloberfliche haben die
Integrale, welche von dem Gliede

~ 5o o+ w)
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herrithren, den Werth Null. Von der auf das Oberflichenelement
d @ ausgeiibten Druckkraft kommt also nur der Theil

—g%(mw—-}—ﬁy—i—yz)dw fir r = ¢,
d. h.

— 2 (uz + By + y2)do

in Betracht. Wir erhalten die Componenten parallel den Coordi-

natenaxen, indem wir resp. mit — - = %, -3 multipliciren,

Diese Componenten verlegen wir in den Anfangspunkt der Coor-
dinaten. Die Componenten der gesammten Druckkraft ergeben sich
dann durch Integration iiber die ganze Kugeloberfliche, also

% [+ oy + ya9)da,
% [ @y + By + rya)do
é%f(owcz + Byz 4 y2?)dae.

Zur Ausfiihrung der Integration nehmen wir wieder Kugelcoor-
dinaten und bemerken, dass fiir die Kugeloberfliche

x = csinfcosy,

Y = csinlsin P,

2 = ccos b,
do = c2sinfdldy

ist. Danach findet sich

fxydw = [ zzdw :fyzda) =0,

T 2

fx?dco: c4/fsin03cosw?d6d¢ = g— ctm,
6=0y=0
T 2m 4
‘/y?dm = c4f/sm03smw2d0d1b =3 ct,
6=0 §=0
T o 4
f/ﬂdco:c* /sm{icosﬂf’df)dw:gc*m

=0y=0
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Die im Anfangspunkte der Coordinaten angreifenden Componenten.
der gesammten Druckkraft sind also

% 7 Q o, % 7o cdf, % 7o c3y.
Sie setzen sich zu einer Resultirenden
g 7wQCcio
gTe

zusammen, die parallel zu der den Fliissigkeitstheilchen gegebenen
Acceleration 6 durch den Mittelpunkt der Kugel geht.

Es sind noch die Drehungsmomente zu betrachten, die von
der parallelen Verschiebung der auf d @ wirkenden Componenten
herrithren. Man erhdlt dabei drei Kréftepaare, die auf Drehung

resp. um die z-Axe, die y-Axe, die z-Axe wirken. Thre Momente
sind

sz 4By tra)do.(yz — 2y),
s @z + By +r2)de . (ez — 22),

5 @z + By +72) do . (zy — ya),
d. h. gleich 0, es findet also keine Drehung statt.

§. 112,
Bewegung nach dem Aufhéren der Beschleunigung.

Wir betrachten noch besonders den Fall, dass nach Ablaunf
einer gewissen Zeit ¢, die beschleunigende Kraft ¢ aufhért, und
untersuchen die Bewegung fiir eine spitere Zeit. Gleichzeitig mit
¢ wird auch der Druck der Fliissigkeit gegen die Kugel aufhoren.
A, u, v werden eonstant nemlich

A= adt, y_._/ﬂdt 'v_fydt

Wir legen durch den Anfangspunkt der Coordmaten eine gerade
Linie, so dass die Cosinus der Winkel, welché sie mit den Coor-
dinatenaxen einschliesst, die Werthe haben
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A @ v
Virtur o' Vafur o’ Vs p o
Diese Linie wihlen wir zur Axe eines neuen Polar-Coordinaten-

systems, Es sei & der Winkel, welchen mit ihr der nach dem
Punkte (z, y, #z) gezogene Radiusvector » bildet. Dann ist

Az +py+ve
A

oS —

und daraus findet sich
03 —
p = rcosﬂ<1 -+ 273)\/12 +pr o

Geben wir ¢ einen constanten Werth, so wird dadurch eine Ober-
fliche festgelegt, deren Gleichung

c3
1) <1 -+ 5;—3) 7008 ¥ = const.

ist. Und zwar gibt die Gleichung (1) zn erkennen, dass die Ober-
fliche eine Rotationsfliche ist, welche die eben angenommene
Polaraxe zur Rotationsaxe hat. Ertheilen wir der Constanten,
welcher ¢ gleichgesetzt wird, andere und andere Werthe, so ergibt
sich eine Schaar von unendlich vielen Rotationsflichen, welche die
Rotationsaxe gemein haben. In jeder von ihnen hat die Function ¢
einen besonderen constanten Werth.

Wir nehmen vom Punkte (2, y, #) aus in einer der eben be-
sprochenen Flichen eine unendlich kleine Verschiebung vor, deren
Projectionen auf den rechtwinkligen Coordinatenaxen resp. dz, 0y,
0 z sein mogen. Dann ergibt die Gleichung der Fliche, ¢ = const.,
durch Differentiation

09 5,1 29 0@
Nun sind aber dz, dy, 02 den Cosinus der Winkel proportional,
welche die in der Flidche vorgenommene Verschiebung mit den

Coordinatenaxen einschliesst, %q;, %"Z, ? sind die Geschwin-
digkeitscomponenten des Fliissigkeitstheilchens im Punkte (z, y, 2)
und daher proportional den Cosinus der Winkel, welche die Bahn
dieses Theilchens an der Stelle (z, ¥, #) mit den Coordinatenaxen
bildet. Demnach gibt die Gleichung (2) zu erkennen, dass die Bahn

des Fliissigkeitstheilchens normal zur Fliche ¢ = const. liegt.
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Die Normale in irgend einem Punkte einer Rotationsfliche
schneidet die Rotationsaxe und fillt mit ihr in eine Ebene, die
durch die Rotationsaxe und den Punkt (z, y, #) vollstindig fest-
gelegt ist. In dieser Ebeme liegt dann also auch der Punkt
(x4 dx,y + dy, 2 + dz) der Bahn des Fliissigkeitstheilchens.
D. h. das Theilchen tritt aus der Ebene iiberhaupt nicht heraus.

Da der Punkt (z -+ da, y + dy, 2 + dz) auf der Normale
der Fliche (@ = const.) liegt, so haben wir

dxdr +dydy +dzdz =0
und folglich aus (2)
; 1o du:ds— 29 .09 .09
(3) clm.dy.dz_a—x.w.%-
Diese Gleichung hat man mit der Gleichung einer durch die Polar-
axe gelegten Ebene zu verbinden und durch Integration die Bahn
des Fliissigkeitstheilchens zu hestimmen. Dazu gelangt man jedoch
einfacher so. Wir denken uns die Ebene durch die Rotationsaxe
und den Punkt (z, y, z) gelegt und betrachten in der Fliche
(¢ = const.) und normal gegen dieselbe nur solche Verschiebungen,
welche in jener Ebene liegen. Dem Punkte (x, y, z) gehdren dann
in der Ebene die Polarcoordinaten r, & an. Nehmen wir auf r die
Verschiebung ¢ » und rechtwinklig dagegen die Verschiebung rd &
vor, so gelangen wir zu einem Punkte (r 4 07, & -+ 08), der noch
in der Fliche (¢ = const.) liegen moge. Alsdann ist

0P 54 2E rop =0,

Nehmen wir aber auf r die Verschiebung dr und rechtwinklig
dagegen die Verschiebung rd & vor, so gelangen wir zu einem
Punkte (» + dr, & 4 d#), dessen Verbindungslinie mit dem Punkte
(r, ) normal zur Fliche (¢ = const.) liegen moge und also ein
Element der gesuchten Bahn ist. Dann haben wir

dr . 0r +rd® .rd8 =0
und folglich

g 09 0@
4) r.lr.r(lﬁ.__a—r,ra_a.

Wir haben gefunden
’ a3 e
9o = rcosﬁ(l —+ 'z—br—s) Vaz - w2
folglich ist

Riemann. Partielle Differentialgleichungen. 21
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0 3
a—q: = (1 — ;0-3-) Viz £ ux = o2 cos 9,
0 3
O¢——(1+§€ﬁ>V12+y2+1/2sinm‘)

rod
Die Gleichung (4) gibt also
(;3
(1—%)
dr:rd® = — ————— colg ¥
c
(1+5%)
oder
1+ &
3
———231 dr = — colg & d .
e r
1— =
r3

Dieser Differentialgleichung gehort das Integral an

@

wenn ¢ die Integrationsconstante bezeichnet. Da nach der Natur
der Aufgabe » = ¢ genommen werden muss, wenn man iiberhaupt
zu Fliissigkeitstheilchen gelangen will, so darf & nicht negativ ge-
nommen werden. Wir erhalten in der einen Ebene alle Bahn-
curven der Fliissigkeitstheilchen, wenn wir ¢ alle Werthe von 0
bis o beilegen. Da aber die Gleichung (I) ganz unabhingig von
der besondern Lage der Ebene ist, so zeigt sich, dass die Bewegung
derFliissigkeit vollig symmetrisch zu der Rotationsaxe der Flichen
(¢ = comst.) vor sich geht. Hat man also in der einen Ebene
die Bahncurven gezeichnet, so erhélt man durch Drehung der Ebene
um die Rotationsaxe eine Schaar von Bahnflichen. Jede durch
die Rotationsaxe gelegte Ebene schneidet diese Schaar Flichen in
einer Schaar von Bahncurven.

Wir wollen noch die #ussersten Falle ¢ =— 0 und ¢ = o be-
trachten. Fiir ¢ = 0 ist entweder

&r

— e ——— g7 2
r3__63——smm‘},

r =
oder
g = 0.

Die Curve besteht also aus dem Durchschnittskreise der festen
Kugel mit einer Ebene, die durch die Rotationsaxe der Flichen
(p = const.) gelegt ist (r = c), und aus dieser Axe selbst, soweit
sie ausserhalb der Kugel liegt (& = 0).
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Ist ¢ = o, so hat man zu bedenken, dass

& <

9.3 —_ cJ=

. . C8
sein muss, also # sehr gross, so dass man lim 5= 0 zu nehmen
hat. Man erhilt danach

r2sin 92 —

limr? sin 92 = ¢,

d. h. fiir ¢ = o geht das Fliissigkeitstheilchen in unendlicher Ent-
fernung parallel zur Axe der Rotationsflichen (¢ = const.).

§. 113.
Bewegung der Kugel von constanter Dichtigkeit.

Die Kugel soll die constante Dichtigkeit ¢’ haben, also die
Masse % no'c:. Um die Druckkraft aufzuheben, welche die Fliissig-

keit auf die Kugel iibt, miissen wir auf sie eine beschleunigende
Kraft wirken lassen, deren Componenten parallel den Coordinaten-
axen resp.

Q. - .2 .2
_29/‘)‘1' 29167 29!
sind, d. h. eine beschleunigende Kraft
- .2
2 Q, 6’
welche der auf die Fliissigkeit wirkenden Kraft ¢ gerade entgegen-
gesetzt gerichtet ist. Dann kann die Kugel, auch wenn sie frei
ist, ihre Stelle nicht dndern.
Nun soll noch auf das ganze System die beschleunigende Kraft
— 6 mit den Componenten — «, — 8, — y einwirken. Dadurch
wird jeder Punkt des Systems um dasselbe Stiick verschoben. Der
Punkt, welcher ohne die Einwirkung der Kraft — ¢ zur Zeit ¢ sich
an der Stelle (z, y, ) befunden hiitte, hat in Wirklichkeit zur Zeit
¢t die Coordinaten

21*
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¢ ¢ ¢
x——f}.dt, y—fydt, z—/vdt.
0 ] 0

Die Componenten der auf die Fliissigkeit ausgeiibten beschleuni-
genden Kraft sind jetzt

«—o f—6 y—0
d. h. = 0. Auf die Kugel dagegen wirken die Componenten der
Beschleunigung

(). = (+8). —(+)

Ihre Geschwindigkeiten parallel den Axen sind
— Ak —u, —
Sie bewegt sich also genau so, als ob die Fliissigkeit nicht vorhan-
den wire, und die beschleunigenden Krifte
- —fB —vy
parallel den Axen wirkten.
Die Richtung der beschleunigenden Kraft wird durch die
Fliissigkeit nicht geéindert, ihre Grisse aber im Verhiltniss

Q .
14 ra
verkleinert.
Damit also die Kugel, von Flissigkeit umgeben, sich so be-
wege, als ob sie frei wire und durch die beschleunigende Kraft
— ¢ getrieben wiirde, muss man noch die beschleunigende Kraft

Q.

29
hinzufiigen.  Dieser Zusatz iiberwindet den Widerstand der
Fliissigkeit.

*#

Anmerkung. Die Grundlagen der wissenschaftlichen Hydrodynamik
verdanken wir Euler. Von den in §. 98 erwihnten beiden Wegen hat er
zuerst den zweiten eingeschlagen in der Abhandlung: Principes généraux
du mouvement des fluides (Histoire de ’Acad. de Berlin 1755). Spater hat
er auch den ersten Weg verfolgt (De principiis motus fluidorum. Novi
Comment. acad. Petrop. T. 14, P. 1. 1759). Nach Euler hat Lagrange
diese Methode reproducirt in der Mécanique analytique (Ed. 3. T. 2. p. 250)
nachdem er die Gleichungen der ersten Euler’schen Abhandlung seinem
Mémoire sur la théorie du mouvement des fluides (Nouveaux Mém. de I'Acad.
de Berlin 1781) zu Grunde gelegt hatte.
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Von neueren Arbeiten sind zu nennen:

Clebsch. TUeber eine allgemeine Transformation der hydrodynamischen
Gleichungen. (Borchardt’s Journal Bd. 54.)

Clebsch. TUeber die Imtegration der hydrodynamischen Gleichungen.
(Borchardt’s Journal Bd. 56.)

Helmholtz. Ueber Integrale der hydrodynamischen Gleichungen, welche
den Wirbelbewegungen entsprechen. (Borchardt’s Journal Bd. 55.)
Hankel. Zur allgemeinen Theorie der Bewegung der Fliissigkeiten. (Preis-

schrift. Gottingen 1861.)

Dirichlet. Untersuchungen iiber ein Problem der Hydrodynamik. Aus
dem Nachlass hergestellt von Dedekind. (Abhandlungen der Ges. der
Wissenschaften zu Gottingen Bd. 8.)

Riemann. Beitrag zu den Untersuchungen {iber die Bewegung eines fliissi-
gen glejchartigen Ellipsoids. (Abhandlungen der Ges. der Wissenschaften
zu Gottingen. Bd. 9.)

Die Bewegung eines festen Korpers in einer unendlichen incompressibeln
Fliissigkeit ist, wie schon angefiihrt, zuerst von Dirichlet untersucht und
zwar filr die Kugel. Nach ihm hat Clebsch die Aufgabe fiir das Ellipsoid
behandelt (Crelle’s Journ. Bd. 52. 53). Fiir einen Ring von kreisfSrmigem
Querschnitt hat Riemann in den Vorlesungen vom Wintersemester 1860/61
die Losung der Aufgabe angedeutet. Die Ausfiilhrung der Rechnung muss
jedoch einer besondern Verdffentlichung vorbehalten bleiben.

Die Untersuchungen der §§. 103 bis 105 rithren von Euler her: De la
propagation du son (Hist. de ’Acad. de Berlin 1759). Der allgemeine Fall
ist von Poisson behandelt (Mémoires de I’Acad. de Paris. T.10). Noch ist
anzufiihren die Abhandlung von Riemann: Ueber die Fortpflanzung ebener
Luftwellen von endlicher Schwingungsweite. (Abhandlungen der Gesellschaft
der Wissenschaften zu Gottingen. Bd. 8.)
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