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Vor-wort. 

Es bedarf kaum eines \Vortes der Rechtfertigung, wenn neben 
dE'n schon vorhandenen funktionentheoretischen Lehrbüchern nunmehr 
die Vorlesungen von Adolf H lIrwitz über allgemeine Funktionentheorie 
und elliptische Funktionen erscheinen. Der Verstorbene. der in sel
tener \Veise die Eigenschaften des großen Forschers mit denen des 
akademischen Lehrers verband, pflegte seine \'or!esungcn auf die sorg
fältigste Weise. auch in äußerlich abgerundeter Form. schriftlich nieder
zulegen. So war es bei der Herausgabe möglich, fast durchweg wört
lich das H lIrwilzsche :\Ianuskript zu benutzen und, abgesehen Hlll den 
letzten Ka piteln aus der Theorie der elliptischen Funktionen. \on 
größeren Ergänzungen und Berichtigungen abzusehen: auch "-0 solche 
Ergänzungen nötig waren, konnten alte Ausarbeitungen H IIrwitzschcr 
Vorlesungen zugrunde gelegt werden. Die trotz alledem nicht geringe 
Mühe der genauen Prüfung und Ergänzung des Manuskriptes hat zum 
großen Teil mein Kollege ul1ll Freund earl Ludwig Siegel äuf sich 
genommell und dadurch die Herausgabe überhaupt er:it enniiglicht. 

Der Raumersparnis balber wurde auf dCIl Abdruck eines ein
leitenden Abschnittes über die Thcorie der reellen Zahlen und Funk
tionen verzichtet, was trotz aller Bedenken um so eher geschchen 
konnte. als jetzt über diesen Gegenstand sehr zahlreiche und allen 
Bedürfnissen Rechnung tragende Darstellungen vorliegen. Demgemäß 
behandelt der erste Abschnitt sogleich die allgemeine Thcorie der 
analytischen Funktionen einer komple"cn \'ariablen. Der .\ufbau 
die~er Theorie wird im Geiste der Wet"erslraßschen Ideenbildungen 
auf arithmetischer Crundlage konsequent vollzogen. Im zweiten Ab
schnitt wird, ebenfalls von WeierstraßschE'n Gesichtspunkten aus. eine 
knappe. alwr recht vollstilndigc und übersichtliche Einführung in die 
Theorie der elliptischen Funktionen gegeben. 

Bei aller inneren Konsequenz des so errichteten Gebäudes kann 
der Lernende sich heute mit den Gesichtspunkten der W rierslra ßschen 
Theorie allein nicht mehr begnügen. Hieraus erga b sich der Plan. 
in einem selbständigen Anhang eine Einführung in den Riemannschen 
geometrisch -fun ktionentheoretischen Gedankenkreis zu gebcn. Viel
leicht ist der so entstandene dritte Abschnitt etwas umfangreicher 
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VI Vorwort. 

geworden, als es der ursprünglichen Absicht entsprach. Ich hoffe 
aber, damit eine wirkliche Lücke in der Literatur ausgefüllt zu haben, 
indem ich versuchte, die Darstellung über die elementaren Teile hinaus 
bis tief in die Problemstellungen der modernen geometrischen Funk. 
tionentheorie zu führen. Dabei habe ich, vielfach an eigene und 
fremde Arbeiten anknüpfend, zum Teil auch mit neuen Wendungen, 
den Gedanken des Dirichletschen Prinzipes in den Mittelpunkt ge
stellt. Wie weit meine subjektive Überzeugung, daß auf diese Art 
der einfachste Zugang zu dem umfassenden Problemkreis gewonnen 
ist, auch objektive Berechtigung besitzt, kann nur die Aufnahme 
dieser Darstellung beim Publikum erweisen. 

Das vorliegende Buch als Ganzes gibt, aus drei verhältnismäßig 
selbständigen unu für sich allein lesbaren Abschnitten bestehend, 
einen einführenden Überblick über die meisten wichtigen funktionen
theoretischen Gedankenreihen, die hier zwar nicht wie in anderen 
modernen Darstellungen (z. B. der von Bieberbach) ausdrücklich mit
einander verschmolzen erscheinen, deren Zusammenhänge aber doch 
wohl hinreichend klar hervortreten dürften. Daß in den Schlußkapiteln 
etwas höhere Anforderungen an das Selbstdenken des Lesers gestellt 
werden als in den ersten Abschnitten, entspricht der Natur der Sache 
und ist wohl auch vom pädagogischen Standpunkte aus nicht un
zweckmäßig. Ich habe hier zur Erleichterung der Übersicht in der 
etwas knappen Darstellung von dem typographischen Hilfsmittel des 
Fettdruckes mehr Gebrauch gemacht als in den vorangehenden Teilen 
des Buches. Auch sonst wird der Leser manche Ungleichmäßigkeiten 
im Äußeren des Buches bemerken, die ich mit der Entstehungs
geschichte des Ganzen zu entschuldigen bitte. - Dem Anfänger, der 
dieses Buch zum Selbststudium benutzen will, mag empfohlen werden, 
zugleich mit dem ersten Abschnitt die ersten vier Kapitel des dritten 
zu lesen. 

Bei der Korrektur und der Anfertigung des Registers haben 
Kollegen Si~gel und mir die Herren Bessel.Hagen, Bieberbach, Grandfot, 
Artin, Emersleben, Hellinger, H. K neser, M ettltr und Rogosinski geholfen. 
Ihnen allen, besonders den drei erstgenannten, von denen viele Rat· 
schläge und Verbesserungen herrühren, sage ich herzlichen Dank. 

Ebensolcher Dank gebührt auch der Verlagsbuchhandlung, welche 
in großzügiger Weise allen Wünschen entgegenkam und bei dem 
vorliegenden Buche trotz aller Schwierigkeiten der Zeit aufs neue 
ihren Unternehmungsgeist bewährt hat. 

Göttingen, im Juni 1922. 
R. Courant. 
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Erster Abschnitt. 

Allgemeine Theorie der Funktionen 
einer komplexen Veränderlichen. 

1. Kapitel. 

Die komplexen Zahlen. 

§ 1. Begriff der komplexen Zahl. 
Die Einführung der komplexen Zahlen hat ihren Grund bekanntlich 

in dem Umstande, daß die Gleichungen zweiten Grades (mit reellen 
Koeffizienten) in zwei Kategorien zerfallen: in solche mit Lösurgen und 
solche ohne Lösungen. Jedesmal, wenn man in mathematischen Unter
suchungen auf die Unmöglichkeit geführt wird, gewissen Aufgaben zu 
genügen, so versucht man durch eine Erweiterung 
der fundamentalen Begriffe diese Unmöglichkeit 
zu beseitigen. So fällt die Unmöglichkeit, gewisse 
quadratische Gleichungen aufzulösen, fort, wenn 
wir das Zahlenreich erweitern durch Einführung 
der komplexen Zahlen. Um die komplexen Zahlen 
zu definieren, betrachten wir die Gesamtheit aller 
Zahlenpaare (a, b), welche wir durch die Punkte 

a 

Fig- . 1. 

b 

einer Ebene geometrisch versinnlichen wollen (Fig. 1). Jedem solchen 
Zahlenpaar ordnen wir 'das Zeichen 

a + bi 
zu, in welchem der Buchstabe i zunächst nur als ein reines Symbol 
anzusehen ist. Wir setzen sogleich fest, daß im Falle b = 0 statt 
a + üi einfach a geschrieben werden soll, im Fall a = 0 statt 0 + bi 
einfach bi und statt 1 i einfach i. Die allgemeinen Zahlen a, welche 
wir von jetzt ab reelle Zahlen nennen wollen, sind also als Symbole 
den Punkten zugeordnet, deren zweite Koordinate Null ist. 

Den Symbolen a + bi geben wir nun dadurch den Charakter 
von Zahlen, daß wir bestimmte Festsetzungen über das Rechnen mit 
diesen Symbolen treffen. Dementsprechend werden wir von jetzt an 
die Symbole a + bi als komplexe Zahlen bezeichnen. Wir nennen a 

H 11 r witz - Co u ra1l t, Funktionentheorie. 1 



2 1,1. Die komplexen Zahlen. 

den reellen, bi den imaginären Teil, a und b die Komponenten der 
komplexen Zahl a + bio Die Zahlen bi, deren reeller Teil ver
schwindet, heißen rein imaginär. Endlich heißt die Zahl 1 i = i die 
imaginäre Einheit. 

Die Addition der komplexen Zahlen a + bi und a' + b' i definieren 
wir durch die Gleichung 

(I) (a + bi) + (a' + b'i) = (a + a') + (b + b')i. 
Offenbar genügt die Addition, wie im Gebiete der reellen Zahlen, 
dem kommutativen und dem assoziativen Gesetze. 

Überdies ist die Addition eindeutig umkehrbar, oder, indem wir 
diese Umkehrung der Addition wieder als Subtraktion bezeichnen: 
die Subtraktion ist stets in eindeutiger Weise ausführbar. 

Die Multiplikation von a + bi und a' + b' i definieren wir durch 
die Gleichung 

(II) (a + bi)(a' + b'i) = (aa' - bb') + (ab' + ba') i. 

Nehmen wir a = a' = 0, b = b' = 1, so ist also speziell 

(II') 

Ein anderer wichtiger spezieller Fall der Definitionsgleichung (II) ist 
der folgende: 

(II") (a + bi)(a - bi) = a'.l + b2 • 

Er enthält das Gesetz der Multiplikation zweier "konjugierter" Zahlen, 
worunter wir zwei komplexe Zahlen verstehen, welche dieselben ersten, 
aber entgegengesetzte zweite Komponenten haben. 

Aus der Gleichung (II) ist ersichtlich, daß (a + bi) (a' + b' i) 
dieselbe Zahl vorstellt, wie (a' + b'i)(a + bi), daß also das kommu
tativ3 Gesetz für die Multiplikation der komplexen Zahlen gilt. 

Sind ferner 

a=a+bi, a'=a'+b'i, a"=a"+b"i 
drei komplexe Zahlen, so ergibt eine leichte Rechnung, daß die 
beiden Zahlen (aa') a" und a (a' a") identisch sind, also 

(aa') a" = a (a' a"). 
Es gilt also auch das assoziative Gesetz für die Multiplikation. Da 
die Komponenten des Produktes (a + bi)(a' + b'i) homogene lineare 
Funktionen von a', b' sind, so gilt ersichtlich die Gleichung 

a(a' + a") = aa' + aa" 
für je drei komplexe Zahlen a, a', a"; d. h. das distributive Gesetz 
ist gültig. 

Nach (II) ist ein Produkt zweier komplexer Zahlen Null, wenn 
ein Faktor Null ist. Aber auch umgekehrt: 

Ist ein Produkt Null, so ist notwendig ein Faktor des Produktes Null_ 
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In der Tat folgt aus 

(a + b i) (a' + b' i) = 0, 
daß auch 

(a - b i) (a' - b' i) (a + b i) (a' + b' i) = 0 

ist, oder, wegen der Vertauschbarkeit der Faktoren in einem Produkt, 

(a -+- bi)(a - bi).(a' -+- b'i)(a' - b'i) = (a 2 + b2)(a'2 + b'2) = O. 
Daher muß entweder 

a2 + b2 = 0 oder a'2 + b'2 = 0 

sein. Im ersten Falle ist a = b =0, also der Faktor a + bi = 0, 
im zweiten Falle ist a' = b' = O. also der Faktor a' + b'i = O. 

Endlich bemerken wir, daß die Division, mit Ausnahme der Di
vision durch Null, eine stets eindeutig ausführbare Operation im 
Reiche der komplexen Zahlen ist. Denn betrachten wir die Gleichung 

(1) (a + bi)x = (a' + b'i), 
so folgt aus derselben 

(a 2 + b2)x = (a - bi)(a' + b'i) 
und hieraus, wenn a + bi nicht Null ist, 

x = a2 ~ b2 (a - b i) (a' + b' i) . 

Dieser Wert von x befriedigt auch wirklich die Gleichung (1), welche 
demnach stets eine und nur eine Lösung zuläßt. 

Die Gleichungen 

(a - b i) + (a' - b' i) = (a + a') - (b + b') i, 
(a - bi) (a' - b' i) = (aa' - bb') - (ab' + ba') i 

zeigen. wenn man sie mit (I) und (Il) vergleicht, daß die Summe 
resp. das Produkt zweier komplexer Zahlen in den konjugierten Wert 
übergeht, wenn man die Summanden bzw. die Faktoren des Produktes 
durch ihre konjugierten Werte ersetzt. Oder in anderer Ausdrucks
weise: Ordnet man j.eder komplexen Zahl ihre konjugierte Zahl als 
Bild zu, so entsteht dadurch eine Abbildung des Systems aller kom
plexen Zahlen auf sich selbst von der Eigenschaft, daß Gleichungen 
von der Form 

a - ß = r, aß= r 
bestehen bleiben, wenn man die in ihnen vorkommenden Zahlen 
durch ihre Bilder ersetzt. Daraus folgt dann sofort, daß überhaupt 
jede Gleichung zwischen komplexen Zahlen, deren beide Seiten durch 
ausschließliche Anwendung der Operationen der Addition, Subtraktion 
und Multiplikation gebildet sind, bestehen bleibt, wenn man jede der 
komplexen Zahlen durch ihre konjugierte Zahl ersetzt. 

1* 
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§ 2. Geometrische Darstellung der komplexen Zahlen. 
Sätze über den absoluten Betrag. 

Die komplexen Zahlen lassen sich dadurch den Punkten einer 
Ebene eindeutig umkehrbar zuordnen, daß man der komplexen Zahl 

a = a + bi 
den Punkt mit den rechtwinkligen Koordinaten (a, b) entsprechen läßt. 
Zur Vereinfachung werden wir in der Folge den Punkt, welcher einer 
komplexen Zahl a entspricht, ebenfalls mit a benennen. Die Ebene, 
durch deren Punkte wir die komplexen Zahlen repräsentieren, nennen 
wir die "komplexe Zahlenebene". Der Koordinatenanfangspunkt, welcher 
der Zahl 0 entspricht, heiße der .,Nullpunkt". 

o 

Die Entfernung r des Punktes a vom Nullpunkt ist (Fig. 2) 

r 

a 

F i).!'.2, 

r = Va 2 + b2 = V(a + b i)(a - b i). 

b 

Diese Größe wird der absolute Betrag der 
komplexen Zahl a genannt und nach Weierstraß 
mit I a I bezeichnet. Diejenigen Zahlen, welche 
ein und denselben abs.oluten Betrag r besitzen, 
werden offenbar durch die Punkte einer Kreis
peripherie mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt 
und dem Radius r repräsentiert. Die einzige 

komplexe Zahl, deren absoluter Betrag 0 ist, ist die Zahl O. Ferner 
beweisen wir leicht: 

Der absolute Betrag der Differenz a - a' ist die Entfernung der 
beiden Punkte a und a'. 

In der Tat, ist a = a + bi, a' = a' + b' i, so wird 

a - a' = (a - a') + (b - b') i 
und folglich 

la - cl I = V(a - a')2 + (b - b')'J. 
Einige weitere wichtige Sätze über die absoluten Beträge erhalten 

wIr durch folgende Betrachtungen. 

Bezeichnen wir mit a, ß zwei komplexe Zahlen, mit ao' ßo die 
zu ihnen konjugierten Zahlen, so ist 

lai = v'aa~, I ß 1= v'ß ßo' I aß 1= V(aß) [a-;;-,aJ = Vaao' v'ßßo 
und folglich 
(I) 

und 

(11) 

laßI=lal·/ß/· 
Ersetzen wir hier a durch.j (ß =+= 0), so kommt I ; . ß / = I ; /., ß!, 
daraus 

I; i = i;\· 
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Die Gleichung (I) läßt sich leicht auf ein Produkt aßy ... A von 
beliebig vielen komplexen Zahlen ausdehnen; für ein solches Pro
dukt gilt 

(IIl) laßy ... AI=:al·IßI·jrl·.·IAI 
und speziell, wenn alle Faktoren einander gleich angenommen werden, 

(IIl') 
Wenn wir die Gleichung (I) auf das Produkt 

(a + b i) (a' - b' i) = a a' + b b' - (a b' - ba') i 
anwenden, so ergibt sich die merkwürdige Identität 

(a'.! + b'.l) (a''.! + b''.!) = (a a' + b b')'J + (a b' - b a')'.!. 
Aus derselben schließen wir, daß 

(IV) Va'! + b2 • Va''.!+- b'2 ~ 1 aa' + b b'l - I , 

ist, wobei das Gleichheitszeichen nur steht, falls 

ab' - b a' = 0, d. h. a: b = a': b' 
a' 

lt' 

Fig.3. Fig.4. 

ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt, falls die Punkte 

a = a + bi, a' = a' + b' i 
mit dem Nullpunkt in einer Geraden liegen (Fig. 3). 

Vergleichen wir nun den absoluten Betrag einer Summe 

la+a'l 
mit den absoluten Beträgen der Summanden 1 a I und I a' , . 

Es sei a = a + bi, a' = a' + b' i , dann ist 

la + a' 12 = (a + a')2 + (b + b')'.! 
= (a'.! + b'J) + (a'2 + b''.!) + 2 (a a' + b b') 

und folglich nach (IV) 

I" + a' 12 < 1 a 12 + 1'" 12 + 21 a a' + b b' I < I a I'! + I a' 12 + 21" /1 a' I 
und endlich 
(V) [ " + a' ! < 1 al + 1 a' I· 

Diese sehr häufig zu brauchende Ungleichung hat eine einfache 
geometrische Bedeutung. Betrachten wir nämlich die drei Punkte 
(Fig.4) 

0, a, a + a', 
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so bedeutet la + a' I die geradlinige Entfernung des Punktes a + a' 
vom Punkte 0, während I a I die Entfernung des Punktes a vom 
Punkte 0 und I a' I die Entfernung des Punktes a vom Punkte a + a' 
bedeutet. 

Die Ungleichung (V) sagt also nichts anderes aus, als daß die 
Summe der beiden letzteren Entfernungen mindestens so groß ist, 
wIe die erstgenannte Entfernung. 

Ersetzen wir m (V) die Zahl a durch die Zahl a - a', so kommt 

lai < la - a'l + la'l 
und hieraus 
(V') I a - a' I > I a I - I a' i . 

Indem WH - a' für a' schreiben, gewinnt die vorstehende Un
gleichung - da I - a' I = I a' i ist - die Gestalt 

(V") 
Nach (V) und (V") liegt also der Wert von 1 a + a' i stets 

zwischen den beiden Grenzen la 1- 1 a' 1 und 1 a 1 + ! a' \. 

De.r Winkel cp zwischen der Halbachse der positiven reellen Zahlen 
und der Richtung vom Nullpunkt zur komplexen Zahl a wird der 
Winkel oder die AmpWude von a genannt und mit arc a bezeichnet. 
Offenbar ist (Fig. 2) 

a = r cos cp , b = r sin cp, a = a + b i = r (cos cp + i sin cp) . 

Dieser Darstellung von a werden wir noch später begegnen 
(S. 70). 

Wir wollen nun noch kurz die geometrischen Konstruktionen be
sprechen, welche der Addition und der Multiplikation der komplexen 
Zahlen entsprechen. 

Sind a und a' zwei Punkte in der komplexen Zahlenebene, so 
a+a' ist t- der Mittelpunkt ihrer Verbindungsstrecke. Daraus folgt, 

!><J" 
("( (.f 

F ig- . :,. 

daß, wenn 

a+a'=ß+ß' 
ist, die Punkte a, a', ß, ß' die Ecken emes 
Parallelogramms bilden (Fig. 5). Um also 
aus a, a', ß 

ß'=a+a' - ß 

zu konstruieren, ergänze man das Dreieck ß a a' zum Parallelogramm 
ß a ß' a', dann ist die ß gegenüberliegende Ecke ß' der zu kon
struierende Punkt. Wählt man ß = 0, so ist hierin die Konstruktion 
für die Summe a + a' enthalten, wählt man a' = 0, so hat man 
offenbar die Konstruktion für die Differenz a - ß. 
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Betrachten wir nun in der komplexen Zahlenebene zwei Drei
ecke a a' a" und ß ß' ß" (Fig. 6), so sind dieselben ähnlich, wenn 

a'-oe {J'-{J 
~~=7F'-ß 

ist. Denn zunächst folgt aus vorstehender Gleichung, indem man 
beide Seiten um 1 vermindert, 

a ' - a" P' - ß" 
-;;-,-, ~ = (J" -7 

und indem man zu den absoluten Beträgen .übergeht 

! a' - al : I a" - al : I a' - a" I = I ß' - ß I : I ß" -- ß I : I ß' - ß" I ' 
d. h. die Seiten des Dreiecks a a' a" sind pro
portional den Seiten des Dreiecks ß ß' ß". Eine 
nähere Betrachtung, die wir übergehen, zeigt, daß 
die beiden Dreiecke a a' a" und ß ß' ß" gleich
orientiert sind, d. h. wenn der Punkt a" zur 
Linken der Durchlaufungsrichtung a a' liegt, so 
auch der Punkt ß" zur Linken der Durchlaufungs
richtung ß ß', und wenn der Punkt a" zur Rechten 
der Durchlaufungsrichtung a a' liegt, so auch der 
Punkt ß" zur Rechten der Durchlaufungsrichtung 
ß ß'. 1) 

r ig. 6. 

t 
(1" 

Sind fünf der Punkte a, a', a", ß, ß', ß", etwa die ersten fünf, 
gegeben, so kann man hiernach den sechsten 

" ß" = ß + (ß' - ß):, ~: 

leicht konstruieren. Man hat nur nötig, über ß ß' ein Dreieck ß ß' ß" 
zu errichten, das ähnlich und gleichorientiert mit dem Dreieck a a' a" 
ist. Nehmen wir speziell 

ß = 0, ß' = 1 , a = 0, 
CI." 

so erhalten WIr eine Konstruktion für den Quotienten 

der Annahme 

ß=o, a=O, a' = 1 

eine Konstruktion für das Produkt ß' a" entspricht. 

während 

-~ 
1) Nimmt man an, daß der Punkt i zur Linken der positiven Richtung 01 

der Achse der reellen Zahlen liegt, so liegt a" zur Linken oder zur Rechten 
der Durchlaufungsrichtung CI. oe', je nachdem die zweite Komponente des 

oe" - oe 
Bruches -,-- positiv oder negativ ist. 

oe -oe 
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§ 3. Konvergente Zahlenfolgen. Die Zahlenkugel. 
Eine Folge komplexer Zahlen 

(1) a1 = a1 + b1 i, a2 = a2 + b'J i, ... , an = an + bn i, 
wollen wir konvergent nennen, wenn jede der beiden Folgen reeller 
Zahlen 

(2) 

konvergent ist 1). 

f a1 , a2 , ••• , a,., 

l b1 , b2 , •• " b n ' 

Es sind dann 

liman = a, lim bn = b 

bestimmte endliche Zahlen. Wir nennen a = a + bi die Grenze der 
Zahl enfolge a1 , a2 , ••• , an' ... und schreiben 

lim an = a. 
11=~ 

Wir wissen, daß für die Konvergenz der Folgen (2) notwendig 
und hinreichend ist, daß zu jeder beliebig klein vorgeschriebenen 
positiven Zahl E der Index n so bestimmbar ist, daß 

(3) I ak - ah I < E und I bk - bh I < E 

ist, falls nur kund h > n sind. 

Hieraus werden wir jetzt den "Fundamentalsatz der Konvergenz" 
für das komplexe Zahlgebiet ableiten: 

Die Zahlenfolge 
"1' (X2' .. -, (tn' '" 

ist immer und nur dann konvergent, wenn zu jedem positiven E der 
Index n so gewählt werden kann. daß 

lak - ahl < E 

ist, sobald kund h größer als n sind. 

Offenbar ist dies eine notwendige Bedingung; denn aus (3) folgt 

I ak - ah 1= V(ak - ah )2 + (bk - bh)2 < V2'E, 
und V2'e kann ebenso jede beliebige positive Zahl darstellen, wie 
E selbst. Die Bedingung ist aber auch hinreichend, denn aus 

I ak - ah 1= V(a k - ah )2 + (bk - bh)2 < e 
folgt 

I ak - ah I < E und I bk - bh I < E, 

also das Bestehen der Ungleichungen (3). 

1) Definitionen und einfache Tatsachen aus der Theorie der unendlichen 
Reihen mit reellen Gliedern werden als bekannt vorausgesetzt. Man vergleiche 
etwa das Lehrbuch von Knopp, Unendliche Reihen. (Anmerkung der Heraus
geber). 
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Wir bemerken hier sogleich, daß die Bedingung des Fundamental· 
satzes der Konvergenz schon erfüllt ist, wenn nur zu jedem positiven e 
der Index n so gewählt werden kann, daß 

I"k - " .. I < e 
ist, falls k > n ist. Denn ist letztere Bedingung erfüllt, so können 

E 
wir zu 2" den Index n so bestimmen, daß 

i "k - "n I < i, I"h - " .. I < i 
ist, unter kund h zwei beliebige Indizes > n verstanden. Dann 
ist aber 

I "k - "h I = I ("k - " .. ) + (" .. - ah) I 
< l"k -"n I + I"h - " .. I< i + i = e, 

also wirklich die Bedingung des Fundamentalsatzes der Konverge nz 
erfüllt. 

An die Definition der konvergenten Zahlenfolgen knüpfen wir 
nun noch eine weitere Definition. 

Wenn die Zahlenfolge 

"1' "2' ... , "n' . . . 
die Eigenschaft hat, daß zu · jeder beliebig groß gewählten pos itiven 
Zahl G der Index n so bestimmt werden kann, daß 

I"kl >G 
ist, sobald k > n ist, so wollen wir sagen, die Zahlenfolge hat die 
Grenze unendlich, und wir drücken dies durch die Gleichung 

lim",. = 00 

aus. Um für das hierdurch eingeführte Symbol 00 ebenfalls eine geo· 
metrische Darstellung zu erhalten, stellen wir folgende Überlegung an. 

Wir betrachten eine Kugel, deren 
Mittelpunkt sich senkrecht über dem 
Nullpunkt der komplexen Zahlenebene 
befindet, welch letztere wir uns hori· 
zontal liegend denken wollen (Fig. 7). 
Verbinden wir den höchsten Punkt N 
der Kugel mit dem Punkte" der kom
plexen Zahlenebene geradlinig, so 
schneidet die Verbindungsgerade die 
Kugeloberftäche außer in N noch in 
einem weiteren Punkte, den wir eben
falls" nennen wollen. Diese Konstruk· 
tion, welche jedem Punkte der Ebene 

N 

Fig . •. 

einen bestimmten Punkt der Kugel zuordnet, nennt man "stereo
graphische Projektion". Jede komplexe Zahl" findet nun auf diese 
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Weise einen ihr entsprechenden Punkt", der Kugel. Umgekehrt ent
spricht, mit Ausnahme des Punktes N, jedem Punkte der Kugel eine 
bestimmte komplexe Zahl. Und nun wollen wir festsetzen, daß der 
Punkt N als Repräsentant des Symboles 00 angesehen werden und 
dementsprechend "Punkt 00" heißen soll. 

Betrachten wir eine Zahlenfolge a l , a2 , ••. , a", ... , für die 

lima" = 00 
n=oo 

ist, so nähern sich die Punkte a l , a2 , ••• , an" .. der Kugel mit wach
sendem Index immer mehr dem Punkte N, während die entsprechen
den Punkte der Zahlenebene immer weiter vom Nullpunkt abrücken. 
Es entspricht also der Punkt N dem unendlich Fernen der Zahlen
ebene. Deshalb sprechen wir zuweilen kurz vom "unendlich ternen 
Punkt" der Zahlenebene, worunter wir uns dann aber immer den 
Punkt 00 der Zahlenkugel vorzustellen haben. (Diese in der Funk
tionentheorie allgemein adoptierte Auffassung des unendlich Fernen 
der Ebene als eines "Punktes" steht in charakteristischem Gegensatz zu 
der Auffassung der projektiven Geometrie, in welcher bekanntlich das 
unendlich Ferne der Ebene als eine "Gerade" angesehen wird.) 

Der Vollständigkeit halber woUen wir hier die Formeln kurz ab· 
leiten, die zwischen den Koordinaten eines Punktes (x, y) der Zahlen
ebene und den Koordinaten (~, 'Yj. C) des entsprechenden Punktes der 
Zahlenkugel bestehen. Wir nehmen den Nullpunkt der Zahlenebene 
als Anfangspunkt und lassen die positive Z-Achse mit der Richtung ON 
zusammenfallen. 

Der Radius der Kugel heiße a und die Entfernung ON heiße e. 
Dann ist die Gleichung, welche ausdrückt, daß der Punkt (~, 'Yj, C) auf 
der Kugeloberfläche liegt: 

~2 + 'Yj2 + (C _ (e _ a))2 = a'.l, 
oder 

~2 + 'Yj2 = 2 a (e -' C) - (e _ C)2. 
Liegen nun der Punkt N (0, 0, e), der Punkt (~, 'Yj, C) der Kugel und 
der Punkt (x, y, 0) der Zahlenebene in einer Geraden, so ü,t 

d. h. 

Hieraus folgt 

x-o ,,-0 O-e 
;-0 1]-0 i:,-e 

; 
x=e·--, e-C 

1] 
y=e·e_C· 

2 + 2 _ 2. ~ + 1]9 _ 2. 2 a - (e - C) x y -e (r2- C r' e-.,) e-., 

Es drücken sich also 
möge ~, 'Yj, C aus: 

x, y und x2 + y'.l durch folgende 

(I) 
e; 

X = e-C' 
e1] 

y = e-C' 

Formeln ver· 
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Umgekehrt folgt: 

(II) 
2aex 

; = x 2 + y2 -r e2 ' 

2a ey 
1} = X2+y2+ e2' 

2a e2 

C = e - x2 --I- y2 --I- e2' , , 

Betrachten wir in der Zahlenebene diejenigen Punkte, welche der 
Gleichung 
(4) A (x2 + y2) + B x + C Y + D = 0 

genügen, so bilden dieselben eine Kreisperipherie oder, falls A = 0 
ist, eine Gerade. Der Kürbe halber werden wir jede Gerade in der 
komplexen Zahlenebene auch als "Kreili" (mit unendlichem Radius) 
bezeichnen, so daß also die vorstehende Gleichung (4) in jedem Falle 
einen Kreis in der Zahlenebene definiert. 

Den Formeln (I) zufolge genügen die Koordinaten (;, Yj, C) der 
Gleichung 

oder 

(5) Be; +Ce1} + (Ae2 - D)C + Ae2 (2a - e) + De = 0, 

wenn (x, y) der Gleichung (4) genügt. Die Gleichung (5) stellt eine 
Ebene vor, wenn;, Yj, C als laufende Koordinaten angesehen werden. 
Da eine Ebene die Kugel in einem Kreise schneidet, so folgt: 

Jedem Kreise in der Zahlenebene mtspricht ein Kreis auf der 
Zahlenkugel. 

Der Satz darf offenbar auch umgekehrt werden, da die Koeffi
zienten A, B, C, D so gewählt werden können, daß die Gleichung (5) 
eine beliebige Ebene darstellt. Also: 

Jedem Kreise auf der Zahlenkugel entspricht ein Kreis in der 
Zahlenebene . 

Diejenigen Kreise der Kugel, welche durch den Punkt 00 hindurch
gehen, entsprechen den Geraden der Zahlenebene. Daher sagen wir, 
daß eine Gerade ein Kreis sei, welcher durch den unendlich fernen 
Punkt der Zahlenebene hindurchgeht. 

Die leicht beweisbare Tatsache, daß die stereographische Projek
tion eine konforme Abbildung der Ebene auf die Kugel darstellt, d. h. 
daß der Winkel zwischen zwei Kurven in der Ebene derselbe ist, 
wie der Winkel zwischen den entsprechenden Kurven auf der Kugel. 
sel hier nur beiläufig erwähnt. 

§ 4. Grenzwerte unendlicher Zahlenmengen. 
Bezeichnet e eine positive Zahl, so wollen wir unter der "Um

gebung e" eines im Endlichen liegenden Punktes a der komplexen 
Zahlenebene die Gesamtheit derjenigen Punkte z verstehen, welche 
der Bedingung I z - a I < e genügen. Diese Punkte erfüllen das 
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Innere eines Kreises mit dem Mittelpunkt ce und dem Radius e (Fig. 8). 
Die Zahl e nehmen wir als Maß der Größe der Umgebung. Auf der 
Zahlenkugel bilden die Punkte einer Umgebung des Punktes ce das 
Innere eines um den Punkt ce sich legenden Kreises, der sich mit 
abnehmendem e immer mehr auf den Punkt ce zusammenzieht. Unter 
der Umgebung e des unendlich fernen Punktes wollen wir die Ge-

samtheit derjenigen Punkte z verstehen, die der Bedingung I z / > 2. 
e 

genügen. Diese Punkte erfüllen das Äußere eines Kreises mit dem 

Mittelpunkt 0 und dem Radius 2.. Auch hier nehmen wir e als Maß 
e 

für die Größe der Umgebung. Auf der Zahlenkugel stellt sich die 
Umgebung e des unendlich fernen Punktes als das Innere eines Kreises 
dar, der um den Punkt 00 der Kugel abgegrenzt ist und um so kleiner 
wird, je kleiner eist. 

Fig . ~. 

Wir betrachten nun ein System ~ von unend-. 
lieh vielen komplexen Zahlen. Dasselbe wird geo
metrisch durch ein System von unendlich vielen 
Punkten der Zahlenebene oder der Zahlenkugel dar
gestellt, welches wir ebenfalls mit ~ bezeichnen 
wollen. Dabei wollen wir nicht ausschließen, daß 
unter den Zahlen des Systemes ~ sich gleiche 
finden, in welchem Falle ein und derselbe Punkt dem 

Punktsystem mehrfach zugerechnet werden muß. 
Das Punktsystem ~ auf der Zahlenkugel bildet eine Punktmenge 

im dreidimensionalen Zahlenraum, in welchem unsere Kugel liegt. 
Die Grenz- oder Häufungsstellen dieser Punktmenge ~ sind gewisse 
Punkte der Kugel. 

Wenn ce eine solche Grenzstelle ist, wo ce eine endliche komplexe 
Zahl oder auch ce = 00 sein kann 1), so liegen in jeder noch so kleinen 
Umgebung von ce unendlich viele Punkte der Menge~. Wir können 
daher aus ~ eine Zahlenfolge 

so herausheben, daß 

ist. Daher nennen wir a auch einen Grenzwert des Zahlensystems JE. 
Wir knüpfen an diese Betrachtung noch folgende Sätze: 

Liegt eine Zahlenfolge 

a1 , a'.l' ... , an' 
vor mit der Grenze a, so daß also 

lim an = a 
n=rI; 

') Bekanntlich gibt es für ein System von unendlich vielen Punkten auf 
der Kugel stets mindestens eine Häufungsstelle (Häufungsstellensatz) (A. d. H.). 
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ist, so besitzt das aus den Punkten "1' "11' ... , "n' 
Punktsystem nur die eine GrenzsteUe ". 

Umgekehrt: 

13 

bestehende 

Besitzt ein Punktsystem der Zahlenkugel nur eine Grenzstelle ", 
so ist das entsprechende Zahlensystem abzählbar, läßt sich also in eine 
Reihenfolge 

bringen, und es ist dann 

n=oc 

Wir wollen den letzteren Satz unter der Annahme beweisen, daß 
die eine Grenzstelle " im Punkte 00 liegt. Man erkennt leicht, daß 

die Schlüsse, die wir in diesem Falle machen, auch für jeden be
liebigen Wert von " anwendbar bleiben. 

Es liege uns also ein unendliches Punktsystem ~ vor mit der 
einen Grenzstelle 00. Betrachten wir irgendeine Umgebung e des 
Punktes 00, so können außerhalb derselben nur endlich viele Punkte 
von ~ liegen. Im anderen Falle würde nämlich eine von 00 ver
schiedene Grenzstelle von ~ existieren. In der komplexen Zahlen
ebene wird die Umgebung e durch das Äußere des Kreises mit dem 

Mittelpunkt 0 und dem Radius 2.. dargestellt. Im Innern eines solchen 
s 

Kreises liegen also immer nur endlich viele Punkte von ~. 
Wir beschreiben nun um den Nullpunkt eine Reihe von Kreisen, 

deren Radien nach irgendeinem Gesetze ins Unendliche wachsen, und 
zerlegen dadurch die Ebene in die Stücke I, 
II, III, _ .. , welche. abgesehen vom ersten, lauter 
Kreisringe sind (Fig. 9). 

Diesen Stücken entsprechend, teilen wir die 
Punkte von ~ in Gruppen (I), (II), (III), ... ein, 
indem wir in jede Gruppe diejenigen aufnehmen, 
welche in dem betreffenden Stücke ·liegen. Jede 
einzelne Gruppe enthält nur eine endliche Zahl 
von Punkten. Diese ordnen wir immer so, daß 
diejenigen voranstehen, welche dem Nullpunkte 
näher liegen. 

m 

© 
Fig-_ ~I . 

Auf diese Weise erkennen wir, daß die Zahlen "on ~ sich m 
eine Folge 

bringen lassen und zwar derart, daß 

I "1 I < I "11 I < I "si < I "4 i ... 
und lim "n = 00 ist. 

n=oo 



14 I, 1. Die komplexen Zahlen. 

§ ö. Konvergenz der Reihen mit komplexen Gliedern. 
Die Reihe 

(1) wl + w2 + Ws + ... + w .. + ... , 
deren allgemeines Glied 

w .. = u,,+iv .. 
eine komplexe Zahl ist, heißt konvergent, wenn 

lim (wl + w'J + Ws + ... + w..) = s 
n=ao 

einen bestimmten endlichen Wert vorstellt, wenn also die Folge der 
Teilsummen 

SI = wl' S2 = w1 + w'J' Ss = w1 + w2 + Ws' 

eine konvergente Zahlenfolge bildet. Die Zahl s heißt dann die 
Summe der Reihe (1). Hieraus folgt, daß die Reihe (1) dann und 
nur dann konvergiert, wenn die beiden Reihen 

( u = u1 + u'J + ... + u .. + ... 
(2) ~ 

~ v = '111 + '112 + ... + v .. + ... 
konvergieren, sowie daß s = u + iv ist. 

Ferner folgt aus dem Fundamentalsatz der Konvergenz, an
gewandt auf die Zahlenfolge s1' S2' S3' ••. , das allgemeine Konvergenz
kriterium: 

Die unendliche Reihe 
wl +w2 +WS +···+w .. + ... 

konvergiert dann und nur dann, wenn zu jedem positiven e der Index 
n so bestimmt werden kann, daß die Ungleichung 

I w .. +l + w .. H + ... + w .. +k I < e 
tür jeden Index k erfüllt istl). 

Wir wollen nun eine konvergente Reihe (1) unbedingt konvergent 
nennen, wenn sie bei beliebiger Umstellung der Glieder konvergent 
bleibt und ihre Summe nicht ändert. Für die unbedingte Konvergenz 
ist notwendig und hinreichend, daß die Reihen (2) unbedingt kon
vergent sind, und dies ist bekanntlich dann und nur dann der Fall, 
wenn die Reihen 

(3) { I u1 I + I u9 I + ... + I u .. 1 + .. . 
I '111 I + I 'Oll I + ... + I '11 .. I + .. . 

konvergieren. 

Da nun 

I w .. : = VU .. 2 + v .. 2 = I u .. + i v .. I < I u .. 1 + 1'11 .. 1 

1) Insbesondere ist also notwendig, das Wn mit wachsendem n gegen 0 
konvergiert. 
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ist, so konvergiert mit den Reihen (3) zugleich die Reihe 

(4) Iw1 1+;w2 1+.·.+lwn l+···· 
Da ferner sowohl I u" I als auch I vn I nicht größer als 

I I ~/ 2 + 2 I w" 1= VUn v .. 
sind, so konvergiert mit der Reihe (4) auch jede der beiden Reihen 
(3). Daher dürfen wir folgendermaßen sagen: 

Eine Reihe w1 + w2 + ... + wlI + ... kJnvergiert stets und nur 
dann unbedingt, wenn sie "absolut" konvergiert, d. h. wenn die Reihe 
der absoluten Beträge 

i w1 ! + I w2 1 + ... + I w,,: + ... 
kanvergent ist. 

Aus einer gegebenen unendlichen Reihe 

(5) w1 + w2 + . " + w .. + ... 
kann man in mannigfaltiger Weise eine unendliche Anzahl von Reihen 

(6) 

r 
Wa, + w'" + Was + ., . 
Wh + Wp. + Wf. + ... 

1 W".+W': + "~. +'. 

derart bilden, daß jedes Glied w" der ursprünglichen Reihe in emer 
und nur einer der neuen Reihen auftritt. Beispielsweise würde 

W 1 + w2 + w4 + W, + WH + ... 
w3 + wr. + Ws + W 12 + ... 
w6 + w9 + W 13 + ... 
w10 +w14 + ... 
W 15 + ... 

eine derartige Zerlegung der Reihe (1) in unendlich viele Reihen 
sein. Wir wollen nun den folgenden Satz beweisen, den wir als 
Doppelreihen.Satz bezeichnen werden: 

Wenn die Reihe (5) absolut konvergiert und die Summe s besitzt, 
so konvergiert auch iede der Reihen (6) absolut, und wenn die Summen 
dieser Reihen mit sI' S2' S8' .•• bezüglich bezeichnet werden, so kon
vergiert auch die Reihe 

(7) S1 + S2 + S8 + ... 
absolut, und ihre Summe ist s. 
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Die Reihe 
I Wa, I + I W a2 ! + I Was! + ... 

ist konvergent, weil ihre Teilsummen unterhalb der endlichen Zahl 

S = / w1 / + I w\l I + I Ws I + ... 
bleiben. Die erste der Reihen (6) ist daher absolut konvergent, und 
in gleicher Weise folgt, daß jede einzelne der Reihen (6) absolut 
konvergiert. 

Sei nun 

und 

Sl = Wa, + wa2 + wa3 + .. . 
S2 = W PI + wp. + wp. + .. . 
Ss = wYl + wY• + wYs + .. . 

Dann wird 

S - (Sl + s\l + ... + sJ = W"l + w,,_ + ... 
sein, wo "1' "2' . .. diejenigen Indizes bedeuten, die in den ersten 
m Reihen (6) nicht auftreten. Ist nun n eine beliebig angenommene 
natürliche Zahl, so werden für genügend große Werte von m die 
Glieder wl' w2 ' ••• , wn in den ersten m Reihen (6) vorkommen und 
also "1' "11 . .. über n liegen. Dann wird 

: S - (SI + S2 + ... + sm) / < I wn+1 / + IwnHI + ... = rn 
sein, wo rn den Rest der Reihe 

I w1 I + I wlI I + I w3 1 + ... 
bezeichnet. Da nun n so angenommen werden kann, daß r n kleiner 
als eine beliebig klein vorgeschriebene Zahl ist, so hat man 

lim (SI + S2 + ... + sm) = s. 

Die Reihe (7) konvergiert also und hat die Summe s. Daß diese 
Reihe absolut konvergiert, folgt aus den Ungleichungen 

/ SI / < / wal/ + / W a./ + .. . 
/ S2 / < / Wfi'l / + I Wp. ! + .. . 

. , 
aus welchen man sofort 

i SI / + : SIl/ + ... + I sm: < I W 1 I + I Will + I Ws I + ... = S 
schließt. Die Reihe 

j SI / + I S2 I + I s31 + ... 
ist demnach konvergent. da ihre Teilsummen unterhalb der festen 
Zahl S bleiben. Hiermit ist der Doppelreihensatz in allen Stücken 
bewiesen. 
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Mit Hülfe des Doppelreihensatzes ist es leicht, folgenden wich
tigen Satz zu beweisen: 

Das Prod14kt s· s' der Summen sund s' zweier absolut konver
genter Reihen 

s = w1 + w2 + wa + .. . 
s' = w/ + wll' + wa' + .. . 

wird durch die ebenfalls absolut konvergen!e Reihe 
s·s' = w1w/ + (W1 W2' + w\lw/) + (w1 wa' + wll w/ + t&'!iw/) + ... 

+ (w1 wn' + W2W~-1 + ... + wnw/) + ... 
dargestellt. 

In der Tat ist die aus den Gliedern 

(8) w1w/' w1w\l', w2 w/' w1wa', w\lw\l', 
gebildete Reihe absolut konvergent. Betrachten 
welche Glieder dieser Reihe, so ist die Summe 
träge nicht größer als 

WaW/' 
wir nämlich irgend
ihrer absoluten Be-

~ (I w1 I + I will + ... + I w .. \) (I w/ I + I w'/ 1+··· + I w'n I), 
wenn n der höchste Index ist, der in jenen Gliedern auftritt. Um so 
mehr überschreitet diese Summ~ nicht das Produkt W· W', wo 

W = I w1 I + I will + : wal + .. . 
W' = I w/ I + I wll' I + i ws' I + .. . 

ist. 

Nach dem Doppelreihensatz ist nun die Summe der aus den 
Gliedern (8) gebildeten Reihe einerseits gleich 

w1 w/ + (W1 WIl ' + w\lwt') + (W 1 W3' + w2 w\l' + waw1') + ... 
und andererseits gleich der Summe der unendlich vielen Reihen 

S1 = w1 w/ + w1 wll ' + w1 wa' + ... = w1 s', 
S2 = w\lw/ + w2 w\l' + w\lwa' + ... = w2 s', 
S3 = waw/ + w3 w\l' + wawa' + ... = was', 

d. h. gleich 

§ 6. Komplexe Variable und Funktionen derselben. 
Betrachten wir ein System 2: von komplexen Zahlen uhd setzen 

wir fest, daß die komplexe Zahl z = x + iy mit jeder Zahl dieses 
Systems 2: identifiziert werden darf, so o.ennen wir z ein·e kom
plexe Variable und 2: ihr Gebiet. Dies Gebiet ~ wird geometrisch 
durch ein Punktsystem in der komplexen Zahlenebene oder. auf der 
Zahlenkugel dargestellt. Wie früher wollen wir das Punktsystem eben
falls mit 2: und ebenfalls als "Gebiet" der komplexen Variablen z 

Hu rwi t2. - C ouran t, Funktionentheorie. 2 
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bezeichnen. Bedienen wir uns der Darstellung der Zahlen von ~ 
durch dieZahlenkugel, so brauchen wir dann den Fall nicht aus
zuschließen, in welchem der Punkt 00 zu dem Punktsystem ~ gehört, 
in welchem also unter den Zahlen von ~ auch der Wert 00 vorkommt. 

Wenn nun jedem Wert, den z annehmen darf, also jeder Zahl 
von ~, nach einem bestimmten Gesetze ein komplexer Zahlenwert 
W = u + iv zugeordnet ist, so nennen wir weine Funktion von z. 
Ist wie oben z = x + iy, so sind dann u und v reell~ Funktionen 
der reellen Variablen x und y. Wenn uns also wals Funktion von z 
gegeben ist, so kommt das darauf hinaus, daß uns im reellen Ge
bi~te zwei Funktionen u und v von x und y gegeben sind. 

Betrachten wir das Punktsystem ~ (sei es in der Zahlenebene 
oder auf der Zahlenkugel), welches das Gebiet der Variablen z ist; 
so entspricht jedem Punkte von ~ ein bestimmter komplexer Zahlen
wert w. Stellen wir den letzteren wieder geometrisch als Punkt in 
einer Zahlenebene oder auf einer Zahlenkugel dar, so erhalten wir 
den verschiedenen "Verten, die W annimmt, entsprechend ein Punkt
system ~'. Dabei kann das Punktsystem ~' ein und denselben Punkt 
mehrfach enthalten, was eintritt, wenn verschiedenen Werten von z 
derselbe Wert W zugeordnet ist. 

Nun stellt sich die Abhängigkeit des Wertes von W von dem 
Werte von z geometrisch offenbar so dar: 

Die Punktsysteme ~ und ~' stehen in der Beziehung zueinander, 
daß fedem Punkte von ~ ein bestimmter Punkt von ~' zugeordnet ist. 

Wenn wir die Punktsysteme ~ und ~' auf der Zahlenkugel be
trachten, so brauchen wir den Fall nicht auszuschließen, in welchem 
zu dem Punktsysteme ~' der Punkt 00 gehört, in welchem also unter 
den Funktionswerten w auch W = 00 vorkommt. 

Wir wollen nun den Begriff der Stetigkeit einführen. 
Es sei Zo ein bestimmter Wert der Variablen z, G geometrisch dargestellt durch den Punkt Zo von ~, 

x W o und es sei Wo der zugehörige Funktionswert, geome
trisch dargestellt durch den Punkt Wo von ~'. Wenn 
nun Zo eine Häufungsstelle der Punktmenge ~ ist, so 

h/! . 10 . sagen wir, w sei stetig für den betrachteten Wert zo' 
falls Wo endlich ist und zu jeder beliebig kleinen Um

gebung e von Wo sich eine Umgebung b von Zo so angeben läßt, 
daß den Punkten von ~, welche in letztere Umgebung fallen, Punkte 
von ~' entsprechen, die in die Umgebung e von Wo fallen (Fig. 10). 

Diese Bedingung läßt sich auch durch folgende ersetzen: 

Haben die Punkte z', z", z"', ... von ~ die eine Grenzstelle zo' so 
sollen die entsprechenden Punkte w', w", Will,... von ~' die fine end
liche GrenzsteUe Wo besitzen. 
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Betrachten wir den Fall, wo Zo einen endlichen Wert besitzt, so 
drückt sich die Bedingung der Stetigkeit offenbar folgendermaßen aus: 

Die Funktion w, welche tür z = Zo den Wert Wo annimmt, ist 
tür Zo stetig, falls zu jedem beliebig klein vorgeschriebenen positiven e 
die positive Größe c5 so bestimmt werdtn kann, daß Iw - wol < eist, 
sobald 1 z - Zo 1 < c5 ist. 

Dies bleibt auch noch gültig für den Fall. wo Zo unendlich ist, 

wenn wir nur dem an sich sinnlosen Symbol z - 00 die Bedeutung -.! z 
beilegen. 

Ist z. B. 
w=z", 

so können wir als Gebiet der Variablen z die ganze Zahlenkugel 
mit Ausschluß des Punktes z=-oo annehmen. Ist Zo ein bestimmter 
Wert von z, so kommt Wo = zo" und also 

w - Wo = zn - z; = (z - ZO)(Z"-l + zn-2zo + . .. + Z;-l) 

und folglich 

Iw - Wo I = I z - Zo 11 zn-l + zn-2zo + ... + Z;-l ! 

< : z - Zo I (r n- 1 + rn - 2 ro + ... + r;-l), 

wo wir I z I = r, I Zo 1 = ro gesetzt' haben. Betrachten wir nun die 
Umgebung c5 des Punkte!? zo' so ist für jedes z dieser Umgebung 
offenbar r = 1 z 1 < OM = ro + c5 (Fig. 11). Daher wird dann 

1 w - Wo 1 < 1 z - Zo 1 ((ro+ c5)n-l + (ro+ c5)n-2 (ro+ c5) + . .. ) 
< nc5.(ro+ c5)n-l. 

Nun ist es klar, daß wir c5 so klein wählen 
können, daß 1 W - Wo I unter einem beliebig vor
geschriebenen e liegt. Also ist w = zn stetig 
für jeden endlichen Wert von z. Ebenso zeigt 
man, daß allgemeiner dasselbe gilt für jede 
ganze rationale Funktion o 

§ 7. Gleichmäßige Konvergenz. 

Wir betrac4ten eine Reihe 

(1) s = w1 + w'J + Ws + ... + w" + ... , 

Fig. 11. 

deren Glieder Funktionen der komplexen Variablen z sind. Das Ge
biet dieser Variablen sei 2:, und für jeden dem Punktsystem 2: an
gehörenden Punkt z möge die Reihe (1) konvergieren. Die Summe 
s der Reihe ist dann ebenfalls eine Funktion der Variablen z_ 

2* 
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oder 
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Bezeichnen wir mit r 11 den n ten Rest der Reihe, so daß also 

s - (w1 + w2 + W;j + ... + w .. ) = rn 

ist, so folgt aus der vorausgesetzten Konvergenz der Reihe, daß für 
jeden bestimmten Punkt z des Gebietes 2,' 

(3) I r k \ < e 

ist, sobald der Index k größer als ein geeignet gewählter Index n 
geworden ist. Dabei bedeutet, wie gewöhnlich, e eine beliebig klein 
angenommene positive Zahl. 

Wenn nun zu beliebig g~gebenem positivem e der Index n so fest 
gewählt werden kann, daß für k > n die Ungleichung (3) besteht für 
jeden beliebigen Punkt z des Gebietes 4, so heißt die Reihe (1) im 
Gebiet 4 gleichmäßig kpnvergent 1 ). 

Die Bedeutung dieses Begriffes der gleichmäßigen Konvergenz 
beruht wesentlich auf folgendem Satze: 

Sind die Glieder der Reihe 

s=w1 +w2 +w:1 + ... +w .. + ... 
für das Gebiet 4 stetige Funktionen von z und konvergiert die Reihe 
tür das Gebiet 4 gleichmäßig, so ist auch die Summe s der Reihe für 
das Gebiet 4 eine stetige F1tnktion von z. 

Denn ist e eine beliebig klein vorgeschriebene positive Zahl, so 
kann der Index n zunächst so gewählt werden, daß in der Gleichung 

s = s" + rn 

der absolute Betrag von rn kleiner als i ist für jeden Punkt z des 

Gebietes 4. Bezeichnet dann zo einen bestimmten Punkt von 4 und 
nehmen wir In vorstehender Gleichung ·Z = zo' so kommt etwa 

SO = s"o + rno 
und 

I s - SO I = I sn - S n° + rn - rn 0 I ::::;;: I sn - S n° I + I rn I + I r n° I . 
Da sn als Summe einer endlichen Anzahl stetiger Funktionen 

selbst stetig ist, so können wir die Umgebung b von Zo so wählen, daß 

I sn - s"o I < i 
1) Zum Verständnis des Begriffes der gleichmäßigen Konvergenz dient 

am besten die Betrachtung einer ungleichmäßig konvergenten Reihe, z. B. 
IX! %9 

der Reihe ~1 (1 + %2) n' welche, wie der Leser leicht nachprüfen wird, im 

Intervall - 1 ~ % ~ + 1 ungleichmäßig konvergiert. (A. d. H.) 
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ist für jedes z, welches dieser Umgebung angehört. Für eben diese 
Umgebung ist dann 

1 
0' E+E,E 

S - sI< -3 3'3 = 8, 

womit die Stetigkeit von s dargetan ist. 

Die gleichmäßige Konvergenz einer Reihe läßt sich häufig mit 
Hülfe des folgenden Satzes feststellen: 

Es seien 
w1 + w~ +w3 + .. . 
e1 + e2 + e3 + .. . 

zwei Reihen ,. die Glieder der ersten Reihe seien Funktionen von z in 
dem Gebiete I, die Glieder der zweiten Reihe konstante positive Zahlen. 
Wenn dann tür jedes z zm Gebiete ~ die Ungleichungen 

Iw,;l<e.. (n=1,2,3, ... ) 
gelten, so konvergiert die erste Reihe tür das Gebiet Z absolut und 
gleichmäßig, wenn die zweite Reihe konvergent isti). 

Daß die erste Reihe absolut konvergiert, folgt aus 

Iw11 + Iw2 1 + .. ·+Iwnl <ei + e2 + ... + en< el+e2+e3+··· ininf. 

Da ferner für jedes z im Gebiete I der Rest der ersten Reihe die 
Ungleichung 

1 wn + 1 + wn +2 + ···1 < 1 w,,+11 + 1 wnHI + ... < ell +1 + en +2 + ... 
erfüllt, also kleiner oder gleich dem Reste der zweiten Reihe ist, so 
leuchtet auch die gleichmäßige Konvergenz der ersten Reihe ein. 

Unser Satz gestattet noch eine bemerkenswerte Verallgemei"uerung. 
Wir wollen zwei Reihen betrachten: 

(W) 
(w) 

W1 + W2 + W 3 + ... , 
w1 + w 2 + w3 + ... , 

deren Glieder Funktionen von z im Gebiete ~: sind. 

Wenn nun für jedes z in diesem Gebiete 

IWul> Iwnl 
ist,' so soll die Reihe (W) eine "Majorante" der Reihe (w) für das 
Gebiet Z heißen. Umgekehrt heiße (w) "Minorante" von (W). Wenn 
zwei Reihen in dieser Beziehung zueinander stehen, so bedienen wir 
uns zuweilen der Bezeichnung 

(W) > (w) oder auch (w) ~ (W). 
Nun gilt offenbar folg~nder Satz: 

Ist für das Gebiet Z die Reihe (w) Minorante der Rtihe (W) und 
konvergiert die Reihe der absoluten Beträge der Glieder von (W) gleich-

') Vgl. den Begriff der regulären Konvergenz im 6. Kap. § 2. 
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mäßig tür das Gebiet ~, so konvergiert die Reihe (w) absolut und 
gleichmäßig für das Gebiet ~. 

Für den Fall, daß die Glieder der Majorante (W) positive Kon
stanten sind, geht dieser Satz in den vorhergehenden über. 

2. Kapitel. 

Die Potenzreihen. 

Die Theorie der analytischen Funktionen, wie wir sie hier 
nach Weierstraß entwickeln wollen, stützt sich auf die Betrachtung 
der Potenzreihen. Daher werden wir uns in diesem Kapitel eingehend 
mit den Eigenschaften dieser Reihen zu beschäftigen haben. 

§ 1. Konvergenzgebiet einer Potenzreihe. 
Es seI 

(1) 

eine Potenzreihe. deren Koeffizienten co' Cl' cs' ... , c", ... irgend
welche komplexen Zahlen sind. 

Diejenigen Punkte z in der komplexen Zahlenebene, für welche 
die Reihe konvergiert, bilden dann das "Konvergenzgebiet" (auch "Kon
vergenzbereich" oder "Konvergenzbezirk") der Potenzreihe. Jedenfalls 
gehört der Punkt z = 0 dem Konvergenzgebiete an. 

Es gibt auch Potenzreihen, welche nur für z = 0 konvergieren, 
deren Konvergenzgebiet also aus dem einen Punkte z = 0 besteht. 
Wir werden nachher zeigen, daß z. B. die Reihe 

1 + z-+ 21z2 + ... + nlz" + ... 
eme derartige Reihe ist. 

Schließen wir diesen Fall aus, so wird $ (z) auch konvergieren 
für einen geeignet gewählten Wert zo' der von Null verschieden ist. 
Wenn nun 

Co + Cl Zo + Cs Zo 2 + ... + c" zo" + ... 
konvergiert, so ist sicher 

lim c"zo" = o. 
n=CXl 

Die Punkte co' Cl zo' CIl Zo 2, •.• , C" %0", ; •• haben also die einzige 
Häufungsstelle Null, und es ist daher möglich, um den Nullpunkt 
einen Kreis zu beschreiben, der alle diese Punkte m seinem Innern 
aufnimmt. Ist g der Radius dieses Kreises, so ist 

IC,,%o" I <0 
für n = 0, 1, 2 , 3 , ... 
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Wir beschreiben nun um den Nullpunkt irgendeinen Kreis, der 
den Punkt Zo ausschließt, und bezeichnen mit e den Radius dieses 
Kreises (Fig. 12). Ist dann z ein beliebiger Punkt im Innern oder 
auf der Peripherie dieses Kreises, so ist 

I c"zn 1= 1 c"zon I. ~ i~n < g (_11} I)n. 
I Zo I Zo 

Setzen WIr zur Abkürzung 

~I=k, 
I Zo 

so wird also die Reihe 

g + g k + g k'.l + _ .. + g kn + ... 
für den betrachteten Kreis eine Majorante der Potenzreihe 

Co + Cl Z + c'.l z'.l + ... + c"z" + ... 
sein. Die erstere Reihe konvergiert als geometrische Reihe mit dem 
Quotienten k < 1. Folglich gilt der Satz: 

Wenn die Potenzreihe ~ (z) tür z = Zo konvergiert, so konvergiert 
sie absolut und gleichmäßig tür die Punkle fedes Kreises mit dem 
Mittelpunkt 0 und einem Radius, der kleiner als I Zo I ist. 

Sie konvergiert daher insbe
sondere absolut für jeden Wert z, 
dessen absoluter Betrag kleiner als 
I Zo I ist. also für alle Punkte z im 
Innern desjenigen Kreises, der den 
Mittelpunkt 0 hat und dessen Peri
pherie durch den Punkt Zo geht. 

Wir betrachten nun die Ge-
samtheit derjenigen Kreise C mit 

:'0 

G 
F i/;L 12. Fi/;{. I :) . 

dem Mittelpunkt 0, welche die Eigenschaft haben, daß im Innern eines 
solchen Kreises die Potenzreihe ~ (z) konvergiert. Es sei r die obere 
Grenze der Radien dieser Kreise (wobei ein unendlich großer Wert 
von r nicht ausgeschlossen ist) und K der Kreis mit dem Mittelpunkt 
o und dem Radius r (Fig. 13). Ist z ein Punkt außerhalb dieses Kreises, 
so kann l.l3 (z) für diesen Punkt nicht konvergieren. Denn es würde 
sonst einen Kreis (mit dem Radius I z I) geben, in dessen Innern l.l3 (z) 
konvergiert und dessen Radius > rist. 

Ist dagegen z ein Punkt im Innern des Kreises K, so wird l.l3 (z) 
für diesen Punkt konvergieren; denn unter den Kreisen C gibt es 
solche, deren Radien beliebig dicht bei r liegen, also auch solche, 
die den Punkt z in ihr Inneres aufnehmen. Wir haben damit folgenden 
Satz erhalten: 

Ist l.l3 (z) eine Potenzreihe, so gibt es einen Kreis K mit dem 
Mittelpunkt 0 von der Eigenschaft, daß l.l3 (z) konvergiert tür feden 
Punkt z im Innern des Kreises K, daß dagegen l.l3 (z) divergiert für 
feden Punkt z außerhalb des Kreises K. 
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Ob ~ (z) für die Punkte der Peripherie des Kreises K kon
vergiert oder divergiert, bleibt unentschieden. 

Diesen Kreis K nennen wir den Konvergenzkreis von ~(z), seinen 
Radius r den Konvergenzradius von ~ (z)_ 

In dem ausgeschlossenen Fall, in welchem ~ (z) nur für z = 0 
konvergiert, wollen wir· sagen, der Konvergenzradius r sei Null, und 
entsprechend, der Konvergenzkreis K reduziere sich auf den Nullpunkt. 

Ist der Konvergenzradius r (also die obere Grenze der Radien 
der Kreise C) unendlich, so bedeckt der Konvergenzkreis K die ganze 
komplexe Zahlenebene, und die Potenzreihe ~ (z) konvergiert dann 
für jeden Wert von z. Eine solche Potenzreihe nennen wir "be
ständig" konvergent. 

Das Konvergenzgebiet einer Potenzreihe ~ (z) besteht nun offen
bar aus den Punkten, die im Innern des Konvergenzkreises liegen, 
zu welchen Punkten eventuell noch diejenigen Punkte der Peripherie 
des Konvergenzkreises hinzukommen, in welchen ~ (z) konvergiert. 

Wegen der oben bewiesenen gleichmäßigen Konvergenz einer 
Potenzreihe stellt eine Potenzreihe ~ (z) im Innern ihres Konvergenz
kreises eine stetige Funktion vor. 

§ 2. Bestimmung des Konvergenzradius. 
Nach Cauchy kann man den Konvergenzradius einer Potenzreihe 

(1) ~ (z) = Co + Cl Z + c2 Z2 + ... + Cn Zn + ... 
auf folgende Weise aus ihren Koeffizienten bestimmen. 

Wir bilden uns die Zahlenfolge 
- 3 __ ,_ n-

(2) i Cl I, vi c2 1, VI c3 i, Vi c4 1, ... , VI en j, '" 
Alle Glieder dieser' Folge sind als reelle nicht-negative Zahlen zu 

nehmen. 

Unter den Häutungswerten dieser Zahlen sei der größte I, d. h. 

I = lim vlC,.l, dann ist 
1 

r=T 
der Konvergenzradius der Potenzreihe (1). 

Zum Beweise denken wir uns einen beliebig fixierten Wert z. 
Dann ist 

Ist nun 
llzl>l, 

so ist für unendlich viele Indizes n 
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und es findet Divergenz statt, weil lim c" zn nicht Null sein kann; 
ist aber 

11 zl < 1, 
so ist von emem gewissen n ab 

lI-_ 

VI c: .. z" I < k, 
wo k eine zwischen II z i und 1 fixierte Zahl bedeutet. 

Also ist, wenn C eine geeignete positive Konstante bedeutet, 

\ß (z) ~ C (1 + k + k 2 + ... + k" + ... ), 
woraus die Konvergenz von \ß (z). folgt. 

Der Fall 1=0 (d. h. r = 00) tritt dann und nur dann ein, wenn 
die Zahlenfolge (2) die einzige Häufungsstelle 0 besitzt, d. h. wenn 

lim Vr;:-I = 0 
n=(S'/ 

ist. 
Die Potenzreihe 

Co + Cl Z + c2 Z2 + ... + c" z" + ... 
konvergiert beständig dann und nur dann, wenn 

n_ 
lim Vlc,,1 = 0 
n=oo 

ist. 
Für die vorstehenden Sätze wollen wir nun einige Beispiele be· 

trachten. 

Für die Potenzreihe 

1 + z + Z4 + Z9 + Z16 + ... ,, __ 
ist VI c" I gleich 1 oder 0, je nachdem n ein Quadrat ist oder nicht. 
Die Zahlenfolge (2) hat also die' beiden Häufungswerte 0 und 1; 

es ist 1 = 1 und r = + = 1. 

Für die Reihe 
Z2 zn 

1 +z+-21-+"'+'+'" • 11. 

ist 

Wir betrachten nun 

(n 1)2 = [1 . nJ . [2 (n - 1)]. [3 (n - 2)] ... [n. 1] . 
Unter den n Faktoren der rechten Seite ist keiner kleiner als n. 

Denn es ist 
a (n- a + 1) - n = (a - 1) (n - a) ~ 0 
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für a = 1, 2, 3, ... , n. Folglich ist 

und daher 

Hiernach ist 

lim -V~l = lim V -\ = 0, 
n=C() n=!Xl n. 

und die betrachtete Reihe konvergiert also in der ganzen komplexen 
Zahlenebene. 

Für die Reihe 

1 + z + 2! Z2 + ... + n! zn + ... 
ist 

"_ n_ 
lim VI' C 1= lim Vn! = 00; n, 

folglich 1 = 00 und 

z=o. 

1 r = T = o. Die Reihe konvergiert also nur für 

Wir erwähnen schließlich noch folgenden häufig gebrauchten Satz 
über den Konvergenzkreis : 

Stehen die Potenzreihen 
$ (z) = Co + Cl Z + c 2 Z2 + ... + c"zn + .. , 

$1 (z) = Co' + Cl' Z + c2' Z2 + ... + Cn ' Zn + ... 
in der Beziehung zueinander, daß von einem gewissen Index ab be
ständig 

\ cn I < I cn'\ 

ist, so ist der Konvergenzkreis von $ (z) mindestens so groß wie der 
von $1 (z). 

Denn für jeden Punkt im Innern des Konvergenzkreises von 
$1 (z) konvergiert $1 (z) absolut, folglich auch $ (z). 

§ 3. Rechnung mit Potenzreihen. 
Betrachten WIr mehrere Potenzreihen 

$1 (z), $2 (z) , ... , $k (z) , 
so wollen wir den kleinsten unter ihren Konvergenzkreisen als ge
meinsamen Konvergenzkreis der Reihen bezeichnen. Für jeden Punkt 
innerhalb dieses Kreises konvergieren sämtliche Reihen, und zwar 
absolut; für jeden Punkt außerhalb diefes Kreises divergiert wenigstens 
eine der Reihen. 

Durch formale Addition zweier Potenzreihen 

$1 (z) = c~) + eil) z + ... + c~) zn + .. . 
$2 (z) = C&2) + ci2) z + ... + c~) Zn + .. . 
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entsteht die neue Potenzreihe 

(1) ~1 (z) + ~2 (z) = (e~ll + e~2») + (C~l) + e~2»)z + ... 
+ (e(l) + e(2») zn + . .. . 

n .. 

Diese konvergiert für jedes z, für welches sowohl ~1 (z) wie 
konvergiert. Das gleiche gilt offenbar von der Differenz 
(2) ~1 (z) - ~2 (z) = (e~) - C&2») + (c~1) - ci2l) z + ... 

+ (e~) - c~»)zn + .... 
\Venn wir ferner das Produkt der beiden Reihen ~1 (z) 

~2 (z) bilden: 

(3) m (z). m (z) = C(l) c(t) + (c(1) C(2) + C(2) e(1)) z ---:-
'1-'1 '1-'2 0 0 0 1 0 1 I· .. , 
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~2 (z) 

und 

so ist die hierdurch erhaltene neue Potenzreihe (absolut) konvergent 
für jedes z, für welches ~1 (z) und ~2 (z) absolut konvergieren, und 
die Summe dieser neuen Potenzreihe ist dann das Produkt aus den 
Summen der Reihen ~1 (z) und ~2 (z). 

Durch wiederholte Anwendung dieser Bemerkungen erhalten wir 
folgend en Satz: 

Es bedeute G (~1 (z), ~2 (z), ... , ~k (z)) eine ganze rationale Funk
tion der Potenzreihen ~l(Z), ~2(Z)l ... , ~k(Z), also einen Ausdruck, 
der durch ausschließliche Anwendung der Operationen der Addition, 
Subtraktion und Multiplikation aus diesen Reihen zusammengesetzt ist. 
Durch wiederholte Anwendung der Gleichungen (1), (2) und (3) läßt 
sich dann diese ganze Funktion wieder in die Form einer Potenzreihe 
bringen. Die auf diese Weise entstehende Reihe ~ (z) konvergiert ab
solut tür fedes z im I nnern des gemeinsamen Konvergenzkreises der 
Reihen ~l(Z), ~2(Z), ... , ~k(Z), und tür jedes solche z besteht die 
Gleichung 

G (~1 (z), ~2 (z), ... , ~k (z)) = ~ (z), 

in welcher unter ~1 (z), ~2 (z), ... , ~k (z) und ~ (z) die Summen der 
Reihen tür den betreffenden Wert von z zu verstehen sind. 

Wir gehen nun zur Betrachtung der Division der Potenzreihen 
über und wollen zunächst den Quotienten 

1 ( 4) 
1 - Cl Z - C2 Z2 - Ca za - ••. 

ins Auge fassen, wobei wir annehmen, daß die Potenzreihe im Nenner 
einen nicht verschwindenden Konvergenzradius besitzt. Dann ist der 
größte Häufungswert 1 der Zahlenfolge 

_ s_ ,,_ 
I Cl I, VI c2 1, VI c3 1, ... , Vi C" I, ... 

endlich, und es liegen daher diese Zahlen unterhalb einer geeigne t ge
wählten positlven Zahl. Verstehen wir unter g eine derartige Zahl 
so ist für jeden Index n 
(5) 
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Dies vorausgeschickt, bestimmen wir die Potenzreihe 

(6) O(z) = 1 +kl Z + k2 z2 + kszs + ... +knzn + ... 
so, daß formaP) 

(7) (1 - Cl z - c2 z'.l - Cs ZS - .•• ) (1 + kl Z + k2 z'.l + ks ZS + ... ) = 1 
wird. Wenn wir nach (3) das Produkt ausführen, so kommt 

1 + (kl-Cl) z + (k2 -Cl kl - C2) Z2 + (ks - Cl k2 - c2 kl - Cg)ZS + ... = 1, 

und diese Gleichung ist formal befriedigt, wenn 

kl=Cl , k 2 =cl kl +C2, kS=Clk2+C2kl+CS' 
genommen wird. 

(8) 

Nun findet man nach (5) sukzessive: 

1 kl I < g. ! k2 i :::; I Cl 11 k l 1 + I C2 ! < g2 + g2 = 2 g2, 

I ksl < I Cl 11 k2 : + I c2 I ; kl ! + 1 csl < 2gS + g3 + gS = 4g 3, •••• 

Allgemein ist 

In der Tat, nimmt man dies bis zu einem gewissen Index n hin 
als bewiesen an, so folgt 

! kn+1 I = I Cl kn + (2 kn- 1 + ... + Cn+1 1 

< 1 Cl ! ! k n I + I C2 11 k n - 11 + ... + 1 cn +11 
und also 

I k n +11 < g. 2n - 1 gn + g2. 2n - 2 gn-1 + ... + gn+1 + gn+1 

= gn+1(l + 1 + 2 + 22 + ... + 2n - 1) =gn+1·2n . 

Die Ungleichung (8) gilt also allgemein, weil sie für n = 1 gilt. 
Aus dieser Vergleichung folgt, daß die Potenzreihe (6) eine 

Minorante von 

1 + g z + 21 g'J Z2 + 22 g3 ZS + ... + 2"-1 gn zn + ... 
ist. Die letztere Reihe konvergiert aber absolut, solange 

\ z I< 21g 

ist; unter derselben Bedingung konvergiert daher auch die Reihe (6) 
absolut. Also folgt: 

Für alle Punkte z im Innern des Kreises mit dem Mittelpunkt 0 

$tnd dem Radius 21g gilt die Gleichung 

(9) 1 ~ a = 1 + k l Z + k2 Z2 + ks Z3 + '" 
- Cl Z - Cg Z - Ca Z - ••• 

Im Innern dieses Kreises konvergiert nämlich die Reihe auf der 
rechten Seite, wie eben gezeigt wurde. Aber auch die Reihe 

1) D. h. wenn wir mit den Potenzreihen nach denselben Rechenregeln 
wie mit endlichen Summen rechnen (A. d. H.). 
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1 - Cl Z - c2 Z2 - c3 Z3 - • •• konvergiert in jenem Kreise; denn der 

Konvergenzradius r = ~ dieser Reihe ist, wegen 1 < g, nicht kleiner 

als ~ und um so mehr größer als -21 • Hierdurch gewinnt die formal 
g g 

gebildete Gleichung (7) eine Bedeutung. Für 1 Z 1 < 21g 1st ferner 

11 - Cl Z - (;2 z'.l - ... [ > 1 - 1 Cl Z 1 - 1 C2 z2j - ... 
1 1 > 1 - 2- - 2 2 - ... = 0, 

also der Nenner m (9) von Null verschieden. Daher folgt (9) aus (7). 
Sei jetzt 

~ (z) = ao + al z + a2 Z2 + ... 
eine Potenzreihe, deren erster Koeffizient ao von Null verschieden 
ist und die überdies einen nicht verschwindenden Konvergenzradius 
besitzt. Dann können wir setzen 

~ (z) = ao (1 - Cl z - c2 Z2 - Ca ZS - ... ) , 

wo 
~ ~ ~ 

Cl = - - -, C" = - - , Cs = - - , 
ao - ao ao 

ist. Es wird dann nach dem vorigen Satze 

_1_ = ~. ~ 3 = ~ + kl Z + k2 z2 + ... 
~ (z) ao 1 - Cl Z - C2 Z - C3 Z -... ao ao ao 

für diejenigen Werte von z, deren absoluter Betrag kleiner als eine 

geeignet gewählte positive Zahl 21g ist. Für g darf man irgendeine 

positive Zahl nehmen, die größer ist als jede Zahl der Reihe 

Wenn also I.ß (z) nicht verschwindenden Konvergenzradius besitzt und 
für z = ° nicht Null ist, so gibt es eine andere Potenzreihe 0, (z) mit 
ebenfalls nicht verschwinderidem Konvergenzradius, so beschaffen, daß 
in einem geeignet gewählten Kreise mit dem Mittelpunkte Null ~ (z) 
und 0, (z) beide konvergieren und in der Beziehung 

zueinander stehen. 

1 
--- = o,(z) 
~(z) 

Hieraus folgern wir nun sofort: 

Eine gebrochene rationale Funktion der Potenzreihen 

~l(Z), ~2(Z), ... , ~k(Z) 
ist in einem nicht verschwindenden Kreise wieder als Potenzreihe dar
stellbar, Wenn die Potenzreihen ~l (z), ~2 (z), ... , ~k (z) nicht Ve1'-
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schwindende Konvergenzradien besitzen und der Nenner der rationalen 
Funktion tür z = 0 nicht Null ist. 

§ 4. Prinzip der Koeffizientenvergleichung. 
Dieses Prinzip beruht auf folgendem Satze: 

Es sei l.l3 (z) eine Potenzreihe, die nicht "identisch Null" ist, das soll 
heißen, deren Koeffizienten nicht sämtlich Null sind. Der Konvergenzradius 
der Potenzreihe sei nicht Null. Dann kann man stets eine Umgebung (j 
der Stelle z = 0 bestimmen, innerhalb deren l.l3 (z), außer etwa für z = 0, 
nirgends verschwindet. 

Sei ck der erste nicht verschwindende Koeffizient der Potenz
reihe l.l3 (z), so ist 

l.l3(z) = Zk (c k + CHI Z + C.H2 Z2 + ... ) = Zk 1.l31 (z), 
wo 1.l31 (z) zur Abkürzung steht. 

Die Potenzreihe 1.l31 (z) hat denselben Konvergenzkreis wie l.l3 (z). 
Da eine Potenzreihe innerhalb ihres Konvergenzkreises eine stetige 

Funktion ist, so können wir eine Umgebung (j des Nullpunktes be
stimmen, innerhalb welcher 1.l31 (z) von 1.l31 (0) = ck um eine Größe 
verschieden ist, deren absoluter Betrag kleiner als ! ck I ist. In dieser 
Umgebung ist 

i 1.l31 (z) I = ! (1.l31 (z) - 1.l31 (0)) + ck : > I ck ! - 11.l31 (z) - 1.l31 (0) I > O. 

In der betrachteten Umgebung kann also l.l3 (z) nur für z = 0 NuIi 
sein, und zwar ist dieses der Fall oder nicht. je nachdem k > 0 oder 
k = 0 ist. 

Der soeben bewiesene Satz läßt sich offenbar auch so aus
sprechen: 

Diejenigen Werte von z, tür welche eine Potenzreihe l.l3 (z) ver
schwindet, also die sogenannten "Nullstellen" von l.l3 (z), können nicht 
die Grenzstelle z = 0 besitzen. 

Hieraus folgt nun weiter, daß zwei Potenzreihen miteinander 
identisch sein müssen, wenn für unendlich viele Werte von z, welche 
die Häufungsstelle z = 0 besitzen, die beiden Potenzreihen konver
gieren und denselben Wert haben. Denn die Differenz der bei den 
Reihen muß nach dem letzten Satze identisch Null sein. Also: 

Aus der Gleichung 
Co + Cl Z + c2 Z2 + ... = co' + Cl' Z + C,/ Z2 + .. 

darf man 
Co = co', Cl = C/' c2 = c/' 

schließen, Wenn die beiden Seiten der Gleichung nicht verschwindende 
Konvergenzradien besitzen und die Gleichung für unendlich viele Werte 
von z mit der Häufungsstelle z = 0 gilt. 
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§ 5. Ausdehnung der erhaltenen Sätze. 
Die bisherigen Resultate sind unmittelbar zu übertragen auf 

Potenzreihen von der Gestalt 

(1) ~ (zja) = Co + Cl (z - a) + cll (z - a)1l + ... + cn (z - at + .... 
Setzt man bei einer solchen Potenzreihe 

z-a=C 
so wird 

~ (zja) = Co + Cl' + CIl '2 + ... + Cn,n + ... , 
also eine nach Potenzen von , fortschreitende Reihe. Ist r der Kon
vergenzradius der letzteren, so konvergiert oder divergiert die Reihe (1), 
je nachdem 

1 'i = I z - a I < r oder > r 
ist. Die Punkte z, für welche ! z - a 1 < r ist, erfüllen das Innere des 
Kreises, der den Mittelpunkt a und den Radius r besitzt. Also: 

Zu jeder Potenzreihe ~(zja) gehört ein Kreis mit dem Mittel
punkt a, innerhalb dessen die Reihe konv~rgiert, außerhalb dessen die 
Reihe divergiert. 

Dieser Kreis heißt· der Konv~rgenzkreis, sein Radius der Kon
vergenzradius der Reihe ~(zja). 

Betrachten wir einen Kreis, der den Mittelpunkt a hat und dessen 
Radius (um beliebig wenig) kleiner ist als der Konvergenzradius so 
konvergiert ~ (zja) für alle Punkte dieses Kreises absolut und gleich
mäßig. 

Die Summe der Potenzreihe ~ (zja) stellt daher insbesondere im 
Innern des Konvergenzkreises eine stetige Funktio!l von z dar. 

Eine rationale Funktion von mehreren PJtenzreihen ~l (zJa) , ... , 
~k(zJa) ist in einem nicht verschwindenden Kreise mit dem Mittel
punkt a wieder in der Form einer Potenzreihe ~ (zJ a) darstellbar, wenn 
die Potenzreihen ~1 (zja), ... , ~k(zJa) nicht verschwindende Konvergenz
radien besitzen. und der Nenner der rationalen Funktion tür z = a nicht 
verschwindet. 

Entsprechendes wie für die Potenzreihen ~ (z/a) gilt auch für die 
Reihen der Gestalt 

(2) ~(z/oo)=co+ :' + :: + ... + :: + .... 
Diese konvergieren oder divergieren, je nachdem 

I ! t < r oder I! I > r, d. i. 1 z I > + oder 
1 Izl <-,. 

ist, unter r den Konvergenzradius von Co + Cl Z + cll Z2 + ... + cnzn + ... 
verstanden. Eine Reihe von der Gestalt (2) konvergiert oder diver
giert also, je nachdem der Punkt z außerhalb oder innerhalb eines 
gewissen Kreises mit dem Mittelpunkt 0 liegt. 
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Die Ausnahmestellung des Punktes 00 verschwindet, wenn WIr 
die komplexen Zahlen durch die Punkte einer Kugel darstellen. Es 
gilt dann, gleichgültig ob a endlich oder 00 ist, der Satz: 

Jeder Potenzreihe '$(z/a) entspricht auf der Kugel ein Kreis, 
welcher die K ugeZ in zWei Gebiete zerlegt von folgender Beschaffenheit: 
Im Innern desienigen Gebietes, in welchem der Punkt a liegt, kon
vergiert '$ (zJa), im Innern des anderen Gebietes divergiert '$ (z/a) . 

Der wesentliche Inhalt des vorigen Paragraphen überträgt sich 
auf die Potenzreihen ~ (zJa) , wo a endlich oder 00 sein darf, in 
dieser Form: 

Wenn die Koeffizienten einer Potenzreihe ~ (zj a) nicht sämtlich 
verschwinden, so kann man um den Punkt a eine Umgebung so ab
grenzen, daß innerhalb derselben '$ (z/a) , außer e:wa für z = a, nirgends 
verschwindet. 

§ 6. Die Umbildungen einer Potenzreihe. 

Wir betrachten eine Potenzreihe 

deren Konvergenzradius r nicht verschwindet. 

Fig'. 14. 

Es sei b ein Punkt im Innern des Konvergenz
kreises von '$ (z/a) (Fig. 14). Wir können dann 

z - a = (b - a) + (z - b) = ~ + C 
setzen, wo ~ und C Abkürzungen für b - a und z - b 
resp. sind. 

Die Potenzreihe ~(z/a) nimmt dadurch die Ge
stalt an: 

(2) '$ (zja) = Co + Cl (~+ C) + cg (~+ C)2 + cs (<S + C)8 + ... 
= Co + [cl<S + Cl C] + [C2 <S2 + 2Cg <SC + C2 C2] 

+ [cs ~3 + 3es ~2C + 3es ~'2 + Cs C3] + .... 
Wir fragen jetzt: dürfen wir hier auf der rechten Seite nach 

Potenzen von C = z - banordnen? 

Das ist jedenfalls dann erlaubt, wenn die Reihe der absoluten 
Beträge 

(3) I Co I + I Cl b I + I Cl , I + I C2 ~21 + I 2 c2 b CI + I c2 C21 + ... 
konvergiert. Eine Reihe· aus lauter nicht negativen reellen Gliedern 
konvergiert aber, sobald sie bei irgendeiner beliebigen Anordnung der 
Glieder konvergiert. Daher konvergiert die Reihe (3), wenn die 
folgende Reihe 

( 4) I Co I + I Cl I (I <S I + I , I) + I C \I I (I <S I + I C 1)2 + i C si CI b : + I C /)s + ... 
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konvergiert. Die letztere Reihe ist nichts anderes, als die Reihe der 
absoluten Beträge von ~(zja), wenn/z-a/durch 1~1+I'i ersetzt 
wird. Die Reihe (4) konvergiert also, falls 

I ~ I + I , I < r, d. h. I z - b I < r - I b - a I 
ist. Diese Bedingung ist für jeden Punkt z erfüllt, der im Innern 
desjenigen Kreises liegt, dessen Mitteipunkt b ist und der den Kon
vergenzkreis von ~ (zja) von innen berührt (Fig. 15). Liegt also z im 
Innern dieses Kreises, so dürfen wir die rechte Seite in der Glei
chung (2) nach Potenzen von' = (z - b) anordnen. 

Wir wollen nun folgende Terminologie einführen: 

Setzt man in einer Potenzreihe ~ (zja) an Stelle von z - a überall 
(b - a) + (z - b), entwickelt sodann jedes Glied der Potenzreihe nach 
Potenzen von (z - b) und ordnet schließlich die ganze Reihe nach 
den Potenzen von (z - b) an, so soll die dadurch erhaltene Potenz
reihe ~1 (zjb) eine "Umbildung" der Reihe ~ (zja) heißen. 

Es gilt dann der Satz: 

Die Umbildung ~1 (zjb) 
konvergiert sicher im I nnern 
desjenigen Kreises, der den 
Mittelpunkt b hat und den 
Konvergenzkreis der Reihe 
~ (zja) von innen berührt. 
Innerhalb des genannten Krei- Fii!" - F,. 

ses besteht üb{rall die Gleichung 

~ (zja) = ~1 (zjb). 

b 

Fig-. 16. 

Ein entsprechender Satz gilt für die Potenzreihen ~ (z j (0) . 
Es seI 

(5) ~(zjoo)=Co+ :1 +~~+ ... +~-+ ... 
konvergent außerhalb des Kreises I z j = rund b ein Punkt außerhalb 
dieses Kreises (Fig. 16). 

Wir setzen 
z = b - (b - z) = b - , , 

wo , zur Abkürzung für b - z steht. 

Dann kommt 

(6) ~(zjoo) = Co + b~C + (b~C)g + (b~C)3 + .... 
Solange nun I' I < I bl, d. h., solange z in dem Kreise liegt, 

der b als Mittelpunkt hat und durch den Nullpunkt hindurchgeht, ist 

1 1 C Cg 

b'::" C = b + b~ + b3 + ." 
Hurwi tz ~ C oura n t, Funktionentheorie. 3 
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und nach den Sätzen des § 3 auch 

1 1 2C 
(b-C)2= b2 +z;a+'" 

1 1 3C 
(b-C)3 = b3 + [;4. + '" 

Daher ist dann 

(7) ~(z/oo) = Co + Cl (-~- + ;2 + ... ) + '2 (~2 + ~~ + ... ) + .... 
Hier dürfen wir nun nach Potenzen von , anordnen, wenn 

" (I 1 I I CI) (\ 1 '. '1
2 CI) 1 '0 I + \ Cl I i T + \ b21 + ... + \ c2 \ b2 1 + /;3 I + . .. + ... , 

d. h. wenn 
1 I' 

\ Co \ + \ c1 1 Tb 1 =-Ul + \ c2 1 (fbT=-1 C 1)2 + '" 
konvergiert. Dies ist der Fall, wenn 

I b \ - \ 'I > r, d. h. \ b - z \ < I b \ - r 
ist, wenn also z in demjenigen Kreise mit dem Mittelpunkt b liegt, 
der den Kreis I z \ = r von außen berührt. 

Innerhalb dieses Kreises ist also 

(8) ~ (z/oo) = ~1 (z/b) , 
wo ~1 (z/b) diejenige Potenzreihe ist, die durch Anordnung der rechten 
Seite der Gleichung (7) nach Potenzen von' = b - z entsteht. Diese 
Potenzreihe nennen wir die "Umbildung" der Reihe ~ (z/oo) für den 
Punkt b. 

§ 7. Die Ableitungen einer Potenzreihe. 
Betrachten wir den Koeffizienten von ,= z - b in der Umbil

dung ~1 (z/b) der P·otenzreihe 

(1) ~(z/a) = Co + Cl (b-a+')+c2 (b-a+,)2 + ... + cn(b-a+,r + ... , 
so ist derselbe 

Cl + 2c2 (b - a) + 3c3 (b - a)9 + ... +ncn(b - a)n-l + .... 
Wir wissen, daß diese Reihe für jeden Punkt b, der im Innern des 
Konvergenzkreises von $(z/a) liegt, konvergiert. Mit anderen Worten: 

Die Reihe 

(2) Cl + 2c2 (z - a) + 3cs (z - a)2 + ... + nCn (z ~ a)n-l + ... 
hat einen Konvergenzradius r', der mindestens so groß ist, wie der 
Konvergenzradius r von \ß (zl a), also 

'r'~r. 
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Vergleichen wir nun die beiden Reihen 

Co + Cl (z - a) + c2 (z - a)2 + ... + cn (z - af + ... , 
Co + Cl (z - a) + 2 c2 (z - a)2 + ... + nCn (z - at + ... , 

so ist r der Konvergenzradius der ersten, r' der Konvergenzradius 
der zweiten. Da aber I cn I < I nc .. I (n = 1, 2, ... ), so ist der Kon
vergenzradius der ersten mindestens EO groß wie der der zweiten, also 

r ~ r'. 
Folglich ist r' = r. Die Reihe (2) bezeichnen wir mit 5,f,'(z/a) und 
nennen sie die "abgeleitett" Reihe von 5,f,(z/a). 

Es gilt also der Satz: 

Die abgeleitete Reihe 
5,f,'(zja) = Cl + 2c2 (z - a)+ 3c3 (z - aj2 + ... +ncn(z - a)n-l+ ... 

hat denselben Konvergenzkreis wie die urspl üngliche Reihe 
5,f,(z/a) = Co + c 1 (z - a) + c2 (z - a)2 + ... + cn(z - at + .... 
Die Potenzreihen 

l,l3(z/a), 1,l3'(zja) , 1,l3"(z/a), 1,l3"'(zja), .. "' 
von denen jede die abgeleitete Reihe der vorhergehenden Reihe ist, 
haben also sämtlich denselben Konvergenzkreis wie l,l3 (zja) selbst. 
Wir nennen jß<nl(zja) die nte abgeleitete Reihe von jß(zja), wobei wir, 
um diesen Begriff auch für den Fall n = 0 anwendbar zu machen, 
unter der oten abgeleiteten Reihe jß<Ol(z/ a) die ursprüngliche Reihe 
l,l3(z/a) selbst verstehen wollen. 

Wenn wir in der Gleichung (1) auf der rechten Seite nach Po
tenzen von Z; = z - b anordnen, so ergibt sich als Darstellung der 
Umbildung 1,l31 (z/b) von l,l3(zla), wie man leicht erkennt: 

(3) l,l3(zja)= 1,l31 (zjb) = l,l3(b ja)+ 1,l3' (bja) (z-b ) + ... + l,l3<nl(bja) (z:,W+ .... 
Diese Entwicklung ist, wie wir wissen, sicher gültig im Tnnern 

des Kreises mit dem Mittelpunkt b, der den Konvergenzkreis v.on 
l,l3 (z/a) von innen berührt. 

Setzen wir z = b + h, so folgt aus (3) für alle Werte von h, 
deren absoluter Betrag eine gewisse Größe nicht überschreitet, 

Iß (b + k/al- \l3 (bja) = 1,l3'(bja) + ... + l,l3<n)(b!a) k:~l + .... 
Da nun die Potenzreihe rechter Hand eine stetige Funktion von h 
ist, so kommt 

lim \l3(b+hja~-Iß(bla) = 1,l3'(bja). 
11=0 

Die Potenzreihe l,l3 (z/a) definiert also im Tnnern ihres Konvergenz
kreises eine stetige Funktion von z, welche differentiierbar ist, und 

3* 
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zwar ist der Wert der abgeleiteten Reihe ~'(zja) immer der Differential
quotient von ~(z/a). Der Begriff des Differentialquotienten einer für 
ein gewisses Gebiet I der Variablen z betrachteten Funktion fez) ist 
dabei so aufzufassen: 

Ist z ein bestimmter Wert der Variablen, dargestellt durch einen 
bestimmten Punkt des Punktsystems I, so betrachte man den Quo
tienten 

f(Zl) - f(z) 
Zl -z 

wo Zl einen von z verschiedenen und veränderlich gedachten Punkt 
des Systems I bezeichnet. 

Gibt es nun einen endlichen bestimmten Wert f', von der Art, daß 
f(Z,) - f(z) 

f' 
absolut genommen kleiner als eine beliebig klein vorgeschriebene 
positive Zahl e ist, sobald Zl einer geeignet gewählten Umgebung des 
Punktes z angehört, so drücken wir diese Tatsache durch die Gleichung 

lim f(z,) - f(z) = f' 
Z1=: Zl-Z 

aus, nennen fez) für den betrachteten Wert z im Gebiete I dilferen
tiierbar und bezeichnen f' als den Differentialquotienten von fez) für 
den betrachteten Wert z. Es ist f' von z abhängig und also im Gebiete 
I wieder eine Funktion von z. Der Differentialquotient dieser Funk
tion, wenn er existiert, heißt der zweite Differentialquotient von fez) usf. 
Die Ableitung ~' (z! a) von ~ (z / a) ist ihrerseits im Konvergenzkreis 
von ~(z/a) differentiierbar und hat als Differentialquotienten ~"(z/a) 
usf. Die Potenzreihe ~ (z/ a) definiert also im Innern ihres Konvergenz
kreises eine Funktion von z, welche Differentialquotienten aller Ord
nungen besitzt. 

§ 8. Unmittelbare Fortsetzungen einer Potenzreihe. 

Die Konvergenzkreise zweier Potenzreihen ~ (z/a) und ~l (zja1 ) 

mögen ineinandergreifen; S sei das ihnen gemeinsame Stück und b 
em Punkt innerhalb S (Fig. 17). 

Wenn nun die Gleichung 
~(z.ra) = ~l(z!al) 

für unendlich viele Punkte innerhalb S gilt, die 
dort die Häufungsstelle b haben, so gilt dieselbe 
Gleichung für jeden beliebigenPunkt c innerhalb S. 

Aus der Voraussetzung folgt, daß die Um
bildungen von ~(z/a) und ~l(z/al) für den 

l'ig- . 17. Punkt b identisch sind. Denn diese Umbildungen 
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sind Potenzreihen von (z - b), die für unendlich viele 'Werte in be
liebiger Nähe von b einander gleich sind. Für diejenigen Punkte der 
geradlinigen Strecke bc, welche ins Innere des Konvergenzkreises 
jener gemeinsamen Umbildung von ~(zla) und ~l(zlal) fallen, besitzen 
die letzteren Potenzreihen immer den gleichen Wert. Auf der Strecke 
begibt es also Punkte p von der Beschaffenheit, daß ~ (z I a) = ~l (z laI) 
für jeden Punkt der Strecke bp gilt. Wir betrachten die Entfernungen 
dieser Punkte p von dem Punkte b. Es sei bq die obere Schranke 
dieser Entfernungen (Fig. 18). Wir behaupten: der Punkt q fällt mit c 
zusammen. Denn in einem genügend kleinen um q beschriebenen 
Kreise gilt ~(zla) = ~l(zlal)' weil diese 
Gleichung für alle. Punkte der Strecke bq 
gilt. Wenn nun q von c verschieden 
wäre, so würde hiernach die Gleichung 
~ (z / a) = ~l (z laI) auch noch fij.r ein Stück 

b p c 
Fig- . 1/". 

der Verlängerung der Strecke bq über q hinaus gelten, was der Be
deutung des Punktes q widerspricht. Da q mit c zusammenfällt, so gilt 
~ (z/a) = ~l (zlal) auch für z = c, w. z. b. w. 

Stehen zwei Potenzreihen in der eben betrachteten Beziehung 
zueinander, haben also ihre Konvergenzkreise ein Stück gemeinsam 
und besitzen die Reihen innerhalb dieses Stückes überall denselben 
Wert, so heißt jede der Reihen eine "unmittelbare Fortsetzung" der 
andern. 

§ 9. Ein Hilfssatz über Potenzreihen. 

Sind ao' a l , a_ l , a2 , a_2 , .•• komplexe Zahlen, so wollen wir unter 
dem Zeichen 

(1) 
n=-oo 

die Summe der beiden Reihen 

(2") 
~ ao + a l + a2 + as + .. . 
l a_l + a_2 + a_s + .. . 

verstehen. Nur wenn diese beiden Reihen konvergent sind, stellt 
also das Symbol (1) eine bestimmte komplexe Zahl, nämlich die 
Summe der beiden Limites 

lim (ao + al + a'.l + ... + an)' lim (a_1 + a_'.l + ... a_m) 
n=oo m=oo 

vor. Die Summe dieser beiden Limites können wir auch durch 

k=n 
lim .2) ak 
Jn=OO k=-m 
n=oo 
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andeuten. Nach diesen Festsetzungen wollen WIr nun eine Summe 
der Gestalt 

n=+oo 
(3) P(z) = .J) Cn zn 

n=-oo 

betrachten. Für einen bestimmten Wert von z besitzt P (z) einen 
bestimmten endlichen Wert, wenn für das betreffende z die beiden 
Potenzreihen 

~(z) = Co + Cl Z + C2 Z 2 + ... , 
(1) C-l I C- 2 + ~1 Z = z I -,i2- . . .. 

beide zugleich kQIlVergieren. Die Reihe ~ (z) konvergiert im lnnern eines 
Kreises I z I = 1', die Reihe ~1 (z) außerhalb eines Kreises I z I = r 1" 

Offenbar haben die beiden Konvergenzgebiete von ~ (z) und ~1 (z) 
nur dann ein Stück gemein, wenn r > 1'1 ist. Und zwar ist dieses 
gemeinsame Stück ein Kreisring. Diesen nennen wir den Konvergenz-

ring von P(z). Da sowohl ~(z) wie ~l (f).im Innern dieses Kreis

ringes stetige Funktionen von z vorstellen, so gilt gleiches für 

P(z) = ~(z) + ~l C)· 
Eine Summe der Gestalt P (z) wollen wir eine Laurentsche Reihe 

nennen. Eine gewöhnliche Potenz reihe können wir offenbar als eine 
Laurentsche Reihe ansehen, in welcher die Ko
effizienten c- 1 , (-2' ... sämtlich Null sind. 

Es sei nun e der Radius eines Kreises mit 
dem Mittelpunkte 0, dessen Peripherie ganz im 
lnnern des Konvergenzringes von P (z) verläuft 
(also r1 < e < r) (Fig. 19). 

Längs der Peripherie dieses Kreises ist P (z) 
Fig . 1 .. 

und folglich auch der absolute Betrag I P (z) 1 von 
P(z) eine stetige Funktion. Folglich besitzt I P(z) I auf der Kreis
peripherie ein endliches Maximum, so daß für jeden Punkt z der Kreis
peripherie 
(4) IP(z)1 <M 
ist, unter M eine endliche nicht negative Zahl verstanden. Es besieht 
nun d~r ebenso merkwürdige wi~ wichtige Satz, daß für jeden Index n 
die Ungleichung 
(5) Icnl·en<M 
gilt, wenn längs der Kreisperipherie I z I = e die Ungleichung (4) er
füllt ~st. 

Wir beweisen diesen Satz zunächst für den Index n = 0 1). 

') Einen anderen Beweis siehe 5. Kap., § 7. 
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Da die Reihen \13 (z) und \131 (~) längs der Peripherie des Kreises 

I z I = Q gleichmäßig konvergieren, so können wir mund n so be
stimmen, daß in der Gleichung 

n 

(6) P(z) = 2}CkZ" + (} 
-m 

der Wert von (} der Ungleichung 

(7) I d I< e 
genügt für jeden Wert von z, dessen absoluter Betrag gleich Q ist. 
Dabei bedeutet, wie gewöhnlich, e eine beliebig klein gewählte POSI

tive Zahl. Es ist dann 
n 

(8) f(z) = Co + 2}' CkZ" = P (z) - d 
k=-m 

für alle diese Werte z absolut kleiner als M + e, also 

(9) !f(z)I<M+e. 
Das Komma an dem Summenzeichen in (8) soll andeuten, daß bei 
der Summation über k der Wert k = 0 auszuschließen ist. Wir wählen 
etzt irgendeine Zahl; vom abwluten Betrage 1, die jedoch so be
schaffen sein soll, daß keine ganzzahlige positive und negative Potenz 
von ; gleich 1 wird. (Die Existenz derartiger Zahlen ; wollen WIr 
nachher nachweisen.) Sei dann s eine positive ganze Zahl und 

zo=Q, Z1=;Q, z2=fJ Q, ... , Zs_l=;·-lQ, 

so sind dies s Punkte auf dem Kreise I z 1= Q, und wir finden leicht 

(10) f(zo) + f(zl) + ... + f(Z'-l) = C + _~ .2' ekQk. ~"s_l . 
5 0 s_m t-l 

Nun ist 

wo 

;. = .2' I Ck rl I 
-m ~k_ll 

von s unabhängig ist. Hieraus und aus (10) folgt 

1 Co I < I f(zo) \ + !f(zl)I; ... + If(zS-l)\ + 2~l < M + e + 25l. 
Da wir s beliebig groß und e beliebig klein annehmen dürfen, 

so folgt schließlich 
(11) leol <M. 

Betrachten wir jetzt 
+00 

z-np(z) = 2}ckz"-", 
k=-rr> 
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so ist in dieser Reihe cn das von z freie Glied. Ferner ist längs des 
Kreises i z I = e 

: z-n P (z) I < e-n M . 
Folglich gilt nach (11) 

Icnl <e-nM , 
woraus die zu beweisende Ungleichung (5) unmittelbar folgt. 

Es erübrigt noch die Existenz von Zahlen ~ nachzuweisen, deren 
absoluter Betrag gleich 1 ist, ohne daß irgend eine Potenz von ~ mit 
ganzzahligem positiven Exponenten den Wert 1 besitzt. 

Eine solche ist z. B. die Zahl ~ = 22 - ~ . 
+~ 

Wäre nämlich ~n = 1, so folgte 

(2 - i)n = (2 + i)n = (2 - i + 2 i)n = (2 i)n + n(2 - i) (2 i)n-l + ... 
und hieraus 

(2it = (2 - i) (A + Bi), 
wo A und B ganze Zahlen bedeuten. Nimmt man die Quadrate der 
absoluten Beträge der beiden Seiten, so ergibt sich 

4n = 5(A2 + B2), 
eine Gleichung, die einen Widerspruch involviert. 

3. Kapitel. 

Der Begriff der analytischen Funktion. 

§ 1. Monogene Systeme von Potenzreihen. 
Es sei l.J3 (zJa) eine Potenzreihe 

Co + Cl (z - a) + c2 (z - a)2 + ... 
mit nicht verschwindendem Konvergenzradius. Dieselbe besitzt un
endlich viele unmittelbare Fortsetzungen. Diese haben ihrerseits wieder 
unmittelbare Fortsetzungen usf. 

Alle auf diese Weise entstehenden Potenzreihen nennen wir 
"Fortsetzungen" der Potenzreihe l.J3(z(a), so daß also l.J3(zJb) eine 
Fortsetzung von l.J3 (zJa) heißt, wenn entweder l.J3 (zJb) in früherem 
Sinne eine unmittelbare Fortsetzung von l.J3 (z(a) oder das Endglied 
emer Reihe 

l.J3(z/a), l.J3(zJa'), l.J3(z(a"), ... , l.J3(zJa(n-l)), l.J3(z/b) 
ist, in welcher jedes Glied eine unmittelbare Fortsetzung des vorher
gehenden ist. 

Nach den Sätzen, die wir früher kennen lernten, können wir den 
Begriff der Fortsetzung auch so fassen: 

Jede aus einer Potenzreihe l.J3 (zJa) durch eine oder mehrere Um
bildungen entstehende Potenzreihe heißt eine Fortsetzung von l.J3 (z Ja). 
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Ferner leuchtet unmittelbar ein, daß die Reihe \l3 (z/a) Fortsetzung 
von \l3 (z/b) ist, wenn letztere Reihe Fortsetzung der ersteren ist. 

Ein solches unendliches System von Potenzreihen, welches aus 
einer Reihe \l3 (z/a) und allen ihren Fortsetzungen besteht, nennen 
wir ein "monogenes System von Potenzreihen". 

Wir behaupten, daß jede beliebige in einem solchen System 
enthaltene Potenzreihe als erzeugende Reihe angesehen werden 
kann, daß also die Reihe \l3 (z/ a) keine ausgezeichnete Stellung in 
dem System einnimmt. Diese Behauptung läßt sich offenbar auch so 
aussprechen: Jede Potenzreihe des Systems ist eine Fortsetzung J"eder 
anderen. 

Sind nämlich \l3 (z/b) und \l3 (z/c) irgend zwei Potenzreihen des aus 
der Reihe \l3 (z/a) erzeugten Systems, so ist \l3 (z/c) eine Fortsetzung 
von \l3(z/a) und \l3(z/a) eine Fortsetzung von \l3(z/b). Folglich ist 
auch \l3(z/c) eine Fortsetzung von \l3(z/b), w. z. b. w. 

Wir bemerken schließlich noch, daß wir in ein uns vorliegendes 
monogenes System von Potenzreihen auch jede Potenzreihe \l3 (z/oo) 
aufnehmen, von welcher eine Fortsetzung in dem Systeme vorkommt., 
Dabei ist unter einer Fortsetzung einer Reihe \l3 (z/oo) jede Reihe zu 
verstehen, die aus \l3 (z/oo) durch eine oder mehrere Umbildungen 
hervorgeht. - Aus, vorstehendem ergibt sich der evidente Sa tz: 

Ein System von Potenzreihen bildet ein monogenes System, wenn 
1. iede Potenzreihe des Systems eine Fortsetzung J"eder andern 

ist, und 
2. {ede Umbildung einer Potenzreihe des Systems ebenfalls zum 

System gehört. 

§ 2. Definition der analytischen FUnktion. 
Jedes monogene System von Potenzreihen definiert eine bestimmte 

Funktion fez) der komplexen Variablen z. Ist Zo irgendein Wert 
von z, so betrachten wir die Potenzreihen, deren Konvergenz
kreis Zo in sich aufnimmt. Die Werte; welche diese Potenzreihen für 
z = Zo annehmen, ordnen wir dem Werte Zo zu. Dadurch ist eine 
bestimmte Funktion fez) von z erklärt, die für z = Zo einieutig oder 
mehrdeutig ist, je nachdem die genannten Potenzreihen für z = Zo 

alle den nämlichen Wert annehmen oder nicht. Offenbar können wir 
die Werte dieser Funktion, die einem bestimmten Argumente Zo ent
sprechen, auch so definieren: 

Man betrachte die dem monogenen System angehörenden Potenz
reihen \l! (z/zo)' Die konstanten Glieder dieser Potenzreihen sind dann 
die Werte der Funktion fez) für z = zo' 

Diese Definition halten wir auch noch für Zo = 00 fest. Wenn 
also dem Systeme von Potenzreihen auch eine oder mehrere Potenz-
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reihen \ß (z/oo) angehören, so sollen die konstanten Glieder dieser 
Potenzreihen die Werte der Funktion ((z) für z = 00 sein. 

Eine Funktion von z heißt eine analytische Funktion, wenn sie 
in dieser Weise durch ein monogenes System von Potenzreihen erklärt 
werden kann. Jede Reihe dieses Systems heißt ein "Element" der 
Funktion f(z). 

Hierbei ist nun noch folgendes zu beachten: Liegt uns ein mono
genes System von Potenzreihen vor, so ist es denkbar, daß ein be
stimmt fixierter Wert Zo von z überhaupt nicht in den Konvergenz
kreis irgendeiner Potenzreihe des Systems hineinfällt. Dann ist die 
betreffende Funktion {(z) für z = Zo nicht definiert. 

Die Gesamtheit derjenigen Werte zo' die ins Innere des Kon
vergenzkreises von Potenzreihen des monogenen Systems fallen und 
für die also auch dem System angehörende Reihen \ß (z/zo) existieren, 
bezeichnen wir als den "Stetigkeitsbereich" der Funktion ((z). Und 
zwar soll jeder Punkt so oft dem Stetigkeitsbereich zugezählt werden, 
als es verschiedene Potenzreihen \ß(z/zo) des monogenen Systems gibt. 

Dabei ist der Fall nicht ausgeschlossen, daß zwei verschiedene 
Potenzreihen \ß (z/zo) dasselbe konstante Glied haben, so daß ihnen 
ein und derselbe Wert ((zo) entspricht. 

Aber man erkennt leicht, daß dieses nur für mehrdeutige Funk
tionen eintreten kann, daß also folgender Satz gilt: 

Ist die analytische Funktion f(z) durchgehends eindeutig, so ist 
jeder Punkt Zo ihres Stetigkeitsberdchs nur einfach zu zählen,- die 
Funktion heißt dann schlechthin "eindeutige Funktion". 

Angenommen, es wären \ß (z/zo) und \ß1 (z/zo) zwei verschie
dene Funktionselemente von {(z) , so würden in einer genügend 
kleinen Umgebung der Stelle Zo für jeden von Zo verschiedenen Punkt Z1 

die beiden Potenzreihen verschiedene Werte besitzen und daher {(z) 
für jeden solchen Punkt Z1 mindestens zweideutig sein, entgegen der 
Annahme. 

§ 3. Eindeutige Zweige einer analytischen Funktion. 

Betrachten wir irgendein System ~ von Punkten in der kom
plexen Zahlenebene oder auf der Zahlenkugel, so kann sich ein be
liebig fixierter Punkt a auf drei Arten gegen die Punktmenge ver
halten. 

Entweder gehören alle Punkte einer genügend kleinen Umgebung 
des Punktes a der Menge ~ an. 

Oder es gehört kein Punkt einer genügend kleinen Umgebung 
des Punktes a der Menge ~ an. 
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Oder endlich es fällt in jede noch so kleine Umgebung des 
Punktes a sowohl mindestens ein Punkt, der zur Menge gehört, wie 
auch mindestens ein Punkt, der nicht zur Menge gehört. 

Im ersten Falle sagen wir, a liege im Innern der Menge ~ oder 
sei ein "innerer" Punkt von~; im zweiten Falle, a liege außerhalb 
der Menge ~ oder sei ein "äußerer" Punkt von ~; im dritten Falle 
endlich sagen wir, a liege an der Grenze VOn ~ oder sei ein Be
grenzungspunkt von~. Ein Punkt a heiße ein "isolierter" Begren
zungspunkt der Menge~, wenn in einer genügend kleinen Umgebung 
von a der Punkt a der einzige Punkt ist, der nicht zur Menge ~ gehört. 

Für uns sind nun in der Folge solche Punktmengen ~ von Wichtig
keit, die folgende Eigenschaften haben: 

Erstens: alle ihre Punkte sind innere Punkte. 

Zweitens: je zwei Punkte a und b der Menge lassen sich durch 
eine stetige Linie 1) miteinander verbinden, deren Punkte sämtlich der 
Menge angehören. 

Zur Abkürzung wollen wir jede Punktmenge, welche diese beiden 
Eigenschaften hat, eine "Domäne" 2) nennen. 

Betrachten wir z. B. eine geschlossene 
knotenlose stetige Linie C, welche die Zahlen
ebene in zwei Stücke zerlegt, so werden die 
Punkte im Innern eines solchen Stückes· eine 
Domäne bilden. Dies gilt auch noch, wenn wir 
einzelne Punkte p', p", .. , und Linienstücke l 
im Innern des betreffenden Stückes ausscheiden 
(Fig. 20). Die Begrenzungspunkte einer solchen F' 90 Ig. ~ . 
Domäne sind die Punkte der Linie C, die 
Punkte der ausgeschiedenen Linienstücke l und die ausgeschiedenen 
Punkte p', p",... Die letzteren sind isolierte Begrenzungspunkte 
der Domäne. 

1) Unter einer stetigen Kurve in der Ebene der komplexen Variabeln 
z = x + i" versteht man eine Menge von Punkten, deren Koordinaten x, " als 
stE;tige Funktionen 

x = cp (t), Y = tp (t) 
einer reellen Variabeln t in einem gegebenen Intervall to ~ t ~ t1 definiert sind. 
Geschlossen heitit die Kurve, wenn 

cp (to) = cp (tL) , tp (to) = tp (tl) 
ist, einfach oder knotenlos , wenn für kdn anderes Wertepaar 1= t', t = t" die 
zugehörigen Punkte zusammenfallen. 

Eine einfach geschlossene stetige Kurve zerlegt die Ebene slets in zwei Gebiete. 
Den Inhalt dieses "Jordanschen Kurvensalzes", der eines arithmetischen Be
weises fä.hig ist, müssen wir hier als anschaulich gegeben postulieren. (A. d. H.) 

i) In der Literatur wird sonst statt "Domäne" meist "offenes Gebiet" oder 
"offener Bereich" oder auch schlechthin "Gebiet" bzw. "Bereich" gesagt. (A. d. H.) 



44 I, 3. Der Begriff der analytischen Funktion. 

Endlich wollen wir noch folgende Terminologie bezüglich der 
Fortsetzung einer Potenzreihe einführen. Wenn wir die Fortsetzung ~(zJb) 
der Potenzreihe ~ (zja) dadurch herleiten, daß wir die Potenzreihen 

~(zJa), ~(z/a'), ~(z/a"), ... , ~(z/a(n»), ~(zJb) 

bilden, von denen jede eine Umbildung der vorhergehenden ist, so 
wollen wir sagen, die Fortsetzung von ~ (zJa) sei durch Vermittelung 
der Stellen a', a", . .. , a(n) erfolgt. 

Es sei jedem Punkte z einer Domäne D ein bestimmter endlicher 
Wert w nach irgendeinem Gesetze zugeordnet, so daß also wals Funk
tion von z in der Domäne D gegeben ist. Wenn nun die Werte der 
Funktion w für eine genügend kleine Umgebung jeder Stelle ader 
Domäne D durch eine Potenzreihe ~ (zJa) darstellbar sind, so sagen 
wir, w sei regulär in D. 

Dann können wir folgenden fundamentalen Satz beweisen: 
Es gibt eine analytische Funktion fez), so daß für jedes z von 

D die Funktion w (z) einen der Werte von fez) vorstellt. Wir nennen 
w (z) einen in der Domäne D eindeutigen Zweig von f ( z). 

Alles was wir zu beweisen haben, ist, daß die Potenzreihen 
~ (z/a) und ~ (z/b), welche in den Umgebungen zweier beliebiger 
Punkte a und b der Domäne D die Werte von w darstellen, Fort
setzungen voneinander sind. 

Es sei a ein Punkt der Domäne D und r der Radius des größten 
Kreises mit dem Mittelpunkt a, innerhalb dessen die Werte von w 

Fig.21. 

durch ~ (zJa) darstellbar sind. Ist dann r für ge· 
eignetes a unendlich, so liegt b im Innern des Kreise·s 
(a, r), und ~ (z/b) = w (z) ist Umbildung von ~ (zJa). -
Ist aber r endlich für jedes a, so zeigen wir zunächst, 
daß r eine stetige Funktion von a innerhalb der Do
mäne D ist. Es sei a ein beliebig fixierter Punkt 
der Domäne D. Ferner sei a' ein Punkt, dessen 

Entfernung d von a kleiner als i ist (Fig. 21). 

Da die Umbildung ~(zJa/ a')l) von ~(zJa) mindestens in dem Kreise 
mit dem Mittelpunkt a' und dem Radius r - d die Werte von w dar
stellt, so ist r'~ r - d oder r - r' < d, wo r' dieselbe Bedeutung 
für a' hat, wie r für a. Da aber a im Innern des Konvergenz
kreises von ~(zJa !a') liegt, so ist auch r~r'-d oder r'-rs;;,d. 
Es liegt also r' - r zwischen - d und + d, d. h. es ist 

Ir' - r I <d. 
Da d beliebig klein genommen werden kann, so ist also in der Tat 
r eine stetige Funktion von a. 

1) ll! (zJaJa') geht aus ll! (zJa) hervor, indem z - a durch z - a' - (a - a') 
ersetzt und dann die Funktion nach Potenzen von z - a' entwickelt wird. (A. d.H.) 
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Seien nUll a und b irgend zwei Punkte der Domäne D. Wir 
verbinden dieselbe durch eine stetige Kurve, die ganz in D liegt. 
Da r sich längs dieser Linie stetig ändert, so besitzt rein Minimttm (2, 

welches den Wert von r für einen gewissen Punkt der Kurve a b 
darstellt und daher von Null verschieden ist. 

Wir wählen nun auf der Kurve a b zwischen a und b die auf
einanderfolgenden Punkte a1 , all' aa' ... , an' so daß In der Reihe 

a a1 a2 a3 • •• an b 
der Abstand zweier aufeinanderfolgender Punkte < (2 ist (Fig. 22). 

Die Potenzreihen 

~(zla), ~(zla1)' ~(zla2)' ... , ~(zla,,), ~(zlb), 
welche in der Umgebung jener Punkte die Werte 
der Funktion w darstellen, sind dann so beschaffen, 
daß jede durch Umbildung der vorhergehenden er
zeugt werden kann, da der Konvergenzkreis jeder 
dieser Reihen den Mittelpunkt des Konvergenzkreises 
der nächstfolgenden Reihe in seinem Innern enthält. 

Fig . 22. 

Es ist daher wirklich, wie gezeigt werden sollte, ~ (z,lb) eine Fort
setzung von ~ (zJa). 

§ 4. Beispiele. 
Betrachten Wir eine rationale Funktion 

(1) h (z) bo + b1 Z -i- ... + br zr 
g (z) = a o + a1 z + ... + an zn ' 

deren Zähler vom rten Grade, deren Nenner vom n ten Grade sei, so 
besitzt dieselbe für jeden endlichen Wert von z, für welchen der 
Nenner nicht verschwindet, einen bestimmten endlichen Wert w. Sie 
definiert also in der komplexen Zahlenebene, wenn wir die Wurzeln 
der Gleichung 
(2) ao + a1 z + ... + an zn = 0 
ausschließen, eine eindeutige Funktion von z. 

Ohne den Fundamentalsatz der Algebra vorauszusetzen, kann 
man einsehen, daß die Gleichung (2) höchstens n Wurzeln besitzt. 
Denn ist Z = Z1 eine Wurzel von (2), so ist die linke Seite g (z) 
Qhne Rest durch· (z - Z1) teilbar; würden nun z = Z1' Z = Z2' .•• , 

z = Zn+l n + 1 verschiedene Wurzeln von (2) sein, so w.ürde die 
ganze Funktion g (z) durch die ganze Funktion (n + !)ten Grades 
(z - Z1) (z - Z2)' .• (z - Zn+1) teilbar sein, was widersinnig ist. Man 
darf außerdem voraussetzen, daß keine Wurzel von (2) zugleich Wurzel 
von h (z) = 0 ist, weil sonst h (z) und g (z) einen gemeinsamen Faktor 
hätten. Von dem größten gemeinsamen Teiler kann man aber g (z) 
und h (z) von vornherein befreit annehmen. 
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Betrachten wir nun die ganze Zahlenebene oder lieber gleich 
die Zahlenkugel mit Ausschluß der etwa vorhandenen Nullstellen des 
Nenners g (z) und des unendlich fernen Punktes, so haben wir eine 

Domäne D vor uns, in welcher w = ~l einen eindeutigen Zweig 
g (z) 

einer analytischen Funktion vorstellt. Denn ist a ein beliebiger Punkt 
der Domäne D, so ist 

h(z) h(a-l-(z-a)) ~l(z-a) w------- -- --- - ----
- g(z) - g(a+ (z - a») - ~2 (z- a) , 

wo ~1 (z - a) und ~2 (z - a) im Endlichen abbrechende Potenzreihen 
(nämlich ganze rationale Funktionen von z - a) vorstellen, von welchen 
die zweite für z = a nicht Null ist. Folglich ist nach den früheren 
Sätzen 
(3) w=~(z-a) 

in einer genügend kleinen Umgebung der Stelle a. 

Es ist aber h (z) eine einde~ttige analytische Funktion von z. 
g (z) 

Denn die Potenzreihen (3), welche wechselnden Werten von a ent
sprechen, bilden ein "monogenes System". Daß je zwei der Potenz
reihen (3) Fortsetzungen voneinander sind, folgt aus dem schon be
nutzten Satze, nach welchem weinen eindeutigen Zweig einer analyti
schen Funktion darstellt. Daß aber auch, unter ~ (z/ a) eine der Potenz
reihen (3) verstanden, jede Fortsetzung derselben zu den Potenzreihen (3) 
gehört, geht unmittelbar daraus hervor, daß jede Umbildung von ~ (z/a) 
in ihrem Konvergenzkreise den Wert von h(Z» darstellt. Durch fort-

g(z 

gesetzte Umbildungen kommt man also aus dem System derjenigen 

Potenzreihen, die h (z») in der Umgebung irgendeines Punktes der 
g (z 

Zahlenkugel darstellen, in der Tat nicht heraus. In dem System 
dieser Potenzreihen kommt auch eine dem. Punkte 00 entsprechende 
Reihe ~ (zfa) vor, wenn n ~ r ist. Denn dann hat man 

Ist dagegen n < r, so gibt es eine solche Reihe ~ (+) nicht. 

Zusammenfassend können wir sagen: 

Eine rationale Funktion : ~;; ist eine eindeutige analytische Funk

tion. Der Stetigkeitsbereich um/aßt alle Werte von z mit Ausschluß 
der Nullstellen des Nenners g (z) und - wenn der Grad des Zählers 
größer als der des Nenners ist - mit Ausschluß von z = 00. 
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Da an den ausgeschlossenen Stellen h (z) unendlich wird, so kann 
g(z) 

kein Funktionselement existieren, welches eine dieser Stellen im 
Innern seines Konvergenzkreises enthielte. Die ausgeschlossenen 
Stellen bilden also notwendig die Begrenzung des Stetigkeits· 
bereiches. 

Als zweites Beispiel wollen wir eine beständig konvergierende 
Potenzreihe 

\l3 (z) = Co + Cl Z + c9 Z2 + ... 
betrachten. Dieselbe definiert eine eindeutige analytische Funktion, 
deren Stetigkeitsbereich durch alle Werte von z mit eventuellem Aus
schluß des Wertes z = 00 gebildet wird. 

In der Tat ist jede Umbildung \l3 (z( a) von \l3 (z) ebenfalls eine 
beständig konvergierende Reihe, und diese Umbildungen bilden daher 
das aus \l3 (z) entspringende monogene System von Potenzreihen. 

Wir wollen nun zeigen, daß, abgesehen von dem Falle, wo ~ (z) 
sich auf das Anfangsglied Co reduziert, der Punkt 00 nicht zu dem 
Stetigkeitsbereich der durch \l3 (z) definierten Funktion gehört. 

Zu diesem Zwecke beweisen wir den Satz: 

Wenn die beständig konvergierende Reihe \l3 (z) sich nicht auf ihr 
Anlangsglied reduziert, so gibt es in feder noch so kleinen Umgebung 
des Punktes 00 mindestens einen Wert von z, für welchen 

I \l3 (z) I> G 
wird, unter G e~ne beliebig groß vorgeschriebene positive Zahl ver
standen. 

Wir betrachten eine Umgebung des Punktes 00, 

d. h. das Äußere eines Kreises mit dem Mittelpunkt O. 
Sei ferner G eine beliebig vorgeschriebene positive 
Zahl und es werde . angenommen, daß 

I \l3 (z) I <G 
sei, für jeden Punkt z in der betrachteten Umgebung Fig. 23. 
des Punktes 00. Wenn dann r den Radius eines 
Kreises mit dem Mittelpunkt 0 bedeutet, dessen Peripherie ganz in 
jener Umgebung verläuft (Fig. 23), so ist 

(n = 0,1,2,3, ... ) 

nach dem Hilfssatz m § 9 des vorigen Kapitels. 

Hieraus folgt 
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Da wir nun r beliebig groß annehmen können, so ist I c .. I, falls 
n > 0, kleiner oder gleich einer beliebig klein zu machenden positiven 
Größe und daher 

C .. =0. 
Folglich muß sich dann jß (z) auf das erste Glied Co reduzieren. 

Damit ist offenbar unser Satz bewiesen. 
Wenn nun z = 00 dem Stetigkeits bereiche der durch jß (z) defi

nierten Funktion angehören würde, so hätte man m emer genügend 
kleinen Umgebung des Punktes 00 

jß (z) = ko + k1 + k: + ... z z 

Für große Werte von z würde jß (z) wenig von ko verschieden 
sein und daher I jß (z) I unter einer endlichen positiven Zahl bleiben. 
Folglich gehört, wie behauptet wurde, z = 00 nur dann dem Stetig
keitsbereiche unserer Funktion an, wenn jß (z) = Co ist und also die 
Funktion sich auf eine Konstante reduziert. 

Eine analytische Funktion, welche durch eine beständig konver
gierende Reihe \l3 (z) definiert werden kann, nennt man nach Weier
straß eine "ganze Funktion". Wenn die Reihe jß (z) abbricht, so ist 
die betreffende ganze Funktion ,,'rational", im andern Falle "trans
zendent". 

Als letztes Beispiel wollen wir den Quotienten zweier beständig 
konvergierenden Reihen 

W = I.ßl (z) 
I.ß (z) 

betrachten. Zunächst beweisen wir den folgenden wichtigen Satz: 

Die Nutlstellen einer beständig konvergierenden Potenzreihe jß (:) 
können keine im Endlichen liegende Häufungsstelle haben. 

Betrachten wir nämlich einen beliebigen endlichen Wert z == Q, 

so ist 
jß (z) = jßl (z - a), 

wo die rechte Seite die Umbildung von jß (z) für z = a bedeutet. 
Nun wissen wir, daß in einer genügend kleinen Umgebung von z = a 
die Reihe jßl (z - a) nicht verschwindet, außer etwa für z = a. Da
her ist also z""': a keine Häufungsstelle der Nullstellen von jß (z). 

Wenn wir nun aus der Zahlenkugel die NuUstellen von jß (z) , 
wenn solche existieren, und den Punkt 00 ausscheiden, so entsteht 
eine Domäne, in welcher w in der Umgebung jeder Stelle als Potenz
reihe darstellbar ist. Daraus schließen wir wieder, daß der Quotient 
zweier beständig konvergierender Potenzreihen eine eindeutige ana· 
lytische Funktion darstellt, deren Stetigkeitsbereich die Zahlenkugel 
ist mit Ausschluß gewisser Punkte. Die letzteren besitzen, wenn sie 
in unendlicher Anzahl vorhanden sind, die eine Häufungsstelle 00. 
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§ 5. Die Elementarzweige und ihre singulären Punkte. 
Eine einzelne Potenzreihe ~ (z / a), welche dem monogenen 

Systeme angehört, das die analytische Funktion f (z) definiert, be
zeichneten wir als ein "Element" der Funktion f(z). Im Innern ihres 
Konvergenzkreises definiert die Potenzreihe ~ (z/a) einen eindeutigen 
Zweig von fez); WIr wollen einen solchen Zweig einen "Elementar
zweig" nennen. 

Betrachten wir einen Punkt s auf dem Konvergenzkreise von 
~(z/a). so gibt es entweder eine Potenzreihe ~(z/s) mit nicht ver
schwindendem Konvergenzradius, die eine unmittelbare Fortsetzung 
von ~ (z/a) ist, oder es gibt keine derartige Potenzreihe. Im ersten 
Falle wollen wir s einen regulären, im letzteren Falle einen singulären 
Punkt des Elementarzweiges nennen. Wir beweisen nun in diesem 
Paragraphen den fundamentalen Satz: 

Auf der Peripherie des Konvergenzkreises von ~ (z/a) liegt immer 
mindestens ein singulärer Punkt. 

Beim Beweise setzen wir der Einfachheit halber a = 0 . Ist a 

von Null verschieden, so sind die nachfolgenden Betrachtungen nur 
unwesentlich zu modifizieren. 

Es sei also 
~ (z) = Co + Cl Z + c2 Z2 + .. , 

eine Potenzreihe, r ihr Konvergenzradius und K ihr Konvergenzkreis. 
Nehmen wir nun an, daß nicht nur im Innern, sondern auch 

auf der Peripherie des Konvergenzkreises jedem Punkte a eine. un
mittelbare Fortsetzung ~ (z/a) von ~ (z) entspricht, so wird der Kon
vergenzradius ra dieser Fortsetzung eine stetige Funktion von asein. 
Dies folgt aus einer ähnlichen Betrachtung, wie wir sie in § 3 an
gestellt haben. 

Wenn nämlich a' genügend nahe bei a liegt, so ist Ira,-ral <d, 
wo d die Entfernung la' - a I der beiden Punkte voneinander 
bedeutet. Da nun die Punkte a im Innern und auf der Peripherie unseres 
Kreises eine abgeschlossene Menge 1) bilden, so besitzt ra ein Mini
mum e, welches von Null verschieden ist. 

Hieraus würde nun, wie wir zeigen werden, weiter folgen, daß 
der Konvergenzradius von ~ (z) nicht r, sondern > r wäre. 

Wir beschreiben zu dem Zwecke um den Nullpunkt einen 
Kreis K' mit dem Radius r + a, wo a eine positive Zahl < e be
deutet. Den Ring zwischen Kund K' bezeichnen wir mit C, wobei 
wir die den Ring begrenzenden Kreisperipherien mit zu dem Ringe 
zählen wollen. 

1) Eine Punktmenge heißt abgeschlossen, wenn sie ihre Häufungspunkte 
oder Grenzpunkte enthält. Eine auf einer abgeschlossenen Punktmenge stetige 
Funktion besitzt ein Maximum und ein Minimum (A. d. H.). 

Hurw i tz- eou r an t, Funktionentheorie. 4 
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Für das Innere und die Peripherie des Kreises K' definieren wir 
nun eine eindeutige Funktion von z folgendermaßen: 

Liegt z im Innern des Konvergenzkreises K von \15 (z), so soll 

fez) = \15 (z) 
sein. Gehört dagegen z dem Ringe C an, so bestimmen wir einen 
Punkt a im Innern von K so, daß sein Abstand von z kleiner als (! 

ist (Fig. 24). Dann fällt z ins Innere des Konvergenzkreises der Um 
bildung \15 (zJa) von \15 (z), und wir setzen nun fest, daß 

fez) = \15 (z! a) 
genommen werden soll. Der hierdurch definierte Wert fez) ist un
abhängig von der Vi ahl des Punktes a. Denn nehmen wir statt a 

einen andern Punkt a I zu Hilfe, so daß der Kon
vergenzkreis von \15 (z/a') ebenfalls den betrach
teten Punkt zumfaßt, so sind ~ (zJa) und ~ (z(a') 
unmittelbare Fortsetzungen voneinander und daher 

~ (z/a') = \15 (z(a). 

Fig.24. 
Die so definierte Funktion fez) ist (für den 

Kreis K' inklusive seiner Peripherie) eine ein
deutige und stetige Funktion. Folglich hat I fez) I ein endliches Maxi
mum, welches wir mit g bezeichnen wollen. 

Nun sei a wieder ein Punkt im Innern des Kreises K. Wir be
schreiben um a als Mittelpunkt einen Kreis mit dem Radius a. Längs 
der Peripherie dieses Kreises ist 

, z-a (z- a)" 
fez) = ~ (z(a) = ~ (a) + \15 (a) l! + ... + \15(1)) (a) n! + ... 

absolut beständig < g. Folglich gilt 

I :! ~(n)(a) \ an < g (n=O,1,2, ... ). 

Es ist aber 

~_~(n)(a)= y. k! c ak - n = .i: (k)c ak - n. 
n! ~nn! (k-n)! k k=n n k 

Lassen wir a auf einem Kreise mit dem Mittelpunkt 0 und dem 
Radius a< r wandern, so ist dabei beständig 

I \ll(n) (a) I < l_ 
I n! 1=0" 

und folglich 

(k) I c I ak - n < ~. n k - on 

Da wir a beliebig dicht bei r nehmen können, ist 

I ckl (:) rk-Ija" < g. 
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Wir nehmen n = 0, 1, 2, ... , k und addieren; so kommt 

und folglich 
I Ck I (r + a)k ~ (k + 1) g 

$(Z)~kg g(k + 1) C~(}· 
Die rechte Seite konvergiert aber so weit WIe 

ggC~}' , 
also für I z i < r + a . 

Ebensoweit müßte auch $ (z) konvergieren. 

Da dies gegen die Voraussetzung ist, weil K der Konvergenz
kreis von $ (z) sein sollte, so ist die Annahme unzulässig, daß auf 
der Peripherie von K kein singulärer Punkt liege. Unser Satz ist 
also nunmehr bewiesen. 

Betrachten wir, um ein Beispiel für die Anwendung dieses Satzes 
zu geben, den Quotienten zweier beständig konvergierender Potenz
reihen 

~l (z) bo + b1 Z + b2 Z2 + ... 
~(z) = a;;-+alz+a2z2~' 

wobei wir ao von Null verschieden voraussetzen wollen. Der Einfach
heit halber wollen wir überdies annehmen, daß $ (z) und $1 (z) keine 
gemeinsame Nullstelle besitzen. 

Wir wissen, daß in der Umgebung der Stelle z = 0 eine Gleichung 

~l (z) _ + + 2 + _ In ') \fez) - Co Cl Z C2 Z ••• - i-'~ tz 

gilt. Welches ist nun der Konvergenzkreis der Reihe $2 (z)? 

Auf dessen Peripherie muß ein Punkt s vorhanden sein, für 
weIchen $ (z) verschwindet. Denn sonst würde in der Umgebung 

jedes Punktes s der Bruch ~ g} in die Form einer Potenz reihe $ (zjs) 

gesetzt werden können, welche offenbar eine unmittelbare Fortsetzung 
von .$2 (z) wäre. Da der Konvergenzkreis von $2 (z) im Innern keine 
Nullstelle von $ (z) enthalten kann, weil für eine solche 1.ß2 (z) unend
lich würde, während doch $2 (z) im Innern des Konvergenzkreises 
stets einen endlichen Wert besitzt, so folgt, daß der Konvergenzkreis 
von $2 (z) derfenige Kreis mit dem Mittelpunkt 0 ist, dessen Peri
pherie durch die dem Punkte z = 0 nächstgelegene Nullstelle von $ (z) 
hindurchgeht. 

Entwickeln wir beispielsweise 

1- 68 - Z2 

4* 



52 1,3. Der Begriff der analytischen Funktion. 

nach Potenzen von z, so erhalten wir 

_~ __ 2+ 3-1-3 4 I 
1 6 2 - z 6z I 7 z I'" - z-z 

Diese Entwicklung ist gültig in demjenigen Kreise mit dem 
Mittelpunkt Null, der durch die dem Nullpunkt nächstgelegene Wurzel 
der Gleichung 

Z2 + 6z - 1 = 0 

geht. Die Wurzeln sind 

Zl = - 3 + VI0, 

Der Radius des in Betracht gezogenen Konvergenzkreises ist daher 

VI0-3. 

§ 6. Der Fundamentalsatz der Algebra. 

Wir wollen nun auf Grund der Untersuchung des vorigen Para
graphen einen sehr einfachen Beweis für den Funda1ltentalsatz der 
Algebra geben. Es sei 

g (z) = ao + a1 z + a ll Z2 + ... + an zn 

eine ganze Funktion nten Grades, wobei n > 0, an 9= 0 vorausgesetzt 
werde. 

Würde nun g (z) für keinen Wert von z verschwinden, so wäre. 

(1) + + 12 + + n = Co + Cl Z + C2 Z2 + . .., ao a1 z a2 Z • • • an z 

wo die rechte Seite einen unendlich großen Konvergenzradius besitzt, 
also eine beständig konvergierende Reihe ist. 

Da aber andererseits die linke Seite von (1) in einer gewissen 

Umgebung von z = 00 in eine Potenzreihe von 1 entwickelbar ist, 
z 

weil die linke Seite ja in die Form 
1 
zn 

gesetzt werden kann, so muß nach § 4 die rechte Seite sich auf das 
Anfangsglied Co reduzieren. Die dann aus (1) folgende Gleichung 

1=(aO +a1 z+a2 z 2 + ... + an zn) Co 

ist aber widersinnig. Folglich muß notwendig mindestens eine Wurzel 
der Gleichung g (z) = 0 existieren. 

Hieraus leitet man in bekannter Weise den Satz ab, daß jede 
ganze Funktion nten Grades als Produkt von n Linearfaktoren dar
stellbar ist. 
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§ 7. Singuläre Punkte. eines eindeutigen Zweiges. 

Der Stetigkeitsbereich oder Definitionsbereich 1) einer eindeutigen 
analytischen Funktion f(z) ist eine Punktmenge, welche beiläufig be
merkt unter den Begriff einer Domäne fällt. Die Punkte an der 
Grenze des Stetigkeitsbereichs nennen wir die singulären Punkte 
der Funktion f(z). Diese singulären Punkte bilden eine abgeschlossene 
Menge, d. h. eine Häufungsstelle von singulären Punkten ist ebenfalls 
ein singulärer Punkt. Dieser Satz ist nur ein spezieller Fall des all
gemeinem: 

Ist I t:rgendeine Punktmenge, so bilden die Punkte an der Grenze 
von I stets eine abgeschlossene Jl enge. 

Ein Punkt P liegt an der Grenze von I, wenn in jeder Um
gebung von P mindestens ein Punkt liegt, der zu I gehört, und auch 
mindestens ein Punkt, der nicht zu I gehört. (Vgl. S. 43.) 

Ist nun a eine Häufungsstelle der Punkte Pl ' P2' Pa' .. . , die 
ihrerseits an der Grenze von I liegen, so fallen in jede Umgebung 
von a Punkte Pk (und zwar in unendlicher Anzahl) hinein. Um einen 
solchen Punkt PI< können wir eine Umgebung (PI<) so klein abgrenzen, 
daß sie ganz im Inneren der betrachteten Umgebung von a liegt 
(Fig. 25). Daher wird in letztere mindestens ein Punkt, der zu I 
gehört, und mindestens ein Punkt, der nicht zu ~ gehört, hineinfallen, 
weil dieses für die Umgebung (P k ) gilt. Folglich ist a ebenfalls ein 
Punkt an der Grenze von I. 

Betrachten wir nun einen singulären Punkt der 
Funktion f(z), so wird derselbe entweder Häufungs. 
stelle anderer singulärer Punkte sein oder nicht. Im 
letzteren Falle nennen wir ihn einen "isolierten" 
singulären Punkt. Ein isolierter singulärer Punkt ist 
also ein solcher, um welchen sich eine so kleine 
Umgebung abgrenzen läßt, daß in derselben kein 
weiterer singulärer Punkt der Funktion liegt. 

Betrachten wir einen Elementarzweig \ß (z/a) der eindeutigen 
analytischen Funktion f(z), so ist feder singuläre Punkt s dieses Ele
mentarzweiges auch ein singulärer Punkt .von f(z). Denn da für den 
Punkt s keine Fortsetzung \ß(zjs) von \ß(z/a) existiert, so ist s selbst 
kein Punkt des Stetigkeitsbereiches von f(z), und folglich ist sein 
Punkt an der Grenze des Stetigkeitsboreiches. 

Wenn wir daher die singulären Punkte einer eindeutigen Funktion 
kennen, so können wir sofort den Konvergenzkreis eines Funktionen
elementes \ß (z/a) angeben: 

1) Vgl. zu diesen Ausführungen die mehr anschaulichen Betrachtungen 
im dritten Abschnitt, 4. Kap., § 4. 
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Der Kreis mit dem Mittelpunkt a, dessen Peripherie durch einen 
singulären Punkt geht, welcher a zunächst liegt. ist der Konvergenz
kreis der Reihe I.ß (z I a). 

Wir haben nun schließlich noch die Einteilung der singulären 
Punkte in wesentlich singuläre und außerwesentlich singuläre ausein
anderzusetzen. 

Wenn für einen singulären Punkt s eine Umgebung existiert, 

innerhalb welcher die Werte, welche der reziproke Wert f ~z) von 

fez) annimmt, durch eine Potenzreihe I.ß (zjs) darstellbar sind, so nennen 
wir seinen außerwesentlich singulären Punkt oder auch einen "Pol" 
von fez); im anderen Falle nennen wir s einen wesentlich singulären 
Punkt. Betrachten wir einen Pol s der Funktion f (z) einmal näher 
In der Umgebung von s ist nach der gegebenen Definition eines Poles 

(1) f~Z) = Ck (z - S)k + Ck+1 (z - S)k+l + ... = (z- S)k I.ß (z - s), 

wobei wir ck als nicht verschwindend voraussetzen. Hier ist für den 
1 Fall s = 00 unter z - s der reziproke Wert von z, also -, zu ver
z 

stehen. Nun folgt aus (1), daß in einer geeignet gewählten Um
gebung von s 

1 1 1 
fez) = (z _ s)" • \ß (z - s) = (z _ sl . I.ßl (z - s) 

oder, ausführlich geschrieben, 

(2) fez) = _l_k (ao + a1 (z - s) + ... ), (ao = -C~k) 
(z - s) 

ist. Daraus geht hervor, daß k > 0 ist. Denn sonst würde fez) nach 
Potenzen von z - s entwickelbar sein, also s entgegen der Vorau~
setzung nicht zu den singulären Punkten gehören. 

Die Zahl k nennen wir die Ordnung des Poles. Lassen wir den 
Punkt z des Stetigkeitsbereiches in den Punkt s übergehen, so wird 
nach Gleichung (2) fez) unendlich groß und zwar derart, daß 

lim {(z - S)k f(z)} = ao 

einen endlichen, von Null verschiedenen Wert erhält. Wir drücken 
diese Tatsache dadurch aus, daß wir sagen, fez) werde für z = s 
von der "k ten Ordmmg unendlich". 

Setzen wir die Gleichung (2) in die Form 

(3) fez) = ~~ + _a\_l + ... + ak_ 1 + ak + ... , 
(z - s) (z - 5) Z - S 

so sehen wir, daß 

fez) - (~ + ~7H + ... + ak _ 1) = ak + ak+l (z - s) + ... 
~_~ ~_~ z-s 
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in der Umgebung von s in eine Potenzreihe I.J! (z/s) entwickelbar ist 
und für z = s endlich bleibt. Wir sagen deshalb, fez) werde an der 
Stelle s unendlich wie 

(4) g ( ~) = _~~L -l-- a1 + ... + a"_l. 
\Z-s (z-s)'" (Z_s)"-l z-s 

Diese ganze Funktion von _1_ nennen wir den "meromorphen" Teil 
z-s 

(oder Hauptteil) von fez) für den Pol s. 
Die Definition der singulären Stelle läßt sich nun auch ohne 

weiteres auf den Fall übertragen, daß die Eindeutigkeit von fez) nicht 
für ihren ganzen Stetigkeitsbereich vorausgesetzt wird, sondern daß 
nur ein eindeutiger Zweig betrachtet wird. 

Es sei F ein Stück der Zahlenebene, begrenzt von einer oder 
mehreren einfach geschlossenen Linien L, L l , L 2 , ••• , die sämtlich 
einer Domäne D angehören. Im Innern von F mögen die isolierten 
Begrenzungspunkte al , ag , ••• , ar der Domäne D liegen. Dagegen 
sollen alle übrigen inneren Punkte von F der Domäne Dangehören. 
Wenn nun fez) eine in der Domäne D reguläre Funktion ist, so wollen 
wir sagen, fez) sei auf der Fläche F regulär, abgesehen eventuell von 
den Punkten a1 , a2 , ••• , ar • Die letzteren Punkte nennen wir, falls 
in ihnen die Funktion fez) nicht auch noch regulär ist, singuläre Punkte 
von fez). Ist a ein beliebiger dieser singulären Punkte, so heißt 

er ein Pol, wenn r(lz) auch noch im Punkte z = a regulär ist, im 

andern Fall heißt er wesentlich singulär. Ordnung und meromorpher 
Teil eines Poles werden genau wie oben definiert. 

Aus der Gleichung (2) folgern wir endlich noch den wichtigen 
Satz: 

Ein Pol ist stets eine isoUerte singuläre Stelle. 
In der Tat, betrachten wir irgendeine Stelle Zo In derjenigen 

Umgebung von s, in welcher die Gleichung 

1 I.ß (zls) 
fez) = --" (ao + a1 (z - s) + ... ) = ---" 

~-~ ~-~ 
gilt, so können wir für eine geeignet gewählte Umgebung von Zo die 
rechte Seite dieser Gleichung als Potenzreihe von z -zo darstellen. 
Folglich ist Zo keine singuläre Stelle von fez). 

Wir werden später (Kap. 5, § 7) den wichtigen Satz beweisen: 

Ist in der Umgebung einer isolierten singulären Stelle die Funktion 
fez) eindeutig, so nimmt ihr absoluter Betrag dort beliebig große Werte an. 

Im Gegensatz zu den singulären Stellen werden wir in der Folge 
jede Stelle des Stetigkeitsbereiches einer eindeutigen analytischen 
Funktion auch eine "reguläre" Stelle nennen. 
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§ 8. Die singulären Stellen der rationalen und der 
ganzen Funktionen. 

Eine Funktion f(z) , die durch eine beständig konvergierende 
Reihe darstellbar ist, also eine sogenannte "ganze Funktion", besitzt 
im Endlichen keine singuläre Stelle. Dieser Satz läßt sich auch 
umkehren: 

Eine eindeutige analytische Funktion, die im Endlichen keine 
singuläre Stelle besitzt, ist eine ganze Funktion. 

Denn der Konvergenzkreis jedes Funktionselementes muß sich 
InS Unendliche ausdehnen. 

Für die Stelle 00 kann, wie wir wissen, eine Entwicklung ~ (+ ) 
nur dann existieren, wenn die beständig konvergierende Reihe sich 
auf eine Konstante reduziert. Also gilt: 

Eine eindeutige Funktion I) , die überhaupt keine singuläre Stelle 
besitzt, ist eine Konstante. 

Ist eine ganze Funktion f(z) = f 0 + Cl Z + c2 Z2 + ... für alle end
lichen z beschränkt, d. h. gibt es eine Konstante M derart, daß für 
alle endlichen z 

I f(z) I < M 

ist, so gilt nach dem Hilfssatz von Kap. 2 § 9 die Ungleichung 

(n = 1, 2, ... ) 

für beliebig große Werte von e; dies ist aber nur möglich, wenn 
cn = 0 ist: 

Jede beschränkte ganze Funktion ist eine Konstante (Satz von 
Liouville.) 

Betrachten wir nun weiter eine ganze Funktion f(z), für die 
z = 00 eine außerwesentlich singuläre Stelle ist. 

Wenn aozk + a1 Zk-l + ... + ak-lZ der meromorphe Teil von f(z) 
an der Stelle z = 00 ist, so hat die Differenz 

f(z) - (aoz k + a1 Zk-l + ... + ak-l'z) 

den Punkt 00 nicht mehr zum singulären Punkte, und da sie ebenso
wellIg im Endlichen eine singuläre Stelle besitzt, so ist sie eine Kon
stante ak , also 

f(z) = aoz k + a1 Zk-l + ... + ak-lZ + ak' 

') Den Zusatz "analytisch" unterdrücken wir, weil es sich hier und im 
folgenden immer nur um "analytische" Funktionen handelt. 
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Eine eindeutige Funktion, die nur die außerwesentlich singuläre 
Stelle z = 00 besitzt, ist eine ganze rationale Funktion. 

Und hieran knüpft sich sofort der Satz: 

Eine eindeutige Funktion, welche die eine wesentlich singuläre 
Stelle z = 00 besitzt ,ist eine ganze transzendente Funktion und um
gekehrt: fede ganze transzeniente Funktion besitzt die eine wesentlich 
singuläre Stelle z = 00. 

Betrachten wir nun weiter eine rationale Funktion 

h (z) bo + b1 Z + ., . + b, z' w=-= 
g(z) aO +a1 z+ ... +a"z" 

Die singulären Stellen derselben sind die Nullstellen des Nenners und, 
falls r > n ist, die Stelle 00. 

Ist z = Zo eine Nullstelle des Nenners g (z) und ist (z - zo)k die 
höchste Potenz von z - zo' durch die g (z) teilbar ist, so wird 

w - _!_ . h (z) ___ 1 _ . $ (z _ z ) 
- (z - zi gl (z) - (z _ zo)" 1 0 ' 

wo $1 eine Potenzreihe mit nicht verschwindendem Anfangsglied ist, 
weil wir h (z) und g (z) ohne gemeinsamen Faktor voraussetzen, so 

daß für Z = Zo der Bruch h «(Z) nicht Null sein kann. 
gl z 

Es ist also z = Zo ein Pol von der Ordnung k. Ebenso sieht 
man leicht ein, daß, für r > n, der Punkt z = 00 ein Pol von der 
Ordnung r - n ist. Also: 

"Eine rationale Funktion besitzt nur außerwesentlich singuläre 
Stellen. " 

Wir beweisen nun die Umkehrung dieses Satzes: 

Eine eindeutige analytische Funktion f(z) , die nur außerwesent
lich singuläre Stellen besitz!, ist notwendig eine rationale Funktion. 

Wenn die singulären Stellen von f(z) sämtlich außerwesentlich 
sind, so ist ihre Anzahl endlich. Im anderen Falle würden sie näm
lich mindestens eine Häufungsstelle haben, die wesentlich singulär 
sein würde. Seien nun 

die singulären Stellen von f(z) und 

( 1) a(i) a (i) a~') 
g. -- =_l_+_~+"'+--'-k • z-.z, z-z, (z -z,) (z-z,) I 

der der Stelle z = Zi entsprechende meromorphe Teil von f(z) (wobei, 
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wie immer, falls z. = 00 ist, ~ an Stelle von z - z. zu setzen ist). 
'z ' 

Dann wird die Funktion 

fez) _ g (_1 .) _ g (~) _ ... _ g (_1 _) 
1 Z - Zl 2 \z - Z2 r Z - Zr 

eine eindeutige analytische Funktion sein, die überhaupt keine singu
läre Stelle mehr besitzt und folglich eine Konstante C ist. Hieraus folgt 

fez) = C + gl G~J + g2 G~zJ + ... + gr C~J, 
eme Gleichung, die nicht nur unseren Satz enthält, sondern zugleich 
zeigt, daß jede rationale Funktion in "Partialbrüche" zerlegt werden 
kann. 

§ 9. Einige allgemeine Sätze über analytische Funktionen. 
Wenn die Funktion fez) oder ein Zweig von fez) in der Domäne D 

eindeutig ist und in der Umgebung jeder Stelle a der Domäne p 
durch eine Potenzreihe l.l3 (zJa) darstellbar ist, so wollen wir sagen, fez) 
sei "regulär" in der Domäne D. Aus den Gesetzen der Rechnung 
mit Potenzreihen gehen nun unmittelbar folgende Sätze hervor: 

1. Sind (1 (z) und (2 (z) in der Domäne D regulär, so gilt gleiches 
von den Funktionen f1 (z) + (2 (z), f1 (z) - f2 (z) und f1 (z)· f'J (z). 

2. Allgemein: Jede ganze rationale F~tnktion mit konstanten Ko
effizienten von f1 (z), f2 (z), . .. , fk (z) ist in der Domäne D regulär, Wenn 
f1 (z),f2(z), ... ,fk (z) es sind. 

3. Es sei Pa ein aus unendlich vielen verschiedenen Punkten der 
Domäne D gebildetes Punktsystem, welches den Punkt a der Domäne 
zur H äulungsstelle hat. (Z. B. werden die Punkte einer beliebig kleinen 
Linie, die in der Domäne D liegt, ein solches Punktsystem bilden.) 
Wenn nun die Funktion fez) in der Domäne D regulär ist und tür 
die Punkte von Pa Null ist, so ist sie identisch Null. 

Denn die Potenzreihe l.l3 (zJa), welche fez) in der Umgebung der 
Stelle a darstellt, muß identisch verschwinden und folglich auch alle 
ihre Fortsetzungen. 

4. Wenn f1 (z) .und f2 (z) in der Domäne D regulär sind und die 
Gleichung f1 (z) = f'J (z) tür alle Punkte eines Punktsystems Pa gilt, 
so gilt dieselbe Gleichung in der ganzen Domäne D. 

Denn f1 (z) - f2 (z) ist dann notwendig identisch Null. 

Ein spezieller Fall des Satzes 4 ist der folgende: 

Ist fez) in der Domäne D regulär, so gilt die Gleichung 

fez) = l.l3 (zJa) 
m jedem Kreise mit dem Mittelpunkt a, der ganz ins Innere von 
D fällt. 
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5. Bedeuten f1 , f2 , ••• , fk Funktionen, die in der Domäne D regulär 
sind, und G (f1 , f2 , • •• , fk ) eine ganze rationale Funktion derselben mit 
konstanten Koeffizienten, so gilt die Gleichung 

G ((1' (2"'" fk ) = 0 
für aUe Punkte der Domäne D, Wenn sie für die Punkte eines Punkt
systems Pa gilt. 

Betrachten wir eine in der Domäne D reguläre Funktion ((z), so 
ist in einer geeigneten Umgebung einer beliebig gewählten Stelle a 
von D 

((z) = \l3 (z/a) 

und daher für emen Punkt z dieser Umgebung 

1· ((z+h)-(Cz)_m'( /) 
1m h -.,., z a . 

"=0 
Also gilt der Satz: 

6. Eine in der Domäne D reguläre Funktion f(z) besitzt einen 
Differentialquotienten (tz), welcher in der Umgebung einer Stelle ader 
Domäne durch die abgeleitete Reihe derjenigen Reihe dargestellt wird, 
welche in der Umgebung der Stelle a die Fttnktion f(z) darstellt. Der 
Differentialquotient f' (z) ist daher wieder eine in der Domäne D regu
läre Funktion. 

Wenden wir diesen Satz wiederholt an, so erhalten wir den 
a.llgemeineren Satz: 

7. Eine in der Domäne D reguläre Funktion ((z) besitzt Diffe
rentialquotienten aller Ordnungen f' (z), f" (z), ('" (z), ... , welche in D 
ebenfalls reguläre Funktionen sind. 

In der Umgebung der Stelle a sei 
z-a (z-a)2 (z-a)n 

f(z) = \l3(z/a) = Co + Cl -T!- + c2 ~ + ... + Cn - nl- + .... 
Dann ist 

(n) ( ) (n) ( / ) . (z-a) 
( Z = \l3 z a = Cn + Cn +1 1! + .... 

Also gilt ((n) (a) = cn ' und daher ist 

f(z) = \l3(z/a)=((a)+f' (a) (z-a) + f" (a) (Z~~)2 + ... + f(n)(a) (z~~)n + ... 
die Reihe, welche ((z) in der Umgebung von a darstellt. 

Die Kombination der Sätze 5 und 7 ergibt: 
8. Befriedigen die in der Domäne D regulären Funktionen f1 , 

f2 , ••• , (k eine algebraische Differentialgleichung mit konstanten Koeffi
zienten 

G ((1' (2' ... , f k , (/' (,,/, ••• , fk', (t,···, (t, ... ) = 0 

für alle Punkte eines Punktsystems Pa' so gilt diese Differential
gleichung für alle Punkte der Domäne D. 
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Wir wollen aus diesen Sätzen noch einige Folgerungen ziehen. 
Es sei f(z) in der Domäne D regulär, ferner a ein Punkt der 

Domäne. Dann wissen wir, daß für eine geeignete Umgebung von a 

f(z) = \l! (z/a) 
ist, unter \l! (z/a) eine Potenzreihe von z - a verstanden. 

Betrachten wir nun diejenigen Kreise mit dem Mittelpunkt a, 
deren Inneres ganz in der Domäne D liegt, so wird unter ihnen ein 
größter vorhanden sein. Dieser größte Kreis ist dadurch charakteri
siert, daß seine Peripherie mindestens einen Punkt enthält, der an 
der Grenze der Domäne D liegt. Sein Radius ist der kürzeste Ab
stand des Punktes a von den Punkten an der Grenze von D. 

Bezeichnen wir mit D (a) das Innere des Kreises, so ist D (a) 
eine Domäne, die ganz in der Domäne D liegt. Nun gilt der Satz: 

Die Gleichung 
f(z) = \l! (z/a) 

besteht für die Domäne D (a). 

Es sei, um dies zu beweisen, K ein Kreis mit dem Mittelpunkt a, 
innerhalb dessen \l! (z / a) konvergiert und dessen Inneres der Domäne D 
angehört. Da f(z) ebenso wie \l! (z/a) im Innern von K regulär sind 
und in einer geeigneten Umgebung von a übereinstimmen, so ist 
nach Satz 4 

f(z) = \l! (z/a) 
überall im Innern von K. 

Nun konvergiert aber \l! (z/a) in dem Kreise D (a), denn andern
falls würde die Peripherie des Konvergenzkreises C von \l! (z/a) ganz 
in D (a), verlaufen und im Innern des Konvergenzkreises C wäre 
f(z) = \l! (z/a). Hieraus würde folgen, daß zu jedem Punkte der 
Peripherie des Konvergenzkreises eine unmittelbare Fortsetzung von 
\l! (z/a) existiert, was dem Satze von § 5 widerspricht. 

Die Reihe \l!(z/a) konvergiert also überall in D(a), und folglich. ist 

f(z) = \l! (z/a) 
überall in D (a), w. z. b. w. 

Es seien D und D1 zwei Domänen, die einen Punkt a und folg
lich auch eine gewisse Umgebung des Punktes a gemeinsam haben. 
Wenn nun 

(4) f(z) , g(z), h(z), ... 

ein System von in D regulären Funktionen sind, und ebenso 

fi (z), gl (z), h1 (z), ... 
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ein System von in D1 regulären Funktionen, so soll letzteres "unmittel
bare Fortsetzung" des ersteren heißen, wenn die Gleichungen 

fez) = f1 (z), g (z) = g1 (z), h (z) = h1 (z), ... 
für die Umgebung eines den Domänen D und D1 gemeinsamen 
Punktes a gelten. 

Sind ferner D, D1 , D2 , ••• , Dr Domänen und 2:,2:1 , 2'2' ... , 2:r 

Systeme von Funktionen, die in ihnen bzw. regulär sind, so wollen 
wir, wenn jedes System eine unmittelbare Fortsetzung des vorher
gehenden ist, auch jede's System schlechthin eine Fortsetzung des 
Systems 2: nennen. 

Bei diesen Definitionen soll natürlich auch der Fall nicht aus
geschlossen sein, in welchem jedes der betrachteten Systeme nur 
aus einer einzigen Funktion besteht. 

Ist das System Ur (z), gr (z), ... ) eine Fortsetzung des Systems 
(f(z), g(z), ... ), so gilt das gleiche offenbar noch, wenn wir die Sy
steme durch Aufnahme von Differentialquotienten der in ihnen ent
haltenen Funktionen erweitern. Also beispielsweise wird dann auch 
das System (f/(z), fr (z), gr(z), ... ) eine Fortsetzung von (('(z), f(z) , 
g (z), ... ) sein. 

Betrachten wir nun ein System von Funktionen 

fez), g(z), h (z), ... , 

die in einer Domäne D regulär sind, und nehmen wir an, daß zwischen 
denselben eine algebraische Gleichung mit konstanten Koeffizienten der 
Gestalt 

G (f(z) , g (z), h (z), ... , f' (z), g' (z), h' (z), .,., f" (z), ... ) = 0 

besteht, so gilt dieselhe Gleichung au;h tür jede Fortsetzung jenes Sy
stems von Funk!ionen. 

Dies ist der sogenannte Satz von der Permanenz einer Funktio
nalgleichung . 

§ 10. Der Weierstraßsche Summensatz. 
Es selen 

$1 (z), $2 (z), ... , $n (z), ... 
Potenzreihen, deren Konvergenzradien sämtlich größer 
positive Zahl (!, so daß der Kreis K mit dem Mittel
punkt Null und dem Radius (! ganz im Innern des 
Konvergenzkreises jeder einzelnen der betrachteten 
Potenzreihen liegt (Fig. 26). Für die Punkte der 
Peripherie dieses Kreises K möge ferner 

$1 (z) + \:ß2 (z) + ... + $n (z) + ... 
gleichmäßig konvergieren. 

sind als eine 

G 
Fig.26. 
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Dann ist für jeden Punkt z im Innern von K 
\131 (z) + \139 (z) + ... + \13" (z) + ... = \13 (z), 

wo \13 (z) dadurch entsteht, daß man au/ der linken Seite der vorstehen
denGleichung immer die Glieder zusammen/aßt, welche mit derselben Po
tenz von z multipliziert sind. 

Wir setzen 

\13" (z) = ic(n)zk. 
"=0 k 

Dann ist die Behauptung des Satzes die, daß 

ck = c11) + cZ) + ... + ckn) + ... 
einen endlichen Wert hat, daß ferner 

\13(z) =iCk Zk 
"=0 

für jeden Punkt z im Innern des Kreises K konvergiert und gleich 

\131 (z) + \13'.1 (z) + ... + \13" (z) + ... 
ist. 

Da die unendliche Reihe, deren allgemeines Glied \13n (z) ist, für 
die Punkte der Peripherie von K gleichmäßig konvergiert, so kann 
man zu der beliebig klein vorgeschriebenen positiven Größe e die 
ganze Zahl N so bestimmen, daß die Ungleichung 

(1) I \13n+1 (z) + \13nH (z) + ... + \13n+m (z) I < e 
gilt für jeden Punkt z der Peripherie von K, sobald n > N, m aber 
ganz beliebig gewählt wird. Aus dieser Ungleichung folgt (nach dem 
Hilfssatz In § 9 des vorigen Kapitels) 

(2) I ,(n+1) + c(n+2) + -t- c(n+m) I < ~ k k ... k 1= e"· 
Daher wird 

c" = cZ) + cZ) + c~) + ... 
ein endlicher bestimmter Wert, und wenn man 

(3) 

setzt, so ist nach (2) 

(4) I (n) I< E f·· N '" =~' ur n> . 
Sei nun z ein Punkt im Innern des Kreises Kund (}1 der ab

solute Betrag von z. Dann ist 

konvergent. Ebenso konvergiert auch 

(6) 
00 2}'1n)z" = o (z), 

k=O 
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da diese Reihe nach (4) eine Minorante von 

ist. Zugleich hat man 

00 (e1)k B .2)e· - =--
k=O e 1-~ 

e 

(7) ; O(z) I <_Be· 
1---'

e 
Die Reihe 

~1 (z) + ~2(Z) + ... + ~n(z) + O(z) = ];Ckzk = ~(z) 
k=O 
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konvergiert daher ebenfalls für den betrachteten Wert von z, und es ist 

I ~ (z) - (~l (z) + ~Il (z) + ... + ~n (z)) I = 10 (z) I < _Be' 
l-~ 

e 
sobald n > N ist. Hieraus folgt endlich 

~ (z) = ~1 (z) + ~2 (z) + ... + ~n (z) + ... , 
womit nun unser Satz in allen Stücken bewiesen ist. 

Der Satz bleibt offenbar auch gültig, wenn alle in Betracht 
kommenden Potenzreihen nach Potenzen von z - a fortschreiten, nur 
daß dann der Kreis K nicht den Mittelpunkt 0, sondern den Mittel
punkt a besitzt. 

Es seien jetzt 

f1 (z) , f2 (z), ... , fn (z) , ... 

Funktionen, die sämtlich in der Domäne D regulär sind. Die Reihe 

(8) f1 (z) + fll(z) + ... + fn(z) + ... 
konvergiere für jeden Punkt z der Domäne D, und es werde voraus
gesetzt, daß um jeden Punkt a der Domäne D ein ganz in der 
Domäne liegender Kreis existiert, auf dessen Peripherie die Reihe (8) 
gleichmäßig konvergiert. 

Dann ist die Summe 

f1 (z) + fll (z) + ... + fn (z) + ... = F (z) 
eine in der Domäne D reguläre Funktion, deren Ableitungen durch 
gliedweise Differentiation J"tner Summe entstehen, so daß die Gleichung 

F<kl(z) = fikl (z) + f~k) (z) + ... + f~kl (z) + ... 
in der Domäne D gilt, unter k eine beliebige positive ganze Zahl ver
standen. 

Wir betrachten einen beliebigen Punkt a der Domäne D. Es 
sei K der Kreis mit dem Mittelpunkt a, längs dessen Peripherie die 
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Reihe (8) gleichmäßig konvergiert. Da in einer Umgebung D (a) des 
Punktes a, welche den Kreis K in sich enthält, 

'" 1 ~,,(z) = ~n (z/a) ==.2 kf f~kl (a). (z - a)k 
k=O 

ist, so ist 1m Innern des Kreises K die Summe 

F (z) = f1 (z) + f~ (z) + ... + f" (z) + ... 
der Reihe (8) dargestellt durch die Potenzreihe 

(9) '" 1 . 
2) ,- Ck (z - a)k, 

k=O k. 
wobei 

(10) Ck = fikl (a) + ft l (a) + ... + f~kl (a) + ... 
ist. Folglich ist F (z) regulär in der Domäne D. 

Vergleichen wir ferner die Taylorsche Entwicklung von F (z): 
00 1 

F (z) = .2,- F(k) (a) (z - a)k 
,,=0 k. 

mit der Entwicklung (9), so kommt 

F(kl (a) = fik) (a) + ft l (a) + ... + f~kl (a) + ... 
Da hier nun a jeder beliebige Punkt der Domäne D sein kann, so 
ist unser Satz in allen Stücken bewiesen. 

Diesen Satz werden wir in der Folge als den Weierstraßschen 
Summensatz bezeichnen. Als Beispiel seiner Anwendung wollen wir 
den folgenden Satz beweisen: 

Ist ~ (z) = i Ck ZR eine PotenzreiJ-e und fez) in der Domäne D 
o 

regulär, ist terner tür jeden Punkt a in der Domäne D der zugehört·ge 
Punkt ((a) in dem Konvergenzkrei~e von ~ (z) gelegen, so ist auch 

F (z) = 1; c" [f(z)]" in der Dcmäne D regulär, und die letztere Gleichung 
o 

bleibt richtig, wenn man sie beliebig oft nach z dtlferentiiert. 

Es sei a ein Punkt der Domäne D; dann liegt nach Voraus
setzung der Punkt f(a) im Innern des Konvergenzkreises C der 

Fig.27. 

Reihe ~ (z) . Wir beschreiben einen mit C 
konzentrischen Kreis C', der kleiner ist als 
der Kreis C, aber den Punkt f(a) in seinem 
Innern enthält (Fig. 27). Ferner beschreiben 
wir in der Domäne D einen Kreis K um a 
mit einem so kleinen Radius, daß für jeden 
Punkt z auf der Peripherie dieses Kreises K 
der Punkt fez) ins Innere des Kreises C' 

fällt. Dies ist wegen der Stetigkeit von fez) möglich. 
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Da nun für die Punkte im Innern des Kreises C' die Potenz
reihe $ (z) gleichmäßig konvergiert, so ist 

F (z) = i C" [f(Z)]k 
k=O 

für die Punkte z der Peripherie des Kreises K gleichmäßig kon
vergent. Der Weierstraßsche Summensatz findet also hier Anwendung 
und zeigt die Richtigkeit unseres Satzes. 

Ein spezieller Fall dieses Satzes ist der folgende Satz: 

Wenn i7 c" z" beständig konvergiert, so ist i7 c" [f(z)]" in der 
"=0 "=0 

Domäne D regulär und beliebig oft gliedweise ditferentiierbar, wenn 
((z) in der Domäne D regulär ist. 

4. Kapitel. 

Untersuchung einiger spezieller analytischer 
Funktionen. 

§ 1. Die Exponentialfunktion. 
Wir wollen untersuchen, ob es eine analytische Funktion f(z) 

gibt, welche die Eigenschaft besitzt, ihrem Differentialquotienten f' (z) 
gleich zu sem. 

Sei 
oe (z a)" 

$ (z/a) =.2cn~ 
,,=0 n. 

em Funktionselement von ((z). Dann muß die abgeleitete Reihe 

, 00 (z _ a),,-1 00 (z _ a)n 
$ (z/a) =2)c"-(n_l)! =,LC"+1-n-(--

,,=1 ,.=0 
mit $ (z! a) zusammenfallen. Hierfür ist erforderlich und hin
reichend, daß 

C"+1 = C,., d. i. Cl = co' C2 = Cl' Ca = C2 usf. 

ist, oder also, daß sämtliche Koeffizienten c,. untereinander gleich 
sind. Wird ihr gemeinsamer Wert mit c bezeichnet, so ist 

(1) 
., (z - a)" 

$(z!a)=c.2)--,-. 
,,=0 n. 

Die hier auftretende Potenz reihe ist nun beständig konvergent 
und definiert daher eine ganze transzendente Funktion. Also: 

Es gibt eine, bis auf einen konstanten Faktor c bestimmte ganze 
transzendente Funktion, welche mit ihrem Differentialquotienten identisch 
ist. Das der Stelle a entsprechende Funktionselement dieser Funktion 
hat die Gestalt (1). 

Hu rw i tz - eou rant, Funktionentheorie. 5 
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Wir wollen nun über den konstanten Faktor so verfügen, daß 
das zur Stelle Z = 0 gehörige Funktionselement 

Z2 Z3 

1 + Z + 21 + 3T + ... 
wird. Bezeichnen wir mit fez) die hierdurch völlig bestimm fe ganze 
transzendente Funktion, so ist nach (1) auch 

fez) = c 1; (Z-~t 
n=O n. 

oder 
f(z+a)=c·f(z). 

Setzen wir hier z = 0, so kommt, da f(O) = 1 ist, f(a) = c und 
folglich 

fez + a) = f(a) f(z). 
In dieser Gleichung bedeuten z und a zwei beliebige endliche 

\Verte, so daß wir auch 

(2) f(zl + Z2) = f(z]), f(z2) 
schreiben können. Durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung 
entsteht 

(2') f(zt + Z2 + Zs + ... + zn) = f(zt) f(Z2) f(zs)" . f(z .. ). 
Indem wir Zl = z\I = Z3 = ... = zn = 1 setzen, ergibt sich 

t(n) = [f(l)r· 
Definieren wir nun die Zahl e durch die GleiChung 

e = f(l) = 1 + ~T + -J-r + ;1'+···, 
so sehen wir, daß für jedes ganzzahlige z 

fez) = er 

ist. Wir werden dadurch darauf geführt, unsere Funktion fez) über
haupt für jeden Argumentwert Z durch das Symbol 

er 
zu bezeichnen. 

Die sich unmittelbar darbietenden Eigenschaften dieser Funk
tion eZ sind die folgenden: 

1. Es ist in der ganzen Zahlenebene 
z Z2 zn 

eZ = 1 +TI+-:F+'" + nr+···· 
Die Funktion e' ist also eine ganze transzendente Funktion; sie hat 
die eine wesentlich singuläre Stelle z = 00 . 

2. Es ist 
d(e') • --=e, dz 
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3. Es ist für je zwei Argumente Zl und Z2 

e" +" = eZ' • eZ' • 
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Die hierin ausgesprochene Eigenschaft der Exponentialfunktion heißt 
ihr "Additionstheorem". 

4. Insbesondere ist 

oder 

Die Funktion eZ hat daher stets einen von Null verschiedenen Wert, 
besitzt also keine Nullstetle. 

§ 2. Die trigonometrischen Funktionen. 

Betrachten wir, unter z einen beliebigen endlichen Wert ver
stehend, die Gleichung 

(1) 'z = 1 +. + (iZ)2 + (iZ)3 + e tz 2! 3! ... , 

so läßt sich die rechte Seite derselben in der Form 

cosz,+ i sinz 

schreiben, wenn wir zur Abkürzung setzen: 

(2) 

(3) 

I cos z = 1 - ;2! + ~~ - + ... , 
. Z3 Z6 

sm z = z - 3! + 5! - + .... 
Da diese Potenzreihen beständig konvergieren, so folgt: 

Die Funktionen sin z und cos z sind ganze transzendente Funktionen. 
Da 

e" = cosz + i sinz 

ist, so lassen sich die Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen 
aus denen der Exponentialfunktion ablesen. 

(4) 

Wir stellen hier die hauptsächlichsten Eigenschaften zusammen: 

1. Es ist 
d sinz 
di- = cosz, 

d cosz . 
--= - Slnz 

dz 

und sin 0 = 0, cos 0 = 1. Die Funktion sin z ist eine ungerade, die 
Funktion cos z eine gerade Funktion, d. h. 

(5) 

sin(- z) = - sinz, cos(- z) = cosz. 

Dies alles folgt auch sofort aus den Definitionsgleichungen (2). 

2. Es ist 
sin2 z + cos2 z = 1. 

5* 
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Die Multiplikation der beiden Gleichungen 

eis = cosz + i sin:;-, e-;s = cosz - i sinz 

ergibt die Gleichung (5). 

3. Für die trigonometrischen Funktionen gelten die Additions
theoreme 

(6) { 
sin(z1 + Z2) = sinz1 cosz~ + C~SZI s~nz2' 
cos (Z1 + Z2) = COS Z1 COS Z2 - sm Z1 sm Z2 ' 

deren Beweis unmittelbar aus 
ei (" +:.> = e;z, . ei :., d. i. 

COS (Z1 + z~) + i sin (Z1 + Z2) = (cos Z1 + i sin Z1) (cos Z2 + i sin Z2) 

folgt. 

Wir wollen nun zeigen, daß die Funktion~n sinz und cos z tür 
reelle Werte von z mit den in der Elementarmathematik so bezeichneten 
Funktionen identisch sind. 

Zu dem Zwecke betrachten wir die Gleichungen 

(7) x=cosz, y=sinz, 

in welchen z alle reellen Werte annehmen soll und x und y als recht
winklige Koordinaten in einer Ebene gedeutet werden mögen. 

Die durch (7) dargestellten Punkte (x, y) befinden sich nach (5) 
auf dem Kreise 

Für z = 0 befinden wir uns im Punkt S (x = 1, Y = 0); für 

kleine positive Werte von z liegen cosz und ~inz nach (2) dicht bei 
z 

Fig. 2 . . 

dem Wert 1, so daß der Punkt P (x, y) dann 
positive Koordinaten besitzt (Fig. 28). Aus den 
Gleichungen (4) folgt nun weiter, daß x = cos z 
zunächst abnimmt, y = sin z zunächst wächst, wenn 
z von Null ausgehend anwächst. Aber sin z muß 
schließlich notwendig einmal vom Wachsen ins Ab-

h "b h . d W d sinz ne men u erge en, ml t an eren orten --;yz- = cos Z 

muß, wenn z von Null aus wächst, einmal von 
positiven zu negativen Werten übergehen. In der Tat ist 

cos z = 1 - ~ ( 1 - t4) - i; (1 - tJ - .. .. 
Nehmen wir z = 2, so werden die Klammern 

Z2 Z2 

1 - 3.4' 1 -7--:S' ... , 

sämtlich positiv, und daher 

cos 2 < 1 _ .! (1 _ ~) = __ 1. 
l;l )3 3 ' 
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d. h. cos 2 ist negativ. Zwischen z = 0 und z = 2 gibt es daher einen 
kleinsten Wert, für welchen cos z durch Null hindurchgehend von 
positiven zu negativen Werten übergeht, während bis zu diesem Werte 
hin cosz das Vorzeichen nicht wechselt. Den betreffenden Wert von z 

bezeichnen wir mit ; . 

Wenn z von 0 bis ; wächst, wächst sinz beständig (mit Rück· 

sicht auf (4)) und zwar von 0 bis 1, weil cos ; = 0 und daher, 

wegen (5), sin; = 1 sein muß. Zugleich nimmt cosz von 1 bis 0 

ab (wieder mit Rücksicht auf (4)). Der Punkt x = cosz, y = sin z 

durchläuft also den Quadranten SS', wenn z von 0 bis.~ wächst. 

Nach den Additionstheoremen (6) ist nun 

(8) { 
. ( + ff). 'Je + . 'Je sm z 1f = sm Z· cos ~ cos Z· sm 2" = cos z , 

( + ;n;) ;n;.. ;n; . 
cos z If = cosz,cos2" - smz·sm"2 = - smz. 

Lassen wir hierin z von 0 bis-; wachsen, so erkennen wir, 

daß der Punkt (7) den Quadranten S' S" durchläuft, wenn z von 

'Je bis 11: wächst. 
~ 

Endlich folgt aus den Gleichungen 

cos (- z) = cos z, sin ( - z) = - sin z , 

daß der Punkt (7) den Halbkreis S" S'" S durchläuft, während z von 
- 11: bis 0 wächst. Zusammenfassend können wir sagen: 

Der Ptenkt 
x = cosz, y = sinz 

durchläuft die Peripherie des Kreises xl! + yl! = 1 gerade einmal, Wenn 
z von - 11: bis + 11: wächst. 

Be'!zeichnen wir nun mit qJ den Bogen S P, den wir zugleich als 
Maß für den Zentriwinkel POS nehmen, so ist 

(::Y = (~:r +- (:~r = (- sinz)~ + (COSZ)2 = 1 

und folglich, da für z = 0 auch qJ = 0 ist, 

qJ=z. 

Es ist also z nichts anderes wie der von S aus gerechnete Kreis

bogen. Insbesondere ist ; der vierte Teil des Kreisumfangs oder 211: 

der Gesamtumfang des Kreises. 
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Aus den Gleichungen (8) folgt, indem man z n 
durch z + -2~ ersetzt, 

(9) { 
sin(z + 11) = - sinz, 

cos(z+ 11) = - cosz 

und hieraus, indem man z durch z + 11 ersetzt, 

(10) {sin(z+211)=sin z , 
cos(z + 211) = cosz. 

Die Gleichungen (8), (9), (10) übertragen sich auf die Exponen
tialfunktion in dieser Weise: 

/(z+i) = i eil, ei(z+nl = _ eiz, ei(I+2n) = eiz , 

Gleichungen, die offenbar auf die einfacheren 
.n 
J-

e 2 = i, ein = - 1 , e?in = + 1 
führen. 

Diese Gleichungen zeigen: 

Die Exponentialfunktion besitz! die Periode 2i 11, d. h. es ist 
ez+2in = e', 

und die trigonometrischen Funktionen sin z und cos z besitzen die 
Periode 211, d. h. es ist 

sin (z + 211) = sinz, cos(z + 211) = cosz. 

Betrachten wir den Punkt ei'P = cos cp + i sin cp, so durchläuft 
derselbe gerade den Kreis mit dem Mittelpunkt 0 und dem Radius 1, 
wenn cp von - 11 bis + 11 variiert. Der Punkt (! ei 'P, wo (! eine reelle 
positive Zahl ist, durchläuft also den Kreis mit dem Mittelpunkt 0 
und dem Radius e. Hieraus schließen wir: 

Jede von Null verschiedene komplexe Zahl z läßt sich, und zwar 
nur auf eine Weise, in die Form setzen 

z = e·ei'P (-11 < cp < 11). 

Der Faktor e ist der absolute Betrag von z ,. den Winkel cp nennen 
wir die "Amplitude" von z. 

§ 3. Der Logarithmus. 
Unter dem Zeichen log z verstehen wir diejenigen Werte w, 

welche die Gleichung 
(1) eW=z 

befriedigen. Da die Exponentialfunktion nur endliche von Null ver
schiedene Werte annimmt, so bleiben die Werte z = 0 und z = 00 

außer Betracht. 
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Ist nun z ein gegebener von Null verschiedener Wert, so seI 

z =e·ei<P (- n< q; < n). 
Die Gleichung (1) lautet dann, wenn wir w = u + i v setzen, 

(1') 
und folglich muß 
(2) e U = e, ei(v-'l') = 1 
sem. 

Lassen wir u die Werte 0 bis 00 durchlaufen, so wird 
u2 u3 

eU = 1 + 1t + 2! + 3! + ... 
b· .. d d 1 . von 1 IS 00 varneren, un a e-u = -- 1st, 

eu 
abnehmen, wenn u von 0 ausgehend alle 
läuft. Daher hat die Gleichung 

eU = e 

so wird eU von 1 bis 0 

negativen Werte durch-

eme einzige reelle Lösung u, die wir mit 1 (e) bezeichnen wollen. 

Um alle Lösungen der Gleichung 
ei(V-<p) = 1 

zu bestimmen, setzen wir für einen Augenblick 

v=q;+t; 
dann haben wir die allgemeinste Lösung der Gleichung 

eil = 1 

zu suchen. Durchläuft t das Intervall 0 ... 2 n, so durchläuft der 
Punkt ei ' den Einheitskreis. Folglich ist t = 2n die kleinste P9sitive 
Lösung unserer Gleichung. Ist t nun eine beliebige Lösung, so 
können wir 

t=2nn+r 
setzen, wo 0 < r < 2 n und n eine ganze Zahl ist. Dann wird 

ei , = eil-i2n;T = ei'. (e2in)-n = 1 

und folglich r = o. Die allgemeinste Lösung von eil = 1 ist also 

t = 2nn, 
unter n eine beliebige ganze Zahl verstanden, und 

v = q; + 2nn 
ist also die allgemeinste Lösung der Gleichung ei(v-<p) = 1 . 

Damit sind wir zu folgendem Resultat gelangt: 

Ist 
z = e . ei'P ( - n < q; < n) 

ein gegebener von Null verscMedener Wert, so ist die allgemeinste 
Lösung der Gleichung 
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die folgende: 
w = lee) + iep + 2n:ni. 

Dabei bedeutet 1 (e) die einzige reelle Lösung u der Gleichung 
u 

e =e 
und n eine beliebige ganze Zahl. 

Da die ganze Zahl n beliebig bleibt, so ist log z eine unendlich 
vieldeutige Funktion von z. Den der Annahme n = 0 entsprechenden 
Wert nennen wir den Hauptwert der Funktion log z und bezeichnen 
ihn mit 1 (z). Es ist also 

1 (z) = 1 (e) + i ep , 
wo e den absoluten Betrag von z und ep die der Bedingung 
- :n < ep <:n genügende Amplitude von z bedeutet. Ferner drücken 
sich durch den Hauptwert I (z) alle Werte von log z vermöge der 
Formel 

log z = I (z) + 2 n:n i 
aus. 

§ 4. Der Logarithmus als analytische Funktion. 
Wir wollen diejenige Domäne D betrachten, die von allen 

Punkten der komplexen Zahlenebene mit Ausschluß der negativen 
Achse der reellen Zahlen 1) gebildet wird. Auf der Zahlenkugel ent
steht diese Domäne, wenn wir die Hälfte desjenigen Meridians der 
Kugel ausscheiden, welcher die reellen Zahlen repräsentiert. 

><.a 

-----------jIO 

F ig.29. 

In der Domäne D ist der Hauptwe1't 1 (z) 
des Logarithmus eine eindeutige und stetige 
Funktion. Wir werden jetzt zeigen, daß 
diese Funktion in der Domäne D regulär 
ist. Es sei a ein Punkt der Domäne D 
(Fig. 29). Dann haben wir zu zeigen, daß 

m emer gewissen Umgebung von a eine Gleichung der Form 

(1) l(z) = l(a) + Cl (z - a) + c2 (z - a)'J + ... = l(a) + \l! 
gilt. Soll diese Gleichung gelten, so muß 

el(a)+~ = z, oder e~=~ 
a 

sein, für genügend kleine Werte des absoluten Betrages von z - a. 
Es muß dann auch 

~2 \J!3 z 
l+\l!+2i+3i+"'=--a 

und, da wir nach z differentiieren dürfen (nach § 10 des vorigen 
Kapi tels), auch 

') Hierbei ist der Nullpunkt mit auszuschließen. 
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d. h. 

(2) ~' = Cl + 2c9(z - a) + 3(3(Z - a)2 + ... = ! = a+(!-a) 
1 z-a (z-a)2 

=-;--a-+a'-- + ... 
sein. Demnach muß die Reihe ~ folgendermaßen lauten; 

(3) ~ = z:a - +(z-:~-r + ! (z-:ar - i- (~-:ar + - .... 
Diese Reihe konvergiert nun in demselben Kreise wie ihre abgeleitete 
Reihe \ß', also in dem durch die Bedingung 

1~-:al<1 
bestimmten Kreise. Dieser Kreis, den wir mit K a bezeichnen wollen, 
hat den Mittelpunkt a, und seine Peripherie geht durch den Nullpunkt. 

Für jeden Punkt z, der im Innern des Kreises K a liegt, ist aber 
wirklich 
(4) d(a)+'U = z. 

Denn zunächst kommt 

e1(a)+'U = a (1 + ~ + ~: + ~: + ... ) = ~1 (z - a), 

und, indem wir die Ableitung nehmen, 

, ( $2 $3 ) , 
a.~ 1+~+2!+3!+'" =~l(z-a), 

oder, weil In' ===~. ist 
i> z ' 

~1 (z - a) = z ~1' (z - a). 
Setzen wir nun 

so kommt 
~1 (z - a) = a + b1 (z - a) + b2 (z - a)2 + ... , 

a + b1 (z - a) + b2 (z - a)9 + ... = [a + (z - a)] 
[b1 + 2b9 (z - a) + 3 bs (z - a)2 + ... ] 

und durch Koeffizientenvergleichung 

b1 = 1, b2 = 0 , bs = 0, ... . 

Daher ist ~1 (z - a) = a + (z - a) = z und damit die Gleichung (4) 
bewiesen. Aus dieser Gleichung geht hervor, daß für jeden Punkt z 
im Innern des Kreises K a 

l(a)+~=l(z)+ 2nni 
ist, wo n eine ganze Zahl bezeichnet. 

Es bedeute nun D(a) wieder den größten Kreis mit dem Mittel
punkte a, dessen Inneres ganz der Domäne D angehört. Dieser 
Kreis D (a) fällt mit K" zusammen, wenn der Punkt a eine nicht 
negative Abszi.sse hat. Im andern Falle dagegen wird der Kreis D (a) 
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kleiner sein als der Kreis K a ; nämlich D (a) wird derjenige Kreis 
sein, der a zum Mittelpunkt hat und die Achse der negativen reellen 
Zahlen berührt. 

Nun sehen wir leicht ein, daß im Innern von D (a) die Zahl n 
beständig Null ist. Denn es ist 

n = 2~(l(a) + ~ -l(z)] :n;z 

1m Innern von D (a) stetig, und da n für z = a Null ist, so muß n 
als ganze Zahl beständig Null sein. 

Hiermit sind wir zu folgendem Resultate gelangt: 

Der Hauptwert des Logarithmus 1 (z) ist in der Domäne Deine 
reguläre Funktion. Es gilt nämlich in der Umgebung D (a) eines be
liebigen Punktes a der Domäne D die Gleichung 

l(z)=l(a)+z~a _! (z~ar+! (z~ar _ + .... 
Zugleich zeigt diese Gleichung (vgl. (2)), daß 1 (z) die Differential

gleichung 

dz z 
befriedigt. 

Wir bemerken noch, daß, wenn z sich in einen Punkt - e der Achse 
der negativen reellen Zahlen hineinbewegt, 1 (z) stetig in den Wert 
1 (e) + :n: i oder in den Wert 1 (e) - :n: i übergeht, je nachdem sich z 
von der Seite der positiven oder von der Seite der negativen Ordi
naten nach dem Punkt - e bewegt. 

Betrachten wir nun die Werte 

l(z)+2n:n:i, 
so bilden dieselben für jedes bestimmt gewählte n ebenfalls eine 

a, 
T 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
.l 
Ö 

o 

reguläre Funktion in der Domäne D. Diese 
Funktion heiße für einen Augenblick f.. (so 
daß also fo der Hauptwert 1 (z) ist). 

Wir wollen jetzt zeigen, daß die Funk
tionen f-2, f-l' fo' fl' f2,··· eindeutige Zweige 
einer und derselben analytischen Funktion 
sind. 

Fig.30. 
Offenbar genügt hierfür der Nachweis, 

daß ein Funktionselement ~ (z/a) von f .. zur 
Fortsetzung ein Funktionselement ~ (z/b) von f"+ 1 besitzt, unter n 
eine beliebige ganze Zahl verstanden. 

Wir wählen a und b als Spiegelpunkte bezüglich der Achse der 
reellen Zahlen und so, daß die gemeinsame Abszisse von a und b 
negativ ist (Fig. 30). Die Konvergenzkreise von ~(z!a) und ~(z/b) 
haben ein Stück der Achse der negativen reellen Zahlen gemein. 
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Ist - e irgendein Punkt dieses gemeinsamen Stückes, so ist 
fürz=-e 

~ (z / a) = I (e) + n i + 2 n ni , 
~(z/b)=l(e) -ni+ 2(n+ l)ni, 

folglich ~ (z/a) = ~ (z/b), und daher ist ~ (zjb) eine unmittelbare Fort
setzung von ~ (zja). 

Der Logarithmus ist hiernach eine unendlich vieldeutige Funktion, 
die sich aus den in der Domäne D eindeutigen Zweigen I (z) + 2n ni 
zusammensetzt. Die Eigenschaften des Logarithmus gehen im übrigen 
aus denen der Exponentialfunktion hervor. 

Z. B. folgt aus 
elogzl +log., = elog'l. elog •• = Zl z'j , 

daß log Zl + log Z2 einen Wert von log (Zl Z2) vorstellt. 

Die Gleichung 
(5) log Zl + log Z2 = log Zl Z2 

ist demnach so aufzufassen: versteht man unter log Zl und log Z2 
irgend zwei bestimmte unter den unendlichen vielen Werten, die 
diese Zeichen vorstellen, so ist log Zl + log Z2 einer der unendlich 
vielen Werte, welche log (Zl z'.!) besitzt. 

Für die Hauptwerte des Logarithmus stellt sich die Gleichung (5) 
so dar: Es sei 

Zl = el e'Pl i , Z2 = e2 e",·i (- n < Tl < n, - n < T2 < n). 
Dann ist 

I (Zl) + I (Z2) = I (Zl Z2) + 2 n n i, 

wobei n = Ü oder + 1 oder - 1 ist, je nachdem die Summe Tl + T2 
der Amplituden von Zl und Z2 der Ungleichung 

- n < Tl + T2 < n oder + n < Tl + T2 < 2 n 
oder - 2 n < Tl + T2 < - n 

genügt. 

§ o. Die allgemeine Potenz. 
Bedeutet m eine positive ganze Zahl, so versteht man unter der 

Potenz zm das Produkt aus m Faktoren, von welchen jeder gleich Z ist. 
Will man diesen Begriff der Potenz zm ausdehnen auf beliebige Ex
ponenten m, so erreicht man dies am einfachsten mit Hilfe des 
Logarithm uso Wir setzen 

( (m~z)~ 1) zm = emlogz = 1 + m log Z + -~ + .... 
Nach dieser Definition wird die Funktion zm im allgemeinen un

endlich. viele Werte haben, nämlich die Werte 

(2) em [I(.)+2nniJ = eml(z)·em.2nni (n=ü, +1, -1, +2, -2, ... ). 
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Nur wenn unter den Zahlen 
(3) (n=O, ±1, +2, ±3, ... ) 
bloß endlich viele verschiedene sind, wird auch zm nur eine endliche 
Zahl verschiedener Werte haben. Soll nun 

(n =!= n') 
sein, so muß 

em ( .. - .. ').2".': = 1, 

folglich m(n - n') eme ganze Zahl und also m eine rationale Zahl 

sein. Wenn umgekehrt m = ~ (r und steilerfremd; s ~ 1) eine ratio

nale Zahl ist, so sind unter den Zahlen (3) nur die s Zahlen 

(n=ü, 1, 2, ... , s-l) 
r 

voneinander verschieden, und z'" = z S ist dann eine s-deutige Funktion. 

Denjenigen Wert von zm, der dem Hauptwert von log z ent
spricht, der also durch 

zm = eml (.) 

definiert ist, wollen wir den "H auptwert" von zm nennen und mit (zm) 
bezeichnen. In der Domäne D, die durch Ausscheidung der Achse 
der negativen reellen Zahlen aus der Zahlenebene entsteht, ist (zm) eine 
reguläre Funktion. 

In der Tat gilt in der Umgebung D(a) irgendeiner Stelle ader 
Domäne D die Gleichung 

l(z)=l(a)+z:a _-}(z-;ar +~(z:ar_ + ... =\ß 
und daher auch 

(zm) = eml(.) = 1 +- m\ß +m2~~ + ... = \ßl' 
wo 

( 4) (z - a) (z - a)2 \ß1 = Co + Cl -a- + C2 -a- + ... 
wieder eme Potenzreihe von z - a bedeutet. 

oder 

Nun folgt durch Differentiation 

~ eml(.) - In ' 
Z -+'1 ' 

m\ß1 = [a + (z - a)] \ßl' = a [1 + z:aJ \ß/. 
Berücksichtigen wir (4), so kommt 

00 (z - a)n ( z - a) <Xl n Cn (z _ a)n-l m.,2c - =a 1+- .,2- -
,,=0 n a a ,,=0 a a 

ao (z- a)n 00 (z~a)" 
=!doen + l)c .. +1 -a- + ,!onc" --a 
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und durch Koeffizientenvergleichung 

(n + l)cn +1 = (m - n)cn (n = 0,1,2, ... ). 

Hieraus finden WIr sukzessive 

m m(m-l) 
Cl = T Co' C2 =- 1-:--2--- co' 

m(m-l)(m-2) 
C3 = 1.2.3 co' 

allgemein 

Wo 
m(m-l) ... (m-n+l) m = ---

n 1.2 ... n 

der n te Binomialkoeffizient zur Basis mist. 

Für Co ergibt sich aus eml(z} = ~l ' indem wir z = a setzen, 
Co = e",'(a} = (am). Daher wird also in der Umgebung D(a) des Punktes 
a die Darstellung gelten: 

(5) (zm) = (am){l + m 1 z:a + m 2 (z:ay+ ma (z-;ar + .. -). 
Die übrigen Werte voIi zm entstehen aus dem Hauptwerte (zm) 

durch Multiplikation mit den konstanten Faktoren (3). 

Hieraus schließen wir, daß die Werte von z'" in eindeutige Zweige 
zertallen, die in der Domäne D reguläre Funktionen sind und die, 
ebenso wie es beim Logarithmus der Fall war, zu ein und derselben 
analytischen Funktion gehören. 

Aus der Definitionsgleichung (1) folgt noch 

also 
(6) zm·zm = (z z)m 1 2 1 2 . 

Diese Gleichung ist so aufzufassen: Das Produkt aus einem be
liebig gewählten der Werte von z';' und einem beliebig gewählten der 

Werte von z;' ist stets einer der Werte von (Zl z2)m . 

Ähnliches gilt von der aus (1) folgenden Gleichung 

(7) log (zm) = m log z, 

sowie der hieraus sich ergebenden Gleichung 

(8) 
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5. Kapitel. 

Die Integration analytischer Funktionen. 

§ 1. Gleichmäßige Stetigkeit und DifferentHerbarkeit 
analytischer Funktionen. 

Einen Bereich in der Zahlenebene oder auf der Zahlenkugel, der 
aus allen Punkten innerhalb und auf einer einfach geschlossenen 1) 
stetigen Kurve besteht, wollen wir eine "Elementarfläche" nennen. 

Beispielsweise bilden die Punkte im Innern und auf der Peripherie 
irgendeines Kreises eine Elementarfläche. 

Liegt eine Elementarfläche E mit allen ihren Punkten in einer 
Domäne D, in welcher fez) regulär ist, so soll fez) auch auf der 
Elementarfläche E regulär heißen. 

Bedeutet a einen beliebigen Punkt der Elementarfläche (gleich
gültig ob er im Innern oder auf der Begrenzung liegt), so ist 

, f" (a) 
(1) fez) = ((a) + (z - a) ('(a) + (z - a)22!" + ... 
für alle Punkte z der Domäne D, welche der Umgebung D(a) des 
Punktes a angehören. Diese Umgebung D (a) ist das Innere des 
größten Kreises mit dem Mittelpunkt a, der noch mit allen seinen 
inneren Punkten der Domäne D angehört. Bezeichnen wir mit r a 
den Radius dieses Kreises, so ist Ta eine stetige Funktion von a. 
Da die Elementarfläche E ein abgeschlossenes Punktsystem vorstellt, 
so besitzt auf ihr Ta ein Minimum, welches eine von Null verschie
dene positive Zahl ist. Wir bezeichnen in der Folge mit fl eine posi
tive Größe, die (um beliebig wenig) kleiner als jenes Minimum an
genommen werden soll. Es ist dann für jeden Punkt ader Ele
mentarfläche 

ra > fl· 
Beschreiben wir um jeden Punkt der Elementarfläche E einen 

Kreis mit dem Radius fl, so bilden die innern Punkte und alle Punkte 
auf den Peripherien dieser Kreise einen Bereich E', der die Elementar
fläche E ganz enthält. Dieser Bereich E' liegt ganz in der Domäne 
D und stellt ein abgeschlossenes Punktsystem vor. Da die Funktion 
fez) stetig ist, besitzt I f(z)J im Bereiche E' ein Maximum M, so daß 
für jeden Punkt z von E' 
(2) I fez) I ::;;: ."ti 
ist. Insbesondere gilt diese Ungleichung für die Peripherie eines 
Kreises vom Radius (!, dessen Mittelpunkt ein beliebiger Punkt ader 
Elementarfläche E ist. In Rücksicht auf (1) folgt daraus 

(3) ~! I f("l(a) I < ~ (n = 0,1,2, ... ). 

1) Vgl. Anni. 1 auf S. 43. 
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Diese Ungleichungen, in welchen Mund e feste positive Zahlen 
sind, gelten also für jeden Punkt der Elementarfläche E. Wir können 
hieraus einige wichtige Folgerungen ziehen. 

Es seien a und b zwei Punkte der Elementarfläche E, die der 
Bedingung genügen, daß ihr Abstand kleiner ist als eine unterhalb 
e liegende positive Zahl b, also: 

(4) I-b --a I< () <(!. 
Dann ist nach (1) 

(5) f(b) - f(a) = (b - a) f' (a) + (b _ a)'d'~ ~a) + ... , 
und nach (3) 

o 

I f(b) - f(a) I< b'~ + b2 :' + ... = M· ;0' 
1-

e 
o 

Da wir b nun so .klein annehmen können, daß M· - e -0· < e wird, wo 
1--

e 
e> 0 beliebig klein vorgeschrieben ist, so gilt der Satz: 

"Ist fez) auf der Elementarfläche E regulär, so kann man nach 
Annahme einer beliebig kleinen positiven Größe e die positive Größe () 
so bestimmen, daß 

I f(b) - f(a) I < e 

ist. sobald a und b irgend zwei Punkte der Elementarfläche E be
zeichnen, die der Bedingung I b - a I < () genügen." 

Dieser Satz, welcher nichts anderes besagt, als daß fez) "gleich
mäßig" stetig ist, hätte auch aus allgemeineren Prinzipien gefolgert 
werden können. 

Schreiben wir die Gleichung (5) in der Form 

f(b)-f(a) _ f'(a) = (b _ a)f"(a) + (b _ a),d"'(a) + ... 
b-a 2! 3! 

und setzen zur Abkürzung 

(6) f(b)-f(a) _ ('(a) = y, 
b-a 

so folgt 

und hieraus schließen wir: 
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"Ist f(z) auf der Elementarfläche E regulär, so kann man nach 
Annahme einer beliebig kleinen positiven Größe 8 die positive Größe lJ 
so bestimmen, daß die durch die Gleichung 

f(b)-f(a) = f'(a) + r 
b-a 

definierte Größe r der Bedingung I r I < 8 genügt, sobald nur I b - al < lJ 
ist, wo auch immer die Punkte a, b auf der Elementarfläche E an· 
genommen werden." 

Da die Ableitung l' (z) auf der Elementarfläche E regulär und 
folglich auch gleichmäßig stetig ist, so· läßt sich der vorstehende Satz 
dahin verallgemeinern: 

"Ist 8 > 0 vorgeschr1·eben, so kann man lJ > 0 so bestimmen, daß die 
durch die Gleichung 

{(bi =~(a) = f' (c) + r 
definierte Größe r der Bedingung 

Irl < 8 

genügt, sobald a, b, c auf der Elementarfläche E irgendwie, iedoch den 
Bedingungen 

Ib-ai<lJ, le-al<lJ 
entsprechend angenommen werden." 

Die in den letzten beiden Sätzen ausgesprochene Eigenschaft von 
f(z) deuten wir kurz dadurch an, daß wir sagen, fez) sei auf der 
Elementarfläche E "gleichmäßig" diOerentiierbar. Daß in den vor· 
stehenden Sätzen a und b als voneinander verschiedene Punkte voraus· 
gesetzt werden, braucht kaum besonders hervorgehoben zu werden. 

§ 2. Integration der Potenzreihen. 

Eine Potenzreihe 

(1) $ (z/a) = Co + Cl (z - a) + c2 (z - a)' + ... 
stellt im Innern ihres Konvergenzkreises C eine reguläre Funktion 
f(z) dar. Bilden wir nun die Reihe 

(2) ~1 (z/a) = c + Co (z - a) + i (z - a)' + ]~ (z - a)3 + ... , 
unter c eine beliebig gewählte Konstante verstanden, so fällt die ab· 
geleitete Reihe von ~l(z/a) mit ~(z/a) zusammen. Daher hat ~l(z/a) 
denselben Konvergenzkreis C, und die im Innern dieses Kreises durch 
~1 (z/a) definierte reguläre Funktion f1 (z) genügt der Gleichung 

(3) d~;Z) = f(z). 

Wir nennen f1 (z) ein unbestimmtes Integral von f(z). 
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§ 3. Integration der Ableitung einer regulären Funktion. 
Wir beweisen nun einen allgemeinen Satz, der sich auf zwei in 

einer Domäne D reguläre Funktionen f(z) und f1 (z) bezieht, von denen 
die eine die Ableitung der anderen ist, zwischen denen also die Gleichung 

~~;Z) = f(z) 

besteht. 

Es seien Zo und Z zwei beliebig im Innern von D fixierte Punkte. 
Wir verbinden dieselben durch eine im Innern von D verlaufende 
stet1'ge Linie L, die rektifizierbar sein soll. Zwischen Zo und Z · schalten 
wir auf dieser Linie L.die -Punkte Zl' z'3'"'' Z .. -l ein (Fig; 31) und 
bilden nun die Summe 

(1) .J:((z)iJz = (('l)(Zl - zo) + ((C2) (Z2- Z1) + ... + f('")(z-zn-1)' 
wobei '1' '2' ... , 'n Punkte der Linie L bedeuten, die bzw. auf den 
Stücken zo'" Zl' Zl'" Z2' ..• , Z .. _l··· Z beliebig angenommen sind. 

Wir wollen nun zeigen, daß die Gleichung 

(2) 
gilt, in welcher das Limeszeichen bedeutet, daß man die Anzahl der 
Punkte z1' Z2' ... , Z,.-l ins Unendliche anwachsen lassen soll derart, 
daß die Stücke, in welche die Linie L durch die 
Punkte zerlegt wird, unendlich klein werden. 

Wir schließen die Linie L in eine Elementar
fläche ein, die ganz im Innern von D liegt. Auf 
dieser Elementarfläche sind (1 (z) und (I' (z) = ((z) 
regulär. Ist daher e > 0 beliebig klein vorgeschrieben, 
so werden in den Gleichungen 

(1 (z~) =:1 (zo) = (Cl) + YI' 
1 0 

(1 (z.) - f1 (Zl) = f (C<J) + Y2' 
z. -Zl 

Fig. 3 1. 

die Größen Yl' Y'3' ... absolut genommen kleiner als e sein, sobald 
die einzeinen Stücke ZOZI' ZI Z2' ••• der Linie L genügend klein sind. 

Nun folgt aus den vorstehenden Gleichungen 

(1 (Z) - f1 (zo) = .2(z)iJ z+ Yl (ZI- Z0) + Y2 (Z2- Z1) + ... + y .. (z- Zn-I) 

oder 

wo 

ist. 

.2f(z) iJz = (I(Z) - (1 (ZO) + R, 

IR I=! Yl(Zl - Zo) + Y2(Z2 - ZI) + ... + Yn(Z - Zn-I) I 
< e {I ZI - Zo I + I Z2 - ZI I +. . + I Z - Zn - I I} 

Hurwi tz -C DU ran t, Funktionentheorie. 6 
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Da I Zl - Zo I, I Z2 - Zl I, ... die Längen der der Linie L einbe
schriebenen Sehnen Zo zl' Zl Z2' •.• sind, so ist 

IR I< c·l, 
unter 1 die Länge der Linie L verstanden. 

Hieraus folgt nun in der Tat, weil c beliebig klein angenommen 
werden durfte, 

lim .2Jf(z)iJz = f1 (z) - f1 (zo)' 

Den hier betrachteten Limes bezeichnen wIr mit 
• 
f fez) dz 

'0 

und nennen ihn das durch die Linie L erstreckte Integral von fez) dz. 
Die Linie L heißt der "Integrationsweg". Die Gleichung (2) läßt sich 
demnach so schreiben: 

• 
(3) f fez) dz = f1 (z) - f1 (zo)' 

So 

Sie lehrt, daß der Wert des Integrales unabhängig ist von der Wahl 
der die Punkte Zo und z innerhalb der Domäne D verbindenden 
Linie L. 

Lassen wir den Punkt z mit dem Punkte Zo zusammenfallen, so 
zeigt die Gleichung (3): 

Das durch eine geschlossene rektifizierbare ganz im Innern der 
Domäne D liegende Kurve erstreckte Integral f fez) dz hat den Wert 
Null. Da nach der Bemerkung von § 2 im Konvergenzkreise C eine 
Funktion fez) stets als Ableitung einer Funktion f1 (z) dargestellt werden 
kann, so schließen wir nun: 

Im Innern eines Kreises, in welchem fez) regulär ist, ist 
• J fez) dz 

'0 

von dem Integrationswege unabhängig, und das durch eine geschlossene 
rektifizierbare Linie genommene Integral J fez) dz ist Null. 

Wir werden in § 5 diesen Satz wesentlich erweitern, indem wir 
zeigen, daß an Stelle von C eine beliebige Elementarftäche E treten 
kann. 

§ 4. Beispiele. 
Ein prinzipiell wichtiges Beispiel bildet das Integral 

f ~z . 

Es seI D die aus allen Punkten der Ebene mit Ausschluß der 
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negativen Achse der reellen Zahlen bestehende Domäne. In dieser 
Domäne ist 1 (z) eme reguläre Funktion und 

dl(zl. = ~ 
dz z 

Daher gilt der Satz: 

Das in der Domäne D von einem Punkte a nach irgendeinem 
anderen Punkte b genommene Integral 

b 

J ~z 
a 

hat den Wert leb) -l(a). 

Dabei ist der Integrationsweg, d. h. die a mit b verbindende 
Linie L, längs welcher das Integral genommen wird, ganz in der 
Domäne D liegend vorausgesetzt. W elchen Wert hat das Integral, 
Wenn die Linie L nicht mit allen. ihren Punkten in der Domäne D 
liegt? 

Wir wollen diese Frage zunächst für den einfachen Fall behan· 
deIn, daß die Linie L die Achse der negativen reellen Zahlen nur ein· 
mal durchschneidet, etwa im Punkt 
- e. Durchläuft man die Linie L 
vom Anfangspunkt a bis zum End
punkt b, so möge die Überschrei
tung der Achse der negativen reellen 
Zahlen von der Seite der positiven 
nach der Seite der negativen Ordi· 
naten hin geschehen, wie das in 

L 

~a pi 10 

~b --Fig.32. 

der Figur 32 angedeutet ist. Es seien nun a und ß zwei zu beiden 
Seiten des Durchschnittspunktes - e der Linie L mit der Achse der 
negativen reellen Zahlen angenommene Punkte der Linie L. Dann 
wird 

Ud b d J.-!. + J.-!. = l(a) -l(a) +l(b) -l(ß) 
a Z ß Z 

sein. Lassen wir a und ß in den Punkt - e hin einrücken, so wird 

l(a) in l(e)+ni, l(ß) in l(e)-ni 

übergehen. Daher kommt 

b 

(1) J~z =l(b)-l(a)+2ni. 
a 

Würde die Linie L von der Seite der negativen nach der Seite 
der positiven Ordinaten übertreten, so würde in vorstehender Gleichung 
an Stelle von + 2 n i auf der rechten Seite - 2 ni zu schreiben sein. 

6* 
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Betrachten wir nun einen Integrationsweg L, der die Punkte a 
und b verbindet und die Achse der negativen Zahlen in beliebig 
vielen Punkten 51' 52' ..•• Sr durchschneidet. 

Wir wollen jedem einzelnen Punkte s" die Einheit Bk = + 1 
oder B = - 1 zuordnen, je nachdem die Linie L im Punkte 5" von 

k der Seite der positiven auf die 
CL Seite der negativen Ordinaten 

oder umgekehrt von der Seite 
der negativen auf die Seite der 
positiven Ordinaten durch die 
Achse der negativen reellen 
Zahlen hindurch tritt. In der bei-F ig . 33. 
gesetzten Figur 33 würden z. B. 

den Punkten S1' S2' 53' 54 der Reihe nach die Einheiten B1 = + 1. 
B2 = - 1, Bs = + 1, B4 = + 1 entsprechen. 

Nun gilt offenbar für das durch die Linie L erstreckte Integral 

J dzZ dl'e GI . h eiC ung: 

b 

(2) J ~z = 1 (b) - I (a) + 2 7l i (B1 + B2 + ... + Br ). 
a 

Die Summe B1 + B'l + ... + Br heißt die Windungszahl der Linie L. 

Lassen wir die Punkte a und b zusammenfallen, so ergibt die 
Gleichung (1) das Resultat: Es ist 

(3) J dz . 
- = 2 7l~ 

Z ' 

wenn das Integr.1l in "positivem Sinne" um den Nullpunkt erstreckt wird. 

Diese Ausdrucksweise soll bedeuten, daß das Integral durch eine 
einfach geschlossene Linie L, die den Nullpunkt einschließt, erstreckt 
werden soll, wobei L in demjenigen Sinne durchlaufen wird, welcher 
dem Sinne des Zeigers einer Uhr entgegengesetzt ist. Diesen Durch
laufungssinn werden wir stets den positiven, den entgegengesetzten 
den negativen nennen. 

Betrachten wir nun das etwas allgemeinere Integral 

b dz 
J= J Z=zo' ,. 

wo Zo eine Konstante bedeutet und der Integrationsweg a mit b ver
bindet. 

Setzen wir 
Z - Zo = 1;, 

so durchläuft 1; eine Linie L', während z die Linie L durchläuft; 
und zwar entsteht L' aus L durch eine Parallelverschiebung der 
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komplexen Zahlenebene (Fig. 34). Bei dieser Parallelverschiebung 
geht die durch Zo parallel zur Achse der negativen reellen Zahlen 
verlaufende Gerade in diese 
Achse über. Nun ist offen
bar unser Integral J gleich 
dem Integral 

b-·o dt; 

f C' a-zo 

letzteres erstreckt durch 
die Linie L'. Hieraus folgen 
nachstehende Sätze: 

b~-O L' 

------------- , o 

Es sei g die durch Zo 

parallel zur Achse der nega
F ig . 34. 

tiven reellen Zahlen laufende Halbgerade. Dann ist 
b d f --~ = leb - zo) -l(a - zo)' 

a Z-Zo 

a-zo 

wenn der Integrationsweg die Gerade g nicht trifft, dagegen 
b 

f -~~ = 1 (b - zo) - 1 (a - zo) + 2 n i (131 + 132 + ... + er) , 
a Z-Zo 

a 

wenn der Integrationsweg die Gerade g in r Punkten trifft. Dabei 
sind 131 , 13,.1' ••• , er diesen Punkten einzeln zugeordnete positive oder 
negative Einheiten. 

Ferner: 
Das im positiven Sinne um den Punkt z = Zo erstreckte Integral 

f z~zo 
hat den Wert 2 n i . 

Betrachten wir als zweites Beispiel, unter n eine von - 1 ver
schiedene ganze Zahl verstanden, die Funktion 

f() __ l_( _ ),,+1 
1 Z - n+ 1 z Zo ' 

so ist 

d ~l;Z) = fez) = (z - zo)n. 

Die beiden Funktionen fez) und (1 (z) besitzen, wenn n posltlv 
ist, die eine singuläre Stelle z = 00, wenn n negativ ist, die eine 
singuläre Stelle z = zo' Es sind also ((z) und (1 (z) jedenfalls regulär 
in der Domäne D, welche aus allen Punkten mit Ausschluß der 
Punkte z = Zo und z = 00 gebildet wird. D~her gilt 

b 1 f (z - zo)" dz = n -tT [(b - zo)n+l - (a - zo)n+1] 
a 

für jeden Integrationsweg, welcher nicht durch den Punkt Zo geht. 
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Insbesondere ist 

f (z - Zo)" dz = 0 

für jeden nicht durch Zo hindurchgehenden geschlossenen Integra
tionsweg. 

Das im positiven Sinne um z = Zo erstreckte Integral 

f (z - zo)ndz 

ist also immer Null mit Ausnahme des Falles n = - 1, in welchem 
das Integral den Wert 2 ni besitzt. 

§ o. Integration regulärer Funktionen. 
Es sei wie im § 1 f(z) regulär in der Domäne D, und E be

zeichne eine in der Domäne Dangenommene Elementarfläche. Ferner 
möge e dieselbe Bedeutung haben wie im § 1, so daß also jeder 
Kreis vom Radius e, dessen Mittelpunkt der Elementarfläche E an
gehört, ganz im Innern der Domäne D verläuft. 

Wir verbinden zwei Punkte a und b, die im 
Innern der Elementarfläche E liegen, durch eine 
rekti/izierbare Linie L, die ganz im Innern der 
Elementarfläche E verläuft (Fig. 35). 

Es sei m kleiner als der kürzeste Abstand 
der Punkte von L von der Begrenzung von E, 
so daß jeder Kreis vom Radius m, dessen 

F ig. 3'-'. Mittelpunkt ein beliebiger Punkt der Linie L 
ist, ganz im Innern von E liegt. 

Wir zerlegen nun die Linie L, indem wir zwischen a und b auf 
ihr die Punkte zl' Z2' ... , Zn-i einschalten, in Stücke Ll , L'J' ... , L .. , 
und zwar seien diese Stücke so klein, daß der Abstand zweier auf
einanderfolgender Punkte a = zo' zl' Z2' ... , Zn-i, b = Zn kleiner als e 
und kleiner als m ist. Wir bezeichnen das . durch die Linie L k 

(k = 1, ... , n) erstreckte in § 3 definierte Integral 

'/& 

f {(z)dz 
Zk-i 

kurz mit (L k ) und setzen 
'1" b b 

(L l ) + (L'J) + ... + (Ln) = f + J + ... + J = f f(z) dz = (L). 
a %1 zn_l a 

Es soll sich in diesem Paragraphen um den Nachweis handeln, 
daß der Wert dieses durch die Linie L erstreckten Integrals von der 
Waht der Linie L unabhängig ist und daß dieser Wert, angesehen als 
Funktion der oberen Grenze b, im Innern der Elementarfläche E regu
lär ist. 
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Man kann die Linie L k (k = 1, 2, ... , n) ersetzen durch die 
Verbindungsgerade Gk ihrer Endpunkte, ohne den Wert des Integrals 
J fez) dz dadurch zu ändern. Dies folgt unmittelbar aus dem Satze 
von § 3. Die geraden Strecken Gk liegen dabei ganz im Innern von E. 
Es ist also 

(L) = (Gt ) + (G2 ) + ... + (Gn) = (G), 
wo G den aus den Geraden Gt , G2 , ••• , Gn zusammengesetzten ge· 
brochenen Linienzug bedeutet. 

Um die Unabhängigkeit des Integralwertes von der Wahl der 
Linie L darzutun, genügt es hiernach, die Gleichheit der beiden In
tegrale (G) und (G') zu beweisen, unter G und G' zwei von a nach b 
führende gebrochene Linienzüge verstanden, von denen jeder sich aus 
einer endlichen Zahl von geradlinigen Strecken zusammensetzt, die 
ganz im Innern von E liegen. 

Durchlaufen wir den Linienzug von G' in umgekehrter Richtung, 
so ändern wir dadurch nur das Vorzeichen des betreffenden Integrals (G'). 
Folglich kommt der Nachweis der Gleichung (G) = (G') auf den Nach
weis des folgenden Satzes hinaus: 

Das Integral J fez) dz, erstreckt durch den Umfang eines Polygons, 
dessen Seiten sämtlich t·m I nnern von E liegen, ist gleich Null. Be· 
trachten wir ein solches Polygon, so können 
möglicherweise zwei nicht aneinander
stoßende Seiten desselben sich schneiden, 
so daß der Umfang des Polygons sich selber 
durchsetzt. In diesem Falle zerlegen wir 
den Umfang in einzelne Stücke, von denen 
jedes für sich einen knotenlosen, in sich 
zurücklaufenden Linienzug bildet. Offenbar 
genügt es, für jedes solche Stück das Ver- Fig. 36. 

schwinden des Integrals J f(z) d z zu beweisen. 
Sei nun P ein Polygon, dessen Umfang sich nicht selbst durch

setzt und im Innern von E liegt. Den Umfang des Polygons P be
zeichnen wir der Kürze halber ebenfalls mit P. Dann handelt es sich 
um den Nachweis, daß (P) = 0 ist. 

Zunächst bemerken wir, daß, wenn die Polygone Pt und P 2 

eine Seite gemeinsam haben (Fig. 36) und Pt + P'J das Polygon be
deutet, welches von den Seiten von Pt und P'J mit Ausschluß der 
gemeinsamen Seite gebildet wird, 

(Pt) + (P'J) = (Pt + P'J) 
ist. Denn die auf die gemeinsame Seite von Pt und P'J sich be
ziehenden Integralteile zerstören sich, weil diese gemeinsame Seite 
bei dem Integral (Pt) in entgegengesetzter Richtung zu durchlaufen 
ist, wie bei dem Integral (P2 ). Hieraus folgt nun: 
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Können wir das Polygon P in Polygone Pl' P 2 , ••• , Pr zer
legen, für welche die Integrale (Pl ) , (P2 ), ••• , (Pr) sämtlich Null 
sind, so ist auch (P) = (Pl ) + (P2 ) + ... + (PJ = O. 

Dies ist nun tatsächlich für jedes Polygon P, dessen Umfang 
sich nicht selbst durchsetzt und ganz im Innern von E liegt, möglich. 

Man zerlege nämlich die Ebene durch äquidistante Parallelen zur 
Achse der reellen und imaginären Zahlen in Quadrate, deren Dia
gonalen kleiner als e sind (Fig. 37). Durch diese Parallelen wird die 

Polygonfläche P in Stücke Pl' P 2 , '" zerlegt, von 
welchen jedes einzelne ganz in einem Kreise mit dem 
Radius (1, dessen Mittelpunkt ein Punkt von E ist, liegt. 
Jedes einzelne Integral (Pl ) , (P2 ), ••• ist daher nach 
dem vorigen Paragraphen Null und folglich auch das 
Integral P. Hierbei haben wir stillschweigend ange
nommen, daß die Fläche des Polygons P ganz im 
Innern von E liegt. Es ist aber in der Tat leicht zu 

Fig. 37. zeigen, daß kein Punkt im Innern von P auf der 
Grenze oder außerhalb von E liegen kann. 

Denn ist p ein solcher Punkt, so gibt es, wenn er nicht selbst 
außerhalb, sondern an der Grenze von E liegt, doch in seiner Nähe 
Punkte im Innern von P, die außerhalb E liegen. Sei p' ein solcher 
Punkt. Da E ganz im Endlichen liegt, so gibt es auch außerhalb 
von P Punkte, die außerhalb E liegen. Sei p" ein solcher Punkt. 
Dann gibt es keine p' mit p" verbindende Linie, die nicht Punkte 
von E enthielte, da jede solche Linie den Umfang von P trifft. 
Dies widerstreitet aber der Annahme, daß E Elementarfläche ist. 

Nachdem wir gezeigt haben, daß der Wert des Integrals 

b 

ff(z)dz 
a 

von der Wahl der a mit b innerhalb E verbindenden Linie L un
abhängig ist, beweisen wir nun, daß dieser Wert innerhalb E eine 

o 
Fig. 3~ . 

reguläre F1mktion von b ist. Wir wollen die obere 
Grenze jetzt mit z statt mit b bezeichnen, die untere 
Grenze mit Zo und 

• 
fl(z)=ff(z)dz 

'.) 

setzen, wobei der Integrationsweg ganz in E liegt. 

Sei nun a ein beli'ebiger Punkt in E (Fig. 38). Liegt dann z in 
emer Umgebung von a, die ganz in D hineinfällt, so ist 

f(z) = Co + Cl (z - a) + C2 (z - a? + ... 
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und nach § 3 . , 
! fez) dz = Co (z - a) + ~ (z - a)'J + ; (z - a)3 + .... 
a 

Nun können wir die Zo und z verbindende Linie so wählen, daß 
sie den Punkt a enthält. Dann ist 

• a I 

(2) fl (z) = ! fez) dz = ! fez) dz + ! fez) dz 
". • 

= c + co(z - a) + i (z - a)2 + ... , 
• 

wo c = ! f (z) dz von z unabhängig ist. 
"0 

Die Gleichung (2) zeigt, daß fl (z) innerhalb E regulär ist und 

daß d1:Z ) = fez) ist. 

Jeie andere innerhalb E reguläre Funktion F(z), welche ebenfaUs 

der Gleichung d~~) = fez) genügt, unterscheidet sich von fl (z) nur 
um eine Konstante. Denn ist in der Umgebung einer Stelle a von E 

fez) - f1 (z) = k + k1 (z - a) + k'J (z - a)2 + ... , 
so folgt, da die Ableitung von ((z) - f l (z) verschwindet, daß 
kl = k'J = k3 = ... = 0 sein muß. Folglich ist 

fez) = f l (z) + k, 

und diese in der Umgebung der Stelle a gültige Gleichung gilt nach 
früheren Sätzen für das ganze Innere von E. 

§ 6. Der Cauohysche Satz. 

Es sei E eine Elementarfläche, auf welcher fez) regulär ist. Be
trachten wir nun eine geschlossene rektifizierbare Linie L, die ganz 
im Innern von E liegt, so wird dieselbe durch zwei beliebig auf ihr 
angenommene Punkte a, b in zwei Stücke Ll 

und L'J zerlegt (Fig. 39). 
Nach dem vorigen Paragraphen ist nun 

b b 
(LI)! fez) dz =(Lo)! fez) dz 

a a 
oder 

b a 
(LI)! fez) dz +(Lo)! f(z) dz = O. 

a b 

L, 
Fig. sn. 
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Die Summe der Integrale linker Hand ist aber gerade das durch 

die geschlossene Linie L genommene Integral f f(z) dz. Es gilt also 
der Satz: 

Liegt die geschlossene rektifizierbare Linie L ganz in einer Ele
mentarfläche, auf welcher f(z) regulär ist, so ist 

f f(z)dz = 0, 

wenn das Integral durch die Linie L erstreckt wird. 

Dieser von Cauchy entdeckte Satz gehört wegen semer mannig
faltigen Anwendungen zu den wichtigsten Sätzen der Analysis. 

Wir wollen, ehe wir zu solchen Anwendungen übergehen, noch 
einige Bemerkungen an den Cauchyschen Satz knüpfen. 

Es sei L eine einfach geschlossene rektifizierbare Linie, welche 
eine Elementarfläche E begrenzt, die mit allen ihren Punkten der 
Domäne D angehört. Wir können dann die Elementarfläche E in 
eine geschlossene Linie L' einschließen, welche eine ebenfalls ganz in 
der Domäne D liegende Elementarfläche E' begrenzt (Fig. 40). Wenn 
nun f(z) in der Domäne D regulär ist, so folgt nach dem Cauchyschen 
Satze 

f f(z)dz = 0, 

das Integral erstreckt durch dIe Linie L. 

Fig. 40. Fig. 41. 

Es gilt also die Gleichung f f(z) dz = 0 für jede einfach ge
schlossene rektifizierbare Linie, die eine Elementarfläche begrenzt, auf 
welcher f(z) regulär ist. Wir betrachten nun ein Flächenstück G der 
komplexen Zahlenebene, begrenzt von einer endlichen Zahl einfach 
geschlossener rektifizierbarer Linien L, LI' L 2 , ••• , die sich gegen
seitig nicht treffen und von denen die eine, L, die übrigen eipschließt. 
Das Flächenstück G möge einschließlich seiner Randlinien L, L 1 , 

L'J' '" ganz in einer Domäne D liegen, in welcher f(z) regulär ist 
(Fig. 41). Wir wollen dann der Kürze halber sagen, f(z) sei auf der 
Fläche G regulär. 

Bei der einzelnen geschlossenen Linie wollen wir als positiven 
Durchlaufungssinn denjenigen nehmen, welcher dem Sinne des Uhr
zeigers entgegengesetzt ist. Je nachdem das Integral f f(z)dz durch 



§ 6. Der Cauchysche Satz. 91 

eme geschlossene Linie L im positiven oder im negativen Sinne er
streckt wird, bezeichnen wir dasselbe mit f fez) dz oder f fez) dz. 

L+ L-

Endlich wollen wir unter dem durch die Begrenzung oder den 

Rand von G in positivem Sinne erstreckten Integrale f f (z) dz dil:' 
G+ 

Summe 

f fez) dz + f fez) dz + f fez) dz + ... 
L+ L 1- L a-

verstehen 1). 
Es gilt nun folgender Satz: 

Das Integral f fez) dz, in positivem Sinne durch den Rand einer 
Fläche G erstreckt, auf welcher fez) regulär ist, hat den Wert Null. 

Zum Beweise (bei welchem wir drei Randlinien L, L 1 , L", voraus
setzen wollen) verbinden wir die Linie L mit den Linien LI und L 2 , 

sowie LI mit L 2 durch rektifizierbare im Innern von G verlaufende 
Linien. Hierdurch zerfällt die Fläche G in zwei Elementarflächen EI 
und E'J (Fig. 42). Die im positiven Sinne durch den Rand von EI bzw. 

E2 erstreckten Integrale f fez) dz sind nun gleich Null, folglich auch 
ihre Summe. Nun werden die Hilfslinien bei 
der Integration durch den Rand von EI gerade 
in entgegengesetzter Richtung durchlaufen 
wie bei der Integration durch den Rand von E2 • 

Die betreffenden Integralteile heben sich daher 
bei der Addition auf, und die Summe jener 
beiden Integrale ist also identisch mit dem 
im positiven Sinne durch den Rand von G 
erstreckten Integrale f fez) dz. 

Fig.4:2. 

Betrachten wir den speziellen Fall des letzten Satzes, in welchem 
die Fläche G nur zwei Randlinien L und LI be-
sitzt (Fig.43), so haben wir dann die Gleichung @ 
aus welcher 

ff(z)dz+Jf(z)dz=O, OLT ~ 
v ~ I) 

f fez) dz = J fez) dz 
L+ L 1+ 

folgt. Also: 
F ig . 43. 

Begrenzen die Linien L und L1 ein Flächenstück, auf welchem 
fez) regulär ist, so ändert sich der Wert des Integrales 

f f(z)dz 
U· 

nicht, wenn man die Linie L df'Ych die Linie L1 ersetzt. 

1) Man sagt: Der Rand eines Gebietes wird positiv umlaufen, wenn das 
Gebiet dabei zur Linken bleibt. Im obigen Falle wird dann die Kurve L im 
positiven, alle andern Kurven im negativen Sinne durchlaufen. (A. d. H). 
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§ 7. Folgerungen aus dem Caucllyschen Satz. 
Der Laurentsehe Satz. 

Es sei L eine einfach geschlossene rektifizierbare Linie, welche 
eine Elementarfiäche E begrenzt, auf der die Funktion f(z) regulär ist. 

Bedeutet Zo einen Punkt im Innern dieser Elementarfiäche E, 

so ist auch (Cz) - { ~ol auf E regulär (Fig. 44). 
Z -Zo 

Folglich ist 

J L0L~ [lzo) dz = J f'(z) dz - f(zo) J ~- = O. 
L'" Z -Zo L'" Z- Zo L'" Z-Zo 

Der Faktor von f(zo) hat, wie wir früher gesehen haben (§ 4), den 
Wert 2 ni . Also ist 

f(z ) = _1 .ff(;) d z . 
o 2'H ;1-Z0 

L'" 

Wir wollen die Bezeichnung ein wenig ändern. Den auf L ver
änderlichen Punkt bezeichnen wir mit C statt mit z und den im 
Innern von L beliebig angenommenen Punkt mit z statt mit ZO o Dann 
heißt' unsere Formel: 

(1 ) 

Diese Formel zeigt, daß man die Werte von f(z) im Innern von L 
berechnen kann, wenn man die Werte von ((z) auf der Linie L 
kennt. Denn der Wert des Integrals hängt nur von den Werten ((1;) ab. 

Die Formel (1) läßt sich leicht ver-O allgemeinem. Es sei G eine Fläche, 
begrenzt von einer endlichen Anzahl vori 
LinienL, L1 , L'J ' ''' ,L r , von denen die 

'L erste, L, die übrigen einschließt. Auf 
XZo G sei f(z) regulär. Wir fixieren inner-

. _ halb G willkürlich einen Punkt zo' 
Fig. 44. Fig 4 ~ . . . ' . legen um Zo eine Linie K, dIe eme 

ganz in G liegende Elementarfiäche einschließt , und scheiden diese 
Elementarfiäche aus Gaus (Fig. 45). 

Dadurch erhalten wir eine .von den Linien L, L 1 , L 2 , " ' , Lr und K 

begrenzte Fläche G', auf welcher {(z) regulär ist. 
:-zo 

Folglich ist das positiv durch den Rand von G' erstreckte Inte-

gral J ((z) dz gleich Null, woraus wir die Gleichung 
z -Zo 

~S (CZ)_ dz = -1-.f (Cz) dz + _1 . S (Cz) dz + .. . 
2 nJ Z - Zo 2 nt Z - Zo 2 nJ z - Zo 

K+ L+ L,-

schließen. Die linke Seite stellt nach Formel (1) f(zo) dar. 
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Ersetzen wir wieder Zo durch z und schreiben wir in den Inte
gralen \; statt z, so kommt 

(2) fez) = ~Sf(l;)dl; + ~'ff(l;)dl; + .... 
2 Jl~ I; - z 2 Jl~ I; - Z 

L+ L 1-

Diese Formel drückt wied~rum den Wert von fez) im Innern der 
Fläche G durch die Werte dieser Funktion auf dem Rande von Gaus. 

Von der Formel (2) wJUen wir nun eine interessante Anwendung 
m'l~h?n. Es sei Rein Kreisring, begrenzt durch zwei Kreise mit 
dem Mittelpunkt a. Die Punkte dieses Kreisringes, zu welchen wir 
die Punkte auf den Peripherien der Begren-
zungskreise nicht rechnen, bilden eine Domäne. 
Es möge fez) in dieser Domäne regulär sein. 
Fixieren wir einen beliebigen Punkt z in dem 
Kreisring, so können wir einen zweiten Kreis
ring mit demselben Mittelpunkt a konstruieren, 
der ganz in dem ursprünglichen Kreisring liegt 
und z in seinem Innern enthält. LI und L 2 

seien die diesen zweiten Kreisring begrenzenden 
Kreise (Fig. 46). Dann ist nach der Formel (2) 

(3) fez) = f1 (z) + f2 (z), 
wobei 

1 
f1 (z) = 2 ~i S fil;~~1; , 

(4) L 1+ 

f. (z) = _1_. S [(I;) df 
2 2Jl~ I;-z 

L.-

F ig. 4(;. 

ist. Wenn\; auf LI liegt, so ist [z - a [ < [\; - a [ und also 

(5) I ~-==-: 1= k1 < 1. 

Der Wert k1 ist unabhängig von der Lage des Punktes\; auf LI' 
weil [\; - a [ längs L1 konstant bleibt, nämlich den Radius des 
Kreises LI vorstellt. 

In dem Integrale f1 (z) substituieren wir 
1 1 1 z-a (z-a)9 (z_a)n 

I; -z = (1; --a)-(z-a) = I;-a + (1;- a)2 + (1; -a)3 + ... + (l;-a)n[l;-a-(z - a)) 

und integrieren dann gliedweise. Hierdurch kommt 

(6) f1 (z) = Co + Cl (z - a) + C2 (z - a)2 + ... + C,,-l (z - a),,-l + r n , 

wobei gesetzt ist 

(7) 

(8) 
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Mit unendlich wachsendem n verschwindet r... Denn es ist 

Ir I<~fl z-a In·lffillld'l=k"·~fl f(1;) Ild'l 
.. -2"" i:-a ,1;-z 1 2n 1;-z ' 

LI LI 

und nach (5) ist ~,;ncx> k~ = O. Also ist 

(9) f1 (z) = 2 ~i fft~dz1; = Co. + Cl (z- a) + c\!(z~ a)2+ ... + c.,(z- at+ .... 

(13) 

L 1+ ~ 

Bei dem Integrale, welches den Koeffizienten c" definiert, darf 
statt des Kreises L l auch irgendein anderer Kreis mit dem Mittel
punkt a, der ganz im Kreisring R liegt, als Integrationsweg ge-

nommen werden. Denn die integrierte Funktion f(z~ ist im Kreis-
(z-a) +l 

ring R regulär. Ja man darf statt L 1 allgemeiner einen beliebigen 
einfach geschlossenen Integrationsweg nehmen, der den Punkt a ein
schließt und ganz im Innern des Kreisringes R verläuft. Hieraus 
folgt beiläufig, daß c" von der Wahl des Punktes z im Kreisring R 
unabhängig ist. Es stellt f1 (z) nach (9) eine im Innern des größeren 
Begrenzungskreises des Ringes R reguläre Funktion vor. 

Betrachten wir nun 

so bemerken wir zunächst, daß für jeden Punkt , der Kreisperipherie 
L 2 die Ungleichung 

\1;- a l \-- =k\!< 1 z-a 

gilt. Daher werden WIr in dem Integrale substituieren 
1 1 1; - a (1; - a)2 (1; - a)n 

z -1; = z - a + (z - a)2 + (z - a)3 + ... + (z - a)n [z- 1;] • 

Hierdurch kommt 
t 

(10) f2 (z) = Ll-1-+L2-( 1 )2+"' C- .. -( 1 )n+ r .. ', z-a z-a z-a 
wobei gesetzt ist 

(11) 

(12) l' ' = ~ f(?:-a)n f(1;) d?:. 
" 2:1Z~ Z - a z-1; 

L.+ 

Ebenso wie r" verschwindet auch r ,,' mit unendlich wachsendem n. 
Also ist 

1 ff(r:) d?: 1 1 1 
(;2 (z) = 2----; --,. = C-1- + L2 (-)9 + ... + L .. (-)n + .... 

n~ z-~ z-a z-a z-a 
L,+ 
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Auch hier darf bei dem Integrale (11), welches C_k definiert, die 
Kreisperipherie L g durch jede andere ganz im Kreisring liegende 
Kreisperipherie mit dem Mittelpunkt a ersetzt werden. Die Glei
chung (13) zeigt, daß f2 (z) eine außerhalb des inneren Begrenzungs
kreises unseres Kreisringes reguläre Funktion ist. Beachten wir noch, 
daß der Integrand in (11) aus dem in (7) hervorgeht, wenn wir in 
diesem - k an Stelle von· k schreiben, so können wir das Resultat 
unserer Untersuchung so aussprechen: 

Ist die Funktion fez) regulär in einem Kreisringe mit dem Mittel
punkte a. so läßt sich fez) in diesem Ringe darstellen durch eine nach 
positiven tmd n~gativ~n Potenzen l ) van z - a fortschreitende Potenzreihe: 

+«> 
fez) = 2)cn (z - at· 

-00 

Die Glieder mit positiven Potenzen bilden eine Potenzreihe ~ (z - a), 
welche in dem großeren den Ring begrenz~nden Kreise konvergiert, die 

Glieder mit negativen Potenzen bilden eine Potenzreihe ~l G~J, welche 

außerhalb des kleineren den Ring begrenzenden Kreises konvergiert. 
Ist ferner L ein~ Kreisperipherie mit dem Mittelpunkt a, die ganz 
im Innern des Kreisringes liegt, so hat man 

(14) cn = 2 ~i S (:::':~~l' 
L+ 

Insbesondere ist 

(15 ) Cl=2~iS f(C)dC. 
L+ 

Der vorstehende Satz ist unter dem Namen des Laurentschen 
Satzes bekannt. Aus der Gleichung (14) lesen wir sehr leicht den 
Hilfssatz über Potenzreihen ab, welchen wir am Schluß des 2. Kapitels 
bewiesen haben. 

Es folgt nämlich aus (14) 

I cl< ~ S I fCC) I ! dC I. 
n = 2.71'L+ IC-al"+! 

Wenn nun längs der Kreisperipherie L beständig 

I f(C) I <M 
ist, so hat man 

1) Der KUrze halber nennen wir eine Potenz (z - a)" eine "positive" oder 
.. negative" Potenz, je nachdem der E%ponent n ~ 0 oder < 0 ist. 



96 I, 5. Die Integration analytischer Funktionen. 

Es ist aber 11; - al = (!, dem Radius des Kreises L; ferner 1 dl; 1 = ds, 
dem Bogenelement des Kreises L. Daher kommt 

eme Ungleichung, die den Inhalt jenes Hilfssatzes bildet. 

Aus dieser Ungleichung wollen wir jetzt noch die Folgerung 
ziehen, daß eine ;'n einem Kreisringe m1't dem Mittelpunkt a reguläre 
Funktion nur auf eine Weise nach positiven und negativen Potenzen 
von (z - a) entwickelbar ist. Angenommen nämlich, es wäre 

+ <Xl 

f(z) = ..sc~)(z - at, 
-<Xl 

+ <Xl 

f(z) = ..sc~)(z - at, 
-<Xl 

so folgte 
+ <Xl ° = ..s(C~l) - (;~2»)(Z - at. 
-co 

Die Potenzreihe rechts stellt also eine reguläre Funktion im Kreis
ringe vor, die den konstanten Wert ° hat. Daher können wir M = ° 
setzen. Dadurch erhalten wir 1 C(1) - C(2) I < ° und folglich C(1) = C(2). 

n n = n,. 
Mit Hilfe des Laurentschen Satzes können wir den schon in 

Kap. 3, § 7 angekündigten Satz beweisen: 

Der absolute Betrag jeder in der Umgebung einer isolierten singu
lären Stelle eindeutigen analytischen Funktion nimmt dort celiebig große 
Werte an. 

Anders formuliert: Eine in der Umgebung eines Punktes a e1'n
deutige reguläre Funktion f(z) von beschränktem absoluten Betrag ist in 
diesem Punkte selbst regulär. 

Betrachten wir nämlich in der obigen Laurentschen Entwicklung 
den Koeffizienten c.., (n = - 1, - 2, ... ), und ist M eine Schranke für 
! f(z) I in der Umgebung von a, so können wir, da der innere Kreis 
des Kreisringes beliebig klein genommen werden kann, in der Ab-

schätzung 1 c,,1 < :.. die Zahl (! beliebig klein wählen, woraus sofort 

c_ 1 =0, c_ 2 =0,· ... , also die Regularität von fez) in z=a folgt. 

Eine wichtige Folgerung des hiermit bewiesenen Satzes ist der 
Satz von Weierstraß: 

Eine in der Umgebung einer 'Wesentlich singulären Stelle a ein
deutige Funktion kommt in beliebiger Nähe dieser Stelle jedem be
liebigen Werte iX beUebig naht. 
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Wäre dies für einen Wert tX nicht richtig, so würde die Funktion 

-;---( )1 nach dem vorigen Satze im Punkte z = a regulär bleiben; f z -CI: 

somit wäre f(z) - (x, also auch f(z), in z = a entweder regulär oder 
hätte dort emen Pol, also jedenfalls keine wesentlich singuläre Stelle. 

§ 8. Die Residuen der analytischen Funktionen. 
In der Domäne D sei die Funktion f(z) regulär. Ferner sei a 

ein isolierter Begrenzungspunkt von D, so daß also in einem ge
nügend kleinen um a beschriebenen Kreise der Mittel-
punkt a der einzige nicht zur Domäne D gehörige @ 
Punkt ist. Betrachten wir nun einen Kreisring mit G~ 
dem Mittelpunkt a, der ganz in der Domäne D liegt UJ 

(Fig. 47), so haben wir innerhalb desselben nach dem 
Laurentsehen Satze: 

(1) +'" ( 1 ) f(z)=.2c,,(z-ar=~(z-a)+~l - . z-a 
-00 

Fig.47. 

Der Radius des inneren Begrenzungskreises des Kreisringes kann 

nun so klein gewählt werden, wie man will. Daher wird ~1 (_1_) 
z-a 

eine beständig konvergierende Potenzreihe sein. 

Wir führen nun die folgende Definition em: 

Der Wert des positiv um den t·solierten Begrenzungspunkt a ge
nommenen Integrales 

2~i f f(z)dz 

soll das Residuum vcn f(z) an der Stelle z = a hdßen 

Für dieses Residuum gebrauchen wir nach Cauchy die Bezeichnung 

r[f(z)] . .. 
Nach Gleichung (15) des vorigen Paragraphen ist dieses Residuum 

der Koeffizient von _1_ in der Entwickelung (1) von f(z) in der Um-
z-a 

gebung von z = a nach positt·ven und negativen Potenzen von z - a. 

Hierbei haben wir a als endlich vorausgesetzt. Wir wollen in
dessen den Begriff des Residuums auf den Fall a = 00 ausdehnen. 
Es sei also der Punkt 00 ein isolierter Begrenzungspunkt einer Do
mäne D, in welcher f(z) regulär ist. Wählen wir zwei Kreise mit 
dem Mittelpunkt 0 und mit genügend großen Radien, so wird in dem 
von diesen Kreisen begrenzten Kreisring f(z) regulär und also in 
der Form 

(2) 

H u r w i t z ~ C 0 u ra n t, Funktionentheorie. 7 
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darstellbar sein. Hier wird, beiläufig bemerkt, 1.13 (z) eine beständig 
konvergierende Reihe sein, weil wir den Radius des äußeren Be
grenzungskreises unseres Kreisringes beliebig groß nehmen dürfen. 

Als Residuum von f(z) . für den Punkt 00 bezeichnen wir nun den 
Wert von 

2~iJf(z)dz, 

wenn wir das Integral in negativem Sinne durch einen Kreis erstrecken, 
der ganz in der Domäne D liegt und dessen A ußeres, abgesehen vom 
Punkte 00, ebenfalls ganz der Domäne Dangehört. 

Für dieses Residuum wenden wir die Bezeichnung 

r [f(z)] 
00 

an. Nach dem vorigen Paragraphen ist sem Wert der negativ ge

nommene Koeffizient von ~ in der Entwicklung (2) der Funktion f(z) 

m der Umgebung von z = 00. 

von 

Wir wollen nun die "C auchysche Residuenformel" ableiten. 

Wir nehmen an, f(z) sei auf einem Flächenstück F, abgesehen 
den Punkten a l , a2 , ••• , ar> regulär, Die Begrenzungslinien L, 

Fig.4 

L 1 > L'J' . .. von F setzen wir als rek(ifizierbar voraus 
(Fig.48). Wir umgeben die Punkte al , a2 , ••• , a .. 
mit kleinen Kreisen K 1 , K 2 , ••• , Kr' die sich 
gegenseitig ausschließen und ganz im Innern von 
F liegen. Schließen wir die Flächen dieser Kreise 
aus F aus, so erhalten wir eine Fläche F', begrenzt 
von den Linien 

L, Li' L 2 , ••• , K l , K 2 • ••• , Kr' 

und auf der Fläche F' wird die Funktion f(z) regulär sein. 

Nach dem Cauchyschen Satz ist das positiv durch die Berandung 
von F' erstreckte Integral J f(z) dz gleich Null. Hieraus folgt 

2 ~i S f(z) dz + 2 ~i S f(z) dz + 2 ~J f(z) dz + ... + ~ ~J f(z) dz = O. 
(F+) K 1- K.- K,-

Die auf die Kreise K l , K 2 , ••• , Kr bezüglichen Glieder dieser Gleichung 
stellen die negativ genommenen Residuen der Funktion f(z) an den 
Stellen a1 , a2 , ••. , ar vor. Folglich ist 

(3) 2 ~i S f(z) dz = r[f(zl] + r[f(z)] + ... + r[f(z)]. 
(F+) at a. ar 
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Als Beispiel der Anwendung dt·eser BeBiduenformeZ betrachten 
Wir das Integral 

+00 

] = fR (z) dz, 
-00 

Wo R (z) eine rationale Funktion bezeichnet, die für reelle Werte von 
z nicht unendlich wird und für z = 00 mindestens von der zweiten 
Ordnung Null wird, worunter wir meinen, daß Z2 R (z) für z = 00 

einen endlichen Grenzwert ergibt. 
Wir verstehen unter p eine positive Größe, die später unendlich 

groß werden soll. Über dem Stück 
- p ... + P der Achse der reellen 
Zahlen als Durchmesser beschreiben 
wir einen Halbkreis K und denken 
uns p schon so groß gewählt, daß 
die oberhalb der Achse der reellen 

- p 0 +p 

Zahlen liegenden Pole der rationalen 
F rg.49. 

Funktion R (z) sämtlich innerhalb des Halbkreises liegen (Fig. 49). 

Die Gleichung (3), angewendet auf die Fläche dieses Halbkreises, 
liefert: 

+P 
(4) fR (z)dz + fR (z)dz = 2 ni 17r[R (z)], 

-P K a" 
wobei die Summe über alle Pole ak von R (z) zu erstrecken ist, die 
positive Ordinaten besitzen. 

Nun verschwindet das über die Halbkreisperipherie K genommetJ.e 
Integral fR (z) dz für p = 00. In der Tat ist für genügend große 
Werte von 1 z I, d. h. in der Umgebung von z = 00, 

c ~ c 
R(Z)=2+a + ... =.(1 +8), z Z z 

wO 8 mit ! verschwindet. Daher ist, wenn z auf K liegt, 
z 

IR(z)1 =Mll +81< H(l + 1 8 1) < ~ I ps = pB I pB , 

sobald I z I = p so groß geworden ist, daß 1 e I < 1 ausfällt. Aus vor· 
stehender Ungleichung folgt 

i fR (z) dz I <f 1 R (z) 11 dz 1 < 2pl-:J- f 1 dz I = 2 pi ein, 
K K K 

weil f I dz I die Länge des Halbkreises K ist. Mit unendlich wachsen· 
K 

dem p nähert sich 2 1; In und also auch j R (z) dz der Grenze Null. 

7* 
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Die Gleichung (4) geht daher für p = 00 über in 
+00 

(5) f R(z) dz = 2ni.2 r[R (z)] , 
- 00 

wobei über alle Pole a,. von R (z) mit positiv-imaginärem Teile zu 
summieren ist. 

Beispielsweise wird 
+00 

S dz . [ 1 ] 
(Z2+1)" = 2n~ ~ (z2+1)" . 

-00 • 

Um das Residuum zu berechnen, haben wir nach Potenzen von 

z-i=h 
zu entwickeln. Nun ist 

1 1 1 1 [ ihJ" 
{Z2+"""i)"= [(i+h)2+1J" =[h(2i+h)]"=(2ii"h" 1- 2 

= ___ I _ [1 + . ih + n(n+I). (ih)2+ n(n+l) (n+2) • (ih)3+ ] 
(2 i)" h" n 2 1 ·2 2 1 ·2·3 2...· • 

Der Koeffizient von i in dieser Entwicklung lautet 

_1_. n(n+l)(n+2) ... (2n-2). (i)"-l= ~. _1_. (2n-2)! 
(2i)" (n-l)! 2 i 22 "-1 (n-l)!(n-I)!' 

und dieses ist also der Wert des in _Betracht kommenden Residuums. 
Daher finden wir 

+00 S dz 

(Z9 + 1)" 
n (2n-2)! 

22N- 2 ' (n-l)!(n':"'-f)f' 
-00' 

§ 9. Bestimmung der Null- und Unendlichkeitsstellen 
einer Funktion. 

Es sei F entweder eine Elementarfläche oder eine von einer 
endlichen Anzahl von einfach geschlossenen Linien begrenzte Fläche. 
Die Randlinien werden rektifizierbar vorausgesetzt. Nun möge f(z) 
auf der Fläche F regulär sein, abgesehen von den Punkten a l , a2 , ••• , ar , 

welche Pole von f(z) sein sollen. Auf dem Rande von F soll f(z) 
weder verschwinden noch Pole haben. Die im Innern von F vor
handenen Nullstellen von f(z) seien bl , b2 , : •• , b.. Ihre Anzahl ist 
notwendIg endlich, da sie keine Häufungsstellen besitzen können. 

Die Funktion f;(~) ist nun offenbar auf F regulär, abgesehen 

von den Punkten a1 , a" ... , ar , b1 , b'J' "', b •. 
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Besitzt fez) in d~r Umgebung einer Stelle a die Entwicklung 

(1) fez) = Co (z - a)k + Cl (z - a)k+1 + ... (co =F 0), 

wobei k eme positive oder negative ganze Zahl bezeichnet, so ist 

f' (z) = k Co (z - at- l + ... 
und folglich 

f' (z) k 
f( ) = - + \ß (z - a). z z-a 

Der Punkt a ist dann also ein Pol von r; (~2 und k das zugehörige 

Residuum. Wenn k eine positive Zahl ist, so ist a eine Nullstelle 
von f(z) , und zwar soll diese Nullstelle eine k-tache oder" von der 
M ultiPlizität" k heißen. Wenn dagegen k eine negative Zahl ist, so 
ist a ein Pol von fez) und - k steine Ordnung oder - wie wir auch 
sagen werden - es ist a eine -k-tache Unendlichkeitsstelle der Funk
tion fez) oder auch eine Unendlichkeitsstelle von der "MultiPUzitiit" -h. 
Der Residuensatz ergibt nun 

(2) 2~i S ~:(~l dz = kl + k2 + ... + k s - (hl + h'J + ... + hr), 
F+ 

wo kl , k2 , ••• , ks die Multiplizitäten der Nullstellen bl , b'J' ... , bs und 
hl , h2 , ••• , hr die Multiplizitäten der Unendlichkeitsstellen a1 , a2 , ••• , ar 
bedeuten. Rechnen wir nun jede Nullstelle und jede Unendlichkeits
stelle so oft, wie ihre Multiplizität angibt, so ist kl + k2 + ... + ks 
die Gesamtzahl der Nullstellen -und hl + h'J + ... + hr die Gesamt
zahl der Unendlichkeitsstellen von fez) innerhalb der Fläche F. Also: 

Bezeichnet N die Gesamtzahl der Nullstellen, U die Gesamtzahl 
der Unendlichkeitsstellen von fez) innerhalo der Fläche F, so ist 

(2') 2~i f t;(~dz = N - U. 
F+ 

Hieraus ergibt sich beiläufig ein neuer Beweis tür den Fundamental
satz der Algebra. Ist nämlich 

fez) = zn + a1 z n- 1+ a2 zn- 1I + ... + an' 

so hat man für genügend große Werte von 'z' 
f' (z) = nz,,-l + ... = ~ + ~ + ~ + 
1"(z) z"+ .•. Z Z2 Z3 •••• 

Wählen wir für F eine Kreisfläche, begrenzt von einem Kreise mit 
dem Mittelpunkt 0, dessen Peripherie im Innern des Geltungsbereiches 
der vorstehenden Entwicklung liegt, so kommt (§ 7, Formel (15» 

~J~'-!2dz=n 
2 ~n (tz) 

F' 
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und folglich, da f(z) nicht unendlich wird, also U = 0 ist, 

N=n, 
d. h. f(z) verschwindet genau n-mal. 

Das Integral f r;(~] dz = f ;(~) = f d log f(z) geht durch die Sub

stitution 
f(z) = C 

in das Integral f ~l; über. Hieraus .ergibt sich eine neue Deutung 

der Formel (2'). Wenn nämlich z eine der Begrenzungslinien L der 
Fläche F durchläuft, so wird der Punkt C = f(z) eine geschlossene 
Linie L beschreiben. Das Integral 

_1_ f f'(z) dz = _1_ fdl; 
2ni fez) • 2ni l; 

L L 
gibt daher nach Kap. 5, § 4 die Winiungszahl der Linie r an. Also 
können wir den Inhalt der Gleichung (2') auch so aussprechen: 

Der Punkt z beschreibe die Randlinien L, LI' L", ... der Fläche F 
und zwar die äuß~re Randlinie L in positivem, die inneren Randlinien 
in negativem Sinne. Dann wird der Punkt C = f(z) gewisse geschlos
sene Linien L, LI' l:g, ... durchlaufen. Die Summe der Windungs
zahlen der letzteren Linien gibt dann die Anzahl der Nullstellen, ver
mindert um die AnzaTJl der Unenili~hk~itsstellen, welche f(z) innerhalb 
der Fläche F besitzt. 

Zwei Funktionen f(z) und q; (z) seien auf der Fläche F regulär. 
Längs des Randes von F sei beständig I q; (z) I < I f(z) I. Da I q; (z) I 2 0 
ist, so kann f(z) auf dem Rande von F nicht verschwinden. Ebenso
wenig kann f(z) + q;.(z) in einem Punkte des Randes von F Null sein, 
weil I f(z) + q;(z) 121 f(z) I-I q; (z) I> 0 ist. 

Setzen wir nun 

(3) (Jz) + rp (z) = 1 + u = tp (z) 
fez) , 

so ist nach Voraussetzung u = ?~:~ längs des Randes von F beständig 

absolut genommen kleiner als 1. und es ist daher auch das Maximum 
von I u I längs des Randes von F eine positive Zahl e < 1. Der 
Punkt tp (z) = 1 + u fällt also niemals außerhalb des Kreises mit dem 
Mittelpunkt 1 und dem Radius e, welcher Kreis den Nullpunkt aus
schließt. 

Nun folgt aus (3) 

f' + rp' f' tp' ---'---- - - +-f+rp - f tp' 
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folglich 

1 If'+'P' 1 I f' 1 I"'" .,..., -,.+ dz= 2-' -f dz+ -2 . - dz. 
- 1tZ 'P 1t~ 1t~ "" F+ F+ F+ 

Das letzte Integral ist aber Null, weil der Punkt "P (z), während z 
eine Randlinie von F durchläuft, eine den Nullpunkt ausschließende 
Kurve beschreibt, deren Windungszahl also Null ist. 

Die vorstehende Gleichung lehrt also, daß die Funktion f(z) + f{J(z) 

genau dieselbe Anzahl von Nullstellen auf der Fläche F besitzt, wie 
die Funktion f. Also: 

Sind die Funktionen fund f{J auf der Fläche F regulär und ist 
längs des Randes '/Jon F beständig 1 f{J I< 1 fl, so besitzt die Funktion 
f + f{J genau so viele NuUstellen innerhalb F wie die Funktion f. 

Diesen Satz verallgemeinert man leicht auf den Fall, in welchem 
fund rp in der Fläche F eine endliche Zahl von Polen besitzen. Es 
tritt dann in dem Ausspruch des Satzes an die Stelle der Anzahl der 
Nullstellen nur die Differenz zwischen dieser Anzahl und der Anzahl 
der Unendlichkeitsstellen. 

Als Anwendung des vorstehenden Satzes wollen wir beweisen, 
daß eine auf der Fläche F reguläre Funktion f(z), die auf der Fläche 
nirgends verschwindet, die folgende Eigenschaft besitzt: 

Sowohl das Maximum wie das Minimum des absoluten Betrages 
von f(z) findet sich auf dem Rande der Fläche F. 

Angenommen, das Minimum von 1 f(z) 1 fände sich nicht auf 
dem Rande von F. Dann wäre längs des Randes 

1 f(zo) 1 < I.((z) I, 
wo Zo derjenige Punkt innerhalb F ist, für welchen das Minimum von 
1 f(z) 1 stattfindet. Folglich würden f(z) und f(z) - f(~o) innerhalb F 
dieselbe Zahl von Nullstellen haben. Diese Zahl ist aber 0 für f(z) 
und mindestens 1 für f(z) - ((zo)' da letztere Funktion die Nullstelle 
z = Zo hat. Die Annahme, von der wir ausgingen, führt also zu 
einem Widerspruch. 

Fände sich auf dem Rande von F nicht das Maximum von 1 f(z) I, 
so wäre für einen geeignet gewählten Punkt Zo im Innern von F die 
Ungleichung 1 f(z) 1 < 1 f(zo) 1 längs des Randes erfüllt. Also hätte 
f(zo) - f(z) dieselbe Zahl von Nullstellen innerhalb F wie f(zo) , was 
wiederum widersinnig ist. 

Die Gleichung (2~ ist nur ein spezieller Fall der folgenden: 

(4) 1 I d' (z) ). }. 
2ni z fez) dz=~b -~a, 

p+ 
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in welcher A eine nichtnegative ganze Zahl bedeutet und die Summen 
über die Null· bzw. Unendlichkeitsstellen von f(z) im Innern von F 
auszudehnen sind. Dabei ist jede Stelle so oft zu berücksichtigen, 
wie ihre Multiplizität angibt. 

6. Kapitel. 

Die meromorphen Funktionen. 

§ 1. Begriff der meromorphen Funktion. 

Unter einer meromorphen Funktion verstehen wir eine eindeutige 
Funktion, die im Endlichen keinen w3senUich singttlären Punkt besitzt. 

Zu diesen Funktionen gehören die gal1,zm Funktionen, welche 
im Endlichen überhaupt keinen singulären Punkt haben; ferner ~die 
rationalen Funktionen, welche nur Pole und zwar in endlicher Anzahl 
hesitzen können. 

Das charakteristische Merkmal einer meromorphen Funktion ist 
dieses: 

Bedeutet a einen beliebigen Punkt im Endlichen, so ist für eine 
passend gewählte Umgebung von a entweder 

(1) f(z)=cO +c1 (z-a)+c2 (z-a)2+ ... , 

wenn nämlich a ein regulärer Punkt ist, oder aber 

(2) f(z) = _1 ,(co + Cl (z - a) + C2 (z - a)2 + ... ), 
0-~ . 

wenn nämlich a ein Pol yter Ordnung ist. Es ist in (2) Co -+ o. Schließen 
wir den Fall, wo f(z) identisch Null ist, aus, so wird in (1) ein erster 
Koeffizient in der Reihe co' Cl' c2 '... vorhanden sein, der nicht Null 
ist. Die heiden Fälle (1) und (2) können daher so zusammengefaßt 
werden: 

Eine Ftmktion f(z) , die nicht identisch Nul~ ist, ist dann und 
nur dann meromorph, wenn tür jede endliche St311e a eine Darstellung 
der Gestalt 

(3) f(z) = (z - a)k (co + Cl (z - a) + C2 (z - a)2 + ... ) (Co -+ 0) 

gilt, unter k eine (positive, vers~hwindende oder negative) ganze Zahl 
verstanden. Die Zahl k möge Ordnung der Stelle a für f(z) heißen. 

Hieraus folgen nun nachstehende Sätze: 

1. Jede Konstante ist eine meromorphe Funktion. 
2. Summe und Differenz zweier mJromorpher Funktionen sind 

wieder meromorphe Funktionen. 
3. Produkt und Quotient zweier meromorpher Funktionen sind 

wieder meromorphe Funktionen. 
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Zusammenfassend können wir sagen: 

4. Eine rationatfJ Funktion von meromorphfJn Funktionen 

R(f1 , f'J>"" f-J 
mit konstanten Koeffizienten ist wieder eine meromorphe Ffmktion. 

Z. B. ist der Quotient zweier ganzer Funktionen eine meromorphe 

F k' D' F k' . d . d I sinz un non. a smz, cos z ganze un nonen sm ,sm aso tg z = COSZ' 

cot z = ~~sz meromorphe Funktionen. Überhaupt gehören die meisten 
SIDZ 

in der Analysis auftretenden eindeutigen Funktionen zu den mero
morphen. 

Deshalb ist es gerechtfertigt, diese Funktionen näher zu unter
suchen. Ehe wir dazu übergehen, wollen wir einige Betrachtungen 
über unendliche Reihen anstellen. 

§ 2. Reguläre Konvergenz. 
Wir betrachten die Reihe 

(1) f1 (z) + f2 (z) + ... + f .. (z) + . , . (F), 

deren Glieder f1 (z), f2 (z), ... für ein endliches Gebiet G der Ebene 
gegebene Funktionen sind. Ferner sei für jedes z im Gebiete G (Fig.50) 

(2) If1 (z)1 <SI' If2 {z) 1 <S2' •.. , 1 f .. (z) 1 <s .. ' ... , 

wo SI' S2' ... , Sn' •.• positive Konstante sind, deren Summe 

(3) SI + sjI + S3 + ... + sn +... (s) 
konvergiert. Wir sagen dann: die Reihe (1) sei regulär 
konvergent. Die Beziehung der beiden Reihen bezeichnen 
wir wie früher auf S. 21 durch (F) ~ (s ) . 

Eine regulär konvergente Reihe konvergiert abso 
tut und glfJichmäpig im Gebiete G. Es ist nämlich 

1 ( .. +1 (z) +···1 < 1',. = 'sn +1 + sn+':! + ... Fig.50. 
und also für jedes z in G kleiner als eine fest vorge
schriebene Zahl ~ > 0, wenn n groß genug geworden ist. 

Ist das Gebiet G eine Domäne, in der f1 (z), f2 (z), ... regulär 
sind, so ist nach dem Weierstraßschen Summensatz die Summe F (z) 
der Reihe (1) ebenfalls in G eine reguläre Funktion. Wenn wir 
für das Gebiet G einen Kreis mit dem Mittelpunkt a annehmen 
können, so sagen wir kurz, die Reihe (1) konvergiere regulär "in der 
Umgebung der Stelle a". Falls die Reihe 

fHI (z) + fk+2 (z) + ... 
im Gebiete G regulär konvergiert, so sagen wir, der kle Rest der 
Reihe (1) konvergiere regulär. 
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Wenn dieser Fall eintritt, können wir in der Domäne D die 
Summe F (z) der Reihe (1) in die Form 

F(z) = f1 (z) + f2 (z) + ... + fk(z) + tf>(z) 
setzen, wo tf> (z) eine in der Domäne D reguläre Funktion ist, voraus· 
gesetzt, daß fk+1 (z), fkH (z), ... regulär in D sind. 

Es gilt der Satz: 

Sind f1 (z), f2 (z), ... regulär in einer Umgebung der Stelle a und 
ist für diese Umgebung 

f1 (z) + f2 (z) + ... + f .. (z) + ... 
regulär konvergent, so konvergiert auch die Reihe 

f/ (z) + f2'(z) + ... + fn'(z) + ... 
regulär tür die Umgebung von a. 

Gelten nämlich die Ungleichungen 

!f1 (z)l<c1 , If2 (z)!<f2 , ••• , !fn(z)l<cn,··· 
für alle Punkte eines Kreises vom Radius (! und dem Mittelpunkt a, 
so ist dem Satz von Kap. 2, § 9 zufolge für alle Punkte des Kreises 

Iz-al<.!L . - 2 

I f/ (z) I < ~ , 
"2 

I f2' (z) I ~ ~, ... , 

"2 
und aus der Konvergenz von 

Cl + c2 + ... 
folgt die von 

~+~+ ... 
I! I! 
2 2 

I fn' (z) I < B; , ... 
"2 

§ 3. Die meromorphen Funktionen mit einer endlichen 
Anzahl von Polen. 

Ist f(z) eine meromorphe Funktion, die keinen Pol im Endlichen 
besitzt, w ist sie eine ganze Funktion. Sind nur endlich viele Pole 
vorhanden, so seien diese 

und 

glG~aJ, g2C~aJ, ... , gkC~.J 
die zugehörigen meromorphen Teile. Dann ist 

f(z) = .igi C~ a) + G(z), 

wo G (z) eine ganze Funktion bedeutet. 



§ 4. Die meromorphen Funktionen mit unendlich vielen Polen. 107 

§ 4. Die merom orphen Funktionen mit unendlich vielen 
Polen. 

Hat eine meromorphe Funktion unendlich viele Pole, so können 
dieselben nur die eine Häufungsstelle 00 haben. Denn jede Häu
tungsstelle von Polen ist eine wesentlich singuläre Stelle, und wir 
haben ausdrücklich vorausgesetzt, daß f(z) nur die wesentlich singu· 
läre Stelle 00 hat. Da hiernach in jedem Kreise mit dem Mittel· 
punkt Null nur endlich viele Pole von f(z) liegen können, so lassen 
sich die Pole nach wachsenden absoluten Beträgen anordnen. Die Pole 
bilden dann also eine Reihe 

von der Beschaffenheit, daß 

I ao I < ! a1 I < I a2 ! < I a3 i < ! a4 I < ... 
und 

lima" = 00 

ist. Wir bezeichnen die zugehörigen meromorphen Teile von 
f(z) mit 

Fo (z) = go (_1_) , 
z-ao 

Ist die Stelle z = 0 ein Pol von f(z) , so ist notwendig ao = o. Also 
jedenfalls sind a1 , a2 , a3 , ••• von Null verschieden. 

Es sei Cl ein Kreis mit dem Mittelpunkt 0, dessen Radi1.ls 
kleiner als I a1 I sei. Die Punkte a1 , a'J' a3 , •.• liegen sämtlich 
außerhalb des Kreises Cl. Jetzt sei C2 ein Kreis 
mit dem Mittelpunkt 0, dessen Radius größer als 
der Radius von Cl' aber kleiner als I a~ I sei. 
Die Punkte a2 , a3 ; ••• liegen sämtlich außerhalb CJ 
des Kreises C2 • Nun sei wieder Cs ein Kreis 
mit dem Mittelpunkt Null, dessen Radius größer 
als der Radius von C2 , aber kleiner als I asl ist 
(Fig. 51). So fortfahrend erhalten wir eine Reihe F ig . "l. 

von Kreisen Cl' C'l' Cs ' ... mit dem gemein-
samen Mittelpunkt 0 und beständig wachsenden Radien I Diese 

Kreise sind so beschaffen, daß der Pol a von F (z) = g (-~-) 
n n n Z - an 

außerhalb des Kreises C" liegt. Da der Radius des Kreises C" be
liebig dicht unter I a .. 1 angenommen werden darf, so können wir 
voraussetzen, daß der Radius von CH mit tt ins Unendliche wächst. 
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§ 5. Der Mittag-Lefflersche Satz. 
Es sei eine Reihe von meromorphen Funktionen 

gegeben. 

Die Kreise 

Cl' C'J' Cs ' ... , CH ,··· 

mögen den Mittelpunkt 0 haben, ihre Radien 

mögen beständig und zwar ins Unendliche anwachsen. 

Es werde vorausgesetzt, daß die singulären Stellen von F .. (z) 
sämtlich außerhalb des Kreises C., liegen. 

Auf der durch den Kreis Cn vorgestellten Fläche ist Fu (z) regulär 
und also 

(1) 

Dabei konvergiert diese Potenzreihe gleichmäßig für alle diese
Werte von z. Ist also 6 .. eine beliebig vorgeschriebene positive Zahl, 
so kann man den Index N so wählen, daß die ganze Funktion 

(2) hn(z)=co+clz+c2z2+ ... +CNZN 
der Bedingung 

(3) IF,,(z) - hn(z) I < f" 
genügt, sobald I z I < rn ist. 

Nun mögen f l , 8 2 , 6a , . .. pos itive Zahlen sem, die -so ange
nommen sind, daß 

(4) EI + 62 + 6s + ... 
konvergiert. Dann können wir zeigen, daß 

(5) F(z) = F o (z) + {F l (z) - hl (z)} + {F'J (z) - h'J (z)} + ... 
+ {Fn(z) - hn(z)} + ... 

in jedem endlichen Gebiete der Ebene einen regulär konvergierenden 
Rest besitzt. 

In der Tat sei G ein solches Gebiet und Ck der erste Kreis der 
Reihe Cl' C'J' CS ' ... , welcher G ganz in seinem Innem enthält. 
Betrachten wir dann 

(6) lP(z) = {Fk(z) - hk (z)} + {F k+l (z) - hHI (z)} + ... , 
so konvergiert diese Reihe in G regulär, weil dieselbe nach (3) eine 
M inorante der Reihe 
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ist. Nehmen wir für G einen Kreis K mit dem Mittelpunkt a, so ist 
t:P (z) regulär innerhalb K (Fig. 52). 

Da nun 

F (z) = Fo (z) + {Fl (Z) - h1 (z)} + ... + {Fk - 1 (z) - hk - 1 (z)} + W(z) 

ist, so leuchtet ein, daß F (z) sich in der Umgebung von z = a eben
falIs regulär verhält, wenn der Punkt z = a für keine der Funktionen 
F{)(z), F1(z), ... , Fk- 1(Z) ein Pol ist. Im andernFalIe kann z=a 
für F (z) nur ein Pol sein, und zwar ist der zugehörige 
meromorphe Teil von F (z) dann gleich der Summe 
der meromorphen Teile derjenigen Funktionen Fo (z), 
F l (z), F'J (z), ... , welche z = a zum Pol haben. Da 
der Kreis K beliebig groß angenommen werden kann, 
so leuchtet ein, daß die Reihe F (z) in jedem beliebig 
großen, aber ganz im Endlichen liegenden Bereiche 
der komplexen Zahlenebene, nach Abtrennung einer 
endlichen Zahl von Anfangsgliedern, absolut und 
gleichmäßig konvergiert. 

Wir woIlen nun den folgenden speziellen Fall des 
eben bewiesenen Satzes besonders hervorheben: 

Fig.52. 

Es sei gegeben eine nach wachsenden absoluten Beträgen geordnete 
Reihe von Zahlen 

mit der Häulungsstelle lim a" = 00. Jeder Zahl an sei zugeordnet 
n=oo 

eine ganze rationale Funk:ion von __ 1_: 
z-an 

F (z) = g (_1_). 
n n z --an 

Dann lassen sich die ganzen rationalen Funktion,m h1 (z), h'J (z), ... 
so bestimm~n, daß 

F(z) = go C~a) + {glC~a) - h1 (z)} + {g2 C~aJ - hg (z)} 

+ ... +{gnC~aJ - hn(Z)} + '" 
in einem beliebig angenommenen ganz 1'm Endlichen liegenden Bereich 
nach Abtrennung einer endlichen Zahl von Antangsgliedern regulär 
konvergiert. 

Die Funktion hn (z) besteht aus geeignet gewählten Anfangs

gliedern der Entwicklung von g (~) nach aufsteigenden Potenzen 
n \Z-an 

von z. 
Der vorstehende Satz wird der Mittag-Lefflersche Satz genannt. 
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§ 6. Allgemeiner Ausdruck einer meromorp hen Funktion 
mit unendlich vielen Polen. 

Es seI nun f(z) eine meromorphe Funktion mit den Polen 

ao' a1 , a2 , ••• , an'···' 
die wir nach steigenden absoluten Beträgen ang eordnet denken. Die 
zugehörigen meromorphen Teile von fez) seien 

go C ~ d, gl C ~ ~), g2 C ~ aJ ' ... , g" C~ ,i;:)' ... 
Nach dem Mittag-LetJlerschen Satze können wir jetzt 

F(z) = go C~aJ + n~ [gn G~aJ - hn(z)] 

bilden. Die Funktion F (z) ist dann eine meromorphe Funktion, 
welche dieselben meromorphen Teile besitzt wie f(z). 

Folglich ist fez) - F (z) = G (z) eine ganze Funktion. Also gilt 

fez) = G (z) + go (-~) + ~ fg" ( ~ -) - hn (z)] . 
z ao n=1 Z an 

Eine fede meromorphe Funktion läßt sich also darstellen als 
Summe einer ganzen Funktion und einer Reihe von r~tionalen Funk
tionen, von welchen fede einzelne im Endlichen nur einen der Pole 
von fez) zum Pol hat. 

Eine solche Darstellung von fez) nennen wir eine "Par#albruch
zerlegung" von fez) 

§ 7. Der Fall einfacher Pole. 

Wir wollen hier den häufig auftretenden Fall besonders disku
tieren, in welchem die den Punkten 

ao' a1 , a2 , ••• , an'··· 

zugeordneten meromorphen Teile die Gestalt 

... , --, ... 
z-a" 

b~sitzen, so daß es sich also ausschließlich um einfache Pole 
han~elt. Da 

~_ = _ cn • _~_ = _ c" (1 + !.... + Z22 + ... ) , 
Z -Ifn an 1-!--. an an an 

an 

so ist 1m vorliegenden Falle 

(1 ) 
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und also 

(2) 

zu setzen. Die Gleichung (2) läßt sich auch so schreiben: 

(2') F (z) = ..-!'L + .2 (~)kn. ~"-, 
z - ao ! an Z - a" 

und die ganzen Zahlen k" si.1d nun so zu wählen, dlß in jedem end
lichen Gebie der z-Ebene die vorstehende Summe nach.Abtrennung 
einer endlichen Zahl von An'fangsgliedern regulär konvergiert. 

Betrachten wir nun irgendein endliches Gebiet der z-Ebene, so 

wird, sobald der Index n genügend groß geworden ist, !.- absolut 
an 

genommen unter einer beliebig klein gewählten Zahl und folglich 

1 _!.- beliebig dicht bei 1 liegen, wo auch der Punkt z in jenem 
an . 

Gebiete angenommen werden möge. Wenn daher e eine beliebig 
klein gewählte positive Zahl bedeutet, so kann der Index v so an
genommen werden, daß für n ~ v 

11--=-1 
an! 

zwischen 1 - e und 1 + e liegt, also 

I 
( Z )k" c" zwischen 
ä;. . an (~ -,1) 

I (~tn :: /. 1 ~ e und I (i"Yn. ~r '1 ~ e . 
Folglich wird die Reihe F (z) in jedem endlichen Gebiete nach Ab
trennung von endlich vielen Gliedern' dann und nur dann absolut 
konvergieren, wenn 

absolut konvergiert für jeden Wert von z. Ist aber diese Bedingung 
erfüllt, so wird die Reihe F(z) in jedem endlichen Gebiete regulär 
konvergent sein. Denn liegt irgendein Gebiet vor, so sei Q die obere 
Grenze des absoluten Betrages von z in diesem Gebiete. Ferner werde 
zu der positiven Zahl e< 1 der Index v wie oben bestimmt, dann 
ist in dem betrachteten Gebiete 

(3) 

eine Minorante von 

(4) 
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Da letztere Reihe aus konstanten positiven Gliedern gebildet ist, 
so ist die Reihe (3) und folglich auch (2') in dem betrachteten Ge
biete nach Abtrennung von endlich vielen Gliedern regulär konvergent. 

Es gilt also der Satz: 

In der Gleichung (2) bzw. (2') sin d die Zahlen k .. so zu wählen, daß 

i (~)"n ~ 
1 an an 

für feden Wert von z absolut konvergiert. 

Wir fragen nun zunächst: Wann dürfen wir die Zahlen k .. sämt· 
lich gleich ein und derselben Zahl m setzen? 

Dies ist dann und nur dann erlaubt, wenn 

i (~)m. ~=zm . .2 ~ 
,,=1 an an 1 a:,+1 

für jedes z absolut konvergiert. Hieraus folgt: 

In der Gleichung (2) bzw. (2') darf man dt"e Zahlen k" sämtlich 
gleich ein und derselben Zahl m setzen, wenn 

.2~ 
,,=11 an Im+1 

konvergiert. 

Wann kann ferner k" = n genommen werden? 

Offenbar dann, wenn 

oder auch 

beständig konvergiert, also 

"+,1/_ 
lim _Y~=o 

I an I 
B d· . f 11 d b L' "+:..tJ-ist. Diese e mgung 1st er ü t, wenn er 0 ere Imes von y lelll 

endlich ist, oder wenn 

..J: c"zn 

einen nicht verschwindenden Konvergenzradius hat. 

Also insbesondere: 

Für den Fall, daß die absoluten Beträge der Zähler c" der mero
morphen Teile unter einer festen positiven Grenze bleiben, darf man 

k =n .. 
setzen. 
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§ 8. Beispiele. 
Als Beispiele wollen wir die Funktionen 

n n 
sin zn' cos zn' 

;n cos zn ;n·sin zn 
n cot zn = sinzn' ntgzn = cosz;n-

betrachten. 

Aus den Definitionsgleichungen 

. eizrc _ e- izll izn +e- iaJl 
cos zn = --2--SInzn =--2-z-' --, 

folgt, daß die Nullstellen von sin zn 

0. 1, -1, 2, - 2, 3, - 3, ... 

sind und die Nullstellen von cos zn 
1 1 3 3 
2' - 2' 2' - 2' 

Betrachten WIr nun zunächst die Funktion 

( ) n 
Z =--f sinzn' 

Ihre Pole sind In der Form 
z=n 

enthalten, wo n jede ganze Zahl bedeuten kann. 
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Um den meromorphen Teil, welcher dem Pole n entspricht, zu 
finden, setzen WIr 

z - n = h, also z = n + h. 

Es wird dann 

oder 

{(z) = (-h1)n + \ß(h) = ~-~~ + \ß(z - n), 

wo ll3 WIe immer eine gewöhnliche Potenzreihe andeutet. Der mero-

h T'l' 1 (- n-morp e eIlst aso Z-';! 

Den Polen 

0, 1, - 1. 2, - 2, 3. - 3, ... 

entsprechen also der Reihe nach die meromorphen Teile 
1 -1 -1 1 -1 -1 
z' z-l' z+l' z-2' z+2' z-3' ,Z:t3' 

Es wird demnach 

.2 lenl 1 + 1 + 1 + 1 t-
.. =1 1 ""1"1+ 1 = 1",+1 1",+1 2"'+1 2"'+1 - ... 

H u r w i tz - C 0 u ra n t, Funktionentheorie. 8 
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konvergent, wenn wir m = 1 wählen. Daher stellt 

eine 
3l 

sin n:z 

(1) 

F(z)=-+.2~ (-1) -+- +(-1) ---1 oo( nGI IJ n[ 1 I-J} 
Z .. =1 l - n n z + n n 

meromorphe Funktion mit denselben meromorphen Teilen 

vor, und folglich ist 

wie 

Dabei deutet das Komma an dem Summenzeichen an, daß in der 
Summe das n = 0 entsprechende Glied auszulassen ist. G(z) bedeutet 
eine ganze Funktion, auf deren Bestimmung wir später eingehen 
wollen. 

Bei der Funktion 

f(z) = co:zn 
2n-I entspricht dem Pole z = -2- der meromorphe Teil 

und es ist daher 

(2) 3l +00 .. [1 1 ] 
cosz-;= .. =2!.00(-1) z_2n;I +2n

2
-I + G1(z) , 

unter G1 (z) eine gewisse ganze Funktion verstanden. 

Die Funktion 
f(z) = ncotZ:il 

hat die Nullstellen von sinZ:il zu Polen. Dem Pole 

z=n 
entspricht die Entwicklung 

f(n + h) = 3l ~os 3l (n + h) = 3l ~os d = .!.. + ~ (h) 
sln3l(n+h) smn:h h 

und folglich der meromorphe Teil 
1 

z-n 
Also ist 

(3) 1 +<Xl (1 1) :ilcotzn = G2 (z) + - +.2' -- + - . 
Z _<Xl Z - n n 
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Die Funktion 
fez) = ntgzn 

hat die Nullstellen von cos zn zu Polen, und dem Pole 

2n-l 
z=-2-

entspricht die Entwicklung 

f(2n-l + h) = nsin ((n -t) n+k.n-) = -n:cos hn: = _ ~ + $(h). 
2 cos ((n - t) n + h:) sm hn h 

Daher wird 

(4) 
+ <Xl 1 1 

ntgzn = Ga(z) - ~ {z-~ +2n;1}' 

Die in den Partialbruchzerlegungen (1) bis (4) auftretenden ganzen 
Funktionen G(z), Gt(z), G2 (z), Gs(z) bleiben zu bestimmen. Ihre Be
stimmung verursacht gewisse Schwierigkeiten, die aber auf dem von 
Cauchy eingeschlagenen Wege zur Herstellung der Partialbruch zer
legungen fortfallen. Cauchys Verfahren wollen wir im folgenden Para
graphen auseinandersetzen. 

§ 9. Cauchys Methode der Partialbruchzerlegung. 

Es sei f(z) eine meromorphe Funktion mit unendlich vielen Polen. 
Die von Null verschiedenen Pole seien a1 , «2' ., .• Ferner sei ao = O. 

Allgemein heiße g (_1_) der dem Pole a entsprechende mero-
" z-a" f& 

morphe Teil von fez). Unter go (_1_) = go (~) verstehen wir, wenn. z-ao z 
ao = 0 ein Pol von fez) ist, den meromorphen Teil von fez) für diesen Pol. 

Andernfalls sei go (}) identisch Null. 

Wir betrachten nun eine einfach geschlossene rektifizierbare Kurve 
C, weIche durch: keinen der Pole von f(z) hindurchgeht und die Punkte 
ao = 0, a t , a2 , ••• , a.. in ihrem Innern enthält. 

Für jede natürliche Zahl m ist das Integral 

(1) 1 f (1 1 z Zm-i) ] = -; f(l;) - - - - - - .. , - - d l; 
:.In. t;-z t; t;2 t;m' 

c+ 

welches sich auch in die Form 

(2) ] = -l-f zm / (t;) dl; 
2ni t;m I;-z 

c+ 

setzen läßt, nach dem Cauchyschen Residuensatze leicht auszu
werten. In diesem Integrale wollen wir unter Jl einen im Innern der 

8· 
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Kurve C beliebig fixierten Punkt verstehen, der jedoch mit keinem 
der Punkte ao' al , a~, ... , ar zusammenfallen soll. Dann sind die 
Punkte 

die Unendlichkeitspunkte der integrierten Funktion zm . r(f;) 1m In
-~m t-z 

nern von C. 

Dem Punkte (; = z entspricht das Residuum 

f(z). 

Beim Punkt (; = ak haben wir folgende Entwicklungen: 

f((;) = gk (~~aJ + ~((; - ak), 

_1__ 1 __ (_1 _+ ~-~ + (~-a-kJg + ) 
~ - z - ~ - ak - (z - ak) - z - a" (z - ak)ß (z - ak)3 . .. . 

Der Koeffizient von ~ in der Entwicklung von 
~-ak 

1 f((;)·--
~-z 

lautet daher 

- gkC~aJ 
Bezeichnen wir den Koeffizienten von ~ in der Entwicklung von 

~-ak 

[ 1 z zm-t l 

- f((;) I + Ci + ... +?' J 
nach steigenden Potenzen von (; - ak mit "k(Z), so ist "k(Z) eine ganze 
Funktion (m - l)ten Grades von z, und das dem Punkte a" ent
sprechende Residuum im Integrale J lautet dann 

(3) 

Nach dem Residuensatze ist nun 

oder 

(4) 

Wir lassen nun, unter Z einen festliegenden Wert verstanden, die 
Kurve C sich immer mehr und mehr ausdehnen, so daß die Anzahl 
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der in ihr Inneres fallenden Punkte ao' a1 , a2 , a3 , ••• über alle Grenzen 
wächst. Wenn nun hierbei der Wert" des Integrales 

(5) R - --1--f f(~)~ 
- 2 Jl i Cm (~ _ z) 

C 

unter alle Grenzen sinkt, so gilt tür den betrachteten Wert von z die 
Gleichung 

(6) 

In bezug auf die ganzen Funktionen (m - !)ten Grades hk(z) isr 
noch folgendes zu bemerken. Man hat 

o (_1 __ ) - hk (z) =~ - ~~J f(C) ~, 
I:>k z-ak 2,U Cm(C-z) 

(ak) 

wobei das Integral im positiven Sinne um den Punkt ak zu erstrecken 
ist. Wenn nun k > 0, also ak von Null verschieden ist, so dürfen 
wir in vorstehender Gleichung den Punkt z auf eine beliebig klein 
gewählte Umgebung der Stelle z = 0 einschränken. Da die Entwicklung 
der rechten Seite nach Potenzen von z mit dem Gliede zm beginnt, 
so ist klar, daß hk (z) die Summe der ersten m Glieder ih der Ent-
wicklung von 

nach aufsteigenden Potenzen von z vorstellt. 

Wenn k = 0 ist, so ist 

ho(z) = - -2~i f f(') [} + ~ + ... + z::~J dC 
(U) 

wobei das Integral positiv um den Nullpunkt genommen ist. 

Da in der Umgebung von' = 0 

f (') = go (}) + Co + Cl C + C2 '2 + ... 
ist, so wird 

ho (z) = - (co + Cl Z + c'J Z2 + ... + Cm-l zm-l). 

Was den Wert des Integrals R angeht, so ist jedenfalls 

IRI <~f: f(C)~\ 
I =2Jl I ~m+l 

C . 

1 

Wenn nun die Kurve C sich so ausdehnt, daß ihre Punkte immer 

weiter hinausrücken, so wird 1 - f immer dichter bei 1 liegen. Es 



118 I, 6. Die meromorphen Funktionen. 

wird also, wenn 13 eine beliebig gewählte positive Größe< 1 bezeichnet, 
schließlich 

'RI <~.-l-fl· f(CldCI 
I = 2n 1- E Cm +1 

C 

sem. Hieraus folgt: 

Die Entwicklung (6) v,m fez) ist sicher güUig, und zwar tür feden 
Wert von z, lalls bei unendlicher Ausdehnung der Kurve C das Integral 

fl f(C)~1 
Cm +1 I c . 

den Grenzwert Null annimm!. 

§ 10. Beispiele. 

Als erstes Beispiel betrachten wir 

-r 

(2) 

also 

f(1;) 

S 

0 +r r+1 

ig.53, 

(1 ) fez) = sinnnz' 

Die Kurve C setzen wir zusammen aus 
den 4 Seiten des Quadrats 

x=±A., y=+l, 
wobei A. = r + l sein soll, unter r eine posi
tive ganze Zahl verstanden (Fig. 53), Ist 1; 
ein Punkt auf einer der vertikalen Seiten 
dieses Quadrats, so ist 

1; = ± (r + l) + i y , 
und folglich 

(1;)= ±n = +2n = +n 
f cosniy e-7<"+e"''' n2 y2 n4 y4 

1 + 2'\+-41+'" 
Auf diesen vertikalen Seiten ist daher beständig 

Auf einer der horizontalen Seiten des Quadrats ist 

2in =+= 2in 
e'",x. e +7<;'_e- i"x. e±,,;' = e"'Ae+Sn:X_e-"'Ae±Sn:X' 

Der absolute Betrag des Nenners ist mindestens gleich 

e";' - e-n:;' 

und nimmt also mit wachsendem 1 unbegrenzt zu. 



§ 10. Beispiele. 119 

Daher besteht die Ungleichung (2) auch auf den horizontalen 
Seiten des Quadrats, sobald Ä = r + % eine gewisse Grenze über· 
schritten hat. Es ist also dann 

SI f(t;)dt; I / nfl~l' t;m+l , = t;m+l 
c c 

Längs der Seiten des Quadrats ist nun I C I ~ r + ~ . Daher gilt 

n SI t;~:1 I < ( rt+1 -fldCI = ( ~t+1 .S(r+}), 
c r+ 2 c r+ 2 

da f I d'C I den Umfang des Quadrats vorstellt. Es liegt demnach 
c 

SI f(C)_~ I t;m+l 
C 

unterhalb ( 8~ )m und verschwindet daher mit unendlich wachsendem r, 
r+~ 

wenn wir m = 1 nehmen. 

(3) 

Die Gleichung (6) des vorigen Paragraphen ergibt nun 

_n_ =! + +'\~'(_l)n (_1_ ' !) 
sinnt z":::' z-n In ' n=-QO 

womit nicht nur ein neuer Beweis der Gleichung (1) in § S erbracht 
ist, sondern zugleich die in letzterer Gleichung auftretende ganze Funk
tion G (z) als identisch Null erkannt worden ist. 

(4) 

Als zweites Beispiel betrachten wir 
n COSnz 

f(z) = n cotn z = -;--. 
SIn 1l z 

Die Kurve C identifizieren wir, wie beim vorigen Beispiel, mit 
dem Umfang des Quadrats x = ± Ä, y = ± Ä, wo Ä = r + ~ ist. 
Auf den vertikalen Seiten des Quadrats ist C == + (r + %) + i y, also 

llsinniy n e-rrY_e"'Y 
f(C) = ± cosnii/ = ± i' e-:''Y + e7CY • 

Dieser Bruch ändert seinen absoluten Betrag nicht, wenn y durch 
- y ersetzt wird. Für ein positives y ist aber 

positiv und kleiner als 1. Daher hat man 

(5) /f(C)/<n 
auf den vertikalen Seiten des Quadrats. 
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Auf den horizontalen Seiten des Quadrats ist' = ± i Ä. + x, also 

Für sehr große Werte von Ä. li'egt f(') dicht bei =F 'f, n. 
Folglich ist für genügend große Werte von Ä. längs aller Seiten 

des Quadrats 

(6) 
wo e eine beliebig gewählte positive Größe bedeutet. Hieraus folgt 
nun weiter, daß das Integral 

SI f(C)~ I Cm +1 i 
o 

für m = 1 mit unendlich wachsendem Ä. = r + ~ verschwindet. 

(8) 

(9) 

Daher gilt 

1 +"" (1 '1 ) 
ncotnz = - + .2' 1--+ ':- . 

z n=_",,\z-·n n 

In analoger Weise erhält man 

n +; ( )n (1 1 ) 
cosnz =n+n=--="" -1 z_2n

2
-1 +-2n;1 ' 

+"" 1 1 
n tg n z = -n= ~"" (--2 n-=-!- + 2n=-1) . 

z--2- -2-

Die letzteren Gleichungen lassen sich übrigens auch leicht aus 
den Gleichungen (3) und (7) ableiten, indem man in diesen z durch 
z + ~ ersetzt und hierauf einige einfache Umformungen vornimmt. 

Faßt man in (3) und (7) je zwei entgegengesetzten Werten von n 
entsprechende Terme zusammen, so kommt 

(10) n 1 + f ( )n ( 1 1 ) 
sinnz = Z n=l - 1 \z~n + z+n ' 

(11 ) 1 "" ( 1 1 ) n cot n z = - +.2 --- + -- . 
z n=l z-n z+n 

§ 11. Ganze Funktionen mit vorgeschriebenen Nullstellen. 

Für viele Untersuchungen ist es wichtig, den allgem~inen Aus
druck einer ganzen Funktion zu kennen, die an vorgeschriebenen 
Stellen und nur an diesen verschwindet. 

Wir wollen zunächst den allgemeinen Ausdruck derjenigen ganzen 
Funktionen aufsuchen, die überhaupt nicht verschwinden. 
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Bezeichnet G (z) eine derartige Funktion, so ist 

G' (z) 0 

G(z) = Co + Cl Z + c'.) Z" + ... 
eme ganze Funktion, weil {(~i keinen Pol besitzt. 

Hieraus folgt 

Jz G'(z) (G(z)) Z2 I 

o G(z)dz = log (;(0) = coz + Cl "2 , ... 

oder 

wo H (z) wiederum eine ganze Funktion bedeutet. 

Die vorstehende Gleichung ergibt nun: 

(1) G(z)=eH(Z). 

Da umgekehrt die Funktion eH (,) eine ganze Funktion ohne Null
stellen ist, wenn H (z) eine beliebige ganze Funktion bedeutet, so liefert 
(1) die allgemeine Form der ganzen Funktionen, die nirgends ver
schwinden. 

Wir betrachten nun zweitens diejenigen ganzen Funktionen, welche 
nur an einer endlichen Zahl gegebener Stellen verschwinden, und zwar 
an jeder dieser Stellen mit einer beliebig vorgeschriebenen M ultiPlizität. 

Wir schreiben uns zunächst die gegebenen Stellen auf, jede 
einzelne so oft, wie die Multiplizität derselben angibt. Dadurch er
halten wir etwa die Reihe 

Offenbar ist nun 

(2) 

der allgemeine Ausdruck der in Rede stehenden ganzen Funktionen. 

Wir betrachten endlich den intsressantesten Falt, in welchem es 
sich um diejenigen ganzen Funktionen handelt, die eine unendliche 
Anzahl vorgeschriebener Nullstellen 

(3) 

besitzen. Zunächst sei vorausgesetzt, daß sämtliche Nullstellen eiu
fach sein sollen und daß die Zahlen der Reihe (3) sämtlich von 
Null verschieden sind. Ist G (z) eine ganze Funktion mit den vor
geschriebenen Nullstellen (3), so ist 

G' (z) 

G (z) 
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eine meromorphe Funktion, welche die Stellen (3) zu Polen besitzt, 
wobei der Stelle z = a" der meromorphe Teil 

1 
z-a,. 

entspricht. Daher hat man 

G'(z) "" (1 1 z ~n-l) 
(4) -G() =H(z)+~ -+-+---g+"'+-k ' z ,,=0 z-a" a" an an n 
wobei H (z) eine ganze Funktion bedeutet und die Zahlen ko' kl , kg , ••• 

so zu wählen sind, daß die Summe für jedes endliche Gebiet regulär 
konvergent ist. 

Integriert man nun die Gleichung (4) über einen Weg, welcher 
den Nullpunkt mit dem Punkte z verbindet, so darf man, wegen der 
gleichmäßigen Konvergenz der Summe, rechts gliedweise integrieren 1) 
und erhält SO: 

W ~GW=~W 

+ i' {log (z~a,,) + ~ +! (~)2 + ... +~ (~)kn} = H1 (z) +2' . 
.. =0 a" a" 2 a" k" an 
Hier bedeutet H 1 (z) wieder eine ganze Funktion, nämlich 

z 

10gG(O) + J H(z)dz. 
o 

Die hier auftretenden Logarithmen sind völlig bestimmt durch 
die Wahl des den Punkt 0 mit dem Punkte z verbindenden Inte
grationsweges. Da die Gleichung (4) nicht gestört wird durch eine 
beliebige Umstellung der Glieder in der unendlichen Summe auf der 
rechten Seite der Gleichung, so gilt das nämliche bei der Gleichung (5). 
Außerdem ist klar, daß die durch gliedweise Integration einer ,egu~ 
läl' konvergierenden Reihe entstehende Reihe wiederum ,egulä, kon
vergent ist. 

Die auf der rechten Seite der Gleichung (5) auftretende Summe 2' 
ist also wiederum regulär konvergent. 

Aus (5) folgt nun 

(6) G(Z)=eH1(.~B:{ (1- :Je:" +f(:"Y+···+ k~ (:"t,,} 2) 

1) Die Tatsache, dai man bei gleichmäiiger Konvergenz gliedweise inte
grieren darf, folgt genau wie das Entsprechende im Reellen. V gl. etwa das 
Lehrbuch von Knopp, Unendliche Reihen. (A. d. H.) 

9) Ein Produkt 
C1CIlCS •• ,C""" 

dessen Faktoren Cl' CI' • " alle von Null verschieden sind, heitit konvergent, 
wenn 
(1) 

11=00 

existiert und endlich und von Null verschieden ist. 
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Das unendliche Produkt konvergiert unbedingt, d. h. sein Wert 
ist unabhängig von der Reihenfolge der Faktoren, weil die Summe ~ 
unbedingt konvergiert. Aus der gleichmäßigen Konvergenz von ~ 
geht ferner hervor, daß das unendliche Produkt in der Umgebung 
jeder beliebigen Stelle in eine gewöhnliche Potenzreihe entwickelbar 
ist, also eine ganze Funktion von z vorstellt. 

Es stellt also das PJ'oduk~ 

(7) 

ein~ ganze Funktion mit den vorgeschriebenen Nullstellen vor, und 
nach Gleichung (6) ist der allgemeine Ausdruck einer ganzen Funktion 
mit denselben Nullstellen der folgende: 

(8) G(z) =eH(s)·II, 

wobei H (z) eine beliebige ganze Funktion bezeichnet. 

Diese Resultate bleiben auch für den Fall gültig, daß die vor
geschriebenen Nullstellen beliebig gegebene Multiplizitäten besitzen 
sollen. Es tritt an die Stelle des Produktes II dann ein formal ganz 
gleich gebildetes Produkt; nur kommen unter den Zahlen ao' a1 , all , 

as' einander gleiche vor; jede der Nullstellen tritt dann nämlich 
so oft unter jenen Zahlen auf, als ihre Multiplizität angibt. Soll 

II heitit der Wert des Produktes: 
'" (2) II = Cl C2 Ca ••• C,. - •• = II (cR ) -

1 

Da sich aus (I) leicht folgern läßt, dalä 

(1') log rr ~= lim {log Cl + log c2 + ... + log e,.} 
"=ao 

st, wo die· Lo Jarith 'D en rechts passend bestimmt sind, und umgekehrt aus 
(1') wieder (1) folgt, so ergibt sich: 

Dig notwendige und hinreichende Bedingung für die Konvergenz von 
00 

II(c,.) 
1 

ist die, dafl die Reihe 
(3) S = log Cl + log c2 + _ .. + log c,. + .. -
be.i geeigne:er Bestimmlmg der Logarithmen konvergiert. Es ist dann 
(4) II = eS. 

Man kann bemerken, dati die Logarithmen in der Reihe (3), wenn sie 
konvergiert, notwendig von einer gewissen Stelle ab die Hauptwerte der 
Logarithmen sind; denn es muti, log c" = log i c" \ + i fP" gesetzt, !im fP. = 0 
sein, also schlietlIich sicher fP" wischen - n und + n liegen. 

Ein unendliches Produkt, in welchem einige Glieder Null sind, heißt 
konvergent, wenn das Produkt der von Null verschiedenen Glieder konvergiert. 

"Ein konvergentes unendliches Produkt wird dann und flur dann Null, wenn 
ein Faktor des Produktes Null ist." 
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endlich z = 0 eine k-fache Nullstelle der zu bildenden ganzen Funk
tion sein, so hat man beim Produkte II noch den Faktor Zk zuzusetzen. 

Als Beispiel betrachten wir diejenigen ganzen Funktionen, welche 
die Nullstellen 

0, +1, -1, +2, -2, ... 

besitzen. Eine dieser Funktionen wird durch das Produkt 

vorgestellt, wobei n alle ganzen Zahlen mit Ausschluß der Null durch
läuft. Der allgemeine Ausdruck dieser Funktionen ist also: 

(9) 

Insbesondere wird bei geeigneter Wahl der ganzen Funktion H (z): 

{ ~) 

sin n z = eH(z) • z H' (1 - ~-) en J . 
Um H (z) zu bestimmen, nehmen wir die logarithmische Ableitung 
der beiden Seiten vorstehender Gleichung, wodurch 

:r~ouz = H' (z) + ~ +,2' ( __ 1 __ +.!.) 
Sln:rz z z-n n 

entsteht. Folglich ist H' (z) = 0 und daher H (z), sowie eH •• ) eine 

Konstante. Diese Konstante hat den Wert n, weil sin:1t": für z = 0 
z 

den Wert n erhält. Also ist: 

(10) sinnz=nzH'{(l- :)ei }. 
Faßt man die entgegengesetzt gleichen Werten von n entsprechenden 
Faktoren in dem Produkte zusammen, so kommt': 

(10~ . '" ( Z2) smnz = nzIJ 1- --li • 
11=1 n 

§ 12. Darstellung der meromorphen Funktionen durch 
ganze Funktionen. 

Es sei f(z) eine beliebige meromorphe Funktion. Ihre Null
stellen können im Endlichen keine Häufungsstelle besitzen, lassen 
sich also in eine Reihe nach wachsenden absoluten Beträgen anordnen. 
Die Nullstellen seien 

(1) 



§ 1. Umkehrung der Potenzreih"n. 125 

wobei jede Nullstelle so oft in diese Reihe (1) aufgenommen werde, 
als ihre Multiplizität angibt. Entsprechend sei 

(2) 

die Reihe der Pole oder Unendlichkeitsstellen von fez). 
Wir bilden nun zwei ganze Funktionen 

GI (z~ und G (z), 
von denen die erste die Nullstellen (1), die zweite die Unendlichkeits
stellen (2) von fez) zu ihren Nullstelien besitzt. 

Die Funktion 
{C!) G (z) 
~(zf 

hat dann keine Null- und keine Unendlichkeitsstelle und ist folglich 
eine ganze Funktion der Gestalt eg(z), wo g (z) eine ganze Funktion 
bezeichnet. 

Aus 

folgt 
eg(z) GI (z) 

fez) =c(z)· 
Es ist aber 

tg(z) GI (z) = H (z) 
eine ganze Funktion, welche wie GI (z) die Nullstellen \"on fez) zu 
Nullstellen hat. Daher besteht der Satz: 

Eine jede m~romorphe Funktion fez) läßt sich als Quotient zweier 
ganzer Funktionen darstellen: 

( ) H (z) 
f z = G (z)' 

derart, daß der Zähler H (z) ausschließlich die Nullstellen, der Nenner 
G (z) ausschließlich die Unendlichkeitsstellen von fez) zu Nullstellen 
besitzt. 

7. Kapitel. 

Die Umkehrung der analytischen Funktionen. 

§ 1. Umkehrung der Potenzreihen. 
Setzen WIr 

(1) 
so entspricht jedem Werte von z, der im Innern des Konvergenz
kreises der Potenzreihe I.ß (z) liegt, ein bestimmter endlicher Wert w. 
Die Werte z repräsentieren wir geometrisch in einer Ebene, die 
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Werte w in einer zweiten Ebene. Vermöge (1) wird dann also jedem 
Punkte z der z-Ebene, der im Innern des Konvergenzkreises von jJ3 (z) 
liegt, ein bestimmter Punkt w in der w-Ebene zugeordnet. Insbesondere 
entspricht dem Punkte z = 0 der Punkt w = 0 . 

Wir wollen nun annehmen, der Koeffizient Cl sei nicht Null. 
Dann können wir zunächst folgenden Satz beweisen: 

Es sei C ein um den Nullpunkt der z-Ebene beschriebener Kreis, 
so gewählt, daß jJ3 (z) für die Punkte im Innern und auf der Peripherie 
von C konvergiert und daß jJ3 (z) für alle diese Punkte, abgesehen vom 
Punkte z=O, einen von N uU verschiedenen Wert besitzt. Dann läßt sich 
um den Nullpunkt der w-Ebene der Kreis K so beschreiben, daß 
jedem Punkte w im Innern von K (Fig. 54) ein einziger Punkt z im 
Innern von C entspricht, für welchen jJ3 (z) = w ist. Der betreUende 
Wert z läßt sich als eine eindeutige Funktion von w innerhalb des 
Kreises K ansehen. Diese Funktion ist eine analytische Funktion 
von W, d. h. z ist als eine gewöhnliche Potenzreihe von w darstellbar. 

(?\c 
V 

Fig_ 54. 

Wenn z die Peripherie des Kreises C durchläuft, 
so wird der absolute Betrag I jJ3 (z) I ein Minimum M 
besitzen, welches von Null verschieden ist. Unter K 
verstehen wir nun einen Kreis mit dem Mittelpunkt 
w = 0, dessen Radius e < M ist. Es ist dann für 
jeden Punkt ( auf der Peripherie von C 

Q < ! jJ3 «() I . 
Sei wirgendein Punkt, der im Innern des Kreises K 

fixiert ist. Dann wird für jeden Punkt I; der Kreis
peripherie C 

sein. Setzen wir also-
(2) jJ3 (1;) - w = ~ (1;)(1 - u), 
so wird der absolute Betrag von 

(3) 

längs der Kreisperipherie C beständig kleiner als 1 sem. 
i\un folgt aus (2) 

(4) 2~J dlog(~(I;) - w) = 2~J dlog~(I;) + 2~J d10g(1 - u), 
c+ c+ c+ 

und das letzte Integral ist Null, weil der Punkt 1 - u, während I; 
die Peripherie C beschreibt, eine Kurve durchläuft, die ganz im Innern 
des Kreises mit dem Mittelpunkt 1 und dem Radius 1 liegt und folg· 
lich die Windungszahl 0 besitzt. 

Im Innern von C hat also ~ (z) - w dieselbe Anzahl von Null
stellen wie ~ (z), d. h. eine einzige Nullstelle. 
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Hiermit ist der erste Teil unseres Satzes beWiesen. 
Um den zweiten Teil zu beweisen, betrachten wir das Integral 

(5) 1 J ~'(C)dC 
J=2ni f(C)'lß«(J-W' 

c+ 

unter f(z) eine auf der Kreisfläche C reguläre Funktion verstanden. 
(Das Integral J geht in das Integral (4) über, wenn wir speziell f(C) 
konstant = 1 nehmen.) 

Nach dem Residuensatze ist 

J....,= f(z) , 

wo z die eine im Innern von C befindliche Lösung der Gleichung 

$ (z) = w bedeutet. Andererseits haben wir, da Ilß 7C) I < 1 ist, 

längs der Peripherie von C: 

Daher ist 

(6) 
wobei 

(7) 

gesetzt ist. Da ~ (z) im Innern von C nur für z = 0 verschwindet, 
so ist 

d. i. 

(8) k - [f(Z)~' (Z)] 
,,-- [~(z)]"+l.!.. ' 

wo das rechts stehende Symbol den Koeffizienten von ~ in der Ent
Z 

wicklung der eingeklammerten Funktion nach aufsteigenden Po tenzen 
von z bezeichnet. 

Der Koeffizient k" läßt sich noch in anderer Weise schreiben. 

Da $ (z) für z = 0 von der ersten Ordnung Null wird, so 
läßt sich 

f(z).z"+l~'(z) 

[lß (z)J"+l 

in eine gewöhnliche Potenzreihe nach aufsteigenden Potenzen von z 



128 1,7. Die Umkehrung der analytischen Funktionen. 

entwickeln. Der Koeffizient von z'" in dieser Potenzreihe ist dann 
offenbar identisch mit k n . Also gilt 

(9) kn = :! D: {fez) .1l3' (z) L1.t(zr+l=0' 
D n f" d n steht. wo z ur dz n Wenn n > 0 ist, kann kn noch einfacher dar-

gestellt werden. Nach (7) ist 

1 f 1 1 f f (/;) 
kn = - 2nin f(C)·d[lI3(/;)t = '2nin lll3(/;W dC , 

c+ 

WIe durch partielle Integration ersichtlich wird 1). Folglich gilt 

(10) kn = ! [l"(~jnJ~ =~! D;-l {f' (z) (~z(ZJ}.=o (n = 1, 2, ... ). 
z 

Der Koeffizient ko ergibt sich aus (9) gleich f(O). 

Fassen wir zusammen, so können wir sagen: 

Ist fez) auf der Kreisfläche C regulär, bezeichnet weinen Punkt 
im Innern des Kreises Kund z den ihm vermöge 

w=ll3(z) 
entsprechenden Plmkt im I nnern von C, so ist 

(11) fez) = f(O) + k1 W + k'J w'J + ... + k" w'" + ... , 
wobei k" durch die Gleichung 

(12) k - 1 n-l [f' () ( Z )nJ 
" --ni Dz Z • ~(z) •• =0 

bestimmt wird. 

Durch (11) ist die Funktion fez) nach Potenzen von ll3 (z) ent
wickelt. Die Reihe (11) mit der Koeffizientenbestimmung (12) wird 
als Bürmalln-Lagrangesche Reihe bezeichnet. 

Wählen wir fez) = z, so zeigt die Gleichung (11), daß z durch 
eine gewöhnliche Potenzreihe von w darstellbar, also z eine reguläre 
analytische Funktion von w innerhalb des Kreises K ist. 

Als Beispiel nehmen wir die Funktion 

w = z(l - z). 
Es wird 

kn = ~! D;-l tl ~z)nt=o = ~! (n - 1)1 (- 1)n-l(n-=-n1) --:: 

= ~ ~~± __ !~~-~i~!+~_=2) = ~ (2:=i), 
') Die formalen Regeln der Integralrechnung gelten im Komplexen genau 

so wie im Reellen. (A. d. H.) 
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also 

"" 1 (2 n - 2) n 00 1 (2 n - 2) n z=2}- n-l w =2}- n-l {z(l-z)}. 
n=l n n=l n 

Dies kann man auch direkt aus 

1 1 1. 
Z = "2 - -2(1 - 4W}2 

bestätigen. 

Wenn Cl = 0 ist, so sei cI< der erste Koeffizient in der Potenz
reihe \l3 (z), welcher von 0 verschieden ist. Die Gleichung (1) hat 
dann die Form 

(13) 

wo \131 (z) eme mit z verschwindende Potenzreihe bedeutet. 

Aus (13) folgt dann, wenn z auf das Innere eines Kreises be
schränkt wird, in welchem 1\131 (z) I < 1 ist, 

1 1 

wk =V0;,z(1+\l31(z)k =V0;Z(l+! \l31(Z)+ .. } 
oder 

1 

(14) w'=wk =-z(c1'+c",'z+ ... ), 

k_ 
wo nun Cl' = VClo von Null verschieden ist. Umgekehrt: wenn einer 

1 

der k-Werte von w' = wk die Gleichung (14) befriedigt, so besteht 
auch die Gleichung (13). Für die betrachteten Werte von z kann 
also die Gleichung (13) durch die Gleichung (14) ersetzt werden. 

Wenden wir nun den oben bewiesenen Satz auf die Gleichung (14) 
an, so ergibt sich: 

Um die Nullpunkte der z- und der w'-Ebene kann man zwei 
Kreise C und K' so beschreiben, daß jedem Punkt w' im Innern 
von K' ein einziger Punkt z im Innern von C entspricht, welcher der 
Gleichung (14) genügt. Wenn nun w' alle Lagen im Innern von K' 
annimmt, so nimmt 

W =W'k 

alle Lagen im Innern eines Kreises K an, der in der w-Ebene um 
den Nullpunkt als Mittelpunkt beschrieben ist. Und zwar entsprechen 
jeder Lage von w im Innern von K genau kLagen 

.!:. S,..i .!:. 2.2 ,.., .!:. fk_l)2ni .!:. 
W' = W k, W' = e k w k, W' = e k w k, .•• , w' = e' k w k 

von w' im Innern von K'. 
Hurwi tz - Cour ant, Funktionentheorie. 9 
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Also folgt: 

Um die Nullpunkte der z- und der w-Ebene kann man zwei 
Kreise C und K so beschreiben, daß jedem Punkte w im Innern von K 
genau k Punkte z im Innern von C entsprechen, tür welche die Glei
chung (13) erfüllt ist: 

Man beachte, daß aus unserer Untersuchung noch hervorgeht, 
daß man den Radius des Kreises C kleiner als eine beliebig klein 
vorgeschriebene Größe annehmen kann. Gleiches gilt offel'lbar auch 
vom Kreise K. 

Die nach vorigem Satze dem einzelnen w entsprechenden k Werte 
von z sind nach Gleichung (14) analytisch darstellbar durch eine nach 

1 

Potenzen von wk fortschreitende Potenzreihe 

(15 ) 

1 

Gibt man hier dem w k der Reihe nach seine k (durch kte Ein
heitswurzeln als Faktoren voneinander verschiedenen) Werte, so erhält 
man aus (15) die k dem w entsprechenden 'Werte von z. 

Die bewiesenen Sätze lassen sich leicht folgendermaßen verall
gemeinern. 

Es sei g; (z) regulär an der Stelle z = a und 

g;(a)=b, 

so daß die Entwicklung von g; (z) in der Umgebung von z = a die 
Gestalt 

(16) g; (z) = b + Cl (z - a) + c~(z - a)2 + .. , 
besitzt. 

Durch die Gleichung 

(17) w - b = Cl (z - a) + c2 (z - a)'J + ... 
= q/(a)(z - a) + q/~;~2(z - a)2 + ... 

wird dann jedem Werte von z, der einer genügend kleinen Umgebung 
der Stelle a angehört, ein bestimmter Wert w zugeordnet. Schreibt 
man zur Abkürzung W für w - bund Z für z - a, so erhält (17) 
die Form 

W = c1Z + C'lZ2 + ... 
und man kann nun die oben bewiesenen Sätze anwenden. Dadurch 
gelangt man zu folgendem Satze: 
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Ist der Plmkt a ein Punkt regulären Verhaltens der Funktion 
q; (z) und 

q;(a)=b, 

so entspricht velmöge der Gleichung 

(18) w = q; (z) 

jedem Punkte z einer gewissen Umgebung des Punktes ader z-Ebene 
ein bestimmter Punkt w in der w-Ebene. Man kann nun um a den 
Kreis C, der ganz in jener Umgebung liegt, und um den Punkt b in 
der w-Ebene den Kreis K so konstrut'eren, daß vermöge der Gleichung (18) 
jedem Punkte w tOm I nnern von K genau k Punkte z im I nnern 
von C entsprechen. Die Zahl k ist 1, wenn cp' (a) von Null verschieden 
ist; allgemein ist k der Index der 'ersten Ableitung in der Reihe cp'(a), 
cp" (a), ... , welche nicht verschwindet. Die einem innerhalb K liegen
den Punkte w entsprechenden k Werte von z sind analytisch durch eine 
Gleichung der Gestalt 

1 

darstellbar, deren rechte Seite eine gewöhnliche Potenzreihe VOlt (w - b)k 
1 

vorstellt mit einem Anjangsglied der Gestalt c (w - b)k, wo c eine nicht 
verschwindende Konstante bezeichnet. 

Endlich ist noch zu bemerken, daß die Kreise C und K so gewählt 
werden können, daß ihre Radien kleiner sind als eine beliebig '/Jor
geschriebene positive Z aht. 



Zweiter Abschnitt. 

Elliptische Funktionen. 
1. Kapi tel. 

Die doppeltperiodischen meromorphen Funktionen. 

Eine' eindeutige Funktion (Cu) der komplexen Variablen tt heißt 
gemäß Abschn. I, Kap. 6 "meromorph", wenn sie im Endlichen keinen 
wesentlich singulären Punkt hat, so daß jeder im Endlichen liegende 
Punkt a entweder ein Punkt regulären Verhaltens oder ein Pol der 
Funktion ist. 

Diese Funktionen f (u) sind also dadurch charakterisiert, daß für 
die Umgebung jedes Punktes a, wo a einen endlichen Wert bedeutet, 
eine Entwicklung der Gestalt 

((u) = (u - at (co + Cl (u - a) + ... ) = (u - a)'" ~ (u-a) 

besteht, unter In eine ganze Zahl verstanden, die positiv, Null oder 
negativ sein kann. Den Ausgangspunkt, welchen wir zur Begründung 
der Theorie der elliptischen. Funktionen wählen, soll nun die Be
trachtung derjenigen meromorphen Funktionen bilden, welche periodisch 
sind. Derartigen Funktionen begegnen wir schon unter den elemen
taren Funktionen. So besitzt die Exponentialfunktion e", der Gleichung 
e"+2 n ; = e" zufolge, die Periode 2 Tli, die Funktionen sin u und cos u 
die Periode 2 Tl und tg u die Periode:n;. Es ist auch leicht, aus diesen 
Funktionen solche meromorphe Funktionen zu bilden, die eine beliebig 
vorgeschriebene, von Null verschiedene Zahl (0 als Periode zulassen. 
Z. B. wird 

2 n; 
- .. 

(Cu) = e '" 

eine solche Funktion sein, und allgemeiner wird jede rationale Funk-
2ni 

tion von e --;;;- .. mit konstanten, d. h. von u unabhängigen Koeffizienten 
die Periode (0 besitzen. 

Ehe wir uns nun unserem eigentlichen Gegenstande zuwenden, 
wollen wir einige häufig zu gebrauchende einfache Sätze zusammen-
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stellen, die an die geometrische Darstellung der komplexen Zahlen 
durch die Punkte einer Ebene anknüpfen. 

§ 1. Zur geometrischen Darstellung der komplexen Zahlen. 

Unter dem "Punkte" 
a=a'+ia" 

werden wir wie im 1. Abschnitt denjenigen Punkt der komplexen 
Zahlenebene verstehen, welcher die komplexe Zahl arepräsentiert, 
der also die Abszisse a' und die Ordinate a" besitzt. Es besteht nun 
zunächst folgender 

Satz 1. Der Punkt a + bt beschreibt die Gerade, welche die 
Punkte a und a + b (b =1= 0) miteinander verbindet, wenn t alle reellen 
Werte durchläuft. Insbesondere erhalten wir die Punkte der Strecke 
a ... a + b, wenn t die reellen Werle von 0 bis 1 annimmt. 

Setzen wir a = a' + i a", b = b' + ib", so sind die Koordinaten 
des Punktes a + bt 

x = a' + b't, y = a" + b"t, 

und hieraus folgt unmittelbar unser Satz nach bekannten Sätzen der 
analytischen Geometrie. 

Nehmen wir a = 0, so erhalten wir den 

Satz 2. Der Punkt c = bt (b =1= 0) nimmt, wenn t die reellen Werte 
durchläuft, alle Lagen auf der Geraden an, welche den Nullpunkt mit 
dem Punkte b verbt"ndet. 

Aus diesem Satze ergibt sich sofort 

Satz 3. Die Bedingung dafür, daß die Punkte b (=1= 0) und c mit dem 

Nullpunkt in einer Geradon liegen, ist die, daß der Quott"ent i reell ist. 

Ziehen wir zu irgendeiner Strecke a ... b eine gleichgerichtete und 
gleichlange Strecke 0 ... d durch den Nullpunkt, so ist offenbar d der 
Repräsentant der Differenz b - a (Fig. 55). Be
trachten wir daher ein Parallelogramm, in 
welchem a und a1 , bezüglich bund b1 gegen
überliegende Ecken sing, so wird 

oder 
b - a = a1 - b1 

a + a1 = b + b1 
sein (Fig. 56). Fig.55. 
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o 

Satz 4:. Wenn Da, 

b, 
a 

F ig.56. 

a, a1 , b, b1 die vier Ecken eines Parallelogramms 
bilden und zwar a, al , bzw. b, b1 1'e gegen
überliegende Ecken, so ist 

a + a1 = b + bl . 

Der gemeinsame Wert von ~ (a + a1) 

und ~ (b + bl ) wird, wie aus Satz 1 folgt, 
durch den Schnittpunkt der Diagonalen des 
Parallelogramms dargestellt. 

§ 2. Sätze über die Perioden einer meromorphen Funktion. 
Wenn weine Konstante bedeutet, (Cu) eine meromorphe Funk· 

tion und 
{(u+ w) = f(u) 

für alle \Verte der Variablen u ist, so heibt weine Periode von f( u) . 
Hiernach ist w = 0 stets eine Periode jeder Funktion f(u). Die 
Periode w = 0 können wir als triviale oder uneigentliche Periode be· 
zeichnen und im Gegensatz dazu eine Periode w, die nicht Null ist, 
als eine eigentliche. Wenn wir von einer periodischen Funktion sprechen, 
S(i) meinen wir damit natürlich eine solche, die eine eigentliche Pe
riode besitzt. 

Wir wollen nun unter Q das System aller Perioden einer Funk
tion f( u) verstehen und einige Eigenschaften dieses Syste}:ns Q be
weisen. Das System der Punkte, welche die Perioden geometrisch 
darstellen und die wir "Periodenpunkte" nennen werden, bezeichnen 
wir als "Punktsystem" Q. 

Satz 1. Das System Q aller Perioden bildet einen Modul. 

Dabei ist unter einem "Modul" ein System von Zahlen zu ver
stehen, innerhalb dessen die Operationen der Addition und Subtrak
tion unbeschränkt ausführbar sind. D. h. mit w1 und w2 sollen dem 
System auch w 1 + w2 und w1 - w2 angehören. 

Die Behauptung des Satzes 1 ist also die, daß eine Funktion 
(Cu), welche die Perioden w1 und w2 besitzt, notwendig auch die 
Perioden w1 + w2 und w1 - w2 hat. Dies ist aber leicht zu zeigen. Aus 

{(u + ( 1) = (Cu), {(u + ( 2 ) = ((u) 
folgt nämlich 

ferner aus 
f(u + ( 1 ) = {(u + ( 2 ), 

indem WIr u durch u - w2 ersetzen, 

{(u + w1 - ( 2 ) = (Cu). 
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Gehören irgendeinem Modul die Zahlen 

(1) 
an, so wird auch 
(2) W = ffl1 w1 + ffl2 W 2 + ... + fflkW k 

demselben Modul angehören, wobei ffl1 , m2 , ••• , 1/tk irgendwelche ganzen 
Zahlen bezeichnen. Denn durch Anwendung der Operationen der 
Addition und Subtraktion können wir aus den Zahlen (1) die Zahl W 

bilden. Es gilt demnach der 

Satz 2. Gleichzeitig mit den Perioden (1) besitzt eine Funktion f(u) 
auch die Periode (2). 

Die Periode W heißt aus den Perioden wl' w2 ' ••• , w1, zu
sammengesetzt oder abgeleitet. Die äußersten Fälle, die bei einem 
Modul vorliegen können, sind die, daß der Modul nur aus der 
einen Zahl Null oder aus der Gesamtheit aller Zahlen besteht. Der 
erste Fall tritt für den Modul Q aller Perioden von f(u) ein, 
wenn f(u) nur die triviale Periode Null besitzt, also im eigentlichen 
Sinne des Wortes nicht periodisch ist. Der zweite Fall tritt offenbar 
ein, wenn f(u) sich auf eine Konstante reduziert, da ja eine Kon
stante vom Argument u gar nicht abhängt und also jede beliebige 
Zahl als Periode besitzt. Den Modul, welcher nur aus der einen Zahl 
Null besteht, wollen wir als "Modul Null", denjenigen, welcher aus 
der Gesamtheit aller Zahlen besteht, als "Modul 00" bezeichnen. Alle 
Moduln teilen wir nun in zwei Arten ein: 

Ein Modul Q heiße von der ersten Art, Wenn das Punktsystem Q 
keinen Häutungspunkt im Endlichen besitzt, von der zweiten Art, Wenn 
ein solcher Häutungspunkt vorhanden ist. 

Beispielsweise ist der Modul Null von der ersten, der Modul 00 

von der zweiten Art. Wir wollen von einem Systeme von Zahlen 
sagen, es enthalte ~mendlich kleine oder infinitesimale Zahlen, wenn 
unter den Zahlen des Systems solche vorhanden sind, die von Null 
verschieden sind und deren absoluter Betrag unter einer beliebig 
klein fixierten positiven Zahl liegt. Es gilt dann der 

Satz 3. Ein Modul Q ist von der zweiten oder von der ersten 
Art, ie nachdem er unendlich kleine Zahlen enthält oder nicht. 

Enthält nämlich Q unendlich kleine Zahlen, so können wir offen
bar die von Null verschiedenen Zahlen des Moduls 

/ll , /l2' /l3' ... 

so wählen, daß sie den Limes Null besitzen. Ist dann weiter W irgend
eine dem Modul angehörende (endliche) Zahl, z. B. W = 0, so gehören 
ihm auch die Zahlen 
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mit dem Häufungswert W an. Der Modul [) ist also zweiter Art. 
Wir sehen zugleich, daß dann jede Zahl W des Moduls einen Häu
fungswert w des Punktsystems [) liefert. Besitzt umgekehrt das Punkt
system [) einen Häufungspunkt a im Endlichen, so können wir aus 
ihm eine Folge verschiedener Werte 

Wt' w~l' ws' ... 
mit dem Grenzpunkte a herausheben. Dann haben die dem Systeme [) 
angehörenden, von Null verschiedenen Zahlen 

w2 - w1 = "1' Ws - w2 = "2' w4 - Ws = "s' ... 
den Limes Null. Daher enthält [) unendlich kleine Zahlen. 

Wir werden nun den für die Theorie der meromorphen perio
dischen Funktionen grundlegenden Satz beweisen: 

Satz 4. Die Perioden einer meromorphen Funktion ((u), die sich 
nicht auf eine Konstante reduziert, bilden einen Modul [) erster Art. 

Nach Satz 3 genügt es, zu zeigen, daß f(u) keine unend~ich 
kleinen Perioden besitzt. Zu dem Ende betrachten wir einen regu, 
lären Punkt a der Funktion f (u). Für alle genügend kleinen Werte 
von I w! gilt dann eine Entwicklung der Gestalt 

((a + w) = ((a) + w~ (c + c' w +.: .), 
wo r eine natürliche Zahl und c einen von Null verschiedenen Wert 
bezeichnet. Wir wählen nun die positive Zahl E so klein, daß für 
I w I<:;" der Wert der Reihe 

c + c'w + ... 
von Null verschieden bleibt; dies ist wegen c =F 0 möglich. Es wird dann 

f(a + w) =F f(a) 
sein, solange I w I < E und von Null verschieden ist. Daher kann 
die Funktion f(u) eine Periode w von einem Betrage < E nicht be
sitzen, womit unser Satz bewiesen ist. 

Wir wollen nun die Konstitution der Moduln erster Art näher 
studieren und unterscheiden dabei, indem wir den Modul Null bei
seite lassen, zwei Fälle: 

Fall 1. Der Modul [) ist so beschaffen, daß die Punkte d s 
Punktsystems [) sämtlich auf einer Geraden liegen. 

o 

Da zu diesen Punkten auch der Nullpunkt 
gehört, so muß die Gerade durch den Null
punkt hindurchgehen. Auf der einen der beiden 
Halbgeraden, in welche unsere Gerade durch 
den Nullpunkt zerlegt wird, betrachten wir den
jenigen Punkt wt des Systems [), der dem Null-

Fig. 57. punkt zunächst liegt (Fig. 57). Ein solcher Punkt w 
existiert, weil andernfalls der Nullpunkt ein Häufungspunkt von [) wäre. 
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Ist nun 'Wein beliebiger Punkt von Q, so haben wir 

'W = wl·t 

(Satz 2, § 1) oder, da wir die reelle Zahl t in die Form t = m + r 
setzen können, wo m eine ganze Zahl und 0 <r < 1 ist, 

W = wt (m + r), 'W - mWl = rwt . 

Da nun r wJ ein Punkt von Q ist, der auf der Strecke O ... wt näher 
zum Nullpunkt als wl liegt, so muß rWt = 0 und also 

(3) 

sein. In dem jetzt betrachteten Falle sind also die Zahlli!n des Mo· 
duls Q die Multipla einer Zahl wl • 

Fall 2. Die Punkte des Punktsystems Q, 'Wo Q 'Wieder einen 
Modul erster Art bezeichnet, liegen nicht sämtlich auf einer Geraden. 

In diesem Falle verbinden wir zunächst den Nullpunkt mit einem 
andern Punkte wt von Q und wählen einen dritten Punkt w'J' der nicht 
auf der Geraden 0 w t liegt (Fig. 58). Im Innern 
und auf dem Rande des Dreiecks 0 wl w II kann 
es nur endlich viele Punkte des Systems Q 
geben, weil sonst ein im Endlichen liegender 
Häumngspunkt von Q vorhanden wäre. Wenn 
nun Ws ein weiterer unserem Dreieck angehöriger 
Punkt von Q ist, so wird das Dreieck 0 wt Ws 

Fig. 5 . 

weniger Punkte von Q enthalten als das ursprüngliche Dreieck, weil 
der Punkt w'l dem letzteren angehörte. Hieraus folgt, daß wir ein 
Dreieck herstellen können, das außer seinen Ecken keinen- Punkt von 
Q enthält, und wir wollen annehmen, daß das Dreieck 0 wt wII schon 
diese Beschaffenheit hat. 

Bilden wir nun das Parallelogramm 
mit den Ecken 0, wt ' w'.I' wt + w'.I' so 
sehen wir leicht ein, daß im Innern und 
auf dem Rande dieses Parallelogramms, 
abgesehen von den Ecken, kein Punkt 
von [J liegen kann. Von der durch das 
Dreieck ° wl w'.I gebildeten Hälfte des 

o 

F ig . 9. 

Parallelogramms ist es von vornherein klar, daß sie keinen Punkt 
von [J enthält. Würde aber in der anderen Hälfte ein solcher Punkt W 

vorhanden sein, so würde der Punkt 

w' = w l + w'.I - w, 

der ebenfalls zu Q gehört, im Dreieck ° wl w'.I liegen. Außer den 
Ecken enthält also das Parallelogramm in der Tat keinen weiteren 
Punkt von [J. 
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Sei jetzt wein 
Parallelogramm mit 

b m 

o a 
Fig_ 60. 

beliebiger Punkt von Q. Wir konstruieren das 
den Ecken 0, a, w, b, indem wir durch w Par

allelen zu ° w 1 und 0 w 2 legen (Fig. 60). Nach 
den Sätzen von § 1 haben wir dann: 

w = a + b = t1 w1 + t~ w2 , 

unter t1 und t'J reelle Zahlen verstanden, die 
WIr in die Formen 

t1 = m1 +'1' 
o <'1< 1, 

t'! = m2+'2' 
° <'2< 1 

setzen wollen, wo m1 , m2 ganze Zahlen be
zeichnen. Nun gehört der Punkt 

w - m1 w! - m'Jw2 = 'lWl + '2W2 

einerseits dem System Q, andererseits, weil '1 w 1 auf der Strecke 
0 ... w 1 und '2 w 2 auf der Strecke 0 ... w 2 liegt, dem Parallelogramme 
0, w1' w1 + w'.!' w 2 an. Daraus folgt aber, daß der Punkt '1 w 1 +'2 w 2 

mit der Ecke ° dieses Parallelogramms zusammenfallen und daher 

(4) 

sein muß. In dem jetzt betrachteten Falle 2 sind also alle Zahlen 
des Moduls Q gemäß Gleichung (4) aus den beiden Zahlen w 1 und w 2 

abzuleiten. 
Wir wollen noch bemerken, daß die beiden Fälle auch dadurch 

charakterisiert werden können, daß im Falle 1 je zwei Zahlen des 
Moduls Q einen reellen Quotienten besitzen (Satz 3, § 1), während im 
Falle 2 im Modul Q zwei solche Zahlen (wie z. B. (01 und ( 2 ) vor
handen sind, deren Quotient nicht reell ist. 

Aus den vorhergehenden Untersuchungen folgt nun für die mero
morphen periodischen Funktionen: 

Satz 5. Die Pe,ioden einer solchen Funktion f(u), die sich nicht 
auf eine Konstante ,eduzied, las~en sich entwede, sämtlich aus einer 
Periode w1 ode, aber aus zwei Perioden w1 und w2 ' deren Quotient 
nicht reell ist, ableiten. 

Der erste Fall, in welchem die Funktion f (u) einfach periodisch 
heißt, liegt z. B. bei der Funktion eU vor, deren Perioden die sämt
lichen Multipla von 2:ni sind. Im zweiten Falle nennen wir f(u) 
doppeltperiodisch. Ein Periodenpaar w1 ' w2 ' aus welchen alle übrigen 
Perioden von f (u) abgeleitet werden können, bezeichnen wir dann 
als ein Paar Primitive, Perioden oder als Fundamentalperioden von 
f (u). Die Existenz von doppeltperiodischen meromorphen Funktionen, 
die den Hauptgegenstand unserer Untersuchungen bilden werden, wird 
sich weiterhin ergeben. 
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§ 3. Das Periodenparallelogramm. 

Es sei w1 w'J ein Paar von Zahlen, deren Quotient nicht reell 
ist. Wenn nun zwischen irgend zwei komplexen Zahlen u und v 
die Beziehung 

(1) v = u + m1 w1 + m'J w'.! oder v - u = m1 w1 + m'j w'.! 

besteht, wo m1 und m'J ganze Zahlen bezeichnen, so wollen wir sagen, 
v sei kongruent u modulis co1 ' co2, und dies symbolisch durch die 
Schreibweise 

(2) 

andeuten. Wenn wt und w'.! ein für allemal, wie in diesem Para
graphen, fest bleiben, schreiben wir auch kürzer unter Fortlassung 
der "Moduln" w t ' w'.! 
(2') v=u. 

Es gelten nun folgende Tatsachen, deren Beweise so einfach 
sind, daß wir sie übergehen können. 

1. Es ist für jeden Wert von u 

2. Aus v = u folgt u = v. 
3. Aus u _ v und v = w folgt u _ w . 

4. Aus 11 - v und ul == v1 folgt U + u1 - V -+- v1 . 

5. Allgemeiner folgt aus u = v und u1 - VI' daß nu + nI u 1 = nv + n1 vt ist, unter n und nt irgend zwei ganze Zahlen verstanden. 

Zur Abkürzung werden wir auch von zwei Punkten u und v 
sagen, sie seien "kongruent", wenn die Zahlen u und v kongruent sind. 

Wir nehmen nun einen beliebigen Punkt t/o an und bilden das 
Parallelogramm mit den Ecken uo' Uo + W t ' U o + W 1 + W'.!, U o + co! 
(Fig.61). Dieses soll das aus w1 und wggebildete 
Periodenparallelogramm (uo) heißen. Zu 
dem Periodenparallelogramm (uo) rechnen 
wir jeden Punkt u, der im Innern oder auf 
einer der in Uo zusammenstoßenden Seiten, 
exklusive der Endpunkte U o + w1 bzw. 
Uo + w2 dieser Seiten, liegt. Da die 
Punkte des Parallelogramms, die auf den 

Fig·. 1. 

Seiten uo'" Uo + w l bzw. uo'" Uo + w'J liegen, durch 

a=uO+r1 w1 bzw. b=ttO+r2w'J (0<r1 <1,0<'2<1) 

dargestellt werden, so gilt 
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Satz 1. Die Punkte des PeriodenparaZlelogramms (uo) sind die 
Punkte 
(3) 

oder 

u=uO+rIwl +r~w~ (0<1'1< 1, O<r'J< 1). 

\..-_---zr:;;:;z--u,. 

F ig . 62. 

Sei jetzt v ein beliebiger Punkt der 
Zahlenebene und U o v1 vv'J das Parallelo
gramm, dessen Ecken VI' V'J auf den 
Seiten uo'" Uo + wl bzw. uo'" Uo + w~ 
des Parallelogramms (uo) liegen (Fig. 62). 
Es ist dann 

v = v1 + v2 - uo 
= (uo + t1 w 1 ) + (uo + t2 w 2 ) - Uo 

v = Uo + mlw1 + m~w'J + rlwl + r~w2' 

wenn die reellen Zahlen t1 , t'J auf die Form t1 = m1 +1'1 bzw. t2 =m'J +r'J 
gebracht werden, wo ml , m'J ganze Zahlen und 1'1,'2 echte Brüche 
bezeichnen. Hieraus folgt . 

Satz 2. Jeder beliebige Punkt V ist einem und offenbar nur einem 
Punkte 

u = Uo +r1w l + r2w'.! 

kongruent, der dem Parallelogramm (uo) angehört_ 

F ig.63. 

Wir betrachten jetzt die Punkte 

uo' tto + wt' Uo - wt' uo 
+ 2 wl ' Uo - 2 wl ' ••• , 

welche ein System äquidistanter 
Punkte auf einer Geraden gl' und 
die Punkte 

uo' U o -+- wß' Uo - wß' Uo 
+ 2 w2 ' Uo - 2 w t ' ... , 

welche ein ebensolches System auf 
einer Geraden gg bilden. Legen wir 
durch die ersteren Punkte Parallelen 

zur Geraden g'.l' durch die letzteren Parallelen zur Getaden gl' so er
halten wir durch diese Konstruktion die sämtlichen Parallelogramme 

(uO+mlwl+m2w2)' ml=O, +1, ±2, ... , m'J=O, ±1, ±2, ... , 
und wir sehen, daß diese die u-Ebene einfach und lückenlos über
decken (Fig.63). 

Wir wollen nun mit 
Eu] 

stets das System aller derjenigen Werte u + m l W 1 + m2 w 2 oder auch 
derjenigen Punkte, welche diese Werte geometrisch darstellen, be-
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zeichnen, die einem bestimmten u kongruent sind. Dann können 
wir sagen: Von einem Systeme [u] fällt ein und nur ein Punkt in 
jedes Paral!elogramm unseres parallelogrammatischen Netzes. 

§ 4. Definition der elliptischen Funktionen. 
Der Körper K. 

Wir wenden uns nun zur Definition der elliptischen Funktionen: 

Eine analytische Funktion (Cu) heißt eine elliptische Funktion, 
wenn sie erstens meromorph ist und zweitens zwei Perioden co1 und (02 

besitzt. deren Quotient al2 nicht reell ist. 
al1 

Wir wollen zunächst die beiden Werte co1 und co2 als fest ge
geben annehmen und alle elliptischen Funktionen, die diese beiden 
Werte zu Perioden haben, zu einem System K zusammenfassen. 
Unter dem Zeichen ((u) werden wir, wenn nicht ausdrücklich das 
Gegenteil bemerkt wird, bis auf weiteres stets eine Funktion des 
Systems K verstehen. Das System K besitzt einige einfache, aber 
wichtige Eigenschaften, die wir hier zusammenstellen. 

1. Zu dem System gehört jede Konstante, diese angesehen als 
Funktion von u. Denn jede Konstante besitzt jeden beliebigen Wert, 
also auch co1 und co,.!' als Periode. 

2. Gleichzeitig mit (l(U) und (",(u) gehören auch fl(U)+~(u). 
f1 (u)- (",(u), (l(tt)(",(u) und, wenn (",(u) nicht die Konstante Null 

. t f1 (u) zum System K. 
1S , f9 (u) 

Wir drücken dies kürzer aus, indem wir sagen: Die Funktionen 
des Systems K bilden einen "Funktionenkörper". Aus 1. und 2. folgt 

3. Jede rationale Funktion von Funktionen f1 (u), ~ (u), ... , f" (u) 
mit konstanten Koeffizienten ist ebenfalls eine Funktion ((u). 

4. Gleichzeitig mit f( u) gehört auch die Ableitung f' (u) zum 
Körper K. 

Denn ist f(u) meromorph, so gilt gleiches von ('(u), und aus 

((u + coi ) = ((u) (i = 1, 2) 

folgt durch Differentiation 

f' (u + w i ) = f' (u). 
5. Es sei 

a' = a(w1 • co",), 

d. h. a' = a + w, wo w = m1 co1 + m2 co", gesetzt ist. 
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Wenn nun a ein Pol von f(u) ist und g (-~) der zugehörige 
U-G 

meromorphe Teil, so ist auch a' ein Pol und g (_1_,) der ihm zuge
U-G 

hörige meromorphe Teil. 

In der Tat gilt nach Voraussetzung für die Umgebung des Punktes a 
die Entwicklung 

f(u) = g (u~-J + \l3(u - a), 

wo \l3 (u - a) eine gewöhnliche Potenzreihe von u - a bedeutet. Liegt 
nun u in der Umgebung des Punktes a, so liegt u' = u + w in der Um
gebung des Punktes a' = a + w und zugleich ist u' - a' = u - a und 

f(u');= f(u + w) = f(u) == g b :!:-ai) + ~ (u' - a'), 

woraus die Behauptung folgt. 

6. In jedem beliebigen Periodenparallelogramm (uo) hat eine Funk
tion f (u) nur endlich viele Pole. 

Würden nämlich unendlich viele Pole in (uo) vorhanden sein, so 
hätten diese einen Häufungspunkt, der wesentlich singulär für f (u) 
wäre; dies ist aber unmöglich, da f(u) metomorph ist. 

Wir wollen uns die Pole von f( u), die im Parallelogramm (uo) 
liegen, aufgeschrieben denken; up.d zwar jeden so oft, als seine Mul
tiplizität beträgt. Die Anzahl r der so aufgeschriebenen Pole 

a l , a" ... , ar 

heißt der Grad der Funktion f(u). Die Systeme 

[ a l J, [a2 J, ... , [ar] 

umfassen dann die Gesamtheit aller Pole von f (u) und zwar jeden 
Pol so oft, als seine Multiplizität angibt. Greifen wir aus jedem Sy
stem eine Zahl heraus, so erhalten wir r Zahlen 

von denen wir sagen wollen, daß sie ein vollsLänaiges System von 
Polen von f (u) bilden. 

§ o. Allgemeine Sätze über die Funktionen f(u). 

Wir werden nun eine Reihe von allgemeinen Sätzen beweisen, 
welche die Grundlage für die Theorie der elliptischen Funktionen 
bilden. 

Satz 1. Eine Funktion f(u) vom Grade r = 0 ist eine Konstattte, 
oder, anders ausgedrückt, eine elliptische Funktion ohne Pole ist eine 
Konstante. 
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Wenn fez,) keinen Pol besitzt, so hat I (Cu) I ein endliches Maxi
mum g, falls u alle Lagen im Periodenparallelogramm annimmt. Da 
(Cu) keine anderen Werte annimmt, als die, welche den Punkten u 
des Periodenparallelogramms entsprechen, so gilt also für iedes end· 
liehe Argument u die Ungleichung 

I (Cu) I <g, 
woraus nach dem Liouvilleschen SatzeI) folgt, daß {Cu) sich auf eme 
Konstante reduziert. 

Ehe wir zur Ableitung der weiteren Sätze schreiten, die alle 
aus dem Cauckyschen Integralsatze folgen werden, schicken wir fol
gendes voraus. Wir dürfen und wollen 
voraussetzen, daß das Parallelogramm 
(uo) in positivem Sinne umlaufen wird, 
wenn wir seine Seiten in der Folge 2, 
1', 2', 1 'durchlaufen (vgl. Fig. 64). Denn UD 

falls dies nicht zutrifft, so können wir 
z 

Fi 64. 
es durch Vertauschung von 001 mit 002 

erreichen, also durch eine einfache Abänderung der Bezeichnung. 
Es sei q;(u) eine längs des Randes von (uo) stetige Funktion; 

dann setzt sich das positiv um (uo) erstreckte Integral von q; (u) zu
sammen aus den durch die Seiten 2, 1', 2', 1 erstreckten Integralen. 
Nun durchläuft u + 001 die Seite 1', wenn u die Seite 1 durchläuft, 
und u + 002 die Seite 2', wenn u die Seite 2 durchläuft. Daher ist 
das erwähnte Integral durch die Formel 

(I) J q;(u)du = J(q;(u + (01) - cp(u))du - J(q;(u + (02 ) - cp(u))du 
(11.) 1 2 

darstellbar, wobei das Integral dmich die Seite 1 in der Richtung von 
Uo nach Uo + 002 , durch die' Seite 2 in der Richtung von Uo nach 
Uo + 001 zu nehmen ist. 

Wir identifizieren zunächst cp(u) mit einer Funktion (Cu), wobei 
wir durch passende Wahl von Uo dafür sorgen, daß kein Pol von 
f( u) auf den Rand des Parallelogramms (uo) fällt. Die Integrale der 
rechten Seite der Formel (I) verschwinden jetzt, da (Cu) die Perioden 
001 und 002 hat. Das Integral der linken Seite ist, abgesehen vom 
Faktor 2:n:i, die Summe der Residuen der verschiedenen Pole von 
f(u) , die im Innern des Parallelogramms (uo) liegen. Man erkennt 
die Richtigkeit von 

Satz 2. Die Summe der Residuen tür die irgendeinem Perioden
pardllelogramm angehörenden verschiedenen Pole einer Funktion f('!4) 
1'St Null. 

1) VgI. Erster Abschnitt, 3. Kapitel, § 8. CA. d. H.) 
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Hieraus folgt sofort 

Satz 3. Eine Funktt'on (u) vom Grade r = 1 kann nicht existieren. 
Denn würde (u) nur einen Pol erster Ordnung a im Parallelo-

gramm (uo) besitzen, so würde der zugehörige meromorphe Teil 

~ lauten, wo das Residuum C -+ 0 ist. Nach Satz 2 müßte aber, 
u-a 
1m Widerspruch dazu, C = 0 sein. 

Satz 4. Es sei (u) eine Funktion von einem Grade r ~ 2 und c 
ein gegebener endlicher Wert. Dann gibt es in jedem Parallelogramm 
(uo) genau r Stellen, an welchen (u) den Wert c annimmt. 

Eine Funktion ( u) wird also nach diesem Satze in einem Perioden
parallelogramm genau so oft gleich einem vorgeschriebenen endlichen 
Werte c, als sie den Wert 00 annimmt. Der Satz 4 ist eigentlich ein 
spezieller Fall des Residuensatzes 2 und entsteht aus diesem, wenn 
wir ihn auf die Funktion 

d f' (u) 
4u log [fe 1t) - c] = f (u) _ C 

1 Jf' (u)du anwenden. Das Integral 2 ni f(u) _ c' welches nach Hilfsformel (I) 
(u.) 

verschwindet, stellt nämlich die Differenz zwischen der Anzahl der 
Nullstellen und der Anzahl r der Unendlichkeitsstellen (Pole) von 
(u) - c vor, die im Parallelogramme (uo) liegen 1). 

Zu dem Satze 4 ist noch folgendes zu bemerken. Bezeichnet u1 

eine Lösung der Gleichung 

(1) (u) = c, , 
so ist für die Umgebung der Stelle u1 

(2) (u) - C = A (u - u1)k + ... 
wobei k eine natürliche Zahl bezeichnet. Die Stelle u1 ist dann k-mal 
als Lösung der Gleichung (1) zu zählen, oder u1 ist als Lösung von 
(1) mit der Vielfachheit k zu rechnen. Der Satz 4 besagt also, daß 
die Gleichung (1) r Lösungen 

(3) 

im einzelnen Periodenparallelogramm zuläßt, wenn WIr m die Reihe (3) 
jede einzelne Lösung so oft aufnehmen, als ihre Vielfachheit beträgt. 

Im allgemeinen werden die Stellen (3) untereinander verschieden, 
also jede Lösung ui von der Vielfachheit 1 sein. Fragen wir nämlich 
nach denjenigen Werten c, für welche in der Gleichung (2) der Ex· 

1) Vgl. Erster AbSChnitt, 5. Kapitel, § 9. (A. d. H.) 
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ponent k > 1 ausfällt! Soll k > 1 sein, so ist hierfür nQtwenrug und 
hinreichend, daß außer f(u 1) = c auch noch 

(4) f'(u1) = 0 
ist. Wir erhalten also die gesuchten Werte c, indem wir die von
einander verschiedenen Nullstellen der Funktion f' (u) im Parallelo
gramme (uo) aufsuchen. Sind dieselben die Stellen 

1'1' 1'2' ... , 1';., 
wobei ihre Anzahl ;. höchstens so groß wie der Grad der Funktion 
f' (u) sein wird, so sind die fraglichen Werte von c die Werte 

f(1'1)=C1, f(v2)=C2, ... , f(1'l)=Cl' 
Die Anzahl der Werte von c, für weIche in der zugehörigen 

Reihe (3) ein und derselbe Wert mehr als einmal auftritt, beträgt 
also höchstens so viel, wie der Grad der Funktion f' (u) angibt. 

In dem speziellen Falle c = 0 besagt der Satz 4, daß eine Funk
tion f(u) vom Grade r in jedem Parallelogramm (uo) genau r Null
stellen besitzt, vorausgesetzt, daß jede Nullstelle mit ihrer Vielfach
heit gezählt wird. 

Wir wollen nun wieder unter f( u) eine beliebige Funktion vom 
Grade r > 2 verstehen. Es gilt dann der wichtige 

Satz 5. Bezeichnen b1, b'J' ... , br die Nullstellen, a1, a2 , ••• , ar die 
Pole von f(u) in einEm Pericdenparallelogramm (uo) , so best::ht die 
Kongruenz 
(5) b1 + b2 + ... + b r = a1 + a2 + ... + ar ( w1, w 2 )· 

Beim Beweise dürfen wir annehmen, daß keine der Nullstellen 
und Pole auf dem Rand des Par-allelogramms (uo) liegt, weil wir dies 
sonst durch eine kleine Verschiebung des Punktes Uo erreichen können. 
Wenn wir 

(6) f'(u) ([J(u) = U·--f(u) 
setzen, ist q; (u) eine Funktion, die im Parallelogramm (uo) nur die 
Punkte b. und a. zu Polen besftzt. Nach dem Residuensatz ist daher • • 
(7) 1 J' 2-: q;(u)dtt = 2) r(q;(u») + 2) r (q;(u)), 

n~ (Vol b; "i 

wo die Summen über die voneinander verschiedenen Punkte b. bzw. 
ai zu erstrecken sind. 

Ist nun birgendeiner der Punkte bi und k seine Multiplizität als 
Nullpunkt von f(u), so ist für die Umgebung des Punktes b: 

q;(u) = [b + (u - b)] k(u_b)k-1. c+ ... = l!..!! __ + ~(u - b), 
(u _ b)k. c+... u - b 

also k b das zugehörige Residuum. Ebenso findet sich für das Resi
duum von ([J(u) an einer der Stellen a der Wert - k' a, wenn k' die 

H u rw i t z .. C 0 u raD t J Funktionentheorie. 10 
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Vielfachheit von a als Pol von f(u) bedeutet. Demnach ist die rechte 
Seite der Gleichung (7) 

(8) Ik b - Ik' a = b1 + b9 + ... + br - (al + a9 + ... + ar ). 

Andererseits ist nach Hilfsformel (I), wegen 

( ) () ( ) f'(U+WI) ('(u) 
ffJ u + wi - ffJ U = U + wi f(u+wl) - u7(U') 

} f' (u) f' (u) = {(u + wi ) - 1~ (u) = w, f(u) , 

das Integral (7) gleich 
".+00. "0+001 

1 Sf' (u) 1 Sr (u) 
2ni W 1 7tu) du - 2ni W 2 7(u) du. (9) 

110 ". 
wobei die Integrale geradlinig zu nehmen sind. Die hier auftretenden 
Integrale sind nun Vielfache von 2 ni. Denn z. B. ist 

"0 "0 

der stetige Zuwachs, den log f(u) erfährt, wenn U geradlinig von Uo 
bis Uo + w'J wandert. Dabei beschreibt aber, weil f( U + WII) = f( u) 
ist. der Punkt f(u) einen geschlossenen Weg, auf welchem log f(u) also 
um ein Multiplum von 2 ni wächst oder abnimmt. 

Der Ausdruck (9) hat also die Gestalt 

(9') + m1 w1 mll w2 ' 

wo m1 und mll ganze Zahlen bedeuten. Der Vergleich von (8) und 
(9') gibt nun die Kongruenz (5). 

Wir wollen den Satz 5 noch in eine andere Form bringen, indem 
wir ihn zugleich etwas verallgemeinern. 

Zunächst setzen wir folgendes fest: 

Sind a1 , a'J' ... , ar die Pole der Funktion f(u), die in einem 
Parallelogramme (uo) liegen, oder auch ein vollständiges System tIOn 
Polen der Funktion f(u), SJ nennen wir jede Zahl s, welche die 
Kongruenz 
(10) s=a1 +a'J+ ... +ar (w1 '(O'J) 

befriedigt, Polsumme der Funktion f(u). 

Die Polsumme einer Funktion f(u) ist demnach nur bis auf eine 
additive Periode bestimmt. 

Seien ferner u1 ' u2 ' ••• , ur die Nullstellen von f(u) - c, unter c einen 
gegebenen endlichen Wert verstanden, die in einem l'eriodenparal
lelogramm (uo) liegen. Die Wertsysteme 

[u1 ], [u'J]' ... , [ur] 
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umfassen dann alle \\Jerte von u, welche der Gleichung 

(11) f(u) = C 

genügen. Entnehmen wIr diesen Wertsystemen Je einen Wert, so er· 
halten wir r Werte 

(12) 

die wir ein vollständiges Sysüm von Lösungen der Gleichung (11) 
nennen wollen. 

Wenden wir nun den Satz 5 auf die Funktion f(u) - c an, so 
erhalten wir leicht den 

Satz 6. Ist f(u) eine Funktion vom Grade r und bilden di~ Zahlen 
(12) ein vollständiges System von Lösungen der Gleichung (11), so gilt 
die Kongruenz 

(13) ut ' + u ... / + ... + ur' -s (wt , w2 ), 

wo s dt'e Polsumme von f(u) bezeichnet. 

§ 6. Die Funktion p(u). 

Wir wollen das Periodenparallelogramm (uo) so wählen, daß der 
Nullpunkt in sein Inneres fällt. Unter den Funktionen f(u) werden 
wir diejenigen von möglichst niedrigem Grade, also vom Grade r = 2, 
als die einfachsten zu betrachten haben. Wir wollen nun versuchen, 
eine derartige Funktion zu bilden, die 1'm Parallelogramm (uo) nur 
den einen Doppelpol u = 0 mit dem zugehörigen mercmorphen Teil 

~ + ~ besitzt. Nach dem Residuensatze 2 des vorigen Paragraphen 
u u 
muß c = 0 sein, so daß die Entwicklung der herzustellenden Funk
tion für die Umgebung der Stelle u = 0 die Form 

(1) 1 
f(u) = u2 + s.jS(u) 

besitzen muß. Hieraus folgt leicht, daß die Funktion f(u), wenn sie 
überhaupt existiert, bis auf eine additive Konstante bestimmt ist. Denn 
ist f1 (u) eine Funktion derselben Beschaffenheit wie f( u), so hat die 
Differenz ft (u) - f( u) den Nullpunkt nicht mehr zum Pol und daher 
im Parallelogramm (uo) überhaupt keinen Pol. Nach Satz 1 des vorigen 
Paragraphen ist daher in der Tat notwendig 

ft(u)=f(u)+C. 

Die Konstante C kann, und zwar nur auf eine Weise, so gewählt 
werden, daß in der Potenz reihe , welche ft(u) an der Stelle u = 0 
darstellt, das konstante Glied fehlt. 

10* 
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Es gibt also, wenn überhaupt, nur eine Funktion, sie heiße ~~ (u), 
vom Grade r = 2, die an der Stelle tt = 0 eine Entwicklung der Gestalt 

(2) 1 
p(u) = u2 + ul.l3(u) 

besitzt, wo u l.l3 (u) eine mit u verschwindende Potenzreihe bezeichnet. 

Die Gesamtheit der Pole von SJ(u) wird durch das System [0] 
aller Periodenpunkte 

(3) 

gebildet, und dem Pole W wird der meromorphe Teil -(-.!-)2 ent
u-w 

sprechen, da der zu w kongruenten Stelle 0 der meromorphe Teil 
1 

-2 zukommt. 
u 

Wir werden durch diese Bemerkung darauf geführt, zu versuchen, 
die Funktion p (u) mit Hilfe des M ittag-Lettlerschen Satzes herzustellen. 
Zuvor haben wir aber noch den folgenden Satz zu beweisen: 

Die Summe 

(4) 

konvergiert. 

Dabei ist die Summe über alle Perioden (3) zu erstrecken, mit 
Ausnahme der Periode Null, was durch das an das Summenzeichen 
gesetzte Komma angedeutet werden soll. 

Wir betrachten diejenigen Punkte w, für welche 

(5) n<lwl<n+l 
ist, unter n eme natürliche 

(6) 

Zahl verstanden, und setzen 
1 

Sn= 2 jw13' 

wobei die Summe über die betrachteten Punkte erstreckt wird. Nun 
schätzen wir die Anzahl dieser Punkte folgend€rmaßen ab. Es sei 
2 e eine positive ~ahl, die kleiner ist als der Abstand des Null
punktes von jedem andern Perio::lenpunkt w. Dann ist auch 

2 e < I w1 - wjJ I, 
d. h. kleiner als der Abstand zweier verschiedener Periodenpunkte w1 

und w'J. Wenn wir also um jeden Periodenpunkt als Mittelpunkt 
einen Kreis mit dem Radius e beschreiben, so liegen diese Kreise 
ganz außereinander. Die Punkte w, welche der Bedingung (6) ge
nügen und deren Anzahl An heißen mögen, gehören dem Kreisring 
an, der durch die Kreise mit dem Mittelpunkt Null und den Radien 
n und n + 1 begrenzt wird. Die um die An Punkte fIJ mit dem 
Radius e beschriebenen Kreise liegen daher ganz in dem Kreisring 
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mit dem Mittelpunkt Null und den Radien n - e und n + 1 + e und 
bedecken ,also eine Fläche, die kleiner ist als die Fläche dieses Kreis
ringes. Daher ist 

A,,'e'J;rr; < (n + 1 + e)2;rr; - (n - e)'J;rr; 
oder 

1+2« ) 1+28 A < --- 2 n + 1 <--·3 n = k· n, 
"e2 - e2 

wo k zur Abkürzung für die feste Zahl 1 +92,<; • 3 steht. 
e 

Bei dieser Deduktion ist n > e gedacht, da wir den Kreis mit 
dem Radius n - e betrachteten. Die Ungleichung für An gilt also 
von n = 1 ab, wenn, was offenbar statthaft ist, die Zahl e< 1 fixiert 
wurde. Nun folgt für die Summe (6) 

S <A .~<k.1t.~=~ 
n = tl nS n:J n2 , 

und die Summe 

(7) 

ist daher konvergent; folglich auch die Summe S, weil alle Glieder 
von S, abgesehen von denjenigen, für die etwa I w I < 1 sein sollte 
und die nur in endlicher Anzahl vorhanden sein können, in den Summen 
Sn auftreten. 

Zufolge des eben bewiesenen Satzes stellt nun nach dem Mittag
Lefflerschen Theorem 

(8) ,(u)=-i+1;'C~w+~+;.)=~+1;' (u~~)w' 

eine meromorphe Funktion mit den meromorphen Teilen _1_ vor. 
u-w 

Wir sehen jetzt leicht ein, daß 

(9) f(U) = - "(u) = ~. + 1;' (u ~ w)" - ~") 
allen Bedingungen, die wir für die gesuchte Funktion gestellt haben, 
genügt. 

Zunächst hat ~(u) die Punkte w zu Polen und die richtigen 

meromorphen Teile. Ferner ist ~(u) - ~. Null für U = 0, weil die 

Summe in (9) für u = 0 verschwindet. Es bleibt zu zeigen, daß ~(u) 
die Perioden w1 und Wll besitzt. Zu dem Ende bilden wir 

(10) ~'(u) = - !a - 2 Z Cu ~ W)3 = - 21;(14:: W)8' 
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wo die Summe ohne Komma über die Gesamtheit aller Perioden 
w = m1 w 1 + m2 w 2 (m1 , m2 = 0, ± 1, + 2, ... ) zu erstrecken ist. Nun 
kommt 

weil 
w - w1 = (m1 - 1) w1 + m2 w'J 

ebenfalls alle Perioden durchläuft. Es ist also 

p'(u + w1 ) = Sd(u) , 

woraus durch Integration 

(11) p(u + w1 ) = ~J(u) + Cl 

folgt, unter Cl eine Konstante verstanden. Nun ist p (u) eme gerade 
Funktion. Denn nach (9) ist 

«)( _ u) = ~ + ~, (_1 __ ~) = ~ + >" ( __ 1 __ ~) 
~- " u2 "::" (u + w)2 w2 u2 ""-' (u - w)~ w2 ' 

da - w dieselben Werte wie + w durchläuft. Setzen wir zur Be

stimmung von Cl in (11) u = - ~1, so kommt 

und also Cl = 0, weil SJ (~1) ein endlicher Wert ist. Wir haben also 

und ebenso folgt 
SJ(u + w1 ) = so(u); 

p(u + w2 ) = SJ(u). 

Die Funktion p( u), die also tatsächlich alle geforderten Eigen
schaften besitzt, wollen wir die Weierstraßsche p-Funktion nennen, 
weil sie von Weierstraß der Theorie der elliptischen Funktionen zu
grunde gelegt wurde. 

Aus dem vorhergehenden Paragraphen folgen sogleich eine Reihe 
von Sätzen über die Funktion p( u), die wir hier zusammenstellen. 

Satz 1. Als Polsumme von so( u) kann s = ° genommen werden. 
Denn die Pole a1 und a!l' die p ( u) in unserem Periodenparallelo
gramm (uo) besitzt, sind beide Null. 

Satz 2. Die Lösungen der Gleichung p ( u) = c, wo c einen ge
gebenen Wert bedeutet, bilden zwei Systeme [u'] und [u"J, und es ist 
u' +u"=0(w1 , w\I)' 

Dies folgt aus Satz 6 von § 5. Wenn wir eines der beiden 
Systeme, etwa [u'], kennen, so wird, da u" = - u' (wI' w\l) ist, das 
andere das System [- u'] sein. 



§ 6. Die Funktion gJ (1'). 

Satz 3. Die Gleichung 

(12) p(u)=p(v) 
besteht dann und nur dann, wenn en weder 

(13) 
ist. 
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Denken wir uns nämlich in (12) das Argument v als fest ge
geben, u als ein zu bestimmendes Argument, so gehört 1t nach Satz 2 
einem von zwei Systemen untereinander kongruenter Werte an. Das 
eine dieser beiden Systeme ist offenbar das System [v] und folglich 
[ - v] das andere; d. h. u muß einer der Kongruenzen (13) genügen. 

Wir wollen jetzt untersuchen, für welche Werte von v die bei den 
Lösungssysteme [v] und [- v] der Gleichung (12) zusammenfallen; 
Hierzu ist notwendig und hinreichend, daß 

v == - v oder 2 v - 0 (Q)1' (02) 

ist. Es muß also 2 v = m1 (01 + m2 Q)2 oder 

(14) 

die Hälfte einer Periode, sein. Da nun 

m1 = 2 m1' + 81 , m2 = 2 m2' + 82 

gesetzt werden kann, wo m1', m2' ganze Zahlen, 81 und 82 je einen 
der beiden Werte 0 und 1 bezeichnen, so kommt 

, , ero+Ero vr-m Q) +m Q) + ~-~. -1122 2' 

d. h. die gesuchten Werte von v sind einer der Zahlen 

(15) 

kongruent. Während für v = 0 der zugehörige Wert der ~;}-Funktion 
00 ist, entsprechen den drei anderen Zahlen (15) drei endliche Funk
tionswerte, die wir mit 

(16) ( W 1 +W2 ) P --2- =e2 , 

hezeichnen wollen. Bedeutet c einen endlichen Wert, so sind die 
Lösungen der Gleichung 

p(u) - c = 0 

von der Multiplizität zwei, wenn c mit einer der Zahlen e1 , e2 , es 
zusammenfällt. Hieraus folgt, daß die Gleichung 

~o' (u) = 0 
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für u = ~1, 001 ~~, ~2 erfüllt ist. Diese Punkte faUen, wenn wir 

den Punkt U o genügend dicht beim Nullpunkt annehmen, in unser 
Parallelogramm (uo) und bilden mit dem Nullpunkt die Ecken eines 
Parallelogramms. (Vgl. die Figur 65.) 

Fig. 65. 

Aus Satz 3 ergibt sich noch, daß die 
Werte el' e'.l' es untereinander verschieden 
sind. Das läßt sich auch so erschließen: 
Wäre z. B. e1 = es' so würde die Funktion 
zweiten Grades 

1m Periodenparallelogramm VMr Nullstellen, nämlich die Stellen ~1 

und (J~2, jede doppelt gezählt, besitzen. 

§ 7. Die Differentialgleichung von So (u) • 

Die Funktion p'(U) hat an der Stelle u =0 die Entwicklung 

(1) p'(U) = - -Ja + \J5(u), 

hat also die Stelle u = ° zum dreifachen Pol, während sie im Perioden
parallelogramm (uo) sonst überall regulär ist. Es ist daher p' (u) eine 
Funktion vom Grade r = 3 und muß folglich im Periodenparpllelo
gramm auch dreimal verschwinden. Nach dem vorigen Paragraphen. 
sind die drei Nullstellen von p' (u) die Punkte 

(2) 

an denen So' (u) demnach einfach Null wird. An diesen Punkten 
werden bzw. 

(3) 
Je doppelt verschwinden. 

Vergleichen wir nun die Pole und Nullstellen von p'(u), nämlich: 

Pole: 0, 0,0, Nullstellen : ~1, ~; wß , ~2, 

mit denen von f(u) = (p (u) - e1)(p (u) - e'.l)(p (u) - es)' nämlich: 

Pole: 0, 0,0,0; 0, 0, Nullstellen: ~', ~', 00,; 009 

so sehen wir, daß der Quotient 
p'ß (u) 

Q = f(u) 

im Periodenparallelogramm (uo) nirgends unendlich wird, da der Zähler 
dieselben Pole und NuUstellen in derselben Vielfachheit wie der Nenner 
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besitzt. Folglich ist der Quotient eine Funktion vom Grade r = 0 und 
also eine Konstante. An der Stelle u =0 haben wir die Entwicklungen 

d~(u)=46+"" f(u)=-;+ .... 
~~ u u 

Tragen wir diese in den Quotienten Q ein und lassen dann u 
in Null übergehen, so erhalten wir den Wert Q = 4, und da Q, wie 
wir wissen, eme Konstante ist, so folgt 

d. h. 

(4) 

~'2(U) = 4.f(u); 

Satz 1. Die F unktion ~ (u) befriedigt die Differentialgleichung 

SJ'2(U) = 4 (SJ (u) - e1)(SJ(u) - e2)(~(u) - es)' 

Wir wollen diesen wichtigen Satz noch auf einem andern Wege ab· 
leiten, der uns die Differentialgleichung in einer andern Form liefert. 

Zunächst betrachten wir die Entwicklung der Funktion ~>J (u) an 
der Stelle u = 0 etwas näher. Für 

C (u) = _~ + ", (_1 + .!. + ~) = .!. _ ", (u 2 + u3 + ... ) 
U . ..::." U - W W w2 U ..:.; w3 w' 

erhalten wir die Entwicklung 

(5) C(u) = ~ - Gsu 2 - G,u3 - ••• - G"u .. - 1 - •• " 

wenn wir zur Abkürzung 

(6) G _ ", 1 ~ ", 1 
" -..:.; w" -..:.; (m ()) + m ro )n 11\) 2 

(n = 3,4, ... ) 

setzen. Die Summe G" ändert sich nicht, wenn wir 'W durch - 'W 
ersetzen. Für ein ungerades n ist folglich 

Gn = 2)' ~_ ~)n = - 2)' ~ .. = - Gn 

und also G" = O. Daher können wir die Entwicklung von C(u) in 
der Form ansetzen: 

(7) 

wobei die Koeffizienten c" die Werte 

(8) c =(2n -1) ",_l_ 
n ..:.; wB .. 

(n = 2, 3, 4, ... ) 

haben. Demnach lautet die Entwickelung von S>J(U) am Nullpunkte: 

(9) () __ r'()_ 1 + 2+ '+ + 11 .. -2+ ~ u -, ., u - u2 c'JU cau ... c"U ... , 

'Wobei die Koeffizienten c .. gemäß (8) von den Perioden wl ' W'" abhängen. 
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Nun folgt aus (9) 

fJ' (u) = - :3 + 2 clI U + 4 ca US + ... 
und, wenn wir die Entwicklungen immer bis zu den von u unab· 
hängigen Gliedern fortsetzen, 

'll () 4 8 C9 + «J U = -6 - -9 - 16 Cs ... 
3- U U 

s 20c 
fJ'l!(u)-4SJ (u)= - us2-28cs+.·· 

und schließlich 

(10) fJ'lI(U) - 4 fJ3 (u) + 20 cl! fJ(u) = - 28cs + .... 
Die links stehende Funktion kann im Periodenparallelogramm (uo) 

höchstens den Pol u = 0 haben. Tatsächlich hat sie aber den Punkt 
u = 0 nicht zum Pol, da sie gemäß (10) für u = 0 den endlichen 
Wert - 28 Cs annimmt. Nach § 5, Satz 1 ist unsere Funktion daher 
eine Konstante, deren Wert - 28 ca ist. Es is~ also für alle Werte von u 

fJ'l! (u) - 4 fJS(u) + 20 clI fJ(u) = - 28 cS. 

Führen wir noch die Bezeichnungen ein: 

{
gl!=20Cs =60 2 ' 14' 

(11) gs = 28cs = 140.2~;8' 
so haben wir also den 

Satz 2. Die Funktion fJ(u) genügt der Differentialgleichung 

(12) fJ's = 4 fJs - gl!fJ - gs. 

Dabei ist der Kürze halber fJ für fJ (u) und fJ' für fJ' (u) ge· 
schrieben. 

Die Konstanten g';j und gs heißen die Invarianten der Funktion fJ (u). 

Die rechten Seiten in den Gleichungen {4) und (12) sind für 
alle Werte von u beide derselben Größe (nämlich fJ'l! (u)) gleich. 
Daraus folgt, daß identisch in x die Gleichung 

(13) 4 XS - gllx - gs = 4 (x - e1 )(x - es)(x - ~s) 

besteht. Es sind also e1 , ell , es die Wurzeln der Gleichung 3 ten Grades 

(14) 4xs - gl!x - gs = O. 

Als Diskriminante werden wir den Wert von 

(15) 
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bezeichnen, der nach Früherem von Null verschieden ist. Bekannten 
algebraischen Sätzen zufolge gelten die Beziehungen: 

(16) {eI +e\l+e3 =O, ele9+elleS+eSel= -lgll' el e\le3 =lgg, 
L1 = 16 (eI - eil)\! (eI - es)\! (eil - es)\l = gllS - 27 gs2. 

Aus der Differentialgleichung (12) erhalten wir auf folgende 
Weise eine Rekursionsformel für die Entwicklungskoeffizienten c" der 
Funktion 80 (u). Durch Differentiation von (12) flnden wir 2 ~;}' 80" 
= (12 b;) \l - gll) p' oder 

(17) S;}"=6SJIl_~g2=6~J\l-10c\l. 

Setzen wir hierin die Entwicklung (9) für p ein, so kommt 

~4 + 2 ·1· c2 + 4·3· cau2 + ... + (2 n - 2)(2 n - 3)C"U 2n - 4 + ... 
[ 1 oe l2 

= -10'2 + 6 p ll = - 10co + 6 2 + L)cn u 2n - 2 i 
... tt 2 ...J 

11 -: 
= -10c ---L 6 j- + 2 ~ C U 2n - 40 + ~ c c u2 (,+s)-40i 

'2 I L u4 ..:;;.; n .:;;..; r 8 J ' 
n ", S 

woraus durch Vergleich der Koeffizienten von U 2n- 40 sich leicht 

[(2n-2)(2n-3)-12]c,,=6L)c r c. (n=4,5,6, ... 1 
r+s=n 

ergibt. Nach einfacher Rechnung erhält man 

(18) (n-3)(2 n+1)cn =3 [C2C,,-2+C3C"-3+··· +C,,-2C2] (n =4,5, 6, ... 1 

Vermöge dieser Rekursionsformel ,können wir sukzessive 

c4 = ~c\l \l, c6 = 1; C2 Cg, c6 = la [2 cI! c4 + ca I!] = A [; c\ls + C32], ••• 

durch cll und Cs oder auch wegen (11) durch g\l und ga ausdrücken. 
Wir erkennen so die Richtigkeit von 

Satz 3. Die Entwicklungskoeffizienten c" von p (u) sind ganze 
rationale FunkUonen der Inv:lrianten g\l und ga mit rationalen posi
tiven Zahlenkoeffizienten. 

Hierin liegt, wegen (8), die bemerkenswette Tatsache, daß sich 
die Summen 

ganz und rational mit rationalen positiven Koeffizienten durch die 
beiden ersten G4 und Gs ausdrücken lassen. 

§ 8. Das Additionstheorem von p (u). 

Man sagt von einer Funktion q; (u), sie besitze ein algebraisches 
Additionstheorem, wenn zwischen q; (u1 + u\l)' q; (u1 ), q; (us) eine alge-
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braische Gleichung mit festen, d. h. von u1 und u'J unabhängigen 
Koeffizienten besteht oder, was dasselbe besagt, wenn f{J (u1 + u'J) alge
braisch durch tp (u1) und tp (u9 ) ausdrückbar ist. Daß die Exponential
funktion und die elementaren trigonometrischen Funktionen solche 
Additionstheoreme besitzen, ist eine der Haupteigenschaften dieser 
Funktionen. Wir wollen jetzt zeigen, daß dieselbe Eigenschaft auch 
der Funktion p ( u) zukommt. 

Zu dem Ende betrachten wir die Funktion 

(1) f(u) = p'(u) - ap(u) - b, 

wo wir die Konstanten a und b so wählen, daß f( u) an zwei beliebig 
fixierten Stellen u1 und ug verschwindet. Setzen wir zur Abkürzung 

(2) !p(U1)=P1' p'(u1)= P1', 
t~(U'J)=P2' ~'(U2)=P2" 

so sind also a und b aus den Gleichungen 

(3) aP1 + b = P1', aP2 + b = P2' 
zu bestimmen. Nun ist f( u) eine Funktion vom Grade r = 3, die 
im Perioden parallelogramm (uo) den dreifachen Pol u = 0 und also 
die Polsumme s = 0 besitzt. Nach § 5, Satz 6 bilden daher 

u1' u'.l' - (u1 + u2) 
ein vollständiges System von Nullstellen der Funktion f(u). Wenn also 

(4) P(u1 + u2) = Ps' 8J'(u1 + U'.l) = Ps' 
gesetzt wird, so gilt (unter Berücksichtigung des Umstandes, daß ~' (u) 
eme ungerade Funktion ist) die Gleichung 

( 5 ) aps + b = - Ps', 
welche zum Ausdruck bringt, daß f(u) für u = - (u1 + u,) ver
schwindet. 

Setzen wir nun in die Differentialgleichung der 8iJ-Funktion 

41'S - g'JSJ- - gs = so''.! 
für das Argument u ukzessive u1' u2 ' u1 + u'J ein, so erkennen wir, 
daß die Gleichung 

(6) 4xS -gg x-gs -(ax+b)2=O 

die Wurzeln 

(7) x = P1' X = P2' X = Ps 
besitzt. Wir wollen uns u1 und u2 etwa im Periodenparallelogramm (uo) 
so fixiert denken, da'ß P1 = P (u1 ), P2 = p (112)' Ps = p (u1 + u2 ) 

voneinander verschieden sind. Dadurch schließen wir, wenn wir "1 
beliebig angenommen haben, nur endlich viele Punkte Us im Perioden· 
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parallelogramm aus, und wir sind sicher, daß die Werte (7) die sämt
lichen Wtlrzeln der Gleichung (6) vorstellen. Demnach gelten die 
Gleichungen 

(8) 

(9) 

f P. + p, + P. ~ ~' , 

1 Pdt·+ PtPa + p'JPa = - a~b - ~2, 

P P P ga I b2 

l t 2 3=4 1 4' 

Aus (3) ergeben sich nun weiter für a und b die Werte 

Pt' - P/ a = - ""-"---, 
Pt - P2 

b = PtP2' - P2Pt' , 
Pt - P2 

und die erste der Gleichungen (8) liefert den 

Satz 1. Für dt"e Funktion p (u) gilt die Gleichung 

p (ut + u2 ) = -- SJ (ut ) - SJ (u 2 ) + i (~~ i:~~ = ~~~:»)y, 
wenn u t ' u2 zwei beliebige Argumente bedeuten. 

Die. Beschränkung, die wir beim Beweise den Argumenten uI' u'.l 
auferlegten, haben wir im Ausspruch des Satzes wieder fallen lassen, 
was offenbar erlaubt ist. 

Da so'(ut ) und SJ'(u2 ) vermöge der Differentialgleichung der 
so-Funktion algebraisch durch p (uI ) bzw. SJ (u'J) ausdrückbar sind, so 
gibt Satz 1 das Additionstheorem von SJ (11)· 

Wenn wir aus den Gleichungen (8) die Zahlen a und b elimi
nieren, so erhalten wir 

Satz 2. Zwischen 

SJ(UI) = PI' SJ(U2 )=P2' so(tt1 +u2 1=Ps 
besteht die algebraische Gleichung 

(Pt + P2 + Ps)(4 PI P'.l Pa - gs) = (P1P2 + Pda + P2Pa + ~2r, 
welche das Additionstheorem der p-Funktion in o:nderer Form vorstellt. 

§ 9. Darstellung der elliptischen" Funktionen 
durch die ~J-Funktion. 

Es sei f( u) eine meromorphe Funktion mit den Perioden 0)1' w2 , 

also eine Funktion des Körpers K. Dann können wir die Konstante c 
auf unendlich viele Weisen so wählen, daß die Gleichung f(u) = C 

keine mehrfach zu zählende Lösung besitzt (siehe § [»). 
Wir wollen nun bezüglich der Funktion f(u) drei Fälle betrachten: 
Erster Fall: f(u) ist gerade, also f( - u) = f(u). 
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Ist dann [u1] eines der r Lösungssysteme der Gleichung f( u) = c, 
so ist [- u1] ein davon verschiedenes. Denn wäre u1 = - u1 (co1 , co2), 

so würde auch u l + h = - u1 +h, unter h eine beliebige Zahl ver
standen, sein und folglich 

f(u1 + h) = f(- u1 + h) = f(u l - h), f'(u1 + h) = - f'(u1 - h), 

woraus f' ( u l ) = 0 folgen würde. Es wäre dann u1 eine mehrfach 
zu zählende Lösung, was der Annahme widerspricht. Aus dieser 
Bemerkung geht hervor, daß die Lösungssysteme der Gleichung 
f(u) = c in Paaren folgendermaßen angesetzt werden können: 

[U1] , [- U1 ], [U2 ] , [- u2], ... , [ u,,], [- uk ] , 

woraus beiläufig folgt, daß der Grad r einer geraden Funktion f(u) 
eine gerade Zahl 2 k ist. Für einen andern Wert von c, den wir d 
nennen wollen, habe f(u) = d die Lösungssysteme 

[v1] , [- Vl], [V2] , [- V2], ... , [V,,], [- Vk] . 
Die Funktion 

F(u) = f(u)-c 
ftu)-d 

hat dann dieselben Pole und Nullstellen wie die Funktion 

Q (u) _ (~(tt) -p (Ui~]~J (u) - !J~(tI~)J.~-,--Je(u)--=- jJ (Uk)] 
- [p (u) - P (Vi)] [p (u) - P (V2)] .. ·lSJ (u) -!J (Vk)] , 

der Quotient aus beiden Funktionen ist daher eine Konstante C 
(§ 5, Satz 1). 

Die Auflösung der Gleichung 

f(u)-c ( ) 
-t---'--;--)-d = C.Q u 

<-tl -

nach f(u) ergibt nun den 

Satz 1. Eine gerade elliptische Funktion mit den Perioden (01' co2 

ist als rationale Funktion der mit diesen Perioden gebildeten Funk
tion SJ (u) darstellbar. 

Zweiter Fall: f(') ist ungerade, also f( - u) = - f(u). 

Da ~o' (u) ebenfalls ungerade ist, so wird ~,(~~) gerade sein. 

Die Anwendung von Satz 1 auf die letztere Funktion liefert den 

Satz 2. Eine ungerade elliptische Funktion mit den Perioden co1 , 0011 

ist als Produkt von SJ' (u) mit einer rationalen F1,f,nktion von SJ (u) dar
stellbar. 

Dritter Fall: Es sei f(u) eine beliebige meromorphe Funktion 
mit den Perioden co1 , roll' Durch den Ansatz 

f(u) = ~ [f(u) + f( - u)] + ~ [f(u) - f( - u)] 
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wird f(u) in die Summe zweier meromorpher Funktionen zerlegt, 
welche die Perioden 0)1' 0)2 besitzen und von denen die erste eine 
gerade, die zweite eine ungerade Funktion ist. 

Die Anwendung der vorhergehenden Sätze ergibt daher de n 

Satz 3. Eine jede elliptische Funktion f(u) mit den Perioden 0)1' O)'.! 
läßt sich in der F ornt 

(1) f(u) = R (p (u)) + p' (u) R1 (p (u)) 

als rationale Funktion von p (u) und p' (u) darstellIln. 

Umgekehrt ist jede rationale Funktion R (p (u), p' (u)) von p (u) 
und p'(u) eine elliptische Funktion' mit den Perioden 0)1' O)'.l' Die 
hieraus beiläufig folgende Tatsache, daß sich jede solche rationale 
Funktion auf die Form (1) bringen läßt, kann auch leicht direkt aus 
der Differentialgleichung von p (u) nachgewiesen werden, da diese 
gestattet, die höheren. Potenzen von p' (u) durch p (u) und die erste 
Potenz von p' (u) auszudrücken. 

Die Ableitungen von p (Zt) geben die einfachsten Beispiele für 
die hier bewiesenen Sätze. Da jede Ableitung gerader Ordnung gJ(2n) 

eine gerade Funktion ist, muß sie nach Satz 1 eine rationale Funktion 
von p (u), jede Ableitung ungerader Ordnung nach Satz 2 das Pro
dukt aus p' (u) und einer rationalen Funktion von p (u) sein. Setzen wir 
dementsprechend, indem wir bequemer Schreibweise wegen das Ar
gument u unterdrücken, 

(2) 
so wird 
(3) 
wie wir schon früher durch Differentiation aus der Differentialgleichung 
von p (u) fanden. 

Die Differentiation der zweiten Gleichung (2) liefert nun 

p(2n+2) =Rn' (p) p" + Rn" (p) p' '.! = Rn+! (p) 
und daher 

(4) Rn+! (p) = Rn' (p) (6 p2 - l g'.!) + Rn" (So) (4 p:J - g'.! SO - gs) . 

Aus dieser Rekursionsformel können wir sukzessive, ausgehend 
von R1 , die rationalen Funktionen R2 , Rs' ..• bestimmen. Man er
kennt so leicht, daß 

p(2n) (u) = Rn (p) = (2 n + 1)! SOn+1 + ... 
eme ganze Funktion (n + 1)ten Grades von p (u) wird. 

Der Umstand, daß die hier auftretenden rationalen Funktionen 
ganze Funktionen werden, beruht auf dem leicht zu beweisenden all
gemeinen Satze: 
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Satz 4:. Eine Funktion f(u), d2'e im Periodenparallelogramm nur 
den einen Pol u = 0 besitzt, ist in der Form 

f(u) = R(SJ (u)) +- SJ'(u)R l (So (u)) 

darstellbar, wo Rund R l ganze rationale Funktionen bezeichnen. 

Denn würde R (So) für einen endlichen Wert vün fJ unendlich, 
so. würde auch f(u)+f(-u)=2R(S'J(u)) für einen Wert vün u 
unendlich werden, der nicht küngruent Null ist. Fülglich ist R eine ganze 
ratiünale Funktiün. Also. wird auch S'J' (u) R1 (SJ(u)) für keinen zu Null 
inküngruenten Wert vün u unendlich. Würde nun R1 für einen end
lichen Wert vün S'J unendlich, so. müßte zugleich S'J'(u) = 0 sein; es 

wäre also. u einer der halben Periüden ~1, 001 ~ oo~, ~2 ko.ngruent; 

dann würde aber do.rt R~ als Funktiün vün u mindestens vo.n zweiter, 
1 

r' (u) nur vo.n erster Ordnung verschwinden, also. g;/ (u) R l (r(u)) düch 
unendlich werden. 

Als zweites Beispiel für Satz 1 betrachten wir die Funktiün SJ (n u ), 
wo. n eine natürliche Zahl bezeichnet. Diese Funktio.n ist in der Tat 
gerade und besitzt die Perio.den wl und w'.j' Also. gilt das "Multi
plikationstheorem" vün p (u): 

Satz ö. Es ist SJ(nu) als rationale Funktion von SJ(u) darstellbar. 

Die den einzelnen Werten vo.n n entsprechenden Darstellungen 
sind mit Hilfe des Additio.nstheo.rems leicht erhältlich. Z. B. ergibt 
sich aus 

wenn wir u1 in u hineinrücken lassen, 

o.der 

(6) 

wo. 

1 (fJ" (u))2 p(2u)=-2S0(u)+-4 9'(u) , 

Ersetzt man südann in (5) u1 durch 2 u, so. ergibt sich durch 
leichte Rechnung So (3 u) usf. 

Der Hauptsatz dieses Paragraphen, der Satz 3, ist vün hühem 
prinzipiellen Interesse. Er gibt uns eine klare Anschauung von der Ge
samtheit der Funktionen f( u), die wir zu dtm System K zusammen
gefaßt hatten. Diese Funktionen faUen völlig zusammen mit denjenigen. 
die sich rational aus SJ (u) und SJ' ( u) aufbauen lassen. 
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§ 10. Eigenschaften der Funktionen f(u). 

Betrachten wir irgend zwei elliptische Funktionen f( u), fl (u) mit 
den Perioden w l ' wll' so ist nach Satz 3 des vorigen Paragraphen 

(1) f( u ) = R (fJ' fl), fl ( u ) = R l (fJ' fJ') . 

Verbinden wir hiermit die Gleichung 

(2) fJ'2 = 4 fJ3 - g2 fJ - g3 ' 

so wird die Elimination von fJ und fJ' eine algebraische Gleichung 

(3) G (f(u), fl (u)) = 0 

mit vpn u unabhängigen Koeffizienten liefern. Also besteht der 

Satz 1. Zwischen je zwti elliptischen Funktionen f(u), fl(u) mit 
denselben Pericden wl ' w2 besteht eine algebraische Gleichung mit kon
stanten Koeffizienten. 

Wenden wir diesen Satz an auf den Fall, wo fl (u) = r' (u) ge
nommen wird, so kommt 

Satz 2. Jede elliptische Funktion f( u) befriedigt eine algebraische 
Differentialgleichung 

G (((u), f' (u)) =0 0, 

deren linke Seite eine ganze Funktion mit konstanten Koeffizienten ist. 

Wir beweisen leicht durch ähnliche Betrachtungen den 

Satz 3. Jede elliptische Funktion f( u) besitzt ein algebraisches 
Additionstheorem. 

In der Tat, es ist 

(4) f(ul +u2 )=R(fJ(ul +u",), fJ'(ul +u2)). 

Setzen wir nun zur Abkürzung 

fJ(UI)=Pl' fJ'(Ul ) = PI" fJ(U,,J=P2' fJ'(U'l.) = p",', 
so ist nach dem Additionstheorem der ~.Funktion 

(5) ~(Ul +u2 )=RI (P1 ,Pl',P2'P,/), 

wo R1 wieder eine rationale Funktion mit von u l und u'" unab
hängigen Koeffizienten bedeutet. 

Durch Differentiation der Gleichung (5) nach u l kommt sodann 

(6) ~' (ul + u"') = ~~>PI' + ~::i'~" (u l ) = R",(P1 , PI" p""p'/)' 
wobei von der Gleichung fJ" ( u1) == 6 P12 - i g", Gebrauch gemacht 
ist. Tragen wir die Ausdrücke von (5) und (6) in (4) ein, so erhalten 
wir etwa 

(7) 
Hurwitz .. Courant, Funktionentheorie. 11 
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Diese Gleichung kombinieren wir endlich mit den folgenden: 

(8) { f(Ul)=R(Pl,Pl'), f(u'J)=R(P2 ,P'J')' 
Pl'2 = 4P13 - g'JP1 - gs' ptoJ = 4P'Js - g2P'J - gs' 

Aus den fünf Gleichungen (7) und (8) ergibt sich dann durch 
Elimination der vier Größen P1' P1'. P'J' P2' eine Gleichung der Gestalt 

womit unser Satz 3 bewiesen ist. 

Zu diesem Satze wollen wir noch folgendes bemerken. In seinen 
Vorlesungen über elliptische Funktionen pflegte Weierstraß vop der 
Frage nach denjenigen analytischen Funktionen auszugehen, die ein 
algebraisches Additionstheorem besitzen, und zu beweisen, daß die
jenigen unter diesen Funktionen, die eindeutig und transzendent sind, 

2", ... 

entweder rationale Funktionen einer Exponentialfunktion e cu oder 
elliptische Funktionen sind. Auf den Beweis dieses Satzes können 
wir aber hier nicht eingehen. 

§ 11. Die Funktion ; (u). 

Wir wollen jetzt die Funktion' (u), als deren negativ ge
nommene Ableitung SJ (u) gewonnen wurde, einer näheren Unter
suchung unterziehen. 

(1) 

(2) 

Es war (§ 6, (8) und § 7, (7)) 

1 , (1 1 U ) 1 u 3 u5 
'(u) = - +.2 - + - + - = - - c - - c - - ... u u-w W w2 U 2 3 3 5 

Aus der Entwicklung von '( u) am Nullpunkte ist ersichtlich, daß 

'(-u)=-C(u), 
also '( u) eine .ungerade Funktion ist. 

Wie verhält sich nun '( u) bei Vermehrung von u um eine der 
Perioden? Da 

d 
- du (' (u + (01) - , (u)) = SJ (u + (01) - SJ (u) = 0 

ist, so ist' (u + (01) - ,( u) eine Konstante, und aus analogem Grunde 
, (u + (0'.1) -, (u) ebenfalls. Wir setzen 

(3) '(u + (01) = 'Cu) + 171' ,(u + (0'.1) = 'Cu) + 17'J' 

wo also 171 und 17'.1 zwei Konstanten bedeuten, die wir leicht durch (01 
und (02 ausdrücken können. Setzen wir nämlich in den Gleichungen (3) 
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für u resp. -11 und - ~9 ein und berücksichtigen, daß '( u) un

gerade ist, so finden wir 

(4) 

Gleichungen, deren rechte Seiten, gemäß (1), nur noch w 1 und w~ 
enthalten. 

Durch wiederholte Anwendung der Gleichungen (3) ergibt sich 
offenbar 

(1) , ( u + m 1 w1 + m~ w2 ) = ,( u ) + mdlt + m2 1]1l ' 

wenn m1 , m2 irgend zwei ganze Zahlen bezeichnen. D. h. 

Bei Vermehrung des 4rgumentes u um eine Periode w = m1 w1 + m 2 wll 
vermehrt sich die Funktion '(u) um eine Konstante 1] = m11]1+ m21]~, 
die gerade so aus 1]1' 1]2 abgeleitet ist, .wie die Periode waus w1' W 2 · 

Zwischen den Größen 1]1' f)g und w1' w2 besteht eine wichtige Relation, 
die man auf folgende Weise erhält. In einem Periodenparallelo
gramm (uo) besitzt nu) nur einen Pol mit dem Residuum 1. Dem
nach ist 

f' (u)du 
("u) 

~+~ ~+~ 

= f [C(u + w1 ) - C(u)] du - f [C(u + w\1) - C(u)] du = 2 n i 
". ". 

oder, gemäß den Gleichungen (3), 

(6) 

§ 12. Darstellung der elliptischen Funktionen durch ;(u). 

Die Funktion C (u - a) hat an der Stelle u = a und den zu ihr 
kongruenten Stellen, d. h. also an jeder Stelle des Systems [a], einen 
einfachen Pol. Bei u = a gilt nach (1) des vorigen Paragraphen die 
Entwicklung 

1) 1 
C(u~a)= -+$(u - a). u-a 

Sei nun f( u) eine elliptische Funktion mit den Perioden wl' w2 ' 

In irgendeinem Periodenparallelogramm (uo) habe f (u) nur einfache 
Pole a1 , a2, ... , ar mit den zugehörigen Residuen Al' All' ... , Ar' 
Da die Summe dieser Residuen verschwindet, ist 

({J (u) = AI C (u - a1 ) + All C (u - ag ) + ... + Ar C (u - ar) 

eine Funktion, weIche die Perioden w1 ' wll besitzt. Denn vermehren 
wir u z. B. um wl' so kommt nach Gleichung (3) in § 11 

({J(u + w1) = q;(u) + 1]1 Al + 1]1 All + ... + 'fit Ar = q;(u). 
11* 
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Außerdem hat zufolge (1) die Funktion p (u) dieselben Pole mit 
denselben Residuen im Perioden parallelogramm (uo) wie f( u), und die 
Differenz f( u) - p (u) ist, da sie keinen Pol besitzt, eine Konstante. 
In der somit geltenden Gleichung 

(2) f(u) = A + Al C(u - a l ) + All C(u - a\l) + ... + ArC(u - ar ), 

in der A eine Konstante bezeichnet, dürfen wir ai auch durch irgend
eine zu a j kongruente Zahl ersetzen. Denn nach Gleichung (5) in 
§ 11 kommt dies nur darauf hinaus, daß A durch eine andere Kon· 
stante ersetzt wird. Es gilt demnach der 

Satz 1. Besitzt f( u) nur einfache Pole und bilden 

ein vollstäniiges System dieser Pole mit den zugehörigen m~romorphen 
Teilen 

••• J 

so ist 

f(u) = A + Al C(u - a l )+ Al! C(u - a2 ) + ... + ArC(u - ar ), 

wo A eine geeignet zu wählenie Konstante bedeutet. 

Diese Gleichung stellt, da 

(3) C(u _ a)= _1_+ ~, ( ___ 1 _ +~ +~~) 
u-a ~ u-a-w w ~ 

ist, offenbar die Partialbruchzerlegung von f( u) vor. 

Betrachten wir z. B. die Funktion 

( p'(u) d 
f u)= p(u)-p(v) = Tulog(PCu)-pCv)), 

wobei wir unter v ein beliebig fixiertes Argument verstehen, welches 
zunächst inkongruent zu - v vorausgesetzt wird, also keiner vollen 
oder halben Periode kongruent ist, so bilden die Punkte 

v, -v, 0 

ein vollständiges System von Polen von f( u) mit den bezüglichen 
meromorphen Teilen 

1 1 -2 
u-v' u+v' u 

Denn an den Stellen u = v, - v wird ~{) (u) - p (v) von der ersten 
Ordnung Null und an der Stelle u = 0 von der zweiten Ordnung 
unendlich. Nach Satz 1 ist daher 

(4) p' (u) 
p(u)-p(v) = A + C(u - v) + C(u + v) - 2C(u). 
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Ersetzen wir hier u durch - u, so kommt, da SJ (u) gerade, 
SJ' (u) und l; (u) ungerade Funktionen sind, 

(5) - (~'(U\)=A-l;(u+v)-l;(u-V)+2l;(u). 
gJ U -gJ v 

Durch Addition von (4) und (5) erkennt man, daß A = 0 ist. 

Vertauschen wir in (4) u mit v und addieren die dadurch ent
stehende Gleichung zu (4), so kommt 

(6) .!. gJ'(u)-gJ'(v) = l;(u + v) -l;(u) -l;(v) 
2 gJ (u) - gJ (v) , 

eine Gleichung, die wir als Additionstheonm der Funktion l; (u) be
zeichnen wollen. 

Durch Differentiation dieser Gleichung nach u oder vergibt sich 
das Additionstheorem der SJ-Funktion in den neuen Formen 

1 iJ (gJ'(U}-P'(v)) 
(7) SJ(u+v)=SJ(u)-"2BU gJ(u)-gJ.(v) 

1 iJ (8J'(u)-SJ'(V)) 
= SJ(v) -"2av p(u)-gJ(v) . 

Betrachten wir nun den Fall, wo f( u) Pole von beliebiger Viel
fachheit besitzt. Sei a. irgendein Pol von (( u), so können wir den 
zugehörigen meromorphen Teil von ((u) in der Form ansetzen: 

A A' 21A" k_1(k-l)IA(,.-1) 
(8) u_a-(u_a)2+(u_a)3-···+(-1) (u-a)'" 

,Nach (3) besitzt nun 

A l;(u - a) + A' l;'(u - a) +A" l;"(u - a) + ... + A("-l) l;(,.-1)(U - a) 
denselben meromorphen Teil an der Stelle a, wie ((u). Und hieraus 
schließen wir den 

Satz 2. Eine beliebige· elliptische Funktion ((u) läßt sich dar
stellen in der Form 

(9) ((u)=C+~{Al;(u-a)+A'l;'(u-a)+A"l;"(u-a)+ ... 
a + A ("-1) l;(,.-1) (u - a]}', 

wobei die Summe zu erstrecken ist über die verschiedenen in einem 
Periodenparallogramm befindlichen Pole a der Funktion, die dem ein
zelnen Pole entsprechenden Konstanten A, A', .,. dem in dit Form (8) 
gesetzten mercmorphen Teile von ((u) zu entnehmen sind und C eine 
Konstante bedeutet. 

Die Ableitungen von l; können natürlich durch die SJ-Funktion 
und ihre Ableitungen ausgedrückt werden, wodurch (9) die Gestalt 

(9') (( u ) = c + ~ {A l; (u - a) - A' SJ (u - a) - A" SJ' (u - a) - ... 
a 

erhält. 
- A ("-1) ~{)(k-2) (u - a)} 
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§ 13. Die Funktion 6(U). 

Integrieren wir 

(1) 1 ,( 1 1 u) C(u)--=2} 1--+-+-u \u-w w w2 

auf einem den Nullpunkt mit irgendeinem Punkte u verbindenden 
Wege, so entsteht 

.. 
( 1') f ( C ( u) -~) du = 2}' (log (1 - :) + ~ + ~ ::), 

o 

wobei der Logarithmus den ganz bestimmten Wert 

.. 
log (1 -~) =f~ w u-w 

o 

vorstellt Der gewählte Integrationsweg muß dabei nur der einen 
Bedingung genügen, daß er die von Null verschiedenen Perioden
punkte w vermeidet. 

Nach den allgemeinen Sätzen der Funktionentheorie 1 ) stellt nun 
das unendliche Produkt 

(2) 

eme ganze Funktion von 1t vor, welche die Periodenpunkte zu ein
fachen Nullstelle.l besitzt. Die Gleichung (1') läßt sich so schreiben: 

.. 
(3) f(C(U)- ~)du= IOgO~u), 

o 

und die logarithmische Differentiation von a (u) führt auf die Funktion 
C(u) zurück: 

(4) 

Hiermit ist C (u) und auch 

(5) ( ) __ Jo' ( ) __ tZ21ogo(u) = 0'2 (u) - 0 (u) 0" (u) 
p U - ., u - du2 02 (u) 

durch die ganze (transzendente) Funktion a (u) ausgedrückt. 

Die Gleichungen (4) und (5) stellen die meromorphen Funktionen 
C (u) und p (u) als Quotienten ganzer Funktionen dar. 

Wir wollen nun die Funktion a (u) näher untersuchen. 

1) Vgl. Erster Abschnitt 6. Kap. § 11. (A. d. H.) 
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Was zunächst ihre Entwicklung an der Stelle u = 0 angeht, von 
der wir von vornherein wissen, daß sie für jeden endlichen Wert 
von u konvergieren muß, so erhalten wir vermöge 

1 u3 u' 
'( u) - U = - cI! 3" - Cs 5" - ... 

aus Gleichung (3) 
u' utl 

-co 12 -c, 30- . .. [ 4 u 8 2 U12 3 l 
( 6) a (u) = u e = u 1 - u $ + 2! $ - 3T $ + - ... J ' 
wobei $ die Potenzreihe 

(7) \l} _ ~._ + ~ \I + + __ C,,-___ Sn-CL 
1"-12 30 u ... 2n(2n-l)U I'" 

bedeutet. Berücksichtigen wir, daß nach § 7, Satz 3 cI!' c3 , ••• , cn'··· 

ganze rationale Funktionen von g\l und [g3 mit rationalen Zahlen
koeffizienten sind, so erhalten wir aus (6) den 

Satz 1. Die Entwicklung von a(u) an der Stelle u = 0 kat die 
Gestalt 
(8) 

wobei die Koeftizt'enten ganze rationale Funkt~'onen von gl! und gg mit 
rationalen Zahlenkoeltiz~'enten sind. 

Die Rechnung gibt für die ersten beiden Koeffizienten die Werte 

(9) k C2 g2 k Cs gs 
I) = - 12 = - 240 ' 3 = - 30 = - 840 . 

Die Entwicklung (8) zeigt, daß a(u) eine ungerade Funktion ist: 

Satz 2. Es ist a( - u) = - a(u). 
Wie verhält sich nun 0 (u) bei Vermehrung von u um eine 

Periode 
(10) 

Wir wissen, daß 

'(U+W)='(U)+1} oder 
a'(u+w) a'(u) 
a(u+w) = a (u) + 'YJ 

ist, wenn wir zur Abkürzung 

(11) 'YJ = m1 'YJl + m\l 'YJ\l 

setzen. Durch Integration ergibt sich demnach 

logo(u + w) = loga(u) + 'YJu + c, 
oder 

o(u +w)=e'l'tI+ca(u), 
eine Gleichung, die wir in der Form 

a(u + w) = Ce'++-i-) a(u) 
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schreiben wollen, wobei C eine noch zu bestimmende Konstante be· 

deutet. Um C zu berechnen, lassen wir u in den Wert _!!:!.. über 
2 

gehen und erhalten 

C = [O'(u+w)l 
O'(u) J w 

u=--
2 

Ist nun ; keine Periode, d. h. sind m1 und m'.! nicht beide gerade 

Zahlen, so ist demnach C = - 1. Wenn dagegen ; eine Periode 

ist, also m1 und m~ beide gerade sind, so erscheint C in der Form ~, 

weil dann a (;) verschwindet. Dann wird also 

C= O'{~-) =+1, 
0',(-;) 

weil a' (u) eine gerade Funktion ist. Demnach gilt 

Satz 3. Sind m1 und m'J ganze Zah!en und wird 

gesetzt, so besteht die Gleichung 

(12) a(u + w) = e.e'++~) a(u), 

wobei e = + 1 oder e = - 1 ist, je nachiem ~ weine Periode ist 
oder nicht. 

Da m1 + m2 + m1 m2 nur dann gerade ist, wenn m1 und m~ es 
sind, so kann e durch 

ausgedrückt werden. 

Aus Satz 3 folgt speziell, daß 

(13) f "(.+ro,)~-:+~!"(.), 
~ a(u + w2 ) = - /" (u+ 2 ) a(u) 

ist, aus welchen Gleichungen man Curch wiederholte Anwendung der· 
selben die allgemeine Gleichung (12) wieder erhalten kann. 

Betrachten wir noch den Quotienten 

(14) () O'(u-b) 
cp u = O(u - a)' 

unter a und b irgend zwei Konstanten verstanden, so erhalten WIr für 
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sein Verhalten bei Vermehrung von u um die Periode waus (12) 
offenbar-

(15 ) ffJ (u + w) = e '1 (a-b) ffJ (u) . 

Der Quotient ffJ (u) wird also dabei mit der Konstanten e'1 (/I-b) 

multipliziert. 

§ 14. Darstellung der elliptischen Funktionen durch die 
Funktion 6(U). 

Ist f( u) eine elliptische Funktion r ten Grades und bilden b1 , b'J' ... , br 
ein vollständiges System von Nullstellen, a1 , a'J' ..• , a,. ein vollstän
diges System von Polen dieser Funktion, so ist nach § 5, Satz 5 

bl + b'J + ... +. b,. = al + a'J + ... + ar + m1 w1 + m2 w'J . 

Nun kann ar durch a,. + m1 w1 + m'J w'J ersetzt werden, d. h. 
al , a'J' ... , ar-I' ar + m1 W 1 + m'J w'J bilden gerade so gut wie al , 

a2 , •• :, ar ein vollständiges System von Polen von f ( u) . 

Wir können also die Nullstellen und Pole so wählen, daß 

(1) b1 + b9 + ... + b,. = a1 + a2 + ... + ar 

ist. Ist dies geschehen, so wird 

(2) 

die Perioden w1 und w2 besitzen. Denn nach Gleichung (15) des 
vorigen Paragraphen wird 

F(u + w) = e'1(a,-b,) +'1(a.-b.)+ .. . + '1 (ar-hr) F(u) = F(u), 

zufolge der Gleichung (1). Nun hat f(u) genau dieselben Nullstellen 
und Pole wie F (u) . Der Quotient beider Funktionen besitzt also 
keinen Pol und ist folglich eine Konstante. Daher gilt der 

Satz 1. Jede elliptische Funktion f ( u ) läßt sich darstellen in 
der Form 

(3) 

wobei C eine Konstante, bl , b2 , ••• , br ein vollständiges System von 
Nullstellen, al , a9 , ••• , ar ein vollständiges System von Polen der 
Funktion f(u) bezeichnen, die so gewählt sind, daß 

b1 + b9 + ... + br = a1 + a2 + ... + a,. 
ist. 

Betrachten wir beispielsweise die Funktion 

f( u) = p (u) - p ( v) , 
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unter v ein beliebig fixiertes Argument verstanden, so können wir 

b1 = v, b9 = - v, a1 = 0, a'J = 0 
wählen und erhalten 

( ) _ () _ C. 0' (1.1 - v) 0' (1.1 + v~ pup v - 01 (1.1) • 

Um die Konstante C zu bestimmen, multiplizieren wir beide Seiten 
dieser Gleichung mit u ll und lassen dann u in Null übergehen. Auf 
diese Weise kommt 

l=C.a(-v)o(v). 
Also besteht der 

Satz 2. Für irgend zwei Argumente u und v gilt die Gleichung 

(4) (u)- (v)=_O'(u+v)O'(u-v). 
p P 0'1 (1.1)0'9 (v) 

Aus dieser Gleichung folgt leicht der 

Satz 3. Für die mit den Perioden 001 und 009 gebildet. Funktion 
p (u) bilden 001 und w'J ein Paar prt·,m·tiver Perioden, d. h. P (u) be
sitzt keine anderen als die Perioden w = m1 001 + m9 009 • 

Ist nämlich wirgendeine Periode von p (u), so ist 

( +) ( ) 0'(2u+w)'0'(w) 0 
P u w - p u = - 0'9 (u+w)09(U) = 

und zwar für alle Werte von u. Folglich muß a(w) = 0, also weine 
der Nullstellen von a (u), oder 

w = m1 w1 + m2 009 

sein, was zu beweisen war. 

Nehmen wir auf beiden Seiten der Gleichung (4) den Logarith
mus und differentiieren sodann nach u, so kommen wir auf die früher 
(§ 12) bewiesene Gleichung 

(fJ(~~u~(V) = C(u+ v) + C(u - v) -~2C(u), 
aus welcher wir das Additionsth{orem der Funktion C (u) erhielten. 

Eine andere interessante Folgerung aus der Gleichung (4) be
trifft die Funktion p' (u) . 

Lassen wir nämlich in der Gleichung 

(fJ (u) - (fJ (v) 0' (1.1 + v) 0' (u - v) 
-U-fI - = - 0'9(U) 0 9 (v)·-u=r;-

das Argument v in u übergehen, so kommt 

(5) '( ) 0'(2") P u == - 0'(1.1) . 
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Wenn wir hier go ( u) nach § 13, Gleichung (5) durch a (u) a us
drücken, erhalten wir nach leichter Rechnung das folgende bemerkens
werte Funktionaltheorem für die a-Funkcion: 

(6) a(2u) = a(u) [2a'3(u) - 3a(u) a' (u)a" (u) + 0 2 (u) a"'(u)]. 
Als weiteres Beispiel für den allgemeinen Satz 1 betrachten 

wir die Funktion f( u) = go' (u). Hier können wir als Nullstellen und 
Pole die folgenden wählen: 

b W1 b __ 001 + 002 b _ oo~ • 
1=2' 2- 2' 3-2' 

und erhalten dann 

(7) 

Für die Konstante C ergibt sich, indem man mit u 3 multipliziert 
und sodann u = 0 setzt, der Wert 

(8) 

§ 15. Die Funktionen go (u) , ;(u), 6(U) 

als Funktionen von u, w1 ' w 2 • 

Die Funktionen go (u), l; (u), a (u) sind erst bestimmt, nachdem 

die Perioden w1 und Wo;) der Bedingung gemäß, daß W 2 einen nicht 
001 

reellen Wert besitzen soll, gewählt worden sind. Diese funktionen 
sind also Funktionen von drei Argumenten u, w 1 ' Wo;) und mögen 
als solche mit 

go (u/w1 , w'J)' l;(u/wl , w2 ), (J(u/w l , w\J) 
bezeichnet werden. 

Die Definitionsgleichung von go (uj w l ' w2 ), nämlich 

(1) go(u) = :2 + Z'((U~W)2 - ~2)' 
zeigt, daß diese Funktion homogen in den drei Argumenten ist. Denn 
für einen beliebigen Faktor l gilt offenbar die Gleichung 

1 (2) go(lujlwl , lw2 )=)!go(Ujwl , w2 ). 

Analog finden wir aus den Definitionsgleichungen der l;- und der 
(J-Funktion 

(3) 
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Es gilt also der 

Satz 1. Die Funktionen SO, 1;, 0 sind homogene Funktionen der 
drei Argumente u, ro1 , ro9 von den bezüglichen Graden -2, -1, +1-

Infolgedessen lassen sich diese Funktionen leicht auf solche von 
nur zwei Argumenten zurückführen. 

Wählen wir nämlich in den Gleichungen (2) und (3) für l den 
1 Wert -, so ergibt sich 

001 

(4) SO(ujro1, ro2 )= :12SO (;)1, ::), 

l;(ujro1 , ro2)=~I;(~j1, (02), o (ujro1 , ro2)=rola(~/1, (02). 
~ ~ ~ ~ ~ 

und hiermit sind die Funktionen auf solche der beiden Argumente 

~, 002 zurückgeführt. 
W1 001 

Wir wollen hier noch die Frage behandeln, wann identisch m 
der Variablen u 
(5) 
ist, oder, was dasselbe ist, die Frage: 

Wann ist die mit den Perioden ro1' ro2 gebildete Funktion SO (u) 
identisch mit derjenigen, die mit den Perioden ro/, ro/ gebildet ist? 

Besteht die Gleichung (5), so sind ro1' ro9 sowohl wie auch ro1 ', 

ro/ primitive Perioden der Funktion SO (u), und es fallen daher 
die aus ro1 und ro'.l abg"eleiteten Perioden 

(6) 
völlig zusammen mit den aus ro1', ro2 ' abgeleiteten 

(7) w' = m/ ro1' + m2' ro2' • 

Diese notwendige Bedingung für das Bestehen der Gleichung (5 ) 
ist auch hinreichend. Denn sind die Werte w in ihrer Gesamtheit 
identisch mit den Werten w', so sind· auch nach Gleichung (1) die 
mit den Perioden ro1' ro2 bzw. ro1', ro2 ' gebildeten so-Funktionen iden
tisch gleich. 

Wir führen nun folgende Definition ein: 

Zwei Größenpaare (ro1 , ro2) und (ro1', ro2') heißen äquivalent, wenn 
die aus dem einen Paare abgeleiteten Perioden w in ihrer Gesamtheit 
völlig zusammenfallen mit den aus dem andern Paare abgeleiteten 
Perioden w'. 

Es besteht also dann der 

Satz 1. Damit aus den Perioden ro1 , ro2 dieselbe so-Funktion 
entspringt, wie aus den Perioden ro/, ro2', ist notwendig und hin
reichend, daß die Größenpaare (ro1 , ro'.l) und (ro/, ro2') äquivalent sind. 
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Wir wollen jetzt die Bedingung, daß die Gesamtheit der Werte 
(6) mit der der Werte (7) identisch sein soll, näher betrachten, wobei 

wir nur die Voraussetzung machen wollen, daß der Quotient (02 keine 
(01 

rationale Zahl sei. 

Sollen die w mit den w' zusammenfallen, so müssen jedenfalls 
Gleichungen folgender Gestalt bestehen: 

(8) w/ = aWI + ßw2 , w2' = r wl + ~W2' 
(8') wl = r1 wl ' + ß' w'/' w 2 = y' wl ' +~' w2', 

wobei a, ß, ... , ~' ganze Zahlen bedeuten. Tragen wir die Werte 
von wl ', w2' aus (8) in (8') ein, so ergibt sich 

w l = (r1 a + ß' r) wl + (a' ß + ß' ~) w2 ' 

w2 = (r' a + ~' r) w l + (r' ß + ~' ~) w~l' 
und, da (02 keine rationale Zahl sein soll, müssen diese Gleichungen 

(01 

in wI ' w2 identisch bestehen, d. h. es muß 

cl(X+ß'r=l, a'ß+ß'~=O, r'(X+ t/r=O, r'ß+~'~=l 

sein. Nach dem Determinanten-Multiplikationssatz folgt hieraus 

(a ~ - ß r) (x' cl - ß' r') = 1 
und daher 
(9) a~-ßr=+l. 

Umgekehrt: Bestehen die Gleichungen (8), wo (x, ß, r, ~ ganze 
Zahlen der Determinante + 1 bedeuten, so erhalten wir durch Auf
lösung dieser Gleichungen 

wl = ± ( b wl ' - ß w/) , w'J = + ( - Y wl ' + a w;') , 
und es ist klar, daß jede Zahl w = ml wl + m2 w2 auch in die Form 
w' = ml ' w/ + m,/ w2' gesetzt werden kann und umgekehrt, daß also 
(wl ' ( 2 ) und (w l ', w'/) äquivalente Paare sind. 

Satz. 2. Unter der Voraussetzung, daß (02 nicht rational ist, ist 
(01 

die notwendige und hinreich:mde Bedingung tür die Aquivalenz der 
Größenpaare (w l ' ( 2 ) und (w/ w2') das Bestehen zweier Gleichungen 
de1 Gestalt 

wt' = a 0)1 + ß W 2 ' 0)2' = r W l + b W 2 ' 

wobei (x, ß, r, ~ ganze Zahlen der Determinante 

(Xb-ßr=±l 
bedeuten. 

Der Satz 1 bleibt offenbar gültig, wenn wir in seinem Ausspruch 
an die Stelle der p-Funktion die ,-Funktion oder die I1-Funktion 

treten lassen. Denn, da p (u) = - "( u) und ,( u) = : ~? ist, so wird 
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die Gleichung (5) gelten, wenn aus dem Paare (wl ' w2 ) dieselbe 
Funktion C (u) oder a (u) entspringt wie aus dem Paare (w l ', W 2'). 

Da die Entwicklungen der Funktionen p ( u ), C (u), a (u) an der 
Stelle u = 0 Koeffizienten besitzen, die ganze rationale Funktionen von 
g2 und gs sind, so kann man die Funktionen auch als Funktionen 
von u, g2' gs betrachten. Dabei ist allerdings die Variabilität der 
Argumente g2' gs auf solche Werte beschränkt, für welche die 
Gleichungen 

(10) '"', 1 g2 = 60..::.; 4' w 
1 

gs = 140.2' \I w 

durch ein Wertepaar (Wl ' w2 ) befriedigt werden kann, für welches :9 
1 

einen nicht reellen \Vert besitzt. Da durch die Werte von g2 und gs 
die Entwicklung von SO (u) an der Stelle u = 0 völlig bestimmt ist und 
also auch die Funktion SO (u) selbst, so werden zwei Lösungen (w l ' w2 ) 

und (w/' w2') der Gleichungen (10) nach Satz 1 notwendig äqui
valent sein. Die Theorie der Gleichungen (10) werden wir später 
im 4. Kapitel eingehend behandeln. 

Tabellarische übersicht zuQ} 1. Kapitel. 

(1) 

(2) 

Die Koeffizienten cn sind ganze rationale Funktionen von gg, gs mit posi
tiven rationalen Koeffizienten, die Koeffizienten kn ganze rationale Funktionen 
von gg, ga mit rationalen Koeffizienten: 

c2 = lo gg, ca = 218 ga' ... , kg = - 2!O gg, ka = - s!o ga' .... 

, 1 , 1 
g2=60.2 -4' ga=140.2 6 w w 

( 3) 



(4) 

(5) 

(6) 

§ 1. Darstellung ganzer Funktionen mit einer gegebenen Periode. 175 

w = ~ ro1 + m2 ro2 ' '1/ = m1 '1/1 + m2 1J2 , 

E = + 1 oder - 1, je nachdem 

m1 , m2 beide gerade sind oder nicht. 

Darstellung der meromorphen Funktionen (u) mit den Perioden ro1 ' 0)2 

durch a(u), C(u), SJ Cu): 

{ 

( a(u-b1)a(u-b2)···a(u-br) 
(u)=C. -(-~-)-(---~)- ( ) (b1 +b2 + ... +br = a1+a2 + ... +ar ) au-al a u-a2 ••• a u-ar 

(7) (u) =C + ~ {A nu-a)+A' C' (u-a)+ ... +A(k-l}c(k-l}(u_a)} 

(u) = R (SJ ~u), SJ' (u» = R1 (SJ (u» + p' (u) R2 (jJ (u» . 

2. Kapitel. 

Die Theta-Funktionen. 

Wir werden jetzt die im ersten Kapitel betrachteten F.unktionen 
durch außerordentlich stark konvergierende Reihen, die sogenannten 
Thetareihen, darstellen. Diese Darstellung beruht auf einem allge
meinen Satze, den wir im § 1 voraufschicken. 

§ 1. Darstellung ganzer Funktionen mit einer gegebenen 
Periode. 

Es sei 11 (u) eine ganze Funktion von u mit der von Null ver
schiedenen Periode co. Indem wir 

2 ""tl 
(1) e ", =, 
setzen, wollen wir untersuchen, wie sich 11 (u) als Funktion von , ver
hält. Dabei möge u durch die Punkte einer ersten Ebene, der u-Ebene, 
, durch die Punkte einer zweiten Ebene, der '-Ebene, repräsentiert 
werden. Fixieren wir in der letzteren einen vom Nullpunkt verschie
denen, im Endlichen liegenden Punkt ,= a, 
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so entsprechen diesem in der u-Ebene die Punkte 

u = 2m . (log a + m· 2 :ni) = 2~ log a + m w, 
3f~ nz 

wo log a den Hauptwert des Logarithmus bezeichnet und m alle ganzen 
Zahlen durchläuft. Da q; (u) die Periode w besitzt, so entspricht dem 
fixierten Werte' = a der eine Wert 

q; ( u ) = q; (2 :i log a) . 
D. h. es ist q; (u), angesehen als Funktion von " eine eindeutige Funktion 
in derjenigen Domäne, welche aus der ganzen '-Ebene mit Aus
schluß der Punkte' = 0 und ,= 00 besteht. 

Wir zeigen nun leicht, daß diese Funktion in der genannten 
Domäne regulär ist. Seien nämlich a und b entsprechende Punkte 
der' - und der u-Ebene, so daß 

2 "ib 

(2) e 0) = a 

ist. Liegt dann u in der Umgebung von b, so liegt' in der Um~ 
gebung von a, und aus (1) und (2) folgt 

2 ".(u-b) r: r: _ a 
e 0) =-=1+--a a 

und also 

u - b = ~:ilog(l + r:: a) = 2:i (,:a;- ~ (r:: a)2 + ... ) = ~('-a). 
Aus der Entwicklung von q;(u) in der Umgebung von u = b: 

q;(u) = Co + Cl (u-b) + c2 (u-b)2 +, .. 
ergibt sich nun 

q; (u ) = Co + Cl ~ (' - a) + C2 (~ (, - a) ) 2 + ... = ~l (' - a), 
so daß in der Tat q; (u) für <:J.ie Umgebung von ,= a durch eine 
gewöhnliche Potenzreihe darstellbar ist. 

Beschreiben wir jetzt in der '-Ebene um den Nullpunkt als 
Mittelpunkt einen Kreis mit beliebig klein gewähltem Radius und 
einen zweiten Kreis mit beliebig großem Radius, so besteht nach 
dem Laurentschen Satze für die Punkte in dem von bei den Kreisen 
begrenzten Kreisring die Darstellung von q; (u): 

(3) 
-ao -IX) 

Es gilt also der 

Satz: Jede ganze Funktion q;(u) von u mit der Periode w läßt 
sich gemäß (3) durch eine beständig konvergierende Potenzreihe dar· 

2".u 
stellen, die' nach Potenzen von e ~ mit positiven und negativen ganz
zahligen Exponenten fortschreitet. 
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§ 2. Bezeichnungen. 

Wir betrachten, wie im ersten Kapitel, Funktionen der Variablen u 
und der Größen rol' ro2, wollen dabei aber einige neue Bezeichnungen 
gebrauchen, an denen wir ein für allemal festhalten werden. Wir 
setzen nämlich 

(1) 

so daß also ro und ro' die halben Perioden! rol bzw. ! w2 bedeuten; 
ferner sei 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(ij 00' 
'(=2= __ , 

wt W 

h = e"", 

inu 

Z = ein. = e 2m. 

Die Gleichung 'YJ1 w2 - 'YJ2 co1 = 2 TC i stellt sich in den neuen Be-
zeichnungen so dar: 

(7) , , l' 
'YJro-'YJW=2 TCt • 

Die Größen ro1 und 0)2 sollen der Bedingung genügen, daß 
positive Umlaufungssinn des Periodenparallelogramms (0) durch 
Eckenfolge 0, ro1 ' ro1 + ro2 , 0)2 ge-
geben ist. Dies hat zur Folge, daß 
der Punkt ro2 auf derst<lben Seite der 
Geraden 0 ... ro1 liegt wie der Punkt 
iro1 . Es ist daher (vgl. die Figur 66) b 

ro2 = a + b = rW1 + s·iw1 , 

wo rund s reell sind und s > 0 ist. 
Daher kommt oIL..---ila"'---'W, 

(8) Fig.66. 

und 
(9) I h I = I e,,,(,-!-is) I = r"S < 1. 

der 
die 

Wir bemerken noch, daß wir für jeden beliebigen Wert des 
Exponenten (} unter 

stets 

verstehen werden. 

Hurw itz-Courant, Funktionentheorie. 12 
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§ 3. Die Funktion {Jo.(v). 

Das Verhalten der Funktion 0 (u) bei Vermehrung von u um CDl 

oder CD'J (Kap. 1, § 13, (13)) drückt sich in den neuen Bezeichnungen 
so aus,: 

Wir wollen nun die Konstanten a und b so bestimmen, daß 

cp(u) = e"u"+bu o(u) 

die Periode 2 CD besitzt. Da 

9'Cu+2oo) = _ e2(2"w+'1)(u+w)+b.2w 9'Cu+2oo') = _ e2(2aw'+'1') (u+w'J+b.2w' 
9'(u) , 9' (u) 

wird, so erreichen wir dies, wenn wir 

a=_l, 
200 

b = ;ri 
200 

wählen. Zugleich wird dann, wie eine leichte Rechnung ergibt,. unter 
Berücksichtigung von § 2, (7), 

_ ~i (u+w')+.71J ~ _ ni u 
- e w W = _ e 00 = _ Z -2. 

Demnach finden wir: 

Satz 1. Für die Funktion 

(2) 
_ rru2 + ;tiu _ 'flut 

cp(u)=e 200 2wo(u)=e 2w.ZO(U) 

gelten die Gleichungen 

(3) cp(u+2w)=cp(u), cp(u + 2 w') = -Z-2cp(U). 

Da nun cp (u) eine ganze Funktion von u ist, so haben wir nach § 1 

( ':TU) z = e 200 . 
-'" -00 

Tragen wir dies in die zweite Gleichung (3) ein, so wird 

cp(u + 2 CD') = 2Anz2nh2n = - .2Anz 2n-2 = - .2An+1Z2n, 
n n n 

woraus durch Koeffizientenvergleichung 

A - h2n A - hCn+t)"-(n--!)"A n+1- - n - - n 
oder 

(4) 
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folgt. Die. linke Seite dieser Gleichung geht dadurch aus der rechten 
hervor, daß man n durch n + 1 ersetzt. Hieraus schließt man, daß 

(-1)" h -(n-n2An 

für jeden Index n denselben Wert besitzt. Nennen wir diesen Wert 
C ·i, so wird 

tp (u) = C· i 2:( - 1)" h (n-W z2n, 
n 

wobei C eine Konstante bezeichnet. 

(I) 

Wir führen nun folgende dauernde Bezeichnung em: 

(2"-1)" 
111 (v)=i.,E(-1)"h -2- 'Z2 .. -1 

n 

und haben dann nach (2) 
1}Ut 1'JU2 

a (u) = e 2'" Z -1 tp (u) = e 200 C '-&1 (v). 

Zur Bestimmung der Konstanten C dividieren wir mit u = 2 (j)·V 

und lassen dann u = 0 (und also auch V = 0) werden. Dadurch kommt, 

weil ({}t (V)) = 11 '(0) ist, 
v .=0 1 

1 = c. {}t' (~ 
~ ro ' 

und also 

(11) 

Die Reihe, welche 11t (v) definiert, können wir noch etwas anders 
schreiben. Dabei wollen wir ein für aUemal folgendes verabreden: 

Der Summationseuchstabe n scll ~tds alle [anzen Zahlen von 
- 00 bt's + 00 durchlaufen, dcr Summaticnstuchstabe g alle geraden 
natürlichen Zahlt:n (2,4,6, ... ) und der Summaticnsbuchstabe v alle 
ungeraden naiütlichen Zahlen (1,3,5, ... ). Das~elbe soll für die Buch
staben n, g, v gElten, wenn dieselben als laufende Ind1'zes bei et'nem 
unendlichen Produkte auftreten. 

Nach dieser Festsetzung wird wegen (I) 
,.+1 "i -v+l "i 

11t (v) = i { .,E( -1fT h4Z~~ + 27( -1)-2- h4 z-v}, 

da die Zahlen v und - v zusammen alle Zahlen 2 n - 1 ausmachen. Da 

v+1 -~+1 -.+1 
(-1f2 = (-l)'.(-1f2-= _(-1)-2-

und 
ZV - z-v = evi"u -e-·'''· = 2isin(vn v) 

12* 
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ist, so kommt 

(I') { 
{}1 (v) = 2.2( -1) "~1 h~ sin (ynv) 

= 2 { h t sin (nv) - h 1: sin (3 nv) + h ~ sin (5 nv) - + .. .} . 
Die Funktion {}1 (v) nennen wir die erste Thetafunktion, die sie 

definierende Reihe (I) oder (I') die erste Thetareihe. Die Funktion ist 
eine ganze Funktion von v, die ungerade ist. Sie hängt außer von v 
noch von dem Periodenverhältnis 'l: ab, was wir nötigenfalls dadurch 
zum Ausdruck bringen werden, daß wir {}1 (vjr:) statt {}1 (v) schreiben. 

§ 4. Die Funktionen 61 (U), 62(U), 6s (U). 

Neben der Funktion {}1 (v) haben wir noch drei weitere Theta
funktionen einzuführen, die wir am besten an die von Weierstrass 
mit 0 1 (u), O2 (u), Os (u) bezeichneten Funktionen anknüpfen. Setzen 
WIr 10 der Gleichung 

( ( 
') (1 (u+u') (1 (u - u') 

(1) SJ u) - gJ u = - (12 (u) (12 (u') 

für u' eme h:zlbe Periode 

(2) w=mw+m'w', 

so daß mund m' ganze Zahlen bedeuten, die nicht beide gerade 
sind, so ergibt sich 

( ) _, (_)_(1(u+w)(1(w-u) 
SJ u p w - (12 (u) (12 (w) . 

Nun ist aber 
O(u + 2 w) = - e2ij (u+w) ° (u) (i] = m1] + m' r/), 

und hieraus folgt, wenn u durch u - wersetzt wird, 

o(u +w) = -e2ij ,,0(u - w) = e2ij"0(w - u), 

so daß man 

(3) 
_ rle iiU (1(W-U)]2 

SJ(u)-SJ(w)= (1(U) (1 (w) 

erhält. Hier nehmen wir nun sukzessive 

m=l, m'=Ü; m=l, m'=l; m=Ü, m'=l, 
setzen also der Reihe nach 

_ W 1 

W = w= lf' 

Mit den Abkürzungen 

_ . + ' W 1 +w2 w=w w =-2-' 
_ , W 2 
w=w =2' 

(4) ° (u)' =e'lu(1(w-u) ° (u)= (1]+1],),,(1(W+W'-U) 
1 (1(W) , 2 e (1(W+W') , 

( ) _ 1]'" (1(00' -u) 
Os u -e (1 (w') 
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liefert dann (3) die Gleichungen 

(5) fJ(u)-e1=[;(~1r, fJ(u)-e2=[a:~?y, 
welche in Evidenz setzen, daß jede der drei Funktionen fJ (u) - e" 
nur zweifache Nullstellt!n und zweifache Pole besitzt. 

Die durch die Gleichungen (4) definierten Funktionen 01(U), 02(U), 
Os (u) sind ganze Funktionen von u, und zwar gerade Funktionen, 
wie aus der Gleichung 

e-ijuo(u + w) = eijUo(w - u) 

erhellt. Außerdem ist nach (4) 

(6) 01 (0) = 02 (0) = 03 (0) = 1. 

Unter Berücksichtigung der letzteren Gleichungen und der Diffe
rentialgleichung von fJ (u) folgt durch Multiplikation der Gleichungen (5) 
leicht 

(7) 

§ 5. Die Funktionen {)o2 (v), {)os (v), {)oo (v). 

Aus der Gleichung (II) in § 3, nämlich 

(1) 
'1 U ' 

o(u) = C·e 2oo {}1 (2uJ, 
in welcher C eine Konstante, d. h. eine von u unabhängige Zahl be
deutet, erhalten wir leicht analoge Darstellungen für die Funktionen 
01 (u), 02 (u), Os (u). 

Setzen wir, wie im vorigen Paragraphen, 

(2) w = mw + m'w', ij = mfJ + m'n', 

so ergibt sich zunächst 
(00_,,)' 

ij" a(w-u)=~_ ij,,+'1~ {} (w-u) 
e a (w) a (w) e 1 200 ' 

oder nach leichter Rechnung 

(3) 
( _) '1,,0 (_ _ \" (_ ) - a oo-u C- 2 '1 01 - 00 '1,-° ~<t oo-u e'I"---= .e ro· e W··v·_-a(w) 1 200 

_ 'I'" (m m' ) 
=C.e2w z-m'{}1 2"+T'f-V , 

wo von der Gleichung 

_ - ( + ") ( L") , ni 'Yjw-wn= m'Yj m'Yj OJ- mOJ-1 m OJ 'Yj=-m· 2 
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Gebrauch gemacht ist und e eine Konstante bedeutet. Die Gleichung (3) 
spaltet sich in die drei Gleichungen 

(4) 

a1(u)=C1e!~0>1({-V) 
'I". (1 T ) 

0' (u) = C e 2w Z-1 0> - + - - V \I \I. 1 2 2 

'I". 
( ) _ C 2-;; -1.<1 (T ) as u - se z 'V1 "2 - v . 

Benutzen wir hier die Gleichungen (I) und (I') von § 3, so kommt 

(2"-1)9 
O>l(~-V)= -O>l(v-~)=-i.2(-1th -2- (-iz)2n-l .. 

(8"-1)9 "I 

= .2h-8- Z8 .. -1 = 2 .2h4 cos(ynv). 
.. " 

Setzen wir hierin v-i für v, also zh -t für z, so ergibt sich weiter 

(2"-1)9 2 .. -1 
0>1 (.!. + ~ - v) = .2h -2- ·h ---S-'Z2"-1 = h -1 Z .2hC"-1)1 za .. -a 

2 2.. .. 

= h-t Z .2hnB Z2", .. 
und wenn hier v durch v + ~ ersetzt wird, also Z· durch iz,· 

(5) 

Wir setzen nun 

(2"-1)9 
O>\I(V) =.2h -2- Z2"-1 .. 

= 2[hicosnv + hlcos 3nv + h !5 cos 5nv + ... ], 
O>s(v) = .2hnB z2n .. 

= 1 + 2 h cos 2 n v + 2 h' cos 4 n v + 2 h9 COS 6 n v + ... , 
0>0 (v) = .2( - 1)" hnB ZU .. 

= 1- 2hcos2nv + 2h'cos 4nv- 2h" cos 6nv + - .... 
Dann verwandeln sich die Gleichungen (4) zunächst in 

'1,,1 '1,," '1,,-

a1 (u) = Cl eJLw 0>1l( v), O'Il(U) = ~e2wo>s(v), as(u) = ~ eB"'O>o(v), 
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wobei C2 , Cs neue Konstante bezeichnen. Bestimmen wir diese und 
Cl' indem wir u = 0, v = 0 setzen, so kommt schließlich' 

'11'- '1"- '1"-
( ) _ 200. 1)g(V) / )_ 200 1)3 (V) ( )_ 2;;; ,1)0 (v) 

al u -e 1)2(0)' a'J\u -e 1)3{0) , a3 u -e 1)0(0)" (6) 

§ 6. Zusammenstellung. 
Wir stellen hier noch einmal die Definitionsgleichungen der vier 

*-Funktionen und ihren Zusammenhang mit den a-Funktionen und 
der p -Funktion übersichtlich zusammen. Bezüglich der Bezeichnungen 
bemerken wir folgendes: Die nach der Variablen v genommenen Ab
leitungen der * -Funktionen sollen durch Striche angedeutet werden, 
so daß z. B. *;; (v) den zweiten nach v genommenen Differential
quotienten der Funktion {}o(v) bedeutet. Werden diese Funktionen 
und ihre Ableitungen ohne Hinzufügen des Argumentes· v geschrieben, 
so meinen wir, wenn nicht ausdrücklich das Gegenteil bemerkt wird, 
denjenigen Wert; welcher dem Argumente v = 0 entspricht ("Nullwert" 
der betreffenden Funktion). Endlich soll die Funktion {}o(v) auch mit 
*4(V) bezeichnet werden, weil es dadurch möglich wird, mehrere 
Formeln in eine einzige zusammenzufassen. 1 ) 

(I) 

(Il) 

(III) 

Wir haben nun folgende Gleichungen: 

(2"-1)2 
*l(V) = i 2)( - 1)" 11, -2- Z2 .. -1 

1 9 ~ I) 

= 2 [11,4 sinnv - 11,4 sin3nv + hT sin 5nv - + ... ] 
(2"-1)iI 

*2(v)=2)h-S- Z2"-1 

= 2 [ht cos nv + ht cos 3nv + 11,2: cos 5nv + ... ] 
*s( v) = 2) h .. a ZB" 

= 1 + 2 11, cos 2 n v + 2 h~ cos 4 n v + 211,9 cos 6 n v + ... 
{}o(v) = 2)( - 1)" 11,"" Z2 .. 

= 1- 2hcos 2nv+ 2h4 cos 4nv - 2h9 cos 6nv+ - ... , 

{ 
a(u) = !: e~~ '*l(V) 

1 '11'. 

a,,(u) = D,.~-1 e2w {}"+l(v) (k= 1. 2, 3), 

y-( -)-- (11< (u) 1 1)/ 1)k+1 (v) 
P u - ek = _ Cu) = 2 (l) :u;:- ---:U-(v) 

v V~+l V1 
(k=1,2,3), 

wobei v = 2u(l) ist. 

1) In der Literatur werden die Funktionen 1)l(V), iJ,(v), 8a(v), 80(11) auch 
mit 1)11 (v), {}10 (v), 000 (v), 1)01 (v) bezeichnet (A. d. H.). 
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Durch die Gleichungen (III) sind die Wurzeln v' gJ (u ) - el< als 
eindeutige Funktionen von u erklärt. Was die auftretenden "Null
werte" angeht, so sind dieselben nach (I) durch die stark konvergie
renden Reihen dargestellt: 

t \- 25 49 
'19>1' = 2 n [h - 3 h + 5 h4 - 7 h 4 + - ... ] 

(IV) 
1 t 25 49 

'I9>'J =2[h4 +h +h4 +h4 + ... ] 

{Ja = 1 + 2 h + 2 h4 + 2 h9 + .. . 
'19>0 = 1 - 2 h + 2 h4 - 2 h9 + - .... 

§ 7. Zusammenfassende Darstellung der ,<) - Funktionen. 
Die ,<) - Funktionen als Funktionen von v und 1:'. 

Die vier 'I9>·Funktionen sind spezielle Fälle der von Hermite ein
geführten Funktion 

(1) 191"" (v) = -:f /inv(n+~)+in.(n+~r +innv, 
"'=-00 

in welcher wir v, Jt, v als unbeschränkt veränderliche komplexe Variable 
betrachten 1), dagegen 7: = r + is auf die "obere Halbebene" ein
schränken wollen. d. h. auf dasjenige Gebiet der 7:-Ebene, welches 
durch s > 0 charakterisiert ist. Wir werden weiterhin zeigen, daß 
e/1,,,(v) eine ganze Funktion von jeder der Variablen v, Jt,,, und 
eine reguläre Funktion von 't in der oberen 7:-Halbebene ist. Zu
nächst schreiben wir die Reihe (1) in der Gestalt 

(1') 
+00 (2n+,u)S 

e,u,,,(v)=,2t.,,nv.h 2 Z2n+l'. 
n=-CIO 

Vergleichen wir hiermit die Definitionsgleichungen der 'I9>-Funk
tionen (I) des vorigen Paragraphen, so erkennen wir, daß 

(2) 
{

'I9>1(V) = - i e1,1(V), 
'I9>'J(v) = e1,0(v), 
'l9>s(v) = Bo,o(v), 
'l9>o(v) = 8 0,1(V) 

ist. Dabei ist zu beachten, daß in den Definitionsgleichungen von 
'l9>l(V) und 'I9>'J(v) der Summationshuchstabe n durch n + 1 ersetzt wird, 
was erlaubt ist, weil n alle ganzen Zahlen von - 00 bis + 00 durchläuft. 

1) V bedeutet also in diesem Paragraphen keinen Summationsbuchstaben. 
(A. d. H.) 
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Wir wollen nun die Konvergenz der Reihe (1) direkt untersuchen, 
wobei wir sie als Summe der beiden Reihen 

g,.,v (v) = ~e2i""V( -"+%)+inr( -,,+.i-)" -in .. v 
,,=0 

auffassen. Die Variablen v, #," schränken wir auf beliebige ganz im 
Endlichen liegende Gebiete ein, die Variable 1 auf ein ganz im End
lichen und im Innern der oberen 1-Halbebene liegendes Gebiet G'. 

Für alle in Betracht gezogenen Werte von v, p" '" 1 konvergiert 
dann iede der Reih~n f,.,,, ( v) und g,., 0'( v) absolut und gleichmäßig. 

Da 

2inv.t;.+.nr(.!!:..)" 
g",v(v)=f-,t,-,,(-v)+e " 2 

ist, so genügt es, diesen Satz für die Reihe f,., v ( v) zu beweisen. 

Nach Abtrennung eines von n unabhängigen Faktors lautet das 
allgemeine Glied von f f.', ,,( v) 

ein-en2+;JlA n, 

wo zur Abkürzung 

gesetzt ist. Wenn nun 

1 = 1'1 + i 1~, A = Al + i A~ 
ist, so wird der kleinste Wert, den 12 im Gebiete G' hat, ein.gewisser 

positiver Wert 1~) und der kleinste Wert, den Al) für alle in Betracht 

gezogene Werte von v, p" 'P, 1 annimmt, ein gewisser endlicher Wert 

A~O) sein. Es ist dann 
_nr(0) .. 2_""A(O) .. 

\ e'nrn2+i".A .. \ = e-nr ... ·-,..A ... < e 2 2 

Nun ist weiter, wenn n groß genug geworden ist, etwa für n ~ N, 

:n~O)n2 + nA~O) n > n, 

weil 1~O) > 0 ist. Folglich hat man für alle in Betracht kommenden 

Werte v, p,,", 1 

~einrn2+inA"~2e-", 1) 
.. =N .. =N 

woraus die Behauptung folgt. 

1) Das Symbol ~ ist im ersten Abschnitt Kap. 1, § 7 eingefUhrt worden. 
(A. d. H.) 
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Die Reihe 8",." (v) stellt daher eine für alle endlichen Werte der 
Variablen v, f-t, v und alle Werte von 1, die positive zweite Koordi
nate 12 besitzen, reguläre Funktion jeder Variablen dar, deren nach 
diesen Variablen genommene Differentialquotienten durch gliedweise 
Differentiation der Reihe gebildet werden können. 

Hiernach bestätigt man sofort. daß 8",;;.., ( v) der partiellen Dif
ferentialgleichung 

(3) 

genügt. Zufolge (2) genügt also auch jede der VIer #-Funktionen 
dieser Differentialgleichung. 

Die Reihe (1) ändert sich nicht, wenn wir v durch v + 2 ersetzen. 
Sie nimmt den Faktor e- i"" auf, wenn f-t um 2 vermehrt wird und 
dann n durch n - 1 ersetzt wird. 

Die Funktion 8,u." ( v) genügt daher den Funktionalgleichungen: 

(4) 8",. ,,+2 (v) = 8"" ,,(v), B,u+2.,,(v) = e- i"" 8"",,(v). 

Eine weitere Funktionalgleichung erhalten wir durch folgende 
Betrachtung: 

Bedeuten f-t' und v', ebenso wie f-t und v zwei beliebige komplexe 
Zahlen, so ist der Exponent von e im allgemeinen Gliede der Reihe 

nämlich 

2 i 3l V ( n + lt ~ lt') + i 3l T ( n + lt ~ lt'Y + i 3l n (v + v'), 

darstellbar in der Form 

2i3l (v +" ~lt'r) (n +~) + i3l1 (n + ~r + i3ln7A + i3l/lv 

. lt,g . lt" + ~3l41 - ~3l2' 

Daher befriedigt die Funktion 8",." ( v) die Gleichung 

• I • p/I . f..t1l' 

( ''''''' fI+<."-'-O"- ( " + lt'1:) 5) 8",+"",,,+,,'(v) = e 4 2 8 1"" V + -2- , 

oder in anderer Schreibweise: 
"'-V' -~l'l 

(5') (.", + lt'r) ;"2 -4- - I 8",." v+-2- =e ·h z,u 8 ... +",',,,+,,, (v). 

Durch die Gleichung (5) kann die Funktion 8 ... , ,,(v) auf jede andere 
solc~e Funktion mit beliebig vorgeschriebenen Werten von f-t und v, 
z. B. auf die Funktion 8 0 • o( v), also auf #s (v), zurückgeführt werden, 
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§ 8. Verwandlungsformeln und Nullstellen der vier 
,'). -Funktionen. 

Nehmen wir in der Gleichung (5') des vorigen Paragraphen' für 
1-', v, 1-",,,' ganze Zahlen der Reihe 0, 1, 2, und berücksichtigen wir 
dabei die Gleichungen (4) und (2) desselben Paragraphen, so erhalten 
wir ein System von Gleichungen, welches wir -in nachfolgender Tabelle 
übersichtlich zusammenstellen. 

Zur Abkürzung setzen wir: 

(1) 

Verwandlungstabelle der {}-Funktionen. 

{}1 {}2 i IIIlJo m {)a - {)1 - k{)l k {)1 

(). - {)1 111 {):I -imao -()~ k {J. - k{}~ 

{)a {)o maz imt'J, {)a k {)s H)a 

{)o {Ja im {}, m..'J. ao - lI{Jo ~ k {}o 

Diese Tabelle ist so zu verstehen: Wollen wir 1}a (v + -; +~) 
bestimmen, so haben wir diejenige Horizontalreihe der Tabelle zu 
nehmen, vor welcher {}a steht, also die erste, zweite, dritte oder vierte, 
je nachdem Cl = 1, 2, 3 oder 0 ist. In dieser Horizontalreihe steht 

der zu bestimmende Wert in der mit v + i + "'2'f überschriebenen 

Vertikalreihe. Z. B. ist also 

usf. 

Wir fügen dieser Tabelle noch eine zweite hinzu, welche die 
Nullstellen und die ihnen entsprechenden Werte von z' = e2''' u für 
die Thetafunktionen enthält. 

Nach (Il) in § 6 hat {}l(V) dieselben Nullstellen wie a(u)=a(2mv); 
d. h. {}1 (v) verschwindet für 2 m v = n· 2 m + n'· 2 m' oder für 

v= n +n'''{, 
wo n und n' alle ganzen Zahlen von - 00 bis + 00 zu durchlaufen 
haben. 



188 11, 2. Die Theta·Funktionen. 

Die Nullstellen der übrigen Thetafunktionen lesen wir aus der 
vorstehenden Tabelle ab. Z. B. haben wir 

1}2(V+~)=-1}1(V), 

und daher erhalten wir die Nullstellen von 1}2 (v), wenn wir diejenigen 
von 1} 1 ( v) um ~ vermehren. So entsteht die folgende 

Tabelle der Nullstellen der {}o-Funktionen. 

v = z'Z = e2i nv 

{), n+ n' ~ h2tl ' 

{}~ 
1 n+ tI' ~ + "2 _ J/,!n' 

{Ja 
1 1: , 2/1' + 1 n+ 1I' 1: + 2 +2 - , 

{)o 
1: 

11 + 11' 1: + "2 112" ' + 1 

Diese Tabellen werden wir weiterhin zu benutzen haben, 

§ 9. Darstellung von eu e2 , es und A 
durch die Nullwerte der {}o. 

Setzen WIr In der Formel (III) § 6 

und sodann 

so kommt 

(1) 

wobei zu 

u 1 
u = ro, also v = 2 co = 2 ' 

u = ro + ro', 
u 1 1: 

also v = 2-;Q = "2 + "2 ' 

(k = 1, 2, 3) 

Die erste dieser Gleichungen wenden wir an für k = 2, 3, die 
zweite für k = 3. Die auftretenden Werte der 1}-Funktionen können 
wir dann vermöge der Verwandlungstabelle des vorigen Paragraphen 
auf die Nullwerte zurückführen. Z. B. ist 1}s(v +~)= 1}o(v) und daher 
1}s (~) = 1}o(O) = 1}o' 
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Auf diese Weise finden wir 

{J (~-) 
V~-=- e2 = 21

0J . ~~. 3 (l)-
{J1 2 

- 1 {J' {Jo (~) ve:-- e = _ . _1 • ----

1 3 2 w {Jo (~) 
{}1 2 

-- 1 {J' {}o ({- + i) 1 {J , {} Ve -e __ ._1. ___ 1.~ 

2 a - 2 OJ {}o {} (~ ~) - 2 OJ {Jo {}3' 
1 2 + 2 

Durch diese Gleichungen ist je ein bestimmter unter den beiden 
Werten der Quadratwurzeln -V ei - e" als eindeutige Funktion des 
Periodenverhältnisses -r in der oberen -r-Halbebene dargestellt, wenn 
WIr die Gleichungen (IV) von § 6 heranziehen. 

Um ek direkt zu berechnen, setzen wir die Gleichung (III) § 6 in 
die Form 

{J~+1 v2 

,/() 11+{}k+1 2 +'" 
y r 2 ru v - ek = 2"(; {}'" v3 

v+ &' 6+'" 
1 

1 ( ({}~+1 1 {}t''') v2 ) 
= 20JV 1 + {}k+1' - 3" {}t' 2+···· 

Da die Entwicklung von r (2 ru v) an der Stelle v = 0 kein kon
stantes Glied enthält, so ist - e" das konstante Glied in der Ent
wicklung des Quadrats der rechten Seite vorstehender Gleichung nach 
Potenzen von v. Dies gibt: 

(3) e = _1_ (.!. {J/" _ {J:+l) 
" 4 2 3 {J' {J (k = 1, 2, 3). 

OJ 1 k+l 

Da die Summe e1 + e'J + ea verschwindet, folgt 

(4) {}t''' {Jg" {J3" {Jo" 
"T'=T+~-+T' 

1 2 3 0 

Nun erhalten wir aus den Differentialgleichungen 
'i'J'l.{}(v) = 4' o{J(v) 03{}(V) _ 4' 02{J(V) 

ov2 ~ :n ih;' OVS - ~:n ov eh: ' 
denen die vier {}-Funktionen genügen, für v = 0 

(5) {} " 4' o~ {} ", 4' Ol}/ 
k = z:n"")f;' 1 = t:n~, 

so daß die Gleichung (4) so geschrieben werden kann: 

1 o{Jt' __ 1 O{J2 + 1 O{}3 + 1 o{}o 
{}/ jh- - {}g ~ D;~ {}o ~. 
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Durch Integration folgt 

{}1' = C·{}2{}S{}O' 

wo C eine von -r unabhängige Größe bedeutet. Diese bestimmen 
wir, indem wir die Entwicklungen (IV) § 6 eintragen: 

1 1 

2 n [h 4 - ... ] = C· 2 W' + ... ] [1 + ... ] [1 - ... ] 

und die Anfangsglieder auf beiden Seiten vergleichen. Es ergibt 
sich C = n und damit die wichtige Relation: 

( 6) {} l' = n {} 2 {} S {} 0 • 

Vermöge derselben stellen sich nun die Gleichungen (2) so dar: 

während vermöge der Gleichungen (5) sich die Werte (3) der ek so 
schreiben lassen: 

(8) e = ~ (! d log {}t' _ d IO.ß {}2) i = ~ (! d log {}1' _ d log {Ja) , 
1 (()2 3 d T d T ' 2 w2 3 d T d T 

i Je (1 d log {}t' d log {}o) 
es =(;)2 3d-T--d-T- . 

Die Multiplikation der Gleichungen (7) ergibt für die Diskrimi
nante ,1 die Darstellung: 

(9) 

§ 10. Darstellung der -8-- Funktionen 
durch unendliche Produkte. 

Die Funktion {}s (v) ist, als Funktion von Z2 = t 2in" angesehen, 
regulär für alle endlichen von Null verschiedenen Werte von Z2. 

Ihre Nullstellen bilden nach § 8 die beiden Punktfolgen 

( 1) Z2 = - h-l, _ h-3, _ h-5, 
'" , 

(1 ') Z2 = -h, - h3, _ hO, 
'" , 

von welchen die erste den Häufungspunkt Z2 = 00, die zweite den 
Häufungspunkt Z2 = 0 besitzt. (Die Punkte Z2 = 00, Z2 = 0 sind also 
wesentlich singulä re Stellen der Funktion) 

Nach einem Satz der allgemeinen Funktionentheorie 1 ) stellt nun 

1) Vgl. Erster Abschnitt, 6. Kap. § 11. (A. d. H.) 
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eine ganze Funktion von x mit den Nullstellen a1 , all' as' ... vor, 
wenn die Reihe 

~+~+J...+ ... 
a1 tJ2 aa 

absolut konvergiert. Daher ist 
f1 .= (1 + h Z'Z)(l + h3 z2)(1 + k" Z2) ... 

eine ganze Funktion von Z2, welche die Punkte (1) zu Nullstellen hat. 
Ebenso wird 

f2 = (1 + hz- 2) (1 + h3 Z-2) (1 + h" Z-2) ..• 

eine ganze Funktion von Z-2 sein, die als Funktion von Z2 die 
Punkte (1') zu Nullstellen besitzt. 

Die Funktion 

f( v) = fd2 = fj(1 + hlln- 1 z2)(1 + h2n- 1 z-2) 
,.=1 

= H(l + h"Z2) (1 + h"Z-2) 

ist daher, als Funktion von v betrachtetl eine ganze Funktion von v 
mit denselben Nullstellen wie {}3 (v). Wie verhält sich nun f( v) bei 
Vermehrung von v um 1 oder um 'l? Da Z2 = e2in .: bei Vermehrung 
von v um 'l den Faktor h2 erhält, ist offenbar 

f(v + 1) = f(v) 
und 

f(v + 'l) = fI(l + h,,+2 Z2) (1 + h,,-2 Z-2) 

= 1 -;-:~1;-2. fI (1 + h" Z2) (1 + h" Z-2) = h-1 Z-2 f( v) . 

Genau so verhält sich aber (Verwandlungstabelle in § 8) {} 8 ( v) 

und folglich ist 1(~; eine Funktion von v, welche keinen Pol und 

die Perioden 1 und 'l besitzt und daher eine Konstante ist. Somit 
kommt 

{}3 (v) = C ·fI(l + h" Z2) (1 + h" Z-2), 
unter C eine Konstante, d. h. einen von v unabhängigen Wert ver
standen. Nach der Verwandlungstabelle in § 8 folgt hieraus weiter: 

{}o(v) = {}s (v +!) = C .fI(l - h" z2)(1 - h" ::-2), 

{}2 (v) = ! {}s (v + i) = C .h-t z fI(l + h,,+l z2)(1 + h,,-l z-lI) , 

{}1 (v) = - {}2(V + l) = - iC .h!.z 11 (1 - h"+1 Z2) (1 - h,,-l z-Il) , 

oder in anderer Anordnung und nach leichten Umformungen: 

(2) 

1 z Z-l 
{}l(V) = C . hf: -=~-. fI(l - hg Z2) (1 - hg Z-2), 

{}\l (v) = C· ht (z + Z-l) fI(l + hg Z2) (1 + kg Z-2) , 

{}s(v) = C·fI(l + k"Z2) (1 + h"Z-2) , 

C . fI (1 - h" Z2) (1 - k" z-Il) , 



192 11, 2. Die Theta-Funktionen. 

wobei gemäß früherer Verabred~ng g die geraden Zahlen 2,4,6 ", 
und " die ungeraden Zahlen. 1, 3, 5, ... durchlaufen muß. 

Da z = einv ist, können die Faktoren 
Z-Z-l 

i 
resp. z + Z-l 

durch 
2 sin 11: v resp. 2 cos 11: V 

ersetzt werden. 

Um die Konstante C zu bestimmen, setzen wir in den Formeln (2) 
v = 0, nachdem die erste dieser Formeln durch v dividiert wurde. 
Dadurch kommt zunächst: 

f iJ{ = 2 11: C . h t II (1 - h')'l, 

1{J'iJ= 2C.h-tII(1+h')2, 

{Js = C .II(l + h")2, 

{}oo = C·II(l - h'')2. 

(3) 

Wir tragen diese Ausdrücke in die Relation § 9, (6) 

ein und erhalten 

II(l - h')'J = C'J II(l + h'? (1 - hh)?. 
Es ist aber weiter 

II(l - h')'iJ = II(l - h2,)'iJ (1 _ hh)'iJ, 

weil die geraden Zahlen g mit der Gesamtheit der Zahlen 2 g und 
2" übereinstimmen. Somit folgt 

Ci II(l + h')9 = II(l - h2,)'iJ = II(l + h')9 (1 ~ h')9 

und schließlich 

(4) C = II(l - h'), 

wobei berücksichtigt ist, daß gemäß (IV) in § 6 der Nullwert {Js für 
h = 0 in + 1 und also auch C nach (3) für h = 0 in + 1 über
gehen muß. 

Für {Jl' ergibt sich nun aus (3) die Darstellung 

(5) {}ol' = 211:h-1 II(l- h')S 

und demnach für A nach (9) des vorigen Paragraphen 

(6) A=(:t1h9II(1-h'r, 

eine Darstellung, welche die Tatsache in Evidenz setzt, daß A für 
jede zulässige Wahl der Perioden 2 ro, 2 ro' von Null verschieden ist. 
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§ 11. Einige zahlentheoretische Anwendungen 
der erhaltenen Resultate. 

Da der Nullwert der Funktion {}a durch die Reihe 

+00 ... 
(js = .,2 h 

n=-IX) 

dargestellt wird, so ist 

(1) {}s4=.,2h .. '·+ .. ··+ .. ··+ .. ··= ie(m)h"', 
m=O 

wo e (m) angibt, wie viele Lösungen die Gleichung 

(2) 

in ganzen Zahlen n i , ng , ns' n4 besitzt. 

Nun ist andererseits nach § 9, (7) und (8) 

ß 4 = (~)2 (e _ e ) = ~ (~Og {Jo _ d log (}g) = ~ !!. (log Po) 
3 n i 3 n d7: d7: n d7: {}. 

oder, da 

h = e'7fT, 

ist, 

(3) ßa' = - 4 h ddh (log :0) = 4 h ddh (lOg :9) . 
9 0 

Setzen wir hierin die Produktdarstellungen (3) des vorigen Para· 
graphen für {}'J und {}o ein, so wird 

{J._ = 2 h-t. JI(1 + hll)" = 2 ht JI(I- h2'J2 = 2 h1 JI(t- h211)2 

{Jo JI (1- h'')B JI [(1 - hll) (1 - h'W JI (1- h')2 ' 

wo r alle natürlichen Zahlen durchlaufen muß, und (3) geht über in 

(3') ß 4 = 1 + 8 h ~ 10 JI (1- hili) . 
s dh g JI(I-h') 

Die Weiterführung der Rechnung gibt 

ß 4 = 1 + 8.,2~ _ 8.,2~.h2g 
8 I-h' I_h211 

= 1 + 8.,2 r h'" - 8.,22gh211'· (r'=1,2,3, ... ) 
r,,' g, r' 

und schließlich 

(4) 

Hier gibt tJ) (m) die Summe aller Zahlen r, die bei allen mög
lichen Darstellungen von m in der Form m=rr' auftreten, und tJ)'(m) 
die Summe aller Zahlen 2 g, die bei allen möglichen Darstellungen 

Hurwitz~Courant, Funktionentheorie. 13 
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von m in der Form m = 2 g r' auftreten. Es bedeutet demnach ifJ (m) 
die Summe aller Divisoren 1) von mund ifJ' (m) die Summe aller durch 
4 teilbaren Divisoren von m. 

Der Vergleich der beiden Entwicklungen (1) und (4) ergibt nun 

(5) 8(m)=S(ifJ(m)-ifJ'(m»), (m=1,2,3, ... ), 
d. h.: 

Eine natürliche Zahl m ist so oft als Summe von vier Quadraten 
ganzer Zahlen darstellbar, als das Slache der Summ~ derjenigen 
Divisoren von m beträgt, die nicht durch 4 teilbar sind. 

Z. B. ist für m = 3 die Summe der nicht durch 4 teilbaren 
Divisoren 1 + 3 = 4 und in der Tat hat 3 die folgenden 32 Dar 
stellungen: 

3 = 02 + (± 1)2 + (± 1)2 + ( + 1)2 = (± 1)2 + 02 + (± 1)2 + ( + 1)2 

= (± 1)2 + ( + 1)2 + 02 + (± 1)2 = ( + 1)2 + (± 1)2 + ( + 1)2 + 02, 

Der Satz läßt sich noch in anderer Form aussprechen. Ist 
nämlich 

m = 2a m1 , 

wo m1 ungerade ist, und sind 61 , b2 , ••• , b,. die ungeraden Divisoren 
von m1 , so sind diese zugleich alle nicht durch 4 teilbare Divisoren 
von m, wenn a = 0, also m ungerade ist. Wenn dagegen a > 0, 
also m gerade ist, so treten zu ihnen noch die Divisoren 2 b1 , 2 b2 , 

... , 2 br von m als nicht durch 4 teilbare hinzu. Also folgt: 

Eine natürliche Zahl m ist so oft als Summe von vier Quadraten 
ganzer Zahlen darstellbar als das Slache oder 241ache der Summe 
ihrer ungeraden Divisoren beträgt, je nachdem m ungerade oder ge
rade ist. 

Dieser tiefliegende zahlentheoretische Satz ist zuerst von ] acobi 
aus der Theorie der elliptischen Funktionen abgeleitet worden. Der 
berühmte Satz von Lagrange, daß jede positive ganze Zahl sich als 
Summe von vier Quadratzahlen darstellen läßt, ist natürlich in diesem 
] acobischen Satze enthalten. 

Eine andere interessante Folgerung ziehen wir aus der Gleichung 

(6) {ja (v) = II(l - ~)(l + h" z2)(1 + h" Z-2) = .,2h"· z~ ", 

die für veränderliche Werte von hund z gilt, in diesen Variablen 
also eine reine Identität vorstellt. 

Beiläufig bemerkt, kann sie auch als solche unabhängig von der 
Theorie der elliptischen Funktionen nachgewiesen werden. 

1) 1 und m werden dabei auch als Divisoren von m betrachtet. (A. d. H.) 
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Setzen wir in (6) 
t 

Z2 = _ x2 , t h=x, 
wobei x eine Variable bedeutet; so wird das Produkt, wenn wir g= 2 r, 
,,= 2r - 1 setzen, 

DU - x3,) (1 - X3'-~+-t) (1 _ x3'-i-l) 
,=1 

=ll(1-x3')(1-x3 ,-1)(1-x3,-2), 
r=1 

und die Summe wird 
3'" +'" _ 1 

" 2 ( 2'" ...::,;x -x). 
1l=-1XI 

Es kommt daher, weil die Zahlen 3 r, 3 r-1, 3r- 2 zusammen 
wieder alle natürlichen Zahlen rausmachen, 

3 .. ,+" 
00 +00 ---

(7) II(l-x')=.l}(-l)n x 2 = 1-x-x2+x5+x7_ ... 
1'=1 n=-oo 

Diese bemerkenswerte Gleichung rührt von Euler her, der sie 
auf empirischem Wege fand, und dem es erst nach langjährigen Be 
mühungen gelungen ist, sie zu beweisen. 

Der Vergleich der beiden Darstellungen von {)l' in den For
meln IV § 6 und (5) § 10 lehrt, wenn WIr h'J mit x bezeichnen, daß 
neben (7) die Entwicklung 

,9_, 
(8) fI (1 - X')3 = i( -1),-1(2r-1)x-2 = 1-3x+5x3-7x6 + .. 

,=1 ,=1 
gilt. 

Eine weitere zahlentheoretische Anwendung werden wir im § 13 
kennen lernen. 

§ 12. Partialbruchzerlegungen von ; (u) und ~o (u) als 
Funktionen von Z2. Darstellungen von 7], g2, gs. 

Aus der Gleichung (§ 6, (11)) 
'1 U" 

(1 (u) =!~ l'" {)l (v) 
1 

( ~,) 
v=2w 

ergibt sich durch logarithmische Differentiation die folgende Darstellung 
von' (u): 

(1) 

in welche WIr die Produktentwicklung (2) § 10 von {)l(V) eintragen 
wollen. 

13* 
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Auf diese Weise kommt nach leichten Umformungen: 

(2) (u=2wv). 

Diese Gleichung liefert offenbar die Partialbruchzerlegung der 
Funktion 

wenn diese Funktion als Funktion von 
inu 

Z2 = e2i :rr:v = e-;;;-
angesehen wird. 

Da 
.2+2-1 . ei:rr:v+ e-i:rr:v 
~-- =~ ---;----.-=;cot:n:v z - z-t e,nv - e-$lff/ 

ist, läßt sich (2) auch in der Form 

., U 3l i:n; (hg 2-2 hg Z2 ) 
(~') '-4u)=-+-cot:n:v+ -.2 --- -.--

w 2 W W g 1 _ hg IJ-2 1 _ hg z. 
schreiben. 

Die hier auftretenden Summen 
hgz. hgz-2 

51 = .2 -1 hg 2 und 52 = .2 -1 hg----=; 
g - Z g - z 

(u=2w v) 

konvergieren in jedem endlichen Bereich der z'.l-Ebene, in welchem 
kein Glied der betreffenden Summe einen verschwindenden Nenner 
hat, absolut und gleichmäßig. Denn ist z. B. für die Summe 51 der 
ßereich B ein solcher Bereich und M das Maximum von I z2 1 in 
diesem Bereich, so gilt 

I hgz~I<~~<M"lhlg, 1 - hg Z2 - I - M I hg I 
sobald g genügend groß geworden ist und M' eine positive Zahl be
deutet, die um beliebig wenig größer als M fixiert worden ist. Dem-. 
nach ist für den Bereich B 

<7> hgz' .2 --~ M' I h IG+M' I h IG+1 +... (G genügend groß), 
g=G I-kgz2 

woraus die absolute und gleichmäßige Konvergenz von 51 im Be
reiche B folgt. Die analoge Betrachtung gilt für 52' 

Wird nun Z2 auf den Kreisring 

(3) I h21 < I z21 < I h-2 1 
eingeschränkt, so ist für jede gerade natürliche Zahl g sowohl h g z-'l 

als auch kfZ'" ab301ut kleiner als 1, und die Glieder der Summe in (2') 
können nach Potenzen von z entwickelt und dann die Terme, welche 
dieselbe Potenz von z~ enthalten, zusammengezogen werden. 
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So erhalten wir 

,(2wv)=2'Yjv+t cot.71v+ in .2)(h,gz-2'_J{gl') 
ro OJ"g 

n in k2 , -2, 2, 
= 2')') V + - cot.71 V + - .2)-- (z -; z ), 

./ 200 00 r 1 _ k2 , 

oder 

(4) 
n 2 n <Xl k2, 

, (2 w v) = 2'Yj v + ,,- cot.71 v + - .2) --2 sin (2 r .7l v) . 
,,00 00 ,=11- k ' 

Den Punkten des Kreisringes (3) entsprechen in der v-Ebene 
die der Bedingung 

genügenden Punkte. Setzt man 

7: = 7:1 + i 7:2 , V = v1 + i V'J ' 

so wird diese Bedingung 

- 7:2 < v2 < + 7:2 ; 

d. h. die Entwicklung (4) ist gültig für den Parallelstreifen der v-Ebene, 
welcher durch die Parallelen zur reellen Zahlenachse begrenzt wird, 
die durch die Punkte 

hindurchgehen. 

Wir wollen nun die beiden Seiten der Gleichung (4) an der Stelle 
v = 0 entwickeln und die beiden Entwicklungen vergleichen. 

Die Entwicklung von' (2 w v) lautet (Kap. 1, Tabellarische Über
sicht (2)): 

q2 w v) = 2~V - !O(2WV)3 - I~O(2wv)5 - ... 

Bei der Entwicklung der rechten Seite von (4) haben wir zu 
berücksichtigen, daß 

( ) 1 n V (nv)3 2 (nv)6 
cot .7lV = nv - 3" - 45 - 45."21 - ... 

ist. Der Vergleich der Koeffizienten von v, 1;3 und VII liefert nun die 
folgenden Darstellungen von 'Yj, g2 und gs: 

n 9 [1 <Xl l' k2 r ] 
'Yj = W- 12 - 2 ,~ 1 _ k2, , 

(5 ) g2 = (~r U2 + 20,~ 11'~::,J, 
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Der Vergleich der höheren Potenzen von vergibt ähnliche Dar
stellungen für die Summen 

cn = (2n - 1)]7' w!n = (2n - 1)]7' (~mw+~m' w'r' 

die WIr indeS3en weiterhin nicht benutzen werden. 

Durch Differentiation der Entwicklungen (2) und (4) ergeben 
sich analoge Entwicklungen von &J (u) und ~o (2 w v) mit denselben 
Gültigkeitsbereichen. 

§ 13. Entwicklung von V p (u) - ek. 

Die Entwicklung (2) von l; (u) im vorigen Paragraphen gestattet, 

die Funktionen V p (u) - e" in ähnliche Reihen zu entwickeln. Wir 
wollen hier insbesondere (vgl. § 6, I1I) 

---- 1 f}' f} (v) (u ) (1) qJ ( u ) = V P ( u) - es = - -"- . _0 - v = 2 ,., 200 f}o f}l (v) ~ 

betrachten, um in Ergänzung von § 11 von der entstehenden Ent
wicklung eine interessante zah!enthJoretisch3 Anwmdung zu machen. 

Die Funktion qJ (u) genügt den Gleichungen 

(2) qJ (u + 2 w) = - qJ (u) , qJ (u + 2 ch') = qJ (u) , 
wie die Verwandlungstabelle der if-Funktionen in § 8 zeigt. Denn 
der Vermehrung von u um 2 w bzw. 2 w' entspricht die Vermehrung 
von v um 1 bzw. '(. Die Funktion qJ (u) hat daher die Perioden 4 w 
und 2 w', und da sie im Perioden-Parallelogramm 

(0, 4w, 4w+2w', 2w') 
nur die beiden Pole u = 0, u = 2 w mit den Residuen 1 und - 1 
besitzt, ist demnach (Kap. 1, § 12) 

(3) qJ ( u ) = V p ( u) - es 

= l;(u/4w, 2w') -l;(u + 2w/4w, 2w')+ C, 
. 1 

wo C eine Konstante bedeutet. Da qJ (u) - - an der Stelle u = 0 
u 

verschwindet, ist 
(4) C = l; (2 w /4 w, 2 w') , 
d. h. gleich dem Werte von 'YJ, der den Perioden 4 w, 2 w' ent
spricht, welchen Wert wir zur Abkürzung mit 'fj bezeichnen wollen 
(vgl. Kap. 1, § 11, (4)). 

Die Entwicklung (2) des vorigen Paragraphen liefert nun, indem 
U eo' 

2in- 2in-
wir w durch 2 wersetzen, also Z2 = e 2eo durch z und h2 = e W 

durch h: 
, 'iiu in z+1 in <» ( h'Z-l h'Z) 

l;(uj4w, 2w)=2w+4w'z-=1+2w,~ I-h'z-l-I="h'z ' 
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und hieraus folgt 
C(u + 20)/40),20)') 

'iju _ i'1t -z+1 in '" ( h'Z-l h'z ) 
= ~oo + 1) - 400 'Z+T - 2w,~ 1 +h;;~ -1+h'z ' 

weil z in - z übergeht, wenn u durch u + 20) ersetzt wird. Die vor
stehenden Entwicklungen ergeben nun nach Eintragung in (3) und 
leichter Umformung 

(5) V go CuT- e3 = ~lro ::. ::(~1 

= i: [z _lri + ,Ji C ~ ::'~-2 - 1 :::, z;) ] ' 
welches die gewünschte Entwicklung ist. 

. u in 
~ll- -

Setzen wir hierin u = 0), also z = e 2w = e 2 = i, so finden wir 

oder 

(6) 

Die linke Seite ist hier 

(7) {}3 ~ = C2 h no ) 2 = .2 hn,o+noo, 
nl' n2 

die rechte Seite 

(8) 

wo r' wie r alle natürlichen Zahlen 1, 2, 3, . " durchlaufen muß. 

Vergleichen wir nun in den beiden vorstehenden Gleichungen 
(7) und (8) die Koeffizienten von hm auf den rechten Seiten, <;0 er
halten wir den Satz: 

Eine natürliche Zahl m ist so oft als Summe von zwei Quadraten 
ganzer Zc.hltn daräellbar als das 4fa(he des Obersckusses der Anzahl 
der Divisoren von m, welche die Form 4 k + 1 haben, über die Anzahl 
der Divisoren von m, welche die Form 4 k +3 haben, beträgt. 

Der Fermatsche Satz, daß jede Primzahl von der Form 4 k+l 
sich auf genau eine Weisel) als Summe zweier Quadrate natürlicher 
Zahlen darstellen läßt, ist ein spezieller Fall des vorstehenden Satzes. 

1) Dabei wird von der Reihenfolge der Basen der beiden Quadrate 
abgesehen. CA. d. H.) 
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3. Kapitel. 

Die elliptischen Funktionen Jacobis. 
Für manche Anwendungen der elliptischen Funktionen ist es 

zweckmäßig, statt der Weierstraßschen Funktion (fJ (u) die von 
Jacobi mit 
(1) sin am (u), cosam (u), LI am (u) 
(Sinusamplitudinis, C osinusamplitudinis, Deltaamplitudinis) bezeichneten 
Funktionen zu gebrauchen. pa die Kenntnis dieser Funktionen überdies 
für das Verständnis namentlich der älteren Literatur über elliptische 
Funktionen erforderlich ist, wollen wir sie in diesem Kapitel näher 
betrachten. Was die Bezeichnung betrifft, so hat Gudermann statt der 
J acobischen Bezeichnungen (1) die kürzeren 

(2) snu, cnu, dnu 

bzw. eingeführt. Wir werden die drei Funktionen (1) der Reihe nach mit 

(3) s(u), c(u), LI(u) 1) 
bezeichnen. 

§ 1. Definition der Funktionen s (u), c (u) , LI (u) • 

Es bezeichne 
(1) T = r + is 
einen beliebig fixierten Wert, für welchen s > 0 ist. 

Für w wählen wir eine sogleich näher anzugebende, von Tab· 
hängende Zahl, und für w' sodann den Wert 

(2) W'=W·T. 

Wir definieren nun die J acobischen elliptischen Funktionen durch 
folgende Gleichungen: 

s (u) = !!ju) _ 2 w. -8>0 • -8>1 (v) 
oa(u)- -8>/ -8>o(v)' 

(3) C(U)=Ol(U)= ,!~.-8>2(V) 
0a (u) f}g -8>0 (v)' 

LI (u) = °2 (u) = -8>o.-8>a (v). 
0a (u) -8>a -8>0 (v) 

Nach Kap. 2, § 6 ist dann 

V(fJ(u) - es = s~U)' 
(4) 

,/---- c(u) 
YS9(U) - e1 = s(u)' 

,/ J(u) y (fJ ( u) - e2 = $(ü) . 

1) j (u) hat natürlich nichts mit der Diskriminante A zu tun (A. d. H.). 
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Eliminieren wir hieraus p ( u ), so erkennen wir, daß c ( u) und 
LI (u) in einfacher Weise algebraisch durch s (u) ausdrückbar sind, indem 

(5) f cla (u)+(e1 -eS)s!.l(u)= 1, 
l Ala(u)+(clI-es)s!.l(u)= 1 

ist. Nun haben wir ferner nach Kap. 2, § 9, (7) 

(6) Cl - el = (2:Y {}/' el -es = (.:o,y {}s', el - es = (21fwY {}," 
wobei die Nullwerte der {}·Funktionen {}o' {}IP {}s' etwa vermöge der 
Formeln (IV) in § 6 des Kap. 2, als Funktionen von 'l' sich darstellen. 

Wir wählen w so, daß der Faktor (eI - es) in der ersten Glei
chung (5) gleich 1 wird, nehmen nämlich 

(7) CI) = ~ ,'fs'·= ; [1 + 2h + 2h4 + 2hl) + ... ]' (I. = C"") , 

so daß nach (6) 

(8) 

wird. Die Gleichungen (5) lauten jetzt 

(9) 

wenn zur Abkürzung 

(10) 

gesetzt wird. 

{ c'(u)+ SIl(U) = 1, 

A'( u) + ,,2 s' (u) = 1 , 

Da nach Fixierung von'l gemäß (7) und (2) wund w' bestimmte 
Werte haben, so hängen die Funktionen s (u), c ( U ), LI (u) außer von 
u nur von 'l ab, was wir nötigenfalls dadurch zum Ausdruck bringen 
werden, daß wir die Funktionen bzw. mit 

s(u/1:), c(u!1:), A (u/1:) 
bezeichnen. 

Bezüglich der Bezeichnungen ist ferner noch folgendes zu be
merken: 

Die durch (10) als Funktion von 'l eingeführte Größe" heißt 
der Modul der Funktionen s(u), c(u), A(u), die Größe 

(10') 

das "Komplement" des Moduls. Nach (8) besteht zwischen" und ,,' 
die Relation 

(11) ,,11 + ,,'la = 1. 
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J acobi bezeichnet die Werte von wund w' bzw. mit Kund iK', 
so daß also 

(12) K 3f .0. !.I 'K" 3f .0. 1I =w=2'va , ~ =w =w''/;'=2"'vs ''/;' 

ist. Wir werden indessen an den Bezeichnungen wund w' festhalten, 
müssen aber immer eingedenk sein, daß in diesem Kapitel wund w' 
Funktionen von '/;' sind, 

(13) 

Endlich wollen wir hier unter y;, Yx', V: stets die Werte 

- {} 
yx={}g, 

3 

verstehen, die eindeutig von 'l abhängen. 

Die in (4) auftretende Funktion p (u) besitzt die von '/;' ab
hängenden Fundamentalperioden 2 wund 2 w', und die Werte el' e!.l' es 
sind ebenfalls Funktionen von 'l, die aus (8) in Verbindung mit 
e1 + ell + eil = 0 leicht berechnet werden können. 

Die Definitionsgleichungen (3) von s(u), c(u), A(u) lassen sich 
vermöge der Gleichungen 

(14) 

auch in die Gestalt setzen 

(15 ) 

1 {}1 (f) 
S (u) = V;;' {}o (f) , 

( ) = 1/;;'. {}g (f) 
c u V" {}o (f)' 

A (u) = V x'. {}3 (f)l. 
{}o (f) 

Übrigens zeigen die Gleichungen (3), in Rücksicht auf die bekannten 
Eigenschaften der 0- und 0k -Funktionen: 

Die Funktion s (u) ist ungerade und ihre Entwicklung nach auf
steigenden Potenzen von u beginnt mit dem Gliede u. Die Funk
tionen c(u) und A(u) sind gerade, und es ist c(O)=A(O)=1. 

§ 2. Die Funktionen s(u), c(u), A(u) als elliptische 
Funktionen. 

Vermöge der Definitionsgleichungen (15) des vorigen Paragraphen 
übertragen sich die Tabellen in § 8 des Kapitels 2 von den ~-Funk· 
tionen ohne weiteres auf die Funktionen s (u), c (u), A (u). Wir er· 
halten so: 
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Tabetle I. Verwandlungsformeln der Funktionen 8 (u), c (u), ,1 (u). 

s 

c 

c (u) 
L1 (tl) 

, 5 (u) 
- Y. L1 (u) 

, 1 
Y. ',1 (tl) 

u + W' 

1 
--;;'5(14) 

i L1 (u) 
- --;;. 7(0 

. c (u) - t· _-
5 (tl) 

t4 + W + W' 

1 L1 (u) 
--;;. c (u) 

. %' 1 -J_. _ -
% C (tt) 

. , s (u) 
J % . c(u ) 

- s (u) s (u) I - sen) 

- C (tl) -c (u) c (u) 

,1 (u) 

Die drei letzten Vertikalreihen zeigen, daß s (~t) die Perioden 4 w , 
2w', c(u) die Perioden 4w, 2w+2w', A(u) die Perioden 2w,4w l 

besitzt. 

s (u) 

C (11) 

(11) 

Tabelle 11. Nullstellen, Pole und Perioden der Funktionen 
s (u), c (u), L1 (u). 

Pole 

2 11 ·w .J.. 211 ' ·w' 211w + (2 n ' + 1) w' 

(2 n + l ) w + 2 n ' w' 2 1tw + (2 n ' + 1) w' 

(2 11 + I) w + (2 n ' + 1)w' 21l w + (211 ' + 1)w' 

Perioden 

4 w, 2 w' 

4 w,2w , 2w ' 

2w,4w' 

In den nachfolgenden Figuren 67, 68, 69 ist für jede der Funktionen 
das zu den angegebenen Perioden gehörende Parallelogramm (0) ge
zeichnet und die in dasselbe fallenden Nullstellen und Pole der be
treffenden Funktion, die ersteren durch kleine Kreise. die letzteren 
durch Kreuze, kenntlich gemacht. 

5 (1<) 

} I 2WrW' 
I/w,. W· 

2w~w' 
~ 

~ 

w' 
e IfW IIW 2w JW 0 w 

Fig. 67. FiO'. G' . F ig . 69. 

Hieraus geht nun hervor: 

Die Funktionen s (u), c (u), L1 (u) sind elliptische Funktionen zweiten 
Grades mit den Perioden (4 w, 2 w') bzw. (4 W, 2 w + 2 w') bzw. (2 W, 4 w') 
und den bezüglichen Polsummen 2 w, 0, 0. 

Aus der Tatsache, daß die Funktionen den Grad 2 besitzen, 
folgt, daß die angegebenen Perioden jeweils Fundamentalperioden sind. 
(Kap. 1, § 14.) 
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§ 3. Die Differentialgleichungen von s (u), c(u), LI (u). 

Es ist 
, ,/ ,/---- .,./---- 2 c (u) LI (u) 

SO (u) = - 2 rSO(u)- e1· rso(u) - &2· rgo(u) - e3 = - ~U)]3 

nach § 1, (4). Andererseits folgt aus SO (u) - es = SZl(U) die Gleichung 

, 2 s' (u) 
go (u) = - [S(u)j3 

und durch Vergleich der beiden Ausdrücke für go'(u): 
( 1) s' ( u) = c ( u ) • LI ( u ) . 
Durch Differentiation der Gleichungen 

{ C2(U) = 1 - S2(U) 
(2) LI'.l(u)=1-x2 s2 (u) 
und Benutzung von (1) folgen die zweite und dritte Gleichung des 
Systems: 

(3) { 
s' ( u) = c ( u) L1 (u), 
c'(u) = - s(u)L1(u), 

LI' ( u) = - x2 S ( U ) C ( U ) • 

Aus (3) gewinnen wir durch Quadrieren und Berücksichtigung 
von (2) die Differentialgleichungen von s(u), c(u), LI (u): 

1 [S'(U)J2 =(1 - s2(u»)(1- X 2 S2 (U»), 
(4) [c'(u)J'.l=(1-c2 (u»)(X'2+ X2C'.l(U»), 

[LI' (U)J2 = - (1 - Ll2 (U»)(X'2 - LI\! (u»). 

§ 4. Die Additionstheoreme von s (u), c (u), LI (u). 

Betrachten wir, unter v einen beliebig aber fest angenommenen 
Wert verstanden, die Funktionen 

(1) 9?1(U)=S(u)s(u+v), CP'J(u)=c(u)c(u+v), 9?s (u)=LI (u)L1 (u+v), 
so besitzen dieselben nach Tabelle I in § 2 die Perioden 200 und 200' 
und in dem mit diesen Perioden gebildeten Parallelogramm (0) die Pole 

u=oo', u=-v+oo' (mod2oo,2oo'). 

Die Funktionen sind also elliptische Funktionen zweiten Grades mit den
selben beiden Polen. Daher werden 912 (u) + A 911 (u) und 913 (u) + B 911 (u) 
Konstante sein, wenn die Konstanten A und B so gewählt werden, daß 
die Funktionen 912 (u) + A 911 (u) und 913 (u) + B9?1 (u) den Punkt 00' 
nicht mehr zum Pol haben. Es bestehen also zwei Gleichungen der Form 

(2) { c(u)c(u +"0) + As(u)s(u + v) = Al 
LI (u)L1(u + v) + BS(u)s(u + v) = BI' 

unter A, Al' B, BI Konstante, d. h. von u unabhängige Werte verstanden. 
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Indem wir u = 0 setzen, ergibt sich 

Al = c(v), BI = A (v). 

Sodann erhalten wir durch Differentiation der Gleichungen (2) nach u 
und darauf folgende Substitution u = 0 unter Berücksichtigung der 
Gleichungen (3) im vorigen Paragraphen: 

(3) 

c' (~) + A s (v) = 0 od. A = A ( v), 

A'(v)+Bs(v)=O od. B=x2 c(v). 

Die Gleichungen (2) lauten also definitiv: 

f c(u)c(u+v)+A(v)s(u)s(u+v)=c(v) 
l A( u) A (u + v) + x2 c( v)s(u)s(u + v) = A (v). 

Setzen wir hierin - u statt u und v + u statt v, so kommt 

(4) { c(u)c(v) - A(u + v)s(u)s(v) = c(u + v) 
A (u) A (v) - x'J r (u + v) s (u) s (v) = Li (u + v). 

Aus den letzten Gleichungen können wir c (u + v) und A (u + v) 
berechnen und durch Eintragung des berechneten Wertes von c (u + v) 
in die erste Gleichung (3) auch s(u +v). Die Ausführung der Rech· 
nung liefert die Additionstheoreme von s (u), c (u), A (u) in der Gestalt 

r s(u +v) = S (t~)c (v) L1 (v) +S (v) c (u) L1 (u) 
I 1- ,,2 S' (u) S· (v) 

(5) ~ c(u+v)=c(u)c(v)-s(u)L1(u)s(v)L1(v) 
1 - ,,2S ' (u) s' (v) lA (u + v) = L1 (tl) L1 (v) - "oS (u) c ~lsJv) c (v) 
1- ,,'s' (u) s' (v) 

§ 5. Die trigonometrischen Funktionen als spezielle Fälle 
der Funktionen s(u), c(u), Lf(u). 

Die Gleichungen § 1 (3) oder (15) zeigen, ausführlich geschrieben. 
die Abhängigkeit der Funktionen s (u), c (u), A (u) von u und 'l; 

s(uj'l)=-DS ._f}l(V) = 1+2"+ .... 2["t sinv .n-+ ... j_ 
-D f}o (v) 2 (h~ +ht + ... ) I-I! h cos2vn+ ... ' 

c(uj'l)=-Do.f}.(v)= 1-2h+ ... 2r"tcos v.n-+ ... l (h=ei;rT) 
{j. f}o (v) 2 (ht + h~- + ... ) 1 - 2 h cos2 vn +-:-:-:' 

A ( u j T) = {jo . {ja (v) = 1 - 2 h + . . . . 1 + 2 h cos 2 v n ± .. . 
{ja ·{jo(v) 1+211+211'+ ... 1-211cos2v.n-+ ... ' 

wobei v = 2uw' 2ro = n{}s'J zu setzen ist. 
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Wenn wir nun "l = r + is dadurch ins Unendliche übergehen 
lassen, daß wir r festhalten, während s nach + 00 wächst, so wird 

h = ein. = ein, .e-ns 

in Null übergehen, 2 W geht in 7l über, da {Js = 1 + 2 h + 2 h4 + . " 
nach 1 konvergiert. Die Periode 2 w' rückt ins Unendliche, da 
2 w' = 2 W'"l ist. 

Die vorstehenden Darstellungen von s (u), c (u), j (u) lassen nun 
erkennen, daß bei diesem Grenzübergang 

übergeht. 
Da 

s(u/"l) in sinu, c(u/"l) in cosu, j (uM in 1 

" = {}22 = [2 (hi + h-t + ... ) r 
{fa2 1+2h+ ... ~ 

in Null übergeht, so werden die Additionstheoreme (5) des vorigen 
Paragraphen in die elementaren Formeln 

sin( U+lI)= sinu cos v+cos u sin v, cos (u+v)= cos u cos v- sinu sinv 

übergehen, wje zu erwarten stand. Aus den Differentialgleichungen 
des § 3 werden zugleich die bekannten tür sin u und cos u geltenden 
Differentialgleichungen. 

4. Kapitel. 

Die elliptischen Modulfunktionen. 
Die in q,er Theorie der elliptischen Funktionen auftretenden 

Größen, wie die Invarianten g2' gs' A, der Modul" der J acobischen 
elliptischen Funktionen, die Nullwerte der {J-Funktionen usw., die 
nur von den Perioden oder vom Perioden verhältnis abhängen, haben 
zu der ausgedehnten Theorie der elliptischen Modul/unktionen Anlaß 
gegeben. Wir wollen hier die ersten Eletnente dieser Theorie ent
wickeln und zwar namentlich zu dem Zwecke, eine sich unmittelbar 
darbietende, wichtige Frage zu erledigen. Diese Frage ist die folgende.: 
Ist eS möglich, die Perioden 0)1' w2 so zu wählen, daß die mit ihnen 
gebildete Funktion f.J (u/w1' wlI ) Invarianten g2' lis besitzt, deren Werte 
mit vorgeschriebenen Werlen zusammen/allen? 

Diese Frage kommt offenbar auf die nach der Lösbarkeit der 
Gleichungen 

_ 60 "'" 1 g2 - ..::.,; (m w + m W)4' 
1 1 2 2 

_ 140 "'" 1 
gs - ~ (m w + m w )6 1 1 2 2 

hinaus, in welchen gll' gs gegebene, wll wlI zu bestimmende Werte be

zeichnen, die der Bedingung genügen sollen, daß W 1 nicht reell ist. 
Wg 
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§ 1. Äquivalenz der Größenpaare und der Größen. 
In § 15 des ersten Kapitels haben wir festgesetzt, daß zwei 

Größenpaare 

(w2', w1') und (w~!, w1 ) 

äquivalent heißen sollen, wenn die Gesamtheit der aus dem einen 
Paare gebildeten Perioden ml w1 + m2 w2 mit der Gesamtheit der aus 
dem andern Paare gebildeten Perioden m1' wt' + m2' w 2' zusammen
fällt. Dort wurde auch gezeigt, daß hierfür notwendig und hinreichend 
die Existenz von vier ganzen Zahlen a, p, "I, b ist, für welche die 
Gleichungen 

{ w 2: = aW2 + pW1 ' 

l w1 = 1 W 2 + bw1 , 

bestehen. Wir beweisen nun folgenden Satz: 

(1 ) ab - Pr = + 1 

Satz 1. Zu jedem Paare (w./, w1'), tür welches w~; nicht reell ist, 
Wt 

gibt es ein äquivalentes Paar (w 2 ' w l ), welches den Bedingungen 

(2) 1 w 2 1 > I w1 I, 1 w2 + w1 1 > I w2 1, I w2 - w 1 1 :2 I wal 
genügt. 

Um dies zu zeigen, ordnen wir die Periodenpunkte m1' w1' +m2' w'/ 
nach nicht abnehmendem Abstande vom Nullpunkt in die Reihe 

(3) 

und bezeichnen mit wk den ersten auf w1 folgenden Punkt, der mit 
w1 und dem Nullpunkt nicht in gerader Linie liegt. Nehmen wir 

(4) 

so befriedigen w1 und WII die Bedingungen (2), denn w" + wl und 
w" - w1 sind Punkte der Reihe (3), die hinter wk stehen, weil -sie 
mit w1 und dem Nullpunkt nicht in einer Geraden liegen. Nun kann 
ferner nach der Bestimmungsweise der Punkte (4) in dem Dreiecke 
mit den Ecken 0, w 1 ' w 2 kein von diesen Ecken verschiedener Punkt 
aus der Reihe (3) auftreten. Folglich können wir das Parallelogramm 
0, w1 ' w1 + w2' Ws ebensogut wie das Parallelogramm 0, w l ', w/ + w2', 

w2' für die Funktionen mit den Perioden w/' w'/ gebrauchen (Kap. 1, 
§ 2) oder: das Paar (w",', w/) ist dem Paare (w2 ' w1 ) äquivalent. Das 
in Satz 1 auftretende Paar (w"" w1 ) kann so angenommen werden, 
daß in den Gleichungen (1) die Determinante ab - P"I = + 1 wird. 
Denn andernfalls könnten wir an die Stelle des Paares (w 2 ' w l ) das 
Paar (w2 ' - w1 ) setzen. 

Wir führen nun weiter den Begriff der Aquivalenz zweier Größen ein. 



208 11, 4. Die elliptischen Modulfunktionen. 

Die beiden Größen.,;' und.,; heißen äquivalent, wenn es vier 
ganze Zahlen «, p, r, ~ gibt, die den Gleichungen 

, (H+P 
(I)) .,; = i''I: + I'l' «~- Pr = e 

genügen, wo e einen der Werte + 1 und -1 bedeutet. 

Im Falle e = + 1 sagen wir, .,;' und.,; seien eigentlich äquivalent; 
im Falle e = - 1 sagen wir, .,;' und .,; seien uneigentlich äquivalent. 

Beispielsweise sind .,; und 

.,;'=.,;+1=1''1:+1 
0·,,+1 

eigentlich äquivalent; ebenso 't und 
, -1 0''1:-1 

.,; =-;-=1.,,+0' 

Wir beweisen nun über die Äquivalenz zweier Größen folgende 
beiden Sätze: 

Satz 2. Ist.,; eine komplexe G1'öße, .,;' e{ne ihr äqut'valente Größe, 
so liegen die Punkte .,;' und.,; auf der gleichen oder auf verschiedenen 
Seiten der Achse der retllen Zahlen, ie nachdem die Aquivalenz eine 
eigentliche oder eine uneigentliehe ist. 

Sei nämlich + . , '+ ., (n+p (a,,+fJl+i.as 
T = r $S,"; = r .s = y,,+1'l = (r,.+I'l)+i.i's' 

so findet man 
, al'l- p" s = ·s (",. + 1'l)9 + ,,9 S9 , 

woraus ersichtlich ist, daß s' das nämliche oder entgegengesetztes 
Vorzeichen besitzt wie s, je nachdem «~- Pr positiv oder negativ ist. 

Zur Vereinfachung der Ausdrucksweise wollen wir von zwei 
Punkten.,; und .,;' in der komplexen Zahlenebene sagen, sie seien 
äquivalent, wenn die durch sie repräsentierten Größen .,; und T' es 
sind. Es gilt dann 

Satz 3. Zu einem in der oberen Halbebene beliebig fixierten 
Punkte .,;' gibt eS stets einen (eigentlich) äquivalenten Punkt T in der
selben Halbebene, für welchen 

(6) ITI~l, 1.,;+11~1.,;1, 1.,;-11~1.,;1 
ist. 

Nach Satz 1 existiert nämlich zu dem Größenpaar (T', 1) ein 
äquivalentes (co~" col ), so beschaffen, daß 

(7) {
.,;' = «co, + pco!, 
1 = i' co, + ()col ' 
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und zugleich die Bedingungen (2) erfüllt sind. Setzen wir dann 

so genügt 1', wie aus (2) folgt, den Bedingungen (6), und es ist, 
wegen (7), 

Die Bedingungen (6) lassen sich in einfacher Weise geometrisch 
interpretieren. 11' I > 1 ,besagt, daß der Punkt l' auf dem Rande oder 
außerhalb des Kreises mit dem Mittelpunkt Null und dem Radius 1 
liegt. Die Bedingung 11' - 11 ~ 11' I besagt, daß der Punkt l' vom Punkte 1 
keine kleinere Entfernung besitzt als vom Nullpunkt, d. h. daß er 
links von der Geraden oder auf der Geraden liegt, die im Punkt ~ 
senkrecht zur Achse der reellen Zahlen errichtet ist. Analog bedeutet 
[1' + 1 I > 1', daß der Punkt l' auf oder rechts I 

von der Geraden liegt, die im Punkte - ~ c : 

senkrecht zur Achse der reellen Zahlen steht. !: JG 
I 

Der genannte Kreis und die beiden er· 
wähnten Geraden begrenzen nun ein Ge
biet G in der oberen Halbebene (vgl. die 
Fig.70). Zwei gegenüberliegende Punkte l' und 
l' + 1 auf den geradlinigen Begrenzungs· 
linien AC und A'e' von G sind äquivalent; 
ebenso je zwei gegenüberliegende Punkte l' 

/ , 
I , 

I , 
f I 

I , 
I I 
, I 

-} ) 

I 

Fig. 70. 

C' 

r:+ 1 

und _.!. auf den Begrenzungsteilen AB und BA' von G. Setzen 
t: 

wir daher fest, daß von den Randpunkten des Gebietes G die auf 
den Randteilen AC und. ABliegenden Punkte (B inklusive) zum Gebiete 
gerechnet werden sollen, die übrigen, auf den Randteilen BA' und 
A' C' liegenden, aber nicht, so gilt zufolge Satz 3: 

. Zu jedem Punkt 1" in der oberen H albebcne gibt es emen äqui
valenten Punkt 1', der dem Gebide Gangehört. 

Die Punkte A, B, A' und den unendlich fernen Punkt, in welchem 
AC und A'C' zusammenlaufen, wollen wir als "Ecken" des Gebietes G 
bezeichnen. Wir sehen also G als ein "Viereck" an. Die Ecke B 

repräsentiert den Punkt i = i, die Ecke A den Punkt -r = e 8 = (1, 
in 

die Ecke A' den Punkt 'l = e + 1 = - (12 = e 3. Der Winkel, unter 
n 

welchem die Seiten AB und AC in A zusammenstoßen, ist offenbar a' 

Ru rwi tz - Couran t, Funktionentheorie. 14 
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§ 2. Die elementaren Modulformen. 
Die Variablen wl' w 2 mögen der einen Einschränkung unter

liegen, daß 

(1) ~~ = 'l = r -l- is 
W ' 1 

eme positIve zweite Koordinate s besitzen, der Punkt.,; also In der 
oberen Halbebene liegen soll. Es sind dann 

(2) 
I g2 = g2(Wl' w 2) = 60,2' (.: )4' m, w1 mgWg 

l gs=gs(w1 , w 2 )= 140.2;'( : )6' 
m , w, mgWg 

L1 (w 1 , w2 ) = g2S - 27 gs2 

eindeutige, homogene, stets endliche Funktionen der beiden Variablen 
w1 ' w2 • Wir wollen g2' gs' L1 als die "elementaren Modulformen" 
bezeichnen. 

Nach Kap. 2, § 10, (6) und § 12, (5) ist 

( g2 = (::)4 [~+ 20n~ t~h:2nn ] 
= (::r [:2 + 20h2 + ... + 20's(n)h 2n + ... ], 

(3) gs = (:7Cr [2!6 - ~ 11~~2nnJ (h = e"n) 
1 n=l 

_(27C)6[17 h2 7r ()h2n ] 
- (01 216 - 3 - ... - a"o n - . .. , 

L1 = (~~)1\2 fI(l - h2nr = (2Jl)19[h2 - 24h' + .. .J. 
(0, n=l (01 

Hier bedeuten '3 (n) und '0 (n) die Summen der dritten bzw. fünften 
Potenzen der Divisoren der natürlichen Zahl n. Die Darstellungen (3) 
sind für alle in Betracht kommenden Werte der Variablen w1 ' w2 

gültig und lassen ebenso wie (2) erkennen, daß g'l' g3' L1 homogen 
von den bezüglichen Graden - 4, - 6, -12 sind und daß L1 (als 
unendliches Produkt) stets von Null verschieden ist. 

§ 3. Die absolute Invariante J (r). 
Wir bilden- nun aus g2 und L1 die nur 'vom Periodenverhältnis .,; 

abhängende Funktion 

(1) 

die auch durch die Gleichung 

(1') J(.,;) - 1 = 2711. 
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definiert werden kann. J (1:) nennen wir die "absolute" Invariante; 
dieselbe soll als Funktion von T nun näher untersucht werden. 

Es ist nach § 2 

(2) 
_ [:2 + 20 h \l + .. -r _ 1 [ 1 \l ] 

J(-r:)- - hSff(1-h2n)24--- - h9 123 + clh + ... , 
wo die auftretende Potenzreihe von h ll = e2';..-., solange I hili< 1 ist, 
konvergiert, weil A beständig VOjl Null· verschieden bleibt. 

Wir haben also zunäch$t: 

Satz 1. J ('C) ist eine m der oteren H alhehene reguläre Funktion 
von 'C. 

Da gll' gs' A sich nicht ändern, wenn (wll ' w1 ) durch ein äqui
valentes Paar (w2', wl ') ersetzt wird, so gilt ferner: 

Satz 2. S{nd 'l' und 'l zwei äquivalente Punkte der oberen Halb
ebene, so ist 
(3) J('l') = J('l). 
Die für uns wichtigste Eigenschaft der Funktion J('l), zu deren Beweis 
wir uns nun wenden, ist aber diese: 

Satz.3. Bedeutet a einen gegebenen endlichen Wert, so besitzt 
die Gleichung 
(4) J('C)-a=O 
eine und nur eine Lösung T im Gebiete G. 

Schneiden wir von G durch eine Parallele CC' zur Achse der 
reellen Zahlen das Gebiet G' = C ABA'C' ab, so werden .alle Lö
sungen der Gleichung (4), die sich im Gebiete G finden, notwendig 
dem Gebiete G' angehören, sobald der Abstand c der Parallelen CC' 
von der Achse der re eIlen Zahlen genügend groß genommen ist. 
Denn ist 

'l=r+is, 
wo s 2 c, so wird 

I h91 = I e2li"'-2"., < e- 2:n:c 
I i =' 

also durch genügend große Wahl von c beliebig klein und folglich 
nach (2) der absolute Betrag von J ('l) belie.big groß, z. B. i J ('l) i > ; a I· 
Dann kann aber eine Lösung der Gleichung (4) im Gebiete G sicher 
nicht außerhalb des Gebietes G' vorhanden sein. 

Wir wollen nun zunächst annehmen, dafJ auf tlem Rande von G' 
niemals J ( T) - a = 0 wird. Dann ist 

N = -21 . f d log (J ('C) - a) 
1u(G'1 

14* 
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die Anzahl der Lösungen der Gleichung (4), wo das Integral POSItiv 
durch die Berandung von G' erstreckt wird. Das Integral zerlegen 
wir nach dem Schema 

B B C' C C 

J-J+J-J+J, 
A A' A' A C' 

wo die ersten beiden Integrale durch die Kreisbögen A B bzw. A' B, 
die übrigen geradlinig zu nehmen sind. Substituiert man im ersten 

Integrale - ~ für 'l, so s-eht es in das zweite über; ebenso geht das 
'f 

dritte Integral, wenn man 'l + 1 für 'l setzt, in das vierte über, denn 
es bestehen nach Satz 2 die Gleichungen 

(5) J(-+) = ] ('l), J('l + 1) = ] ('l). 

Diese Integrale heben sich also auf, und es kommt 
C 

(6) N = 2~i f d 19(](r) - a). 
C' 

Durchläuft nun 
'l = r + is 

die geradlinige Strecke C' C, so beschreibt 

h 2 = e2n:i, 'e-2ns = e2ni, e- 2 n:c 

einen Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius e -he, welcher durch 
Vergrößerung von c beliebig klein gemacht werden kann. Das Inte
gral (6) gibt daher an, wenn wir ] ('l) - a als Funktion von h 2 be
trachten, von welcher Ordnung diese Funktion im Nullpunkt unend
lich wird. Daher ist nach (2) 

N=l, 
d. h. ](r) - a wird im Gebiete G genau einmal Null, w. z. b.·w. 

Etwas umständlicher wird der Beweis unseres Satzes, wenn wir 
die Annahme; ] (r) - a bleibe auf dem Rande von G' beständig von 
Null verschieden, nicht machen. Wir verfahren dann so: Wir mar

kieren auf dem Rande von G' die Punkte 

c.---------,c' (7) A, B, A', p, pi, Pl' p/' ... 

F ig. 71. 

die so gewählt werden sollen, daß unter ihnen 
diejenigen Randpunkte vorhanden sind, für welche 
] (r) - a verschwindet (Fig. 71). P und pi sollen,dabei 
symmetrisch zur Achse des Imaginären liegen, 
ebenso Pl und p/ usw. Die Punkte pi, P/' ... 
scheiden wir durch Kreisstücke aus dem Gebiete 
G' aus, die so klein gewählt werden, daß in ihnen, 



§ 3. Die absolute Invariante J (r). 213 

vom Mittelpunkt abgesehen, / (7:) - a nicht 0 wird; die Punkte p, Pl ' ... 

dagegen umgeben wir nach dem Äußeren von G' hin mit ebensolchen 
kleinen Kreisstücken ; endlich werden auch noch A, B, A' durch 
Kreisbögen ausgeschlossen. So entstehe aus G' das Gebiet G". 

Die um die Punkte (7) gelegten Kreisbögen bezeichnen wir be
züglich mit 

(A), (B), (A'), (P), (P'), (Pl)' (Pl'), .. · 
und haben dann in verständlicher Schreibweise, wenn wir die sich 
aufhebenden Integralteile gleich unterdrücken, 

(8) 2:n.iN=[dlg(J(7:)-a) 
G' 

e 

=1 +J +1 +J +J +J +J +J + ... , 
C' (A) (B) (A') (P) (p') (P,) (P.') 

wo nun N die Anzahl der Nullstellen von / (7:) - a im Gebiete G" 
bedeutet. 

Wegen der Gleichungen (5) heben sich die Integrale über (P) 
und (P') auf, ebenso über (Pl) und (Pl') usw. Verschwindet nun die 
Funktion /('1:) - a nicht in den Ecken A, B, A', so können die 
Integrale über (A), (B), (A') fortgelassen werden, und (8) geht 
über .in 

C 

2:n.iN = 1, 
C' 

also in (6), womit N = 1 bewiesen ist. 

Es bleibt noch der Fall zu behandeln, daß] ('I:) - a in den Ecken 
verschwindet. 

Für 7: = i ist 

(9) 0016 CS _ .2, __ 1 ____ ~, 1 
140 - (m1 + mg j)6 - .... (- m,. i + "'2)6 

= - .2' ("'1 +1'1ns i)6 = 0, 

da mt , - m1 dieselben Wertpaare wie m1 , mt durchlaufen; also 

gs = 0, ] (i) = 1. 

Für 'I: = eist 

( 0) ~4 CIII_ ~ 1 _ 1 .2 1 _ 1.2 __ 1 __ 7"0 

1 60- "'" (m1+m9i)4--e (m1(!g+mg)4--e (-"'1 (!-m1 + mg)4 

= .!.- I, __ l ___ = 0 
(! (m1 + mg (!)' , 

da - m1 + mt ' - m1 dieselben Wertpaare wie ml' m9 durch
lauien; also 

/(e) = O. 
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Für a = 1 verschwindet also ] (r) - a in B, aber nicht m A 
und A' Folglich ist für a = 1 

C 

(11) 2niN=J+f. 
c' (B) 

Wegen] (- ! ) = ] (r) ist aber, wenn (B~ den Bogen (B) zu 

einem Vollkreis (K) ergänzt, 

(12) J dlg(](r)-l) = J dlg (I (-~) -1) = ~ J dlg(](r) -1). 
(B) (B') IK) 

Nach (1') verschwindet nun] (r) - 1 in r = i von gerader Ord
nung 2'1' ('V > 1). Nach (11) und (12) ist aber 

N=l-'V, 

also, da N seiner Bedeutung nach > 0 ist, 

N = 0; 'V = 1. 

In G" verschwindet daher] (r) - 1 nicht; diese Funktion hat 
also in G nur die eine Nullstelle r = i. 

Auf dieselbe Art zeigt man, daß die Gleichung ] (i) = 0 in G 
nur die eine Lösung r = (! besitzt. 

Damit ist Satz 3 bewiesen. 

Es seien jetzt c2 und ca gegebene Werte, für welche 

C'J3 - 27 (a2 = c 
von Null verschieden ist. 

Die Gleichungen 

(1) { g'J (w l ' w'J) .. c2 , 

ga (w l ' w 2) = ca 

seien nach w l und w 2 aufzulösen. 
2,.; 

1. Es sei (2=0. Setzt man r=e 3 = (!, so ist nach § 3, (10) 

g2(Wl , wIe) = O. 

Bestimmt man noch w l aus 

6 140~, 1 
wt = Ca..:::.J (m1 +mj{))G' 

so ist (1) erfüllt. 

2. Es sei Cs = O. Für 'l == i ist nach § 3, (9) die Gleichung 

ga (w l ' w l i) = 0 



§ 5. Die Funktion ,,2 (z). 

erfüllt. Die Lösung von (1) wird dann durch 

W 4 = 60 4 , __ 1 __ 
1 c. (m1 +m2i)4 

geliefert. 

3. Es sei c2 9= 0, es 1= 0. 

215 

Die Gleichungen (1) sind dann und nur dann erfüllt, wenn die 
Gleichungen 

(2) 
bestehen. 

C23 

C 

Betrachten wir nun w 1 und co. = T als zu bestimmende Größen, 
C01 

so schreiben skh die Gleichungen (2) in der Form 

140.2" __ l __ 
\I _ c. (m1 +m.z)6 

w1 - - l' 
ca 60.2" ____ _ 

(m1 + mol;)' 
c 3 

J(T)=~. c 

Nach § 3, Satz 3 hat die letztere Gleichung eine Lösung T; aus 
der ersteren ergibt sich dann w 1 durch Wurzelziehen und w\I aus 
012 = 011 T. 

Damit ist die zu Beginn dieses Kapitels gestellte Frage in be
jahendem Sinne beantwortet: 

Es ist stets möglich, die Perioden 011 , 012 so zu wählen, daß die 
In'Narianten g'l' ga einer mit diesen Perioden gebildeten Funktion 
r (u/ 011 , 012) vorgesc hriebene Werte c2 , Cs mit C23 - 27 c3 \I 1= () besitzen. 

§ 5. Die Funktion x2 (-r) . 

Im 3. Kapitel, § 3, haben wir gesehen, daß die elliptische Funktion 
s (u) der Differentialgleichung 

(1) [s'(u)J2=(1-s2 (u))(1-x2 s2 (u)) 
genügt. x2 war dabei als Funktion von t definiert durch die 
Gleichung 

(2) 

und es ist x2 von 0 und 1 verschieden, da die Werte el' e2 , e3 von
einander verschieden sind. Zu jedem T (mit positiv imaginärem Teil) 
gehört also ein von ° und 1 verschiedener Wert von x2 und eine 
Funktion s (u). Wir fragen nun, ob umgekehrt zu jedem von 0 und 1 
verschiedenen XII di!; Differentialgleichung (1) durch eine elliptische 
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Funktion s (u) befriedigt werden kann. Es ist also zu untersuchen, ob 
tür iedes von 0 und 1 verschieden:: a die Gl::ichung 

(3) ,,2 (r) = a 

durch ein r mit positiv imaginärem Teil gelöst werden kann. 

Wir setzen 

(4 ) 

und mit Rücksicht auf Kap. 1, § 7, (16), 

(5) g~=-4(ele2+e2ea+eael)' ga=4el e2 ea · 

Dann sind die Zahlen el , e2 , ea voneinander verschieden, und daher ist 

g2 a - 27 gs 2 =l= o. 
§ 4 lehrt nun,daß die Gleichungen (5), also auch (4) durch zwei Perioden 

w l ' w 2 befriedigt werden können. Setzt man 002 = r und trägt (4) in 
00, 

(2) ein, so erkennt man, daß dieses r der Gleichung (3) genügt. 

5. Kapitel. 

Elliptische Gebilde. 

§ 1. Das Weierstrasssche Gebilde. 
Sind x und y zwei komplexe Variable, die durch eine algebraische 

Gleichung mit konstanten Koeffizienten 

(1) G(x,y)=o 

verbunden sind, so nennen wir die Gesamtheit der Wertepaare, welche 
der Gleichung (1) genügen, ein algebraisches Gebilde. Jedes Werte
paar (x, y) heißt eine Stelle oder ein Punkt des Gebildes. Gibt es 
re.elle Wertepaare (x, y), die zu dem Gebilde gehören, so werden 
diese durch die Punkte der algebraischen Kurve G (x, y) = 0 dar
gestellt, wenn wir x, y als rechtwinklige Koordinaten in einer Ebene 
deuten. 

Wir wollen uns nun hier mit dem algebraischen Gebilde 

(2) y2 = ao x4 + al x3 + a2 x2 + aa x + a4 = G4 (x) 

beschäftigen, wobei wir die Konstanten ao' ... , a4 nur der einen Be
dingung unterwerfen, daß G" ( x) = 0 keine Doppelwurzel hat. 

Damit ist insbesondere der Fall ao = 0, a l = 0 ausgeschlossen; 
sonst würde nämlich die Doppelwurzel 00 vorliegen. Die rechte Seite 
von (2) ist also ein Polynom 3ten oder 4ten Grades. Das durch (2) 
dargestellte algebraische Gebilde nennen wir das elliptische Grund
gebilde. 
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In diesem Paragraphen betrachten wir den speziellen Fall, wo 
es sich um das Gebilde 

(3) II = 4x3 - g2 X - g3' 

das Weierstrasssche Gebilde, handelt. Hierin bedeuten g2 und ga be
liebige Zahlen, die nur der Bedingung 

L1 = g,} - 27 ga 2 9= 0 
unterliegen. 

Wir haben im vorigen Kapitel bewiesen: Die Größen (01 und 
(02 können so bestimmt werden, daß 

~, 1 140 ... ----- = g 
(m1 W 1 + m2 W Z)6 a 

wird und W2 nicht reell ist. 
W 1 

Bildet man mit diesen Größen (01' (02 die Funktion SO (u ), 
so ist 

und folglich wird 
(4) x=SO(U), y = SO'(u) 
ein Punkt des Gebildes (3) sein. Wir behaupten, daß die Stellen 
des Gebildes und die Punkte eines Periodenparallelogramms der 
Funktion 6J (u) eindeutig umkehrbar aufeinander bezogen sind. Zu
nächst entspricht vermöge (4) jedem Punkt eines Periodenparallelo
gramms ein Punkt des· Gebildes (wenn die Stelle x = 00, y = 00 zu 
dem Gebilde gerechnet wird). Ferner hat die Gleichung x = SO (u) 
im Periodenparallelogramm genau zwei Lösungen u 1 und u'J; für 
diese ist &-0' (u1 ) = - b-o'(U'J) Gehört also u1 zu (x, y), so gehört u'J 
tu (x, - y); für y 9= 0 gehört daher zu (x, y) genau ein Punkt des 
Periodenparallelogramms. Für y = 0 aber ist u 1 = u2 ' so daß auch 
in diesem Falle der Stelle (x, 0) des Gebildes genau ein Punkt u, 
des Parallelogramms entspricht. 

Das Ergebnis dieses Paragraphen können wir nun leicht auf den 
allgemeinen Fall (2) ausdehnen. Das geschieht in §§ 2, 3. 

§ 2. Das Gebilde y2 = Ga (x). 

Es seI 

1) 

wo das Polynom Ga (x) drei verschiedene Nullstellen haben möge. 
Wir setzen 

Y = "1. 
a ' 



218 II, 5. Elliptische Gebilde. 

dann geht (1) über in 

(2) 

Nun wählen wir a und b derart, daß x1s den Faktor 4 und Xl' 

den Faktor 0 erhält : 
a1 

a=4' 

Hierdurch erhält (2) die Form 

Y12 = 4x1S - g2 x1 - gs' 
wobei sich die Koeffizienten g2 und gs leicht durch a1 , ••• ,a4 aus
drücken lassen. Die Diskriminante g.} - 27 gs2 ist dabei 9= 0, da 
Gs (x) = 0 lauter einfache Wurzeln hat. Nach § 1 wird daher das 
Gebilde (1) durch 

(3) x = !1 (SJ (u) - ;~) = <p(u), Y = !S?~l(U) = <p'(u) 

dargestellt, wo SJ (u) die zu den Invarianten g2' gs gehörige bJ-Funktion 
bedeutet. <p (u) ist also eine elliptische Funktion zweiten Grades mit 
dem Doppelpol u = O. Die Gleichungen (3) ergeben jede Stelle des 
Gebildes (1) genau einmal, wenn u alle Lagen in einem Perioden
parallelogramm annimmt. 

§ 3. Das Gebilde y2 = G4 (x) . 

Schließlich sei das Gebilde 

(1) y2 = aox4 + a1 xs + a2 x2 + aax + a4 = G4 (x) 

gegeben, wo G4 (x) = 0 vier verschiedene Wurzeln hat. 

Wir setzen 

und finden 

(2) Y 12 = ao (1 + c X t )4 + a1 Xl (1 + C X 1 )3 + a2 X 12 (1 + C X 1 )2 

+ as x1S (1 + CX1 ) + a4 x/ 
= Q1 X 1S + b2 x12 + bSxI + b4 , 

falls C eine Lösung der Gleichung G4 (x) = 0 bedeutet. Da G4 (x) 
lauter einfache Nullstellen hat, so gilt dasselbe für das Polynom (2); 
aus demselben Grunde ist b1 = G4'(c) 9= o. Nach dem Ergebnis des 
vorigen Paragraphen läßt sich nun das Gebilde 

Y1 2 = b1 x1S + b2 X 12 + ba Xl + b4 
darstellen durch 

Xl == ~ (SJ(u) - :2) , 
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§ 4. Das Legendresche Gebilde. 

Das Gebilde (1) wird also dargestellt durch 

b1 + ( ) b1 ~' (u) , ( ) x = ( b) c = q; u, y = - ( b )2 = q; U • 

4 PM-I; 4pM-l~ 

Das Ergebnis fassen wir noch einmal zusammen: 

Satz: Die Punkte des elliptischen Grundgebildes 

y2 = ao x" + a1 x3 + a2 x2 + as x + a4 . 
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lassen sich darstellen in der Form 

. ( ap(u)+b 
x = q; u) = e SJ (u) + d ' 

= '(u)=~ad-bi;)p'(u) 
y q; (e r (uH d)2 (ad-bc=F O). 

q; (u) ist also eine elliptischfJ Funktion 2ten Grades und hat die 
Polsumme Null. Ist die rechte Seite von (3) ein Polynom 3ten Grades, 
also ao=O, so ist Ip(U) eine ganze lineare Funktion von p(u). 

Durch die Substitution 

aX1 + b 
X=_·-

CXl + d' 
geht (3) über in 

§ 4. Das Legendresche Gebilde. 

Das Gebilde 
(1) 

wo ;(,2 von 0 und 1 verschieden ist, wollen wir das Legendresche 
Gebilde nennen, weil es der Form der elliptischen Integrale zugrunde 
liegt, die Legendre bei seinen klassischen Untersuchungen benutzte. 
Dasselbe fällt natürlich unter die im vorigen Paragraphen behandelten 
Gebilde. Man kann aber auch ganz direkt zeigen, daß dieses Gebilde 
durch elliptische Funktionen dargestellt werden kann. 

Nach § 5 des vorigen Kapitels läßt sich nämlich die Gleichung 

(a =F 0 und =F 1) 

stets durch ein T mit POSlllV imagmarem Teil lösen. Die zu diesem 
T gehörige Funktion s (u) genügt dann der Differentialgleichung 

(s' (U))2 = (1 - S2 (u))( 1 - a S2 (u)). 

Daher läßt sich das Gebilde (1) darstellen durch 

x=s(u), y=s'(u). 
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§ 5. Die Hauptform der Riemannschen Fläche 
des Gebildes y2 = G4. (X) 1). 

Wir wollen im folgenden den inneren Zusammenhang der Stellen. 
aus denen sich das elliptische Grundgebilde zusammensetzt, genauer 
studieren. Hierzu dient die von Riema,nn herrührende Darstellung 
der mehrdeutigen Funktionen durch die nac):l ihm benannten Flächen, 
welche wir aber hier nur für den uns speziell interessierenden Fall 
in Betracht ziehen wollen. 

Eine Fläche F heißt Riemannsche Fläche des elliptischen Gebildes 

(1) y2=Aox'+A1X3+A2X2+Asx+A,=G4(X), 

wenn die Punkte der Fläche eindeutig umkehrbar den Stellen des Ge
bildes zugeordnet sind und zwar so, daß einer stetigen Lagenänderung 
des Punktes auf der Fläche F eine stetige Anderung des zugehörigen 
Wertepaares (x, y) entspricht, solange x und y endlich bleiben. 

Aus dieser Definition folgt, wie sogleich noch näher ausgeführt 
werden soll, daß die Riemannsche Fläche nicht eindeutig bestimmt ist, 
sondern in den mannigfaltigsten Arten herstellbar ist. 

Zunächst erhalten wir unmittelbar eine besonders einfache Gestalt 
der Riemannschen Fläche des Gebildes (1), wenn wir die Darstellung 
des Gebildes in der Form 

(2) x = gJ(u), y = gJ'(u) 

heranziehen. Dabei bedeutet gJ (u) eine elliptische Funktion zweiten 
Grades mit der Polsumme Null. 

Die Punkte (x, y) des Gebildes sind durch die Gleichungen (2) 
eindeutig umkehrbar den Punkten des Periodenparallelogramms abcd 

zugeordnet. Von den Randpunkten des Parallelo

v' 
d 

b 

Fig. 72. 

gestört, insofern 

gramms sind dabei nur die Punkte auf den Seiten 
ab, a d zum Parallelogramm zu rechnen, exklusive 
der Punkte bund d. Nehmen wir die Rand
punkte mit hinzu, so verhält sich die Sache so, 
daß immer je zwei gegenüber liegende Punkte, 
wie '" und ",' oder 11 und 11', denselben Punkt des 
elliptischen Gebildes repräsentieren und daß ins· 
besondere die vier Ecken a, b, c, d alle vier 
einem und demselben Punkt des Gebildes ent
sprechen (Fig. 72 ).Es wird dann also die Eindeutigkeit 

gewisse Punkte des Gebildes zwei verschiedenen 

1) Eine eingehendere Behandlung der Riemannschen Flächen findet man 
im 3. Abschnitt. (A. d. H.) 
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Punkten und ein Punkt des Gebildes sogar vier Punkten der Paral
lelogrammfläche korrespondieren. 

Die Mehrdeutigkeit können wir aber auf folgende Weise wieder 
beseitigen. Wir denken uns das Parallelogramm aus einem voll
kommen biegsamen und dehnbaren Material hergestel\t. Wir bringen 
dasselbe zunächst durch geeignete Dehnung in die Form eines Recht· 
ecks (Fig.73). Sodann biegen wir die Rechtecksfläche in die Gestalt 
eines Zylinders derart, daß die Seite c b auf die Seite a d fällt, wo
durch sich je zweI Punkte Jl, Jl' in einen einzigen Punkt vereinigen 

d v' c 

.u.I---+-----If-L ' 

a 11 b 

F ig.73. Fig. 74. Fig.75. 

(Fig. 74). Nunmehr biegen wir die Zylinderfläche in einen Kreisring 
oder Torus, wobei nun auch je zwei entsprechende Punkte p und pI, 

sowie die vier Punkte a, b, c, d zur Deckung gelangen (Fig. 75). 

Auf die Punkte dieses Kreisringes sind nun die Stellen des ellip
tischen Gebildes eindeutig umkehrbar und stetig bezogen. 

Dabei ist noch zu bemerken, daß wir zwei Stellen im Perioden
parallelogramm, also auch auf dem Kreisringe haben, an welchen 
x = 00, y = 00 wird, wenn ao von Null verschieden ist, im andern 
Falle nur eine solche Stelle. 

Im ersteren Falle müssen wir also, um eine durchgängig eindeutjg 
umkehrbare Beziehung zwischen den Stellen des elliptischen Gebildes 
und den. Punkten des Kreisringes zu haben, das Wertepaar x = 00 , 

y = 00 zweimal als Stelle des elliptischen Gebildes rechnen. 

Den Kreisring wollen wir als die "Hauptform" der Riemannschen 
Fläche des elliptischen Grundgebildes (1) bezeichnen. 

Man beachte, daß den Parallelen zu dem einen Seitenpaar ab, 
cd des Periodenparallelogramms auf dem Kreisringe die "Meridian
kreise" entsprechen, den Parallelen zu dem anderen Seitenpaar a d, b c 
die "Breitenkreise". 
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§ 6. Die zweiblättrige Form der Biema·nnschen Fläche 
von y2 = G. (x) 

Wir wenden uns nun zu der Form der Riemannschen Fläche 
unseres Gebildes (1), welche die ursprüngiiCh von Riemann angegebene 
und in der älte~en Literatur fast ausschließlich verwendete ist. Folgende 
Bemerkungen schicken WIr zweckmäßig voraus. 

Die Funktion 

y=Vx------;; 
hat für jeden von a verschiedenen Wert von x zwei entgegengesetzt 
gleiche Werte; sie ist also eine zweideutige Funktion von x. 

Ist Xo ein von a verschiedener Wert, so können wir 

y. = V (xo - a) + (x - xo) = V Xo - a . (1 + : -=:;) t 
o 

nach aufsteigendeh Potenzen von x - Xo entwickeln; die entstehende 
Potenzreihe wird den einen oder den andern der beiden Werte von 

V x - a ergeben, je nachdem wir für den Faktor V Xo - a den einen 
oder den andern seiner beiden Werte wählen. Man sieht also: 

In der Umgebung einer von a verschiedenen Stelle Xo zerfällt der 
Werte vorrat von y = V x -~ in zwei Systeme; von denen jedes durch. 
eine gewöhnliche Potenzreihe von x - Xo darstellbar ist. 

Wenn wir x eine stetige Linie Xl ••. x~ beschreiben lassen, 
die nicht durch den Punkt a geht, so können wir jeder Lage von x 
auf der Linie einen der beiden Werte von y = V x - a zuordnen. 

Fig.76. 

Verlangen wir aber, daß y sich stetig ändern 
soll, so ist y in jedem Punkte der Linie Xl ••• x2 

offenbar völlig bestimmt, wenn wir für den 
Anfangspunkt Xl festgesetzt haben, welchen der 

beiqeu Werte von V~--=-a hier y besitzen soll. 
Setzen wir 

so ist der Winkel qJ längs der Kurve x 1 ..• x9 eindeutig bestimmt, 
wenn wir ihn für den Anfangspunkt Xl willkürlich fixiert haben und 
längs der Kurve sich stetig ändern lassen (Fig.76). 

Beachten wir, daß 
.'P 

Vx ------;; = Ve·e'2" 
ist, so erkennen wir !!Ofort, indem wir x2 mit Xl zusammenfallen lassen: 

Beim Durchlaufen einer geschlossenen Kurve, die den Punkt a 
ausschließt, nimmt y = V x - a seinen ursprünglichen Wert wt"ed er an 
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Beim Durchlaufen einer einfach geschlossenen Kurve, die den 
Punkt a einschließt, geht y = y' x - a in seinen entgegengesetzten Wert 
- y'x - a über. 

Diese Sätze lassen sich sofort auf eine Quadratwurzel aus einer 
beliebigen ganzen rationalen Funktion von x übertragen. 

Insbesondere folgt für 

y = y' A o x4 + Al x3 + A 2 x2 + As x + A, 

= y'Ao'y'x - a:. )Ix -a2 ·y'x - as ·y'x=-- a" (Ao =+= 0), 
daß 

1. in der Umgebung einer von a l , a2 , as' a, verschiedenen 
Stelle Xo der Werte vorrat von y in zwei Systeme zerfällt, von denen 
iedes durch eine gewöhnliche Potenzreihe von x - Xo darstellbar ist 

y = ~ (x - xo)' y = - ~ (x - xo) , 

2. beim Durchlaufen einer einfach geschlossenen Linie y in seinen 
ursprünglichen Wert oder in seinen entgegengesetzten Wert - y über
geht, ie nachdem die Linie eine gerade oder eine ungeraie Anzahl der 
Punkte a l , a2 , as, a" einschließt. 

Die Punkte a l , a2 , as' a" heißen die "Verzweigungspunkte" von y. 
Wir ha.ben hier den Fall A o =+= 0 vorausgesetzt. Ist Ao = 0, so 
bleiben vorstehende Sätze gültig, nur daß dann a, = 00 zu nehmen 
ist. Wir. denken uns nunmehr in die komplexe Zahlenebene (oder 
Zahlenkugel) vom Punkte a1 zum Punkte a2 einen Schnitt angebracht. 
Jeder Punkt l, der von dem Schnitte getroffen 
wird, erscheint nach Ausführung des Schnittes ein- .-t' 

mal auf dem linken Rand des Schnittes, ein zweites a, ~- a., 

Mal auf dem rechten Rand; wir unterscheiden diese Fig. 77. 
zwei Punkte, die denselben Wert l von x reprä-
sentieren, durch die Bezeichnung 'l+, l- voneinander (Fig. 77). 

In derselben Weise führen wir einen Schnitt vom Punkte as 
zum Punkte a" der jedoch so gewählt wird, daß er den Schnitt 
a1 ... a2 nicht trifft. Die Punkte der beiden Schnittränder, welche 
denselben Wert p, von x repräsentieren, seien wieder mit p,+, p.
bezeichnet. 

Die mit den Schnitten a1 all' as a4 versehene Ebene (oder Kugel) 
wollen wir mit E bezeichnen. Die Punkte auf den Rändern der 
Schnitte bilden die "Begrenzung" von E. 

Fixieren wir irgendeinen Punkt Xo in der Ebene E und ordnen 
wir diesem Punkte einen der beiden zugehörigen Werte von y - wir 
wollen ihn mit Yo bezeichnen - zu. Gehen wir von Xo stetig nach 
x auf einem im Innern von E verlaufenden Wege C. so wird Yo 
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stetig in einen der beiden x entsprechenden Werte von y übergehen. 
Dieser Wert von y ist nun unabhängig von dem gewählten Wege. 
Denn sei Cl ein anderer Weg, so bildet derselbe mit C eine ge· 
schlossene Linie, die notwendig eine gerade Anzahl der Punkte t/1' 

as' a4 einschließt (Fig. 28). Gehen wir also von Xo längs C nach x, so 

Fig-. 78 . 

x geht Yo etwa stetig in y über, gehen 
wir weiter von x längs Cl nach xo' 
so geht y wieder stetig in den 
Wert Yo zurück. Durchlaufen wir da· 

Cf her Cl in umgekehrter Richtung 
(von X o nach x), so wird Yo in y 
übergehen. Ordnen wir jedem 
Punkte x der Ebene E denjenigen 

Wert von y zu, der in der angegebenen Weise entsteht, so haben 
wir dadurch eine eindeutige Funktion in der Ebene E bestimmt. 

Man bemerkt sofort, daß den Randpunkten 1+ und 1- (oder 
p,+ und p,-) entgegengesetzte Werte von y entsprechen. 

Wir denken uns nun ein zweites Exemplar E' der Ebene (oder 
Kugel) E genommen und dasselbe dicht über die Ebene E parallel 
zu ihr gelegt, so daß zwei denselben Wert x repräsentierende Punkte 
senkrecht übereinanQer liegen. Wenn y der Wert ist, welcher dem 
Punkte x in der Ebene E zugeordnet wurde, so soll dem Punkte x 
der Ebene E' der Wert - y zugeordnet werden. Was die Punkte auf 
den Schnitträndern betrifft, so ist folgendes klar. Dem Punkte 1+ 

Fig. 79. Fig. O. 

In der Ebene E ist derselbe W~rt y zugeordnet, wie dem Punkte 1-
in der Ebene E' und umgekehrt dem Punkte 1- der Ebene E der· 
selbe Wert y, wie dem Punkte 1+ in der Ebene E'. Entsprechendes 
gilt von den Randpunkten p,+ und p,-. 

Heften wir nun den linken Rand jedes Schnittes in der Ebene E 
an den rechten Rand des entsprechenden Schnittes der Ebene E' 
und vice versa, und zwar so, daß entsprechende Randpunkte auf· 
eirtanderfallen, so entsteht eine aus den beiden Ebenen E und E' be· 
stehende Fläche, auf deren Punkte die Stellen (x, y) des elliptischen 
Grundgebildes eindeutig umkehrbar bezogen sind. Wir nennen E 
und E' die Blätter der Fläche, die Linien a1 a'l und aa a" bei deren 
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Überschreiten man aus einem Blatt in das andere gelangt, die Ver
zweigungs- oder Ubergangslinien. 

Diese Fläche ist die gewöhnlich als Ritmannsche Fläche des 
elliptischen Grundgebildes bezeichnete Fläche. Wir können von ihr, 
wie man an den beistehenden Figuren leicht einsieht, durch stetige 
Deformation zur Hauptform übergehen. Man denke sich nämlich E 
und E' als Kugeln, auf denen die Verzweigungsschnitte zu Kreisen er
weitert sind (Fig. 79); dann ziehe man diese Kugeln zu Zylindern 
aus (Fig. 80), und schließlich biege man die beiden Zylinder zu einer 
Ringfläche zusammen, wobei man die einander zugeordneten Rand
teile von E' und E zur Deckung bringt (Fig. 81). Die Ufer der 
Schnitte a l a\l und as a4 gehen dann auf der Ringfläche in je einen 
Meridiankreis über. 

6. Kapitel. 

Elliptische Integrale. 

§ 1. Definitionen. 
Es sei 

(1) yll = ao x4 + al x3 + al! XII + as x + a4 ' 

wo das Polynom auf der rechten Seite keine mehrfache Nullstelle 
besitzt; y ist also die Quadratwurzel aus einem Polynom gten oder 
4ten Grades in x. 

In jedem Punkte der Ritmannschen Fläche F des Gel;>ildes (1) 
haben sowohl X als auch y einen ganz bestimmten Wert; man sagt: 
Auf der Riemannschen Fläche F sind x und y eindeutige Funktionen 
des Ortes. Ist R (x, y) irgendeine rationale Funktion von x und y, 
so wird auch sie in jedem Punkte der Fläche F einen ganz be
stimmten Wert besitzen, also eine eindeutige Funktion des Ortes auf 
F sein. 

Wir betrachten zwei Punkte Pli PI! der Fläche F und verbinden 
sie durch irg endeine Linie. Da längs dieser Linie in jedem Punkte 
sowohl x als auch y einen ganz bestimmten Wert haben, so hat 
das Integral 

(2) 
P'(j"") 

]= R(x,y')dx, 
P. (:'" ",) 

genommen über die LiniePl PI!' jedenfalls dann einen ganz bestimmten 
Wert, falls x und R (x, y) auf dem Integrationswege endlich bleiben 
Aber auch wenn x oder R (x, y) auf der Linie Pl'" PI! Unendlichkeits
stellen haben, kann das Integral einen endlichen Wert haben, es ist 

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 15 
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dann eben ein uneigentliches IntegraP). Wir nennen das Integral (2) 
ein bestimmtes elliptisches Integral. 

Lassen wir in (2) die obere Grenze Pt variabel und fügen noch 
eine willkürliche Konstante hinzu, so erhalten wir eine Funktion von 

J = f R(x, y)dx, 
welche der Differentialgleichung 

:! = R(x, y) 

genügt. Wir nennen sie ein unbestimmtes elliptisches Integral. 

§ 2. Die unbestimmten -elliptischen Integrale. 
Wir wollen versuchen, beliebige unbestimmte elliptische Integrale 

durch gewisse spe:ieUe unter ihnen auszudrücken. 
Nach Kap. 5, § 3 läßt sich durch eine Substitution 

a.r+b y' 
(1) x=e.r+d' y=(e.r+d)9 (ad-bc=l) 
die Gleichung 

in die Form 
(2) y'9 = 4X'3 - gt x' - gs 

transformieren. Nun ist 
dx I 
d.r = (ex' +d)U; 

durch die Substitution (1) geht also das elliptische Integral 

z = f R(x, y)dx 
über in 

(3) z = f"R(%', y')dx', 
wo R wieder eine rationale Funktion ist und zwischen x' und y' die 
Gleichung (2) besteht. Wir setzen 

x' = frJ(u), y' = frJ'(u); 
dann geht (3) über in 

z = fR (frJ(u), frJ' (u» frJ'(u)du = f F(u)du, 
wo F (u) eine elliptische Funktion bedeutet. 

1) Man definiert ein uneigentliches Integral als Grenzwert eines eigentlichen, 
z.B. 1 A 

f~=limf~ Vi-x A=l Vi-x' 
o 0 

wobei h von links gegen 1 rUckt. 
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Nach Kap. 1, § 12 läßt sich nun aber die allgem~inste elliptische 
Funktion F(u) darstellen in der Form 

F(u) = C+ 2{A C(u - a) + Al f.J(u - a) + A!j f.J'(u - a) + ... 
" + Ar f.J(,-1) (u - a)}; 

zwischen den Residuen A besteht dabeI die Gleichung 

.2'A=O. 
Also wird 

z =! F(u)du = Cu + .2'[A! C(u - a)du + Al! f.J(u - a)du 
+ A9 f.J(u - a) + ... + A r SJ(,-2)(U - a)] + Cl' 

oder, da 

ist, 

(4) 

r( _ )_dlogo(u-a) 
.. u a - du ' ( dC(u-a) 

v.J U - a) = - --- --
~- du 

(Z = Cl + Cu +.2' A logo(u - a) -.2' Al C(u - a) 
~ 
l + .2'(A9 f.J (u - a) + ... + Ar f.J(,-2) (u - a»). 

Die letzte Summe ist als elliptische Fllnktion rational durch f.J(u) 
und f.J'(u), d. h. durch x und y ausdrückbar~). 

Wir bringen die rechte Seite von (4) noch auf eine andere Ge
stalt, um das Integral z durch möglichst wenige Terme transzendenter 
Natur auszudrücken. Zunächst bemerken wir, daß 

C(u - a) - C(u) 
die Perioden rol und (Q~ besitzt. Wir ersetzen deshalb 

.2' Al C(u - a) durch C(U)·~Al +.2' Al [C(u - a) - C.(u)]. 

Sodann wollen wir 

.2' A log o(u - a) =.2'A log o(u - a) - log o(u).2' A 
ersetzen durch 

[ o(a-u) o'(a) ] 
.2'A logo(u)o(a) + o(a)u • 

Der Unterschied zwischen beiden Summen ist offenbar eine lineare 
Funktion von u. Wir bemerken noch, daß in der vorstehenden Summe 
gegebenenfalls das a = 0 entsprechende Glied zu unterdrücken ist. 
Die Gleichung (4) läßt sich nunmehr so schreiben: 

(4') {z = c + clu + "C(u) +.2'A [log~~~-:~~) + :~~ ttJ 
+ Rl (f.J (u), f.J' (u)), 

wo R l eine rationale Funktion bedeutet. 

1) Der Einfachheit halber schreiben wir wieder x, y statt x', y'. (A d. H.) 
15* 
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Es setzt sich also das allgemeinste elliptische Integral linear zu
sammen aus Gliedern der Form 

( ) ° (a - u) 0' (a) 
u, 1;u, logo(u)o(a)+o(a)u 

und aus einer rationalen Funktion von x = r (u), y = r' ( u). 

Diese einzelnen Glieder sind selbst elliptische Integrale. Nämlich 

(1) -fd _fdjJ(u)_fd;>; 
u - u - jJ' (u) - Y· 

Dieses Integral J dx heißt elliptisches Normalintegral erster Gattung. 
Y 

(II) 

Dieses Integral f x dx heißt elliptisches Normalintegral zweiter Gattung. 
y 

Um auch 

I o(a-u) o'(a) 1 o(a-u) 1;() 
ogä(u)o(a) + a(a) U = og a(u)o(a) + a u 

als elliptisches Integral darzustellen, benutzen wir die Gleichung 

.!. jJ' (u)-gJ' (v) = 1;(u + v) -1;(u) -1;(v), 
2 jJ(u)-jJ(v) 

die WIr m § 12 des 1. Kapitels ableiteten. Wir setzen in derselben 
v = - a und integrieren dann nach U; auf diese Weise kommt 

j i ~~:j~ :'(~; du = f 1;(u - a)du - j 1;(u)du + j 1;(a)du 
= log a(a - u) -log alu) + 1;( a)·u - log a(a) 

bei geeigneter Verfügung über die Integrationskonstante. Setzen 
wir noch 

r(u) = x, r'(u) = y, r(a) = xo' r'(a) = Yo' 
so kommt 

(III) 10 C1(a-uL+o'(a)u=j.!.Y+ YodX. 
g ° (u)o(a) o(a) 2 X-;>;o Y 

Dieses Integral heißt elliptisches Normalintegral dritter Gattung. Das
selbe hängt von einer willkürlich bleibenden Stelle Xo = r(a), Yo= r'(a) 
des elliptischen Grundgebildes ab. 

Das hauptsächlichste Ergebnis unserer Untersuchung fassen wir 
m folgenden Satz zusammen: 

Wenn y definiert ist durch die Gleichung 
y2 = 4 X S - gg x - gs' 

so läßt sich das allgemeinste Integral der Form 

z=jR(x,y)dx 
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darstellen als eine lineare Funktion von Integralen der Gestalt 

SdX SXdX S! :Y +:Yo dx 
:Y • :y' 2 x - Xo :Y ' 

vermehrt um eine rationale Funktion von x und y. 

D. h. es ist 

J R(x, y)dy = c1 SdX + c2 SXdX + I AS!2 :Y+:\:,o dx + R2 (x, y). 
. :Y :Y x - Xo :Y 

In der Summe auf der rechten Seite wechseln von Glied zu 
Glied die Konstanten A. xO' Yo' 

§ 3. Die bestimmten elliptischen Integrale. 

Wir wollen in diesem Paragraphen untersuchen, in welcher Weise 
der Wert eines elliptischen Integrales 

P. 
J R(x, y)dx 
PI 

von dem PI mit P2 verbindenden Integrationswege abhängt. 

Nach § 2 dürfen wir uns dabei auf die Betrachtung der Normal
integrale 

P. 
/ -SdX 

1 - :y' 
PI 

beschränken. 

P. P. 

/ =SXdX 
2 :Y ' /a = S ~ ~:~: d; (y2 =4x3 - g2% -ga) 

PI PI 

Die Hauptform der Riemann.schen Fläche denken wir uns durch 
Zusammenbiegung aus dem Periodenparallelogramm entstanden. Be
zeichnen wir mit A + , A -, B+, B- die Seiten des Parallelogramms, 
so finden wir dieselben auf der 
Riemannschen Fläche in der Weise 
wieder, gaB A + mit A - in der 
Linie A und B+ mit B- in der 
Linie B zur Deckung gelangt ,sind. 
(In der Figur 82 ist der Einfachheit 
halber das Periodenparallelogramm 
als Rechteck gezeichnet.) Die Ge
samtheit der nicht auf A und B 

~o·-
Ficr. 2. 

liegenden Punkte der Riemannschen Fläche nennen wir T. Die aus 
A + entstandene Seite der Linie A nennen wir die positive, die aus 
A - entstandene die negative. Einen Punkt p von A nennen wir 
p+ oder p-, je nachdem wir ihn uns durch Hineinrücken eines 
Punktes von T auf die positive oder die negative Seite von A ent
standen denken. Dieselben Festsetzungen mögen für B gelten. 
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Jedem Punkte P von T entspricht ein bestimmter Punkt u = u(P) 
des Feriodenparallelogramms. Dann ist längs A 

u(P-) - u(p+) = (01 
und längs B 

u(P-J - u(p+) = (02' 
Liegt eine Li nie p ... p'J ganz in T, so entspricht ihr eine im ln

- ig, 3, 

nern des Periodenparallelogramms liegende Linie 
u1 ' , ,u2 , und es ist 

P. dx ". 
11 = f - = f du = u(P'J) - ~t(P1)' 

Pi:Y "1 

Überschreitet dagegen Pi ... P2 die Linie A, und zwar 
von der negativen zur positiven Seite, so ist (Fig.83) 

P. d. P- P. 
11 = f ~ = f + f = u(P-) - U(P1) + U(P2) - u(p+) 

pi:Y Pi p+ 

= U(P2) --:- u(PJ+ (01' 

Überschreitet P1 ••• P2 die Linie A von der positiven zur negativen 
Seite, so ist 

11 = u(p'J) - U(P1) - (01' 

Ebenso gilt natürlich, wenn der Weg P1'" P2 die Linie Beinmal 
überschreitet, 

wo d:ts positive oder negativen Vorzeichen steht, je nachdem B von 
der negativen zur positiven oder ·von der positiven zur negativen 
Seite überschritten wird. 

Führt nun der Integrationsweg ganz beliebig von P1 nach P2' so 
zerlegen wir ihn durch Zwischenpunkte P(l), P(2), .. " P(k) in die Wege 
P1' .. P(l), P(l) ••• P(2), .. " P(k) ... P2 ' so daß jeder dieser Wege nur einen 
Punkt mit einer der Linien A, B gemein hat. Dann ist 

h dx pW P~ h 

11 =J -=f +J + .. ·+f =u(P2)-u(P1)+m1(01 +m2 w2 , 
pi:Y Pi p(i)' p(k) 

wo m1 angibt, wie viel häufiger der Integrationsweg die Linie A '/:on 
der negativen zur positiven Seite als in umgekehrter Richtung au reh· 
kreuzt, und m2 dieselbe Bedeutung tür B bes1'tzt, 

Insbesondere folgt also 

r dx 
. - = m1 (Ol +m2 w 2 • 
c :Y 

wenn C eme geschlossene Kurve ist. 
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Der Wert des über eine geschlosstne Kurve erstreckten elliptischen 
Integrals erster Gattung ist also gleich einer Periode. 

Läßt sich eine solche geschlossene Kurve stetig auf einen Punkt 
zusammenziehen, so ist nach dem Satze von Cauchy offenbar 

f dx = O. 
c Y 

Die eigentlichen Perioden kemmen also dadurch zustande, daß es 
auf dem Kreisring geschlossene Lim'en gibt, die sich nicht stetig auf 
einen Punkt zusammenziehen lassen. 

Wir betrachten jetzt das bestimmte Normalintegral 2ter Gattung 

P. 
1 _fxd~ 'J- . 

Pl Y 

Liegt die Integrationskurve ganz in T, so ist 

" (P.) 

1'J = f P (u) du = -l;(u (P'J)) + C (u (P1))· 
"(Pl) 

Längs A ist nun u (p-) - U (p+) = w1' also 

C(u(P-)) - C(u(p+)) = 'lJ1; 

und entsprechend längs B 

qu W-)) - C(U (p+)) = 1]2' 

Daraus folgt für den Fall t'iner beliebigen Linie P1' " P2 

P. 

12 =S~~ = C(U(P1)) - C(u(p'J)) - m1'IJ1 - m'J'IJ'J' 
Pl 

wo m1 und m'J die oben beim Integral erster Gattung erklärte Bedeutung 
haben. Man nennt 'lJ1 und 'IJ'J auch die Perioden des Integrals zweiter 
Gattung, da sie dieselbe Rolle spielen, wie w1 und wll beim Integral 
erster Gattung. 

Endlich untersuchen wir das Normalintegral 3ter Gattung 
P. 

1 -S~ Y+Yo dx 
3 - 2 x-xo y • 

Pi 

Es sei Xo = P (a). Ohne Beschränkung der 
Allgemeinheit dürfen wir annehmen, daß die 
Punkte u = 0 und u = a im I nnern des Perioden
parallelogramms liegen. Wir verbinden sie durch 
eine Kurve. Dieser entspricht auf dem . Kreisring 
eine Linie C, auf welcher wir wieder eine positive und 
Seite unterscheiden (Fig. 84). 

Fig.84. 

eine negative 
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Vermeidet der Weg PI" 'Ps alle drei Kurven A, B, C, so ist 

.(1).) [ a (a - u) ] .(1).) 
Js=!{C(u-a)-C(u)+C(a)}du= log () ()+C(a)u , 

.(1)1) a u a a .(1)1) 

und hier hat die rechts stehende Differenz einen ganz bestimmten 
Wert, da in dem von u = 0 nach u = a aufgeschnittenen Perioden
parallelogramm der rechts auftretende Logarithmus eindeutig ist. 

Jetzt möge der Weg PI' .. Ps die Kurve C treffen. Zunächst seien 
PI = p+, pg = P- ein und derselbe Punkt auf der positiven 'und der 
negativen Seite von C. Der Weg p+ ... P- umschließt einen dei beiden 
Pole 0 und a des Integranden 

C(u - a) - C(u) + C(a). 
Diese Pole sind nach Kap. 1, § 11 von der ersten Ordnung und 
haben das Residuum - 1 bzw. + 1. Folglich ist für diesen Fall bei 
geeigneter Fixierung der positiven Seite von C 

J8 = 2 :ni. 
Dieselbe Betrachtung stelleq wir für die Linien A und Ban. 

Integrieren wir zunächst von einem Punkte p+ von A zum zugehörigen 
Punkt P- von' A, ohne dabei B oder C zu treffen, so ist 

[1 a (a - u) J.(fn 
J8= oga(u)a(a)+C(a)u .<1>+); 

ferner ist u (p-) - U (P+) = w1 und nach Kap. 1, § 13 

( +) "11 (.+t 001) () 
(1 U W 1 = - e (1 U, 

also 

log: ~::::: :~o~~) + C (a)(u - w1 ) = log {-e ~1"1~·(::+t::1) 0 (a -u)} 
- e 0 (u)o Ca) 

+ C (a) u - C (a) w1 = log : (~) ~ ~) + a 1Jl + C (a) u - C (a) w1 ; 

und daher mit Rücksicht auf die Vieldeutigkeit des Logarithmus 

Ja = - a1Jl + C (a) w1 + n1 2 :ni = D1 • 

n1 ist hierbei eine ganze Zahl, die wir nicht näher bestimmen wollen. 
Integrieren wir von einem Punkte p+ von B zurück nach p-, 

so ergibt sich ebenso 

J8 = - a1J .. + C(a)wg + n2 2:ni = Os' 

Die Konstanten 0 1 und Dg spielen für das bestimmte Normal
integral dritter Gattung dieselbe Rolle, wie die Werte (.01' Wg bzw. 
1Jl' 1Js für die Integrale erster und zweiter Gattung; sie heißen daher 
auch Perioden. 

Ist nun schließlich ein ganz beliebiger Integrationsweg von PI 
nach P? vorgeschrieb en, der nur die Punkte u = 0 und u = a ver-
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meidet, so verbinden wir PI mit P~ durch eine Hilfslinie, die A, B 
und C nicht trifft, und nennen den Wert des über sie erstreckten 
Integrales J3' Diesen Wert hatten wir an erster Stelle ermittelt. 

Dann ist 
Ps 

J f 1 Y + Yo dx ,- + . + n + n 
3 = -2 -- - = 3 m 2 n ~ m1 .l41 m'l .l4~ 

X-Xo Y 
PI 

mit ganzzahligen m, m1, m'l' Hierbei haben m1 und m~ die frühere Be
deutung, und m gibt an, um wieviel häufiger der Integrationsweg P1 ••• P'l 
die Linie C von der negativen zur positiven Seite überschreitet, als 
in umgekehrter Richtung; die Bedeutungen von m, ml' m'J sind also 
ganz analog. Der Beweis ergibt sich wie früher durch Zerlegung 
des Integrationsweges in solche Stücke, die genau· einmal eine der 
Kurven A, B, C schneiden. 

(1) 

7. Kapitel. 

Die Transformation der elliptischen Funktionen. 

§ 1. Lineare Transformation der Weierstrapschen 
Funktionen. 

Wenn 

gesetzt wird, WQ a, p, 1', ~ ganze Zahlen der Determinante a~ - Pr = 1 
bezeichnen, so sagt man, (w~, w1 ) gehen aus ((O~, (01) durch lineare 
Transformation hervor. Wir .beschäftigen uns hier zunächst mit der 
Frage, wie sich die Weierstraßschen Funktionen bei linearer Trans
formation der Perioden verhalten. Es war 

U l(Ur 
a(u/(01,w~)=ulI'{(1- :)e"W+iw }(w=m1(Ol+m2(O~)' 
Wenn wir w1 ' w~ durch w1 ' wII ersetzen, so ändert sich die 

Gesamtheit der Perioden w gar nicht. Also ist 

(2) a(u/wl' w2 ) = a(u/wl , (0\1)' 

Ebenso erkennt man die Richtigkeit der Gleichungen 

(3) C (u/ro1' w2 ) = C (u/wl ' w~), fJ (u/wl ' wII) = fJ (u/wl ' ( 2 )· 

Die Funktionen a(u), C(u), fJ(u) sind also bei linearer Trans
formation der Perioden invariant l ). 

Wie wir schon in Kap. 4 konstatierten, sind auch g~, gs' 
.1.= g'J S - 27 gs 11 invariant. 

1) Vgl. Kap. 1, § 15. 
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Wie verhalten sich die Größen 

1h=2C(~1!Wl'W9)' 1Jll=2C(~Qlwl,W2)? 
Bezeichnen wir mit fi1 , fig die Werte, in welche 1Jl' 1J'il über-

gehen, falls w1 ' wg durch w1 ' wg ersetzt werden, so ist 

fig = 2 c(awQ~pw11 wl ; ( 2) = 2C (awQ~pw11 w l., w2), 

_ r(YWQ+/Jw1! ) 
1]1 = 2.. 2 W l ' Wg • 

Nun folgt aus 

C (u +" W g + ßw1/w1, wg) = C (u/Wl' wll) + "1J2 + ß1Jl 
für awQ+pw1 u= - 2 

(4) { ~g = "1J'J + ß1Jl' 
1]1 = 'Y1Jg + ~'YJl' 

und entsprechend 

Es erfahren also 1Jl' 1J'J dieselbe Transformation wie w l ' w 2 • 

Die Größen 

e1 = ~ (~1 I w1 ' w2 ) , ( W1 +'W9! ) eg = ~ --2- wl ' w2 

erfahren offenbar bei 
tauschung. 

linearer Transformation der Perioden eine Ver-

(1) 

§ 2. Lineare Transformation der {)o - Funktionen. 

Aus den Formeln des Kap. 2 (§ 6 (II) und § 9 (9») folgt 

Bilden wir dieselbe Gleichung statt für die Perioden wl' wll für 
die Perioden wl ' wg , die mit wt' wg durch die Gleichungen (1) des 
vorigen Paragraphen verbunden sind, so folgt 

(1') (
V = ;1 = v.~~ = ~:/J) 
- 002 at+p 
T=--=--

W1 yt+/J 

Dividieren wir (1') durch (1), so folgt, weil j = LI 'ist, 

{} ( V f at+ P) {} (I) VOll (a'1~l-a~Ju' -- -- = V T' -·/3·e , 
1 yt + (j yt + /J 1 W1 

wo /3 eine 8 te Einheitswurzel bezeichnet. Nun ist 

tf1 'ii1 tf1 (yw9 +/Jw1)- (ytfg +/Jtft)w1 Y (tft W9 -tf2 wt) _ y. 2ni -- - =- = = - ---=-, U = wl V W1 W1 W1 W1 W t W t (.01 (.01 
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so daß WIr folgende Formel für die lineare Transformation von {}1 

erhalten: 

(2) 

Auf die Bestimmung der 8 ten Einheitswurzel 8 beziehen sich eine 
große Zahl von Arbeiten. Die gründlichste Untersuchung hierüber 
hat Dedekind in einer Erläuterung zu einer nachgelassenen Arbeit 
Riemanns ausgeführt. 

Dividieren wir (2) durch {)1 (vjr) und setzen dann v = 0, so kommt 

(3) 
{}'(ol at+ P) ,--_. 1 1 rr+ 3 

8VYT + (j = rr + d {}/ (O/r) 

Nun war (Kap. 2., § 10 (5») 

Daher kommt 

--- 1 h'-~II(1_h'2")3 
(3') 8 v' Y 'I: + (j = --. ----::--'----'

rr+ 3 ht II(1_h 2 ")3 

Wir heben noch die speziellen Fälle der Transformationen 

( a P\ = (0, -1) 
yd) 1, ° 

hervor, aus welchen sich, wie man leicht beweisen kann, durch Zu
sammensetzung die allgemeinste lineare Transformation ableiten läßt. 
Diesen speziellen Transformationen entsprechen die Gleichungen 

(4&) {)1(v!r+ 1)= 81{)1(V!T) 

( I 1) ~'!. v' 
{)1 ~ - -;- = 8'J v'Te' {)1 (VjT). 

Im Falle (4&) ist nach (3'), weil h'=e,,,,(·+1)=ein ·h, also 
1 !!!. 1 

h'-'; = e 4 h4 ist, 
in 

8 1 = e 4 • 

Im Falle (4 b) hat man, wenn unter 8,/ eine achte Einheitswurzel 
verstanden wird, 

- , r:; 1 h,tn(l-h,lh/ -~ 
e v'r e V (h=e in ., h'=e <). 

'.) = 2 i = -;-. h t II(l- hSn)3 

Für 'I: = i wird h = h'. Wählt man daher für V+ in der oberen 

'I:-Halbebene diejenige Bestimmung der Quadratwurzel, die sich für 

. f ·d· k ,1 r = ~ au + 1 re uZIert, so ommt f'.l = i' 
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Man findet daher definitiv 

(5) 

Von der Funktion {}1 können wir zu den drei anderen {}-Funk
tionen durch die Gleichungen (Kap. 2, § 8) 

{}1 (v + ~ /'1:) = {}'J(v/1:), {}1 (v + ; /1:) = ie _i:'_inv {}o (v/1:), 

{}1 (v + ~ + ; /1:) = e _i:r __ inv {}s (vj'l) 

übergehen. So finden wir aus (5 ) 

{}'J(V/1:+ 1)= e4 {}2(V/1:) , {}s(v/1:+ 1)= {}o(v/1:), 
{}o( VI1: + 1) = {Js (vl1:) , 

{}2 (!!.-I- ~) = -{!; /~~ v' {}o (v/1:), 
T T ~ 

(vI) ,-:; !!!.v' {} -/-- =,/~e ~ {} (vf1:) 
3 T T ~ SI' 

(vI) _ h i!!.v> 
{Jo -T-/-7 =Vi er {}'J(vl1:)· 

Für v = 0 ist also insbesondere nach (5) 

Diese Formel tritt in vielen Anwendungen auf. 

Ist 
1:=r+is, 

so ist 
1 -1 -r+is 
T r+is r2 +s2 

und also 

I _in I _n_s 
lhl=!einr\=e-JTS, :h'[= e r I=e ,2+$". 

Es wird daher I h' I < I h I sein, wenn r 2 + S2 < 1, d. i. I 1: I < 1 ist. In 

diesem Falle konvergieren daher die Reihen {}a (~ 1- ~-) besser als 

die Reihen {}a (vl1:), und unsere Transformationsformeln werden dann 
zwe~kmäßig zu numerischen Rechnungen benutzt. Allgemein gestattet 
(Kap. 4, § 1) die Formel (2) den Wert von 1: zu ersetzen durch den äqui-

IU+ß . ( ) 1 1 valenten Wert ~+Ö =r+zs, wo vgl. Kap. 4, § 1 - 2" <r < 2" und 

1 V-r2 + S2 > 1 ist. Das Minimum von s ist dann"2 3 und daher 

_,,:,{8 
Ih'l < e "2. 



Wenn 

(1) 

§ 3. Transformation zweiter Ordnung. 

§ 3. Transformation 2t •• Ordnung. 

{ 
~2 = a W~ + b W 1 

W1 = CW2 + dW1 

ist, wo a, b, c, d ganze Zahlen der Determinante 

(2) ad-bc=n>O 
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bezeichnen, so sagen wir, (0)2' 0)1) gehen durch Transformation n ter 

Ordnung aus (w2 ' w1) hervor. 
Transformation erster Ordnung ist also gleichbedeutend mit 

"linearer" Transformation. 

Wir wollen nun den einfachsten Fall n = 2 betrachten. Wir 
beweisen zunächst: 

Es gibt ein zu (0)2' 0)1) äquivalentes Paar (li2, li1) und ein zu 
(w~l' w1) äquivalentes Paar ({)2' {) 1)' so daß 

(1') 

ist. 

Beim Beweise unterscheiden wir zwei Fälle. Da ad - bc = 2 
ist, so können c und d nur 1 oder 2 zum gemeinsamen Teiler haben. 
Ist nun erstens 2 Teiler von c und d, so ist 

0)2 = aW2 + bWl = Q2' 

0)1 = 2 (~ W 2 + ~ W 1) = 2 {)1' 

Ist zweitens 1 der größte gemeinsame Teiler von c und d, so sei 

ad-ßc=1 1 ), 

woraus 

(a - 2a)d - (b - 2ß)r; = 0, 

a=2a+tc, b=2ß+td 

folgt, wo t eine ganze Zahl ist. Man hat dann 

0)2 = (2 a + tc) w2 + (2 ß + t d) w1 ' 

also 

1) Sind c und d zwei teilerfremde ganze Zahlen, so lätit sich nach den 
einfachsten Sätzen der Zahlentheorie die Diophantische Gleichung 

ad-{Jc=l 
stets in ganzen Zahlen a, (J lösen. (A. d. H.) 
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Setzen wir nun 

Q" = rol , Q 1 = - ro2 + t rol ' 

Q2 = C w 2 + d w l , Ql = - (a w 2 + ß wl) , 
so folgt 

Q2=Q2' Ql = 2Ql' 

Damit ist unser Satz bewiesen. 

Wollen wir nun untersuchen, in welchem Zusammenhange 

f.J (u/w I ' w2) und f.J (u/rol , ro2) 

stehen, so berücksichtigen wir, daß 

f.J(u/Wl'w'J)=f.J(U/Ql' Q2) und ~iJ(U/rol ( 2 )=f.J(U/Ql,Q2) 

ist. Bezeichnen wir Ql' Q2 jetzt neuerdings mit 2 w, 2 w', so ist 

Ql=W, Q2=2w', 

und wir haben also nur noch die Aufgabe, festzustellen, In welchem 
Zusammenhange 

(3) f.J = f.J (u/2w, 2w') und SO = ~iJ (u/w, 2w') 

miteinander stehen. 

Das Periodenparallelogramm von ~iJ setzt [flW ' 2w+2w' sich aus zwei Periodenparallelogrammen von 
~ zusammen (Fig.85). 

I ]I Wir können SJ als elliptische Funktion 
4ten Grades mit den Perioden 2w, 2 w' an-

2W sehen, die an den Stellen u = 0 und u = w 
o cu von der 2ten Ordnung unendlich wird. Be-

F ig. 5. zeichnen wir die zu f.5 gehörenden Größen mit 
überstrichenen Buchstaben, so wird 

(es = p (w'jw, 2w')) 

an denselben Stellen unendlich wie f.i und 2fach Null für 

u = w', u = w' + w. 
Dieselben Null- und Unendlichkeitsstellen wie SO - es besitzt 

(p (u) - es) (p (u + w) - es)' 
Also ist für konstantes M 

SO (u) - es = M(p (u) - es)(p(u + w) - es)' 
M ergibt sich durch Entwicklung an der Stelle u = 0, und zwar gleich 

1 --, so daß also 
e.-ea 

1 p (u / w, 2 w') - p (w' / w, 2 w') 
(4 ) 1 , ' 

= --=.-(p(u/2w, 2w')-p(w'j2w, 2w)) (p(u+wj2w, 2w')-p(w'/2w, 2w e. ea 
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folgt. Da f.J (u + co)- el an der Stelle u = co von zweiter Ordnung 00, 

bei u = ° aber von zweiter Ordnung ° wird und _( )1 - dasselbe 
fJ U - el 

Verhalten zeigt, so ist, wie das Einsetzen des Wertes u = co' lehrt, 

f.J (u + co) - el = (e2 - ~l\ (es - el), und durch (4) ist SJ rational durch 
fJ U - el 

f.J dargestelU. Aus der Gleichung (4), die wir kürzer so schreiben: 

(4') (p (u) - ~) = ~ (f.J (u) - es) (f.J (u + co) - es)' 
el es 

entsteht durch Vertauschung von co mit co' 

( 4") 

wo p (u) = f.J (u/2 co, co'), Cl = f.J (co /2 co, co') gesetzt ist. 

§ 4. Zusammenhangsformeln der Weierstraßschen mit 
den J acobischen elliptischen Funktionen. 

Für das Folgende ist es notwendig, nochmals auf den Zusammen
hang zwischen den] acobischen und Weierstraßschen Funktionen zurück
zukommen. 

Bezeichnen co! = 2 co, co'.! = 2 co' die Perioden, mit denen f.J ( u ) 

gebildet ist, und s (u), e (u), LI (u), die mit 002 = 00' = 'C gebildeten eHip-
001 00 

tischen Funktionen ] acobis, so können wir diese folgendermaßen 
durch f.J (u) ausdrücken. Es war (Kap. 2, § 9 (7) und Kap. 3, § 1 (12)) 

(1) 
2 K = 7l {} 3 Il = 2 co v' el - es , 

2 i K' = 'C' 2 K = 2 co'v'e,:-~ ea , 

Hieraus folgt, daß s2(uv'el - es)' c\l(u Ve l - es)' ,12 (uv'e l --es) die

selben Perioden 2 co, 2 co' wie f.J (u) haben. Die Funktion S2 (u v' el -es) 
hat den Doppelpol u = co', die DoppelnuHstelle u = 0, und den Wert 1 
für u = co. Daraus folgt 

f.J(u+co')-es=C'$\l(uVel-eS)=(ell-eS)sll(uVel-eS)· 

Entsprechende Überlegungen gelten für e\l und ,11l, so daß folgende 
Gleichungen bestehen: 

{ 
f.J(u + co') - el = (es - el)LlIl(u Vel - es) 

(2) f.J (u + co') - eil = (es - eil) eil (u Vel - es) 

f.J (u + co') - es = (e\l - S8) s \l (u Vel -=- es)' 
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Vermehrt man u um w, w', w + w' und benutzt die Ta 
belle I in Kap. 3 § 2, so erhält man ein weiteres System von Glei· 
chungen, welches wir mit (2) in folgender Tabelle übersichtlich zu
sammenstellen : 

U 14 + OJ u + w + w' u+ oo ' 

c ß S2 1 (ea - el) LI~ p-e1 (eI - ea) ...... (eI - C2 ) c2 (e~ - Cl) LI" 
s -

LI" 1 (Cl - e2) (Ca - e2 ) • ~ (es - c2) c 
'J- C. (c, - es) 9 (c, - C.) c' LI" s c, - ea 

1 LI" c· 
(ez-ea) s· 

~ - ea (el - ea) ---:;- (e, - ea) c. (c. - ea) LI" 
S' 

Das gemeinsame Argument der hier auftretenden Funktionen 5, C, LI 

ist u v' el - e3 • 

§ 5. Die Landensehe Transformation. 

Benutzen wir die Tabelle des vorigen Paragraphen und nehmen 
der Deutlichkeit halber das Periodenverhältnis 1" mit in die Bezeich
nung der Funktionen s, c, LI auf, so folgt aus (4 ') in § 3 

(- - ) 1 e - e 
1 s s2(UV ll- l a/ 2 -r) 

und hieraus 

(1) ( /2) _ . s(ul1:) C (ul1:) 
s mu 'r - m LI (u{1:) 

Nach (1) des vorigen Paragraphen ist, wenn K, K' die zu 
s(u/2'r) gehörenden Werte von K, K' bezeichnen, 

2K=wlFe1 -e3 =K.m, 2iK'=2w'~ es =2iK'·m, d.i. 

(2) 
- K -
K = m· 2 , K' = m·K'. 

Die Werte von m und x, dem Modul von s (u /2 'r), lassen sich nun 
durch x, den Modul von s' (u / 'r), ausdrUcken. Wir setzen zu dem 

Zwecke in (1) u = ~, also mu = K. Dann kommt 

(3) 
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Aus S ('14 + K) = ~ ~:~, LI ('14 + K) = ,,' LI ~u) folgt nach Kap. 3, § 2, 

für '14 = - :' LlII (~) = x', und demnach wegen (3) 

1 =ms9(~ =me-~:(~))=m 1:;:'. 
Es wird also 

XII l-x,g , 
m=-I -'=-1--' =1+x. -x -x 

Substituier.t man '14 + i K' für '14 in (1), so folgt nach Kap. 3, § 2 

1 1 1 LI U oder ) XII s(u) c(u) 
x ·S(mu/2T)=m·'7S(u)c(u) s(muJ21: =mx LI(u) 

Daher gilt nach (1) 
Xl _ Xi 1 - X'II 1-x' 
-=1n x--------mx ' - mll - (1 + X ')11 - I+x" 

Wir haben also definitiv, wenn wir die zum Modul x gehörenden 
Funktionen mit s ('14, x), C ('14, x), LI ('14, x) bezeichnen, 

(4) ((1+ ') ~)-(1+ ,)s(u,x)c(u,x) ('+ '9=1) s x u'I+x' - x LI (u,x) x x . 

Dies ist die sogenan'nte Landensehe Transformation, die indessen 
meistens in einer anderen Form dargestellt wird, zu der wir jetzt 
übergehen wollen. 

Setzen wir 

s(u,x)=x, s((I+x')'U,i)="., 

so wird aus (4) nach Kap. 3, § 2 (9) 

(4') ". = (1 + x') x~ 
Vl-XII X II 

und nach Kap. 3, § 3 (4) 

.. dx =du, d, =(1+x')du . 
.; (1- XII) (1 - XII XII) V (1- ,') (1- XII,·) 

(5) 

Vermöge der Substitution (4') wird daher 

S dy =(1 + ,,')f fix . 
V (1 - ,11) (1 - XIl ,2) V(1 - XII) (1 - x' xl) 

Sind x und x' reell und liegen sie zwischen 0 und 1, so wird: 

- I-x' I-x" x' 9 

,,= 1 +x' = (l+x')1 = (l+x~' <", 
H ur w i t z - C 0 u raD t. Fl1IIktioDeDtheorie. 16 
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und die Gleichung (5) führt also die Bere;hnung eines elliptischen 
Integrals mit dem Modul " auf die eines elliptischen Integrals mit 
eimm ~leineren Modul "zurück. Durch wiederholte Anwendung 
der Landenschen Transformation kann man den Modul immer 
mehr und mehr verkleinern. Ist der Modul so klein geworden, 

daß er vernachlässigt werden kann, so ist dann J d Y 
..j(1 - y2) (1- ,,2 y2) 

durch J _ / d Y = arc sin y ersetzbar, so daß also die mehrfach 
V 1- y2 

wiederholte Landensche Transformation zur Berechnung der ellipti
schen Integrale dienen kann. 

§ 6. Das arithmetisch-geometrische Mittel. 

Die Landensche Transformation gestattet insbesondere eine ein
fache Berechnung des zwischen den festen Grenzen 0 und 1 erstreckten 
Integrals 

(1) 

wobei " als eine gegebene zwischen 0 uni 1 liegende reelle Zahl 1JOr

ausgesetzt wird. 

- m l+x' 
Die Gleichung K = 2" K = -2-K aus § 5 liefert 

(- I-x') ,,= 1 + x' . 

Das Integral (1) geht durch die Substitution x = sin ffJ über in 

:tr 

(2 drp 

= J ..j cos2 rp + X'2 sin2 rp , 
o 

so daß die Gleichung (2) so geschrieben werden kann: 

'" '" 
( 2') K = !"s VCOS2rp ::'2 sin2 tp = 1 :-;;!"s VCOS2tp:: 12 sins tp' 

o 0 

1) Die Richtigkeit von (1) erkennt man, indem man x = s (u) setzt und 
Kap. 3, § 2 benutzt (A. d. H.). 



wobei 

(3) 

ist. 

§ 6. Das arithmetisch-geometrische Mittel. 

-'-'/-1 --=1:-- /1 (1_,,')2 _ 2V'" 
X -I' -x -V - 1+7 -1+7 
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b Es seI nun x' = a' wo a eme beliebig gewählte positive Zahl 

bedeutet. Es ist dann b = a x' positiv und < a. Es wird nun 

- , 2 V ab b1 mit 
x =a:tb=~' 

(4) 

Aus (2') folgt 

(5) 

'" 
= J 2 -vr:a=12::==co=S~2=:=:=b=:1!=s=in=:2=rp . 

o 

Bilden WIr nun die Folgen 

(6) 

nach der Maßgabe, daß 

gesetzt wird, so zeigen wir leicht, daß }im a = lim b = M (a, b) eme 
n=oo n n=co n 

bestimmte endliche Zahl ist. Es ist nämlich 

a+b a+a ,/- ,/-
a1 =---2-<-:!-=a, b1 = I'ab> I'bb=b, 

a+b _1-

0< a1 -b1_ = -2- vab =!... (va-vb)! = !...lä-Vb <!.... 
a-b a-b 2 a-b 2 ya+yb 2' 

und allgemein folgen aus a .. > b .. die Ungleichungen 

a"+b,, 
a .. + 1 = -2- < an' 

so daß die Folgen der an und bn beschränkt und monoton sind und 
gegen eine gemeinsame Grenze konvergieren. 

16* 
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Die Gleichung (0) gibt nun, durch Übergang zur Grenze n = 00, 

n n 

K = limf"2 drp =f2 drp = __ :lf __ _ 

€I n=ao Va,.s coss rp + b"s sin9 rp M (a, b)VcosS rp + sins rp 2M (a, b) 
o 0 

und demnach 

(7) 3C a 3C 1 =-. =-.---
2 M(a,ax') 2 M(l, x') 

Durch Vertauschung von" mit ,,' kommt 
n 

(7') = =_e =_, ___ . K ' fB drp ,,; €I 3C 1 
V1-x'SsinSrp 2 M(a,ax) 2 M(l,x) 

o 

Da das arithmetisch-geometrische Mittel M (a, b) leicht mit großer 
Genauigkeit berechnet werden kann, so können bei gegebenem " 

nach (7) und (7') Kund K' und hieraus "t: = i%', h = ein~ bestimmt 

werden, worauf dann auch die #-Reihen, sowie s (u), c (u), LI (u) 
berechnet werden können. 



Dritter Abschnitt. 

Geometrische Funktionentheorie. 

Im ersten Abschnitt wurde das Gebäude der allgemeinen Funk
tionentheorie nach dem Vorgange von Weierstrass konsequent auf der 
Grundlage der Potenzreihen errichtet; der explizite gegebene analytische 
Ausdruck der Funktion war also der Ausgangspunkt der Untersuchungen. 
Man kann nun bei der Entwicklung der Funktionentheorie noch einen 
ganz anderen, in vieler Hinsicht einfacheren Weg einschlagen, indem 
man versucht, die analytischen Funktionen durch ihre inneren Eigen
schaften zu charakterisieren, wobei dann die Bedeutung des expliziten 
Ausdrucks mehr zurücktritt. Die Untersuchungen, welche sich unter 
diesen Gesichtspunkten zum großen Teil im Anschluß an Riema1;ns 
bahnbrechende Arbeiten entwickelt haben, beruhen in wesentlichen 
Punkten auf der Durchsetzung der Funktionentheorie mit geometrischen 
Gedanken; ihre Bedeutung liegt nicht nur in wichtigen neuen Resul
taten, sondern auch in ihren engen Beziehungen zu hydrodynamischen 
und anderen physikalischen Anwendungen. 

Es soll das Ziel der folgenden Kapitel sein, einen einführenden 
Überblick über die wichtigsten Gedanken dieser "geometrischen Funk
tionentheorie" zu geben, ohne daß dabei die genaue Kenntnis der vor
angehenden Abschnitte vorausgesetzt wird. 

1. Kapi tel. 

Vorbereitende Betrachtungen. 

§ 1. Kurvenintegrale. Greensehe Formel. 

Es seien 
x = cp (t) , y = "p (t) 

zwei im Intervall t1 < t < t2 stetige reelle Funktionen von t mit stetigen 
nirgends gleichzeitig verschwindenden ersten Ableitungen cp' (t) und 
"p' (t). Deutet man x, y als Koordinaten in einem rechtwinkligen 
Koordinatensystem, so durchläuft der Punkt mit den Koordinaten x 
und y eine Kurve C, welche eine sich stetig drehende Tangente 
besitzt und die wir glatt nennen wollen. Sind nun a (x, y) und b (x, y) 
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stetige reelle Funktionen von x und y in einem die Kurve C enthal
tenden Gebiete, so verstehen wir unter dem Kurvenintegral 

J=1 adx+bdy 
c 

das bestimmte Integral ,. 
1 {a (tp (t), "p (t)) tp' (t) + b (tp (t), 1p (t) "P' (t)} d t. 
'1 

Diese Definition dehnt sich ohne weiteres auch auf den Fall aus, 
daß die Kurve C aus mehreren Kurvenstücken Cl' ... , C .. zusammen
gesetzt ist, deren jedes den obigen Bedingungen genügt; wir schreiben 
dann 

1 adx + bdy = 1 + ... + J. 
c ~ ~ 

Im folgenden soll unter C stets eine Kurve dieser Art verstanden 
werden, die ,,stitckwetse glatt" heißen soll. 

Das Kurvenintegral multipliziert sich mit - 1, wenn man den 
Durchlaufungssinn der Kurve ändert, d. h. die Variable t von der 
oberen Grenze t'J zur unteren Grenze tl laufen läßt. 

Im allgemeinen wird das Kurvenintegral J seinen Wert ändern, 
wenn an Stelle von C eine andere Kurve gewählL wird, welche die
selben Punkte miteinander verbindet. Man wird also im allgemeinen 
erwarten müssen, daß der Wert des K\lrvenintegrals außer von den 
Funktionen a (x, y), b (x, y) und den Ko~rdinaten der Endpunkte des 
Integrationsweges noch von diesem selber, d. h. von den Funktionen 
tp (t) und 1p (t) abhängig ist. Wir wollen untersuchen, unter wekhen 
Bedingungen der Wert des Kuroenintegrals vom Wege unabhängig wird 
oder, was auf dasselbe h'Jrauskommt, der Wert des um eine geschlossene 
Kurve herumerstreckten Integrals Null ist. 

Wir machen dabei die Voraussetzung, daß die Funktionen a und b 
oa ab . 

stetige partielle erste Ableitungen oy und ox m den betrachteten Ge-
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bieten besitzen. 

Es sei nun C eine solche 
geschlossene Kurve, welche 
von jeder Parallelen zu einer 
der Koordinatenachsen nur in 
höchstens zwei Punkten ge
troffen wird (Fig. 86). Den 
von C begrenzten Bereich be
zeichnen wir mit B _ Sind dann 



§. 1. Kurvenintegrale. Greensche Formel. 247 

die Gleichungen der Randkurven PQR und PSR und p bzw. r die 
Abszisse von P bzw. R (vgl. die Figur), so wird 

, :Y=X. , 

(1) S S :; dxdy = S(5:; dy) dx = S {a(x, X2 (x) - a (x, Xl (x)}dx 
B P :Y=Xl P 

=+f adx-f adx=-f adx, 
PQR PSR C 

wobei der Bereich in "positivem Sinne", d. h. wie in der Figur durch 
den Pfeil angegeben, so umlaufen wird, daß dabei das Innere zur 
Linken bleibt!). Sind andererseits 

die Gleichungen der Randkurven Q PS und Q R S sowie q bzw. s die 
Ordinate von Q bzw. S, SQ wird 

q X="'. q 

(2) I I :! dx dy = S(f :: dX) dy = S {b (w2 (y), y) - b(wl (y), y)} dy 
B q X="'. 

= J bdy + f bdy= f bdy. 
SRQ QPS C 

Aus (1) und (2) folgt die GaujlBche Integ'l'alfO'l'meZ 

(3) II(:! - :;):dxdy= Iadx+bdy. 
B C 

Daraus erhalten wir als Nebenergebnis die fundamentale Formel 
von Green, indem wir 

ihp b = cp-, ox 
0'" a=-cpoy 

setzen, wobei cp eine Funktion mit stetigen ersten Ableitungen, 1p eine 
solche mit lItetigen zweiten Ableitungen in dem Gebiete B einschließ
lich des Randes bedeutet. Es ergibt sich, wenn wir den "Laplaceschen 
Ausdruck" 

einführen, 

= - SI cpA1pdxdy + S cp (~~ dy - ~; dX). 
B C 

1) WUrde man die Rolle von :( und y vertauschen, so mUfite man auch 
den Umlaufssinn umkehren. 
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Wir können das Kurvenintegral noch etwas anders schreiben: 
wenn wir die in positivem Umlaufssinne gemessene Bogenlänge s als 
Integrationsvariable einführen, dann wird 

oy ( OX iiS = cos v x), iiS = - cos(vy), 

wobei (vx), (vy) die Winkel zwischen der positiven x- bzw. y.Achse 
und der nach außen weisenden Normalen v der Kurve bedeutet; da-

her können wir die Klammer im Integranden kurz in die Form (hp ds ov 
setzen, so daß die Greensehe Formel die endgültige Gestalt erhält: 

Die Gültigkeit der Formeln (3) und (3a) erstreckt sich auch auf 
solche von einer Kurve C begrenzten Bereiche B, welche sich aus 

-- ~ endlich vielen der eben charakteri-

ty 
I 
I 
I 
L ___ .z 

Fig 7. 

sierten Art zusammensetzen lassen; 
denn addieren wir die für die ein
zelnen Teilbereiche BI' ... , Bn 
gültigen aus (3) und (3a) entsprin
genden Formeln, so heben sich die 
Randintegrale über die im Innern 
von B liegenden Randstücke der 
Teilbereiche fort, weil diese Stücke 

zweimal in verschiedenem Sinne durchlaufen werden (vgl. Fig. 87). 
Es sei ferner schon an dieser Stelle hervorgehoben, daß der aus 

endlich vielen Bereichen der zugrunde gelegten Art zusammengesetzte 
Bereich B auch mehrere voneinander getrennte Randkurven C be
sitzen darf (wie z. B. der Kreisring); bei einem solchen "mehrfach zu
sammenhängenden" Bereiche, wie sie später ausführlich noch besprochen 
werden sollen, ist unter dem im positiven Sinne um den Rand er
streckten Integral die Summe der betreffenden Integrale über die Rand
kurven C zu verstehen, wobei jede einzelne so zu durchlaufen ist, daß 
das Innere des Gebietes dabei zur Linken bleibt. 

In Zukunft werden bei Benutzung der Formeln (3) und (3a) nur 
solche Bereiche der eben erklärten Art auftreten. 

Die oben gestellte Frage läßt sich nunmehr durch den Satz 
beantworten: 

Sind in einem von einer geschlossenen Kurve begrenzten Gebiete G 
die Funktionen 

a(x, y), b(x, y), oa ob 
ßy'f); 
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stetig, so ist das Kurvenintegral 

(4) f adx+ bd-y 
c 

dann und nur dann für alle in G liegenden stückweise glatten, geschlossenen 
Kurven C gleich Nullwenn überall in G die Bedingung 

(5) oa ob 
8i=-ax 

erfüllt ist. 

Beweis: Zunächst ist die Bedingung (5) wegen der Formel (3) 

hinreichend. Wäre ferner der Ausdruck ~~ - :; an einer Stelle 

xo' Yo im Inneren von G nicht gleich Null, sondern etwa positiv, so 
müßte er wegen seiner Stetigkeit auch im Innern eines hinreichend 
klein zu nehmenden, noch in G liegenden um den Punkt xo' Yo ge
schlagenen Kreises positiv sein; identifizieren wir die Kurve C mit 
der Peripherie dieses Kreises, so würde sofort aus (3) folgen, daß 

das Kurvenintegral fad x + b d y, über C erstreckt, positiv ist. Somit 
ergibt sich die Bedingung (5) auch als notwendig für das Verschwinden 
des Kurvenintegrals. 

Nach dem so bewiesenen Satze ist das zwischen zwei Punkten 

P1 und P 2 erstreckte Kurvenintegral f a dx + b dy nur von den 
PlP, 

Koordinaten x1' Y1; x2' Y2 der Endpunkte abhängig, solange die ver
bindende Kurve C in dem Gebiete G bleibt, in welchem die Gleichung (5 ) 
gilt. Fassen wir bei festem Anfangspunkt P 1 die Koordinaten x2 = x, 
Y2 = Y des Endpunktes P 2 als Variable auf, so wird unter dieser Be
schränkung 

f a dx + b dy = ] (x, y) 
PlP, 

eine Funktion von x und y, tür welche die Gleichungen 

( oJ ( oJ a,x,y)=-ax' b x,y)=8i 
gelten. 

§ 2. Strömungen. 

Eine ,.stationäre ebene Strömung" einer inkompressiblen Flüssig
keit in -einem Gebiete G ist definiert, wenn für jeden Punkt x, y des
selben Richtung und Geschwindigkeit der Bewegung durch einen "Ge
schwindigkeitsvektor" b gegeben sind. 

Wir bezeichnen die beiden Komponenten des Vektors b nach 
den Koordinatenrichtungen mit 

b", = p(x, y), 
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Ist C eine gesc~lossene doppelpunktlose stückweise glatte Kurve im 
Gebiete G, bezeichnet s die Bogenlänge auf dieser Kurve und b. die 
Komponente des Vektors b in Richtung der Tangente, wobei der 
Tangente ein nach wachsenden Werten von s weisender Richtungs
sinn beigelegt wird, so bezeichnet man das diesrral 

M=fbBds 
c 

als die Wirbelstärke der Kurve C. Die Bogenlänge s soll dabei so 
gerechnet werden, daß man bei wachsendem s das Innere der Kurve 
umläuft, indem man es zur Linken läßt, 

Die Strömung heißt wirbelfrei, wenn die Wirbelstärke für jede 
in G verlaufende geschlossene Kurve den Wert Null besitzt. Aus den 
Resultaten des vorigen Paragraphen erhalten wir nun leicht die not
wendige und hinreichende Bedingung für die Wirbelfreiheit der Strö
mung. Wir setzen dabei ein für allemal voraus, daß die Funktionen 
p und q stetige erste und zweite Ableitungen nach x und y besitzen. 
Nun ist 

b.=PC05(S,X)+qcOS(S,y)=p ~: +q ~:; 
also erhalten wir für die Wirbelstärke 

M=f(p~: +q~~)ds=fpdx+qdy. 
c c 

Es ist also für die Wirbelfreiheit notwendig und hinreichend, daß 
die Differentialgleichung 

(1) 
op oq 
ßY=iii" 

besteht. Dann sind, wie am Schluß von § 1 gezeigt wurde, p und q 
die partiellen A.bleitungen einer Funktion u(x,y): 

(la) 0" q=-. oy 

Die Funktion u(x, y) heißt das Geschwindigkeitspotential der Strö
mung. 

Wir nennen die Strömung quellenfrei, wenn in jedes Teilgebiet 
von G in jedem Zeitabschnitt ebensoviel Flüssigkeit hinein- wie hinaus· 
fließt. Wird die Komponente von b normal zur Randkurve C eines 
solchen Bereichs mit b" bezeichnet, wobei die positive Richtung der 
Normalen nach außen gezählt werden soll, 50 stellt der Ausdruck 

Q =fb"ds 
c 

die Verminderung der Flüssigkeitsmenge im Gebiet während der Zeit-
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einheit dar. Bei Quellenfreiheit muß also dieses Integral für jede 
in G gelegene geschlossene Kurve C verschwinden. Nun wird 

tl" = P cos (v, x) + q cos (Y, y) = - P cos ( s, y) + q cos ( s, x) 
_ dy I dx. --PTs,q-xs, 

es ergibt sich also die Bedingung 

Q = S (p ~~ - q ~;) d s = S - q dx + P d y = O. 
c 

Nach dem Satze von § 1 folgt daher: Für die Quellenlreiheit der 
Strömung ist die Bedingung 

(2) 

notwendig und hinreichend. 

Wir betrachten nun eine quellen- und wirbelfreie Strömung. 
Führen wir das Geschwindigkeitspotential u (x, y) ein, so ergibt sich 
aus (1 a) und (2) 

(J2 U 02 U 

(3) 11 u = ox2 + 0 y2 = o . 
.l ede quellen- und wirbelfreie Strömung besitzt ein Geschwindig

keitspotential, welches der "Laplaceschen Differentialgleichung" oder 
"Potentialgleichung" (3) genügt. 

Längs der Kurven gleichen Potentials u = kanst. findet keine 
Flüssigkeitsbewegung statt. 

Es gilt nämlich für die Geschwindigkeitskomponente tls in jeder 
Richtung s die Beziehung 

dx dy 
tls = P ds + q ds' 

d. h. aber wegen (1 a) 

woraus sich sofort ergibt, daß längs einer Kurve u = konst. die Ge
schwindigkeitskomponente Null ist. Wir nennen diese Kurven ge
legentlich auch Niveaulinien oder Aquipotentiallinien. Die Flüssigkeit 
strömt überall senkrecht zu diesen Linien. 

Durch die beiden Gleichungen 

OV OU OV OU 
(4) oy=ox' ox=-oy 

wird nun eine neue Funktion v(x, y) bis auf eine additive Konstante 
bestimmt; es erfüllen nämlich die beiden Funktionen 

014 
a=-oy , 
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wegen (3) die Bedingungen (5) des § 1, so daß durch das Kurven
integral 

v = f - ou dx + ou dy 
oy OX 

eine bei festem Anfangspunld nur von den Koordinaten x, y des 
Endpunktes abhängige Funktion v(x, y) bestimmt wird, für welche 
die Relationen (4) gelten. Aus (4) folgt 

iPv iPu OBU 02V 
Ox9 = - oxoy = - oyox = - oy2' 

also 

(5) Ltv = 0; 
ferner ergibt sich 

OU~+ iJuov = 0 
OXOX oyoy , 

d. h. die Kurven u = konst. und die Kurven v = konst. stehen auf
einander senkrecht. Die Kurven v = konst. stellen also die Strom
linien der Flüssigkeitsbewegung dar. Funktionen, welche der La
placeschen Differentialgleichung genügen, heißen schlechthin Potential
funktionen, und zwar regulär in jedem Gebiet, in welchen sie mit 
ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung stetig sind. Die Funk
tion v nennen wir die zu u konjugierte Potentialfunktion; wegen des 
antisymmetrischen Charakters der Gleichungen (3), (4), (5) ist eben
so - u die zu v konjugie.rte Potentialfunktion. 

Die vorangehenden Betrachtungen, rückwärts durchlaufen, lehren 
uns, daß auch umgekehrt jede in einem Gebiete reguläre Potential
funktion u in diesem Gebiete eine Strömung der obigen Art definiert. 

Schließlich sei noch bemerkt, daß unsere analytischen Formeln 
sich ebenso wie durch eine Flüssigkeitsströmung auch durch Strömung 
der Wärme oder der Elektrizität deuten la.ssen, wobei dann u die 
Temperatur bzw. das elektrische Potential bedeutet. 

Selbstverständlich werden wir von allen diesen Vorstellungen 
keinen andern als heuristischen Gebrauch zu machen haben. 

2. Kapitel. 

Die regulären analytischen Funktionen. 

§ 1. Differenzierbarkeit von Funktionen einer komplexen 
Variablen. 

Es sei G ein Gebiet der Zahlenebene. Ist dann jedem Punkt 
z = x·+ iy dieses Gebietes eine komplexe Zahl 1; = u + iv zuge
ordnet, so sagen wir, 1; sei in G eine Funktion der variablen Größe z. 
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Dann sind also u und v reelle Funktionen der beiden reellen Variablen 
x und y. Wir schränken diesen allgemeinen Funktionsbegriff zunächst 
durch die F orde~ung der Stetigkeit ein, indem wir verlangen, daß u 
und v stetige Funktionen von x und y sind. Wir fordern weiter, 
und das wird entscheidend sein, daß die Funktion 1; eine differenzier
bare Funktion von z ist. Um diese Forderung zu präzisieren, er
innern wir uns an die Definition des Differentialquotienten einer 

Funktion l' der reellen Veränderlichen t. Der Differentialquotient ~~ 

ist definiert als der Grenzwert des Ausdruckes 'C (t +.~ - 'C (ti für unbe. 
k 

grenzt gegen 0 abnehmendes h, vorausgesetzt, daß dieser Grenzwert 
unabhängig davon existiert, wie die reelle Zahl h gegen Null strebt. 
Genau entsprechend definieren wir nun: 1; heißt eine im Punkte z 
differenzierbare Funktion von z, wenn tür iede gegen Null konver
gierende Folge komplexer, nicht verschwindender Zahlen h der 
Grenzwert 

lim C(Z + ~ - cez) 
10=0 k 

existiert und nicht von der speziellen Wahl der Folge abhängt. 

Für die Differenzierbarkeit der Funktion 1; ist es keineswegs 
hinreichend, daß u und v differenzierbare Funktionen von x und y 
sind. Setzen wir z. B. einfach 1; = x = mz 1 ), so wird, wenn h nur 
reelle Werte durchläuft, 

lim C (z + !il~- C (z) = lim !,_ = 1 
"=0 k _ 11=0 k 

werden; andererseits wird, wenn h nur rein imaginäre Werte durch
läuft, 

lim C(z+k)-C(z) = lim~ = 0 =f= 1. 
11=0 k 11=0 k 

Wir müssen also noch weitere Bedingungen für die Differenzierbar
keit der Funktion 1; = u + iv aufsuchen. 

Läßt man h reelle Werte durchlaufen, so ist 

limC(z-th)-C(z~=a(u+iv) = ou+iov. 
10=0 h OX OX OX 

Durchläuft dagegen h rein imaginäre Werte, so wird 

lim nz+k)-C(z) = o(u+iv) = ~ (ou + i~). 
10=0 h o (iy) i oy oy 

1) Mit me bzw. 3' bezeichnen wir den reellen bzw. dEm durch i divi
dierten imaginären Teil einer komplexen Zahl' = m, +i3'. 
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Damit also ~ (z) differenzierbar ist, muß die Bedingung 

014 +i~=~(oU +i~), ox ox ~ oy oy 
d. h. 

014 OV OU ov 
(1) ox=oy' oy ox 

bestehen. Wir erhalten also das Resultat: Für die Differenzierbarkeit 
der Funktion ~ = u + iv in einem Gebiet ist das Bestehen der Dif
ferentialgleichungen (1) notwen,dig. Die für die ganze Funktionen
theorie fundamentalen Relationen (1) heißen die Cauehy -Riemann 
sehen Differentialgleichungen. 

Diese Differentialgleichungen stimmen überein mit den Relationen 
( 4) des § 2 aus dem vorangehenden Kapitel. 

Indem wir nunmehr noch die Voraussetzung machen, daß die 
ersten Ableitungen der Funktionen u und v nach x und y stetig sind, 
wollen wir umgekehrt nachweisen, daß die Bedingungen (1) für die 
Differenzierbarkeit der Funktion ~ (z) hinreichen. 

Setzen wir h = f + i k, so erhalten wir unter Anwendung des 
Mittelwertsatzes der Differentialrechnung 

Q = C(z+hl-C(z) 

_ U (x + i, y + k) - U (x, y) + i {v (x + i, y + k) - v (x, y)} 
- i+ik. 
_ iu",(%+ eil y+ ek)+kuy(x+ ei, y+ ek) 
- i+ik 

+ .iv",(x+e'i, y+e'k)+kvy(x+e'i, y+e'k) 
~ i +~i k 

(0< fE) < 1, 0< fE)' < 1)1), 
also wegen (1) 

Q = iu", (x + ei, y+ ek) +ikux(x+ e'i, y+ El'k) 
i+ik 

+ .iv",(x+e'i, y+e'k)+ikv",(x+ei, y+6lk). 
~ i + ik ' 

mithin wegen der Stetigkeit von Ux und Vx 

IimQ = 014 +i~= _ i OU +~ 
11=0 0% OX oy oy' 

und dieser Grenzwert ist unabhängig von der speziellen Wahl der 
Folge; d. h. ~ (z) ist differenzierbar. Wir wollen den Differential· 

1) Wir wollen hier und im folgenden, wo es bequem sch eint, die par
tiellen Ableitungen nach einer Variablen durch einen angehängten Index be-

. h 1 B OU OU h'b zelc nen, aso z. . 14"" u y statt -, - sc rel en. 
OX oy 
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quotienten mit ~'(z) bezeichnen. Das so bewiesene Ergebnis recht
fertigt die folgende Definition, welche dem weiteren Aufbau der 
Funktionentheorie zugrunde gelegt wird: 

Der Ausdruck ~ = u + iv heißt eine im Gebiete G reguläre ana
lytische Funktion. von z =x + iy, wenn in diesem Gebiete u und v 
stetige Funktionen von x und y mit stetigen partiellen Differential
quotienten erster Ordnung sind und dort die Cauchy-Riemannschen Dif
ferentialgleichungen (1) gelten 1) . 

Beiläufig sei bemerkt, daß man die beiden Differentialgleichungen 
(1) in der. einen Gleichung 

ou OV 
(2) Ts = 7iV 

zusammenfassen kann; hierbei bedeuten s, '/I die Längen auf irgend 
zwei von einem Punkte ausgehenden, aufeinander senkrechten und 
zueinander wie die positive x-Achse zur positiven y-Achse liegenden 
Richtungen. Der Beweis dieser Tatsache ist nach den Ausführungen 
von Kap. 1, § 2 selbstverständlich. 

Genau ebenso wie in der gewöhnlichen Differential- und Inte· 
gralrechnung folgt nun, daß Summe, Produkt und Quotient analyti
scher Funktionen, wofern der Nenner nicht verschwindet, wieder 
differenzierbar sind, und zwar unter Gültigkeit der bekannten Regeln 
der Differentialrechnung. Dasselbe gilt für eine analytische Funktion, 
deren Argument eine analytische Funktion von z ist Also: Summe, 
Produkt, Quotient von analytischen Funktionen, sowie eine analytische 
Funktion von einer analytischen Funktion ist wieder analytisch. 

§ 2. Konforme Abbildung. 

Die soeben gegebene Definition der analytischen Fun ktionen läßt 
eine sehr einfache und wichtige geometrische Deutung zu. Indem wir 
jedem Punkte des Gebietes G der z·Ebene einen Punkt der ~ -Ebene 
durch die in G analytische Funktion ~ (z) zuordnen, erhalte n wir eine 
"Abbildung" des Gebietes G auf ein über der ~ ·Ebene ausgebreitetes 
Gebiet Wir wollen die Natur dieser Abbildung studieren. 

Es sei z ein Punkt von G, in welchem ~'( z) + 0 ist. Durch z 
legen wir zwei Kurven Cl und Cg , die im Punkte z die beiden mit 
bestimmtem Richtungssinn versehenen Tangenten Tl und Tg besitzen 
mögen; mit fPl und fPg bezeichnen wir die Winkel der beiden Tan
genten gegen die positive x-Achse, mit b = fPl. - fP'J den zwischen 

1) Regulär auf einer Linie werden wir demgemllti eine Funktion dann 
nennen, wenn die Voraussetzungen über die Ableitungen in allen Punkten der 
Linie erfüllt sind. 
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den Tangenten eingeschlossenen Winkel. Ist Zl = Z +hl ein Punkt 
auf Cl' der gegen Z rückt, Z2 = Z + h'J ein ebensolcher Punkt auf C2 , 

dann wird 

(1) lim C(Z + ~) - ~ (z) = C' ( z) , 
ht=O h1 

(2) I· C (z + hg) - ~ (z) _ r' ( ) 1m h - ~ z . 
1!s=O 2 

Nehmen wir speziell hl und h'j von gleichem absoluten Betrage r, 
indem wir setzen 

(3) 

so folgt aus (1) und (2) wegen C'(z) + 0 

also, da 

ist, nach (3) 

Setzen WIr nun 

lim C (z + h1) - ~ (z) • ~ = 1, 
r=O ~ (z + h2 ) - ~ (z) h1 

C(z + h1 ) - C(z) = flt eiXl, 

so wird daher 

also 

und 
(4) 

lim ~ ei(xl-x.l = eid, 
r=O(l2 

lim~ = 1 
r=ol]s 

lim (Xl - X2) = ~, 
r=O 

falls von Vielfachen von 2 n bei Messung der Winkel abgesehen wird. 
Nun werden durch die Funktion C(z) die Kurven Cl' Cg auf zwei 
Kurven Cf, C: der' -Ebene abgebildet, und zufolge d,er Definition 
von Xl und X'J konvergieren diese Winkel bei abnehlllendem r. gegen 
die Winkel, welche die Tangenten von Cf und C: im Punkte '(z) 
mit der positiven u-Achse bilden; wegen der Relation (4) muß daher 
der Winkel zwischen diesen beiden Tangenten gleich dem ent-

1) Der Ausdruck ei'l' soll hier nur als eine Abkürzung für cos'f'+i sin'f' 
aufgefdt werden; die Relation ei '!'1 eS",. = eH"'1 +'1'.) ist eine unmittelbare Folge 
der Addititionstheoreme für die trigonometrischen Funktionen. Später werden 
wir erkennen, daß diese Bezeichnungswe'se mehr als formale Bedeutung 
besitzt. 
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sprechenden Winkel zwischen den Tangenten 'f1 und 'f2 werden, falls 
man auf den Tangenten den entsprechenden Richtungssinn festhält. 

Bei der Abbildung der z-Ebene auf die 1; -Eben.e durch eine ana
lytische Funktion. bleiben der Größe und dem Drehsinne nach die 
Winkel zwischen entsprechenden Kurven für feden Punkt erhalten, tür 
den 1;' (z) =F 0 ist. 

Wir nennen eine die Größe der Winkel erhaltende Abbildung 
winkeltreu oder konform. 

Eine analytische Funktion vermittelt also eine konforme Abbildung 
mit Erhaltung des Drehungssinnes oder, wie wir auch schlechthin sagen 
wollen, eine konforme Abbildung. Eine winkeltreue Abbildung mit 
Änderung des Drehsinnes werden wir in Zukunft stets ausdrücklich 
als konforme Abbildung mit Umlegung der Winkgl bezeichnen. 

Da ein kleines Dreieck der z-Ebene bei einer winkeltreuen Ab
bildung wieder annähernd in ein ähnlich gestaltetes Dreieck der 
1; -Ebene übergeht, so nennt man eine solche Abbildung gelegent
lich auch "in den kleinsten Teilen ähnlich". Der Ausdruck i 1;' (z) I 
stellt dabei das "lineare Vergrößerungsverhältnis" dar. 

Man kann die obigen Schlüsse rückwärts durchlaufen und erkennt 
so, daß aus der Konformität der Abbildung unter Voraussetzung der 
Stetigkeit der Ableitungen von ~t und v die Differenzierbarkeit der 
Funktion 1; = u + iv folgt. Die Konformität der Abbildung ist also 
unter dt'es!r Voraussetzung mi.t dem analytischen Charakter der Ab
bildungs/unktion äquivalent. 

Eine konforme Abbildung mit Umlegung der Winkel erhalten wir 
beispielsweise, indem wir setzen 

1; = ff, 

wobei ff der zu z konjugiert imaginäre Wert g = x-i y ist; ebenso 
definiert die Zuordnung von z zu dem konjugiert imaginären Werte ~ 
,einer analytischen Funktion 1; = f(z) eine konforme Abbildung mit 
Umlegung der Winkel. Hieraus folgt sofort, da auch umgekehrt jede 
solche Abbildung ~ (z) sofort zu einer analytischen Funktion 1; = f( z) 
führt, daß wir auf diese Art alle konformen Abbildungen mit Um
legung der Winkel erhalten. Als einfaches Beispiel dürfte dem 
Leser aus der ElenJ-entargeometrie die Transformation durch reziproke 
Radien bekannt sein, auf die wir später zurückkommen werden. 

§ 3. Die inverse Funktion. 
Ist 1; eine analytische Funktion von z in einem Gebiete G, so 

entsteht die Frage, ob und inwiefern sich auch umgekehrt z als 
analytische Funktion von ?; auffassen läßt. 

Hurwi tz .. Couran t, Funktionentheorie~ 17 
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Damit die beiden Gleichungen u = u (x, y), v = v(x, y) sich in 
der Umgebung eines Punktes xo' Yo eindeutig nach x und y auflösen 
lassen, ist nach einem bekannten Satze der Differentialrechnung hin
rei:hend, daß die ,,j acobische Determinante" L1 = u" vy - u y v" der 
Beziehung L1 =F 0 für x = xo' y = Yo und somit wegen der Stetigkeit 
auch für eine gewisse Umgebung dieses Punktes genügt. Ist diese 
Bedingung erfüllt, so werden in der Umgebung der Stelle u(xo• Yo)=uo' 
v (xo' Yo)=vo der uv-Ebene x = x(u, v) und y=y(u, v) eindeutig be
stimmte Funktionen von u und v mit den stetigen partiellen Ableitungen 

1 1 1 1 
(1) xu=J-vy, xv=--:IUy' Yu=-Lf v". Yv=Lfu". 

Nun ist in unserem Falle zufolge der Cauchy- Riemannschen 
Differentialgleichungen u = v, u = - v , 

" y y _ x 

(2) L1 = U,,2 + u y2 = p,,2 + Vy'J = 1 u'" + iuy 1 2 = 1 C'(z) 12 • 

Wir erhalten also das Resultat: Ist für z = Zo die Ableitung C' (z) von 
Null verschieden, so wird eine hinreichend kleine Umgebung des Punktes 
Zo umkehrbar eindeutig auf eine Umgebung des Punktes C(zo) = Co ab
gebildet,' d. h. für diese Umgebung ist die Gleichung C = C (z) eindeutig 
nach z aullösbar, so daß z = z(C) wird. Die Funktion z(C) ist eine 
analytische Funktion von C. 

Dies letztere ergibt sich unmittelbar, entweder indem wir be
achten, daß durch z = z(C) ein Stück der C-Ebene auf die Umgebung 
des Punktes Zo der z-Ebene konform abgebildet wird, oder indem wir 
bemerken, daß aus (1) die Gültigkeit' der inversen Cauchy-Riemann
schen Differentialgleichungen Xu = Yv' Xv = - Yu folgt. Die Funktion 
z = z(C) heißt die zu C = C(z) inverse Funktion oder die Umkehr
funktion von C(z). 

Zufolge der Gleichungen (1) und (2) gilt tür die Ableitung der 
mversen Funktion die Beziehung 

dz o (x+iy) vy-ivx 1 1 
d~ = -------au- = --Ll-- = vy+iv,x = C(z) , 

genau wie In der Differentialrechnung reeller Funktionen. 

§ 4. Die Integration der analytischen Funktionen und 
der Cauchysche Integralsatz: 1). 

In der Theorie der reellen Funktionen wird das Integral einmal 
als Umkehrung des Differentialquotienten (unbestimmtes Integral), 
zweitens als Grenzwert einer Summe (bestimmtes Integral) eingeführt 
und sodann die fundamentale Tatsache bewiesen, daß beide Defini
tionen auf denselben Gegenstand führen. 

1) V gl. die parallel laufenden Entwicklungen in Abschn. I, Kap .. 5. 
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Ganz analog können wir nun bei den analytischen Funktionen 
einer komplexen Variablen vorgehen. Unmittelbar läßt sich der Be
griff des unbestimmten Integrales auf das komplexe Gebiet ausdehnen. 
Ist nämlich zu einer gegebenen analytischen Funktion f(z) im Gebiete 
G eine zweite analytische Funktion F (z) gegeben, so daß F'(z) = f(z) 
gilt, so nennen wir F (z) ein unbestimmtes Integral von f(z) und 
schreiben 

F(z)=J f(z)dz. 

Um die Definition des bestimmten Integrales übertragen zu 
können, denken wir uns zwei Punkte Zo und Z der Ebene durch 
eine stückweise glatte Kurve C miteinander verbunden, welche ganz in G 
liegt. Diese Kurve zerlegen wir durch die Punkte zo' Zl' ... , zn = Z 
in n Teile und bilden die Summe 

n 

Sn = 2)f(zv)(z,. - Z"-1)' 
"=1 

Lassen wir nun die Anzahl n + 1 der Teilpunkte über alle 
Grenzen wachsen, so daß dabei die Abstände I z" - 2',,-11 gegen Null 
konvergieren~ so nennen wir den Grenzwert von Sn' wenn er existiert 
und von der speziellen Wahl der Teilpunkte Zl' ..• , Zn-1 unabhängig 
bleibt, das über die Kurve C gencmmene bestimmte Integral der Funk
tion f(z) und schreiben 

'0 
oder kurz J f(z) dz 

C 

c 
oder auch J f(z) dz. 

Aus der Definition des bestimmten Integrales folgt unmittelbar, 
wenn auf dem ganzen Integrationswege 1 f(z) 1 nicht größer als die 
positive Schranke M ist und L die Länge des Integrationsweges be
deutet, die wichtige Integralabschätzung 

z 
(1) !(C)J f(z)dzj < ML. 

'0 
Dieser Integralbegriff würde ohne wesentliche Bedeutung bleiben, 
wenn das bestimmte Integral nicht gleichzeitig als unbestimmtes 
Integral aufgefaßt werden könnte, und wenn es noch vom Integra· 
tionswege C abhängig wäre. Wir wollen jedoch zeigen, daß der 
folgende, als Integralsatz von Cauchy bezeichnete fundamentale Satz 
gilt, welcher sofort die genannten Bedenken zerstreut. 

Es sei G ein einfach zusammenhängendes Gebiet 1) der z-Ebene 
und f(z) eine dort reguläre analytische Funktion. Es sei ferner Zo ein 

1) Ein Gebiet soll hier einfach zusammenhängend heißen, wenn es von 
einer einzigen geschlossenen stückweise glatten Kurve C begrenzt wird. (V gl. 
auch S.248, 261.) Wir wer.den uns später veranlaiit sehen, den Begriff des ein 
fachen Zusammenhanges etwas allgemeiner zu fassen. 

17* 
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tester, Z ein variabler Punkt von G, C irgendeine Zo mit Z verbindende 
in G verlautende stückweise glatte Kurve. Dann existiert das ü~er die 
Kurve C erstreckte Integral 

z 
(C)J f(z) dz = F (Z) 

Zo 

unabhängig von der speziellen Wahl des Integrationsweges C und stellt 
eine in G reguläre analytische Funktion F (Z) dar, tür welche die 
Gleichung 

F' (z) = f(z) 
gilt. 

Zum Beweise dieses Satzes beachten wir zunächst, daß aus der 
Definition des bestimmten Integrales folgt 

Z J (C)J f(z)dz = - (C) f(z)dz. 
Zo Z 

Wir wollen demgemäß die Unabhängigkeit des Integrales vom Wege 
nachweisen, indem wir zeigen, daß tür jede ganz im Regularitäts
gebiete G liegende geschlossene Kurve C das Integral J f(z) dz den 
Wert Null hat. 

Setzen wir 

f(z) = f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y), z~ = x~ + iy~, 
z~ - Z~_l = L1 Zy ='= L1 X y + i L1 y~ , 

so ist 
n n 

Sn = 2:f(z,,)L1zy = 2:{u(xy, yy)L1x~ - v(x~, y~)L1 y~} 
'1'=1 '1'=1 

n + i 27{u (Xv, y~) L1 y~ + v(X~, y~) L1 X~}. 
y=l 

Beide Summen auf der rechten Seite konvergieren mit wachsendem n 
gegen die entsprechenden reellen Kurvenintegrale (siehe Kap. 1, § 1), 
und daher wird 

J f(z)dz = J udx - vdy + i J vdx + udy. 
C C C 

Die Kurvenintegrale rechts verschwinden aber wegen der Cauchy
Riemannschen Differentialgleichungen auf Grund des Satzes in Kap. 1, 
§ 1. Hiermit ist bewiesen, daß das Integral F (Z) wirklich eine Funk· 
tion der oberen Grenze Z allein ist. 

Setzt man 
Z=X+iY, 

J udx - vdy = U(X, Y), J vdx + udy = V(X, Y), 
C c 



§ 4. Die Integration d. analyt. Funktionen und d. Cauchysche Integralsatz. 261 

so wird wegen Kap. 1. § 1 

(2) {
au 
ax = u (X, y ), 

oV oX = v(X, y), 

au ay = - v(X, y ), 

av 
oY = u(X, y); 

die Ableitungen von U und V nach X und Y sind also stetig und 
genügen den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen; mithin 
ist F (Z) = U + i V eine analytische Funktion von Z; für deren Ab· 
leitung folgt aus (2) sofort 

F'(Z) = :~ + i:~ = u (X, Y) + iv (X, Y) = ((Z). 

Damit ist der Cauchysche.lntegralsatz in allen seinen Teilen bewiesen. 

Die Gültigkeit dieses Satzes bleibt noch unter der erweiterten 
Voraussetzung bestehen, daß C den Rand des Gebietes bedeutet und 
daß die Funktion r(z) auf dem Rande zwar nicht mehr regulär ana· 
lytisch, aber doch noch stetig ist.' Ja es darf unter Umständen sogar 
{(z) auf dem Rande Unstetigkeitspunkte besitzen. Es genügt, daß 
das Randintegral existiert und sich auffassen läßt als Limes eines ent· 
sprechenden Integrales, das über eine ganz im Inneren des Gebietes G 
verlaufende gegen den Rand C konvergierende (d. h. ihm überall be
liebig nahe kommende) Kurve C' erstreckt wird 1) . Denn für diese 
Kurve muß nach dem Bewiesenen das Integral verschwinden. Beim 
Beweise des Integralsatzes war die Annahme wesentlich, daß das 
Gebiet G einfach zusammenhängend ist. 

Wir wollen ein Gebiet n-fach zusammenhängend nennen, wenn 
seine Berandung aus n geschlossenen, einander nirgends treffenden 
Kurven C gebildet wird. Solche n-fach zusammenhängenden Gebiete G* 

Fig. 8- 90. 

lassen sich in einfach zusammenhängende Gebiete G dadurch ver
wandeln, daß man n - 1-mal je zwei Randkurven durch einen "Quer
schnitt" verbindet (vgl. Fig. 88-90 für n = 1, 2, 4). Machen wir nun die 
Annahme, daß das Gebiet G* mit Einschluß des Randes ein Regula-

1) Bei stetigen Randwerten von fez) sind diese Voraussetzungen immer 
erflillt, wie der Leser unmittelbar einsehen wird. 
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ritätsbereich der Funktion f(z) ist, so hat nach dem Cauchyschen 
Integralsatz das um den ganzen Rand von G herumerstreckte 

Integral f f(z)dz den Wert Null. Da hier bei der Integration die 
Querschnitte zweimal, und zwar in entgegengesetzter Richtung, durch
laufen werden, heben sich die Integrale über diese Linien fort, und es 
gilt also allgemein der Satz: 

Ist f(z) eine in einem n-fach zusammenhängenden Gebiete G* ein
schließlich der Randkurven reguläre analytische Funktion, so hat das 
Integral f f(z)dz den Wert Null, wenn es in mathematisch positivem 
Sinne um den ganzen Rand von G* herumerstreckt wird. 

Unter dem mathematisch positiven Umla~tfungssinn einer Figur 
verstehen wir dabei, wie schon früher, einen solchen, bei welchem das 
Innere der Figur zur Linken bleibt. 

Ist speziell das Gebiet zweifach zusammenhängend, so wird danach 

f f(z)dz =f f(z)dz, 
Cl Ci 

wobei beide Randkurven Cl und C2 im gleichen Sinne zu durch
laufen sind. 

Ein einfaches wichtiges Beispiel liefert die Funktion 
1 

f(z)=-. z 
Diese Funktion ist für alle nicht verschwindenden Werte von z regulär, 
wird jedoch für z = 0 unendlich, so daß dort die Regularität aufhört. 
Umgibt man also den Punkt z = 0 mit einer geschlossenen Kurve C, 
so braucht das Integral J f(z )dz nicht Null zu sein. In der Tat, sei 

o 
etwa Cl der mit dem Radius e um z = 0 geschlagene Kreis, dann wird 
auf Cl 

z = e (cos ep + i sin ep), d z = i e ( cos ep + i sin ep) d ep, 

dz 'd - = ~ ep, z 

2,,; 

f~~=fidep=2ni+O; 
Cl z 0 

und zufolge der oben bewiesenen Tatsache gilt die Gleichung 

(3) f dz . 
-- = 2n~ 

C z 

für jede den Nullpunkt in positivem Sinne umlaufende geschlossene 
einfache (d. h. doppelpunktlose ) stückweise glatte Kurve C, denn wir 
können e so klein wählen, daß Cl ganz im Innern von C liegt. 

Dieses Ergebnis ist von Wichtigkeit für das Verständnis des 
Logarithmus einer beliebigen komplexen Größe. Bekanntlich gilt für 
positives reelles Z 

Zd f --.: = 19 Z, 
1 z 
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wobei das Integral über die positive reelle Achse erstreckt wird. 
Nimmt man diese Formel als Definition von 19 Z auch für beliebige 
komplexe Werte von Z =f= 0, so ist wegen (3) diese Funktion 19 Z 
nur bis auf ein additives M ultiplum von 2 n i bestimmt, da von vorn
herein nichts darüber ausgesagt ist, ob, wie oft und in welchem Sinne 
der Integrationsweg den Nullpunkt umschlingen soll (vgl. Abschn. I, 
Kap. 4, 5). Um die Definition des Logarithmus eindeutig zu machen, 
führ.en wir von z = 0 längs der negativen reellen Achs~ bis ins Un
endliche einen Schnitt; die so aufgeschnittene Ebene ist dann ein 

Gebiet mit einer Randlinie, in dessen Inneren die Funktion ~ 
z 

z 
regulär ist, also das Integral C = J dz eine eindeutig bestimmte analyti-

1 z 
sche Funktion der oberen Grenze Z wird, deren Ableitung gleich 

~ =f= 0 ist. Der so definierte Wert von 19 Z heißt der Hauptwert des 

Logarithmus. Es ist zu beachten, daß zufolge der obigen Relation (3) 
die Hauptwerte von 19 Z in gegenüberliegenden Punkten der beiden 
Ufer des Schnittes sich um den Wert 2 n i z 
unterscheiden. 

Die Umkehrfunktion des Logarithmus, 
welche für jede Stelle Z =f= ° existiert, 
heißt die Exponentialfunktion und wird 
mit Z = e~ bezeichnet. Beide Funktionen 
werden wir später noch näher zu unter- ~ 
suchen haben. 

*1 ____ _ --4r.P 

Integriert man nach z über den in 
F ig . 91. 

Fig 91 angegebenen Weg 1 P Z, so wird, wenn Z = r ( cos cp + i sin cp) 
gesetzt ist, 

Z P Z <p 

J dz = J + J = 19 r + J i d1jJ = 19 r + i cp, 
1 z 1 P 0 

womit der komplexe Logarithmus auf reelle Funktionen zurückgeführt 
erscheint. 

Für r = 1 ist speziell 19 r = 0, also 19 Z = i cp oder 

cos cp + i sin cp = Z = eS<P , 

womit die früher rein formal eingeführte Schreibweise gerechtfertigt ist. 

§ ö. Die Integraldarstellung von Cauchy. 

Es sei G ein einfach zusammenhängendes Gebiet, C eine ganz in G 
liegende geschlossene stückweise glatte Kurve, welche den Punkt Zo im 
Innern enthält, und es sei f(z) eine in G reguläre Funktion. Dann ist die 

Funktion f(z) in G mit Ausnahme des Punktes z = Zo regulär, da 
z -Zo 
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dies für Zähler und Nenner gilt und der Nenner von Null verschieden 
ist. In dem zweifach zusammenhängenden Gebiet. welches aus G durch 
Ausschneiden eines um Z = Zo mit dem hinreichend kleinen Radius r 

geschlagenen Kreises K entsteht, ist also fez) regulär. Daher ist 
Z-Zo 

f fez) dz =fJ(z) dz. 
z -Zo Z-Zo 

C K 

Auf K wird 

z = zo+rei'P (0 < r < 2n). also 

und somit 

dz=riei'P dr, -~- = idr, 
Z-'Zo 

(1) 

Wegen der Stetigkeit von f(z) im Punkte Zo wird bei beliebig 
kleinem E > 0 

I f(zo + rei'P) - f(zo) I< c 

für alle hinreichend kleinen Werte von r und beliebiges r; daher 
wird wegen der Abschätzungsformel (1) aus § 4 das Integral auf der 
rechten Seite von (1) für solche r gleich 

2", 

i J f ( Zo ) d r + i 1] 2 7(, 

o 

wobei 11] I <c gilt, und somit konvergiert diese rechte Seite gegen 
2 7( i f( zo), wenn r zu 0 abnimmt. Wir erhalten also die folgende als 
Integl'alfo1'mel von Oauchy bezeichnete fundamentale Relation: 

-1-.f f(z) dz = fez ); 
2nz Z-Zo 0 

c 
dabei ist zu beachten, daß über die Kurve C in positivem Sinne zu 
integrieren ist. Diese Formel drückt den Wert f(zo) der Funktion fez) 
in einem beliebigen inneren Punkte Zo eines Regularitätsbereiches 
durch die Randwerte auf C aus. Eine analytische Funktion ist also 
in einem einfach zusammenhängenden Gebiete durch ihre Randwerte 
eindeutig bestimmt, wodurch u. a. eine willkürliche Vorgabe der Funktion 
in einem ganzen Gebiete ausgeschlossen wird. 

Wir wollen aus dieser Integralformel eine Reihe wichtiger Folge
rungen ziehen. Zunächst können wir unserem Begriffe der analy
tischen Funktion dadurch nunmehr einen wirklich befriedigenden 
Charakter verleihen, daß wir nachweisen: 

Die Ableitung einer analytischen Funktion ist wieder ein~ ana
lytische Funktion. 

Es sei Zo ein innerer Punkt von G und C eine in G verlaufende 
einfach geschlossene Kurve um den Punkt zo' Dann ist wegen der 
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Cauchyschen Integraldarstellung für beliebige, hinreichend kleine, nicht 
verschwindende Werte von h 

c 
(2) f(zo + h) - f(zo) __ 1_ f ~ dz 

h 2ni (Z-ZO)2 
c 

= 2~i f f(z) {{ C-Z:-h - z2 zJ - (Z_l Zo)2}dz 
c 

=-~-f f(z)h dz. 
2ni (z-zo-h) (Z-ZO)2 

Der absolute Betrag der stetigen Funktion f(z) ist auf C beschränkt, 
der Nenner (z - Zo - h) (z - zo)2 bleibt bei hinreichend kleinem I h I 
absolut genommen oberhalb einer positiven Schranke, da der Punkt Zo 
von allen Punkten z von C eine positive Entfernung besitzt; mithin 
konvergiert mit h auch die rechte Seite von (2) gegen Null, und 
wir erhalten 

Da der Grenzwert auf der linken Seite unabhängig von der speziellen 
Wahl der gegen Null konvergierenden Größen h ist, so ist damit die 
Existenz einer Ableitung f' (z) von f( z) bestätigt und zugleich bewiesen, 
daß sie aus der Integralformel von Cauchy durch Differentiation unter 
dem Integralzeichen erhalten werden kann. Genau dieselbe Betrach
tung beweist die Existenz der sukzessiven Ableitungen f" (z), f'" (z), ... ; 
wir erhalten, indem wir mit f' (z), f" (z), ... genau so verfahren wie 
oben mit f(z), das Resultat: 

Für jedes n existiert die n te Ableitung einer an'.llytis::hen Funktion 
uni wird durch den Ausdruck 

(3) (n = 1,2, ... ) 

gegeben. Es sin.d also auch sämtliche Differentialquotienten emer ana
lytischen Funktion analytische Funktionen. 

Die eben durchgeführte Betrachtung zeigt noch mehr; sie beweist 
den folgenden Satz: Ist q; (z) irgendeine auf der einfach geschlossenen 
stückweise glatten Kurve C stetige Funktion 1), so stellt die Gleichung 

f(zo) = 21 -:-f qJ (z) dz 
:n:t z - Zo 

C 

1) D. h. eine stetig von der Bogenlänge abhängige GrÖfie. 
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eine im Innern von C reguläre analytische Funktion von Zo dar, deren 
Ableitungen durch die Formel 

f(fI)(Z) = -~I 9'(z) dz 
o 2:1H C (z-zo)"+1 ' 

d. h. durch DiUerentiation unter dem Integralzeichen, erhalten werden. 
Im allgemeinen besitzt dabei die dargestellte Funktion f(zo) keines
wegs die Werte qJ (z) als Randwerte, wie aus § 6 sich ergeben wird. 

Als zweite Anwendung der Formel (1) behandeln wir die Ent
wicklung einer analytischen Funktion in eine Taylorsche Potenzreihe, 
und gewinnen so den Anschluß an die im ersten Abschnitt ent
wickelte Weierstraßsche Auffassung der Funktionentheorie. Wir um
geben den Punkt Zo mit einem Kreise K von so kleinem Radius r, daß 
er noch ganz im Innern der Kurve C liegt Schreiben wir auf C statt z 

das Zeichen t, so wird für alle Punkte z im Kreise K der Quotient Z-Zo 
I-zo 

absolut genommen unterhalb einer positiven Zahl {} < 1 liegen; daher 
konvergiert die geometrische Reihe 

1 + z-zo_ + (Z-ZO)2 + ... 
t-zo I-zo 

gleichmäßig in bezug auf die Variable t. Es wird daher, wenn wir 
gliedweise integrieren, was offenbar genau wie im Reellen erlaubt ist, 

c c 
fez) = ~I f(t) dt = _1 . If(t) f_1_ + (z--zo) + (Z-ZO)9 + ... } dt = 

~:lH t-z ~:lH lt-zo (t-ZO)9 (t-ZO)3 

C C C 

- 1 I f(t) ( ) 1 f f(t) ( 2 1 I f(t) --2 .-,dt+ z-zo -2 . -(t )9 dt+ z-zo) 2--; -(t )3 dt + ... , 
:lH .-zo :11$ -zo #$ -zo 

d. h. wegen (3) 

(4) fez) = f(zo) + f'1(;0) (z - zo) + f'~(;o) (z - zo)lI + .... 
Damit haben wir also für jeden Punkt z im bmem eines Regulari

tätsgebietes eine Entwicklung der analytischen Funktion fez) in eine 
Potenzreihe, und 'zwar genau die aus der gewöhnlichen Differential
rechnung bekannte T aylorsche Reihe. 

Diese Reihe konvergiert offenbar gleichmäßig in jedem Kreise K 
um zo' der noch ganz im Innern eines Regularitätsgebietes liegt Da 
andererseits, wie man leicht erkennt und wie im ersten Abschnitt 
ausführlich dargelegt ist, jede Potenzreihe in ihrem (notwendig kreis
förmigen) Konvergenzgebiet eine differenzierbare, d. h. analytische 
Funktion darstellt, so kann dieses Konvergenzgebiet nirgends über 
das Regularitätsgebiet der Funktion hinausreichen. Man formuliert 
diese Tatsache so: der Kcnvergenzkreis der Potenzreihe (4) ist der 
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gröfJ e Kreis um zo' in dessen Innern die Funktion f(z) noch überall 
regulär ist. 

Als dritte Anwendung der Cauchyschen Formel beweisen wir 
folgenden Satz; 

Ist ~ (z), f2 (z), f3 (z), ... eine Folge von Funktionen, welche in 
dem einfa~h zusammenhängende't1 Bereiche G mit der Randkurve C ein
s;h?ießli;h des Randes regulär sind und auf dem Rande gleichmäßig 
konvergieren, so k':mvergieren sie auch im Innern, und ihr Limes ist 
wieder eine reguläre an:Jlytis::he Funktion f(z) in G. 

Der Beweis ergibt sich fast unmittelbar aus der Integralformel. 
Denn setzen wir dort fn (z) statt f (z) ein, so folgt die Konvergenz 
der Funktionen f,,(z) für das Innere unmittelbar mittels der Integral
abschätzung (1) auf S. 259. Die Grenzfunktion wird im Innern von G 
dargestellt durch die rechte Seite der Cauchyschen Formel, wobei 
für f(z) auf dem Rande C der Limes von f" (z) zu setzen ist. Aus 
dieser Darstellung aber ergibt sich unmittelbar, wie oben gezeigt, die 
Differenzierbarkei t der Grenzfunktion im Innern, d. h. ihr analytischer 
Charakter. 

Übrigens sei bemerkt, daß aus den Ergebnissen des folgenden 
§ 6 sich sofort für G die Gleichmäßigkeit der Konvergenz der fn (z) 
gegen f (z) ergibt. 

Als letzte Anwendung stellen wir fest, daß Realteil u und Ima
ginärteil v jeder analytischen Funktion in deren Regularitätsgebiet 
unbeschränkt differenzierbare Funktionen von x und y sein müssen. 
Wir dürfen also die Cau::hy-Riemannschen Differentialgleichungen (1) 

e~u 
des § 1 nach x und y differenzieren und erhalten so wegen (]x ey 

e2 u e2 v 
= eyex; ex8y 

iJ2 v 
sofort eyex 

L1 u = 0, L1 v = 0, 

d. h. Realteil und Imaginärteil jeder analytischen Funktion sind in 
deren Regularitätsgebiete reguläre, zueinanier konjugierte Potential
funktionen. 

Wir können demgemäß, da umgekehrt ein Paar konjugierter 
Potentialfunktionen eine analytische Funktion definiert, den Zusammen
hang zwis;;hen der Theorie der ebenen Strömungen und der analytischen 
Funktionen dahin formulieren, daß beides verschiedene Auffassungen 
einer und derselben Sache sind. 
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§ 6. Das Poissonsche Integral und seine Anwendung 
in der Potentialtheorie. 

Aus der Cauchyschen Integralformel können wir eine entspre
chende, besonders einfache Darstellung für den Realteil u einer ana
lytischen Funktion durch die Randwerte von u herleiten, falls die 
Randkurve C ein Kreis K ist. 

Wir betrachten also einen ganz im Regularitätsgebiet von ((z) 
gelegenen Kreis K vom Radius R um den Punkt z = Zo = Xo + iyo' 
den wir der bequemeren Schreibweise halber in den Nullpunkt verlegt 
denken, und führen durch die Gleichung 

z = re i ,!, 

in diesem Kreise Polarkoordinaten r, 'I' ein. Nach der Cauchyschen 
Integralformel ist tür jeden im Innern des Kreises K gelegenen Punkt z 

K . 2,,; . 

(1) (() = -~ f ((R i<p) d(Re'<P) = J.... f((R i<p) Re'<P d z 2 ni e R i<p i '" 2 n e R i<p i,,, cp. e -re T e -re T 

o 

Betrachten wir andererseits irgendeinen außerhalb des Kreises K ge-

legenen Punkt Zl' etwa den Punkt Zl = R gei'!', so wird <He Funktion 
r 

(z) in K regulär sein, also die Gleichung 
Z-Z, 

K . 2. . 

(2) 1 f . d(Re'<P) 1 J . re'<P 0=-. ((Re'<p) ---'-2- =.- ((Re'<p). . dcp 
2nz R i<p R i,!, 2n re'<P-Re"P 

e -re ° 
gelten. Durch Subtraktion von (1) und (2) folgt 

1 52"; . {Rei<P rei<P} 
((z) = 2n ((Re'<p) Rei<p _rei", - rei<p _Rei,!, dcp, 

° 
wofür wir auch schreiben können: 

2,,; 

(3) . ) . 1 f (R . ) R2 - r 2 d ((z = u + ~v = -2 ( e'<P 2 cp, 
n 'R -2Rrcos(rp-1f)+r2 

° oder 
2,,; . . 

1 J . (Re'<P Re-'<P } 
((z) = 2:7t ((Re'<p)< R i<p i,!, + R -i<p _i'!'-l dcp. 

l e - re e - re 
o 

Trennen wir rechts und links Reelles und Imaginäres, indem wir 
beachten, daß die Faktoren von ((Rei'P) unter dem Integralzeichen 
reell sind, so erhalten wir die gesuchte Poissonsche Integl'allormel 
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oder 
2n . . 

(5) 1 S (Re''P Re -HP } 
u(r,1jJ)=-2 u(R,cp)~---;---. + _" _" -1 dcp" 

% l Re~'P-re~1f Re ~'P-re ~'!' 
o 

Da sich jede beliebige Potentialfunktion als Realteil einer ana
lytischen Funktion darstellen läßt, so haben wir damit die Werte 
einer Potentialfunktion im Innern eines Kreises durch ihre Randwerte " 
ausgedrückt. Verlegen wir den Punkt re i ,!, in den Mittelpunkt des 
Kreises, nehmen also r = 0, so erhalten wir sofort den Mittelwertsatz 
der Potentialtheorie in Gestalt der Formel 

2", 

(6) U (0) = 21% S u (R, cp) dcp, 
o 

wobei u (0) den Wert der Potentialfunktion 1m Mittelpunkt bedeutet. 

Aus dieser Formel folgern wir leicht den Satz v{)m Maximum 
und Minimum einer Potential/unktion: 

Eine in einem Gebiete G einschließlich des Randes reguläre Po
tential/unktion u nimmt ihr Maximum und Minimum am Rande an. 

Ist u konstant, so ist der Satz trivial. Wäre tt eine nicht kon
stante Potentialfunktion, die etwa ihr Maximum nicht am Rande an
nähme, so müßte es im Innern einen Punkt xo' Yo geben, in welchem 
das Maximum u * angenommen wird, während auf der Peripherie eines 
noch ganz in G gelegenen Kreises um den Punkt xo' Yo als Mittel
punkt auch kleinere Werte als u * angenommen werden. Wenden wir 
auf diesen Kreis den Mittelwertsatz (6) an, so werden wir auf einen 
Widerspruch geführt, da die rechte Seite offenbar < u* ist. 

Man kann der Poissonschen Integralformel eine andere bemer
kenswerte Form geben. Wir können nämlich die beiden Brüche unter 
dem Integralzeichen der formel (5) in geometrische Reihen ent-

wickeln, welche gleichmäßig konvergieren, solange i unterhalb einer 

festen Schranke < 1 bleibt; es wird nämlich 

1 1 + 1 Ci'?) n einC'p-'l) 
n=l 

R -i'P 00 ( )n " e "= 1 +.2 !.. e-in ('1'-<r) " 
R e-I'P - re-t,!, 10=1 R 

Tragen wir diese Werte in die Poissonsche Integralformel ein 
und berücksichtigen, daß wir wegen der incp gleichmäßigen Kon-
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vergenz der Reihen die Integration gliedweise ausführen dürfen, so 
erhalten WIr die Formel 

2~ 2n 

U (r, '11) = fx f u (R, <p)d<p +n~.~ (i)n f u (R, <p )cos {n ('11 - <p)}d<p, 
o 0 

oder 

(7) 

wobei 

(8) 
2~ 

an = ~ f u(R, <p) cos n<p d(p, 
o 

2,. 

bn = ~ f u(R, <p)sinn<p d<p 
o (n=0,1,2, ... ) 

ist. Da jedes Glied unter . dem Summenzeichen für sich eine Poten
tialfunktion darstellt - es ist z. B. r n cos n'P der Realteil der ana
lytischen Funktion (x + i y) n, wenn x = r cos '11, Y = r sin '11 gesetzt 
wird -, so haben wir in der Formel (7) eine Entwicklung einer be
liebigen Potentialfunktion in eine Summe besonders einfacher Potential
funktionen vor uns, welche der Potenzreihenentwicklung einer analy
tischen Funktion entspricht. 

Bisher diente uns das Poissonsche Integral zur Darstellung einer 
von vornherein als bekannt betrachteten Potentialfunktion. Die Be
deutung der Formel reicht aber weiter; es gilt nämlich der folgende 
fundamentale Satz: 

Ist f (<p) eine beliebige stetige Funktion der reellen Variabeln <p mit 
der Periode 2 n, so stellt das Integral 

eine im I nnern des Kreises mit dem Radius R reguläre Potential
funktion dar, welche die durch ((0/) gegebenen Randwerte annimmt. 
Dabei bedeuten die Konstanten an' bn die aus der Formel (8) für 
u (R, 0/) = ((0/) hervorgehenden Zahlen. 

Wir drücken diese Tatsache auch folgendermaßen aus: Das 
Poissonsche Integral löst die Randwertaufgabe der Potentialtheorie 
für den Kreis. 

Zum Beweise unseres Satzes schicken wir folgenden Hilfssatz 
voran: Ist u1 (r,o/), u'2 (r,<p), '" eine Folge von Potentialfunktionen, 
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welche in einem Kreise K einschließlich des Randes regulär sind und 
deren Randwerte f1 (cp), f2 (cp ), '" gleichmäßig gegen eine stetige Funktion 
f (cp) konvergieren, so konvergieren auch überall im Kreise K die Po
tential/unktionen un gegen eine Potentialfunktion u, welche die Rand
werte f(cp) besitzt. 

In der Tat ist un - um eine in K reguläre Potentialfunktion, deren 
Randwerte fn -- fm bei hinreichend großen n und m, absolut genommen, 
gleichmäßig auf dem Kreis beliebig klein sind; also ist nach dem 
Satz vom Maximum und Minimum u n - um auch im Innern von K 
gleichmäßig beliebig klein; mithin konvergieren die Funktionen u,. 
überall in K einschließlich des Randes gleichmäßig gegen eine Grenz
funktion u, welche wegen der Gleichmäßigkeit der Konvergenz wieder 
stetig ist, also die Randwerte f( cp) besitzt. Andererseits wird die 
Funktion in jedem Punkte im Innern des Kreises dargestellt durch 
die Formel (9). Nun kann man den Grenzübergang von u,. zu u 
einfach dadurch ausführen, daß man in der für die Potentialfunktion un 
gültigen Poissonschen Formel die Randwerte un (R, cp) = fn (cp) durch 
deren Grenzwert f(cp) ersetzt. Die Formel (9) stellt aber gewiß im 
Innern des Kreises eine Potentialfunktion dar, weil man den Differential
ausdruck Au durch Differentiation nach den rechtwinkligen Koordi
naten x, y unter dem Integralzeichen bilden kann; dieser Differential
prozeß A, angewandt auf die geschweifte Klammer unter dem Inte
gralzeichen, d. h. den Realteil einer analytischen Funktion, gibt aber 
den Wert O. 

Nunmehr folgt der behauptete Satz aus der Tatsache, daß man 
jede beliebige stetige Funktion f( cp) mit der Periode 21l gleichmäßig 
durch eine Folge "trigonometrischer Polynome" von der Form 

a(n) n 

fn ( cp ) = + + .2 (a~) cos h g; + bin) sin h g;) 
10=1 

approximieren kann 1). Für diese Funktionen fn ist aber die Be
hauptung trivial, denn die entsprechenden Potentialfunktionen 

(n) n 

un(r, 'P) = a~ +.2 (; r(a~n) cos h 'P + bin) sin h 'P) 
10=1 

haben offenbar die Randwerte fn ( g; ) . 

1) Dies läiit sich folgendermatien beweisen: 

Es sei fex) eine stetige Funktion mit der Periode 2 % und 
+,.. +:t 

(1) an = ~ f f(x) cos nxdx, bn = !ffCx)sinnxdx (n=O,I, ... ), 

(2) 
a n-1 

Sn (x) = 2° + ~ (a" cos vX + b~ sin vx) 
,,=1 

(n = 1,2, ... ), 
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Das gewonnene Resultat gibt uns Aufschluß über das Maß der 
Willkür, welches in einer analytischen Funktion steckt. Man kann 
die Werte des Realteiles u auf einer gewissen geschlossenen Linie, 

(3) 
1 n 

On (x) = - 2: s" (x) 
n ,,=1 

(n=1,2, ... ); 

dann folgt aus (I) und (2) fUr n = 2,3, ... wegen der Periodizität von fex) 
+n 

Sn (x) = ~Ir(t) {-21 + nj/(cos vx cos vt+ sin vx sin vt) \ dt 
n ,,=1 ) 
-l< 

+~ +n 
1 I ( 1 n-t ) 1 f { 1 n-1 ) 

=- f(t){-2+2:cosv(t-x)~dt=- f(t+x) -2+2:cosvt>dt 
n l ,,=1 ) n 1'=1) 
-n -n 

+n +n. . 
1 I { 1 n-1} 1 f ( 1 ene. i'} =-- f(t+x)'iJI. -+ 2:evti dt=- f(t+x)'iJI.<-+-.~ dt 
n II ,,=1 n l2 1'-1 
-n -n 

+;r 
1 Ir )cos(n-l)t-cosnt 

= -;- (t + x 2 (1 _ cos t) dt, 
-n 

und diese Gleichung ist auch noch fUr n = 1 richtig. 

FUr die "Feferschen Mittelwerte" (3) gilt daher 

+n 
1 If( ) n cos(v-lJt-cosvt d 

(4) On (xl = -;n' t + x ,,~-- 2 (1- cos t) t 
-;n; 

( nt)2 +n +n sin-
1 1- cos nt 1 2 

=-ff(t+x) dt=2-Ir(t+x) -- dt. 
21t' n 1 - cos t 1t' n . t 

-71: -n sm 2 

Ist f (x) speziell identisch gleich 1, so ist nach (1) ~ = 1 und alle 

anderen Fourier-Koeffizienten = 0, also nach (4) 

( nt)2 +n sin-
1 = -1-f --~ dt. 

2nn . t 
-71: sm 2 

(5) 

Aus (4) und (5) folgt 

(6) 
+n (Sin !!.!..)2 

on{x)-f(x) = -21 I«((t+X)-r(X» -~ dt. 
nn . t 

-n sm 2 
Es sei e > 0 gegeben. Die Funktion f (x) ist stetig, also gleichmäßig stetig, 
es existiert daher ein nur von e abhängiges ~ des Intervalls 0 < ~ < 1t' derart, 
daß fUr I t I ~ ~ und beliebiges x 

I f (t + x) - f (x) I < 8 
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nämlich einem Kreise, willkürlich stetig vorschreiben; dann ist der 
Imaginärteil v und somit auch die Funktion bis auf eine additive Kon
stante bestimmt. 

3. Kapitel. 

Die einfachsten analytischen Funktionen. 

§ 1. Lineare Funktionen. 
Sind a, b, c, d vier (komplexe) Zahlen von nicht verschwindender 

Determinante a d - b c, so heißt 

(1) 

eine lineare Funktion. Da Zähler und Nenner bei (1) für jedes (end
liehe) z regulär sind, so ist , für alle diejenigen z regulär, welche 
den Nenner c z + d nicht zu 0 machen. Die Funktion c z + d ver
schwindet nun im Falle c = 0 überhaupt nicht, im Falle c -+= 0 nur 

für z = - !!:... Die lineare Funktion , ist daher in allen Punkten der 
c 

z-Ebene regutär mit höchstens einer Ausnahme. 

ist. Folglich wird mit RUcksicht auf (5), wenn I den Integranden in (6) 
bedeutet, 

(7) 

(8) 

(9) 

+J +J(Sin ~)g +n 

1 
__ 1 f'dtl..,::-6 f __ 2 dt..,::_6 f=6. 
2:n:tI -2:n:tI . t -2:n:tI 

-0 -0 sm "2 -,,; 

Ist ferner M das Maximum von 1((%) [, so ist 
,-,; ,,; 

I-I-fIdtl< 2M f~-<--~ 
12 :n:tI =Il:n:n .gt= .2~' 

o . 0 sm "2 nsm "2 
-J 

11-1_fIdtIIS~-' 
2nn - .2~ 

-,,; tlsm "2 

FUr alle hinreichend großen n > N = N (6) ist aber 

M-----<6 .5= , 
n sin2 "2 

und dann folgt aus (6), (7), (8), (9) 

I aß (%) - ((%) I ~ 3 6 

fUr n > N (6) gleichmäßig in %. 

Die trigonometrischen Polynome aß (%) konvergieren daher gleichmäßig 
gegen f(!l&). 

Hurwitz- C ouran t, Funktionentheorie. 18 



274 III, 3. Die einfachsten analytischen Funktionen. 

Aus (1) folgt die Umkehrung 

dC-b 
z= -e1+ä' 

z ist also, als Funktion von C betrachtet, auch überall regulär, 

im Falle c =!= 0 mit Ausnahme des Punktes C =!!.... Um diese lästigen 
e 

Ausnahmen zu beseitigen, beachten wir, daß I C I über alle Grenzen 

wächst, wenn z gegen - t!... (im Falle c =!= 0) konvergiert. Wir fassen 
e ' 

das unendlich Ferne der C -Ebene als einen P~tnkt C = 00 auf und 

ordnen ihn dem Punkt z = - t!... zu; desgleichen ordnen wir den un
e 

endlich fernen Punkt z = 00 der z-Ebene dem Punkte C =!!... der 
c 

C -Ebene zu. Ist aber c = 0, so wird nach (1) C mit z unendlich 
groß, dann entsprechen sich also die unendlich fernen Punkte beider 
Ebenen. Bei der so getrofferten Festsetzung gehört zu jedem Punkt 
der z - Ebene genau ein Punkt der C -Ebene und umgekehrt. 

Zum näheren Studium der durch (1) bewirkten Abbildung der z
Ebene auf die C-Ebene betrachten wir die Kreise der z-Ebene, wobei 
wir die Geraden als Kreise mit unendlich großem Radius ansehen. Sind 
Zl' Z2' zs' Z4 vier hintereinanderliegende Punkte auf einem Kreise der 
z-Ebene, so ist, wenn I Zi - Zk I = rik gesetzt wird und a bzw. ß den 
Winkel zwischen den Strecken zs'" Zl und zs'" Z2 bzw. Z4'" Zl und 
Z4 ••• Z2 bedeutet, 

Z. - Zl = !:'!!. eiß; 
z. -Z2 r.2 

da nun nach dem Satz von den Peripheriewinkeln über demselben 
Bogen a = ß ist, so ist das "Doppelverhältnis" 

(2) 

positiv reell. 
stitution 

.5L- Z1 : Z.-Zl = rs~ 
Zs -Z2 Z. -Z2 rS2 r.1 

Man rechnet nun leicht 'nach, daß durch die Sub-

(n = 1, 2,3,4) 

die linke Seite von (2) in das Doppelverhältnis Cs -..&: C. - c.,,- über-
Cs -C2 C, - C2 

geht; dieser Ausdruck ist also ebenfalls positiv reell, und da der 
Satz von den Peripheriewinkeln umkehrbar ist, so folgt hieraus, daß 
Cl' C2 , Cs' C4 ebenfalls auf einem Kreise liegen. Wir haben daher 
den Satz: 

Durch die lineare Transformation (1) gehen die Kreise der 
z-Ebene wieder in Kreise der C-Ebene über. Man sagt auch: die 



§ 1. Lineare Funktionen. 275 

durch eine lineare Funktion vermittelte Abbildung liefert eme Kreis
verwandtschaft. 

Die Auffassung des unendlich Fernen als eines Punktes wird 
erleichtert, wenn wir die z-Ebene auf eine Kugel stereographisch pro
jizieren 1), dabei wird der unendlich ferne Punkt der z-Ebene etwa 
auf den Nordpol der Kugel abgebildet, und die Kreise einschließlich 
der geraden Linien in der Ebene entsprechen den Kreisen auf der 
Kugel. 

F ig .. 92. 

Im folgenden ist es vorteilhaft, den Funktionswert 1; nicht als 
Punkt einer zweiten Ebene, sondern als Punkt der z-Ebene selbst 
zu deuten. Durch (1) wird dann also die z-Ebene auf sich selbst 
abgebildet. Dabei sind diejenigen Punkte von besonderer Bedeutung, 
welche ihren Platz nicht ändern, die sogenannten Fixpunkte der 
linearen Substitution (1). Damit z ein Fixpunkt ist, muß 

az+b 
z = cz+d 

gelten; dies liefert für z die quadratische Gleichung 

(3) C Z2 + (d - a) z - b = 0 . 

1) Siehe Abschn. J, Kap. 1, S. 9. 
18* 
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Ist a = d, b = 0, C = 0, so liegt die "identische Substitution" 
1;; = z vor, dann ist jeder Punkt Fixpunkt. Sehen wir fortan von 
diesem trivialen Fall ab, so hat {3) genau zwei einfache oder eine 
Doppelwurzel z; im Falle c = 0 muß dabei z = 00 als Lösung von 
(3) mitgerechnet werden. 

Zunächst nehmen wir an, die beiden Wurzeln Z1 und Z2 von (3) 
seien endlich und voneinander verschieden .. Dann geht jeder Kreis 
durch Z1 und Z2 bei der Transformation (1) in einen Kreis durch 
dieselben Punkte über, das gesamte Kreisbüschel K durch Z1 und Z2 

also in sich. Wegen der Konformität der Abbildung geht dann auch 
die zu K orthogonale KreisscharK' in sich über (Fig. 92). Wir unter
scheiden drei Möglichkei ten. 

1. Jeder Kreis von K geht in sich selbst über. Dann liegen also 
die Bilder der Schnittpunkte eines festen Kreises von K mit den 
Itreisen von K' wieder auf diesem Kreise; man kann die Kreise 
von K als die "Bahnen" ansehen, auf denen die Punkte der Kreise 
von K' nach ihren Bildpunkten wandern. Eine solche Transformation 
heißt hyperbolisch. 

2. Jeder Kreis von K geht in sich selbst über. Dann sind die 
Kreise von K' Bahnkurven für die Punkte der Kreise von K. Die 
Transformation heißt elliptisch. 

3. Weder ieder Kreis von K noch leder Kreis von K' geht in 
sich selbst über. Dies ist der allgemeine Fall; die Transformation 
heißt loxodromisch. 

Wir wollen nunmehr Normalformen dieser drei verschiedenen Arten 
von Transformationen aufstellen. Es seien Zg und Z zwei Punkte auf 
einem Kreise durch die Fixpunkte zl' Z2 und 1;;3' 1;; ihre Bildpunkte. 
Die Bilder der Fixpunkt!'! sind 1;;1 = Zl' 1;;2 = Z2 selbst. Nach dem 
oben über das Doppelverhältnis Gesagten ist also 

(4) Z-Zl .za-zl _~-~l. ~a-~l _ ~-Zl. ~3-Z1 
Z-Zg 'za-Zg -C--C2"3-C~-T-Z2-' ~3-Z2' 

Im Falle einer hyperbolischen Substitution liegen nun zl' Z2' Zs' 1;;3 

f · K' I . d D I h"l . .Za - Zl ~,- Zl • au emem reIse, a so Ist as oppe ver a tms ------: --- eme 
Zs -Zz ~3 -Zg 

reelle Konstante a + 0 und 

(5) Z -Zl ~ -Zl ---=a---
Z-Z2 ~-Z2 

(a reell); 

und umgekehrt folgt aus (5) für reelles a + 0, daß der Bildpunkt 1;; 
vonz auf dem Kreise durch Z1' z~1' Z liegt, daß (5) also hyperbolisch ist. 

Im Falle einer elliptischen Substitution gilt nach dem bekannten 
elementargeometrischen "Satz des Apollonius" 

(6) I Z - Zl I I ~ - Zl I 
I Z - Zg I = I ~ -z;r , 
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also 

(7) (gJreell); 

und umgekehrt folgt aus (7) über (6), daß C und ~ auf einem zum 
Kreisbüschel durch Z1 und Z2 orthogonalen Kreise liegen, daß (7) also 
elliptisch ist. 

Im Falle einer 
schließlich nach (4) 

(8) 

allgemeinen (loxodromischen ) Substitution gilt 

~ - Zl _ a C - Zl (a nicht reell, I a I + 1); 
Z-Zg - C-zg ' 

darin ist die von 0 verschiedene Zahl a weder reell, noch vom ab
soluten Betrag 1, da sonst (8) in (5) oder (7) übergehen würde. 

Die Fcrmeln (5), (7), (8) sind die N01malformen der hyperbolischen, 
elliptischen, loxodromischen Substitution. 

Liegt einer der Fixpunkte, etwa ZIl' im Unendlichen, so schreiben 

wir (8) in der Gestalt Z - ZI = a(C - Z1):-Zg und lassen hierin ZR 
\0 -Zg • 

unendlich groß werden; dann erhalten wir offenbar 

z-zl=a(C-z1 ); 

je nachdem hierin a reell =+= 0 oder I a 1= 1 oder a nicht reell und 
I a I + 1 ist, haben wir die N01malf01m der hyperbolischen, ellipti
schen, loxodromischen Substitution mit einem unendlich fernen Fix
punkt. Im ersten Fall liegt eine Streckung der Ebene vom Punkte Z1 

aus vor, die Schar der konzentrischen Kreise um Z1 geht in sich 
über, die Geraden durch Z1 gehen einzeln in sich über; im zweiten 
Fall hat man eine Drehung der Ebene um Z1' wobei die konzentri
schen Kreise einzeln in sich übergehen; der dritte Fall liefert eine 
sog. Drehstreckung. Bei ihr geht ein System logarithmischer Spiraleg, 
sogenannter "Loxodromen", um den Punkt Z1 in sich über, wovon 
der Name loxodromische Substitution herrührt. 

Fallen schließlich die beiden Fixpunkte Z1 und ~9 zusammen, so 
spricht man von einer parabolischen Substitution; liegt der Fixpunkt Z1 

im Endlichen, so ist ihre -Normalform 

1 1 + b 
Z-Zl = C-z1 

(b =+= 0), 

ist aber ~1 = 00, so hat sie die Gestalt 

(9) (b + 0). 

Die parabolischen Substitutionen lassen sich als Grenzfälle der 
oben betrachteten Substitutionen mit zwei Fixpunkten auffassen; man 
braucht dazu nur Z9 geradlinig gegen Z1 rücken zu lassen. Dann geht 
das Kreisbüschel K durch Z1 und ZII über in ein solches Büschel, 
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dessen sämtliche Kreise einander in Zl berühren, und das Büschel K' 
in das dazu orthogonale durch Zl (siehe Fig. 93, S. 281). 

Im Falle Zl = 00 ist K eine Schar paralleler Geraden, K' die 
dazu orthogonale Schar paralleler Geraden, die Transformation (9) 
ein e einfache Translation. 

In der Gleichung (1) sind nur drei Konstanten wesentlich, denn 
a, b, c, d können offenbar mit demselben von 0 verschiedenen Faktor 
multipliziert werden, ohne daß die lineare Funktion sich ändert; also 
hängt die allgemeine lineare Transformation von drei willkürlichen 
Konstanten ab. Schreibt man vor, daß durch (1) drei beliebig gegebene 
Punkte (und der Kreis durch dieselben) der z-Ebene in drei andere 
beliebig gegebene Punkte (und den Kreis durch sie) der '-Ebene 
übergehen sollen, so liefert dies drei lineare homogene Gleichungen 
für a, b, c, d, die sich bekanntlich stets lösen lassen. Ehe wir aber 
zu Beispielen übergehen, wollen wir einen nachher nötigen Hilfssatz 
ableiten. 

Es sei K ein Kreis vom Radius r um einen Punkt M. Dann 
versteht man unter dem Spiegelpunkt eines Punktes P in be
zug auf diesen Kreis denjenigen Punkt P' des Strahles PM, für 
welchen 

MP.MP' = r2 

ist; fälltP mit M zusammen, so bedeutetP' den unendlich fernen Punkt; 
ist umgekehrt P der unendliche ferne Punkt, so bedeutet P' den Punkt M. 
Wir benutzen diese Ausdrucksweise auch, wenn K in eine gerade 
Linie ausartet; dann liegen P und P' symmetrisch in bezug auf dieSe". 

Man kann den Prozeß der Spiegelung an einem Kreise, den man 
auch Transformation durch reziproke Radien nennt, folgendermaßen 
analytisch darstellen: Wir ordnen, indem wir der Einfachheit halber 
den Einheitskreis als Spiegelkreis wählen, dem Punkte z = rei<p den 

Punkt ,=.!. ei<p zu, was wir auch durch die Gleichung 
r 

~=.!. z 
ausdrücken können. Gemäß der Bemerkung am Schluß von § 2 ist 
also die Transformation durch reziproke Radien eine konforme Ab
bildung mit Umlegung der Winkel. 

Nun gilt folgender Satz: 
Sind z und z' Spiegelpunkte in bezug auf einen Kreis K, so sind 

bei linearer Transformation die Bilder , und " von z und z' Spiegel
punkte in bezug auf den Bildkreis K. 

Nach einem bekannten Satze der ~lementaren Geometrie sind 
nämlich alle Kreise durch z und z' orthogonal zu K, und umgekehrt 
sind zwei Punkte SpiegeIpunkte voneinander in bezug auf einen 
Kreis K, wenn alle Kreise durch sie auf K senkrecht stehen. Nun 
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geht aber die zu K orthogonale Kreisschar durch z und z' über in 
eine zu K orthogonale Schar durch' und (; folglich sind, Wle zu 
beweisen war, , und " SpiegelpuJ;lkte in bezug auf K. 

Als erstes Beispiel suchen wir alle linearen Funktionen, welche 
die obere Halbebene, 3 z > 0, auf das Innere des Einheitskreises, 
I 'I < 1, abbilden. Der .Spiegelpunkt irgendeines Punktes z in bezug 
auf die reelle Achse ist der konfugierte Punkt z. Der Spiegel punkt 
irgendeines Punktes , in bezug auf den Einheitskreis ist der 

1 
Punkt -=-, so daß' = 0 den Spiegelpunkt 00 hat. Wenn die Funktion 

1; ,= az+b 
cz+d 

die gesuchte Abbildung vermittelt, so muß c 9= 0 sein, da sonst die Ge
rade 3z = 0 nicht in den Kreis I' 1= 1 übergehen könnte. ,= 00 geht 

daher in den endlichen Punkt z = - !!.. über, , = 0 in z = b 
c a 

Also sind d und _!!... konjugiert komplex, so daß wir 
c a 

b 
--;=ß, 

d -
--'=ß, c 

,=!:... z-! (a 9= 0, ß nicht reell) 
c z-fJ 

setzen können. Der reelle Punkt z = 0 muß in einen Punkt des 
Einheitskreises I' I = 1 übergehen, woraus sich 

(r reell), 

(10) '=ei'Z-~ 
z-fJ 

ergibt. Da z = ß in ,= 0 transformiert wird und die obere Halb
ebene in das Innere des Einheitskreises übergehen soll, muß der 
imaginäre Teil von ß positiv sein. Die Funktion (10) leistet unter 
dieser Bedingung wirklich die gesuchte Abbildung; denn zunächst folgt 
aus (10) für reelle z die Gleichung 

l'I='lz-~I=l, 
z-fJ 

so daß die reelle z-Achse in den Einheitskreis übergeht; ferner geht 
ein Punkt (nämlich ß) der oberen Halbebene in das Innere von 
I , I = 1 über, also aus Stetigkeitsgründen die ganze obere Halbebene 
in das ganze Innere des Einheitskreises. Daß in (10) drei reelle 
Konstanten 'l', ffiß, 3ß willkürlich sind, entspricht der Tatsache, daß 
man noch drei Punkten der reellen Achse drei beliebige Punkte des 
Einheitskreises zuordnen kann. Ist der imaginäre Teil von ß nega 
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ti v, so wird die obere Halbebene auf das Äußere des Einheitskreises 
abgebildet. 

Als zweites Beispiel suchen wir.aUe linearen Transformationen des 
Einheitskreises in sich selbst. Den Spiegelpunkten 1; = 0 und 1; = 00 

müssen Spiegelpunkte z = a und z = ~ entsprechen; genau wie oben 
a 

folgt daraus 
z-a 

1; = r=--l' az-

Für z = 1 muß 11; 1 = 1 sein, also 
I I-al 
Ir=--I=lrl=l, r=e iT 
I a-l 

(11) 

(1 reell), 

Damit ferner das Innere von 1 z 1= 1 in das Innere von 11; 1 = 1 
übergeht, muß speziell der Punkt z = 0 in einen inneren Punkt von 
11; I = J übergehen; daraus folgt die Bedingung! a I < 1. Umgekehrt 
liefert (11) unter dieser Bedingung die. gesuchte Abbildung, denn 
irgendein Punkt z vom absoluten Betrage 1 geht über in 

. z-a . I-ai 
1; = eH =-- =-eH z-:::-, 

az-l l-az 

also einen Wert 1; vom absoluten Betrage 1; ferner geht aus Stetig
keitsgründen das ganze I nne1'e von 1 z i = 1 in das ganze Innere von 
11; I = 1 über. 

Als letztes Beispiel wollen wir ohne Ausführung des Beweises 
für die Drehunge.n der Kugel eine analytische Darstellung angeben. 
Wir denken uns die z-Ebene stereographisch auf die Kugel proji
ziert, die Kugel um irgendeine Achse durch irgendeinen Winkel ge
dreht und dann ihre Punkte wieder stereographisch auf eine 1;-Ebene 
proJIZIert. Es läßt sich leicht zeigen, daß jede solche Abbildung der 
z-Ebene {lIUf die 1; - Ebene durch eine lineare Funktion der Form 

1; = pZ---:.!f:. 
qz-p 

geliefert wird und daß umgekehrt feier solchen linearen Funktion eine 
Kugeldrehung entspricht. 

Im vorhergehenden haben wir uns zur Veranschaulichung der 
linearen Transformation der Orthogonalkreise durch die Fixpunkte 
bedient. Man kann nun an deren Stelle auch das System der Paral
lelen u = konst., v = konst. zu den Achsen des Reellen und Imagi
nären der 1; -Ebene betrachten. Die Geraden u = konst. sind Kreise 
durch 1; = 00, welche sich unter dem Winkel 0 schneiden, das
selbe gilt von dem orthogonalen System v = konst. Die Bilder von 
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u = konst. in der z-Ebene sind dann einander berührende Kreise 
d 

durch z = - - , die Bilder von v = konst. die dazu orthogonale Schar 
c 

(vgl. Fig. 93). 

-' --
/ 

/ 
/ 
i 

Fig. 93. 
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§ 2. Singularitäten und Kreuzungspunkte. 

\ 

Für das Wesen der analytischen Funktionen sind gerade die
jenigen Stellen entscheidend, in welchen sie sich nicht mehr regu. 
lär verhalten, die "singulären Punkte" bzw. die sonstigen Punkte, in 
denen die Konformität der Abbildung verloren geht. Wir wollen 
uns hier an der Hand von typischen Beispielen mit den einfachsten 
Fälkn dieser Punkte beschäftigen. 

Wir betrachten zunächst die logarithmische Singularität. Nach 
Kap. 2, § 4 gilt die Gleichung 

, = 19 z = 19 r + i ~, 
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wenn z = r (cos ({i + i sin ({i) = reiT gesetzt ist. Läßt man die posItIve 
Zahl r gegen 0 rücken, so wird 19 r negativ unendlich; der Punkt 
z = 0 ist also eine singuläre Stelle der Funktion 19 z . Setzen wir 
C = u + iv, so erhalten wir eine Abbildung der z·Ebene auf die 
C· Ebene, bei welcher das Polarkoordinatensystem r, ({i der ersten 
Ebene in das rechtwinklige Koordinatensystem der u, v übergeht; 
und zwar entsprechen den Kurven u = konst. konzentrische Kreise 
mit dem Radius r, den Kurven v = konst. die Strahlen durch den 
Nullpunkt der z-Ebene mit der Neigung ({i. Näheres über die Ab
bildung werden wir sogleich in § 6 kennen lernen. 

Wir betrachten die Kurven ({i = konst. als Bahnkurven, die Kreise 
r = konst. als Niveaulinien einer Flüssigkeitsströmung in der z-Ebene; 
dann ist die Strömungsgeschwindigkeit (welche ja radial gerichtet ist) 

definiert durch ~ = ~ . Bezeichnen wir diese Geschwindigkeits-
ur r 

komponente mit br , so wird nach Kap. 11, § 2 die Menge der in der 
Zeiteinheit aus einem Kreise C vom Radius r ausströmenden Flüssig
keit durch das über die Peripherie dieses Kreises erstreckte Integral 

Q = f br ds, d. h. aber wegen br = ;, ds = rd({i durch den Aus-
c 

druck Q = 2n gegeben. Der logarithmische Unstetigkeitspunkt stört 
also die Quellenfreiheit unseres Strömungsfeldes ; er stellt, wie man 
sagt, eine Quelle von der Ergiebigkeit 2 n dar. Die Flüssigkeit strömt 
vom Nullpunkt radial ins Unendliche; dort befindet sich eine "Senke" 
der Strömung. Um dies besser zu verstehen, denken wir uns den 
unendlich fernen Punkt durch eine lineare Transformation ins End
liche gebracht, indem wir etwa setzen 

woraus sich 

, z 
z=z_l' 

z' 
z=z'_l' 

C = Ig z = 19 z' - 19 (z' - 1) 

ergibt. Setzen WIr allgemein 

C = Ig (z - zo) - 19 (z - ZI) = u + iv 

so wird der Punkt Zo ein Quellpunkt und der Punkt Z1 ein ent
sprechender Senkpunkt von der "Stärke" 2n sein; in der Tat, setzen wir 

z - Zo = roe·'Po, Z - Z1 = r1 ei'Pl, 
so wird 

Die Stromlinien v = konst. werden also nach dem elementar
geometrischen Satze über- die Peripheriewinkel im Kreise von den 
Kreisen des Kreisbüschels K durch Zo und Z1 gebildet, während die 
Niveaulinien u = konst. mit den Kreisen des orthogonalen Kreis-
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büschels K' identisch sind. Es ergibt sich also genau dieselbe 
Fig. 92, wie wir sie bei der Theorie der linearen Funktionen S. 275 
erhalten haben. 

Statt die Kurven v = konst. als Strömungslinien und u = konst. 
als Niveaulinien zu betrachten, hätten wir auch umgekehrt die Flüssig
keit in den Kreisen K' strömen lassen könneri. In dieser Auffassung 
würde dann der Punkt Zo als ein "W irlJelpunkt" mit der Wirbe1-
stärke 211 erscheinen, der Punkt Zl als ein Wirbelpunkt mit der 
Stärke - 211. 

\ 
\ 

' . 

Fig. 94. 

' . 
\ 

\. 
\ 

Aus der logarithmischen Singularität erhalten wir weitere Singu
laritäten durch Grenzübergang. Wir betrachten die Funktion ,= 19(Z+:)-lgz (h > 0), 

welcher in den Punkten - hund 0 je eine Quelle bzw. Senke der 

Ergiebigkeit 2,,3f entspricht. Lassen wir h gegen Null rücken, so er-

halten wir die Funktion' = ~. Wir sagen, die Funktion' = ~ be-z z 
sitzt in Z = 0 einen Pol erster Ordnung oder einen einfachen Pol. 
Wir können diesen auffassen als die Vereinigung einer Quelle und 
einer Senke mit entgegengesetzt gleicher über alle Grenzen wachsen-
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der Ergiebigkeit. Man spricht daher von einer "Doppelquelle"!). Durch 
Zusammenrücken mehrerer Doppelquellen erhalten wir Pole höherer 
Ordnung vom Typus 

(n = 2, 3, ... ). 

Geometrisch erhalten wir für das Bild der Kurven u = konst. bzw. 
v = konst. in der Umgebung eines einfachen Poles genau das Bild der 
Fig. 93, d. h. zwei zueinander orthogonale Kreisscharen, deren jede im 
Pole eine gemeinsame Tangente besitzt. Entsprechend kompliziertere 
Figuren erhalten wir für Pole höherer Ordnung; z. B. Fig. 94 für 
n = 2. Wenn die analytische Funktion allgemeiner die Form 

~ + cp (z) besitzt, wo cp (z) in der Umgebung der Stelle z = 0 regulär 

bleibt, so werden unsere Figuren in einer hinreichend kleinen Um
gebung dieser Stelle noch immer den Verlauf der Kurven u ='c, 
v = c mit beliebig großer Annäherung darstellen; d. h. diese Kurven 
werden z. B. im Falle n = 1 bei hinreichend großen absoluten Werten 
von c geschlossen und annähenl,d kreisförmig sein und sich sämtlich 
gegenseitig berühren wie oben. Allgemein sagen wir, eine Funktion 1; 
besitzt in Zo einen Pol niet' Ordnung, wenn sie sich in der Umgebung 
von Zo in der Gestalt 

1; = (z~~o)n + (z-=-~:)n-1 -+ ... -+ z:nzo -+ cp(z) 

darstellen läßt, wo cp (z) eine in Zo reguläre Funktion bedeutet. 

Zu weiteren ausgezeichneten Punkten führt uns die Frage nach 

den Stellen, in welchen die Ableitung :: verschwindet. In diesen 

Punkten gilt unser Satz von der Konformität der Abbildung nicht mehr. 
Wir wollen einen Punkt a, in welchem die Funktion 1;' = f' (z) eine 
n-fache Nullstelle besitzt, d. h. sich in der Form' 

r(n+l) (a) 
1;' = (z - ar -n!- {1 -+ b (z - a) + ... } (f(n+l) (a) =1= 0) 

darstellen läßt, einen n-/achen K'I'euzungspunkt nennen. Dann gilt 
der Satz: Die Winkel, welche 'Pon zwei Kurven durch einen n-/achen 
Kreuzungspunkt gebildet werden, multiplizieren sich bei der Abbildung 
auf die 1; -Ebene mit n + 1; d. h. die entsprechenden Kurven bilden 
einen (n + 1) mal so großen Winkel miteinander. 

In der Tat, seien 

1) In der Physik auch "Dipol" genannt. 
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zwei Punkte in der Nähe von a, 

Cl = f(a) + R1 e'<P' , C2 = f(a) + R'}. e'<P' 

ihre Bildpunkte in der C-Ebene und 1;0 = f(a), dann wird 

Fig. 95. Fig. 96. 

Lassen wir nun '1' '2 so gegen Null konvergieren, daß die Winkel 
~1' fP2 dabei fest bleiben, so strebt der Quotient in der Klammer 
gegen 1, und es ergibt sich weiter offenbar 

lim {(n + l)(fPl - ~2) - ($1 - (2)} = 0 1), 

lim ($1 - q\) = (n + 1)( fPl - fP2)' 

womit die Behauptung bewiesen ist. 

Geometrisch wird ein solcher Kreuzungspunkt für die Fälle n = 1, 
n=2 durch die nebenstehenden Fig. 95 und 96 erläutert. Bei einer 
Flüssigkeitsbewegung ist ein Kreuzungspunkt, auch "Staupunkt" ge· 
nannt, ein solcher, nach dem die Flüssigkeit von verschiedenen Rich· 
tungen her hinströmt und in welchem die Geschwindigkeit Null herrscht. 

1) Bei geeigneter Festsetzung über das noch verfügbare Multiplum 
von 2n. 
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Im Kreuzungspunkt stehen die Kurven u = konst., v = konst. 
nicht mehr aufeinander senkrecht, sondern die einen halbieren die 
Winkel zwischen den andern. 

Wir werden im § 4 die konforme Abbildung durch die Funktion Z2 
in der Umgebung eines Kreuzungspunktes näher studieren und da
durch zu dem korrespoI1dierenden Begriffe des Verzweigungspunktes, 
als einem weiteren wichtigen Typus der singulären Stellen gelangen. 

§ 3. Verhalten der Funktionen im Unendlichen 1). 

Die Einführung des unendlich fernen Punktes der :Ebene und 
seine Veranschaulichung durch Übergang zur Zahlenkugel legt es 
nahe, auch das Verhalten der analytischen Funktionen im Unendlichen 
zu definieren. Wir nennen zu diesem Zwecke die Gesamtheit aller 
Punkte der z-Ebene, welche außerhalb einer einfach geschlossenen 
Kurve C, z. B. außerhalb eines Kreises mit beliebig groß wählbarem 
Radius liegen, eine "Umgebung des Punktes 00". Durch die Trans· 

formation z' =.!. geht diese Umgebung B in eine Umgebung B' des 
z 

Nullpunktes der z'·Ebene über; jede für alle endlichen Werte z von 
B definierte und dort reguläre analytische Funktion fez) geht dabei 
über in eine analytische Funktion 

rp (z') = fU,) , 
welche überall in B' außer im Nullpunkte z' = 0 definiert ist. Wir 
charakterisieren nun das Verhalten von fez) im Punkte z = 00 durch 
d:ls Verhalten der Funktion rp(z') im Punkte z' = O. Insbesondere 
sagen wir, die Funktion f( z') sei im Punkte 00 regulär, wenn durch 
Zuweisung eines geeigneten Funktionswertes rp(O) die Funktion rp(z') 
auch noch im Nullpunkte als reguläre Funktion definiert werden kann. 
\-Vir sagen ferner, fez) besitzt im Punkte 00 einen Pol n ter Ordnung 
oder eine logarithmische Singularität, wenn dasselbe für rp (z') im 
Punkte z' = 0 gilt. 

Wenn fez) für z = 00 regulär ist, so muß die Ableitung rp' (z') 
für z' = 0 existieren und stetig sein; das heißt aber, es muß 

d~z~Z') = - f'(Z»)2= - f'(z)z'J 

bei Grenzübergang zu z = 00 einem bestimmten Grenzwert zustreben; 
wir können dies so ausdrücken, daß wir sagen: Die Ableitung einer 
tür z = 00 regulären Funktion fez) verschwindet tür unendlich große 
Werte von z mindestens in der zweiten Ordnung. 

1) V gl. die entsprechenden Ausführungen im 1. Abschnitt. 
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Hieraus ziehen wir eine an späterer Stelle zu benutzende Folge
rung. Setzen wir f(z) = u + iv, so dürfen wir, wenn f(z) in z = 00 

regulär ist, das Integral 

J J I f'(z)[2 dxdy =J J(ui + u~) dx dy =J J(u; + u~) rdr d{} 
(z = reiß) 

unbedenklich über ein Gebiet B erstrecken, welches den Punkt 00 im 
Inneren enthält; ja wir dürfen sogar dieses Integral auf Grund der 
Greenschen Formel (3 a) in Kap. 1, § 1 in die Gestalt des Rand
integrales 

Su ~: ds 
c 

setzen; wir erkennen dies sofort, indem wir aus dem Gebiet B zu
nächst durch einen Kreis mit hinreichend großem Radius R den un
endlich fernen Punkt ausschneiden, die Greensche Formel auf den 
so entstehenden mehrfach zusammenhängenden Bereich anwenden und 
schließlich R über alle Grenzen wachsen lassen, wobei das Integral 
über diesen Kreis gegen Null strebt. 

Durch die Betrachtungen und Festsetzungen dieses Paragraphen 
ist die Ausnahmestellung des unendlich fernen Punktes beseitigt. 

§ 4. Die Funktion; = zn • 

Wir betrachten zunächst die Funktion 

u + iv = , = z'J = (x + i y)2 . 

Es wird u = XII - y'J, V = 2 x y; d. h. den Geradenscharen u = konst., 
v = konst. entsprechen die gleichseitigen Hyperbeln x2 - y2 = konst., 

Fig.97. 

2 x Y = konst.; diese bei den Scharen sind überall orthogonal auße r 
im Nullpunkt, wo sie sich unter 45 Grad schneiden, entsprechend der 
Tatsache, daß z = 0 ein einfacher Kreuzungspunkt ist (siehe Fig. 95). 
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Setzen wir umgekehrt x = e, so folgt v2 = 4e2 (e2 - u), ebenso 
folgt aus y = c die Gleichung v2 = 4 eil (u + e2): d. h. den Geraden 
x = konst. und y = konst. der xy-Ebene entsprechen in der uv-Ebene 
die bei den zueinander orthogonalen nach rechts bzw. links geöffneten 
Scharen konfokaler Parabeln (Fig. 97). 

Endlich wollen wir noch feststellen, wie ein Polarkoordinatennetz 
der xy-Ebene in der uv-Ebene abgebildet wird. Wir betrachten zu
nächst Polarkoordinaten r, qJ um den Nullpunkt; setzen wir 

z' re i "" C = ee i ,'}, so wird e = r2 , {} = 2qJ. 

Die Schar der konzentrischen Kreise r = konst. geht also wieder in 
konzentrische Kreise r2 = konst. über, die Winkel qJ werden dabei 
verdoppelt. Läßt man qJ bei festem r von 0 bis 2.n laufen, so wandert {} 
monoton von 0 bis 4.n, der Bildpunkt C durchläuft also den Kreis 
r2 = konst. zweimal, wenn z den entsprechenden Kreis einmal durch
läuft. Somit entsprechen einem Werte von C zwei Werte von z; 

d. h. Z = 1"1 ist eine zweideutige Funktion von C. 
Um diese Verhältnisse zu veranschau

lichen, denkt man sich die C -Ebene in 
zwei Exemplaren, zwd "Blättetn" überein
andergelegt. Man führt dann in beiden 
Blättern von C = 0 bis C = 00 kongruente 
Schnitte, etwa über die positive reelle 
Achse, und heftet die vier entstehenden 
"Schnittufer" kreuzweise aneinander, ohne 
sich durch die hierfür nötigen Selbstdurch
dringungen stören zu lassen (s. Fig. 98) .. 
Der zweimal zu durchlaufende Kreis der 
gewöhnlichen z-Ebene geht auf dieser 
zusammengehefteten Fläche in einen ein-

Fig. 9 . mal zu durchlaufenden Doppelkreis über. 
Die Bilder der Punkte 

d. h. der Werte 1"1 und - 1"1, werden jetzt durch Punkte verschie
dener Blätter repräsentiert, obwohl Z2 = ( - z)'J ist. Diese zweiblätt
rige Fläche ist das einfachste Beispiel einer "Riemannschen Fläche". 
Ihre Bedeutung besteht darin, daß die Abbildung der z-Ebene auf die 
zweiblättrige Riemannsche Fläche eindeutig umkehrbar wird, während 
dies bei der Abbildung auf die gewöhnliche C -Ebene nicht der Fall ist. 
Das Bild C = 0 des Kreuzungspunktes z = 0 heißt ein Windungspunkt 
oder V Mzweigungspunkt erster Ordnung der Riemannschen Fläche oder 

auch ein einfacher Verzweigungspunkt der Funktion z = 1"1 In der 
Umgebung dieses Verzweigungspunktes ist es nicht möglich, den 
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Werten , auf eindeutige Weise Funktionswerte z zuzuordnen, wohl 
aber den Punkten der Ritmannschen Fläche. Der Verzweigungspunkt 
ist eine singuläre Stelle. 

Wir wollen noch die Abbildung des Polarkoordinatennetzes der 
'-Ebene um den Punkt ,= 1 studieren. Die konzentrischen Kreise 
sind durch die Gleichung 

(1) i , - 11 = c > 0 , 

die radialen Strahlen durch 

(2) 

gegeben. Aus (1) folgt 

~-1 = e Biy 

1;-1 

1 z'.! - 11 = 1 z - 111 z + 11 = c; 

(r reell) 

für das Bild eines Kreises (1) ist also das· Produkt der Abstände der 
Bildpunkte von den Punkten + 1 und - 1 der z-Ebene konstant 

Fig.99. 

gleich c; diese Bil dkurven sind also konfokale Cassinische Kurven (Lem
niskaten) mit den Brennpunkten + 1 und - 1. Je nachdem c> 1 
oder c < 1 ist, besteht die Lemniskate aus einem Zuge oder zwei 
Zügen. Für c = 1 haben wir die Lemniskate mit Doppelpunkt. 

Aus der Gleichung (2) für einen radialen Strahl des Polar
koordinatensystems erhalten wir, indem wir 

z-1 2' _ .- = e 'Yt 
z-1 ' 

z + 1 2 ' -- = e ·Y. z+1 
setzen, die Gleichung rl + r\l = r. Die Zahlen rl und r2 sind aber 
die Winkel, welche die Strecken z . .. 1 und z ... - 1 mit der reellen 
Achse der z- Ebene bilden. Der Bildpunkt des Punktes z durchläuft 
also gemäß der Bedingung Yl + Y'.! = r den Ort der Schnittpunkte 
zweier kongruenter, aber gegenläufiger Strahlenbüschel mit den Mittel-

Hurwitz-Courant. Funktionentheorie. 19 
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punkten in + 1 und - 1; dieser Ort ist bekanntlich eine gleich
seitige Hyperbel, welche durch die beiden Punkte + 1 und - 1 
hindurch geht. Wir erhalten so als Bild des Polarkoordinatennetzes 
die Figur 99. 

Dem Leser mag es im einzelnen überlassen bleiben, den Verlauf 
der konformen Abbildung durch die beiden Blätter der Riemannschen 
Fläche hindurch zu verfolgen. 

In genau entsprechender Weise wie oben läßt sich nun die Potenz 
t = zn für einen beliebigen ganzzahligen positiven Exponenten n und 
deren Umkehrfunktion untersuchen. Die zugehörige Riemannsche 
Fläche besitzt n Blätter und hat einen Windungspunkt (n - l)ter Ord
nung in t = 0 und übrigens auch für t = 00 • Die Umkehrfunktion 

z = \lf besitzt für t = 0 einen (n-1)-fachen Verzweigungspunkt. 

§ 5. Die Funktion; = {(z +~). 
Setzt man wieder z = r ei<p, so folgen für die Funktion 

t=i(z+~)=u+iv 
die Gleichungen 

2 u = (r + ~) cos q; , 2 v = (r - ~) sin q; . 

Durch Elimination von q; ergibt sich 

(1) 

Bei der Abbildung der z-Ebene auf die t -Ebene gehen also die 
konzentrischen Kreise r = konst. in die konfokalen Ellipsen (1) mit 

den Hauptachsen l' + ~ und I r - ~ I und der Exzentrizität 1 über. 

Da wir bei Vertauschung von r mit .!. dieselbe Ellipse erhalten, so ,. 
ergibt sich jede Ellipse als Bild zweier verschiedener am Einheits-

kreise r = 1 spiegelbildlich sich entsprechender Kreise r = c, .!. = c. ,. 
Für r = 1 reduziert sich die Ellipse auf das doppelt durchlaufene 
Stück - 1 < u < + 1 der reellen Achse. Es wird dabei sowohl das 
Innere als das Äußere des Einheitskreises auf die volle C -Ebene ab
gebildet, welche längs der Strecke - 1 ~ u ~ + 1 aufgeschnitten zu 
denken ist. Genau so erhalten wir als Bilder der Geraden q; = konst. 
die konfokalen zugehörigen Hyperbeln der C-Ebene (Fig. 100). 
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Um diese Abbildung umkehrbar eindeutig zu gestalten, benutzen 
wir wieder das Hilfsmittel der Riemannschen Fläche. 

Wir denken uns zwei übereinanderliegende Exemplare der I; -Ebene, 
schneiden jedes längs der Geraden von I; = - 1 bis I; = + 1 auf, 
und heften die vier Ränder kreuzweise aneinander; so erhalten wir 
eine zweiblättrige Riemannsche Fläche, deren eines Blatt auf das 
Innere, deren anderes auf das Äußere des Einheitskreises der z-Ebene 
konform abgebildet ist, so daß zwischen den Punkten der z-Ebene 

,~ 

C=+(z+:) 
- 1 

Fig. 100. 

und der Fläche eine umkehrbar eindeutige Beziehung besteht; die 
Umkehrfunktion z = I; + 1"1;2 - 1 ist also auf der Fläche eindeutig, 
während sie in der I; -Ebene zweideutig wird. In den Punkten z = ± 1 

verschwindet die Ableitung 1;' ={ (1 - z~), was der Tatsache ent

spricht, daß die Punkte Kreuzungspunkte, ihre Bilder I; = ± 1 einfache 
Verzweigungspunkte der Riemannschen Fläche werden. 

Es sei ferner auf das Bestehen der Relation 

;~! = yf~~ 
hingewiesen, welche den engen Zusammenhang unserer Abbildung 
mit der von § 4 aufdeckt. 

§ 6. Logarithmus und Exponentialfunktion. 
Wir haben bereits früher in Kap. 2, § 4, den Logarithmus durch 

die Gleichung 
'd 

19z= f ~ 
1 t 

definiert, und dabei erkannt. daß diese Funktion nur bis auf ein be
liebiges additives Multiplum von 2 ni bestimmt ist. Führen wir näm-

19* 
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lieh längs der negativen reellen Achse einen Schnitt von Z = 0 nach 
Z = 00, so gelangen wir von einem Schnittufer zum anderen, indem 
wir den Nullpunkt in positivem oder negativem Sinne umkreisen; 
dabei vermehrt bzw. vermindert sich der Funktionswert um 2:71 i. Über
schreiten wir, positiv umlaufend, den Schnitt, und wiederholen den 
Umlauf, so haben wir an den nämlichen Punkten überall um 2:71 i 
vermehrte Werte von 19 z. Wir denken uns nun ein zweites Exemplar 
der aufgeschnittenen Ebene über das erste gelegt, indem wir das 
obere Schnittufer der ersten mit dem unteren Schnittufer der zweiten 
Ebene vereinigt denken, und fahren so in infinitum fort; analog heften 
wir an das untere Ufer des Ausgangsblattes das obere eines neuen, 
unter das erste zu legenden Blattes usw. Es entsteht so ein Gebilde, 
ähnlich einer unendlichen Schraubenfläche , welches unendlich viele 
Blätter besitzt und die Riemannsche Fläche des Logarithmus heißt. 
Dabei werden die Punkte 0 und 00 Verzweigungspunkte oder W indungs
punkte unendlich hoher Ordnung, da in ihnen unendlich viele Blätter 
zyklisch zusammenhängen. 

Aus den Gleichungen z = re i "" 1.; = u+iv=lgr +iq?, u=lgr, 
v = q? des Kap. 2, § .4, folgt für ein festes Blatt der Riemannschen 
Fläche, in welchem der Winkel q? von -:71 bis +:71 variiert, daß 
dieses Blatt durch die Funktion 19 z auf einen unendlichen Parallel
streifen -:71 ~ V < +:71 der 1.; -Ebene umkehrbar eindeutig abgebildet 
wird, wobei die beiden Schnittufer den Randgeraden v = -:71, V = +:71 
entsprechen; während der Winkel q? monoton bei festem r von -:71 
bis +:71 wächst, bewegt sich der Bildpunkt monoton auf einer Geraden 
u = 19 r zwischen den Randgeraden v = -:71, V = +:71; wenn r von 0 
bis + 00 monoton wächst, bewegt sich bei festem q? der Bildpunkt 
von negativ unendlich großen Werten von u zu positiv unendlich 
großen Werten von u auf einer Geraden v = q? Die gesamte un
endlich-vielblätterige Riemannsche Fläche wird also umkehrbar ein
deutig auf die votle 1.; -Ebene abgebildet, wobei äquivalente, d. h. über
einanderliegende Punkte der Fläche in solche Punkte der 1.; -Ebene 
abgebildet werden, für welche der Unterschied der u-Koordinaten 
Null, der Unterschied der v-Koordinaten ein Multiplum von 2:71 ist. 

Das Additionstheorem des Logarithmus 

(1) 19 Zl + 19 ZII = Ig(Zl Z2) 
ergibt sich sofort allgemein für komplexe Werte der Variablen aus 
der Transformation 

.8'1 %. %. %1 %. Z. Z2 

Ig(Zl Z2)= 5~~= 50/ + J~=lgZl+ fd~lP=lgZl + f~ 
1 1 '1 1 l 
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Wir hatten die Umkehrfunktion des Logarithmus, die "Exponential
funktion", mit z = el; bezeichnet; sie ist für alle endlichen Werte von 
(; definiert. Der Vieldeutigkeit des Logarithmus entsprechend, besitzt 
sie die Periode 2 n i, d. h. sie genügt der Gleichung 

e2ni =1, 

und allgemein folgt aus (1) die Relation 

Da der Nullpunkt der z-Ebene in den unendlich fernen Punkt 
der (; -Ebene transformiert wird, so verschwindet el; für keinen end
lichen Wert von (;; die Exponentialfunktion ist die einfachste nicht 
konstante Funktion ohne Nullstellen. 

§ 7. Die trigonometrischen Funktionen. 

Durch die Gleichungen 

1 ctgz=-
tgz 

führen wir vier Funktionen ein, welche für reelle Werte der Variablen 
mit den elementargeometrisch gebrauchten trigonometrischen Funk
tionen übereinstimmen und denselben Namen führen wie diesel). 

Wir wollen hier nur die Abbildung betrachten, welche durch die 
Funktion (; = tg z von der z-Ebene auf die (; -Ebene vermittelt wird. 
Wir schreiben 

(l)t=iz, (2) w = et , 
1 (4) (; = -;-'fj. 
~ 

Die Gleichung (1) definiert eine Drehung der z-Ebene um den Winkel 

; in die t-Ebene. Gleichung (2) gibt eine konforme Abbildung der 

t-Ebene auf die im vorigen Paragraphen untersuchte Riemannsche 
Windungsßäche, d. h. sie transformiert einen zur reellen Achse paral
lelen Streifen der t-Ebene von der Breite 2n in die aufgeschnittene 
w-Ebene. Die lineare Transformation (3) ist uns ebenfalls bekannt; 
bei ihr bleibt die reelle Achse erhalten, während die Punkte 
+ 1, - 1 der co-Ebene in die Punkte 0 und 00 der 'fj - Ebene 
übergehen; schließlich stellt (4) eine einfache Drehung um den 

Winkel -; dar. Wir gelangen so für die Umkehrfunktion von 

1) Vgl. Abschn. I, Kap. 4, § 2. 
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, = tg z, die Funktion z = arctg', zu einer Riemannschen Fläche, 
welche ähnlich wie die des Logarithmus zwei Windungs punkte un
endlich hoher Ordnung besitzt, und zwar in ,= + i, ,= - i; dies 
läßt vermuten, daß der arctg nahe mit dem Logarithmus verwandt ist; 
in der Tat folgt aus (1), (2), (3), (4) direkt 

1 1 +i,; 
arctg , = z = 2i 19 1 _ i ,;' 

In ganz ähnlicher Weise lassen sich die durch die übrigen trigo
nometrischen Funktionen vermittelten Abbildungen studieren. 

§ 8. Potenzen mit beliebigem Exponenten. 

Man definiert die Potenz ,= za mit dem beliebigen reellen oder 
komplexen Exponenten IX durch die Gleichung ,= ea Jgz. 

Diese Funktion ist also eine eindeutige Funktion der Funktion 19 z; 
man kann sie in "Parameterdarstellung" durch die Gleichungen 

charakterisieren, oder WIe man auch sagt, "durch eindeutige Funk
ticnen unijorrnisieren". 

Ist IX keine rationale Zahl, so wird die Funktion za = eaJg • ebenso 
unendlich vieldeutig sein wie der Logarithmus und sich daher als 
eindeutige Funktion der Punkte. auf der Riemannschen Windungsfläche 
des Logarithmus auffassen lassen; sie hat dann bei z = 0 und z = 00 

je einen Verzweigungspunkt unendlich hoher Ordnung. Bei einem 
Umlauf um den Punkt z = 0 multipliziert sich nämlich der Funk
tionswert mit e2 1<ia, bei n-maligem Umlauf mit e2 1<i na ; keine zwei 
dieser Werte sind einander gleich. 

Ist aber IX eine reelle rationale Zahl E, so wird sich schon nach 
q 

q Umläufen der Ausgangswert wieder ergeben; an Stelle der unendlich 
vielblättrigen Fläche können wir daher eine q- blättrige Riemannscbe 
Fläche treten lassen, die so aussieht wie die in § 4 betrachtete Fläche. 

Es ist lehrreich, die konformen Abbildungen zu betrachten, welche 
durch die allgemeine Potenz vermittelt werden. Ist IX reell, so werden 
einfach die Winkel um den Nullpunkt mit IX multipliziert, die Strahlen 
durch den Nullpunkt und die konzentrischen Kreise gehen in sich 
über. Allgemeiner wird durch die Beziehung 

f-.1 = (~-Zl)a 
,; -';2 Z - Z2 

em Kreisbogenzweieck mit den Ecken Zl' Z2 in der z-Ebene, d. h. 
ein von zwei Kreisen durch zl' Z2 begrenztes Gebiet mit dem Winkel lJ 
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in ein ebensolches Gebiet mit den Ecken Cl' C2 und dem Winkel C(..{j 

über der C -Ebene abgebildet. 
Ganz anders liegen die Dinge, wenn a rein imagmar ist, etwa 

C(. = i, C = zi. Wir studieren die konforme Abbildung der oberen Halb
ebene S z > 0 auf die C -Ebene. Indem wir C = (} e i 'I' , Z = re i 'P setzen, 
erhalten wir sofort 

(}=e-'P, "P=lgr, 

d. h. den Strahlen cp = konst. der z-Ebene entsprechen konzentrische 
Kreise (} = e-konst. der C -Ebene, den Kreisen r = konst. der z- Ebene 
dagegen Strahlen "P = 19 konst. in der C -Ebene. Der rechten Halb
geraden cp = 0 der z-Ebene entspricht speziell der unendlich oft in 
beiden Richtungen durchlaufene Kreis (} = 1, der Halbgeraden cp = Jl 

der ebenso unendlich oft durchlaufene Kreis (} = e-"'; im Nullpunkt 
sowie im Punkte 00 der z-Ebene wird der Wert von 1; unbestimmt. 
Wir erhalten so als Bild der oberen z-Halbebene ein Band, welches 
sich über dem Kreisring e-'" < Q < 1 der C -Ebene nach beiden Seiten 
unendlich oft nach Art einer logarithmischen Windungsfläche ausbreitet. 

4. Kapitel. 

Weitere Abbildungen. 

§ 1. Hilfssatz. 

Es sei B ein von einer doppelpunktlosen stückweise glatten Kurve C 
begrenzter Bereich der z-Ebene, und C = f(z) eine in Beinschließlich 
des Randes stetige und im lnnern reguläre analytische Funktion, welche 
auf C nirgends gleiche Werte annimmt,' dann bildet die Funktion C 
das Gebiet B umkehre ar eindeutig auf dasjenige Gebiet B' der C -Ebene 
ab, welches von der Bildkurve C' von C begrenzt wird. 

Be w eis: Wie in Abschnitt I, Kap. 5, § 9 gezeigt ist und sofort 

durch Betrachtung des Integrales von ~ (~1 um den Rand herum folgt, 

erhalten wir die Anzahl der Nullstellen einer in einem Gebiete B 
regulären am Rande nicht verschwindenden Funktion cp(z), indem wir 
die Änderung der Funktion Ig cp(z) beim positiven Umlauf um das Ge
biet B durch 2 Jl i dividieren, wobei notwendig eine positive ganze 
Zahl herauskommt. Dabei brauchen wir für . den Rand nicht mehr 
die Regularität, sondern nur die Stetigkeit von cp (z) vorauszusetzen 1). 
Nun sei C(. eine komplexe im Gebiete B' der C -Ebene gelegene Zahl, 
dann wird nach Voraussetzung für cp (z) = f(z) - a = C - C(. der Wert 
von 19 (1; - C(.) = 19 (f (z) - a) sich genau um 2 Jl i vermehren, wenn 

1) Vgl. die entsprechende Bemerkung auf S. 261. 
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der Punkt z in positivem Sinne das Gebiet B, der Punkt l; also einmal 
das Gebiet B' umwandert und zwar zufolge der obigen Bemerkung 
notwendig in positivem Sinne; denn setzen wir l;* = l; - (X, so wandert 
der Wert l;* einmal in positivem Sinne um den Nullpunkt herum. 
Mithin wird von der Funktion f(z) jeder zu B' gehörige Wert (X ein
mal und nur einmal in Bangenommen, d. h. die Gebiete B und B' 
sind wirklich umkehrbar eindeutig aufeinander abgebildet. 

§ 2. Abbildung des Rechteckes auf die Halbebene. 

Wir wollen die Abbildung studieren, welche durch die Funktion 
z 

l;= fJc1~~~' 
o 

das Legendresche "elliptische Integral!. Gattung", von der z-Ebene auf 
die l;-Ebene entworfen wird; hierbei möge k eine reelle Zahl zwischen 
o und 1 sein, und die Quadratwurzel beim Ausgangspunkt t = 0 des Inte
grationsweges den Wert + 1 haben. Der Integrand ist offenbar eine für 

alle von + 1, - 1, + *, -* verschiedenen Werte von t reguläre 

Funktion; den Wert der oberen Grenze z und den Integrationsweg 
wollen wir auf die obere Halbebene Sz ~ 0, St ~ 0 beschränken. 
Ist z ein solcher Punkt, dann liegt zwischen zwei von 0 nach z füh
renden Integrationswegen kein singulärer Punkt des Integranden; d. h. 
nach dem Integralsatz von Cau:hy ist l; eine reguläre analytische 
Funktion von z in der oberen Halbebene. 

Wir wollen nun untersuchen, welchen Weg der Bildpunkt l; be-

schreibt, wenn der Wert z von 0 über 1, { nach 00 und dann von 

- 00 über - *, -1 zurück nach 0 ständig wachsend läuft. Dabei 

denken wir uns die Verzweigungspunkte + 1, - 1, + *, --} des 

Integranden zunächst durch kleine in der oberen Halbebene liegende 
Halbkreise umgangen, wodurch die Mehrdeutigkeit .des Integranden 
ausgeschaltet ist; da dieser in den betreffenden Punkten nur von der 
Ordnung l unendlich wird, so können wir schließlich die Radien der 
Umgehungskreise gegen Null zusammengezogen denken, ohne damit 
den Wert der Funktion l; in der oberen Grenze des Integrationsweges 
zu ändern 1). 

1) Mit andern Worten, das Integral über den Umgehungskreis konvergiert 
mit dessen Radius gegen ~ull; den Beweis wird der Leser leicht selbst er
gänzen. 
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Es sei nun 0 < z < 1, dann ist der Integrand positiv, also wächst 
der Funktionswert 1; monoton von 0 bis zu einem Grenzwert 

1 

W 1 -f dt 0 
2 - ~(1 - t2) (1- k2 t2 ) > . 

o 

Es sei weiter 1 <z < {. Beim Umlaufen von t = 1 auf dem 

Umgehungshalbkreis vermindert sich die Amplitude von 1 - t um 17-

(sie geht von 0 nach - 17-), die von Vl-t also um i, die anderen 

Faktoren 1 + t, 1 - kt, 1 + kt des Nenners bleiben aber für 

1 <t < { positiv; wir können also schreiben 

z 

1; W 1 + ·s dt =2 z V(t2 -1)(l-k2 t2) , 

1 

wobei wieder der unter dem Integralzeichen stehende Ausdruck positiv 

bleibt, solange 1 <t < {ist. Für dieses Intervall läuft also 1; gerad-

linig von ~1 bis ~1 + 0)2 i, wobei 0)2 die positive Zahl 

1 fl< dt 
0) -

2 - V(t2 _ 1) (1 _ k2 t2) 

1 

ist. 

Es sei drittens {< Z < 00. Beim Passieren des Punktes t = } ver

mindert sich die Amplitude von 1 - kt um 17-, während die andern 
Faktoren des Nenners ungeändert bleiben; auf dieser Strecke wird also 

1 
der Integrand negativ reell. Setzen Wir t = kr:' so wird 

1 
Durchläuft also z das Intervall k < z < 00, so geht der Punkt 1; ge-

radlinig von ~1 + O)s ibis ~I + O)s i - ~1 = O)'.! i. Auf dieselbe Art er

kennt man, daß 1; geradlinig von 0 bis - ~1, bzw. von - 2W1 bis 

- 2W1 + O)'.! i, bzw. von - 2W1 + 0)2 ibis 0)2 i wandert, wenn z die Strecken 

0 ... - 1, bzw. - 1 ... - {, bzw. - { ... - 00 durchläuft. 
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Die reelle Achse der z-Ebene wird also auf die genau einmal um

laufene Begrenzung des Rechteckes mit den Ecken + ~1, + ~1 + w2 i, 

- 2())1 + w 2 i, -2())1 der C -Ebene umkehrbar eindeutig abgebildet. 

Da die Funktion C im Inneren der oberen Halbebene regulär und 
einschließlich des Randes überall endlich und .stetig ist, so wird zu· 
folge § 1 die obere Halbebene du"h das elliptische Integral umkehrbar 
eindeutig und konform auf das Innere des betrachteten Rechteckes ab
gebildet. 

Die Umkehrfunktion z = z(C) ist die schon im 2. Abschnitt, 
Kap. 3 behandelte elliptische Funktion s (C). 

§ 3. Analytische Fortsetzung und Spiegelungsprinzip. 

Sind fl (z) bzw. f2 (z) in den Gebieten GI bzw. G2 regulär, welche 
ein gemeinsames Teilgebiet G besitzen, und ist in diesem Teilgebiet 
identisch fl (z) = f2 (z) = ((z), so heißt (1 (z) bzw. (2 (z) die analytische 
Fortsetzung von f(z). 

Im 1. Abschnitt ist ausführlich dargelegt, wie man prinzipiell 
stets durch Potenzreihen die analytische Fortsetzung bewerkstelligen 
kann; hier dagegen wollen wir ein anschauliches einfaches Hilfsmittel 
kennen lernen, welches in vielen wichtigen Einzelfällen die wirkliche 
Durchführung des Fortsetzungsprozesses ermöglicht, nämlich das 
Riemann-Schwarzsche "Spiegelungsprinzip" . 

Wir nehmen an, ein Gebiet G der z-Ebene besitze ein geradlinige s 
Begrenzungsstück l, und eine im Innern von G und auf 1 reguläre 
analytische Funktion C = ((z) bilde das Gebiet G so auf ein Gebiet r 
der C -Ebene ab, daß dabei dem geradlinigen Stück 1 umkehrbar ein
deutig wieder ein geradliniges Begrenzungsstück A. des Bildbereiches r 
entspricht. Wir spiegeln nun die Bereiche G, r an 1 bzw. A., wobei die 
Punkte z, C in z*, C*, die Gebiete G, r in G*, r* übergehen. Ordnen 
wir dem Werte z* den Wert C* zu, so wird behauptet, daß die Funktion 
C* = C*(z*), welche G* auf r* abbildet, die analytische Fortsetzung 
von C = C (z) ist. 

Daß C* im Innern von G * analytisch ist, erkennt man unmittel
bar, weil aus der Differenzierbarkeit von C (z) sofort die von C* (z*) 
folgt. Um zu zeigen, daß C* die analytische Fortsetzung von C ist, 
betrachten wir einen beliebigen Punkt im Innern der Strecke 1 und 
schlagen um ihn einen Kreis K mit einem so kleinen Radius, daß 
dieser ganz ins Innere des vereinigten Gebietes G + G* fällt (siehe 
Fig.101). Den Rand des unteren Halbkreises nennen wir H*, den des 
oberen H; ferner bedeute fP (z) im unteren Halbkreise die Funktion C*, 
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im oberen die Funktion C. Für jeden Punkt Zo im unteren Halbkreise 
gilt dann die Cauchysche Integraldarstellung 

H* 

(1) gy (zo) = f zq;~;o dz; 

femeL j\ st q; (z) im Innern des oberen Halbkreises regulär, also nach 
Z-Zo 

dem Satz von Cauchy 
H 

0= f q; (z) dz. 
z -Zo 

I~ r 
~/ .............. 

.-/ , r ........ 
l ' ......... 11. 
" r * ........ 

.'\. 
\ )(~ * i . "./ 

\..... .- .--0_._.-

z 

( / !:!... ........ G x Z 

\gl _____ ~ _____ L 
I • 

! H* / 
! xz'" i 
\ G~' . I 
\ . 
\ I 

" / .,...... / 
- .-._._--" 

Fig. 101. 

Aus (1) und (2) folgt durch Addition, da sich die Integrale über den 
auf l gelegenen Durchmesser von Kaufheben, 

K 

(3) gy (z ) = f q; (z) dz. 
o. z -Zo 

Genau dieselbe Formel gilt, wenn Zo im oberen Halbkreis liegt; ver· 
möge (3) ist also gy(zo) eine im ganzen Kreise K reguläre analytische 
Funktion von zo' die in den beiden Halbkreisen mit C bzw. C* über· 
einstimmt, so daß also C und C* ·wirklich analytische Fortsetzungen 
voneinander sind. 

Da man jeden Kreisbogen durch eine lineare Transformation in 
eine geradlinige Strecke überführen kann, und da hierbei Spiegel. 
punkte am Kreise in Spiegelpunkte an der Strecke übergehen, wie 
in Kap. 3, § 1 gezeigt wurde, so gilt das Spiegelungsprinzip allgemeiner, 
wenn an Stelle der Strecken l, A. beliebige Kreisbögen treten. 

Man kann ohne weiteres aus den vorangehenden Betrachtungen 
folgenden, das Wesen der analytischen Fortsetzung kennzeichnenden 
Satz ablesen: Wenn in zwei Gebieten G und G*, welche längs eines 
Kurvenstür:kes C aneinandergrenzen, analytische Funktionen f (z), f* (z) 
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definiert sind, die sich längs C stetig aneinander anschließen, so ist 
die eine analytische Fortsetzung der anderen. 

Es ist von Wichtigkeit, daß die Voraussetzungen für den Beweis 
des Spiegelungsprinzipes gemildert werden können. Es braucht näm
lich über die Regularität der Funktion 1; = f(z) auf dem Randstück I 
nichts vorausgesetzt zu werden; vielmehr genügt es, vorauszusetzen, daß 
durch die Funktion fez) das Innere des Gebietes G umkehrbar eindeutig 
auf das Innere von r abgebildet wird. 

Um dies einzusehen, brauchen wir nur in den obigen Ausführungen 
unter den Zeichen H, H* statt der Halbkreisberandungen die Ränder 
derjenigen Kreissegmente zu verstehen, welche aus den Halbkreisen 
hervorgehen, wenn man von diesen je einen schmalen an die Ge
rade I beiderseits anliegenden Streifen der Breite e abschneidet; indem 
man dann e gegen Null rücken läßt, erhält man ohne weiteres wieder 
die Relation (3). 

§ 4. Der Gesamtverlauf der analytischen Funktionen 
und ihre Singularitäten. 

Bei den bisher behandelten Beispielen analytischer Funktionen 
waren diese stets durch explicite übersehbare Bildungsgesetze gegeben, 
und es verstand sich von selbst, was wir als Existenzbereich dieser 
Funktionen bzw. als deren singuläre Stellen anzusehen hatten. Durch 
die Idee der analytischen Fortsetzung sind wir instand gesetzt, diese 
Begriffe in abstracto für eine beliebige analytische Funktion zu prä
zisieren, wobei natürlich zu beachten bleibt, daß diese Abstraktionen 
erst durch die vorangehenden und die nachfolgenden Beispiele ihre 
lebendige Bedeutung gewinnen. 

Wir gehen aus von einem ,.schlicltten", d. h. die Ebene nirgends 
mehrfach überdeckenden Gebiet G der z-Ebene, in welchem eine 
analytische Funktion fez) definiert sei; die Randpunkte des Gebietes 
werden dabei als nicht zu demselben gehörig betrachtet. Nunmehr 
denken wir uns durch analytische Fortsetzung, welche wir etwa 
gemäß den Ausführungen des ersten Abschnittes durch Potenzreihen 
bewerkstelligen können, die Funktion in weitere, an G angrenzende 
Gebiete G', G", ... analytisch fortgesetzt und so ihren Definitions
bereich erweitert zu einem Gebiete G1 ; in derselben Weise fahren 
wir fort. Gelangen wir bei diesem Fortsetzungsprozesse zu Gebieten 
G(vl, welche zugleich mit einem der früheren Gebiete G(fI,) oder mit 
Teilen von solchen dasselbe Stück der z-Ebene überdecken, so sind 
die Punkte der übereinandergreifenden Gebiete miteinander zu iden
tifizieren, falls in diesen Gebieten auch die Funktionswerte nach der 
analytischen Fortsetzung miteinander übereinstimmen; ist dies jedoch 
nicht der Fall, so betrachten wir die Gebiete G{ftl und G(v) als ver-
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schiedenen Blättern einer Riemannschett Fläche angehörig und be
zeichnen die Gesamtheit der Werte von f(z) in diesen Gebieten als 
zwei verschiedene, über demselben Gebiet der z-Ebene ausgebreitete 
Zweige derselben Funktion f(z), welche dann mehrdeutig heißt. Indem 
wir auf diese Art beliebig fortfahren, erweitern wir den Definitions
bereich G der Funktion f (z) und gelangen so zu einem über der 
z-Ebene ausgebreiteten möglicherweise unendlich vielblättrigen und 
unendlich vielfach zusammenhängenden anschaulich allgemein nicht 
mehr übersehbaren Bereich G, dem wir alle Punkte zurechnen, welche 
durch analytische Fortsetzung in der angegebenen Art erreicht werden 
können. Wir nennen diesen Bereich die Riemannsche FläGhe oder auch 
den Existenzbereich der analytischen Funktion; den Punkten dieser 
Riemannschen Fläche sind die Funktionswerte f(z) bzw. die zusammen
gehörigen Wertepaare (C, z) eindeutig zugeordnet, während sie den 
Punkten der schlichten z-Ebene nicht eindeutig zugeordnet zu sein 
brauchen. Die so gewonnenen auf Gausgebreiteten Funktionswerte f(z) 
definieren den Gesam~verlaul der Funk:ion f(z); indem wir zusammen
gehörige Werte C = f(z), z als "Stelle des analytischen Gebildes" f(z) 
bezeichnen, haben wir diese Stellen den Punkten der Riemannschen 
Fläche G umkehrblJ.r eindeutig zugeordnet. 

Um nun die singulären StellEn d,r Funktion ((z) zu definieren, 
betrachten wir ein schlichtes Stück von G und mit diesem Stück ein volles 
Exemplar der z-Ebene, in welcher wir dieses Stück der Riemannschen 
Fläche liegend vorstellen. Besitzt das Gebiet G Grenzpunktel), welche 
diesem Exemplar der z- Ebene angehören, so heißen diese singuläre 
Punkte von f(z), und zwar speziell singuläre Punkte des im betreffen
den Exemplare der z-Ebene oder dem betreffenden "Blatte" der Riemann
sehen Fläche definierten Zweiges von f(z). Diese singulären Punkte 
können in dem betreffenden Exemplar der z-Ebene isoliert liegen, 
derart, daß jeder Punkt einer gewissen Umgebung zum Bereiche G 
gehört; sie können jedoch auch, wi~ wir später sehen werden, sehr 
komplizierte Punktmengen bilden oder ganze Kurven, "singuläre 
Linien", erfüllen. 

Die wichtigsten singulären Punkte sind die isolierten Singulari
täten. Wir nennen einen solchen singulären Punkt einen isolierten 
Eindeutigkeitspunkt, wenn es eine schlichte Kreisscheibe mit diesem 
Punkt P als Mittelpunkt gibt, welche mit Ausnahme des Punktes P 
ganz zu G gehört. Wenn de1' absolute Betrag von f( z) bei Herannahen 
an den Punkt P über alle Grenzen wächst, so heißt P ein Pol; die 

Funktion f~z) ist dort regulär und hat den Wert Null. Ist aber die 

Gleichung lim f(z) = 00 nicht richtig, wenn z im Definitionsbereich 

1) Vgl. die Definition des Grenzpunktes in Abschnitt I, Kap. 3, S. 43. 
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irgendwie gegen den Punkt P rückt, so heißt P eine. wesentlich singuläre 
Stelle; in ihrer Umgebung muß ((z) jedem beliebig vorgegebenen Werte 
beliebig nahe kommen. Alle diese Tatsachen sind in unseren früheren 
Betrachtungen enthalten; vgl. Abschn. I, Kap. 5, § 7. 

Ist der isolierte singuläre Punkt P keine Eindeutigkeitsstelle, so heißt 
er ein Windungs· oder Verzweigungspunkt des Gebietes G, und zwar ein 
Verzweigungspunkt endlich hoher Ordnung oder ein algebraischer Ver· 
zweigungspunkt, wenn man, den Punkt P auf einem hinreichend kleinen 
Kreise umlaufend, nach endlich vielen Umläufen wieder an die Aus· 
gangsstelle in G zurückkommt; andernfalls sprechen wir von einem 
Verzweigungspunkt oder Windungs punkt unendlich hoher Ordnung. 

Es sei hier ausdrücklich hervorgehoben und wird uns später an 
Beispielen begegnen, daß über derselben Stelle der z·Ebene in ver· 
schiedenen Blättern ganz verschiedene singuläre Stellen oder auch 
reguläre Stellen für die Funktion liegen können. 

Daß und inwiefern die· in einzelnen Blättern etwa gelegenen un
endlich fernen Punkte keinerlei Ausnahmestellung einnehmen, braucht 
nach den Ausführungen in Kap. 3, § 3 auf S. 286 kaum besonders 
gesagt zu werden. 

Es sei an dieser Stelle ausdrücklich betont, daß die Anwendung 
des Integralsatzes von Cauchy keineswegs an die Schlichtheit des Ge
bietes B gebunden ist, um welches herumintegriert wird. Unter den 
Voraussetzungen aus Kap. 2, § 4 gilt der Integralsatz für beliebig im 
Existenzbereich gelegene Bereiche. 

Die vorangehenden Begriffsbildungen zeigen uns aufs deutlichste, 
eine wie ausgezeichnete Stellung in der Funktionentheorie die ein
deutigen Funktionen einnehmen, d. h. diejenigen Funktionen, deren De· 
finitionsbereich G schlicht ist. Es ist ein wichtiges Ziel der Funktionen
theorie, mehrdeutige Funktionsverläute auf eindeutige zurückzutüh,en. 
Wie dieses Ziel durch die Uniformisierungstheorie erreicht wird, werden 
wir später sehen. 

§ 5. Elliptische Funktionen. 
Wir machen von dem Spiegelungsprinzip eine Anwendung, in· 

dem wir die Funktion C(z) des § 2, welche die obere Halbebene 
S z ~ 0 auf ein Rechteck R abbildet, analytisch fortsetzen. Die Seiten 
des Rechteckes seien I, 11, III, IV wie in der Fig. 102. Die ihnen ent
sprechenden Stücke der Achse des Reellen in der z·Ebene bezeichnen 
wir mit I', 11', III', IV'. 

Wir wenden das Spiegelungsprinzip auf die Strecke I an. Dann 
erhalten wir in der C -Ebene zwei längs I zusammenhängende kon
gruente Rechtecke und in der z-Ebene die volle obere und untere 
Halbebene, welche längs der Strecke I' miteinander verbunden sind. 
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Spiegeln wir andererseits an H, III oder IV, so erhalten wir jedesmal 
ein neues Rechteck, das mit dem alten längs der Seite H, III oder IV 
zusammenhängt, und über der z·Ebene drei untere Halbebenen, die 
mit der oberen längs 11', III' oder IV' verbunden sind. Jetzt spiegeln 
wir die neuen Rechtecke an ihren 
freien Seiten und setzen dieses Ver
fahren ad infinitum fort, indem wir 
die ganze 1;. Ebene lückenlos und ein
fach mit Rechtecken überdecken; in 
der z·Ebene entstehen dann entspre
chend unendlich viele neue obere und 
untere Halbebenen, die sinngemäß 
längs der Strecken 1', H', 111', IV' zu ver
binden sind. Die Punkte z erfüllen also 
eine unendlich vielblättrige Riemann
sche Fläche F von nicht mehr 
ganz einfach zu übersehendem Typus, 

i I , I I I 

1lV G! tw Gi 
I ! I f--· !!l ·_ ·7 ·_·l!l ·_·+ _ . .!!!._.-

I I 

~ Gi Pv ui 
: 1 i I : I 

Fig. 102. 

welche über den Punkten ± 1, ±} verzweigt ist (aber nicht wie die 

Fläche des Logarithmus, sondern indem unendlich viele Verzwei
gungspunkte erster Ordnung übereinander geschichtet sind. Die ein
fachste Vorstellung von den Zusammenhangsverhältnissen der Blätter 
erhält man durch Betrachtung der Rechtecksfigur). Je zwei Recht
ecken mit einer gemeinsamen Seite entspricht ein volles Exemplar 
der z-Ebene. Spiegeln wir ein Rechteck R zweimal in derselben 
Richtung, etwa in der Richtung der Halbachse des positiv Reellen, 
so gelangen wir zu einem neuen Rechteck P l , welches wir auch 
durch Parallelverschiebung von R um die Größe 2 w1 erhalten können; 
ebenso entspricht einer doppelten Spiegelung in der Richtung des 
positiv Imaginären eine Parallelverschiebung der Punkte des Recht
eckes um die Größe 2 i w2 • Entsprechend erhalten wir aber in der 
z-Ebene bei einer solchen doppelten Spiegelung wieder den Aus
gangswert z. Es ergibt sich also für die Umkehrfunktion z(1;) die 
Relation 

oder allgemeiner 

z(1;+2ht wl +2h\lw2 i)=z(1;) (hl ,h2 =O, ±1, ±2, ... ). 
Wir erkennen also, daß die Umkehrfunktion z (1;) eine in der ganzen 
1; -Ebene eindeutige doppeltperiodische Funktion mit den Perioden 
2 w 1 und 2 Wll i ist. Auf diese Weise haben wir anschaulich das 
einfachste Beispiel einer elliptischen Funktion erhalten. 

Für die Einzelheiten der Theorie dieser Funktionen vergleiche 
man den Abschn~tt II dieser Vorlesungen. 
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§ 6. Abbildung eines Polygons auf die Halbebene. 
In ähnlicher Weise wie ein Rechteck können wir auch ein 

geradliniges Polygon mit vorgeschriebenen Winkeln auf die Halb
ebene abbilden. Es sei II ein solches n-Eck in der '-Ebene, das 
sich nicht selbst überdeckt, a1 :7l, a\l:7l, •.. , a,,:7l seine Winkel, so daß 
a 1 + a2 + ... + an = n - 2 wird (Fig.l03). Wir wollen eine Funktion 
, (z) suchen, welche die obere Halbebene S z > 0 auf das Innere eines 
solchen Polygons abbildet, und versuchen dies dadurch zu erreichen, 

F ig. 103. 

daß wir die reelle Achse der 
z-Ebene auf-den Rand eines 
solchen Polygons abbilden, 
wobei den Ecken von II der 
Reihe nach die Punkte a1 , 

a ll , ••• , an auf der reellen 
Achse entsprechen mögen. 
Es sei z ein von a1 , • -., an 
verschiedener Punkt der re
ellen Achse, , sein - zu
nächst noch hypothetisch an
genommen'er - Bildpunkt 

auf der entsprechenden Polygonsei te; solange sich z auf der reellen Achse 
bewegt, ohne einen der Punkte a zu überschreiten; muß der Punkt' 
auf derselben Polygonseite bleiben und daher der Winkel tP der 
Differenz '1 - '2 = ReiP für alle solchen Punktepaare '1' '2 auf der 
Polygonseite einen konstanten Wert besitzen; es muß also auch der 

Differentialquotient :: in jedem Intervall zwischen zwei aufeinander

folgenden Punkten a. eine konstante Amplitude besitzen. Die ein
fachste Funktion mit dieser Eigenschaft, die wir hypothetisch an-
setzen können, ist 

" = :; = konst. (z - a1)A1 (z - all)A • ... (z _ a,,)A n 

mit reellen Exponenten Al' A 2 , ••• , An; in der Tat verschwindet keiner 
der Faktoren in einem der Intervalle. Um die Exponenten Al"'" An 
in diesem Ansatz zu fixieren, beachten wir die Forderung, daß die 
Winkel a1 :7l,.,., an :7l am Polygon 1I sämtlich Winkeln der Größe :7l an 
der reellen Achse entsprechen sollen. Durchläuft nun z wachsend 
durch reelle Werte einen der Punkte ah , wobei wir wieder den Punkt a" 
zunächst durch einen kleinen Halbkreis der oberen Halbebene um
gangen und dann dessen Radius gegen 0 konvergierend denken müssen, 
so ändert sich die Amplitude der Größe z - ah um -:7l, nämlich von 
+:7l auf 0, während die Amplituden aller andern Größen z - a" ihren 
Wert behalten. Die Größe ~' ändert also ihre Amplitude um -:7l A h ; 
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andererseits muß die Amplitude der Größe ,I bei Überschreiten einer 
Ecke des Polygons um den Winkel 7l- CCh 71 zunehmen, wie man 
sofort aus der Figur erkennt. Es muß also sein - A h 7l = 7l- cch 7l, 

d. h. A h = cch - 1. Wir erhalten daher als Ansatz für die gesuchte 
Abbildungsfunktion 

• 
, = konst. f (t - al)Ul-l ... (t - an)Un-1 dt. 

o 

Um zu beweisen, daß diese Funktion wirklich die gesuchte Ab
bildung vermittelt, beachten wir, daß die reelle Achse umkehrbar ein
deutig auf den Polygonrand bezogen ist. Das ergibt sich unter Be
nutzung der Relation 

(CCI - 1) + ... + (ccn - 1) = - 2 . 

Für große Werte von t verhält sich ihr zufolge der Integrand wie ~cp(t), 
wo cp (t) im Unendlichen regulär bleibt; das Integral' konvergiert 
also gegen einen bestimmten Grenzwert, wenn z irgendwie ins Un
endliche rückt, insbesondere also auf der reellen Achse nach rechts 
oder links. Daher ist das Bild der reellen z-Achse eine geschlossene 
Kurve und zwar ein Polygon mit den vorgeschriebenen Winkeln. Aus 
dem Hilfssatz von § 1 folgt nunmehr, daß tatsächlich die Funktion' (z) 
das Innere der oberen Halbebene auf das Innere eines Polygons ab
bildet, vorausgesetzt, daß das Polygon sich nicht selbst überschneidet. 

Es muß aber darauf hingewiesen werden, daß unter dieser Voraus
setzung unsere Überlegungen zwar bei gegebenen a l , ... , an' ccI ' ... ' ccn 
die konforme Abbildung der oberen Halbebene auf ein gewisses Polygon 
mit den Winkeln al 71, ••• , ccn 71liefern, aber keineswegs die umgekehrte 
Frage entscheiden, ob wir auf diese Weise jedes beliebige Polygon er
halten. Eine Abzählung der Konstanten zeigt, daß wir dies erwart~n 
dürfen. Ein n-Eck der '-Ebene ist nämlich durch 2n reelle Koordi
naten bestimmt. Im Ausdruck für die Funktion' sind aber verfügbar: 
n reelle Zahlen a l , ... , all , n - 1 reelle Zahlen ccl"'" Un-l' 2 reelle 
Zahlen in der komplexen Konstanten konst. = c, eine beliebige komplexe, 
d. h. 2 reelle, Konstante, die einer beliebigen Translation der '-Ebene 
entsprechen; dies gibt zusammen 2 n + 3 reelle Konstanten. Anderer
seits lassen sich 3 der Punkte a, etwa a1 , a~, a3 beliebig wählen, 
etwa nach - 1, 0, + 1 legen, indem man die z-Ebene einer geeig
neten linearen Transformation unterwirft (wobei übrigens, wie wir im 
nächsten Paragraphen sehen werden, die Form des Integrales sich 
nicht ändert); es kommen also noch 3 reelle Konstanten in Abzug, 
so daß wirklich beiderseits 2n wesentliche Konstanten verfügbar sind. 
Der wirkliche Nachweis. jedoch, daß man stets die Konstanten einem 
vorgegebenen Polygon anpassen kann, soll hier nicht ausgeführt 

H u r witz - C 0 u r a nt, Funktionentheorie. 20 
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werden, da sich diese Tatsache aus dem Fundamentalsatz des nächsten 
Kapitels von selbst ergeben wird 1). 

§ 7. Die Funktionen des geradlinigen Dreiecks. 

Besonders übersichtlich werden die Verhältnisse, wenn statt eines 
n-Ecks ein Dreieck mit den Winkeln a1 n, a2 '11" as n genommen wird. 
Die Abbildungsfunktion lautet dann allgemein 

Z 

, = f (t - a1)"1-1 (t - a2)a.-1 (t - as)"s-l dt. 
10 

Wir wollen einen der Eckpunkte, etwa den Punkt as' ins Unendliche 

werfen, indem wir z durch - ~ + as ersetzen, bzw. im Integral statt t 

durch die Gleichung t = - ..!. + as eine neue Variable '1 einführen. 
1: 

Dann wird unter Berücksichtigung von (a1 -1) + (a2 -1 ) + (a8 -1) = - 2 

_SZ( 1)"1-1 ( 1)"'-1 ( l)"S-ld7: ,- a - a - - a - a - - -- -8 1 7: 8 2 1: 7: 7: 2 

'0 

z 

= konst. f ('1- b1t'-\'1- b2r·-1 d'1, 
'0 

wobei b1 , b2 neue Konstanten sind. Ersetzen wir '1 durch eine neue 
Variable a'1 + b, so können wir durch geeignete Wahl von a und b 
den Konstanten b1 und b2 beliebige Werte erteilen, so daß wir z. B. 
setzen können: 

• 
(1) ,= konst. J t"l-l (1 - t)a.-l dt. 

Zo 

Beim Dreieck ist es evident, daß wir jedes beliebige Dreieck 
durch eine solche Abbildung erhalten können, da ein Dreieck durch 
die Länge einer Seite und seine Winkel eindeutig charakterisiert ist. 

Wir wollen die durch (1) definierte Funktion nach dem Spiege
lungsprinzip analytisch fortsetzen. Spiegeln wir die obere Halbebene 
an einer der Strecken 01 oder 100 oder 00 0, so erhalten wir 
entsprechend je ein gespiegeltes, mit dem ersten längs einer der 
Seiten zusammenhängendes Dreieck; ein Doppeldreieck wird auf die 

1) Dafi eine Funktion ~ (z), welche die gewlinschte Abbildung liefert, not
wendig die Integralform des obigen Ansatzes haben mufi, ergibt sich leicht 

C" (z) 
aus der Betrachtung der logarithmischen Ableitung C' (z) (vgl. § 11). 



§ 7. Die Funktionen des geradlinigen Dreiecks. 307 

volle, längs eines Teiles der reellen Achse aufgeschnittene z-Ebene 
abgebildet. Durch unbegrenzte Fortsetzung des Spiegelungsprozesses 
erhalten wir eine wohldefinierte unendlichfache Überdeckung der 
z-Ebene in Gestalt einer Riemannschen Fläche F mit Verzweigungen 
über den Punkten 0, 1, 00, und eine entsprechende Überdeckung 
der '-Ebene mit Dreiecken. Diese letztere Überdeckung wird aber 
im allgemeinen keine lückenlose und zugleich einfache sein, sondern 
ebenfalls zu einer komplizierten Riemannschen Fläche führen. Dann 
und nur dann erhalten wir eine einfache Bedeckung der '-Ebene, 
wenn die Reihe der in einer Ecke zusammenstoßenden Doppeldrei
ecke sich schließt, d. h. wenn der betreffende Winkel ein Teiler von 
2 n ist; an den Dreiecksecken sind aber die Winkel der Doppel
dreiecke gleich 2 1X1 n, 2 1X2 n, 2 1X3 n; wir erhalten also als Bedingung 
für die Einfachheit der Doppeldreiecksüberdeckung die Forderung, 

2n 1 1 1 . 
daß -2 - = - = r1 , - = r~, - - = r3 ganze Zahlen seIn müssen. 

"ln "1 . "2 ""2 

welche im übrigen wegen 1X1 + ~2 + lXa· = 1 der Gleichung 

(2) 

zu genügen haben 

Die funktionentheoretische Bedeutung unserer geometrischen Frage
stellung ist, daß im Falle einer einfachen Oberdeckung der ,- Ebene 
die Umkehrfunktion z = z (') in der ganzen' -Ebene eine einieu!ige 
Ftmktion wird, während sie andernfalls in den Ecken des Dreiecks 
und allen daraus durch Spiegelung hervorgehenden Punkten Windungs
punkte endlich oder unendlich hoher Ordnung besitzen würde. 

Alle die Fälle, in welchen diese eindeutige Umkehrbarkeit statt
findet, können wir nun leicht durch Diskussion der diophantischen 
Gleichung (2) ermitteln, wobei wir wegen der Symmetrie von (2) 
r1 .:::;;; r~ < r8 nehmen dürfen. Eine erste Lösung ist r1 = r2 = r3 = 3; 
bei jeder weiteren Lösung muß eine der Zahlen, etwa r1 , kleiner als 3 
sein. Ist r1 = 1, so wird notwendig r2 = r3 = 00. Ist r1 = 2, so wird 
1 1 1 - + - = -2' d. h. entweder 
r2 ra 
schließlich r2 = 2, r8 = 00. 

folgende Tabelle dargestellt: 

1-
'L. 
3. 
4. 
5. 

r2 = r3 = 4 oder r2 = 3, r3 = 6, oder 

Die verschiedenen Fälle werden durch 

r 1 r~ I"a 

:3 :3 
1 
2 4 
2 3 
2 2 

20* 
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Der Fall 2 liefert die Abbildung der Halbebene auf ein Dreieck 
mit den Winkeln n, 0, 0, das ist aber ein unendlicher Parallelstreifen. 
Die Abbildungsfunktion lautet 

• 
'=f~ = 19-~-I-t l-z 

o 

und ist uns wohlbekannt. Der Fall 5 liefert eine Abbildung auf einen 

dreieckigen Bereich mit den Winkeln -i-, ;, 0, d. h. einen Halb

treifen; die Funktion lautet: 

r f dt .' ) ." = --=----= = arc sm ( 2 z - 1 
Vt(l-t) o 

b ~1fal13 bekannt als die Umkehrfunktion des Sinus. 

Die Fälle 1, 3, 4 liefern die Abbildung der Halbebene auf ein 
gleichseitiges, gleichschenklig rechtwinkliges und auf ein rechtwinkliges 
durch Halbierung des gleichseitigen entstehendes Dreieck. Die be
treffenden Abbildungsfunktionen lauten: 

Ihre Umkehrfunktionen erweisen sich wiederum als doppelt
periodische Funktionen. 

Zum Schluß sei noch darauf hingewiesen, daß man die Be
trachtungen der beiden vorangehenden Paragraphen noch in mannig
facher Weise abändern kann; so läßt sich durch Anwendung einer 
geeigneten linearen Transformation die Abbildung 'auf die Halbebene 
stets durch eine Abbildung auf den Einheitskreis ersetzen. Der Leser 
wird sich z. B. leicht davon überzeugen, daß durch die Formeln 

• • ,= f Vld~~, 
o 

,=f_d_t _ 
o y(1=-tn)2 

der äquidistant eingeteilte Einheitskreis der z-Ebene auf ein Quadrat, 
bzw. reguläres n-Eck der' -Ebene abgebildet wird. 

Ferner läßt sich auch leicht die konforme Abbildung des Äußeren 
eines Polygones auf die Halbebene bzw. den Einheitskreis bewerk
stelligen; als Beispiel, dessen Bestätigung ebenfalls dem Leser über
lassen bleiben kann, sei hier nur die Funktion 

,= jV\";~dt 
1 
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angeführt, welche das Äußere eines Quadrats der' -Ebene auf das 
Innere des Einheitskreises konform abbildet, wobei dem Nullpunkt 
der z-Ebene der Punkt 00 in der '-Ebene entsprichtl). 

§ 8. Charakterisierung der Funktionen 
durch ihre inneren Eigenschaften. 

Wenn man die analytischen Funktionen, dem Ideenkreise Riemanns 
entsprechend, durch innere Eigenschaften charakterisieren will, so kann 
man dabei zwei verschiedene Gesichtspunkte verfolgen. Einmal kann 
man die Funktionen durch die Natur ihrer Singularitäten festzulegen 
suchen, zweitens aber kann man die von der Funktion vermittelte 
konforme Abbildung als Charakteristikum der Funktion betrachten. 

Wir wollen hier zunächst den ersten Gesichtspunkt erläutern. 
Schon im ersten . Abschnitte sind folgende Tatsachen enthalten, deren 
Beweise hier nicht wiederholt zu werden brauchen: Jede in der ganzen 
Ebene bis auf endlich viele Pole reguläre und eindeutige Funktion ist 
rational. Ist insbesondere der Punkt 00 der einzige Pol und zwar ein 
solcher n-ter Ordnung, so ist die Funktion eine ganze rationale Funktion 
noten Grades. 

Unter allen mehrdeutigen Funktionen sind diejenigen ,= f(z) 
die einfachsten und interessantesten, welche einer algebraischen 
Gleichung 

(1) G(1;, z) = go(z)'" + gt (z), .. -t + ... + gn (z) = 0 

genügen, wobei G (', z) eine irreduzible 2) ganze rationale Funktion von 
, und z ist, d. h. eine. endliche Summe von Termen der Form cpq zP ,q 

mit ganzzahligen nicht negativen Exponenten p, q und konstanten 
Faktoren C71q • 

Um diese "algebraischen Funktionen" zu charakterisieren, erinnern 
wir an den Begriff des algebraischen Verzweigungspunktes einer mehr
deutigen Funktion. Wir verstanden darunter einen solchen Punkt P, 
in dessen Umgebung eine mehrdeutige Funktion - wie z. B. die 

"'-Funktion Vz für z = 0 - zwar mehrdeutig wird, aber nur endlich 
vieler Werte fähig ist, wenn der Punkt z den Punkt P umkreist, 
ohne eine hinreichend kleine Umgebung von P zu verlassen, und wenn 
dabei die Ausgangswerte von f(z) analytisch längs dieses Weges fort
gesetzt werden. Ist m die Anzahl der verschiedenen Werte von f(z), 
welche wir so erhalten können, oder wie man auch sagt, die Anzahl der 
in P zusammenhängenden "Funktionszweige", so heißt P ein algebrai
scher Verzweigungspunkt (m - 1) ter Ordnung. Umläuft man den Punkt P 

1) Vgl. H. A. Schwarz; Gesammelte Abhandlungen, Bd.2, S.65fT. 
2) d. h. nicht in zwei ganze rationale Faktoren zerlegbare. 
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genau m-mal, so muß man wieder zu den Ausgangswerten von f(z), 
dem Ausgangszweige, zurückgelangen (würde dies schon bei einer ge
ringeren Umlaufszahl eintreten, so hätten wir eben einen algebraischen 
Verzweigungspunkt niedrigerer Ordnung vor uns). 

Wir können uns diese Verhältnisse veranschaulichen, indem wir, 
m_ 

ganz wie beim B~ispiel der Funktion 1;. = V z für z = 0, uns über 
der z-Ebene im Punkte P und seiner Umgebung eine m-blättrige 
Riemannsche Fläche ausgebreitet denken, deren Blätter zyklisch zu
sammenhängen; auf dieser Fläche wird dann 1; eindeutig bleiben. 
Analytisch heißt das, daß die Funktion 1; = f( z) durch die Trans
formation tm = z - Zo in eine in der Umgebung des Punktes P(z = zo) 
eindeutige Funktion von t übergeht. Wenn die Funktion cp(t) = f(z) 
in t = 0 einen Pol qter Ordnung hat, so wollen wir sagen, daß auch 
f(z) in z = Zo einen Pol qter Ordnung besitzt. 

Nunmehr sprechen wir folgenden Satz aus: Eine für alle Werte 
von z definierte analytische Funktion, welche n-deutig ist und in der 
Ebene außer endlich' 'vielen Polen nur algebraische Verzweigungsstellen 
besitzt, ist etne algebraische Funktion; sie genügt einer algebraischen 
Gleichung 

1;n + r1 (z)1;n-1 + ... + rn(z) = 0, 

wo die Funktionen r1 (z), r2 (z), ... , rn (z) rationale Funktionen von z sind. 

Eine analytische Funktion nennen wir n-deutig, wenn ihr De
finitionsbereich (vgl. § 4) die z-Ebene in der Umgebung mindestens 
einer Stelle mit n Blättern überdeckt, an keiner Stelle aber mit mehr 
als n Blättern. 

Um den behaupteten Satz zu beweisen, betrachten wir in der 
Umgebung eines Verzweigungspunktes P die n verschiedenen Funk
tionszweige 1;1' 1;'J' ... , 1;n der fraglichen Funktion; dabei sind sicher 
keine zwei der Zweige identisch gleich, weil sie sonst bei jeder analyti
schen Fortsetzung, d. h. überall, identisch gleich wären. Bei einem 
Umlauf um den Verzweigungspunkt gehen die Funktionszweige über 

in die Funktionszweige '1' ''J' ... , 'n; diese niüssen eine Permutation 
der ursprünglichen Zweige darstellen; denn einerseits müssen siCh 
wegen der n-Deutigkeit von 1; = r(z) die 'h unter den 1;n befinden, 
andererseits können nicht zwei der Zweige eh' etwa Cl und CI!' iden
tisch miteinander sein, weil sonst auch die Differenz 1;1 - 1;'l als 

analytische Fortsetzung von '1 - '2 (bei umgekehrter Umkreisung 
des Punktes P) identisch Null sein müßte. Betrachten wir nun sym
metrische Verbindungen der n Funktionszweige 1;1' 1;2' ... , 1;n' etwa 
die Größen 

- r1 (z) = 1;1 + 1;2 + ... + 1;n' r'J (z) = 1;11;2 + 1;11;3 + ... + 1;n-dn , 

... ,(-l)n rn (z)=1;l1;'J .. ·1;n' 
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so müssen diese in der Umgebung jedes algebraischen Verzweigungs
punktes P eindeutig bleiben; sie kÖnnen nach dem Vorangehenden 
dort nur entweder regulär sein oder einen Pol besitzen; denn jeder 
Zweig der Funktion besitzt an einer Stelle z, wenn er dort nicht 
regulär ist, einen Pol, in welchem er wie eine bestimmte Potenz von 
z - Zo unendlich wird. Dasselbe gilt für alle übrigen Punkte der 
z-Ebene; also sind diese Funktionen nach dem. zu Beginn dieses 
Paragraphen erwähnten Satze rationale Funktionen von z. Nun ge
nügt aber die Funktion' = f(z) der algebraischen Gleichung 

('-'1)('-'2)"'('-',,) '''+ r1 (z),n-1+ ... + r.,(z)= 0, 
und damit ist die Behauptung bewiesen. 

Da man auch umgekehrt unschwer erkennt, daß eine Funktion, 
welche einer algebraischen Gleichung (1) genügt, keine anderen 
Singularitäten als Pole und algebraische Verzweigungen besitzen kann 
und höchstens n -deutig 1) ist, so ist diese Eigenschaft für die alge
braischen Funktionen charakteristisch. 

Wir können hier nicht weiter auf die weitausgreifende Theorie 
der algebraischen Funktionen eingehen; der Leser wird gut tun, sich 
die einfachen, hier kurz entwickelten Begriffe am besten selbst an 
Hand von Beispielen wie 

'=Vz\l 1+Vz2 -1, 
zu erläutern. 

Es sei noch besonders betont, daß man sich den Verlauf und den 
Zusammenhang der Funktionswerte einer algebraischen Funktion am 
zweckmäßigsten durch eine über der ganzen z-Ebene ausgebreitete 
Riemannsche Fläche dargestellt denkt, welche n Blätter besitzt, die in 
den algebraischen Verzweigungspunkten zusammenhängen und in ge
eigneter Weise aneinander geheftet sind. Für die tiefergehenden 
Untersuchungen Riemanns ist diese Fläche der Ausgangspunkt ge
wesen (vgl. die Ausführungen im Kap. 5, § 11). 

Neben das hier kurz dargelegte Prinzip der Charakterisierung 
von Funktionen durch ihre Singularitäten tritt nun in der Riemann
schen Funktionentheorie noch ein zweites ganz andersartiges geo
metrisches Charakterisierungsprinzip: Riemann legt die analytische Funk
tion durch die zugehörige konforme: Abbildung fest. 

Wir haben in den vorangehenden Kapiteln erkannt, daß man 
einen Kreis in der' -Ebene, etwa den Einheitskreis, auf mannigfache 
Gebiete der z - Ebene konform abbilden kann. Riemann stellte sich 
die Frage, ob man umgekehrt das einfach zusammenhängende Gebiet 
in der z-Ebene, auf das der Kreis abgebildet werden soll, willkürlich 

1) Nämlich dann genau n-deutig, wenn die Gleichung (1) irreduzibel ist. 
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vorschreiben kann. Das fundamentale Ergebnis, zu welchem er -
allerdings ohne ganz ausreichenden Beweis - gelangte, lautet: Man 
kann das Innere des Einheitskreises der 1; -Ebene auf das Innere eines 
beliebig vorgegebenen einfach zusamm~nhän 'Jen ien Ge1iet es G der z - Ebene, 
welches mindestens zwei Randpunkte besitzt 1), umkehrbar eindeutig und 
konform durch eine analytische Funkti'Jn 1; = (tz) abbilden und zwar 
genau auf eine Weise so, daß dabei in den beiden Gebieten je ein willkür
lich gewählter Punkt und durch diese je eine willkürliche Richtung einander 
entsprechern. Dieser Satz, dessen genaue Diskussion und dessen Beweis 
das nächste Kapitel enthält, sagt uns also, daß man die analytischen 
Funktionen geradezu durch die geometrische Gestalt der Figuren defi
nieren kann, welche bei der konformen Abbildung als Bilder des Ein
heitskreises, und natürlich ebenso jedes anderen einfach zusammen
hängenden Gebietes, sich ergeben. 

Bevor wir zum Beweise des Riemannschen Abbildungsprinzipes 
übergehen, wollen wir seine Fruchtbarkeit erläutern, indem, wir zeigen, 
wie sich auf seiner Grundlage ohne irgendwelchen Formelapparat die 
Modulfunktionen (vgl. Abschnitt H, Kap. 4) und neue wichtige Funk
tionsklassen nebst ihren Haupteigenschaften ergeben; wir werden dabei 
außer dem Abbildungssatz nur noch das Spiegelungsprinzip brauchen. 

§ 9. ModulfunJition und automorphe Funktionen. 
Wir definieren eine Funktion, indem wir von einer der denkbar 

einfachsten geometrischen Figuren ausgehen, dem nullwinkligen Kl'eis
bogen dreieck, d. h. einem Dreieck, welches von drei kongruenten, ein

ander berührenden Kreisbögen gebildet 
wird (Fig. 104). Wir denken uns dieses 
Dreieck G im Einheitskreise der z-Ebene 
gelegen; dann lehrt das Riemannsche 
Abbildungsprinzip, daß es gewiß eine 
analytische Funktion 1; = ((z) gibt, 
welche im Innern von G definiert ist 
und welche das Innere von G auf die 
obere Halbebene derart abbildet, daß 
den Ecken des Dreieckes G die drei 
Punkte 0, 1, 00 der reellen 1;-Achse ent-

F · 0 sprechen. Wir dürfen natürlich, statt G Ig.l 4. 
auf den Einheitskreis abzubilden, ebenso 

die Abbildung auf die Halbebene zugrunde legen, die man ja durch 
eine einfache lineare Transformation aus dem Einheitskreis erhält. Wir 

1) d. h. nicbt aus der ganzen oder der durch einen einzelnen Punkt be
grenzten, "punktierten", Ebene besteht; zu dem hier schon vorweg genommenen 
allgemeinen Begriffe des einfachen Zusammenbanges vgl,. S. 324. 
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bezeichnen die drei Dreiecksseiten mit I, II, III, ebenso die ent
sprechenden Stücke der reellen' -Achse mit I', 11', III'. 

Der analytische Ausdruck unserer Funktion interessiert uns hier 
gar nicht; wir sind aus dem Riemannschen Abbildungssatz ihrer 
Existenz versichert und können sie nunmehr nach dem Spiegelungs
prinzip über das Dreieck G hinaus analytisch fortsetzen. Spiegeln 
wir die ,-Halbebene an einem der geradlinigen Stücke I', 11', III', so 
erhalten wir eine längs dieses Stückes mit der oberen Halbebene zu
sammenhängende untere Halbebene; entsprechend ergibt sich durch 
Spiegelung des Dreiecks G an der betreffenden Seite ein anliegendes, 
ebenfalls notwendig nuUwinkliges Kreisbogendreieck, das zwar nicht 
mehr gleichseitig sein wird, aber das wiederum dem Einheitskreise 
der z-Ebene einbeschrieben sein muß; der Einheitskreis steht näm
lich auf dem Kreise, an dem gespiegelt wird, senkrecht, muß also 
durch die Spiegelung in einen Kreis übergehen, der den Spiegelkreis 
in denselben Punkten senkrech t trifft, d. h. er wird in sich trans
formiert. Gehen wir in derselben Weise weiter, indem wir jedes in 
der Figur der z- Ebene vorhandene Kreisbogendreieck an seinen freien 
Seiten spiegeln und analog über der ,- Ebene entsprechende obere 
und untere halbebenenförmige Blätter aneinanderreihen bzw. über
einander schichten so gelangen wir einerseits über der ,-Ebene zu 
einer recht komplizierten unendlich vielblättrigen Riemannschen 
Fläche, welche ihre Verzweigungspunkte in 0, 1, 00 besitzt; anderer
seits erhalten wir in der z-Ebene die "Modulligur", d. h. unendlich 
viele null winklige, dem Einheitskreise einbeschriebene und auf ihm 
überall senkrecht stehende Kreisbogendreiecke, welche den ganzen 
Einheitskreis ausfüllen, indem sie sich gegen jeden Randpunkt an
häufen. 

Diese letztere, anschaulich aus der Figur unmittelbar einleuch
tende elementargeometrische Tatsache ergibt sich streng folgender
maßen: wir vollziehen den Spiegelungsprozeß derart, daß wir dabei 
stets die volle Symmetrie wahren; als ersten Schritt nehmen wir 
gleichzeitig eine Spiegelung von G an den drei Seiten vor und 
gelangen so zu einem einbeschriebenen nullwinkligen Kreisbo'gen
sechseck; dieses spiegeln wir an jeder seiner sechs Außenseiten und 
gelangen so zu einem dem Einheitskreise einbeschriebenen nullwink
ligen 30-Eck, usw.; man erkennt nun, daß von den Eckpunkten die 
ganze Kreisperipherie überall· dicht bedeckt wird. Denn wäre rein 
Bogen des Einheitskreises, welcher von Eckpunkten der gespiegelten 
Kreise frei bliebe, so müßte es unendlich viele ineinandergeschachtelte 
Orthogonalkreisbögen geben, welche sich über dem Bogen r bzw. 
einem diesen enthaltenden Bogen des Einheitskreises wölben. Diese 
Kreise müßten gegen einen Kreisbogen konvergieren, der sich eben
falls über r wölbt und mit dem Bogen r oder einem größeren Bogen 
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des Einheitskreises ein von unseren Dreiecken nicht angetastetes 
Gebiet G* begrenzt. Dies kann jedoch nicht sein, da wir sicherlich 
zu Punkten im Inneren dieses Gebietes gelangen, wenn wir das Aus
gangsdreieck oder ein anderes an einem geeigneten derjenigen Ortho
gonalkreise spiegeln, welche die Begrenzung von G* beliebig nahe 
approximieren. Andererseits überdeckt das einbeschriebene nullwink
lige n-Eck bei hinreichend großem n das Kreisinnere beliebig genau, 
wenn die Eckpunkte bei wachsendem n hinreichend dicht liegen. 

Die Funktion 1; (z) bildet nun gemäß dem Spiegelungsprinzip 
das ganze Innere des Einheitskreises der z-Ebene auf die vorher ge
schilderte Riemannsche Fläche konform ab; zwei längs einer Seite 
zusammensto ßenden Dreiecken entspricht dabei immer ein ganzes 
Exemplar der 1; -Ebene. Die Funktion 1; (z) nimmt also im Inneren 
des Einheitskreises jeden Wert außer 0, 1, 00 unendlich oft an, 
während diese Werte selbst nirgends angenommen werden: auf 
dem ganzen Rande des Einheitskreises ist die Funktion 1; (z) singulär; 
denn in der Umgebung jedes Punktes häufen sich die Kreisbogen
dreiecke, und es wird daher in beliebiger Nähe jedes Randpunktes 
jeder Wert außer 0, 1, 00 unendlich oft angenommen, was gewiß 
in der Umgebung eines regulären Punktes nicht möglich wäre. Der 
Einhei tskreis ist also eine singuläre Linie der Funktion 1; (z), und 
diese Funktion kann somit auf keine Weise über diesen- Kreis hinaus 
fortgesetzt werden, sie besitzt den Einheitskreis zur natürlichen Grenze. 

Diese als "Modulfunktion" bezeichnete Funktion ist das einfachste 
Beispiel einer analytischen Funktion mit dieser Eigenschaft, eine natür
liche Grenze für den Existenzbereich zu besitzen. 

Auch die weiteren merkwürdigen Eigenschaften der Modulfunktion 
ergeben sich direkt aus unseren geometrischen Betrachtungen. 
Nehmen wir in der 1;-Ebene zwei sukzessive Spiegelungen vor, so 
gelangen wir zum Ausgangswert 1; zurück (wenngleich wir den Punkt 
in ein anderes Blatt verlegt denken); in der z-Ebene aber bedeutet, 
wie aus Kap. 3, § 1 folgt, die Ausführung zweier Spiegelungen hinter-

einander eine gewisse lineare Transformation z' = ~:! { der Variablen; 

und nunmehr haben wir offenbar die Beziehung 

1; (z') = 1;(z). 

Die Modulfunktion gestattet lineare Transformationen in sich. Wir 
erhalten alle solchen zur Modulfunktion gehörigen linearen Trans
formationen, indem wir auf alle möglichen Weisen eine gerade An
zahl von Spiegelungen unserer Dreiecksfigur aneinanderreihen. Diese 
sämtlichen Transformationen bilden eine Gruppe von Transformationen; 
das besagt, daß eine durch Zusammensetzung zweier Transformationen 
entstehende lineare Transformation wieder zur Modulfunktion gehört. 
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Man nennt solche eindeutigen Funktionen einer Variablen z, 
welche bei einer Gruppe von linearen Transformationen der Variablen z 
ihren Wert nicht ändern, automorphe Funktionen. Die Modulfunktion 
ist nächst den elliptischen Funktionen das einfachste nicht elementare 
Beispiel dieser für die höhere Funktionentheorie sehr wichtigen 
Funktionsklasse. 

Wären wir bei der ganzen vorangehenden Hetrachtung nicht von 
dem null winkligen Kreisbogendreieck ausgegangen, sondern von dem 
sechsten Teil dieses Dreiecks, d. h. einem Dreieck mit dem 

Winkeln 0, ;, ;, welches von einem Kreisbogen und zwei geraden 

Strecken begrenzt wird, so würden wir ganz ebenso durch das 
Spiegelungsprinzip zunächst zu dem vorigen null winkligen Dreieck, 

o Fig.lO-. 

sodann zur früheren Modulfigur gelangen, und analytisch zu einer 
neuen Modulfunktion ] (z), welche ebenfalls den Einheitskreis zur 
natürlichen Grenze besitzt. In Fig. 105 ist die entsprechende Dreiecks
einteilung gezeichnet, wobei vorher der Einheitskreis auf die obere 

Halbebene abgebildet ist und den Dreiecksecken die Punkte 0, 1 +; Vi, i 

entsprechen. Zwei benachbarte Dreie,ke sind dabei am linken Ende 
der Figur abwechselnd weiß und schraffiert gezeichnet. Wir erkennen 
in dieser Funktion leicht auf Grund von § 1 die schon im Abschnitt II, 
Kap. 4, § 3 l;>ehandelte Funktion ] (z) wieder. 

Weitere automorphe Funktionen können wir auf ähnlichem Wege 
aus dem Riemannschen Prinzip erhalten, indem wir allgemeinere 
Kreisbogenpolygone zugrunde legen. Gehen wir von einem Kreis
bogenpolygon aus, welches ganz im Einheitskreise der z-Ebene liegt, 
und dessen n Seiten sämtlich den Einheitskreis senkrecht schneiden, 
so können wir das Innere von G durch eine Funktion C (z) wiederum 
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auf die obere I; -Halbebene abgebildet denken, wobei den n-Eck
punkten gewisse n Punkte auf der reellen I; -Achse entsprechen 
werden. Wir können genau wie oben bei der Modulfunktion durch 
fortlaufende Spiegelung des Kreisbogenpolygones an seinen Seiten 
bzw. der Halbebene an ihren geradlinigen Randstücken die Funktion 
analytisch fortsetzen; dabei erhalten wir eine unendlichvielblättrige 
Riemannsche Fläche über der I;-Ebene, während sich in der z·Ebene 
unendlich viele, den Halbebenen der Riemannschen Fläche entsprechende 
Kreisbogenpolygone aneinanderreihen; aus demselben Grunde wie 

Fig.1.06. 

oben müssen diese Polygone sämtlich ihre Seiten senkrecht zum 
Einheitskreise behalten; der Einheitskreis ist "Orthogonalkreis" für 
die Funktion. 

Wir sorgen nun dafür, daß die Figur aus Kreisbogenpolygonen, 
welche wir erhalten, zu einer einfachen Überdeckung des Einheits
kreises führt, und zwar so, daß dabei um jeden im Innern gelegenen 
Eckpunkt eine gerade Anzahl von Polygonen herumliegt; zu diesem 
Zwecke müssen wir die Winkel zwischen den aneinanderstoßenden 

Seiten des n-Ecks als von der Form .:!:, .:!:, .. ,.:!: annehmen, wobei 
"1 "2 r. 

'1' ''J' ... , ' .. ganze rationale Zahlen oder 00 sind. Als Beispiel ist 
in der Fig.l06 der Fall n = 3, r 1 = 2, ''.1 = 7, 18 =3 gezeichnet. 
Eine nähere, hier zu übergehende, elementargeometische Diskussion 
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ergibt, daß die so entstehenden Polygone dann zu einer einfachen 
und lückenlosen Überdeckung des Einheitskreises führen, wobei sie 
sich gegen jeden Randpunkt dieses "Grenzkreises" häufen; ohne 
weiteres erkennen wir, daß die so gewonnene Funktion l; (z) wieder 
eine eindeutige automorphe Funktion von z ist; denn einer zwei
maligen Spiegelung in der z-Ebene entspricht Rückkehr zum Aus
gangswert l;; in der z-Ebene dagegen liefert eine zweimalige Spiege-

lung eine lineare Transformation z' = oe z + ~, und es wird somit 
)'z+u 

l; (z') = l; (z). 

Genau wie bei der Modulfunktion besitzt also unsere Funktion l;(z) 
eine Gruppe linearer Transformationen, bei welchen die Funktion 
nicht geändert wird. Man nennt diese Funktionen automorphe Funk
tionen mit Grenzkreis. 

Auf ein genaueres Studium dieser Funktionen, welches ein Ein
dringen in die geometrisch gelieferte Transformationsgruppe erfordert, 
müssen wir hier verzichten; der Leser findet eine ausführliche Dar· 
stellung in der Monographie Fricke-Klein, "Automorphe Funktionen"1). 
Wir wollen jedoch von der Tatsache der Existenz der Modulfunktion 
noch eine wichtige Anwendung machen, indem wir den Pictlrdschen 
Satz für ganze transzendente Funktionen beweisen. 

§ 10. Der Picardsche Satz. 

Dieser Satz, welcher eine Vertiefung des Weierstrassschen Satzes 
aus Abschnitt I, Kap. 5, § 7 dinstellt, läßt sich folgendermaßen aus
sprechen: Jede ganze transzendente Funktion'J), welche ktine Konstante 
ist, nimmt beliebige vorgeschriebene Werte höchstens mit einer Aus
nahme an. 

Daß eine solche Ausnahme möglich ist, lehrt das Beispiel der 
Exponentialfunktion, welche ja nirgends verschwindet. 

Zum Beweise des Picardschen Satzes nehmen wir an, eine ganze 
transzendente, d. h. in der ganzen Ebene eindeutige und mit Aus
nahme des Punktes z = 00 reguläre Funktion G (z) nähme zwei Werte, 

etwa G = a, G = b nicht an; dann ist l; = g (z) = G ~z~ ~ a eine ganze 

transzendente Funktion, welche die Werte 0 und 1 nicht annimmt; 
den Wert 00 nimmt sie nach Definition nicht an, da sie überall im 
Endlichen regulär ist. Es sei l; = m ('I:) die erste im vorigen Paragraphen 
definierte Modulfunktion, derart, daß der Einheitskreis der 'I:-Ebene 

1) Leipzig 1897. 
2) d. h. fUr alle endlichen z reguläre, nur im Unendlichen wesentlich sin

guläre (somit eindeutige) Funktion. 
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auf die Modulftäche über der C -Ebene abgebildet wird. Wir be
trachten die Umkehrfunktion 't (C), welche zwar unendlich vieldeutig 
ist, da sie über den Stellen 0, 1, 00 Verzweigungspunkte' besitzt, von 
der wir jedoch irgendeinen Zweig herausgegriffen denken können, 
indem wir von einem Wert C und einem zugehörigen 't ausgehen 
und dann stetig an diese Zuordnung anschließen. Setzen wir nun 
als Argument C die transzendente Funktion C = g (z) ein, so gelangen 
wir zu einer Funktion 't (g (z» = T (z), welche wir näher zu unter
suchen haben. Wir behaupten, daß T (z) eine in der ganzen z-Ebene 
definierte reguläre, eindeutige Funktion von z wird. In der Tat ist T (z) 
für jeden Wert von z definiert und regulär, da C = g (z) niemals gleich 
0, 1 oder 00 wird, also die Umkehrung der Modulfunktion m ('t) = C für 
jeden so erhaltenen Wert C definiert ist. Ferner kann die Funktion T(z) 
für keinen Wert z = Zo einen Verzweigungspunkt besitzen; denn wenn 
der Wert z in einem hinreichend kleinen Kreise einen Punkt Zo um
läuft, muß der Bildpunkt C einen über der C -Ebene geschlossenen 
Weg bestreichen, der sicherlich nicht einen der Punkte 0, 1 oder 00 

umkreisen kann; also führt dieser Wert C beim Umlauf den Funk
tionswert 't(C) = T zum Ausgangswert zurück; d. h. eben T(z) ist in 
der Umgebung jeder Stelle z eindeutig. Mithin muß T (z) wieder 
eine ganze Funktion sein. Nun liegen aber alle Funktionswerte T (z) 
= 't (C) dieser Funktion im Einheitskreise I TI < 1; also muß diese 
Funktion nach dem Satze von Liouville (siehe Abschnitt I, Kap. 3 § 8) 
eine Konstante sein, was offenbar nur möglich ist, wenn auch der Wert 
des Argumentes C, d. h. die ursprüngliche Funktion g (z) = C eine 
Konstante ist. Damit haben wir den Picardschen Satz bewiesen 1). 

§ 11. Die Abbildungsfunktionen von Kreisbogenpolygonen 
als Lösungen von Differentialgleichungen. 

Während wir die Funktionen' = f(z) , welche die konforme Ab
bildung eines geradlinigen Polygons der C-Ebene auf die obere z-Halb
ebene 2) liefern, explicite darstellen konnten, haben wir dasselbe Ziel 
bei allgemeinen Kreisbogenpolygonen noch keineswegs erreicht. Wir 
wollen hier noch in Kürze zeigen, daß diese Funktionen gewissen Diffe
rentialgleichungen genügen, welche wir auf Grund der geometrischen 
Daten aufstellen können und welche umgekehrt für die fragliche konforme 
Abbildung charakteristisch sind; in diesen Differentialgleichungen, deren 
Integration ja stets, nötigenfalls durch Potenzreihenentwickelungen, mit 
Hilfe expliziter Formeln zu bewerkstelligen ist, hat man dann den 

1) Bei diesem Beweise wird von den Eigenschaften der Modulfunktion 
wesentlich nur gebraucht, dafi ihr Existenzbereich einen Teil der Ebene frei läfit. 

2) Man beachte, dafi hier die Rolle von l; und z gegenUber § 9 vertauscht ist. 
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Ersatz für die formelmäßige Darstellung der Abbildungsfunktionen 
zu erblicken. 

Um zu der Differentialgleichung zu gelangen, knüpfen wir an 
die Betrachtungen von § 7 an; wir denken uns das Kreispolygon II 
mit den Winkeln a1n, a2 n, ... , ann konform auf die obere z-Halbebene 
abgebildet, wobei den Ecken sukzessive die Punkte a1 , a2 , ••• , an auf 
der reellen Achse entsprechen mögen. Die konforme Abbildung läßt 
sich nun nach. dem Spiegelungsprinzip unbegrenzt fortsetzen, wobei 
man nach einer geraden Anzahl von Spiegelungen über der z-Ebene 
immer wieder zum selben Werte z gelangt, während dieser Operation 
in der C-Ebene eine lineare Transformation 

(1) C * = "1; + (J 
,,1;+ ~ 

entspricht; auch wenn sich also die Doppelpolygonfigur über der 
C- Ebene nicht schließt, wenn also z CC) keine eindeutige Funktion ist, 
behält sie doch den durch die Gleichungen z CC*) = z CC) ausgedrückten 
automorphen Charakter, während man C (z) eine linear polymorphe 
Funktion zu nennen pflegt. Diese lineare Polymorphie läßt sich 
folgendermaßen erklären: Die Funktion C (z) ist außer für z = a1 , 

a2 , ••• , an in der Umgebung jedes Punktes der z-Ebene eindeutig und 
nirgends wesentlich -singulär; bei Umlauf des Punktes z um einen der 
Punkte a" erfährt C eine lineare Substitution (1). 

Aus dieser Eigenschaft folgt leicht, daß C die Lösung einer ge· 
wissen Differentialgleichung dritter Ordnung sein muß. Um dies ein· 
zusehen, wollen wir einen Differentialausdruck [Cl für eine willkürliche 
analytische Funktion C herstellen, welcher gegenüber allen linearen Trans
formationen von C invariant ist, das heißt bei Definition von C* durch (1) 
der Relation [C*] = [C] genügt, ebenso wie der Ausdruck C' gegen 

die Transformation C* = C + ß, der Ausdruck f, gegen die Trans-

1;" 
formation C* = aC und der Ausdruck I' gegen die Transformation 

C* = aC + ß invariant ist. 
Um den fraglichen Differentialausdruck zu erhalten, differenzieren 

wir die Relation 
C*(YC+b)=aC+ß 

dreimal und finden so die Gleichungen 

y(C*C)' + bC*' - aC' = 0 
y(C*C)" + bC*" - aC" = 0 
y(C*C)'" + (jC*'" - aC'" = 0, 

aus welchen sich durch Elimination der Konstanten y, b, a ergibt: 

(C* C)' C*' c' 
(C*C)" C*" c" = 0, 

CC* C)'" C*'" C", 
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eme Gleichung, die nach einfacher Umformung die Gestalt 

Z;*'" _ ~ (Z;*")11 = Z;'" _ ~ (Z;")2 
Z;*' 2 Z;*' Z;' 2 Z;' 

annimmt; WIr haben hiernach in dem Ausdruck 
2 Z;' Z;'" - 3 Z;"2 (2) [~] = Z;'2 

einen Differentialausdruck dritter Ordnung mit der gesuchten Invarianz
eigenschaft, einen Ausdruck, den man in der Literatur unter dem 
Namen "Schwarzscher Differentialparameter" findet, wenngleich er schon 
vor Schwarz bei Lagrange und anderen Autoren vorkommt 1). 

Nunmehr verstehen wir unter ~ unsere linear polymorphe Funktion 
und schließen sofort, daß der für sie gebildete Schwarzsehe Differen
tialparameter sich in der ganzen z-Ebene eindeutig verhält; da weiter 
wegen der vorausgesetzten Konformität der Abbildung ~'(z) nirgends 
in der oberen Halbebene verschwindet, so erkennt man - wir dürfen 
annehmen, daß der Ausgangszweig ~ (z) in der oberen Halbebene 
keinen Pol hat -, daß (~] lediglich in den Punkten a l , a ll,· .. , an 
singulär werden kann. Wir behaupten, daß diese Singularitäten Pole 
sein müssen; man erkennt dies sofort aus der Erwägung, daß wir es 
sonst mit einer wesentlich singulären isolierten Eindeutigkeitsstelle zu 
tun hätten, in deren Umgebung [~] jedem beliebigen Werte beliebig 
nahe kommen müßte, was offenbar widersinnig ist; explizite schließen 
wir besser folgendermaßen: Nehmen wir ohne Beschränkung der All
gemeinheit etwa an: a l = 0, lim ~(z) = 0, so wird bei der konformen 

.=0 
Abbildung der oberen Halbebene auf das Kreisbogenpolygon der ge
streckte Winkel n an der reellen Achse in den Winkel cel n verwandelt; 
die Funktion ~ wird also bei der Substitution t = Z"l eine in der Um
gebung des Punktes t = ° umkehrbar eindeutige Funktion von t werden, 
muß sich daher in eine Potenzreihe nach Potenzen von t entwickeln 
lassen, welche die Form cl t+C ll t l1 + ... (Cl =1=0) haben muß, weil ~(t) 
für t = ° eine einfache Nullstelle besitzt. Indem wir nun durch Diffe
rentiation aus ~(z)=C1Zal+c2z2"1+ ... den Ausdruck [~] bilden, 
finden wir nach kurzer RechI).ung, daß er in der Umgebung von z = ° 
eine Entwickelung der Form 

Ce: 2-1 
[~] = 2 ~12'Z2 + \l3(z) 

besitzen muß, wo \l3 (z) eine für z = ° reguläre Potenzreihe in z ist. 
Damit haben wir den polaren Charakter der Singularität von [~] be
stätigt und zugleich den meromorphen Teil für diesen Pol angegeben. 
Da die Funktion [~] also bis auf endlich viele Pole überall in der 

1) H. A. Schwarz hat in einer grundlegenden Arbeit die Bedeutung dieses 
Ausdruckes erst zur rechten Geltung gebl acht. (Ges. Abhand!. Bd. 2, S. 211 ff.) 
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Ebene regulär und überdies eindeutig ist, so muß sie eine rationale 
Funktion sein. Wir haben also das Resultat: Jede linear polymorphe 
Funktion 1; (z) genügt einer Differentialgleichung dritter Ordnung 

(3) [1;J = R(z), 

wobei R (z) et'ne rationale Funktion von z ist. 

Die explicite Angabe dieser rationalen Funktion bereitet keinerlei 
Schwierigkeiten, nachdem ihre meromorphen Teile bekannt sind; im 
Falle n = 3 lautet SIe 

[1;] = 1 {(or12 -1) (a.-ag) (a.-a3) + (rxg2 _1) (a2-a.) (a2-a~) 
(z-a.)(z-a9)(z-a3) t 2rx12(Z- a1) 2org2 (z-ag) 

+ (rx32_1) (a3-a.) (a3-a2)\ 
::l1X32 (z-a3) ). 

Die Differentialgleichung (3) hat die bemerkenswerte Eigen
schaft, daß man ihre sämtlichen Lösungen kennt, wenn man eine 
von ihnen 1; besitzt; aus dem Vorangehenden ergibt sich nämlich 
unmittelbar, daß jede Lösung 1;* von (3) eine lineare Funkticn von 
einer unter ihnen, 1;, ist; da umgekehrt diese lineare Funktion drei 
willkürliche Konstanten enthäl,t, so gewinnen wir aui diese Art auch 
das allgemeine Integral der Differentialgleichung (3). 

Die Theorie dieser Differentialgleichung ist aufs engste verknüpft 
mit der Lehre von den linearen homogenen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung mit rationalen Koeffizienten. Eine Lösung der Differential
gleichung (3) läßt sich auf mannigfache Weise auffassen als Quotient 
zweier partikulärer Integrale solcher linearer Differentialgleichungen, 
und umgekehrt genügt der Quotient zweier linear unabhängiger Lö
sungen einer Differentialgleichung zweiter Ordnung einer Gleichung 
von Typus (3). Insbesondere führt der Fall n = 3 auf die hyper
geometrische Differentialgleichung. 

Auf diese wichtigen und schönen Zusammenhänge kann hier nur 
hingewiesen werden 1). 

') Der Leser findet Näheres z. B. in den Werken von Klein, "Vorlesungen 
über das Ikosaeder", autographierte "Vorlesungen über die hypergeometrische 
Funktion" und liber "Lineare Differentialgleichungen"; ferner bei Schlesing'f', 
Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen, wo die weitere 
Literatur nachgewiesen ist. 

Hurw i tz - Cour an t, Funktionentheorie. 21 
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5. Kapitel. 

Das Riemannsche Abbildungsprinzip 
und die Existenztheoreme der Funktionentheorie. 

Wir wollen nunmehr das Riemannsche Abbildungsprinzip be
weisen und die damit zusammenhängenden Fragen erörtern. Dabei 
wird sich zeigen, daß man von selbst zu sehr viel weiter reichenden 
Formulierungen und Ergebnissen geführt wird, als der in § 8 des 
vorigen Kapitels aufgestellte Satz besagt. Wir wollen zunächst zeigen, 
daß wirklich die Abbildungseigenschaften der analytischen Funktionen zu 
deren Charakterisierung hinreichen; sodann werden wir das Abbildungs
prinzip gleich für einen n-fach zusammenhängenden Bereich formu
lieren und beweisen, wobei sich die Gültigkeit des Satzes für Bereiche 
sehr allgemeiner Natur ergeben wird. Es ist dabei wesentlich, daß 
der Bereich stets als aus nur inneren Punkten bestehend aufgefaßt 
wird, daß also die Berandung nicht zum Bereiche selbst gerechnet 
wird. Wir nennen ein solches Gebiet ein offenes Gebiet. Das Ver
halten der Abbildungsfunktionen auf dem Rande werden wir besonders 
studieren. Ferner sollen noch diejenigen weitergehenden Existenz
theoreme bewiesen werden, welche für den systematischen Aufbau 
einer tieferen Theorie insbesondere der algebraischen Funktionen nötig 
sind. Alle Existenzbeweise werden wir so führen, daß dabei gleich
zeitig, wenigstens im Prinzip, ein Weg zur wirklichen Konstruktion der 
in Frage stehenden Funktionen gewiesen wird. 

§ 1. Charakterisierung analytischer Funktionen durch 
ihre Abbildungseigenschaften. 

Die Tatsache, daß eine analytische Funktion 1; (z) im wesentlichen, 
d. h. bis auf eine lineare Transformation, eindeutig festgelegt ist, 
wenn man das einfach zusammenhängende Gebiet der z-Ebene kennt, 
auf welches sie den Einheitskreis der 1; -Ebene abbildet, ergibt sich 
fast unmittelbar aus folgendem Satze: 

Eine analytische Funktion 1;1 (1;), welche den Einkeitskreis der 
1; -Ebene in siek abbildet, ist eine lineare Funktion. 

In der Tat können wir die Funktion 1;1 (1;) nach dem Spiegelungs
prinzip über den Einheitskreis hinaus in die ganze 1; -Ebene fortsetzen; 
die so entstehende Funktion bildet die volle 1; -Ebene umkehrbar 
eindeutig auf die volle 1;l-Ebene ab. Wir können von vornherein 
annehmen, daß 1;1 (0) = 0 ist, da wir sonst mittels einer linearen 

Transformation 1;/ = !~ - "1' wo a ~ 1;1 (0) gesetzt ist, die Funktion 
a~l -



§ I. Charakterisierung analytischer Funktionen. 323 

Cl (C) durch eine dieser Forderung genügende Funktion Cl * CC) er· 
setzen könnten, welche ebenfalls den Einheitskreis der C-Ebene in 
den Einheitskreis der Cl*-Ebene überführt. Die Funktion Cl (C) muß 
für C = 00 den Wert 00 annehmen, hat dort also einen Pol, während 
sie für alle endlichen Werte von C regulär ist; also ist Cl'" (C) eine 
rationale ganze Funktion, Cl = ao + al C + ... + anCn. Wir behaupten, 
daß der Grad n dieser Funktion gleich 1 ist. In der Tat würde sonst 
die Gleichung C/ = al + 2 a9 C + ... = () mindestens eine Lösung Co 
besitzen. Dann aber würde durch die Funktion Cl = Cl (C) die Um· 
gebung der Stelle Co in der C-Ebene auf die mehrfach überdeckte 
Umgebung der entsprechenden Stelle Cl (Co) der Cl-Ebene abgebildet 
werden, der Punkt Co wäre ein "Kreuzungspunkt" von Cl (C), der Wert 
Cl (Co) ein Verzweigungspunkt der Umkehrfunktion C (Cl) (vgl. Kap. 2, § 8); 
diese Tatsache aber widerspräche der eindeutigen Umkehrbarkeit von 
~l (C); also ist n = 1, und mithin ist Cl (C) eine lineare Funktion, welche 
wegen Cl (0) = 0 die Form Cl = aC haben muß; da für I C 1=;= 1 auch 
I Cl I = 1 ist, so wird I a I = 1. Setzen wir also noch voraus, daß für 
C = 0 die Ableitung C / (0) reell und positiv ist, so wird a = 1, d. h. 
die Transformation hat die Gestalt Cl = C, sie ist die "identische 
Transformation". Wir haben damit nicht nur unseren Satz bewiesen, 
sondern weiter gezeigt, daß die Transformation eindeutig bestimmt 
ist, wenn der Wert Cl (0) und die Amplitude der Ableitung Cl' (0) vor· 
geschrieben wird. 

Aus dem Bewiesenen folgt nun sofort der gewünschte Eindeutig
keitssat%: Es kann nicht mehr als eine analytische Funktion C(z) 
geben, welche das Innere e1:nes einfach zusammenhängenden Bereiches 
G der z-Ebene auf das Innere des Einheitskreises der C-Ebene um· 
kehrbar eindeutig und konform so abbildet, daß zwei vorgegebene Linien
elemente (Punkt und Richtung durch den Punkt) in den beiden Ge: 
bieten einander entsprechen. 

Wir haben nämlich, wenn C (z), Cl (z) zwei solche Funktionen 
sind, in der Funktion Cl (C) eine lineare Funktion, welche den Ein
heitskreis in sich abbildet und dabei ein Linienelement im Inneren 
ungeändert läßt; da wir dieses Element unbeschadet der Allgemein
heit im Nullpunkt annehmen dürfen und seine Richtung in die posi. 
tive reelle Achse legen können, so schließen wir sofort Cl = C, was 
gerade die Aussage unseres Eindeutigkeitstheoremes ist. - Weitere 
Beweise und Verallgemeinerungen dieses Satzes sind in §§ 10, 14 ent
halten. 

Daß nun eine solche Abbildungsfunktion tatsächlich existiert, 
wenn der Bereich G in außerordentlich weitgehender Weise willkür
lich bleibt, das ist der wesentliche Inhalt des Riemannschen Abbil
dungssatzes. 

21* 
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§ 2. Der Riemannsche Abbildungssatz und seine 
Verallgemeinerungen. 

Wir werden zu einer besonders zweckmäßigen und weitgehender 
Verallgemeinerung fähigen Form des Abbildjmgssatzes und zugleich 
zu einem Beweisansatz geführt, wenn wir uns im Sinne Riemanns 
von der anschaulichen Vorstellung der Strömung leiten lassen. Dabei 
betrachten wir einen über der z-Ebene gelegenen Bereich G, von 
dem wir fürs erste annehmen wollen, daß er "schlicht" ist, d. h. die 
Ebene nirgends mehrfach überdeckt, welcher jedoch mehrfach, etwa 
n-fach zusammenhängend sein darf. Wir definieren dabei, um nicht 
wie im Kap. 2, § 4 auf "Randkurven" uns beziehen zu müssen, den 
n·fachen Zusammenhang folgendermaßen: Zunächst verstehen wir 
unter einem Querschnitt Q ein stetiges, sich selbst nicht überschnei
dendes Kurvenstück 1), dessen beide Endpunkte Randpunkte des Ge· 
bietes G sind; dann heißt das Gebiet G n-fach zusammenhängend, wenn 
es durch 1'e n voneinander getrennte Querschnitte sicherlich in getrennte 
Teilgebiete zerlegt wird, während man geeignete n - 1 Querschnitte 
ziehen kann, ohne daß G in Stücke zerfällt. 

Unter einem zusammenhängenden Bandstflck des Gebietes ver
stehen wir eine solche Punktmenge r von Randpunkten, daß jeder 
Querschnitt, welcher seine beiden Endpunkte auf r hat, das Gebiet 
G zerlegt; insbesondere kann ein solches Randstück sich auf einen 
isolierten Punkt reduzieren. Man erkennt anschaulich unmittelbar, daß 
die hier gegebene vorsichtigere Formulierung der Begriffe im Ein
klang steht mit der Definition aus Kap. 2, § 4, wo das n-fach zu
sammenhängende Gebiet als ein Gebiet mit n getrennten Randkurven 
erklärt wurde. Unsere jetzige Definition ist insofern allgemeiner, als 
man unter Umständen nicht mehr von Randkurven sprechen kann, 
wie spätere Beispiele (§ 7) erläutern werden. Genau dieselben 
Definitionen und Überlegungen gelten für Gebiete auf der Kugel; 
wir sehen hieraus, daß unsere Begriffe auch noch anwendbar bleiben, 
wenn das Gebiet den unendlich fernen Punkt im Innern oder auf dem 
Rande enthält. 

Bei der Definition der Zusammenhangszahl können wir iede Be
ziehung auf die Randpunkte vermeiden, wenn wir unter einem Quer
schnitt des Gebietes G allgemeiner eine solche Kurve verstehen, welche 
in jedem ganz im Inneren von G liegenden Teilgebiet, soweit sie in 
diesem verläuft, stetig ist und in G weder sich schließt noch endigt. 
Es sei ferner schon hier darauf hingewiesen, daß unsere Definition 
auch dann noch ebenso brauchbar bleibt, wenn der Bereich G die Ebene 

1) Vgl. Anm. 1) auf S. 43. 



§ 2. Der Riemannsche Abbildungssatz. 325 

nicht mehr einfach überdeckt, sondern als Riemannsche Fläche über 
der z-Ebene ausgebreitet ist. 

Wir stellen uns vor, daß wir in einem solchen Bereich G 
einen Strömungsvorgang erzeugen, indem wir in einem inneren Punkte, 
etwa dem Punkte 0 mit den Koordinaten x = 0, y = 0 (z = x + iy) 
eine Doppelquelle (Dipol) auf die Oberfläche aufsetzen 1); das Potential 

u (x, y) der Strömung möge also in 0 etwa die Singularität ~9 
x +" 

besitzen, das konjugierte Potential v (x, y) die Singularität ;:" 9' 

x +" 
Wir wollen uns zunächst durch rein heuristische Betrachtungen 

eine Vorstellung von dem Verlauf der entstehenden Funktionen ver
schaffen. 

Die Strömung muß längs der Kurven v = konst. erfolgen, indem 
der Strom aus der Doppelquelle in 0 parallel zur x·Achse austritt 
und wieder dorthin in derselben Richtung zurückkehrt, wie das in 
Fig. 93 auf S. 281 gekennzeichnet 
ist. Längs einer geschlossenen 
Kurve v = konst., welche keinen 
Kreuzungspunkt enthält, werden 
sich die Werte von u monoton 
von - 00 bis + 00 ändern, wenn 
wir von 0 ausgehend zu 0 zurück
kehren; denn es ist zufolge der 
Cauchy-Riemannschen Gleichungen 
0'14 ov d' . R' h FS = a;;' unter S le In lC tung 

der Strömung gemessene Bogen
länge auf der Strömungslinie, 
unter 11 die Länge auf der nach 
der linken Seite genommenen Nor
male verstanden; und da die Werte 
von v auf der einen Seite der 
Kurve v = konst. größer, auf der F ig . 107. 

anderen Seite kleiner sind als konst., 

so hat :: längs der ganzen Kurve v = konst. ein konstantes Vorzeichen. 

Es ist nun ohne weiteres plausibel, daß das Bild der Strömungs
kurven so aussieht, wie es in der Figur 107 für den Fall n = 2 an
gedeutet ist, d. h. daß Kreuzungspunkte der Strömung in G nirgends 
entstehen, und daß alle Kurven v = konst. einfach geschlossene durch 
o gehende, ganz im Innern von G verlaufende Kurven sind. mit Aus-

1) Wir denken uns z. B. die Oberfläche elektrisch leitend, und setzen in 
o einen elektrischen Dipol auf. 
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nahme von zwei Kurven v = Cl und v = c2 ' von denen jede auf 
eines der beiden zusammenhängenden Randstücke von G mündet und 
sich auf diesem gewissermaßen in zwei Stromäste spaltet, die in 
entgegengesetzter Richtung um das Randstück herumführen, sich an 
einem Randpunkte wieder vereinigen und durch das Innere nach 0 ge
meinsam zurückfließen. Diese beiden Ausnahmestromlinien können 
natürlich auch zusammenfallen. 

Jede Stromlinie, welche ganz im Inneren verläuft, wird durch die 
analytische Funktion i; = u + iv = fez) auf eine volle Gerade v = konst. 
der i; -Ebene umkehrbar eindeutig abgebildet, wobei der Punkt 0 dem 
Punkte i; = 00 entspricht; lassen wir den Wert der Konstanten von 
- 00 bis + 00 monoton wachsen, so wird die Gerade v = konst. 
die ganze i;-Ebene einmal überstreichen; nur bei den Ausnahme
getaden v = Cl' V = c2 haben wir zu beachten, daß nicht ihre sämt
lichen Punkte inneren Punkten von G entsprechen; vielmehr wird 
zu dem betreffenden Randstück von G eine Strecke auf der Geraden 
v = Cl bzw. v = c2 gehören, so daß man also die i;-Ebene längs 
zwei, allgemein längs n, solchen geradlinigen Strecken parallel zur 
reellen Achse aufgeschnitten denken muß; einen solchen Bereich 
wollen wir einen geradlinigen Schlitzbereich nennen. Dann wird durch 
unsere Betrachtung folgender Satz plausibel: Jeder in der z-Ebene 
liegende schlichte n-fach zusammenhängende Bereich läßt sich umkehrbar 
eindeutig und konform durch eine analytische Funktion i; = f (z) auf 
einen geradlinigen Schlitzbereich der i; -Ebene abbilden, und zwar so, 
daß sich dabei die Abbildungsfunktion f(z) an einer gegebenen Stelle 
z = Zo in G bei gegebenem ce in der Form darstellen läß! 

f(z) = _IX_ + g(z), 
Z-Zo 

wobei g (z) für z = Zo regulär ist. 
Den beiden Ufern des Schlitzes werden dabei natürlich verschie

dene Teile des zugehörigen Randstückes von G entsprechen. Unter 
Umständen können ein oder mehrere Schlitze sich auf einzelne Punkte 
reduzieren. Dann wird die Umkehrfunktion z (i;) in der Umgebung 
dieses Punktes überall eindeutig, regulär und beschränktl) bleiben, muß 
also in den Punkt selbst hinein regulär fortgesetzt werden können, 
d. h. der betreffende Punkt i; in der i;-Ebene entspricht einem iso
lierten Grenzpunkt von G, den man ebensogut hätte weglassen 
können. 

Für den Fall n = 1 haben wir in unserem Resultate den Riemann
sehen Abbildungssatz; denn wenn G nicht aus der ganzen oder der 

1) Falls, wie wir annehmen dürfen, der. Punkt z = 00 nicht auf der Be
grenzung von G liegt. 
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"punktierten" z-Ebene besteht, so können wir also G auf die mit einem 
geradlinigen Schlitz versehene ,'-Ebene konform abbilden; wir dürfen 
-den Schlitz durch eine Parallelverschiebung und Dilatation in die Strecke 
- 1 <u < 1 der u-Achse verlegt denken, und bilden dann durch 
die uns wohlbekannte Funktion 

Jt;-=! 
~l=Vt;+l 

diese geschlitzte Ebene auf die obere ~l-Halbebene ab, was ja gleich
bedeutend mit der Abbildung auf den' Einheitskreis ist; da wir den 
Einheitskreis so in sich selber konform abbilden können, daß dabei 
zwei beliebige Linienelemente einander entsprechen, so ist damit der 
Riemannsche Satz in seiner ursprünglichen Form gewonnen. Wir er
kennen, daß bei dieser Formulierung seine Gültigkeit in dem trivialen 
Ausnahmefall aufhören muß, wenn G dt'e punktierte oder die volle 
Ebene ist. 

Wollen wir dem Abbildungssatze eine ausnahmslos anwendbare 
Formulierung geben, so können wir sagen: Jed5r schlichte einfach 
zusammenhängende Bereich läßt sich umkehrbar eindeutig und kon
form auf die voUe Zahlenkttgel höchstens mit Ausnahme eines Kreises 
.abbilden. Dabei sehen wir im Grenzfalle einen Punkt als einen Kreis 
von verschwindendem Radius an. 

Die vorangehenden Betrachtungen müssen nun zu einem wirk
lichen Beweise ausgestaltet werden. Unser Ziel wird sein, zu dem 
vorgegebenen Bereiche G eine überall in G eindeutige analytische 
Funktion ~ = f(z) mit der vorgeschriebenen polaren Singularität in 
Z = zo' oder, was keine Beschränkung bedeutet, in z = 0 zu kon
struieren, deren Imaginärteil v bei Annäherung an ein Randstück einem 
konstanten Grenzwert zustrebt. 

Der gesuchte Beweis wird uns auf Grund eines Ansatzes gelingen. 
welcher unter dem Namen "Dirichletsdles Prinzip" schon analog von 
Riemann, allerdings ohne hinreichende Begründung, verwendet wurde. 

§ 3. Der Beweisansatz des Dirichletschen Prinzipes. 
Wir suchen die Potentialfunktion u der Strömung durch ein 

Minimalprinzip zu charakterisieren, indem vom physikalischen Stand
punkte aus plausibel erscheint, daß z. B. die elektrisch gedachte 
Strömung möglichst geringe Joulesche Wärme entwickelt. Die in 
einem Gebiete von unserer Strömung erzeugte Wärme ist proportional 
dem Integral 

D[u] =Jf[(~~Y + (~;rJ dxdy, 

welches über dieses Gebiet zu erstrecken ist und nunmehr unabhängig 
von seiner physikalischen Deutung der Betrachtung zu Grunde ge-
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legt wird 1). Leider wird aber dieses Integral, wenn es über ein den 
Punkt 0 enthaltendes Gebiet erstreckt wird, unendlich. Um diesem 
Übelstande zu begegnen, denken wir uns den Punkt 0 mit einem 
noch ganz im Inneren von G liegenden konzentrischen Kreise K mit 
der Peripherie" umgeben, welcher den Radius a haben möge. Wir 
definieren ferner eine an der Kreisperipherie unstetige Funktion S (x, y) 
durch 

(1) {
XX 

S(x,y) =X2+y2+/ii 
=0 

In K einschließlich der Peripherie", 

außerhalb K. 

Diese Funktion S besit2;t dieselbe Singularität wie die gesuchte Poten· 
tialfunktion u; die Funktion U = u - S ist zwar an der Kreisperipherie 
" unstetig, aber ihr Integral D [U] darf nunmehr über den Punkt 0 
hinüber erstreckt werden '). 

Wir merken ferner an, daß auch die Funktion S eine Potential· 
funktion ist, d. h. überall in K außer in 0 der Differentialgleichung 

(2) LfS= 0 

genügt, und daß fernet: längs " die Relation 

(3) oS =0 
0" 

besteht, wenn mit :" die Differentiation nach der inneren Normale 

des Kreises bezeichnet wird; diese letzte Eigenschaft ergibt sich sofort 
indem wir Polarkoordinaten '; {) im Kreise einführen, wodurch S in 

die Gestalt ~os () + I'g cos {) übergeht, aus der sofort, da die Richtung 
I' a 

des Radius mit mit der Normalen 'P zusammenfällt, 

(OS) _ (OS) _ 0 
01' ,=" - 0" ,=" 0-

folgt S). 

Um nun unseren Beweisansatz bequem formulieren zu können,. 
erinnern wir vorab an einige Begriffe aus der Theorie der reellen 
Funktionen. 

Wir wollen eine Funktion f(x, y) in dem Gebiete G stilckweiS6 
stetig nennen, wenn G durch endlich viele glatte Linienstücke so in 

1) Bei mechanischer bzw. thermischer Deutung wUrde die kinetische Ener· 
gie bzw. die pro Zeiteinheit transportierte Wärmemenge zu betrachten sein~ 

2) Die von Weyl herrührende Einführung der obigen Funktion S bringt 
bei der Durchführung des Beweises gegenüber früheren Ansätzen Verein
fachungen mit sich. Vgl. Weyl, Die Idee der Riemannscben Fläche (Leipzig 
1913). 

3) Das Bestehen der Relation (3) ist, wie sich in den folgenden Seiten 
zeigen wird, entscheidend für die Einfachheit der Beweisführung. 
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endlich viele Teilgebiete zerlegt werden kann, daß f im Inneren jedes 
Teilgebietes stetig ist. Unter dem Integral der Funktion f über das 
Gebiet G wollen wir dann die Summe der entsprechenden Integrale über 
die Teilgebiete verstehen. 

Ferner müssen wir erklären, was wir unter dem Integral einer 
Funktion f über ein Gebiet G zu verstehen haben, wenn diese Funk
tion entsprechend unserer Auffassung des Gebietes als eines offenen 
nur für die inneren Punkte, nicht aber für den Rand definiert ist. Wir 
fassen dann das Gebiet G als Grenze einer Folge von "abgeschlossenen" 
Gebieten Gi' G2 , Gs, . .. auf, d. h. solchen Gebieten, bei denen der 
Rand hinzugerechnet wird, und wählen diese Gebiete so, daß die 
Berandung eines jeden aus endlich vielen stückweise glatten Kurven
stücken besteht, daß G"_ l ganz in Gn liegt, und daß - hierin liegt 
die Konvergenz der G .. gegen G - jeder Punkt von G in allen G .. 
von einem. gewissen n ab gelegen ist 1). Wir definieren das Integral 
von f tiber G als den Grenzwert 

f f f d x d Y = lim f f f d x d y, 
G n=oo Gn 

vorausgesetzt, daß dieser Grenzwert existiert- und von der speziellen 
Wahl der Approximationsgebiete G .. unabhängig ist 2). 

Nunmehr betrachten wir alle in G bis auf den Punkt 0 stetigen 
und mit stückweise stetigen ersten Ableitungen versehenen Funktionen 
rp, für welche die Differenz 

(4) tP=rp-s 

1m Punkte 0 stetig ist; wenn das über Gerstreckte "Dirichletsche
In!egral" 

D [tP] = f f [tf>x2 + tf>y2] dx dy 
G 

für die an der Kreisperipherie " unstetige Funktion tf> eXIstIert, so 
wollen wir tf> bzw. rp zulässige Funktionen nennen. Wir stellen nun 
das folgende Minimumproblem: Unter allen zulässigen Funktionen tf> 

1) Man erhält z. B. fUr das schlichte Gebiet G solche "ineinander ge
schachtelten" Gebiete Gn , indem man von einer Einteilung der Ebene in 
Quadrate der Seitenlänge 1 ausgeht und diese Quadrate durch fortwährende 

Seitenhalbierung in Quadrate der Seitenlänge ~, 2\' ... , ~n' .• , zerlegt; dann 

definieren wir von 'einem gewissen n ab Gn als das Gebiet, welches aus. 
allen Quadraten unserer Einteilung besteht, die ganz in G liegen und die 

S 't I" 1 b . el en ange 2n eSltzen. 

2) Wenn, wie dies hier der Fall sein wird, f durchweg nicht negativ ist, 
dann ist die Unabhängigkeit des Grenzwertes von der speziellenWahl der Gn 
selbstverständlich. 
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ist eine solche zu finden, für welche das über G erstreckte Integral 
D [11)] einen möglichst kleinen Wert besitzt. 

Wenn es eine solche Funktion U gibt, dann würde aus den 
Regeln der Variationsrechnung sofort folgen, daß U und ebenso die 
bis auf 0 stetige Funktion u = U + S der Potentialgleichung j U = 0 bzw. 
j u = 0 genügt; aber gerade die Frage nach der Existenz einer Lö
sung des Minimumproblems, deren bejahende Antwort Riemann als 
eine Selbstverständlichkeit annahm, bedeutet die wesentliche Schwierig
keit l ). Wir müssen, um unseren Ansatz, das "Dirichletsche Prinzip" 
:zu einem wirklichen Beweise auszugestalten, ohne Berufung auf andere 
mathematische Disziplinen direkt eine Lösung des Minimumproblems 
konstruieren und so die Existenz der Lösung nachweisen. 

§ 4. Das Dirichletsche Integral. 
Der Durchführung des Beweises schicken wir einige :Betrach

tungen über das Dirichletsche Integral 

(1) D [q;] = f f(q;,/ + q;/) dx dy 
B 

voraus, welches über einen beliebigen Bereich B erstreckt gedacht 
wird, und das wir zur Kennzeichnung des Integrationsbereiches, wenn 
nötig, mit einem Index, bezeichnen, z. B. DB [q;]. Bei Einführung von 
Polarkoordinat.en r, {} mit einem beliebigen Anfangspunkt nimmt das 
Integral die Form an 

(2) D[q;]=ff(q;/+~q;*2)rdrd{}, 
B 

wie man aus den Transformationsformeln 

x = r cos {} , y = r sin {} 

unmittelbar bestätigt. Bei Drehung und Verschiebung des Koordi
natensystems bleibt D [ ep] ungeändert. Führen wir noch die Be
zeichnung 

(3) D[q;,V']=ff(epxV'x+epyV'y)dxdy 
B 

ein, so gilt bei konstantem 1 und ft die Identität 

(4) D [lep + ftV'] = XI D [ep] + 21ft D [ep, tp] + ft2 D [11'], 
und da D [lep + ftV'] eine negativer Werte nicht fähige homogene 
quadratische Funktion von 1, ft ist, folgt 

(5) D [q;, 11']2 < D [ ep ] . D [V']' 
wobei natürlich überall vorausgesetzt ist, daß die betreffenden Inte
grale überhaupt einen Sinn haben. Aus (5) folgt sofort, daß die Exi
stenz von D [q;] und D [V'] die von D [ep, 11'] nach sich zieht. 

~ 1 Vgl. zum historischen Zusammenhang § 17. 
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Mit der Bezeichnung (3) können wir die Greensehe Formel (3a) 
aus Kap. 1, § 1 in folgende Gestalt setzen: 

(6) D [<p, 1I'J = - II <pA ",dxdy + I <p iJ~'P ds. 
B uV 

Hierbei ist B ein von stückweise glatten Randkurven begrenzter 

Bereich, ä~ bedeutet die Differentiation nach der äußeren Normale 

des Gebietes B auf dessen Rande, ds das Bogenelement auf dem 
Rande, und es wird vorausgesetzt, daß überhaupt die hier auftretenden 
Integrale einen Sinn haben, daß ferner die Funktionen p, "P beide 
in B einschließlich des Randes stetig sind, und daß dasselbe für die 
ersten und zweiten Ableitungen von", gilt, während für<p nur stück
weise die Stetigkeit 1) der ersten Ableitungen verlangt zu werden braucht. 
Der Gültigkeitsbereich der Formel (3a) aus Kap. I, § 1 kann nämlich sofort 
durch folgende Überlegung über die dortigen Voraussetzungen hinaus 
erweitert werden. Wenn wir für p die Voraussetzung der Stetigkeit 
der ersten Ableitungen auf dem Rande aufgeben, ohne daß die linke 
Seite ihre Bedeutung verliert, so muß diese gleich der rechten Seite 
bleiben, denn die Formel ist gewiß richtig für jedes ganz in B 
liegende Teilgebiet B' und geht offenbar in die Formel für B stetig 
über, wenn wir B' gegen B konvergieren lassen. Indem wir nun 
aus solchen Bereichen einen neuen Bereich zusammensetzen, erkennen 
wir, da die Randintegrale über die gemeinsamen Begrenzungsstücke 
der Teilbereiche sich in gewohnter Weise wegheben, die Gültigkeit 
von (6) in dem behaupteten Umfang. 

Das Dirichletsche Integral ist gegen konforme Abbildung invariant, 
d. h. bei konformer Abbildung des Gebietes B auf ein Gebiet B* 
durch die Funktion 1; = f(z) = u + iv gilt für jede Funktion p, bzw. 
für jedes Funktionenpaar p, "P, für welches die betreffenden Integrale 
einen Sinn haben, 

I I (p", "P", + Py "P,)dx dy = J I (Pu "Pu + Pv "Pv) du dv. 
B B* 

Wegen der Cauchy-Riem:lnnschen Differentialgleichungen haben 
WIr nämlich 

p", "Px + Py"Py = (Pu 1I'u + Pv"P,,) (u", 2 + u/). 
Andererseits ist ux"J + u,,/ = u'" vy - u" v", gerade die Funktional

determinante von u, fJ nach ·x, y; somit gilt in der Tat nach dem 
bekannten Satze der Integralrechnung über Transformation von Doppel
integralen die obige Relation. 

1) Es sei ausdrücklich darauf hingewiesen, dati nach unserer Definition 
auf S. 328 diese Eigenschaft über das Verhalten der Ableitungen auf den in 
Frage kommenden Rändern nichts besagt, im Gegensatz zu einem sonst ge
legentlich vorkommenden Sprachgebrauch. 
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Statt uns auf diesen Satz der Integralrechnung ZU. berufen, 
könnten wir übrigens auch auf die anschauliche Tatsache hin~eisen, 
daß ux2 + u y2 = 1 f'(z) 12 das fllächenhafte Vergrößerungsverhältnis bei 
der konformen Abbildung ist. 

Setzen wir speziell q; = tp = u, so erhalten wir 

D [ u] = f f 1 f' (z) 12 d X d y = f J du d V. 
B B· 

Also: Das Dirichletsche Integral einer Potentialfunktion u über 
ein Gebiet B stellt den Flächeninhalt des betreffenden Bildbereiches B* 
von B dar, welcher durch die Funktion C = u + iv über der C -Ebene 
entworfen wird. 

Wir werden später aus der Kleinheit des Dirichletschen Inte
grales (1) auf den Integranden selbst Rückschlüsse zu ziehen haben; 
dies ist bei beliebiger Funktion q; schwierig, gelingt jedoch leicht, 
wenn man q; = P als Potentialfunktion, d. h. Realteil einer analyti
schen Funktion nimmt. Es gilt dann folgender für zahlreiche An
wendungen in der Funktionentheorie nützliche Hilfssatz. 

Hilfssatz I. Ist P (x, y) eine im Bereiche B reguläre Potential
funktion, deren Dirichletsches Integral D [P] unterhalb einer Schranke M 
liegt, ist ferner B' irgendein fester abgeschlossener, ganz im Inneren 
von B liegender Bereich, so ist überall in B' der Integrand P",'J + Py'll 
kleiner als eine nur von M abhängige und mit M zugleich gegen 
Null strebende (übrigens M proportionale) Schranke m = m(M). Mit 
anderen Worten: Bildet die in B analytische Funktion C = P + iq = f(z) 
den Bereich B auf einen Bereich ab, dessen Flächeninhalt tlnter der 
Schranke M liegt, so bleibt für J"eden im Inneren von B liegenden 
abgeschlossenen Teilbereich B' das Vergräßerungsverhältnis 1 r (z) 1 unter
halb einer nur von M (und natürlich der Waht von B') abhängigen, 
mit M gleichzeitig gegen Null rückenden Schranke. 

Berücksichtigt man, daß zufolge der Sätze in Kap. 2, § 5 die 
Grenzfunktion einer gleichmäßig konvergenten Funktionenfulge 

f1 , f2 , 's' ... bzw. Pi' P'J' Ps' .. , 
wieder eine analytische Funktion von z = x + iy bzw. eine Potential
funktion von x, y wird, wenn die . Funktionen f.,(z) bzw. P.,(x, y) es 
sind, so erhält man sofort folgendes Resultat: . 

Hilfssatz Ia. Ist u i ' us' u3 ' ••• eine Folge von Potentialfunktionen 
in B, für welche 

wird und welche in einem Punkte von B konvergieren, so konvergieren 
die Funktionen in J"edem ganz innerhalb B liegenden abgeschlossenen 
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Teilgebiet B' gleichmäßig gegen eine Konstante; setzen wir dagegen 
außer der Konvergenz der un in einem Punkte voraus, daß das Di
richletsche Integral D [un - um] bei hinreichend großen mund n be
liebig klein wird, 

limD[un-umJ=O, 
n=ao 

m=oo 

so konvergieren die Funktionen un in jedem ganz innerhalb B liegen
den Bereiche B' gleichmäßig gegen eine .Potential/unktion u. 

Zum Beweise des Hilfssatzes I betrachten wir für die analytische 
Funktion ((z) = p + iq die Ableitung (' (z) = p", + ipy in einem ganz 
innerhalb B liegenden Kreise K mit dem Radius R. 

Nach Kap. 2, § 5 gilt für den. Funktionswert f' {zu) im Mittel
punkte Zo 

(7) f' (z ) = ~ S f' (t) d t (t - Zo = r eil}, ° < f} < 2 n, r < R). o 2nt t-zo 

Es ist also gewiß, wenn wir Polarkoordinaten r, f} in K eIn
führen, mit r multiplizieren und von Obis R integrieren 

(8) R2 1 SSt' (t) 1 SS f'(z ) .. - = -. -. rei,'f·idf}·r dr = - f'(t)dxdy 
o 2 2nt re','f 2n ' 

K K 

somit erst recht 

1f'(zo)l< n~2 IIIf'(t)ldxdy. 

Wir wenden nun die in Abschätzungen der Integralrechnung so 
häufig wichtige "Schwarzsehe Ungleichung" an, • welche für irgend zweI 
in einem Gebiete G definierte reelle Funktionen h, 1 besagt 

(9) (I h·lag)'J < I h'J dg· I l'J dg; 

dabei ist es gleichgültig, ob wir es mit Funktionen einer oder 
mehrerer reeller Variablen zu. tun haben; je nachdem wird das Inte
grationsgebiet G eindimensional oder mehrdimensional sein und mit 
dg dessen Linienelement bzw. Flächenelement usw. bezeichnet werden. 
Die Ungleichung (9) folgt sofort aus der Bemerkung, daß der in 
den Parametern l, p, homogene quadratische Ausdruck 

I(U + p,h)2 dg 
G 

negativer Werte nicht fähig ist. 

Wenden wir die Ungleichung (9) auf den Kreis K an, indem 
wir l = 1, h = 1 f' (t) I setzen, so erhalten wir aus (8) 

! f' (zo) 12 = p",2 + Py'J < R!3f·DK [P]· 
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Nun kann jeder Punkt unseres Bereiches B', welcher ganz im 
Inneren von B liegt, als Mittelpunkt eines Kreises K mit festem 
Radius R aufgefaßt werden, der noch ganz im Inneren von B liegt, 
für den also DK [P] < M ist. Mithin haben wir für das Gebiet B' 
gleichmäßig 

(10) 

womit der behauptete Satz I bewiesen ist. Der Hilfssatz I a ist eine 
unmittelbare Folge von I; denn mit D rUn] konvergieren auch die Ab
leitungen von un in B' gleichmäßig gegen Null. 

Wenn wir zwar nicht die Konvergenz der Funktionen un in 
einem inneren Punkte von B voraussetzen, 'dagegen entsprechende 
Voraussetzungen über ein Stück' des Randes machen, so können wir 
ebenfalls auf die Konvergenz im Inneren schließen. Speziell gilt 

Hilfssatz I b. Wenn tür die Folge de, Potential/unktionen ul' 
U\l' ua,··· die Relation 

n=ao 

gilt, und wenn sämtliche u" au/ einem glatten Kurvenstück C des Randes 
verschwinden, so konvergieren die Funktionen u" in iedem inneren Teil
gebiet B' gleichmäßig gegen Null. 

Nach Hilfssatz I a wissen wir, daß bei hinreichend großem n 
die Funktion u" in einem festen inneren T~ilgebiete B' mit beliebiger 

Genauigk-eit gleich einer Konstanten c" sein 
muß. Wir betrachten nun, indem wir an-

1-- - ------, 112 nehmen, daß C nicht eine zur x-Achse paral
lele Strecke sei - sonst würden wir einfach y 
mit x vertauschen - eine im Inneren von B 
liegende zur y-Achse parallele Strecke Al All 

A, (x = a, Yo < y < Yo + b), von der wir an
nehmen dürfen, daß die von- ihren Punkten 

C nach einer Richtung, etwa nach links, gezo· 
F ig . 10 . genen Parallelen zur x-Achse das Kurvenstück C 

nur in einem Punkte treffen (siehe Fig. 108). 
Es sei x' die Abszisse dieses Schnittpunktes, dann wird, wenn 

wir u statt u,. schreiben, u (x', y) = 0, und wir haben zufolge der 
Schwarzsehen Ungleichung, angewandt für h = 1, 1= u." 

(u (a, y) - u (x', y))\l = U (a, y)'J 

a a a 

= (f u'" (x, y) dx)2 < i a - x' I· f u;rll dx < L f (ux~ + u/) d x, 
~ ~ ~ 

wobei L eine von y unabhängige obere Schranke der Streckenlängen 
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la - x' I bedeutet; also wird nach Integration über y im Intervalle 
Yo <y < yo+b 

y.+b 

J U (a, y)2 d Y :::;:;: L DBo [u] < L D [ u ], 
11. 

wobei B* das Gebiet zwischen Al A 2 , den Geraden y = Yo' Y = Yo + b
und C bedeutet. Da die linke Seite bei hinreichend großem n mit 
beliebiger Annäherung gleich b· c,. 2 ist, während rechts eine gegen 
Null konvergierende Zahl steht, so wird auch c,. gegen Null kon
vergieren, und somit folgt aus Hilfssatz Ia die Konvergenz der u ... 
gegen Null in allen inneren Pu.nkten, wie behauptet wurde. 

Unsere Hilfssätze behalten ihre Gültigkeit auch, wenn der Be
reich B den unendlich fernen Punkt im Innern enthält, worauf aus
drücklich hingewiesen sei. In der Tat können wir ja durch eine ge
eignete lineare Transformation die Umgebung des unendlich fernen 
Punktes stets ins Endliche verlegen, wobei das Dirichletsche Inte
gral seinen Wert nicht ändert; wir können daher auch für solche 
Bereiche alle für den Beweis unserer Hilfssätze nötigen Schlüsse un
verändert durchführen, wie ja überhaupt der unendlich ferne Punkt 
nirgends eine Ausnahmestellung einnimmt. 

An zweiter Stelle in diesem Paragraphen wollen wir die Aus
nutzung der Minimumsforderung beim Ansatz des vorigen Paragraphen 
vorbereiten, indem wir folgenden auf einen Kreis K bezüglichen Hilfs
satz beweisen. 

Hilfssatz 11. Es sei w (x, y) eine im Kreise K vom Radius R 
einschließlich des Randes stetige und stückweise mit stetigen Ableitungen 
versehene Funktion mit endlichem Dirichletschen Integral D [wJ, es sei 
u dieienige im Inneren von K reguläre Potentialfunktion, welche auf 
dem Rande mit w übereinstimmt, dann existiert 1) D [u], und es gilt 

(11) D [uJ < D [w]. 
Die Randwertaufgabe für den Kreis, welche wir in Kap. 2, § 5 

durch das Poissonsche Integral gelöst haben, ergibt sich also hiernach 
als äquivalent mit der Minimumsaufgabe, bei gegebenen Randwerten 
D [w] zum Minimum zu machen. 

Der Beweis unseres Hilfssatzes würde sofort folgen, wenn wir 
die Greensche Forme! (6) für "I' = u, ffJ = u - w auf den Kreis an
wenden dürften; denn dann ergäbe sich D [u, u - w] = 0 und also-

D [w] = D [u + (w - u)] = D [u] + D [w - u] > D [u]. 

1) Gerade dieser Punkt bedarf eines Beweises, da man leicht stetige Rand-
werte vorschreiben kann, für welche D [u] unendlich wird; z. B. 

f ({}) = 1: cos (~3~) • 
.. =1 n 
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Da aber im allgemeinen auf dem .Rande von K über die Ab
leitungen von U gar nichts ausgesagt werden kann, so sind wir zu 
einem kleinen Umwege beim Beweise gezwungen. Die Randwerte 
von w oder U bilden eine stetige Funktion f( {}) von f} mit der 
Periode 2]1;, wenn, wie vorher, mit r, {} konzentrische Polarkoordi
naten bezeichnet werden. Mit K 1 , K 2 , K a, .•. bezeichnen wir eine
Folge wachsender konzentrischer Kreise, deren Radien gegen R kon
vergieren. 

Durch die Poissonsche Formel (9) auf S. 270 ist U dargestellt 
in der Form 

U = limun , 
1Z=CC: 

wobei u" eine in der ganzen Ebene reguläre Potentialfunktion be
deutet, und für r = R 

trigonometrische Polynome noten Grades, d. h. Ausdrücke der Form 

a n T + .1,' (ak cos k {} + b" sin k {}) 
"=1 

bzw. 
1 n 
R .2 (k ak cos k {} + k bk sin k {}) 

k=1 

sind. Dabei ist 
2n 2n 

a" = ! f f({))cosk{}d{} = ! f w(R, {})cosk{}d??, 
o 0 

2.n: 2n 

b" = ! f f({}) sink{}d{} = !J w(R, {}) sink{}d{}. 
o 0 

Längs der Kreisperipherie wird also für k = 0, 1, 2, ... , n 
2", 2", 

J(w - un)cosk{}d{} = 0, J(w - un)sink{}d{} = 0, 
o o 

mithin 

(12) 

Nunmehr bilden wir das Integral 

(13) D[w]= D rUn + (w-U,,)] = D rUn] + 2 D [Un ' W - u .. ] +D [w - uJ 
und formen D [u", w - u,,] nach der Greenschen Formel um, welche 
wir für "p = un ' cP = W - un auf den Kreis K anwenden dürfen, da 
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Un stetige erste und zweite Ableitungen in K einschließlich des Randes 
besitzt, Es ergibt sich, wenn wir (1 ~) berücksichtigen, wegen Au = 0 

D rUn' w-un] = o. 
Mithin wird 

also gewiß 
D [un ] < D [w] . 

Erst recht haben wir daher für jedes h 

DKh rUn] < D [wJ, 

und, da in K h die Funktion un mit ihren sämtlichen Ableitungen 
gleichmäßig gegen .U und die Ableitungen von u konvergiert, 

DK,,[u] < D [w]; 

nun ist aber nach Definition 

D [u] = lim DKh [u]. 
h=oo 

Also haben wir auch 

D[uJ<D[w], 
wie behauptet wurde. 

Es sei schließlich noch bemerkt, daß genau dieselben Über
legungen und Resultate gelten, wenn man unter K das Äußere eines 
Kreises versteht. 

§ o. Lösung des Riemannschen Minimumproblems. 

Wir wollen nunmehr das Minimumproblem lösen, welches wir 
zum Schluß von § 3 formuliert haben, und halten fürs erste an der 
Voraussetzung der Schlichtheit von G fest. Wir legen dabei die Be
zeichnungen von § 3 zugrunde. Zunächst zeigen wir, daß das Problem 
überhaupt einen Sinn hat, d. h. daß es wenigstens eine zulässige Funktion 
F = cP gibt, für welche das Integral D [CP], über den Bereich G er
streckt, einen endlichen Wert besitzt. Ist nämlich K' ein konzen
trischer Kreis zu K mit dem Radius a' > a, und liegt auch K' noch 
ganz im Inneren von G, so definieren wir F -:- 0 in Kund außer-

, -2 r--a' 
halb K und, in Polarkoordinaten geschrieben, F = - cos {}. --::I 

a a-a 
in dem Kreisring zwischen Kund K'; offenbar ist F eine zulässige 
Funktion mit endlichem D [F] • 

Ob das Minimumproblem eine Lösung besitzt, muß zunächst 
dahingestellt bleiben; jedenfalls aber ist gewiß, daß die Gesamtheit 
der Werte D [ CP], welche durch Einsetzen zulässiger Funktionen cP ent-

HurwilJ-Courant, Funktionentheorie 22 
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stehen können, eine untere Grenze d ~ 0 besitzt, derart, daß für jede 
zulässige Funktion 
(1) D(4)]~d 

gilt, und daß es Funktionsfolgen 4)1' 4)2' 4)3' ... gibt, für welche 

( 2 ) lim D [ cf> ,,] =. d 
n=oo 

wird; unter Umständen könnten dabei alle Funktionen fP .. gleich einer 
und derselben Funktion U sein, falls diese wirklich den Wert D [U] = a 
liefert, also das Problem löst. 

Eine solche Funktionsfolge, deren Existenz sich unmittelbar aus 
der Existenz der' unteren Grenze einer Menge positiver Zahlen ergibt~ 
nennen wir eine M inimaljolge 1). Wir wollen von einer festen solchen 
Minimalfolge ausgehen und von ihr zur Lösung unseres Problems vor
dringen. Dabei beachten wir, daß an den Werten D [ 4)] nichts ge
ändert wird, wenn wir zu 4) eine additive Konstante hinzufügen; wir 
dürfen und wollen daher diese Konstante von vornherein fixieren, 
indem wir verlangen, daß im singulären Punkte 0 die Funktionen fP n 

sämtlich den Wert Null haben. 
Wir leiten zunächst eine für jede Minimalfolge gültige Bedingung 

ab: Es seien hl' h2 , h3 , ••• in G stetige und stückweise mit stetigen. 
Ableitungen versehene' Funktionen, für welche das Integral D [hnJ 
unterhalb einer von n unabhängigen Schranke M bleibt, dann gilt 
für jede Minimalfolge 
(3) limD[4)",h,,]=O, 

n=oo 

und zwar gleichmäßig in dem Sinne, daß bei gegebenem M unab
hängig von der speziellen Wahl von h" der, Ausdruck auf der linken 

1) Die wirkliche, für den blOßen Existenzbeweis unerhebliche Konstruk
tion solcher MinimaHolgen macht keinerlei prinzipielle Schwierigkeiten. Ist 
z. B. G ein ganz im Endlichen gelegener Bereich, begrenzt von Kurven C 
ohne mehrfache Punkte, so denken wir uns denselben mit einem noch von dem 
Index j abhängigen Dreiecksnetz Tj überdeckt, dessen Maschen mit wachsen
dem j immer enger werden. Wir betrachten nun nur solche Funktionen IJ! bzw. 

<fJ = IJ! - 5, wo die Differenz IJ! - -~~-- - in jedem Dreieck von T j eine lineare 
X2+y2 

Funktion wird. Unter iPj verstehen wir diejenige unter den so entstehenden 
zu Tj konstruierten Funktionen, für welche D [iP) einen möglichst kleinen 
Wert erhält. Di ese Forderung D [iP J = Min. ist jetzt ein Problem eines Minimums. 
einer Funktion von einer endlichen Anzahl von Variablen, nämlich des Integrals, 
aufgefatit in seiner Abhängigkeit von den Werten von IJ! in den Eckpunkten 
der Dreieckseinteilung; dieses Problem ist gewiß lösbar, und zwar, wie leicht 
ersichtlich, mittels linearer Gleichungen. Dati die so entstehenden Funktionen 
<fJj wirklich eine Minimalfolge bilden, folgt sofort aus der unschwer beweisbaren 
Tatsache, daß man jede zulässige Funktion iP und deren Dirichletsches Integral 
mit Hilfe unserer Konstr~ktion bei hinreichend großem j beliebig genau appro
ximieren kann. 
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Seite von (3), absolut genommen, unterhalb jede vorgegebene positive 
Grenze sinkt, wenn nur n hinreichend groß genommen wird. 

In der Tat, wir bilden mit einem noch verfügbaren Parameter e 
die Funktionen I/J" + Il h .. und haben jedenfalls 

D [I/J" + Ilhn] = D [4)n] + e{2 D [I/J", hll] + e D Eh,,]} 2 d; 
wäre nun für gewisse beliebig große Indizes n 

i D [I/J", hn ] I >a > 0, 

so setze man e = ± ;; dann ist e {2 D [I/J ,,' hn ] + e D [hn ]} absolut 

a2 
genommen 2 M' und zwar negativ, falls e entgegengesetztes Vor-

zeichen wie D[I/J",h.,] bekommt; da nun aber D[I/J.,) mit wachsen
dem n gegen d konvergiert, so wäre für gewisse hinreichend große n 

a2 
D [I/J,,] + e{2 D [I/Jn , h.,] + eD Eh,,]} < D [I/J"J - M < d, 

was ein Widerspruch ist. 

Speziell dürfen wir setzen h1l = I/J m -I/J 11' wobei m entweder 
fest bleibt oder irgendwie mit n variieren darf; denn sicher liegt 
D [hn] = D [I/J"J + D [l/JmJ - 2D [I/J .. , I/JmJ wegen § 4 Beziehung (5) 
unterhalb einer von n lund m unabhängigen Schranke. Schreiben 
wir nun 

D [I/Jm) = D [I/J" + (ct>m -I/J,,)) 

= D [I/J ,,] + 2 D [ I/J n ,I/J m - I/J n] + D [ I/J m - I/J ,,] , 

so folgt, wenn wir n und m hinreichend groß nehmen, aus 

lim D [ I/J m] = lim P [ I/J ,,] = d 
m=® n=QO 

mit Rücksicht auf (3) sofort, daß der Ausdruck D [Cli." - ct>,,] beliebig 
klein wird. Es gilt also tür lede Minimalfolge die Relation 

(4) limD[I/J,,-l/Jm]=O. 
H=® 

m=co 

Wir bedecken jetzt unseren Bereich G mit emer Reihe von 
Kreisen K o' K l , K 2 , .,. in folgender Weise: jeder der Kreise liegt 
ganz im Inneren von G, jeder innere Punkt von G liegt im Inneren 
mindestens eines der Kreise K", und schließlich häufen sich die 
Kreise nirgends im Inneren von G, d. h. jedes ganz im Inneren von 
G liegende Teilgebiet von G hat nur mit endlich vielen der Kreise 
Punkte gemein. Enthält der Bereich G den unendlich fernen Punkt, 
so betrachten wir einen Kreis K j , dessen Äußeres ganz zu G gehört, 
und verstehen in der obigen Aufzählung unter einem der K n das 
Äußere dieses Kreises. Daß man eine solche Kreisüberdeckung stets 
erzielen kann, ist eine unmittelbar einleuchtende elementargeometrische 

22* 
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Tatsache 1). Wir dürfen und wollen im übrigen annehmen, daß der 
Kreis K um 0 mit K o zusammenfällt und daß kein weiterer Kreis 
den Punkt 0 enthält. 

Nunmehr gehen wir von der Minimalfolge c;l)1' c;I)"l' ••• zu einer 
neuen "geglätteten" Minimalfolge ~, 'l!'J'" über, deren Funktionen 
'l! .. außerhalb des Kreises K o mit den entsprechenden Funktionen c;I) .. 

übereinstimmen, innerhalb aber reguläre Potentialfunktionen sind, näm· 
lieh erhalten werden, indem wir mit den Randwerten der Funktion c;I) .. 

- Randwerten bei Anoäherung an den Rand von innen - auf der 
Peripherie ~ von K o für diesen Kreis die Randwertaufgabe der 
Potentialtheorie lösen, was durch das Poissonsche Integral stets mög
lich ist. Nun ist zufolge des Hilfssatzes II von § 4 D ['l! .. ] < D [c;I) .. l; 
da nun aber auch die Funktion 'l!,. eine zulässige Funktion darstellt 
und infolgedessen D ['l!,,] ~ d ist, so haben wir w~gen (2) auch 

(5) limD['l!,.]=d, 
,:=00 

d. h. die Funktionen 'P" bilden ebenfalls eine Minimalfolge. Durch 
Hinzufügung einer geeigneten additiven Konstante fixieren wir wieder 
in 0 für 'l!" den Wert Null. Als Minimalfolge genügen die Funk
tionen 'P" wegen (4) der Relation 

(4a) lim D ['P" - 'l!m] = 0, 
n=oo 

m=ao 

und da die Funktionen 'l!,. im Inneren von K o reguläre Potential
funktionen sind, die sämtlich in 0 verschwinden, so besagt Hilfs
satz Ia in § 4, daß die Funktionen 'l!,. in K o gegen eine Potential
funktion U konvergieren, und daß für jedes im Inneren von K o 
liegende Gebiet B diese Konvergenz sowie die Konvergenz der sämt· 
lichen Ableitungen gleichmäßig ist. 

Es kommt nun darauf an, die so zunächst nur für das Innere 
flon Ko definierte Potentialfunktion U überall nach G hinein fortzusetzen 
und zu zeigen, daß wir damit die Lösung des Minimumproblems erhalten. 
Zu diesem Zwecke betrachten wir den zweiten Kreis K l , von dem 
wir annehmen können, daß er ein Gebiet B mit dem ersten gemeinsam 
hat, und gehen von der vorhin gewonnenen Minimalfolge 'PI' 'l!" .. , 
aus. Wir unterwerfen diese Funktionen für den Kreis K l einem ähnlichen 

1) Im Anschlui an die Definition der Approximationsgebiete G" in An
merkung 1) auf S. 329 können wir eine solche Kreiseinteilung einfach folgender
mafäen erhalten: Wir schlagen um jeden zu G gehörigen Eckpunkt der Quadrat
einteilung mit der Länge 1 einen Kreis vom Radius 1, falls dieser Kreis in G 
hineinfällt, sodann schlagen wir um jeden noch nicht als Kreismittelpunkt be
nutzten Eckpunkt der Quadrateinteilung mit der Seitenlänge 1/2 einen Kreis 
vom Radius 1/., falls dieser Kreis ganz in G fällt usw. Offenbar liefern uns 
diese Kreise eine Einteilung der gewünschten Art. 
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Glättungsprozeß, wie zuerst die Funktionen tP., für den Kreis K o; nur haben 
wir jetzt die Unstetigkeit zu beachten, welche auf dem in K 1 liegenden 
Bogen r der Peripherie von K o vor
geschrieben ist (Fig.l09). Die Funktion 
IP., = '1'., + 5 ist in K 1 einschließlich des 
Randes stetig, und es existiert gewiß 
DK.[IP.,J. Wir konstruieren eine Funk-
tion co"' welche außerhalb K 1 mit IP., xO 
übereinstimmt, innerhalb K 1 eine regu-
läre Potentialfunktion ist und auf dem 
Rande von K 1 mit '1/'., übereinstimmt. 
Wegen Hilfssatz TI in § 4 ist gewiß 
DK• [coJ <DK.[tp .. ]. Nun sei D.,=co.,-5, 
dann gilt 

Fig.l09. 

DK• [.Q,,] = DK• [CO.,] + DKI [S] - 2 DK, [co .. ' S], 

DKI [1[1 .. ] = D KI ['1'.,] + D KI [S] - 2 D KI ['1/'." 5] . 
Wenn wir nun die beiden letzten Integrale rechts nach der 

Greensehen Formel umformen, so haben wir K 1 durch den Bogen r 
in zwei Teile zu zerlegen; wegen der auf r geltenden Relation 
oS 0 ., b d oS'ff ., h d N al ,,-= - wie Immer e eutet - PI erentlatlon nac er orm e-
uV OV 

fallen die Randintegrale über den Bogen r weg, so daß wir mit Rück· 
sicht auf J S = 0 erhalten 

wobei die Integrale rechts über die Peripherie von K 1 zu erstrecken 
sind. Nun sind die Werte von co., und '1'., auf der Peripherie von K 1 

miteinander identisch, also wird 

DKI [co .. ' S] = DK, ['I/' .. ,S]. 

Daher gilt wegen DK, [coJ < DK, [IP .. ) auch DK, [.Q.,J < DK, [P.,], 
und somit 

D [.0.,] s D ['l' .. ], 

d. h. auch die Funktionen .Q1' .o'J' ... bilden eine Minimalfolge. Es 
besteht also zufolge (4) die Gleiehung 

(4b) !im D [.0., - .0",] = !im D [co .. - co",] = O. 
ff= IX) fI=ao 

Nach Hilfssatz Ia aus § 4 schließen wir nunmehr, da die co. 
in K 1 PotentiaIfunktionen sind, daß diese Funktionen entweder selbst 
oder doch, nachdem wir zu co., eine geeignete additive Konstante c. 
hinzugefügt haben, in K 1 gegen eine Pote ltialfunktion "1 konver
gieren, und zwar mit allen Ableitungen gleichmäßig in jedem inneren 



842 111,5. Das Riemannsche AbbUdungsprinzip. 

Teilgebiet. Wir wollen zeigen, daß wir diese Konstanten c" gleich 
Null nehmen können und daß in dem K o und K I gemeinsamen 
Gebiet B die Funktionen u l - S = U1 und U identisch sind. 

Beides ergibt sich leicht aus den Resultaten von § 4. Da näm
lich auch die Funktionenfolge P"1' °1 , ~, Dg , ••• eine Minimalfolge 
ist, so gilt wegen (4) 

(4c) lim D [P"" - D,,] = 0, 
8=00 

und es ist also erst recht für das gemeinsame Gebiet B der Kreise 
K o und K 1 

lim DB [V'" - w,,] = o. 
n=oo 

Nun ist in diesem Gebiete die Differenz "1'" - w n eine reguläre 
Potentialfunktion, welche auf dem in K o liegenden Bogen der Peri
pherie von K I verschwindet; also konvergiert nach Hilfssatz Ib im 
§ 4 .die FuIiktion "1'" - w" in B gegen Null und zwar sicher gleichmäßig 
für jedes ganz innerhalb B liegende Gebiet B'. 

Da in B' gleichmäßig 

lim 'P" = U = U + S 
"=00 

wird, ist damit gezeigt, daß die Funktionen w", D" in B gegen u, U 
konvergieren; daß also tatsächlich die Potentialfunktion u1 und die 
Funktion U1 = u l - S die Fortsetzungen der Funktionen u, U dar
stellen und nebst ihren Ableitungen durch Grenzübergang aus w", D" 
entstehen. 

In genau derselben Weise können wir weiter gehen und die 
Grenzfunktion u bzw. U auch in K,&, K s' ... usw. definieren, wobei 
wir den Kreis K" immer so gewählt denken, daß er mit einem der 
vorangehenden innere Punkte gemeinsam hat. Bei allen Kreisen K", 
welche K o nicht treffeh, vereinfacht sich das Verfahren, indem dort 
S = 0 ist und die Glättung sich lediglich durch Lösung der Rand
wertaufgabe für den betreffenden Kreis vollzieht 

So gewinnen wir in G eine Funktion U, für welche u = U + S 
eine außer in 0 überall in G reguläre Potentialfunktion darstellt und 
welche selbst in K o eine reguläre Potentialfunktion ist. 

Für viele wichtige Anwendungen I) genügt die Erreichung dieses 
Zieles. Zur vollständigen Erledigung unserer Aufgabe haben wir 
jedoch nun zu zeigen, daß die Funktion tJ unser Minimumproblem 
löst, d. h. daß D [U] = d wird. Gewiß ist U eine zulässige Funktion, 
es ist also 

(6) D[U]~d. 

~) Vgl. § 12. 
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Ferner sei G' irgendein abgeschlossenes Teilgebiet ganz im Inneren 
von G; wir können es in eine endliche Anzahl von Gebieten 

Bo' B1 , Bg , ••• , BN 

zerlegen, deren jedes ganz im Inneren eines der Kreise K" liegt. 
Betrachten wir eines darunter, etwa Bk' welches wir z. B. ganz im 
lnneren von K 1 annehmen wollen; in Bk einschließlich des Randes 
konvergieren die geglättete[l Funktionen !)" und deren Ableitungen 
gleichmäßig gegen U und die Ableitungen von U; es ist also gewiß 

DBJU] = limDBh [!)'1J. 
n=:)O 

Nun ist auch 

!im D [!) .. - q) .. ] = 0, lim DBh [.Q" - q),,] = 0, 
h==ac fl=OO 

da Ql' q)l' !)g, q)g, ... eine Minimalfolge bilden; ferner gilt 

DBIl [.Q,,] - DBh [q)n] = DBIl [.Q" - q)n] + 2 DBIl [q) .. , !)" - q) .. ], 

und wir haben schließlich zufolge der Relation (5) in § 4 

limDBJq)", !),,- q)n]=O. 
n=oo 

Also wird 

(7) DB [U] = lim DB [qi ]. 
h ,Il n 

11=00 

Da die Relation (7) für jedes der Gebiete - BJ ebenso gilt, so 
haben wir durch Addition 

(8) 

Nun ist 

also 

daher 
(9) 

DG, [U] = lim DG, [ q) n). 
tJ=oo 

DG, [</in] < D [q) .. ] , 

DG, [U] < lim D [q),,], 
n=::o 

DG, [U] < d. 

Indem wir das Teilgebiet G' ausdehnen und gegen G konvergieren 
lassen, erhalten wir 

(10) D[U] < d, 
woraus sich mit Rücksicht auf (6, ergibt 

(11) D[UJ=d, 

wie zu beweisen war. Durch unsere Funktion U ist also das gestellte 
Minimumproblem gelöst. 

Zum Schluß bemerken wir noch, daß die gewonnene Potential
funktion u von der Wahl des Radius a des Kreises K o -ganz unaJ>. 
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hängig bleibt. Ersetzen wir nämlich den Radius a durch einen 
andern Radius a*, zu dem eine entsprechende Funktion S* und ein 
Kreis Kt definiert wird, so können wir zu jeder der vorhin be
trachteten Funktionen neben der Funktion 

cf> = Cf! - S auch cJ>* = Cf! - S* 

bilden. Nun wird, wenn g = S - S* gesetzt wird und a* > a ist, 

DK~[cf>, g] = 0 .. 

wie man sofort erkennt, indem man die Greensehe Formel auf den 
Kreis Ko und den Kreisring zwischen K o und K~ gesondert an
wendet und die Beziehungen (2), (3) § 3, sowie die entsprechenden 
für K~ beachtet. Es ist also 

D [cJ>*] = D [cf>] + D [g]. 
Da der Ausdruck D [g] eine feste, von der Wahl der Funktion cp 

nicht abhängige Zahl ist, so wird das Minimumproblem D [cf>] = Min. 
und das Minimumproblem D [cf>*] = Min. offenbar durch dieselbe 
Funktion Cf! = u bzw durch Funktionen 

cf> = u - S = V, cJ>* = u - S* = V* 

gelöst. In dieser Tatsache liegt die innere Rechtfertigung für unseren 
Ansatz der Funktion S bei Aufstellung des Minimumproblems. 

§ 6. Die Abbildungseigenschaften der Lösung. 

Um die Abbildungseigenschaften der Lösung zu erhalten, be
achten wir, daß aus der Relation (3) des vorigen Paragraphen 
sofort folgt 

(1) D[U,h]=O, 
wenn h irgendeine in G stetige Funktion mit stückweise stetigen 
ersten Ableitungen und endlichem Werte von D [h] ist. Denn wir 
haben gewiß eine Minimalfolge, wenn wir cf> fI = U für alle n setzen. 
Wählen wir speziell die Funktion h so, daß sie in K o identisch ver
schwindet, so können wir statt V auch u schreiben und erhalten 

(la) D[u,h]=O. 

Zufolge der Schlußbemerkung von § 5 gilt diese Relation über
haupt, sobald nur h in irgendeiner, wenn auch noch so kleinen Um
gebung von 0 identisch verschwindet, da wir den Kreis K o ganz im 
Inneren dieser Umgebung wählen können. 

Aus der Gleichung (1 a) können wir zunächst schließen, daß die 
analytische Funktion' = u + iv = f(z) in G eindeutig ist, oder, was 
wegen der nach Definition feststehenden Eindeutigkeit von u dasselbe 
bedeutet, daß die zu u konjugierte Potentialfunktion v eindeutig ist. 
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Ist nämlich C eine in G verlaufende geschlossene, nicht durch 0 
gehende Kurve, so zeigen wir, daß für dieselbe stets die Relation 

(2) J~: ds = J~: ds = ° 
i} 

gilt, wobei wieder unter i} s die Differentiation nach der Bogenlänge, 

unter :v die Differentiation nach der mit geeignetem Sinne ver

sehenen Normale verstanden wird. C teilt G in 'Zwei Gebiete G', G" 
ein, in deren einem, G', der Punkt 0 liegt. Wir wählen die Funktion 
h in G" identisch gleich 1, in G' so daß sie jedenfalls in einer Um
gebung von 0 und ferner in der Umgebung jedes Randpunktes 
von G, der auch Randpunkt von G' ist, verschwindet, was ohne 
weiteres möglich ist 1). Dann ist DG" [u, h] = 0, also wegen (la) 
sicher DG, [u, h] = 0, und wenn wir hier die G,eensche Formel an
wenden, folgt sofort die behauptete Gleichung (2). 

Wir wollen nun den nach § 2 plausiblen Satz beweisen: Die 
Funktion' = f(z) bildet das n-fach zusammenhängende schlichte Gebiet' 
G auf einen ge,adlinigen Schlitzbe,eich Ei ab. Dabei ve,stehen wi1: 
wiede, unte, einem solchen Schlitzbe,eich die volle '-Ebene, welche längs n
ge,adlinigen, zu, ,eellen Achse pa,allelen St,ecken aufgeschnitten ist. 

Wir betrachten zunächst die Kurven u = konst., die Niveaulinien. 
der Strömung.' Ist c eine Konstante, so gilt der Hilfssatz : Die 
Niveaulinie u = c teilt das Gebiet G in zwei Teilgebiete G' und G", 
in de,en einem u > c, in de,en anderem u < c ist, und die beide den 
Punkt 0 auf ih,em Rande haben. In der Tat geht ja durch den 
Quellpunkt 0 für jeden Wert von c eine Kurve u = c, welche somit 
zwei Gebiete G' und G" der oben charakterisierten Art trennt. Gäbe 
es nun noch ein weiteres Gebiet G"', welches nur von Randpunkten 
von G und Punkten auf u = c begrenzt wäre, und welches nicht an. 
den Quellpunkt 0 heranreichen dürfte '), so könnten wir bei hin· 
reichend klein gewähltem Radius a eine Funktion (/J' definieren, 
welche in G'" konstant gleich c ist, während sie sonst in G mit 
U = u - S übereinstimmt. Diese Funktion ist zulässige Funktion 
für das Minimumproblern von § 3, und es muß also gelten D [(/J] > d; 
andererseits aber ist offenbar D [(/J]< D [U] = d, da U nicht in G'N 
konstant sein kann; somit führt die Annahme eines derartigen Ge
bietes G'" zu einem Widerspruch, womit der Hilfssatz bewiesen ist. 

1) Wir nelunen etwa h nur in einem schmalen an C· angrenzenden Streifen 
von Null verschieden. 

9) Im Quellpunkte 0 und seiner Umgebung bietet die Kunenschar 14 = C 

ja, wie wir sahen, das Bild der Fig.93, S.281 (vgl. auch folgende Seite); die 
Kurvenschar bestreicht also diese Umgebung genau einmal, wenn c von - 00 
bis + 00 variiert. 
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Wir benutzen ferner die Invarianz des Dirichle!schen Integrales 
gegenüber konformer Abbildung, indem wir in die Formel (1 a) die Koor
dinaten u und v des Bildbereiches 6 als unabhängige Variable ein
führen; wegen Uu = 1, u" = 0 nimmt die Formel dann die einfache 
Gestalt an 

(2) jjhududv=O. 
® 

Dabei bedeutet h irgendeine in der Umgebung des unendlich fernen 
Bildpunktes von 0 im Gebiete 6 verschwindende in 6 sonst stetige 
und stückweise mit stetigen ersten Ableitungen versehene Funktion, 
für weIche D® [h] existiert. 

Aus diesen Prämissen können wir leicht schließen, daß 6 wirk
lich ein Schlitzbereich ist. 

Für hinreichend große absolute Werte von c müssen die Kurven 
u = c geschlossene, durch 0 gehende Linien sein. Man erkennt dies, 
wenn man sich nicht auf die früheren Ergebnisse berufen will, daraus, 
daß das Gebiet u > c bzw. u < - c bei hinreichend großem positiven 
c mit der Peripherie eines festen in G liegenden Kreises um 0 wegen 
der Beschränktheit von u auf dieser Kreisperipherie keine Punkte gemein 
haben kann, also ganz in diesem Kreise bleiben muß. Umlaufen wir 
dieses Gebiet G' in positivem Sinne, so wird sich dabei wegen der 

R I · OU OV d· k .. F k· . h d e atlOn a;- = os le onJuglerte un tlOn v monoton wac sen 

ändern, indem sie alle Werte von v = - 00 bis v = + 00 durch
läuft, wenn wir vom Punkte 0 ausgehend zu ihm zurückkehren. Das 
umkehrbar eindeutige Bild dieser Niveaulinie ist also die volle Gerade 
u = c in der ~-Ebene. Wir erkennen daher, indem wir c variieren 
lassen: Außerhalb eines gewissen Parallelstreifens II (u1 < u ;;;;; u'J)' 

wobei ur u2 geeignete Konstante bedeuten, bedeckt das Gebiet 6 
die ~ -Ebene einfach und lückenlos. Alle Randpunkte des Gebiets 6 
müssen über dem Parallelstreifen II der ~ -Ebene liegen. 

Wir nehmen zunächst der Deutlichkei t halber an, daß G und 
somit 6 einfach zusammenhängend sei. Dann muß jede Kurve u = c, 
welche nicht in G geschlossen ist, aus einem einzigen durch 0 
gehenden (und im Inneren von G natürlich nirgends endi.genden) 
Zuge bestehen, da die Existenz eines weiteren Kurvenzuges u = c 
sofort zu einem Widerspruch mit unserem Hilfssatze führen würde. 
Durchlaufen wir diesen Kurvenzug in einem Sinne, so muß sich wieder 
der Bildpunkt in der ~ -Ebene auf der Geraden u = c monoton be
wegen, wobei er den unendlich fernen Punkt, das Bild von 0, pas
siert. Das umkehrbar eindeutige Bild der Kurve u = c besteht also 
aus zwei Stücken der Geraden u = c, von denen das eine nach 
11-= + 00, das andere nach v = - 00 ins Unendliche reicht, und die 
möglicherweise sich teilweise überdecken könnten. Der Bildbereich 6 
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bedeckt also auch im Streifen II die Ebene nirgends mehr als zweI
mal und muß den in der Fig. 110 gezeichneten Typus haben. Wir 
bezeichnen den Rand von @5 mit I und wollen zeigen, daß I ein zur 
u-Achse paralleler Schlitz ist. Gäbe es nämlich auf I zwei Punkte 
mit verschiedenen v -Koordinaten v1 und v2 ' so können wir durch 
Angabe einer geeigneten Funktion h sofort einen Widerspruch zu 
Gleichung (2) konstatieren. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir außerhalb des Streifens II, 
etwa rechts v~n ihm, in S eine Strecke Al AI!' so daß die Punkte 
Al und A2 beide dieselbe Koordinate 14 = C > 142 und die v-Koordi
naten v1 und v2 besitzen. Ziehen wir dann von Al und All nach 

Fig. 110. 

links die Geraden f) = v1 und v = v2 ' soweit sie in S verlaufen, dann 
müssen diese Geraden sicherlich den Rand I treffen und mit diesem 
und der Strecke Al A2 zusammen jedenfalls ein an diese Strecke an
grenzendes Gebiet S' begrenzen 1). Wir betrachten nun irgendeine 
Funktion g (v) von v im Intervalle v2 < v < v1' von der wir voraussetzen, 
daß sie für v = v1' V = vI! null ist, aber nicht identisch verschwindet 
und daß sie nirgends negativ wird, z. B. g (v) = (v - V1)2 (v - V'l)2. 

Wir definieren in dem Gebiete S' überall h (14, v) = g (v); ferner 
schlagen wir über Al AI! den Halbkreis nach rechts und ,denken uns 
h in diesen Halbkreis so fortgesetzt, daß h auf dem Rande überall 

1) Will man, um sich diese Tatsache einsichtig ~u machen, die anschau
liche Bezugnahme auf die Begrenzungsmannigfaltigkeit I vermeiden, so verfährt 
man zweckmätiig folgendermatien. Man fatit in der auf S. 329 geschilderten 
Art G als Limes von ineinander geschachtelten Bereichen G1 , G2 , Ga, •.. , Gj ••• 

auf, deren jeder von einer stückweise glatten Kurve Cj 6egrenzt ist. Das 
Bild 6 j des Gebietes G:i über der ~ -Ebene wird dann ebenfalls von einer 
stückweise glatten Kurve I.J begrenzt sein. Wenn auf I zwei Punkte mit 
v = v1 und v = v2 liegen, so müssen bei hinreichend grotiem i die beiden von 
den Punkten Al und A 2 aus gezogenen Geraden v = vl ' V = v2 sicherlich auch 
jede Kurve Cj treffen und werden mit dieser zusammen ein Gebiet 6/ de
finieren, das an Al A 2 anschlietit; unter 6' haben wir dann den Limes der in
einander geschachtelten Gebiete 6/ zu verstehen. 
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verschwindet, etwa, indem wir h auf allen vom Mittelpunkt gleich 
weit entfernten Punkten denselben Wert beilegen. Den Halbkreis 
und 6' fassen wir zu einem Gebiete 6* zusammen und setzen außer
halb 6* überall in 6 die Funktion hgleich Null. Nun ist für diese 
Funktion hoffenbar 

v. 

J J h .. dudv = J J h .. dudv = - J g(v)dv, 
® ®* VI 

also sicherlich im Gegensatze zu der Gleichung (2) nicht Null, wenn 
wirklich VI und vll verschieden sind. Mithin ist bewiesen, daß alle 
PUI).kte von ~ auf einer zur u·Achse parallelen Strecke liegen, d. h. 
aber, daß 6 wirklich ein Schlitzbereich der charakterisierten Art ist. 

Wenn der Bereich G mehrfach, etwa ",·fach zusammenhängt, 
erleiden unsere Schlüsse nur unwesentliche Modifikationen. Wir be
trachten wieder eine in G nicht geschlossene Kurve u = c und das 
von ihr begrenzte Gebiet G', in welchem u > c ist. Die Berandung 
dieses Gebietes muß, abgesehen von Teilen des Randes von G, aus 
einem oder mehreren zusammenhängenden Stücken unserer Kurve 
u = c bestehen; jedes dieser Stücke definiert einen Querschnitt des 
Gebietes G im Sinne der Definition auf S. 324; da nun G (ebenso 
wie die Approximationsgebiete Gj ) n-fach zusammenhängt, so kann 
die Anzahl dieser Stücke nicht größer als n sein; denn sonst gäbe 
es mindestens n solche Querschnitte, welche. den Punkt 0 nicht ent· 
halten, und diese müßten für si~h schon das Gebiet G zerlegen, so 
daß es ein Gebiet u> c gäbe, welches 0 nicht als Randpunkt hat. 

Durchlaufen wir jedes der Kurvenstücke u = c, so daß das Ge
biet G' zur Linken bleibt, dann wird sich dabei V monoton wachsend 
ändern, so daß jedes dieser Stücke umkehrbar eindeutig auf ein 
Stück der Geraden u = c über der '-Ebene abgebildet wird; dem 
Stück durch 0 entsprechen zwei Geradenstücke, welche nach v = + 00 

bzw. v = - 00 ins Unendliche reichen. Sicherlich wird also in dem 
Streifen II die ,·Ebene von. dem Bilde 6 des Gebiet~s G nirgen~s 
mehr als n + 1-mal überdeckt werden. 

Wir bezeichnen die n zusammenhängenden Randstücke von 6 
mit ~l' ~Il' ••• ,~ .. uqd behaupten, daß sie sich sämtlich auf gerad
linige zur u-Achse parallele Schlitze reduzieren. Der Beweis verläuft 
genau so wie im Falle n = 1. Ist ~ ein Begrenzungsstück von 6, 
auf welchem es' Punkte mit zwei verschiedenen v-Koordinaten VI' v, 
gibt, so können wir genau dieselbe Konstruktion der Funktion h vor
nehmen wie vorhin. Wesentlich ist dabei nur, daß die Gerade Al All 
und die bei den durch die Punkte Al und All gezogenen Geraden 
v = vi' V = v, zusammen mit dem Begrenzungsstück ~, - bzw. ge
gebenenfalls mit einem anderen Randstück ~', welches ebenfalls Rand
punkte mit Ordinaten vl und vll besitzt und sich zwischen Al All und 
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,I einschiebt - ein Gebiet 6' begrenztl). Es ergibt sich so, daß die 
Annahme vl + vll nicht haltbar ist, und daß somit alle Randstücke 
I. Schlitze der in Frage stehenden Art sind. Der gewünschte Nach
weis ist damit vollständig erbracht. 

Wir haben in den vorangehenden Betrachtungen stets angenommen, 
daß es überhaupt Kurven u = konst. gibt, welche in G nicht geschlossen 
sind. Sollten alle Äquipotentialkurven geschlossen sein, so muß das 
Bild 6 offenbar aus der vollen Ebene ohne Randpunkte bestehen. 
Dann aber kann auch G keinen Rand besitzen, d. h. G ist die volle 
z-Ebene. 

§ 7. Die Abbildung am Rande. 
Wir haben unsere Gebiete als offene Gebiete vorausgesetzt und 

uns demgemäß zunächst nur für die umkehrbar eindeutige Abbildung 
des Inneren auf das Innere des Schlitzbereiches interessiert. Jedoch 
gelingt es leicht, die Abbildung noch bis auf den Rand zu verfolgen. 
Um das Ergebnis der anzustellenden Betrachtung gleich mit voller 
Allgemeinheit formulieren zu können, unterscheiden wir zwei Kate
gorien von Randpunkten: erreichbare und unerreichbare Randpunkte. 
Wir nennen einen Randpunkt P erreichbar, \Venn er Endpunkt eines 
stetigen Kurvenstückes E ist, dessen 

D.---------.----.-.,,~c sämtliche übrigen Punkte im Inne-
ren von G liegen. Alle anderen 
Randpunkte heißen unerreichbar. 
Jedes, von stückweise glatten Kurven 
begrenzte Gebiet hat nur erreichbare 
Randpunkte 2 ). Beispiele für das 
Auftreten unerreichbarer Rand-
punkte geben die nebenstehenden A 

Figuren; in Fig. 111 ist das 
F ig . 111. 

Rechteck ABC D durch unendlich viele, abwechselnd von der Seite 
AB und CD ausgehende, gegen die Seite B C sich häufende gerad
linige Einschnitte modifiziert, wodurch alle Randpunkte auf BC un
errekhbar werden, ohne daß der einfache Zusammenhang verloren 
geht; in Fig. 112 windet sich das Gebiet asymptotisch um eine Grenz
kurve A. In beiden Fällen kann jedenfalls zufolge der früheren Er
gebnisse das Innere noch auf das Innere des Einheitskreises umkehrbar 
eindeutig und konform abgebildet werden, was zunächst völlig paradox 
erscheinen mag. 

1) Die Definition des Gebietes 6' kann hier genau ebenso wie in Anm. 
S. 347 ohne anschauliche Bezugnahme auf die Begrenzungsmannigfaltigkeiten 
I 1 , ••• , I" gegeben werden. 

11) In der Tat folgt dies sofort aus der Existenz einer ins Innere weisen
den Normalen, die zur Definition von E benutzt werden kann. 
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Jeder erreichbare nicht isolierte Randpunkt P hat folgende anschau
lich einleuchtende Eigenschaft: Ein hinreichend kleiner, mit dem Radius 
r· um P geschlagener Kreis schneidet aus G ein Teilgebiet Kr heraus, 
welches den Punkt P auf seiner Begrenzung enthält und dessen volle 
Begrenzung aus einem Teile der Kreisperipherie sowie einem Teil des 
Penthaltenden Randstückes r besteht. Um dies ohne Berufung auf 
die Anschauung einzusehen, brauchen wir nur zu beachten, daß eine 

Fig. 112. 

in G gelegene und in P endigende stetige 
Kurve, vom Randpunkt P aus nach dem 
Inneren von G verfolgt, jedenfalls bei 
hinreichend kleinem r einmal aus dem 
Kreise austreten muß; indem man die 
Kreisperipherie von dem Au stritt spunkt 
nach beiden Seiten bis zum ersten Schnitt
punkt mit rverfolgt - ein solch~r Schnitt
punkt muß bei hinreichend kleinem r 
wegen des Zusammenhanges des Rand
stückes r sicherlich existieren ---c, erhalten 
wir einen beiderseits auf r endigenden 

Querschnitt, welcher das fragliche Gebiet Kr definiert. 
Wir wollen ferner beachten, daß unter Umständen (z. B. wenn 

G ein Schlitzbereich ist) zwei verschieden zu rechnende Randpunkte 
demselben Wert von z in der Zahlenebene zugehören können. Wir 
wollen nämlich einen erreichbaren Randpunkt P mehrfachen Randpunkt 
nennen, wenn man bei hinreichend kleinem r zu P verschiedene Ge
biete Kr konstruieren kann, welche voneinander getrennt liegen. In
dem wir einen solchen mehrfachen Randpunkt wie mehrere verschie
dene einfache rechnen, können wir sagen, daß auf jedem zwei ver
schiedene erreichbare Randpunkte pI, P" verbindenden Querschnitt 
Punkte existieren, deren geradlinige Entfernung oberhalb einer nur 
von P' und P" abhängigen positiven Schranke bleibt. Wenn wir 
ferner sagen; daß eine Punktfolge P l ' P g , Ps' .. , von inneren Punkten 
des Gebietes gegen einen erreichbaren Randpunkt P konvergiert, so 
meinen wir, daß es eine Folge. von ineinandergeschachtelten zum Rand
punkt P gehörigen Gebieten Kr mit unbegrenzt abnehmenden Radius r 
gibt, deren jedem alle Punkte Pi mit endlich vielen Ausnahmen an
gehören. 

Nunmehr sprechen wir den folgenden Satz aus: Bei der konformen 
Abbildung. von G auf einen Schlitzbereich (6 entspricht jedem erreich
baren Randpunkte von G ein bestimmter Randpunkt des Schlitzbereiches. 
Zwei verschiedenen erreichbaren Randpunkten von G entsprechen ver
schiedene Randpunkte des Schlitzbereiches. Ist speziell G ein Bereich 
mit lauter erreichbaren Randpunkten, so bleibt die im Inneren konforme 
Abbildung auch am Rande noch umkeh1'Mr eindeutig und stetig. 
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Zum Beweise des Satzes betrachten wir einen erreichbaren Rand
punkt P und in seiner Umgebung zwei Punkte PI und P'J von G, 
welche ganz im Inneren des oben definierten zum hinreichend kleinen 
Kreisradius 8 gehörigen Gebietes K. liegen und den Werten ZI' z\J 
entsprechen mögen. Wir betrachten die Differenz f(zl) - f(z'J) 
= u1 - u'J + i (VI - V'J)' Wegen der Konstanz der Randwerte von v wird 
der Betrag I f(zl) - f(z'J) I bei hinreichend kleinem tl annähernd gleich 
dem Betrage I u1 - u'.! I. Es gilt also gewiß, wenn <5 = <5( e) eine ge
eignete positive, mit 8 gegen Null strebende, nur von 10 abhängige 
Zahl ist, 
(1) If(zl) - f(z2) I <I u1 - u21 + <5. 

Nun müssen die durch PI' P'J gehenden Äquipotentialkurven 
U = u1 , U = u'J sicherlich aus dem Gebiete Kr austreten, wenn , 
zwischen 8 und einem geeigneten fest gewählten Werte R > 8 liegt, wobei 
KR den Quellpunkt 0 außerhalb 
läßt (Fig. 113). Denn alle diese 
Äquipotentialkurven müssen, 
dem Verlaufe ihrer Bildgeraden 
entsprechend, entweder in den 
Quellpunkt 0 oder nach einem 
von r verschiedenen Randstück 
von G führen. Es muß daher 
auf den Begrenzungskreisbögen 
der Kr die Schwankung des 

F ig. 113. 

r 

o 

Realteiles u von fez) mindestens gleich I U 1 - U'J I sein; also gibt es 
erst recht zwei Punkte z', z" auf dieser Kreisperipherie, so daß 

z" 

I f ('(z)dz I = I fez') - f(z")I:2:1 U l - u2 1 .' 
wird, und somit gilt weiter, wenn wir Polarkoordinaten " {} um P 
einführen, 

(2) 
wobei dieses Integral über den Begrenzungskreisbogen von K,. oder 
einen geeigneten Teil desselben erstreckt wird. Mit Rücksicht auf 
(1) haben wir also nach Anwendung der Schwa,zschen Ungleichheit 
(9) aus § 4 

(I f(zl) - f(z'J) I - <5)2 < fl f'(z) 12 ,d{}· 2,n 

Indem wir diese Relation durch , dividieren und sodann nach,. 
von 8 bis R integrieren, erhalten wir 

(3) 
(I f(zl) - fez':!) I - <5)'J < 2 n f fl f"(z) 1'.1 ,d,d{} 

< 2 n.r fl f' (z) 12 ,d, d{}. 
KR 
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Hierbei ist die rechte Seite gerade der Flächeninhalt des Bildes un
seres Gebietes KR; dieser Flächeninhalt ist gewiß eine feste von e 
unabhängige Schranke M; denn sobald, was wir voraussetzen, 0 außer
halb KR liegt, wird ja der Flächeninhalt des Bildbereiches von KR 
endlich. Also erhalten wir aus (3) 

(4) i f(ZI) - f(zll) i < V2 11,M 19 R~ 1ge +~, 
und hierin steckt der erste Teil unseres Satzes, nämlich daß f(z) für 
jeden erreichbaren Randpunkt gegen einen festen Grenzwert konver
giert; gleichzeitig gibt (4) eine genauere Aussage über die Schärfe 
dieser Konvergenz bei abnehmendem e. 

Genau analog folgt der zweite Teil des Satzes, nämlich, daß 
zwei verschiedenen Randpunkten PI ' Pli desselben Randstückes r 
zwei verschiedene Punkte Rto R II eines Schlitzes I entsprechen müssen. 

Es seien nämlich PI' Pli zwei verschiedene erreichbare Randpunkte 
auf dem Randstück T, welches wir der Kürze halber ganz im Endlichen 
liegend annehmen mögen, und EI' Eil zwei Einschnitte der oben charakte
risierten Art, welche nach PI' P'J hinführen (Fig.114). Wäre das Bild 
beider Randpunkte PI' P~ derselbe Randpunkt T auf dem Schlitze I, 

r 

____ ~:-----'---- E 

Fig. 114. Fig. 115. 

so müßten die Bildkurven Ht , H'J von EI' KJ beide, aus dem Inneren 
des Schlitz bereiches kommend, in T endigen (Fig. 115). Schlagen 'wir um 
T die konzentrischen Kreise mit hinreichend kleinen Radien" so muß, 
(wofern Pp P~ wirklich verschiedene Randpunkte sind), da die 
Kurven H t , H'J aus jedem dieser Kreise austreten, für die inverse 
Funktion Z (C) der Ausdruck I Z (C') - z (C") I oberhalb einer festen 
positiven von, unabhängigen Schranke liegen, wenn C' und C" ge
eignete Punkte auf dem Kreisbogen vom Radius , sind. Denn die 
Bilder dieser Kreisbögen müssen bei hinreichend kleinem r heiden 
Randpunkten Pt und Pli beliebig nahe kommen und mit Stücken der 
Linien Et und Eil zusammen einen Querschnitt von G bilden, der PI 
und Pli verbindet. Genau derselbe Schluß wie oben lehrt nun, daß 
dies mit der Endlichkeit des Flächeninhaltes von G, dem durch die 
Funktion z (C) charakterisierten Bildbereich von 6, unverträglich ist. 
Also müssen die Punkte Pt' Pli identisch sein. 
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Aus dem Bewiesenen folgt, daß für Bereiche mit lauter erreich
baren Randpunkten - und dies sind wohl die meisten praktisch vor
kommenden - die Zuordnung der Ränder noch umkehrbar eindeutig 
bleibt. Daß sie auch stetig ist, ergibt sich nun ebenfalls unmittelbar. 
Denn andernfalls gäbe es z. B. auf einem Schlitz ~ Punktepaare 
T;", T::' (m = 1, 2, 3, ... ), welche selbst gegen einen bestimmten Punkt 
T konvergieren, während ihre Bildpunkte p;,., P::' sich nicht gegen 
denselben Grenzpunkt von G häufen; dies aber kann nicht eintreten, 
denn es müssen nach dem oben Bewiesenen den Punkten T;", T::' bei 
hinreichend großem m sicherlich Bildpunkte in beliebiger Nähe des 
Bildpunktes P von T entsprechen. 

Wir können für solche Gebiete das Ergebnis auch so formulieren: 
Bei der konformen Abbildung eines Gebietes mit lauter erreichbaren 
Randpunkten auf ein ebensolches ist die Abbildungs/unktion im ganzen 
Gebiete - höchstens mit Ausnahme des unendlich fernen Punktes bzw. 
seines Bildes - gleichmäßig stetig. 

Treten unerreichbare Randpunkte auf wie in Fig. 111 die Linie 
Be oder in Fig. 112 die Kurve A, so definieren wir einfachste Be
standteile des Randes, "Prim enden", folgendermaßen: Es seien 
Ql' Q2' Q3' ... , eine Folge einander nicht treffender Querschnitte 
von G, so daß alle Punkte von Qh mit wachsendem h gegen einen 
festen Randpunkt P von G' konvergieren und daß die Qh eine Folge 
ineinander geschachtelter P auf ihrem Rande enthaltender Teilgebiete 
Gh von G bestimmen. Die Menge der allen Gh gemeinsam ange
hörigen Randpunkte bildet dann ein Primende von G. Die Linien 
B C und A in unseren Beispielen sind solche Primenden. Eine ganz 
geringfügige Modifikation unserer obigen Betrachtung, welche wir dem 
Leser überlassen können, liefert dann die Erweiterung unseres Satzes: 
Die Primenden von G und die Randpunkte des Schlitzbereiches sind 
umkehrbar eindeutig einander zugeordnetl). 

§ 8. Erweiterung der vorangehenden Resultate. 

Die Ergebnisse der vorangehenden Paragraphen lassen eine Ver· 
allgemeinerung und Erweiterung in verschiedener Hinsicht zu. Zunächst 
bemerken wir, daß die Konstruktion unserer Potentialfunktion u keines
wegs abhängig war von der Voraussetzung, daß G ein über der Ebene 
einfach ausgebreiteter "schlichter" Bereich ist. Der Bereich G darf 

1) Die Klärung der im § 7 behandelten Fragen verdankt man Osgood und 
vor allem Caratheodory, welcher insbesondere die Bedeutung der Primenden 
erkannte (Math. Annalen, Bd. 73). Die hier gegebene Darstellung schlietit sich 
an Arbeiten des Verfassers an. 

Hurw i tz .. Co uran t, Funktionentheorie. 23 
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ein beliebiger endlich- oder unendlichvielblättriger, berandeter oder un
berandeter, als Riemannsche Fläche über der z-Ebene ausgebreiteter 
Bereich sein. Denn jeder solche wie früher als offen zu betrachtende 
Bereich läßt sich in der nach § 5 geforderten Weise mit einer Folge 
von Kreisen K o' Kl' K 2 , ••• überdecken. Wir werden nämlich ent
sprechend den Festsetzungen in § 3 den Bereich G, mag er endlich 
viele oder unendlich viele Blätter über der z-Ebene aufweisen, als 
Limes einer Folge ineinandergeschachtelter abgeschlossener, mit stück
weise glatten Randkurven versehenen Bereichen Gh (h = 1, 2, 3, ... ) 
auffassen, wobei jeder der Bereiche Gh nur endlich viele Blätter auf
weist, d. h. die Ebene überall nur endlich oft überdeckt. 

Diejenigen Verzweigungspunkte P in G, in denen nur endlich 
viele Blätter, etwa m, zusammenhängen, dürfen wir dabei als innere 
Punkte mitzählen; wir müssen dann unter den Kreisen K i des § 5 
zu dem Punkt P einen" K j , so definieren, . daß er kein gewöhn
licher schlichter Kreis, sondern eine m-mal überdeckte Kreisscheibe 
mit P als Mittelpunkt wird. Vermöge einer konformen Abbildung 

1 

der Form zm = z' = x' + iy' können wir diese m-fache Kreisscheibe 
auf eine gewöhnliche schlichte abbilden; da wir für diese die Rand
wertaufgabe der Potentialtheorie und die zugehörige Minimumsaufgabe 
aus § 4 lösen können, so gilt dasselbe sofort auch für die mehrfach 
überdeckte Kreisscheibe; denn einerseits bleibt eine Potentialfunktion 
als Realteil einer analytischen Funktion auch nach einer konformen 
Abbildung Potentialfunktion in den neuen Koordinaten; andererseits 
ändert sich bei konformer Abbildung das Integral D [tP] nicht. Nach 
dieser Bemerkung bleibt der Gang der Überlegung zur Konstruktion 
von u hier wörtlich derselbe wie in § 5. 

Bezüglich der konjugierten Funktion v bleiben ebenfalls alle 
Schlüsse dieselben wie vorher. Insbesondere schließen wir, daß v 
eindeutig in G bleibt, wenn iede ganz in G verlaufende geschlossene 
Kurve C das Gebiet G in zwei Teilgebiete zerlegt. (Daß dies nicht 
immer der Fall zu sein braucht, werden wir später noch sehen.) Ein 
solcher Bereich heißt "schZichtartig". 

Es gilt nun der folgende schon sehr allgemeine Satz: Jeder 
schlichtartige endlich vielfach zusammenhängende Bereich G mit endlich 
oder unendlich vielen Blättern wird durch unsere Funktion 

, = u + iv = f(z) 
auf einen geradlinigen Schlitzbereich (5 der' -Ebene umkehrbar ein
deutig und konform abgebildet. Ausnahmsweise kann das Bild (5 aus 
der ganzen unberandeten '-Ebene besteh~n. 

Der Beweis unseres Satzes ist vollständig in § 6 enthalten; denn 
dort ist nirgends die Schlichtheit oder die Endlichkeit der Blätter
anzahl benutzt worden. 
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Es bleibt nur übrig, den AusnahmelaU näher zu charakterisieren, 
daß @) aus der vollen ,·Ebene besteht. Dann muß die Umkehr
funktion z = 1p (') von ((z) in der vollen Ebene definiert und eindeutig 
sein und kann, da jedem Werte von' ein bestimmter innerer Punkt 
von G entsprechen muß, als Singularitäten nur Pole besitzen, also 
gewiß auch nur endlich viele. Daher ist 1p (') eine rationale Funktion, 
etwa vom m-ten Grade, und G ist die zu dieser Funktion gehörige 
geschlossene m-blättrige Riemannsche Fläche über der z-Ebene. 

Viel schwieriger ist die Frage, was es für das Gebiet G bedeutet, 
wenn einer der Schlitze von @) sich auf einen Punkt reduziert. Ist 
n = 1, und wird dieser Grenzpunkt durch eine lineare Transformation 
ins Unendliche verlegt, so haben wir in der Umkehrfunktion 1p (,) 

eine ganze (transzendente oder rationale) bzw. allgemeiner mero
morphe Funktion vor uns; wir werden so auf die Problemstellungen 
im Sinne des Picardschen Satzes verwiesen; doch sind die be
treffenden Fragen noch nicht restlos geklärt. 

Unsere Ergebnisse sind noch in einer Richtung einer Erweiterung 
fähig. \Vir können nämlich unter Beibehaltung der Voraussetzung 
der Schlichtartigkeit dem Bereiche G erlauben, unendlich vielfach 
zusammenhängend zu sein, d. h. unendlich viele Querschnitte zu ge
statten, ohne in Teile zu zerfallen. Wir werden einen solchen Be
reich definieren als Limes einer Folge von Bereichen Gj' deren jeder 
endlich vielfach zusammenhängend ist. Auch ein solcher Bereich G 
wird durch unsere Funktion' == {(z) = u + iv auf einen schlichten 
Bereich und zwar einen, nunmehr von unendlich vielen Schlitzen be
grenzten geradlinigen Schlitzbereich abgebildet. Wir wollen dieses 
Resultat, welches man direkt durch eine Verfeinerung der Über
legungen von § 6 erhalten könnte, im nächsten Paragraphen auf Grund 
eines allgemeinen, auch für sich wichtigen Satzes über die Funktionen 
{(z) ableiten. 

Daß die Sätze über Ränderzuordnung aus § 7 keineswegs an die 
Schlichtheit des Bereiches G gebunden sind, bedarf kaum einer be
sonderen Hervorhebung. 

§ 9. Die Stetigkeit der Abbildungsfunktion in ihrer Ab. 
hängigkeit vom Gebiet. Allgemeines Uniformisierungs. 

prinzip. 

Wir beweisen für unsere Abbildungsfunktionen folgende Eigen
schaft, welche wir als die Stetigkeit der Abhängigkeit vom Gebiet G 
bezeichnen könnten: 

Es sei das schlichtartige Gebiet G der Limes einer Folge in ein
andergeschachtelter Gebiete Gj , deren J·edes den Punkt 0 (z = 0) ent-

23* 
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h'lllen möge; es seien fj(z) = uj + iVj unsere Abbildungs/unktionen für 

G., welche sich im Punkte 0 verhalten wie ~, dann konvergieren die 
J Z 

Funktionen fj (z) in jedem 0 ausschließenden in G liegenden abge 
schlossenen Teilgebiet G von G gleichmäßig gegen die Abbildungs/unktion 
f(z) von G. 

Wir definieren zum Beweise mit einer allen Gj gemeinsamen 
Funktion 5 (vgl. § 3) 

Vj = uj - 5, V = u - s. 
Ferner schreiben wir Dj [<1>] statt DGJ<1>] und setzen 

(1) dj = Dj [Vj ]. 

Diese Zahlen dj sind die Minimumswerte für die betreffenden Mini
mumprobleme im Sinne von § 5. Sicherlich gilt für jedes j 

(2) dj ~ d. 
Denn wegen der Minimumeigenschaft von Vj für Gj gilt 

dj = Dj[VJ < Dj[V] < D[V] = d. 

Ebenso folgt für k > j wegen 

Dj[Vj ] < Dj[Vk] < Dk[Vk] = dk 

die Beziehung 

(3) 
Mithin existiert 

( 4) ~im dj = d* < d. 
1=" 

(j < k). 

Ferner haben WIr zufolge Gleichung (1) aus § 6 für jede in Gj 

stetige, mit stückweise stetigen ersten Ableitungen und endlichem 
Dj [h] versehene Funktion h die Gleichung Dj [Vj' h] = O. Wir setzen 
speziell h = V k - V j und schließen dann aus der Beziehung 

dk = Dk [Vk] > Dj [Vk] = Dj [Vj + h] = Dj [Vj] + Dj [h] 

= dj + Dj[Vk - VJ, 

daß bei hinreichend großem 1· und k das Integral Dj [V/,: - Vj ] be
liebig klein wird. Es gilt also sicher für jedes feste im Inneren von 

G liegende Teilgebiet G 
(5) limDG [V k - Vi] = O. 

k=oo 
i=" 

Aus Hilfssatz Ia in § 4 und der Voraussetzung V = 0 m 0 folgt 

nunmehr in G die gleichmäßige Konvergenz der Funktionen Vj bzw. 
das Entsprechende für die Potentiale u. und somit für die analytischen 

. J 
FunktlOnen f; (z). 
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Wir nennen die Grenzfunktionen U* bzw. u*, f*(z), Da die 
Konvergenz auch für die Ableitungen gleichmäßig bleibt, so ist wegen 
(1), (2), (4) 

D"G [U*] = ~im D"G [Uj ] < d* < d. 
1='" 

Da G ein beliebiges inneres Teilgebiet von G ist, so folgt hieraus 
sofort die Existenz von D [U*] und zwar genauer die Relation 

(6) D [U*] < d. 

Wäre D [U*] < d, so hätte das Minimumproblem für G, entgegen 
der Voraussetzung, nicht U zur Lösung, da man einen kleineren 
Wert des Dirichletschen Integrales als D [U] = d durch eine zulässige 
Funktion U* erzielen könnte. Also ist D [U*] = d = d*, und U* 
stellt eine 1 ) Lösung des Minimumproblems für G dar; wir können 
also setzen 

(7) U*=U 

und haben damit unseren Satz bewiesen. 

Wir benutzen diesen Satz, um die konforme Abbildung des Ge
bietes G zu studieren, welche von der Funktion f(z) vermittelt wird, 
wenn G zwar schlichtartig, aber unendlich vielfach zusammenhängend 
ist (man denke etwa an die z-Ebene, welche mit unendlich vielen 
Löchern oder Einschnitten versehen ist). Die Gebiete Gj seien alle 
endlich vielfach zusammenhängend. Dann ist das durch die Funktion 
l; = f j (z) entworfene Bild 6 j von Gj jedenfalls ein schlichter Bereich, 
nämlich ein Schlitzbereich. Zwei getrennten Gebieten G', G", welche ganz 
in Gj liegen und in deren Innerem zwei Punkte P' bzw. P" fixiert sein 
mögen, werden also in der l;-Ebene getrennte Gebiete 6;, 6;' ent
sprechen; wegen der Konvergenz der Funktionen Ij (z) werden also 
die Gebiete G', G" durch die Funktion l; = f(z) ebenfalls auf Ge
biete 6', 6" über der l;, -Ebene abgebildet, die einander jedenfalls 
nicht überdecken; den zwei, in G beliebig wählbaren getrennten Punkten 
pI, P" entsprechen daher als inneren Punkten von G' bzw. G" ver
mittels der Funktion l; = f(z) sicher verschiedene Werte von l;; oder 
mit anderen Worten, der Bildbereich 6 von G ist schlicht. Wir 
haben damit den Satz bewiesen: Jedes schlichtartige Gebt'et läßt sich 
umkehrbar eindeutig und konform auf ein schlichtes Gebiet abbilden. 

Dieser merkwürdige Satz heißt nach Kotbe das allgemeine Uni
formisierungsprinzip, eine Bezeichnung, welche später durch § 13 
verständlich werden wird. 

1) Daß es keine ander e Lösung geben kann, besagt der Satz des nächsten 
Paragraphen. 
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Nachdem die Schlichtheit des Bereiches @5 erkannt ist, liefern 
die Überlegungen von § 6 ohne Modifikation das weitere übrigens 
später hier nicht benutzte Resultat, daß @5 wieder ein geradliniger 
Schlitzbereich sein muß, d. h. von geradlinigen zur u-Achse parallelen 
Strecken begrenzt ist, indem jede zusammenhängende Punktmenge ~ 
von Randpunkten des Bereiches @5 konstante Ordinaten v besitzt. 

§ 10. Der Eindeutigkeitssatz für die Abbildung. 

Wir können den Punkt 0 und die Richtung der x-Achse im 
Bereiche G, den wir wieder als n-fach zusammenhängend annehmen, 
beliebig wählen, und die Funktion {(z) mit einer beliebigen reellen von 
Null verschiedenen Konstanten multipliziert denken. Wir erhalten so 
zu jeder Stelle 0 (z = zo) von G und jeder komplexen Zahl ce eine 
"Strömungsfunktion" (= {(z) = u + iv, welche überall in G außer 

in 0 regulär ist, für die {(z) - _tX_ in 0 regulär bleibt, und durch 
Z-Zo 

welche das Gebiet G auf einen Schlitzbereich der (-Ebene abgebildet 
wird. Wir behaupten, daß durch diese Eigenschaften die Funktion 
( = {(z) bis auf eine willkürliche additive Konstante eindeutig bestimmt 
ist. In der Tat nehmen wir an, (* = u* + iv* sei eine zweite solche 
Funktion von z, dann ist (* = u* + iv* = cp (() eine analytische 
Funktion von (= u + iv. welche einen Schlitzbereich @5 der (-Ebene 
auf einen Schlitzbereich @5* der (* -Ebene konform abbildet und sich 
im Unendlichen verhält wie ( + regulärer Funktion. Wir bilden für 
die Differenz 

1] = (* - ( = P + i q = (u * - u) + i (v* - v) = '!p (() 

das über den Bereich S erstreckte Integral 

D [p] = f f 1 '!p' (() 12 du dv, 
@ö 

indem wir beachten, daß wir wegen der Regularität von '!p (() über 
den Punkt (= 00 der (-Ebene ohne weiteres hinweg integrieren 
dürfen l ). Formen wir nach der Greenschen Formel um und beachten, 
daß LI p = 0 in G ist, daß ferner die zu p konjugierte Potential
funktion q an jedem Schlitz konstante Randwerte besitzen muß, so 
folgt D [P] = 0, und hieraus die Konstanz von p und damit die von 1]. 

Wir können auch folgendermaßen schließen: Die Funktion 1] (() 
ist überall im Schlitzbereich @5 regulär und absolut genommen be
schränkt; sie bildet den Bereich @5 auf einen über der 1]-Ebene aus
gebreiteten Bereich T ab, dessen Randpunkte wegen der Konstanz 
der Randwerte von q auf jedem Schlitz ~ von @5 selbst n Schlitze, 
d. h. geradlinige Stücke bilden müssen. Das Gebiet T liegt ganz im 

1) V gl. Kap. 3, § 3, S. 287. 
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Endlichen. Besäße es einen inneren Punkt P, so könnten wir von 
diesem aus über der 1]-Ebene eine beispielsweise aus endlich vielen 
geraden Stücken bestehende ins Unendliche verlaufende Linie ziehen, 
die keinen der Begrenzungsschlitze von T trifft. Diese Linie müßte 
aus T austreten, also einen Randpunkt von T enthalten, der auf 
keinem der Schlitze von T liegt, was nicht angeht, da diese Schlitze 
die volle Begrenzung von T bilden. Also kann T keine inneren 
Punkte besitzen, muß sich mit anderen Worten auf einen Punkt 
reduzieren; es muß also 1] eine Konstante sein. 

Hiermit ist das behauptete Eindeutigkeitstheorem bewiesen. 

§ 11. Die algebraischen Riemannschen Flächen 
und ihre Analysis situs. 

Wir werden von den Überlegungen des § 5 eine Anwendung 
machen, um einige der wichtigsten tieferen Probleme der Riemann
sehen Funktionentheorie zu lösen. Als Vorbereitung hierzu müssen 
wir zunächst uns eine genauere Vorstellung von dem Verlaufe der 
sogenannten algebraischen Riemannschen Flächen verschaffen. Wir 
wollen unter einer algebraischen Riemannschen Fläche ein Gebiet G 
verstehen, welches aus einer endlichen Anzahl vollständiger Exemplare der 
z-Ebene bzw. der z-Kugel bestent, die in endlich vielen Verzweigungs
punkten miteinander verbunden sind. Wir haben also in G eine ge
schlossene Riemannsche Fläche der schon früher in § 8 betrachteten Art 
vor uns. Jede algebraische Funktion von z liefert uns eine solche Fläche; 
denn man kann nach Kap. 4 § 7 eine algebraische Funktion geradezu 
charakterisieren als eine solche, die mif einer algebraischen Ritmann
sehen Fläche bis aüf endlich viele Pole regulär ist. So liefert uns 

z. B. die Funktion l; = YRn (z), wobei Rn (z) eine ganze rationale Funk
tion 2 n -ten Grades ohne mehrfache Nullstellen ist, eine zweiblättrige 
Riemannsche Fläche ~ mit 2 n einfachen Verzweigungspunkten in 
den Nullstellen von Rn (z) . Wir können diese Fläche, welche im Falle 
n = 1 schon in Kap. 3 § 4, 5, im Falle n = 2 in der Theorie der ellip
tischen Funktionen ausführlich diskutiert ist, entstanden denken, indem 
wir die z-Ebene längs n etwa geradlinigen Schnitten aufschneiden, zwei 
kongruente Exemplare übereinanderlegen und dann die Schnittränder 
in der üblichen Art kreuzweise aneinanderheften. Man nennt die so 
entstehenden Flächen "hyperelliptische" Flächen. 

Diese hyperelliptischen wie schon die elliptischen Flächen (n = 2) 
geben die einfachsten Beispiele nicht mehr schlichtartiger Gebiete. 
Man kann nämlich, wie in der Figur 116 durch die teils stark, teils 
punktiert gezeichneten Kurven angedeutet ist, auf diesen Flächen doppel
punktlose geschlossene Kurven Q bzw. Q' ziehen, welche die Fläche 
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nicht III getrennte Stücke zerlegen. Solche Linien, die wir stückweise 
glatt annehmen wollen, nennen wir kurz "Rückkehrschnitte " der 
Fläche. Jeder Rückkehrschnitt besitzt zwei "Ufer", und nach Defini
tion gehören beide Ufer nicht getrennten Gebieten an, d. h. es ist 
möglich, von irgendeinem Punkte P eines Rückkehrschnittes Q eine 
wieder zu P zurückführende Kurve Q' in G so zu führen, daß Q und Q' 
sich sonst nirgends schneiden. Q und Q' stehen offenbar in derselben 
Beziehung zueinander wie Q' und Q, d. h. auch Q' ist ein Rückkehr
schnitt. Wir nennen die Rückkehrschnitte Q und Q' zueinander kon
jugiert. 

Auf unseren hyperelliptischen Flächen können wir sofort p = n - 1 
getrennte Paare konjugierter Rückkehrschnitte angeben, wie dies in 
der Figur für p = 2 angedeutet ist. 

Fig. 11(; . 

Um sich allgemein eine anschauliche Vorstellung von den Zu
sammenhangsverhältnissen unserer Riemannschen Fläche zu ver
schaffen, was wegen der Selbstdurchdringungen und Verzweigungen 
schwierig ist, kann man folgendermaßen vorgehen: Man denke sich 
die m Blätter der Fläche Gauseinandergenommen, so daß m volle 
durch gewisse Schnitte, die "Verzweigungsschnitte", aufgeschlitzte 
Ebenen entstehen. Jedes Ufer eines Verzweigungsschnittes denken 
wir uns mit einer Zahl bezeichnet, und zwar solche Ufer verschiedener 
Blätter, welche in G zusammengeheftet sind, mit derselben Zahl. Wir 
betrachten ein solches aufgeschnittenes Blatt, welches etwa q-fach 
zusammenhängend sein möge, und denken uns dasselbe, um die Vor
stellung des unendlich Fernen zu vermeiden, durch stereographische 
Projektion auf eine Kugel übertragen. Sodann verzerren wir dieses 
Blatt im Raume stetig, bis es die röhrenförmige oder sackförmige 
Gestalt angenommen hat, welche in den Fig. 117-119c für den Fall 
q = 1, 2, 3 gezeichnet ist. Die Bezeichnung der Ufer in dem ver
zerrten Gebilde behalten wir bei. So erhalten wir m räumliche Ge
bilde R1 , R2 , ••• , Rm dieser Form, deren Ränder aus den Verzwei
gungsschnitten von G entstanden sind. Nunmehr heften wir diese 
Gebilde Rl , R2 , ••• , Rm derart aneinander, daß dabei die gleich
bezeichneten Randstücke zur Deckung kommen, wobei wir nötigen-
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falls durch eine neue stetige Verzerrung dafür Sorge tragen können, 
daß überall genau solche Punkte miteinander vereinigt werden, welche 
früher auf der Riemannschen Fläche ebenfalls zusammenfielen. Indem 
wir dabei Schritt für Schritt vorgehen, nämlich jeweils durch Anheftung 
eines neuen Gebildes Rj' können wir offenbar, nötigenfalls durch noch
malige stetige Verzerrung, dafür sorgen, daß die entstehende, notwendig 

a 
b 

Fig. 117 a-c. 

im Raume geschlossene Fläche sich nirgends selbst durchdringt oder 
knotet und somit die Gestalt der Flächen in Fig. 120 a-c aufweisen wird, 
d. h. geschlossener, im Raume liegender Flächen, welche Löcher zeigen, 
ohne Ränder zu besitzen. Die erste der gezeichneten Flächen ist die 
schon aus der Theorie der elliptischen Funktionen bekannte Ring-

a b 

Fig. 118 a-c. 

/lächel die zweite hat Bretzel/orm, die dritte weist drei Löcher auf, ver
und offenbar kann man so beliebig weitergehen. Selbstverständlich 
können bei unserem Verfahren auch Flächen vom Typus der Kugel, 
d. h. Flächen ohne Löcher, entstehen. 

Man kann. indem man diese räumlichen Flächen sich wieder 
flach zusammengepresst denkt, sagen: Unsere Flächen mit p-Löchern 
lassen sich umkehrbar eindeutig und stetig auf einen Doppelbereich ab· 
bilden, der zu einem p + 1- fach zusammenhängenden schlichten Be-
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reich B gehört. Dabei verstehen wir unter diesem Doppelbereich den 
durch Hinzufügung der Unterseite von B zu B gebildeten Bereich. 

Die so aus G entstandene räumliche Fläche, welche wir mit R 
bezeichnen wollen und ebenfalls als "Riemannsche Fläche" bezeichnen 
können, besitzt genau dieselben inneren Zusammenhangsverhältnisse 
wie G; d. h. jeder geschlossenen doppelpunktlosen Kurve auf G ent-

a b 

F ig. 119 a-c. 

spricht eine ebensolche Linie auf R, jedem Rückkehrschnitt auf G 
entspricht eine doppelpunktlose geschlossene Kurve auf R, welche R 
nicht in zwei Teile zerlegt, oder, wie wir ebenfalls sagen können, ein 
Rückkehrschnitt auf R 1). Dasselbe gilt umgekehrt. Es bedeutet eine 
große Erleichterung der Anschauung, wenn wir uns die Zusammen-

a b 

Fig. 120 a- c. 

hangsverhältnisse auf G durch Betrachtung von R klarmachen. Die 
Anzahl p der Löcher in der Fläche R nennen wir das Geschlecht 
von R. Es wird sich im folgenden von selbst zeigen, daß düse A n
zahl p ganz unabhängig von der Art der Deformation der Fläche G 
ist und eine fundamentale, der Fläche G zugehörige Konstante dar-

1) Wir können übrigens alle stetigen Verzerrungen, welche wir vor
zunehmen haben, so treffen, dafi R eine stückweise stetig gekrümmte Fläche 
wird und stückweise glatte Kurven auf G in ebensolche auf R übergehen. 
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stellt; wir nennen darum auch p das Geschlecht der Biemannschen 
Fläche G. 

Um die Bedeutung von p zu verstehen, betrachten wir die 
Fläche R und ziehen auf ihr wie in der Figur p Rückkehrschnitt
paare Ql' Qt', "', Qp' Q;, welche ganz voneinander getrennt liegen, so 
daß zu jedem Loch ein Paar gehört. Man erkennt unmittelbar, daß durch 
diese Schnitte die Fläche R in eine schlichtartige Fläche R* verwandelt 
wird; denn nach Ausführung der sämtlichen Schnitte Qi' Q/ ist kein 
weiterer, die Fläche R* nicht zerlegender Rückkehrschnitt mehr 
möglich. Entsprechend erhalten wir auch auf G p Paare konjugierter 
Rückkehrschnitte, welche G in einen schlichtartigen Bereich G* ver
wandeln und die wir ebenfalls mit Q1' Q1', ... , Qp' Qp' bezeichnen wollen. 

Beiläufig sei bemerkt, daß schon durch die p Rückkehrschnitte Qi 
die Fläche G in eine schlichtartige verwandelt wird. 

Als Ergebnis unserer Betrachtungen halten wir fest: Die Riemann
sehe Fläche G läßt sich aurch p getrennte Paare konjugierter Rück
kehrschnitte in ein schlichtartiges Gebiet G* verwandeln. 

Nunmehr stellen wir uns vor, daß von einem beliebigen Punkt 
von G aus nach je einem Punkt jedes Rückkehrschnittpaares, etwa 
nach dessen Treffpunkt, ein Einschnitt Cl bzw. C2 , ••• , Cp gezogen 
wird, so daß alle diese Einschnitte weder einander noch sonst die 
Rückkehrschnitte Qi' Q/ treffen. Wir behaupten, daß durch die Rück
kehrschnittpaare und die Einschnitte G in ein einfach zusammen
hängendes Gebiet verwandelt wird. In der Tat, wir können nach 
§ 6 sicherlich G* auf einen schlichten Bereich @3 abbilden, wobei jedes 
Rückkehrschnittpaar, das ja eine zusammenhängende Randlinie von 
G* darstellt, in einen Schlitz übergeht; jede Linie Ci geht in einen 
von einem festen Punkte P in @3 nach einem der Schlitze führenden 
Schnitt über, und da ein p-fach zusammen
hängender schlichter Bereich durch p der
artige Schnitte in einen einfach zusammen
hängenden verwandelt wird, so ist unsere Be
hauptung bewiesen. Wir können nun auch 
alle die Einschnitte Ci zum Verschwinden 
bringen, indem wir z. B. den Treffpunkt 
jedes Rückkehrschnittpaares in den Punkt P 
hineingezogen vorstellen; hier zu brauchen wir 
ihn nur unter stetiger geeigneter Deformation l' ig_ 121-
desSchnittpaares längs Ci zu verschieben. Wir 
haben dann die Fläche von einemPunkte P aus "kanonisch zerschnitten", 
wie dies in Fig. 121 für p = 2 veranschaulicht ist. Das System der 
Rückkehrschnitte Qi' Q/ bildet dann einen geschlossenen Zug, welcher 

die Fläche G in einen einfach zusammenhängenden Bereich G ver-
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wandelt. Wir können uns von dieser zerschnittenen Fläche und der 
Zuordnung der Schnittufer eine Vorstellung machen, indem wir G erst 
auf einen schlichten Kreis abgebildet denken und so dann diesen durch 
stetige Deformation derart in ein geradliniges Polygon mit 4 p Seiten 
verwandeln, daß jedem Schnittufer eine Polygonseite entspricht. Dann 

ist, wie man leicht erkennt, die Zuord
nung der Seiten so beschaffen, wie es 
in der Fig. 122 für den Fall p = 2 

~. Q' + durch die gezeichneten Pfeile darge-
"-:,""\ Z stellt wird . 

. ,.' .... In den vorangehenden Betrachtungen, 
welche der von Leibniz als "Analysis 
situs" bezeichneten geometrischen Dis
ziplin angehören, ist von der räumlichen 
geometrischen Anschauung ausgiebig 
Gebrauch gemacht worden. Man kann 
diese Berufung auf die Anschauung ohne F ig . 122. 
prinzipielle. Schwierigkeiten umgehen 

und die Betrachtungen der Analysis situs auf einen axiomatischen 
Boden stellen, genau wie andere mathematische Disziplinen; doch 
würde dies für den gegenwärtigen Zweck zu weit führen 1). Für das 
Folgende wollen wir einfach als Voraussetzung fordern, daß der zu 
betrachtende Bereich G durch p Rückkehrschnittpaare in der ange
gebenen Weise kanonisch zerschnitten sei. Daß diese Zahl p von 
der Willkür unabhängig ist, welche bei der Art der kanonischen Zer
schneidung noch bleibt, wird sich im folgenden Paragraphen von 
selbst ergeben. 

§ 12. Die Ahelschen Integrale und algebraischen 
Funktionen auf gegebenen Riemannschen Flächen. 

Einer der größten Erfolge der Riemannschen Ideenbildungen war 
der Einblick, den sie in das Wesen der algebraischen Funktionen und 
ihrer Integrale gestatten. Wir sind nunmehr hinreichend vorbereitet, 
um diese Gedankengänge zu erfassen. Riemann geht nicht von einer 
algebraischen Gleichung zur Definition der algebraischen Funktion aus, 
um von da aus eine Riemannsche Fläche zur Darstellung des Funk
tionsverlaufes zu konstruieren, sondern er legt eine geometrisch ganz 
beliebig definierte algebraische Riemannsche Fläche G, d. h. eine Fläche 
der eben charakterisierten Art zugrunde und stellt zunächst die fun
damentale Frage, ob es stets zu einer solchen Fläche eine algebra-

1) Es sei vor allem auf das auf S. 328 zitierte Werk von Weyl ver
wiesen. 
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ische Funktion gibt, deren Riemannsche Fläche G ist. Diese Frage 
werden wir in positivem Sinne beantworten, indem wir mit Riemann 
nicht unmittelbar auf die Konstruktion algebraischer Funktionen aus· 
gehen, sondern zunächst solche Funktionen auf G suchen, die zwar 
selbst in G noch nicht eindeutig sind, deren Differentialquotient jedoch 
eindeutig wird, d. h. eine algebraische Funktion ist. Diese Funktionen 
nennt man Abelsche Integrale nach dem großen Mathematiker, der zum 
ersten Male solche transzendenten Funktionen systematisch studiert hat. 

Wir wollen daran gehen, alle zur Fläche G gehörigen Abelschen 
Integrale aufzustellen. Nach ihrer Definition sind es einfach die 
Integrale der algebraischen Funktionen auf G, aufgefaßt in ihrer Ab
hängigkeit von der oberen Grenze. Kennt man alle Abelschen Inte
grale auf G, so erhält man durch deren Differentiation offenbar alle 
algebraischen Funktionen. Diese selbst sind ganz spezielle, nämlich auf 
G eindeutige, Abelsche Integrale. 

Wir unterscheiden drei Typen von Abelschen Integralen, aut 
welche, wie sich nachher zeigen wird, alle andern sich zurückführen 
lassen: 

Integrale erster Gattung oder überall endliche Integrale heißen 
solche Abelschen Integrale, welche überall auf G regulär sind, also 
nirgends auf G unendlich werden. 

In~egrale zweiter Gattung nennt man die Abelschen Integrale, 
welche auf der Fläche G Pole besitzen, sonst aber nirgends singulär 
werden. 

Integrale dritter Gattung schließlich heißen solche, die logarith
mische Singularitäten aufweisen. 

Es sei f (z) ein Abelsches Integral erster oder zweiter Gattung 
und Q, Q* zwei "äquivalente" Rü;;kkehrschnitte, d. h. zwei solche Rück
kehrschnitte, welche durch stetige Deformation auseinander hervor
gehen. Wir dürfen annehmen, daß sie entweder einander nicht 
treffen und aus G ein zweifach zusammenhängendes sehlichtartiges 
Gebiet G' ausschneiden, oder einander zwar treffen, aber zu einem 
dritten Rückkehrschnitt Q** in jener Beziehung stehen. 

Die Funktion f' (z) besitzt als Singularitäten in G nur Pole von 
mindestens rlweiter Ordnung; wir wollen annehmen, daß auf Q, Q* 
kein, Pol liegt; dann ist, falls Q, Q* einander nicht treffen, nach dem 
Residuensatz 1 ) das Integral von f' (z), um den Rand des Gebietes G' 
herum ersfreckt, gleich Null; d. h. aber, die Integrale f f' (z) dz über 
die bei den Rückkehrschnitfe Q und Q* sind einander gleich; das
selbe folgt, wenn Q, Q* sich treffen, unter Zuhilfenahme von Q**. Wir 
nennen diesen Wert, welcher die Änderung der Funktion f(z) beim 

1) Vgl. Abschn. I, Kap. 5 § 8. 
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Umlauf um einen Rückkehrschnitt Q oder einen äquivalenten darstellt, 
den zu diesem Schnitt gehörigen Periodizitäts'lnodul. 

Haben wir ein Integral dritter Gattung vor uns, so kommt zu 
der additiven Mehrdeutigkeit durch die Periodizitätsmoduln noch die 
beim Umlauf um die logarithmischen singulären Stellen hinzu. 

Um den Existenzbeweis für die verschiedenen Typen der Abel
sehen Integrale zu führen und zugleich eine Übersicht über die ver
schiedenen sich so ergebenden Funktionen zu erhalten, brauchen wir 
uns nur der Überlegungen von § 5 zu erinnern. Diese liefern uns 
sofort die Existenz eines Abcischen Integrals zweiter Gattung, welches 
in einem gegebenen Punkte 0 (etwa z = 0) von G einen Pol erster 

Ordnung mit dem gegebenen Hauptteil ! oder allgemeiner ~ be-
z z 

sitzt und sonst nirgends unendlich wird. Ist der betreffende Punkt 0 
gerade ein Verzweigungs punkt m - 1 - tel' Ordnung von G, so bilden 
wir vorher die Fläche G durch eine Transformation der Gestalt 

1 

z' = z m so auf eine andere über der z' -Ebene ausgebreitete Fläche G' 
ab, daß der Umgebung des Punktes 0 ein schlichtes Gebiet in G' 
entspricht, und übertragen dann rückwärts die für G' gefundene 
Funktion auf G. 

Um Integrale z\veiter Gattung mit höheren Polen bzw. Integrale 
dritter Gattung zu erhalten, können wir wörtlich wie in § 5 ver
fahren; nur müssen wir die dort mit S bezeichnete Funktion etwas 
anders definieren. Suchen wir etwa em Integral zweiter Gattung, 

1 
welches im Punkte 0 unendlich wird wie so definieren wir im --;n' 
Kreise K 

1 rn 
S = - cos n {} + -2- cos n {} , rn a n 

wobei r, {} zum Kreise konzentrische Polarkoordinaten sind. Auch 
diese Funktion hat die Eig!!nschaft, auf der Peripherie von K ver
schwindende normale Ableitungen zu besitzen, so daß, wenn wir 
außerhalb K die Funktion S gleich Null setzen, die Überlegungen 
von § 5 wörtlich unverändert bleiben. Sie vereinfachen sich sogar 
prinzipiell für geschlossene Flächen dadurch, daß sich G mit endlich 
vielen Kreisen in der nötigen Art überdecken läßt. Durch Addition 
verschiedener solcher Integrale können wir sofort ein Integral zweiter 
Gattung herstellen, welches an gegebenen Stellen gegebe.ne Hauptteile 
besitzt. Indem wir beachten, daß die Potentialfunktion u, welche wir 
als Lösung unseres Minimumproblems erhalten, ihrer Definition nach 
eindeutig ist, erkennen wir, daß die Mehrdeutigkeit von ((z) sich allein 
im Imaginärteil v ausprägt, daß also die konstruierten Integrale rein 
imaginäre Periodizitätsmodulen besitzen. Durch Multiplikation mit i 
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können wir natürlich ebenso solche mit reellen Periodizitätsmoduln 
erhalten. 

Auch die Konstruktion der Integrale dritter Gattung gelingt sofort, 
wenn wir nur eine geeignete Singularitätenfunktion 5 angeben können. 
Zu dieser gelangen wir folgendermaßen: Wir nehmen zwei Punkte 
P 1 und P 2 , welche beide im Inneren einer schlichten in G liegen den 
Kreisscheibe K um einen von P 1 , P 2 verschiedenen Punkt liegen, 
und spiegeln diese Punkte an dem Kreise K. Die Spiege lpunkte 
bezeichnen wir mit Pt', P 2'; Zl' Z2' z/' z/ seien die zu unsern Punkten 
gehörigen komplexen Zahlenwerte; die Entfernungen eines Punktes 
P von P1 , P 2 , P/,· P 2' bezeichnen wir mit '1' '2' '1', '2'· \Vir 
setzen nun einfach in K einschließlich des Randes 

5 = (lg'1 -lg'2) + (lg,/ -lg,;/), 

während außerhalb K wieder 5 = 0 ist. In K ist 5 die konjugierte 
Potentialfunktion zu ({)1 - {)2) + ({)1' - {)2'), wenn mit {)1' {)2' {)/' {)2' 

die Winkel der komplexen Zahlen z - zl' Z - Z2' Z - Z1', Z - z/ be
zeichnet werden. Nun ist aber auf der Kreisperipherie nach einem 
bekannten und leicht zu beweisenden elementargeometrischen Satze 
({)1 - {),J + ({)1' - {)2') = 0; also gilt für die normale Ableitung von 
5 auf der Kreisperipherie die Relation 

oS _ 0 
OV - , 

und wir können daher auch hier wieder wörtlich wIe m § 5 weiter 
schließen. 

So gelangen wir zu einem Abelschen Integrale dritter Gattung, 
welches auf G lediglich in P 1 und P 2 singulär wird, und zwar wie 
19 (z - Z1) bzw. - 19 (z - z\I)' wenn P 1 , P2 zu den Werten zl' Z2 ge
hören. Auch dieses Integral besitzt rein imaginäre Periodizitätsmoduln ; 
bei positiver Umkreisung der Punkte P l' P \I wächst es um 2 ni 
bzw. - 2ni. 

Ebenso könnten wir statt der obigen Funktion 5 die Potential. 
funktion 

wählen. 

Auch diese Funktion ist erstens in K eindeutig und besitzt zweitens 
verschwindende normale Ableitungen auf der Peripherie, da sie zu 
der auf der Peripherie konstanten Potentialfunktion (lg'1 - 19 '1') 
- (lg, 2 - 19, 2') konjugiert ist. 

So gelangen wir zu einem Abelsc'hen Integral dritter Gattung mit 
rein imaginären Periodizitätsmoduln, welches sich beim Umlauf um 
die beiden einzigen singulären Stellen P1 , P 2 um die reellen Zahlen 
2 n bzw. - 2 n vermehrt. 
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Wir wollen die so gewonnenen Integrale dritter Gattung mit 
'IjJ(z; Zl' Z2) bzw. 'IjJ*(z; Zl' Z2) bezeichnen. Sie sind zunächst nur defi
niert, wenn zl' Z9 in einer ganz in G liegenden schlichten Kreisscheibe 
gelegen sind; aber mit Hilfe der einleuchtenden l ) Relation 

{ 'IjJ (z; Zl' Z2) = 'IjJ (z; zl' Z') + 'IjJ (z; z', z") + ... + 'IjJ (z; z(n-ll, Z2) 
(1) *(. ) _ *(. ') + *(. , ") + + * (. (n-l) ) 'IjJ Z, zl' Zs - 'IjJ Z f zl' Z 'IjJ z, z , z . . . 'IjJ z, z , Zs 

dehnt sich ihre Definition sofort auf den Fall zweier allgemein in G 
liegender Punkte zl' Z9 aus, da sich stets eine Kette von Punktepaaren 
der gewünschten Art zwischenschalten läßt. Ist einer der Punkte oder 
beide Verzweigungspunkt, so können wir vorher seine Umgebung auf 
ein schlichtes Gebiet abgebildet denken und die Konstruktion von S 
entsprechend vornehmen. 

Durch Multiplikation mit konstanten reellen Koeffizienten und 
Addition solcher Integrale dritter Gattung, wobei unter den singulären 
Punkten zl' Z9' zs' ... derselbe mehrfach auftreten darf, erhalten wir 
nun ein allgemeineres Integral dritter Gattung, welches an gegebenen 
Stellen von G logarithmische Unstetigkeiten besitzt, so daß die Residuen 
der Ableitung die Summe Null haben, im übrigen aber willkürlich gewählt 
werden können, während die Periodizitätsmoduln der reellen Teile Null 
sind. Daß die Bedingung für die Residuen wirklich naturgemäß und 
notwendig ist, folgt unmittelbar aus dem Cauchyschen Residuensatz 
des Abschnittes I, Kap. 5, § 8, wenn man diesen auf die Ableitung 
eines Integrales dritter Gattung für die ganze Fläche G anwendet. 

Indem wir G längs eines beliebigen Schnittes E von Zl nach Z2 

aufschneiden, verwandeln wir das Integral 'IjJ* (z; Zl' Z9) bzw. 'IjJ (z; Zl' Z2) 
in eine Funktion, welche bis auf ihre rein imaginären Periodizitäts
moduln in der zerschnittenen Fläche eindeutig ist und beim Ober
schreiten des Schnittes den Sprung 2 n bzw. 2 n i erleidet. 

Von hier aus gelangen wir leicht auch zu den überall endlichen 
Integralen erster Gattung. 

Es sei Q ein beliebiger Rückkehrschnitt, Zl' %2' ... , Zn-l' Zn = Zl 

eine geschlossene Kette von Punkten auf Q, so daß die Integrale 
'IjJ. (z; za' za+l) durch unser obiges Verfahren eindeutig definiert sind; 
dann wird die Summe 

i (z) = 'IjJ* (z; Zl' Z2) + ... + 'IjJ* (z; Zn-l' zn)' 

jedenfalls überall eine in G reguläre, also endlich bleibende Funktion 
sein; aber ihr reeller Teil ist nicht, wie bei den früheren Ausdrücken, 
eindeutig, sondern erleidet beim Überschreiten des Querschnittes Q 

1) Wenn Zl' Zg, z',... alle in einer Kreisscheibe K liegen, ist diese Re
lation selbstverständlich, andernfalls dient sie als Definitionsgleichung. Wir 
werden sogleich sehen, daß diese Definition nicht eindeutig ist. 
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den Sprung 2:n:, oder besser ausgedrückt, j (z) besitzt auf dem zu Q 
konjugierten Rückkehrschnitt Q' einen Periodizitätsmodul mit dem reellen 
Teil 211:. Wir haben also wirklich ein nicht identisch verschwindendes 
Integral erster Gattung vor uns. Offenbar könneh ",vir für jeden von den 
2 p Rückkehrschnitten eines kanonischen Schnittsystems eine solche 
Konstruktion ausführen und erhalten so 2 p voneinander "linear unab
hängige 1) Integrale" erster Gattung. 

Wir wollen die so entstehenden 2 p Integrale erster Gattung mit 
1'1 (z), j2 (z), ... , j2p (z) bezeichnen. Dann gilt der Satz: Jedes auf G 
überall endliche Integral ist bis auf eine additive Konstante eine lineare 
Kombination der Integrale j1 (z), 12 (z), ... , j2p (z) mit reellen Koeffizienten. 
In der Tat möge der reelle Teil eines vorgelegten Integrales erster 
Gattung j (z) an den 2 p Rückkehrschnitten Ql' Q1', ... , Qp' Qp' unseres 
Schnittsystems ,die Periodizitätsmoduln 211:c1' 211:c2 , ••• ,2 :n:c2p des 

reellen Teiles besitzen. Dann ist -:; (z) = j - Cl i1 - c2 12 - ••• - c2 P 12p 
ein Integral erster Gattung, dessen reeller Teil auf den Rückkehr
schnitten Q", Q; die Periodizitätsmoduln Null besitzt, somit auf G über
haupt eindeutig ist. Ein!: auf G überall eindeutige und endliche Po
tentialfunktion w muß aber eine Konstante sein; denn wendet man 

die Greensche Formel auf die zerschnittene Fläche G an, so erhält 
man sofort die Relation 

DG[wJ = O. 

Also ist der .Realteil w von 1 (z) und somit 1 (z) selbst eine Konstante. 
Wir können den oben bewiesenen Satz in verständlicher Sprechweise 

auch so aussprechen: Die größte Anzahl der voneinander reell linear 
unabhängigen Abelsehen Integrale erster Gattung ist gleich dem doppelten 
Geschlecht der Fläche. Damit haben wir gezeigt, daß die Zahl p wirklich 
eine von der speziellen Zerschneidung der Fläche unabhängige Kon
stante der Fläche ist. 

Daß durch Addition des geschlossenen Zyklus von Integralen 
dritter Gattung nicht identisch :Null herauskommt, wie man vielleicht 
entsprechend den Relationen (1) erwarten möchte, ist keineswegs 
paradox; durch (1) ist eben das Symbol 'IjJ* (z; Zl' Z2) gar nicht ein
deutig definiert, sondern nur bis auf ein beliebiges additives Integral 
erster Gattung. 

Wir haben damit die Aufstellung sämtlicher Abelscher Integrale 
auf G erreicht. Denn wir sind nun in der Lage, durch Kombination 
der gewonnenen Funktionen ein Integral herzustellen, welches an ge-

1) Jede lineare Kombination dieser Funktionen mit konstanten reellen 
Koeffizienten mUß nämlich wenn diese Koeffizienten nicht alle Null sind, min
destens einen nicht verschwindenden Periodizitätsmodul besitzen, kann also 
nicht identisch Null oder konstant sein. 

Ru rwi tz-C Oll rant, Funktionentheorie. 24 
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gebenen Stellen von G Pole mit gegebenen meromorphen Teilen besitzt, 
an anderen gegebenen Stellen logarithmische Unstetigkeiten mit ge
gebenen Residuen der Ableitung (so daß die Residuensumme ver
schwindet), und deren Periodizitätsmoduln an den 2 p Rückkehrschnitten 
gegebene reelle Teile besitzen, wodurch andererseits das Abelsche 
Integral bis auf eine additive Konstante festgelegt ist 1). 

Dem Leser sei übrigens empfohlen, sich diese Verhältnisse an 
dem Beispiel P = 1, wo es sich um elliptische Integrale handelt, an 
Hand des 2. Abschnittes explizite klarzumachen. 

Unter den algebraischen Funktionen auf G, welche wir durch 
Differentiation der Abelschen Integrale erhalten, befinden sich sicherlich 
auch solche, deren Vieldeutigkeit genau mit der Blätteranzahl m über
einstimmt. Wir brauchen uns z. B. nur ein Abelsches Integral zweiter 
Gattung zu konstruieren, welches in den über einer Stelle der z-Ebene 
liegenden Punkten Pi' P 2 , ••• , Pm von G je einen Pol erster Ordnung 
hat, wobei die Residuen dieser Pole alle voneinander verschieden ge
wählt werden; dann ist die Ableitung dieses Integrales sicherlich auf 
G genau m-deutig. 

Die Differentiation der Abelschen Integrale ist nicht die einzige 
Art zur Erzeugung algebraischer Funktionen. Man kann zu diesen z. B. 
auch durch Addition von Integralen erster und zweiter Gattung ge
langen, indem man die Periodizitäts moduln vermöge der verfügbaren 
Konstanten zum Verschwinden bringt. Die nähere Ausführung dieser 
Gedanken und die daran anschließende systematische Behandlung der 
algebraischen Funktionen findet der Leser in der spezielleren Literatur 2). 

Zum Schluß dieses Paragraphen sei noch bemerkt, daß man zu 
den Integralen erster Gattung auch direkt gelangen könnte, indem 
man nach dem Muster von § 5 diejenige überall in G außer auf Q 
stetige und stückweise mit stetigen ersten Ableitungen erster Ordnung 
versehene reelle Funktion u von x und y sucht, welche bei Über
schreitung von Q den Sprung 2 n erfährt und für welche das Integral 
D [u] möglichst klein wird. 

Diese Funktion, deren Existenz genau wie in § 5 folgt, muß 
natürlich eine Potentialfunktion sein und erweist sich sofort als Realteil 
des von uns oben betrachteten zum Querschnitt Q gehörigen Integrales 
erster Gattung. Wir können, indem wir auf unsere Strömungsbetrach
tungen zurückgreifen, das so gewonnene Potential u charakterisieren 
als das Potential einer elektrischen oder thermischen Strömung, die auf 
unserer leitend gedachten Fläche entstehen würde, wenn man sie längs 

1) Nämlich deswegen, weil eine überall auf G eindeutige reguläre Potential
funktion eine Konstante sein muß. 

2) Unter neueren Werken sei das schon zitierte Buch von Weyl genannt, 
sowie Hensel-Landsberg, Theorie der algebraischen Funktionen, Leipzig 1902. 
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Q zerschneidet und an den bei den Ufern eine konstante Spannu'ng 2 17-
bzw. bei Wärmeströmung eine konstante Tempe1'aturditferenz 217- an
bringt. 

§ 13. Die Uniformisierung der algebraischen und analy
tischen Funktionen durch automorphe Funktionen mit 

Grenzkreis . 
Unser allgemeinster Abbildungssatz für einfach zusammenhängende 

schlichtartige Gebiete liefert uns mit Leichtigkeit die Lösung eines 
wichtigen Problems der höheren Funktionentheorie, welches die 
Mathematiker während der letzten Dezennien viel beschäftigt hat. Von 
jeher besteht das Bestreben, Mehrdeutigkeiten in einem Funktions
verlaufe C = {(z) dadurch der Betrachtung zugänglicher zu machen, 
daß man beide Variable C, z gleichzeitig als eindeutige Funktionen 
cp (t), 1jJ (t) eines komplexen Parameters t darstellt; man sagt dann, 
daß die Funktion C = ((z) durch die eindeutigen analytischen Funk
tionen cp (t), 1jJ (t) uniformisiert sei, und nennt t die uniformisie'J'ende 
Variable. So z. B. wird die Funktion C = za bei beliebigem a uni-

formisiertdurch die Darstellung z=et , C = eat , die Funktion C=y'l -Zll 

durch die Darstellung 
C = cost, 

oder 

die Funktion 

z = sint, 

2t 
z=1+t2 ' 

C = y' 4 zO! - g2 Z - g 3 

nach Abschnitt 1I, Kap. 5, § 1 durch 

C = SO' (t), z = p (t) , 
wobei SO (t) die Weierstraßsche f.) -Funktion bedeutet. 

In der Umgebung eines algebraischen Verzweigungspunktes haben 
wir ebenfalls den Funktionsverlauf in Kap. 4, § 8 durch eine uni
formisierende Variable dargestellt. Aber wir haben bisher keines
wegs eine für den gesamten Funktionsverlauf gültige Uniformisie
rung hergestellt derart, daß das Wertsystem (C, z) den ganzen Funk
tionsverlauf der algebraischen Funktion C = {(z) durchmißt, wenn die 
uniformisierende Variable t ein gewisses Gebiet der t-Ebene be
streicht und C = cp (t), z = 1jJ (t) eindeutige und in diesem Gebiete bis 
auf Pole reguläre Funktionen von t sind. Die unter anderem auch 
für geometrische Anwendungen wichtige Aufgabe, eine solche Uni
formisierung für den Gesamtverlauf der algebraischen Funktion ;,:u 

finden, heißt das "Uniformisierungsproblem". Es hat seine vollständige 
24* 
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Lösung erst in neuerer Zeit vor allem durch Arbeiten von Poincare 
und Koebe gefunden. Mit Rücksicht auf den in diesem Buche ge· 
zogenen Rahmen wollen wir uns hier auf den einfachsten - und 
auch interessantesten - Fall beschränken, die sogenannte Grenzkreis
uniformisierung. Dabei ziehen wir zunächst eine beliebige algebraische 
Funktion C = ((z) mit der Riemannschen Fläche G in betracht. 

Man könnte versuchen, folgendermaßen vorzugehen: Wir bilden 

die kanonisch zerschnittene Fläche G konform auf ein ebenes Gebiet 
B der t-Ebene ab, dann entspricht jedem Werte t in B eindeutig 

ein Punkt der Fläche G, somit auch der diesem zugehörige Funktions-
wert ~; ebenso gehört natürlich erst recht zu jedem t in B eindeutig 
der Wert z des entsprechenden Punktes auf G; es sind also C, z ein
deutige Funktionen von t in B. Das so Erreichte aber -kann uns 
nicht befriedigen, einmal weil am Rande von B Singularitäten der 
Funktionen \:(t), z(t) auftreten, vor allem aber, weil wir über den 
Gesamtverlauf dieser Funktionen keinerlei Überblick erhalten. Daher 
schreiten wir zu einer Verfeinerung des gefaßten Gedankens. 

Wir konstruieren uns zunächst an Stelle von G eine neue Fläche 

G, welche zwar unendlich viele Blätter besitzt, jedoch hinsichtlich 
ihrer Zusammenhangsverhältnisse viel einfacher ist als G; diese Fläche, 
welche wir die zu G gehörige einfach zusammenhängende universelle 
Überlagerungsjläche nennen werden, erhalten wir folgendermaßen: Wir 

denken uns die kanonisch zerschnittene Fläche G in unendlich vielen 
kongruenten Exemplaren vorhanden, die Schnittufer der Rückkehr
schnitte überall in derselben Weise mit den Buchstaben Q/, Qj -, 
Q/+' Q/- bezeichnet, und heften nun an jedes Schnittufer Q+ von G 
ein neues Exemplar der Fläche mit seinem entsprechenden Ufer Q
an, ebenso an jedes Ufer Q- ein neues Exemplar mit Q+, und fahren 
so fort, indem wir an jeden entstehenden freien Schnittuferrand eine 

neue Fläche G mit dem entsprechenden Rand anfügen. Sobald bei diesem 
Prozeß entsprechende Ufer Qh+ und Qh- oder Qf.+ und Qf.- zusammen
stoßen. d. h. sobald in der Berandung eines so entstehenden Bereiches 
z. B. zwei entsprechende Ufer Qh + und Qh - mit demselben h aufeinander
folgen, sind diese beiden Ufer zusammenzufügen. Indem wir uns diesen 
Prozeß in infinitum fortgesetzt denken, haben wir einen unendlich viel-

blättrigen Bereich G definiert, der aus unendlich vielen kongru

enten Exemplaren von G besteht, und der unsere gesuchte Über
l~gerungsfläche darstellt. Wir haben uns davon zu überzeugen, daß 
G wirklich ein schlichtartiger einfach zusammenhängender Bereich ist. 
Dies aber erkennen wir unmittelbar an Hand der Figur 122 aus § 11, 
indem wir G ebenso wie die kongruenten Exemplare durch ein ebenes 
Polygon repräsentieren, dessen Seiten je ein Schnittufer darstellen. 
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Wenn wir unseren Anhängungsprozeß mit den Polygonen vornehmen 
(wobei diese, sofern es uns nur auf die Zusammenhangsverhältnisse 
ankommt, keineswegs kongruent zu sein brauchen, sondern sogar alle 
schlicht in einer Ebene untergebracht werden könnten), sehen wir un
mittelbar die Richtigkeit unserer Behauptung hinsichtlich des Zu-

sammenhanges von G ein. 

Jeder auf G geschlossene Weg über der z-Ebene ist natürlich 
erst recht auf G geschlossen, jede auf G eindeutige Funktion erst 
recht auf der Überlagerungsfläche G eindeutig 1). 

Nach § 6 und 8 können wir nunmehr die Überlagerungsfläche -C um
kehrbar eindeutig und konform auf einen schlichten Bereich abbilden, 
und zwar entweder auf die volle unberandete i-Ebene, oder auf die 
nur von einem Punkte, etwa dem Punkte 00, berandete t-Ebene, 
oder schließlich auf das Innere des Einheitskreises. Der erste Fall 
ist nach der Bemerkung in § 8 (S. 355) ausge~~hlossen, sobald p > 0 ist, 
weil dann sicher die Überlagerungsfläche G von G verschieden, also 
unendlich vielblättrig wird; im Falle p = 0 dagegen erhalten wir wirk
lich als Bild von G die volle t-Ebene, weil G in einen einfach zu
sammenhängenden schlichtartigen Bereich übergeht, sobald wir G 
"punktieren", d. h. irgendeinen in G willkürlich gewählten Punkt für 
den Augenblick als Randpunkt ansehen; dann wird die punktierte 
Fläche G auf die punktierte t-Ebene abgebildet, somit auch die nicht 
punktierten Bereiche aufeinander. Nach § 8 werden nunmehr 'If' (t), 

1) Allgemein wird man eine über einer gegebenen Fläche Gausgebreitete 
Fläche G* dann Überlagerungsfläche zu G nennen, wenn jeder auf G* geschlossene 
\Veg auch auf G geschlossen ist. Jede solche Überlagerungsfläche kann, wenn sie 
schlicht artig ist, zur U niformisierung im Sinne der folgenden Ausführungen benutzt 
werden. Die hier zugrunde gelegte gibt den übersichtlichsten Fall. - Man kann 
unsere Überlagerungsfläche, wie auch jede andere, ohne den oben geschilderten 
Anheftungsprozeß definieren, indem man von der Bemerkung ausgeht, daß ein 
über der z-Ebene ausgebreiteter Bereich B für unsere funktionentheoretischen 
Zwecke vollständig definiert ist, wenn von jedem in der z-Ebene geschlossenen 
Wege feststeht, ob der entsprechende Weg auch in B geschlossen sein soll 
oder ob seinen Endpunkten verschiedene Punkte in B (in verschiedenen Blättern) 
zuzuweisen sind. Ebenso kann man zu einer Riemannschen Fläche G eine 
Überiagerungsfläche U definieren, indem man von jedem auf G geschlossenen 
Wege festsetzt, ob er auch auf der Fläche U geschlossen sein soll oder nicht. 
Dann kann man unsere Überlagerungsfläche G einfach definieren, indem man 
verlangt: Jeder auf G geschlossenen, stetig um einen Punkt zusammenzieh

baren Kurve soll auch auf G eine geschlossene Kurve entsprechen; jeder 
anderen eine auf G nicht geschlossene Kurve. Der Leser wird die Äquivalenz 
beider Definitionen selbst nachprüfen können. Die zuletzt gegebene hat den 
Vorteil, von einer Zerschneidung des Gebietes G keinen Gebrauch zu machen; 
sie läßt si~h darum auch für ganz beliebige Bereiche anwenden. 
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Cf! (t) rationale Funktionen von t. Für Flächen G vom Geschlechte 
Null gelingt also die Uniformisierung stets durch rationale Funktionen. 

Im Falle p > 0 bezeichnen wir den Bildbereich von G in der 
t-Ebene mit T, gleichviel ob er die ganze Ebene außer dem Punkte 
00 oder der Einheitskreis ist. Dann werden die Punkte der Fläche 
G, also gewiß auch die auf dieser Fläche eindeutigen Werte von 
I; eindeutig den Punkten von T zugeordnet sein, also I; eine überall 
in T eindeutige Funktion Cf! (t) von t werden; dasselbe gilt erst recht 
von den Zahlenwerten z = 1f!... (t) in der komplexen z-~bene, über denen 
der betreffende Punkt von G liegt. Also sind auf G und somit erst 
recht auf G, I; und z eindeutige Funktionen 

I; = Cf! (t), z = IjJ (t) 

der uniformisierenden Variablen t; durchläuft diese irgendeinen Weg 
in T, so durchläuft das Wertsystem (I;, z) ebenfalls einen Weg auf 

der Fläche G, oder, was auf dasselbe hinauskommt, auf G. Ist der 
erstere Weg geschlossen, so ist es sicher auch der letztere. 

Wir wollen nun die Funktionen Cf! (t), ljJ Ct) näher charakterisieren, 
indem wir die inneren Symmetrien beachten, welche die Überlagerungs

fläche G aufweist. Die Oberlagerungsfläche G gestattet "Decktransfor
mationen", d. h. kongruente Transformationen in sich. Jeder Punkt P 
auf G liegt nämlich in irgendeinem Exemplar der unendlich vielen 
Flächen G; zu diesem Exemplar gehört eindeutig ein bestimmtes 
weiteres, in welches wir bei Überschreitung eines Schnittufers Q+ 
oder Q-, Q'+, Q'- gelangen, und in diesem Exemplar gibt es einen 
bestimmten zu P kongruent gelegenen Punkt. (Um die Zuordnung 
auch noch auf den Ufern Q eindeutig zu machen, brauchen wir immer 
nur für jeden Schnitt das eine Ufer Q+, Q'+ zu G zu rechnen, das 

andere nicht.) Wir ordnen nun jedem Punkt P auf G den so durch 
Überschreitung eines der Ufer Q/ oder Qi-' Q/+, Q/- für ein irgend
wie festgewähltes i erhaltenen Punkt P' zu, und erkennen unmittelbar, 
daß dabei G in sich übergeht. Die so erhaltenen Decktransforma
tionen und alle durch wrederholte Anwendung daraus entstehenden 
bilden die "Gruppe der Decktransformationen von G". 

Wir wollen untersuchen, was dies für die Funktionen Cf! (t), ljJ Ct) 
bedeutet. Einer Decktransformation unserer Gruppe entspricht um
kehrbar eindeutig in der t-Ebene eine Zuordnung von Punkten des 
Bereiches T zueinander, durch welche T in sich abgebildet wird; da 
die Decktransformation als kongruente Abbildung konform ist, so ist 
es auch die Abbildung von T in sich. Mithin ist nach § 1 diese Ab
bildung eine lineare Transformation 

(1) t' - c:!.. + ~ 
- yt+<5· 
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Die sämtlichen linearen Transformationen, die wir so als Korrelat zu den 
Decktransformationen erhalten, bilden ihrer Natur nach eine Gruppe, 
d. h. jede aus mehreren Transformationen der Gesamtheit (1) zu
sammengesetzte Transformation gehört wieder der Gesamtheit an; 
desgleichen gehört die zu einer Transformation (1) inverse wieder zur 
Gesamtheit. Die Gruppe wird "erzeugt" durch die 2 p zu den verschie
denen Rückkehrschnittufern Q/, Q/+ gehörigen Decktransformationen, 
bzw. durch die entsprechenden linearen Transformationen; d. h. alle 
Transformationen der Gruppe lassen sich aus diesen und ihren in
versen Transfoqnationen zusammensetzen. 

Da nun zu zwei auf G in dem angegebenen Sinne durch eine 
Decktransformation einander zugeordneten Punkten genau dieselben 
Werte der komplexen Variablen z und ihrer algebraischen Funktion 
, gehören, so folgt für alle Transformationen unserer Gruppe die 
Relation 

(2) (at+ fJ) .- . cp Yt + t5 _. cp (t), 

Wir erhalten also in der Bezeichnung von Kap. 4, § 9 das Ergebnis: 
Die algebraische Funktion ist durch eindeutige automorphe Funktionen 
von t mit der Gruppe (1) uniformisiert. 

Wir wollen diese automorphen Funktionen cp (t), 1jJ (t) näher 
charakterisieren. Ist erstens der Bereich T die ganze t-Ebene mit 
Ausnahme des Punktes 00, so müssen die Funktionen (1), da der 
Punkt 00 in sich übergeht, die Gestalt haben 

(3) t' = at + ß. 
Wir kennen solche Funktionen für den Fall p = 1, nämlich die 

elliptischen Funktionen mit den Perioden w1 ' w2 ; diese sind offenbar 
gerade automorphe Funktionen dieses Typus; in der Tat leisten sie ja 
die Uniformisierung der elliptischen Riemannschen Fläche. Es läßt sich 
leicht zeigen, daß wir mit dem Falle p = 1 und der Uniformisierung 
durch elliptische Funktionen die erste Möglichkeit erschöpft haben, 
wo T die ganze punktierte Ebene ist. 

In der Tat muß in Gleichung (3) die Konstante a den Wert 1 
haben; denn anderenfalls gäbe es einen Wert to' so daß to = ato + ß 
wäre, nämlich to = 1~ a' Es würde also dieser Punkt bei der ~ans
formation fest bleiben, also auch der entsprechende Punkt auf G bei 
der entsprechenden Decktransformation, was offenbar widersinnig ist, 
also hat (3) die Form t' = t + ß. Die Funktionen cp (t), 'IjJ (t) sind 
also entweder einfach periodisch oder, zufolge der Lehre von den 
mehrfach periodischen Funktionen, doppeltperiodisch, da mehr als 
zwei unabhängige Perioden nicht auftreten können. Der Fall einfacher 
Periodizität, also nur einer erzeugenden Substitution der Gruppe, führt 
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aber auf das Geschlecht Null, da für p > 0 schon mindestens 4 Schnitt
ufer auftreten, also mindestens zwei wesentlich verschiedene, mit den 
inversen vier wesentlich verschiedene Transformationen die Gruppe 
erzeugen. 

Zu wesentlich neuen Funktionen gelangt man im zweiten Falle; 
wenn T der Einheitskreis (oder natürlich irgendein anderer Kreis) der 
t-Ebene wird. Alle linearen Transformationen der Gruppe müssen 
diesen Kreis in sich überführen, indem sie das Innere umkehrbar 
eindeutig auf sich selbst abbilden. Das Bild eines Exemplares G von G 
wird ein schlichter Bereich in T sein, in dem die Funktionen cp (t), 
1jJ (t) den gesamten Vorrat ihrer Wertepaare genau einmal annehmen 
müssen; wir sprechen von dem gemeinsamen "Fundamentalbereich" 
F der automorphen Funktionen. Unendlich viele solcher Fundamental
bereiche, die alle durch Transformationen (1) ineinander übergehen, 
müssen den ganzen Einheitskreis ausfüllen und infolgedessen jeden
falls, in eine Reihe F 1 , F 2 , F 3 , ••• , F h , ••• geordnet, einen gegen Null 
konvergierenden Flächeninhalt besitzen. Dies ist, da sie durch lineare 
Transformationen aus irgendeinem festen im Inneren liegenden Funda
mentalbereich F entstehen, nur möglich, wenn sie selbst bei hinreichend 
großem h in einem beliebig kleinen Kreise Platz finden 1). Daraus 
schließen wir, daß in beliebiger Nähe jedes Randpunktes des Ein
heitskreises noch ganze Fundamentalbereiche liegen. Denn jeder Punkt 
in hinreichender Nähe des Kreisrandes muß notwendig zu einem Fun
damentalbereich Fj mit beliebig großem Index i gehören. Somit 
nehmen die Funktionen cp (t), "p (t) dort noch jeden beliebigen Wert 
an; also ist jeder Punkt der Kreisperipherie wesentlich singulärer 
Punkt beider Funktionen; mit anderen Worten, dieser Kreis ist die 
natürliche Grenze für die uniformisierenden automorphen Funktionen. 
Wir sagen: die Uniformisierung der algebraischen Funktion gelingt 
stets durch automorphe Funktionen mit Grenzkreis, indem wir den Fall, 
daß T die punktierte Ebene ist, in diese Bezeichnung einbeziehen 2). 

Die automorphen Funktionen mit Grenzkreis sind uns aus Kap. 4, 

1) Dies folgt z. B. sofort aus Hilfssatz Ia in § 4, wenn wir diesen Hilfssatz 
auf ein Gebiet anwenden, welches ganz in T liegt und den Ausgangsfundamental
bereich F in sich enthält, etwa durch Hinzufügung der sämtlichen anstotienden 
Fundamentalbereiche aus ihm entsteht; auch dieses Gebiet wird durch die be
treffende Transformation noch auf eines mit beliebig kleinem Flächeninhalt 
abgebildet. und nun folgt aus dem Hilfssatz Ia, dati dann im ursprünglichen 
Fundamentalbereich die Abbildungsfunktion entsprechend der Kleinheit der 
Bildfläche annähernd konstant wird. 

2) Diese Freiheit in der Bezeichnung rechtfertigt sich sofort, wenn wir 
statt einer z-Ebene eine Kugel zugrunde legen; der Existenzbereich der auto
morphen Funktionen ist dann das Äutiere eines gewissen Kreises auf der Kugel, 
welcher sich im Grenzfalle auf einen Punkt zusammenziehen kann. 
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§ 9 schon bekannt, wo die Fundamentalbereiche als Kreisbogenpoly
gone auftraten, deren Seiten auf dem Grenzkreis orthogonal standen. 

Der Einheitskreis in der t-Ebene und seine Einteilung in Fun
damentalbereiche repräsentieren uns vollkommen die Riemannsche 
Fläche der algebraischen Funktion. Indem wir die linearen Trans
formationen des Einheitskreises in sich als "Nichteuklidische Bewe
gungen" bezeichnen, so daß also die Fundamentalbereiche in diesem 
Sinne "kongruent" zu nennen wären, können wir sagen: Die Riemann
sc he Fläche einer algebraischen Funktion wird repräsentiert durch ein 
aus unendlich vielen nichteuklidisch kongruenten Bestandteilen aufge
bautes Stück der Ebene. Im Falle der elliptischen Funktionen tritt an 
Stelle der nichteuklidischen die wirkliche Kongruenz. 

Auf die genauere geometrische und gruppentheoretische Unter
suchung unserer Transformationsgruppe (1) können wir hier eb enso
wenig weiter eingehen, wie auf andere Möglichkeiten der Uniformi
sierung algebraischer Funktionen. Es muß da etwa auf die Mono
graphie von Fricke-Klein über automorphe Funktionen verwiesen 
werden. 

Nur beiläufig sei zum Schluß noch bemerkt, daß unsere Betrach
tungen auch die Möglichkeit der Uniformisierung beliebiger analytischer 
Funktionen durch eindeutige automorphe Funktionen mit Grenzkreis 
dartun, sobald es uns gelingt, die Konstruktion der entsprechenden 
einfach zusammenhängenden Überlagerungsfläche für den Existenz
bereich G der analytischen Funktion durchzuführen; in welcher Art 
dies möglich ist, ergibt sich aus Anm. 1) S. 373. 

Ferner sei darauf hingewiesen, daß unsere Betrachtungen fast 
unmittelbar auch die gleichzeitige Uniformisierung mehrerer Funk!ionm 
f1 (z), f2 (z), ... durch automorphe Funktionen mit Grenzkreis und ge
meinsamer Gruppe liefern. Man braucht ja nur von einer Riemannschen 
Fläche auszugehen, auf welcher gleichzeitig alle betrachteten .Funktionen 
eindeutig sind. 

§ 14. Die konforme Abbildung schlichtartiger Bereiche 
auf Kreisbereiche. 

Wir wollen zum Schluß noch eine Anwendung des allgemeinen 
Theorems von § 9 machen, welches besagt, daß man jeden be
liebigen schlichtartigen Bereich. konform auf einen schlichten abbilden 
kann; und zwar wollen wir den Satz beweisen, daß es möglich ist, 
jeden endlich vielfach zusammenhängenden schlichtartigen Bereich auf 
die volle Ebene mit Ausschluß endlich vieler kreisförmiger Löcher (bzw. 
die unberandete volle Ebene) umkehrbar eindeutig und konform abzubilden. 
Es genügt hierzu nach dem schon Bewiesenen, . den Beweis unter der 
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Voraussetzung zu führen, daß der Ausgangsbereich G ein ebener 
geradliniger Schlitzbereich über der z-Ebene ist und daß dieser wirk
lich Grenzschlitze aufweist, die sich nicht auf einen Punkt reduzieren 
(solche punktförmige Schlitze könnten wir als Kreise mit verschwin
dendem Radius auffassen). Das behauptete Theorem ist genau die 
Verallgemeinerung des Riemannschen Abbildungssatzes in seiner ur
sprünglichen Form, wie wir ihn auf S.327 formuliert haben. 

Zum Beweise werden wir auf ganz naturgemäße Art geführt, 
wenn wir die konforme Abbildung von G auf einen Kreisbereich K' 
der '-Ebene für den Augenblick einmal hypothetisch als vorliegend 
annehmen und diese Abbildung sodann nach dem Spiegelungsprinzip 
fortgesetzt denken. Über der' -Ebene entsteht dann ein schlichter 
Bereich, dessen merkwürdige Natur wir nachher noch studieren 
werden, jetzt aber nicht weiter zu charakterisieren brauchen, während 
wir das über der z-Ebene entstehende Gebilde folgendermaßen defi
nieren können. Wir gehen zunächst von G zu einem Gebiete Gl 

über, indem wir G an seinen sämtlich n Schlitzen spiegeln. Im Falle 
n > 1, den wir allein ins Auge zu fassen brauchen (der Fall n = 1 

ist schon durch die konforme Abbildung ,= z + ~ des § 5 in z 
Kap. 3 erledigt), erhalten wir in Gl einen mehrblättrigen, nämlich 
aus n + 1 vollen Ebenen bestehenden Bereich, dessen Begrenzung 
aus n (n - 1) geradlinigen zur reellen x-Achse parallelen Schlitzen 
besteht, den je n - 1 Spiegelbildern jedes der ursprünglichen Schlitze 
.El , .E2 , ••• , .En • Von G 1 aus erzeugen wir uns nun weiter eine 
Fläche G2 , indem wir Gl wieder an jedem seiner freien Schlitzränder 
spiegeln, und gehen so weiter zu Gs' G 4' GI.".... Den Limes der 
ineinandergeschachtelten Bereiche Gi bezeichnen wir mit G. 

Von den Zusammenhangsver
hältnissen der anschaulich viel
leicht nicht leicht vorstellbaren 
Bereiche Gi bzw. G erhalten wir 
sofort ein übersichtliches Bild, 
indem wir die entsprechenden 
Spiegelungen an dem hypothe
tischen Kreisbereiche K vorge
nommen denken und so zu Be
reichen Kl , K2 , Ks ' ... über
gehen, welche ebenfalls inein-

Fig. 123. ander geschachtelt sind und sämt-
lich wieder Kreisbereiche mit 

einer immer wachsenden Anzahl von Kreislöchern darstellen (siehe 
die Fig. 123 für n = 3). Gleichviel nun, ob diese Kreisfigur durch 
wirkliche konforme Abbildung herstellbar ist oder nicht, so veran-
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schaulicht sie uns doch im Sinne der analysis situs die Zusammen· 
hangsverhältnisse von Gj und G. Wir sehen also, daß G jedenfalls 
schlichtartig ist, wenn auch nicht mehr von endlicher Zusammen· 
hangszahl. 

Wir fassen nun irgendeine Stelle 0 (z = zo) auf G ins Auge, 
etwa eine Stelle, die im ursprünglichen Bereiche G liegt, und können 
dann nach §§ 5, 6, 9 eine auf G eindeutige analytische Funktion 
1; = u + iv = f(z) konstruieren, welche nur im Punkte 0 einen Pol 
erster Ordnung mit gegebenem Residuum besitzt und den Be· 
reich G auf einen schlichten Bereich K abbildet. Die ineinander· 
geschachtelten Bereiche, welche dabei als Bilder von G, G1 , G2 , ••• , 

Gj • •• entstehen, wollen wir mit K, K1 , K2 , ••• , Kj ... bezeichnen und 
haben dann zu beweisen, daß diese wirklich mit den vorhin hypo. 
thetisch angenommenen, gleichbezeichneten Gebieten identisch sind. 

Wir zeigen zunächst, daß die analytische Funktion 1; = f(z) ein· 
deutig bis auf eine additive Konstante bestimmt ist, wenn ihre polare 
Singularität vorgegeben und außerdem die Endlichkeit für den Bild· 
ftächeninha~~ des aus G durch Weglassung von K o 1) entstehenden 
Bereiches G - Ko 

DG- KO [u] =j J \ f' (z) :2 dx d y 
G-Ko 

vorausgesetzt wird. Ist 1;* = u* + iv* = f* (z) eine zweite Funktion 
mit denselben Eigenschaften, so genügt es zu zeigen, daß für die 
überall in G reguläre und absolut beschränkte Potentialfunktion 
w = u - u* die Relation 

Dc[w] = 0 
gilt. 

Zu diesem Zwecke. bedenken wir zunächst, daß das Integral 
Dc [w ], erstreckt über den ganzen Bereich C-, existieren muß; denn 
erstlich existiert offenbar DKo [w], und zweitens wegen der aus § 4, 
Gleichung (5) folgenden Relation 

D [u - u*] < D [u J + D [tt*] + 2 V D [u] D [u*] 
auch DG- Ko [w J. 

Wir denken uns weiter jeden der n ursprünglichen Schlitze mit einer 
Kurve Ql' Q2' ... , Q" umgeben und betrachten den Gebietsstreifen Bi 
aller der Punkte auf G, welche von Qi einen Abstand nicht größer als 
eine feste Zahl R besitzen; dabei wählen wir die Linien Qi (etwa als 
Rechtecke) und die Zahl R so, daß die Gebiete Bi und also alle aus 
ihnen durch das angegebene Spiegelungsverfahren entstehenden Ge· 
biete schlichte, einander nirgends überdeckende Bereiche werden. 

1) K o ist ein beliebiger Kreis um 0, der ganz in G liegt (vgl. § 5). 
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Die durch Spiegelung aus Qi und Bi entstehenden Gebilde wollen 
wir in eine Reihe 

Qi.l' Qi.2' Qi.3' ... ; B i. l , B i. 2 , Bi. 3' ••• 

so geordnet denken, daß bei dieser Aufzählung zuerst alle in Gl 

liegenden, dann alle in G2 neu hinzukommenden Gebilde angeführt 
werden usw. Wir setzen 

DBi • r [w] = W i • r' 

dann ist wegen der Existenz von D [w] klar, daß die Relation 
00 n 

(1) lim ..2..2 Wi • r = 0 
1=00 r=i i=l 

besteht. 

Nach Hilfssatz I, § 4, GI. (10) gilt für jeden Punkt von Qi. /' eme 
Ungleichung 

( 2) 

Es ist also, wenn sauf Qi. r die Bogenlänge, 'J! die Normale 
bedeutet, 

(3) 
OW 1 ~/ ---- - OW 1 ~/----
-0- < -= v W. , - < -= v W. . 
os = R V II '. r OV = R .j % '. r 

Aus der ersten Gleichung folgt, wenn wir unter w~ irgendeinen 
t, r 

von W auf Q. angenommenen Wert verstehen, für alle Werte von W 
'. r 

auf Q. 
t. r 

(4) 
1 --Iw - w? I < ---= Vw. . L, 

t,r = R V % ,.r 

wobei L eme gemeinsame obere Schranke für die Länge aller Qi 
bedeutet. 

Nunmehr betrachten wir statt des Bereiches Gj denjenigen Be
reich G .', welcher aus G. entsteht, wenn wir die' freien Randschlitze auf G. 

J J J 
durch die jeweils benachbarten Kurven Q. ersetzen. G.' liegt in G., 

'. r J J 

enthält jedoch Gj _ l in sich, so daß G auch als Limes der G/ auf-
gefaßt werden kann. Nach der Greensehen Formel (6) aus § 4, ange
wandt für den Bereich G/ und die Funktionen cp = w, 'IjJ = w, wird 
wegen Llw = 0 

f OW 
DG/ [w] =..2 w -0-; ds, 

Qi, r 

wobei die Randintegrale über diejenigen Kurven Q. zu erstrecken sind, 
" r 

welche die Begrenzung von G/ darstellen; bei hinreichend großem j 
liegen sicher die Indizes r alle oberhalb einer beliebig groß vor
gegebenen Schranke. Nun haben wir sicherlich 

fOo: ds = 0, 

Qi, " 
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also 

J ow ow 
w----ds=[(w-w? )--dS, 

Q. ov . t,T ov 
h r Qi, r 

mithin wegen (3), (4) 

Es ist also 

DGj [w] < /;11: 27 Wi ,r' 

und da bei hinreichend großem i alle Indizes r hier beliebig groß 
werden, ergibt sich nunmehr unmittelbar wegen (1) 

DG [w] = lim DG~j [w] = O. 
i=oo 

Damit aber ist die behauptete Konstanz von w und somit von 
fez) -- f* (z) bewiesen. 

Nachdem wir so unsere Funktion' = fez) charakterisiert haben, 
folgern wir, d~ß die zu verschiedenen Unstetigkeitspunkten 0 in G 
und beliebigen dort vorgegebenen Residuen gehörigen Funktionen, 
welche G auf ein schlichtes Gebiet abbilden, lineare Funktionen von
einander sind; in der Tat ist, wenn ,= fez) unsere zum Punkte Zo 

gehörige Funktion bedeutet, jede. lineare Funktion 

(5) ,*=cx1;+f!. 
r1;+<5 

wieder eine'Funktion von z, welche das Gebiet G auf einen schlichten 
Bereich der '* -Ebene abbildet - nämlich auf den durch (5) aus dem 
Bildbereich K von Gentstehenden -, und welche bei geeigneter 
Wahl der Konstanten Cl, ß, r Cl an einer beliebig gegebenen Stelle 
der '-Ebene, also gewiß auch an einer beliebig gegebenen Stelle 

von G einen Pol mit gegebenem Residuum besitzt; diese Funktionen '* 
erschöpfen somit die Gesamtheit der zu G gehörigen Funktionen 
mit den angegebenen Eigenschaften. 

Wir können das Resultat auch so ausdrücken: Jede konforme 
Abbildung von G auf ein schlichtes Gebiet der '*-Ebene, welches 
den Punkt '* = 00 im Inneren 1) enthält, wird vermittelt durch eine 
lineare Funktion irgendeiner unserer Funktionen ,. Genau ebenso 
folgt, daß jede solche konforme Abbildung mit Änderung des Dreh
sinnes der Winkel 2) durch Übergang von der Funktion 1:; oder einer 
linearen Funktion von , zu der konjugiert komplexen Größe ver
mittelt wird, also durch eine Relation der Form 

(5a) 1-"** - ~1;+t 
~ - r'+<5' 

') Naturlich ist diese Bedingung im Grunde genommen unwesentlich. 
2) Vgl. Kap. 2, § 2. 
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wobei f** die zu C** konjugiert komplexe Zahl bedeutet und G auf 
einen Bereich der C**-Ebene abgebildet wird. 

Bisher haben wir noch keinerlei Gebrauch gemacht von den 

Symmetrieeigenschaften des Bereiches G; indem wir dies tun, er
halten wir das Resultat, daß die Funktionen (5) in der Tat den Aus-

gangsbereich G auf einen Kreisbereich der gewünschten Art abbilden. 

Der Bereich G gestattet nämlich Transformationen in sich: Er geht 
punktweise in sich selbst über, wenn' man ihn an einem der Be
grenzungs-Schlitze .L: spiegelt; dabei vertauschen sich die beiden Ge-

biete miteinander, in welche G durch.L: zerlegt wird, und die Punkte 
von .L: entsprechen sich selbst bei der umkehrbar eindeutigen Ab-

bildung von G auf sich. Diese Abbildung von G in sich ist eine 
konforme Abbildung mit Umlegung der Winkel. Wir betrachten 
unsere Funktion C = f(z) und bezeichnen sie, indem wir sie als 

Funktion eines Punktes P auf G betrachten, mit C = f {P}. Mit P' 
wollen wir den aus P durch Spiegelung an unserem Schlitz .L: ent
stehenden Punkt bezeichnen und nunrriehr dem Punkte P' in einer 
C**-Ebene den Punkt C**{P'} = f{P} zuordnen. Dann ist durch 

diese Zuordnung eine konforme Abbildung der Fläche G auf einen 
schlichten Bereich mit Umlegung der Winkel definiert, wie man so
fort erkennt. 

Das Bild von G enthält den Punkt C** = 00 im Inneren, nämlich 
den zu 0' gehörigen Punkt C** = f{O} = f(zo) = 00. Also ist C** 
eine zu einer linearen Funktion von C konjugiert komplexe Größe (5 a). 

Deuten wir C und C** in derselben Ebene, so definiert die Glei
chung (5 a) eine solche Abbildung der Ebene in sich, daß dabei 
Kreise wieder in Kreise übergehen. Ferner muß jeder Punkt des 
Bildes C von .L: in sich selbst übergehen und das Innere und Äußere 
von C miteinander vertauscht werden. Hieraus können wir schließen, 
daß C ein Kreis ist. In der Tat betrachten wir drei auf C willkür
lich gewählte Punkte Al' A 2 • As und legen durch sie einen Kreis, 
so muß dieser Kreis, da drei seiner Punkte bei der Abbildung (5 a) 
fest bleiben, in sich übergehen; also kann der Kreis keine Punkte 
im Inneren oder im Äußeren von C haben, weil solche Punkte ja 
in äußere bzw. innere Punkte übergehen müssen; das heißt aber, C 
ist mit dem Kreise identisch. Bei der Abbildung von G auf die 
C -Ebene wird also jeder Schlitz des Ausgangsbereiches G auf einen 
Kreis abgebildet, das Gebiet G ist somit in der Tat auf einen durch 
Kreise begrenzten schlichten Bereich konform abgebildet, der im 
übrigen den Punkt 00 im Inneren enthält, sobald der Pol o auf G 
1m Ausgangsbereich G gewählt ist. 

Das behauptete Abbildungstheorem ist damit bewiesen. 
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Gleichzeitig ist bewiesen, daß diese Abbildung im wesentlichen, d. h. bis 
auf eine lineare Transformation, eindeutig bestimmt ist. Denn wenn 
zwei verschiedene Kreisbereiche der z·Ebene aufeinander konform 
abgebildet sind, so lassen sie sich auf denselben Schlitzbereich G der 

z·Ebene konform abbilden; indem wir zu G die obige Fläche G kon· 

struieren und die Abbildung von G auf die Kreisbereiche nach dem 
Spiegelungsverfahren fortsetzen, erkennen wir, daß unsere Abbildungs· 
funktionen notwendig mit unseren oben betrachteten Funktionen f(z) 
identisch, also lineare Funktionen voneinander sind. Wir können 
dieses Eindeutigkeitstheorem geradezu so formulieren: Zwei Kreis
bereiche lassen sich nur dann umkehrbar eindeutig und konform auf
einander abbilden, wenn sie durch lineare Transformationen ausein
ander hervorgehen. 

Wir wollen schließlich noch die Struktur des Bereiches K be· 

trachten, auf welchen die Fläche G durch die Funktion ,= f(z) ab· 

gebildet wird. Da K durch das Spiegelungsverfahren aus dem Kreis· 
bereiche K entsteht, so erscheint, wie in der Fig. 123 angedeutet, 

K als Limes ineinandergeschachtelter Kreisbereiche Kj , deren Zu· 
sammenhangszahl mit j über aUe Grenzen wächst; dabei ist K. das 

J 
Bild des Bereiches Gj' Wir behaupten: Jeder einzelne der Begren· 
zungskreise von Kj hat einen bei hinreichend großem i beliebig 
kleinen Radius, und zwar konvergiert der Gesamtflächeninhalt der 
von diesen Kreisen aus der Z; -Ebene ausgeschnittenen Fläche bei 
wachsendem j gegen Null. Diese Tatsache ergibt sich z. B., indem 
wir beachten, daß die Relationen (1), (2), (3), (4) auch bestehen 
bleiben, wenn wir darin w durch u oder versetzen. Wir haben d;;mn, 
indem wir für das Dirichletsche Integral von u oder v die Bezeich· 
nung W beibehalten, wegen (4) auf dem Rande des Bildes r. 

'. r 
von Qi.r 

2 
(u - u? )~ + (v - v? )~ < - P W. 

~,r ~,' =R2Jl t,r' 

d. h. dieses Bild läßt sich in einen Kreis vom Inhalt nicht größer als 

R~?tL~Wi.r einschließen, woraus wegen (1) unsere Behauptung folgt. 

Die Begrenzung unseres Bildbereiches K wird also aus einer Punkt· 
menge, den Häufungspunkten unserer Kreise, bestehen, welche den 
"Inhalt Null" hat, d. h. sich in endlich viele Gebiete von beliebig 
kleinem Gesamtflächeninhalt einschließen läßt; welche außerdem diskret 
ist, indem je zwei ihrer Punkte sich durch eine ganz außerhalb der· 
selben laufende Kurve trennen lassen, und welche doch "pe1'fekt", 
d. h. "mit der Menge ihrer Häufungspunkte identisch ist. 
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§ 15. Die Moduln eines schlichtartigen Bereiches. 
Wir machen von den gewonnenen Ergebnissen noch eine An

wendung, um die Frage zu beantworten, unter welchen Umständen 
zwei vorgegebene schlichtartige Bereiche Cl und C2 sich konform 
aufeinander abbilden lassen. Wenn die Bereiche einfach zusammen
hängend sind, so ist dies immer möglich, höchstens abgesehen von 
dem Ausnahmefall, daß einer der Bereiche aus der vollen oder der 
punktierten Ebene besteht bzw. auf diese abbildbar ist. Im Falle 
einer beliebigen endlichen Zusammenhangszahl n denken wir uns 
beide Bereiche nach dem vorigen Paragraphen auf Kreisbereiche, 
nämlich K1 und K2 , abgebildet. Dann sind Cl und C2 zufolge des 
letzten Satzes aus § 14 dann und nur dann konform aufeinander ab
bildbar, wenn die Kreisbereiche K1 und K2 auseinander durch lineare 
Transformationen hervorgehen. Im Falle des zweifachen Zusammen
hanges können wir durch eine lineare Transformation sicherlich die 
beiden Begrenzungskreise so konzentrisch um den Nullpunkt an
geordnet ~enken. daß der Kreisbereich K1 bzw. K2 einfach der Kreis
ring zwischen diesen beiden konzentrischen Kreisen wird 1). Die 
beiden äußeren sowie die beiden inneren Kreise der betreffenden 
Kreisringe mögen dabei einander entsprechen. Im Grenzfalle kann 
einer der Kreise in den Nullpunkt bzw. in den Punkt 00 übergehen 
oder auch beides eintreten; wir wollen auch dann noch von einem 
konzentrischen Kreisring sprechen. Die lineare Transformation, welche 
zwei derartige Kreisringe ineinander überführt, muß notwendig die 
Form '1 = a '2 besitzen, weil jeder Radius der konzentrischen Kreise 
als gemeinsamer Orthogonalkreis wieder in einen solchen Orthogonal
kreis, d. h. in einen Radius übergehen muß. Bei einer solchen Trans
formation wird das Radienverhältnis der beiden Kreise nicht geändert 
(das auch den Wert Null haben bzw. bei der doppelt punktierten 
Ebene durch 0: 00 repräsentiert sein kann). Umgekehrt lassen sich 
sicherlich zwei konzentrische Kreisbereiche von gleichem Radienver
hältnis aufeinander durch Dilatation und Drehung konform abbilden. 
Wir schließen also: Zwei zweifach zusammenhängende Bereiche lassen 
sich dann und nur dann konform aufeinander abbilden, we~n das 
Radienverhältnis der zugehörigen konzentrischen Kreisbereiche bei beUlen 
dasselbe ist. Es ist also eine reelle Bedingung notwendig und hin
reichend, oder wie inan nach Riemann sagt, ein zweifach zusammen
hängender schli.chtartiger Bereich besitzt einen "M odul". 

Ist die Zusammenhangszahl n der Bereiche Cl und C2 größer 
als 2, so können wir wieder durch eine lineare Transformation jeden 

1) Man erkennt diese' Möglichkeit sofort aus Kap. 3 §, 1, indem man be
rÜ4:ksichtigt, dati man in einer linearen Transformation 6 wesentliche reelle 
Konstanten zur Verfügung hat. 
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der zugehörigen Kreisbereiche K1 , K2 von vornherein so umgestaltet 
denken, daß zwei seiner Kreise konzentrisch um den Nullpunkt und 
die übrigen in dem zwischengelegenen Kreisring liegen, so daß also 
K1 , K2 je ein mit kreisförmigen Löchern versehener konzentrischer 
Kreisring ist, wobei der Fall einer mehrfach punktierten Ebene als 
Grenzfall eingeschlossen bleibt. Die beiden äußeren sowie die beiden 
inneren Kreise der Kreisringe mögen dabei einander entsprechende 
Kurven sein. Eine lineare Transformation, welche die beiden kon
zentrischen Kreise wieder in konzentrische ebenso angeordnete Kreise 
um den Nullpunkt überführt, muß die Form '1 = "(2 besitzen, d. h. 
aus einer Dilatation und Drehung bestehen; es müssen daher K1 

und K2 durch Drehung und Dilatation auseinander hervorgehen. Wir 
schließen also, indem wir beachten, daß hier alle Schlüsse umkehrbar 
sind. Zwei Echlichtartige n-fach zusammenhängende Bereiche sind dann 
und nur dann konform aufeinander abbildbar, wenn bei den betrachteten 
zugehörigen ringförmigen Kreisbereichen die Verhältnisse der n Radien 
sowie die Winkel, unter welchen die inneren Kreise und die gegen
seitigen Abstände der Kreismittelpunkte vom Nullpunkt aus erscheinen, 
in beiden Bereichen miteinander übereinstimmen. Wir haben also hier, 
da die Radienverhältnisse durch n - 1, die Winkel der ersten Sorte 
durch n - 2 und die der zweiten Sorte durch n - 3 Zahlen gegeben 
sind, als notwendige und hinreichende Bedingung für die Abbildbar
keit der Gebiete aufeinander paarweise die Gleichheit von je gewissen 
3 n - 6 reellen Zahlen zu fordern, die zu den Bereichen GI und G2 

gehören. Solche für die Abbildbarkeit eines Gebietes charakteristischen 
Zahlen nennt man nach Riemann "Moduln" des Bereiches, und kann 
daher zusammenfassend sagen: Ein n-fach schlichtartiger zusammen
hängender Bereich hat für n = 1 gar keinen, tür n = 2 einen und 
für n > 2 3 n - 6 Moduln. 

Daß für n = 1 und n = 2 der allgemeine Ausdruck 3 n - 6 für 
die Anzahl der Moduln nicht gilt, hat seinen inneren Grund in 
dem Umstande, daß für n = 1 der Bereich sich noch durch eine von 
drei willkürlichen reellen Konstanten abhängige Funktion, im Falle 
n = 2 durch eine von einer willkürlichen reellen Konstanten abhängige 
Funktion in sich transformieren läßt, während bei n > 2 keine solche 
Scharen von Transformationen mehr auftreten können, wie die obigen 
Betrachtungen zeigen. 

§ 16. Ergänzende Bemerkungen. 

Wir wollen die in diesem Kapitel entwickelten Theorien durch 
eine Reihe verschiedenartiger ergänzender Bemerkungen abschließen, 
wobei hinsichtlich der Ausführung im einzelnen auf die Literatur ver
wiesen werden muß. 

H urw i t z - C 0 uran t, Funktionentheorie. 25 
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Zunächst sei betont, daß die betrachteten geradlinigen Schlitz
bereiche oder Kreisbereiche keineswegs die einzigen Normalbereiche 
sind, auf die man jeden schlichtartigen Bereich konform abbilden 
kann. Um zwei andere bemerkenswerte Typen solcher Normalbereiche 
zu erhalten, beachten wir, daß in dem Variationsproblem des § 5, in 
welchem wir die Abbildungsfunktion C = u + i v konstruierten, von 
vornherein statt der dort betrachteten Funktion S auch eine der Funk
tionen S genommen werden könnte, welche wir in § 12 zur Kon 
struktion der Abelschen Integrale dritter Gattung benutzt haben. 
Nehmen wir etwa für S in der Bezeichnung von § 12 die zu zwei 
Stellen P l' P 2 des zunächst als schlicht vorausgesetzten Bereiches G 
gehörige Funktion 

S = (1fl - 1f2) - ({}l' - 1f2')· 

Die zugehörige Funktion 

C=f(z)=u+iv 

wird genau wie die in § 5 konstruierte Funktion an jedem zusammen
hängenden Randstück von G konstante Randwerte für den imaginären 
Teil v besitzen und sich in der Umgebung der Stellen P l , P 2 ver
halten wie - i log (z - Zl) bzw. + i log (z - Z2)' Man erkennt hieraus, 
indem man die Kurven u = konst., v = konst. betrachtet, leicht, daß 
durch die Funk~ion 

der Bereich G auf einen Bereich abgebildet wird, welcher aus der vollen 
r;-Ebene besteht, die längs endlich vieler oder unendlich vieler konzen
trisch um den Nullpunkt angeordneter Kreisbögen aufgeschnitten ist. 

Wählen wir dagegen für S die Funktion 

S = (log rl - log r2) + (log r/ - log '2') 

In der Bezeichnung von § 12, so erhalten wir eine Funktion 

C = u + iv = f(z) , 

deren Imaginärteil v wiederum auf jedem zusammenhängenden Rand
stück von G konstante Randwerte annimmt, die sich selbst an den 
Stellen P 1 und P 2 aber verhält wie 

log (z - Zl) -log (z - Z2)' 

SO erkennen wir, daß hier die Funktion 

r; = el; = e"e iv 

den Bereich G konform abbildet auf die volle r;- Ebene, welche längs 
endlich oder unendlich vieler geradliniger auf Strahlen durch den Null
punkt angeordneter Schlitze aufgeschnitten ist. 
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Es bedarf kaum einer besonderen Erwähnung, daß diese Ab
bildungs sätze auch noch dann bestehen bleiben, wenn G nicht mehr 
schlicht ist, sondern einen beliebigen schlichtartigen Bereich darstellt 1). 

Etwas wesentlich Neues erhalten wir, wenn wir uns die Frage 
stellen, ob es auch Normalabbildungen für nicht schlichtartige Bereiche 
gibt. Wir beschränken uns hier darauf, referierend diese Frage für 
den Fall zu beantworten, daß es sich um eine geschlossene Riemann
sche Fläche vom Geschlechte p handelt. Jedes Abelsche Integral 
?; = ((z) = 'u + iv zweiter Gattung, welches an einer einzigen Stelle P 
der Ritmanllschen Fläche G einen Pol erster Ordnung besitzt, bildet 
die geeignet von der Stelle P aus kanonisch zerschnittene Fläche G 
auf die volle schlichte ?;-Ebene ab, deren Begrenzung von 2 p Paaren 
zur reellen Achse paralleler sämtlich nach negativ unendlich großen 
Werten von v reichender Schlitze gebildet wird; jedes Schlitzpaar 
entspricht dabei einem Rückkehrschnitt; die Ränder der Schlitze eines 
Paares sind einander so zugeordnet, daß übereinanderliegende Punkte, 
d. h. Punkte mit demselben Werte der u-Koordinate miteinander zu 
identifizieren sind, so daß dabei der obere Rand des einen dem unteren 
Rand des anderen Schlitzes entspricht. 

Die Schlitzpaare sind so angeordnet, daß je zwei zusammen
gehören, deren eines die Schlitze des anderen trennt. Zwei solche 
Schlitzpaare entsprechen einem Paar konjugierter Rückkehrschnitte 
auf G 2). 

Die so geschilderte Figur können wir also als die Normalform 
einer algebraischen Riemannschen Fläche betrachten. Sie enthält in 
den Koordinaten der Schlitzenden 6 p reelle Konstanten. Wir können 
eine gegebene Fläche G auf unendlich viele Arten in dieser Weise 
abbilden, indem wir den Pol des abbildenden Integrals zweiter Gattung 
auf G beliebig annehmen, ihm dort ein beliebiges Residuum zuweisen 
können und schließlich noch eine willkürliche additive Konstante 
zur Verfügung haben. Nun gilt der Satz, daß eine Fläche vom 
Geschlecht p > 1 nur eine endliche Anzahl von konformen Abbil
dungen in sich selbst gestattet; wir formulieren mit Rücksicht auf 
diese Tatsache die oben geschilderten Verhältnisse, indem wir sagen: 
Eine Riemannsche Fläche vom Geschlecht p> 1 hängt im Sinne der 
konformen Abbildung von 6 p - 6 reellen Konstanten ab oder sie besitz! 
6 p - 6 reelle Moduln, d. h. es sind 6 p - 6 reelle Bedingungsgleichungen 
fiir zwei Riemannsche Flächen zu erfüllen, wenn dieselben sich konform 
aufeinander abbilden lassen. 

1) Vgl. zu diesen Sätzen Koebe, Acta mathem., Bd.41, S.305ff.; Math. 
Zeitschr., Bd. 7, wo noch andere, allgemeinere Typen von Normalbereichen 
behandelt sind: 

2) Vgl. Courant, Math. Zeitschr., Bd.3; Koebe, Gött. Nachrichten, Jahr
gang 1918. 

25* 
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Im Falle p = 1 und p = 0 ist diese Behauptung nicht mehr 
richtig, da man im ersten Falle noch eine von zwei willkürlichen reellen 
Parametern abhängige Schar von Transformationen der Fläche in sich 
angeben kann, im Falle p = 0 sogar eine von 6 solchen Parametern 
abhängige Schar. Wir haben demgemäß im Falle p = 1 zwei, im Falle 
p = 0 keine Moduln. 

Hinsichtlich der nicht schwierigen Durchführung der hierzu ge
hörigen Beweise sei der Leser auf die Literatur verwiesen 1). 

Zum Schluß seien noch einige Bemerkungen über den allgemeinen 
Begriff der Riemannschen Fläche gemacht: Während wir zunächst die 
Riemannsche Fläche über die Zahlen ebene oder Zahlenkugel ausge
breitet dachten, sind wir, um uns die betreffenden Zusammenhangs
verhältnisse zu veranschaulichen, darauf geführt worden, diese ebenen 
Riemannschen Flächen beliebigen stetigen Deformationen zu unter
werfen. Allgemein können wir demgemäß den Begriff der Riemann
schen Fläche folgendermaßen formulieren: Wir nennen jede M annig
faltigkeit, spezieU jede Mannigfaltigkeit von Raumpunkten, eine zur Funk
tion l; = f(z) gehörige Riemannsche Fläche, wenn den Punkten des ana
lytischen Gebildes (C, z) umkehrbar eindeutig und stetig die Plmkte der 
Mannigfaltigkeit G zugeordnet sind. Die Funktion f(z) heißt dann Funk
tion auf der Riemannschen Fläche. Ist unsere Fläche G eine ebene 
Fläche, so wird durch die Funktion C = f(z) eine konforme Abbildung 
von ihr auf einen Bereich über der C -Ebene vermittelt, derart, daß 
geeigneten Stücken von G schlichte Gebiete über der C -Ebene ent
sprechen_ Es entsteht nun naturgemäß die Frage, ob und inwiefern 
es noch einen Sinn hat, bei dem allgemeinen Begriff der Riemann
schen Fläche davon zu reden, daß die Funktien C eine konforme Ab
bildung von G auf einen ebenen Bereich vermittelt. 

Diese Fragestellung setzt voraus, daß wir in der Mannigfaltigkeit G 
eine Maßbestimmung gegeben haben, so daß der Begriff des Winkels 
einen Sinn erhält. Unter Vermeidung unnötiger Allgemeinheit stellen 
wir uns G als räumliche Fläche vor, deren Punkte durch zwei reelle 
Koordinaten x, y festgelegt sind und auf der das Linienelement d s 
durch den Ausdruck 
(1) ds'!. = edx'!. + 2 fdxdy + gdy'!. 
gegeben ist; hierbei sind e, f, g gegebene Funktionen von x, y, 
welche stetige partielle Differentialquotienten besitzen mögen. Sobald 
es uns gelingt, statt x, y solche Koordinaten u, v auf G einzuführen, 
daß das Linienelement ds'!. die Gestalt annimmt 
(2) ds'!. = ). (du'!. + dv2) , (). = ). (u, v»), 
so überzeugt man sich bekanntlich sofort davon, daß .die Fläche G 
auf ein Stück der uv-Ebene konform, d. h. winkel treu, abgebildet ist, 

1) Vgl. z. B. Weyl, loc. cit., S. 165. 
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wenn jedem Punkt (u, v) auf G der entsprechende Punkt u, v in der 
Ebene zugeordnet wird, in der 14, v rechtwinkliehe Koordinaten sind. 
Indem wir auf G einen bestimmten Umlaufssinn einführen 1), können 
wir es durch geeignete Vorzeichenbestimmung von u oder v stets so 
einrichten, daß die winkeltreue Abbildung auch den Umlaufssinn er· 
hält. Wir nennen dann den komplexen Ausdruck 14 + iv =, eine 
Funktion auf der Fläche. Ist u* + i v* = '* eine andere Funktion 
auf der Fläche, so haben wir offenbar wegen der Konformität der 
Abbildung der '-Ebene auf die '*.Ebene in C* eine analytische Funk
tion der komplexen Variablen C im gewöhnlichen Sinne vor uns. 

Zwei beliebige Funktionen auf einer Fläche G sind analy:ische 
Funktionen voneinan1fY. Im Spezialfall der ebenen Riemannschen 
Flächen (e = g = 1, f = 0) liegt die Sache einfach so, daß z und' 
Funktionen auf der Fläche sind; unsere allgemgine Auttassung beseitigt 
die Sonderstellung der unabhängigen Variahlen gegenübEr der abhängigen 
in der Funktionentheorie. 

Wie erhält man nun Funktionen auf der Fläche, d. h. konforme 
Abbildungen auf ebene Bereiche? Zur Beantwortung dieser Frage 
zerlegen wir die Gleichung (2) in die drei Relationen 

(3) e=2(u",2+ v",2) 
(4) f=2(u",u y +v",vy) 

(5) g = 2 (14/' + v/), 
aus denen sofort 
(6) 
folgt, wobei 

(7) w=Yeg-[2, 

die mit irgendeinem - wir woUen zur Fixierung der Vorstellung 
annehmen: positiven - Vorzeichen genommene Quadratwurzel ist. 
Durch Elimination von 2 aus (3), (4) mit Hilfe von (5) erhalten wir 
zwei Gleichungen, die in den Größen uy' vy linear sind und, nach 
ihnen aufgelöst, die Relationen 

fux-wv x 
U = --------

Y e 

wUx+fvx v = --=----'--= 
y e 

ergeben, die wIr auch schreiben können 

(8) 

(9) fv y - gv", 
U = . 

y W 

1) G darf also keine "einseitige" Fläche sein. 



390 IlI, ö. Das Riemannsche Abbildungsprinzip. 

Diese Gleichungen sind genau das Analogon zu den Cauch"y-Riemann
schen DifJerentialgleichungen der Funktionentheorie und gehen in diese 
für e = g = 1, f = 0 über. Man schließt aus ihnen sofort, daß u, 0 

Lösungen der partiellen Differentialgleichung von Beltrami 

( 
op op op OP) 

(10) Ap = ~ 0 eTy-f-~ + 0 ga;--fay = 0 
W OX W oy W 

sind, welche das Analogon zur Potentialgleichung für unsere Fläche 
darstellt. Mit Rücksicht hierauf nennt man Lösungen dieser Gleichung 
Potentiale auf der Fläche. Zwei Potentiale u, v, welche durch Rela
tionen (8), (9) aneinander gebunden sind, heißen konjugiert. Alle 
unsere früheren Überlegungen und Vorstellungen bezüglich ebener 
Strömungen finden mit Hilfe der entwickelten Begriffe ihre unmittel
bare Übertragung auf unseren jetzigen Bereich G; insbesondere sind 
zwei konjugierte Potentiale charakteristisch für die Stromlinien und 
Niveaulinien einer Strömung auf der Fläche. Die Greensche Formel, 
auf der so viele Schlüsse der vorangehenden Kapitel beruhten, bleibt 
ebenfalls erhalten; wir müssen nur unter D [tp, 'lf'J das Integral 

f je 1j).L"I'Y_-:- [i'Px 'l'y_~ 'PlIJ'x)-± g 'Px "I'x dx d Y 

verstehen. Alle diese Tatsachen beweisen sich mühelos, wenn man 
beachtet, daß die hier gebildeten Ausdrücke gegenüber beliebigen 
Koordinatentransformationen invariant sind und daß stets das Linien
element ds2 von G die Form 2(du2 + dv2 ) annehmen muß, wenn 
wir für u, v zwei konjugierte Potentiale auf der Fläche einführen; 
wir haben dann in unseren Behauptungen nur einen anderen Aus
druck für wohlbekannte Tatsachen bezüglich des Bildes von G in der 
uv-Ebene. 

Auf Grund dieser Vorstellungen ergibt sich ohne weiteres eine 
Ausdehnung der früher entwickelten Abbildungstheoreme für Gebiete G, 
welche auf beliebigen zweiseitigen krummen Raumflächen ausgebreitet 
sind, vorausgesetzt, daß man die Umgebung jedes Punktes von G in 
der eben geschilderten Art konform auf einen schlichten ebenen Be
reich abbilden kann. Dabei darf der Bereich G sogar noch im Raume 
Singularitäten aufweisen. So z. B. stören Kanten, längs deren zwei 
stetig gekrümmte Flächenstücke aneinanderstoßen, die Möglichkeit 
der konformen Abbildung keineswegs, da man die Größen e, f, g bei 
geeigneter Parameterwahl ohne weiteres nebst ihren Ableitungen stetig 
über die Kanten hinweg definieren kann. Sogar körperliche Ecken, 
in denen drei oder mehr Flächenstücke unter nicht verschwindenden 
Winkeln aneinanderstoßen, darf der Bereich G in seinem Inneren ent
halten. Denn wie man sich z. B. nach den Methoden von § 7 sehr 
leicht überzeugt, kann man die Umgebung der körperlichen Ecke 
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konform auf einen ebenen Bereich derart abbilden, daß dabei der 
Ecke ein einzelner Punkt entspricht!). 

§ 17. Historische und literarische Angaben 
zum letzten Kapitel. 

Die Theorien, denen das vorstehende Kapitel gewidmet ist, hängen 
alle mehr oder weniger mittelbar mit den grundlegenden Gedanken 
zusammen, welche Bernhard Rt"emann 2 ) (geb. 1826, gest. 1866) in die 
Funktionentheorie eingeführt hat. Von Riemann stammt auch der An
satz des Dirichletschen Prinzipes zur Führung der Existenzbeweise ; 
indem er jedoch die Lösbarkeit der betreffenden Minimumprobleme 
als selbstverständlich voraussetzte, ließ er in den Grundlagen seiner 
Theorie eine Lücke, deren Ausfüllung den Mathematikern zunächst 
beinahe unmöglich schien. Weierstraß war der erste, welcher auf diese 
Lücke hinwies; er bemerkte, daß es sehr wohl einfach formulierbare 
Minimumprobleme gibt, für welche keine Lösung existieren kann; 
(ein einfaches Beispiel ist das Problem, zwei Punkte einer Geraden 
durch eine möglichst kurze stetige gekrümmte Linie zu verbinden, 
welche in ihren Endpunkten auf der gegebenen Geraden senkrecht 
steht). Der Eindruck der Weierstraßschen Kritik war so stark, daß 
man den Riemannschen Ausgangspunkt des Dirichletschen Prinzipes 
ganz verließ und den Beweis der fundamentalen Existenztheoreme 
auf ganz anaeren Wegen suchte, ein Ziel, welches H. A. Schwarz 
und C. Neumann tatsächlich erreichten, wenigstens sofern es sich um 
die Theorie der algebraischen Funktionen und der Abelschen Integrale 
und die konforme Abbildung schlichter einfach zusammenhängender, 
von einer stückweise glatten Kurve begrenzter Bereiche handelte. 
Unter wesentlich erweiterten Voraussetzungen gelang der Beweis des 
Abbildungstheoremes später Osgood und anderen 3). 

Neue Schwierigkeiten und Fragen brachte das Problem der Uni
formisierung, welches aus Fragen der Riemannschen Theorie heraus
wuchs, jedoch gleichermaßen vom Standpunkt der Weierstraßschen 
Funktionentheorie fundamentales Interesse bietet. Die kühnen Ge
dankengänge, in denen H. Poincare und F. Klein dieses Problem 
nach den verschiedensten Richtungen hin in den achtziger Jahren 
des 19. Jahrhunderts durchdrangen, gaben insofern noch keine be
friedigende Lösung, als der strenge Beweis für die Möglichkeit der 

1) Vgl. z. B. Robert König, Math. Annalen, Bd. 71, S. 184. 
2) Vor allen Dingen in seiner Inaugural-Dissertation und seinen "A bel

sehen Funktionen". 
3) Genauere Literaturnachweise findet der Leser in den später zitierten 

Koebeschen Arbeiten. 



392 III, 5. Das Riemannsche Abbildungsprinzip. 

Uniformisierung in diesen Arbeiten noch nicht erbracht werden konnte. 
Dies gelang erst viel später, nachdem eine intensive mathematische Ent
wickelung, vor allem unter dem Einfluß von F. Klein und H. A. Schwarz, 
die Gedanken und Methoden der Riemannschen Funktionentheorie 
verbreitet und weiter entwickelt hatte. Auf der Grundlage der Neumann· 
Schwarzsehen Methoden aufbauend, gelangten gleichzeitig Koebe und 
Poincare im Jahre 1907 zu einem Beweise des wichtigsten Uniformi
sierungstheoremes, und von da ab hat hauptsächlich Koebe diese Pro
bleme nach allen Richtungen hin in völlig befriedigender Weise be
handelt. Die große Reihe der Koeheschen Abhandlungen zur geome
trischen Funktionentheorie gibt eine allseitige Darstellung der hier
hergehörigen Fragen 1). 

Mittlerweile war das verachtete und scheintote Dirichletsche Prinzip 
durch Hilbert wieder zum Leben erweckt worden; Hilbert zeigte zwar 
nur in einigen besonders einfachen Fällen, daß die Kräfte der Ana
lysis ausreichten, um den Weg des Dirichletschen Prinzipes zu Ende 
zu gehen; aber nach diesem ersten Erfolge setzten Bemühungen 
vieler Mathematiker ein mit dem Ergebnis, daß nunmehr der Weg 
des Dirichletschen Prinzipes vielleicht den bequemsten Zugang zu den 
Gebieten der modernen geometrischen Funktionentheorie darstellt 2). 

1) Es kommen hier vor allen Dingen in Betracht Arbeiten über die Uni
formisierung der algebraischen Funktionen, Math. Ann., Bd. 67 (1909); Bd. 69 
(1910); Bd.72 (1912); Bd. 75 (1914); Arbeiten über die Uniformisierung belie
biger analytischer Funktionen, Crelles Journ., Bd. 138 und 139; 5 Arbeiten zur 
Theorie der konformen Abbildung, Crelles Journ., Bd. 145; Acta math., Bd. 40; 
Crelles Journ., Bd. 147; Acta math., Bd. 41; Math. Zeitschr., Bd. 7. In diesen 
Arbeiten ist vielfach andere Literatur zitiert. 

2) Für die vorliegende Darstellung möge der Leser die folgenden Arbeiten 
des Verfassers vergleichen: Über die Anwendungen des Dirichletschen Prinzipes 
auf die Probleme der konformen Abbildung, Math. An n. 71. Über die Existenz
theoreme der Potential- nnd Funktionentheorie Crelles Journal Bd. 144. Über 
eine Eigenschaft der Abbildungsfunktionen bei konformer Abbildung, Gött. 
Nachrichten, Jahrgang 1914. 
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Regulärer Punkt 49, 55. 
Reihe, Bürmann-Lagrangesche 128. 
- Doppelreihensatz 15. 
- Laurentsehe 38. 
- Potenz-, siehe unter P. 
- unendliche 14. 
Residuum 97. 
Residuenformel von Cauchy 98. 
Riemann 235, 311. 
- Abbildungssatz 312, 327. 

Cauchy - Riemannsche Differential
gleichung 258. 

Riemann, Minimumproblem 329, 337 ff; 
- -Schwarzsches Spiegelungsprinzip 

298. 
Riemannsche Fläche 220, 288, 388. 
- algebraische 359 ff. 

Geschlecht 363. 
Hauptform der - - fUr das ellip
tische Gebilde 221. 
kanonische Zerschneidung 363. 
zweiblättrige Form der - - für 
das elliptische Gebilde 222. 

RUckkehrschnitt 360. 

Schlesinger 321. 
Schlicht 300, 324. 
SChlichtartig 354. 
Schlitzbereich, Abbildung auf einen 

345 ff. 
- geradliniger 326. 
Schwarz 309,391 f. 
- -Riemannsches Spiegelungsprinzip 

298. 
-scher Differentialausdruck 320. 
-sehe Ungleichung 333. 
Senke 282. 
Singulärer Punkt 281 ff., 301. 

Definition 49. 
autierwesentlich, siehe unter P. 
isolierter, siehe unter P. 
wesentlich, siehe unter P. 

Singuläre Linie 301. 
Singularität, logarithmische 281 f. 
Sinus 67, 113, 124, 293. 
- amplitudinis 200ft., 239ff. 
Spiegelpunkt 278. 
stationär 249. 
Staupunkt 285. 
Stelle, siehe Punkt. 
- des analytischen Gebildes 301. 
Stereographische Projektion 9, 275. 
Stetige Funktion 18. 
- Linie oder Kurve 43. 
Stetigkeit 18. 
- gleichmäf.iige 79. 
Stetigkeitsbereich 42, 53. 
Streckung 277. 
Stromlinien 252. 
Strömung 249. 
Stückweise glatte Kurve 246. 
- stetig 328. 
Substitution, lineare, siehe Transfor· 

mation. 
Summe einer unendlichen Reihe 14. 
Summen satz von Weierstraß 64. 
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System komplexer Zahlen oder Punkte 
12, 42, 43. 

- monogenes von Potenzreihen 41. 
- vollständiges von Polen 142. 
/1 (u) 166ff., 178ff., 200ff_, 233. 
/11 (u), /12 (u), /13 (u) 180ff., 200ff. 

Tangens 113, 115, 120, 293. 
Taylol'sche Entwicklung 64, 266. 
Thetafunktionen, Definition 179, 182, 

183. 
- Hermitesche 189. 
-- lineare Transformation 234ff. 
- Nullstellen 183, 188. 
- Produktdarstellung 190. 
- Verwandlungsformeln 187. 
- zahlentheoretische Anwendungen 

193ff., 199. 
- Zusammenhang mit den Sigma

funktionen 182 f. 
- - - - 1a<iobisclien elliptischen 

Funktionen 200. 
Transformation, durch reziproke Radien 

278. 
- Landensche der J aoobischen ellip

tischen Funktionen 290ff. 
- lineare 274ff. 

- der Weicl'strapschen elliptischen 
Funktionen 233ff. 

- - der ~·Funktionen 234ft. 
-- 2. Ordnung der Weierstraßschen 

elliptischen Funktionen 237. 
T 177, 208ff. 

Übergangslinien 225. 
Überlagerungsfläche 372. 
Umbildung einer Potenzreihe 33. 
Umgebung 11. 
Umkehrfunktion 258. 
Umkehrung einer Potenz reihe 125. 
Umlautssinn, positiver 84, 91,247, 262. 
Unbedingte Konvergenz 15. 
Unbestimmtes Integral 226, 259. 
Unendlich ferner Punkt 10, 274. 

Verhalten der Funktionen im Un
endlichfernen 286f. 
kleine Zahlen 135. 
vieldeutig 72. 
von der koten Ordnung 54. 

Unendliclie Produkte 122, 123. 
- Reihen 14. 
Unendlichkeitsstelle, siehe Pol und sin

gulärer Punkt. 
- Bestimmung und Anzahl der 100ft. 

Ungerade Funktion 67. 
Unilormisierung 294, 371 ff. 
Uniformisierungsprinzip von Koebe 357. 
Uniformisierende Variable 371. 
Unmittelbare Fortsetzung 37, 61. 

Variable, komplexe 17. 
Vektor, Geschwindigkeits- 249. 
Vergrötierungsverhältnis, lineares 257. 
- flächenhaftes 332. 
Verwandlungsformeln fUr die ~-Funk-

tionen 187. 
_ der Funktionen s (u), c (u), LI (u) 203. 
Verzweigungslinie 225. 
Verzweigungspunkt 223, 288, 292, 302. 
- algebraischer 302, 309. 
Verzweigungsschnitt e 360. 
Vieldeutig 72. 
Vollständiges System von Polen 142. 

Weierstraß 22, 48, 162, 266, 391. 
-sche elliptische Funktionen, lineare 

Transformation 233. 
___ Zusammenhang mit den Ja-

cobischen 239. 
- sches Gebilde 216. 
-sche g,J-Funktion 150. 
-sche Produktdarstellung ganzer 

Funktionen 123. 
-scher Satz über wesentlich singuläre 

Stellen 96. 
-scher Summensatz 64. 
Wesentlich singulärer Punkt 54. 
Weyl 328. 
Windungspunkt 288, 290, 292, 302. 
Windungszahl 84. 
Winkeltreue Abbildung 257. 
Wirbelfrei 250. 
Wirbel punkt 283. 
Wirbelstärke ~50, 283. 

Zahl, komplexe 1 ff., 70, 133. 
Zahlenebene 199. 
Zahlenfolge 8. 
Zahlenkugel 9. 
Zahlentheoretische Anwendungen der 

~-Funktionen 193ft. 
Zulässige Funktionen 329. 
Zusammenhängend, einfach 259. 
- n-fach 261, 324. 
Zusammenhängendes Randstück 324. 
Zweig, eindeutiger, einer analytischen 

Funktion 44, 30l. 
e (u) 149, 153, 162ff., 166, 171 ff., 174, 

195ff., 227ft., 233f. 
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